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Résumé

L’objet de cette thése est la détection de changements dans différents types
de données. La notion de “changement” est un peu vague. Par exemple, deux
images de la méme scéne peuvent étre trés différentes suivant ’angle de prise
de vue et pourtant elles représentent bel et bien la méme scéne. De méme, deux
modélisations 3D d’une méme scéne peuvent différer grandement en fonction du
degré de précision ou de généralisation avec lequel elles ont été construites. La
notion de changement dépend aussi du type de données & comparer. Comparer
une base de données 3D définies par des primitives (points, segments, ...) avec
un modéle numérique d’élévation (MNE) n’est pas la méme chose que comparer
deux prises de vue d’une scéne.

Dans le cadre de cette thése, on se limitera donc & comparer des données du
méme type, & Savoir :

— des surfaces (i.e. des images ou des MNE), du type z = f(z,y)

— des primitives 2D ou 3D (i.e. des points, des segments ou d’autres primi-

tives plus complexes).

Les méthodes adoptées dans chacun de ces deux cas seront bien entendu dif-
férentes de par la nature des données mais ce seront toujours des techniques
de mise en correspondance. C’est-a-dire que ’on souhaitera mettre en corres-
pondance les surfaces ou les primitives. Dans le cadre de la mise en corres-
pondance de surfaces, on utilisera une mise en correspondance dense, mettant
en correspondance chaque point des deux surfaces. Dans le cadre de la mise
en correspondance de primitives, on aura i estimer & la fois un appariement
et une déformation permettant de passer de ’ensemble de primitives initial &
I’ensemble de primitives final.

La mise en correspondance dense nous fournira un champ de déformation
permettant de passer des données 3 une date aux données & une date ultérieure.
Il faudra donc une étape d’analyse du champ de déformation afin de détecter et
caractériser les changements.

Dans le cadre de la mise en correspondance de primitives, une matrice de
confusion nous donnera directement accés aux changements (disparition ou ap-
parition de primitives) ou bien il faudra & nouveau analyser la déformation pour
retrouver les changements.



Chapitre 1

Introduction

1.1 Modélisation des déformations

Que ce soit pour apparier des images et des primitives, on sera amené i
modéliser des déformations permettant de passer d’un objet & 'autre. On em-
ploiera dans notre travail des méthodes de déformations non-rigides comporant
éventuellement une partie rigide (i.e. affine). Pour prendre en compte des défor-
mations souples, on modélisera ces déformations :

— soit de maniére dense dans le cadre de la mise en correspondance de sur-

faces, c’est-a-dire en estimant un champ de déformation,

— soit par interpolation & bases de splines [11, 57] dans le cadre de la mise
en correspondance de primitives notamment en utilisant la théorie des
noyaux reproduisants.

Traditionnellement, on modélise les déformations par ce qu’on appellera par
la suite des petites déformations, c’est-a-dire des applications qui & un point
x associent un nouveau point u(x) en imposant sur u certaines conditions de
régularité par exemple. Ces applications u peuvent étre par exemple des transfor-
mations affines, provenir d’un champ de déplacement (u(z) = z +v(z)), ou bien
encore étre générés par une interpolation par splines (u(z) = x4+, a;S(z;, r)).

Néanmoins, ces méthodes ne permettent pas de générer de grandes défor-
mations et conduisent parfois & des “catastrophes” géométriques car on ne peut
généralement pas imposer de conditions topologiques sur ce type de déforma-
tions, tout au plus une certaine régularité. On aura donc recours & une théorie
des grandes déformations introduite dans [35, 43, 36, 25| connue aussi sous l’ap-
pellation de “computational anatomy” pour ses liens avec 'imagerie médicale.
On pourra se convaincre de l'utilité de cette théorie notamment en lisant [43, 42]
qui compare petites et grandes déformations. Cette théorie modélise les défor-
mations par des flots de difféeomorphismes ou bien, pour faire le lien avec les
petites déformations, comme une somme infinitésimale de déplacements du. Ces
deux approches sont équivalentes car le flot de la déformation ® et la vitesse
instantanée v = du/dt ! de la déformation sont reliés par I’équation de transport

2 (t,2) = o(t, B(1,2)

17] faudra bien sir donner un sens & cette expression.

7
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On peut trouver une approche différente et plus générale faisant intervenir
la notion d’action de groupe de déformations sur des objets (images, landmarks,
...) dans [42, 60, 53, 54]. Cette approche se trouve dans la lignée des travaux
sur les “modéles déformables” (deformable templates) initiés par Grenander [31].
La différence est que 'on considére une somme d’actions infinitésimales des élé-
ments du groupe de déformations sur les objets. Cette technique permet de défi-
nir une structure riemannienne sur I’ensemble auquel appartiennent les objets &
apparier par 'intermédiaire de chemins de distance minimale sur cet ensemble,
ce qui justifiera la dénomination de “mise en correspondance géodésique” qu’on
emploiera par la suite. Un des avantages de ces techniques par rapport aux
techniques de ‘petites déformations — outre le fait que ’on peut retrouver des
déformations & plus grande échelle — est qu’on est assurée que la déformation
est un difféomorphisme, et donc une bijection, ce qui évite tout probléme de
recouvrement indésirable dans certaines applications.

1.1.1 Mise en correspondance de surfaces

Notre but sera d’apparier des surfaces (images, MNE, ...) mais on sera en
particulier intéressé par la caractérisation des déformations permettant de passer
d’une image a l'autre. Cela élimine d’avance toutes les méthodes ne permettant
pas de calculer de telles déformations, notamment toutes celles faisant appel a
une modélisation probabiliste des images [30, 32].

Le calcul de la déformation pourrait se faire par des techniques de flot optique
(cf. [6] pour une étude exhaustive des techniques de calcul de flot optique) mais
elles sont peu adéquates pour retrouver de grandes déformations (notamment
des prises de vue d’une méme scéne espacées dans le temps).

On utilisera donc des techniques de grandes déformations en faisant agir
un groupe de difféeomorphismes sur le paramétrage de la surface. On montrera
d’ailleurs que 1’équivalent en petites déformations de cette méthode est juste-
ment le calcul du flot optique qui lui est donc inférieur.

L’approche multi-résolution ayant par ailleurs donné de bons résultats en
ce qui concerne les techniques de flot optique [3, 10], on adaptera donc cette
approche & notre cadre théorique, notamment par I’analyse de la déformation
sur des bases d’ondelettes.

1.1.2 Mise en correspondance de primitives

Il peut étre cotteux de comparer des surfaces par le biais d’une mise en
correspondance dense. Quand on compare deux scénes, il peut étre plus judicieux
de comparer seulement les éléments caractéristiques de cette scéne. Dans notre
cas, il s’agira de primitives extraites de données 2D ou 3D. On cherchera &
nouveau & estimer une déformation entre les deux ensembles de primitives &
comparer mais un nouveau probléme se pose qui est ’appariement des primitives
de chaque ensemble deux & deux. Il est aussi essentiel de pouvoir gérer les
“outliers” (objets manquants ou surnuméraires). On veut donc étre capable de
trouver une matrice de confusion représentant les appariements entre les objets
des deux ensembles. Le probléme peut donc étre séparé en deux parties :

— l’appariement des primitives en tenant compte des outliers si possible,

— DPestimation de la déformation optimale entre les deux ensembles de pri-

mitives connaissant les correspondances entre les primitives deux a deux.
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Dans le cas o ’on connait déja par avance I’appariement entre primitives, on
parlera de mise en correspondance non ambigué, et de mise en correspondance
ambigué dans le cas contraire.

En ce qui concerne la mise en correspondance de “landmarks”, le cadre des
grandes déformations a été combiné & des techniques & base de splines pour
donner des splines géodésiques [61]. On en proposera une extension pour la
mise en correspondance de vecteurs.

Cependant, la mise en correspondance géodésique ne permet pas d’apparier
les primitives deux & deux dans ’ensemble de départ et dans ’ensemble d’arrivée
en méme temps que ’estimation de la déformation, c’est-a-dire, pour reprendre
la terminologie indiquée plus haut, qu’il ne fonctionne que dans un cadre non am-
bigu. L’étape d’appariement doit étre effectuée avant la mise en correspondance
mais on perd alors la robustesse qui résulte de ’estimation conjointe de I'appa-
riement et de la déformation. On sera donc amenés & explorer des techniques
de petites déformations qui permettent l’estimation conjointe de I’appariement
et de la déformation [17, 46, 28, 19].

On verra néanmoins comment s’affranchir de la contrainte de I’appariement
grace a la quantification des primitives & apparier [18, 20, 21] mais cela néces-
sitera quand méme une étude a posteriori de la déformation.

1.2 Plan de la thése

Dans un premier temps, on introduira les bases de la “mise en correspondance
géodésique” (chap. 2) qui permet de définir des métriques sur des ensembles d’ob-
jets variés et par conséquent de calculer une distance entre deux objets, ce qui
permet de les comparer. On fera le lien avec la théorie des métamorphoses [55].
On proposera en particulier deux applications pour la mise en correspondance
d’images et de points.

On étudiera ensuite plus attentivement 'application qui peut en étre faite
pour la mise en correspondance de MNE ou d’images et on discutera en parti-
culier des normes de régularisation qui interviennent dans la mise en correspon-
dance (chap. 3) avec une possibilité de les définir par apprentissage.

On passera ensuite a la mise en correspondance non ambigué de primitives
— C’est-a-dire sans appariement — (chap. 4) en décrivant notamment la mise
en correspondance de caractéristiques vectorielles des objets & mettre en cor-
respondance (tangentes, normales) grace a des techniques d’interpolation par
splines.

On introduira ensuite un modéle d’objet nous permettant d’apparier des
primitives complexes et une technique basée sur le “soft assign” [28] permettant
de trouver les correspondances entre objets (chap. 5).

On reviendra ensuite & la mise en correspondance géodésique (chap. 6) mais
dans le cadre de la mise en correspondance de caractéristiques ponctuelles ou
vectorielles.

Enfin, on verra une méthode de mise en correspondance de primitives per-
mettant de s’affranchir du probléme de 'appariement grace & la quantification
des primitives (chap. 7).

L’annexe A expose la méthode employée pour construire les MNE & apparier
grace & des techniques de corrélations en multi-vues (plusieurs prises de vue
d’une méme scéne 3D).
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I’annexe B donne un apergu des espaces de Hilbert & noyau reproduisant
ainsi qu’une extension pour tenir compte de I’apect différentiel des éléments du
Hilbert. On appellera ces espaces des espaces de Hilbert & noyau reproduisant
de premier ordre.



Chapitre 2

Théorie des grandes
déformations

Le but de ce chapitre est d’introduire la notion de distance géodésique sur
un ensemble d’objets sur lesquels agissent un groupe. Concrétement, les objets
seront des MNE ou des images (cf. chap. 3) ou des ensembles de landmarks
(cf. chap. 6, 7) et le groupe sera un groupe de déformations. Le but sera alors
de trouver la déformation minimisant une distance géodésique entre les deux
objets, cette déformation représentant les changements d’un objet a 'autre. On
peut retrouver le cadre général de cette théorie dans [42]. Plus précisément, on
dira que deux objets I et I3 sont proches s’il existe une déformation g telle que
glo~ I et g~ Id.

2.1 Problématique

2.1.1 Action de groupe

Soit une variété 7 considérée comme un espace d’objets sur laquelle agit un
groupe G d’élément neutre e possédant une algeébre de Lie &. Dans la suite,
on notera l'action d’un groupe G sur un ensemble d’objets Z de la maniére
suivante :

GxIT-—=>T
(9,1) = g1

De plus G agit naturellement sur lui-méme par l'intermédiaire de la loi de
groupe.

Hypothése 2.1. On supposera que laction de G x T — T est C*.

Le but est de comparer les objets de Z. On dira que deux éléments Iy et I
de 7 sont proches g’il existe g € G tel que g ~ e et g.Iy ~ I, autrement dit s’il
existe un élément du groupe G suffisamment proche de 1’élément neutre faisant
correspondre les deux objets.

On introduit & cet effet 'ensemble A = G' x T sur lequel G agit & nouveau
de la maniére suivante :

(g,1).h = (gh,h™1.1)

11
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o 1 2 3 4 5
FI1G. 2.1 — Action d’une rotation sur un 7-uplet de R?

Remarque 2.2. On considére une action 4 droite du groupe G sur A qui se
traduit par le fait que I.h = h=1.I.

Exemple 2.3. Un exemple simple pourrait étre I’ensemble (RY)N des N-uplets
de R? sur lequel agit le groupe des rotations de R? (cf. fig. 2.1). Dans ce cas,cela
revient a faire un recalage rigide de deux ensembles de N points (I’appariement
point & point étant supposé connu,).

2.1.2 Distance sur I’espace des objets

On définit alors la distance d(I, I') entre deux objets I et I' de Z comme la
distance entre les orbites de (e, I) et (e, I').
Définition 2.4. La distance d sur T est telle que pour tout I,I' € T :
d(I,I') = D((e, I).G, (e,I').G) 2.1)
=inf{D(a,a') :a = (9,9 .I),a' = (¢',g" *.T"),9,9' € G} '

Il faut noter que, dans l’expression (2.1), la distance D reste & définir. Mal-
heureusement d n’est pas dans le cas général une distance au sens propre du
terme, & moins que ’on ne suppose que D vérifie une condition d’invariance par
rapport & ’action du groupe G i.e. quelques soient h,g,9' € Get I,I' € T :

D((g,1)-h,(¢",I')-h) = D((g,1), (9", I"))

2.1.3 Notations

A partir des actions de groupes de G sur 7 et sur lui-méme, on définit
plusieurs applications qui nous seront utiles par la suite.

Définition 2.5. Pour I € T et g € G, on note R} ’application :

RI.G-1T
g—gl
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R? Uapplication :

RS:G—G
h— h.g=hg
et Rg Vapplication :
RI:I>7T
g
Isgtr

2.2 Distances géodésiques

2.2.1 Energie d’un chemin

Soit a un chemin différentiable sur A, c’est-a-dire une application continue

de [0;1] dans A pour laquelle la dérivée temporelle ‘;—‘; est définie pour tout
t € [0;1]. Pour que cette dérivée temporelle soit bien définie, on suppose par la

suite que A est un sous-ensemble d’un espace de Banach.

Définition 2.6. Soit M une variété. Pour m € M, on note T,, M [’espace
tangent a M en m, autrement dit I’ensemble contenant les dérivées dd—T(to) pour
tout to € [0;1] et tout chemin différentiable m tel que m(tg) = m.

Ainsi on pourra parler de l'espace T,.A tangent & A en a. De plus, si a =
(9,I),on a T, A=T,G x T(Z.

On définit ’énergie associée & un chemin sous la forme d’une somme d’éner-
gies infinitésimales. Ces énergies infinitésimales sont associées & une famille de
normes (||.||4, a € A) telle que, quelque soit a € A, ||.||, est une norme sur T,.A.

Définition 2.7. L’énergie associée au chemin a est donc la somme de ces éner-
gies infinitésimales ou instantanées :

E(a):/o1

A partir de cette énergie on peut définir le chemin géodésique entre deux
points comme le chemin d’énergie minimale et 1’on en tire la notion de distance
géodésique.

da ||?

P dt

a(t)

Définition 2.8. La distance géodésique associée a l’énergie E est par définition :
D(a,d') = inf{y/E(a) : a(0) = a,a(1l) = a'}

2.2.2 Condition d’invariance

On a vu dans 2.1 que la “distance” d définie en (2.1) est réellement une
distance que si on peut assurer que D est invariante par rapport a ’action de
groupe. L’invariance de D peut étre assurée par certaines conditions sur les
normes ||.||q-

On définit pour cela ’application de translation par g.
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Définition 2.9. Pour g € G, on note Ry Uapplication :
Ry: A= A
a—a.g

Comme les actions de G sur 7 et sur lui-méme sont C', I'application R,
est différentiable pour tout g € G. Donc pour tout ¢ € G et tout chemin
différentiable a sur A, le translaté de a par g i.e. a.g : t — a(t).g est aussi
différentiable. Pour tout g € G, la différentielle de I'application R,, & savoir
doRy : Ty A — Tg g A vérifie alors la condition suivante pour tout chemin diffé-
rentiable a tel que a(tg) = a :

da.g da

d—t(tO) = daRg-d—t(to) (2.2)

Proposition 2.10. La condition d’invariance de D par rapport a laction de
groupe est vérifiée si pour tout a € A, pour tout to € [0;1] et tout chemin
différentiable a tel que a(to) = a

da

E(to)

duRy 22 (1)

a a.g

Démonstration. Sila condition d’invariance (2.3) est vérifiée, alors on peut écrire
pour g dans G et tout chemin a sur A tel que a(0) =a et a(l) =a’ :
2

1 2 1
E(g.a) = / dag|” = / @l 4 = Ba) (2.4)
o Il dt |lag).q o Il dt [la
et, par conséquent D(a.g,a’.g) = D(a,ad’). O

Proposition 2.11. Si la condition d’invariance (2.3) est vérifiée, il suffit pour
définir une distance géodésique sur A = G x I, de définir la famille de normes
(II-lla, @ € A) pour tout a de la forme (e,I) ow e est l’élément neutre du groupe

G.

Démonstration. En exprimant la condition d’invariance (2.3), on peut écrire
pour tout to € [0;1], tout h dans G et tout chemin (g,I) sur G x Z tel que

(g, D(to) = (9,1) :
|

d(g,1 d(g,1
(it )(to)H = 'd(g,I)Rh-—(gt )(to)
(9.1) (9,1)-h
On conclut en spécialisant cette relation & h = g~ *. |

Remarquons que ces normes dépendent néanmoins de I € Z. Considérons
alors un chemin différentable a = (g, I) et placons-nous en un temps #o tel que
a(to) = (g,I). On alors d’aprés la proposition d’invariance (Prop. 2.10) :

‘da

— (2
™ (1)
L’énergie du chemin a (Déf. 2.7) s’écrit alors :
dt

1
E(a) = /
0 e,g(t).I(t)

Par la suite, on fera ’hypothése suivante sur les norme ||.||¢,r.

da

da(to)Rg_1 T (to) (2.5)

9.1 e,g.1

da||?

dae) Rg()-1-—
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Hypothése 2.12. On suppose que les normes ||.||e,r sur Te,; A = & x T1L sont
définies de la maniére suivante :

Va = (v,8) € T, 1A= & x T L, ||al|? ; = Ng(v; I)* + N (6;1)?

0t Ng(.;I) et Nz(.;I) sont des familles de normes indexées sur I respectivement
sur & et Tr1.

On peut alors donner I’expression de 1’énergie d’un chemin (g, I) sur G x7 en
fonction des normes Ng(.; ) et Nz(.;I) en utilisant les définitions de Déf. 2.5 :

1 dg 2
0 (2.6)

1 dl 2
0

2.2.3 Vitesse et chemin effectif

Définition 2.13. On définit la vitesse v d’un chemin de déformation g sur G
comme un chemin sur & défini par la relation

—_ = deRg(t)V(t) (27)

L’équation (2.7) est appelée équation de transport. La donnée d’un chemin
de déformation g est équivalent & la donnée de sa vitesse v et de la condition
initiale g(0) = g puisque g est solution de ’équation différentielle (2.7) sous
réserve d’existence et d’unicité de la solution g & v donné.

Définition 2.14. On définit le chemin effectif J sur T associé a un chemin
a = (g,I) sur A comme le chemin défini par la relation :

J(t) = g(t).1() (2.8)

Le chemin effectif est donc la résultante de ’action combinée d’un chemin
sur le groupe des déformations et d’un chemin sur l’espace des objets.

La donnée du couple de chemins (g,I) est donc équivalente & la donnée du
couple de chemins (v,J) plus la condition initiale g(0). Mais comme le distance
D est invariante par action du groupe G, on ne s’intéressera dans la pratique
qu’a des chemins tels que g(0) = e. Il faut aussin noter qu’on a équvalence des
chemins (g,I) et (v,J) sous réserve d’existence et d’unicité de ’équation de
transport (2.7).

Proposition 2.15. L’énergie d’un chemin a = (g,I) peut s’exprimer en fonc-
tion de sa vitesse v et de son chemin effectif J :

dJ

EJ,v) =/0 Ng(v(t);J(t))2dt+/0 Nz (E—deRg(t).v(t);J(t)) dt (2.9)

Démonstration. Afin de prouver ’égalité (2.9), on va partir de I’expression (2.6).
Comme on a l’identité Rf o RY, = Id pour tout g € G, on peut écrire

9=t
d.RS °ng?—1 = Id. On peut réécrire cette identité pour g = g(t) et ’appliquer
a %%, ce qui nous donne :

dg dg
G G —
deRg(t)‘dg(t)Rg(t)_l E = E



16 CHAPITRE 2. THEORIE DES GRANDES DEFORMATIONS

Ceci nous permet de conclure d’aprés la définition de la vitesse du chemin g (cf.
Déf. 2.13) que :
dg

dg(t)}zg(t)_l.E =v(t) (2.10)

Si on différencie en ¢ ’expression (2.8) du chemin effectif, on obtient :

dJ dI dg
E = dI(t)Rg(t)—l % + dg(t)R:IZ(t) E

dl
= dI(t)R;’(t)_l.% + dg(y Ry -de RS 4y v (t)

Or on sait que pour tout g € G et I € Z, on a Rf o R = RI ;. En différenciant
cette derniére relation, on obtient dy R} o d. RS = d.R! ;. En spécialisant cette
expresion & g = g(t) et I =1I(t), on a :

dg(t) Ri(y) © deRg(y) = de Ry

et ainsi : a4
z _ z
dI(t)Rg(t)—l'% = % —_ deRJ(t)'v(t) (211)
En reportant (2.10) et (2.11) dans (2.6), on obtient bien l’expression de
Pénergie souhaitée. O

2.3 Les métamorphoses

Les métamorphoses [55] sont une maniére différente d’envisager le méme
probléme. L’intérét de cette approche est qu’il donne une vision plus précise de
I’action du groupe de déformations G & un niveau infinitésimal. On montrera
qu’a quelques détails prés, ces deux approches sont tout & fait équivalentes.

2.3.1 Définition et action de groupe

On considére & nouveau un ensemble d’objets Z sur lequel agit un groupe de
déformations G. Les métamorphoses sont également définies comme des chemins
sur un groupe G et sur un ensemble d’objets 7.

Définition 2.16. On appelle métamorphose tout chemin (g,I) sur un groupe
de déformations G et un espace d’objets T :

t €[0;1] = a(t) = (g(t),1(?))

avec la condition initiale g(0) = e, e étant l’élément neutre du groupe G. On
appelle g la déformation et I le modéle associés a la métamorphose.

Avec les mémes notations que précédemment on voit qu’une métamorphose
peut aussi étre considéré comme un chemin sur A4 avec une contrainte sur la
déformation initiale.

Remarque 2.17. Le terme de “modéle” n'est que la traduction de l'anglais
“template” (cf. la théorie des “deformable templates” [31]).
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L’action du groupe G sur 7 permet alors de définir le chemin effectif J généré
par les deux types d’évolution (déformation et modéle) :

I(t) = g(t).1(t) (2.12)

On voit qu’on adopte dans le cadre des métamorphoses la méme définition du
chemin effectif que dans Déf. 2.14. On peut maintenant se placer & un instant
donné ¢t du chemin (g,I) et étudier ce qu’il se passe & un niveau infinitésimal.

2.3.2 Actions infinitésimales
Vitesse

Si on suppose que 'application Rf est C1 (cf. Déf. 2.5), on peut définir sa
différentielle en 1’élément neutre e de G :

deRS : & 5 &
v — v(g)

L’application ¢ — wv(g) est donc un champ de vecteurs continu sur G. Elle
correspond a ’action infinitésimale d’un élément v de & sur une déformation g.

On est alors & méme de donner une définition de la vitesse d’'un chemin de
déformation identique & Déf. 2.13.

Définition 2.18. La vitesse v d’un chemin g sur G est définie par la relation

suivante :
dg

& = 4Ry v(H) = v(H)(g(t) (213)

Meétamorphose infinitésimale

Si on suppose de plus que R? (cf. Déf. 2.5) est C, alors sa différentielle en
I’élément neutre e de G est une application de & dans I’espace T;Z tangent & 7
en [ :

d.RY: 6 - TiT
v = v(I)

L’application I — v(I) est donc un champ de vecteurs continu sur Z. Elle
correspond & ’action infinitésimale d’un élément v de & sur un objet 1.

Exemple 2.19. Si on considére a nouveau le cas de l'exemple 2.3, lalgébre de
Lie associée au groupe G des rotations de R? est l’algébre des endomorphismes
antisymétriques de R%. L’action infinitésimale du groupe G sur un N-uplet I
peut étre vue comme laction d’un endomorphisme antisymétrique sur chacun
des points du N -uplet I.

Définition 2.20. On appelle métamorphose infinitésimale en J € T tout €lé-
ment = (v,6) de 8 X TyZ, qui génére une déformation infinitésimale v(J)+4.
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On peut faire le lien entre les métamorphoses et les métamorphoses infinité-
simales en différenciant la relation (2.12). On obtient en effet :

dJ dI dg
at dI(t)Rg(t)—l-a + dg(r) RIZ(t)'E
dI dg
= dI(t)R:é(t)_l E + deRg(t).I(t)-dg(t)Rg(t)—l E (214)

dl

La métamorphose infinitésimale en J(t) correspondante est alors :

dl
n(t) = (V(t); dyt) Ry %>

puisqu’on peut vérifier que v(t) € & et que dI(t)Rg(t)_l.% € TywZ.
On peut alors définir des normes sur les métamorphoses infinitésimales a
partir d’une norme |.|g sur & et de normes |.|; sur les espaces tangents T;Z.

Proposition 2.21. L’ensemble & x T;7 des métamorphoses infinitésimales
en J est muni d’une structure hilbertienne en posant pour tout n = (v,d) €
& x TJI N

Iz = lols + 1617

Remarque 2.22. Les normes |.|e¢ et |.|; correspondent aux normes Ng(.,J)
et Nz(.,J) de Uhypothése 6.1 a la différence prés que les normes sur & ne sont
plus indexées sur T.

2.3.3 Construction d’une métrique riemannienne

A partir de la norme sur ’espace des métamorphoses infinitésimales en J
(Prop. 2.21), on peut déduire une nouvelle norme sur T;Z.

Proposition 2.23. La relation suivante pour j € T;Z1 :
1315 = inf {Jol + 1615 : 0(]) +6 = j}

. . (2.15)
= inf {Jole + 15 —v(/)[7}

définit une norme sur T;Z.

On se reportera a [55] pour la démonstration de cette proposition.
On peut alors définir une métrique sur 7 & partir des métriques sur ses
espaces tangents.

Définition 2.24. L’énergie d’un chemin J sur T est donnée par :
2

1 1 1
E(J):/ dt:ir‘}f{/ |v(t)|§5dt+/
0 3 0 0

ot v appartient a l’ensemble des chemins sur &.

dJ

o —vHEW)

aJ
dt
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Donc en posant pour (J,v) chemin sur Z x & :

v@y) = [ ok [ |5 -voam)

on a :
E(3) = inf{U(I,v)}

et la distance géodésique entre deux éléments I et I' de 7 est donnée par :

d(I,I') = inf{EJ) : 3(0) = I,J(1) = I'}
= inf{UJ,v) : J0) = I,J(1) = I'}

Si on revient maintenant a la définition des métamorphoses (2.12) et que ’on
considére le flot de déformations g généré par le chemin v par le biais de (2.13),
on retrouve la partie déformation de la métamorphose. Et la partie modéle est
donnée par I(t) = g(t) L. J(¢).

De plus, les relations (2.13) et (2.14) nous donnent une expression de I’énergie

en fonction de I et g :
1 2 1
d
U(g,I) = / dg(t)Rg(t)_l.—f dt + /
0 ® 0

d
2.3.4 Comparaison avec I’approche précédente

2

dI
—| dt (21
o (2.18)

A
dI(t)Rg(t)—l . 50

On a donc vu dans cette section sur les métamorphoses que les chemins g,
I, v, J avaient exactement la méme signification que dans I’approche initiale.
De plus, on constate que les énergies des chemins (g,I) (2.18) et (v,J) (2.17)
ont exactement la méme expression que dans (2.6) et (2.9). La seule différence
entre les deux approches est signalée dans Rem. 2.22.

2.4 Exemples

On proposera deux applications de la théorie introduite plus haut et qu’on
utilsera & nouveau par la suite : la mise en correspondance d’images et la mise
en correspondance de points.

2.4.1 Mise en correspondance d’images
Définitions

Soit Q un ouvert borné de R? !. Une image I est modélisée comme une
application de 2 dans R. On appelle 7 I’espace fonctionnel contenant les images
qui nous intéressent. Soit G le groupe des difféomorphismes de Q. G définit une
action de groupe a droite sur Z de la maniére suivante :

GxI—>T

(9,1) > I.g=Tog™!

ITout ce qui suit reste cependant valable pour des dimensions supérieures & 2 (mise en
correspondance de volumes par exemple).
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F1G. 2.2 — Chemin J d’images et chemin g des difféomorphismes associés

Autrement dit, le groupe G agit sur Z par l'intermédiaire d’'un changement de
paramétrage. De plus, G agit naturellement sur lui-méme :

GxG—->G
(9,h) > g-h=goh

L’algébre de Lie & associée & G peut étre identifiée & un sous-espace des champs
de vecteurs continus sur {2.

La figure 2.2 donne un exemple de chemin I d’une image vers une autre ainsi
que le chemin g de difféomorphismes associés (ici représentés par des grilles).

Détermination de la distance géodésique

On pose pour un chemin a = (g,I) sur A :

da _ (g o1
dt — \ ot’ ot
Et un calcul immeédiat nous donne :
da

0 _, oI -
By 10 = (F )09, Gt )og ) 219

On définit la famille de normes {||.||,,a € A} & partir de Prop. 2.11 et de
Phypothése 2.12. Dans le cas général ot a est un chemin tel que a(ty) = (g,1),
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on peut donc écrire d’aprés (2.19) :

da 2 O0g 1 1 2
a(to) = Ng E(tOV)Og ilog
I
9, \ (2.20)
+ Nz (g(to, Jog hilo g‘1>
Et I’énergie associée au chemin a (2.6) s’écrit :
1 6g 2
B@ = [ No(SEe @ )T0e 0) a

0 ) (2.21)

[ (Gee Tt ) @

ot I'on note g=1(t) = g(¢)~!.

On peut réexprimer 1’énergie cette énergie de maniére différente en utilisant
la vitesse v et le chemin effectif J comme on ’a fait dans 2.2.3. Dans le cas
présent, la vitesse et le chemin effectif s’expriment comme suit.

v(t;2) = 251,87 (1,2)) (222)
I(t,0) =1(t,g" " (t,)) (2.23)

Autrement dit, on adopte passe des coordonnées lagrangiennes aux coordonnées
eulériennes.

Si I et par conséquent J sont différentiables en la variable spatiale z, on peut
dériver l'identité I(¢,y) = J(¢,g(t,y)) par rapport au temps, ce qui nous donne :

o1 a3 83 g

a(ta y) = E(tag(ta y)) + %(tag(tay))'a(tay)

En prenant z = g(t,y), on arrive finalement & I’expression :

o1 1 oJ oJ
—(t,g” (¢ = —(t —(t,x).v(t
(g7 (60) = S (0) + 5 (,2) v(6,2)
Ceci n’est autre que la dérivée de Lie (ou dérivée particulaire) de J suivant le
champ v.

L’énergie du chemin a = (g,I) s’exprime alors de la maniére suivante en
fonction de J et v :

! ) ! 83 83 2
E(J,v) =/ Ng(v(t,.);J(t,.)) dt+/ Nz (—(t, )+ —.v(t,.); I, .)) dt
0 0 ot Ox

(2.24)
On aurait pu obtenir directement cette expression & partir de la formule (2.9)
mais il aurait fallu donner un sens & la différentielle de I'application R? : g —
I o g7'. Une différentiation formelle de cette application en 1’élément neutre
e donne d.R¥(v) = —(VI,v) mais il faut étre plus soigneux si 'on veut une
démonstration exacte. On peut trouver dans [62] des conditions générales sur
I’ensemble des images Z pour que la différenciation de ¢ — ¢g.I = I o g~ soit
licite.
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Le premier terme de I’énergie (2.24) sur le chemin de champs de vecteurs v
permet d’imposer des contraintes de régularité sur v et, par conséquent sur le
difféomorphisme g généré par ce champ de déformations par le biais de I’équation
de transport (2.7). Le second terme impose la conservation du flot optique généré
par le champ v. Finalement, il s’agit de calculer le flot optique avec régularisation
[33] mais dans un cadre de grandes déformations.

Nous verrons dans le chapitre 3 comment minimiser cette énergie.

Lien avec les métamorphoses

On peut faire le lien avec les métamorphoses. Ici I serait la partie modéle de
la métamorphose et g la partie déformation.

Comme on ’a dit précédemment, en différenciant formellement g — ¢.I =
Tog~! en I'identité, on obtient ’expression de ’action infinitésimale d’un élément
v de & sur une image J :

v(J) = =(VJ,v)

si bien qu’en remplagant dans (2.17), on retrouve la méme expression de ’énergie
que dans (2.24).

2.4.2 Mise en correspondance de points

Cette application a déja été traitée dans [61] sous I’appellation de splines
géodésiques ou auparavant dans un cadre théorique légérement différent [43, 16,
35, 36] (on ne s’y intéresse pas a laction de groupe de déformations). On en
donnera une extension dans le chapitre 6.

Définitions

Soit G un groupe de diffsomorphismes de 2 ouvert de R¢ et 7 = Q" i.e. les
n-uplets de points. On définit ’action de G sur Z de la maniére suivante. Un
élement g de G agit & droite sur un élément I = (py,...,p,) de Z de la maniére
suivante :

Ig=g""(I)=(97"(pr),---,97 " (pn))

L’action naturelle adroite de G sur lui-méme est encore cette fois-ci :

Vg,he G,gh=goh

Détermination de la distance géodésique

On se donne maintenant un chemin sur A.

a(t) = (g(t,.),1(t)) = (g(t;.), P1(D), - - -, Pu(t)) (2.25)

On reprend alors le méme raisonnement que dans 2.4.1. En gardant les
mémes notations que dans ’exemple des images, on a donc encore la relation
(2.5) et on peut écrire une expression de la différentielle de 1’application de
translation similaire & (2.19) :

da og _ dp dpn
da(to)Rg_l'E(tO) = (E(toag l(toa'))7dp1(t)g'd—t17"'7dpn(t)g'ﬂ (2.26)
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avec a(to) = (g, ).
On fait & nouveau le méme type de changement de variable que dans (2.22)
et (2.23) :

v(t,z) = 6—?(1&, g~ (t,x)) (2.27)

qi(t) = g(t, pi(t)) (2.28)

Pour garder la cohérence avec les notations de I’exemple précédent, on pourra
noter J(t) = (qi(t),...,q,(t)). En dérivant l'identité (2.28) par rapport au
temps, on obtient :

dqi _0g dp;
dt ot (tapz(t))+dpi(t)g(t)- dt
dp;
= V(L () + dp, 8-

De la méme maniére qu’on a, pour un diffeomorphisme g de G et un n-uplet
I=(p1,...,pn)deZ, g(I) = (g(p1),---,9(pn)), on notera aussi, pour un champ
de vecteurs v sur Q, v(I) = (v(p1),...,v(pn))-

On définit & nouveau des familles de normes Ng et Nz comme dans ’hypo-
thése 2.12, ce qui nous donne :

2 2

da
P (to)

da

da(to)Rg—l o (to)

Idg-1.1

= Ng(v(to,.); I (to))? + Nz (%(to) - V(thJ(tO))BJ(tO))

9,1

On en tire donc une expression de I’énergie :

dJ

E(J,v):/o Ng(v(t,.);J(t))2dt+/ Nz (E—v(t,J(t));J(t)) dt (2.29)

0

Encore une fois, le premier terme de cette énergie sert & imposer une certaine
régularité au champ v tandis que le second terme mesure ’adéquation entre
les trajectoire des landmarks et le diffécomorphisme en comparant la vitesse de
chaque trajectoire avec le champ de vitesse v généré par le difféomorphisme en
un méme point comme on peut le voir dans la figure 2.3.

Nous verrons comment minimiser cette énergie et ainsi trouver les géodé-
siques entre deux ensembles de landmarks dans ’extension présentée au cha-
pitre 6.

Lien avec les métamorphoses

On peut encore une fois faire le lien avec les métamorphoses. Dans le contexte
de la mise en correspondance de points, les p; représenteraient la partie modéle
de la métamorphose et g la partie déformation. Si on pose J = (¢1,...,¢n), €n
différenciant g — g.J = g(J) en l'identité, on obtient :

U(J) = (U(QI)7 s 7U(QTL))

ce qui donne la méme expression que ’énergie (2.29) en remplagant & nouveau
dans (2.17).
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Cn(0)

Fi1G. 2.3 — Trajectoire d’un point

2.5 Existence d’'un minimum de 1’énergie

On formule tout d’abord I’hypothése suivante qui sera respectée dans toutes
les applications qui suivront.

Hypothése 2.25. On suppose que les normes Ng(.; I) ne sont pas indexées sur
Z. On suppose de plus que chaque espace tangent T1L peut étre plongé dans un
méme espace de Banach Z de sorte que les normes Nz(.,I) sont prises comme
la norme sur Z et ne sont donc plus indexées sur T.

On va associer & tout chemin (g, I) le chemin (v, Z) tel que :

dg
V(t) = dg(t) Rg(t)_l . E

dl
Z (t) = dI(t) Ré(t)_ 1. a

La donnée du chemin (g, I) est donc équivalente a la donnée de (v, Z) sous
réserve que le systéme d’équations différentielles suivant admette une unique
solution (g,J) & (v,Z) fixé :

dg

E = deRg(t)V(t)

I i (2.30)
a = dg(t).I(t)Rg(t)'Z(t)

avec les conditions initiales g(0) = e et I(0) = I,.

Définition 2.26. On note K Uespace de Hilbert des chemins (v,Z) sur & x Z
qui vérifient :

1 1
v, Z) |12 = / Ne(v(t)dt + / N7(Z(8))*dt < oo

On note (gv,Iyv,z) la solution de (2.30) si elle existe.
Plutot que de prouver lexistence d’un chemin (g,I) minimisant ’énergie
(2.6) sous les conditions g(0) = e, I(0) = Iy et g(1).I(1) = I;, on va prouver
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Pexistence d’un chemin (v,Z) minimisant la norme ||.||x sous les conditions
Iv,z(O) = I() et Iv,z(l) = _[1.

La fonctionnelle ||.||x est convexe et continue pour la topologie forte donc
elle est aussi semi-continue inférieurement pour la topologie faible.

Notons V(ly, I1), pour Iy, I; € Z le sous-ensemble de K des couples (v, Z)
tels que Iy z(0) = Iy et Iy z(1) = I1. On note aussi Bx(R) la boule centrée
fermée de K de rayon R.

Lemme 2.27. Pour tout R < oo et tout In,I; € Z, V(Iy,I;) N Bc(R) est
faiblement compact.

Démonstration. On sait que les boules fermés de rayon fini sont compactes pour
la topologie faible. Reste & prouver que si une suite (v, Zy) de V(lo, I1 )N B (R)
tend faiblement vers (v,Z) alors on a bien I, z(0) = Iy et Iy z(1) = I;. Soit
donc une telle suite (v, Z,). On peut alors prouver sous certaines conditions
[42] que gy, et Iy, z, convergent uniformément sur [0;1] vers gy et I, z. En
particulier, on a bien I, z(0) = Iy et I, z(1) = I;. O

Grace a ce lemme et a la semi-continuité faible de la norme ||.||x on peut
donc conclure qu’il existe un couple (v,Z) minimisant la norme ||.||x sous les
conditions I, z(0) = In et I, z(1) = I;.
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CHAPITRE 2. THEORIE DES GRANDES DEFORMATIONS



Chapitre 3

Mise en correspondance
d’images et de modéles
numeériques d’élévation

3.1 Déformations dans le cadre de la détection
de changement

On reprend dans ce chapitre la mise en correspondance d’images introduite
dans 2.4.1. On considérera aussi les MNE comme des images, la seule différence
venant du fait que la valeur de chaque pixel correspond & une altitude et non
plus & un niveau de gris. Pour plus de précisions sur la facon dont les MNE sont
construits, on pourra se reporter & ’annexe A. On s’attachera dans ce chapitre
4 définir des normes de régularisation des déformations adéquates ainsi que des
stratégies permettant d’atteindre le minimum global de I’énergie (2.24).

3.1.1 Choix de I’énergie et des inconnues

On utilise ce modéle de déformation pour pouvoir détecter des changements
dans les trois dimensions. En effet, il est important de pouvoir détecter les
changements & la fois en planimétrie et en altimétrie ou en niveaux de gris
(cf. fig. 3.1).

Nous choisirons les normes fonctionnelles Ng et Nz de I’équation (2.24) de
maniére & ce qu’elles ne dépendent pas de la variable J. Plus précisément, nous
prendrons Ng(.) = ||.||y ot V est un Hilbert inclus dans L?(£2, R?) tel que ||.||y
soit une norme régularisante (e.g. V est un espace de Sobolev) et Nz(.) = ||.||z2-

2

EJ,v) :)\/0 [|v(t, .)||$;dt+/0 /Q‘(VJ(t,x),v(t,m)) + %(t,l’) dxdt (3.1)

Le facteur A permet de régler ’équilibre entre la régularité de la déforma-
tion et la conservation du flot optique. Suivant la valeur de A, I’algorithme se
comporte de maniére différente comme l'illustre la figure 3.2 :

27
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~

dJ

~

)_ ___________________ |____/__.

FiG. 3.1 — Deux possibilités : modifier ’altimétrie ou la planimétrie

— A > 1:1algorithme minimise les déformations en planimétrie (cf. fig 3.2(a))
— en déformation pure avec la terminologie des métamorphoses (cf. 2.3) ,

— A K 1:Talgorithme minimise les changements en altimétrie ou en niveaux
de gris (cf. fig. 3.2(b)) — en template avec la terminologie des métamor-
phoses.

Dans le cas de la détection de changements, on a affaire & deux types de

déformations :

— les déformations dues a I’apparition de changements (e.g. apparition d’un
nouveau batiment) qui correspondront plutot & des déformations altimé-
triques,

— et les déformations dues & l'imprécision des deux MNE comparés (impré-
cisions des contours de batiments notamment) qui correspondront plutot
a des déformations planimétriques.

3.1.2 Régularisation par un noyau gaussien

La premiére idée venant & ’esprit pour régulariser le champ de déformation
v est d’utiliser une régularisation gaussienne. On considére donc que V est un
espace de Hilbert & noyau reproduisant N? (cf. appendice B) ou N (et par
conséquent N2) est un noyau gaussien.

Si on pose v = Nw, on a alors :
1 A ! 03

B, w) = A / / wi(t, 2)[2dzdt+ / / (VI(t,2), Nw(t, ) + 23t 2)| dwdt

0o Ja 0o Jo ot 32)

On peut voir le résultat de la minimisation d’une énergie de ce type dans le
cadre de la mise en correspondance d’images (cf. fig. 3.3).

La taille du noyau gaussien influe sur le résultat final. En effet, plus le noyau
est grand, plus il est rigide : la déformation est plus réguliére. Néanmoins, un

2
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e|efe]e]®
0000

(a) Déformations en planimétrie : A > 1

|00
© 6000

) Déformations en niveaux de gris : A < 1

FiG. 3.2 — Influence du poids de régularisation A sur la mise en correspondance
du petit disque et du grand disque
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F1G. 3.3 — Morphing avec un opérateur de régularisation gaussien. Les images
entre la premiére et la derniére images sont calculées par 1’algorithme.

noyau plus grand permet de retrouver de plus grandes déformations comme on
peut le constater en comparant les résultats de la figure 3.4. On constate bien
que la déformation est plus réguliére avec le noyau le plus grand (o = 10 pixels)
qu’avec les deux autres. On s’apercoit aussi qu’avec le plus petit noyau (o = 3
pixels), on n’arrive pas a retrouver une déformation “raisonnable”.

3.1.3 Décomposition de la déformation dans une base ap-
propriée

Dans certains cas, la régularisation gaussienne ne permet pas de retrouver de
grandes déformations quelque soit la taille du noyau employé. La figure 3.5(a)
montre le meilleur résultat que ’on ait pu obtenir avec la régularisation gaus-
sienne.

Dans ce cas, on définit I’espace de Hilbert V & partir de sa norme :

-lly = [1£2.]| 2

ol R est un opérateur tel que la norme ||.||y soit régularisante. Par exemple, on
peut envisager de prendre pour R un opérateur différentiel.

En fait, on va tenter de décomposer la déformation dans une base de fonctions
de V appropriée et définir 'opérateur R & partir de cette décomposition. Pour
étre plus précis, si on adopte une base orthonormale de fonctions {e;} dans
laquelle on décompose le champ de déformation v i.e.

v = E Vi€;
i
alors on définit R de la maniére suivante

Rv = E K;iV;€4
i

Autrement dit, on définit Popérateur R & partir de ses vecteurs propres (la base
orthonormale {e;}) et de ses valeurs propres {x;}. L’espace de Hilbert V est



3.1. DEFORMATIONS DANS LE CADRE DE LA DETECTION DE CHANGEMENT31

cle[c|e]®
00000

(a) o = 5 pixels

cle[-|e]®
00000

(b) o = 10 pixels

(d) Déformation 3.4(a) (e) Déformation 3.4(b) (f) Déformation 3.4(c)

FiG. 3.4 — Influence de la taille du noyau gaussien régularisant sur la mise en
correspondance du petit disque et du garnd disque (taille de I'image 64 pixels)
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alors I’ensemble des fonctions v = ), v;e; telles que
o]l =) w5v} < o0
i

L’énergie s’écrit alors :

EJ,v) =/Olzn%vi(t)2dt+/ol/9

Approche multi-résolution

Gt + > vilVI(ta), ei(x)| dodt

Dans le cadre du calcul du flot optique (qui est, on le rappelle, 'analogue de
notre probléme mais dans un cadre de petites déformations), on s’est rapidement
apercgu que la multi-résolution était un outil efficace (cf. [51, 2, 37] par exemple).
Les ondelettes, de par leur structure multi-échelle, s’imposent alors naturelle-
ment comme un cadre d’analyse de la déformation [10, 9]. Mais, contrairement
A ce qui a été fait auparavant, on va ici imposer des conditions de régularité
sur la déformation par l'intermédiaire de I'opérateur R en tirant parti des ré-
sultats liant les coefficients de la décomposition en ondelettes et la régularité de
la fonction analysée.

On décompose donc chaque composante du champ de déformation v dans
une base d’ondelettes dyadiques 2D {1 }. Dans un but de simplification, on

noteral
v = § vsk¢sk
s,k

ou s € N représente la résolution et k = (k',k?) € Z? la position, c’est-a-dire
que :

Vs (T) = 2°%1Poo (2°z — k)

Les vy, sont des vecteurs de dimension 2. On peut retrouver cette méthode dans
[3] mais dans un cadre différent de la mise en correspondance géodésique. On
définit donc un opérateur R & partir de cette base d’ondelettes

Ry = Z Kfskvskwsk

s,k

Mais on désire que la norme ||R.||z2 soit peu affecté par les translations.
C’est-a-dire que si I’on note v™ pour v € V et 7 € R?, I'application 2 — v(z—17),
cela signifie que ’on souhaite avoir ||Rv||pz =~ ||Rv"||p2z pour tout v € V et
7 € R?. En particulier, on peut avoir pour tout s,k, k', || Rsk||z2 = ||Rsk || 22
en ne faisant pas dépendre les valeurs propres ks de 'opérateur R de l'indice
de position k, c’est-a-dire :

VEk, ksk, = ks

C’est le cas de figure dans lequel on se placera par la suite.

1Par souci de clarté, on omettra volontairement le fait qu’il y ait en vérité trois types
d’ondelettes en 2D.
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1. Liens entre valeurs propres et régularité
Pour garantir une certaine régularité du champ de déformation v, on veut
d’un point de vue qualitatif que les poids ks soient plus importants aux
résolutions les plus fines qu’aux résolutions les plus grossiéres. On peut
méme se donner des critéres quantitatifs sur la vitesse de croissance des
poids ks en fonction de la résolution s pour imposer une régularité au
champ v.
On rappelle d’abord la définition suivante :
Définition 3.1. Une fonction f est Lipschitz-a avec « = n+ 1 (n €
N,0 <r < 1) s’il existe une constante C' et un polynéme P de degré n tels
que

Va,y,|f(z) — P(y)| < Clz —y[*

On peut alors énoncer le théoréme suivant [34, 41, 40].

Théoréme 3.2. Soit Yy une base d’ondelettes 2D avec N moments nuls.

Alors une fonction f = 3 fsk¥sk, 0 fsr = (f,¥sk), est Lipschitz-c
avec a < N si et seulement si il eriste une constante C telle que

\for| < C2725(0+3) (3.3)

Par la suite, on supposera que la base d’ondelettes aura toujours un
nombre N de moments nuls suffisant et que 'ondelette de base est & sup-
port compact (ondelettes de Daubechies par exemple).

Les deux propositions qui suivent donnent des relations entre les valeurs
propres de I'opérateur R et la régularité des éléments de V.

Proposition 3.3. Si les valeurs propres ks de lopérateur R sont en
0(2%5P) en fonction de la résolution s, alors toute fonction v & support
compact et Lipschitz-a pour o > [, appartient a l’espace de Hilbert V
défini par la norme ||R.||z2.

Démonstration. Soit v une fonction & support compact et Lipschitz-a pour
a > . Alors, d’aprés Thm. 3.2, il existe une constante C telle que

loge| < C2-25(@+ 1)

De plus v est & support compact donc on peut supposer qu’il existe des
réels xg, Y0, x1,y1 tels que :

Supp(v) C [zo;yo] x [z1;31]

Si I’on suppose de plus que
Supp(too) C [uo;vo] X [u1;v1]

alors
Supp(st) C [27°(uo + k');27°(vo + k)] x [27°(ur + k1);27° (01 + £?)]
Donc les indices k = (k', k) tels que vy soit non nul vérifient les inégali-
tés :

2520 +ug < k' < 2°21 +uy

2%yo +vo < k* < 2%y; + vy
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Le nombre N, d’indices k& tels que vg; est non nul & la résolution s est donc
majoré par (2°(z1 — o) + (u1 —uo) +1))(2°(y1 —yo) + (v1 —vo) +1)). Donc
en prenant A = ((z1 — zo) + (u1 —uo) + 1) ((y1 —yo) + (v1 —vo) + 1), on est
assuré que pour tout s > 0, N, < A22%. De plus, il existe une constante B
indépendante de s telle que k; < B22%%. Donc, & une résolution s fixée

as = K;z Z |vsk|2 < ABQC22S24SB2745(¢1+%) — 0(245(37(1))
k

La série des as converge et par conséquent v appartient & V. O

Proposition 3.4. Si les valeurs propres ks de lopérateur R sont en
0O(2258) en fonction de la résolution s, alors toute fonction v de V est
Lipschitz-o. pour tout o < 8 — L.

Démonstration. Il existe & nouveau une constante B indépendante de s
telle que k, < B22%%. On note by = Y, |vs|? & une résolution s donnée.
Le fait que v appartient & V se traduit par la relation

Zf@§|vsk|2 < B? Zb324sﬁ < 00
s,k s

Ceci signifie que la série entiére 2520 bsz® a un rayon de convergence au
moins égal & 2%#. Et donc

lim sup(bs)% <2748

Et par conséquent, pour tout a < 8 — %, il existe une constante C telle
que pour tout s
by < 02 4s(at3)

et comme |vgx| < bs pour tout k, on obtient bien la relation (3.3) qui nous
garantit que v est Lipschitz-a. O

Les propositions 3.3 et 3.4 nous permettent donc de faire le lien entre la
régularité souhaitée de la déformation et 'opérateur de régularisation a
adopter.

2. Algorithme multi-résolution

L’intérét de cette approche est que ’on peut calculer la déformation mi-
nimisant 1’énergie a des résolutions différentes. Pour cela, il suffit de dé-
composer la déformation sur une partie seulement de la base d’ondelettes.
Concrétement cela revient a ne prendre en compte les coefficients d’onde-
lettes vsr du champ de déformation v que pour des résolutions s < S ou
S est la résolution souhaitée.

On peut donc alors mettre en place une stratégie qui vise & estimer dans un
premier temps une déformation grossiére qu’on raffinera au fur et & mesure
[5]. C’est-a-dire qu’on itére les minimisations de ’énergie en partant de la
résolution d’analyse en ondelettes la plus grossiére et en allant jusqu’a la
résolution la plus fine. A chaque minimisation, on prend comme initiali-
sation de la déformation & la résolution s le résultat de la minimisation &
la résolution précédente s — 1 (cf. Alg. 1).
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On constate que le résultat final a une énergie plus basse que si ’'on mini-
misait directement sur toutes les résolutions & la fois. Ce phénoméne est
visible en comparant les énergies finales dans la figures 3.9 et, de maniére
plus visuelle, en comparant I’évolution de I'image avec (fig. 3.5(c)) ou sans
multi-résolution (fig. 3.5(b)). Les parameétres sont pourtant dans les deux
cas identiques, mais dans le premier cas (fig. 3.5(b)), il semble que l’al-
gorithme se retrouve bloqué dans un minimum local tandis que dans le
second cas (fig. 3.5(b)), ’évolution est plus souple. On s’apercoit aussi en
comparant les déformations (fig. 3.7) que dans le cas sans multi-résolution
(fig. 3.7(a)), les déformations semblent plus locales que dans le cas avec
multi-résolution (fig. 3.7(b)). La figure 3.8 le prouve de maniére flagrante :
dans le cas sans multi-résolution, les grandes déformations au niveau de
la bouche ou du nez ne sont pas du tout retrouvées au contraire du cas
avec multi-résolution.

Cela est di au fait que dans le cas multi-résolution, 1’algorithme a pu
trouver les grandes déformations en travaillant d’abord aux résolutions les
plus grossiéres puis en affinant ’évaluation des déformations aux échelles
les plus fines comme le montre la figure 3.11 sur un nouvel exemple. On
peut aussi se rendre compte de ce phénoméne en observant les jacobiens
des déformations retrouvées aux différentes échelles dans la figure 3.15,
ol l'on s’apercoit que la déformation est d’autant plus détaillée que la
résolution est fine.

On peut également mettre en évidence 'influence du facteur de croissance
B des valeurs propres k, de l'opérateur R (k; = 22%%) en observant les
différentes séries d’images & des échelles différentes et pour des § diffé-
rents (cf. fig. 3.11, 3.10, 3.12, 3.13). Mais I’évolution du jacobien de la
déformation en fonction des échelles et du facteur 8 est sans doute encore
plus parlante (cf. fig. 3.15, 3.14, 3.16, 3.17). On voit bien qu’un § trop fort
pénalise les petites déformations et qu’inversement un § trop faible donne
des déformations trop irréguliéres.

Algorithm 1 Mise en correspondance de deux images Iy et I; en multi-
résolution
Initialiser les déformations v(t) = 0
Initialiser les images J(¢t) = (1 —t)Io + tI;
Initialiser ’échelle S = 0
repeat
repeat
Descente de gradient en la déformation = calcul des v4; pour s < §
Descente de gradient en I'image
until AE < e
S+ S+1
until S > S,z

Détermination d’un opérateur de régularisation approprié par ap-
prentissage

Les résultats des mises en correspondance sont déja d’une qualité trés satis-
faisante. Néanmoins, on souhaite déterminer un opérateur de régularisation qui
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soit encore plus adapté & certains types de problémes. En effet, dans certaines
applications, les déformations peuvent avoir une forme caractéristique. On va
donc chercher & déterminer les valeurs propres de 'opérateur R par apprentis-
sage. Pour ce faire, on va étudier le comportement statistique des coefficients v;
dans la décomposition v = ) v;e;. Les v; sont des vecteurs de dimension 2. On
calcule donc leurs matrices de covariance ¥; par apprentissage et en supposant
que les v; suivent des lois normales, on définit ’opérateur de régularisation R
de maniére & ce que la norme |||y définisse une “distance” d’un élément v de V
4 la loi gaussienne définie par les matrices de covariance ¥; :

_1
v=Y viei= Ro=3 % "vie; > ol = Y of 57

1l est important de noter que si les v; sont des vecteurs gaussiens alors la norme
de v définie plus haut est presque siirement infinie. On se tire de ce mauvais pas
en considérant dans la suite de I’exposé que I’on observe qu’un nombre fini de
composantes v;, ce qui est le cas dans la pratique. En effet, aprés discrétisation
du probléme, la base (e;) de décomposition de la déformation v est de cardinal
fini.

1. Analyse en ondelettes puis en Fourier

Dans cette partie, nous considérerons le champ de déplacement v comme
étant discrétisé sur une grille réguliére. On le décompose sur une base
d’ondelettes discrétes — c’est & dire qu’on effectue une FWT :

v@) = ) (@)

s,k,n

ou s et k représentent 1’échelle et la position du coefficient d’ondelettes et
n = 0,1,2 indexe les trois types de fonctions d’ondelettes entrant en jeu
dans la décomposition en 2D.

On effectue alors une FFT sur chaque échelle de la transformée en onde-
lettes de v, c’est-a-dire que 'on définit les coefficients suivants :

Vi =D chreq(—k)
k

oll e4 est la base des exponentielles complexes. On a par transformation
inverse :

cor =D v5er(a)
q

On considére alors les variables vy, comme des variables aléatoires gaus-
siennes que 1’on suppose non corrélées. Si on note alors :

Dy (@) =D Up(@)eq (k)
k

on peut écrire :

v(@) = Y Ui, (@)

$,4,m
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On suppose alors une stationnarité du champ ¢, = (c7)n=0,1,2 & chaque
échelle s. On s’intéresse donc & la structure de covariance suivante :

E [Cs,szT,Hk/] = Z E[vs,quq,]eq(k)eq, (k+ K

q,q'

oil vs,4 est le vecteur (vf,)n=0,1,2- Les variables vs, étant non corrélées,
on a E[vs,quq,] = 0 sauf pour ¢ = ¢' et ¢ = —¢' (le champ ¢, étant réel,
on a la relation : vs,_, = v ). Il s’ensuit :

E [cs,kc£k+k,] = Z E[vs,quq]eq(% + k') + Z E[Us,qv:,qT]eq(—k')
q q

Le champ ¢, étant stationnaire, I’espérance E [cs,kcsTk +k,] ne doit donc

dépendre que de k'. Ainsi, si 'on note v}, = af , +if
q,n,m:

&g, On a pour tout
Elag a5,] = E[B5,,85)
E[agqﬂg}q] + E[a??qﬂg,q] =0

Re(E[U?,qU;?q* ) = E[O‘?,qa?fq] +E| eqPag

37q s’q

E[v} vm]=0:>{

On décide donc de modéliser le champ aléatoire v de la maniére suivante :

— les variables aléatoires o, et (s, sont indépendantes et suivent des
lois gaussiennes de moyennes nulles et de matrices de covariance ¥ 4 =
Re(Elv,,4v%,"1/2)

— par symeétrie, oy, _g = g9 €t Bs,—g = —fsq-

— on obtient les différentes échelles de la transformée en ondelettes de v
par des transformées de Fourier inverses i.e. cs = F ' (v;)

— et on obtient le champ de vitesse v par une transformée en ondelettes
inverse i.e. v = W™1(c)

Les matrices de covariance X, , déterminent alors complétement la struc-

ture du champ de déplacement aléatoire v.

2. Introduction d’une norme ad hoc

On introduit une nouvelle norme N¢g (cf. 2.4.1) sur les champs de dépla-
cement de la maniére suivante :

_ x* Ty—1
Ng(v) = E vy, X5 Vsig
s7q

ot vs,g = (Vg g)o<n<2-
Si 'on veut garder le formalisme des opérateurs alors il suffit de définir
l'opérateur R de la maniére suivante :

R=%":FW

3. Détermination des lois gaussiennes par apprentissage
Nous allons déterminer les matrices de covariance ¥, , par apprentissage.
On synthétise alors N couples de MNE pour chacun desquels on connait
le champ de déplacement v sous ’hypothése des petites déformations. On
calcule alors pour chaque couple les vecteurs vs 4 et on calcule les matrices
de covariance X, ; de ces vecteurs & ’aide des N estimations.
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4. Résultats

Afin de comparer la mise en correspondance géodésique avec ou sans ap-
prentissage, on va comparer au MNE initial le MNE initial déformé par le
difféormorphisme retrouvé dans chacun des cas (cf. fig. 3.18). Dans le cas
sans apprentissage, l’algorithme a généré des déformations 1a ou de nou-
veaux batiments apparaissent (dans le coin supérieur droit notamment),
ce qui n’est pas le cas dans le cas avec apprentissage. Il semblerait donc
que Papprentissage permette de générer des déformations un peu plus
“réalistes” sur cet exemple.

3.2 Algorithme

3.2.1 Version discrétisée de ’énergie

On ne peut pas utiliser 'expression (3.1) pour la minimisation de ’énergie.
En effet, la discrétisation directe du terme de “flot optique” dans (3.1) conduit
& une instabilité numérique.

On donne donc une version discrétisée en temps de 1’énergie qui nous servira
par la suite & expliciter la minimisation numérique de 1’énergie :

NT—-1

EJ,v) = Z [/\Hv(t, IIE + /Q It + 1,2+ v(z, b)) — Iz, t)>dz| (3.4)

t=0

ol NT est le nombre de pas de temps utilisés dans cette discrétisation.

On discrétise ensuite J et v sur une grille rectangulaire qu’on identifiera
4 Z2. On considére donc J et v comme des applications de Z? dans R et R?
respectivement. A cet effet, on notera J 'opérateur d’interpolation bilinéaire :

J:REC xR SR

(1=r(@)A =ry)J(l=], ly])
+r(@)(1=r(y)J(lz] +1,y])
+ (1 =r(@)ry) (=], ly] +1)
+r(@)r(y) (=] +1, ly] +1)

(, (z,9)) =

—~ o~

ou 7(z) représente la partie fractionnaire du réel z et |z| sa partie entiére.

On minimisera cette énergie par des descentes de gradient alternées en J et
en v. Reste alors & calculer les versions discrétes de ces gradients.

3.2.2 Calcul du gradient en la déformation

Le gradient dépend des variables que 'on prend pour définir la déformation
(lissage gaussien ou transformée en ondelettes).
On posera par la suite :

f,z)=Jt+Lz+v(t,z) —I@t,2)VIE+ 1,z +v(tz))



3.2. ALGORITHME 39

Cas gaussien
L’énergie discrétisée en temps s’écrit alors dans ce cas :

NT—1
Edw) = Y [)\/ |w(t,m)|2dw+/ 3t + 1,2+ Nw(t,2)) — I(t, 2)[2dz
Q Q

t=0

ot N est le noyau gaussien et v(t) = Nw(t).
On peut alors calculer le gradient en w de I’énergie :

%VWE(t) = w4+ Nf (3.5)

Il s’agit 14 du gradient pour la version de I’énergie discrétisée en la seule variable
temporelle. Dans le cas, ou ’énergie est aussi discrétisée en la variable spatiale,
I’énergie de mise en correspondance devient :

NT-1
EQ.v)= Y > [Awtzy)l+[3AE+1),@y) +v(t,z,y) - It z,y)]

t=0 (z,y)€Z?

Cependant le calcul du gradient pour I’énergie discrétisée en espace suit immeé-
diatement : il suffit pour cela d’utiliser une convolution discréte au lieu d’une
convolution continue dans (3.5).

Cas des ondelettes
La version discrétisée en temps de I’énergie peut alors s’écrire :

2
NT-1

EQ@,v)= > ch§|vsk(t)|2+/QJ t+La+ Y va(t)a(@) | —I(t2)| do

t=0 s,k s,k

On peut donc en tirer le gradient de ’énergie en les coefficients v (¢) :

S VB = R2vak(0) + (£, Yot (36)

Il s’agit encore de la version du gradient pour ’énergie discrétisée en la seule
variable temporelle. L’énergie discrétisée en temps et en espace s’écrit :

NT-1

EQ@,v)= ) Y mlva®P

t=0 |s>0,(k,l)€Z2

+ Y PAE+), (@) +o(z,y) - It z,y)
(z.y)€Z?

avec v(Z,Y) = 3,50, (k,1yez2 Vsk (£)¥sk(2,y)). Mais une fois encore, le calcul du
gradient dans le cas ot I’énergie est discrétisée en temps et en espace est immé-
diat : il suffit d’utiliser la transformée en ondelettes discréte dans (3.6).
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3.2.3 Calcul du gradient en I’'image
Le gradient de I’énergie en J est indépendant de la norme en v adoptée selon
les applications :
1
SVaE = AT AT
ou on note Ay l'opérateur linéaire qui & J associe A,J tel que :

(AVJ)(t,Z') = J(t + 1,[E + V(t, 'Z')) - J(t,.’L’)

Mais ceci correspond au gradient en J pour une version spatialement continue
de ’énergie. Pour une version discrétisée en espace, il faut étre plus soigneux
dans le calcul du gradient et notamment préter attention & la fagon dont les
valeurs des différentes variables sont interpolées en dehors de la grille discréte.

On note ainsi N, l'opérateur linéaire qui & une image discréte J associe
I'image N, J interpolée sur la grille G, :

Gy = {(z,y) + v(z,9)|(z,y) € 2%}
c’est-a-dire que :
(RoJ)(z,y) = 3T, (z,y) + v(2,y))
L’énergie peut alors s’écrire au moyen de cet opérateur :

NT-1

E@,v)= Y (V@I + AlRep I (¢ +1) = I@)]°]

t=0

Et le gradient de I’énergie en 'image est :
1
5VJ(t)E =J(t) = RypI(t+1) + N3(1571)(1‘2v(t—1)-](t) - J(t-1))

1l faut maintenant définir explicitement I"opérateur R? pour pouvoir calculer
le gradient de I’énergie en J.

Pour cela, on se donne une position (zg,yo) € Z2 et une image I telle que
pour tout (z,y) € Z2, I(z,y) = §(z0,z)5(yo,y) ot § est le symbole de Kronecker.

Pour (k,l) € Z?, on note Py le pavé de R? défini comme suit :

Popy ={(@y))k<z<k+1,I<y<l+1}

On a alors pour toute image J :

(N, I,J) = > (1 —=r@@")(1—r@")J(z,y)
(z,y)€Z2|(2'y' )€ Pz, y0)
+ > r(z")(1 —r(y")J (z,y)
(z,9)€Z2|(2',y") € Plag —1,y0)
+ > (1 =r@)ry")JI(z,y)
(z,9)€Z2|(2",y") EP(zg ,yg—1)
n ) r(&)r(y') I (z,)

(z,y)€Z?|(2" Y ) EP(2g—1,y9—1)

en notant (z',y') = (z,y) + v(z,y).



3.3. CONCLUSION 41

Or lopérateur NI est défini par la relation (X,I,J) = (I,RL.J) pour tout
I, J. Donc, dans notre cas particulier :

(N1, J) = (I,R7T) = (X7 T) (20, %0)

Dans la pratique, les images ne sont pas définies sur Z2 mais sur un pavé
{0,...,N; — 1} x {0,...,N, — 1} de Z? o N, et N, sont respectivement le
nombre de colonnes et de lignes de 'image. On prolonge une image J définie
sur {0,...,N, —1} x {0,..., N, — 1} en une image J définie sur Z? en posant
pour (k,l) € 72

J(k,l) = J(min(max(k,0), N, — 1), min(max(k,0), N, — 1)

En fait, on ne prolonge pas I’image sur Z? tout entier mais sur un pavé de Z?2
en dehors duquel on est sir que la déformation est nulle. Si on note T la taille
du noyau de convolution discret ou de 'ondelette de base discréte, il suffit donc
de prolonger les images sur {-7,...,N, —1+T} x {-T,...,N, —1+T}.

3.3 Conclusion

Dans ce chapitre, on a pu mettre au point un algorithme de mise en cor-
respondance d’images ou de MNE (de surfaces si ’on veut étre le plus général
possible) qui cumule plusieurs avantages :

— le cadre théorique des grandes déformations,

— le choix d’un opérateur de régularisation adapté (décomposition sur une

base d’ondelettes),

— la mise en correspondance multi-résolution (“coarse to fine”).

Les expériences montrent en effet que chacun de ces trois aspects génére un
véritable gain dans la qualité de la mise en correspondance. Notre définition de
lopérateur de régularisation nous permet aussi de contréler la régularité de la
déformation. On fait aussi remarquer que ’algorithme se comporte correctement
méme quand on n’impose qu’une faible régularité a la déformation : c’est ce qui
nous permet de retrouver des déformations d’une précision trés satisfaisante.
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(b) Mise en correspondance par ondelettes sans multi-résolution

(c) Mise en correspondance par ondelettes avec multi-résolution

Fi1G. 3.5 — Comparaison des différents types de mise en correspondance. Les
images entre la premiére et la derniére de chaque série sont calculées par ’algo-
rithme
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(a) Déformation gaussienne

(b) Déformation ondelettes avec multi-résolution (petites déformations)

Fi1G. 3.6 — Comparaison des déformations pour les différents types de mise en
correspondance
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I
T

(a) Déformation ondelettes sans multi-résolution

(b) Déformation ondelettes avec multi-résolution

Fia. 3.7 — Comparaison des déformations pour les différents types de mise en
correspondance (suite)
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(a) Image initiale et image finale

(b) Mise en correspondance gaussienne (c) Mise en correspondance ondelettes sans
multi-résolution

(d) Mise en correspondance ondelettes avec (e) Mise en correspondance ondelettes avec
multi-résolution (petites déformations) multi-résolution

Fic. 3.8 — Dans chaque paire : image finale transformée par la déformation
inverse (& comparer & 'image initiale) et image initiale transformée par la dé-
formation directe (& comparer & ’image finale)
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Fi1G. 3.9 — Variation des énergies au cours de ’algorithme & base d’ondelettes
avec multi-résolution (continu) et sans multi-résolution (pointillés)



3.3. CONCLUSION 47

(c) Echelle 8

Fi1G. 3.10 — Résultat de ’algorithme multi-résolution & différentes échelles. Fac-
teur de croissance exponentielle des valeurs propres de I'opérateur de régulari-
sation 8 =0
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() et 1
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442
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F1G. 3.11 — Résultat de l'algorithme multi-résolution & différentes échelles. Fac-
teur de croissance exponentielle des valeurs propres de 'opérateur de régulari-
sation 8 = 0.5

(c) Echelle 8
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33

(b) Echelle 3

) Echelle 8

Fi1G. 3.12 — Résultat de ’algorithme multi-résolution & différentes échelles. Fac-
teur de croissance exponentielle des valeurs propres de I'opérateur de régulari-
sation g =1
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(b) Echelle 3

(c) Echelle 8

Fic. 3.13 — Résultat de 'algorithme multi-résolution & différentes échelles. Fac-
teur de croissance exponentielle des valeurs propres de 'opérateur de régulari-
sation g = 1.5
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(a) Echelle 1 (b) Echelle 2 (c) Echelle 3 (d) Echelle 4

(e) Echelle 5 (f) Echelle 6 (g) Echelle 7 (h) Echelle 8

FiG. 3.14 — Jacobiens des déformations & différentes échelles de ’algorithme
multi-résolution (8 = 0)

(a) Echelle 1 (b) Echelle 2 (c) Echelle 3 (d) Echelle 4
(e) Echelle 5 (f) Echelle 6 (g) Echelle 7 (h) Echelle 8

Fi1G. 3.15 — Jacobiens des déformations & différentes échelles de ’algorithme
multi-résolution (8 = 0.5)
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(a) Echelle 1 (b) Echelle 2 (c) Echelle 3 (d) Echelle 4

(e) Echelle 5 (f) Echelle 6 (g) Echelle 7 (h) Echelle 8

F1G. 3.16 — Jacobiens des déformations & différentes échelles de l'algorithme
multi-résolution (8 = 1)

(a) Echelle 1 (b) Echelle 2 (c) Echelle 3 (d) Echelle 4

(e) Echelle 5 (f) Echelle 6 (g) Echelle 7 (h) Echelle 8

F1G. 3.17 — Jacobiens des déformations & différentes échelles de l'algorithme
multi-résolution (8 = 1.5)
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(a) MNE de départ (b) MNE d’arrivée

(c) (d)

Fi1G. 3.18 — Comparaison de 'image initiale et de I’image initiale déformée sans
apprentissage (fig. 3.18(c)) et avec apprentissage (fig. 3.18(d)).
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Chapitre 4

Mise en correspondance de
primitives

On utilisera dans ce chapitre la théorie des noyaux reproduisants introduite
par Aronszajn [4] dans le contexte de 'interpolation par spline (cf. [57] pour
des exemples d’application) afin d’interpoler des déformations entre primitives.
Nous adapterons cette théorie afin de prendre en compte des éléments de premier
ordre des primitives i.e. des tangentes ou des normales en plus des points. On
verra que la prise en compte de ces caractéristiques de premier ordre permet
4 lalgorithme de mise en correspondance de gagner en robustesse tant dans la
mise en correspondance des primitives (cf. chap. 5) que dans 'estimation de la
déformation. Dans ce chapitre nous ne traiterons pour ’instant que le probléme
de lestimation de la déformation, la mise en correspondance étant supposée
connue.

4.1 Modélisation de primitives

On définit de maniére générale une primitive par un certain nombre de points
associés ou non a des vecteurs (tangentes, normales). Des exemples concrets
seront donnés dans les sections 5.5 et 6.6. La figure 4.1 donne un exemple de la
définition d’une courbe par des points interpolant associés ou non & des vecteurs
(tangentes ou normales).

F1G. 4.1 — Une courbe définie par des points et des tangentes

55
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4.2 Interpolation par splines

Dans la suite de notre travail, nous aurons besoin de définir des déformations
capables de mettre en correspondance différentes sortes de primitives. Comme
nous avons défini nos objets & I’aide de points (cf. section 4.1, Papproche par
splines semble naturelle. Cependant, comme nous faisons aussi intervenir des
vecteurs (tangentes ou normales), nous devrons définir ce que nous appellerons
des splines de premier ordre (cf. 4.2.3).

4.2.1 Notations
Soit H un espace de Hilbert inclus dans L?(Q,R?) — © étant un ouvert de

R? — doté d’un produit scalaire {.,.) et d’'une norme ||.||. On définit :
d
Ve € H% a € RY, e.a= Zeiai eEH 4.1)
i=1
Ve € HY h € H, (e,h) = (', h),_, ,€R? (4.2)
Vee Hie' € HY,  (e,e) = ((e,e)) ( 4 ci<d €Maa®  (43)
1<j<d

4.2.2 Probléme générique

En premier lieu, examinons un probléme plus général, & savoir la minimisa-
tion d’une énergie du type suivant :

N
E(h) = IhlI* + ) &({ex, h) — cx) (4.4)

k=1
ol h appartient & H, les ex & H¥, les ¢ & R%* et les & sont des formes
quadratiques de R .

Proposition 4.1. L’élément h de H minimisant E appartient 4 £ = Span{et |k =
1,...,Nyi=1,...,d}.

Démonstration. 1 suffit de décomposer h sous la forme h = hll + ht ou hll € £
et ht € £1. On conclut en remarquant que E(h) = E(hll) + ||at]2. O

Ainsi, en utilisant les notations de 4.2.1, h = Zszl ep.ayp ou les ay sont
des vecteurs de R% . Appelons S;; les matrices (e;,e;) de taille d; x d; et Z
matrices symétriques de taille dy x dj, associées aux formes quadratiques £. On
peut ainsi reformuler I’énergie :

T
E(h) = ZaZTSijaj + Z (Z Skia; — Ck> Sk ZSkjaj —C
ij k i J

On peut alors résoudre le probléme de maniére matricielle en adoptant les
notations suivantes :

(651 C1 511 SlN El 0

Q
I
o
I
n
I
[1]
I

—

N CN SN1 SNN 0o ... oSN
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L’énergie s’écrit ainsi :
E(a) = at'Sa+ Z(Sa —o)T'E(Sa —c)

La minimisation de 1’énergie peut donc s’effectuer a ’aide d’un algorithme de
moindres carrés :
a=(S+58T29)"1sT¢

4.2.3 Interpolation par spline au premier ordre

Dans le contexte de I’interpolation par splines, on considére une déformation
z = id+ h ol h est un champ de vecteurs sur un ouvert Q C R?. On suppose que
I’on a C; contraintes quadratiques sur z en des points x; de Q et Cy contraintes
quadratiques sur la différentielle Dz = id + Dh en des points y; de €2 et dans
des directions u; i.e.

di(z(x;) — i) 0,1 <i<Cy (4.5)
wj(dyjz.uj - tj) ~ 0, 1 S] < Co (46)

ol les ¢; et les ¢; sont des formes quadratiques dont les matrices de taille d x d
sont respectivement ®; and ¥;.

Remarque 4.2. Il est aussi possible de considérer des contraintes sur toute la
différentielle et pas seulement dans des directions u;j. Mais cela ne nous servira
pas dans nos applications.

Afin de satisfaire ces contraintes, nous chercherons donc & minimiser une
énergie du type :

C1 Co
B(h) = |BI” + ) ¢ilz(ws) — ci) + Y wj(dy; 2.u5 — t;) (4.7)

i=1 j=1

Pour relier ce probléme au probléme générique (4.4), nous devons exhiber
un espace de Hilbert H (muni d’une norme [|.|| et d’un produit scalaire (.,.)) et
des éléments f;,, gy; «; dans H? vérifiant les conditions suivantes :

(R) Vh € H,Vzi,{fo.;, h)n = h(z;),
(R’) Vh € H,Y(y;,u5), (9y;,u; Mn = dy; hu;

Ces conditions font penser 4 la définition d’un espace de Hilbert & noyau re-
produisant (cf. app. B), si bien qu’en choisissant un noyau arbitraire G vérifiant
les conditions de la Prop. B.7 ou de la Prop. B.8, on peut construire I’espace de

Hilbert associé¢ H = H!(G) et les conditions (R) et (R’) sont vérifiées en prenant
pour tout ¢,J :

Gy;u; = O1G (., 25).u (4.9)

Et voici la forme du champ A que nous recherchons :

h= ZG(.,Z‘,’).O@ + Z(@lG(.,yj).uj)ﬂj (410)
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ot les a; et les B; sont des vecteurs de R?.

Maintenant il faut expliciter les matrices S;; pour étre capable de résoudre
le probléme de moindres carrés exposé dans 4.2.2. Ces matrices seront de trois
sortes :

Slz'j = <f$i7f$j) = G(z, 37]') = G(xjal'i)T (4.11)
Sa2i5 = (f2i> Gysou;) = 01G(Y;, Ti).uj = 02G(wi,y;) u; (4.12)
Ssij = (Gyiuir Jy;u;) = O102G (Y3, y;) (ui, ;) (4.13)
Si on définit les matrices suivantes :
a1 51 ® ... 0 ¥, ... 0
a=|  |,g=| ¢ [Le=(: . ¢ [(¥=|: -0
ac Boe 0 ... dn 0 ... T

et si 'on appelle S; (resp. S2,53) la matrice composée des blocs Sy;; (resp. Sa;;,
S3;;) alors on peut & nouveau reformuler I’énergie sous une forme matricielle
plus simple :

E(a,B) = aTSia+aT8y8+ BTSTa + BT Ss8
+ (S1a + 828 — )T ®(S1a+ So8 — ¢) (4.14)
+ (STa+ 838 —t)TW(STa + S38 —1t)

4.2.4 Algorithme de moindres carrés

Avec les notations suivantes :
« S1 Sy _ ® 0 c—x
A = = = = Y =
(5) s-(¢ ) ==(T ) »-(i22)
on peut réécrire ’énergie comme suit :
E(A) = ATSA+ (SA-Y)TE(SA-Y) (4.15)

Ainsi la minimisation est immédiate :

A=(5+8T=s)"1sTzy

4.2.5 Prise en compte d’une transformation affine

Il est aussi possible d’inclure une transformation affine dans la déformation
z. Dans ce cas, on écrit z = id+ €+ h ol € est une application affine. On ajoute
alors les coefficients de la transformation affine au vecteur de déformation A. En
notant I' = (7y;;) la composante linéaire de la transformation affine et A = (4;) la
composante de translation, on peut définir un nouveau vecteur de déformation
A:
AT = (AT 1 oo 4 oo Yo - vaa AT)

On note X; (resp. U;) la matrice diagonale par blocs z! (resp. uJT) Ensuite

on définit deux matrices X et U :
X I Ui 04
x=|: | u=|:
Xeoy, Ia Uc, 04
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On définit aussi la matrice suivante :

. (S 8 X
XUTA\ST 5 U

si bien que le vecteur S X,UA contient les points déformés et les vecteurs tangents
déformeés.
On veut aussi ajouter un poids I'’T + ATA sur la transformation affine.

Puis on définit la matrice
S 0
5= (0 1ugun)
0 Igayr)

et ’énergie prend alors la forme suivante :
E(A) = ATS1 A+ (Sx,uA-Y)TE(SxyA-Y)
La minimisation de I’énergie donne le résultat suivant :

A= (S[ + S;(’UESX’U)_IS;]{”UY

4.3 Perspectives

Un des handicaps de la méthode exposée est qu’elle ne permet d’interpoler
la déformation qu’a une seule résolution fixée par la taille du noyau utilisé.
C’est-a-dire que, comme on 1’a fait dans 3.1.3 pour la mise en correspondance
d’images, on souhaite étre capable d’analyser la déformation tout d’abord de
maniére grossiére puis de plus en plus finement.

La solution est alors d’approximer la déformation en n’utilisant non plus
un seul espace de Hilbert & noyau reproduisant mais la, somme de plusieurs de
ceux-ci. Si ’on considére en effet plusieurs noyaux K',..., KN de taille décrois-
sante, on peut obtenir une interpolation de la déformation v dans ch\;l Hir
en procédant de la maniére suivante :

— on interpole d’abord une déformation v; dans Hg: avec des contraintes

v1(Zn) = Yn,

— on interpole ensuite une déformation v, dans Hg= avec des contraintes

02(Tn) = Yn — V1(Tn),

— on interpole une déformation vy, dans Hy avec des contraintes vy (z,) ~
k-1
Yn = D=1 Vk(@n),

— on interpole enfin une déformation vk dans Hg= avec des contraintes
v (T) ~ yn — Z{i}l vk (zn,).
La déformation totale v = Ele appartient bien & Zgzl H ger. Cette méthode
permet donc bien 'analyse de la déformation & plusieurs degrés de précision
la fois.

4.4 Conclusion

On a donc introduit dans ce chapitre les bases de l'interpolation par splines
en les étendant & des caractéristiques de premier ordre. On verra comment faire
usage de cette théorie dans les chapitres qui suivent.
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Chapitre 5

Appariement et déformation

Dans ce chapitre, on s’intéressera & la fois & ’appariement de primitives et
4 lestimation de la déformation entre deux ensembles de primitives. En fait,
ces deux problémes seront traités en méme temps, cette méthode s’avérant plus
fiable et plus robuste que leur traitement successif.

On adapte lalgorithme de mise en correspondance de points décrit dans [46]
4 la mise en correspondance d’objets plus généraux. On se donne deux ensembles
d’objets géométriques S et T. On donnera dans un premier temps une idée de
la fagon dont on peut les mettre en correspondanceune grice i une définition
hiérarchique de ces objets et dans un cadre trés général, ce qui aboutira &
la définition d’une énergie de mise en correspondance (cf. 5.1). Puis on verra
comment on peut minimiser ’énergie de mise en correspondance de maniére &
trouver ’appariement et la déformation optimaux (cf. 5.2).

On spécialisera ensuite notre algorithme & un cas concret de mise en corres-
pondance d’objets définis par des points et des vecteurs (tangentes ou normales)
(cf. 5.4) et on donnera quelques résultats en ce qui concerne la mise en corres-
pondance de segments, de contours ou de facettes (cf. 5.5).

5.1 Formalisation du probléme et définition d’une
énergie de mise en correspondance

5.1.1 Modélisation hiérarchique des ensembles

Un ensemble est défini de maniére hiérarchique comme un assemblage de
composantes elles-mémes divisés en “sous-composantes”’, encore une fois com-
posées de “sous-sous-composantes”, etc... Le but est alors de mettre en corres-
pondance chaque niveau hiérarchique des ensembles. La figure 5.1 représente de
maniére schématique la structure hiérarchique de deux ensembles ainsi que leur
mise en correspondance.

Soient deux ensembles S et T deux ensembles hiérarchiques & mettre en
correspondance. On note S* (resp. T") le niveau h de la hiérarchie de S (resp.
T) et S* (resp. T*) le dernier niveau de la hiérarchie de S (resp. T'). On suppose
que S et T possédent le méme nombre de niveaux hiérarchiques. Enfin on note £
I’ensemble auquel appartiennent les composantes de S* et T*. Si ’on considére
I’ensemble S comme un arbre, S" est I’ensemble des noeuds & la profondeur h
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Ensemble S

|;| Niveau 0
— —0 Nveau 1
alnlulnliale Niveau

(1 I vz
]

> > 'I::] Niveau 1

|j Niveau 0O

Ensemble T

iy
[ F

Fi1G. 5.1 — Mise en correspondance hiérarchique de deux ensembles

et S* est 'ensemble des feuilles de ’arbre.

Par exemple, un ensemble peut étre composé de plusieurs objets 3D, chaque
objet étant lui-méme composé de facettes 3D et chaque facette étant défini par
un certain nombre de points 3D définissant son contour. Le niveau 0 est alors
I’ensemble lui-méme, le niveau 1 ’ensemble des objets 3D, le niveau 2 ’ensemble
des facettes et le niveau 3 ’ensemble des points 3D.

On définit une application qui permet de passer d’un niveau hiérarchique au
niveau hiérarchique supérieur.

Définition 5.1. On note r Uapplication qui o une composante o d’un niveau
hiérarchique S™ d’un ensemble S fait correspondre sa “composante-mére” s =
r(o) € S"~1. On note pour h € N r* la composée de h fois I’application r avec
la convention r° = Id.

5.1.2 Modélisation des appariements

Placons-nous au niveau h de la hiérarchie. Prenons une composante s de
niveau h dans I’ensemble S et une composante ¢ de niveau h dans ’ensemble
T. A moins que le niveau h soit le dernier niveau de la hiérarchie, s et ¢ sont
respectivement divisées en K sous-composantes ¢ et IN; sous-composantes 7.
Les correspondances entre les sous-composantes o et 7 sont modélisées par une
matrice binaire Mt de taille (K;+1) x (N;+1) (la derniére colonne et la derniére
ligne permettent de prendre en compte les outliers) de la forme suivante :

| | correspondances | outlier |

0|1{]0]0]0 0
correspondances || 0 | 0| 0| 0|0 1
110(0]0]0 0

outlier 0|01 |1]1
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. : outlier

Niveau 1

Niveau 2

Niveau 3

F1G. 5.2 — Hiérarchie des matrices d’appariement

La hiérarchie des ensembles S et T' définit donc une hiérarchie de matrices
d’appariement comme l'illustre la figure 5.2.

Néanmoins, les coefficients des matrices d’appariement sont autorisés & prendre
des valeurs continues entre 0 et 1 afin de relacher les contraintes du probléme,
méme si en fin de compte, on recherche une correspondance biunivoque. Les
sommes de chaque ligne et de chaque colonne de la matrice (exceptées la der-
niére ligne et la derniére colonne) doivent étres égale & 1 1 :

Vret, Y Mi=1 VYoes, » Mi=1 (5.1)

o€s,o=0 Tet, =0

Les coefficients de la matrice M peuvent aussi étre interprétés de maniére
probabiliste, chaque coefficient M2! représentant la probabilité que les sous-
composantes ¢ € s et 7 € t soient appariées sachant que les composantes s et
t sont appariées. On notera < la relation d’équivalence qui exprime le fait que
deux composantes de méme niveau hiérarchique sont appariées. De plus o <> T
implique que r(o) < r(7). Ainsi, la loi de Bayes nous permet d’ écrire pour
ceStetreTh:

P(oc < 1) = P(r(o) & r(1),0 & 1) = P(r(o) < T(T))M;S_J)T(T) (5.2)

Proposition 5.2. Les probabilités d’appariement des composantes peuvent s’ex-
primer uniquement en fonction des matrices d’appariement. Pour étre plus pré-
cis, on a la relation, pour o € S* et T € T :

h—1

Tk+1 o Tk+1 T
PloeoT1)= H Mrk(a)(rk)(r) (r)
k=0

1Par la suite, on confondra, les indices des matrices et les composantes qu’ils représentent
et le symbole () représentera les outliers.
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Démonstration. 11 suffit d’écrire la relation (5.2) pour les niveaux k allant de h
al O

Par la suite, on aura besoin de ’entropie globale du systéme afin de caracté-
riser le degré de précision de ’appariement. On définit d’abord ’entropie d’une
matrice d’appariement.

Définition 5.3. Pour une matrice d’appariement M5t vérifiant la relation
(5.1), on définit l’entropie H(M3t) de cette matrice par la relation :

HM™Y) == Y Mlog(ML)

ocesUD
TeEtUD

On peut alors énoncer la proposition suivante.

Proposition 5.4. L’entropie globale du systéme peut s’écrire en fonction des
seules matrices d’appariement :

K h
’I’h,+1 8 T‘hl+1 T s
HES,T,M) =Y Y [ M, PHOMY  (5.3)
h=1 seSh teTh h'=0

ot K est le nombre total de niveaux hiérarchiques.

Démonstration. Le systéme est totalement caractérisé par les correspondances
du niveau hiérarchique le plus bas puisque s < t = r(s) < r(t). L’entropie
globale s’exprime donc de la maniére suivante :

H(S,T,M)=H(P(oc & 1,0 € S"UB, 7€ T"UD,0<h < K))
=H(P(loc & 1,0 € S*UD, 7€ T*UD))

Or la relation (5.2) implique :

H(P(o &+ 1,0€S*Ub,7eT*UP) = H(P(s = t,sc SE-tud,t e TE-1UD))
+ > P(s ¢ t)H(M*)
se SE-1ugp
teTE-1u(

On répéte le méme raisonnement pour calculer H(P(s + t,s € SK-1U),t €
TE-1UD)) et ainsi de suite. En répétant ce calcul K —1 fois, on obtient finalement
Vexpression (5.3). O

5.1.3 Modélisation de la déformation

Pour linstant, on définit la déformation f comme une action sur £. L’en-
semble £ étant pour instant défini de maniére purement formelle, il est pour
Iinstant difficile de donner une d’éfinition plus précise de I’ensemble des défor-
mations. Mais on donnera un exemple d’un type de déformation dans 5.4.3.
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5.1.4 Définition d’une énergie de mise en correspondance

On donne une expression de ’énergie avec un terme de mise en correspon-
dance, un terme de régularisation de la déformation et un terme de précision de
I’appariement.

EYS,T.f,M)= > P(o ¢ 1)Do(f(0),7)

oceS*,TeT*
+0H(P(oc < 71),0 € S*UD,7€T*UD) (5.4)

- K Z Plo 1)+ N(f)

ocES*, TET™*

ou les D, sont des distances sur £ et N est une norme régularisante. Le para-
métre de température 6 controle le degré d’indécision de la mise en correspon-
dance. Le terme en k empéche le minimum global d’étre atteint pour la confi-
guration “tous outliers”. En effet, sans ce terme, on aurait E°(S,T, f, M) > 0
et on vérifie sans probléme que la configuration “tous outliers” correspondrait
dans ce cas a une énergie nulle.

5.2 Minimisation de 1’énergie

La minimisation de 1’énergie consiste en l'itération de deux étapes — une
étape de “soft assign”(cf. [29]) mettant & jour les correspondances et une étape
de déformation — incluse dans un recuit déterministe. Il s’agit en fait d’un algo-
rithme de type “EM” (Expectation Minimization) [24, 44] ou les distributions
de probabilités & évaluer sont les correspondances entre les éléments des en-
sembles & apparier et ou le paramétre inconnu est la déformation entre les deux

ensembles.

5.2.1 Mise a jour des correspondances

On minimise I’énergie avec la déformation f fixée. Il faut donc trouver les
correspondances minimisant 1’énergie. Pour cela, on évalue d’abord les corres-
pondances en minimisant 1’énergie sans tenir compte des contraintes de double
stochasticité sur les matrices M ST (cf. (5.1)) puis on impose ces contraintes en
utilisant un algorithme de Sinkhorn (cf. Alg. 2) qui consiste & normaliser itéra-
tivement les colonnes puis les lignes des matrices M>7 jusqu’a convergence (la
convergence de cet algorithme est prouvée dans [52]).

En prenant les notations suivantes pour le niveau hiéarchique le plus bas
(ie.oeS*, €T :

dor = Dar(f(a)aT) (55)
agr =1 (56)
hyr =0 (5.7)
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et en les étendant aux niveaux supérieurs de la maniére suivante :

dst= Y My dy (5.8)
seS;teT
asrt = Z M5 asy (5.9)
seS;teT
hsr = HMST) + >~ M5 hy (5.10)
seS,teT

on peut montrer que les matrices d’appariement d’un certain niveau hiérarchique
h — les matrices d’appariement des autres niveaux étant fixées — minimisent
I’énergie si :

N —d
e D)

Il ne reste alors plus qu’a normaliser les matrices en utilisant ’algorithme de
Sinkhorn.

La décroissance de ’énergie & la suite de cette procédure se prouve en uti-
lisant la positivité de la distance de Kullback-Leibler et la double stochasticité
des matrices MST avant et aprés la mise a jour.

Algorithm 2 Algorithme de Sinkhorn pour une matrice M de taille (K +1, L+
1) (outliers : derniére ligne et derniére colonne)
repeat
Normaliser & 1 les K premiéres lignes de M
Normaliser & 1 les L premiéres colonnes de M

VkE{l,...,K}, lL:+11Mkl—1|<6
VIe{l,...,L}, f:ﬁlel_l‘<6

until

On peut donc mettre & jour les matrices d’appariement “en cascade” du
niveau hiérarchique le plus bas au niveau le plus haut (cf. Alg. 3).

5.2.2 Mise a jour de la déformation

La déformation f est pour 'instant définie de maniére trop abstraite pour que
I’on puisse minimiser formellement 1’énergie en f. Néanmoins, dans la section
suivante f sera définie de maniére plus concréte et nous verrons donc un exemple
de minimisation dans la section 5.4.6.

5.2.3 Algorithme générique

Les étapes de mise & jour des correspondances et de la déformation sont
incluses dans un processus de recuit déterministe controlé par la température 6
(cf. Alg. 4).

Le paramétre k a une interprétation physique. A faible température, il agit

en effet comme un seuil : lorsque 6 tend vers 0, les coefficients M2 pour
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Algorithm 3 Mise & jour en cascade des correspondances
for 0 € SX 1€ TX do

dor < Dyr(f(0),T)
asr 1
hor <0

M) exp (7/«1” = dor + h”>

0

end for

for s € SK-1 r e TK-1 do
Normaliser les matrices M5t

end for

for (h=K—-1;h>0;h——) do
for s € Sh,t € T" do

dy Y Miid,,

oEs,TEL

1
st < Z Ms a'r

oEs,TEL

hs «— H(M®) + Z M2t h,
og€Es,TEL

Msrt(s)’r(t) — exp (Hast - dst + hst)

0

end for
for Se S ' T e T ! do
Normaliser les matrices MS5T
end for
end for

Algorithm 4 Mise en correspondance hiérarchique
repeat
for (i := 0;i < Njer;i + +) do
Mise & jour des correspondances par soft assign hiérarchique
Mise a jour de la déformation par moindres carrés
end for
Diminuer la température 6
until 6 < 0,,,;,,
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o € §*,7 € T* se comportent de la maniére suivante :

Do"r(f(U),T) < K= M;g_a)r(T) >1
Dyr(f(0),7) > k= MIOT) « 1

Les paramétres xk peuvent donc étre réglés en fonction de la précision souhaitée
a posteriori sur la mise en correspondance finale.

Au contraire, la température initiale peut étre fixée & partir de la connais-
sance a priori sur la proximité des deux ensembles & mettre en correspondance.
Si l'on a pas de connaissance a priori et que 'on souhaite que le recuit déter-
ministe puisse explorer toutes les hypothéses de mise en correspondance alors il
faut poser :

° = max {D(f%o0),r
Lomax, {D(f(0),)}
ou f0 est Iinitialisation de la déformation (f° = Id en général). En effet, comme
M — exp (%), la température 6° est assez élevée pour ne pas

privilégier certains appariements a priori au début de ’algorithme.

5.3 Etude d’un cas simple : appariement de points
en multi-vues

On va étudier dans un premier temps un cas simple pour illustrer le processus
de “soft assign”. On se place dans les conditions suivantes :

— on considére un seul niveau hiérarchique,

— on ne prend pas en compte de déformation.

Contexte

On va profiter de la diversité de contraintes introduite par les formes quadra-
tiques dans le chapitre 4 pour I’appariement de points en multivues. On suppose
que l'on dispose de plusieurs images I,, d’'une méme scéne dont on connait les
conditions de prise de vue. Ceci est bien le cas pour les images de nos expé-
riences qui nous ont été fournies par 'IGN avec leurs conditions de prises de
vue.

On a extrait de chaque image I, un ensemble de points {Q}'} et I'on veut
trouver les correspondances entre les différents ensembles de points Q™ ainsi que
les points {P,} de la scéne 3D correspondant aux points 2D. On verra que l'on
peut effectuer ces deux taches en méme temps. D’ailleurs ’estimation des points
3D servira a la mise en correspondance des points 2D et vice-versa (comme dans
le chapitre 5, ’appariement et ’estimation de la déformation étaient effectués
en méme temps et se contraignaient I'une lautre).

Dans les problémes de multi-vues, on veut généralement éviter de prendre
une des images comme image de référence afin d’éviter toute sorte de biais. On
adopte donc la notion de “true multi-image matching” introduite dans [22]. La
solution est alors de prendre ’espace objet (3D) comme référence. C’est ce que
nous allons faire ici. On estimera non pas des appariements entre les différents
ensembles de points Q™ (ce qui nécessiterait w mises en correspondance)
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mais des appariements entre I’ensemble de points 3D P et les différents en-
sembles de points 2D Q™ : on a donc en fait N problémes problémes de mise en
correspondance liés entre eux.

Le cadre théorique est donc légérement différent de celui de la section 5.1.
On a un seul niveau hiérarchique & savoir les points 2D et 3D et N matrices de
correspondance. De plus, il n’y a pas de déformation inconnue & retrouver mais
les points 3D P, seront eux-mémes des inconnues du probléme.

Définitions

On appellera M™ la matrice d’appariement entre I’ensemble P et ’ensemble
Q™ (cf. 5.1.2). A noter que les outliers permettent de prendre en compte les
problémes liés aux occlusions. On appellera F™ le sommet de prise de vue de
I’image I,,. On définit alors I’énergie de mise en correspondance suivante :

E°(M,P)=Y M%d(P,,F"QM)>+6 S M"log M"
ab b ab ab

n,a,b n,a,b

ou d(P,,F"Qy) est la distance du point P, a la droite F"Q} (cf. fig. 5.3).
Les conditions de prise de vue étant connues dans chaque image, la quantité
d(P,, F"Q%}) ne dépend donc que de l'inconnue P,.

Si on note u} le vecteur directeur unitaire de la droite F™Q7 alors ’énergie
peut s’écrire :

— 2
E'(M,P)=Y M |[F"PoAuy| +6 ) MplogM},—k > MJ,

n,a,b n,a,b n,a,b

Ainsi on constate que I’énergie est quadratique en les inconnues P,. Si ’on
note 7 la matrice de la forme quadratique® ¢? : z — ||z Au}||?, on peut réécrire
I’énergie sous forme matricielle :

E'(M,P)= 3" MJ(P, = F*T®2(P, — F™)+0 S M7 log M, — ' 3 M,

n,a,b n,a,b n,a,b

Algorithme de minimisation de 1’énergie

On a a nouveau un algorithme avec l'itération de deux étapes de mise a jour
— Iune pour les matrices d’appariement, ’autre pour les points 3D — imbriquée
dans un processus de recuit déterministe (cf. Alg. 4). On notera que dans le cas
présent, la mise a jour de la déformation est remplacée par la mise & jour des
points 3D. La mise & jour des matrices d’appariement est une simple application
de l’algorithme 3 au cas ot on a un seul niveau hiérarchique. La mise & jour des
points 3D correspond & la résolution de % = 0 pour tout a. Ces mises a jour
sont trés simples dans ce cas et on donne directement le résultat dans Alg. 5.

Résultats

Il faut noter que l'algorithme nécessite la donnée a priori du nombre de
points 3D. Ceci n’est pas un handicap : il suffit de surévaluer le nombre de
points 3D, les points surnuméraires étant comptabilisés comme outliers.

2A la différence du cadre plus général introduit dans le chapitre 4, les formes quadratiques
sont ici indexées seulement sur les éléments de l’ensemble d’arrivée i.e. les points 2D Q.
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F’n

F1G. 5.3 — Distance du point P, & la droite F"Q}

Algorithm 5 Mise en correspondance de points en multivues
repeat
Mise & jour des appariements

- — ¢(Py — F™
M = exp ('i %(0 ))

puis normalisation itérée sur les lignes et les colonnes,
Mise & jour des points 3D :

OE

Va, 3—_13&

=0& Y MLO}(P,—F") =0
n,b
-1

S P= > MRey) Y MLFE"
n,b

n,b

Diminuer 6
until § < 6
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F1G. 5.4 — Appariement de points en multi-vues : image 1. Les points des figures
5.4 4 5.9 portant le méme numéro sont mis en correspondance.

Dans les figures 5.4 4 5.9, les numéros des points sont les indices des points
3D avec lesquels sont mis en correspondance les points des images. Ainsi, des
points de différentes images ayant le méme numéro sont en correspondance avec
le méme point 3D et donc en correspondance entre eux.

5.4 Etude d’un cas plus complexe

Nous nous limiterons dans cette section & deux niveaux hiérarchiques. Les
composantes du dernier niveau seront des points et des vecteurs. Les compo-
santes de niveau 1 (i.e. les objets) seront donc des assemblages de points et de
vecteurs (composantes de niveau 2).

5.4.1 Définition des objets

On suppose que chaque objet du premier ensemble {S,} est défini par K,
points (p)i<i<k, et K directions (u)i<j<k: en des points (z])1<j<k:. Les
composantes des objets {T3} ne sont pas & proprement parler des points et des
vecteurs au sens géométriques du terme mais des paramétres entrant en compte
dans la définition des contraintes. Ainsi, pour tout b € {1,..., N}, on construit
des vecteurs {c],1 < j < N;} et {té,l <1 < Ny} (voir équation (5.12)) qui
n’ont pas forcément d’interprétation géométrique directe. On construit aussi des
formes quadratiques ¢%, and ﬂ, pour imposer le type de mise en correspondance
souhaité (des exemples concrets seront donnés dans 5.5).
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Fic. 5.5 — Appariement de points en multi-vues : image 2. Les points des figures
5.4 4 5.9 portant le méme numéro sont mis en correspondance.

Fi1c. 5.6 — Appariement de points en multi-vues : image 3. Les points des figures
5.4 4 5.9 portant le méme numéro sont mis en correspondance.



5.4. ETUDE D’UN CAS PLUS COMPLEXE 73

F1G. 5.7 — Appariement de points en multi-vues : image 4. Les points des figures
5.4 4 5.9 portant le méme numéro sont mis en correspondance.

h‘. J;r

F1G. 5.8 — Appariement de points en multi-vues : image 5. Les points des figures
5.4 &4 5.9 portant le méme numéro sont mis en correspondance.
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Fi1c. 5.9 — Appariement de points en multi-vues : image 6. Les points des figures
5.4 34 5.9 portant le méme numéro sont mis en correspondance.

5.4.2 Matrices d’appariement

On a seulement deux niveaux hiérarchiques. On appellera M la matrice
d’appariement de niveau 1. La situation est un peu différente du cadre général
puisque dans ce cas particulier, on veut apparier des composantes de méme type
(i.e. des points avec des points, des vecteurs avec des vecteurs). On aura donc
deux types de matrice de “sous-correspondance” : P,; pour les correspondances
de points et Q44 pour les correspondances de vecteurs.

On peut alors reformuler I’entropie globale du systéme (cf. eqn. (5.3)) de la
fagon suivante :

H(M,P,Q) = H(M)+ Y MyH(P,Q|M = (a,b))

a,b

=H(M)+ ) MyH(PIM = (a,b)) + Y MayH(Q|M = (a,b))
a,b a,b

= H(M) + Z MabH(Pab) + Z MabH(Qab)
a,b a,b

(5.11)

5.4.3 Espace des déformations

Les composantes des objets que 'on mettra en correspondance seront des
points et des vecteurs. La déformation sera donc modélisée comme dans la sec-
tion 4.2.5 par une application f = e+ h ot h est un champ de vecteurs sur un
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ouvert 1 C R? appartenant 4 un certain Hilbert H & noyau reproduisant G de
premier ordre (cf. app. B) et € une application affine.

5.4.4 Energie de mise en correspondance

Aprés ces définitions, il est maintenant possible de spécialiser I’énergie de
mise en correspondance (5.4) au cas qui nous intéresse.

K N K, Ny )
T)=3"Y Mau | Y D Pioi(c— )
a=1 b=1 i=1 j=1
+ZZMab ZZ (th — Dyx f(ug))
a=1 ph=1 k=11=1

+6 ZMablogMab+ZMab Zpgglog PH) JFEQ’c log(Q")

— K1 ZMa b HzZMab a,b+||h||'H+||€||2
abij abkl
(5.12)

A nouveau, le champ de vecteurs h minimisant E doit &tre de la forme décrite
dans (4.10) :

h= ZGpa, b +Z (1G (2, .)ul). B2 (5.13)

5.4.5 Etapes d’appariement

Puisque, dans ce cas particulier, n’y a plus que deux niveaux hiérarchiques
de matrices d’appariement, la mise & jour en cascade des matrices de correspon-
dance (cf. sec. 5.2.1 et Alg. 3) ne comporte plus que deux étapes :

— une mise 3 jour locale des correspondances entre points et vecteurs,

— une mise & jour globale des correspondances entre objets.

Etape de soft assign local

Cette étape met & jour les matrices de “sous-correspondance”’” @, et Py
d’aprés la déformation courante et la matrice de correspondance globale M.
Pour tout a,b, on fixe la matrice Py (resp Qqp) égale A la matrice P (resp.
Qab) telle que B—E(Pab) = 0 (resp. 6Q (Qa) = 0). Ce qui donne pour tout
a,b,i,7,k,1 :

P = exp (nl - ¢Z’b(;?1, - f(ﬁ;))) (5.14)

(s f(uk
Ik — exp (“2 ab b92 af(%))) (5.15)
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Ensuite il faut normaliser P, (resp. Qab) de telle sorte que ses lignes et ses
colonnes aient pour somme 1. Pour ce faire, on utilise I’algorithme Alg. 2 pour
les matrices P,p et Qqp-

Etape de soft assign global

Cette étape met & jour la matrice d’appariement en tenant compte de la dé-
formation courante et des matrices de sous-correspondance courantes. D’abord,
la matrice d’appariement est choisie comme la matrice M minimisant 1’énergie
(sans tenir compte des contraintes de stochasticité) i.e. telle que 2Z (M) = 0.

oM
Cela donne pour tout a,b :

1 2 1 2
v (’ilsab + K284p — dab — dab

M,y = exp 0 +hl, + hgb)

avec
hl, = Z PllogPy sy, = Ph  dy= Z PH Y (ch — f(pl))
i
hoy = Z Qi log @, sh, =) Qb doy = Z Qh — dy f(uf))
kl

La matrice M est ensuite aussi normalisée par ’algorithme de Sinkhorn (cf.
Alg. 2).

5.4.6 Etape de déformation

On veut la déformation f connaissant les correspondances courantes, c’est-
a-dire qu’on cherche les coefficients o’ et 7J de ’expression (5.13) ainsi que la
matrice I' = (vy;;) et le vecteur A relatifs & la partie affine € de la déformation.
On montrera que ce probléme revient 4 un probléme de moindres carrés similaire
4 celui traité dans 4.2.4.

On doit & nouveau définir une matrice de raideur comme dans (4.11). Dans
un but de simplification, nous noterons G'(z,y, 2) = 0.G(z,y).z et G"(x,y, z,t) =
010:G(z,y)(2,t). Pour tout (a,a’) € {1,...,K}?, définissons les matrices :

- St = (G@i’p’”)m,ﬁc;

_Saa,_(G’ zl, )) 1<i<C;
{153’502

- St = (6"l udd)
On appelle alors S (resp. S?, S?) la matrice formée des blocs S! , (resp.

Sz .., 83.) et S la matrice ((521)1' §§)

aa’?
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1 1 1 1
a, Ba Py U
Va, a,= Ba = Do = Uq = :
K, K’ K, K’
a, Ba® D Ug *
1 1
Cp ty
Vb, ¢p = . tpy = :
N, Ny
C ty

On définit encore les matrices et vecteurs suivants :

o c1 p Iy
A | ox o x| Px Iq
b1 t ur Og
Br tn ug Oq
A
711
S 0 T
SI:(OI ) Sx=(S X) A= :
d(d+1)
Yd1
Ydd
A

On note ensuite : o
~ @ (resp. ¥) la matrice ayant pour blocs Map P, @y (vesp. MapQy, Tht),
— @4 (resp. ¥1) la matrice ayant pour blocs diagonaux } -, ; M,y P,; @77, (vesp.

Zbl Mabelf‘I’ﬁé) o
— ®, (resp. ¥3) la matrice ayant pour blocs diagonaux ) . Mqs Py @7, (resp.
> ak Mav Py W5).

On note enfin = (resp. 21, E2) la matrice de blocs diagonaux ® and ¥ (resp.
®; and ¥y, 5 and ¥,). Ainsi ’énergie s’écrit :

E=ATS;A+ ATSY=,5x A - 2ATSTEY + YTE,Y
Et la minimisation de E donne :

A= (S;+8%=,8x)1s%T=y

5.4.7 Algorithme de minimisation

On spécialise I’algorithme 4 4 la mise en correspondance d’objets définis par
des points et des vecteurs (cf. Alg. 6).
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Algorithm 6 Mise en correspondance d’objets définis par des points et des
vecteurs
Calculer la matrice de coefficients de splines S
Initialiser le vecteur A
repeat
for (i := 0;i < Njger;i + +) do
Soft Assign local : mettre & jour les matrices de sous-correspondance Py
and Qab
Soft Assign global : mettre & jour la matrice d’appariement M
Déformation : mettre & jour le vecteur de déformation A
end for
Diminuer la température 6
until 0 < 6,,,;,,

5.5 Applications

Dans toutes les applications, 'opérateur G sera un noyau gaussien.

5.5.1 Mise en correspondance de segments

Il existe de nombreux techniques de mise en correspondance de segments
mais la plupart sont traitées dans le cas de mise en correspondance stéréosco-
pique [63, 49], ce qui n’est pas exactement le cadre qui nous intéresse ici puique
nos déformations sont modélisées par des difféomorphismes et non des homo-
graphies. Les homographies constituant un groupe, il serait néanmoins possible
de traiter ce cas avec la méthodologie décrite dans 2.

Paramétres du probléme

On suppose ici que {S,} et {T3} sont deux ensembles de segments. On note
pi,i=1,2 (resp. ¢) les extrémités du segment S, (resp. Tp), ¥,k =1,..., Nips
(resp. yF,k =1,..., Nint) des points interpolant le segment S, (resp. Tp) et u?
(resp. vj) le vecteur unitaire tangent au segment S, (resp. Tj).

F1G. 5.10 — Segment S, et ses tangentes aux points interpolants (Njn: = 2)
On a donc dans ce cas C; = 2 et Cy = Njps.

Contraintes

Dans nombre d’applications pratiques, les extrémités de segments sont mal
définies. C’est pour cette raison qu’on n’imposera pas l’appariement exact des
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fpa)

(a) Colinéarité des points (b) Colinéarité des tangentes

extrémités d’un segment S, avec les extrémités du segment Tj correspondant
mais plutot la colinéarité (cf. fig. 5.11(a)).
~ Si l’on apparie par exemple Iextrémité pi du segment S, avec I'extrémité

g} du segment T}, cela signifie que I'on veut : [|(f(p}) — gi) Avs||* = 0. Avec les
notations adoptés dans 5.4, cela signifie :

- vaa bai?ja ¢;Jb = ”Ub A .||2/0%,

- G =g

On souhaite également que les vecteurs tangents déformés soient paralléles
aux vecteurs tangents correspondants (cf. fig. 5.11(b)). Ceci est équivalent & dire
que ||(dyx f.ua) Avp||* = 0 pour tout k si le segment S, est mis en correspondance
avec le segment T3. Avec les notations de 5.4, cela signifie :

- Vla, b, k, 1,k = llvp AP /03,

_ tb —

Résultats

On considére un ensemble de N segments qu’on translate chacun d’un vec-
teur aléatoire et aux extrémités desquels on ajoute un bruit gaussien, ce qui nous
procure un second ensemble. Ensuite on ajoute n; segments parasites aléatoires
dans le premier ensemble et ny dans le second.

On applique d’abord notre algorithme avec N;,; = 0, ce qui est équivalent &
une mise en correspondance de paires de points. Pour la mise en correspondance
de segments véritable, on pose N;,; = 1.

La figure 5.12 donne le résultat des appariements de segments.

Maintenant nous allons appliquer notre algorithme & la mise en correspon-
dance de modéles (“template matching”). Le premier ensemble consiste en un
modéle défini par ses arétes. Le second ensemble comprend plusieurs objets dont
le modéle translaté, dilaté, tourné et déformé (bruit gaussien sur les extrémités
des segments). On veut donc apparier le modéle avec ’objet correspondant dans
le second ensemble. La figure 5.13 montre que notre algorithme aboutit au bon
résultat & la différence de la mise en correspondance de points.

L’algorithme travaille en 3D aussi bien qu’en 2D. Voici un exemple : le
modeéle est une sorte de batiment (cf. fig. 5.14) et la cible est une déformation du
modéle (rotation, translation, dilatation et addition d’un bruit gaussien sur les
extrémités de segments) a laquelle on ajoute plusieurs segments aléatoires. Dans
Pexemple de la fig. 5.14, Pangle de rotation est 7/8, le vecteur de translation est
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R R S
e
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\/r_f_/ /

e
A | §
= e \
(c) Premier ensemble (d) Second ensemble

FiG. 5.11 — Deux ensembles de segments avec N = 20, ny = ny = 20

BN

(a) Mise en (b) Mise en (c) Mise en cor-
correspondance correspondance respondance cor-
de points de segments rect

Fic. 5.12 — Appariement des segments trouvée par les deux algorithmes. Plus
le pixel est foncé, plus la probabilité d’appariement est élevée. La derniére ligne
et la derniére colonne représentent les outliers.

de ’ordre de la taille du modéle, le facteur de dilatation est 1, 2 et ’écart-type du
bruit gaussien est de 5% de la taille du modéle. On a encore ajouté 30 segments
aléatoires (le modéle en comporte 17). Comme nous connaissons ’appariement
exact, il est possible de calculer le minimum théorique de I’énergie, qui est proche
de I’énergie calculée par I’algorithme de minimisation (cf. fig. 5.14).

On présente enfin une expérience sur des données réelles. Le but est de mettre
en correspondance des segments extraits de deux images stéréoscopiques. L’al-
gorithme d’extraction de segments est le suivant : une transformée de Hough
permet d’extraire les droites caractéristiques de 'image puis on extrait les por-
tions de droite correspondant aux forts gradients dans la direction normale & la
droite. On peut voir le résultat de ces extractions dans les figures 5.15 et 5.16
ol les segments portant le méme numéro sont mis en correspondance.
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(a) Mise en correspondance de points (b) Mise en correspondance de segments

FiG. 5.13 — Mise en correspondance du modéle par les deux algorithmes
L’objet rouge est le modéle, les verts sont la cible et le bleu est le modéle
ayant subi la déformation trouvée par ’algorithme. Le nombre N;,; de
tangentes est encore une fois fixé & 1.

5.5.2 Mise en correspondance de lignes

On teste notre algorithme sur la mise en correspondance de lignes (cf. fig 5.17).
Ceci n’est qu’'une extension de le mise en correspondance de segments. Chaque
trait d’un idéogramme est modélisé par 5 points et 4 vecteurs tangents pris entre
ces points. On se donne un modéle (fig. 5.17(a)) qu’on essaie de retrouver dans
un ensemble d’idéogrammes (fig. 5.17(b)). Le modéle comporte 6 traits et la
cible comporte 52 traits. La figure 5.17(c) montre la position relative des deux
ensembles lorsqu’ils sont introduits dans ’algorithme et la figure 5.17(d) montre
en bleu le modéle déformé prouvant ainsi le succés de la recherche du modéle
dans la cible.

5.5.3 Mise en correspondance de polygones

On décrit un polygone par ses sommets ainsi que les tangentes au milieu de
ces cOtés. Les contraintes utilisés sont 1’égalité des sommets et le parrallélisme
des tangentes. On utilise notre algorithme pour comparer des silhouettes de
batiments saisies & la main sur des MNE. La figure 5.18 donne le résultat de
la mise en correspondance. Malgré la présence d’outliers dans ’ensemble de
départ et dans ’ensemble d’arrivée et approximation différente des contours
dans chacun des ensembles, on constate que ’ensemble d’arrivée et ’ensemble
de départ déformé se superposent bien dans leurs parties communes.
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(a) Modéle (b) Cible

(c) Initialisation (d) Cible + modéle déformeé

F1G. 5.14 — Retrouver un batiment & partir d’'un modéle

5.5.4 Mise en correspondance de facettes

On peut aussi définir une facette 3D par des points et un vecteur normal
unitaire (cf. 5.19). Les contraintes sont la coplanarité des points des sommets
déplacés avec la facette correspondante et le parallélisme des vecteurs normaux
déformés avec les vecteurs normaux correspondants.

On note :

— pi (resp. q;) les sommets de la facette S, (resp. T3),

— z, le centre de la facette S,,

— u, (resp. vp) le vecteur normal & la facette S, (resp. Tp).

Si I'on veut reprendre les notations de 5.4, cela donne :

- ¢%:Il) = (Uba )z/gfa )

ab = llve A7/ 03,

- Ci = qg7

—th=0.

Voici un nouvel exemple de mise en correspondance de modéle (cf. fig. 5.20).
On se donne plusieurs objets géométriques simples décrits par des facettes brui-
tées (bruit gaussien sur les sommets) et on tente de retrouver un modéle dans
cette scéne 3D.
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Fi1G. 5.15 — Premiére image stéréoscopique. Ensemble de segments de départ
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F1G. 5.16 — Seconde image stéréoscopique. Ensemble de segments d’arrivée.
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[ _,.'E J_ ] |- | _,;__*
(a) Modéle (b) Cible
1 - | + 4 IF 44 14
% 'y il A {1 o M
# | iz 5 ; I
4 T T T T o

iy = | ol A = &l =l £

(c) Initialisation (d) Adéquation

F1G. 5.17 — Mise en correspondance de lignes

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, on a introduit un cadre théorique permettant la mise en
correspondance d’objets variés et la mise en oeuvre de contraintes diverses. Le
probléme de ’appariement nous a empéchés de nous placer dans le cadre des
grandes déformations. On aurait cependant pu utiliser le cadre géodésique en
mettant en correspondance “en bloc” toutes les composantes des derniers niveaux
hiérarchiques mais on aurait alors perdu la notion de hiérarchie des ensembles
introduite au début du chapitre.

Il reste aussi & tester la méthode sur des objets comportant plus de deux
niveaux hiérarchiques. Il serait notamment intéressant de voir si l'on peut éla-
borer des stratégies permettant d’accélérer I’algorithme en tirant partie de la
définition hiérarchique des objets.
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FiG. 5.18 — Mise en correspondance de polygones
Rouge : contour 1, vert : contour 2, bleu : contour 1 déformé.

p3

FiG. 5.19 — Une facette définie par ses sommets et son vecteur normal
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. A

(a) Modéle (b) Cible

¢

(c) Initialisation (d) Cible et modéle déformeé

FiG. 5.20 — Retrouver le bon objet 3D
Le cube rouge est le modéle, les objets verts sont la cible et le bleu est le
modéle ayant subi la déformation calculée par I’algorithme de minimisation.
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Chapitre 6

Mise en correspondance
géodésique de primitives

Dans ce chapitre, contrairement au chapitre 5, les correspondances entre pri-
mitives sont supposées connues. Il n’y a plus d’appariement & trouver, seulement
4 résoudre le probléme de l'interpolation optimale de la déformation permettant
de passer d’un ensemble de points et de vecteurs (tangentes ou normales) & un
second ensemble du méme type. On reprendra ’application définie dans 2.4.2
que l'on étendra & la mise en correspondance de vecteurs.

6.1 Mise en correspondance géodésique de vec-
teurs

On pose Z = (2x R%)™ i.e. les n-uplets de couples points-vecteurs. On définit
Paction de G sur Z de la maniére suivante. A tout élément I = (p1,u1,- - -, Pn, Un)
de 7, on associe ’élément suivant :

gI = (g_l(pl)adlhg_l'ul) .. 7g_l(pn)7dpng_1'un)

Nous allons maintenant reprendre le méme raisonnement que dans 2.4.2 pour
obtenir une expression de la distance géodésique. Pour simplifier ’exposé, on
considérera un chemin a = (g, p,u) avec un seul couple point-vecteur (n = 1).
Le raisonnement reste identique pour n > 1. On a alors une relation similaire &
la relation (2.26) :

da og _ dp
dﬂ(tO)Rg—1 E(to) = (E(to, g l(to, )), dp(t)g'a’ -

(6.1)
e d® g [u(t) dp +d tg.d—u
p(t) T dt PO g

avec a(to) = (g, ).
On fait & nouveau le méme type de changement de variable que dans (2.27)

89
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et (2.28) :
v(t,7) = (18 (1,7)) (62
a(t) = 8, p(t) (6:3)
w(t) = dp()g(t).u(t) (6.4)

Pour rester cohérent avec les notations du chapitre 2, on peut noter J(¢) =

(a(t), w(t)).

On peut alors écrire :

dq _ dp  0Og
dt = dp(t)g(t)'dt + ot (t,p(t))

dp
= dp(t)g(t)a + V(t, q(t))
dw du 2 dp og

du dp

On définit & les familles de normes Ng et Nz comme dans I’hypothése 2.12
mais on va diviser N7 dans le cas présent entre une partie concernant les points
et une partie concernant les vecteurs.

Hypothése 6.1. Soit o = (v,9) = (v,p,u) € Trq,r avec I = (p,u). On définit
la norme sur Trq,r comme suit :

lall7qr = Na(v,I)* + Nz (i;1)* = Na(v; I)* + Nz (p;p)* + Nz(w;u)® - (6.5)

Ainsi on peut exprimer I’énergie infinitésimale en ¢ty d’un chemin a tel que
a(tO) = (971) :

2 2

da
ar (to)

da

da(tO)R9—1 i (to)

9.1 Tdg=1.T

= Ng(V(to, ), J(th ))2

+ N9 (Lfl_?(to) — v(to,q(to)); q(to)>

83 (5 10 = dug vita) wlto)s witn) )

L’expression de 1’énergie du chemin est alors :

E(v,q,w) = [ Ng(v(t);J(t))*dt
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Dans nos applications, on ne fera pas dépendre les normes des variables
q et w. On considérera que le champ de vitesse v(t) appartient & un certain
espace de Hilbert & noyau reproduisant V de sorte que Ng(.) = ||.||v et on
prendra tout simplement la norme L? pour N et N7. Ainsi Pexpression finale
de la distance géodésique est dans ce cas et pour un nombre de couples points-
vecteurs quelconque :

E(v,q,w //uv 3

A Tinstar de ’exemple présenté dans 2.4.2, la deuxiéme partie de I’énergie
mesure ’adéquation entre les trajectoires des vecteurs et le champ de vitesse
v en comparant la “vitesse” d’un vecteur w; placé en un point q; & ce méme
vecteur déformé par le champ v (ou plus précisément par la différentielle du
champ au point q;).

’ dt (6.6)

dwz

da (1 V(1)-wi(t))

6.2 Mise en correspondance géodésique de vec-
teurs unitaires

Dans la pratique, on a plutét & mettre en correspondance des directions
plutot que réellement des vecteurs. C’est pourquoi on va s’intéresser a la mise
en correspondance de vecteurs unitaires qui sont adaptés pour représenter des
directions sans notion de longueur.

On considére ici Z = (2 x S¥~1)” I’ensemble des n-uplets de couples points-
vecteurs unitaires.On définit ’action de G sur Z autrement que dans 6.1. A tout

élément I = (p1,u1,...,Pn,un) de Z, on associe I’élément suivant :
dy, g7 1 dp, 97 up

g.I= (9_1 P1)y 0 9 (Pn)y T

P g Tl P g T

On reprend le méme raisonnement que dans la section précédente pour déter-
miner la distance géodésique. Par souci de simplification, on traite & nouveau
le cas d’un chemin a = (g, p,u) avec un seul couple point-vecteur (n = 1). Le
calcul de la différentielle de ’action de groupe donne un résultat différent de
(2.26) :

da(to)R Cclit( ) = (_&g—;(tbag(tm'))Jdp(t)g'ccll_I:J'"
) 6@/ a@  aw
@l el <||f1(t)||’ ||ﬁ(t)||>>

ot le chemin a est tel que a(tg) = (g, I) et ot 'on définit les variables auxiliaires
suivantes :

6.7)

a(t) = dp(t)g.u(t) (6.8)
du

. dp
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On fait & nouveau le méme type de changement de variable que dans (6.2),
(6.3) et (6.4) :

v(t,7) = (g7 (1,2)) (6.10)
a(t) = g(t,p(1) (6.11)
dp()g(t)-u(t) (6.12)

Pour rester cohérent avec les notations du chapitre 2, on note & nouveau J(t) =
(a(t), w(t)).

On peut alors éxrire :

d d og~1
2 done®)- 2+ Z ¢, p)

dt dt ot
= d8(0)- 2 + vi(t,q(1)
d_w:ﬁ(t)+dp(t)%.u(t)_ (t) (t)  Gt) + dpg) ZE.u(t)
@ ) BT\ RO~ ol
= ﬂ v u - W W M v u
= i+ davO0) = (o) (WO, 0+ daoy v

On définit & nouveau les normes Ng et Nz & ’aide de ’hypothése 6.1.
Ainsi on peut écrire I’énergie infinitésimale en t; d’un chemin a tel que

a(to) = (9, 1) :

2 2

da

da
P (to)

da(to)R9—1 o (to)

9.1

Idg-1.1
= Ng(v(to, .); J(to, ))2

d_q(to) — v(to,q(to)); Q(t0)>

——(to) = dqt,) V(to)-W(to) + W(to)(W(to), dg(te) v(to)-W(to)); W(tO))

+/0 N: (d_w — dg(yv(t). w(t) +w(t)(w(t),dq(t)v(t).w(t));w(t)) dt

On prend a nouveau Ng(.) = ||.||y ot V est un espace de Hilbert & noyau re-
produisant et N2 = N2 = L2, Ainsi 'expression finale de la distance géodésique
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est dans ce cas et pour un nombre de couples points-vecteurs quelconque :

Blv,qw) = / 1 / IV (Ol dodt

dwz —dq;(1yv(t)- wi(t) + wi(t)(wi(t), dg, 1) v(t)-wi(t)))

(6.13)

2
dt

L’expression finale de 1’énergie (6.13) différe donc de celle de la section pré-
cédente (6.6). En effet, on considére ici des vecteurs unitaires dont les déri-
vées temporelles leur sont nécessairement normales. Ce qui justifie que le terme
dqg;(#)V(t)-w;(t) dans (6.6) soit maintenant remplacé par sa projection sur I’hy-
perplan orthogonal & w;(t).

6.3 Formalisation par les splines

On expose pour linstant les formules pour la mise en correspondance de
vecteurs quelconques. On expliquera plus bas (cf. section 6.5) comment adapter
la méthode & la mise en correspondance de vecteurs unitaires.

On peut maintenant méler la mise en correspondance de points & la mise
en correspondance de vecteurs. Si I’on note maintenant p; les trajectoires des
points, et (q;, w;) les trajectoires des couples points-vecteurs, la nouvelle énergie
de mise en correspondance peut s’écrire :

1
E(v,p,q,W) = / / vt ) |[3 dedt

+Z/ H——vt pi()

dg,; 1)V (t)-w;(t))

2
dt (6.14)

2
dt

On remarque que ’énergie (6.14) est du méme type que celle dans (4.7) avec
une intégration sur le temps. On va donc pouvoir la minimiser de 1a méme fagon.
Le champ de vitesse minimisant I’énergie est donc & nouveau de la forme (4.10) :

= Z K(pi(t),.)-ci(t) + Z(alK(%'(t), )-w;(t)).55(t) (6.15)

ol K est le noyau reproduisant de V et les a; et les §; sont des vecteurs.

Dans cette application aux splines géodésiques, les formes quadratiques ¢;
et 1; de 4.2.3 sont toutes égales & l'identité. Nous allons donc émettre une
hypothése sur le noyau K qui nous permettra de minimiser 1’énergie sur chaque
composante de h indépendamment.

Hypothése 6.2. On suppose que K est un noyau & valeurs scalaires ou, pour
étre plus correct, K = k.Iq ot k est un noyau scalaire (par la suite, nous iden-
tifierons K et k).

Dans le cas général, K est un noyau & valeurs matricielles. On va voir que
cette hypothése nous permet aussi d’exprimer ’énergie de facon simple.
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6.4 Algorithme de minimisation de I’énergie

On définit les matrices suivantes :

— Fi(t) est la matrice de termes K (p;(t), p;(t)),

— F5(t) est la matrice de termes 0y K(q;(t), p;(t)).w;i(t),

— F5(t) est la matrice de termes 0102 K (q;(t), q; () (w;(t), w;(t)).
On notera aussi I’ensemble des trajectoires sous forme matricielle :

pi(t) ... P{(t) a(t) ... of(t)
Pl)=| : Al =

pn(t) --- PR(H) an(t) - ap(t)

wi(t) ... wi(t) Bit) ... BI(®)
W(t) = : : B(t) = : :

wl () ... wi(t) BL@) ... BL(t)
On peut alors donner une expression matricielle de 1’énergie :

E(P,Q,W, A, B)

= / 1 Tr (A@t)TFi(t)A(t) + 2A@) T Fo(t)B(t) + B(t) F3(t)B(t)) dt
0

+ Ui / W R@AW - BOBO)| d (019
1 [ dw 2
+o / O~ BOTAD - BOBO)| d

On ne peut pas minimiser I’énergie en tous ses paramétres en méme temps, il
faudra donc minimiser d’abord 1’énergie en la déformation puis en les trajectoires
et itérer ces deux étapes que nous allons détailler.

6.4.1 Minimisation sur le champ de déformation

C’est un probléme classique de moindres carrés. Pour le résoudre, on adopte
les notations suivantes :

(P (AW
() = (W(t)/oz) AlD) = (B(t)) (6.17)

_( Fit) Ex() a2 _ [ Fit)/or Fa(t)/on
o) = <F2<t)T F3(t)) Fe) = (onr)T/aQ F3<t)/02>

L’énergie peut alors se réécrire de la maniére suivante :

(6.18)

o 1 B B 1 2
E(P,A,F,F) = / Tr (A F()A()) dt + / HP’(t) - F(t)A(t)H dt
0 0
(6.19)
La minimisation de I’énergie sous cette forme donne :

A = (P + F@)" (1)) T RWTR (1) (6.20)
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6.4.2 Minimisation sur les trajectoires

Dans cette partie, on notera, :

K1($;y) = K(.’E,y)
K2(x7y7u) = <62K($7y)7u>
K3($,y;UaU) = 6182K(a:,y)(u,v)

On procéde par une descente de gradient. Il faut donc calculer le gradient
de E en les pi, qr et wi. On notera :

- I ZKl P (), i(6)) i (¢)

!
n

= Ka(pi (1), i (1), w;(1))B; (1)

Jj=1

L zxz pi(t), (), Wi (£)) i (8

I
n

= Ks(ai(t), a;(t), wi(t), w;(t)B;(t)

J=1

De cette fagon, I’énergie & minimiser s’écrit :

E(aaﬂapacb ‘/0 Z ak Kl(pk( );Pl(t))dt
k,l
+2 ; (o (), Bi() Ko (pr (1), qu(t), wi(t))dt
ki

+ / > (Br (), Bu(t)) K (i (£), au (), wi (1), wi (1)) dt
k,l
L[ L)1? 1 ' 205\ (|2
v [ St g [ Sz

On suppose que I’étape de minimisation sur les trajectoires succéde toujours
4 P’étape de calcul de la déformation. Dans ce cas, on peut vérifier que ’on a
toujours Z;, = o?ay, et Zi = o3y, pour tout k. Ceci nous permettra de simplifier
les expressions des gradients de ’énergie en py, qr et wy.

Pour cela, on va calculer la variation de I’énergie E quand on fait varier
la variable p (resp. q, w) de p (resp. q, W) & p + €p (resp. q + €4, W + €tv).
Il est essentiel de noter que, les extrémités du chemin p (resp. q, w) étant
fixes, on a les contraintes suivantes : p(0) = p(1) = 0 (resp. q(0) = q(1) = 0,

(0) = w(1) =0).
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L i(p+ep) = [ (0K (00, pu(0). pr () (), ()

0 ki

+ / 01Kl ) 0 B} 0, O

1 [t dp
+U—%,/0 ;<Zk(t) dt’“>dt
/0 S (O K (pi (), pr(0)), Pr (D ZR (1), cu () dt

k,l

- _/0 Z (O K1 (pi (1), Pr (1)), pi(8))(Z4 (8), cu(2))dt

ki

_ 1 / S (00 Ko (pr(t), (), wi(t)), pi (D)) (ZL (1), Bu () dt

k,l

/ S (O K (P (), i (8), Wi (), e (H))( 22 (1), o () dt

0 ki

En utilisant le fait que Z} = ofay et Z7 = 02 ,Bk ainsi que la symeétrie du
noyau K et en intégrant par partie les termes en =2 l’expression précédente se
simplifie en :

Lo+ ) =~ [ SO0, 1(0),ph(0) s (1), ()

1
2 de Okl

- / 01Kl (0, 0PN )
/ Z <dak7pk >

Ce qui donne 'expression du gradient de ’énergie en les py, :

%%E(t) == {an(t), ()2 K1(px(t), pu(?))

= an(t), Bi(£)) 01 K (P (), qu (), Wi (t)) (6.21)
d_ak
dt
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On répéte la méme opération pour le gradient en q.

L Bt = [ 50Kl (00w (0), 56 (O)Bi),cu ()

0 ki

/0 3400 K (an (1), au(t), wic(£), wa()), a (D) (B (8), Bi (1))t

k,l

- p/o Z<62K2(Pl(t):Qk(t)aWk(t))aqk(t»(le(t)aﬂk(t))dt
1 k,l

- %/0 > Ko (pi(t), ak (1), Wi (1)), ar(t)(Z2 (), cu (t))dt
2 k,l

— % [ S oK@, w0, wi0), 0k 0N 20, )t
03 Jo kil

- %/ > Ka(au(t), an(t), wit), we(t)), ai(8))(Z; (1), Bu(t)) dt

g
290 g

Ce qui, pour les mémes raisons que précédemment, se simplifie en :

33 Pt e == [ (@Kt wil0). au(t) (50 ou (D)

k.l

1
—/0 D (01 Kz (ar(t), au(t), wi (£), wi()), qu () (Br (1), Bi (b)) dt

Kyl

Et nous obtenons le gradient suivant en les qy, :

SO0 B(0) = — 3 (Bu(t), e (0)3 K (1), (1), wi (1)
S (6.22)
= B, A0 K (1), (), w (8), wi (1)

=1
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On calcule enfin la variation suivante :

yopw s = [ 0Kl (0w 0. o). Bl
+ 1 01 ) 0, Wil ). O 50 )
-= 1 D OuEalp(0) s 0, wel0) e D)2 1) )
+ Ui%/1 ; <Z,§(t), d:%> dt
-= 1 S OuRalp(0), s 1), wal0), D) 2000
- 1 0Kk (0 0, w0, w0 O ZEC) )

- 3@ s e (6, (6, w0 6), i (6)), mou ()26, (o)

Expression qui se simplifie de la maniére suivante :

SO B0 = — 3 (Bi(t), (1) Ko (8), e (1), wi (1)

=1
=S (Be®), BB Ko (ai(t), an(®), we (), wir))  (6:23)

gy,

dt

6.4.3 Schéma algorithmique

On déduit des étapes de mise & jour précédentes ’algorithme de mise en
correspondance géodésique (cf. Alg. 7).

Algorithm 7 Mise en correspondance géodésique

Calculer les matrices de spline Fi(t), F(t), F3(t)

Initialiser les vecteurs A(t), B(t)

repeat
Mettre & jour la déformation (i.e. les vecteurs A(t), B(t)) par moindres
carrés
Mettre & jour les trajectoires p, q, w par descente de gradient (une seule
étape)
Mettre & jour les matrices de spline Fj(t), Fx(t), F3(t)

until AE < ¢
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6.5 Adaptation de la méthode a la mise en cor-
respondance de vecteurs unitaires

6.5.1 Forme du champ de vitesse

Il faut étre un peu plus précautionneux pour montrer que le champ de vitesse
v minimisant I’énergie (6.13) doit étre de la forme décrite dans (6.15). En effet,
Pénergie (6.13) n’est pas du méme type que (4.7) en ce qui concerne la partie
faisant invervenir la différentielle du champ v. Néanmoins si l'on note &, la
forme quadratique sur R? telle que &,(u) = |Ju — w{w,u)||?> pour w € R?, on
remarque que :

Ew(t) (ij—‘;v - dq(t)V(t)-W(t)>

|

dw 2

— dq(t)v(t).w(t) —wi(t) <W(t) 7t

)+ O, dyo (O (1)

Or w(t) étant un vecteur unitaire, (w(t), ‘fi—"t") = 0 et on peut donc finalement

se placer dans le cadre d’une énergie du type (4.7). Le champ v est donc bien
de la forme (6.15).

6.5.2 Minimisation de ’énergie en la déformation

On ne peut malheureusement plus exprimer I’énergie de la méme maniére que
dans (6.16). En effet, les projections sur les hyperplans wy(t)* intervenant dans
Pénergie (6.13) nous empéchent de traiter chaque composante indépendamment
et on ne peut plus écrire I’énergie sous une forme matricielle analogue a (6.16).

On définit & nouveau les matrices suivantes :

— Fi(t) est la matrice de blocs K(p;(t),p;(t))I4,

— F5(t) est la matrice de blocs 01 K (q;(t), p;(t))-wi(t)I4,

— F5(t) est la matrice de blocs 0102 K(q;(t),q;(¢))(w;(t), w;(t))Iq.

On note de plus P(t) (resp. Q(¢), W (t), A(t ) B(t)) le vecteur formé par la
concaténation des vecteurs p;(t) (resp. q;(t), w;(t), a;(t), Bi(t)). Enfin, on note

I1(¢) la matrice de blocs dlagonaux Iy —wi(t)w(t)T.

L’énergie peut alors s’écrire :

E(P,Q,W, A, B)

= / 1 (ADTF(H)A®) +2A0) R (t)B(t) + B(t)T F5(t)B(t)) dt

1 [t 2 (6.24)
T3
g1 Jo

dt
2 /
a. 0

La minimisation sur le champ de déformation donne formellement le méme
résultat que dans 6.4.1 & la différence prés que 'on a ici :

B Fi(t)/o1 Fy(t)/o1
o) = (H(t)Fz(t)T/Uz H(t)Fs(t)/02>

— — F1(t)A(t) — F5(t)B(t)

2

dw &

— ~ IO (B()TA®) + F5()B(1)
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6.5.3 Minimisation de 1’énergie en les trajectoires

En ce qui concerne la minimisation de 1’énergie sur les trajectoires, on peut
vérifier que le calcul des gradients de ’énergie en les pg, qr donne le méme
résultat que dans (6.21) et (6.22) (toujours sous I’hypothése que le gradient est
calculé juste aprés ’étape de déformation). Le gradient de I’énergie en wy est
légérement différent :

1 n

§3WkE(t) =- ;wk (t), u(t))0s Ko (pi(t), ar (t), wi(t))

— D (Be(®), Bi(£)) s K3 (ar (t), qu(t), wk (1), wi(t))

dpB 1 2 72
- E - U_§<Zkawk>zk

avec Z} défini comme dans 6.4.2 et Z7 = Z7 — (Z7, Wy)W.

6.6 Applications

Dans les applications, le noyau K sera un noyau gaussien d’écart-type o.
On utilise ’algorithme pour mettre en correspondance deux contours 2D. Les
contours sont en fait des polygones et ’on tente de mettre en correspondance les
sommets des polygones ainsi que les vecteurs directeurs des segments composant
les polygones pris au milieu des segments. La correspondance entre les points
est supposée connue. On utilise une discrétisation en temps de 10 pas.

On compare les résultats avec ceux obtenus grace & des splines classiques.
Le cas classique correspond & une discrétisation en temps d’un seul pas dans
notre algorithme. Les figures 6.1 et 6.3 montrent bien que les splines géodésiques
générent un véritable difféomorphisme contrairement aux splines classiques.

Nous avons aussi implémenté la mise en correspondance & base de vecteurs
unitaires mais, dans les exemples traités, on a obtenu des résultats quasi iden-
tiques & ceux de la mise en correspondance de vecteurs quelconques.

6.7 Perspectives

On n’a pas pu inclure de déformations affines dans le cadre de la mise en
correspondance géodésique comme on I’a fait dans 4.2.5. L’algorithme qui serait
ainsi généré ne serait pas stable. En effet, on pourrait constater que la mini-
misation donnerait lieu & une implosion puis une explosion de la déformation &
cause du facteur d’échelle de la transformation affine. On aurait néanmoins pu
prendre en compte des rotations. Mais il faut étre plus rigoureux si 'on veut
inclure une partie affine arbitraire dans la déformation. Ceci a été fait dans [55]
et pourra s’adapter de maniére directe & la mise en correspondance de vecteurs.

On pourrait également introduire un aspect multi-résolution comme il a été
suggéré dans 4.3.
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F1G. 6.1 — Mise en correspondance de contours
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F1G. 6.2 — Evolution du contour au cours du temps
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F1G. 6.3 — Mise en correspondance de contours
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RV
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F1G. 6.4 — Evolution du contour au cours du temps



Chapitre 7

Mise en correspondance
géodésique de primitives par
quantification

7.1 Problématique

Dans le chapitre 5, on a exposé une méthode permettant d’effectuer un
appariement et une interpolation de la déformation & la fois tandis que la mise
en correspondance géodésique exposé dans le chapitre 6, bien que plus précis,
présupposait que 'appariement avait déja été effectué. On souhaiterait donc
inventer une nouvelle méthode permettant de bénéficier des avantages des deux
méthodes précédentes.

On précise a ’avance qu’on ne s’intéressera qu’a des primitives définies par
des ensembles de points bien qu’une d’extension pour des segments soit ébauchée
dans 7.6. Si ’on s’intéresse & des techniques de mise en correspondance de formes
on peut par exemple se reporter a [15] ot 'on définit des approximations de
métriques sur des ensembles de contours et non plus sur des ensembles de N-
uplets de points comme on a pu le faire au chapitre précédent.

Plutot que de mettre directement des points en correspondance, on va diviser
les formes & apparier en parties plus petites que nous appelerons des quanta et
on mettra en correspondance les centres de ces quanta, réduisant par la méme
la combinatoire du probléme de I’appariement. Mieux, on peut carrément s’af-
franchir de I’étape d’appariement en estimant simultanément les quanta et le
difféomorphisme, les deux problémes se contraignant I’'un ’autre. L’idée est en-
core une fois de définir une énergie de mise en correspondance faisant intervenir
4 la fois un terme d’adéquation des points avec les quanta, un terme contrai-
gnant le difféomorphisme par les centres de quanta et un terme de régularisation
du difféomorphisme [27].

7.2 Algorithme de quantification

Bien que la quantification ne soit pas le but de 'algorithme présenté dans
ce chapitre, on a non seulement besoin de quanta pour s’affranchir de tout pro-

105
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bléme d’appariement mais aussi car leurs centres vont servir de landmarks pour
définir la déformation. On a donc besoin de s’intéresser de plus prés au type de
quantification que ’on va adopter et en particulier & I’énergie de quantification
associée puisque la méthode employée dans ce chapitre est & nouveau de type
énergétique.

On suppose que donc 'on a un ensemble de points V' = {V,,,} dans lequel
on veut trouver N quanta A, (le nombre N de quanta est fixé a priori) définis
par leurs centres C),. On dira qu’un point V,,, appartient au quantum A,, s’il est
suffisamment proche de C,,.

7.2.1 K-means

Cet algorithme [26] est un des algorithmes de quantification les plus répan-
dus. L’appartenance des points aux quanta est modélisée par une matrice binaire
M définie de la maniére suivante :

Mpn=1V,, € A,
Mupn=0&V, ¢ A,

On considére que chaque point ne peut appartenir qu’a un seul quantum a
la fois ce qui peut étre signifié de la maniére suivante :

N
Vm, Y My, =1 (7.1)

n=1

L’algorithme de K-means consiste alors & minimiser 1’énergie suivante :

E(Va C) = Zan“Vm - Cn”Z (7-2)

Il exite plusieurs algorithmes permettant de minimiser cette énergie, le plus
connu étant sans doute l’algorithme dit de Lloyd [38]. Mais la n’est pas le propos
de notre exposé. Nous nous en tiendrons donc pour l'instant & la définition de
I’énergie de quantification.

7.2.2 Soft K-means

Cette méthode est assez similaire & la méthode des K-means mais elle est
plus robuste que cette derniére. On trouvera de plus amples détails sur cet
algorithme dans [12, 13].

La différence avec la méthode précédente est que M n’est plus une matrice
binaire. On accorde aux coefficients de M le droit de prendre des valeurs réelles
entre 0 et 1. Plus précisément, chaque coefficient M,,, de M représentera la
probabilité qu’aura le point V,,, d’appartenir au quantum A,, :

My = P({Vm € An})

Chaque ligne m de M représente la distribution de la probabilité d’appar-
tenance du point V,, aux quanta {A,} si bien que la contrainte (7.1) tient
toujours.
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En s’inspirant de la physique, on impose la forme d’une distribution de Gibbs
a la probabilité d’appartenance du point V;, aux quanta A, (cf. [47]) :

1
Myn = m exp(—BD(V, Ar)) (7.3)

oul B = ~ est linverse d’un parameétre de température, Z(3) est la fonction de
partition du systéme :

Z(B) = Z exp(—BD(Vin, An))

et ’énergie d’un état V,,, € A,, est définie simplement comme suit :
D(Vm;An) = ||Vm - Cn”2

La physique statistique nous dit alors que 1’énergie libre associée au systéme est
égale 3 :

FT(Vm; A) = z anD(Vm; An) + TZ Mn IOg Mpn

Ainsi en sommant sur tous les m, on obtient une nouvelle forme d’énergie :

Fr(V,C) = Muyp||[Vin = Col”> + T'Y . My, log Mr, (7.4)

m,n m,n

On remarque que, quand la température T' tend vers 0, I’énergie Frr(V, C) tend
vers E(V,C) (cf. eqn. 7.2).

On incluera donc la minimisation de ’énergie dans une procédure de recuit
déterministe, ce qui lui donne une robustesse accrue. La minimisation de 1’éner-
gie en M est donnée par ’expression (7.3) et la minimisation en C est directe.
L’algorithme de quantification est donc donnée dans Alg. 8.

Algorithm 8 Algorithme de Soft K-means
repeat
Mettre & jour la matrice M

exp(
Vi —Cp||?
52, exp(— el

Mettre & jour les centres de quanta

_ ||Vm70n|12)
an = L

Cn = Z Myn Vi

Diminuer la température T
until T < Thin
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F1G. 7.1 — Les deux ensembles & mettre en correspondance, les centres de quanta
et leurs trajectoires

7.3 Mise en correspondance de primitives

On désire maintenant mettre en correspondance deux primitives X et YV
définies par des ensembles de points : X = {Xy,..., Xk} et Y = {¥1,...,Y.}.
Comme prévu, plutot que de mettre en correspondance les ensembles de points
X et Y, on va apparier des centres de quanta de ces ensembles. On adopte la
méme méthodologie que dans le chapitre 6, c’est-a-dire que les centres de quanta
ont une trajectoire au cours du temps. Au temps ¢t = 0, ce sont les centres
de quanta de I’ensemble X et au temps ¢ = 1, ce sont les centres de quanta
de ’ensemble Y. On notera C = {C4,...,Cn} 'ensemble des trajectoires des
centres de quanta i.e. chaque C; est une application de [0;1] dans Q C R?. La
figure 7.1 résume la situation.

7.3.1 Energie d’adéquation avec les quanta

Les points de X (resp. Y) doivent définir les quanta & l'instant ¢ = 0 (resp.
t = 1). On note M*X (resp. MY) la matrice d’appartenance de taille (K, N)
(resp. (L, N)) des points de X (resp. V') aux quanta de C(0) (resp. C(1)). On
adopte une énergie de quantification du type (7.4).

Equanta(X,Y;C(0),C(1)) = Equanta (X, C(0)) + Equanta (Y, C(1))

=Y MEIX, = Co(O)|” + T M log M,
kn kn

+ ZM%HYI - C,(D)1* + TZM;; log My,
in in

(7.5)
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7.3.2 Energie liée au difféomorphisme

Le difféeomorphisme permet de lier les centres de quanta aux temps ¢t = 0 et
t = 1. On reprend la méme énergie que celle définit dans (2.29).

1 1
Euis$(C,0) = A / (e, vt + 3 /
0 . Jo

ou V est & nouveau un Hilbert & noyau reproduisant G = g.Id et g est un
noyau & valeurs scalaires. Il faut noter que, contrairement au chapitre 6, les
extrémités des trajectoires ne sont pas fixées. On souhaite d’ailleurs que les
extrémités bougent de maniére & se placer sur les véritables centres de quanta
des ensembles X et Y.

" (7.6)

7.4 Minimisation de 1’énergie

Il y a trois types de variables en lesquelles on doit minimiser 1’énergie :
— les coefficients de la matrice M, autrement dit les probabilités d’apparte-
nance aux quanta,

— les trajectoires C,

— la déformation v.
Il est difficile de minimiser ’énergie en toutes ces variables en méme temps mais
il est possible de minimiser 1’énergie en chacun de ces trois types de variables
séparément. Nous allons donc détailler les trois étapes de minimisation que cela
implique.

7.4.1 Etape de quantification

Dans un premier temps on calcule les matrices MX et MY minimisant ’éner-
gie courante & C' et v fixés :

_ 2
_ 2
11 = xp (= GO

On normalise ensuite les lignes des matrices MX et MY de telle maniére que la
somme de leurs éléments soit égale & 1 comme dans 7.2.2.

7.4.2 Calcul de la déformation

Pour les mémes raisons que dans 6.3, la déformation minimisant ’énergie
est de la forme :

o(t,) = 3 G(Cu(t), Jan(t)

ot les a, (t) sont des vecteurs de dimension d. On se reportera & 6.4.1 pour les
détails de la minimisation, le cas présent étant plus simple puisqu’il n’intervient
que des points et plus de vecteurs.
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7.4.3 Calcul des trajectoires

On procéde par une descente de gradient. Il convient donc de calculer le
gradient de ’énergie en les C,. Pour cela, on pose H(e) = E(C + €D) et on
calcule la dérivée suivante :

%% ==Y M (X = Cu(0), D (0)) = Y MY, (¥ = Cr(1), Dy (1))
km Im

—)\/0 Y (B1G(Crn(2), Ca (1)), D (1)) cvm (1), cun (1)) dt

1
dD
+ A <am(t),—m>dt
m
(7.7)
Ce qui donne en intégrant le dernier terme par parties :

%CZ_H = =3 ME (X = Cn(0), Dm(0)) = 3 MY, (Vi — Crn (1), Dm(1)
km Im

—A/O D (01G(Cn(), Cu(t)), D (1)) et (1), cvn (1)) dt

! doyy,
- f )Y <7,Dm<t)> i1+ 3 (an(D): Dn(1) = (am (01D (O)

(7.8)
On en tire donc 'expression du gradient de E :
L e, B(t) = A" 01G(Crm (1), Cn ()t () Tt (1) _ ydom
2 Cm = ~ 1 m\l/), “n m n dt
- (Z M, (X = Cun(0)) + Aa<0)> (1) (7.9)
k

- <Z My, (Yi — Cin (1)) — Aa(1)> d1(t)
1
ol dg et &; représentent les masses de Dirac en 0 et 1.

7.4.4 Algorithme

Aprés avoir défini ces deux procédures on peut donner le schéma algorith-
mique de la minimisation de I’énergie. Néanmoins, il reste une derniére précau-
tion & prendre. En effet, on n’est pas assuré que l'algorithme donne bien des
géodésiques, c’est-a-dire s’il ne reste pas bloqué dans un minimum local. Ce
pourrait aussi étre le cas si les extrémités des chemins C), étaient fixes mais
I’estimation des extrémités des chemins empire les choses comme l’illustre la
figure 7.2 en prenant 'exemple des géodésiques de la sphére. On voit que si
I’on tire méme continiiment sur les extrémités de la géodésique dessinée sur la
sphére (fig. 7.2(a)), il viendra un moment ot le chemin de plus courte longueur
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(a) C’est une géodésique (b) Ce n’est plus une géodésique

F1G. 7.2 — Passage continu d’une géodésique & une non-géodésique

ne sera plus celui dessiné dans la fig 7.2(b) mais celui passant de 'autre coté de
la sphére.

Si on ne prend pas garde & ce probléme, on constate en effet que ’algo-
rithme peut donner dans certains cas des résultats peu satisfaisants. Notre pa-
rade consiste & tester réguliérement si le chemin en “ligne droite” (i.e. C(t) =
(1-t)C(0) +tC(1)) ne donne pas une énergie inférieure. Les résultats prouvent
que cette solution est acceptable.

L’algorithme final est donné dans Alg. 9.

7.5 Reésultats

Dans toutes les applications, le noyau reproduisant sera un noyau gaussien.
On remarque qu’on retrouve quasiment le méme résultat dans la figure 6.2 et
dans la figure 7.5 bien que, dans ce dernier cas, on ne connaisse pas a priori
les correspondances entre les centres de quanta. On voit aussi que le fait de ne
pas tenir compte des tangentes comme dans le chapitre 6 fait que le contour
déformé garde les points de rebroussement du contour de départ (fig. 7.4). On
voit également & nouveau (fig. 7.6) que les splines classiques ne fournissent pas
un difféeomorphisme.

On peut aussi comme prévu mettre en correspondance des données 3D : dans
la figure 7.7, on estime la déformation entre deux triangulations de surfaces
d’hippocampes! fournies par I’Université Johns Hopkins (Center for Imaging
Science). Le modéle (en rouge) est définie par une triangulation de 10292 points
et la cible (en vert) par une triangulation de 5942 points. On a utilisé 300
quanta et 10 pas de temps dans cette expérience. En bleu, on peut observer le
modéle auquel on a appliqué la déformation retrouvée par I’algorithme. Dans la

11’hippocampe est une partie du cortex permettant de faire le lien entre la mémoire &
court terme et la mémoire & long terme.
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Algorithm 9 Quantification et mise en correspondance géodésique
Calculer la matrice de spline G
Initialiser le vecteur A
repeat
repeat
Mettre a jour la déformation (i.e. le vecteur A) par moindres carrés
Mettre & jour les trajectoires C par descente de gradient (une seule étape)
Calculer I’énergie £
Calculer Iénergie E' du chemin en “ligne droite” C'(t) = (1 — t)C(0) +
tC(1)
if E’<E then
C«C
end if
Mettre & jour la matrice de spline G
until AE < e
Mettre & jour les matrices de quanta MX et MY
Diminuer la température T
until T < Thin

figure 7.8, on peut observer le module de la déformation en chaque point de la
surface initiale. On obtient bien la déformation & laquelle on pouvait s’attendre
— c’est-a-dire que la “queue” de I’hippocampe se raccourcit et que la déformation
y est donc plus importante que sur le reste de la surface.

7.5.1 Consistance

On veut étudier I'influence du nombre de quanta sur les résultats de I’algo-
rithme. Pour cela, on compare les déformations résultant de ’algorithme pour
différentes valeurs du nombre de quanta. La figure 7.9 montre que pour des
formes définies par 201 points, le résultat évolue peu a partir de 20 quanta.

7.5.2 Robustesse

On étudie ici la robustesse de ’algorithme par rapport au bruit. On rajoute
donc un certain nombre de points aléatoires aux ensembles de points définissant
les deux formes & mettre en correspondance. Les résultats sont rassemblés dans
la figure 7.10 ou les ensembles & mettre en correspondance comportent chacun
201 points auxquels on ajoute un nombre N d’outliers. Le nombre de quanta
est & chaque fois égal au quart du nombre total de points.

Dans expérience suivante (fig. 7.11), les deux ensembles 3 mettre en corres-
pondance sont encore formés de 201 points mais on ne rajoute des points que
dans ’ensemble cible et on prend un nombre de quanta égal & 40 dans chaque
cas.

7.6 Perspectives

On souhaiterait étre capable d’utiliser autre chose que des points pour définir
les objets & mettre en correspondance, en particulier des segments. Le probléme
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Sodbu b S?M

(a) Contour initial

Contour final

(c) Centres de quanta & t = 0 (d) Centres de quanta & ¢t = 1 et déformation

Fi1G. 7.3 — Mise en correspondance de mots manuscrits

est que I’on ne peut plus définir les quanta par leur centre : en effet, si I’'on peut
utiliser une moyenne de points pour définir le centre du quantum, cela devient
délicat pour des segments par exemple.

Une solution pourrait étre de définir un quantum comme un objet différent
de ceux qui lui appartiennent, par exemple une ellipse si on travaille en 2D (un
ellipsoide en 3D) comme le schéma, de la fig. 7.12. Un segment appartiendrait au
quantum A,, si ces extrémités étaient incluses dans I’ellipse associée au quantum.
Les quanta A, seraient donc définies par le centre de lellipse ainsi que par
une matrice de covariance Y,, contenant l'information sur ’orientation et la
longueur des axes de ellipse. En fait, on peut définir ces quanta de maniére
moins géométrique et un peu plus statistique. On définit donc les quanta A,
comme des lois gaussiennes sur R? centrées en C, et de covariance X,. La
probabilité qu’un point X de R? appartienne au cluster A,, est alors :

P(X € 4,) = exp(=(X = Cn)"S71(X = Cn))
" 21 Det(Sy,)

et la “distance” entre X et A,, serait? :
1
D(X,A,) = —log(P(X € 4,)) = (X = C,)TS, 1 (X = Cp) + 5 log Det(%,)

L’énergie de quantification mesurerait alors ’écart entre les extrémités des
segments et les différentes lois gaussiennes :

Equanta(X; A) = Z Mkn(Xk - Cn)tzﬁl(Xk - Cn) + Zlog Det ¥,
kn n

ol les X}, seraient les extrémités des segments.

20n néglige la constante en 7
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(a) Contour initial (b) Contour final et déformation

(c) Adéquation du contour
déformé  (bleu) et du
contour final (vert)

Fi1G. 7.4 — Résultat de la mise en correspondance par splines géodésiques
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F1G. 7.5 — Evolution du contour

L’action d’un difféomorphisme g sur une matrice de covariance ¥ centrée en
C serait naturellement définie par g.X = Dcg 'S(Dcg~!)?. En reprenant le
méme raisonnement que dans 6.1, on obtiendrait une énergie liée au difféomor-
phisme du type :

T " dCa
Eaigs(A) =/0 ”Ut”th‘i'Z/o — —u(Ca(®)| dt
1 dz " 2
+ Zn:/o dtn De, )0 Zn — Zn(De, )" || dt

Il est possible de raffiner ’énergie en imposant aux matrices ¥, d’étre de
forme allongée pour privilégier les quanta de segments ayant une orientation
caractéristique.

7.7 Conclusion

On a décrit dans ce chapitre une méthode originale de mise en correspon-
dance de primitives. L’algorithme ne demande en plus que trés peu de para-
métres ou de connaissances a priori puisqu’il n’est notamment pas nécessaire de
connaitre les appariements de points. On remarque qu’il fournit des résultats de
qualité comparable & ceux obtenus par mise en correspondance géodésique non
ambigué (i.e. avec donnée des correspondances entre points). Cette méthode est
a comparer & des techniques de type “shape context matching” [7, 8] qui né-
cessite cependant un appariement des points définissant les formes & mettre en
correspondance.

La méthode pourrait étre étendue & d’autres formes de description de primi-
tives (cf. 7.6). On voit qu’il serait également intéressant d’introduire une notion
de multi-résolution (cf.4.3).
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(a) Contour initial (b) Contour final et déformation

(c) Adéquation du contour
déformé (bleu) et du
contour final (vert)

FiG. 7.6 — Résultat de la mise en correspondance par splines classiques
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(o

F1G. 7.7 — Résultat de la mise en correspondance d’hippocampes selon 3 points
de vue (rouge : modéle, vert : cible, bleu : modéle déformé)
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F1G. 7.8 — Déformation de la surface initiale (vert : faible déformation, rouge :
forte déformation)

(a) Forme initiale (b) Forme cible

(c) Déformation (d) Déformation (e) Déformation
pour 10 quanta pour 20 quanta pour 50 quanta

(f) Déformation
pour 100 quanta

Fic. 7.9 — Influence du nombre de quanta sur la mise en correspondance
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| Nbre d’outliers ||

Ensemble initial

Ensemble cible

ﬁﬁﬁ%ﬁﬁ,

T
FiG. 7.10 — Robustesse de ’algorithme en fonction du nombre d’outliers

Déformation

| Nbre d’outliers || N =100 | | N =500 |

P e,
e

ey
i

Ensemble initial L —

Ensemble cible

Déformation

F1G. 7.11 — Robustesse de ’algorithme en fonction du nombre d’outliers
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F1G. 7.12 — Les quanta & mettre en correspondance sont des ellipses



Chapitre 8

Conclusion

8.1 Mise en correspondance de surfaces

On a pu mettre en évidence ’apport de ’analyse des déformations dans une
base adaptée ainsi que de la mise en correspondance multi-résolution au cadre
théorique des grandes déformations. La définition de ’opérateur de régularisa-
tion nous a permis de controler de maniére relativement précise la régularité de
la déformation.

1l est intéressant de remarquer que notre algorithme est capable de retrouver
des déformations relativement importantes avec précision sans aucune interven-
tion d’un opérateur (donnée de landmarks par exemple) comme c’est le cas dans
d’autres algorithmes. De plus, il comporte trés peu de paramétres de réglage,
ce qui le rend simple d’emploi.

1l serait aussi intéressant de tester ce type d’algorithme sur des données 3D
avec des applications en imagerie médicale, par exemple. En effet, ce genre de
données se préterait trés bien & cette modélisation de déformations souples.

8.2 Mise en correspondance de primitives

Dans le cadre de la mise en correspondance avec appariement (chap. 5),
il faut noter qu’on n’a pas du tout tenu compte de l'aspect topologique et
notamment des relations logiques entre les primitives (voisinage, intersection).
La formulation de ces informations sous forme de graphe pourrait assez bien se
préter a la méthodologie employée dans notre travail [29, 56, 48, 47].

La mise en correspondance par quantification (chap. 7) est une approche
intéressante mais il ne permet pour 'instant que d’apparier des objets définis &
base de points bien qu’une extension & des objets plus complexes semble possible
(cf. 7.6). On notera cependant que la mise en correspondance géodésique par
quantification fournit d’aussi bons résultats que la mise en correspondance géo-
désique non ambigu (i.e. avec la donnée des correspondances entre les points).
De plus, contrairement & la mise en correspondance avec appariement (chap.
5), il ne suppose pas une correspondance biunivoque entre les différentes primi-
tives & apparier mais met en correspondance les ensembles dans leur globaliteé,
permettant de faire abstraction des problémes de fusion ou de division de primi-
tives (cf. fig. 8.1), qu’on devrait, dans le cas de la msie en correspondance avec
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Division
T o

<~
Fusion

F1G. 8.1 — Fusion et division d’une primitive

appariement, gérer par des correspondances multiples. L’inconvénient est bien
stir qu’on ne profite justement pas de cette décomposition des objets & mettre
en correspondance en des primitives isolées et que ’approche par quantification
ne nous garantit pas la conservation de ces structures.

Une alternative 4 la mise en correspondance par quantification pourrait étre
la mise en correspondance de distributions, dont la philosophie est assez proche.
Il s’agit 14 aussi non plus de mettre en correspondance des primitives une a une
mais de les mettre en correspondance dans leur ensemble, ’ensemble des primi-
tives étant modélisé par une distribution dont les singularités sont localisées sur
les primitives.



Annexe A

Construction des MNE

On expliquera dans cette annexe comment sont construits les MNE & partir
de plusieurs images aériennes. Pour cela, on utilise des méthodes de corrélation
en se placant dans ’espace objet (3D) [45] plutot qu’en coordonnées images. En
effet, on évite alors le biais issu de la prise en compte d’une image comme image
maitresse et on évite la complexité qui proviendrait de la comparaison de toutes
les images deux & deux.

A.1 Méthode de corrélation simple

On utilise une simple méthode de corrélation. On dispose de N clichés nu-
mériques ainsi que de leurs paramétres de prise de vue. On note py,...,py les
transformations qui permettent de passer des coordonnées terrain aux coordon-
nées image (cf. fig. A.1).

z(:c,y)z argmazr [X(Il7 7IN7m7yaz)]

z€[zmin;zmaxz)]

N
X(Ila tee JINJ'Z-Jsz) = // Z |In(pn(a?,y,Z) + (U,’U)) - f(x,y,z,u,v)|2dudv
W on=1

N
1
I(w,y,z,u,v)z AT In(pn(m7y7z)+(uav))
N n=1

Eo(z) = Z S T Pn(®ij, yig, 2i3) — T(@is, yigs 2i5) Pon (i, vigs i)

P
i,j anl Un(xij; Yij, Zij)

P
- I
I(z,y,2) = Zn:1 n(lfn(m,y,z)vn(m,y, 2)
Y one1 Un(Z,y,2)

Zitlj + Zi-1j Zij+1 + Zij—
En(z) =) W(zij — %)(1 —ugj) + ¥z — %)(1 )
iy
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p2(x.y,2)

pl(x.y2)

( (xy.2)

F1G. A.1 - Un point (z,y, z) et ses projections dans 3 images

A.2 Meéthode par maxima locaux de corrélation

La méthode est & peu prés la méme que précédemment. La seule différence
est que 'on stocke en chaque point (z,y) du MNE la série (2;(z,¥))1<i<N(z,y)
des maxima locaux de la corrélation en fonction de z. On effectue enuite une
relaxation probabiliste sur les z;(x,y) de maniére a minimiser I’énergie :

E(S) = Corr(S) + AReg(S)
Corr(S) = ZCorr(x,y,Z(ﬂfay))

Reg(S)=)_ %I4Z(w,y) —(2(z-Ly) +z@@+ Ly +z(z,y—1)+2(z,y +1))]

La figure A.2 montre un exemple de MNE obtenu par ce type de méthode.
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Fic. A.2 — MNE obtenu par maxima locaux de corrélation
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Annexe B

Espaces de Hilbert & noyau
reproduisant

On introduit dans cette annexe le cadre des espaces de Hilbert & noyau
reproduisant [4, 1] dont on donnera d’abord une définition (B.1). On expliquera
ensuite le lien entre un espace de Hilbert et son noyau reproduisant (B.2) et
notamment la maniére de construire un espace de Hilbert & noyau reproduisant &
partir d’un certain type de noyau. On donnera ensuite une extension au premier
ordre (B.3).

Cette théorie a été employée notamment dans le cadre des “support vector
machines” [14, 50], des processus gaussiens [39, 58, 50] et de Iinterpolation par
splines [50, 57] (c’est ce cadre-la qui nous intéresse dans notre thése).

On emploiera 'acronyme “RKHS” (Reproducing Kernel Hilbert Space) pour
désigner un espace de Hilbert & noyau reproduisant.

B.1 De L? aux RKHS

On notera respectivement (., .) et |.| le produit scalaire et la norme sur L2((Q2),
Q) étant un ouvert de R?. On se donne un espace fonctionnel de Hilbert # de
produit scalaire (.,.) et de norme ||.||. On veut trouver des éléments de H qui
jouent le méme roéle pour le produit scalaire de H que les masses de Dirac pour
le produit scalaire usuel de L2.

C’est-a-dire que, de la méme maniére que, si d, est la masse de Dirac en un
point z € Q, on a pour tout f € L2(f)

(0a, f) = f(=z)
on veut exhiber des éléments K, de H tels que, pour tout h € H
(Kg, h) = h(z)

Ceci n’est possible que si H est un RKHS. Donnons d’abord une définition
générale des RKHS.

Définition B.1. Un RKHS H est un espace de Hilbert ot les formes linéaires
d’évaluation sont continues i.e. si et seulement si

Vz € Q,3AM, < oo,Vf € H,|f(z)| < Mz||f]|

127
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Le théoréme de Riesz nous dit alors qu’il existe pour chaque z € {2, un
élement K, de H tel que la forme linéaire h € H — h(x) soit représentée par
cet élément K, i.e.

Vh € H,h(z) = (K, h)

Le fameux noyau reproduisant associé au RKHS H est alors donné par la relation
suivante :
K(z,y) = (Kz, Ky)
Le théoréme suivant [23] va nous servir & construire des RKHS 4 partir de

noyaux vérifiant certaines conditions.

Théoréme B.2. Théoréme de Mercer
Si K est un noyau sur Q0 symétrique, défini, positif, continu et vérifiant la
condition suivante :

K(z,y)%dzdy < oo (B.1)
QxQ

alors il existe une suite orthonormale de fonctions propres ¢; associées a des
valeurs propres décroissantes \; telle que

y) =Y Nidi(x)dily
i=0

B.2 Cas usuel
B.2.1 Construction d’'un RKHS a partir du théoréme de
Mercer

Définition B.3. Soit H un espace de fonctions sur Q C R? muni d’une struc-
ture hilbertienne. Un noyau K sur Q est dit reproduisant pour H si :

1. Ve K, =K(,z) eH
2. Vz € Q,Vf € H,(f,Ka) = f(z)

Inversement, on peut définir un espace de Hilbert & noyau reproduisant a
partir d’un noyau vérifiant certaines conditions.

Proposition B.4. Soit K un noyau symétrique, défini, positif, continu et vé-
rifiant la condition (B.1). Alors il existe un espace de Hilbert H(K) a noyau
reproduisant K.

Démonstration. Le théoréme de Mercer (Thm. B.2) nous dit que le noyau K
peut s’écrire sous la forme :

T,y) = Z)\i¢i($)¢z(y)

ou la suite (A;) est décroissante. On définit alors H;, de la maniére suivante :

H(K) = {feL2 f: (7, 9:)° } (B.2)
i=0

’l
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et on définit ainsi le produit scalaire :

— (f, ¢i)(g, #:)
A

i

(f.9)=

=0
On a (K, ¢;) = \i¢;(x) de sorte que :

3, et ZW = K(r,7) < o0

i=0

Ainsi les K, appartiennent & H(K). De plus, on a pour f € H(K) :

(fK)=Y W—K"’) =3 (f,61)i(2)

i=0 =0
Comme on a l'inégalité suivante :
2
- (f ¢
D (fidi)dile) | < Z : ZA di(x
i=j i=j

et que les séries Y~ (f’;\ﬁ et Yoo Aigi(x)? convergent, la série Y= o ¢i(2)(f, ¢s)
converge ausi de sorte que pour tout f dans Hy, (f, K,;) = f(z). Le noyau K
est donc bien reproduisant pour H(K). O

On peut prouver que les éléments de H(K) sont continus. En effet, on peut
écrire pour f € H(K) :

Fy) = f(=@) =Y (f,0:)(8ily) — 6i(2))

=0

et donc

< ”f |2(K(y>y) - 2K(y,.ﬁl}) + K(.’L‘,.’L‘)

On conclut en invoquant le fait que K est continu.

B.2.2 Construction d’un RKHS a partir d’un noyau inva-
riant par translation

Malheureusement, certains noyaux qu’on utilise dans notre travail ne véri-
fient pas la condition (B.1). Ceci est le cas quand Q = R? et que K est un
noyau invariant par translation. On peut tout de méme construire un espace de
Hilbert & noyau reproduisant K sous certaines conditions [59].

Proposition B.5. Soit K un noyau invariant par translation sur R? i.e. K (z,y) =
k(z —y). S’ existe une fonction F paire, intégrable et positive telle que :

k(u) = /Rd e*i“T”F(v)dv

alors il existe un espace de Hilbert H(K) a noyau reproduisant K.
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Démonstration. On définit la fonction F telle que F(v) = y/F(v) et on pose :
k(u) = / e*""T”F(v)dv

Rd

On définit alors le noyau K tel que K(z,y) = k(z —y) (en quelque sorte, la
“racine carrée” du noyau K). On définit alors ainsi ’espace H(K) :

H(K) = {f € LX(RY):3g € L2(RY), f = f{g}

Prouvons tout d’abord que ’application de L?(R?) dans H(K) qui & f associe
K f est un isomorphisme. Soit donc f € L?(R%) telle que K f = 0. Ceci signfie
que k* f = 0. On notera, h la transformée de Fourier d’un élément h de L2(R?)
et h sa transformée inverse. On a donc F'f = 0. Comme F ne s’annule pas, f est
identiquement nulle et f = 0. On peut alors définir une structure hilbertienne
sur H(K) en posant :

(£,fy=(9.9).f =Kg,f = Kg'

De plus, on a k = ﬁ'Net k=Fet F = F2 Donc k = k * k. Si on note
K, = K(.,z) et K, = K(.,x), ceci signifie que K, = KK, et K, appartient
bien & H(K). y

Enfin, si f € H(K), alors il existe g € L?(R?) tel que f = Kg. Comme on
sait d’autre part que K, = KK,, on peut écrire :

(f, Ks) = (9, Ko) = (Kg)(2) = f(2)

On déduit de toutes les remarques précédentes que K est bien un noyau
reproduisant pour H(K). O

B.3 Extension au premier ordre

B.3.1 Construction d’'un RKHS de premier ordre a partir
du théoréme de Mercer

Définition B.6. Soit H un espace de fonctions sur @ muni d’une structure
hilbertienne. Un noyau K sur Q est dit reproduisant de premier ordre pour H
st

1. Vee VLK, =K(,z)eH

2. Vo € OLVf € H,(f, K;) = f(z)

3. Yy € Q,Vu € H&d,K?’hu =0K(.,,y)u=0K(y,)ueH

4. Vy e QVue R Ve N, (f,K] ) =dyfu

On peut & nouveau construire un espace de Hilbert & partir d’un noyau
vérifiant certaines conditions comme dans Prop. B.4.

Proposition B.7. Soit K un noyau sur Q de classe C?, symétrique, défini,
positif et vérifiant la condition (B.1). Alors il existe un espace de Hilbert H(K)
4 noyau reproduisant de premier ordre K.
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Démonstration. On peut a nouveau appliquer le théoréme de Mercer (Thm. B.2) :

z,y) =Y Nidi(z)i(y)
=0

On définit H' (K) et son produit scalaire de la méme maniére que précédemment
(cf. (B.2) et (B.3)). Les K, appartiennent donc bien encore & H!(K). Comme
K est C? et que ¢; = 52 les ¢; sont aussi C2. On peut alors écrire :

(L) = [ 0K @ity = 1 ( [ Kon)ostdy ) = Nidesra

de sorte que :

%) 1 )2 e
Z St ML = Z Ai(dzp.u)?® = 010K (z,2)(u,u) < 00
i=0

=0 Ai
Les K, ,, appartiennent donc bien & H!(K). Comme précédemment, on a (f, K,) =
f(z) pour f € H'(K). Et on peut aussi écrire :

oo

mm»-Zgﬁliﬂi > (f,¢)dadiu
i=0

=0

Comme on a l'inégalité suivante :

: RN
(Z(fa¢i)dz¢i-u> SZ 7)\_1 Z)\i(dm¢i.u)2

i=j i=j i=j

la série Y2 (f, ¢i)dz ds-u converge de sorte que pour tout f dans Hg, (f, K, ) =
d, f.u. Le noyau K est donc bien reproduisant de premier ordre pour H!(K). O

On peut prouver que les éléments de H (K ) sont C'. Montrons d’abord qu’ils
sont différentiables. On peut écrire pour f € H!(K) :

fl@+u) = f(x) = Y 2,(f, ¢i)dai-u _ i(f ¢i)¢z‘($ +u) — ¢i(x) — dedsu
=0

Jul |ul

On va d’abord montrer que la série du terme de droite converge. En effet, on a
I’inégalité suivante :

k 2 2
¢l($+u) _¢z($) —dypi-u f7¢z ¢z .CL'+U ¢z(x) —dyPi.u
(ZM@) o ) Z; ZA( & )

=]

2
Or la série El o (£,9:)° d’ ) converge et le développement du carré dans :

Ai

3 [ bilx+u) - @m—mmuf
Ai
Z ( |ul

1=




132 ANNEXE B. ESPACES DE HILBERT A NOYAU REPRODUISANT

nous montre que cette série peut s’écrire sous la forme d’une somme de séries

convergentes et converge donc aussi, ce qui nous prouve que c’est également le
. ; —¢i(2)—da s C Yo

cas pour la série > (f, ¢;) gi(ztu) T;(lz) =91 (On est alors en droit d’écrire :

|| |ul

i=0

avec :
e(z,u) = K(z+u,z+u)+ K(z,z) + 010K (2, z)(u,u)
—2K(z,z+u) + 201 K(z,z).u — 20, K (z,x + u).u
Un rapide calcul utilisant le fait que K est C? prouve que €(z,u) = o(|u/|?). On
en déduit finalement que f est différentiable et que

o

dof = (f,6i)dobi
i=0
On peut maintenant écrire :
dyfv—dyfo= Z(f: ¢z)(dy¢zv — d¢;.v)
=0

ce qui entraine :
(dyf-v_dwf'v)2 S ||f||2(6162K(y7 y) (’U, U)_26162K($a y)(v, v)+6162K($a .’L’)('U, 'U))

On conclut que f est C! en invoquant le fait que K est C2 et que le terme de
droite tend donc vers 0 quand v tend vers 0.

B.3.2 Construction d’'un RKHS de premier ordre & partir
d’un noyau invariant par translation

On se place dans les mémes conditions que dans B.2.2. On peut encore
énoncer une proposition du méme type que B.5.

Proposition B.8. Soit K un noyau invariant par translation sur R? i.e. K (z,y) =
k(z —y). S’il existe une fonction F paire, intégrable et positive telle que :

k(u) = /Rde*""T”F(fu)dv

et telle que v — v/ F(v) soit aussi intégrable, alors il existe un espace de Hilbert
H(K) a noyau reproduisant K.

Démonstration. On reprend les mémes notations que dans la démonstration
de B.5 et on définit H!(K) de la méme maniére que H(K). Le raisonnement
précédent peut encore s’appliquer. Les K, appartiennent donc & H'(K) et
(f,K;) = f(z) pour tout f € H(K).

<§:(f, gy 2T ) = 9i(z) - d‘”‘ﬁ"'“) <y Lol s, (¢z~(w+u) — 4(z) = dmi.u)Q
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On sait par ailleurs que k est différentiable puisque v — vG(v) est intégrable,
donc on peut écrire :

K, .(x) 9 K(z,2)0:K (2,y).udy = K'K'g’hu

Ceci prouve que les K7, , appartiennent a 7' (K).
De plus, si f = Kg appartient 4 H!(K), on peut écrire :

. d -~
<K;:,u7f) = (qu;,uaf) = %(Kwag)-u =d;fu

On en déduit que le noyau K est reproduisant de premier ordre pour H!(K).
O
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