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Notations du chapitre I 
 

xS  Contrainte appliquée parallèle à la fissure de Griffith 

yS  Contrainte appliquée perpendiculaire à la fissure de Griffith 

maxyS  Contrainte maximale appliquée perpendiculaire à la fissure de Griffith 

minyS  Contrainte minimale appliquée perpendiculaire à la fissure de Griffith 

IK  Facteur d’intensité des contraintes en mode I 
maxK  Facteur d’intensité des contraintes maximal 

minK  Facteur d’intensité des contraintes minimal 
ouvK  Facteur d’intensité des contraintes d’ouverture 
∆K  Variation du facteur d’intensité des contraintes appliquée 
∆ effK  Variation du facteur d’intensité des contraintes effective 
R  Rapport de charge appliqué 
T  Contrainte de biaxialité appliquée 

eR  Limite d’élasticité du matériau 

mR  Contrainte ultime du matériau 
ν  Coefficient de Poisson 
E  Module d’Young 
C  Paramètre matériau définissant le niveau de la droite de Paris 
m   Paramètre matériau définissant la pente de la droite de Paris 
da
dN

 Vitesse de propagation de la fissure en mm/cycle 

a  Longueur de fissure 
ρ  Emoussement plastique des lèvres de la fissure 
r  Distance d’un point par rapport à la pointe de la fissure 
θ  Angle définissant un point autour de la pointe de la fissure par rapport à son plan 

pZ  Taille de la zone plastique monotone en pointe de fissure 
 
 
 
Notations du chapitre II 
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( )u x⊥  Champ de déplacements plastiques ou permanents autour de la fissure 
( ),x r θ Point autour de la fissure défini par la distance r  de la pointe et l’angle θ  

r  Distance d’un point par rapport à la pointe de la fissure 
%

IK  Facteur d’intensité des contraintes vu par la fissure pour un matériau élastoplastique 
∞
IK  Facteur d’intensité des contraintes appliqué à la fissure pour un matériau élastoplastique 
Sh
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IK  Facteur d’intensité des contraintes appliqué à la fissure pour un matériau élastique 
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yS  Contrainte appliquée perpendiculaire à la fissure de Griffith 
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Notations 

Page 15  
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Introduction 
 
 
 
 
L’invention de la roue en 3500 avant J.C à Sumer en Mésopotamie a été l’un des fondements des 
technologies du transport. Si la géométrie de cet organe a relativement peu évolué au cours des 
siècles, les fonctions qu’il assure se sont largement étendues. En effet, la fonction principale de la 
roue, assurer le roulement, est restée la même, par contre d’autres fonctions sont apparues et la 
roue moderne est devenue un organe de guidage, de freinage, un amortisseur de choc, un 
absorbeur de vibration, un différentiel, etc…  
 
Comme toute pièce sollicitée de manière cyclique, les roues de train sont confrontées aux 
problèmes associés à la fatigue des matériaux. Bien qu’elles soient dimensionnées en endurance, 
des fissures ont déjà été rencontrées par le passé sur ces organes. Dans la plupart des cas recensés, 
leur apparition est due à des impacts d’objets externes lors du fonctionnement en service (ballast) 
ou bien à des défauts d’usinage ou de fabrication. La politique de la SNCF est de contrôler 
régulièrement les roues et de les déposer en cas de détection de fissure. Il est donc nécessaire 
d’estimer le temps qu’une fissure non détectée met pour se propager depuis une dimension 
légèrement inférieure au seuil de détection et la dimension critique conduisant à la fissuration 
instable de la roue. Cela permet de définir des intervalles de maintenance inférieurs à ce temps 
afin de s’assurer qu’en cas d’apparition de fissure, celles-ci seront détectées avant d’atteindre une 
taille critique mettant en cause la sécurité du système. 
 

(a) (b) 
Figure  0-1. Accident du train allemand ICE arrivé à Eschede (Allemagne) en juin 1998 (a) 

provoqué par la rupture d’une roue fissurée (b) [Richard et al. 2005] 
 
La démarche de maintenance des roues de train à la SNCF est aujourd’hui essentiellement fondée 
sur le retour d’expérience. Cette approche a fait ses preuves mais l’évolution du dessin des roues, 
conçues pour assurer davantage de fonctions, l’évolution des matériaux font qu’il n’est pas 
toujours possible de se baser sur le retour d’expérience. Citons à titre d’exemple la nouvelle roue 
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allemande à faible niveau de bruit retirée du service suite à l’accident de train ICE d’Eschede de 
1988 (Figure  0-1). L’accident avait été provoqué par la rupture d’une roue, suite à la propagation 
par fatigue d’une fissure dans une zone où elle était difficilement détectable [Esslinger et al. 2003].  
 
L’objectif principal de ce travail est donc de mettre en œuvre un outil de prévision de la durée de 
vie en fatigue, fondé sur la propagation de fissures de fatigue depuis le seuil des moyens de 
contrôle non destructifs jusqu’à la rupture.  
 
Trois difficultés majeures surviennent quand on cherche à modéliser la fissuration par fatigue des 
pièces mécaniques.  
La première réside dans la connaissance du chargement appliqué en service, les sollicitations 
externes sont souvent variables dans le temps, comprennent des éléments aléatoires et restent 
difficiles à prévoir par le calcul. On a donc recours à des mesures en service, qui permettent de 
remonter aux états de contraintes et à leur évolution en s’appuyant sur des calculs par éléments 
finis.  
La deuxième difficulté provient du calcul du chargement vu par la fissure (le facteur d’intensité 
des contraintes) en fonction de sa position et de son orientation dans la roue ainsi que de sa 
forme et du chargement externe appliqué. La méthode des Eléments Finis, très utile pour calculer 
les états de contrainte dans la roue, reste encore trop coûteuse en temps de calcul pour examiner 
les diverses configurations de fissures possibles. Des approches simplifiées sont généralement 
employées pour estimer les facteurs d’intensité des contraintes par superposition en s’appuyant 
sur un calcul élastique de la roue non fissurée. 
Enfin, la dernière difficulté consiste à prévoir comment la fissure se propage sous l’effet des 
sollicitations que l’on s’est donné les moyens de déterminer. Un modèle doit pouvoir tenir 
compte du chargement appliqué et de son histoire ainsi que du matériau constitutif de la structure 
fissurée. C’est ce dernier point qui constitue l’objectif de ce travail. Plus précisément, nous nous 
attachons dans cette étude à développer un modèle incrémental pour la simulation de la 
propagation des fissures de fatigue dans les toiles des roues de train, c’est-à-dire des fissures semi-
elliptiques soumises à un chargement de flexion biaxiale à amplitude variable et partiellement 
aléatoire. 
 
Ce rapport s’articule autour de quatre chapitres. Le premier chapitre est une bibliographie 
générale sur la roue de train, ses fonctions, sa fabrication, son chargement et sa fissuration. Nous 
présentons ensuite quelques éléments de mécanique de la rupture et sur la fissuration par fatigue. 
Nous discutons à la fin du chapitre des spécificités du problème posé et des limites des modèles 
classiques vis-à-vis de notre cahier des charges.  
 
Le deuxième chapitre est consacré au modèle incrémental de propagation. Après une 
présentation des hypothèses de représentation du champ de déplacement en mode I autour de 
l’extrémité d’une fissure par sa projection sur une base comprenant deux champs (élastique et 
plastique), nous abordons les deux lois constitutives du modèle de propagation : la loi de 
fissuration et la loi de d’émoussement. Les démarches d’identification de la forme des équations 
d’évolution, des valeurs des paramètres matériaux du modèle et l’implémentation numérique des 
équations d’évolutions sont ensuite discutées. Le modèle incrémental a été validé pour l’acier à 
roue par comparaison entre les résultats du modèle et les vitesses de fissuration mesurées sur 
éprouvette lors d’essais complexes comprenant des blocs de chargement. Une étude de sensibilité, 
présentée à la fin du chapitre, nous a également permis de comprendre le rôle de chaque 
paramètre de la loi.  
 
Dans le troisième chapitre, nous verrons comment ce modèle incrémental a évolué afin de tenir 
compte des particularités du chargement de la roue. En effet, lors d’un tour de roue, une large 
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partie de la toile est sollicitée en traction-compression radiale et de manière biaxiale (contrainte 
radiale + circonférentielle). Il a donc fallu enrichir le modèle pour tenir compte des phases de 
compression et de la biaxialité du chargement. Dans un premier temps, on explique comment 
l’effet de la biaxialité ou de la compression a été étudié en employant les hypothèses présentées 
dans le second chapitre. Ensuite, la modélisation des résultats obtenus est discutée puis modèle et 
résultats expérimentaux sont confrontés. 
 
Enfin, l’application du modèle incrémental à une fissure semi elliptique travaillant en flexion 
biaxiale est présentée dans le quatrième chapitre. On discute la méthodologie de passage du 
modèle établi en 2D à la fissure 3D semi-elliptique dans la roue. Cette méthode de passage a été 
validée sur des éprouvettes de flexion quatre points dans un premier temps puis sur des essais sur 
roue à l’échelle 1 réalisés sur le banc de l’Agence d’Essai Ferroviaire.  
 
Et maintenant si vous voulez en savoir plus sur la fissuration des roues de train par fatigue, je 
vous invite à tourner cette page et commencer par le premier chapitre du rapport… 
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Modéliser la fissuration des roues de train suppose une bonne connaissance de la roue, de son 
chargement et de sa fissuration d’une part et des lois de propagation qui existent dans la 
littérature d’autre part.  
Dans la première partie de ce chapitre, nous présentons la roue de train et ses principales étapes 
de fabrication. Nous montrons ensuite les différentes sources de sollicitations externes de la roue. 
Ces sollicitations d’origine mécanique pour la plupart, sont à amplitude variable et présentent un 
caractère aléatoire, la propagation des fissures par fatigue dans la roue est la conséquence directe 
de ces sollicitations.  
La deuxième partie de ce chapitre est un rappel bibliographique des grandes lignes de la 
mécanique de la rupture. Nous présentons ensuite quelques lois de propagation par fatigue et 
nous nous attachons à montrer leurs limites d’utilisation afin de répondre à la question suivante : 
quel modèle choisir pour simuler la propagation des fissures dans la roue ? Un bilan sera présenté 
à la fin du chapitre. 
 

1.1 La roue de train 
 

1.1.1 La roue, ses fonctions et sa fabrication 
 
Un vocabulaire spécifique définit les différentes parties d’une roue monobloc (Figure  1-1). En 
plus de sa fonction principale d’assurer le roulement, chaque partie joue un rôle important dans le 
fonctionnement du système.  

- Le boudin assure avec la forme conique de la jante le guidage du train et empêche son 
déraillement.  

- Grâce à sa forme conique, la roue joue le rôle d’un différentiel permettant d’éviter le 
glissement des roues opposées dans les virages. La différence de la distance parcourue par les 2 
roues opposées est rattrapée par la différence de leurs diamètres respectifs calculés au niveau du 
contact. 

- Dans le cas des roues freinées, la jante permet de dissiper la puissance de freinage 
provenant du frottement avec les semelles de frein. 

- Quant à la toile, elle assure le lien entre le moyeu et la jante et transmet, avec une 
certaine flexibilité, les efforts latéraux de guidage du train. Les différentes formes de toile 
existantes sont : toiles droite, ondulée et conique. 

- Il existe également des roues dont la toile est percée afin d’y fixer des absorbeurs de 
vibrations permettant de réduire les bruits de roulement ou de freinage. 

- Les dimensions de la roue et son poids dépendent du matériel roulant en question, une 
roue de voiture de TGV admet par exemple un diamètre de 920 mm et pèse 350 kg. 

 
La fabrication d’une roue passe par trois étapes principales (Figure  1-2) : le forgeage, le traitement 
thermique et l’usinage. Dans la première étape, des lopins cylindriques d’acier à roue (voir 
composition chimique dans le Tableau  1-1) de longueur variable sont coupés suivant la 
dimension de la roue à fabriquer, ils sont ensuite chauffés à 1300 °C dans un four à sol tournant. 
À la sortie du four, la couche d’oxyde créée est enlevée par décalaminage, le forgeage est ensuite 
réalisé en plusieurs phases. L’ébauchage et le performage se font à l’aide d’une presse de 6000 
tonnes. Le moyeu est percé par une presse de 400 tonnes. La forme finale de la roue est obtenue 
grâce à un laminage vertical. Pendant cette phase, la roue est maintenue par un axe passant par 
son moyeu et elle est soumise à l’action de plusieurs galets. 
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Figure  1-1. Les  différentes parties de la  roue et les différentes formes de toile 

 

 

 
Figure  1-2. Les étapes de fabrication de la roue [Document Valdune] 

 

 C Si Mn P S Cr Cu Mo Ni V 
Teneur % 0.52 0.40 0.80 0.035 0.035 0.30 0.30 0.08 0.30 0.05 
Variation  0.02 0.03 0.04 0.005 0.005 0.05 0.02 0.03 0.05 0.02 

Tableau  1-1. Composition chimique de l'acier ER7 (XC48) 



Chapitre I - Bibliographie générale  

Page 25 

Le cycle de traitement thermique appliqué après forgeage est le suivant (Figure  1-3a) : une 
austénitisation à 830 °C, suivie d’une trempe superficielle à l’eau de la jante dans un bac de 
trempe puis d’un revenu à une température supérieure à 500 °C pendant 2 heures. La 
microstructure obtenue après le traitement thermique est ferrito-perlitique. Très fine en surface 
au niveau de la table de roulement, elle devient progressivement ferrito-perlitique à bandes dans 
la toile et le moyeu (Figure  1-3b). Le comportement mécanique n’est pas homogène dans la roue. 
La limite d’élasticité varie de 440 MPa dans la toile à 530 MPa dans la jante (Figure  1-3c). Un 
écart de près de 15 % est observé entre la contrainte ultime Rm mesurée au niveau de la toile et 
celle mesurée dans la jante.  
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Figure  1-3. Cycle de traitement thermique appliqué à la roue (a), microstructure observée dans la 
toile (b) et comportement mécanique en traction simple dans la toile et la jante (c) 

 
La dernière étape de la fabrication consiste à usiner l’ensemble de la roue (toile, jante et moyeu). 
Des usinages supplémentaires peuvent être effectués sur certaines roues comme des perçages 
dans la toile pour recevoir un système de freinage. 
 

1.1.2 Le chargement de la roue 
 
Le chargement externe vu par la roue provient de plusieurs sources agissant en même temps ou 
séparément (Figure  1-4). Les différentes sollicitations rencontrées sont les suivantes : 
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- La sustension sous l’action de la charge verticale du train appliquée au niveau du contact roue-
rail, cette charge implique des contraintes cycliques de Hertz sur la table de roulement et de 
traction-compression biaxiale dans la toile. Cette sollicitation est modulée par les composantes de 
tangages des divers modes vibratoires du train. 
 
- Le chargement dû au guidage transversal qui a lieu au niveau du contact boudin-rail. Il est nul 
ou faible quand le véhicule circule en alignement et devient important dans les virages lorsque la 
force centrifuge n’est pas totalement compensée par le dévers de la voie. Ce chargement 
engendre des contraintes de flexion répétées dans la toile. Cette sollicitation est accentuée par les 
composantes de lacet des divers modes vibratoires du train. 
 
- La commutation lors du passage du train dans les appareils de changement de voie, elle 
provoque un inversement momentané de l’effort latéral engendrant des contraintes de flexion 
biaxiale élevées dans la toile. 
 
- Le chargement provenant de la propulsion du train, ce sont les contraintes mécaniques 
tangentielles qui s’exercent sur la table de roulement lors du démarrage ou du freinage et qui 
génèrent un couple dans la roue. 
 
- Les contraintes radiales dues à la force centrifuge, ces contraintes sont proportionnelles à la 
vitesse de rotation de la roue et à la distance de chaque point à l’axe de rotation. Ces contraintes 
sont de second ordre par rapport aux autres sollicitations. 
 
- Dans le cas de la roue freinée, des contraintes thermiques et mécaniques apparaissent dans la 
jante et la toile. Les contraintes thermiques proviennent du frottement des semelles de frein sur la 
table de roulement, les contraintes mécaniques de freinage génèrent un couple dans la roue 
autour de son axe de rotation. 
 
- A tout cela s’ajoute le chargement transitoire provenant des chocs et de la dynamique du train et 
les contraintes résiduelles résultant du processus de fabrication de la roue et qui évoluent au cours 
du temps. Le frettage de la roue sur l’essieu génère également des contraintes tangentielles, 
circonférentielles et radiales dans le moyeu et la toile, ces contraintes sont très faibles dans la jante. 
 
L’évolution temporelle du champ des contraintes résultant de ces sollicitations est difficile à 
calculer étant donné qu’elles apparaissent, pour certaines, d’une manière aléatoire et sont 
d’amplitude variable. 
 

 
Sustension Guidage transversal Commutation Propulsion et 

frettage 
Figure  1-4. Différents types de sollicitations externes appliquées à la roue 

 
La Figure  1-5 présente par exemple l’évolution de la contrainte radiale et circonférentielle de la 
face externe d’une toile droite calculée par Eléments Finis pendant un tour de roue. Ces 
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évolutions ont été calculées en élasticité pour 3 configurations élémentaires : sustension pure, 
sustension et guidage transversal et sustension et commutation.  
Pour le premier cas, la sustension pure, le niveau de contrainte dans la toile reste faible, la 
contrainte circonférentielle est négligeable devant la contrainte radiale et elle est de signe opposé. 
Pour ce cas de chargement, la partie compressive du cycle est nettement dominante, devant la 
partie où la contrainte radiale est positive.  
Quand une composante transversale s’ajoute à la composante verticale (cas 2 et 3), les niveaux de 
contraintes dans la toile deviennent élevés du fait de la flexion de la roue et les contraintes 
radiales et circonférentielles sont alors en phase. En fonction du sens de cette composante 
transversale, la contrainte radiale obtenue sur une face de la toile peut être positive ou négative 
puisque la roue travaille en flexion. 
 

 
Figure  1-5. Evolution de la contrainte radiale et circonférentielle dans une toile droite obtenue par 

calcul par Elements Finis pour un tour de roue [Rapport interne AEF] 
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Le chargement réel dans la toile a été mesuré par l’Agence d’Essai Ferroviaire (AEF) de la SNCF 
lors d’une compagne de mesure en service à laquelle j’ai eu la chance d’assister. Les circulations 
d’essai ont eu lieu en France entre Paris et Saint Jean de Maurienne dans les Alpes. Le wagon 
d’essai est équipé d’un essieu de mesure permettant l’enregistrement des forces verticales et 
transversales appliquées au niveau du contact d’une roue à toile ondulée (Figure 6). Suite à ces 
mesures, on dispose d’une base de donnée de chargement dans plusieurs conditions de 
circulation représentatives du service commercial (circulation en alignement à différentes vitesses, 
circulation en courbe, entrées et sorties de gares, voies de service, train chargé ou à vide, etc...). 
 

 
(a) 
 

  
(b) (c) 

Figure 6. (a) Montage du train utilisé pour les mesures en lignes du chargement. (b) Photo de la 
roue instrumenté et des blocs d’aciers simulant le chargement. (c) vue à l’intérieur de la voiture 

de mesure 
 
La Figure  1-7 montre un exemple d’évolution du champ des contraintes mesuré au point le plus 
sollicité de la roue (au raccordement toîle-moyeu), les mesures ont été relevées symétriquement 
sur les deux faces de la toile. La configuration tracée sur la Figure  1-7 correspond au cas suivant : 
le train est chargé par des blocs d’acier de 60 tonnes et circule en alignement à 120 km/h.  
Le signal peut être traité pour en extraire une composante de traction-compression (moyenne des 
valeurs relevées sur chacune des faces) et une composante de flexion (demi-différence des valeurs 
relevées sur chacune des faces). On constante que l’évolution des contraintes radiales et 
circonférentielles de traction-compression relevées dans la toile ressemble à l’évolution obtenue 
par Elément Finis dans le cas d’une sustension pure. Cependant les niveaux de contrainte atteints 
ici sont plus élevés du fait de la composante de flexion. En effet, il s’agit d’une roue ondulée, qui 
travaille donc en flexion même lorsque le train circule en alignement. La composante de 
cisaillement dans la toile reste généralement faible par rapport aux composantes radiales et 
circonférentielle, nous la négligeons dans cette étude et nous considérons le champ de contrainte 
comme étant biaxial. Par ailleurs, on note que la composante de flexion domine devant celle de 
traction-compression, même pour une circulation en alignement. Les circulations en courbes, 
entrée en gare et commutation amplifient principalement les termes de flexion. Sur les quelques 
tours de roue tracés sur la Figure  1-7 le caractère variable dans le temps du signal est déjà visible. 
D’autres d’enregistrements seront présentées par la suite, sur des séquences plus longues, 
permettant de bien visualiser le caractère variable dans le temps du signal. 
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Figure  1-7. (a) composante radiale de la contrainte calculée à partir des mesures sur les faces 
internes et externes de la roue. (b) Evolution de la composante de traction-compression des 

composantes radiale, circonférentielle et de cisaillement de la contrainte dans la toile de roue. (c) 
Evolution de la composante de flexion des composantes radiale, circonférentielle et de 

cisaillement de la contrainte dans la toile de roue. Mesures réalisées pendant 5 tours de roue au 
niveau du raccordement toile moyeu d’une roue à toile ondulée 
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On peut retenir de cette brève présentation que le champ de contrainte dans la roue est biaxial, 
avec des composantes de flexion et de traction-compression variables dans le temps. 
 
Par ailleurs, la période de base étant le tour de roue, le nombre de cycles à traiter est considérable. 
En effet, un aller simple Paris-Marseille correspond à 270000 tours de roue. Pour un train qui 
effectue 2 allers-retours par jour ceci revient à effectuer 384 millions de tours de roue par an !  
 
 

1.1.3 La fissuration de la roue 
 
Les composants ferroviaires et notamment les roues de train sont dimensionnés à l’aide de 
critères d’endurance afin de ne tolérer aucun amorçage de fissure du fait des sollicitations 
mécaniques. Cependant, des cas de roues fissurées ont été rencontrés dans le passé. Les analyses 
effectuées à l’Agence d’Essai Ferroviaire (AEF) ont montré que l’amorçage se fait dans la plupart 
des cas sur des entailles créées par chocs mécaniques (projections de ballast, etc...) ou sur les 
défauts de fabrication (replis de forge, etc...). Quant à la propagation, elle se fait par fatigue et 
nécessite un très grand nombre de cycles avant que la fissure n’atteigne une taille critique. Voici 
les observations faites par l’AEF suite aux expertises menées sur des roues fissurées (Figure  1-8) : 
 
- L’amorçage des fissures se fait souvent dans la toile. 
- La forme des fissures est semi-elliptique. 
- Le plan de propagation est orthoradial. 
 
Compte tenu des ces observations, on peut conclure que la fissure travaille essentiellement en 
mode I, sous chargement biaxial, avec un gradient de contrainte selon l’épaisseur de la toile pour 
les deux composantes. Le cisaillement étant relativement faible devant les deux autres 
composantes, on pourra ne considérer que le mode I et négliger le mode II. 
 

 
Figure  1-8. Forme type des fissures de fatigue rencontrées dans la toile  

 
 

1.1.4 La maintenance de la roue et objectifs de la thèse 
 
Puisque les roues de trains constituent des organes de sécurité majeure, elles sont régulièrement 
inspectées en service commercial et immédiatement déposées en cas de présence de fissure. Les 
intervalles d’inspection sont actuellement déterminés en se fondant sur le retour d’expérience. 
Elles dépendent du matériel roulant en question (TGV, corail, Fret, etc…) et de la voie 
empruntée. L’ordre de grandeur pour un TGV est de 1 million de km. Bien que cette approche 
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donne entière satisfaction du point de vue de la sécurité au niveau national, la SNCF souhaite 
introduire la mécanique de la rupture dans sa politique de maintenance pour répondre à deux 
objectifs principaux : 
 
- Optimiser et individualiser les pas d’inspection des roues. L’optimisation a pour but de s’assurer 
que si une fissure apparaît, elle sera détectée avant de mettre en cause la sécurité du système tout 
en limitant les coûts de maintenance, tandis que l’individualisation doit permettre d’assouplir la 
gestion du réseau ferroviaire.  
 
 - Réduire l’importance du retour d’expérience dans la mise en place de la politique de 
maintenance. En effet, cette importance pose problème lorsque des évolutions ont lieu, comme 
les éventuels changements de design de la roue, ou même le changement de voie de circulation 
notamment avec les projets d’interopérabilité des échanges ferroviaires en Europe dont les 
travaux de normalisation sont en cours. 
 
La réponse à ces 2 objectifs nécessite de modéliser la fissuration et de connaître les sollicitations 
réelles appliquées, afin d’en déduire l’évolution de la longueur de la fissure au cours du temps 
(Figure  1-9). Les pas de maintenance de la roue seront choisis de manière à rester inférieurs au 
temps que met la plus petite fissure détectable par les moyens d’inspection de la SNCF (avec une 
probabilité de détection de 100%) pour atteindre une taille critique.  
 

Figure  1-9. La future démarche de maintenance des roues 
 
L’objectif de ce travail est donc de développer un modèle permettant de simuler la propagation 
des fissures par fatigue en mode I sous chargement à amplitude variable. Les fissures simulées 
sont semi elliptiques et soumises à un gradient biaxial de contrainte. Avant d’aborder dans le 
deuxième chapitre le modèle de propagation utilisé, nous présentons dans les prochains 
paragraphes une bibliographie succincte sur les bases de la Mécanique de la Rupture et les 
modèles de propagation existants.  
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1.2 Eléments de mécanique de la rupture 
 

1.2.1 Modes de fissuration et champs de contrainte autour d’une fissure en 
mode I 

 
Une fissure peut être sollicitée suivant trois modes cinématiques élémentaires : 
 
- Mode d’ouverture (mode I) 
- Mode de cisaillement plan (mode II) 
- Mode de cisaillement hors-plan (Mode III) 
 
En élasticité linéaire, la sollicitation de la fissure est la superposition linéaire de ces trois modes 
élémentaires. Dans cette étude nous nous intéressons seulement à la fissuration en mode I. 
 

 
Figure  1-10. Les trois modes de fissuration 

 
L’expression asymptotique des champs de contraintes autour d’une fissure traversante dans un 
milieu infini (Figure  1-11) soumise à un chargement biaxial en mode I est la suivante : 
 

}
}

}

}

( ) 1
2

1
2

1
2

3cos (1 sin sin ) ( )
2 2 22

3cos (1 sin sin ) ( )
2 2 22

3cos sin cos ( )
2 2 22

y
x y

y

y

S πa
S S

I
xx

S πa

I
yy

S πa

I
xy

K θ θ θ rσ T o
aπr

K θ θ θ rσ o
aπr

K θ θ θ rσ o
aπr

−
⎛ ⎞

= − + + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞
= + + ⎜ ⎟

⎝ ⎠

⎛ ⎞
= + ⎜ ⎟

⎝ ⎠

 

 
 
 
 
 
 

( 1-1) 

 
Ces expressions sont obtenues à partir des fonctions de Westergard permettant de calculer les 
champs de contraintes des problèmes présentant une symétrie du chargement et de la géométrie 
comme dans le cas de la fissure de Griffith (Figure  1-11). Les champs de contraintes sont déduits 
de ces fonctions en effectuant un développement asymptotique en (r/a) où r est la distance à 
l’extrémité de la fissure. Les hypothèses permettant d’établir ces expressions sont les suivantes : 
élasticité plane, isotropie et petites déformations. 
Dans le cas particulier de la fissure de Griffith, nous observons que les champs de contraintes 
sont fonction de deux termes dépendant du chargement, le premier est le facteur d’intensité des 
contraintes IK  qui dépend de la longueur de la fissure a  et de la contrainte à l’infini normale au 
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plan de la fissure, le deuxième terme est la contrainte T  qui dépend de la contrainte Sx. Le 
rapport Sx/Sy définit le niveau de biaxialité du chargement appliqué à l’infini.  
On trouve dans la littérature les expressions de IK  et de T  pour les géométries de fissures et 
d’éprouvette les plus courantes. Pour les cas dont la solution n’est pas connue, les expressions de 

IK  et de T  peuvent être déterminées de différentes manières, l’annexe B de ce rapport est une 
synthèse des différentes méthodes de calcul de IK . 
 

 
Figure  1-11. Fissure de Griffith en mode I soumise à un chargement biaxial 

 

1.2.2 Limites de validité des champs présentés 
 
Les solutions asymptotiques du champ des contraintes autour d’une fissure ( 1-1) ne sont pas 
valables partout dans la pièce fissurée mais dans une couronne limitée par la frontière de la zone 
plastique pour sa borne inférieure et par la limite de validité du développement asymptotique 
pour sa borne supérieure (Figure  1-12). Ces limites seront présentées en détail dans les 
paragraphes suivants, retenons seulement les ordres de grandeur : quelques millimètres pour la 
zone de validité du développement asymptotique et quelques dixièmes de millimètre pour la taille 
de la zone plastique. 
 

 
Figure  1-12. Différentes zones autour d’une fissure 
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1.2.2.1 Taille de zone plastique 
 
En élasticité, les solutions asymptotiques présentent une singularité à l’extrémité de la fissure car 
les contraintes tendent vers une valeur infinie. En réalité le niveau de contrainte n’est pas infini, il 
se développe une zone plastifiée à l’extrémité de la fissure. La forme et la dimension de cette 
zone plastifiée dépendent du chargement ainsi que des caractéristiques du comportement 
élastoplastique du matériau 
C’est dans les années 1960 que les progrès en microscopie tant optique qu’électronique ont 
permis de révéler l’existence d’une zone plastique en fond de fissure de fatigue [Bathias et Baïlon 
1997], cette zone joue un rôle très important dans la propagation dans les matériaux 
élastoplastiques, elle est à l’origine de l’interaction entre cycles et du phénomène de retard 
observé après surcharge. On peut distinguer deux types de zone plastique, l’une appelée 
monotone et l’autre cyclique. 
 
La zone plastique monotone (Figure  1-13a) apparaît lors de l’application d’un chargement 
monotone, sa forme ainsi que sa taille dépendent de la nature du chargement. En contraintes 
planes, la zone plastique est plus étendue qu’en déformations planes, par contre elle présente une 
forme d’ailes de papillon moins marquée. La première évaluation de la zone perturbée par la 
plasticité en pointe de fissure est due à Irwin [Irwin 1960]. L’expression proposée donne une 
bonne approximation de l’étendue de la zone plastique monotone, pour un matériau supposé 
élastique parfaitement plastique. Cette expression est la suivante : 
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( 1-2) 

 
Avec IK  le facteur d’intensité des contraintes appliqué et eR  la limite d’élasticité du matériau. Ces 
expressions sont déterminées en comparant la contrainte équivalente de Von Mises déduite des 
équations ( 1-1) à la limite d’élasticité du matériau. Le rayon rp obtenu (Figure  1-13c) est pris 
comme une première approximation de la dimension de la zone plastique monotone. On calcule 
ensuite à partir de rp, la dimension de la zone dans laquelle les champs de contrainte sont 
perturbés afin de respecter l’équilibre mécanique. La taille de la zone plastique monotone ainsi 
que sa forme dépendent de paramètres autres que la limite d’élasticité et le facteur d’intensité des 
contraintes, comme la contrainte de biaxialité T et l’écrouissage du matériau fissuré (Figure  1-14) 
[Pommier 2002b].  
 

  
(a) (b) 
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(c) 

Figure  1-13. Zone plastique monotone en contraintes planes et déformations planes (a), zone 
plastique cyclique (b) et estimation d’Irwin de la zone plastique monotone (c) 

 
Dans le cas d’un chargement cyclique, une autre zone plastique, dite cyclique, apparaît à l’intérieur 
de la zone plastique monotone (Figure  1-13b). Dans cette zone, le matériau se déforme 
plastiquement lors de la décharge. La taille de cette zone est estimée au quart de la zone plastique 
monotone quand le chargement appliqué à l’infini est nul. Cette zone plastique cyclique a été mise 
en évidence expérimentalement par plusieurs auteurs et par différents moyens expérimentaux, 
tels que la microdureté, l’attaque métallographique ou la diffraction des rayons X [Bathias et 
Baïlon 1997]. 
 

 
Figure  1-14. Influence des coefficients d’écrouissage isotrope b et Q sur la forme de la zone 

plastique monotone [Pommier 2002b] 
 

1.2.2.2 Limite du développement asymptotique 
 
La solution asymptotique du champ de contrainte autour de la fissure s’écarte de la solution 
exacte quand nous nous éloignons de la pointe de la fissure. L’erreur sur la contrainte yyσ  est liée 
au rapport (r/a) puisque le développement asymptotique est en (r/a). Le calcul de l’erreur 
associée au développement asymptotique est simple lorsqu’on dispose d’une solution excate, il 
suffit de comparer la solution exacte à la solution asymptotique. Sur la Figure  1-15 nous avons 
reporté l’évolution de l’erreur en fonction de r/a calculée par [Pommier 2002a], nous remarquons 
que jusqu'à une distance à l’extrémité de la fissure égale à 0.1a , l’erreur reste inférieure à 7%. 
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Figure  1-15. Evolution de l’erreur due au développement asymptotique sur le champ de contrainte  

yyσ  calculé dans l’axe de la fissure en fonction du rapport (r/a) sur l’axe 

 
L’évolution de l’erreur sur le champ xxσ  suivant l’axe de la fissure ( 0θ = ) est donnée dans la 
Figure  1-16 pour un r/a=0.1. Nous remarquons que cette erreur augmente rapidement en 
fonction du niveau de biaxialité.  
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Figure  1-16. Evolution de l’erreur due au développement asymptotique sur le champ de contrainte  

xxσ  calculé dans l’axe de la fissure en fonction du rapport de biaxialité Sx/Sy pour r/a=0.1 

 
Donc, la limite supérieure de validité du champ des contraintes autour d’une fissure est 
typiquement égale à 1/10 de la longueur de la fissure (pour une erreur inférieure à 10%), si le 
rapport de biaxialité du chargement est positif. 
 

1.2.3 Propagation des fissures par fatigue 
 
Les modèles classiques de propagation de fissure par fatigue donnent l’évolution de la vitesse de 
propagation en fonction du chargement appliqué en pointe de fissure par une approche 
empirique. Le modèle le plus utilisé est celui de [Paris et Erdogan 1963], pour ce modèle un essai 
de fissuration est nécessaire pour caractériser l’évolution de la vitesse de propagation en fonction 
de la variation du facteur d’intensité des contraintes (Figure  1-17). La courbe obtenue fait 
apparaître trois régimes, le régime central (régime II) dit de Paris pour lequel la vitesse de 
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fissuration est une fonction puissance de la variation du facteur d’intensité des contraintes. Au-
delà de ce régime, la vitesse de propagation est supérieure à celle prévue dans le régime de Paris 
car la fissure se propage d’une manière instable (régime III). En deçà du régime II, la vitesse de 
propagation est inférieure à celle de Paris (régime I). Dans ce régime, la vitesse diminue 
rapidement quand ∆K diminue et la fissure finit par présenter des vitesses de fissuration 
difficilement détectables. 
 

 
Figure  1-17. Courbe de propagation de Paris 

 
La relation proposée par [Paris et Erdogan 1963] durant le régime II de propagation est la 
suivante : 
 

.∆ mda C K
dN

=  
( 1-3)

 
∆K étant la variation du facteur d’intensité des contraintes au cours d’un cycle qui induit une 
avancée da  de la fissure, C  et m  sont deux paramètres du matériau définissant respectivement la 
position et la pente de la droite de Paris.  
L’expérience montre que la vitesse de propagation d’une fissure n’est pas proportionnelle à la 
variation du facteur d’intensité des contraintes ∆K  appliquée mais plutôt au facteur d’intensité 
des contraintes effectif ∆ effK  vu par la fissure. En effet, seule une fraction du cycle de fatigue est 
efficace, la fissure restant fermée pendant l’autre partie. La fermeture de la fissure peut avoir 
plusieurs sources comme la plasticité, la rugosité de ses faces, l’oxydation ou une transformation 
de phase induite par le chargement mécanique à l’extrémité de la fissure. Nous nous intéressons 
ici à la fermeture induite par plasticité, qui est particulièrement sensible aux effets d’histoire du 
chargement. La fermeture induite par plasticité provient de deux sources différentes, la première 
est le sillage plastique créé par la zone plastique le long du chemin de la fissure (Figure  1-18a) et la 
deuxième est l’apparition des contraintes résiduelles de compression devant la fissure qui a été 
mis en évidence par [Elber 1971] pour la première fois (Figure  1-18b). En réalité ces effets ne 
sont pas indépendants, et sont deux conséquences d’un même phénomène. En régime de 
plasticité confinée, la déformation plastique qui se développe dans la zone plastique monotone 
est à l’origine de contraintes résiduelles de compression devant l’extrémité de la fissure qui rend 
les cycles ultérieurs moins efficaces. Puis lorsque la fissure se propage les contraintes résiduelles 
s’exercent alors sur les faces de la fissure ce qui augmente le niveau d’ouverture de celle-ci. 
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(a) (b) 

Figure  1-18. Sillage plastique (a) et phénomène de fermeture de la fissure par plasticité (b) 
 
Le niveau de fermeture peut être déterminé expérimentalement ou par simulation par Eléments 
Finis connaissant le comportement élastoplastique de la structure fissurée [Mc Clung 1996]. La 
méthode de détermination expérimentale s’appelle la méthode de variation de la complaisance de 
l’éprouvette, on trace l’évolution du déplacement de deux points de part et d’autre des lèvres de la 
fissure en fonction du chargement appliqué. Le seuil d’ouverture correspond au niveau de 
chargement à partir duquel la complaisance devient linéaire puisque la fissure est alors 
complètement ouverte. La difficulté réside dans la définition du critère de perte de linéarité 
nécessaire pour déterminer le niveau de charge à partir duquel la fissure est fermée. Ce critère 
doit varier en fonction de la distance entre les points de mesure et l’extrémité de la fissure. 
 

 
Figure  1-19. Détermination du niveau d’ouverture Kouv par la méthode de complaisance 

 
Les paramètres influant sur le niveau de fermeture par plasticité, en fatigue à amplitude 
monotone, sont classés en deux catégories, les paramètres liés au chargement appliqué et les 
paramètres liés au matériau [Roychowdhury et Dodds 2004]. Les paramètres matériaux sont ses 
propriétés élastiques (E et ν ) et plastiques (limite d’élasticité et coefficients d’écrouissage). Les 
paramètres liés au chargement ont été étudiés d’une manière abondante dans la littérature depuis 
les travaux d’[Elber 1971]. Par exemple, dans le cadre d’une étude sur les essieux ferroviaire 
[Kurzawa 2002] a montré que l’influence du rapport de charge R sur le niveau de fermeture 
dépend du signe de R. Les simulations de la propagation par Eléments Finis ont permis de 
conclure que  ouvK  dépend de R  quand ce dernier est positif et de maxK  et minyS  quand R  est 
négatif. Ces simulations ont été validées grâce à des essais de fissuration réalisés à différents 
rapports de charge. Le niveau d’ouverture dépend également de la biaxialité autour de la fissure 
(contrainte T). L’influence de la contrainte T sur la vitesse de propagation est attribuée à la 
dépendance du niveau de fermeture à T ([Hutar et al. 2004] et [Hutar et al. 2006]). 
 
Pour un matériau donné, la loi de Paris tenant compte du phénomène de fermeture devient alors : 
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max max min.∆ .( )       et       ( , , , )m m
eff ouv ouv

da C K C K K K f R T K S
dN

= = − =  
 

( 1-4) 

 
En fatigue à amplitude variable, la prise en compte de ouvK  est indispensable pour modéliser 
l’interaction entre les cycles. Son évolution ne peut généralement pas être calculée analytiquement. 
Les Eléments Finis constituent un moyen de détermination de ouvK  , mais dans la pratique cette 
méthode n’est pas employée en amplitude variable puisqu’il reste hors de portée des machines 
actuelles de calculer par éléments finis des millions de cycles, surtout si l’on emploie des lois de 
comportement élaborées. 
 

1.2.4 Limites de la démarche classique 
 
Ainsi, la démarche classique consiste à exprimer la vitesse de fissuration en utilisant la loi de Paris 
dite intrinsèque, c'est-à-dire donnée en fonction du l’amplitude effective du facteur d’intensité des 
contraintes ( max∆ eff ouvK K K= − ), puis a proposer des lois d’évolution pour le niveau d’ouverture 
en fonction des paramètres liés au matériau et des paramètres liés au chargement. Cette démarche 
présente certains inconvénients : 
 
- L’identification expérimentale des lois d’évolution de ouvK  en fonction de ces paramètres est 
lourde et coûteuse si l’on souhaite prendre en compte tous les paramètres de chargement ( maxK , 
T , minyS  ou R ), puisque le nombre d’essais de fissuration à réaliser devient vite non négligeable. 
Cela sans tenir compte de la dispersion des résultats en propagation qui impose généralement de 
doubler les essais. De même déterminer ces évolutions par Eléments Finis nécessite des calculs 
conséquents. Comme pour les essais, examiner les diverses configurations possibles pour les 
différents paramètres du chargement est assez long et coûteux.  
 
- Cette démarche est bien adaptée pour les sollicitations à amplitude constante puisqu’on sait 
calculer ou mesurer l’évolution du niveau d’ouverture à partir du chargement appliqué dans ce cas. 
Or une roue est soumise à un chargement d’amplitude variable. Examiner toutes les 
configurations pour les jeux ( maxK ,T , minyS ) ainsi que les évolutions transitoires entre chacun de 
ces jeux devient rapidement inabordable que l’on emploie une méthode numérique ou 
expérimentale. 
  

1.3 Bilan du  Chapitre 1   
 
 
 
- La fissuration des toiles de roue en service n’est pas due à un problème de conception mais 
plutôt de production (replis de forge) ou d’utilisation (chocs mécaniques). 
 
- Les fissures étudiées sont semi elliptiques. 
 
- La toile de roue, où se développent des fissures, travaille en traction-compression et flexion 
biaxiale. Les termes de flexion et de traction-compression, n’évoluent pas de la même manière 
en fonction du temps. 
 



 Chapitre I - Bibliographie générale  

Page 40 

- Le niveau de cisaillement dans la toile étant faible devant les autres composantes, les fissures 
sont supposées travailler en mode I. 
 
- L’évolution temporelle du chargement appliqué est difficile à calculer car elle est à caractère 
variable, des enregistrements des signaux de chargement ont été réalisés par la SNCF. 
 
- Le nombre de cycles à traiter est très élevé. A titre d’exemple, le trajet Paris-Marseille compte 
384 millions de tours de roue par an. 
 
- La démarche classique employée pour la fissuration par fatigue à amplitude constante est mal 
adaptée à ce problème. Un modèle incrémental permettant de prendre en compte l’histoire 
temporelle du chargement sera donc mis en place puis enrichi afin de pouvoir tenir compte des 
niveaux élevés de compression et de la biaxialité du chargement. Ce modèle ainsi que les 
améliorations apportées seront l’objet des prochains chapitres. 
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Nous avons vu que les modèles de fissuration par fatigue fondés sur la loi de Paris ne sont pas 
suffisants pour prévoir la fissuration des toiles de roue de train (biaxialité, compression, 
amplitude variable). Quel modèle de propagation utiliser dans ce cas ? Nous avons choisi un 
modèle incrémental né il y a quelques années dans le cadre d’une étude réalisée sur la fissuration 
par fatigue de disques de turbomachines [Pommier et Risbet 2005]. Ce modèle permet d’effectuer 
des calculs de fissuration par fatigue sous chargement à amplitude variable. L’originalité du 
modèle incrémental est d’introduire des variables internes décrivant l’état courant de la structure 
fissurée et d’identifier les lois d’évolution de ces variables internes en s’appuyant sur des calculs 
par éléments finis. Parmi ces variables internes, on aura, par exemple, le niveau de fermeture de la 
fissure. Mais d’autres variables sont aussi introduites afin de tenir compte des divers effets 
d’interaction entre cycles de fatigue. Deux avantages principaux découlent de cette démarche. Le 
premier est de pouvoir travailler directement avec le signal temporel, ce qui facilite le traitement 
des chargements complexes. Le second est le faible coût expérimental associé à l’identification du 
modèle, puisque l’identification se fait essentiellement par post-traitement de calculs par éléments 
finis. Un autre avantage du modèle, est de travailler à une échelle globale qui permet de 
s’affranchir lors de la simulation, des calculs par éléments finis de propagation de fissures par 
fatigue en élasto-plasticité. Après un exposé rapide des conditions de chargement de la roue, et de 
l’effet de chargements à amplitude variable sur la propagation des fissures de fatigue, nous 
présentons les équations d’évolution du modèle incrémental. Le modèle est constitué de deux lois, 
une dite de fissuration et l’autre dite d’émoussement. Nous nous attacherons à expliquer les 
méthodes d’implémentation numérique et d’identification des paramètres matériaux. 
L’application du modèle sur l’acier à roue sera ensuite présentée. Les premiers résultats de 
simulation de propagation de fissure seront confrontés aux résultats expérimentaux pour des cas 
de chargements complexes (surcharges, blocs de cycles). Une étude de sensibilité présentée à la 
fin du chapitre montre comment les paramètres de la loi de comportement du matériau influent 
sur le modèle de fissuration par fatigue que l’on identifie.  
 

2.1 L’amplitude variable dans les toiles des roues 
 
La Figure  2-1 montre deux courts extraits d’un chargement temporel mesuré dans une toile de 
roue ondulée pendant la campagne menée par l’Agence d’Essai Ferroviaire. On présente ici 
l’évolution de la contrainte radiale dans une roue en attaque (c’est-à-dire à l’avant du wagon). Le 
train roulait à 80km/h et le wagon de mesure était à vide (18.5 tonnes) pour le premier signal et 
chargé par des blocs d’acier de 60 tonnes pour le deuxième. On remarque que ces chargements 
sont variables dans le temps et ne présentent, à part le tour de roue, aucun signe manifeste de 
motif répétitif. 
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Figure  2-1. Exemple d’évolution de la contrainte radiale mesurée dans une toile ondulée au 
niveau du point le plus sollicité (raccordement toile moyeu). La vitesse du train est de 80 Km/h et 

le wagon est à vide en (a) et chargé en (b).  
 
Ces signaux seront traités afin d’extraire les maximum et minimum de contrainte par tour de roue. 
L’ordre d’apparition de ces minima et maxima sera conservé puisque l’histoire de chargement est 
importante pour les calculs de durée de vie en propagation. 
 

2.2 Bibliographie : la fissuration sous chargement d’amplitude 
variable 

 
Une différence fondamentale existe entre la prédiction de la propagation en fatigue sous 
chargement à amplitude constante et celle à amplitude variable. Pour les chargements à amplitude 
constante, l’incrément de propagation dépend de la longueur de la fissure et du chargement 
appliqué. Pour les chargements à amplitude variable, l’incrément de propagation dépend en outre 
de l’histoire du chargement que la fissure a subie. On trouve dans la littérature de nombreuses 
études concernant l’effet de chargements à amplitude variable sur la propagation des fissures de 
fatigue. Nous discutons ici quelques phénomènes observés expérimentalement. 
 

2.2.1 Effet du chargement à amplitude variable sur la fissuration 
 

2.2.1.1 Cas de surcharges unitaires 
 
Lorsqu’on applique une surcharge unitaire à une structure sollicitée en fatigue à amplitude 
constante, l’effet de la surcharge, contrairement à ce que l’on peut l’imaginer, est bénéfique. La 
surcharge retarde la propagation de la fissure. Le phénomène de retard observé après l’application 
d’une surcharge est bien connu dans la littérature et a fait l’objet de nombreux travaux. Ce 
phénomène spectaculaire peut être exploité par exemple lors de tests d’épreuve des composants 
travaillant sous pression (chaudières, canalisations, etc…). Cette méthode de contrôle destructif 
consiste à appliquer une surcharge à la structure. Si un défaut critique vis à vis du test d’épreuve 
existe dans la pièce, la pièce est détruite. Sinon, la pièce n’est pas rompue et les défauts sous-
critiques verront leur propagation par fatigue ultérieure ralentie voire supprimée grâce à l’effet de 
surcharge. On peut observer d’après la Figure  2-2 que la réponse de la fissure suite à l’application 
d’une surcharge peut varier d’un cas à l’autre. Selon les cas, le retard est plus ou moins grand et 
arrive plus ou moins tôt. L’effet de non retard (a) est observé pour les petites surcharges. Pour les 
surcharges plus élevées, le retard peut être immédiat (b), différé (c) ou perdu (d). Le retard différé 
est observé pour la plupart des matériaux, il correspond à un accroissement immédiat de la 
vitesse de propagation suivi d’une forte diminution de cette vitesse, le bilan global étant un retard. 
Selon le poids relatif de ces deux phases, le retard peut être plus ou moins important, voire nul 
(retard perdu) ou négatif. Pour les surcharges élevées, un blocage complet de la fissure peut avoir 
lieu. Globalement l’effet de retard après une surcharge dépend des conditions de chargement, de 
la longueur de la fissure, de sa forme mais également de la nature du matériau, de la température 
etc… Le modèle de propagation doit donc être capable de prendre en compte tous ces facteurs. 
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Figure  2-2. Différentes réponses aux surcharges pour les fissures en fatigue [Bathias et Baïlon 

1997] 
 
Pourquoi la vitesse de fissuration diminue-t-elle après l’application d’une surcharge ? Comme on 
l’a vu au premier chapitre, lorsque la plasticité est confinée, une zone de contraintes résiduelles de 
compression apparaît devant la pointe de la fissure quand cette dernière est déchargée. Ces 
contraintes résiduelles de compression sont à l’origine du phénomène de fermeture des fissures 
de fatigue à travers lequel est généralement interprété l’effet de retard. La Figure  2-3 montre par 
exemple l’évolution du niveau d’ouverture d’une fissure après l’application d’une surcharge dans 
le cas d’un retard différé. L’accélération instantanée de la propagation provient de la chute du 
niveau d’ouverture ouvK , juste après la surcharge. En effet, la surcharge conduit à l’émoussement 
de la fissure et il devient donc nécessaire de comprimer pour obtenir le contact entre ses lèvres. 
Ensuite, le niveau d’ouverture de la fissure augmente au fur et à mesure de l’avancée de son 
extrémité dans la zone de compression laissée par la surcharge. Enfin lorsque l’extrémité de la 
fissure s’échappe de cette zone de compression résiduelle, le niveau d’ouverture diminue de 
nouveau.  
 

 
Figure  2-3.  Evolution du niveau d’ouverture après l’application d’une surcharge [Bathias et 

Baïlon 1997] 
 
Sur la Figure  2-4 est tracée l’évolution schématique de la vitesse de propagation par fatigue après 
application d’une surcharge dans un diagramme de Paris. On observe l’accélération immédiate de 
la fissure suivie d’une décélération, puis à nouveau d’une accélération. La vitesse de propagation 
décroît tant que le niveau d’ouverture augmente, puis croît lorsque la fissure quitte 
progressivement la zone de compression résiduelle laissée par la surcharge.  
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Figure  2-4.  Evolution de la vitesse de propagation après application d’une surcharge 

 

2.2.1.2 Chargement par blocs.  
 
L’effet d’un bloc de surcharges est comparable à celui d’une surcharge unitaire (Figure  2-5), les 
mêmes phénomènes transitoires d’accélération et de ralentissement ont lieu au début et à la fin du 
bloc. En général, l’effet d’accélération transitoire, comme l’effet de retard sont plus marqués pour 
un bloc de surcharges que pour une surcharge unitaire. Si la longueur du bloc est suffisante, un 
régime stabilisé peut s’établir à l’intérieur de la séquence. 
  

 
Figure  2-5.  Evolution du niveau d’ouverture et de la longueur de la fissure pendant un 

chargement par blocs [Bathias et Baïlon 1997] 
 
Pour des blocs complexes, il devient difficile de prévoir les phénomènes observés du fait 
d’interactions non-linéaires entre cycles. La Figure  2-6 illustre la durée de vie à rupture obtenue 
pour différents blocs répétés lors d’une étude réalisée sur l’aluminium 2024-T3 [Schijve 1973]. 
Les blocs (c), (d) et (e) ainsi que (f), (g) et (h) contiennent respectivement les mêmes cycles mais 
distribués de trois manières différentes dans le temps. La différence entre les durées de vie 
obtenues dans les trois cas provient des différences d’histoire de chargement. En effet, la durée 
de vie obtenue avec le bloc à amplitude croissante (c) est inférieure à celle obtenue avec le bloc (e) 
à amplitude décroissante puisque dans le premier cas les grands cycles sont suivis des petits cycles 
qui n’ont pas beaucoup d’influence sur la durée de vie. Par contre dans la configuration (e) les 
grands cycles jouant le rôle de surcharge sont suivis des cycles intermédiaires qui deviennent 
inefficaces à cause du retard de la fissure. La taille du bloc joue un rôle non négligeable sur la 
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durée de vie. Pour les blocs (c) et (e) la durée de vie obtenue est similaire puisque la taille du bloc 
est petite ce qui fait que le niveau de contact n’a pas le temps d’évoluer entre surcharges. Les 
blocs (f) et (h) sont plus longs, la différence entre les durées de vie obtenues est donc plus 
marquée.  
 

 
Figure  2-6. Exemples de durées de vie en fissuration par fatigue pour des blocs simples [Schijve 

1973] 
 
Les études concernant la propagation des fissures de fatigue sous chargement réellement aléatoire 
sont très rares. En effet les essais sont très longs, d’une part, du fait de difficultés de pilotage des 
machines d’essai (faibles fréquences) et d’autre part du fait des effets d’interaction entre cycles qui 
tendent souvent à augmenter les durées de vie.  
 

2.2.2 La modélisation de la fissuration sous chargement d’amplitude 
variable 

 
L’un des modèles les plus simples permettant de modéliser le retard après surcharge est celui de 
Wheeler [Wheeler 1972]. Ce modèle consiste à multiplier la vitesse de propagation après 
l’application de la surcharge par une fonction retard Φ . Le retard existe tant que la zone plastique 
de la fissure reste à l’intérieur de celle due à la surcharge (Figure  2-7).  
 

retardé non retardé

Φda da
dN dN

⎛ ⎞ ⎛ ⎞=⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
( 2-1)

 
La fonction retard est définie comme suit : 
 

0

Φ
ww

mm
i i

surch i

Zp Zp
λ a Zp a

⎛ ⎞⎛ ⎞= = ⎜ ⎟⎜ ⎟ + −⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

( 2-2)

 
iZp  étant la taille de la zone plastique due au chargement de base, surchZp  celle de la zone plastique 

due à la surcharge et wm  un paramètre matériau déterminé expérimentalement.  
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Figure  2-7. Zones plastiques après surcharge [Wheeler 1972] 

 
Le premier défaut du modèle de Wheeler c’est qu’il suppose que le retard est immédiat après 
surcharge. Or, lorsque les surcharges sont proches, l’effet d’accélération domine devant l’effet 
retard, ce que le modèle de Wheeler ne prévoit pas. Un deuxième défaut provient du fait que la 
fonction retard Φ  est monotone croissante avec la longueur de la fissure. Ainsi, le retard 
présenté dans la Figure  2-4 ne sera pas modélisé mais seulement le retour à la droite de Paris. A 
ces deux limitations s’ajoute le fait que le modèle n’est pas fait pour cumuler l’effet de surcharges 
rapprochées. En effet, comme la fonction retard est multiplicative, l’effet des surcharges est aussi 
multiplicatif dans ce modèle. Ceci conduit à sous-estimer considérablement les vitesses de 
fissuration lorsqu’une seconde surcharge est appliquée alors que l’effet de la précédente est 
encore significatif. 
 
Un autre modèle permettant de calculer la vitesse de propagation après surcharge est celui de 
[Willenborg et al. 1971]. Le retard est modélisé en utilisant un facteur d’intensité des contraintes 
effectif ∆ effK  calculé comme suit : 
 

= − = − = −max min max max min min∆      avec       et  eff eff eff eff red eff redK K K K K K K K K  ( 2-3)

 
On n’utilisera que la partie positive de min effK . Le facteur d’intensité des contraintes redK  (comme 
« reduction » en anglais) correspond à la réduction du facteur d’intensité des contraintes après 
application de la surcharge. Il est calculé de la manière suivante : 
 

= − maxred reqK K K  ( 2-4)

 
Le facteur d’intensité des contraintes reqK  (comme « required » en anglais) correspond au facteur 
d’intensité des contraintes nécessaire pour produire une zone plastique reqZp  dont la dimension 
est égale à la dimension de la zone plastique laissée par la surcharge surchZp  moins la distance 
parcourue par la fissure depuis l’application de cette surcharge (Figure  2-8). Les quantités reqZp  et 

reqK  sont calculées comme suit : 
 

2

0 α req
surch i req i

e

K
a Zp a Zp a

R
⎛ ⎞

+ = + = + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
 

( 2-5)
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Le facteur d’intensité des contraintes redK  diminue au fur et à mesure de l’extension de la fissure. 
Finalement, hors de la zone plastique de la surcharge ∆ effK  est égal à ∆K .  
 

 
Figure  2-8. Modèle de [Willenborg et al. 1971] 

 
La loi de propagation utilisée ensuite est celle de Forman, qui permet de tenir compte des effets 
de rapport de charge : 
 

∆
(1 ) ∆

eff

eff c eff

C Kda
dN R K K

=
− −

 
( 2-6)

 
cK  étant le facteur d’intensité des contraintes critique et effR  est le rapport de charge effectif : 

 
min

max

eff
eff

eff

K
R

K
=  

( 2-7)

 
Ce modèle permet de cumuler des surcharges de niveaux différents, plus ou moins proches. 
Cependant, pour des surcharges de forte amplitude ce modèle surestime largement leur effet. Par 
exemple, juste après l’application une surcharge d’un facteur 2, maxredK K= , et par conséquent 
∆ effK  est nul et la vitesse de fissuration également.  
 
Dans le même esprit, mais de manière beaucoup plus élaborée, une deuxième génération de 
modèles a ensuite été proposée. Ces modèles, tels que les modèles CORPUS, ONERA et 
PREFFAS (voir [Newman et Elber 1988]), sont fondés essentiellement sur une ou plusieurs lois 
d’évolution du niveau d’ouverture de la fissure. Ces lois d’évolution sont déterminées de manière 
empirique en se basant sur des essais. L’avantage de cette démarche est de pouvoir ajuster les 
paramètres du modèle pour chaque matériau. L’inconvénient est qu’il faut une importante 
campagne d’essais pour identifier le modèle, et qu’on ne sait pas a priori prévoir la vitesse de 
fissuration pour des configurations non envisagées dans la campagne d’essai. Par exemple, l’effet 
de surcharges rapprochées est mal décrit, parce que ces modèles décrivent mal l’effet de retard 
différé après une surcharge. Or l’effet de retard différé est couramment rencontré en pratique.  
 
Enfin la troisième génération de modèles (COSMIC de [Newman 1992], [De Koning 1981]) est 
semi-numérique et fondée généralement sur le modèle de Dugdale. Le modèle de [Dugdale 1960] 
est un modèle permettant de calculer la taille de la zone plastique d’une fissure dans un matériau 
parfaitement plastique avec une hypothèse de contraintes planes. Il a également été étendu au cas 
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des déformations planes, mais avec moins de succès. Ce modèle emploie une fissure de longueur 
fictive ia Zp+  où ia  est la longueur physique de la fissure et Zp  la taille de sa zone plastique 
(Figure  2-9). Dans cette zone plastique, règnent des contraintes de cohésion égales à l’opposé de 
la contrainte d’écoulement eR . La taille de la zone plastique est calculée par superposition en 
considérant que la solution de cette fissure est égale à la superposition de deux problèmes. Le 
premier est celui de la fissure fictive de longueur ia Zp+  soumise à un champ de contrainte 
appliqué à l’infini et le deuxième correspondant aux forces de cohésions dans la partie fictive Zp  
de la fissure. A la pointe de la fissure fictive, la singularité des contraintes disparaît de telle sorte 
que le facteur d’intensité des contraintes devient nul à cet endroit. Cela se traduit par : 
 

0
( ) ( ) 0S i σ iK a Zp K a Zp+ + + =  ( 2-8)

 
La seule inconnue de cette équation est la taille de la zone plastique Zp . A titre d’exemple, la 
taille de la zone plastique calculée à partir de ce modèle pour une fissure traversante dans une 
plaque infinie est : 
 

2

8
S

e

KπZp
R

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 

( 2-9)

 
L’avantage de ce modèle est qu’il permet d’évaluer la déformation plastique à l’extrémité de la 
fissure à partir d’un simple calcul par superposition. 
 

 
Figure  2-9. Modèle de [Dugdale 1960] 

 
Le modèle de fermeture induite par la plasticité « d’éprouvettes » fictives dans la zone plastique 
de la fissure de Dugdale (ou Strip Yield) a pour objectif de calculer les contraintes résiduelles de 
compression en pointe de fissure et dans son sillage et d’en déduire le niveau de fermeture de la 
fissure. La zone plastique en pointe de fissure est discrétisée en « éprouvettes » de largeur fixée. 
Ces « éprouvettes » sont supposées travailler en traction-compression uniaxiale. Néanmoins, pour 
tenir compte de l’aspect multiaxial de la sollicitation en pointe de fissure, un facteur correctif peut 
être appliqué à la contrainte d’écoulement 0σ  (Figure  2-10). Cette amélioration a été apportée par 
[Newman 1981], essentiellement pour pouvoir aborder les problèmes en déformations planes. 
L’idée est d’introduire un coefficient de confinement plastique α  (Constraint Factor). La 
contrainte d’écoulement en pointe de fissure vaut alors 0α.σ . En contrainte plane le coefficient α  
est proche de 1 et en déformation plane il est choisi proche de 3. Le coefficient α  peut être 
différent en traction et en compression, ce qui permet, entre autres, de simuler d’une manière 
assez grossière l’effet Bauschinger. L’allongement de ces « éprouvettes » dans le sillage de la 
fissure permet ensuite de calculer le niveau de fermeture de la fissure.  
Ce modèle est bien plus riche que ceux de Wheeler et Willenborg. Il permet d’avoir une 
saturation de l’effet de surcharge, lié à la capacité des « éprouvettes » de se déformer 
plastiquement en compression. Il permet également de cumuler des surcharges de niveaux 
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différents. Mais ce modèle présente également plusieurs inconvénients. Premièrement il est fondé 
sur le modèle de Dugdale qui s’applique mal en déformations planes. Deuxièmement, les 
« éprouvettes » ont une largeur constante. Or la déformation plastique se fait sans changement de 
volume. En contraintes planes, une déformation hors plan, selon la direction z, permet de 
conserver le volume. En déformations planes, la déformation hors plan étant nulle, une 
contraction latérale des « éprouvettes » devrait être considérée, ce qui n’est pas le cas. On crée 
donc de la matière ! A travers le facteur α , on tient compte de cet effet multiaxial sur la 
contrainte d’écoulement. Mais l’effet de la contraction latérale sur la géométrie du problème n’est 
pas pris en compte. Le calcul du niveau de fermeture en est affecté. 
Par ailleurs, le modèle ne permet pas de tenir compte de l’écrouissage du matériau. Or cet 
écrouissage a une importance notable sur le niveau de fermeture des fissures. En effet, 
l’écrouissage cinématique, ou effet Bauschinger, est important pour déterminer le niveau de 
contrainte résiduelle de compression que l’on peut atteindre dans le sillage et en pointe de fissure 
et par conséquent le niveau d’ouverture de la fissure.  
 

 
Figure  2-10. Zones plastiques après surcharge (d’après [Kim et Lee 2000]) 

 
[Budiansky et Hutchinson 1978] ont proposé une solution analytique de ce problème en utilisant 
le modèle de Dugdale. La conservation de la matière est prise en compte dans ce modèle. En 
effet, le volume créé lors de la plastification des éprouvettes, est compensé par la suppression de 
volume devant l’extrémité de la fissure (insertion de dipôles de dislocations). En outre le modèle 
permet de tenir compte de l’écrouissage du matériau. Cependant les effets multiaxiaux restent mal 
modélisés. 
 

2.3 Le modèle incrémental de propagation 
 

2.3.1 Présentation du modèle 
 
Les premiers éléments de ce modèle ont été mis en place dans le cadre d’une étude réalisée en 
collaboration avec la Snecma sur la fissuration des disques de turbines [Pommier et Risbet 2005]. 
Depuis les hypothèses du modèle ont été rediscutées et ce dernier a été étendu. Ces extensions 
sont discutées dans le chapitre suivant. Le principe du modèle incrémental est simple, il contient 
2 lois : 
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- Une loi de fissuration qui donne la vitesse instantanée de fissuration par fatigue en fonction de 
la vitesse instantanée d’émoussement plastique de la fissure.  
 
- et une loi d’émoussement plastique permettant de déterminer la vitesse d’émoussement 
plastique en fonction du chargement appliqué et de la valeur des variables internes du modèle.  
 
Avant de présenter les équations d’évolution du modèle de propagation, nous discutons les 
hypothèses sur les champs de déplacement qui permettent de calculer l’émoussement plastique de 
la fissure. Dans les premiers travaux de [Pommier et Risbet 2005], on utilisait le champ de 
déplacement des faces de la fissure pour déterminer l’émoussement plastique en pointe de fissure. 
Nous proposons ici une vision plus générale du problème, à partir d’une hypothèse de partition 
du champ de déplacement dans toute la région qui entoure l’extrémité de la fissure. 
 

2.3.2 Etude des champs de déplacements en pointe de fissure. 
 

2.3.2.1 Hypothèse de projection du champ de déplacement 
 
Soit un point ( ),x x y  dans un système de coordonnées local attaché au front d’une fissure 
(Figure  2-11). Nous cherchons à déterminer une forme simplifiée du déplacement de ce point 
connaissant le chargement appliqué à la fissure. L’objectif est de réduire le nombre de degrés de 
liberté du problème afin que l’outil de simulation final conduise à des temps de calcul réalistes 
vis-à-vis du problème industriel posé.  
 

 
Figure  2-11. Système de coordonnées autour de la fissure 

 
En mécanique élastique linéaire de la rupture, on obtient les champs de déplacement dans la 
région de l’extrémité de la fissure en effectuant un développement asymptotique vis à vis de la 
distance r à cette extrémité. Le premier terme de ce développement s’exprime comme le produit 
du facteur d’intensité des contraintes, variable au cours du temps, et d’un champ de référence qui 
ne dépend que des coordonnées du point considéré par rapport à l’extrémité de la fissure. Ainsi, 
au premier ordre, seul le facteur d’intensité des contraintes IK  est variable au cours du temps. 
Les critères de fissuration pourront donc être écrits en fonction de IK  qui devient le seul degré 
de liberté du problème. 
On voudrait étendre cette démarche au cas de l’élasto-plasticité cyclique. Pour cela on cherche à 
représenter le champ de déplacement dans la région de l’extrémité de la fissure comme suit : 
 

( ) ( ) ( )= ∑, j j
j

u x t a t u x  ( 2-10)
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Où, ( )ju x  est une base de champs spatiaux, tandis que ( )ja t  sont les paramètres temporels du 
problème. Ces paramètres temporels, seront les degrés de liberté du problème et pourront ensuite 
être employés dans un critère de fissuration. 
On emploie dans un premier temps la méthode des éléments finis pour calculer les champs de 
déplacement en élasto-plasticité cyclique puis les champs calculés sont traités afin de justifier 
l’approximation choisie. 
 

2.3.2.2 Décomposition de Karhunen-Loeve 
 
La décomposition de Karhunen-Loeve permet justement d’effectuer une telle décomposition 
( 2-10) sur un ensemble discret de résultats. Supposons que l’on connaisse une composante U  du 
déplacement d’un ensemble de points n  pour un ensemble d’instants t . On construit alors la 
matrice des données spatio-temporelles V , puis la matrice de corrélation spatiale C  de ces 
données de la manière suivante : 
 

( ) ( )

( ) ( )

= = = =⎡ ⎤
⎢ ⎥= =⎢ ⎥
⎢ ⎥= = = =⎣ ⎦
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( 2-11)

 
Les vecteurs propres de la matrice C , normalisés et notés kF , constituent la base de champs 
spatiaux de la projection de Karhunen-Loeve, tandis que les coefficients temporels s’obtiennent 
comme suit : 
 

= .T
k kA V F  ( 2-12)

 
La décomposition de Karhunen-Loeve de la matrice V  s’écrit alors de la manière suivante : 
 

=

= ∑
1

N

k k
k

V A F  
( 2-13)

 
Lorsqu’on se limite aux h  premiers modes de la décomposition on obtient une solution 
approchée, et l’erreur globale liée à cette approximation se calcule comme suit : 
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( 2-14)

 
Cette méthode permet donc de trouver sans aucun a priori une première approximation des 
champs de déplacement selon la forme proposée à l’équation ( 2-10). 
 
La méthode a été appliquée aux résultats d’un calcul par éléments finis d’un modèle contenant 
une fissure centrale de 20 mm dans une plaque de 2m par 2m. Seul un quart de l’éprouvette a été 
modélisé du fait des symétries du problème. Une zone de 5 mm par 10 mm autour de l’extrémité 
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de la fissure a été maillée finement par des éléments linéaires de forme triangulaire et de coté égal 
à 33 mµ . Les calculs ont été effectués en déformation plane.  
Un premier calcul, en élasticité a été réalisé ( 200 , 0.3ν= =E GPa ). La fissure a été sollicitée en 
Mode I, à un niveau de contrainte tel que le facteur d’intensité des contraintes était égal à 
1MPa m . 
Un second calcul a ensuite été effectué avec un comportement élasto-plastique pour le matériau. 
Le module d’élasticité et le coefficient de Poisson étaient comme précédemment respectivement 
égaux à 200 GPa et 0.3, tandis que la limite d’élasticité était de 400 MPa et le coefficient 
d’écrouissage isotrope linéaire de 10 MPa. La plaque a été soumise à une contrainte de 200 MPa 
puis déchargée jusqu’à une contrainte de 20 MPa et enfin rechargée jusqu’à 200 MPa. Chacune 
des étapes du calcul a été divisée en dix incréments. Pour chacun de ces incréments, les 
composantes horizontales et verticales du champ de déplacement de chacun des nœuds se 
trouvant dans la région située autour de la pointe de la fissure ont été enregistrées. 
 
A partir de ces résultats, et pour chaque composante du déplacement xU  ou yU , une matrice des 
données spatio-temporelles V  a été construite, puis la décomposition de Karhunen-Loeve a été 
appliquée. Ces calculs ont été effectués avec le logiciel Matlab, en n’utilisant qu’un point tous les 
0.1 mm par 0.1 mm sur une zone de 2.5 mm de rayon autour de l’extrémité de la fissure.  
Premièrement, on constate que les deux premiers modes sont suffisants pour reconstruire la 
solution. L’erreur globale est inférieure à 1% dès que deux modes sont utilisés puis l’erreur 
globale a tendance à saturer lorsque le nombre de modes augmente (Tableau  2-1) : 
 

Décomposition de Karhunen 
Loeve 

Idem, mais le premier mode est 
supposé être la solution du calcul 

élastique 

Nombre de Modes 
utilisés 

erreur sur xU  erreur sur yU  erreur sur xU  erreur sur yU  
0 100% 100% 100% 100% 
1 0.75% 0.96% 1.51% 1.98% 
2 0.07% 0.14% 0.11% 0.14% 
3 0.06% 0.12% 0.08% 0.13% 

Tableau  2-1. Erreur obtenue sur le déplacement pour les différents modes 

 
Deuxièmement, il apparaît que le premier mode de Karhunen-Loeve est très proche de la 
solution élastique (Figure  2-12). On peut donc faire l’hypothèse que la solution du calcul élastique, 
notée eF , est le premier mode de Karhunen-Loeve. On peut alors calculer les coefficients 
temporels associés à ce premier mode et en déduire la matrice résidu Vr  ( 2-15). Cette matrice 
résidu peut ensuite être décomposée en employant la méthode de Karhunen-Loeve afin de 
déterminer les modes suivants.  
 

.            T
e e e eA V F Vr V A F= = −  ( 2-15)
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(a) (b) 

(c) (d) 
Figure  2-12. (a) solution du calcul élastique par éléments finis de référence (b) premier mode, (c) 

second et (d) troisième modes de Karhunen-Loeve du calcul élasto-plastique 
 
Le second mode de Karhunen-Loeve est localisé à l’extrémité de la fissure et tend à s’annuler 
lorsqu’on s’éloigne de cette extrémité. Le troisième mode et les suivants sont bruités et 
n’améliorent pas significativement la solution. On constate ainsi, que dès que deux modes sont 
employés l’erreur moyenne en fonction du temps devient inférieure à 10-3 excepté au cœur de la 
zone plastique de la fissure (Figure  2-13).  
 

(a) (b) 
Figure  2-13. Carte d’erreur moyenne sur le temps (a) avec un seul mode et (b) avec deux modes 

 
Enfin, les coefficients temporels des deux premiers modes sont tracés sur la Figure  2-14. 
L’évolution du coefficient temporel du premier mode est quasiment identique à celle du facteur 
d’intensité des contraintes nominal. Ainsi, le coefficient temporel du premier mode mesure t’il la 
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composante « élastique » du déplacement aussi bien en terme spatial que temporel. En revanche 
le coefficient temporel du second mode présente une évolution non-linéaire. Comme il suffit de 
deux modes pour reconstruire la solution élasto-plastique et que le premier mode caractérise la 
partie « élastique » du champ de déplacement, le second mode caractérise, lui, la partie 
complémentaire, à savoir la plasticité en pointe de fissure. On note qu’après un changement de 
direction de chargement, le coefficient temporel du second mode n’évolue pas. Il existe donc un 
domaine d’élasticité pour la région en pointe de fissure à l’intérieur duquel seul le coefficient 
temporel du mode « élastique » varie. 
 

(a) (b) 
Figure  2-14. Coefficient temporel (a) du premier mode et (b) du second mode de Karhunen-Loeve 

du calcul élastoplastique en fonction du facteur d’intensité des contraintes nominal  

(i.e. NominalI yK S aπ= ) 

 
Cette étude purement numérique permet de montrer que l’on peut décomposer le champ de 
déplacement dans la région avoisinant la pointe de fissure sur une base de champs spatiaux. Les 
deux premiers modes sont suffisants pour approcher le champ calculé avec une bonne précision. 
On observe que le premier mode est quasiment identique à la solution d’un calcul élastique. On 
peut ainsi diminuer de manière considérable le nombre de degrés de liberté du problème en les 
réduisant aux seuls coefficients temporels des deux premiers modes. 
 

2.3.2.3 Hypothèse de projection du champ de déplacement retenue 
 
Le champ de déplacement recherché est donc supposé se décomposer sur une base composée de 
deux champs de référence, un champ « élastique » ( )eu x  et un champ « plastique » ( )u x⊥ . Cette 
partition présente l’avantage de réduire à 2 le nombre de degrés de liberté du problème. Ces deux 
degrés de liberté sont les intensités de ces champs de référence : le facteur d’intensité des 
contraintes IK%  préfacteur du champ élastique et l’émoussement plastique ρ  préfacteur du champ 
plastique : 
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( ) ( ) ( ). .e
Iu x K u x ρ u x% ⊥= +  ( 2-16)

 
Comme il a été dit plus haut, on peut utiliser des solutions numériques pour ces deux champs 
mais on peut aussi leur donner une expression analytique. En effet, la décomposition de 
Karhunen-Loeve est intéressante car on peut l’effectuer sans avoir le moindre a priori sur la 
solution cherchée mais elle est très coûteuse en temps de calcul. Il est plus simple de se donner 
une expression analytique pour les champs de déplacement en pointe de fissure et d’utiliser 
ensuite la méthode des moindres carrés pour déterminer les coefficients temporels à partir des 
résultats d’un calcul par éléments finis. En outre lorsqu’on se donne une expression analytique 
des champs de référence, on se donne aussi une interprétation des résultats.  
On peut choisir par exemple, pour le champ élastique de référence ( )eu x  la solution analytique 
de Westergaard, pour un facteur d’intensité des contraintes 1IK% = . L’expression analytique du 
champ de déplacement autour de l’extrémité d’une fissure en mode I est ainsi donnée par : 
 

( )

( )

−⎛ ⎞= +⎜ ⎟
⎝ ⎠

+⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

ur

ur

2

2

1 1cos sin
2 2 2 2

1 1sin cos
2 2 2 2

e
x

e
y

r θ κ θu x
µ π

r θ κ θu x
µ π

 

( 2-17)

 
Avec : 2 2 23 4      et     κ ν r x y= − = +  
 
Par ailleurs, le champ de déplacement plastique ( )u x⊥  retenu est celui d’une dislocation coin, 
couchée sur le plan de la fissure. Selon cette hypothèse ( 2-18) le déplacement normal des lèvres 
de la fissure est constant et égal à 1. Ainsi le préfacteur ρ de ce champ peut être interprété 
comme l’émoussement plastique de la fissure ou CTOD (Crack Tip Opening Displacement). 
 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

2

2

1 1 log 2
1

1 1 2cos sin
1

x

y

yu x κ r
π κ r

u x κ θ θ θ
π κ

ur

ur

⊥

⊥

⎡ ⎤
= − +⎢ ⎥+ ⎣ ⎦

= + −⎡ ⎤⎣ ⎦+

 

( 2-18)

 
n.b. En pratique, lors du post traitement des calculs par éléments finis, on utilise d’une part, pour 
le champ ( )eu x , la solution numérique d’un calcul par éléments finis réalisé auparavant sur le 
même maillage et d’autre part, pour le champ ( )u x⊥ , l’équation ( 2-18). 
 

2.3.2.4 Vérification par Eléments Finis 
 
La qualité de cette seconde approximation a été étudiée par Eléments Finis. Le modèle est une 
plaque carrée de 400*400 mm² contenant une fissure centrale 2 20a mm= . Nous n’avons 
modélisé qu’un quart de la plaque du fait des symétries du problème. Les calculs ont été effectués 
en déformation plane (Figure  2-15). Dans le cas présent, un maillage rayonnant autour de 
l’extrémité de la fissure a été employé. La taille d’élément en pointe de fissure est de 25 µm. Pour 
chaque incrément de calcul on a enregistré le déplacement le long des faces de la fissure (θ π= ) 
et suivant trois rayons 0.5r mm= , 1r mm=  et 2r mm=  pour π θ π− ≤ ≤ .  
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Figure  2-15. Maillage utilisé pour les calculs de validation 

 
D’après l’équation ( 2-18), le champ de déplacement de référence ( )yu x

ur
⊥  est constant et égal à 1 

au niveau des lèvres de la fissure (θ π= ). L’équation ( 2-16) du champ de déplacement élasto-
plastique devient alors : 
 

( ) ( ) 1, . ,
I

e
y yI Ku r θ π K u r θ π ρ%

=
= = = +  ( 2-19)

 
La Figure  2-16 représente la valeur de la composante ( ),yu r θ π=  calculée par éléments finis le 
long des lèvres de la fissure pour un comportement élastique parfaitement plastique et pour un 
chargement appliqué 200yS MPa=  en fonction de la composante ( )πθ =,ru e

y  calculée aux 

mêmes points en élasticité et pour ∞ = 1IK MPa m . A partir de ces résultats, les deux préfacteurs 

IK%  et ρ  de l’équation ( 2-19) sont déterminés par la méthode des moindres carrés. Ce traitement 
est effectué de manière automatisée à chaque incrément du calcul élasto-plastique afin de 
déterminer les évolution temporelles de IK%  et ρ . On remarque, d’après la Figure  2-16, qu’à part 
les premiers points, situés à l’intérieur de la zone plastique en pointe de fissure, l’équation ( 2-16) 
parait adéquate pour décrire le déplacement des nœuds situés sur les faces de la fissure. 
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Figure  2-16. Evolution du déplacement élastoplastique suivant y le long des faces de la fissure en 

fonction du déplacement élastique 
 
Une fois les deux intensités IK%  et ρ  estimées, le champ de déplacement peut être calculé à partir 
de l’équation ( 2-16) en tout point ( ),x r θ  situé dans la zone de prédominance en K  autour de 
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l’extrémité de la fissure. Dans la Figure  2-17, on compare le déplacement total yu  calculé par 
Eléments Finis le long des lèvres (θ π= ) à celui déduit de l’équation ( 2-16). La Figure  2-18 et la 
Figure  2-19 montrent la même comparaison pour les nœuds situés sur un rayon 1r mm=  pour les 
deux composantes du déplacement ( 1, )xu r θ=  et ( 1, )yu r θ= . Ces mêmes comparaisons ont été 
effectuées pour deux autres rayons 0.5r mm=  et 2r mm= . Encore une fois, l’approximation 
proposée reproduit fidèlement le champ de déplacement calculé à condition de se placer hors de 
la zone plastique en pointe de fissure.  
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Figure  2-17. Comparaison du déplacement Uy obtenu par l’équation (2-16) avec celui calculé par 

Eléments Finis le long des faces de la fissure 
 
La validité des champs présentés a été vérifiée pour plusieurs types de comportements du 
matériau. Divers comportements élastoplastiques de Von-Mises avec des écrouissages 
cinématique et isotrope linéaires ou non linéaires ont été étudiés. En outre, pour un 
comportement élasto-plastique parfait, la sensibilité d’une part à la limite d’élasticité et d’autre 
part au module d’Young a également été testée. Nous avons trouvé que l’équation ( 2-16) est 
convenable pour décrire le champ de déplacement autour de l’extrémité d’une fissure tant que la 
zone plastique de la fissure reste bien confinée dans le premier quart de la zone étudiée.  
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Figure  2-18. Comparaison du déplacement Uy obtenu par l’équation avec celui calculé par 

Eléments Finis sur un rayon de 1 mm autour de la fissure 
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Les mêmes calculs du champ de déplacement ont été effectués par Eléments Finis après avoir fait 
subir à la fissure un chargement complexe, par exemple une surcharge suivie d’une extension de 
la fissure par relâchement de noeud. Dans ce cas, le champ de déplacement peut toujours être 
calculé à partir de l’équation ( 2-16), pourvu qu’on se place en « eulérien ». À savoir que l’on 
calcule le déplacement entre deux incréments successifs et non pas le déplacement depuis la 
configuration initiale. 
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Figure  2-19. Comparaison du déplacement Ux obtenu par l’équation avec celui calculé par 

Eléments Finis sur un rayon de 1 mm autour de la fissure 
 

2.3.2.5 Interprétation 
 
Le facteur d’intensité des contraintes calculé par cette méthode IK%  est différent du facteur 
d’intensité des contraintes nominal ∞

IK  appliqué à la fissure. En effet, IK%  est le facteur 
d’intensité des contraintes effectif vu par la fissure, il est égal à la somme du facteur d’intensité 
des contraintes nominal ∞

IK  et de celui provenant des contraintes internes  Sh
IK . 

 
∞= +% Sh

I I IK K K  ( 2-20)

 
Le facteur d’intensité des contraintes Sh

IK  est négatif puisqu’il est dû aux contraintes résiduelles 
de compression qui tendent à fermer les lèvres de la fissure. La Figure  2-20 montre l’évolution de 

Sh
IK , calculé à partir de l’équation ( 2-20), en fonction de l’émoussement plastique lors d’une 

phase de chargement monotone. On remarque que la différence entre Sh
IK  et ∞

IK  reste inférieure 
à 12 % pour un émoussement plastique en pointe de fissure inférieur à 1 µm . De plus, l’évolution 
de Sh

IK  avec ρ  est strictement linéaire. Cela permet de conclure que seule la modélisation de 
l’évolution de ρ  est nécessaire. Celle de Sh

IK  n’est pas nécessaire. 
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Figure  2-20. Evolution de Sh

IK  avec l’émoussement plastique 

 
Le facteur d’intensité des contraintes dû aux contraintes internes peut donc s’écrire de la manière 
suivante : 
 

.I IK K β ρ% ∞= +  ( 2-21)

 
Finalement le champ de déplacement se décompose donc comme suit, la seconde partie 
constituant à proprement parler le champ plastique : 
 

( ) ( ) ( ) ( )( )e e
Iu x K u x ρ βu x u x⊥∞= + +  ( 2-22)

 
Sur la figure ci-dessous (Figure  2-21), est tracée la comparaison entre la partie plastique de la 
décomposition retenue ( 2-22) et le second mode de Karhunen-Loeve déterminé précédemment. 
Pour cela, on utilise pour β  la valeur déterminée à l’aide de la méthode des éléments finis (Figure 
 2-20) et les expressions analytiques des champs ( )eu x  ( 2-17) et ( )u x⊥  ( 2-18). L’allure générale 
des champs est similaire. On note cependant des différences entre les deux résultats, notamment 
lorsque la distance à l’extrémité de la fissure augmente. Pour l’essentiel cela est du au fait que la 
décomposition de Karhunen-Loeve a été effectuée sur une boite de 5mm par 2.5mm avec des 
pas de 0.1 mm tandis que l’identification de β  et ρ  a été effectuée sur une plage de distance de 0 
à 2 mm à l’extrémité de la fissure avec des pas de 0.025 mm puis tracée sur la même plage que la 
décomposition de Karhunen-Loeve. 
 

(a) (b) 
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Figure  2-21. (a) Allure des champs de déplacement, élastique ( )eu x  et plastique ( )u x⊥ . (b) 

Comparaison de la partie plastique du champ de déplacement ( ) ( )eβu x u x⊥+  avec le second 

mode de Karhunen-Loeve. Composante Uy. 
 
Enfin si l’on trace maintenant l’évolution temporelle de l’émoussement plastique ρ  déterminé à 
l’aide de cette seconde méthode (Figure  2-22), on constate que l’allure générale de cette évolution 
est tout à fait similaire à celle du coefficient temporel du second mode de Karhunen-Loeve 
(Figure  2-14). En revanche avec cette approximation, on peut donner une mesure et une 
signification physique à ρ , à savoir la partie plastique du déplacement relatif des lèvres de la 
fissure ou partie plastique du CTOD.  
 

 
Figure  2-22. Evolution du facteur d’intensité des contraintes nominal en fonction de 

l’émoussement plastique ρ calculé par la méthode des moindres carrés à partir des résultats d’un 
calcul par éléments finis. 

 

2.3.3 Equations d’évolution du modèle 
 
Par la suite nous appliquerons la démarche suivante.  

• Une approche locale est d’abord mise en œuvre afin de calculer, par la méthode des 
éléments finis, le détail des évolutions des contraintes et déformation en pointe de fissure 
en fonction du comportement du matériau et du chargement appliqué.  

• Puis, on passe de l’échelle locale à l’échelle globale en appliquant l’approximation sur le 
champ de déplacement détaillée plus haut (§  2.3.2.3). On obtiendra ainsi pour chaque 
calcul par éléments finis l’évolution temporelle de l’émoussement plastique ρ . 

• Il reste alors à associer à cette évolution un modèle dit « de comportement » qui pourra 
être employé dans une simulation numérique. 

• Enfin, il faut aussi se donner une loi de fissuration qui relie la vitesse de fissuration à la 
vitesse d’émoussement plastique.  

 

2.3.3.1 Loi de fissuration 
 
L’émoussement plastique ρ  mesure la déformation plastique en pointe d’une fissure. Compte 
tenu des hypothèses que nous avons faites sur la forme des champs ( 2-18), il peut être assimilé à 
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la partie permanente du CTOD (Crack Tip Opening Displacement). Il est accepté en général que 
le CTOD est le paramètre gouvernant la propagation de la fissure par fatigue sous amplitude 
monotone ainsi que sous amplitude variable [Masahiro 2004]. Le lien entre le CTOD et l’avancée 
d’une fissure a fait l’objet de plusieurs travaux proposant des scénarios de propagation à partir 
des observations fractographiques ([Laird 1967], [Pelloux 1969] et [Neumann 1969]). Nous 
présentons ici deux scénarios de propagation correspondant à deux mécanismes physiques 
différents. 
 
L’observation des faciès de rupture par fatigue de matériaux ductiles révèle souvent la présence 
de stries perpendiculaires à la direction de propagation de la fissure (Figure  2-23a). [Laird 1967] et 
[Pelloux 1969] furent les premiers à expliquer l’apparition de ces stries par une succession 
d’émoussements et d’aiguisements dus à la plasticité. Pour comprendre le mécanisme de 
propagation de Laird on va suivre l’évolution des faces de la fissure pendant un cycle de fatigue 
(charge+décharge) (Figure  2-23b). Au début de la charge, le déplacement des faces se fait par une 
simple ouverture élastique. Quand le chargement augmente, une zone plastique apparaît en point 
de fissure et celle-ci commence à s’émousser au fur et à mesure de la montée en charge, cela 
s’accompagne de la création de nouvelles surfaces par plasticité. Au début de la décharge, la 
fissure se referme élastiquement, et comme les champs semi-lointains sont élastiques, à charge 
nulle, la déformation imposée à la zone plastique est nulle. L’extrémité de la fissure subit donc 
une déformation plastique en retour. Cette déformation se produit en bas du cycle lorsque la 
fissure est presque refermée et ne peut pas compenser exactement la déformation plastique qui 
s’était produite quand elle était largement ouverte. En outre, du fait des réactions chimiques avec 
l’air, les surfaces libres récemment créées sont irréversibles. La fissure se propage donc 
finalement d’une longueur approximativement égale au rayon d’émoussement. Pour ce 
mécanisme de propagation, l’extension de la fissure provient donc d’une déformation plastique 
cyclique à l’extrémité de la fissure et le comportement plastique cyclique du matériau joue donc 
un rôle important dans la propagation. [Vladislav et al. 2005] ont réussi à simuler ce mécanisme 
de propagation par Eléments Finis, les calculs ont été effectués sur une plaque fissurée en 
déformation plane et la loi de comportement utilisée est élastoplastique non endommageable. Un 
remaillage automatique autour de la pointe de fissure a été effectué à chaque incrément de calcul 
pour résoudre les problèmes de création de surface libre au niveau de la pointe de fissure. 
 

 
(a) (b) 

Figure  2-23. Stries de fatique observées sur un faciès de rupture par fatigue (a) et mécanismes de 
propagation par émoussement et aiguisement de la pointe (b) 

 
Un autre mécanisme de fissuration par fatigue, basé sur un phénomène de succession de 
glissements plans à l’extrémité de la fissure a été proposé par [Neumann 1969] (Figure  2-24). 
Pour ce mécanisme, la fissure glisse alternativement sur un système puis un autre lors de la phase 
d’ouverture. A la décharge, une déformation plastique en retour se produit, mais les nouvelles 
surfaces crées lors de l’ouverture ne se résorbent pas du fait de leur interaction avec 
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l’environnement. La fissure s’étend donc d’une longueur qui dépend du cosinus de l’angle entre la 
direction du glissement et le plan de la fissure. 
 

  
(a) (b) 
Figure  2-24. Mécanisme de propagation par glissement 

 
Selon ces deux scénarios, on remarque qu’il existe un lien fort entre l’extension d’une fissure et 
l’ouverture de ses lèvres. La loi la plus célèbre qui lie ces deux grandeurs est celle du CTOD 
proposée par [McClintock 1967] et qui prédit la fissuration en amplitude monotone : 
 

≈ ∆da CTOD
dN

 
( 2-23)

 
Pour un matériau élastoplastique parfait, ∆CTOD  est donné par : 
 

=
2∆∆

2 e

KCTOD β
R E

 
( 2-24)

 
Avec β  un facteur de proportionnalité, E  le module d’Young du matériau et eR  la limite 
d’élasticité du matériau. Cette relation suppose une relation entre le ∆CTOD  et la taille de la 
zone plastique. En effet le terme 2∆K  provient de la taille de la zone plastique. Ainsi l’exposant 
de la loi de Paris est il trouvé égal à 2 avec cette hypothèse. [Nedbal et al. 1989] ont proposé une 
relation empirique entre l’avancée de la fissure et le pas de strie de fatigue, qui est proportionnel à 
l’émoussement plastique. Cette relation a été obtenue en divisant la vitesse macroscopique de 
propagation mesurée lors d’un essai de fissuration par la vitesse microscopique correspondant au 
pas de strie S  mesuré sur le faciès de rupture (Figure  2-25).  
 

 
Figure  2-25. Schéma de principe de la relation entre pas de stries et vitesses de propagation 

[Nedbal et al. 1989] 
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La courbe obtenue contient trois zones correspondant aux trois stades de la courbe de Paris. 
Dans la zone A, la vitesse macroscopique est inférieure à la vitesse microscopique puisque 
certains cycles ne font pas avancer la fissure (cycles stériles). L’extension de la fissure dans la zone 
B correspond approximativement à une strie par cycle, c’est la zone de validité de la loi de Paris. 
Dans la zone C, la vitesse de fissuration est supérieure à une strie par cycle puisque d’autres 
mécanismes de propagation entrent en jeu comme la déchirure ductile. La relation proposée par 
l’auteur dans la zone B est la suivante : 
 

1

da
dN cte
S

= ≈  

( 2-25)

 
La loi de fissuration proposée dans cette étude est basée sur la relation de [Nebdal et al. 1989] 
mais elle est donnée en fonction du temps plutôt qu’en fonction des cycles. Cette loi de 
fissuration est la suivante : 
 

= >

= − <

α          pendant la charge ( 0)

α       pendant la décharge ( 0)

da dρ dρ
dt dt
da dρ dρ
dt dt

 

( 2-26)

 
Avec α  un paramètre matériau identifié à l’aide des résultats d’un essai de fissuration à amplitude 
constante. Pour connaître la vitesse de propagation d’une fissure soumise à un chargement 
quelconque, il suffit alors de connaître l’évolution de l’émoussement plastique ρ  de sa pointe 
sous le même chargement. Cette évolution constituera la loi d’émoussement qui fera le sujet du 
paragraphe suivant… 
 

2.3.3.2 Loi d’émoussement (sans compression) 
 
L’émoussement plastique des lèvres de la fissure est calculé par Eléments Finis en s’appuyant sur 
une représentation simplifiée du champ de déplacement autour de la pointe de fissure. Une 
détermination expérimentale de l’émoussement est devenue aujourd’hui possible grâce aux 
nouveaux moyens de mesures expérimentales de champs de déplacement tels que la corrélation 
d’images. Cette technique expérimentale est plus lourde à mettre en œuvre que le calcul par 
Eléments Finis et ne permet de caractériser la loi d’évolution de ρ  qu’en surface. Cependant cette 
méthode à l’avantage de ne pas être dépendante du choix du modèle de comportement du 
matériau. Par contre, elle ne permet pas d’étudier indépendamment les évolutions des variables 
du modèle en fonction de ρ  et a , c’est-à-dire faire avancer la fissure sans l’émousser ou 
l’émousser sans la faire avancer. Nous employons la méthode des Eléments Finis dans cette étude 
mais il serait très intéressant d’utiliser la corrélation d’images dans le futur, au moins pour valider 
les calculs numériques. Sur la Figure  2-26 est présentée l’évolution de l’émoussement plastique 
obtenue par Eléments Finis en fonction du facteur d’intensité des contraintes appliqué pour une 
succession de charges-décharges croissantes. Cette évolution a été obtenue en appliquant la 
projection définie au paragraphe §  2.3.2.1. On a veillé à ce que la zone plastique en pointe de 
fissure reste confinée par rapport à la zone de dominance en K . 
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Figure  2-26. Evolution de l’émoussement plastique en fonction du facteur d’intensité des 

contrainte appliqué 
 
D’après les courbes d’évolution de l’émoussement ρ , on remarque qu’après chaque inversion du 
sens du chargement (passage de la charge à la décharge et inversement), il existe une plage de 
∆ IK ∞  au cours de laquelle l’émoussement plastique ne varie pas (plage C). Comme ρ  mesure la 
plasticité en pointe de fissure, cette plage peut donc être définie comme le domaine d’élasticité 
cyclique de la fissure. On observe que ce domaine peut se déplacer au cours de la sollicitation. On 
lui associera donc une variable interne de type écrouissage cinématique. 
 
On observe également, pendant les montées en charges, une discontinuité dans la courbe 
d’évolution. Cette discontinuité apparaît au moment où le chargement appliqué dépasse le 
chargement maximal atteint auparavant (point D). Cette rupture de pente correspond au point de 
chargement au-delà duquel la zone plastique monotone en pointe de fissure s’étend. Le point D 
constitue donc la limite du domaine d’élasticité monotone de la fissure (plage M), la limite 
inférieure de la zone plastique monotone correspond au point de contact entre les lèvres. En 
dessous de ce point de contact, l’émoussement plastique n’évolue plus même si on continue à 
comprimer puisque la fissure est fermée. En outre, la projection proposée n’a plus de sens et 
n’est donc plus effectuée. 
 
On trouve dans la littérature des courbes, obtenues expérimentalement, similaires à ces courbes 
d’émoussement. [Masahiro 2004] qui étudiait l’effet de chargement à amplitude variable sur la 
propagation des fissures de fatigue a réalisé des essais de propagation in-situ sur l’alliage Ti-6Al-
4V. Ces essais ont permis de tracer l’évolution du CTOD mesuré en un point donné des faces de 
la fissure en fonction du facteur d’intensité des contraintes pour un chargement aléatoire (Figure 
 2-27). On observe les mêmes allures que celles obtenues par Eléments Finis notamment la 
rupture de pente lors du franchissement du seuil de plasticité monotone (points 10, 16 et 24). 
L’auteur n’a pas réussi à expliquer la différence entre le seuil de fermeture des lèvres (points 4 et 
41) qui est trouvé inférieur au seuil d’ouverture (point 7). Ce même phénomène est observé par 
Eléments Finis, puisque dans ce cas les points de fermeture et d’ouverture correspondent au 
contact des lèvres. Par contre le point d’ouverture observé par l’auteur correspond à la limite 
supérieure du domaine d’élasticité cyclique (plage C) de la fissure. 
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Figure  2-27. Evolution expérimentale du CTOD avec le facteur d’intensité des contraintes pour 
un chargement variable de gauche [Masahiro 2004] 

 
Des boucles d’évolution du COD ont également été tracées par [Richter et al. 2001] pour 
plusieurs points de la face d’une fissure (Figure  2-28). Ces boucles expérimentales ont permis de 
décomposer le COD en une partie élastique (CODel) et une partie plastique (CODpl), la partie 
élastique a été déduite de la pente linéaire au début de la charge. Cette même décomposition a été 
effectuée pour plusieurs points des faces ce qui a permis de tracer le déplacement des lèvres 
comme la somme d’une partie élastique réversible et d’une partie permanente. Cette approche est 
donc très comparable à la notre. 
 

 
Figure  2-28. Evolution de la partie elastique et plastique du COD en fonction du chargement 

appliqué [Richter et al. 2001] 
 
La loi d’émoussement qu’on cherche à déterminer décrit analytiquement les courbes d’évolution 
de l’émoussement. L’écriture des équations sera faite dans un cadre thermodynamique de manière 
comparable à celle employée pour établir une loi de comportement élastoplastique. Il est donc 
nécessaire de travailler avec des variables compatibles entre elles. L’émoussement plastique est un 
déplacement, la variable thermodynamique associée au déplacement est une force. Cette force 
sera déterminée à partir de l’application des principes de la thermodynamique sur la structure 
fissurée qui sera présentée dans le prochain paragraphe. 
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2.3.3.2.1 Détermination de la variable associée à l’émoussement 

2.3.3.2.1.1 Champs de vitesse autour d’une fissure 

 
Le déplacement ( )U X  d’un point dans un système de coordonnées absolu, dans un domaine Γ  
autour de la pointe d’une fissure, s’écrit comme celui défini dans un repère local ( )u x  : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ). . . . .e e
I IU X u x K u x ρ u x K β ρ u x ρ u x% ⊥ ⊥∞= = + = + +  ( 2-27)

 
Le champ de vitesse s’écrit donc : 
 

( ) ( ) ( ) ( ). .eI u xdU dK dρ dρ d xX β u x u x
dt dt dt dt x dt

∞
⊥ ∂⎛ ⎞

= + + +⎜ ⎟ ∂⎝ ⎠
 

( 2-28)

 
En fatigue à grand nombre de cycles, l’émoussement plastique ρ  est de l’ordre de quelques 
dixièmes de micron tandis que la taille de la zone de dominance en K  est de l’ordre de quelques 
millimètres. On peut donc écrire à l’échelle de la zone de dominance en K  que : 
 

α
2 x

d x dρ e
dt dt

= −  
( 2-29)

 
Où xe  est le vecteur unitaire parallèle au plan de la fissure et normal à son front. En remplaçant 
cette équation dans ( 2-28) nous obtenons : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )α.
2

e eI u xdU dK dρ dρ dρX u x β u x u x
dt dt dt dt dt x

∞
⊥ ∂

= + + −
∂

 
( 2-30)

 
Quand la fissure est déchargée, elle se trouve dans le domaine d’élasticité cyclique, la variation du 
champ des contraintes peut donc être déduite du champ de Westergaard par : 
 

3( , ) cos (1 sin sin ) ( , )
2 2 22

3( , ) cos (1 sin sin ) ( , )
2 2 22

3( , ) sin cos cos ( , )
2 2 22

eI
xx I xx

eI
yy I yy

eI
xy I xy

δK θ θ θσ r θ δK σ r θ
πr

δK θ θ θσ r θ δK σ r θ
πr

δK θ θ θσ r θ δK σ r θ
πr

∞
∞

∞
∞

∞
∞

∂ = − =

∂ = + =

∂ = =

 

( 2-31)

 

2.3.3.2.1.2 Principes de la thermodynamique sur structure fissurée 

 
L’écriture du premier principe de la thermodynamique dans la zone de dominance en K  autour 
de la fissure est la suivante : 
 

ext
dE dKP Q
dt dt

+ = +  
( 2-32)
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Avec : 
 
-  extP  la puissance réelle des efforts extérieurs. 
- Q  la chaleur reçue, elle est décomposée en une partie produite en interne provenant de l’auto 
échauffement (~95% de l’énergie de déformation) et une partie reçue par l’extérieur. 
-  E  est l’énergie interne de la zone d’étude. 
- K  est l’énergie cinétique, elle est nulle car il s’agit de fissuration quasi statique. 
 
L’énergie interne de la structure fissurée est donnée par l’expression suivante : 
 

     avec     FE F TS S
T

∂
= − = −

∂
 

( 2-33)

 
Où : 
 
- F  est l’énergie libre ou élastique de Helmholtz, cette énergie peut être restituée lors de la 
décharge et elle correspond à l’ouverture fermeture élastique linéaire de la fissure. 
- T  est la température de l’élément de volume de la zone considérée. 
- S  est l’entropie. 
 
En intégrant l’équation ( 2-33) dans l’équation ( 2-32) et en arrangeant la partie réversible d’un côté 
et irréversible de l’autre, on obtient : 
 

ext

dP D
dt

dF dSP T Q
dt dt14243 14243

−

− = − −  
( 2-34)

 
Avec : 

- dP
dt

 la partie réversible correspondant au taux de restitution de l’énergie potentielle. 

- D  la partie irréversible correspondant à la dissipation. 
 
L’énergie libre de Helmholtz dépend des variables d’état ( , , , , )I X RF F T K ρ V V∞= . Les deux 
variables XV  et RV  permettent de prendre en compte le développement des contraintes internes 
en pointe de fissure, elles correspondent aux changements de position et de taille des zones 
plastiques cyclique et monotone. 
 
En écrivant le deuxième principe de la thermodynamique qui dit que la dissipation doit être 
positive ou nulle ≥ 0D , on déduit l’inégalité suivante : 
 

0dSD T Q
dt

= − − ≥  
( 2-35)

 
L’équation ( 2-34) permet de déduire : 
 

0ext
dFD P
dt

= − ≥  
( 2-36)
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Ce qui donne : 
 

0I X R
ext

I X R

F dK F dρ F dV F dVD P
K dt ρ dt V dt V dt

∞

∞

∂ ∂ ∂ ∂
= − − − − ≥

∂ ∂ ∂ ∂
 

( 2-37)

 
En plus, la puissance réelle des efforts extérieurs peut être exprimée en fonction du facteur 
d’intensité des contraintes, puisque la plasticité reste confinée : 
 

Γ

( Γ ).e
ext I

dUP K σ nd
dt

∞= ∫  
( 2-38)

 
En remplaçant la vitesse par sa valeur (équation ( 2-30)) on obtient : 
 

1 2 3extP A A A= + +  ( 2-39)

 
Avec : 
 

( ) ( )1
Γ

Γ . ee I
I

dKA K σ nd u x
dt

∞
∞ ⎛ ⎞

= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫  
( 2-40)

 

( ) ( )2

2
Γ

α ( Γ )
2

e
e

I
u xdρA K σ nd

dt x
∞ ∂

= −
∂∫  

( 2-41)

 

( ) ( ) ( ) ( )
3

Γ

αΓ . .
2

ee
I

u xdρ dρ dρA K σ nd β u x u x ρ
dt dt dt x

⊥
⊥∞ ⎛ ⎞∂

= + −⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

∫  
( 2-42)

 

2.3.3.2.1.3 Discussion 

 
Si l’on considère le cas d’un chargement élastique, la longueur de fissure a  et l’émoussement 
plastique ρ  restent constants. Tous les termes de la puissance des efforts externes sont donc nuls 
à l’exception de 1A . En outre si la transformation est réversible, la dissipation est nulle : 
 

( ) ( )( )
∞

∞
∞

⎛ ⎞∂
= = −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

∫
Γ

0 Γ . eeI
I

I

dK FD K σ nd u x
dt K

 
( 2-43)

 
Cette équation impose que le terme entre parenthèses soit toujours nul. L’expression de la 
dissipation devient donc maintenant : 
 

2 3 0X R

X R

F dρ F dV F dVD A A
ρ dt V dt V dt

∂ ∂ ∂
= + − − − ≥

∂ ∂ ∂
 

( 2-44)

 
A ce stade on peut introduire la densité d’énergie libre d’Helmholtz ψ  et la densité du matériau 
fissuré vρ . Si on considère que le domaine d’étude Γ  est en dehors de la zone plastique en pointe 
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de fissure, la densité d’énergie libre sur la frontière Γ est égale à la densité d’énergie élastique. En 
appliquant la transformation de Stockes, on obtient donc : 
 

( )2

Ω Γ Γ

α α α α. . .
2 2 2 2v v I e

F F ψρ dm ρ ψ dy K W dy
ρ x x

∞∂ ∂ ∂
= − = − = − = −

∂ ∂ ∂∫ ∫ ∫  
( 2-45)

 
Avec : 
- eW  l’énergie élastique sur la frontière Γ  pour un facteur d’intensité des contraintes égal à 1. 
 
D’après l’équation ( 2-37) on écrit : 
 

( ) ( )2

2
Γ Γ

α . ( . . Γ ).
2

e
e

I e
u xF dρ dρB A K W dy σ n d

ρ dt dt x
∞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂∂

= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∫ ∫  

( 2-46)

 
On reconnaît dans cette expression l’intégrale J  de Rice en mode I [Rice 1968], cette grandeur 
sera appelée φ  dans la suite. L’équation ( 2-44) devient : 
 

2
2

2
1 1α      avec     

2 2 I
F dρ dρ J νB A φ φ K
ρ dt dt E

∞⎛ ⎞∂ −
= − = = =⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 
( 2-47)

 
L’expression de la dissipation devient : 
 
 

3 α 0X R

X R

dρ F dV F dVD A φ
dt V dt V dt

∂ ∂
= + − − ≥

∂ ∂
 

( 2-48)

 
Le terme 3A  correspond à la puissance du champ de contrainte dans la zone plastique en pointe 
de fissure. Ce terme est négligeable devant le terme B  de l’équation ( 2-47). Cela peut être vérifié 
grâce aux calculs par Eléments Finis. Pour un contour Γ  circulaire situé à une distance 0r  de la 
pointe de la fissure, avec 0.3ν = , 200E GPa= , 0 2r mm=  et α 1= , l’expression analytique du 

champ donne un terme 3A  nul si 3.072 /β MPa m µm= − . Donc l’expression de la dissipation 
devient : 
 

α 0X R
X R

dρ dV dVD φ φ φ
dt dt dt

= − − ≥  
( 2-49)

 

2.3.3.2.2 Equations d’évolution de la loi d’émoussement 

 
La variable thermodynamique φ  associée à l’émoussement plastique est donc égale à la moitié du 
taux de restitution d’énergie potentielle par avancée de fissure. Cela est valable pour une fissure 
ayant un rayon d’émoussement semi-circulaire. La Figure  2-29 montre l’évolution de 
l’émoussement plastique en fonction de φ , les courbes d’évolution sont similaires à celles traçées 
dans un diagramme −K ρ . On retrouve la zone plastique cyclique définie par sa position xcφ  et 
sa taille 2 cφ  à l’intérieur de la zone plastique monotone de taille mφ  et de position xmφ . 
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Figure  2-29. Courbe d’évolution de l’émoussement ρ  en fonction du chargement φ  

 
La loi d’émoussement doit décrire l’évolution des 4 variables , ,  et xc c m xmφ φ φ φ . Avec les calculs 
par éléments finis, on peut étudier indépendamment l’évolution des variables en fonction de a  et 
de ρ . Lorsque la fissure se propage, la création de nouvelles surfaces libres conduit à une 
redistribution des contraintes internes pour assurer l’équilibre, ce qui est à l’origine d’évolutions 
de nos variables internes. Le nombre d’équations dont on souhaite déterminer une forme 
empirique est donc de 8 : 
 

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, , ,   , , ,cf xcfm xm c xc m xm
φ φφ φ φ φ φ φet

ρ ρ ρ ρ a a a a
 

 
Ces équations d’évolution constituent la loi de comportement de la structure fissurée. L’écriture 
sous forme différentielle des équations permet d’effectuer un calcul de propagation incrémental 
connaissant l’état courant des variables internes et l’incrément de chargement. Dans la suite, nous 
présentons en détail les équations d’évolution proposées en s’appuyant sur des résultats de calculs 
par Eléments Finis. 
 
 

1- Equations d’évolution de xcfφ
ρ

∂

∂
 et cfφ

ρ
∂

∂
 (phase de fermeture) 

 
On étudie dans un premier temps la réponse de la structure fissurée à une succession de charges-
décharges, plusieurs configurations ont été étudiées pour plusieurs lois de comportement et 
plusieurs longueurs de fissure. 
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Figure  2-30. Diverses séquences d’ouverture fermeture qui ont permis d’étudier les phases de 

charge et de décharge 
 
Dans la Figure  2-31a on trace la variation du facteur d’intensité des contraintes depuis le début de 
la décharge 0K  en fonction de la variation de l’émoussement plastique. On constate que la 
réponse peut être considérée comme unique dans un diagramme 0K K−  en fonction de 0ρ ρ− , 
quel que soit le point de départ. En revanche on n’a pas unicité dans un diagramme 0φ φ−  en 
fonction de 0ρ ρ−  (Figure  2-31b). 
 

(a) (b) 
Figure  2-31. En (a), variation du facteur d’intensité des contraintes K  depuis le début de la 
décharge 0K  en fonction de la variation de l’émoussement plastique ρ  depuis le début de la 

décharge 0ρ  pour plusieurs décharges. En (b), mêmes évolutions de φ  avec ρ  

 
Nous avions choisi, au départ, pour modéliser cette courbe, une équation de type fonction 
puissance avec seuil. L’erreur de fit est extrêmement faible dans ce cas. Cependant ce choix pose 
un problème de robustesse de l’identification. En effet, plusieurs jeux de paramètres permettent 
d’obtenir quasiment la même courbe. Ainsi, si l’on modifie un peu les conditions (par exemple le 
modèle de comportement du matériau), les paramètres eux, sont susceptibles de varier 
significativement. En plus, la fonction puissance pose des problèmes d’intégration numérique lors 
du passage à zéro et lors des phases de compression. 
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Figure  2-32. Evolution du facteur d’intensité des contraintes K  lors d’une phase de fermeture 
depuis le début de la décharge 0K  en fonction de la variation de l’émoussement plastique ρ  

depuis le début de la décharge 0ρ  dans un diagramme K ρ−  

 
Nous avons donc choisi une fonction linéaire de 0K K−  en fonction de 0ρ ρ−  (Figure  2-32), 
les deux paramètres matériau sont acf et bcf. L’équation d’évolution choisie ne modélise par 
parfaitement les résultats des calculs numérique (Figure  2-33) mais l’avantage est que cette 
approche est très robuste car on détermine les paramètres acf et bcf par la méthode des moindres 
carrés. Le jeu de paramètres est unique. L’avantage principal de cette unicité du jeu de paramètres 
c’est de permettre l’étude de leur évolution en fonction d’autres grandeurs comme la température 
ou la contrainte T .  
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Figure  2-33. Evolution du facteur d’intensité des contraintes K  lors d’une phase de fermeture 
depuis le début de la décharge 0K  en fonction de la variation de l’émoussement plastique ρ  

depuis le début de la décharge 0ρ  dans un diagramme K ρ−  

 
L’équation d’évolution retenue pour ce cas particulier est donc la suivante : 
 

0 0cf cfK K a ρ ρ b− = − +  ( 2-50)
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En outre avec ce choix, la loi d’évolution de ρ  présente une ressemblance avec la loi du CTOD 
de [McClintock 1967] puisqu’elle lie la vitesse de propagation au carré du facteur d’intensité des 
contraintes. L’équation ( 2-50) donne : 
 

( )
2

0
0∆ cf

cf

K K b
CTOD ρ ρ

a
⎛ ⎞− −

≈ − = ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
( 2-51)

 
Nous verrons par la suite que, malgré l’exposant 2 dans cette expression, l’exposant de la loi de 
Paris trouvé peut être différent de 2 grâce à l’existence du seuil cfb . 
 
Il reste maintenant à transformer cette équation, correspondant à un jeu de cas particulier en une 
équation d’évolution qui pourra être utilisée avec des valeurs initiales quelconques pour les 
variables internes. Par ailleurs, on utilisera la relation suivante entre K  et φ  : 
 

−
= =

2
2 2 1( )      avec      

2
νφ A K signe K A
E

 
( 2-52)

 
Le domaine d’élasticité cyclique débute à 0K K=  et finit en 0K K bcf= − , la taille de la zone 
plastique cyclique est donc : 
 

( )22 2 2
0 02 cfφ A K A K bcf= − −  ( 2-53)

 
Ce qui donne pour cfφ  : 
 

( )
2 2

0
02 2

2 2
cf cf

cf

A b A b φ
φ K bcf bcf

A
⎛ ⎞

= − = −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
( 2-54)

 
Cette valeur de cfφ  doit évoluer au cours des phases de plasticité cyclique et monotone en phase 
ouverture, mais pas au cours des phases d’élasticité ni au cours des phases de plasticité cycliques 
de fermeture. Par la suite, on peut écrire qu’au cours de la décharge xcf cfφ φ φ= − , et comme cfφ  
reste constant pendant de cette phase, on déduit que : 
 

cf xcf xcfφ φ φφ
ρ ρ ρ ρ

∂ ∂ ∂∂
= + =

∂ ∂ ∂ ∂
 

( 2-55)

 
φ
ρ

∂
∂

 est donnée par : 

 

2 22 2 2
φφ K K KA K A A φ

ρ ρ A ρ ρ
∂ ∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂ ∂

 
( 2-56)
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K
ρ

∂
∂

 est déduit de l’équation ( 2-50) : 

 

00

1 1
2 2
cf cf

cf

a aK
ρ K K bρ ρ

∂
= =

∂ − −−
 

( 2-57)

 

Ce qui donne pour φ
ρ

∂
∂

 : 

 

0

12 2
2

xcf cf

cf

φ aφ KA φ A φ
ρ ρ ρ K K b

∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂ − −
 

( 2-58)

 
D’après l’équation ( 2-53), on déduit : 
 

0 2 2
cf

cf

φ bcfK
A b

= +  
( 2-59)

 
En remplaçant 0K  dans l’équation ( 2-58), on obtient ainsi la loi d’évolution de ϕxcf : 
 

2
2

2

xcf cf

cf cf

cf

φ a φ
A φ Abρ φ

Ab

∂
=

∂ − −
 

( 2-60)

 
 
2- Etude de la phase d’ouverture 
 
En pratique les mêmes équations d’évolution sont employées, mais on vérifie lors de la phase 
d’identification que les coefficients acf et bcf identifiés lors de la phase d’ouverture ou lors de la 
phase de fermeture sont bien les mêmes. Pour cela, il est nécessaire d’appliquer quelques cycles. 
Les coefficients, acf et bcf identifiés correspondent donc à une boucle de plasticité cyclique 
stabilisée. La phase transitoire de stabilisation n’est pas modélisée.  
 
 

3- Equation d’évolution de la zone plastique monotone avec l’émoussement mφ
ρ

∂
∂

 

 
La démarche de détermination de l’évolution de la zone monotone est identique à celle de la zone 
cyclique d’ouverture. L’équation d’évolution est linéaire dans un diagramme K ρ−  : 
 

( )m xm m mK K K a ρ b= + = +  ( 2-61)

 
En remplaçant ( 2-61) et ( 2-52) dans ( 2-56) on obtient : 
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2

m
m

m

φ φaφ A A a
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∂
= =

∂ −
 

( 2-62)

 

Ce qui donne pour mφ
ρ

∂
∂

 : 

 

2 2 m xmm xm
m

m xm m

φ φφ φA a
ρ ρφ φ Ab

+∂ ∂
= −

∂ ∂+ −
 

( 2-63)

 
 

4- Equation d’évolution de ∂
∂

xmφ
ρ

 

 
L’évolution du point de contact en fonction de l’émoussement plastique peut être déterminée de 
deux manières différentes. 
 
La première méthode que nous avons adoptée au départ consiste à charger la fissure à différents 
niveaux de contrainte et à décharger à chaque fois pour rechercher le point de contact des lèvres 
de la fissure (Figure  2-34a). Le calcul peut être effectué depuis l’état initial (point de contact à 
zéro) ou bien en partant d’un point de contact positif (Figure  2-34b). Pour cela, il suffit de faire 
avancer la fissure, par relâchement de nœuds, sur une certaine distance da  ce qui permet de faire 
évoluer le point de contact. Plusieurs charges-décharges sont ensuite effectuées à plusieurs 
niveaux pour déterminer le point de contact. Les deux calculs effectués ont montré que 
l’évolution du niveau de contact est linéaire dans un diagramme −K ρ . L’inconvénient de cette 
méthode de détermination de l’évolution du contact est qu’elle est gourmande en temps de calcul. 
 

(a) (b) 
Figure  2-34. Evolution du point de contact avec l’émoussemnt plastique, en (a) pour un niveau de 

contact négatif et en (b) pour un niveau de contact positif 
 
Une deuxième méthode plus rapide et plus simple consiste à appliquer un seul chargement 
monotone à la fissure et à déduire l’évolution du point de contact à partir de la valeur de Sh

IK . En 
effet, en remplaçant l’équation ( 2-20) dans l’équation ( 2-19), on obtient sur les lèvres de la fissure : 
 

( ) ( ) ( )∞
=

= = + = +1, . ,
I

eSh
y yI I Ku r θ π K K u r θ π ρ  ( 2-64)

 
L’évolution de Sh

IK  en fonction de ρ  étant connue, il suffit de déduire la valeur de ∞
IK  à 

appliquer pour que les lèvres de la fissure rentrent en contact ( ( )= =, 0yu r θ π ). Le déplacement 
élastique des lèvres en déformations planes est donné par : 
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=

−
= =

2

1

4 1
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2I

e
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ν
u r θ π r

E π
 

( 2-65)

 
En remplaçant l’équation ( 2-65) dans ( 2-64), on obtient pour ∞

IK  : 
 

( )
∞ = = = −

− 2

2
4 1

contact Sh
I I xm I

ρE πK K K K
ν r

 
( 2-66)

 
La distance à partir de l’extrémité de la fissure à laquelle se produit initialement le contact est 
définie par r . Une fois cette distance choisie, on peut tracer l’évolution du point de contact des 
lèvres. La Figure  2-35 montre l’évolution de xmK  en fonction de l’émoussement plastique pour 
une distance r  de la pointe de fissure (ici = 1r mm ). On a pu montrer que les deux méthodes 
sont équivalentes pour déterminer l’effet de l’émoussement plastique sur l’évolution de la 
position du point de contact. 
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Figure  2-35. Evolution du point de contact des lèvres calculée à partir de Sh

IK  

 
L’évolution retenue pour xmK  est linéaire en fonction de l’émoussement plastique : 
 

= +xm xm xmK a ρ b  ( 2-67)

 

Ce qui permet de déduire ∂
∂

xmφ
ρ

  à partir de l’équation ( 2-56) : 

 
∂ ∂

= =
∂ ∂

2 2  xm
xm xm xm

φ KA φ A a φ
ρ ρ

 
( 2-68)

 
 

5- Equation d’évolution de ∂
∂

mφ
a
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L’évolution de mφ  avec la longueur de la fissure a été déterminé par deux méthodes différentes. 
La première méthode consiste à faire se propager la fissure d’une longueur variable après 
l’application d’une surcharge (Figure  2-36). La fissure est ensuite chargée. Lors de cette phase, la 
déformation est d’abord une déformation de la zone plastique cyclique ensuite une déformation 
de la zone plastique monotone. Pour chaque avancée de fissure jda  de fissure, on déduit le 
niveau d’ouverture xmjφ  et la frontière supérieure de la zone plastique monotone jφ . La taille de 
la zone plastique monotone mjφ  est ensuite déduite par la relation = −mj j xmjφ φ φ . L’équation 
d’évolution obtenue avec cette méthode est une droite décroissante dans un diagramme log( )mφ  
en fonction de a . Le problème de cette méthode est que le changement de pente n’est pas 
toujours très net, en particulier si le comportement du matériau est un peu élaboré. 
 

 
Figure  2-36. Méthode de détermination de l’évolution de la taille de la zone plastique monotone 

mφ  avec la longueur de la fissure a  

 
La deuxième méthode d’identification de mφ  avec a  consiste à appliquer un seul chargement 
monotone et suivre l’évolution de la taille de la zone plastique monotone en pointe de fissure. La 
Figure  2-37 montre l’évolution de la déformation plastique équivalente moyenne (de θ=0 à θ=π) 
à une distance r devant la pointe de la fissure.  
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Figure  2-37. Evolution de la déformation plastique équivalente avec la distance de la pointe de la 

fissure 
 
On trouve que la déformation plastique moyenne évolue comme l’inverse de la distance à 
l’extrémité de la fissure lorsque la distance à l’extrémité de cette fissure reste petite. On a 
préalablement déterminé la relation entre la déformation plastique, mesurée par ρ , et la taille de 
la zone plastique monotone mesurée par mφ . En simplifiant un peu, mφ  varie linéairement avec ρ  
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(eqs. ( 2-61)et ( 2-53)). On peut donc en déduire le rapport entre la valeur de 0mφ  appliquée 
initialement et 0pmε .  
 

1 0 2 0. .pmo m
ε C ρ C φ
r r r

= ≈  
( 2-69)

 
Si maintenant, la pointe de la fissure se trouvait à une distance r δa= , on pourrait écrire 
schématiquement que la déformation plastique en pointe de fissure reste inversement 
proportionnelle à la distance à cette pointe. 
 

1
1

1

    où    pmo pmε ε
r r δa

r r
= = −  

( 2-70)

 
Simplement, la valeur de mφ  correspondante serait plus petite. Ce raisonnement grossier permet 
d’en déduire que mφ  devrait décroître de manière exponentielle avec l’extension de la fissure, et 
les valeurs de 0pmε  et 0mφ  permettent d’estimer le coefficient de cette décroissance noté ap . On 
précise ensuite la valeur de pa lors de l’identification de la loi d’évolution de xmφ  avec a. 
 

ma
m p

da
d

ϕ
ϕ

=  
( 2-71)

 
 

6- Equation d’évolution de ∂
∂

xmφ
a

 

 
L’évolution de xmφ  avec la longueur de la fissure a été déterminée encore une fois de deux 
manières différentes. La première (Figure  2-38) consiste à faire se propager la fissure d’une 
longueur variable après l’application d’une surcharge. On charge ensuite la fissure et on regarde 
lors de cette phase le niveau correspondant à la perte de contact des lèvres de la fissure. Pour 
chaque avancée de fissure jda  de fissure on a donc le niveau d’ouverture xmjφ  correspondant. 
Lors de ces calculs on a pu observer que le point de contact entre les faces de la fissure monte 
d’abord rapidement avec l’extension de la fissure puis diminue lentement. Par ailleurs, la 
composante normale du champ de contrainte résiduelle dans le sillage de la fissure, a été 
également étudiée. On trouve généralement que cette contrainte est quasiment constante dans le 
sillage de la fissure du fait de redistributions de contraintes et de re-plastification dans ce sillage 
lors de l’avancée de la fissure.  
 

 
Figure  2-38. Méthode de détermination de l’évolution de la position de la zone plastique 

monotone xmφ  avec la longueur de la fissure a  

 



Chapitre II - Le modèle de fissuration par fatigue sous amplitude variable  

Page 81 

La deuxième méthode d’identification de xmφ  avec a  consiste à appliquer un chargement 
monotone suivi d’une décharge et à déduire l’évolution du point de contact du champ des 
contraintes résiduelles de compression, calculé par éléments finis, devant l’extrémité de la fissure. 
Le facteur d’intensité des contraintes d’ouverture xmK  est déterminé de la manière suivante.  
 

 
Figure  2-39. Chargement d’une fissure par une contrainte constante en ses extrémités 

 
Le facteur d’intensité des contraintes d’une fissure de longueur 02( )a l+  chargée en ses 
extrémités sur une distance l  par une contrainte constante de valeur xmσ  vaut ( 2-72) :  
 

( ) 2 cos o
xm xm o

o

aK σ π a l a
π a l

⎡ ⎤⎛ ⎞
= + ⎢ ⎥⎜ ⎟+⎝ ⎠⎣ ⎦

 
( 2-72)

 
La valeur de la contrainte xmσ  est calculée comme suit en fonction de la composante normale au 
plan de la fissure du champ de contraintes résiduelles résiduelle

yyσ calculé par éléments finis : 
 

( )
0

1 r l
résiduelle

xm yy
r

σ σ r dr
l

=

=

= ∫  
( 2-73)

 
La valeur moyenne de la contrainte résiduelle a été utilisée plutôt que le champ de contraintes 
résiduelles pour les raisons suivantes. D’une part lorsqu’on simule des propagations de fissure par 
éléments finis, le champ de contraintes résiduelles dans le sillage de la fissure n’est pas égal au 
champ de contraintes résiduelles devant l’extrémité de la fissure avant qu’elle ne se propage, mais 
plutôt à sa moyenne (Figure  2-40). D’autre part, le point de contact a été calculé par éléments 
finis en simulant effectivement la propagation de la fissure par la méthode de relâchement des 
nœuds et calculé en utilisant les fonctions de poids avec soit la moyenne glissante des contraintes 
résiduelles, soit le champ des contraintes résiduelles. Nous avons pu vérifier que le point de 
contact calculé en utilisant les équations ( 2-72) et ( 2-73) est proche de celui obtenu en simulant la 
propagation de la fissure par méthode de relâchement de nœuds. Ce n’était pas le cas quand le 
champ de contraintes résiduelles était employé tel quel et en utilisant les fonctions de poids. 
 

 
(a) 
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(b) 

Figure  2-40. Allure du champ de contrainte résiduelle en pointe de fissure, (a) avant et (b) après 
la propagation de celle ci 

 
Bien que cette méthode de détermination de xmK  ne tienne compte que très grossièrement des 
redistributions des contraintes résiduelles après chaque extension de fissure, les courbes 
d’évolution sont similaires à celles obtenues par la première méthode. En fait, cette méthode a pu 
être adoptée parce que le matériau étudié présente beaucoup d’écrouissage cinématique, comme 
la plupart des aciers ferrito-perlitiques, et que les redistributions de contraintes résiduelles sont 
donc favorisées. Si le matériau présente moins d’écrouissage cinématique, la méthode par 
relâchement de nœuds peut toujours être employée. La Figure  2-41 montre l’évolution de xmK  
avec la longueur de la fissure a . Cette évolution n’est pas monotone, elle atteint un maximum 
avant de décroître lentement. La montée du point de contact avec la longueur de la fissure 
permet de simuler le retard après l’application de la surcharge. 
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Figure  2-41. Evolution du niveau de contact xmK  avec la longueur de la fissure a  

 
Cette évolution de xmK  ressemble à celle obtenue par [Tvergaard 2004]. L’auteur a suivi par 
calculs par Eléments Finis, l’évolution du CTOD en fonction du nombre de cycles (Figure  2-42). 
Le modèle est une éprouvette CCT et le comportement matériau est élastique parfaitement 
plastique. Un remaillage automatique a été réalisé afin de régler le problème de distorsion des 
éléments à proximité de la pointe et de permettre la création de surfaces libres. L’enveloppe basse 
de la courbe correspond au niveau de contact des faces de la fissure. Les mêmes calculs ont été 
réalisés pour trois niveaux du rapport de charge : -1, 0 et 0.5. L’allure des courbes d’évolution est 
similaire dans les trois cas. 
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Figure  2-42. Evolution du CTOD en fonction du nombre de cycle obtenu par Elements Finis 

pour un rapport de charge nul [Tvergaard 2004] 
 
Par ailleurs, une équation d’évolution sous forme puissance a été proposée par [Beevers et al. 
1984] pour modéliser la partie décroissante du point de contact en fonction de l’extension de la 
fissure. Cette évolution a été proposée pour un effet de fermeture dû à une aspérité sur une des 
faces de la fissure. L’équation d’évolution proposée par l’auteur dépend de la rigidité de l’aspérité 
et de sa distance de la pointe de la fissure. La Figure  2-43 montre un exemple d’évolution de 
l’expression proposée pour une rigidité d’aspérité donnée. 
 

 
Figure  2-43. Evolution du point de contact avec l’extension de la fissure [Beevers et al. 1984] 

 
La forme non monotone de l’évolution de xmK  que nous avons trouvée par la première ou la 
seconde méthode, et que trouvent également d’autres auteurs, fait que pour 2 extensions de 
fissures différentes, le même niveau d’ouverture peut être trouvé. Mais l’évolution de la position 
du point de contact (mesurée par xmφ ) est positive avant le pic et devient négative après le pic. 
Dans le même temps, la dimension de la zone plastique monotone (mesurée par mφ ) ne fait que 
décroître après la surcharge. Aussi doit on faire intervenir au moins deux variables internes dans 
la loi d’évolution de ϕxm. La fonction finalement retenue pour décrire l’évolution du point de 
contact avec la longueur de la fissure est la suivante : 
 

. .xm
a xm b m

φ k φ k φ
a

∂
= +

∂
 

( 2-74)

 
Où ak  et bk  sont des coefficients matériaux. Le premier terme de l’expression modélise la partie 
décroissante de la courbe et le deuxième terme la partie croissante. En remplaçant l’équation 
d’évolution de mφ  avec a  dans l’équation ( 2-74) et en intégrant l’expression à partir de valeurs 
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initiales nulle pour xmφ  et égale à 0mφ  pour mφ , et connaissant la loi d’évolution de mφ , on obtient 
l’évolution suivante pour xmφ  : 
 

( ) ( ). .. . a ak r p rb
xm mo

a a

kφ a φ e e
k p

= −
−

 
( 2-75)

 
On note que ap  intervient dans cette équation. Ainsi peut-on le ré-identifier à ce stade et vérifier 
que la nouvelle valeur obtenue ne s’écarte pas trop de la première.  
 
 
7-Bilan 
 
Dans tous les cas on utilise la relation suivante entre le facteur d’intensité des contraintes nominal 
et φ . Puis on examine les divers cas pouvant se présenter. 

• −
= =
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Extension de la zone plastique monotone : = >0 et 0m
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dt

 

• Loi de fissuration : =
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da dρ
dt dt

 

• Critère de plasticité ( <xmφ φ ) : ( )= − −2
m xm mf φ φ φ  
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=

∂
mfdρ λ

dt φ
 

• Consistance : = =0, 0m
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• Paramètres matériau ( ma , mb , xma , ap , ak , bk ) 

• Valeurs initiales : = =2 2 , 0mo m xoφ A b φ  
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Les paramètres matériaux sont identifiés automatiquement à l’aide de la méthode des moindres 
carrés en s’appuyant sur un jeu de calculs par éléments finis. xmφ  symbolise le point de contact 
entre les faces de la fissure et mφ  la dimension du domaine d’élasticité associé à la zone plastique 
monotone, c'est-à-dire le seuil au-delà duquel la zone plastique monotone peut s’étendre. Ce seuil 
est atteint si la fonction = 0mf .  
 
Plasticité cyclique: 0cf =  

• Loi de fissuration : =
α
2

da dρ
dt dt

 

• Critère de plasticité : ( )= − −2
c xc cf φ φ φ  

• Loi d’écoulement : ∂
=

∂
cfdρ λ

dt φ
 

• Consistance : = =0, 0c
c

dff
dt

 

• Equations d’évolution : 

• ∂ ∂ ∂
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• Paramètres matériau ( ca , cb ) 

• Evolutions de cφ  et xcφ  lorsque la plasticité monotone est activée : 

= +c xcφ φ φ   et  
⎛ ⎞

= −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

2

2
2

c
c c

φA bφ b
A

 

 

2.3.4 Méthode d’implémentation 
 
L’algorithme de calcul du modèle incrémental est présenté dans la Figure  2-44. Les intégrations 
numériques de la loi d’émoussement et de la loi de fissuration ont été réalisées d’une manière 
indépendante en 2 temps. A partir de l’évolution du champ de contrainte appliqué, on déduit 
pour chaque incrément de temps l’incrément de variation du chargement idφ  connaissant la 
longueur actuelle de la fissure ia . La résolution des équations de la loi d’émoussement permettra 
ensuite de déduire l’incrément d’émoussement plastique idρ  résultant, ainsi que l’évolution des 
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variables internes xcdφ , cdφ , xmdφ  et mdφ . La nouvelle longueur de fissure est ensuite déterminée 
à partir de la loi de fissuration et les variables internes sont réactualisées avec a . 
 

 
Figure  2-44. Algorithme de propagation avec la loi incrémentale 

 
Le choix de découpler la résolution de la loi de fissuration de celle de la loi d’émoussement 
facilite énormément l’implémentation numérique et présente un gain non négligeable en temps de 
calcul. Cette résolution en deux étapes n’a pas de conséquence sur les résultats de calcul de 
propagation, car les variables internes évoluent rapidement avec l’émoussement plastique (en 
quelques dixièmes de microns) par contre ses évolutions sont beaucoup plus lentes avec la 
longueur de fissure (quelques centaines de microns). Donc à l’échelle du cycle de fatigue, la mise 
à jour des variables internes avec a  peut être réalisée à la fin de l’incrément de calcul et pas en 
temps réel puisque l’avancée de la fissure ne fait pas évoluer de manière significative les variables. 
 
L’intégration numérique des équations différentielles de la loi d’émoussement a été effectuée au 
départ avec un chemin d’intégration implicite, le temps de calcul nécessaire avec ce type de 
résolution est de l’ordre de quelques dizaines de minutes pour simuler 1 million de cycles en 2D. 
A noter que le temps de calcul est le même en amplitudes variable et constante puisqu’il s’agit 
dans les deux cas de calculs incrémentaux. En soit, ces temps de calculs ne sont pas rédhibitoires. 
Mais ils augmenteront rapidement quand le modèle sera appliqué à un problème 3D et qu’il 
faudra calculer l’avancée de la fissure en plusieurs points du front de la fissure à chaque incrément. 
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En effet, l’objectif final est de traiter le cas d’une fissure semi-elliptique dans la toile sollicitée en 
traction et flexion biaxiale. Même si on se limite à dix points d’intégration le long du front de la 
fissure, les temps de calculs deviendront trop importants. Une méthode d’intégration analytique 
par morceaux a donc été finalement adoptée moyennant quelques hypothèses. Cette méthode est 
très rapide. La détermination des équations à implémenter est présentée en détail dans l’annexe C, 
nous présentons ici les résultats. 
 
On connaît au début de chaque incrément de calcul les frontières de plasticité cyclique et 
monotone. Pour un incrément de chargement dφ , les équations à intégrer dépendent du niveau 
de chargement appliqué 2φ  et de l’état actuel de la fissure ( 1 ,, , , , ,m xm cf xcf co xcoφ φ φ φ φ φ φ ) : 
 
- Si 1φ  et 2φ  sont en dessous du point de contact (Figure  2-45a), aucune équation n’est à intégrer. 
 
- Si 1φ  et 2φ  sont à l’intérieure de la zone plastique cyclique (Figure  2-45b), aucune équation à 
intégrer. 
 
- Si 1φ  et 2φ  sont entre les limites des zones plastiques cyclique et monotone et on est en phase 
d’ouverture ( > 0dφ ) (Figure  2-45c), les équations à intégrer sont : 

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= − − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2 2

1 2
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1
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b bφ φφ φρ ρ
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= +2 1xco xcoφ φ dφ  
=coφ cte  

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
22

2
cf

cf

A b φ
φ bcf

A
 

 
- Si 1φ  et 2φ  sont entre les limites des zones plastiques cyclique et monotone et on est en phase 
de fermeture ( < 0dφ ) (Figure  2-45d), les équations à intégrer sont : 

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
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- Si 2φ  dépasse la zone de plasticité monotone en ouverture (Figure  2-45e), on active les 
équations suivantes : 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+
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Figure  2-45. Evolution du point de contact avec l’émoussement plastique, en (a) pour un niveau 
de contact négatif et en (b) pour un niveau de contact positif 

 
A la fin de l’incrément, la longueur de la fissure est actualisée avec la loi de fissuration. Les 
variables internes dépendant de a  seront également actualisées : 

( )= + −.
2 1 1 2. . .ak da

xm xm m pos m posφ φ φ c e φ c  
−= 2 1( )

2 1
ap a a

m mφ φ e  
 

2.3.5 Méthode d’identification 
 
La Figure  2-46 montre la démarche d’identification des paramètres du matériau du modèle 
incrémental de propagation. L’identification nécessite 2 essais de base, le premier est un essai de 
traction-compression cyclique visant à identifier le comportement élastoplastique cyclique du 
matériau sain. La modélisation par Eléments Finis de ce comportement élastoplastique nous 
permettra ensuite d’identifier les 8 paramètres matériels de la loi d’émoussement (ou loi de 
comportement de la structure fissurée). Une fois les paramètres de la loi d’émoussement connus, 
une simulation d’un essai de fissuration sous chargement d’amplitude constante est réalisé. On 
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vérifie que l’exposant de la loi de Paris est correctement reproduit par la simulation. Le paramètre 
α  de la loi de fissuration est ensuite ajusté en comparant la courbe de propagation simulée à une 
courbe expérimentale obtenue dans les mêmes conditions avec une éprouvette CCT. 
 

 
Figure  2-46. Démarche d’identification des paramètres du modèle incrémental de propagation 

 
La procédure d’identification des paramètres de la loi d’émoussement a été automatisée, elle se 
fait par la méthode des moindres carrés à partir des courbes d’émoussement obtenues par 
Eléments Finis connaissant la loi de comportement du matériau. Le seul paramètre d’ajustement 
du modèle reste le paramètre α  de la loi de fissuration. Nous présenterons dans le prochain 
paragraphe l’identification des paramètres du modèle incrémental pour l’acier à roue. 
 

2.4 Identification des paramètres de la loi pour l’acier à roue 
 

2.4.1 Identification du comportement élastoplastique 
 
Puisque le comportement cyclique du matériau constitue la seule entrée du modèle incrémental, 
une bonne identification est nécessaire afin de décrire assez finement la plasticité en pointe de 
fissure et tous les phénomènes qui lui sont liés. L’identification du comportement a été réalisée 
sur des éprouvettes prélevées dans la toile d’une roue de TGV. Le plan de prélèvement est donné 
dans l’Annexe A-1. Les éprouvettes sont cylindriques de 8 mm de diamètre et 15 mm de 
longueur utile (Annexe A-6). La machine d’essai est une MTS ±100kN et les essais ont été 
réalisés à 20°C. La déformation a été mesurée à l’aide d’un extensomètre monté sur l’éprouvette, 
la distance entre les couteaux est de 5 mm. La déformation imposée pour le premier niveau de 
déformation est de 0.3% et pour le dernier elle est de 1.5%. Pour chaque niveau de déformation 
nous avons réalisé 30 cycles de chargement avant de passer au niveau supérieur par pas de 0.1 %. 
Nous avons observé un fort adoucissement pendant les tout premiers cycles, ensuite un 
écrouissage cyclique a été mis en évidence pour chaque niveau de déformation imposé (Figure 
 2-47). L’adoucissement sera négligé dans la modélisation de la loi de comportement. 
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Figure  2-47. Boucles d’écrouissage cyclique dans le sens radial de la roue pour deux niveaux de 

déformation totale imposée 
 
La Figure  2-48 montre les boucles d’écrouissage stabilisées pour une éprouvette prélevée selon la 
direction radiale de la roue. Un deuxième essai cyclique a été réalisé sur une deuxième éprouvette 
prélevée dans la direction orthoradiale de la roue. Les courbes de traction cyclique suivant les 2 
directions, radiale et orthoradiale, sont données dans la Figure  2-49. L’écart entre les courbes est 
de l’ordre de 20 MPa, cette différence est faible comparée à la limite d’élasticité du matériau et au 
taux d’écrouissage. On fera donc l’hypothèse que le matériau est isotrope et obéit au critère de 
Von Mises. 
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Figure  2-48. Boucles d’écrouissage cyclique stabilisées dans le sens radial de la roue 
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On s’appuie sur des essais de traction simple (Figure  2-49) afin de couvrir des niveaux de 
déformation plus élevés. Le pic et le plateau de Lüders observés en traction simple n’ont pas été 
modélisés puisqu’on s’intéresse ici au comportement cyclique en pointe de fissure. Ce pic appelé 
aussi limite d’élasticité supérieure est caractéristique des aciers au carbone, il est dû à l’interaction 
dislocations-carbone dans le matériau. Une fois ce pic franchi, la dimension du domaine 
d’élasticité mesuré en traction simple (décharges partielles) diminue pour rejoindre celle mesurée 
en traction-compression cyclique. Un chauffage de l’éprouvette ou un temps d’attente après la 
décharge fait apparaître de nouveau le pic puisque les atomes de carbone ont le temps de diffuser 
et de s’ancrer de nouveau sur les dislocations. Le palier de la courbe de traction correspond à la 
propagation d’une bande de Lüders à travers l’éprouvette (Figure  2-50). 
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Figure  2-49. Courbes de traction monotone et cycliques 
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La taille du palier de Lüders est proportionnelle à la distance entre les 2 couteaux de 
l’extensomètre, plus cette distance est petite plus le palier est petit. A l’échelle de l’élément de 
volume, on pourrait se limiter à modéliser cet effet comme un adoucissement initial rapide suivi 
d’un écrouissage plus lent. Lorsque la fissure se propage, un élément de volume est grosso-modo 
soumis à une sollicitation à déformation imposée d’amplitude croissante. Ainsi, si le pic a un effet, 
on peut supposer que celui-ci est surtout important à une distance assez grande de l’extrémité de 
la fissure, mais ensuite l’effet de ce pic disparaît. La prise en compte de l’adoucissement créerait 
ainsi davantage de problèmes numériques que de précision sur le résultat. Il a été choisi de le 
négliger.  
 

 
Figure  2-50. Principe des bandes de Lüders 

 
La loi utilisée est celle de Chaboche avec 3 écrouissages cinématiques non linéaires combinés X  
sans seuil et un écrouissage isotrope non linéaire R . L’évolution de l’écrouissage cinématique est 
donnée par : 
 

00

2 . . . .      avec     
3 p tdX C d X dp X X

=
= − =ε γ  

( 2-76)

 
Et celle de l’isotrope : 
 

00( )      avec     tdR b Q R dp R R
=

= − =  ( 2-77)

 
p  étant la déformation plastique cumulée définie par : 

 

( ) ( )∫
=

=
t

pp dp
0

:
3
2

τ

ττετε &&  
( 2-78)

 
Les paramètres de cette loi sont présentés au Tableau  2-2. Une simulation par Elément Finis sur 
un élément de volume a permis de valider ces paramètres (Figure  2-51 et Figure  2-52). Les 
courbes simulées sont en très bon accord avec les résultats expérimentaux.  
 

 

E ν  R0 Q b 1C  1γ  2C  2γ  3C  3γ  
190000 0.3 210 80 0.53 50000 1000 32500 500 11397 29 

Tableau  2-2. Paramètres matériau de l’acier à roues 
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Figure  2-51. Comparaison des courbes d’écrouissage cyclique expérimentales avec celles 

obtenues par Eléments Finis 
 

-500,0

-250,0

0,0

250,0

500,0

750,0

-0,01 0,01 0,03 0,05 0,07 0,09 0,11

Déformation plastique

C
on

tr
ai

nt
e 

(M
Pa

) Traction monotone essai

Traction monotone EF

Traction cyclique EF

 
Figure  2-52. Comparaison de la courbe de traction monotone expérimentale avec celle obtenue 

par Eléments Finis 
 

2.4.2 Identification des paramètres de la loi d’émoussement 
 
Une fois le comportement de l’acier à roue connu, les paramètres de la loi d’émoussement 
peuvent être identifiés. La procédure d’identification est très simple, elle se fait grâce à un calcul 
Eléments Finis sur une plaque fissurée (Figure  2-53). Les dimensions de la plaque sont de 
(200*200mm) et la fissure centrale a une longueur de 2a=20mm, le calcul est effectué en 
déformations planes en utilisant le comportement identifié pour le matériau. La plaque est 
soumise à une trentaine de cycles de charge-décharge afin d’obtenir une boucle stabilisée pour la 
partie cyclique.  
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Figure  2-53. Calculs Eléments Finis réalisés pour identifier les paramètres de la loi 

d’émoussement 
 
L’identification des paramètres ma , mb , cfa  et cfb  s’effectue en traçant l’évolution de 
l’émoussement plastique en fonction du facteur d’intensité des contraintes appliqué (Figure  2-54). 
L’identification de ma  et mb  se fait au cours de la première charge et celle de cfa  et cfb  au cours de 
la dernière décharge. Les paramètres sont ensuite calculés par la méthode des moindres carrés.  
 

 
Figure  2-54. Identification des paramètres ma , mb , cfa  et cfb  

 
Pour l’identification du paramètres xma , il suffit de tracer l’évolution du point de contact xmK  
pendant la première charge en fonction de l’émoussement plastique. La méthode de 
détermination de xmK  est déjà décrite dans l’équation ( 2-66) page 78. La méthode des moindres 
carrés permet ensuite de déterminer xma  qui est la pente de la courbe xmK ρ−  (Figure  2-55). 
 

 
Figure  2-55. Identification des paramètres xma , ap , ak  et bk  
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L’identification de ap  se fait à partir de l’évolution de la déformation plastique équivalente en 
fonction de la distance à la pointe de la fissure (Figure  2-55). On calcule après décharge la 
déformation plastique équivalente moyenne (de 0θ =  à θ π= ) en fonction de la distance r  à 
l’extrémité de la fissure. Seuls les premiers points de la courbe obtenue sont utilisés pour les 
calcul de ap .  
Les deux paramètres ak  et bk  sont calculés à partir de l’évolution du point de contact en 
fonction de l’extension de la fissure. Le calcul du point de contact xmK  se fait à partir du champ 
de contrainte résiduelle en pointe de fissure. Les paramètres sont déterminés par une méthode de 
minimisation connaissant l’équation d’évolution de xmK  donnée par l’équation ( 2-75). 
Le calcul Eléments Finis ainsi que la procédure d’identification des paramètres de la loi 
d’émoussement ont été automatisés sous Abaqus, le temps d’identification est de l’ordre de deux 
heures pour un comportement élastoplastique avec écrouissages non-linéaires. Les paramètres 
obtenus pour l’acier à roue sont les suivants : 
 

= 17.3 /ma MPa m µm  

4.6mb MPa m=  

= 38.2 /cfa MPa m µm  

5.8cfb MPa m=  

1.5 /xma MPa m µm= −  

0.00093 /pa MPa m µm= −  
0.019 /ak MPa m µm= −  

0.0025 /kb MPa m µm=  
 

2.4.3 Identification du paramètre de la loi de fissuration 
 
On rappelle, qu’une fois la loi d’émoussement plastique identifiée, il reste à déterminer la loi de 
fissuration, qui contient un unique paramètre d’ajustement α  : 
 

α
2

da dρ
dt dt

=  
( 2-79)

 
L’identification du paramètre α  de la loi de fissuration se fait grâce à un essai de fissuration sous 
chargement à amplitude constante. L’essai a été réalisé sur une machine Instron 8501 ±50KN, le 
chargement appliqué est un sinus de rapport de charge 0R =  et une contrainte =max 147 yS MPa . 
Le plan de l’éprouvette CCT utilisée et l’expression du facteur d’intensité des contraintes 
correspondant sont donnés dans l’annexe A-2. Le suivi de la fissure a été effectué grâce à une 
caméra numérique (Figure  2-56a), sa longueur a été mesurée par imagerie après calibrage à l’aide 
d’un papier millimétré collé sur l’éprouvette au dessus de la fissure (Figure  2-56b). Le pas de 
mesure de la fissure est de 0.5 mm. A chaque pas, la longueur de la fissure est obtenue en prenant 
la moyenne de 4 mesures correspondant aux deux extrémités de la fissure et aux 2 faces de 
l’éprouvette. 
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(a) (b) 

Figure  2-56. Montage de l’éprouvette (a) et suivi de la longueur de fissure par imagerie (b) 
 
La Figure  2-57 montre la courbe de propagation obtenue à partir de deux essais identiques, tracée 
dans un diagramme de Paris.  
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Figure  2-57. Courbe de Paris pour un rapport de charge R=0 

 
L’identification du paramètre α  est très facile puisque ce paramètre agit seulement sur le niveau 
de la courbe de Paris en fatigue à amplitude constante et très peu sur sa pente (Figure  2-58). En 
effet, la vitesse de fissuration est supposée être directement proportionnelle à la vitesse 
d’émoussement plastique. Ainsi lorsqu’on modifie la valeur de α , on modifie la position de la 
courbe de propagation dans le diagramme de Paris, mais pas sa pente. La pente de Paris est 
directement issue de la loi d’émoussement, une bonne identification des paramètres de cette loi à 
partir du comportement du matériau est donc censée reproduire correctement l’exposant m  de 
Paris. La méthode d’identification de α  est la suivante : on effectue une première simulation avec 
un α  de départ de 1, la valeur exacte est ensuite déduite du rapport entre vitesse simulée et 
vitesse expérimentale pour le même niveau de maxK .  
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Figure  2-58. Rôle du paramètre α  sur la vitesse de propagation  

 
La diminution rapide de la vitesse de propagation observée au tout début de la courbe obtenue 
par le modèle est due à la variation du seuil d’ouverture de la fissure au début de sa propagation. 
Ce seuil est égal à zéro au début de la simulation et augmente ensuite lorsque la fissure se propage 
avant de se stabiliser. Cela correspond expérimentalement à la mise en place du sillage plastique. 
Une autre méthode de détermination de α  peut être effectuée en mesurant le pas de stries au 
Microscope Electronique à Balayage. Le rapport entre ce pas de stries et la vitesse macroscopique 
de la fissure pour une longueur de fissure donnée devrait donner une valeur approchée de α  
(voir équation ( 2-25)). Les mesures de pas de stries réalisées sur le faciès de rupture de l’acier à 
roue n’ont pas été concluantes puisqu’il n’était pas évident de distinguer les pas de stries des 
lamelles de perlites 
 

2.5 Confrontation essais calculs 
 
Une fois les paramètres matériaux identifiés à l’aide d’un essai de traction compression sur 
éprouvette cylindrique et d’un essai de fissuration à amplitude constante sur éprouvette CCT, des 
essais de validation à amplitude variable ont été réalisés sur éprouvettes CCT. Le premier de ces 
essais consistait à vérifier la réponse du modèle après l’application d’une surcharge unitaire. Deux 
essais de propagation à amplitude constante ont été effectués pour un rapport de charge 0R = . 
Puis des surcharges ont été effectuées pour une longueur de fissure de 11.8 mm 
( = 20K MPa m ). Les rapports de surcharge appliqués sont =max/ 1.5ys yS S  pour la première 
éprouvette et =max/ 1.8ys yS S  pour la deuxième (Figure  2-59) 
  

 
Figure  2-59. Surcharge appliquée 
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Les résultats des 2 essais ont été tracés dans un diagramme donnant la longueur de fissure en 
fonction du nombre de cycles (Figure  2-60). Les simulations numériques ont été comparées aux 
résultats expérimentaux et l’accord est satisfaisant. 
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Figure  2-60. Comparaison essai-calcul pour des surcharges simples 

 
On admet généralement que le retard après une surcharge est dû principalement au phénomène 
de fermeture de la fissure. La Figure  2-61 montre l’évolution du point de contact des lèvres de la 
fissure obtenu avec le modèle pour les 2 niveaux de surcharge appliqués. Au début de la 
simulation le niveau de contact est égal à zéro, il monte ensuite au fur et à mesure de la 
propagation pour atteindre un niveau stabilisé. Lors de l’application de la surcharge, une chute 
instantanée du niveau de contact est observée, qui correspond à l’émoussement de l’extrémité de 
la fissure dû à la surcharge et qui explique l’accélération transitoire de la fissure juste après la 
surcharge. Le niveau de fermeture monte ensuite pour atteindre un maximum, cette montée 
provoque une diminution de la partie efficace du cycle de fatigue et donc un retard de la 
fissuration. Quand la fissure commence à sortir de la zone plastique de surcharge, le niveau de 
contact commence à chuter pour rejoindre le niveau de départ.  
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Figure  2-61. Evolution du niveau de contact calculé avec le modèle lors de l’application des 

surcharges 
 
Ces mêmes observations ont été faites expérimentalement par plusieurs auteurs, la Figure  2-62 
montre l’évolution du niveau d’ouverture après surcharge obtenu par exemple par [Masahiro et al. 
2004]. 
 

 
Figure  2-62. Exemple d’évolution du niveau d’ouverture après surcharge obtenu 

expérimentallement [Masahiro et al. 2004] 
 
Pour comprendre exactement les mécanismes qui contrôlent l’évolution du niveau d’ouverture de 
la fissure, nous allons analyser des courbes d’émoussement types obtenues par le modèle après 
application d’une surcharge (Figure  2-63), ces courbes sont tracées dans un diagramme ρ−K . 
 
Au départ, le niveau de contact xmK  est stable grâce à la compétition entre l’émoussement 
plastique qui fait chuter xmK  et l’extension de la fissure qui le fait monter. Dans ce régime, on 
passe à chaque cycle par la zone plastique cyclique puis par la zone plastique monotone. Le 
niveau de contact xmK  augmente à la fin de chaque incrément de calcul avec l’extension de la 
fissure da  et diminue avec l’émoussement plastique dρ , quand on se trouve dans la zone 
plastique monotone. 
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Au moment de l’application de la surcharge (point 1), une extension importante de la zone 
plastique monotone se produit, cette extension provoque la création d’une zone plastique de 
surcharge en pointe de fissure et fait monter la limite supérieure de la zone plastique monotone 

+m xmK K  associée à la surcharge. Par contre, cette extension fait chuter considérablement le 
niveau de contact xmK  puisque ce dernier baisse rapidement avec l’émoussement plastique (point 
2). 
Dans les cycles qui suivent le point 2, la limite supérieure de la zone plastique monotone n’est 
plus franchie à chaque montée en charge. Le point de contact ne diminue donc plus avec dρ  car 
on ne passe plus par la zone monotone. L’extension de la fissure continue à faire chuter mK  et 
monter xmK  (voir les équations d’évolution de xmϕ  et mϕ  avec a ).  
Au point 3, on passe de nouveau à chaque charge par la zone plastique monotone, la fissure 
retrouve donc son équilibre et le niveau d’ouverture descend pour rejoindre le niveau de départ 
avant surcharge. 
 

 
Figure  2-63. Courbes d’émoussement avant et après application d’une surcharge 

 
Nous avons ensuite réalisé des essais à blocs répétitifs afin d’étudier l’influence du nombre de 
surcharges dans un bloc répété sur la vitesse de propagation. Une séquence de base contenant 
100 cycles de rapport de charge = 0R  a été jouée de trois manières différentes (Figure  2-64) : 
sans surcharge, 1 surcharge de rapport de surcharge de 1.5 tous les 99 cycles, 10 surcharges de 1.5 
tous les 90 cycles. Lorsque les surcharges sont rapprochées, la compétition entre l’accélération 
transitoire après la surcharge et l’effet de retard est importante, ce qui rend ce type d’essais assez 
difficile à modéliser.  
 

         
Figure  2-64. Essais réalisés pour l’étude de l’influence du nombre de surcharge dans un bloc sur 

la vitesse de propagation 
 
La Figure  2-65 montre les résultats des essais ainsi que les prédictions du modèle tracés dans un 
diagramme de Paris. Le facteur d’intensité des contraintes maxK  tracé correspond aux petits cycles 
et non à la surcharge. Les prédictions du modèle incrémental sont en bon accord avec les 
résultats des essais. On observe que quand le nombre de surcharges dans le bloc est faible (1+99), 
le ralentissement de la fissure est important. Au fur et à mesure que le nombre de surcharge 
augmente, le retard dans la vitesse de propagation devient moins marqué (10+99). Pour un bloc 
ne contenant que des surcharges (100+0), la courbe de Paris est identique à celle sans surcharge.  
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Figure  2-65. Courbes de propagation pour différents nombres de surcharge dans un bloc répété 

de 100 cycles 
 
La distribution du nombre de surcharges dans une séquence a été ensuite étudiée. Une séquence 
de 10 000 cycles de rapport de charge = 0R  avec 1% de cycles de surcharge de rapport 1.5 a été 
répétée de 3 manières différentes (Figure  2-66) : 1 bloc de 100 surcharges suivi de 9900 cycles, 10 
blocs de 10 surcharges tous les 990 cycles et finalement 100 blocs de 1 surcharges tous les 99 
cycles. 
 

           
Figure  2-66. Essais réalisés pour l’étude de la distribution des surcharges dans un bloc sur la 

vitesse de propagation 
 
Les résultats des 3 essais sont donnés sur la Figure  2-67 dans un diagramme de Paris. Ici aussi le 
facteur d’intensité des contraintes maxK  tracé correspond aux petits cycles et non à la surcharge. 
Les courbes de Paris des trois configurations d’essais sont proches. Puisque les blocs de 
surcharges sont proches, la fissure subit une séquence de surcharges avant qu’elle ne soit sortie de 
la zone plastique de la séquence d’avant. Le niveau d’ouverture des essais avec surcharges est plus 
élevé que celui de l’essai sans surcharge ce qui provoque le ralentissement de la fissure. Par contre 
ce niveau d’ouverture semble similaire dans les 3 configurations avec surcharge ce qui explique 
des vitesses de propagation proches.  
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Figure  2-67. Courbes de propagation pour différentes distributions de surcharge dans un bloc 

répété de 10000 cycles  
 

2.6 Etude de sensibilité 
 
Le but de l’étude de sensibilité est de comprendre le lien entre le comportement élastoplastique 
du matériau et la vitesse de propagation de la fissure. Le comportement étudié est élastoplastique 
avec un seul écrouissage cinématique non linéaire. En premier lieu nous avons étudié l’influence 
du taux d’écrouissage pour une limite d’élasticité donnée sur le comportement de la fissure. Les 
paramètres matériels des quatre « matériaux » fictifs testés sont donnés dans le Tableau  2-3 et la 
Figure  2-68. La plage de variation de l’amplitude d’écrouissage étudiée dans les différents cas est 
entre 50 et 300 MPa. 
 

 

   Calcul a Calcul b Calcul c  Calcul d 
E ν  R0 aC  γ a  bC  γ b  cC  γ c  dC  γ d  

190000 0.3 210 30000 100 20000 100 10000 100 5000 100 
Tableau  2-3. Différents matériaux testés avec différentes amplitudes d’écrouissage 
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Figure  2-68. Courbes de traction monotone pour les différentes amplitudes d’écrouissage testées 

 
La première étape a consisté à identifier les paramètres de la loi d’émoussement des 4 
comportements. À titre d’exemple, la Figure  2-69 montre l’évolution de l’émoussement plastique 
pendant une décharge en fonction du facteur d’intensité des contraintes appliqué, calculé par 
éléments finis pour ces quatre cas. On remarque que ces courbes se positionnent dans le même 
ordre que celles de la Figure  2-68. Plus l’amplitude de l’écrouissage est élevée, plus le facteur 
d’intensité des contraintes est élevé pour un même émoussement plastique.  
 

0

30

0 0.6ρo-ρ 

Ko
-K

 (M
Pa

.m
1/

2 )

calcul a

calcul b

calcul c

calcul d

 
Figure  2-69. Courbes de décharge cyclique pour les différents comportements étudiés 

 
Une fois les paramètres de la loi d’émoussement connus, nous avons réalisé des calculs de 
propagation avec le modèle incrémental. Les calculs ont été effectués sur une éprouvette CCT 
pour un rapport de charge = 0R . Le paramètre α  de la loi de fissuration est fixé à 1 dans tous 
les cas testés. La Figure  2-70 montre les courbes de Paris obtenues pour les 4 comportements 
étudiés, on remarque que la pente ainsi que le niveau de la courbe dépendent sensiblement du 
taux d’écrouissage. 
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Figure  2-70. Courbes de Paris des différentes amplitudes d’écrouissage testées 

 
La Figure  2-71 montre l’évolution de la vitesse de propagation calculée à l’aide du modèle avec les 
divers jeux de paramètres pour un facteur d’intensité des contraintes =max 20K MPa m . Pour 
une limite d’élasticité donnée, la vitesse de propagation diminue quand le taux d’écrouissage 
augmente. Cette évolution a été comparée avec le modèle proposé par [McClintock 1967] pour 
un matériau élastique parfaitement plastique. Comme l’exposant de ce modèle est toujours de 2 
tandis que le notre est de 2.5 la comparaison a été effectuée pour un facteur d’intensité des 
contraintes donné de =max 20K MPa m  : 
 

= =
2

0

∆ ∆
2

da CTOD Kβ
dN dN R E

 
( 2-80)

 
Les valeurs de ∆K, et E ont été prises identiques dans le modèle de McClintock et dans nos 
simulations. La valeur de 0R  utilisée correspond à la contrainte maximale mR  des 4 
comportements étudiés soit : 250, 300, 400 et 500 MPa. La valeur de β  a été ajustée à 35 de sorte 
que les vitesses de fissuration obtenues par les deux modèles puissent être comparées sur un 
même graphe. La décroissance de la vitesse de fissuration avec 0R  est plus rapide dans le modèle 
de [McClintock 1967] que ce que nous prévoyons avec notre modèle. Mais il est vrai que le 
comportement étudié dans notre cas est loin d’un comportement élastique parfaitement plastique. 
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Figure  2-71. Evolution de la vitesse de propagation pour =max 20K MPa m  en fonction du taux 

d’écrouissage  
 
Nous avons ensuite tracé l’évolution de l’exposant m  de la loi de Paris en fonction de l’amplitude 
d’écrouissage (Figure  2-72). L’exposant m est supérieur à 2 dans tous les cas testés. De façon 
assez surprenante, plus l’amplitude d’écrouissage augmente et plus l’exposant m  diminue.  
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Figure  2-72. Evolution du coefficient m de la loi de Paris en fonction du taux d’écrouissage  

 
Le deuxième calcul a consisté à étudier l’influence de la vitesse de l’écrouissage pour une même 
contrainte maximale mR  et une même limite d’élasticité 0R  (Figure  2-73). Les jeux de paramètres 
matériau employés pour cette étude sont donnés dans le Tableau  2-4. 
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Figure  2-73. Courbes de traction monotone correspondant aux différents jeux de paramètres 

matériaux testés 
 
L’identification des paramètres du modèle incrémental pour ces jeux de paramètres nous a permis 
d’effectuer des calculs de propagation en fatigue à amplitude constante. Les calculs ont été 
effectués sur une éprouvette CCT pour un rapport de charge = 0R  et un paramètre α  de la loi 
de fissuration égal à 1. On remarque sur la Figure  2-74 que l’influence de la vitesse d’écrouissage 
sur les courbes de Paris est très peu marquée. 
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Figure  2-74. Courbes de Paris obtenues par le modèle pour les différentes vitesses d’écrouissage 

testées  

   Calcul e Calcul f Calcul a  Calcul g 
E ν  R0 eC  γ e  fC  γ f  aC  γ a  gC  γ g  
190000 0.3 210 150000 500 60000 200 30000 100 15000 50 

Tableau  2-4. Différents jeux de paramètres matériaux employés pour tester l’effet de la vitesse 
d’écrouissage 
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2.7 Bilan du  Chapitre 2   
 
 
- Une méthode, fondée sur une hypothèse de projection du champ de déplacement, a été 
proposée qui permet d’exploiter des calculs par éléments finis à l’échelle locale et de les 
transférer à une échelle globale. Cette méthode a l’avantage de pouvoir tenir compte assez 
finement du détail de la déformation élastoplastique en pointe de fissure, tout en limitant le 
nombre de degrés de liberté du problème et donc les temps de calcul. En outre, comme la 
méthode exploite les champs de déplacement et non pas des résultats locaux, sa sensibilité au 
maillage est assez faible.  
 
- Les calculs par éléments finis permettent ainsi de « générer » des courbes d’évolution de 
l’émoussement plastique (qui mesure le développement de la plasticité en pointe de fissure) en 
fonction du chargement appliqué.  
 
- L’étude de l’évolution de l’émoussement plastique en fonction du chargement appliqué nous a 
permis d’établir les équations d’un modèle incrémental empirique à l’échelle globale. Le 
problème de fissuration a été transformé en un problème de plasticité « classique », avec surfaces 
seuil de plasticité et variables internes (dimension et taille des domaines d’élasticité). Ainsi, les 
calculs par éléments finis permettent-ils de passer de la loi de comportement élasto-plastique 
cyclique du matériau à la loi de comportement élasto-plastique cyclique de la structure fissurée 
(ou loi d’émoussement). 
 
- On fait par ailleurs l’hypothèse que la vitesse de fissuration est proportionnelle à la vitesse 
d’émoussement plastique. 
 
- Les paramètres du modèle incrémental de propagation ont été déterminés pour l’acier à roue 
grâce à deux essais de base : 1 essai de traction-compression cyclique à déformation imposée sur 
éprouvette cylindrique et un essai de fissuration à amplitude constante sur éprouvette CCT.  
 
- Les essais de fissuration par blocs réalisés sur éprouvettes CCT ont permis de valider le modèle 
en 2D pour des chargements d’amplitude variable. 
 
- Une étude de sensibilité a permis de comprendre le lien entre le comportement élastoplastique 
du matériau et la vitesse de propagation simulée. La vitesse de propagation est sensible à 
l’amplitude d’écrouissage par contre elle est peu sensible à la vitesse d’écrouissage. 
 
- Dans le prochain chapitre on verra comment ce modèle peut être adapté afin d’intégrer la 
biaxialité du chargement et la compression… 
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Nous présentons dans ce chapitre les évolutions que nous avons apportées au modèle 
incrémental pour pouvoir l’appliquer au problème de la fissuration des roues. Les deux évolutions 
principales sont la modélisation du comportement de la fissure lors des phases de compression et 
la modélisation de l’effet de la biaxialité du chargement. Pour chacun de ces problèmes, une étude 
préalable a été conduite afin de déterminer quelles sont les hypothèses principales qui peuvent 
être faites. Dans un second temps un modèle a été proposé puis intégré à l’outil de simulation. 
Comme nous l’avons vu au premier chapitre de ce rapport, une fissure de fatigue qui se 
développe dans une toile de roue est soumise à une sollicitation de traction-compression alternée. 
Le niveau de contrainte de compression appliqué est généralement plus élevé que celui atteint en 
traction. Le fait de négliger, dans le modèle, l’effet des phases durant lesquelles la fissure est 
fermée conduit à surestimer la durée de vie en propagation, ce qui n’est pas conservatif. Nous 
présentons les essais de fissuration qui ont été réalisés sur éprouvettes CCT afin d’étudier l’effet 
de ces phases de compression sur la vitesse de fissuration par fatigue. Nous présentons ensuite la 
démarche qui a permis d’étudier l’effet des phases de compression en s’appuyant sur les calculs 
par Eléments Finis. Puis nous présentons les équations d’évolution retenues ainsi que les 
confrontations avec les essais. Dans la deuxième partie de ce chapitre nous abordons l’effet de la 
biaxialité du chargement. L’existence d’un effet de la biaxialité du chargement sur la fissuration 
par fatigue en mode I a été démontrée par plusieurs auteurs, bien que les résultats expérimentaux 
semblent parfois contradictoires. Par contre, les modèles intégrant cet effet sont assez rares. Le 
caractère biaxial de la sollicitation dans la toile de roue impose donc d’étudier plus en détail le rôle 
de la biaxialité du chargement. Nous balayons dans un premier temps les travaux antérieurs 
réalisés sur ce thème, puis nous présentons deux types d’essais réalisés (éprouvettes cruciformes, 
éprouvettes CT) afin de mettre en évidence cet effet de biaxialité du chargement dans le cas de 
l’acier à roue. Nous abordons à la fin la modélisation de cet effet de biaxialité, à travers la 
contrainte T, et son intégration dans le modèle incrémental. Un bilan sera présenté à la fin du 
chapitre. 
 

3.1 Effet des phases de fermeture de la fissure 
 

3.1.1 Position du problème  
 
Les niveaux de contrainte de compression relevés au cours d’un tour de roue au niveau de la toile 
sont généralement bien supérieurs aux niveaux atteints en traction, le terme de cisaillement 
restant négligeable. La compression se produit au moment où la fissure se trouve entre l’axe de 
l’essieu, supportant le poids de la voiture, et le rail. Les toiles ondulées travaillent majoritairement 
en flexion, le niveau de compression atteint dépend donc de la position supposée de la fissure 
(face interne ou face externe de la roue). La Figure  3-1 montre l’évolution de la contrainte radiale 
relevée in-situ sur chacune des deux faces d’une toile ondulée. Le train était alors chargé par des 
blocs d’acier de 60 tonnes et circulait en alignement à 120 Km/h. On note que la face interne est 
sollicitée majoritairement en traction tandis que la face externe travaille plutôt en compression.  
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Figure  3-1. (a) Evolution de la contrainte radiale relevée in-situ sur quelques tours de roue de 
part et d’autre d’une toile de roue de train lors de la circulation en alignement à 120 km/h du 

train. Le wagon instrumenté était chargé par des blocs d’acier de 60 tonnes. (b) Décomposition 
en une composante de traction-compression homogène dans l’épaisseur et une contrainte de 

flexion selon l’épaisseur de la toile 
 

3.1.2 Bibliographie sur l’effet des phases de compression sur la fissuration. 
 
La part du cycle de fatigue pendant laquelle la fissure est sollicitée en compression a un effet sur 
la vitesse de fissuration par fatigue. Comment expliquer ceci, si la fissure, une fois fermée, ne joue 
plus le rôle de concentrateur des contraintes ? La réponse à cette question est double.  
 
La première raison est que la fissure n’est pas toujours fermée quand elle est soumise à de la 
compression. En effet, quand le niveau de chargement est élevé, l’émoussement en pointe de 
fissure est conséquent et la fissure ne se referme pas à contrainte nulle, il devient nécessaire de 
comprimer la pièce pour refermer la fissure. Ainsi, une fraction de la partie compressive du cycle 
peut être efficace et faire avancer la fissure. La Figure  3-2 montre l’évolution du niveau 
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d’ouverture d’une fissure obtenue par le modèle de [Newman 1981] en fonction du rapport de 
charge et de la contrainte maximale appliquée. On observe que le niveau d’ouverture de la fissure 
diminue avec le rapport de charge tandis que la partie efficace du cycle augmente. Pour un même 
rapport de charge appliqué, le niveau d’ouverture décroît quand le chargement maximal maxyS  
augmente par rapport à la limite d’élasticité 0R . Ce niveau d’ouverture peut même devenir négatif 
pour les chargements élevés du fait d’un émoussement conséquent en pointe de fissure. Le terme 
de « compression » seul n’a donc pas de sens en fissuration. Ce qui est important, c’est la position 
du point de contact, et la part du cycle de fatigue se trouvant en dessous de ce point de contact. 
Ce point de contact peut être obtenu pour des contraintes macroscopiques appliquées positives 
ou négatives. 
 

 
Figure  3-2. Evolution du niveau d’ouverture de la fissure en fonction du rapport de charge 

appliqué et de la contrainte maximale [Newman 1981]. Résultats issus de calculs par éléments 
finis 

 
La deuxième raison est que de la déformation plastique en retour peut se produire en dessous du 
point de contact à l’intérieur de la zone plastique cyclique de la fissure. La position du domaine 
d’élasticité de cette zone se déplace donc vers le bas notamment si le matériau présente un fort 
écrouissage cinématique. Lors de la recharge, cela se traduit par une diminution du seuil 
d’écoulement plastique en traction et donc un émoussement plastique lors de la phase 
d’ouverture plus important. La Figure  3-3a montre ainsi un exemple d’effet d’une sous-charge 
unitaire sur la propagation d’une fissure de fatigue. Immédiatement après l’application de la sous-
charge, le pas de strie observé sur la surface de rupture est plus large, puisque ce dernier est 
directement proportionnel à l’amplitude de l’émoussement plastique. La Figure  3-3b montre la 
vitesse de propagation après une surcharge puis après une surcharge suivie d’une sous-charge. Le 
retard après la surcharge est quasiment annulé si une sous-charge est appliquée juste après. 
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(a) (b) 
Figure  3-3. En (a)  faciès de rupture d’une fissure soumises à des souscharges et en (b) effet d’une 

surcharge en compression [Suresh 1991]  
 
En négligeant les parties compressives des cycles de fatigue, l’erreur commise sur la durée de vie 
de la pièce peut ainsi aller du simple au double. La Figure  3-4 montre des courbes de propagation 
obtenue par [Gros 1996] sur l’acier des essieux-axes ferroviaires. Le chargement consistait à 
répéter la même séquence temporelle traitée de deux manières différentes. L’une avec un rapport 
de charge R=0 et l’autre avec R=-1. On remarque que la durée de vie obtenue sans les phases de 
compression est égale au double de celle obtenue avec les phases de compression. 
 

 
Figure  3-4. Effet de la compression en fatigue aléatoire sur la vitesse de propagation [Gros 1996] 

 

3.1.3 Essais réalisés 
 
Les essais de caractérisation de l’effet de la compression sur la fissuration par fatigue ont été 
réalisés sur des éprouvettes CCT. Le plan de l’éprouvette ainsi que les expressions de calcul du 
facteur d’intensité des contraintes utilisées sont données en annexe A-2. La machine d’essai est 
une Instron 8501 ±50kN, le chargement appliqué est sinusoïdal. La contrainte maximale est fixée 
pour tous les essais ( =max 147 yS MPa ) tandis que la valeur de la contrainte minimale du cycle 
varie d’un essai à l’autre( Tableau  3-1).   
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Le suivi de la fissure a été effectué grâce à l’analyse d’images acquises à l’aide d’une caméra 
numérique. Le pas de mesure de la fissure est de 0.5 mm, la longueur de la fissure est la moyenne 
de 4 mesures, correspondant aux deux extrémités de la fissure et aux 2 faces de l’éprouvette. Les 
résultats d’essais sont tracés, sur la Figure  3-5, dans un diagramme de Paris = max/ ( )da dN f K . 
Les courbes de propagation obtenues sont parallèles et le coefficient = 3.5m  de la loi de Paris a 
été déduit en prenant la moyenne des pentes des différentes courbes. Le coefficient C  de Paris 
dépend alors du rapport de charge utilisé ; quand le rapport de charge diminue la vitesse de 
propagation ainsi que le coefficient C  augmentent. La vitesse de fissuration mesurée est 
typiquement multipliée par un facteur 2.5 lorsque le rapport de charge R passe de zéro à -1. 
 

 
Figure  3-5. Courbes de Paris des différents rapports de charge en fonction de maxK  

 
La variation de la vitesse de propagation en fonction du rapport de charge est attribuée, d’après 
plusieurs auteurs, à la variation du niveau « d’ouverture » de la fissure avec le rapport de charge 
R . En traçant les résultats d’essai dans un diagramme / ( )effda dN f K= ∆  on obtient des courbes 
de Paris identiques pour les différents rapports de charge R . Pour déterminer les niveaux 
« d’ouverture » ouvK  correspondant aux différents rapports de charge, on fait l’hypothèse que 

Nombre d’essais 2 1 2 2 1 1 1 1 2 
maxyS  (MPa) 147 147 147 147 147 147 147 147 147 

minyS  (MPa) 58.8 29.4 0 -50 -73.5 -100 -125 -132.3 -150 
R 0.40 0.20 0.00 -0.34 -0.50 -0.68 -0.85 -0.90 -1.02 
Tableau  3-1. Essais de fissurations réalisés pour différents rapports de charge 

 



Chapitre III - Enrichissement du modèle  

Page 116 

minouvK K≤  quand R  est élevé. La fissure reste donc tout le temps ouverte pour = 0.4R , ce qui 
donne pour ∆ effK  : 
 

∆ = = − = −max max min( 0.4)eff ouv kK R K K K K  ( 3-1)

 
Dans le cas général, la relation de Paris s’écrit de la manière suivante : 
 

⎛ ⎞
= = ∆ = − = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
max 0 0 max 0 max

max

. . .( ) . 1 .
m

m m m mouv
eff ouv

Kda C K C K C K K C K
dN K

 
 

( 3-2)

 
0C  étant le coefficient de la loi de Paris dite « intrinsèque », c'est-à-dire tracée dans un diagramme 

= ∆ = −max/ ( )eff ouvda dN f K K K . L’équation ( 3-2) nous permet alors d’écrire que : 
 

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟

⎝ ⎠
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. 1
m

ouvKC C
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( 3-3)

 
On détermine 0C  à partir de l’essai réalisé à = 0.4R  : 
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( 3-4)

 
Une fois 0C  connue, le niveau « d’ouverture » ouvK  peut être déduit la relation ( 3-3) pour tous les 
rapports de charge connaissant le coefficient C  correspondant : 
 

⎛ ⎞
= − ⎜ ⎟

⎝ ⎠

1

max 0

1
m

ouvK C
K C

 
 

( 3-5)

 
L’évolution du niveau « d’ouverture », ainsi calculée, avec le rapport de charge R  est donnée dans 
la Figure  3-6. Cette évolution est différente de celle proposée par l’ASTM qui néglige le 
phénomène de fermeture. Pour l’ASTM, le niveau d’ouverture  ouvK  est égal à minK  pour les 
rapports de charge positifs et il est nul quand le rapport de charge est négatif. On remarque que le 
niveau « d’ouverture » obtenu expérimentalement est négatif lorsque le rapport de charge devient 
inférieur à -0.5. Ainsi, une fraction du chargement de compression est efficace et contribue à la 
propagation de la fissure. 
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Figure  3-6. Evolution du niveau d’ouverture en fonction du rapport de charge (a) et de la contrainte 

minimale appliquée minyS  (b) 

 

3.1.4 Etude et modélisation de l’effet des phases de fermeture de la fissure. 
 
L’objectif de cette partie est de montrer comment l’effet des phases de fermeture sur 
l’émoussement plastique a été étudié par Eléments Finis. La première partie est consacrée à la 
présentation d’une étude réalisée par Eléments Finis qui a permis de mieux comprendre le rôle 
des phases de fermeture. La deuxième partie traite de la modélisation et de l’intégration de cet 
effet des phases de fermeture dans le modèle incrémental. Enfin la comparaison entre les 
prévisions du modèle et les résultats des essais présentée dans une troisième partie.  
 

3.1.4.1 Etude de l’effet des phases de fermeture par Eléments Finis 
 
L’objectif de cette étude est de comprendre comment les phases de fermeture influencent les 
variables internes du modèle. Dans sa configuration actuelle le modèle contient quatre variables 
internes, les dimensions et les positions des domaines d’élasticité cyclique et monotone. La 
position du domaine d’élasticité monotone est aussi le point de contact entre les faces de la 
fissure. La position de ce point de contact n’évolue, que lorsque la zone plastique monotone 
évolue, où lorsque la fissure se propage. Par ailleurs, le domaine d’élasticité cyclique est contraint 
de rester à l’intérieur du domaine d’élasticité monotone. Ces calculs ont pour but de tester si ces 
hypothèses restent valables lorsque des niveaux de compression importants sont appliqués. Les 
résultats présentés ici correspondent tantôt à des résultats obtenus avec la loi de comportement 
identifiée pour l’acier des roues, tantôt à des résultats obtenus avec un comportement élasto-
plastique parfait. 
 
Nous avons tracé les courbes d’émoussement plastique calculées par Eléments Finis pour une 
fissure de longueur 2a=20 mm dans un milieu semi-infini et pour divers niveaux de compression. 
On extrait à chaque incrément du calcul, les déplacements en pointe de fissure et on effectue la 
projection proposée au chapitre précédent. Lorsque les lèvres de la fissure entrent en contact, on 
n’effectue plus la projection des champs de déplacement, qui n’a plus de sens. On ne peut donc 
pas caractériser ainsi l’effet de la phase de fermeture sur l’émoussement plastique, puisque la 
fissure ne s’émousse pas lorsqu’elle est fermée. En revanche, on peut étudier ce que deviennent 
les courbes d’émoussement plastique à partir du moment où la fissure s’ouvre de nouveau. Ainsi 
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peut-on caractériser l’effet des phases de fermeture par leurs conséquences sur le comportement 
de la fissure lorsqu’elle est ouverte. 
 
Regardons d’abord l’influence du niveau de compression, défini ici par minyS , sur les courbes 
d’émoussement plastique à partir de la réouverture de la fissure. Dans la Figure  3-7 sont tracées 
les courbes d’émoussement obtenues après l’application d’une contrainte de compression minyS  
variant de 0 MPa à -400 MPa. Ces calculs ont été effectués en utilisant la loi de comportement 
identifiée pour l’acier à roue et comprenant, entre autres, trois écrouissages cinématiques non 
linéaires. Plus le niveau de compression atteint est élevé et plus l’amplitude de l’émoussement 
plastique lors de la phase de ré-ouverture d’un cycle est élevée (Figure  3-7). Comme dans notre 
modèle la vitesse de fissuration est directement proportionnelle à l’émoussement plastique, cela se 
traduira par une augmentation de la vitesse de fissuration. Ces résultats sont donc en accord avec 
ce qui est généralement trouvé dans la littérature sur le rôle néfaste des phases de fermeture sur la 
fissuration par fatigue. Par ailleurs, les courbes de la Figure  3-7 se déduisent les unes des autres 
par un simple décalage selon l’axe des IK . 
 

 
(a) 

 
(b) 

Figure  3-7. (a) Courbe d’émoussement plastique après une sous-charge à  minyS . (b) Tracé dans 

un diagramme IK ρ− . Les courbes se déduisent l’une de l’autre par un simple décalage vertical
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Nous avons ensuite étudié l’influence du niveau de compression minyS  appliqué, sur l’évolution 
des différentes variables internes du modèle incrémental. Pour cette étude qualitative, qui a servi à 
comprendre le rôle des phases de compression, un comportement élasto-plastique parfait a été 
utilisé pour le matériau, de manière à ne pas confondre les non-linéarités dues au comportement 
du matériau avec celles dues au changement de comportement de la fissure (transition entre la 
plasticité cyclique et la plasticité monotone, par exemple). Le comportement utilisé pour ces 
calculs est élastoplastique (E=200 GPa, ν=0.3, Ro=400 MPa) avec un écrouissage cinématique 
linéaire négligeable (H=1 MPa). 
 
Commençons par la position du point de contact, notée ici xmK . Dans la Figure  3-8 nous avons 
tracé les courbes d’émoussement pour deux cas de chargement. Le premier correspond à un cycle 
de charge-décharge sans fermeture ; l’éprouvette est rechargée dès que les lèvres de la fissure 
entrent en contact. Le point de contact initial est légèrement en compression. Le second cas de 
chargement atteint un niveau de compression de min 100yS MPa= − . La position, notée xmK , du 
point de contact des lèvres de la fissure reste la même dans les deux cas. La contrainte de 
compression minyS  n’a donc pas d’influence sur le seuil d’ouverture xmK . 
 

 
Figure  3-8. Courbe d’émoussement après une sous-charge de min 100yS MPa= − , comparaison 

avec un cycle sans fermeture. La position du point de contact entre les lèvres de la fissure, notée 

xmK , est indépendante du niveau de compression 

 
Ensuite, le facteur d’intensité des contraintes, noté ici mK , au-delà duquel la zone plastique 
monotone commence à s’étendre a été recherché en fonction du niveau de compression atteint 
(Figure  3-9). Les résultats tracés correspondent aux mêmes cas de chargement que pour la Figure 
 3-8, excepté que le facteur d’intensité des contraintes appliqué lors de la recharge dépasse la 
valeur précédente de maxK . Le seuil de plasticité pour la zone plastique monotone correspond à 
un changement de pente sur la courbe d’émoussement, ce qui permet de déterminer mK . On 
constate que la phase de compression n’a aucun effet sur la valeur de mK .  
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(a) 

 
(b) 

Figure  3-9. Courbes d’émoussement après une souscharge de min 100yS MPa= − , la position de la 

transition entre plasticité cyclique et plasticité monotone reste la même. (a) courbe complète. (b) 

détail, courbe d’émoussement depuis la ré-ouverture de la fissure dans un diagramme IK ρ−  

 
Ainsi, une phase de compression en dessous du point de fermeture de la fissure n’a aucun effet 
sur les variables internes associées à la zone plastique monotone de la fissure, à savoir  mφ  (la 
dimension du domaine d’élasticité) et xmφ  la position du point de contact. Il reste maintenant à 
étudier l’effet d’une phase de compression sur les variables associées à la zone plastique cyclique, 
sa dimension et sa taille. Encore une fois, pour faciliter la lecture, on travaille dans un diagramme 
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( Iρ K− ), on note la dimension du domaine d’élasticité 2 cK  et sa position xcK . Le comportement 
utilisé pour ces calculs est élastoplastique ( 200E GPa= , 0.3ν = , 0 400R MPa= ) avec un 
écrouissage cinématique linéaire négligeable ( 1H MPa= ). 
 
Le calcul reporté sur la Figure  3-10 permet de suivre l’évolution de la dimension du domaine 
d’élasticité cyclique après application d’une sous-charge à un niveau de compression 

min 240yS MPa= − . On constate que la dimension du domaine d’élasticité dans un diagramme 
( Iρ K− ) ne varie jamais, quel que soit le niveau de la sous charge.  
 

 
Figure  3-10. Courbe d’émoussement après souscharge on remarque que la dimension de la zone 

plastique cyclique ne change pas 
 
Finalement le seul paramètre qui varie lorsqu’on applique une sous-charge, c’est la position du 
domaine d’élasticité cyclique. La Figure  3-11 montre les courbes d’émoussement après 
application d’une contrainte de compression à différents niveaux. Les courbes d’émoussement 
évoluent significativement lorsque le niveau de compression augmente. Les niveaux de 
compression testés varient ici entre -40 MPa et -240 MPa. Comme pour l’acier à roue (Figure  3-7), 
toutes les courbes se déduisent les unes des autres par un simple décalage selon l’axe des IK . 
L’amplitude de l’émoussement plastique calculé lors de la phase de re-ouverture permet de 
calculer la position du centre du domaine d’élasticité cyclique. 
 



Chapitre III - Enrichissement du modèle  

Page 122 

-50

-40

-30

-20

-10

0

10

20

0 0,2 0,4 0,6 0,8
ρ (µm)

K
 (M

Pa
.ra

ci
ne

(m
))

Symin = -240 MPa
Symin = -200 MPa
Symin = -160 MPa
Symin = -120 MPa
Symin = -80 MPa
Symin = -40 MPa
Sans compression

Kxm

 
Figure  3-11. Evolution des courbes d’émoussement après application d’une souscharge à 

plusieurs nivaux de compression minyS  

 
Nous avons également réalisé ces calculs sur l’acier à roue (Figure  3-7), pour différentes valeurs 
du facteur d’intensité des contraintes maximal atteint lors de la première mise en charge et pour 
divers niveaux de compression. L’analyse du décalage selon l’axe de IK  des courbes 
d’émoussement plastique permet de tracer l’évolution du centre du domaine d’élasticité de la 
zone plastique cyclique noté xcK  en fonction du niveau de compression atteint. Les résultats 
obtenus sont tracés sur la Figure  3-12. On constate que cette évolution est quasi-linéaire, tant que 
le seuil de plasticité généralisée en compression de l’éprouvette n’est pas atteint. Ensuite xcK  
sature. Selon la valeur du facteur d’intensité des contraintes maximal appliqué lors de la mise en 
charge, ce niveau de saturation semble varier légèrement. Cependant, le seuil de fermeture de la 
fissure diminue lorsque maxK  augmente, puisque la fissure s’émousse. Le léger décalage observé 
entre les courbes correspond à la variation de la position du point de contact selon les niveaux de 

maxK  atteints.  
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Figure  3-12. Evolution de la position du centre du domaine d’élasticité cyclique, noté xcoK  , selon 

le niveau de compression atteint et selon la valeur de maxK  

 

3.1.4.2 Modélisation de l’effet des phases de fermeture. 
 
Pour modéliser l’effet des phases de fermeture, nous avons fait l’hypothèse que le domaine 
d’élasticité cyclique peut se déplacer en dessous du point de contact. Néanmoins la fissure ne 
peut pas s’émousser si les lèvres de la fissure sont en contact. Ainsi lors d’une phase de décharge 
(Figure  3-13) les comportements suivants se produisent. Le facteur d’intensité des contraintes 
appliqué est en vert, le domaine d’élasticité monotone en bleu et le domaine d’élasticité cyclique 
en rouge. Au début de la décharge (1 à 2) le comportement est élastique. Ensuite (2 à 3) une 
déformation plastique en retour se produit lors de la décharge jusqu’au point de contact entre les 
faces de la fissure. Le domaine d’élasticité cyclique se déplace alors en suivant le facteur 
d’intensité des contraintes appliqué. Ensuite (3 à 4) le domaine d’élasticité cyclique se déplace 
toujours, à l’intérieur du domaine d’élasticité monotone mais cette fois sans que de 
l’émoussement plastique se produise, puisque les lèvres de la fissure sont maintenant en contact. 
Enfin, au-delà du point 4, le domaine d’élasticité cyclique reste attaché à la frontière du domaine 
d’élasticité monotone. A partir du moment où la frontière inférieure est atteinte la position du 
domaine d’élasticité cyclique sature. Lors de la recharge, l’émoussement plastique ne se produira 
qu’à partir du moment où on aura franchi le plus haut des deux seuils, de contact et de plasticité 
cyclique.  
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Figure  3-13. Evolution schématique du domaine d’élasticité cyclique lors d’une décharge 

 
L’intégration de ce comportement dans le modèle est très simple, et ne nécessite l’identification 
d’aucun paramètre supplémentaire. A partir du moment où l’on se trouve en dessous du point de 
contact, l’émoussement plastique ne se produit plus, les variables internes ne varient plus, sauf la 
position du domaine d’élasticité cyclique et ceci de manière à ce que sa frontière inférieure suive 
le chargement appliqué (en φ ). 
 

 
Figure  3-14. Exemple de simulation à l’aide du modèle incremental de l’émoussement plastique 

d’une fissure de Griffith sous chargement d’amplitude constante ( 1R = − ) ou ( 0R = ) de 
longueur initiale 5mm et après 5mm de propagation 
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3.1.4.3 Confrontation des simulations et des essais. 
 
Les simulations des essais réalisés à divers rapport de charge ont été réalisées à l’aide du modèle 
incrémental et confrontées aux résultats expérimentaux dans la Figure  3-15. On constate qu’on 
obtient un excellent accord entre simulations et expériences et cela sans ajouter aucun paramètre 
supplémentaire dans le modèle.  
 

 
Figure  3-15. Courbes de Paris simulées pour differents rapports de charge en fonction de maxK , 

comparaison avec les résultats d’essais 
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3.2 Etude de l’effet de la biaxialité du chargement 

3.2.1 Problème 
 
Comme nous l’avons déjà évoqué à plusieurs reprises, le caractère biaxial du chargement dans la 
toile de roue nécessite la prise en compte de ce paramètre dans le modèle de propagation. La 
Figure  3-16a montre la composante de flexion des contraintes radiales et circonférentielles selon 
l’épaisseur de la toile pour une circulation à 120Km/h d’un wagon chargé à 60 tonnes. La Figure 
 3-16b montre, pour le même trajet et pour la composante de flexion, l’évolution de la contrainte 
circonférentielle en fonction de la contrainte radiale, la Figure  3-16c présente les même résultats 
mais pour la composante de traction-compression.  
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Figure  3-16. En (a) évolution des composantes de flexion des contraintes radiale et 

circonférentielle pendant une circulation à 120 Km/h d’un wagon chargé à 60 tonnes, la roue 
instrumentée est à l’avant du train (en attaque). Evolution des composantes circonférentielles en 

fonctions des composantes radiales. En (b) terme de flexion, en (c) terme de traction-
compression 
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En ce qui concerne la composante de flexion, le chargement est quasiment proportionnel. Ce 
n’est pas vrai pour le terme de traction-compression, puisque la composante circonférentielle est 
quasiment constante tandis que la composante radiale varie. Cependant, il s’agit ici d’une 
circulation en alignement pour laquelle le terme de flexion est minimal. Pour une circulation en 
courbe, un aiguillage, ou une entrée en gare, le terme de flexion domine largement. Pour 
simplifier la modélisation, on fera par la suite l’hypothèse que le chargement est quasiment 
proportionnel, même si cela n’est pas tout à faite exact. 
 

3.2.2 Biaxialité et fissuration par fatigue, étude blibliographique 

3.2.2.1 Définitions 
 
Dans le cas d’une fissure plane, traversante, de longueur 2.a , dans une plaque infinie, soumise à 
un chargement biaxial à l’infini ( ,x yS S ), la biaxialité λ  du chargement, est définie comme le ratio 

/x yλ S S=  de la contrainte à l’infini xS , agissant parallèlement au plan de la fissure et normale à 
son front, et de la contrainte à l’infini yS  agissant dans la direction normale au plan de la fissure. 
Ce terme λ  est le plus couramment employé dans la littérature pour caractériser la biaxialité du 
chargement appliqué à la fissure. 
 
On peut également employer la contrainte T  pour caractériser la biaxialité du chargement. La 
contrainte T  est le premier terme non-singulier du développement asymptotique des contraintes 
en mécanique élastique linéaire de la rupture. Ce terme intervient dans l’écriture de la contrainte 

( , )xxσ r θ  ( 3-6). Dans le cas particulier de la fissure de Griffith, T  est défini par = −x yT S S  

tandis que le facteur d’intensité des contraintes est lui défini par aSK yI π= . 
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( 3-6)

 
Comme nous travaillons dans le cadre de la mécanique élastique linéaire de la rupture, on définira 
la biaxialité du chargement par la contrainte T  plutôt que par le rapport λ . Bien que la 
contrainte T  soit en général faible devant xxσ  en pointe de fissure, on verra qu’elle joue un rôle 
non négligeable sur le comportement de la fissure, en particulier sur le développement de la zone 
plastique. Nous verrons dans les prochains paragraphes que la forme et la taille de la zone 
plastique, le chemin de propagation ainsi que la vitesse de propagation dépendent de ce terme 
non singulier. 
 

3.2.2.2 Influence de T sur la taille de la zone plastique 
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La Figure  3-17 montre d’une manière schématique le rôle de T  sur la forme et la taille de la zone 
plastique en déformations planes ainsi qu’en contraintes planes. Nous nous intéressons ici au cas 
des déformations planes. Dans ce cas, la zone plastique présente une forme d’ailes de papillons 
plus marquée quand la contrainte T  est négative. Une contrainte T  positive provoque un 
renversement de ces ailes vers l’arrière de la fissure. 
 

Figure  3-17. Influence de la contrainte T sur la taille de la zone plastique [Lee et al. 2005] 
 
Le rôle de la contrainte T  sur la plasticité peut se comprendre aisément en calculant la contrainte 
équivalente de Von Mises à l’aide du développement asymptotique des contraintes ( 3-7) incluant 
la contrainte T . En θ π= , l’expression analytique de la contrainte équivalente de Von Mises est 
très simple et permet de tirer quelques tendances. Cette expression montre que la dimension de la 
zone plastique dépend du rapport / IT K . En outre, plus r  est grand, c'est-à-dire plus la zone 
plastique est grande, et plus l’effet de ce rapport / IT K  est grand. Enfin, compte tenu de la 
forme de l’expression, la valeur de la contrainte équivalente passe par un minimum en fonction 
du rapport / IT K . En contraintes planes, ce minimum est en dehors des plages de variations 
usuelles du rapport / IT K , l’évolution de la dimension de la zone plastique avec le rapport 

/ IT K  est monotone. Mais ce n’est pas le cas en déformations planes, des évolutions non 
monotones de la dimension de la zone plastique avec / IT K  pourront être observées.  
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3.2.2.3 Influence de T sur le chemin de propagation 
 
Il a été démontré par plusieurs auteurs que la contrainte T  a une influence sur le trajet de 
fissuration par fatigue (Figure  3-18). Si l’on se place dans le cas particulier d’une fissure de 
Griffith, une contrainte T  positive correspond à une contrainte Sx supérieure à Sy. Dans une telle 
configuration la fissure devrait bifurquer. Plus généralement, il a été montré qu’une contrainte T  
négative stabilise le trajet de fissuration, c'est-à-dire qu’une petite perturbation du trajet de la 
fissure sera vite atténuée. Par contre, une contrainte T  positive accentue les déviations qui sont 
due aux obstacles microstructuraux et permettent à la fissure de bifurquer ([Cotterell et Rice 1980] 
ainsi que [Pook 1994]).  
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Figure  3-18. Shémas montrant l’influence de la contrainte T sur le trajet de fissuration [Lee et al. 

2005] 
 
Ce changement de direction de fissuration pour une contrainte T  positive a été également mis en 
évidence expérimentalement par plusieurs auteurs. [Leevers et Radon 1982] ont remarqué que le 
trajet de fissuration est plus plan pour une contrainte T  négative que pour une contrainte T  
nulle. Le chemin de la fissure est plus sinueux si le chargement devient équibiaxial ( T =0). 
[Truchon et al. 1981] ont mis en évidence le même phénomène pour une fissure dans une 
éprouvette cruciforme, les auteurs ont remarqué que, pour une contrainte T  positive, le plan de 
fissuration évolue de manière à ce que la fissure travaille en Mode I local.  
 

3.2.2.4 Influence de T sur la vitesse de propagation 
 
Les études concernant l’influence de la contrainte T  sur la cinétique de la fissure sont souvent 
contradictoires. Cela laisse penser que l’effet de T  sur la propagation dépend peut être d’une 
compétition entre divers effets, liés à la plasticité, au comportement du matériau, à l’épaisseur de 
l’éprouvette, à la rugosité ... Les tendances de la littérature montrent cependant que dans le cas 
général, la vitesse de propagation diminue quand la contrainte T  augmente. Ceci a été montré 
expérimentalement ou par calcul par plusieurs auteurs. Le Tableau  3-2 et le Tableau  3-3 sont une 
synthèse des articles traitants de l’effet de T . Dans certaines études ([Tanaka et al. 1979] et 
[Hoshide et al. 1981]) on trouve que l’effet de T  sur la propagation s’inverse pour un rapport de 
charge nul ( 0R = ).  
 
Dans la Figure  3-19, on montre un exemple de résultats d’essais réalisés à différentes valeurs de 
T . Ces essais ont été réalisés par [Miller et Brown 1989] pour un rapport de charge 1R = −  sur 
un acier inoxydable 316. Les auteurs ont remarqué que l’influence de T  sur la propagation est 
moins marquée pour les faibles niveaux de chargement Symax/Re<0.45 (Figure  3-19a). Un niveau 
de chargement plus élevé Symax/Re>0.45 implique une contrainte T  plus élevée, les différences 
entre les courbes de fissuration à différentes valeurs de T  sont alors plus marquées. Ce résultat 
indique en tout cas que lorsqu’on donne davantage de poids à l’effet de la plasticité, par rapport à 
un possible effet de rugosité, la différence entre les vitesses de fissuration par fatigue obtenue 
pour diverses valeurs de T  à même K∆  est plus élevée.  
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(a) (b) 
Figure  3-19. Courbes de propagation pour différents niveaux de biaxialité  et pour deux niveaux 

de maxyS  appliquée 

 
La compétition entre rapport de charge R  et contrainte T  sur le comportement de la fissure a 
été étudiée par [Fleck et Newman 1988]. L’évolution du CTOD a été déterminée par Eléments 
Finis, pour 2 types d’éprouvettes, en fonction du rapport de charge appliqué. La première 
éprouvette est une éprouvette CCT dans laquelle la contrainte T  est négative et la deuxième une 
éprouvette de flexion qui présente une contrainte T  positive au-delà d’une certaine longueur de 
fissure. Sur la Figure  3-20 est tracé le CTOD calculé par éléments finis et normalisé en fonction 
du rapport de charge appliqué. Les valeurs déterminées à la contrainte maximale et à la contrainte 
minimale du cycle de fatigue sont reportées. Pour les rapports de charge positifs, l’amplitude du 
CTOD calculée dans l’éprouvette de flexion (T >0) est égale à celle calculée dans l’éprouvette 
CCT ( T <0). Par contre, l’effet de la contrainte T  est inversé en ce qui concerne la valeur 
maximale du CTOD. Si la vitesse de propagation de la fissure dépend à la fois de l’amplitude du 
CTOD et de sa valeur maximale, des effets opposés de T  peuvent être observés selon les cas.  
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Figure  3-20. Ouverture des lèvres au niveau de la pointe de fissure en fonction de la contrainte 

T  et du rapport de charge R  en déformation plane [Fleck et Newman 1988] 
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Auteur Conditions d’essai R<0 R=0 R>0 Observations 
[Hoshide et al. 
1981] 

- Matériau : acier 0.11% carbone 
- Eprouvette cruciforme sans peignes 
épaisseur = 2mm et trou milieu de 0.6mm 

- R=-1 : da/dN augmente quand T 
diminue 

Ordre bizarre : 
da/dN(T=-Sy)> 
da/dN(T=0)> 
da/dN(T=-2Sy) 

 - Symax=0.617Re 
- < ∆ <10 30K pour R=0 et < ∆ <3 50K pour R=-1 
- 3 niveaux de T :-2 Sy, - Sy, 0. Pour T=0 fissure déviée de 10°, 
pour T=-2Sy fissure cruciforme (4 fissures) 

[Hutar et al. 
2004] 

- Matériau : acier à 0.65% carbone 
- Eprouvette CCT et CT  

  - R=0.1 : da/dN augmente 
quand T diminue 

- < ∆ <10 25K  
- Courbes de Paris identiques pour da/dN=f(∆Keff) 

[Kane 2005] - Matériau : acier 304 L  
- Fissures semi-elliptiques 
- Eprouvette parallélépipèdique pour T=-Sy 
et plaques circulaires pour T=-2Sy et T=0. -- 
Les niveaux de T sont donnés en surface 

 - da/dN en surface 
augmente quand T 
diminue  

 - < ∆ <5 20K  
- Il existe une fermeture due à la rugosité 
- Tous les niveaux de T testés sont négatifs : 

= − = − =2 ,  2  et 0y yT S T S T  

[Kitagawa et al. 
1985] 

- Matériau : acier de construction 0.1 % 
carbone 

  - R=0.1, 0.3 et 0.5 
- da/dN augmente quand T 
augmente 

- Effet significatif de T pour dSy =0.3Sy 

[Kitaoka et 
Mikuriya 1996] 

- Matériau : acier 0.86% carbone 
- Dispositif de flexion cisaillement 

- R=-1 : da/dN augmente quand T 
diminue 
 

   

[Kitagawa et 
Yuki 1979] 

- Matériau : acier de construction 0.1 % 
carbone 
- Eprouvette cruciforme sans peignes 
prélevée dans une tôle de soudage  
- Epaisseur 4.5 mm 

  - R=0.1 : da/dN augmente 
quand T diminue  

- < ∆ <5 30K  
- Différence négligeable en da/dN mais toujours dans le 
même ordre 
 

[Miller et 
Brown 1985] 

- Matériau : acier inoxydable austénitique 
AISI316 
- Eprouvette cruciforme 

- R=-1 : pour sigma faible (dSy =193) 
par rapport à Re pas d’influence. Pour 
sigma grand (dSy =386) par rapport à 
Re, da/dN augmente quand T diminue 

  - Re=395MPa sigma rupture=611  MPa 

[Pei et al. 1989] - Matériau : acier austénitique AISI 316 
- Eprouvette cruciforme avec peignes : 
épaisseur zone utile = 4 mm et trou milieu 
de 2 mm 

- R=-1 : da/dN augmente quand T 
diminue pour dSy=386 et 560MPa 

  - < ∆ <30 150K  pour d Sy =560 et 380 
- < ∆ <20 70K  pour d Sy =193 et 64 
- La différence entre da/dN devient négligeable quand ∆K est 
faible=64MPa 

[Tanaka et al. 
1979] 

- Matériau : acier 0.45% de carbone  
- Eprouvette cruciforme 

 - da/dN augmente 
quand T augmente 

 - < ∆ <10 25K  
- 4 niveaux de T=- Sy, T=0, T=-0.5 Sy et T=-2 Sy, faible écart 
sur da/dN pour T=0 et T=- Sy 

[Tong 2002] - Matériau : acier doux 
- Eprouvettes : CT, SENT et CN 
d’épaisseur 12 mm. Eprouvettes CCT 
épaisseur 3 et 6 mm  

  - R=0.1 :da/dN augmente 
quand T augmente 

- < ∆ <15 50K  
- L’écart entre les courbes de Paris est plus élevé vers la fin 
(les courbes ne sont pas parallèles) 

[Vecchio et al. 
1987] 

- Matériau : aluminium 2024 
- Eprouvette CCT et CT d’épaisseur 2.4 mm 

  - R=0.1 et 0.5 : da/dN 
augmente quand T diminue 

- < ∆ <30 60K  

[Youshy et al. 
1992] 

- Matériau : acier austénitique 316 
- Eprouvette cruciforme avec peignes : 
épaisseur zone utile=4mm et trou milieu de 
16 mm de diamètre 

- R=-1 : da/dN augmente quand T 
diminue pour dSy=380MPa mais pas 
de différence pour T=–Sy, -0.5Sy et 0 
- Ordre n’importe quoi pour 
dSy=560MPa  

  - < ∆ <50 130K  
- Tout les nivaux de T sont négatifs ou nuls : -2 Sy, -1.5 Sy, - Sy, 
-0.5 Sy et 0 
- da/dN est très élevé : commence à 10-3mm/cycle 
- Les courbes de Paris st pas linéaires en log-log 

Tableau  3-2. Influence de T  sur la vitesse de propagation obtenue expérimentalement 
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Auteur Condition de la simulation R<0 R=0 R>0 Observations 
[Fleck et 
Newman 1988] 

 - ∆CTOD (T<0) > ∆CTOD (T>0) - ∆CTOD (T<0) ~ 
∆CTOD(T>0) 

 - Calculs effectué pour le même K à ∆CTOD équivalent 

[Hamam et al. 
2005] 

- Seuil d’émoussement plastique supposé 
égal à KIth 

- KIth augmente quand T augmente  
da/dN augmente quand T diminue 

- KIth augmente 
quand T augmente 

 da/dN augmente 
quand T diminue 

- KIth augmente quand T 
augmente  da/dN 
augmente quand T diminue  

 

[Hoshide et al. 
1981] 

- Calcul de Kouv sur une éprouvette EF. Kouv 
déduit de la courbe contrainte déplacement 

- R=-1 : ∆Keff augmente quand T 
diminue 

- ∆Keff(T=-2Sy) < 
∆Keff(T=0) 
<∆Keff(T=-Sy)  

 - Pour R=-1 différence significative de ∆Keff avec T 
- Pour R=0 différence pas très nette 
- Même courbe de Paris en traçant da/dN avec COD ou 
∆Keff sauf pour le cas (T=-2Sy et R=0) ou la plasticité n’est 
plus confinée 

[Kane 2005] - Matériau : acier 316  - R=-1 et -0.5 : Kouv/Kmax augmente 
quand T augmente  da/dN 
augmente quand T diminue 

- Kouv/Kmax 
diminue quand T 
augmente (da/dN 
augmente quand T 
augmente) 

 - Quelque soit le chargement Kouv/Kmax diminue quand R 
diminue 
- L’effet de T sur Kouv/Kmax est faible en déformation plane 
- La transformation martensitique n’est pas modélisée par EF 
- Pas d’influence de T sur le facteur de forme 

[Roychowdhury 
et al. 2003] 

- Evolution de Kouv/Kmax avec a calculé par 
EF avec relâchement de noeud  

 - Contrainte plane 
Kouv/Kmax diminue 
quand T augmente 
 
- Déformation plane 
Kouv/Kmax diminue 
quand T augmente 
(T<0) 
 
- Déformation plane 
Kouv/Kmax augmente 
quand T augmente 
(T>0) 

 - Pour les faibles valeurs de K l’influence de T sur 
Kouv/Kmax est mieux marqué que pour k élevé 

Tableau  3-3. Influence de T  sur la vitesse de propagation obtenue par calcul EF 
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3.2.2.5 Evolution de la contrainte T dans quelques éprouvettes 
 
Il existe plusieurs méthodes pour calculer la contrainte T  en élasticité linéaire. Le rapport de 
[Fett 1998] fait une synthèse des différentes méthodes de calcul existantes. L’évolution de T  
dans les éprouvettes normalisées utilisées pour les essais de fissuration par fatigue peut être 
trouvée dans diverses publications ([Sherry et al. 1995] [Leevers et Radon 1982]). La Figure  3-21 
montre quelques évolutions de la contrainte T , normalisée par le chargement appliqué, en 
fonction de la longueur de la fissure adimensionnée par la largeur de l’éprouvette. Nous pouvons 
remarquer que la plage de variation de T  est assez large selon la géométrie de l’éprouvette, elle 
est négative pour la plupart des éprouvettes (CCT, DECT, SECT) mais peut être également 
positive, au-delà d’une certaine longueur de fissure, dans le cas d’éprouvettes travaillant en flexion 
(CT, 3PB). 
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Figure  3-21. Evolution de la contrainte T  en fonction de la longueur de la fissure pour quelques 

éprouvettes normalisées [Sherry et al. 1995] 
 

3.2.2.6 Modèles tenant compte de T 
 
Les modèles de fissuration par fatigue intégrant la contrainte T  sont assez rares. La plupart des 
modèles rencontrés dans la littérature sont empiriques ([Howard 1981] et [Youshi et al. 1992]), ils 
consistent à ajouter à la loi de Paris un préfacteur, qui est une fonction dépendant du niveau de 
biaxialité du chargement. Cette fonction est identifiée de manière empirique à partir de résultats 
d’essais réalisés à différents niveaux de biaxialité. Il existe également des modèles plus élaborés, 
tels que celui de [Ahmad et al. 1986] qui est une extension de la méthode des « Strip Yield » aux 
chargements biaxiés, ou celui de [Tomkins 1968] qui lie la vitesse de propagation à la taille de la 
zone plastique qui à son tour dépend de T .  
Enfin, nous présentons ici plus en détail le modèle de [Hutar et al. 2004] qui suppose que la 
vitesse de propagation est proportionnelle à la taille de la zone plastique en pointe de fissure. La 
loi propagation utilisée est celle de Paris : 
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( 3-8)

 
Le facteur d’intensité des contraintes effectif dépend du facteur d’intensité des contraintes réel 
appliqué et d’une fonction γ  dépendant de la taille de la zone plastique en pointe de fissure : 
 

γ=
effI IK K  ( 3-9)

 
La fonction γ  décrit l’évolution de la taille de la zone plastique en fonction de la contrainte T  et 
de la limite d’élasticité eR  du matériau. L’expression de γ  est une fonction monotone 
décroissante avec / eT R  croissant, elle a été déterminée de manière empirique afin de reproduire 
au mieux les résultats d’une campagne d’essais : 
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( 3-10)

 
Le modèle de propagation a été validé avec des essais de propagation réalisés sur éprouvettes CT 
et CCT pour un rapport de charge nul. Les essais montrent que la vitesse de propagation d’une 
CCT ( T <0) est supérieure à celle d’une CT ( T >0) pour le même facteur d’intensité des 
contraintes (Figure  3-22a). En traçant les résultats d’essai en fonction du facteur d’intensité des 
contraintes effectif proposé par l’auteur ([Hutar et al. 2004]), on obtient une courbe de Paris 
unique pour les différentes valeurs de T  (Figure  3-22b). La vitesse de propagation prédite avec 
ce modèle diminue quand T  augmente puisque la taille de la zone plastique augmente quand la 
contrainte T  diminue. 
 

 
(a) (b) 

Figure  3-22. Courbes de propagation sur éprouvettes CT et CCT. En (a) la vitesse de propagation 
est tracée en fonction de K∆  et en (b) en fonction de effectifK∆  [Hutar et al. 2004] 

 

3.2.3 Essais réalisés : tentatives, échecs et succès... 
 
L’objectif de cette partie du travail était de réaliser des essais de fissuration par fatigue en 
contrôlant la valeur de la contrainte T . Notre choix s’est porté sur des fissures longues 
traversantes 2D. En effet, les essais sur fissures semi-elliptiques ne permettent pas de caractériser 
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de manière claire le rôle de la contrainte T , car cette dernière varie le long du front de la fissure. 
Elle peut être négative en surface de l’éprouvette et devenir positive au point le plus profond. En 
outre, pour les fissures semi-elliptiques, une contrainte supplémentaire baptisée zT  agit selon la 
direction parallèle au front de la fissure. Ce terme non-singulier est également susceptible de 
modifier la vitesse de propagation. Nous discuterons des effets 3D et de cette contrainte zT  plus 
en détail dans le quatrième chapitre de ce rapport.  
 
Dans un premier temps, nous avons cherché à travailler en uniaxial, afin de pouvoir accéder à des 
fréquences d’essais élevées. Dans ce cas, il faut faire évoluer la géométrie de l’éprouvette pour 
faire varier le rapport / IT K .  
Nous avons pensé à une éprouvette CCT, à laquelle serait ajoutée deux « oreilles » afin de générer 
une contrainte de compression selon l’axe horizontal par effet d’anneau, et donc de générer une 
contrainte T  négative (Figure  3-23a). Après calcul par Eléments Finis, nous avons conclu que 
cette éprouvette se comporte finalement comme une CCT plus large [Jankovic 2004]. 
Nous avons étudié ensuite l’évolution de T  de l’éprouvette conique dite TCBS (Tapered 
Canteliver Beam Specimen) (voir Figure  3-23b). Cette éprouvette présente l’avantage d’avoir un 
facteur d’intensité des contraintes constant en fonction de la longueur de la fissure. Un essai de 
propagation avec cette éprouvette doit donc permettre d’étudier l’effet de la contrainte T  à 
facteur d’intensité des contraintes fixé, si la valeur de / IT K  varie avec l’avancée de la fissure. 
Malheureusement, les calculs Eléments Finis ont montrés que la valeur du rapport / IT K  ne 
varie pas de manière sensible lors de la propagation de la fissure dans cette éprouvette.  
 

   
 

(a) (b) (c) (d) 
Figure  3-23. Eprouvettes étudiées pour la validation de la contrainte T  

 
Nous nous sommes donc tournés vers des essais biaxiaux, qui ont l’avantage de permettre de 
contrôler le niveau de biaxialité, mais l’inconvénient de limiter la fréquence d’essai à environ 1Hz. 
Nous avons utilisé une éprouvette de géométrie cruciforme existante en ajoutant une fissure 
centrale dans la zone utile (Figure  3-23c). Comme les éprouvettes sont prélevées dans une roue 
de train, la dimension de l’éprouvette cruciforme était limitée. Le calcul des évolutions de T  et de 
KI  avec la longueur de la fissure a été réalisé par Eléments Finis par la méthode d’extrapolation 
des déplacements (voir annexe D). Les expressions obtenues ainsi que le plan de l’éprouvette 
utilisée sont fournis dans l’annexe A-3.  
Les essais de fissuration ont été réalisés sur la machine d’essai triaxiale du LMT baptisée 
ASTREE (Figure  3-24a). Cette machine électro-hydraulique asservie est constituée de 6 vérins 
installés selon trois directions orthogonales deux à deux. Les deux vérins verticaux montés 
respectivement sur le soubassement fixe et sur la traverse supérieure mobile ont une capacité de 
± 250kN et une course de ± 300 mm. Les quatre vérins horizontaux ont une capacité de 
± 100kN et une course de ± 300mm. La machine est équipée de deux armoires de commande 
électro-numérique. Chaque vérin est équipé de trois voies d’asservissement. En plus des 
possibilités de régulation classique en effort et en position ou déformation, chaque vérin peut être 
asservi en force ou en déplacement par rapport à son opposé (asservissement couplé).  
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(a) (b) 

Figure  3-24. Machine triaxiale Astree (a) et éprouvette biaxiale montée entre les verins 
horizontaux 

 
Nous avons utilisé les 4 vérins horizontaux de la machine pour réaliser les essais de fissuration 
(Figure  3-24b). Le suivi de la fissure a été effectué par imagerie à l’aide d’une caméra reliée à un 
PC de traitement. Trois essais ont été réalisés avec un rapport de charge nul. Pour le premier essai 
la contrainte T  maximale atteinte est = −max 146 T MPa , pour le deuxième =max 82 T MPa  et 
pour le troisième = −max 5 T MPa . Les deux premiers essais ont été réalisés sur une même 
éprouvette et le troisième sur une deuxième éprouvette.  
 

 
Figure  3-25. Propagation des fissures dans les éprouvettes cruciformes pour les 3 niveaux de 

maxT  testés 

 
Les vitesses de fissuration obtenues pour les trois niveaux de maxT  sont quasiment identiques 
(Figure  3-25 et Figure  3-26). Seule une accélération transitoire a été observée lors du changement 
de niveau de T  ( = −max 146 T MPa max 82 T MPa= ) sur la deuxième éprouvette. Mais il est 
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difficile de conclure car les vitesses de fissuration obtenues sont peu régulières. La comparaison 
de ces essais avec les résultats obtenus sur une éprouvette CCT (Figure  3-26) montre que la 
vitesse de propagation est deux fois plus faible dans les éprouvettes cruciformes par rapport à la 
vitesse relevée dans les éprouvettes CCT à même rapport de charge. En effet, l’épaisseur des 
CCT est de 5mm par contre celle des cruciformes est de 2 mm, ce qui fait que la condition de 
déformations planes n’est probablement pas respectée dans ces éprouvettes ! L’effet des 
conditions aux limites (contraintes déformations planes) a été largement étudié dans la littérature. 
Il se traduit bien par une vitesse de fissuration plus faible pour les éprouvettes minces que pour 
les éprouvettes épaisses. Cet effet est généralement attribué à un niveau de fermeture plus élevé 
en contrainte plane puisque la taille de la zone plastique est plus grande dans ce cas ([Bao et 
McEvily 1998] et [Fleck et Newman 1988]). 
 

 
Figure  3-26. Vitesse de propagation dans les éprouvettes cruciformes pour les 3 niveaux de maxT  

testés 
 
Lors du changement de la valeur de T  ( = −max 146 T MPa =max 82 T MPa ), appliqué au milieu 
du premier essai sur éprouvette cruciforme, une légère inclinaison du plan de propagation a été 
observée (Figure  3-27). Ce phénomène a déjà été mis en évidence par plusieurs auteurs lors 
d’essais de propagation réalisés sous contrainte T  positive. 
 

 
Figure  3-27. Infléchissement de la fissure observé lors du changement de niveau de biaxialité 

(T =-146  82 MPa) 
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Nous avons réalisé une dernière série d’essais sur des éprouvettes CT et CCT, de même épaisseur, 
afin de comparer la vitesse de propagation dans ces deux éprouvettes pour lesquelles les valeurs 
du rapport T/KI sont très différentes (Figure  3-21). La contrainte T  est négative dans une CCT 
et positive dans une CT. Le plan des éprouvettes ainsi que les expressions de K  et de T  en 
fonction de la longueur de la fissure sont donnés en annexe A. À noter que les éprouvettes CT ne 
permettent pas de tester les rapports de charge négatifs, compte tenu du montage de l’éprouvette. 
Nous avons réalisé 2 essais sur chaque type d’éprouvette pour deux rapports de charge différents. 
Le premier rapport de charge utilisé était R=0.01 et le second, R=0.4. Le suivi de la fissure a été 
réalisé par une caméra. Les résultats des essais sont tracés sur la Figure  3-28. On remarque que la 
vitesse de propagation des fissures dans les éprouvettes CCT est environ 1.5 fois plus grande que 
celle mesurée dans les éprouvettes CT. Ce résultat est en accord avec les résultats antérieurs 
trouvés dans la littérature ([Vecchio et al. 1987], [Hutar et al. 2004] et [Hutar et al. 2006]).  
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Figure  3-28. Comparaison des vitesses de propagation expérimentales des éprouvettes CT et 

CCT 
 
Ces essais restent à compléter par une campagne sur éprouvettes cruciformes dans lesquelles on 
pourrait contrôler au mieux les valeurs des rapports / IT K  testés. Cependant, la géométrie des 
roues, dans lesquelles sont prélevées les éprouvettes, ne facilite pas les choses. Il faudrait plutôt 
conduire une étude systématique sur un acier commercial livré sous forme de tôles fortes. 
En tout cas, cette étude montre que l’effet de la contrainte T  peut être mis en évidence dans le 
matériau de l’étude, et que son importance peut être comparable à celui de surcharges périodiques 
proches.  
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3.2.4 Etude par Eléments Finis de l’effet de la contrainte T 
 
L’étude bibliographique ainsi que les essais réalisés ont permis de montrer l’importance de la 
contrainte T  sur la vitesse de fissuration par fatigue. Il a donc été décidé d’étudier l’effet de la 
contrainte T  par la méthode des éléments finis, puis de modéliser et d’intégrer le rôle de T  au 
modèle incrémental. 
 

3.2.4.1 Effet de la longueur de la fissure sur T 
 
Il est admis que deux fissures de longueurs différentes se propagent à la même vitesse si elles sont 
soumises au même facteur d’intensité des contraintes K . Prenons par exemple deux éprouvettes 
de Griffith avec deux fissures de tailles différentes, une fissure longue de longueur 1a  et une 
fissure plus courte de longueur 2a .  
 

 
Figure  3-29. Fissures de Griffith de différentes longueurs 

 
Pour avoir le même facteur d’intensité des contraintes dans les deux cas, compte tenu de 
l’expression du facteur d’intensité des contraintes dans ce cas, la contrainte appliquée à la fissure 
courte se calcule comme suit : 
 

1
2 1 2 1

2

    si    a a ya ya
aK K S S
a

= =  
( 3-11)

 
La Figure  3-30 montre les courbes d’émoussement calculées par Eléments Finis pour un 
chargement uniaxial de deux éprouvettes fissurées, contenant deux fissures de tailles différentes 
mais soumises au même facteur d’intensité des contraintes. On remarque que pour un même 
facteur d’intensité des contraintes, l’émoussement plastique est plus élevé pour la fissure courte 
que pour la fissure longue. Ce résultat montre que la seule intensité IK  des termes au premier 
ordre des développements asymptotiques en pointe de fissure ne suffit pas à prévoir le 
comportement de la fissure. Il faut regarder comment évoluent les termes d’ordre supérieur, et le 
premier d’entre eux est la contrainte T . La différence entre les courbes d’émoussement 
s’explique par le fait que si IK  est bien le même dans les deux cas, en revanche la contrainte T  
n’est pas la même. En effet, avec cette géométrie, en chargement uniaxial, yT S= − , et yS  n’est 
pas le même dans les deux éprouvettes.  
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Figure  3-30. Evolution des courbes d’émoussement pour le même KI , pour un chargement 

uniaxial de deux éprouvettes contenant une fissure centrale de longueur 2a, où a=6mm ou 12 
mm. Pour ces calculs le même rafinement de maillage a été employé en pointe de fissure ainsi 
que la même méthode de dépouillement. Le comportement du matériau était élasto-plastique 

parfait : Re=100 MPa, E=200 GPa, ν=0.3 
 
Il est admis dans la littérature que les fissures mécaniquement courtes se propagent plus vite que 
les fissures longues pour le même facteur d’intensité des contraintes [Miller 1987]. Comme, dans 
notre modèle, la vitesse de fissuration est proportionnelle à l’émoussement plastique, les résultats 
présentés à la Figure  3-30 sont cohérents avec cet effet dit « de fissure courte ». Cet effet de 
fissure courte a été initialement associé au fait que le seuil de non-propagation des fissures 
mécaniquement courtes est inférieur à celui prévu par la mécanique linéaire élastique de la rupture 
[Kitagawa et Takahashi 1976]. Le diagramme de Kitagawa et Takahashi (Figure  3-31) illustre cela 
en traçant l’évolution de la contrainte seuil de non-propagation en fonction de la dimension de 
défauts créés artificiellement à la surface d’éprouvettes de fatigue. Lorsque la dimension des 
défauts est petite, la contrainte au-delà de laquelle les défauts se propagent est quasiment 
constante et tend vers la limite d’endurance du matériau. Au contraire, quand les fissures sont 
plus longues, cette contrainte décroît avec la longueur des fissures. Cela correspond au seuil de 
non-propagation des fissures de fatigue ( IseuilK ) qui est proportionnel à la racine de la dimension 
des défauts, ce qui explique la pente de -1/2 de cette partie décroissante dans un diagramme 
logarithmique. 
 

Iseuil
I y yseuil

KK YS a S
Y a

= ⇒ =  
( 3-12)

 
Le passage d’un régime à l’autre (endurance  non propagation de fissures longues) se fait de 
manière continue. Ce diagramme (Figure  3-31) illustre qu’une approche à 1 seul paramètre K , 
n’est pas suffisante lorsque la dimension des fissures diminue. 
 



Chapitre III - Enrichissement du modèle  

Page 142 

 
Figure  3-31. Evolution de la contrainte seuil de propagation en fonction de la longueur de fissure 

[Tanaka et al. 1981] 
 
Regardons maintenant comment la contrainte T  évolue avec la longueur de la fissure pour un 
chargement uniaxial. La Figure  3-32 montre l’évolution de la contrainte T  d’une fissure de 
Griffith soumise à un chargement uniaxial à même facteur d’intensité des contraintes et en 
fonction de la longueur de la fissure ( 3-13) : 
 

= ⇒
- =-    =y
KK S πa T πa T
πa

 
( 3-13)

 
La contrainte T  est négative et diminue rapidement en valeur absolue lorsque la longueur de la 
fissure augmente ( 3-13). Ainsi, le paramètre T , introduit pour tenir compte de la biaxialité du 
chargement évolue également en fonction de la longueur de la fissure.  
 

 
Figure  3-32. Evolution de la contrainte T  pour une fissure de Griffith en chargement uniaxial en 

fonction de la longueur de la fissure normalisée par la valeur de T  pour une longueur de a=30 
mm et pour un même facteur d’intensité des contraintes K  
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Si on souhaite maintenant avoir le même K  et le même T  pour les deux fissures étudiées ( 3-14), 
l’éprouvette contenant la fissure courte 2a  doit être chargée de manière biaxiale, par une 
contrainte de traction xS  agissant parallèlement au plan de la fissure (Figure  3-33).  
 

 
Figure  3-33. Fissures de Griffith de différentes longueurs soumises au même K et au même T 

 
Le chargement xS  de la petite fissure est calculé comme suit : 
 

2 1 2 1 1
1    si    1
2a a xa xa ya

aT T S S S
a

⎛ ⎞
= = + −⎜ ⎟

⎝ ⎠
 ( 3-14)

 
La Figure  3-34 montre les courbes d’émoussement obtenues maintenant par éléments finis pour 
deux fissures de tailles différentes soumises au même facteur d’intensité des contraintes K  et à la 
même contrainte T . On obtient bien cette fois-ci un comportement identique.  
 

 
Figure  3-34. Evolution des courbes d’émoussement pour le même KI  et le même T, pour deux 

éprouvettes contenant une fissure centrale de longueur 2a, où a=6mm ou 12 mm. Pour ces 
calculs le même rafinement de maillage a été employé en pointe de fissure ainsi que la même 

méthode de dépouillement. Le comportement du matériau était élasto-plastique parfait : Re=100 
MPa, E=200 GPa, ν=0.3 

 
Ainsi, cette étude a permis de montrer qu’une approche à un seul paramètre K  ne permet pas de 
caractériser complètement le comportement de la fissure (Figure  3-30). On a également montré 
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que deux paramètres T  et K sont suffisants pour modéliser le comportement d’une fissure et 
appliquer le principe de similitude (Figure  3-34) : deux fissures s’émoussent de la même manière 
si elles sont soumises au même facteur d’intensité des contraintes K  et à la même contrainte T . 
 

3.2.4.2 Sensibilité du seuil d’émoussement à T 
 
Nous allons étudier dans ce paragraphe l’influence de la contrainte T  sur le seuil d’émoussement 
plastique de la fissure. Cette sensibilité a été étudiée dans un premier temps en s’appuyant sur des 
calculs par Eléments Finis qui ont permis de tracer une surface seuil d’émoussement plastique 
dans un diagramme K T− . Une expression théorique de cette surface seuil a été ensuite écrite en 
appliquant un critère de plasticité comparable au critère de Von Mises mais pour la structure 
fissurée. 
 

3.2.4.2.1 Calculs Eléments Finis du seuil d’émoussement et de ses évolutions avec T 

 
Le modèle utilisé pour effectuer ces calculs est une plaque assimilable à un milieu infini contenant 
une fissure centrale de longueur 2 20a mm=  et chargée de manière biaxiale, seul un quart de 
l’éprouvette a été modélisé du fait des symétries du problème. Les calculs ont été effectués en 
déformations planes.  
 
Comme il a été montré auparavant que le comportement de la fissure était contrôlé par les deux 
paramètres IK  et T , diverses directions de chargement dans le plan ( IK T− ) ont été étudiées. 
Dans un premier temps seuls des chargements proportionnels ont été appliqués (Figure  3-35a). 
Pour chaque direction explorée, les contraintes « à l’infini » xS  et yS  ont été calculées en 
fonction de T  et de IK  à partir des relations ( 3-15). 
 

   et   I I
y x

K KS S T
a aπ π

= = +  
( 3-15)

 
Pour chaque cas, l’émoussement plastique a été calculé par éléments finis, puis tracé en fonction 
de la contrainte appliquée yS  (Figure  3-35b). Un seuil de plasticité conventionnel a été défini, 

seuilρ , qui nous a permis de déterminer le niveau de chargement au-delà duquel l’émoussement 
plastique est supposé devenir non négligeable.  
 

(a) (b) 
Figure  3-35. Direction de chargement dans le plan K T−  (a) et détermiation du seuil 
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d’émoussement plastique pour un chargement donné (b) 
 
La Figure  3-36 montre les seuils de plasticité calculés suivant les différentes directions de 
chargement. Nous constatons que ce seuil de plasticité est sensible au niveau de biaxialité T . Une 
valeur maximale de IseuilK  est obtenue pour une valeur de T  supérieure à zéro, puis lorsque T  
diminue, le seuil diminue également. Cette surface a été tracée pour plusieurs valeurs du critères 

seuilρ , l’allure des courbes obtenues est identique.  
On peut également faire l’hypothèse, cohérente avec les hypothèses de notre modèle, que la 
fissure ne se propage pas si l’émoussement plastique est nul. Dans ce cas on peut se donner le 
critère seuilρ  en fonction du seuil de non-propagation des fissures de fatigue seuilK déterminé 
expérimentalement pour une fissure longue ( T  proche de zéro). La courbe d’émoussement 
calculée pour 0T =  permet alors de déduire la valeur de seuilρ  de celle de seuilK  (Figure  3-35b). 
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Figure  3-36. Seuil d’émoussement plastique calculé par Eléments Finis, déterminé pour 3 

valeurs de  seuilρ  : 0.15, 0.2 et 0.25 µm 

 
Pour faciliter la lecture, nous avons tracé sur la Figure  3-37 le chargement appliqué à la fissure 
dans un diagramme K T− . Le quadrant positif du diagramme correspond à un chargement xS  
supérieur à yS  ce qui n’est jamais le cas dans les roues de train. Dans ce quadrant la fissure risque 
de bifurquer. Dans la toile des roues, les fissures sont soumises à des contraintes xS  de même 
signe que yS  mais plus faibles. On se trouve donc entre l’axe des ordonnées du diagramme 
K T−  et l’axe = 0xS .  
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Figure  3-37. Chargement de l’éprouvette dans le plan K-T 

 

3.2.4.2.2 Expression théorique de la surface seuil d’émoussement 

 
Dans cette partie, nous proposons une expression théorique de la surface seuil d’émoussement 
plastique. Cette expression est basée sur une extension du critère de Von-Mises à notre problème. 
On rappelle rapidement comment est établi le critère de Von Mises pour un élément de volume, 
avant d’appliquer la même démarche à la structure fissurée. 
 
Pour un élément de volume soumis à une déformation élastique, la densité d’énergie de 
déformation se calcule comme suit : 
 

1 ( . )
2

U Tr σ ε=  
( 3-16)

 
Sachant que la plasticité est insensible à la pression hydrostatique et se produit sans changement 
de volume, on introduit les déviateurs 'σ  et 'ε  de la contrainte et de la déformation : 
 

' '1 1( )      et     ( )
3 3

σ σ Tr σ I ε ε Tr ε I= − = −  
( 3-17)

 
En remplaçant les expressions de σ  et ε  de l’équation ( 3-17) dans l’équation ( 3-16) nous 
obtenons : 
 

[ ] [ ]' '1 .
2 3 3

Tr Tr
U Tr I I

σ ε
σ ε

⎡ ⎤ ⎡ ⎤
= + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥

⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

( 3-18)

 
Le développement de ( 3-18) permet de simplifier l’expression de la densité d’énergie de 
déformation élastique :  
 

[ ] [ ] [ ] [ ]' ' ' '

0 0

1 1 1 1. . . .
2 2 3 2 3 2 3 3

144424443 144424443

Tr Tr Tr Tr
U Tr Tr I Tr I Tr I I

ε σ σ ε
σ ε σ ε

= =

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 

( 3-19)

 
La densité d’énergie de déformation élastique s’exprime donc comme la somme d’une énergie 
élastique de changement de volume et d’une énergie élastique de cisaillement : 
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[ ] [ ]' '1 1. .
2 2

U Tr Tr Trσ ε σ ε⎡ ⎤= +⎣ ⎦  
( 3-20)

 
Le critère de Von Mises postule que le seuil de plasticité est atteint pour une énergie élastique de 
cisaillement donnée 0U . On identifie la valeur de 0U  en traction simple uniaxiale, ce qui permet 
d’en déduire l’expression du critère de Von Mises en fonction de la limite d’élasticité du matériau. 
Enfin, le matériau étant considéré comme isotrope on sait exprimer la déformation élastique de 
cisaillement en fonction de la contrainte de cisaillement et du module de cisaillement. 
 

' '1 .
2oU Tr σ ε⎡ ⎤= ⎣ ⎦  

( 3-21)

 
On applique cette même démarche à la zone qui entoure l’extrémité de la fissure. On suppose 
qu’une déformation élastique est appliquée à la structure fissurée, on peut donc employer les 
champs asymptotiques de la mécanique de la rupture ( 3-22). On se limite au premier ordre, et on 
tient compte de la contrainte T , l’expression asymptotique des champs de déplacements est 
alors : 
 

⎛ ⎞−⎛ ⎞= + + + + ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞+⎛ ⎞= − − − + ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

=

3
2 2

3
2 2
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2 2 2 2 8
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2 2 2 2 8
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K r θ κ θ T ru κ r θ O
µ π µ a

u

 

( 3-22)

 
Nous écrivons ensuite les expressions du champ de déplacement en coordonnées cylindriques :  
 

cos( ) sin( ) 0
sin( ) cos( ) 0

0 0 1

r x

θ y

z z

u θ θ u
u θ θ u
u u

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟= −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

( 3-23)

 
Le champ de déformation est ensuite calculé de la façon suivante : 
 

1 1 1
2 2

1 1 1 1 1
2 2

1 1 1
2 2

zr θ r θ r
rr rθ rz

zθ r θ r θ θ
θr θθ θz

z z zr θ
rz θz zz

uu u u u uε ε ε
r r r θ r z r

uu u u u u uε ε ε ε
r r θ r r r θ r θ z

u u uu uε ε ε
z r r θ z z

∂⎛ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= = + − = +⎜ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎜
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( 3-24)

 
Et le champ de contrainte s’en déduit par la loi de Hooke : 
 

. 2 .σ λTrε I µ ε= +  ( 3-25)
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On en déduit les déviateurs de la contrainte et de la déformation, ce qui permet de calculer 
l’énergie élastique de cisaillement totale dans un domaine circulaire de rayon d  autour de 
l’extrémité de la fissure (Figure  3-38) : 
 

' '

0

1 . . . .
2

r d π

r π

U Tr σ ε r dr dθ
= +

= −

⎡ ⎤= ⎣ ⎦∫ ∫  
( 3-26)

 

 
Figure  3-38. Domaine d’intégration de l’énergie élastique de cisaillement autour de la fissure 

 
On obtient après calculs l’expression suivante de l’énergie élastique de cisaillement : 
 

2 2 3 2 2 3(120 (1 ) 64 2 (1 9 10 ) 15 (7 9 16 ))
360

dU dπ T ν KT πd ν ν πK ν ν
πE

= + + − + + − +  
( 3-27)

 
Selon cette expression, les courbes d’iso-énergie élastique de cisaillement sont des ellipses dans un 
diagramme ( K T− ) (Figure  3-39). 
 

 
Figure  3-39. Iso énergie élastique de cisaillement dans un domaine de rayon d  autour de 

l’extrémité de la fissure pour une fissure chargée en mode I et soumise à une contrainte T  non 
nulle 

 
Pour identifier la valeur de l’énergie élastique de cisaillement au seuil de plasticité, on peut 
procéder de deux manières différentes. Comme les variables du problème sont K  et T , on peut 
soit déterminer le seuil de plasticité pour 0K = , soit pour 0T = .  
Commençons par la première approche. On suppose que l’énergie élastique de cisaillement au 
seuil de plasticité pour un point ( ,IK T ) quelconque seuil est égale à l’énergie élastique de 
cisaillement pour une direction de chargement ( 0,I eK T= ) lorsque la limite d’élasticité est atteinte. 
La direction ( 0,I eK T= ) correspond au cas d’une fissure chargée uniquement dans la direction 
parallèle à son plan (Figure  3-40). Dans ce cas, la fissure ne joue pas le rôle de concentrateur de 
contrainte et la plaque se comporte comme une éprouvette travaillant en traction simple. 
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Figure  3-40. Chargement de l’éprouvette dans le plan K-T 

 
Pour la configuration de la Figure  3-40, on peut écrire : 
 

= = =0   et   y xS K S T  ( 3-28)

 
Puisqu’on est en déformations planes, la limite d’élasticité est atteinte pour : 
 

21
e

eq e x e
Rσ R S T
ν ν

= ⇒ = = ±
− +

 
( 3-29)

 
Cette valeur de T  représente l’intersection de la surface seuil avec l’axe des abscisses (Figure 
 3-39). Pour le comportement de matériau introduit dans les calculs ( 100eR MPa= et 0.3ν = ) on 
trouve 112.5eT MPa= . Le critère de plasticité s’écrit donc comme suit : 
 

< ⇒
= ⇒

( , ) (0, )    élasticité
( , ) (0, )    seuil de plasticité

e

e

U K T U T
U K T U T

 
( 3-30)

 
En remplaçant ( , )U K T  par son expression ( 3-27) on en déduit l’expression du seuil de plasticité 
pour la structure fissurée : 
 

2 2 2 2 2

2 21.5 2

( 1) 8 2 (10 10 1) (16 16 7) 1
Re 8 Re15 Re

T ν ν KT ν ν K ν ν
πdπ d

− + − + − +
+ + =  

( 3-31)

 
Ce seuil dépend de la valeur choisie pour la dimension du domaine d’intégration d  (Figure  3-41a). 
En choisissant pour d, la dimension du domaine ( 1d mm= ) qui a été utilisée pour dépouiller les 
calculs par éléments finis et extraire les valeurs de l’émoussement plastique ρ , on peut 
directement comparer les résultats des calculs par éléments finis et la surface seuil proposée 
( 3-31). L’expression proposée pour la surface seuil reproduit fidèlement les résultats des calculs 
par EF (Figure  3-41b). Cette surface seuil d’émoussement plastique constitue un domaine 
d’élasticité pour la structure fissurée, si le chargement appliqué reste à l’intérieur de ce domaine, le 
comportement de la fissure reste élastique. Un chargement au-delà du seuil provoque un 
émoussement plastique des lèvres et donc une propagation de la fissure. 
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(a)  

 
(b) 

Figure  3-41. (a) Surface seuil de plasticité, (a) pour différentes valeurs du domaine d. (b) 
comparaison avec les résultats de calculs par éléments finis. Les points correspondent aux 

calculs EF et la courbe à l’expression proposée 
 
La surface calculée par éléments finis dépend du choix du critère seuilρ . Par ailleurs, la surface 
critère dépend de la dimension d  du domaine d’intégration. On a déjà vu qu’on peut choisir seuilρ  
en fonction du seuil de non propagation des fissures longues ( IthK ) avec l’hypothèse qu’à 
l’intérieur du domaine d’élasticité la fissure ne se propage pas. On peut alors calculer la dimension 
du domaine d  qui permet d’obtenir un bon accord entre la surface critère proposée et les 
résultats des calculs par éléments finis. Le point d’intersection de la surface seuil avec l’axe des 
ordonnées se calcule à partir de l’équation ( 3-31) :  
 

( )
= ⇒ =

− + −2

10      
1 2 2 1 8

I eT K R πd
ν ν

 
( 3-32)

 
eR  et IK  étant fixés on en déduit la valeur de d .  

 
Cette surface seuil d’émoussement plastique (ou de non-propagation) présente une ressemblance 
avec le FAD (Failure Assesment Diagram) tracé dans le plan K T− . Ce diagramme est utilisé en 
rupture fragile pour définir la nocivité d’un défaut dans certaines applications, il définit le seuil de 
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fissuration instable. Dans la Figure  3-42 nous présentons un exemple de FAD dans un 
diagramme K T− , le facteur d’intensité des contraintes ainsi que la contrainte T  ont été 
normalisés par rapport à leurs valeurs critiques.  
 

 

 
 

(a) (b) 
Figure  3-42. En (a), exemple du FAD traçé dans un diagramme K-T et en (b) quelques résulats 

expérimentaux du seuil [Ayatollahi et al. 2002] 
 
La surface seuil d’émoussement plastique proposée peut également être comparée au diagramme 
de Kitagawa. En effet, on peut choisir comme intersection avec l’axe des ordonnées le seuil de 
non-propagation des fissures longues, et comme intersection avec l’axe 0IK = , la valeur de eT  
calculée à partir de la limite d’endurance du matériau. Il est bien évident que la limité d’élasticité 
du matériau n’est pas égale à la limite d’endurance. On peut cependant parfois comparer la limite 
d’endurance du matériau à son seuil de micro-plasticité mesuré, par exemple, à l’aide de courbes 
d’auto-échauffement [Poncelet et al. 2006]. On verra plus loin ce qui est obtenu avec un modèle 
de comportement du matériau réaliste. L’hypothèse qui est faite ici a surtout pour but d’illustrer 
la relation entre la contrainte T  et l’effet de fissure mécaniquement courte. En tout cas, cette 
hypothèse permet de calculer la valeur de d, à partir des valeurs de IthK  et de Dσ  et de l’équation 
( 3-32) : 
 

( ) 2 221 2 2 1 8
0.145Ith Ith

D D

ν ν K Kd
π σ σ

− + − ⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= ≈⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 

( 3-33)

 
Par exemple, avec 100Dσ MPa=  et 8.3IthK MPa m=  (Figure  3-41a), on trouve une valeur de d  
égale à 1 mm. Une fois la valeur de d fixée, on peut tracer le critère dans un diagramme de 
Kitagawa. Pour cela, il suffit de calculer les couples de points ( ,yS a ) correspondant à chaque 
point ( ,K T ) du diagramme. Par exemple, pour une fissure de Griffith : 
 

21=-        et       I
y y I y

KT S S T K S πa a
π T

⎛ ⎞= − ⇒ = ⇒ = ⎜ ⎟−⎝ ⎠
 

( 3-34)

 
Avec ces hypothèses, le seuil de plasticité, calculé avec notre critère, peut être tracé dans un 
diagramme yS a−  (Figure  3-43a). La forme du critère est tout à fait comparable au modèle de 
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Kitagawa et produit une transition des fissures longues aux fissures mécaniquement courtes. La 
prise en compte de T  doit donc permettre de modéliser à la fois l’effet de chargements biaxiaux 
et l’effet de fissure mécaniquement courte. 
 

(a) (b) 
Figure  3-43. En (a), critère de plasticité proposé tracé pour une fissure de Griffith et un chargement 

uniaxial dans un diagramme de Kitagawa. En (b) diagramme de [Kitagawa et Takahashi 1976] 
 

3.2.4.2.3 Evolution de la surface seuil d’émoussement 

 
Nous avons donc trouvé que le seuil de plasticité pour la fissure dépend non seulement de IK  
mais aussi de T . La méthode de dépouillement des calculs par Eléments Finis permet de tracer le 
seuil de plasticité en fonction du chargement appliqué. Il est donc possible d’étudier, par éléments 
finis, l’évolution de cette surface seuil en fonction du chargement appliqué. La surface seuil peut 
changer de taille, de position et même se distordre. Il serait donc utile d’identifier les variables 
internes définissant la surface seuil et leur évolution au cours de la sollicitation. La Figure  3-44a, b 
et c montre les premiers calculs qui ont été réalisés pour suivre l’évolution de la surface seuil 
après quelques précharges simples. Pour établir ces surfaces, la démarche suivante a été employée. 
On simule par éléments finis la précharge, puis une décharge partielle. Puis on applique des 
chargements selon diverses directions du plan K T− . Pour chaque direction explorée on 
détermine à quel moment la variation de l’émoussement plastique dépasse seuilρ . En première 
approximation, on pourrait représenter l’effet de la précharge par un simple déplacement du 
domaine d’élasticité dans le diagramme K T− . Sur la Figure  3-44d nous avons tracé la surface 
seuil obtenue après une précharge complexe. La précharge a consisté à appliquer un chargement 
radial suivi d’un chargement tangent à la surface seuil initiale au moment où cette dernière est 
atteinte. La surface seuil obtenue semble se déplacer plutôt de manière orthogonale à la surface 
seuil initiale que selon le chargement appliqué. Tout ceci, laisse penser qu’on pourra sans doute 
associer un modèle de plasticité avec surface seuil et variables internes à ce problème. Cependant, 
une telle démarche demande beaucoup d’études complémentaires et n’a pas pu être mise en 
œuvre dans le cadre de cette thèse. En effet, il faudrait pour cela se donner un cadre 
thermodynamique, identifier la variable à associer à la contrainte T , sans oublier que nous avons 
deux surfaces seuils de plasticité à étudier, l’une cyclique et l’autre monotone.  
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Figure  3-44. Evolution de la surface seuil après prècharges 
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Nous avons donc choisi une solution plus simple qui consiste à déterminer l’évolution des 8 
paramètres matériaux de la loi d’émoussement établie au chapitre précédent en fonction du 
rapport /T K . 
 
Naturellement cette méthode limite l’application du modèle aux chargements proportionnels. En 
pratique, les composantes radiale et circonférentielle de la contrainte, relevées lors des essais in-
situ sur roue instrumentée, sont quasiment proportionnelles (Figure  3-16). Néanmoins lorsque la 
fissure se propage, le rapport /T K  évolue du fait de la variation du facteur d’intensité des 
contraintes avec la longueur de la fissure (Figure  3-45). Une évolution rapide du rapport /T K  
avec l’avancée de la fissure reviendrait à faire du chargement non proportionnel. Dans le cas ou 
l’évolution de /T K  est lente, la surface seuil a le temps de se restaurer au fur et à mesure de 
l’extension de la fissure. Or, comme dans la pratique l’évolution du rapport /T K  avec la 
longueur de la fissure est lente devant la vitesse de variation de ρ , l’erreur induite par l’hypothèse 
d’un chargement proportionnel doit rester faible.  
 
La Figure  3-45 montre ainsi l’évolution du rapport /T K  en fonction de la longueur de la fissure 
pour quelques éprouvettes normalisées. 
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Figure  3-45. Evolution du rapport T/K en fonction de la longueur de la fissure pour quelques 

éprouvettes normalisées 
 

3.2.5 Identification du modèle 
 
La démarche suivante a été suivie pour identifier l’effet de la contrainte T . Nous disposons d’une 
méthode pour identifier automatiquement les 8 paramètres de la loi d’émoussement plastique en 
s’appuyant sur les calculs par éléments finis (Chapitre II). La méthode a été appliquée pour divers 
rapport /T K . Comme nous avons choisi, pour le modèle, des équations dont on pouvait 
identifier les paramètres par la méthode des moindres carrés, nous avons un jeu unique de 
paramètres pour chaque rapport /T K . Il est donc possible d’interpoler les résultats obtenus. Sur 
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la Figure  3-46, nous avons tracé l’évolution des paramètres d’émoussement obtenus par Eléments 
Finis en fonction du rapport /T K . Nous avons choisi des polynômes du second degré pour 
interpoler les paramètres en fonction du /T K . Les rapports /T K  étudiés ont été pris entre des 
bornes, correspondant aux rapports /T K  que nous sommes susceptibles de rencontrer lors de 
campagnes d’essais (Figure  3-45) et pour une fissure semi-elliptique se propageant à la surface 
d’une roue. 
 

y = 0,0005x2 + 0,7951x + 38,551

y = -0,0506x2 + 0,3745x + 17,186

2

10

18

26

34

42

50

-8 -6 -4 -2 0 2 4
T/K

acf

am

y = 0,0011x2 - 0,0367x + 5,765

y = 0,0113x2 + 0,0285x + 4,4627

2,4

3,2

4

4,8

5,6

6,4

7,2

-8 -6 -4 -2 0 2 4
T/K

bcf

bm

 
(a) (b) 

y = -0,0003x2 + 0,0126x - 1,4542

-1,56

-1,53

-1,5

-1,47

-1,44

-1,41

-8 -6 -4 -2 0 2 4
T/K

axm

 

y = -1E-05x2 - 2E-05x - 0,001

-0,0014

-0,00125

-0,0011

-0,00095

-0,0008

-0,00065

-0,0005

-8 -6 -4 -2 0 2 4
T/K

pa

 
(c) (d) 

y = -5E-06x2 - 0,0019x - 0,0188

-0,025

-0,02

-0,015

-0,01

-0,005

0

-8 -6 -4 -2 0 2 4
T/K

ka
y = -5E-05x2 - 1E-04x + 0,0026

0,0E+00

8,0E-04

1,6E-03

2,4E-03

3,2E-03

4,0E-03

-8 -6 -4 -2 0 2 4
T/K

kb

(e) (f) 
Figure  3-46. Evolution des paramètres du modèle incrémental avec la direction de propagation /T K
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On peut noter que certains paramètres évoluent très significativement avec la contrainte T , 
tandis que d’autres varient très peu. Ainsi le paramètre ap , qui pilote l’évolution de la taille de la 
zone plastique monotone avec la longueur de la fissure, varie très peu avec le rapport /T K . De 
même, la contrainte T  ne joue pas beaucoup sur les paramètres ak  et bk  sui pilotent l’évolution 
du point de contact avec l’avancée de la fissure. En revanche le rapport /T K  joue beaucoup sur 
le paramètre xma  qui contrôle l’évolution du point de contact en fonction de l’émoussement 
plastique. 
 
Enfin, les paramètres ma  et mb  contrôlent l’évolution de la zone plastique monotone. On peut les 
utiliser pour recalculer, pour chaque valeur du rapport ( /T K ), la courbe d’émoussement 
plastique lors d’un chargement dans une direction du plan K T−  donnée (Figure  3-35) et utiliser 
un critère seuilρ  pour déterminer la valeur du seuil d’émoussement plastique : 
 

Ith m seuil mK a ρ b= +  ( 3-35)

 
On note (Figure  3-47) que l’allure de la surface seuil déterminée de cette manière en utilisant la loi 
de comportement de l’acier à roue, reste encore en bon accord avec l’expression théorique de la 
surface seuil proposée (§  3.2.4.2.2). Comme précédemment la dimension du domaine d’élasticité 
dépend du choix de seuilρ . Pour chaque seuilρ  choisi on en déduit une valeur de IthK . Pour se 
donner quelques ordres de grandeurs, si l’on se donne des valeurs de seuilρ  égales à 0, 0.05 et 0.15 
µm, les valeurs de IthK  correspondantes sont, respectivement, de 4.5, 8.9 et 11.8 MPa.m1/2. Si l’on 
se fixe une valeur de d égale à 1 mm, on peut alors calculer l’intersection de la surface théorique 
avec l’axe des T  et en déduire un ordre de grandeur de la « limite d’endurance » correspondant à 
chaque valeur choisie pour seuilρ  ( 3-33), soit ici, respectivement, 60, 107 et 142 MPa. On constate 
que les valeurs obtenues ici sont bien inférieures à la limite d’élasticité entrée dans la loi de 
comportement du matériau. Réciproquement si l’on se fixe la « limite d’endurance » à une valeur 
de 200 MPa, on trouve pour d, les valeurs suivantes, selon le choix de  seuilρ  : 74, 287 et 504 µm. 
 

 
Figure  3-47. Surface seuil d’émoussement plastique pour 3 nivaux du seuil  
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L’intégration numérique de l’effet de la biaxialité dans le modèle est très facile, il suffit d’entrer 
dans le modèle la dépendance des paramètres de la loi d’émoussement au rapport /T K  et de 
déterminer le rapport /T K  en fonction de la longueur de la fissure a  et du chargement appliqué.  
 

3.2.6 Confrontations essais/simulations 
 
Avant de présenter les confrontations entre les essais et les prédictions du modèle, nous allons 
montrer les directions de chargement, dans un diagramme K T− , pour les différents essais 
réalisés. Commençons par l’éprouvette cruciforme, nous rappelons que nous avons réalisé trois 
essais sur deux éprouvettes. Pour le premier essai la contrainte T  maximale atteinte est 

= −max 5 T MPa , pour le deuxième max 146 T MPa= −  et pour le troisième =max 82 T MPa . Le 
premier essais a été réalisé sur une première éprouvette et les deux autres sur une deuxième. La 
Figure  3-48 montre les directions de chargement de chaque éprouvette au début et à la fin de 
chaque essai. 
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Figure  3-48. Directions de propagation dans un diagramme K T− des essais réalisés avec des 

éprouvettes cruciformes 
 
La Figure  3-49 montre le trajet de chargement des deux éprouvettes CT et CCT dans un 
diagramme K T− . On remarque que le trajet de chargement varie très peu avec la longueur de la 
fissure.  
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Figure  3-49. Directions de propagation dans un diagramme K T− des essais réalisés avec des 

éprouvettes CT et CCT 
 
On peut voir dans la Figure  3-50 que la différence entre les trajets de chargement obtenus sur 
éprouvettes CCT et CT est plus marquée que pour les 3 essais réalisés avec l’éprouvette 
cruciforme. Les niveaux de T  et de K  atteints avec les CT et CCT sont plus élevés. Cela peut 
expliquer le fait que les vitesses de propagation obtenues lors des essais sur éprouvettes 
cruciformes sont très proches les unes des autres. En outre, dans le cas des éprouvettes 
cruciformes, les conditions de déformation plane ne sont pas respectées. 
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Figure  3-50. Directions de propagation dans un diagramme K T− des différents essais réalisés 
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La Figure  3-51 montre les comparaisons entre les résultats d’essais et les simulations obtenues 
avec le modèle incrémental. L’accord obtenu est assez satisfaisant. 
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Figure  3-51. Comparaison des vitesses de propagation expériementales sur éprouvettes CT et 

CCT 
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3.3 Bilan du  Chapitre 3   
 
 
- L’étude des phases de fermetures sur les diverses variables internes du modèle a montré que la 
compression modifie seulement la position de la zone plastique cyclique, mais pas la position du 
point de contact, ni la dimension des zones plastiques cycliques et monotones. Une équation 
d’évolution de la position de la zone plastique cyclique en dessous du point de contact a été 
proposée et intégrée au modèle incrémental. Cette partie du modèle n’a pas nécessité d’ajouter 
des paramètres supplémentaires. 
 
- Les prévisions du modèle ont été confrontées aux résultats d’essais de fissuration par fatigue à 
amplitude constante et à différents rapports de charge. Essais et simulations sont en bon accord. 
 
- L’étude de l’effet de chargements biaxés sur l’émoussement plastique a montré que deux 
fissures de longueurs différentes ont le même comportement si elle sont soumises à la fois au 
même facteur d’intensité des contraintes K  et à la même contrainte T . 
 
- En introduisant un offset d’émoussement seuilρ , on peut déterminer par éléments finis une 
surface seuil d’émoussement plastique dans un diagramme K T− . Cette surface constitue la 
frontière d’un domaine d’élasticité pour la structure fissurée. On trouve que le seuil de plasticité 

IthK  diminue lorsque la contrainte T  s’éloigne de zéro.  
 
- Une expression théorique du seuil de plasticité a été proposée, qui est une extension du critère 
de Von Mises aux champs asymptotiques de la mécanique élastique linéaire de la rupture. Ce 
critère en énergie élastique de cisaillement permet de tenir compte des chargements biaxés et de 
l’effet de fissure mécaniquement courte. Un bon accord est trouvé entre les résultats des calculs 
par éléments finis et la forme de la surface seuil théorique proposée. 
 
- La prise en compte de la contrainte T  dans le modèle a été effectuée de la manière suivante. 
Les paramètres du modèle ont été identifiés pour divers niveaux de biaxialité paramétrés par des 
rapports /T K  fixés pour chaque identification. La dépendance des paramètres du modèle au 
rapport /T K  a été représentée à l’aide de polynômes du second degré. Ces polynômes ont été 
implémentés dans le modèle incrémental de fissuration par fatigue. 
 
- Les essais de propagation réalisés sur éprouvettes CT et comparés aux essais réalisés sur 
éprouvettes CCT ont montrés que la vitesse de fissuration par fatigue diminue quand T  
augmente. Les prévisions du modèle incrémental ont permis de reproduire correctement ces 
essais. 
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Ce dernier chapitre traite de l’application du modèle incrémental à la propagation de fissures de 
fatigue semi-elliptiques dans une roue de train. La première partie est une courte discussion sur la 
représentation du chargement de la toile de roue. La seconde partie est une étude bibliographique 
succincte sur le champ de contrainte asymptotique pour une fissure semi-elliptique et sur 
quelques modèles de passage en 3D. Nous expliquons ensuite la méthodologie adoptée pour 
modéliser la propagation d’une fissure semi-elliptique. Afin de valider cette approche, des essais 
de propagation de fissures semi-elliptiques ont été réalisés sur des éprouvettes de flexion 4 points 
en premier lieu, la longueur de la fissure a été suivie en surface et en profondeur. Un essai sur 
roue à l’échelle 1 a été ensuite réalisé sur le banc d’essai de l’AEF afin de valider le passage 
éprouvette/structure. La dernière partie du chapitre est consacrée aux confrontations entre les 
prévisions du modèle et les résultats d’essais. 
 

4.1 Position du problème 
 
La Figure  4-1a montre l’évolution des contraintes radiales et circonférentielles des deux faces de 
la roue pour une circulation en alignement à 120 km/h. En négligeant les contraintes résiduelles 
dans la toile, le gradient des contraintes dans l’épaisseur est linéaire. Les gradients radial et 
circonférentiel peuvent donc être décomposés en un chargement de traction (moyenne) et un 
chargement de flexion pure (amplitude en surface). Cette décomposition est tracée dans la Figure 
 4-1b. 
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Figure  4-1. En (a) évolution des contraintes radiales et circonférentielles des deux faces externe et 
interne de la toile. En (b) évolution de la contrainte moyenne (traction) et de l’amplitude (flexion) 

suivant le rayon et la circonférence. Le train est chargé et sa vitesse est de 120 Km/h 
 
Pour réaliser un calcul de propagation sur une roue fissurée, il est nécessaire de connaître le 
facteur d’intensité des contraintes K  et la contrainte T  en tout point du front de la fissure semi-
elliptique. Des formules empiriques ont été élaborées à partir de résultats de calculs par Eléments 
Finis ([Newman et Raju 1981] et [Wang 2003]). Le nombre de calculs par Eléments Finis 
nécessaire est élevé, vu le grand nombre de combinaisons possibles (position de la fissure dans la 
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toile, distance au bord, forme de la fissure, chargement externe, etc…). Ce nombre de 
combinaisons complique les expressions de K  et T  recherchées, car il s’agit de fonctions à 4 
dimensions minimum. Nous avons choisi d’utiliser des expressions déjà existantes dans la 
littérature pour des géométries simples (Figure  4-2) ([Newman et Raju 1981] et [Wang 2003]). La 
simulation de la propagation dans la toile revient donc à simuler la propagation d’une fissure semi 
elliptique dans une éprouvette parallélépipédique de même épaisseur que la toile et soumise à des 
chargements de bi-traction et de bi-flexion alternés. 
 

 
Figure  4-2. Modèle géométrique utilisé pour simuler la propagation des fissures dans les toiles de 

roue 
 
Le chargement modélisé dans ce cas est une flexion cyclique. Des études concernant la 
propagation des fissures dans les essieux-axes ferroviaires révèlent une différence entre les 
vitesses de propagation dans ces deux cas de sollicitation [Beretta et al. 2006]. L’origine principale 
de ces différences est la suivante : dans les deux cas la contrainte dans la toile correspond à un 
gradient linéaire dont le plan moyen passe par l’axe x (Figure  4-3a). Pour un chargement cyclique 
appliqué sur une roue, la zone la plus sollicitée se trouve à l’aplomb de l’axe de la roue, c’est à dire 
l’axe x attaché à la fissure. Pour un chargement rotatif, les extrémités de la fissure passent par le 
point le plus chargé à chaque tour de l’essieu, la vitesse de propagation de la fissure est donc plus 
élevée. Cependant ces différences sont notables lorsque la dimension de la fissure est grande 
devant le diamètre de la roue. [Carpinteri et al. 2000] qui travaillait sur la propagation de fissures 
dans des tubes fissurés a montré par calcul que le rapport de forme de la fissure est presque 
identique en chargement rotatifs et cyclique (Figure  4-3b).  
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(a) (b) 

Figure  4-3. Evolution du rapport de forme d’une fissure semi-elliptique en flexion rotative et 
cyclique [Carpinteri et al. 2000] 

 
Dans notre cas, la taille de la fissure reste toujours très petite par rapport au diamètre de la roue. 
Ses extrémités sont donc chargées de la même manière en chargement rotatif ou en chargement 
cyclique. Néanmoins, en chargement rotatif, un cisaillement hors phase est appliqué à la fissure, 
tandis qu’en chargement cyclique ce cisaillement n’existe pas. Nous avons vu cependant que la 
contrainte de cisaillement restait faible par rapport aux contraintes radiales et circonférentielles. 
  

4.2 Bibliographie 
 

4.2.1 Champs asymptotiques pour une fissure semi-elliptique 
 
Soit un repère local attaché au front d’une fissure semi-elliptique (Figure  4-4). La direction 2 est 
perpendiculaire au plan de la fissure, la direction 3 est tangente au front et la direction 1 est 
perpendiculaire aux deux autres. 
 

 
Figure  4-4. Repère attaché au front d’une fissure semi-elliptique 

 
Le champ des contraintes autour d’une fissure semi-elliptique soumise à un chargement suivant la 
direction 2 s’écrit de la manière suivante : 
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( 4-1) 

 
E  étant le module d’Young et ν  le coefficient de Poisson du matériau. 
 
On voit donc apparaître en 3D une seconde contrainte non singulière suivant la direction 
tangente au front de la fissure (direction 3). Cette contrainte non singulière est nommée dans la 
littérature zT . On sait que zT  peut avoir un rôle sur le comportement de la fissure, par contre les 
études traitant du rôle de ce paramètre sont assez rares ([Guo 1999] et [Chang et Guo 1999]). 
Quand le chargement externe appliqué est uniaxial (suivant 2), zT dépend seulement des 
propriétés élastiques de la fissure. Dans le problème de la roue, la fissure est chargée en flexion 
biaxiale. Dans ce cas une autre composante externe s’ajoute dans la direction parallèle au plan de 
la fissure. Cette contrainte tend à augmenter le niveau de zT  notamment au point le plus profond 
du front. Nous ne tiendrons pas compte de ce paramètre dans le calcul de propagation 3D. Le 
modèle de propagation utilisé tient compte de deux paramètres seulement, le facteur d’intensité 
des contraintes K  et la direction de chargement /T K . Il est clair qu’il faudra, dans le futur, se 
préoccuper de l’effet de ce terme supplémentaire.  
 

4.2.2  Le passage 2D-3D 
 
Les démarches de passage présentées sont valables dans le cas des chargements cycliques ou 
statiques proportionnels ou non proportionnels. Il existe dans la littérature différentes manières 
de simuler la propagation de fissures semi-elliptiques. La première approche est celle dite à 2 
degrés de liberté (Figure  4-5a). Dans cette configuration la propagation se fait en deux points du 
front, le premier est situé en surface et le deuxième à l’endroit le plus profond. Une loi de 
propagation est appliquée dans ces deux points qui est une fonction du facteur d’intensité des 
contraintes local. Cette méthode donne des résultats corrects quand le chargement appliqué est 
simple, une contrainte uniforme ou variant linéairement selon l’épaisseur. Un gradient de 
contrainte complexe nécessite la réalisation du calcul de propagation sur plusieurs points du front 
pour tenir compte de l’évolution du FIC le long de la fissure (Figure  4-5b).  
  

 
Figure  4-5. Calcul de propagation d’une fissure semi-elliptique avec 2 degrés de liberté (a) et avec 

plusieurs (b) [Lin et Smith 1999a] 
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Quand il s’agit d’une fissure tridimensionnelle, les critères de propagation sont classés en deux 
approches distinctes : 
 

- Les critères locaux pour lesquels la vitesse de propagation en chaque point de la fissure 
est indépendante de son voisinage. 

- Les critères globaux pour lesquels une maximisation du taux de restitution d’énergie de 
toute la structure fissurée est considérée. 

 
Pour un critère local, le calcul de la vitesse de fissuration se fait d’une manière ponctuelle 
indépendante de son voisinage. L’inconvénient de cette méthode c’est qu’elle peut conduire, si on 
laisse la forme du front libre, à la formation de « pointes » sur le front de la fissure là où le facteur 
d’intensité des contraintes est maximal. Si l’on s’impose la forme du front de la fissure, cette 
méthode a l’avantage de permettre des calculs rapides. Nous présentons ici un exemple de calcul 
local réalisé par [Nykänen 1996]. La forme initiale de la fissure simulée est semi-elliptique. Le 
front de la fissure est discrétisé en éléments linéaires (Figure  4-6a) et la forme globale du front 
peut évoluer librement. La difficulté principale, lorsqu’on laisse libre la forme du front, réside 
dans le calcul du facteur d’intensité des contraintes. Il faut recalculer le facteur d’intensité des 
contraintes en chaque point après avoir calculé la nouvelle position du front de la fissure. Le 
facteur d’intensité des contraintes est calculé [Nykänen 1996] par la méthode d’avancée virtuelle 
de la fissure (ou méthode de perturbation) présentée dans l’annexe B de ce rapport. La direction 
de propagation du front en chaque élément est orthogonale à la frontière de l’élément et la vitesse 
de propagation est calculée directement avec une loi de Paris isotrope, c'est-à-dire que les 
coefficients sont identiques pour tous les points du front. Certains auteurs proposent d’utiliser 
des lois anisotropes, les observations expérimentales de [Raju et Newman 1979] montrent par 
exemple que le coefficient C  de la loi de Paris à utiliser en surface est égal à 0.9 fois celui à 
utiliser en profondeur. La vitesse de propagation à la frontière entre deux éléments se calcule 
comme la moyenne des vitesses de propagation calculées pour chacun. Un exemple d’évolution 
du front en traction cyclique est donné sur la Figure  4-6b. On remarque que malgré le 
développement libre du front, la fissure a gardé sa forme semi-elliptique initiale. Il est néanmoins 
probable que cela ne soit pas le cas pour une discrétisation plus fine du front de la fissure. 
 

  
(a) (b) 

Figure  4-6. (a) calcul de propagation d’une fissure 2D [Nykänen 1996] et (b) exemple d’une 
évolution de la fissure à côté d’un cordon de soudure 

  
Les modèles globaux s’appliquent à des problèmes élastiques et consistent à réaliser une 
maximisation du taux de restitution d’énergie potentielle de la structure fissurée en fonction des 
paramètres du problème. Cette maximisation permet de déterminer le trajet de propagation (ou 
l’angle de bifurcation de la fissure) ainsi que la distribution des vitesses de propagation le long du 
front. Ces modèles énergétiques peuvent être appliqués, par exemple, dans le cas d’une fissure 
semi-elliptique avec deux degrés de liberté. Dans ce cas la fissure est définie par deux paramètres 
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géométriques qui sont les dimensions de la fissure en surface a  et en profondeur b . [Wadier 
1981] suppose que l’énergie potentielle ne peut pas être considérée comme une fonction de 
l’extension d’aire A  de la surface car pour une aire donnée il existe une infinité de formes de 
fissure différentes. Cependant si on a deux paramètres a  et b , on peut calculer les dérivée 
partielles du taux de restitution de l’énergie potentielle par rapport à chacun des deux paramètres, 
puis chercher la combinaison assurant le gradient maximum : 
 

∂ ∂
= − = = − =

∂ ∂
     et      a b

W WG b ct G a ct
A A

 
( 4-2)

 
En outre, l’aire d’une fissure semi elliptique peut être écrite en fonction des deux paramètres 
géométriques par : 
 

= . .A π a b  ( 4-3)
 
Ce qui donne pour les taux de restitution d’énergie : 
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On applique ensuite la loi de Paris à chaque paramètre : 
 

= =.      et      .a bm m
a a b b

da dbC G C G
dN dN

 
( 4-5)

 
Les coefficients de la loi de Paris pour chaque direction doivent être déterminés par des essais de 
fissuration en 3D. En l’absence de résultats d’essai, on peut prendre les mêmes coefficients 
suivant les deux axes. On peut se donner une valeur de aC  inférieure à bC  en accord avec les 
observations de [Raju et Newman 1979] : 
 

= 0.9m
a bC C  ( 4-6)

 
Les critères énergétiques sont également utilisés pour une fissure définie par plus de deux 
paramètres. [Billardon et al. 1986] ont comparé la propagation expérimentale d’une fissure plane 
dans un axe soumis à une flexion 4 points à des calculs numériques. Les auteurs ont étudié 
différentes extensions virtuelles de la fissure parmi lesquelles, une propagation locale 
correspondant à l’extension d’un seul élément du front et une propagation globale correspondant 
à l’extension de tout le front de fissure. L’étude a montré que l’utilisation d’un critère local peut 
conduire à une propagation physiquement non admissible, localisée autour du point où le facteur 
d’intensité des contraintes est maximal. Un critère global est nécessaire pour calculer la 
distribution des vitesses de fissuration le long du front. 
 

4.3 Essais de validation 
 
Deux types d’essais ont été menés afin de valider le modèle 3D : des essais sur éprouvettes de 
flexion 4 points et des essais sur roue à l’échelle 1. 
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4.3.1 Essais sur éprouvettes 
 
Ces essais ont été effectués sur des éprouvettes de flexion 4 points contenant une entaille semi 
elliptique créée par électroérosion. La longueur totale de la fissure en surface 2a est de 1 mm. Le 
plan des éprouvettes est donné en annexe A-4. La machine d’essai est une SCHENCK ± 80KN, 
le montage de l’éprouvette entre les mors de la machine est présenté sur la Figure  4-7. Nous 
avons réalisé deux essais différents avec 4 éprouvettes (Tableau  4-1), le rapport de charge utilisé 
dans les essais était de = −1R . 
 

 
Figure  4-7. Montage de l’éprouvette entre les mors de la machine 

 
Le premier essai (N°1) a été réalisé sur une éprouvette d’épaisseur de 15mm avec une contrainte 
normale en surface de 230 MPa. Le deuxième (N°2) a été réalisé sur une éprouvette d’épaisseur 
de 5 mm et une contrainte normale en surface de 230 MPa. Ainsi la comparaison des deux essais 
permettra d’étudier l’effet du gradient pour une même contrainte nominale normale en surface.  
 

 
Etant donné la petite taille de la fissure et le manque d’espace, le suivi en surface a été effectué 
par réplique. La surface d’un film d’acétate de cellulose est fondue à l’aide d’acétone, puis le film 
est maintenu pressé (avec le doigt) sur la surface fissurée le temps que le polymère durcisse 
prenant ainsi l’empreinte de la surface. La Figure  4-8 montre un exemple de réplique observée au 
microscope optique, on peut voir l’entaille initiale ainsi que l’extension de la fissure des deux 
côtés. La taille de la fissure peut ainsi être mesurée par traitement d’image. 
 

Numéro d’essai 1 2 
Nombre d’éprouvette 2 2 

Epaisseur éprouvette t  (mm) 15  5  
Contrainte normale en surface (MPa) 230 230 

Rapport de charge R  -1 -1 
Tableau  4-1. Essais de fissurations réalisés 
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Figure  4-8. Réplique de la fissure observée au microsope optique 

 
La Figure  4-9 montre l’évolution de la longueur de fissure en surface en fonction du nombre de 
cycles. La vitesse de propagation dans l’éprouvette épaisse est plus élevée que celle mesurée dans 
l’éprouvette de faible épaisseur. La contrainte en surface est identique dans les deux cas, mais le 
gradient est plus faible dans l’éprouvette épaisse. 
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Figure  4-9. Evolution de la longueur de la fissure en fonction du nombre de cycle 

 
L’évolution du rapport de forme de la fissure a été suivie par marquage du front de la fissure 
(Figure  4-10a). La méthode de marquage employée, décrite par [Husset et al. 1980], consiste à 
introduire périodiquement des blocs de cycles avec un rapport de charge différent ( = 0R ) de 
celui de l’essai ( = −1R ). La taille des blocs à appliquer pour réaliser le marquage dépend de la 
vitesse de propagation de la fissure. A titre d’exemple, l’éprouvette épaisse a subi une succession 
de 50000 cycles à = −1R  suivie de 50000 cycles à = 0R . Ainsi la fissure ralentit voir s’arrête 
pendant les cycles de marquage ce qui permet de déterminer, à posteriori, par examen 
fractographique, l’évolution du rapport de forme. La Figure  4-10b montre un exemple de faciès 
de rupture obtenu après fissuration par fatigue avec marquages et rupture fragile de l’éprouvette ; 
pour cela, sa température a été abaissée en dessous de sa température de transition ductile-fragile 
en la maintenant dans l’azote liquide, puis l’éprouvette a été rompue en flexion simple. 
 
Nous avons réalisé deux essais pour chaque type d’éprouvette. Le premier essai, sans marquages, 
a servi à mesurer la vitesse de propagation de la fissure en surface. Le deuxième, avec marquage, a 
servi à reconstruire la forme du front pour chaque longueur de fissure. Nous avons ensuite 
reconstruit des courbes de propagation = ( )a f N  à partir des deux essais. 
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(a) (b) 
Figure  4-10. Succession des blocs de chargement afin de marquer le front (a) et exemple de faciès 

de rupture marqué pour l’éprouvette épaisse (essai N°1) 
 
La Figure  4-11 montre l’évolution du rapport de forme /b a  de la fissure en fonction de la 
longueur a  pour les deux types d’essai réalisés. Le rapport de forme initiale est égal à 1 puisqu’on 
part d’une entaille semi-circulaire. Ce rapport décroît ensuite en fonction de l’intensité du 
gradient appliqué. Le gradient est plus élevé dans l’éprouvette fine ( = 5e mm ) ce qui justifie un 
rapport de forme plus faible. Dans les deux cas la fissure arrête de se propager en profondeur 
quand elle atteint la fibre neutre, par contre la propagation continue en surface.  
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Figure  4-11. Evolution du rapport de forme de la fissure pour les différents essais réalisés 

 

4.3.2 Essais sur roue à l’échelle 1 
 
Nous avons réalisé également un essai de fatigue sur une roue de TGV contenant une entaille 
créée par électro-érosion. L’essai a été effectué sur le banc d’essai de l’Agence d’Essai Ferroviaire 
(AEF) et avait pour objectif de valider le passage éprouvette-structure. Nous avons effectué 
d’abord un calcul Eléments Finis afin de déterminer l’emplacement optimal de l’entaille dans la 
toile. Le chargement de la roue ne permet pas l’utilisation d’un modèle axisymétrique, un calcul 
complet 3D a du être effectué. Le maillage est donné sur la Figure  4-12a. La Figure  4-12b montre 
la cartographie de la contrainte radiale obtenue pour un chargement ponctuel parallèle à l’axe de 
la roue = ±150F KN , qui fait travailler celle-ci en flexion. Nous pouvons constater que le point 
le plus sollicité correspond au raccordement de la toile avec le moyeu, ce point est situé sur la 
face externe.  
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(a) (b) 

Figure  4-12. Maillage de la roue en (a) et résultat de calcul (contrainte radiale) pour un 
chargement transversal de rapport de charge R=-1 en (b) 

 
Une entaille semi-circulaire a été créée par électroérosion sur un rayon de 189 mm (au point le 
plus sollicité). La direction de l’entaille est orthoradiale et sa taille est de = 1a mm  (Figure  4-13). 
Nous avons réalisé deux entailles diamétralement opposées afin de pouvoir effectuer deux essais 
de propagation. 
 

 
Figure  4-13. Emplacement des entailles dans la roue 

 
La Figure  4-14a montre le montage de la roue sur le banc d’essai. Nous rappelons que le diamètre 
de la roue est de 920 mm et qu’elle pèse 337 kg. Il s’agit ici d’un banc à chargement non tournant, 
la roue étant encastrée sur un essieu et sollicitée en flexion par un vérin parallèle à son axe. Le 
point d’application du chargement est situé au niveau de la jante, le vérin applique un effort 
cyclique avec un rapport de charge = −1R . Le niveau de sollicitation appliqué pendant l’essai est 
de ±112KN . Le niveau de contrainte radiale correspondant à ce chargement est de ±250MPa . 
Ce niveau de contrainte a été mesuré grâce à une rosette collée sur la face opposée de l’entaille 
(face interne de la roue). 
 
Le banc dispose d’un deuxième vérin qui peut agir dans la direction perpendiculaire à l’axe de la 
roue. Ce vérin agit directement sur la table de roulement et sollicite la toile en compression 
répétée. Le niveau de contrainte résultant est relativement faible dans la toile. Par contre le 
pilotage simultané des deux axes conduit à un écroulement de la fréquence d’essai (1 Hz à la place 
de 10 Hz). Pour cette raison nous n’avons utilisé que le premier vérin. 
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(a) (b) 
Figure  4-14. Montage de la roue sur le banc en (a) et photo de la fissure après ressuage en (b) 

 
Le suivi de la fissure a été réalisé par ressuage. Cette technique consiste à appliquer un liquide 
pénétrant sur la surface de la roue. La surface est ensuite essuyée avec un chiffon et une poudre 
blanche (révélateur) est appliquée. Le pénétrant, présent dans la fissure, est absorbé par le 
révélateur ce qui permet de la mettre en évidence. La Figure  4-14b montre une photo prise après 
ressuage. Des photos similaires ont été prises par pas de 0.5 mm et la longueur de la fissure a été 
mesurée par traitement d’images. Sur la Figure  4-15 nous avons tracé l’évolution de la demi 
longueur de la fissure en surface a  en fonction du nombre de cycles appliqués. 
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Figure  4-15. Evolution de la longueur de la fissure dans la toile en fonction du nombre de cycles 
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4.4 Méthode de modélisation de la fissure semi elliptique  
 
L’algorithme de passage d’une fissure 2D traversante à une fissure 3D semi elliptique est tracé sur 
la Figure  4-16. A noter que les calculs ont été réalisés sur la moitié de la fissure pour des raisons 
de symétrie. 
 
Nous partons d’une fissure semi-elliptique de dimension 1a  et 1b  et de centre O  défini par 
rapport à un repère fixe. 
 
La première étape consiste à discrétiser le front de la fissure semi-elliptique de départ par n  
éléments rectilignes (Figure  4-16a). Chaque élément est défini par sa longueur iL  et par un nœud 
intermédiaire ic  situé au milieu du segment. Le maillage est régulier, en termes de longueur, c'est-
à-dire que tous les éléments du front ont la même longueur. Nous pouvons réaliser également un 
maillage régulier en termes d’angle, c’est-à-dire que les éléments suivent une distribution angulaire 
constante par rapport au centre de l’ellipse. 
 
La deuxième étape consiste à calculer le facteur d’intensité des contraintes iK  et la contrainte iT  
de chaque point de calcul ic . Le calcul de iK  et iT  est présenté dans l’annexe E. Nous avons 
utilisé l’expression proposée par [Newman et Raju 1981] pour le calcul de K  et celle de [Wang 
2003], mais adapté à l’éprouvette de bi-flexion, pour le calcul de T . 
  
Une fois iK  et iT  connus, nous réalisons un calcul de propagation local pour chaque élément 
avec le modèle incrémental. Nous obtenons ainsi les vitesses de variations d’aire par unité de 
longueur de front ida  pour chacun des éléments qui permettent de calculer la variation iA  locale 
de l’aire définie par =i i iA da L  (Figure  4-16b). 
 
Comme nous pouvons le constater sur la Figure  4-16c, le front de fissure obtenu à la fin du calcul 
de propagation est discontinu. L’objectif est de recalculer la forme du nouveau front qui permette 
de respecter la continuité. En premier lieu, on calcule la variation totale d’aire de la fissure comme 
suit : 
 

=∑
1

n

iA A  
( 4-7)

 
Cela permet d’écrire que la surface initiale de l’ellipse est égale à la surface avant propagation à 
laquelle s’ajoute l’extension de la fissure A  : 
 

= +2 2 1 1πa b πa b A  ( 4-8)

 
Ce qui donne : 
 

( )
( )

+
=

2
1 1 1

2
2 2

/
/

πa b a A
a

π b a
 

( 4-9)

 
Le rapport de forme initial de la fissure 1 1/b a  est connu. Le rapport de forme final est également 
supposé connu, on le détermine à partir de la configuration discontinue de la Figure  4-16c. On 
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peut ainsi calculer la demi-longueur 2a  de la fissure en surface à la fin de l’incrément à partir de 
l’équation ( 4-9). La profondeur 2b  est ensuite calculée connaissant 2a  et le rapport de forme final. 
 

Figure  4-16. Méthode de calcul de la propagation d’une fissure semi-elliptique 
 

4.5 Confrontation essais simulations 
 
Avant de comparer les résultats de simulation avec les essais, nous avons étudié la sensibilité des 
résultats de calcul au maillage de la fissure. La Figure  4-17a montre l’évolution de la longueur de 
fissure en surface a  simulée avec le modèle pour plusieurs discrétisations. Le calcul a été réalisé 
sur une éprouvette de taille finie soumise à une flexion pure. L’épaisseur de l’éprouvette t  est de 
15mm  et sa demi-largeur = 12.5w mm . La solution converge à partir d’un nombre d’éléments le 
long du front égal à 12. La même chose est observée pour l’évolution du rapport de forme avec la 
longueur de fissure (Figure  4-17b). Le temps de calcul pour une fissure semi-elliptique est donc 
égal à 12 fois celui pour une fissure 2D. 
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Figure  4-17. Sensibilité des résultats du calcul au nombre d’élement du maillage pour un 

chargement de flexion pure. En (a) évolution de la longueur de la fissure a  avec le nombre de 
cycle et en (b) évolution du rapport de forme avec a  

 
Nous avons vérifié ensuite la réponse du modèle pour un chargement de traction cyclique. La 
Figure  4-18 montre l’évolution du rapport de forme /b a  en fonction de la longueur de fissure a . 
On observe une stabilisation du rapport de forme à un niveau de 0.9 ce qui correspond aux 
observations expérimentales. Le rapport de forme /b a  de 0.9 est celui qui assure un facteur 
d’intensité des contraintes constant le long du front et donc une forme stationnaire du front lors 
de la propagation. La légère chute observée à la fin du calcul est due à l’effet de bord, puisque 
nous avons simulé une éprouvette de taille finie. 
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Figure  4-18. Evolution du rapport de forme expérimental et obtenu avec le modèle 

 
Les études concernant la propagation des fissures semi-elliptiques ont montré que l’évolution du 
rapport de forme est indépendante de la forme initiale de la fissure. [Lin et Smith 1999b] et [Lin 
et Smith 1999c] ont réalisé des simulations de propagation de fissures semi-elliptiques avec 
plusieurs rapports de forme de départ (Figure  4-19a). Les auteurs ont utilisé les expressions de 
[Newman et Raju 1981] pour calculer K  et le calcul de propagation a été effectué en 2 points 
(surface et profondeur). Les résultats des simulations ont été comparés avec les données 
expérimentales de [McFadyen et al. 1990] et [Putra et Schijve 1992] (voir Figure  4-19b). 
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(a) (b) 
Figure  4-19. Evolution du rapport de forme pour différents valeurs initales [Lin et Smith 1999b] 

 
Nous avons testé la réponse de notre modèle au rapport de forme initial de la fissure. La Figure 
 4-20 montre l’évolution de rapport de forme /b a  d’une fissure semi-elliptique en fonction de la 
longueur en surface. Le calcul a été réalisé sur une éprouvette de flexion de 15 mm d’épaisseur 
soumise à une flexion pure. La contrainte normale en surface est de 250 MPa et le rapport de 
charge appliqué est de -1. Nous avons effectués trois calculs avec trois rapport de forme /b a  de 
départ différents : 0.4, 0.8 et 1. Nous pouvons constater que les courbes se rejoignent assez 
rapidement quel que soit le rapport de forme initial. 
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Figure  4-20. Evolution du rapport de forme simulé selon le rapport de forme initial 
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La Figure  4-21 montre la comparaison des prévisions du modèle avec les résultats d’essais sur 
éprouvettes. Nous pouvons remarquer que le modèle reproduit correctement l’effet du gradient 
dans les deux types d’essai (éprouvettes fine et épaisse). La durée de vie simulée est assez 
satisfaisante compte tenu de la dispersion des résultats expérimentaux. 
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Figure  4-21. Comparaison essai/calcul 

 
La Figure  4-22 montre l’évolution du rapport du rapport de forme de la fissure pour les mêmes 
essais en fonction de la longueur de la fissure. Les résultats du modèle sont en accord avec les 
résultats expérimentaux. Le rapport de forme initial est égal à 1 puisqu’on part d’une fissure semi-
circulaire, il descend rapidement au début de la simulation, lorsque la fissure rejoint son facteur 
de forme d’équilibre. Puis le facteur de forme évolue plus lentement du fait du gradient de 
contrainte dans l’épaisseur. 
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Figure  4-22. Evolution du rapport de forme expérimental et obtenu avec le modèle 
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Nous avons simulé ensuite l’essai de propagation sur roue à l’échelle 1. Dans cette simulation 
nous avons considéré une plaque de largeur = 16w a  car la taille de la fissure est petite par 
rapport aux dimensions de la roue. La Figure  4-23 montre la confrontation entre la simulation et 
le résultat d’essai dans un diagramme = ( )a f N . L’accord essai-simulation est satisfaisant, la 
modélisation de la fissuration dans la roue par une plaque parallélépipédique est donc pertinente.  
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Figure  4-23. Evolution de la longueur de la fissure dans la roue en fonction du nombre de cycle 

 
La Figure  4-24 montre l’évolution simulée du rapport de forme avec la longueur de la fissure.  
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Figure  4-24. Evolution du rapport de forme obtenu avec le modèle 
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Nous avons réalisé ensuite un essai de propagation sur roue avec une séquence de chargement 
plus complexe (Figure  4-25). La séquence appliquée est constituée de 700 cycles (7 blocs) 
simulant des entrées-sorties de gare suivies de 49300 cycles à amplitude constante simulant une 
circulation en alignement. Les blocs des entrées-sorties de gares ont été inspirés des chargements 
mesurés en service commercial lors de la compagne menée par l’Agence d’Essai Ferroviaire. 
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Figure  4-25. Séquence de chargement à amplitude variable appliquée lors de l’essai sur roue 

 
La Figure  4-26 montre la confrontation entre la simulation réalisé avec le modèle et le résultat 
d’essai dans un diagramme = ( )a f N . Un écart de 10 % a été observé à la fin de l’essai entre le 
nombre de cycle simulé et mesuré. 
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Figure  4-26. Comparaison de la vitesse de propagation mesurée (cercles) et calculée avec le 

modèle 
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4.6 Bilan du  Chapitre 4   
 
 
- L’analyse des essais en ligne a montré que le chargement en service dans la toile de roue peut 
être assimilé à une bi-traction combinée à une bi-flexion.  
 
- Les essais et les simulations ont été réalisés pour un chargement cyclique sur la roue mais sans 
rotation de celle-ci.  
 
- La méthodologie de passage de la fissure 2D à la fissure 3D semi-elliptique est la suivante : le 
front de fissure est discrétisé en plusieurs éléments rectilignes. Les évolutions de K et T/K sont 
calculées en fonction du chargement pour chaque élément. Ensuite, nous calculons avec le 
modèle incrémental une extension de surface par unité de longueur pour chaque élément. Le 
front obtenu permet de calculer le rapport de forme pour la nouvelle géométrie de la fissure. 
Cependant un nouveau front est recalculé afin d’assurer sa continuité. 
 
- Le passage 2D-3D a été validé grâce à des essais de flexion 4 points réalisés pour deux 
épaisseurs d’éprouvettes différentes (5 mm et 15 mm). 
 
- Un essai de propagation a été réalisé sur roue à l’échelle 1 afin de valider le passage éprouvette-
structure. 
 
- La convergence du modèle en fonction du nombre d’éléments le long du front est assurée dès 
que le nombre d’éléments dépasse 12. Le temps de calcul pour une fissure semi-elliptique par 
rapport à une fissure 2D est donc multiplié par 12. 
 
- Le modèle permet de retrouver les phénomènes observés dans la littérature : rapport de forme 
de 0.9 en traction cyclique, indépendance de l’évolution du rapport de forme à la forme initiale 
de la fissure. La comparaison des prédictions du modèle aux résultats d’essais sur roue et sur 
éprouvette est satisfaisante. 
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Conclusions et perspectives 
 
 
 
 
 
Nous avons présenté à travers les différents chapitres de ce rapport l’élaboration d’un modèle 
incrémental de fissuration par fatigue. L’objectif fixé était d’appliquer ce modèle à la fissuration 
de roues de train et de l’adapter afin de pouvoir tenir compte de la forme semi-elliptique de la 
fissure et du chargement appliqué en service, notamment les phases de compression et la nature 
biaxiale du chargement. 
 
Le principe du modèle incrémental est simple, il est basé sur une approximation de la 
cinématique à l’extrémité de la fissure. Les champs élastique et plastique sont caractérisés par 
deux variables scalaires qui sont IK  le facteur d’intensité des contraintes et ρ  qui mesure 
l’émoussement plastique. Cette approximation permet d’effectuer un changement d’échelle 
depuis l’échelle locale, à laquelle sont effectuées les identifications, vers l’échelle globale, à laquelle 
sont effectuées les simulations de la propagation des fissures. L’intérêt de cette approche est de 
combiner les avantages des approches locale et globale, à savoir une description fine des effets 
liés au matériau et des temps de calcul réduits.  
 
Le modèle incrémental contient deux lois. Une loi de fissuration qui lie l’incrément d’extension 
de la fissure à l’incrément d’émoussement plastique à son extrémité, et une loi d’émoussement qui 
donne l’évolution de l’émoussement plastique en fonction du chargement appliqué. La mise en 
œuvre du modèle incrémental nécessite deux essais de base, un essai de comportement cyclique 
du matériau et un essai de fissuration par fatigue à amplitude constante. L’identification des 
paramètres de la loi d’émoussement se fait par Elément Finis, à l’aide d’un protocole automatisé. 
Cette méthode permet de tenir compte des particularités du comportement cyclique du matériau. 
La loi de fissuration contient un paramètre d’ajustement dont la valeur est fixée de manière à 
avoir un bon accord entre les prévisions du modèle et les résultats d’un essai de fissuration à 
amplitude de charge constante. Le modèle peut ensuite être employé pour simuler la fissuration 
par fatigue sous chargement d’amplitude variable. Les essais de validation ont montré que le 
modèle reproduit fidèlement les différents phénomènes observés en fissuration sous chargement 
à amplitude variable, parmi lesquels nous pouvons citer : le retard après une surcharge et 
l’interaction entre cycles dans le cas de chargement par blocs. 
 
Ensuite nous avons apporté des évolutions au modèle. Ces améliorations ont consisté à 
implémenter l’effet des phases de compression sous le point de fermeture de la fissure et l’effet 
des chargements biaxiés à travers la contrainte T. Le niveau de compression élevé dans la toile 
tend à raccourcir la durée de vie en fatigue. Les essais de propagation menés à différents rapports 
de charge ont permis de valider les prévisions du modèle. L’introduction de la contrainte T dans 
le modèle incrémental a été ensuite réalisée en identifiant les paramètres de la loi d’émoussement 
pour différents niveaux de biaxialité, puis en interpolant pour les niveaux intermédiaires. 
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L’interpolation a été possible parce que nous avons veillé à utiliser des équations d’évolutions 
dans la loi d’émoussement pour lesquelles il y avait unicité du jeu de paramètres. Les essais 
réalisés sur des éprouvettes CT et CCT ont permis de montrer l’importance de ce paramètre et de 
s’assurer que le modèle donnait des résultats satisfaisants. 
 
Enfin, le modèle a été appliqué au problème d’une fissure semi-elliptique soumise à un 
chargement combiné de bi-traction et de bi-flexion. Deux types d’essais ont été réalisés, des essais 
sur éprouvette de flexion 4 points et des essais sur roue à l’échelle 1. Les simulations réalisées 
avec le modèle ont montré que ce dernier reproduit fidèlement la durée de vie et le rapport de 
forme de la fissure. 
 
Les perspectives de ce travail sont nombreuses.  
 
Commençons par la validation expérimentale de l’approximation sur la cinématique. La 
corrélation d’images constitue un outil formidable pour valider cette approximation : elle fournit 
le champ de déplacement en tout point autour de la fissure. Aujourd’hui, on peut déjà déterminer 
expérimentalement, à l’aide cette méthode, une ténacité avec une précision de 0.2MPa m±  [Hild 
et Roux 2006] dans un matériau fragile. Il est prévu d’appliquer une démarche similaire pour 
étudier le comportement cyclique de fissures dans des matériaux élastoplastiques. 
 
Dans de nombreuses applications industrielles, les effets de couplage avec les phénomènes 
d’oxydation/corrosion jouent un rôle important. L’intégration de ces effets fait actuellement le 
sujet de la thèse de J.A. Ruiz qui se fait au LMT-Cachan en collaboration avec la Snecma. Le 
modèle incrémental, écrit sous la forme d’une vitesse de fissuration ( /da dt ), facilite l’écriture de 
tels couplages. 
 
À moyen terme, le modèle actuel pourra être enrichi afin de s’appliquer à la fissuration en modes 
mixtes [Pommier 2006]. Lorsque la fissure travaille en chargement proportionnel, elle tend 
généralement à s’orienter de manière à travailler en mode I. Cependant, lorsque les chargements 
sont non-proportionnels (traction-compression et cisaillement hors phase) la fissure peut 
travailler en mode mixte tout au long de sa propagation. Il existe un certain nombre de problèmes 
pratiques de structures réelles dans lesquels le chargement est typiquement non-proportionnel 
(contacts, pièces tournantes). L’extension aux modes mixtes serait donc bien utile. 
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A.1 Plan de prélèvement de éprouvettes dans la roue 
 

 
 

A.2 Eprouvette CCT 
 

 
 
Expression du facteur d’intensité des contraintes [NF A03-404 1991] : 
 

1
2

FYK
BW

=  pour 0F >  
( A-1) 
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0K =  pour 0F ≤  ( A-2) 

 
Avec : 
B : épaisseur de l’éprouvette 
W : Demi largeur de l’éprouvette 
F : force appliquée en N 
Y : facteur de forme défini par : 
 

1
2 2 4(0.707 0.007 0.007 )

cos
Y θ θ θ

θ
⎛ ⎞= − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

   et  
2

a
W
πθ =  

( A-3) 

 
Expression de calcul de la contrainte T [Sherry et al. 1995] : 
 

2 3 4

0.997 0.283 3.268 6.622 5.995y
a a a aT S
w w w w

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − + − + −⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 

( A-4) 

 
Avec : 

yS  : Contrainte appliquée en MPa  
 

A.3 Eprouvette cruciforme 
 

 
 
Les expressions de K et T ont été déterminées par EF par extrapolation des déplacements (voir 
annexe D). L’expression de K est la suivante : 
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. .y xK l P n P= −  ( A-5) 

 
Avec : 

4 25.0392.10 . ² 2.0586.10 . 0.11746l a a− −= − + +  
4 3 22.5037.10 . ² 8.788.10 . 2.54.10n a a− − −= − + +  

Px : chargement en MPa appliqué aux bras parallèles à la fissure 
Px : chargement en MPa appliqué aux bras perpendiculaires à la fissure 
 
Expression de T : 
 

2.1575 2.0832x yT P P= −  ( A-6) 

 

A.4 Eprouvette de flexion 4 points 
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L’expression de K utilisé dans les calculs de propagation est celle de [Newman et Raju 
1981], ’expression de T est celle de [Wang 2003]. Les expressions d’évolution de K et T sont 
présentées dans l’annexe E chapitre du manuscrit. 
 

A.5 Eprouvette CT 
 

 
 
Expression du facteur d’intensité des contraintes [NF A03-404 1991] : 
 

1
2

FYK
BW

=  pour 0F >  
( A-7) 

 
Avec : 
B : épaisseur de l’éprouvette 
W : largeur de l’éprouvette, distance entre le bord de l’éprouvette et le centre des trous 
F : force appliquée en N 
Y : facteur de forme défini par : 
 

( ) ( )
( )

2 3 4

1.5

0.886 4.64 13.32 14.72 5.6
2

1
Y

θ θ θ θ
θ

θ

+ − + −
= +

−
   et  a

W
θ =  

( A-8) 
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Expression de calcul de la contrainte T [Sherry et al. 1995] : 
 

2

1.996 10.169 10.546y
a aT S
w w

⎛ ⎞⎛ ⎞= − + +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 

( A-9) 

 
Avec : 
- yS  : la contrainte appliqué en MPa donnée par : 
 

.y
FS

W B
=  

( A-10
) 

 

A.6 Eprouvette de comportement 
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Annexe B :  Méthodes de calcul de K 
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Un grand nombre de problèmes trouvent leurs solutions sous la forme d’expressions analytiques 
obtenues de façon exacte ou approchée. Ces expressions sont pour beaucoup regroupés dans le 
Handbook des facteurs d’intensité des contraintes de [Murakami et al 1987]. Quand il s’agit de 
configurations dont les solutions ne sont pas connues, il existe différentes méthodes permettant 
de calculer K. 
 

B.1 Utilisation des solutions existantes (Principe de superposition) 
 
Le principe de superposition peut être utilisé pour le calcul de K car il s’agit de problème où 
l’élasticité linéaire domine. L’expression de K d’une fissure soumise à un chargement donné est 
décomposée en une somme de configuration de chargements dont la solution est connue. Voici 
deux exemples du principe de superposition : 
 

 
Figure  B-1. Exemple du principe de superposition 

 
Dans le premier cas, il s’agit de déterminer le facteur d’intensité des contraintes du chargement (a). 
On peut écrire : 
 

( ) ( ) ( ) ( )a b c dK K K K+ = =  ( B-1) 

 
Donc : 
 

( ) ( ) ( ) 0a d bK K K a aσ π σ π= − = − =  ( B-2)

 
Pour la deuxième configuration l’expression de K du chargement (e) s’écrit : 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )e f g h f g eK K K K K K K= + − = + −  ( B-3)

 
Donc : 
 

( ) ( ) ( )2 e f g
PK K K a

a
σ π

π
= + = +  

( B-4)
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B.2 Déduire K à partir du taux de relaxation de l’énergie G 
 
L’inconvénient de cette méthode c’est qu’elle ne permet pas de séparer les modes I et II. La 
relation entre G et K est donnée par : 
 

2 2 2

2
2 2 2

1 1+( )+                 (en contraintes planes)
E

1 1+( )          (en déformations planes)
E

I II III

I II III

G K K K
E

G K K K
E

ν

ν ν

= +

−
= + +

 

( B-5)

 
G caractérise le taux de restitution d’énergie par avancée de fissure, c’est l’énergie disponible pour 
faire propager la fissure. Elle est définie par : 
 

extWG
a

δ
δ

=  
( B-6)

 
Le calcul de G peut se faire numériquement ou expérimentalement. 
 

B.2.1 Détermination numérique de G par avancée réelle de la fissure 
 
Cette méthode nécessite l’utilisation d’un code de calcul prédisposé à calculer l’énergie élastique. 
La démarche de calcul consiste à effectuer 3 calculs EF de la structure fissurée avec 3 longueurs 
de fissures différentes. La fissure est soumise à un chargement imposé et un maillage fin en 
pointe de fissure est nécessaire. La finesse du maillage doit être similaire dans les trois calculs, 
sinon on introduit des erreurs numériques. 
 

 
Figure  B-2. Calculs EF effectués pour la détermination de G par avancée réelle de la fissure 

 
On récupère pour chacun des trois calculs l’énergie élastique de déformation des éléments 
concernés et on détermine G pour les deux avancées de fissure (r1 et r2) : 
 

( 1) 1
II I

r
W WG

r
−

=   et  ( 2) 2
III I

r
W WG

r
−

=  
( B-7)

 
La valeur de G de la fissure initiale est ensuite déduite par extrapolation de la courbe vers r=0. 
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B.2.2 Détermination numérique de G par avancée virtuelle de la fissure 
(méthode de perturbation) 

 
Cette méthode consiste à calculer la variation d’énergie après déplacement de la pointe de la 
fissure d’une valeur aδ . On définit un contour 0Γ à l’intérieur duquel les éléments seront 

translatés, le vecteur de perturbation aδ  est de l’ordre de 210−  à 310−  fois la dimension de la 
première maille en pointe. On peut démontrer que le taux de restitution d’énergie G peut être 
déterminé avec la relation suivante : 
 

=K u F  donc δ= −
1
2

tG u Ku  
( B-8)

 
Avec Kδ  la modification de la matrice de raideur calculée sur les éléments perturbés et  u  le 
vecteur des déplacements nodaux initial avant la perturbation. Une seule résolution par EF est 
nécessaire car u  correspond aux déplacements initialement calculés. Il ne faut pas oublier de 
multiplier G par 2 dans le cas où on effectue un calcul sur la demi structure. 
 

 
Figure  B-3. Maillage autour de la pointe de la fissure avec la méthode de perturbation 

 

B.2.3 Détermination expérimentale de G 
 
Cette méthode consiste à déduire G de la variation de la complaisance C de la structure fissurée 
sollicitée en mode I. La complaisance qui est l’inverse de la raideur est définie par ∆ = .C F . 
 

 
Figure  B-4. Maillage autour de la pointe de la fissure avec la méthode de perturbation 

 
Le taux de restitution d’énergie G à effort imposé est donné par : 
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∂
=

∂

2

2
F CG

A
 

( B-9)

 
A  étant l’extension de surface de la fissure définie par = ∆.A e , avec e l’épaisseur de l’éprouvette. 
Ainsi nous déterminons G pour plusieurs avancées de la fissure ∆ . La valeur de G de la fissure 
initiale est ensuite déduite par extrapolation de la courbe vers ∆ = 0 . A noter que la 
détermination expérimentale de G peut se faire également à déplacement imposé. 
 

B.3 Méthode faisant appel à l’intégrale J  
 
Cette méthode est similaire à celle de la détermination de K à partir du taux de restitution 
d’énergie potentielle G. En élasticité linéaire, on montre que J=G. Dans ce cas on peut utiliser les 
mêmes méthodes de détermination de G qui permettent de déduire K. 
 

B.4 Fonctions poids 
 
Cette méthode est une conséquence du principe de superposition, le facteur d’intensité des 
contraintes d’une fissure soumise à une distribution de forces appliquées (Figure  B-5a) est égale à 
la somme des facteurs d’intensité des contraintes connu ( )IK x  d’une fissure soumise à une force 
unitaire située à une distance x  de la pointe de la fissure. La fonction ( )IK x s’appelle fonction 
poids, pour une fissure dans une plaque semi-infinie (Figure  B-5b) cette fonction est définie par : 
 

π

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= − − + − +⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

2 2 4 6 8

( )
2 1 0.2945 0.3912 0.7685 0.9942 0.5094I x

b b b b bK
a a a a aa

 
( B-10)

 
Ainsi pour une fissure soumise à un gradient de contrainte, On déduit la distribution de force 
ponctuelle correspondante, ce qui permet de calculer k par : 
 

= ∫ ( ) ( )I IK F x K x dx  ( B-11)

 

 

 

 
(a) (b) 

Figure  B-5. Détermination de K par les fonctions poids 
 
L’inconvénient de cette méthode c’est qu’elle ne tient pas des concentrations de contraintes dues 
aux effets de bord puisque le champ de contrainte utilisé est celui du milieu non fissuré. La 
fissure est supposée noyée dans un milieu infini. 
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B.5 Extrapolation des déplacements 
 
Cette méthode de calcul permet de déterminer K à partir de l’expression du champ de 
déplacement des lèvres de la fissure. Le champ de déplacements numérique est calculé par 
éléments finis en élasticité. . Le champ de déplacement peut être déterminé aussi 
expérimentalement comme par corrélation d’image. L’évolution de K est ensuite tracée en 
fonction de la distance de la pointe de la fissure r à partir des expressions analytiques du champ 
de déplacement : 
 

( ) ( )
1 2 2( )

2 2 1
I

y I y
K rU K r U

rθ π θ π
κ πµ

µ π κ= =
+⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
( B-12) 

 

Avec : 3
1

νκ
ν
−

=
+

 en contraintes planes et 3 4κ ν= −  en déformation plane 

 

 
Figure  B-6. Evolution de K avec la distance à la pointe de la fissure déterminée par l’extrapolation des 

déplacements 
 
Cette méthode de calcul présente l’avantage de pouvoir séparer les 3 modes de fissuration 
 

B.6 Extrapolation des contraintes 
 
Le facteur d’intensité des contraintes est déterminé à partir de l’expression du champ de 
contrainte de Westergaard devant la fissure θ =( 0)  : 
 

( ) ( 0)
3cos (1 sin sin )    2

2 2 22
I

yy I r yy
K K r

r θ
θ θ θσ σ π

π == + ⇒ =  
( B-13) 

 
Le champ des contraintes devant las fissure est calculé par Eléments Finis ou expérimentalement 
(photo-élasticimétrie par exemple). Le facteur d’intensité des contrainte est ensuite déduit à partir 
de l’expression de Westergaard ce qui permet de calculer IK  par passage à la limite r 0 : 
 

 
Figure  B-7. Evolution de K avec la distance à la pointe de la fissure déterminée par l’extrapolation des 

contraintes 
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C.1 Equations à implanter pour la zone plastique monotone : 
 
1- Evolution de ρ  : 
 
Supposons qu’on passe d’un point 1 à un point 2 
 

= +

= +

1 1

2 2

m m

m m

K a ρ b

K a ρ b
 

( C-1)

 
Ce qui donne pour dρ  : 
 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− −
= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2

2 1
2 1

m m

m m

K b K bdρ ρ ρ
a a

 
( C-2)

 
En exprimant 1K  et 2K  en fonction de φ  : 
 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+
− −⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎜ ⎟ ⎜ ⎟= − +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2

2 1

m m

m m

φ dφ φ
b b

A Aρ ρ
a a

 

( C-3)

 
2- Evolution de xmφ  avec ρ  : 
 
Pour l’évolution de xmφ  on suit le même raisonnement. Les équations d’évolution du point de 
contact sont données en xmK  :  
 

= +
= + +

1 1

2 1( )
xm xm xm

xm xm xm

K a ρ b
K a ρ dρ b

 
( C-4)

 
Ce qui donne en xmφ  : 
 

( )
( )

= +

= + +

22
1 1

22
2 1( )

xm xm xm

xm xm xm

φ A a ρ b

φ A a ρ dρ b
 

( C-5)

 
En remplaçant 1xmφ  par sa valeur dans 2xmφ  on obtient : 
 

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

2

12
2

xm
xm xm

φ
φ A a dρ

A
 

( C-6)

 
2- Evolution de mφ  avec ρ  : 
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La taille de la zone plastique monotone mφ  est déduite tout simplement à partir de xmφ . A la fin 
du chargement on peut écrire : 
 

= + = −2 2 2 2 2 2    donc    m xm m xmφ φ φ φ φ φ  ( C-7)

 
2- Evolution de mφ  avec a  : 
 
Cette équation est actualisée à la fin de l’incrément, une fois l’avancée da  de la fissure déduite par 
la loi de fissuration. Supposons que la fissure passe d’une première configuration ( 1a , 1mφ ) à une 
deuxième ( 2a , 2mφ ), l’équation d’évolution de mφ  avec a  donne : 
 

=

=

1

2

1

2

a

a

p a
m b

p a
m b

φ p e

φ p e
 

( C-8)

 
En faisant le rapport des deux équations, on obtient : 
 

−= 2 1( )
2 1

ap a a
m mφ φ e  ( C-9)

 
2- Evolution de xmφ  avec a  : 
 
Pour passer de la configuration 1 à la configuration 2 après avancée, l’équation d’évolution de 

xmφ  avec a  donne : 
 

= −
−

= −
−

1 1

2 2

. .
1

. .
2

. . .

. . .

a a

a a

a k a p b
xm b

a a

a k a p b
xm b

a a

kφ GC e p e
k p

kφ GC e p e
k p

 

( C-10)

 
Si on remplace le paramètre GC  de la première équation dans la deuxième, on obtient : 
 

−⎛ ⎞
= + −⎜ ⎟− −⎝ ⎠

1 2 1 2. . . .
2 1 . . . . . .a a a aa p a k a k a pb b

xm xm b b
a a a a

k kφ φ p e e e p e
k p k p

 
( C-11)

 
Ce qui donne : 
 

( )= + − =
−

.
2 1 1 2. . .      avec     ak da b

xm xm m pos m pos pos
a a

kφ φ φ c e φ c c
k p

 
( C-12)

 

C.2 Equations à implanter pour la zone plastique cyclique : 
 
1- Evolution de ρ  : 
 
D’après l’expression d’évolution de ρ  pendant la phase de fermeture cyclique, pour passer d’une 
configuration initiale (1) à une configuration finale (2) on écrit : 
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− = − +

− = − +

0 1 0 1

0 2 0 2

cf cf

cf cf

K K a ρ ρ b

K K a ρ ρ b
 

( C-13)

 
Ce qui donne pour dρ  
 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − − −
= − = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 2

0 1 0 2
2 1

cf cf

cf cf

K K b K K b
dρ ρ ρ

a a
 

( C-14)

 
En remplaçant 0K  par sa valeur donnée en fonction de cfφ  et cfb  et en exprimant 1K  et 2K  en 
fonction de 1φ  et 2φ , on obtient : 
 

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= − − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2 2

1 2
2 12 2 2

1
2 2

cf cf cf cf

cf cf cf

φ b φ bφ φ
ρ ρ

a A b A A b A
 

( C-15)

 
Le même calcul a été effectué pendant la phase d’ouverture cyclique, l’évolution de ρ  obtenue 
est : 
 

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎢ ⎥= − − − − − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

2 2

1 2
2 12 2 2

1
2 2
cf cfco co

cf cf cf

b bφ φφ φρ ρ
a A A b A A b

 
( C-16)

 
2- Evolution de cφ  : 
 
La taille de la zone plastique cyclique en fermeture cfφ  n’évolue pas pendant la décharge, par 
contre la taille de la zone plastique cyclique en ouverture coφ  évolue. A la fin de la décharge 
cyclique ( 2φ ), la taille de la zone plastique en ouverture est actualisé d’après l’équation : 
 

⎛ ⎞
= +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
22

2
cf

co

A b φ
φ bcf

A
 

( C-17)

 
La même démarche est effectuée à la fin de la phase d’ouverture cyclique ( 2φ ), la taille de la zone 
plastique cyclique de fermeture est actualisée à partir de l’équation : 
 

⎛ ⎞
= −⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠

2
22

2
cf

cf

A b φ
φ bcf

A
 

( C-18)

 
3- Evolution de xcφ  : 
 
Puisque la taille de la zone plastique d’ouverture n’évolue pas pendant la phase d’ouverture et 
pareille pour la zone plastique de fermeture. Les positions de la zone plastique cyclique évolue 
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comme l’incrément de chargement appliqué dφ . Ce qui donne pendant la phase de fermeture 
cyclique : 
 

= +2 1xcf xcfφ φ dφ  ( C-19)

 
Et pendant la phase d’ouverture cyclique : 
 

= +2 1xco xcoφ φ dφ  ( C-20)
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D.1 Dimensionnement de l’éprouvette cruciforme 
 
La géométrie de l’éprouvette cruciforme est donnée sur la Figure  D-1a. Un modèle 3D a été 
utilisé car l’évidement circulaire central ne permet pas une modélisation 2D (Figure  D-1b). Les 
trois plans de symétrie (suivant x, y et z) ont permis de modéliser le 1/8 de l’éprouvette.  
 

  
(a) (b) 

Figure  D-1. Géométrie de l'éprouvette et maillage réalisé 
 
Le maillage a été réalisé par des éléments tétraédriques, ces éléments ont 4 nœuds et 1 point 
d’intégration. Le maillage a été raffiné en pointe de fissure afin de mieux décrire le champ de 

contrainte suivant l’axe x qui est en 1
r

, la taille d'élément près de la pointe est de 0.05 mm, et la 

taille de la zone où le maillage a été raffiné correspond à la zone où le développement limité du 

champ de contrainte est valable ( 0.1r
a
≤ ). La loi de comportement utilisée est élastique avec un 

module d’Young E = 190 000 MPa et un coefficient de poisson ν =0.3.  
 
Les évolutions du facteur d’intensité des contraintes K et de la contrainte T ont été calculées par 
la méthode d’extrapolation des déplacements. Les champs de déplacement des lèvres d’une 
fissure sont donnés par : 
 

( )

( )

θ κ θ κ θ
µ π µ

θ κ θ κ θ
µ π µ

⎛ ⎞−⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= + + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎝ ⎠
⎛ ⎞+⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎜ ⎟= − − − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎝ ⎠

3
22I

x

3
22I

y

K r 1 T rU cos sin 1 r cos O
2 2 2 2 8 a

K r 1 T rU sin cos 3 r sin O
2 2 2 2 8 a

 

Avec : π=I yK S a  et = −x yT S S   

Figure  D-2. Champs de déplacement des lèvres d'une fissure de Griffith 
  
Ces expressions sont valables quelle que soit la géométrie de la fissure, seules les évolutions du 
facteur d’intensité des contraintes et de la contrainte T changent avec la géométrie. 
 
T et K ont été calculés par les relations suivantes : 
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( )
( )( ) ( )

( ) ( )

81
8 1

1 2 2
2 2 1

x θ π x θ π

I
y θ π I y θ π

T µU κ r T U
µ κ r

K r κ πU K µ U
µ π r κ

= =

= =

= − + ⇒ = −
+

+⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ⇒ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟+⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 

 
 

( D-1) 

 

Avec : µ
ν

=
+
E

2(1 )
 et  νκ

ν
−

=
+

3
1

 en contrainte plane et κ ν= −3 4  en déformation plane. 

 
Les valeurs de K et de T ont été calculées dans 2 configurations (Figure  D-3) : la première 
correspond à un chargement uniaxial suivant y de 1 MPa et l'autre à un chargement biaxial (1Mpa 
suivant y et compression de -1Mpa suivant x). Le troisième cas de chargement a été déduit des 
deux autres par le principe de superposition qui sera validé plus loin dans ce rapport (Figure  D-8). 
Le choix d’un chargement Px négatif ou nul permet d’éviter le contact entre les lèvres de la 
fissure. 
 

 

 
 
 
- 

 

 
 
 
= 

 
Figure  D-3. Principe de superposition 

 
Le champ de déplacement des lèvres nous permet de déduire l’évolution de K en fonction de la 
distance r de la pointe (Equation ( D-1)). Voici un exemple de cette évolution : 
 

0

0,05

0,1

0,15

0,2

0,25

0,3

0,35

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

a (mm)

K
1 

(M
Pa

.ra
ci

ne
(m

))

Pointe de 
la fissure

Déplacement 
lèvre 

K1

Erreur développement asymptotique

Erreur 
Eléments 

Finis

 
Figure  D-4. Evolution de .E FK  en fonction de la distance de la pointe de la fissure (a=10 mm, 

Px=0, Py=1 MPa) 
 



Annexe D  

Page 219 

Deux zones peuvent être mises en évidence sur cette courbe. La première est située au voisinage 
de la pointe de la fissure (de 0 à 0.8 mm). Dans cette zone la valeur de K est fausse à cause de 
l’approximation par EF (taille des éléments petite par rapport au gradient élevé de contrainte et 
déplacement). Dans la deuxième zone (au delà de 0.8mm), on remarque que K diminue quand on 
s’éloigne de la pointe à cause de l’erreur dans la solution asymptotique utilisée. En effet la 
solution asymptotique de K s’écarte de la valeur exacte quand on s’éloigne de la pointe de la 
fissure. La valeur exacte de K est déduite en extrapolant la courbe au delà de 0.8 mm et en 
prenant l’intersection avec l’axe des coordonnés (ici 0.275 MPa m ) 
 
Le facteur d’intensité de contraintes K a été calculé de la même manière pour 6 longueurs de 
fissure (5, 8, 10, 13, 16 et 20mm) et pour les deux cas de chargement (Px=0 Py=1 MPa et Px=-1 
Py=1 MPa) (Figure  D-5). Le cas ou Py=0 et Px=-1 a été déduit des 2 autres par superposition 
(Figure  D-3). 
 

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0 4 8 12 16 20 24
a (mm)

K
 (M

Pa
.ra

ci
ne

(m
))

Px=-1 MPa Py=1MPa

Px=0 MPa Py=1 MPa

Px=-1 MPa Py=0 MPa

 
Figure  D-5. Evolution de K en fonction de longueur de la fissure pour différents chargements 

 
L’expression de K a été déterminée par un simple fit des courbes de la Figure  D-5 : 
 

( 0, 1) ( 1, 0 ) ( 0, 1) ( 1, 0 )Px Py Px Py Px Py Px PyK K K K K= =+ =+ = = =+ =− == + = −  ( D-2)

 
Avec : 

− −
= =+ = − + +4 2

( Px 0 ,Py 1 ) yK P .( 5.0392.10 .a² 2.0586.10 .a 0.11746 )  
− − −

=− = = − + +4 3 2
( Px 1,Py 0 ) xK P ( 2.5037.10 .a² 8.788.10 .a 2.54.10 )  

 
La longueur de fissure a est donnée en mm, Px et Py en MPa. 
 
Ces expressions sont valables pour des longueurs de fissures situées entre 5 et 20 mm, dans les 
cas ou le facteur d’intensité des contraintes K est positif. En effet pour certains chargements ( xP  
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élevé par rapport yP ), les deux lèvres rentrent en contact et la fissure ne joue plus le rôle de 
concentrateur de contrainte. Le domaine de validité de l’expression est calculé comme suit : 
 

4 3 2

4 2

.( 2.5037.10 . ² 8.788.10 . 2.54.10 )0 0.322
5.0392.10 . ² 2.0586.10 . 0.11746

x
y x

P a aK P P
a a

− − −

− −

− + +
> ⇒ > ≈

− + +
 

 
( D-3)

 
La Figure  D-6 illustre le domaine de validité de K en fonction du chargement appliqué : 
 

-300

-200

-100

0

100

200

300

-300 -200 -100 0 100 200 300
Px (MPa)

Py
 (M

Pa
)

a=20mm

Zone ou K>0

 
Figure  D-6. Zone où l'expression du facteur d’intensité de contrainte K est valable 

 
L’évolution de la contrainte T a été ensuite déterminée en fonction de a grâce à l’équation ( D-1), 
les courbes obtenues (Figure  D-7.) montrent que T  n’évolue pas avec la longueur de la fissure 
pour un chargement Px et Py donné. 
 
L’expression proposée de l’évolution de T en fonction de la contrainte appliquée est : 
 

( 0, 1) ( 1, 0 ) ( 0, 1) ( 1, 0 )Px Py Px Py Px Py Px PyT T T T T= = = = = = =− == + = −  ( D-4)

 
Avec : 

= = = −( Px 0 ,Py 1 ) yT 2.0832P  

=− = = −( Px 1,Py 0 ) xT 2.1575P  
 

Zone où K>0
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Px=-1 Py=0 (Superpositon)

 
Figure  D-7. Evolution de T en fonction de a pour un chargement constant 

 

D.2 Vérification du principe de superposition : 
 
Puisque K est une fonction linéaire du déplacement yU , la vérification du principe de 
superposition sur K revient à le vérifier sur yU . Voici le déplacement de la lèvre supérieure d’une 
fissure de 13 mm pour plusieurs cas de chargement (Figure  D-8) : 
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Figure  D-8. Vérification du principe de superposition 

 
D’après la Figure  D-8, on peut écrire l’égalité suivante : 
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( 0.5, 0 ) ( 0, 1.5 ) ( 0.5, 1.5)

Courbe verte Courbe bleu foncé Courbe bleu clair

Courbe jaune

y Px Py y Px Py y Px PyP P P
14243 14243 1442443
14444244443

=− = = = =− =+ =  ( D-5)

 
Le principe de superposition est donc vérifié. 
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Annexe E :  Calcul de K et T d’une 
fissure semi-elliptique en bi-traction et 
bi-flexion combinées 
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E.1 Calcul de K 
 
L’expression utilisée pour le calcul du facteur d’intensité des contraintes est celle proposée par 
[Newman et Raju 1981]. Cette expression est valable pour une plaque contenant une fissure semi 
elliptique et soumise à une traction rσ  et une flexion pure rM  perpendiculaire à la fissure (Figure 
 E-1). La fissure dans la toile de roue est soumise à une bi-flexion et une bi-traction. L’ajout d’une 
contrainte cσ  et d’un moment cM  parallèles à la fissure ne modifie pas l’expression de IK  de 
Newmann car il n’y a pas de couplage dans l’éprouvette. 
 

 
Figure  E-1. Modèle géométrique de la fissure semi-elliptique 

 
L’expression de IK est la suivante : 
 

⎛ ⎞= + ⎜ ⎟
⎝ ⎠

( . ) . , , ,I r f
b b b bK σ h σ π F φ
Q t a w

 
( E-1)

 
La contrainte fσ  est celle due au moment de flexion, cette contrainte perpendiculaire au plan de 
la fissure est définie par : 
 

2

3.
.

r
f

Mσ
w t

=  
( E-2)

 
Les différents facteurs qui interviennent dans l’expression de IK  sont donnés ci-après (équation 
( E-3) à ( E-16)) : 
 

1.65

1 1.464    avec     1b bQ
a a

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + ≤⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 
( E-3)
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2 4

1 2 3 . . .φ w
b bF M M M f g f
t t

⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + +⎢ ⎥⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 
( E-4)

 

1 1.13 0.09 bM
a

⎛ ⎞= − ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
( E-5)

 

2
0.890.54

0.2
M

b
a

= − +
⎛ ⎞+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
( E-6)

 
24

3
10.5 14. 1

0.65

bM
b a
a

⎛ ⎞⎛ ⎞= − + − ⎜ ⎟⎜ ⎟⎛ ⎞ ⎝ ⎠⎝ ⎠+ ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
( E-7)

 

( )
2

21 0.1 0.35 1 sinbg φ
t

⎡ ⎤⎛ ⎞= + + −⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

 
( E-8)

 
1

2 4
2 2cos sinφ

bf φ φ
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E.2 Calcul de T 
 
La contrainte T  d’une fissure semi-elliptique soumise à une bi-flexion et bi-traction a été calculée 
par superposition (Figure  E-2).  
 

 
Figure  E-2. Calcul de la contrainte T d’une plaque soumise à une bi-traction par la méthode de 

superposition 
 
La contrainte T  dans un point du front de la fissure est égale à la contrainte T  du même point 
calculée dans un milieu non fissuré à laquelle s’ajoute T  de la même fissure soumise à une 
pression interne équivalente au chargement externe appliqué. 
 

= +sf fT T T  ( E-17)

 
La contrainte T  dans le milieu non fissuré, exprimée dans un repère local attaché au front de la 
fissure virtuelle (Figure  E-3), s’écrit de la manière suivante : 
 

sf r zT σ σ= −  ( E-18)

 

Figure  E-3. Calcul de la contrainte T de la plaque sans la présence de fissure 
 
La contrainte zσ  perpendiculaire au plan de la fissure virtuelle s’écrit en tout point C  du front de 
la manière suivante : 
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−
= + =min max

max.       avec      .sinr r
z c r c

σ σσ y σ y b φ
t

 
( E-19)

  
t  étant l’épaisseur de l’éprouvette et b  la profondeur de la fissure virtuelle. 
 
La contrainte rσ  , orientée dans la direction perpendiculaire à la tangente au front de la fissure 
virtuelle, s’écrit en tout point du front de la manière suivante :  
 

2 min max
max.cos          avec       .c c

r c c c c
σ σσ σ η σ y σ

t
−

= = +  
( E-20)

 
La contrainte T  d’une fissure soumise à une pression interne équivalente au chargement externe 
appliqué est donnée par [Wang 2003]. 
 

 
Figure  E-4. Calcul de la contrainte T avec la fissure soumise à une pression interne 

 
Le champ de contrainte dû à la pression interne s’écrit de la manière suivante : 
 

0

. 1
in

z i
i

yσ A
b=

⎛ ⎞= −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑  
( E-21)

 
n  étant le degré du polynôme du champ des contraintes dans le plan −y z . iA  sont des 
constantes qui définissent le chargement appliqué. Pour un gradient linéaire, le champ de 
contrainte devient : 
 

0 1. 1z
ycσ A A
b

⎛ ⎞= + −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 
( E-22)

 
Les coefficients iA  sont déterminés en comparant ce champ de contrainte au chargement 
externe appliqué à l’éprouvette : 
 

min max
max.r r

z c r
σ σσ y σ

t
−

= +  
( E-23)

 
Ce qui donne pour les coefficients iA  : 
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( E-24)

 
D’après Wang 2003], la contrainte T  correspondante à ce champ de contrainte s’écrit de la 
manière suivante : 
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a t

 
( E-25)

 
iV  sont les valeurs de la contrainte T  normalisées par rapport à iA . Pour un gradient linéaire, 

cette expression devient : 
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( E-26)

 
L’évolution du paramètre  0V  est donné par : 
 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
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( E-27)

 

Les coefficients ia  dépendent b
a

 et de φ . Les expressions d’évolution de ces coefficients sont 

donnés par : 
 

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

2 3

1 2 3 4i ai ai ai ai
b b ba c c c c
a a a

 
( E-28)

 
Les coefficients jaic  dépendent de l’angle φ . Dans le Tableau  E-1 on trouve l’évolution des 
cœfficients avec φ  permettant de calculer 0V  et dans le Tableau  E-2 l’évolution des mêmes 
coefficients permettant de calculer 1V . 
 
Pour résumer, la contrainte T  d’une fissure semi-elliptique soumise à une pression interne 
équivalente au chargement appliqué est calculés pour 10 valeurs de φ . Les valeurs de φ  allant de 
5° à 90° sont données dans les tableaux plus loin. La contrainte T  d’un angle φ  quelconque situé 
entre 0° et 90° est calculé par des interpolations de Lagrange sur les points concernés. 
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(deg)φ  5 10 15 20 30 41.25 52.5 60 75 90 
1 0ac  0.102 -0.3217 -0.5605 -0.5605 -0.5504 -0.5337 -0.502 -0.4941 -0.5428 -0.5344

2 0ac  -1.7978 0.1733 1.0882 0.8495 0.4566 0.2159 -0.0657 -0.1604 0.1911 0.0827

3 0ac  1.5579 -1.101 -2.2099 -1.4689 -0.5369 -0.1354 0.3815 0.5488 -0.2323 0.0278

4 0ac  -0.5067 0.6393 1.0804 0.6075 0.0752 -0.0961 -0.3575 -0.4349 0.0522 -0.1086

1 1ac  0.1896 -0.7059 -0.2307 -0.6507 -0.4327 -0.402 -0.2684 -0.2436 -0.0793 -0.1726

2 1ac  -1.0103 3.6036 1.7186 5.893 5.0483 3.8999 2.9016 3.1611 0.1202 0.6384

3 1ac  0.3013 -6.0496 -3.7636 -12.4015 -11.3254 -8.8251 -7.2517 -8.4803 -0.8694 -2.3236

4 1ac  0.5659 3.1954 2.2647 7.1724 6.6989 5.3341 4.6207 5.5516 0.7323 1.7683

1 2ac  0.7822 1.1237 -1.1656 -2.4999 -2.8624 -1.2908 -1.409 -2.182 -0.9558 -0.8986

2 2ac  6.4772 6.8599 9.9053 8.2121 3.3802 -1.0533 0.538 1.9 -0.249 0.3021

3 2ac  -15.6663 -23.3752 -14.826 -3.8692 12.3914 15.8323 12.0936 12.4663 7.0047 5.5248

4 2ac  7.8751 15.0468 6.1236 -1.8933 -12.7527 -13.3727 -11.1705 -12.2036 -5.7768 -5.0219

1 3ac  -8.1982 -9.8879 -4.7978 2.1419 9.3292 9.3464 6.7455 7.0637 3.0433 2.3877

2 3ac  23.0853 31.3199 17.0903 -6.5972 -31.0886 -33.5772 -26.1256 -27.7953 -12.7952 -12.2617

3 3ac  -22.4425 -28.5206 -22.8343 2.9593 26.7411 31.6388 25.0964 26.8418 11.121 12.5515

4 3ac  8.1994 7.5613 10.5908 1.6158 -5.1522 -7.6681 -6.0683 -6.5231 -2.0782 -3.407

Tableau  E-1. Evolutions des coefficients jaic  avec l’angle φ  pour le calcul de 0V  

(deg)φ  5 10 15 20 30 41.25 52.5 60 75 90 
1 0ac  0.063 -0.39 -0.504 -0.4792 -0.4787 -0.4612 -0.3951 -0.35 -0.3468 -0.3507

2 0ac  -1.6082 0.7818 1.1353 0.6808 0.476 0.482 0.2069 0.058 0.1242 0.1722

3 0ac  1.2593 -2.3008 -2.4018 -1.1825 -0.5096 -0.6117 -0.174 0.0011 -0.1389 -0.2231

4 0ac  -0.3473 1.3276 1.2258 0.4637 0.0416 0.1619 -0.0334 -0.0871 0.0063 0.0535

1 1ac  0.3925 1.3834 1.3209 0.9791 2.0007 2.753 3.1501 3.2448 3.7075 3.8771

2 1ac  -2.1724 -7.0631 -3.3154 3.1656 1.9919 -0.3148 0.1083 0.7265 -0.0568 -0.4139

3 1ac  2.8442 12.8482 4.8718 -8.7901 -7.8171 -1.3919 -1.8567 -2.3397 -0.5408 0.2432

4 1ac  -0.8474 -6.7258 -2.1148 5.774 5.5571 1.2733 1.4467 1.4991 0.4233 -0.0269

1 2ac  -0.148 -1.048 -2.6092 -4.1622 -5.7889 -4.6837 -5.4774 -5.8624 -6.426 -6.5911

2 2ac  5.6972 7.0049 7.5234 6.7678 5.1152 -0.1721 0.5183 -0.1592 -0.9849 -1.3822

3 2ac  -9.3319 -10.6788 -5.8183 0.0462 9.0717 8.7876 6.1743 6.3748 5.4371 4.8857

4 2ac  3.1898 4.1595 -0.1149 -4.3988 -10.9915 -7.3604 -5.5336 -5.2081 -3.7738 -3.0364

1 3ac  -4.294 -5.2313 -1.3014 3.9963 8.8494 7.237 6.6242 7.0753 7.3404 7.4277

2 3ac  12.5383 22.8831 9.7072 -9.3323 -22.8839 -15.2073 -11.2427 -11.3809 -8.4251 -6.9298

3 3ac  -15.4861 -35.4905 -19.9984 6.047 18.0543 12.6304 9.0641 9.9834 6.9644 5.5375

4 3ac  7.8323 18.2588 12.3185 0.6099 -2.1496 -2.2413 -1.3854 -2.1973 -1.6141 -1.3923

Tableau  E-2. Evolutions des coefficients jaic  avec l’angle φ  pour le calcul de 1V  



Annexe F  

Page 231 

 
 
 
 
 
 

Annexe F :  Articles 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



Annexe F 

Page 232 

 
 
 



Annexe F  

Page 233 

 
 
 

 
 
 
 



Annexe F 

Page 234 

 
 
 

 
 
 



Annexe F  

Page 235 

 
 
 

 
 
 
 



Annexe F 

Page 236 

 
 
 

 
 
 



Annexe F  

Page 237 

 
 
 

 
 



Résumé 
 

La plupart des pièces industrielles sont soumises à des chargements multiaxiaux à amplitude 
variable. La connaissance de la durée de vie résiduelle d’une pièce fissurée, nécessite des modèles 
de propagation capables de prendre en compte ces deux aspects. 

Les objectifs de la thèse portent, d’une part, sur l’application d’un modèle incrémental pour 
simuler la fissuration par fatigue des roues de train sous chargement à amplitude variable, et 
d’autre part, sur l’enrichissement de ce modèle pour prendre en compte la compression, la 
contrainte T et la forme semi-elliptique des fissures. 

Le modèle incrémental repose sur l’idée qu’en fatigue à grand nombre de cycle, l’avancée 
instantanée d’une fissure est proportionnelle à l’émoussement plastique de sa pointe. Les 
équations d’évolution de l’émoussement plastique sont déterminées par Eléments Finis à partir 
du comportement élastoplastique de la structure fissurée. Deux essais sont nécessaires pour 
identifier les paramètres du modèle, un essai de comportement élastoplastique cyclique du 
matériau et un essai de fissuration en fatigue à amplitude constante. Les calcul de propagation ont 
montré que le modèle reproduit fidèlement tout les phénomènes observés en fatigue à amplitude 
variable : retard après surcharge, accélération après souscharge, interaction entre cycles et histoire 
de chargement pour les signaux complexe. La compression et la contrainte T ont été ensuite 
intégrée dans le modèle et validées grâce à des essais de fissuration réalisés sur des éprouvettes 
prélevées dans une roue de TGV. Enfin le modèle a été étendu en 3D, des essais de fissuration 
sur fissure semi-elliptique ont été menés sur éprouvettes de flexion 4 points et sur roues à 
l’échelle 1, l’accord avec les prédictions du modèle est satisfaisant. 

 
Mots clés : roue de train, fatigue, fissuration, amplitude variable, fermeture de fissure, 
émoussement plastique, contrainte T, rapport de charge, fissure semi elliptique. 
 
Abstract 
 

Industrial components, like train wheels, are often subjected to complex stresses, either 
because multiaxial and random load.  

It’s proposed to apply an incremental crack growth model to predict crack growth in train 
wheels subjected to service loading. We present the improvement of the model to take into 
account the compressive cycles, the T-stress, and the semi elliptical shape of the crack. 

The principle of the incremental model is easy, the instantaneous crack extension is 
proportional to the plastic blunting at crack tip. The evolution equations of the crack tip blunting 
are computed by Finite Element knowing the elastic plastic behaviour of the cracked structure. 
Two tests are necessary to identify the model parameters, a cyclic behaviour test and a monotonic 
crack growth test. Crack growth simulations show that the model reproduce all phenomenon 
observed in variable amplitude fatigue: delay after overload, acceleration after compressive 
overload, interaction between fatigue cycle and the history of the loading. We integrated and 
validate T-stress and R ratio in the model with fatigue test specimens machined in a wheel. 
Finally, he model has been extended for the semi elliptical crack. Crack growth test with 4 points 
specimen and a scale 1 wheel where performed, we found a good agreement with the model 
prediction. 

 
Keywords: train wheel, fatigue, crack growth, random load, crack closure, crack tip blunting, T-
stress, R-ratio, semi elliptical crack. 


