N

N

Dépendance faible: estimation et théoremes
limite.Application a I’étude statistique de certains
systémes dynamiques.

Clémentine Prieur

» To cite this version:

Clémentine Prieur. Dépendance faible: estimation et théorémes limite. Application a I’étude statistique
de certains systemes dynamiques.. Mathématiques [math]. Université Paul Sabatier - Toulouse III,
2006. tel-00133468

HAL Id: tel-00133468
https://theses.hal.science/tel-00133468
Submitted on 26 Feb 2007

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00133468
https://hal.archives-ouvertes.fr

UNIVERSITE PAUL SABATIER (TOULOUSE III)

Habilitation a diriger
des recherches

présentée par

Clémentine PRIEUR
Laboratoire de Statistique et Probabilités
INSA Toulouse

Dépendance faible : estimation et théorémes limite.
Application a I’étude statistique de certains systémes
dynamiques.

Soutenue publiquement le 9 décembre 2006 devant le Jury composé de

Pr. Paul DOUKHAN
Pr. Fabrice GAMBOA
Pr. Béatrice LAURENT
Pr. Thomas MIKOSCH
Pr. Eric MOULINES
Pr. Emmanuel RIO

Pr. Bernard SCHMITT

RAPPORTEURS :

Pr. Mikhail GORDIN
Pr. Thomas MIKOSCH
Pr. Emmanuel RIO






UNIVERSITE PAUL SABATIER (TOULOUSE III)

Habilitation a diriger
des recherches

présentée par

Clémentine PRIEUR
Laboratoire de Statistique et Probabilités
INSA Toulouse

Dépendance faible : estimation et théorémes limite.
Application a I’étude statistique de certains systémes
dynamiques.

Soutenue publiquement le 9 décembre 2006 devant le Jury composé de

Pr. Paul DOUKHAN
Pr. Fabrice GAMBOA
Pr. Béatrice LAURENT
Pr. Thomas MIKOSCH
Pr. Eric MOULINES
Pr. Emmanuel RIO

Pr. Bernard SCHMITT

RAPPORTEURS :

Pr. Mikhail GORDIN
Pr. Thomas MIKOSCH
Pr. Emmanuel RIO






Remerciements

Je tiens ici & exprimer ma reconnaissance envers tous ceux qui m’ont accompagnée ces derniéres
années. Je remercie tout d’abord Paul Doukhan qui, le premier, m’a formée a la recherche,
sachant me guider tout en me laissant prendre I'indépendance indispensable & un chercheur.

Je suis trés touchée de I’honneur que m’ont fait Mikhail Gordin, Thomas Mikosch et Emmanuel
Rio en acceptant de rapporter mon travail. Les différents échanges que j’ai eus avec eux ont
été trés enrichissants.

Merci & Béatrice Laurent d’avoir accepté de présenter mon dossier de recherche. C’est avec
elle aussi que j’ai découvert les joies et les devoirs de I'encadrement doctoral.

Je remercie vivement Fabrice Gamboa, Eric Moulines et Bernard Schmitt d’avoir accepté de
faire partie du jury.

Dés le début de ma thése, Bernard Schmitt a accordé de I'attention & mes travaux sur 1’esti-
mation fonctionnelle des systémes dynamiques. Je I’en remercie sincérement.

Merci a Fabrice Gamboa, avec qui travail et bonne humeur sont souvent associés.

Viviane Baladi n’a malheureusement pas pu faire partie de ce jury. Je profite de 'occasion
pour lui exprimer ma profonde gratitude pour les nombreux échanges que nous avons eus.

Un grand merci également & Chichi, qui m’a si chaleureusement accueillie a Caracas en janvier
2006, et avec qui j’ai beaucoup échangé durant son séjour dans mon bureau a I'INSA au
printemps dernier.

Je voudrais exprimer ma gratitude envers mes différents coauteurs. J’exprime une pensée
plus particuliére pour Jérome Dedecker avec qui j’ai vraiment apprécié travailler ces derniéres
années.

Je n’oublie pas mes nombreux collégues, et bien souvent amis du département Génie Ma-
thématique et Modélisation de 'INSA Toulouse, ainsi que du Laboratoire de Statistique et
Probabilités.

Enfin, merci & tous ceux que je n’ai pas cités, mais qui un jour ou I'autre m’ont aidée a franchir
des étapes.

Je garde mes derniers remerciements pour Christophe qui, depuis plusieurs années déja, m’en-
courage et me soutient dans mes nombreux projets.






A Christophe, Domitille et Gaétane
A celle ou celui que nous attendons






Résumeé : Le théme central des travaux présentés est I’étude des suites faiblement dépendantes
non a-mélangeantes au sens de Rosenblatt (1956). La notion de mélange classique est affaiblie
afin d’établir des inégalités ainsi que des théorémes limite pour différentes classes de processus
comme par exemple certains systémes dynamiques, des chaines de Markov non irréductibles,
ou encore des fonctions de processus linéaires non mélangeants. Les résultats obtenus sont
ensuite appliqués au domaine de la statistique non paramétrique.

Deux autres thématiques sont abordées dans ce manuscrit : d’une part I’étude de principes
de grandes déviations (notamment pour le processus de records généralisés), et d’autre part
I'estimation adaptative de fonctionnelles linéaires.

AMS 2000 Subject Classification : 37A50, 60F05, 60F10, 60F17, 60G10, 62G07, 62GO08S.

Mots clés : dépendance faible, processus stationnaires, théorémes limite, inférence non para-
métrique, estimation adaptative, grandes déviations.

Abstract : The major part of the presented work is devoted to new concepts of dependence
extending and generalizing the classical concepts of mixing of a stationary sequence. These
concepts allow the statement of various inequalities and limit theorems for different classes of
processes such as dynamical systems, non irreducible Markov chains, or Bernoulli shifts. These
results are then applied to derive various applications in the field of non parametric statistic.

Two other fields are also studied in the present manuscript : on one hand the study of large
deviation principles (in particular for generalized records for triangular arrays of exchangeable
variables), and the other hand the problem of adaptive estimation of linear functionals by
Gaussian model selection.

AMS 2000 Subject Classification : 37A50, 60F05, 60F10, 60F17, 60G10, 62G07, 62G08.

Key words : weak dependence, stationary processes, limit theorems, non parametric infe-
rence, adaptive estimation, large deviations.
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Chapitre 2

Synthése des travaux

Ce document présente une synthése de mes travaux de recherche dont le théme central est
I’étude des processus stochastiques faiblement dépendants. L’enjeu principal de ces travaux a
été d’obtenir différents théoréemes limite, ainsi que des inégalités exponentielles, tout en ayant
a disposition une grande variété de modéles. En particulier, un accent important a été mis
sur ’étude des propriétés statistiques des systémes dynamiques. L’idée consistant a ramener
I’étude de ces derniers a celle de processus faiblement dépendants a permis notamment de
résoudre des problémes d’estimation fonctionnelle pour certains systémes dynamiques.

La réalisation de ces travaux a nécessité des développements techniques importants. Il
a également fallu introduire de nouvelles mesures de dépendance pour appréhender plus de
modeéles. Le controle des termes de covariance, qui apparaissent de fagon naturelle lorsqu’on
travaille avec des processus dépendants, a constitué un des points clés des différentes études.

Plus récemment, j’ai élargi mes thémes de recherche aux deux sujets suivants : d’une
part I’étude de principes de grandes déviations (notamment pour le processus de records
généralisés), et d’autre part I'estimation adaptative de fonctionnelles linéaires.

Dans la premiére partie (partie 2.1) de ce document de synthése, je présente mes différents
travaux sur les suites faiblement dépendantes. Cette partie comporte trois sous-parties portant
respectivement sur les problémes d’estimation fonctionnelle, sur les inégalités exponentielles,
avec comme application une loi du logarithme itéré, et enfin sur I’étude du processus empi-
rique. La deuxiéme partie (partie 2.2) présente une classe de systémes dynamiques dont nous
avons ramené I'étude & celle d’'une chaine de Markov faiblement dépendante. Les deux parties
qui suivent (parties 2.3 et 2.4) sont indépendantes des deux premiéres parties. La partie 2.3
est consacrée a I’étude du comportement asymptotique (principe de Donsker et grandes dévia-
tions) du processus des records généralisés. La partie 2.4 porte sur le probléme de I'estimation
adaptative d’une fonctionnelle linéaire dans un modéle gaussien. Enfin, la partie 2.5 expose en
guise de conclusion les perspectives offertes par ’ensemble de ces travaux.

Dans un soucis de lisibilité du présent manuscrit, certains résultats ne seront pas énoncés dans



e L UUPUllualle LUl gL

toute leur généralité.

Les références [Pri-*], « € {0,1,...,18}, renvoient & mes publications présentées au chapitre
3.

2.1 Deépendance faible

En modélisation, il est souvent peu réaliste de supposer I'indépendance. C’est pourquoi, de-
puis plusieurs années déja, s’est développée une vaste littérature sur les processus dépendants.
Les différentes notions de mélange font sans aucun doute partie des conditions de dépendance
faible les plus étudiées. Les trois principales classes de mélange sont le mélange fort (ou a-
mélange), le f-mélange et le mélange uniforme (ou ¢-mélange) introduits respectivement par
Rosenblatt 52|, Rozanov & Volkonskii [54| et Ibragimov [32|. Malheureusement, les condi-
tions de mélange sont souvent difficiles & vérifier. On sait méme que certains processus bien
classiques ne sont pas mélangeants. Citons le célébre exemple d’Andrews [1] :

si (£;);5, est une suite de variables aléatoires i.i.d. (indépendantes et identiquement distri-
buées), de marginale B (1/2), alors la solution stationnaire (X3);50 de Uéquation

1
X, = §(X"_1 +e,), Xo indépendante de (5i)i21 (2.1.1)

n’est pas fortement mélangeante.

De la est venue I'idée d’introduire des notions de dépendance moins restrictives, couvrant
plus de modéles, pour lesquelles nous avons su développer une théorie asymptotique intéres-
sante. Ces différents coefficients de dépendance vont nous permettre en particulier d’étudier
des séries temporelles classiques en économeétrie (voir les différents exemples dans [Pri-1,
Pri-18]). Commengons par introduire différentes notions de dépendance faible utilisées dans
la suite de ce manuscrit. Le premier type de dépendance, sur lequel porte les articles [Pri-7,
Pri-8, Pri-11] écrits pendant ma thése, est défini ci-dessous.

Définition 1 Soit (2, A,P) un espace probabilisé. On définit
F= UuEN*:Fu et g = UuEN*gu>

ou F, et G, sont deux classes de fonctions de R" dans R. Soient X et Y deuxr variables
aléatoires a valeurs dans R* et RV respectivement. Si 1) est une fonction de F x G dans R,
on définit le coefficient de (F,G,)-dépendance e(X,Y) par

L lCov((0,6(7))
“X.Y) = fEFu Eegv ([, 9) '

Soit (X,)nez une suite de variables aléatoires réelles. Soit I'(u,v, k) l’ensemble des indices
(1,7) dans Z" X 7V tels que iy < -+ < iy < iy+k < j; <--- < jy. Le coefficient de dépendance
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e(k) est alors défini par

e(k)y=sup sup e((Xyp,.... X0), (X, .., X))
u,v (4,5)€l (u,v,k)

La suite (X,,)nez est dite (F,G,1))-dépendante si la suite (e(k))ren tend vers zéro.

Remarque 1

— Cette définition s’étend sans difficulté au cas ot la suite (X,)nez est a valeurs dans un
espace polonais X, ainsi qu’au cas ou l’ensemble des indices (i, j) est un espace métrique
quelconque [Pri-18].

— Cette notion de dépendance, qui apparait pour la premiére fois dans les articles (8, 24|,
rend explicite l'indépendance asymptotique entre le “passé” et le “futur”. Le “passé” est
progressivement oublié. Pour la suite initiale (X;)iez, le “passé” et le “futur” sont définis
a partir de marginales finidimensionnelles.

Les articles [Pri-7, Pri-8, Pri-11] se placent dans les deux cas particuliers suivants :

(-dépendance

On suppose que les X; sont dans L'(P). Sur R“, on définit la distance dy(z,y) = Y i |2 — vil-
On prend pour F,, = G, 'ensemble des fonctions de R* dans R qui sont Lipschitziennes par rap-
port a la distance d;. Si f € F*, on définit dy := wet Lip (f) := sup,,, % la constante de

Lipschitz de f. Alors, le coefficient ¢ correspond au choix ¢ (f, g) = min(dy, d,)Lip (f)Lip (g).

f-dépendance

On suppose encore que les X; sont dans L'(P). On prend pour F, la classe des fonctions bor-
nées de R* dans R, et pour G, la classe des fonctions de R* dans R qui sont Lipschitziennes par
rapport a la distance d;. Alors, le coefficient 6 correspond au choix ¢(f, g) = d,|| floLip (g).

Notons que dans la définition de €, aucune hypothése de régularité n’est faite sur les
fonctions de I'ensemble F. Lorsque la suite (X, ).z est adaptée par rapport a la filtration
croissante (M;)iez = (0(Xj, j <1)),cp
On dit alors qu’on travaille dans un cadre causal.

il est souvent recommandé d’utiliser 6 plutdt que (.

Dans les articles [Pri-11, Pri-8], nous donnons différentes classes d’exemples pour les-
quelles nous écrivons des bornes explicites pour les coefficients ((k) et 0(k).

En fait, le coefficient 6 appartient a une classe plus étendue de coefficients de dépendance,
dont 'étude a été systématisée dans [Pri-4]. Cette classe de coefficients fait intervenir les es-
pérances conditionnelles par rapport a la filtration du passé¢ M, := o(Xj, j < i). Commencons
par définir les espaces fonctionnels suivants :

— N = Upen+ Ay, ot A, désigne I'ensemble des fonctions f : R* — R, Lipschitziennes par

rapport a la distance dy,
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- AWM= {f €A, Lip(f) <1}.

Définition 2 Soient (2, A, P) un espace probabilisé, et M une sous-tribu de A. Soit X une
variable aléatoire ¢ valeurs dans R, avec uw € N*. On suppose que X est L'-intégrable, c’est-
a-dire qu’il existe un xo dans RY tel que la variable aléatoire réelle di(X, xg) soit dans L'(P).
On définit alors

(M, X) = sup {|[E(g(X)IM) — E(g(X))ll, , g€ AV} .

Soit (X;)iez une suite de variables aléatoires réelles dans IL'(P). On définit alors

0.(k) = max1 sup  O(M;, (Xj,,..., Xj)) -

i<r | (i,5)€T(1,1,k)

On peut montrer que 0(k) = 0 (k). Dans la définition 2 ci-dessus, on peut inverser I'ordre de
la norme ||.||; et du supremum. On obtient alors un autre coefficient

T(M, X) =

sup { [ s@Prutin) ~ [ g)®x(an). g A<1>}

1

Ce coefficient a été introduit pour la premiére fois par Riischendorf [55] dans le cas ou Q est
un espace polonais puis généralisé au cas 2 quelconque dans [Pri-6]. Ce coefficient présente
une propriété de couplage intéressante dont nous parlerons dans le paragraphe 2.1.2.

Pour définir les coefficients 6 et 7, nous nous sommes limités & la classe de fonctions
A Introduisons maintenant les trois mesures de dépendance suivantes, faisant intervenir
une classe de fonctions construite a partir des fonctions a variation bornée (voir Définition 3
ci-dessous).

Définition 3 Une fonction h : R — R est dans ’ensemble BV s’il existe une mesure signée
finie dh telle que h(x) = h(0) + dh([0,z[) si x > 0 et h(z) = h(0) — dh([z,0[) si x < 0. On
définit BVy comme [’ensemble des fonctions h de BV telles que ||dh|| < 1, ou ||dh|| désigne la
variation totale de dh.

Voici alors les définitions des coefficients dits de mélange faible.

Définition 4 Soient (2, A, P) un espace probabilisé, X = (X1,..., X,) une variable aléatoire
a valeurs dans R, avec r € N*, et M une sous-tribu de A. Si f est une fonction dans BVj,
on pose fO(x) = f(x) — E(f(X;)). On définit alors

M) ~F (H £ (X»)

1. a(M,X)=  sup

E (H (X))

fi,...freBV1 1
2. BIM,X) =1 sup / 17 @) (Pxjpa — Px) (da)
firnfr€BVI paie L

10
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3. p(M,X)= sup

flv---vaEBV1

E (H iR (X»W) ~E (H £ <Xz->>

=1

[e.e]

Remarque 2 Lorsque r = 1, le coefficient & a été introduit par Rio |50, equation 1.10¢|, alors
que les coefficients 3 et ® ont été introduits dans [Pri-4]. Dans [Pri-1], nous avons généralisé
les définitions de 3 et de ¢ au cas ot v € N* est quelconque.

Ces coefficients sont plus faibles que les coefficients de mélange usuels correspondants. On
montre facilement que &(M,X) < 2a(M,0(X)), BM,X) < B(M,0(X)) et (M, X) <
(M, o(X)).

Pour une suite de variables aléatoires réelles, on a la définition 5 suivante :

Définition 5 Soit (2, A, P) un espace probabilisé. Soit (X;)icz une suite de variables aléatoires
réelles. Alors, pour r € N* et k > 0, on définit

dr(k) = max sup d(Mh(lew"’ij)) .
L<I<T (5, )en(1,1,k)

On définit de la méme facon les coefficients (,(k) et o, (k).

Remarque 3 L’intérét de ces coefficients par rapport aux coefficients de mélange classiques
est qu’ils permettent d’étudier plus de modéles. En particulier, pour [’exemple d’Andrews
(2.1.1), nous montrons que &)1(@) < 27t Pour plus d’exemples, nous renvoyons aux articles
[Pri-1, Pri-4]. L’ezemple des systémes dynamiques sera développé dans la section 2.2.

En utilisant entre autres la propriété de couplage du coefficient 7 (voir [Pri-6], [55]), nous
avons établi le lemme de comparaison suivant :

Lemme 1 [Pri-4]| Soient (2, A,P) un espace probabilisé, X une variable aléatoire a valeurs
réelles et M une sous-tribu de A.

1. On a les inégalités suivantes &(M, X) < f(M, X) < (M, X).

2. Soit Qx linverse généralisée de la fonction de queue t — P(|X| > t) : si u € [0,1],
Qx(u)=inf{teR : P(|X| > t) < u}. On a l'inégalité

a(M,X)
T(M,X) < 2/ Qx(u)du.
0

3. On suppose de plus que X a une fonction de répartition F' continue de module de conti-
nuité w. Soit g définie par g(x) = zw(zx). Alors

~ 27(M, X)
M) S S )

(2.1.2)

11
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En particulier, si F' est Holdérienne, c’est-a-dire si |F(x) — F(y)| < Clz — y|* pour un
k €]0,1] et un C > 0, alors

BM, X) < 20Y 4D (7(M, X))/ D
Si X a une densité bornée par K, on obtient la borne

BM, X) < 2y/KT(M, X). (2.1.3)

2.1.1 Estimation fonctionnelle

Les articles [Pri-11, Pri-4, Pri-7, Pri-15] traitent de 'estimation fonctionnelle pour
des suites faiblement dépendantes. Dans les articles [Pri-11, Pri-4], nous nous sommes in-
téressés au probléme de l'estimation de la densité marginale d’une suite sationnaire. Dans
[Pri-7, Pri-15], nous avons étudié des problémes de rupture dans un modeéle de régression

non paramétrique.

Estimation de la densité

Dans ce paragraphe, nous considérons une suite de variables aléatoires réelles (X;)i>o,
stationnaire, de densité marginale f inconnue. Soit K : R — R telle que [ K(z)dz < co. Soit
(h,) une suite de réels positifs qui converge vers zéro et telle que (nh,) diverge vers l'infini.
Pour estimer f, nous considérons dans un premier temps l'estimateur & noyau classique :

N 1 i xr — Xz
o) = o o (5
L’estimateur recentré et renormalisé est défini par :

Zu(®) = Zup, (#) = ik (ful2) ~Efu(@)) -

Nous obtenons alors le théoréme suivant :

Théoréme 1 [Pri-11] On suppose que la suite (X;);>o est Oo-dépendante avec la condition
sutvante : -
d0<a< % tel que Zé’g(k‘)a < 00 .
k=1
On suppose de plus que la densité marginale f est continue et que les densités marginales
jointes fi(x,y) des couples (Xo, Xy) existent pour tout k > 0 et vérifient

SUD}~0 SUD (1) cR2 fr(z,y) < 0.
Alors les répartitions finidimensionnelles (Y, (x1), ..., Y,(x;)) du processus

oo M /Kz
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convergent en loi vers une Gausienne N'(0,1)) dés que TIL_, f(xz;) # 0.
Ce résultat reste valide si la suite (X;);>o est (-dépendante avec la condition suivante :

1 . va
EIO<a<Z tel que ;C(k} < 00 .

Remarque 4

— Ce théoréeme est un corollaire d’un théoréeme limite centrale pour des tableaux triangu-
laires faiblement dépendants établi dans [Pri-11].

— L’étude du comportement du biais Efn(x) — f(x) est classique. Elle dépend uniquement
de la régularité de f et non des propriétés de dépendance de la suite.

— La condition en ( peut étre affaiblie en considérant dans la définition 1
SUDyene, ve(1,2) SUP(i )l (uv k) POUT définir C(k),
c’est-a-dire en prenant au plus deuzx points dans le futur [Pri-11].

— La démonstration de ce théoréeme repose principalement sur la méthode de Lindeberg-Rio
initiée par Rio dans le cas a-mélangeant |48|.

— Ce résultat améliore les résultats antérieurs de Doukhan € Louhichi [25] obtenus par la
méthode des blocs de Bernstein. Dans |25], les conditions de dépendance étaient :
~ O (k) = (K7%) pour un a > max{9,3/2(1 +6 1)} si h, ~n~?, ou
- C(k) = (k%) pour un a > 12.

Par la suite, nous nous sommes intéressés a I’étude du MISE (Erreur Quadratique Moyenne
Intégrée), pour des suites F-dépendantes. Avant d’énoncer les résultats obtenus dans ce cadre,
il est important de citer les inégalités de covariance suivantes :

Proposition 1 [Pri-4] Soit (2, A,P) un espace probabilisé. Soient X et Y deux variables
aléatoires réelles, et h une fonction de l’espace BV. Si'Y, h(X) et Yh(X) sont intégrables,
alors

Cov(Y, h(X)) = — / Cov(Y, Ty<r)dh(t) .

Soient M une sous-tribu de A, et b(M, X) = sup,cp |[Fxjm(t) —Fx(t)|. SiY est M-mesurable,
alors on a les inégalités suivantes :

|Cov(Y, h(X))| < |ldR] E(]Y [b(M, X)) < [ldAl| [[Y [l 6(M, X) .

Remarque 5 La premiére inégalité est a comparer avec l'inégalité de Delyon [22| (voir aussi
Viennet [58, Lemma 4.1|) dans laquelle apparaissent deuz variables by(M, X) et by(M, X)
ayant méme moyenne (M, o(X)). La principale différence est que notre inégalité n’est pas
symétrique, puisque le coefficient B(M, X) ne lest pas.

Nous obtenons alors le résultat suivant pour I'estimateur a noyau de la densité :

13
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Proposition 2 [Pri-4] Si K est dans BV, alors

nh, / Var(f, (z))dz < / K2(x)da + 2 (Z_:Bl(k)) |dK| / K (2)]dx

Pour un estimateur par projection plutot qu'un estimateur & noyau, nous obtenons la propo-
sition suivante :

Proposition 3 [Pri-4] Soit (¢;)1<i<m un systéme orthonormal de L?(R, \) (X étant la mesure
de Lebesgue). On supose que chaque ; appartient & BV . Soit (X;);>0 une suite stationnaire
de variables aléatoires réelles. On définit

1 n R m
= 52%()(’“) et fo=> Yinp;.
k=1 Jj=1

On a alors

/Var(fn( dxr < sup (Z gpj ) +2 (i: Bﬂk)) ilelg (Z || des]| “P](x)‘) .

zeR

Remarque 6

— Pour des suites (3-mélangeantes, Viennet [58| obtient des résultats optimauz pour le
MISE sous la condition
> Blo(Xo), 0(Xy)) < 00 . (2.1.4)
k>0

En utilisant les propositions 2 et 3, nous remplacons dans [Pri-4] Uhypothése (2.1.4)
par
> Blo(Xo), Xi) < 0. (2.1.5)
k>0
Pour estimateur a noyau, il suffit de supposer que le noyau K est dans BV et est
Lebesque intégrable. Pour 'estimateur par projection, il faut que la base (p;) soit bien
localisée (voir [Pri-4] pour plus de détails), car notre inégalité de variance est moins
précise que celle de Viennet.
— L’hypotheése (2.1.5) est bien moins restrictive que [’hypothése (2.1.4). Nous obtenons en
particuler des exemples non mélangeants [Pri-4].

Estimation de ruptures

Dans [Pri-7, Pri-15], nous avons étudié le probléme de l'estimation d’une rupture dans
un modéle de régression non paramétrique sous des conditions de dépendance. Il existe des
travaux concernant la détection de ruptures dans un modéle de régression avec dépendance sur

14
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le bruit (voir par exemple [3]). Ici, nous supposons que la dépendance est sur les observations
(X;). Nous considérons le modele de régression suivant :

}/Z:m(XZ)—FO'(XZ)&TZ, izl,...,n,

ol (X;);ez est stationnaire et faiblement dépendante. La suite (g;);ez est i.i.d. et indépendante
de la suite (X;);ez. La fonction de régression m(-) est supposée réguliére sauf en un point
ou la fonction elle-méme présente un saut. L’objectif des travaux écrits dans [Pri-7, Pri-
15] est d’estimer l'instant de rupture ainsi que l'amplitude de la rupture. Pour cela, nous
avons suivi la démarche de Grégoire & Hamrouni [29] du cas indépendant, en I'adaptant a
des observations X; dépendantes. Pour estimer I'amplitude du saut, nous avons utilisé une
méthode non paramétrique qui repose sur des estimateurs de régression linéaire locale.

Rentrons un peu plus dans les détails. Soient K un noyau et h, une fenétre (suite de réels
positifs qui tend vers zéro). L’estimateur de régression linéaire locale est obtenu en résolvant
le probléme de minimisation suivant :

n

min Y (Y, —a, — by(z — X;))*K (x — X@') .

aI7bI N h‘TL
i=1

Sous certaines hypothéses, ce probléme de minimisation (qui correspond & un probléme des

moindres carrés pondérés dans le cas indépendant) admet une unique solution (a, b,). L’esti-
mateur de régression linéaire locale est alors donné par la définition 6 ci-dessous (voir aussi

[57]).
Définition 6 L’estimateur de régression linéaire locale de m(x) est défini par

W) = a _ 2imwi@)Ys
M) =t = S )

ou, pourt=1,...,n,

o) = K (13 (5ue) = (@ = X0Si(0)

avec, pour [ = 0,1, 2,

Si(z) = Zf:(x _ XK (x ;nX) |

Dans [Pri-7], nous avons supposé que la suite (X;);cz était f-dépendante et que la fonction
de régression m ne sautait qu’en un seul instant ¢ connu.

Soient m™(¢) := lim;—,, ¢, m(t) et m~(¢) := limy—,, s, m(t). Nous considérons deux noyaux
continuement différentiables K*(-) et K~ (-) tels que :

- KT :[-1,0] = Ry,

- K7 :[0,1] - Ry avec K~ (x) = KT (—x).

15
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Soient, pour [ € N, K;" = f (P KT (2)de et K = fol 'K~ (x)dr. Normalisons les noyaux
K* et K~ par KbKy — K2 = 1.

Nous avons alors estimé le saut éventuel au point ¢, y(¢) = m*(¢) —m™(¢), en utilisant un
estimateur a droite pour m™(¢) et un autre a gauche pour m=(¢). Ces estimateurs 7m*(¢) et
m~(¢) sont construits respectivement a partir de Kt et de K~ comme dans la définition 6.

Par ailleurs, nous supposons dans toute la suite de ce paragraphe que :

— Eep =0, E(e2) =1, E|eo|® < o00.

— X, prend ses valeurs dans [0, 1]. X, admet une densité f strictement positive et continue.

— La fonction de régression m(-) = E(Yy| Xy = -) est deux fois continuement différentiable
dans chacun des intervalles [0, ¢] et [¢, 1].

— La variance conditionnelle 02(-) = Var(Yy| Xy = .) est continuement différentiable.

— L’instant de rupture ¢ est dans ]0, 1].

Soit V* = fBI(K; — zK;")?(K™(x))?dz. Nous obtenons alors, en développant une va-
riante de la méthode de Lindeberg-Rio, le théoréme limite centrale suivant pour I'estimateur

renormalisé /nh, (5(¢) — (1)) ot () = m™ (1) — m~(1).

Théoréme 2 [Pri-7] On suppose que la suite (X;);cz est 0-dépendante avec (k) = k=% pour
un a > 3. Alors, si nh,, — oo et nh? — 0,

ViR (- (1) = m~ (1), () = m* (1)

converge en loi vers une Gaussienne de dimension 2 :

N (0, (Vio?(1)/ f(1)) I2)

ot Iy est la matrice identité.

Cependant, le cas ot la rupture est localisée ne correspond qu’a certains cas pratiques, par
exemple ol un expérimentateur produit lui-méme une discontinuité dans les parameétres (in-
tervention chirurgicale, démarrage d’un nouveau traitement, etc). Dans [Pri-15], nous avons
étudié le cas plus général ou l'instant de rupture est inconnu. Nous nous sommes placés sous
des conditions de gzgl—dépendance, ce qui nous a permis de controler les termes de covariance
en utilisant l'inégalité de covariance de la proposition 1. Pour estimer 'instant ¢, nous avons
utilisé I'estimateur suivant

i =inf{t € k; 4(t) = sup(z)} ,
TER
ol k est un compact inclus dans |0, 1[. Afin d’étudier le comportement asymptotique de et
de 4(Z), nous avons introduit le processus de déviation locale suivant :

Z,.(2) = a(n, hy,) (ﬁ(a + ﬁz) — ’A)/(L)) , z€[-M,M].

16
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Avant d’énoncer le théoréme principal, nous allons introduire quelques hypothéses et no-
tations.

Nous faisons les hypothéses suivantes :

- H; lim,,_,o A, = 0 et lim,,_,, nh,, = 0.

— H, lim,, . % =0, lim,, o0 a(n, hy) = oo et lim,,_, b(n, h,) = co.
~ Hs

- K,(0) > 0.

- K. (-1)=0.

= 0 < limy g § = Iy < 0.

— limy oo 25 = L5 < 0.

Lorsque Hj est vérifiée, nous notons

2
i @ ha)

) L = L < 0.
nloe mhb(n, hy) AT 6 S

Soit M*(z) := (Ky — 2K;5)K*(x). Nous définissons
— A = Ly M7(0),

- siLs >0, d = 38f(0),
= A3 = LaMT(0) f (1) = M.

SOlt Y = m

~ () = (0 (2 ) = M () (m(t) — mE(),

. Nous définissons, pour tout z,

= en:(t) =L (t) — (D),
- @n,z(t) = Spn,z(t) —E (Spn,z(Xl))>
0 =2 (0t (e y) - M (52)) olt),

o ¢n7z(t) = r—l_,z(t) - ¢;z(t)> et

— pour tout ¢ dans N, Umz = @2 (Xo)| + [tn,2(X5)].

Enoncgons maintenant le résultat principal :

Théoréme 3 [Pri-15] Supposons Hy, Hy et Hs wvérifices. Supposons que (X;)icz est b1-
dependante avec Y % ¢1(i) < +oo. Alors, si pour tout couple (21, z9) et pour tout k € N¥,

n Cov (Uo,n,zl, Uk,n,m) 0, (2.1.6)

n—-+00

17
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on a
Z,= 2, dans D([-M,M)) (2.1.7)

ol

)\3 A1
Z(z) = mw@ﬂz\ + m/\/(z), (2.1.8)

avec N(z) défini par

M) = { St (=) = 20(0)e]) siz >0, (219

Zﬁi}z(—v(o +20(1)e;) si 2 <0.

Les suites () et (e;) sont indépendantes et construites avec une suite de variables aléatoires
i.i.d., de méme loi que la variable d’erreur du modéle . De plus N et N sont des processus
de Poisson homogénes indépendants de parametre Ny, indépendants des suites (€]) et (7).

Le processus de déviation locale a donc la méme limite que dans le cas indépendant. La
preuve repose principalement sur 1'utilisation de la proposition 1, ainsi que sur des résultats de
convergence de sommes de variables aléatoires dépendantes vers des lois infiniment divisibles de
variance finie [17|. La condition (2.1.6) n’est pas trés restrictive. Dans [Pri-15], nous vérifions
cette condition pour quelques exemples classiques. Du théoréme 3, nous déduisons également
b("h’—f”)(i— t) ainsi que pour v/nh, (%(2) —(¢)). En choisissant
b(n, hy,) = nh,, nous obtenons pour la convergence de 7 la vitesse n~! dés que nh,, — oo.

un théoréme limite centrale pour

Remarque 7 L’hypothése de ggl—dépendance est souvent plus forte que I’hypothése de 0-dépen-
dance. En particulier, si X est une variable aléatoire réelle bornée par M, on sait par le lemme

1 (|Proposition 2, Pri-4]) que (M, X) < 2 M $(M, X).

2.1.2 Inégalités exponentielles, loi du logarithme itéré

Cette partie est consacrée aux inégalités exponentielles que nous avons montrées pour des
suites faiblement dépendantes.

Dans [Pri-6], nous donnons une inégalité de type Bennett, ainsi qu'une inégalité de type
Fuk-Nagaev pour les sommes partielles de variables aléatoires 7-dépendantes.

Pour montrer ces inégalités exponentielles, commengons par énoncer le lemme de couplage
suivant :

Lemme 2 [55|, [Pri-6] Soient (2, A,P) un espace probabilisé, M une sous-tribu de A et
X wune variable aléatoire réelle de LY(P). On suppose qu’il existe une variable aléatoire &
uniformément distribuée sur [0,1], indépendante de la tribu engendrée par X et M. Alors
il existe une variable aléatoire X*, mesurable par rapport & MV o(X) V o(§), indépendante
de M et de méme loi que X, telle que

1 X — X"y =7(M, X).

18



e L UUPUllualle LUl gL

Remarque 8

— On déduit du lemme de couplage de Berbee |7| et du lemme 2 ci-dessus que le coefficient
B de Rozanov et Volkonskii |54] et le coefficient T présentent tous les deux une propriété
d’optimalité : ils réalisent l'infimum de Edy(X,Y) ou Y est indépendante de M et de
méme loi que X pour les distances respectives do(x,y) = Tz, et do(x,y) = |z —y|.

— La démonstration du lemme 2 repose sur la transformation par quantile de Major [43].

— Le lemme 2 peut-étre généralisé au cas ou X prend ses valeurs dans un espace polonais
(ou méme encore plus général). Nous renvoyons a |55, Proposition 6] pour le cas ot X
est a valeurs dans un espace polonais (X, dy) et ou § est également polonais. Lorsque

est quelconque et pour X prenant ses valeurs dans un espace plus général, nous renvoyons
a [Pri-5, Pri-6, Pri-13].

Le couplage est un outil important pour I’étude des propriétés statistiques d’une suite de
variables aléatoires dépendantes. Par exemple, le lemme de couplage 2 permet de remplacer
une suite de variables aléatoires 7-dépendante par une suite i.i.d., indépendante du passé de
la suite initiale. Le prix & payer peut alors étre controlé en terme des coefficients 7(k) de la
suite initiale (voir Définition 7 ci-dessous).

Définition 7 Soit (X;)icz une suite de variables aléatoires réelles dans L' (P). On définit

1
(k) =max—  sup T(M; (X, ., X)),
I<r l(i,j)EF(l,l,k)

avec M; = o(X;, j <1i). On définit aussi (k) = 7o (k).

La propriété de couplage du lemme 2 nous a permis de retrouver les inégalités de type
Bennett (Proposition 4) et de type Fuk-Nagaev (Proposition 5) que Rio [50] avait montrées
en mélange fort.

Proposition 4 [Pri-6] Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires réelles, bornée par M.
Soit M; = 0(Xg, 1 <k <1i). On définit Sy = Zle(Xi —E(X;)) et S, = maxi<p<y |Sk|. Pour
q dans N*, soit v, dans Ry tel que

[n/q]
Vg 2 || Xgnsqe1 + - + Xl + Z [ X(i—1)g+1 + -+ Xigll3-
i=1

Soit h la fonction définie par h(x) = (1 + z)In(1 + x) — z. Alors,

1. pour tout A > 0,

Vg AgM n
B(IS.] 2 30 < dew(—ptsh(5 ) + e+ 1)
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2. pour tout X\ > My,

P(Sn > (1 +3)A) < dexp(— (q;\]}yh@iiw)) + 3 rla+1)

Avant d’énoncer I'inégalité de type Fuk-Nagaev, nous avons besoin de quelques notations.

Notation 1 Soit X une variable aléatoire réelle. Soit H x|(x) = P(|X| > x). On note alors
- Qx| Vinverse généralisée de H,x|.
- Gx| Vinverse de © — [ Q|x)(u)du.
Pour toute suite décroissante (8;);>o de réels positifs , on définit 6~ (u) =Y o0 Lucs, = inf{k €
N: o, <u}. -

Proposition 5 [Pri-6] Soit (X;);>1 une suite de variables aléatoires centrées, de carré inté-
grable. On définit (M;);>1 et S, comme a la proposition 4. Soient X une variable aléatoire a
valeurs dans Ry telle que Qx > sup;>; Q|x,| et

2= 303 [Cov(X, X,
i=1 j=1

Soient R = ((1/2) " 0 G3))Qx et S = R, Alors, pour tout A > 0 et tout r > 1,

+ Qx (u)du. (2.1.10)

A2\ -r/2  4p [SO/T)
) 5

De cette inégalité, nous déduisons une loi du logarithme itéré pour une suite 7-dépendante.

Théoréme 4 [Pri-6]| Soit (X;),cz une suite stationnaire de variables aléatoires réelles, cen-
trées, de carré intégrable, satisfaisant

o rr(k)/2
Z/ Qo G(u)du < o .
k=10

Soit S, = X1 + -+ X,,. Alors n=*Var(S,) converge vers o2, et il existe une suite (Y;)ien de
variables aléatoires indépendantes, de loi (éventuellement dégénérée) N (0, c?), telle que

n

Z(Xi —Y;) =o(Vnlnlnn) p.s.

i=1

Enfin, pour clore ce paragraphe sur les inégalités exponentielles, nous allons présenter une
inégalité de type Hoeffding pour les sommes partielles d’une suite ¢-dépendantes.
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Proposition 6 [Pri-4]| Soient (X;);>0 une suite de variables aléatoires réelles et M; la tribu
du passé avant i. Pour toute fonction h de BV, on définit

= Z WXi) et bin = (i W’f)) R [[P(X5) = E(A(X0))lp/2 -

Alors, pour tout p > 2,

1/2 1
1S (h) = E(Sn(h))]lp < <2pzbm> < ||dn]] <2pZ(n— k)c%(@)

1/2

B(|S(h) — E(Sa(h))] > 2) < € exp <4e||dh”22n__lx(n - k)a%(k)) |

Remarque 9
— Pour démontrer la proposition 6, nous sommes partis d’une inégalité de type Burkholder
donnée dans [16].
— En appliquant la méthode de différences de martingales, comme dans [14], on peut mon-

trer

ol S, (142555 6k

Cette inégalité et celle de la proposition 6 sont de méme type des que Y ., (;51(1{:) est
finie.

P(|Sn(h) —E(Sn(h))| > z) < 2exp

2.1.3 Processus empirique

Les articles [Pri-1, Pri-8] portent sur 'étude du processus empirique pour des suites
faiblement dépendantes. Soit (X;);ez une suite stationnaire de variables aléatoires a valeurs
dans R?, de fonction de répartition marginale F. Si F, désigne la fonction de répartition
empirique, on définit pour tout ¢ dans RY, F,(t) =n~' Y " | Ix,<. Les articles [Pri-1, Pri-8]
donnent des conditions suffisantes, en termes de dépendance, pour la convergence du processus
rencentré et renormalisé {\/n(F,(t) — F(t)), t € R4},

Pour le cas d = 1, nous avons obtenu le résultat suivant :

Théoréme 5 [Pri-8| Soit (X;);cz une suite stationnaire réelle, 0-dépendante. On suppose que
la fonction de répartition marginale associée F est Lipschitzienne et que
O(r) =0 ((7’ + 1)_2_2\/5_”) pour un v > 0. Alors {\/n(E,(t) — F(t)), t € R} converge en loi
dans Uespace de Skorohod D(R) wvers le processus Gaussien de fonction de covariance définie
par

[(s,t) = ZCOV(][XOSS, Ix,,<t) -

keZ
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Dans [Pri-1], nous nous sommes placés sous des conditions de (5 et ¢o-dépendance en
dimension d quelconque. Introduisons les deux conditions suivantes :

(Cy) 1l existe £ > 0 tel que gy(k) = O (k7179).
(C2) N existe e > 0 tel que Fo(k) = O (k~%7%).
Nous obtenons alors le théoréme suivant :

Théoréme 6 [Pri-1] On suppose que (C1) ou (Cq) est vérifie. Alors {\/n(F,(t) — F(t)),t €
R%} converge faiblement dans 1°°(RY) vers un processus Gaussien tendu de fonction de cova-
riance définie par

T(s,t) = Y Cov(Ix,<q Ix, <t) -

keZ

Pour obtenir un résultat de convergence en loi pour le processus empirique, il faut démon-
trer deux points essentiels : la tension et la convergence des répartitions finidimensionnelles.
La tension est souvent plus difficile a obtenir. L’idée est d’utiliser une inégalité de moment
de type Rosenthal adéquate, puis d’appliquer un critére de tension. Dans [Pri-8], nous com-
mencons par montrer une nouvelle inégalité de moment pour les sommes partielles d’une suite
f-dépendante (Proposition 7 ci-dessous), puis nous appliquons le critére de Shao & Yu [56]
pour conclure.

Proposition 7 [Pri-8| Soit r un réel > 2. Soit (X,,)nez une suite de variables aléatoires 0-
dépendante, bornée par 1. Pour n > 1, on définit S, = X1+ Xo+ ...+ X,, et Sg = Xy = 0.
Alors il existe une constante C,. telle que

E|S,|" < C. (s, + M,.,,) ,
ot My, =n Z?:_Ol (i +1)"720(i), et s2 = My, = nzyz_ol (7).

Dans [Pri-1], nous avons adapté la méthode d’Andrews & Pollard [2] pour démontrer
un nouveau critére de tension (voir Proposition 8 ci-dessous). Nous avons utilisé ensuite les
inégalités de moment données dans [15] et ce critére pour conclure.

Avant d’énoncer le critére de tension obtenu dans [Pri-1], commencgons par rappeler la
notion de nombre de crochets.

Définition 8 Soit ) une mesure finie sur un espace mesurable X. Pour toute fonction me-
surable f de X dans R, soit ||fllo., = Q(fI")Y". Si ||fllo. est finie, on dit que f est dans
Ly Soit F un sous-ensemble de Lyy. Le nombre de crochets Ng (e, F) est le plus petit entier
N pour lequel il existe des fonctions fi < fi,..., [y < fnv de F telles que pour tout entier
1 <i<N,onaitl|fi—f |lor <e, et pour toute fonction f de F il existe un entier 1 <i < N
tel que f; < f < f.

Nous pouvons maintenant énoncer le critére de tension suivant :
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Proposition 8 [Pri-1| Soit (X;);>0 une suite stationnaire de variables aléatoires a valeurs
dans un espace mesurable X, de marginale P. Soit P, la mesure empirique P, =n~'>_"" | dx,,
et soit Z, le processus empirique défini par Z, = \/n(P, — P). Soit Q) une mesure finie sur
X telle que Q — P soit une mesure positive. Soient F une classe de fonctions de X dans R et
G=A{f—-1,(f1) € FxF}. On suppose qu’il existe r > 2, p > 1 et q > 2 tels que pour toute
fonction g de G, on ait

1Zu(9)lly < Clllglgs + ),

ou C' ne dépend ni de g ni de n. Si de plus
1
/ g ( N (x, F)VPde < 0o et lir% P DING | (z, F) =0,
0 =

alors
lim lim supE< sup \Zn(g)|p) =0.
Y n—oo 9€9,llgllQ,1 <8
Remarque 10
~ Le théoreme 5 améliore la condition 0(r) = O(r~®t)) donnée dans [24]. Pour montrer
la tension, nous calculons un moment d’ordre 2-++/2 alors que dans [24], les auteurs vont
gusqu’a Uordre 4. L’inégalité de moment qu’ils utilisent a la place de notre proposition 7
ne permet en effet que les moments d’ordre entier.
— Dans [Pri-1], nous montrons que la condition Cs ci-dessous implique la condition Cs.
(C3) Chaque composante de X1 a une densité bornée et il existe € > 0 tel que T (k) =
O (k—4d—a) ]
Bien que le coefficient 6 soit plus faible que le coefficient 1., nous obtenons pour tous
les exemples étudiés dans [Pri-8] les mémes bornes pour 7., [Pri-4, Pri-1] que pour
0. Pour d = 1, le théoreme 6 donne donc une condition plus faible, au moins pour les
modéles présentés dans [Pri-8], que le théoréme 5.
— Pour démontrer le théoréme 6, nous avons appliqué la proposition 8 avec un choix de la
mesure Q) inspiré par [50] :

Q(dz) = (1 +4Zbk(x)> P(dz),

ot P est la loi de Xy et ot bp(Xo) = b(o(Xo), X), b étant défini comme a la proposition
1. Pour plus de détails, nous renvoyons a [Pri-1].

2.2 Systémes dynamiques

Dans cette section, nous allons nous intéresser de facon plus particuliére a certains sys-
témes dynamiques de dimension 1. Un systéme dynamique, méme simple et déterministe,
peut présenter des comportements "imprévisibles". On parle de comportement chaotique. En
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choisissant deux conditions initiales voisines, il est possible qu’au bout d’un temps fini, on ob-
serve deux orbites complétement différentes. C’est cette observation qui a motivé I’étude des
propriétés statistiques des systémes dynamiques. Nous allons voir que I’étude de certains sys-
témes dynamiques n’est pas si différente de celle de suites faiblement dépendantes. La plupart
des résultats présentés dans cette section sont rappelés dans l'article de syntheése [Pri-12].
Commencons par introduire une classe de systémes dynamiques que nous noterons SD par la
suite.

Description de la classe SD

Soient I = [0, 1], T une application de I dans lui-méme. On définit X; = T". Si p est invariante
par T', la suite (X;);>0 de variables aléatoires de (I, ;1) dans I est strictement stationnaire. On
note ||g/|1.» la norme L' par rapport a la mesure de Lebesgue A restreinte a I, et ||v|| = |v|(1)
la variation totale de v.

Inégalités de covariance. Dans nombre de cas intéressants, on peut montrer que, pour toute
fonction h de BV et toute fonction k de L*(7, p),

|Cov(h(Xo), k(X)) < anl[K(Xn)[[1(I1All1x + [ldR]]) (2.2.11)

pour une suite décroissante a,, qui tend vers zéro lorsque n tend vers l'infini. Dans [Pri-4],
nous remarquons que (2.2.11) implique

|Cov(h(Xo), k(X)) = [Cov(h(Xo) = h(0), k(X,))l
||k (X)L ([P = R(0)[[1x + [|dR]) .

IA

Comme ||h — h(0)]|1,» < ||dh]|, nous obtenons
[Cov(h(Xo), k(Xa))| < 2an k(X0 1 ], (2.2.12)

ce qui implique ¢(0(X,), Xo) < 2a, [Pri-4, Lemma 4].
Chaine de Markov associée. On définit 'opérateur £ de IL1(7, \) dans L(I, \) via I'égalité

/0 L) (@) k(z)\(dx) = /0 h(z)(k o T)(z)\(dz)

ou h € LYI,\) et k € L°°(I,\). L'opérateur L est appelé opérateur de Perron-Frobenius
associé a T'. On suppose que p est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue,
de densité f,. Soit I* le support de p. On choisit alors une version de f,, telle que f, > 0 sur
I* et f, = 0sur (I*)°. On peut toujours choisir £ tel que L(f,h)(x) = L(fuh)(x)1f,(z)>0. On
définit alors le noyau Markovien associé a T par

L{fuh)(x)

K(h) (x) = Wﬂfﬂ(zpo + N(h)][fu(:c):o‘ (2.2.13)
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Il est ensuite facile de vérifier que (Xo, X7, ..., X,,) a méme loi que (Y, Y,—1,...,Yy) ot (V;)i>0
est une chaine de Markov stationnaire, de mesure invariante p et de noyau de transition K.
Cette correspondance "systéme dynamique-chaine de Markov", déja mentionnée dans des tra-
vaux de Gordin (1968), est clairement expliquée dans [6]. Nous montrons alors le lemme
suivant :

Lemme 3 [Pri-1] Soit (Y;)i>o une chaine de Markov a valeurs réelles, de noyau de transition
K. On suppose qu’il existe une constante C' telle que

pour toute fonction f dans BV et pour tout n >0, |dK"(f)| < C|df] . (2.2.14)

Alors, pour tout j >1i >0, ¢(a(Y2), YVirs, Yers)) < (1+C)p(o(Ya), Yirs).

Nous montrons alors (voir [Pri-1]) que si on a (2.2.11) et (2.2.14), alors pour tout n >
J>120,

(o(Xp, k >1n), (Xni, Xn_j)) < (14 C)olo(Xp, k >n), X,_i) <201+ C)a .

Propriété de trou spectral. Dans de nombreux cas intéressants, on fait ’analyse spectrale
de £ dans l'espace de Banach BV muni de la norme ||hl|, = ||dh|| + ||k]|1x en utilisant le
théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu (voir Lasota & Yorke [34]). On suppose que 1 est
valeur propre simple de L et que les autres valeurs propres du spectre sont contenues dans
un disque fermé de rayon strictement plus petit que 1. On dit qu’on a une propriété de trou
spectral. Il existe alors une unique probabilité T-invariante p, absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesgue. Sa densité f, est dans BV, et

L7(h) = A(h)fu +0"(h) avee U(f,) =0t [ U (R)], < Dp"|h]l, (2.2.15)

pourun 0 < p < 1letun D > 0. Si de plus

i

nous montrons dans [Pri-1] que les propriétés (2.2.11) et (2.2.14) sont satisfaites. Nous en

1

50| =7 <00, (2.2.16)
Ju

(2

déduisons donc que les coefficients ¢, (i) de la chaine (Y;);>o satisfont
3C > 0 telle que ¢o(i) < Cp'.

Application : "transformations dilatantes".

1. p-transformations T'(z) = fx — [fz] avec § > 1.

2. Applications linéaires par morceaux [/ est la réunion finie d’intervalles disjoints
(Ix)1<k<n, €t T(x) = arx + by, sur Iy, avec |ax| > 1.
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3. T(z) =a(z™' —1) — [a(z™' — 1)] avec @ > 0. Pour a = 1, on parle de transformation
de Gauss.

Plus généralement, les transformations décrites dans [11, Section 2.1] vérifient (2.2.15).

Pour obtenir les propriétés statistiques des systémes dynamiques de la classe SD, on peut
donc travailler sur la chaine associée. Cette chaine est une suite de variables aléatoires fai-
blement dépendantes qu’on peut étudier en utilisant la section 2.1 précédente. Dans la suite,
nous donnons quelques exemples.

Estimation de la densité invariante. Dans [Pri-9], un théoréme limite centrale est donné
pour l'estimateur a noyau de la densité invariante. Dans cet article, nous ne travaillons pas
avec la chaine de Markov associée. La méthode utilisée est une adaptation de la méthode
de Lindeberg-Rio [48]. Le controle des covariances n’est pas formalisé en terme de coefficient
de dépendance. C’est seulement dans [Pri-4] que le coefficient 6 est introduit, et que le lien
avec les systémes dynamiques est formalisé. Les résultats sur le MISE (voir section 2.1) pour
des suites 3-dépendantes s’appliquent alors aux systémes de la classe SD en rappelant que
B(M, X) < $(M, X) (voir Lemme 1, section 2.1).

Estimation de ruptures. Grace au controle de ¢;, nous pouvons également appliquer les
résultats sur 'estimation de ruptures dans un modele de régression (Théoréme 3, [Pri-15]).

Périodogramme intégré.
Dans [Pri-2], nous nous sommes intéressés a 'estimation de la densité spectrale d'un
systéme chaotique défini pour tout ¢t € N par

& = o(T"(Xo)) = p(Xo) (2.2.17)

ot T est dans la classe SD et ¢ : [0,1] — R est dans 'espace BV ([0, 1]). Le processus (&;):>o
est supposé centré. Avant d’énoncer le résultat obtenu, commencons par donner quelques
notations et définitions.

Soit p invariante par 7. On définit le covariogramme de (&)en par y(t) = E,(&&;) pour
tout ¢ dans N.

La densité spectrale de (&)ien est donnée, pour tout A sur le tore T = [—mx, 7|, par

FO) = 5= S A(lhe ™

teZ

Les cumulants d’ordre 4 de (& )sen sont définis, pour tout (r, s, t) € Z3, par

FL(T? S, t) = Eu [5057‘5351&] - Eu [£O£T]E,u [gsgt] - Eu [£O£S]EM [57“&] - E,u [gogt]Eu [57“58] .

Par stationnarité de (&;):en, cette définition s’étend a Z3.
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Le périodogramme associé & (& )en est défini, pour tout A € T, par

n
Z é-te—it)\
t=1

Soit (v,(t)) les covariances empiriques données, pour tout 0 <t <n — 1, par

2

1
I,(\) = Dy

n—t
1
Tu(t) = o Z Ertvi
k=1
et v,(t) =0 si t > n. On peut montrer que, pour tout A € T

1 —i
1) = o= S (i)™
T
tez
A partir de 14, on définit le périodogramme intégré par :

Z.(g) = / " gL d

—Tr

ol g est dans ’ensemble de fonctions
g= {g : T — R, 2m-periodiques et continues avec ¢ € ]LQ(T)}.

Le théoréme 7 [Pri-2] ci-dessous donne la convergence presque stre de Z,(g) vers

(g) = / " gFO) dA

—Tr

ainsi qu'un théoréme limite centrale faisant apparaitre la densité bispectrale

1 .
( ﬂ—) (r,s,t)€Z3

Théoréme 7 [Pri-2| Pour tout g dans G,

f4(>‘7:u7 V) =

lim Z,(g9) = Z(g) P.S.

n—oo

De plus, si
o*(t) = E[(&& — ()] + 2> E[(Ebirs — (1) (€& — 7(t)] > 0,

alors on a la convergence des répartitions finidimensionnelles de {\/n(Z,(9) —Z(g)), g € G}
vers celles du processus Gaussien centré {Z(g), g € G} de fonction de covariance donnée, pour
tout g1,92 € G, par

I'(g1,92) = 47?/

™

31 (N)ga(N) (N + 27 / ’ / " (N gali) f1 (0 s p)dAdp
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Remarque 11

— Dans [53], Rosenblatt montre un théoréme limite centrale pour le périodogramme intégré
associé a une suite (X,,) strictement stationnaire et ergodique. La démonstration qu’il en
donne repose sur des idées de Gordin [26]|. Pour démontrer le théoréme 7, nous travaillons
sur la chaine de Markov associée a (Xy)ien. Nous montrons que les conditions de type
projectif données dans |53] sont vérifiées.

— On peut étendre ce résultat a des suites (& )ien plus générales. Dans [Pri-2], le théoréme 3
donne un critére projectif, qui, s’il est vérifié, implique la convergence du périodogramme
intégré. Ce critére s’écrit en terme de coefficients de dépendance.

— Toujours en passant par la chaine de Markov associée, et en appliquant cette fois-ci les
résultats de [59], nous donnons dans [Pri-2] le comportement asymptotique des trans-
formées de Fourier de (&)ien définies pour tout 6 dans R par S, (0) = 371, g(&)e™, ou
g:10,1] — R est une fonction de BV ([0, 1]).

— Dans |27], Gordin et Lifshits étudient le périodogramme dans le cas de chaines ayant
un opérateur de transition normal. L’hypothése de normalité exclut les chaines associées
auz systemes dynamiques de la classe SD.

Pour les trois problémes ci-dessus (estimation de la densité invariante, estimation d’une
rupture, estimation de la densité spectrale), nous pouvons construire l’estimateur en prenant
Xo ~ p(z)A(dx), o p € BV (I) et A désigne la mesure de Lebesgue sur I. Nous prenons alors
X; = T'X,. Pour la démonstration, nous commencons par montrer le résultat pour Xy ~ p ol
1 est la loi invariante, absolument continue par rapport a A, puis nous montrons la convergence
du cas non stationnaire vers les cas stationnaire [Pri-9, Pri-2].

Processus empirique. Le controle des coefficients Qgg(k) permet d’appliquer le théoréme 6
pour le processus empirique [Pri-1].

Inégalités exponentielles. Les inégalités des propositions 4 et 5 s’appliquent. Nous retrou-
vons également dans [Pri-4] une inégalité de concentration pour des fonctions Lipschitziennes
donnée dans [13]. Nous travaillons pour cela avec le coefficient ¢ défini de la maniére suivante :

Définition 9 Soient (2, A,P) un espace probabilisé, M une sous-tribu de A, et X une va-
riable aléatoire a valeurs dans R™. On suppose que dy(0, X) est bornée. On définit

p(M, X) = sup{|E(f(X)|M) = E(f (X))l f €AV}
On définit alors p,.(k) et (k) comme pour le coefficient 6 (voir section 2.1).

Remarque 12
Ce coefficient est une version uniforme du coefficient 7.

Il a été introduit par Rio [49].
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Nous montrons alors dans [Pri-4] que pour certains systémes de la classe SD (décrits dans
[Pri-4, Section 4.3] ou dans [13]),

3O >0,0<p<1 tels que (k) < Cpr.

Nous noterons CMS cette sous-classe de SD. Nous appliquons alors une inégalité exponentielle
de Rio [51], et nous retrouvons l'inégalité de concentration montrée dans [13| de maniére
différente.

Proposition 9 [13|, [Pri-4] Soit AL, . 1, Uensemble des fonctions f de R™ dans R telles que

‘f(xlv"'vxn)_f(yla-"ayn)| §L1|x1_y1|+"'+Ln‘xn_yn"

On suppose que T est dans CMS. Alors il existe C > 0 telle que pour tout x > 0,

P(f(X1,...,X,) —E(f(Xy,...,X,)) > ) <exp (C(L% ;2$+L2)) :

Les deux parties qui suivent portent sur deux sujets indépendants, auxquels je me suis

intéressée plus récemment.

2.3 Processus des records généralisés

Dans cette section, nous présentons les résultats obtenus dans [Pri-3] sur le processus des
records généralisés. Nous renvoyons a [23] pour les rappels concernant la théorie des grandes
déviations.

Nous considérons un tableau triangulaire X = (X é”))neN*,lngn de variables aléatoires
continues et échangeables. Par échangeables, nous entendons que pour tout n dans N*, la loi du

("))

vecteur aléatoire X () = (X4 )k=1,..n est invariante par permutation des indices {1,2,...,n}.

Nous définissons alors, pour n € N* et k € {1,...,n}, le rang relatif R,(Cn) de X,g") comme le
nombre de coordonnées du vecteur (X J(»n))j:17___7k plus grandes que X ,5”) :
k
Ry(n) = 2; Ty - (2.3.18)
J:

En procédant comme dans [47], nous montrons que :

1

Ri"), ce R,(ln) sont des variables aléatoires indépendantes.
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Nous remarquons que la loi de Rgn), .., R'™ est la méme que dans le cas d'un tableau de
variables aléatoires i.i.d.. Nous en déduisons que tout résultat asymptotique obtenu reposant
sur (R;n)>1gjgn’neN pour un tableau i.i.d. est encore valable pour un tableau échangeable.
Dans la suite, comme pour k € {1,--- ,n} et n € N* la loi de (R](L”), . R,(f")) ne dépend
que de k, nous écrirons Ry, au lieu de R,(g"). Nous introduisons alors les processus suivants, pour

tel0,1]:

[ntl/o‘}

o [0
j=1

et

[n']
1
Z°0) = Tip_
n(t) logn; {Ry=1}

ou [-] désigne la partie entiére.

A renormalisation pres, le processus Z9 correspond au nombre de records observés avant
[n']. Le processus Z° saute aux endroits ot une valeur maximale est atteinte. De fagon similaire,
le processus Z< est le nombre de records "généralisés" observés avant [nt'/?]. Ce processus a
été étudié par Deheuvels & Nevzorov [21] pour le cas i.i.d. seulement, mais dans le contexte
plus général ou la suite {[j®],j € N*} est remplacée par une suite {k;,j € N*}. L’intérét de
prendre en compte non seulement les records, mais aussi les k; plus grandes observations, est
de perdre moins de données puisque dans la définition du processus des records généralisés,
plus d’observations apparaissent.

Dans [Pri-3], nous étudions les propriétés asymptotiques de ces processus. Nous démon-
trons un principe de grandes déviations fonctionnel pour Z% (0 < o < 1). Donnons briévement
une idée de la démonstration lorsque 0 < o < 1. Nous utilisons en fait une astuce qui consiste
a remplacer la suite (Y*)jen< := (Ig;<[jo))jen- par une suite de méme loi, construite & partir
du processus de Poisson standard. Ceci nous permet ensuite de montrer que le processus Z%(-)
est exponentiellement équivalent au processus renormalisé

o « *
MTL (t) = EN[TLtI/Q} 9 t E I:O, 1] 3

si (N})i>o désigne le processus de Poisson d’intensité I(z) = 27!, z > 0. La fonction de taux
que nous obtenons in fine est la méme que celle associée au principe de grandes déviations pour
un processus de Poisson standard, & un facteur o pres. Avant d’énoncer le résultat principal,
précisons quelques notations.

Soit AC le sous-ensemble des fonctions absolument continues de L>°([0, 1]) défini par

k k
AC = {¢ e L>([0,1]) : Z [ty —si| = 0,8 <t < 8141 <ty = Z |p(t1) — o(s1)| — 0} .

=1 =1
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Rappelons que toute ¢ dans AC est différentiable presque partout. Nous noterons ¢’ sa dérivée,
qui est dans IL'([0, 1]). Nous définissons AC; comme I'ensemble des fonctions positives de AC
tendant vers 0 en 0. Nous définissons maintenant pour ¢ € L>°([0, 1]),

| 6 00se 0~ a0+ ar. sioeacs (23.19)

+00 sinon.

J(¢) =

Remarque 13 La fonction J joue un rdle important pour le processus de Poisson standard.
Soit (Ny)¢>o le processus de Poisson standard. Lorsque T tend vers +oo, {T ' Nyr, t € [0,1]}
converge en probabilité vers le processus déterministe {t,t € [0,1]}. De plus, ce processus
satisfait un principe de grandes déviations dans AC{ de bonne fonction de tauz J |37]. D’autre
part, il est facile de montrer que pour ¢ dans ACS, J(¢) =0 ssi ¢(t) = t.

Nous obtenons le principe de grandes déviations suivant :

Théoréme 8 [Pri-3] Pour0 < a <1 (resp. « =0), (Z2) satisfait dans L>([0, 1]) un principe
de grandes déviations de bonne fonction de tauz J/o (resp. J) et de vitesse (n®) (resp. (logn)).

En utilisant des arguments similaires, nous montrons également un principe de type Dons-
ker pour les processus recentrés et renormalisés

Ze(t) = "g (72—t} (0O<a<1,teo1])
et

Z0t) = logn{Z°(t) —t}, te[0,1].

Nous retrouvons alors partiellement (seulement pour 0 < a < 2/3), mais avec un argument
simple, les résultats obtenus dans le cas i.i.d. par [21]. Pour a > 2/3, Papproximation de type
Poisson ne fonctionne pas.

Théoréme 9 [Pri-3] Soit a € [0, 2[. Lorsque n tend vers Uinfini, {Za(t),t € [0,1]} converge
en loi vers le mouvement Brownien standard sur [0, 1].

2.4 Estimation adaptative

Dans [Pri-16], nous nous sommes intéressées au probléme de l’estimation adaptative d’une
fonctionnelle linéaire.
Nous nous plagons dans le cadre du modéle gaussien :

Y () = (s,0) + %L (), t € H, (2.4.20)
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ou H est un espace de Hilbert séparable, et L est un processus gaussien centré isonormal,
c’est-a-dire qui vérifie
Cov(L(t), L(t") = (t,t'),

et s € H est inconnu.

Ce cadre général couvre le modéle de bruit blanc, le modéle de suite gaussienne et le modéle
de régression gaussienne.

Dans [Pri-16], nous construisons un nouvel estimateur adaptatif pour 7'(s), ot 7" est une
fonctionnelle linéaire. Dans [12], Cai et Low proposent un estimateur adaptatif de T'(s) pour s
appartenant & une classe convexe F. Leur estimateur est construit a partir d’une série de tests
sur une suite ordonnée de classes F; C F. D’autre part, il existe différents travaux [33, 42, 41]
présentant des approches adaptatives de type noyau. Notre construction [Pri-16] repose sur
I'idée de sélection de modeéle. On considére une collection au plus dénombrable (S,,, m € M)
de sous-espaces linéaires de H. Pour tout m € M, on définit I'estimateur par projection s,
de s sur S,,. Etant donnée une base orthonormale (¢, A € A,,) de S,,,

Sm = Z Y(Qb/\)% .

AEAM

En fait, §,, ne dépend pas du choix de la base puisqu’on peut facilement vérifier que
S = angmin, e, (o]]? = 2 (v) -

Il parait alors naturel d’estimer 7'(s) par T'(8,,). Soit s,, la projection orthogonale de s sur
Spm. Comme T est linéaire,
E(T(5m)) = T(sm) -

On peut donc donner la décomposition biais-variance pour le risque quadratique de ’estima-
teur T'(8,,) :

E((T(5m) = T(5))%) = (T(s:) = T(5))* + E ((T($m) — T(sm))?) -

On souhaite alors trouver un estimateur, parmi la collection (7'(S,,), m € M), qui minimise
le critére

(T(5) = T())* + E (T(5) = T(s))?) -

Le terme de variance se calcule simplement, en utilisant les propriétés du processus isonormal

L.
2
E ((T(3m) = T(s)’) = = > T*(6)
AEAm

Par contre, le terme de biais (T'(s,,) — T'(s))* dépend de la quantité inconnue s.

La sélection de modéle par critére pénalisé a été introduite par Barron, Birgé et Massart [5].
Elle a été ensuite mise en pratique dans différents contextes (estimation de s pour le modéle
(2.4.20) [10], estimation de fonctionnelles quadratiques de s [35]). Cette méthode consiste a
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minimiser en m € M un critére faisant intervenir ’estimation du biais plus un terme de
pénalité pen(m). Dans notre cas, le terme de biais ne peut étre ni simplifié par ajout d’un
terme indépendant de m, ni estimé. C’est pourquoi nous avons introduit un nouveau critére.

Supposons que M est un sous-ensemble de N. Nous adaptons alors, a la maniére de Birgé
[9], la méthode de Lepski |38, 39, 40] & notre approche par sélection de modéles. Nous cherchons
& minimiser 2

2 2

sup(T'(sm) — T(s5))" + — > T6)

j=m

Nous définissons, pour tout m € M,

pen(m) = (2 + %) L0

ou 0 est une constante strictement positive et (x,,, m € M) est une suite de réels positifs.
Nous posons, pour tout j, m € M,

02 = %E ( Z T(px)L(Px) — Z T(¢2)L(92))?

XA AEA;

, 1
H(J? m) - (2 + g) Lj,m sz,m )
ol (Zjm, (j,m) € M?) est une suite de réels positifs.

Nous posons alors, pour tout m € M,

Crit(m) = sup  ((T'(3) = T(5,))” = H(j,m)) + pen(m)

jzm,jeM

et nous définissons

m = inf {m € M, Crit(m) < inf (ﬁ(]) + l} .

JEM n

Dans [Pri-16], nous donnons une borne supérieure pour le risque quadratique de I'estima-
teur T'(8;,) (Théoréme 10 ci-dessous).

Théoréme 10 [Pri-16] On observe le processus gaussien {Y (t), t € H}, ou Y (t) est défini
par (2.4.20). Soit T une fonctionnelle linéaire définie sur S C H. Pour tout m € M, on définit

Crit(m) = sup(T'(s;) — T(sm))* + pen(m)

jzm
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et
2

L(m) = (T(s,,) — T(s))* + 02, + Sup T, Trmj -
j<m
Soit My défini par

n

Mopt = inf {m € M/ Crit(m) < lir}\f/[ Crit(l) + l} .
S

Alors, il existe une constante C(§) > 0, dépendant uniquement de §, telle que

E((T(3n) = T(5)?) < C(6) (Crit(mop) + I'(mope))

t C0) (Somemt € 2t sy € 700 02 1)

Ce théoréme permet entre autres de donner des résultats de type minimax pour ’estimation
adaptative d’une fonction (ou de sa dérivée r'®™°) en un point. Nous considérons le modéle de
bruit blanc gaussien

Y (u) = /0 s(a)dx + %W(u) L uel0,1],

ou s € H=12%([0,1]) et W est un mouvement Brownien standard.

Soit 7 > 0. Nous supposons que s existe et que s € C([0, 1]), I'ensemble des fonctions
continues sur [0,1]. Soit zo € [0,1]. Dans [Pri-16], nous avons considéré le probléme de
estimation de T'(s) = s (zy).

Soit {S;, 7 > 0} une analyse multirésolution d’ondelette pére ¢ et d’ondelette meére ).
Nous renvoyons a [31] pour les rappels sur les analyses multirésolutions. On définit

oin(x) =220 — k), x€[0,1],j>0et k€ Z
et
Yin(r) =222 — k), 2 €[0,1], j > 0et k€ Z.

Pour J > 0, soit s; la projection orthogonale de s sur Sy, s; = >, (S, ©sk) Pk

Pour a > 0 et 1 < g < 400, BL([0, 1]) désigne l'espace de Besov usuel, muni de la norme
| - |la,00,q définie par exemple dans [31, Definition 9.2].

Nous faisons sur ¢ et 9 des hypothéses techniques que nous ne réécrirons pas ici (voir les
conditions (i) a (iv) dans [Pri-16, Section 3.1]).

Nous obtenons alors le résultat suivant :

Corollaire 1 [Pri-16] Soient d,, un entier tel que 2% > n/In(n) et M = {0,...,d,}. Soit
Tm = n(2) +e)(1+2r)(m V1), et xj, = (In(2) +€)(1 4+ 2r)(j V 1). On définit m comme au
théoreme 10.
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Alors il existe une constante C' dépendant uniquement de d, € et « telle que, sir < o < r+1,
et si n/In(n) > max(LY/*, L™?),

2(a—r)
sup E (3% (20) = s7(a))?) < © (ﬁis‘; (h‘(”)) ’ +l> |

s€B537([0,1]), lIsllev,00, <L

Remarque 14
— Nous retrouvons les vitesses minimaz adaptatives établies par Lepski [38|. C’est-a-dire
qu’on perd un facteur logarithme pour le risque quadratique par rapport & la vitesse
minimax sur les espaces considéres.
— Le corollaire 1 s’étend en dimension d > 1 (voir [Pri-16, Corollary 2] ).

Sur les simulations présentées dans [Pri-16], nous comparons notre méthode d’estimation a
la procédure de type C), de Mallow présentée dans [4]. Nous considérons le modéle de régression
gaussienne de dimension finie

yi=s(i/n)+oeg; i=1,...,n,

ou (e1,...,&,) sont des variables aléatoires gaussiennes centrées réduites, indépendantes. Nous
choisissons o0 = 0.2 et n = 256. Nous estimons alors s(x) pour différentes fonctions s définies
sur [0,1] et pour tout x dans {i/n, 1 < i < n}. Si la fonction s est irréguliére sur un sous-
intervalle de [0, 1], et plus réguliére ailleurs, alors la procédure de [4] va avoir tendance a
sélectionner un modéle de grande dimension, de maniére & capturer les irrégularités de s.
Notre procédure présente 'avantage de sélectionner un modeéle différent pour chaque x dans
{i/n, 1 < i < n}. Elle s’adapte ponctuellement aux irrégularités de s.

Pour conclure ce paragraphe, notons que notre procédure présente ’avantage d’étre facile-

ment programmable.

2.5 Perspectives
Pour conclure ce document de synthése, donnons quelques perspectives de recherche.

e Propriétés statistiques de 1’application LSV (en collaboration avec J. Dedecker,
Paris 6)

L’application LSV (Liverani-Saussol-Vaienti [44]|) T : [0,1] — [0, 1] est définie par

T(z) = x(1+2“;f7”‘) si0<z<1/2
2r—1sil/2<2<1

Cette application présente un point fixe neutre en zéro, ¢’est-a-dire 7'(0) = 0 et |77(0)| =
1. On sait que si T" a un point fixe neutre, alors 7' a une mesure invariante p absolument
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continue par rapport a la mesure de Lebesgue. De plus, si au voisinage de ce point fixe
neutre, T'(z) est équivalente a x+Cz'™, 0 < v < 1, alors la mesure y est finie [46]. Nous
nous placerons toujours dans ce cas, qui correspond & un paramétre x dans l'intervalle
ouvert |0, 1[. Nous nous intéressons aux propriétés statistiques du systéme dynamique
associé a T : Xg ~ u, X,, = T"X,. La densité invariante de ce modéle explose en 0.

En utilisant des estimées de Young [60], nous pouvons montrer que dans ce cas, la
suite des coefficients de dépendance &(o(X,), Xo) décroit vers zéro avec une vitesse
polynomiale. On n’a pas pour ce modéle de propriété de trou spectral de l'opérateur
de Perron-Frobenius, et Young obtient ses estimées en travaillant sur une tour. Nous
montrons que pour tout € > 0, il existe A, B > 0 telles que

A < a(o(X,), Xo) < B

-k — — 1—k

n - n =~

Nous pouvons alors utiliser les résultats connus pour les suites @-dépendantes [18, 19|
pour montrer un théoréme limite centrale (tlc) pour les sommes partielles >0 f o T7,
ou f:[0,1] — R n’est pas forcément bornée. Dans le cas ou f est bornée, Gouézel donne
des conditions pour avoir le tlc ainsi que des résultats de type Berry-Esseen en utilisant
la théorie du renouvellement [28].

Nous espérons par ailleurs montrer la décroissance polynomiale de &(o(X,,), (Xp—i, Xn—j))
lorsque n > j > i et i — 400 et de &(o(X,), (Xn—i, Xpn—j, Xn_k)) lorsque n > k > j >
et i — 4o00. Ceci nous permettrait d’obtenir ensuite le comportement du processus
empirique et une vitesse dans le tlc en utilisant [Pri-1] et [20].

Parallelement, nous pensons réaliser des simulations pour des fonctions f correspondant
aux cas limites pour le tlc. Nous espérons vérifier que dans ce cas, nous n’avons pas le
tle.

e Systémes dynamiques échantillonnés (en collaboration avec N. Guillotin-Plantard,
Lyon 1)

Soit (E, &, ) un espace probabilisé et T : E — FE une application préservant pu. On
suppose que T est mesurable, inversible et ergodique. Soit (Sk)x>o définie par

So=0, et pour tout k > 1, Sp = X1+ -+ X3,

ol (Xy)r>1 est une suite i.i.d. de variables aléatoires de carré intégrable, définie sur un
espace probabilisé (2, A4, P) et a valeurs dans Z. On suppose que la marche aléatoire
(Sn)n>0 est fortement apériodique et transiente. On sait alors que pour tout z € Z, la
fonction de Green

G(0,2) =) P(S, =)
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est finie. Nous nous intéressons alors au comportement de

Z foT%w
k=0

pour f € L'(u). Guillotin-Plantard et Schneider [30, Theorem 3.2| ont montré le résultat
suivant :

Supposons qu’il existe une tribu Fy telle que Fo C T~ Fy. Alors, pour toute f € L?(u)
telle que f est Fo-mesurable et E,(f|TFy) = 0, pour presque tout w € €2,

LN i)y £

SR LTI )
avec o* = E,(f?)(2G(0,0) — 1).
Leur démonstration repose sur la méthode des différences de martingales. Nous nous
intéressons maintenant au cas ou (7, ) est un systéme dynamique de la classe SD.
Nous cherchons alors pour quelles fonctions f le théoréme limite centrale est encore vrai.
En remarquant que pour tout w € €,

DT =Y No() (W) (1),

TEZ

o N, (z) = Y"1, Is,—,, nous pouvons étudier le probléme plus général suivant : Soit
(&)iez une suite faiblement dépendante. Soit (an;)miyenxz une suite d’entiers natu-
rels. Quelles sont les conditions pour avoir le théoréme limite centrale pour les sommes
Y icz An;i & 7 Dans un premier temps, notre idée est d’adapter les résultats de Peligrad &
Utev [45] sur le théoréme limite centrale pour les processus linéaires. Leur approche re-
pose sur les coefficients de mélange fort. Nous espérons ensuite ramener ces conditions a
des conditions de mélange faible. Les résultats obtenus dans [Pri-11] sur le théoréme li-
mite centrale pour des tableaux triangulaires sous des hypotheéses de 65 ou (-dépendance
ne semblent pas suffire pour déduire un tlc pour les systémes dynamiques de la classe
SD échantillonnés. Nous pouvons tout de méme essayer une approche similaire, de type
Lindeberg-Rio, mais en bornant plus finement les termes de covariance.

e Estimation de la densité spectrale : efficacité de ’estimateur
Dans [Pri-2|, nous avons étudié les propriétés de convergence du périodogramme in-

tégré. Il nous parait intéressant de nous pencher sur la question de l'efficacité de cet
estimateur dans notre cadre.
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e Tests d’indépendance et d’échangeabilité (en collaboration avec A.L. Fougéres,
Paris X et F. Gamboa, Toulouse 3)

Une question classique en statistique est de savoir si une suite stationnaire est indé-
pendante ou pas. Il existe différents tests d’indépendance. En regardant de plus pres,
nous remarquons que la plupart d’entre eux ne testent pas en réalité I'indépendance,
mais I’échangeabilité de la suite. C’est par exemple le cas de la statistique de Kendall

(voir [36]) définie par :
AN

n=1-——"7,
§ n(n —1)

ou N = 2?2—11 Z?:Z 41 Ix;>x, désigne le nombre de paires de discordances. On peut
encore écrire N en fonction des rangs relatifs Ry, définis par (2.3.18) : N = > | R, —n.
Nous montrons alors (voir [Pri-3]) que la statistique de Kendall 7,, est asymptotiquement

4 SR
Q—Eth
k=1

Le test d’indépendance classique construit & partir de 7,, repose donc sur le comporte-

équivalente a

ment en moyenne des Ry /k. La statistique n®/aZ%(1) repose sur le comportement des
queues de distribution des Ry /k. Il semble donc intéressant de chercher a définir une
hypothése alternative qui serait plus difficile & détecter en regardant le comportement
en moyenne des Ry/k qu’en regardant le comportement de leurs queues.

e Grandes et moyennes déviations conditionnelles pour une somme de variables
aléatoires discrétes (en collaboration avec F. Gamboa et T. Klein, Toulouse 3)

Il s’agit d’'un travail en préparation avancée. L’idée est de montrer des grandes et
moyennes déviations conditionnelles pour une somme de variables aléatoires discrétes.
Pour n € N¥, soit (X™ Y ™) un vecteur aléatoire tel que X™ & N. Si Supp(X®™)
désigne le support de X, on définit

My =sup{m € N, 3b € N, Supp(X™) c mN + b} .

Nous supposons que mym = 1 et que (X, Y ™) converge en loi vers (X,Y) ot X est &

une suite i.i.d. de vecteurs

€N

aléatoires de méme loi que (X™ Y ™) et indépendante de (X,Y). Pour n € N* et
¢» € N*, nous posons

valeurs entiéres positives. Soit maintenant <(XZ.("), Yi(”))>

S, =X" 4 g xm

ngn
et
T,=Y" 4. 4y,

ngn
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Soient p, q, pn, ¢ € N* tels que p/q soit dans 'intérieur de 'enveloppe convexe de X
et tels que p,/q¢, — p/q. Alors nous montrons un principe de grandes déviations pour
T../(ng,) conditionnellement & I’événement S,, = np,. Nous montrons également un prin-
cipe de déviations modérées conditionnel pour T),, correctement recentré et renormalisé.
Nous souhaitons ensuite appliquer ces résultats a des problémes combinatoires comme
le remplissage d’urnes par exemple.

e Estimation adaptative et images (en collaboration avec B. Laurent)
Nous aimerions mettre en pratique la procédure d’estimation adaptative que nous avons

introduite dans [Pri-16] pour débruiter des images. Il nous semble en effet intéressant
de comparer notre procédure avec d’autres outils dans ce domaine.
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Chapitre 5

Enseignements et encadrements

5.1 Enseignements

Pendant ces derniéres années, j’ai eu la chance d’avoir des enseignements variés. J'ai en effet pu
enseigner différentes disciplines des mathématiques dans des filiéres plus ou moins appliquées.

e Pendant ma thése, j’ai enseigné (dans le cadre de vacations puis d’un monitorat) a
I"Université Cergy-Pontoise. J’ai assuré pendant cette période (septembre 1999 & juillet
2002) les travaux dirigés du cours de statistique pour les étudiants de maitrise ingénierie
mathématique. Cet enseignement m’a donné 'occasion de tutorer le stage de plusieurs
étudiants. Durant la méme période, j’ai participé a la préparation a I’épreuve de mo-
délisation de I'agrégation. L’épreuve de modélisation n’en était alors qu’a ses débuts. A
laide du logiciel MATLAB, j’ai préparé les agrégatifs de I’Université Cergy-Pontoise aux
lecons de statistique. Toujours dans le cadre de mon monitorat, j'ai donné des travaux
dirigés d’analyse aux éléves de deuxiéme année du DEUG Sciences du Vivant.

e Depuis septembre 2002, je suis maitre de conférences a 'INSA Toulouse. L'INSA est
une Grande Ecole d’Ingénieurs, sous tutelle du Ministére de la Jeunesse, de I’'Education
Nationale et de la Recherche. La vocation de cet établissement est de former des ingé-
nieurs adaptés a I’environnement socio-économique. Les éléves ingénieurs de 'INSA sont
acteurs de leurs choix d’orientation. Le nouveau cursus, progressivement mis en place
depuis septembre 2002, se compose pour le cycle ingénieur (il existe aussi une formation
continue) d’une année de tronc commun (année 1), de deux années de préorientation
(années 2 et 3), et enfin de deux années de spécialisation (années 4 et 5). A Toulouse,
nous disposons d’une spécialisation GMM (Génie Mathématique et Modélisation) dont
le role est de former des ingénieurs mathématiciens. Cette orientation comporte deux
filieres : la filiere MCS (Modélisation et Calcul Scientifique) et la filiere MSS (Modélisa-
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tion Stochastique et Statistique). Les éléves de la filiere MSS peuvent encore choisir de
se spécialiser en finance ou en biostatistique.
Depuis mon arrivée a I'INSA; j’ai pu enseigner a différents niveaux du cursus et dans
différentes orientations. Voici la liste des différents cours (C), travaux dirigés (TD),
travaux pratiques (TP) que j’ai donnés.
— Tronc commun :
Mathématiques et Raisonnements (TD année 1), Algebre linéaire (C-TD-TP année
2).
— Préorientation :
Probabilités et Statistique (C-TD année 3, préorientation ICBE Ingénierie Chimique,
Biochimique et Environnementale).
— Orientation Génie Mathématique et Modélisation :
Statistique Inférentielle (C-TD-TP année 4), Initiation SAS (TP année 4), Métho-
dologie Statistique (C année 5 et étudiants du Master Recherche Mathématiques et
Applications de Toulouse 3).
J’ai également été responsable des projets de cinquiéme année de la spécialisation Génie
Mathématique et Modélisation de septembre 2003 a juillet 2006. Cette responsabilité
consiste a contacter des chercheurs ou des industriels afin qu’ils proposent des sujets
adaptés a notre orientation, puis & gérer le bon déroulement des différents projets, et
enfin & organiser les soutenances qui ont lieu en anglais.

5.2 Encadrements

Depuis mon arrivée a 'INSA Toulouse, j’ai encadré plusieurs étudiants.

e J’ai commencé par encadrer des étudiants pour leur projet de troisiéme année a 1’école.
J’ai proposé différents sujets portant sur des notions classiques en probabilités et statis-
tique (méthode de Monte-Carlo, estimation non paramétrique de la densité, processus
de Galton-Watson, ...). J’ai apprécié cette approche différente des étudiants, souvent
plus motivés qu’en cours magistral.

e J'ai ensuite co-encadré (2005-2006) avec Olivier Mestre deux étudiantes en cinquiéme
année spécialisation GMM, Aude Coutelier et Sophie Martin. Olivier Mestre travaille &
I’Ecole Nationale de la Météorologie située a Toulouse. Le projet portait sur le probleme
d’homogénéisation de données de températures quotidiennes par une méthode non pa-
ramétrique. Nous avons pu ensuite développer les résultats obtenus et les présenter lors
de la conférence internationale 5th Seminar for Homogenization and Quality Control of
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Climatological Databases qui s’est déroulée & Budapest en mai 2006.
Ce travail devrait donner lieu a la rédaction d’un article.

e J’ai également co-encadré deux mémoires de Master Recherche.

— 2004-2005 Jordi Ordonez Adellach (Toulouse) Systémes dynamiques et grandes dévia-
tions. Co-encadré avec B. Bercu (Bordeaux 1).

— 2005-2006 Matthieu Lerasle (Paris-Sud Orsay) Intervalles de confiance adaptatifs. Co-
encadré avec B. Laurent (INSA Toulouse).

Grace a ces deux co-encadrements, j’ai pu encadrer des étudiants sur deux sujets qui

me tiennent a coeur : I’étude des propriétés statistiques des systemes dynamiques d’'une

part, et 'estimation adaptative d’autre part.

e Matthieu Lerasle continue en thése, toujours sous la direction de B. Laurent (INSA
Toulouse) et de moi-méme (co-direction 50 %-50 %), sur le sujet suivant : Régions de
confiance adaptatives dans des modéles non paramétriques. Dans un premier temps, Mat-
thieu s’intéresse a des fonctionnelles linéaires dans le cadre du modéle gaussien :

Y () = (s,8) + %L(t) teH, (5.2.1)

ou H est un espace de Hilbert séparable, L est un processus gaussien centré isonormal,
et s € H est inconnu. Il travaillera ensuite sur l’estimation adaptative de la densité
invariante de systémes dynamiques en dimension 1.
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Chapitre 6

Coopérations industrielles et
institutionnelles

Dans ce chapitre, nous allons présenter plus en détail les différents programmes de coopération
listés au chapitre 1.

e Je suis membre du Réseau européen Physical & Engineering Sciences : Advanced Ma-
thematical Methods for Finance (AMaMeF')
Le développement de modéles structurels d’évaluation de la dette risquée est un enjeu
essentiel pour les établissements financiers a la fois :
- dans leur gestion des risques de portefeuilles formés de titres différents émis par une
méme entreprise,
- dans leurs stratégies d’arbitrage (au sens non technique) entre les différents titres de
I’entreprise, ce qui suppose une bonne maitrise des risques pris et une bonne compré-
hension des corrélations entre les fluctuations de prix,
- dans le controle de leurs engagements vis-a-vis d’une contrepartie.
Actuellement les modéles structurels utilisés pour évaluer la dette des entreprises sont es-
sentiellement fondés sur des processus gaussiens. Ces modéles ne rendent pas compte de
maniére convenable de la structure des spreads de crédit observée. L’objectif est d’amé-
liorer ces modéles par la prise en compte de la dynamique de la dette, I’endogénéisation
du seuil de défaut, la prise en compte d’asymétries d’information, la modélisation de la
dynamique de la variable d’état (valeur de l’entreprise) a I'aide de processus de diffu-
sion mixtes brownien-Poisson, de mouvements browniens fractionnaires ou de processus
a-stables.
Dans le cadre de ce réseau, je cherche a transposer les techniques que j'utilise en dépen-
dance pour les problémes de calibration (en particulier de termes de variance).

e Collaboration en cours avec O. Mestre (Ecole Nationale de la Météorologie)
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Une série d’observations météorologiques est dite homogéne lorsque les conditions de
mesure n’ont pas varié au cours du temps. L’absence d’homogénéité des longues séries
instrumentales en climatologie est un probléme connu depuis longtemps. Les principales
causes de ruptures sont les changements d’emplacement du site de mesure, les change-
ments de capteurs ou d’abris météorologiques. Ces changements vont se traduire par
autant de ruptures dans les séries de données. Or ces ruptures artificielles peuvent étre
du méme ordre de grandeur que les phénomeénes qu’on cherche & mettre en évidence
dans les séries climatiques : tendances, cycles, ...Les méthodes d’homogénéisation re-
posent sur deux phases distinctes. La premiére phase consiste a détecter les ruptures. La
deuxiéme phase consiste a estimer et a corriger les biais introduits par les changements.
En utilisant des techniques d’estimation a noyau, nous avons obtenu en collaboration
avec H. Caussinus des résultats prometteurs pour la deuxiéme phase. Olivier Mestre et
moi-méme avons également encadré deux étudiantes de 'INSA, qui ont travaillé sur des
données de températures maximales et minimales quotidiennes de Toulouse-Blagnac.
Pour corriger les biais sur cette série, les étudiantes disposaient d’'une deuxiéme série,
dite de référence, de températures relevées cette fois-ci & Toulouse-Francazal. Tous ces
résultats ont été présentés lors de la conférence internationale 5th Seminar for Homoge-
nization and Quality Control of Climatological Databases qui s’est déroulée a Budapest
en mai 2006. Ces travaux devraient donner lieu a la rédaction d’un article.

e Collaboration avec N. Lopes Garcia, J. Enrique Garcia (Campinas, Brésil) et A. Galves
(Sao Paolo, Brésil)
En mai et juin 2006, j’ai visité pendant 6 semaines 1’'Université de Campinas au Brésil.
J’ai alors collaboré avec N. Lopes Garcia, J. Enrique Garcia et A. Galves sur le probléme
de l'identification automatique des langues. Le but est de reconnaitre la langue parlée
par un locuteur inconnu, parmi un ensemble fini de langues, pour des énoncés d'une
durée limitée. La sonorité vocale semble constituer une donnée importante dans I'iden-
tification des différentes langues. La sonorité vocale semble présenter deux régimes : un
régime régulier et un régime trés chaotique. Le probléme est de trouver une méthode
automatique permettant de détecter les changements de régime. Pendant mon séjour,
nous avons appliqué mes travaux sur ’estimation de ruptures pour des données dépen-
dantes [Pri-15] afin d’estimer et de détecter les ruptures de régime. Les résultats obtenus
doivent maintenant étre analysés par des linguistes.

e Etude des propriétés rhéologiques du ciment a I’état frais.
En 2003, j’ai travaillé en collaboration avec J.M. Bardet (Paris 1) sur un contrat avec M.
Mouret du Laboratoire Matériauz et Durabilité des Constructions. Nous avons étudié les

propriétés rhéologiques de différentes pates de ciment en fonction de leurs constituants,
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le but étant de connaitre, par des techniques statistiques, les constituants ou les groupes
de constituants ayant une influence sur les différentes variables rhéologiques.

Plus précisément, nous disposions de 26 résultats d’expériences consistant en la mesure
de diverses propriétés rhéologiques, qui sont des valeurs numériques réelles :

— le seuil de cisaillement,

— la viscosité maximale,

— et la viscosité minimale.

Les 26 pates ayant permis d’obtenir ces résultats avaient été obtenues en faisant varier,
de fagon purement quantitative, leurs constituants qui sont :

— la quantité de ciment,

— la quantité de filler calcaire,

— la quantité d’eau,

— la quantité d’agent de cohésion,

— la quantité de super-plastifiant.

Le but de I'étude était de déterminer par des méthodes statistiques quelles étaient les
variables explicatives agissant véritablement sur les variables a expliquer et comment.
Pour cela, nous avons commencé par décrire les variables en présence, puis, au vu des
descriptions obtenues, nous avons essayé de modéliser a l'aide de modéles linéaires les
différentes variables d’intérét, I’échec d’une telle modélisation nous conduisant finalement
a utiliser des arbres de régression, qui nous ont fourni des résultats convaincants.

Il est & noter que nous n’avions que 26 données pour 5 (ou 4 si on prend en compte leurs
relations linéaires) variables explicatives. Les résultats obtenus sont donc a considérer
avec précaution. De méme, les variables explicatives ont été choisies en fonction de
certaines conditions expérimentales et suivant un modéle de régression polynomiale :
cela entraine une relative impossibilité de transposer les résultats obtenus & un haut
degré de généralité.

Ces résultats ont été en partie présentés lors des XXII™* Rencontres Universitaires de
Génie Civil 2004.
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Résumeé : Le théme central des travaux présentés est I’étude des suites faiblement dépendantes
non a-mélangeantes au sens de Rosenblatt (1956). La notion de mélange classique est affaiblie
afin d’établir des inégalités ainsi que des théorémes limite pour différentes classes de processus
comme par exemple certains systémes dynamiques, des chaines de Markov non irréductibles,
ou encore des fonctions de processus linéaires non mélangeants. Les résultats obtenus sont
ensuite appliqués au domaine de la statistique non paramétrique.

Deux autres thématiques sont abordées dans ce manuscrit : d’une part I’étude de principes
de grandes déviations (notamment pour le processus de records généralisés), et d’autre part
Iestimation adaptative de fonctionnelles linéaires.
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Mots clés : dépendance faible, processus stationnaires, théorémes limite, inférence non para-
métrique, estimation adaptative, grandes déviations.

Abstract : The major part of the presented work is devoted to new concepts of dependence
extending and generalizing the classical concepts of mixing of a stationary sequence. These
concepts allow the statement of various inequalities and limit theorems for different classes of
processes such as dynamical systems, non irreducible Markov chains, or Bernoulli shifts. These
results are then applied to derive various applications in the field of non parametric statistic.

Two other fields are also studied in the present manuscript : on one hand the study of large
deviation principles (in particular for generalized records for triangular arrays of exchangeable
variables), and the other hand the problem of adaptive estimation of linear functionals by
Gaussian model selection.

AMS 2000 Subject Classification : 37A50, 60F05, 60F10, 60F17, 60G10, 62G07, 62GO08S.

Key words : weak dependence, stationary processes, limit theorems, non parametric infe-
rence, adaptive estimation, large deviations.



