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Chapitre 1

Introduction

1.1 Mise en contexte

Dans de nombreux domaines industriels et scientifiques, notamment dans le génie
civil et le génie mécanique, on utilise des matériaux, qui peuvent avoir, a I’échelle
de la microstructure, une nature fortement hétérogéne vis-a-vis du comportement
mécanique. Cette caractéristique peut rendre la prédiction du comportement de la
structure soumise aux sollicitations diverses, nécessaire pour une conception durable,
assez difficile, voire impossible.

Par exemple, le béton, un matériau couramment utilisé dans le génie civil, a
une microstructure, qui ne peut pas étre représentée avec moins de trois phases : la
matrice cimentaire, les granulats et les pores, chacune obéissant a un comportement
mécanique trés différent. On trouve beaucoup d’autres exemples dans les industries
aérospatiale et automobile, ou I'utilisation des matériaux composites deviennent de
plus en plus abondantes.

Traditionnellement, I’approche hiérarchique est utilisée pour toute modélisation
des structures. Cela comprend la détermination d’une loi de comportement pour
chaque sollicitation possible au niveau local, d’'un milieu continu, puis I'application
de cette loi dans le cadre du calcul de structure, faisant appel le plus souvent a la
méthode des éléments finis. La variante la plus directe de ’approche hiérarchique
consiste a prédire d’abord les phénomeénes les plus pertinents, a les décrire d’une
fagon paramétrique dans un cadre thermodynamique et enfin a identifier ces para-
métres & partir des expériences (voir par exemple [61], [30]). L’avantage de cette
approche phénoménologique est son efficacité et la mise en ceuvre relativement bien
maitrisée pour beaucoup d’applications. Par contre, un matériau fortement hétéro-
génes exige des modéles phénoménologiques trés complexes et souvent difficiles a
identifier & partir des essais envisageables.

La famille des méthodes d’homogénéisation s’appuie sur un autre type d’essai
supplémentaires aux expériences mécaniques classiques. Il s’agit de la microscopie
de tout type (optique, électronique a balayage etc.) avec un but de pouvoir décrire la
microstructure le plus précisément possible. L’information extraite des images d’un
microscope peut se présenter sous une forme adaptée aux calculs numériques ou bien
consister en des données statistiques comme la fraction volumique ou des fonctions
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de covariances d’ordre supérieur (voir par exemple [8]), utilisables par des méthodes
d’homogénéisation analytique.

Il existe deux groupes principaux pour ces méthodes, le premier étant 1’homogé-
néisation asymptotique (voir par exemple [83], [6]) et le deuxiéme étant la théorie du
champ moyen (voir par exemple [8]). Dans ces deux approches, on fait I'hypothése
que les échelles sont infiniment séparées, mais les formulations sont conceptuellement
trés différentes. L’approche asymptotique suppose un milieu périodique et considére
les champs microscopiques comme des perturbations des champs macroscopiques.
La théorie du champ moyen, par contre, est basée sur la notion de VER (volume
élémentaire représentatif), dont la taille est supposée infiniment plus grande qu’une
hétérogénéité caractéristique et beaucoup plus petite que les dimensions de la struc-
ture.

Pour un comportement élastique linéaire, selon 'homogénéisation asymptotique,
on obtient d’abord la solution du probléme généralis¢ aux conditions aux limites
périodiques, a I’échelle micro, que I’on peut par la suite utiliser pour tout calcul ma-
cro. Dans la théorie du champ moyen on a souvent recours a I’équation de Lippman-
Scwinger afin de pouvoir obtenir une approximation analytique des champs de dé-
formation et de contrainte dans un VER. La qualité de ’approximation dépend de
I’ordre de I'information sur la microstructure utilisée et de la pertinence des hypo-
théses sur les champs locaux.

Les deux groupes de méthodes d’homogénéisation se sont montrées treés efficaces
pour un comportement élastique linéaire, mais beaucoup d’entre elles ne sont pas
applicables aux comportements anélastiques non-linéaires (voir par exemple [35]).
Cela dit, 'homogénéisation en non-linéaire est un domaine de recherche trés dyna-
mique et de nombreuses approches nouvelles ont été proposées récemment (voir par
exemple [14], [50], [12] ou [71]). La plupart d’entre elles se basent sur la théorie du
champ de transformation, initialement proposée dans |20].

Malgré des progrés, les méthodes d’homogénéisation non-linéaires ne sont pas
encore capables de permettre une implantation robuste dans le cadre de la méthode
des éléments finis, principalement a cause de la complexité des démarches utili-
sées. Grace a la croissance continue des performances informatiques, des méthodes
d’homogénéisation numérique ont été introduites, ot 'approximation analytique des
champs locaux est remplacée par une approximation beaucoup plus fine en utilisant
des méthodes numériques.

Par ailleurs, les premiéres approches multi-échelles de I’homogénéisation numé-
rique sont basées sur la théorie asymptotique (voir par exemple [18], [33], |28]). Dans
ces simulations des microstructures périodiques, les modéles de la MEF (méthode
des éléments finis) micro peuvent étre relativement petits et ainsi plus abordables.
Une démarche suivant plutot le principe de la théorie du champ moyen a été propo-
sée dans [27] sous le nom de la MEF?, puisqu’elle introduit deux niveaux de calculs
de la MEF. Le premier a I’échelle de la structure et le deuxiéme dans chaque point
d’intégration numérique, remplacant ainsi une loi de comportement classique.

Les méthodes d’homogénéisation analytique ou numérique, basées sur les théo-
ries asymptotique et du champ moyen sont a priori limitées aux analyses des pro-
blémes aux échelles complétement séparées. Souvent les applications industrielles ne
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permettent pas cette hypothése. Ceci est particuliérement vrai pour les problémes
du génie civil, ou les dimensions des hétérogénéités dans les géomatériaux ne sont
pas négligeables par rapport aux dimensions des structures (par exemple la taille
des granulats de ~ lem contre la taille d’une éprouvette et/ou d’une structure de
~ 1m). En plus des problémes classiques ou les échelles sont fortement couplées, de
nombreux autres exemples emmergent avec la tendance croissante d’utilisation de
petites structures dans le contexte des nanotechnologies.

Les méthodes de 'homogénéisation numérique pour les échelles seulement partiel-
lement séparées sont conceptuellement trés proches des méthodes de décomposition
de domaines (voir par exemple [96], [24], |25] ou [1]), ot une interface entre deux
modéles trés différents vis-a-vis de la finesse de description doit étre mise en place.
En voyant un tel probléme multi-échelle en tant que probléme de décomposition de
domaines, nous pouvons poursuivre deux voies principales. Soit nous résolvons le
probléme d’une structure hétérogeéne entiérement a 1’échelle micro, mais en intro-
duisant une échelle macro au niveau numérique afin d’accélérer la résolution, comme
cela a été abordé dans [24], [57] et [58], soit nous gardons 'esprit de I'homogénéi-
sation et simplifions la résolution en faisant des approximations pertinentes dans
la formulation du couplage micro-macro. Notre travail s’inscrit dans le deuxiéme
groupe. A notre avis, les approches du deuxiéme groupe sont plus intéressants a
poursuivre, grace au découplage partiel des échelles, qui peut mener a une résolu-
tion plus efficace vis-a-vis du coiit de calcul que pour des formulations entiérement
micro.

1.2 Objectifs

L’approche que nous proposons utilise la méthode des éléments finis a deux
niveaux, ou chaque élément du maillage macro est représenté par un modele d’EF
micro. Malgré ce double usage de la MEF, la démarche n’est pas similaire & la MEF2.
Dans notre cas le sous-domaine micro correspond a un élément fini macro entier, et
non-pas au point d’intégration comme dans le cadre de la MEF?2. Des idées proches de
la notre ont été proposées dans [100] et [34] en utilisant la formulation de l'interface
micro-macro en déplacement. L’originalité de notre méthode est dans la formulation
de la méthode multi-échelle, suivant le principe variationnel des multiplicateurs de
Lagrange localisés (voir par exemple [78], [79]). Ce principe nous permet d’avoir une
formulation générale de l'interface micro-macro, de laquelle peuvent étre déduites
les formulations en déplacement ou en effort (voir [65]).

Nous profitons de la nature locale de la stratégie micro-macro appliquée en uti-
lisant la méthode de résolutions séquentielles (voir [48]), trés efficace pour les équa-
tions non-linéaires, telles que nous les rencontrons dans les problémes de plasticité
(voir par exemple [47]). Selon I'approche adoptée, les problémes micro sont indé-
pendants entre eux pour chaque itération sur les variables macro et sont résolus
simultanément, dans le cadre de I’architecture paralléle des codes utilisés.

Une autre fagon de réduire le cotit du calcul dans I’homogénéisation numérique,
en dehors d'un mode de résolution du probléme multi-échelle performant et adapté
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aux ordinateurs multi-processeur, peut porter sur la représentation de la microstruc-
ture. Dans le cadre de ce travail, oil nous considérons la microstructure du matériau
hétérogene relativement importante et modélisable en tant quun milieu continu,
nous jugeons la MEF comme la plus adéquate pour décrire le comportement micro-
scopique. Néanmoins, selon 1'approche classique (voir par exemple [74] ou [11]), un
maillage d’EF devrait étre conforme avec la géométrie de la microstructure, sans que
Iinterface entre les phases traverse un élément, ce qui augmente considérablement
le nombre de degrés de liberté dans l'analyse lorsque les détails micro deviennent
tres petits.

Un remeéde possible a cela serait de renoncer a la conformité du maillage d’EF
micro et de ne tenir compte des différentes phases qu’au niveau des points d’in-
tégration. Cette démarche nous permet de réduire considérablement les degrés de
libertés du modéle pour une méme précision. Pour une MEF standard en déplace-
ment, I’approche de filtrage par points d’intégration est couramment utilisée pour
un comportement élastique linéaire (voir par exemple [29], [99]).

Dans ce travail nous étudions ’approche du filtrage par points d’intégration
dans le contexte du comportement anélastique et pour les formulations de la MEF
en déplacement et en contrainte. Une approche par les modes incompatibles est
également proposée afin d’améliorer la cinématique d’'un EF hétérogéne. D’autre
méthode non-conformes sont proposée dans [4], [38] et [91]. En contraste avec le
filtrage par points d’intégration ou des modes incompatibles, dans ces approches
des degrés de libertés globales sont rajoutées aux noeuds du maillage d’EF,; ce qui
augmente plus le cotlt de calcul que les approches locales étudiées ici.

Malgré les tendances récentes vers des approches multi-échelles numériques, ou
I’on cherche & avoir une description trés fine d’un comportement microscopique, il
est évident que ces méthodes ne pourront pas encore faire disparaitre les approches
plus classiques, celles d’homogénéisation analytique ou les modéles phénoménolo-
gique. En fait, il semble peu justifié de chercher a les éliminer complétement. Au
contraire, nous pensons que les méthodes de 1’homogénéisation numérique peuvent
servir effectivement & une meilleure élaborations des modéles macroscopiques par
rapport a 'approche habituelle du callage des résultats expérimentaux au niveau de
la structure.

Autrement dit, le scénario vers lequel nous orientons notre travail est présenté
dans les lignes qui suivent. La tache qui est souvent la plus difficile dans la mo-
délisation des structures hétérogénes est l'identification des modéles proposés, qui
peuvent étre trés sophistiqués et complexes, a partir d’essais disponibles. Des tests
suffisamment maitrisés, comme la traction simple ou la flexion trois points, ne per-
mettent pas, dans la plupart des cas, d’identifier tous les paramétres d’un modéle
macroscopique pertinent. Or, les essais nécessaires risquent d’étre indisponibles ou
pas assez fiables.

Une piste alternative s’appuie sur les connaissances de la microstructure du ma-
tériau utilisé, obtenue par la microscopie. Nous pouvons supposer que le comporte-
ment a une échelle inférieure est plus facile & décrire en terme de comportements
individuels de différentes phases. De plus, les mécanismes non-linéaires anélastiques
a I’échelle microscopique sont activés déja pour de sollicitations macroscopiquement
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homogénes, a cause de I'hétérogénéité locale des contraintes. Donc, en décrivant
le matériau a I’échelle micro, nous pourrions identifier des modéles micro a partir
d’essais faciles a réaliser, comme la traction simple et/ou la flexion trois points.

Une fois les modéles a I’échelle micro identifiés, I'identification des modéles ma-
croscopiques pourrait étre effectuée exclusivement par des essais numeériques, qui
sont en général capables de fournir beaucoup plus d’information qu’un essai réel. En
plus de la capacité des tests numériques a remplacer partiellement les vrais expé-
riences, on pourrait alimenter les méthodes d’homogénéisation par les distributions
locales des champs de contrainte ou de déformation. Par exemple, la méthode du
champ de transformation non-uniforme s’appuie sur les solutions numériques du
champ de déformation plastique (voir [71]).

Un des intéréts principaux de modéliser le couplage entre les différentes échelles
d’une structure hétérogenes est de pouvoir prédire quelles doivent étre les caractéris-
tiques de la microstructure qui rendraient optimal 1'usage de la structure. Un début
de recherche dans cette direction est présenté.

En résumé, notre travail porte sur les aspects de modélisation numérique dans le
cadre de 'homogénéisation pour des problémes non-linéaires de structures fortement
hétérogénes. Nous supposons connaitre parfaitement la microstructure du matériau
étudié, notamment sa géométrie et le comportement des phases. Nous appliquons
une stratégie originale pour la résolution de ce type de problémes et I'implantons
pour une architecture paralléle du code de calcul. Avec le calcul distribué en paralléle,
des exemples en 2D pour un écart des échelles réalistes sont examinés.

Nous considérons plusieurs représentations différentes de la microstructure par
la MEF. En plus, de 'approche "exacte", o le modéle EF doit étre conforme aux
interfaces entre des phases, nous montrons les avantages des approches structurées,
ou l'interface est prises en compte a l'intérieur d’un élément fini, ce qui permet
une réduction considérable de la taille d’'un probléme pour la méme précision. Nous
proposons aussi une approche pour la modélisation macroscopique de ce type des
structures, avec un modeéle élasto-plastique-endommageable. Dans la formulation
présentée, les modéle définis a I’échelle macro et micro peuvent étre utilisés dans
la méme analyse en fonction de la précision exigée dans les différentes zones de la
structure.

En restant toujours dans le cadre d’une distribution réguliére des hétérogénéités,
nous considérons aussi le cas, ou le comportement des phases peut étre stochastique.

Le document est organisé en six chapitres. Le deuxiéme porte sur les méthodes
d’homogénéisation en général et comment notre travail s’y situe. Dans la troisiéme
partie nous présentons trois possibilités pour représenter une microstructure par la
MEF : exacte, macroscopique et structurée. La formulation de l'interface micro-
macro plus générale, basée sur le principe des multiplicateurs de Lagrange localisés
avec son implantation numérique adaptée pour le calcul sur des ordinateurs aux
plusieurs processeurs sont mises en place dans le quatriéme chapitre. Les exemples
illustrant ces méthodes sont également présentés. Dans le cinquiéme chapitre nous
discutons comment notre approche multi-échelle pourrait étre prolongée vers la ré-
solution des probléme d’optimisation, voire inverses. Les conclusions sont faites dans
le chapitre six.
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Chapitre 2

Homogénéisation

2.1 Introduction

Si nous voulons prédire un comportement macroscopique d’une structure hété-
rogéne sans directement prendre en compte le comportement microscopique a une
échelle inférieure, nous devons avoir recours aux méthodes d’homogénéisation. Ces
méthodes nous permettent de ne définir les variables d’état macro qu’en termes de
moyennes des variables micro. Par exemple, si les échelles sont trés séparées, nous
pouvons ainsi obtenir la réponse d’une structure, ¥ = X(FE), ou ¥ et E sont les
moyennes de la contrainte et de la déformation locale, respectivement.

La qualité d’une réponse homogénéisée dépend surtout de I'information que nous
avons sur la microstructure et de ’approximation que nous adoptons pour le compor-
tement micro en lien avec les variables macro. Nous considérons deux classifications
principales des méthodes d’homogénéisation. La premiére est fondée sur la facon
d’introduire la notion d’échelles et donne deux groupes : I’lhomogénéisation asymp-
totique (voir par exemple [6], [83]) et la théorie du champ moyen (voir par exemple
[32], [8]). Dans la premiére approche on définit le probléme d’homogénéisation en
terme de théorie de perturbation, qui suppose que le rapport entre les dimensions des
échelles va a l'infini et que le milieu est périodique. D’autre part, la théorie du champ
moyen est basée sur la notion de VER (volume élémentaire représentatif), dont la
taille est supposée infiniment plus grande qu'une hétérogénéité caractéristique et
beaucoup plus petite que les dimensions de la structure.

Une autre maniére de classifier les méthodes d’homogénéisation s’appuie sur la
fagon dont on décrit le comportement de la microstructure, soit analytiquement soit
numériquement. Les deux démarches sont approximatives, car le plus souvent la
solution exacte n’est pas accessible. Parmi les deux, 'approche numérique permet
une meilleure approximation due au fait que le modéle peut étre trées fin. Par contre,
le cotit du calcul dans le cas de I'approche analytique est généralement beaucoup
moins élevé et la méthode ainsi en général mieux adaptée pour 1'utilisation avec la
MEF (méthode des éléments finis) en calcul de structure. Ces deux approximations
du comportement de la microstructure peuvent étre appliquées dans le cadre de
I’homogénéisation asymptotique ou de la théorie du champ moyen.

L’homogénéisation analytique d’'un matériau obéissant a un comportement élas-
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tique linéaire est en général trés efficace, a condition que I’hypothése du rapport
quasi-infini entre les échelles soit satisfaite et qu'une information suffisante sur la
microstructure (par exemple en termes des matrices de covariance) soit disponible.
De plus, on arrive souvent a établir des bornes sur la réponse macroscopique.

Lorsque le comportement des constituants de la microstructure est anélastique
non-linéaire (par exemple élasto-plastique), le méme type de méthodes analytiques
d’homogénéisation peut étre appliqué. On se heurte, par contre aux plusieurs diffi-
cultés. La premiére vient du fait, que le plus souvent, le comportement anélastique
dépend de I'histoire de chargement et la réponse finale doit étre intégrée d’une cer-
taine fagon a l'aide des réponses intermédiaires. Jusqu’a maintenant, on n’a pas
encore trouvé la formulation de la loi constitutive qui garantirait qu’une telle inté-
gration soit toujours satisfaisante. Les différentes approches, incrémentale, tangente,
sécante ou affine sont présentées dans le sous-chapitre suivant.

Une fois que le choix de la représentation fait, il n’est pas évident qu’une méthode
efficace dans le cas linéaire, le reste pour un comportement non-linéaire. Par exemple,
il a été démontré que le modele auto-cohérent, bien adapté pour I’homogénéisation
en linéaire, ne peut pas s’appliquer de la méme maniére aux comportements non-
linéaires (voir [35]).

Malgré les difficultés d’appliquer le savoir faire de I’homogénéisation linéaire au
domaine du non-linéaire, des remédes pertinents ont été proposés récemment (voir
par exemple [15], [12], [50] ou [71]). Ces travaux permettent d’obtenir la réponse
homogénéisée du matériau composite en termes de relation contrainte-déformation,
mais en utilisant pour cela des démarches plutot complexes et par conséquent plus
difficiles & implanter robustement dans un cadre de calcul de structure.

Aucune des méthodes analytiques ne peut étre généralisées pour les situations
ol les échelles d’une structure hétérogénes ne sont pas complétement séparées. Ceci
comprend les cas ou il y a naturellement un effet d’échelle di aux tailles importantes
des hétérogénéités par rapport a la taille de la structure, ou bien les cas o un effet
d’échelle apparait lors des sollicitations extremes et pour des champs de contrainte
localement trés hétérogénes. Ces situations combinées exigent une stratégie d’homo-
généisation numérique o les échelles sont fortement couplées. Une telle stratégie est
proposée dans ce travail.

Dans les sous-chapitres suivants nous présentons les idées principales des mé-
thodes d’homogénéisation, analytique et numérique. D’abord nous mettons en avant
la différence entre la théorie asymptotique et celle du champ moyen, dans le cadre de
I’approche analytique. Les principes des méthodes analytiques servent directement
pour la formulation de 'homogénéisation numérique, ou les échelles peuvent étre
complétement ou seulement partiellement séparée. La stratégie proposée ici est ba-
sée sur le concept des échelles fortement couplées ou 'effet de leur écart ne peut pas
étre négligé. Dans un premier temps, nous présentons ’idée de base dans le cadre de
la formulation en déplacement (chapitre 2.3.2). Une formulation variationnelle plus
générale est proposée dans le chapitre 4.
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2.2. Approche analytique

2.2 Approche analytique

2.2.1 Homogénéisation asymptotique en élasticité linéaire

Cette approche d’homogénéisation trouve ces racines dans la communauté des
mathématiques appliquées (voir par exemple [83] et [6]), on elle ne considére qu'un
comportement linéaire. La théorie de I’homogénéisation asymptotique s’applique
surtout au milieu périodique. La microstructure de I’échantillon est par conséquent
parfaitement décrite par une cellule élémentaire, bien plus petite que les dimensions
de I’échelle macro (voir Figure 2.1). On introduit la notion de deux échelles, telle
que entre les coordonnées macro, X, et micro , x, la relation x = % est satisfaite.
Le facteur € représente le rapport entre la dimension de la cellule élémentaire et la
dimension de I’échelle macro.

Puisque le milieu est périodique, la variation micro du tenseur d’élasticité, C*,
peut s’écrire comme

C(X) = C(x), (2.1)

ou C'(z) représente le module élastique en repére global. Suivant la théorie, on estime
la variation micro du champ u€ en perturbation singuliére,

u(X) ~ ZG"U"(X, ), (2.2)
n=0
ol u" a la méme période que C par rapport a x.
On utilise par la suite cette expansion dans la résolution d’un probléme mécanique
standard en petites déformations :

— Cinématique
€(X) = Vous(X)
— Equilibre
Vo' (X)=0
— Loi de comportement
o (X) = CY(X)e(X). (2.3)

milieu périodique

x%.
0

cellule élémentaire

Fig. 2.1 — Milieu hétérogene périodique avec la cellule élémentaire, agrandie par le
facteur % Dans la théorie de I’lhomogénéisation asymptotique on suppose que € — 0.
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2.2. Approche analytique

En tenant compte de V. = Vx + 1V, et en utilisant (2.2), I'équation (2.3) peuvent
s’écrire en terme d’e¢", n = —2, —1,0...00,

Vs (C@) (Vi u’(X, 2)))]

Vx (C) (Vs u'(X, 7))

2 C(z) (Vx v*(X,2) + V, u' (X, 1))]

" [Vx (C(z) (Vx u'(X,2)))

V. ut(X,2) + V, (C(z) (Vx u*(X,2) + V, v*(X,2)))]

+ 4+ 4+ + +
(\q(\(\

0 (2.4)

Le systéme (2.4) est en effet infini et on doit supposer que le paramétre € est petit
pour pouvoir couper la série aprés une valeur finie de n. Cette démarche justifie en
fait 'adjectif asymptotique dans le nom de la théorie, car elle n’est valable que pour
e — 0.

Le plus souvent on s’arréte a n = 0 et 'on obtient en principe trois équations,
parmi lesquelles, celle correspondant a € 2 devient satisfaite automatiquement si I’'on
fait ’hypothése que (voir par exemple [43]) u° n’est que fonction d’X. On suppose
en plus que,

u' (X, 2) = x(2) (Vx v’ (X)), (2.5)

ou x(z) est un tenseur du troisiéme ordre et périodique par rapport a x. Il peut étre
déterminé & partir du terme devant ¢~' dans (2.4) menant a 1’équation suivante,

Ve (C(z) (Vo x(2) +1)) =0, (2.6)

ou I est le tenseur unitaire du quatriéme ordre. Le champ x(z) peut étre calculé
ou approximé analytiquement pour les cas simples ou numériquement avec, par
exemple, la méthode des élément finis pour les cas plus généraux. Les conditions
aux limites du probléme (2.6) sont définis comme périodiques, d’aprés 'hypothése
de périodicité de x(x).

Une fois le champ y(z) déterminé on I'utilise dans I’équation provenant du terme
€’ dans (2.4). Au lieu d’écrire cette équation comme telle, on fait d’abord la moyenne
sur x, ¢’est-a-dire sur toute la cellule élémentaire, afin d’annuler les termes dépen-
dants de z, ce qui résulte en équation :

VX (CU (VX UU(X))) =0. (27)

Le tenseur C° représente le tenseur élastique homogénéisé, obtenu de la solution
micro, (2.6), comme

~ 4 | €@) (V2 x(a)+ Dav.. (2.
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En résumé, on résout d’abord I’équation micro, (2.6), avec les conditions aux
limites périodiques. Puis, on utilise le champ x(x) pour évaluer la raideur homo-
généise, C°, qui nous permet de résoudre le probléme macro, en (2.7), avec les
conditions aux limites correspondantes. Enfin, avec cette solution macro, u®(X), on
peut calculer le champ micro, u!(X, z), & partir de I'équation (2.5).

Il s’agit alors d’une stratégie multi-échelle efficace et trés répandue, mais qui
montre clairement ses limites. Par exemple, la théorie est mal adaptée pour les
milieux non-périodiques et d’autres démarches que celle présentée ici doivent étre
effectuées pour ce genre de problémes (voir par exemple [77]). Egalement, un trai-
tement different est exigé, si I'on s’interesse aux solutions homogénéisées prés des
frontiéres de la structure (voir par exemple [19]). Une autre limite de la théorie est
due a sa nature asymptotique, qui la rend inadaptée pour les cas ou les échelles ne
peuvent pas étre considérées comme infiniment séparées.

2.2.2 Théorie du champ moyen en élasticité linéaire

L’autre approche d’homogénéisation, la théorie du champ moyen est aussi bien
répandue comme l'approche asymptotique décrite dans 2.2.1. Bien que les deux
méthodes puissent s’utiliser souvent pour le méme type de problémes dans le cadre
d’élasticité linéaire, les techniques mathématiques appliquées sont tres différentes.

Cette approche est initialement proposée par les mécaniciens (voir par exemple
[32]). Une revue récente sur 1'état de I’art de ce sujet est présentée dans [8] et [9].
La théorie du champ moyen considére un milieu hétérogéne aléatoire et non pas
nécessairement périodique. Dans ’approche on suppose, par contre, que le milieu
soit, statistiquement homogéne et qu’il existe un volume élémentaire représentatif
(VER).

Le VER doit étre suffisamment grand, pour qu’il soit statistiquement représenta-
tif du matériau et contenir, par conséquent, plusieurs micro-hétérogénéités de chaque
phase. Sa taille est typiquement beaucoup plus importante que la taille caractéris-
tique des micro-hétérogénéités. Les significations qualitatives de "assez petit" est
"assez grand" dépendent, non seulement du matériau étudié, mais aussi des quanti-

d< <KL

Volume Elémentaire Représentatif
(VER)

Fig. 2.2 — Milieu hétérogeéne et son VER. L’hypotheése de la théorie du champ moyen :
d< Il < L.
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2.2. Approche analytique

tés physiques (ex. : contrainte, énergie) auxquelles on s’intéresse et des chargements
auxquels la structure peut étre soumise (voir par exemple [54]).

La seconde condition, que doit satisfaire un VER, est qu’il doit étre assez petit
par rapport a la taille caractéristique de la structure macro. Il est important que les
variations des champs de déplacement, déformation ou contrainte soient négligeables
sur le domaine du VER.

Une fois le VER choisi, on peut I'utiliser pour déterminer les propriétés effectives,
plus particuliérement pour le comportement élastique linéaire, le module effectif,

Cell,
oM = el M (2.9)

ot oM et €M sont les champs de contrainte et de déformation macroscopique, définis
comme la moyenne sur le VER des champs microscopiques, o™ et €™ :

1
M= /Ueram(a:)dvm
1
M= /verem(x)dvm, (2.10)

ol Ve, est la mesure du VER.
Dés que le tenseur homogénéisé, C¢//, est connu, il peut étre utilisé pour la résolution
macro. Ainsi, il joue le méme réle que le module C° dans le cadre de la théorie de
I’homogénéisation asymptotique (voir chapitre 2.2.1).

En faisant appel au lemma de Hill, les définitions (2.10) ménent & une propriété
essentielle de la théorie du champ moyen : le travail de déformation est le méme
dans les représentations micro- et macroscopique. Alors,

1
VUET'

/ o™ ™ dV = oM M, (2.11)

Les conditions pour que (2.11) soit valable sont : 'homogénéité des deux champs,
o™ et €™, au contour du VER, dV,,,, puis
I’admissibilité cinématique,

Ju™(z); €™ =V u™ (2.12)

et I’admissibilité statique,
Vo=0. (2.13)

Dans la construction du lemma (2.11), les variables €™(z) et 0™ (z) peuvent étre
complétement indépendantes. Donc, (2.11) est valable pour toute loi de comporte-
ment, o (e™).

Le but d’un processus d’homogénéisation est de calculer la réponse macrosco-
pique d’une structure soumise a un chargement en connaissant le comportement
microscopique. On veut déduire, alors, la fonction o™ (e™) a partir de o™ (e™).

On propose la démarche en trois étapes :
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2.2. Approche analytique

STRUCTURE MACRO

Etape 1 Etape 3

résolution micro
wy= M xS ()

Fig. 2.3 — Schéma d’homogénéisation pour le pilotage en déformation. Le point de
matériau correspond a un point d’intégration dans un contexte de calcul numérique.

1. Estimer le déplacement micro sur le contour, 9V,.,, 4 partir de la déformation
macro, €M — u™ sy, -

2. Résoudre le probléme micro, u™|gv,., — €"|v,.., 0™|v,.,
3. Calculer la moyenne (voir (2.10)), ™|y, — o™.

Dans cette démarche les roles de o et de € peuvent étre inversés, si notre probléme
macro est piloté en contrainte et non pas en déformation.

Le point 3 est facile a réaliser, car il suffit d’appliquer la définition (2.10) des
champs macro. Dans I'étape 1, par contre, il nous est demandé I'inverse. On doit
déterminer le champ micro sur le bord du VER, 0V,.,, en ne connaissant que la
moyenne sur V... Or, le choix est limité, si ’on veut garder I’équivalence de travail
de déformation entre des échelles (voir (2.11)).

Alinsi, on est obligé de choisir les champs homogénes aux limites :

um|8Vver = GM x? x 6 a‘/;)era (214)

si piloté en déformation et

tm|aVver = UM n(l‘)ﬂ 4y e a%e’l‘a (215)

si piloté en contrainte. Le vecteur t™ est l'effort surfacique sur 0V, et n(z) le
vecteur normal sur la surface 0V,.,. Dans la littérature on appelle le processus de
I'étape 1 la localisation. L’étape 2 du schéma proposé (voir Figure 2.3) correspond a
la résolution du probléme micro. Puisque il peut étre trés complexe, le plus souvent
non-résolvable analytiquement, on est obligé de faire des approximations afin de le
simplifier.
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En particulier, 'approximation de Voigt consiste a supposer que la déformation
micro est homogéne partout et non pas seulement au contours, OV, €"(x) =
M VY € V,,,. Alors,

1
—/ C(z)dV, (approximation de Voigt). (2.16)

Ceff ~ CVoz'gt —
Vtuer

Si, par contre, on suppose que la contrainte est homogéne partout, o™ (z) = o™, Vz €
Vyer, on obtient ’approximation de Reuss,

1

Cveff_1 ~ CReuss*1 —
‘/;)er

/ C~Y(x)dV, (approzimation de Reuss). (2.17)

Evidemment, les deux approximations sont grossiéres, mais elle restent trés utili-
sées grace a la facilité de construction et au fait qu’elles représentent les bornes
rigoureuses :

CvReuss S Ceff S CVoigt’ (218)

ol les signes <, > sont définis tels que C' < C? < a C! a < a C? a,Va. Les bornes
de Voigt et de Reuss, (2.18), peuvent étre déduites a partir du principe d’énergie
potentielle minimale (voir par exemple [8]).

D’autres types d’approximation, plus sophistiqués, se basent principalement sur
la formulation intégrale du probléme mécanique standard (voir les équations dans
(2.3)). Si l'on définit la polarisation, 7, comme

7(z) = [C(z) — C"] e(x) = 0™(x) = C° " (x) + 7(2) (2.19)

et sa moyenne comme
1

Vier / _ T(@)dVs,

I’équation, dite parfois de Lippmann et Schwinger s’écrit comme :

7=

() — M = —/ M — ) [r(y) — FdV,, (2.20)

ot le tenseur du quatriéme ordre, I'?, est 'opérateur de Green modifié en déforma-
tion, associé au milieu infini homogéne de module C°.

La solution de 1'équation (2.20) peut étre approximée, supposant que la pola-

risation, 7(x), est constante par phase. Cette hypothése est inspirée par le travail
d’Eshelby (voir [22] ou [8]), ou la solution analytique exacte du probléme d’inclusion
elliptique dans un milieu infini est présentée.
Dans cette solution, la déformation dans I’inclusion est homogéne. Dans un cadre de
plusieurs inclusions non-elliptiques dans un milieu fini, I’hypothése de polarisation
constante par phase nous donne une approximation. Sur sa base on peut établir les
bornes de Hashin-Shtrikman (voir par exemple [8]), plus étroites que celles de Voigt
et Reuss.
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Par rapport aux bornes de Voigt et Reuss, qui utilisent I'information du premier
ordre sur la microstructure (fraction volumique), les bornes de Hashin-Shtrikman
sont du deuxiéme ordre, parce que 1’on a besoin de connaitre la covariance de la
distribution des phases.

A partir de 'équation (2.20) on peut obtenir de nombreuses estimations en chan-
geant le choix du milieu de référence, caractérisé par le module C°. Il se trouve, par
exemple, que pour un composite matrice-inclusion, le choix C? = C™atric¢ egt perti-
nent (approximation de Mori-Tanaka). D’autre part, pour un polycrystal on obtient
de bons résultat avec C° = C¢// (modéle autocohérent).

En conclusion on peut dire que la théorie du champ moyen est trés adaptée pour
la plupart des probléme d’homogénéisation en élasticité linéaire si les échelles sont
suffisamment séparées. La méthode est limitée, comme d’ailleurs celle d’homogé-
néisation asymptotique, pour le cas d’échelles moins séparées et n’est pas capable
de capter les effets d’échelles. Elle a donné, par contre, une base pour la méthode
d’analyse de champs de transformation, une approche trés répandu d’homogénéisa-
tion pour le comportement non-linéaire.

2.2.3 Méthode d’analyse de champs de transformation

La méthode a été proposée par Dvorak (voir [20]) et présente une base pour
beaucoup d’autres travaux sur I’homogénéisation de comportements anélastiques,
notamment en élasto-plasticité. Dans cette approche on suppose que la déforma-
tion de transformation (ex. : déformation thermique ou plastique) est homogéne
par phase. L’idée est similaire & celle présentée dans le cadre de I’homogénéisation
linéaire (voir chapitre 2.2.2), ou la polarisation due au contraste des phases était
considérée constante par phase.

On commence d’abord par écrire la loi de comportement de chaque phase dans
la forme

o' (x)=C" €(z) + 17, (2.21)

ou 'indexe r distingue les différentes phases. Dans un cas de comportement élasto-
plastique la polarisation peut s’écrire comme

'(x) = —C" €, (2.22)

ou P est la déformation plastique dans la phase r. Dans 'approche considérée, C",
eP" et par conséquent, 7", sont supposés constants par phase.
A T’échelle macro, le comportement correspond &

oM = M 4 M, (2.23)

C¢ff est, comme dans les chapitres précédents, le module effectif du milieu élastique,
donc au cas ou € = 0. Dans ce cas-la on peut également exprimer la déformation
micro dans chaque phase avec I'opérateur correspondant de localisation, A",

¢ (z) = A"(z) Y. (2.24)
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L’opérateur A" est lui méme en général fonction du module effective et des modules
de chaque phase. Les tenseurs A” et C// sont obtenus en appliquant une méthode
d’homogénéisation linéaire de notre choix.

En faisant appel au théoréme de réciprocité élastique (voir [21]) et en supposant
I’homogénéité des déformations plastiques, I’équation (2.20) peut s’exprimer (voir
par exemple [15]) comme,

e'(z) = A(x) '+ D" (x) &, (2.25)

ou les tenseurs D" sont les fonctions d’influence qui dépendent de I'opérateur de
Green modifié en déformation et de la covariance de la distribution des phases. Le
systéme (2.25) peut étre résolu en faisant appel également aux lois d’évolution de
chaque phase, €”" = e*"(¢"(+)) et a la définition de e, M =3, V%er, V, étant le
volume de la phase 7.

On observe que le comportement homogénéisé obtenu du systéme d’équations
dans (2.25) peut s’écrire difficilement dans une forme dense avec une ou deux fonc-
tions seuils et de lois d’évolution correspondantes. Par conséquent, son implantation
dans un code de calcul par la méthode des éléments finis est en général plus com-
plexe.

La méthode de champs de transformation est souvent bien représentative de
la réponse contrainte-déformation et aussi des distributions locales de contrainte,
pourvu que le nombre choisi de phases dans le modeéle soit suffisant. Dans la suite
on explique briévement les directions dans lesquelles I’approche d’origine peut étre
améliorée.

Son hypothése de base, sur la homogénéité de déformation plastique par phase
peut souvent étre contestée, car dans une matrice aux inclusions on observe que les
déformations anélastiques apparaissent principalement prés des frontiéres entre les
phases et sont presque jamais homogénes.

Par exemple, dans [12], les auteurs introduisent formellement plusieurs phases
pour la modélisation de la matrice dans la couche trés fine autour d’une inclusion,
en s’inspirant par I’observation que le champ de contraintes est le plus important
pres des inclusions. On peut ainsi mieux prendre en compte I’hétérogénéité de la
déformation plastique, tout en gardant la méme formulation de la méthode. Cette
démarche montre effectivement une meilleure performance, mais en augmentant la
complexité de la résolution du probléme.

L’autre défaut concerne la formulation de la loi de comportement élasto-plastique,
dite "élastique"

o"(x) =C" (" (x) — "), (2.26)

qui se montre "trop raide". D’autres alternatives, proposées dans littérature sont :
— Tangente (voir par exemple [41]), [42])

& () = CPT (") € (x) (2.27)

ou CT est le module tangent dans la phase r.
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— Sécante (voir par exemple [16], [7])
o"(z) = C*(e") € (x), (2.28)

ou C*“" est le module sécant entre le point (0", €") et l'origine du repére,
(6" =0, =0).
— Affine (voir par exemple [66]),

o"(x) =CP"(") € (x) + oy, (2.29)

ou o}, est U'intersection de la tangente dans le point (0", €") avec l'axe ¢ = 0.

Les quatre facons de "linéarisation" du probléme d’homogénéisation non linéaire,

"élastique", tangente, sécante et affine se suivent chronologiquement et aussi dans

le sens d’amélioration de la performance. Les tentatives donnent toutes en général

une réponse contrainte-déformation trop raide et restent un champ trés actif de
recherche.

Par exemple, dans [15] on propose une démarche combinée entre la méthode élas-
tique et tangente. Elle consiste a introduire une correction des tenseurs d’influence
(voir I’équation (2.25)),

D" = D" K" (2.30)

ou K" est le tenseur de correction et la déformation plastique corrigée est égale a

P = K" P, (2.31)
Les tenseurs K" sont ensuite déterminés en identifiant les vitesses de déformations
locales par la localisation d’apres 'approche tangente,

¢ = AT(CPT) M. (2.32)
La méthode donne une meilleure corrélation avec le calcul par la méthode des élé-
ments finis en terme de courbe contrainte-déformation que I’approche classique (voir
15]).
Une autre généralisation de la méthode classique est ’analyse de champs non-
uniformes de transformation (voir [71]). Dans cette approche on veut avoir une
description plus générale de la déformation anélastique que I'on I’écrit comme

M
() =) i (x), (2.33)
r=1
ou p" () sont les modes de distribution. En prenant les fonctions p"(z) = 1; x € V, et
p(z) =0; x € Vi \V;, on obtient la représentation de la méthode classique d’ana-
lyse de champs de transformation avec les déformations anélastiques constantes par
phase. Si 'on était a priori capable d’anticiper quels modes de déformation anélas-
tique allaient étre les plus importants, on pourrait les utiliser pour construire des
fonctions p” plus pertinentes et ainsi améliorer la méthode. Dans [71] on a construit
les fonctions " comme les valeurs de déformation plastique obtenues par un calcul
d’éléments finis pour un chargement choisi. Deux modes suffisaient déja pour bien
reproduire la courbe contrainte-déformation comparée avec un calcul numérique.
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2.3 Approche numérique

2.3.1 Echelles complétement séparées

Si dans 'homogénéisation numérique nous supposons que les échelles sont par-
faitement séparées, comme dans I'approche analytique, nous pouvons appliquer une
des deux théories, asymptotique ou du champ moyen. Dans le cadre de 'homogénéi-
sation asymptotique nous pouvons déterminer la fonction des modes caractéristiques
de déformation (voir I’équation (2.6)), x, en utilisant une méthode numérique, par
exemple la méthode des éléments finis (voir par exemple 28], [93] ou [33]). Le pro-
bléme micro est ainsi résolu pour des conditions aux limites périodiques.

L’approche numérique qui s’appuie sur la théorie du champ moyen est connue
sous le nom de la MEF2, puisqu’on introduit un modéle d’éléments finis & chaque
échelle, celle de la structure et celle du VER (voir [27], [26]). Alors, la loi de com-
portement macro d’un modéle classique d’éléments finis est remplacée par un autre
modeéle d’éléments finis dans chaque point d’intégration. Des conditions aux limites
périodiques sont alors utilisées dans le probléme micro.

Afin de rendre le calcul numérique dans le cadre de ’homogénéisation, plus effi-
cace une autre méthode que celle d’'EF est proposée dans la littérature. Elle est basée
sur la transformation rapide de Fourier (voir [72], [73] ou [70]) et a recours & un mi-
lieu homogéne élastique linéaire, de la méme maniére que dans la théorie du champ
moyen. L’équation intégrale, qui peut se réduire a I’équation de Lippmann-Schwinger
(voir le chapitre 2.2.2) pour un comportement élastique, se résout efficacement dans
I’espace de Fourier par un schéma itératif.

2.3.2 Stratégie pour un couplage fort entre les échelles

Toutes les approches numérique d’homogénéisation décrites ci-dessus s’appuient
sur I’hypothése des échelles infiniment séparées et utilisent les principes introduits
dans 'homogénéisation analytique du milieu périodique ou de I'existence d’'un VER
(volume élémentaire représentatif). Ces hypothéses ne sont plus valables lorsque les
hétérogénéités sont d’une taille non-négligeable (par exemple granulats de ~ lem
dans une structure en béton de ~ 1m) et lorsque les gradients locaux de contrainte
ne restent plus petits (par exemple prés de la rupture). De telles situations extrémes
nous imposent 'utilisation d’une stratégie multi-échelle basée sur un couplage fort
entre les échelles, ou les vrais dimensions de I’échelle micro sont prises en compte
et I’évolution des champs micro est effectuées simultanément que I’évolution des
champs macro.

Nous choisissons d’utiliser la MEF (méthode des éléments finis) aussi bien pour
modéliser I’échelle macro que pour I’échelle micro. Cette méthode est trés bien établie
dans le domaine du calcul de structure, donc le choix pour I’échelle macro se justifie
naturellement. Vu lefficacité de la méthode pour un milieu continu, elle devrait
étre bien adaptée aussi pour une description de la microstructure, supposée étre
également continu. Ce dernier point ne va pas de soi, mais reste valide dans les
cas étudiés ici, ou 1’échelle micro reste relativement importante. Dans "approche
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Fig. 2.4 — Un maillage d’EF micro coincide avec |’ élément du maillage macro.

développée, nous pourrions également imaginer d’utiliser une représentation discréte
de la microstructure, comme celle dans [46].

L’ingrédient clé dans une telle approche est le couplage entre les deux niveaux
de modéles, ce qui est d’ailleurs le cas pour toutes les méthodes d’homogénéisation.
Nous présentons la formulation du couplage dans les lignes qui suivent. Nous ne
perdons quasiment rien a la généralité en supposant qu’un sous-domaine correspon-
dant & un élément fini d’'un maillage macro représente en méme temps le domaine
du calcul micro (voir la Figure 2.4).

Dans un premier temps nous construisons l'interface sur la base du champ de
déplacement uniquement, comme par exemple dans [100] ou [34]. Nous imposons
ainsi que le champ de déplacement macro, u™, et micro, u™, soient identiques sur
la surface d’interface, I,

uM(z) = u™(z); Vo €T, (2.34)

ou I' représente I'espace des interfaces de tous les éléments macro avec les sous-
domaines micro. Dans le cas d’une discrétisation linéaire de v (x), = € T, le champ
micro u™ est linéaire entre deux nceuds macro adjacents (voir la Figure 2.5).

[ ] UM Oum’e

® N © L J / u{w

/,ﬁm,e
—S ® / M

Uy

Fig. 2.5 — Dans la formulation de I'interface en déplacement, le champ micro, ™, est
identique au champ macro, ©, aux limites du sous-domaine. Pour la discrétisation
montrée, le sous-domaine micro partage les quatres nceuds aux coins avec le maillage
macro.
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Afin de résoudre le probléme non-linéaire d’EF a deux échelles nous nous inspi-
rons de la méthode séquentielle (voir par exemple [48]), utilisée couramment dans
les problémes de plasticité (voir par exemple [47]). Cette démarche consiste a diviser
le probléme en une partie locale et une globale de telle maniére que nous pouvons
les résoudre séparément. D’abord, nous exécutons un processus itératif sur le pro-
bléme local jusqu’a convergence, tout en supposant les variables globales fixes. Puis,
avec les variables locales déterminées, nous effectuons l'itération suivante pour le
probléme global. Nous arrétons ce processus itératif global a convergence.

D’abord, nous définissons la solution du probléme & 1’échelle micro, qui doit
satisfaire la condition du minimum du potentiel, II/"™,

I (™, u) :/

W(em) dv — / W dS, (2.35)
1%

v

ot U est I’énergie libre et €™ est le champ de la déformation, €™ = Vou™, et t les
efforts sur le bord. A partir de I’équation (2.35), nous pouvons obtenir la formulation
faible, provenant de la condition dII”"™ = 0, comme

/ Vosum o™ dV — / Su™t = 0; Vou™ (2.36)
v oV
ou o™ = %—f est la contrainte micro. Nous discrétisons le champ de déplacement par

U™ en introduisant le déplacement macro, UM, comme

mi | NMz)UD 5 xeV
u™(z) = { NM(z)UM ; zeTl (2.37)

Nous remarquons que, selon la définition dans (2.37), le champ v™(z), = € T subit
une double discrétisation, micro et macro,

u™(z) = N™(2)UP,, = NM(2)UM; z €T, (2.38)

o )

ou U[", sont les valeurs discretes de l'interpolation micro sur I'. Evidemment, les
valeurs U, et UM ne sont pas indépendantes et on doit pouvoir exprimer les valeurs
micro, Uf",,, comme

ur., = aBUé” , (2.39)

ou T est le projecteur entre 'espace macro et micro (voir la Figure 2.5).
Par la suite, nous réécrivons I’équation (2.36) sous une forme discrétisée comme

R" = /B;nTam dV =0
\4
RY = Tg’ﬁ/ By To™ dV—Tgﬁ/ N3t dS =0, (2.40)
Vr ov

ou Vi dénote le volume des tous les éléments micro qui touchent 'interface I'.
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2.3. Approche numérique

Les équations dans (2.40) peuvent étre résolues par la méthode de Newton, ou pour
une équation non-linéaire générale, 7;(y;) = 0, on écrit

PD) g )

2

o\
J

(2.41)

ou l'indice (k) dénote la k-iéme itération. Nous obtenons ainsi I’approximation de
y; suivante,

y = g Ay
-1
or'h)
(k) _ J (k)

Les étapes (2.41) et (2.42) sont répétées jusqu’a ce que la convergence soit atteinte,
Py ®| < tol
Yi ot

i

Cette démarche, appliquée au systéme (2.40), méne a résoudre 1'équation sui-

vante,
mm mM m m
< T’ZI“{;?Mm TYI“(;(’YMCJ{:[W; ) < 25?\/[ ) = < _2%4 ) J (243)
ay g ayw tu B —I,

ou les matrices de raideur, K, sont définies comme

. oo™
K = /VB;" Ta:—mBg" dv, (2.44)

‘Z‘G’—Z étant le module tangent cohérent local. Les indices m et M des matrices K

désignent les sous-espaces micro de U™ et de U[", respectivement. Toutes les matrices
sont déterminées par I’équation (2.44) en utilisant les composantes correspondantes.

D’aprés la méthode séquentielle nous résolvons en premier 1’équation de 1’équi-
libre micro, c’est-a-dire la premiére équation dans le systéme (2.43), pour les valeurs
de déplacements macro, UM, données,

K" AU = =R} — KIIMT 5 AUS. (2.45)

Parce que I’équation (2.45) n’est pas linéaire (K™ = K™™(U™)) plusieurs itérations
sont nécessaires pour converger. Une fois 1'équation (2.45) résolue, nous pouvons
effectuer 'itération suivante a I’échelle macro, en condensant les variables micro,

T MM T Mm g-mm —1 g-mM M __ M
(LK Ty = TLIG K™ KM T) AUY = = Ry (2.46)
K, Ryl

Les termes a droite et a gauche dans I’équation (2.46) représentent la matrice de
raideur et le résidu d’un élément macro, respectivement. Les équations globales sont
par la suite assemblées et résolues par la procédure standard de la MEF.
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2.4  Conclusion

Nous proposons une stratégie multi-échelle applicable aux analyses des structures
hétérogénes obéissant & un comportement anélastique non-linéaire. Elle s’inscrit dans
le cadre de I'homogénéisation numérique, ou les évolutions des champs micro et
macro sont modélisés simultanément. Nous couplons les deux échelles de calcul EF
non pas au niveau des points d’intégration du modéle macro comme dans I"approche
de la MEF?, mais au niveau d’un élément entier. Ainsi, la méthode est mieux adaptée
pour le traitement des échelles moins séparées. Dans ce chapitre nous définissons
I'interface micro-macro en déplacement, or il est connu qu’une telle formulation n’est
pas optimale (voir par exemple [96]). Une formulation plus générale, qui permet de
définir les conditions d’interface en contrainte est présentée dans le chapitre 77.

L’objectif de 'approche proposée est la modélisation des structures hétérogénes
sous sollicitations extrémes, c’est-a-dire prés de la rupture, ou les méthodes clas-
siques d’homogénéisation ne sont pas applicables. Néanmoins, elle représente un
cotit de calcul incomparablement plus élevé par rapport des méthodes basées sur les
approximations analytiques. Par conséquent, nous voyons 1’homogénéisation numé-
rique comme une approche plus complémentaire que concurrentielle aux méthodes
classiques. Par ailleurs, le traitement local de I’analyse micro ne permet de 'utiliser
que dans les zones a fort gradient de contrainte. Dans le reste de la structure, les
modéles homogénéisés peuvent étre utilisés.
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Chapitre 3

Représentation de la microstructure

3.1 Introduction

Dans ce travail nous étudions la microstructure du type matrice-inclusion, qui
comprend la plupart des matériaux composite utilisés en génie civil et le génie mé-
canique. En plus, nous nous limitons & ne traiter que les matériaux bi-phasique, ce
qui peut déja permettre de modéliser, par exemple, les composites métalliques, les
métaux poreux ou le béton d'une facon simplifiée. Néanmoins, toutes les méthodes
numériques abordées sont directement applicables a d’autre types de matériaux
multi-phasiques.

Le comportement de la microstructure est décrit dans un régime anélastique, o
nous appliquons un modéle élasto-plastique a la matrice et un modéle d’endomma-
gement aux inclusions. L’interface entre les phases est considérée comme parfaite.

Ensuite, nous abordons tout d’abord I’approche dite exacte de la représentation
par la méthode des éléments finis, ot le maillage est conforme par rapport aux limites
des phases et chaque élément contient une seule phase (voir par exemple [94], [11]).

Puisque une telle représentation est trés exigeante vis-a-vis de la puissance d’ordi-
nateur, une approche macroscopique est le plus souvent utilisée. Dans cette démarche
la réponse de la microstructure est construite par des potentiels thermodynamique
et les détails de la microstructure ne sont pas pris en compte (voir par exemple
[61]). Nous proposons un modéle couplé pour représenter le comportement d’un
composite a matrice plastifiable et inclusions endommageables, qui serait efficace-
ment identifiables & partir des calculs par I'approche exacte et facile a implanter
numériquement.

L’utilisation des approches exacte et macroscopique nous laissent deux possibili-
tés : soit on détermine la réponse de la microstructure d’'une grande précision mais
aussi avec un cott du calcul trés élevé, soit nous nous satisfaisons avec une faible
précision et profitons de l'efficacité numérique. Néanmoins, nous considérons une
troisiéeme possibilité, celle de approche structurée, o nous utilisons la méthode
d’éléments finis comme dans I'approche exacte, sauf que nous n’exigeons pas cette
fois-ci la conformité du maillage par rapport aux phases. Cela nous permet d’avoir
des maillages plus grossiers et par conséquent, plus efficaces.

Dans les trois types de représentation de la microstructure nous formulons les
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3.2. Représentation exacte

modéles d’élément finis par deux approches : en déplacement et en contrainte (voir
par exemple [98]). Nous mettons en avant surtout dans quelles situation 'une est
préférable a I'autre.

3.2 Représentation exacte

3.2.1 Introduction

Nous considérons un matériau bi-phasique, constitué d’une matrice avec des
inclusions cylindriques. Dans I'approche exacte par la méthode des éléments finis le
maillage que nous adoptons est conforme & la microstructure (voir Figure 3.1)

Fig. 3.1 — Un exemple du maillage EF (éléments finis) pour la représentation exacte
de la microstructure d’un matériau poreux.

La formulation de la méthode aux éléments finis la plus couramment appliquée
s’appuie sur le principe des travaux virtuels, qui résulte de I'approche en déplace-
ment. Le champ de déplacement est dans ce cas le seul a étre discrétisé, toutes les
autres inconnues, comme par exemple la contrainte ou la déformation, sont expri-
mées en terme de déplacement. Il a été démontré (voir par exemple [98]) que cette
formulation ne permet pas de modéliser un comportement (quasi-)incompressible
correctement en utilisant les interpolations du premier ordre, c’est-a-dire en espace
C°. Puisque le modéle élasto-plastique utilisé appartient au groupe de comportement
quasi-incompressible, la formulation originale en déplacement doit étre améliorée. Un
reméde possible est la méthode B, qui a été introduite en tant qu'une méthode en
déplacement avec un ordre réduit de 'integration numérique et peut étre interprétée
comme une méthode mixte.

Une approche alternative a celle en déplacement est basée sur la formulation en
contrainte de Hellinger-Reisner (voir par exemple [98] ou [3]). Un choix particulier
pour l'interpolation des champs de déplacement et de contrainte méne a 1’élément
de Pian-Sumihara (voir [80]), probablement ’élément le plus performant avec ceux
a l'interpolation bi-linéaire de déplacement.
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3.2.2 Formulation en déplacement

D’aprés la démarche classique de la méthode aux éléments finis (voir par exemple
[98], [3] ou [45]), nous postulons que la solution au probléme mécanique satisfait la
condition de minimum d’énergie élastique totale de la structure. Alors, en introdui-
sant le potentiel, II;, cela s’écrit formellement comme,

w={u €U infecr Ta(V5u)} (3.1)

ou U* est I'ensemble de tous les champs de déplacement admissibles, & 1’ensemble
des variables internes et le potentiel, II;, correspond a

Hd:/V\IJ(e,gk)dV—/avut_dS. (3.2)

Dans ’approximation des petits déplacement, le champ de déformation est égal a

e=Vou. (3.3)

L’énergie libre est U et ¢ est le champ de tractions imposé sur le bord, dV'.

La condition d’équilibre (3.1) est suffisante seulement dans le cas d’'un compor-
tement élastique. Si le comportement est anélastique, nous devons y rajouter les
relation de comportement.

Le champ, u(z,t), peut étre discrétisé comme

wile,t) = N*@)UL()
—  eylnt) = By @)UL(W). (3.4)

ou les fonctions de forme sont définies dans un repére de référence, (n1,72,73).
Dans nos analyses, bi-dimensionnelle avec I’hypothése de déformation plane (voir
par exemple [98], [45]), nous prenons les fonctions bi-linéaires, définies dans un élé-
ment isoparamétrique a 4 noeuds comme,

1
N () = (L m) (1 112). (35)

Le projecteur entre le champ de déplacement et de déformation, B, est détermine

par
aN® ON? N\ N N\
”k Z ony [ ( ony xj) O ( ony %) . (36)

Ainsi, nous réécrivons ’expression du potentiel comme,

Hd:/ U(e(U?), &)dV — | N°UPE; dS. (3.7)
Vv )%

La condition d’équilibre (3.1) nous impose que §II4(U?) = 0, donc

)

SUS ( / B ow(UBYAV — | N dS) =0V UL, Y t,, (3.8)
v oV
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3.2. Représentation exacte

ol nous avons tenue compte de la définition o = %—f. Le probléme mécanique est
complétement défini par I’équation (3.8) et les lois d’évolution locales de variables
internes. Ces derniéres sont détaillée dans le chapitre 3.3 et peuvent se résumer dans
une relation o = o(e(t)), dépendante de la trajectoire €(¢).

L’équation (3.8) peut se résoudre par la méthode de Newton. Nous définissons

d’abord le résidu comme,

Re (U2 = / B Toa(UdV — [ No%, ds. (3.9)
1% oV

D’aprés la méthode de Newton, nous écrivons,
a,(s)

OR,;
R3,§s+1) ~ Rfj’fs’ 4w AP 0, (3.10)
s 2 aUB’(S) J
j

ou lexposant (s) signifie la valeur a la s-iéme itération et AU la correction des
valeurs de déplacement,

U'Oé’(s+1) — Uzav(s) + AU,ia’(S), (311)

2

qui est calculée a partir de

-1
OR;\
AUME) = — [ 2 R®), (3.12)
an7(S) ’
u,o,(8)
Le module tangent global, %, est déterminé par dérivation de I’équation (3.8)
i

par rapport a Ujﬁ,

OR!

W = / B Cln B, dV, (3.13)
. ’ V

J

ou Cfn  est module tangent local obtenu a partir de la loi de comportement

Ctan _ aO'kl

klmn — 86 .
mn

(3.14)

3.2.3 Meéthode B

La formulation décrite ci-dessus est fortement sensible au verrouillage da a 'in-
adaptation aux comportements quasi-incompressibles (voir par exemple [98] ou [45]).
En rajoutant les champs de la partie sphérique de la contrainte et de la déformation,
p et 0, respectivement, au champ de déplacement, le probléme peut étre posé comme

(u,p) ={ueU* pe P* 0c O

Sup(rerninfucu-. ocor Ta(u, 6%, p%)}. (3.15)
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ou le potentiel, I15, est définie comme

M = / (U(VZu,0,&) —p (0 — Tr[Vou])) dV —/ ut dS. (3.16)

Le champ de déformation, composé d’une partie déviatorique et sphérique, est égal
a

1
¢ = Dev[V7u] + 591. (3.17)
L’opérateur T'r[-] donne la trace d’'un tenseur d’ordre deux et I'opérateur déviato-
rique est défini comme Dev|-] = [-]—£Tr[-]1, ou 1 représente le tenseur unité d’ordre
deux.

Dans 'expression (3.16) nous appliquons la méme discrétisation au champ de
déplacement, u, que dans (3.4) et supposons les champs, p et 6, constante dans le
volume d’élément, Vj, afin d’obtenir

HB:/ (T(e(U?,0). &) — p°(6° — B UR)) dV — NeU; dS. (3.18)
1% oV

Puisque le potentiel I15 doit satisfaire la condition stationnaire (voir 1’équation
(3.15)), nous imposons 0I15(U*, p?,6°) = 0. Alors, nous obtenons

5p° (Hﬂ UO‘—/ By, dV) =0; V &p°
1
66° —/ Trlo] dV —p? | =0; V 66°
<3VB Vﬁ [ ]

(/ Dev[BY oy dV + Z (/ BJO‘]kT ) P — N, dS)
av

(3.19)

Le systéme (3.19) peut se résoudre de la maniére suivante. Les p° et 6° étant les
variables élémentaires, nous pouvons les exprimer en terme de Uy comme

1
0° = U,f‘v/ By dV
B

1
L Trlo(UX,60%)] dV. (3.20)
3Vﬂ Vﬂ

En remplagant les valeurs obtenues a partir de (3.20) dans la derniére équation
du systéme (3.19), nous obtenons I’expression suivante,
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(3.21)

En définissant le projecteur modifié¢, B, dans le domaine d’un élément fini comme
RO a T 1 aT
Vs Vs

nous pouvons réécrire ’équation (3.21) de la maniére suivante,

Z / By ow(US)dV — N%; dS | =0. (3.23)
Vs 3V5

B

La seule différence entre la méthode B et la formulation initiale en déplacement se
résume au remplacement du projecteur de déformation, B, dans 1’équation (3.8) par
B dans P'équation (3.23). Par conséquent, la méthode de la résolution globale ne
change pas du tout.

3.2.4 Formulation hybride : élément de Pian-Sumihara

L’élément de Pian-Sumihara est basé sur la formulation variationelle en énergie
complémentaire de Hellinger-Reisner. Dans un premier temps nous présentons 1’ap-
proche proposée dans [80], pour un comportement de la forme, e = €(o(¢)), puis nous
détaillons la formulation adaptée au comportement élasto-plastique-endommageable
dans le chapitre 3.4.

Nous définissons ’énergie complémentaire par rapport a 1’énergie libre comme,

X(O') = 0jj€ij — \IJ(G) (324)

Cela nous permet de poser le probléme variationnel suivant,

(u,0) ={u € U, 0 € 8" suporesyinfucu-) Hps(u*, o)}, (3.25)

ou U* représente 1’espace des champs de déplacement cinématiquement admissibles
et S* 'espace des champs statiquement admissibles. Le potentiel, Ilpg, est défini
comme,

s = / (—x(0) + oV50) dV / uf dS, (3.26)

ou t sont encore les tractions imposées aux limites. Les conditions de 1’équation
(3.25) ménent a la formulation faible suivante,
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/VséuadV— Sut dS = 0
v

oV
/50 (—a—x+v5u> Vv = 0 (3.27)
v do

La premiére équation dans (3.27) représente la condition d’équilibre et la deuxiéme
la relation du comportements, V3u = g—;‘, dans un sens faible.

Le choix fait dans [80] consiste & interpoler le champ, u, avec des fonction bi-
linéaires, définies sur 1’élément isoparamétrique de 4 nceuds, comme dans (3.5),

1
NV (1) = 1(1 £ ) (1 £ n). (3.28)

Par contre, I'interpolation du champ de contrainte est linéaire a l'intérieure d'un
élément et discontinue d’un élément & l'autre. Les fonctions correspondantes, qui
garantissent en plus un champ de contrainte statiquement admissible, sont,

o1 = A+ A
092 = A3+
J19 = )\5. (329)

On peut observer que div, o = 0 pour toutes valeurs des parameétres \;.

Les contraintes dans I’équation (3.29) sont interpolées dans le repére de référence,
(m1,1m2) et doivent étre transformée en repére global, (x1, x2). Cette transformation
doit étre introduite sous la forme,

o(x1,22) = T (1, m2)0 (1, m2) T (1, 1m2). (3.30)

Cette propriété est nécessaire pour préserver I'admissibilité statique (voir par exemple
[45]), ¢’est-a-dire, pour avoir div, 0 = 0 — div, 0 = 0. Si en plus, nous imposons que
les contrainte constantes dans (7;,7,) se transforment en constante dans le repére
(21, 22), le tenseur de transformation, T', doit étre constant, T'(1;,72) = T. Un choix
spécifique du tenseur 7', qui s’est montré le plus efficace, est le tenseur jacobien
calculé au centre de 1’élément,

Tz'j = Jz‘j(771 =0,m2 = 0) (3-31)
ou
85171'
i (m,m2) o, (3.32)

Ainsi, la contrainte peut étre exprimée comme

o=25 ) (3.33)
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3.2. Représentation exacte

ou
1 01 0
S=T| 01 0 1

0
0 |7". (3.34)
00001

Les interpolations (3.5) et (3.34) nous permettent de réécrire la formulation faible
dans (3.27) comme,

6Uf‘< / BTSN dV — [ N°% dS) =0
Vv )%
x

5Aa/v<—s,§; Bor +sa TB,ZZZU]) v = 0. (3.35)
Nous définissons les résidus, R, et R,,

R, = /B,?liTS,Zl)ﬂ dV — | N°tdS=0

’ 1% v
R, = / (=Sp e + S " BYUY) AV =0, (3.36)
1%

ot nous avons utilisé la définition €5 = %. Le systéme d’équations (3.36) est résolu
par la méthode de Newton,

0 G AP —Ria’(s)
( Gt —HA® ) ( ANHE) ) —\ _ppw ) (3.37)

ou

)

G" = /Bl(cllz'TSIZl dv

HB()  — /Sfchtan

kimn
. )
ctan ~1 _ UK (3.38)

klmn ao_
mn

Pour résoudre le systéme (3.37) nous exprimons d’abord la correction de contrainte,
A, de la deuxiéme équation,

ANHE) = FBs) [Gﬁ” TAUP 4 RAG )] (3.39)
Puis, nous réécrivons la premiére équation du systéme (3.37) comme,
(GB” Tgone T G T) AU (Rf’(s) +G TR?’(S)) . (3.40)
K;‘;’lu h 1%%1 g
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3.2. Représentation exacte

Dans cette derniére relation on peut reconnaitre la matrice de raideur et le vecteur
résiduel pour une résolution du champ de déplacement de la méme facon que dans
le cas de la formulation en déplacement.

3.2.5 Tests sur une structure homogéne

>

Fig. 3.2 — Structure homogéne élasto-plastique, encastrée dans la direction x du coté
gauche et soumise & un gradient d’effort du coté droite.

Afin de comparer les différentes approches par la formulation d’EF, nous consi-
dérons un exemple numérique d’une structure rectangulaire soumise a un gradient
d’effort d’un coté et encastrée dans la direction du chargement de 'autre coté. Le
matériau de la structure obéit au comportement élasto-plastique, qui est détaillé
dans le chapitre 3.3. Plus particulierement, nous utilisons le seuil de Von Mises avec
écrouissage isotrope. Le seuil de plasticité s’écrit alors comme,

(I)p(o.’ qp) = ||D6’U J|| B \/g(a'y o qp)’ (341)

ou o, est le seuil initial de plasticité et la norme d’un tenseur est définie comme,

()] = +/(+)i5()ij- L’écrouissage supposé est de la forme suivante,

¢"(E") = 0, + KPE + (06, — 0,)(1 — e "¢, (3.42)
ou K?, b et o, sont les parametres du modeéle. En outre, le comportement élastique
est considéré isotrope linéaire, 0 = C(e — €?) ou Cjjp = 2#6(%((51‘k6ﬂ + 0udjk) —

£0:i0k) + K°0;;0,. Les valeurs des paramétres appliquées sont : K¢ = 3.5 10',
pe=1.210" 0, =4.0 107, 0o = 8.0 107, ¥ = 1000 et K? = 1.0 108,

D’abord, nous comparons les trois approches, en déplacement, B et en contrainte,
pour un chargement sous lequel nous restons dans le domaine élastique. Nous ap-
pliquons l'effort distribué de la maniére linéaire avec les valeurs aux extremes,
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3.2. Représentation exacte

F — [-10°,10°] (voir Figure 3.2). Puis, nous observons la convergence de la so-
lution en augmentant le nombre d’élément dans un maillage structuré par rapport
a I'énergie élastique totale, qui est équivalente au travail externe des efforts,

etas. ].
W:/qu“:)—/ecedv. (3.43)
1% 2 Vv

Structure homogene : analyse élastique
Travail externe - énergie élastique

o —— P-S

/ * Bbar

no. el.

Fig. 3.3 — Convergence de la valeur du travail externe avec 'augmentation du nombre
d’éléments. La formulation de Pian-Sumihara (P-S) donne la valeur exacte avec
un seul élément. Les deux autres approches, en déplacement (Q4) et B (Bbar)
convergent plus lentement.

La solution exacte du probléme correspond a la variation linéaire du champ de
contrainte, donc un seul élément de la formulation de Pian-Sumihara suffit pour
le reproduire. Par contre, on a besoin de plusieurs éléments de la formulation en
déplacement et de B pour converger.

L’avantage de la formulation en contrainte se met encore plus en évidence dans
une analyse élasto-plastique. Méme si dans ce cas la solution en contrainte n’est plus
linéaire, la méthode en contrainte représente mieux la distribution des champs que
les deux autres méthodes. Cette fois-ci nous comparons les convergences sur la base
de deux quantités, le travail externe et la dissipation plastique, la derniére étant
définie dans le chapitre 3.3 comme,

11 .
D = / / (08 + E7) dV dt. (3.44)
to 1%

3.2.6 Tests sur une structure hétérogéne

D’aprés les tests effectués dans le chapitre 3.2.5 sur une structure homogéne la
formulation en contrainte de Pian-Sumihara donne une bien meilleure représentation
du comportement de la structure soumise a un gradient d’effort (voir Figures 3.2,
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Structure homogéne : analyse élasto-plastique
Travail externe

50000

.
40000
g B - i
o 5
.-
30000 N

20000 e pos

* Bbar

10000

no. el.

5 10 15 20 25 30

Dissipation plastique

Dp

20000 * Bbar

15000

3
' L . .
10000 .

5000 .

no. el.

Fig. 3.4 — Convergence de la valeur du travail externe et de la dissipation avec I'aug-
mentation du nombre d’éléments. La formulation de Pian-Sumihara (P-S) donne un
meilleur comportement que les deux autres approches, en déplacement (Q4) et B
(Bbar).

3.3 et 3.4) que les deux autres approches. Ici nous montrons les résultats d’analyses
comparatives d’'une structure similaire a celle de Figure 3.2, mais hétérogéne (voir
Figure 3.5). La non-homogénéité de la microstructure rend le champ de contrainte
hétérogéne méme dans un cas de chargement homogéne aux limites. En plus du test
avec un gradient d’effort, nous rajoutons un test de traction simple a déplacements
imposés.

La résistance attribuée aux inclusions (voir Figure 3.5) est beaucoup moins im-
portante que celle de la matrice et le modéle, par conséquent, correspondrait aux
matériaux poreux. Néanmoins, la résistance étant petite, elle n’est pas nulle. Nous
la modelions en élasticité linéaire, avec K = 2.5 107 et = 1.9 107. Les paramétres
du modéle élasto-plastique de la matrice sont identiques aux tests du chapitre 3.2.5.

Les analyses sont effectuées pour des différents nombres de degrés de liberté.
Le maillage le plus fin et le plus grossier sont montrés Figure 3.6. Les résultats
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3.2. Représentation exacte

> -
-

F ou Um»

-

> -

Fig. 3.5 — Structure hétérogéne au comportement élasto-plastique, encastrée dans
la direction x du coté gauche. Du coté droite elle et soumise a un gradient d’effort
[—F, F] ou a un déplacement homogéne U.

Représentation exacte de la microstructure
maillage grossier maillage fin

no. de degrés de liberté =173 = 1585

Fig. 3.6 — Maillage le plus grossier et le plus fin utilisés pour les deux tests différents
(voir Figure 3.5).

présentés Figure 3.7 montrent que les trois formulations comparées (en contrainte,
en déplacement et B) décrivent bien le test de traction simple méme avec un maillage
grossier. Par contre, nous observons dans la Figure 3.8 que seule la formulation en
contrainte et la méthode B garantissent une bonne convergence de la discrétisation
dans le cas de gradient d’effort imposé et pas la méthode en déplacement. Ceci est di
probablement a la mauvaise représentation du comportement quasi incompressible,
caractéristique reconnue des éléments finis de ce type (voir par exemple [98]).

3.2.7 Conclusion

En conclusion, nous pouvons dire que dans tous les exemples étudiés, la formula-
tion en contrainte représente mieux la réponse de la structure, qu’elle soit homogéne
ou hétérogéne, surtout pour un chargement non-homogéne.
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Structure hétérogéne : traction simple
Travail externe

80000

60000

40000

20000

o. el.

n
200 400 600 800 1000

Dp
35000

30000 =<

25000

20000

15000

—+— P-S

10000 *  Bbar

5000

no. el.

200 400 600 800 1000

Fig. 3.7 — Convergence de la valeur du travail externe et de la dissipation avec I'aug-
mentation du nombre d’éléments pour une structure hétérogéne (voir Figure 3.5)
dans un test de traction simple. Les trois formulations testées, de Pian-Sumihara
(P-S), en déplacement (Q4) et B (Bbar) donnent des réponses équivalentes. L’avan-
tage de I’élément P-S est moins évident que dans les cas précédents (voir Figure
3.4).

3.3 Modéle macro : formulation en déplacement

3.3.1 Introduction

Dans le chapitre 3.2 nous avons considéré la représentation exacte de la micro-
structure, en adoptant un modele trées détaillé et en le résolvant par la méthode des
éléments finis. Une telle représentation est capable de prédire le comportement d’un
matériau hétérogéne d’une maniére trés precise, mais qui résulte d’une démarche
extrémement cotiiteuse au niveau du calcul. Dans ce chapitre nous proposons une
démarche macroscopique pour la modélisation d'une structure hétérogéne, qui en-
gendrerait un moindre cotit de calcul et fournirait une bonne représentation de la
réponse a I’échelle de la structure.
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3.3. Modeéle macro : formulation en déplacement

Structure hétérogéne : gradient d’effort
Travail externe

800000

600000

400000

200000

no. el.

250 500 750 1000 1250 1500

Dissipation plastique

Dp
600000

500000

400000

300000
—— P-5

200000 B -7

100000 -

no. el.

250 500 750 1000 1250 1500

Fig. 3.8 — Convergence de la valeur du travail externe et de la dissipation avec
l'augmentation du nombre d’éléments pour une structure hétérogéne (voir Figure
3.5) soumise au gradient d’effort. La qualité des résultats des formulations P-S et
B sont comparables, tandis que la formulation simple en déplacement ne représente
pas le comportement correctement.

Les lois de comportement le plus souvent appliquées a la modélisation de maté-
riaux sont de type plastique ou endommageable. Les modéles de plasticité (voir par
exemple [40], [63], [30] ou [84]) avec un critére d’écoulement bien défini pour prendre
en compte la déformation plastique, qui ne modifie pas les propriétés élastique ni
a chargement ni a décharge, restent les plus applicables pour les représentations
des métaux. D’autre part, les modéles d’endommagement (voir [61] ou [55]) avec
peuvent représenter d’une maniére simplifiée la fissuration des géomatériaux, en
prenant en compte la dégradation des propriétés élastiques due a la microfissuration
sans déformations anélastiques.

Dans le cas des matériaux hétérogénes, qui sont composés de plusieurs phases
parmi lesquelles chacune obéit & un comportement différent, il semble difficile de
pouvoir les modéliser soit par la plasticité seule soit par I'endommagement seul. Il
a été démontré (voir par exemple [60]) que la validité des ces lois de comportement
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3.3. Modeéle macro : formulation en déplacement

de base peut étre étendue d’une maniére importante en les combinant dans un seul
modele plastique endommageable. Les applications d’une telle approche vont au-
dela de ce qui est envisageable par les modéles de base seuls et peuvent s’appliquer,
par exemple, au métaux poreux ([37], [74]), ainsi qu’au béton en compression ([31]).
Les approches développées pour coupler les deux lois de comportement (voir par
exemple [60], [5] et [85]) consistent & appliquer dans un premier temps le modéle
d’endommagement afin de produire une contrainte effective, a partir de laquelle
on applique le modéle de plasticité. Ces méthodes restent activement examinées,
surtout dans le cadre de la modélisation du béton (voir par exemple [68], [53] ou
[64]) et aboutissent a une démarche numériquement plutot complexe.

Dans [49] nous nous sommes basés sur lesdits développements et nous avons
proposé une nouvelle facon de coupler la plasticité et 'endommagement. Ce mo-
deéle serait capable de représenter le comportement d’un matériau composé de deux
phases, une correspondant plutot a la plasticité et 'autre a 'endommagement. Le
modéle est issu des deux propriétés principales :

— Les deux ingrédients constitutifs sont construits autour d’un critére définissant
une certaine déformation anélastique. Pour la plasticité cela raméne a une
approche standard sans introduire de notion de contrainte effective, tandis
que pour 'endommagement une telle approche est moins habituelle.

— Dans I'implantation numérique les calculs de plasticité et d’endommagement
sont réalisés séparément et peuvent éventuellement étre adaptés a 1’architec-
ture paralléle de logiciels. Un processus itératif est par contre nécessaire pour
garantir 'unicité de contraintes.

Dans la suite de ce sous-chapitre nous formulons d’abord le modéle élasto-
plastique-endommageable en ayant recours aux démarches thermodynamiques stan-
dard. Nous détaillons également I'implantation numérique pour le cas bidimension-
nelle dans le cadre de la formulation en déplacement.

3.3.2 Hypotheéses de base

Dans le développement du modéle nous nous appuyons sur les hypothéses de :
décomposition additive de la déformation, décomposition additive de I'énergie libre,
les critéres de plasticité et 'endommagement, puis du principe de la dissipation
maximale.

La premiére implique que la déformation totale, €, se décompose en une somme
de la déformation élastique, €, de la déformation plastique, €’ et de la déformation
d’endommagement, €? :

€=+ 4 (3.45)

Nous pouvons constater que la notion de la déformation d’endommagement s’in-
troduit rarement dans la littérature, a quelques exceptions (par exemple dans [13]
ou [97]), ou 'on introduit une décomposition du méme type que celle dans 1'équation
(3.45), mais en terme de vitesse de déformation.

Le second ingrédient du modéle concrét la réponse élastique. Nous écrivons I'éner-
gie libre en tant que la somme des contributions élastique, plastique et endomma-
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geable,

U(e €', D" &, &) = W(e) + (e, D) + Z7(¢7) + Z°(&7), (3.46)

ou,

1
Ue(e®) = 5660666. (3.47)

Dans les équations (3.46) et (3.47) C° dénote le module élastique, € et D sont les
variables internes de la déformation plastique et la compliance d’endommagement,
&P and €9 sont les variables d’écrouissage de plasticité et d’endommagement, puis
ZP(EP) et 29(£9) sont les énergies d’écrouissage correspondantes.

Nous pouvons définir I'énergie libre d’endommagement W%(-) en terme d’énergie
complémentaire, supposée avoir une forme quadratique en contrainte :

Vi, D) = ot — x4 o,D)
1
x%(o,D) = §0DO' . (3.48)

Le dernier ingrédient de base consiste a déterminer les fonctions de seuil de
plasticité, ®7 (o, ¢*), et d’endommagement, ®%(o, ¢¢),

®(0,¢") = ®p(0) — (o) —¢") <0
(0,q") = ¥5(0) — (0f —¢) <0, (3.49)

oll ¢ et ¢¢ sont les variables définissant le phénoméne d’écrouissage, oy est le seuil
d’écoulement et o est le seuil d’endommagement. Les fonctions @7 et ®¢ déter-
minent la forme du domaine élastique et seront précisées lors de la modélisation
d’un matériau concret.

Par la suite nous démontrons que le reste des ingrédients du modéle peut étre
déduit a partir des hypothéses présentées ci-dessus en appliquant simplement les
considérations de thermodynamique standard et le principe de la dissipation anélas-
tique maximale. On peut écrire la forme locale du second principe de thermodyna-
mique (par exemple voir [63], [61]), qui dit que la dissipation anélastique totale d’un
systéme isolé est toujours positive ou nulle. Par conséquent, en utilisant les résultats
des équations (3.46) a (3.48) nous obtenons

0<D = o0e—VU

Dp
B owve . . o=r oxt
(o — e )€€ + o€l — 8{7’6 +0(8—0 — )
ox? . Be -
+ 35 b- 54, (3.50)
pi
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o DP et D? représentent la dissipation de plasticité et d’endommagement, respec-
tivement.

Dans le cas d’un processus élastique, ou ni les variables plastiques ni les variables
d’endommagement ne changent pas, é¥ = 0, = 0, D =0 et fd = 0, la dissipation
doit étre nulle, D? = 0 et D% = 0. Il suit, alors que la contrainte et la déformation
d’endommagement peuvent s’exprimer comme

owe .o
0= ST = C (3.51)
ox?
i = 22 = Deo. .52
€ 5o o (3.52)

En supposant que les relations constitutives de la contrainte et de la déforma-
tion d’endommagement dans (3.51) et (3.52) restent les mémes dans un processus
anélastique, nous pouvons conclure a partir de I'inégalité (3.50) que

. . . 1 . .
0<D =06+ ¢°¢r+ ~oDo + ¢, (3.53)
—_—— 2
. &
Dpr .
Dd

ol nous avons défini les fonctions d’écrouissage ¢” et ¢¢ comme variables adjointes
aux variables d’écrouissage &7 et £7. Elles sont calculées comme

=4
=

_a—gp
Ed

¢'(&") = e (3.54)

(&) =

3.3.3 Plasticité

Dans un processus anélastique ou le phénoméne de plasticité est activé nous
pouvons avoir recours au principe de la dissipation plastique maximale (voir par
exemple [40] ou [63]). Ainsi, parmi tous les champs admissibles de contrainte, o et
de fonction d’écrouissage, ¢”, on choisit ceux qui rendent la valeur de la dissipation
maximale. Cela peut étre formulé en terme d’un probléme de minimisation sous
contrainte et résolu par la méthode de multiplicateurs de Lagrange (voir par exemple

[90]),

o =

? . :
qp — ? } — mlno—’qp:q;.p(mqp):()(—DP(U, qp))

0

minVa,qP (Lp (07 qp’ ,j/p))’ (355)

ou ¥” est le multiplicateur plastique et

17 = —D(0,¢") + 78" (0, ¢"). (3.56)
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Les conditions d’optimalité de Kuhn-Tucker (voir par exemple [90]) pour ce pro-
bléme s’expriment comme

_oLP(o,¢",4") ., . ,0PF p o p0P?
0= = O ==,
_ OLP(o,¢",77) o pOPP b, 0PF
0= oo = &+ 5 = P = 4P - (3.57)

Les équations peuvent étre interprétées comme les loi d’évolution des variables in-
ternes du modéle de plasticité avec le multiplicateur de Lagrange 4 comme multi-
plicateur plastique. En supposant ce dernier égal a zéro dans un processus élastique,
la derniére équation de Kuhn-Tucker associée au lagrangien dans (3.55) méne a la
forme standard de la condition de charge/décharge et peut étre écrite comme

AP >0 P <0 ; APPP = 0. (3.58)
La valeur positive du multiplicateur plastique peut étre obtenue a partir de la

condition d’admissibilité plastique, qui s’écrit comme

oIr PP
y
0=2d 500t (3.59)

A partir de (3.54) et (3.57) nous obtenons :

P = 8qp§'p
10/34
82”1’ 8<I>p
= 3.60
et a partir de (3.51) et (3.57) :
6 = Ce—et—é)
oP?
= (C°e— PO ——. 3.61
(6~ e -0 (3.61)
En combinant les équations (3.59), (3.60) et (3.61) nous obtenons :
ad? e (: _ ad
90 C°(6 —€9)
pr - 8<I>P PP 1e IPP 8<1>p PP §2=P PP (3'62)
+ aqP 36102 8qP

Enfin, en utilisant (3.61) et (3.62) nous déterminons le module tangent élasto-
plastique dans le cas ou I’endommagement n’est pas activé,

Ce Bafbp Bafbp Ce P
0= 10~ s (6 ) (3.63)
‘BgP ogr? Era
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3.3.4 Endommagement

Le modéle d’endommagement peut également étre formulé d’une maniére équiva-
lente a la formulation de la plasticité, méme si cela n’est pas une démarche habituelle
(voir par exemple [61] ou [55]). Car, dans le cas ou 'endommagement est activé est
la plasticité reste inactivée, nous avons recours au principe de la dissipation d’en-
dommagement maximale. De la méme maniére au traitement de la plasticité, parmi
les champs de contrainte et de fonction d’écrouissage d’endommagement, on choisit
ceux qui rendent la dissipation d’endommagement maximale. Cela peut étre formulé
en terme d’un probléme de minimisation sous contrainte et résolu par la méthode
des multiplicateurs de Lagrange,

o= ? . :
2 } - mm[,’qd:@d(g’qd):o(—Dd(Ua qd))
i

MMy, g (Lo, q%), %%, (3.64)

ot 7% est le multiplicateur de Lagrange d’endommagement et

Q
ISH

L = ~DY(0,q%) + 5 (0, ¢"). (3.65)

Les conditions d’optimalité de Kuhn-Tucker correspondantes au lagrangien d’en-
dommagement sont obtenues comme

d d sd . d . I
OZW _ —Da+7d%£:>D0—Vaaq)
o 9 7
L% (o, ¢, " ' 10%° 190
02% = G = =1 69

Les équations ci-dessus déterminent les lois d’évolution des variable internes d’en-
dommagement. Elles sont complétées par les conditions de charge/décharge,

A4>0; @1 <0; 4Pt =0, (3.67)

ol la valeur zéro est attribuée au multiplicateur, lorsque I’endommagement n’est pas
activé. Si I’endommagement est activé, le multiplicateur peut étre calculé a partir
de la condition d’admissibilité d’endommagement,
. oP? ode
0=0¢%=—5+
50 7 F gl
A partir des équations (3.54) et (3.66) nous obtenons

(3.68)

4073 0"
— 0e? gt (3.69)
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et a partir de (3.52) et (3.66) nous avons

g = (D led)

g

= D' — D 'DD

o4
= D'l — 4D — 3.70
c 7 do’ (3:70)
oil nous avons utilisé la relation (D-') = —D~'DD~'. En combinant les équations
(3.68),(3.69) et (3.70) nous obtenons :
8% H—1.d
S—D
y = 07— (3.71)

9P y_1 094 9Pd §2=4d P4 *
oo D oo + dqd pgd? dg?

Enfin, en faisant appel aux équations (3.70) et (3.71) nous obtenons le module
tangent d’endommagement comme

D1 99 s D1

S -1 _ do_do .d
o=ID 024 1094 | 90 921 9o Jé7. (3.72)
oo oo aqd 8§d2 aqd

3.3.5 Couplage élasto-plastique-endommageable

Finalement, dans le cas ou les deux phénomeénes sont activés, nous appliquons
le principe de la dissipation maximale & la plasticité et a 'endommagement simul-
tanément, afin de récupérer les équations (3.51), (3.57) et (3.59) pour la plasticité
et (3.52), (3.66) et (3.68) pour 'endommagement. En particulier, cela veut dire
que nous pouvons écrire deux formes différentes de loi constitutive en vitesse de
contrainte, une pour chacun des phénoménes,

b= CP(é— &), (3.73)
ol
ce ; P =0
OP — e 02P 93P e . 3.74
C ~ swgoom s ozmrawr 5 17 >0 (3:74)
o o 9qP pgp2 9gP
et
b= Coied, (3.75)
ol
D1 ;A=
Ced _ D—IMMD*I (3 76)
— D*l _ Ao Iao ’ fyd > 0 .

aod 1 00d +a<1>d 82zd pepd
do do 8qd 35d2 8q9
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Puis, & partir de l'unicité des contraintes en (3.73) et (3.75), nous obtenons la
vitesse de déformation d’endommagement comme

CP(é — ¢') = Ce? = ¢ = [CP 4 O] L CePe. (3.77)
o
Cepd
—— 7"
O'f ........................... // :
- (er //
Oy feeeennn //
/
/
/
/)
| C° /1 C
_l Ll
/
/
/
/
P e €
€

Fig. 3.9 — Courbe o — € pour le modéle élasto-plastique-endommageable 1D. On
atteint d’abord le seuil d’écoulement et puis le seuil d’endommagement. En décharge
nous observons deux phénomeénes, I'apparition d’une déformation plastique et la
dégradation des propriétés élastiques. Nous montrons également graphiquement la
représentation graphique de la décomposition de déformations, € = €® + €? + €.

En remplag le dernier résultat dans (3.75) nous pouvons réécrire I’équation consti-
tutive comme

& = OPle, (3.78)

ou C? représente le module tangent élasto-plastique-endommageable,

Cerd = 0[P 0o, (3.79)

3.3.6 Résolution numérique du probléme central

Dans cette section nous développons I'implantation du modeéle élasto-plastique-
endommageable dans le cadre de la méthode incrémentale pour la résolution du
schéma implicite d’Euler arriére. Nous présentons ici I'implantation dans le cadre de
la formulation en déplacement, voire de la méthode B, qui sont expliquées dans le
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chapitre 3.2.

Probléme central du calcul élasto-plastique-endommageable
Etant donné : €, = €(-,t,), € = € (-, t,), €& = €l (-, t,), & = &P(-, t,), D, = D(-, 1),
fg = gd('atn)a At = tn+1 — 1y

) P d p d
Trouver : €,41, €, 1, €01, &1y Dngrs €5y

Tel que :
Nel el,int el,exty
Aelezl[fnJrl - fn+1 ] =0,

el,int __ el p p d d
f’n+1 - / B U(En-l-l’ €nt1s §n+1’ Dn-l-la gn—l—l? 6n—l—l)d‘/’
1%

£l = / Nb dV + / N ds,
14 %

;Y£+1 >0, q’ﬁ+1(0n+1,Qﬁ+1) <0, 724-1(1)‘24-1 =0

;Yﬁ-H > 0, @ﬁﬂ(anﬂ,ng) <0, ;Yg+1q)‘riz+1 =0. (3.80)

Dans I'équation (3.80) la premiére équation exprime I’équilibre global, tandis que
deux autres imposent les admissibilités plastique et endommageable a I'instant %, .
Le symbole A’ | dénote I’assemblage dans le cadre de la méthode des éléments finis,
une procédure qui fait la somme de toutes les contributions élémentaires (voir par
exemple [3]), £t et feleo représentent les efforts internes et externes de 1'élément
‘el’, N° est la variation de déplacement et B¢ la variation de déformation corres-
pondante. Un role essentiel de la méthode des éléments finis est de drastiquement
simplifier le probléme central en le réduisant aux point d’intégration correspondants,
qui sont choisis par rapport au maillage d’éléments finis.

En accord avec la méthode séquentielle (voir par exemple [84]), nous pouvons
séparer la résolution des équations d’équilibre par rapport a la résolution locale des
admissibilités plastique et endommageable. Les équations d’équilibre sont résolues
d’une maniére itérative afin de fournir une premiére estimation du champ de défor-
mation. Si nous utilisons la méthode de Newton, nous aurons besoin de la matrice
tangente, ou plus précisément, du module tangent élasto-plastique-endommageable
(voir par exemple [5]). Néanmoins, cela n’est pas essentiel et de nombreux autres
schémas itératifs peuvent étre appliqués pour le méme but. Pour toute procédure
de résolution globale on dénote par efﬂl, la meilleure approximations de déforma-
tion totale pour un certain point de Gauss a l'instant ¢,,; dans la "¢ itération.
Le probléme central se réduit alors a la résolution des variables internes satisfaisant
I’admissibilité de contrainte satisfaite. Cette résolution est accomplie par un schéma
d’itération locale, le compteur noté ’(k)’, on les deux ingrédient du modéle effectués
indépendamment donnent les valeurs des déformations anélastiques, eﬁ(ﬂ et efl(ﬁ, et
de la contrainte correspondante,

e 1 k d(k
Oni1 = O}, — ) — ). (3.81)
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Comme il a été déja dit, les résolutions des parties plastique et endommageable
peuvent étre effectuées indépendamment aboutissant & deux valeur de contrainte,
ob. et agﬂ, respectivement. A I’étape finale, nous imposons I'unicité des contraintes
afin d’obtenir une réponse constitutive unique.

3.3.7 Reésolution numérique de la plasticité

Le calcul de la plasticité est effectué par la procédure expliquée dans ce sous-
chapitre. En gardant les variables internes d’endommagement fixes et, en particulier,
la valeur actuelle de la déformation d’endommagement, efl(ﬁ, figée, nous supposons
dans un premier temps que I'incrément reste élastique, ce qui nous permet de calculer
I’état test,

O_Z,thlial — 08(67(1111 _ 612 _ 6;17,(4]2) (382)
qz,Jtrrlml _ q(é-’,p;) (383)

Si I'incrément test est plastiquement admissible, c¢’est-a-dire que

pitrial __ F;p( pstrial  p,trial
(I)n—l—l - (I) (Jn+1 7qn+1 ) S 07

nous concluons que 'incrément total est la solution exacte avec 4., = 0. Si, par
contre, ®¥'"* > ( on doit corriger la contrainte en trouvant la valeur positive du
multiplicateur plastique correspondant & I’admissibilité plastique. Pour cette raison,
nous intégrons I’équation d’évolution des variables plastiques par le schéma d’Euler

arrieére,

oo
e = e+ ntl
n+1 n ’YnJrl ao_ngl
oD
52-1—1 = &+ '72-1—1 ) ;H—l
qn—i—l
(Jﬁﬂ = ¢ £+1)7 (3.84)
ou
’72+1 = "YﬁﬂAt (3.85)
et la valeur correspondante de contrainte,
er (i d(k
opyn = C (61(111 — €1 — ‘fn(er
= O @ _ . _ d(k)) — O, —€)
6n—l—l €n 6n—l—l 6n—l—l €n
, oo
Jtrial e 1
= 054—1 -C 72-1-1 aanjr_l ) (3.86)
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ce qui devrait étre examiné pour l’admissibilité plastique,

(I)ngl = (I)p(‘fﬁﬂaqgﬂ) =0. (3.87)

En utilisant la fonction seuil de I’équation (3.49) et les équation (3.84) et (3.86),
I'équation (3.87) peut étre réécrite comme

Oy = P (oni) — (o) — *(&41) = 0. (3.88)

Pour une fonction d’écrouissage convexe, nous pouvons toujours résoudre la der-
niére équation par la méthode de Newton afin de converger vers la valeur de ~% ;.
Cette équation doit étre résolue avec les équations d’évolution,

p
e . = e+ LQJU’HH
n+1 n n+1 80'
p — P p
gn—l—l - é‘n + ’Yn—l—l

: ki
Jtrial e ogn+1
Ty = ot = C Tl (3.89)

3.3.8 Résolution numérique de I'endommagement

Comme dans le cas de la plasticité, nous commeng en supposant que l'incrément
est élastique et en gardant les variables internes d’endommagement de I'incrément
précédent, ce qui meéne a

gltrial — p-1edk) (3.90)
gt = ql&). (3.91)

Nous rappelons que la valeur de la déformation d’endommagement a I'instant,
thit, eﬁﬂ doit étre déterminée par un processus itératif, ot pour les calculs de la
plasticité et de 'endommagement nous gardons la déformation d’endommagement
constante et égale a e;il(ﬁ.

Si 'admissibilité d’endommagement de 'incrément test est confirmée avec,

(I);il,frrlmz — 4 Oiff‘”, qzirlmz) <0,
I'incrément test est alors la solution exacte avec fygﬂ = 0. Si ce n’est pas le cas, on
doit calculer la valeur positive correspondante du multiplicateur d’endommagement,
qui rétablira 'admissibilité d’endommagement. Plus précisément, en intégrant les
lois d’évolution d’endommagement dans (3.64) par le schéma d’Euler arriére nous
obtenons
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_ d(k
O—Z—I—l = Dn—ll—l‘fn(-i—%
~ 0p¢
d,trial —1_d n+1
= o1 — Dy
n—+ n n—+ 8Uﬁ+1
oad |
Dn+10ﬁ+1 = Dn0$+1+7ﬁ+1a Z+
0n+1
o,
o = Gt
+1 +1 ang_l
d d(¢d
a1 = 4 ( n-l—l)' (3.92)

En utilisant la fonction de seuil d’endommagement introduite dans (3.49) et les
évolutions ci-dessus dans ’équation (3.92), 'admissibilité d’endommagement peut
étre imposée comme,

(I);inrl = (I)g,nJrl(Ungl) - (U? - qd( g+1)) =0. (3.93)

La résolution de I’équation (3.93) pour la valeur du multiplicateur d’endommage-
ment, 72, ,, s'effectue avec les équations d’évolution d’endommagement dans (3.92)
en utilisant la méthode de Newton .

Dans 'équation (3.90) la contrainte test est calculée en supposant que la va-
leur initiale du tenseur d’endommagement est non-nulle, Dy > 0, afin d’éviter une
division par zéro. Avec cette hypothése nous devons changer la valeur du module
élastique en C°, pour que les propriétés élastiques ne changent pas,

~ -1

C*=(Dy+C®7") . (3.94)

Néanmoins, en prenant Dy > 0, nous changeons I’évolution d’écrouissage, puisque

D(&%=0) > 0. Alors, Dy devient un autre paramétre du modéle d’endommagement.

Dans nos applications, nous avons choisi Dy = Ce™!, ce qui veut dire que le module
élastique doit étre égal & C° = 2C° pour garder les propriétés élastiques désirées.

3.3.9 Résolution numérique du couplage

Les calculs du modéle plastique endommageable décrits précédemment peuvent
étre effectués complétement indépendamment 1'un de 'autre. De plus, ces deux
processus numériques pourraient se mettre en ceuvre en parallellement sans aucun
échange de données en attribuant & chacun d’eux un processeur d’un ordinateur
multi-processeur.

Les résultats finaux produits par les deux parts du modéle doivent étre comparés
et I'unicité du champ de contrainte doit étre imposée,

d(k d(k d(k
r(edl)) == ol (%)) — o, (%)) = 0. (3.95)
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La derniére équation est résolue par un processus itératif, auquel nous fournissons
les résultats disponibles des deux parts afin de faire 'itération suivante avec

k e e
0= 7"2421 - Cn‘ilA n+1 Cn(—il—lAen—i—l (3.96)
menant a
d(k e k
Aen(—i—% = (C ‘11 + Cn—i—l) 2421
GZ(J]:iH) = 6n+1 + AEn+1' (397)

Le processus continue ainsi avec la valeur corrigée de la déformation d’endomma-
gement jusqu’a la convergence dans (3.95). Le nombre d’itération dépend principa-
lement du choix de la valeur initiale de la déformation d’endommagement, €, Jflf 0,
Comme premiére approximation, on ne devrait pas prendre la derniére valeur conver-
gée, €, puisque la déformation d’endommagement évolue également dans un pro-
cessus elasthue ¢! = Do # const. méme si D = const). Alors, nous supposons que
le processus reste élastique, ce qui signifie que la variable d’endommagement, D,

n’évolue pas et la contrainte test est égale a

ot = g, + (Dp + C° 71 (ent1 — €n). (3.98)

Par la relation dans (3.52) la valeur correspondante de la déformation d’endomma-
gement est égale a

en i~ = Dyolil. (3.99)

La valeur ci-dessus est par la suite prise comme valeur initiale du processus itéra-
tif pour la déformation d’endommagement, afin de résoudre 1’équation non-linéaire
(équations de (3.95) a (3.97)).

Dans I’équation (3.97) ci-dessus nous avons besoin des valeurs correspondantes
des module élasto-plastique et élasto-endommageable, qui peuvent étre facilement
calculée a partir de (3.89) pour la plasticité et a partir de (3.92) pour ’endomma-
gement, afin d’obtenir

a(ﬁnfj"_“ i cer, (3.100)
Gl = { ’ P\ —1 e 95y T~
(Ce + 3523_1) ce 35231 ;72—1-1 > 0
d
ZZT": = ¢, (3.101)
cel { D,* . i =0
" (D' + 22D B ol >0
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Les valeurs données des modules tangents pour les deux parts du modéle sont
utilisées directement pour la construction du module tangent du modéle couplé,

Crhia(den g1 — deiﬂ) = Eildeerl (3.102)
= de?wrl = (Ch,+ Cﬁil)‘lcﬁ’ildenﬂ
— dopy = SC’Z’L + Czi1)7105i105i5d6n+1- (3.103)
cerd

Le module tangent élasto-plastique-endommageable déterminé dans (3.103) est
utilisé pour le calcul de la contribution élémentaire a la matrice de raideur globale,
nécessaire pour le schéma itératif de résolution des équations d’équilibre global avec

Amel [Kel,(i)(del,(i—l—l) . del,(i))] — Amel fel,e:vt B fel,int]

el=1 n+1 n+1 n+1 el=11"n+1 n+1

K = [, BLCT BATaV. (3.104)

n+1
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L’algorithme numérique du modeéle
élasto-plastique-endommageable

étant donnée
(2) d
€n :6 Dn7 g: é-n

trouver
i i i i d(i
01(111762(4317 D’I(l<)|>17 65(+)1 et gn(+)1

calcul élastique

trml e P d(k=0)
Opt1 — =C ( — € — € )
d(k=0) __ trial
€nt1 = Dnopii
d(k) d(k)
6n+1 6n+1
calcul plastique calcul endommageable
pitrial __ xp( - trial ditrial __ xd
(I)nJrl _l ¢ ( n+1’qn) (Dn+b _l ¢ ( n+17qn)
s FHpstria . . Jtria
Slq)n-i—l <(].l 51<I>n3_1 <0 1
tria tria
n+1 - 0n+1 n+1 - Un+1
p —
€ny1 = Eﬁ D"H‘l 9"
P P
n+1 - § n—|—1 - §
14 —
qn—l—l - qn qn—l—l - qn
et sors et sors
- xp,itrial . - xdtrial
st d) " >0 sid) " >0
résoudre résoudre
D p D p D _ d d d d d _
q’n+1(0n+1(%+1): qn+1(%+1)) =0 (I)n+1(0n+1(’yn+1)a qn+1(%+1)) =0
ofl ol
trial e~ P : trial d trial —1.d . trial
n+1 - Jn—i—l C ,YnJrlSZgne(O-n—i—l) Un—i—l - Un—i—l D'rii ,Yn—l—lszgne(gn—l—l)
p _
n+1 - §n + ,Yn—l—l gnd—l—l - §nd+(;yn+1
p — D (P _
q'n-i—l =q (é-n—l—l) Qn—l—l q (gn—i—l)
p _.p P . p,trial ’Yn+1
€nt1 = €h + Tnpasigne(oy (i) D1 =Dy, + o 1]
p d
Jn—i—l Jn—i—l

. P d
Siop # Opgr
. d(k
correction de en(ﬂ)

AR = (0P 4 C YN (b, — ol

d(k+1 d(k d(k
A = A
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3.3.10 Identification du modéle couplé

Le modéle élasto-plastique-endommageable développé précédement peut étre
identifié dans le cadre d’une résolution par la MEF par rapport d’une représen-
tation exacte (voir chapitre 3.2). Nous traitons un probléme d’une structure a deux
phase, la matrice obéissant au comportement élasto-plastique et les inclusions cy-
lindriques au comportement endommageable. La fraction volumique des inclusions
est de 35%. Les caractéristiques des deux modeéles sont les suivantes :
seuil de plasticité

2
(I)p(aa qp) = ||D6’U J|| B \/;(Uy o qp)’ (3107)
écrouissage plastique

¢ (&P) = 0y + KPEP + (0yoo — 0y) (1 — eV, (3.108)

seuil d’endommagement

1
®(0,q") = 5Tr o— (of —q%), (3.109)

écrouissage d’endommagement
_pded
g€ =05 + K%' + (000 — 0p)(1 = %), (3.110)

ou oy, o, sont les seuils de plasticité et d’endommagement, respectivement, o,
KP?, bP les parametres de plasticité et oo, K 4 p? les paramétres d’endommagement.

Remarque 1

Nous remarquons que pour ce choix particulier du seuil d’endommagement dans
I'équation (3.109) il est raisonnable que le tenseur d’endommagement, D, adopte
la forme suivante,

Dijkl == Iid 5ij6kla (3111)

ot le scalaire k% est la parti sphérique du tenseur D. Il est défini en utilisant la
loi d’évolution de la variable D (voir I'équation (3.66)),

- .4 d 44
Dijjpion = 57 0ij = K" = 3T o

insi, un matériau av mportement n ut étre endommagé que sur
Ainsi, atériau avec ce comportement ne peut étre endo agé que sur sa
partie sphérique et jamais le coefficient de cisaillement, i, ne peut étre dégradé.

(3.112)

Les valeurs supposées de 'ensemble de paramétres sont : o, = 4.0 107, 00 =
8.0 107, ¥ = 1000 et K? = 1.0 10%, o = 0.5 107, 0o = 1.0 107, b = 100
et K¢ = 2.5 10%. Le comportement élastique de la phase plastifiable est isotrope
linéaire avec K = 2.0 10'°, u? = 1.5 10'° et celui de la phase endommageable est
Ked =1.810", ;¢4 =1.0 10'.
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Tests d’identification du modéle couplé
(0, F)

b
Y N

—» —>
"\ T g YW
i) sphérique ii) déviatorique

Fig. 3.10 — Tests numériques effectués pour identifier le modéle couplé, élasto-
plastique-endommageable. Il s’agit dans les deux cas des conditions aux limites
homogeénes, i) sphérique et ii) déviatorique.

Puisque les modéles des deux phases sont isotropes, nous supposons la méme
chose pour le comportement macro, bien que la distribution ne la soit pas tout a
fait. Ensuite, nous choisissons deux tests pour identifier le modeéle (voir Figure 3.10),
sphérique et déviatorique, les deux chargements propres d’un tenseur isotrope symé-
trique du quatriéme ordre. Dans les deux cas, les efforts aux limites sont homogénes.

L’identification est basé sur les valeurs du travail externe, W, de la dissipation
plastique, DP et de la dissipation d’endommagement, D,

t1
W = / / FadVdt
to oV

t1
P = / /(UUGZ + qup) dV dt
to 1%
t1 1 . .
Dd = / /(io-ijDijklo-kl + ngd) dV dt, (3113)
to 1%

et sur la relation du type effort-déplacement. Le role de D'effort dans ce dernier
représente une composante des forces imposée, qui est proportionnelle au pseudo-
temps, puisque le pilotage est effectué en effort. Par contre, le déplacement est
représenté en terme de,

1

Ult) = = /a Flt)u(t) ds, (3.114)

ou F'(t) et u(t) représentent les valeurs des efforts et déplacements aux limites. Nous
remarquons que U(t) = u(t) dans un cas unidimensionnel et que la valeur de U(t)
représente une sorte de dérivée du travail externe par rapport au temps.
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Le modéle plastique avec la fonction seuil définie dans ’équation (3.107) permet-
tra d’identifier les paramétres plastiques indépendamment des paramétres d’endom-
magement, puisque I’endommagement ne s’active pas dans 1’analyse du test dévia-
torique (voir Figure 3.10 et Tableau 2). Par contre, dans le test sphérique les deux
phénoménes s’activent et nous pouvons identifier les paramétres d’endommagement
voir Figure 3.10 et Tableau 1).

Identification avec le test sphérique

type d’analyse W DP D¢
micro 1.517 10° | 0.183 10° | 0.0169 10°
macro 1.710 10° | 0.106 10° | 0.0225 10°

Tableau 1 Comparaison entre le modéle micro (représentation exacte) et le mo-
déle macro (couplage élasto-plastique-endommageable) dans le test sphérique sur
les valeurs du travail externe, W, la dissipation plastique, D?, et la dissipation d’en-
dommagement, D

Identification avec le test déviatorique

type d’analyse W DP D¢
micro 1.718 10° | 0.631 10° | 0.0
macro 1.743 10° | 0.660 10° | 0.0

Tableau 2 Comparaison entre le modéle micro (représentation exacte) et le modéle
macro (couplage élasto-plastique-endommageable) dans le test déviatorique sur les
valeurs du travail externe, W, la dissipation plastique, DP, et la dissipation d’en-
dommagement, D?, égale a zéro dans ce cas-la.

Les paramétres du modéle élasto-plastique-endommageable, qui donnent la meilleure

correspondance aux calculs micro sur les critéres utilisés sont les suivants : K¢, .. =

1.00 10", f18,40r0 = 1.30 1010, 077470 = 4,00 107, 07270 = 8.00 107, b2, = 1800 et
KB ero = 1.00 10%, 0470 = 3.00 107, 0700 = 10.00 107, b, = 400 et K., =
5.00 10°.

Remarque 2

Le modéle macro identifié & partir des essais sur la microstructure n’est pas
un modéle homogénéisé dans le sens strict du terme. Ainsi, les deux parties
du modéle, la plasticité et 'endommagement, ne prétendent pas de modéliser
directement le comportement des phases, plastifiable et endommageable, res-
pectivement. Ces ingrédients représentent plutot les phénomeénes qui résultent
de cette hétérogénéité du matériau.
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Remarque 3

A partir des paramétres du modéle élasto-plastique-endommageable obtenus,
nous pouvons remarquer que dans cet exemple, le comportement plastique est
moins couplé avec 1'élasticité et 'endommagement que ces derniers deux entre
eux. Car, les paramétres plastiques du modéle identifié ne changent guére par
rapport aux paramétres définissant le comportement plastique de la matrice. Par
contre, nous remarquons que le coefficient effective de compressibilité, K¢, ...,
dans le régime anélastique ne représente qu’a peu prés une moitié de la valeur
identifiée dans le régime élastique. Cela s’explique par l'observation, que ce
matériau composite obéit & un comportement quasi-linéaire aprés avoir atteint
le seuil d’endommagement. Les effets de 'endommagement ne se montrent au
niveau macroscopique que pour un chargement trés important.

3.3.11 Vérification du modéle macro

> >
L

F ou Us

L

> >

Fig. 3.11 — Structure hétérogéne au comportement élasto-plastique, encastrée dans
la direction x du coté gauche. Du coté droite elle est soumise & un gradient d’effort
[—F, F] ou a un déplacement homogéne U.

Dans le chapitre précédent nous avons identifié les paramétres du modéle couplé
élasto-plastique-endommageable avec deux tests numériques d’une microstructure a
deux phases représentée par un modeéle exacte d’éléments finis. L’identification est
faite sur la base de deux tests, sphérique et déviatorique.

Par la suite nous comparons ce modeéle identifié avec ’approche exacte sur le
méme type d’essai que dans le chapitre 3.2.6, présenté graphiquement dans la Fi-
gure 3.11. Les propriétés de matériau, micro et macro sont égales a celles utilisées
dans le chapitre 3.3.10. Le premier test a effectuer est la traction simple, pilotée
en déplacement. Cet essai peut étre interprété comme une combinaison linéaire du
test sphérique et déviatorique. Le bon accord entre le modéle micro et macro n’est
pourtant pas garanti a cause du comportement non-linéaire de la structure.

Néanmoins, nous observons Figure 3.12 une bonne correspondance des modéles
micro et macro en terme de la courbe effort-déplacement, défini au chapitre 3.3.10.
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3.3. Modeéle macro : formulation en déplacement

Vérification du modeéle : traction simple

F
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Fig. 3.12 — Réponse du type F' — U de l'analyse de la traction simple de la mi-
crostructure présenté dans la Figure 3.11 pour un comportement élasto-plastique-
endommageable.

Les valeurs du travail externe et des dissipations sont comparées dans le Tableau
3. Pour le modéle macro nous observons une bonne représentation du travail ex-
terne et de la dissipation plastique et non pas de la dissipation d’endommagement.
Le phénomene d’endommagement dépend évidemment des distributions locales des
contraintes, qui ne peuvent pas étre bien représentées par le modéle macroscopique.

Vérification : traction simple

type d’analyse w Dr D
micro 1.821 10° | 0.466 10° | 0.0164 10°
macro 1.880 10° | 0.466 10° | 0.0046 10°

Tableau 3 Comparaison entre le modéle micro (représentation exacte) et le modéle
macro (couplage élasto-plastique-endommageable) dans le test de traction simple sur
les valeurs du travail externe, W, de la dissipation plastique, D?, et de la dissipation
d’endommagement, D,

Dans le deuxiéme test nous imposons un gradient d’effort (voir Figure 3.11),
ol les solutions micro et macro sont fortement hétérogénes. Si dans ’analyse de la
traction simple, un seul élément dans la représentation macro suffisait, dans I’ana-
lyse, ot un gradient d’effort est imposé, le nombre d’éléments macro doivent étre
augmenté (voir la Figure 3.13).

Vérification : gradient d’effort
type d’analyse W DP D¢
micro(864 el.) | 1.786 10° | 0.782 10° | 0.00803 10°
macro(32 el.) | 0.951 10° | 0.304 10° | 0.00333 10°
macro(128 el.) | 1.154 10° | 0.632 10° | 0.00345 10°
macro(288 el.) | 1.690 10° | 0.709 10° | 0.00343 10°

Tableau 4 Comparaison entre le modéle micro (représentation exacte) et le modéle
macro (couplage élasto-plastique-endommageable) pour le gradient d’effort imposé
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3.3. Modeéle macro : formulation en déplacement

Vérification du modeéle : gradient d’effort

8x10’ 1
¢ IR S
05 el

6x10" |
ax10’ | ¥

—A— micro

7 .- macro (4x8)

2x10°

* macro (8x16)

. . . . . . . U
0.0005 0.001 0.0015 0.002 0.0025 0.003 0.0035

Fig. 3.13 — Réponse du type F' — U de I'analyse du gradient d’effort imposé sur la
microstructure présenté dans la Figure 3.11 pour un comportement élasto-plastique-
endommageable. Les résultats de 'analyse macro sont présentés pour deux maillages
de la structure, avec 4 x 8 (32) éléments et avec 8 x 16 (288) éléments.

sur les valeurs du travail externe, W, de la dissipation plastique, DP, et de la dissi-
pation d’endommagement, D

Dans cet essai, ou le champ de contrainte est fortement hétérogéne, le modéle
macro reproduit le comportement de la microstructure aussi bien que dans le cas de
la traction simple, & condition qu'un nombre suffisant d’éléments soit utilisé (voir
Tableau 4). Nous observons également que le phénoméne d’endommagement est
aussi mal représenté que dans le cas de la traction simple.

3.3.12 Conclusion

Avec ces essais numériques nous démontrons que le modeéle macro peut bien re-
présenter le comportement d’'une microstructure, méme dans les analyses différentes
de celles pour lesquelles il a été identifié. Par contre, ce n’est pas le cas pour tous les
aspects considérés. Par exemple, dans nos tests 'endommagement est moins activé
que la plasticité et dépend plus des champs locaux. Par conséquent, il est moins bien
modélisé par I’approche macro.

Une autre remarque, que nous pouvons faire concerne l'efficacité par rapport au
coiit de calcul du modéle macro. Nous avons observé (voir Tableau 4) que pour une
bonne représentation du travail externe et de la dissipation plastique, le nombre
d’éléments finis doit étre assez élevé et garde au mieux un facteur 2 ou 3 par rap-
port & I'approche exacte, tout en négligeant certains détails du comportement de
la microstructure. Pour augmenter l'efficacité de I'approche macro, nous considé-
rons dans le chapitre 3.4, 'implantation en contrainte du modéle élasto-plastique-
endommageable.
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3.4. Modéle macro : formulation en contrainte

Vérification du modeéle : gradient d’effort
||Dev o

STRESS 4 STRESS 4
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micro macro

Fig. 3.14 — Comparaison entre le modéles macro et micro par rapport au champ de
contrainte, parties déviatorique et sphérique. La solution est légérement asymétrique
a cause des inclusions, qui ne peuvent s’endommager que dans la partie positive de
Tr sigma. En moyenne, le modéle macro décrit bien le champ de contrainte. La
trés bonne correspondance pour les distributions locales de la contrainte, entre la
solution micro et macro, et partiellement due a la symétrie de la microstructure
étudiée.

3.4 Modeéle macro : formulation en contrainte

3.4.1 Introduction

Dans le chapitre 3.3 nous avons formulé le modéle élasto-plastique-endommageable,
ou nous nous sommes fortement appuyé sur les modéles "classique" de plasticité
(voir par exemple [63]), pour lesquels il existe des implantations numériques trés
efficaces (voir par exemple [88]). Donc, nous formulons la partie d’endommagement
du modéle couplé de la méme maniére que la plasticité, en introduisant une défor-
mation d’endommagement et une fonction de seuil. Introduit ainsi, I'efficacité de
la résolution numérique de I'endommagement devient comparable avec celle de la
plasticité.

L’implantation du modéle couplé (3.3) provient du probléme d’évolution élasto-
plastique-endommageable piloté en déformation. Par conséquent, dans le contexte
de la méthode d’éléments finis en déplacement, le chargement et les admissibilités,
plastique et endommageable, sont vérifiée indépendamment sur tous les points d’in-
tégration. Dans ce cas-1a, la déformation totale et plastique, puis le tenseur d’en-
dommagement sont les variables indépendantes, tandis que la contrainte est une
variable dépendante des trois premiéres.
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3.4. Modéle macro : formulation en contrainte

On a prouvé, par contre, que la performance des éléments finis formulés en
contrainte peut étre bien supérieure a celle en déplacement pour une analyse élas-
tique linéaire. En particulier, I’élément de Pian-Sumihara montre de bonnes pro-
priétés comme : peu sensible a la distortion du maillage, sans verrouillage pour de
comportement quasi-incompressible et trés adapté pour les chargements du type
flexion. Dans cette approche les déplacements et les contraintes sont interpolés indé-
pendamment en s’appuyant sur la formulation de Hellinger-Reissner. Nous utilisons
les méme ingrédients thermodynamiques que dans le chapitre 3.3, mais en ayant
recours a la formulation variationnelle complémentaire (voir chapitre 3.2).

L’approche adoptée est inspirée par celui de la formulation de I’élasto-plasticité,
présentée dans [86]. Dans ce travail les auteurs ont construit un seul potentiel dis-
crétisé en temps amenant au principe d’énergie élastique minimale et au principe
de la dissipation plastique maximale simultanément. Comme dans notre cas nous
rajoutons le traitement de 'endommagement, la procédure avec un seul potentiel
ne peut plus étre adoptée. Nous considérons dans les équations provenant du prin-
cipe de la dissipation de plasticité et d’endommagement comme supplémentaire a
la formulation variationnelle. Si nos variables internes, €, &7, D, €%, sont vraiment
définies localement, la formulation modifiée devient équivalente a celle de [86].

Dans le premier sous-chapitre suivant nous reprenons les ingrédients thermody-
namiques du modéle, sur lesquels nous basons I'implantation numérique présentée
dans le deuxiéme sous-chapitre. Enfin nous comparons les deux formulations, en
contrainte et en déplacement.

3.4.2 Formulation thermodynamique modifiée

Nous rappelons les lois d’évolution des variables internes, obtenues dans les équa-
tions (3.57) et (3.66),

plasticité
0P
o ApZT
¢ i oo
. OPP
P = 4P— 3.115
3 i (3.115)
endommagement
. 04
Do = #44—
7 7 do
: 0Pp?
d < d
= — 3.116
3 Vo (3.116)
et les conditions d’admissibilité de plasticité et d’endommagement,
YPEP = 0; 4" >0; " <0
A4pd 0; ¥ >0; <0 (3.117)
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3.4. Modéle macro : formulation en contrainte

Nous reprenons l'expression de I’énergie libre (voir les équations (3.46), (3.47) et
(3.45)),

Ule e, D, &€, &%) = () + Wi(e!, D) + E7(&) + Z(¢Y)
1
q,e(ﬁe) — 5680868
U4 D) = o€t — x%o, D), (3.118)

En plus, nous définissons les énergies complémentaires, y, x¢ et x¢, comme,

x(0,D) = x°(0) +x%(0. D)
X(o) = ife—‘l’e(ee)

x%(o,D) = 5o Do (3.119)

Ensuite, nous pouvons écrire le potentiel basé sur I’énergie libre totale en fonction
de la contrainte,

Mgy (1, ) = /V (=x“(0) — x40, D) + o(VSu — &) dV — /6 Curds. (3120)

Aprés avoir supposé les lois locales (3.115), (3.116) et (3.117) le potentiel dans
I'équation (3.120) n’est plus que la fonction des champs de déplacements et de
contraintes.

A partir de la condition d’énergie libre minimale, nous imposons que la solution
corresponde au point stationnaire du potentiel, Il oy,

_ chomp

chom
M eomp = ou + P

ou Jo

Nous obtenons alors la formulation faible suivante,

do = 0; You, do. (3.121)

/VséuadV—/ out dS = 0; You
v

oV

/ 60 [Vou—¢ —Do—C o] dV = 0; Véo (3.122)
v

Nous remarquons que la deuxiéme équation dans le systéme (3.122) représente la
décomposition de la déformation totale,

= (3.123)
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3.4. Modéle macro : formulation en contrainte

3.4.3 Implantation numérique

Nous adoptons l'interpolation des champs u et ¢ d’aprés Pian-Sumihara,

= NeU®
= o) (3.124)

ou les fonction N® sont bilinéaires et S® linéaire (pour les détails voir le chapitre
3.2.4).
Du méme que dans la formulation en déplacement (voir le chapitre 3.3), les lois
d’évolutions, (3.115), (3.116) et (3.117) sont discrétisées par un schéma d’Euler ar-
riére, résultant en,

plasticité

P

0P, 14
6?zﬂ = €+ Atn%ﬂ 80n+1
n

P

0D
= G AL e (3.125)
n+1

endommagement

d

od?
Dyy10ni1 = Dpopya +Atn’Yn+1 9o =
n+1

4= &+ At (3.126)

admissibilité de plasticité et d’endommagement

724-1(1)5)&1 = 0; 9

. QP
%Hq)iﬂ = 0 7(1 P!

0; 0
0; 0,

AVARIY
I/\ I/\

(3.127)

At, = t,41 — t, est I'incrément du pseudo-temps. Dans la suite nous remplagons,
Tni1 = Atnip et iy = Aty

En réécrivant la formulation faible de 1’équation (3.122) sous forme discrétisée et en
utilisant (3.125) et (3.126), nous obtenons,

/B“ TSANE AV — [ NetdS = 0
v

oV
/V $* T [ BPULL, = €y = (Do 4+ C )SﬂAn+1

n+1 80’n+1 n+1 o Ot

] v = 0 (3.128)

Afin de résoudre le systéme (3.128), nous définissons les résidus,
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3.4. Modéle macro : formulation en contrainte

RY = / B*TSAN, av — | N°tdS
14 )%

Ry = Eflfl Hy )‘ngl

—M” (A n+1a§n+1:7£+1) M1 a()\7+1;fn+17%+1) (3.129)

en introduisant les matrices suivantes,

B = [ STl - ) v

HP = /sa (D, +C™)SP av
14

a N 0P
Mp ()‘Z+17§£+1a7£+1) = /S T n+la H dv
n+1
M a()‘z+17§g+1a’72+1) = /SaT n+18 n: dv, (3.130)

E! . est la déformation "test", qui correspond a la déformation totale pour un char-
gement élastique. Le tenseur HY® représente la complaisance effective a l'instant #,
et enfin les matrices MP¢ @ correspondent & la correction de la déformation plastique
et d’endommagement, respectivement, si les phénoménes anélastiques sont activés.

L’interpolation choisie dans (3.124) est continue dans l'espace par rapport au
champ de déplacement et discontinue entre les éléments par rapport au champ de
contrainte. Dans notre méthode de résolution nous séparons alors trois niveaux : glo-
bal de la (micro)structure, élémentaire et local du point d’intégration. Par la suite
nous adoptons une méthode séquentielle, o, a chaque niveau, nous appliquons la
méthode de Newton pour résoudre les équations non-linéaires. En particulier, pour
chaque itération globale (niveau 1), nous faisons plusieurs itérations dans tout élé-
ment (niveau 2) afin de converger. De méme, pour chaque itération dans un élément
(niveau 2) nous résolvons en plusieurs itérations le probléme local. Typiquement,
dans un régime non-linéaire nous avons besoin de 3 a 10 itération a chaque étape.
Dans la suite, nous détaillons les calculs effectués a chaque niveau.

Calcul local (niveau 3)
Pour U, et )‘n+1 donnés, trouver les valeurs de 7f,; et 72,

calcul de la plasticité
Si @ ()1, ¢P(€h.1)) < 0 alors, 44, = 0, sinon résoudre,

0"
gﬁ-i-l = 6 +’7n+18 +
n+1

0 = (A4, ¢"(&nin)) (3.131)
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3.4. Modéle macro : formulation en contrainte

calcul de '’endommagement
Si @A), 1, q%(&4,)) < 0 alors, v¢,, = 0, sinon résoudre,

0!
d d d n+1
! +1 aqgﬂ
0 = @'\, (&n)) (3.132)

Les problémes locaux se résolvent de maniére identique a la formulation en dépla-
cement, présentée dans le chapitre 3.3.

Calcul élémentaire (niveau 2)
a 4 B p d
Pour Uy, donné, trouver A, 1, V15 Vns1

Itérer jusqu’a la convergence, Rg (S)A)\zﬁ) < tol

a (s+1 a (s a (s
)‘n+(1+) = )‘nJr(l)+A)\nJr(1)
a (s) -1
o (S) o aRU s
Ay = — (W) RE ), (3.133)
n+
ol
oRS ) o8 ppab _ pdap
n+1
ou
P = /SO‘T TS
+1 v +1 aO_%Jrl

9 -1
5q’ﬁ’i1 dqﬁfl aq)ﬁ’il 8@%1 S8 qv. (3.135)
oqh, dgiely ) 00ner 00ni

Calcul global (niveau 1)
Trouver U7y, )\gﬂ, Vhits Vs

Itérer jusqu’a la convergence, Rg (S)A)\zﬁ) < tol

a (s+1 a (s a (s
Un+(1+) = Un+(1)+AUn+(1)
IRy '\ e
(aw <s>)AUn+&’ = R (3.136)
n+1

ou
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3.4. Modéle macro : formulation en contrainte

R® (s) — Gaﬂ T)\B

OR: ey r N
3U5+(18) ou~
N _(aR{i ‘S’>_1Gm
o Ay
G = / S*TRY dv. (3.137)
Vv

Ensuite, a partir des équations (3.136) et (3.137) nous obtenons la matrice de raideur

et le vecteur de résidu élémentaires, K. et RS, comme

-1
oR, o (s
Gos T G AU = RS G (3.138)
a (s) n+1 U
R 8An+1 P Rﬁls
Kgl

En conclusion, nous remarquons que la formulation du modéle couplé élasto-
plastique-endommageable, introduite initialement dans le cadre des éléments finis
basés en déplacement (voir le chapitre 3.3), se préte trés bien a I'implantation de
I’approche en contrainte de Pian-Sumihara. D’une part, parce que dans ce modéle
couplé, la déformation d’endommagement, qui joue un role essentiel, dépend direc-
tement de la contrainte, e = Do. Si pour la formulation en déformation, un schéma
itératif est nécessaire pour la déterminer, cela n’est plus le cas pour la formulation
en contrainte. Par contre, pour la formulation en déplacement, la relation de com-
portement est imposée localement, dans chaque point d’intégration, tandis que dans
la formulation en contrainte, elle n’est satisfaite que dans un sens faible au niveau
d’un élément.

De plus, le tenseur d’endommagement, D, est directement interprété en tant que
la complaisance d’endommagement, et permet d’exprimer la complaisance effective
directement comme Ce’flf =C'+D.

Evidemment, ces deux avantages de la présente implantation formulation du
modeéle couplé se rajoutent a ’avantage d’une meilleure performance générale de la
méthode d’éléments finis en contrainte, montrée dans les chapitres 3.2.5 et 3.2.6.

3.4.4 Vérification du modéle

Nous reprenons ici les tests numériques que nous avons effectués dans le chapitre
3.3.11 afin de comparer les résultats de I’approche macro en contrainte avec 1’ap-
proche exacte. Les approches macro en déplacement et en contrainte donnent une
réponse de la structure identique avec un seul élément dans le maillage, si les condi-
tions aux limites sont homogénes, comme le sont, par exemple, les tests sphérique,
déviatorique et la traction simple. Les paramétres identifiés dans le chapitre 3.3.10
sont donc valables également pour le modéle couplé basé en contrainte.
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3.4. Modéle macro : formulation en contrainte

Vérification du modéle basé en contrainte : gradient d’effort
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Fig. 3.15 — Réponse du type F' — U de l'analyse du gradient d’effort imposé sur la
microstructure présenté dans la Figure 3.11 pour un comportement élasto-plastique-
endommageable. Les résultats de 'analyse macro sont présenté pour la formulation
en déplacement et en contrainte. Le maillage structuré, avec 4 x 8 (32) éléments est
utilisé. L’approche en contrainte s’accorde mieux avec la solution de référence.

Vérification du modéle basé en contrainte : gradient d’effort
type d’analyse w DP D
micro(864 el.) 1.786 10° | 0.782 10° | 0.00803 10°

macro-dép(32 el.) | 0.951 10° | 0.304 10° | 0.00333 10°
macro-dép(288 el.) | 1.690 10° | 0.709 10° | 0.00343 10°
macro-contr(32 el.) | 1.928 10° | 0.8623 10° | 0.00272 10°
macro-contr(128 el.) | 1.836 10° | 0.8004 10° | 0.00323 10°

Tableau 5 Comparaison entre le modéle micro (représentation exacte) et le modéle
macro (couplage élasto-plastique-endommageable), formulé en déplacement ou en
contrainte, pour le gradient d’effort imposé. Les valeurs du travail externe, W, de
la dissipation plastique, D?, et de la dissipation d’endommagement, D¢, sont calcu-
lées. Le modéle macro en contrainte donne des valeurs plus proches des valeurs de
référence que le modéle macro en déplacement.

Il reste & comparer les formulations en déplacement et en contrainte sur I’analyse
de la structure soumise au gradient d’effort (voir les Figures 3.5 dans le chapitre 3.2.6
ou 3.11 dans le chapitre 3.3.11), ou le champ de contrainte est hétérogéne aussi a
I’échelle macro. Dans le diagramme (3.15) nous observons que I'approche macro en
contrainte reproduit beaucoup mieux la réponse du type effort-déplacement, défini
dans 'équation (3.114) (chapitre 3.3.10), pour le méme maillage. Une conclusion
similaire peut étre obtenue a partir du Tableau 5 par rapport aux valeurs du travail
externe et de la dissipation plastique. Puisque dans cette analyse le phénoméne
d’endommagement est trés local il est mal représenté par les deux approches macro.
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3.5 Représentation structurée

3.5.1 Introduction

Dans ce chapitre nous proposons une représentation alternative a la représenta-
tion exacte, considéré dans le chapitre 3.2. Le modéle macro formulé en déplacement
ou en contrainte (chapitres 3.3 et 3.4) ne peut pas étre utilisé lorsque les échelles
sont fortement couplées. Il est possible, par contre, de reproduire de telle maniére
un comportement macroscopique assez précisément.

L’inconvénient majeur de la représentation exacte réside dans la nécessité d’avoir
un maillage EF conforme & la microstructure et que chaque élément du maillage
contienne au maximum une seule phase. Or, une microstructure peut étre trés com-
plexe avec des phases de tailles caractéristiques assez différentes, on heurte alort aux
trois problémes : i) I'élaboration d’un maillage adéquat est une tache difficile, surtout
en 3D, ii) dans les zones ou les détails de la microstructure sont petits les éléments
finis risquent d’avoir des formes distordues menant & un mauvais conditionnement
numérique et iii) le nombre de degrés de libertés minimal est trés élevé, ainsi que
le cotit de calcul. Les deux premiers points peuvent étre remédiés par des éléments
finis non-conformes, o une frontiére de phases peut traverser un tel élément.

Une telle approche est traitée dans [38| et [39]. En résumé, les auteurs y intro-
duisent des doubles nceuds pour I'interpolation des déplacements dans les éléments
ou passe la frontiére entre les phases. Ces degrés de libertés supplémentaires sont
rajoutées afin d’'imposer les conditions de continuité de déplacements et de tractions
sur les interfaces. Ensuite, tous les degrés de liberté, les "primaires" et les "doublées"
sont résolus simultanément.

La deuxiéme approche est la méthode des éléments finis étendus (X-FEM), ou
également les nceuds sons enrichis par les degrés de libertés supplémentaires. La
méthode a initialement été introduite pour les problémes de propagation de fissures
(|4]) et adaptée plus tard pour la représentation d’une microstructure a plusieurs
phases (e.g. see [91]).

Les démarches que nous utilisons dans ce travail sont de nature locale pour le
traitement des interfaces entre les phases. Plus précisément, le maillage EF est tou-
jours structuré sans aucune augmentation de degrés de libertés nodaux. La variante
la plus simple consiste a tenir compte des différents matériaux a l'intérieure d’un
élément seulement au niveau de points d’intégration. Cette approche est couram-
ment utilisée surtout pour un comportement linéaire (voir par exemple [99], [29]).
Nous l'utilisons avec les deux formulations, en déplacement et en contrainte.

Afin d’améliorer le traitement local des hétérogénéités nous appliquons la mé-
thode des modes incompatibles, ol le champ de déplacement est amélioré localement
au niveau élémentaire sans exiger de continuité entre les éléments (voir [95]). Une
telle interpolation du champ de déplacement permet d’avoir des discontinuités lo-
cales en déformation.
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3.5.2  Amélioration de l'intégration numérique

Le schéma d’intégration numérique le plus efficace dans le contexte de la MEF
et la quadrature de Gauss (voir par exemple [45]), d’ott le nom point de Gauss. Ce
schéma fournit un nombre de point d’intégration minimal pour une précision donnée.
L’ordre de schéma de Gauss est défini par rapport a la variation polynomial des
termes sous l'intégrale, qui sont attendus pour une interpolation de champ choisie.
Par exemple, pour un élément a 4 nceuds avec une interpolation bi-linéaire du champ
de déplacement, on choisit 2 x 2 points de Gauss par élément, parce que pour un
comportement constitutif linéaire 'ordre polynomial des termes sous les intégrales
ne dépasse jamais 2. Pour un comportement non-linéaire cette quadrature n’est plus
exacte, mais reste le plus souvent une approximation suffisante.

En principe, dans la formulation de la MEF, telle qu’elle est présentée dans le
chapitre 3.2 (approche en déplacement ou en contrainte), il n’y a aucune obligation
que les propriétés méacaniques soient homogénes a l'intérieure d’un élément. Elles
peuvent varier d’un point d’intégration a ’autre et la solution doit converger lorsque
la taille d’éléments tend vers zéro, comme dans le cas des éléments aux propriétés
homogénes. Ce qui est certain est la différence dans la qualité du résultat par rapport
a une taille d’élément donnée, puisque les interfaces entre les phases ne sont pas
modélisées de la méme maniére dans les deux approches, exacte et structurée.

energy
1.8x10° s
6 /\
1.7x106=.“\
1.6x10° # L +  ref
1.5x1061 * ng=25
6 ‘B ng=16
1.4x10 . nge4

Fig. 3.16 — Energie élastique pour des nombres d’éléments différents dans un maillage
structuré. Nous utilisons les quadratures de Gauss 2x2, 4x4 et 5x5. Tous convergent
vers la méme valeur que ’approche exacte de référence. Nous utiliserons 5 x 5 dans
la suite.

Dans un élément aux propriétés hétérogeénes, les champs de déplacement et de
contrainte vont subir une variation intra-élément plus importante que dans un élé-
ment aux propriétés homogenes. Par conséquent, une quadrature d’ordre supérieure
a 2 x 2 doit étre utilisée. Nous considérons deux possibilité pour l'augmenter. La
premiére consiste a simplement augmenter I’ordre polynomial a n X n, ou n > 2. En
faisant des tests, nous avons établi que la solution se stabilise, si nous prenons n = 5.
Les analyses ont été faites sur une structure hétérogéne soumise & un gradient d’ef-
fort avec un nombre différent d’éléments dans un maillage structuré et un nombre
différent de points de Gauss par élément pour chaque maillage. Les résultats sont
montrés dans la Figure 3.16 et confirment que la quadrature 5 x 5 est nécessaire pour
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3.5. Représentation structurée

que la convergence de la valeur d’énergie par rapport au raffinement de maillage soit
atteinte.

® Y ° ®
X X X
PHASE P X X
XX PHASE P
X X
X X
X X
X
® ®

i) ii)

Fig. 3.17 — Deux fagon d’améliorer l'intégration numérique : i) augmentation de
I'ordre de la quadrature de Gauss (5 x 5) et ii) décomposition de 1'éléments en deux
(ou au maximum en trois) parties.

Cette approche est trés facile & utiliser, puisque on connait la quadrature a
priori et il suffit de déterminer les propriétés correspondantes pour chaque point.
Nous remarquons, par contre, que nos termes sous les intégrales n’augmentent pas
vraiment leur ordre polynomial dans le cas des éléments hétérogénes. Leur ordre
reste localement exactement le méme, sauf que le saut en propriétés résulte dans un
saut dans la fonction sous l'intégrale.

Dans la deuxiéme approche, nous découpons chaque élément hétérogéne en plu-
sieurs sous-domaines et appliquons la quadrature 2 x 2 a chaque sous-domaine.
Ainsi, nous économisons dans le nombre de point de Gauss et par conséquent dans
le nombre de calculs locaux. Par contre, la quadrature dans cette approche n’est pas
connue a priori et doit étre déterminée pour chaque élément séparément.

Nous supposons qu’il y a au plus une interface par élément, qui est déterminée
par le lieu ou elle coupe les deux faces. En trouvant ces deux points d’intersection
I’'interface est supposée droite dans 1’espace de référence dans le cadre d’élément iso-
paramétrique. Avec une telle interface ’élément est découpé en deux sous-domaines,
en deux quadrilatéres ou en un triangle et un pentagone. Dans le dernier cas, le
pentagone est encore découpé en un triangulaires et un quadrilatéreaux. De cette
maniére, nous obtenons deux, voire trois sous-domaines, tous triangles ou quadri-
latéres. Ensuite, les points de Gauss de 1’élément entier seront assemblés a partir
de tous les deux (trois) parties, ou pour chaque sous-domaine une procédure de
la quadrature de Gauss simple (2 x 2) est appliquées. Ainsi, nous nous trouvons
avec 8 (2 sous-domaines) ou 12 (3 sous-domaines) points de Gauss au lieu de 25
utilisés dans I'approche d’augmentation d’ordre de quadrature, tout en gardant une
précision similaire. Les deux approchées sont illustrées dans la Figure 3.17.
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3.5.3 Modes incompatibles

Dans le chapitre précédent nous améliorons la performance d’un élément fini aux
propriétés de matériau heférogénes en augmentant le nombre de points de Gauss afin
de mieux prendre en compte les hétérogénéités des champs de déplacements et de
contraintes, tout en gardant les mémes interpolations. Par la suite, nous considérons
I’approche ol nous enrichissons en plus les fonctions d’interpolation du champ de
déplacement, pour qu’il soit plus correctement représenté dans chacune des phases,
au sein d'un élément.

Cette enrichissement du champ de déplacement se met en place localement par
I'approche des modes incompatibles (voir par exemple [98], [95] ou [87]). Nous pou-
vons 'obtenir & partir de la formulation variationnelle de Hu-Washizu,

o(e — Vou) dV — / ut dS — stat, (3.139)
av

we.g) av - [

\%4

My (u,€,0) :/
v
ol u, € et o sont les champs indépendants, &, représentent I’ensemble des variables
internes (plastiques et/ou endommageables) et ¢ les tractions aux limites. Le champ
de déformation € peut étre réécrit en définissant le déplacement incompatible, 1,

e=V(u+ ), (3.140)

ou la partie compatible, u, sera interpolé d’une maniére continue entre différents
éléments et la partie incompatible, @, sera interpolé localement et indépendamment
dans chaque élément. Le potentiel dans I’équation (3.139) devient,

U (Vo (uta), &) dV—/

oV dV—/ ut dS — stat. (3.141)
.

oV

Mgy (o, i, 0) = /

v

La formulation faible provenant de I’équation (3.141), en imposant §I1,; = 0, s’écrit
comme,

/Vséua—\ll AV — dut dS = 0; You
1% O€ v
/vs(sa [a—qj—a] dV = 0; You
1% 86
/ 6oV dV = 0; Yéo. (3.142)
;

Nous discrétisons les champs, u, @ et 0 comme,

u; = Nana — €5 = ngUg
fLi = Nana — gij = ngUg
Oij = Pgsa. (3143)

72



3.5. Représentation structurée

De fagon courante dans la formulation de la méthode des modes incompatibles,
nous choisissons les fonctions d’interpolation de déformation incompatible, B®, et
de contrainte, P?, orthogonale,

[/Pgéglz dV = 07 VOé, 57 L. (3144)

Ce choix simplifie le systéme (3.142),

\J _
/ B,g*hTa dV — [ N°tdS = 0
1% Oew v

7 0¥

Nous remarquons que dans le systéme (3.145) il y a une équation de moins que dans
(3.142) et que les variables de contrainte, s*, n’apparaissent pas du tout. Alors, le
champ de contrainte n’est pas calculé explicitement. Il peut étre estimé dans I'étape
de post-traitement avec la méthode des moindres carrés ou autre (voir [95] ou [87]).

Le choix habituel est de prendre des fonctions de forme du champ de contrainte,
P, constante dans le volume d’un élément fini, V,,

Pfi(z) = 1;2 € V, Vau (3.146)

La condition d’orthogonalité devient alors

/ B, dV = 0; Ya, 5, . (3.147)
Vs

Autrement dit, la propriété (3.147) nous garantit de passer le "patch" test (voir par
exemple [98]).

®
C PHASE 2

=y

Fig. 3.18 — L’interface entre deux phase, qui découpe un élément de maillage struc-
turé.

e
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Avec ce cadre de la formulation de la méthode des modes incompatibles, nous
pouvons construire un champ de déplacement localement amélioré, afin de mieux
décrire l'interface entre deux phases a 'intérieure d’un élément (voir la Figure 3.18).
Nous enrichissons le champ de déplacement avec,

it = Upt + Ui, (3.148)
ou

ﬁ,(z):{am[n«x—o] (@) 20
Z (=) nifn-(@-Q) sn-(@-Q) <0

( est le vecteur position sur 'interface et 6 est un paramétre déterminé plus bas par
la condition (3.147). Puis, la déformation correspondante s’écrit comme,

(3.149)

. ~ On®n n-(x—¢) >0
) = ”{(1—0)n®n in-(x—() <0 (3.150)
1-  (n@m+men) in-(x—¢) >0
+ §Um { 1-60)(n@m+m®n) ;n-(x—¢) <0 ° (3.151)

Ensuite nous appliquons la condition d’orthogonalité (3.147), qui nous donne la
valeur du parameétre 6,
. Vo " _
GdV:0:>0:7,‘/;:‘/8 +‘/8, (3152)
e e
ot V, est le volume total de I’élément et V,~ la partie du volume du coté "négatif"
de l'interface (voir la Figure 3.18).

Avec ce choix d’enrichissement du champ de déplacement, le systéme (3.145) est
résolu par la méthode de Newton, ol nous définissons les résidus comme,

R,(U",UP) = /BgliTa,;l(UV,Uﬂ) dV — | NtdS=0 (3.153)
v av
R, (U, UP) .= /V B.Toc (U, U dV = 0, (3.154)
o of; = £~ Nous résolvons d’abord I'équation (3.154) pour les valeurs, U, ur

données. Puis, nous pouvons résoudre 1’équation globale (3.153) comme pour une
formulation en déplacement standard. La matrice de raideur est obtenue par conden-
sation statique, comme dans le cas de ’approche en contrainte de Pian-Sumihara
(voir le chapitre 3.2.4). Ici nous avons 2 degrés de liberté par élément, correspondant
aux modes incompatible et dans la formulation basée en contrainte nous avons 5 de-
grés de libertés par élément pour le champ de contrainte, mais la démarche utilisée
pour la résolution est la méme.
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exacte p.d.G en dp. p.d.G en contr. m.inc.
6%ni|r = 63m’|1“ 1 _ 2 1 2 6%m'|1“ = 63m’|1“
C 1. ;é 2 6mi|F_6mi|F 6ni|1_‘7é€1’u'|F 1. 7£ 2

Enilr 7 €pilr okl # o] ohinglr = ofi;] Enilr 72 Epglr

almglr # ol Cad wIr G = Ty almglr # ol
S T D)

1| ol # o, il = Cpilr il 7 Epile alijlr # o2,

yhile 7 o3ile Uilinj|F 75‘71'27‘”]‘|F Uily‘mj|r ZUz'Qy‘mﬂr iMilr 7 oijnlr

Tableau 6 Les conditions d’interface correct (C) ou incorrect (I) pour les différents
types de représentations de la microstructure : exacte, filtrage par points de Gauss
en déplacement (p.d.G en dép.), filtrage par points de Gauss en contrainte (p.d.G
en contr.) et les modes incompatibles (m.inc.).

3.5.4 Modélisation physique d’interface

Nous utilisons trois approches structurées : filtrage par points de Gauss - en
déplacement, filtrage par points de Gauss - en contrainte et par les modes incompa-
tibles. Les trois méthodes modélisent 'interface entre les phases différemment entre
elles et aussi par rapport a I'approche exacte (voir le chapitre 3.2), qui nous servira
de référence.

Dans le cas d’une interface a I’adhérence parfaite, ou les surfaces des deux phase
en contact ne bougent pas I'une par rapport a l'autre, nous devons imposer les
conditions a l'interface suivantes,

2

ullr = WPlr = €ulr = elr

Uz'ljﬁj|r = Ufjﬁﬂr, (3.155)

ou I' représente la surface d’interface, n son vecteur normal, I'index m la compo-
sante dans la direction tangentielle et I'index 7 une composante quelconque. Si les
continuité sur certaines composantes de déformation et de contrainte, dans (3.155),
doivent étre vérifiées, les autres, en général, ne doivent pas I'étre,

‘E}n|F e ‘f?n|F
Uz‘ljmj|r * U,ijﬂr, (3.156)

ou m est le vecteur tangentielle sur la surface d’interface et I'index n signifie la
composante dans la direction normale. Le signe # dans (3.156) signifie : "pas égal
en général" et non pas "jamais égal".

Les conditions physiques dans (3.155) et (3.156) ne sont tout a fait vraies pour
chacune des approches numériques utilisées ici. Nous précisons exactement quelles
sont les conditions d’interface respectées Tableau 6.
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Remarque

La description physique de l'interface des différentes représentations de la mi-
crostructure est seulement un critére de comparaison possible. Elle met bien
en évidence la différence entre ’approche en déplacement et en contrainte, ou
les modes de continuité et discontinuité sont exactement inversés. Par contre,
selon ce critére on ne voit pas la différence entre 'approche exacte et celle des
modes incompatibles, méme si elle n’est pas négligeable. En réalité, le champ de
contrainte dans les deux phases n’est pas aussi indépendant dans I’approche des
modes incompatibles qu’il est dans I'approche exacte, a cause de la condition
d’orthogonalité (équation (3.147)).

3.5.5 Tests numériques

> >
>

F ou Us

>

> >

Fig. 3.19 — Structure hétérogéne au comportement élasto-plastique, encastrée dans
la direction x du coté gauche. Du coté droite elle est soumise & un gradient d’effort
[—F, F] ou a un déplacement homogéne U.

Afin de comparer les approches nous faisons le méme type de tests, traction
simple et gradient d’effort imposée, que dans le chapitre 3.2 (voir la Figure 3.19).
Dans tous les essais nous supposons un comportement élasto-plastique de la matrice
et changeons les propriétés des inclusions : faible raideur (quasi-vide), trés raide
(quasi-rigide) et endommageable. Les détails des comportements de la matrice et
des inclusions, sont présentés dans le chapitre 3.3.10. Les méthodes sont comparées
sur la base du travail externe, W, de la dissipation plastique, D? et de la dissipation
d’endommagement, D¢,
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Représentation structurée

=N\ /7
il

/4
h NN
W
7
|

=i
i
-

—_"

= &
W
a u

N

| |
W=/
=

R\ 7=\
| ]

“_
74 J—=
HlE NN
N/ N -

STRESS 3

2.88E-03
5.24E-02
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Fig. 3.20 — Microstructure, identique a celle de la Figure 3.19, filtrée a travers les
points de Gauss par 'approche structurée. La valeur affichée est égale a 1 si le point

est dans I'inclusion, et 0 dans la matrice.

P =

[,
[

t1 1 . .
D! = / /(§Uz‘jDz‘jk10kl + ¢¢4) dV dt.
to 1%

F 4 dV dt

o€l + qPEr) dV dt

(3.157)

Matrice quasi-poreuse : traction simple

cccccc
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Dissipation plastique

Fig. 3.21 — Convergence de la valeur du travail externe et de la dissipation plas-
tique avec 'augmentation du nombre d’éléments (échelle logarithmique) pour une
structure hétérogéne (voir Figure 3.19) dans un test de traction simple. Nous com-
parons les quatre représentations : exacte, structurée en déplacement (str-Bbar), en
contrainte (str-PS) et modes incompatibles (str-IM). La méthode B est la seule a

s’approcher de la représentation exacte.

L’intérét principal des méthodes structurées (voir la Figure 3.20) est de fournir
de descriptions raisonnables du comportement d’une microstructure, avec moins de
degrés de libertés que dans ’approche exacte. Pour le démontrer nous présentons les
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convergences des valeurs énergétiques (travail externe et dissipations anélastiques)
en raffinant les maillages, en nous intéressant surtout aux maillage structurés plus
grossiers qu’un maillage exacte.

Matrice quasi-poreuse

Matrice quasi-poreuse : traction simple
|| Dev o

STRESS 4 STRESS 4
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Min = 2.19E405 Min = 3.06E405
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Time = 1.00E+00 Time = 1.00E+00
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6.65E-03
7.60E-03
855603
9.50E-03

105602 105602

114802 114602
Min = 0.00E+00 Min = 2.82E-07
Max = 1.14E-02 Max = 2.45E-03
Time = 1.00E+00 Time = 1.00E+00

exacte structurée (B)

Fig. 3.22 — Contrainte déviatorique et variable d’écrouissage plastique, &P, dans la
représentation exacte et structurée en déplacement. Globalement, la représentation
structurée s’accorde avec ’approche exacte, mais ne capte pas aussi bien les champs
locaux.

Nous considérons d’abord une matrice au comportement élasto-plastique conte-
nant des inclusions élastiques avec une faible valeur du module de Young. Les
paramétres de comportement de la matrice sont K¢ = 3.5 10! u¢ = 1.2 10%,
oy, =4.0107, 0o, = 8.0107, »” = 1000 et K? = 1.0 10® et des inclusions, K¢ = 2.5 107,
pé = 1.88 107 (pour les définitions des paramétres voir le chapitre 3.3.10).

Dans la Figure 3.21 nous présentons les calculs des quantités énergétiques pour les
maillages différents. Parce que le nombre d’éléments dans la représentation struc-
turée est beaucoup plus petit, nous utilisons 1’échelle logarithmique en I’abscise
du diagramme. C’est la méthode B qui s’approche le plus des résultats obtenus
par la représentation exacte. Les champs de contrainte déviatorique et de variables
d’écrouissage plastique sont présenté dans la Figure 3.22. Le méme type de résultats
que pour la traction simple sont présentés pour un gradient d’effort imposé, dans
les Figures (3.23) et (3.24).

Matrice aux inclusions quasi-rigides
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Matrice quasi-poreuse : gradient d’effort imposé
Travail externe

W
1.4x10°
1.2x10°

1x10°

800000

—— exacte
600000 *- str-PS
- str-Bbar

400000 - a

str-IM

200000

Log Nel
8

Fig. 3.23 — Convergence de la valeur du travail externe et de la dissipation plastique
avec augmentation du nombre d’éléments (échelle logarithmique) pour une struc-
ture hétérogéne (voir Figure 3.19) soumise a un gradient d’effort imposé. Nous com-
parons les quatres représentations : exacte, structurée en déplacement (str-Bbar),
en contrainte (str-PS) et modes incompatibles (str-IM). La méthode B est la seule
a s’approcher de la représentation exacte.

Matrice quasi-poreuse : gradient d’effort imposé
|| Dev o
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Fig. 3.24 — Distribution de la contrainte déviatorique et de la zone plastifié pour un
gradient d’effort imposé.

Dans cet exemple nous utilisons le méme comportement pour la matrice que
dans le cas précédent et un comportement isotrope élastique pour les inclusions,
avec K¢ = 2.5 10, ¢ = 1.88 10'3. A partir de la Figure 3.25 nous concluons
que 'approche structurée en contrainte est la seule a étre cohérente avec I'approche
exacte et, en plus, avec un facteur ~ 5 de degrés de libertés en moins. Le méme
accord est retrouvé pour le gradient d’effort imposé (Figure 3.26). Les valeurs de
la contrainte déviatorique et de la variable d’écrouissage plastique sont présentées
dans la Figure 3.27.

Matrice aux inclusions endommageables
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Matrice aux inclusions quasi-rigides : traction simple
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Fig. 3.25 — Convergence de la valeur du travail externe et de la dissipation plas-
tique avec 'augmentation du nombre d’éléments (échelle logarithmique) pour une
structure hétérogeéne (voir Figure 3.19) dans un test de traction simple. Nous com-
parons les quatre représentations : exacte, structurée en déplacement (str-Bbar),
en contrainte (str-PS) et modes incompatibles (str-IM). La méthode en contrainte
(str-PS) est la seule a s’approcher a la représentation exacte.

Matrice aux inclusions quasi-rigides : gradient d’effort imposé
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Fig. 3.26 — Convergence de la valeur du travail externe et de la dissipation plas-
tique avec 'augmentation du nombre d’éléments (échelle logarithmique) pour une
structure hétérogéne (voir Figure 3.19) soumise a un gradient d’effort imposé. La
méthode en contrainte (str-PS) est la seule a s’approcher a la représentation exacte.

Nous considérons ici que les inclusions ont un comportement endommageable,
avec les paramétres suivants K¢ = 1.8 100, p® = 1.0 10, o, = 0.5 107, 4o =
1.0 107, b = 100 et K¢ = 2.5 105. Les résultats des tests sont montrés dans les
Figures 3.28, 3.29 et 3.30. Une courbe du type effort-déplacement (défini dans le
chapitre 3.3.10) pour un comportement d’endommagement sans écrouissage (o; =
0o = 0.5 107) est présentée Figure 3.31.
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3.6. Conclusion

Matrice aux inclusions quasi-rigides : gradient d’effort imposé
||Dev o

STRESS 4 STRESS 4

2726406 2726406
9026406 9026406
1538407 1538407
2168407 2168407
2798407 2798407
3426407 pybenped
405€407 405€407
R 468E:07 4688407

o o o

R | R R Sear st

NS SN eSO iE LS iy iy
LZFENLAFHE N7 657E407 657E407
7208007 7208007

|

7838407 7838407
Min = 272406 Min = 6.62+06
Max - 7.83E407 Max - 6.33E407
Time = 1.00E+00 Time = 1.00E+00

STRESS 8 STRESS 8

0.00E+00
3.05E04
6.10E04
.14E04
122603
1.526.03
183603
213603
244803
2.74E03
3.05E:03
3.35E03
366E03 366E:03
Min = 0.00E+00 Min = 0.00E+00
Max - 3.66E-03 Max - 4.13E-03
Time = 1.00E+00 Time = 1.00E+00

0.00E+00
3.05E04
6.10E04
.15E04
122603
1.536.03
183603
2.14E:03
244803
275603
3.05E:03
3.35E03

exacte structurée (P-S)

Fig. 3.27 — La distribution de la contrainte déviatorique et de la zone plastifié pour
un gradient d’effort imposé.

Matrice aux inclusions endommageables : traction simple
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Fig. 3.28 — Convergence de la valeur du travail externe et de la dissipation plas-
tique avec 'augmentation du nombre d’éléments (échelle logarithmique) pour une
structure hétérogeéne (voir Figure 3.19) dans un test de traction simple. Nous com-
parons les quatre représentations : exacte, structurée en déplacement (str-Bbar), en
contrainte (str-PS) et modes incompatibles (str-IM). Toutes les approches structu-
rées donnent de bon résultats, particuliérement la méthode en contrainte (str-PS).

3.6 Conclusion

Nous considérons trois types de représentation de la microstructure : exacte,
structurée et macroscopique. La premiére est la plus robuste et peut étre utilisée
pour la modélisation de tous les types de matériau composite étudiés ici (matrice
quasi-poreuse, matrice aux inclusions quasi-rigides et matrice aux inclusions en-
dommageables). Or, le prix d’une telle représentation est la difficulté de mailler des
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3.6. Conclusion

Matrice aux inclusions endommageables : gradient d’effort imposé
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Fig. 3.29 — Convergence de la valeur du travail externe et de la dissipation plastique
avec I'augmentation du nombre d’éléments (échelle logarithmique) pour une struc-
ture hétérogéne (voir Figure 3.19) soumise & un gradient d’effort imposé. Toutes
les approches structurées donnent de bon résultats, particuliérement la méthode en
contrainte (str-PS).

Matrice aux inclusions endommageables : gradient d’effort imposé
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Fig. 3.30 — La distribution de la contrainte déviatorique et de la zone endommagée
pour un gradient d’effort imposé.

microstructures complexes et surtout le cotit du calcul correspondant trés élevé.

L’approche structurée est une trés bonne alternative et peut, pour la méme qua-
lité des résultats, réduire le nombre de degrés de libertés nécessaires pour un facteur
~ 5. Nous comparons trois représentations structurées : filtrage par points de Gauss
en déplacement, filtrage par points de Gauss en contrainte et modes incompatibles.
Parmi ces trois aucune n’est supérieure aux autres pour tout type de microstructure.
Par exemple, 'approche du filtrage par points de Gauss en contrainte est la plus
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3.6. Conclusion

Matrice aux inclusions endommageables
(sans écrouissage) : traction simple

F

175000 L
150000 L =

"
125000 “,l’

100000 ~

2 —— exacte
75000
* str-Bbar

50000 V4 - - str-IM

25000

u
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005

Fig. 3.31 — Diagramme effort-déplacement d’'une analyse de la traction simple de
la structure hétérogéne, composée de la matrice obéissant un comportement élasto-
plastique parfait et des inclusions parfaitement endommageables.

performante pour les microstructures ot le champ de contrainte est assez régulier
(matrice aux inclusions quasi-rigides ou endommageables) et quand Décrouissage
des comportements plastiques et endommageables est non-zéro. Pour la modélisa-
tion d’une matrice quasi-poreuse, le filtrage par point de Gauss en déplacement
(méthode B) est le plus performant et la méthode des modes incompatibles la plus
comparable avec I'approche exacte pour des comportements anélastiques au faible
écrouissage.

Le modéle couplé élasto-plastique-endommageable est capable de représenter le
comportement macroscopique d’une (micro-)structure, mais reste limité au niveau
de la modélisation des phénoménes locaux. Il est particuliérement efficace dans la
formulation en contrainte ou il permet de décrire une réponse macroscopique avec
un petit nombre de degrés de libertés.
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Chapitre 4

Interface micro-macro

4.1 Introduction

Dans le chapitre 2.3.2 nous proposons une méthode de décomposition des échelles,
ou dans le cadre de la MEF a I’échelle d'une structure, nous introduisons un deuxiéme
niveau du modéle EF afin de mieux représenter la microstructure par les approches
considérées dans le chapitre 3. Cette stratégie permet de modéliser des structures
hétérogénes, ot les échelles sont fortement couplées.

Pour une formulation des modéles d’EF macro et micro en déplacement, une
interface micro-macro en déplacement est la plus facile a mettre en place, ce qui
est détaillé dans le chapitre 2.3. Néanmoins, une telle décomposition de domaines
(échelles) n’est pas optimale (voir par exemple [96]) dans la mesure ot elle rend le
modéle trop raide en terme de comportement effort-déplacement et conduit a une
faible convergence.

Une facon de remédier a ce défaut consiste a introduire les interfaces en tant que
des entités a part, ayant attribuées leurs propres interpolations de déplacements et
d’efforts. Dans les travaux [57], [62], [58] et [76], par exemple, les auteurs proposent
une formulation assez générale de ce type d’interface, permettant une attribution
de loi constitutive a l'interface elle-méme. Cette approche a été introduite dans le
cadre multi-échelle de comportements (visco)élastiques linéaires et fait appel a la
méthode LATIN (voir par exemple [56]) pour la résolution des équations.

Une interface entre les sous-domaines peut étre définie a I’aide des multiplicateurs
de Lagrange, qui établissent une continuité dans un sens faible des déplacements
entre deux sous-domaines adjacents (voir par exemple [24], [23]). Dans un cadre
d’une analyse multiéchelle, les auteurs dans [81] introduisent les multiplicateurs de
Lagrange au niveau macro, qui relient des sous-domaines micro ayant des maillages
conformes ou non-conformes. Ces multiplicateurs sont ainsi résolus globalement, avec
les valeurs de déplacements micro et macro par une méthode itérative.

Dans ce travail nous utilisons la formulation des multiplicateurs de Lagrange
localisés, une méthode présentée dans [78], [79]. L’idée de base consiste a introduire
I'interface comme un cadre, ot le champ de déplacement serait considéré séparément
des champs dans les sous-domaines. Puis, nous définissons les multiplicateurs de
Lagrange locaux reliant chaque sous-domaine avec ce cadre.
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4.2. Formulation variationnelle et algorithme de résolution

Dans notre application de ce principe, le cadre correspond a l’échelle macro,
couplée avec les sous-domaines micro par les multiplicateurs de Lagrange. Dans
cette formulation les conditions d’interface dépendent essentiellement du choix de
I’espace d’interpolation des multiplicateurs de Lagrange. Nous montrons qu'un choix
particulier peut mener a une définition d’interface en déplacement, équivalente a
celle présentée dans le chapitre 2.3, et qu’une interface en effort peut également étre
construite du méme principe.

Une interface en déplacement ou en effort impose naturellement les CAL (condi-
tions aux limites) de I’analyse micro en déplacement ou en effort. Dans le cas d’une
analyse effectuée sur un VER (volume élémentaire représentative, voir le chapitre 2),
la réponse macro doit, par définition, étre insensible au type des CAL. Par contre, si
le volume étudié est plus petit qu'un VER, le type des CAL peut influer la réponse
et une certaine hiérarchie des bornes peut étre établie (voir par exemple [44], [52],
[51]). Cet aspect est considéré ici dans le cadre de 'analyse multi-échelle.

A cause du cott de calcul trés élevé dans la méthode multi-échelle proposée,
I'implantation avec un algorithme parallélisable est primordiale. Nous avons im-
planté le modéle micro-macro en utilisant le code CTL (Communication Template
Library), développe a I'Université de Braunschweig en Allemagne en le couplant avec
le logiciel I’EF, FEAP (Finite Element Analysis Program), développé a I’Université
de Californie, Berkeley (Etats Unis), que nous utilisons pour les analyses micro et
macro.

Un avantage important de notre stratégie d’homogénéisation par rapport aux
autres stratégies proposées dans la littérature, concerne le fait, que la structure de
la résolution d’EF macro reste la méme que dans la MEF classique, sans aspect multi-
échelle. L’enrichissement par le modéle micro se met en place au niveau d'un EF et
I’architecture globale du code, concernant principalement ’assemblage des matrices
et la résolution des équations n’a pas besoin d’étre modifiée. Par conséquent, il est
trés facile d’utiliser dans une analyse simultanément les modéles classiques basés sur
une loi de comportement homogénéisée et la représentation par un maillage d’EF
micro.

Cette partie est organisée de la maniére suivante. D’abord nous développons la
formulation variationnelle et nous proposons la méthode de résolution. Ensuite, nous
comparons les réponses macro des deux types de CAL pour une microstructure don-
née. Des analyses numériques différentes sont présentées. D’abord pour une petite
structure, ou la solution micro est accessible, puis nous simulons un essai de flexion
trois points pour un rapport réaliste entre les phases. Nous comparons les résultats
surtout sur la base des différentes discrétisations micro et macro, puis 'effet du type
d’interface, en déplacement et en contrainte. Les effets des propriétés aléatoires des
phases sont également étudiés.

4.2  Formulation variationnelle et algorithme de résolution

Afin de formuler le couplage entre les échelles nous utilisons le cadre variationnel
des multiplicateurs de Lagrange localisés (voir [78], [79]). Le maillage macro d’EF
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4.2. Formulation variationnelle et algorithme de résolution

assume le role du cadre lié aux sous-domaines micro par les multiplicateur de La-
grange correspondants. Les variables d’états contiennent les champs de déplacement
micro, u™, et macro, u™, comme aussi I'ensemble des variables internes micro, £™,
et éventuellement des variables macro, £, si I'approche multi-échelle est combinée
avec de modéles macroscopiques classiques. Dans le cas général, I’énergie libre du
systéme peut s’écrire comme,

(u™, u™, &™) = I (™, M) + ™ (u™, €7)

fIrinterface (M my LTI (M u™) s stationnaire., (4.1

ou ITM est I’énergie libre de la partie du modéle définie seulement a 1’échelle macro,
II™ est I’énergie libre des sous-domaines micro, IT"*"/ac¢ est I’énergie définie sur la
surface de I'interface entre les deux échelles et TI**" est I’énergie des effort externes.
Nous supposons que les effort externes n’interviennent qu’au niveau macroscopique
et que la structure entiére est divisée en sous-domaines micro. Ces hypothéses n’in-
fluencent guére la généralité de la procédure. Ainsi, nous pouvons écrire,

M (u™, M) = 0 ; 1" (u™) :—/ uM-ZdS—/uM-bdv. (4.2)
0Ny Q

On peut alors obtenir une forme explicite de 'expression correspondante a I’énergie
libre,

[ = P"(e™ EM) dV ;€ = VU™ (4.3)
Qm
ou ¢™(-) est la densité de ’énergie libre et V* P'opérateur différentiel déterminant

le champ de déformation a partir des déplacements. Enfin, nous donnons la forme
explicite de la condition d’interface par,

Hinterface — /FA . (UM - um) dS, (44)

ol A est le multiplicateur de Lagrange, le champ dual du déplacement, qui doit
assurer la compatibilité dans un sens faible des déplacements micro et macro.
Nous obtenons la formulation faible, si nous avons recours a la condition d’optima-
lité dans ’équation (4.1), tout en gardant les variables internes, {™, fixes. Alors,
STL(u™, u™, €™)|¢m=const. = 0, nous donne trois groupes d’équations

I’équilibre micro :

/ (0€™a™ — du™b) dV + / ou™AdS =0 (4.5)
m r
la compatibilité micro-macro en déplacement :

/5)\(um —uM) dS =0 (4.6)
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4.2. Formulation variationnelle et algorithme de résolution

et I’équilibre macro :

/ suMt dS + / sut )\ dS =0, (4.7)
09,

r
qui sont complétées par les lois d’évolutions des variables internes, en utilisant le
schéma d’intégration temporelle d’Euler arriére,

§"=f(0",q") = & =&+ [(onh: G- (4.8)

Nous faisons remarquer que les lois de comportement considérées dans le chapitre 3
peuvent étre présentées de la méme maniére.

Les équations (4.5) - (4.8) définissent entiérement le probléme mécanique non-

linéaire et ménent & la solution en terme des trois champs de u™, X et u™. Nous les
discrétisons dans le cadre de la MEF comme,

uM o~ NMUM (4.9)
A~ N (4.10)
um o~ N™U™, (4.11)

qui permettent par la suite de réécrire le systéme (4.5) - (4.7) comme,

R, = / (B™To™(U™) — N™f) dV+A/NmNA dS =0
m r

Ry, = /N"(NmUm — NMUMy ds =0
r

Ry = / NMt derA/NMNA dS =0, (4.12)
Qe r

ol le projecteur de la déformation micro est défini comme,

m 1,0N™ ON™ m m rm
] i

I'approximation du champ de déformation étant, €™ (U™) = €™ |ym_, ympym.

Le systéme des équations dans (4.12) est non-linéaire. Nous choisissons de le résoudre
par la méthode de Newton, qui exige la linéarisation des équations suivantes,

k
OR")
on;
ou l'indice (k) dénote la valeur a la k-iéme itération et 7; la séquence des variables
indépendantes. En appliquant cette opération, le systéme (4.12) devient,

k k
RA™ ~ RY + An;, (4.14)

D® E 0 AU —R%)
ET 0 -F AA® | = —rP |, (4.15)
0 —FT 0 AUﬁ) _Rg\’/c[)
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4.2. Formulation variationnelle et algorithme de résolution

ol les tenseurs E et F' définissent la projection entre le champ des multiplicateurs
de Lagrange et les champs des déplacement micro et macro, respectivement. D®*)
signifie la valeur de la raideur micro a la k—iéme itération. Ils sont calculés comme,

B = / Ny NydS (4.16)
r
T

D" = / B™Tow™ W™ av, (4.18)

la relation de comportement locale linéarisée a 1’échelle micro étant,

(4.19)

Nous résolvons le systéme (4.15) par I’élimination de Gauss, en commencant d’abord
par les valeurs de AU™, puis AA, et en calculant & la fin AUM. Dans I’élimination
des variables AU™ et AA nous utilisons la méthode séquentielle (voir 2.3.2), ¢’est-
a-dire que nous atteignons la convergence a chaque niveau.

Ici, nous considérons trois types de variables (U,,, A et Ups) et nous avons donc
trois niveaux dans le processus de la méthode séquentielle. En choisissant [,,,,, =
Mmaz = 1 ci-dessous, la procédure dégénére dans I’élimination de Gauss simple. Dans
notre implantation nous choisissons de converger a valeur fixe du déplacement macro
sur les déplacement micro et les multiplicateurs de Lagrange, avant de continuer sur
une prochaine itération.

L’algorithme est implanté de la maniére suivante,
DO k = 1...convergence

k)1 k (K
FTDW F AUl = —RY)
D) = ETpW ' E
~ -1 -1 —
RY =R + FTDE RE — FTD® ETD® ' RY)
= Uyt = Ul + Al

DO | = 1...1,,45 ou convergence (U](\fﬂ) fixe)
(ETD(k,l)_lE) AAKRD — _R(Ak,z);
RM = R 4 ETDEDT RED 4 pU®)
— A(k,l+1) — A(k,l) + AA(k’l)
DO m = 1...Mynes OU convergence (U](V];H) et A fixes)

D(k,l,m)AUgc,l,m) — _R(k,l,m)_

™m Y
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4.2. Formulation variationnelle et algorithme de résolution

Rg:’l’m) — jo:l:m) -+ EA(kzl)
— U(k,l,m+1) — U”(?f,l,m) + AUgc,l,m)

m

ENDDO m
ENDDO 1
ENDDO k&

Remarque 1

L’élimination de Gauss n’est pas la seule possibilité pour résoudre le systéme
linéaire dans (4.15), car, I'élimination de Gauss n’est généralement pas bien
adaptée a la résolution des systémes avec un nombre important de zéros sur la
diagonale, ce qui pourrait arriver dans notre systéme. Dans ce cas-la la procédure
meénerait a la résolution de matrices grandes et pleines, la rendant ainsi ineffi-
cace. Pour ce type de probléme un algorithme du type Uzawa, par exemple, se-
rait mieux adapté (voir par exemple [10]). Néanmoins, dans notre cas, le nombre
d’équations micro est bien supérieur au nombre d’équations de compatibilité.
Par conséquent, la matrice dans la résolution de AA sera pleine, mais pas du
tout grande. Par ailleurs, I’élimination des déplacements micro s’effectue effica-
cement, puisque la matrice D, obtenue de ’analyse d’EF micro, est creuse et
déja LU-décomposée.

Le plus haut niveau des processus itératifs est équivalent au processus itératif
globale de la MEF non-linéaire classique. La seule différence est due a la facon dont
nous calculons le vecteur de résidu et la matrice de raideur au niveau d’un élément.
Au lieu de les déterminer par l'intégration numérique avec la quadrature de Gauss
en utilisant une loi de comportement, ils sont obtenus par I’analyse d’EF micro. Pour
le processus global (macro) le résidu et la matrice de raideur sont calculés comme

R = F'A
—1
K¢ = FTpW F (4.20)
A partir de 4.20 le vecteur de résidu et la matrice de raideur globaux se construisent
Ne
suivant ’assemblage classique d’EF, A , comme
el=1
Nei
Jmacro Kel
el=1
Rmacro DNet Rel (4 21)
el=1 ’ '

permettant ainsi de garder la forme standard de résolution, ayant pour chaque itéra-
tion macro et pour chaque incrément de pseudo-temps, le systéme suivant a résoudre,

Kmaero (k)AUéM (k) — — R, (4.22)
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4.3. Conditions d’interface

L’algorithme de résolution proposé ci-dessus est trés facile a adapter pour un calcul
paralléle. Son aspect parallélisable est présenté par le schéma dans la Figure 4.1.

4.3 Conditions d’interface

4.3.1 Introduction

Dans le chapitre 4.2 nous formulons le cadre variationnel et ’algorithme de ré-
solution de la méthode multi-échelle pour une dicrétisation quelconque des champs
de déplacements, u™, u™, et des multiplicateurs de Lagrange, . Dans toutes les
analyses nous utilisons les éléments finis isoparamétriques a quatre nceuds, comme
dans le chapitre 3, pour les déplacements micro et macro,

m 1
NS () = Z(l + 1) (1 £ ), (4.23)

ol 7; sont les coordonnées dans le repére de référence. Nous observons que pour une
sous-structuration micro les fonctions N sont linéaires sur les interfaces T.

Le choix de I'espace d’interpolation des multiplicateurs, A, est en principe assez
libre, mais détermine, par contre, complétement la nature de l'interface. La seule
vraie contrainte est celle issue de I’équation (4.12) a la condition que la valeur
discréte de A n’ait pas de modes a I’énergie nulle. En terme mathématique, cela
s’écrit comme

Ker(E)N Ker(F') = @, (4.24)

ou Ker(-) signifie le noyau d’un opérateur linéaire. Il serait également raisonnable
d’imposer,

Ker(E) = 2, (4.25)

puisque une interpolation des multiplicateurs de Lagrange d’ordre supérieur a 1’ordre
d’interpolation des déplacements micro ne pourraient pas augmenter la précision.
Cela est analogue au principe de la limitation de Fraeijs de Veubeke (voir par exemple
17]).

Dans la suite nous considérons deux cas extrémes pour l'interpolation des multi-
plicateurs de Lagrange. Nous utilisons, d’abord, les fonctions d’interpolation d’ordre
maximal, ce qui méne a I'interface en déplacement, complétement équivalente a celle
présentée dans le chapitre 2.3.2 et puis les fonctions d’ordre minimal, menant a I'in-
terface en effort.

4.3.2 Interface en déplacement

Dans le cas spécial de l'interface en déplacement, la relation entre les dépla-
cements micro et macro peut étre obtenue directement sans devoir déterminer les
valeurs des multiplicateurs de Lagrange correspondants. Formellement, ce résultat
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M B A e B pa B) N e (B)
e=1 1

()
G-6-6-6-9

()
G-6-6-6-9

o0

G669

élément N, — 1 élément Ny

élément 2

résolutions Micro

Fig. 4.1 — Schéma de 'algorithme micro-macro. Au niveau supérieur, la résolution
et I’assemblage standard d’EF sont utilisés. Les résidus et les raiders élémentaires,
K¢ et R, respectivement, sont obtenus a travers le niveau inférieur d’EF. Les deux
modéles, macro et micro, communiquent par les champs : i) u* de macro a micro et
ii) K¢, R° de micro a macro. Le processus itératif s’execute a chaque instant, t,,.
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est obtenu en utilisant les fonctions de Dirac, 4(+), pour l'interpolation du champ de
multiplicateurs, A\, comme

N¢ = AoS(r —rg); Vry € 0T, (4.26)

ol 7; est la position du i-iéme noeud sur la surface d’interface, I'®, correspondant
au el-iéme élément macro. En remplacant cette approximation dans 1’équation de la
compatibilité micro-macro, dans (4.6), nous obtenons,

0= §(r—ra)(u™ —uM) dS = u™(ra) — uM(ra) (4.27)
rel S~—— N——
v > NM(ra)UM

une relation identique a I’hypothése initiale, (2.34), de la premiére formulation de
'interface en déplacement (voir le chapitre 2.3.2). Nous obtenons la méme relation
entre les valeurs discrétes de déplacements micro et macro a travers le projecteur,
T, dans I’équation (2.39),

U = TagUy'. (4.28)

Pour cet exemple d’interpolation des multiplicateurs de Lagrange, il est mieux d uti-
liser le mode de résolution, proposé dans le chapitre 2.3.2, que celui pour une inter-
polation générale, présenté dans le chapitre 4.2.

4.3.3 Interface en effort

Dans le cas particulier de l'interface en effort, c’est d’aprés I’échelle macro que
nous choisissons 1’espace des interpolations. Par exemple, dans un cas 2D avec des
éléments macro a 4 noeuds, nous avons au total 8 degrés de liberté et, par conséquent,
le méme nombre de parameétres pour les multiplicateurs de Lagrange. Néanmoins,
en imposant la condition d’équilibre, tous ne sont pas indépendants. Avec trois
équations pour un cas 2D, il n’en reste que cing. L’'idée mise en avant dans [65]
consiste a utiliser le choix optimal des variations des multiplicateurs de Lagrange,
équivalent a 'interpolation de contraintes de Pian-Sumihara (voir par exemple [80]),
considéré dans le chapitre 3,

Oxzx — Al + yA2
Oyy = A3 + .ZEA4
Ogy = Oyg = A5. (429)

L’argument pour ce choix est lié au fait que I’élément de Pian-Sumihara est le plus
performant 2D éléments quadrilatére bilinéaire, et que I'interpolation dans 4.29 est
juste pour le cas traité ici. De plus, le champ de contrainte est auto-équilibré, avec
div 0 = 0. La variation correspondante des multiplicateurs de Lagrange sur la surface
de linterface, I', peut étre déterminée en exploitant le principe de Cauchy comme,

A=—0-n, (4.30)
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M Oum,e

TO’xy = A5

. e

!
J \T /Umm:A1+yA2
!

LIl

®

Fig. 4.2 - Pour I'interface en effort, la compatibilité des déplacements micro et macro
est assurée dans le sens faible, par les multiplicateurs de Lagrange, A, qui rendent la
variation des contraintes, o, ou oyy, linéaires le long des bords, et o,, constante.

ou n est le vecteur d’'unité, normal & la surface I'. Une variation type est présentée
dans la Figure 4.2.

Dans le cas de l'interface formulée en effort, ot le probléme micro est piloté
entiérement en contrainte, il s’agit en réalité d’une structure flottante. Ce genre de
situations est souvent rencontré pour des analyses d’interactions fluide-structure et
représente une tache non-triviale. Par contre, dans notre cas le reméde n’est pas
compliqué, puisque les MCR (modes de corps rigide) a ’échelle micro dépendent
directement des MCR macro, qui eux sont normalement nuls pour le type d’exemples
considérés ici. 0

Décomposons formellement les champs des déplacements des MCR, «;’, et la

partie déformée, d;f), comme

ol R est le tenseur des MCR. Afin de rendre la décomposition unique, nous imposons
la condition d’orthogonalité (voir par exemple [79]) comme,

\%4

Cette décomposition est seulement formelle et n’affecte pas I'implantation de I'algo-
rithme. En fait, d'une maniére analogue, nous pouvons utiliser le méme tenseur, R,
pour décomposer les effort, A, comme,

ou A; sont les parameétres de la partie équilibrée des efforts, analogues aux para-
métres des MCR. De la méme facon y; signifie la partie déformable des efforts.
Comme nous l’avons déja fait remarquer, 'interpolation dans (4.29) présente les
variations des efforts appliqués dans I'analyse micro a priori équilibrées. Donc, pour
ce cas-la A = y et A = 0 sont vrais pour tout ensemble des paramétres, VA. En
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remplacant cette décomposition dans I'équation de la compatibilité micro-macro,
(4.6), nous obtenons,

/6)\(um —u™M) dS = /(M(dm —dM) dS =0, (4.35)

r
et pour I'équivalent de la forme de I'orthogonalité dans (4.33), la relation suivante,

/ xiltijdV = 0. (4.36)
v

Les MCR dans chaque sous-domaine micro devraient étre égaux aux MCR macro de
I’élément fini correspondant. En réalité, les MCR micro nous intéressent rarement,
puisque les champs les plus importants d’une analyse, comme la contrainte ou la
déformation, n’en dépendent pas. Ainsi, nous pouvons fixer dans une analyse micro
trois MRC indépendant de la fagon quelconque. Dans nos analyses, nous fixons les
déplacements complétement d’un noeud et d’un autre juste dans une direction, x ou

Y.

4.3.4 Analyses sur un domaine micro

Dans ce sous-chapitre nous nous interrogeons sur la fagon dont la taille de I’échan-
tillon et les conditions d’interface supposées, influencent sur la réponse d’un sous-
domaine micro pour une microstructure réguliére donnée (voir la Figure 4.3). Les
quantités observées dans les réponses sont le travail externe et la dissipation plas-
tique (voir la définition dans le chapitre 3.2.5). Nous considérons un élément macro
a 4 nceuds avec les valeurs nodales de déplacement complétement imposées. Ces
valeurs définissent les CAL (condition aux limites) micro & travers 'interface, basée
soit en déplacement soit en effort.

Nous utilisons trois types de conditions nodales (voir la Figure 4.4),

i) sphérique

2 _ 3 _ 3 _ 4 _ 1_ o124
uy = uy = u, = u, =u & u, =u, =u, =u, =0, (4.37)
ii) déviatorique
2 _ 3 _ .3 _ 4 _ Vo124
Uy = Uy = —uy = —u, = u & u, = u, = u, = u, =0, (4.38)

a) %%%b)

Fig. 4.3 — Type de modéle EF utilisé pour la microstructure réguliére : a) la matrice
et b) Iinclusion.
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Y N

g\ wor A -

i) Sphérique ii) Déviatorique

—p —
4 3

1 2
- —>

iii) Flexion

Fig. 4.4 — Trois types des conditions aux limites, imposées a un élément macro. La
numérotation des définitions de chargement,(4.37) - (4.39), est indiquée sur ’élément
en bas.

et iii) flexion

—uy = up = —u) =y =u & uy = u) =uy =u, =0, (4.39)
ou les exposants 1,2, 3,4, dénotent les nceuds (Figure 4.4), les indices z,y les com-
posantes dans ces directions et u le paramétre de 'amplitude des déplacements.

Dans le cas du chargement sphérique en 2D, exemple montré dans la Figure
4.4, la composante déviatorique de la moyenne de la déformation n’est pas égale a
zéro, puisque dans I'approximation de la déformation plane, €33 = 0 et donc pour
€11 = €99 # 0, deve:e—%tre#ﬂ.

Pour une microstructure élastique isotrope les chargements sphérique et déviato-
rique définiraient complétement une réponse mécanique pour tout autre chargement
homogéne. Puisque dans notre cas le comportement n’est pas élastique, nous ra-
joutons un troisiéme test, du type flexion. Pour ce dernier, les CAL ne sont pas
homogénes, ce qui est plus représentatif d’un chargement général auquel un élément
fini peut étre soumis dans une analyse de structure.

Figure 4.5 nous présentons les courbes effort-déplacement (F' — U), o U est
I’amplitude du déplacement imposé et F' I'effort correspondant. Nous considérons
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les vides et les inclusions dures dans la matrice élasto-plastique (voir la Figure 4.3)
dans un échantillon carré de 1 x 1 a 8 x 8 inclusions.

Un comportement particulier est observé pour le test déviatorique sur le compo-
site aux inclusions dures, qui est dii au rangement régulier des hétérogénéités et au
choix du modéle de Von Mises pour la matrice, dont le seuil n’affecte que la partie
déviatorique de la contrainte. Malgré la plastification de la matrice, le comportement
macro reste quasi-élastique. Dans la distribution des contraintes nous observons, que
la partie déviatorique est plus importante dans les inclusions et la partie sphérique
dans la matrice. Dans ce cas, la réponse ne dépend pas du type d’interface.

Néanmoins, dans les tests déviatorique et sphérique, ou les CAL sont homo-
génes, les résultats s’accordent bien avec les predictions théoriques sur les bornes
supérieures et inférieures, établies d’abord pour un comportement élastique linéaire
(voir [44]) et vérifiees numériquement aprés pour le comportement élasto-plastique
(voir par exemple [52], [51]). Dans [44]| Pauteur a démontré que la réponse élastique
globale en tant qu'un module élastique, C', obéit a ’hiérarchie de bornes suivante,

CPP(V!) < CPP(V) < CIT < O (V) < CPP(V'); VIC Y, (4.40)

ou C%P(V) signifie la raideur apparente, obtenue sur le volume V' avec les CAL
homogeénes en contrainte et C3" (V') avec les CAL homogenes en déplacement (dé-
formation). D’aprés ces résultats théoriques, la raideur apparente pour les CAL en
effort représente la borne supérieure de la raideur effective défini sur un VER (vo-
lume élémentaire représentatif). De méme, la raideur apparente pour les CAL en
déplacement représente la borne inférieure. L’écart entre les bornes supérieures et
inférieures converge vers zéro lorsque la taille de ’échantillon tend vers le VER et
les raideurs apparentes supérieure et inférieure vers la raideur effective.

Méme si les bornes étaient initialement établies pour le comportement élastique
linéaire (voir [44]), elles sont confirmées pour un comportement élasto-plastique
sous les CAL homogénés, en déplacement ou/et en effort. Dans ces deux types
d’études (voir par exemple [52], [51]), les auteurs se sont principalement intéressés
a l'estimation du module macro effectif, utilisé dans le cadre de I’homogénéisation
classique (voir par exemple [8]), ot la variation des champs macroscopiques est
toujours supposée nulle sur 1I’échantillon microscopique considéré. Cette premiére
partie d’analyse permettant de valider les résultats théoriques sur les bornes pour
les CAL homogénes, en déplacement ou en effort, la deuxiéme partie porte sur les
CAL non-homogeénes du type flexion, ou les résultats classiques sur les bornes ne
s’appliquent plus, mais ol notre modéle n’a pas du tout besoin d’étre modifié par
rapport au cas homogéne.

Plus précisément, dans la stratégie de I’lhomogénéisation numérique proposée ici,
la variation des contraintes et des déformations n’est pas forcément nulle sur 1’élé-
ment représentant la microstructure. Ce genre de bornes n’est alors plus applicable
pour les CAL de type flexion, que nous utilisons ici (voir la Figure 4.6). Dans ce cas
particulier, les moyennes de la déformation et de la contrainte dans le volume sont
nulles et la réponse F'— U ne concerne que les gradients des deux champs, de dépla-
cement et d’effort. Une convergence de la réponse macro est également observée en
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Fig. 4.5 - F—U diagrammes pour la matrice avec les vides (& gauche) et les inclusions
dures (& droite). Trois types de conditions aux limites sont imposées : sphérique (en
haut), déviatorique (au milieu) et flexion (en bas). Pour chacun, nous comparons les
formulations de l'interface, en déplacement (disp b.i.) et en effort (force b.i.) pour
de tailles différentes de la microstructure encadrée.
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augmentant le nombre d’inclusions. Par contre, les bornes de méme type que celles
dans (4.40) ne sont pas applicables. Cela veut dire, que la réponse par 'interface en
déplacement n’est pas toujours plus raide que la réponse par I'interface en effort,
comme pour les CAL homogénes, mais qu’en augmentant le nombre d’inclusions par
cellule, nous obtenons une réponse unique pour les deux types d’interface.

VIDES
Sphérique

—— Disp. b.i. —— Disp. b.i.

*-  Force b.i. 1100 *-  Force b.i.

, . .
Déviatorique
W D
25000 6000
A e G
———
20000 X oo
*
. .
N 4000 .
15000
000 *
10000
) —— Disp. b.i. 2000 —— Disp. b.i.
E
5000 +- Force b.i. 1000 ; +- Force b.i.
V
nxn nxn
Wl 2w X3 4xd %5 Wl e 33 dx 555
Flexion
W D
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15000 4000
00 * " 3000
10000 * N
—— Disp. b.i. g . —— Disp. b.i.
2000 *
5000 - Force b.i. - Force b.i.
1000)
nxn nxn
1xl 2x2 3x3 dxd 55 1x1 2x2 3x3 4x4 5%5
Travail Dissipation

Fig. 4.6 — Taux de convergence du travail externe et de la dissipation en augmentant
le nombre des inclusion par échantillon pour la matrice poreuse.

Le taux de convergence du travail externe et de la dissipation plastique par rap-
port a I’augmentation du nombre des inclusions dans I’élément macro sont présentés
dans les Figures 4.6 (vides) et 4.7 (inclusions dures). Nous observons que, dans tous
les cas, les deux types de CAL convergent vers la méme valeur du travail externe et
de la dissipation plastique.
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Fig. 4.7 — Taux de convergence du travail externe et de la dissipation en augmentant
le nombre des inclusion par échantillon pour la matrice avec inclusions dures.

4.4 Implantation de I'algorithme pour le calcul paralléle

4.4.1 Introduction

L’algorithme que nous proposons dans le chapitre 4.2 pour la résolution des
problémes multi-échelle est trés bien adapté a une architecture parallélisable du
code de calcul. Cette propriété souhaitable provient de la séparation des échelles et
de la localisation des analyses sur les sous-domaines micro.

Par I’approche séquentielle, nous résolvons les équations micro en gardant les va-
riables macro fixes et puis nous corrigeons ces derniéres en utilisant les solutions mi-
cro, ces deux étapes étant alternées jusqu’a convergence. Dans I’étape macro, toutes
les variables sont couplées entre elles et nous choisissons de les résoudre monolithi-
quement par élimination de Gauss. Par contre, I’étape micro consiste en plusieurs
analyses indépendantes, dont le nombre est exactement égal au nombre d’éléments
macro. Elles peuvent alors étre résolues simultanément sur plusieurs processeurs.

Pour les analyses EF nous utilisons le logiciel FEAP (Finite Element Analysis
Program), développé a I’Université de Californie, Berkeley, Etats-Unis. Ce code est
un code d’EF classique et ne permet pas a priori de réaliser des analyses multi-
échelle comme celle, que nous proposons dans ce travail. Des points importants
sur des aspects nécessaires a I'implantation sont mis en avant dans le sous-chapitre
suivant.
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Les deux instances de FEAP, micro et macro, qui se trouvent normalement sur
deux processeurs différents, sont liées a travers l'interface CTL (Communication
Template Library). Ce logiciel gére toute la communication entre I'instance de FEAP
macro et les instances de FEAP micro, connectés a travers un réseau informatique.
Le code CTL est développé a I’Université de Braunscweig, en Allemagne.

L’architecture du calcul, correspondant exactement a 1’algorithme de résolution
(voir la Figure 4.1) est présentée schématiquement dans la Figure 4.8.

] [
.. . = =

microl  micro 2 micro N, — 1 micro N

Fig. 4.8 — Schéma de la distribution des taches micro sur les différents processeurs.
La bibliothéque CTL gére la communication entre 'instance du code FEAP macro
et les instances FEAP micro.

4.4.2 Code I’EF : FEAP

Le logiciel I’EF FEAP (Finite Element Analysis Program) est désigné princi-
palement pour une utilisation dans la recherche, ou/et dans les applications, ot on
a besoin de modifications fréquentes afin d’aborder un domaine de problémes nou-
veaux (voir [92]). Il permet de définir un modéle d’EF, la construction d’algorithmes
de résolution, le post-traitement numérique et graphique des résultats. L’étape de
la résolution est construite en utilisant le concepte du langage de commandes, per-
mettant a I'utilisateur d’adapter la stratégie de la résolution a ses besoins. Ce code
donne la possibilité de définir des nouvelles définitions de lois de comportement, de
formulations d’éléments et aussi de rajouter nos propres instructions au langage de
commandes.
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Ci-dessous nous présentons le contenu de la partie sur 'algorithme de résolution
d’un fichier de données type pour le FEAP macro. La communication avec les pro-
cessus FEAP micro se met en place a travers les instructions : "sznj,dt" copie la
valeur de I'incrément du temps, "sznj,tim" incrémente le temps et "sznj" lance les
calculs en paralléle avec les valeurs UM actuelles. Cette derniére instruction permet
la parallélisation. Une fois les calculs lancés, les résultats sont attendus au niveau de
la sous-routine définissant 1’élément fini, lors de I"assemblage des vecteurs de résidu
et des matrices de raideur par l'instruction "tang,1".

algorithme de résolution : FEAP MACRO
dt,, At . . . définition de l'incrément de (pseudo)temps
sznj,dt . . . transmission de I'incrément aux FEAP micro
loop,, N1ine - - . boucle sur les incréments de temps
time . . . incrémentation du temps
sznj,tim . . . incrémentation du temps sur les FEAP micro
loop,, My jter - . . itérations macro
sznj . . . lancer les calculs sur les FEAP micro en paralléle = UM,
tang,l . .. récupérer les résultats micro <= R% |, K¢,
et correction de UM | par la méthode de Newton
next . . . fin des itérations macro
next . . . fin des incrémentations de temps

Dans chaque processus micro nous résolvons le probléeme d’EF pour les valeurs
nodales données de I’élément correspondant. La partie la plus importante a rajouter
au FEAP de base était la couche du calcul des multiplicateurs de Lagrange, A. L’al-
gorithme de résolution micro pour le FEAP est présenté ci-dessous. Les instructions
rajoutées sont les suivantes : "zace" attribue la mémoire aux tableaux concernant des
multiplicateur de Lagrange, "lagm,mae" et "lagm,maf" assemblent les projecteurs
E et F (voir ’équation (4.18)), "lagm,tan" construit la matrice tangente, "lagm,for"
forme le résidu a partir des déplacements macro, UM, appartenant aux nceuds de
I’élément correspondant et "lagm,sol" corrige la valeur de A par la méthode de New-
ton. L’instruction "expo" communique le résultat en terme des valeurs du résidu et
de la raideur, R ,, K&, |, au FEAP macro & travers I'interface CTL.
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algorithme de résolution : FEAP micro

zace . . . attribution de la mémoire aux champs rajoutés
lagm,mae . . . assemblage de la matrice de projection E, I’équation (4.18)
lagm,maf . . . assemblage de la matrice de projection F', I’équation (4.18)
loop,, My jter - - . itérations de compatibilité micro-macro

inpu . . . définir les CAL en effort avec les valeurs, A,

loop,, M., iter . . . itération micro

tang,1 . .. correction de U] ; par la méthode de Newton
next . . . fin des itérations micro
lagm,tan . . . construction de la matrice tangente, D/(\k)

lagm,for . . . construction du résidu, }N?,(Ak) —= UM,
lagm,sol . . . correction de A, ; par la méthode de Newton
next . . . fin des itérations de compatibilité
expo . . . sortir le résidu et la raideur = R% |, K.,

Nous rappelons que dans le cas de l'interface en déplacement, la résolution des
multiplicateurs de Lagrange n’est pas nécessaire. Le probléme micro est dans ce cas-
l1a complétement déterminé par les déplacements macro, UM. Ainsi, la couche de
I'itération de compatibilité disparait entiérement du schéma ci-dessus. Par contre,
nous devons formuler la condensation statique des degrés de libertés micro dans
I'instruction "expo".

4.4.3 Distribution de processus par CTL

CTL (Communication Template Library) est I’outil informatique permettant de
réaliser la communication entre le processus FEAP macro et les processus FEAP
micro (voir [75]). C’est un environment de programmation qui sert aux applications
du calcul distribué dans un sens général. Il permet de définir une nouvelle instance
de simulation sans devoir changer ni recompiler la bibliothéque. Le code est basé sur
I’allocation dynamique des sous-routines. Ces sous-routines sont déclarées en avance
en gardant une forme assez générale pour permettre des applications tres diverses.
De cette maniére 'instance du FEAP macro peut appeler les sous-routines définies
dans CTL sans vraiment savoir ce qui se cache derriére. Ces sous-routines doivent
étre définies au niveau du FEAP micro et peuvent étre changées et recompilées
indépendamment du FEAP macro.

Les aspects de la communication par le réseau de différents processus sur les dif-
férents processeurs (ordinateurs) sont complétement cachés a I'utilisateur. Plusieurs
protocoles de communication comme MPI, PVM ou la prise direct, peuvent étre
utilisés.

102



4.5. Exemples d’analyse micro-macro

4.5 Exemples d’analyse micro-macro

4.5.1 Introduction

Dans cette partie nous étudions plusieurs exemples d’analyse multi-échelle. D’abord,
nous examinons la précision de notre approche pour chacune de formulation de I'in-
terface dans un probléme suffisamment petit, ot la solution complétement micro
est accessible. Des exemples plus grands sont abordés par la résolution micro-macro
simulant une flexion trois points dans le domaine non-linéaire. Dans ces exemples,
le rapport entre la dimension de la structure et celle de I'inclusion est ~ 100 et peut
correspondre aux cas réels (par exemple, une structure en béton de 1m et la taille
du granulat de lem).

Dans toutes les analyses nous nous restreignons aux matériaux a& une micro-
structure biphasique réguliére. La matrice obéit toujours au comportement élasto-
plastique de Von Mises, les types de comportement des inclusions sont : i) élastique
isotrope, faible raideur, ii) élastique isotrope, trés raide et iii) endommageable.

Dans I’analyse de I'essai de flexion trois points pour une matrice élasto-plastique
contenant des inclusions endommageables, nous proposons de combiner le modéle
macroscopique introduit dans le chapitre 3.3, identifié dans le chapitre 3.3.10 et
reformulé en contrainte en 3.4

Afin d’observer la sensibilité de la réponse de la structure a la nature aléatoire des
comportements des phases, nous faisons une analyse Monte-Carlo en supposant une
distribution Gaussienne des seuils de plasticité dans la matrice et d’endommagement
dans les inclusions.

4.5.2 Comparaison avec l'analyse entierement micro

Nous examinons I"approche multi-échelle proposée sur une structure hétérogéne
simple, montrée Figure 4.9. La structure est complétement encastrée d'un coté et
soumise aux déplacements ou aux efforts imposés de I'autre coté.

Puisque I’échantillon contient un nombre relativement modeste d’inclusions, nous
pouvons utiliser le modéle d’EF micro sur la structure entiére afin de comparer ces
résultats avec ceux obtenus par la stratégie micro-macro en prenant des maillages
macro différents. Nous utilisons trois maillages macro : 2 x 1, 4 X 2 et 8 X 4, qui
correspondent aux nombres d’inclusions par élément macro suivants : 4 x 4, 2 X 2 et
1 x 1 (voir la Figure 4.15).

La réponse des différentes approches est comparée sur la base du travail externe
et de la dissipation plastique, comme dans le sous-chapitre précédent. D’abord nous
faisons des tests sur une matrice quasi-poreuse, ot les inclusions ont une trés faible
raideur. Les résultats pour ce matériau sont montrés Figure 4.12 pour les CAL en
déplacement et pour les CAL en effort. Pour ce dernier cas, les distributions de la
contrainte déviatorique sont présentées dans la Figure 4.11. Les mémes tests sont
évalués pour la matrice avec inclusions dures et les résultats présentés Figure 4.13.

Globalement tous les modéles micro-macro s’approchent des valeurs de référence,
calculées avec le modéle micro complet. La seule exception concerne l'interface en

103



4.5. Exemples d’analyse micro-macro

/e

VTS

Fig. 4.9 — Structure hétérogéne avec les CAL distribuées linéairement sur le bord a
droite et complétement encastrée a gauche. Les deux cas, déplacement imposé et de
Ieffort imposé, sont considérés dans I’analyse.

modéle 4 x 4

modéle 2 x 2

modéle 1 x 1

Fig. 4.10 — Trois types différents de modéles d’EF macro pour la méme structure :1 x
1,2x2,4x4.

effort pour une seule inclusion (1 x 1) dans un élément macro. Cela n’est pas sur-
prenant, car déja dans les tests avec un seul domaine micro, ce modeéle illustre un
comportement beaucoup plus souple que les autres.

Néanmoins, il est remarquable que dans toutes les situations considérées, I'inter-
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MATRICE POREUSE
EFFORT MACRO IMPOSES

. (s Absolute value of the
solution MICRO de référence ovaton e

1.12E+06
6.43E406
1.17E+07
1.70E+07
2.24E+07
2776407
3.30E+07
3.83E+07
4.36E+07
4.89E+07
5.42E+07
5.95E+07
6.48E+07
Min = 1.12E+06
Max = 6.48E+07
Time = 1.00E400

lacement Interfa

Interface

Interface en effort Interface en effort

Interface en déplacement

Fig. 4.11 — Isovaleurs de la contrainte effective, v/devo : devo. Nous comparons la
solution micro de référence avec les solutions micro-macro avec 1 x 1, 2 x 2 et 4 x 4
inclusions par un élément macro pour les deux types d’interface, en déplacement ou
en contrainte.
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Matrice poreuse
déplacement macro imposé

W Dp
5000 800

4000

—  Effort

3000 +  Depl.

400 = Micro sol.

2000
——  Effort

*  Depl. 200

1000 = Micro sol.

nxn nxn

1x1 2x2 ax4 1x1 2x2 4x4

effort macro imposé

W Dp
3000 300

—  Effort

1500 s m 150 a.  Micro sol.

* —  Effort

«  Depl.

500 - Micro sol. 50 * *

1x1 2x2 4x4 1x1 2x2 4x4

Travail externe Dissipation plastique

Fig. 4.12 — Valeurs du travail externe et de la dissipation plastique pour les diffé-
rentes discrétisations micro-macro, comparées avec la solution entiérement micro.
L’élément macro contient 1 X 1, 2 X 2 ou 4 X 4 inclusions.

face en effort correspond a une sorte de borne inférieure et I’interface en déplacement
a une borne supérieure par rapport au travail externe. Cette propriété est caracté-
ristique aussi par rapport a la dissipation plastique, mais seulement pour la matrice
poreuse.

De plus nous pouvons remarquer que l'interface en déplacement rend le modéle
moins sensible a la taille du sous-domaine micro, mais en méme temps donne un
résultat beaucoup moins précis que l'interface en effort pour certaines situations,
comme celle de la matrice avec inclusions dures soumise aux efforts imposés, ou la
dissipation est mal représentée (voir la Figure 4.13).

Dans toutes les analyses nous observons la convergence quadratique pour un
incrément de pseudo-temps suffisamment petit, typique pour la méthode de Newton
que nous utilisons. Des taux de convergence caractéristiques de nos analyses sont
présentés dans le Tableau 7.
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Matrice avec inclusions quasi-rigides
déplacement macro imposé

6000

S000§ . -

4000

——  Effort 300 / " Depl.

3000 .
*- Depl. . = Micro sol.

- Micro sol. 200 *

2000

1000 100

nxn nxn
1x1 2x2 4x4 1x1 2x2 4x4

3000
—  Effort
* Depl. 300
20 —  Effort
2000 - Micro sol. - o
200 * * | +  Depl.

®  Micro sol.

1000

100

nxn nxn
1x1 2x2 4x4 1x1 2x2 4x4

Travail externe Dissipation plastique

Fig. 4.13 — Valeurs du travail externe et de la dissipation plastique pour les diffé-
rentes discrétisations micro-macro, comparées avec la solution entiérement micro.
L’élément macro contient 1 x 1, 2 X 2 ou 4 x 4 inclusions.

Macro iter. | Energie du résidu Macro | Micro iter. | Energie du résidu micro
1 1.96 x 10° 4.34 x 104
6.70 x 100
3.16 x 10~7
8.19 x 10—22
1.55 x 108
2.30 x 10°
7.53 x 1073
1.86 x 10— 14
9.34 x 103
2.61 x 10~3
6.94 x 10— 14
6.06 x 100
1.93 x 1010
6.22 x 10~ 3
2.80 x 10—6
3 5.54 x 10—20

Tableau 7. Taux de convergence global et local pour ’analyse micro-macro en
élasto-plasticité pour un essai de la flexion trois points.

—_

2 2.11 x 10%

3 8.61 x 109

4 7.75 x 10°°

5 7.45 x 10~17

N =R = N =R W N =AW

4.5.3 Flexion trois points : matériau poreux

Nous considérons dans cette partie une structure hétérogéne du méme type que
celle présentés dans la partie précédente, mais avec un écart entre les échelles beau-
coup plus grand (voir la Figure 4.14). Dans cet exemple nous supposons un rapport
entre la dimension de la structure et la taille de I'inclusion d’environ ~ 100, ce qui
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4.5. Exemples d’analyse micro-macro

est proche d’'un cas réel (par exemple, une structure de 1m et la taille du granulat
lem). Afin de pouvoir décrire le comportement d’une telle structure a 1’échelle fine,
nous avons besoin d’au moins 500 000 degrés de liberté (voir la Figure 4.15). Les
calculs aussi gros sont difficilement réalisable sur un seul processeur. Dans nos ana-
lyses nous utilisons 10 processeurs Pentium III ou IV sous la plateforme Linux. Le
temps d’utilisateur correspondant a une telle analyse est de 3 — 4 heures.

U
P

A A A A

Fig. 4.14 — Structure hétérogéne dans un essai de la flexion trois points, piloté en

déplacement.

2% 2 ou o4 x4
inclusions inclusions

/ N\

Fig. 4.15 — Trois types différents de modéles d’EF macro pour la méme structure :1 x
1,2x2,4x4.

Nous étudions d’abord une structure & matrice quasi-poreuse pour des combi-
naisons différentes des maillages macro et des tailles d’inclusions. La structure est
soumise a une flexion trois points, ou le déplacement imposé est reparti sur une
longeur représentant un huitiéme de la longeur totale (voir la Figure 4.14). Elle est
modélisée par 8 x 4 ou 16 x 8 éléments finis macro. Dans chaque élément macro nous
représentons la microstructure réguliére par 1 x 1, 2 x 2 ou 4 x 4 inclusions (voir la
Figure 4.15).
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D’aprés les résultats obtenus sur un seul domaine micro (dans le chapitre 4.3.4),
les réponses doivent converger pour un maillage macro donné pour les deux types
d’interfaces. D’autre part, le raffinement du maillage macro en gardant le méme
nombre d’inclusions dans chaque maille, doit aussi mener a une meilleure conver-
gence par rapport aux quantités observées. Par conséquent, en combinant les deux
raffinements du modéle, les deux types d’interfaces convergeraient également. Par
contre, en changeant la taille de la maille macro et le nombre d’inclusion corres-
pondant indépendamment, on ne résout plus le méme probléme mécanique, ou les
dimensions de la structure et des inclusions sont fixes. Néanmoins, cette analyse
sert a vérifier si la convergence est obtenue comme attendue et quel type d’interface
converge le mieux.

Matrice quasi-poreuse : flexion 3 points

type d’interface | no. d’él. macro | no. d’inclusions W DP
dép 8 x 4 1x1 4.261 10* | 2.565 10*
dép 8 x4 2% 2 3.813 10* | 2.222 10*
eff 8 x 4 4 x 4 3.090 10* | 1.799 10*
eff 16 x 8 4 x 4 2.968 10* | 1.695 10*
eff 8 x 4 2 x 2 2.835 10* | 1.617 10*
eff 8 x 4 Ix1 2.171 10* | 0.961 10*

Tableau 8. Valeurs du travail externe et de la dissipation plastique pour des
maillages macro, 8 x 4 et 16 x 8, avec un nombre différent d’inclusions par
maille, 1 x 1, 2 x 2 et 4 X 4.

Les valeurs du travail externe et de la dissipation plastique, obtenues par de
différents modéles macro et micro sont présentés dans le Tableau 8. Dans ces résul-
tats, les valeurs obtenues par I'interface en déplacement sont strictement supérieures
aux résultats obtenus par l'interface en effort. Nous pouvons aussi en conclure un
meilleur taux de convergence pour 'interface en effort. De plus, nous avons remar-
qué que la résolution des équations non-linéaires par la méthode de Newton (voir
le chapitre 4.2) dans le cas de l'interface en déplacement convergeait moins bien et
exigeait un incrément de temps a peu prés deux fois plus petit.

Dans la Figure 4.16, nous présentons la convergence du raffinement des modéles
macro et micro par rapport au comportement effort-déplacement, les valeurs de
leffort, F', et du déplacement, U, étant définis en fonction des moyennes sur la
surface des déplacements imposés (voir la Figure 4.14).

Figure 4.17 nous présentons le méme genre de courbes, F' — U, pour ses modéles
différents, les dimensions de la structure et de la taille des inclusions étant données,
c¢’est-a-dire pour 16 x 32 inclusions dans la structure. Nous observons une importante
influence du maillage macro. En prenant compte des résultats sur la convergence des
réponses en fonctions du nombre d’inclusions par élément macro (voir le chapitre
4.3.4), ou nous avons constaté que la qualité du résultat n’est pas trés différente si
I’on prend 2 x 2 ou 4 x 4 inclusions par élément macro, les résultats Figure 4.17 sont
plutot en faveur du maillage macro avec 16 x 8 éléments. Il semble que le maillage
avec 8 X 4 éléments ne représente pas suffisament bien les variations des champs a
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Matrice quasi-poreuse : flexion 3 points

F
80000 1*

60000
40000 et
. . r's 4 * — J 2
kT

20000 . t* - .”J,’—l*’i T A Dep-M4x8-mlx1l
’,-0;‘/* R ¢ Dep-M8x16-méx4
*,w'/:/l’/ 1 * Eff-M8x16-mdx4
e > - Eff-M4x8-mlx1l

U
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007

I

Fig. 4.16 — Convergence des courbes effort-déplacement en raffinant le maillage ma-
cro et en diminuant la taille des inclusions. Les résultats sur deux bornes sont pra-
tiquement convergés pour le maillage raffiné. Les bornes supérieure (formulation en
déplacement) et inférieure (formulation en effort) désignées par les fleches 1 corres-
pondent au maillage macro de 8 x 4 éléments avec 1 x 1 inclusion par élément et
celle désignées par les fleches 2 au maillage macro de 16 x 8 éléments avec 4 x 4
inclusions par élément.

I’échelle macro. Néanmoins, lors du calcul micro-macro on devrait s’assurer que les
modéles aux échelles macro et micro soient assez fins.

4.5.4 Approche combinant les modéles micro et macro

Nous reprenons ’exemple étudié dans la partie 4.5.3 et remplacons les pores par
des inclusions endommageables, en gardant la méme géométrie de la microstructure
(voir la Figure 4.14), discrétisée de maniére identique (voir la Figure 4.15). Les
propriétés des phases sont supposées les mémes que dans le chapitre 3.3.10, ou
nous avons identifié le modéle macroscopique pour ce type de microstructure. Le
comportement du modéle macroscopique, déja vérifié dans les chapitres 3.3.11 et
3.4.4, peut ainsi étre testé pour un essai de flexion trois points.

D’abord, dans la Figure 4.19, nous tracons la courbe F' — U pour le probléme
avec 16 x 32 inclusions, appliquant des maillages macro, 8 x 4 (4 x 4 inclusions par
maille) et 16 x 8 (2 x 2 inclusions par maille). Contrairement & ce que nous avons
trouvé pour la matrice quasi-poreuse (voir la Figure 4.17, la réponse F' — U pour ce
type de matériau dépend moins du maillage macro. Cela est surtout valable pour
Iinterface en effort, qui est presque insensible au maillage macro utilisé. Alors, nous
pouvons supposer qu’elle donne le résultat exacte.

Les approches micro-macro, en déplacement et en effort, nous permettent de tes-
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Matrice quasi-poreuse : flexion 3 points

F
50000

maillage macro 8 x 4

40000

.

30000
maillage macro 16 x 8
20000 ik
/-,.{ll Dep-M4x8-midx4

Eff-M4x8-mdx4
Dep-M8x16-m2x2
Eff-M8x16-m2x2

10000

Nt e

U
0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007

Fig. 4.17 — Comparaison des courbes effort-déplacement pour des maillages macro
et des tailles d’inclusions différents. Chaque courbe appartient a une solution du
méme probléme mécanique, avec 16 x 32 inclusions dans la structure (voir la Figure
4.14). Les deux maillages macro avec 8 x 4 et 16 x 8 éléments donnent une réponse
assez différente.

ter la précision du modéle macroscopique, qui est identifié au chapitre 3.3.10, pour
I’essai de flexion trois points. Nous pouvons utiliser le modéle macro dans la struc-
ture entiére ou seulement dans une partie, en gardant une représentation fine de la
microstructure seulement dans les zones a fort gradient des contraintes. L’approche
combinant la représentation micro et macro est présentée schématiquement Figure
4.21.

Par rapport a la courbe effort-déplacement Figure 4.20, les valeurs du travail
externe et de la dissipation plastique, nous observons une trés bonne correspon-
dance avec les résultats de I’approche micro-macro en effort. Un désaccord des deux
approches est trouvé par rapport a la méthode multi-échelle en déplacement. Néan-
moins, a partir du fait que la réponse de ’'approche micro-macro est quasiment
insensible au choix du maillage macro, nous estimons que la solution multi-échelle
en effort est plus précise. En gardant ’approche par l'interface en effort dans les
parties de la structure, ot on attend une accentuation des phénoménes anélastiques,
tout en gardant le modéle macro ailleurs, la réponse est presque identique a celle
avec une représentation micro partout.

Dans le Tableau 9 nous pouvons établir que le modéle macro représente mal le
phénoméne d’endommagement, ce qui a déja été observé dans les chapitres 3.3.10,
3.3.11 et 3.4.4. Cela est vrai aussi, mais moins, pour le modéle combinant les re-
présentations micro et macro (voir la Figure 4.21). Evidemment, la structure s’en-
dommage aussi dans les régions, ou le gradient macroscopique de la contrainte est
relativement faible, mais en gardant un comportement macro quasi-linéaire.
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Matrice quasi-poreuse : flexion 3 points

STRESS 4 STRESS 4

2.65E+08 2.61E+08
9.48E+08 9.18E+08
1.63E+09 1.57€+09
s

2.32E+09 2.23E+09

3.00E+09 2.89E409
3.68E+09 3.54E+09

Sy 4.37E409 4.20E+09

5.05E+09 4.86E+09

5.73E+09 5.51E+09

6.42E+09 6.17E409
7.10E+09 6.83E+09

7.78E+09 7.48E+09
8.47E+09 8.14E+09
Min = 2.65E+08 Min = 2.61E+08
Max = 8.47E+09 Max = 8.14E+09
Time = 1.00E+00 Time = 1.00E+00

Fig. 4.18 — Isovaleurs de la partie déviatorique de la contrainte pour le méme maillage
macro et deux compositions différentes de la microstructure, 2 x 2 inclusions (a
gauche) et 4 x 4 inclusions (a droite).

Matrice avec inclusions endommageables : flexion 3 points

modéle W DP DA
Dép 1.053 10° | 0.419 10° | 180
Eff 0.996 10° | 0.458 10° | 183
Eff-Mac | 0.990 10° | 0.453 10° | 131
Mac 0.931 10° | 0.396 10° | 94

Tableau 9. Comparaison des valeurs du travail externe, de la dissipation plastique
et de la dissipation d’endommagement, obtenues par les modéles : i) micro-macro
en déplacement (Dép) ii) micro-macro en effort (Eff) iii) macro (Mac) et iv) macro
combiné avec micro-macro (Eff-Mac).

4.5.5 Comportement aléatoire des phases

Dans cette partie nous faisons des tests de flexion trois points d’'une maniére
similaire aux analyses précédentes, sauf que nous introduisons un aspect aléatoire
pour les comportements de la matrice et des inclusions. L’objectif de cet exemple
est d’estimer I'influence d’un comportement aléatoire sur la réponse de la structure
en terme de travail externe, de la dissipation plastique et de la dissipation d’endom-
magement. Nous effectuons les analyses avec la méthode micro-macro a interface
en effort. L’approche structurée du filtrage par points de Gauss en contrainte (voir
le chapitre 3.5) est choisie pour la représentation du comportement micro (voir la
Figure 4.22). Cette approche est la plus efficace pour ce type de matériaux.

Dans le comportement des phases, seuls les seuils sont considérés comme aléa-

toires. Nous supposons que leur distribution suit une répartition Gaussienne avec
Vary, Vm"af

<oy> <or>
cet%ce derni({re étant égale aux valeurs utilisées dans le sous-chapitre précédent. De
plus, nous supposons que les valeurs de saturation dépendent directement des seuils
initiaux, oy = 20, et 0y = 20;. Les variables stochastiques o, et o sont considé-
rées comme parfaitement corrélées a l'intérieure d’une cellule, ce qui veut dire que
le seuil de la plasticité y est le méme partout et le seuil d’endommagement le méme
dans toutes les inclusions, lui aussi. Par contre, les paramétres d’une cellule sont

= 0.2, ot Var, signifie I'écart type et < - > la moyenne des seuils,
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Matrice avec inclusions endommageables : flexion 3 points
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Fig. 4.19 — Comparaison des courbes effort-déplacement pour les maillages macro
et les tailles des inclusions différents. Chaque courbe appartient a une solution du
méme probléme mécanique, avec 16 x 32 inclusions dans la structure (voir la Figure
4.14).

Matrice avec inclusions endommageables : flexion 3 points

F

200000 |
—4—N
R - A
Yo mdea
150000 | e Sy
xx
x
Tk
Ly
100000 | K
7z
/*/ A Dep-M8x16-m2x2
/*/ ¢ Eff-M8x16-m2x2
s
50000 | * u Eff-Mac-8x16
. -k Mac - 8x1l6
2
74
U

0.0025 0.005 0.0075 0.01 0.0125 0.015

Fig. 4.20 — Comparaison des courbes effort-déplacement pour les modéles : i) micro-
macro en déplacement (Dep) ii) micro-macro en effort (Eff) iii) macro (Mac) et iv)
macro combiné avec micro-macro (Eff-Mac).

complétement decorrélés avec les paramétres des cellules voisines.

Nous avons fait 105 analyses de 'essai de flexion trois points, dont les résul-
tats sont présentés dans le Tableau 10 en terme de distributions probabilistes des
quantités observées. Malgré un écart type relatif important des seuils (= 20%), les
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Matrice avec inclusions endommageables : flexion 3 points
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Fig. 4.21 — Modélisation d’une structure hétérogéne par un modéle combinant les
représentations microscopique et macroscopique. Dans les zones a fort gradient
de contrainte (la région rayée) nous introduisons un maillage fin tenant compte
de la microstructure exacte. Ailleurs, nous appliquons le modéle élasto-plastique-
endommageable présenté au chapitre 3. Les solutions locales dans les deux éléments
sont comparées avec les champs moyennés dans toute la structure. De plus, les zones
les plus plastifiées et endommagées sont montrées dans les deux éléments choisis.
Dans I’élément sollicité principalement en compression 'endommagement n’est pas

activé.
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L 2% 2
inclusions

8 x4 /
éléments

Fig. 4.22 — Modéle pour la structure hétérogéne, ot les seuils anélastiques des phases,
plastique et endommageable, sont aléatoires et obéissent a une distribution Gaus-
sienne. La microstructure est représentée par le modéle structuré du filtrage par
points de Gauss en contrainte (voir le chapitre 3.5). 2 X 2 inclusions sont considérées
dans chaque élément macro.

résultats ont un écart type beaucoup plus petit (4% pour le travail externe et la
dissipation plastique et 10% pour la dissipation d’endommagement). De plus, le pic
de la distribution correspond a peu prés a la moyenne, qui elle-méme s’accorde bien
avec les valeurs obtenues par les moyennes de la distribution des paramétres.

Nous pouvons alors conclure que la nature stochastique des seuils anélastiques des
différentes phases influence relativement peu les quantités énergétiques observées.

Etude probabiliste : flexion 3 points

moment statistique W Dr D¢
<> 0.995 10° | 0.472 10° | 207
Yare) 0.042 0.043 | 0.097
Tableau 10. Valeurs de la moyenne, < - > et de I'écart type relatif, Vg('), pour

le travail externe, W, la dissipation plastique, DP, et la dissipation d’endommage-
ment, D?. Les valeurs correspondent bien aux valeurs obtenues par la moyenne des
paramétres de seuils : W = 0.990 10°, D? = 0.456 10° et D¢ = 204.

4.5.6 Vers une stratégie multi-échelle adaptative

Le principe variationnel utilisé dans la formulation de I'interface entre les échelles
(voir la partie 4.2) laisse en principe beaucoup de liberté dans le choix de l'espace
d’interpolation des multiplicateurs de Lagrange. Nous considérons dans la partie 4.3
les deux cas extremes, la formulation en déplacement et la formulation en effort.

Les exemples numériques présentés dans le sous-chapitre 4.5 nous apprennent
qu’aucun des deux choix n’est meilleur que I'autre pour toutes les situations, de
comportement des phases et des CAL macro différents, si les phénoménes fortement
anélastiques sont activés. Toutefois, cela s’explique bien parce que chaque approche,
en déplacement ou en effort, part de 'hypothése qu’'un des champs est linéaire par
segment sur la surface de l'interface, que ce soit le déplacement ou l'effort. Ces
hypothéses sont en général fausses et cela dépend fortement de la situation parti-
culiére si I'un est plus justifié que 'autre. Par exemple, pour le test de flexion trois
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4.5. Exemples d’analyse micro-macro

Distribution probabiliste pour la flexion trois points

Travail externe

85000 90000 95000 100000 110000

Dissipation plastique Dissipation d’endommagement

2000 45000 48000 52000 140 164 192 221

Fig. 4.23 — Distributions du travail externe, de la dissipation plastique et de la dissi-
pation d’endommagement pour une distribution Gaussienne des seuils anélastiques.

points, l'interface en effort semble mieux adaptée, mais l'interface en déplacement
peut dominer un exemple ot les CAL macro sont différents.

Néanmoins, les deux hypothéses ne sont pas tout a fait symétriques, puisque
dans l'interface en effort, les efforts sont effectivement linéaires sur le bord, mais ils
ne sont pas forcement continus d’un sous-domaine micro a 'autre. Ils le sont, par
contre, dans les situations des distributions de contrainte linéaires, voire constantes.
En méme temps la continuité dans le sens faible des déplacements est établie. Alors
que dans 'autre formulation de l'interface, les déplacements sont linéaires au bord
d’un sous-domaine et continues par rapport au sous-domaine voisin, mais aucune
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4.5. Exemples d’analyse micro-macro

condition soutenant la continuité des efforts n’est mise en place et cette formulation
n’est pas capable de représenter les champs de contrainte linéaires ou constants
d’une maniére exacte. La différence entre la formulation en déplacement et en effort
est similaire a celle entre la formulation d’un élément fini en déplacement et en
contrainte dans le cadre de la MEF classique (voir le chapitre 3).

Cependant, nous pensons que la formulation de I'interface micro-macro peut
étre améliorée en trouvant une bonne alternative entre I’approche en déplacement
et en effort. D’une part une amélioration pourrait étre envisagée en restant dans le
méme cadre de la discrétisation des modéles EF micro et macro. Nous pourrions
remplacer le principe des multiplicateurs de Lagrange par une approche, qui serait
conceptuellement similaire a la méthode de Lagrangien augmenté (voir par exemple
[2]). Ceci permettrait de retenir a la fois une hypothése sur le champ de déplacement
et sur le champ de contrainte pour ainsi construire une meilleur couplage entre les
échelles.

Une autre piste serait de raffiner le maillage macro en gardant le méme mo-
déle micro. Ainsi, on augmenterait le nombre de nceuds par élément macro. Cette
démarche rendrait possible une modélisation adaptative automatique. Nous avons
remarqué que déja dans la forme actuelle, les deux formulations représentent une
sorte de bornes supérieure et inférieure et ainsi directement une estimation de I’er-
reur. Il serait convenable d’approfondir cet aspect de fagcon théorique, en s’appuyant
sur les travaux d’estimateur d’erreur dans le cadre plus classique de la MEF (voir
par exemple [89], [59]).

4.5.7 Conclusion

Dans cette partie nous avons formulé une interface micro-macro en s’appuyant
sur la méthode des multiplicateurs de Lagrange localisés (voir [78], [79]). Ce cadre
nous permet de définir des différents types d’interface micro-macro. En identifiant
la discrétisation des champs micro avec l'interpolations des multiplicateurs de La-
grange, nous aboutissons a la formulation en déplacement, équivalente a celle intro-
duite directement dans le chapitre 2.3.

D’autre part, en interpolant les multiplicateurs de Lagrange comme les déplace-
ments macro, nous obtenons 'interface en effort. En général, nous ne sommes pas
capables de dire a priori laquelle des deux formulations, en déplacement ou en effort,
est la mieux adaptée pour un probléme donné. Néanmoins, la formulation en effort
est toujours plus performante pour des maillages macro plus grossiers et des gra-
dients de contrainte plus importants, comme pour un essai de flexion trois points.
A notre avis, une approche augmentant la performance en combinant la formula-
tion en déplacement et en effort peut étre mise en place. Nous proposons quelques
reflections sur une méthode adaptative automatique dans le sous-chapitre 4.5.6.

Un des avantages essentiels de notre stratégie multi-échelle est ’aspect paral-
lélisable de ’algorithme de résolution utilisé. Ainsi, 'implantation pour un calcul
distribué en paralléle peut se faire d’'une maniére relativement facile et sert pour les
analyses micro-macro de structures avec un rapport réaliste entre les échelles.
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Chapitre 5

Vers 'optimisation de la microstructure et
les problémes inverses

Dans ce travail nous développons une approche multi-échelle qui permet de
prendre directement en compte le couplage entre deux échelles, au niveau de la
structure et au niveau des hétérogénéités. La compréhension de l'interaction entre
ces échelles peut étre intéressante pour deux types d’application.

D’une part, a partir de I'information sur le comportement macroscopique nous
pouvons déduire les modes de comportement a I’échelle de la microstructure. En
connaissant ce comportement micro, nous maitriserions les réponses macroscopiques
des structures fabriquées du méme matériau pour une gamme plus large de sollici-
tations.

D’autre part, en connaissant les comportements de différentes phases a 1’échelle
de la microstructure, nous pourrions nous intéresser a sa géométrie et a la distri-
bution afin d’obtenir le comportement désiré pour la structure a I’échelle macrosco-
pique.

Toutefois, étant tous deux identifiés comme un probléme inverse et comme un
probléme d’optimisation, les deux cas présentent un probléme trés similaire du point
de vue de la formulation et des méthodes de résolution correspondantes (voir par
exemple [82], [36]). Par exemple, nous pouvons définir les deux cas en terme de la
minimisation d’une fonction cout, J(-), sous les contraintes, G(-) = 0, comme

d= {d*; ming(.):()j(d*, )}, (5.1)

ou d désigne les parameétres a optimiser, qui pourrait représenter les paramétres de
comportement des phases dans le cas des problémes inverses ou les paramétres de
forme dans un cas de l'optimisation des formes d’inclusions. Nous présentons ici le
début d’un travail pour ce dernier cas, ot une forme elliptique des inclusions est
supposée (voir la Figure 5.1).

Les contraintes du probléme de l'optimisation dans I’équation (5.1), G(-), dési-
gnent les équations du probléme mécanique, c’est-a-dire les équations d’équilibre, de
compatibilité micro-macro et des lois d’évolutions de la plasticité et/ou de I’endom-
magement. Dans la suite, nous nous restreignons au comportement élasto-plastique,
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Fig. 5.1 — Cellule type représentant la microstructure. Les longeurs axiales de |’el-
lipse, a et b, comme aussi ’angle de rotation de l'ellipse peuvent représenter les
parameétres de forme dans un probléme d’optimisation.

ce qui ne nuit pas énormément a la généralité de la démarche. Cela peut s’écrire,

meP)=0; o-nlg=1
uM = y™

G(d;u™ u™, &, &) — ®(0,¢")7" =0 : (5.2)

& 3 =0

div o(u

oil nous supposons également que o(e,e?) = C(e — €?) et e = Vu™, C étant le
module élastique.

Ensuite, nous définissons le probléme contraint dans I’équation (5.1) en tant qu’'un
probléme sans contraintes par la méthode de Lagrange. Cette approche est, par
exemple, utilisée dans [69] seulement pour le calcul des sensitivités et non pas pour
la définition du probléme d’optimisation. Alors, nous formulons le probléme comme,

T
L:= / /[j(d; )4+ Mz, t) - G(d; u, &P, €)]dV dt = stat, (5.3)
o Ja
ou les multiplicateurs de Lagrange sont,

Aeg

)\mm
A= Ap (5.4)

A¢

Aer

Nous imaginons la forme précise de la fonction cotit, correspondant a la dissipation
plastique. On pourrait chercher alors la forme optimale des inclusions pour que la
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dissipation plastique soit minimale. Par exemple,

T (0,67, &) = 0 + " (€)€P.

(5.5)

La formulation faible provenant de I’équation (5.3) peut se diviser en trois groupes,

Equations d’équilibre, micro et macro

T
/ ( / V36 Xeq 0(u, @)dV — / 6Aeq t°0dS)dt = 0 (5.6)
0 Q onN
T
/ / SATT (M _ ) dS)dE =
0 T
T
/ /5)\p ®(0,¢P)APdV dt = 0
0 Q
T
/ /Mg (5’?—71’3—@)dv d = 0
/ /Mep — 5 aa)dth = 0
Conditions sur les variables d’état
T
/ {—/M"Amm d5+/6um {a—jJrvsAeq (5.7)
0 r Q oo
0P 0P 9?®\ | 0o Oe
N B do e
+7 (Ap o e 030 Ao )} o audv}dt 0
/ /5uMAmm dS)d 0
d ) ,dg?
p _ = - _
//55 [a§p+<paqp Agaqﬂ Aer aap)ydgp_d‘/dt 0
. :
/ /561’ {—Jrv%qa—a dV dt 0
0 De? |
/ /551’ [—+)\§ dV dt 0
/ /&p [a—,‘7+)\€p dV dt 0
0o Ja Oep i
T N oL 0D
6P | 2L 4 NP — N — Nw— | dV dt
L [W” T ’
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Conditions sur les paramétres de forme

0P 0*P
5d/ /[ ( + V5 eg + AP — F — AP 90790 (5.8)
o de (Vi )\ey) B
o G ) dcod " aa o)V A=0

Nous envisageons de résoudre le systéme ci-dessus de la maniére suivante. Le
premier groupe dans (5.7) représente les équations d’équilibre d’un probléme méca-
nique, et peut étre résolu comme dans le chapitre 4. Le deuxiéme groupe dans (5.8)
est un systéme linéaire pour les variables A", qui peuvent étre déterminées, une fois
les équations d’équilibre résolues. L’équation (5.9) serait la derniére a résoudre et
fournirait les valeurs optimales des paramétres de forme.
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Chapitre 6

Conclusion

Le présent travail est mis dans le contexte de la modélisation des structures hété-
rogeénes, ot les échelles de la structure et des hétérogénéités sont fortement couplées.
Les approches classiques d’homogénéisation analytique (voir par exemple [8]) ou phé-
noménologique (voir par exemple [61]) y sont mal adaptées, lorsque les échelles ne
sont pas complétement séparées et/ou le comportement est fortement non-linéaire.
Or, les analyses dans ces situations sont indispensables pour comprendre le com-
portement des structures sous les sollicitations extrémes, pouvant mener jusqu’a la
rupture, afin de permettre une conception durable, imposant une maitrise raffinée
du comportement non-linéaire (par exemple I’espacement des fissures). Dans ce tra-
vail nous avons réussi a apporter des clarifications sur les aspects pertinents a la
formulation théorique et a la modélisation numérique de ce genre de problémes.

Les démarches et les avantages principaux de la stratégie multi-échelle proposée

sont expliqués ci-dessous.

— D’une part, dans la formulation proposée, nous réduisons le modéle par rap-
port a la formulation entiérement microscopique. D’autre part, cette réduction
se fait & travers les conditions linéaires soit en déplacement soit en effort et non
pas a travers les conditions d’interface constantes du champ de déformation,
comme dans [27]. Cet enrichissement de l'interface permet de modéliser un
couplage fort entre les échelles et nous ne suivons pas I’hypothése habituelle
selon laquelle les échelles sont infiniment séparées, ce qui permet la modélisa-
tion des structures hétérogenes soumises aux sollicitations extrémes.

— La formulation variationnelle originale du probléme, faisant appel a la méthode
des multiplicateurs de Lagrange localisés (voir [78], [79]), permet la définition
d’une interface micro-macro en déplacement ou en effort. De plus, elle re-
présente une base formelle, sur laquelle on pourrait développer une stratégie
adaptative de modéles et améliorer ainsi 'approximation de ’homogénéisation
numeérique pour chaque probléme particulier.

— L’algorithme de résolution appliqué est trés bien adapté pour exploiter I’archi-
tecture de logiciels de calcul distribué en paralléle sur plusieurs processeurs.
Alors, nous utilisons cette approche multi-échelle avec une représentation trés
fine de la microstructure pour des analyses de structures avec un écart réaliste
entre les échelles.
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— L’implantation de la méthode ne modifie pas I’architecture globale des codes
de calcul EF. A la différence de la plupart des autres approches de 1’homo-
généisation numeérique, la notre permet une implantation relativement facile
pour tous les codes EF classiques.

— Notre méthode est beaucoup mieux adaptée pour les problémes non-linéaires,
ou les échelles sont fortement couplées, que les approches classiques d’homo-
généisation. Néanmoins, ces derniéres peuvent étre utilisées dans les parties de
la structure, ou les gradients de contraintes restent modestes. On peut ainsi
construire pour un essai complexe une stratégie micro-macro, capable de profi-
ter des avantages des deux approches, qui sont la précision de le représentation
micro et I'efficacité des modéles macroscopiques, dans une méme analyse.

Nous démontrons l'efficacité de la méthode en considérant un exemple de la
flexion trois points, ou I’écart supposé entre les échelles vaut ~ 100, ce qui est
réaliste pour de nombreuses applications (par exemple, une éprouvette en béton
de ~ 1m contient de granulats ~ 1em). Parmi les deux formulations possibles de
I'interface, qui ont été étudiées, celle en effort parait un meilleur choix par rapport
a la formulation en déplacement. Toutefois, cela n’est pas valable dans toutes les
situations et, a notre avis, une approche adaptative basée sur le méme principe
variationnel devrait étre mise en place.

En plus du développement de la stratégie micro-macro, I’autre aspect important
dans ce travail concerne la représentation de la microstructure, qui peut étre divisée
en deux groupes : I’approche exacte et 'approche structurée.

— Approche exacte

— Dans ’approche exacte le maillage EF est conforme a la microstructure dans
la mesure ou l'interface entre les phases ne traverse aucun élément (voir par
exemple [74], [11]). Cette approche est classique et donc bien maitrisée.
Alors, deux formulations variationnelles de la MEF, en déplacement et en
contrainte, sont comparées. Dans le contexte de I'interpolation bilinéaire des
éléments finis 2D, nous démontrons une forte supériorité de la formulation
en contrainte.

— Néanmoins, pour une microstructure complexe avec de détails relativement
petits, la génération du maillage peut étre difficile et méme avec un mailleur
trés puissant, le nombre de degrés de liberté risque d’étre plus grand que
ce que l'on pouvait souhaiter. Voila, qui peut motiver I’étude des approches
alternatives.

— Approche structurée

— Une approche alternative a ’approche exacte, consiste a utiliser un maillage
EF structuré, qui n’est pas forcément conforme a la microstructure et permet
que l'interface entre les phases traverse des éléments finis.

— Dans le cadre de 'approche structurée nous nous intéressons surtout aux
approches locales, ou I’on n’augmente pas le nombre de degrés de libertés
globales.

— Une approche locale possible est le filtrage par points de Gauss, dans les
deux formulations EF, en déplacement et en contrainte. Dans ce cadre, la

123



formulation en déplacement est plus souvent appliquée (voir par exemple
[99], [29]). Or, nous démontrons que la formulation en contrainte donne
de meilleurs résultats dans la plupart des cas. Par contre, elle n’est pas
bien adaptée aux matériaux poreux, n’étant pas capable de modéliser la
contrainte nulle dans les pores.

— La méthode en déplacement peut étre améliorée par la technique de modes
incompatibles, ou la cinématique d'un élément est localement enrichie, pour
qu’elle puisse mieux représenter 'interface entre les phases. [’approche par
des modes incompatibles est considérablement plus performante que I’ap-
proche en déplacement simple.

Afin d’avoir un role actif par rapport a la conception d’'un matériau réel, notre
modéle multi-échelle devrait étre étendu dans deux directions : calcul probabiliste
et probléme d’optimisation.

— Dans ce travail, nous émettons I’hypothése, que la microstructure est parfai-
tement connue. Cela peut étre valable pour des matériaux ou les procédés de
fabrication sont parfaitement maitrisées. Or, cette hypothése se justifie assez
rarement dans les applications du génie civil, ou la distribution des phases
dans le matériau est trés aléatoire. Il serait plus convenable d’utiliser les ap-
proches probabilistes dans la description de la microstructure et aussi dans
sa modélisation. Néanmoins, pour la plupart des méthodes probabilistes (voir
par exemple [67]) la résolution de la partie mécanique ne changent pas. Donc,
les approches de la modélisation développées ici pourraient étre étendues dans
le cadre des méthodes des éléments finis stochastiques. Nous introduisons un
aspect aléatoire a travers les seuils anélastiques des différentes phases, en sup-
posant la géométrie de la microstructure déterministe.

— En ce qui concerne les perspectives envisagées, nous avons présenté le début
du travail sur ’extension vers les problémes d’optimisation. Ce type d’analyse
est nécessaire pour les identifications des paramétres du comportement de la
microstructure a partir des essais macroscopiques et aussi pour la recherche
d’une microstructure qui rendrait optimal le fonctionnement de la structure.
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