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Introduction

Le contexte de cette these est la théorie homotopique des schémas de Fabien Morel et
Vladimir Voevodsky (cf. [76], [57] et [56]) : si .¥ est un site, on peut considérer la catégorie
des préfaisceaux (ou faisceaux) simpliciaux sur . et définir la notion d’équivalence faible
(locale) ; en inversant formellement ces équivalences faibles, on obtient la catégorie homo-
topique J% () de . (cf. [39] et [40]). En théorie homotopique des schémas, on applique
cette construction au grand site Sm/Syis formé de la catégorie Sm/S des schémas lisses sur
une base noethérienne S munie de la topologie de Nisnevich, dite aussi « topologie hensé-
lienne » (cf. [47]) ; la nouveauté réside dans la A'-localisation de la catégorie homotopique
(Sm/Snis) : par localisation a la Bousfield, on obtient la notion de A'-équivalence faible
en forgant les projections A} — X a en étre, pour tout X € Sm/S. Morel et Voevodsky
obtiennent ainsi une nouvelle catégorie homotopique . (S) en inversant formellement les
Al-équivalences faibles. Cette catégorie a contribué a la démonstration de la conjecture de
Milnor par Voevodsky (cf. [81] et [45]).

Cette these est divisée en deux parties. La premiere comporte un unique chapitre « Ca-
tégorie homotopique stable d'un site suspendu avec intervalle » qui prolonge la ligne tracée
dans D'article [57] en donnant un sens & la catégorie SH” (., I) pour tout « site suspendu
avec intervalle » c’est-a-dire un site avec intervalle (., ) muni d’un objet 7" (préfaisceau
ou faisceau simplicial pointé arbitraire). Dans le cas de la théorie homotopique des sché-
mas, on obtient des catégories homotopiques stables SH (S) équivalentes a celles définies
par Jardine dans [41]. C’est la volonté de définir rigoureusement le foncteur « points com-
plexes » SH (S) — SH'P associé & un point complexe ¢: SpecC — S qui m’a conduit
a faire ce travail de fondements consistant & donner une définition de SH”(.#,I) sans
les hypotheses restrictives qui surviennent lorsque 1’on suit la construction de [ibid.]. Les
résultats de cette premiere partie utilisés dans la deuxieme seront mentionnés au fur et a
mesure dans la suite de cette introduction. Une introduction spécifique a cette partie est
donnée au début du chapitre 1.

La deuxieme partie de cette these est principalement consacrée aux opérations sur la
K-théorie algébrique. Le point de départ sera le théoreme suivant :

Théoréme 1 (Morel-Voevodsky) Soit S un schéma régulier. Pour tout X € Sm/S et
tout entier naturel n, il existe une bijection canonique :

Hom%(g)(S” ANXy, 7 % GI‘) = Kn(X)

ot K, (—) désigne la K-théorie algébrique de Quillen, 4, (S) la version pointée de F (S)
et Gr la grassmannienne infinie.



INTRODUCTION

La méme « formule » vaut en K-théorie topologique : ceci constitue a mes yeux un des
faits montrant de fagon éclatante que la catégorie 7 (S) est un bon analogue en géométrie
algébrique de la catégorie homotopique usuelle .72*°P. Disons tout de suite que les résultats
de cette these ne s’appliquent qu’aux schémas réguliers : on utilise de fagon essentielle
I'invariance par homotopie de la K-théorie algébrique pour ces schémas.

On se propose d’étudier les morphismes f: Z x Gr — Z x Gr dans 7 (S). Avoir
un tel morphisme est intéressant puisque si f préserve de plus le point-base, f est un
endomorphisme de Z x Gr dans 47 (S); d’apres le théoreme 1, il induit des applications
K, (X) — K,(X) pour tout X € Sm/S et n € N. L’énoncé sur lequel est batie cette partie
est le suivant (théoréme 111.29) :

Théoréme 2 Soit S un schéma régulier. Notons Ko(—) le préfaisceau d’ensembles sur la
catégorie Sm/S qui a X € Sm/S associe Ko(X). L’application évidente

End%ﬂ(S) (Z X Gl“) — EndSm/SOPPEnS(KO(_))
est bijective.

Autrement dit, si 7: Ko(—) — Ko(—) est une transformation naturelle de foncteurs
Sm/S°P? — Ens, il existe un unique morphisme Z x Gr — Z x Gr dans 5 (S) qui
induise la transformation naturelle 7 via les bijections du théoreme 1. Par conséquent, si
7: Ko(—) — Ko(—) est pointée (i.e. 7(0) = 0 € K(S5)), 7 donne naturellement naissance
a des transformations naturelles K,,(—) — K, (—) pour tout entier naturel n. Ajoutons que
I’ensemble de ces transformations naturelles est completement déterminé : il s’identifie a un
produit infini (indexé par Z) de copies de 'anneau de séries formelles Ko(5) [[c1, .-, Cny - - . ]]
en une infinité de variables ot chaque opération ¢, s’exprime naturellement comme un
polynome en les coefficients de la série A\; constitutive de la structure de A-anneau sur les
groupes Koy(—).

La démonstration de ce théoreme est étonnamment simple. La suite exacte de Milnor,
I’astuce de Jouanolou et le calcul de la K-théorie algébrique des grassmanniennes en sont les
ingrédients techniques principaux, des rappels les concernant sont faits au chapitre 11. C’est
une vertu tres particuliere de la K-théorie algébrique qui permet d’obtenir ce résultat, il
s’agit de la propriété (ii) (cf. définition 111.8) qui est réexaminée sous un angle beaucoup plus
abstrait a 'annexe B. Cette propriété permet en fait d’étudier a la maniere du théoreme 2
les morphismes Z x Gr — E dans J# (S) ou E est un objet arbitraire (pour ne pas avoir
de problemes, je suppose néanmoins que F est un H-groupe), la conclusion analogue étant
vraie (cf. théoreme 111.27) sous une hypothese que j’appelle « propriété (K) » : il s’agit d'une
condition d’annulation sur un groupe R!lim. Si F représente une théorie cohomologique et
que les inclusions évidentes entre grassmanniennes induisent des surjections en cohomologie
(ce qui est souvent le cas), la propriété (K) sera satisfaite.

Une des idées importantes du chapitre 111 est donc de relever canoniquement en des
opérations sur Z x Gr les constructions de SGA 6 au niveau des groupes Ky(—). Comme
le théoreme 2 admet des variantes « a n variables » étudiant les morphismes (Z x Gr)" —
7 x Gr, on peut relever canoniquement la structure de A-anneau spécial sur les ensembles
Ko(X) pour tout X € Sm/S en une structure de \-Anneau spécial sur Z x Gr dans 5 (5).

10



INTRODUCTION

On définit dans la section 8 du chapitre 111 un morphisme de A-anneaux spéciaux
Rk G — Homjf(k)(BG, 7, X GI")

pour tout groupe algébrique linéaire lisse G sur k, ou Ry G désigne le groupe des représen-
tations algébriques de G et BG le classifiant de G. On vérifie que si G = GL,., alors le but
de ce morphisme est le complété de la source par rapport a son idéal d’augmentation. On
obtient finalement un morphisme

(Rz GL)” — End (s)(Z x Gr)

pour tout schéma régulier S. Dans [70], Soulé associe aux éléments de Ry GL des opéra-
tions sur la K-théorie algébrique (par exemple les opérations d’Adams U*). Il convient
de comparer cette construction a celle qui résulte du morphisme ci-dessus. De méme, il
faudrait vérifier que la structure multiplicative sur les groupes gradués K,(X) déduite de
'unique morphisme (Z x Gr)? — Z x Gr induisant le produit sur les groupes Ky(X) pour
tout X € Sm/S coincide avec les constructions de Quillen, Loday et Waldhausen la ou
elles sont définies. La premiere chose a faire pour comparer ces constructions consiste a
donner un sens précis a cette question : pour montrer I'égalité entre deux applications,
encore faut-il que ce soit des applications entre les mémes ensembles! Comme les construc-
tions d’opérations peuvent utiliser des définitions différentes de la K-théorie algébrique
supérieure, il s’agit donc dans un premier temps de préciser les identifications entre les
différentes constructions de la K-théorie algébrique (rassurons tout de suite le lecteur :
il sera possible de le faire « sans se salir les mains »). La section 5 du chapitre 111 donne
un cadre naturel pour procéder a ces identifications : on y définit la notion de modele
authentique de la K-théorie algébrique, on montre que le théoreme 2 implique que deux
modeles authentiques de la K-théorie algébrique sont canoniquement isomorphes et que
les constructions classiques (notamment celles de Quillen et Waldhausen) donnent nais-
sance a des modeles authentiques de la K-théorie algébrique. La comparaison entre deux
constructions de la « méme » opération acquiert donc un sens précis, la vérification de
I’égalité entre ces deux morphismes ne pose en général plus de tres grande difficulté : il
s’agit de montrer que les deux constructions sont suffisamment fonctorielles pour provenir
de morphismes (Z x Gr)" — Z x Gr dans S (S); en vertu du théoreme 2, la coincidence
de ces morphismes (et donc 1’égalité des opérations sur les groupes K,(—)) se déduit de
leur coincidence sur les seuls groupes Ky(—), ce qui est la moindre des choses.

Au chapitre v, on étudie les morphismes Z x Gr — K (Z(n), 2n) dans 4 (k) ou k est un
corps parfait et K(Z(n),2n) un espace d’Eilenberg-MacLane motivique. Ceci est possible
grace a une généralisation du théoreme 2 permettant d’étudier les morphismes de source
Z x Gr dans S (5). Les morphismes Z x Gr — K(Z(n), 2n) correspondent aux transfor-
mations naturelles Ky(—) — CH"(—) de préfaisceaux d’ensembles sur Sm/k ou CH"(—)
est le préfaisceau d’ensembles qui a X associe le n-ieme groupe de Chow CH"(X). On
peut procéder comme pour les opérations sur la K-théorie algébrique : la construction par
Grothendieck des classes de Chern (ou du caractere de Chern) définit des transformations
naturelles Ko(—) — CH"™(—), celles-ci proviennent de morphismes Z x Gr — K(Z(n), 2n)
uniquement définis dans .7 (k) et induisent & leur tour des morphismes « classes de Chern »
ou « caractere de Chern » sur les groupes de K-théorie supérieurs, a valeurs dans la coho-
mologie motivique. A la différence de [23] qui utilisait des schémas simpliciaux, on a utilisé

11



INTRODUCTION

un modele « géométrique » de la K-théorie algébrique. On s’est limité ici a la cohomologie
motivique, mais le résultat et les démonstrations seraient les mémes pour d’autres théo-
ries cohomologiques « ordinaires », pourvu qu’elles soient représentées par des objets de
(k) de la méme maniere que les espaces d’Eilenberg-MacLane motiviques représentent
la cohomologie motivique.

*
* K

Dans les résultats énoncés jusqu’a présent, on ne s’intéressait qu’a des morphismes
« a homotopie pres ». Il est possible d’aller au déla en ne s’autorisant a identifier deux
morphismes ayant la méme classe d’homotopie qu’a partir du moment ou I'on a fixé ’ho-
motopie (ou plutot la classe d’homotopie d’homotopies) reliant ces deux morphismes. On
montre ainsi dans la section 10 du chapitre 111 que si 7: Ko(—) [3] — Ko(—) [3] est une
transformation naturelle définie sur la catégorie des schémas réguliers, alors on peut relever

7 en une famille de foncteurs 73 (X) — 7 (X)) définis & des isomorphismes uniques pres
et fonctoriels en le schéma régulier X, ou ”//% (X) est une variante & coefficients Z [1] de la
catégorie virtuelle ¥'(X) définie par Deligne dans [17]. Il est nécessaire d’inverser 2 pour

obtenir des isomorphismes canoniques.

*
* K

Pour le moment, on s’est intéressé a tous les morphismes Ko(—) — Ko(—) (resp.
Ky(—) — CH™(—)) dans Sm/S°PPEns, autrement dit aux opérations ensemblistes. Afin de
tenter de faire passer ces résultats a la catégorie homotopique stable SH (.5), il est intéres-
sant de se focaliser sur les opérations additives Ky(—) — Ko(—). C’est alors que le principe
de scindage entre en scene au chapitre 1v : si deux opérations additives Ko(—) — Ko(—)
coincident sur les classes de fibrés en droites, elles sont égales. On peut faire mieux (cf. théo-
réme 1v.13) :

Théoreme 3 Soit S un schéma régulier. L application
Endsu/sorean(Ko(—)) — Ko(5) [[U]]

qui o une opération additive T: Ko(—) — Ko(—) associe T([0(1)]) € Ko(PY) = Ko(S) [[U]]
est bijective. L opération d’Adams V*: Ko(—) — Ko(=) correspond d la série formelle

(1+0)~.

Remarquons que les opérations additives sur Ky(—) se composent : via l'isomorphisme
du théoréme 3, cela définit une loi de composition interne % sur Ky(S) [[U]]. On la déter-
mine completement dans le corollaire 1v.22. Cette étude, dont je dois bien admettre qu’elle
m’a beaucoup amusé, m’a fait prendre conscience de I'importance de la topologie « faible »
sur ’ensemble des opérations (additives). Cela a quelque importance dans la suite.

De la méme fagon, on montre que les transformations naturelles additives Ky(—) —
CH"(—) forment un groupe abélien libre de rang un engendré par un élément que je note
Xn : cet élément est construit en évaluant le n-ieme polynome de Newton sur les classes de
Chern (cf. théoreme v.15).

12
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*
* x

On veut ensuite définir un objet BGL de SH (S) représentant la K -théorie algébrique.
La multiplication par u = [@(1)] — 1 € Ky(P') définit un morphisme

o: P'A(Z x Gr) — (Z x Gr)
dans 7 (S) (on pointe P! par 0o), le morphisme qui lui est adjoint
o': Z x Gr — RHom,(P',Z x Gr)

est un isomorphisme dans 77, () : il s’agit d'un analogue algébrique du théoreme de pério-
dicité de Bott qui se démontre en utilisant la formule du fibré projectif. On n’est alors pas
loin d’obtenir un P'-spectre (représentant la K-théorie algébrique), le probléme est que le
morphisme o n’est défini qu’a homotopie pres. On utilise alors la catégorie SHyaive (S) in-
troduite dans la section 6 du chapitre 1: un objet de SHyaive (S) consiste en la donnée d'une
suite d’objets (E,)nen de . (S) et d’isomorphismes o/ : E, — RHom,(P', E, ;) dans
A, (9). On obtient un objet BGL™ de cette catégorie SHuaie (S) en posant BGLT =
7Z x Gr pour tout entier naturel n et en prenant pour « morphismes d’assemblages » le
morphisme ¢’ sus-défini. Les endomorphismes de BGL™ dans SHyaive (S) sont simple-
ment des familles de morphismes Z x Gr — 7Z x Gr compatibles en un certain sens qui leur
impose en particulier de définir des opérations additives Ko(—) — Ko(—). En examinant
la situation, on obtient le théoreme 5 ci-dessous :

Définition 4 Soit A un groupe abélien. On note A% le systéme projectif de groupes abéliens

2L AU]) 2 AU]) 22 Afo)] 22 A o))

indexé par N, ot Qpr: A[[U]] — A[[U]] est défini par la formule Qpi(f) = (1 + U)%.
Théoreme 5 Soit S un schéma régulier. L’application évidente est bijective :

Endsy, .. (BGL™) = lim K, (S)" .

On peut montrer qu'il existe un foncteur évident SH (S) — SHuaive (S) qui identifie
SHpaive (S) au quotient de SH (S) par I'idéal de morphismes .% formé des « applications
stablement fantomes ». En particulier, ce foncteur est essentiellement surjectif : on peut
relever BGL™" en un objet de SH (S). A priori, ce relevement n’est pas bien défini & iso-
morphisme unique pres. On montre néanmoins qu’il existe une maniere de procéder donnant
naissance a un relevement canonique : sur Spec Z, tous les relevements sont canoniquement
isomorphes, le relevement canonique BGL dans SH (S) sur une base réguliere arbitraire
S s’obtient en appliquant le foncteur « image inverse » SH (SpecZ) — SH (S) au releve-
ment canonique défini pour SpecZ. On a ainsi rendu un peu plus précise la construction
de BGL donnée par Voevodsky dans [76]. Le théoréme suivant approfondit le théoreme 5
(cf. théoreme 1v.49) :
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Théoréme 6 Soit S un schéma régulier. Soit n un entier relatif. Il existe une suite exacte
courte :

0 — R'lim K,,,(S)" — Homgy(s)(BGL, BGL [-n]) — lim K,(S)" — 0.

Le foncteur [—n] est un foncteur de translation sur SH (.S) : on a montré que la catégorie
SH (S) était une catégorie triangulée dans la section 3 du chapitre I.

Il y a donc un intérét a étudier de maniere plus approfondie les systéemes projectifs
A% On obtient que R'lim A est nul si A est un groupe abélien fini, c’est d’ailleurs ainsi
que l'on montre que le relevement de BGL™ dans SH (Spec Z) est défini a isomorphisme
unique pres : en effet, le groupe K7(S) = Z/2 est fini. Pour d’autres groupes A, cette étude
semble se révéler difficile : j’ignore la valeur de lim Z¢ et de R!lim Z*.

Cependant, ce systeme se simplifie beaucoup si on suppose que A est un Q-vectoriel.
Cette simplification permet d’obtenir le résultat suivant (cf. théoreme 1v.72) :

Théoreme 7 Soit S un schéma régulier. Il existe une décomposition canonique :

BGLq = (PmY

1EL

ou pour tout entier relatif 1, Hg) est le facteur direct de BGLqg sur lequel les opérations
d’Adams ¥*: BGLgy — BGLq agissent par multiplication par k'.

L’objet BGLq est la version a coefficients rationnels de BGL (la Q-localisation des
catégories triangulées est étudiée dans la section 2 de 'annexe A). Pour construire les objets
Hg), on définit des projecteurs de BGLg et on utilise le fait que la catégorie triangulée
SH (S) est pseudo-abélienne.

On peut procéder de la méme maniére pour déterminer les morphismes BGL — H 4 [—i]
dans SH (Speck) (pour k un corps parfait, A un groupe abélien et i € Z) ou H4 est
le spectre d’Eilenberg-MacLane motivique a coefficients dans A. Ceci est réalisé dans la
section 2 du chapitre v. On peut ainsi construire un caractere de Chern, sous la forme d’un
morphisme ch: BGLg — Hg dans SH (S) (par « périodicité », cela donne un morphisme
BGLgy — Hg(n) [2n] pour tout entier relatif n).

On montre aussi que Homgyspec k) (BGL, Hz [1]) = 7.)7 et que tous ces morphismes
sont des applications stablement fantomes. On en déduit que si S est un schéma noethérien
non vide, le foncteur SH (S) — SHuaive (S) n’est pas une équivalence de catégories, ce qui
n’était pas du tout évident a priori.

*
* *

Le chapitre VI présente des variantes topologiques des résultats précédents. On rem-
place la K-théorie algébrique par la K-théorie topologique complexe, la catégorie 7 (.5)
par %P, etc. Non seulement les énoncés homologues sont vrais et se démontrent de la
méme maniere (ou plus simplement), mais grace a des résultats de Dugger, Hollander et
Isaksen, on a construit dans la section 5 du chapitre 1 un foncteur « points complexes »
S (SpecZ) — H*P (resp. SH (Spec Z) — SH'P) envoyant Z x Gr (resp. BGL) sur un
espace (resp. un spectre) représentant la K-théorie topologique complexe. Ceci permet de
formuler le résultat suivant (cf. théoremes vi.11 et vI1.13) :
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Théoréme 8 Les foncteurs 3 (SpecZ) — P et SH (Spec Z) — SH' induisent des
bijections :
End%(specz) (Z X GI’) 5 End%pmp (Z X GI'(C)) ;

EndSH(SpeC 7) (BGL) = EndSHcop (BGLtOp) .

Ce principe a été une des motivations de ce travail. Il permettait par exemple de rendre
plausible la décomposition de BGLg en somme directe d’objets ]HIB pour ¢ € Z : la ca-
tégorie SHQ est équivalente a la catégorie des Q-vectoriels gradués (cf. théoreme A.29),

BGLEp se décompose donc en somme directe infinie (de spectres d’Eilenberg-MacLane

ng 2i]), les idempotents de EndSHmp(BGLgp) associés a cette décomposition corres-
pondent donc a des idempotents de Endsy(specz) (BGLg).
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Chapitre premier

Catégorie homotopique stable d’un
site suspendu avec intervalle

Dans la section 1 de ce chapitre est donnée une construction de la catégorie homoto-
pique stable d’un « site suspendu avec intervalle » dans le prolongement de [57, §2]. La
section 2 est consacrée a la fonctorialité élémentaire de cette construction tandis que la
section 3 étudie la structure triangulée sur ces catégories homotopiques stables. La sec-
tion 4 examine la catégorie homotopique stable SH () = SH (Sm/Sxis, A!) d'un schéma
noethérien (déja définie dans [41]), ainsi que sa fonctorialité élémentaire, de fagon suffisam-
ment approfondie pour permettre la vérification des axiomes des « foncteurs homotopiques
stables » (cf. [6]). La section 5 a pour but de définir un foncteur « points complexes »
SH (Spec C) — SH™P; cette définition utilise toutes les constructions précédentes : c’est
pour pouvoir définir ce foncteur que j’ai du définir la catégorie homotopique stable d'un
site suspendu avec intervalle presque arbitraire (je suppose que les sites ont suffisamment
de points).

On donne enfin dans la section 6 une version simplifiée SH. ;. .(#, ) de la catégorie
homotopique stable SH” (.7, I) d'un site suspendu avec intervalle (donc en particulier une
version SHyaive (5) de la catégorie SH (S)). Cette nouvelle catégorie sera essentielle au
bon déroulement du chapitre 1v. Le lecteur déja familier avec [41] pourra lire cette section
indépendamment des sections précédentes.

1 Construction

1.1 Rappels sur la construction de Morel et Voevodsky

Soit . un site (c¢’est-a-dire une petite catégorie !, aussi notée ., munie d'une topologie
de Grothendieck, cf. SGA 4 II) admettant suffisamment de points (cf. SGA 4 IV 6.4.1).

On note Prefais(.¥) la catégorie des préfaisceaux d’ensembles sur la catégorie sous-
jacente au site . et Fais(.¥’) la sous-catégorie pleine de Prefais(.) formée des faisceaux

'Dans les exemples, la catégorie sous-jacente ne sera pas forcément petite, mais seulement essentielle-
ment petite, & savoir équivalente a une petite catégorie. Il sera sous-entendu que I’on remplace la catégorie
en question par une petite catégorie qui lui est équivalente; il est facile de vérifier que les catégories
construites par la suite pour deux choix initiaux donneront des catégories équivalentes.
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pour la topologie donnée. On note a: Prefais(.#) — Fais(.¥) le foncteur faisceau associé,
adjoint a gauche de 'inclusion Fais(.¥) — Prefais(.¥).

La catégorie Esp(.¥) désignera au choix soit la catégorie A°PPPrefais(.”) des préfais-
ceaux simpliciaux, soit la catégorie A°PPFais(.) des faisceaux simpliciaux.

Remarque 1.1 Il y a un intérét a considérer des sites plutot que des topos parce que la
fonctorialité des constructions par rapport auz topos est insuffisante pour les applications
(cf. [57, example 1.19, page 102]). 1l est également trés utile de considérer non seulement les
faisceauz simplicaux mais aussi les préfaisceauxr simpliciaux : par exemple, les préfaisceaux
simpliciauz donnés par les modeles classiques de la K-théorie algébrique ne sont pas des
faisceauz.

Pour tout foncteur fibre ®: Fais(.¥) — Ens sur le site .7, le foncteur composé
® o a: Prefais(.¥) — Ens est encore noté ®; on note aussi : Esp(.¥) — A°PEns
le foncteur qui s’en déduit ; ces foncteurs commutent aux limites projectives finies et aux
limites inductives.

Définition 1.2 Soit (®;),., une famille conservative de foncteurs fibres sur ./ indexée par
un ensemble I. On dit d’un morphisme f: X — Y dans Esp(.¥) que c’est une équiva-
lence faible simpliciale si pour tout i € I, le morphisme ®;(f): ®;(X) — ;(Y) est une
équivalence faible d’ensembles simpliciauz.

En interprétant la notion d’équivalence faible simpliciale en termes de faisceaux d’ho-
motopie (cf. [ibid., remark 1.3, page 48]), on peut montrer que la notion d’équivalence faible
simpliciale ne dépend pas de la famille conservative de foncteurs fibres choisie.

Théoréme 1.3 (Joyal, Jardine [40]) Munie des monomorphismes comme cofibrations,
des équivalences faibles simpliciales comme équivalences faibles et des morphismes pos-
sédant la propriété de relevement a droite par rapport auz cofibrations triviales comme
fibrations, la catégorie Esp(.¥) est une catégorie de modéles fermée de Quillen [61]. On
note () sa catégorie homotopique (obtenue en inversant formellement les équivalences
faibles simpliciales dans Esp(.%) ).

D’apres [40, proposition 2.8], on dispose d'une équivalence de Quillen entre les défini-
tions de () obtenues en utilisant les préfaisceaux simpliciaux ou les faisceaux simpli-
ciaux. On dit que J%(¥) est la catégorie homotopique simpliciale de ..

Définition 1.4 ([57, §2.3, page 85]) Un intervalle sur . consiste en la donnée d’un
objet I € Fais(.”) et de morphismes : I x I — I etig,i;: @ — I (e désignant l’objet final
de Fais(.¥) ) tels que si p: I — e est le morphisme canonique, on ait

p(ip x id) = p(id xip) = iop w(iy x id) = p(id xiy) = id
et que le morphisme o Ll ® — [ donné par ig et iy soit un monomorphisme.
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Remarque 1.5 La notion d’« intervalle » sera pour nous tout a fait secondaire dans la me-
sure ou nous n’utiliserons pas vraiment les constructions menant notamment a [ibid., pro-
position 3.14, page 91]. Nous pourrions aussi bien ne nous donner qu’un objet I dans
Fais(.%). Un cas particulier important est celui o on voudrait poser [ = e« = A° (l'objet ®
peut trés difficilement étre un intervalle au sens ci-dessus) : dans la suite des constructions,
on s’intéresse a des sites munis d’un objet I, et on va considérer des I-équivalences faibles ;
ces résultats s’appliqueront a ce cas particulier I = o o1 les I-équivalences faibles sont les
équivalences faibles simpliciales. St on enléve le « I » dans la notation, il sera sous-entendu
que c’est de cette version simpliciale des constructions qu’il s’agit.

A partir de maintenant, on suppose que le site . est muni d’un tel I. La version
I-localisée de J#(.7) est obtenue grace a une localisation a la Bousfield :

Définition 1.6 Un objet X de J(.7) est I-local si pour tout objet Y de (), Uappli-
cation évidente
Hom y;(#)(Y, X ) — Hom g #)(Y x I, X)

est bijective. Un morphisme f: X — Y dans Esp(”) (ou dans (")) est une I-
équivalence faible si pour tout objet I-local Z de F(), [ induit une bijection :

Hom%(y)(Y, Z) — HOHl,«gg(y)(X, Z) .

Une I-fibration est un morphisme dans Esp() possédant la propriété de relévement a
droite par rapport aux monomorphismes qui sont aussi des I-équivalences faibles.

Théoréme 1.7 ([ibid., theorem 3.2, page 86]) La catégorie Esp(.¥) munie des mo-
nomorphismes comme cofibrations, des I-équivalences faibles comme équivalences faibles
et des I-fibrations comme fibrations est une catégorie de modéles fermée dont on note
H(S, 1) la catégorie homotopique.

Si on remplace Esp(.¥) par la catégorie Esp,(.¥) des objets pointés dans Esp(.¥), on
obtient de méme une structure de catégorie de modeles I-localisée dont on note 3 (., I
la catégorie homotopique.

1.2 Spectres, structure projective

On suppose toujours donné un site avec intervalle (.7, I'), . étant supposé avoir assez
de points. On fixe maintenant un objet (quelconque) 7' de Esp,(.¥). On dira que le triplet
(-, I, T) constitue un site suspendu avec intervalle.

Définition 1.8 Un T-spectre E consiste en la donnée d'une suite (E,), .y d’objets de
Esp,() et de morphismes (dits d’assemblage) o,,: T NE,, — E, 1 pour tout entier natu-
rel n. Un morphisme de T-spectres f: EE — F est une suite de morphismes f,: E, — F,
faisant commuter les diagrammes

TNE, U—R>En+1

l/T/\fn lfn-‘—l

TAF,>F,
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pour tout entier naturel n. On note SptT(f) la catégorie des T-spectres.

Pour tout objet X de Esp,(.¥) et tout entier naturel n, on note F,X le T-spectre
défini par (F,X), = @ pour k < n et (F,X)uri = T A X pour i € N, les morphismes
d’assemblage oy étant les morphismes triviaux pour k < n, le morphisme o, ; étant 1’iso-
morphisme évident T'A (F,, X )iy — (F, X )11 pour i € N. Pour tout entier naturel n, le
foncteur F,: Esp,(.#) — Spt” (.#) est le foncteur adjoint & gauche du foncteur ev, qui &
un T-spectre E associe E,,.

Définition 1.9 Une cofibration projective dans Spt” (.7) est un morphisme f: E — F tel
que Eqg — Fy soit un monomorphisme et que pour tout entier naturel n, le morphisme
évident

(TAF,) \ By — Fon

TNE,

soit aussi un monomorphisme. Une I-fibration projective (resp. une I-équivalence projec-
tive) est un morphisme E — F tel que pour tout entier naturel n, le morphisme E,, — F,,
soit une I-fibration (resp. une I-équivalence faible) dans Esp, ().

Théoréme 1.10 ([41, lemma 2.1]) Munie des cofibrations projectives comme cofibra-
tions, des I-équivalences projectives comme équivalences faibles et des I-fibrations projec-
tives comme fibrations, la catégorie Spt”’ (.#) est une catégorie de modéles fermée propre
et simpliciale dont on note S'Hg(&”, I) la catégorie homotopique.

La structure simpliciale sur Spt” (.#) provient du bifoncteur qui & un ensemble sim-
plicial K et un T-spectre E associe le T-spectre E A K, (ou le A-produit est pris terme a
terme).

Définition 1.11 Une I-fibration injective dans Spt’ () est un morphisme ayant la pro-
prieté de relevement a droite par rapport auxr monomorphismes qui sont aussi des I-
équivalences projectives.

On dispose d'une autre structure de catégories de modeles fermées dont une bonne
vertu est que tous les objets y sont cofibrants :

Théoréeme 1.12 ([loc. cit.]) Munie des monomorphismes comme cofibrations, des I-
équivalences projectives comme équivalences faibles et des I-fibrations injectives comme
fibrations, la catégorie SptT(ﬁﬂ) est une catégorie de modéles fermée propre et simpliciale.

Pour le moment, les démonstrations données dans [ibid.] dans le cadre des sites avec
intervalles (Sm/Snis, A') pour S un schéma de base noethérien s’appliquent encore.

1.3 (-spectres, stabilisation

C’est a partir d’ici que l'on s’écarte de [41], les arguments qui y sont donnés pour
construire la catégorie homotopique stable utilisent des propriétés de « compacité » ainsi
que la “Nisnevich descent”, variante d’un théoreme de Brown-Gersten qui est assez spéci-
fique des topologies de Zariski et de Nisnevich sur les schémas noethériens. On va tenter
de donner une construction qui fonctionne dans un cadre un peu plus général.
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Définitions

Pour tout objet X de Esp,(.) (en particulier T'), le foncteur X A —: Esp,(.¥) —
Esp,(.) admet un adjoint a droite Hom,(X, —): Esp,(.¥) — Esp,(.¥), ce couple de
foncteurs adjoints formant une adjonction de Quillen pour la structure [-localisée, on
note ainsi RHom, (X, —): (S, 1) — (S, 1) le foncteur dérivé total a droite de
Hom, (X, —).

Définition 1.13 Soit E un objet de Spt’ (.#) (ou de SHg(Y,I)), on dit que E est un
Q-spectre si pour tout entier naturel n, la fleche E,, — RHom, (T, E, ;1) déduite du mor-
phisme d’assemblage o,: T NE,, — E, 1 est un isomorphisme dans (.S, I).

Remarque 1.14 Concernant les notations, quand le signe ) désignera un foncteur, il
s’agira, sauf précision explicite sous la forme d’un indice (exemple : Qp1), du foncteur
Hom, (S, =) (ou de son foncteur dérivé total a droite), a savoir le foncteur « espace de
lacets » usuel, et non pas du foncteur Home (T, —) auquel on réserve le nom maladroit de
« T-espace de lacets ». En revanche, dans [’expression « Q)-spectre », on omettra de préciser
Pobjet T qui est suffisamment présent dans les notations par ailleurs pour étre oublié.

Définition 1.15 On note SHL(.Z, 1) la sous-catégorie pleine de SHg(Y,I) formée des
Q-spectres.

Définition 1.16 Un morphisme f: E — F dans Spt” (.) (ou dans SH;F(Y, I)) est une
I-équivalence stable si pour tout Q-spectre G, f induit une bijection

Homgyr (o 1) (F, G) = Homgyr (s 1y (E, G) .

Définition 1.17 Une [-fibration stable est un morphisme dans SptT(LS”) ayant la pro-
priété de relévement a droite par rapport aux cofibrations projectives qui sont aussi des
I-équivalences stables. Une I-fibration injective stable est un morphisme dans Spt” (%)
ayant la propriété de relevement a droite par rapport auxr monomorphismes qui sont aussi
des I-équivalences stables.

Les deux théoremes qui suivent donnent des structures de catégories de modeles fermées
sur Spt” (.#) ayant pour catégories homotopiques des catégories équivalentes & SHG (-7, I).

Théoreme 1.18 Munie des cofibrations projectives, des I-équivalences stables et des I-
fibrations stables, la catégorie Spt’ () est une catégorie de modéles fermée simpliciale
dont on note SH* (S, 1) la catégorie homotopique. On appelle SH* (.#, 1) la catégo-
rie homotopique stable du site suspendu avec intervalle (,I1,T). Le foncteur évident
SHL(S,I) — SHT (1) est une équivalence de catégories.

Théoreme 1.19 Munie des monomorphismes comme cofibrations, des I-équivalences sta-
bles et des I-fibrations injectives stables, la catégorie Spt” () est une catégorie de modéles
fermée simpliciale.

Nous allons démontrer ces deux théoremes simultanément. La structure introduite dans
le théoreme 1.18 sera appelée « structure stable » tandis que celle du théoreme 1.19 sera
désignée sous le nom de « structure stable injective ».
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Lemmes préliminaires

Lemme 1.20 Soit f: E — F un morphisme dans Spt” (.#) entre Q-spectres, alors f est
une I-équivalence projective si et seulement si f est une I-équivalence stable.

Observons tout d’abord que les [-équivalences projectives sont exactement les mor-
phismes qui deviennent des isomorphismes dans la catégorie homotopique S’Hg(&” )
(cf. [25, proposition 1.14, Chapter II]). En revenant a la définition des I-équivalences
stables, on peut obtenir ce lemme en appliquant le lemme de Yoneda dans la catégorie
SHL(Z, ).

Lemme 1.21 Soit f: A — B un morphisme dans Spt” (.#). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) Le morphisme f est une I-équivalence stable ;

(2) Pour tout Q-spectre injectivement I-fibrant E dans Spt” (.), le morphisme d’en-
sembles simpliciaur hom(B, E) — hom(A, E) est une équivalence faible.

On a noté hom: Spt” ()" x Spt”(.#) — A°PEns le bifoncteur faisant partie de la
structure simpliciale sur Spt” (.#). Supposons (2), en passant aux composantes connexes,
on obtient une bijection 7y hom(B, E) = mo hom(A, E) pour tout Q-spectre injectivement
I-fibrant. D’apres 'axiome simplicial pour la structure injective du théoreme 1.12, on en
déduit une bijection Homgyr s (B, E) — Homgyr s (A, E), ce qui montre bien (1),
tout 2-spectre possédant un remplacement injectivement [-fibrant.

Réciproquement, supposons (1). Soit E un Q-spectre injectivement I-fibrant, pour tout
ensemble simplicial K, le T-spectre hom(K, E) est encore un 2-spectre injectivement I-
fibrant (ici, hom désigne le bifoncteur évident (A°PPEns)”” x Spt’ () — Spt’ (.#)); on
en déduit que les fleches 7o hom(B, hom(K, E)) = 7y hom(A, hom(K, E)) sont bijectives
pour tout objet K de A°°PEns, ce qui revient a dire que la fleche

Hom 100 (K, hom(B, E)) — Hom o (K, hom(A, E))

est bijective. En utilisant le lemme de Yoneda dans la catégorie homotopique usuelle 7P,
on en déduit que hom(B, E) — hom(A, E) est une équivalence faible d’ensembles simpli-
claux, ce qui établit (2).

On déduit de ce lemme les deux lemmes qui suivent (de méme que dans [57, pages 72—
74]) :

Lemme 1.22 Soit un carré cocartésien dans Spt” (%) :

A—21-B

! f

/

c—~2-D

Si f est une I-équivalence stable, alors f' aussi pourvu que f ou g soit un monomorphisme.
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Lemme 1.23 Soit .% une petite catégorie filtrante. Soit E(e) — F(e) une transformation
naturelle de foncteurs & — Spt’ (#). Si pour tout objeti € &, le morphisme E(i) — F(i)
est une I-équivalence stable, alors coBm E(e) — colfim F(e) est itou.

Lemme 1.24 [ existe un ensemble # de monomorphismes dans SptT(LS”) qui sont aussi
des I-équivalences stables tel que si B est un objet de SptT(y), alors E est un Q)-spectre in-
jectivement I-fibrant si et seulement si le morphisme canonique E — o posséde la propriété
de relevement a droite par rapport a ¥ .

D’apres la démonstration du théoréme 1.12, on sait qu’il existe un ensemble _#, de
monomorphismes qui sont aussi des [-équivalences projectives telles que les [-fibrations
injectives soient caractérisées par la propriété de relevement a droite par rapport a _Z.

Pour tout monomorphisme i: A — B dans Esp,(.¥) et tout entier naturel n, on note
¢n.i le morphisme évident dans Spt” (.%) :

onit Fud \/  Fou(T AB) — Fy(B)
Frt1(TAA)

Il est clair que ¢, ; est un monomorphisme, qui est une /-équivalence projective si et seule-
ment si ¢ est une I-équivalence faible. Par un jeu d’adjonctions, on montre facilement que
si E est un objet de Spt” (.#), alors E — e possede la propriété de relevement & droite par
rapport a ¢, ; si et seulement si le morphisme E,, — Hom,(7", E, ;) dans Esp,(.¥) possede
la propriété de relevement a droite par rapport a i. Soit _#’ un ensemble de monomor-
phismes dans Esp,(.7) tel que les I-fibrations triviales dans Esp,(.¥) soient précisément
les morphismes ayant la propriété de relevement a droite par rapport a _#’ (cf. la démons-
tration du théoreme 1.7). On note _#; l'ensemble des morphismes dans Spt” () de la
forme ¢,,; ol n est un entier naturel et i € #'. Onnote ¢ = #,U ¢#;. Montrons que _#
vérifie bien les propriétés voulues. Soit E un objet de Spt” (.#). Si E — e possede la pro-
priété de relevement a droite par rapport a ¢, alors il possede la propriété de relevement a
droite par rapport a _#j ce qui assure que E est injectivement /-fibrant, ce qui implique que
E est projectivement [-fibrant ; pour montrer que E est un 2-spectre, il reste & montrer que
les fleches évidentes E,, — Hom, (T, E, ;1) sont des [-équivalences faibles, ce sont en fait
des I-fibrations triviales puisque ces fleches satisfont de la propriété de relevement a droite
par rapport a ¢’ (E — e satisfaisant la propriété de relevement a droite par rapport a
_71). Réciproquement, supposons que E soit un {2-spectre injectivement /-fibrant. Comme
E est injectivement [-fibrant, E — e satisfait évidemment la propriété de relevement a
droite par rapport a #. Sii: A — B est une cofibration I-triviale dans Esp,(¥) et que
n est un entier naturel, le morphisme ¢, ; est un monomorphisme qui est une /-équivalence
projective, E — e possede donc la propriété de relevement a droite par rapport a ces
morphismes, on en déduit par adjonction que le morphisme E,, — Hom, (7, E, ;1) est une
I-fibration, c¢’est donc une I-équivalence faible si et seulement si c¢’est une [-fibration tri-
viale, c¢’est-a-dire si ce morphisme possede la propriété de relevement a droite par rapport
a ¢’ Comme E est un {)-spectre, on en déduit que E — o possede finalement la propriété
de relevement a droite par rapport a _#, ce qui montre I’équivalence voulue.

Il reste a montrer que les morphismes appartenant a _#; sont des I-équivalences stables.
Tout d’abord, on peut montrer facilement en revenant a la définition que pour tout objet
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X de Esp,(-¥) et tout entier naturel n, la fleche évidente F, (T A X) — F, X est une I-
équivalence stable. Ensuite, soit i: A — B un monomorphisme dans Esp, (.#), on considere
le diagramme suivant

Fn+1(T/\A)% n+1(T/\B)

| |

FA C.

Pn,i

"F.B

ou C' désigne la source du morphisme ¢,, ;. D’apres ce qui précede, les fleches F, 1 (TAA) —
F,Aet F,,,1(TANB) — F, B sont des [-équivalences stables. Grace au lemme 1.22, on obtient
que la fleche F,,.1(T' A B) — C' est une I-équivalence stable. On en déduit que ¢, ; est une
I-équivalence stable, ce qui acheve la démonstration de ce lemme.

Lemme 1.25 ] existe un foncteur R: Spt’ (#) — Spt” () et une transformation natu-
relle T2 idgper (o) — R tels que pour tout objet E de Spt” (.#), le morphisme 75: E — RE
soit une I-équivalence stable (et un monomorphisme), avec RE un Q-spectre injectivement
fibrant. De plus, il existe un cardinal k tel que R commute aux colimites filtrantes indezées
par des ensembles ordonnés grands? devant k.

Il s’agit d’appliquer le raisonnement du petit objet a la famille de fleches ¢ du
lemme 1.24. On considere alors le foncteur ®: Spt” (.#) — Spt”(.#) défini par le carré
cocartésien suivant pour tout objet E de Spt” (%) :

\/ A Ve E
(f: A—=B)e 7 ,9: A—E

lw
V B OF

(f: A—»B)e 7 ,0: A—E

On a une transformation naturelle évidente idg,er () — ®. On peut itérer cette construc-

tion & la puissance o pour tout ordinal o.. Tous les objets de Spt” (.#) (en particulier les
sources des fleches dans _¢') étant accessibles (cf. SGA 419.3), si on pose R = ®* pour un
ordinal (limite) « bien choisi (cf. plus bas), la fleche ®*E — e possedera la propriété de re-
levement a droite par rapport a _¢ pour tout objet E de Spt” (.#) ; d’apres le lemme 1.24,
RE sera un Q-spectre injectivement fibrant. Les fleches de ¢ étant des I-équivalences
stables (et des monomorphismes), grace au lemme 1.22, on obtient que la fleche E — OE
est une I-équivalence stable pour tout objet E de Spt” (). Grace au lemme 1.23, on peut
utiliser une récurrence transfinie pour montrer que les flecches E — ®°E (en particulier

2cf. SGA 41 9.1 pour cette notion.
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E — RE) sont des I-équivalences stables (et des monomorphismes) pour tout ordinal 3 et
tout objet E de Spt” (.#).

Soit k£ un cardinal suffisamment grand pour que les sources des fleches dans ¢ soient «-
accessibles. On obtient aussitot que le foncteur & commute aux colimites filtrantes indexées
par des ensembles ordonnés filtrants grands devant k; par récurrence transfinie, on en
déduit la méme assertion pour le foncteur ®° o 3 est un ordinal quelconque, et donc en
particulier pour le foncteur R. Notons que si « est un ordinal limite grand devant x (par
exemple si o l'ordinal sous-jacent a un cardinal infini successeur strictement plus quand
que k), alors il est « bien choisi » au sens ou la condition évoquée plus haut sera satisfaite.

Apres ces lemmes préliminaires concernant les I-équivalences stables dans Spt” (.%),
nous allons faire une digression (tres) technique incluant le lemme 1.35 qui nous servira
ensuite.

Une axiomatique épouvantable

Le but de ce paragraphe est d’établir le lemme 1.35 qui nous servira a vérifier un des
axiomes des catégories de modeles fermées pour la catégorie Spt’ (.#) munie d'une des
deux structures stables envisagées précédemment. Les arguments de départ sont ceux de
[40, theorem 2.3] pour les préfaisceaux simpliciaux. Des difficultés techniques supplémen-
taires se posent lors de la Al-localisation pour obtenir [57, corollary 2.20, page 77|, qui
est un outil technique important mais dont les détails de la démonstration sont passés
sous silence (fort justement, compte tenu du caractére épouvantablement horrible de la
chose!). Dans la démonstration du lemme 1.35 qui nous servira a construire des structures
de catégories de modeles, on retrouvera ainsi un ingrédient que les auteurs de [loc. cit.] in-
diquent (& savoir la considération de limites inductives filtrantes indexées par des ensembles
ordonnés grands devant un cardinal fixé). On s’est efforcé de donner une formulation axio-
matique suffisamment générale pour pouvoir s’appliquer non seulement aux catégories de
spectres que l'on va considérer, mais aussi, rétrospectivement, a certaines catégories déja
rencontrées.

Définition 1.26 Soit € une catégorie. Une taille sur € est la donnée d’une « fonction » 3

t qui a tout objet de € associe un cardinal, satisfaisant les axiomes suivants :
(T1) Deux objets isomorphes ont méme taille ;

(T2) Pour tout cardinal k, il existe un ensemble représentatif des classes d’isomorphismes
d’objets de taille < k.

Remarque 1.27 La notion de taille n’a vraiment d’intérét que si la catégorie € n’est pas
petite.

Définition 1.28 Soit t une taille sur une catégorie €. On dit que t est discréte si pour
tout cardinal k (non vide) dans l'image de t, il existe un cardinal k' < K tel que pour tout
objet X de €, si t(X) < k alors t(X) < K.

311 ne s’agit pas vraiment d'une fonction ¢, mais plutét d’une formule mathématique F (X, k) en deux
variables dans le langage de la théorie des ensembles, qui est telle que pour tout objet X de ¥, il existe
un unique cardinal & tel que F (X, k) soit vraie, on pose alors t(X) = k.
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On peut remplacer une taille quelconque ¢ par une taille ¢’ discrete en disant que (X))
est le cardinal successeur de t(.X).
L’intérét des tailles réside principalement dans la trivialité suivante :

Proposition 1.29 Soit F': € — €' un foncteur entre deux catégories munies de tailles.
Alors, pour tout cardinal k, il existe un cardinal k' tel que pour tout objet X de € de taille
< k, l'objet F'X soit de taille < K'.

Définition 1.30 Soit t une taille sur une catégorie €. On dit que t est croissante avec les
monomorphismes si pour tout monomorphisme i: A — B dans €, on a t(A) < t(B).

Lemme 1.31 Soit € une catégorie munie d’une taille t. On suppose que pour tout objet
X, la catégorie des sous-objets de X est essentiellement petite. Alors, il existe une taille
t' >t sur € telle que t' soit croissante avec les monomorphismes.

11 suffit de définir ¢'(X) comme étant le sup des ¢'(Y) pour Y parcourant les sous-objets
de X.

Définition 1.32 Soit € une catégorie. On note FI(€) la catégorie des fléches de €, c’est-
a-dire la catégorie des foncteurs A' — €.

On suppose que 'on dispose de données du type suivant :
ne catégorie ¥ munie d'une taille ¢ discrete et croissante avec les monomorphismes.
(D1) U Sgorie € ie d’ ille ¢ discre i 1 hi
(D2) Une famille de foncteurs (®;),.;
ne famille de foncteurs (V). e vers ns) indexée par un ensemble J.
(D3) Une famille de fi (\I!])JEJ de F1(¥) Fl(Ens) indexé ble J
(D4) Des cardinaux (infinis) 3 et ~.

de € vers A°’PEns indexée par un ensemble I.

Définition 1.33 Dans €, on appelle équivalence faible un morphisme f: A — B tel que
pour tout i € I, Uapplication ®;(A) — ®;(B) soil une équivalence faible d’ensembles sim-
pliciauz; on dit d’un morphisme f: A — B que c’est une cofibration si pour tout j € J,
Uapplication V,;(A — B) est injective. Une cofibration triviale est une cofibration qui est
aussi une équivalence faible.

On suppose que ces données vérifient les axiomes suivants :
(A1) La catégorie € possede des limites projectives et inductives.

(A2) Les foncteurs (®;),.; et (¥;),.; commutent aux limites inductives indexées par des
ensembles ordonnés filtrants grands devant ~.

(A3) Dans %, les limites inductives indexées par des ensembles ordonnés filtrants grands
devant v commutent aux limites projectives finies.

(A4) Les cofibrations sont des monomorphismes.

(Ab) Les cofibrations, les monomorphismes et les équivalences faibles sont stables par
colimites filtrantes.

(A6) Les cofibrations triviales sont stables par image directe.

28



SECTION 1 — CONSTRUCTION

(A7) Pour tout ensemble A et pour tout cardinal k, il existe un cardinal £’ tel que si
(Xa),e4 st une famille de sous-objets de taille < x d’un objet X de ¢, le plus petit
sous-objet M de X majorant les sous-objets X, (existe et) est de taille < &'

(A8) Si A; et A, sont deux sous-objets d'un objet A de €, que 'on note AjNAy = A; x4 Ay
et Ay U As la somme amalgamée de A; et de A, le long de A; N A,, alors la fleche
évidente A; U Ay — A est un monomorphisme. De plus, la taille de A; U Ay est
inférieure ou égale au max des tailles de A; et de Ay .

(A9) Tout objet X de ¥ est la colimite (filtrante) de ses sous-objets de taille < 3.

(A10) Pour tout j € J, le foncteur ¥; préserve les carrés cocartésiens; de plus, le but de la
fleche V(A — B) ne dépend que de B.

Lemme 1.34 Pour tout cardinal k, il existe un cardinal K" > K tel que pour tout objet X
dans €, l’ensemble ordonné des sous-objets de X de taille < k' soit grand devant .

On considere la « fonction » f qui a un cardinal k associe le plus petit cardinal tel que
pour toute famille (X,),., de sous-objets de taille < x d'un objet X de €, si A est de
cardinal <+, alors le plus petit sous-objet de X majorant tous les X, est de taille < f(k);
f(k) existe bien grace a 'axiome (AT). Il s’agit de trouver un point fixe £’ & f vérifiant
k' > k.

On définit un cardinal k. pour tout ordinal @ par induction transfinie : on pose kg = k,
Kat1 = f(Ka) et si a est un ordinal limite, on pose k, = sup Ky . On choisit un cardinal

a'Ea
infini successeur « strictement plus grand que 7 (toute partie de a de cardinal <~ admet
donc un majorant) et on pose k' = K,.

Vérifions que «’ vérifie la condition espérée. Distinguons deux cas. Supposons d’abord
que la famille de cardinaux k. pour o € o admette un maximum Kol - Il vient Kaf+1 = Ko
puis k' = Ky, et donc f(k') = £'. Supposons maintenant que la famille de cardinaux s
pour o € o n’admette pas de maximum. En utilisant le fait que la taille ¢ a été supposée
discrete, on voit qu’il n’existe pas d’objet de & de taille k,. Ainsi, si un objet de % est
de taille < K, alors il est de taille < k, et donc de taille < k., pour un certain élément
o/ € a. Compte tenu du choix fait précédemment pour 'ordinal «, on en déduit aisément
que f(x") = K/, ce qui acheve la démonstration de ce lemme.

Lemme 1.35 [ existe un cardinal k' tel que si f: E — F est un morphisme de € possédant
la propriété de relevement a droite par rapport aux cofibrations triviales entre objets de taille
< k' alors [ posséde la propriété de relevement a droite par rapport a toutes les cofibrations
triviales.

Commencons par montrer que ce lemme résulte du lemme suivant :

Lemme 1.36 Pour tout cardinal x, il existe un cardinal k' tel que si A — B est une
cofibration triviale, et By un sous-objet de taille < k de B, il existe un sous-objet By de
taille < k' de B tel que By C By, que AN By — By soit une cofibration triviale et que
AU By — B soit une cofibration.

4Si cette condition n’est pas vérifiée pour la taille ¢, on peut montrer qu'il existe une taille ¢’ > ¢ qui la
satisfait.
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On applique ce lemme 1.36, avec k = (3. On obtient un certain cardinal ', on va vérifier
que ce cardinal vérifie la conclusion du lemme 1.35 que 1'on veut établir. On se donne un
carré commutatif de la forme ci-dessous, ou i: A — B est une cofibration triviale et ou
E — F possede la propriété de relevement a droite par rapport aux cofibrations triviales
entre objets de taille < k' :

%E

1T

B——F

On considere 'ensemble ordonné & formé des couples (C, ¢) ou C' est un sous-objet de
B majorant A tel que C' — B soit une cofibration triviale et ¢: C' — E un morphisme
faisant commuter le diagramme
A—F
zl o 7

f
C—F

On dit que (C, ) < (C',¢’) si C est un plus petit sous-objet de C” et que ¢’ prolonge .
On montre facilement que & est inductif, il admet donc un élément maximal. Pour montrer
qu’il existe un relevement dans le carré commutatif de départ, il s’agit de montrer qu’un
élément maximal de (C, ¢) est forcément tel que C' = B. Quitte a remplacer le morphisme
A — B par C — B, on se ramene a montrer que si A — B n’est pas un isomorphisme,
alors il existe un élément (C, ) de @ avec C' # A. D’apres axiome (A9), B est colimite
(filtrante) de ses sous-objets de taille < 3, on en déduit qu'il existe un sous-objet By de B
de taille < 3 qui ne soit pas contenu dans A, le morphisme A — AU By n’est donc pas un
isomorphisme. D’apres le lemme 1.36, il existe un sous-objet By de B plus grand que B
mais de taille < &’ tel que AN By — By soit une cofibration triviale et AU B; — B une
cofibration. On a alors un carré cocartésien

AN B A
B, AU B
B

La fleche AN By — Bj est une cofibration triviale, donc A — A U By aussi (cf. axiome
(A6)), comme A — B est une cofibration triviale et que AU B; — B est une cofibration,
il vient que AU B; — B est une cofibration triviale. Par hypothese, le morphisme £ — F
possede la propriété de relevement a droite par rapport a AN B; — By, il en découle
formellement qu’il possede aussi la propriété de relevement par rapport a A — AU B;. On
obtient ainsi un relevement ¢: AU By — E qui donne bien un élément non trivial de &,
ce qui acheve la démonstration de ce lemme.

Passons a la démonstration du lemme 1.36 ; pour cela, introduisons un peu de termino-
logie :
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Définition 1.37 Soit un carré commutatif dans la catégorie des ensembles

Loy

P,k

X/ > Y/

Un défaut d’injectivité de f est un couple (xq,x2) d’éléments distincts de X tels que f(x1) =
f(z2), on dit qu’il disparait dans f' si p(x1) = p(xs). De facon analogue, un défaut de
surjectivité de f est la donnée d’un élément y de Y qui n’est pas dans l'image de f, on dit
qu’il disparait dans f' si q(y) est dans l'image de f'.

Lemme 1.38 Pour tout cardinal k, il existe un cardinal k' tel que si A — B est une
cofibration triviale, et By un sous-objet de taille < k de B, et si (x1,23) est un défaut
d’injectivité d’une fleche V;(AN By — By) pour un certain élément j € J, alors il existe
un sous-objet By de taille < k' de B tel que By C By et que ce défaut d’injectivité disparaisse
dans V;(AN By — By).

D’apres le lemme 1.34, on obtient un cardinal " plus grand que (3 et que k (et ne
dépendant que de ces cardinaux [ et k) tel que I’ensemble ordonné des sous-objets de tout
objet de € soit grand devant 7. Notons . I’ensemble ordonné des sous-objets C' de B
de taille < k' et contenant By, cet ensemble ordonné . est grand devant 7. En utilisant
notamment I’axiome (A9), on obtient un isomorphisme

colimC 5 B .
Ces

En utilisant de plus I'axiome (A3), on obtient aussi un isomorphisme

colim(ANC) = A.
ces

L’axiome (A2) implique que la fleche ¥;(A — B) s’identifie a la fleche

coim¥;(ANC — C) .

Ces
Cette derniere fleche est donc injective puisque U;(A — B) lest (A — B étant une
cofibration). On en déduit aussitot l'existence d’un sous-objet B; de B de taille < &/
contenant By et faisant disparaitre le défaut d’injectivité choisi au niveau de By, ce qui
acheve la démonstration de ce lemme.

On peut utiliser des arguments semblables pour faire disparaitre des défauts d’injectivité
au niveau des morphismes V;(AU By — B) (I'idée étant de forcer AU By — B a étre une
cofibration). De la méme maniere, on peut faire disparaitre des défauts de bijectivité au
niveau des applications mo®;(A N By) — moP;(By). De fagon similaire, pour tout entier
n > 1, on peut faire disparaitre des défauts de bijectivité au niveau des applications
Tn(Pi(ANBy), x) — m,(Pi(By), x) ot x est un simplexe de degré 0 de 'ensemble simplicial
®;(A N By). On obtient ainsi que pour tout cardinal r, il existe un cardinal ' tel que
pour chacun de ces défauts potentiels au niveau d’un sous-objet By de taille < k, il existe
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un sous-objet By plus grand mais de taille < &’ dans lequel le défaut envisagé disparait.
Observons maintenant que ’on peut majorer le cardinal de I’ensembles des défauts possibles
en fonction de k, il s’agit d’utiliser la proposition 1.29; le plus difficile est de majorer le
cardinal de 'ensemble des défauts d’injectivité des fleches W;(AU By — By) en fonction de
la taille de By : cela utilise I'axiome (A10). En utilisant I’axiome (A7), on obtient aussitot
que pour un cardinal x fixé, il existe un cardinal ', tel que dans la situation précédente, si
By est de taille < &, il existe un Bj de taille < &’ qui fasse disparaitre non pas seulement un
défaut d’'injectivité ou de surjectivité d’un type envisagé mais tous ces défauts. On vient
d’esquisser la démonstration de I’énoncé suivant :

Lemme 1.39 Pour tout cardinal k, il existe un cardinal k' rendant vrai ce qui suit. Si
A — B est une cofibration triviale dans € et By un sous-objet de B de taille < k, alors
il existe un sous-objet By de B contenant By et de taille < k' tel que tous les défauts
d’injectivité des applications V;(A N By — By) et V(AU By — B) ainsi que les défauts
de bijectivité des applications ®;(AN By) — ®;(By) au niveau des « groupes d’homotopie »
disparaissent dans les applications correspondantes pour By.

On peut maintenant finir la démonstration du lemme 1.36. On part d’un sous-objet
By de taille < xk comme dans 1’énoncé. Soit « l'ordinal sous-jacent a un cardinal infini
successeur strictement plus grand que . On définit une « suite » croissante de sous-objets
Cs pour 6 < a de la maniere suivante : on pose Cy = By. Pour tout ordinal limite §, on
note Cjy la colimite des Cy pour ¢’ € . On définit Cs,1 comme étant obtenu a partir de Cs
en faisant By = (s dans le lemme 1.39. On peut en principe itérer les estimations de tailles
données par ce lemme, on obtient ainsi un cardinal ' (ne dépendant que de ) tel que C,
soit de taille < k’. On pose B; = C,,. Notons que « est un ensemble ordonné grand devant
7, ainsi pour tout j € J, la fleche V,;(AN B; — By) s’identifie a la colimite des fleches
U, (ANCs — Cs), or dans ce systeme de fleches, un défaut d’injectivité au cran § disparait
au cran 0 + 1, a la limite inductive, on obtient évidemment une injection. On a montré que
AN By — B était une cofibration. On montre de fagon similaire que AU B; — B est une
cofibration et que A N By — By est une équivalence faible, ce qui acheve la preuve de ce
lemme.

Fin de la démonstration

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer les théoremes 1.18 et 1.19 conduisant
a deux structures de catégories de catégories de modeles simpliciales sur les T-spectres.

Rappelons les axiomes que 1'on souhaite montrer (cf. [57, page 46]), ou € est une caté-
gorie munie d'une notion de cofibration, de fibration et d’équivalence faible (une cofibration
(resp. une fibration) est dite triviale si elle est aussi une équivalence faible).

(MC1) La catégorie € possede des limites projectives et des limites inductives.

(MC2) Dans un triangle commutatif, si deux fleches sont des équivalences faibles, alors la
troisieme aussi.

(MC3) Si un morphisme f est un rétracte de g, et que g est une équivalence faible (resp. une
cofibration, resp. une fibration), alors f aussi.
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(MC4) Toute fibration possede la propriété de relevement a droite par rapport aux cofibra-
tions triviales. Toute cofibration possede la propriété de relevement a gauche par
rapport aux fibrations triviales.

(MC5) Tout morphisme peut étre factorisé fonctoriellement en p o i ol p est une fibration
et 7 une cofibration triviale. Tout morphisme peut étre factorisé fonctoriellement en
poi ou p est une fibration triviale et ¢ une cofibration.

Que ce soit dans le cas de la structure stable ou dans celui de la structure stable injec-
tive, les axiomes (MC1), (MC2) et (MC3) sont trivialement vrais, de méme que la moitié
de (MC4) concernant la propriété de relevement a droite des fibrations par rapport aux
cofibrations triviales. La moitié de (MC5) concernant la factorisation fonctorielle cofibra-
tion/fibration triviale résulte aussitot de I’énoncé analogue pour les structures de catégories
de modeles données dans les théoremes 1.10 et 1.12. Rappelons le lemme suivant :

Lemme 1.40 (Astuce de Joyal, cf. [40, pages 64-65]) On suppose donnée une caté-
gorie € munie de familles de fleches appelées équivalences faibles, cofibrations et fibra-
tions. On suppose que les aziomes (MC1) et (MC2) sont vérifiés, ainsi que les propriétés
sutvantes :

— les cofibrations sont stables par composition et image directe ;

— les fibrations ont la propriété de relévement par rapport aux cofibrations triviales ;

— tout morphisme peut étre factorisé en p ot avec i une cofibration et p une fibration

triviale.

Alors, l'aziome (MCY) est vérifié.

Compte tenu de ce lemme, on voit aussitot qu’il ne nous reste plus qu’a établir la
moitié de (MC5) qui nous manque, a savoir la factorisation cofibration triviale/fibration.
En vertu du raisonnement du « petit objet » (cf. page 26 pour le principe), il s’agit de
montrer que dans chacune des deux structures envisagées, il existe un ensemble # de
cofibrations triviales telles que les fibrations puissent étre caractérisées par la propriété de
relevement a droite par rapport a _#.

Il n’y a donc qu’a montrer que 'on est dans les conditions d’application du lemme 1.35.
D’aprés le lemme 1.25, on a un foncteur R: Spt” (./) — Spt” () (commutant aux co-
limites filtrantes indexées par les ensembles ordonnés grands devant un certain cardinal
k). On sait qu'un morphisme f: E — F est une [-équivalence stable si et seulement si
RE — RF est une I-équivalence projective (entre objets projectivement /-fibrants). Ainsi,
on peut définir des foncteurs ®x ,,: Spt’ (.#) — A°PPEns pour tout entier naturel n et
tout objet X € ., en posant ®x,(E) = (RE),(X). On obtient une famille de fonc-
teurs ®(x ) : Spt’ (#) — A°PPEns indexée par (Ob.?) x N dont on peut vérifier qu'ils
commutent aux limites inductives filtrantes indexées par les ensembles ordonnées filtrants
grands devant un cardinal v suffisamment grand et que E — F est une [-équivalence stable
si et seulement si pour tout (X,n) € (Ob.) x N, I'application ®x, \E — ®(x ) F est une
équivalence faible d’ensembles simpliciaux. C’était le point essentiel a vérifier, on construit
facilement les autres données (différentes selon que 'on considere la structure stable ou la
structure stable injective) et la vérification des axiomes permettant d’utiliser le lemme 1.35
ne pose pas de grande difficulté. La vérification de I'axiome simplicial pour ces structures
de catégories de modeles n’est pas difficile non plus. On acheve ainsi la démonstration des
théoremes 1.18 et 1.19.
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2 Fonctorialité

2.1 Changement de site

On se donne deux sites avec intervalles (.7, 1) et (%, I5) (les sites considérés étant
supposés avoir assez de points). On se donne un foncteur f~1: .% — . définissant une
application continue de sites f: .7 — % °. On en déduit formellement un couple de
foncteurs adjoints (f*, fi) avec f,: Esp(#1) — Esp(.%2) et f*: Esp(.#2) — Esp(#).

Définition 1.41 ([57, definition 1.55, page 65]) L’application continue f: ./ — S
est dite raisonnable si pour tout objet X de %5, tout objet simplicialement fibrant Y de
Esp(.7)) et toute équivalence faible simpliciale f.Y — Y’ dans Esp(#) avec Y' simpli-
cialement fibrant, ['application évidente d’ensembles simpliciauz

hom(X, f,Y) — hom(X,Y")
est une équivalence faible.

On suppose que f est une application raisonnable de sites. On se donne de plus un
objet T} dans Esp,(-#1) et un objet 75 dans Esp,(3) (autrement dit, on a deux sites
suspendus avec intervalles, cf. remarque 1.5).

Observons tout d’abord que f~! induit un foncteur f,: Esp,(.#1) — Esp,(-#2) (com-
patible au foncteur d’oubli du point-base) et que ce foncteur f,: Esp,(-#1) — Esp,(-#)
admet un adjoint & gauche f*: Esp, () — Esp,(.#1) .

On se donne une fois pour toutes un isomorphisme de foncteurs Esp,(.-#3) — Esp,(-71)
en la variable X :

‘I’XI f*(Tg /\X) :> Tl /\f*X .

Par adjonction, la donnée de ¥ équivaut a la donnée d’un isomorphisme de foncteurs
U’": Esp,(-71) — Esp,(-#,) en la variable Y :

U, : Hom,(Ty, f,Y) = f,Hom,(T},Y) .

On peut alors définir un foncteur f*: Spt’*(#) — Spt™ (.#}) par la formule (f*E), =
f*(E,) pour tout objet E de Spt’>(.#), les morphismes d’assemblage étant définis en
appliquant f* au morphisme d’assemblage de E et en utilisant ¥ :

Ti A f*(Ep) — f*(Ept1)

f*(T2 A En)

®Autrement dit, le foncteur f,: Prefais(.#1) — Prefais(.%%) défini a partir de f~! au niveau des
catégories de préfaisceaux d’ensembles envoie les faisceaux sur .#; sur des faisceaux sur .%%5.

511 convient de noter que ce foncteur ne commute pas forcément & I'oubli du point-base (en revanche,
dans l'autre sens, il commute a la construction X — X consistant a ajouter formellement un point-base a
un objet non pointé). Par exemple, si X est un espace topologique, U un ouvert qui n’est pas tout, et que
Ion note j: U — X l'inclusion canonique, le foncteur d’inclusion j; de la catégorie des ouverts de U dans
celle de X induit une application continue de sites X — U dont le foncteur image directe est le foncteur
j* usuel et 'adjoint & gauche jy est soit le prolongement par le vide pour les faisceaux d’ensembles, soit le
prolongement par e (ou zéro) (pour les faisceaux d’ensembles pointés ou les faisceaux de groupes abéliens).

34



SECTION 2 — FONCTORIALITE

On définit de méme un foncteur f,: Spt™ (.#}) — Spt’*(.#3) par la formule (f,E), =
f.(E,) pour tout objet E de Spt™(.#), les morphismes adjoints des morphisme d’as-
semblage de f,E étant obtenus en utilisant I'isomorphisme ¥’ et en appliquant f, aux
morphismes adjoints o], des morphismes d’assemblage de E :

J«(Ep) — Hom, (T3, fi(Epn41))

, ~| e,
f*an

f* HOI’I’I. (Tl ) En—i—l)

Il est clair que le foncteur f*: Spt™(.%) — Spt™* (.#) est I'adjoint & gauche du fonc-
teur f,: Spt’' () — Spt’*(.F%).

On suppose maintenant que f: (.%,11) — (%, [3) constitue une application raison-
nable de sites avec intervalles (cf. [ibid., definition 3.16, page 92]), autrement dit que le
foncteur Rf,: (A1) — H(S) T envoie les objets I;-locaux sur des objets Io-locaux.

Lemme 1.42 Soit g: E — F une I -équivalence projective entre objets projectivement I -
fibrants de Spt™ (A, ). Alors f.g: f.E — f.F est une I,-équivalence projective.

C’est évident. On en déduit un foncteur dérivé total a droite
Rpfo: SHIN (A, L) — SHE (S, 1)

Proposition 1.43 Le foncteur R, f,: SHgl(Yl,Il) — SH?(YQ, L) admet un adjoint a
gauche qui n'est autre que le foncteur dérivé total o gauche de f*: Spt™(.%) — Spt™ (.A),
que l'on note L f*: SHIJ;Q(yQ,]Q) — S'Hgl(yl,]l).

On procede dune fagon tout-a-fait semblable a celle de [ibid., proposition 1.57, page 65] :

Définition 1.44 Soit X un objet de Spt™2(.%). On dit que X est f*-admissible si pour tout
objet injectivement I1-fibrant Y de Spt™*(.#1) et toute I -équivalence projective f,.Y — Y’
avec Y' un objet injectivement I,-fibrant de Spt™*(#), la fleche évidente d’ensembles
simpliciaux

hom(X, f,Y) — hom(X,Y")

est une équivalence faible.

Lemme 1.45 Soit X un objet f*-admissible de Spt™(.%). Alors, le foncteur qui a Y €
Spt™ (A) associe Iensemble Homg, 12)(X,Rpf*Y) est coreprésentable, c¢’est-a-dire

que « le foncteur adjoint & gauche de Ry f,: SHgl(Yl,Il) — S?‘lg2 (S, o) est défini en
X ». Plus précisément, on a un isomorphisme fonctoriel en' Y € S'Hgl(ﬁﬁl, L) :

Hom‘,mg1 (Yl,ll)(f*X’ Y) = HOIIlSHgQ(y2J2)(X7 R, 1Y)

"M s’agit 14 du foncteur dérivé total a droite du foncteur f,: A°PPFais(.#;) — AC°PPFais(.%) (il
est simplement obtenu en appliquant f, & une résolution fibrante). Cette construction est possible
(cf. [ibid., page 62]) car on a supposé que f était une application continue de sites.
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Pour k € {1,2}, on choisit une résolution Ij-injectivement fibrante E — Eg, foncto-
rielle en Y € Spt’*(.#,) (il sera évident que les isomorphismes construits plus bas seront
indépendants de ce choix). Pour tout objet Y de Spt’(.#}), on consideére I'application
suivante :

hom(X, f,(Yab)) — hom(X, (f«(Yab))sb) -

Comme X est f*-admissible, cette application est une équivalence faible d’ensembles sim-
pliciaux. On a par ailleurs un isomorphisme canonique d’ensembles simpliciaux :

hom(f*X, Yg,) — hom(X, fi(Ysb)) .
Finalement, on obtient une équivalence faible fonctorielle en Y :
hom(f*X, Yap) — hom (X, (fe(Yab))snp) -
En passant au m, il vient une bijection fonctorielle en Y :

Hom J(fX,Y) — Homg X, RpfiY)

SHEN (A1, HE2 (S, 1) (

ce qui acheve la démonstration du lemme.

Bref, pour montrer que R, f, admet un adjoint a gauche, il suffit de montrer que tout
objet de SH?(YQ, I,) peut étre représenté par un objet f*-admissible de Spt™2(.#). Le
lemme suivant nous donne cela (et permet aussi de montrer que le foncteur adjoint a gauche
de R, f, est le foncteur dérivé total a gauche de f*) :

Lemme 1.46 ] existe un foncteur Spt™ (%) — Spt™ (%) qui a un objet X associe un
objet Xaam f*-admissible, et une transformation naturelle X,qm — X qui soit une I5-
équivalence projective.

On applique le raisonnement du petit objet & la famille de fleches 7 dans Spt”2(.%)
de la forme F,,(A x X); — F,(B x X); ou X € .%, n est un entier naturel et A — B une
inclusion entre ensembles simpliciaux finis. On obtient ainsi une factorisation fonctorielle
e — Xuam — X de @ — X pour tout objet X de Spt’*(.%3), ot Xuqm — X possede
la propriété de relevement a droite par rapport a <7 (il s’agit donc d’une I1-équivalence
projective) et ot @ — X, 4, est un composé transfini d’images directes de sommes directes
de morphismes dans 7. Observons tout d’abord que les fleches dans ./ sont des mono-
morphismes qui le restent apres application de f*; par ailleurs, pour tout entier naturel n,
tout objet X € .% et tout ensemble simplicial K, 'objet F,,(K x X), est f*-admissible
(cela résulte aussitot du fait qu’on a une application raisonnable de sites avec intervalles).

Les objets f*-admissibles possedent des propriétés analogues a celles énoncées dans
[ibid., lemma 1.53, page 64]. Dans le cas ou on utilise la catégorie des préfaisceaux pour
définir les catégories de spectres, elles permettent de conclure. Si on travaille avec des
faisceaux, les objets de la forme F},(Ax X ), pour A un ensemble simplicial fini et X € . ne
sont pas forcément de présentation finie dans Spt’?(.#) ; pour terminer la démonstration
de ce lemme (et donc de la proposition 1.43), on peut utiliser le lemme suivant :

36



SECTION 2 — FONCTORIALITE

Lemme 1.47 Soit (X;)ics un systéme inductif dans Spt™ (%) indexé par une catégorie
filtrante .. On suppose que pour tout i € &, l'objet X; est f*-admissible. Alors colfim X,

est f*-admissible.

Soit Y un objet injectivement I;-fibrant de Spt™*(.#}), soit f,Y — Y une résolution
injectivement I»-fibrante. On veut montrer que la fleche

hom(cogm X, [,Y) — hom(cogm X, Y")

est une équivalence faible.
On sait déja que pour tout ¢ € .#, 'application
hom(X;, f,Y) — hom(X;,Y")

est une équivalence faible entre ensembles simpliciaux fibrants; le fait que ces ensembles
simpliciaux soient fibrants résulte, pour hom(X;, Y’) du fait que Y’ soit injectivement I5-
fibrant, et pour hom(Xj, f,Y), de I'isomorphisme isomorphisme canonique hom(X;, f,Y) =
hom(f*X;,Y) et du caractere injectivement [;-fibrant de Y. On peut donc passer ces
équivalences faibles a la limite homotopique pour obtenir une équivalence faible (cf. [12]) :

hom(hoc;limXi, LY) — hom(hocglim X, Y.

Comme le foncteur f* « commute » & hocolim, on obtient le carré commutatif suivant
ﬂ )

hom(colfim X, Y) hom(colfim X, Y')

| l

hom(hocglim XYy o hom(hocglim X, Y

ou la fleche du bas est une équivalence faible et les fleches verticales aussi puisque Y et
Y’ sont fibrants (pour les structures de catégories de modeles considérées). Il en résulte
que la fleche du haut est aussi une équivalence faible, ce qui acheve la démonstration de ce
lemme.

Pour pouvoir étendre convenablement ces constructions aux catégories homotopiques
stables, on a besoin d’une hypothese supplémentaire donnée dans la définition qui vient (et
qui récapitule les hypotheses utilisées jusqu’ici) :

Définition 1.48 On se donne (1,11, T1) et (S, 15, Ts) deux sites suspendus avec inter-
valles. Une application raisonnable f: (1,11, T1) — (S, I3, Ty) de sites suspendus avec
intervalles consiste en la donnée d’une application raisonnable f: (A1, 1) — (2, I2) de
sites avec intervalles et d’un isomorphisme de foncteurs

U: fH(Ty A=) S Ty A f*—: Esp,(%5) — Esp,(A)

tels que pour tout objet Ir-fibrant X de Esp,(-#1) et toute Iy-équivalence faible f, X — X'
avec X' Ir-fibrant, la flecche Hom, (T, f,.X) — Hom, (T3, X') soit une Is-équivalence faible.
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Proposition 1.49 Soit f: (A, 11, T1) — (S, I3, Ts) une application raisonnable de sites
suspendus avec intervalles. Alors, le foncteur R, fs: SHgl(Yl, L) — SH?(YQ, L) est tel
que

Ry f(SHOH A, 1)) € SHE (S, 1)

Si g: E — F est un morphisme dans Spt™ (%)) qui est une I,-équivalence stable entre
Q-spectres I1-projectivement fibrants, alors f.g: f,.E — f.G est une Iy-équivalence stable
(entre S2-spectres).

Le fait que Ry, f, préserve les Q-spectres résulte de la derniere condition intervenant dans
la définition d’une application raisonnable de sites suspendus avec intervalles. La deuxieme
assertion en découle en vertu du lemme 1.42.

Sous les hypotheses de la proposition, on obtient aussitot un foncteur dérivé total
a droite Rf,: SH™ (A, 1)) — SH™ (S, ). 11 est également évident que le foncteur
Lf*: S?-(g2 (S, 1) — SHgl (S, 1) préserve les équivalences stables,; ce foncteur induit
donc un autre foncteur Lf*: SH™* (%, I,) — SH™ (%, I;) dont on vérifie facilement qu’il
définit un adjoint & gauche a Rf, (le fait que Ry, f, préserve les Q-spectres est essentiel ici).
On obtient ainsi le théoréme suivant :

Théoréme 1.50 Soit f: (S, L, 1)) — (F, 12, Ty) une application raisonnable de sites
suspendus avec intervalles. On dispose de couples de foncteurs adjoints (Lf*, Ry f.) entre
les catégories SHIH (S, I,) et (Lf*,Rf.) entre les catégories SH™ (., I;) pour k € {1,2}.

Proposition 1.51 Soit f: (A, 11, T1) — (S, I3, Ts) une application raisonnable de sites
suspendus avec intervalles. Les diagrammes de catégories suivants sont commutatifs (a des
isomorphismes canoniques de foncteurs pres) pour tout entier naturel n :

NS, ) == SHP (S, 1) —= SH™ (S, I)

lLf* lLf* lLf*

(A ) == SHY (A, ) —= SH™ (A, L)

SHTl(yl,]l)HSHgl(y:bIl)evﬁn O(ylajl)

lRf* lRpf* lRf*

SHTQ(yg,[Q)%SHgQ(y%IﬂW—n) 0(‘5ﬂ2a[2)

Tout d’abord, on a un couple de foncteurs adjoints (Lf*, Rf,) entre les catégories
Ho( S, I) (il s’agit d'une version pointée de la construction de [57, page 92], dont on
a développé ici une version pour les spectres). Les foncteurs intervenant dans le premier
diagramme sont des foncteurs dérivés a gauche des foncteurs évidents (ou des identités
si la fleche n’est pas précisée) tandis que les foncteurs apparaissant sur le deuxiéme sont
des foncteurs dérivés a droite; les deux diagrammes se correspondent par adjonction. Il
est évident que le deuxieme diagramme est commutatif (& des isomorphismes canoniques
pres), le premier 'est donc aussi.
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Lemme 1.52 Soit f: (A, 11, T1) — (S, I, T) une application raisonnable de sites sus-
pendus avec intervalles. Le diagramme suivant commute a un isomorphisme canonique
pPres :

SH;I;Q (yg, [2) ev—n> %(yg, Ig)

lLf* Lf*
SHI (A, 1) 22 A( A, )

On construit facilement un morphisme canonique Lf* o ev,, — ev, oL f* de foncteurs
SHgQ(YQ,Ig) — (S, Ih). 11 s'agit de montrer que c’est un isomorphisme. Pour cela,
il suffit de montrer que si X,qm, est la résolution admissible a gauche d’un objet X €
Spt”?(.%3) construite dans le lemme 1.46, 'objet ev,,(Xaam) de Esp, (%) est f*-admissible
pour la version pointée de la définition de [ibid., remark 1.50, page 64]. En revenant a
la construction spécifique de X,gm, on voit qu’il suffit de montrer que si X € .%, alors
T3 A Xy est un objet f*-admissible de Esp,(.#3), ce qui découle du lemme suivant :

Lemme 1.53 Soit f: (A, 1, T)) — (S, I, Ts) une application raisonnable de sites sus-
pendus avec intervalles. Soit X un objet de Esp,(-#2). Si X est f*-admissible, alors Ty N X
QUSSI.

Un objet X de Esp,(.%,) est f*-admissible si et seulement si pour tout objet [;-fibrant
Y de Esp,(-#7) et toute I,-équivalence faible f,Y — Y’ avec Y’ un objet Ir-fibrant, la
fleche évidente
hom(X, f,Y) — hom(X,Y")

est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux. On se donne donc un tel objet X, et
on voudrait montrer que Hom, (75, X) est f*-admissible. On se donne alors un objet I;-
fibrant Y de Esp,(#1), on choisit une Il,-équivalence faible f,Y — Y’ avec Y’ I,-fibrant.
On veut montrer que la fleche évidente

hom(Ty A X, f,Y) — hom(Ty, A X, Y")
Par adjonction, cela revient a montrer que la fleche
hom (X, Hom, (T3, f,Y)) — hom(X, Hom,(T5,Y"))

est une équivalence faible. Comme Hom, (75, Y”) est Io-fibrant (puisque Y’ l'est), la der-
niere condition donnée dans la définition d’'une application raisonnable de sites suspendus
avec intervalles implique que a: Hom, (73, f,Y) — Hom,(75,Y") est une Ir-équivalence
faible. On a un isomorphisme canonique Hom, (73, f.Y) = f, Hom,(7},Y) ; comme l'objet
Hom,(T},Y) est I -fibrant, on peut utiliser le fait que X soit f*-admissible pour montrer
que hom, (X, o) est une équivalence faible, ce qui est précisément ce qu’on voulait.

Remarque 1.54 Le foncteur Lf*: SHgQ(YQ,Ig) — SHgl(Yl,Il) ne préserve pas né-
cessairement les Q-spectres. On pourrait construire un contre-exemple en considérant les
« points réels » du P'-spectre BGL défini au chapitre 1v. Pour obtenir la conclusion du
lemme 1.52 pour le foncteur Lf*: SH'* (S, I,) — SH" (A, L), il faut se limiter auz
objets de SH?(YQ,IQ) qui sont des Q-spectres et qui le restent dans SHgl (A, 1) apres
application du foncteur Lf*.
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Proposition 1.55 On se donne deux applications raisonnables de sites suspendus avec
intervalles f: (1,1, T1) — (S, I, 1) et g: (S, Ir,To) — (3,13, T3) Alors on peut
définir une application raisonnable de sites suspendus avec intervalles go f: (1,1, Ty) —
(S, I3, T3), et on a des isomorphismes canoniques de foncteurs

Rp(90 f)e = Rpgu o Rpfu: SH (A1, 1) — SHMN S, L)

R(go f)s = Rge o Rfi: SHT (A, ) — SH (S5, 1) ;
Lf*oLg* = L(go f)*: SH?’(%,I?,) — SHgl(Yl, L) ;

Lf*oLg* = L(go f)*: SH™(H, I3) — SH™ (A, 1) .

Une fois que I'on sait que les applications continues raisonnables de sites (tout court) se
composent, il n’y a pas de difficulté a construire I'application raisonnable de sites suspendus
avec intervalles g o f. On peut ensuite montrer tres facilement que les quatre morphismes
de foncteurs considérés sont des isomorphismes.

Remarque 1.56 On peut ainsi parler des catégories bi-fibrées® (%, 1,T) — SHg(Y, I)

et (L, 1,T) — SH' (S, 1) au-dessus de la catégorie des sites suspendus avec intervalles
(avec les applications raisonnables comme morphismes).

2.2 Changement de suspension

Soit (-, I) un site avec intervalle (possédant suffisamment de points). On se donne un
morphisme f: 7" — T dans Esp,(.¥).

On définit un foncteur f*: Spt” () — Spt’ (.#) en faisant correspondre & un 7-
spectre E le T'-spectre constitué de la méme suite (E,),ey d’objets de Esp,(), les
morphismes d’assemblage o), étant définis par la composition suivante :

id on
T'AE, 2 T AR, 5B, .
Il est évident que f*: Spt”(.#) — Spt' () préserve les I-équivalences projectives, on
obtient ainsi un foncteur f*: SHL (S, 1) — SH! (7, 1).

Proposition 1.57 Soit (L, 1) un site avec intervalle (possédant suffisamment de points).
Soit un morphisme f: T" — T dans Esp,(-”). Si f est une I-équivalence faible, alors le
foncteur f*: SHI (S, 1) — SH] (1) est une équivalence de catégories.

Déduisons-en aussitot le corollaire suivant :

Corollaire 1.58 Soit (., 1) un site avec intervalle (possédant suffisamment de points).
Soit un morphisme f: T" — T dans Esp,(-”). Si f est une I-équivalence faible, alors le
foncteur f*: SHY (S, 1) — SH' (., 1) est une équivalence de catégories.

8cf. SGA 1 VI 10 pour cette notion.
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D’apres la proposition, f*: S’Hg(&” 1) — SH;(&” ,I) est une équivalence de catégo-
ries. Comme f: T — T" est une I-équivalence faible, il est évident que si E est un objet de
SHY(.#, 1), alors E est un Q-spectre si et seulement si f*E est un Q-spectre. On en déduit
qu’'un morphisme ¢g: E — E’ dans SH;F(Y ,I) est une [-équivalence stable si et seulement
si f*(g): [*E — f*E’ est une I-équivalence stable, ce qui permet de conclure.

Pour démontrer la proposition, nous allons construire un foncteur adjoint a droite
fo: Spt” () — Spt” () de f*: Spt’ () — Spt” (.¥).
Soit E un objet de Spt” (.#). On note f,E, 1’égalisateur des deux fleches

a,f: [[Homy (T, Epy) — [[Homy(T' AT By pif1)
€N €N

ou « est induite par les fleches
Hom,(T",E, ;) — Hom,(T' AT E,1i1)
induites par les morphismes d’assemblage de E et ou ( est induite par les fleches
Hom, (T E,1i11) — Homy (T AT  Epyit1)

provenant de la composition & droite avec f Aidpai: TV AT — T AN TN = TN
On note p;, les morphismes évidents :

pi,n: (f*E)n — HOm.(T/\i, En-i—z) .

Pour tout entier naturel n, on définit le morphisme d’assemblage T'A f.E, — f.E, .1 de
facon a rendre commutatif le diagramme suivant :

TA (f*E)n (f*E)n—i-l
lT/\pH_l’n lpi,n+l

T N HOIII. (7—‘/\i—"_17 En+i+1) E— T A Hom. (T/\Z VAN jﬁ7 En+i+1) $ Hom. (T/\i, En+i+1)

On montre tres facilement le lemme suivant :

Lemme 1.59 Les foncteurs f*: Spt’(.#) — Spt?' () et f.: SptT (¥) — Spt’(.¥)
forment un couple (f*, f,) de foncteurs adjoints.

Pour tout morphisme f: 7’ — T dans Esp,(.#), il est clair que f*: Spt’(.%) —
Spt”’ (.7) préserve les monomorphismes et les I-équivalences projectives. On a ainsi une ad-
jonction de Quillen (pour les structures injectives) ; on peut appliquer [25, lemma 7.9, Chap-
ter II] et [ibid., theorem 7.7, Chapter II] pour montrer que f*: S’Hg(&”, I — SH?(&”, I)
admet un adjoint a droite R f,: SH;(Y, I)— SH (S, 1).

Nous sommes maintenant en mesure d’établir la proposition 1.57. Tout d’abord, on
peut supposer que f: T" — T est un monomorphisme; en effet, d’apres [ibid., lemma 8.4,
Chapter II], comme tous les objets de Esp,(-¥) sont cofibrants, il existe une factorisation
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f = gojouj est une cofibration (triviale) et ¢ un inverse a gauche d’une cofibration
triviale.

On suppose donc que f est une I-équivalence faible qui est aussi un monomorphisme.
On veut montrer que les foncteurs adjoints f* et Rf, définissent des équivalences de ca-
tégories inverses I'une de I'autre entre les catégories SH! (7, 1) et SHIT,/ (.7, 1). D’apres
[ibid., corollary 7.8, Chapter I1], il s’agit de montrer que si on a une fleche g: f*F — E dans
SptT/(Y ) avec F un objet de Spt” (.#) et E un T"-spectre injectivement I-fibrant, alors g
est une I-équivalence projective si et seulement si I’application adjointe F — f,E est une
I-équivalence projective. On voit aussitot que pour établir cela, il suffit de montrer que si
E est un T"-spectre injectivement I-fibrant, le morphisme d’adjonction f, f*E — E est une
I-équivalence projective, autrement dit que les morphismes évidents po,.: (fof*E), — E,
sont des [-équivalences faibles. Pour établir ce fait, on récrit f, f*E comme la limite pro-
jective du diagramme suivant :

|s

Hom,(T"% E, 2) —— Hom,(T" AT"* E, ;3)

E

Hom,(T,E, 1) —*>Hom,(T' AT,E, )

E

E, —2>Hom, (T, E,.1)

On a supposé ici que f: T — T était une I-cofibration triviale, les fleches verticales (no-
tées ) sont donc des [-fibrations triviales (le T"-spectre E étant supposé projectivement
I-fibrant). En complétant le diagramme avec des carrés cartésiens, on peut observer que
(f.f*E), s’identifie a la limite projective d'une tour de [-fibrations triviales dont la base
est E, ; la fleche (f,f*E),, — E, est donc une [-fibration triviale, ce qui montre que le
morphisme d’adjonction f, f*E — E est une [-équivalence projective et acheve la démons-
tration de la proposition.

Proposition 1.60 Soit (7, I) un site avec intervalle (possédant suffisamment de points).
Soit T un objet de Esp,(). Alors, on a un foncteur Spt” (.#) — Spt’ "' (.#) induisant
une équivalence de catégories SH* (.7, 1) — SH™ (.7, I).

On définit un foncteur G: Spt” () — Spt’"*(.#) de la maniere suivante. Soit E
un objet de Spt’ (). On définit un T' A T-spectre GE en posant (GE), = E,, et en
définissant le morphisme d’assemblage comme la composée suivante :

TAoon O2n+1

TANTNEg, — TANEgy1 — Egppa .

On définit un foncteur F: Spt”""(.#) — Spt” (.#) en posant pour tout T A T-spectre F
et tout entier naturel n :

(FF)s, = F, (FF)ap41 = Homo (T, F, 1 1)
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Pour tout entier naturel n, le morphisme d’assemblage T'A (FF)g,11 — (FF)g,.0 n'est
autre que le morphisme d’évaluation T'A Hom, (7', F,, 1) — F, 1 tandis que le morphisme
d’assemblage T'A (F'F)y, — (FF)g,.1 est le morphisme T'AF,, — Hom, (7T, F,,. 1) adjoint
du morphisme T'A (T' A F,)) — F, 11 que l'on identifie & un morphisme d’assemblage du
T A T-spectre F.

Lemme 1.61 Les foncteurs G: Spt’ () — Spt' " (.¥) et F: Spt’"(.#) — Spt’ (.¥)
définissent un couple de foncteurs adjoints (G, F).

C’est évident.

I est clair que le foncteur G': Spt” (.#) — Spt’ " (.7) préserve les monomorphismes et
les I-équivalences projectives ; de plus F' préserve les I-équivalences projectives entre objets
projectivement I-fibrants. On en déduit une adjonction de Quillen au niveau des structures
injectives, d’'ott des foncteurs G: SH] (S, 1) — SH " (S, 1) et R F: SHIM (S, 1) —
SH;F(Y ,I) formant un couple de foncteurs adjoints (G,R,F). Maintenant, si F est un
T N T-spectre projectivement [-fibrant, alors F est un Q-spectre si et seulement si F'F
est un 2-spectre, on en déduit que le foncteur G': SHg(Y ) — SHgAT(Y ,I) préserve
les équivalences stables, d’ott un foncteur induit G: SH* (, 1) — SH™(#,I) et une
adjonction de Quillen au niveau des structures stables injectives, ce dernier foncteur ad-
met donc un adjoint & droite RF: SH'" (<, 1) — SH"(#,I). On dispose de trans-
formations naturelles idgyr o — RF o G SH' (S, 1) — SH'(S,I) et GoRF —
idgyrar (g 1) SH™M (1) — SH™ 7 (#,I) dont on vérifie trivialement que ce sont des
isomorphismes. On a donc établi la proposition.

3 Structure triangulée, T-espaces de lacets

Nous allons voir que sous certaines hypotheses, les catégories homotopiques stables
construites ici sont canoniquement munies de structures triangulées (cf. théoreme 1.69).
Nous étudierons ensuite les T-espaces de lacets, ceux-ci ont quelque rapport avec la struc-
ture triangulée ; cette étude conduira a la comparaison de la notion d’équivalences stables
définie ici et celle donnée dans [41].

3.1 Enoncés généraux

Définition 1.62 Soit S une catégorie et : H — A un foncteur. On note (L] la
catégorie dont les objets sont les couples (X,n) ou X est un objet de A et n un entier
relatif, un morphisme (X,n) — (Y, m) dans S [271] est un élément de la limite inductive

colim  Hom (XX, XY

r>max(—n,—m)

ot les applications de transition sont induites par le foncteur 33, la composition des fleches
est définie de fagon évidente.
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On a un foncteur évident s: # — J# [L!] envoyant X sur (X,0). On note
A ]

le foncteur qui a un objet (X, n) associe (X,n + 1), la définition de ce foncteur au niveau
des morphismes étant évidente. Ce foncteur — [1] est un automorphisme de la catégorie
A [¥71], on note — [n] ses puissances, pour tout entier relatif n. On a un isomorphisme
canonique de foncteurs # — S [L7!] entre s o X et [1] o s (autrement dit, on a un
isomorphisme naturel (X, 1) = (XX, 0) pour tout objet X de 7).

L’énoncé suivant peut étre dégagé a partir de la construction indiquée par Voevodsky
dans [76, §4] :

Théoréme 1.63 Soit € une catégorie de modeéles pointée®. Notons S sa catégorie ho-
motopique et X: A — F le foncteur de suspension (cf. [62, §2, Chapter I]). Alors, la
catégorie € [L71] est canoniquement munie d’une structure de catégorie triangulée.

On trouve presque cet énoncé dans [ibid., proposition 5, §3, Chapter I] ; je me contenterai
ici d’esquisser la construction dans le cas plus aisé ou % est de plus supposée simpliciale.
On dispose ainsi d'un foncteur ®: € x A°®’Ens — %. Notons d’abord que si (K, k) est un
ensemble simplicial pointé, on peut noter X A (K, k) le quotient X @ K/ X ®k, ce qui définit
un foncteur A: € x A°°PEns, — %. On peut identifier 3 au foncteur dérivé a gauche de
—NS1: € —%.

Soit f: X — Y un morphisme dans % entre objets cofibrants. On définit cone(f) de
facon a avoir un carré cocartésien dans € :

X Y

| |

X A (A 0) — cone(f)

ot la fleche X — X A (A1,0), identifiée & X A S® — X A (A',0) provient de l'inclusion
SO — (AL, 0).

On a un morphisme évident cone(f) — cone(X — o) = X A S'. On a ainsi défini un
triangle (& valeurs dans la catégorie ¢ [2~!] munie du foncteur de translation — [1]) :

(X,0) L (Y,0) — (come(f),0) — (X, 1) ;

notons 7y ce triangle.
Soit 7 = (A% B 5 C = A[1]) un triangle, pour tout entier relatif n, on note .7 [n]
le triangle

(=D"u (=D"w
—

Aln] Bin] X om L A+ .

Définition 1.64 On dit d’un triangle de € [X'] qu’il est distingué s’il est isomorphe d un
triangle de la forme J; [n] pour un certain entier relatif n et un morphisme f entre objets
cofibrants de € .

9Une catégorie de modeles est dite pointée si elle posséde un objet nul.
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Dans ce cadre simplicial, la vérification des axiomes des catégories triangulées est vrai-
ment facile; pour le cas général, cf. [loc. cit.].

Corollaire 1.65 Soit € une catégorie de modéles pointée, soit F sa catégorie homoto-
pique. On suppose que le foncteur de suspension ¥: € — € est une autoéquivalence.
Alors F est canoniquement munie d’une structure de catégorie triangulée.

En effet, dans ce cas, le foncteur évident s: # — 5 [X '] est une équivalence de caté-
gories. Stricto sensu, Z n’est pas une catégorie triangulée au sens de [75, définition 1.1.1,
Chapitre II] puisque ¥ n’a aucune raison d’étre un automorphisme de la catégorie S :
ce n’est qu'une autoéquivalence. On laisse en exercice au lecteur de se convaincre qu’il ne
s’agit pas la d’un probleme trés sérieux (au pire, on remplace J# par la catégorie 7 271
qui lui est équivalente).

Remarque 1.66 On peut interpréter le théoréme 1.63 a la lumiére de la théorie des dé-
rivateurs initiée par A. Grothendieck. D’aprés [16], on sait qu’a une catégorie de modéles
€ satisfaisant certaines conditions techniques supplémentaires, on peut associer un deéri-
vateur Dy : on considére simultanément les catégories Dy (F) pour tout petite catégorie
S (et leur fonctorialité), ot Dy () est ici la catégorie homotopique de la catégorie des
foncteurs I — € munie d’une structure de catégorie de modéles convenable. Dans [54],
G. Maltsiniotis définit une structure triangulée sur D(e) si D est un dérivateur satisfaisant
certaines conditions, ainsi, le théoreme 1.63 peut presqu’étre vu comme un cas particulier
de cette construction au niveau des dérivateurs.

Remarque 1.67 La construction du théoreme 1.63 étant valable pour tout catégorie de
modeles pointée, on peut aussi l'appliquer a la catégorie opposée €°PP de la catégorie de
modeéles € de départ. Le foncteur de suspension sur sa catégorie homotopique FPP est
induit par le foncteur « espace de lacets » Q: H — H (adjoint a droite du foncteur
X: H# — ). On dispose donc aussi d’une structure triangulée sur 7 Q171" (et donc
aussi sur Q7Y cf. [15, §1.1.7, Chapitre II]). Maintenant, si on suppose que 33 (et donc
aussi () est une autoéquivalence de la catégorie 4, alors les structures triangulées obtenues
sur A [X7Y et [ donnent a priori deuz structures triangulées sur la catégorie J .
On peut montrer que ces deux structures triangulées coincident (cf. [55]).

Remarque 1.68 La remarque précédente n’est pas completement anodine. Si on dispose
d’un foncteur F': € — 2 entre catégories de modéles, il est fréquent qu’on sache mon-
trer facilement que F' « commute » aux foncteurs de suspension et que le foncteur induit
€ X7 — D[E7Y] préserve les suites « cofibrées » (et donc les triangles distingués), autre-
ment dit F' va induire un foncteur triangulé. Parfois, la propriété précédente ne se voit pas
a Ueeil nu et on obtient plus facilement la propriété duale, a savoir, la compatibilité de F
avec les foncteurs « espace de lacets » et la préservation des « suites fibrées ». La remarque
précédente réconcilie ces deux approches.
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3.2

Catégories SH' (7, 1)

Théoréme 1.69 Soit (,1,T) un site suspendu avec intervalle. On suppose qu’il existe un
isomorphisme T ~ S'AT" dans 7#,(7, I). Alors, le foncteur —A\S*: Spt” (#) — Spt’ (.)
induit une équivalence de catégories SH' (S, 1) — SH" (S, I). La catégorie SH' (7, 1)
est donc canoniquement munie d’une structure triangulée (cf. corollaire 1.65).

Je ne donnerai ici qu'une esquisse de démonstration de ce théoreme qui est une suite
bien ordonnée de formalités :

(1)
(2)

On utilisant le corollaire 1.58, on observe que l'on peut supposer que T = St A T”
avec T" € Esp, ().

Si A et B sont deux objets de Esp,(.), on peut définir une notion de (A, B)-
bispectre : il s’agit de la donnée d’une famille (%; ;)i jjen2 d’objets de Esp,()
munis de morphismes d’assemblage horizontaux oy,: AN %, j — P, j+1 et verticaux
oy: BN\%B;j — P, rendant commutatifs les diagrammes évidents :

A/\ B /\%i,j —>B A %7;7]'4_1

oy
ANPBij1; —— Bit1j+41

La notion de morphisme de (A, B)-bispectre est évidente, on obtient ainsi une ca-

tégorie Bispt? (.). La notion de diagonale d'un bispectre donne un foncteur

A: Bispt*? () — Spt*"B(.#) qui admet un adjoint & droite. On dispose de plu-

sieurs structures de catégories de modeles fermées sur la catégorie Bispt™?(.7) (ou

on peut décréter que les cofibrations sont les monomorphismes). On a tout d’abord

une structure dans laquelle les équivalences faibles sont les équivalences terme a

terme. Comme pour les spectres, on a une notion de (2-bispectre, il y en a méme

plusieurs :

— bispectres dont les A-spectres-lignes sont des (2-spectres;

— bispectres dont les B-spectres-colonnes sont des )-spectres ;

— bispectres vérifiant simultanément les deux conditions précédentes (ce sont ceux-la
que l'on appellera « )-bispectres » et donneront naissance a la notion d’équivalence
stable de bispectres).

En procédant comme pour les spectres, on obtient ainsi trois nouvelles structures de

catégorie de modeles. Soit SHAP(.7, 1) la catégorie homotopique de Bispt™®?(.7)

obtenue en inversant les équivalences stables. En remarquant que 1’on dispose d’une
adjonction de Quillen, on montre facilement que A: Bispt*?(.) — Spt8(.7)

induit une équivalence de catégories SHYP (.7, 1) = SHMB(7 . 1).

En utilisant la construction précédente, on peut remplacer la catégorie Spt® 1AT’(§” )
par la catégorie Bispt® "' (). En considérant les (S*,T")-bispectres dont les S'-
spectres lignes sont des -spectres, on peut ramener le théoréme au cas on 7' = S*.

On se ramene assez formellement au cas ou I = e, autrement dit, il suffit de traiter
le cas ol on ne fait pas de I-localisation.

46



SECTION 3 — STRUCTURE TRIANGULEE, T-ESPACES DE LACETS

(5) On se ramene au cas du site ponctuel, les foncteurs — A ST et Hom,(S?, —) « com-
mutant » aux foncteurs fibres.

(6) On se ramene a montrer que le foncteur de suspension sur SH'® est une autoéqui-
valence, ce qui est classique.

3.3 T-suspensions, T-espaces de lacets

Nous allons étudier ici les foncteurs de T-suspension et les foncteurs « T-espaces de
lacets ». Dans le cas particulier des catégories SH (S), la conclusion de cette étude pourrait
servir a donner une démonstration alternative au théoreme 1.69.

On se donne un site suspendu avec intervalle (., I,T)).

Définition 1.70 Soit X € Esp,(.¥), on note Xx: Spt’ () — Spt’ (.#) le foncteur qui
a un T-spectre E associe le T-spectre YxE tel que (XxE),, = E, A X et ot les morphismes
d’assemblage sont les morphismes évidents.

Le lemme suivant est trivial.

Lemme 1.71 Le foncteur Yx: Spt’ (.#) — Spt” (.¥) admet un foncteur adjoint a droite
Qx: Spt’ () — Spt’ (F) tel que si E est un T-spectre, (UxE),, = Hom,(X,E,), les
morphismes d’assemblage de Qx étant les morphismes évidents.

Proposition 1.72 Pour tout X € Esp,(.¥), les foncteurs (Xx,Qx) définissent une ad-

jonction de Quillen pour les (quatre) structures de catégories de modéles définies sur
Spt’ (7).

Le point essentiel est de montrer que X x préserve les équivalences stables, ce qui résulte
facilement des définitions, le foncteur dérivé a droite de 2x pour la structure projective
préservant les (2-spectres.

Définition 1.73 On note Xx: SH' (S, 1) — SH' (7, I) le foncteur induit par le foncteur
du méme nom sur Spt”’ (), son adjoint & droite est RQx: SHY (S, 1) — SH' (S, 1) :

c’est le foncteur dérivé a droite de Qx pour la structure stable sur Spt” (7).

Du fait de cette adjonction, on déduit que Yx: SH' (., 1) — SH' (., 1) est une
équivalence de catégories si et seulement si les morphismes d’adjonction idgyr .y —
ROQxoXx et XxoROx — id SHT (,1) Sont des isomorphismes, ce qui équivaut encore a dire
que RQx: SHY (., 1) — SHT (7, 1) est une équivalence de catégories, auquel cas Yx et
RQx seraient quasi-inverses I'un de 'autre.

Proposition 1.74 On se donne deuz objets A et B de Esp,(-). Les conditions suivantes
sont équivalentes :
— le foncteur Yapg: SHY (S, 1) — SHT (S, I) est une équivalence de catégories ;
— les deux foncteurs Y4, Yp: SHY (S, 1) — SHY (F,I) sont des équivalences de caté-
gories.
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Cela résulte simplement du fait que 1’on a des isomorphismes (canoniques) de foncteurs
SHY (1) — SHT (7, 1) :

EAOEBZZBOEAZZA/\B'

Le point essentiel est que ¥4 et Xp « commutent ». On peut en effet conclure en utilisant
I’argument permettant de dire que dans un monoide M, si deux éléments f et g commutent,
alors fg est inversible si et seulement si f et g sont inversibles.

Grace a cette proposition, on peut montrer que s'il existe 7" € (.7, I) et un isomor-
phisme 7' ~ S* A T" dans (.7, I), alors pour montrer que SH” (., I) est triangulée, il
suffit de montrer que Yp: SHY (.7, 1) — SHT(.#, I) est une équivalence de catégories.

Définition 1.75 On note ¥4.: Spt” () — Spt’ (.#) le foncteur qui a un T-spectre E
associe le T-spectre S5 E dont le n-ieme terme est (X5E),, = TAE, et dont les morphismes
d’assemblage sont définis ainsi :

TNon

TAELE),=TATAE,) "B TAE, 1 =(35E)
ot o,: T NE, — E,.1 est un morphisme d’assemblage de E.

Je prends ici les mémes notations que dans [41, remark 2.4]. Cependant, compte tenu
de la plus grande généralité envisagée ici, nous donnerons parfois des démonstrations dif-
férentes de certains résultats de [ibid.] concernant ces foncteurs; certains résultats inter-
médaires, comme le lemme 1.82, sont intéressants pour eux-mémes. Le lemme suivant est
évident :

Lemme 1.76 Le foncteur ¥4 Spt’ () — Spt’ () admet un foncteur adjoint a droite
QL Spt’ () — Spt’ () tel que pour tout T-spectre E, pour tout entier naturel n, on
ait (QLE),, = Hom,(T,E,) et que le morphisme d’« assemblage » soit défini a partir du
morphisme &, : E, — Hom,(T,E, 1) de la maniére suivante :

Home (T,6r)

(QLE), = Hom,(T,E,)  —"" Hom,(T,Hom,(T,E,,)) = Hom, (T, (Q,E),.1) .

Le couple de foncteurs (Xk., QL) définit une adjonction de Quillen pour les quatre structures
de catégorie de modéles envisagées sur Spt’ (7).

Remarque 1.77 Les deux foncteurs Qp et QLT ne sont pas identiques. En effet, si on se
hasarde a prendre une notation fonctionnelle et que l’on note (t,x) — o(t,x) le morphisme
d’assemblage TN E,, — E, 1, on peut décrire les deur morphismes

Hom,(T,E,)) — Hom,(7,Hom,(T,E, 1))

définissant les morphismes d’assemblage sur les T-spectres QxE et QLE : pour QxE, on
obtient :
freteteo(t f(1),

tandis que pour QZTE, on trouve :

fret=t—ot, f(t) .
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Théoréme 1.78 Le foncteur ¥k Spt” (.#) — Spt’ () induit une équivalence de caté-
gories Yb: SH' (S, 1) — SH' (A, ).

La démonstration de cette proposition utilise d’autres constructions, utiles par ailleurs,
cf. [36] :

Définition 1.79 On note s_: Spt’ (.¥) — Spt’ (.#) le foncteur tel que pour tout T-
spectre B, s_E = (E1,E,,...) et s.: Spt’ (.¥) — Spt’ () le foncteur tel que l'on ait
siE = (e, Ey, Eq,...), les morphismes d’assemblage sur s_E et s, E étant définis de facon
évidente.

On montre aisément que s_ est 'adjoint a droite de s;. Comme s_ préserve les €)-
spectres, on obtient que s, préserve les équivalences stables et que (s;,s_) forme une
adjonction de Quillen pour les quatre structures de catégories de modeles définies sur
Spt” (.#). Le lemme suivant montre qu'il n’est pas nécessaire de dériver & droite s_ pour
la structure stable :

Lemme 1.80 Le foncteur s_: Spt’ () — Spt’ () préserve les équivalences stables.

On note s;: Spt” (.) — Spt” (.#) le foncteur qui & un T-spectre E associe le T-spectre
(Hom, (T, Ey), Eg, Eq,...), les morphismes d’assemblage étant définis de fagon évidente.
Il est clair que s; est 'adjoint a droite de s_. On remarque que si E est un (2-spectre
injectivement fibrant, alors s;E est itou. On en déduit que s_ préserve les équivalences
stables.

Lemme 1.81 Les foncteurs adjoints (s, s_) induisent des autoéquivalences de SH* (%, 1)
inverses ['une de l’autre.

Les foncteurs s_ et s, sur Spt” (.%) préservent tous les deux les équivalences stables. Il
s’agit donc de montrer que pour tout T-spectre E, les morphismes d’adjonction E — s_s, E
et s;s_E — E sont des équivalences stables. Pour le premier morphisme, c’est évident
puisqu’il s’agit d’un isomorphisme. Pour le second, c¢’est I'objet du lemme suivant :

Lemme 1.82 Pour tout objet E de SptT(Y), le morphisme canonique s, s_E — E est
une équivalence stable.

On considere le morphisme canonique FyE) — E et le diagramme commutatif auquel

il donne naissance :
$+S_FOE0 —— F()EO

L

sis_E E

On observe que s, s_FyEq = F1 (T ANEg). On peut alors vérifier que ce carré est cocartésien.
De plus, le morphisme d’en haut Fi(T A Eg) — FyEy est un monomorphisme et une
équivalence stable (cf. page 25). On peut donc conclure en vertu du lemme 1.22.

Le lemme suivant nous ramene a ce qui nous préoccupait :
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Lemme 1.83 [l existe un morphisme canonique de foncteurs
¢t idgpgr (o) — Qb os_: Spt’ () — Spt’ () .

Pour tout T-spectre E, on définit : E, — (Q4s_E), = Hom, (T, E,,;) de mani¢re
évidente : c¢’est le morphisme d’assemblage de E. Le point délicat consiste a vérifier que
¢ est bien un morphisme de T-spectres (ce qui serait faux si on remplagait Q. par Qr,
subtilité fort contrariante).

Au niveau des foncteurs dérivés pour la structure stable sur Spt” (.#), le morphisme
de foncteurs donné par ce lemme est un isomorphisme (considérer le cas ou E est un Q-
spectre injectivement fibrant). Comme on a montré que s_: SH' (., I) — SH* (%, I) est
une autoéquivalence de catégories, il découle du lemme que R induit aussi une autoéqui-
valence de SH” (., I). Par adjonction, I’adjoint & gauche X}.: SH* (.7, 1) — SH* (<, 1)
de R est également une équivalence de catégories, ce qui achéve la démonstration du
théoreme 1.78.

Remarque 1.84 Si on dispose d’une homotopie explicite entre l’identité et la permuta-
tion circulaire sur T N'T AT, alors [41, lemma 3.20] (dont la démonstration vaut encore
dans ce cadre) permet d’obtenir un isomorphisme de foncteurs Y = Xk SHY (1) —
SHY (S, 1) ; comme on sait que X% est une autoéquivalence, il en va de méme pour Y.

3.4 Espaces de T-lacets infinis

Cette sous-section va permettre de faire le lien entre la construction de SH' (.7, )
donnée ici, et I'approche utilisée dans [41]. Il va cependant falloir faire des hypotheses
supplémentaires : en effet, sinon, il n’aurait pas été nécessaire de choisir une autre approche !

On se donne toujours un site suspendu avec intervalle (&, I, T).

Définition 1.85 On note A: Spt” (.#) — Spt’ () le foncteur Qkos_ et s: idgper (o) —
A la transformation naturelle canonique (cf. lemme 1.83).

On peut faire 'observation cruciale suivante (cf. [36, lemma 4.5]) :
Lemme 1.86 Pour tout objet E de Spt” (.7), on a l'égalité de morphismes
A(sg) =cap: AE - A’E.
On peut donc définir un systeme inductif
E—AE - A’E - A’E — ...
pour tout T-spectre E sans qu’il y ait ambiguité sur la définition des fleches de transition.

Définition 1.87 Pour tout objet E de Spt”’ (), on note A E la colimite du systéme
inductif ci-dessus.
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Lemme 1.88 Pour tout objet E dans SptT(Y), le morphisme canonique
A¥(E): AZ(E) - A(AE)

est un isomorphisme. Si le foncteur Home(T, —) sur Esp,(-¥) commute auzx colimites
indexées par N, alors la fleche

saxg: AYE — AAYE)
est un isomorphisme.
C’est évident a partir du lemme 1.86.
Définition 1.89 (propriété (J)) On dit que (.7, 1, T) satisfait la propriété (J) siles deux

conditions suivantes sont vérifiées :

(J1) Le foncteur Home(T,—): Esp,(-”) — Esp,(*) commute aux colimites indexées
par N ;

(J2) Pour tout systéme inductif
X0—>X1—>X2—>...

d’objets I-fibrants de Esp,(.¥) indexé par N, si on note X, la colimite de ce systéme,
alors X est acyclique pour le foncteur Home (T, —), autrement dit si Xoo — X1
est une I-équivalence faible avec X I-fibrant dans Esp,(.¥), alors

Hom,(T, X..) — Hom, (T, X_ )
est une I-équivalence faible.

Il est immédiat que les foncteurs A et A™ préservent les [-équivalences faibles projec-
tives entre objets projectivement [-fibrants; mais a priori si E est projectivement I-fibrant,
A ne lest pas forcément, c’est ce qui justifie 'introduction de la condition (J2) ci-dessus.
On note RA: SH!(, 1) — SH (S, 1) (resp. RA™: SH] (S, 1) — SHL(S, 1)) les
foncteurs dérivés de A et A* pour la structure projective. On dispose de transformations
naturelles évidentes <: idgyr(s ) — RA et <™ idgyry ) — RA™.

Lemme 1.90 Soit E € 57‘(5(5”,]). Alors, E € SHL(S, 1) si et seulement si ¢g: E —
RA(E) est un isomorphisme dans SH] (7, 1).

C’est évident.

Théoréme 1.91 Soit (.7, I,T) un site suspendu avec intervalle satisfaisant la propriété
(J). Alors,

(1) L’image de R A*: S'Hg(&”,]) — SHI:)F(LS”, I) est contenue dans SHY(.7, 1) ;

(2) Le foncteur R A™: SHI:)F(LS”, 1) — SHL(S, 1) est adjoint ¢ gauche de linclusion
SHY(S . T) — SHE (1) ;
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(3) Un morphisme f: E — F dans S'Hg(&ﬂ, I) est une I-équivalence stable si et seule-
ment si le morphisme RA®(f): RA®(E) — RA™(F) est un isomorphisme dans
SHg(Y,I) ;

(4) Pour tout objet E € SHg(Y, I), les morphismes
¢: E—=RA(E), ¢™:E—-RA®(E)
sont des I-équivalences stables.

La démonstration est purement soritale.

Remarque 1.92 Les hypothése du théoréeme 1.91 sont vérifiées pour le site suspendu avec
intervalle (Sm/Synis, A, PY) (cf. [41, §2.2]). Grice a la conclusion (3), on obtient donc que

les notions d’équivalences stables définies ici et dans [ibid.] sont les mémes.

Remarque 1.93 Sous les hypothéses du théoreme 1.91, on obtient que pour tout T-spectre
E projectivement fibrant, la fleche : E — AE qui avait été introduite au lemme 1.83
est une I-équivalence stable. Je ne sais malheureusement pas établir ce résultat autrement
qu’en utilisant la propriété (J). Pour cette raison, jignore si dans le cas général, il existe un
analogue de [57, lemma 3.20, page 93] obtenu en itérant A (et des résolutions projectives)
a une puissance donnée par un gros ordinal.

4 Catégories homotopiques stables d’un schéma noe-
thérien

Définition 1.94 Soit S un schéma noethérien. On pose SH (S) = SHPl(Sm/SNiS, Al), ou
P! est pointé par co. On note aussi 7 (S) et 7, (S) les catégories homotopiques associées
au site avec intervalle (Sm/Syis, A').

Il n’est pas difficile de montrer que la notion d’équivalences stables utilisée ici est la
méme que celle utilisée par Jardine dans [41] (cf. remarque 1.92). La définition ci-dessus est
donc compatible avec la définition de la catégorie homotopique stable SH (S) d’un schéma
noethérien S donnée dans [ibid.].

D’apres le théoreme 1.69, la catégorie SH (S) est munie d'une structure de catégorie
triangulée.

Remarque 1.95 La construction donnée dans ce chapitre permet de définir une version
étale de SH (S) : pour tout schéma noethérien S, on pose SHa (S) = SHY (Sm/Sq, AY).
Le morphisme de sites a: Sm/Sg — Sm/Snis induit des foncteurs adjoints triangulés
Ray: SHe (S) — SH(S) et La*: SH(S) — SHe (S).

Proposition 1.96 — Pour tout morphisme f: X — S entre schémas noethériens, on
dispose de foncteurs adjoints triangulés Lf*: SH(S) — SH(X) et Rf,: SH(X) —
SH(S);
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— soit S un schéma noethérien, soit X € Sm/S, on note f: X — S le morphisme struc-
tural (lisse), alors le foncteur Lf*: SH(S) — SH (X) admet un adjoint a gauche
triangulé Lfy: SH (X) — SH (S).

Si f: X — S est un morphisme entre schémas noethériens, une application continue
de sites avec intervalle (Sm/Xyis, A') — (Sm/Snis, A!) a été définie dans [57, page 108].
Notons (f*, f.) les foncteurs correspondant au niveau des espaces (pointés). Pour pouvoir
appliquer le théoreme 1.50 qui donnera naissance au couple de foncteurs adjoints (trian-
gulés) (Lf*, Rf,) voulu, il s’agit de définir une application raisonnable de sites suspendus
avec intervalles; soit . € Esp,(Sm/S)nis, on définit un isomorphisme :

Vg: fFPANTF) S fH(PYOAF =P, AT

dans Esp,(Sm/X)nis. Il n'est pas difficile de vérifier que 'on obtient ainsi une applica-
tion raisonnable de sites suspendus avec intervalles (Sm/ Xy, AL, P1) — (Sm/Syis, A, P1),
cf. définition 1.48.

Supposons X € Sm/S. Le foncteur f*: Prefais(Sm/S) — Prefais(Sm/X) est le fonc-
teur « image directe » pour l'application continue Sm/Sxis — Sm/Xyis de sites donnée par

le foncteur Sm/X — Sm/S qui & Y % X € Sm/X associe la composée Y 2> X Lse
Sm/S. 1l est établi dans [ibid., proposition 2.9, page 108] que 1'on définit ainsi une applica-
tion raisonnable de sites avec intervalle. Notons f;: Esp,(Sm/X )nis — Esp,(Sm/S)nis la
version pointée du foncteur « image inverse » associé. La formule de projection [ibid., pro-
position 1.23, page 104] implique que 'on a un isomorphisme canonique, pour tout .# €
Espo(sm/X)Nis :

Ui (P APY) SPYA LT

On obtient ainsi une application raisonnable de sites suspendus avec intervalles
(Sm/Snis, AY, PY) — (Sm/Xnis, A, P
donnant un adjoint a gauche Lfy: SH(X) — SH(S) a f*: SH(S) — SH (X).
Proposition 1.97 Soit X un schéma noethérien, soit i: Z — X une immersion fermée et
j: U — X Uimmersion ouverte complémentaire. Alors, il existe un triangle distingué
Ljs7*'E — E — ,Li*E — Lyj;j*E [1]
fonctoriel en E dans SH (X).

La premicre chose a remarquer est que i,: SptPl(Sm/ZNiS) — SptPl(Sm/ZNis) pré-
serve les Al-équivalences stables; ce n’est pas tautologique : compte tenu de [ibid., pro-
position 2.12; page 109] et du théoreme 1.91, cela résulte de 'isomorphisme canonique
i A=A, 10

0Dy fait de la remarque 1.93, je ne sais comment établir ’analogue de la proposition 1.97 pour la version
étale de ces constructions (cf. remarque 1.95).
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La démonstration qui suit consiste a ramener cet énoncé au cas instable (cf. [ibid., theo-
rem 2.21, page 114]). Soit E un objet de Sptpl(Sm/XNiS). On peut supposer que E est
une résolution admissible F,.q4,, construite au lemme 1.46. On observe alors que E est j*-
admissible et ¢*-admissible et méme que j*E est js;-admissible. Pour obtenir le triangle
distingué voulu, il suffit donc de montrer que le carré commutatif évident

JiJ"E —>‘T
° 1, B

est homotopiquement cocartésien. Il suffit pour cela de vérifier que terme a terme, on obtient
un carré homotopiquement cartésien dans Esp,(Sm/X) (pour la structure de catégorie
de modeles donnant naissance a la catégorie 7 (X)). La construction de la résolution
du lemme 1.46 assure que pour tout entier naturel n, 'objet E, est j*-admissible et i*-
admissible et que j*E,, est jy-admissible ; on s’est bien ramené a la version instable [loc. cit.].

Remarque 1.98 La proposition 1.97 permet de vérifier ’axiome de localité dans le for-
malisme des quatre foncteurs (cf. [6]) pour la catégorie bi-fibrée X —— SH(X) (pour
X parcourant les schémas quasi-projectifs sur une base noethérienne fixée). La fonctoria-
lité construite ici (Rf., Lf* pour f quelconque, et Lf; pour f lisse) permet de démontrer
les autres azxiomes des foncteurs homotopiques stables, a lexception de l’axiome de sta-
bilité qui est pour sa part établi dans [41, §3.4]. Le travail [6] donne donc des foncteurs
fliSH(Y) — SH(X) et fi: SH(X) — SH(Y) satisfaisant de bonnes propriétés pour
tout morphisme quasi-projectif f: X — 'Y entre schémas noethériens. Il n’en sera pas fait
usage ici.

5 Foncteur « points complexes »

Le but de cette section est de définir un foncteur triangulé SH (C) — SH'™® (et donc
plus généralement un foncteur SH (S) — SH'™ pour tout point complexe ¢: SpecC — S
de S), ot SH™P désigne la catégorie homotopique stable usuelle (c’est-a-dire que SH' =

SH™ (s)).

5.1 Rappels sur les résultats de Dugger, Hollander et Isaksen et
conséquences

Le théoreme suivant est un corollaire de [18, theorem 1.1].

Théoréme 1.99 Soit .7 un site, soit # € A°PPPrefais(.”). Les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) Pour tout X € .7, la fleche évidente
F(X) — RT(X;.F)

est un isomorphisme dans J*°P (ou RIN(X;—): H(S) — AP est le foncteur
dérivé total a droite du foncteur qui a ¥ associe F(X));
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(2) Pour tout X € . et tout hyper-recouvrement % — X, la fleche

or N 3 or
F(X) = Rlim #(%,)

est un isomorphisme dans F°P.

Définition 1.100 Soit . un site. On dira d’un objet de A°°PPrefais(.) qu’il est acy-
clique s’il satisfait les conditions équivalentes du théoreme précédent.

Théoréme 1.101 ([19, theorem 1.3]) Soit X un espace topologique, soit % un hyper-
recouvrement ouvert de X. Alors l’application

hocolim Sing %, — Sing X

neA°CPP

est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux.

Corollaire 1.102 Soit X un espace topologique, K un ensemble simplicial fibrant. Alors,
le préfaisceau simplicial sur X qui a un ouwvert U associe le hom. interne d’ensembles
simpliciauz hom(Sing U, K) est acyclique.

Définition 1.103 Un espace topologique est localement contractile s’il posséde une base
d’ouverts formée d’ouverts contractiles.

Corollaire 1.104 Soit X un espace topologique localement contractile, K un ensemble
simplicial. On a un isomorphisme canonique

RI'(X, K) = Rhom(Sing X, K)
ot l'on a encore noté K le (pré)faisceau simplicial constant associé a K.

Tout d’abord, on peut supposer K fibrant. Ensuite, on peut considérer ’application
K — hom(Sing U, K) pour tout ouvert U de X ; cela définit un morphisme de préfaisceaux
simpliciaux qui est une équivalence faible (locale) puisque X est localement contractile (et
que si U est un ouvert contractile, alors I'ensemble simplicial Sing U est contractile). On
peut utiliser le corollaire 1.102 pour conclure.

Remarque 1.105 Ce corollaire 1.10/ est une généralisation du théoréeme de comparaison
entre la cohomologie singuliére a coefficients entiers et la cohomologie du faisceau de groupes
constant Z. (appliquer le corollaire auz espaces d’Filenberg-MacLane K(Z,n) pour n € N).

5.2 Le site des variétés a coins

On note Coins la sous-catégorie pleine de la catégorie des espaces topologiques formée
des variétés topologiques a coins, c’est-a-dire des espaces topologiques séparés et a base
dénombrable admettant un recouvrement par des ouverts homéomorphes a des ouverts
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d’espaces topologiques de la forme R? x RY pour (p,q) € N? 1. Les espaces topologiques
appartenant a Coins sont localement contractiles.

Il est clair que Coins est une catégorie essentiellement petite, on la munit de la topologie
de Grothendieck induite par la topologie des espaces topologiques appartenant a Coins.

Lemme 1.106 Soit K un ensemble simplicial fibrant. Le préfaisceau sur Coins qui a une
variété a coins X associe hom(Sing X, K) est acyclique.

On laisse au lecteur le soin de vérifier qu’il s’agit bien d’une conséquence du théo-
reme 1.99 et du corollaire 1.102.

On note a: Coins — e le morphisme de sites évident. On obtient ainsi un foncteur
faisceau constant a*: A°°?Ens — A°PPFais(Coins).

Muni de Uintervalle [0, 1], le site Coins devient un site avec intervalle; la proposition
suivante nous sera tres utile :

Proposition 1.107 Soit K un ensemble simplicial. Le faisceau simplicial constant a* K
sur Coins est un [0, 1]-local.

Cela se ramene a montrer que pour tout X € Coins, le morphisme évident
RINX, K) — RI'(X x [0,1], K)

est un isomorphisme dans J#'°P. Maintenant, comme Sing(X x [0,1]) — Sing(X) est
une équivalence faible d’ensembles simpliciaux, la formule du corollaire 1.104 permet de
conclure.

Remarque 1.108 ] semble que les difficultés inhérentes a la proposition 1.107 aient été
oubliées dans la démonstration de [57, proposition 3.3, page 120]. Le théoréme qui suit
donne une démonstration que j'espére plus compléte de [loc. cit.] (dans le cas particulier
du groupe trivial).

Théoréme 1.109 Le foncteur (pré)faisceau constant a*: A°°°’Ens — Esp(Coins) induit
une équivalence de catégories

a*: AP 5 A (Coins, [0,1]) .

On dispose d'un foncteur adjoint & droite RI®!a, : 7 (Coins, [0, 1]) — P & a*. Le
fait que le morphisme de foncteurs issu de 1’adjonction

id ptor — ROYa, a*

soit un isomorphisme résulte du fait essentiel que 'image de a* soit formée d’objets [0, 1]-
locaux (cf. proposition 1.107) : on vérifie que pour tout K € A°®’Ens, on a des isomor-
phismes canoniques R%Ua,a* = a,0* K = K.

Il reste a montrer que 'autre morphisme d’adjonction

a*R[Ovl} a, — id,;f(CoinS,[OJD

est un isomorphisme, ce qui est 'objet du lemme suivant :

1 On peut remarquer qu’il suffit de prendre ¢ € {0, 1} puisque Ra_ est homéomorphe a R x R, . Ainsi, je
pourrais aussi bien parler de variétés topologiques & bord, mais je préfere parler de « coins » puisque cela
rend plus fidelement compte de la forme des simplexes.
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Lemme 1.110 Soit F un préfaisceau simplicial sur Coins. On suppose que F est [0, 1]-
local. Alors a*a,.% — F est une équivalence faible.

On a supposé .Z [0, 1]-local et on a vu que a*a,.# était également [0, 1]-local. Comme
le morphisme évident a,a*a,.% — a,.% est un isomorphisme, il suffit d’appliquer le lemme
suivant au morphisme a*a,.# — .% pour conclure :

Lemme 1.111 Soit F — 4 un morphisme entre préfaisceauzr simpliciauz sur Coins. On
suppose que F et G sont [0, 1]-locauz et que a,.F — a, 9 est une équivalence faible, alors
F — 4 est une équivalence faible.

On peut supposer que .Z et ¢4 sont simplicialement fibrants. Etant donné que .Z et &
sont [0, 1]-locaux, pour tout objet X € Coins tel que le morphisme X — e soit une [0, 1]-
équivalence faible, il vient que .7 (o) — .7 (X) (resp. ¥ (o) — ¥4 (X)) est une équivalence
faible d’ensembles simpliciaux ; comme .7 (o) — ¥(®) est une équivalence faible par hypo-
these, il vient que Z#(X) — 4(X) est aussi une équivalence faible. Si X € Coins est un
espace topologique contractile, 'application X — e est évidemment une [0, 1]-équivalence
faible. Comme tous les objets de Coins sont localement contractiles, en passant aux germes,
il vient que le morphisme .# — ¥ est une équivalence faible.

La constructioln du fonctetir a* s’étend trivialement aux S'-spectres pour donner un
foncteur a*: Spt® (8) — Spt® (Coins, [0, 1]).

Théoreme 1.112 Le foncteur a* induit des équivalences de catégories

a*: SHS (e) = SHS (Coins, [0,1]) ;

a*: SH'" 5 SH (Coins, [0, 1]) .

Ce théoreme se déduit assez trivialement du théoréme 1.109.

Proposition 1.113 Le diagramme suivant de catégories est commutatif (4 un isomor-
phisme canonique prés) :

Coins Ftop

T

2 (Coins, [0, 1])

ot le foncteur du haut est le foncteur évident et le foncteur y: Coins — 7 (Coins, [0, 1])
est induit par le plongement de Yoneda de Coins dans la catégorie des faisceauzr sur Coins.

La proposition résulte du lemme suivant :

Lemme 1.114 Pour tout objet X € Coins, il existe un zigzag canonique définissant un
isomorphisme yX — a*Sing X dans 7 (Coins, [0, 1]).
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Il convient de préciser le sens de ce lemme qui peut paraitre subtil. La source y X de cet
isomorphisme est le faisceau d’ensembles sur Coins représenté par X, vu comme faisceau
d’ensembles simpliciaux (discrets). Le but a* Sing X est le préfaisceau simplicial constant
associé a I’ensemble simplicial Sing X. Simplicialement, ces deux objets sont tres différents,
ce nest qu’apres [0, 1]-localisation qu’on va pouvoir les identifier.

La réalisation topologique de I'objet cosimplicial standard A® dans A°°PEns définit un
objet cosimplicial |A®| dans la catégorie Coins. On en déduit, comme dans [ibid., page 88|
un foncteur

Singl?*l: A°PPPrefais(Coins) — A°PPPrefais(Coins)

tel que si 2 est un préfaisceau simplicial sur Coins, alors Sing!®*l 2 est la diagonale du
préfaisceau bisimplicial
(n,m) — Hom(|A™|, Z,,) .

On dispose d'un morphisme fonctoriel évident
2 — Sing®'l 2

qui est une [0, 1]-équivalence faible (démonstration quasi-identique a celle de [ibid., corol-
lary 3.8, page 89]). Considérons Singl®*ly X, c’est le préfaisceau simplicial sur Coins qui
a un objet U de Coins associe I’ensemble simplicial dont ’ensemble des n-simplexes est
Homcoins(|A"| x U, X), autrement dit Sing(CO(U, X)) ou CO(U, X) est I'ensemble des
applications continues U — X muni de la topologie compact-ouvert (noter que U et X
sont séparés, et U localement compact, cf. [22, §2, Chapter III]).

On a a,(Sing/®"lyX) = Sing X ; pour montrer que le morphisme évident

a* Sing X — Sing®"ly X

est une équivalence faible de préfaisceaux simpliciaux sur Coins, il suffit de montrer que
si U € Coins est contractile, alors le morphisme

Sing X — Sing CO(U, X)
est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux, ce qui résulte du fait que
X =CO(e,X) — CO(U, X)

est une équivalence d’homotopie.
On a construit des [0, 1]-équivalences faibles fonctorielles

yX — Sing!®"lyX — a* Sing X ,

ce qui acheve la démonstration de ce lemme.

5.3 Topologie « étale » sur Coins

Définition 1.115 Soit X € Coins. On note Xy la catégorie des fleches Y — X dans
Coins qui sont « étales », c’est-a-dire des homéomorphismes locauz, autrement dit telles
que pour tout y € Y, il existe un ouvert U de'Y contenant y tel que l'application composée
U—Y — X soit un homéomorphisme de U sur un ouvert de X.
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Comme les morphismes dans Coins sont les applications continues entre certains es-
paces topologiques et qu’il ne s’agit pas d’une notion différentielle, je préfere mettre le mot
¢tale entre guillemets.

Il est aisé de montrer que la catégorie X admet des produits fibrés. On dispose de
deux topologies de Grothendieck sur X :

— la topologie usuelle, associée a la prétopologie telle que si Y € X, Cov(Y) est formé

des familles (U; — Y');e; de morphismes dans X telles que pour tout i € I, U; — Y
soit un homéomorphisme de U; sur un ouvert de Y et que 'application U;c;U; — Y
soit surjective ;

— la topologie « étale », associée a la prétopologie telle que pour Y € X, Cov(Y) soit
constitué des familles de morphismes (U; — Y);c; dans X (forcément « étales » au
sens de la définition 1.115) telles que 'application L;c;U; — Y soit surjective.

En mettant ensemble tous ces « petits sites », on obtient aussi deux topologies de

Grothendieck sur Coins, la topologie usuelle de la sous-section 5.2 et la topologie « étale ».
Ces deux topologies coincident d’apres le lemme suivant :

Lemme 1.116 Soit X € Coins. La topologie usuelle et la topologie « étale » sur Xg
coincident.

Il est évident que la topologie étale est plus fine que la topologie usuelle. Il s’agit de
montrer 'inclusion inverse. Soit donc (Y; N Y )ier une famille de morphismes dans Xg
appartenant a la prétopologie étale sur X¢;. Conformément a SGA 4 II 1.4, on va montrer
que le crible de Y qui lui est associé est couvrant pour la topologie usuelle. C’est tres
simple : pour tout point y € Y, on peut choisir un indice 4, € I et un point y € Y;, tels que
pi(y) = y. Choisissons maintenant un ouvert V, de Y;, contenant 7 et tel que I'application
composée V,, — Y; — Y soit un homéomorphisme de V, sur un ouvert de Y. Le crible

engendré par les morphismes (Y] RaS Y);es contient le crible engendré par les morphismes
(Vy = Y)yey, ce dernier crible est couvrant pour la topologie usuelle, ce qui permet de
conclure.

Par conséquent, on notera X le site formé par la catégorie X¢ munie de la topologie
« étale » et on se souviendra que cette topologie coincide avec la topologie usuelle.

5.4 L’application raisonnable Sm/C — Coins

Soit .S un schéma noethérien muni d’un morphisme ¢: SpecC — S. Pour tout objet X
de Sm/S, on note X(C) I'ensemble des S-morphismes Spec C — X muni de sa structure
de variété C-différentielle (voir GAGA et SGA 1 XII 1.1). On définit ainsi un foncteur
t71: Sm/S — Coins par la formule .7 (X) = X (C).

Proposition 1.117 Le foncteur :=': Sm/S — Coins définit une application continue rai-
sonnable de sites 1: Coins — Sm/Sy;s (ou mieur Coins — Sm/Sg).

Commengons par le lemme suivant :

Lemme 1.118 Soit X € Sm/S. Le foncteur .= induit un foncteur 13" : Xg — X (C),, qui
définit un morphisme de sites tx: X(C)g — X (cf. sous-section 5.3).
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Il s’agit d’abord de montrer qu'un morphisme étale dans Sm/S est bien envoyé, par
le foncteur ¢!, sur une application « étale » dans Coins : cela résulte du théoréme d’in-
version locale. On a bien un foncteur L_;{li Xe¢ — X(C),. Notons ensuite qu'un mor-
phisme (étale) surjectif de schémas f: X — Y dans Sm/S induit une application sur-
jective X(C) — Y(C) : si y € Y(C), la fibre X, de f au-dessus de y est un schéma de
type fini sur C et non vide, il posseéde un C-point '2. 11 en résulte que le foncteur ¢ est
continu ; comme il commute aux limites projectives finies, on a bien un morphisme de sites

(cf. SGA 41V 4.9.2).

On en déduit aussitot le lemme suivant :

Lemme 1.119 Soit X € Sm/S. Si .F est un préfaisceau simplicial acyclique sur X (C)g,
alors 1x . (F) est un préfaisceau simplicial acyclique sur Xg.

On peut maintenant établir la proposition 1.117. Le lemme 1.118 a pour conséquence
que le foncteur +~': Sm/Sg — Coins est continu. Montrer que ce foncteur définit une
application continue raisonnable Coins — Sm/Sg (et donc aussi Coins — Sm/Snis)
revient a montrer que si un préfaisceau simplicial .%# sur Coins est acyclique alors ¢,(.%)
est un préfaisceau simplicial acyclique sur Sm/Sg;.

On peut déduire du théoreme 1.99 le fait qu'un préfaisceau simplicial sur Sm/Sg (resp.
sur Coins) est acyclique si et seulement si pour tout X € Sm/S (resp. pour tout X €
Coins), la restriction de . a Xg est acyclique.

Soit donc % un préfaisceau simplicial acyclique sur Coins. On veut montrer que ¢, (%)
est acyclique sur Sm/Sg. D’apres le paragraphe précédent, il suffit de montrer que sa
restriction & X 'est pour tout X € Sm/S. Maintenant, on a un isomorphisme canonique

L*(ﬁ) ‘Xéc = LX,*(‘%X(C)éc )

de préfaisceaux simpliciaux sur Xg. Toujours d’apres le paragraphe précédent, 7| x(c),,
est un préfaisceau acyclique sur X(C)g, le lemme 1.119 implique que tx (| x(c).,) est
acyclique sur Xy, ce qui acheve la démonstration de la proposition 1.117.

Remarque 1.120 Une difficulté de cette proposition provient du fait que la catégorie Sm/C
n’admette pas de produits fibrés, ce qui est un obstacle pour obtenir un morphisme de grands
sites (un morphisme de sites donnant trivialement une application raisonnable de sites). On
s’est donc ramené, grice a un théoreme de Dugger-Isaksen-Hollander (cf. théoréeme 1.99)
a des considérations sur les petits sites; cetle approche est suggérée par [57, remark 1.21,
page 102] qui envisage cette réduction pour l'obtention des applications raisonnables de sites
frop: Sm/Tyy, — Sm/ Sy, associées a un morphisme de schémas noethériens f: T — S et
pour une topologie top parmi les topologies étale, de Nisnevich ou de Zariski. Pour obtenir
la proposition 1.117, nous eussions également pu utiliser le théoréeme de Brown-Gersten
comme dans [ibid., lemma 3.4, page 120] ou [ibid., proposition 1.20, page 103].

12Ceci serait faux si on remplacait C par R, il faudrait alors utiliser la topologie de Nisnevich & la place
de la topologie étale.
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Théoréeme 1.121 Soit S un schéma noethérien, soit 1. SpecC — S un point compleze de
S. Alors, v induit des foncteurs :

2 H(S) — AP o A (S) — AP
Ces foncteurs admettent des adjoints a droite.

Lemme 1.122 Le foncteur 1™': Sm/S — Coins définit une application raisonnable de

sites avec intervalles
t: (Coins, [0,1]) — (Sm/Snis, A') .

En vertu de [ibid., définition 3.16, page 92|, comme on dispose déja d'une application
raisonnable de sites ¢: Coins — Sm/Sy;s (cf. proposition 1.117), il suffit de montrer que
pour tout X € Sm/S, le morphisme ¢~ }(X x A') — 71(X) (autrement dit X(C) x C —
X(C) est une [0, 1]-équivalence faible, ce qui est évident, C étant un espace topologique
contractile).

Grace a ce lemme, on dispose d'un foncteur 5 (S) — 7 (Coins,[0,1]) (et de sa
version pointée). D’apres le théoréme 1.109, on en déduit un foncteur ¢: 7 (S) — P

(resp. HAq (S) — HFP).

5.5 Le foncteur triangulé SH (C) — SH'P

Théoreme 1.123 Soit S un schéma noethérien, soit v: SpecC — S un morphisme de
schémas. Le morphisme ¢ donne naissance a un foncteur triangulé

*: SH(S) — SH'P
vérifiant 1*(X;) ~ X(C)4 pour tout X € Sm/S.

Dans un premier temps, observons que ’application raisonnable de sites avec intervalles
construite au lemme 1.122 s’étend en une application raisonnable de sites suspendus avec
intervalles (cf. définition 1.48) :

t: (Coins, [0,1],P}(C)) — (Sm/Snis, A", P') .
On en déduit un foncteur triangulé :
SH (S) — SH" ©)(Coins, [0,1]).

Compte tenu du corollaire 1.58, la proposition 1.113 (et plus précisément le lemme 1.114)
permet de remplacer ci-dessus P'(C) par le faisceau constant associé & I'ensemble sim-
plicial SingP!(C). L’homéomorphisme classique entre la réalisation géométrique de 'en-
semble simplicial S? et 1’espace topologique P}(C) détermine une équivalence faible S? —
Sing P!(C). En appliquant une nouvelle fois le corollaire 1.58, on obtient finalement une
équivalence de catégories entre SH' ©(Coins, [0,1]) et SH (Coins, [0,1]). D’apres la
proposition 1.60, cette derniere catégorie est équivalente & la catégorie SH” ' (Coins, [0, 1]),
qui & son tour est équivalente & SH'™P d’apres le théoréme 1.112. On a ainsi obtenu un
foncteur *: SH (S) — SH'™ qui est triangulé d’apres les résultats de la section 3; la
derniere assertion du théoreme résulte de la proposition 1.113.
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6 La construction naive

Dans cette section, on donne une version simplifiée SHL ;. .(-,I) de la catégorie ho-
motopique stable SH” (., I) d'un site suspendu avec intervalle (., I, T). Cette catégorie
présente l'avantage d’étre définie tres simplement a partir de la catégorie homotopique in-
stable pointée 77 (.7, I) ; si on suppose que T est une suspension, la catégorie SHZ ;. .(-%, )
sera une catégorie additive, mais en général pas triangulée, contrairement a S’HT(Y )
(cf. théoreme 1.69). Ce qui empéchera le foncteur évident SH” (., 1) — SHL o(F, 1)
d’étre une équivalence de catégories sera la notion d’application stablement fantome (cf. dé-
finition 1.129). Ces morphismes sont quelque peu chimériques; cependant, on montrera de
facon tres explicite qu’il en existe en théorie homotopique des schémas et topologie, cf. co-

rollaire v.34 et remarque VI.16.

Définition 1.124 Soit (., 1,T) un site suspendu avec intervalle. On suppose qu’il existe
un objet T' € (L, 1) tel que T ~ S* ANT'. Un objet E de la catégorie SHY ;. (-7, I) est
une suite (E,)nen d'objets de (., I) munis de morphismes d’assemblage o,,: T NE,, —
E, 1 dans 7(, 1) dont les morphismes adjoints E, — RHom.(T,E, 1) sont supposés
étre des isomorphismes. Un morphisme ¢: E — F dans SH. ,, (.7, I) est simplement une

suite de morphismes @, : B, — F,, dans 7,(, 1) induisant des diagrammes commutatifs
de la forme suivante dans H#o( S, 1) :

TA En U—n>En+l

TApn l lsom-l

TNF, L>Fn+l

On dispose d’un foncteur oub: SH” (.7, 1) — SHL . .(Z, 1) : la catégorie SH' (.7, I)
est équivalente & la sous-catégorie pleine SHE(.7, I) de SHg(Y , I) formée des Q)-spectres,
comme on dispose d’un foncteur évident SHy (.7, I) — SH:..(-#, I), on obtient le fonc-

naive
teur oub voulu.

Proposition 1.125 La catégorie SH. ;, (.7, I) est une catégorie additive. De plus, le fonc-

teur oub: SHY (S, 1) — SHL ...(.7, 1) est additif.

naive

On montre que SH. ;. .(.#, I) est additive de facon tres classique en utilisant la structure

de cogroupe sur S! dans P, donnant naissance & une structure de cogroupe sur 7" dans
Ho(S, I) grace a un isomorphisme T ~ ST AT". Je préfere épargner ces détails au lecteur.
Ensuite, le fait que le foncteur oub soit additif résulte simplement du fait qu’il commute
aux produits (finis).

Proposition 1.126 Le foncteur oub: SH' (S, 1) — SHL .7, 1) est conservatif 13, es-

naive

sentiellement surjectif et plein. De plus, si E est un objet de SHL . .(.7, 1), la catégorie

naive

130n rappelle qu'un foncteur F: € — 2 est dit conservatif si pour tout morphisme f dans %, le fait
que F(f) soit un isomorphisme implique que f soit un isomorphisme.
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des relévements de E dans SHY (7, 1) est équivalente a la catégorie ponctuelle (autrement
dit, le relévement est bien défini a isomorphisme unique prés) si et seulement si

Rliig\lI HOIH%(}”J)(Sl NE,,E,) =0

(les fleches de transition du systéme projectif étant les fléches évidentes).

Le fait que oub soit conservatif est évident. Il est aisé de montrer que ce foncteur
est essentiellement surjectif : si on a un objet E de SH. . (.#,I), on peut représenter
chaque objet E, de 4 (.%,I) par un faisceau simplicial pointé fibrant E, de sorte que le
morphisme d’assemblage o,,: T'A E,, — E,, .1 soit la classe d’homotopie d'un authentique
morphisme de faisceaux simpliciaux pomtes TAE, — En+1, ce qui définit bien un objet
de SH* (., I) dont I'image dans SHZ,. .(.7, I) par le foncteur oub est isomorphe a E.

naive

Lemme 1.127 Soit E € SH;F(Y, 1), soit F € SHL(.Z,I). On a une suite evacte courte
fonctorielle :

0— Rl}girrk\} Hom , (»,n(S' A Ey, Fy) — Homgyr( o py(E, F)
e )

— }glg\} Hom (1) (Ex, Fi) — 0.

Soit E un T-spectre. Pour k € N, on note L;E le T-spectre
(Eo, .. ., Ex, TANE, TANTNE,...)

dans lequel les premiers morphismes d’assemblage sont ceux de E, les autres étant les
isomorphismes évidents. On obtient ainsi un systeme inductif de T-spectres

LoE — WE — LL,E — ...

dont la colimite est E, ¢’est ce a quoi Jardine donne le nom de “layer filtration” dans [41].
Soit F un Q-spectre, la suite exacte de Milnor (cf. théoreme 11.10 ou proposition A.4) donne
une suite exacte courte :

0— Rl}gn% Homgyr o 1 (LyE 1], F) — Homgyr ,)(E, F)
e ) )

On montre facilement que l'inclusion du T-spectre FyE, = (o,... o Ex, T ANE, ...) dans
L E est une équivalence stable (utiliser plusieurs fois le lemme 1.82), ainsi cette suite exacte
courte prend la forme voulue.

Un cas particulier de ce lemme est le suivant :

Lemme 1.128 i E et F sont deuz objets de SH(.%, 1), on a une suite evacte courte :

0— Rl}girrk\} Hom (1) (S* A Ey, Fi,) — Homgyr (s (B, F)
e b

— Homgyr (o py(oubE,oubF) — 0.

natve
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Revenons a la proposition 1.126. Il résulte du lemme précédent que le foncteur d’« oubli »
oub: SH (S, I) — SHL...(#,I) est plein. Soit E € SHL, (.7, 1). La catégorie des

relevements de E dans SHY (S, 1) est la catégorie dont les objets sont les couples (E, a) ot
E ¢ SH'(.Z,1) et a est un isomorphisme oub E % E dans SHZ . (-, I), un morphisme

(E', ay) — (E2, a) étant un morphisme f: E' — E2 dans SHT (., I) tel que le diagramme
suivant soit commutatif dans SH. . (.7, 1) :

naive

oub E! oub E2
N %
E

Comme oub est essentiellement surjectif, cette catégorie des relevements est non vide; dire
quelle est équivalente & la catégorie ponctuelle revient & dire que si (E', oq) et (E2, as)
sont deux relevements de E, il existe un unique morphisme entre ces deux objets dans
la catégorie des relevements. Le lemme précédent donne aussitot le critere voulu, ce qui
acheve la démonstration de cette proposition.

Définition 1.129 Si E et F sont deuz objets de SH* (1), on note F(E,F) le sous-
groupe de HomSHT(yJ)(E, F) formé des morphismes qui deviennent nuls aprés application

du foncteur oub: SH' (S, 1) — SHL . .(7,I). Les éléments de F(E,F) sont appelés

« applications stablement fantomes » .

La proposition suivante (qui est triviale) donne une caractérisation des applications
stablement fantomes :

Proposition 1.130 On se donne deuz objets E et F de SH' (., I). Soit f: E — F un
morphisme dans S'HT(?, I). Les conditions suivantes sont équivalentes :

— le morphisme f est stablement fantome, c’est-a-dire f € F(E,F);
— pour tout entier naturel n et tout objet X de (S, 1), lapplication

fo—
HomSHT(yJ) (FnX7 E) e HOIHSHT(}”’I) (FnX, F)
induite par la composition par [ est nulle.

Corollaire 1.131 Soit n un entier naturel, soit X un objet de Ho(.#,I). Pour tout objet
F de SH'(#,I), on a F(F,X,F) = 0.

Il est évident que 'on a défini un idéal bilatere .% de la catégorie additive SH” (.7, I)
au sens de [2]. La proposition 1.126 admet la conséquence suivante :

Proposition 1.132 Le foncteur oub: SH* (.7, 1) — SHL .,.(, I) induit une équivalence

de catégories SH' (S, 1)) F = SHL .. (). Si E et F sont deuz objets de SH* (7, 1),

naive
on a une suite exacte courte :

0 — ﬁ(E) F) — HomSHT(yJ)(E, F) — HOIHSHT (yJ)(OU.b E, Oub F) — O .

naive

4Dans le cas classique, ces morphismes sont qualifiés de “superphantom” dans [15].
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Proposition 1.133 L’idéal .F de la catégorie additive SH™ (7, 1) est de carré nul. Autre-
ment dit, si on se donne trois objets E, F et G de SHY (.7, 1) et des éléments f € . (E,F)
et g€ F(F,G), alors go f =0.

Il s’agit de montrer que la fleche
Z(E,F) - F(E, Q)

induite par la composition a gauche par g est nulle. On peut supposer que E, F et G
sont donnés par des 2-spectres. La fonctorialité évidente de la suite exacte du lemme 1.128
identifie la fleche ci-dessus a I'application

Rl}fin& Hom, (»1(S' AE,Fy,) — Rl}fin& Hom ,(».1)(S' ANE, Gy)
€ €

qui est induite par les morphismes Fj, — Gy, dans (.7, I) induits par g; comme g €
Z(F, G), les morphismes Fy — Gy, sont nuls, ce qui permet de conclure.

Corollaire 1.134 La catégore additive SH. ;, (7, 1) est pseudo-abélienne.

naive

Remarque 1.135 Le bifoncteur F: (SH' (.7, I))Opp x SHY (., 1) — Ab induit un fonc-
teur 7 : (SH;CME(Y,I))OPP x SHT . (., 1) — Ab puisque l'idéal F est de carré nul.

Cela permet de donner un sens a la notion d’application stablement fantome entre objets
de SHY . (1), ce qui peut sembler assez paradozal.

naive
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Chapitre II

Rappels et préliminaires

Dans ce chapitre, nous faisons quelques rappels sur les limites projectives indexées par
N en vue de leur utilisation dans la suite exacte de Milnor, nous faisons ensuite quelques
remarques sur 'astuce de Jouanolou qui nous servira plus loin et nous rappelons enfin les
propriétés principales de la K-théorie algébrique que nous utiliserons, ces propriétés étant
« élémentaires » au sens ou elles sont accessibles si on ne connait que K.

1 Limites projectives

Dans cette section, on étudie quelques propriétés homologiques des limites projectives
et leurs applications a la topologie algébrique. Il s’agit de résultats classiques tout a fait
élémentaires, la plupart d’entre eux s’averent se trouver aussi dans l'article [1].

Si &7 est une catégorie, on notera .&7°PP sa catégorie opposée. Si &/ est une petite
catégorie et B une catégorie, on notera o7 A la catégorie des foncteurs (covariants) de
o/ vers . On identifiera un ensemble ordonné filtrant a la catégorie filtrante qui lui est
associée (voir SGA 41 2.7).

1.1 Limites projectives indexées par N

Proposition 11.1 Soit o/ une catégorie abélienne admettant des produits indexés par N
exacts. Pour tout entier n, on note R”lién le n-ieme foncteur dérivé a droite du foncteur

limite projective lién: NePP o/ — of qui est exact a gauche. Pour tout objet X, :

X, — = XD X, B X
de N°PP o/ . on a une suite exacte fonctorielle :

. i d 11:
0—>h£1X.—>HXn—>HXn—>RhI£TnX.—>O

neN neN

ot i est [inclusion canonique et d est le morphisme dont la m-iéme composante H X, —

neN
X vaut py, — fomPme1 ou pour tout entier naturel n, p, est la projection sur le n-iéme

facteur. De plus, pour tout entier n > 2, R”lién X, =0.
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Le foncteur qui a un systeme projectif X, associe le complexe

[[x =11

neN neN

(concentré en degrés cohomologiques 0 et 1) est exact; on en déduit qu’il définit un J-
foncteur L: N°PPgo/ — D(&/) (cf. [75, §1.3.1, Chapitre III]). On a un isomorphisme ca-
nonique lim X, = H°(LX,). Pour montrer que les foncteurs H"(LX,) sont les foncteurs
dérivés de lim: N°PPo7 — o7 | il suffit de montrer que X, — H'(LX,) est effagable. Pour
cela, on note que si Y, est un systeme projectif dont les morphismes de transition sont
des épimorphismes scindés, alors H'(LY,) = 0; ainsi, il suffit de montrer que tout systeme
projectif X, se plonge dans un tel systeme. On note f,: X,,11 — X, les morphismes de
transition de X,. Pour tout entier naturel n, on pose Y;, = [\, X, ; on obtient un systeme
projectif Y, en prenant pour morphismes de transition les projections partielles. En défi-
nissant un morphisme i,,: X, — Y, = X,, x X,,_1 X - -+ X X pour tout entier naturel n par
la formule i,, = (idx, , fa—1, fu—2° fu-1,-.-, fo© -+ 0 f,_1), on obtient un monomorphisme
i: Xy — Y, de systéme projectifs avec H'(LY,) = 0, ce qui permet de conclure.

Définition 11.2 Soit X, un systeme projectif indexé par N dans une catégorie abélienne
/. On dit que X, satisfait la propriété de Mittag-Leffler si pour tout entier p, la suite
décroissante (Im(X,+n — X)) nen de sous-objets de X, est stationnaire.

Si les fleches de transition du systeme projectif X, sont des épimorphismes, celui-ci vé-
rifie la propriété de Mittag-Leffler. Un autre exemple important est donné par les systemes
X, tels que pour tout entier n € N, X, soit de longueur finie. L’intérét de cette propriété
réside dans la proposition suivante (qui n’est a priori valable que dans les catégories de
modules) :

Proposition 11.3 Soit &7 la catégorie des modules sur un anneau firé, soit X, un sys-
teme projectif dans < indexé par N. Si X, satisfait la propriété de Mittag-Leffler, alors
Rllién X.=0.

Voir par exemple EGA 0Oyp; 13.2.2 ou [31, proposition 9.1, Chapter II].

1.2 Autres catégories d’indices

Les systemes projectifs qui interviendront plus tard ne seront pas tous naturellement
indexés par N mais '’ensemble ordonné filtrant considéré possedera toujours une suite
croissante cofinale, la proposition qui va suivre permettra donc d’abréger les notations en
nous permettant d’utiliser sans hésiter des R! lim indexés par ces ensembles ordonnés, tout
en gardant a l'esprit que le choix d’une suite croissante cofinale permet de ramener leur
calcul au cas classique des systemes indexés par N.

Définition 11.4 Soit & un ensemble ordonné filtrant, soit (x,)nen une suite croissante
d’éléments de & . On dit que la suite croissante (T, )nen est cofinale si pour tout i € &, il
eriste n € N tel que x,, > 1.
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Il revient au méme de dire que la suite (x,),en est cofinale au sens précédent ou que le
foncteur z: N — £ qu’elle définit est cofinal au sens de SGA 4 I 8.1.1.

Proposition 11.5 Soit .¢ un ensemble ordonné filtrant, soit x: N — & une suite crois-
sante cofinale, soit </ la catégorie des modules sur un anneau fixé, on note R”lgn le n-iéme

foncteur dérivé a droite du foncteur limite projective li;n: SIPPof — of . On note x* le

foncteur F°PPof — NPPo/ obtenu par composition avec x qui associe naturellement un
systeme projectif indexé par N a un systeme projectif indexé par & .
Pour tout systeme projectif Xo € F°PPof et tout entier ¢ € N, on a un isomorphisme
canonique :
R4lim X, = Rim z* X, .
7 N

En particulier, pour q > 2, qui}n X =0.

La premiere chose a remarquer est que la proposition est bien vraie en degré ¢ = 0,
grace a la cofinalité. Il s’agit ensuite d’utiliser les propriétés de composition des foncteurs
dérivés (cf. [30, theorem 5.4, Chapter I]) : le foncteur z* étant évidemment exact, il suffit
de montrer que I'image d’un objet injectif de #°PP.o7 par z* est acyclique pour le foncteur
lién. Grace a la propriété de Mittag-Leffler, on voit qu’il suffit de vérifier que si 7y et 7; sont

deux éléments de .# tels que ig < 7; et X*® un objet injectif de F°PPo/ | alors X;, — X,
est surjective, c’est le contenu du lemme suivant :

Lemme 11.6 Soit .# un ensemble ordonné, soit A un anneau, soit o/ la catégorie des A-
modules. Soit X, un objet injectif de la catégorie F°PPof. Pour tous élémentsi < j de .7,
le morphisme de transition X; — X; est surjectif.

Pour tout élément k de .#, notons A<,. l'objet de F°PP.of tel que A<y, soit A si
Il < k et zéro sinon, les morphismes de transition étant des identités pour les indices
inférieurs ou égaux a k et zéro sinon; formellement, A<, . est le A-module libre sur le
préfaisceau d’ensembles représenté par k sur la catégorie .. Ainsi, le lemme de Yoneda a
pour conséquence l'isomorphisme canonique :

HomjoppM(ASk’., X.) :> Xk .

Comme 7 < 7, on a un morphisme évident A<; — A<; qui est évidemment un monomor-
phisme; comme X, est injectif, cela permet de conclure que X; — X; est surjectif.

Remarque 11.7 Le lemme serait faur si on remplacait & par une catégorie quelconque
(méme filtrante). Par exemple, soit € la catégorie (filtrante) a deux objets 0 et 1, dont les
fléches autres que les identités sont un automorphisme d’ordre deux de 0 et une fléeche de
0 vers 1. Un préfaisceau de groupes abéliens sur € consiste en la donnée de deuz groupes
abéliens Xo, X1, d’une involution T de X et d’un morphisme X, — X[ (ou X[ désigne
I’ensemble des éléments de Xq fixés par 7). Si X1 — Xq est surjectif, alors T vaut l’identité.
Si on plonge dans un injectif un objet pour lequel l"involution est non triviale, la condition
de surjectivité ne sera évidemment pas vérifiée pour cet injectif.
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1.3 Suite exacte de Milnor

Définition 11.8 ([25, §1, Chapter VI]) On note Tours(A°*’Ens), la catégorie des
systemes projectifs d’ensembles simpliciaux pointés indexés par N. On dit gu’un morphisme
Xo — Y, est une équivalence faible (resp. une cofibration) si pour tout entier naturel n,
X, — Y, est une équivalence faible (resp. une cofibration).

Munie de ces notions de cofibrations et d’équivalences faibles, Tours(A°PEns), est
une catégorie de modeles fermée simpliciale d’apres [:bid., proposition 1.3, Chapter VIJ.

Le foncteur limite projective Tours(A°*?Ens), — A°PEns, admet un foncteur dé-
rivé total a droite au niveau des catégories homotopiques associées a ces catégories de mo-
deles : on le note Rlim (cf. [ibid., §7, Chapter II]). On rappelle que si X, est un objet de
Tours(A°PEns), tel que X soit fibrant et que les morphismes de transition X,,; — X,
soient des fibrations, alors le morphisme évident lim X, — Rlim X, est un isomorphisme
dans la catégorie homotopique pointée. Par ailleurs, si tous les objets X, sont fibrants (mais
sans hypothese supplémentaire sur les morphismes de transition), alors R1lim X, peut étre
« calculé » par une formule (cf. [12]); le cas général se rameéne a celui-ci en appliquant le
foncteur de résolution fibrante Ex*>: A°°’Ens — A°PEns au systeme projectif X,.

Définition 11.9 Soit € une catégorie de modéles fermée admettant un objet nul (noté e ).
Un H-groupe de € (ou de la catégorie homotopique de € ) est un objet en groupes dans la
catégorie homotopique de €. Si X est un objet de €, une structure de H-groupe sur X n’est
autre qu’une structure d’objet en groupes sur l'image de X dans la catégorie homotopique
de €.

Théoréme 11.10 Soit X, un objet en groupes dans la catégorie homotopique de la catégorie
de modéles Tours(A°°PEns),. On note X = Rlim X,. Pour tout entier i € N, on a une
suite exacte de groupes :
1 — RMim 7y (X,) — m(X) — lim 7 (X,) — 1.
neN neN

Dans [25, proposition 2.15, Chapter VI|, on trouve cet énoncé pour tout objet de la
catégorie Tours(A°PPEns),, mais la suite n’est a priori exacte qu’en tant que suite d’en-
sembles pointés (et il faut donner en sens au foncteur dérivé des limites projectives dans
le cas des groupes non nécessairement abéliens). Remarquons tout d’abord que 'on dis-
pose a priori de deux structures de groupes sur les ensembles pointés m;(X,) et m;(X), la
premiere provient de la structure de groupes sur les groupes d’homotopie m; pour ¢ > 1,
la seconde est issue de la multiplication sur 'objet X, et est donc définie pour tout i > 0.
Pour conclure, il s’agit de voir que les deux structures de groupes coincident (pour i > 1,
on obtient alors des groupes commutatifs) et que les morphismes considérés dans la suite
ci-dessus sont bien des morphismes de groupes, ce qui se montre facilement en considérant
la suite obtenue pour le produit X, x X, et en utilisant la fonctorialité de cette suite
vis-a-vis des morphismes de projection et de multiplication X, x X, — X,.

Remarque 11.11 Si € n’est pas supposée admettre un objet nul, on peut noter G, la
catégorie p\€ ot p est un objet final de €, cette catégorie étant la catégorie dont les objets

72



SECTION 2 — ASTUCE DE JOUANOLOU

sont les couples (X, x) ou X est un objet de € et x: p — X un morphisme (le « point-
base »), les morphismes se définissant de fagon évidente. En décrétant qu’une cofibration
(resp. une fibration, resp. une équivalence faible) de €. est un morphisme devenant itou
aprées oubli des points-bases, on munit tautologiquement €, d’une structure de catégorie de
modeles fermée. S’il nous arrive de mentionner une structure de H-groupe sur un objet de
€, il faudra comprendre que l’on s’est donné un point-base pour en faire un objet de €, et
que la structure de H-groupe est donnée dans cette catégorie de modéles €,.

Nous utiliserons ce théoreme dans la situation suivante : nous aurons un H-groupe E
et un systeme inductif (Y;);e.» d’objets (dans une catégorie de modeles convenable) indexé
par un ensemble ordonné filtrant admettant une suite cofinale, Y sera la colimite de ce
systeme. On s’intéressera au calcul du groupe des morphismes Y — FE dans la catégorie
homotopique. Quitte a choisir une suite cofinale, on pourra supposer que .# = N: on
pourra supposer que FE est fibrant, que tous les espaces Y, sont cofibrants et que les
morphismes de transition sont des cofibrations. La structure simpliciale sur la catégorie de
modeles considérée donnera un sens au systeme projectif d’ensembles simpliciaux pointés
X = hom(Y,, F) dont la limite homotopique est équivalente a hom(Y, E), on appliquera
ainsi le théoreme précédent a X, qui définit bien un objet de Tours(A°PPEns),.

2 Astuce de Jouanolou

2.1 Enoncé

On sait qu'un fibré vectoriel sur un schéma X peut étre décrit essentiellement de deux

facons :

— sous la forme d'un O'x-Module localement libre .# de rang fini;

— d’un point de vue géométrique, comme la donnée d’un X-schéma en groupes com-
mutatif ¥V muni d’une action linéaire de la droite affine A! (vue comme schéma en
anneaux) telle que localement sur X, V soit isomorphe & A% sur lequel A! agit par
multiplication, coordonnée par coordonnée.

On passera toujours d’un de ces points de vue a l'autre en choisissant la convention qui
fait que . soit le faisceau des sections de V. Dans cette partie sur 'astuce de Jouanolou,
on utilisera principalement le point de vue géométrique.

Définition 11.12 (SGA 6 II 2.2.4) Soit X un schéma. On dit que X est divisoriel s’il
est quasi-compact, quasi-séparé et admet une famille ample de Ox-Modules inversibles, une
famille (£,)icr de Modules inversibles étant ample si les ouverts Sy, pour f € T'(X, Z*"),
i€l etneN, forment une base de la topologie de X (si £ un Ox-Module inversible et
[ une section globale de £, on note Sy l'ouvert de X sur lequel f est inversible).

Dans la suite, on dira qu’un schéma est régulier s’il est noethérien, séparé et que ses
anneaux locaux sont réguliers (cf. [68]). D’apres SGA 6 II 2.2.7.1, un schéma régulier
est divisoriel. Le théoreme suivant, dont la premiere version due a Jouanolou concernait
les schémas quasi-projectifs sur un schéma affine, s’appliquera donc a tous les schémas
réguliers :
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Théoréme 11.13 (Jouanolou [43, lemme 1.5], Thomason [83, proposition 4.4])
Soit X un schéma divisoriel. Il existe un torseur T sous un fibré vectoriel V. sur X tel que
T soit un schéma affine.

2.2 Interprétation en termes de catégories localisées

Soit S un schéma régulier. On note Sm/S la catégorie des S-schémas de type fini,
lisses et séparés et (abusivement) SmAff/S la sous-catégorie pleine de Sm/S formée par
les S-schémas de Sm/S qui sont de plus affines (de fagon absolue, c’est-a-dire sur Spec Z).

Définition 11.14 On note 7 la famille des fleches dans Sm/S de la forme [T — X| ou
T est un torseur sous un fibré vectoriel V sur X et g la sous-famille de 7 obtenue en
demandant a X (et donc a T') d’étre des objets de SmAff/S.

Définition 11.15 Si € est une petite catégorie et # un ensemble de fléeches de €, on
peut construire une catégorie localisée € [W =1 et un foncteur € — € [# '] qui vérifie la
propriété universelle qui fait que, pour toute catégorie 9, se donner un foncteur € [# 1] —
9 revienne a se donner un foncteur € — 2 envoyant les morphismes appartenant a la

famille W sur des isomorphismes (cf. [22, §1, Chapter I]).

Proposition 11.16 Soit S un schéma régulier, le foncteur évident
SmAff/S [%ﬁ‘_l} — Sm/S [9‘1}

est une équivalence de catégories. Par ailleurs, pour inverser Jug dans SmAfE/S, il suffit
d’inverser les morphismes de projection A\, — X pour tout X € SmAff/S.

Tout d’abord, la deuxieme assertion est facile : supposons que tous les morphismes
de projection A} — X de SmAff/S soient rendus inversibles, par récurrence, tous les
morphismes de projection A%, — X deviennent inversibles dans la catégorie localisée, la
section nulle X — A% induisant 'isomorphisme inverse. Si 7" est un torseur sous un fibré
vectoriel V' sur X avec X dans SmAff/S, T est un torseur trivial, ainsi il s’agit de montrer
que la projection V' — X induit un isomorphisme dans la catégorie localisée, ce qui est
bien vrai puisqu’il s’agit d’'un rétracte d'une projection A%} — X, X étant affine.

Ensuite, on peut énoncer des conditions suffisantes sur une catégorie %, un ensemble
de fleches # de € et une sous-catégorie (strictement) pleine & de € pour que, si ’on note
W, la sous-famille de # formée des fleches dans &7 qui appartiennent a #, le foncteur
évident & [#,,~'] — € [# 1] soit une équivalence de catégories :

(i) Les identités de € sont dans ¥, les morphismes appartenant a % sont quarrables !

(dans &) et I'image inverse d’une fleche de # est dans # ;
(ii) Si T — X est dans # et X dans &7, alors T' est un objet de <7 ;
(iii) Si X est un objet de ¥, il existe T'— X dans # avec T objet de <.

1On rappelle (voir SGA 4 1 10.7) qu'un morphisme f: A — B dans une catégorie est dit quarrable si
pour tout morphisme g: B’ — B le produit fibré A x g B’ est représentable. Le morphisme A x g B’ — B’
qui s’en déduit alors est appelé I'image inverse de f par g.
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Ces trois conditions sont satisfaites dans le cas de la proposition précédente : pour (i) et
(ii), c’est évident ; pour (iii), c’est précisément 'astuce de Jouanolou (cf. théoreme 11.13).
Montrons que ces conditions sont suffisantes : supposons ces trois conditions vérifiées,
soit & la catégorie dont les objets sont les fleches T' — X appartenant a # telles que
T soit dans o (un tel objet sera noté [T'— X] dans la suite) et telle que I’ensemble des
morphismes de [T" — X] vers [T" — X'] soit I’ensemble des morphismes X’ — X dans ¥,
autrement dit on a un foncteur pleinement fidele oub: % — €. Lessentielle surjectivité de
oub équivaut a la condition (iii), ainsi oub est une équivalence de catégories. Notons #
I'image inverse par le foncteur oub de la famille de fleches # de €. Le foncteur oub induit

ainsi une équivalence de catégories oub’: € [72,_1} — €|

Définissons un foncteur F: 4 — o [#.,7']. Pour tout objet [T'— X| de €, on pose
F(T — X])=T;si f: X — X’ constitue un morphisme [T" — X| — [T" — X'|, on pose
F(f) = hg! ot g et h sont représentés sur le diagramme suivant, ce qui a un sens car
T x x T' existe et g appartient a #,, en vertu de (i) et (ii) :

T~—2T % T s

I~

X X'

On peut montrer que F' est bien compatible a la composition des morphismes, cette vérifica-
tion est un peu longue, consiste en ’étude de certains produits triples, mais est néanmoins
sans surprises. De plus, on peut vérifier facilement que F' envoie les fleches de # sur des

isomorphismes dans .o/ [Wyfl], ainsi on obtient un foncteur F': ‘g[yfﬂv_l] — A [Wyfl].

En outre, on a un foncteur évident G: &7 [V/Q{_l} ¢ [Vf/v_l] envoyant X sur [X 9 x }

On vérifie aussitot que F'o G = id, o W] et que l'on a un isomorphisme naturel G o F' =

idz1,, —17. Ainsi, G est une équivalence de catégorie, oub’ en est également une, de sorte
e ]

que la composée oub’ oG aussi, ce qui permet de conclure car oub’ oG est le foncteur évident

o [WQ;I} .
3 Quelques propriétés élémentaires de la K-théorie

algébrique

On récapitule ici quelques définitions et constructions sur la K-théorie algébrique que
I’on peut trouver dans SGA 6 ; elles sont « élémentaires » dans la mesure ou elles n’utilisent
pas la K-théorie supérieure de Quillen.

3.1 Définition

Soit X un schéma. On note Ky(X) le groupe de Grothendieck de la catégorie (exacte)
des fibrés vectoriels sur X, autrement dit Ky(X) est le groupe (abélien) présenté par les
générateurs [.#] ou .# parcourt un ensemble de représentants des classes d’isomorphismes
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des fibrés vectoriels sur X et les relations [#] = [#'] + [.#"], pour toute suite exacte
0 — A" — H# — A" — 0 de fibrés vectoriels. Le produit tensoriel de fibrés vectoriels
induit une structure d’anneau commutatif sur Ky(X). Tout morphisme f: X — Y entre
schémas induit, par image inverse des fibrés vectoriels, un morphisme d’anneaux (fonctoriel)

f*i Ko(Y) — K()(X)

3.2 Théoreme du fibré projectif

Théoréme 11.17 (SGA 6 VI 1.1) Soit X un schéma quasi-compact. Soit E un fibré vec-
toriel de rang n+ 1 sur X. On note P(E) le fibré projectif du fibré vectoriel E au-dessus
de X. Alors, le Ko(X)-module Ko(P(FE)) est libre de base 1,u,...,u"™ ot u = [O(1)] — 1.

Théoréme 11.18 (SGA 6 VI 1.13.2) Avec les notations du théoréme précédent, si E est
un fibré vectoriel trivial, alors u™! = 0.

3.3 Structure de M-anneau

Définition 11.19 (Opérations \") Si A est un anneau commutatif, on note 1 + A[[t]]*
Uensemble des séries formelles de terme constant 1, ¢’est-a-dire de la forme Y,y a;t" avec
ag = 1; la multiplication des séries formelles induit une structure de groupe abélien sur
1+ A[[t]]". Soit X un schéma. On note \;: Ko(X) — 1+ Ko(X)[[t]]T le morphisme de
groupe qui envoie la classe [#] d’un fibré vectoriel A sur la série

M([A)) =D [N

i>0

On définit des applications \': Ko(X) — Ko(X) pour tout i € N par la formule suivante,
pour tout x € Ko(X) :
M) =D N(@)t' .
iEN

Notons que pour tout x € Ko(X), on a \(z) =1 et \'(z) = =,

Cette définition a bien un sens dans la mesure ou si 0 — A4’ — 4 — " — 0 est
une suite exacte de fibrés, on a la relation suivante (cf. SGA 6 V 2.2.1) dans Ky(X) pour
tout n € N :

(N = > (NN
p+g=n

La donnée de A; constitue une structure de A-anneau (cf. SGA 6 V 2.1). Le A-anneau
Ko(X) vérifie certaines conditions qui permettent de dire que A\y(1) = 1+t et de réexprimer
A (zy), Au(Ae(x)) (voir SGA 6 V 2.4 et SGA 6 VI 3.2) : on dit alors que Ky(X) est un
A-anneau spécial (on utilise ici la méme terminologie que celle utilisée dans SGA 6 [RRR]
et reprise dans l'article [5]).

Définition 11.20 (Opérations ") Pour tout x € Ko(X), on note y"(x) = \"(x +n—1)
pour tout n € N et on pose v(x) = >, V" (@)1,
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D’apres SGA 6 V 3.2, dans un A-anneau (spécial), on peut exprimer les \; en fonction
de 7; et inversement, grace a des changements de variables :

(@) = A () M) =7, (@)

1—-t 1+t

Ces formules ont bien un sens : si F; = g a,t" est une série formelle en la variable ¢ et
n>0

que Gy est une série formelle de terme constant nul, alors la formule (F o G); = Z a, G}
n>0
définit une série formelle et on peut adopter la notation (F o G); = Fg ).

Définition 11.21 (Opérations d’Adams U*) Pour tout x € Ky(X), on définit des élé-
ments W*(x) pour tout k > 1 par la formule :

1 d\() S k—11k k—1
N :;(—1) Uk (z)th1

1

Pour tout entier k > 1, ceci définit un morphisme d’anneaux ¥*: Ky(X) — Ko(X)
et on a W' = id, U = Wk o U ; ces assertions résultent de SGA 6 VI 3.2 (qui affirme
que Kp(X) est un A-anneau spécial) et de SGA 6 V 7.5 i) qui affirme que les A-anneaux
spéciaux vérifient ces relations.

Théoréme 11.22 Soit X un schéma régulier (ou quasi-compact quasi-séparé admettant un
faisceau ample?), tout élément de v € Ko(X)g = Ko(X) ®z Q se décompose (nécessaire-
ment de maniere unique) en une somme finie r = Zi>0 z® ou, pour tout i € N, @ est
un élément de Ko(X)q tel que pour tout entier k > 1, WF(z(®) = kiz®,

Nous allons donner deux démonstrations completement différentes de ce théoreme. La
premiere utilise quelques propriétés de la y-filtration : si X est connexe, le morphisme rang
Ko(X) — Z définit une structure de A-anneau spécial augmenté. On dispose alors de la
v-filtration définie de sorte que Fil" Ky(X) soit le sous-groupe abélien engendré par les
produits " (aq)...7" (a,) ou ny + --- +n, > n et ou les éléments a; sont dans I'idéal
d’augmentation. D’apres [5, proposition 5.3], pour tous entiers k > 1 et n > 1, 'endo-
morphisme z +— ¥¥(x) — k"2 du groupe Ky(X) envoie Fil" Ky(X) dans Fil"™ K (X).
D’apres SGA 6 VI 6.9, si X est un schéma noethérien de dimension d admettant un fais-
ceau ample, Fil*t Ky (X) = 0, on en déduit aussitot que pour tout entier k > 2, I'opérateur
Uk Ko(X)g — Ko(X)g est tué par le polynome [ (X — &) qui est scindé & racines
simples, U¥ agissant sur Ky(X)g est donc diagonalisable, avec 1,k, k2, ... k? comme va-
leurs propres possibles. Par ailleurs, les opérateurs ¥* commutent entre eux; pour obtenir
la décomposition attendue, on voit qu’il ne reste plus qu’a montrer que si x est un élé-
ment non nul de Ky(X)g, k,! deux entiers naturels > 2 et 7,7’ deux entiers naturels tels
que U*(z) = k"z et U!(x) = k" x alors r = 7’. Comme U* — k' envoie Fil' K((X)g dans
Fil™™ Ko(X)g, on obtient que ((U*—k"1)o (¥ —k"2)o---o(W*F—1))(z) € Fil" Ko(X)q, z
étant vecteur propre pour U¥ associé a la valeur propre k", on déduit que z € Fil" Ko(X)g.

20n utilise la définition de faisceau ample donnée dans EGA 1II 4.5.3.
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En appliquant Dopérateur (¥% — k™) o ... o (UF — k9) & z et en utilisant le fait que
Fil**! Ky(X)g = 0, il vient aussi que o ¢ Fil"*! Ky(X)g. Finalement, en appliquant ce qui
précede & W!et v’ au lieu de W* et 7, on a :

z € Fil" Ko(X)g — Fil' Ko(X)g etz € Fil” Ko(X)g — Fil" ! Ko(X)g

I1 est évident que ce n’est possible que si r = 7/, ce qui acheve cette démonstration du théo-
reme dans le cas ot X est un schéma (connexe) noethérien de dimension finie admettant un
faisceau ample. Par approximation noethérienne absolue (cf. [74, theorem C.9]), on peut
déduire de ce cas-ci le cas des schémas quasi-compacts quasi-séparés non nécessairement
de dimension de Krull finie. En particulier, on obtient le résultat pour les schémas affines.
Le cas des schémas réguliers se déduit de ce cas-la grace a 'astuce de Jouanolou (cf. théo-
reme 11.13) et & une certaine forme d’invariance par homotopie de la K-théorie algébrique
pour les schémas réguliers (cf. SGA 6 IX 3.4, ou [62, proposition 4.1, §7] et [ibid., §7.1]).

Voici une démonstration alternative (seulement dans le cas ou X est régulier) : tout
d’abord, on dira ici quun élément = d'un groupe Ko(X)g se décompose bien sl existe
une famille d’éléments presque tous nuls @ de Ko(X)g, i > 0 tels que x = Y., 2@ et
que UF(z®) = Ez® pour tout k > 1 et i € N. Une telle décomposition, si elle existe,
est évidemment unique. Observons que les éléments qui se décomposent bien sont stables
par combinaisons linéaires & coefficients rationnels (c’est évident), par produit (puisque les
opérations ¥ induisent des morphismes d’anneaux) et par images inverses. Pour préciser
le dernier point, on a le lemme suivant :

Lemme 11.23 Soit f: Y — X un morphisme de schémas tel que f*: Ko(X)g — Ko(Y)o
soit injectif, alors un élément x de Ko(X)q se décompose bien si et seulement si f*(z) se
décompose bien.

En effet, notons y = f*(x), supposons que y se décompose bien, on peut alors écrire
y=>2oy® ot y € Ky(Y)qg est tel que U*(y®) = kiy® pour tout entier k > 1. Pour
établir que z se décompose bien, compte tenu de l'injectivité de f*: Ko(X) — Ko(Y),
il suffit de montrer que pour tout i > 0, il existe un élément @ € Ky(X)g tel que
() = y@; pour cela, remarquons que chaque élément y peut s’écrire comme un
certain polynome appliqué a l'endomorphisme W? de Ky(Y)g et évalué en y, en faisant
subir le méme procédé a 'endomorphisme W2 de Ko(X)g et & ;, on obtient un élément z®
qui est bien tel que f*(2V) = y®, ce qui acheve de démontrer le lemme.

Revenons au théoréme, le lemme précédent permet d’utiliser le principe de scindage 3
pour n’avoir qu’a montrer que [L] € Ky(X)g se décompose bien si L est un fibré en
droites sur X. Grace a 'astuce de Jouanolou (théoreme 11.13), on peut supposer que X est

3Rappelons que cela consiste, étant donné un élément x d’un groupe Ko(X) égal a la classe d'un fibré
vectoriel E de rang d & considérer le fibré de drapeaux complets p: Drap(E) — X ; 'image inverse de
E par p possede tautologiquement une filtration dont les quotients successifs sont des fibrés en droites,
ainsi p*(z) est égal & une somme de classes de fibrés en droites; de plus, p*: Ko(X) — Ko(Drap(FE)) est
injectif (utiliser plusieurs fois la formule du fibré projectif, cf. théoréme 11.17). Ainsi, pour vérifier certaines
égalités faisant intervenir des éléments dans des groupes K, on peut souvent se ramener au cas des classes
de fibrés en droites.
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affine. Mézalor, pour un entier n suffisamment grand, il existe un morphisme de schémas
f: X — P? et un isomorphisme L ~ f*(£'(1)). On est ainsi ramené au cas ou X = P7 et
oux = |[0(1)] € Ko(Py).

D’apres le théoreme 11.18, u = x — 1 est nilpotent dans Ky(P%), plus précisément
u™™ = 0. On peut donc considérer 1'élément

v = log(z) = log(1 Z

=1

7:_

U € Ko(]P)n)

La somme est finie; pour tout entier k > 1, on peut calculer W*(v) :
v =32 CU gy
i=1 ‘ .
L’opérateur ¥ induit un homomorphisme d’anneaux, donc

() = (Phu)' = (B — 1) = (@F — 1)

d’ou

Uk () = f: (—1‘)i_1 [(u L)k 1]i

- 2
=1

On définit une série formelle F' a coefficients dans Q par la formule

SIE

=1

i—1

[+ -1 caqu] .

Cette série formelle a bien un sens, la valuation de [(U +1)F - 1} est @ et tend donc

vers +0o quand i tend vers +o0o. On en déduit aussitot que ¥*(v) = FF(u). Mainte-
nant, on peut observer que les fonctions de la variable complexe z — klog(1l + z2) et
z +— log [1+ ((z + 1)* — 1)] sont définies et coincident au voisinage de 0 dans C, leurs
développements de Taylor en 0 sont donc égaux, on en déduit que

k—1

Z Ut e QU]

d’ott F¥(u) = kv; on a ainsi obtenu que ¥*(v) = kv pour tout k& > 1.
L’élément v est donc vecteur propre simultané de tous les opérateurs U¥, de « poids »
1, ainsi I'élément v € Ky(P%) « se décompose bien ». Le morphisme d’anneaux

ZUT/(U™) = Ko(Py)

envoyant U sur u étant un isomorphisme, en revenant a la formule définissant v, on voit
aussitot que v engendre Ko(P%)g en tant que Q-algebre; comme v se décompose bien, on
en déduit que tout élément de Ky(IP})q se décompose bien, ce qui acheve cette deuxieme
démonstration du théoreme dans le cas des schémas réguliers.
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3.4 Grassmanniennes

Définition 11.24 On suppose fixé un schéma de base S. Soit (d,r) un couple d’entiers
naturels. On note Grg, (ou Grgq,s s'il y a lieu de préciser le schéma de base) la grass-
mannienne des sous-espaces de dimension d dans le fibré vectoriel trivial de rang d+r sur
S, Grg, est un S-schéma projectif et lisse. Pour étre plus précis, on a une bijection fonc-
torielle, pour tout S-schéma X, entre Gry,(X) et 'ensemble des sous-Ox-Modules A de
ﬁgf’” localement facteurs directs et localement libres de rang d. On notera M, le sous-fibré
vectoriel du fibré trivial de rang d+r sur Grq, correspondant a l'identité Grg, — Grg,, on
lappelera parfois « fibré universel de rang d sur Gra, ». On notera aussi M, le quotient

d+r /
de Og;,  par Mg, .

Définition 11.25 On munit I’ensemble N* d’une structure d’ensemble ordonné (filtrant) de
sorte que si (d,r) et (d',r') sont deuz éléments de N2, on dit que (d,r) < (d',r") sid < d' et
r <1 (autrement dit, on munit N* de ’ordre produit). Pour tout couple (d,r),(d’,r") d’élé-
ments de N? tels que (d,r) < (d',1’), on définit une immersion fermée i (@ ): Gra, —

Grg - de sorte que Uapplication correspondante Grg,(X) — Grg (X)) envoie un sous-Ox-

Module A de 6% (localement facteur direct de rang d) sur 6%~ x M x {0} wu dans
0L~ x O x 0% que Uon identifie a 04T

On obtient ainsi un systeme inductif Gr, dans la catégorie des S-schémas lisses indexé
par I’ensemble ordonné filtrant N?; cet ensemble ordonné admet évidemment une suite
croissante cofinale. Notons que si (d,r) < (d’, "), on a les égalités suivantes dans Ko(Grg,) :

Z?d,r) ([///d/ /D = [//lé,r] +d —d ;
iCamy oy [ Ay p]) = [ AL+ =1
Notons ainsi ug4, 1'élément [///ém} —d € Ky(Grg,), c’est un élément de rang virtuel 0.

Les égalités précédentes impliquent que (ug,)@ryen est une famille compatible de classes,
a savoir est un élément u, € ( lim  Ko(Gra,).
d,r)eN

Le théoreme suivant est un cas particulier de SGA 6 VI 4.6 :

Théoréme 11.26 Pour tout couple (d,r) € N?, la Ko(S)-algébre Ko(Grg,s) est engendrée
par les coefficients de la série formelle \(ug,).

On en déduit aussitot le corollaire suivant, que nous utiliserons dans la suite :

Corollaire 11.27 Pour tout couple (d,r),(d',r") d’éléments de N? tel que (d,r) < (d',r"),
le morphisme de transition Ko(Grg ) — Ko(Grga,) est surjectif.

Théoréme 11.28 Pour tout couple d’entiers (d,r) et i > 1, on note ¢; = ' (ug,) €
Ko(Grg,). Pour tout entier d € N, on a un isomorphisme canonique

}g}l Ko(Gra,) = Ko(S) [[cr, - - -5 cd]] 5

de plus, on a un isomorphisme canonique :

(dlv}m Ko(Grg,) = Ko(S) [[e1, - cny---]] -
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Pour d fixé, c¢’est SGA 6 VI 4.10. Ensuite, pour d variable, on utilise simplement le fait
que pour tout entier d, 'image de cqy1 € Ko(5) [[c1, - - -, €4, cat1]] dans Ko(Grg,) est nulle :
cet élément est Y (ug,) = AN (ug, + d) = [N, qui est nul car 4], est un fibré
vectoriel de rang d.
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Chapitre III

Les opérations instables sur la
K-théorie algébrique

Ce chapitre est le coeur de ce travail. Les sections 1 et 2 visent a donner une interpréta-
tion fonctorielle des morphismes Z x Gr — E dans 7 (S) ou E est un objet de 5 (S), S un
schéma régulier et Gr la grassmannienne infinie. Sous une hypothese (la propriété (K)), un
tel morphisme revient & se donner une application Ko(X) — Hom () (X, E) fonctorielle en
X € Sm/S (cf. théoreme 111.27). On applique tout naturellement ceci aux endomorphismes
de Z x Gr dans S (S) (et plus généralement aux morphismes (Z x Gr)" — Z x Gr) dans les
sections 3 et 4 afin de relever canoniquement les structures de A-anneaux spéciaux sur les
ensembles Ky(X) (pour tout X € Sm/S) en une structure de A-Anneau spécial sur Z x Gr
dans . (S). La section 5 donne une définition des modeles authentiques de la K-théorie
algébrique dans 7, (S) : en vertu des résultats précédents, tous les modeles sont canonique-
ment isomorphes! on vérifie de plus que les constructions classiques (Quillen, Waldhausen)
de la K-théorie algébrique donnent bien des modeles authentiques. La section 6 étudie le
changement de schéma de base, ce qui pourra nous autoriser a effectuer certaines construc-
tions sur Spec Z pour les étendre canoniquement ensuite a tout schéma de base régulier. La
section 7 compare les définitions antérieures des produits sur la K-théorie algébrique supé-
rieure a celle introduite a la sous-section 4.2 (en particulier, pour les schémas réguliers, les
définitions antérieurs coincident sur leurs domaines de définitions communs). La section 8
interprete les endomorphismes de Z x Gr en termes des anneaux de représentations Ry GL,,
étudiés par J.-P. Serre dans [67], cela aura donc un sens de comparer les opérations sur la
K-théorie algébrique définies ici et celles définies par Soulé dans [70]. La section 9 présente
des versions des résultats a coefficients dans des sous-anneaux de Q, ceci servant dans la
section 10 qui présente une esquisse d’une application aux catégories virtuelles introduites
par Deligne dans [17].

1 Rappels sur la représentabilité de la K-théorie al-
gébrique dans 7 (5)

Définition 111.1 Soit S un schéma de base noethérien. On note Gr = coI\lTiQm Gre (voir

page 80), ot la colimite est calculée dans la catégorie des faisceauxr d’ensembles sur le
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site Sm/Snis. On note aussi, pour tout entier d, Grys = colim Grg,., on a ainsi Gr =
’ reN ’

colim Gry . Gr est canoniquement pointé (par l'image de Grop). On notera encore Gr
deN ’ ’

limage de cet objet dans 74 (S) ou S (S). On note Z x Gr le produit du faisceau constant
Z sur Sm/Sy;s et de Gr; c’est aussi la somme directe indexée par Z de copies de Gr. On
note & l’ensemble des couples (F, f) ou F' est une partie finie de Z contenant 0 et f une
application f: F — N2, P est muni d’une structure d’ensemble ordonné filtrant de sorte
que (F, f) < (G,q) si FF C G et que pour tout x € F, f(z) < g(x). Pour (F,f) € 2,
notons J(r )y l'union disjointe des S-schémas Gry,y pour x € F. On a ainsi un systeme
inductif Ay dans Sm/S indexé par & dont la limite inductive filtrante en tant que faisceau
est Z x Gr que l’on pointe par linclusion de {0} x Grgp.

Remarque 111.2 L’ensemble ordonné &2 admet une suite croissante cofinale, par exemple
celle qui associe a n € N le couple ({—n,—n+1,...,—1,0,1,....n—1,n}, f,) ot f, est
la fonction constante de valeur (n,n).

Théoréme 111.3 (Morel-Voevodsky) Soit S un schéma régulier. 1l existe une structure
de H-groupe sur Z x Gr telle que l’on dispose d’isomorphismes canoniques fonctoriels

Hom%;(s)(S" A X+,Z X GI’) = Kn(X)

pour tout X € Sm/S et tout entier naturel n ou K, (—) désigne la K-théorie algébrique
supérieure de Quillen (cf. [62]). En particulier, pour X € Sm/S, on a un isomorphisme :

Homf(g)(X,Z X Gl“) = KO(X) .

Dans ce théoreme (cf. [57, proposition 3.9, page 139] et [76, theorem 6.5]), le plus
difficile n’est pas de montrer I'existence d’un objet F tel que I'on ait des isomorphismes
Hom 4, (5)(S™ N X4, E) =2 K,(X), c’est le fait que I'on puisse prendre £ = Z x Gr : un
des ingrédients principaux de la démonstration de [57] réside dans la construction dune
A'-équivalence faible Gry o, — B GL, out B GL, est le classifiant simplicial du faisceau de
groupes représenté par le schéma en groupes GLjg.

Assertion 111.4 Soit S un schéma régulier. Pour tout couple (d,r) d’entiers naturels et
tout entier relatif n € Z, la classe dans Hom yp(5)(Grg,, Z x Gr) de linclusion évidente

Grg, — {n} x Gr — Z x Gr

correspond via l’isomorphisme du théoreme 111.3 a [’élément uq, +n = [‘///é’,q] —d+n de

Ky(Grg,) (voir page 80).

La démonstration du théoreme 111.3 figurant dans [ibid.] étant tres abrégée, cette asser-
tion n’y est pas mentionnée explicitement ; je pense néanmoins qu’elle devrait étre consi-
dérée par le lecteur comme allant de soi, ce qu’on va supposer des maintenant. Cependant,
le lecteur plus méticuleux pourra se reporter a la section 5 sur les modeles de la K-théorie
algébrique : elle contient des arguments permettant de reconstituer une démonstration plus
détaillée du théoreme 111.3 et de vérifier ’assertion 111.4.
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2 Propriétés (ii) et (K)

2.1 Foncteur ¢ et propriété (ii)

Définition 111.5 Soit S un schéma noethérien. Soit X € 7 (S) On note pX : Sm/SPP —
Ens le préfaisceau d’ensembles sur Sm/S qui a U € Sm/S associe

(e X)(U) = Homyp(s)(U, X) .
Proposition 111.6 Soit S un schéma régulier. On a un isomorphisme canonique
P(Z x Gr) 2 Ko(—)
ot Ko(—) désigne le préfaisceau d’ensembles qui a X € Sm/S associe Ky(X).

Il s’agit d'un cas particulier du théoreme 111.3. On se souviendra que l’isomorphisme
construit vérifie ’assertion I111.4.

Définition 111.7 Soit S un schéma noethérien. Soit X € Sm/S°°’Ens. Via le foncteur
évident Sm/S°PPEns — 7 (S), on obtient un objet X de 5 (S) auquel on peut appliquer
le foncteur p: 7 (S) — Sm/S°PPEns. On définit un morphisme 7x: X — @X dans
Sm/S°PPEns de sorte que pour tout U € Sm/S, lapplication

xu: X(U) = (¢X)(U)

associe a un élément v de X(U) l'image dans € (S) du morphisme de préfaisceau d’en-
sembles U — X correspondant a x par le lemme de Yoneda.

Définition 111.8 (propriété (ii)) Soit S un schéma régulier. Soit X € Sm/S°°’Ens. On
dit que X vérifie la propriété (ii) si pour tout U € Sm/S tel que U soit un schéma affine
(sur SpecZ), Uapplication

X(U) = (¢X)(U)

induite par Tx: X — X est surjective.

Ceci signifie que les morphismes U — X dans 7 (S) peuvent étre représentés par
d’authentiques morphismes de préfaisceaux d’ensembles U — X (i.e. des éléments de
X(U)), pourvu que U soit affine.

Remarque 111.9 Si deuz objets X et X' de Sm/S°PPEns vérifient la propriété (ii), alors
X x X' aussi.

La propriété (ii) a été introduite afin d’obtenir la proposition suivante :

Proposition 111.10 Soit S un schéma régulier. Soit X un objet de Sm/S°PPEns satisfai-
sant la propriété (ii). Soit E un objet de S (S). Alors, l'application

Homgy, /sorrEns (9 X, F) — Homgp, /sorrEns (X, 9 )

induite par la composition a droite par Tx: X — pX est injective.
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On se donne f et f’ deux morphismes X — @F tels que for1x = f/ o7x; on
veut montrer que pour tout U € Sm/S, les applications fy, fl;: (¢X)(U) — (¢E)(U)
coincident. Grace a la propriété (ii), 7x induit une surjection X (U) — (¢ X)(U) pour U
affine, on en déduit que fy = f; si U € Sm/S est affine.

Soit U un objet quelconque de Sm/S. D’apres I'astuce de Jouanolou (cf. théoreme 11.13),
il existe un torseur 7" sous un fibré vectoriel sur U tel que T soit un schéma affine. On note
p: T'— U la projection. On considere la superposition de diagrammes suivante :

(0X)(T) 2= (E)(T)

AT
(pX)(U) === (¢E)(U)

U

Comme T est affine, les arguments précédents donnent I'égalité fr = f7.. Pour pouvoir
conclure que fy = f[;, il suffit de montrer que l'application p*: (¢E)(U) — (¢E)(T) est
injective; si on admet provisoirement le lemme suivant, la fleche p: T — U induit un
isomorphisme dans J# (S), ce qui permet de montrer que p*: (pE)(U) = (pE)(T) et
achever la démonstration de cette proposition.

Lemme 111.11 Soit X un schéma noethérien, soit V. un fibré vectoriel sur X. Pour tout
torseur T sous V' au-dessus de X, le morphisme T — X dans Sm/X induit un isomor-
phisme dans 7€ (X).

Cela résulte des propriétés des objets simpliciaux de Cech (cf. [ibid., page 52]) : si
f: o/ — % est un morphisme de faisceaux d’ensembles sur Sm/ Xy, on définit un faisceau
simplicial é( f) de telle sorte que pour tout entier n, é( f)n soit le produit fibré de n + 1
copies de &/ au-dessus de A, les faces et dégénérescences étant respectivement induites
par des projections partielles et des diagonales. On a un morphisme é( f) — P qui est
une équivalence faible simpliciale si et seulement si f: & — % est un épimorphisme
(cf. [ibid., lemma 1.15, page 52]). On choisit alors un recouvrement (Zariski) fini (U;);c; de
X tel que pour chaque indice i € I, la restriction du torseur T a U; soit un torseur trivial
(et tant qu’a faire que la restriction du fibré vectoriel V' a U; soit un fibré vectoriel trivial).
On note Y la réunion disjointe des schémas U;, on a un morphisme évident f: Y — X qui
induit un épimorphisme de faisceaux sur Sm/Xy;s. De la méme maniere, on note Vy et Ty
les images inverses de T" et de V' par f, on note aussi g le morphisme évident Ty — T. On
dispose alors d’un diagramme commutatif :

Clg) —=C(f)
L
T X

Les morphismes f et g étant des épimorphismes, les deux fleches verticales sont des équiva-
lences faibles (simpliciales), ainsi, pour montrer que 7' — X est une Al-équivalence faible,
il suffit de montrer que C(g) — C(f) en est une. Pour cela, d’apres [ibid., proposition 2.14,
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page 74], il suffit de montrer que pour tout entier naturel n, le morphisme (j(g)n — é( Fn
est une A'-équivalence faible, ce qui nous ramene & montrer qu'une projection A, — Z
induit une A'-équivalence faible, ce qui est évident.

Remarque 111.12 Dans la proposition 111.10, on peut remplacer oE par tout préfaisceau
d’ensembles P sur Sm/S tel que pour toute flecche p: T — X dans T (cf. définition 11.14),
Uapplication p*: P(X) — P(T) soit bijective, ¢’est-a-dire que P s’identifie a un préfaisceau
sur la catégorie localisée Sm/S [T~ (équivalente a SmAff/S [ Toa™"] d’aprés la proposi-
tion 11.16).

Remarque 111.13 Une étude approfondie des conditions permettant d’obtenir la conclu-
sion de la proposition 111.10 est réalisée dans l'annexe B. Ce point de vue peut sembler
obscur, cependant, dans une premiére version de ce texte, j'utilisais la propriété (i”) de
la définition B.13 a la place de la propriété (ii), la démonstration de la proposition 111.10
était un peu moins simple; ce n’est qu’en prenant ce point de vue formel que j’ai pu obtenir
le théoréme B.19 qui montre que (i”) et (i1) sont équivalentes et qui implique la proposi-
tion 111.10.

Proposition 111.14 Soit S un schéma régulier. Le faisceau d’ensembles Z x Gr, vu comme
objet de Sm/S°PPEns, satisfait la propriété (ii).

Soit U € Sm/S affine. On veut montrer la surjectivité de 'application
(Z x Gr)(U) — Hom sy (U, Z x Gr) .

Pour cela, on peut évidemment supposer que U est connexe. Comme U est supposé affine,
la catégorie des fibrés vectoriels sur U est équivalence a la catégorie des modules projectifs
de type fini sur anneau I'(U, Oy ), catégorie exacte dont les suites exactes sont scindées. Si
v € Hom sy (U, Z x Gr) = Ko(U) (cf. théoreme 111.3), il existe donc un entier naturel n et
un fibré vectoriel .# sur U d’un certain rang d tels que I'on ait I’égalité v = [.#]—d+n dans
Ko (U). En utilisant toujours le fait que U soit affine, pour r un entier naturel suffisamment
grand, il existe une injection de .# comme facteur direct dans le fibré &%, On obtient,
par définition de la grassmannienne Grg,, un morphisme de S-schémas f: U — Grg,
tel que l'on ait un isomorphisme f*.#;, ~ ./ de fibrés vectoriels sur U. L’élément de
Hom () (U, Z x Gr) défini par le morphisme de faisceaux composé

ULGrd7T—>{n}><Gr—>Z><Gr

(les deux fleches sans nom étant les inclusions évidentes) est égal a « en vertu de ’asser-
tion 111.4 ; ceci achéve d’établir la propriété (ii) pour Z x Gr.

Proposition 111.15 Soit S un schéma régulier. Le faisceau d’ensembles P> = ColiénIP’"
ne

est tel que p(P®) = Pic(—) et satisfait la propriété (ii).

Ici, Pic(—) désigne le préfaisceau de groupes abéliens sur Sm/.S qui a U associe Pic(U).
L’isomorphisme ¢(IP>°) résulte de [ibid., proposition 3.8, page 138]. Pour établir la propriété
(ii) pour P>, on procede exactement comme pour Z x Gr.
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2.2 Propriété (ii) et systémes inductifs

Les objets pour lesquels on a établi la propriété (ii) sont des colimites de systemes
inductifs de faisceaux représentables (indexés par des ensembles ordonnés admettant une
suite cofinale). On va voir que cette structure de systeme inductif permet d’aller plus loin
que la proposition 111.10.

Théoreme fondamental pour les systemes inductifs

Théoréme 111.16 Soit S un schéma régulier. Soit Xo = (X;)ic.s un systéme inductif dans
Sm/S indexé par un ensemble ordonné filtrant & possédant une suite cofinale. On pose
X = colim X, (la colimite est calculée dans Sm/S°PPEns). On suppose que X satisfait la
propriété (ii). Pour tout objet E de € (S), on peut former un diagramme :

Hom () (X, E) —— Homgp,/serrgns (0 X, 9 F)

T )

Homsm/soppEns (X, QOE) — 116% (SOE> (Xz)

Alors, les applications a et v sont surjectives et l'application 3 est bijective. Si E est muni
d’une structure de H-groupe, alors le noyau de o (et de vy) s’identifie au groupe abélien
th? Hom%‘(g)(Sl A Xi+> E)

€4

L’application « est induite par le foncteur ¢: 5 (S) — Sm/S°PPEns. La fleche [ est
I’application considérée dans la proposition 111.10, elle est donc injective puisque X satisfait
la propriété (ii). La bijection

Homgy, /serrEns (X, pF) = }g;l (pE)(X5)
résulte simplement du lemme de Yoneda. On pose v = o «.

La fleche Hom - (s)(X, E) — hg (pE)(X;) déduite de 7 et de la bijection ci-dessus est

€4

bien I'application évidente. Elle est donc surjective d’apres la partie « surjectivité » de la
suite exacte de Milnor (cf. théoréme 11.10 et commentaires subséquents). Puisque 7 est
surjective et (3 injective, il vient que [ est bijective. Le calcul du noyau de « (et de 7, c’est
pareil) dans le cas ot E est supposé étre un H-groupe résulte aussi de la suite exacte de
Milnor.

Nous allons voir que le théoreme 111.16 admet une variante pointée.

Définition 111.17 Soit € une catégorie admettant un objet final. On note €, la catégorie
des objets pointés de €, c’est-a-dire qu’un objet de € est un couple (X, x) ou X est un objet
de € et x un morphisme x:  — X, o désignant un objet final (fixé) de €, un morphisme
(X,z) — (Y,y) entre deux objets de €, étant un morphisme f: X — Y dans € tel que
fox =y. On dispose d’un foncteur d’oubli du point-base €y — € qui, pourvu que €
admette des sommes directes finies, admet un adjoint a gauche € — €. qui a un objet X
de € associe X | | ® pointé par le deuzieme terme.
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On note ainsi Ens, la catégorie des ensembles pointés. Les préfaisceaux d’ensembles
pointés sur Sm/S forment une catégorie Sm/S°PP (Ens,), que l'on peut identifier a la
catégorie (Sm/S°PPEns), des objets pointés dans la catégorie des préfaisceaux d’ensembles
sur Sm/S'; on notera simplement Sm/S°*?Ens, cette catégorie.

Théoréme 111.18 Soit S un schéma régulier. Soit Xo = (X;)icr un systeme inductif
dans Sm/S, indexé par un ensemble ordonné filtrant & possédant une suite cofinale. On
pose X = colim X, € Sm/S°PPEns,. On suppose qu’en tant qu’objet de Sm/S°PPEns, X
satisfait la propriété (ii). Pour tout H-groupe E de 7, (S), on peut former un diagramme :

Hom 4, (s)(X, E) —= Homg,/sorrEns, (¢ X, 9 E)

T

HOmSm/SOPPEns. (X> SOE)

Alors, les applications o et v sont surjectives, l'application 3 est bijective et le noyau de o
(et de ) s’identifie au groupe abélien Rllinfl Hom y, (s)(S' A X, E).
1€

On déduit ce théoreme du théoréme 111.16 en utilisant le lemme suivant :

Lemme 111.19 Soit E un objet de %, (S) muni d’une structure de H-groupe. Pour tout
objet X de 74, (S), le morphisme évident

HOIIlJ«f.(S)(X, E) — {f - Homjf(g)(X, E), f*(o) = 0 & HOIIlJ«f(S)(S, E)}

est bijectif. Autrement dit, ’ensemble des « classes d’homotopie pointées » s’identifie a
I'ensemble des « classes d’homotopies » pointées .

On a une suite cofibrée S, — X, — X dans la catégorie des faisceaux simpliciaux
pointés sur Sm/Snis. En appliquant la suite exacte longue d’homotopie associée a la suite
fibrée obtenue en appliquant hom,(—, £') a la suite cofibrée précédente (E pouvant étre
supposé fibrant), on obtient une suite exacte longue qui va se scinder en suites exactes
courtes de groupes, S, — X, admettant une rétraction évidente et E' étant un H-groupe.
On obtient ainsi la suite exacte courte suivante

1— Hom%;(g)(X, E) — Hom%(s)(X, E) — Homﬂ»(g)(S, E) — 1
qui permet de conclure.

Objets de présentation finie

En vue d'une application dans le paragraphe suivant, on introduit une variante de la
définition de la notion d’espace de présentation finie (cf. [76, page 583]) :

LCe n’est pas toujours le cas, considérer par exemple les morphismes entre classifiants de groupes discrets

(non commutatifs) dans les catégories homotopiques usuelles %P et 3P,
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Définition 111.20 Soit S un schéma noethérien. Soit Espﬁf’s la plus petite sous-catégorie
strictement pleine de la catégorie des faisceauzr simpliciauz pointés sur Sm/Snis telle que

(1) Si X € Sm/S et K est un ensemble simplicial fini, alors (X x K), € Espﬁfs ;
(2) Pour tout carré cocartésien
A B

¢C—D

dans la catégorie des faisceaur simpliciauzr pointés sur Sm/Syis, si A — B est un
monomorphisme et que A, B et C' sont dans Espfs, alors D ausst.

_—

Il est facile de montrer que Esp‘jfs est une catégorie essentiellement petite, stable par
sommes finies, produits finis et A-produit dans la catégorie des faisceaux simpliciaux pointés
sur Sm/Syis-

Lemme 111.21 Soit (Ey)aca un systéme inductif indexé par un ensemble ordonné filtrant
A dans la catégorie des faisceaux simpliciaux pointés sur Sm/Syis, on note E sa limite
inductive. Soit X un objet de Espﬁf,s. Alors Uapplication évidente

colilgn Hom y, 5)(X, E,) — Hom 5y (X, E)
ac
est bijective.

Il s’agit la d’une conséquence facile du théoreme de Brown-Gersten (cf. [57, lemma 1.18,
page 101]), la propriété « B.G. » (cf. [ibid., definition 1.13, page 100]) étant stable par
formation de colimites filtrantes.

Lemme 111.22 Soit (X;);c.» un systéme inductif dans la catégorie des faisceauz simpliciauz
pointés sur Sm/Sys indexé par un ensemble ordonné filtrant . On note X la colimite de
ce systéme. Soit E un objet de €, (S) et deuxr morphismes f,g: X — E dans 7 (S) tels
que pour tout i € S, les morphismes f;, g; € Hom y, (s)(X;, E) soient égaux ot f; et g; sont
déduits de f et g par composition avec le morphisme canonique X; — X . Alors pour tout
morphisme h: U — X dans 7, (S) avec U € Espifs, ona foh=goh.

C’est évident car d’apres le lemme 111.21, pour ¢ suffisamment grand, le morphisme
h: U — X se factorise dans 47, (S) par la fleche X; — X.

Remarque 111.23 Sous les hypothése du lemme et dans le cas ou E est un H-groupe, on
peut écrire f = dg avec §: X — E un morphisme dans 7, (S), le morphisme 6g: X — E
étant le produit des deux morphismes § et g pour la structure de H-groupe sur E. Le
morphisme 6: X — E a alors la propriété d’induire ['application nulle

do—
Hom , (s)(U, X) = Hom y,s)(U, E)

pour tout objet U de Espifs, on dit alors que § est une application « fantome ».
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Extension canonique d’une transformation naturelle en degrés supérieurs

Théoreme 111.24 Soit S un schéma régulier. Soit X, un systéme inductif dans la catégorie
Sm/S, indexé par un ensemble ordonné filtrant % admettant une suite cofinale. On note X
la limite inductive du systéme X4 calculée dans Sm/S°PPEns,. On suppose que X, satisfait
la propriété (ii). Soit E un objet de 4 (S) muni d’une structure de H-groupe. Alors, pour
tout objet U de Espfs, Uapplication évidente

HOIIl,;;//.(S) (X, E) — HOIIlEnS. (Hom%;(s)(U, X), HOIIl,;y/.(S)(U, E))

se factorise (de maniére unique) par Hom y, s)(X, E) — Homgy /sorrEns, (90X, ¢ F).
En particulier, pour tout entier naturel n, on a une application canonique :

pon s Homgp, /gerrgns, (9 X, 9F) — Homgy, /sorrEns, (PR X, RO E)

ot RQO": 7 (S) — F, (S) est le foncteur « n-iéme espace de lacets » (adjoint a droite du
foncteur S™ A —).

D’apres le théoreme 111.16, ’application
v: Homypg) (X, E) — hr& Hom () (X;, E)
€4
est surjective. En utilisant le lemme 111.19, on voit que sa variante pointée

Hom,z, (5)(X, E) — lim Hom z 5)(Xs, E)
€S

est également surjective. D’apres le lemme 111.21, on peut en déduire que I'application
Hom%(g) (X, E) — HOIIlEnS. (HOIIlJ«f.(S)(U, X), Hom%(g)(U, E))
se factorise par Hom y;, (s)(X, E) — hnl} Hom , (s)(X;, E) pour tout objet U de Espls.
1€. )
Par ailleurs, la fleche

Homgy, sorens (90X, 9E) 2 lim Hom,(s)(X;, E)
1€

est bijective (encore par le théoréeme 111.16), sa variante pointée

Homgy, /serrEns, (9 X, E) — hnl} Hom y, (s)(X;, E)
1€.

est également bijective grace au lemme 111.19, ce qui permet de conclure qu’il existe bien
une fleche (évidemment unique)

Homgy, /goprEns, (9 X, 9 E) — Homgns, (Hom 4, sy (U, X), Hom 4, (5)(U, E))

vérifiant la condition voulue.
Pour tout entier naturel n, ’application

pon s Homgp, /gerpgns, (9 X, 9F) — Homgy, /sorrgns, (PR X, pRO"E)

s’obtient a partir de ce qui précede en considérant simultanément tous les objets U de
Esp.'s de la forme S" A Y, avec Y € Sm/S.
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2.3 Propriété (K)

Définition 111.25 (propriété (K)) Soit S un schéma régulier. Soit Xo = (X;)iesr un
systéme inductif dans Sm/Se indezé par un ensemble ordonné filtrant & possédant une suite
cofinale. Soit E' un H-groupe dans s, (S). On dit que E satisfait la propriété (K) relative
au systéeme X, si Rlzhgnyl Hom y, (s)(S'AX; 4, E) = 0, c’est-a-dire, d’aprés le théoréme 111.16,
que ’application ’

Hom - (s)(X, E) — Homgy,/sorrEns (90X, 9 F)
est bijective.

Si le systeme inductif X, n’est pas précisé, il faudra comprendre la propriété (K) comme
étant relative au systeme inductif %, dont la colimite est Z x Gr (cf. définition 111.1).

L’annulation d’un groupe R!lim peut souvent se vérifier grace a la proposition 11.3. On
a le cas particulier suivant :

Lemme 111.26 Soit S un schéma régulier. Soit E un H-groupe dans 7, (S). Si, pour tout
quadruplet d’entiers (d,r,d',r") tel que d < d' et r <r', la fleche évidente
Hom yp(s)(Grg v, ROE) — Hom yp(5)(Grg,, ROE)

est surjective, alors E satisfait la propriété (K).

Nous verrons que cette propriété (K) est vérifiée dans plusieurs familles d’exemples
(cf. section 3 de ce chapitre et remarques v.8 et v.11).

S’il n’y avait qu’une chose a retenir de cette section, ce serait le théoreme suivant :
Théoréme 111.27 Soit S un schéma régulier. Soit E un objet de F, (S) possédant une

structure de H-groupe. On suppose que E satisfait la propriété (K). Alors, on a des bijec-
tions canoniques

Z
Homjf(g) (Z X Gl", E) = Homsm/soppEns(Ko(—), (pE) = ((dh)IHNQ HOIIlJ«f(S)(Gl"(LT, E)) 5
,r)e

Hom y, (5)(Z x Gr, E) = Homgy,/sorrEns, (Ko(—), ¢E) .

On reconnait qu’une famille compatible (fo,ar)nez, @renz (0%, pour tout (n,d,r) € Z x N?,
Jn.ar appartient a Hom p(s)(Gra,, E)) définit un élément de Hom y, s)(Z x Gr, E) par la
condition fooo = ® € Hom (g)(Grop, E).

Cela résulte aussitot des théoremes 111.16 et 111.18 dont les hypotheses sont vérifiées
puisque Z x Gr satisfait la propriété (ii) (cf. proposition 111.14).
Remarque 111.28 D’apres la proposition 111.15, l'objet P> de 7 (S) satisfait la propriété
(ii) et est tel que p(P*) = Pic(—) (pour S régulier). Il y a donc un analogue du théo-

réme 1127 pour P ; en particulier, si E est un H-groupe dans 4, (S) tel que pour tout
entier naturel n, la fleche de transition

HOIIl%;(S)(Sl A IP):L_—H, E) — Hom%;(g)(Sl A Pi, E)

soit surjective, alors il revient au méme de se donner un morphisme P> — E dans 5 (S),
une famille compatible de morphismes P" — E dans € (S) ou une transformation natu-
relle Pic(—) — @E de préfaisceaux d’ensembles sur Sm/S.
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3 Théoremes principaux

Si S est un schéma régulier, on rappelle que l'on a noté Ky(—) le préfaisceau sur
Sm/S qui a X € Sm/S associe Ky(X). Dans le théoreme qui suit, on s’intéresse aux
endomorphismes de Ky(—) vu comme préfaisceau d’ensembles (ou d’ensembles pointés) :

Théoréme 111.29 Soit S un schéma régulier. Le morphisme évident de groupes
End - (s)(Z x Gr) = Endsm/sorrens (Ko(—))
est bijectif 2. De méme, on a un isomorphisme :
End , (s)(Z x Gr) = Endsm/serrEns, (Ko(—)) -

Par ailleurs, on a un isomorphisme de groupes abéliens :

End,«f(g)(ZxGr)QH lim Ky(Grg,) = HKO ey oy eny o]

d,r)eN2
( ) nez

et un élément de End y»(g)(Z x Gr) correspondant a une famille (F.),cz de séries formelles
via cet isomorphisme s’identifie a un élément de End y,(s)(Z x Gr) si et seulement si la
série formelle Fy est de terme constant nul.

D’apres le théoreme 111.27, il s’agit de montrer que Z x Gr satisfait la propriété (K).
D’apres le lemme 111.26 et le théoreme 111.3, il suffit de montrer que pour tout couple
(d,r), (d',r") d’éléments de N? tel que (d,r) < (d',r'), la fleche de restriction Ky (Gry ) —
K, (Grg,) est surjective. En utilisant la structure de Ko(X)-module sur les groupes K;(X)
et K/(X) pour tout schéma (noethérien) X, la suite exacte de localisation en K’-théorie,
la comparaison K;(X) — K/(X) pour X régulier et l'invariance par homotopie de la
K'-théorie (cf. [62]), on montre facilement que si X € Sm/S admet une décomposition
cellulaire ®, alors pour tout entier i € N, le morphisme canonique Ko(X) ®,s) K;(S) —
K;(X) est bijectif. Les grassmanniennes admettant une décomposition cellulaire (cf. [20]),
la condition de surjectivité pour le K; peut se déduire de la méme condition pour le K,
condition qui est bien vérifiée grace au corollaire 11.27. On a ainsi montré les isomorphismes :

End - (s)(Z x Gr) = Endgp,/sorvins(Ko(—)) = H lim Ko(Grg,) .

(d,r)eN2

2La structure de groupe sur Hom #(5)(Z x Gr,Z x Gr) provient de la structure de H-groupe sur le
but : il s’agit de la structure de H-groupe sur Z x Gr évoquée au théoreme 111.3. Nous verrons dans la
section 4 que les diverses structures naturelles sur Ko(—) se relevent canoniquement sur Z x Gr; ainsi
I'isomorphisme de groupes donné par ce théoreme sera en fait un isomorphisme de A-anneaux spéciaux.
Par ailleurs, on prendra garde a ne pas confondre la multiplication pour cette structure d’anneau et la loi
de composition interne induite par la composition des morphismes de Z x Gr (resp. du foncteur Ko(—))
dans lui-méme...

30n veut dire par 13 qu'’il existe une suite croissante Vo C V; C --- C V;, = X d’ouverts de X telle que
Vb soit vide et que pour tout entier ¢ tel que 1 < i < n, V; —V;_1 possede une structure de sous-schéma de
X le rendant S-isomorphe a un espace affine.
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La formule donnant ( li)m , Ko(Gra,) n'est autre que celle du théoréme 11.28. La derniére
d,r)eN

remarque pour reconnaitre les endomorphismes de Z x Gr dans 7 (S) qui s’averent étre
pointés est facile : il suffit d’observer que I'image de la classe du fibré trivial de rang 0
sur S dans K(S) par la transformation naturelle associée aux ¢; est nulle. Ceci acheve la
démonstration de ce théoreme.

D’apres le théoreme 111.24, le théoreme 111.29 admet pour corollaire le théoréme suivant :

Théoreme 111.30 Soit S un schéma régqulier. Toute transformation naturelle
a: Ko(—) — Ko(—)

de foncteurs Sm/S°P? — Ens, donne naissance de maniére canonique, pour tout entier
n > 1, a une transformation naturelle K,,(—) — K,(—) de foncteurs de Sm/S°PP wvers
la catégorie des groupes abéliens. Ces transformations sont induites par ['unique classe
d’homotopie pointée Z x Gr — 7Z x Gr induisant 4 T au niveau de Ko(—) en vertu du
théoreme 111.29.

On dispose aussi d’un analogue « a plusieurs variables » de ce théoreme 111.29 :

Théoréme 111.31 Soit S un schéma régulier. Pour tout couple (n,m) d’entiers naturels,
l'application évidente

Hom y(5)((Z x Gr)", (Z x Gr)™) = Homgy/sorrEns(Ko(—)", Ko(—)")
est bijective. On a une version pointée :
Homyg(s)((z X Gr)" s (Z X Gr)m) =5 HOmSm/soppEnS. (Ko(—)n, KQ(—)m) .

Grace au lemme 111.19, il suffit de traiter le cas non pointé. Il est par ailleurs évident
que le cas m = 1 implique le cas général. On suppose donc m = 1, et n quelconque. D’apres
la remarque 111.9, le fait que Z x Gr satisfasse la propriété (ii) implique que (Z x Gr)" la
satisfait aussi. Il s’agit de montrer que Z x Gr satisfait la propriété (K) relative au systeme
inductif £, dont (Z x Gr)" est la colimite. Pour conclure que I'application considérée dans
le théoréme est bijective, il reste donc & montrer qu'un certain groupe R!lim est nul, ce qui

/

se déduira du fait que si (dy,...,d,,r1,...,1m) et (d},...,d,,ry,...,r) sont des entiers

naturels tels que (d;, ;) < (d}, ) pour tout 1 < i < n, alors 'inclusion évidente

— PR

Grg, my X ... Gra, p, — Gra 0 X o Gray,

n

induit une surjection sur les groupes K;. Comme tous ces S-schémas lisses sont cellulaires,
cette surjectivité au niveau des groupes K; se déduit de la surjectivité au niveau des K|
comme dans la démonstration du théoreme 111.29, et la surjectivité au niveau du K provient
simplement du fait (déja utilisé) que toutes les applications Ko(Grg /) — Ko(Grg, ) sont
surjectives et que le Ky d'un produit de grassmanniennes est le produit tensoriel (au-dessus
du Ky de la base) des groupes Ky desdites grassmanniennes *.

On dispose également d’une version en degrés supérieurs :

4Plus généralement, si S est un schéma régulier, si X € Sm/S admet une décomposition cellulaire et
si Y € Sm/S, alors I"application canonique Ko(X) ®,(s) Ki(Y) — Ki(X xgY) est bijective pour tout
1€ N.
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Théoreme 111.32 Soit S un schéma régulier. Pour tous entiers naturels n et i, 'applica-
tion évidente

Hom (s)((Z x Gr)" , R (Z x Gr)) — Homgy /sorvkns(Ko(—)", Ki(—))
est bijective. On a une version pointée :
Homjf.(g)((Z X GI‘)n s RQZ (Z X GI‘)) :> HOHlSm/SoppEnS. (Ko(—)n, Kz(_)) .

On a noté K;(—) le préfaisceau de groupes abéliens sur Sm/S qui & X € Sm/S as-
socie K;(X). D’apres le théoréme 111.3, on a des isomorphismes pRO(Z x Gr) = K;(—)
pour tout entier naturel j. Il suffit de remplacer K; par K;.; dans les démonstrations des
théoremes 111.29 et 111.31 pour obtenir cette version.

4 Structures sur Z x Gr dans JZ (5)

On fixe un schéma régulier S. D’apres les théoremes 111.29 et 111.31, les opérations sur
Ko(—) se relevent en des endomorphismes de Z x Gr (ou des morphismes entre produits
de copies de cet objet) dans .2 (5), I'unicité du relevement garantissant que les relations
vérifiées dans Ky(—) seront encore vérifiées sur ces relevements canoniques. Dans cette
section, nous allons appliquer ceci pour relever les structures bien connues sur Ky(—) sur

Z x Gr dans 72 (9).

4.1 Structure de Groupe commutatif

On sait déja que Z x Gr est muni d’une structure de H-groupe (cf. théoreme 111.3)
compatible a la structure de groupe sur les groupes K,. Cette loi m est commutative,
c’est-a-~dire que le diagramme suivant commute dans ¢ () (ou dans .7, (.5), ¢’est pareil) :

(Z x Gr) x (Z x Gr)
(@y)—(y,2) Z x Gr

(Z x Gr) x (Z x Gr)

ol la fleche de gauche est 'isomorphisme qui échange les deux facteurs. En effet, pour véri-
fier que ce diagramme est commutatif dans 7 (.5), en vertu du théoreme 111.31, il suffit de
vérifier qu’il devient commutatif apres application du foncteur ¢: 2 (S) — Sm/S°PPEns,
ce qui est vrai parce que pour tout X € Sm/S et tout couple (x,y) d’éléments de Ky(X),
on a l'égalité x + y = y + x. Maintenant que 'on sait que la loi de H-groupe sur Z x Gr
est commutative, il n'y a plus de danger a noter simplement +: (Z x Gr)2 — 7Z x Gr le
morphisme m.

On note —: Z x Gr — Z x Gr le morphisme dans ¢ (S) correspondant a r —— —x
sur Ko(—) et 0: @ — Z x Gr le morphisme correspondant a 0 € Ky(S). On obtient ainsi
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que (Z x Gr,+,—,0) est un Groupe commutatif dans la catégorie . (S) (et aussi dans
e (S), tous les morphismes considérés étant pointés), autrement dit que ces données
vérifient formellement une formulation convenable des axiomes des groupes commutatifs
(ce qui revient a dire que les axiomes usuels sont vérifiés apres application du plongement

de Yoneda 7 (S) —  (S)** Ens).

4.2 Structure d’Anneau commutatif

Le préfaisceau de groupes abéliens Ky(—) € Sm/S°°’PEns porte une structure d’an-
neau commutatif (voir page 76). Le théoréme 111.31 permet de relever la loi multiplicative
Ko(=) x Ko(=) = Ky(—) en un unique morphisme x: (Z x Gr)*> — Z x Gr dans 4 (S)
(dans 77 (S) en fait). Cette construction est aussi mentionnée dans [56, §4.3.1]; d’une
certaine maniere, les résultats de cette section systématisent et approfondissent [loc. cit.].
On note 1: @ — Z x Gr le morphisme correspondant a 1 € Ky(.5).

On obtient ainsi une structure d’Anneau commutatif (Z x Gr,+, —, x,1,0) dans la
catégorie S (S) : tous les axiomes a vérifier s’expriment par la commutativité de certains
diagrammes dans S (S), d’apres le théoreme 111.31, il suffit de tester la commutativité
de ces diagrammes en remplagant Z x Gr par Ky(—) (autrement dit, apres application
du foncteur ¢: 7 (S) — Sm/S°PPEns) et on peut effectuer cette vérification en disant
simplement que pour tout X € Sm/S, on a bien un anneau commutatif Ko (X).

Le lemme suivant est inspiré par [ibid., page 74], sa démonstration n’est pas tres difficile :

Lemme 111.33 Soit E un H-groupe dans . (S). Soit (A, B) un couple d’objets de F, (S).
Alors, Uapplication

Hom%(g)(A/\ B,E) — Hom%p‘(s)(A x B, F)

est injective et son image est formée des morphismes f: Ax B — E dont les « restrictions »
respectives a A X o et @ X B sont nulles.

Comme dans [loc. cit.], on peut observer que pour tout X € Sm/S et tout couple (x,y)
d’éléments de Ky(X), ona zy =0si z = 0 ou y = 0, le théoreme 111.29 permet donc de
montrer que le morphisme x: (Zx Gr) x (Zx Gr) — Z x Gr vérifie les hypotheses du lemme
précédent, ce qui montre 'existence d’un unique morphisme X,: (Z x Gr) A (Z x Gr) —
Z x Gr (dans 7, (9)) faisant commuter le diagramme évident :

(Z x Gr) x (Z x Gr)

S
(Z x Gr) A (Z % Gr) oo o= T Gr

Compte tenu du lemme 111.33, la commutativité de la structure d’Anneau sur Z x Gr
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implique la commutativité du diagramme suivant dans 2 (S) :

(Z x Gr) A (Z x Gr)

(Z x Gr) A (Z x Gr)

ou 7 est la contrainte de commutativité du A-produit.

Proposition 111.34 Soit S un schéma régulier. Pour tout X € Sm/S, le morphisme
Xe: (Z x Gr)" — Z x Gr

induit la multiplication d’une structure d’anneau gradué sur le groupe abélien gradué
K.(X) =P Kau(X)
neN
La loi multiplicative est commutative au sens gradué : si a € K;(X) et b € K;(X), alors

b-a=(—1)"b-a dans K\ ;(X).

En effet, pour tout entier naturel n, on a un isomorphisme canonique entre K,(X) et
Hom 4, (s)(S™ A X, Z x Gr). Pour deux entiers naturels 7 et j, on définit une multiplication

— = Ki(X) x K;(X) = Ki1j(X)

comme étant la fleche induite (compte tenu des isomorphismes précédents) par la compo-
sition suivante :

Hom y, (5)(S" A X4, Z x Gr) x Hom , (5)(S? A X4, Z x Gr)

Hom y, (5)((S* A X4) A (ST A X4), (Z x Gr)™?)

lX.O—OAX

Hom%(s)(S"*j A X+,Z X GI‘)

ou la premiere fleche provient du A-produit et ou la seconde s’obtient par composition a
gauche par X, et a droite par le morphisme S A X, — (S°A X, ) A (S7 A Xy) induit
par la diagonale Ax: X — X x X. On vérifie facilement que 'on obtient bien ainsi une
structure d’anneau gradué, et la formule a - b = (—1)”b - a pour a € K;(X) et b € K;(X)
vient simplement du fait que la permutation o de {1,...,7 + j} définie par o(k) =k + j
sil<k<ieto(k)=k—isii+1<k<i+jinduit la multiplication par (—1)" sur le
cogroupe S = (S1)"*9) dang stop,

On vérifiera plus tard que cette structure multiplicative sur la K-théorie algébrique
coincide avec les structures multiplicatives définies antérieurement par Quillen, Loday et
Waldhausen (cf. section 7).
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4.3 Structure de \-Anneau

Dans les définitions 11.19, 11.20 et 11.21, on a rappelé la construction de diverses trans-
formations naturelles Ky(—) — Ko(—) de foncteurs Sm/S°P? — Ens. Le théoréme 111.29
leur fait donc correspondre des familles (A\"),en, (7" )nen €t (¥F)r>1 d’endomorphismes de
Z x Gr dans JZ (). A Pexception de X° et de ~°, toutes ces transformations naturelles
sont pointées (i.e envoient 0 sur 0), les classes d’homotopies Z x Gr — Z x Gr associées
peuvent donc étre vues comme des morphismes dans .77, (S) (cf. lemme 111.19).

Proposition 111.35 La famille de morphismes \": Z x Gr — Z x Gr dans 5 (S) pour
n € N font de Z x Gr un A\-Anneau dans la catégorie 7€ (S).

D’apres la définition donnée dans SGA 6 V 2.1, il s’agit de vérifier d’'une part que \° = 0
et A! = idzxqr (ce qui est évident) et d’autre part que pour tout entier n € N, on a I’égalité

suivante
(a+b) Z NP (a

ptq=n

ou (a, b) est un couple de morphismes Z — Z x Gr avec Z un objet de 77 (.S). Pour vérifier
cette derniere assertion, il suffit évidemment de considérer le cas universel : Z = (Z x Gr)?
et les deux projections pour morphismes a et b, la compatibilité voulue se reformule donc
en I'égalité entre deux morphismes (Z x Gr)? — Z x Gr dans J# (S), ce qui d’apres le
théoreme 111.31 peut se tester apres application du foncteur ¢: 5 (S) — Sm/S°PPEns.
Les axiomes de A-Anneau pour Z X Gr se déduisent donc des axiomes de A-anneau pour
Ko(X) pour tout X € Sm/S.

En vertu du théoreme 111.30, on obtient, pour tout entier i € N, des transformations
naturelles K;(—) — K;(—) (additives pour ¢ > 1) induites par les endomorphismes (A"),>1,
(Y )n>1 et (U*)>1 de Z x Gr dans 7 (S).

4.4 Structure de A\-Anneau spécial

Proposition 111.36 Le A\-Anneau Z x Gr dans la catégorie 7 (S) obtenu a la proposi-
tion 111.35 est un A\-Anneau spécial.

On utilise la définition donnée dans SGA 6 V 2.4 qui se traduit sous la forme d’une
famille de relations. Comme précédemment, il suffit de tester ces relations apres application
du foncteur ¢, autrement dit vérifier que pour tout X € Sm/S, le A-anneau Ky(X) est
spécial, ce qui est établi dans SGA 6 VI 3.2.

Proposition 111.37 Pour tout entier k > 1, les endomorphismes W* de Zx Gr dans 3 (.S)
sont des endomorphismes d’Anneauz. Pour tout couple (k, k') d’entiers > 1, on a l’égalité

Uk o U = UF € End p(5)(Z x Gr) .
Il s’agit d’un corollaire de la proposition 111.36 en vertu de SGA 6 VI 7.5 i).
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Pour tout entier £ > 1, on peut déduire de la proposition précédente la commutativité
du diagramme :

(Z x Gr) A (Z x Gr) e Z x Gr
l\ykmpk Tk

(Z x Gr) A (Z x Gr) —=*—>7 x Gr

En particulier, si X € Sm/S, a € K;(X) et b € K;(X), on a bien

U (a-b) = U¥(a) - UF(b) .

5 Modeles de la K-théorie algébrique

Pour le moment, nous avons volontairement privilégié I'objet Z x Gr de 4 (S) pour
représenter la K-théorie algébrique dans la mesure ot il nous a permis d’aboutir au théo-
reme I11.29. La comparaison de nos constructions d’opérations sur la K-théorie algébrique
avec les constructions antérieures (qui notamment sera l'objet de la section 7) deviendra
tres aisée une fois que 'on aura défini précisément ce qu’on entend par « modele » de la
K-théorie algébrique et étudié la maniere dont ces modeles se comparent naturellement
entre eux.

5.1 Modeles putatifs

Définition 111.38 Soit S un schéma régulier. Un modeéle putatif de la K -théorie algébrique
sur S consiste en la donnée d’un objet E de 4 (S) et d’un isomorphisme ag: Ko(—) — ¢F
dans Sm/S°PPEns, (voir la définition 111.5 pour ce foncteur ¢: 7 (S) — Sm/S°PPEns).

Pour tout schéma régulier S, I'objet Z x Gr de 4, (S), muni de I'isomorphisme
azxar: Ko(=) = @(Z x Gr)

donné par le théoreme 111.3, est un modele putatif de la K-théorie algébrique. L’isomor-
phisme azxq, est caractérisé par le fait que si .Z, est le fibré universel de rang d sur Grg,,
alors pour tout entier n € Z, I'image de ug, +n = [//[éﬂa] —d+n € Ko(Grg,) par azxa est
la classe d’homotopie de l'inclusion Grg, — {n} x Gr — Z x Gr; en effet, I’assertion 111.4
affirme que ces relations sont vérifiées et la propriété (ii) pour Z x Gr fait de ces relations
une caractérisation de azy .

On appellera (Z x Gr, azxa:) le modele putatif canonique de la K-théorie algébrique.

Lemme 111.39 Soit S un schéma régulier. Pour tout modéle putatif (E,ag) de la K-
théorie algébrique sur S, il existe un morphisme 7g: Z x Gr — E dans 6, (S) faisant
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commuter le diagramme suivant (formé d’isomorphismes) :

©(Z x Gr)

y

Ko(—) »(TE)

T

%))

Comme on n’a pas supposé que FE était un H-groupe, on ne peut pas utiliser la suite
exacte de Milnor (cf. théoreme 11.10) telle qu’on I’a énoncée. On peut cependant déduire
de [25, proposition 2.15, Chapter VI] qu'il existe un élément 75 € Hom 4 (5)(Z x Gr, E) tel
que pour tout entier n € Z et tout couple d’entiers naturels (d, ), on ait 1’égalité

ap(ug, +n) = o(1)(azxcr(Ua, + 1))

dans ¢ E(Grg,). Pour montrer que le diagramme ci-dessus est bien commutatif, il suffit de
montrer que les deux fleches Ko(—) — ¢(Z x Gr) données par azya, et azxgroag top(Tg)o
azxar sont égales, ce qui résulte de 1’égalité précédente et de la propriété caractérisant oz q,
rappelée plus haut. On a ainsi établi le lemme.

5.2 Modeles authentiques

Définition 111.40 Soit S un schéma régulier. Soit (E,apr) un modéle putatif de la K-
théorie algébrique sur S, on dit que (E,ag) est un modéle (authentique) de la K -théorie
algébrique sur S s’il existe un morphisme Tg: 7 X Gr — E dans , (S) faisant commuter
le diagramme du lemme 111.39 et que ce morphisme Ty soit un isomorphisme dans €, (S).

Remarquons aussitot que si (E,ag) est un modele authentique de la K-théorie al-
gébrique sur S, alors le morphisme 7z: Z x Gr — E est unique : cela résulte aussitot du
théoreme 111.29. Plus précisément, tous les modeles authentiques de la K-théorie algébrique
sur S sont canoniquement isomorphismes entre eux :

Proposition 111.41 Soit S un schéma régulier. On se donne (E, ag) et (F,ap) deuz mo-
deles authentiques de la K-théorie algébrique sur S. Alors, il existe un unique morphisme
Ter: E— F dans 7 (S) faisant commuter le diagramme suivant :

%))

/

De plus, Tg r est un isomorphisme. Si (G, aq) est un troisiéme modéle authentique, on a
la relation de cocycle Tp.¢ = Trc © TE,F-
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Si (E, ag) est un modele authentique de la K-théorie algébrique, I'existence d’un unique
isomorphisme avec le modele authentique canonique (Z x Gr, azxq,) implique que E est
canoniquement muni d’une structure de H-groupe commutatif.

Remarque 111.42 On pourrait définir la catégorie des modeéles authentiques de la K-
théorie algébrique sur un schéma régulier S, un morphisme (E,ag) — (F,ap) étant un
morphisme Tg p: E — F dans 7, (S) tel que Tg poag = ap. La proposition 111.41 montre
que cetle catégorie, qui est munie d’un objet privilégié (Z x Gr,azxq:) est équivalente a la
catégorie ponctuelle.

Définition 111.43 Soit S un schéma régulier. Soit (E,ag) un modéle authentique de la
K-théorie algébrique sur S. Pour tout entier naturel n et tout X € Sm/S, on pose

KE(X) = Hom 5 (S" A X4, E)
La proposition 111.41 admet le corollaire évident suivant :

Corollaire 111.44 Soit S un schéma régulier. Si (E,ag) et (F,ar) sont deur modéles
authentiques de la K-théorie algébrique, alors on a des isomorphismes canoniques (induits
par Tg ) :

KJ(X) = Ky (X)

pour tout entier naturel n et tout objet X € Sm/S.

Ainsi, les groupes de K-théorie algébrique définis en utilisant deux modeles authentiques
sont canoniquement isomorphes.

Remarque 111.45 [ n’est ainsi plus nécessaire de faire apparaitre le modéle authentique
choisi dans la notation des groupes de K -théorie algébrique. Il fait également sens de com-
parer les applications induites par des morphismes dans e (S) entre plusieurs objets sous-
jacents a des modeéles authentiaues de la K-théorie algébrique, comme l’indique le théoréeme
sutvant.

Théoréme 111.46 Soit S un schéma régulier. On se donne deur modéles authentiques
(E,ag) et (E',ap) de la K-théorie algébrique sur S et f: E — E' un morphisme dans
H(S). On note fo: Ko(—) — Ko(—) le morphisme dans Sm/S°PPEns induit par [ (autre-
ment dit, agofo = @foag). Soit fo I endomorphisme de Z.x Gr dans € (S) correspondant
a fo par Uisomorphisme End g (Z x Gr) = Endgm/serrrns(Ko(—)) du théoréme 111.29.
Alors, le diagramme suivant est commutatif dans 7 (S) :

ZXGrT—NE>E

| lf

ZXGI%E’

De plus, si f: E — E' est un morphisme dans 4, (S), les applications K,(—) — K,(—)
induites par f et fo coincident.
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C’est évident.

Lemme 111.47 Soit S un schéma régulier. Soit E un objet de €, (S) muni de deux struc-
tures (E, «) et (E, 3) de modéles putatifs de la K -théorie algébrique. Si (E, a) est un modéle
authentique, alors (E,3) aussi.

On dispose d’isomorphismes «, 3: Ko(—) = @E. On en déduit un isomorphisme v =
a"lof: Ky(=) = Ko(—). D’apres le théoreéme 111.29, il existe un unique endomorphisme
4 de Z x Gr correspondant a v par I'isomorphisme (de monoides pour la composition)

End,«gﬂ.(g) (Z X Gl") :> Endsm/goppEns. (Ko(—)) .

Comme 7 est un isomorphisme, 7 aussi. Notons 75, 'isomorphisme Z x Gr — E' cano-
niquement associé au modele authentique (E, «). Posons 75 5 = Tr o © 4. On voit aussitot
que le diagramme suivant est commutatif

©(Z x Gr)

y

KO(—) o(TE,8)

T

ok

Comme 7 5: Z x Gr — E est un isomorphisme, il vient que (E, 3) est un modele authen-
tique de la K-théorie algébrique.

5.3 Modeles classiques

Il va s’agir ici de montrer que les préfaisceaux simpliciaux pointés donnés par diverses
constructions de la K-théorie algébrique (pour des schémas réguliers) sont d’authentiques
modeles de la K-théorie algébrique au sens de la définition 111.40. Essentiellement, il faut vé-
rifier d'une part que les différentes définitions sont suffisamment fonctorielles (en le schéma
ou ’anneau) pour donner des préfaisceaux simpliciaux pointés (et donc des objets de 7, (\5)
qui seront des modeles putatifs de la K-théorie algébrique) et d’autre part que les théo-
remes de comparaison entre les différentes définitions sont assez fonctoriels pour définir
des isomorphismes dans 47, (S). Ce travail est 1'occasion de donner de plus amples dé-
tails sur une variante de la démonstration de [57, proposition 3.9, page 139] et de préciser
comment cet isomorphisme se comporte sur les fibrés universels sur les grassmanniennes
(cf. assertion I111.4, voir le théoréme 111.61 plus bas).

Les diverses constructions que nous allons comparer prennent comme point de départ
la catégorie exacte des fibrés vectoriels sur un schéma X. Pour obtenir des préfaisceaux
simpliciaux pointés (et donc des objets dans les catégories homotopiques 77 (S) que I'on
considere), il convient de donner une définition strictement fonctorielle en X d’une petite
catégorie Z(X) équivalente a la catégorie des fibrés vectoriels sur X.

102



SECTION 5 — MODELES DE LA K-THEORIE ALGEBRIQUE

Définition 111.48 Soit X un schéma quasi-compact. Un objet A de PP*(X) consiste
en la donnée d’un entier naturel n, d'une suite Uq,...,U, d’ouverts de X en formant
un recouvrement, d’une suite 11, ...,1, d’entiers naturels et d’une famille (M;;)1<ij<n de
matrices M;; inversibles® de tailles respectives (r;,1;) a coefficients dans 'anneau T'(U; N
U;, Ox) telles que pour tout triplet (i, j, k) d’éléments de {1,...,n}, on ait la relation de
cocycle

M;j|Uije = M| Ugie x My Ui,

ot Ugj, = U; NU; N Uy. A un tel objet M , on associe le foncteur qui a un Ox-Module
F associe l'ensemble des suites @1, ..., o, ot pour tout i € {1,...,n}, p; est un r;-uplet
(représenté comme un vecteur ligne) d’éléments de I'(U;, F) telles que pour tout couple
(i,7) d’éléments de {1,...,n}, on ait l’égalité suivante de r;-uplets dans I'(U;;, F) :

@ilUij = ;|Us; x Mi;|Ui;

ow Uj; = U;NUj; il est clair que ce foncteur est coreprésentable par un Ox-Module M
qui est localement libre de rang fini. Si M et M’ sont deux objets de PP*(X), on note

Homypre(x) (%, %,) = HOIIlﬁX_MOd(%ﬂ').

Si f: X — S est un morphisme entre deux schémas quasi-compacts, on a un foncteur
évident f*: 2P¢(S) — PP¢(X). Si g: Y — X est un autre tel morphisme, on a une
égalité de foncteurs g* o f* = (f o g)*.

Pour tout schéma quasi-compact X, la catégorie 27P"(X) est additive. On peut « rigi-
difier » le foncteur « somme directe » de maniere standard (cf. [2, §1.2.1]) pour obtenir une
catégorie Z(X) munie d'un foncteur @: Z2(X) x Z(X) — P (X) faisant partie d’'une
structure monoidale strictement associative avec unité telle que si A et B sont deux ob-
jets de Z(X), A @ B soit muni des données qui en font le biproduit de A et B dans
P(X) et d'une équivalence de catégorie PP¢(X) — H(X) (toutes ces données étant
strictement compatibles aux foncteurs images inverses définies par des morphismes entre
schémas quasi-compacts).

On a ainsi obtenu un préfaisceau & sur la catégorie des schémas quasi-compacts a
valeurs dans la catégorie des petites catégories exactes, de sorte que pour tout schéma
quasi-compact X, Z(X) soit équivalente a la catégorie des fibrés vectoriels sur X (identifiés
a des Ox-Modules via leur faisceau des sections).

Définition 111.49 On note BQZ? le préfaisceau simplicial pointé sur la catégorie des sché-
mas quasi-compacts qui ¢ X associe l’ensemble simplicial BQ 2 (X) que Quillen fait cor-
respondre a la catégorie exacte 2 (X) dans [62, §2].

Définition 111.50 On note # le préfaisceau simplicial pointé sur la catégorie des sché-
mas quasi-compacts qui @ X associe Sing [iSe P2 (X)| 0t |iSe P (X)| est l’espace topologique
pointé défini par Waldhausen dans [82, §1.9].

5Je considére qu'une matrice est inversible & partir du moment ot le morphisme de modules libres
qu’elle définit est un isomorphisme. Sur 'anneau nul, toutes les matrices (y compris celle qui ne sont pas
carrées) sont des matrices inversibles. Exiger que M;; soit inversible n’implique donc pas forcément ’égalité
Ty =Tj.
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Théoréme 111.51 (Waldhausen, [loc. cit.]) Pour toute catégorie exacte &, on a un zig-
zag (fonctoriel en &) d’équivalences faibles pointées entre BQ& et Sing |iS.&|.

Corollaire 111.52 Soit S un schéma noethérien. Si on note encore BQY? et W les pré-
faisceauz simpliciaux pointés sur Sm/S induits par ceux du méme nom sur la catégorie des
schémas quasi-compacts, on a un isomorphisme canonique

BQZ =W
dans #(Sm/S).

Remarque 111.53 Ici, 7,(Sm/S) désigne la catégorie homotopique obtenue a partir de la
catégorie des préfaisceauz d’ensembles simpliciaux pointés sur Sm/S en inversant formelle-
ment les morphismes F — 4 tels que pour tout X € Sm/S, Uapplication F(X) — 4(X)
soit une équivalence faible d’ensembles simpliciaur autrement dit #(Sm/S) est la catégo-
rie homotopique simpliciale du site constitué par la catégorie Sm/S munie de la topologie
grossiere. L’isomorphisme obtenu dans ce corollaire induit a plus forte raison un isomor-
phisme dans la catégorie homotopique pointée e(Sm/Snis) du « grand » site formé par la
catégorie Sm/S munie de la topologie de Nisnevich.

Théoréme 111.54 ([26], [72, theorem 7.7]) Soit & une catégorie exacte dont les suites
exactes sont scindées. On note Sg la sous-catégorie de & dont les fleches sont les iso-

morphismes de &. Alors, il existe un zigzag d’équivalences faibles (fonctoriel en &) entre
QEx>®BQ& et B(S,'Ss), ot la catégorie S;'Se est définie dans [26].

Définition 111.55 Pour tout schéma quasi-compact X, on note Sx la sous-catégorie de
P(X) ayant les mémes objets mais ayant les isomorphismes de (X)) comme morphismes.
On note BS™'S (resp. BS) le préfaisceau simplicial pointé sur la catégorie des schémas
quasi-compacts qui @ X associe BSy'Sx (resp. BSx ). On a un morphisme évident BS —
BS!S.

Corollaire 111.56 Soit S un schéma noethérien. On a un isomorphisme canonique
RQBQRZ) = BS'S
dans H4(Sm/Snis)-

On peut considérer le préfaisceau de catégories exactes &’ sur la catégorie des schémas
quasi-compacts qui a X associe la catégorie additive &’(X) = Z(X) que l'on considere
comme catégorie exacte en disant que les suites exactes sont les suites exactes scindées. On
a un foncteur exact évident &'(X) — Z(X) pour tout X dont on déduit un morphisme
BQZ" — BQZ de préfaisceaux simpliciaux pointés sur la catégorie Sm/.S, ce morphisme
est une équivalence faible simpliciale pour la topologie de Nisnevich (et méme pour la
topologie de Zariski) sur Sm/S puisque si X est un schéma affine, les suites exactes sont
scindées dans Z2(X). Le théoreme 111.54 donne un isomorphisme RQ(BQZ') = BS~1S
dans J%,(Sm/Sis), ce qui permet de conclure.
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Théoréme 111.57 Soit S un schéma noethérien. Soit X € Sm/S. Pour chacun des pré-
faisceaux simpliciauz pointés E sur Sm/S parmi QEx*BQZ, Q¥ et BS™'S, la fléche
canonique d’ensembles simpliciauzr pointés

E(X) — RI'(Xnis, F)

est une équivalence faible pourvu que l’on soit dans ['un des deux cas suivants :
— le schéma X est divisoriel (cf. définition 11.12) et E est QEx*BQZ ou QW ;
— le schéma X est affine.

On utilise le fait que la K-théorie algébrique des complexes parfaits de Thomason-
Trobaugh (cf. [74]) vérifie la conclusion du théoreme pour tout schéma noethérien X
(cf. [ibid., theorem 10.8, remark 10.11], [57, proposition 1.16, page 100] et [13]). On dispose
par ailleurs d’une fleche naturelle de Q% vers un préfaisceau simplicial pointé « calculant »
la K-théorie algébrique des complexes parfaits dont on sait qu’elle induit des équivalences
faibles pour X divisoriel [74, proposition 3.10]. La conclusion du théoreme est donc vraie
pour X divisoriel et E = QEx*BQZ ou E = Q¥ . Enfin, le résultat pour BS7!S et X
affine résulte du corollaire 111.56 et de sa démonstration.

Corollaire 111.58 Soit S un schéma régulier. Les objets QEx* BQZ, QW et BS™LS de
He(Sm/Syis) sont Al-locauz.

Compte tenu du théoreme précédent, cela résulte aussitot de 'invariance par homoto-
pie de la K-théorie algébrique pour les schémas réguliers (cf. [62, proposition 4.1, §7] et
[ibid., §7.1))

*
* K

Pour tout schéma quasi-compact X et tout entier naturel n, on a un morphisme de
groupes évident de GL,(I'(X, Ox)) vers le groupe des automorphismes du fibré vectoriel
trivial de rang n sur X (que 'on peut voir comme un objet de Sx), il lui correspond donc un
morphisme d’ensembles simpliciaux pointés B GL,(I'(X, Ox)) — BSx. On en déduit un
morphisme de préfaisceaux simpliciaux pointés sur la catégorie des schémas quasi-compacts

|_|BGLn—>BS.

neN

Pour tout schéma noethérien S, le morphisme de préfaisceaux simpliciaux pointés sur
Sm/S correspondant est une équivalence faible simpliciale pour la topologie de Zariski :
localement, tout fibré vectoriel est trivial.

On a par ailleurs un morphisme | |, B GL, — Z x B GLy (olt GLy est le préfaisceau
de groupes limite inductive des préfaisceaux représentés par les schémas en groupes GL,,, les

morphismes de transition étant les inclusions classiques) induit par les inclusions B GL,, —
{n} x BGL,, — {n} x B GL.
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Théoréme 111.59 Pour tout schéma noethérien S, on a un diagramme commutatif dans

He(Sm/S) :

BS BS™!S

| |

||, en BGL, —=Z x B GL,

De plus, pour tout schéma affine X = Spec A dans Sm/S, le morphisme dans P obtenu
en évaluant x sur X induit, pour tout entier relatif n, un isomorphisme en homologie
singuliere entre B GLyo(A) et la composante conneze de BSy'Sx correspondant au fibré
vectoriel « virtuel » trivial de rang n.

La construction de cette fleche y: ZxB GL, — BS™LS et la vérification des propriétés
mentionnées est réalisée dans [26, page 224]. Pour définir cette fleche, on a besoin de
remplacer B GL, par une colimite homotopique du systéme inductif (B GL,),en-

Proposition 111.60 Soit S un schéma régulier. Le morphisme x: Z x B GLy, — BS™!S
est une A'-équivalence faible, autrement dit un isomorphisme dans . (S).

On note BS™18y le préfaisceau simplicial pointé qui & X € Sm/S associe la composante
connexe du point-base dans BSy'Sy. Il s’agit de montrer que le morphisme yo: B GLy, —
BS~1S, induit par y est une A'-équivalence faible. J’ai appris I’argument suivant de Fabien
Morel. On utilise le foncteur Sing®' de [57, page 87] ; on a un carré commutatif ou les fleches
verticales sont des A'-équivalences faibles :

BCGL,, X0 BS1S,

| |

Sing®' (B GLq.) Sing®' (BS™1S,)

. 1
Sing®" (x0)

Soit X = Spec A un schéma affine appartenant a la catégorie Sm/S. Si on évalue le dia-
gramme précédent sur X, la fleche de droite devient une équivalence faible d’ensembles
simpliciaux et les autres des morphismes entre ensembles simpliciaux pointés (connexes)
induisant des isomorphismes en homologie singuliere ; compte tenu du théoreme 111.59, cela
résulte du fait que si B est un anneau régulier,

['(Spec B,BS™'S) — I'(Spec B[T],BS™'S)

est une équivalence faible (ce qui découle du théoreme 111.54 et de I'invariance par homotopie
de la K-théorie de Quillen pour les schémas réguliers, cf. [62, proposition 4.1, §7]). On
obtient ainsi une classe d’homotopie S = I'(X,Sing®' (BGLy)) — I'(X,BS7'Sy) = T
entre espaces pointés connexes dont on sait qu’elle induit un isomorphisme en homologie
singuliere, si on montre que c’est une équivalence faible, on aura établi que Sing®' (xo) (et
donc xp) est une A'-équivalence faible. On sait que T" est un H-groupe, pour conclure que
cette fleche est une équivalence faible d’ensembles simpliciaux pointés, il suffit de montrer
que le groupe fondamental de S agit trivialement sur les groupes d’homotopie de S (en
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particulier, le groupe fondamental de S est abélien) . Si on avait une structure de H-
espace sur ['( X SingAl(B GLu)), ce serait gagné, mais on ne le sait pas a priori. On peut
néanmoins définir un morphisme de préfaisceaux de groupes m: GLy X GLy — GL4 en
passant a la limite inductive des morphismes convenables f,,: GL, x GL,, — GLs,, ce qui
donne une loi m sur B GLy et sur Sing®' (B GLy,). Pour tout entier naturel n, on peut
montrer que le morphisme d’inclusion GL, — GL,, est élémentairement A'-homotope

aux morphismes composés GL,, — GL, x GL, Iy GLsy, — GLo induits par f, et les
inclusions GL,, — GL,, x GL,, données par g — (g,1) et g — (1,g). On en déduit que
concernant la loi m: Sing®' (B GLg) x Sing®' (B GLq,) — Sing®' (B GL4), les morphismes
Sing®' (B GLy) — Sing®' (B GLy) induits par « @ — m(z, ®) » et « 2 — m(e,z) » ne sont
peut-étre pas Al-homotopes (I'homotopie devant fixer le point-base) & I'identité, mais ils
le deviennent cependant aprés restriction & Sing®' (B GL,) pour tout entier naturel n, ce
qui est suffisant pour conclure.

D’apres [57, proposition 3.7, page 138], on a un isomorphisme canonique Gr — B GL,
dans 7, (S) (pour tout schéma noethérien S). Le théoréme suivant précise un peu le
théoreme 111.3.

Théoréme 111.61 Soit S un schéma régulier. Il existe un isomorphisme azyxcr: p(Z X
Gr) = Ko(—) dans Sm/S°PPEns, tel que pour tout couple d’entiers naturels (d,r) et tout
entier relatif n € Z, la classe d’homotopie de linclusion évidente Gry, — {n} x Grg, —
Z x Gr corresponde via azxgy a U'élément ug, +n = [///ém] —d+n dans Ko(Grg,).

De plus, les objets RQA(BQZP), RQ(¥) et BS™IS de H#, (S) peuvent étre munis d’une
structure de modéle authentique de la K-théorie algébrique compatible avec les identifica-
tions usuelles sur les groupes K.

Pour tout schéma affine X, on a une bijection tautologique mo(BS5x'Sx) = Ko(X).
Compte tenu du théoreme 111.57 et du corollaire 111.58, on en déduit une bijection

(¢BS™1S)(X) = Ko(X)

pour X affine, ce qui s’étend naturellement en un isomorphisme de préfaisceaux d’ensembles
sur la catégorie Sm/S :
p(BS™'S) = Ko(—)

6Je n’ai malheureusement pas trouvé de référence satisfaisante pour ce résultat précis; en voici une
esquisse de démonstration. Soit f: X7 — Xo une application entre espaces pointés connexes tels que pour
i € {1,2}, le groupe 7 (X;) agisse trivialement sur tous les groupes 7, (X;); on suppose que H,(X;) —
H,(X3) et on veut montrer que pour tout n > 1, 'application m,(X;) — m,(X2) est bijective. On peut
supposer que f est une fibration de fibre F. On a a notre disposition la suite exacte longue d’homotopie
associée a cette fibration ainsi que la suite spectrale de Serre

E;?)q = HP(X27Hq(F)) = Hp+q(Xl) .

Soit n > 1. Supposons que I’on sache que les groupes H;(F) (et donc aussi m;(F), w1 (F') étant abélien et
F connexe) pour 1 <4 < n soient nuls; la suite spectrale de Serre montre que Ho (X2, m,(F)) = 0; comme
71(X2) agit de fagon nilpotente sur le groupe m,(F) (cf. [33, theorem 2.2, Chapter II]), on en déduit que
mn(F) = 0, ce qui permet de conclure par récurrence.
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grace a la proposition 11.16. Grace & 1’Al-équivalence faible Gr = B GL,,, on obtient un
isomorphisme Z x Gr — Z x B GL, dans % (S). On dispose aussi d'une A'-équivalence
faible x: Z x BGL,, — BS™'S. On dispose ainsi d'un isomorphisme Gr — BS~!S dans
4 (S) et donc d'un isomorphisme azyqr: Ko(—) — ¢(Z x Gr) dans Sm/S°PPEns. Un
examen attentif de la situation permet de montrer sans grande difficulté que cet isomor-
phisme vérifie la condition voulue concernant les classes des fibrés vectoriels universels (et
leurs translatés) sur les grassmanniennes.

Ensuite, on a vu que Z x B GLy, et Z x Gr étaient isomorphes (dans .77, (S)) aux objets
BS 1S, RQ(BQZ) et RQ¥ . Ainsi, ils possédent chacun tautologiquement au moins une
structure de modele authentique de la K-théorie algébrique ; d’apres le lemme 111.47, toute
structure de modele putatif (autrement dit un isomorphisme Ky(—) — ¢F) sur un de
ces objets E définit un modele authentique de la K-théorie algébrique. Dans la suite, on
supposera toujours que la structure de modele authentique sur BS™'S, RQ(BQZ) et
ROQW est donnée par les identifications usuelles (cf. [62, §2] pour la K-théorie de Quillen).
On peut d’ailleurs vérifier que les A'-équivalences faibles construites précédemment entre
ces différents objets sont compatibles avec ces identifications classiques (au moins au signe
prés 7); un argument convaincant pour faire cette vérification sans trop se salir les mains
est donné par le lemme suivant :

Lemme 111.62 Soit 7 un endomorphisme additif du foncteur qui a une catégorie exacte
& associe son groupe de Grothendieck Ko(&). Il existe un entier n € 7 tel que pour toute
catégorie exacte &, lapplication Ko(&) — Ko(&) induite par T soit la multiplication par
n.

C’est évident ! Notons % la sous-catégorie pleine de la catégorie des Z-modules formée
des groupes abéliens égauxr a Z" pour un entier naturel n, cette catégorie % est équivalente
a la catégorie des groupes abéliens libres de rang fini. Notons u I'objet de % correspondant
au Z-module Z. Comme Ky(% ) est un groupe abélien libre de rang 1 engendré par u, on
peut définir un entier relatif n par la formule 7([u]) = n [u]. Je dis que 7 est la multiplication
par cet entier n. Pour montrer cela, par additivité, il suffit de montrer que si & est une
catégorie exacte et E un objet de &, alors 7([E]) = n[E] dans K(&). Or, il existe un
foncteur exact f: Z — & envoyant u sur E. La fonctorialité de 7 donne les égalités :

T([E]) = 7(fi(w) = fu(7([u])) = fu(n[u]) = nf(lu]) = n[E] .

6 Changement de schéma de base

Dans [57, pages 91-92, 108] sont définis des foncteurs Lf*: 57 (S) — 5 (T') pour tout
morphisme f: T — S entre schémas noethériens. La construction n’est en pas absolument
triviale puisque 'on ne dispose a priori pas d'un morphisme de (grands) sites f: Sm/Sxis —

"Les objets RQ(BQZ) et RQ¥ sont des espaces de lacets, ils possédent donc une involution —1
provenant de la structure de H-cogroupe sur S'; donc, si on a pas le bon signe, on peut corriger la
construction en utilisant I'involution précédente. De toute fagon, pour que cela ait réellement un sens de
« prétendre avoir le bon signe », il faudrait préciser de fagon déraisonnablement minutieuse toutes les
identifications faites...
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Sm/Ty;s (c’est néanmoins le cas si f est lisse), ¢’est ce qui justifie 'apparition d’un foncteur
dérivé total a gauche du foncteur f* que I'on peut définir au niveau des faisceaux simpliciaux
(comme on vient de le dire, ce foncteur ne commute pas forcément aux limites projectives
finies).

Pour tout faisceau simplicial % sur Sm/Sy;s, on a un morphisme Lf*% — f*.% qui est
un isomorphisme si . est f*-admissible (cf. [ibid., definition 1.49, page 63]). Si X € Sm/S,
alors le faisceau représenté par X est f*-admissible. De plus, si

ﬁoﬁﬁlﬁ...

est un systeme inductif indexé par N formé de monomorphismes entre objets f*-admissibles
restant des monomorphismes de faisceaux apres application de f*, alors colim %, est f*-
admissible (cf. [ibid., lemma 1.53, page 64]). En particulier, la limite inductive d’un systeme
inductif dans Sm/S indexé par N dont les fleches de transition sont des immersions est un
objet f*-admissible. On en déduit aussitot la proposition suivante :

Proposition 111.63 Pour tout morphisme f: T — S entre schémas noethériens, le fais-
ceau simplicial Z x Gr sur Sm/S est f*-admissible et on a un isomorphisme canonique

Lf*(Z x Gr) = Z x Gr
dans 7 (T).

Proposition 111.64 Soit f: T — S un morphisme entre schémas réguliers, soit X €
Sm/S, soit n un entier naturel. Le foncteur Lf*: 56 (S) — 4 (T) induit une application

Hom y, () (8™ A X4, Z x Gr) — Hom (1) (S™ A (X x5 T),,Z x Gr)

c’est-a-dire, compte tenu des isomorphismes du théoreme N1.3, une application K, (X) —
K,(X xgT) : c’est application image inverse en K-théorie algébrique associée au mor-
phisme de schémas évident X xgT — X.

La fonctorialité contravariante de la K-théorie algébrique évoquée dans I’énoncé pro-
vient des constructions de Quillen ou de Waldhausen, par exemple. Cette proposition se
démontre assez formellement en considérant Z x Gr (ou le préfaisceau associé associé aux
modeles classiques de la K-théorie algébrique) comme un préfaisceau sur la catégorie des
schémas réguliers (et non seulement les schémas lisses sur un schéma régulier fixé) ; un tel
préfaisceau donne naissance par restriction a des modeles de la K-théorie algébrique dans
e (S) pour un schéma régulier S variable.

Nous n’utiliserons véritablement cette proposition que dans le cas n = 0 ou on peut
donner une démonstration plus concrete. On veut comparer deux transformations naturelles
Ko(—) — Ko(— xg T) entre foncteurs Sm/S°P? — Ens : d’une part 'application induite
par le foncteur Lf*: 2, (S) — 4 (T') et d’autre part I'application Ko(X) — Ko(X xsT)
naturelle en X € Sm/S provenant de l'image inverse de fibrés vectoriels via le morphisme
de projection X xg T — X. Les deux foncteurs Sm/S°?? — Ens considérés ici sont en
fait des préfaisceaux sur la catégorie localisée Sm/S [7~!]. D’apres la remarque 111.12; il
suffit de vérifier que les deux transformations naturelles coincident sur les classes uq, +n €
Ko(Grg,s) pour (d,r) € N* et n € Z, ce qui compte tenu des identifications faites, résulte
aussitot de ’assertion I111.4.
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Corollaire 111.65 Soit f: T — S un morphisme entre schémas réguliers. Le diagramme
sutwant est commutatif :

End »(5)(Z x Gr) —>H hm , Ko(Graps)
Lf* lf*

End () (Z x Gr) __%,II lim  Ko(Gra,.r)

(d,r)eN2

ot les fleches horizontales sont les isomorphismes du théoréme 111.29, la fléeche de gauche
étant induite par le foncteur Lf*: A (S) — H(T) et lisomorphisme de la proposi-
tion 111.63, et la fleche de droite par les applications « image inverse » sur les groupes
Ky associés aux projections Grq,r — Grg, s induites par f.

Corollaire 111.66 Soit S un schéma régulier. Soit T € Sm/S. Le diagramme suivant est
commutatif :

End jx(s)(Z x Gr) —> Endgm/serrEns (Ko(—))

lLf* lf*

End%ﬂ(T) (Z X GI’) —;> Endsm/ToppEns(Ko(—))

ot le morphisme de droite est induit par le foncteur f*: Sm/S°°’PEns — Sm/T°PPEns
induit par le foncteur fy: Sm/T — Sm/S qui a un objet X € Sm/T associe X vu comme
S-schéma lisse et ou les fleches horizontales (notées ) sont induites par les isomorphismes
du théoréme 111.29.

Corollaire 111.67 Soit S un schéma régulier. Soit %s la sous-catégorie pleine de celle
des S-schémas formée des S-schémas sont le schéma sous-jacent est régulier. Soit 1 une
transformation naturelle du foncteur Ko: £ — Ens dans lui-méme. Pour tout objet
T de Zs, on note Yip € Endgy/rorrens(Ko(—)) la transformation naturelle induite par
Y via le foncteur évident Sm/T — Hs. On note Vip € End ypr)(Z x Gr) le morphisme
correspondant a Y- par lisomorphisme du théoreme 111.29. Alors, pour tout morphisme
[:T' =T dans s, on a Lf*(V\r) = ¥ € End () (Z x Gr).

Remarque 111.68 Les corollaires 111.65, 111.66 et 111.67 admettent évidemment des va-
riantes « a plusieurs variables » concernant les morphismes (Z x Gr)™ — Z x Gr et leur
comportement vis-a-vis des foncteurs « image inverse ».

On déduit de ces résultats le théoreme suivant :

Théoréme 111.69 Soit T — S un morphisme entre schémas réguliers. La structure de
A-Anneau spécial sur Z x Grp dans A (T) définie dans la section 4 provient de celle sur
Z x Grg par application du foncteur Lif*: 5 (S) — 5 (T).
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Remarque 111.70 Un cas particulier important de ce théoreme est celui ou [’on considére
un morphisme T — SpecZ. Cela rend raisonnable le principe qui consiste a faire certaines
constructions sur SpecZ et a étendre ensuite ces constructions a tout schéma de base
(régulier) T' en appliquant un foncteur image inverse F¢ (SpecZ) —  (T).

Remarque 111.71 Soit S un schéma régulier, soit X € Sm/S. En utilisant la structure de
A-Anneau sur Z x Grg dans e (S), on a défini un produit et des opérations sur K,(X).
Maintenant, si X est un schéma régulier, on peut toujours prendre S = X et obtenir ces
structures sur K,(X). Il résulte de ce qui précéde que les structures ainsi obtenues sur
K, (X) ne dépendent pas du schéma de base régulier S choisi de sorte que X € Sm/S.

7 Comparaison avec les produits définis antérieure-
ment

Dans cette section, nous allons comparer notre construction d’'une structure multipli-
cative sur la K-théorie algébrique des schémas réguliers obtenue dans la proposition 111.34
avec les constructions de Quillen, Loday et Waldhausen.

7.1 Construction de D. Quillen

Dans [62, §3], Quillen définit pour tout schéma X et tout entier naturel ¢ une application
bilinéaire

Ko(X) x Ki(X) — Ki(X)

qui fait de K;(X) un Ky(X)-module.

Théoréme 111.72 Soit S un schéma régulier, soit X € Sm/S. Les applications Ko(X) X
K;(X) — K;(X) induites par la construction de la proposition 111.34 pour tout entier
naturel © coincident avec la construction de Quillen.

Grace a la remarque I11.71, on peut supposer que X = S. Par bilinéarité des deux
applications a comparer, il suffit d’étudier le produit avec un élément de la forme [E] €
Ky(S) ou E est un fibré vectoriel sur S. Pour tout Y € Sm/.S, on considere le foncteur exact
(ay E) ® — de la catégorie des fibrés vectoriels sur Y dans elle-méme, ay: Y — S étant
le morphisme structural. On voit aisément que 'on peut « rigidifier » cette construction
pour en faire un foncteur 2(Y) — Z(Y) strictement compatible aux foncteurs image
inverse ; en utilisant la fonctorialité de la construction ), on obtient un endomorphisme 7 du
préfaisceau simplicial 2 Ex>* BQZ qui induit, par construction, les morphismes K;(Y) —
K;(Y) correspondant & la multiplication par af [F] dans la construction de Quillen.

La transformation naturelle induite ¢(7): Ko(—) — Ko(—) (ot Ko(—) est vu comme
un préfaisceau sur la catégorie Sm/S) est évidemment la multiplication par [E] pour les
structures d’anneaux usuelles sur les groupes Ko(—).
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Notons 7/ le morphisme composé

7 x Gr =———=>95 x5 (Z x Gr)
l([E]vidZXGr)
v (Z x Gr) x (Z x Gr)
Z x Gr

Par définition, ¢(7) = ¢(7'), d’aprés le théoreme 111.29, on en déduit 'égalité 7 =
7' dans Ends)(Z x Gr) (on rappelle que l'on a canoniquement identifié Z x Gr et
QEx*BQZ dans 4, (S), QEx*BQZ étant un modele authentique de la K-théorie
algébrique, cf. théoréme 111.61), ce qui permet de conclure.

7.2 Construction de J.-L. Loday

Dans [53, §2.1], Loday définit des accouplements K;(A) x K;(A) — K;+;(A) pour tout
anneau A et des entiers ¢ > 0, 7 > 0.

Théoréme 111.73 Soit S un schéma régulier, soit X = Spec A € Sm/S. Les applications
K;(A) x K;(A) — K;+;(A) induites par la construction de la proposition 111.34 pour i > 0
et 7 > 0 coincident avec la construction de Loday.

L’idée de la démonstration est d’imiter la construction de Loday pour la rendre fonc-
torielle en I'anneau régulier A. La construction de Loday et le théoreme ci-dessus ne font
pas du tout intervenir les groupes K, puisqu’on se concentre sur la composante connexe
du point-base d'un modele de la K-théorie algébrique. Nous allons donc commencer par
mentionner des variantes de résultats précédents en remplagant Z x Gr par Gr.

Définition 111.74 Soit X un schéma quasi-compact, on note KO(X) le sous-groupe de
Ko(X) formé des « classes de fibrés virtuels de rang 0 », autrement dit le noyau de l’ap-
plication rang Ko(X) — Z™X),

Lemme 111.75 Soit X un schéma régulier. On a un isomorphisme canonique &: Ko(—) =

©(Gr) dans Sm/S°PPEns.

Cela résulte facilement de I'isomorphisme a: Ko(—) = ¢(Z x Gr) et de ses propriétés.

Les théoremes 111.29, 111.30 et 111.31 admettent des variantes évidentes obtenues en
remplacant Z x Gr par Gr et Ko(—) par Ko(—) (concernant le théoréme 111.30, noter que
P’on a un isomorphisme R Q(Gr) & R4 Q(Z x Gr) puisque R Q(Z) = o).

Avant d’obtenir une structure de H-groupe commutatif sur Z x Gr (et donc sur Gr
par la méme méthode) dans 7 (S), nous avions vu au cours de la démonstration de
la proposition 111.60 qu’il y avait un candidat naturel pour la loi + dune structure de
H-groupe sur B GL,, dans 7 (S). Nous allons examiner cela plus en détail puisque la
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construction de Loday fait intervenir la loi — sur le modele de la K-théorie algébrique qu’il
considere (construction + de Quillen).

Si S est un schéma régulier, on considere la sous-catégorie pleine SmAff/S de Sm/S
formée des schémas affines. On note 7 (SmAff/S) (resp. . (SmAff/Sxis)) la catégorie
homotopique simpliciale formée a partir des préfaisceaux simpliciaux pointés sur SmAff/S
munie de la topologie grossiére (resp. munie de la topologie de Nisnevich).

Lemme 111.76 Soit S un schéma régulier. L objet SingAI(B GLs) admet une structure de
H-groupe commutatif dans 7, (SmAft/S).

Il convient de prévenir le lecteur que cet énoncé et la démonstration qui suit présente
deux subtilités : on se restreint a la catégorie SmAff/S et nonobstant la topologie de
Nisnevich qui intervient dans la démonstration, il est question ici d’équivalences faibles
simpliciales ne faisant pas intervenir de topologie sur SmAff/S.

Tout d’abord, la catégorie .7, (SmAff/S;s) est tautologiquement équivalente a la caté-
gorie 74 (Sm/Syis). 1l résulte de la démonstration de la proposition 111.60 que si on choisit
une résolution A'-locale et fibrante i: Sing®' (BGLy) — ¢ (pour la structure de catégorie
de modeles sur la catégorie des préfaisceaux simpliciaux pointés sur Sm/S munie de la to-
pologie de Nisnevich), alors pour tout X € SmAff/S, i induit une équivalence faible entre
Sing®' (B GLu)(X) et la composante connexe de ¢(X) contenant le point-base.

Maintenant, ¢ s’identifie dans 77 (S) a Gr, il porte donc tout naturellement une struc-
ture de H-groupe abélien que 'on peut considérer (grace au caractere fibrant de ¢) comme
étant induite par des morphismes « somme » +: ¥ X 4 — ¥4 et « opposé » —: 4 — 9.

Notons ¥ le préfaisceau simplicial sur Sm/S qui & X associe la composante connexe
de 4(X) contenant le point-base. Les morphismes + et — au niveau de ¥(X) se res-
treignent évidemment a % (X) qui admet donc aussi une structure de H-groupe dans
He(Sm/S). La restriction de ¢4, a la catégorie SmAff/S possede donc une structure de
H-groupe dans 47, (SmAff/S), d’aprés ce qu'il a été rappelé plus haut, le morphisme
SingAl(B GLx) — % smafr/s induit un isomorphisme dans 2 (SmAff/S), ce qui nous
donne bien une structure de H-groupe dans .7 (SmAff/S) sur Sing®' (B CLy).

Définition 11L.77 Soit S un schéma régulier. On pose BGLY, = Sing® (B GLy), ¢’est
un H-groupe abélien de H#4(SmAf/S). On dispose d’un morphisme canonique B GLy, —
B GL}, et pour tout X € SmAff/S, la fieche induite

B GL.(X) — BGLL(X)

est un homologisme d’ensembles simpliciauz (c’est-a-dire que ce morphisme induit un iso-
morphisme en homologie singuliére).

La proposition suivante nous sera tres utile pour établir le théoreme 111.73.
Proposition 111.78 Soit 0: N — N une bijection. Par « renumérotation », cette bijection
o induit un automorphisme c, du faisceau de groupes GLo,. Pour tout schéma régulier S,

le morphisme induit Be, € End 4, s)(B GLo) est lidentité.
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Si X est un schéma (quasi-compact), on peut identifier GL(X) & 'ensemble des fa-
milles (a; ;) jjenz d’éléments de I'(X, Ox) telles que pour N suffisamment grand, on ait
d'une part a;; = d;; des que i > N ou que j > N et d’autre part det(a; j)1<; j<y inver-
sible, la structure de groupe étant induite par la formule de multiplication des matrices
(qui a bien un sens ici, bien que les matrices considérées soient de taille infinie). On note
Co: GLoo(X) = GLso(X) le morphisme de groupes qui a un élément de la forme (a; ;) j)enz
associe la famille (ay()0(j)) @, )en2 (dont on montre sans difficulté qu’elle vérifie encore la
condition ci-dessus).

Soit S un schéma régulier. Pour montrer que Be, € End y;(s)(B GLo) est I'identité,
compte tenu de l'isomorphisme canonique Gr — B GL,, dans % (S) et de la donnée
d’'une structure de H-groupe abélien sur Gr, il suffit de montrer 1’égalité voulue apres
oubli des points-bases, a savoir dans End (s)(B GL). Grace notamment a la variante du
théoreme 111.29 pour Gr au lieu de Z x Gr et des isomorphismes Gry., — B GL4 pour
d € NU {oo} dans 52 (5) (cf. [57, lemma 3.7, page 138]), on voit qu'il suffit de montrer
que pour tout entier naturel n, si i,,: B GL,, — B GL., est 'inclusion évidente, alors on a
I'égalité i, = Bc, 04, dans Hom () (B GL,, B GLy). Pour établir ce fait, il est aisé de se
ramener au cas ou il existe un entier N tel que o(i) =i pour ¢ > N, la bijection ¢ induit
ainsi un élément 7 du groupe symétrique a N lettres. Il suffit alors de traiter le cas n = N.

On est finalement ramené a montrer que pour tout entier naturel NV et toute permutation
7 sur N lettres, on a iy = iy oBec; € Hom y(5)(B GLy, B GLy) ol ¢, est 'automorphisme
de GLy induit par 7 selon la recette évoquée précédemment pour GL.,. Pour établir
cela, il suffit de montrer que Be; est Iidentité dans End (s)(B GLy) (ou mieux, dans
End y(sm/s)(B GLy)), ce qui résulte du fait que ¢, est un automorphisme intérieur (la
conjugaison par un ¢lément de GLy(S)). (Notez que je ne dis pas que Be, est l'identité
dans End s sm/s)(B GLy), puisque c’est faux a moins que ¢, ne soit I'identité.).

Corollaire 111.79 Soit S un schéma régulier. Pour toute bijection 0: N — N, ¢, induit
un automorphisme de B GLY, qui est lidentité dans End y, smas/s)(B GLL).

Tout d’abord, Be, définit automorphisme de B GL, en appliquant le foncteur SingAl
et en se restreignant ensuite & SmAff/S, on obtient un automorphisme de B GLL . On sait
que Be, induit I'identité dans End s (s)(B GL«), en appliquant la technique « résolution
Al-fibrante — restriction & la composante connexe du point-base » déja utilisée dans le
lemme I11.76, on obtient le résultat voulu.

On peut maintenant procéder a la démonstration du théoreme 111.73 et imiter les
constructions de Loday dans [53, Chapitre II] en remplacant B GL} (A4) pour un anneau
A donné par l'objet BGLY, de % (SmAff/S), out S est un schéma régulier.

Pour tout entier naturel n, notons €™ « le » fibré vectoriel trivial de rang n (sur S), le S-
schéma en groupes GL, n’est autre que GL(g"). Pour tout couple d’entiers (p, p’) d’entiers
naturels, le produit tensoriel des fibrés vectoriels définit un morphisme de schémas en
groupes

@pp: GL(eP) x GL(eP') — CL(e? @ ¥ .

[N , 1 2 . / , .
Toute maniere ¢ de numéroter les éléments de la base canonique de P ® e détermine un
. . , . U / , . .
isomorphisme de fibrés vectoriels e?” — e” ® €, on peut récrire le morphisme ®, ,» sous
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la forme d’un morphisme de schémas en groupes :
GLp X GLp/ — GLpp/ .

On note f,,: BGL, xBGL, — BGL,, «le » morphisme dans 4 (SmAff/S) qui s’en
déduit. Pour tout entier naturel ¢, notons i;r: B GL, — BGL{, le morphisme composé

BGL, -5 BGL. — BGLL.
Le lemme suivant résulte aussitot du corollaire I11.79 :

Lemme 111.80 Le morphisme i;p, o fpp € Homysmas/s)(BGL, xB GL,,BGLY) ne
dépend pas du choiz de la numérotation ¢.

Pour tout couple (p,p’) d’entiers naturels, on définit un élément
Yo € Hom g smasr/s) (B GL, xB GL,,, BGLY)

par la formule suivante, qui fait intervenir la structure de H-groupe sur B GL} de la
définition 111.77 :

Vo = gy © for — gy © fp 0 (€ X id) — i) 0 fr 0 (id xe) .

Lemme 111.81 Soit S un schéma régulier. Pour tous entiers naturels (py,p\, p2, Ph) tels
que p1 < py et py < ph, le diagramme suivant est commutatif dans Ao(SmAf/S) :

BGL,, xBGL,, —= B GL,, xB GL,

M l%”é
1:P1

B GL
ot la fleche du haut est l'inclusion évidente.

Cela résulte aisément des définitions et du corollaire 111.79.

Ce lemme permet de montrer qu’il eziste un morphisme B GL,, xB GL,, — B GLZ
dans 7 (SmAff/S) compatible avec les morphismes 7, ,, (pour tout couple d’entiers na-
turels (p,p’)). En utilisant la construction Sing®" et le fait que B GLY, — Sing®' B GL},
est un isomorphisme dans 7 (SmAff/S), on peut insérer le morphisme que 'on vient de
définir dans un diagramme commutatif :

B GLy xB GL«

|

BGLY xBGLY = BGLZ,
Par construction, pour tout X = Spec A € SmAff/S, le morphisme
B GLY (4) x BGLL (A) — BGLZ (A)
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induit par g est un morphisme qui définit la structure multiplicative sur la K-théorie supé-
rieure dans [ibid.]. Il reste & montrer que la fleche : B GLL xB GLY, — B GLZ s’identifie
bien, comme morphisme dans % (S) et modulo I'isomorphisme canonique Gr — B GLZ
dans 7, (), a lapplication Grx Gr — Gr induite par la structure multiplicative introduite
page 96. Il suffit pour cela de s’assurer qu’apres application du foncteur ¢, le morphisme p
induit la multiplication usuelle Ko(X) x Ko(X) — Ky(X) pour tout X € Sm/S. Compte
tenu des définitions, il s’agit essentiellement de vérifier que le « produit tensoriel de ma-
trices » GL, x GL,» — GL,, induit au niveau des torseurs sous ces groupes une application
qui s’identifie au produit tensoriels des fibrés vectoriels via la correspondance entre torseurs
sous GL,, et fibrés vectoriels de rang un certain entier naturel n, ce qui est tautologique.
Ceci acheve la démonstration du théoreme 111.73.

7.3 Construction de F. Waldhausen

Un cas particulier de [82, page 342] dit que si &7, A et € sont des catégories exactes
et que F': o/ x B — € est un foncteur biexact (au sens de [loc. cit.]), alors on a un zigzag
(fonctoriel en les données) définissant une classe d’homotopie pointée

|iSedl | X |iSeHB| — |iSC |
induisant des accouplements
— =t Ki(o) x K;(#B) — Ki1(F)

pour tout couple (i, 7) d’entiers naturels.

J’admets ici que pour i = j = 0, I'image de ([A],[B]) par cet accouplement est bien
[F(A,B)] si A et B sont respectivement des objets de &7 et B, autrement dit que la
construction de Waldhausen donne bien I'accouplement évident sur les groupe K. Si on
n’en est pas persuadé, une variante a deux variables du lemme 111.62 montre qu’il existe
un entier relatif n tel que pour tout foncteur biexact & x # — € et tous objets A et B
de &7 et A respectivement, on ait

[A]- [B] =n[F(A,B)] .

Si on est prét a admettre que, modulo les questions de signe, la construction de Waldhausen
donne bien une structure d’anneau sur Ky(Z) = Z, alors, on ne peut guere plus avoir que
n=1.

En « rigidifiant » le produit tensoriel des fibrés vectoriels sur des schémas variables, on
peut définir, pour tout schéma quasi-compact X, un foncteur biexact Z(X) x Z(X) —
P(X), fonctoriel en X. La construction de Waldhausen, donne done, pour tout schéma
noethérien S, un morphisme # x # — W dans S, (S) (cf. définition 111.50).

Théoréme 111.82 Soit S un schéma régulier, soit X € Sm/S. Les applications K;(X) X
K;(X) — K;4;(X) induites par la construction de la proposition 111.34 pour tout couple
(1,7) d’entiers naturels coincident avec la construction de Waldhausen.

L’objet # étant un modele authentique de la K-théorie algébrique, il suffit de vérifier
que le théoreme est vrai dans le cas i = j = 0, et pour cela, voir ci-dessus.
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8 Anneaux des représentations des groupes GL,

8.1 Construction du morphisme R; G — K(BG)

Définition 111.83 Soit k un corps, soit G un groupe algébrique linéaire lisse sur k. On note
Ry G le groupe de Grothendieck de la catégorie abélienne des représentations algébriques
de G de dimension finie (cf. [67, §1]). On note BG le classifiant simplicial du faisceau de
groupes représenté par G sur Sm/k; ce BG définit donc un objet de (k). Comme on
pourrait le faire pour tout objet de F (k), on pose

KO(BG) = Homﬂ»(k)(BG,Z X Gl“) ;

la structure de A-Anneau spécial sur Z x Gr (cf. proposition 111.36) fait de Ko(BG) un
A-Anneau spécial.

Proposition 111.84 Soit k un corps, soit G un groupe algébrique linéaire lisse sur k. Il
existe un morphisme canonique de groupes abéliens :

1l s’agit de surcroit d’un morphisme de A-anneauz.

Définissons ce morphisme sur les générateurs de Ry G. Soit donc V' un k-espace vec-
toriel de dimension finie et p: G — GL(V') un morphisme de k-schémas en groupes. On
choisit une base de V' pour représenter V sous la forme d’un morphisme p: G — GL, ou
n = dimg V. En appliquant le foncteur B, on obtient un morphisme BG — B GL,, ; en
composant avec 'inclusion B GL,, — {n} x B GL,, — Z x B GL, et en utilisant I"isomor-
phisme canonique Z x Gr = Z x B GL,, dans S (k), on construit finalement un élément
[p] € Hom () (BG, Z x Gr) = Ko(BG). Si on choisit une autre base de V', on obtient deux
morphismes G — GL,, conjugués par un automorphisme intérieur de GL,, ; les morphismes
BG — B GL, qui s’en déduisent sont donc égaux dans la catégorie ¢ (k), ce qui montre
que la classe [p] € Ko(BG) est indépendante de la base de V' choisie.

Montrons maintenant que cette correspondance passe au quotient par les relations don-
nées par les suites exactes de représentations. Soit p: G — GL(V) une k-représentation
algébrique de G de dimension finie, soit V' un sous-espace vectoriel de V' stable par G.
Choisissons V" un sous-espace vectoriel de V' supplémentaire de V'. On peut représenter
la représentation p: G — GL(V') sous forme matricielle dans la décomposition vectorielle

V=V'aV":
_ MW)
P ( 0 p//

ou p': G — GL(V') et p”": G — GL(V") sont deux représentations de G. Il s’agit de
montrer que [p] = [p'] + [p"] dans Ko(BG). Il est clair que 'on a [p'] + [p"] = [0’ @ p"], il
s’agit donc de montrer 1’égalité

o] =o' & /]
dans Ky(B).
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Notons 7" C GL(V) = GL(V' @ V") le sous-schéma en groupes des « matrices trian-
gulaires supérieures par blocs » et D le sous-schéma en groupes des « matrices diagonales
par blocs ». On a une inclusion évidente D C T, ainsi qu'une rétraction T'— D : en effet,
on a un morphisme évident 7' — GL(V’) x GL(V/V’), ce dernier groupe étant identifié a
D du fait de 'isomorphisme vectoriel V" = V/V".

Lemme 111.85 L’inclusion BD — BT et sa rétraction BT — BD sont des isomorphismes
inverses l'un de l'autre dans 6, (k).

D’apres [57, proposition 2.14, page 74], il suffit de montrer que pour tout entier naturel
n, le morphisme (BD),, — (BT),, est une A'-équivalence faible, ce qui résulte aussitot du
fait qu’« ensemblistement », T" est le produit de D et d’un espace affine.

Les deux représentations p et p’ & p” peuvent s’interpréter comme des morphismes de
groupes G — T'; ces deux morphismes deviennent égaux apres composition avec T" — D.
Comme BT — BD est une Al-équivalence faible en vertu du lemme précédent, il vient
que les morphismes BG — BT dans 4 (k) définis par les réprésentations p et p' @ p”
sont égaux; on a ainsi montré I'égalité [p] = [p] + [p"], ce qui acheve la construction du
morphisme canonique de groupes abéliens

Pour conclure, il reste le lemme suivant auquel il ne conviendrait pas de me soustraire :

Lemme 111.86 Le morphisme de groupes abéliens R, G — Ko(BG) est un morphisme de
A-anneauz.

Il s’agit de montrer une compatibilité entre le produit tensoriel et les puissances exté-
rieures de représentations et les structures définies sur Ko(BG) a partir des mémes opé-
rations sur les fibrés vectoriels sur les schémas sur Sm/k. Laissons de coté la structure
multiplicative, la démonstration est du méme type que pour les puissances extérieures
(voir aussi la fin de la démonstration du théoreme 111.73).

Montrons que ce morphisme est compatible avec les structures de A-anneaux sur ces
groupes. Soit p: G — GL4 une représentation algébrique de dimension d de G, on veut
montrer X’ [p] = [A'p] dans Ko(BG). Compte tenu de la définition du morphisme Ry, G —
Ky(BG), on peut supposer évidemment supposer que G = GLy et que p est la représen-
tation idgr,: GLq — GLg4. Notons A': GLy; — GL, la i-éme puissance extérieure de la
représentation idar,: GLg — GLg. On veut montrer 1'égalité entre les deux éléments [A’]
et A’ [idgr,] dans Ko(B GL,) (noter que ceci a un sens au-dessus d'un schéma régulier S
quelconque).

D’apres les résultats sur la K-théorie algébrique rappelés dans la démonstration du
théoreme 111.29, voir notamment le corollaire 11.27, on a un isomorphisme

Ko(B GLd) :> KO(Grd,oo) :> hI{l\}l Ko(GI'dﬂn) .
re

En considérant les fibrés vectoriels « universels » sur les grassmanniennes et en utilisant
I’assertion 111.4, on voit qu’il suffit de montrer que si .Z est un fibré vectoriel de rang d sur
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un schéma X, alors la classe d’isomorphisme du fibré vectoriel A sur X (i-eme puissance
extérieure de .Z) est 'image de la classe de .# par I'application

H'(X;GLy) — HY(X;CGL,)

induite par A*: GL; — GL,, via I'identification entre GLy-torseurs et fibrés vectoriels de
rang N. Ce dernier point est une pure formalité.

Proposition 111.87 Soit k un corps, soit G un groupe algébrique linéaire lisse sur k. L’an-
neau Ko(BG) est naturellement augmenté par une application rang Ko(BG) — Z.

On a une décomposition
Ko(BG) = Hom z)(BG, Z x Gr) = Hom ) (BG, Z) x Hom ) (BG, Gr) .

On dispose donc tautologiquement d’une augmentation de Ky(BG) a valeurs dans
Hom ) (BG,Z). Le lemme suivant montre que Hom ) (BG, Z) s’identifie a Z, ce qui
permet de conclure.

Lemme 111.88 Soit S un schéma régulier connexe, soit % un préfaisceau simplicial sur
Sm/S tel que le morphisme de faisceaur my.# — e soit un isomorphisme . Alors, pour
tout ensemble A, l'application évidente

A — Hom,«gﬂ(g) (ﬁ, A)
est bijective (dans le membre de droite, on considére A comme faisceau constant).

La démonstration consiste d’abord a observer que le faisceau constant de valeur A est
acyclique pour la topologie de Nisnevich (cf. définition 1.100), ce qui permet de vérifier
qu'il est A'-local. On se rameéne ainsi a considérer les morphismes dans #(Sm/Syis). On
laisse la suite de la démonstration en exercice au lecteur (utiliser que si ¢ est un faisceau
simplicial, alors un morphisme de faisceaux simpliciaux ¢4 — A correspond & un morphisme
de faisceaux d’ensembles 1% — A).

L’anneau Ry G est donc Z-augmenté et le morphisme d’anneaux Ry G — Ky(BG) est
compatible aux augmentations.

Question 111.89 Soit k un corps, soit G un groupe algébrique linéaire lisse sur k. Quand
est-il vrai que le morphisme Ry, G — Ko(BG) défini a la proposition 111.84 identifie Ko(BG)
au complété de Ry, G par rapport a son idéal d’augmentation ¢

Cette question est a rapprocher d’un théoreme de M. Atiyah (cf. [3, theorem 7.2]) qui y
répond positivement si k = C et que 'on remplace la K-théorie algébrique par la K-théorie
topologique (complexe). Telle quelle, la réponse a cette question est « oui » si G est un
groupe fini (vu comme schéma en groupes) et k un corps fini (cf. [64]).

En général, je ne connais pas la réponse a cette question, ni a la variante consistant a
remplacer BG par le classifiant géométrique (ou étale) de [57, page 135].

Dans la sous-section suivante, nous allons étudier cette question dans le cas des groupes
GL,.

8Le faisceau mp.Z est le faisceau (Nisnevich) associé au préfaisceau qui & X € Sm/S associe I'ensemble
mo(F (X)) des composantes connexes de 1’ensemble simplicial Z(X).
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8.2 Anneau des représentations de GL,

Théoreme 111.90 Soit k un corps, soit v un entier naturel, soit G = GL,. Le morphisme
Ry G — Ko(BG) identifie Ko(BG) au complété de Ry G par rapport a son idéal d’augmen-
tation.

Nous allons démontrer ce théoréeme en utilisant une idée que m’a suggérée C. Soulé :
commencer par étudier le cas du groupe G = GJ, pour r € N.

Pour i € {1,...,r}, notons X; I’élément de Ry G’ correspondant & la représentation
de dimension 1 associé a la i-eme projection G} — G,, = GL;. Il est bien connu que 'on
a un isomorphisme d’anneaux

RkG;:Z[Xl,...,XT,Xl_l’,..,X—I}

T

(cf. [67, proposition 7, §3.4]). On a par ailleurs un isomorphisme canonique
(P>)" = BG,

dans J7 (k) (cf. [57, proposition 3.7, page 138]). Les résultats classiques sur la K-théorie
algébrique des produits d’espaces projectifs (déja utilisés plusieurs fois ici) impliquent que
I’on a un isomorphisme canonique

Ko(BGL) = Z ([0, .., U]

ou U; est I'image inverse par la i-eme projection (P>°)" — P> du systeme formés par les
éléments [0 (1)] — 1 € Ky(P") pour tout entier naturel n.
La fleche Ry G}, — Ko(BG/,) que 'on doit étudier n’est donc que le morphisme
Z [Xl,...,Xn,Xl_l7...,X[1] — Z|[Uy,..., U]
envoyant X; sur 1+ U;.
On peut changer de générateurs de I'anneau Ry, GJ, : remplacer X; par 1+ U;, on a ainsi
un isomorphisme

Ri G, =2 [Uh ) UT](1+U1)...(1+UT) )

et le morphisme d’anneaux Ry G, — Ky(BG],) est bien celui qui envoie U; sur U;. On
voit ainsi que la conclusion du théoreme est évidemment vérifiée pour G, la seule petite
subtilité résidant dans I'inversion de I’élément (1+U;) ... (1+U,) : le lemme suivant montre
que c’est sans danger :

Lemme 111.91 Soit A un anneau commutatif, soit I un idéal de A, soit f un élément de
A qui devient inversible dans A/I. Alors, pour tout entier naturel n, la fléche évidente

AT = Ag[(Ag - 1)"
est un isomorphisme (ou Ay est le localisé A[1/f]). Par conséquent, le complété de A par

rapport a l'idéal I s’identifie au complété de Ay par rapport a l'idéal engendré par l'image
de I dans Ay.
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L’élément f devient inversible dans A/I, il est classique qu’alors, pour tout entier

n € N, f devient inversible dans A/I™ 9. Ainsi, A/I™ posséde une (unique) structure de
As-module, on a ainsi A/I" = (A/I") ®a4 Ay = A /(Af - I)™.

Revenons a GL,. Notons i: G}, — GL, l'inclusion diagonale. D’apres [67, théoreme 4,
§3.6], le morphisme i*: Ry GL, — Ry GI, est injectif et identifie Ry GL, au sous-groupe de
R G}, formé des points fixes sous ’action du groupe symétrique X, agissant par permuta-
tion des facteurs du produit GJ,.

On définit les fonctions symétriques élémentaires oy, ...,0, € Z[Uy,...,U,| des élé-
ments Uy, ..., U, par la formule

[[e+UD) =1+0T+ 0T+ +0,T" .
i=1

Par convention, on peut poser o, = 0 si k > r (et gp=1).

Les éléments oy, ...,0, de Ry G, = Z[Uy, ..., Ur](1+U1)...(1+UT) sont fixes sous l'action
du groupe symétrique Y., ils définissent donc des éléments de Ry GL,. Il résulte alors
du théoreme fondamental des polynomes symétriques que Ry GL, s’identifie a I'anneau
obtenu a partir de I’algebre de polynémes Z [0y, . .., 0,] en inversant formellement ’élément
l1+o01+--+0,.

On a vu au cours de la démonstration du lemme 111.86, que 1’on avait un isomorphisme

Ko(B GLT) = KO(Grr,oo) = }CII% KO(Grr,k) .
€

D’apres SGA 6 VI 4.10 (cf. théoreme 11.28), cet anneau est l'algebre de séries formelles
sur Z en les indéterminées cq,...,c, ou ¢; correspond au systeme comptatible de classes
i = Vi(ure) = N(upe +i — 1) € Ko(Grps), 'élément ¢; = w, o correspond a o =
Uy +---+ U,. Bref, pour finir de démontrer le théoreme pour GL,., il suffit de montrer que
I'image de o; € Ry GL, dans Ky(Grge) est cet élément ¢;, pour i € {1,...,r}. Comme
Ry GL, — Ky(B GL,) est un morphisme de A-anneaux (cf. proposition 111.84), il suffit de
vérifier que pour i € {1,...,r}, on a l'égalité 7'(0;) = o0; dans Ry, GL,, ce quaffirme le
lemme suivant.

Lemme 111.92 Dans Ry GL,, on a v'(01) = 0; pouri € {1,...,r}.

Il suffit de montrer cette égalité dans Ry G],. On peut alors utiliser les générateurs
Upy,...,U..Onaoy =U; +---+ U, Pour tout i € {1,...,r}, on a I’égalité suivante de
séries formelles en ¢ & coefficients dans Ry, G, :
1+ 1+ Ut
1+t
On a utilisé que U; = X; —1 et le fait que X; est la classe d'une représentation de dimension
1. II en résulte la formule suivante :

Ae(Us)

T

1+ (14Ut
Alon) = H1—+t '
i=1

90n peut le montrer explicitement en se ramenant au cas n = 2. On peut aussi dire qu'un élément d’un
anneau commutatif est inversible si et seulement s’il n’appartient a aucun idéal maximal et utiliser qu’un
idéal maximal de A contenant I™ contient automatiquement I.
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D’apres la formule de changement de variable rappelée apres la définition 11.20, on a

(1) = Ayja-t)o)
L1+ (14U

:g 1+ &

= [Ja+Ui)

=1
= 1l+4oyt+o9t® 40,1 .

Ainsi, on a bien v*(¢q) = o; pour i € {1,...,r}.

On a bien établi le théoréme. On peut noter qu’il est vrai que Ko(B GL,) s'identifie aussi
au sous-anneau de Ky(BGY)) formé des points fixes sous I’action du groupe symétrique %,.

8.3 L’anneau R; GL

Dans [67], J.-P. Serre donne un sens au groupe de Grothendieck Ry GL, et montre que
le morphisme d’extension des scalaires Rz GL, — Ry GL, est bijectif pour tout corps k
(cf. [ibid., proposition 4, §2.3] et [ibid., théoreme 5, §3.7]).

Je choisis ici de prendre une autre « définition » de Rz GLg4, qui est cohérente avec
l'autre en vertu de [ibid., §3.8] et de SGA 6V 4 :

Définition 111.93 Pour tout entier naturel r, je note Ry GL, le A\-anneau spécial universel
en un générateur id, soumis aux conditions :

- XN'(id,) inversible;

- Me(id,) = 0 pour k > r.
En particulier, on a un morphisme Ry GL, — Z de A-anneauz spéciauxr envoyant id, sur
r.

Ainsi, tout A-anneau spécial muni d’un élément privilégié donné sous la forme d’une
classe de représentation ou de fibré vectoriel de rang r recoit naturellement le A-anneau
Rz GL,.

On a ainsi, pour tout schéma de base régulier S, un morphisme évident de A-anneaux :

Rz GL, — Ko(B GL,) = Hom (5,(B GL,, Z x Gr) .

Dans le cas ou k est un corps et S = Spec k, il ne peut évidemment s’agir que du morphisme
défini a la proposition 111.84 et étudié plus en détail avec le théoreme 111.90.

Définition 111.94 On note Ry GL la limite projective du systeme de A-anneaux spéciaux
Rz GL, pour r € N, le morphisme de transition Ry GL, 1 — Rz GL, envoyant id,,1 sur
id, +1 (avec la définition de [67], c¢’est le morphisme induit par la restriction des représen-
tations de GL,11 a GL, via ['inclusion classique).

122



SECTION 9 — VARIANTES A COEFFICIENTS DANS UN SOUS-ANNEAU DE Q

On peut définir des éléments o; € Ry GL pour ¢ € N par la formule

0; = Vi(Ul)

ou oy est la famille compatible formée par les éléments id, —r € Rz GL, pour tout entier
naturel r. Cette définition est cohérente avec celle entreprise lors de la démonstration du
théoreme 111.90

En passant a la limite projective les morphismes Ry GL, — Ky(B GL,) pour tout r € N,
on obtient un morphisme de A-anneaux

Rz GL — Hom y(s)(Gr, Z x Gr) = Ko(S) [[c1, - . . ]]
pour tout schéma régulier S (cf. théoreme 111.29).
Proposition 111.95 Soit S un schéma régulier non vide. La fléeche
Rz GL — Hom y(s)(Gr, Z x Gr)
est injective, mais pas surjective.

Ceci ne dépend pas vraiment du schéma S, seulement de la « valeur de Ky (S) ». On voit
aussitot que I'on peut se ramener au cas ou .S = Spec k et k est un corps. L’injectivité résulte
alors du fait que tous les morphismes Ry, GL, — Ky(B GL,) sont injectifs (cf. démonstration
du théoreme 111.90). Comme les morphismes Ky(B GLy) — Ky(B GL,) sont surjectifs, la
surjectivité du morphisme étudié dans cette proposition entrainerait que pour tout entier
naturel 7, le morphisme Ry GL, — Ky(B GL,) serait surjectif, ce qu’il ne saurait étre pour
r > 1, Panneau Ry GL, n’étant alors pas complet par rapport a son idéal d’augmentation.

Théoreme 111.96 Soit S un schéma régulier. On a une application canonique
(Rz GL)” — End y(s)(Z x Gr) .

Les opérations sur la K -théorie algébrique des schémas réguliers obtenues via ce morphisme
coincident en un sens évident avec celles définies par C. Soulé dans [70)].

L’application voulue est simplement déduite de ’application canonique précédemment
obtenue :
Rz GL — Hom y(s)(Gr, Z x Gr) .

Le fait que cette construction soit compatible avec celle de Soulé se démontre de maniere
similaire a la maniere dont on a établi le théoreme 111.73.
9 Variantes a coefficients dans un sous-anneau de

A partir de 'objet Z x Gr, on va définir explicitement un objet calculant la K-théorie
algébrique a coefficients dans des sous-anneaux de QQ et énoncer des variantes du théo-
reme I11.29. On s’en servira dans la section 10 puisqu’il sera alors nécessaire d’inverser 2.
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Définition 111.97 Soit a un entier naturel. Pour tout entier naturel n, on définit un
morphisme 64, (A™)" —  A™ envoyant (s},...,s5),(s3,...,82), ..., (84, ...,5%) sur
(81,...,80, 85, ...,8% ....sk ... s%). Pour tout couple (d,r) d’entiers naturels, on définit
un morphisme de schémas mq g, Gra, — Graqqe de sorte que pour tout schéma X, lap-
plication Grg,(X) — Greqq (X) induite par mg q, envoie un sous-Ox-Module .# de ﬁ’;?”“

localement facteur direct de rang d sur 8q gy (M ).

On vérifie aussitot que les diagrammes suivants sont commutatifs :

Ma,d, Ma,d,
Grd,r Sl Grad,ar Grd,r Sl Grad,ar
l Ma,d,r+1 l l Ma, 14+d,r l
Grd,r—l—l Grad,ar—l—a Grl—i—d,r Gra—l—ad,ar

(les fleches verticales sont induites par les fleches du systeme inductif (Grg,)(g,ryenz, cf. dé-
finition 11.25).
On peut donc procéder a la définition suivante :

Définition 111.98 Pour tout entier naturel a, on note m,: Gr — Gr le morphisme de
faisceauz induit par les morphismes mq.q, pour tout (d,r) € N2. On note encore m,: Z x
Gr — Z x Gr le morphisme de faisceaux donné par la multiplication par a sur le facteur Z
et par mgy: Gr — Gr sur le facteur Gr.

Lemme 111.99 Soit a et b deux entiers naturels. Les deux endomorphismes mgomy, et mey,
du faisceau 7 X Gr sont égaux.

C’est évident.

Définition 111.100 Pour tout entier naturel non nul x, on pose %(Z x Gr) =Z x Gr. Si
x et y sont deuxr entiers naturels non nuls tels que x divise y, on définit un morphisme
2(Z x Gr) — i(Z x Gr) correspondant a my : Z x Gr — Z x Gr.

I résulte du lemme 111.99 que 'on obtient ainsi un systéme inductif (+(Z x Gr))en—q{o}
indexé par N — {0} ordonné par la relation de divisibilité.

Définition 111.101 Pour tout nombre surnaturel x (cf. [69, §1.3, Chapitre 1), on note
2(Z x Gr) la limite inductive du sous-systéme (é(Z X GI))yen—{o},ylz- St 1 est un nombre
entier non nul (ou plus généralement un nombre surnaturel), on note (Z x Gr) [+] =

1
nf.o(Z X Gr)
Le théoreme 111.29 se généralise sous la forme suivante :

Théoreme 111.102 Soit S un schéma régulier. Soit n un nombre surnaturel. Soit i un

entier naturel. On note K;(—) [ﬂ le préfaisceau d’ensembles qui a X € Sm/S associe

K;(X) (%) Z[L]. L application évidente
Hom - (5)(Z x Gr, R’ ((Z x Gr) [ﬂ)) = Homgy, /serrrns (Ko(—), Ki(—) [ﬂ)
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est bijective. Ce groupe abélien s’identifie également a

lim K;(Grg,) [2] = [ K:(9) [E] llen, - emr - ])

dr)eN
nez (€ nez

Remarquons que ¢ (RQ' ((Z x Gr) [1]))) = Ki(—) [1]. Cela résulte simplement du fait
que pour tout entier a, 'application m,: Z x Gr — Z x Gr induise la multiplication par
a sur les groupes de K-théorie algébrique; d’apres le théoreme 111.29, il suffit de le tester
sur les classes des fibrés universels sur les grassmanniennes : c’est le cas par définition
des morphismes m, 4, pour (d,r) € N?. La démonstration de ce théoreme 111.102 est
ensuite quasiment identique a celle du théoreme 111.29. Il y a simplement la subtilité que
pour pouvoir appliquer le théoreme 111.27, il faudrait savoir que (Z x Gr) [ﬂ posséde une
structure de H-groupe; il y a plusieurs manieres de montrer qu’il s’agit d’'un espace de
lacets : c’est en fait le 0-iéme terme d'un P!-spectre comme cela résultera des constructions
du chapitre 1v et de la sous-section 2.2 de I'annexe A.

On laisse en exercice au lecteur de formuler les variantes « a plusieurs variables ».

Théoreme 111.103 Soit S un schéma régulier. Soit n un nombre surnaturel. Soit 1 un
entier naturel. L’application évidente

Hom y(s)((Z x Gr) [ﬂ RO ((Z x Gr) [%D) = Homgy, /sorrEns (Ko(—) [ﬂ ,Ki(—) [ﬂ)

est bijective.

On a défini (Z x Gr) [£] comme faisceau d’ensembles sur Sm/S. Comme Z x Gr satisfait

la propriété (ii), cet objet (Z x Gr) [%] la satisfait aussi par passage a la colimite filtrante.
On montre facilement que (Z x Gr) [ﬂ peut s’écrire comme une certaine limite inductive
filtrante indexée par N (d’unions disjointes) de grassmanniennes finies. Il s’agit donc de
montrer que les espaces de lacets itérés de (Zx Gr) [1] satisfont la propriété (K) relative a ce
systeme inductif dans Sm/.S. Compte tenu de ce qui a déja été établi dans la démonstration
du théoreme 111.29, il n’y a plus qu’a montrer que pour tout entier naturel a divisant n,
I’application
KO(Grad,ar) [%] - O(Grd,r) [%]

induite par mgq,: Grg, — Groeger est surjective : I'image de uggqr est aug,, le fait
que Ko(Grg,) [ﬂ soit engendré en tant que Z [ﬂ-)\-algébre (spéciale) par ug, (cf. théo-
réme 11.26) permet de conclure.

10 Applications aux catégories virtuelles

Dans [17], Pierre Deligne introduit la catégorie virtuelle d'une catégorie exacte & :
il s’agit du groupoide fondamental de 'espace des lacets de ’ensemble simplicial BQ&'.
On montre ici comment les résultats précédents permettent d’associer a des opérations
sur Ko(—) [ﬂ des foncteurs au niveau des catégories virtuelles des schémas réguliers, ces
foncteurs étant bien définis a isomorphismes uniques pres pourvu que 1’on inverse 2.
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Définition 111.104 Soit S un schéma régulier. Soit n un nombre surnaturel. On fize un
remplacement A-fibrant %1 de (Z x Gr) [%] dans Esp,(Sm/Syis). Pour tout X € Sm/S,
on note Y1 (X) le groupoide fondamental de l’ensemble simplicial 1 (X).

On a ainsi défini un préfaisceau #1(—) de groupoides sur la catégorie Sm/S.

Théoreme 111.105 Soit S un schéma régulier. Soit n un nombre surnaturel. Pour toute
transformation naturelle 7: Ko(—) [2] — Ko(—) [2] de préfaisceaux d’ensembles sur la
catégorie Sm/S, il existe une famille de foncteurs ¢x: V1 (X) — Vi(X) (strictement)
fonctoriels en X € Sm/S et induisant T au niveau des com%osantes connezes de ces grou-
poides. La famille (¢x)xecsm/s dépend a priori du choix d’un morphisme ¢: ,/”5/1 — Jiﬁ

induisant 7. Si ¢': Ji/l — Ji/l est un autre morphisme induisant T, il existe un isomor-

phisme de foncteurs ¢X = ¢X fonctoriel en X . De plus, si on suppose que K1(5) [%] est
nul, 1’isomorphisme de foncteurs ¢px — ¢’y fonctoriel en X est canoniquement défini.

Soit 7: Ko(—) [1] — Ko(—) [2] une transformation naturelle de foncteurs Sm/S°PP —

Ens. Le théoreme 111.103 fait correspondre a 7 une classe d’homotopie de morphismes
H1 — A1 dans Esp(Sm/Shis). Soit ¢: HA1 — A1 un représentant de cette classe d’ho-
motopie. Pour tout X € Sm/S, ¢ induit un morphisme d’ensembles simpliciaux H1 (X) —
1 (X); en passant au groupoide fondamental, on obtient un foncteur ¢y: ¥1 ( ) —
VY ;(X ) fonctoriel en X. Donnons nous un autre morphisme ¢': #1 — 1 dans Ta classe
d’%omotopie de ¢. 1l existe donc une homotopie h: A x #1 — H1 dans Esp(Sm/Sis)
entre ¢ et ¢'; je la considere comme un chemin de ¢ vers 7&5’ dans I'ensemble simplicial
hom(%/% , Ji/% ). On voit que h définit, pour tout X € Sm/S, un isomorphisme de foncteurs
iSOh’Xi QZ5X = QZ5IX

Soit A': Al x Q%/% — J{% un autre chemin de ¢ vers ¢', il induit aussi un isomorphisme
de foncteurs isoy x: ¢x — ¢y fonctoriel en X € Sm/S. 1l est essentiellement sorital que
s’il existe une homotopie de chemins d’extrémités ¢ et ¢’ de h vers h’ dans hom(c%/% , Ji% ),
alors isop, x = isop x.

Bref, pour obtenir que ¢x: 71 (X) — 71 (X) (pour X parcourant Sm/S) ne dépende
a isomorphisme unique pres que de 7, il suffirait de savoir que le groupe fondamental
de hom(J#1, #1) est trivial (comme hom(%/ ! Ji/l) est un H-groupe, il n’est pas néces-
saire de prgcisel? le point-base). Ce groupe fondamental s'identifie & Hom (5) (AL, QKL )
d’apres les théoremes 111.102 et 111.103, "annulation de ce groupe fondamental résulte de
Pannulation de K;(S) [1]. Le théoréme est établi.

On pourrait montrer de fagon élémentaire la derniere assertion d’unicité en utilisant le
lemme suivant, qui est trivial :

Lemme 111.106 Soit S un schéma régulier. Soit n un nombre surnaturel. Soit une famaille
de foncteurs ¢x: V1 (X) — V1 (X), fonctorielle en X € Sm/S. Il existe alors une bijection
canonique :

Aut((¢X)XeSm/S) = HOIIlSm/SoppEnS(KO(_> [%] ’Kl(_> [%]) .
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Comme K;(Z) = 7Z/2, le théoreme 111.105 admet le cas particulier suivant :

Théoréme 111.107 Pour toute transformation naturelle 7: Ko(—) [3] — Ko(—) [3] de
préfaisceaur d’ensembles sur Sm/Z, il existe une famille de foncteurs ¢x ”‘//% (X) — ”‘//% (X)
(strictement) fonctoriels en X € Sm/Z et induisant T au niveau des composantes connezes
de ces groupoides. La famille (¢x)xesm/z est bien définie a des isomorphismes canoniques

PTES.

Il est possible de remplacer dans ce théoreme la catégorie Sm/Z par des catégories
(essentiellement) petites de schémas réguliers :

Théoréme 111.108 Soit t une taille (cf. définition 1.26) sur la catégorie % des sché-
mas réquliers telle que pour tout morphisme lisse f: X — S entre schémas réquliers,
t(X) < t(S). Soit un cardinal k > t(SpecZ). On note X<, la sous-catégorie pleine
de X formée des schémas réguliers de taille < k. Pour toute transformation naturelle
7: Ko(=) [3] = Ko(—) [3] de préfaisceauz d’ensembles sur la catégorie H<,, il existe une
famille de foncteurs ¢y : ”‘//% (X) — ”//%(X) (strictement) fonctoriels en X € X<, et indui-
sant T au niweau des composantes connezes de ces groupoides. La famille (¢x)xen., est
bien définie a des isomorphismes canoniques pres. B

Il s’agit de remplacer Sm/Syis par %<y, dans toutes les constructions précédentes.
Cela ne pose pas de difficulté.

Evidemment, du fait des assertions d’unicité, si on applique ce théoréeme avec un car-
dinal &’ plus grand que &, les constructions obtenues sur %<, coincideront avec celles sur
K<, a des isomorphismes canoniques pres.

Remarque 111.109 On en déduit par exemple que l’on peut définir pour tout entier relatif
k et pour tout schéma régulier X, des foncteurs « opérations d’Adams »

Tr: 71(X) — 71(X)

bien définis a des isomorphismes canoniques pres de sorte que l'on dispose d’isomorphismes
canoniques UF o UK 5 UEE pour tout couple (k, k") d’entiers relatifs.
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Chapitre 1V

Les opérations stables sur la
K-théorie algébrique

Ce chapitre a pour but de faire passer certains résultats du chapitre 111 de la catégo-
rie homotopique instable .77 (S) a la catégorie homotopique stable SH (S). La section 1
comporte une « extension » tautologique des résultats a une version simplifiée SHpaive (S)
de la catégorie homotopique stable SH (S). La définition de SHpaive (S) est vraiment tres
simple (cf. définition 1.124). On construit donc en particulier un objet BGL™ qui « re-
présente » la K-théorie algébrique dans cette catégorie SHyaive (S). La section 2 est un
intermede : on y étudie les opérations additives sur la K-théorie algébrique (par opposition
aux opérations « ensemblistes » étudiées au chapitre 111) ; grace au principe de scindage,
elles correspondent tout simplement a des éléments du groupe abélien de séries formelles
Ko(S) [[U]] (Vopération d’Adams W* correspondant & (14 U)*); la composition des opéra-
tions additives donne naissance a une structure d’anneau surprenante sur le groupe abélien
Ko(9) [[U]]. Cette section introduit aussi le systéme projectif A® associé & un groupe abélien
A (cf. définition 1v.36) : la limite projective de ces systemes donne les endomorphismes de
BGL" dans SHpaive (S). La section 3 précise ces résultats en remplacant SHyaive (S) par
SH (S); on construit un relevement canonique BGL de BGL™ dans SH (S) et on étudie
ses endomorphismes : en sus de ce qui se passait pour BGL™ des groupes R!lim A
entrent en scene. Le systeme projectif A? joue ainsi un role fondamental ; je ne sais mal-
heureusement calculer ni lim Z% ni R'lim Z%. La section 4 montre qu’avec des coefficients
rationnels (cf. la section 2 de I'annexe A pour la Q-localisation des catégories triangu-
lée), les choses se simplifient considérablement : on obtient une décomposition canonique
BGLy =&

iz Hg) en espaces propres pour les opérations d’Adams dans SH (5).

1 L’objet BGL

Nous définirons plus loin un objet BGL de SH (S) représentant la K-théorie algébrique,
pour tout schéma régulier S (cf. définition 1v.46). Nous allons commencer par définir I'image
BGL™" de cet objet dans la catégorie SHuaive (S) = SHE .o (Sm/Snis, A1) olt le schéma
P! est pointé par co. Bien que la définition 1.124 soit intervenue a la toute fin du chapitre 1,
il n’est absolument pas nécessaire de ’avoir lu en entier pour comprendre la définition de
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la catégorie SHyaive (5).

1.1 Le théoreme de périodicité

Définition 1v.1 Soit S un schéma régulier. On note o: P A (Z x Gr) — 7Z x Gr le
morphisme composé suivant dans e (S) :

P' A (Z x Gr) “28 (Z x Gr) A (Z x Gr) =% Z x Gr
ouu: P! — Z x Gr est le morphisme dans 53, (S) correspondant au = [0(1)]—1 € Ky(P')

et ot X4 est le morphisme donnant la structure multiplicative sur Z x Gr (cf. page 96). On
note o': Z x Gr — RHom, (P!, Z x Gr) le morphisme adjoint de o dans 7 (S).

On retrouve [56, théoreme 4.3.6] qui est I'analogue de la périodicité de Bott en K-théorie
algébrique :

Proposition 1v.2 Soit S un schéma régulier. Le morphisme
0': Z x Gr — RHom,(P',Z x Gr)
est un isomorphisme dans la catégorie 7, (S).

La distributivité de la multiplication sur Z x Gr par rapport a ’addition implique que o’
est un morphisme de H-groupes (pour les structures induites par la structure de H-groupe
sur Z x Gr). Pour montrer que ¢’ est un isomorphisme, il suffit donc de vérifier que I'on
obtient des bijections apres application des foncteurs Hom ;, (5)(S FAX,,—)pour k € Net
X € Sm/S. On voit aussitot que I'on obtient alors une application

Ka(X) = {y € K,(P' x X), 00"y =0 € K,(X)} .

D’apres le théoreme 111.72 faisant le lien avec les produits définis dans [62, §3], cette appli-
cation est donnée par la formule z — u Xz on u = [0(1)] — 1 € Ky(P'), c’est donc une
bijection en vertu du théoreme du fibré projectif pour la K-théorie algébrique de Quillen
(cf. [ibid., theorem 2.1, §8]).

1.2 Définition de BGLf

Définition 1v.3 Soit S un schéma régulier. On note BGL™ ["objet de SH paive (S) dé-
fini par BGLZW = 7Z x Gr pour tout entier naturel n, les morphismes d’assemblages
P! A BGLM™ — BGLZ?{ étant donnés par le morphisme o de la définition 1v.1. La pro-
position 1v.2 justifie qu’il s’agit bien d’un objet de SHyuive (S)-

Définition 1v.4 Soit S un schéma régulier. Un modéle stable de la K-théorie algébrique
sur S consiste en la donnée d’un objet X de SH (S) et d’un isomorphisme (souvent impli-
cite) oub(#) = BGL" dans SH paive (S), 0t oub: SH (S) — SHpaive (S) est le foncteur
défini page 62.
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D’aprés la proposition 1.126, on sait qu'il existe un tel relevement de BGL™ dans
SH (S) : c’est la construction que donne Voevodsky dans [76, §6.2] d'un objet représentant
la K-théorie algébrique dans SH (S) (au-dessus d'un schéma régulier). Comme indiqué
dans [loc. cit.], cette construction n’est pas treés jolie, mais je ne vois pas non plus comment
définir plus explicitement un P'-spectre (ou un A'/(A! — 0)-spectre) ayant les propriétés
requises. Une des difficultés de cette « construction » réside dans le fait qu'on ne sache
pas a priori qu’elle donne un objet £ de SH (S) bien défini & isomorphisme wunique
pres : d’apres la proposition 1.126, cela reviendrait a montrer qu’il existe pas d’application
stablement fantome non nulle #° — % dans SH (S). Je reviendrai sur ce probleme plus
loin (cf. définition 1v.46).

Proposition 1v.5 Soit f: T — S un morphisme entre schémas réguliers. Soit . un
modeéle stable de la K -théorie algébrique dans SH (S). Alors, Lf*# € SH(T) est canoni-
quement muni d’une structure de modéle stable de la K-théorie algébrique dans SH (T).

Ceci est essentiellement formel a partir des résultats « instables » (voir notamment la
proposition 111.63 et le théoreme 111.69). Le seul point délicat méritant d’étre signalé réside
dans le fait que si # est représenté par un Q-spectre (ce que 'on peut évidemment suppo-
ser), alors I'image de %" par le foncteur L f*: SHEl(Sm/SNiS, Al) — SH]II;>1 (Sm/Txis, A') est
un (-spectre (grace a la proposition 1v.2). C’est ainsi que I'on peut vérifier que oub(Lf*.%")
est canoniquement isomorphe & BGL™ dans SHyaive (S) (cf. remarque 1.54).

Grace a cette proposition, on peut adopter la stratégie suivante pour définir un modele
stable canonique BGLg de la K-théorie algébrique dans SH (S) pour tout schéma régulier :

— montrer que si S = SpecZ, alors a isomorphisme unique pres, il existe un unique
relevement BGLgpec7 de BGL™ dans SH (SpecZ);
— pour tout schéma régulier S, poser :

BGLg = LCLEBGLSpeCZ e SH (S)

ol ag: S — SpecZ est la projection canonique.

1.3 Morphismes de source BGL"

On va donner ici une interprétation fonctorielle des morphismes de source BGL™ dans
SHpaive (S) de méme que 'on en disposait pour Z x Gr dans 7 (S) (modulo les questions
liées & Pannulation de groupes R!lim, cf. définition 111.25 et théoreme 111.27).

Définition 1v.6 Soit S un schéma noethérien. On note Qp1: Sm/S°°?Ab — Sm/S°°PAb
le foncteur qui a un préfaisceau de groupes abéliens F sur Sm/S associe le préfaisceau
Qp1 F défini par

*

(Qp1 F)(X) = ker [32(1@;) ] ﬁ(X)]
pour tout X € Sm/S.
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On rappelle que 'on a défini un foncteur ¢: 7 (S) — Sm/S°PPEns (cf. définition 111.5).
On a de méme un foncteur ¢: J4 (S) — Sm/S°’’Ens, qui a E € J% (S) associe le
préfaisceau d’ensembles pointés défini par (pE)(X) = Hom s () (X4, E) pour X € Sm/S.
Si un objet £ € 7 (S) est muni d'une structure de H-groupe commutatif, alors o F est
naturellement un objet de Sm/S°P?Ab.

Proposition 1v.7 Soit un objet G € , (S) muni d’une structure de H-groupe commu-
tatif. On a un isomorphisme canonique

p(RHom, (P!, G)) = Qi (¢G)
dans Sm/S°PPAb.

Cette proposition est triviale. On rappelle au passage que les deux structures évidentes
de H-groupe sur R Hom, (P!, G) coincident : celle provenant de la structure de H-groupe
sur G et celle issue d'une structure de H-cogroupe sur P! (déduite de l'isomorphisme
classique P! ~ ST AG,, dans 7% (S), cf. [57, lemma 2.15, page 111] et [ibid., corollary 2.18,
page 112]).

Définition 1v.8 On définit une catégorie additive </°(S) de la maniére suivante. Un 0b-
jet F5 de /5 (S) est une suite (Fp)nen d’objets de Sm/S°PP Ab munie d’isomorphismes
d’assemblages F, — Qp Fp1 dans Sm/SPPAb. Un morphisme f: F°5 — 9° est une
suite de morphismes f,: F3 — 94° faisant commuter le diagramme

Ty
F i
Opr T3, 2o,

pour tout entier naturel n.
Proposition 1v.9 Soit S un schéma noethérien. On dispose d’un foncteur additif évident
(psi SHnai've (S) — WS (S) .

En effet, si E € SHuaive (5), on peut poser (¢°E), = ¢E,. Compte tenu de l'iso-
morphisme de la proposition 1v.7, 'isomorphisme E, — RHom,(P! E, ;) induit un
isomorphisme pE, — Qp1 (0E,41).

Définition 1v.10 Soit S un schéma régulier. On pose K = ¢*(BGL"¥) € &7° (S9).

Cet objet K de «7° (S) est par construction tel que (K§), = Ko(—) pour tout entier
naturel n, les isomorphismes d’assemblages Ko(—) — Qp Ko(—) étant induits par z —
ulkzotu=[01)]—1¢€ KyP).

Théoréme 1v.11 Soit S un schéma régulier. Soit E un objet de SH paive (S). On suppose
que pour tout entier naturel n, les objets K, vérifient la propriété (K). Alors, l'application

induite par le foncteur ©*: SHyaie (S) — /5 (S) est bijective.
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Pour tout entier naturel n, E, est canoniquement muni d’une structure de H-groupe
commutatif (cf. proposition 1.125) ; en vertu du théoreme 111.27, on peut déduire de 1'hy-
pothese que 'on a une bijection :

Hom , 5)(Z x Gr,E,) > Homgp, /sovvgns, (Ko(—), ¢En) -

Le foncteur Qp1: Sm/S°P?PAb — Sm/S°PP Ab dispose d’'une variante pointée (mais non
additive)
Qp1: Sm/S°’PEns, — Sm/S°’’Ens,

définie de facon semblable. On peut en déduire une application

HomSm/SOPPEnS. ((Kg)n—i-l; @En-i-l) - HomSm/SOPPEnS. ((Kg)m @En) .

En passant a la limite projective les bijections obtenues précédemment, on obtient une
bijection
Homgyy, .. (5)(BGL™ E) = lim Homg/sorrmns, ((K5)n, 0En) -

neN

Maintenant, un morphisme BGL™! — E dans SHaive (S) induit automatiquement des
morphismes de H-groupes B(}Lgalf — E,,, on en déduit donc immédiatement que I’appli-
cation

HOm $71,.,.(5)(BGL™, E) = lim Homsun /sevw ab((K5)n, ¢Bn) = Hom s (s) (K5, ¢°E)
est bijective.

Remarque 1v.12 57 j’avais de plus supposé que les applications
Hom]f(g)((Z X GI‘)2,En) R Homsm/soppEnS(Ko(—) X K()(—),QOEn)

étatent bijectives, on aurait pu conclure immédiatement que les morphismes de H -groupes
Z x Gr — E,, dans 7, (S) correspondaient bijectivement aux transformations naturelles
additives Ko(—) — ¢E,.

Pour aller plus loin, nous allons devoir procéder a une étude approfondie des opérations
additives sur la K-théorie algébrique.

2 Opérations additives sur la K-théorie algébrique

Avant de parler d’opérations stables sur la K-théorie algébrique, et apres avoir étu-
dié les transformations naturelles « ensemblistes » Ko(—) — K;(—), il convient d’étu-

dier les opérations additives, c’est-a-dire définissant des morphismes de groupes fonctoriels
Ko(—) — Ki(-).
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2.1 Le principe de scindage

Soit S un schéma régulier. On considere le morphisme Pic(—) — Ky(—) dans la catégo-
rie Sm/S°PPEns correspondant a la transformation naturelle Pic(X) — Ky(X) envoyant la
classe d’isomorphismes d'un fibré en droites . sur X € Sm/S sur la classe [.Z] € Ky(X).
D’apres la remarque 111.28, cette transformation naturelle correspond a un unique mor-
phisme ¢: P* — Z x Gr dans S (S) caractérisé par le fait que pour tout entier naturel n,
la composée P* — P* % 7 x Gr corresponde a u + 1 = [0(1)] € Ky(P?).

Théoreme 1V.13 Soit S un schéma régulier. On note Ab la catégorie des groupes abéliens.
Pour tout entier naturel i, la fleche

c*: Homgy /sore ab (Ko(—), K;(—)) — Homgy, /gorrmns (Pic(—), K;(—)) ,
autrement dit [’application

c*: Homgp /goro ab(Ko(—), Ki(—)) — }ligl\] Ki(P") = K;(S)[[U]] !
est bijective.

L’injectivité résulte du principe de scindage : si une transformation naturelle additive
7: Ko(—) — K;(—) est nulle sur les classes de fibrés en droites, elle est nulle sur les
combinaisons linéaires a coefficients entiers de classes de fibrés en droites; or, pourvu que
X € Sm/S soit connexe, pour tout élément = € Ky(X), il existe un morphisme f: Y — X
dans Sm/S tel que f*: K;(X) — K;(Y) soit injectif et que f*(z) soit une combinaison
linéaire a coefficients entiers de classes de fibrés en droites.

Pour la surjectivité, on va d’abord montrer que I'image de ’application ¢* contient les
« polynomes » K;(S) [U].

Pour tout entier naturel k et tout élément = € K;(S), on note x - U*: Ko(—) — K;(—)
la transformation naturelle additive qui & 2z € Ky(X) associe = - U¥(2) € K;(X) 2.

Lemme 1v.14 Pour tout entier naturel k et tout élément x € K;(S), on a l’égalité
Hw-UF) =z(1+0U)*
dans K;(S) [[U]].

Il s’agit d’évaluer z - UF sur [0(1)] = 1 + u € Ko(P") pour tout entier naturel n. On a
évidemment

V(o)) = [em)]* = (1 +w)",
ce qui permet de conclure.

Par récurrence sur n, on déduit de ce lemme que I'image de ¢* contient les polynomes
de degré < n en K;(S). Par conséquent, I'image de ¢* contient K;(S)[U]. La proposition
suivante permet alors de finir la démonstration de la partie « surjectivité » du théoreme :

Pour i > 0, K;(S) n’étant pas un anneau, K;(S) [[U]] est simplement un Z [[U]]-module.
2Pour k = 0, on convient de noter ¥°: Ky(—) — Ko(—) la transformation naturelle additive caractérisée
par le fait que si & est un fibré vectoriel de rang n, alors ¥°([&]) = n.
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Proposition 1v.15 Soit (1,,: Ko(—) — Ki(—))nen une suite de transformations naturelles
additives telle que la suite (¢*(Tn))nen tende vers zéro dans K;(S) [[U]] (vu comme produit
infini de copies du groupe discret K;(S)). Alors, il existe une (unique) transformation
naturelle Y 1,0 Ko(—) — K;(—) telle que l'on ait [’égalité

() =3¢ ()

neN

dans K;(S) [[U]].
Cette proposition résulte aussitot du lemme suivant :

Lemme 1v.16 Sous les hypothéses de la proposition 1v.15, soit X € Sm/S, soit © €
Ko(X). Il existe un entier naturel N tel que pour tout n > N, on ait 7,(z) = 0. On peut
alors poser

(@) =) mla) .

On procede de la méme fagon que page 78 pour établir le théoreme 11.22 : par principe de
scindage, on peut supposer que x = [.Z] ou .Z est un fibré en droites sur X € Sm/S'; grace
a l'astuce de Jouanolou, on peut supposer que X est affine; pour un entier m suffisamment
grand, il existe alors un morphisme f: X — P™ dans Sm/S tel que .Z ~ f*(£(1)). On est
ainsi ramené au cas ou x = [0(1)] € Ko(P™). Par hypothese, il existe un entier N tel que
pour n > N, on ait 7,,([0(1)]) = 0 € Ko(P™), ce qui acheve la démonstration de ce lemme.

2.2 Composition des opérations additives

Proposition 1v.17 Soit S un schéma régulier. Pour tout entier naturel i, les morphismes
de H-groupes Z. x Gr — RQYZ x Gr) correspondent bijectivement auz transformations
naturelles additives Ko(—) — K;(—) entre préfaisceaus sur Sm/S.

Cette proposition résulte formellement des versions a une ou deux variables du théo-
réme 111.32 (cf. remarque 1v.12).

Il y a ainsi au moins quatre maniéres de représenter les opérations additives Ko(—) —

— les morphismes de H-groupes Z x Gr — RQ*(Z x Gr) dans 77, (S);

— les morphismes S* A (Z x Gr) — Z x Gr qui leur sont adjoints;

— les transformation naturelles additives Ky(—) — K;(—) sur Sm/S’;

— les éléments de K;(S) [[U]] (cf. théoreme 1v.13).

On passera librement de 'un de ces points de vue a un autre. Rappelons aussi qu’une
opération additive Ky(—) — K;(—) donne canoniquement naissance a des opérations
K;(=) — Kitj(—) pour j € N (que 'on peut d’ailleurs évaluer non seulement sur Sm/S,
mais aussi sur Espﬁf’ g, cf. théoreme 111.24). Ceci rend plausible I'idée que 1'on puisse « com-
poser » une opération Ky(—) — K;(—) et une opération Ky(—) — K;(—) pour obtenir une
opération Ko(—) — K;1;(—), ce que donne précisément la définition qui suit :
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Définition 1v.18 Soit S un schéma régulier. Soit (i,j) un couple d’entiers naturels. Si
[:SIN(ZxGr) = ZxGretg: S'N(ZxGr) — Zx Gr sont des morphismes dans 53 (S)
correspondant respectivement a des opérations additives Ko(—) — K;(—) et Ko(—) —
K;(—) sur Sm/S, on note g f l'opération additive Ko(—) — K;1j(—) correspondant au
morphisme composé :

Siﬂ/\(ZxGr)slfsi/\(ZxGr)iZXGr.

Les différents points de vue possibles sur les opérations additives sur la K-théorie
algébrique conduisent a la proposition suivante :

Proposition 1v.19 Soit S un schéma régulier. La loi % donne naissance a une structure
de Z-algébre associative graduée sur le groupe abélien gradué (K, (S) [[U]]))nen. L unité de
cette algebre est 1 + U € Ko(S) [[U]].

Proposition 1v.20 Soit S un schéma régulier. Soit (i,7) un couple d’entiers naturels.
L application Z-bilinéaire

K KG(9) [[U]] < K5(9) [[U]] — Ky (5) [[U]]

est continue.

On rappelle que pour tout entier naturel ¢, on a muni K;(S) [[U]] de la topologie produit
(K;(S) étant considéré comme discret), ce qui revient a le munir de la topologie pro-discrete
issue de la bijection K;(S)[[U]] = linl\lT K;(S)[U] /(U™). En particulier, on observe que cette

ne

topologie est métrisable. Le lemme suivant donne des criteres de convergence de suites dans
cet espace topologique :

Lemme 1v.21 Soit S un schéma régulier. Soit i un entier naturel. Soit (fy)ken une suite
d’éléments de K;(S)[[U]]. Si f est un élément de K;(S) [[U]], les conditions suivantes sont
équivalentes :

(1) La suite (fi)ken converge vers f dans K;(S)|[[U]];

(2) Pour tout entier naturel n, la suite fi,([O(1)]) d’éléments de K;(P™) est constante de
valeur f([€(1)]) a partir d’un certain rang ;

(3) Pour tous X € Sm/S et x € Ko(X), la suite fi(x) d’éléments de K;(X) est constante
de valeur f(x) a partir d’un certain rang;

(4) Pour tous X € Sm/S, j € N et v € K;(X), la suite fi(x) d’éléments de K;1;(X) est
constante de valeur f(z) a partir d’un certain rang ;

(5) Pour tout objet X € Esp‘jfs et x € Hom y(5)(X,Z x Gr), la suite (fi(x))ren d'élé-
ments de Hom y, 5)(S" A X, Z x Gr) est constante de valeur f(x) d partir d’un certain
rang.
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Tout d’abord, on peut évidemment supposer que f = 0. La définition de la topolo-
gie sur K;(S)[[U]] en termes de limite projective donne I'équivalence (1) <= (2). On a
trivialement (5) = (4) = (3) = (2). L’implication (2) = (3) est une reformula-
tion du lemme 1v.16. Il reste a montrer l'implication (3) = (5). Pour cela, on utilise
le lemme 111.21 : si 2 € Hom g s)(X,Z x Gr) ou X € Espﬂfs, il existe une factorisation

t=i0g: X LV 5 Z x Gr dans 4 (S) ot V est un objet pointé de Sm/S (plus
précisément, on peut prendre pour V' une réunion disjointe d’un nombre fini de grass-
manniennes). La condition (3) implique qu’a partir d'un certain rang, on a fy oi = 0
dans Hom , (s)(V,RQ(Z x Gr)) (ot l'on voit f; comme un morphisme de H-groupes
Z x Gr — RQ(Z x Gr)). 1l en résulte que fy(x) = froiog = 0, ce qui acheve la dé-
monstration de l'implication (3) = (5).

Montrons la continuité de %. Soit (fx)ken une suite d’éléments de K;(S) [[U]] conver-
geant vers un élément f. Soit (gi)reny une suite d’éléments de K;(S) [[U]] convergeant vers
un élément g. On veut montrer que (gp¥k fi)ren converge vers I’élément gy f. Utilisons
la condition (5) du lemme précédent : soit x € Hom 4, (5)(X,Z x Gr) avec X € Espﬁfs.
Comme (fi)ren converge vers f, il existe un entier naturel N tel que fi(xz) = f(x) si
k > N. Utilisons maintenant le fait que (gx)ren converge vers g, le méme critere appliqué a
f(z) vu comme élément de Hom y, (s)(S? A X, Z x Gr) donne 'existence d’un entier naturel
N’ tel que gi(f(z)) = g(f(x)) pour k > N. Ainsi, on a (grk fi)(z) = (g% f)(z) des que
k > max(N, N'), ce qui acheve la démonstration de cette proposition.

Corollaire 1v.22 Soit S un schéma régulier. Soit (i,j) un couple d’entiers naturels. La
loi

*: KG(9) [[U]] x K;(5) [[U]] = Kir;(S) [[U]]
est l'unique application Z-bilinéaire continue telle que pour tous x € K;(S), y € K;(S) et
(k, k') € N2, on ait legalité
(- UM)H(y - U) = (- UH(y)) - v,
c’est a-dire (z(1+ U)*)H(y(1+ U)*) = (z - U*(y))(1 + U)**" dans K, ;(S) [[U]].

La proposition 1v.20 montre que v est continue. Pour tout entier naturel n, le sous-Z-
module de K,(S) [[U]] engendré par les éléments de la forme z(1 + U)* pour x € K,(95)
et k € N est dense. Il n’y a donc qu’a vérifier la formule donnée dans I’énoncé, ce qui est
immédiat.

Remarque 1v.23 Ce corollaire montre que si W*(x) = x pour tout x € Ko(S) et k € N
(par exemple si Ko(S) = Z), alors Ualgébre (Ko(S) [[U]],+, %) est commutative, ce qui
n’était pas évident a priori.

On va maintenant préciser 1’assertion de continuité de %, en particulier dans le cas
particulier envisagé dans la remarque précédente.

Définition 1v.24 Soit S un schéma régulier. Soit n un entier naturel. On note (U™) le

sous-groupe de Ko(S)[[U]] qui est l'idéal engendré par U™ pour la structure usuelle de
Ko(S)-algébre sur Ko(S) [[U]]. Il s’agit d’un ouvert de Ko(S) [[U]].
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Proposition 1v.25 Soit S un schéma régulier. Pour tout entier naturel n, (U™) est un

idéal a gauche de l'algebre (Ko(S) [[U]], +, %)-
Le lemme suivant est évident :

Lemme 1v.26 Soit S un schéma régulier. Soit f une opération additive Ko(—) — Ko(—)
sur Sm/S. Pour toutl entier naturel n, les conditions suivantes sont équivalentes :

- f € (Un) y

~ dans Ko(P"™Y), on a légalité f([0(1)]) =0;

Etablissons la proposition. Soit g € Ky(S) [[U]], soit f € (U™), on veut montrer que
gk f € (U"). Le lemme précédent nous incite & considérer z = [0(1)] € Ko(P"!) : si
f(z) =0 € Ko(P*1), alors on a bien (g% f)(x) = g(f(z)) = g(0) = 0.

Corollaire 1v.27 Soit S un schéma régulier tel que Ko(S) = Z. Alors, pour tout entier
naturel n, (U™) est un idéal bilatére ouvert de (Ko(S) [[U]],+, %).

En effet, sous cette hypothese, la loi % est commutative (cf. remarque 1v.23), il suffit
de montrer que (U™) est un idéal a gauche.

Remarque 1v.28 Dans le cas particulier Ko(S) = Z, le corollaire 1v.27 donne des in-
formations beaucoup plus précises que la simple assertion de continuité obtenue dans la
proposition 1v.20. Comme (U™) est un idéal (bilatére), on peul passer au quotient par lui
pour obtenir une structure d’anneav sur Z [[U]] /U™ pour laquelle on a une congruence entre

(1+U) sk (1+ U)K et (14 U modulo U™ pour tout couple (k, k') d’entiers naturels.

Remarque 1v.29 On peut aussi démontrer ce corollaire 1v.27 de facon « géométrique »
dans Uesprit de la démonstration de la proposition 1v.25 : montrer que (U™) est un idéal
a droite dans ce cas particulier (mais bien évidemment sans utiliser la commutativité de
la loi % ). En effet, pour traiter le cas Ko(S) = Z, on peut se ramener au cas ou k est un
corps infini et S = Speck, et démontrer que si une opération additive Ko(—) — Ko(—) sur
Sm/S s’annule sur [O(1)] dans Ko(P"™1), alors elle s’annule sur tout Ko(P" 1) ; il suffit
pour cela de montrer qu’elle s’annule sur les classes des fibrés en droites O (k) pour k > 0.
On peut alors utiliser le lemme suivant pour conclure.

Lemme 1v.30 Soit X une variété algébrique lisse sur un corps infini k de dimension d.
Soit £ un fibré en droites sur X engendré par ses sections globales. Alors, il existe d + 1
sections globales de £ 1’engendrant.

Ceci résulte d'un théoreme de Bertini (cf. [44, corollaire 6.11, Chapitre IJ).
Bien entendu, dans le cas du fibré en droites &(k) sur P*~! pour k > 0, la conclusion
de ce lemme est beaucoup plus triviale a obtenir.

Remarque 1v.31 Pour établir le corollaire 1v.27, il aurait également été possible de pro-
céder a une approche purement algébrique de Y. On aurait pu définir la loi % sur Z [U]
et démontrer qu’elle se prolonge par continuité a Z[[U]]. Pour cela, on aurait vérifié que
Uk U™ € (U") pour tout couple (n,m) d’entiers naturels.
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2.3 Stabilisation

Pour tout schéma régulier S, on a défini un objet K§ € 7°(S). Pour tout entier
naturel i, on peut poser plus généralement K = ¢*(ROBGL™) ot RO’ : SHpaive (S) —
SHpaive (S) est le foncteur « i-eme espace de lacets », bati de maniere évidente sur le modele
du foncteur dérivé a droite du foncteur Qg de la proposition 1.72 3.

Proposition 1v.32 Soit S un schéma régulier, soit i un entier naturel, le foncteur ¢°
induit une bijection

Homgy,,..(s)(BGL" Q' BGL") = Hom (s (K5, K5) .
Il s’agit de vérifier les hypotheses du théoreme 1v.11 : cela résulte du théoreme 111.32.

Pour tout entier naturel i, on identifie K} a l'objet de &7°(S) défini par (K3), =
K;(—) pour tout entier naturel n, les morphismes (K%), — Qpi(K$),,1 étant comme
toujours induits par la multiplication avec u = [0(1)]—1 € Ky(P'). Pour tenter de calculer
Hom s(s)(K§, K7), on s'intéresse au systeme projectif suivant dont ce groupe abélien est
la limite projective :

Q Q
. ll) Homsm/goppAb(KQ(—), KZ(—)) i) Homsm/goppAb(Ko(—), Kz(_)) .

Grace & la bijection ¢*: Homgy, /sorran(Ko(—), K;(—)) — K;(S)[[U]] donnée par le
théoreme 1v.13, on peut récrire ce systeéme projectif sous la forme

C = K(9) [[U)] 225 Ki(S) [[U)] 22 Ki(S) [[U]) 22 Ka(S) [[U]]

ot Qp1: K;(S) [[U]] — Ki(S) [[U]] est un certain morphisme de groupes abéliens.

Proposition 1v.33 Soit S un schéma régqulier, soit i un entier naturel. L’application
Qp: Ki(S) [[U]] — K [[U]]

est donnée par la formule

() = (14 )

pour tout élément f € K;(S)[[U]].

Il existe plusieurs manieres d’établir cette proposition. Voici 'une d’entre elles. Il est
aisé de vérifier que cette application est continue (cf. lemme 1v.16). Il suffit donc de vérifier
la formule sur les éléments de la forme x - WP = z(1 4+ U)? pour p € N et z € K;(S). On se
ramene au lemme suivant :

3De maniere plus conceptuelle, on peut vérifier que si X € Esp,(Sm/Syis), le foncteur additif
RQx: SH(S) — SH(S) envoie 'idéal .# des applications stablement fantomes (cf. définition 1.129) dans
lui-méme ; compte tenu de 1’équivalence de catégories SH (S) /F = SHuaive (S) (cf. proposition 1.132), on
obtient que ce foncteur RQ2x passe au quotient par # pour induire un foncteur SHpaive (S) — SHnaive (S).
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Lemme 1v.34 Soit p un entier naturel. On pose WP = (1 + U)? € Ko(S) [[U]]. Alors, on
a les égalités :

d((1+Uy)

Qpr (14 UP) = Qpa (T) = pU” = (1 4+ V)=

Par définition de Qp1, il s’agit de vérifier la commutativité du diagramme suivant ou
X eSm/Setu=[0(1)] 1€ KyP') :

Ko(X) —== 1o (PL)

&w lw

Ko(X) —2—="2 . [(PL)

Comme WP est multiplicatif, on se raméne & montrer que ¥?(u) = pu dans Ky(P'). On sait
que
UP(u) =TP([01)]) —1=(1+uP—1.

Dans Ky(P'), on a I'égalité u?> = 0 (cf. théoreme 11.18), la formule voulue en découle.

Remarque 1v.35 Les formules obtenues pour Qp1 et Y (cf. corollaire 1v.22) permettent
de vérifier explicitement que les applications Qpr: K, (S) [[U]] — K, (S) [[U]] définissent un
endomorphisme de l'algébre associative graduée (K,,(S)[[U]])nen (cf. proposition 1v.19).
On peut remarquer que cette compatibilité était évidente a priori a partir des définitions
intrinséques de Qpr et % .

Définition 1v.36 Pour tout groupe abélien A, on peut noter Qp: A[[U]] — A[[U]] l'ap-
plication donnée par la formule de la proposition 1v.33. On note A le systéme projectif
indexé par N défini par ASt = A[[U]], les morphismes de transition étant tous donnés par
cette application Qp1.

Remarquons la perplexité suivante :

Proposition 1v.37 Soit A un groupe abélien sans torsion tel que pour tout élément a € A
non nul, on ait « Q-a ¢ A ». Alors lapplication évidente

lim A? — A} = A[[U]]

neN

est injective. On note Ly l'image de cette application.

Soit f = (fu)nen € linl\ll A2 On suppose que fy = 0 et on veut montrer que f, = 0
ne

pour tout entier naturel n. Par une récurrence évidente, il suffit de montrer que f; = 0.
Commencons par utiliser la relation

dfy

1+0)2 =f=0 don

dfy
aUu 0.

T
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Il existe donc a € A tel que f; = a € A[[U]]. 1l s’agit de montrer que a = 0. Utilisons la
relation suivante :

df dfs  a

1 _— = = (17 ) p— = - 2 T e
( +U)dU fi=a dou UoisT "¢ aU + aU
On en déduit qu'’il existe b € A tel que l'on ait ’égalité
fa=b+alogl+U)=b+a)_ D™
) = alog = a p

n>1

dans (A ®z Q) [[U]]. Compte tenu de notre hypothese, la présence de nombreux dénomi-
nateurs dans cette formule a pour conséquence que si a # 0, cet élément b+ alog(1 + U)
n’appartient pas a A[[U]]. Par 'absurde, on a donc a = 0, ce qui acheve la démonstration
de cette proposition.

Ainsi, sous les hypotheses de la proposition, si un élément de A [[U]] peut se « délacer »
une infinité de fois, cela ne peut se faire que d’une seule maniere, ce qui semble assez
paradoxal a priori, vu que la fleche de transition Qp1 n’est pas injective (si A # 0).

Proposition 1v.38 (Yves André) Soit p un nombre premier.
— L’image (notée Lz,,) de Qpi: Z/p[[U]] — Z/p[[U]] est formée des séries formelles
[ =2 nenanU" telles que pour tout entier naturel k € N, on ait I’égalité

—_

3

(_1)iakp+i =0 ;

Il
o

i

— si f € Lgyp, il existe un unique élément g € Ly, tel que Qp(g) = f;
— lapplication qui a une famille compatible (fn)nen dans lim (Z/p) associe 1’élément
fo € Z/p[[U]] définit un isomorphisme

lim (Z/p>Q = LZ/p ;
— le systeme projectif (Z/p)® satisfait la condition de Mittag-Leffler, et donc
R'lim (Z/p)* =0 .

Soit g = Y b,U" € Z/p|[[U]]. On a

neN

Qpi(g) =(140) X:nZ’)nU"_1 :

n>1

sif = Z a,U", dire que Qp1(g) = f signifie que pour tout entier naturel n, on a
neN

nb, + (n+ Vb1 = ay, ;
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ce qui revient a dire que pour tout entier naturel n,

—_

nb, = (—1)"! ; (=1)a; .

7

Il
=)

Pour pouvoir trouver un antécédent par Qp1 a f, il suffit donc d’écrire que Z?z_ol(—l)iai
est un multiple de n pour tout entier n; deux cas sont possibles : soit p ne divise pas n
et cette condition est automatiquement vérifiée, soit p divise n, auquel cas, cela revient a
demander 'annulation de cette somme alternée. On obtient bien la caractérisation voulue
de I'image de p:1.

Dans I'étude précédente, si on cherche les antécédents g = > b, U" d'un élément
I € Lz, on remarque que les coefficients b, pour p ne divisant pas n sont déterminés
par les coefficients de f tandis que les coefficients by, pour k € N peuvent étre choisis
arbitrairement. Il est évident que parmi les relevements possibles de f, il n’y en a qu'un
seul qui satisfasse les relations caractérisant les éléments de Ly ,.

On en déduit aussitot 'isomorphisme voulu lim (Z/p)® = Ly, ainsi que la propriété de
Mittag-Leffler pour le systeme projectif (Z/p)®; celle-ci implique que R!lim (Z/p)$t = 0.

Remarque 1v.39 (Yves André) I existe des éléments de Z[|U]] qui ne sont pas dans
Lz, mais dont la réduction modulo p est dans Ly, pour tout nombre premier p. En effet, soit
Q € Z[X] un polynome de terme constant nul, on pose P(X) = Q(X +1)—Q(X) € Z[X].
On considere la série f = Y _Pn)(=U)" € Z[[U]]; le critére ci-dessus permet de
vérifier que la réduction modulo p de f est dans Lz, pour tout nombre premier p. Pour
Q(X) = X2, on obtient P(X) =2X + 1, puis f = >, y2n+ 1)(=U)" = % ; il mest
pas difficile de montrer que f n’est pas dans l'image de Qp1 o Qpr.

Corollaire 1v.40 Pour tout groupe abélien fini A, le groupe R'lim A% est nul et appli-
cation lim A® — A§ = A[[U]] est injective.

Si0 — A — A — A” — 0 est une suite exacte de groupes abéliens, on a une suite
exacte de systémes projectifs 0 — A — A% — A" — 0 dont on déduit une suite exacte
longue

0 — lim A" — lim A% — lim A" — R'lim A’* — R'lim A? — R'lim 4"% — 0.

On peut donc montrer par dévissage que R!'lim A? est nul pour tout groupe abélien
fini A & partir du cas Z/p pour p premier.

Une fois cette annulation connue, on peut aussi établir par dévissage 'injectivité de la
fleche lim A — A [[U]] pour tout groupe abélien fini A (et méme plus généralement pour
tout groupe abélien de type fini du fait de la proposition 1v.37).

Corollaire 1v.41 Soit p un nombre premier. Pour tout entier naturel n, la fleche évidente
lim (Z,)® — lim (Z/p™)%
est surjective et R'lim (Z,) = 0.

142



SECTION 3 — L’0BJET BGL

La suite exacte courte 0 — Z/p — Z/p"™! — Z/p™ — 0 et 'annulation de R! lim (Z/p)®
implique la surjectivité de lim (Z/p"t1)® — lim (Z/p™)®. On en déduit que lim (Z,)? —
lim (Z/p™)%* est surjectif en remarquant que 1’on a un isomorphisme de systemes projectifs

(Z,)" = lim (Z/p")" .
neN
On a une suite spectrale
E* = R”’lim R* lim (Z/p")® = RP*lim Z;)
ne
qui donne naissance a une suite exacte courte :

0 — th“& lim (Z/p")? — R'lim (Z,)® — lim R'lim (Z/p™)* — 0.
ne ne

I1 résulte de ce qui précede que les groupes de gauche et de droite sont nuls, celui du milieu,
R'lim (Z,)" est donc nul lui aussi.

Remarque 1v.42 Les résultats qui suivent (théorémes 1V.44 et 1v.49) donnent une autre
maniere d’établir que R'lim A% = 0 pour tout groupe abélien fini A.

3 L’objet BGL

3.1 Construction de BGL

Théoréme 1v.43 Soit S un schéma régulier. Soit E objet de SH (S) représenté par un
Q-spectre. On suppose qu’il existe un épimorphisme d’anneauxr Z — A* tel que pour tout
triplet d’entiers naturels (n,d,r), le groupe abélien Hom y(sy(S* A Grg,, E,) soit un A-
module de longueur finie. Soit & un modéle stable de la K -théorie algébrique dans SH (S).
Alors F (2 ,E) = 0°, autrement dit la fléche

Homgy(s)(# , E) — Homgy,,..(s)(BGL"”, oub E)
est bijective. De plus, 'application
Homgy,,,.s)(BGL"7, oub E) — Hom,(5) (K3, 0°E)
est bijective.

On peut appliquer la proposition A.9. En effet, J# s’identifie a une colimite homotopique
d’un systeme inductif Fy avec F,, = F,,(Z x Gr) et chaque objet F}, s’identifie & une colimite
homotopique d'un systeme inductif F}, , avec par exemple

Fom=F,({-m,...,m} x Gry,m) .

4On pense principalement au cas ot A = Z/nZ pour un entier naturel n et au cas oi1t A = Q.
5Ce groupe désigne les morphismes stablement fantémes, cf. définition 1.129.
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On a bien Homgy(s)(S* A Fy,m, E) de longueur finie comme A-module. Il vient ainsi que la
fleche
Homgys)(H , E) — hHI%] Hom y, s)(Z x Gr, E,)
ne

est bijective. Par ailleurs, nos hypothéses impliquent (via le théoréme 111.27) que pour tout
entier naturel n, la fleche

Hom y, ()(Z x Gr, E) — Homgp, /serrEns (Ko(—), pEn)

est bijective ; autrement dit, les objets E,, satisfont la propriété (K), cf. définition 111.25. Le
théoreme 1v.11 ramene les groupes d’homomorphismes calculés ici a des morphismes dans
/® (S), ce qui acheve la démonstration de ce théoreme.

Compte tenu des formules donnant la K-théorie algébrique des grassmanniennes, ce
théoreme implique aussitot le théoreme suivant :

Théoréme 1v.44 Soit S un schéma régulier. Soit & un modéle stable de la K-théorie
algébrique dans SH (S). On suppose que K1(S) est un groupe fini. Alors, les applications
suivantes sont bijectives :

Endsys) () = Endsy,,,,.(s)BGL") = End s (K}) -

Corollaire 1v.45 A isomorphisme unique prés, il existe un unique modéle stable de la
K -théorie algébrique dans SH (SpecZ), on le note BGLgpecz-

En effet, on a K1(Z) = Z* = Z/2 puisque 1'anneau Z est euclidien.

Définition 1v.46 Pour tout schéma noethérien S, on pose BGLs = LaiBGLgpecz €
SH(S) ot ag: S — SpecZ est le morphisme canonique et BGLgpecz le modeéle stable
introduit au corollaire 1V.45. Pour tout schéma régqulier S, on appelle BGLg le modéle
stable canonique de la K-théorie algébrique.

3.2 Morphismes de source BGL

Nous allons établir une suite exacte courte pouvant servir a calculer Homgy(s)(BGL, E)
sous certaines hypotheses sur le (2-spectre E. On va en effet supposer que les objets E,,
satisfont la propriété (K) (cf. définition 111.25), de sorte que les groupes R!lim d’origine
« instable » seront nuls; il intervient alors un nouveau phénomene que l'utilisation de
la catégorie SHyaive (S) permettait jusqu’a présent de négliger : les morphismes stable-
ment fantomes (cf. définition 1.129). Nous avons déja pu obtenir que si K;(S) était fini et
E = BGL, ce groupe .#(BGL, E) d’applications stablement fantomes était nul (cf. théo-
réme 1v.44), mais ce résultat était obtenu a partir d’'une méthode ad hoc, les formules
données dans les théoremes 1v.48 et 1v.49 ci-dessous sont plus générales.

Définition 1v.47 Soit S un schéma régulier. Dans la définition 1v.8, si .#° et 4° sont deux
objets de o7° (S), on aurait pu définir Hom s g)(F°,9°) comme étant la limite projective
d’un certain systéme projectif de groupes abéliens

Qp1 Qp1
P ars S P ars S
L HOmSm/SoppAb(fl,gl) I HOmSm/SoppAb(Jo,gO)
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ot les morphismes de transition sont induits par le foncteur Qp1 et les morphismes d’assem-
blage. On note Hom}%s(s)(ﬁs,%s) le « R'lim » de ce systéme projectif de groupes abéliens.

Je ne prétends pas affirmer que ce bifoncteur Homi{s( sy ait un rapport trop étroit avec les

groupes Ext}ys( sy dans la catégorie (abélienne) &7° (S). Il s’agit simplement d’une notation
commode.

Théoréme 1vV.48 Soit S un schéma régulier. Soit E un Q-spectre dans SH (S). On sup-
pose que pour tout entier naturel m, les objets E, et RQE, satisfont la propriété (K)
(cf. définition 111.25). Alors, la suite exacte canonique de la proposition 1.132

0 — Z(BGL,E) — Homgys)(BGL, E) — Homgy,, ... (s)(BGL"™7 oubE) — 0
s’identifie a une suite exacte
0 — Homy,.(s) (K5, ¢"ROE) — Homgyys)(BGL, E) — Hom,s(s)(Kf, 9°E) — 0 .

On a déja vu dans le théoreme 1v.11 que, sous ces hypotheses, on avait un isomorphisme

canonique

Homgy, ... (5)(BGL"™, oub E) = Hom,s(5) (K, ¢°E) .

naive

D’apres le lemme 1.128, on a un isomorphisme canonique

Z(BGL,E) = thr% Hom , (s)(Z x Gr,RQE,) .
ne

Par hypothese, on a des isomorphismes canoniques
Hom y, 5)(Z x Gr,RQE,) = Homgy, /serrEns. (Ko(—), PROE,,)
pour tout entier naturel n. Notons B, le systeme projectif de groupes abéliens défini par
B,, = Homgy,/serrEns, (Ko(—), 9ROE,)

les applications de transition étant définies en ces termes comme dans la démonstration du
théoreme 1v.11. On a ainsi un isomorphisme

Z(BGL,E) & Rlim B, .

Notons A, le sous-systeme projectif de B, défini de sorte que pour tout entier naturel
n, on ait
An == Homsm/soppAb(Ko(—), gOR,QEn) .

c’est-a-dire que l'on considere les transformations naturelles additives parmi celles qui sont
pointées. Par construction, on a un isomorphisme

R'lim A, = Hom,,. (K5, ®ROE) .

Pour conclure, il s’agit de montrer que la flecche R!'lim A, — R!'lim B, induite par
I'inclusion A, — B, est bijective. On considere le systeme projectif quotient Cy = B,/ As,.
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Le point essentiel a remarquer (et cela intervenait aussi dans la démonstration du théo-
reme 1v.11) est que pour tout entier naturel n, l'image de I'application de transition
B,i1 — B, est contenue dans A, ; c’est évident : si on applique R Hom, (P!, —) & un
morphisme dans 7, (S), on obtient automatiquement un morphisme de H-groupes... Par
conséquent, l'application C),.1 — C,, est nulle! On en déduit que Rlim C, = 0, ce qui
entraine que l'inclusion A, — B, induit un isomorphisme R!lim A, = R!'lim B,.
Finalement, on a bien construit un isomorphisme canonique
7 (BGL,E) = Homy,,. (K, ¢"ROE)

ce qui acheve la démonstration de ce théoreme.

3.3 Morphismes BGL — BGL [—n]

On rappelle que la catégorie SH (S) est triangulée (cf. théoreme 1.69), il est donc permis
d’étudier les homomorphismes BGL — BGL [—n] dans SH (S) pour tout entier relatif n.

Théoréme 1v.49 Soit S un schéma régulier. Pour tout entier relatif n, la suite exacte
courte de la proposition 1.132 s’écrit

0 — Homy,. () (K, K5 ,,) — Homgys)(BGL, BGL [—n]) — Hom s (5)(K§, K;) — 0 .
De plus, cette suite exacte peut se récrire
0 — R'lim K,,41(S)"® — Homgy(s)(BGL, BGL [-n]) — lim K,(S)? — 0
(cf. définition 1v.36 pour le sens du systéme projectif A associé a un groupe abélien A).

Si X est un schéma régulier, on pose K;(X) = 0 si ¢ < 0. La démonstration de ce
théoreme consiste a vérifier les hypotheses du théoreme 1v.48, et a utiliser ensuite les
calculs ayant conduit & la définition explicite des systemes projectifs A? pour conclure. Le
théoreme sera donc établi une fois que I'on aura démontré la proposition suivante :

Proposition 1v.50 Soit S un schéma régulier. Pour tout entier relatif n, l'objet E =
BGL [—n] satisfait les hypothéses du théoréme 1v.48.

Pour n > 0, 'objet BGL [—n] est simplement donné par RQ"BGL. On a ainsi repré-
senté BGL [—n] par un 2-spectre dont I'image dans SHyaive (S) est clairement identifiée
a RO"BGL™. Les hypotheses du théoreme 1v.48 sont donc vérifiées en vertu du théo-
reme II1.32.

Pour n < 0, il faut procéder de maniere différente puisque le P!-spectre S~ A BGL ne
semble pas étre un 2-spectre. Commencons par le lemme suivant :

Lemme 1v.51 Soit S un schéma régulier. Soit k un entier strictement positif. Alors,
o(RHom,(G)* Z x Gr)) =0,

autrement dit, pour tout X € Sm/S, le groupe abélien
Hom y, 5)(GLF A X4, Z x Gr)

est nul©.

6Le schéma G, est toujours pointé par son neutre 1.
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On commence par le cas k = 1. De la suite cofibrée « scindée »
S0 — Gumy — Gy
on déduit une suite exacte courte scindée :
0 — Hom () (G A Xy, Z x Gr) = Ko(Gp X X) 2 Ko(X) = 0.

Comme X est un schéma régulier, il est aisé de montrer a partir des résultats de [62] que
I'application 1*: Ko(G, x X) — Ko(X) est bijective. Ainsi, la conclusion du lemme est
vraie pour k = 1.

On procede ensuite par récurrence. Supposons la conclusion vraie par k, montrons-la
pour k + 1. On a plus généralement une suite cofibrée « scindée »

Nk Nk Ak+1
Gy = G NG = G

Il en résulte que le groupe abélien Hom 4, ) (G AX, ZXx Gr) s'identifie & un sous-groupe
de Hom y, (5)(GLF A (G X X)4,Z x Gr) qui est nul par hypothese de récurrence.

Lemme 1vV.52 Soit S un schéma régulier. L objet R Hom(G\* Z x Gr) satisfait la pro-
priété (K). Si k> 1, on a plus précisément

Hom y, (5)(GLF A (Z x Gr),Z x Gr) =0 .

Pour k£ = 0, c’est le théoreme 111.29. Supposons maintenant £ > 1. Notons immédia-
tement que 'assertion d’annulation se déduit de la premiere assertion en vertu du lemme
précédent. Il s’agit donc simplement d’établir la propriété (K) pour ces objets; pour cela,
il suffit de montrer que si (d,r,d’,r’") sont des entiers naturels tels que d < d' et r < 1/,
alors les applications évidentes

Hom,«ﬁ(g)(Sl A\ Gi\nk A Gl"d/ 7 X Gl") — Hom,«ﬁ(g)(Sl A Gﬁlk A Grd,r_,_; 7, X Gl")

!
s

sont surjectives. Comme k > 1, on peut faire sortir un facteur S' A G,, ~ P! dans les A-
produits, le « faire passer de 'autre coté » par adjonction et utiliser enfin I'isomorphisme
de périodicité

o': Z x Gr = R Hom,(P', Z x Gr)

pour se ramener a montrer que la fleche

HOIII,;;//.(S) (ng_l A GI‘d/ 7. x GI‘) — Hom%;(s)(G/n\lk_l AN Grd,r+7 7 X GI‘)

!
NS

est surjective. Pour k = 1, c’est la surjectivité de Ko(Grg,v) — Ko(Grg,), déja maintes
fois utilisée, et pour k > 2, c’est évident puisque le lemme précédent implique que ces deux
groupes sont nuls.

Lemme 1vV.53 Soit S un schéma régulier. Il existe un isomorphisme canonique

~

BGL"™ = ROp: (BGL")

dans la catégorie SHuaive (5).
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Avant d’établir ce lemme, déduisons-en la proposition 1v.50 dans le cas n < 0. En
itérant 'isomorphisme de ce lemme, on obtient un isomorphisme

BGL"™ = R Hom, (P ", BGL")
dans SHyaive (5). On obtient ainsi un isomorphisme
BGL™ % RQ ™" (Hom, (G}, BGL™)) .

On en déduit que oub(BGL[-n]) ~ RHom,(G" ", BGL"). Le lemme 1v.52 (et I'idée
de sa démonstration) montre que R Hom,(G.", Z x Gr) (et ses espaces de lacets) satisfont
la propriété (K), ce qu'il fallait démontrer.

Passons a la démonstration du lemme 1v.53. On veut construire un isomorphisme
f: BGL™ = R Hom, (P', BGL™). En degré n, on définit

fn: BGLM® — R Hom, (P!, BGL")

comme étant I'isomorphisme o’ : Zx Gr = Hom, (P!, Z x Gr) de la proposition 1v.2. Il s’agit
de vérifier que cela constitue bien un morphisme dans la catégorie SHpaive (S) & savoir que
la famille de morphismes ( f,,)nen est compatible aux morphismes d’assemblage sur BGL»if
et R Hom, (P', BGL"). On peut vérifier que cela revient & montrer la commutativité du
diagramme suivant dans J, (S) :

idn»l No

P AP A (Z x Gr) P! A (Z x Gr) —= Z x Gr
lT/\idZXGr ‘
ilel No o
P! AP A (Z x Gr) P! A (Z x Gr) Z x Gr

o 7: PL AP — P! A P! est 'automorphisme qui échange les deux facteurs.

Le morphisme o: P! A Z x Gr — Z x Gr adjoint de ¢’ est donné formellement par la
multiplication (& gauche) par [0(1)]—1 € Hom y, (s)(P*, Zx Gr) pour la structure d’Anneau
sur Z x Gr. Il est aisé de vérifier que la commutativité du diagramme ci-dessus résulte de
la commutativité de cette structure d’Anneau.

4 Coefhicients rationnels

4.1 Définition de BGLg

Définition 1v.54 Soit S un schéma régulier. On définit un objet BGLg s de SH (S) par
BGLgys = LoBGLg

ot Lg: SH(S) — SH(S)g 1. €st le foncteur de Q-localisation, adjoint a gauche du fonc-

teur d’inclusion SH (S)g_ 1o, — SH(S) (cf. proposition A.22) et ou BGLg est le modele
stable canonique de la K-théorie algébrique (cf. définition 1v.46).
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Les propriétés du foncteur Lg font que si E € SH (S), on a un isomorphisme canonique
¢*(E) ©2Q = ¢*(LoE)

dans la catégorie 27 (S). En particulier, pour tout entier relatif n, on a un isomorphisme
¢ (BGLg s [—n]) = K? ®2Q. En utilisant convenablement le lemme A.28, on peut montrer
quesi f: T — S est un morphisme entre schémas réguliers, on a un isomorphisme canonique
Lf*(BGLgs) = BGLgr dans SH (T). A partir de maintenant, on notera simplement
BGLg cet objet.

4.2 Endomorphismes de BGLg
Théoreme principal

Théoreme 1vV.55 Soit S un schéma régulier. Soit n un entier relatif. Les fleches évidentes
sont des isomorphismes :

HOIIlS'H(S)(BGL, BGLQ [—n]) :> Hom%s(s)(KS, KZ ®Z Q) :> hm (Kn(S) ®Z Q)Q .

Corollaire 1v.56 Soit S un schéma régulier. Soit n un entier relatif. Il n’existe pas d’ap-
plication stablement fantome non nulle BGL — BGLqg [—n| (ni BGLg — BGLg[—n]
dans SH ().

L’injectivité des applications du théoreme donne 'annulation de .# (BGL, BGLg [—n]).
De maniére générale, si A € SH (S) et si B € SH (5)g_;,, 0n a une injection

F(LeA,B) — % (A,B) ,
de sorte que si .# (A, B) est nul, alors .% (LgA, B) aussi.

Démontrons ce théoreme. Le théoréme 1v.13 admet une variante évidente & coefficients
rationnels, et mutatis mutandis, on peut établir la proposition suivante, calque du théo-
reme 1v.49 :

Proposition 1v.57 Soit S un schéma régulier. Pour tout entier relatif n, on a une suite
exacte courte

0 — R'lim (K,41(5) ®2Q)? — Homgy(s)(BGL, BGLg [—n]) — lim (K, (S)®;,Q)® — 0.

Pour conclure, il reste & montrer que R!lim (K,,(S) ®z Q)% est nul, ce qu’assure le
lemme suivant :

Lemme 1vV.58 Si A un groupe abélien divisible, alors les morphismes de transition du
systéme projectif A% sont surjectifs. En particulier, R'lim A% = 0.

Il faut montrer que 'application Qp1: A[[U]] — A[[U]] est surjective. Il s’agit de I'ap-
plication f — (1 + U)4. L'élément 1 + U est inversible dans 'anneau Z[[U]], il agit
donc bijectivement sur A [[U]]. 1l reste a observer que f — % est surjective : c’est une

U
reformulation du fait que A soit divisible.

Définition 1v.59 Pour tout k € Z, on note ¥* € lim Q% I’élément donné par la famille
compatible (1+U)*, 2(1+U)%, H(1+U),...) d’éléments de Q[[U]]. On note encore ®*
les éléments de Endsys)(BGLg) qui leur correspondent par le théoréme 1v.55.
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Une propriété de continuité

Définition 1v.60 Pour tout groupe abélien A, on munit lim A? de la topologie limite
projective, chaque copie du groupe A [[U]] ayant été munie de la topologie produit (et A de
la topologie discréte).

Grace a la bijection donnée par le théoreme 1v.55 et a la définition précédente, on peut
munir Homgy(s)(BGLg, BGLg [—n]) d'une topologie.

Proposition 1v.61 Soit S un schéma régulier. Soit X € SH (S)pf. On munit les en-
sembles Homgy sy (X, BGL [—i]) de la topologie discréte. Alors, pour tout entier naturel n,
l"application

HOIIlgH (BGLQ, BGLQ [ ]) X HOIIlS'H (X BGLQ) — HOIIlS'H(S (X BGLQ [ ])
donnée par la composition des morphismes dans SH (S) est continue.

Comme Homgy(s)(X, BGLg [—n]) est muni de la topologie discrete, on peut fixer v €
Homgsz(s)(X, BGLg [ n]) et étudier la composition & droite par . Quitte & remplacer X

par un objet de SH (S)pf dans lequel il est facteur direct, on peut supposer qu’il existe
existe un entier naturel k, X € Espq et un isomorphisme X =~ F,X dans SH (S)™ .
Quitte a multiplier v par un entier non nul convenable, v correspond a un morphisme
f: X — BGL = Z x Gr. On peut alors conclure comme dans le lemme 1v.21.

Quelques calculs

On va maintenant étudier plus attentivement le systeme projectif A dans le cas ot A
est un Q-vectoriel.

Définition 1v.62 Pour tout entier naturel n, on pose
1 n
pn =~ log"(1+U) € QU]

Proposition 1v.63 Soit A un Q-espace vectoriel. La fleche o: AN — A[[U]] définie par

an nEN E AnPn

neN

est un homéomorphisme (A étant muni de la topologie discréte, et les deux groupes AN et
A[[U]] de la topologie produit).

Cela résulte simplement du fait que pour tout entier naturel n, la valuation U-adique
de p,, est exactement n.

"Cette réduction s’obtient en considérant la construction par Voevodsky de la catégorie de Spanier-
Whitehead (cf. [76, §4]). Sa version de type fini est une sous-catégorie triangulée pleine de SH (S) dont

I’enveloppe pseudo-abélienne est SH (S)pf (cf. proposition A.20).
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Proposition 1v.64 Soit k un entier relatif. Soit W% = (1 + U)F € Q[[U]]. Alors, ¥* =

o(1,k,k* k3, ...). Plus précisément, U% =3 < k"p,.

Il s’agit d’un calcul tres simple sur les séries formelles :
S = Y S log(1 4 U)
" n!

neN neN

= exp(klog(1+7U))
= (1+U)"
LA

Proposition 1v.65 Soit A un Q-espace vectoriel. On note s: AN — AN Uapplication de
décalage (vers la gauche) (ap)nen — (Ani1)nen. Le diagramme suivant est commutatif :

AN —= A[[U]]
AN—=A[[U]]
Cela résulte immédiatement du lemme suivant :
Lemme 1V.66 Pour tout entier naturel n, on a ’égalité Qp1 (pn11) = pn dans Q [[U]].
C’est évident, puisqu’il s’agit de montrer que

dlog™(1+U)) 1. ,
= —log(14U).
U qlog(1+U)

(1+70)

i+ 1)

Corollaire 1v.67 Soit A un Q-espace vectoriel. Il existe un homéomorphisme canonique
Y AZ 5 lim A?
Soit @ = (a,)nez € AZ. Pour tout entier naturel 4, on pose

(La); = o(ai, a1, ... ) = Y disapn € A[[U]]

neN

Gréace a la proposition 1v.65, ceci définit bien un élément Ya € lim A®. La proposition 1v.63
permet de conclure que ¥ est un homéomorphisme.

Proposition 1v.68 Soit k un entier relatif. On a [’égalité
S((k")nez) = ¥* € lim Q7 ,
ot WF est introduit o la définition 1v.59.

C’est évident a partir de ce qui précede.
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Théoréme 1V.69 Soit S un schéma régulier. On munit Q% de la structure d’anneau to-
pologique produit (de copies de Q vu comme anneau discret). L’application composée

%
Q% 5 lim Q" — lim (Ko(S) ®z Q) ~ Endsy(s)(BGLg)

est un morphisme d’anneauz topologiques.

L’assertion importante de ce théoreme est I'affirmation selon laquelle cette applica-
tion est compatible au produit. La loi multiplicative sur Endsy(s)(BGLg) est induite par
la composition des fleches (en général, elle n’est pas commutative). Cette compatibilité
provient du lemme suivant :

Lemme 1v.70 L’application o définit un isomorphisme d’anneauz topologiques :
g. (@N’ +, ) = (Q HU]] Tt *) :

Il s’agit de montrer que pour tout couple (a,b) d’éléments de QY, on a I'égalité o(a -
b) = o(a)¥%o(b). Par densité, on se ramene au cas o a = (k"),ez et b = (kK'),ez pour
(k, k") € N2. On a bien

o(a-b) = o((kK)")pez) = (1+U)* = 14+ U) % (1 4+ U)* = o(a)kao(b) .

4.3 Diagonalisation simultanée des opérations d’Adams

Définition 1v.71 Pour tout entier relatif i, on note m; la fonction caractéristique de {i},
vue comme élément de Q% ; d’aprés le théoréme 1V.69, il lui correspond un endomorphisme
de BGLq dans SH (S) (pour tout schéma régulier S), encore noté m;.

Comme élément de lim Q% m; correspond & la suite (p;n)neny d’éléments de A [[U]] (en
convenant que pp = 0 si k < 0).

Théoréme 1V.72 Soit S un schéma réqulier. Les éléments (m;);ez forment une famille de

projecteurs orthogonaur dans Endsysy(BGLg). Pour tout entier relatif i, le projecteur ;

)

admet une image notée Hg 8. De plus, le morphisme canonique

PHY — BGLg
i€l
est un isomorphisme dans SH (S).
Vus dans I'anneau QZ, les éléments (m;);cz forment évidemment une famille d’idem-

potents orthogonaux. Grace au théoreme 1v.69, il en va de méme de leurs images dans
Endsys)(BGLg). La catégorie SH () étant pseudo-abélienne (cf. remarque A.19), ces

8La notation est motivée par la construction qu’avait donnée Beilinson des groupes de cohomologie
motivique a coefficients rationnels dans [9].
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projecteurs admettent des images. Pour tout ¢ € Z, on note Hg) I'image de m; ; on note
Lt Hg) — BGLg l'inclusion de ce facteur direct, puis

v PHY — BGLg

1EL

le morphisme déduit des morphismes (¢;);cz par passage a la somme directe.
Le lemme suivant est une formalité :

Lemme 1v.73 Soit X un objet de SH (S)pf. L’application

HomSH(s) (X, @ Hg)) — HOIIlS'H(S) (X, BGLQ)

1€Z

induite par v est injective et son image est formée des éléments x € Homgy(s) (X, BGLq)
tels que pour un entier naturel n suffisamment grand, on ait [’égalité x = m_, ) o x dans
HomSH(s) (X, BGLQ) ot T—n,n] — Z?:—n € EndS’H(S) (BGLQ)

On veut montrer que le morphisme ¢ est un isomorphisme dans SH (S). Pour cela, il
suffit de montrer que les applications considérées dans le lemme sont bijectives pour tout
objet X de SH (S)pf. Il ne reste plus qu’a étudier la surjectivité, c’est-a-dire qu’il faut
montrer que la condition caractérisant I'image de cette application donnée dans le lemme
est vérifiée par tous les éléments de Homgy(s)(X, BGLg). Soit + € Homgy(s)(X, BGLg).
La suite (7[_y,5))nen converge dans Q7 vers la fonction contante Z — Q de valeur 1: cette
limite correspond & l'identité de BGLq (cf. théoréme 1v.69). La propriété de continuité
affirmée dans la proposition 1v.61 implique que pour un entier naturel n suffisamment
grand, on a T, , o x = x, ce qui acheve la démonstration de ce théoreme.

Proposition 1v.74 Soit S un schéma régulier. Pour tous entiers relatifs i et k, l’endo-
morphisme W* de BGLq laisse stable le facteur direct H](;) et l’endomorphisme induit
vk HY — HY

est la multiplication par k.

Il s’agit de montrer I'égalité W* o m; = k'm; dans Endgy(s)(BGLg); cela résulte d’un
calcul trivial dans Q% (cf. théoréme 1v.69 et proposition 1v.68).

Corollaire 1v.75 Soit S un schéma régulier. Soit j un entier naturel. On a une décom-
position

K;(X)q = P K;(x)%
ot K;(X)® est I’ensemble des v € K;(X)q tels que V¥ (z) = kix pour tout k € Z.
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A priori, les résultats qui viennent d’étre établis donnent ce corollaire avec une somme
ou l'indice i parcourt Z au lieu N. Il s’agit donc de montrer que si un élément de K;(X)q
est représenté par un morphisme f € Homgy(s)(S7 A Xy, BGLg), alors m; o f = 0 si
i < 0. C’est évident : f correspond & un morphisme S/ A X, — BGLSE"If et le morphisme
BGL{™ — BGLS™ induit par 7; est nul par construction si i < 0.

Remarque 1v.76 On aurait pu procéder de facon différente pour définir les projecteurs
m; : utiliser la décomposition en espaces propres pour les groupes Ko (cf. théoréme 11.22)
pour définir des projecteurs dans Endss)(K§ ®z Q) et par suite des projecteurs m; €
Endsys)(BGLg) ; on aurait ensuite pu vérifier que ces projecteurs m; sont bien donnés
par les formules ci-dessus.
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Chapitre v

Régulateurs

Ce chapitre étudie les morphismes Z x Gr — K(Z(n), 2n) dans ¢ (Spec k) et BGL —
H; dans SH (Spec k) de la méme maniere que 1'on a étudié les endomorphismes de Z x Gr
et de BGL aux chapitres 11 et 1v. Ici, k est un corps parfait, K(Z(n),2n) et Hy sont
des espaces ou spectres d’Eilenberg-LacLane motiviques. La construction classique des
classes de Chern et du caractere de Chern au niveau des groupes Ky(X), X € Sm/Speck,
donne naissance aux applications du méme nom sur les groupes K, (X) de méme qu’au
chapitre 111, les constructions de SGA 6 sur les groupes Ky(—) s’étendaient canoniquement,
a la K-théorie algébrique supérieure. L’étude des morphismes BGL — Hy fait intervenir
des systemes projectifs A! (cf. sous-section 2.3) beaucoup plus simples que les systémes A®
intervenant au chapitre 1v ; ceci permet de montrer 1’existence de morphismes stablement
fantomes BGL — Hy [1] dans SH (Spec k). On en déduit que si S est un schéma noethérien
non vide, alors le foncteur évident SH (S) — SHuaive (S) n'est pas une équivalence de
catégories.

Dans ce chapitre, on se limite a la cohomologie motivique (il s’agit en fait de calculs
sur les groupes de Chow), mais il est évident que les constructions et calculs faits ici
vallent aussi, mutatis mutandis, pour les théories cohomologiques satisfaisant des propriétés
similaires a la cohomologie motivique : cohomologie étale, cohomologie singuliere de points
complexes, cohomologie de De Rham algébrique (en caractéristique 0)... La contrainte la
plus forte sur la théorie cohomologique est qu’elle doit étre représentée par un objet de

H(S) (ou de SH(9)).

1 Espaces d’Eilenberg-MacLane motiviques

1.1 Construction

Définition v.1 (cf. [76, pages 596-597]|) Soit k un corps parfait. St X € Sm/k, on
note L(X) le faisceau de groupes abéliens sur Sm/kyis tel que pour tout U € Sm/k,
I'(U, L(X)) soit le groupe des correspondances finies de U dans X (cf. [78, §2.1]) ; si (U,)icr
est un famille finie de sous-schémas de X telle que lintersection de toute sous-famille de
(Ui)ier soit un k-schéma lisse, on note L(X/ U U;) le quotient (en tant que faisceau de

groupes abéliens pour la topologie de Nisnevich) de L(X) par la somme des images des
L(U;) pouri e I. Si (X,x) est un schéma pointé dans Sm/k, on note L(X,z) = L(X/x).

155



CHAPITRE V — REGULATEURS

Définition v.2 Soit k un corps parfait, soit n un entier naturel. On note K(Z(n),2n) le
faisceau d’ensembles pointés L((P', 00)"") sur Sm/kyis, ¢’est-a-dire le quotient de L((P)™)
par la somme des images des morphismes L((P1)"™1) — L((PY)") induit par les inclusions
(PH=t — (PY)" de la forme (1, ..., Tn_1) — (1, ..., Ti 1,00, Tjy ..., Tn_1) pour 1 < i <
n.

La proposition suivante résulte de la théorie développée dans [77] au-dessus d'un corps
parfait :

Proposition v.3 Soit (n,i) un couple d’entiers naturels. Pour tout X € Sm/k, on a un
1somorphisme canonique :

Hom y, 1) (S* A X4, K(Z(n), 2n)) ~ H*}~'(X, Z(n))
ot le membre de droite désigne la cohomologie motivique définie dans [ibid.] par

H?)7'(X,Z(n)) = Homp,

gm

1y (M(X), L= [—d])
ou IL désigne le motif de Lefschetz Z(1) [2] = L(P', 00).

Corollaire v.4 Soit k un corps parfait. Pour tout entier naturel n, on a un isomorphisme
canonique :

CH"(=) = ¢(K(Z(n), 2n))

dans la catégorie Sm/k°PPAb ou CH"(—) désigne le préfaisceau de groupes abéliens sur
Sm/k faisant correspondre ¢ X € Sm/k le n-iéme groupe de Chow CH™(X) défini dans

[21].

D’apres [80], les groupes de cohomologie motivique sont isomorphes aux groupes de
Chow supérieurs de Bloch ; en particulier, les groupes de Chow usuels peuvent s’interpréter
comme des groupes de cohomologie motivique.

1.2 Propriété (K)

Proposition v.5 Soit k un corps parfait, soit n un entier naturel. L’objet K(Z(n),2n) de
e (k) (ainsi que ses espaces de lacets) satisfait la propriété (K) (cf. définition 111.25).

11 suffit de vérifier que pour tout quadruplet (d,r, d’, ") d’entiers naturels tel que d < d’
et v <1/, les fleches évidentes

HZ ™ (Grapr, Z(n)) — H ™ (Gra,, Z(n))
sont surjectives pour tout entier naturel 7. Cela résulte de la proposition suivante :

Proposition v.6 Soit k un corps parfait. Soit (d,r,d’',r") un quadruplet d’entiers naturels
tels que d < d' et r <71'. Alors, le morphisme M(Grg,) — M(Grg ) induit par Uinclusion
canonique Grq, — Grg, est un monomorphisme scindé dans la catégorie DM;%(IC) des
motifs effectifs géométriques.
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On peut montrer que pour tout couple (d,r) d’entiers naturels, le motif M(Grg,) est
somme directe finie de motifs de la forme L®* pour i € N. Cela résulte de la cellularité
des grassmanniennes déja utilisée ici. C’est également le cas du motif M(Gry v — Grg,)
de l'ouvert complémentaire de l'inclusion Grgy, — Grg,» puisque cet ouvert est lui aussi
cellulaire. En utilisant ces faits, les triangles distingués de Gysin dans DMggl(k:) (cf. [78,
proposition 3.5.4]) et 'annulation des groupes Homp e (1) (L®, 1L¥7 [1]) pour (i,7) € N2,
on obtient la proposition ci-dessus. L’affirmation concernant I'ouvert complémentaire des
inclusions entre grassmanniennes peut s’obtenir grace a une récurrence convenable a partir
du lemme géométrique suivant :

Lemme v.7 Soit (d,r) un couple d’entiers naturels. Soit U le sous-schéma ouvert de
Grg,4+1 défini de sorte que pour tout schéma X, l'ensemble de points U(X) soit le sous-
ensemble de Grg,+1(X) formé des sous-Ox-Modules 4 de ﬁ’;?rr“ localement facteurs
directs de rang d tels que la derniére projection pyi,.1: M — Ox soit un épimorphisme.
Ce sous-schéma ouvert U de Grg,.1 est louvert complémentaire de l'immersion fermée
canonique Grq, — Grg,41.

On suppose d > 1. On note € le sous-Oy-Module de //Zé,rﬂw noyau de la derniére

projection Pairi1: Ay — Oy ; il s’identifie a un sous-Oy-Module de ﬁ’g” localement

T+ U
facteur direct de rang d — 1, déterminant ainsi un morphisme U — Grg_q,41. Alors, ce
morphisme U — Grg_1,41 fait partie d’une structure de torseur sous le fibré vectoriel
"
141 SUT Gla—1p41.

En particulier, si k est un corps parfait, on a un isomorphisme dans DM;le(k) :
M(Grd,r-i-l - Grd,r) = M(Grd—l,r—i-l) .

C’est essentiellement trivial.

On dispose bien entendu d’un énoncé dual étudiant le complémentaire de I'inclusion
Grd,r - Grl—i—d,r-

Remarque v.8 L’argument utilisé ici pour obtenir la condition de surjectivité impliquant
la propriété (K) est vrai non seulement pour la cohomologie motivique, mais aussi pour
toute théorie cohomologique « se factorisant » par une catégorie convenable de motifs : il
suffit de pouvoir évaluer la théorie cohomologique sur les motifs de Chow (motifs purs pour
I’équivalence rationnelle définis par Grothendieck), vu que les grassmanniennes sont des
variétés projectives lisses.

Grace au théoréme 111.27, la propriété (K) permet d’obtenir le théoreme suivant :

Théoreme V.9 Soit k un corps parfait. Pour tout entier naturel n, les applications évi-
dentes ci-dessous sont bijectives :

Homjf(k) (Z X Gl", K(Z(n), 271)) —=s Homsm/koppEns(Ko(—), OH"(—))

\ lN
[ lim CHH(Grd,T)] ’

(d,r)eN?
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1.3 Classes de Chern

Dans [29], Grothendieck associe a tout fibré vectoriel .# sur X € Sm/k des classes de
Chern ¢, (.#) € CH"(X) pour n > 1 (cf. [21] pour la définition des groupes de Chow) !.

On peut aussi définir, pour tout X € Sm/k et x € Ky(X), une série formelle

alr) = Y cula)t” € CH(X) (1]

neN

avec ¢, (z) € CH™(X) (noter que la graduation fait que 1'élément ¢(z) = ¢;—1 () détermine
¢i(x)). Ces polyndomes de Chern sont caractérisés par les propriétés suivantes :

(1) Pour tout faisceau inversible .Z sur X € Sm/k et toute section rationnelle s de .2,
alors

a([Z]) =1+ [divs|t ;
(2) Six et y sont deux éléments de Ky(X) pour X € Sm/k, alors

a(z +y) = clz)e(y) ;

(3) Pour tout morphisme f: Y — X dans Sm/k et tout élément x € Ky(X), on al'égalité
suivante :

c(f* () = [ (a(z)) .

On obtient ainsi, pour tout entier naturel n > 1, un morphisme dans Sm/k°°PEns, :
en: Ko(—=) = CH"(—) .

D’apres le théoreme V.9, ces transformations naturelles correspondent a des morphismes
cn € Hom g (1) (Z x Gr, K(Z(n),2n)) pour n > 1. On en déduit des applications

e Ki(X) — ]—[f;;_j(X,Z(n))

pour tout X € Sm/k et j € N.

A. Grothendieck a montré que la théorie des classes de Chern permettait de calculer
les groupes de Chow des grassmanniennes. On peut donc préciser le théoreme v.9 :

Proposition v.10 Soit k un corps parfait. Soit d un entier naturel. Le morphisme continu
d’anneaux évident

Zl[cry ..., cq)] = CH(Grgeo)

tel que pour tout entier i tel que 1 < i < d, l"image de c; soit le systéme compatible formé
par les éléments c;(Ma,) pour r € N, est un isomorphisme, ot on a posé

CH*(Gryso) = | | lim CH*(Gry,) .
ken "N

'Pour cette construction, il y aurait peut-étre lieu de se restreindre aux variétés quasi-projectives. On
peut donc soit remplacer Sm/k par la sous-catégorie pleine formée des variétés quasi-projectives, soit
étendre les constructions a tout Sm/k en utilisant 1'astuce de Jouanolou.
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Le calcul de l'anneau de Chow des grassmanniennes (et plus généralement des fi-
brés de drapeaux) est fait dans [28] (le résultat est le méme que pour les groupes K,
cf. SGA 6 VI 4). Le passage a la limite r — 400 a déja été utilisé ici pour la K-théorie
algébrique, c¢’était SGA 6 VI 4.10. Cette démonstration vaut aussi pour les anneaux de
Chow.

Remarque v.11 Le calcul de la cohomologie des grassmanniennes fait dans [28] (et repris
dans SGA 6 VI 4) vaut pour les théories cohomologiques orientées (cf. [52]), Grothendieck
n’utilisant pas réellement le fait que la premiére classe de Chern soit additive. On peut ainsi
obtenir la propriété (K) pour les objets de A (S) représentant des théories cohomologiques
orientées.

De méme que pour la K-théorie algébrique (cf. théoreme 11.28), on obtient le corollaire
suivant :

Corollaire v.12 Soit k un corps parfait. On a un isomorphisme canonique

Zllcr, ... e, ]] 5 CH (Groooo) = [[ lim  CH*(Grg,) .

d,r)eN?
ken (1€
Grace au théoreme V.9, ces calculs permettent d’obtenir le théoreme suivant :

Théoreme v.13 Soit k un corps parfait. Il existe une bijection canonique :
[ Homew)(Z x Gr, K(Z(n), 2n)) = (Z[c1, . .., cn, .. )" .
neN

Remarque v.14 On peut décomposer Z|[c1,...,Cpn,...]] en composantes homogénes en
décrétant que c, est de degré n pour tout n > 1 ; ceci permet de décrire le groupe abélien

Hom () (Z x Gr, K(Z(n),2n)) = Homgy,/serrkns(Ko(—), CH"(—)) ;

il s’agit du Z-module libre dont une base est en bijection avec l’ensemble des partitions
A de n, c’est-a-dire que \ est de la forme (Ai,...,Aq) avec Ay > Xy > - > Ny > 1 et
M+ g =n.

1.4 Le principe de scindage
On dispose d'un analogue du théoreme 1v.13 pour les groupes de Chow :

Théoreme V.15 Soit k un corps parfait. Pour tout entier naturel n, ’application évidente
est bijective :
Homgy, jgerr ab (Ko(—), CH"(—)) — lieanCH”(IP”“) /A

Cette application fait correspondre & une transformation naturelle additive 7: Ko(—) —
CH™(—) le systeme compatible formé par les images de [O(1)] € Ko(P") pour tout r € N.
Pour tout entier naturel n, on note x,: Ko(—) — CH"(—) la transformation naturelle
telle que pour tout fibré en droites £ sur X € Sm/k, on ait x,([£]) = D" € CH"(X) ou
D le diviseur d’une section rationnelle de £ .
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Par principe de scindage, cette application est injective. On observe ensuite que le
groupe abélien CH™(P*) = £i£ CH™(P") s’identifie a Z et quun générateur de CH"(P")
(pour r > n) est H™ ou H est un hyperplan de P". Pour montrer la surjectivité de I’ap-
plication envisagée dans ce théoreme, il suffit de construire une transformation naturelle
additive x,: Ko(—) — CH"(—) telle que si .Z est un fibré en droites sur X € Sm/k dont
une section rationnelle a pour diviseur D, alors x,([-Z]) = D™ Pour n = 0, la trans-
formation naturelle essentiellement donnée par le rang des fibrés vectoriels donne yo. En
appliquant le lemme algébrique qui suit aux polynomes de Chern (cf. plus bas), on va
pouvoir conclure dans les cas non-triviaux (n > 1) :

Lemme V.16 Pour tout entier naturel n > 1, il existe un unique morphisme de groupes
fonctoriel en ’anneau commutatif A

Xot (LHA[]", %) — A
passant au quotient par 1 + t"T A [[t]] et tel que pour tout x € A, x,(1 + xt) =

Remarque v.17 On peut noter que si la transformation naturelle x,, donnée par ce lemme
eziste, alors l'image d’une série 1 + % . a,t™ est donnée par un polynome a coefficients
entiers en les coefficients ay,...,a,. En effet, x, définit un morphisme de schémas en
groupes affines xn: G — G, ot G = SpecZ[A,...,A,], la comultiplication p* étant
déterminée par p*(Ay) = 3, i Ai ® Aj.

Etablissons ce lemme. On note S, € Z (X1, ...,%,] le n-ieme polynome de Newton : si
on remplace ¥; par la i-eme fonction symétrique élémentaire en les n variables X1, ..., X,
Sy, devient le polynome symétrique X'+ -- -+ X,'. Les fonctions symétriques élémentaires
sont définies par I'égalité

n

X' 5 X" 4 S, X 48, = [[(X + X))

i=1
Soit A un anneau commutatif. On pose
<1+Zantn>— (ay,...,a,) .
n>1
Soit a € A. Calculons x,(1 + at). On a I'égalité évidente
X"+ aX" = (X +a)X"?

Par définition, il vient que x,(1+at) = a™. Il reste & montrer que x,, définit un morphisme de
groupes. Il s’agit ainsi de montrer que si s = 1+at+- - -+a,t" et s = 1+byt+- - -+b,t", alors
Xn(88") = xn(8) + xn(s'). Par « principe de scindage » (cf. SGA 6 VI 4.3 et SGA 6 VI 4.4),
il existe un morphisme injectif d’anneaux A — A et des éléments z1,...,2Zn €t Y1, ..., Yn

de A tels que
H1+:c2 H1+yz
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On peut évidemment supposer que A = A. Par définition, on a
Xn(s) =af 4+ +ap  xa(s) =9+ +up
Il reste a calculer y,(ss’). On a une factorisation

s =(1+xt)...(T+x,t) (1 +yit) ... (1 +ynt) .

On définit des coefficients oy, ..., 09, par la formule

2n

ss’ = 1+Zaiti :

i=1

ces coefficients sont les fonctions symétriques élémentaires sur x1,...,Zn, Y1, - -, Yn-
On considere le polynome X{'+---+X"4+Y]"+---+Y" c’est un polynome symétrique

en les 2n variables X1,...,X,,,Y1,...,Y,, on peut le récrire sous la forme d’'un polynome
Sh.on en les polynomes symétriques élémentaires 3y, ..., X9, en ces 2n variables. J'affirme

que l'on a Pégalité S, o, = S, ?, de sorte que l'on a bien x,(ss") = xn(s) + Xn(s') comme
voulu. Il reste a justifier que S, 2, = S,. Pour des raisons d’homogénéité, S, o, ne peut
dépendre que des variables ¥, ..., Y, ; ensuite, en faisant « Y; = --- =Y,, = 0 », on obtient
la relation voulue S, 9, = S,,. L’existence de x,, est établie; I'unicité résulte du « principe
de scindage » que I'on a mentionné.

Le lemme est donc établi. Pour achever la démonstration du théoreme, il suffit d’ap-
pliquer le morphisme x, du lemme au polynéme de Chern ¢;(z) associé a tout élément
x € Ko(X) (X € Sm/k) pour obtenir la transformation naturelle additive x,,: Ko(—) —
CH"(—) voulue.

Les relations de Newton (cf. [73, §14.11]) permettent de calculer des formules explicites
pour x; en fonction des classes de Chern, pour tout entier naturel £ > 1 :

Xk — CIXko1 F CoXpo — -+ (=D e iy + (=1)*ke, = 0.

Les premieres formules sont ainsi :

X1 = € ;

X2 = ¢ —2¢;

X3 = ci’ — 3c1c9 + 33 ;

X4 = c‘f - 40?02 + 4cyes + 203 — 4y ;

X5 = c‘;’ — 5Ci’62 + 50?03 + 50103 — dcicy — Heacs + des .

Le théoreme v.15 se généralise trivialement sous la forme suivante :

20n peut considérer que cette égalité est contenue dans les relations de Newton, mais 'argument qui
suit en donne une autre justification.
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Théoréme v.18 Soit k un corps parfait. Soit (n,i) un couple d’entiers naturels. On a une
bijection canonique :

HomSm/kOPPAb(KO(_)a HQ)/"L_Z(—,Z(R))) — lim H%_i(PT>Z(n)) .

reN

En effet, la démonstration de I'injectivité de cette application se démontre de la méme
maniére ; pour la surjectivité, on utilise le fait que tout élément de H?,“(P", Z(n)) est une
combinaison linéaire d’éléments de la forme z; - H/ pour 0 < j < r avec H un hyperplan
de P" et x; € H? 7 "(k,Z(n — j)). On peut conclure en utilisant les transformations
naturelles z; - x;.

2 Spectres d’Eilenberg-MacLane motiviques

2.1 Définition

Définition v.19 Soit k un corps parfait. Pour tout entier naturel n, on note o,,: (P', 00) A
K(Z(n),2n) — K(Z(n + 1),2n + 2) le morphisme de faisceaur d’ensembles pointés sur
Sm/kyis obtenu a partir de l'inclusion évidente P* — L(P', 00) et de la construction « pro-
duit externe de correspondances finies » L(P', 00) A L((P*, 00)"") — L((P', 00)"*™). On
note Hy, le P!-spectre ainsi obtenu.

Théoréme V.20 Le P'-spectre Hy est un Q-spectre, c’est-a-dire que pour tout entier na-
turel n, le morphisme adjoint de (P', 00) A K(Z(n),2n) — K(Z(n+1),2n+2) dans . (k)
est un isomorphisme :

K(Z(n),2n) = RHom,((P', c0), K(Z(n +1),2n +2)) .

Dans le cas ou le corps k est de caractéristique zéro, c’est [76, theorem 6.2]. Sans
utiliser la résolution des singularités, on peut dire que ce théoreme découle d'une formule
du « fibré projectif » pour les groupes de cohomologie motivique, ce qui s’obtient en utilisant
la comparaison [80] avec les groupes de Chow supérieurs de Bloch [10] qui vérifient cette
formule. On peut aussi y voir un cas particulier du “cancellation theorem” [79].

2.2 Lacage

Définition v.21 Soit (n,i) un couple d’entiers naturels, avec n > 1. Soit 7: Ko(—) —
H*7"(—,Z(n)) une transformation naturelle additive. On définit une nouvelle transforma-
tion naturelle additive Qp1 (7): Ko(—) — H% > (—, Z(n—1)) de fagon a rendre commutatif
le diagramme suivant, pour tout X € Sm/k :

Ko(X) ruB L (P x X))

lQPl (m) lﬂ'

H2%27(X, Z(n — 1) 2= BB x X, Z(n))
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ou le morphisme du bas est induit par le produit externe avec ’élément [oc] € Pic(P}) ® et
ouu=[0(1)] —1€e KyP).

Proposition v.22 Soit k un corps parfait. Soit n > 1 un entier. Soit x,: Ko(—) —

CH"(—) la transformation naturelle introduite au théoréeme v.15. On a la relation sui-
vante :

Qp1(Xn) = NXn-1 -

Il s’agit de montrer la commutativité du diagramme suivant, pour tout X € Sm/k :

Ko(X) — 2= . [\ (P! x X)

lan—l lX'n

CH(X)—> o (P x X)

Par principe de scindage, il suffit de considérer les éléments de Ky(X) de la forme
x = [Z] ou Z est un fibré en droites sur X. Soit D le diviseur d'une section rationnelle de
Z. Par définition, on a x,,_1(x) = D" ' € CH" }(X). Dans Ky(P! x X), on a I'égalité :

Wz =[01)R.Y] - [0R.Z] .

On en déduit que x,(u X z) = (prjoo + pry D)™ — pry D™ (ou pr; et pry, sont les deux
projections depuis P! x X). Comme 00® = 0 € CH?*(P}), il vient que

Xn(uBz) =00 B (nD"1) = 00 W (nxn-1([-2])) ,

ce qui permet de conclure.

*
* X

On note M(P>) I'image dans la catégorie triangulée DM ™% (k) du faisceau avec trans-
ferts colil\r]n L(P7). En utilisant [78, proposition 3.5.1], on obtient un isomorphisme canonique
re

M(P~) = HL* .

keN

Ceci permet de donner un sens aux groupes de cohomologie motivique de P*°.

Proposition v.23 Soit k un corps parfait. Soit (n,i) un couple d’entiers naturels. 1l existe
des isomorphismes canoniques :

Homgm /kere ab (Ko(—), H?;_i(—a Z(n))) — Homypy - ey (M(P>), L*" [~i])

3Le produit externe est & comprendre comme provenant de la structure tensorielle sur la catégorie
triangulée DMggl(k). On peut vérifier que la fleche oo X — ainsi définie coincide avec celle déduite du
morphisme d’assemblage o, _1: (P!,00) A K(Z(n —1),2n — 2) — K(Z(n),2n) du P'-spectre Hy.
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;HHomDM o (L5, L2 [—i)) HHomDMgm (1,127 [—i]) ;
keN

finalement, on obtient une bijection :

Homgy pore an (Ko (=), HY 7 (= Z(n))) = [ [ 277" (k. Z(5)) -

=0

Le premier isomorphisme résulte du théoreme v.15 et du fait que les morphismes évi-
dents de motifs M(P") — M(P"*!) sont des monomorphismes scindés; le deuxieme de

I'isomorphisme canonique
M(P~) = PL*
keN

et le troisieme du fait que Hompyer () (L®* L€ [—i]) = 0 si k > n et de I'isomorphisme

Hompyger g (L, L& []) < Hompyer 4y (1, L7 [])

déduit du “cancellation theorem”™ *.
L’application p1 de la définition v.21 s’interprete donc simplement en termes de
groupes de cohomologie motivique, la proposition suivante la décrit en ces termes :

Proposition v.24 Soit k un corps parfait. Soit (n,i) un couple d’entiers naturels. On
suppose que n > 1. L’application

n—1

HHZ’J ‘(k,Z(7) — [ HY (k. Z(5))

7=0

est caractérisée par le fait que sur le facteur HQZ/_Z(I{:,Z(j)) (pour 0 < j < mn—1), elle
correspond a la multiplication par 'entier n — j.

On l'a déja vu dans le cas ou 7 = 0 puisqu’alors )p1 s’identifie a une application
Qp1: ZXy, — Zxn-1 ou Z correspond & CH(X) = H°,(k,Z), la proposition v.22 donne
bien que I'image de x,, est nx,_1. Le cas général en résulte formellement ; donnons-en une
autre démonstration « motivique ».

On considere le plongement de Segre sp,,: P' x P" — P! L’image inverse du fibré
en droites €(1) sur P?"*! par ce morphisme est isomorphe & @ (1) X &(1). Par passage a
la limite, les morphismes s; , donnent naissance a un morphisme

s: M(P') @ M(P*) — M(P>)

dans la catégorie DM™*%(k). On dispose d’un autre morphisme p: M(P') @ M(P®) —
M(P>) correspondant au produit tensoriel avec M(P*) de la projection M(P') — 1.

4Noter que la transposition agit par l'identité sur L ® L, il n’est donc pas nécessaire de préciser si on
tensorise & gauche ou & droite avec L.
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On note § = s — p la différence entre ces deux morphismes (DM ™% (k) est une catégorie
additive). On voit aussitot qu’il existe un unique morphisme o: L ® M(P*) — M(P>)
faisant commuter le diagramme

M(P') @ M(P>) —= L ® M(P>)

M(P*)
En utilisant 'isomorphisme canonique M(PP>) = @ L®* le morphisme o se récrit sous
keN
la forme d’un morphisme
o L — PHL .

k>1 k>0

Lemme V.25 Soit k un corps parfait. Le morphisme o est caractérisé par la commutativité
des diagrammes suivants pour k > 1 :

[OF— @k21 Lo

LHI |

LOF— @kzo Lo

En utilisant le fait que Hompyen (1) (L¥", %) = 0sii # j et que Endpyer (1) (L*") pour
tout entier naturel ¢, on remarque qu’il suffit de vérifier que o induit la muftiplication par
k apres application du foncteur Hompyer (= LK.

Pour cela, on revient a la construction de o. On a des isomorphismes CH*(P!) =
Z [o0] Joo?, CH*(P>) = Z[[D]] ot D est le générateur canonique de C'H'(P>). De fagon

cohérente avec ces notations, on a un isomorphisme d’anneaux
CH*(P' x P*) = Z][[D]] [oc] /oo .

Le morphisme s*: CH*(P>) — CH*(P' x P*>) est un morphisme d’anneaux; comme on
a s*(D) = D + oo, il vient plus généralement que s*(D") = (D + 00)” = D" + nooD"~!
pour tout entier naturel n > 1. Par ailleurs, p*(D™) = D™. On en déduit que le morphisme
§: M(PY) @ M(P*>) — M(P>) est tel que

§(D") = s*(D") — p*(D") = nooD" "' € CH"(P' x P>,
ce qui est précisément ce que 'on voulait montrer.

On déduit facilement la proposition v.24 & partir de ce lemme en utilisant les isomor-
phismes déja obtenus et en observant que si 7: Ko(—) — H2%""(—,Z(n)) correspond & un
morphisme 7: M(P>®) — L% dans DM (k), alors le diagramme suivant est commutatif :

L@Q]Pl(T)

L ® M(P>) LeL® !
M(]P)OO) T ]L@n
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*
* K

La constructions des espaces et spectres d’Eilenberg-MacLane motiviques peut se faire
avec des coefficients arbitraires : on peut remplacer Z par un groupe abélien quelconque.
Les résultats obtenus ici par principe de scindage s’étendent évidemment a ces variantes.

2.3 Une famille de systemes projectifs

Définition v.26 Soit A un groupe abélien. On note Al le systéme projectif de groupes
abéliens indexé par N défini par (A!), = A, le morphisme de transition (A!), — (Al),_1
étant la multiplication par n sur A pour tout entier n > 1.

Proposition v.27 Soit A un groupe abélien. Il existe un isomorphisme canonique
RHom(Q, A) = Rlim A! ;
plus concrétement, on a des isomorphismes :
Hom(Q, A) = lim A!, Ext(Q, ) = R'lim A! .
I1 suffit de remarquer que Q s’identifie a la colimite d’un systeme inductif
Ay N
dont Z! est le systeme projectif dual.

En particulier, si A est un Q-vectoriel, lim A! = A et R'lim A! = 0; si A est un groupe
abélien fini, Rlim A! = 0.

2.4 Deécalage de systemes projectifs

Définition v.28 Soit Xo = (- — X, Jnst X1 — - — X, o, Xo) un systéme projectif

de groupes abéliens indexé par N, on note s, X, le systeme projectif décalé

-—>anng”_1—>---—>)(ng0—>0.

c’est-a-dire que (54 Xe)nt1 = Xn pour tout entier naturel n et que (s4Xq)o = 0, les mor-
phismes de transition étant les fleches évidentes.

Proposition v.29 Soit X, un systeme projectif de groupes abéliens indexé par N. Le mor-
phisme canonique Xy — s X, induit un isomorphisme

Rlim X, = Rlim s, X, .
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Le morphisme évident X, — s, X, est donné par le diagramme suivant :

f3 f2 fi fo

X3 X5 X, Xo
lfz lfl lfo lo
f2 X, fi X, fo X, 0 0

Ce morphisme est fonctoriel en X,. Il est clair que si X, vérifie la propriété de Mittag-
Leffler, alors s, X, aussi. En outre, il est évident que la fleche lim X, — lim s X, est
bijective et que s, est exact. On en déduit formellement ’énoncé au niveau du foncteur
dérivé total R lim.

2.5 Résultats

Proposition v.30 Soit k un corps parfait. Pour tout groupe abélien A et tout entier re-
latif ©, il existe un isomorphisme canonique de systemes projectifs

(Homg prorw b (55)ns ("Ha [=il)n)nen = [ [ 8§ HZ 7' (k, A(R))!

(cf. définition 1v.47 pour le membre de gauche).

Dans le cas i > 0, cela résulte aussitot des résultats précédents (cf. propositions v.23
et v.24). Pour i < 0, les deux objets considérés sont nuls.

Grace au théoreme 1v.48 (dont les hypotheses sont vérifiées d’apres la proposition v.5),
on en déduit le théoreme suivant :

Théoreme v.31 Soit k un corps parfait. Soit A un groupe abélien. Soit v un entier relatif.
Dans la suite exacte courte

0 — Z(BGL,H [—i]) — Homsy k) (BGL, Ha [—i])

— Homgyy,,.,, (1) (BGL", oubH 4 [—i]) — 0,
on a des isomorphismes canoniques :
Homgsy, .. (BGL" oub H 4 [—i]) ~ lim H3+H2k "k, A(k))!
k=0
~ | [Hom(Q, H ' (k, A(K))) ,
k=0
Z(BGL,H, [—i]) ~ R'lim H RHZT T (kAR ~ [ ] Ext(Q, B2 (R, A(R))
k=0

Ce théoreme permet de montrer l'existence de morphismes stablement fantomes dans
SH (k), ce qui n’était pas évident a priori :
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Corollaire v.32 Soit k un corps parfait. Tous les morphismes BGL — Hyz 1] dans
SH (k) sont stablement fantomes et

Homg ) (BGL, Hy [1]) =~ R!'lim Z! = Ext(Q,Z) ~ Z/7Z .

Corollaire v.33 Soit k un corps parfait. Le foncteur SH (k) — SHpaive (k) n'est pas une
équivalence de catégories.

Le corollaire v.32 admet plus généralement le corollaire suivant :
Corollaire v.34 Soit S un schéma noethérien non vide. Le foncteur
oub: SH (S) — SHpaive (S)
n’est pas une équivalence de catégories.

En effet, on peut choisir un morphisme de schémas f: Speck — S ou k est un corps par-
fait. Compte tenu de 'isomorphisme canonique L f*BGLg ~ BGLj dans SH (k) (cf. défini-
tion 1v.46), un morphisme stablement fantéme ¢: BGL; — Hyz [1] dans SH (k) correspond
par adjonction a un morphisme ¢': BGLg — Rf,Hz [1] dans SH (S). Comme ¢ est non
nul, ¢’ non plus; le fait que le morphisme ¢’ soit stablement fantome résulte du lemme
suivant :

Lemme v.35 Soit f: T — S un morphisme entre schémas noethériens. Soit ¢: E — F un
morphisme stablement fantome dans SH (S). Alors le morphisme Rfi(¢): RfiE — Rf,F
est stablement fantome.

Ceci résulte immédiatement du critere donné dans la proposition 1.130 puisque I'image
par le foncteur adjoint a gauche Lf* de Rf, d’un objet de SH (S) de la forme F, X (X
objet de 47, (5)) est F,(Lf*X).

2.6 Caractere de Chern

Soit k un corps parfait. On définit une transformation naturelle additive

ch: Ko(X) - @ CH"(X) 2Q

neN
pour X € Sm/k en posant
1 1
ch(z) = (vo(w), xa (), ), - xale), )

Le théoreme v.9 permet d’en déduire un morphisme de H-groupes
ch: Z x Gr — K(Q(n),2n)

pour tout entier naturel n et des applications additives

ch: K;(X) — @ H% (X, Q(n)) .

neN
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D’apres le théoreme v.31, on a des isomorphismes
HomS'H(k)Q (BGLQ, HQ) ~ lim @' >~ Q .

On note ch: BGLy — Hg le morphisme correspondant a 1 € Q par ces isomor-
phismes. Ce morphisme ch est obtenu en combinant la suite de morphismes % Xn: ZXGr —
K(Q(n),2n) composant le caractere de Chern (ces morphismes vérifient bien la relation

Qp an-H = %Xn)
Proposition v.36 Le morphisme ch: BGLg — Hg se factorise en

Sk

Hg

Compte tenu de la construction des objets Hg) pour ¢ € Z, cette proposition se déduit
trivialement du lemme suivant :

Lemme v.37 Soit k un corps parfait. Pour tout X € Sm/k et tout entier naturel n, le
diagramme suivant est commutatif :

Ko(X) 2 CH"(X)

\L\Ifk lx»—ﬂc"w

Ko(X) 2~ CH"(X)

Par principe de scindage, il suffit de montrer que x,(V*([£])) = k"xn([Z]) si £ est
un fibré en droites sur X € Sm/k, ce qui est évident par définition de x,,.

*
*x Kk

Selon toute vraisemblance, le morphisme ch’: ]HII(;O) — Hg devrait étre un isomorphisme.

Pour ce faire, il suffirait de montrer que les théoremes de comparaison existants entre les
groupes de cohomologie motivique de Voevodsky et les facteurs directs de la K-théorie
algébrique a coefficients rationnels définis grace aux opérations d’Adams sont suffisamment
fonctoriels pour donner des morphismes dans 7 (k) ou SH (k). Ceci semble résulter du
travail de M. Levine sur la filtration homotopique par le coniveau [51]. En outre, F. Morel

a montré que ]HII(;O) était un facteur direct de Sg (cf. [58]).
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Chapitre VI

Variantes topologiques

Dans ce chapitre, il va s’agir de montrer que les méthodes employées jusqu’a présent
s’appliquent aussi au cas classique de la K-théorie topologique complexe et, inversement,
que des constructions ou énoncés sur la K-théorie algébrique pourraient se déduire des
constructions analogues en K-théorie topologique.

1 Rappels sur la K-théorie topologique

Définition vi.1 On note Gr(C) l’espace topologique limite inductive des points complezes
des grassmanniennes Grq,(C) (cf. page 80). Pour tout entier naturel d, on note aussi
Gry.(C) la limite inductive des espaces Grq,(C) pour r € N.

Définition V1.2 Pour tout objet X de F*P et tout entier naturel n, on pose
K;OP(X) = Hom%/‘top(sn N X+, 7, X GY(C)) .

Définition V1.3 Soit X un espace topologique. On note Vect(X) la catégorie des fibrés
vectoriels complexes sur X, c’est-a-dire la catégorie des Modules localement libres de rang
fini sur le faisceau d’anneaux des fonctions continues a valeurs complexes sur X.

Théoréme vi.4 Soit X un espace topologique compact. Le foncteur sections globales défi-
nit une équivalence de catégories exactes entre Vect(X) et la catégorie des modules projectifs
de type fini sur l'anneau des fonctions continues sur X a valeurs complexes.

Cet énoncé est établi dans [4, §1.4].

Théoreme V1.5 Pour tout espace compact X, il existe une bijection canonique entre
K°P(X) et le groupe abélien symétrisé du monoide des classes d’isomorphismes d’objets
de Vect(X) !, laddition étant donnée par la somme directe des fibrés vectoriels.

Ceci résulte de [ibid., theorem 1.4.15].

'D’apres le théoreme V1.4, les suites exactes de fibrés vectoriels complexes sur les espaces compacts sont
scindées.
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2 Théorie instable

On note ¢: SpecC — SpecZ le morphisme canonique. Le théoreme 1.121 donne un
foncteur « points complexes » *: A (SpecZ) — P, Presque par définition, on a un
isomorphisme évident ¢*(Gr) ~ Gr(C). On en déduit un morphisme

Ko (X) — K°P(X(C))

pour tout X € Sm/Z et tout entier naturel n.

Au niveau des groupes Ky(X), cela correspond bien évidemment & I’application qui a
un fibré vectoriel algébrique V' sur X associe le fibré vectoriel topologique complexe sur
'espace topologique X (C) induit par la « restriction » de V' a Xc.

Proposition v1.6 Pour tout couple (d,r) d’entiers naturels, la fleche canonique
KO(Grd,r,SpeCZ) - K(t)op(Grd,r(C))
est bijective.

On pourrait établir cette proposition en utilisant le calcul explicite de ces groupes, mais
ce n'est pas nécessaire. On va néanmoins utiliser une partie de 'argument de [28] et de
SGA 6 VI 4 qui est une idée tres naturelle.

Si X € Sm/Spec Z, notons ¥ x le morphisme d’anneaux

Ux: Ko(X) — KPP (X(C)) .

La formule du fibré projectif pour la K-théorie algébrique (cf. théoreme 11.17) et son ana-
logue en K-théorie topologique conduisent aussitot au lemme suivant :

Lemme V1.7 Soit X € Sm/SpecZ, soit V' un fibré vectoriel de rang r > 1 sur X. On
note P le fibré projectif de V' sur X. Les conditions suivantes sont équivalentes :

— Dapplication ¢¥x : Ko(X) — KP(X(C)) est bijective ;

~ Uapplication ¢¥p: Ko(P) — K (P(C)) est bijective.

Soit (d,r) € N2, notons D le fibré des drapeaux complets dans le fibré trivial de rang
d + r sur SpecZ. On a un zigzag

Grg, «— D — SpecZ

formé de fleches qui sont des composés de projections de fibrés projectifs (par oublis suc-
cessifs de certains crans des drapeaux...). D’apres le lemme, pour conclure que g, 4. €st
bijective, il suffit de montrer que specz est bijective, ce qui est évident.

Définition VI.8 On note *P%" la sous-catégorie pleine de F*°P formée des espaces
ayant le type d’homotopie d’un ensemble simplicial fini.

t , . s .
Le foncteur K, sur s#'°P définit un préfaisceau d’ensembles sur 2Pt que 'on note
top
KP(-).
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Proposition V1.9 Les applications constituant le diagramme suivant sont bijectives :

Endéftop (Z X GI‘(C)) AR End(%top,tf)oppEns(K(t)op(_))

i Ka‘)p(Grd,T(C))]Z

d,r)eN?

La démonstration est analogue a celle du théoreme 111.29. L’application en « diagonale »
est bijective pour les mémes raisons : la surjectivité est formelle, I'injectivité résulte du fait
que les fleches de transition K;(Grg ,(C)) — K;1(Grg,(C)) sont surjectives (ces groupes
sont nuls!). Enfin, Papplication de droite est injective puisque si un objet X de J#tP:"
est connexe, alors toute fleche X — Z x Gr(C) (c’est-a-dire un élément de K{(X)) se
factorise en

X L {n} x Gr4,(C) — Z x Gx(C)
oun € Z, (d,r) est un couple d’entiers naturels et f: X — {n} x Grg,(C) un morphisme

dans Pt et Gry,(C) — Z x Gr(C) l'inclusion évidente.

Remarque v1.10 On a utilisé le fait que les grassmanniennes Grg,(C) ont le type d’ho-
motopie d’un ensemble simplicial fini. C’est un fait général pour les variétés différentielles
compactes : on peut munir une telle variété M d’une structure de variété riemannienne
compacte, utiliser un recouvrement fini de M par des ouverts convezes (cela existe, cf. [32])
et conclure en utilisant le théoreme 1.101 de Dugger-Isaksen.

Le foncteur o*: J# (SpecZ) — AP définit une application
*: End y(specz)(Z x Gr) — End e (Z x Gr(C)) .

Les interprétations fonctorielles de ces ensembles d’endomorphismes permettent d’en dé-
duire une application

Endsm/zoppEns(Ko(—)) — End(jftop,tf)oppEnS(KSOP(_)) .

On vérifie aisément que I'image 7%°P d’une transformation naturelle 778: Ky(—) — Ky(—)

sur Sm/Spec Z°PPEns est caractérisée par la commutativité du diagramme suivant pour
tout X € Sm/Z :

Ko(X) =" Ki(X(C))

lTalg \LTtop

Ko(X) = Ki™(X(C))

Le résultat suivant est une des motivations du présent travail :

Théoreme VI1.11 L’application o*: End s (specz)(Z x Gr) — End s (Z x Gr(C)) est bi-
jective.
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Compte tenu du théoreme 111.29 et de la proposition V1.9, cela résulte simplement de
la proposition VI.6.

Ainsi, toute opération sur la K-théorie algébrique induit une opération sur la K-théorie
topologique, et réciproquement. Le théoreme vi.11 admet des variantes « a plusieurs va-
riables » (cf. théoreme 111.31). Ainsi, 'image dans P de Z x Gr muni de sa structure de
A-Anneau spécial (cf. proposition 111.36) par le foncteur « points complexes » est Z x Gr(C)
muni d’une structure de A-Anneau spécial compatible avec les définitions classiques des opé-
rations sur la K-théorie topologique provenant de construction sur les fibrés vectoriels :
produit tensoriel, puissances extérieures.

3 Théorie stable

Proposition vi.12 L’image (notée BGL*P?) de BGL € SH (SpecZ) par le foncteur
1*: SH (SpecZ) — SH™ est un spectre représentant la K -théorie topologique.

Grace a la remarque 1.54, cela résulte du fait que le morphisme
o:P'A(Z x Gr) — Z x Gr

ayant servi a définir BGL™ € SHaive (SpecZ) puis BGL € SH (SpecZ) a pour image
par le foncteur 77 (Spec Z) — F£,°P un morphisme

S? A (Z x Gr(C)) — Z x Gr(C)
définissant une application
7 x Gr(C) — ROQ*(Z x Gr(C))

dont on peut conclure qu’il s’agit d’une équivalence faible grace au théoreme de périodicité
de Bott (cf. [4, theorem 2.2.1]).

Théoréme VI1.13 Le foncteur *: SH (SpecZ) — SH'® induit une bijection
EndS'H(SpeCZ) (BGL) = EndSHtOp (BGLtOp) .

Le théoreme VI1.11 permet de montrer que modulo les applications stablement fantomes,
I’application considérée ici est bijective. Pour conclure, il suffit donc de montrer que de part
et d’autre, il n’y a pas d’applications stablement fantomes. On a montré qu’il n’existait pas
d’applications stablement fantomes BGL — BGL dans SH (Spec Z) (cf. théoreme 1v.44).
C’est aussi vrai pour la K-théorie topologique complexe : il suffit de remplacer dans I’ar-
gument de ce théoreme (ou du théoréme 1v.49) le groupe K (SpecZ) par K;°°(e), qui est
non seulement fini, mais nul, le R!lim & considérer est donc nul pour des raisons triviales.

*
* *

Notons Hg’p € SH'P le spectre d’Eilenberg-MacLane & coefficients entiers (et plus
généralement Hfffp le spectre d’Eilenberg-MacLane a coefficients dans un groupe abélien
A). Jignore s'il existe un isomorphisme entre +*(Hyz) et Hy” dans SH™P.

L’énoncé homologue au théoreme v.31 en topologie est le théoreme suivant, qui se
démontre de la méme maniere :
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Théoréme vi.14 Soit A un groupe abélien. Soit i un entier relatif. Dans la suite exacte
courte

0 — .Z(BGL"“P H'{® [—i]) — Homgsor (BGL™P H'{P [—i])
— Homg,wr (oubBGL'P?, oubHY? [—i]) — 0

naive

on a des isomorphismes canoniques :

Hom gy (oubBGL'P, oubHYP [—i]) ~ [ Hom(Q, H* (s, Z)) ;
kEZ

Z(BGL HY? [—i]) =~ ][Ext(Q H*""(e,2)).
kEZ

On en déduit plus précisément le théoreme suivant :

Théoreme VI.15 Soit A un groupe abélien. Soit i un entier relatif. St 1 est pair, il n’existe
pas d’application stablement fantome non nulle BGL™ — Hffp [—i] et

Hom gyt (BGL™P, H'YP [—4]) ~ lim A! ~ Hom(Q, A) ;

si i est impair, tous les morphismes BGL™ — Hffp [—i] sont stablement fantomes et
Hom gyt (BGL™P, H'YP [—4]) ~ R'lim A! ~ Ext(Q, A) .

Remarque vi1.16 De méme qu’au corollaire V.32, on obtient des morphismes stablement

fantomes BGL'P — HtZOp [1] dans SH'P. Il s’agit la d’un exemple peut étre plus aisé a
comprendre que celui de [15, proposition 6.10].
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Annexe A

Quelques constructions sur les
catégories triangulées

Cette annexe comprend deux sections. La premiere étudie les colimites homotopiques in-
dexées par N dans les catégories triangulées (construction due a Bokstedt-Neeman, cf. [11]) ;
on obtient un lemme technique qui nous sert a montrer le théoreme 1v.44. La deuxieme
section contient une définition de la version Q-localisée d’une catégorie triangulée (vérifiant
certaines hypotheses).

1 Colimites homotopiques

1.1 Rappels

Définition A.1 Soit T une catégorie triangulée admettant des sommes directes dénom-
brables. Soit X, un systeme inductif d’objets de T indexé par N :

Xo&x, box, B
On note hocolim X, un cone du morphisme :
d: (P x. - P X
neN neN

qui, sur chaque terme X, a la source, correspond au morphisme X, — X, & X, de

. d . L
matrice ( 1Xn ), on a alors un triangle distingué dans T :

_jh
P X, - P X, - hocolim X, - P X, [1] .

neN neN neN

Le morphisme 1 induit des morphismes i,,: X,, — hocolim X, pour tout n € N. On appelle
abusivement hocolim X, la colimite homotopique du systeme X,.

On prendra garde au fait que s’il est vrai que deux objets pouvant prétendre étre
notés hocolim X, sont bien isomorphes, ils ne le sont pas toujours canoniquement. Nous
reviendrons sur ce point au corollaire A.5 plus bas.
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Définition A.2 Soit T une catégorie triangulée et X un objet de T. On dit que X est un
objet de présentation finie si le foncteur Homy (X, —) de T wvers la catégorie des groupes
abéliens commute auz sommes directes représentables. On note TP la sous-catégorie pleine
de T formée par les objets de présentation finie.

On vérifie aussitot que 7P est une sous-catégorie triangulée de 7.

Lemme A.3 Soit T une catégorie triangulée admettant des sommes directes dénombra-
bles. Soit X un systeme inductif indexé par N dans T, on choisit une colimite homotopique
hocolim X, du systéme X,. Soit Y un objet de TP Alors, le morphisme évident

colién Hom7 (Y, X,,) — Hom7 (Y, hocolim X,)
ne

est un isomorphisme.

Pour tout Y dans 7P, on peut appliquer le foncteur cohomologique Homz(Y, —) au
triangle distingué définissant hocolim X, ; en utilisant le fait que le foncteur Hom (Y, —)
commute aux sommes directes dénombrables, on obtient une suite exacte :

0 — coker ¢y — Hom7 (Y, hocolim X,) — ker¢; — 0

ol (; est I'application

neN neN

qui & une suite (z,, ) ey nulle & partir d’'un certain rang associe la suite (z,— f,_1[f]oZn_1)nen
(ou l'on convient que X_; = z_; = 0, f,_; désignant le morphisme X,,_; — X,). On
montre facilement que ¢; est injective; pour conclure, il reste a observer que coker ¢y

s’identifie canoniquement & colién Hom+ (Y, X,,).
ne

Proposition A.4 Soit X, un systéme inductif indexé par N d’objets d’une catégorie trian-
gulée T admettant des sommes directes dénombrables. On choisit une colimite homotopique
hocolim X, de X,. Pour tout objet E de T, on a une suite exacte courte fonctorielle :
0— Rllinl\lr Homz (X, [1], F) — Homz(hocolim X,, E) — linl\ll Homz(X,,E) — 0.
ne ne

Pour obtenir cette suite exacte courte, il suffit d’appliquer le foncteur cohomologique
Homy(—, F) au triangle distingué définissant hocolim X, et d’utiliser la proposition 11.1.

Corollaire A.5 Soit X, un systeme inductif indexé par N d’objets d’une catégorie trian-
gulée T admettant des sommes directes dénombrables. Pour que hocolim X, soit défini a
isomorphisme unique prés, il suffit que R' lim Hom(X,, [1], hocolim X,) = 0. Dans ce cas,
le triangle distingué suivant est défini a isomorphisme unique pres :

P X, 4 P X, > hocolim X, & P X, [1]

neN neN neN
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Avant de passer a la démonstration, il peut paraitre étrange que l'objet hocolim X,
intervienne dans la condition, puisqu’on veut justement montrer qu’il est bien défini a
isomorphisme unique pres. Toutefois, la classe d’isomorphisme de cet objet est toujours
bien définie, la condition énoncée ici ne dépend donc pas du choix d'un cone définissant la
colimite homotopique.

Etablissons ce corollaire : si on se donne deux candidats X et X’ pour la colimite
homotopique, d’apres 'axiome (TR III) des catégories triangulées (cf. [75, page 94]), on
aura 'existence d’un morphisme X — X’ donnant lieu & un morphisme de triangles :

DX . Pxi .y DX

neN neN neN

@Xn_u@xni_)}_g@)ml]

neN neN neN

D’apres [ibid., corollaire 1.2.3, Chapitre II], le morphisme X — X’ est un isomorphisme.
Il reste a montrer qu’un tel morphisme X — X’ est unique. D’apres la proposition A.4,
il existe un unique morphisme X — X' faisant commuter le carré du milieu dans le dia-
gramme précédent, ce qui acheve la preuve de ce corollaire.

1.2 Un lemme épouvantable

Lemme A.6 Soit T une catégorie triangulée. Soit Fy un systéme inductif d’objets de T
indexé par N. On suppose que pour tout entier naturel n € N, on s’est donné un systéme
inductif F,, o d’objets de TP et une identification F,, = hocolim F,,. Alors, il existe une
suite (pn)nen de fonctions strictement croissantes N — N et une structure de systéme
inductif indexé par N* qui & un couple (n, m) d’entiers naturels fasse correspondre F, ;. (m)
dont les fleches « horizontales » 1 sont induites par les morphismes de transition de F, o et
dont les fleches verticales sont compatibles aux morphismes de transition F,, — F, 1 pour
tout entier naturel n.

On procede par récurrence sur n. On pose ¢o(m) = m pour tout entier naturel m.
Supposons ainsi construites les suites  pour 0 < k < n ainsi que les fleches « verticales »

Vi,m

Fig;m) = Fit1,0,1(m) POUr @ < n et m quelconque faisant commuter les diagrammes

hio hi1
Figpi1) ——= -+

lvi,o lvm
hit1,0 hitia

Firr0000) — Fitrpi0() — -+

1Je veux parler ici des morphismes de transition & n fixé, c’est-d-dire les morphismes Fop.m) —
Fn g (m+1)-
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pour ¢ < n ainsi que les diagrammes

Fitrpiiam) — Fi

pour ¢ < n et m € N, les morphismes horizontaux étant induits par les fleches des systemes
F}.o et de l'identification hocolim Fy = F}, et ot on a noté V;: F; — Fj11 les morphismes
de transition du systeme Fj.

On considere le morphisme composé F, . o) — F, — F,4y1. Comme F, , ) est de
présentation finie, d’apres le lemme A.3, ce morphisme se factorise par F, 1, — F),+1 pour
k suffisamment grand. On choisit un tel entier k, on le note ¢,1(0) et on obtient ainsi un
morphisme v, o faisant commuter le diagramme

i on 0) E,
<
Fn+1,<pn+1(0) — = In+41

Soit m € N, on suppose construits les termes ¢,11(0),...,p,r1(m) de la suite p,11
ainsi que des morphismes vy, g, . . . , Upm faisant commuter

Fo0n(0) Fo o) e Eoon(m) F,

lvn,o lvn,l \Lv”»m an

Frttpnin — Fuirpn) — —= Fagipnm) — Fan

et on veut étendre cela au cran m + 1. On considere alors le morphisme composé
F F, 3 F
nyn(m+1) —7 L'n = Lpy1 -

D’apres le lemme A.3, il se factorise par Fj, 11, — F,4+1 pour k suffisamment grand. On peut
supposer k > ¢, 11(m) et on choisit un tel morphisme ©: F,, , (mi1) — Frq1,k et on étudie
le « diagramme suivant » dont on ignore a prior: si le carré de gauche est commutatif :

Fogn(m) —— I pnm+1) —= Fy

~

Fn+1,gon+1(m) — = Lntlk Fn+1

Cependant, toujours d’apres le lemme A.3, on peut montrer que, quitte a faire grandir &, ce
carré de gauche est commutatif; on note ¢,,+1(m+ 1) un tel entier et v, ;41 le morphisme
1 ainsi obtenu, ce qui acheve la preuve de ce lemme épouvantable.

Définition A.7 Soit T une catégorie triangulée. Un ensemble (X,)aca d’objets de T
est un ensemble de générateurs si la famille de foncteurs cohomologiques Homz(X,, —)
pour o € A est conservative, autrement dit un objet E de T est nul si et seulement si
Homz (X, [n], E) est nul pour tous « € A et n € Z.
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Remarque A.8 On reprend ici une terminologie similaire a celle introduite par Alezander
Grothendieck dans [27]. Dans le cas d’une catégorie abélienne <7, un ensemble (U;)icr
d’objets de of est une famille de générateurs au sens de [ibid., §1.9] si et seulement si le
foncteur de o/ vers la catégorie des groupes abéliens qui a X associe [],., Hom(U;, X)
est conservatif; ce n'est pas exactement la définition de [loc. cit.] qui dit que pour tout
sous-objet A d’un objet B, si A # B, alors il existe un morphisme U; — B qui ne se
factorise pas par l'inclusion A — B, mais on montre facilement que ce sont deux conditions
équivalentes. On prendra garde a ne pas la confondre la notion d’ensemble de générateurs
d’une catégorie triangulée qui vient d’étre définie et la notion (plus forte) lie a celle de
sous-catégorie triangulée engendrée par un ensemble d’objets.

Proposition A.9 Soit T une catégorie triangulée admettant des sommes directes (dénom-
brables) et un ensemble de générateurs de présentation finie. Comme dans le lemme A.6,
soit Fy un systeme inductif d’objets de T (dont on note F une colimite homotopique).
On suppose que pour tout entier naturel n € N, on s’est donné une identification F, =
hocolim F), s ot F, . et un systéeme inductif dans T indexé par N. Soit E un objet de T .
Supposons enfin qu’il existe un épimorphisme d’anneauxr 7. — A tel que pour tout couple
(n,m) d’entiers naturels, le groupe abélien Homy (F, , [1], E) soit un A-module de longueur
finie. Alors, Uapplication évidente

Homs(F, E) — linl\lT Homs(F,, E)
ne

est bijective, ¢’est-a-dire que Rllirrl\ll Homy(F), [1], E) = 0. Avec les notations du lemme A.6,
ne

la fleche évidente suivante est également bijective :

Homy(F,E) — lim  Homy(F, 4, (m), ) -

(n,m)eN?

On applique le lemme A.6, on obtient une suite de suites (p,) et un systeme in-
ductif double (F}, ,,m))mnmienz. On peut alors considérer le systeme inductif diagonal
(Fopn(n))nen. Les fleches F, o () — F, induisent un morphisme de systemes inductifs,
on peut en déduire une fleche (non nécessairement unique) au niveau des colimites homo-
topiques

f:hocolim Fy, , (ny — F

neN

Il est immédiat que f induit des bijections apres application des foncteurs Homz (X, —)
pour tout objet X € 7P compte tenu de nos hypotheses, f est donc un isomorphisme.
Grace a la proposition A.3, on en déduit une suite exacte courte :

0 — R'lim Homy(F, ,,(m) (1], E) — Hom7(F, E) — lim Homz(F, o, ) [1], E) — 0.

neN neN

Le terme de gauche est nul car le systeme projectif considéré satisfait la propriété de
Mittag-Leffler (voir la proposition 11.3). On en déduit donc une bijection canonique

Homy7(F, E) = lim Homy (F, 4, [1], E) -

neN
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Par cofinalité de la diagonale dans N2, on peut d’ailleurs remplacer le groupe de droite par
( lir)nN2 Homy (Fy e, (m) [1], £). On déduit de ces isomorphismes que la fleche évidente
n,m)e

Homs(F, E) — linl\lI Homs(F),, E)
ne

est injective, or on sait a priori qu’elle est surjective et de noyau Rllir% Homs(F, [1], E),
ne

ce qui permet de conclure.

2 Des catégories triangulées a coefficients rationnels

Dans cette section, on va tenter de construire une catégorie triangulée Q-linéaire a
partir d’une catégorie triangulée 7. Deux constructions sont possibles, la premiere consiste
simplement & tensoriser avec QQ les groupes d’homomorphismes; la seconde fait intervenir
une localisation et donne une autre catégorie triangulée 7g : on voudrait par exemple faire
en sorte que si on applique cette construction a la catégorie dérivée des groupes abéliens,
on obtienne la catégorie dérivée des Q-espaces vectoriels.

Pour simplifier, on se limite aux versions a coefficients rationnels de ces constructions,
cela correspond a se restreindre au morphisme d’anneaux Z — (Q, mais tout ce qui suit
pourrait se faire sans changement majeur dans le cas plus général du morphisme d’anneaux
7 — 7 [%] ou P est un ensemble de nombres premiers.

2.1 Premiere construction : tuer les objets d’exposant fini

Définition A.10 Soit T une catégorie additive. On note T @ Q la catégorie dont les objets
sont notés Xq pour X objet de T (autrement dit T @ Q a les mémes objets que T, mais on
change les notations pour éviter des confusions). Si X et'Y sont deux objets de T, on pose
Homzgo(Xg, Yp) = Homz(X,Y) ®z Q. Si X, Y et Z sont trois objets de T, ’application
Z-bilinéaire
Hom+ (Y, Z) x Hom7(X,Y) — Hom¢ (X, Z)

donnant la composition des fleches dans T induit, par extension des scalaires, une loi de
composition des fleches dans T ® Q :

HomT®Q(Y@, Z@) X HOIHT@Q(XQ, YQ) — HOIHT@Q(XQ, Z@) .

On obtient ainsi une catégorie T ® Q qui est Q-linéaire, et un foncteur évident T — T @ Q
qui envoie X sur Xg.

Le foncteur 7 — 7 ® Q vérifie la propriété universelle suivante : pour toute catégorie
Q-linéaire % et tout foncteur additif F': 7 — %, il existe un unique foncteur Q-linéaire
Fo: T ®Q — % faisant commuter le diagramme

T—T®Q
F éFQ
/4
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Définition A.11 Soit T une catégorie triangulée. Les foncteurs de translation sur T in-
duisent des foncteurs de translation sur 7 ® Q. On dit d’un triangle de T @ Q qu’il est
distingué s’il est isomorphe a l'image par le foncteur T — T @ Q d’un triangle distingué
de T.

Proposition A.12 Soit 7 une catégorie triangulée. Munie des données précédentes, la
catégorie T ® Q est une catégorie triangulée et le foncteur T — T ® Q est un foncteur
triangulé.

Une fois que l'on saura que 7 ® Q est triangulée, le fait que 7 — 7 ® Q soit triangulé
sera évident. Vérifions I’axiome (TR I). Par définition, un triangle de 7 ® Q isomorphe & un

triangle distingué est distingué. Pour tout objet X de 7, le triangle X WX 50X 1]

est distingué dans 7', son image Xg ld—X>@ Xg — 0 — Xg[1] par le foncteur 7 — 7 ® Q est
donc distingué. Plus sérieusement, soit f: Xg — Yp un morphisme dans 7 ® Q que 'on
voudrait insérer dans un triangle distingué. Il existe un entier n non nul et un morphisme
g: X — Y dans 7T tel que f = %g dans Homrgo(Xg, Yo). En appliquant (TR I) dans 7
au morphisme g: X — Y on obtient un triangle distingué

g a

X Y

7 —2 X [1]

dans 7. Considérons maintenant le diagramme commutatif suivant dans 7 ® Q :

Xo =Yy 2> Zg—" X [1]
Xl / }U J n Xl 1
Q Q Q o [1]

Les fleches verticales étant des isomorphismes, les triangles constituant les lignes de ce
diagramme sont isomorphes. Le triangle du haut étant distingué, celui du bas aussi : on a
inséré f: Xg — Yp dans un triangle distingué, ce qui prouve (TR I).

La vérification des autres axiomes est soit completement triviale : (TR II), soit tres
similaire a ce qui précede : (TR III) ou (TR IV). On a donc bien construit une catégorie
triangulée 7 ® Q, ce qui acheve la démonstration de cette proposition.

Définition A.13 Soit T une catégorie triangulée. On note Tep s la sous-catégorie pleine
de T formée des objets X tels qu’il existe un entier n non nul tel que nidx: X — X soit
le morphisme nul, autrement dit « X est d’exposant fini ».

Lemme A.14 Soit T wune catégorie triangulée. Le noyau du foncteur triangulé T —
T ®Q est précisément Toxps.. En particulier, Te, ¢ est une sous-catégorie triangulée de
T . Plus précisément, soit

X' —-X—-X"—> X[1]

un triangle distingué de T, n et m deux entiers tels que nidyx, = 0 et midx» = 0. Alors,
nmidx = 0.
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Le fait que Zexps. soit le noyau de 7 — 7 ® Q est évident. Soit donc
X -X—-X"— X[1]

un triangle distingué de 7, supposons donnés deux entiers n et m comme dans I’énoncé
du lemme. Considérons le morphisme midx: X — X, si on le compose a droite avec
X — X", on obtient zéro car le morphisme obtenu se factorise par midx» qui est nul.
En appliquant le foncteur cohomologique Homz (X, —) a notre triangle distingué, on en
déduit que midy: X — X se factorise par le morphisme X’ — X. Comme nidyx, = 0, si
on multiplie par n un morphisme se factorisant par X', on obtient zéro. Ainsi, nmidx = 0.

Lemme A.15 Soit T une catégorie triangulée. Soit X un objet de T. Soit n un entier
naturel (non nul). On compléte nidx: X — X en un triangle distingué :

X" X B X/n— X 1.
Alors, le morphisme n®idy,,: X/n — X/n est nul. En particulier, X/n est dans Texps..

On considere le morphisme nidx,,: X/n — X/n, en appliquant le foncteur cohomo-
logique Homz(X/n, —) au triangle définissant X /n, on obtient qu’il existe un morphisme
f:X/n — X tel que nidy/, = po f. Le composé de deux morphismes consécutifs dans un
triangle distingué est nul, on obtient ainsi que np = 0, d’ou np o f = 0, ce qui donne bien
’fl2 id X/n = 0.

Proposition A.16 Soit T une catégorie triangulée. Le foncteur T — T ® Q induit un
isomorphisme de catégories triangulées T [Texps. S5 TRAQ.

La catégorie triangulée quotient 7 /Zex, ¢ est définie dans [75, §2.2.10, Chapitre 1I]. En
vertu de [ibid., corollaire 2.2.11 ¢)], cette catégorie triangulée quotient satisfait la propriété
universelle suivante : pour tout foncteur triangulé F': 7 — 2 tel que les objets de Zexp s,
solent envoyés par F' sur des objets nuls (autrement dit Zeyp, s, C ker F), il existe un unique
foncteur (triangulé) G: 7 /Texpr. — 2 tel que F' = GoQ ou () est le foncteur de localisation
Q: 7T — T [Texps.. Comme on n’a pas supposé que 7 était une petite catégorie, il y a une
difficulté de nature ensembliste dans la définition de la catégorie localisée 7 /Zexps., les
arguments qui suivent justifieront a posteriori son existence.

Il s’agit de vérifier que 7 ® Q vérifie cette propriété universelle. Soit F': 7 — £ un
foncteur triangulé annulant 7., ¢.. Pour tout objet X de 7 et tout entier non nul n, si X/n
est un cone du morphisme nidx: X — X dans 7, I'objet X/n est dans Zey, ¢, d’apres le
lemme A.15. L’objet F(X/n) est donc nul, ce qui se traduit en disant que le morphisme
F(nidx) est un isomorphisme, autrement dit nidpx: FF.X — FX est un isomorphisme
dans 2. Ceci a pour conséquence que pour tout couple (X,Y) d’objets de 7, le groupe
abélien Homgy (F X, F'Y') est un Q-espace vectoriel.

On est maintenant en mesure de construire le foncteur G: 7 ® Q — & voulu. Pour
avoir F' = G o @ (on note @ le foncteur Q: 7 — 7 ® Q), on doit nécessairement poser
G(Xg) = F(X) pour tout objet X de 7, ce qui définit G' au niveau des objets. Soit (X,Y)
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un couple d’objets de 7', on veut définir une application Q-linéaire Homzgg(Xg, Yo) A

Homgy (FX, FY) faisant commuter le triangle

Homyz(X,Y) —% Homzeo(Xq, Yo)

F
4

Homgy(F X, FY)

Dans la mesure ot Homzgo(Xq, Yg) = Homz (X, Y) ®z Q et que Homgy(F X, FY) est un
Q-espace vectoriel, il est évident qu’il existe une unique telle application Q-linéaire G en
pointillés sur le diagramme précédent. On vérifie aussitot que ces données font bien de G
un foncteur triangulé, ce qui acheve la démonstration de cette proposition.

Remarque A.17 La construction de cette sous-section est également réalisée (de fagon
légérement différente) dans [7, appendiz BJ.

2.2 Deuxieéme construction : tuer les objets de torsion

Avant d’aller plus loin dans la Q-localisation, il convient de mentionner quelques pro-
priétés dont nous allons avoir besoin.

Définition A.18 Une catégorie additive € est pseudo-abélienne (ou karoubienne) si pour
tout endomorphisme p d’un objet X de € tel que p*> = p (on dit que p est un projecteur),
il existe une décomposition X = X' @ X" de X en somme directe de sorte que p soit le
projecteur sur X' paralléelement a X".

Remarque A.19 On rappelle qu’une catégorie triangulée admettant des sommes directes
dénombrables est pseudo-abélienne (cf. [15, proposition 1.2.9, Chapitre 11]).

Proposition A.20 Soit T une catégorie triangulée admettant des sommes directes quel-
conques et (Xy)aca un ensemble de générateurs de présentation finie de T (cf. défini-
tions A.7 et A.2). Alors, TP est I’enveloppe pseudo-abélienne de la sous-catégorie triangu-
lée de T engendrée par la famille (Xa)aca-

Cette proposition reproduit [65, proposition 1.2]. La démonstration en est tres courte, je
la recopie ici : il s’agit d’une conséquence immédiate de [59, proposition 8.4.1], [ibid., lemma
4.4.5] et [ibid., remark 4.2.6].

Définition A.21 Soit 7 une catégorie triangulée admettant des sommes directes quel-
conques et possédant un ensemble de générateurs formé d’objets de présentation finie. On
note Tior (Tesp. To-1oc) la sous-catégorie pleine (triangulée) de T formée des objets E tels
que pour tout X € T®, le morphisme Hom (X, E) — Homz(X, E)®zQ soit nul (resp. bi-
jgectif), autrement dit que Homy (X, E) soit un groupe abélien de torsion (resp. un Q-espace
vectoriel). On dit que les objets de Ty, sont les objets de torsion de T .
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D’apres la proposition A.20, pour vérifier qu'un objet E appartient a une des sous-
catégories triangulées 7y, et Zg_1oc, On peut se limiter a tester la condition sur les objets
X de la forme X, [n] (n € Z) ou (X4)aca est un ensemble de générateurs de la catégorie
7T formé d’objets de présentation finie. Notons aussi qu’on pourrait tres bien définir Zg_joc
indépendamment de la notion d’objet de présentation finie : un objet E de 7 est dans
Tg-10c Si et seulement si pour tout entier » non nul, le morphisme nidg: £ — E est un
isomorphisme. Les objets de 7 appartenant & Zg_j,. sont appelés « Q-locaux ». Par ailleurs,
on a évidemment 'inclusion Zexp . C Zior-

Si un objet X de 7 est dans Zio, (resp Zg-1oc), On Voit aussitot que tout facteur direct
de X est aussi dans Tiop (resp. Tg-1oc). Comme on a vu que 7 est pseudo-abélienne, il
vient que les catégories triangulées Tio, €t Tg_joc sont aussi pseudo-abéliennes; on peut
aussi noter que ces deux sous-catégories triangulées de 7 admettent des sommes directes
quelconques et que les foncteurs d’inclusion vers 7 y commutent.

Proposition A.22 Soit T une catégorie triangulée admettant des sommes directes quel-
conques et possédant un ensemble de générateurs formé d’objets de TP'. Le foncteur d’in-
clusion i: To_1oc — T admet un adjoint a gauche (automatiquement triangulé d’apres
[ibid., lemma 5.5.6]) Lo: T — Ty _1ec. Le morphisme canonique de foncteurs idg, . —
Lo oi: Tg_toc — Tg-1oc €st un isomorphisme. Pour tout objet E de T et tout objet X de
TP Uapplication évidente

HOIHT(X, E) (3 @ — HOIHT(X, ZLQE) = HOIHTQ7lOC (LQX, LQE)

est bijective. Le noyau du foncteur triangulé Lo: T — Tg_ioc est précisément Tio. Enfin, si
X est un objet de Ty et E un objet de Tg_1oc, alors Homz (X, E) = 0; et réciproquement, si
X est un objet de T tel que pour tout E € Tgy_10c, on ait Homz (X, E) = 0, alors X € Ty,

Justifions I'existence de I'adjoint a gauche Lg du foncteur d’inclusion i: Tg_joc — 7.
Soit £ un objet de 7, il s’agit de montrer qu’il existe un morphisme ¥: £ — E’ avec E’
dans 7g_1. tel que pour tout objet F de 7g_ 1o, ¥ induise une bijection Hom(E', F) =
Homz(E, F'). On choisit une suite (nj)gen d’entiers naturels non nuls telle que 'on ait
I'égalité de nombres surnaturels (cf. [69, §1.3, Chapitre I] pour cette notion) :

[n- 10 #

keN p premier

Autrement dit, tout nombre premier p divise une infinité de termes de la suite (ny)gen. On
considere alors le systeme inductif suivant dans 7 :

[no] [n41] [n2] [n3]

E0—>E1—>E2—>E3—>...

ou Ey = E et ou [n] désigne la multiplication par n (7 étant une catégorie additive,
cela a un sens). On note E’ une colimite homotopique de ce systeme et W: E — E’ le
morphisme F = FEy — E’ issu de la construction des colimites homotopiques. Pour tout
objet F' de Tg_ioc €t @ € Z, le systeme projectif (Homy(E, [i] , F'))nen est constant de valeur
Homz(Ey [i], F') = Homz(F [i], F). Un systeme projectif constant indexé par N ayant un
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Rllinl\lI nul en vertu de la proposition 11.3, la proposition A.4 implique que ¥ induit bien
ne

une bijection
Homr(E', F) = Homz(E, F) .

Il reste a montrer que E’ est un objet de 7g_j,.. Pour cela, observons que si X est un objet
de 7P le lemme A.3 indique que le morphisme Homz (X, E) — Hom¢ (X, E') induit par
U identifie Hom7 (X, E') & Hom7(X, E) ®z Q; ceci étant vrai pour tout objet X de 7P,
il vient bien que X’ est dans Zg_joc, ce qui acheve de montrer que le foncteur d’inclusion
i: Tg-10c — 7 admet un adjoint a gauche Lg: T — Tg_jec.

Le foncteur i: Ty_joc — 7 ¢étant pleinement fidele, il est classique (et trivial) que pour
tout objet E de Tg_joc, le morphisme canonique £ — LgiE est un isomorphisme.

Le calcul fait au cours de la construction du foncteur Lg indique que pour tout objet
E de T, le morphisme d’adjonction £ — iLgE induit une application Homy (X, E) —
Homy (X, iLgE) qui, pourvu que X soit dans 7P, procure un isomorphisme canonique :

Homz (X, E) ®z Q = Homy (X, iLgE) = Homy, . (LgX, LoE) .

Les foncteurs Hom7 (X, —) ot X parcourt 7Pf formant un systéme conservatif de fonc-
teurs cohomologiques sur 7, il résulte aussitot de la formule précédente que LgFE est nul
si et seulement si E est dans Ti,, autrement dit ker Lo = Ziq,.

Enfin, soit X un objet de 7, et E un objet de ZTg_joc. On a un isomorphisme d’ad-
jonction Homy, | (LoX,E) = Homg(X,iE). On vient de voir que LgX = 0, donc
Homz (X, E) = 0. Réciproquement, soit X un objet de 7 tel que pour tout E' € Zg_joc, ON
ait Homz (X, E) = 0, montrons que X € i, ; on peut appliquer cela a £ = Ly X, ce qui
donne que le morphisme canonique X — LgX est nul, en appliquant a ce morphisme le
foncteur Hom7 (P, —) pour tout P € 7P, on obtient aussitot que X est dans Ty, ce qui
acheve la démonstration de cette proposition.

Remarque A.23 On peut montrer l’ezistence de l’adjoint a gauche Lo: T — Tg_ioc de
Uinclusion i: To_1oc — T sous des hypothéses plus faibles : il suffit de supposer que les
sommes directes dénombrables sont représentables dans T . Pour démontrer cela, on procéde
de facon analogue : si E est un objet de T, on définit le méme objet E' qui vérifie encore
Homz(E', F) = Homg(FE, F) pour tout objet F € Tg_10c. La seule difficulté consiste a
montrer que E' € Tg_joc. Ceci peut se faire en montrant que pour tout objet F' de T,
le groupe abélien Homy(E', F') est un Q-vectoriel; on obtient cela en considérant la suite
exacte de la proposition A.J, les systemes projectifs de groupes abéliens qui interviennent
sont du méme type que ceuxr envisagés dans la sous-section 2.3 du chapitre V.

Définition A.24 Soit T une catégorie triangulée admettant des sommes directes quel-
conques et possédant un ensemble de générateurs formé d’objets de TPt. On note Ty la
catégorie dont les objets sont les mémes que ceux de T si ce n'est que l’on note Xq l'objet
de Ty correspondant a un objet X de T ; pour tout couple (Xq, Yg) d’objets de Ty, on pose

I‘IOIH']'Q2 (XQ, YQ) = I‘IOIIITQ7loC (LQX, LQY) 5
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on définit la composition des fléeches dans Tg de maniere évidente. Le foncteur Lo donne
naissance a des foncteurs Q: T — Tg et Lg: To — To_10c de maniére évidente *. Les fonc-
teurs de décalage sur T et To_ioc induisent des foncteurs de décalage sur Ty. En décrétant
qu’un triangle de Tgy est distingué si son image par Lo: Tg — Tg_ioc €St un triangle distin-
qué, on obtient une structure de catégorie triangulée sur Iy et les foncteurs Q: T — Tg et
Lo: Tg — Tg-10c sont triangulés. On dit que Tgy est la version Q-localisée de la catégorie
triangulée T .

Comme indiqué dans la note de bas de page n°2, il est évident que Lg: Tg — Tg_ioc
est une équivalence de catégories. L'introduction de cette nouvelle catégorie 7gp présente
I'avantage d’éviter une confusion : 7g_j.. est une sous-catégorie triangulée de 7', alors que
7o est un quotient de 7', comme l'indique la proposition suivante. A partir de maintenant,
pour alléger les notations, on n’indique plus systématiquement les occurrences du foncteur
d’inclusion i: Ty_joc — 7T :

Proposition A.25 Soit T une catégorie triangulée admettant des sommes directes quel-
conques et possédant un ensemble de générateurs formé d’objets de TP'. Pour tout objet E
de T, on a un triangle distingué fonctoriel :

Etor —F— LQE - EtOF [1]
0l Eyor € Tior. Le foncteur Q: T — Tg induit un isomorphisme de catégories T | Tior — To.

Pour tout objet E' de 7, on dispose d’'un morphisme fonctoriel £ — LgE dans 7. On
peut l'insérer dans un triangle distingué

Eior E LoFE Eio [1] .

Le morphisme FF — LgE devient un isomorphisme apres application de Lg, on en déduit
que Lg(FEtor) = 0; puisque Ziop = ker Lg, il en découle que Eior € Tior.
Soit F' un autre objet de 7, on choisit de méme un triangle distingué

Ftor F LQF F’tor [1] .

Si on montre que tout morphisme f: E — F induit un unique morphisme entre les triangles
construits pour F et F, on aura montré a la fois que le triangle associé a un objet F
est défini a isomorphisme unique pres et que ce triangle est fonctoriel en E. Soit donc
f: E — F un morphisme. D’apres les axiomes des catégories triangulées, il existe un
morphisme ¢g: Fior — Fior donnant lieu a un morphisme de triangles distingués :

Ei_:or —F— LQE — Eior [1]

r ; lL@m m
\% Y
F1t0r—>F’—>LQF’—>F¥Or [1]

2De facon générale, un foncteur F: o/ — 2 entre catégories quelconques se factorise en &/ — %' — B
ou A’ est la catégorie dont les objets sont les mémes que ceux de o/ mais Homg (X,Y) = Homg(FX, FY).
Sur les objets, le foncteur &/ — %’ vaut l'identité, sur les morphismes, il est induit par l'action de
F. Inversement, le foncteur 4’ — % coincide avec F sur les objets mais vaut 'identité au niveau des
morphismes. Ainsi, le foncteur &' — % est pleinement fidele et & — %’ est surjectif sur les objets. Si F'
est essentiellement surjectif, le foncteur %’ — 2 est une équivalence de catégories.
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1 s’agit de montrer que g est unique. Soit ¢’ un autre tel morphisme, la différence g —
g': Etor — Fior se factorise par LoF [—1] — Fiop, comme Eio € Ty et LoF [—1] € Tg_ioc,
on a Homy (Eior, LoF [—1]) = 0 (cf. proposition A.22), ce qui permet bien d’obtenir que
9=49.

Comme le noyau de Lg: 7 — Zg_ioc €st Tior €t que Tg — Tg_joc est une équivalence de
catégories, le noyau de Q): 7 — Ty est également 7i,,. Vérifions que () vérifie la propriété
universelle permettant d’identifier 7y a la catégorie triangulée quotient 7 /7;,,. Soit donc
F: T — 2 un foncteur triangulé annulant 7;,,. On veut définir un foncteur triangulé
G: 1y — P tel que F = Go(). Comme 7 et 7y ont (aux notations pres) les mémes objets,
on doit poser G(Xg) = F(X) pour tout objet Xg de Zg. Définissons I'action de G sur un
morphisme f: Xqg — Yg dans 7g, f correspond ainsi a un morphisme g: LoX — LgY.
D’apres ce qui précede, le cone du morphisme X — LgX est dans i, et comme F
annule 7y, F(X) — F(LgX) est un isomorphisme, on peut donc définir un morphisme
FX — FY rendant le diagramme suivant commutatif :

FX —=F(LgX)
| lF(g)
v

FY —= F(LgY)

Comme FX = G(Xg) et FY = G(Yy), on a défini I'image G(f): G(Xq) — G(Yg) de f
par G. On vérifie aussitot que 'on définit ainsi un foncteur G: Ty — Z tel que F' = Go Q.
On a déja vu 'unicité de G' au niveau des objets, au niveau de ’action sur les morphismes,
cela se montre assez facilement en examinant le carré commutatif précédent. Enfin, on
montre sans difficulté que G est un foncteur triangulé. On a ainsi esquissé la vérification
de la propriété universelle qui fait de 7g la catégorie triangulée quotient 7 /7.

Compte tenu de I'inclusion triviale Zexp s, C Tior, les propositions A.16 et A.25 indiquent
qu'on a un foncteur triangulé évident 7 ® Q — 7g, les formules vues précédemment im-
pliquent que si X € 7% et E € T, 'application induite par ce foncteur est bijective :

HOIH']'@Q(XQ, E@) = HOIHT@(XQ, E@) .

Théoréme A.26 Soit (7,®,1) une catégorie monoidale symétrique triangulée® admet-
tant des sommes directes quelconques et possédant un ensemble de générateurs de présen-
tation finie. On suppose que pour tout objet B de T, le foncteur — @ B: T — T commute
aux sommes directes.

Alors, le foncteur composé io Lg: T — Tg_1oc — T s’identifie au foncteur

(LQ].)@—I T—>T

Pour tout A € Tor et B €T, on a A® B € Ti,,. La structure monoidale symétrique sur T
passe au quotient par Tio, pour donner une structure monoidale symétrique sur la catégorie
Tg, et le foncteur T — Ty est monoidal symétrique.

30n sous-entend ici que le bifoncteur ®: 7 x T — T est triangulé et que tous les isomorphismes de
foncteurs intervenant dans les « contraintes » d’unité, d’associativité et de commutativité sont compatibles
aux foncteurs de translation.
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Pour tout objet £ de 7, on a un morphisme fonctoriel
vp: E~10FE — (Lgl) ® E

induit par 1 — Lgl. Le bifoncteur ®: 7 x 7 — 7 étant « bilinéaire », il est clair que le
fait que (Lg1) soit dans Zg_joc implique que (Lgl) ® E' soit aussi dans Zg_j.c. Pour obtenir
la description voulue du foncteur io Ly, il reste a montrer que Q(¢r): Eg — ((Lgl) ® E)g
est un isomorphisme dans 7g, c’est-a-dire que pour tout X € 7Pf, la fleche évidente

HOIHT(X, E) X7z @ — HOIHT(X, (LQl) ® E)

est bijective. Pour cela, revenons a la construction de Lgl donnée dans la démonstration
de la proposition A.22 : on choisit une suite (ny)ren d’entiers naturels non nuls telle que

[[re= I »~
keN p premier
et on considere le systeme inductif

[n2]

12—>

[no] o [na]

10— 1, — [713]“'

13 —

La construction des colimites homotopiques donne un triangle distingué
P15 Pr. - Lol 5 .
neN neN

En appliquant le foncteur triangulé — ® E (qui commute aux sommes directes), on obtient
un nouveau triangle distingué

PESPE S (L) 9E S

neN neN
autrement dit, 'objet (Lgl)® E s’identifie & une colimite homotopique du systéme inductif

[n1] [n2] [n3]

B p ™™™
Il en résulte aussitot que pour tout X € 7P, la fleche
Hom7 (X, E) ®z Q — Homr (X, (Lgl) ® E)

est bijective, ce qui démontre la premiere assertion de cette proposition.
Soit A € T,y et B € T, si on applique a A® B et a A la formule LgFE ~ (Lgl) ® E
qui vient d’étre établie, on obtient

Lo(A® B) ~ ((Lgl) ® A) ® B~ (LgA) ® B

Le noyau de Lg étant Ti,, on a LgA = 0, ce qui montre que Lg(A ® B) = 0, d’ou
A® B € T
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On note 1 I'image de 1 par le foncteur 7 — 7. Compte tenu du fait que 7 /7o, — 7o,
il est tout a fait clair que le résultat qui vient d’étre établi implique I'existence (et 'unicité)
d'un bifoncteur ®: 7o x 7o — 7o déduit de ®: T x T — 7 par passage au quotient par la
sous-catégorie triangulée 7, de 7 que ’on peut qualifier d’« idéal bilatere ». Les contraintes
d’unité, d’associativité et de commutativité pour (7, ®, 1) se localisent trivialement pour
en donner pour (7p, ®, 1). Les axiomes vérifiés par (7, ®, 1) impliquent aussitot les mémes
axiomes pour (Zg, ®, 1). On obtient ainsi une structure de catégorie monoidale symétrique
sur 7 et un foncteur monoidal symétrique 7 — Tg; pour préciser les choses, si A et B
sont deux objets de 7, on a bien un isomorphisme canonique (A ® B)g = Ag®Bg. On a
bien établi le théoreme.

2.3 Exemples

Pour tout anneau A on note A—Mod la catégore abélienne des A-modules. Si o7 est
une catégorie abélienne, on note D(«/) la catégorie dérivée de o7 .

Comme annoncé dans 'introduction de cette partie, la construction de la version Q-
localisée d’une catégorie triangulée est raisonnable dans la mesure ou l'on a la proposition
suivante :

Proposition A.27 Soit A un anneau, on note Ag l'anneau A ®z Q. Le foncteur évident
D(A—Mod), — D(Ag—Mod)
est une équivalence de catégories.

Tout d’abord, D(A—Mod) possede évidemment des sommes directes quelconques, ’ob-
jet A de D(A—Mod) est de présentation finie et forme a lui tout seul un ensemble de géné-
rateurs de présentation finie de D(A—Mod), en effet pour tout complexe de A-modules K®,
Homp(a—mody(A [—n], K*) ~ H"(K*). On est donc dans le cadre de la définition A.24
permettant de parler de la version Q-localisée D(A—Mod)Q de la catégorie triangulée
D(A—Mod). Le foncteur —®;Q: A—Mod — Ag—Mod est exact, il induit donc un foncteur
D(A—Mod) — D(Ag—Mod). Pour tout complexe K* de A-modules, on a H"(K*®) ®;Q —
H™"(K* ®7Q), on en déduit aussitot que le noyau du foncteur D(A—Mod) — D(Ag—Mod)
est précisément D(A—Mod), . qui est la sous-catégorie triangulée de D(A—Mod) constituée
des complexes dont les objets de cohomologie sont de torsion (comme groupes abéliens).
Par passage au quotient par cette sous-catégorie triangulée D(A—Mod), = (cf. proposi-
tion A.25), on en déduit un foncteur triangulé :

tor

G: D(A—Mod), — D(Ag—Mod) .

4Si la catégorie abélienne .7 n’est pas petite, des problemes théoriques peuvent survenir concernant la
construction de la localisation qui donne naissance a la catégorie dérivée. Ce probleme peut toutefois étre
résolu dans le cas d’une catégorie A—Mod de modules sur un anneau A : on peut construire une structure
de catégorie de modeles fermée sur la catégorie des complexes dans A—Mod ayant les quasi-isomorphismes
comme équivalences faibles, cf. [35].
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Le foncteur de restriction des scalaires Ag—Mod — A—Mod induit un foncteur trian-

gulé D(Ag—Mod) — D(A—Mod) qui apres composition a gauche avec le foncteur canonique
D(A—Mod) — D(A—Mod),, donne un foncteur triangulé :

F': D(Ag—Mod) — D(A—Mod),, .

Pour tout complexe K* dans Ag—Mod, on a un isomorphisme évident de complexes
K®* ®;Q = K*, ce qui donne un isomorphisme (G o F)(K*) = K* dans D(Ag). Ces
isomorphismes se localisent pour donner un isomorphisme de foncteurs GoF = idp(ag—Mod)-
De méme, pour tout complexe K*® dans A—Mod, on a un morphisme de complexes K*® —
K* ®z Q dont on peut considérer 'image dans la catégorie Q-localisée D(A—Mod), on
obtient ainsi un morphisme de foncteurs idp A-Mod)y, — F o G dont on vérifie que c’est un
isomorphisme : pour tout complexe K*® de A-modules, le cone du morphisme de complexes
K* — K*®* ®7Q a des objets de cohomologie de torsion.

Ainsi, F' et GG sont des équivalences de catégories inverses I'une de l'autre, ce qui acheve
la démonstration de cette proposition.

Le lemme suivant permet souvent de faire passer une adjonction entre deux catégories
triangulées a leurs versions Q-localisées :

Lemme A.28 Soit F': 9 — € un foncteur triangulé entre catégories triangulées pos-
sédant des sommes directes quelconques et des ensembles de générateurs formés d’objets
de présentation finie. On suppose que F admet un adjoint a gauche G: € — 2 (au-
tomatiquement triangulé). Alors G envoie Gior dans Dior €t on a un foncteur triangulé
induit Gg: €9 — Yy. Le foncteur F' préserve les sommes directes si et seulement si
G(€P) C 2P, Si F préserve les sommes directes, on a F(Zio:) C Gior, le foncteur F passe
au quotient pour donner un foncteur triangulé Fo: Yo — 6q, et les foncteurs (Gg, Fg)
forment un couple de foncteurs adjoints.

Soit X un objet de %,. Pour montrer que GX est dans %, il suffit de vérifier que
Homgy(GX, E) = 0 pour tout objet E de Zgy_10c. Par adjonction, cela se ramene a montrer
que Homy (X, FE) = 0, ce qui est bien vrai parce que X € % et que FE est Q-local
(tout foncteur additif entre catégories triangulées préserve les objets Q-locaux). D’apres
la proposition A.25, le foncteur G passe au quotient pour donner un foncteur triangulé
GQZ cg@ — .@Q.

Comme % possede un ensemble de générateurs de présentation finie, le foncteur F
commute aux sommes directes si et seulement si pour toute famille (A;);c; d’objets de 2
indexée par un ensemble I, ’application évidente

@ Home (X, F'A;) — Homy (X, F/(DierA;))

el

est bijective pour tout objet X de 4P (ou seulement pour les objets X de la forme Y [n]
pour Y faisant partie d'un ensemble de générateurs de présentation finie fixé de €), ce qui
par adjonction revient a la bijectivité de I'application

D Homy (GX, A;) — Homg (GX, BiesAi)

i€l
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ce qui signifie précisément que GX est dans 2P

Supposons que F' commute aux sommes directes quelconques, ¢’est-a-dire que G(€™) C
7. Soit E € Dr. Montrons que F'IE € %, ; pour cela, soit X € €*f, on veut montrer que
Homy (X, FE) est de torsion ; par adjonction, ce groupe s’identifie &8 Homgy (G X, F) qui est
bien de torsion parce que GX € Z* et E € %,,. On a bien montré que F(Zi,) C Cior-
On en déduit que le foncteur F' passe au quotient pour donner un foncteur triangulé
Fo: 99 — €. Le couple de foncteurs adjoints (G, F') se restreint tautologiquement en
un couple de foncteurs adjoints (Gg—ioc, Fo—1oc) sur les sous-catégories triangulées €p_1oc
et Pg_1oc. Les foncteurs évidents 6p_1oc — G et Dop_1oc — Y étant des équivalences de
catégories, on peut transporter ’adjonction précédente pour obtenir I'adjonction voulue
entre 6y et Yg via les foncteurs (Gg, Fip), ce qui acheve la démonstration du lemme.

La construction des catégories triangulées (Q-localisées permet d’énoncer convenable-
ment un résultat classique de topologie algébrique :

Théoreme A.29 Les foncteurs adjoints C: SH™? — D(Z—Mod) et H: D(Z—Mod) —

. . , . . . . t
SH™ induisent des équivalences de catégories inverses l'une de lautre entre SHQ?p et

D(Z—Mod)g, ~ D(Q—Mod).

Pour donner une idée de démonstration de ce théoreme, une fois que 1’on connait ’ad-
jonction entre les catégories triangulées SH'*P et D(Z—Mod) (on trouve dans [42] une
description de D(Z—Mod) qui permet d’obtenir cette adjonction comme résultant d’une
adjonction de Quillen entre catégories de modeles), le lemme A.28 permet d’obtenir une
adjonction entre les versions Q-localisées de ces catégories triangulées. Pour montrer que
les foncteurs obtenus sont des équivalences de catégories inverses 1'une de l'autre, on se
raméne & montrer que les morphismes d’adjonction C'(H(Q)) — Q et Sg — H(Q) sont des
isomorphismes, ce qui découle de résultats bien connus de topologie algébrique (calculs des
groupes d’homotopies rationnels des spheres et de la cohomologie rationnelle des espaces
d’Eilenberg-MacLane).

2.4 Comparaison entre les deux constructions

Proposition A.30 Soit T une catégorie triangulée admettant des sommes directes quel-
conques et possédant un ensemble de générateurs formé d’objets de présentation finie. Alors,
le foncteur évident

T ©Q — (To)”
identifie (Tg)P' a l’enveloppe pseudo-abélienne de TP @ Q.
On sait que si X € TP et Y € T, I'application évidente est bijective :
HOIHT(X, Y) Kz Q = HOIH']'@(XQ, YQ)

(cf. proposition A.22). Le foncteur 7°' @ Q — 7Tg est donc pleinement fidele. Si X € 7P
et Y € Tp, on a Homp,(Xq,Y) = Homz(X, Lg(Y)) Comme le foncteur Lg: To — T
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commute aux sommes directes, il vient que pour tout X € 7P on a Xg € (7g)*. On
obtient un foncteur pleinement fidele

T2 Q — (Tp)™ .

Si (Xa)aca est un ensemble de générateurs de présentation finie de 7, on montre tri-
vialement que (X,.g)aca est un ensemble de générateurs de présentation finie de 7. La
proposition A.20 permet de conclure.

Remarque A.31 [ est en général bien nécessaire de prendre I’enveloppe pseudo-abélienne
de TP'®@Q pour obtenir (Tg)PL. Soit A un anneau commutatif. On peut noter T la catégorie
dérivée (non bornée) de A. La sous-catégorie triangulée TP est la « catégorie triangulée
des complexes parfaits de A-modules » (en effet, d’aprés la proposition A.20, TP est la
sous-catégorie triangulée pseudo-abélienne de T engendrée par le A-module libre de rang
un A qui forme a lui tout seul un générateur de présentation finie). La proposition A.27
montre que Tg s’identifie a la catégorie dérivée des Ag-modules. Le groupe de Grothendieck
de TP (resp. (To)P) s’identifie a Ko(A) (resp. Ko(Ag)). Si le foncteur T @ Q — (7)™
¢tait essentiellement surjectif, on obtiendrait que le morphisme de groupes de Grothendieck

Ko(A) = Ko(Ag)

serait surjectif. J'affirme que ce n'est pas le cas si A = Z[X]/(X? —1). En effet, Ag =
Q[X]/(X? —1) = Q x Q. On obtient ainsi un isomorphisme Ko(Ag) — Z X Z donné
par le « rang virtuel » en x =1 et en x = —1. Soit M un A-module projectif de type fini.
Pour tout point x € Spec A, on peut définir le rang de M en x, et plus généralement, le
« rang virtuel » en x de tout élément de Ky(A) : c¢’est une fonction localement constante sur
Spec A, donc constante puisque A n’admet pas d’idempotent autre que 0 et 1. L’application
composée
Ko(Z[X]/(X? = 1) = Ko(Z[X] /(X* = 1)) = Z°
n’est donc pas surjective, la catégorie TP' ® Q n’est pas pseudo-abélienne.

Proposition A.32 Soit T une catégorie triangulée admettant des sommes directes quel-
conques et possédant un ensemble de générateurs formé d’objets de présentation finie. Tout
objet de Ty, est colimite homotopique d’objets de Texp .. En particulier, Ty est la plus pe-
tite sous-catégorie triangulée de T stable par sommes directes (dénombrables) et contenant

%xp.f. .

Soit M un objet de 7io,. Soit p un nombre premier. Pour tout entier naturel n, on peut
former un triangle distingué de la forme suivante :

M2 v =2 My 1)

D’apres le lemme A.15, M/p" est tué par p*"
D’apres Paxiome (TR III), il existe un morphisme i, : M/p™ — M/p"*! faisant com-
muter le diagramme

n

M N2 M fp e M 1]

T

Mp JY S _ i1 /n—i—lﬂli)M[l]
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Lemme A.33 Pour tout objet A € TP, application évidente

colién Hom~ (A, M/p™) — Homz (A, M [1])
ne

induit une bijection sur les sous-groupes de p>°-torsion de ces groupes abéliens de torsion.

On peut appliquer le foncteur cohomologique Homs (A, —) au diagramme de triangles
distingués obtenu ci-dessus pour obtenir un diagramme de suites exactes longues; tous les
groupes qui interviennent sont des groupes de torsion, on conclut par une petite chasse au
diagramme.

En considérant tous les nombres premiers simultanément, on obtient le lemme suivant :
Lemme A.34 Pour tout objet A € TP, application évidente

@ coliI{]n Homs (A, M/p™) — Homz(A, M [1])
ne

p premier

est bijective.

Pour tout entier naturel n > 1, on pose

M/n = @ M /po™)

p premier

olt v, est la valuation p-adique. Si n’ divise n, les morphismes iy, : M/pF — M/p**! obtenus

pour chaque nombre premier p induisent un morphisme M /n’ — M /n. On obtient ainsi
un systeme inductif n — M /n indexé par N — {0} ordonné par la relation de divisibilité.
Les fleches fi.: M/p* — M [1] induisent des morphismes compatibles M/n — M [1] pour
tout n > 1. Le lemme précédent se reformule alors en disant que ’application évidente

colim Homy (A, M/n) = Homz (A, M [1])

neN—{0}
est bijective. On choisit une suite (ny)reny d’entiers naturels non nuls telle que pour tout
k € N, ny divise ngyq et que le plus petit commun multiple des n; pour k& € N soit 'entier
surnaturel produit des p™ pour p parcourant tous les nombres premiers. On extrait ainsi
un systeme inductif

M/ng — M/ny — M/ny — ...

dont on choisit une colimite homotique. D’apres la proposition A.4, il existe un morphisme

hocolim M /ny — M [1]
keN

compatible aux morphismes M /ny — M [1] précédemment définis. Le lemme A.3 est les bi-
jections obtenues ci-dessus permettent de conclure que ce morphisme est un isomorphisme.
Comme les objets M /n;, sont d’exposant fini, on a bien écrit M [1] comme colimite ho-
motopique d’objets d’exposant fini. En appliquant ceci a M [—1], on obtient la conclusion
pour M, ce qui acheve la démonstration de la proposition.

195



ANNEXE A — QUELQUES CONSTRUCTIONS SUR LES CATEGORIES TRIANGULEES

196



Annexe B

Foncteurs définis par un objet de

A (S)

L’objet de cette annexe est de donner une interprétation abstraite de la propriété (ii)
(cf. définition 111.8).

1 Notations

On se donne une petite catégorie €', une catégorie 5 et un foncteur F': €°°?Ens — 7.
On note y: € — €°PPEns le plongement de Yoneda et on définit G = Foy: € — .

On se donne de plus un ensemble . de fleches de € qui sont envoyées sur des isomor-
phismes de 7 par le foncteur G: € — 2. Pour simplifier, on suppose que . contient les
identités de € et est stable par composition a gauche et a droite avec des isomorphismes

(autrement dit une fleche isomorphe & une fleche appartenant a . est dans .#’). On obtient
un foncteur G': € [ — .

Définition B.1 On note p: 7 — ¢ °°PEns le foncteur qui a un objet X de € asso-
cie le préfaisceau d’ensembles ¢ X qui a un objet U de € fait correspondre [’ensemble

Hom - (GU, X).

Remarque B.2 Si notre audace nous autorisait a considérer la « catégorie » F€°PPEns
(qui pose des problémes puisque F n'est pas supposée petite, ni méme essentiellement
petite), on pourrait écrire p = G*oy’ ouy': A — H°PPEns est le plongement de Yoneda et
G*: H°PPEns — € °PPEns le foncteur induit par G au niveau des catégories de préfaisceaus

(cf. SGA } 15.0).

Définition B.3 Pour tout objet X de €°°PEns, on note 7x le morphisme X — @FX
dans €°PPEns qui induit, pour tout objet U de €, l'application :

X(U) = Homgerrpns (yU, X ) = Hom_»(GU, FX) = (0FX)(U)

induite par le foncteur F. On dispose ainsi d’une transformation naturelle évidente de
foncteurs :
7: idgorrEns — @ 0 F': €°PPEns — ¥°*PEns .
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Dans la suite, on identifiera smplicitement les préfaisceaux d’ensembles sur € [ 1]
aux préfaisceaux d’ensembles sur 4 qui transforment les fleches de .% en bijections. On
observe ainsi que pour tout objet E de 57, oE est un objet de ¢ [ ~1]"*"Ens, le foncteur
¢ se factorise ainsi en un foncteur 7 — ¢ [’ Ens.

On dispose ainsi d’un diagramme de catégories :

@ e
l X l ,
Y G
¢°PPEns — I

2 L’exemple

Dans cette section, on indique une situation particuliere entrant dans le cadre des
notations introduites précédemment.

Définition B.4 Si S est un schéma noethérien, on note  (S) la catégorie homotopique
des S-schémas définie dans [57, section 3.2, page 105] et [76], on note aussi 74 (S) sa
variante pointée.

On peut considérer, pour tout schéma (régulier) S, les catégories € = Sm/S, J# =
H (S) et le foncteur évident F': Sm/S°PPEns — 7 (S). Pour ., on peut considérer
diverses sous-familles de la famille des morphismes f: X — Y dans Sm/S induisant un
isomorphisme dans 7 (S) (c’est-a-dire les morphismes dans Sm/S définissant des A’-
équivalences faibles), on a déja vu la famille .7 introduite dans la définition 11.14, en voici
deux autres :

Définition B.5 On note .7 la famille formée par tous les morphismes f: X — 'Y dans
Sm/S induisant un isomorphisme dans F (S). On note Sa la famille formée des mor-
phismes lisses f: X — Y dans Sm/S induisant un isomorphisme dans 7€ (Y).

Proposition B.6 On a les inclusions T C Sre) C L.

L’inclusion .7 C .%,q résulte du lemme 111.11, 'autre inclusion est donnée par le lemme
suivant :

Lemme B.7 On a Uinclusion S C Lo. De plus, Fra (et Lo ) sont stables par compo-
sition.

Par définition, .7, est stable par composition. Le fait que .# soit elle aussi stable
par composition résultera assez facilement de l'inclusion % C Y. Il n'y a donc qu’a
montrer cette derniere. Soit f: X — Y un morphisme appartenant a .7¢. Soit g: ¥ —
S le morphisme structural du S-schéma Y. D’apres [57, page 104], le foncteur « image
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inverse » ¢*: S (S) — H (Y) admet un adjoint a gauche Lgy: 2 (Y) — 5 (S). Par
construction, si Z est un Y-schéma lisse, LgyZ = ¢;Z et gsZ = Z (considéré comme S-
schéma). Le morphisme f: X — Y induit un isomorphisme dans ¢ (Y') par hypothese,
en lui appliquant le foncteur Lgy, on obtient que f: X — Y induit aussi un isomorphisme

dans 7 (5).

La famille .¥,, est la plus grande famille a laquelle on puisse envisager d’appliquer les
méthodes de cette section. Les familles . et .7 ont le mérite de satisfaire une condition
technique, a savoir I'existence d’un faible calcul de fractions a droite (cf. remarque B.16).

3 Formulation du probleme

Soit X un objet de ¥°PPEns, F un objet de 7, on cherche a déterminer des condi-
tions suffisantes pour que certaines des fleches du diagramme suivant soient injectives, ou
surjectives :

X E

Hom »(F X, E)

HomgoppEns(thX, QOE)

\LIBX,E
YX,E
Hom%ﬁoppEns (X, @E)

L’application ax g est celle induite par le foncteur ¢: 5 — €°"PEns sur les Hom;
I'application Bx g est induite par le morphisme 7x: X — ¢F X issu de la transformation
naturelle 7: id — ¢ o F' de foncteurs €°*?Ens — %¢°PPEns; 'application vx g est la
composée des deux autres.

Dans la prochaine section, on donne une interprétation catégorique de Bx g qui permet
de donner une condition (portant uniquement sur X) assurant que fx g est injective, voir
notamment le théoreme B.19.

Dans la situation de 'exemple de la section précédente, on peut montrer que si X
est une limite inductive indexée par N de préfaisceaux représentables, alors ’application
vx,r est surjective : dans le cas favorable o on pourra montrer que Bx g est injective
et vx g bijective, les trois fleches ax g, Bx g et vx g seront bijectives, voir notamment le
théoreme 111.16.

4 Dérivation de foncteurs ensemblistes

Dans cette section, on se propose de déterminer une condition suffisante (voire nécessaire
et suffisante sous certaines hypotheses) sur un objet X de ¥°°PEns pour que pour tout
objet P de € [71"*Ens (noter le « [.#~!] », c’est le point-clef ici), 'application

/

B
Hom%OPPEns(@FX> P) =’ Hom?fOPPEnS(X’ P)

induite par 7x: X — @FX soit injective (si c’est le cas, 'application Ox g = B ,p sera
bien injective pour tout objet £ de ).
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Proposition B.8 Le foncteur d’« inclusion » de € [.#~"*’Ens dans €°°’Ens admet un
adjoint a gauche que nous noterons — [# . Pour tout objet X de €°PPEns, on dispose
ainsi d’un morphisme X — X 7Y (ou X [#7Y est un objet de € [ """ Ens) tel que
pour tout objet P de € [ "*Ens, l'application

Homcg[y—l]oppEns(X [y_l] ,P) — HOIIlcgoppEns(X, P)
qui s’en déduit soit bijective.

Notons L: ¢ — € [.7!] le foncteur de localisation. Le foncteur pleinement fidele
évident ¢ .71 Ens — €°PPEns est le foncteur L* de SGA 4 1 5.0 et celui-ci admet un
adjoint & gauche L, d’apres SGA 4 15.1, ce qui assure bien I'existence du foncteur — [.71].

On dispose d’une autre interprétation : si on considere un objet X de ¢°°PPEns comme
un foncteur X : ¢°PP — Ens, le foncteur X [#71] : € [7 71" — Ens cherché n’est autre
que le foncteur dérivé total a droite de X. Ce foncteur existe bien ici, il s’agit d'un cas
particulier d’extension de Kan, cf. [25, remark 7.4, Chapter II] pour cette interprétation
des foncteurs dérivés totaux. On a ainsi la formule

X [ NU) = I X B.1
(X [ hH) etomg B e (V) (B.1)

pour tout objet U de %.

Le préfaisceau o F'X étant un préfaisceau sur ¢ [ ], on peut factoriser le morphisme

7x: X = pFX en X — X[ 2 oFX, ce qui donne une factorisation de I’application
B g de la facon suivante, pour tout objet P de € [~ 1°""Ens :

!
B p

HOIIlcg[y—l}OppEns((pFX, P) HOIH(goppEnS(X, P)
Homc(g[yfl}oppEns(X [5”_1] , P)
On en déduit le corollaire suivant :

Corollaire B.9 L application By p: Homgpy-1jorrgas(0F X, P) — Homgorrpns(X, P) est
injective pour tout objet P de € [.7 """ Ens si et seulement si le morphisme

x: X [T = oFX
est un épimorphisme de préfaisceauz d’ensembles sur € [ 71].

On rappelle qu'un morphisme de préfaisceaux d’ensembles A — B sur une catégorie
est un épimorphisme si et seulement si les applications A(X) — B(X) associées pour tout
objet X de 2 sont surjectives !.

'Rappelons briévement pourquoi : en présence de sommes amalgamées, un morphisme A — B dans
une catégorie est un épimorphisme si et seulement si le morphisme « codiagonal » B X B — B est un

isomorphisme. Dans une catégorie de préfaisceaux, les limites inductives existent (en particulier, les sommes
amalgamées existent) et se calculent terme & terme; on obtient ainsi le critére voulu.
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Définition B.10 (propriété (i)) Soit X un objet de €°**Ens. On dira que (X,.”) sa-
tisfait la propriété (i) si pour tout objet U de € et tout élément u de (pFX)(U), il existe
un objet V' de €, un morphisme f € Homgo—1(U,V) et un élément v de X (V) tel que
u= f*(7x(v)).

Le lemme suivant résulte aussitot de la formule (B.1) :

Lemme B.11 Soit X un objet de €°*PEns, le morphisme 7x: X [ — oFX est un
épimorphisme dans € [ Y|’ Ens si et seulement si (X, S) vérifie la propriété (i).

Définition B.12 (propriété (i’)) On dira que (X,7) satisfait la propriété (i’) si pour
tout objet U de € et tout élément u de (pFX)(U), il existe un morphisme s: U — U qui

soit un composé de morphismes de . dans la catégorie € etv € X (U) tel que s*u = Tx (v).

Autrement dit, on obtient la propriété (i’) en restreignant les morphismes f autorisés
dans la propriété (i) a ceux de la forme s=' dans € [ ~!] ol s est un composé de mor-
phismes appartenant a .. Dans la variante (i”) qui suit, on n’autorise que les inverses
dans € [ ~'| des morphismes appartenant & . :

Définition B.13 (propriété (i”)) On dira que (X,.”) satisfait la propriété (i”) si pour
tout objet U de € et tout élément u de (pFX)(U), il exviste un morphisme s: U — U

appartenant a % et v € X(U) tel que s*u = Tx(v).
Pour un couple (X,.¥) donné, on a donc les implications évidentes
(i") = () = (4).
Si .7 est stable par composition, (i) et (i) sont évidemment équivalentes.

Lemme B.14 On suppose que F: €°°PEns — J¢ commute aux produits finis. Si deux
objets X etY de €°°PEns sont tels que (X,.) et (Y,.) satisfont la propriété (i’), alors
(X xY,.) aussi.

On se donne donc X et Y comme dans ’énoncé. Vérifions la propriété (i’). Soit U un
objet de € et u € (pF(X x Y))(U). Comme F commute aux produits finis, on peut re-
présenter u comme un couple (uy, us) € (9F(X))(U) x (¢F(Y))(U). D’apres la propriété
(i") appliquée a I'élément u; € (pFX)(U), il existe un morphisme f: U' — U dans ¢ qui
est un composé de fleches de .77 et vy € X(U’) tel que f*(uy) = Tx(v1) dans (pFX)(U’).
Appliquons maintenant la propriété (i’) a 'élément f*(us) € (@FY)(U’), il existe un mor-
phisme g: U” — U’ dans %, composé de fleches appartenant a ., et v, € Y (U”) tel que
g*(f*(u2)) = 7y (ve). On note alors h: U” — U le morphisme composé f o g, c’est un
composé de fleches de .77 ; soit v = (g*(v1),v2) € X(U") x Y(U") ~ (¢F (X x Y))(U"), on
obtient aussitdt que h*u = Tx«y (v), ce qui acheve la démonstration de ce lemme.
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Définition B.15 On dira que . posséde un faible calcul de fractions a droite si pour tout
diagramme
Y/

lp
x-1oy

dans € avec p € .7, on peut compléter ceci en un diagramme commutatif de €

X/ ........... >Y

p’é p

v s

X—Y
avec p' € L.

La notion de calcul de fractions (d'un c6té) est définie dans [22, §2.2, Chapter 1], la
propriété donnée ici est la condition c) de [loc. cit.].

Remarque B.16 La famille de fieches 7 wutilisée dans la section 2 posséde un faible calcul
de fractions a droite ; en effet, les morphismes de Sm/S appartenant a 7 sont quarrables
et stables par images inverses. La famille % admet aussi un faible calcul de fractions
a droite, cela résulte de [’existence, pour tout morphisme f: X — Y entre schémas noe-
thériens d’un foncteur Lf*: 2 (Y) — o (X) bénéficiant de propriétés raisonnables (voir
[57, page 108]).

En revenant a la construction de la catégorie localisée ¢ [ '] donnée dans [22, §1,
Chapter I, on voit aussitot que si . posseéde un faible calcul de fractions a droite, alors tout
morphisme X — Y dans ¢ [ '] peut se représenter sous la forme fog™'ou f: X' =Y
et g: X' — X sont des fleches de €, g étant un composé de fleches de . (rappelons que
I'on a supposé que . contenait les identités et était stable par composition a gauche et a
droite par des isomorphismes). Cette remarque implique aussitot la proposition suivante :

Proposition B.17 On suppose que . admet un faible calcul de fractions a droite. Alors
pour tout objet X de €°PPEns, le couple (X,.7) satisfait la propriété (i) si et seulement
sl satisfait la propriété (i’).

Compte tenu du lemme B.14, la proposition précédente admet le corollaire suivant :

Corollaire B.18 §i . admet un faible calcul de fractions a droite et que F commute
auzx produits finis, alors la famille des objets X de €°PPEns tels que (X,.) satisfasse la
propriété (i) est stable par produits finis.

Théoreéme B.19 Soit o/ une sous-catégorie pleine de €. On suppose que si f: A — A
est dans . et que A € &, alors A" € o et f admet une section. On suppose aussi que
pour tout objet U de €, il existe f: T — U appartenant a . avec T € o/ . On suppose
enfin que . possede un faible calcul de fractions a droite.

Alors, pour un objet X de €°PPEns, les conditions (i), (i’) et (i”) (cf. définitions B.10,
B.12 et B.13) sont équivalentes pour le couple (X,.) ; elles sont encore équivalentes a la
condition suivante :
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(ii) Pour tout objet A de <, la fléche
X(A) = (pFX)(4)

induite par Tx est surjective.
Ces conditions impliquent que pour tout objet E de €, 'application

ﬁX,E : HOm%oppEnS(QOFX, (pE) — HOHkgOPPEnS (X, QOE)
est 1njective.

La derniere assertion ne fait que reprendre le corollaire B.9 et le lemme B.11. Pour
montrer les équivalences, commengons par observer que 'on a toujours (i) = (i') = (7).
Comme on a supposé que pour tout objet U de %, il existait un morphisme 7" — U dans .¥
avec T € 7, on obtient immédiatement I'implication (iz) = (¢”). L'implication (i) = (i7)
qui reste résulte trivialement du lemme suivant :

Lemme B.20 Sous les hypothéses du théoréme précédent, si U est un objet de o7 et V un
objet de €, la fleche évidente

Hom (U, V') — Home»-1)(U, V)
est surjective.

Comme on dispose d’un faible calcul de fractions a droite, on peut écrire tout morphisme
h € Homgs-1)(U, V') sous la forme fog™! avec f: U —Vetg: U— U deux morphismes
dans % avec g un composé de morphismes appartenant a .. Par hypothese, g admet une
section o dans ¢ ; dans la catégorie € [ ~!], on a donc g~! = o et h est en fait représenté
par le morphisme composé f oo € Homg(U,V) | ce qui acheve la démonstration de ce
lemme.

Remarque B.21 Les hypotheses du théoréeme B.19 concernant la catégorie of sont véri-
fiées par Uexemple de la section 2 si S = T et que o/ = SmAff/S : si U est un objet
de Sm/S, lastuce de Jouanolou (cf. théoréme 11.13) produit un morphisme f: T — U
appartenant ¢ 7 et T € SmAff/S, de plus les morphismes de 7 ayant pour but un objet
de SmATfE/S admettent des sections puisque les torseurs sous des fibrés vectoriels au-dessus
de schémas affines sont des torseurs triviauzr. Notons que dans cette situation, la caté-
gorie localisée € [t = Sm/S [T '] s’identifie d la catégorie obtenue en inversant les
morphismes de la forme A}, — U dans SmAff/S (cf. proposition 11.16).

203



ANNEXE B — FONCTEURS DEFINIS PAR UN OBJET DE 7 (5)

204



Bibliographie

Donald W. Anderson. There are no phantom cohomology operations in K-theory.
Pacific Journal of Mathematics 107 (1983), n°2, pages 279-306.

Yves André, Bruno Kahn, avec un appendice de Peter O’Sullivan. Nilpotence, radi-
caux et structures monoidales. Rendiconti del Seminario Matematico della Univer-
sita di Padova 108 (2002), pages 107-291.

Michael F. Atiyah. Characters and cohomology of finite groups. Publications Ma-
thématiques de 'l H.E.S. 9 (1961), pages 23-64.

Michael F. Atiyah. K-Theory. Lecture notes by D. W. Anderson. W. A. Benjamin,
Inc., New-York-Ansterdam, 1967.

Michael F. Atiyah, David O. Tall. Group representations, A-rings and the J-
homomorphism. Topology 8 (1969), pages 253-297.

Joseph Ayoub. Les six opérations de Grothendieck et le formalisme des cycles éva-
nescents dans le monde motivique. Thése de doctorat soutenue le 25 février 2006.
Université Denis Diderot (Paris 7).

Luca Barbieri-Viale, Bruno Kahn. On the derived category of 1-motives. Preprint
(2006). http://www.math. jussieu.fr/ kahn/preprints/prep.html

Hyman Bass (éd.). Higher K-theories. Volume 1. Lecture Notes in mathematics 341
(1973). Springer.

Alexander Beilinson. Height pairing between algebraic cycles in K-theory arithmetic
and geometry (Moscow, 1984-1986), Lectures Notes in Mathematics 1289 (1987),
pages 1-25. Springer.

Spencer Bloch. Algebraic cycles and Higher K-theory. Advances in Mathematics 61
(1986), pages 267-304. Academic Press.

Marcel Bokstedt, Amnon Neeman. Homotopy limits in triangulated categories.
Compositio Mathematica 86 (1993), n°2, pages 209-234.

Aldridge K. Bousfield, Daniel M. Kan. Homotopy limits, completions and localiza-
tions. Lectures Notes in Mathematics 304 (1972). Springer.

Kenneth S. Brown, Stephen M. Gersten. Algebraic K-theory as generalized sheaf
cohomology in [8, pages 266-292].

Kenneth S. Brown. Abstract homotopy theory and generalized sheaf cohomology.
Transactions of the American Mathematical Society 186 (1974), pages 419-458.

Daniel J. Christensen. Ideals in triangulated categories : phantoms, ghosts and ske-
leta. Advances in Mathematics 136 (1998), n°2, pages 284-339.

205



BIBLIOGRAPHIE

[16]

[17]

[31]
[32]

[33]

Denis-Charles Cisinski. Images directes cohomologiques dans les catégories de mo-
deles. Annales Mathématiques Blaise Pascal 10 (2003), n°2, pages 195-244.

Pierre Deligne. Le déterminant de la cohomologie in Current trends in arithmetical
algebraic geometry (Arcata, 1985). Contemporary Mathematics, AMS, Volume 67
(1987), pages 93-177,

Daniel Dugger, Sharon Hollander, Daniel C. Isaksen. Hypercovers and simplicial
presheaves. Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society 136
(2004), pages 9-51.

Daniel Dugger, Daniel C. Isaksen. Topological hypercovers and Al-realizations. Ma-
thematische Zeitschrift 246 (2004), pages 667-689.

Charles Ehresmann. Sur la topologie de certains espaces homogenes. Annals of Ma-
thematics 35 (1934), pages 396-443.

William Fulton. Intersection theory. Deuxieme édition (1998). Springer.

Peter Gabriel, Michel Zisman. Calculus of fractions and homotopy theory. Ergeb-
nisse der Mathematik und ithrer Grenzgebiete 35 (1967).

Henri Gillet. Riemann-Roch theorems for higher algebraic K-theory. Advances in
Mathematics 40 (1981), n°3, pages 203-289.

Roger Godement. Topologie algébrique et théorie des faisceaux. 1958. Hermann.

Paul G. Goerss, John F. Jardine. Simplicial homotopy theory. Progress in Mathe-
matics 174 (1999). Birkhaiiser.

Daniel R. Grayson. Higher Algebraic K-theory II in Michael Stein (éd.). Algebraic
K-theory (Evanston, 1976). Lecture Notes in mathematics 551 (1976), pages 217—
240. Springer.

Alexander Grothendieck. Sur quelques points d’algebre homologique. Tohoku Ma-
thematical Journal 9 (1957), pages 119-221.

Alexandre Grothendieck. Sur quelques propriétés fondamentales en théorie des in-
tersections in Séminaire Claude Chevalley. Deuxieme année (1958). Anneauz de
Chow et applications. Ecole normale supérieure.

Alexander Grothendieck. La théorie des classes de Chern. Bulletin de la Société
Mathématique de France 86 (1958), pages 137—154.

Robin Hartshorne. Residues and duality. Lectures notes of a seminar on the work
of A. Grothendieck, given at Harvard, 1963-1964. Lectures Notes in Mathematics
20 (1966). Springer.

Robin Hartshorne. Algebraic Geometry. Graduate texts in mathematics, 52 (1977).
Springer.

Sigurdur Helgason. Differential geometry and symmetric spaces. Pure and applied
mathematics 12 (1962). Academic Press.

Peter Hilton, Guido Mislin, Joseph Roitberg. Localization of nilpotent groups and
spaces. North-Holland mathematics studies 15, Notas de Matemdatica (55) (1974).
American Elsevier.

206



BIBLIOGRAPHIE

[34]

Michael J. Hopkins, Douglas C. Ravenel. Suspension spectra are harmonic. Papers
i honor of José Adem. Boletin de la Sociedas Matemdtica Mexicana. Sequnda Serie
37 (1992), pages 271-279.

Mark Hovey. Model category structures on chain complexes of sheaves. Transactions
of the American Mathematical Society 353 (2001), n°6, pages 2441-2457.

Mark Hovey. Spectra and symmetric spectra in general model categories. Journal
of Pure and Applied Algebra 165 (2001), pages 63-127.

Po Hu. S-modules in the category of schemes. Memoirs of the American Mathema-
tical Society 767 (2003).

Annette Huber. Realization of Voevodsky’s motives. Journal of Algebraic Geometry
9 (2000), pages 755-799.

Luc Hlusie. Complexe cotangent et déformations 1. Lecture Notes in Mathematics
239 (1971). Springer.

John F. Jardine. Simplicial presheaves. Journal of Pure and Applied Algebra 47
(1987), pages 35-87.

John F. Jardine. Motivic symmetric spectra. Documenta Mathematica 5 (2000),
pages 445-552.

John F. Jardine. Presheaves of chain complexes. K -theory 30 (2003), n°4, special
issue in honor of Hyman Bass on his seventieth birthday Part IV, pages 365-420.

Jean-Pierre Jouanolou. Une suite exacte de Mayer-Vietoris en K-théorie algébrique
in [8, pages 293-316].

Jean-Pierre Jouanolou. Théoremes de Bertini et Applications. Progress in Mathe-
matics 42 (1983). Birkhaiiser.

Bruno Kahn. La conjecture de Milnor, d’apres V. Voevodsky. Séminaire Bourbaki,
juin 1997, exposé n°834. Astérisque, 245 (1997). Société Mathématique de France.

Bruno Kahn. Motivic cohomology of smooth geometrically cellular varieties in
Wayne Raskind, Charles Weibel (éd.). Algebraic K-theory (Seattle, 1997). Pro-
ceedings of Symposia in Pure Mathematics 67 (1999), pages 149-174. AMS.

Kazuya Kato, Shuji Saito. Global class field theory of arithmetic schemes in Ap-
plications of algebraic K-theory to algebraic geometry and number theory (Boulder,

Colo., 1983). Contemporary Mathematics, AMS, Volume 55 (1986), pages 255-331.

Charles Kratzer. A-structure en K-théorie algébrique. Commentaric Mathematici
Helvetici 55 (1980), n°2, pages 233-254.

Florence Lecomte. Simplicial schemes and Adams operations in Algebraic K-theory
ans its applications (Trieste, 1997) pages 437-449. World Sci. Publishing, River
Edge, NJ, 1999.

Marc Levine. Lambda-operations, K-theory and motivic cohomology. Fields Insti-
ture Communications, volume 16 (1997), pages 131-184.

Marc Levine. The homotopy coniveau filtration. Preprint (2003). http://www.
math.neu.edu/"levine/publ/HomotopyConiveau. pdf

207



BIBLIOGRAPHIE

[52]

[53]

[54]

Marc Levine, Fabien Morel. Cobordisme algébrique 1. Comptes Rendus Mathéma-
tique, Académie des Sciences, Paris, Série 1 332 (2001), pages 723-728.

Jean-Louis Loday. K-théorie algébrique et représentations de groupes. Annales
Scientifiques de I’Ecole normale supérieure (quatrieme série) 9 (1976), n°3, pages
309-377.

Georges Maltsiniotis. La K-théorie d'un dérivateur triangulé (2005). http://www.
math. jussieu.fr/ "maltsin/ps/streetfest.ps. A paraitre aux Proceedings de la
conférence pour les 60 ans de Ross Street.

Georges Maltsiniotis. Structure triangulée sur les catégories des coefficients d'un
dérivateur triangulé. En préparation.

Fabien Morel. Théorie homotopique des schémas. Astérisque 256 (1999). Société
Mathématique de France.

Fabien Morel, Vladimir Voevodsky. Al-homotopy theory of schemes. Publications
Mathématiques de I’I. H.E.S. 90 (1999), pages 45-143.

Fabien Morel. Rationalized motivic sphere spectrum and rational motivic cohomo-
logy (2004). http://www.mathematik.uni-muenchen.de/ morel/NoteSHQ.ps.
Amnon Neeman. Triangulated Categories. Annals of mathematics studies, volume
148, Princeton University Press, 2001.

Yevsey Nisnevich. The completely decomposed topology on schemes and associated
descent spectral sequences in algebraic K-theory in Algebraic K-theory : connec-
tions with geometry and topology (1989), pages 241-342. Kluwer Academic Publi-
shers.

Daniel G. Quillen. Homotopical algebra. Lecture Notes in Mathematics 43 (1967).
Springer.

Daniel G. Quillen. Higher Algebraic K-theory I in [8, pages 85-147].

Douglas C. Ravenel. Localization with respect to certain periodic homology theories.
American Journal of Mathematics 106 (1984), n°2, pages 351-414.

David L. Rector. Modular characters and K-theory with coefficients in a finite field.
Journal of Pure and Applied Algebra 4 (1974), pages 137—158.

Joél Riou. Dualité de Spanier-Whitehead en géométrie algébrique. Comptes Rendus
Mathématique, Académie des Sciences, Paris, Série 1 340 (2005), pages 431-436.
Neantro Saavedra Rivano. Catégories tannakiennes. Lecture Notes in Mathematics
265 (1972). Springer.

Jean-Pierre Serre. Groupe de Grothendieck des schémas en groupes réductifs dé-
ployés. Publications Mathématiques de I’I. H.E.S. 34 (1968), pages 37-52.

Jean-Pierre Serre. Algebre locale. Multiplicités. Troisiéme édition. Lecture Notes in
Mathematics 11 (1975). Springer.

Jean-Pierre Serre. Cohomologie galoisienne. Cinquiéme édition. Lecture Notes in
Mathematics 5 (1994). Springer.

Christophe Soulé. Opérations en K-théorie algébrique. Canadian Journal of Mathe-
matics 37 (1985), pages 488-550.

208



BIBLIOGRAPHIE

[71] Edwin H. Spanier. Algebraic topology. Springer. 1966.

[72] Srinivas. Comparison of the Plus and Q-Constructions in Algebraic K-theory. Pro-
gress in Mathematics 90 (1996), Chapter 7, pages 127-144. Second edition. Bir-
khaiiser.

[73] Patrice Tauvel. Agrégation de mathématiques. Cours d’algebre. 1999. Dunod.

[74] Robert W. Thomason, Thomas Trobaugh. Higher algebraic K-theory of schemes
and of derived categories in Pierre Cartier, Luc Illusie, Nicholas M. Katz, Gérard
Laumon, Yuri Manin, Kenneth A. Ribet (éd.). The Grothendieck Festschrift. A col-
lection of articles written in honor of the 60th birthday of Alexander Grothendieck.
Volume I1I1. Progress in Mathematics 88 (1990), pages 247-435. Birkhatiser.

[75] Jean-Louis Verdier. Des catégories dérivées des catégories abéliennes. Astérisque 239
(1996). Société Mathématique de France.

[76] Vladimir Voevodsky. A'-homotopy theory in Proceedings of the International
Congress of Mathematicians (Berlin), Volume I, pages 579-604. Documenta Ma-
thematica (1998). Extra Volume 1.

[77] Vladimir Voevodsky, Andrei Suslin, Eric M. Friedlander. Cycles, transfers and Mo-
tivic Homology Theories. Annals of Mathematics Studies 143 (2000). Princeton
University Press.

[78] Vladimir Voevodsky. Triangulated Categories of Motives over a Field in [77].

[79] Vladimir Voevodsky. Cancellation theorem. Preprint (2002). http://www.math.
uiuc.edu/K-theory/0541/.

[80] Vladimir Voevodsky. Motivic cohomology groups are isomorphic to higher Chow
groups in any characteristic. International Mathematics Research Notices 7 (2002),
pages 351-355.

[81] Vladimir Voevodsky. Motivic cohomology with Z/2-coefficients. Publications Ma-
thématiques de I’ H.E.S. 98 (2003), pages 59-104.

[82] Friedhelm Waldhausen. Algebraic K-theory of spaces in Andrew Ranicki, Norman
Levitt, Frank Quinn (éd.). Algebraic and geometric topology (New Brunswick, N. J.,
1983). Lecture Notes in mathematics 1126 (1985), pages 318-419. Springer.

[83] Charles A. Weibel. Homotopy algebraic K-theory in Algebraic K-theory and Alge-
braic Number Theory : Proceedings of a Seminar held January 12-16, 1987. Contem-
porary Mathematics, AMS, Volume 83 (1989), pages 461-488.

[EGA] Alexander Grothendieck et Jean Dieudonné. Eléments de géométrie algébrique.
Publications Mathématiques de 'L H.E.S. 4 (1960), 8 (1961), 11 (1961), 17 (1963),
20 (1964), 24 (1965), 28 (1966), 32 (1967).

[GAGA] Jean-Pierre Serre. Géométrie algébrique et géométrie analytique. Annales de I'Ins-
titut Fourier 6 (1956), pages 1-42.

[SGA 1] Alexander Grothendieck, Michele Raynaud. Revétements étales et groupe fon-
damental. Séminaire de géométrie algébrique du Bois-Marie (1960-1961). Lecture
Notes in Mathematics 224 (1971). Springer.

209



BIBLIOGRAPHIE

[SGA 4] Michael Artin, Alexander Grothendieck, Jean-Louis Verdier. Théorie des topos et
cohomologie étale des schémas. Séminaire de géométrie algébrique du Bois-Marie
(1963-1964). Lecture Notes in Mathematics 269 (1972), 270 (1972), 305 (1973).
Springer.

[SGA 6] Pierre Berthelot, Alexander Grothendieck, Luc Illusie. Théorie des intersections
et théoreme de Riemann-Roch. Séminaire de géométrie algébrique du Bois-Marie
(1966-1967). Lecture Notes in Mathematics 225 (1971). Springer.

210



Index des notations

*, 136
2(Z x Gr), 124

Al 166
A% 140
PP 69
o (S), 132
o B, 69
azxGry 99

BS, 104
BS~'S, 104
BG, 117

B GL,, 84

B GL., 105
BGLZL, 113
BGLg, 149
BGLg, 144
BGL"™ 130
Bispt™?(.%), 46
BQZ(X), 103

C., 72

¢;, 80, 158
€771, 74, 197
ch, 168
CH"(—), 156
Xn, 159

Coins, 55

D(«), 191
DM (K), 156
DM~ (k), 163

Esp(), 20
Esp, s, 90

evy, 22

fx, 34
fﬁ? 53
fr, 34
Fais(.), 19
Z(E,F), 64
E,, 22

~", 76, 98
Gr, 83
Gr,, 80
Gr(C), 171
GI’dﬂﬂ, 80

A (S), 52
H*7'(X,Z(n)), 156
A (Y71, 43

HP 24

%top,tf’ 172

HY, 152

hocolim X,, 177
Homy,.(g), 145
H(S, 1), 21
AT, 20

H;, 162

H, ", 174

|iSe Z(X)|, 103
t*, 61

Ko(BG), 117
K3, 132
Ko(X), 112
KO(_>7 85
Ko(X), 75

211

A1 (X), 126

A, 84

KiP(X), 171
K(Z(n),2n), 156

L4, 140
Lf*, 35, 38
L(X), 155
A, 50

A™, 50
A", 76, 98
A, 76

L, 156

Ly, 186
Lol, 189

M(P>), 163
M, 80
MY, 80

M(X), 156
A—Mod, 191

QL. 48
Qps1, 131, 140, 162
Qy, 47

P>, 87

P, 150

p, 85

©°, 132

T, 152

Pic(—), 87
Prefais(.¥), 19
2(X), 103
(X)), 103
W, 34



INDEX DES NOTATIONS

Uk 77, 98 71 (X), 126
Tk, 149 Vect(X), 171
Rf,, 38 W, 103

R: G, 117

Rpf*’ 35 Xadm> 36

Ry, GL, 122 X/n, 184

Ry GL,. 122 Xg, 182, 187
R'lim, 69 Z x Gr, 84
. 108 (Z x Gr) [1], 124
Si 49

5,49

S:'Se, 104

s., 49, 166

LSﬂrela 198

Sy, 104

SH (S), 52

SHY (1), 23

8H£a'1've(°¢? ])7 62
SHL(S, 1), 23
SH (S, 1), 22
SHaive (S), 129
SH™P, 54

o, 150

Sl 48

Yx, 47

Sing®', 106
Sm/S, 74
Sm/S[77Y, 74
SmAff/S, 74
Spt’ (.7), 22

Toxps., 183
7ot 178
To, 187
To-10c, 185
T, 74

Tty T4

T Q, 182
7;01"7 185

T, 85

u, 76
Ue, S0
Ud,r, 80

212



Index terminologique

application continue de sites, 34

application continue raisonnable de sites, 34

application raisonnable de sites suspendus avec intervalles, 37
application stablement fantome, 64

astuce de Jouanolou, 74

bispectre, 46

cancellation theorem, 162

caractere de Chern, 168

catégorie homotopique I-localisée, 21
catégorie homotopique simpliciale d’un site, 20
catégorie homotopique stable, 23

catégorie localisée, 74

catégorie pseudo-abélienne, 65, 185

catégorie triangulée, 44

catégorie virtuelle d’'une catégorie exacte, 125
classes de Chern, 158

cofibration projective, 22

cohomologie motivique, 156

complexe parfait, 105, 194

décomposition cellulaire, 93
défaut d’injectivité, 31
défaut de surjectivité, 31
dérivateur, 45

ensemble de générateurs, 180

équivalence projective, 22

équivalence stable, 23

espace topologique localement contractile, 55

faible calcul de fractions, 202
fibration injective, 22
fibration projective, 22
formule du fibré projectif, 76

~-filtration, 77
grassmannienne, 80
groupoide fondamental, 125

213



INDEX TERMINOLOGIQUE

H-groupe, 72

A-anneau, 76, 98
A-anneau spécial, 76

matrice inversible, 103
modele authentique, 100
modele classique, 102
modele putatif, 99

modele stable, 130

modele stable canonique, 144
morphisme d’assemblage, 21
motif de Lefschetz, 156

nombre surnaturel, 124, 186

objet d’exposant fini, 183

objet de présentation finie, 178
objet de torsion, 185

objet f*-admissible, 35
Q-spectre, 23

opérations d’Adams, 77, 98, 153

plongement de Segre, 164

préfaisceau simplicial acyclique, 55
principe de scindage, 78, 134, 159, 169
propriété de Mittag-Leffler, 70
propriété (i), 201

propriété (i’), 201
propriété (i), 201
propriété (ii), 85, 203
propriété (J), 5
propriété (K), 9

Q-localisation, 185

raisonnement du petit objet, 26
relations de Newton, 161

schéma, divisoriel, 73

schéma régulier, 73

site suspendu avec intervalle, 21
spectre, 21

suite croissante cofinale, 70
suite exacte de Milnor, 72

taille, 27
théoreme de Brown-Gersten, 90, 105

théoreme de périodicité de Bott, 130, 174

214



Joél Riou — <joel.riou@normalesup.org>



Résumé

Cette these est une contribution a la théorie homotopique des schémas. Dans la premiere
partie, on poursuit les constructions de Fabien Morel et Vladimir Voevodsky en définissant
la catégorie homotopique stable des sites suspendus avec intervalles. La généralité, plus
grande que celle permise par la définition de John F. Jardine, permet de donner une
construction rigoureuse des foncteurs « points complexes » en théorie homotopique des
schémas.

Dans la seconde partie, on montre qu’au-dessus d'un schéma de base régulier S, se
donner un endomorphisme dans la catégorie homotopique de S de la grassmannienne infinie
(donnant un modele de la K-théorie algébrique d’apres un théoreme de Morel et Voevodsky)
revient a se donner une application fonctorielle Ky(X) — Ky(X) ou X parcourt la catégorie
des schémas lisses sur S. Ceci permet de construire une structure de A\-anneau spécial sur
les groupes de K-théorie algébrique supérieure et de vérifier que cette structure coincide
avec les constructions antérieures. Les opérations additives sur la K-théorie algébrique
sont étudiées en détail et des versions stables de ces énoncés sont obtenues, a coeflicients
entiers ou rationnels. La technique utilisée permet également de construire des classes de
Chern sur la K-théorie algébrique supérieure a valeurs dans la cohomologie motivique
(et dans d’autres théories cohomologiques) et de montrer tres explicitement I'existence de
morphismes stablement fantomes en théorie homotopique des schémas.

Mots-clefs : anneaux de représentations, catégories virtuelles, cohomologie motivique,
grassmannienne, K-théorie algébrique, A-anneaux, théorie homotopique des schémas.

Summary

This thesis contributes to the homotopy theory of schemes. In the first part, we carry
onward the constructions by Fabien Morel and Vladimir Voevodsky: we define the stable
homotopy categories of hanging sites with intervals. This construction is more general than
the one of John F. Jardine: this enables us to provide a precise definition of the “complex
points” functors in the homotopy theory of schemes.

In the second part, we prove that in the homotopy category of a regular scheme S,
the set of endomorphisms of the infinite Grassmannian (which gives a model for algebraic
K-theory by a theorem by Morel and Voevodsky) is naturally isomorphic to the set of
natural transformations from the Grothendieck group functor (considered as presheaf of
sets on the category of smooth schemes over S) to itself. This enables us to build a special
A-ring structure on higher K-groups and to check that this construction is the same as the
ones that were constructed before. Additive operations on algebraic K-theory are studied
carefully and stable versions of the theorems are provided either with integer or rational
coefficients. The technique also allows us to define Chern classes on higher K-groups with
values in motivic cohomology (and other cohomological theories) and to assert the existence
of “superphantom” maps in the homotopy theory of schemes.

Keywords: algebraic K-theory, Grassmannian, homotopy theory of schemes, A-rings,
representation rings, motivic cohomology, virtual categories.



