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Introduction

L’étude des perturbations d’opérateurs est un théme qui apparait natu-
rellement, sous de diverses formes, dans de nombreux domaines de ’analyse,
comme l'analyse spectrale ol les équations différentielles. Un réle particulier
dans de telles démarches est joué par les perturbations compactes, qui ont
des comportements trés différents vis-a-vis des diverses propriétés opérato-
rielles usuellement étudiées. Ainsi par exemple, 'ensemble de la théorie de
Fredholm porte sur des invariants aux perturbations compactes trés impor-
tantes, tels que I'indice Fredholm, mais, par contre, d’autres aspects, comme
la décomposition d’une contraction en partie unitaire et complétement non
unitaire, sont violemment "sensibles" aux perturbations compactes.

N

Dans la theése on s’intéresse a plusieurs propriétés opératorielles qui ne
sont pas en général invariantes aux perturbations compactes, en essayant de
caractériser les situations ot I'on a l'invariance pour diverses classes de per-
turbations compactes, et parallélement de décrire certaines situations "patho-
logiques". Ainsi les questions investiguées sont du type : quand est-ce qu'une
perturbation d’une isométrie agissant sur un espace de Hilbert H par un opé-
rateur compact (ou de rang fini) est encore une isométrie, ou au moins une
contraction 7 Si tel est le cas, dans quelles conditions la perturbation d’une
isométrie pure est encore une isométrie pure? Que peut-on dire dans le cas
ou l'on remplace 'isométrie que I'on perturbe par un opérateur arbitraire a
image fermée ?

La premiére partie de la thése (les chapitres deux et trois) est dédiée
a l’étude des perturbations de rang 1 d’une isométrie V' dans un espace de
Hilbert H qui sont encore des isométries, du point de vue de la décomposition
de Wold, plus précisement on s’intéresse aux situations particuliéres ol une
perturbée de rang 1 d’une isométrie pure est encore une isométrie pure. Il est
facile de voir qu’'une perturbée V + K d’une isométrie V' avec un opérateur
K de rang 1 est encore une isométrie (respectivement une contraction) si
et seulement si K est de la forme K = (o — 1)h ® V*h pour un certain
vecteur unitaire h dans H et un certain a complexe de valeur absolue égale a
(respectivement inférieure a) 1. Par contre la réponse a la question : “quand-
est ce que V + K est une isométrie pure sachant que V' est une isométrie
pure?” est loin d’étre triviale, méme dans ce cas le plus simple. Un contre
exemple célébre de Clark est présenté dans ce sens au début du chapitre



2, avec quelques précisions portant sur un certain caractére d’unicité de cet
exemple.

Le cas des perturbations de rang 1 a été étudié par Nakamura, et des
généralisations pour le cas des perturbations quelconques de rang fini ont
été données par Cassier, Benhida et Timotin [BT97], [BT00] et [CT03]. La
démarche de Nakamura, présentée dans le chapitre deux, est basée premiére-
ment sur la réduction du probléme au cas d'une isométrie & vecteur cyclique
(donc de fagon générique a l'opérateur de shift) et deuxiémement par un
modeéle fonctionnel d’une telle isométrie comme la multiplication par la va-
riable dans un espace de Hardy d’une mesure associée de maniére canonique
a 'isométrie choisie. Ce modéle permet, a ’aide d’un calcul standard de ré-
solvantes, de caractériser le caractére pur de l'isométrie de départ au moyen
de la continuité absolue de cette mesure, ce qui offre de divers critéres dans
beaucoup de cas particuliers.

Par contre, la réduction initiale du probléme au cas du shift unilatéral
se fait naturellement par la supposition que le vecteur h qui apparait dans
I’expression tensorielle de I'opérateur de perturbation K est un fonction exté-
rieure dans H2. Par contre, ce type de réduction a caractére "existentiel" ne
fournit aucune information méme dans le cas du shift, lorsqu’il est perturbé
par un opérateur de rang 1 dans lequel la fonction h n’est pas extérieure.
Dans ce sens c’est le but du troisiéme chapitre de montrer que, dans 'autre
cas particulier "extréme", ¢’est a dire quand h est intérieure, la perturbation
correspondante du shift est toujours une isométrie pure.

La deuxiéme partie (les chapitre quatre et cing) sont dédiés & une dé-
marche beaucoup plus générale qui consiste a décrire les situations ou le ca-
ractére isométrique se conserve par des perturbations compactes générales,
dans les termes d’un certain type de factorisation. Plus précisément, dans le
cas des perturbations K de rang 1, on peut immeédiatement reformuler la ca-
ractérisation du paragraphe précédent de la fagcon suivante : V' =V + K est
une isométrie si et seulement si il existe un unitaire U agissant sur H tel que
V' = UV et tel que la différence U — I soit de rang 1 (I'unitaire U est dans
ce cas 'opérateur U = (ah ® h) @ (I — h ® h)). On montre dans le chapitre
4 qu'une telle factorisation a lieu en général, si on remplace l'opérateur de
rang 1 K ci-dessus par un opérateur compact (respectivement de rang fini)
quelconque, 'unitaire U dans ce cas pouvant étre choisi tel que la différence
U — I soit compacte (respectivement de rang fini). On obtient aussi comme
conséquence un résultat similaire pour les perturbations V' qui ne sont pas
isométriques mais qui sont des contractions, dans ce cas l'unitaire U dans
la factorisation doit étre remplacé par une contraction. Des corollaires de
ce rSultat donnent des représentations paramétriques des perturbes isomé-



triques V', analogues a celles obtenues dans le cas des perturbations de rang
1.

Enfin le chapitre 5 étend les résultats du chapitre 4 au probléme de la
caractérisation, via des factorisations similaires, des perturbations B par
un opérateur compact K d’un opérateur a image fermée A, qui ont encore
I'image fermée (ceci bien sur dans le cas non Fredholm). On obtient, dans
le cas ou une factorisation B = X A existe (donc quand A et B satisfont un
critére de type Douglas), l'existence d'un opérateur de factorisation X tel
que la différence X — I soit encore compacte, et dont la norme est controlée.
Ce résultat généralise encore les théorémes du chapitre précédent.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Quelques résultats classiques sur les fonc-
tions analytiques

On rappelle dans ce paragraphe quelques résultats bien connus de la théo-
rie des espaces de fonctions analytiques. Il s’agit précisement des théoréemes
de Fatou, Herglotz et Szegd, avec quelques conséquences dont on aura besoin,
et d’un résultat de structure de l'espace de Hardy H?(p), pour une mesure
1 borélienne positive finie sur le disque unité fermé.

On note par D I'ensemble des nombres complexes de module strictement
inférieur a 1, et par T = 0D le cercle unité.

Pour 1 < p < 0o, LP(T) représente ’espace usuel de Lebesgue par rapport
a la mesure de Lebesgue m = % normalisée sur le cercle unité, et HP(T)
représente le sous-espace de LP(T) des fonctions pour lesquelles les coefficients
de Fourier d’indice négatif sont nuls. H?(D) désigne I'espace de Banach des

fonctions analytiques dans D pour lesquelles

2w » do 1/p
I = s ([T Irepgr) <o

r<l

Un résultat classique de la théorie des espaces de Hardy est I'identification
isométrique entre H?(D) et HP(T), qui s’effectue de la maniére suivante : on
associe a tout f € H?(T), via le noyau de Poisson, la fonction f € H?(ID)
définie par :

i = [ Fenpi—a?

=re € D).
i 5 (z=re )



Réciproquement, pour tout f € H?(D), le théoréme de Fatou (que I'on énonce
par la suite) permet de considérer, pour presque tout 6 € T, la limite :

F(0Y . 1; i0
Fle) = lim (7€),
qui définit une fonction f € HP(T). L’application
H(D) > f > f € HY(T)

est un isomorphisme isométrique d’espaces de Banach qui réalise I’identifica-
tion en question. Pour cette raison, on utilisera la notation commune H?.

Théoréme 1.1.1. (Théoréme de Fatou)
Soit - une mesure borélienne finie sur le cercle unité, et soit f la fonction
harmonique sur le disque unité définie par

1(r,6) = / " PO — t)du(t).

Soit By un point ou p est différentiable par rapport a la mesure de Lebésque.
Alors

lim 7(r, ) = 272 (6) = 2y (6r).

En fait,
lim f(r. 6) = 24 (60)

comme le point z = re’® approche €% le long de tout chemin dans le disque
ouvert qui n’est pas tangent au cercle unité.

(d’apres [Hof62], p.34)

Proposition 1.1.2. Soit ¢ € L'(T)) a valeurs réelles et
de

2

27 61’9 =
f(z) = / o T2 ),

el — 221

(z =re' € D);

u(z) == /0 7r<,0((3"0)1’:’T(i§ —0)

Alors :

1. u est harmonique dans D a valeurs réeles et f est analytique dans .
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2. Re f(z) =u(z),Vz € D

3. Re f(e) = u(e®?) = ¢(e?) presque partout par rapport a 0, ot f(e®)
et u(e®) dénotent les limites nontangentielles de f et u via le théoreme
de Fatou.

Un autre théoréme classique que 'on utilisera systématiquement est le :

Théoréme 1.1.3. (Théoréme de Herglotz)
Toute fonction analytique dans le disque unité a valeurs dans le demi plan
droit telle que f(0)>0 est de la forme

2w ei@ >
f(z) = / 2 (),

e — 2

ou [ est une mesure finie positive sur le cercle unité.
(d’apres [Hof62], p.40)

On utilisera notamment ce théoréme dans le cas particulier suivant :

Remarque 1.1.4. Si ¢ est une fonction dans H*° de norme inférieure a 1
qui satisfait Im ¢(0) = 0, alors il existe une unique mesure p borélienne finie
positive sur le cercle unité telle que
14+¢(z) 1 /2”6i6+z
0

du(0), (z € D).

1—g0(z):% el — z

En effet, si on pose f(z) = (14 ¢(2)/(1 — ¢(2), on a

1 — 2
car ||l < 1, et
_ 1+Re ¢(0)
f(0) = 1= Re 4(0) >0,

qui résulte de ’hypothése et de I'inégalité |[Re ¢(0)| < |¢(0)| < 1, donc on
est dans les hypothéses du théoréme de Herglotz.
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Théoréme 1.1.5. (Théoréme de Szegd) Soit 1 une mesure borélienne finie
positive sur le cercle unité et soit h la derivation de p par raport a la mesure
de Lebesgue normalisée. Alors

2T 1 2T
in / 11— Py = exp|—— / log h(6)df].
2 Jo

feH? J,

(cf. [Hof62], p.49).

Soit £ une mesure borélienne sur le disque fermé D. Pour 1 < p < 0o on
note par H?(du) la fermeture des polyndémes dans I'espace de Lebesgue usuel

LP(p). On note aussi par S 'opérateur de multiplication par la variable z sur
HP(dp) -

S()z):=2f(z)  (2€D),

Théoréme 1.1.6. Si y est une mesure sur le disque ferme D et n = p/D,
v=up/T, avec v = v, + vs ot v, € m,vs L m (décomposition Lebesgue en
partie absolument continue et partie singuliére), alors

H?(n) = H*(n + va) ® L*(vs).

([Cond1], p448)

Théoréme 1.1.7. Soit S : H*(m) — H?(m) l'opérateur de shift unilatéral
sur H*(m) et S, : H*(u) — H?(p) le shift sur H*(p). Si p < m, et log 9 ¢
L*(m) alors il existe un opérateur quasi-inversible Y : H*(m) — H?(u) tel
que SY =YS, (dans ce cas on dit que S et S, sont quasi-similaires)

(d’aprés [Con91], p448)

11



1.2  Opérateurs de rang 1

Soit H un espace de Hilbert séparable et on note par B(H) I'espace de
Banach des opérateurs linéaires bornés de H.

Pour toute paire de vecteurs non-nuls a,b € H on considére 'opérateur
(produit tensoriel) a ® b € B(H) défini par

(a®b)f =< f,b>a (f € H).

Evidemment I'image de a ®b est le sous-espace de dimension 1 Ca, donc a®¥b
est un opérateur de rang 1.

On peut voir réciproquement que tout opérateur F' de rang 1 a la forme
F = a® b pour certains vecteurs a,b € H.

En effet, si Im F' est de dimension 1 il existe un vecteur a € H tel que
Im F' = Ca, donc pour tout z € H il existe un scalaire ¢, € C tel que

Fz =ca (x € H).

On peut vérifier facilement que ’application H 3 x +— ¢, € C est une forme
linéaire continue sur H, donc par le théoréme de Riesz il existe un vecteur
b € H tel que

Cp =< x,b> (x € H).

On a donc, vu la définition du produit tensoriel :
Fr=ca=<zb>a=(a®bx (x € H).

La proposition suivante donne quelques propriétés élémentaires de ces
opérateurs.

Proposition 1.2.1. Soient a, b, ¢, d dans H et T un opérateur dans B(H).
Alors :

(a®@b)o(c®@d) =<c,b> (a®d);
o(a®b) = (Ta) b
b)oT = (a ® T*b);
b)* = (b®a);
Ker (a ® b) = (Ch)*;

6. Im (a®0b) =Ca;

7. a®b=c®d (et différent de zéro) si et seulement si il existe o et
B e C tels que a = ac,b = Bd et off = 1;

8. a®a=>b®Db si et seulement si il existe une constante o de module 1
ainst que a = ab.

12



Preuve: 1. Soit f dans H. On a

((a®b)o(c@d)(f)=(a®b) < f,d>(c) =< f,d> (a®b)(c) =
=< fid><c,b>a=<c¢,b>(a®d)(f).

2. Pour tout f dans H on a :
(To(a®b)(f)=T < f,b>a=<f,b>Ta=((Ta)®Db)(f).
3. Si f € H arbitraire, alors :
(a@b)oT)(f)=<Tf,b>a=<f,T"b>a=((a®@T"D))(f).
4. Soit f et g dans H. On a :

<(a®b)"(f),g>=<[(a®b)(g) >=<b,g>< f,a>
=<< f,a>b,g>=<(b®a)(f),g>.

5. Evidemment,
Kerla@b) ={feH:(a®b)(f)=0}={f e H:< f,b >=0}
={\b: )\ € C} = (Ch)™
6. Comme 'image de a ® b est de dimension finie on a

Im (a ®b) =Im (a®b)” = [Ker(a ® b)*]* = [Ker(b® a)]* = Ca.

7.S51a®b=c®d alors, par 6 on a Ca = Cc donc il existe une constante
a € C telle que a = ac. D’autre part, en prenant les adjoints dans 1’égalité
de I’hypothése, on obtient, via 4, (b ® a) = (d ® ¢) donc, comme ci-dessus il
existe 3 € C, avec b = 3d. On trouve alors que ac ® 3d = c®@ d et aff = 1.

La réciproque est évidente.

Enfin, 8 est un cas particulier de 7.

1.3 Décompositions de type Wold

On rappelle dans cette section la notion de partie unitaire d’une contrac-
tion d'un espace de Hilbert H, la décomposition d'une contraction en partie
unitaire et partie complétement non-unitaire, avec le cas particulier de la

décomposition de Wold d’une isométrie.
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Définition 1.3.1. Soit T une contraction dans B(H) et Hy un sous-espace
fermé de H. Si Hy est réduisant pour T (invariant pour T et pour T*, ou, de
fagon équivalente, Hy et H © Hy invariants pour T') et si T'|g, est unitaire,
on dit que T|y, € B(Hp) est une partie unitaire de T (ou que T admet la
partie unitaire T |, ).

Par convention, on considére comme partie unitaire triviale (nulle) 'opé-
rateur identité sur le sous-espace (0).

Définition 1.3.2. On dit que T est complétement non-unitaire si T' n’admet
aucune partie unitaire non-nulle. En particulier lorsque T est une isométrie,
on dit dans ce cas que T' est une isométrie pure.

Un résultat important concernant la structure des contractions est le théo-
réme suivant ([SNF70], théoréme 3.2, chapitre 1, pag. 9) :

Théoréme 1.3.3. Soit T € B(H) une contraction sur 'espace de Hilbert
H. Alors H se décompose en une somme directe H = H. & H, telle que les
sous-espaces H. et H, soient réduisants pour H, T|y, est une contraction
complétement non-unitaire et Ty, est la partie unitaire de T'. De plus cette
décomposition est unique.

L’unicité de cette décomposition fournit aussi la “maximalité” de la partie
unitaire H,, au sens de l'inclusion des sous-espaces.

Dans le cas particulier ot 7" est une isométrie, la décomposition préce-
dente coincide avec la décomposition de Wold ([SNF70], page 3), mais avant
rappelons encore la définition d’un “shift” unilatéral ([SNEF70]).

Définition 1.3.4. a) Soit V' une isométrie sur H. Un sous-espace fermé
L C H se dit ambulant pour V' si pour tout m,n € N (m # n) entiers positifs
V'L L V™L.

Pour un tel sous-espace ambulant L, on notera

M (L) =PV L.

n>0
b) Si pour une isométrie V il existe un sous-espace ambulant L tel que
H= M+(L)7

alors V' s’appelle un “shift” unilatéral de multiplicité dim L.

14



Théoréme 1.3.5. (Décomposition de Wold d’une isométrie) Soit V € B(H)
une 1sométrie sur 'espace de Hilbert H. Alors H se décompose en somme
directe H= H, & H,, ou

H,=M,(HoVH), H,=Ho H,

telle que les sous-espaces Hy et H,, sont réduisants pour H, V |y, est un “shift”
unilatéral de multiplicité dim(He VH) et V |y, est une partie unitaire de V.
De plus cette décomposition est unique.

Ce théoréeme représente effectivement un cas particulier du théoréme
1.3.3, vu que tout “shift” unilatéral est complétement non-unitaire (plus pré-
cisement dans la classe C.q, voir [SNF70], page 3, chapitre 1, théoréme 1.1 et
page 66, chapitre 2, section 4 ).

Un cas particulier trés important de “shift” unilatéral de multiplicité 1,
qui constitue un modeéle, est la multiplication par la variable z dans H?2. En
fin de section précisons encore un aspect particulier concernant les parties
unitaires des isométries :

Proposition 1.3.6. Soit V une isométrie sur H. Si L est un sous-espace de
H invariant pour V tel que V| est unitaire, alors L est réduisant pour V' (et
donc V| est une partie unitaire de V).

(voir aussi [GB0O0])
U A
v=(o 5)

la matrice de V' par rapport a la décomposition H = L & (H & L), avec
U € B(L) unitaire. Il suffit de montrer que A = 0.
Comme V est une isométrie on a

)

Preuve: Soit

AU A*A+ B*B

donc U*A = 0, ce qui entraine A = 0, vu que U est unitaire.
O

On utilisera cette observation dans le chapitre suivant. Remarquons que
ceci n’est pas vrai en général pour une contraction.
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1.4 Opérateurs de Toeplitz

On considére une fonction u € L>°(T). On appelle opérateur de Toeplitz
de symbole u I'opérateur sur I'espace de Hilbert H? défini par

T,: H* — H*, T,(f) = Pu(uf),

ol Pp2 dénote la projection orthogonale de L?(T) dans H?*(T) (projection
souvent notée par P, ).

Il est facile de voir que T, est borné pour tout u € L>(T). Plus précise-
ment, pour tout f € H? on a

ITufllm> = [|Pr2ufllaz < llufllze < llulloll 12

donc ||T,|| < ||ul|s (en fait on peut montrer que ||Ty|| = ||u||oo)-
Remarquons aussi que le “shift” unilatéral S sur H?(T) est un cas parti-
culier d’opérateur de Toeplitz, notamment S = T.,.
Quelques propriétés des opérateurs de Toeplitz qui nous seront utiles sont
regroupées dans la proposition suivante :

Proposition 1.4.1. Les affirmations suivantes ont lieu :

1. Pour tout uw € L™ alors Ty = (T,)%;

2. St uy,ug € H* alors Ty, Ty, = Tuyuy = Tuy Ty

3. Siuy € L™, et ug € H*; alors Ty, Ty = Tuyuy, mais Tyyu, 7# Tu, T, en
général.

4. Siu e H*® alors T,S = ST, ;

5. Stu e H® alors T;5* = S*T5 ;

6. Pour tout u € H*® et f € H? on a

S*T,f — TuS*f = £(0)S™u

(ce qui est équivalent a S*T,, — T,5* = S*u®1);
7. Siu € H* est une fonction intérieure, c’est-a-dire |u(e™)| = 1, alors :

a) T, est une isométrie;

b) Py =TT, ;

¢) Pz =1 — TuT ;

d) H* 6 uH? = KerTy ;

6) PuHQS = SPqu +u® S*u ;

f) S*u e (uH?)*.
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Preuve:
1. Soient x et y € H2. Alors :

< Tyx,y > =< Prauz,y >p=< ux, Py2y >p=< x,0y >12
=< Ppex,uy >>2=< z, Ppeuy >p=< 2, T3y >
=< (Tg)*z,y >p2 .

2. Soient z et y € H?. On a :

< TulTuzl',y >2 =< PH2U1PH2’LL2I,y >e=< PH2U1U2I7y > 2
=< Tu1u2x7y >H? -

3. La démonstration est pareille a celle de 2. Pour la deuxiéme partie, il
suffit de prendre uy = z € L™ et uy = 2 € H*°. Evidement on a 7T}, ,, = 1 et
Tyyuy, = 0.

4. Cas particulier de 2.

5. On passe a 'adjoint dans 4 et on utilise 1.

6. En calculant chaque terme dans ’egalité, on obtient :

STuf(2) = §* Pysu(z) f(z) = U2 ~u(0/(0)

d’ou la conclusion.
7. Soit w une fonction intérieure.
a) On a
(T,)'T, = TiT, = Tjup =T = I,

donc T, est une isométrie.

Pour le reste des affirmations on utilise aussi le fait que si V est une
isométrie, P, v = VV™.

b) De a) on tire P,y = T,/ T.

c) Conséquence immédiate de b).

d) Evidemment Ker Ty = (uH?)* = H?> @ uH?.

e) Par 6, on obtient, pour tout f € H?

ST f — TuS*f = f(0)S*u =< f,1> S*u= (Su®1)f,

donc
S*T, —T.,S" = (S"u®1).
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Ensuite, on passe aux adjoints et on compose a droite avec T}, ce qui donne
T.7:S —T,5T; =T,(1) ® S*u.
Par 4 et 7 b), on obtient finalement
P,g2S — SP,pg2 = u® S*u.
f) Soit f € H>. On a :

< S*u,uf >=<Twu,T,f >=<u,T.T,.f >=<uT,T.f >
=< Tau, T, f >=< Ppouu,T,f >=<1,S5f >= 0,

donc S*u est orthogonale & uH? et la preuve est terminée.

1.5 Quelques résultats de théorie Fredholm

On rappelle dans cette section quelques résultats essentiels de la théorie
Fredholm, que l'on utilisera dans la suite.

Définition 1.5.1. Soient Hy et Hy deux espaces de Banach et T un opéra-
teur dans B(Hy,Hz). On appelle T un opérateur de Fredholm si la dimension
du noyau de T est finie et ['image de T est de codimension finie dans Hy.
Dans ce cas on définit 'indice de Fredholm de T par :

ind (T) = dim (Ker T') — codim (Im T).

Remarque 1.5.2. Si T' € B(H;, Hy) est un opérateur de Fredholm, comme
I'image de T est de codimension infinie, il existe un sous-espace vectoriel M
dans H;, de dimension finie (et donc fermé), tel que

M&Im T =H,
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Théoréme 1.5.3. Soient Hy, Ho et H3 trois espaces de Banach et les opéra-
teurs T € B(Hy,Hsy) et R € B(Hy, Hj) tels que T et R soient des opérateurs
de Fredholm. Alors l'opérateur RT est un opérateur de Fredholm et

ind (RT) =ind R+ ind T

Corollaire 1.5.4. (L’Alternative de Fredholm) Soient T dans B(H) un opé-
rateur compact et A € C—{0}. L’opérateur T — X\ est injectif si seulement si
il est surjectif.
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Chapitre 2

Perturbations isométriques de
rang 1 d’'une isométrie

Dans ce chapitre on présente ’approche de Nakamura pour I'étude des
conditions dans lesquelles une perturbation par un opérateur de rang 1 d’une
isométrie pure est encore une isométrie pure. L’exemple de Clark présenté
et détaillé dans la premiére section du chapitre montre qu’il suffit d’une
perturbation "minimale" (de rang 1) pour transformer une isométrie pure en
une isométrie admettant un partie unitaire non triviale dans sa décomposition
Wold.

Le probléme peut étre réduit, en ce qui concerne le caractére pur, au
cas du shift bilatéral sur lespace de Hardy H? (plus précisément au cas
d’une isométrie a vecteur cyclique). D’autre part une telle isométrie admet le
modeéle fonctionnel d’une multiplication par la variable sur I’espace de Hardy
H? d’une certaine mesure associée de maniére canonique a 'isométrie, et dont
I’absolue continuité revient au fait que I'isométrie est pure, ce qui fait 'objet
des sections 2.2 - 2.4. Ce critére permet d’établir dans divers cas particuliers
le fait que certaines perturbations par des opérateurs de rang 1 sont pures,
comme dans la section 2.5.
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2.1 Une paramétrisation générale des pertur-
bations isométriques de rang 1 d’une iso-
métrie

On considére un espace de Hilbert H et une isométrie V € B(H) arbi-
traire. On s’intéresse dans ce chapitre a décrire toutes les perturbations par
des opérateurs de rang 1 de V' qui sont encore des isométries. On présente
d’abord une paramétrisation de ces perturbations [Nak93| et un exemple
jouant un rdle important, et ensuite on décrit une réduction que 'on peut
faire quant a I’étude des cas ou le caractére pur de 'isométrie initiale V' est
conservé par ces perturbations.

La paramétrisation en question est décrite par le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.1. Soit V € B(H) une isométrie et F' € B(H) un opérateur
de rang 1. Alors V + F est une isométrie si et seulement il existe un vecteur
unitaire h € H, et un scalaire complexe o« de module 1 tels que

F=(a-1)h®V*h.
Preuve: Soit F' = a ® b de rang 1, a,b € H (voir la remarque avant la

proposition 1.2.1) tel que V' + F' soit une isométrie.
St on pose u = a/l|al|,v = b/|[b]| et v = [la]/||b]|, alors

F=yu®v, |ul=|]=1
Du fait que V + F' soit une isométrie on déduit :

0=V+E)(V+F)—I=VV-I4+V'F4+F'V4+FF=
=V'9yu@uv+yvuV + (Fuv @ u)(yu @ v) =
=YWVu®v+yv @ Vu+ |y ||ul*r@v.

En additionant le terme V*u ® V*u a chacun des membres de la derniére
égalité on obtient

VuVu+yVuu+5o @ Vau+ |yo@v=Vu® Vu,

d’ou
(Vu+7v) @ (Vu+7v) = Viu® V.
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En utilisant la proposition 1.2.1- 8, on voit qu’il existe o € T tel que
Vi 4+ vyv = aV*u.

Mais alors, on a
a—1

v

v =

V*u,
et on trouve donc finalement
—1
FZ’yu@v:’yu@aTV*u: (a@—1u® V*u.
Y

La réciproque est une vérification triviale.
O

En raison de 'importance de la décomposition de Wold pour I’étude de la
structure des isométries, une question naturelle dans le contexte particulier
des perturbations considérées est la suivante :

Question : Si V' est une isométrie pure, est-il possible que V 4 F' admette
une partie unitaire ?

La réponse est positive, comme on le verra dans I’exemple concret suivant,
étudié par [Cla72|, et ceci méme pour le modeéle le plus simple d’isométrie
pure, le “shift” unilatéral standard sur H? :

Exemple 1. (perturbation admetant une partie unitaire)

On consideére S : H? — H? le “shift” unilatéral sur 'espace de Hardy H?>
et soit u une fonction intérieure (dans H?).
Pour un nombre complexe v de module 1, on considére I'opérateur
1 —u(0)u
7 — u(0)
Alors T, ,, est une perturbation isométrique de S par un opérateur de rang
1 qui coincide avec S sur uH? et qui est unitaire sur H? © uH?. C’est donc
une perturbation d’une isométrie pure qui admet une partie unitaire.

On montre en fait que les seules perturbations par des opérateurs de rang
1 du “shift” qui coincident avec S sur uH? et sont unitaires sur H2ouH? sont
précisement les opérateurs 7, , pour v de module 1, mais avant de faire la
démonstration de ce fait, on fait encore quelques remarques que 1’on utilisera
par la suite.
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Remarque 2.1.2. Pour toute fonction intériure u € H? et v € T l'opérateur
T, . est une isométrie. Plus précisement

1 —7u(0) 1 —7u

*

1 —7u

T,W=5+][— — —.
! 1—~qu(0) 11 —7ull 11— 7ul

Preuve: En effet, on a

=S+ A ® S*u
(1 =~u(0))(1 —7u(0)
R () R
(1 = ~u(0))(1 —7u(0))
= 1_—& ® *7u
1 —~yu(0)

1= Ful? 1-7u
1 —u(0) [[1 —7ull?
~2=7u(0) +yu(0) 1—7u

® S*Hu

=S . L ® 5u
1—~u(0) 11 —7ul?
1 — 5u(0 1-75 1—7
_g im0y 1= Lo Fu
1—yu(0) 11 —7ul 11— 7u|

Avec le théoréme 2.1.1, on voit que T’ ,, est une isométrie.
O

On sait, par le théoréme de Beurling (|[Dur70], pag 114) que les sous-
espaces invariants du “shift” sur H? sont précisement les sous-espaces uH?,
ou u est une fonction intérieure. Pour une telle fonction u, on décompose
'espace H? dans la somme directe uH? & (H? S uH?) et on note P := P,y
et Py = Py2c,p2. On calcule d’abord la matrice du “shift”

uH? uH?
(S Si2) .
S = g g ] e - &
21 22 (UH2>J_ (uHZ)J_
par rapport a cette décomposition, en utilisant la proposition 1.4.1-7 :

Sll = Plspl = TUTQSTuTﬂ = Spl,
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Sio=PiSP,=(u®Su+SP)P,=u® S"uPy + SP P, = u® S™u;
Sgl:PQSPl:(I—P1)5P1:SP1—P15'P1:SP1—5P1:0;
SQQZPQSPQZ(I_Pl)SPQ:SPQ_PlsPQZSPQ_U/@S*U,

et donc on obtient la matrice :

g_ SP u® S*u
N0 SP—-—u®S*u)’

Nous pouvons maintenant prouver le théoréeme suivant :

Théoréme 2.1.3. Soit u € H? une fonction intérieure et soit T = S + a ®
b une perturbation de rang 1 du “shift” S. Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

a) T est une isométrie qui coincide avec S sur uH? et est unitaire sur
H? ©uH?.

b) Il existe une fonction h € H? telle que T = S +h ® S*u et T|g2cun?
est une cotsométrie.

c) 1l existe v € T tel que

1 —7u(0) 1 —7u

1 —7u
T=T,,=854+|— — - — - R 5" —
i SRy [T e

Preuve: a) = b) Avec le théoréme 2.1.1 il existe o € T et k € H? tels que
T =38+ (a—1)k®S*k. Du fait que uH?* et H*> © uH? sont invariants pour
T on déduit que

PlTP2:0 et PQTP1:0

Ceci revient a dire que

et

Avec la deuxiéme égalité on voit que l'on a soit Pok = 0 soit P;S*k = 0.

Si Pk = 0 alors k = Pjk, et donc en utilisant la premiére égalité combinée
avec la proposition 1.2.1-7 on en déduit qu’il existe g € C tel que k = fu,
d’ou S*k = BS*u.

Si PS*k = 0 alors S*k = P,S*k et toujours en utilisant la premiére
égalité combinée avec la proposition 1.2.1-7, on voit qu’il existe § € C tel
que S*k = (BS*u.
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_Ainsi dans les deux cas on trouve que il existe une fonction h == (o —
1)Bk € H? telle que T a la forme T' = S + h ® S*u.

b) = ¢) Soit T'= S + h ® S*u. On calcule la matrice de

Ty Tho
T —
(T21 T22)

par rapport a la décomposition uH? @ (H? © uH?) :

Ty =P, TP, = PSP, + PPh® P,S*u = SPy;
Tio =P TP, = PSP, + PPh® P,S"u =
=u® S*u+ Ph® S*u= (u+ Pih) ® S*u;
Ty =P,TP, = PSP, + Poh ® P1S*u = P,SP, = 0;
Toy =P TPy, = PSPy + Poh @ PoS*h = SPy —u® S*u + Poh @ PoS*u,

donc

T_ SP; (u+ Pih) ® S*u

De la condition que uH? est invariant pour 7', qui est équivalente & Th; =
0, on tire (u + Pih) ® S*u = 0, d’ott w + Pth = 0 (sinon, S*u = 0 et alors
on est dans le cas trivial T = S). Ainsi Pth = —u € uH? donc il existe une
fonction g € (uH?)* telle que

h:_u+g7

et alors la matrice de 1" s’écrit

N0 SPR—u®S*u+ Py(—u+g)® PS*u

Pour finir 'implication il suffit maintenant de prouver la proposition sui-
vante :

Proposition 2.1.4. St T a la forme matricielle ci dessus, alors T est une
coisométrie sur (uH?) si et seulement si

1 —u(0)u

9= —"—7=

7 — u(0)

pour un certain vy de module 1.
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Preuve de la proposition : Le fait que Th soit une coisométrie revient a
montrer que 15715, = P,.
Comme
TooToy = SPyS* — SPyS™u®@ u + SPS™u ® Pyh—
— (u® S u)PyS* —  —||S*ulPu ® (—u + Pyh)+
+ Poh @ SPyS* u + ||S*u||* P, @ (—u + Pyh)
= SP,S* — SP,S*u® (—u + Poh) — u® SPyS*u + || S*ul|*u @ h+
+ Poh @ SPyS*u + || S*ul|* Pah @ h
= SP,S* + SPS* u® h+h ® SPyS*u + ||S*ul[*h @ h
= SP,S* + SS*u®@ h+ h® SS*u+ ||S*u|*h @ h
la condition initiale est équivalente a
SP,S* + SS*u®@h+h® SS*u+ ||S*u||’h @ h = P,
d’ott on en deduit que
0=P(1 -85S ~u®SS*u—SS*u®h—h®SS*u — ||S*ul|*h @ h =
=P(1®1)—(u+h)®SS*u—SS*u®h—||S*u||*h®@ h =
— (1= uOw) @1 g® [u—u(0)] — [u—u(0)] @ h—[1 — [u(0)}Jh & h

d’on

(1 —u(0)u+u(0)g) ® (1 —u(0)u+u(0)g) = g ®g.
Avec cette égalité, la proposition 1.2.1-8 nous assure l'existence d'un~y € T
tels que

1= u(0)u +u(0)g = 7g.
Donc l'opérateur T' est une coisométrie sur (uH?)* si et seulement si

1 —u(0)u
QZT,

¥ — u(0)

ce qui termine la preuve de la proposition.

Pour finir maintenant de prouver I'implication, il suffit de voir que

T=S+(—u+g)®Su

:S—u®5*u—|—1_u(_u®5*u
7= a(0)
(=) - 7).
=S —u® S*u AL S*u
O a0 (L = Fu(0)
=T,



¢) = a) L’implication résulte de la réciproque de la proposition 2.1.4, ce
qui finit la démonstration du théoréme.
O

On reviendra sur cette question dans le chapitre suivant.

2.2 Réduction au cas d’une isométrie a
vecteur cyclique

On reprend le probléme posé dans la section précédente, c’est-a-dire le
cas oll une perturbation d’une isométrie pure est encore une isométrie pure,
et on montre comment on peut réduire ce probléme au cas ou l'isométrie
initiale a un vecteur cyclique, c’est-a-dire elle est unitairement équivalente
au “shift” unilatéral de multiplicité 1.

Lemme 2.2.1. Soit V € B(H) une isométrie, « € T, h € H de norme 1 et
F=(a—1)h®V*h. On pose

M = v {V"h}, M = n\>/0{(v + F)"h}.

n>0

Alors M = M’

Preuve: Observons d’abord que pour tout z € M, (V + F)x € M. En
effet,
(V+Flz=Ve+ (a—1) <z, V'h>he M.
D’ici on voit que (V 4+ F)"z € M pour tout z € M et tout n > 0, donc en
particulier (V + F)"h € M pour tout n > 0, d’'ou M' C M.
Réciproquement, comme l'image de F' est Ch (proposition 1.2.1-6) on
obtient pour tout n > 0 :

V(V+F)"h=(V+F)"h—F(V +F)"h € M.

Vv V Vv
eM’ emM’ €ChcM’

Donc M’ est un sous-espace fermé de H qui est invariant pour V et qui
contient h. Mais le plus petit sous-espace fermé de H avec ces propriétés est
M, donc M C M'.

(I
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Lemme 2.2.2. Pour tout f € M+ etn >1

(V+F)y"f=Vv"f

Preuve: Soit f € M+t et x € H.
<(V+F)yfir>=<f,(V+F)"x >

=< f,) CRV"FFhg >

k=0

=< f, V' >+ < f, Zq’;vn—’f Fry >

\k:l cte-h

g

eM
=< f,V"x > 40
=< V™"f x>,

ou k est une constante.

Lemme 2.2.3. Soit V' une isométrie pure et F' la perturbation de rang 1. Si
N C H et (V+F)/n est un opérateur unitaire alors N C M.

Preuve: Soit f € N tellque f = f1 + faou fi € M et fo € M*.

L2+ el = (£
= [(V+F)™" f|?
= |(V+E)" AP+ [|[(V + F)" f?
<2 v fal2

< AP+ V" fol?
En passant a la limite :
LA 0P+ 1207 < AP+ dim [V £ = (1]

(car V est une isométrie pure). On a alors ||f2|?

feM.

= 0 et par conséquence

O
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Corollaire 2.2.4. Si V + F' admet une partie unitaire non triviale, elle est
obligatoirement incluse dans M .

Preuve: Cette affirmation est une conséquence immédiate du lemme pré-
cédent et de la proposition 1.3.3.
(Il

Ceci permet, quant a I’étude du probléme considéré, de remplacer V' par
V|, qui est une isométrie pure ayant h comme vecteur cyclique. On montre
finalement qu'une telle isométrie est unitairement équivalente a un “shift”
unilatéral de multiplicité 1.

Lemme 2.2.5. Si V' est une isométrie pure avec h un vecteur cyclique alors
V' est un “shift” de multiplicité 1.

Preuve: De H = \>/0{V"h} on déduit que H o VH = \él{V”h}, donc

dim(H © VH) = dim <(n¥0{vnh}) o (n\él{V”h})) = 1.

Par le théoréme 1.3.5, V' est nécesairement un “shift” unilatéral de multiplicité
1.
O

2.3 Un modéle pour les isométries a
vecteur cyclique

On montre dans ce paragraphe que toute isométrie & vecteur cyclique
V € B(H) est unitairement équivalente a la multiplication par la variable
sur H?(j1) pour une certaine mesure borélienne p sur le cercle unité. On
en déduit une description concréte de la décomposition de Wold d’une telle
isométrie dans un cas particulier trés important.

La démarche que l'on fait suit les étapes suivantes : étant donnée une
isométrie V' a vecteur cyclique h on associe a la paire (V,h) la fonction
analytique dans ID définie par :

Gvn(z) =< h,(I—-2zV) ' I+ 2V)h > (z € D).
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On montre que Gy, est I'intégrale Poisson d'une certaine mesure borélienne
i = pyp sur T, on montre que V' est unitairement équivalente & la multipli-
cation par la variable z dans H?(u) et ensuite on décrit la structure de V' en
liaison avec la décomposition de p en partie absolument continue, respecti-
vement singuliére, via le théoréme 1.1.6.

Proposition 2.3.1. Soit V € B(H) une isométrie a vecteur cyclique h. Il
existe une mesure borélienne p sur T telle que

2T ez‘@ P
Cun(2) ™2 G(z) = /0 _T20u0)  (zeD).

e — 2

De plus, on a :

e — 2
1
el — 2

2
a) <h,(I-2V)'h>= /
0

27
b) <h (I-2V)'Vh>= /
0

R e M vy =y

Preuve: Soit G : D — C définie par

G(z) =< h,(I—2V) Y1+ 2V)h > (z € D).

Vérifions que G est une fonction analytique dans D qui satisfait les hy-
pothéses du théoréme de Herlglotz (théoréme 1.1.3).
D’abord, la partie réelle de la fonction G(z) est positive. En effet,comme

G(z) =< h,I—-2V) ' I+ 2V)h>
=< h,(I-2V)'2I - (I - zV)]h >
=2<h,(I—2V)'h > —|h|?
=2<h,(I-2V) " h> -1,
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si on note g := (I — zV)~'h, on obtient

Re G(z) =2Re < (I—-2V)g,g > —1
=< I-2z2V)g,g>+<g,(I—-2V)g>—1
=<I—-2V+1-2V¥g,g> -1
=< (I—2zV —=2V*+[2]’V*V)g,g > + < I—|2)*V*V)g,g > —1
=< (I—-2VA—-2V)g, 9>+ < I~ |2]*V*V)g,g > —1
= |(T—2V)g[* + (1 — |]*)[lglI* — 1
= [l + (1= [2[*)]gl* — 1
= (L=12M)gl* > 0,

De plus, on a :
G(0) = [|h[I* =1 >0,

et on voit avec le théoreme de Herlglotz qu’il existe une mesure positive u
sur T telle que

Pour montrer b) de la derniére égalité, on commence par déduire les
relations suivantes équivalentes :

27 10
< h,(I—2V) Y (I -2V +22V)h >= / a2 )

0 el — 2

dp(0)

27
<<hKI—EVYJG—EVV1>%Qz<:m(I+ZVY4Vh>c:L+/T pET—

; _
2z

21
|MW+Qz<hJL+AQ*Vh>:1+A ew_/WWL

ce qui donne b).

Pour montrer a) il suffit de voir que
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<h,(I-2V)'h>=
=<h(I-2V)'T+2V)h>—-<h,(I-2V)'2Vh>
=<h,(I-2V)'A+2V)h > —2<h,(I-2V)'Vh >
21 €i6—|—2 21 1
-/ (o) - = | au(6)
0 0

e — 2 e — 2

27 ei@
= . du(8).
/0 o (0)

Finalement, pour démontrer ¢) il suffit de voir que :

<@ =AV)h,X-7V) th>=
=< h,(I-2VY I -7V)"h >

1
= —— <h,(I=AV) ' I-=AD)T-7V) 'h >

1—An
1
=1 <h,(IT=AVHT-AVV +T-gV)|A-7V) 'h >
— AN
1
=1 [<h X=XV T - AVVI-7V) " 'h >+
J— T] . ~~ 7
T

+ <h,(IT=AV) " I-7V)I - ﬁV)’ljh >|

I

1
=——<hpVIA-7V)'h>+—= < h,I-AV*)"'h >
1—An 1—An

1 —
= —— <h(I-7V)'Vh>+—=<h, (I-AV)"1h >
1—An 1—An

n 27 1 d 9 1 21 e—i@ d 0 b
= : - S i t
1—)\77/0 - M()+1_M/O —g —5u(0) (viaa)et b))

o 1
N /0 (1 —Xet)(1 — ne—w)duw)

et la preuve est finie.

Pour chaque A € D on pose hy = (I — AV)'h.
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Remarque 2.3.2. Pour tout A € D, h) est un vecteur cyclique pour V.

Preuve: De la définition de hy on voit que
=3 X'VEn,
k>0

ce qui implique
Vil =S X'VER (> 0),
k>0

donc, comme h est un vecteur cyclique pour V,

H> v V", > v V"h=H.
n>0 n>0

Remarque 2.3.3. Nous avons les propiétés suivantes :
a) ev{hrfrep = H

1
b) ev ——. e D} = H*(dp.
) {5 ) €D} = Hi(dp)

Preuve: a) A supposer le contraire, il existe f € H non-nulle telle que
f L hy, VX eD. Alors, pour tout A\ € D,

0=<f,hy>=<f,(I=AV)"'h>=<fY XNV"h>
n>0
=> X'< fV'h >,
n>0 n
d’ou il résulte que la fonction analytique
E(A) =) _A'e, VAeD

n>0

est nulle, donc tous les coefficients ¢,, sont nuls. Mais ceci implique que f est
orthogonale a tous les V"h pour n > 0, et, comme h est cyclique pour V', on
en déduit que f = 0, ce qui est contradictoire.

b) Soit f € H?(du) telle que

f()‘):<f>1_;xei9>:()a ()‘EID))
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Alors o
<Y XNem>=0 (AeD)

n>0

et comme précedemment on obtient
<f,e™>=0 (AeD,n>0).
Mais alors, la densité des polyndomes analytiques dans H?(u) (par la définition

de H?*(u)) implique f = 0.
O

Théoréme 2.3.4. L’isométrie V est unitairement équivalente a la multipli-
cation par la variable S, dans H*(u). Plus précisement Uapplication

- 1
(h:X €D} = {1 D)
1

1 — Xei®
se prolonge en un opérateur unitaire U : H — H?(p) qui satisfait UV = S,U.

(j(h)\) =

H —Y H2(dy)

v| e

Preuve: De la proposition 2.3.1-¢) on en déduit que

<UN),U(p) >=< hy, h, >,

ce qui montre que U est une application lineaire et isométrique telle que
1
U {h)\,AED}}—){ AeD}cHz(du)

Comme P'ensemble {hy; A € D} est dense dans H et {1~ A € D} est

dense dans H?(dp) (vu la remarque 2.3.3), il résulte que U peut se prolonger

par continuite & une isométrie qui en plus est surjective, donc a un opérateur
unitaire U de H dans H?(p).
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Il reste & montrer la commutativité du diagramme de 1’énoncé. Pour ceci
il suffit de montrer que

UV(h)\) = SNU(h)\) ()\ € D)
On observe d’abord que
h=(I—AV)hy=hy— AVhy

donc h Ay
Vhy = 2"
A

Alors, il vient

hy — h
UV(hy) =U AX =

1
K(UW,\) — Ul(ho))

B 1( 1 - e
CXN L= e 1—0-6" 1 Neit
= eU(hy) = S, U(hy),

ce qui termine la démonstration.
O

On en tire une conséquence trés importante sur la structure d’une isomé-

trie & vecteur cyclique.

Corollaire 2.3.5. Soit V une isométrie a vecteur cyclique, p et U comme
dans le théoréeme précédent et

H?(p) = H*(pa) ® L* (1)
la décomposition de H*(p) donnée par le théoréeme 1.1.6. On note
H, = U "'H*(11a), H, .= UL (uy).

Alors :

a) Vg, est une partie unitaire de V' ;
b) Si f = % et silog f € L'(m) alors la décomposition

H=H,® H,

coincide avec la décomposition de Wold de V. Si en plus us =0 (donc u est
absolument continue) alors V' est une isométrie pure.
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Preuve: Du fait que UV = S,U on déduit que H, et H; sont réduisants
pour V. De plus V|, est unitairement équivalent a S, := Sy, |p2(u,) €t Vg,
est unitairement équivalent a S,,, := S,|12(,,), les équivalences unitaires étant
Ulu, et Ulpu, respectivement. Comme S, est unitaire, on obtient a).

L’affirmation supplémentaire de b) est immédiate. Pour finir la démons-
tration il reste & montrer que, sous ’hypothése de b), la décomposition de
Wold de V' est précisement H = H, & H,. Compte tenu de a), il suffit de
prouver que V|H, est une isométrie pure. On a vu au début de la preuve que
V|u, est unitairement équivalent & S, , et d’autre part, par le théoréme 1.1.7,
S, est quasi-similaire au “shift” S sur H?(m), donc V|p, est quasi-similaire a
une isométrie pure, ce qui finit la démonstration, via la proposition suivante.

(Il

Proposition 2.3.6. Soit V|, € B(H;) et Vo, € B(Hy) isométries et Y €
B(Hy,Hsy) un opérateur quasi-inversible (i.e. KerY = {0} et YH; = Hy)
telles que VoY = Y'V,. Si Vs, est une isométrie pure , alors V; est une isométrie
pure.

Preuve: Comme V2Y = YV}, on a Y*V) = Vi*Y* et donc Y* (V)" =
(VI)"Y™* pour tout n > 0. Par hyphotése, V5 est une isométrie pure, on a
donc

VO "Y'z =Y*(Vy)'"vr - 0 VzeH,

et par conséquent
(Vi)"y — 0, VyelmY”

Soit
H =SaU

la décomposition de Wold de V;. On a alors :
U={yeH :[[(V)"yll = llyll,vn € N},

St ={y e Hy:[|(V{)"yll — 0,¥n € N}.

Comme Y est quasi-inversible, (Im Y*)* = KerY = {0}, donc Im Y* = Hj.
Mais Im Y* C &, donc ImY* C §, d'ot & = H; et par suite V] est une
isométrie pure.

O
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2.4 Structure des perturbations
isométriques du ‘“‘shift”

Soit @ € T, h € H? une fonction extérieure (donc un vecteur cyclique
pour le “shift” S sur H?) et F,, = (o — 1)h ® S*h comme dans le théoréme
2.1.1, c’est-a-dire S + F, est une perturbation isométrique du shift, qui a
aussi h comme vecteur cyclique (voir la démonstration du lemme 2.2.1).

On a vu dans la section précédente (corollaire 2.3.5-b) un cas dans lequel
on peut préciser la décomposition de Wold d’une isométrie a vecteur cyclique.

Le but de cette section est de montrer qu’en particulier S + F,, se trouve
toujours dans ce cas. Plus précisement, on montre que la fonction G, =
Gs4F, h, associée a S+ F, comme dans la section précédente, est une intégrale

Poisson : o if
e 4 2
GQ(Z) :/ ,Q—d,ua,
0 —z

61
ou la mesure p,, se décompose en partie absolument continue et singuliére de
la maniére suivante

dpa = (f["dm + dus),

pour une certaine fonction f dans H? et u, une mesure singuliére par rapport
a la mesure de Lebesgue. Comme log | f]? est intégrable pour toute fonction
f dans H?, par le corollaire 2.3.5-b) on obtient la décomposition de Wold de
S+ F,.

Proposition 2.4.1. [l existe une (unique) fonction w analytique dans D telle

que 2w if
1wl) / C 2 e 2dp.
1 —w(z) o €9—z
De plus, cette fonction vérifie les propriétés suivantes :
a) w(0) =0 et ||w]e < 1.
b) Pour presque tout 0 € T :

L — |w(e)?

= = |h(e”)]%.
1= (el |7 (e)]
c¢) Pour tout z € D on a
1
h,(I—2S)'h>= ———
<h,(I—-258)"h> T~ o)
b (1 25)z5h >= 217
<h,(I-2z9)""zSh > ()



Preuve: Soit la fonction analytique dans le disque ouvert :

21 6
F(z):/ € 2 () 2ap.
0

e — 2

Par la proposition 1.1.2-2, il vient
2
Re F(z) = / |h(e®)|2P.(s — 6)do,
0
et donc . A
Re F(e) = |h(e?)* > 0.
De plus
27
FO) = [ In(e)Pdo = ]} = 1.
0

On définit maintenant la fonction rationnelle w en posant

F(z)—1

)71 (z € D).

w(z) =

Pour voir que w(z) est correctement définie et analytique dans D il suffit de
voir que w n’a pas de poles dans D, et ceci est vrai, car

|F(2) + 1| = /(1 +Re (F(2))2 +Im F(2)2 > 14 Re F(z) > 1.
Pour prouver a), on observe que, pour z € D

F(z)—1
F(z)+1
~ 4Re F(2)
|F(z) 1P

P |F() 12— |F(x) 172
FE) T 172

I—jw)P=1-

donc ||wlle < 1. On a aussi w(0) =

Pour b) on observe d’abord que

I+w(z) 1—|w(z)?

e T o) T T w()P

(z € D).

D’autre part, en prenant les parties réelles dans ’égalité qui définit w dans
I’énoncé de la proposition, et en tenant compte de la proposition 1.1.2, on
obtient

1 —Jw(re”)[?

21 ) d@
— _ 0\ 12
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En faisant tendre r vers 1, on obtient avec le théoréme 1.1.1 (théoréme de
Fatou) :
1 — Jw(e?)? 032
———— = |h(e’ p0eT.
1= (e |h(e™)] p-p

Enfin, pour ¢) il suffit de voir que

2m 0 i0 2 i0 A
< h, (I—ZS)_1h>:/ Md_e:/ '6 |h(629)|2d—9:
o ¢ 2

o l—ze " 27 0— 2

B 1

11— w(z)’
et que

27 Zh<€i9)€—i9m 27 P ' do
h,(I—2S)"'zSh > = : = — = |h(e?))P—= =

< h,(I-25)"zSh > /0 = /0 ezg_Z’ (e”)] or

_ w(z)

S l—w(z)

O

Pour le résultat fondamental de cette section on a besoin du lemme sui-
vant :

Lemme 2.4.2. Pourtout z€eD eta €T on a

<h[I—-2S+F,)] 'h>= #w(z)
< by [T = 2(S + F,)]"'2(S + Fa)h >= %

Preuve: Soit f = [I — z(S + F,)]"'h. Alors, on a successivement :
h=[I-2(S+F,)\f,
I-z29f=h+zZla—1)< f,S*h > h,
f=0+za-1)< f,S*h>)T-25)"'h (1)
Dans la derniére relation on scalairise avec S*h et on obtient :
< f,S*h >=< (I1—-28)"'h,S*h > +
+2(a—1) < f,8"h >< (I—25)"'h,S*h >=

B < (I-25)"'h,S*h >
1—Z2(a—-1) < (I-2S)"'h,S*h >
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et donc
1
1—Z(a—1) < (I—29)"1h,S*h >

1+ 2(a—1) < f,5"h >=

Avec la proposition 2.4.1-c) on a successivement, :

<h, (T 28) 158k >= —20 f(jzz),
< (1= 28)18h,h »= &)
1 —w(z)
. _ay-1p o (@ — Dw(z)
a—1)z I1-z28)"h,Sh >= ——F———=,
(0= 1< (1-29)th ' >= G0
. vy g aw(z) — w(z)
1—Z(a—1 I1-2z25)"h,Sh>=1- ,
(a—1) < (1-28) > =
1 1 —w(z)

1—2a-1) < (I-25 ", 5h > 11— aw(z)
Les relations (2) et (3) impliquent :

1—
1+ 5a—1) < f,8% >= =)
1 —aw(z)
En remplacant dans (1), on obtient
1—
fo T gy,
1 —aw(z)
On scalairise avec h :
1 —w(z)

<h,f>= <h (I-2S)"'h>

1 —aw(z)
Finalement, toujours avec la proposition 2.4.1-c) on a

11— 1 1
<h,f>= w(z) =

l—aw(z) 1-wz) 1-—aw(z)

Un calcul similaire permet d’obtenir aussi 'autre égalité de 1’énoncé.

Le suivant résultat est essentiel pour la suite :
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Théoréme 2.4.3. Si G, est la fonction associée a S + F, comme dans le
début de la section (voir aussi la section précédente pour le cas général), alors

_ 1+ aw(z)
1 —aw(z)

G (z e D).

Preuve: Par définition on a
Go=Gsipn(2) =<h,[I—2(S+ F,)] "I+ 2(S + F,)]h > (z € D).
En utilisant le lemme précédent on obtient 1’expression :

Go=<h,[I—=2(S+F)] '"h>+<h,[I—2(S+F,)] '2(S + F,)h >=
_ 1 aw(z) 1 + aw(z)
l—aw(z) 1—-aw(z) 1—aw(z)

et la démonstration est finie.
O

Le calcul précis de la fonction associée G, donnée par le théoréme pré-
cédent fournit une information essentielle sur la partie absolument continue
de la mesure pu, dont l'intégrale de Poisson est G, (proposition 2.3.1), et
permet ainsi de déterminer la décomposition de S + F, en partie pure et
partie unitaire. Plus précisement :

Théoréme 2.4.4. Soit h une fonction extérieure et o € T fixés et soit pu, la
mesure fournie par la proposition 2.5.1 :

2 if
Ga(z):/O - +Zdua.

e — 2

a) Il existe alors une fonction f € H? et une mesure singuli¢re ug sur T
telles que
d:ua = |f|2dm + dﬂs

b) Si U, est Uopérateur unitare dans le théoreme 2.3.4 associé a S + F,,
alors S + F,, est une isométrie pure sur U7 H?(|f|?dm) et est unitaire sur
Ug ' L2 (dps).

c) En particulier S+ F, est une isométrie pure si et seulement si la mesure
o est absolument continue.
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Preuve: Soit du, = wadm~+dpus la décomposition de Lebesgue de la mesure
o, avec w, € LY et g singuliére. Par le théoréme précédent on a

1 — 2 40
Lw(z):/ €,9+Z(wadm+d,u5) (z € D),
o € z

1 —aw(z)
donc

1 + aw(re')
e

1 —aw(ret)

2
R - / PO — t)(wa(c®)dm + dps)  (BET, 0 <1< 1).
0

En passant a la limite pour » — 1 et en utilisant le théoréme de Fatou pour
le membre droit de 1'égalité et la proposition 2.4.1-b), on a, pour presque
tout 0 € T :

1 - ’w(ei9)|2 o d:ua o ( i@)

1—aw(Ee®)  dg e

Par conséquent,

wn(e®) = LT EE L@ 1 (e
o |1 — aw(ew)|2 |1 _ aw(ei")P |1 — w(ew)‘g
— w(e?)|? . — w(ei® '

= L@l e = 22 oy,

T —aw(e?)? 1 — aw(e®)

Le fait que w,, est intégrable et le calcul précédent montrent que la fonc-
tion définie par
1—w(z)
f(z) =

1 —aw(z)

-h(z) (z € D)
appartient a H? et satisfait
|F(e)? = wa(e?)

presque partout, donc a) est prouvé. Les affirmations b) et ¢) sont des consé-
quences immédiates du corrolaire 2.3.5-b) et du fait que le module sur T de
toute fonction dans H? est log-intégrable. Ceci achéve la preuve.

(Il

On verra dans la section suivante des applications de ce résultat de struc-
ture.
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2.5 Applications

Le théoréme 2.4.4-c) de la section précédente donne une condition néces-
saire et sufisante pour que la perturbation S + F,, du “shift” soit une isomé-
trie pure, et ceci dans les termes de la mesure p,, associée a o € T. Comme
conséquence on présente dans cette section une condition suffisante qui est
exprimée dans le language des images essentielles de fonctions dans H*°, qui
est plus concret et permet d’en déduire plusieurs corollaires importants.

Définition 2.5.1. Pour une fonction f € H* on appelle l'image essentielle
de [ Uensemble R(f) des scalaires £ € C pour lesquels f — & n’est pas inver-
sible dans H*.

Une caractérisation simple de l'image essentielle est contenue dans la
proposition suivante :

Proposition 2.5.2. Un scalaire £ € C est dans R(f) si et seulement si il
existe une suite (z,), C D telle que

[f(zn) =&l = 0.

Preuve: Pour I'implication directe, soit £ € R(f), donc f — & n’est pas
inversible dans H*°. On a alors deux cas :
1. Soit la fonction ﬁ n’est pas bien définie, donc il existe zy € D tel que
f(2z0) = &, et dans ce cas on peut choisir la suite constante z,, = z,
2. Soit la fonction ﬁ est bien définie (et donc analytique), mais n’est
pas bornée dans D. Dans ce cas, pour tout n > 1 il existe z,, € D tel que

o
|f(zn) = €]

>n

donc ]
‘f(zn)_€’<;_>0

Réciproquement, supposons qu’il existe une suite (z,), C D telle que
|f(zn) — & — 0, et soit b, = |f(z,) — &|. Si pour un certain ng € N on a
by, = 0, donc f(z,,) = &, alors la fonction ﬁ n’est pas définie en z,, donc
n’appartient pas & H* et par conséquence £ € R(f).

43



Si, par contre, pour tout n € N b, # 0 alors bi — 00. Alors pour tout

M > 0 fixé il existe un ng tel que ﬁ > M, donc pour zpr = 2z, on a

1
= > M.
|f(z0r) — €
Mais ceci montre que ﬁ n’est pas bornée dans D donc € € R(f).

Les remarques contenues dans le lemme suivant seront aussi utiles.

Lemme 2.5.3. Soit a € C\ {0}, u une fonction intérieure et f une fonction
analytique dans D et continue dans D. Alors

a) R(fou) C f(D) .
b )1 e R(af) siet seulement si o™ € R(f).

Preuve: a) Soit ) € R(fou). D’aprés la proposition précédente il existe une
suite (z,)n, C D telle que |f(u(z,)) —n| — 0. Soit y, := u(z,) € D, | f(yn) —
n| — 0. Cgmme yn bornée, on peut extraire une sous suite convergente

Y = y € D. Alors f(yn,) — f(y) ce qui implique n = f(y) € f(D).
b) Evidente, car on a

I-af)'=a(a=f)"
O

Revenons maintenant au contexte d’une perturbation S + F,, du “shift”,
avec G, et p, comme dans le théoréme 2.4.4 (ou, en général comme dans la

proposition 2.3.1) :
2m _if
e’ +z
Ga - - d a-
0= [ S

On a vu dans le théoréme 2.4.3 que la fonction G, s’écrit sous la forme

_ 14 aw(z)
1—aw(z)’

Ga(Z)

pour une certaine fonction w € H* vérifiant en particulier

|lw]|eo < 1, w(0) = 0.

Dans ce contexte, on peut montrer le résultat suivant :
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Théoréme 2.5.4. St a n’appartient pas a ['image essentielle de w, alors la
mesure [i, est absolument continue, et donc par le théoreme 2.4.4-c) S + F,
est une isométrie pure.

Preuve: Par le lemme 2.5.3-b) 'hypotése du théoréme est équivalente
au fait que 1 n’appartient pas a I'image essentielle de la fonction ¢ = aw.
Remarquons que la fonction 1 satisfait aussi

[Yllo <1,  9(0) =0.

La conclusion du théoréme est alors une conséquence immédiate du lemme
suivant qui contient un fait plus général.
O

Lemme 2.5.5. Soit ¢ € H* une fonction non-constante avec |||l <1 et
Im ¥(0) =0, et soit v la mesure positive finie sur le cercle unité fournie par
la remarque 1.1.4, qui satisfait

14+9(z) 2“ei9+zy .
1_—W)_/0 Clivh)  (zeD).

Sil ¢ R(v), alors v est absolument continue.

Preuve: Comme dans la démonstration du théoréme 2.4.4-a) (via le théo-
réme 1.1.1- théoréme de Fatou) la densité de la partie absolument continue
de la mesure v est égale a

1 — [p(e”)]* do
|1 —1p(e?)]? 2m
Vu que 1 — 9 est une fonction inversible dans H, il existe une constante

e > 0 telle que |1 — ¢ (z)| > ¢, pour tout |z| < 1. Alors, par le théoréme de
convergence dominée on obtient

S L e SN
o MT=0(@P2r ~ 2y = o(re?P 2r

1+ (ret?) db
=1li —_—
rol Re /0 1 —(re?) 2m

e LEU0) _1-pOF
=R T T v A ().
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Donc, on a
1= e o

dv = . —
YT ()2 2n

O

Nous présentons maintenant quelques conséquences du dernier théoréme.

Proposition 2.5.6. Si h=! € H* alors l'isométrie S+ F,, est une isométrie
pure pour tout o € T.

Pour la démonstration on a besoin de ’observation suivante :

Lemme 2.5.7. Pour tout x € C et pour tout € € R limplication suivante a
liew :

Preuve: On remarque d’abord que le terme de gauche dans hypothése est
équivalent a
1—|z]* > %1 — 2f?

et en additionant 2|x|? a chaque membre, on obtient
L+ |zf* > 1 — x> + 2|z|%
La premiére inégalité devient, si on écrit [1 — z|* = (1 — z)(1 — )
L—[a]* 2 &1+ [a]) - *(z + 2)

donc
1—|z|* > X1 — o|* + 2|z)?) — *(z + 7)

ce qui est équivalent a

(x+e2(z—1))(T+2(z-1) <1

donc
(1+e¥z—*P <1
et, finalement on a
g2 1
- | < :
1+ ¢e2 1+ ¢e2

|
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Preuve de la proposition 2.5.6 : Quand o = 1 on obtient le cas de la
perturbation triviale S + F, = S, donc S + F, est une isométrie pure.

Si h=! € H™ alors il existe une constante € > 0 telle que |h(e®)| > ¢ p.p.,
donc par la proposition 2.4.1-b) on a

1- |w(€i9>|2 > 22

[1—w(e?) —
Alors le lemme précédent implique

g2 1

< .
1+52|_ 14 e2

jw(e) -

. . , . £2 1 .
Comme le disque fermé centré au point 1= et de rayon ;7 est inclus

dans D et son intersection avec T contient seulement le point 1, pour tout
acT\{l}ona

g2 1
dy = la — — > 0.
o 1—}—52’ 142
Alors on obtient
2 2
0N _ € i0 €
o - ()] = (o - =) — (w(e) - ) 2
2 ' 2
> (a — - 0y >
> f(o— 1)~ [ - 1551 2
g2 1
> — - do, >0
> |(a 1+52)‘ 1+ &2



ce qui implique que o — w est inversible dans H* et donc o ¢ R(w). Par le
théoréme 2.5.4 il résulte que S + F,, est une isométrie pure pour tout a # 1 .
(I

Proposition 2.5.8. Soit a € T, u une fonction intérieure et

1—u

h = .
11—l

Alors Uisométrie S+ (a — 1)h ® S*h a une partie unitaire si et seulement si

~1—u(0)
1—u(0)

Preuve: L’implication directe est démontrée dans le théoréme 2.1.3-c).
Pour I'implication réciproque on remarque d’abord que

1= u(e)|? 11— u(e) — u(e®) + |u(e?)[? _ 2-2Re u(e')

=) 1~ w(0) — w(0) + flul? 2 — u(0) — u(0)

’h(ew’Q

Maintenant, pour tout z € D on a :

1+ w(z) :/2”ei9+z|h(ei9|2ﬁ:/2”ei9+z. 2 — 2Re u(e”) db
1 —w(2) 0o €9 —=z 2 Jo €¥—2z 2—y(0) —u(0)27
_ 2 _/% e L — (e
2 —u(0) —u(0) Jo €—=z 27
2 —2u(z) — u(0) + u(0)
S 2w —u(0)

Donc, on a I'égalité suivante

1+w(z) _2- 2u(z) — u(0) + u(0)

1—w(z) 2 —u(0) — u(0)
o (2) +u(0)

w(z) = —ule u_ z € D).

(2) 2 —u(z) — u(0) (z€D)

Comme |u(z)| < 1, il est facile de voir que la fonction w(z) est holomorphe
dans le disque ouvert, car

2 —u(z) = u(0)| = 2 = u(z)] = [u(0)] > 1 = |u(0)] >0
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De plus w(z) est une aplication ouverte et en appliquant le lemme 2.5.3 on

obtient que
2+ u(0)

Rw)c{————==:2¢€D
e Py }
et aussi 0
RwnTc {0 cpyAT
2 —z—u(0)
D’autre part, la condition que %1% soit dans le T se traduit par
2
—z+u(0) | .
2 —z—u(0)
donc

| =z +u(0) =12~ 2 —u(0)]”

ce qui est équivalent a

|22 + [u(0)|* — 2Re u(0)z = 4+ |z|* — 4Re 2 +|u(0)]* — 4Re u(0) + 2Re u(0)z,
d’ou
(1 —Re u(0))(1 —Re z) =0.

On a alors Re z = 1, pour z dans le disque fermé, donc z = 1 et on obtient

}

u(0) —1

R(w)ﬂ{z:\z|:1}C{ )

ce qui finit la démonstration.

O
Lemme 2.5.9. Pour tout re'® etr <1 on a
/ o 1—r? dt
o |1 —reTiteia]2 27
Preuve: La preuve est évidente (noyau de Poisson).
O

Théoréme 2.5.10. Pour presque tout o dans le T la perturbation S + F,
est une isométrie pure.

49



Preuve: En écrivant la décomposition de Lebesgue de la mesure positive
Lo, Oon obtient I'inégalité suivante :

21 de 21
/ Wa5— S / d:uoc
0 2m 0
c’est-a-dire pour tout a = e on a
27 o 10 |2 2
/ 1~ |w(e)] ﬁg/ e = 1.
o |1 —ew(e?)|?2r 0

Comme toute fonction de H? est non nulle presque partout sur le tore,
on voit que 'expression suivante

oy L= |w(e”)?
|h(e”)]" = 11— w(e®)?

est non nulle presque partout, donc |w(e®)|? # 1 presque partout. Comme

lw(e?)| < 1 on obtient que |w(e?)| < 1 presque partout. Alors avec le lemme
précédent, il vient A
/27r 1 — ’w(efLH)’Q dt B
o |1 —e tw(e®)22r
On intégre et on obtient

/ / ()P o dt
]1 —e % (e 2r 21

et par le théoréme de Fubini on a

/27r /27r 19)|2 dt de .
1—e th (e®)22m 2m
et finalement on a

21 1— |w(€i0)|2 d@ 21
1= : - < du,(0) =1
/0 |1 — e~tw(e?)|? 2m _/0 pal0)

ce qui implique que la mesure p, est absolument continue, donc I'isométrie
S + F,, est une isométrie pure pour presque tout o = e*.

O
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Théoréme 2.5.11. Un nombre complexe A € T est une valeur propre pour
Visométrie S + F, si et seulement si tout hy(e”) = (1 — Xe®®) " h(e?) ap-
partient ¢ H* et (1 — a) < h,hy >= 1. Dans ce cas, le vecteur propre X
correspondant est hy.

En particulier, si pour certain X on a que hy € H? alors S + F, a une
partie unitaire avec

Preuve: Soit f le vecteur propre de S+ F, correspondant a la valeur propre
de module 1 A € C, c’est-a-dire

(S+ Fo)f = M.

En écrivant F,, = (a — 1)h ® S*h et en utilisant le fait que (S — \)f est
différente de zéro pour tout f, on obtient

f=(a—1)< f,8h> (e —X\)"'h

et donc _
f=(a=1)< f,S"h > \h)

ce qui implique que hy € H?2. Dans cette derniére relation, on scalairise avec
S*h et on obtient

< f,S*h >= (1 —-a) < f,S*h >< Ahy, S*h > .

D’ou

1:(1—04)<Xh)\,5*h>

oNet? g df
=(1- —h(e")h(e?)—
( Oé)/0 oo (e")h(e) 5

2w ] E(eie) do
1 - 0 L, . - =
( &)/0 e ))\e—“’ — 127
(I1—a—1)< —=h,hy >

ce qui finit la démonstration. La réciproque est évidente.
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Chapitre 3

Perturbations par des fonctions
intérieures

Dans le chapitre précédent la question : “quand est-ce qu’une perturba-
tion d’une isométrie par un opérateur de rang 1 est une isométrie pure?”
était réduite au cas d'une isométrie a vecteur cyclique, donc, modulo une
équivalence unitaire au shift unilatéral sur H? avec une fonction extérieure
en tant que parameétre de 'opérateur de perturbation.

Toutefois, cette équivalence unitaire est souvent difficile a écrire expli-
citement dans des cas concrets, ce qui fait que la réduction mentionnée a
souvent un caractére “existentiel”, qui s’avére peu utile pour I’étude des di-
vers cas particuliers.

Ainsi, par exemple, méme dans le cas du shift, considéré dans le chapitre
précédent, dés que le paramétre h n’est plus une fonction extérieure 1’étude
du caractére pur de la perturbation n’est plus faisable via la réduction opérée.

Dans ce chapitre, on traite de fagn directe, dans un certain sens la situa-
tion oposée, c’est a dire quand le paramétre h est une fonction intérieure.
On montre que dans ce cas la perturbation correspondante est toujours une
isométrie pure.
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3.1 Résolvantes des perturbations

Lemme 3.1.1. Soient les vecteurs non nuls a et b dans H. L’opérateur
I —a®b est inversible si et seulement si (a,b) # 1, et dans ce cas son
wnverse est donné par :

I-axb) '=1+(1—{a,b) 'a®b

Preuve: Démontrons d’abord que si on suppose que (a,b) = 1, alors
lopérateur I — a ® b n’est pas inversible. Soit f = Aa, différent de zéro, avec
A dans C. Alors

I-a®b)f=I—-a®b)ra= A a— (A\a,bya = A1 — (a,b))a =0,

donc il en résulte que le vecteur f appartient au noyau de I — a ® b, et
I'opérateur I — a ® b n’est pas inversible.
Supposons maintenant que (a, b) # 1. Alors :

I-a@b)(I+(1—{a,b) axb) =
=14+ (1—{(a,b)) ta®@b— (1 —{(a,b)) Ha,b)a®@b—a®b
=T-a®b+ (1—{(a,b))" (1 - (a,b))a®b
—1,

ce qui prouve que I'inverse de I — a ® b est bien I+ (1 — (a,b)) la @ b.
O

On peut maintenant donner une formule pour la résolvante de S + F,.
En effet, on remarque d’abord que

I-MNS+F,)=1-\S—(a—1)Ah®S*h
=T - AT - (a—DAXT—=AS)'h® S*h].

Si on pose
a:=(a—DANI—-AS)"h

et
b:=S"h,

I’égalité précédente devient :

I-MS+F)=I-AS)I-a®b)
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De plus, 'inverse s’écrit comme :
I-XNS+FE) ' '=I-a®b) {(I-AS)™",
et, en utilisant le lemme précédent il vient
I-XS+F)) " =0+ (1~ {(a,b)  a@b)(I—-\S)"".

On a obtenu alors la proposition :

Proposition 3.1.2. L’expression pour la résolvante de I — \(S + F,,) est
I=AMS+Fo) ' =T+ (1= {ab) la®b)(I-AS)",

ot a et b sont comme ci-dessus.

Remarque 3.1.3. Avec les notations ci-dessus, si h est une fonction inté-
rieure, alors la résolvante de I — A(S + F,) est :

I-XNS+F) " '=I+a@b)(I-\S)"".

Preuve: En effet, le produit scalaire (a,b) est nul, car :

< (I —=AS)'h,S*h > =< S(I —\S)"'"T},1, T;,1 >
=< ST,(I —AS)™ "1, T)1 >
=< T,S(I —AS)™ "1, T),1 >
=< S(I —\S) "1, T;T),1 >
= ((I —\S)'1,8%1) = 0.

3.2 L’espace ambulant et ’espace ‘“shift” d’une
perturbation isométrique

Remarquons quelques propriétés qui seront utiles dans la suite :
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Proposition 3.2.1. Soient V' une isométrie sur un espace de Hilbert H, une
fonction p € H et une constante A € D. L’égalité suivante a lieu :

n,, _ . -1
Y Ve = VT =AV) e, (¢ € H)

Preuve: On démontre 1’égalité par double inclusion.
D’abord, on observe que :

neN

(I=AV) o =) MV =) V"(\'g) € V V"
n=0 n=0

On a donc que

n _ -1
VvV VT C /\\E/D(I AV) ", (p € H).

neN
Pour démontrer 'inclusion réciproque, supposons qu’il existe une fonction
f dans VV"p telle que f soit orthogonale a )\\/D(I — A\V) 7Ly, autrement dit
n €
telle que :
(f,(I =AV)"lp) = 0.

Mais ceci implique que :
(£ AV) =0
n=0

ce qui revient a

nZ_O N,V ) =0

Cn
d’o1 on en déduit que la fonction analytique qui se trouve dans le membre
de gauche de I'égalité est nulle (pour tout A € D), donc tous ses coefficients
cn = (f, V™) sont nuls. Il en résulte que la fonction f est orthogonale a tout
V™, mais f appartient a \/NV”go, donc f = 0, ce qui démontre I'inclusion
ne

réciproque, et la preuve est terminée.

(I

Corollaire 3.2.2. Soit V une isométrie sur un espace de Hilbert H, et consi-
dérons son espace ambulant L :=H & VH. L’égalité suivante a lieu :

My(L)= Vv (I-\V)'L

AeD

(ot M (L) = @ V"L, comme dans 1.3.4)

neN
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Donnons maintenant une caractérisation du noyau de ’adjoint de I'isomé-
trie S+ F,, o S est le “shift” naturel du H? et F,, 'opérateur (o —1)h @ S*h
comme dans le théoréme 2.1.1 (c’est-a-dire v une constante unimodulaire et
h un vecteur de norme 1).

Proposition 3.2.3. Soient S le “shift” sur H? et F, l'opérateur défini par
F,=(a—=1)h® S*h, avec |a| =1 et ||h|| = 1. L’égalité suivante a lieu :
Ker (S+ F,)" =C(1 + (a« — 1)h(0)h)
Preuve: Soit f une fonction dans le noyau de (S + F,)*, c’est a dire soit
f telle que (S + F,)*f = 0. On a alors
S*[(1+ (a@a—1)h®hn)|f =0.
et donc il existe une constante k € C telle que
f+@-1)<fih>h=k (1).

Soient maintenant A € C et f; une fonction de H? orthogonale & h tels que
f = fi + Ah. En remplagant la décomposition de f dans (1), et en utilisant
le fait que ||h|| = 1, on obtient successivement

fitdAh+@—-1)< fi+Ah,h>h=k

fi+ A+ (@— 1) h = k;

fi+a\h =k.
On a donc
fi =k —al\h, (2)
et par suite la fonction f s’écrit comme
f=5+Ah
=k —a N+ \h

=k+ (1—a)\h (3).
En faisant le produit scalaire avec h dans la relation (2) on obtient :
< fi,h>=k<1,h>—-a\<h,h>,

ce qui est équivalent a
0 = kh(0) — @),
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donc

A = kah(0).

Finalement, en remplagant A dans (3) on trouve :

On vérifie facilement que si f s’écrit sous la forme f = k[1+4 (a—1)h(0)h]
alors (S + F,)*f = 0, donc f appartient au noyau de (S + F,)*, et la preuve
est finie.

(I

3.3 Les perturbations par des fonctions inté-
rieures

Remarque 3.3.1. Si V est une isométrie sur H et si on considére le sous-
espace ambulant £ = H & VH(=Im V<) alors on a :

L =Ker V*

Remarque 3.3.2. L’égalite suivante a lieu :

(T=XS)™'1, f) = f(\)

Preuve: En effet, on a

(=8 = [ T )

o 1—\ei?

= f(\).
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Théoréme 3.3.3. Soit S le shift unilatéral sur H? et considérons la pertur-
bation isométrique S + F, comme dans le lemme 2.1.1. Si la fonction h est
une fonction intérieure, alors lisométrie S + F,, est une isométrie pure.

Preuve: On considére la décomposition de H dans H, et H,, comme dans
le théoréeme 1.3.5, pour l'isométrie V = S 4+ F,, et on considére aussi le
sous-espace ambulant £ = H ©V H. Supposons, par ’absurde, que h est une
fonction intérieure et que H,, la partie unitaire de V = S + F, n’est pas
triviale.

Alors il existe une fonction non nulle f dans H, = H & H, (donc f
est orthogonale & Hy = M, (L)). Avec le corollaire 3.2.2, on voit que f est
orthogonale a /\XD(I — AV)~1L, autrement dit on a :

(I=XV)7'g,f)=0, VgeLl, VAeD

et ceci revient, par la remarque 3.1.3, a

= {(IT+ (a—DAXIT—=AS) 'Th® S*h)(I - AS) g, f)

= (I=AS)7"g, f) + (@ = DT = AS) g, [(T = AS)""h @ S*h]"[)
= (T=AS) g, ) + (@ = M = AS)~ 1 9,[5"h© (I - AS) hlf)
= (T=X8) g, f) + (@ = DAT = AS) " h, f){(I - AS) 9,5"h)

Calculons maintenant les produits scalaires qui apparaissent (notes par
pl, p2 et p3).

D’aprés la remarque 3.2.2; si g appartient a £ alors elle est une fonction
dans Ker V* = Ker (S + F,)*, et avec la proposition 3.2.3 il résulte qu’il
existe une constante £ telle que la fonction g s’écrit sous la forme

g=k(1+ (a—1)h(0)h).

Considérons maintenant la décomposition de la fonction f en f = hfi+ fo,
telle que f5 soit une fonction orthogonale au sousespace hH?2.

En utilisant ’expression de la fonction ¢, la décomposition de la fonction
f et la remarque 3.3.2, on obtient successivement :
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p1=(T—=XS) g, hf1 + fa)
—k((T=AS) "L, hfy) + k(T = AS) " (a — 1)h(0)h, hfy)

+ k(T = AS)™'L, fo) + k(T = AS) " (ar = D)A(0)h, fo)

. i

~~
=0

=R F1ON) + E(a — DR0) LN + foa(ON);

po =(T—=AS)""h,hfi + fo)
=((I—=XS)""h,hfy)
(

et ceci est équivalent a

O[flh + f2 =0.

Mais, en scalairisant d’abord avec fih et ensuite avec fs, il en résulte,
respectivement que f; = 0 et fo = 0. Finalement, on voit que f = 0, ce qui
termine la preuve du théoréme.

O
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Chapitre 4

Pertubations des contractions
avec des opérateurs compacts

Dans les chapitres 2 et 3 le point de départ de I’étude était le fait que,
pour deux isométries V; et V5 dans B(H) telles que F' = V5 — Vj soit de rang
1,1l existe « € T et h € H un vecteur de norme 1 tels que F' = (a—1)h®@V *h.
Ceci est équivalent a la factorisation

Vo =UW,

U étant I'opérateur unitaire ah ® h @& (I — h ® h), pour lequel U — I est de
rang 1.

Le but de ce chapitre est de montrer, plus généralement, que la différence
Vo — Vi de deux isométries est un opérateur de rang fini (respectivement
compact) si et seulement si il existe un unitaire U dans B(H) qui réalise
la méme factorisation Vo, = UVj, avec U — I de rang fini (respectivement
compact).

Comme conséquence on obtient un résultat similaire de factorisation dans
le cas plus général o V5 est seulement une contraction, quand 'opérateur de
factorisation U n’est plus un unitaire, mais une contraction.
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4.1 Perturbations isométriques de rang fini

Nous allons d’abord étudier le cas particulier de deux isométries V; et
V5 qui ont la différence de rang fini. Plus précisement on montre que dans
ce cas, indépendamment des multiplicités des parties pures de V; et V5, la
factorisation V5, = UV} a lieu pour un certain opérateur unitaire U tel que
U — I est aussi un opérateur de rang fini. Un résultat similaire est valable
sous ’hypothése plus faible que V5 est une contraction, mais dans ce cas on
devrait remplacer 'unitaire U par une certaine contraction X satisfaisant les
mémes propriétés que U. Quelques résultats concernant ce cas se trouvent
dans [BT97| et [BT00|. Dans [CT03] on trouvera des résultats qui concernent
la similarité & une contraction.

Nous avons besoin du lemme suivant concernant inégalités entre les opé-
rateurs positifs de rang fini.

Lemme 4.1.1. Soient I et J deux ensembles arbitraires d’entiers positifs.
Soient (€;)icr et (fj)jes deux familles des vecteurs dans un espace de Hilbert
H telles que (fj);jes soit une suite de Riesz, i.e. il existent deux constantes
positives 0, et 8y telles que pour tout (aj);es € 12(J) Uinégalité suivante a

lieu :
0D sl <D i fillP <6 ) layl (4.1.1)

jed jeJ jeJ
Alors
Z€i®ei Sij®fj (4.1.2)

i€l jed
si et seulement si il existe une matrice de dimension card(I) x card(J),
A = (a))icr jes avec ses lignes dans 1*(J) telle que

A*A <TIpp (4.1.3)
et
€; — Z aijfj- (414)
jeg
De plus, ’égalité dans (4.1.2) est équivalente a l’égalité dans (4.1.3).
Preuve:

Dans le cas ot l'ensemble J est fini, le fait que (f;);es est une suite de
Riesz se traduit par le simple fait que les vecteurs (f;);es sont linéairement
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indépendants. La preuve dans ce cas est donc une version “plus facile” (cas
fini dimensionnel) de la preuve dans le cas infini dimensionnel que l'on va
démontrer. Nous pouvons supposer que J = N.

Notons par F' I'opérateur positif > jed fi®f;. Soit F le sous-espace fermé
de H engendré par les vecteurs f; et notons avec n la dimension de F.

Observons d’abord que F coincide avec I'image de F. En effet, comme
(fj)jes est une suite de Riesz il existe une base orthonormale (£;),c; et un
opérateur linéaire L € B(H), borné inférieurement, tel que f; = Le;. Alors
Ker L = (0) et Im L = Im L, ce qui est équivalent & Im L* = Im L*, et donc
Im L* = (Ker L)t = H, c’est-a-dire que I'opérateur L* est surjectif. De plus,
on a

F=Y fi@fi=)> L®Le; =LY ¢ ®e)L" = LL*

jeJ jeJ jeJ
ce qui implique que Im F =Im LL* =Im L.

Observons maintenant que tous les vecteurs e; appartiennent a I'image
de F'. En effet, 'inégalité 4.1.2 implique e; ® e; < F pour tout ¢ € I, donc
on a (via le critére de Douglas) : Ce; = Im (e; ® €;) C Im F' et on en déduit
que pour tout ¢ € I, les vecteurs e; appartient a Im L.

Il en résulte qu’il existe v; € H tels que e; = Lv;, pour tout ¢ € I. Comme
(/) jes est une base orthonormé de H, on voit qu'il existent (a;;) € I>(J) tels

|2 o o
queAZjeJ |ai;|? < ooet v =) . ;aiE;.
lors :
€ — L E Clij(fj = E aijsz = E aijfj.
jed jed jed

Maintenant 4.1.2 devient

Y AOQ aifi) e aaf) <Y f® f

icl  jeJ leJ jeJ
donc,
§ E E ayaif; @ fi < E 1i ® f;
il jed 1eJ jeJ

ce qui est équivalent a

ZZZEZJ%<x,fl><x,fj>§2|<x,fj >|2 (r € H).

el jed led jed

(4.1.5)
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On définit maintenant 'opérateur D de H dans [%(J),

D(.I) = (< Jf,fj >)j€J (m S H)

Soit T' la transformation de Fourier correspondant a la base ¢;, T' : H +—
P(J), T(3esa5¢5) = (a;); (qui est un opérateur unitaire). On démontre
que D = TL* (et du coup on obtient que D est un opérateur surjectif).

En effet, si € H et y = (y;)jes € *(I) (tel que Y-, ; [ y; [°< 00), on a

(Dz,y) = (&, f))jes. W)ier) = > (@, f;)7;

jeJ
Z<x yifi) = Zy]f] 7Zij€j>
jeJ jeJ
(x, L( Zngj (x, LT 'y) = (T L*z,y).

jeJ
Comme D est surjectif, I'inégalité 4.1.5 implique
D0 Qe <Y ui [P (ue ()
i€l jed led jeJ

ce qui est équivalent a
AA < L2

La réciproque est une conséquence d’un calcul simple. Il est facile de
remarquer que I'égalité dans (2.1) est équivalente a 1'égalité dans (2.4) et
donc a Iégalité dans (2.2).

O

Pour démontrer le résultat principal de ce paragraphe, nous aurons besoin
des observations suivantes :

Proposition 4.1.2. Soient V une isométrie sur H et F' un opérateur borné
avec 'image F. Si V + F' est une contraction, alors

FNnKerV*=(0).

Preuve: Soit z = Fy un vecteur dans F N KerV*. Alors
][ = (V*Fy,y) + (y, V*Fy) + [|1Fy|* = [(V + F)yl* = [Vyl* <0,

et donc, nécessairement x = 0.
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Théoréme 4.1.3. Soit V' une isométrie sur H et F € B(H) un opérateur
de rang fini. Alors
a) V + F est une contraction si et seulement si F' s’écrit :

F=(X-1V,

pour une certaine contraction X sur H telle que X — 1 est un opérateur de
rang fini.
b) V + F est une isométie si et seulement si F' s’écrit :

F=(U-DV,

pour un certain unitaire U sur H tel que U —1 est un opérateur de rang fini.

Preuve: les réciproques de a) et b) sont des calculs directs, donc on dé-
montre les implications directes. Supposons que F' satisfait la propriété que
V + F est une contraction et soit F = Im F', qui est de dimension finie, donc

fermée. Soit dimJF = n et soit ey, ..., e, € H une base orthonormale pour F.
Alors ils existent yq, 99, ..., y, € H tels que

F=Y coy (416
i=1

Vu que V' + F' est une contraction, on a :
(V+F)(V+F)<I,
et comme V est une isométrie, on en deduit que
V*E+ F*V + F*F <0.

Par (4.1.6), on obtient
ZV*Q‘ ®yi+2y¢®V*6i+Zyi®yi <0.
i=1 i=1 i=1

et en additionnant de chaque coté le terme > | V*e; ® V*e;, on trouve :

n

Z (V*ei + yz) X (V*ei + yz) S Z V*Gi X V*BZ‘.

i=1 =1

On peut remarquer maintenant que les vecteurs V*e; (i = 1,...,n) sont
linéairement indépendants. En effet, si ay, ..., a, sont tels que > | o V*e; =
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0, alors > | oye; appartient a F N Ker V*, qui par la proposition 4.1 est
réduit a zéro, ce qui implique que tous les a; sont nuls.

En utilisant le lemme 4.1.1, on voit qu’il existe une matrice carrée d’ordre
n, A= (a;)ij=1,.n telle que A*A <1T, et :

n

V*Gi +y; = ZaijV*ej (Z = 1, . ,7’L).

j=1
Par conséquent, avec (4.1.6) on obtient
j=1 i=1

On définit maintenant 'opérateur X dans H par :
n

X@i :ZZ&ijej, (z:l,,n)
j=1

sur F, et Xh = h lorthogonal de F. Alors X est une contraction, vu que
A*A <1, X —Test de rang fini (car Im (X —I) C F) et de plus, avec (4.1.7)
on obtient

F=(X-DV,

ce qui démontre a).

Dans le cas ou V + F' est une isométrie, du lemme 4.1.1 il résulte le fait
que la matrice A dans la preuve ci-dessus est unitaire, donc en définissant
U exactement comme nous avons défini X, U lui méme est un opérateur
unitaire pour lequel U — I est un opérateur de rang fini et nous avons

F=U-1V.

L’assertion b) est démontrée.

4.2 Images des isométries
avec une différence compacte

On donne dans ce paragraphe quelques résultats concernant une rela-
tion géometrique entre les images des deux isométries dont la différence est
compacte.
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On commence par indiquer l'existence d’une factorisation Vo, = UV} pour
un couple d’isométries qui ont une différence compacte.

Proposition 4.2.1. Soient V; et V, deux isométries sur H telles que Vi — V5
est compact. Alors il existe un opérateur unitaire U sur H tel que

Vo =UV;.

Preuve: Si une isométrie, par exemple V7, a une image de codimension
finie, alors elle est un opérateur de Fredholm d’indice —dim(H & V1 H). Vu
que V5 — Vi est compact il en résulte que

dim(H & VoH) = —ind(Va) = —ind(Vy) = dim(H & V; H).

Si les deux isométries ont une image de codimension infinie alors, comme H
est séparable, on a nécessairement

dim(H 6 VoH) = dim(H 6 V; H) = X,.

Par conséquent, dans les deux cas dim(H © Vo H) = dim(H © V1 H).

Soit W un opérateur unitaire de V; H dans Vo H, et soit W’ un opérateur
unitaire arbitraire de H © V1 H dans H © Vo H (cela est possible car les deux
espaces ont la méme dimension). Alors I’ opérateur U défini par

Uh+k)=Wh+W'k (heViH,ke HoViH)
est unitaire (surjectif) de H dans H et satisfait

Vo =UV;.

Remarque 4.2.2. Dans la proposition ci-dessus, si on suppose quune des
isométries a une image de codimension finie, alors U — I est compact. En
effet, pour y = Viz € V1H, on a

Uy —y = UpgViz — Viz = Vor — Viz = (Vo — V1)V]'y,

donc l'opérateur
ViH>y — Uy —-yeH

est compact. Mais cet opérateur est la réstriction de U — I & un sous-espace
de codimension finie, par suite U — I est lui méme un opérateur compact.
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On démontre maintenant que ’'on peut enlever I’hypothése de codimen-
sion finie, au moyen d’une caractérisation trés utile pour tous les couples
d’isométries qui ont une différence compacte.

D’abord, on remarque quelques faits élémentaires :

Proposition 4.2.3. Soit A un opérateur positif sur un espace de Hilbert H.
Alors A —1 est compact si et seulement si AY? —1 est compact.

Preuve: Comme le spectre de A2 “vit” dans le demi axe positif, A2 +1
est inversible. Par conséquent les relations

A—T=(AY2_1)(AY? 4+1)
AV 1= (A-T) (A2 4+ 1)}

montrent que A — I et A2 — 1T sont simultanément compacts.
(Il

Proposition 4.2.4. Soit A € B(H) un opérateur injectif tel que A — 1 est
compact. Alors A est un opérateur inversible.

Preuve: Comme A —1 est compact, il résulte de 'alternative de Fredholm
(corollaire 1.5.4) que A = (A —I) + I est injectif si et seulement si il est
surjectif, et donc A est inversible.

O

Le lemme suivante sur la structure de projecteurs qui une la différence
compacte joue un role crucial.

Lemme 4.2.5. Soient Hy et Hy deux sous-espaces de H de dimension infinie.
Soient Py et Py les projecteurs orthogonaux sur Hy et Hy respectivement, et
supposons que Py — Py est compact. Alors

1) HiN Hy et HyN Hi ont des dimensions finies, que l’on va noter par
c1 et cy.

2) Il existe un opérateur unitaire Uy de Hy = H, © (H; N Hy) dans
H) = Hy © (Hy N HY) tel que Uopérateur H) > h — Ugh — h € H soit
compact.

3) Si, par exemple, ¢1 < co alors Uy peut-étre prolongé a une isométrie
Vo de Hy dans Hy vérifiant les conditions suivantes

a) H 5 h — Voh — h € H est compact.
b) dim Hy © VoHy = ¢3 — ¢4.
En particulier st c; = co, alors Vi peut-étre choist unitaire.
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Preuve: Pour démontrer 1), on observe que

IHmHQL = Pl|HmH2L = (P - P2)|H10H2J-7

donc Iy ~py est compact, et cela est vrai si et seulement si (Hy N Hy) est de
dimension finie. De la méme maniére, on démontre que dim(H, N Hi") < oo.

Pour démontrer 2), soit X : H; — Hs la restriction de P, & Hy. Vu que
P, — Py est compact, il en résulte immédiatement que

H>h —Xh —h eH (421)

est compact.
Par ailleurs, comme pour hy € Hy et hy € Hy, on a

<Xh17h2> = <P2h1ah2> = <h1ah2> = <h17P1h2>~

On en déduit que X* : Hy — H; coincide avec la restriction de P; & Hy. On

a aussi
Ker X = H N Hy Ker X* = H,N HY, (4.2.2)

donc la restriction X, de X au sous-espace H; = H;SKer X considéré comme
un opérateur sur ce sous-espace et a valeurs dans Hj) = Hy©Ker X* = Im X
est un opérateur quasi-inversible (i.e. injectif avec I'image dense) de H/ dans
HJ pour lequel

H >h— Xoh—heH (4.2.3)

est compact.
Maintenant, comme pour h € Hj

X;Xoh —h = PPyh — h = PPh— Pih = P{(Py — P)h

il en résulte que X7 Xo — Iy est compact.
Avec les propositions 4.2.3 et 4.2.4 on voit que |Xo| = (X§Xo)
inversible dans H] et que

1/2 agt,

| Xo| — I est compact (4.2.4)

Nous posons maintenant Uy = Xo|Xo| ™!, qui (par [SNF70], chapitre 2,
proposition 3.3 ) est unitaire de H| dans HY.
Il reste & démontrer que

H >h—Uh—-heH

est compact, c’est a dire transforme les suites faiblement convergentes vers
zéro en des suites fortement convergentes vers zéro. Soit (z,), C Hj une
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suite convergeant faiblement vers zéro. Alors z,, = |X0|*1/ 2x,, converge aussi
faiblement vers zéro, et donc il résulte de 4.2.3 et 4.2.4 que

|Uon, — 25| = HXOZn - |X0|1/22n|| < || Xozn — Zn” + H’X0|1/22n - Zn” —0

Du coup 2) est démontré, et 3) est une conséquence immediate de 2), via
un argument de dimension similaire a I’argument utilisé dans la preuve de la
proposition 4.2.1 pour la construction de W.

O

En utilisant ce lemme on peut démontrer maintenant la caractérisation
générale suivante des paires de sous-espaces qui sont images d’isométries
ayant une différence compacte :

Théoréme 4.2.6. Soient Hy, Hy deux sous-espaces de H fermés, de dimen-
sion infinie, et soient P; les projecteurs ortogonauz sur H; (pour i = 1,2).
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1) Il existent deux isométries Vi et Vs, d’images respectivement Hy et Hs,
telles que l'opérateur Vi — Vy est un opérateur compact.

2) 1l existe un unitaire U : Hy — Hy tel que

H,>5h— Uh—h € H est compact

3) P, — Py est compact et dim(H, N Hy") = dim(Hy N Hi)

Preuve:

1) = 2) Soit U : Hy — Hy défini par UVih = V,h, pour tout h € H. 1l
est évident que U unitaire, donc reste a démontrer la compacité.

Soit (z,), € Hy une suite faiblement convergente vers zéro. Il existe alors
une suite (y,), € H telle que z, = Vjy,, pour tout n. On a que pour tout
k € H il existe | € H tel que :

<ynak> = <yn,V1*l> = <Vlynal> = <Zn,l> — 0.

I1 en resulte que (y,) converge faiblement vers zéro, et comme V5 — V] est
compact, on a que (Vo —W)y, = (UVI — W)y, = Uz, — z, converge fortement
vers z€éro, et 2) est prouveé.

2) = 1) Soit V} une isométrie arbitraire telle que ViH = H; (cela est
possible car dim H = dim H; = N) et soit Vo = UV;. Alors VoH = H,. 11
reste a démontrer que V5 — V; est compact.
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Pour ceci, soit (z,), € H une suite qui converge faiblement vers zéro.
Alors la suite z, := Viz,, Vn (z,), € H; tend aussi faiblement vers zéro et
on a que

(Vo = W)z, = UViz, — Vix, = Uz, — z,.

Comme l'application H; > h — Uh — h € H est compacte, on obtient
la convergence forte vers zéro de Uz, — z,, donc la convergence forte de
(Vo — Vi)x, et on en déduit la compacité de Vo — V7.

L’implication 3) = 2) résulte directement du lemme 4.2.5-3) avec ¢; = ¢.

Il reste & démontrer que 1) = 3). Comme dans le lemme 4.2.5, on pose
H;,=V;H (i=1,2).
Vu que P, =V,V* (i=1,2) on a

1
Pi—Pr= 5[V = Va)(W + V3) + (Vi + 1)V = ),

donc P, — P, est compact. On sait par le lemme 4.2.5-1) que ¢; = dim(H; N
Hi") et ¢y = dim(Hy N Hyi") sont finis, donc il reste & démontrer qu’elles sont
égales.

Supposons par exemple que ¢; < co. Alors par le lemme 4.2.5-3 il existe
une isométrie Vg : H; — Hy telle que dim(Hy © VoHy) = o —cy et Hy 5 h —
Voh — h € H est compact.

Comme on a déja démontré I’équivalence 1) < 2); on peut trouver un
unitaire W de H; dans Hy tel que Hy > h — Wh — h € H est compact.
Alors W —V;, : Hy — Hs est compact, donc WW* — VoW* = Iy, — VoW™* est
compact. Vu que lisométrie VoW* a une image de codimension ¢y — ¢; < 00
et comme la différence des deux isométries Iy, et VoWW™* est compacte (ceci
est du a la remarque 4.2.2). On obtient :

0= (dlmH2 ) IHQHQ) = lel(HQ S %W*Hg) = Cy — (g,

donc, ¢; = ¢y et le théoréeme est prouvé.
O

La caractérisation du théoréme 4.2.6 en termes de projecteurs permet de

passer des images de deux isométries aux orthogonaux de leurs images, qui
meéne au résultat principal de factorisation de la section suivante.

70



4.3 Perturbations compactes générales

Théoréme 4.3.1. Soient Vi, V5 deux isométries arbitraires sur H. Les af-
firmations suivantes sont équivalentes :

1) Vi — V4 est compact ;

2) Il eziste un opérateur unitaire U : H — H tel que U — 1 est compact

et Vo =UV;.

Preuve:
2) = 1) est triviale.
1) = 2) Avec la remarque 4.2.2, on peut supposer que K; = H © H; et
K5 = H © H, ont des dimensions finies.
Via le théoréme 4.2.6 il existe un opérateur unitaire Uy : H; — Hy tel
que
Vo = UpV) et

H, 5 h — Uyh — h € H est compact.

De plus, comme les sous-espaces H; et Hy satisfont la condition 1) du
théoréme 4.2.6, 'opérateur P; — P, est compact et dim(H; N Ky) = dim (KN
H,). Mais, comme P, — P, = (I — P;) — (I — P,), les sous-espaces K et K,
satisfont aussi la méme condition, donc le théoréme 4.2.6 implique que K,
et Ky sont aussi des images d’isométries ayant la différence compacte. par le
méme théoréme, il résulte alors qu’il existe un opérateur unitaire Uy : K1 —
K5 tel que

Kisk—Uk—-keH

est compact. Mais ceci implique que U = Uy & U, satisfait
WU =W

U — I compact

et la preuve est compléte.
O

On peut maintenant travailler avec le résultat analogue pour les pertur-
bations compactes qui sont des contractions, mais démontrons d’abord le fait
que le théoréme 4.3.1 reste vrai pour les isométries définies entre des espaces
de Hilbert différents :
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Corollaire 4.3.2. Soient H, H' deux espaces de Hilbert séparables et de
dimension infinie et soient Vi, Vy deux isométries de H dans H'. Les affir-
mations suivantes sont équivalentes :

1) Vi — V4 est compact ;

2) 1l existe un opérateur unitaire U sur l'espace H' tel que U — Iy est
compact et Vo = UV].

Preuve: Soit W un opérateur unitaire arbitraire de H' dans H et soient
Vi = WV et V = WV, Alors V] et VJ sont deux isométries de H dans
H avec une différence compacte, donc par le théoréme 4.3.1, on voit qu’il
existe un opérateur unitaire U’ défini sur H tel que U’ — Iy est compact et
Vy = UV

On définit U = W*U'W. Alors U est évidemment un opérateur unitaire
sur H’',
U—1y =W*U —1gy)W

qui est compact, et de plus on a
UV, =W UWV, =W UV =WV =WWV, =1,

la preuve est donc finie.

Nous avons besoin aussi d’un autre fait élémentaire, qui est :

Proposition 4.3.3. Soit T' une contraction et V une isométrie sur un espace
de Hilbert H et soit Dy = (1 —T*T)Y? Uopérateur de défaut de T. Si V —T
est compact alors Dt est compact.

Preuve: L’égalité
1
I-T"T = 5[(‘/* TV +T)+(V +T*)(V =T)]

1/2

montre que I — T*T est compact, donc (I — T*T')'/# est compact.

On peut maintenant énoncer le résultat suivant :

Théoréme 4.3.4. Soit V une isométrie sur H et K € B(H) un opérateur
compact. Alors V + K est une contraction si et seulement si K peut s’écrire
sous la forme :

K=(X-1V,

ou X est une certaine contraction sur H telle que X — 1 est compact.
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Preuve: Il suffit de démontrer I'implication directe (non triviale). Suppo-
sons que T' = V + K est une contraction. Avec la proposition 4.3.3 on voit
que D7 est compact.

On considére les isométries Vi et Vo de H dans H & H définies par

e (0) (3

V-T
)

est compact, car les deux entrées sont compactes. Par conséquent, on peut
appliquer le corollaire 4.3.2 et on peut trouver un unitaire U agisant sur

Ho H,
U Ui
U=
(U21 U22)
tel que Vo = UV;. Mais ceci est équivalent a :
T\ (UuV
Dy ) \UpV )’
donc en particulier T'= Uy, V.

Maintenant, comme U*U = Iyqay,

UfjUn <UL U + Us Uy = 1y,

Alors

donc Uy; est une contraction. De plus, comme

(U —1y Uiz
U‘IH@H_( Unn U22—1H>

est compact,il résulte que Uy — Iy est compact. Alors on peut choisir X =
Ui, qui satisfait toutes les conditions imposées, la preuve est donc termineée.
O

4.4 Caractérisations paramétriques
des perturbations compactes
des isométries

Il est démontré dans [Nak93| que toutes les isométries (contractions) V'
qui sont des perturbations de rang un d’une isométrie arbitraire fixée Vont
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la forme :

V' =V+(a—1DheV*h (4.4.1)

pour tous les vecteurs unité h € H et pour tout nombre complexe o dans le
cercle unité (respectivemment le disque unité). Cette égalité peut-étre aussi
écrite sous la forme

V' =UV (4.4.2)

ot U est la perturbation de rang un de l'identité U = I+ (v — 1)h ® h.

Par les théorémes 4.1.3, 4.3.1 et 4.3.4 on déduit une généralisation de ce
résultat pour les perturbations compactes, respectivement pour les pertur-
bations de rang fini d’'une isométrie V.

Théoréme 4.4.1. Soit V' une isométrie et K un opérateur compact dans H.
Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1)V + K est une isométrie ;

2) Il existe une suite orthonormale de vecteurs (e,), C H et (a,), C T
telle que lim,,_o a,, = 1 et

K=Y (0 —1)e, ® Ve (4.4.3)
n=0

De plus, K est un opérateur de rang fini si et seulement si la somme dans

(4.4.3) est finie.

Preuve: Avec le théoréme 4.3.1 on voit que V' =V + K est une isométrie
si et seulement si il existe un opérateur unitaire U tel que V' = UV et
K’ = U —1 est compact. Dans ce cas K’ est un opérateur normal compact,
donc il est diagonalisable (voir [Mur90|, théoréme 2.4.4). Alors, il existe une
base orthonormale (e,,),>o de H et une suite ((,),>0 de scalaires (qui sont,
en fait, les valeurs propres de K’, nécessairement de multiplicité finie, sauf
éventuellement zéro), convergentes vers zéro, telle que

K = iﬁnen ® ey,.
n=0

Posons «,, = (3, + 1, et observons que «, et une valeur propre pour
U=K'"+1,donc |a,| =1, (n=1,2,...), car U est unitaire. De plus,

K=U-IV=KV=>) (an— e, @V,
n=0
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Les autres affirmations résultent directement du théoréme 4.1.3.
O

Une conséquence du dernier théoréme concerne les perturbations com-
pactes des isométries comme perturbations de rang un itérées.

Corollaire 4.4.2. a) Supposons que l'isométrie V' est une perturbation com-
pacte de lisométrie V.. Alors V' est la limite en norme d’une suite V,, d’iso-
métries telles que Vo =V et 'V, est soit V,,_1, soit une perturbation de rang
un de V,_1 pour tout n > 1.

b) En particulier si V' est une perturbation de rang fini de V il existe
une suite finie Vo =V, V4,...,V,, = V' d’isométries telles que tout V}, est une
perturbation de rang un de Vj_1.

Preuve:

A T’aide du théoréme 4.4.1, on voit qu’il existe une suite orthonormale
(én)n dans H et une suite de nombres complexes «,, sur le cercle unité telle
que «,, converge vers 1 et

V-V = Z(an — e, @ VZe,.
n=1
For n > 1 on définit
Vo=V + Z(Oék — e @ Ve
k=1

Par le théoréme 4.4.1, les opérateurs V,, sont des isométries, V,, .1 coincide
avec V,, ou est la perturbation par un opérateur de rang un de V,, (pour tout
n > 1), et de plus

V' =Vall =l (e —Der@e] VI < || D (an — e @ |
k=n+1 k=n+1
= sup |ay— 1| =30,
k>n+1

donc a) est prouvée.

Pour b), si V' —V est un opérateur de rang fini, on fait la méme construc-
tion, mais on considére seulement les termes non-nuls de la somme finie dans
I’assertion 4.4.3 du théoreme 4.4.1.

(I
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Chapitre 5

Perturbations compactes des
opérateurs bornés inférieurement

Dans ce chapitre on généralise les principaux résultats de factorisation du
chapitre précédent au cas des opérateurs a image fermée.

Plus précisément on montre que, si A et B dans B(H) sont & image fermée
et satisfont le critére de Douglas, équivalent a I'existence d’une factorisation
B = XA pour un certain opérateur X dans B(H), alors la compacité de
A — B est équivalente a 'existence d’un tel opérateur de factorisation X tel
que X — I soit compact.

L’idée consiste a généraliser d’abord le théoréme 4.2.6 au cas des iso-
métries partielles et d’utiliser ce résultat plus général pour les isométries
partielles dans la décomposition polaire de A et B, en conjoction avec le
critére de Douglas.

Ce résultat admet plusieurs conséquences sur les factorisation de classes
plus particuliéres d’opérateurs.
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5.1 Isométries partielles et factorisations

On rappelle dans cette section quelques propriétés fondamentales concer-
nant les isométries partielles, la décomposition polaire d'un opérateur et le
critére de Douglas de factorisation, qui sont, a part les résultats du chapitre
précédent, les ingrédients nécessaires pour le résultat principal de ce chapitre.

Définition 5.1.1. Un opérateur W € B(H) s’appelle une isométrie partielle
sl existe un sous-espace vectoriel fermé Hy C H tel que la restriction Wy, :
Hy— H (de W a Hy) est une isométrie et Ker W = Hy .

Si W € B(H) est une isométrie partielle on notera :

i(W) : = (Ker W)*(= Hyp) —l’espace initial de W
fW):=Im W(=Im W) —l’espace final de W
s;(W) : = Pyw) —le support initial de W;
sp(W) 1 = Prwy —le support final de W.

Il est trés facile de montrer la proposition suivante :

Proposition 5.1.2. Si W € B(H) est une isométrie partielle alors les affir-
mations suivantes ont lieu :

1) L’application i(W) 3 x — Wz € f(W) est unitaire ;

2) s;(W)=W*W;

3) sy (W) =WW+;

4) W* est une isométrie partielle ;

5) W est une isométrie si et seulement si i(W) = H ;

6) W est une coisométrie si et seulement si f(W) = H et

TNVW =Ws;(W) et W* = sp(W)W*.

On donne ici I'idée de la preuve de la décomposition polaire d’un opéra-
teur.
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Théoréme 5.1.3. (La décomposition polaire) pour tout opérateur A € B(H)
il existe une unique isométrie partielle V- € B(H) telle que l'opérateur A
s’écrive sous la forme A = V|]A|.

De plus
i(V) = (Ker A)*;
f(V)y=Im A
et
4] = (A7A)

Preuve: On définit Vj : Im |A| — Im A par Vy(|A|z) := Az (x € H).
Le fait que pour tout x € H on a

Al ||* = (A" Az, 2) = || Az|*

montre que f/o est un opérateur corectement défini et isométrique entre les
sous-espaces (pas nécessairement fermés) Im |A| et Im A. Par conséquent Vj,
se prolonge & une isométrie Vg, de Im |A| dans Im A. II est clair alors que
I'isométrie partielle V' définie par

Vor, x €Im |A|
V= L
0, zelm Al .

vérifie les propriétés requises.

Une construction similaire permet d’obtenir le résultat de factorisation
suivant, connu sous le nom de critére de Douglas, que I'on donne sous une
forme "duale" qui convient mieux & nos applications :

Théoréme 5.1.4. (Critére de Douglas) Soient A et B deux opérateurs dans
B(H). Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1) Im B* C Im A*;

2) Il existe un A\ > 0 tel que B*B < \?A*A;

3) 1l existe un opérateur X € B(H) tel que B = X A.

De plus, si une des affirmations précédentes est vraie, alors l’opérateur X
dans 3) est déterminé de fagon unique par les propriétés suplémentaires

Im X =Im B (5.1.1)

et

Im X* C Im A. (5.1.2)
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Dans ce cas, l'unique opérateur X vérifie
1X| = }\Hg{/\ €R, : B*B < \?A*A}, (5.1.3)
>

et
Ker X NIm A = A(Im A* N Ker B). (5.1.4)

(cet opérateur s’appelle la solution réduite).
Si en plus Im A ou Im B sont fermées, alors

Ker X = A(Im A*NKer B) @ (Im A)~. (5.1.5)

Preuve:

1) = 3) : Dans I'hypothése que Im B* C Im A*, pour x € (Ker B*)*
on note par Yyz I'unique vecteur dans (Ker A*)* satisfaisant B*z = A*Yjx.
La correspondance (Ker B*)t 3> z — Yz € (Ker A*)! est clairement bien
définie et linéaire, et par le théoréme du graphe fermé on déduit aussi que
Yo est borné. En effet, supposons que la suite (z,),en converge vers x dans
(Ker B*)* et que la suite (Yo, )nen converge vers y dans (Ker A*)*, on a

B*x = lim B*x, = lim A*Yyx, = Ay,

n—oo n—oo

donc, par la définition de Yy, y = Yoz, ce qui montre que le graphe de Y{ est
fermé.
On considére maintenant opérateur Y € B(H) défini par

v _ Yor, x € (Ker B*)*
o, z € (Ker B*).

et on observe que X := Y™ est 'opérateur de factorisation que ’on cherchait.
3) = 1) : Immédiate, vu que B* = A*X*.
2) = 3) : Supposons q'il existe un A > 0 tel que B*B < A2A*A. On

définit X, : Im A — Im B par Xo(Az) := Bz (z € H).
Le fait que pour tout x € H on a

|Bol? = (B*Bx, z) < N (A" Az, z) = \*|| Az

montre que X, est un opérateur corectement défini et borné entre les sous-
espaces (pas nécessairement fermés) Im A et Im B. Par conséquent X, se
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prolonge a un opérateur linéaire et borné Xy de Im A dans Im B. Il est clair
alors que 'opérateur X défini par

Xor, z€ImA
X: [
0, r€e€lm A,

vérifie les propriétés requises.
3) = 2) : A supposer que B = XA on a, pour tout = € H,
(B*Bz,r) = (A*X* X Az, 1) = | X Az|)® < || X||*(A* Az, z),

donc on peut choisir A = || X]].

En ce qui concerne 'unicité, on voit que tout opérateur X satisfaisant la
factorisation B = X A coincide obligatoirement sur Im A avec I'opérateur X,
construit dans la démonstration de 2) = 3). Mais d’autre part les relations
5.1.1 et 5.1.2 sont satisfaites si et seulement si X est exactement 'opérateur
construit dans la démonstration de I'implication 2) = 3) (c’est a dire le
prolongement de X par zéro), ce qui montre 'unicité.

L’égalité 5.1.3 vient du fait que || X|| = || Xo|| dans 2) = 3).

Pour montrer 5.1.5 on considére y dans Ker X NIm A. Alors il existe un
unique vecteur € Im A* tel que y = Ax. Mais alors Bx = X Ax = Xy =0,
donc z appartient & Ker BN Im A* et par suite y € A(Ker BN Im A*), ce
qui montre l'inclusion de gauche a droite dans 5.1.4. L’inclusion réciproque
s’obtient trivialement en renversant le raisonnement ci-dessus.

Finalement, pour montrer 5.1.5, observons d’abord que, par la construc-
tion de X dans 2) = 3), (Im A)* est inclus dans Ker X, et donc il suffit de
montrer que Ker X NTm A = A(Im A* N Ker B).

Si Im A est fermée, alors cette derniére égalité est exactement la relation
5.1.4. Supposons maintenant que Im B est fermée. Par 5.1.4 on a A(Im A*N
Ker B) C Ker X NIm A donc il reste & montrer I'inclusion réciproque. Soit
donc y € Ker X NIm A. Il existe alors une suite (y,),, de vecteurs dans Im A
qui converge vers y. Pour chaque n il existe un unique z,, dans Im A* tel que
Yn = Ax,, et alors

lim Bz, = lim XAz, = lim Xy, = Xy = 0. (5.1.6)

n—oo n—oo n—oo

Vu la décomposition Im A* = Im B* & (Im A* N Ker B), chaque x,, s’écrit
Ty = Up D v, avec u,, € Im B* et v, € Im A* N Ker B. Alors 5.1.6 devient

lim Bu, = 0,

n—oo
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mais comme la restriction de B & Im B* est bornée inferieurement, on déduit
que lim,, . u, = 0. Mais alors, il vient

y = lim Az, = lim (Au, + Av,) = lim Av, € A(Im A* N Ker B),

n—oo n—oo n—oo

ce qui finit la preuve.

5.2 Factorisation et perturbations compactes
d’opérateurs a image fermée

Dans le chapitre précédent nous avons démontré que pour deux isométries
Vi et Vo dans B(H) la compacité de la différence V; — V5 est équivalente a
I'existence d'une factorisation Vo = UV} avec un certain unitaire U € B(H)
tel que U — I soit compact. Nous considérons maintenant deux opérateurs
quelconques A et B dans B(H) a images fermées et pour lesquelles il existe
une factorisation B = X A avec un certain X dans B(H) (ce qui revient a
Im B* C Im A* via Douglas). Nous allons montrer que la différence A — B
est compacte si et seulement si X peut-étre choisi tel que la différence X — 1
soit compacte.

Ce résultat n’a pas lieu si I'on rennonce a la condition que les images de
A et B soit fermées, comme le montre I'exemple suivant :

Exemple 2. Soit A n’importe quel opérateur compact a image dense dans H,
par exemple Vopérateur diagonal A =3 "° e, ®e, dans H = B(l7(C)),
avec «y, convergent vers zéro quand n tend vers 'infini et a_,, = o, (n € N),
et (e,)nez une base orthonormée de IZ(C).

On choisit U un unitaire quelconque dans B(H) tel que la différence
U — I ne soit pas compacte, par exemple le shift bilatéral Ue,, := e,,1 dans
H = B(i2(C)), et on pose B = UA, qui a lui aussi 'image dense dans H.
Alors A — B est un opérateur compact, mais il n’existe aucun opérateur X
réalisant une factorisation B = X A et tel que X — I soit compact, car, vu la
partie d’unicité dans le théoréme de Douglas, I'unique opérateur qui réalise
une telle factorisation est U lui-méme.

81



On donne d’abord quelques conséquences de la compacité de A— B concer-
nant les décompositions polaires de A et B et 'opérateur X de factorisation
dans le critére de Douglas.

Lemme 5.2.1. Soit A et B dans B(H) tels que A — B soit compact. Alors :
a) Pour tout n € N, A™ — B"™ est compact;
b) Si A, B >0 alors AY? — B'/? est compact ;
c) Si A et B sont inversibles, alors A~ — B~ est compact ;
d) |A| — |B| est compact.

Preuve:
a) Résulte de l'identité

A"—B" = A" Y (A-B)+ A" *(A-B)B+A" *(A-B)B*+-- -+ (A-B)B"*.

b) Si A et B sont positifs, on considére une suite p, de polynémes qui
converge uniformément vers la fonction [0;max(||All,||B|N[> t — Vt €
0; max(All, | BI).

Comme p,,(A) et p,(B) convergent (en norme) respectivement vers A'/2 et
B2 et comme p,(A)—p,(B) est compact (vu a) ), on déduit que A/2— B1/2
est compact.

c) Résulte de 'identité

At B t=AYB-AB

d) On a
A*A—B*'B=A"(A-B)+ (A- B)B*

qui est compact, donc, par b), |A| — |B| est compact.

Théoréme 5.2.2. Soient A et B deux opérateurs dans B(H) tels que la
différence A — B soit un opérateur compact, Im A* D Im B*, et tels que les
sous-espaces vectroriels Im A et Im B soient fermés. Considérons en plus les
décompositions polaires de A et B :

A=VI]A];

B =W|B|.

Alors :
1) 5;(V) — s;(W) est un projecteur de rang fini;
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2) les opérateurs V. — W et s;(V)) — sp(W) sont compacts dans B(H) ;
3) Si X est la solution réduite (I'opérateur dans 5.1.4) alors X — s(V)
est un opérateur compact, i.e. 'application

ImAsz— Xox—a2c H

est un opérateur compact.

Preuve:

1) Comme (V) D (W) implique s;(V) — s;(W) est un projecteur sur
Ky =Im A* N Ker B. Il suffit de montrer que la dimension de K| est finie.

Si x est dans K alors (A— B)x = Az. Comme A est borné inférieurement
sur I'image de A*, il existe un ¢ > 0 tel que ||Az| > 0||x]|.

Supposons maintenant que la dimension de K| est infinie et notons par
M = (Ky);. Alors :

(A— B)M = AM > (AK,);.

Mais la dimension de AKj est X donc (AKjy)s n’est pas compacte, ce qui est
en contradiction avec le fait que I'opérateur A — B est compact.

2) L’opérateur |A| : Im A* — Im A* est inversible. Soit les opérateurs A’
et B’ dans B(H) définie par :

) |A|7 'z, sizelm A*
Alx =
0, sizeKerA

et
Bl — |B|7'z, siz € Im B*
0, six € KerB

JAJA = A|A] = si(V);
|B|B' = B'|B| = si(W).

On montre que A’ — B’ est compact. Vu que

SZ(V> D) Sz(W) = SZ(V>SZ(W) = Sz‘(W),
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on a les égalités suivantes :

A'— B = A's;(V) — s;(W)B’

_A(W si(V)si(W)B’

_ Wsi(V) — 5i(V)B
= Alsy(W) = si(V)B" + A'(si(V) — s:(W))
= A'|B|B" = A'|A|IB' + A'(si(V) — s:(W))
= A(|B| = [A])B'+ A'(si(V) = s:s(W)),

et les deux termes dans la derniére lignes sont des opérateurs compacts, donc
A" — B’ est compact.
Le fait que la différence V' — W est compacte résulte du calcul suivant :

VW =Vs(V) — Wsi(W)
— V|A|A' — W|B|B'
— AA' - BB’
— A(A'— B')+ (A- B)B.

De plus,
sp(V)=s(W)=VV* = WW* =V =WV + W((V*—-W")
donc sp(V) — s7(W) est aussi un opérateur compact.

3) On a les égalités suivantes (ot X est la solution réduite) :

X = s(V) = Xsg(V) = (V)

= XVV* —VV*
— (X - )VV*
= (X — )Vs;(V)V*
— (B— A)AV*

et donc X — s¢(V) est compact.

La proposition suivante est une généralisation du théoréme 4.2.5 avec des
isométries partielles a la place des isométries :
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Proposition 5.2.3. Soient Hy et Hy deux sous-espaces fermés et de méme
dimension. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1) 1l existe deuz isométries partielles Vi et Vy avec le méme support initial,
telles que H; = V;H pour i = 1,2 et la différence Vi — Vs est un opérateur
compact, avec s;(V1) = s;(Va).

2) Py — Py est un opérateur compact et dim(H; N Hy') = dim(Hy N HY).

De plus, Vi et Vs sont isométriques si et seulement si dim Hy = dim Hy =
No.

Preuve: Sila dimension (commune) de H; et H est infinie, on est dans les
hypotheéses du théoréme 4.2.6, et donc on peut choisir V; et V5 isométriques.
Il reste donc a traiter le cas dim H; = dim Hy, = n < oo, et on montre que
dans ce cas 1) et 2) sont vraies indépendamment.

1) Comme dim H; = dim Hj, on peut choisir V5 tel que s;(V2) = Hy et
sf(Va) = Hy (en choisissant un unitaire quelconque entre Hy et Hy, prolongé
par zéro sur 'orthogonal de H1), et on prend pour V; le projecteur orthogonal
sur Hy. Alors s;(V1) = s;(Va) = Hy et Vi — V3 est de rang fini, donc compact.

2) Evidemment P; — P, est compact (de rang fini). Comme dans la dé-
monstration du lemme 4.2.5, si X : H; — Hjy est la restriction de Py a
H,, alors X* coincide avec la restriction de P; & Hs. En plus, Ker X =
HyN Hy Ker X* = HyN H{, et donc par le théoréme de la dimension,

dim H, N Hy = dimKer X =n — dimIm X
= dim Ker X* = dim H, N Hi".

Théoréme 5.2.4. Soient A et B dans B(H) a images fermées et tels que
Im A* D Im B*. Les affirmations suivantes sont équivalentes :

1) A— B est compact;

2) Il existe X un opérateur dans B(H) tel que X — 1 est compact et
B = XA (donc en particulier X est Fredholm d’index 0).

De plus, on peut choisir X tel que

Ker X = A(Im A* N Ker B); (5.2.1)

1X]| = max{l,ir){f{B*B < N2A*A}}. (5.2.2)

En particulier :
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3) Silm A* =1Im B* alors X peut-étre choisi inversible.
4) St B*B < A*A alors X peut-étre choisi contractif.
5) Si A*A = B*B alors X peut-étre choisi unitaire.

Preuve: L’implication 2) = 1) est triviale. On démontre I'implication
1) =2).

Observons d’abord que les opérateurs A et B ont simultanément les
images de codimension soit infinie, soit finie. En effet, si par exemple la
codimension de 'image de A est finie, alors A est semi-Fredholm a droite, et
comme A — B est compact, B est lui aussi semi-Fredholm & droite, donc la
codimension de I'image de B est finie.

Il sera suffisant de traiter le cas infini, car si les deux codimensions sont
finie, la solution réduite X de factorisation dans le critére de Douglas satisfait
la condition dans la conclusion.

Avec le critére de Douglas (théoréme 5.1.4) on construit Xy : Im A —
Im B tel que

Bx = XyAx (x € H) et Im Xy =1Im B.

Par 5.1.5 on a Ker Xy = A(Im A* N Ker B), et on sait que dim(Im A* N
Ker B) < oo (voir le début de la preuve 5.2.2). Soient K| := (Im A)* et
K5 := (Im B)*. On considére K, dans K, un sous-espace tel que dim Ky =
dim(Im A* N Ker B) et on prolonge W a une isométrie partielle W' avec
'espace initial Im A* et 'espace final s¢(W’) = Im B K,,. Comme s¢(V) =
Im AetIm B C s(W’') =Im B @ Ky, on a que Im A et s;(W’) sont des
sous-espaces fermés qui sont les images de deux isométries partielles de méme
support initial. Ainsi la condition 2) du théoréme 5.2.3 est satisfaite, ce qui
implique par le méme théoréme que (Im A)* et (s;(W'))* satisfont la méme
condition 2). Mais alors, par le théoréme 4.2.6 il existe un unitaire

Up: (Im A)* +— s;(W') C (Im B)*

tel que
ImAtrsr—Upg—2z€H

est compact.

On définit alors X = Xo|m 4 @ U, et le théoréme 5.2.2 assure que X —1I
est compact.

De plus, compte tenu du critére de Douglas (5.1.4),

1X1 = X0 ® Uy | = max{L, || Xo||} = max{1,inf{ BB < A" A}}.
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Pour les affirmations supplementaires :

3) Si Im A* = Im B* alors Ker Xy = Im A* N Ker B = (0), donc
Ker X = Ker Xy = (0). Mais comme X est Fredholm d’index 0, ceci implique
que X est inversible.

4) Si A*A < B*B alors || Xy|| <1, donc par 5.2.2 on a ||.X|| < 1.

5) Finalement, si A*A = B*B alors X est unitaire, donc X = X, ® Up
est aussi un opérateur unitaire.

(Il

On peut réobtenir comme corollaire le théoréme 4.3.4 du chapitre 4.

Corollaire 5.2.5. Si A et B sont dans B(H) tels que A est une isométrie et
A — B est un opérateur compact alors B est une contraction si et seulement
si il eziste une contraction X dans B(H) telle que B = X A et que X —1 est
compact.

Preuve: On a B*B <1 = A*A, et en plus, comme A est semi-Fredholm &
gauche et A — B est compact, B est semi-Fredholm a gauche, donc Im B est
fermée, donc la conclusion résulte de 4) dans le théoréme précédent.

(I

Corollaire 5.2.6. Soit A dans B(H) un opérateur borné inférieurement.
Toutes les perturbations par des opérateurs compacts de A sont de la forme
XA avec X un opérateur dans B(H) tel que X — 1 est compact.

Preuve:
Soit B dans B(H) tel que A — B soit compact. Comme A est injectif et
a I'image fermée, A est semi-Fredholm, donc B est lui aussi semi-Fredholm,
en particulier 'image de B est fermée. D’autre part, comme A* est surjectif,
H =Im A* D Im B*. Nous sommes donc dans les hypothéses du théoréme
5.2.4, donc il existe X dans B(H) tel que X — I est compact.
O
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