
HAL Id: tel-00134642
https://theses.hal.science/tel-00134642v1
Submitted on 4 Mar 2007 (v1), last revised 5 Mar 2007 (v2)

HAL is a multi-disciplinary open access
archive for the deposit and dissemination of sci-
entific research documents, whether they are pub-
lished or not. The documents may come from
teaching and research institutions in France or
abroad, or from public or private research centers.

L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
destinée au dépôt et à la diffusion de documents
scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
émanant des établissements d’enseignement et de
recherche français ou étrangers, des laboratoires
publics ou privés.

Un résultat de convergence des algorithmes parallèles
asynchrones. Application aux opérateursmaximaux

fortement monotones
Abdenasser Benahmed

To cite this version:
Abdenasser Benahmed. Un résultat de convergence des algorithmes parallèles asynchrones. Appli-
cation aux opérateursmaximaux fortement monotones. Mathématiques [math]. Faculté des Sciences
d’Oujda, 2005. Français. �NNT : �. �tel-00134642v1�

https://theses.hal.science/tel-00134642v1
https://hal.archives-ouvertes.fr


UNIVERSIT�E MOHAMED PREMIER

FACULT�E DES SCIENCES

OUJDA

N o d'ordre : 80/05

TH�ESE

Pour l'obtention du

Doctorat en Sciences

Discipline : Math�ematiques

Sp�ecialit�e : Analyse Num�erique et Informatique

Un r�esultat de convergence des algorithmes parall�eles asynchrones.

Application aux op�erateurs maximaux fortement monotones.

Par

abdenasser benahmed

Soutenue publiquement le 28 juillet 2005 devant le jury :

Pr�esident :

M. E. M. DAOUDI Facult�e des sciences Oujda

Examinateurs :
M. A. ADDOU Facult�e des sciences Oujda

M. O. CHAKRONE Facult�e des sciences Oujda

M. A. LIDOUH Facult�e des sciences Oujda

M. A. ROUBI Facult�e des sciences et techniques Settat



�A toute ma famille...



Remerciements

Tout au long de ces ann�ees de th�ese, certaines personnes m'ont soutenu

et aid�e. Je tiens �a les remercier tout particuli�erement.

Je voudrais tout dabord te remercier Ahmed ADDOU, pour avoir dirig�e

cette th�ese. Merci pour ta disponibilit�e, ton soutien permanent et ton aide

qui m'ont permis de mener �a bien ces travaux. Aussi, je tiens �a t'assurer ma

profonde gratitude pour m'avoir initi�e �a la recherche.

Je tiens �egalement �a remercier El Mostapha DAOUDI et Omar CHAKRONE

de la facult�e des sciences d'Oujda et Ahmed ROUBI de la facult�e des sci-

ences et techniques de Settat de m'avoir fait l'honneur d'accepter d'être rap-

porteurs de cette th�ese, ainsi que Abdelouahab LIDOUH de la facult�e des

sciences d'oujda pour avoir accept�e d'être membre de mon jury.

Merci �a tous mes proches, famille et amis, qui m'ont soutenu et encourag�e

tout au long de ces ann�ees de th�ese.

2



R�esum�e

Dans ce travail, nous avons consid�er�e des algorithmes parall�eles asyn-

chrones associ�es �a des applications non lin�eaires non-expansives d�e�nies sur

Rn. Nous avons montr�e le r�esultat de convergence concernant ces algorithmes
vers un point �xe de ces applications relativement �a la norme uniforme sur

Rn. Ce th�eor�eme �etend le r�esultat donn�e par Bahi[3] au cas non lin�eaire.
Nous avons ensuite montr�e comment ces algorithmes sont bien adapt�es au

calcul de la solution d'un op�erateur maximal fortement monotone d�e�ni sur

Rn et au calcul des solutions d'un op�erateur maximal monotone dans le cas
de l'algorithme parall�ele synchrone de Jacobi. Ensuite, nous avons appliqu�e

ces r�esultats aux calculs du minimum de fonctionnelles, du point selle, de

la solution des programmes convexes et en�n de la solution du probl�eme de

l'in�egalit�e variationnelle.
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4 A. Benahmed

Abstract

A convergence result for parallel asynchronous algo-
rithms. Application to maximal strongly monotone op-
erators

In this work, we have considered a parallel asynchronous algorithms as-

sociated with nonlinear and nonexpansive mapping de�ned in Rn. We have
shown the convergence result for this algorithms to a �xed point of such

mapping with respect to the uniform norm. This result extends the result

published by Bahi[3] to the nonlinear case. We have then proved how this

algorithms can be used to calculate the solution of a maximal strongly mono-

tone operator in Rn and calculate the solutions of a maximal monotone oper-
ator in the special case of parallel synchronous algorithm of Jacobi. Finally,

this results are applied to calculate a minimum of functionals, a saddle point,

a solution of convex programming and a solution of variational inequality

problem.



Table des mati�eres

Remerciements 2

R�esum�e 3

Introduction 6

1 Notions et r�esultats pr�eliminaires 14

1.1 Notions d'analyse convexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

1.2 Notions d'op�erateurs maximaux monotones . . . . . . . . . . . 19

1.3 Algorithmes asynchrones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

2 Convergence de l'algorithme g�en�eral 29

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.2 Le cas asynchrone . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

2.3 Algorithme synchrone de Jacobi . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

2.4 Solution des op�erateurs maximaux monotones . . . . . . . . . 35

3 Applications 40

3.1 Minimum d'une fonctionnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2 Point selle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.3 Programme convexe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

3.4 In�egalit�e variationnelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

Conclusion 49

R�ef�erences 50

5



Introduction

Lors de la mod�elisation d'un grand nombre de probl�emes math�ematiques,

physiques, �economiques ou sociaux, nous sommes confront�e �a la r�esolution

d'une �equation de la forme :

f(x) = 0 (0.1)

o�u x 2 E espace vectoriel, et f une application de E vers E. Cette �equation
peut être �ecrite sous la forme :

F (x) = x (0.2)

si nous posons F (x) = x � f(x), �equation connue sous le nom de probl�eme

de point �xe, �etant donn�e que les solutions de l'�equation (0.2) sont appel�ees

points �xes de F .

Pour r�esoudre ce type de probl�eme, nous pouvons utiliser deux principales

m�ethodes num�eriques :

{ Les m�ethodes directes qui se d�e�nissent sous forme d'�equations de

r�ecurrence et conduisent �a la solution en un nombre �ni d'�etapes. Ces m�ethodes

ont l'inconv�enient de ne pas prendre en consid�eration les particularit�es de

l'application F .

{ Les m�ethodes it�eratives qui �evaluent la solution du probl�eme par ap-

proximations successives en engendrant une suite de vecteurs qui doit tendre

6



Un r�esultat de convergence des algorithmes parall�eles asynchrones 7

vers la solution. Elles ont l'avantage d'utiliser les particularit�es de F, mais

la convergence de ces m�ethodes vers la solution exige des conditions plus ou

moins s�ev�eres.

De nombreux algorithmes it�eratifs ont �et�e d�evelopp�es pour le calcul de

la solution du probl�eme (0.1). On peut citer par exemple, les m�ethodes de

substitutions successives (m�ethode de Jacobi, m�ethode de Gauss-Seidel), les

m�ethodes de Newton et ses d�eriv�ees, les m�ethodes de minimisation de fonc-

tionnelles (gradient, gradient conjugu�e, Levenberg-Marquardt, Powell...) et

bien d'autres plus au moins anciennes.

Ces algorithmes rentrent dans le cadre de ce qu'on appelle algorithmes

s�equentiels, c'est-�a-dire des algorithmes qui pourront être impl�ement�es sur

des machines mono-processeur qui les ex�ecutera s�equentiellement (instruc-

tion apr�es instruction). La parall�elisation de ces algorithmes consiste �a les

r�e�ecrire en les divisant en des tâches ind�ependantes, chacune ex�ecut�ee par

un processeur. Ces algorithmes parall�eles s'impl�ementent sur des machines

multi-processeurs appel�ees machines parall�eles.

Si les processeurs commencent chaque it�eration en même temps, et atten-

dent d'avoir re�cu les donn�ees n�ecessaires mises �a jour �a l'it�eration pr�ec�edente

pour commencer l'it�eration suivante, on parle alors d'algorithmes synchrones.

Avec les algorithmes asynchrones, les processeurs e�ectuent leurs i�etrations

sans tenir compte de l'avancement des autres. Il n'y a plus d'attente des

donn�ees venant d'autres processeurs pour commencer une it�eration.

L'id�ee des it�erations chaotiques a �et�e introduite par Chazan et Miranker

dans [10] en 1969 pour r�esoudre le syst�eme lin�eaire

Ax = b

o�u A est une matrice sym�etrique d�e�nie positive dans Rn�n, x et b sont des
vecteurs de Rn.
En d�ecomposant la matrice A sous la forme A = D�E, on obtient l'�equation

x = F (x) (0.3)
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o�u F (x) = Bx+ C, B = D�1E et C = D�1b.

Ils ont propos�e le mod�ele suivant8>>>>>><>>>>>>:

x0 2 Rn

xp+1i =

(
xpi si i 6= l(p)
Fi(x

p�r1(p)
1 ; :::; x

p�rn(p)
n ) si i = l(p)

i = 1; :::; n

p = 0; 1; ::

(0.4)

o�u pour tout p 2 N, xp d�enote le vecteur it�er�e �a l'�etape p, l(p) 2 f1; :::; ng et
R = f(r1(p); :::; rn(p))gp2N est une suite de Nn v�eri�ant :
Pour s 2 N�;

(a) 0 � ri(p) < s 8i 2 f1; :::; ng ; 8p 2 N:

(b) 8i 2 f1; :::; ng l0ensemble fp 2 N; i = l(p)g est infini:

Ce mod�ele doit être interpr�et�e comme suit : A chaque it�eration p+1, seule-

ment la composante l(p) qui est mise �a jour, les autres restent inchang�ees. La

condition (a) a�rme que les retards ri(p) (1 � i � n) dus aux communica-
tions entre processeurs et aux di��erents calculs sont born�es, et la condition

(b) signi�e qu'aucun bloc de composante ou aucune composante n'est aban-

donn�ee d�e�nitivement lors du processus it�eratif ; on doit r�eactualiser chaque

composante une in�nit�e de fois et donc toutes les composantes sont mises �a

jour de mani�ere �equitable. Notons que les m�ethodes de Gauss-Seidel et de

Jacobi sont des cas particuliers du mod�ele (0.4), en e�et :

{ dans le cas o�u r1(p) = r2(p) = ::: = rn(p) = 0 et l(p) � (p mod n) + 1, on
tombe sur les relaxations de Gauss-Seidel.

{ et si nous prenons r1(p) = r2(p) = ::: = rn(p) = (l(p) � 1) et l(p) �
(p mod n) + 1 alors on aura les relaxations de Jacobi.

Dans [10] Chazan et Miranker ont �etabli le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 0.1

Les it�eration fxpgp2N d�e�nies par (0.4) convergent vers la solution de (0.3)
ssi �(jBj) < 1.
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o�u jBj est la matrice dont les �el�ements sont les valeurs absolues des �el�ements
de B, �(A) est le rayon spectrale de la matrice A.

Les travaux de Chazan et Miranker ont �et�e �etendu dans le cas de syst�emes

non lin�eaires par F. Robert et al. [21],[22], dans une situation o�u les pro-

cesseurs communiquent entre eux de mani�ere synchrone. Dans un même

temps, en 1974 (et 1975) Miellou dans [16] et [17] a �etendu le mod�ele (0.4)

dans deux sens : le premier est qu'�a chaque it�eration, la mise �a jour peut

toucher plus qu'une composante (un ensemble de composantes), le deuxi�eme

est que l'application F peut être non lin�eaire. Il a alors propos�e le mod�ele

suivant �a retards born�es :8>>>>>><>>>>>>:

x0 2 Rn

xp+1i =

(
xpi si i =2 J(p)
Fi(x

p�r1(p)
1 ; :::; x

p�rn(p)
n ) si i 2 J(p)

i = 1; :::; n

p = 0; 1; ::

(0.5)

o�u fJ(p)gp2N est une suite de sous-ensembles non vides de f1; :::; ng appel�ee
strat�egie et R = f(r1(p); :::; rn(p))gp2N est une suite de Nn d�e�nissant la suite
des retards v�eri�ant :

(a) 8i 2 f1; :::; ng ; 0 � ri(p) � p.

(b) 8i 2 f1; :::; ng l'ensemble fp 2 N; i 2 J(p)g est in�ni.

La notion de strat�egie correspond aux num�eros des composantes sur

lesquelles on travaille et rend bien compte du parall�elisme ; �a l'it�eration p

on traitera en prall�ele les composantes i telles que i 2 J(p). La notion de
retards rend compte de l'asynchronisme avec lequel est trait�ee chacune des

composantes.

Dans la d�emonstration de son r�esultat, Miellou a utilis�e une technique de

contraction en norme vectorielle d�e�nie comme suit :
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D�e�nition 0.1

Une application F de Rn vers lui-même est dite contractive par rapport �a
x� 2 Rn s'il existe une matrice T dans Rn�n non-n�egative telle que :

(i) �(T ) < 1

(ii) jF (x)� F (x�)j � T jx� x�j 8x 2 Rn

o�u jxj est le vecteur �a composantes les valeurs absolues des composantes
du vecteur x, et l'in�egalit�e dans (ii) est vectorielle, c'est-�a-dire v�erif�ee com-

posante par composante.

Il a suppos�e l'hypoth�ese suivante traduisant les retards born�es :

(c) Toute composante est mise �a jour au moins une fois apr�es chaque s

it�erations cons�ecutives (s 2 N�).
Il a alors montr�e le r�esultat suivant :

Th�eor�eme 0.2

Si F admet un point �xe x� et si elle est contractive par rapport �a x�, alors

les it�erations (0.5) convergent vers le point �xe x� de F .

Il est facile de v�eri�er que les conditions de Chazan-Miranker entrâ�nent

celles de Miellou et donc ce mod�ele est plus g�en�eral que celui propos�e par

Chazan-Miranker. En e�et, on a la proposition suivante :

Proposition 0.3

Soit l'application F (x) = Bx+ C de Rn vers Rn telle que �(jBj) < 1. Alors

1. F admet un point �xe unique x�.

2. F est contractive par rapport �a x� au sens de la d�e�nition 0.1.

En 1978 Baudet dans [5] a g�en�eralis�e les it�erations chaotiques de Chazan-

Miranker et de Miellou par des it�erations qu'il a nomm�ees it�erations asyn-

chrones. Il a propos�e le mod�ele suivant o�u les retards consid�er�es peuvent être

in�nis :
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8>>>>>><>>>>>>:

x0 2 Rn

xp+1i =

(
xpi si i =2 J(p)
Fi(x

s1(p)
1 ; :::; x

sn(p)
n ) si i 2 J(p)

i = 1; :::; n

p = 0; 1; ::

(0.6)

o�u fJ(p)gp2N est une suite de sous-ensembles non vides de f1; :::; ng et
S = f(s1(p); :::; sn(p))g est une suite de Nn v�eri�ant pour tout i 2 f1; :::; ng :
(a) si(p) � p; 8p 2 N.
(b) l'ensemble fp 2 N; i 2 J(p)g est infini.
(c) lim

p!1
si(p) =1.

J(p) est l'ensemble des composantes relax�ees �a l'it�eration p.

p� si(p) correspond au retard �eventuel dû au i�eme processeur lors du calcul
du i�eme bloc �a l'it�eration p.

La condition (a) a�rme que les valeurs du vecteur it�er�e utilis�ees �a l'it�eration

p + 1 proviennent aux maximum de l'it�eration p. La condition (c) indique

que les valeurs trop anciennes sont �ecart�ees au fur et �a mesure que les calculs

progressent.

Baudet a suppos�e que F est contractive sur D � Rn c'est-�a-dire contrac-
tive par rapport �a chaque x 2 D condition plus forte que celle propos�ee par

Miellou et a montr�e le r�esultat de convergence suivant :

Th�eor�eme 0.4

Si F est contractive sur un ensemble ferm�e D � Rn et si F (D) � D alors

tout algorithme asynchrone (0.6) converge vers l'unique point �xe de F dans

D.

Citons �egalement les travaux de Bertsekas et Tsitsiklis [7],[8] et [9], o�u les

it�er�es successifs appartiennent �a des espaces emboit�es ce qui assure la con-

vergence, ce dernier travail ayant �et�e repris par Miellou, Cortey-Dumont et

Boulbrachêne dans [19] en prenant en compte la propagation d'erreur d'ar-

rondi. Dans un context di��erent, El Tarazi[13] a �egalement �etabli un r�esultat
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de convergence des algorithmes asynchrones par des techniques de contrac-

tion selon une norme scalaire appropri�ee.

La quasi-totalit�e des r�esultats de convergence concernant ces algorithmes

utilisent des techniques de contraction [5], [10], [13], [17], [21] ou des tech-

niques d'ordre partiel [12], [18]. Bahi dans [3] a donn�e un r�esultat de conver-

gence concernant les algorithmes parall�eles asynchrones pour des probl�emes

lin�eaires de point �xe utilisant des op�erateurs non-expansifs relativement �a

une norme uniforme avec poids. Dans son travail, il a utilis�e un processus

it�eratif non stationnaire, c'est-�a-dire qu'il a pris une matrice T p qui varie �a

chaque it�eration p, utilisant les hypoth�eses :(
9K 2 N�; 8p 2 N : p�K + 1 � si(p) � p

(retards born�es)
(0.7)

8>>><>>>:
La suite de matrices fT pgp2N converge vers

une matrice Q paracontractante

par rapport �a la norme uniforme pond�er�ee, i.e.

x 6= Qx, kQxk1; < kxk1;; 8x 2 Rn

(0.8)

Notre travail (voir Addou et Benahmed [1] et [2]), consiste �a �etudier la

convergence des algorithmes parall�eles asynchrones associ�es �a des op�erateurs

non lin�eaires non-expansifs d�e�nis sur Rn. Dans notre approche, nous avons
suivi les �etapes trait�ees par Miellou dans [17] et par Bahi dans [3] et avons

donc suppos�e que les retards dus aux communications et aux di��erents calculs

sont born�es. Cependant, �a la place de la condition (0.8) nous avons suppos�e

que l'application F v�eri�e l'hypoth�ese suivante :

8x; x0 2 Rn; kF (x)� F (x0)k2 � hF (x)� F (x0); x� x0i (0.9)

o�u h:; :i est le produit scalaire euclidien sur Rn et k::k d�esigne la norme
euclidienne (associ�ee), hypoth�ese v�erif�ee par une large classe d'op�erateurs

comme nous allons le voir dans la section 2.2.

Nous montrerons dans un premier temps qu'�etant donn�ee une applica-

tion F non lin�eaire de Rn vers Rn et sous certaines conditions port�ees sur
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F , l'algorithme parall�ele asynchrone �a retards born�es associ�e �a l'applica-

tion F converge vers un point �xe de F . Ensuite, dans un deuxi�eme temps,

nous montrerons comment ces algorithmes sont bien adapt�es au calcul des

solutions d'un op�erateur T maximal fortement monotone d�e�ni sur Rn et
au calcul des solutions d'un op�erateur T maximal monotone dans le cas de

l'algorithme parall�ele synchrone (sans retards) de Jacobi utilisant dans les

deux cas l'application F = (I + cT )�1 o�u c est un r�eel strictement posi-

tif bien choisi. Nous appliquerons en�n ces derniers r�esultats aux calculs de

minimum de fonctionnelles, des points selle, des solutions des programmes

convexes et en�n des solutions du probl�eme de l'in�egalit�e variationnelle.

Le reste du travail est organis�e comme suit :

Dans le chapitre 1, nous pr�esenterons les objets et r�esultats que nous al-

lons utiliser dans la suite. Nous citerons dans un premier temps des notions

d'analyse convexe, notamment concernant les fonctions convexes, fonctions

concaves et fonctions selle comme elles ont �et�e d�e�nies dans Rockafellar[23].

Ensuite dans un deuxi�eme temps, nous parlerons des op�erateurs maximaux

monotones et leurs propri�et�es notamment celles qui nous int�eressent dans ce

travail, et nous terminerons le chapitre par une description plus ou moins

d�etaill�ee des algorithmes parall�eles asynchrones associ�es �a un op�erateur F de

Rn vers Rn dans son cadre g�en�eral.

Dans le chapitre 2, nous d�emontrerons le r�esultat principal concernant la

convergence de l'algorithme g�en�eral vers un point �xe d'un op�erateur non

lin�eaire F de Rn vers Rn. Nous montrerons ensuite la convergence de cet al-
gorithme vers la solution d'un op�erateur maximal fortement monotone d�e�ni

sur Rn et la convergence de l'algorithme parall�ele synchrone de Jacobi vers
la solution d'un op�erateur maximal monotone d�e�ni sur Rn.

Dans le chapitre 3, nous appliquerons les r�esultats du chapitre 2 aux

calculs du minimum d'une fonctionnelle, du point selle d'une fonction selle,

de la solution des programmes convexes et en�n de la solution du probl�eme

de l'in�egalit�e variationnelle.



Chapitre 1

Notions et r�esultats

pr�eliminaires

Dans tout le chapitre,H d�esigne un espace de Hilbert r�eel muni du produit

scalaire not�e h:; :i et de la norme associ�ee not�ee k::k.
L'ensemble des parties de H sera not�e 2H .

1.1 Notions d'analyse convexe

Toutes les d�e�nitions et propri�et�es cit�ees dans cette section peuvent être

consult�ees dans Rockafellar[23].

(a) Fonctions convexes

Consid�erons une fonction f d�e�nie sur H �a valeurs dans ] � 1;+1].
Donc f peut prendre la valeur +1.

(a1) Le domaine de f est l'ensemble

dom(f) = fx 2 H; f(x) < +1g

(a2) L'�epigraphe de f est l'ensemble

epif = f(x; c) 2 H � R; f(x) � cg

14
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(a3) La fonction f est dite

{ convexe si :

f(tx+ (1� t)x0) � tf(x) + (1� t)f(x0) 8x; x0 2 H; 8t 2 [0; 1]

{ a-fortement convexe (a > 0) si :(
f(tx+ (1� t)x0) � tf(x) + (1� t)f(x0)� 1

2
at(1� t)kx� x0k2

8x; x0 2 H; 8t 2 [0; 1]

(a4) La fonction convexe f est dite propre si son domaine dom(f) est un

ensemble non vide. Nous utiliserons aussi l'�ecriture f 6� +1 pour

dire que f est propre.

(a5) La fonction f est dite semi-continue inf�erieurement (s.c.i.) si pour

tout c 2 R, l'ensemble

fx 2 H; f(x) � cg

est un ensemble ferm�e.

Des exemples et propri�et�es des fonctions convexes et s.c.i. peuvent

être trouv�es dans les cours de topologie g�en�erale.

(a6) Soit f une fonction convexe et propre. Si f est s.c.i. alors on dit que

f est ferm�ee.

(a7) Un �el�ement x de H est dit sous-gradient de f au point x0 2 H si

f(x0) � f(x0) + hx; x0 � x0i ; 8x0 2 H

L'ensemble des sous-gradients de f en x0 est appel�e sous-di��erentiel

de f au point x0 et est not�e par @f(x0). L'op�erateur multivoque
1

@f : x0 ! @f(x0) est appel�e sous-di��erentiel de f . L'ensemble

@f(x0) est un convexe ferm�e qui peut être vide, et si @f(x0) 6= �,
alors f est dite sous-di��erentiable en x0.

1Voir la d�e�nition des op�erateurs multivoques dans la section 1.2.
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(b) Fonctions concaves

Soit maintenant une fonction g : H ! [�1;+1[.
La valeur +1 est exclue alors que la valeur �1 est possible.

(b1) Le domaine de g est l'ensemble

dom(g) = fx 2 H; g(x) > �1g

(b2) L'�epigraphe de g est l'ensemble

epig = f(x; c) 2 H � R; g(x) � cg

(b3) La fonction g est dite

{ concave si la fonction �g : H !]�1;+1] est convexe.
{ a-fortement concave (a > 0) si la fonction �g est a-fortement
convexe.

(b4) La fonction concave g est dite propre si la fonction convexe �g est
propre, c'est-�a-dire s'il existe x 2 H tel que g(x) > �1 (dom(g) 6=
�).

(b5) La fonction g est dite semi-continue sup�erieurement (s.c.s.) si �g
est s.c.i., autrement dit, si pour tout c 2 R, l'ensemble

fx 2 H; g(x) � cg

est un ensemble ferm�e.

(b6) Soit f une fonction concave et propre. Si f est s.c.s. alors on dit

que f est ferm�ee.

(b7) Pour chaque y0 2 H, l'ensemble @g(y0) est d�e�ni comme �etant

l'ensemble des y 2 H tels que :

g(y0) � g(y0) + hy; y0 � y0i ; 8y0 2 H
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Les �el�ements y de @g(y0) sont appel�es sous-gradients de g au point

y0, et la multifonction y0 ! @g(y0) est appel�ee sous-di��erentiel de

g, bien qu'on aurait pu utiliser les termes super-gradients et super-

di��erentiel.

Remarquons que @g(y) = �@(�g)(y)

(c) Fonctions selle

Consid�erons deux espaces de Hilbert H1 et H2, chacun muni d'un produit

scalaire que nous notons h; i pour simpli�er et L une fonction de H1�H2
�a valeurs dans [�1;+1].
(c1) Un point selle de L est un point (x0; y0) de H1�H2 caract�eris�e par

L(x0; y) � L(x0; y0) � L(x; y0); 8(x; y) 2 H1 �H2

c'est-�a-dire :

L(x0; y0) = inf
x2H1

L(x; y0) = sup
y2H2

L(x0; y)

(c2) On dit que L est une fonction selle si elle est convexe-concave, c'est-

�a-dire si,

la fonction Ly : x! L(x; y) est convexe 8y 2 H2 et
la fonction Lx : y ! L(x; y) est concave 8x 2 H1.

(c3) On dit que L est une fonction a-fortement convexe-concave (a > 0),

si L(x; y) est a-fortement convexe en x et a-fortement concave en y.

(c4) Soit L une fonction selle sur H1 �H2. D�e�nisons

dom1(L) = fx 2 H1 : L(x; y) < +1; 8y 2 H2g =
\
y2H2

dom(Ly)

dom2(L) = fy 2 H2 : L(x; y) > �1; 8x 2 H1g =
\
x2H1

dom(Lx)

dom1(L) est une partie convexe de H1.

dom2(L) est une partie convexe de H2.
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Le produit cart�esien (convexe)

dom(L) = dom1(L)� dom2(L)

est appel�e domaine e�ectif de L, puisque

8x 2 dom1(L); 8y 2 dom2(L); �1 < L(x; y) < +1

et donc L est �nie partout sur dom(L).

(c5) La fonction L est dite propre si dom(L) 6= �.

(c6) Soit L une fonction selle propre sur H1 � H2. On dit que L est
ferm�ee si,

la fonction x! L(x; y) est s.c.i. sur H1 8y 2 H2,
et la fonction y ! L(x; y) est s.c.s. sur H2 8x 2 H1.

(c7) Soit L une fonction selle sur H1 � H2 et (x0; y0) un �el�ement de
H1 �H2. D�e�nissons

@1L(x0; y0) = @xL(x0; y0)

comme �etant l'ensemble des sous-gradients de la fonction convexe

L(:; y0) en x, i.e. l'ensemble des vecteurs x de H1 tels que

L(x0; y0) � L(x0; y0) + hx; x0 � x0i ; 8x0 2 H1

De fa�cons similaire, nous d�e�nissons

@2L(x0; y0) = @yL(x0; y0)

= fy 2 H2 : L(x0; y0) � L(x0; y0) + hy; y0 � y0i ; 8y0 2 H2g

comme �etant l'ensemble des sous-gradients de la fonction concave

L(x0; :) en y.

Les �el�ements de l'ensemble

@L(x0; y0) = @1L(x0; y0)� @2L(x0; y0)
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sont alors d�e�nis comme �etant les sous-gradients de L en (x0; y0).

Et l'application multivoque @L : (x0; y0) ! @L(x0; y0) est appel�ee

sous-di��erentiel de L. Les �el�ements de @L(x0; y0) sont les vecteurs

(x; y) 2 H1 �H2 v�eri�ants :(
L(x0; y0)� hx; x0 � x0i � L(x0; y0) � L(x0; y0)� hy; y0 � y0i
8(x0; y0) 2 H1 �H2

Notons que pour tout (x0; y0) 2 H1�H2, @L(x0; y0) est un ensemble
convexe ferm�e de H1 �H2 qui peut être vide.

1.2 Notions d'op�erateurs maximaux monotones

Beaucoup de probl�emes (probl�emes de minimisation de fonctionnelles,

probl�emes de minimax, probl�emes des in�egalit�es variationnelles...) peuvent

se ramener �a la d�etermination des solutions (ou z�eros) d'un op�erateur mul-

tivoque maximal monotone A, c'est-�a-dire des �el�ements x de H satisfaisant

0 2 Ax, d'o�u l'utilit�e de ces op�erateurs.

Les d�e�nitions et propri�et�es que nous allons citer dans cette section, le

lecteur pourra les retrouver dans Br�ezis[6] et Deimling[11].

(a) Un op�erateur multivoque sur H est une application A : H ! 2H .

Donc, pour chaque x 2 H, Ax repr�esente une partie de H qui peut être

vide.

Le domaine de A est l'ensemble

D(A) = fx 2 H : Ax 6= �g

L'image de A est l'ensemble

R(A) = fAx; x 2 D(A)g =
[

x2D(A)

Ax
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Le graphe de A est l'ensemble

G(A) = f(x; y) : x 2 D(A) et y 2 Axg � H �H

qui sera identi��e �a l'op�erateur A.

Si pour tout x 2 H, l'ensemble Ax contient au plus un �el�ement, on dira
que A est univoque.

L'inverse de A est l'op�erateur A�1 dont le graphe est le sym�etrique du

graphe de A, i.e.

(x; y) 2 G(A�1) () (y; x) 2 G(A)

et on a

D(A�1) = R(A):

Si A et B sont deux op�erateurs de H, � et � deux r�eels, alors on d�e�nit

�A+ �B comme �etant l'op�erateur

x! �Ax+ �By = f�u+ �v : u 2 Ax et v 2 Byg

(b) Un op�erateur univoque A sur H est dit k-lipschitzien ou lipschitzien de

rapport k (k > 0) par rapport �a une norme k::k si

8x; y 2 D(A); kAx� Ayk � kkx� yk

{ si k = 1, alors A est dit non-expansif.

{ si k < 1, on dit que A est contractif ou contraction de rapport k.

(c) Un op�erateur lin�eaire A d�e�ni sur H est dit :

{ sym�etrique si

8x; y 2 H; hy; Axi = hAy; xi :

{ semi-d�e�ni positive ou tout simplement positif si

8x 2 H; hAx; xi � 0:
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(d) Un op�erateur multivoque A de H est dit :

{ monotone si

8x; x0 2 D(A); hy � y0; x� x0i � 0 8y 2 Ax; 8y0 2 Ax0

{ strictement monotone si

8x; x0 2 D(A); hy � y0; x� x0i > 0 8y 2 Ax; 8y0 2 Ax0

{ a-fortement monotone (a > 0) si

8x; x0 2 D(A); hy � y0; x� x0i � akx� x0k2 8y 2 Ax; 8y0 2 Ax0

Exemples d'op�erateurs monotones :

(d1) Si A est un op�erateur monotone, alors les op�erateurs �A (� > 0) et

A�1 sont monotones.

(d2) Si F est une application non-expansive sur H, alors l'op�erateur

I � F est monotone (I �etant l'identit�e de H).

(d3) Si A et B sont deux op�erateurs monotones alors la somme A + B

est un op�erateur monotone.

(d4) Si f : H !] � 1;+1] est une fonction convexe propre, alors le
sous-di��erentiel @f est monotone dans H.

(d5) T est a-fortement monotone (a > 0) () l'op�erateur T 0 = T � aI
est monotone.

(e) Soient A et B deux op�erateurs monotones de H. Alors

G(A) � G(B) ()
(
D(A) � D(B)
8x 2 D(A); Ax � Bx

(f) Un op�erateur A monotone est dit maximal monotone s'il est maximal

dans l'ensemble des graphes monotones par l'inclusion, c'est-�a-dire si le

graphe G(A) n'est contenu dans le graphe d'aucun autre op�erateur mono-

tone B : H ! 2H .
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En g�en�eral, pour montrer qu'un op�erateur monotone A est maximal, nous

prenons un (x; y) 2 H � H tel que hy � �; x� �i � 0; 8(�; �) 2 G(A)
et nous montrons que x 2 D(A) et y 2 Ax.

Exemples d'op�erateurs maximaux monotones :

(f1) Si A est un op�erateur maximal monotone, alors les op�erateurs A�1

et �A (� > 0) sont maximaux monotones.

(f2) La somme de deux op�erateurs A et B maximaux monotones n'est

pas forc�ement maximal monotone.

(f3) Le sous-di��erentiel @f d'une fonction convexe propre et s.c.i. sur H

est un op�erateur maximal monotone (Rockafellar[23]).

(f4) Un op�erateur univoque A monotone et h�emi-continue2 est maximal

monotone.

La proposition suivante donne une caract�erisation des op�erateurs maxi-

maux monotones.

Proposition 1.1

SoitA un op�erateur deH. Alors les trois propri�et�es suivantes sont �equivalentes :

(i) A est maximal monotone.

(ii) A est monotone et R(I + A) = H.

(iii) 8� > 0, l'application A� = (I+�A)�1 est non-expansive d�e�nie sur
H tout entier.

Preuve.

Voir Br�ezis[6].

Nous verrons dans le chapitre 3 d'autres exemples fondamentaux d'op�erateurs

maximaux monotones que nous allons utiliser comme applications. Ces

op�erateurs sont construits pour r�esoudre les probl�emes de minimisation

2 C'est-�a-dire v�eri�ant lim
t!0+

hA(x+ ty); hi = hAx; hi ; 8x; y; h 2 H:
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de fonctionnelle et bien d'autres probl�emes li�es �a l'analyse convexe. Le

lecteur int�er�ess�e trouvera ces exemples dans Rockafellar[24], [25] et [26].

1.3 Algorithmes asynchrones

Les algorithmes asynchrones sont utilis�es pour traiter de fa�con parall�ele

des probl�emes qui prennent en consid�eration l'interaction de plusieurs pro-

cesseurs. Ces algorithmes apparaissent comme une extension naturelle de la

m�ethode des approximations successives :

xp+1 = g(xp); x0 2 Rn; p = 0; 1; :::

o�u chaque xp est un vecteur �a n composantes et g est une fonction de Rn vers
lui-même.

Dans le calcul it�eratif parall�ele, au cours d'une it�eration chaque processeur

execute la tache qui lui a �et�e con��ee (phase de calcul ou d'activit�e) pour

ensuite communiquer ses r�esultats aux autres processeurs a�n de les utiliser

dans le calcul de l'it�eration suivante (phase de communication). Selon le mode

utilis�e pour e�ectuer ses deux phases, on distingue trois classes d'algorithmes

it�eratifs parall�eles (voir Bahi et al.[4]) :

1. Algorithmes avec it�erations synchrones et communications synchrones

(ISCS) :

Pour cette classe d'algorithmes, les processeurs commencent leurs it�erations

en même temps et les �echanges de donn�ees sont r�ealis�es �a la �n d'une

it�eration. Le principal inconv�enient de ces algorithmes vient des com-

munications synchrones qui p�enalisent fortement les performances. Comme

on peut le voir sur la �gure 1.1, il peut y avoir beaucoup de temps morts

entre les it�erations selon les performances des processeurs et la vitesse

des communications. Apr�es parall�elisation, les it�erations de ces algo-

rithmes sont identiques �a celles r�ealis�ees par les algorithmes s�equentiels.

La convergence est �egalement la même que dans le cas s�equentiel. Par

contre les communications synchrones repr�esent�ees par des �eches sur

la �gure pr�ec�edente peuvent être fortement p�enalisantes.
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Fig. 1.1: Exemple d'algorithme ISCS.

2. Les algorithmes avec it�erations synchrones et communications asyn-

chrones (ISCA) :

Pour cette classes d'algorithme, les processeurs attendent d'avoir re�cu

les donn�ees n�ecessaires mises �a jour �a l'it�eration pr�ec�edente pour com-

mencer la suivante. Par contre, les donn�ees (ou groupes de donn�ees)

n�ecessaires �a un autre processeur sont envoy�ees d�es que possible de

mani�ere asynchrone pour obtenir un recouvrement des communications

par les calculs restants �a faire dans l'it�eration courante. Ce sch�ema

compte sur une bonne probabilit�e que les donn�ees soient re�cues sur le

processeur destination avant qu'il ait �ni son it�eration courante. Ainsi,

il n'aura pas de d�elai d'attente pour commencer son it�eration suivante.

Ce recouvrement partiel des communications par du calcul implique

moins de temps morts entre les it�erations et donc de meilleures perfor-

mances globales. Ce syst�eme de communication implique aussi que les

processeurs peuvent ne pas commencer leurs it�erations tous en même

temps. N�eanmoins, la notion de synchronisme reste valable en termes

d'it�erations puisqu'�a tout instant t, il n'est pas possible d'avoir deux

processeurs e�ectuant des it�erations di��erentes. Ils sont soient en train

de calculer la même it�eration, soit en train d'attendre les donn�ees pour

la suivante. Malgr�e tout, ce sch�ema n'�elimine pas tous les temps morts

(voir �gure 1.2) puisque le recouvrement n'est pas possible pour les

derni�eres donn�ees calcul�ees sur le processeur le plus en retard. En�n,

comme la pr�ec�edente, cette classe d'algorithmes a aussi le même com-

portement que l'�equivalent synchrone en ce qui concerne les calculs

e�ectu�es et donc les mêmes propri�et�es de convergence.
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Fig. 1.2: Exemple d'algorithme ISCA.

3. Les algorithmes avec it�erations asynchrones et communications asyn-

chrones (IACA) :

Dans cette troisi�eme et derni�ere classes d'algorithme, qui est la plus

g�en�erale, les processeurs e�ectuent leurs it�erations sans tenir compte

de l'avancement des autres. Il n'y a plus d'attente des donn�ees venant

d'autres processeurs pour commencer une it�eration, chaque processeur

e�ectue ses calculs en utilisant les derni�eres valeurs connues de chaque

donn�ee. Comme il n'y a plus d'attente dues aux communications, il n'y

a plus non plus de temps morts entre les it�erations, comme on peut

le voir sur la �gure 1.3. Contrairement aux deux classes pr�ec�edentes,

les it�erations e�ectu�ees ne sont plus forc�ement les mêmes que dans

l'�equivalent s�equentiel puisque celles-ci vont d�ependre des instants o�u

sont re�cues et prises en compte les donn�ees. La �gure 1.3 montre bien

ce ph�enom�ene : il n'y a plus aucune p�eriode d'inactivit�e en terme de

calcul et on remarque �egalement qu'�a un même instant t, les deux pro-

cesseurs peuvent être en train de calculer une it�eration di��erente.

Certains probl�emes sp�eci�ques apparaissent alors tels que la d�etection

de convergence et la proc�edure d'arrêt de l'algorithme. Il y a aussi

des probl�emes li�es �a l'implantation qui implique l'utilisation d'un en-

vironnement de programmation ad�equat. N�eanmoins, ces algorithmes

restent assez pratiques �a mettre en oeuvre et se r�ev�elent surtout les plus

performants particuli�erement dans un contexte de calcul sur la grille.

Notons par � le nombre de processeurs utilis�es (� 2 N�), et d�ecomposons
l'espace Rn sous forme de produit

�Q
i=1

Rni o�u ni sont des entiers naturels
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Fig. 1.3: Exemple d'algorithme IACA

non nuls et n =
�P
i=1

ni. Tous les vecteurs x 2 Rn consid�er�es seront alors

d�ecompos�es sous la forme

x = (x1; :::; x�) avec xi 2 Rni

Comme exemple, supposons qu'on travaille avec des vecteurs de R10 �a
dix composantes sur une machine comportant seulement quatre processeurs.

Alors une d�ecomposition possible de R10 est R10 = R3 � R3 � R2 � R2.
Et donc chaque vecteur x de R10 s'�ecrira comme x = (x1; x2; x3; x4) o�u

x1 2 R3; x2 2 R3; x3 2 R2 et x4 2 R2.

Munissons chaque Rni du produit scalaire euclidien h:; :ii et de la norme
associ�ee k::ki = h:; :i1=2i de telle fa�con que l'espace Rn soit muni du produit
scalaire

hx; yi =
�X
i=1

hxi; yiii o�u x; y 2 Rn

et de la norme associ�ee

kxk = hx; xi1=2 = (
�X
i=1

kxik2i )1=2; x 2 Rn

Nous munissons aussi l'espace Rn de la norme uniforme d�e�nie par

kxk1 = max
1�i��

kxiki ; x 2 Rn

Consid�erons une application F de Rn vers Rn.
Pour chaque x 2 Rn, F (x) est donc un vecteur de Rn qui s'�ecrit sous la forme

F (x) = (F1(x); F2(x); :::; F�(x));
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avec Fi(x) 2 Rni pour i = 1; 2; :::; �

Les it�erations asynchrones telles qu'elles sont propos�ees par Baudet[5] sont

alors d�e�nies de la fa�con suivante :

Soient, J = fJ(p)gp2N une suite de sous ensembles non vides de f1; :::; �g
appel�ee strat�egie et S = f(s1(p); :::; s�(p))gp2N une suite de N� d�e�nissant
les retards.

Pour un vecteur initial x0 = (x01; :::; x
0
�) 2 Rn, la suite fxpgp2N est d�e�ni

par, 8>>>><>>>>:
xp+1i =

(
Fi(x

s1(p)
1 ; :::; x

s�(p)
� ) si i 2 J(p)

xpi si i =2 J(p)
i = 1; :::; �

p = 0; 1; ::

(1.1)

(Voir Baudet[5], El Tarazi[13] et introduction).

On l'appelle algorithme asynchrone associ�e �a F et il sera not�e (F; x0; J; S).

(a) Cet algorithme d�ecrit le comportement d'un processus it�eratif ex�ecut�e de

fa�con asynchrone sur une machine parall�ele comportant � processeurs.

A chaque it�eration p+1, le i�eme processeur calcule xp+1i en utilisant (1.1).

J(p) est l'ensemble des composantes relax�ees �a l'it�eration p.

p � si(p) correspond au retard �eventuel dû au i�eme processeur lors du
calcul du i�eme bloc �a l'it�eration p.

(b) Dans le cas des retards nuls :

si(p) = p; 8p 2 N; 8i 2 f1; :::; �g

(1.1) d�ecrit le comportement d'un algorithme synchrone (sans retard).

Pendant chaque it�eration p + 1, chaque processeur ex�ecute un nombre
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de calculs qui d�epend des r�esultats des calculs des autres processeurs �a

l'it�eration p. A l'int�erieur de chaque it�eration, chaque processeur n'entre

pas en interaction avec les autres processeurs, toutes les interactions au-

ront lieu �a la �n des it�erations.

Si de plus, 8p 2 N :

(b1) J(p) = f1; :::; �g alors (1.1) mod�elise l'algorithme de Jacobi par
blocs.

(b2) J(p) = fp mod � + 1g alors (1.1) mod�elise l'algorithme de Gauss-
Seidel par blocs.

Pour plus de details sur les algorithmes asynchrones voir [3], [5], [18], [13]

et [9]. Le lecteur trouvera dans [19] une collection d'un grand nombre de

papiers traitant des it�erations asynchrones (r�esultats th�eoriques et applica-

tions).



Chapitre 2

Convergence de l'algorithme

g�en�eral

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacr�e �a l'�etude de la convergence des algorithmes

it�eratifs de relaxation asynchrones pour r�esoudre un probl�eme g�en�eral de

point �xe. La mod�elisation de ces algorithmes asynchrones a �et�e d�evelopp�ee

successivement par Chazan et Miranker [10] dans le cadre lin�eaire, Miellou

[17], Baudet [5], Bertsekas et Tsitsiklis [8] dans le cadre non lin�eaire ; citons

�egalement les travaux de F. Robert ([21],[22]) dans le cas synchrone. La

mod�elisation de ces algorithmes est e�ectu�ee en introduisant une strat�egie

de choix des composantes pour rendre compte du prall�elisme ainsi qu'une no-

tion de retards pour rendre compte de l'asynchronisme entre les processeurs

(voir introduction).

2.2 Le cas asynchrone

Dans cette section, nous allons d�emontrer la convergence de l'algorithme

parall�ele asynchrone (1.1) avec des retards born�es vers un point �xe d'un

op�erateur F non lin�eaire non-expansif de Rn vers Rn relativement �a la norme
uniforme k::k1 sur Rn.

29
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Th�eor�eme 2.1

Supposons

(h0) 9 une sous-suite fpkgk2N telle que, J(pk) = f1; :::; �g et 8i 2 f1; :::; �g si(pk) =
pk

(h1) 9s 2 N; tel que, 8i 2 f1; :::; �g ; 8p 2 N; p� s � si(p) � p
(h2) 9u 2 Rn; F (u) = u
(h3) 8x; x0 2 Rn; kF (x)� F (x0)k1 � kx� x0k1
(h4) 8x; x0 2 Rn; kF (x)� F (x0)k2 � hF (x)� F (x0); x� x0i
Alors pour tout x0 2 Rn, les it�erations (1.1) convergent vers x� point �xe de
F.

Preuve.

Nous proc�edons en trois �etapes :

(i) Nous montrons en premier lieu que la suite fkxp � uk1gp2N est conver-
gente. Pour cela, pour p 2 N, consid�erons les (s+1) it�er�es xp; xp�1; :::; xp�s

du processus et posons

zp = max
0�l�s

kxp�l � uk1 = max
p�s�l�p

kxl � uk1

Alors, 8i 2 f1; :::; �g on a :
ou bien i =2 J(p) et donc

kxp+1i � uiki = kxpi � uiki

� kxp � uk1

� max
0�l�s

kxp�l � uk1

= zp
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ou bien i 2 J(p) et donc

kxp+1i � uiki = kFi(xs1(p)1 ; :::; x
s�(p)
� )� Fi(u)ki

� kF (xs1(p)1 ; :::; x
s�(p)
� )� F (u)k1

� k(xs1(p)1 ; :::; x
s�(p)
� )� uk1 (grâce �a (h3))

= kxsj(p)j � ujkj (1 � j � �)

� kxsj(p) � uk1

� max
p�s�l�p

kxl � uk1 (car p� s � sj(p) � p)

= zp

donc

8i 2 f1; :::; �g ; kxp+1i � uiki � zp

c'est-�a-dire

kxp+1 � uk1 � zp

par cons�equent

zp+1 = max
0�l�s

kxp+1�l � uk1

= Max

�
max

0�l�s�1
kxp�l � uk1 ; kxp+1 � uk1

�
� zp

ce qui prouve que la suite fzpgp2N est d�ecroissante (positive) donc con-
vergente. Sa limite est

lim
p!1

zp = lim
p!1

max
0�l�s

kxp�l � uk1

= lim
p!1

kxp�j(p) � uk1 (0 � j(p) � s)

= lim
p!1

kxp � uk1
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ceci prouve que la suite fkxp � uk1gp2N est convergente.

(ii) Dans (i) nous avons montr�e en particulier que la suite fxpgp2N est
born�ee. Prenons alors la sous-suite fpkgk2N d�e�nie par (h0). Comme la
suite fxpkgk2N est born�ee, elle admet une sous-suite not�ee aussi fxpkgk2N
qui converge vers un x� de Rn. Montrons alors que x� est un point �xe
de F . Pour cela consid�erons la suite

yp = xp � F (xp); p 2 N

et montrons que lim
k!1

ypk = 0.

kxpk � uk2 = kypk + F (xpk)� uk2

= kypkk2 + kF (xpk)� uk2 + 2 hF (xpk)� u; ypki

d'o�u

kypkk2 = kxpk � uk2 � kF (xpk)� uk2 � 2 hF (xpk)� u; ypki

or

hF (xpk)� u; ypki = hF (xpk)� F (u); xpk � F (xpk)i
= hF (xpk)� F (u); [xpk � F (u)]� [F (xpk)� F (u)]i
= hF (xpk)� F (u); xpk � ui � kF (xpk)� F (u)k2

� 0 (grâce �a (h4))

d'o�u,

kypkk2 � kxpk � uk2 � kF (xpk)� uk2

= kxpk � uk2 � kxpk+1 � uk2 (grâce �a (h0))

Or d'apr�es (i) la suite fkxp � uk1gp2N est convergente, donc la suite
fkxp � ukgp2N est aussi convergente (normes �equivalentes). Par con-
sequent, toute sous-suite de fkxp � ukgp2N est convergente et vers la
même limite. D'o�u,

lim
p!1

kxp � uk = lim
k!1

kxpk+1 � uk

= lim
k!1

kxpk � uk
= kx� � uk
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d'o�u on tire

lim
k!1

kypkk = 0

c'est-�a-dire

lim
k!1

ypk = 0

par cons�equent

x� � F (x�) = 0

et donc x� est bien un point �xe de F .

(iii) On d�emontre comme dans (i) que la suite fkxp � x�k1gp2N est conver-
gente, sa limite est

lim
p!1

kxp � x�k1 = lim
k!1

kxpk � x�k1 = 0

Ce qui prouve bien que xp ! x� pour la norme k::k1.

Remarque 2.1

L'hypoth�ese (h0) signi�e que de temps �a autre (apr�es quelques it�erations)

les processeurs se synchronisent et mettent �a jours leurs donn�ees en les

�echangeant. Cette sous-suite peut tr�es bien être programm�ee par l'utilisateur.

Remarque 2.2

L'hypoth�ese (h1) signi�e que les retards dus aux communications entre pro-

cesseurs et aux di��erents temps de calcul sont born�es, ce qui revient �a sup-

poser qu'au bout d'au plus (s + 1) it�erations, tous les processeurs �nissent

par mettre �a jour leurs donn�ees.

Remarque 2.3

L'hypoth�ese (h4) est v�eri��ee par une large classe d'op�erateurs, nous citons

par exemple la r�esolvante F� = (I+�T )
�1 (o�u � > 0) associ�ee �a un op�erateur

T maximal monotone (voir lemme 2.3 ci-dessous). Aussi, la projection pc d'un

espace de Hilbert r�eel H sur un convexe ferm�e non vide C, c'est-�a-dire pour

x 2 H, pc(x) est l'unique �el�ement de C satisfaisant :

kx� pc(x)k = inf
y2C

kx� yk



34 A. Benahmed

Pour la preuve, voir Phelps[20], Examples 1.2.(f) et Deimling[11], proposi-

tion 9.2. Dans le cas lin�eaire, nous pouvons citer par exemple les op�erateurs

lin�eaires sym�etriques positifs et non-expansifs, comme le montre la proposi-

tion suivante :

Proposition 2.2

Soit A un op�erateur lin�eaire sym�etrique positif et non-expansif d�e�ni sur un

espace de Hilbert r�eel H. Alors A v�eri�e l'hypoth�ese (h4).

Preuve.

(i) L'op�erateur B = I � A est sym�etrique. En e�et, 8x; y 2 H

hBx; yi = hx� Ax; yi = hx; yi � hAx; yi
= hx; yi � hx;Ayi = hx; y � Ayi
= hx;Byi

(ii) L'op�erateur B est positif. En e�et, 8x 2 H

hBx; xi = hx� Ax; xi = kxk2 � hAx; xi � 0

car hAx; xi � kAxkkxk � kxk2.

(iii) Les op�erateurs A et B commutent. En e�et,

AB = A(I � A) = A� A2 = (I � A)A = BA

(iv) L'op�erateur AB est sym�etrique. En e�et, 8x; y 2 H

hABx; yi = hBx;Ayi = hx;BAyi = hx;AByi

(v) L'op�erateur AB est positif (voir preuve dans [15], th�eor�eme 10.7).

(vi) L'op�erateur A v�eri�e l'hypoth�ese (h4). En e�et, 8x 2 H

hAx; xi � kAxk2 = hAx; x� Axi = hAx;Bxi = hABx; xi � 0
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2.3 Algorithme synchrone de Jacobi

Dans ce cas, nous supposons que pour tout p 2 N(
si(p) = p; 8i 2 f1; :::; �g
J(p) = f1; :::; �g

qui d�ecrit un algorithme parall�ele synchrone sans retards. Nous pouvons alors

nous passer de l'hypoth�ese (h3) comme le montre le th�eor�eme suivant :

Th�eor�eme 2.3

Sous les hypoth�eses (h2), (h4) et

(h
0
0) 8p 2 N; J(p) = f1; :::; �g et si(p) = p; 8i 2 f1; :::; �g

l'algorithme parall�ele synchrone de Jacobi d�e�ni par8>>><>>>:
x0 = (x01; :::; x

0
�) 2 Rn

xp+1i = Fi(x
p
1; :::; x

p
�)

i = 1; :::; �

p = 1; 2:::

(2.1)

converge dans Rn vers x� point �xe de F .

Preuve.

(i) Grâce �a (h4), l'application F est non-expansive par rapport �a la norme

euclidienne. En utilisant (2.1), nous obtenons

kxp+1 � uk = kF (xp)� F (u)k � kxp � uk

Ce qui prouve que la suite fkxp � ukgp2N est d�ecroissante (positive) donc
convergente, donc la suite fkxp � uk1gp2N est convergente. La suite (born�ee)
fxpgp2N admet alors uns sous-suite not�ee fxpkgk2N qui converge vers x� de
Rn.
Les �etapes (ii) et (iii) sont similaires �a celles du th�eor�eme 2.1.

2.4 Solution des op�erateurs maximaux mono-

tones

Les op�erateurs maximaux monotones ont �et�e �etudi�es de mani�ere exten-

sive pour leurs rôles dans l'analyse convexe (minimisation de fonctionnelles,
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probl�emes de minimax, ...) et dans quelques �equations aux d�eriv�ees parti�elles.

Dans cette section, nous appliquerons l'algorithme parall�ele asynchrone

au calcul des solutions des op�erateurs maximaux fortement monotones et l'al-

gorithme parall�ele synchrone de Jacobi au calcul des solutions des op�erateurs

maximaux monotones. Ces r�esultats g�en�eraux concernant ces op�erateurs,

vont être appliqu�es dans le chapitre suivant lors de la r�esolution de quelques

probl�emes li�es �a l'analyse convexe.

Th�eor�eme 2.4

Soit T un op�erateur multivoque maximal a-fortement monotone sur Rn (a >
0). Alors

1. T admet une unique solution x�.

2. Tout algorithme parall�ele asynchrone (1.1) �a retards born�es associ�e �a

l'application univoque F = (I + cT )�1 o�u c �
p
��1
a

converge dans Rn

vers la solution x� de l'op�erateur T .

Preuve.

Elle est donn�ee sous forme de lemmes :

Lemme 2.1

Soit T un op�erateur maximal monotone sur Rn et F = (I + cT )�1, (c > 0).
Alors les solutions de T sont exactement les points �xes de F sur Rn.

Preuve du lemme 2.1.

0 2 Tx () x 2 (I + cT )x
() x = (I + cT )�1x

() x = Fx

Lemme 2.2

Soit T un op�erateur maximal a-fortement monotone sur Rn (a > 0) et F =
(I + cT )�1 (c > 0). Alors

(a) F admet un point �xe unique x�.
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(b) Pour c �
p
��1
a
, l'application F est non-expansive par rapport �a la norme

k::k1 sur Rn.

Preuve du lemme 2.2.

(a) Consid�erons T 0 = T �aI, � = 1
1+ac

et F 0 = (I+�cT 0)�1. Pour x; y 2 Rn,
nous avons

y = F (x) () x 2 y + cTy
() x 2 (1 + ac)y + c(T � aI)y
() �x 2 �(1 + ac)y + �cT 0y
() �x 2 (I + �cT 0)y
() y = F 0(�x)

c'est-�a-dire , 8x 2 Rn, F (x) = F 0(�x).
Comme T est a-fortement monotone (maximal), l'op�erateur T 0 est maxi-

mal monotone et donc l'application F 0 = (I +�cT 0)�1 est non-expansive

par rapport �a la norme euclidienne k::k sur Rn (proposition 1.1) . D'o�u
8x; x0 2 Rn

kF (x)� F (x0)k = kF 0(�x)� F 0(�x0)k � �kx� x0k

Comme � = 1
1+ac

< 1, l'application F est une contraction sur Rn et donc
admet un point �xe unique x� (th�eor�eme du point �xe de Banach) qui

sera la solution de l'op�erateur T d'apr�es le lemme 2.1.

(b) La norme euclidienne et la norme uniforme sur Rn sont �equivalentes suiv-
ant la relation :

kxk1 � kxk �
p
�kxk1 ; 8x 2 Rn

Alors, 8x; x0 2 Rn

kF (x)� F (x0)k � �kx� x0k

entrâ�ne
kF (x)� F (x0)k1 � �

p
�kx� x0k1

=
p
�

1+ac
kx� x0k1
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Il su�t donc de choisir c tel que

p
�

1 + ac
� 1

c'est-�a-dire

c �
p
�� 1
a

(2.2)

Lemme 2.3

Soit T un op�erateur maximal monotone et F = (I + cT )�1 (c > 0). Alors F

v�eri�e l'hypoth�ese (h4).

Preuve du lemme 2.3.

Prenons x; x0 dans Rn et montrons que

kF (x)� F (x0)k2 � hF (x)� F (x0); x� x0i

Soient y = F (x) et y0 = F (x0) donc,(
x 2 y + cTy
x0 2 y0 + cTy0

c'est-�a-dire (
x� y 2 cTy
x0 � y0 2 cTy0

Comme c > 0, l'op�erateur cT est monotone, et donc

h(x� y)� (x0 � y0); y � y0i � 0

d'o�u

hx� x0; y � y0i � ky � y0k2 � 0

c'est-�a-dire

kF (x)� F (x0)k2 � hF (x)� F (x0); x� x0i

et le th�eor�eme est enti�erement d�emontr�e.
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Remarque 2.4

Pour x 2 Rn, l'image F (x) = (I+cT )�1x doit être vue comme �etant l'unique
�el�ement y de Rn v�eri�ant x 2 y+ cTy, c'est-�a-dire v�eri�ant c�1(x� y) 2 Ty.

Remarque 2.5

La condition de monotonie forte sur l'op�erateur T a assur�e l'existence d'un

point �xe de F et la non-expansivit�e de l'application F = (I + cT )�1 (c > 0)

par rapport �a la norme k::k1. Dans le cas de l'algorithme parall�ele de Jacobi,
on peut se passer de cette hypoth�ese et ajouter l'hypoth�ese (h2) d'existence

de solutions. Nous pouvons alors �enoncer :

Th�eor�eme 2.5

Soit T un op�erateur multivoque maximal monotone sur Rn tel que T�10 6= �.
Alors tout algorithme parall�ele synchrone de Jacobi (2.1) associ�e �a l'applica-

tion univoque F = (I + cT )�1 o�u c > 0 quelconque, converge dans Rn vers
x� solution du probl�eme 0 2 Tx.



Chapitre 3

Applications

Dans ce chapitre, nous appliquerons les r�esultats du chapitre pr�ecedent,

notamment les th�eor�emes 2.4 et 2.5 �a quelques probl�emes li�es �a l'analyse

convexe.

3.1 Minimum d'une fonctionnelle

Commen�cons par cette proposition qui fournit une caract�erisation des

fonctions fortement convexes.

Proposition 3.1

Soit f : Rn ! R[f+1g convexe propre et s.c.i. Alors les conditions suivantes
sont �equivalentes :

(a) f est a-fortement convexe.

(b) @f est a-fortement monotone (a > 0).

(c) pour y 2 @f(x) on a pour tout x0 2 Rn :

f(x0) � f(x) + hy; x0 � xi+ 1
2
akx0 � xk2

Preuve.

Voir Rockafellar[26], proposition 6.

Nous pouvons alors �enoncer :

40
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Corollaire 3.2

Soit f : Rn ! R [ f+1g a-fortement convexe propre et s.c.i.1 Alors

1. f admet un minimum unique x�.

2. Tout algorithme parall�ele asynchrone (1.1) �a retards born�es associ�e �a

l'application F = (I + c@f)�1 o�u c �
p
��1
a

converge vers x� le point de

minimum de f sur Rn.

Preuve.

En remarquant que

0 2 @f(x0) () f(x) � f(x0) 8x 2 Rn

() f(x0) = min
x2Rn

f(x)

nous d�eduisons que les solutions de l'op�erateur @f sont exactement les points

de minimum globaux de f .

Le sous-di��erentiel @f est maximal (voir exemple (f3) page 22) a-fortement

monotone (proposition 3.1). On applique alors le th�eor�eme 2.4 �a l'op�erateur

@f pour conclure.

Remarque 3.1

Dans le cas o�u f est convexe (non n�ecessairement fortement convexe) propre et

s.c.i., le sous-di��erentiel @f est maximal monotone. On peut alors appliquer

le th�eor�eme 2.5 �a l'application F = (I + c@f)�1 (c > 0 quelconque), nous

obtenons alors,

Corollaire 3.3

Soit f : Rn ! R [ f+1g convexe propre et s.c.i. telle que le probl�eme de
minimisation min

Rn
f(x) admette une solution. Alors tout algorithme parall�ele

synchrone de Jacobi (2.1) associ�e �a l'application F = (I + c@f)�1 (o�u c > 0

quleconque) converge vers x� point de minimum de f sur Rn.

1 Voir les d�e�nitions (a3), (a4) et (a5) dans la section 1.1
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3.2 Point selle

Dans ce paragraphe, nous allons appliquer le th�eor�eme 2.4 au calcul de

point selle d'une fonction selle L : Rn � Rm ! [�1;+1]: Nous rappelons
qu'un point selle de L est un point (x�; y�) de Rn � Rm caract�eris�e par :

L(x�; y) � L(x�; y�) � L(x; y�); 8(x; y) 2 Rn � Rm

c'est-�a-dire :

L(x�; y�) = min
x2Rn

L(x; y�) = max
y2Rm

L(x�; y)

Nous associons �a la fonctionnelle L l'op�erateur multivoque TL d�e�ni sur Rn�
Rm par,

(z; t) 2 TL(x; y) ()
(
L(x; y0) + ht; y0 � yi � L(x; y) � L(x0; y)� hz; x0 � xi
8(x0; y0) 2 Rn � Rm

(3.1)

Autrement dit

TL(x; y) = f(z; t) 2 Rn � Rm : (z;�t) 2 @L(x; y)g

Et donc

(0; 0) 2 TL(x; y) ()
(
L(x; y0) � L(x; y) � L(x0; y)
8(x0; y0) 2 Rn � Rm

() (x; y) est un point selle de L

(3.2)

Ce qui signi�e que les points selle globaux de L (par rapport �a la min-

imisation en x et la maximisation en y) sont les �el�ements (x�; y�) solutions

du probl�eme (0; 0) 2 TL(x�; y�). Autrement �ecrit :

(0; 0) 2 TL(x�; y�) () (x�; y�) = arg min
x2Rn

max
y2Rm

L(x; y)

Le r�esultat suivant du �a Rockafellar[24] fournit des conditions su�santes

pour la maximal monotonie de l'op�erateur TL.
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Proposition 3.4

Soit L une fonction selle propre et ferm�ee2 sur Rn � Rm. Alors TL est un
op�erateur maximal monotone.

Lemme 3.1

Si la fonction L est a-fortement convexe-concave3, alors TL est un op�erateur

a-fortement monotone.

Preuve.

D�e�nissons le produit scalaire et la norme sur Rn � Rm comme suit : Soit
(x; y); (x0; y0) 2 Rn � Rm :(

h(x; y); (x0; y0)iRn�Rm = hx; x0iRn + hy; y0iRm
k(x; y)kRn�Rm =

p
kxk2Rn + kyk2Rm

ce que nous �ecrivons simplement comme(
h(x; y); (x0; y0)i = hx; x0i+ hy; y0i
k(x; y)k =

p
kxk2 + kyk2

pour ne pas alourdir le texte.

Prenons alors (x; y) et (x0; y0) dans Rn �Rm, (z; t) 2 TL(x; y) et (z0; t0) 2
TL(x

0; y0) et montrons que

h(x; y)� (x0; y0); (z; t)� (z0; t0)i � ak(x; y)� (x0; y0)k2:

Nous avons (z;�t) 2 @L(x; y) et (z0;�t0) 2 @L(x0; y0). La fonction L(x; y)
est a-fortement convexe par rapport �a x, donc en utilisant la proposition

3.1, on conclut que l'op�erateur @1L (voir la d�e�nition (c7) �a la page 18)

est a-fortement monotone par rapport �a x, et comme z 2 @1L(x; y) et z0 2
@1L(x

0; y0), on a :

hz � z0; x� x0i � akx� x0k2

de même, �t 2 @2L(x; y) et �t0 2 @2L(x
0; y0), donc t 2 @2(�L(x; y)) et

t0 2 @2(�L(x0; y0)) et comme @2(�L) est a-fortement monotone par rapport
2 Voir les d�e�nitions �a la page 18.
3 Voir d�e�nition (c3) �a la page 17.
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�a y (utiliser la proposition 3.1 avec f(y) = �L(x; y)), on a :

ht� t0; y � y0i � aky � y0k2

d'o�u

hz � z0; x� x0i+ ht� t0; y � y0i � a(kx� x0k2 + ky � y0k2)

c'est-�a-dire

h(z; t)� (z0; t0); (x; y)� (x0; y0)i � ak(x; y)� (x0; y0)k2

ce qui prouve que TL est a-fortement monotone sur Rn � Rm.

Si L est une fonction a-fortement convexe-concave propre et ferm�ee, alors

l'op�erateur TL est maximal (proposition 3.4) a-fortement monotone (lemme

3.1). En appliquant (3.2) et le th�eor�eme 2.4 �a l'op�erateur TL, nous pouvons

alors �enoncer :

Corollaire 3.5

Soit L une fonction a-fortement convexe-concave propre et ferm�ee de Rn�Rm

vers [�1;+1]. Alors
1. L admet un point selle unique (x�; y�).

2. Tout algorithme parall�ele asynchrone (1.1) �a retards born�es associ�e �a

l'application univoque F = (I + cTL)
�1 de Rn � Rm vers Rn � Rm o�u

c �
p
��1
a

converge vers le point selle (x�; y�) de L.

En se basant sur la remarque 2.5, nous pouvons �enoncer le r�esultat suiv-

ant concernant l'algorithme parall�ele de Jacobi par application du th�eor�eme

2.5.

Corollaire 3.6

Soit L une fonction selle ferm�ee et propre de Rn�Rm vers [�1;+1] admet-
tant un point selle. Alors tout algorithme parall�ele synchrone de Jacobi (2.1)

associ�e �a l'application univoque F = (I + cTL)
�1 de Rn � Rm vers Rn � Rm

o�u c > 0 quelconque converge vers un point selle de L.



Un r�esultat de convergence des algorithmes parall�eles asynchrones 45

3.3 Programme convexe

Consid�erons le programme convexe :

(P )

8><>:
Min f0(x)

x 2 C
fi(x) � 0; (1 � i � m)

(3.3)

o�u C un convexe ferm�e non vide de Rn et fi : C ! R sont des fonctions

(�nies) convexes s.c.i. pour 0 � i � m.

Le probl�eme (P ) est dit �a contraintes quali��ees si,

(CQ) 9x0 2 C tel que fi(x0) < 0; 8i 2 f1; :::;mg :

Le Lagrangien associ�e au probl�eme (P) dans sa forme �etendue est la fonc-

tionnelle L d�e�nie sur Rn � Rm par,

L(x; y) =

8>><>>:
f0(x) +

mP
i=1

yifi(x) si x 2 C et y 2 Rm+
�1 si x 2 C et y =2 Rm+
+1 si x =2 C

Voir Rockafellar[27].

Le probl�eme dual associ�e �a (P ) est,

(D)

(
Max g0(y)

y 2 Rm+
(3.4)

o�u g0 : Rm ! R [ f�1g est la fonction concave d�e�nie par,

g0(y) = inf
x2C

L(x; y)

Si (x�; y�) est un point selle du lagrangien L sur Rn � Rm, alors x� est
une solution optimale du probl�eme primal (P ) et y� est une solution op-

timale du probl�eme dual (D). Inversement, si le probl�eme (P) admet une

solution x� et si les contraintes sont quali��ees (condition (CQ)) alors il ex-

iste y� 2 Rm+ tel que (x�; y�) soit point selle de la fonctionelle L (voir Faure[14]
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et Rockafellar[23] Cor. 28.3.1).

Supposons que le programme (P ) admette une solution. Comme les fonc-

tions fi, (0 � i � m) sont convexes et s.c.i., la fonctionnelle L est une

fonction selle propre et ferm�ee. Nous pouvons alors appliquer le corollaire 3.6

�a la fonctionnelle L. Nous obtenons,

Corollaire 3.7

Supposons que le programme convexe (P ) d�e�ni par (3.3) soit �a contraintes

quali��ees et admette une solution. Alors tout algorithme parall�ele synchrone

de Jacobi (2.1) associ�e �a l'application univoque F = (I + cTL)
�1 (o�u c > 0

quelconque) de Rn � Rm vers Rn � Rm converge vers (x�; y�) point selle de
L, et donc x� est une solution du primal (P ) et y� solution du dual (D).

3.4 In�egalit�e variationnelle

Soit C un convexe ferm�e non vide de Rn, et A un op�erateur multivoque
maximal monotone sur Rn tel que D(A) = C.
Le probl�eme de l'in�egalit�e variationnelle dans sa forme g�en�erale consiste �a

trouver un �el�ement x� de C satisfaisant

9 y� 2 Ax�; hy�; x� x�i � 0; 8x 2 C: (3.5)

Pour x 2 Rn, notons par Nc(x) le cône normal de C en x d�e�ni par

Nc(x) = fy 2 Rn : hy; x� zi � 0; 8z 2 Cg :

L'op�erateur multivoque T d�e�ni sur Rn par,

Tx =

(
Ax+Nc(x) si x 2 C
� si x =2 C

(3.6)

est un op�erateur maximal monotone (Rockafellar[25]).

Lemme 3.2

Les solutions de l'op�erateur T sont exactement les solutions du probl�eme de

l'in�egalit�e variationnelle (3.5).
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Preuve.

0 2 Tx� () 0 2 Ax� +Nc(x�)
() 9y� 2 Ax� : 0 2 y� +Nc(x�)
() 9y� 2 Ax� : �y� 2 Nc(x�)
() 9y� 2 Ax� : h�y�; x� � zi � 0 8z 2 C
() 9y� 2 Ax� : hy�; z � x�i � 0 8z 2 C
() x� est solution de (3:5)

Lemme 3.3

Si A est a-fortement monotone alors T est un op�erateur a-fortement mono-

tone.

Preuve.

Soient x; x0 2 D(T ) = C, y 2 Tx et y0 2 Tx0

donc (
y = y1 + y2; y1 2 Ax; y2 2 Nc(x)
y0 = y01 + y

0
2; y

0
1 2 Ax0; y02 2 Nc(x0)

or (
y2 2 Nc(x)) hy2; x� zi � 0; 8z 2 C
y02 2 Nc(x0)) hy02; x0 � zi � 0; 8z 2 C

d'o�u

hy � y0; x� x0i = hy1 � y01; x� x0i+ hy2 � y02; x� x0i

= hy1 � y01; x� x0i| {z }
�akx�x0k2

+ hy2; x� x0i| {z }
�0

+ hy02; x0 � xi| {z }
�0

� akx� x0k2

En utilisant les lemmes 3.2, 3.3 et le th�eor�eme 2.4 nous pouvons alors

�enoncer :

Corollaire 3.8

Soit C un convexe ferm�e non vide de Rn et A un op�erateur multivoque

maximal a-fortement monotone d�e�ni sur C. Alors
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1. Le probl�eme de l'in�egalit�e variationnelle (3.5) admet une solution unique

x�.

2. Tout algorithme parall�ele asynchrone (1.1) �a retards born�es associ�e �a

l'application F = (I + cT )�1 o�u T est d�e�ni par (3.6) et c �
p
��1
a

converge vers la solution x� du probl�eme (3.5).

Nous pouvons aussi �enoncer son �equivalent synchrone pour A maximal

monotone (non n�ecessairement fortement monotone) et c > 0 quelconque

obtenu en utilisant le th�eor�eme 2.5.

Corollaire 3.9

Soit C un convexe ferm�e non vide de Rn et A un op�erateur multivoque max-
imal monotone d�e�ni sur C tel que le probl�eme (3.5) admette une solution.

Alors tout algorithme parall�ele synchrone de Jacobi (2.1) associ�e �a l'applica-

tion F = (I + cT )�1 o�u T est d�e�ni par (3.6) et c > 0 quelconque converge

vers x� solution du probl�eme (3.5).



Conclusion

Dans ce travail, nous avons consid�er�e des algorithmes parall�eles asyn-

chrones associ�es �a des op�erateurs F non lin�eaires non-expansifs d�e�nis sur

Rn. Nous avons donn�e le r�esultat de convergence concernant ces algorithmes
vers un point �xe de F relativement �a la norme uniforme sur Rn, r�esultat qui
�etend celui de Bahi[3] au cas non lin�eaire. Nous avons montr�e comment ces

algorithmes sont bien adapt�es au calcul des solutions d'un op�erateur maxi-

mal fortement monotone d�e�ni sur Rn et d'un op�erateur maximal monotone
dans le cas de l'algorithme parall�ele de Jacobi. Ensuite, nous avons appliqu�e

ces r�esultats pour les calculs du minimum d'une fonctionnelle, du point selle

d'une fonction selle, de la solution des programmes convexes et en�n de la

solution du probl�eme de l'in�egalit�e variationnelle.
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