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Chapitre 1

Introduction

1.1 Contexte de la these

L’analyse de données relationnelles peut procéder de la recherche de pro-
priétés du graphe de relations qui les représente. C’est dans ce contexte
que 'équipe de Mathématiques Appliquées du GRIMM a été amenée a tra-
vailler, en collaboration avec des sociologues, sur des problemes de structure
du graphe orienté extrait d’'internet (cf. [Ferré et Jouve, 2002]). Son exper-
tise, a la fois en classification, statistique et théorie des graphes, a permis
I’émergence d’une partition, dite « décomposition acircuitique », adaptée
aux exigences de I'analyse des sociologues.

Celle-ci consiste a rechercher la plus petite partition de I’ensemble des
sommets d’un graphe orienté en classes acircuitiques, présentant entre elles
des liens orientés dans un seul sens. Les approches combinatoires et algo-
rithmiques de cette décomposition ont été le point de départ de cette these.
Notons que la partition des sommets du graphe obtenu a partir d’une co-
loration orientée, au sens défini dans [Sopena, 1997], est un cas particulier
de décomposition acircuitique dans laquelle la contrainte d’acircuitique a été
renforcée en ensemble stable.

Citons brievement les grandes lignes de ce travail de doctorat. La premiere
consiste en 1’étude de la complexité et de 'approximabilité du probleme de
coloration orientée. Ce travail a révélé 'intérét d’un nouveau type de colora-
tion, que nous avons appelé coloration mixte, et qui est une généralisation des
notions de coloration et coloration orientée aux graphes mixtes. Son étude
conduit a obtenir des résultats positifs d’approximation du nombre chroma-
tique orienté. La coloration mixte permet, par ailleurs, de définir la notion
de polynome chromatique sur les graphes mixtes. Certains verrous inhérents
a ’analyse des propriétés du polynome chromatique orienté tombent dans le



cas mixte. Dans la derniere partie de ce travail, nous abordons les questions
relatives a la décomposition acircuitique sans renforcement de contrainte.
Apres I’étude de sa complexité dans le cas général, nous étudions une sous-
famille de tournois.

Cette décomposition s’inscrit plus largement dans la problématique de mise
en évidence de la structure! d'un graphe. De nombreux domaines aussi
différents que I’analyse textuelle, la biologie, les systemes informatiques ou
encore les réseaux sociaux, produisent des données de grande taille, pouvant
etre formalisées par un graphe. Celui-ci n’est généralement pas représentable
et donc son analyse se trouve étre particulierement difficile. On cherche alors
a caractériser au mieux ce graphe au moyen de I’étude de sa structure.

La recherche de structure est une immense problématique, regroupant
des approches tres différentes, des vastes gammes de méthodes et d’ou-
tils servant a la résolution de nombreux problemes. Parmi ces méthodes,
nous présentons ci-apres quatre familles : I’extraction d’indices, les méthodes
spectrales, la classification et les méthodes combinatoires. Méme si nous les
présentons de maniere séparée, le cloisonnement entre celles-ci n’est en rien
étanche. Par exemple, la coloration d’'un graphe peut étre vue comme un
indice (nombre chromatique), comme une méthode de classification (il s’agit
d’obtenir une partition de ’ensemble des sommets en classes vérifiant cer-
taines contraintes), ou encore comme une méthode relevant typiquement de
I’approche combinatoire dans laquelle nous la ferons apparaitre. De méme,
un probleme peut faire 'objet de différentes approches. Par exemple, la mise
en évidence d’une partition de ’ensemble des sommets d’'un graphe aréte-
pondérée en classes de diametre s fixé, peut étre traitée par des méthodes de
classification, mais peut aussi se faire au moyen de la définition d’un graphe
seuil G, transformant ce premier probleme en un probleme de coloration
du graphe seuil (cf. [Hansen et Delattre, 1978]). Aussi, ne faut-il pas voir la
prochaine liste comme une énumération de familles disjointes de méthodes
mais plutot comme ’énumération de classes empiétantes d’une partie de cet
immense domaine.

e LLa premiere approche consiste a extraire des indices du graphe. Celle-ci
fut a l'origine du succes de [Watts, 2003], qui mit en évidence des indices tels
que la moyenne des longueurs des plus courts chemins, ou encore le coefficient
de « clustering », le diametre du graphe... Aujourd’hui, cette approche est
reprise pour étudier le graphe issu d’internet ([Latapy et Guillaume, 2004]).
Les indices sont particulierement intéressants pour obtenir un modele du
graphe que 'on étudie, afin de pouvoir générer aléatoirement des graphes
aussi proches que possible du « vrai » et y tester nos méthodes et algo-

Ipropriétés du graphe invariantes par isomorphisme




rithmes. Par exemple, relativement au graphe d’internet, la méthode de I’at-
tachement préférentiel, développée dans [Albert et Barbési, 1999], permet de
générer des graphes dont les indices ressemblent a ceux du graphe d’internet.
En outre, cette méthode permet de donner une explication simple au fait
que la distribution des degrés du graphe d’internet est généralement proche
d’une loi puissance.

e Nous regroupons sous ’appellation générique de méthodes spectrales
différentes approches utilisant la recherche de valeurs propres de la ma-
trice d’adjacence du graphe ou d’autres calculées a partir de ce graphe. Une
premiere application de ces méthodes consiste a représenter ce graphe, ce
qui est particulierement intéressant lorsqu’il est de grande taille. A par-
tir d’'un tableau de distances obtenu via une fonction calculant une dis-
tance entre deux sommets par considération de leurs voisinages, 1’emploi
de méthodes telles que le Principal Coordinate Analysis (cf. [Jolliffe, 1986])
en permet la représentation. Une telle approche a, par exemple, été uti-
lisée dans le domaine des neurosciences dans [Jouve, 1999]. Toujours vi-
sant cet objectif, le calcul de vecteurs propres associés aux k plus petites
valeurs propres du Laplacien du graphe permet d’associer a tout sommet
des coordonnées dans R*, et donc de le représenter. Plus généralement, les
méthodes spectrales peuvent éetre utilisées pour résoudre ou approcher des
problemes de partitionnement de ’ensemble des sommets du graphe. Un
premier exemple est donné par la précédente représentation qui conduit a
une heuristique permettant de réaliser une bipartition du graphe (probléme
Min Cut). Les valeurs propres du Laplacien ([Chung, 1997]) d’un graphe
permettent d’obtenir une borne inférieure du cout de la coupe réalisant la
bissection? du graphe ([Boppana, 1987]). Ces outils peuvent aussi étre utilisés
pour ’encadrement de certains indices du graphe dont le calcul est impos-
sible en pratique. C’est, par exemple, le cas pour le nombre chromatique
qui admet un encadrement fonction des valeurs propres maximale et mi-
nimale de la matrice d’adjacence ([Hoffman, 1970]). Pour de plus amples
plongées dans ces méthodes spectrales, nous renvoyons en particulier a
[Mohar et Poljak, 1993, Cvetkovic et al., 1997, Chung, 1997].

e Recoupant ces méthodes spectrales, les méthodes de classification visent
a 'obtention d’une partition de ’ensemble des sommets du graphe. Parmi
celles-ci, les méthodes hiérarchiques partent d’un tableau de distances cal-
culées a partir du graphe et permettent 1’obtention d’une partition au
moyen du calcul d’une hiérarchie. Cette approche a été initialement mise
en ceuvre dans le cadre de la pagination des circuits électroniques dans

echerche d’une partition de ’ensemble des sommets du graphe en deux classes
2Recherche d’ tit de I’ ble d ts d h d 1
équilibrées minimisant la somme des poids des arétes coupées

7



[de Fraissex et Kuntz, 1992], et se retrouve dans le cadre d’une étude liée
a la décomposition acircuitique dans [Ferré et Jouve, 2002]. On peut aussi
utiliser ces mémes méthodes non en partant d’'une distance mais fondées sur
une mesure de densité, comme dans [Colombo et al., 2003]. Les méthodes
d’apprentissage non supervisé peuvent aussi permettre d’obtenir une parti-
tion du graphe, comme dans [Berry et al., 2004]. Enfin, citons 'optimisation
d’une fonction de cotut qui permet d’obtenir une partition optimisée selon un
certain critere, généralement la séparation, I’homogénéité ou encore la dis-
persion de la partition; pour une revue comparée de ces différents criteres,
nous renvoyons a [Guénoche, 2003]. Pour une revue plus exhaustive de cette
problématique, nous recommandons la lecture de [Alpert et Kahng, 1995].

e Enfin, terminons cette présentation sur la recherche de structures dans
un graphe par les méthodes combinatoires. Une premiere famille de ces
méthodes consiste a reformuler le probleme de structure afin qu’il puisse
etre résolu ou approché par un algorithme du domaine. Par exemple, 1’al-
gorithme de coupe de cout minimal / flot maximal permet d’obtenir une
coupe de poids minimum (probleme Min Cut) en temps polynomial. Par
itération de cet algorithme, nous pouvons obtenir une solution garantissant
un rapport d’approximation égal a 2 — % par rapport au poids des arétes
coupées par une partition optimale en £k classes minimisant le nombre d’arcs
entre les classes ([Saran et Vazirani, 1991]). Une autre approche combina-
toire du domaine est la recherche de sous-graphes présentant une structure
caractéristique, telle, par exemple, une clique, ou un sous-graphe isomorphe
a K3, ou encore des sous-structures locales apparaissant dans le graphe
du Web ([Latapy et Guillaume, 2004)). L’utilisation d’homomorphismes est
alors particulierement intéressant, puisqu’il permet de projeter un graphe
sur un autre, et donc de retrouver une structure au sein d’un graphe. Cet
outil permet aussi d’obtenir une partition de ’ensemble des sommets, sous
la forme générique du probleme de coloration ([Hell et Nesetril, 2004]). L’ou-
til que constituent les homomorphismes est tres souple, et s’adapte a un
grand nombre de contraintes, ce qui permet de formaliser au moyen d’ho-
momorphismes de tres nombreuses partitions sous contraintes de 1’ensemble
des sommets d’un graphe. Nous reviendrons largement sur cet outil dans les
chapitres suivants.

1.2 Quelques partitions sous contraintes
Apres avoir été étudiée par des approches relevant de la classifica-

tion hiérarchique ([Ferré et Jouve, 2002]) et par une méthode d’optimisa-
tion d’inertie ([Jouve, 2005)), la décomposition acircuitique est abordée ici
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par les méthodes combinatoires spécifiquement dédiées aux partitions sous
contraintes de ’ensemble des sommets d'un graphe. Cette partie est consacrée
a une petite revue de quelques-unes de ces partitions ainsi qu’a l'exposé de
quelques problématiques et résultats les concernant. Nous mentionnerons la
formulation équivalente en termes d’homomorphismes de ces problemes; le
lecteur trouvera en section 1.4.2 une introduction plus complete sur ce sujet.

Dans le cadre non-orienté, deux contraintes de structures apparaissent
naturellement. Il s’agit, d’'une part, de 'obtention de classes stables, c’est-
a-dire de sous-graphes induits sans aréte, et d’autre part, d’obtenir des
cliques, ¢’est-a-dire des sous-graphes induits complets (non nécessairement
maximaux). Si l'unique condition est de partitionner ’ensemble des som-
mets du graphe en un nombre minimum de classes stables, nous obtenons
le tres classique probleme de coloration. Sinon, le probleme de la (p, k)-
coloration d'un graphe mélange les contraintes d’obtention de classes stables
et de cliques. Ainsi, une (p, k)-coloration de G est une (p + k)-partition de
I'ensemble des sommets de G en p cliques et k stables. La (p, k)-coloration
conduit a deux problemes d’optimisation différents : minimiser p + k conduit
au probleme de co-coloration, alors que la minimisation de Max(p, k) conduit
a la notion de split-coloration. Bien que moins explorés que la notion de co-
loration, ces probléemes sont actuellement 1’objet d’intenses recherches (cf.
[Demange et al., 2005, Erkim et de Werra, 2005]).

La plus grande liberté de la structure orientée (la relation entre som-
mets n’étant plus nécessairement symétrique) nous conduit a un plus large
éventail de contraintes possibles. Sans prétendre étre exhaustif, nous allons
en évoquer quelques-unes. Outre la notion de stable, nous rencontrerons la
notion de classe acircuitique. Une classe (un ensemble de sommet) est acir-
cuitique si le sous-graphe induit par ces sommets ne contient pas de circuit.
De plus, nous dirons que deux sous-ensembles S et S’ de V(G') vérifient la
propriété d’unidirection si tous les arcs entre S et S’ sont orientés dans le
meéme sens, ¢’est-a-dire soit de S vers S, soit de S’ vers S. Les sous-ensembles
{X1, Xy, ..., Xi} de V(a) vérifient la propriété d’unidirection (dans leur en-
semble) s'ils la vérifient deux a deux.

Introduisons aussi brievement quelques notions d’homomorphisme dont
nous aurons besoin dans cette revue. Un homomorphisme de G = (V, E)
dans H = (V', E') est une application f : V — V' vérifiant, pour toute aréte
{z,y} de G, {f(x), f(y)} est une aréte de H ([Hell et Nesetril, 2004]). Un

homomorphisme orienté ([Bang-Jensen et Gutin, 2000]) de G = (V, A) dans
= (V', A’) est une application f de V" dans V', telle que, pour tout arc

(z,y) de G, (f(x), f(y)) est un arc de H. Un homomorphisme acircuitique
([Feder et al., 2003]) de G = (V, A) dans H = (V' A") est une application f
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COl,{c

Graphe critique

de V dans A telle que, si (z,y) est un arc de 8, alors soit f(x) = f(y), soit
(f(x), f(y)) est un arc de H. De plus, pour tout sommet a de V', I'image
réciproque par f de a doit étre un sous-ensemble acircuitique de G'.

Coloration

Ce probleme a, depuis longtemps, été étudié sous divers aspects,
tant algébrique que combinatoire ou probabiliste. Nous ne présentons,
ici, que quelques problématiques de cet immense domaine, dont un
apercu plus conséquent pourra étre obtenu dans [Jensen et Toft, 1995,
Du et Pardalos, 1998, Toft, 1995, Molloy et Reed, 2001].

En terme d’homomorphisme de graphes, un graphe G admet une k-
coloration si et seulement s’il existe un graphe K d’ordre £ tel qu’il existe
un homomorphisme de G dans K. Pour k£ naturel fixé, le probleme de savoir
si un graphe G donné est k-colorable est noté Col,. Bien que ce probléeme
de décision soit N'P-complet pour k& > 3 ([Karp, 1972]), de nombreuses fa-
milles polynomiales sont connues, telles les graphes multipartis complets,
ou encore les cographes ([Golumbic, 1980]). A l'inverse, des familles d’ins-
tances peuvent étre montrées N'P-completes, telles la famille des graphes
planaires pour le probleme de la 3-coloration, alors méme que le probleme
de la 4-coloration est polynomial pour ces mémes instances, en conséquence
du résultat d’Appel et Haken ([Appel et Haken, 1977, Appel et al., 1977]).
Ainsi, la difficulté du probleme de coloration de ces instances se concentre
autour de la seule 3-coloration. LL’approximation du probleme de minimisa-
tion associé, noté Nombre chromatique, a été menée dans le domaine
de l'approximation classique et différentielle. Dans le cadre classique, ce
probleme admet une O(log(n)/n)-approximation par un algorithme glou-
ton analysé en 1974 par Johnson ( [Johnson, 1974]). Ce résultat a en-
suite successivement été amélioré dans [Berger et Rompel, 1990], puis dans
[Wigderson, 1983], pour finalement aboutir a la meilleure approximation
connue pour I'heure, en O(n(loglogn)?/log*(n)) dans [Halldérson, 1993].
Relativement a l'approximation différentielle, il admet un rapport constant
(donc assuré quel que soit l'ordre n du graphe instance). Ce résultat a
initialement été prouvé par Marc Demange et Vangelis Paschos lors de
’établissement d’une premiere borne égale a 1/2 ([Demange et al., 1998]).
Un raffinement de ’analyse a permis 'obtention du rapport différentiel de
2/3 ([Hassin et Lahav, 1994]). Enfin, le meilleur rapport d’approximation
différentiel connu pour I’heure est de 289/360, obtenu par Rong-Chii Duh
et Martin Fiirer dans [Duh et Fiirer, 1997]. Si l'on consideére I'ensemble Cj
des graphes k-chromatiques, les graphes minimaux au sens de I’inclusion sont
dits critiques. Plus généralement, un sommet ou un arc / une aréte est critique
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si sa suppression diminue le nombre chromatique du graphe. [Brooks, 1941]
caractérise les graphes critiques k-chromatique comme ceux ayant £ — 1 pour
degré minimal. Cette étude est poursuivie par Gallai dans [Gallai, 1963], par
I'usage de graphes biconnexes et d’ensembles d’articulation. La poursuite de
ce travail peut se faire en imposant la condition de critique aux seuls sommets
du graphe. Cela permet & Gallai, dans [Gallai, 1963], de proposer un théoreme
relatif a un sous-graphe d’un graphe sommet-critique analogue a celui de
Brooks. Ces deux familles sont bien distinctes : Brown prouve l’existence
de graphes sommet-critiques n’ayant aucune aréte critique ([Brown, 1992]).
Dans la lignée de ce travail, Jensen démontre, dans [Jensen, 1996], I’exis-
tence de graphes k-sommet critiques (K > 5) dont le nombre chromatique
ne décroit pas apres suppression de m arétes toutes incidentes a un meéme
sommet.

Dans lI'idée de démontrer le théoreme des quatre couleurs, Birkhoff introduit
en 1912 la notion de polynéme chromatique dans [Birkhoff et Lewis, 1946],
qui constitue aujourd’hui, un domaine quasi propre de la théorie des graphes
([Toft, 1995, Dong et al., 2005, Read, 1968, Biggs, 2001]). Notons dans ce
domaine I’étonnante interprétation, due a Stanley ([Stanley, 1973]), de la
valeur absolue de l'évaluation en —1 de ce polynome en termes d’orienta-
tions acircuitiques. Poursuivant ce travail, Gessel relie, dans [Gessel, 2001], les
différents coefficients du polynéme chromatique de G a des classes d’orienta-
tions acircuitiques différentes de GG. Suscitant quelques curiosités, ce résultat a
été démontré par maintes méthodes ([Gessel, 1996, Gessel, 2001, Lass, 2001,
Gebhard et Sagan, 2000]).

Coloration orientée

Cette notion apparait dans les études réalisées par Courcelle
[Courcelle, 1994] relatives aux logiques monadiques. Un graphe orienté 8
admet une k-coloration orientée s’il existe une k-partition {17, V5, ..., Vi } de

I’ensemble des sommets de 8 en classes stables vérifiant la propriété d’uni-
direction entre elles, ie.

VI<i<j<h {02} eV {ny} eV (n,y) € AG) = (v,2) ¢ A(G)

En terme d’homomorphisme, le graphe orienté 8 admet une k-coloration
orientée si et seulement s’il existe un graphe orienté asymétrique ﬁ d’ordre
k et un homomorphisme orienté de dans H. Le Nombre chromatique
orienté de G, noté x,(G), est le plus petit entier k tel qu’il existe une

k-coloration orientée de 8 Le nombre chromatique orienté peut étre défini
pour un graphe GG comme étant le plus grand nombre chromatique orienté
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sur ’ensemble des orientations 8 de G. De nombreux travaux relient le
nombre chromatique orienté d’un graphe a d’autres parametres de celui-ci.
Par exemple, un lien entre le nombre chromatique orienté et le nombre acir-
cuitique de ce méme graphe a été obtenu dans [Kostoschka et al., 1997].
Une relation similaire a été obtenue lorsque G est un graphe a degré
borné. Cette relation a récemment été améliorée dans [Wood, 2004]. La
famille des graphes planaires a fait 1'objet d’une attention particuliere
dans [Sopena, 1997, Raspaud et Sopena, 1994], permettant I'obtention d’une
borne au nombre chromatique orienté pour tout graphe planaire (en 1'occur-
rence, si G est un graphe planaire, alors x,(G) < 80). Cette borne a fait
'objet d’investigations plus poussées, déja dans [Nesetril et al., 1997], puis
dans [Borodin et al., 1999], aboutissant a un résultat bien plus fin selon la
valeur de la « maille » du graphe G. Le travail inverse, consistant a déduire le
nombre minimum d’arcs étant donné une connaissance sur le nombre chro-
matique orienté et 1’ordre du graphe planaire orienté 8 a été mené dans
[Klostermeyer et MacGillivray, 2004a]. Le nombre chromatique orienté est
aussi relié a d’autres parametres du graphe, tel, par exemple, le degré moyen
du graphe, obtenu dans [Borodin et al., 1999].

La notion de graphes critiques pour la coloration orientée a, elle aussi,
été étudiée. Dans [Borodin et al., 1998] est prouvée l'existence de graphes
orientés profondément critiques (pour les arcs), définis comme les graphes
G vérifiant XO(B \ (u,v)) = xo(G) — 2. Cette étude est complétée par
[Borodin et al., 2001] ou est obtenue, pour tout entier k, l'existence d’un

— —
graphe profondément critique vérifiant, pour tout sommet v de Gy : x,(Gy) —

_>
Xo(Gr \ {v}) < k.
Nous reviendrons sur cette partition dans les chapitres 2 et 3.

Partition dichromatique

L’idée initiale de cette partition est due a FErdos [Erdos, 1979],
et a été étudiée par Victor Neumann-Lara [Neumann-Lara, 1982,
Neumann-Lara et Urrutia, 1984, Neumann-Lara, 1994]. Une k-partition di-

chromatique d’'un graphe 8 est une partition de I’ensemble V(G en k classes
acircuitiques.

Donnons quelques exemples de résultats connus sur cette partition.
Dans [Neumann-Lara, 1982], nous trouvons un résultat généralisant
un théoreme de Paul Erdos quant a I’existence de cycles de lon-
gueur impaire supérieure ou égale a x(G) — 1 pour tout graphe G.
La notion de graphe sommet-critique dichromatique est étudiée dans
[Neumann-Lara et Urrutia, 1984]; I'existence de tels graphes orientés est ob-
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tenue au moyen de tournois circulants. Enfin, une caractérisation des graphes
3 et 4-dichromatiques pour des ordres relativement petits (jusqu’a 11 en 1'oc-
currence) est donnée dans [Neumann-Lara, 1994].

Intervalles

La notion d’intervalle généralise 'habituelle notion définie lorsque 8 est
un ordre total. Un intervalle d’un graphe orienté 8 est un sous-ensemble
de V(a) tel que :

Yab) € o € V(G)\ I, [(ma) € AG) & [(@b) € AG)
et [(a,z) € A(a)] & bx) € A(a)] Cette notion, tres large-
ment étudiée, peut apparaitre sous différentes appellations. Selon le do-
maine de recherche, un intervalle est aussi nommé sous-ensemble auto-
nome, sous-ensemble homogene, clan ou module (cf [Dahlhaus et al., 2002,
MacConnell et de Montgolfier, 2005]); nous renvoyons le lecteur, par
exemple a [Boudabbous et al., 2000], pour de plus amples liens terminolo-
giques.

Les ensembles () et V(a)} ainsi que les singletons sont toujours des inter-
valles (dits triviaux) de G'.

Un graphe est indécomposable lorsque tous ses intervalles sont triviaux.

Donnons un apercu tres rapide de quelques-uns des travaux re-
latifs a cette notion. Reprenant une premiere étude menée dans
[Schmerl et Trotter, 1994] et abordant, entre autres, la question de la ca-
ractérisation des graphes critiques indécomposables?, Pierre Ille étudie dans
[Tlle, 1997] les graphes indécomposables ayant un sous-graphe (propre)
indécomposable. Dans [Cournier et Ille, 1998], il poursuit son étude des
graphes indécomposables en étudiant une notion de minimalité de ceux-ci.
Dans [Boudabbous et al., 2000], il caractérise les tournois dont tous les sous-
tournois propres indécomposables sont auto-duaux (i.e. isomorphes a leurs
inverses). Enfin, dans [Bouissairi et al., 2004], il montre, avec ses coauteurs,
I'importance de la structure des 3-circuits pour la notion de décomposition.
Plus explicitement, si T' est un tournoi et si 'on désigne par C3(7") 'ensemble
des {z,y, 2} tels que (z,vy,2) soit un 3-circuit de 7', les auteurs démontrent
que si T et 7" sont deux tournois vérifiant C3(T) = C3(T") et si T est
indécomposable, alors T" est isomorphe soit a T, soit a son dual.

3graphes indécomposables mais dont tout sous-graphe propre induit est décomposable
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Partition chromatique orientée circulaire

Nous évoquons aussi, ici, I’adaptation de la notion de nombre chroma-
tique circulaire proposée dans [Bokal et al., 2004, Feder et al., 2003]. Soit
p un réel positif. Nous désignons par S, le cercle de périmetre p de R?
centré en (0,0). A tout couple (x,y) de points de S,, nous désignons par
d(z,y) la longueur de l’arc reliant = a y en parcourant S, dans le sens
des aiguilles d’'une montre. Une p-coloration circulaire d’un graphe orienté

est une application ¢ de V(G') dans S, vérifiant, pour tout arc (u,v)

dans A(a), d(e(u),c(v)) = 1. Cette condition implique en particulier que

1

I’ensemble ¢™' induit un graphe acircuitique de G. Le nombre chroma-

tique circulaire x.(G') est défini comme la borne inférieure de ’ensemble
{p € R: G admet une p-coloration circulaire}.

Le nombre chromatique circulaire des graphes circulants est calculé dans
[Bokal et al., 2004]. Il en résulte I’existence, pour tout rationnel r > 0, d’au
moins un graphe dont le nombre chromatique circulant est égal a r. Le lien
entre homomorphisme acircuitique et nombre chromatique circulaire est ex-
plicité dans [Bokal et al., 2004] ; ainsi, XC(B) < k/d si et seulement s'il existe

un homomorphisme acircuitique de G' dans un certain tournoi circulant a &
sommets. LLe nombre chromatique circulaire d’'un graphe non orienté G est
défini comme le maximum des nombres chromatiques circulaires sur 1’en-
semble des orientations 8 de GG. Un encadrement du nombre chromatique
circulaire par le nombre chromatique est établi dans [Bokal et al., 2004]. Le
cas d’égalité a fait I'objet de nombreux travaux, repris dans [Zhu, 2001].
Par exemple, le probleme de décision consistant a savoir si x.(G) = x(G)
pour un graphe G est établi comme étant N'P-difficile. Les grandes lignes
de I’étude du cas ol x.(G) est « proche » de x(G) — 1, faisant intervenir la
notion de graphe G critique (pour la coloration classique) sont reprises dans
[Zhu, 2001]. Nous renvoyons le lecteur intéressé par cette problématique a
cette derniere référence, qui contient de nombreux résultats mais aussi des
questions ouvertes sur ce sujet. Pour une adaptation de cette notion aux
graphes pondérés, on se reportera a [Mohar, 2003].

1.3 Plan de la theése

Dans le deuxieme chapitre, nous nous intéressons a la coloration
orientée comme cas particulier de la décomposition acircuitique. Nous
présentons déja un exemple d’application de cette coloration en terme
d’assignation de taches, domaine d’application classique des problemes
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de coloration ([de Werra, 1985]). La N'P-complétude de la k-coloration
orientée, pour k£ > 4, n’a été établie que pour les graphes connexes
([Klostermeyer et MacGillivray, 2004b]). Nous améliorons la connaissance de
ce sujet en exhibant & la fois des familles N'P-complétes tres restrictives,
mais aussi des familles d’instances polynomiales. En effet, au moyen d’une
réduction de Turing partant de 3-Sat, nous prouvons la A/P-complétude des
familles des graphes acircuitiques ou des graphes bipartis planaires, puis met-
tons en lumiere le fait que les graphes multipartis complets forment une
famille polynomiale pour ce probleme. Une fois cette complexité testée et
réaffirmée, nous nous intéressons a la résolution effective de celui-ci au moyen
de I’étude de 'approximation de ce probleme. Nous obtenons en premier lieu
des résultats d’inapproximation au moyen d’une réduction avec le probleme
du Stable Mazimum.

Le troisieme chapitre aborde une généralisation de la notion de colora-
tion orientée aux graphes mixtes, dite coloration mixte. Nous étudions dans
un premier temps les liens existant entre cette coloration et les colorations
classique et orientée, puis ré-abordons la question de l'approximation du
probleme de coloration orientée dans ce nouveau cadre. Le résultat que nous
obtenons permet de garantir un rapport d’approximation différentielle pour
les problemes de colorations orientée et mixte. Suscité par le travail d’Eric
Sopena dans [Sopena, 1994], nous introduisons la notion de polynéme chro-
matique mixte et en donnons les premieres propriétés. Cela nous permet de
retrouver celle relative au polynome chromatique orienté, mais aussi d’enta-
mer une possible interprétation des coefficients de celui-ci, au moyen d’orien-
tations acircuitiques d’un graphe, de fagon assez similaire & [Stanley, 1973].

Le quatrieme chapitre de cette these est consacré a 1’étude de
la décomposition acircuitique. Nous démontrons la AN P-complétude du
probleme général, et abordons une importante famille polynomiale de
graphes : la famille des tournois, que nous explorons plus profondément.
Un tournoi est a-indécomposable si les classes monochromatiques de toute
décomposition acircuitique sont des singletons ou vides. Notre motivation
pour ces tournois est suscitée par le fait que la probabilité qu’'un tournoi
aléatoire d’ordre n soit a-indécomposable tend vers 1 lorsque n tend vers
I'infini. Nous caractérisons, a l'aide des tournois circulants, les tournois a-
indécomposables sommet-critique qui sont les tournois a-indécomposables
minimaux pour "opération de suppression de sommet. Enfin, nous définissons
la notion de polynome chromatique acircuitique et en donnons les premieres
propriétés.
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Graphe
Chaine

Longueur
Cycle

Boucle

Graphe orienté

Chemin

Circuit

Tournoi

Graphe mixte

1.4 Préliminaires techniques

1.4.1 Notations sur les graphes

Un graphe G est la donnée d’un ensemble V(G) de sommets étiquetés et
d’un ensemble E(G) d’arétes, chaque aréte étant une paire de sommets. Une
chaine P, = (x1,x9,..,xx) un k-uplet de sommets de V(G) telle que, Vi €
{1,2,..,k—1}, {x;,xi11} € E(G). L'entier k — 1 est la longueur de la chaine
Py. Un cycle est une chaine (xy, zs, ..., x)) avec x; = xj. Une boucle est un
cycle de longueur 2. Sauf mention explicite contraire, nous considérerons des
graphes simples, c’est-a-dire des graphes sans boucle. Un graphe orienté
est la donnée d’un ensemble V(G') de sommets et d’'un ensemble A(G') d’arcs,
chaque arc étant un couple de sommets. Un chemin Cy = (xy, z3, ..., x)) est

un k-uplet de sommets de V(a) tel que, pour tout ¢ compris entre 1 et

k —1, (z;,x;11) est un arc de 8 L’entier k — 1 est la longueur du chemin.
Un circuit est un chemin Cy = (z1, 2, ..., zx) tel que zx = x1. Une boucle
orientée est un circuit de longueur 2 (soit (z, x)). Nous ne considererons, sauf
mention contraire explicite, que des graphes asymétriques, c’est-a-dire sans
boucle, orienté et vérifiant : (z,y) € A(G) = (y,z) ¢ A(G). De maniere
équivalente, un graphe orienté asymétrique est un graphe orienté sans circuit
de longueur 1 ou 2. Un tournoi T est un graphe orienté asymétrique complet,
c’est-a~dire qu’a toute paire {z,y} de sommets de T, soit (z,y), soit (y,x)
est un arc de T" et non les deux.

Un graphe mizte G est donné par un triplet d’ensembles
(V(G),A(G),E(G)); le premier est l’ensemble des sommets de G, le
second est un ensemble de couples de sommets (les arcs de G), et le dernier
est un ensemble de paires de sommets (I’ensemble des arétes de G). Notons
qu’il ne peut y avoir d’arcs ou d’arétes multiples paralleles, mais si x et y
sont deux sommets de G, 'arc (z,y) et Paréte {x,y} peuvent appartenir
respectivement a A(G) et F(G). Les graphes simples et graphes orientés
sont des graphes mixtes; aussi les précédentes définitions s’étendent-elles a
ces derniers. Sauf mention explicite contraire, nous ne considererons que des
graphes miztes asymétriques, c’est-a~dire sans boucle (orientée ou non) et
sans circuit de longueur 2. Au graphe mixte G = (V(G), A(G), E(G)), nous
associons trois graphes :

— Le graphe simple G = (V(G), E(G)) (sommets et arétes identiques a

g).
— Le graphe orienté 8 = (V(G), A(G)) (sommets et arcs identiques a G).

— Le graphe simple Und(G) = (V(G), £) obtenu a partir du graphe G en
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supprimant ’orientation de tous les arcs et en identifiant les éventuelles

aretes multiples.
Nous pouvons effectuer des opérations sur ces graphes : nous allons les décrire
pour les graphes mixtes. Soit G = (V(G), A(G), E(G)) un graphe mixte. Si
e = {x,y} n’est pas une aréte de G, on désigne par G U e le graphe mixte
(V(G),A(G), E(G) Ue) obtenu par ajout de l’aréte e a ’ensemble E(G). Le
graphe G, est le graphe obtenu, partant de G, en identifiant les sommets = et
y et en identifiant ensuite les arcs ou arétes multiples paralleles. Notons que
si e est une aréte de G, alors le graphe G, possede une boucle, que nous ne
supprimons pas.

L’ordre du graphe G est le nombre |V (G)| de sommets de ce graphe. Soit
x un sommet de G. Le voisinage ['(x) de x est I’ensemble des wvoisins de z,
soit : I'(x) = {y : {z,y} € E}. Le sommet z est un prédécesseur de x si (y, r)
est un arc de G. L’ensemble des prédécesseurs du sommet 2 est noté I'" (),
qui est 'ensemble {y : (y,z) € A}. Le sommet y est un successeur de x si
(z,y) est un arc de G. L’ensemble des successeurs de x est noté 't (z), qui
est 'ensemble {y : (x,y) € A}. Le degré sortant du sommet z, noté d*(z),
est le cardinal de I'"(z). Le degré entrant de x est le cadinal de I'"(x), que
I'on note d (). Le sommet s est une source de G si I' (z) = (). Le sommet
p est un puit de G si I't(z) = 0.

Le graphe mixte # = (V(H), A(H), E(H)) est un sous-graphe (mixte) de
GsiV(H) CV(G), A(H) C A(G), E(H) C E(G). Si F est un sous-ensemble
de V(G), le sous-graphe induit G[F] est le graphe mixte : (F, Ap, Er) ou
Ap ={(z,y) € F*: (z,y) € A(G)} et Ep = {{z,y} C F: {z,y} € E(G)}.
Un sous-ensemble S de V(G) est un ensemble stable (ou un stable) si G[5]
ne comporte ni arc, ni aréte. Un sous-ensemble A de V(G) est un ensemble
acircuitique si G[A] ne comporte pas de circuit. Deux sous-ensembles C et
Cy de V(G) sont en unidirection si tous les arcs entre C et Cy sont orientés
dans le méme sens. On note C; — O, si tous les arcs entre ces deux classes
ont leur extrémité initiale en C'; et leur extrémité terminale en Cy. Soit G un
graphe mixte d’ordre n et {Gy,Gs,...,G,} un ensemble de n graphes mixtes.
On désigne par {1, 2, ...,n} 'ensemble des sommets de G. Le graphe composé
G{G1,Go,...,G,} est obtenu, partant du graphe G, en substituant au sommet
j le graphe G;. Si {i,j} est une aréte de G, tous les sommets de G; sont
voisins des sommets de G, et si (7, 7) est un arc de G, les sommets de G, sont
successeurs de tout sommet de G;.

Etant donnée une aréte e = {x, y} d’un graphe simple G, une orientation
de I'aréte e est la donnée du couple (z,y) ou du couple (y, x). Une orientation
0 du graphe G est la donnée d’une orientation de toutes ses aréetes; on note
G(QA) le graphe orienté ainsi obtenu. Si 6 est une orientation du graphe G et si
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e est une aréte de G, nous noterons 6(e) l'orientation donnée par 6 a Paréte

e et par 6(e) lorientation inverse. Enfin, si 8 est un graphe orienté, nous
désignons par G le graphe orienté inverse, obtenu par inversion du sens de
tous les arcs de G'.

1.4.2 Notions d’homomorphismes de graphes

Dans cette section, nous présentons un outil que nous utiliserons fort
souvent, par la suite : les homomorphismes. D’inspiration algébrique, ils per-
mettent des présentations et raisonnements efficaces pour les problemes de
partitionnement sous contraintes. Le tres récent livre [Hell et Nesetril, 2004]
de Pavol Hell et Jaroslav Nesetril, est un excellent moyen d’aborder cet aspect
de la théorie des graphes.

Homomorphisme

SiG=(V(G),E(G)) et H= (V(H),E(H)) sont deux graphes, un ho-
momorphisme de G dans H est une application f : V(G) — V(H) telle
que l'image par f de toute aréte de G soit une aréte de H, c’est a dire :
{z,y} € E(G) = {f(z),f(y)} € E(H). En d’autres termes, la notion
d’homomorphisme conserve la notion de voisinage. L’image réciproque d'un
sommet quelconque de H par un homomorphisme de GG dans H est un stable
de G puisqu’il n’y a pas de boucles dans H.

D
" ¢! B(A) = 6(C) =1
¢(B) =o(D)=J
K ¢(E) =K
A B J
Graphe G Graphe H Homomorphisme ¢ de G sur H

Exemple d’homomorphisme entre deux graphes.

La notion d’homomorphisme permet de définir, de facon équivalente, la
notion de coloration d'un graphe. Plus particulierement, I'ensemble des k-
colorations de G et I’ensemble des homomorphismes de G dans K} sont en
bijection ([Hell et Nesetril, 2004]). Sont représentés dans la figure ci-dessous,
une 4-coloration ¢ du graphe GG et ’lhomomorphisme ¢., de GG dans K, associé
(naturellement) & cette coloration.
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Une 4-coloration du graphe G et I’lhomomorphisme associé.

Une k-coloration ¢ d'un graphe G = (V(G), E(G)) peut donc étre vue, au
moyen de la bijection précédente, comme un homomorphisme du graphe G
dans le graphe complet Kj.

Homomorphisme orienté

Si ¢ = (V(G),AG)) et H = (V(H),A(H)) sont deux graphes

orientés, un homomorphisme orienté de dans est une application
f: V(é) — V(ﬁ) telle que I'image de tout arc de G soit un arc de ﬁ,
c’est-a-dire vérifiant : V(z,y) € A(g), (f(x), f(y)) € A(ﬁ) En d’autres
termes, un homomorphisme orienté transporte la structure de voisinage
orienté de G dans H, et I'image réciproque par f de tout sommet de H est
un ensemble stable.

L’application ¢ : V(é) — V(ﬁ) définie dans la figure de la page
suivante est un homomorphisme orienté du graphe orienté de 8 dans

S A

Graphe Graphe
¢(A) = ¢(B) = BH(C) =K
¢(F) =J ¢(D) = ¢(E) = L
Exemple d’homomorphisme orienté entre graphes orientés.
Une premiere facon d’utiliser la notion d’homomorphisme orienté pour

« colorier »  un graphe orienté est d’employer la notion de H-coloration
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Homomorphisme acir-
cuitique

([Bang-Jensen et Gutin, 2000]). Etant donné un graphe orienté 8, une H-

coloration de G est un homomorphisme de & dans H. Différents articles (par
exemple [Jensen et al., 1998, Bang-Jensen et Hell, 1990]) explorent la com-
plexité de ce probleme, qui reste inconnue dans le cas général. Néanmoins,
la complexité de la ?—coloration est connue des que est un tournoi
([Bang-Jensen et Hell, 1990]) ; ce probléeme est polynomial si T admet au
plus un circuit, et est NP-complet dans le cas ol %contient au moins deux
circuits. Notons que le plus petit tournoi comportant deux circuits est d’ordre
4.

Tout comme les homomorphismes de graphes permettaient de définir la
notion de coloration, les homomorphismes orientés permettent de donner une
définition équivalente a la coloration orientée. Si G désigne un graphe orienté,
une k-coloration orientée de 8 est une ﬁ—coloration de 8, ou H désigne un
graphe asymétrique d’ordre k. L’unique différence entre I'usage générique de
la H-coloration et son emploi relativement a la coloration orientée se situe
dans le fait que I'on considere un graphe orienté ﬁ asymétrique.

Homomorphisme acircuitique

Dans le trés récent [Feder et al., 2003], Thomas Feder, Pavol Hell et Bojan
Mohar introduisent la notion d’homomorphisme acircuitique, afin d’étudier la
complexité du probleme de coloration circulaire des graphes orientés que nous
avons évoqué dans la section précédente. Nous allons rapidement énoncer
quelques résultats relatifs a ces homomorphismes.

Un homomorphisme acircuitique de 8 dans ? est une application ¢ :
V(a) — V(?) telle que, pour tout arc (u,v) € A(a), soit ¢(u) = ¢(v),
soit (p(u), p(v)) € A(?), et telle que, pour tout sommet w de V(F'), le
sous-graphe induit F'[¢ (w)] est acircuitique. Présentons deux exemples
d’homomorphisme acircuitique des graphes G'; et 82 ci-dessous :

a b ¢ d b/aNc
1
e 8\

Graphe 81 Graphe G,

Aucun de ces deux graphes orientés n’est acircuitique : aussi, nous allons
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donner des homomorphismes acircuitiques de ces graphes vers le 3-circuit
(1,2,3). N

L’application ¢; : V(G1) — {1,2,3} définie par : ¢1(a) = ¢1(b) = 1;
b1(c) = 2 et ¢1(d) = ¢1(e) = 3 est un homomorphisme acircuitique de G
dans le 3-circuit (1,2, 3).

L’application ¢ définie par ¢o(a) = ¢o(b) = ¢o(c) = 1; ¢a(d) = 2 et
¢2(e) = 3 est un homomorphisme acircuitique de 82 dans le 3-circuit (1, 2, 3).

La notion d’homomorphisme acircuitique permet de définir, de maniere
équivalente, la notion de décomposition acircuitique d’un graphe orienté 8
Plus précisément, 8 admet une k-décomposition acircuitique si et seulement
s’il existe un graphe asymétrique orienté H d’ordre k et un homomorphisme
acircuitique de G' dans H.

Homomorphisme Coloré

Les travaux explorant les liens entre homomorphismes et colorations
sont nombreux; nous en citons brievement une établie dans le cadre des
graphes mixtes. Dans [Nesetril et Raspaud, 2000], les auteurs s’intéressent, a
une adaptation de travaux réalisés sur les graphes simples colorés aux graphes
mixtes colorés. Cette étude porte sur les graphes mixtes G tels que si {z,y}
est une aréte de G, alors (x,y) n’est pas un arc de G. Le graphe G est un
graphe mixte (m,n)-coloré si ses arcs sont colorés par n couleurs et si ses
aretes sont colorés par m couleurs.

Etant donné deux graphes mixtes (m, n)-colorés G; = (V;, Ay, E1) et Go =
(Va, A, E5), un homomorphisme coloré de G; dans G, est une application f
de V; dans V5 satisfaisant :

(!L',y) € Al = (f(x)vf(y)) € AQ; {l‘ay} S El = {f(l‘)af(y)} S EQa

et la couleurs de ’arc ou l'aréte liant les sommets x et y de G; est la méme
que celle de I'arc ou de I'aréte liant f(z) et f(y) dans Gs.

Enfin, étant donné un graphe mixte (n,m)-coloré, nous recherchons le
nombre minimal de sommets d’un graphe mixte (n,m)-coloré G' tel qu’il
existe un homomorphisme coloré de G dans G'. Ce nombre est dénomé le
nombre chromatique orienté (n,m)-coloré de G (noté x(G,n,m)). Remar-
quons que x(G,0,1) coincide avec le nombre chromatique classique alors que
x(G, 1,0) coincide, lui, avec le nombre chromatique orienté. Le nombre chro-
matique orienté (n,m)-coloré d'un graphe mixte (n,m)-coloré G peut étre
borné par le nombre chromatique acyclique du graphe sous-jacent G. Cela
conduit a I'obtention d’'une borne supérieure du nombre chromatique orienté
(n,m)-coloré d’un graphe mixte planaire. Enfin, cela conduit a I'existence
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d’un homomorphisme coloré entre un arbre mixte (n, m)-coloré et un graphe
G dont le graphe sous-jagent G est le graphe complet Ky, 1.

Homomorphisme en Sociologie et Psychologie

Avant de refermer cette section dédiée aux notions d’homomorphisme,
remarquons que ceux-ci ont, depuis longtemps, fait 'objet d’études en psy-
chologie et sociologie. C’est en 1971 que Francois Lorrain et Harrison C.
White s’intéressent a la notion d’équivalent structural a 1’occasion d’étude
de réseaux sociaux ([Lorrain et White, 1971]). Ces travaux conduisent a la
systématisation d’une certaine analyse des réseaux sociaux a l’aide d’homo-
morphismes entre graphes ([Boorman et al., 1976, Boorman et White, 1976,
Everett et Nieminen, 1980]). Aussi est-il intéressant de remarquer que nous
retrouvons cette meéme démarche aujourd’hui, de maniere relativement
indépendante. La décomposition acircuitique se place naturellement dans la
filiation de ces travaux, qu’elle vient compléter en modifiant les hypotheses
initiales ( deux individus présentant une relation pouvant étre dans une méme
classe de cette décomposition).

Approximation des problemes de colorations

Cette section est consacrée a une tres courte introduction a la
problématique de 'approximation dans le cadre des problemes de colora-
tions. Nous y considérons un probléme de coloration NP-complet consis-
tant, étant donné un graphe mixte G, a colorer I'ensemble de ses sommets
sous certaines contraintes. La taille de 'instance sera ici considérée comme
égale a 'ordre du graphe. Nous désignons par Pi le probleme de minimi-
sation associé, consistant en la recherche, étant donné un graphe mixte G,
d’un nombre minimum de couleurs permettant de colorer les sommets de G
en respectant les contraintes. Aussi, il n’est pas possible (sous I’hypothése
P # N'P) d’obtenir un algorithme polynomial résolvant ce probleme & 1’op-
timum pour toutes ses instances. Nous souhaitons tester la performance un
algorithme A qui, a toute instance G de II, colorie ce graphe associe en temps
polynomial.

A une instance G du probleme II, nous pouvons associer trois grandeurs
caractéristiques :

- La solution optimale du probléme II, notée Opt(G).

- La valeur de la solution obtenue par l'algorithme A appliqué a
G, noté \(G).

- La valeur de la pire solution du probleme II appliqué a G, notée

w(G).
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Opt(G)  A(9) w(G)

R

Nous définissons la pire valeur comme étant, parmi l’ensemble des graphes
d’ordre n fixé, la plus grande valeur optimale prise. Ainsi, par exemple, si
I’on considere le probleme II de recherche du nombre chromatique, étant
donné un graphe G, la valeur optimale est x(G) et la pire valeur est ’ordre
du graphe (puisqu’il existe toujours au moins un graphe d’ordre n dont le
nombre chromatique est égal a n).

De maniere général, dans le cadre des problemes de colorations de 1’en-
semble des sommets d'un graphe, la pire valeur sera toujours l'ordre de
ce graphe (puisque l'on peut toujours trouver un graphe n’admettant pas
d’autres colorations que les colorations triviales).

Approximation classique

Dans cette théorie, la qualité de I'algorithme dépend de sa capacité a ap-
procher la meilleur solution pour toutes les instances de méme taille. Cette
performance est synthétisée par le rapport d’approximation classique sui-

vant : Opt(g)
AG)

Pour une plus ample introduction générale a cette théorie, on se reportera a
[Ausiello et al., 2003].

ra(n) = Ming,g|-n

Approximation différentielle

Dans cette théorie alternative et complémentaire de la précédente, la qua-
lité de I'algorithme dépend tout autant de sa faculté a s’approcher de de la
meilleure valeur que de celle de s’éloigner de la pire. La encore, on défini un
rapport d’approximation (dit d’approzimation différentielle) sur 1’ensemble
des instances de méme taille, comme le ratio entre la longeur séparant la
valeur obtenue par ’algorithme de la valeur optimale et la longeur séparant
la pire valeur de la valeur optimale.

pa(n) = Ming g wczgl—();% .

Pour une introduction plus avancée dans cette problématique ainsi que ses
liens avec I'approximation classique, on se reportera a [Monnot et al., 2003].
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1.4.3 Listes des travaux publiés

Différents travaux exposés dans cette these ont donné lieu a collabora-
tions, présentations et publications.

Dans des revues et conférences internationnales :

e Jean-Francois Culus and Marc Demange, Oriented Coloring :
Complexity and Approximation, Current Trends in Theory and
Practice of Computer Science, SofSem 2006 proceedings, Lecture
Note in Computer Science 3831, p. 226-236, reprend ’essentiel du
chapitre 2 et la premiere partie du chapitre 3.

e Jean-Francois Culus and Bertrand Jouve, Tournois sans inter-
valle acyclique, Comptes Rendu de I’Académie des Sciences de
Paris, Serie I 341, 2005, p. 465-468, reprend [’essentiel des deux
premieres parties du chapitre 4.

Dans des conférences nationales :

e Jean-Francois Culus, Polynome chromatique mizte et in-
terprétation des coefficients, Actes de la Roadef 2006, Presse Uni-
versitaire de Lille, reprend la fin du chapitre 3.

e Jean-Francois Culus and Bertrand Jouve, Décomposition de
tournois sans classe acyclique, Actes de la SFC 2004, Presse Uni-
versitaire de Bordeaux, reprend une partie du chapitre 4.
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1.4.4 Liste des symboles

QlQ N Qala

Und(G)
GUe

Ge

un graphe simple.
un graphe orienté.
un tournoi.

un graphe mixte.

le graphe orienté obtenu a partir de G par suppression de toutes les
aretes.

le graphe simple obtenu a partir du graphe G par suppression de
tous les arcs.

le graphe simple obtenu par suppression des orientations des arcs
de G et identification des arcs et arétes multiples.

le graphe mixte obtenu par ajout de ’aréte e a I’ensemble des arétes
de G.

Sie = {x,y}, G. est le graphe obtenu a partir de G par identification
des sommets x et y, puis éventuellement les arcs ou aréetes multiples.
Généralement, {z,y} ¢ FE(G); le cas contraire implique I’existence
d’une boucle dans le graphe obtenu.

notation du sommet de G, obtenu par 'identification de x et y dans
g.

L’ensemble des sommets du graphe G.

I’ensemble des arcs du graphe G.

I’ensemble des arétes du graphe G.

I’ensemble des voisins du sommet x dans le graphe considéré.
I’ensemble des successeurs de x dans le graphe considéré.
I’ensemble des prédécesseurs de x dans le graphe considéré.
{C1,C5} sont des sous-ensembles de 1'ensemble des sommets
vérifiant la propriété d’unidirection, et tous les arcs sont orientés
partant de C pour arriver en Cs.

le nombre chromatique du graphe G.

le nombre chromatique orienté du graphe orienté 8
le nombre chromatique mixte du graphe mixte G.

le nombre a-chromatique de G.

Vensemble { {(z,9),(8)} € A(@? : {yz}et{st} ¢
E(Und(G)) }.

'ensemble Z = {(x;, vi), (2, i) }1<i<k est un sous-ensemble de C(G).
Le graphe simple Id(G,Z) est le graphe obtenu en partant de
Und(G) en identifiant, pour tout i compris entre 1 et k, le som-
met x; avec le sommet ¢; et le sommet y; avec le sommet z;.
Iensemble {y : 3z € V,[(v, 2), (z,9)] V [(y, 2), (z,v)] € A}UTT(v)U
'~ (v) UT(v).
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le graphe mixte obtenu a partir de G, en ajoutant pour tout sommet

x les arétes {x,y} ou y € Bg(x,2).

Le polynoéme chromatique du graphe G. Si k est un entier naturel

P(G, k) est le nombre de k-colorations de G.

Le polynome chromatique orienté du graphe 8 Si k est un entier,
(G, k) est le nombre de k-colorations orientées de .

Le polynome chromatique mixte de G. Si k est un entier naturel,

P(G, k) est le nombre de k-colorations mixtes de G.

Le polynome chromatique acircuitique de 8 Si k est un entier

naturel, P,(G, k) est le nombre de k-décompositions acircuitiques

de

L’ensemble des orientations acircuitiques du graphe (simple) G.
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Chapitre 2

Coloration orientée d’un graphe

2.1 Introduction

Les notations

Provenant des travaux d’Eric Sopena ([Sopena, 2001]), la coloration
orientée se définit, par les homomorphismes orientés, de la méme fagon que se
définit la coloration par les homomorphismes de graphes. Un graphe orienté

admet une k-coloration orientée s’il existe un graphe orienté asymétrique

d’ordre k£ et un homomorphisme de G dans H. Un homomorphisme de
dans H est appelée une H-coloration de ¢/ ([Bang-Jensen et Gutin, 2000]).
Le graphe orienté ﬁ est un ﬁraphe des couleurs de G. Toute image réciproque

non vide d’un sommet de H est une classe monochromatique de

Modélisation

La coloration est souvent utilisée pour modéliser et résoudre efficacement,
des probléemes d’assignation de taches [de Werra, 1985]. Donnons d’abord un
exemple de probleme relevant de ce domaine d’application classique dont la
résolution se fait au moyen de la coloration orientée.

Considérons un ensemble de n taches V- = {T,T5, T3, ..., Tn_1, T, }. Nous dis-
posons pour cela d’une machine constituée de n processeurs identiques tra-
vaillant en parallele. Chaque processeur ne peut effectuer qu’une seule tache
durant une unité de temps et chaque tache nécessite une unité de temps pour
étre accomplie par un processeur. Néanmoins, il existe des incompabilibités
temporelles entre certaines d’entre elles. Donnons-nous un sous-ensemble A
de {(T;,Tj) : i # j} tel que si (T;,T;) € A, (1;,T;) ¢ A. Le couple (T;,T})
correspond au fait que la tache T} ne peut étre effectuée par notre machine
ni durant l'intervalle de temps ou est accomplie 7; ni durant 'intervalle de
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temps suivant. On appelle [ot un ensemble de taches réalisables en une unité
de temps par notre machine parallele.

Nous devons effectuer une partition de I’ensemble des taches en un nombre
minimal k£ de lots tels que, tout sous-ensemble de p lots soit réalisable en p
unités de temps (0 < p < k).

La situation peut se modéliser par un graphe orienté 8 = (V, A) dont
les sommets représentent les différentes taches et les arcs, les incompatibilités
entre elles. Une partition de I'ensemble des taches en k lots est une k-partition
de I'ensemble des sommets de 8 Remarquons que chaque lot est une classe
stable de 8 La condition de réalisabilité des lots pour p = 2 implique
I’'unidirection entre les classes de cette partition. Une solution admissible est
donc une k-coloration orientée de ol les classes monochromatiques sont
les lots.

Enfin, montrons qu’étant donné une k-coloration orientée de 8 et un
ensemble de p classes monochromatiques, il existe un ordonnancement de
ces lots de taches tel que ces dernieres soient réalisables en p unités de
temps. Sans perte de généralité, nous supposons que le graphe des couleurs

est un tournoi. Considérons alors le sous-tournoi de induit par les p
lots sélectionnés. Notons C, Cs, ..., C) ses sommets. Tout tournoi admet un
chemin hamiltonien ; soit (Cj,, Cy,, ..., Cj,) celui relatif a notre sous-tournoi.
Alors, l'ordre (C;,, Cj C;,) permet de réaliser les p lots sélectionnés en
p unités de temps.

p—19 """

2.2 Complexité

Cette section est dédiée a I’étude de la complexité du probleme de co-
loration orientée. Nous introduisons le formalisme et rappellons quelques
résultats connus. Les deux paragraphes suivants améliorent les connaissances
que nous avons de ce probleme en présentant des raffinements des classes
NP-compleétes ainsi qu'une nouvelle famille polynomiale pour le probléme
d’optimisation.

2.2.1 Introduction

L’étude de la complexité fait appel a trois problemes. Le premier, dit
probleme de la H-coloration, est issu du lien entre coloration orientée et
homomorphisme orienté. Soit H un graphe orienté asymétrique fixé.
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ﬁ—coloration

Entrée : Un graphe orienté 8

Sortie : Oui / Non

Question : Le graphe orienté 8 admet-il une ﬁ—coloration?

Le probleme d’optimisation associé a la coloration orientée est le probleme
suivant :

Nombre Chromatique Orienté (y,)

Entrée : Un graphe orienté

Sortie : Un entier k

Question : Quel est le plus petit entier k& tel que 8 admette une
k-coloration orientée ?

Au probleme d’optimisation précédent est associée la famille de problemes
de décisions suivante : soit k£ un entier strictement positif fixé.
k-Col,
Entrée : Un graphe orienté 8
Sortie : Oui / Non
Question : Le graphe orienté 8 admet-il une k-coloration
orientée ?

Nous pouvons construire des réductions de Turing entre ces différents
problémes. Si nous savions répondre au probleme k-Col, en temps polyno-
mial alors nous pourrions aussi répondre en temps polynomial au probleme
visant a trouver le nombre chromatique orienté de g, simplement en es-
sayant les différentes valeurs de k£ dans k-Col, pour le graphe orienté G'. La
complexité du probleme de recherche du nombre chromatique orienté serait
alors majorée par n fois celle de k-Col,, ce qui resterait polynomial.
Ensuite, si le probleme de la H-coloration était polynomial, il en serait
de méme du probleme k-Col, restreint aux innstances connexes. En effet,
désignons par Hj le graphe orienté constitué de 1'union (di%'ointe) de tous

les tournois d’ordre au plus k. Si un graphe orienté connexe G' admet une k-
coloration orientée alors il admet une Hj-coloration ; ainsi le probleme k-Col,
restreint aux instances connexes serait, lui aussi, polynomial.

La question premiere est donc celle de la complexité de la ﬁ—
coloration. Bien qu’ayant fait ['objet de nombreuses recherches
([Bang-Jensen et Hell, 1990, Jensen et al., 1998, Hell et Nesetril, 2004]),
celle-ci n’est pas connue dans le cas général, mais 1’est dans le cas parti-
culier des tournois [Jensen et al., 1998]. Ce probleme est NP-complet si
et seulement si le tournoi ﬁ admet au moins deux circuits différents. Or,

un graphe 8 qui est ﬁ—colorable est aussi T-colorable, ou T désigne un
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tournoi quelconque contenant ﬁ et le plus petit tournoi ayant deux circuits
différents est le tournoi 7} ci-dessous.

[ o EE—

Tournoi T.

Par conséquent, les problemes des 1, 2 et 3-coloration orientée sont poly-
nomiaux, alors que celui de la 4-coloration orientée est N'P-complet. William
F. Klostermeyer et Gary MacGillivray améliorent ce résultat en prouvant
que le probléme 4-Col, est NP-complet méme si le graphe est connexe
([Klostermeyer et MacGillivray, 2004b]).

Enfin, comme résultat positif, tout arbre orienté admet une 3-coloration
orientée, ce qui en fait une classe polynomiale pour le probleme Nombre
Chromatique Orienté.

2.2.2 Nouvelles variantes NP-compleétes

Le premier résultat nouveau que nous proposons ici consiste en
"amélioration du résultat de [Klostermeyer et MacGillivray, 2004b]. La fa-
mille des arbres orientés étant polynomiale pour le probleme du Nombre
Chromatique Orienté, et un arbre orienté étant un graphe biparti acir-
cuitique, nous avons recherché la complexité du probleme Nombre Chro-
matique Orienté d’'une part pour la famille des graphes orientés bipartis,
d’autre part pour celle des graphes acircuitiques (sans-circuit). L’étude de
ces deux familles de graphes va conduire & I’établissement de leurs NP-
complétudes. Cette étude est conduite pour la 4-coloration orientée, premier
cas pour lequel un algorithme polynomial n’est pas connu. Le graphe des cou-
leurs est alors nécessairement le graphe T} représenté ci-dessus, seul tournoi
d’ordre 4 ayant deux circuits disctincts (& isomorphisme prés). Dans la suite,
on démontrera que le probleme de décider si de tels graphes admettent une
4-coloration orientée est N P-complet.

Pour ce faire, nous introduisons quelques constructions ainsi que des

résultats relatifs a celles-ci, afin d’étre en mesure d’énoncer et de démontrer
le résultat principal de cette partie.
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Représentation bipartie d’un tournoi

Définition 1 Représentation bipartie d’un tournoi

Soit G un tournoi d’ordre n. Nous désignerons par B(é) la représentation
bipartie de el definie par : V(B(a)) ={x;:i € V(é)} U{y, 1 € V(a)},
et A(B(G)) = {(1,)). (i) - (i, ) € A(G)}.

Donnons, pour exemple, la représentation bipartie du tournoi T7.

LT yr
T R x YR
TF Yr
B F x YB

Le tournoi T} et sa représentation bipartie, B(T}).

Lemme 1 Sur le nombre chromatique de B(a)
Soit G un tournoi d’ordre n, nous avons Xo(B(G)) = n. De plus, l'unique

coloration orientée optimale ¢ de B(G)) est, a permutation des couleurs prés,
donnée par

Vi e V(E@), o) =ely) =i
Enfin, le graphe des couleurs de B(a) associé a c est 8

Démonstration du lemme :
Considérons une coloration orientée optimale de B(a) Sivetyg

sont deux sommets différents de 8, les sommets z; et y; sont liés

dans 3(8) ; aussi ne peuvent-ils appartenir a une méme classe de
coloration orientée. Pour tout triplet (i, j, k) de sommets distincts

dans V(a) XV(B) XV(B), le triangle (4, j, k) admet un 2-chemin
(orienté) dans 8 Les sommets x;, z; et x ne peuvent donc appar-
tenir a une meme classe de coloration orientée de B(a) Celles-ci
contiennent donc au plus 2 sommets, et donc x,(B(G)) > n.

D’autre part, application ¢; : V(B(G)) — {1,2,..,n} définie
par ¢i(x;) = ¢1(y;) = i pour tout ¢ dans {1,2,...,n} est une colo-
ration orientée de B(G') impliquant x,(B(G')) = n. La coloration
orientée ¢y est de cardinal minimal. Le graphe des couleurs associé
a cette coloration orientée de B((G') est le graphe orienté 8
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Il nous reste a démontrer 'unicité de la coloration orientée op-
timale. Supposons 'existence de tournois dont la représentation
bipartie admet deux colorations orientées optimales différentes.
Parmi ceux-ci, considérons le graphe orienté 8 d’ordre minimum.
L’ordre de est alors au moins égal a 3 et, par hypothese, sa

représentation bipartie B(G') admet deux colorations orientées
optimales, ¢; (définie précédemment) et c,.

Pour tout couple de sommets distincts ¢ et 5 de 8, nous avons
co(;) # e2(y;). Il s’ensuit que pour tout i € {1,2,...,n}, co(x;) #
c2(y;). En effet, §'il existait un entier ¢ tel que Cg(l'l) = (i),
alors le graphe orienté d \ {7} possederait aussi deux colorations
orientées optimales, ce qui contredit la minimalité de

Or, les classes monochromatiques de ¢y doivent étre de taille 2
(car aucun triplet de sommets ne peut étre dans une méme classe
monochromatique de coloration orientée). Ainsi celles-ci sont-elles
de la forme {z;,x;} ou {y;,y,}, avec i # j. Il en résulte que 'ordre

de G est pair. Nous pouvons donc supposer |G| > 4.

Quitte a renuméroter les sommets, nous pouvons supposer que
c2(x1) = co(xa). 11 est alors aisé de vérifier que co(y1) # c2(y2)
(car le cas inverse implique la non satisfaction de la propriété
d’unidirection entre les classes). De méme, supposons, quitte a
renuméroter les sommets, que cz(y;) = ca(y3)-

Soit ¢ dans {4, ...,n}, la propriété d’unidirection entre {y;} et la
classe monochromatique {z1, zo} implique que {y;} entretient les
memes liens avec les sommets x; et x5. Les cas étant symétriques

'un de 'autre, supposons que (y;, 1) € A(B(a))

Exemple de configuration possible.

Par construction de 3(8), (wiyy1) Bg Comme c3(y1) =

¢2(y3), nous en déduisons que (z;, y3) € A , et par symétrie
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(yi,z3) € A(Béa)). Ainsi : Vi € {4,..,n}, Vj € {1,2,3),
(vi» ;) € A(B(G)).
Nous allons montrer que le graphe orienté biparti associé a
\ {1, 2} posseéde deux colorations orientées optimales, ce qui
contredit la minimalité de G. I1 dispose d’une premiere (n — 2)-
coloration orientée c¢;, définie par ¢i(x;) = ¢1(y;), pour tout
3 <7 < n. Nous allons, a présent, démontrer qu’il dispose d’une
seconde (n — 2)-coloration orientée.

Soit l?’ le graphe orienté obtenu, partant de B(a), par suppres-
sion des sommets x1, Ta, Y1, Y3. ﬁ est isomorphe au graphe orienté
obtenu & partir de B(G \ {1,2}) par ajout d’un arc @ entre 23
et y3 (m’orientation de @ étant fonction du lien entre les som-
mets 2 et 3 dans 8) Puisqu’il est obtenu a partir de B(a) par
suppression de deux classes monochromatiques, nous savons que
= — —
Yo(B) < n—2. 01, xo(G\{1,2}) < xo(B), donc xo(B') = n—2.
La restriction de la coloration ¢y a I’ensemble des sommets de l?’
est une (n—2)-coloration orientée de B’. Par I'isomorphisme entre
l?’\? et B(a\{l, 2}), nous en déduisons 'existence d'une (n—2)-
coloration orientée de B(G \ {1,2}) vérifiant co(x3) # c2(ys);
ainsi, ¢; et co sont bien des colorations orientées différentes de

B(G \ {1,2}).

La minimalité de |8| est alors contredite, d’ot nous concluons la
preuve du lemme. []

La précédente construction nous permet d’affirmer 1'existence, pour tout
entier n strictement positif, de graphes bipartis d’ordre 2n dont le nombre
chromatique orienté est n. Méme lorsque le tournoi des couleurs 7" est imposé,
nous obtenons 'existence d’un 2n-graphe orienté biparti admettant une 7T-
coloration.

Comment compléter une application en un homomorphisme ?

— "
Considérons les applications ¢ du graphe orienté L; = (V(L;), A(L;))

(voir figure suivante), & valeur dans V(T}) et qui satisfont & la condition
c(21), c(23), c(z3) € {T, F'}. o

Nous nous intéressons aux conditions sur ¢(z]),c(z3),c(23) permettant de
compléter une telle application ¢ en un homomorphisme de L; vers T}

33



[ )
j 1 j
Uy I Uig
j 1 j
. Ug U1y
u
1 e 1 u]
U,] (—06<—0 u] T R
7 10
J
1 Uy
j ul 1 j
Uy : uy B F
. T -l
Graphe orienté L; Tournoi T

Fic. 2.1 — Homomorphisme entre graphes orientés

Lemme 2 Condition d’existence d’un homomorphisme dans le cas de la fi-
qure 2.1

_>
L application ¢ peut étre complétée en un homomorphisme de L; sur T} si et
seulement si

(c(21), c(z3), c(23)) # (F, F, F).

Démonstration : Supposons que ¢ soit un tel homomorphisme
vérifiant ¢(z]) = c(zg) = F. Alors, puisqu’il existe un chemin de
longeur 4 de 23 & ug, les couleurs possibles pour uf sont F,T ou
B. Inversement, il existe un chemin de longueur 4 de ug a 23 ;
les couleurs possibles pour ui sont alors F' ou R. Il s’ensuit ainsi
que c(u}) = F. Le sommet u), peut alors étre coloré par F ou R,
puisqu’il existe un 4-chemin partant de u% a ué. A présent, utili-
sons le 2-chemin (u3,ui,2{). Si ¢(u}) = R, alors ¢(2]) € {T, B}.
Sinon, c¢(u3) = F' et alors ¢(2]) € {T, R}. Ainsi, il s’ensuit que, si
c(23) =c¢(25) = F, alors ¢(2]) # F. O

Théoréme sur les variantes N'P-complétes

Enongons le résultat principal de cette partie.

Théoreme 1 Complexité de 4-Col, pour des familles particulieres

(i) Le probléme 4-Col, est N'P-complet méme lorsque l'instance initiale est
réduite a un graphe orienté biparti de degré borné.

(i1) Le probléme 4-Col, est N'P-complet méme lorsque linstance initiale est
réduite a un graphe orienté acircuitique de degré borné.

34



Démonstration : Déja, remarquons que ce probléeme appartient

bien & NP. Il nous reste donc & démontrer la complétude pour

les instances choisies. La preuve de l'assertion (i) se fait en

considérant une réduction de 3-Sat a 4-Col,. Considérons une

instance du probleme 3-Sat : Soient X = {1, x,..,2,} un en-

semble de variables booléennes et {C1,...,C),} un ensemble des

m 3-clauses, chacune des 3-clauses étant une disjonction de 3

litérales sur ’ensemble X.

La réduction a partir de I'instance de 3-Sat sur 4-Col, utilise le

graphe orienté G' défini de la maniere suivante :

— pour chaque couple de litérales (x;,7;), on inseére une copie du
graphe § représenté ci-dessous

— pour chaque clause C; = 2] V z2 Vv 23, avec 21,2’2,33 pris
dans l'ordre des 1ndlces croissants dans lensemble {;, 7,1 €
{1,2,...,n}}, on insére une copie du graphe L représenté ci-
dessus.

In fine, 'ensemble des sommets de G st : V(a) = Uicicn Ai U

U1gjgm B;, avec :

Ay = {3, T, ey aby al syl el yl el gl P yP 1 <1< 16} et By = {u] 11 <1< 12}

et Vensemble des arcs de G est : U1gignA(ﬁi) UlUicjcm A(I_/;)

2 1
a;  a; a; a0 oa; a7 a;

€1,

Exemple de graphe orienté ﬁz

La construction de 8 est réalisable en temps polynomial. Le
graphe orienté 8 est un graphe biparti et son degré est borné par
max(p + 3,7), ou p désigne le nombre maximum d’occurrences
d’un littéral dans I'’ensemble des clauses. Or, nous savons que
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nous pouvons nous restreindre au cas ou p < 3, puisque le
probleme 3-Sat reste NP-complet pour ces instances (d’apres
[Tovey, 1984]).

Soit ¢ est une coloration orientée de 8, alors c(z;) #
c(7;) (puisqu’il existe un 2-chemin orienté entre ces som-

mets). Fixons i dans l’ensemble {1,2,...,n}, le graphe orienté

induit 8[35?,xf,xf,xf,y?,yﬁ,yf,yf] étant isomorphe a la

représentation bipartie du tournoi 7}, nous en déduisons que
X(,(a) > 4. De plus, si X(,(a) = 4, le graphe des couleurs est
alors nécessairement le tournoi 7.

Enfin, supposons que ¢ est une 4-coloration orientée de 8 Par le
lemme 1, ¢(zf") = F. L’existence d’un 4-chemin en méme temps
que celle d’'un 6-chemin de zI" & z; d’une part, et de zI" & T;
d’autre part, impliquent que {c(z;), c¢(75)} = {T, F}.

Soit ¢ : {x;, 77,0 € {1,2,3,..,n}} — {Vrai, Faux} une distribu-
tion de vérité sur 'ensemble des littéraux. A cette distribution ¢,
nous associons 'application ¢ : V(a) — {T, F} définie comme
c(x;) = T si t(x;) = Vrai, F sinon. La distribution de vérité ¢
satisfait alors aux différentes clauses {C}}i<j<m si et seulement
si ¢ est un homomorphisme de G sur T}

Si ¢ satisfait toutes les clauses {C;}1<j<m, alors en appliquant le
lemme 2, il existe un homomorphisme de G sur T}.
Réciproquement, I'existence d’un tel homomorphisme ¢ implique,
par le lemme 2, que la distribution de vérité ¢ définie par t(z;) =
Vrai si ¢(x;) = T, Faux sinon, satisfait toutes les clauses Cj
(1<j<m)

La démonstration de Dassertion %zz) utilise la précédente
réduction en remplacant le graphe H; par le graphe orienté sui-
vant :

5
a; a; a; a; a; a; a; @ a

) a;, T, 14
8 7 15 1
: a,; R T a; a;
Z xz\ xi |
F
oyi

4 3 2 1 9 10 11 12 13
)




Nouveau graphe orienté ﬁz

Le nouveau graphe ﬁz obtenu est acircuitique du fait que, pour
chaque clause C}, les variables 27, 23 et 2} représentent les litéraux
dans 'ordre croissant des indices. .

Nous pouvons obtenir un raffinement de la classe des graphes orientés
connexes bipartis en utilisant une réduction, non de 3-Sat, mais de Planar
3-Sat :

Corollaire 1 Graphes orientés bipartis planaires
Le probléme 4-Col, est N'P-complet méme si le graphe initial est un graphe
orienté biparti planaire.

Démonstration : Nous allons reprendre les constructions de la

précédente démonstration afin d’obtenir une réduction partant de

Planar 3-Sat. Considérons une instance Z de ce probleme. Nous

effectuons la série d’opérations suivantes sur une représentation

planaire de 7 :

— Nous supprimons la ligne sur laquelle sont les variables
{ziticicn-

— Pour tout 1 < i < n, nous remplagons l'aréte {x;, 7;} par le
graphe z défini ci-dessous.

— Pour tout 1 < 57 < m, nous remplacons les arétes {C’j,zj},

{C}, 23} et {C}, 23} assocides & la clause C; par le graphe L;.

Nouveau graphe orienté ?Z

Nous obtenons alors un graphe orienté biparti et planaire. Par le
théoreme 1, nous en déduisons que le graphe ainsi obtenu admet,
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une 4-coloration si et seulement si 'instance Z de Planar 3-Sat
est satisfiable, aboutissant & la A/P-complétude de la classe des
graphes bipartis planaires. [

2.2.3 Nouvelle famille polynomiale

Nous allons ici présenter une nouvelle famille de graphes orientés, les
graphes orientés multipartis complets, dont la coloration orientée optimale
est obtenue en temps polynomial. La clef de la démonstration utilise la com-
plexité polynomiale du probleme de coloration pour les cographes, c’est-a-
dire les graphes sans Pj. Nous entendons bien sur par la que tout sous-graphe
induit par 4 sommets n’est pas isomorphe a une chaine de longueur 3.

Rappelons qu'un graphe orienté multiparti complet est un graphe
orienté pour lequel il existe un entier naturel [ tel que V(G) admette une
l-partition {V7;Va; V3;...;Vi} de sorte que les graphes induits {8[1/;-]}1@@
soient stables et pour tout couple de sommets (z,y) € V; x V; avec i # j,
soit (z,y), soit (y,z) est un arc de G.

Proposition 1 [Culus et Demange, 2006] Graphes multipartis orientés
complets

Le probleme Nombre Chromatique Orienté est polynomial sur la famille
des graphes orientés multipartis complets.

Démonstration : Si z € V; et y € V; avec ¢ # j, alors les sommets
x et y appartiennent a deux classes monochromatiques différentes
pour toute coloration orientée. Aussi, nous avons au moins [
classes monochromatiques non-vides. Pour tout entier 2 compris
entre 1 et [, définissons le graphe G; ayant V; pour ensemble de
sommets et dont I’ensemble des arétes est défini par :

(ey) € B(G) & eV, j#i, (x,2) € AQ) et (2,y) € A(C).

Nous avons alors :

En effet, considérons deux classes monochromatiques Cj; et C;
respectivement de G; et G; (i # j), les classes C; et C; de

8 constituées des mémes sommets sont des stables vérifiant la
propriété d’unidirection (le cas contraire impliquerait ’existence
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d'une aréte dans 'une des classes monochromatiques C; ou Cj,
ce qui serait absurde). Nous obtenons alors la formule (x).
Montrons que les graphes {G;}i<i<; sont des cographes : suppo-
sons pour cela 'existence, dans (G;, d’une chaine de longueur 3,
notée (a, b, c,d). Ainsi, il existe un indice j différent de i tel que
G contienne un sommet x vérifiant (quitte a inverser le sens de
tous les arcs de 8) (a,z,b) est un 2-chemin de G La figure ci-
dessous présente cette configuration.

Si (x,c) est un arc de G, alors laréte {a, c} existe dans G;.
Sinon, (¢, ) est un arc de G (cas présenté dans le schéma).
Ainsi, soit (d, z) est un arc de 8, et alors {b, d} est une aréte de
G, soit (z,d) est un arc de G et alors c’est {a,d} qui est une
aréte de GG;. Ainsi il ne peut exister dans GG; de graphe induit par
4 sommets isomorphe a Py, et donc G; est un cographe.

-~

x /,/”/ Exemple d'un P, = (a,b, c,d) de G;

Comme le probléeme de coloration (classique) est polynomial sur
I'ensemble des cographes ([Golumbic, 1980]), le probleme de co-
loration orientée des graphes complets multipartis ’est aussi. [J

2.3 Inapproximation

[’existence d’'une réduction partant du probleme du Stable Maximum
vers le probleme du Nombre Chromatique Orienté nous permet de trans-
porter les résultats d’inapproximation existant pour ce premier probleme au
second. Dans cette partie, nous allons mettre en lumiere une telle réduction,
puis nous transposerons les résultats d’inapproximation a notre probleme
initial.

2.3.1 Ensemble Stable Maximum

Ensemble stable maximum (Maximum Independent Set)
Instance : Un graphe simple G.

Réponse : Un sous-ensemble de V(G).

Question : Quel est le stable de G' de taille maximum ?
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Ce probleme, classique en théorie des graphes, a été longuement étudié. Nous
savons qu'’il est N'P-complet sous ’hypotheése que P # NP, et qu'il n’admet
pas de rapport d’approximation constant ni dans le cadre classique, ni dans le
cadre différentiel. Nous renvoyons le lecteur intéressé a [Monnot et al., 2003]
pour plus de détails et de références.

2.3.2 Reéduction du Stable Maximum vers la Colora-
tion Orientée

C’est au moyen d’une réduction que nous pouvons transposer les résultats
négatifs relatifs au probleme du Stable Maximum au probleme Nombre
Chromatique Orienté.

Considérons un graphe simple G = (V, E) instance du probléeme de ’en-
semble Stable Maximum et notons {1,2,3,...,n} 'ensemble des sommets de
G. Béﬁnissons alors le graphe orienté G’ par :

V(G = XUY UZ avec X = {z1,29,....,2.}, Y = {vy1,y2,...,Yn} et
7 :{zl, 2y ey Zn )
A(G,) = AXY U AXZ U AYZ avec :

— Axz ={(z,25),i <j} U{(z,25),i < j},

= Ayz ={ (Wi, 2j),1 < JHUA{(2i,95),1 < j}

- AXY = {(l‘i,yj),i < ]} U {(‘Tﬁyi)vi < j et (]72) € E} U {(yial‘]’)vi <

J, (i,5) & E}.

T

21 Y1 21

22 Y2 22
23 Ys 23

Zn—1 Yn—1 Zn—1

Tn e Zn Yn

Graphe G'[X U Z] induit par X U ZGraphe G'[Y U Z] induit par Y U Z.

.Z’n

— —
Remarque 1 Sur les sous-graphes G'[X U Z] et G'[Y U Z]

1) Les deuzr sous-graphes G'|X U Z| et G'[Y U Z] sont isomorphes par ’ap-
plication suivante : Vi € {1,2,..,n}, o(x;) =y;; et ¢(z;) = 2.
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1) Les deuz graphes G'[ X UZ] et G'[YUZ] sont des graphes complets bipartis
orientés.
111) G'[ X UY|U{(x;,y;) : 1 <i < n} est un graphe orienté biparti complet.

L’existence d’'un 2-chemin (orienté) entre z; et x; d’une part et entre z; et z;
d’autre part (i < j), implique que toutes les classes monochromatiques sont

— —
réduites & des singletons. Ainsi, x,(G'[X U Z]) = x,(G'[Y U Z]) = 2n.

Lemme 3 Lien avec le nombre de Stabilité de G
Désignons par n lordre de G et a(G) le nombre de stabilité de G. Nous avons

_>
Xo(G") = 3n—a(G). Réciproquement, toute k-coloration orientée de G' nous
permet de spécifier (en temps polynomial) un ensemble stable de G de taille
3n — k.

Démonstration : Rappelons que le Nombre de Stabilité d’un
graphe est le nombre de sommets de son stable maximum. Par
la remarque précédente, toute classe monochromatique de G’ est,
soit réduite a un singleton, soit il existe un entier i € {1,2,...,n}
pour lequel cette classe monochromatique est la paire {z;, y;}.

Nous déduisons de cette proposition que x,(G') = k, avec k

vérifiant : 2n < k£ < 3n. Toute k-coloration orientée de G’ est
formée par (3n — k) paires de sommets et (2k — 3n) singletons.

Soit S un sous-ensemble de V(C—ﬁ) défini par S = {i € V :
{z;,y;} est une couleur}. Pour tout couple (i, j) dans Sx S, i < j,
la définition de Axy et la propriété d’unidirection impliquent la
configuration de la figure ci-dessous.

Z; Yi
Ty Yj
[ ) [ )

Une telle configuration implique que (7,j) ¢ E. Ainsi, S est un
ensemble stable de G. Réciproquement, soit S C V un ensemble
stable de G -

et soit ¢ la coloration orientée de G' définie par les

classes monochromatiques {x;, y;} pour i € S

complétée par des singletons {u}.

Vérifions qu’'une telle coloration est bien une coloration orientée
propre de G'. Comme (i,j) ¢ E, le schéma ci-dessus montre que
les deux classes monochromatiques sont en unidirection. Nous
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avons, maintenant, & montrer que Vi € {1,2,...,n}, il n’existe pas
de 2-chemin entre les sommets x; et y;. En fait, 'unique 2-chemin
entre x; et y; est (x;,%2;,y;). Par définition de Ax, et de Ay,
nous avons la configuration suivante :

i Zj Yi i Zj Yi

_>
Ainsi, il existe une bijection entre la coloration orientée de G’ et
un ensemble stable de G, ce qui démontre le lemme. [J

Théoreme 2 Réduction entre le Stable et la Coloration orientée

1l existe une réduction du probleme du Stable Maximum vers le probleme
de recherche du Nombre Chromatique Orienté qui transforme tout rap-
port d’approzimation différentielle p(n) pour le probléme Nombre Chroma-
tique Orienté en un rapport de p(3n) pour le probléme Stable Mazimum.

Démonstration : Soit A un algorithme garantissant un rapport
d’approximation différentielle p(n) pour le probleme de la colo-
Igtion orientée et soit G un graphe. Définissons le graphe orienté
G' comme précédemment et notons . (G") le nombre de couleurs
obtenues par I'algorithme A. Le lemme 3 précédent implique l’_o)b—
tention d’un ensemble stable de G de taille o/ (G) = 3n — X, (G").

o/(G) _ 3n—x,(@)
7 a(G) 3n—xo(G')

Ainsi > p(3n), et le théoréme est prouvé. [
Corollaire 2 Résultat d’inapprorimation

Si P # NP, alors le probléme du Nombre Chromatique Orienté n’est
pas approximable avec un rapport differentiel constant.

St P # ZPP, alors le probleme du Nombre Chromatique Orienté n’'est
pas approzimable avec un rapport différentiel de O(n°~'), > 0.

2.3.3 Réduction vers le probleme du Stable Maximum

Etudions une réduction inverse en partant du probleme Nombre Chro-
matique Orienté et aboutissant au probleme du Stable Maximum.

Proposition 2 Réduction au stable maximum

Il existe une réduction du probléeme de la coloration orientée au probleme du
stable mazimum telle que tout rapport d’approzimation classique p(G) pour le
probleme du stable est transformé en un rapport d’approximation différentielle
de 1/2 x p(G) pour le probléme de la coloration orientée.
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Démonstration : Soit 8 = (V, A) un graphe orienté de G, on

définit le graphe (non orienté) G = (V, E) par :

— V ={(i,j) € VXV :lg(i, ) > 3}, avec lg(i, j) égal au nombre
minimum d’arcs sur ’ensemble des chemins allant de 7 a j ou
de 5 a 1. B B B

— Pour u = (uy,us) € Vet v=(v,v9) €V, {u,v} € Esiet
seulement si I'application ¢; définie par ¢;(u1) = ¢1(ug) =1 et
par ¢ (vy) = c%vg) = 2 n’est pas une 2-coloration orientée du

[{ur, us,v1, v} par {uy, ug, vy, ve} dans 8

Nous remarquons que {u,v} € E si 1) u = (uy,us) et 2)

v = (u1,v9) ou v = (vy, us).

D'une part, {u,v} ¢ E <= {uy,up} ¢ Aet {v, v} ¢ A, et,

d’autre part, ’application ¢; définie ci-dessus est une 2-coloration

graphe induit

orientée de G [{uy,us, vy, v2}].

Prenons un ensemple stable S de G. Nous définissons une colora-

tion orientée de G de la manjere suivante : B

— Les sommets u; et uy de G tel que le couple u = (uy,us) € S
sont colorés au moyen d’une nouvelle couleur.

— Les autres sommets sont chacun colorés par une nouvelle cou-
leur. B

La coloration ainsi définie comporte X;(B) = |V| —|S] couleurs.

Toute classe de coloration est de taille 1 ou 2, et tout couple

de classes monochromatiques vérifie la propriété d’unidirection.

Ainsi, cette coloration est une y/ (G )-coloration orientée de 8

D’autre part, soit ¢ une coloration orientée optimale de 8 Pour
1 < i < x(G), posons V; = ¢ (i) (la i*™° classe monochro-
matique). Dans chaque classe monochromatique, nous rassem-
blons les sommets par paires {u;,us} (il reste éventuellement
un sommet isolé par classe monochromatique). L’ensemble des
sommets u = (uy,us) est un stable de G de taille au moins
$(@) W1 nmxe(@)
=1 2

o 2

De facon évidente, on a : a(G) > n_X;(a).

Supposons l'existence d’un algorithme garantissant un rapport
d’approximation classique p(G) pour le probléme du stable maxi-
mum, et choisissons alors un ensemble stable S de G vérifiant

18> G
5 = PG).

La Xg(a)—coloration orientée de 8 obtenue précédemment vérifie
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alors :
n=x6(@) I8l
(@) 2@ Y

ce qui acheve cette démonstration. [
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Chapitre 3

Coloration mixte

L’étude d’approximations du nombre chromatique orienté se heurte a des
problemes lorsque I'on essaie d’utiliser des algorithmes gloutons. Nous avons
réussi a dépasser quelques limites en considérant un graphe orienté comme
un graphe mixte particulier, et en définissant la notion de coloration sur
les graphes mixtes. La définition du polynome chromatique sur les graphes
mixtes pourrait aussi permettre d’améliorer nos connaissances du polynome
chromatique orienté, notamment concernant l'interprétation de ses coeffi-
cients ou par exemple sa valeur en —1, importante dans le cadre non-orienté.

3.1 Introduction

Sauf mention explicite contraire, dans toute cette partie, G = (V, A, F)
désigne un graphe mixte, c’est-a-dire pouvant comporter des arcs (dont 1’en-
semble est noté A) et des arétes (dont ’ensemble et noté F). De maniére
générale, nous ne considérons que des graphes mixtes sans arc ou aréte
multiple, sans boucle (orientée ou non). De méme, nous supposerons que
le graphe mixte est asymétrique, autrement dit que G ne contient aucun cir-
cuit (orienté) de longueur 2. Néanmoins, étant donné deux sommets z et y
de V, il peut exister Uaréte {x,y} € E et larc (z,y) € A. A tout graphe
mixte G = (V, A, F) sont associés deux graphes :

~ Le graphe non orienté G = (V, E).

— Le graphe orienté E = (V, A).

Coloration mixte comme partition de I’ensemble des sommets

Définition 2 Coloration mixte
Une k-coloration mizte de G est une application ¢ : V — {1,2,3,...,k} telle
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Homomorphisme mixte

que {Gle (i) }i<icr est une k-partition de V(G) en classes stables, et pour
tout couple d’entiers i,j vérifiant 1 < 1 < j < k, les classes monochro-
matiques ¢~ (i) et ¢'(j) vérifient la propriété d’unidirection dans le graphe
orienté ? =(V,A).

On désigne par x,,(G) le nombre chromatique mizte de G, c’est-a-dire le plus
petit entier k tel qu’il existe une k-coloration mixte de G.

Coloration mixte au moyen des homomorphismes mixtes

La notion de coloration mixte admet une définition équivalente utilisant
une notion d’homomorphisme mixte qui généralise a la fois les homomor-
phismes entre graphes et entre graphes orientés. Définissons d’abord I’homo-
morphisme mixte et ses liens avec les notions d’homomorphismes classiques
et orientés, puis donnons la définition équivalente de coloration mixte en
terme d’homomorphisme mixte.

Définition 3 Homomorphisme mixte
Soient G = (V(G),A(G),E(G)) et K = (V(K),AK), E(K)) deuz graphes
mixtes. Un homomorphisme mizte de G vers K est une application h :
V(G) — V(K) vérifiant :

- Wa,y} € E(G), {h(z),h(y)} € E(K),

- V(z,y) € A(G), (h(z),h(y)) € A(K).

Notons qu'un homomorphisme mixte entre G et 7H coincide
avec la notion d’homomorphisme mixte (m,n)-coloré introduite dans
[Nesetril et Raspaud, 2000] lorsque m = n = 1, c’est-a-dire lorsque les arcs
des graphes G et H sont tous colorés en bleu et les arétes de ces mémes graphes
le sont en rouge. L’étude des homomorphsimes (m, n)-colorés ayant été, dans
[Nesetril et Raspaud, 2000], plus générale, nous allons préciser les liens entre
homomorphismes mixtes et homomorphismes classiques et orientés.

La proposition suivante, dont la démonstration n’est qu’un simple jeu
de réécriture, permet d’exprimer un homomorphisme mixte entre G et IC
comme, a la fois, un homomorphisme entre deux graphes G et K et un
homomorphisme orienté entre deux graphes orientés G et

Proposition 3 Définition équivalente d’un homomorphisme mizte
Soient G = (V(G), A(G), E(G)) et K = (V(K), AK), E(K)) deuz graphes
miztes. L’application h : V(G) — V(K) est un homomorphisme mixte si et
seulement si les applications :

- il) V(G) — V(K), Yz € V(G), (x) = h(x),

- h:V(G) — V(K),Vx e V(G), h ( ) = h(zx),
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sont des homomorphismes respectivement, entre les graphes Q\ et K d'une
part et entre les graphes orientés 8 et ﬁ d’autre part.

Cette nouvelle notion d’homomorphisme permet une nouvelle définition
de la coloration mixte.

Proposition 4 Lien coloration mizte / homomorphisme mizte

Le graphe mixte G admet une k-coloration mizte si et seulement s’il existe
un graphe mizte d’ordre k, IC et un homomorphisme mizte h de G vers K.
Le graphe mizte IC est un graphe des couleurs de G.

Démonstration Soit ¢ : V(G) — {1,2,...,k} une k-coloration
mixte de G. Considérons le graphe mixte K défini par : V(K) =
{1,2,..,k}, AK) ={(4,5) + F(z,y) € A(G),c(x) = i,c(y) = j},
EK) = {{i,7} : Hz,y} € E(G),c(x) = i,e(y) = j}. Alors
I'application h : V(G) — V(K) définie par h(x) = ¢(z) est un
homomorphisme mixte de G dans .

Réciproquement, étant donné un homomorphisme h de G dans un
graphe mixte K d’ordre k avec V(K) = {1,2, ..., k}. L’application
c: V(G) — {1,2,...k} définie par c(r) = h(z) est une k-
coloration mixte de G.

Coloration mixte comme colorations classique et orientée

Des précédentes propriétés relatives aux liens entre homomorphismes
mixtes et homomorphismes classiques et orientés, découle le lien entre co-
loration mixte et les colorations classique et orientée.

Corollaire 3 Définition équivalente de la coloration mizte

Soit G = (V, A, E) un graphe mizte. L’application ¢ : V. — {1,2,....k} est
une k-coloration mixte de G si et seulement si elle est une coloration de G\ et
une coloration orientée de G .

Démonstration : Ce corollaire résulte des propositions 3 et 4. [

a b c a b c a b
d d” .

Graphe G (gauche), Graphe 3 (centre) et graphe G (droite)
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Dans I'exemple précédent, remarquons qu’une coloration mixte optimale n’in-
duit pas nécessairement ni une coloration orientée optimale de G, ni une

coloration optimale de G. En effet, dans cet exemple, Xo(a) = 3et x(G) =2
alors qu’une coloration mixte optimale de G comporte 4 couleurs.

Graphe mixte M(G) associé au graphe mixte G

Etant donné un graphe mixte G, il existe d’autres graphes mixtes
construits sur le méme ensemble de sommets et qui ont méme ensemble de
colorations mixtes, c’est-a-dire qu'il existe K tel que V(G) = V(K) et tel que
c:V(G) — {1,2,...,k} est une coloration mixte de G si et seulement si c’est
une coloration mixte de K.

Définition 4 Graphe mizte M(G)

On désigne par M(G) le graphe mizte ayant mémes ensembles de sommets
et de colorations miztes que G, contenant G comme sous-graphe et ayant le
plus grand nombre d’arétes.

Il est possible de donner une définition équivalente de M (G) en utilisant,
pour tout sommet v, 'ensemble Bg(v,2) suivant :

Bg(v,2) ={y: 3z € V,[(v,2), (z,9)]V[(y, 2), (z,v)] € AU T (v)Ul'~ (v)UL(v).

L’ensemble Bg(v,2) est 'ensemble des sommets y de G tels que ¢(v) # c(y),
pour toute coloration mixte ¢ de G.

Proposition 5 Graphe mizte M(G) associé au graphe mizte G
Soit G = (V, A, E) un graphe mixzte. Le graphe M(G) est défini par :
V(M(G)) =V ; AM(G)) = A; E(M(G)) = {{z,y} : x € Bg(y,2)}.

Démonstration : Désignons par F 1’ensemble {{z,y} : z= €
Bg(y,2)}, et montrons que E(M(G)) = F.

Soit {z,y} une aréte de M(G), et supposons par I’absurde que
x ¢ Bg(y,2). Donc il existe une coloration mixte ¢ de G telle que
c(x) = ¢(y). Cette application ne peut étre une coloration mixte
de M(G), d’ou la contradiction, et E(M(G)) C F.
Réciproquement, pour toute paire {x,y} de F et toute coloration
mixte ¢ de G, ¢(z) # c(y). Ainsi, FF C E(M(G)). O

La figure ci-dessous reprend le graphe G précédent et présente le graphe
mixte M (G) qui lui est associé.
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O

Graphe mixte G (gauche) et graphe mixte M(G) (droite).

Dans le présent exemple et de maniere générale, on peut noter les rela-
tions :

—

Xm(G) = xm(M(G)) = x(M(G)) = x(G).

3.2 Approximation

Nous construisons un algorithme glouton de coloration mixte qui, par la
proposition 3, s’identifie a une coloration orientée dans le cadre des graphes
orientés et une coloration classique dans le cadre classique. Cet algorithme
glouton garantit un rapport d’approximation différentiel.

3.2.1 Une différence entre coloration mixte et colora-
tion orientée

La proposition suivante souligne l'intérét d’introduire le graphe M (G).

Proposition 6 FExtention des colorations miztes

Soit S l'ensemble des sommets d’un stable de M(G). On désigne par ¢, une
k1-coloration mizte du sous-graphe mizte induit dans M(G) par T(S) et par
ky Uordre de l’ensemble V(G) \ (S UTT(S)).

Nous pouvons alors étendre la coloration mizte ¢, en une (ki + ky + 1)-
coloration mixte ¢ sur M(G).

Schéma du graphe G, de I'ensemble stable S et de ’ensemble I'*(S).
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Démonstration : Nous définissons, l'application ¢ : V(G) —
{1,2,.... k1 + ko + 1} par:

Ve e T'(S), c(r) = c(x) € {1,..., k1 },

Vo € S, c(x) = k1 +1,

Ve ¢ SUTT(S), c¢(x) prend une valeur différente dans
(kv +2, .k + ko + 1}

Cette application est une coloration mixte de G prolongeant la
coloration mixte ¢;. En effet, les ¢; 4+ ¢ + 1 classes sont :

— soit S qui est une classe stable

— soit des singletons, donc des classes stables

— soit des classes de la coloration orientée de G[I'"(S)].

Ainsi, les classes définies par {¢™(7) }1<cick+h+1 sOnt des classes
stables.

Vérifions qu’elles vérifient la propriété d’unidirection deux a deux.
Le stable S est en unidirection avec toutes les autres classes. Deux
classes provenant de la ci-coloration orientée de M (G)[['(9)]
sont en unidirection entre-elles dans M (G) car dans M (G)[['"(5)].
Enfin, si ¢, (i) désigne une classe stable de M(G)[['+(9)] et
y ¢ SUTT(S), cette classe est en unidirection avec le single-
ton {y} car l'inverse impliquerait I’existence d’un 2-chemin entre
deux sommets d’une méme classe de ¢;'(i), et donc celle d'une
aréte dans M (G), contredisant le fait que ¢; soit une coloration
orientée de M (G)[T'*(S)]. O

La pertinence de la notion du graphe M (G) provient du fait que la proposition
précédente n’est pas valable pour le graphe mixte G. Voyons cela sur un
exemple.

SmOB

-

Graphe mixte G (gauche) et le graphe M (G) associé (droite).

Considérons ’ensemble stable réduit au sommet S. L’application ¢; :
V(G[T*(S)]) — {1}, définie par ¢;(A) = ¢1(B) = 1, est une coloration mixte
de T'"(S) = {4, B}. Cette coloration ¢; ne peut pas étre étendue a G car
toute coloration mixte ¢ de G doit vérifier ¢(A) # ¢(B) puisqu’il existe un
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chemin de longueur 2 de A vers B. Par contre, le sous-graphe mixte de M (G)
induit par {A, B} ne peut étre colorié par une unique couleur.

Cette propriété du graphe mixte M(G) va étre employée, dans la suite,
afin d’élaborer un algorithme glouton relatif au probleme des colorations
orientée et mixte.

3.2.2 L’algorithme glouton et son analyse

Conformément a ce qui précede, une coloration mixte de G se déduit d’une
coloration mixte de M (G). Rappelons que si G = G est un graphe orienté,
la coloration mixte obtenue est aussi une coloration orientée de G.

Nous allons définir une coloration mixte de M(G) par la stratégie glou-
tonne suivante : on sélectionne dans M (G) une classe stable S et on donne a
ses sommets la méme couleur. On évalue les cardinaux de I'*(S) et T7(S) : le
plus petit des deux ensembles est colorié au moyen de classes monochroma-
tiques réduites a des singletons. Nous réappliquons alors 1’algorithme glouton
a 'ensemble des sommets du graphe qui n’ont pas encore été colorés (i.e. a
MGV (SUTT(S))] si [TT(S)] < [T (S)).

Nous allons formaliser cet algorithme en deux temps.
Le premier algorithme est dédié a la recherche d’une classe stable, appelée
aussi monochromatique, du graphe mixte G.

Algorithme MonoChromOr

Entrée : Un graphe mixte G = (V, A, E)

Sortie : Une classe MonoChromOr(G) monochromatique de G
(0) Initialisation : Construire M(G). C :=0, U :=V.

(1) Tant que U # () FAIRE :

(2) Soit v sommet minimisant | B(v, 2)| dans le sous-graphe
mixte M (G)[U];
(3) C:=CU{v};U:=U\ B(v,2).

(4) Renvoyer C'.

L’analyse de cet algorithme est strictement identique a celle obtenue dans
le cadre classique par Johnson (cf [Johnson, 1974)) :

Proposition 7 Analyse de MonoChromOr

L’algorithme MonoChromOr permet de garantir [’obtention d’un ensemble
stable d’au moins log, ) (|G]) sommets. De plus, cette classe stable vérifie la
propriété d’unidirection avec chaque sommet {z}, z ¢ MonoChromOr(M(G)).
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Démonstration : On désigne par u le nombre d’itérations de la
ligne (1) dans MonoChromQOr. Posons x,,(G) = k. Il existe donc
une classe monochromatique ayant au moins |G|/k sommets. Le
fait que deux sommets x et y soient dans la méme classe mo-
nochromatique implique y ¢ B(z,2). Ainsi, on retire au plus
|G| — |G|/k = |G|(1 — 1/k) sommets en ligne (3). Le graphe
(mixte) obtenu en sortie de cette itération est d’ordre au moins
|G|/k. Avant que l'ensemble U ne devienne vide, il se produit
donc au moins [log, ) (|G])] itérations, ce qui implique que la
classe stable obtenue est au moins d’ordre [log, g(|G])].

Soit z ¢ MonoChromOr(M(G)), et supposons, par contradiction,
que la propriété d’unidirection ne soit pas vérifiée entre {z} et
MonoChromOr(M(Qg). Alors, il existe deux sommets x et y dans
MonoChromOr (M (G)) tels que les arcs (z,2) et (z,y) soient des
arcs de G. Comme les sommets sont selectionnés les uns apres les
autres en ligne (2) de l'algorithme, nous pouvons supposer, sans
perte de généralité, que x a été selectionné en ligne (2) avant y.
Or, y € B(z,2), ce qui contredit le fait que y ait été sélectionné
apres o dans MonoChromOr (M (G)). O

L’itération de cet algorithme nous permet de définir ’algorithme Chrom0Qr,
qui donne une coloration mixte a tout graphe mixte G.

Algorithme Glouton ChromOr :

Entrée : Un graphe mixte G = (V, A, E).

Sortie Une coloration mixte ChromOr(G) de G.

Initialisation : M(G), U :=V,j:=1:

(a) Tant que |U| > 0 FAIRE :

(b)  Les sommets de S = MonoChromOr (M (G)[U]) prennent la
couleur j,

(¢)  Soit Vi, le sous-ensemble d’ordre minimum parmi I'"(.5)
and ' (5),

(d) Colorier les sommets de Vi, avec les |V | couleurs {5 +
L..,j+ |me|}a

() U+ U\NSUVuin);j 7+ |Viin +1.

Théoreme 3 Analyse de l’algorithme ChromOr

L’algorithme ChromOr permet de garantir [’obtention d’une coloration mizte
de G.
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Le probléeme du Nombre Chromatique Mzixte admet une
O(log*(n)/n log(Xm(z))—approximation différentielle. En particulier, si
Xm(G) est borné alors le rapport différentiel O(log®(n)/n) est garanti.

Démonstration : Nous désignons par k£ le nombre chromatique
mixte du graphe G. La proposition 6 garantit ’obtention, en fin
d’algorithme, d’une coloration mixte de G. Désignons par G; le
graphe mixte induit G[U] rencontré lors de la i*™¢ itération de la
boucle intérieure. Soit n; 'ordre de G; et A; le cardinal d'une classe
stable de (G; obtenue par l'algorithme MonoChrom0Or appliqué a
G, quitte a arréter 1’algorithme au bout de log(n;) itérations, on
obtient I’encadrement : log(n;)/log(k) < A; < log(n;).

La stratégie gloutonne implique : Vi > 0, n;; > ™

2
On désigne par p le dernier appel possible de MonoChromOr dans

log(n)
log (k)

k
sur 4, (0 < i < p), nous obtenons : \; > log, (3) I1 découle alors
I'égalité : p = [logs(n)].
Avec ces [logs(n)] appels a I’algorithme MonoChromQr, le nombre
de sommets coloriés est minoré par :

x > 5, on al'inégalité : a—log(z) ~ 2. Onadonc:Vi>0,n;4 > %.

ChromOr. Au rang initial, nous avons )\0 ( ) Par itération

log, (n)+log; (%)—i—logk (32)—1— ~log;, (g) > log,(3) (logs(n) —21) log3(n)‘

Le nombre de couleurs utilisées par I'algorithme est alors au plus

log3(n) +n— logk(3) (log3(n) _21) log3(n) )

Le ratio différentiel de cet algorithme est donc :

n—A\ Jnon- logs(n) + log,(3) (1°g3(”)_21)1°g3(")
n—k = n—=k
impliquant que ce rapport différentiel est de l'ordre de

0 (logz(n)). =

nlog(k)

Notons que ce résultat, établi dans le cadre de la coloration mixte, est a
fortiori vrai pour la coloration orientée.

3.3 Polyndéme chromatique mixte

La notion de polynome chromatique a été transposée au cadre orientée
par Eric Sopena [Sopena, 1994]. A notre tour, nous définissons la notion de
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M-maximal

polynome chromatique mixte de facon similaire a celle du polynéme chroma-
tique et du polynome chromatique orienté. Le but de cette section est d’en
étudier les principales propriétés.

3.3.1 Définition

Définition 5 Polynome chromatique mixte

Soit G un graphe mizte et k un entier strictement positif.
— Nous désignons par P,,(G, k) le nombre de k-colorations miztes de G.
— Nous appellerons polynéme mizte de G la fonction k — P, (G, k).

Cette définition nécessite de vérifier que cette application est bien exprimable
sous la forme d’un polynoéme en k. Nous le ferons ultérieurement ; entre-
temps, nous supposerons cette terminologie exacte.

A titre d’exemples, le polynome chromatique mixte d’un graphe (mixte) vide
d’ordre n sera : P, (G, k) = k™. Celui d’un graphe mixte complet (c¢’est-a-dire
ayant un arc ou une aréte entre deux sommets quelconques) d’ordre n sera
Pn(G, k) =k(k—1)...(k—n-+1).

Proposition 8 Polynéome chromatique mizte du graphe M(G)
Soit G un graphe mizte. Pour tout entier positif k, nous avons :

PG, k) = Pu(M(G), k).

Démonstration : Ce résultat découle directement de la
définition 4. [

Nous aurons besoin, par la suite, de la notion de graphe mixte M-
maximal, ¢’est-a-dire un graphe mixte G vérifiant M(G) = G.

Liens entre polynome chromatique mixte et les autres polynomes
chromatiques

Les liens établis entre la coloration mixte et les autres colorations peuvent
se transférer aux notions de polynomes chromatiques respectifs.

Un graphe simple (respectivement orienté) peut étre considéré comme
un graphe mixte. Il est donc possible de calculer, a la fois, son polynome
chromatique (respectivement chromatique orienté) et son polynome mixte.
La prochaine proposition assure que le polynome chromatique mixte coincide
avec le polynéme chromatique (respectivement chromatique orienté). Nous
notons P(G, .) le polynéme chromatique du graphe G et ?(8, .) le polynéme
chromatique orienté du graphe G'.
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Proposition 9 De la généralisation du polynome chromatique mixte
Si G est un graphe simple et k un entier, nous avons :

P(G, k) = P (G, k).

Si 8 est un graphe orienté et k un entier, nous avons :
PB(G k) = Pu(G k).

Démonstration : Si le graphe G est considéré comme un graphe
mixte, alors G = G'; de méme, si est considéré comme un

graphe mixte, (8) = 8 Le résultat découle de la proposition 3.
O

Au sens de la précédente proposition, le polynome chromatique mixte
généralise a la fois les notions de polynome chromatique et polynéme chro-
matique orienté. Le lien, mis en évidence au moyen du graphe mixte M(G),
entre coloration orientée et coloration mixte se retrouve au niveau des po-
lynomes chromatiques.

Remarque 2 Lien entre polynomes chromatiques orienté et mizte
Si est un graphe orienté, remarquons [’égalité :

P(C k) = Pou(M(C), k).

Ce passage d’un graphe orienté a un graphe mixte va nous étre utile pour [’in-
terprétation des coefficients du polynome chromatique orienté. Sur le méme
principe, tout sous-graphe mizte H de M(G) contenant comme S0us-
graphe mizte, vérifie P, (H, k) = Pm(M(a), k).

Formule de récurrence relative au polynéome chromatique mixte

[’outil principal des théories du polynome chromatique et du polynome
chromatique orienté est la formule de récurrence qu’ils vérifient. Néanmoins,
la formule vérifiée par le polynome chromatique orienté ([Sopena, 1994]) est
assez complexe. Le cadre mixte, généralisant le cadre orienté, permet 1’ob-
tention d’une expression plus simple pour cet indispensable outil.

Théoreme 4 Formule de récurrence du polynome chromatique mizte

Soit G un graphe mizte et soit e une paire de sommets qui n’est pas une aréte
de M(G). Nous désignons par G U {e} le graphe mizte obtenu par l'ajout
de l'aréte e, et par G, le graphe mizte obtenu par lidentification des deux
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extrémités de e dans G (notons que G, est sans boucle). Le polynome chro-
matique mizte vérifie la formule de récurrence suivante :

P.(G,k) = P,(GU{e}, k) + P,(G., k).

Démonstration : Soit G un graphe mixte, e = {x,y} ¢ F(M(G))
et ¢, une k-coloration mixte de G :

— si () = ¢, (y) alors ¢, est aussi une coloration mixte de G, ;
— sinon, ¢, (x) # ¢ (y) et ¢, est une coloration mixte de GU{e}.
Ainsi, en parcourant les P, (G, k) colorations mixtes de G, nous
obtenons soit des colorations de G U {e}, soit de G,. De plus, a
toute coloration mixte de G U {e} ou de G, nous pouvons as-
socier une unique coloration mixte de G. Aussi I’ensemble des k-
colorations mixtes de G est en bijection avec I'union de ’ensemble
des k-colorations mixte de GUe et de '’ensemble des k-colorations
mixtes de G..

Notons que nous retrouvons une formule valide pour le polynome
matique mixte via la proposition 9.

3.3.2 Propriétés du polynéme chromatique mixte

De cette relation de récurrence du polynome chromatique mixte,
allons tirer ses principales propriétés. Celles-ci sont tres similaires a
des polynomes chromatiques, classique et orienté.

Théoreme 5 Propriétés du polynome mixte
Pour tout graphe mixte G d’ordre n, nous avons :
— L’application k — P,,(G, k) est un polynome d’ordre n en k ;

Le coefficient dominant de ce polynome est 1 ;
Le terme constant de P, (G, k) est nul;
Le coefficient de k"' dans P(G, k) est égal a —|E(M(G))|.

Démonstration : Puisque P, (G, k) = P,(M(G),k), nous
considérerons dans cette démonstration uniquement des graphes

o —

mixtes G M-maximaux. Posons G = M(G).

Nous raisonnons par récurrence double, premierement croissante
sur 'ordre n du graphe G, deuxiémement décroissante sur le
nombre |E(G)|. Posons H,, : tout graphe mixte d’ordre n vérifie
I’ensemble des propriétés du théoreme. On vérifie aisément que
Ho est vraie. Supposons H,,_; vraie et démontrons H,,.

chro-

nous
celles
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Posons K% 1a propriété : tout graphe mixte d’ordre n tel que

|E(G)| = m vérifie '’ensemble des propriétés du théoreme. La pro-

priété IC(nn(ZL_I) est vraie puisque le polynome chromatique mixte
n(n=1)

des graphes mixtes complets est : P,,(G, k) = k(k—1)(k—2)...(k—
n+1).

Soit m un entier strictement inférieur & n(n — 1)/2 et supposons
que ICSBr1 est vraie. Démontrons K.

Soit G un graphe mixte M-maximal d’ordre n tel que |E(M(G)| =
m. Puisque le graphe G a m arétes, il existe e ¢ E(G). Par la
formule de récurrence du théoréme 4 nous avons : P, (G, k) =
P,(GUe k) + Pp(Ge, k).

Par ICSJ;L, le polynéme chromatique mixte P, (G U e,.) vérifie
I’ensemble des propriétés du théoreme. De plus, par H,, le po-
lynome chromatique mixte P, (G.,.) = P,,(M(G.),.) vérifie aussi
I’ensemble des propriétés du théoreme.

Il s’ensuit que le polynéme P, (G,.) vérifie 'ensemble des pro-
priétés du théoreme, et donc IC,(Q) est vraie. L’ensemble des pro-
priétés {ICSZ)}I <mg =1 étant vraie, la propriété H,, est vérifiée.
U

3.3.3 Formule par Exclusion / Inclusion

Les polynomes chromatiques classiques et orientés s’expriment donc sim-
plement au moyen du polynome chromatique mixte. L’expression inverse
n’est pas aisée. Prolongeant la démarche d’Eric Sopena dans le cadre orienté
([Sopena, 1994]), nous allons présenter une expression du polynéme chroma-
tique mixte de G comme somme des polynomes chromatiques (classiques) de
sous-graphes de Und(G) au moyen d’une formule par Inclusion / Exclusion.

Pour ce faire, associons au graphe mixte G, I'ensemble C(G) suivant : ()

C(G) = {{(z,y), (2, 1)} € A(G)* : {y, 2} ¢ E(Und(9)) et {x,t} ¢ E(Und(G)) }.

Remarquons que y = z ou x =t est possible, sauf dans le cas ou G = M(G).
Toute coloration mixte de G est une coloration classique de Und(G). La
réciproque est fausse, car la propriété d’unidirection peut étre violée. Si
elle lest, ’ensemble des paires d’arcs la contredisant est inclus dans C(G).
Inversement, pour tout sous-ensemble S non vide de C(G), il existe une colo-
ration classique de Und(G) qui n’est pas une coloration mixte de G, et dont
les paires d’arcs contredisant la propriété d’'unidirection soient exactement S.
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1d(G, 7)

Si Z = { {(x1,n1), (z1,t1) }, .o, { (@K, yx), (2, tx)} } est un sous-ensemble de
C(G), nous désignons par Id(G,7) le graphe obtenu, partant de Und(G)
en identifiant les sommets z; avec les sommets t;, et les sommets y; avec
les sommets z;, pour tout 1 < ¢ < k. Nous pouvons obtenir, par une telle
identification, un graphe ayant des boucles. Le polynome chromatique mixte
d’un tel graphe est bien sir nul. Enfin, notons I'égalité Id(G, () = Und(G).
[lustrons ces deux notions a travers 'exemple de la figure suivante :

a b c c
o

e

o

Graphe mixte G Graphe 1d(G, Z)
C(9) = {{(a,b), (e, d)}}avec Z = C(G) = {{(a,b); (e, d)}}

Théoréme 6 Formule par Ezclusion / Inclusion
Soit G un graphe mizte. Nous avons :

PG, k)= Y (=) x P(1d(G, Z), k)

ZCC(G)

Démonstration : Nous pouvons supposer, sans perte de géneralité,
que G est M-maximal. Soit k£ un entier strictement positif.

L’ensemble C(G) est union de p paires d’arcs {(z;,y;), (2;,t;)} :
{y;, 2} ¢ E(Und(G)) et {z;,t;} ¢ E(Und(G))}. Nous no-
tons aq, ag, ..., a, les p éléments de C(G). Désignons par X 1'en-
semble des k-colorations de Und(G). Nous avons donc |X| =
|P(Und(G), k)|. Parmi ces P(Und(G), k) k-colorations de Und(G),
certaines sont des k-colorations mixtes de G, d’autres non. Le
principe d’inclusion / exclusion va nous permettre de dénombrer
les premieres.

A une k-coloration ¢ de Und(G), nous associons le sous-
ensemble Z(c) C C(G) défini par I'ensemble des paires d’arcs
{(z4,95), (25,t5)} € C(G) tels que c(x;) = c(t;) et c(y;) = c(2)-
Une telle k-coloration ¢ de Und(G) est aussi une coloration mixte
de G si et seulement si Z(c) = ().

Pour 1 < i < p, nous dirons que la k-coloration ¢ de Und(G)
vérifie la propriété P; si oy € Z(c). Posons A; = {¢ coloration

58



de Und(G) : ¢ vérifie la propriété P;} C X. Le nombre de k-
colorations de Und(G) vérifiant la propriété P; est le nombre de
k-colorations de Id(G, a;), soit P(1d(G,a;), k).

Soit Z un sous-ensemble de C(G). Le nombre de k-colorations de
Und(G) telles que Z(c) = Z est égal au nombre de k-colorations
vérifiant les propriétés { P;}i. a,cz, ¢’est-a-dire égal au nombre de
k-colorations de Id(G, Z), soit P(1d(G, Z), k).

La formule d’inclusion / exclusion nous donne alors :

|UA | —Z|A =) AN A+ ()P AN AN N A,

1<j

P : _
Nous remarquons alors que oA =

chc ) 1Z]=1 P(1d(G, Z), k), et
SoJAnAl= Y P(Id(G.2).k).

1<i<yj<p zZce(9); |Z]=2

Plus généralement, pour [ € {1,2, ..., p}, nous obtenons la formule
suivante :

Zl§i1<i2<...<il§p |All N Aiz N N AZl| =
> zcewy 1z PUAG, Z), k).

Ainsi obtenons-nous :
p
i=1 ZCC(G)i1Z121

Les k-colorations mixtes de G étant les k-colorations de Und( )
telles que Z(c) = 0, nous avons : P, (G, k) = |X \ (U, 4)| =
P(Und(G), k) — [ U, Ail. On en déduit :

Pu(G, k) = P(Und(G),k) — > (=1)F'P(1d(G, Z), k),
zce(G)) 2121
soit comme Und(G) = 1d(G, ) :
Pu(G, k)= Y (-)VIP(1d(G,Z), k).
Zce(G)

Cette formule est vraie pour tout & entier fixé strictement positif,
d’ou se déduit I’égalité des deux polynomes. []
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3.3.4 Interprétation des coefficients

Le parallele existant entre polynome chromatique classique et orienté
légitime I'idée de rechercher une interprétation des coefficients du polynome
chromatique orienté en terme d’orientations acircuitiques, de facon similaire
au résultat obtenu dans [Stanley, 1973]. Cette partie est consacrée a répondre
a cette question, en partie présente dans [Sopena, 1994]. Le cadre mixte per-
met d’apporter des éléments de réponses a cette question. Remarquons que
se pose une question préalable : dans le cadre non orienté, 1’alternance des
signes des coefficients du polynéme chromatique impliquait 1'égalité entre
la somme des valeurs absolues des coefficients et |P(G, —1)|. Dans le cadre
orienté, cette alternance n’est plus vraie ([Sopena, 1994]). Nous avons donc
le choix entre interpréter la somme des valeurs absolues des coefficients ou
interpréter la valeur absolue du polynome évalué en —1. Nous allons, ici,
donner une interprétation de | P(G,—1)|, au travers du cadre mixte. Les
démonstrations de nos résultats sont quelque peu techniques.

Etant donné un graphe mixte G, les paires {(z,y), (z,t)} de 'ensemble C(G)
sont nécessairement d’un des deux types suivants :

Z o t
T t
O O O y % Z
y=z
z oY
Premier type Second type

Etude du premier type

Débutons notre étude en considérant des graphes mixtes G tels que 1’en-
semble C(G) ne contienne pas de paires d’arcs relevant du second type. De
tels graphes mixtes sont exactement les graphes mixtes G tels que tout sous-
graphe mixte de M (G) induit par 4 sommets ne soit pas isomorphe a I'un
des graphes mixtes suivants :
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Proposition 10 Cas relevant uniquement du premier type

Soit G un graphe mixte tel que C(G) ne contient que des paires d’arcs du
premier type.

Alors, Pp(G,—1) = (—1)”|@a(m)|, ot @a(m) désigne l’ensemble des

—

orientations acircuitiques du graphe M(G).

La valeur absolue du coefficient du monome de/deg\ré 1 de ce polynome est
égal au nombre d’orientations acircuitiques de M(G) ayant exactement une
source fixée.

Démonstration : Soit G un tel graphe. Supposons {(z,y), (y,2)} €
C(G). Par construction de M(G), {z,z} € E(M(G)), et donc
{(z,v),(y,2)} ¢ C(M(G)). Ainsi, C(M(G)) = 0, et la formule
d’inclusion / exclusion ne contient qu'un seul élément et on a :
P.(G k) = P(]\?@, k). Stanley ([Stanley, 1973]) donne l’in-
terprétation en terme d’orienta@g acircuitiques de ce polynome
en —1 P, (G, ~1) = (—1)"|0,(M(G))].

La seconde assertion découle immédiatement du résultat obtenu
par Gessel ([Gessel, 1996, Lass, 2001]) affirmant que le coefficient
|c1| du polynome chromatique d’un graphe est le nombre d’orien-

tations acircuitiques de ce graphe ayant exactement un puits fixé.
Il

Proposons deux exemples :
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u v W X

Graphe 8 Graphe 81
Graphe M((g) Graphe M (G )
Le polynome chromatique mixte du graphe est : 8 k) = k(k —

Dk —2) = P(M(a),k) Il existe bien 6 orientations acircuitiques de

M(a) = Und(M(a)) (des 23 = 8 orientations possibles des arétes de
Und(M(a)), deux conduisent & des circuits).

Concernant  le  graphe 1, nous avons C (C_li ) =
{{(u,v)(v,w)}; {(u,v), (z,w)} } et donc ce graphe contient une paire d’arcs
relevant du second type. Néanmoins, le graphe M(C_Ji) vérifie C(M(aﬂ) = 0.
Aussi, nous appliquons la proposition 10 a ce graphe mixte et obtenons, par
la remarque 2 :

B(C k) = Pa(M(C ), k) = k5 — 4k* + 5k — k2 — k.

Nous vérifions qu’il existe bien 12 orientations acircuitiques différentes de
M(C ).

La proposition précédente regle le cas ou C(G) ne contient que des
configurations du premier type, puisqu’alors C(M(G)) = 0. Lorsque C(G)
contient des configurations du premier et du second type, celles du premier
type disparaissent dans C(M(G)). On est alors ramené a 1’étude d’un graphe
mixte ne contenant que des configurations du second type.

Une coloration mixte de G est une coloration de Und(M(G)). La réciproque
est généralement fausse, sauf dans le cas particulier ou C(M(G)) = 0.
Comme par définition M (G) est M-maximal, on peut démontrer ce résultat
sur les graphes mixtes M-maximaux :

Proposition 11 Lorsque C(G) =)
Soit G un graphe mizte M-mazimal vérifiant C(G) = 0. Alors I’ensemble des
colorations mixtes de G est en bijection avec [’ensemble des colorations de

Und(G). Il en résulte donc ’égalité des polynomes chromatiques : P, (G, k) =
P(Und(G), k).
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Démonstration :

Soit G = (V, A, E) un graphe mixte M-maximal. Par définition
des colorations mixtes, nous savons qu’une coloration mixte ¢,
de G est aussi une cqloration de G = G. Le graphe G étant M-
maximal, Und(G) = G, ce qui implique que ¢,, est une coloration
de Und(G).

Réciproquement, soit ¢ une k-coloration de Und(G). Pour 1 < i <
k, les sous-graphes mixtes induits G[¢™' (i)] forment une partition
de V en classes stables puisque le graphe G est M-maximal. Il
ne peut exister de chemin de longueur 2 bichromatique (pour c)
puisque le graphe G est M-maximal. Supposons ’existence de
couples (z,z") € V%, (y,y') € V} tels que (z,y) € Aet (y,2") €
A. Alors {(z,y); (v, 2")} € C(G), ce qui est absurde. Aussi, toute
coloration de Und(G) est aussi une coloration mixte de G, et la
bijection s’ensuit. [

Une conséquence directe de cette proposition est que l'intégralité de la théorie
du polynome chromatique s’applique aux graphes M-maximaux vérifiant
C(G) = 0, ou encore a ceux vérifiant C(M(G)) = 0, comme par exemple
la premiere famille de graphe mixte étudiée.

Etude du second type : une premiere famille

[’étude des graphes dont ’ensemble C(G) présente des couples d’arétes
du second type se révele plus difficile, et il semble peu probable d’obtenir
des a présent un résultat tres général. Nous étudions alors deux exemples
de familles de tels graphes mixtes. La premiere est ’ensemble des graphes
mixtes G tel que C(G) = {(x,y), (z,t)}, la seconde est I’ensemble des graphes
g tels que C(G) = {{(x,y), (2, )}, {(x,y), (u,v)}}, et dont les sommets z,t, u
et v ne soient pas dans la méme composante connexe que les sommets x et
y. Introduisons quelques définitions que nous utiliserons.

Définition 6 Orienter dans le méme sens
Soit G = (V, E) un graphe (non-orienté), et {(x1,v1); (v2,y2)} une paire de
couples de sommets de G telle que {x1,y1} € E et {x2,y2} € E. Soit 0 une

orientation de G en G = (V, A). Nous dirons que G oriente dans le méme
sens la paire de couples {(x1,11), (2, y2)} si

(21,11) € A(G) = (22,5) € A(C).

Est représenté ci-dessous un exemple cette notion.
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T U1 T Y1

T2 (¢) Y2 T2 (d) Yo
T Y1 T O?h

(a) (b)

x T
Exembple relatif #Porientation de la pa%JrQe {z1,91), (x2,92) }

(a) : le graphe; (d) : une orientation non dans le méme sens.
(b) et (c) : deux orientations dans le méme sens.

Afin d’illustrer cette propriété d’orienter dans le meéme sens, sont
représentés, en figure un graphe, puis deux orientations de celui-ci orientant

le couple {(x1,y1), (22, y2)} dans le méme sens, et enfin une autre orientation
ne vérifiant pas cette propriété.

Chemin entre arcs Définition 7 Chemin entre les arcs {(x,y), (z,t)}
Soient {(z,y), (z,t)} une paire d’arcs de G et soit § une orientation de
Und(G). Nous dirons que les arcs (x,y) et (z,t) sont reliés par un che-
min dans 0(Und(G)) s’il existe un chemin dans (Und(G)) contenant l'un

des deuz arcs (0({x,y}) ou 6({z,t})) et dont l'une des extrémités est une
extrémité de l’autre arc.

x Y T Y
Z t z t

(a) (b)

Cas (a) : Chemin entre {(z,y), (z,t)}; Cas (b) : pas de chemin entre {(z,v), (z,t)}

Au moyen de ces deux définitions, nous pouvons a présent donner une
interprétation de I’évaluation du polynome chromatique mixte évalué en —1
pour la premiere famille de graphes.
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Proposition 12 Premiere famille
Soit G un graphe mixzte tel que C(M(G)) = {(z,v); (2,t)}. Nous avons alors :

Pn(G,—1) = (=1)"|0:(9)],

ot ©4(G) désigne l’ensemble des orientations acircuitiques du graphe M(G)
telles que les arcs de la paire {(x,y), (z,t)} soit ont méme orientation, soit
sont reliés par un chemin.

Démonstration : Sans perte de généralité, nous pouvons
considérer G un graphe mixte M-maximal d’ordre n tel que
C(G) ={(x,y); (z,t)}, et posons e = {y, 2} ¢ F(G). Les graphes
mixtes G U e et G, vérifient : |[C(G Ue)| = |C(Ge)| = 0. Par la
proposition 10, nous avons :

P,(GUe, —1) = (—1)"|0(GUe)| et Pn(Ge.,—1) = (=1)""1O(G.)|.

Le théoreme 4 implique P,(G,—1) = (=1)"|©(G U ¢)| —
(—1)"1O(G.)|, c’est-a-dire :

(G Ue)| = (-1)"Pn(G, —1) + [0(Gc)|-

Notons ©4(G) I’ensemble des orientations acircuitiques du graphe
G telles que les arcs de la paire {(z, ), (2,t)} soit ont méme orien-
tation, soit sont reliés par un chemin.

Les ensembles O,(G) et ©(G,) sont disjoints puisque ces graphes
n’ont pas méme ordre. Nous allons montrer qu’il existe une bi-
jection entre O(G U e) et ©4(G) U ©(G,), ce qui impliquera le
théoreme.

Considérons § € ©(G U e) 'une des |P,,(G U e, —1)| orientations
acircuitiques de GUe, nous lui associons, d’'une part, l'orientation
de G notée 6\ f(e), définie en privant I'orientation 6 de I'arc (e)
et, d’autre part, 'orientation partielle 6, de ]\T(Q\e) définie en
identifiant les sommets y et z dans l’(geitation 0. Pour compléter
cette derniere en une orientation de M(G,), il suffit de donner une
orientation a laréte {x,t} car c’eiliseule aréte qui n’existe pas

dans Q/\Ue, mais qui existe dans M(G,). Le schéma suivant donne
un exemple de situation simple :

o Y g Y

Oo—>0 o

Graphe G Craphe G5/ e Graphe M(G.)



Enfin, nous notons 6" = (6 \ f(e)) U #'(e) I'orientation de GUe
définie, a partir de 6, en inversant I’arc 6(e). Notons que les orien-
tations 6\ O(e) et 0"\ &' (e) de G sont égales, ainsi que les orien-

tations 0, = 6, de M(G.). Pour établir la bijection, nous allons
décrire ’ensemble ©(G Ue) en distinguant 3 situations disjointes.

- Premiere situation : S’il existe, dans 'orientation 6 \ (e), un
chemin entre y et z.

-—— —— N
T y -7 \| T y -7 \
e} / O O !
/ /
/ /
/ /
/ /
/ //
. t L t
z I~ ° z °
Configuration a Configuration b

Dans ce cas, les orientations 6’ de Q/\Ue et 0, de ]\T(Q\e) ne sont
pas acircuitiques. Il y a bijection entre I’ensemble des orientations
acircuitiques de Q/\Ue ayant un chemin entre y et z et I’ensemble
des orientations acircuitiques de G ayant un chemin entre y et z.
On note ¢ cette bijection.

Deuxiéme situation : Si I’on est pas dans la premiere situation et
s'il existe dans 6 \ f(e) un chemin entre z et ¢ :

L’orientation de l'aréte {z,t} dans ]\7(9\6) est imposée par ce
chemin pour que 6. soit acircuitique. Nous noterons 0(z,t)
celle-ci.

e Si {(z,y), (z,t)} ne sont pas orientés dans le méme sens par 6,

alors ' est aussi une orientation acircuitique de Q/\Ue. En ce cas,
nous définissons la bijection ¢, en construisant les images de 6
et de #' simultanément : .

- ¢o(0) = 0. UB(x,t) qui est une orientation de O(M(G,)),

- ¢9(0') = 0"\ @' (e) qui est une orientation de @s(é).

e Sinon, les arcs {(x,y), (z,t)} sont orientés dans le méme sens
dans 0(G Ue).

Si @ est aussi une orientation acircuitique de Q/\Ue, alors 6
correspond a l'une des deux situations suivantes (par exemple
dans le cas ol le chemin est de z vers t) :
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Dans ce cas, on définit ¢, comme dans le cas précédent :

o ——

- ¢9(0) = 0. UBO(x,t) qui est une orientation de O(M(G.)),
- p2(0") = 0\ 0'(e) qui est une orientation de O4(G).

Sinon, /" n’est pas une orientation acircuitique de Q/U\e, et
6 correspond a la situation suivante (en supposant que le chemin
est de t vers x) :

Il existe donc, dans 6\ f(e), un chemin entre y et z et nous
sommes dans la premiere situation.

Troisieme situation : S’il n’existe, dans € \ #(e), ni de chemin
entre y et z, ni de chemin entre x et ¢.

Comme il n’y a pas de chemin entre y et z, l'orientation 6’
est aussi une orientation acircuitique appartga\nt a @(Q/\Ue).

Considérons les deux sous-cas suivants dans M(G,), selon que 6
oriente ou non dans le méme sens la paire {(z,y), (2,t)} :

xr y==z t x y=2z t

Premier sous-cas Second sous-cas
{(z,y), (z,t)} orientés dans le méme sens
{(z,y), (z,t)} non orientés dans le méme sens
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Si la paire d’arcs {(x,y), (z,t)} est orientée dans le méme sens
par orientation 6, alors il existe une unique orientation de ’aréte
{z,t} permettant de compléter 'orientation . en une orientation
acircuitique de ]\T(Q\e) Notons #(z,t) celle-ci. Définissons alors
I’application ¢3 par : -

- ¢3(0) = 0. U O(x, 1) € OM(Ge)),

-03(0) =60\ 0(e) € O(G).

Si la paire d’arcs {(z,y), (z,t)} n’est pas orientée dans le méme
sens par l'orientation 0, alors, les deux orientations différentes
de l'aréte {x,t} completent l'orientation @, en une orientation

—

acircuitique de ©(M(G,)). Ainsi, nous faisons correspondre ces

orientations de @(Q/\Ue) et certaines orientations de ©(M(G.))
de la facon suivante :

- 04(0) =0, U (x,t) € @(Z\ﬂ@),

- 0a(0') = 0, U (1, ) € O(M(Ge)).

En regroupant les bijections ¢y, ¢o, ¢35 et ¢4, nous obtenons
finalement la bijection voulue. En effet, les images de ces ap-
plications sont bien disjointes : I’ensemble ©(G) est partitionné
en l'ensemble des orientations ayant un chemin entre y et z
(Zm(¢1)), ensemble des orientations n’ayant pas un tel chemin

mais ayant un chemin entre = et ¢t (Zm(¢2) NO(G)) et I'ensemble
des orientations n’ayant pas de tels chemins (Zm(¢3) N O(G)).

—

L’ensemble ©(M (G, )) est lui partitionné en I’ensemble des orien-
tations ayant un chemin entre = et ¢ autre qu'un arc (Zm(¢pz) N

e

©(M(Ge))), 'ensemble des orientations n’ayant pas un tel chemin
et donnant méme orientations aux arcs {(z,y), (y,t)}, et enfin
I’ensemble n’ayant pas un tel chemin et ne donnant pas méme
orientation aux arcs {(x,y), (y,t)} (Zm(¢4)).

A chaque fois, on vérifie que toute orientation de 1'un de ces
ensembles admet un antécédent par I'une des applications ¢;. [

Présentons deux exemples.

X y u t z

—-——— ~—

Exemple premier : graphe mixte G'
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Le graphe G} ci-dessus est bien M-maximal et C(G') = {(z,v), (2,1)}.
Le polynome chromatique mixte de ce graphe est k° — 4k* + 5k3 — k? — k.
Ainsi, P,,(G',—1) = —10; il doit donc y avoir 10 orientations acircuitiques
de ce graphe orientant dans le méme sens {(z,y), (z,t)} ou les reliant par un
chemin. Nous les donnons ici :

o o [} [} [}
o O O o e} O O e}
O o o e} O O
O O O o e} O O O
O O O O o e} O O O O

Les dix orientations acircuitiques de G'

De ces dix orientations, seules les deux du bas ne respectent pas l'orien-
tation dans le méme sens des arcs de C(G'). Dans ces cas, il existe alors un
chemin utilisant au moins I'un des arcs de C(G').

Le second exemple est relativement proche du premier.

X y u Z t

U \/

Second exemple : graphe G2

Le polyndome chromatique mixte du graphe précédent est : P, (G% k) =
k*(k — 1)%(k — 2). Ainsi P,(G* —1) = —12. Donnons les 12 orientations
acicuitiques associées a ce polynome chromatique mixte.

o o [} [}
o O O o e} O O e}
o o e} e}
O O O o e} O O O
O O O O o e} O O O O
o o [}
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Orientations acircuitiques relatives au graphe G2

Sur ces 12 configurations, les seules qui n’orientent pas {(x,y), (2,t)} dans
le méme sens sont celles des deuxieme et quatrieme lignes (de haut en bas).

Corollaire 4 FExtention du résultat sur le second type

Soit G un graphe mizte et x,y, z,t quatre sommets tels que {(z,y), (z,t)} €
C(G), et tels que tout autre élément de C(G) s’écrive {(a,b),(b,c)}, avec
{a,b,c} n{x,y,z,t} = 0. Alors P,,(G,—1) = (—1)"|0,(M(G))].

Démonstration : Il suffit, en effet, de remarquer que si
{(a,b),(b,c)} € C(G), alors {a,c} € M(G) et {(a,b),(b,c)} ¢
C(M(G)). Le graphe mixte M(G) appartient alors bien a la
premiere famille étudiée, et puisque P, (G, k) = P,(M(G),k),
le corollaire découle de la proposition 12. []

Donnons pour exemple un tel graphe mixte.
a b ¢

O e}

t
Graphe mixte G?

Le polynome chromatique mixte de ce graphe est : P, (G2 k) = k(k —
1)*(k — 2)(k* — 3k + 1), ce qui implique qu’il existe 120 orientations acir-
cuitiques telles que {(x,y), (z,¢)} soient orientés dans le méme sens ou qu’il
existe un chemin entre {z,y} et {z,t}.

Nous n’allons pas lister ces 120 orientations mais simplement donner une
orientation acircuitique de M (G) qui ne vérifie pas les conditions précédentes.

/NC

Une condition portant sur C(G), dite de séparation, permet d’étendre la
premiéere famille étudiée dans cette partie au cas ou C(M(G)) n’est plus réduit
a un singleton.
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Corollaire 5 Second type avec condition de séparation

Soit j un entier strictement positif. Soit G un graphe mixte M-mazimal
et {i,yi, 2z, tihi<ic; des sommets deur o deuz distincts de V(G) tels que
C(G) = {{(zi,u), (zi,t:)} : 1 < i < j}. Alors nous obtenons : Pp,(G,—1) =
(—1)"05(G)|, ot O4(G) désigne ’ensemble des orientations acircuitiques
telles que les arcs de chaque paire {(x;,y;)(z;,t;)} soit ont méme orienta-
tions, soit sont reliés par un chemin.

Démonstration : Nous allons raisonner par récurrence sur j, le
nombre d’éléments de C(G). La précédente proposition démontre
notre corollaire dans le cas j = 1. Soit 7 > 1 et supposons le
corollaire vrai pour tout graphe M-maximal tel que |C(G)| = j—1.
Posons o = {(zj,v), (2j,t;)}. D’apres la formule d’inclusion /
exclusion, nous avons :

Pu(G, k)= Y (- x P(Id(G,Z),k) et

ZCC(G)

Pu(G. k)= Y (“DYPUIAG,2),k)+ Y (-1)IP(1d(G, Z), k).
ZCC(9); «

ZCC(G); acZ ¢z

Notons G, le graphe obtenu a partir du G par identification des
sommets z; et ¢; et des sommets y; et z;. On note, par abus, z;
et y; ces deux sommets de G,.

En remarquant que si « € Z, I1d(G,Z) = 1d(Ga, Z \ {a}), nous
obtenons :

Pu(G. k)= > (D)W P(Id(G., Z),k)+ > (-1)IPId(G, Z), k).

2'CC(Ga) ZcC(G)\a

La formule d’inclusion / exclusion appliquée au graphe G, donne :

Pu(Gork) = > (=1)Z1P(1d(Ga, Z'), k).

Z'CC(Ga)

Par substitution, on a :

Pp(G. k) = —Pu(Ga, k) + Y (—)V?IP(1d(G, Z), k).

ZCC(G)\x

On considere le graphe mixte H obtenu, a partir de G, en trans-
formant les arcs (z;,y;) et (zj,t;) en arétes. Ainsi, C(H) =
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C(9) \ {(z;,v;), (%j,t;)}. Nous avons ainsi par la formule d’ex-
clusion / inclusion :

Pa(H.k)= > (-1D)7IPId(H,Z). k).
ZCC(G)\x

Par hypothese de récurrence, cette somme est le nombre d’orien-
tations acircuitiques de G donnant meémes orientations aux
couples {(xi, i), (2i,ti) }1<icj—1 ou les reliant par un chemin.
Dans cette somme, il n’y a aucune contrainte sur la paire
d’arcs {(zj,y;), (2j,t;)}. Pour avoir le résultat, il faut enlever a
cette somme les orientations qui n’orientent pas {(x;,y;), (zj,%;)}
dans le méme sens et qui ne les relient pas par un chemin.
Celles-ci sont exactement décomptées par P, (G,, —1). En effet,
puisque C(G,) = C(G) \ «, on a, par hypothése de récurrence,
|Pn(Gay —1)| = |O5(M(G,))|, ’est-a-dire, le nombre d’orienta-
tions acircuitiques de G, donnant méme orientation aux couples
{(zi,yi), (2, ti) }1<icj—1 ou les reliant par un chemin. A chacune de
ces orientations, on fait correspondre, de fagon bi-univoque, une
orientation de G en donnant naturellement aux arétes {z;,y;} et
{tj, z;} de G l'orientation de I'aréte {x;,y;} de G,. Notons que la
paire d’arcs {(x;,y;), (z;,t;)} de G n’est jamais orientée dans le
meéme sens et n’est pas reliée par un chemin. [
Afin de montrer le lieu ou intervient cette condition de séparation des
couples {(x;,yi), (zi,ti) }1<ic; de C(G) dans la précédente démonstration,
considérons le schéma suivant :

Graphe g Graphe Id(gv {(1‘7 y)a (Zv t)})
Nous avons C(G) = H{(z,v), (z,)},{(2,1), (u,v)}}, et
C(Id(G,{(z,y),(2,1)})) = 0 # C(G) \ {(z,y),(2,t)}. Ainsi la précédente

démonstration ne peut-elle s’étendre directement aux graphes dont les
couples de C(M(G)) ne seraient pas séparés.
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Etude du second type : la seconde famille

La précédente famille correspond au cas ou |C(G)| = 1, avec une extention
a un cardinal supérieur dans le cas ol la condition de séparation est vérifiée.
Nous traitons a présent un cas ot |C(G)| = 2 sans condition de séparation.

Proposition 13 Interprétation pour la seconde famille de graphes

Soit G un graphe mizte ayant deux composantes connexe, la premiere conte-
nant les sommets {z,t,u,v}, la seconde contenant les sommets {x,y}. Sup-
posons de plus que

C(M(G)) ={{(x,y), (z,0)},{(x,y), (u,v)}}. Nous avons alors :

Pn(G, =1) = (=1)"(18:(9)] = [Ts(9))),

ot O4(G) désigne l’ensemble des orientations acircuitiques de M(G) telles
que toute paire de C(G) soit orientée dans le méme sens ou soit reliée par
un chemin, et ot Ys(G) désigne 'ensemble des orientations acircuitiques de

o —

M(G) telles qu’il existe un chemin entre la paire d’arcs {(z,t), (u,v)} qui est
de plus orienté dans le méme sens et tel que la paire {(x,y),(z,t)} ne soit
pas orienté dans le méme sens.

Démonstration : Sans perte de généralité, nous pouvons sup-
poser que le graphe mixte G est M-maximal. Aussi, en posant
e = {y, 2z}, le graphe G U e est, lui aussi, M-maximal, contraire-
ment au graphe G, puisque G, = M(G,) \ {z,t}.

Considérons égalité P, (G, —1) = Pp(GUe,—1) + Pp(Ge, —1),
avec e = {y, z}, nous retrouvons alors deux graphes mixtes G Ue
et G. appartenant a la premiere famille précédemment étudiée
puisque C(G Ue) = C(Ge) = {(z,y), (u,v)}.

Ainsi, en reprenant les notations de la proposition 12, nous obte-
nons :

P(GUe, —1) = (=1)"|0,(GUe)| et Pu(Ge, —1) = (=1)""O4(Ge)l.
D’ou, par substitution, nous avons :
Pu(G,—1) = (=1)"[10:(G U e)| = [0,(Ge) .

Pour montrer I’égalité P, (G, —1) = (—1)"(|0s(G)| — |Ts(G)]), il
suffit donc de montrer |O4(G)| — |Ys(G)| = |05(GUe)| — |Os(Ge)|,
soit qu’il existe une bijection entre les ensembles O4(G) U O4(G,)
et T5(G) UBO4(GUe) (les unions étant disjointes).
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Considérons 0 € ©,4(G Ue).

e Si (x,y) et (u,v) sont orientés dans le méme sens dans 6.
Dans ce cas, 'orientation ' = (6 \ 0(e)) U 0(e) appartient aussi
a ©4(GUe). De plus, 0\ 0(e) =6\ 0'(e) est une orientation de
Thetas(G).

- Si f n’oriente pas dans le méme sens la paire {(z,y), (z,t)}, alors
les deux orientations de Paréte {x,t} de M(G,) completent 6§, en
une orientation de ©4(G,). Nous définissons alors I’application

par :

- Si @ oriente dans le méme sens la paire d’arc {(z,y), (z,t)}, alors
il n’existe qu’'une seule orientation possible de I'aréte {x,t} de G,
rendant 'orientation 6, acircuitique. Notons 6(z, t) celle-ci. Nous
considérons ’application v, définie par :

{ Ua(0) =0.U0(z,t) €0,(G.),
Va(0) =0'\0(c) €0O,9)

La réunion des applications 1, et 1), définie une bijection entre :

'ensemble des orientations de ©4(G U e) orientant
{(z,y), (2,t)} dans le méme sens

et l'union des orientations de O(G.) orientant
{(z,9), (2,t)} dans le méme sens et de celles de O(G)
orientant {(z,v), (z,t)} et {(x,y), (u,v)} dans le méme
sens.

e Sinon (x,y) et (u,v) ne sont pas orientés dans le méme sens
par f mais il existe au moins un chemin dans #(G Ue) entre cette
paire d’arcs. Comme les sommets x et y n’appartient pas, dans G,
a la composante connexe contenant z,%,u, v, nous en déduisons
que ce chemin passe nécessairement par l'isthme 6(z, y).
L’orientation #" obtenue en inversant ’orientation de {y, z} dans
0 n’est pas une orientation de ©4(G U e). En effet, nous pouvons
supposer (quitte a inverser 1'orientation de toutes les arcs de 0)
qu’il exite un chemin de u a y dans . Si §' était une orienta-
tion de O4(G U e), il existerait alors un chemin de y & u, passant
nécessairement par z, ce qui est absurde puisqu’alors I'orientation
0 devrait comporter un circuit.

74



. — —

~

v «——0 leg 0 €«———m 0
O
T Y T Yy
Orientation 6 Orientation '

Ainsi, 0" n’est pas une orientation de ©4(G U e).

- Si 0 oriente dans le méme sens la paire {(z,y), (z,t)}, alors il
existe, dans G, une unique fagon d’orienter 'aréte {x,t} qui rende
l'orientation 6, acircuitique : soit 6(x,t) celle-ci. Nous définissons
dans ce cas ’application 3 par :

3(0) = 0, U 0(x,t) € O(G,).

- Sinon, {(z,y), (z,t)} ne sont pas orientés dans le méme sens
et les deux orientations (z,t) et (¢,x) compleétent 'orientation 6,

en une orientation acircuitique de M(G,) appartenant a ©(G.).
De plus, notons que l'orientation 6 \ 6(e) appartient a Y4(G),
puisque nous sommes dans le cas ou il existe un chemin entre
{(z,t), (u,v)}, que cette paire est orientée dans le méme sens alors
que {(z,y), (z,t)} ne l'est pas. Nous notons fy 'orientation 6\
f(e) vue comme orientation de Y4(G) et définissons 'application
1y partant de I’ensemble union de Y(G) et de I'ensemble des
orientations de ©4(G U e) n’orientant pas {(x,y), (u,v)} dans le
méme sens, et a valeur dans ’ensemble des orientations de ©4(G,)
qui n’orientent pas {(x,y), (u,v)} dans le méme sens, par :

{ Py(0) = 0. U (z,t) € O(G,),
1/)4(91*) = 9e U (t,x) € @(Qe)

La réunion des applications ¢3 et ¢, définie une bijection entre :

I'union de Y4(G) et l'ensemble des orientations de
©,(G Ue) n'orientant pas {(z,y), (u,v)} dans le méme
sens,

et 'ensemble des orientations de ©4(G,) n’orientant pas
{(z,y), (u,v)} dans le méme sens.

I nous faut alors remarquer que ©4(G Ue) se partitionne en deux
sous-ensembles selon que l'orientation considérée donne ou non
méme sens au couple {(z,y), (u,v)}. De plus, nous remarquons,

75



puisque les sommets x et y ne sont pas dans la méme composante
connexe que vy, z,t,y, que les orientations de O,(G) sont exacte-
ment celles orientent dans le méme sens les paires {(z,y), (2,t)}
et {(z,y), (u,v)} (il ne peut y avoir de chemin entre elles dans
g).

Il s’ensuit alors que I'application ¢ : O4,(GUe)UT(G) — O4(G)U
O,(G.) définie, selon le cas, par les applications {t;}1<i<sa est la
bijection voulue. []

Le graphe mixte M-maximal suivant n’appartient pas a la premiere fa-
mille (ni & ses extentions).

o

Graphe mixte G

Le graphe G est bien M-maximal, et nous avons : C(G) =
{(z,9), (0}, {(2,y), (£, u) }}.
En posant e = {y, z}, nous constatons que C(G.) =0 # C(G) \ {(z,v), (z,1)}.
Le polynome chromatique mixte de ce graphe est P, (G, k) = k(k — 1)(k —
2)%(k + 1). Sa valeur en —1 est nulle.

3.4 Discussion et perspectives

La théorie relative au polynéme chromatique des graphes (non orientés)
est tres riche ([Read, 1968, Biggs, 2001, Dong et al., 2005]). Outre I’in-
terprétation des coefficients, que nous avons entamée, nous pouvons rele-
ver deux autres questions. Une premiere est la localisation des racines de ce
polynome chromatique, l'autre est relative aux graphes co-polynomiaux.

Nous allons ici, fort rapidement et modestement, indiquer quelques tra-
vaux préparatoires relatifs a ces questions, qui sont des pistes potentielles de
recherche.

Interprétation des coefficients

Relativement a linterprétation de |P,,(G,—1)| en tant que nombre
d’orientations vérifiant certaines conditions, plusieurs voies semblent pos-
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sibles. La premiere consiste, par exemple, a généraliser les précédentes in-
terprétations a des familles de plus en plus larges, en utilisant les résultats
présentés ici comme base de réflexion.

Une seconde est d’utiliser d’autres arguments que ceux employés ici (des
bijections), afin d’obtenir des interprétations en terme d’orientations acircui-
tiques de facon plus directe. Cette voie d’exploration est suivie dans d’autres
travaux ([Gebhard et Sagan, 2000, Lass, 2001, Gessel, 2001]) et permet de
retrouver l'interprétation de P(G, —1) en terme d’orientations acircuitiques.

Une autre piste possible est I’'étude de I'interprétation des autres coeffi-
cients pris séparément (et non I’évaluation en —1 du polynoéme chromatique
mixte), afin de créer un parallele avec des travaux similaires ([Gessel, 1996))
dans le cadre classique. Pour I'heure, dans ce domaine, nous n’avons pas
poussé l'exploration plus loin que l'interprétation du coefficient de £ dans
P,(G, k).

Graphes co-polynomiaux

Nous connaissons quelques cas de gr?(phes co—p}glynomlaux.

o

X y z
t 7’ t’
Graphe G;. Graphe GS.

Les graphes mixtes G; et GG précédents sont co-polynomiaux. Nous vérifions,
en effet, que P, (G, k) = P, (G2, k) = k*(k — 1)(k — 2). En utilisant ce cas
particulier, nous pouvons énoncer une proposition plus générale.

Proposition 14 Graphes co-polynomiaux
Soit G un graphe tel que G[x,y, z, t] soit isomorphe a Gy et tel que pour tout

e~

u e V(G)\{z,y,2,t}, {{z,u},{y,u}, {7 u}, {t,u}} C M(G).
Soit G' le graphe mixte obtenu a partir de G en remplacant les arcs de
Glx,y, z,t] par ceur de Gy. Alors les graphes G et G' sont co-polynomiauz.

Démonstration : La démonstration repose sur le fait que, puisque
les sommets x,y, z,t sont reliés a tous les sommets de V(G) \
{z,y,2,t}, Pu(G, k) = k*(k —1)(k — 2) x P(G\ {z,y,2,t}, k). 1l
en va de méme de G', et la conclusion s’ensuit. [J

Nous avons donc caractérisé une premiere famille (infinie) de graphes
mixtes co-polynomiaux.
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Nous pouvons faire de méme avec, par exemple, les deux graphes de la figure
suivante :

X y
X y z
. 7’ Ot’
u L
Graphe G. Graphe G5.

Exemples de graphes mixtes co-polynomiaux

En effet, nous remarquons que les polynomes chromatiques mixtes des
graphes précédents sont égaux : P, (G, k) = P,(Ga, k) = k*(k — 1)3.

Il serait intéressant de tenter d’étendre les familles de graphes co-
polynomiaux. Pour ce faire, nous pourrions par exemple étudier une condition
proche de celle de séparation relative aux sommets x,y, z,¢t dans C(G). En
effet, si nous avions une condition permettant de nous assurer que ni les arcs
de G, ni les arcs de G5 n’apparaissent ni dans C(G), ni dans C(G’) alors nous
pourrions en déduire que ces graphes sont co-polynomiaux.

Localisation de racines

Alors que le polyndme chromatique a toutes ses racines positives, il existe
des racines négatives pour le polynéme chromatique orienté (en particulier
—1). Voici une premiere différence entre ces deux objets relativement a la lo-
calisation des racines. A titre de travaux préparatoires, nous pouvons utiliser
la bijection entre coloration mixte de G et coloration classique de Und(G)
dans le cas ou C(G) = ) pour transposer au cadre mixte les résultats de
localisation de racines que nous connaissons dans le cadre non orienté. Ces
résultats peuvent donc servir de bases a l’exploration de cas pour lesquels

C (8) serait différent.
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Chapitre 4

Décomposition acircuitique

4.1 Introduction

Nous introduisons la notion de décomposition acircuitique, nouveau type
de partitionnement de I’ensemble des sommets d'un graphe orienté qui est
une extention de la coloration orientée au sens ou toute coloration orientée
est acircuitique. Nous étudierons le cas particulier des tournois, pour les-
quels toute coloration orientée est triviale (le nombre minimal de couleurs
est I'ordre du tournoi), ce qui n’est pas le cas pour la décomposition acircui-
tique.

4.1.1 Définitions

Rappelons la définition de la propriété d’unidirection entre les classes d’un
graphe orienté.

Définition 8 Propriété d’unidirection entre les classes

Soient V1, Vo, C V(G) deuz sous-ensembles d’intersection vide. Nous dirons Unidirection
que Vi et Vo vérifient la condition d’unidirection si :

Y(a,a') € V2 V(b,1) € V2, (a,b) € A(C) = (,d') ¢ A(G).

Si {V1, Vs, .., Vi } sont des sous-ensembles de V(a) deuxr a deux disjoints,
nous dirons qu’ils vérifient la propriété d’unidirection (dans leur ensemble)
siV1 < i # j <k, les ensembles V; et V; vérifient la propriété d’unidirection.

Définition 9 Décomposition acircuitique d’un graphe orienté

Soit 8 un graphe orienté et k un entier strictement positif. Une k- Décomposition acircui-
tique
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décomposition acircuitique de 8 est une k-partition {V1, Vs, ..., Vi, } de V(a)
telle que les sous-graphes orientés induits { G [V;|hi<i<k soient acircuitiques
et tels que les ensembles {V1, Vs, ..., Vi.} vérifient la propriété d’unidirection
dans G .

Cette définition de la notion de décomposition acircuitique, faite au moyen
d’une partition sous contrainte, admet des définitions équivalentes. Nous al-
lons en mentionner une, employant la notion d’homomorphisme acircuitique.

Proposition 15 Lien décomposition acircuitique / homomorphisme acircui-
tique
Le graphe orienté 8 admet une k-décomposition acircuitique si et seulement

s’il existe un homomorphisme acircuitique de dans F', ou désigne un
graphe orienté asymétrique d’ordre k.

Démonstration :

Soit  {V4,...,Vix} une k-décomposition acircuitique de 8
Définissons d : V(a) — {1,2,...,k} application : Vx € V(a),
d(r) =i < x € V. Soit Fy le graphe dont I’ensemble de sommets
est noté V(Fq) = {v1,v9,..., 0}, et (v;,v;) est un arc de ?d si et
seulement s’il existe deux sommets, z dans V; et y dans V; tels

que (z,y) soit un arc de 8 Remarquons que le graphe ﬁﬁd obtenu
est asymétrique (par définition des classes {V;}i<i<k), d’ordre k.

L’application ¢ : V(a) — V(?d), définie par ¢(v) = vg(), est
alors un homomorphisme acircuitique de G' dans ?d.
Réciproquement, a tout homomorphisme acircuitique ¢ de
dans le graphe orienté asymétrique F' (avec V(F') = {v1, ..., vt }),

nous pouvons associer une k-décomposition acircuitique d, définie
par dy(z) =i si ¢(z) = v;. O

Donnons un exemple de la précédente proposition; la partition
{{z,y}, {2z}, {t,u}} est une 3-décomposition acircuitique du graphe @ ci-
dessous. Donnons 1’homomorphisme acircuitique ¢ de dans le 3-circuit
(1,2,3) associé a celle-ci.
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Graphe 3- (31rcu1t
= =1;¢(z) =2 et ¢(t)
Homomorph1sme ac1rcu1t1que associé a une 3- decomposmon acircuitique de 8

La notion d’homomorphisme acircuitique apparait initialement dans
[Feder et al., 2003] avant d’étre reprise dans [Hell et Nesetril, 2004].
Précisons que l'unique différence dans l'emploi de cette notion entre
le précédent article et le présent travail se situe dans le fait que,
dans [Feder et al., 2003], le graphe orienté F west pas nécessairement
asymétrique. Ainsi, les ensembles de sommets de 8 ayant meme image par
un homomorphisme acircuitique de 8 dans ? sont bien acircuitiques, mais
ne vérifient pas nécessairement la propriété d’unidirection, comme le montre
I’exemple suivant ou I’homomorphisme ¢ est acircuitique mais ou les classes
{z, 2} et {y} ne vérifient pas la propriété d’unidirection :

X y 7 vl/\ Vg

Graphe 8 Graphe ?

Exemple d’homomorphisme acircuitique vers un graphe orienté symétrique

¢(x) = ¢(z) = v1, d(y) = va

Le fait de ne considérer que des graphes orientés asymétriques implique le
respect de la propriété d’unidirection entre les images réciproques par 1’ho-
momorphisme acircuitique.

De maniere tout a fait identique a celle dont nous avons procédé pour les co-
lorations tant classique qu’orientée, on associe un probleme de minimisation
au probleme d’homomorphisme acircuitique.

Définition 10 Nombre a-chromatique d’un graphe orienté
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nombre a-chromatique S04t 8 un graphe orienté. Nous désignons par dec(a) le plus petit entier k
tel qu’il existe une k-décomposition acircuitique du graphe

La précédente définition est justifiée par le fait qu’il existe toujours une n-
décomposition acircuitique d’un graphe orienté d’ordre n.

4.1.2 Modélisations

[llustrons un intéret de la décomposition acircuitique pour interpréter le
résultat d’'un vote majoritaire.

Un ensemble de votants se prononce sur leurs préférences entre k£ candi-
dats. Pour ce faire, chacun des votants se prononce sur chacune des paires
de candidats. C’est-a-dire que, pour tout couple de candidats (i, j), chaque
votant exprime sa préférence soit pour le candidat ¢, soit le candidat j.

Le candidat 7 est majoritairement préféré au candidat j si et seulement
si, le nombre de votants ayant préféré le candidat ¢ au candidat 7 est majori-
taire. En cas d’égalité entre les candidats, nous n’obtenons pas de préférence
majoritaire. Pour éviter ce cas, nous supposerons qu’il y a un nombre impair
de votants.

Au résultat de ce vote, nous associons le graphe orienté 8, dont les
sommets regrésentent les candidats et les arcs la préférence majoritaire (i.e.

(1,7) € A(G) si le candidat i est majoritairement préféré au candidat j).
Le graphe obtenu n’est pas nécessairement un graphe acircuitique.

a

f
Exemple de préférence majoritaire obtenue sur 6 candidats

Une demarche naturelle consiste a recherche 'ordre le plus « proche »
du gra . Si et ﬁ sont deux graphes orientés, nous définissons par
le nombre minimum d’arcs a inverser pour obtenir, en partant de
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8, le graphe ﬁ Un ordre de Slater de 8 est un ordre O pour lequel d(a, 0)
est minimum (parmi I'ensemble des ordres sur |8| sommets).

Si I'on s’intéresse a I'obtention d’un ordre de Slater de 8, nous consta-
tons qu’il peut étre « éloigné » de 8 Pire, il peut exister de nombreux
ordres de Slater dont les structures peuvent différer les unes des autres. Une
décomposition acircuitique peut faire apparaitre les circuits structurant le
tournoi.

4.2 Complexité

Formalisons les problemes que nous étudions. Le premier est le probleme
de minimisation :
Nombre a-chromatique (Dec(a)) Dec(G)
Instance : Un graphe orienté G'.
Question : Quel est le plus petit entier £ tel que 8 admet une
k-décomposition acircuitique ?
Réponse : Un entier naturel k.
Au précédent probleme de minimisation, nous associons, pour tout entier
naturel strictement positif &, le probleme de décision suivant :

Dec; (nombre a-chromatique < k) Dec;,
Instance : Un graphe orienté G'.
Question : Le graphe admet-il une k-décomposition acircui-
tique ?
Réponse : Oui / Non.
L’objet de cette section est I’étude de la complexité de ce probléme, selon les
valeurs de k.

4.2.1 Reéduction au probleme 3-Sat

Nous allons établir la N'P-complétude du probléeme Decs a 'aide d’une
réduction de Turing, en partant du classique probleme 3-Sat.

Proposition 16 Réduction a 3-Sat
1l existe une réduction de Turing de 3-Sat a Decs. En conséquence, le
probléme Decs est N'P-complet.

Démonstration : Soit Z une instance de 3-Sat définie par la donnée
d’un ensemble de n variables booléennes X = {1, x9,...,2,} et
d’un ensemble de m 3-clauses disjonctives {C;}i1<i<m & valeur
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dans I'ensemble des littéraux £ = {z;,7; : 1 < j < n}. Nous
supposerons qu’aucune clause C; n’est une tautologie (c’est-a-dire
fait apparaitre a la fois x; et T;). Construisons, partant de cette

instance de 3-Sat, un graphe orienté 8 défini comme suit :
V(a) = Ulgjgn{xja €j, €5, T} U
Ulgigm{czl? 0227 C?’n 0217 C%v 0267 FIZv Fle F?f} U {‘/7 F, I}

[’ensemble des arcs de est obtenu par 'union de 4 types
d’arcs différents :

e Les arcs du premier type : pour tout j € {1,...,n}, nous avons
les arcs :

e Les arcs du second type : pour toute clause C; = 2] V 25 V 23
(avec 2}, 25, 24 € L}), nous avons les arcs :

\06 F3 C/
o)

Arcs du second type

e Les arcs du troisieme type : pour tout i € {1,2,...,m}, nous
avons les arcs représentés ci-dessous :
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I F
e Arcs du quatrieme type : entre les sommets {V, F, I}, nous

avons les arcs suivants :
‘/\F

Supposons que le graphe 8, ainsi obtenu, admette une 3-
décomposition acircuitique. Alors, les arcs du quatrieme type

impliquent D’existence d’un homomorphisme acircuitique de
dans le 3-circuit (V, I, F). Les arcs du premier type impliquent
que les sommets {z;,7;}1<j<n sont soit dans la classe de F, soit
dans celle de V. Les sommets {F}'} 1<icm sont successeurs a la fois
des sommets I et F' (arcs du troisitme type) : ils appartiennent
donc a la classe de décomposition acircuitique de F'.

Pour que 8 admette une 3-décomposition acircuitique il est

nécessaire que, pour toute clause C; (i € {1,2,..,m}), les
sommets (2}, 25, 25) ne soient pas tous dans la classe de F.

Aussi la distribution de vérité ¢ sur I'ensemble des variables
booléennes définie par :

¢(r;) = Faux si d(z;) = F,

¢(x;) = Vrai sinon.
satisfait ’ensemble des clauses de I'instance Z de 3-Sat.
Réciproquement, supposons l’existence d’une distribution de

vérité sur ’ensemble des variables booléennes telle que toutes
les clauses sont satisfaites. Alors I’application définie sur un sous-

ensemble des sommets de G par :
d(z;) =V et d(T;) = F si la variable booléenne z; est a Vraie,
d(z;) =F et d(T;) =V sinon,
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peut étre complétée en une 3-décomposition acircuitique de 8 de
la manieére suivante :
Pour les arcs du premier type, nous colorons selon I'une des deux

suituations suivantes :
6;- e

Cas d(z;) =V Cas d(x;) = F

La coloration des sommets des arcs des second et troisiemes type
se déduit de celle des sommets x; par la regle suivante :

Tous les sommets {F}}r—123 sont dans la classe de F. Si
d(zf) = F, alors les sommets prédessesseur et succésseur sont
dans F'; si d(z) = V, alors le sommet prédessesseur est dans
F alors que le sommet successeur est mis dans la classe de I.
Comme les trois sommets 2%, 25 et 2 ne sont pas tous trois dans
F, il s’ensuit que le circuit formé par ces arcs n’est pas inclu
dans I'une des classes de décomposition acircuitique.

Ainsi linstance Z de 3-Sat est satisfiable si et seulement si
le graphe orienté 8 admet une 3-décomposition acircuitique. [

En complément de la proposition 16, affirmons que les problemes Dec;
et Decy sont polynomiaux. En effet, un graphe orienté § admet une 1-
décomposition acircuitique si et seulement s’il est acircuitique. Or, il existe
des algorithmes polynomiaux permettant de reconnaitre si un graphe est
acircuitique. Le probleme Dec; est donc polynomial. De plus, il n’existe pas,
a proprement parler, de 2-décomposition acircuitique, puisqu’il y a identité
entre les 2-décompositions acircuitiques et les 1-décompositions acircuitiques.
Le probleme Dec, est donc lui-aussi polynomial.

4.2.2 Famille polynomiale

Nous allons a présent développer un aspect combinatoire de la
décomposition acircuitique en identifiant, dans un premier temps, une fa-
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mille polynomiale pour ce probleme, puis en étudiant une sous-famille de
celle-ci.

Dans la suite, T" désigne un tournoi dont le nombre a-chromatique est
noté k. L’application d : V(T') — {1, 2, ..., k} désignera une k-décomposition
acircuitique de 7. Remarquons que, dans le cas des tournois, les classes de
décompositions acircuitiques de T" sont des ordres (totaux) et nous pourrons
donc parler de plus petit et plus grand sommet d’une classe. Notons enfin
que les ensembles I'*(z) et I'"(x) forment une partition de V(T') \ {z}.

Définition 11 Plus grand successeur exact d’un sommet
Soit T un tournoi et x un sommet de T. Le plus grand successeur exact de Plus grand successeur
x est, s’il existe, le sommet x+ vérifiant : exact

I (ah) = TH(2) \ {e*}. (4.1)

Remarquons que, puisque T est un tournoi, la condition (4.1) est équivalente
a la condition :

I (z5) =T (z)uU{z}.

Le schéma suivant présente cette situation relative aux sommets z et ™.

()

f’” \ I rta)

Fic. 4.1 — Schéma relatif aux sommets = et 7.

Proposition 17 Conséquence de la non-existence de x™
S’il n’existe pas de sommet x* alors le sommet x est le plus petit sommet de sa

classe de décomposition acircuitique dans toute k-décomposition acircuitique
de T

Démonstration : Utilisons une démonstration par contraposition
en supposant que x n’est pas le plus petit élément dans sa classe
de décomposition acircuitique. Celle-ci est un ordre total ; notons
y le successeur direct de x dans cet ordre. Si z est un autre som-
met dans la méme classe de décomposition, alors x et y ont méme
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relation avec z (i.e. soit z domine ces deux sommets, soit il est
dominé par ceux-ci). Si z est un sommet d’une autre classe de
décomposition, la condition d’unidirection entre les classes im-
plique que les sommets x et y ont memes relations avec z. Aussi
y vérifie la condition (4.1), et nous permet de déduire 'existence
du plus grand successeur exact 27 = y du sommet z. [

Proposition 18 Lien entre plus grand successeur exact et classe de
décomposition acircuitique

Soit T un tournoi d’ordre n et notons k son nombre a-chromatique. Soit x
un sommet de T et y le plus grand élément de T'"(x).

S’il existe une k-décomposition acircuitique d de T telle que d(z) = d(y) alors
y=ux".

Réciproquement, si le sommet x existe, alors, pour toute k-décomposition
acircuitique d de T, d(x) = d(x™).

Démonstration : Si x domine y et d(z) = d(y), alors z n’est pas le
plus petit élément dans sa classe de décomposition acircuitique.
L’intersection de T'*(z) et de la classe de décomposition acircui-
tique de z est un ordre strict non vide, dont y est le plus grand
élément. Nous vérifions, alors, que les sommets x et y respectent
bien les conditions de 4.1; ainsi y = a™.

A présent, supposons que y = . Soit d une décomposition acir-
cuitique de T', et supposons par ’absurde que d(x) # d(y). Notons
par C et (s les classes de décompositions acircuitiques de x et y
respectivement. Le sommet 2 domine Cy puisque y € I'*(z). La
condition (4.1) implique que y est le plus grand élément de C,.
Soit C; (i > 3) une classe de décomposition acircuitique de d quel-
conque. Alors, nous avons : C7 — C; <= Cy — (. En effet, si
z € C;, alors la condition 4.1 implique x — z <= y — z. Ainsi,
les deux classes ont mémes relations avec toutes les autres classes :
nous en déduisons que la décomposition acircuitique d' définie,
partant de d, en fusionnant les classes C et Cy est une (k — 1)-
décomposition acircuitique de T, ce qui contredit dec(T) = k.
O

Les raisonnements précédents sont toujours valables en considérant les
prédécesseurs de x au lieu des successeurs. Nous allons reprendre ces pro-
positions en les considérant dans ce nouveau cas. Les démonstrations sont
omises : elles se font toutes en remarquant que le passage du tournoi 7" a
son tournoi inverse T permet de faire correspondre la notion de plus grand
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successeur exact avec celle de plus petit prédécesseur exact. Nous obtenons
alors :

Définition 12 Plus petit prédécesseur exact.
Soit T un tournoi et x un sommet de T. Nous définissons, s’il existe, le
plus petit prédécesseur exact de x comme étant le sommet x~— vérifiant la

condition :
[7(@7) =I"(2) \{z"}. (4.2)

Nous pouvons, alors, obtenir des résultats comparables aux propositions
précédentes, a savoir :

Proposition 19 Lien plus petit prédécesseur exact / classe de
décomposition acircuitique

Soit © un sommet de T et y le plus petit élément de T~ (x). S’il existe une
k-décomposition acircuitique d de T telle que d(x) = d(y), alors, y = x~.
Réciproquement, si le sommet x~ existe, alors, pour toute k-décomposition
acircuitique d de T, d(x) = d(z™).

Les différentes propositions impliquent le corollaire suivant :
Corollaire 6 Unicité de la décomposition acircuitique minimale d’un tour-

noi
1l existe une unique décomposition acircuitique minimale d’un tournoi donné

T.
Démonstration : En effet, nous disposons de 1’équivalence :

d(x) = d(y) et y suit directement 2 dans ordre d '(2) &y =a™.

d’ou nous déduisons la conclusion du corollaire. [

Avant d’élaborer, a ’aide des précédentes discussions, un algorithme don-
nant une décomposition acircuitique optimale d’un tournoi 7', faisons une
petite remarque :

Remarque 3 Nous avons :
Y= T e r= Y.

Pésentons cet algorithme en deux temps. En premier, nous élaborons deux
sous-programmes permettant, étant donné un sommet x du tournoi 7', de
savoir s’il existe dans 7" un plus petit prédécesseur exact et un plus grand
successeur exact de x, et le cas échéant, de les identifier.
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Programme : Down(x)

Entrée : Un tournoi 7', un sommet x.

Sortie : Un sommet y vérifiant la condition I'"(y) = I't(z) \ {y} sl existe,
() sinon.

Considérer les sommets z de I'"(x) les uns apres les autres :

Si le sommet y considéré vérifie la condition I'" (y) = T (z) \ {y}, alors
renvoyer y.

Sinon poursuivre.
Si aucun sommet ne vérifie la condition, renvoyer ().

Programme : Up(x)

Entrée : Un tournoi 7', un sommet x.

Sortie : Un sommet z vérifiant la condition T~ (z) = '~ (x) \ {2} s’il existe, ()
sinon.

Considérer les sommets z de I'"(x) les uns apres les autres :

Si le sommet z considéré vérifie la condition I'" (2) =T (z) \ {z}, alors
renvoyer Z.

Sinon poursuivre.
Si aucun sommet ne vérifie la condition, renvoyer ().

En utilisant les deux algorithmes gloutons précédents, nous élaborons
I’algorithme suivant, donnant une décomposition acircuitique optimale de T'.

Algorithme de décomposition acircuitique des tournois
Entrée : Un tournoi T'
Sortie : Une décomposition acircuitique optimale de T

A chaque sommet = de T, nous associons une marque M(z) (au final, les
classes monochromatiques seront, formées des sommets ayant méme marque).
Les variables k£ et v représentent respectivement un entier et un sommet de
T.

Initialisation : Vo € V(T'), M(x) =0, et k = 0.

Tant qu’il existe un sommet x tel que M(z) = 0 FAIRE :
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k<« k+1.

v+ .

M(v) « k.

Tant que Up(v) # 0.
v« Up(v).
M(v) = k.

Tant que Down(v) # 0.
v < Down(v).
M(v) = k.

Proposition 20 Analyse de ’algorithme
La solution donnée en sortie de l’algorithme précédent est une décomposition
acircuitique optimale du tournoi T instance.

Démonstration : La décomposition est acircuitique car seuls les
sommets vérifiant la condition (4.1) ou (4.2) sont dans la méme
classe. Celle-ci est, alors, bien optimale par la proposition 19.

[’identification de la i®™® classe de coloration, de cardinal n;
nécessite au plus 2n,; appels aux deux algorithmes gloutons, cha-
cun de complexité au pire cas égal a n. Pour identifier les k classes,
on fait de Pordre de n 31, 2n; = O(n?) opérations. ]

4.3 Graphe orienté acircuitique-
indécomposable

Cette partie aborde la notion de graphe acircuitique-indécomposable', qui
sera, par la suite, modifiée pour obtenir une notion de décomposition (acir-
cuitique) critique.

4.3.1 Définitions

Définition 13 Graphe orienté acircuitique-indécomposable
Un graphe orienté d’ordre n est acircuitique-indécomposable (ou encore

a-indécomposable) si dec(a) = n. Dans le cas inverse, le graphe 8 est dit a-indécomposable
a-décomposable.

Nous présentons en figure 4.2 des exemples de tels graphes.

Inous noterons aussi a-indécomposable
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Tournoi régulier

X

Fi1Gc. 4.2 — Exemples de trois graphes a-indécomposables.

Oo—_—

Nous allons nous intéresser, dans la suite, a une sous-famille de tour-
nois a-indécomposables. Par '’emploi d’un argument probabiliste, nous pou-
vons quantifier 'importance de ces tournois parmi I’ensemble des tournois
aléatoires d’ordre n.

Proposition 21 Densité des tournois a-indécomposables dans [’ensemble
des tournois d’ordre n
Désignons par 7T, [ensemble des tournois aléatoires T d’ordre n
(éventuellement isomorphes) obtenu par 'orientation de toutes les arétes du
graphe complet K,, de maniére indépendante, par une probabilité uniforme
(ie. {z,y} € E(Ky), P((z,y) € A(T)) = P((y,x) € A(T)) = 1/2).

La probabilité que le tournoi T € T, soit indécomposable tend vers 1
lorsque n — o0.

Démonstration : Soit A I’'événement « T est a-indécomposable ».
L’évenement opposé est réalisé lorsqu’il existe au moins deux som-
mets x et y tels que

Vz ¢ {z,y}, (z,2) € A(T) < (y,2) € A(T)

Ainsi, les sommets x et y doivent avoir méme relation avec les n—2
autres sommets de 7'. La probabilité de cet événement est alors
minorée par (3)(1/2)" 2 Ainsi, P(A) = 1-P(A4°) > 1—(})(3)"*
et donc lim,_,,, P(A) =1. O

Cette proposition nous incite a rechercher des familles de tournois a-
indécomposables. Nous allons en donner un exemple. Rappelons qu'un tour-
noi 1" est réqulier si le degré sortant de tout sommet est égal au degré entrant,
de ce sommet, soit Vo € V(T), d*(z) = d~(z).

Proposition 22 Des tournois régquliers
Tout tournoi régulier est a-indécomposable.
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Démonstration : Supposons qu’il existe deux sommets i et j dis-
tincts dans une méme classe de décomposition acircuitique d’un
tel tournoi. Nous pouvons, sans perte de généralité, supposer
que T'"(z) = T (j) U {j}. Ainsi, les degrés entrant et sortant
de ces deux sommets ont pour différence 1 ou —1, contredisant
la définition d’un tournoi régulier. Donc 7 = j et tout tournoi
régulier est a-indécomposable. [

Les opérations suivantes nous permettent de générer de nouvelles familles
de tournois a-indécomposables a partir d’une famille initiale.

Proposition 23 Opérations conservant la a-indécomposabilité des tournois
1. Supposons que T soit un tournoi a-indécomposable qui n’a pas de source,
et soit T' le tournoi obtenu a partir de T en lui ajoutant une source s. Alors
le tournoi T" est a-indécomposable.

Réciproqguement, si T est un tournoi a-indécomposable ayant une source s,
alors T'\ {s} est un tournoi a-indécomposable.

2. Supposons que T soit un tournoi a-indécomposable qui n’a pas de
puits, et soit T" le tournoi obtenu a partir de T en lui ajoutant un puits p.
Alors le tournoi T" obtenu est a-indécomposable.

Réciproquement, si T est un tournoi a-indécomposable ayant un puits p,
alors T'\ {p} est un tournoi a-indécomposable.

3. Soit T wun tournoi a-indécomposable d’ordre strictement supérieur a
2 et qui posséde une source s et un puits p. Alors le tournoi T" ob-
tenu en inversant ['orientation de ['arc (s,p) en (p,s) est un tournoi
a-indécomposable.

Démonstration :

1. Supposons l'existence dans 7" d’un sommet = tel que {z,s}
soit une classe de décomposition acircuitique (étant entendu que
toutes les autres classes sont réduites a des singletons). Alors
nécessairement = s*, et il s’ensuit que I'"(x) = I'"(s) \ {z}.
Ainsi x serait une source du tournoi 7', ce qui infirme I’hypothese
initiale sur 7.

Soit T" un tournoi a-indécomposable ayant une source s. Sup-
posons par |’absurde l'existence de deux sommets, = et ,
tels que {z,y} soit une classe de décomposition acircuitique
de T\ {s} (étant entendu que toutes les autres classes de la
décomposition acircuitique sont réduites a des singletons). Sans
perte de généralité, nous pouvons supposer que (z,y) € A(T).
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Alors, T'7, (4 (y) = T'7 (i (#) \ {y}. Le sommet s étant une source,
nous en déduisons alors que 1'égalité T'"(y) = T'F(z) \ {y} est
vraie dans 7', d’out T' n’est pas a-indécomposable, ce qui contre-
dit 'hypothese. Ainsi, le tournoi 7'\ {s} est a-indécomposable.
2. S’obtient & partir de 1. en remarquant que le tournoi 7’ obtenu
par inversion du sens de l'orientation de tous les arcs de T est
a-indécomposable si et seulement si T I'est.

3. Soit T" un tel tournoi. Le tournoi 7" \ {s,p} est isomorphe
au tournoi 7'\ {s, p} qui est acircuitique-indécomposable d’apres
les points 1. et 2. de la démonstration. Soit x un sommet de
T" \ {s,p}. L'ensemble {s,z} ne peut étre en unidirection avec
tous les sommets de 7'\ {z, s, p} puisque sinon x serait une source
de T\ {s,p}, donc une source de T \ {s}, ce qui est absurde
d’apres la remarque énoncée dans 1. De méme, ’ensemble {s, p}
ne peut étre en unidirection avec tous les sommets de 7'\ {s, p}
par définition des sommets s et p et car 1" est d’ordre au moins
3. Ainsi les classes de T" sont-elles nécessairement réduites a des
singletons; T" est a-indécomposable. []

Nous appliquons ces trois opérations au premier tournoi régulier non
réduit a un singleton dans la figure 4.3. Les différents tournois obtenus sont
donc tous a-indécomposables.

N X X

F1c. 4.3 — Tournois obtenus partant du 3-circuit par les opérations de la
prop. 23.

La figure 4.4 présente les deux 4-tournois a-indécomposables non-
isomorphes.

A toute 4-décomposition acircuitique d’un tournoi 7', nous pouvons as-
socier un 4-homomorphisme acircuitique. La définition suivante nous permet
alors de formaliser cette association.

Graphe composé Définition 14 Graphe orienté composé
Soit t un tournoi d’ordre p et Ty, Ts, ..., T, p tournois quelconques. Le tournos
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oP S
Tournoi 7} Tournoi T}

F1c. 4.4 — Les deux 4-tournois a-indécomposables non-isomorphes.

t{T1, Ty, ..., T,} est le tournoi obtenu a partir de t en remplagant le i*™ som-
met de t par le tournoi T; et en orientant tous les arcs entre T; et T} dans le
sens de l'arc (i,7) det.

Puisque la composée de deux homomorphismes acircuitiques est un homo-
morphisme acircuitique, nous en déduisons que tout tournoi 7" admettant
une 4-décomposition acircuitique admet un homomorphisme dans 7, ou 7j.
Un tel tournoi admet donc une 4-partition {Oy; Oy; O3; O} de 'ensemble de
ses sommets telle que T'= T4{O1; O2; O3; 04} ou T = T,;{O1; Oy; O3; O4}.
S’il nous est possible de caractériser ainsi les tournois a-indécomposables
d’ordre 4, il parait difficile de pouvoir en faire autant pour des ordres plus
important. C’est pourquoi nous consacrons la prochaine section & l’intro-
duction d’une sous-famille de ces tournois, dit tournois sommet-critique a-
indécomposables, dont nous donnons une caractérisation a tous les ordres.

4.3.2 Tournoi sommet-critique a-indécomposable

Nous étudions dans ce paragraphe la notion de tournoi sommet-critique
a-indécomposable, qui est est 'adaptation de la notion de tournois sommet-
critique introduite, par exemple, dans le cadre des tournois dichromatiques
par Neumann-Lara ([Neumann-Lara et Urrutia, 1984]) ou encore dans le
cadre de la coloration classique.

Définition 15 Tournoi sommet-critique a-indécomposable
Le tournoi T est sommet-critique a-indécomposable s’il est a-indécomposable,
et si, pour tout sommet v € V(T), le tournoi T \ {v} est a-décomposable.

Parmi les deux 4-tournois 7 et 7), aucun n’est sommet-critique
indécomposable. En effet, méme s’ils sont tous deux a-indécomposables,
il suffit d’enlever le sommet P au tournoi 7y pour obtenir un 3-tournoi
indécomposable. De méme, la suppression du sommet S du tournoi T}
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Tournoi circulant

Graphe G

laisse un tournoi indécomposable. Aussi, il n’existe aucun 4-tournoi sommet-
critique a-indécomposable.

A titre d’exemple, nous constatons que le 3-circuit est sommet-critique
indécomposable : il est bien a-indécomposable (i.e. dec(C_g,) = 3), et la sup-
pression d’'un sommet quelconque de celui-ci laisse un graphe réduit a un
arc; celui-ci est décomposable, puisque dec((u,v)) =1 < 2.

Rappelons, a ce niveau, la notion de tournoi circulant :

Définition 16 Tournoi circulant N

Soit J un sous-ensemble de {1,2,...,n}. Le tournoi circulant C,,(J) est le n-
tournoi dont ’ensemble des sommets est {1,2,...,n} et dont 'ensemble des
arcs est {(j, k);k —j [n] € J}.

Le tournoi C_>'5({1,2}) de la figure 4.5 est un tel tournoi circulant (les
sommets étant numérotés en suivant 1’ordre circulaire de la représentation).
Considérons, a présent, un n-tournoi 7" sommet critique indécomposable, et
soit u un sommet de 7. Le tournoi 7'\ {u} est, par définition, a-décomposable.
Il existe donc un couple de sommets {i,, j,} ayant mémes successeurs et
mémes prédécesseurs dans T\ {u}. Nous construisons, alors, le graphe G
associé a T de la fagon suivante :

Définition 17 Graphe G associé au tournoi T

Soit T un n-tournoi sommet-critique indécomposable. Nous définissons le
graphe G comme le graphe ayant méme ensemble de sommets que le tournoi
T et dont les arétes sont les couples de sommets {iu,ju}uev(T).

Remarque 4 Notons que le tournoi T étant sommet-critique a-
indécomposable si, pour tout sommet w, il existe une paire {iy,j,}
telle que lunique chemin de longueur 2 d’extrémité {iy, j.} est (iy, U, Ju)-

Nous donnons, en figure 4.5, le graphe C_>’5({1, 2}) et le graphe G(?E(
qui lui est associé.

Le lemme suivant démontre I'existence et 'unicité, étant donné un som-
met u, de 'aréte {i,, j, } associée, ainsi que celles du sommet u, étant donné
une aréte de Gr.

{12}

Lemme 4 Ezistence et unicité du sommet u / de l'aréte {i,, ju}
Nous avons, pour tous sommets u et v de T', la relation :

U =170 < {Zua]u} = {ivajv}' (**)

Nous dirons que l'aréte {i,, j,} de Gr et le sommet u sont associés.
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N// Ju u

Tournoi C’5 ({1,2}) Graphe GH Ch({1,2))

Fi1c. 4.5 — Un tournoi circulant et son graphe associé

Démonstration : Supposons que les deux sommets u et v sont

différents, mais que 7, = 4, et j, = 7j,. Alors, il existe deux
chemins de longueur 2 d’extrémités 7, et j,, ce qui contredit la
remarque.

Supposons a présent que u soit associé a deux paires différentes
{in,Ju} €t {iy,Ju}. Sans perte de généralité (quitte a inverser
l'orientation de tous les arcs de T'), nous pouvons supposer que
Ju est différent de j,.

Puisque u est associé a la paire {i,, j,}, le seul 2-chemin ayant
pour extrémités i, et j, est (i,,u,j,). Conséquentement, tout
sommet y différent de u est en unidirection avec les sommets
iy et j,. Aussi, il existe un sommet z tel que le sommet j, doit
étre associé a la paire {u, z}. En effet, §'il était associé a une paire
{z1, 20} avec 21 # w et z3 # wu, nous en déduirions que le som-
met 7, serait aussi associé a cette paire, contredisant 1'unicité du
2-chemin d’extrémités ¢, et j,.

u z

]u ZU .j’U
Alinsi, les sommets u et z sont en unidirection avec tout sommet
de T'\ {j,}, ce qui contredit le fait que (iy,u,j,) est le seul 2-
chemin ayant pour extrémités ¢, et j,. On en déduit donc, par

I'absurde, que si u = v alors {iy, ju} = {iv, ju}, ce qui conclu cette
démonstration. [

Puisque, pour tout sommet u, il existe au moins un couple {i,, j,}, Gt
a, au moins, |T| arétes. La précédente relation permet de conclure a 'unicité
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de aréte associée au sommet x, tout comme a ['unicité du sommet = associé
a une arete de Gp. Cette bijection entre sommets de G et arétes de Gr
implique le corollaire suivant :

Corollaire 7 Nombre d’arétes de Gr
Le graphe G a autant d’arétes que de sommets. Ainsi, il contient au moins
un cycle.

Passons, a présent, a une cascade de lemmes préliminaires a notre étude.

Lemme 5 Voisinage et associés

Soit x un sommet de Gr ; on note {u,, v, } Uaréte de Gt qui lui est associée.
Soit y un voisin de x. Alors laréte {x,y} est associée soil au sommet uy,
soit au sommet v,.

Réciproquement, si laréte {uy,v,} est associée au sommet x, alors toute
autre aréte {u,, w,} de Gp incidente au sommet u, est associée d un voisin
de x.

Plus généralement, les sommets x et y sont voisins dans G si et seulement
si, leurs arétes associées sont incidentes a un méme sommet de Gr.

Démonstration : Raisonnons par ’absurde en supposant que la
paire {x, y} n’est ni associée au sommet u,, ni associée au sommet
v,. Alors les sommets u,, et v, ont méme relation avec les sommets
z et y, e (ug,z) € A(T) & (us,y) € A(T) et (vy,2) € A(T) &
(va,y) € A(T).

y Ug
X Uy
Partie du graphe Gr. Partie du tournoi 7.

Nous en déduisons, alors, que la suppression de x ne permet pas
de créer une classe de décomposition acircuitique regroupant u,
et vy, d’olt une contradiction. Ainsi, soit y € ' (uy) N T (v,),
soit y € I'" (uy) NI~ (v,). Dans le premier cas, Paréte {z,y} de
Gr est associée au sommet u,, dans le second cas au sommet v,.
Prouvons la propriété réciproque : Par unicité de 1’aréte associée
au sommet z, ce sommet domine ou est dominé par les sommets
u, et w,. Sans perte de généralité, nous pouvons supposer qu’il
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est dominé par aréte {u,, w,}, et donc = domine le sommet v,
comme l'indique le schéma suivant :

o y o ,Um
X Ug
Partie du tournoi T’ Partie du graphe G

Posons y le sommet associé a l'aréte {u,,w,}; il n’a donc pas
meme relation avec ces sommets. Nous remarquons que les deux
configurations possibles donnent soit w, associé au couple {z, y},
soit wu, est associé au couple {z,y}. Dans les deux cas, 'aréte
{z,y} existe dans G et donc le sommet y est voisin de x.

Nous déduisons de ces deux premieres assertions, l’équivalence
finale. [J

Lemme 6 Configuration interdite
Le degré des sommets du graphe G est inférieur ou égal a 2.

Démonstration : Raisonnons par l'absurde en supposant 1’exis-
tence d’un sommet x ayant 3 voisins dans G : y,z et t. Alors,
par le lemme 5, les trois arétes {x, y}, {x, z} et {x,t} doivent étre
associées a I’'un des sommets u, ou v,, ce qui contredit la formule
(xx). O

Lemme 7 Degré des sommets de Gr
Les sommets de G ont tous pour degré 2.

Démonstration : Le graphe Gy a autant d’arétes que de sommets
(cf. corollaire 7). La somme de ses degrés est donc égale a 2n. Or,
Gt ne contient pas de 3-étoile. Ainsi : Vo € V(Gr), d(x) < 3. De
la classique formule 3~ . d(z) = 2n, nous déduisons Vz €

Le prochain lemme permet d’exhiber une configuration interdite dans Gr.

Ce lemme implique que les composantes connexes de G sont des cycles.
Etudions la relation entre I'aréte associée a un sommet et cycle comportant
ce sommet.
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Lemme 8 Connezité et sommet associé
Désignons par C' le cycle auquel appartient 'aréte {u,, v, }. Alors, le sommet
x, associé a l'aréte {u,,v,} est un sommet de C.

Démonstration : Supposons par I’absurde que x ne soit pas dans
C'. Puisque le sommet x est associé a 'aréte {u, v, }, les relations
dans T entre le sommet x et les sommets u, et v, sont de sens op-
posés. L’unicité de 'aréete associée a x implique que les extrémités
de toutes les arétes autres que {u,,v,} ont mémes relations avec
x dans T'. Ainsi, 'ensemble des sommets de C'\ {uy, v, } soit do-
mine z, soit est dominé par x. Ces deux possibilités impliquent
que l'une des arétes voisines de {u,,v,} est associée a z, contre-
disant I'unicité de I'aréete associée. []

Proposition 24 Connexité et cardinalité
Tout cycle C de G est d’ordre impair.

Démonstration : Par ’absurde, supposons 'existence d’un entier
k strictement positif tel que C' = (zg,x1,...29,_1) soit un cycle
de G. Soit [ I'entier strictement positif tel que Paréte {z;, 2,1}
soit associée au sommet zo. Par le lemme 5, 'aréte {zg,z1} est
associée soit au sommet x;, soit au sommet ;.

Premier cas : Supposons que {xg,x;} est associée a 4.

Alors, en réutilisant le fait que deux sommets sont voisins dans
Gr si et seulement si leurs arétes associées le sont, nous en
déduisons que x; est associé a 'aréte {x;1,2;,2}. En itérant ce
processus, nous obtenons que le sommet z;,, est associé a ’aréte
{Ziras1), Trv14011) ) = {@241, T2g2}- Les indices devant étre com-
pris modulo [2k], par 'unicité de I'aréte associée au sommet x4,
nous en déduisons que 2l+1 =0 mod [2k], ce qui est impossible.

Second cas : Supposons a présent que {xg, 1} est associée
au sommet z;. Par le méme type de raisonnement, le sommet
To est alors associé a x; ;. En itérant ce processus, nous en
déduisons que le sommet x/9 devrait etre associé a une arete
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dont il est I'une des extrémités, ce qui est impossible.
Nous obtenons bien, pour conclusion, que |C| doit étre impair. [

Proposition 25 Caractérisation des sous-tournois d’un tournoi sommet-
critique a-indécomposable

Soit T un tournoi sommet-critique a-indécomposable. Soit T' le sous-tournoi
de T engendré par les sommets d’un cycle C de G de longueur 2k +1. Alors
T" est un tournoi circulant Coy1(1,2,...,k) ot k est tel que le cycle C de G,
soit de longueur 2k + 1.

Démonstration : Nous allons numéroter les sommets de C de
maniere a ce que C' = (xg, 1, ..., Tog). Supposons le sommet
associé a laréte {x;,x;.1}. En reprenant les mémes arguments
que ceux de la proposition 24, nous nous apercevons que, seul
le premier cas permet d’obtenir une solution a 1’équation 2/ = 0
mod [2k]. Ainsi [ = k, et Pensemble des prédécesseurs / succes-
seurs de tout sommet z; de Gt est exactement les k voisins de x;
en parcourant C selon le sens de parcours. [J

L’usage de la définition 14 permet alors I'obtention d’une caractérisation des
tournois sommet-critique a-indécomposables.

Théoreme 7 Caractérisation des tournois sommet-critique a-
indécomposables

Les tournois sommet-critique a-indécomposables sont les tournois de la
forme

t{82k1+11 o 82kp+1}

avec p € N, (ky, ko, ..., ky) € (N*)P, t désignant un tournoi quelconque et
{ngiﬂ}lgigp désigne le tournoi circulant a 2k; + 1 sommets.

Proposons I'exemple d’un tel tougmi_}sommet critique indécomposable. Si
t désigne le 3-ordre, le tournoi t{C},C5, C5} ci-dessous est sommet-critique
a-indécomposable.
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4.4 Polyndme chromatique acircuitique

Nous explorons dans cette section I’adaptation de la notion de polynome
chromatique au cadre de la décomposition acircuitique d’un graphe orienté.

4.4.1 Définition du polynéome chromatique acircui-
tique d’un graphe orienté

Définition 18 Polynome chromatique acircuitique d’un graphe orienté
Soit 8 un graphe orienté et soit k un entier. Nous désignons par P,(G k)
le nombre de k-décompositions acircuitiques de G .

La fonction k — P,(G , k) est le polynome acircuitique du graphe 8

La définition précédente nécessite de s’assurer que la fonction k£ — Pa(a, k)
est bien un polynome. Nous vérifierons cette condition ultérieurement.
Proposons tout d’abord quelques exemples du calcul simple de ce polynome
acircuitique.

e Si 8@ est un graphe orienté d’ordre n vide (i.e. sans arc aucun),
alors

PGy k) = k"

e Si 8 est un graphe a-indécomposable d’ordre n alors :

P.(G k) = k(k — 1)(k — 2)..(k —n+ 1)

e Passons a deux exemples plus singuliers :
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Graphe C71> Graphe 82
Concernant le graphe 81, étant donné un entier strictement positif &,
nous pouvons choisir la classe de décomposition acircuitique du sommet z
parmi les k possibles. Concernant le sommet y, il en est de méme. Ainsi :
PG k) = k2.
Nous pouvons généraliser ce résultat aux étoiles (une racine centrale et n — 1
feuilles?) : un tel graphe orienté a comme polynome acircuitique

P.(G k) = k"

Nous remarquons, la, qu’il s’agit du méme polynome acircuitique que celui
d’un graphe (orienté) vide d’ordre n.
Passons au graphe (G5. Nous pouvons opter parmi les k couleurs disponibles
pour le sommet a. De la méme facon pour le sommet b, mais le sommet ¢
dépend, lui, des choix précédents : si d(a) # d(b), alors ¢ ne peut prendre la
couleur d(a). Ainsi, obtenons-nous :

Pu(Go k) = K2 + k(k — 1)2 = k(K2 — k + 1)

4.4.2 Décomposition acircuitique d’un graphe mixte

Poursuivons le parallele avec la coloration (classique ou orientée) en
élaborant une formule de récurrence relative au polynome acircuitique per-
mettant, entre autre, de pouvoir calculer ses valeurs pour tout graphe (en
temps non polynomial). Tout comme dans les formules de récurrence rela-
tives a ces objets, nous allons ajouter des arétes {z,y} au graphe orienté

, ce qui nécessite I'introduction de la notion de décomposition acircuitique
d’un graphe mixte.

Définition 19 Décomposition acircuitique d’un graphe mixzte
Soit G = (V, A, E) un graphe mizte et soit k un entier strictement positif. Une
k-décomposition acircuitique de G est une application d : V. — {1,2,....k}
vérifiant :

-~ Vi€ {1,2,...k}, d'(i) est acircuitique,

—Vx, 2 y,y €V tels que d(z) = d(2'), d(y) = d(y') et d(z) # d(y),

[(z,y) € Al & (¢, 2) ¢ A].

2extrémité terminale d’un arc partant de la racine
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Insistons sur le fait que, contrairement aux colorations orientée et mixte,
ici, les sommets extrémités d’un arc peuvent étre mis dans une meéme
classe, mais que cela n’est pas vrai des sommets extrémités d’une aréete. La
définition 19 prolonge la notion définie dans le cadre des graphes orientés.
Plus formellement, sur cet ensemble, les deux définitions coincident. Illus-
trons cette notion par un exemple.

1~

on

&
on
o

Graphe Gj. Graphe G,.

Le graphe G3 est acircuitique, donc il admet une 1-décomposition acircui-
tique. Nous pouvons aussi donner quelques exemples de décompositions
acircuitiques (non-optimale) de Gj :

- di(a) = di(b) = di(d) =1 et dy(c) = 2 est une 2-décomposition
acircuitique de G, 3.

- dy(a) = dy(d) = 1, do(b) = 2, da(c) = 3 en est une 3-
décomposition.

Passons a lI’étude du graphe G,; notons, a cette occasion, qu’il est pos-
sible d’avoir un arc et une aréte ayant mémes extrémités (mais ni arcs ni
arétes paralleles). Ajoutons que si cette information était redondante dans le
cadre de la coloration orientée (les sommets extrémités d’un arc ne pouvant
avoir la méme couleur), elle ne l'est pas dans le cadre de la décomposition
acircuitique (les sommets extrémités d’'un arc pouvant étre dans la méme
classe de décomposition acircuitique, mais pas les extrémités d’une aréte). Le
graphe G4 contient un circuit, donc il n’admet ni 1 ni 2-décomposition acir-
cuitique. Par contre, il admet la 3-décomposition acircuitique d; suivante :
di(a) = di(b) =1, di(c) = dy(d) = 2 et dy(e) = 3. Par contre, ’application
dy : V(Gs) — {1,2} suivante n’est pas une décomposition acircuitique de
Gy dy(a) = dy(b) = dy(e) = 1, da(d) = do(c) = 2. En effet, les classes de
décomposition acircuitique de couleurs 1 et 2 ne vérifient pas la propriété
d’unidirection.

La définition de décomposition acircuitique étendue aux graphes mixtes
admet des formulations équivalentes. Donnons-en deux, exprimant cette nou-
velle décomposition acircuitique comme partition de I’ensemble des sommets
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sous certaines contraintes.

Proposition 26 Définitions équivalentes de la décomposition acircuitique
d’un graphe orienté
Soit G = (V, A, E) un graphe mizte k-décomposable.

i. L’application d -V — {1,2,...,k} est une k-décomposition acircuitique
de G si et seulement si [’application d est une coloration du graphe Q\ = (V,E)
et si les ensembles {d (i) }1<ick forment une décomposition acircuitique de
G = (V,A).

ii. L’application d : V' — {1,2,....k} est une k-décomposition acircui-
tique de G si et seulement si, les ensembles {V;}1<icp définis par V; = d (i)
forment une k-partition de V en sous-ensembles acircuitiques ne contenant
aucune aréte et s’ils vérifient la propriété d’unidirection dans G .

La notion de polynome chromatique acircuitique peut alors étre étendue aux
graphes mixtes utilisant la précédente extension de la décomposition acircui-
tique.

Définition 20 Polynome chromatique acircuitique du graphe mizte G
Soit G un graphe mizte et soit k un entier strictement positif. Soit P,(G, k)
le nombre de k-décompositions acircuitiques du graphe mizte G. La fonction
k — P,(G, k) sera appelée polynome acircuitique du graphe (mizte) G.

Comme précedemment, la définition présuppose une vérification que nous fe-
rons ultérieurement. Notons simplement que ce polyndéme acircuitique mixte
coincide avec le polynome acircuitique lorsque le graphe G est un graphe
orienté.

Une difficulté inattendue

Nous souhaitons établir la formule de récurrence vérifiée par le polynome
acircuitique mixte. Notre premier mouvement consiste a mettre en exergue
une difficulté nouvelle spécifique au probleme de décomposition acircuitique
sur le choix de la paire de sommets e = {z,y}. Nous étudierons, dans un
second temps, un cas simple dans lequel la difficulté ne se rencontre pas
et qui permet de conclure a l’existence d’une paire de sommets vérifiant
la formule de récurrence. Dans un troisieme temps, nous étudierons le cas
de graphes ne présentant pas la précédente configuration, et introduirons les
notions nécessaires nous permettant d’obtenir une paire de sommets vérifiant
la formule de récurrence.

Si G = (V, A, E) est un graphe mixte et si e = {x,y} ¢ E, nous désignons
par G, le graphe obtenu par identification des sommets x et y et suppression
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éventuelle des boucles ou arcs multiples. Le sommet de G, obtenu par iden-
tification des sommets x et y de G est noté o, ,. Nous souhaitons obtenir la
formule de récurrence suivante :

P.(G. k) = Po(G U e}, k) + Pu(Ge, k). (%)

Expliquons-la informellement pour I’heure : les décompositions acircui-
tiques de G peuvent se diviser en deux catégories : celles, qui séparent les
sommets z et y et celles qui les mettent dans la méme classe de décomposition
acircuitique.

Nous aimerions affirmer que les premieres sont des décompositions acircui-
tiques de G U e (ce qui est vrai), et que les secondes sont des décompositions
acircuitiques de G, (ce qui ne I'est pas!).

Exposons déja la premiere partie valide de ce raisonnement informel.

Proposition 27 La partie ne posant pas probléeme...

Soit G un graphe mizte et x et y deuxr sommets de G tels que {z,y} ¢ E(G).
Soit d : V(G) — {1,2,..,k} une k-décomposition acircuitique de G telle que
d(x) # d(y). Alors Uapplication d est aussi une décomposition acircuitique

de GU {x,y}.

Démonstration : Les classes {d '(i)}1<i<x sont acircuitiques et
vérifient la propritété d’unidirection dans G, donc dans G Ue. La
conclusion s’ensuit alors. [

Pour la seconde partie, & une application d : V(G) — {1, 2, ..., k} vérifiant
d(x) = d(y), nous associons l'application d, de I’ensemble des sommets de G,
dans {1,2,...,k} définie par Vz € V(G) \ {z,y}, de(2) = d(2) et de(0,) =
d(z) = d(y). Cette application n’est pas toujours une décomposition acircui-
tique de G,. La figure 4.6 apporte un contre-exemple a cette intuition erronée.
Nous y faisons figurer a la fois, le graphe G, le graphe GUe (avec e = {z, y}),
ainsi que le graphe G..

Le graphe G est acircuitique : aussi admet-il une 1-décomposition acir-
cuitique d dans laquelle tous les sommets sont dans la méme classe. Aussi
cette application ne peut pas étre une décomposition acircuitique de GUe, a
cause de I’aréte e. Pour autant, I'application d, n’est pas une décomposition
acircuitique de G,, qui est un 3-circuit et qui ne peut donc admettre de
1-décomposition. Ainsi, la formule de récurrence (%) n’est pas vérifié pour
laréte e = {x,y} puisque P,(G,1) =1# P,(GUe, 1)+ P,(G., 1) = 0.

Moralité : Alors que la formule de récurrence, pour les polynomes chroma-
tiques classiques ou mixtes, était valable pour tout couple de sommets non
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X z \y t
7

Graphe G U {z,y}

Graphe G gy Graphe G,

F1G. 4.6 — Contre exemple a une intuition possible erronée

voisins (dans G ou M(a)), il nous faut dans le présent cas mettre en ceuve
un processus nouveau de sélection de la paire {x,y} de sommet sur laquelle
nous appliquons la formule de récurrence.

4.4.3 Formule de récurrence

Une fois cette difficulté identifiée, nous introduisons les notions de graphe
N(G) et de chemin admissible qui nous permettent d’étudier un premier cas
dans lequel 'obtention d’une formule de récurrence se fait aisément.

Définition 21 Graphe mizte N(G)

Soit G = (V, A, E) un graphe mizte. Nous lui associons le graphe mizte N(G)
défini comme suit : V(N(G)) =V ; A(N(G)) = A(G) ;

E(N(G)) = E(G)U{{z,y} : Iz € V| (x,y, 2) soit un 3-circuit de G} U{{x,t} :
dy,z € V, (x,y,2) soit un 3-circuit et t € T~ (2) UTT(y)}.

Cette premiere notion ressemble, dans son principe, a 1’association du
graphe M(G) au graphe G dans le cadre de la coloration orientée. En ef-
fet, remarquons que si (z,y, z) forment un 3-circuit, alors, ils appartiennent
nécessairement a 3 classes de décompositions acircuitiques différentes. Le
second ensemble est relatif a la condition d’unidirection entre les classes :
puisque x domine la classe de y, tout sommet ¢ dominé par y ne peut étre
dans la classe de x. La figure 4.7 présente un exemple d’un graphe orienté
(vu comme graphe mixte) G et du graphe mixte N(G) qui lui est associé.

Toutes les conditions d’incompatibilités entre les sommets apparaissent
explicitement dans le graphe mixte N(G). Plus exactement, nous avons
le lemme suivant reposant sur la définition de décomposition acircuitique
mixte :
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Chemin admissible

Graphe G Graphe N(G) associé a G

F1a. 4.7 — Exemple d’un graphe mixte G et du graphe mixte N(G) associé

Lemme 9 Propriété du graphe N(G)
Soit G un graphe mizte. Si {xz,y} € E(N(G)) alors, pour toute décomposition
acircuitique d de G, les sommets x et y vérifient : d(x) # d(y).

Ainsi on ne recherchera dans la suite les paires {x, y} de sommets vérifiants
la formule de récurrence () que parmi les paires vérifiants {x,y} ¢ E(N(G)).

De maniere similaire aux colorations orientées et mixtes des graphes

et M(a), nous pouvons relier les décompositions acircuitiques de G et de
N(G) de la facon suivante :

Proposition 28 Lien entre les décompositions acircuitiques de G et de N(G)
Soit G un graphe mizte. Toute décomposition acircuitique de G est une
décomposition acircuitique de N(G) et réciproquement. Ainsi obtenons-nous
[’égalité :

Po(G, k) = Po(N(G), k)

Le graphe N(G) nous permet de définir la notion de chemin admissible
dans G :

Définition 22 Chemin admissible

Si G = (V,A,E) est un graphe mixte et si x et y sont deux sommets de G,
nous appelons chemin admissible de x a y dans G tout chemin tel que s’il
contient les sommets a et b, alors {a,b} n’est pas une aréte de N(G).

Cette notion est liée a la présence de chemin dans une classe de
décomposition, ou plus exactement, si d est une décomposition acircuitique
de G et s’il existe dans une classe de décomposition acircuitique de d, un che-
min, alors ce chemin est admissible. La réciproque n’est néanmoins pas vraie;
par exemple, si (a,b,c,d) est un 4-circuit, le chemin (a,b,c) est admissible
mais ne peut étre contenu dans aucune classe de décomposition acircuitique
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de (a, b, c,d). La notion de chemin admissible nous permet d’aborder I’étude
d’un premier cas simple.

Proposition 29 Si le couple de sommets {x,y} est sans chemin admissible
Considérons un graphe mixte G et supposons qu’il n’existe aucun chemin
admissible entre x et y dans G, et que {x,y} ¢ E(N(G)). Alors la paire
e = {x,y} vérifie bien la formule de récurrence (x).

Démonstration : Soit d une k-décomposition acircuitique de G
telle que d(xz) = d(y); nous notons d. l'application V(G,) —
{1,2,...,k} induite par d sur G.. Notons C = G[d '(d(x))] la
classe de décomposition acircuitique de z (et y) dans G et C, =
Ge[d'(d(z))] cette méme classe dans G,. La classe C, ne peut
contenir de circuit, car sinon celui-ci passerait nécessairement par
le sommet fusionné ay ,, ce qui implique I'existence dans G d’un
chemin admissible entre x et y, ce qui contredit 'hypothese de
I’énoncé. L’unidirection entre les classes de G, se déduit de celle
de G, et nous en déduisons que d, est bien une décomposition
acircuitique de G,.

Si la condition imposée dans la proposition 29 est suffisante, elle n’est
en rien nécessaire. Dans 'optique d’obtenir une condition nécessaire a nous
assurer la formule (%), nous allons nous placer dans le cadre des graphes
mixtes G ne vérifiant par la condition de la proposition 29. Ainsi, quels que
soient les sommets x et y, il existe au moins un chemin admissible de x a y
oude y a x.

Définition 23 Longueur l,,,., Sphére Spaz

Soit G = (V, A, E) un graphe mizte et soient x et y deur sommets de G.
Nous désignons par Ly (x,y) la longueur minimale entre le plus long chemin
admissible allant de x a y et celle du plus long chemin admissible allant de
y a x (étant entendu que s’il n'existe qu’un seul de ces chemins, ly,q, prend
pour valeur cette longueur).

Par convention, si x,y ne sont pas reliés par un chemin admissible, alors
lmaz(2,y) =0 et si {z,y} € E(N(G)), lmaz(z,y) = 00.

Soit k un entier strictement positif. Nous désignons par Sy, (z, k) la sphére
de centre x et de rayon k, a savoir ’ensemble {y € V(G), lna(x,y) = k}.

Proposition 30 Couple de sommets vérifiant la formule de récurrence
Considérons donc un graphe mixte G tel qu’il existe au moins un chemin
admissible entre tout couple de sommets de G.

i. Pour tout sommet x de G, il existe au moins un sommet y tel que y €
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Smaz (7, 1).
ii. Toute paire de sommets {xz,y} tel que y € Syaz(x, 1) vérifie la formule de
récurrence.

Démonstration : i. Soient x et z deux sommets quelconque de G
tels que {z, 2z} ¢ E(N(G)). Par hypotheése, il existe au moins un
chemin admissible entre x et z; sans perte de généralité, nous le
supposons partant de x et arrivant a z. Nous notons k la longueur
linaz (2, 2).

Si k =1, alors la paire {z, 2z} répond a I’assertion.

Sinon, soit (z,y, as, as, ..., ax_1, 2) le plus long chemin admissible
entre = et z. Alors ln.(x,y) = 1, et la paire {z,y} répond a
I’assertion.

ii. Soit y € Syax(, 1), c’est-a-dire que la longueur minimale entre
le plus long chemin admissible de x a y et celle du plus long che-
min admissible de y a = est égale a 1. Supposons par ’absurde
I’existence d'une décomposition acircuitique d de G telle que I'ap-
plication d. définie par : d.(u) = d(u) si u # x,y, de(0,y) = d(2)
ne soit pas une décomposition acircuitique de G.. Aussi, il existe
un circuit dans 'ensemble C, = {z € V(G,) : de(2) = de(agy)}-
Nous devons donc avoir dans C' = {z € V(G) : d(z) = d(x)} un
chemin admissible entre x et y non réduit a un arc. Sans perte
de généralité (en inversant éventuellement tous les arcs), nous
supposons que ce chemin va de x a y. Ainsi, lye(x,y) > 1 et,
puisque ¥ € Sy (x, 1), il découle que e (y, x) = 1, c’est-a-dire
que (y,x) est un arc de G. Nous obtenons alors une contradiction
puisqu’il existe un circuit dans C'.

La condition présente dans la proposition 30 est donc suffisante ; nous allons
en démontrer 'existence de tel couple.

Proposition 31 FExistence d’un couple vérifiant I’hypothese de récurrence
Soit G un graphe mixte d’ordre n tel que la paire e = {x,y} vérifie la relation
de récurrence (x). Alors il existe un sommet z tel que z € Spaqz(x,1).

Démonstration : Supposons ’existence d’une paire {z,y} n’ap-
partenant pas a E(N(G)) et vérifiant I’hypotheése de récurrence.
Ainsi, il existe un chemin admissible entre x et y; notons k la
longueur lqq(, y).

Si k =1, alors le sommet y vérifie y € Syq0(z, 1).

Sinon, d’apres la proposition 30, il existe un sommet z tel que
2 € Spaz(x, 1) et tel que la paire de sommets {z, z} satisfasse la
formule de récurrence. [
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4.4.4 Propriétés du polynéme chromatique acircui-
tique

Théoréme 8 Propriétés de P,(G, k)
Soit G un polynome mixte d’ordre n. Le polynome acircuitique vérifie alors
les propriétés suivantes :

— P,(G, k) est un polynome en n de degré k ;

— Le coefficient dominant de P,(G, k) est 1;

— Le terme constant de P,(G, k) est nul;

~ Le coefficient de k"' est —|E(N(G))|.

Démonstration : Procédons a la démonstration de I'ensemble de
ces propositions par récurrence double : premierement croissante
sur n, l'ordre du graphe et deuxiemement décroissante sur m, le
cardinal de |E(N(G))].

Nous savons déja que, lorsque |E(N(G))| =n(n —1)/2, P,(G, k)
est un polynome de degré n. Son coefficient dominant est alors
égal a 1, le coefficient de k"' est bien |EF(N(G))| : les différentes
assertions du théorémes sont alors vraies.

Envisageons, a présent, que les précédentes propriétés soient
vraies pour tout graphe d’ordre n—1 et pour tout graphe d’ordre
n tel que |[E(N(G))|=m + 1.

Puisque m < n(n — 1)/2, il existe, d’aprés la proposition
précédente, un couple e = {x,y} vérifiant la formule de
récurrence. Ainsi, obtenons-nous :

P,(G,k)=P,(GUe, k) + P,(G., k).

11 suffit alors de remarquer que P,(G Ue) et P,(Ge, k) vérifient les
différentes assertions du théoreme par hypothese de récurrence
pour en déduire que P,(G,k) les vérifient. Ainsi la formule de
récurrence est vérifiée au rang m. [

Nous avons donc obtenu, pour la notion de décomposition acircuitique, une
formule de récurrence vérifiant des propriétés similaires aux polynomes chro-
matique, classique et orienté.

4.5 Discussion et perspectives

Complexité et Approximation

Dans le domaine de la décomposition acircuitique, de nombreuses pistes
restent a explorer. Concernant des travaux proches de la présente these, la
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question de ’approximation du nombre a-chromatique n’a pas, pour 'heure
été étudiée. Relativement a la complexité, il serait intéressant de rechercher
a la fois des familles polynomiales (peut-étre en partant de la famille des
tournois), ainsi que des familles N'P-complétes (en étudiant sous cet angle
la présente réduction ou en raffinant celle-ci).

Polynoéme acircuitique

La encore, nous sommes intéressé par la poursuite du parallele entre
polynome chromatique et polynome acircuitique. La richesse de la théorie
du polynome chromatique nous permet de réver a de tres nombreux
développements futurs, sachant que nous n’avons prétention qu’a poser le
premier jalon de cette théorie, a savoir la formule de récurrence.

Liens avec d’autres parameétres ou problemes

Si 'on s’inspire des travaux relatifs a 1’étude de la coloration orientée,
nous sommes tentés de nous intéresser aux liens qu’entretient le nombre a-
chromatique d’un graphe orienté avec d’autres parametres du graphe. Une
premiére relation serait de remarquer I’évidente inégalité deca(g) < Xo(ﬁ).

Une autre voie d’investigation serait d’étudier les liens entre ce probleme
et d’autres. En particulier, nous avons médité sur le probleme d’ensemble
d’arcs retour®, et avons tenté, sans succes pour ’heure, de lier ces deux
probléemes qui semblent, dans I’esprit, si proches 'un de l'autre.

3feedback arc set
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Chapitre 5

Conclusion

Notre travail s’inscrit dans la problématique générale du passage de
I’étude de structures non-orientés a celle de structures orientées. Nous
étudions trois colorations possibles de graphes orientés ou mixtes au moyen
d’outils algorithmiques et combinatoires. Ce travail nous a amené a considérer
différentes partitions de ’ensemble des sommets d’un graphe orienté. Nous al-
lons, dans la suite, discuter de nos résultats en les regroupant en cinq parties;
les trois parties centrales reprendront globalement les résultats des chapitres
2 a 4 (soit, la coloration orientée, la coloration mixte et la décomposition
acircuitique), et les deux autres parties seront consacrées a des concepts
transversaux de la présente these. Il s’agit, en premier lieu, de la notion
d’homomorphisme et secondement, de considérations sur divers thématiques,
notamment sur le polynome chromatique.

Homomorphismes

Les différentes colorations que nous avons rencontrées au cours de nos
travaux peuvent étre reformulées au moyen d’homomorphismes, constituant
un cadre unificateur a la fois simple et élégant. Aussi, nos connaissances de
ces homomorphismes sont susceptibles d’éclairer I’étude des partitions. Hélas,
bien que la complexité des homomorphismes ait fait I’objet de nombreuses
études dans le cadre non orienté ([Hell et Nesetril, 2004]), le cas des homo-
morphismes orientés est moins connu, et encore moins celui des homomor-
phismes acircuitiques. Une premiere voie de recherche dans ce domaine serait
d’étudier les propriétés et caractéristiques de ces objets mathématiques, en
particulier sous leur angle algorithmique via des questions de complexités
soulevées par les homomorphismes orientés. Sur ce probleme, rappelons qu'’il
n’existe pas de résultat général de complexité, mais qu'une conjecture est
formulée dans [Bang-Jensen et Hell, 1990]. Compte tenu de la souplesse de
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ces objets mathématiques, il est vraisemblable qu’ils seront sources de fu-
tures réductions, permettant d’ajouter un formalisme possible pour montrer
la N'P-complétude d’un probléme. Néanmoins, nous pouvons conjecturer la
NP-complétude de bon nombre de ces questions. Aussi devons-nous treés pro-
bablement étudier la complexité des problemes de coloration par elle-méme,
que se soit par la recherche des familles polynomiales d’instances ou sous
I’angle de I"approximation du probleme d’optimisation associé.

Coloration orientée

La connaissance de la complexité de ce probleme a été améliorée. D’une
part, nous avons démontré que le probleme de la 4-coloration orientée est
NP-complet sur une famille restreinte de graphes orientés (en fait, la fa-
mille des graphes planaire bipartis acircuitique a degré borné), et d’autre
part, nous avons démontré que le probleme de la k-coloration orientée est
polynomiale pour la famille des graphes orientés multipartis. La famille N'P-
complete étant particulierement restreinte, il semble peu opportun, a I’avenir,
de chercher des classes encore plus spécifiques qui seraient elles-aussi N P-
complete. Par contre, la recherche d’autres classes polynomiales n’est pas a
exclure. En particulier, on préconise I’emploi de familles de graphes orientés
caractérisées par I’absence de certaines configurations.

Une réduction du probleme du Stable Maximum vers le probleme de la 4-
coloration orientée permet d’établir des résultats d’inapproximabilités pour
le probleme du nombre chromatique orienté : & moins que P n’égale NP,
ce probleme n’est pas approximable a rapport différentiel constant (contrai-
rement aux problemes de coloration dans le cadre non-orienté). Sous une
hypothése quelque peu plus forte (P # ZPP), ce probléme n’est pas approxi-
mable avec un rapport différentiel de O(n°!), pour tout ¢ strictement positif.
Plusieurs voies sont ici envisageables : premierement, le résultat d’inapproxi-
mation différentiel obtenu ne nous renseigne en rien quant a la nature de ce
probléme en approximation classique (méme s'il nous parait fort étonnant
qu’il soit facilement approximable compte tenu de la condition d’unidirec-
tion entre les classes), et deuxiemement ne nous dispense pas de rechercher
son appartenance exacte aux différentes classes de la hiérarchie de I'approxi-
mation différentielle. Néanmoins, nous préconisons une voie médiane entre
la recherche d’une famille polynomiale et celle d’un algorithme a garan-
tie de performance. On pourra en effet préférer rechercher une classe de
graphes orientés pour laquelle il existe un algorithme garantissant un rap-
port d’approximation différentiel ou classique intéressant. Cette voie nous
semble cumuler I'avantage de la restriction d’instances avec I’ambition d'un
résultat dépassant la limite fixée par le résultat d’inapproximabilité. C’est,
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par exemple, ce que nous pensons faire prochainement en adaptant la no-
tion de graphe « parfait » au cadre orienté. Notons que les conditions du
type absence de certaines configurations semblent particulierement propices
a l'obtention de familles approximables. Plus généralement, il ne serait pas
étonnant que ce type de condition permette ’'obtention de famille sur les-
quelles il est aisé de travailler, puisque cette caractérisation limite fortement
I'univers des possibles. Ainsi pense t’on qu’elle puisse étre mise en ceuvre
avec succes dans d’autres domaines, comme par exemple pour la recherche
des liens entre nombre chromatique orienté et d’autres indices du graphe
orienté.

Coloration mixte

Dans un premier temps, les liens entre la coloration mixte et les colora-
tions classiques et orientées sont établis, et nous permettent d’affirmer que
cette notion en est une généralisation. Nous décrivons un algorithme glouton
garantissant un rapport d’approximation différentiel pour les problemes de

nombres chromatiques mixtes (et donc orientée) égal & O (1{) fg(&);) Pour des
travaux a venir, cet algorithme semble améliorable tant au niveau pratique
(éventuelle implémentation) qu’au niveau théorique. En particulier, la res-
triction & des familles de graphes particuliers (spécialement si ces familles
permettent I'obtention d’'une majoration du nombre de couleurs de taille 1)
semble, la encore, un bon moyen d’obtenir de meilleures performances.
Nous introduisons, a partir de la coloration mixte, le polynome chro-
matique mixte qui est une généralisation des polynomes chromatiques clas-
siques et orientés. La formule de récurrence permettant son calcul de maniere
récursive est démontrée et nous établissons ses premieres propriétés. Etant
donné un graphe mixte G d’ordre n, il peut exister de nombreux graphes
mixtes d’ordre n ayant méme polynome chromatique mixte que G. Une ca-
ractérisation du graphe M (G), défini comme celui étant maximal au sens
des arétes, est donnée. Ce graphe mixte intervient dans I’étude des graphes
mixtes G dont les colorations mixtes coincident avec des colorations clas-
siques de Und(G). L’interprétation de la valeur en —1 du polynéme chro-
matique mixte est ensuite abordée, faisant écho a un résultat de Stanley
([Stanley, 1973]). Pour les graphes G tels que C(M(G)) = 0 (cf. page 41),
nous retrouvons exactement 'interprétation de Stanley donnée dans le cadre
non-orienté, et remarquons que I’ensemble de la théorie du polynome chroma-
tique est valable pour ces graphes. L’étude de cette interprétation se poursuit
sur deux familles de graphes mixtes : la premiere est celle des graphes mixtes
G vérifiant [C(M(G))| = 1, la seconde, celle des graphes mixtes G tels que
C(M(9)) = {{(z,y), (2, )}, {(z,y), (u,v)}} et les sommets x, y sont dans une
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composante connexe différente des sommets u,v,z, et t. Ces interprétations
font apparaitre un décompte du nombre d’orientations acircuitiques de M (G)
vérifiant certaines conditions.

L’extension de ces interprétations a d’autres familles semble difficile mais
néanmoins pas impossible a la condition d’introduire une notion englobant
les parametres pour I’heure mis en évidences : classe de connexité, existence
de chemin et / ou orientation dans le méme sens des paires d’arcs de C(G).

De maniere plus générale, le polynome chromatique est une notion
extremement riche, établissant des liens entre différents domaines de la
théorie des graphes. Il serait intéressant de regarder dans quelles mesures
les résultats connus dans le cadre classique se généralisent au cadre mixte.
Notons qu’il nous semble plus simple de regarder ces adaptations directement,
du cadre non orienté au cadre mixte plutot que du cadre non orienté au cadre
orienté, quand bien méme il serait plus spécifique que le cadre mixte. En ef-
fet, nous retrouvons, au sein du cadre mixte, le cadre classique, impliquant
que tout futur résultat mixte doive s’appuyer sur le cadre classique connu,
alors que I’établissement d’une propriété dans le cadre orienté ne nous laisse
pas ce palier.

Décomposition acircuitique

Nous démontrons la N'P-complétude du probleme Decs et complétons
cette étude en donnant un algorithme polynomial sur la famille des tour-
nois. Notre souhait étant d’établir un premier résultat de NP-complétude,
il nous semble relativement aisé d’améliorer ces résultats, soit par la re-
cherche de familles d’instances pour lesquelles ce probléme est N P-complet,
soit par celle de familles polynomiales. Du point de vu structurel, il serait
intéressant, de relier le nombre a-chromatique d’un graphe orienté a d’autres
parametres (ou indices) de ce graphe. De telles directions d’études paraissent
pour I’heure relativement aisées et fécondes. Par exemple, toute k-coloration
orientée d’un graphe est nécessairement une k-décomposition acircuitique
de celui-ci. Aussi, dec(G) < XO(B). Une telle inégalité suscite des interroga-
tions : quels sont les cas d’égalité 7 Existe t’il une inégalité inverse 7 Existe t’il
une inégalité inverse plus fine pour une famille particuliere de graphe? Une
telle inégalité permettrait d’hériter des différentes relations établies entre le
nombre chromatique orienté et d’autres parameétres du graphes (par exemple,
le nombre d’arboricité au moyen de [Kostoschka et al., 1997]). Une autre di-
rection de recherche consiste en 'approximation du probleme du nombre
a-chromatique, que nous n’avons pas étudié pour I’heure. Toujours dans ce
domaine, nous pouvons tenter de caractériser les graphes déterminés par la
connaissance croisée de deux indices. Par exemple, quels sont les graphes
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orientés G d’ordre 4 tels que Xo(@) =4 et dec(a) =37

Nous avons ensuite focalisé notre attention sur la notion de tour-
noi a-indécomposable (les seuls décompositions acircuitiques sont triviales)
et avons démontré que la probabilité qu'un tournoi d’ordre n soit a-
indécomposable tend vers 1 lorsque n tend vers I'infini. Au sein de cette fa-
mille, nous caractérisons, a 1’aide des tournois circulants, les tournois sommet-
critiques a-indécomposable (pour tout sommet = de G, le graphe orienté

\ {z} admet au moins une décomposition acircuitique non triviale).

La derniere partie de cette these est consacrée a la notion de polynome
chromatique acircuitique, que nous introduisons. Grace a I'introduction d’une
condition sur les paires de sommets, nous démontrons qu’il vérifie une for-
mule de récurrence et établissons ses premieres propriétés. De tres nombreux
travaux peuvent poursuivre ceux présentés ici. Par exemple, 'interprétation
en —1 est possible, tout comme I’étude de ’adaptation d’autres propriétés
du polynome chromatique a celui-ci.

Réflexions générales

La notion de polynome chromatique s’étend de la coloration classique
aux colorations orientées, mixtes et a la décomposition acircuitique. Sans
surprise, nous conjecturons qu’elle s’étend aux autres partitions de 1’en-
semble des sommets d’un graphe (orienté ou non) que nous avons cité en
introduction de cette these. Notons néanmoins que cette adaptation peut
parfois n’étre pas immédiate, comme nous l’avons observé dans le cas de
la décomposition acircuitique. Outre le questionnement sur I’adaptation des
propriétés du polynéome chromatique (classique) & ces nouveaux objets, nous
pensons qu’une approche axiomatique est possible. A savoir, quelles sont les
propriétés vérifiées par ces polynomes connaissant les contraintes imposées
sur ces partitions ? Par exemple, le polynome chromatique d’un graphe ayant
deux composantes connexes est le produit des polynomes chromatiques de
ces sous-graphes connexes. Cette propriété devient fausse pour la colora-
tion orientée. Est-ce le caractere orienté ou est-ce, plus finement, la pro-
priété d’unidirection entre les classes qui 'infere ? Dans le second cas, nous
en déduisons que cette propriété est, par exemple, fausse pour le polynome
chromatique acircuitique, mais vraie pour le polynome chromatique relatif a
la coloration orientée circulaire (qui n’impose pas la propriété d’unidirection
entre les classes monochromatiques).

Rechercher la « structure » d’un graphe peut se faire au moyen du cal-
cul de multiples indices. Différents travaux relient les indices les uns aux
autres, ce qui conduit a un intéressant probleme : si un indice est fortement
lié a d’autres indices, son calcul nous renseigne sur leurs valeurs, rendant

117



intéressant, le calcul de cet indice. Mais, d’'un autre coté, si un indice est
indépendant de tout autre indice (dans le sens oul nous ne connaissons au-
cune double inégalité fine), I'information qu’il contient sur le graphe ne peut
se déduire des autres indices; son calcul devient intéressant. Au final, tout
indice serait intéressant !

Enfin, d’autres approches des problemes de coloration que la notre
existent, notamment en classification. Notre problématique consiste a obtenir
une partition de ’ensemble des sommets minimisant le nombre de couleurs,
étant fixé qu’elle ne doit violer aucune condition. Une approche différente est
possible : fixons-nous le nombre de couleurs et cherchons a trouver une colo-
ration de I’ensemble des sommets minimisant le nombre de contraintes violées
par celles-ci (étant entendu qu’'une contrainte est violée, par exemple dans le
cadre de la coloration orientée, pour chaque arc dans une classe monochroma-
tique ou pour chaque arc contredisant I'unidirection entre les classes). Cette
approche permet alors le partitionnement d'un gros graphe en un nombre
fixé de petits graphes garantissant le respect d'une certaine structure.
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