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Introduction et contexte scientifique

La connaissance des forces agissant sur les structures mécaniques est d’une importance capitale dans

un grand nombre de domaine des sciences de l’ingénieur. L’analyse des contraintes, le diagnostic de

fatigue, ou même la prévision du comportement vibroacoustique des structures nécessite ce genre de

données. De nombreux modèles numériques type éléments finisles utilisent également. En général,

l’observation directe de ces forces se heurte à l’impossibilité de placer les capteurs adéquats entre les

sources d’excitations et la structure étudiée. Dans d’autres cas, les charges peuvent être mobiles ou

non localisées, empêchant l’utilisation de capteur de force. Afin de pallier ce problème, il a été déve-

loppé ces dernières années des méthodes dites indirectes. Elles sont basées sur la mesure de quantités

aisément observables (déplacements, vitesses, accélérations, pressions, contraintes...) et d’une carac-

térisation des paramètres du système. Cette introduction,après une description du sujet, a pour but de

présenter différentes méthodes indirectes et d’exposer leurs caractéristiques principales.

Description du sujet

L’objectif principal de la méthode exposée ici est de reconstruire les efforts auxquels les limites d’une

structure sont soumises, à partir de la mesure des déplacements. Ces déplacements de la structure

sont généralement créés par une excitation, appliquée directement sur la structure. Cette excitation

peut être, ponctuelle ou répartie, de type force ou moment.

Lorsque l’on s’intéresse aux limites d’un domaine, et que ces dernières ne coïncident pas avec les

points d’application des forces extérieures, les efforts rencontrés sont internes au matériau, c’est à

dire, l’effort tranchant et le moment fléchissant. Ces quantités dépendent directement des dérivées

spatiales du déplacement.

L’estimation des dérivées aux frontières, nécessaires à l’identification d’effort, est problématique.

Impossibles à mesurer directement, ces dérivées ne sont accessibles qu’à la suite d’approximations
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généralement peu précises aux limites des domaines. De plus, ces méthodes sont instables, c’est à

dire très sensibles aux faibles variations des données d’entrée.

Jusque là de nombreuses méthodes d’identification localisent et caractérisent avec précision les efforts

injectés à l’intérieur d’un domaine d’étude (cf. [PEZ 96], [FS 96]), mais à l’approche des limites du

domaine, elles deviennent inefficaces.

Physiquement, on entend par problème inverse, la recherchedes causes d’un phénomène à partir

de la connaissance des effets. En ce sens, l’approche proposée dans ce travail n’est pas toujours un

problème inverse, car les efforts internes aux limites, ne sont pas forcément les causes des vibrations

se propageant dans la structure, mais une conséquence. Cette recherche d’effort interne à partir de

la mesure des déplacements correspond mieux à la définition de mesure indirecte. C’est à dire que

l’on estime une quantité à partir de la mesure d’une autre. Cependant, dans de nombreux cas, il

sera possible de faire correspondre les limites du domaine d’étude avec les points d’application des

forces extérieures. Dans ce cas la méthode développée ici vérifiera la définition physique du problème

inverse.

Mathématiquement, la grande majorité des acousticiens entendent par problème inverse, inversion de

matrice et minimisation de fonctionnelle d’écart. Ils ont raison. L’approche présentée dans ce manus-

crit n’est pas typique des problèmes inverses au sens des mathématiques. La méthode est ici locale, et

nécessite la connaissancea priori de l’équation de mouvement de la structure. L’utilisation de fonc-

tions tests permettant l’extraction des quantités recherchées à partir de cette équation de mouvement

est une des particularités de la technique. De plus l’utilisation d’intégrales spatiales pour le calcul

d’identification régularise naturellement ce problème.

L’approche des limites de la structure, l’utilisation de fonction test et les calculs sous forme intégrale

sont les trois originalités de cette méthode d’identification d’effort.

Techniques de caractérisation de sources

Le mouvement vibratoire d’une structure dépend de plusieurs paramètres : les forces extérieures, les

caractéristiques physiques de la structure (dimensions, formes, matériaux,...) et les conditions aux

limites. Toutefois en considérant un domaine particulier,il est possible qu’aucune force extérieure

ne soit directement appliquée à l’intérieur de celui-ci, etque les vibrations soient transmises via les

efforts internes présents aux limites du domaine. Ces limites sont alors les sources de la vibration

qui anime le domaine considéré. On entend donc par "sources", les efforts qui sont à l’origine du
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mouvement vibratoire de la structure étudiée.

La caractérisation de source est un vaste domaine d’étude envibration et en acoustique. On comprend

aisément l’importance de la connaissance des causes des vibrations, quelle que soit leur provenance

(forces extérieures ou vibrations transmises par les limites des structures). De nombreuses approches

ont été développées dans différents domaines.

Il existe deux grandes familles de techniques d’identification de sources. Celles issues du domaine

acoustique et celles issues du domaine vibratoire. Pour le domaine acoustique, ces techniques sont

basées sur la connaissance et l’analyse du champ acoustiquerayonné par une structure vibrante. La

plus célèbre, l’holographie acoustique en champ proche (cf. Maynardet al. [MWL 85]) a pour objet

la reconstruction de la déformée d’une surface vibrante à partir de la mesure des pressions en champ

proche par rétro-propagation des ondes acoustiques. Cettetechnique est basée sur la transformée de

Fourier spatiale bidimensionnelle, permettant de calculer le champ acoustique dans le domaine du

nombre d’onde. Elle présente des instabilités, et amplifie considérablement le bruit inhérent à toute

mesure lors de la rétro-propagation du champ de pression. D’autres méthodes ont été également dé-

veloppées pour identifier les sources des champs de pression. Sans que celles-ci ne soient le sujet de

cette thèse, centrée sur les vibrations, nous pourrons toutde même citer les techniques d’antennerie

(cf. [DBHW 95]) ou les méthodes utilisant les éléments finis de frontière (cf. [SH 01]).

Dans le domaine vibratoire, c’est l’intensimétrie structurale, définie par analogie avec l’intensité

acoustique, qui est à la base des techniques de localisationde source. Elle a été développée, dans les

travaux de Pavic [PAV 76] et de Noiseux [NOI 70], pour analyser la propagation des ondes de flexion

dans les structures simples. On peut ainsi cartographier les flux de puissance, et analyser le chemin

parcouru par l’énergie vibratoire. La connaissance seule du déplacement transverse suffit. Mais ces

méthodes présentent les instabilités caractéristiques des problèmes inverses. Cela est dû au calcul des

dérivées spatiales de la structure, qu’elles soient calculées par différence finies (cf. [PAV 76]) ou par

projection dans la base modale (cf. [GP 93]). L’intensimétrie est devenue un outil courant et a été uti-

lisée dans de nombreux travaux, notamment dans des travaux d’identification tels que ceux de Zhang

et al. (cf. [ZMI 96b],[ZMI 96a]).

L’identification et la caractérisation de source se basant sur les équations de déformation des struc-

tures étudiées reliant champ d’excitation et champ vibratoire mesuré ont été largement développées.
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Pézerat (cf. [PEZ 96], [PG 00], [PG 95a], [PG 95b] et [PG 96]) utilise un shéma aux différences finies

pour discrétiser les équations de mouvements et localiser les sources. Zhanget al. (cf. [ZMI 96b] et

[ZMI 96a]) utilise une transformée de Fourier bidimensionnelle des déplacements mesurés afin de

passer dans le domaine des nombres d’onde. Ils utilisent et comparent une formulation d’intensimé-

trie définie par Pavic [PAV 76] et une autre définie par Romanoet al. [RAW 90], qui, combinée aux

équations de mouvement permettent de caractériser les sources. Fregolent (cf.[FS 96]) utilise directe-

ment l’équation de déformation exprimée dans le domaine desnombres d’onde.

D’autres approches toujours basées sur la déformée de la structure étudiée, envisagent le problème

du point de vue modal. Ainsi Granger et Perottin (cf. [GP 99] et [PG 99]) se servent d’un modèle

modal de la structure et d’une transformée spatiale de l’excitation pour reconstruire une excitation

répartie. Des méthodes permettant aussi de quantifier le nombre d’excitations auxquelles est soumise

la structure ont été développées. Pour cela Shihet al. [SZA 89] calculent et comparent point à point

l’incohérence spatiale des efforts reconstitués afin de déterminer ensuite leur nombre et leur locali-

sation. Guillaume, Parlooet al. (cf.[PVGVO 02],[GPVDS 02]et [GPDS 02]) utilisent également une

description modale de la structure. Ils ont mis en place une méthode qui réduit le nombre d’efforts

calculés et les suppose ponctuels. Cette technique de pondération, supposant que la plupart des efforts

trouvés n’existent pas et sont dûs au mauvais conditionnement du problème, cherche ainsi à minimiser

le nombre de sources. Cela affine et stabilise la reconstruction d’efforts. Récement Liu (cf. [LS 06])

a proposé une méthode d’identification d’efforts distribués pour laquelle les fonctions composant la

base modale ne sont définies que sur l’espace soumis à l’excitation, contrairement aux méthodes mo-

dales classiques où ces fonctions doivent être connues sur l’ensemble de la structure.

Toutes ces méthodes, ainsi que celles développées dans cet ouvrage, ont des étapes communes dans

leur mise en place. Les procédures classiques d’identification de sources se déroulent de la manière

suivante :

- Description de la structure,

- Acquisition des réponses vibratoires,

- Reconstitution des efforts.

Ces étapes sont décrites dans les paragraphes suivants.
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Description de la structure

Quel que soit le travail entrepris, il est indispensable de décrire le comportement dynamique de la

structure étudiée. On peut le faire selon trois approches : analytique, numérique ou expérimentale.

Analytique

L’approche analytique est issue de la théorie des milieux continus. Elle relie directement les mou-

vements de la structure et les forces excitatrices. Considérant le système comme continu ce dernier

est décrit par des équations aux dérivées partielles temporelles et spatiales (cf. Guyader [GUY 02]).

Le système décrit ainsi aura une infinité de modes propres quiseront exprimés à l’aide de fonctions

propres. Ce type d’approche est utilisé dans certains travaux sur des structures simples (cf. [PEZ 96],

[ZMI 96b], [DCR 92] et [FS 96]), ainsi que dans cette thèse.

Numérique

L’approche numérique est basée sur la description du comportement vibratoire des structures par

éléments finis. Contrairement à l’approche précédente, celle-ci permet de décrire des structures aux

formes complexes. Le système étudié sera ainsi considéré comme un ensemble de masse, de raideur

et d’amortissement, ayant un nombre de degrés de liberté limités. La structure vibrante aura donc un

nombre de modes propres finis, définis par des vecteurs propres. Cette approche est utilisée dans de

nombreux problèmes inverses, que ce soit pour l’identification des conditions limites (cf.[KSMY 05]

et [AJM 01]), pour l’intensimétrie (cf.[GP 93]),pour la reconstruction de paramètre (cf.[GLA 99] et

[GLA 04]) ou pour l’identification de source (cf.[LEC 03], [MCL 03]).

Expérimentale

L’approche expérimentale consiste à décrire le comportement vibratoire de la structure à partir de

mesures. Elle permet également d’étudier des structures deformes complexes. Elle implique une dis-

crétisation spatiale du système en un certain nombre de points d’excitation ou de mesure. Le principe

est de caractériser la relation linéaire entre une force d’excitation en un point et une réponse en un

autre point de la structure. La plupart des travaux basés surcette technique utilisent une transformée

de Fourier de ces données afin de travailler dans le domaine fréquentiel. Ainsi la réponseXi(ω) me-

surée au pointj lors d’une excitation impulsionnelle au point d’entréei, n’est autre que la fonction de
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transfertHij(ω) entre les pointi et j.

Xi(ω) = Hij(ω)Fj(ω) (1)

oùFj(ω) est un effort quelconque appliqué au pointj.

Cette approche a elle aussi été le sujet de nombreux travaux souvent liés à des structure mécaniques

industrielles. Ainsi Zhang [ZHA 98] développe plusieurs méthodes d’identification de source basées

sur des mesures expérimentales de réponse. Une première utilisant la transformée de Fourier des

réponses vibratoires, se limite aux champs parfaitement cohérents. Afin de pallier ce problème, il dé-

veloppe une méthode inverse utilisant la matrice interspectrale des réponses vibratoires. L’utilisation

des interspectres et des autospectres des réponses est une technique répandue, on peut également citer

les travaux d’identification de Jinet al.[JBHW 93]. Leclere [LEC 03] s’intéresse d’avantage aux stra-

tégies de pondération afin d’affiner et stabiliser cette méthode d’identification appliquée au moteur

diesel.

Acquisition des réponses

Les réponses vibratoires d’un système soumis à une excitation, peuvent être mesurées de différentes

manières. Contraintes, vitesses ou accélérations sont lesquantités généralement utilisées dans ces

méthodes. Jauges de contraintes, vibromètres ou accéléromètres pouvant aisément être positionnés

sur la surface de la structure étudiée afin de la caractériser, sont les capteurs les plus couramment

utilisés. Contraintes, accélérations, vitesses ou déplacements sont des quantités liées, et la mesure de

l’une d’elle permet en principe de calculer les autres.

Reconstruction des efforts

Une fois le système décrit et la réponse de la structure sous excitation mesurée, un traitement des

données est nécessaire afin de reconstruire les efforts à l’origine de la vibration. Certaines méthodes

(cf. [PEZ 96], [ZMI 96b]) nécessitent juste une manipulation de l’équation de mouvement ou d’une

formulation de l’intensimétrie afin d’extraire les efforts. Mais dans certains cas, notamment pour les

descriptions numériques ou expérimentales de la structure, l’inversion de la matrice de transfert est

une étape complexe et obligatoire.

Les paragraphes suivants ont pour but de donner au lecteur une vision globale d’un certain nombre

de phénomènes classiques des problèmes d’identification detype numérique ou expérimental qui
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peuvent être rencontrés. Même si ces notions ne sont pas directement utilisées dans cette thèse, leur

connaissance est fondamentale pour toute personne qui s’intéresse aux problèmes inverses liés aux

vibrations acoustiques. Il était donc indispensable d’en faire état dans ce travail.

Problème inverse et problème mal posé

Les problèmes de vibroacoutique linéaires peuvent se poserde la façon suivante :

Ax = y (2)

où x est la grandeur d’entrée,A les paramètres physiques du système sollicité, ety la réponse de ce

système. Pour un problème de vibration, par exemple,x pourrait être la force excitatrice extérieure,

A les caractéristique de la structure, ety le champ de déplacement vibratoire.

Ainsi, l’étude des systèmes vibrants propose trois problèmes de base :

1. Calculer la réponsey du système à partir de la connaissance des données d’entréex et des pa-

ramètresA de ce système.

2. Calculer les paramètresA du système à partir de la connaissance des données d’entréex et de

la réponsey de ce dernier.

3. Calculer les données d’entréex à partir de la connaissance de la réponsey et des paramètresA

de celui-ci.

Les problèmes du premier type sont communément appelés problèmes directs. Les problèmes du

deuxième type (identification de paramètre) et du troisièmetype (identification de sources) sont ap-

pellés problèmes inverses. La résolution des 2ème et 3ème types de problèmes nécessite généralement

l’inversion du modèle étudié.
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Il arrive souvent que cette notion de problème inverse rejoigne le concept du problème mal posé,

introduit par Hadamard [HAD 02] au début du siècle. Un problème sera dit mal posé s’il ne vérifie

pas les conditions suivantes :

1. La solution du problème existe,

2. La solution est unique,

3. La solution est stable.

Si ces trois aspects sont respectés, le problème est dit "bien posé". Les deux premières conditions

sont booléennes au sens mathématique du terme, c’est à dire soient vraies ou soient fausses. En re-

vanche pour la plupart des méthodes inverses, la stabilité n’est pas assurée. Dans le cas des problèmes

directs, généralement bien posés, on évalue les effets à partir de causes connues. Mathématiquement

cela revient à intégrer les données d’entrées. Cette intégration aura pour effet de lisser la solution, la

rendant ainsi stable. Le problème inverse équivaut donc à unprocessus de différentiation, beaucoup

plus complexe à résoudre (cf. Stevens [STE 87]), et fortement instable, en effet une petite variation

des données d’entrées entraîne de grande variation de la solution. Malgré ce handicap les méthodes

inverses furent développées dans de nombreux travaux. Il est toutefois important de souligner que

tous les problèmes inverses ne sont pas mal posés et que tous les problèmes mal posés ne sont pas

inverses. Le lecteur trouvera une bibliographie de la littérature consacrée à ce domaine ci dessous.

Parmi tous les formalismes, on peut retenir deux grande tendances : le principe probabiliste et le

principe déterministe. Malgré leur différence de forme, ces deux principes cherchent à pallier les

problèmes d’instabilité de l’inversion en régularisant leproblème par une informationa priori sur le

résultat.

L’approche probabiliste des problèmes inverses dévellopée par Tarantola et Arsenine [TAR 87] a pour

fondement le caractère aléatoire des erreurs qui affectentles données. Elle se propose de quantifier

toute l’information que l’on possède sur une variable (donnée ou inconnue) par une fonction densité

de probabilité. La solution du problème sera alors composéeelle même d’une densité de probabilité.

En vibroacoustique, peu de travaux abordent le problème inverse de façon probabiliste, on peut tout

de même citer le travail de Bonnet [BON 91] sur le rayonnementacoustique des structures.
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L’approche déterministe, plus répandue, est utilisée dansla plupart des travaux récensés dans la lit-

térature. Elle est basée sur la minimisation d’une fonctionnelle d’écart entre les quantités mesurées

et les quantités calculées à l’aide du problème direct. L’ouvrage de Tikhonov [TA 76] aborde le pro-

blème de façon déterministe et introduit la notion d’opérateur régularisant permettant de calculer

une solution approchée (quasi solution) et rendant le problème stable. Cette oprération est appellée

"régularisation", elle est nécessaire dans un grand nombrede problème inverse.

Instabilité du problème et techniques de régularisation

L’inversion de la matrice de transfert

L’équation 3 nous donne une formulation directe du problème.

Xi(ω) = Hij(ω)Fj(ω) (3)

Afin de reconstruire les efforts, la solution qui vient en premier lieu est de calculer :

{F (ω)}n = ([H(ω)]mn)−1{X(ω)}m (4)

où ([H(ω)]mn)−1 est l’inverse de la matrice de transfert.

Cette méthode requiert l’égalité du nombre d’efforts recherchés et du nombre de réponses mesurées.

Cependant, afin de stabiliser le problème, il est intéressant de surdimensionner la quantité d’informa-

tions introduite. Ainsi le nombre de point de mesure étant supérieur au nombre d’efforts recherchés,

la matrice de transfert[H(ω)]mn sera rectangulaire et le système à résoudre de la forme :

{F (ω)}n = [H(ω)]+mn{X(ω)}m (5)

avecm > n et où[H(ω)]+mn est la pseudo-inverse de la matrice de transfert. Cette solution {F (ω)}n

est appellée solution au sens des moindres carrés, car ce n’est pas une solution exacte sur le plan

mathématique. En effet si on ré-injecte les{F (ω)}n calculés, dans l’équation 3 le vecteur{X(ω)}m

obtenua posteriorin’est pas strictement égal au vecteur{X(ω)}m introduit initialement dans 5. Une

solution au sens des moindres carrés implique donc une reformulation mathématique du problème

initial qui peut être formulé de la sorte :

Déterminer{F (ω)}n à partir de{X(ω)}m et de[H(ω)]mn

satisfaisant la relation{X(ω)}m = [H(ω)]mn{F (ω)}n
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La formulation au sens des moindres carrés est exprimée par :

Déterminer{F (ω)}n à partir de{X(ω)}m et de[H(ω)]mn

en minimisant la quantité‖{X(ω)}m − [H(ω)]mn{F (ω)}n‖

L’appellation moindres carrés vient du fait que l’on cherche à minimiser la norme Euclidienne de

cette différence.

Cette notion des moindres carrés est très importante et de nombreux ouvrages en traitent (cf.[LH 74]).

Gladwell [GLA 04] fait remarquer qu’en ingéniérie, l’approche quasi-universelle des problèmes in-

verses est au travers des moindres carrés, c’est à dire : trouver un système qui minimise la distance

entre la réponse mesurée et la réponse désirée.

Les erreurs entachant la reconstruction des efforts sont influencées par deux principaux facteurs :

l’erreur sur les fonctions de transfert mesurées, et le mauvais conditionnement de la matrice de trans-

fert. Rappelons que le conditionnement de la matrice[H(ω)]mn représente le degré d’indépendance

linéaire des déformées de la structure dues aux excitations. Cette notion peut être quantifiée par le

nombre de conditionnement de[H(ω)]mn qui est le rapport entre la plus grande et la plus petite de ses

valeurs singulières.

Cette sensibilité du problème a été largement étudiée. Thite [TT 03], Starkey [SM 89] et Blau [BLA 97]

analysent dans leurs travaux, l’influence de chacune de ces sources d’erreur à partir de différentes

techniques d’identification. Les derniers travaux de Blau approfondissent l’analyse statistique des

erreurs de mesures dans les techniques de mesures indirectes d’efforts (cf.[BLA 99] et [BLA 99]).

Optimisation de l’inversion

Afin d’améliorer l’inversion de la matrice de transfert, Maset al. [MSW 94] proposent une technique

qui se base sur la pondération des moindres carrés. Le fait depondérer les termes du vecteur déjà

minimisé permet d’ajuster l’importance accordée à chaque ligne du système. Cette méthode a été

développée et analysée, notamment par Leclereet al. (cf.[LPLP 04]) qui proposent une comparaison

entre pondération des moindres carrés et pondération des moindres carrés totaux. Cette comparaison

est également faite par Liu (cf. [LS 05]) qui complète ces méthodes en y ajoutant une étape de ré-

gularisation. Guillaumeet al. [GPDS 02] affinent cette technique de pondération afin de quantifier le

nombre d’efforts injectés dans la structure étudiée.

Une autre approche, initiée par Desanghere [DS 85], consiste à passer en base modale afin de faciliter
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l’inversion de la matrice de transfert. Pour cela, les entrées et sorties du système sont projetées dans

la base des modes propres de la structure. Cette technique a été largement developpée (cf. [SZA 89],

[ZAB 90], [WG 93], et [HCDV 97]). Elle nécessite malgré tout la connaissance du comportement mo-

dal de la structure, et la gamme de fréquence étudiée sera limitée par les modes pris en compte dans

le calcul. De plus, l’omission d’un mode propre dans cette bande de fréquence affectera grandement

la justesse du résultat.

Méthode de régularisation

La résolution d’un problème mal posé doit donc passer par lesnotions de solution approchée et de

solution stable : c’est le but des méthodes de régularisation. Il s’agit de réduire l’hypersensibilité de

la solution aux variations des données d’entrées. Deux grandes approches de régularisation peuvent

être citées : la régularisation de Tikhonov et la TSVD (truncated Singular Value Decomposition).

La plus ancienne de ces méthode, celle de Tikhonov [TA 76], consiste à stabiliser le problème en mini-

misant la norme‖{X(ω)} − [H(ω)]{F (ω)}‖ par l’introduction d’un opérateur régularisantβ(ω). Le

problème revient à minimiser la quantité‖{X(ω)} − [H(ω)]{F (ω)}‖+β(ω) ‖{F (ω)}‖. On cherche

via cette démarche une procédure de calcul d’une approximation qui adoucisse les effets du bruit et

qui fournisse une solution physiquement stable. Si on donneun poids trop important à l’opérateur ré-

gularisant, on conçoit aisément que la solution (par rapport à une hypothétique solution exacte) peut

être altérée de façon non négligeable : ceci est un avantage dans le cas où l’on est sûr de l’information

a priori. Si, en revanche, cette information est peu sûre, on doit trouver, via le paramètre de régulari-

sation, le juste compromis entre la stabilité et la vraisemblance de la solution obtenue.

La méthode de troncature de valeurs singulières est beaucoup plus répandue. Elle a été décrite dans

le cadre de la mesure indirecte d’efforts par Powell [PS 84].Le principe est d’exprimer la matrice de

transfert sous cette forme :

[H ]mn = [U ]mn[S]nn[V ]∗nn (6)

où [U ]mn et [V ]∗nn sont des matrices unitaires, et[S]nn est la matrice diagonale des valeurs singulières

classées par ordre décroissant. Le nombre de valeurs singulières non nulles de[H ]mn définit son

rang, c’est à dire le niveau de dépendance linéaire de ses colonnes. En pratique, aucune des valeurs

singulières n’est nulle, mais certaines sont très faibles.Ce sont ces faibles valeurs singulières, qui

sont la cause de l’hypersensibilité du problème en amplifiant considérablement le bruit de mesure.
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Le principe de cette régularisation sera donc de considérercomme nulles, toutes valeurs singulières

inférieures à un certain seuil fixé. Ce seuil sera alors le paramètre de régularisation. Il est généralement

dépendant du niveau d’incertitude des fonctions de transfert composants[H ].

Cette méthode, simple d’utilisation, a été utilisée dans denombreux travaux d’identification (cf.

[EJR 88], [WG 93], [HEN 94], [SZA 89], [PG 00]et [HDCV 99]). Cependant l’omission de valeurs

singulières, même si elle régularise le problème, entraîneen acoustique une sous estimation de la

puissance acoustique globale (cf. [MOO 03]). Des techniques d’ajustement ont donc été dévelop-

pées. Moorhouse (cf. [MOO 03]) propose une méthode qui ajuste la puissance estimée et la puissance

mesurée afin de compenser l’annulation de certaines valeurssingulières. Pézerat [PG 00] compare

la TSV D avec une régularisation par filtrage des hauts nombres d’ondes, initialement développée

avec la technique RIFF. L’étude montre que la troncature desvaleurs singulières est physiquement

équivalente à un filtrage en nombre d’onde.

Autres problèmes inverses appliqués aux vibrations et à l’acous-

tique

Dans le domaine des vibrations et de l’acoustique, les problèmes inverses sont nombreux. Mise à part

l’identification de source, expliquée précédemment, on trouve de nombreuses et diverses applications.

Il est important de noter que tous ces travaux considèrent lasource de la vibration fixe et en ré-

gime harmonique. Mais il existe des techniques de localisation ou de caractérisation de sources ne

correspondant pas à ces critères. Zhu et Law (cf.[ZL 01], [ZL02] et [ZL 03]) ont développé des mé-

thodes d’identification d’effort mobile, basées sur l’équation de déformation de la structure et sur

une régularisation de type Tikhonov. La technique est limitée aux efforts non oscillants. L’étude des

vibrations créees par un effort oscillant et mobile, est extrèmement complexe. Ces travaux en sont

encore au stade du problème direct. Pesterev et Bergman y ontconsacré de nombreux articles (cf.

[PB 97a],[PB 97b],[PB 00]).

L’identification des conditions aux limites est également un problème complexe. Pézerat [PEZ 96]

propose une méthode simple basée sur le calcul des impédances de translation et de rotation afin

d’identifier des conditions aux limites extrèmes : appuyées, encastrées, guidées, ou libres. Divers mé-

thodes numériques et expérimentales ont été mises au point.Elles utilisent principalement sur un mo-

dèle élements finis. On peut citer entre autres les travaux deKamiya[KSMY 05] et de Ahmadian[AJM 01].
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L’identification des paramètres d’un système vibrant, c’est à dire ses raideurs, ses masses ou ses

amortissements est aussi un cas de problème inverse. Gladwell et Ram (cf. [GLA 04], [RAM 94],

[RG 94], [GLA 99] et [GLA 04]) ont largement étudié la question numériquement. Ils s’intèressent à

reconstruire un modèle éléments finis en se basant sur l’analyse de ses modes propres.

Position du sujet

Le but principal de la méthode exposée ici, est la détermination des efforts présents à la limite d’un

domaine, à partir de la mesure du champ des déplacements à l’intérieur du domaine considéré.

Ce travail se démarque des nombreux travaux déjà existants.Effectivement la recherche des efforts

aux limites est un sujet d’intérêt. Il est cependant extrêmement complexe, effectivement,le fait que

l’on se positionne à la limite, réduit le nombre d’informations mesurables. Les efforts sont des quan-

tités proportionnels aux dérivées spatiales du déplacement, pour estimer ces dérivées à partir de dé-

placements mesurés, il est courant d’utiliser des informations suitées d’un côté et de l’autre du point

considéré. L’approche des limites devient donc problèmatique car on ne dispose pas d’information en

dehors du domaine. Cet aspect fut déjà souligné dans le travail de Pézerat [PEZ 96] en developpant

la technique RIFF qui identifie les sources présentes à l’intérieur d’un domaine à partir du champ

de déplacement discrétisé. L’utilisation de schéma aux différences finies pour l’estimation des déri-

vées spatiales, pose problème à l’approche des limites du domaine. La technique developpée dans ce

manuscrit se veut être complémentaire de RIFF en identifiantles efforts aux limites.

Cet aspect inovant présente de nouvelles perspectives de recherche dans de nombreux domaines de la

vibroacoustique, telles que l’identification de défauts oude conditions aux limites.

La méthode montre que l’utilisation de fonctions test est d’un grand intéret et permet avec succès

l’extraction de données à partir des équations modélisant les systèmes. Ce concept peut être étendu au

delà des vibrations ou de l’acoustique. Les sciences utilisant couramment des équations différentielles

telles que la mécanique des fluides ou la thermique pourraient exploiter le concept de fonction test,

associé aux formulations intégrales des sytèmes pour des applications variées.
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Soulignons ici le fait que l’approche proposée se veut générale. En se concentrant sur les équations

décrivant les phénomènes physiques, le développement de laméthode n’est pas orienté vers un champ

d’application particulier tel que les problèmes vibro-acoustiques ou vers d’autres domaines plus gé-

néraux (le génie civil, micro-système,...) .

Cependant plusieurs facteurs sont à considérer. Les limites fréquentielles rencontrées lors des simu-

lations et expériences peuvent sembler restreindre les applications à un certain type de problème.

Or, les gammes de fréquence d’intérêt des différents domaines d’application sont indirectement liées

aux dimensions de la structure (basses fréquences en génie civil, moyennes fréquences en vibro-

acoustique,...). Il est montré dans cette étude que les limites fréquentielles de la méthode proposée

dépendent directement de la taille du domaine de mesure et varient en conséquence avec la structure

étudiée. Il est donc envisageable que les limites fréquentielles s’adpatent naturellement au domaine

d’application.

Il faut toutefois souligner le fait que le développement s’est fait au sein du laboratoire de vibrations

et d’acoustique (LVA) dont les problèmes vibro-acoustiques sont l’orientation principale. Ainsi les

commentaires et analyses présents dans ce mémoire peuvent amener à penser que la méthode est

dédiée à de tels problèmes. Il n’en est rien. Si les phénomènes physiques présents dans le système

étudié peuvent être modélisés par les équations utilisées pour établir la méthode d’identification alors

la méthode et ses limites restent théoriquement valables.
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Structure du document

L’enemble du document s’articule en 7 chapitres :

-Le premier introduit le formalisme choisi pour la reconstruction de l’effort tranchant et du moment

fléchissant dans le cas d’une poutre en flexion. Les définitions des fonctions test y sont présentées

ainsi que des exemples.

-Le deuxième est consacré aux approximations et aux incertitudes qui détériorent la reconstruction.

Elles sont analysées grâce à des simulations numériques. Ons’interesse tout d’abord à l’erreur de

discrétisation puis aux effets des bruits de mesure sur la reconstruction.

-Le troisième présente les validations expérimentales surpoutres de la reconstruction de l’effort tran-

chant et du moment fléchissant.

-Le quatrième propose une autre utilisation de la méthode pour l’identification des conditions aux

limites.

-Le cinquième étend la méthode aux structures 2D planes. Certaines étapes y sont réétudiées.

-Le sixième analyse les approximations et les incertitudesde la reconstruction d’efforts dans le cas

des plaques en flexion par simulations numériques.

-Enfin, le septième présente une validation expérimentale de la reconstruction de l’effort tranchant

local à la limite d’une plaque en flexion.

32



Chapitre 1

Reconstruction de l’effort tranchant et du

moment fléchissant : Cas d’une poutre en

flexion

1.1 Objectifs du chapitre

L’objectif du chapitre est de présenter et d’expliquer la méthode de reconstruction de l’effort tranchant

et du moment fléchissant aux limites d’un domaine d’étude. Afin de faciliter la compréhension de

l’approche, le chapitre se limite aux poutres en flexion. L’extention de la technique aux plaques,

nécessitant d’importantes modifications, sera présentée àpartir du chapitre 5. Après un bref rappel des

équations de base du problème vibratoire, l’approche mathématique permettant le calcul des efforts

tranchants et moments fléchissants est présentée.

1.2 Equations de base du problème

Dans ce travail, nous avons pour objectif la reconstructionde l’effort tranchant et du moment fléchis-

sant à partir des déplacements d’une poutre vibrant en flexion. Nous considérerons un mouvement

harmonique tel que :

w(x, t) = w(x)ejωt (1.1)

oùw(x) est l’amplitude du déplacement transversal de la poutre etω la pulsation de l’excitation.
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Les expressions de l’effort tranchantT et du moment fléchissantM en un point quelconque de la

poutre, sont données par (cf. [GUY 02]) :







T (x) = EI ∂3w
∂x3 (x)

M(x) = EI ∂2w
∂x2 (x)

(1.2)

où E est le module d’Young complexe,I l’inertie de flexion etw le déplacement transversal. On

constate donc que ces quantités sont directement proportionnelles aux dérivées troisième et seconde

du déplacement. Dans la suite du travail on s’intéressera à l’effort tranchant et au moment fléchissant

à la limite du domaine considéré.

Le champ des déplacementsw(x) issus des vibrations transversales est la solution d’une équation dif-

férentielle du quatrième ordre. Dans un domaine[a,b] d’une poutre homogène, l’équilibre du système

est régi par l’équation de mouvement :

EI
∂4w

∂x4
(x) − ρSω2w(x) = F (x) pour x ∈]a, b[ (1.3)

où ρ est la masse volumique du matériau, S la section de la poutre et F (x) la distribution de force

excitant la structure.

Les équations 1.4 et 1.5 donnent l’effort tranchant et moment fléchissant dûs aux conditions aux

limites du domaine considéré ( fig 1.1).

FIG. 1.1 – Tronçon [a,b] d’une poutre en flexion soumise à différents efforts, forces ou moments
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EI ∂3w
∂x3 (x) = Ft1(w)

pour x = a

EI ∂2w
∂x2 (x) = Mf1(w)

(1.4)







EI ∂3w
∂x3 (x) = Ft2(w)

pour x = b

EI ∂2w
∂x2 (x) = Mf2(w)

(1.5)

Les quantités décrites pas les termesFt1(w), Mf1(w), Ft2(w) et Mf2(w) représentent les efforts ap-

pliqués à la poutre aux pointsx = a et x = b. Ils sont nuls si ces points sont les extrémités libres

d’une poutre. Ils représentent l’effort tranchant ou le moment dû aux efforts internes si la poutre ne

se restreint pas au domaine étudié, etc...

Les équations 1.3, 1.4 et 1.5 fournissent la base de notre problème, dans la méthode RIFF (cf.[PEZ 96]),

l’inconnue recherchée estF (x), distribution de force excitatrice dans le domaine]a, b[. Il est impor-

tant de souligner que notre objectif n’est pas de la calculer, elle sera supposée connue ou nulle, mais

d’identifier l’effort tranchant et le moment fléchissant auxlimites d’un domaine d’étude, c’est à dire

les quantités décrites par les équations 1.4 et 1.5. Les limites du domaine d’étude pouvant coïncider

avec les limites de la structure, nous pourrons reconstruire T et M aux extrémitées physiques de la

poutre. Remarquons que dans le cas où l’effortF s’appliquerait à une extrémité libre de la poutre,

alors le calcul deT équivaudrait au calcul deF , cet aspect sera d’ailleurs utilisé lors de la validation

expérimentale de l’approche.

En regardant les équations 1.2, 1.4 ou 1.5, on pourrait imaginer une méthode de calcul basée, comme

dans la méthode RIFF, sur l’estimation des dérivées spatiales avec des techniques de type "différences

finies". La méthode proposée par la suite est différente pourplusieurs raisons. Il est bien connu que

l’estimation des dérivées spatiales aux extrémités présente de grandes difficultés. Effectivement, les

méthodes classiques utilisent des schémas dits "centrés",où le point de calcul doit être encadré de

plusieurs points de mesures, ce qui est impossible aux extrémités. Il existe aussi des schémas décen-

trés qui permettent une estimation des dérivées aux limites, malheureusemnt ces derniers présentent

l’inconvénient de ne pas aussi bien converger que les schémas centrés. De plus ce type d’estimation

présente une très grande sensibilité au bruit. Afin de palierce problème, une étape de régularisation

est généralement nécessaire. La méthode présentée ici permet d’éviter cette difficulté.
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1.3 Approche générale

L’idée est de faire apparaître et d’extraire l’une des quantités recherchées (Effort tranchant notéT (x)

ou moment fléchissant notéM(x)) à partir de l’équation de mouvement 1.3. Pour cela nous considé-

rons une formulation faible (Eq.1.6) de celle-ci en la multipliant par une fonction arbitraireη(x) et

en intégrant l’ensemble sur l’intervalle[a, b]. Il est nécessaire que la fonctionη(x) ait des dérivées

continues jusqu’au quatrième ordre, nous verrons pourquoiultérieurement.

∫ b

a
η(x)[EI

∂4w(x)

∂x4
− ρSω2w(x)]dx =

∫ b

a
η(x)F (x)dx (1.6)

L’intégration par partie du premier terme de cette équationdonne :

∫ b

a
η(x)[EI

∂4w(x)

∂x4
]dx = EI

∂3w

∂x3
(b)η(b) − EI

∂3w

∂x3
(a)η(a) +

∫ b

a
−EI

∂3w

∂x3
(x)

∂η

∂x
(x) (1.7)

L’équation 1.6 devient ainsi :

EI
∂3w

∂x3
(b)η(b) − EI

∂3w

∂x3
(a)η(a) +

∫ b

a
[−EI

∂3w

∂x3
(x)

∂η

∂x
(x) − η(x)ρSω2w(x)]dx (1.8)

=
∫ b

a
η(x)F (x)dx

On voit apparaître les termesEI ∂3w
∂x3 (b) et EI ∂3w

∂x3 (b) égaux aux efforts tranchants aux abscissesa

et b. Dans la même l’optique, d’autres intégrations par partiespeuvent être réalisées pour arriver au

résultat suivant (le calcul détaillé est présenté dans l’annexe A) :

T (b)η(b) − T (a)η(a) − M(b)
∂η

∂x
(b) + M(a)

∂η

∂x
(a)

+EI
∂w

∂x
(b)

∂2η

∂x2
(b) − EI

∂w

∂x
(a)

∂2η

∂x2
(a) − EIw(b)

∂3η

∂x3
(b) + EIw(a)

∂3η

∂x3
(a)

=
∫ b

a
w(x)[ρSω2η(x) − EI

∂4η

∂x4
(x)]dx +

∫ b

a
η(x)F (x)dx (1.9)

Dans l’équation 1.9, les expressions de l’effort tranchantet du moment fléchissant ena et b appa-

raissent. On peut constater dans cette équation que l’effort tranchant et le moment fléchissant ne sont
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pas multipliés par les mêmes quantités et qu’un choix judicieux de la fonction permettra d’éliminer

des termes. Nous séparerons donc en deux parties distinctesle calcul de l’effort tranchant et celui

du moment fléchissant, car la fonction testη(x) permettant leur calcul ne sera pas la même, comme

expliqué dans les paragraphes suivants.

1.4 Reconstruction de l’effort tranchant

Il est maintenant nécessaire de définir la fonctionη(x). Celle-ci doit permettre de calculer le plus

simplement possible les valeurs de l’effort tranchant qui apparaissent dans l’équation (1.9).

1.4.1 Définition de la fonction test

Afin d’isoler, par exempleT (a), il est nécessaire de choisir une fonction particulièreη(x) qui annule

tous les termes de la partie gauche de l’équation, excepté celui qui multiplieT (a). Dans ce cas, quelle

que soit la fonctionη(x) choisie, celle-ci doit vérifier les conditions suivantes :







η(a) = 1 η(b) = 0

∂η
∂x

(a) = 0 ∂η
∂x

(b) = 0

∂2η
∂x2 (a) = 0 ∂2η

∂x2 (b) = 0

∂3η
∂x3 (a) = 0 ∂3η

∂x3 (b) = 0

(1.10)

Afin de dissocier les différentes fonctionsη(x) que nous allons présenter, la fonctionη(x) qui vérifira

les conditions 1.10 sera notéeηT (x) en rapport avecT , l’effort tranchant.

En considérant qu’il n’y ait pas d’effort externe appliqué dans l’intervalle d’intégration]a, b[, l’équa-

tion 1.3 peut s’écrire :

∫ b

a
η(x)[EI

∂4w

∂x4
(x) − ρSω2w(x)]dx = 0 (1.11)

Ainsi, en utilisant les conditions décrites par le système 1.10 , la forme générale 1.9 se réduit à

l’équation 1.12.

T (a) = −
∫ b

a
w(x)[ρSω2ηT (x) − EI

∂4ηT

∂x4
(x)]dx (1.12)

37



CHAPITRE 1. RECONSTRUCTION DE L’EFFORT TRANCHANT ET DU MOMENT
FLÉCHISSANT : CAS D’UNE POUTRE EN FLEXION

On exprime finalementT (a) par une intégrale ne dépendant que du déplacementw(x) et de données

structurelles (Si le point de coordonnéea correspond à l’extrémité gauche de la poutre, alors l’ef-

fort tranchant calculé, sera celui appliqué au tronçon droit de la poutre). Cette expression intégrale

présente un grand avantage. Car elle ne dépend que des déplacements (sans termes de dérivation) et

que la sommation aura tendance à réduire l’effet des erreursassociées aux incertitudes de mesure.

La stabilité obtenue devrait être plus importante qu’avec une méthode d’approximation directe de la

dérivée troisième du déplacement.

On précise que le calcul de l’effort tranchant à l’autre borne (x = b) du domaine d’intégration est

analogue en utilisant la fonction symétriqueηT (x) = ηT (b + a − x) dans l’équation 1.12 .

1.4.2 Exemple de fonction test

La fonctionηT (x) doit vérifier les 8 conditions 1.10. On propose dans ce paragraphe de développer

ηT (x) en une fonction polynômiale où les constantes sont calculées de manière à respecter le système

1.10. Le degré du polynôme doit donc être au minimum 7. Dans cecas son expression est la suivante.

ηT (x) = 1 − 35
(x − a)4

(b − a)4
+ 84

(x − a)5

(b − a)5
− 70

(x − a)6

(b − a)6
+ 20

(x − a)7

(b − a)7
(1.13)

L’expression de sa dérivée quatrième, utile au calcul de l’effort tranchant est :

∂4ηT

∂x4
(x) = −840

1

(b − a)4
+ 10080

(x − a)

(b− a)5
− 25200

(x − a)2

(b − a)6
+ 16800

(x− a)3

(b− a)7
(1.14)

Les polynômes présentent l’avantage d’être indéfiniment dérivables.

Les figures 1.2 et 1.3 nous montrent les formes de la fonction polynomiale et de sa dérivée quatrième

utiles au calcul intégrale de l’équation 1.12. Pour ces représentations, la norme|b− a| de la longueur

d’intégration est choisie arbitrairement égale à 1. La fonction ηT (x) ne change pas, quelque soit la

longueur de l’intervalle d’intégration, contrairement à la dérivée quatrième∂
4ηT

∂x4 (x) dont les valeurs

augmentent considérablement lorsque le domaine d’intégration [a,b] diminue. Cette remarque prendra

toute son importance dans la suite, car elle sera une limite lors de la mise en oeuvre du calcul discret

de l’intégrale 1.12
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a b
0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

x

η(
x)

FIG. 1.2 – FonctionηT (x) pour x∈ [a ;b], utilisée pour le calcul deT (a), effort tranchant à gauche

du domaine d’intégration.

a b

0    

∂4 η(
x)

/∂
(x

)4

∂4η(b−a)/∂(x)4

∂4η(a)/∂(x)4

FIG. 1.3 – Fonction∂4ηT

∂x4 (x) pour x∈ [a ;b], utilisée pour le calcul deT (a), effort tranchant à gauche

du domaine d’intégration.
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1.5 Reconstruction du moment fléchissant

Le principe qui permet l’extraction du moment fléchissantM(a) au point d’abscissea, est le même

que celui présenté au paragraphe 1.4.1. En observant à nouveau l’équation générale 1.9, il apparaît

que siη(x) vérifie les conditions définies par le système d’équation 1.15, le momentM(a) peut être

isolé.

1.5.1 Définition de la fonction test

Par rapport à 1.10, seules deux conditions diffèrent : la valeur de la fonctionη(x) enx = a est ici

nulle, sa dérivée première, par contre, ne l’est pas.







η(a) = 0 η(b) = 0

∂η
∂x

(a) = 1 ∂η
∂x

(b) = 0

∂2η
∂x2 (a) = 0 ∂2η

∂x2 (b) = 0

∂3η
∂x3 (a) = 0 ∂3η

∂x3 (b) = 0

(1.15)

Dans la suite, on noteraηM (x) les fonctions verifiant les conditions 1.15. Ainsi si l’on considère une

fonctionηM(x), le moment fléchissantM(a) peut être calculé par l’intégrale :

M(a) =
∫ b

a
w(x)[ρSω2ηM(x) − EI

∂4ηM

∂x4
(x)]dx (1.16)

On note également que le calcul du moment fléchissant à l’autre extrémitéb peut être fait en utilisant

la fonction symétriqueηM(x) = ηM(b + a − x).

1.5.2 Exemple de fonction test

Le choix de la fonctionηM(x) se résume à la résolution du système des 8 équations 1.15. Le polynôme

de plus petit degré verifiant (1.15), et sa dérivée quatrième, sont :

ηM(x) = (x − a) − 20
(x − a)4

(b − a)3
+ 45

(x − a)5

(b − a)4
− 36

(x − a)6

(b − a)5
+ 10

(x − a)7

(b − a)6
(1.17)

∂4ηM

∂x4
(x) = −480

1

(b − a)3
+ 5400

(x − a)

(b− a)4
− 12960

(x − a)2

(b − a)5
+ 8400

(x − a)3

(b − a)6
(1.18)
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a b
0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

η(
x)

x

FIG. 1.4 – FonctionηM(x) pour x ∈ [a,b], utilisée pour le calcul deM(a), moment fléchissant à

gauche du domaine d’intégration, pour ||ab||=1.

a b

0   

x

∂4 η(
x)

/∂
(x

)4

∂4η(b−a)/∂(x)4 

∂4η(a)/∂(x)4 

FIG. 1.5 – Fonction∂4ηM

∂x4 (x) pour x∈ [a,b], utilisée pour le calcul deM(a), moment fléchissant à

gauche du domaine d’intégration.
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Les figures 1.4 et 1.5 montrent la forme de la fonction polynomiale et de sa dérivée quatrième utilisées

dans l’équation (1.16). Contrairement aux remarques du paragraphe 1.4.1, les valeursηM(x) ne restent

pas constantes et dépendent de l’intervalle d’intégration. Les valeurs de la dérivée quatrième varient

également lorsque le domaine d’intégration [a,b] change.

1.6 Application analytique sur un cas simple

Une application de la méthode est présentée. On considère une poutre de longueurL, de sectionS,

en appui, excitée par un force harmonique transversale présentant une répartition sinusoïdale, de la

forme :

F (x, t) = sin(
π

L
x)ejωt (1.19)

Par la suite, pour des raisons de simplicité, la dépence temporelleejωt est supprimée. La figure 1.6

illustre cette répartition.

FIG. 1.6 – Poutre en appui excitée par une force hamonique à répartition sinusoïdale

L’équation de mouvement des poutres en flexion est :

EI
∂4w(x)

∂x4
− ρSω2w(x) = F (x) (1.20)

La solution correspondant au cas décrit est (cf. [GUY 02]) :

w(x) = Asin(
π

L
x) (1.21)

avecA, l’amplitude modale du déplacement, égale dans ce cas simple à (cf. [GUY 02]) :

A =
1

EI( π
L
)4 − ρSω2

(1.22)
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L’effort tranchant en un pointa appartenant à[0, L] est :

T (a) = EI
∂3w

∂x3
(a) (1.23)

soit, en considérant 1.21 :

T (a) = −EI(
π

L
)3Acos(

π

L
(a)) (1.24)

L’objectif de la méthode indirecte est de retrouver cette expression analytique de l’effort tranchant, à

partir d’intégrales ne contenant aucune dérivée spatiale du déplacement. On utilise l’intégrale 1.12,

modifiée par la présence d’un effortF (x) dans le domaine d’intégration[a, b] (voir annexe A).

T (a) = −
∫ b

a
w(x)[ρSω2ηT (x) − EI

∂4ηT

∂x4
(x)]dx −

∫ b

a
ηT (x)F (x)dx (1.25)

où [a, b] ∈ [0, L]. En remplaçantw(x) par son expression 1.21, on obtient :

T (a) = −
∫ b

a
sin(

π

L
x)

[
(

AρSω2 + 1
)

ηT (x) − AEI
∂4ηT

∂x4
(x)

]

dx (1.26)

T (a) = −
∫ b

a
sin(

π

L
x)

[

AEI(
π

L
)4ηT (x) − AEI

∂4ηT

∂x4
(x)

]

dx (1.27)

T (a) = −EIA
∫ b

a
sin(

π

L
x)

[

(
π

L
)4ηT (x) − ∂4ηT

∂x4
(x)

]

dx (1.28)

En utilisant les expressions deηT et ∂4ηT

∂x4 données en 1.13 et 1.14, on obtient après calcul analytique

la simplification suivante :

T (a) = −EI(
π

L
)3Acos(

π

L
(a)) (1.29)

On retrouve l’expression analytique de l’effort tranchantde l’équation 1.24.
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1.7 Conclusion

Ce chapitre a introduit, pour des vibrations de flexion des poutres, la méthode de reconstruction de

l’effort tranchant et du moment fléchissant à la limite d’un domaine d’étude. L’approche mathéma-

tique se base sur une manipulation intégrale de l’équation de mouvement. Une fonction test vérifiant

des conditions limites particulières permet d’isoler des quantités recherchées. L’originalité de la mé-

thode réside dans le fait que l’on estime des dérivées spatiales du déplacement vibratoire indirecte-

ment par le calcul d’une intégrale. On peut donc s’attendre àun comportement plus stable face aux

incertitudes de mesure. Effectivement les seules dérivations spatiales nécessaires, sont faites analyti-

quement sur la fonction test. Cette dernière étant connue analytiquement les dérivations ne sont pas

effectuées sur des données pouvant être entachées d’incertitudes. Lors de ce chapitre on n’aborde

que le côté analytique de la méthode, et un cas simple illustre la démarche d’identification. Mais, en

pratique, l’utilisation d’intégrale implique la discrétisation du système. L’effet de cette discrétisation

et des incertitudes de mesure est l’objet du chapitre suivant.
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Chapitre 2

Approximations et incertitudes : Cas d’une

poutre en flexion

2.1 Objectifs du chapitre

On a coutume de dire qu’il existe un fossé entre la théorie et la pratique. C’est généralement vrai.

L’analyse des erreurs dûes à la discrétisation des systèmes(approximations) et aux incertitudes de

mesures permet de faire le lien entre ces deux aspects de la science. Ainsi, les difficultés rencontrées

lors de la mise en application de la méthode peuvent être mieux comprises et corrigées. Dans ce

chapitre on propose d’analyser et de quantifier les erreurs introduites tout d’abord par la discrétisation

du système, puis par différentes erreurs introduites dans la mesure. Pour cela, différents cas sont traités

numériquement : poutre appuyée pour la reconstruction de l’effort tranchant ou poutre encastrée-libre

pour la reconstruction du moment fléchissant. Ceux-ci permettront de mettre en évidence les limites de

cette technique en vue de son utilisation pratique. Le chapitre se décompose en deux grandes parties.

L’une d’elle analyse l’effet de la discrétisation du système, l’autre l’effet des différentes incertitudes

de mesure pouvant perturber la reconstruction.

2.2 Intégration discrète

L’objectif de l’étude est d’élaborer une méthode complète et applicablein situ. Les formulations

intégrales 1.12 et 1.16 résultant des calculs précédents necontiennent aucune approximation, mais

elles utilisent des données continues. En pratique, la connaissance du champ de déplacements de la
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poutre ne peut être mesuré qu’en un nombre fini de points conduisant à une évaluation des intégrales

1.12 et 1.16 par discrétisation. Il convient donc d’étudierl’effet de la discrétisation numérique sur

les résultats. Il est important de souligner que cette discrétisation est l’unique approximation de la

méthode si on utilise des déplacements exacts pour les calculs, c’est à dire vérifiant l’équation de

mouvement.

2.2.1 Méthodes d’intégrations

Il existe de nombreuses méthodes numériques permettant de discrétiser et de calculer une intégrale,

le livre de Baker [BAK 77] en présente un grand nombre. Dans lasuite de ce travail deux méthodes

sont utilisées, chacune d’elles ayant ses avantages et ses inconvénients.

La méthode des trapèzes (cf [BAK 77]) est bien connue. Elle utilise un maillage régulier, c’est

à dire que la distance séparant chaque point de mesure est constante. Cette approximation, illustrée

figure 2.1 correspond à une interpolation linéaire de la courbe entre deux points consécutifs.

FIG. 2.1 – Approximation d’une courbe continue à l’aide de trapèzes
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L’approximation de cette intégrale est de la forme :

∫ b

a
f(x)dx = ∆xΣ

n−1
i=1

f(xi) + f(xi+1)

2
(2.1)

oùf(x) est la fonction à intégrer,n est le nombre de points de mesure utilisé,∆x est le pas d’intégra-

tion eti l’indice de numérotation des points.

La méthode de Gauss-Legendre (cf [SS 66]) utilise, elle, un maillage irrégulier à symétrie cen-

trale. Une pondération particulièreAi est associée à chaque point du maillage. L’expression de cette

approximation est la suivante :

∫ b

a
f(x)dx =

|b − a|
2

Σn
i=1Aif(xi) (2.2)

où xi est la coordonnée du point numéroi du maillage irrégulier, etAi est la pondération utilisée en

ce même point.

En pratique, la méthode trapézoïdale est une technique simple à appliquer grâce à son maillage régu-

lier. Cependant elle nécessite une répartition de point surl’ensemble du domaine à intégrer, notament

aux extrémités. La mesure des déplacements aux limites peutdans certains cas être problématique.

La méthode de Gauss-Legendre a l’avantage d’être plus précise, mais nécessite la mise en place

contraignante d’un maillage irrégulier. Elle évite cependant d’avoir à mesurer ou calculer les dépla-

cements aux bornes de l’intégrale. Ceci peut être un grand avantage face à la méthode trapézoïdale

lorsque la mesure du déplacement à l’extrémité d’une poutren’est pas possible.

Le tableau 2.1 permet de visualiser les différences entre les deux types d’intégrations numériques pro-

posées. Sur un interval de mesure[0, 1], on considère une intégration numérique utilisant 10 points.

Le tableau donne la localisationxi et la pondérationAi appliquée pour chaque point utilisé :

Pour le calcul des coefficients de pondération et des localisations, nous renvoyons le lecteur aux

références [BAK 77] et [SS 66]. On notera que la valeur0.111 présente dans le tableau correspond à

la valeur du pas∆x lorsque le maillage est régulier.

Une troisième méthode a été testée. Cette méthode dite "hybride" a été développée par Alpert [ALP 99].

Celle-ci se veut être un compromis intéressant entre les trapèzes et Gauss-Legendre. Afin de ne pas

alourdir les paragraphes suivants, la méthode "hybride" est succintement présentée dans l’annexe B.
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Trapèzes Gauss

xi Ai xi Ai

0.000 0.055 0.013 0.033

0.111 0.111 0.067 0.074

0.222 0.111 0.160 0.109

0.333 0.111 0.283 0.134

0.444 0.111 0.425 0.147

0.555 0.111 0.574 0.147

0.666 0.111 0.716 0.134

0.777 0.111 0.839 0.109

0.888 0.111 0.932 0.074

1.000 0.055 0.986 0.033

TAB. 2.1 – Localisations des 10 points d’intégration et leurs coefficients de pondération pour chaque

méthode, sur un intervalle [0,1]

2.2.2 Simulations

Pour étudier la possibilité de reconstruire l’effort tranchant et le moment flechissant aux limites d’une

poutre, des simulations numériques ont été effectuées. Celles-ci permettront de connaître également

les limites fréquentielles et spatiales de la méthode. Chaque simulation est constituée de deux étapes :

- le calcul direct, où l’effort tranchant et le moment fléchissant sont calculés par dérivation de la

solution analytique.

- le calcul indirect, où l’on cherche à retrouver l’effort tranchant et/ou le moment fléchissant, à partir

des déplacements et des intégrales décrites précédemment.

Les paragraphes suivants présentent ces deux étapes pour chaque identification (T et M). Des com-

paraisons entre les valeurs analytiques de l’effort tranchant et du moment fléchissant et des valeurs

reconstruites, obtenues grâce au calcul intégral (1.12 et 1.16), sont présentées afin de quantifier l’er-

reur introduite par la discrétisation de l’intégrale.

2.2.2.1 Reconstruction de l’effort tranchant

Pour la reconstruction de l’effort tranchant, le cas d’une poutre simplement appuyée (schématisée

figure 2.2) a été étudié. Celle-ci est de longueurL = 2.5m, de hauteurh = 1cm, de largeurl = 6cm
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et la force harmonique excitatrice de fréquencef = 2500Hz est localisée au pointXf = 0.8L.

L’objectif de cette section est de calculer l’effort tranchant à la limitex = 0, en utilisant la méthode

précédemment présentée.

FIG. 2.2 – Poutre en appui simple de longueur L, excitée par une force harmonique localisée en

Xf = 0.8L

Les déplacements de la poutre nécessaires au calcul direct sont donnés par la solution analytique de

l’équation de mouvement 1.3. Celle-ci est calculée grâce à la méthode des ondes forcées [GUY 02].

La solution est décomposée en deux ondes propagatives et deux ondes évanescentes du côté droit (w1)

et du côté gauche (w2) du point d’excitation :

w1 = A1cos(kx) + B1sin(kx) + C1sh(kx) + D1ch(kx)pour x ∈ [0; Xf ]

w2 = A2cos(kx) + B2sin(kx) + C2sh(kx) + D2ch(kx)pour x ∈ [Xf ; L] (2.3)

oùk est le nombre d’onde naturel, vérifiant l’équation de dispertion :

k4 =
ρS

EI
ω2 (2.4)

et A1, B1, C1, D1, A2, B2, C2, D2 sont les amplitudes des ondes. Ces coefficients sont déduitsde la

vérification des conditions aux limites de la poutre (appuyée-appuyée) et des conditions 2.5 de rac-

cordement entre les deux tronçons de la poutre au point d’application de la force.
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w1(0) = 0 w2(L) = 0

EI ∂2w1

∂x2 (0) = 0 EI ∂2w2

∂x2 (L) = 0

w1(Xf ) = w2(Xf)
∂w1

∂x
(Xf ) = ∂w2

∂x
(Xf)

EI ∂2w1

∂x2 (Xf) = EI ∂2w2

∂x2 (Xf)

EI ∂3w2

∂x3 (Xf) − EI ∂3w1

∂x3 (Xf ) = F

(2.5)

La résolution du système linéaire qui découle des équations2.5 et 2.3 permet le calcul analytique de

l’équation de mouvement de la structure. Ainsi une valeur analytique exacte de l’effort tranchant peut

être calculée à l’extrémité de la poutre en utilisant l’équation 1.2. Cette valeur servira de référence afin

de calculer l’erreur sur la reconstruction qui sera quantifiée par un Niveau d’Erreur de Reconstruction

de l’Effort Tranchant (NERET)ǫT défini par :

ǫT = 10 ∗ log

∣
∣
∣
∣
∣

T (0)

EI ∂3w
∂x3 (0)

∣
∣
∣
∣
∣

(2.6)

oùT (0) est l’effort tranchant reconstruit au pointx = 0, obtenu par le calcul de l’intégrale discrétisée

1.12. Cet indicateur compare donc une valeur analytique quisert de référence, avec l’effort tranchant

obtenu par reconstruction. L’utilisation de l’échelle logarithmique permet d’obtenir des résultats en

dB.

La figure 2.3 montre le NERETǫT en fonction du Nombre d’Onde dans le Domaine d’Intégration

(NODI) [0,b] pour les 2 types d’intégrales discrétisées. Pour faire varier le NODI, il a été choisi de

faire varier la longueur du domaine d’intégration pour une même fréquence d’excitation. Le nombre

de points est gardé fixe donc l’espacement entre les points est d’autant plus grand que la longueur

d’intégration est grande.

Pour chaque type d’intégrale, 3 courbes sont tracées, pour respectivement 10, 14 et 20 points utilisés

pour calculer l’intégrale. Une comparaison entre ces différentes courbes montre que l’utilisation d’un

grand nombre de point améliore considérablement la précision de la reconstruction.

L’analyse des graphiques 2.3 amène plusieurs constatations, sur l’influence de la fréquence d’excita-

tion, sur la comparaison entre les méthodes d’intégration,puis sur l’influence du nombre de points.
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FIG. 2.3 – NERETǫT entre la simulation et l’effort tranchant calculé analytiquement, a) intégration

trapézoïdale, b)intégration type Gauss-Legendre en utilisant 10(pointillés), 14(croix) ou 20 (ligne

continue) points. La fréquence d’excitation est de 2500Hz et les caractéristiques de la poutre sont :

L = 2.5m, E = 2.1011(1 + j10−2)N/m2, l = 0.06m, h = 0.01m, ρ = 7800kg/m3.

On constate que le paramètre clef de cette méthode est le nombre d’onde contenu dans le domaine

d’intégration (NODI). Quelque que soit la fréquence d’excitation, le résultat reste inchangé. Cette re-

marque est vérifiée par la figure 2.4 où 500 courbes représentant le NERET pour des fréquences allant

de 10Hz à 5000Hz, ont été tracées en utilisant une méthode d’intégration trapézoïdale. On observe

que celles-ci se superposent exactement. Cette erreur de discrétisation, ne dépendant que de la forme

de la fonction à intégrer, est donc purement mathématique.

Pour la méthode trapèzoïdale ( 2.3 a)) on remarque que l’erreur est faible lorsque le NODI avoisine

l’unité. Cette dernière augmente pour des valeurs plus faibles ou plus grandes de ce nombre d’onde.

Pour la méthode de Gauss-Legendre ( 2.3 b)) l’erreur tend vers zéro pour une large fenêtre de NODI.

On remarquera que contrairement à la méthode trapézoïdale,la reconstruction de l’effort tranchant

reste excellente même lorsque la longueur d’intégration tend vers zéro. La courbe d’erreur relative

pour 20 points d’intégration n’apparaît pas clairement surle graphique 2.3b), car ces valeurs sont très

proches de zéro. Cette dernière méthode est donc très précise, mais extrèmement difficile à mettre en

place expérimentalement en raison du maillage irrégulier qu’elle nécéssite.
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FIG. 2.4 – NERETǫT entre l’effort exact et reconstruit par intégration trapézoïdale utilisant 20 points

pour 500 fréquences d’excitations différentes comprises entre 10Hz et 5000Hz. Les caractéristiques

de la poutre sont :L = 2.5m, E = 2.1011(1 + j10−2)N/m2, l = 0.06cm, h = 0.01cm, ρ =

7800kg/m3.

Les augmentations de l’erreur pour des intervalles d’intégration petits ou grands s’expliquent dif-

féremment. Pour les grands intervalles d’intégration, l’erreur croît régulièrement pour les 2 types

d’intégration. Plus la longueur d’intégration augmente, plus le nombre de points de discrétisation de-

vient faible par rapport à la longueur d’onde. Alors, les déplacements discrétisés ne représentent pas

correctement le comportement réel de la structure.

Pour les faibles longueur d’intégration (en dessous de 0.5 NODI), seule la méthode trapézoïdale

présente de forte erreur. Effectivement lorsque l’intervalle d’intégration est réduit, les valeurs de la

fonctionη(x) restent inchangées, mais celles de sa dérivée quatrième∂4η
∂x4 (x) augmentent très forte-

ment. Les approximations de la méthode trapézoïdale prennent alors des valeurs non négligeables.

Cependant, ces erreurs n’apparaissent pas dans la méthode de gauss-Legendre, cela est dû au fait que

cette méthode est spécialement adaptée pour le calcul d’intégrale de fonction polynomiale telles que
∂4η
∂x4 (x).
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2.2.2.2 Reconstruction du moment fléchissant

La démarche est similaire à celle présentée au paragraphe précédent. Cependant, l’exemple de la

poutre sur appuis simples ne peut être utilisé ici, car le moment fléchissant est nul aux limites. On

considère donc le cas d’une poutre encastrée-libre (schématisée figure 2.5), où le moment fléchissant

est calculé à l’extrémité encastrée de la poutre. Les paramètres physiques de la poutre restent les

mêmes.

FIG. 2.5 – Poutre encastrée-libre de longueur L, excitée par uneforce harmonique localisée en

Xf = 0.8L. Les caractéristiques de la poutre sont :L = 2.5m, E = 2.1011(1 + j10−2)N/m2, l =

0.06m, h = 0.01m, ρ = 7800kg/m3.

Le calcul de l’expression analytique du déplacement, nécessaire aux calculs d’identification, est éga-

lement effectué avec la méthode des ondes forcées. La décomposition 2.3 est utilisée à nouveau.

Cependant, un nouveau système d’équations décrivant les conditions aux limites et les conditions de

raccordement s’impose.
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w1(0) = 0 EI ∂3w2

∂x3 (L) = 0

∂w1

∂x
(0) = 0 EI ∂2w2

∂x2 (L) = 0

w1(Xf ) = w2(Xf)
∂w1

∂x
(Xf ) = ∂w2

∂x
(Xf)

EI ∂2w1

∂x2 (Xf) = EI ∂2w2

∂x2 (Xf)

EI ∂3w2

∂x3 (Xf) − EI ∂3w1

∂x3 (Xf ) = F

(2.7)

Une fois les déplacements calculés, un Niveau d’Erreur de Reconstruction du Moment Fléchissant

(NERMF) ǫM est défini (Eq. 2.8) afin d’établir le domaine de validité de laméthode. Ses valeurs sont

présentées Fig 2.6 pour les 2 types d’intégrations numériques précédemment présentés.

ǫM = 10 ∗ log

∣
∣
∣
∣
∣

M(0)

EI ∂2w
∂2x

(0)

∣
∣
∣
∣
∣

(2.8)

oùM(0) est le moment fléchissant reconstruit enx = 0.

La reconstruction du moment fléchissant présente un comportement similaire à celle de l’effort tran-

chant. L’erreur est même légèrement plus faible que celle observée pour l’effort tranchant dans des

conditions similaires de calcul.

En effet, l’effort tranchant dépend directement de la dérivée troisième du déplacement, contrairement

au moment fléchissant qui dépend de la dérivée seconde(cf 1.2). En pratique les intégrales 1.12 et 1.16

permettant l’estimation des ces quantités, doivent être discrétisées. Il apparait alors que l’intégrale

discrétisée 1.16 permets une meilleure approximation du moment fléchissant que 1.12 pour l’effort

tranchant. Même si ces dérivées ne sont pas calculées directement, on retrouve une sensibilité plus

importante lorsque l’on recherche une valeur proportionnelle à une dérivée d’ordre supérieure.

De plus, on constate plus nettement l’apparition d’oscillations du niveau d’erreur pour la reconsrtuc-

tion utilisant une intégration trapézoïdale. Ces oscillations ont une période de un NODI, elles sont

caractéristiques de l’approximation d’intégrale de courbes sinusoïdales par la méthode des trapèzes.

Leurs amplitudes et leurs origines varient d’une reconstruction à l’autre, dépendant de la forme de la

courbe à intégrer (donc des conditions aux limites de la poutre) ainsi que de la fonction test utilisée

qui modifie également la courbe considérée.
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FIG. 2.6 – NERMF entre la simulation et le moment fléchissant calculé analytiquement pour une

intégration a)de type trapézoïdale et b)de type Gauss-Legendre en utilisant 10(pointillés), 14(croix)

ou 20 (ligne continue) points. La fréquence d’excitation est de 2500Hz et les caractéristiques de la

poutre sont :L = 2.5m, E = 2.1011(1 + j10−2)N/m2, l = 0.06m, h = 0.01m, ρ = 7800kg/m3.

2.3 Effets des incertitudes de mesure

De nombreux problèmes inverses d’identification présentent une forte instabilité aux incertitudes sur

les données d’entrée. Ce phénomène force les méthodes existantes à ajouter une étape de régulari-

sation afin de réduire les effets amplificateurs de bruit. L’objectif de cette partie est donc d’observer

l’influence que peuvent avoir ces incertitudes sur la méthode proposée.

2.3.1 Bruitage du déplacement

Le principe de cette section consiste à utiliser des déplacements simulés et bruités, afin de simuler

les incertitudes présentes dans les données expérimentales. Afin de couvrir les erreurs existant en

pratique, 3 types sont considérés et pour mieux caractériser leurs effet, ils sont appliqués un par un,

de manière indépendante.

Bruit multiplicatif sur les déplacements : Il s’agit de calculer le déplacement bruité de la manière

suivante :

wbruité(xi) = wexact
1 (xi).∆wm.ej∆ϕ (2.9)
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où ∆wm est une variable aléatoire Gaussienne réelle, de moyenne égale à un et d’écart type égale

à 1% de l’amplitude du déplacement. L’autre paramêtre,∆ϕ est une variable Gaussienne aléatoire

réelle, de moyenne nulle, et d’écart type égale à 1°.

Ce type de bruit est représentatif de la précision avec laquelle les mesures sont faites. Ainsi la qualité

de l’opérateur et de l’appareillage sont pris en compte dansla simulation.

Bruit additif sur les déplacements : Le déplacement bruité correspond à :

wbruité(xi) = wexact
1 (xi) + ∆wa (2.10)

Ici ∆wa représente le bruit de fond. C’est une variable aléatoire Gaussienne de moyenne nulle. L’écart

type de son module dépend directement de la chaîne d’acquisition utilisée pour la mesure. Pour les

simulations, il sera fixé à 1% de la valeur maximale du déplacement de la poutre. Sa phase est une

variable aléatoire comprise entre 0 et 2π.

Ainsi, l’environnement dans lequel la mesure est faite et laqualité de la chaine d’acquisition sont pris

en compte dans ces simulations.

Incertitude sur le positionnement des points : Ce type d’erreur sera également modélisé par un

nombre réel∆x défini par sa moyenne nulle et son écart type égale à 0.5mm. Cette erreur est associée

à l’incertitude de positionnement des capteurs lors des expériences. Son écart type est fixé arbitrai-

rement car il dépend grandement du type matériel utilisé (accéléromètres, vibromètre laser,...). Le

déplacement ainsi bruité, a pour expression :

wbruité(xi) = wexact
1 (xi + ∆x) (2.11)

2.3.2 Simulations

2.3.2.1 Reconstruction de l’effort tranchant

Reprenons l’exemple décrit en 2.2.2.1 d’une poutre sur appuis simples excitée par une force harmo-

nique. Le champ de déplacement initial est celui calculé à l’aide des équations 2.3 et 2.5. Ce champ

de déplacement est ensuite bruité. Les paragraphes suivants montrent l’influence de chaque type de

bruit sur la reconstruction de l’effort tranchant.
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FIG. 2.7 – NERET entre les simulations bruitées (x, bruit multiplicatif) ou exactes (ligne continue)

et l’effort tranchant exact pour une intégration a) de type trapézoïdale et b) de type Gauss-Legendre

utilisant 20 points. La fréquence de la force excitatrice est de 2500Hz, et les caractéristiques de la

poutre sont :L = 2.5m, E = 2.1011(1 + j10−2)N/m2, l = 0.06m, h = 0.01m, ρ = 7800kg/m3.

Effet du bruit multiplicatif :

La figure 2.7 illustre l’effet d’un bruit multiplicatif sur la reconstruction de l’effort tranchant, en

comparant le NERET obtenu à partir de déplacements exacts avec celui issu d’une reconstruction

bruitée. Le bruit étant aléatoire, les figures montrent un ensemble de simulations bruitées indépen-

dantes, représentées en nuage de points. Ceci permet de juger la dispertion des reconstructions liée au

type de bruit appliqué.

L’observation des figures 2.7 nous permet de constater que lebruit multiplicatif ne perturbe que lége-

rement les reconstructions de l’effort tranchant. En effet, le niveau d’erreur calculé avec des déplace-

ments bruités suit une tendance générale similaire à celui issu de calculs utilisant des déplacements

exacts.

Par contre, on constate que l’erreur augmente brutalement pour les reconstructions utilisant une inté-

gration de type Gauss-Legendre lorsque le nombre d’onde dans l’intervalle d’intégration est inférieur

à0.5.
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FIG. 2.8 – NERET entre les simulations bruitées (x, bruit additif) ou exactes (ligne continue) et l’effort

tranchant exact pour une intégration a) de type trapézoïdale et b) de type Gauss-Legendre utilisant 20

points. La fréquence de la force excitatrice est de 2500Hz, et les caractéristiques de la poutre sont :

L = 2.5m, E = 2.1011(1 + j10−2)N/m2, l = 0.06m, h = 0.01m, ρ = 7800kg/m3.

Effet du bruit additif :

Les effets sur la reconstruction de l’effort tranchant d’unbruit additif entachant les déplacements

sont présentés figure 2.8. On constate également que le NERETissu de déplacements bruités (bruit ad-

ditif) est similaire à celui issu de déplacements exacts. Même si cette dispersion s’accentue lorsque le

nombre d’onde inclu dans l’intervalle d’intégration augmente, le NERET "bruité" reste très proche du

NERET "exact". On constate le même phénomène que précédement sur les reconstructions utilisant

une intégration de type Gauss-Legendre. L’erreur augmentebrutalement lorsque le nombre d’onde

dans l’intervalle d’intégration est inférieur à0.5.

Effet de l’erreur sur le positionnement des points :

Les effets sur la reconstruction de l’effort tranchant d’une erreur sur le positionnement des points

de mesures des déplacements sont présentés figure 2.9. A nouveau, le NERET issu de déplacements

bruités fluctue autour de ceux obtenus avec les déplacementsexacts. Ici aussi l’erreur augmente dras-

tiquement pour une intégration de type Gauss-Legendre, lorsque le nombre d’onde dans l’intervalle

d’intégration est inférieur à0.5.

58



CHAPITRE 2. APPROXIMATIONS ET INCERTITUDES : CAS D’UNE POUTRE EN FLEXION

0 1 2 3 4 5 6 7
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

Nombre d’onde dans l’intervalle d’intégration
a) Intégration trapézoidale

N
iv

ea
u 

d’
er

re
ur

 : 
ε T

 (
dB

)

0 1 2 3 4 5 6 7
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

Nombre d’onde dans l’intervalle d’intégration
b) Intégration de Gauss−Legendre

N
iv

ea
u 

d’
er

re
ur

: ε
T
 (

dB
)

FIG. 2.9 – NERET entre les simulations bruitées (x, erreur de positionnement) ou exactes (ligne

continue) et l’effort tranchant exact pour une intégrationa) de type trapézoïdale et b) de type Gauss-

Legendre utilisant 20 points. La fréquence de la force excitatrice est de 2500Hz, et les caractéristiques

de la poutre sont :L = 2.5m, E = 2.1011(1 + j10−2)N/m2, l = 0.06m, h = 0.01m, ρ =

7800kg/m3.

2.3.2.2 Reconstruction du moment fléchissant

Une démarche analogue à celle du paragraphe précédent est entreprise dans celui-ci. La structure

servant de support à ces simulations est présentée sur la figure 2.5. Les déplacements exacts de la

poutre vérifient les équations 2.3 et 2.7. Chaque type de bruit est à nouveau testé en utilisant les

2 types d’intégrations (trapézoïdale ou Gauss-Legendre).On s’intéresse ici au niveau d’erreur de

reconstruction du moment fléchissant (NERMF)

Effet du bruit multiplicatif :

La figure présentée en 2.10 montre l’effet d’un bruit multiplicatif sur la reconstruction du moment

fléchissant. On rappelle que les déplacements bruités sont définis par l’équation 2.9

On constate que les perturbations engendrées par ce type de bruit sont similaires à celles rencontrées

pour les reconstructions bruitées de l’effort tranchant. Effectivement l’effet du bruit multiplicatif est

faible. L’erreur sur la reconstruction du moment fléchissant issue de déplacements bruités est proche

de celle issue de déplacements exacts. La tendance à la hausse de l’erreur lorsque le nombre d’onde

dans l’intervalle d’intégration augmente, est également présente, ainsi que l’augmentation lorsque ce

59



CHAPITRE 2. APPROXIMATIONS ET INCERTITUDES : CAS D’UNE POUTRE EN FLEXION

nombre d’onde est inférieur à0.5pour une intégration de Gauss-Legendre.
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FIG. 2.10 – NERMF entre les simulations bruitées (x, bruit multiplicatif) ou exactes (ligne continue) et

le moment fléchissant exact pour une intégration a) de type trapézoïdale et b) de type Gauss-Legendre

utilisant 20 points. La fréquence de la force excitatrice est de 2500Hz, et les caractéristiques de la

poutre sont :L = 2.5m, E = 2.1011(1 + j10−2)N/m2, l = 0.06m, h = 0.01m, ρ = 7800kg/m3.

Effet du bruit additif :

Les niveaux d’erreur de reconstruction du moment fléchissant utilisant des déplacements perturbés

par des bruits additifs sont présentés figures 2.11. A nouveau la tendance de cette erreur reste similaire

à celle issue de déplacements exacts. Cette erreur augmenteavec le nombre d’onde inclues dans

l’intervalle d’intégration ou quand ce nombre est inférieur à0.5.

Effet de l’erreur de positionnement des points :

La figure 2.12 présente les niveaux d’erreur de reconstruction du moment fléchissant utilisant des

déplacements dont le positionnement le long de la poutre estperturbé. Ici encore, la tendance de

l’erreur est similaire à celle issue de déplacements exacts. Cette erreur augmente fortement avec le

nombre d’onde inclu dans l’intervalle d’intégration ou quand ce nombre est inférieur à0.5.
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FIG. 2.11 – NERMF entre les simulations bruitées (x, bruit additif) ou exactes (ligne continue) et le

moment fléchissant exact pour une intégration a) de type trapézoïdale et b) de type Gauss-Legendre

utilisant 20 points. La fréquence de la force excitatrice est de 2500Hz, et les caractéristiques de la

poutre sont :L = 2.5m, E = 2.1011(1 + j10−2)N/m2, l = 0.06m, h = 0.01m, ρ = 7800kg/m3.
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FIG. 2.12 – NERMF entre les simulations bruitées (x, erreur de positionnement) ou exactes (ligne

continue) et le moment fléchissant exact pour une intégration a) de type trapézoïdale et b) de type

Gauss-Legendre utilisant 20 points. La fréquence de la force excitatrice est de 2500Hz, et les caracté-

ristiques de la poutre sont :L = 2.5m, E = 2.1011(1 + j10−2)N/m2, l = 0.06m, h = 0.01m, ρ =

7800kg/m3.
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2.4 Conclusions

Des simulations numériques exactes et bruitées ont été menées afin de caractériser les limites de la

méthode. Des indicateurs d’erreur ont été établis pour estimer la justesse de reconstructions. Les ré-

sultats présentés précedemment démontrent que l’introduction de différents types d’incertitudes sur

les déplacements ne fausse pas fondamentalement la reconstruction. On pouvait s’attendre à l’inverse,

comme dans les problèmes d’identification indirects qui présentent une forte dégradation des résultats

si les données sont bruitées : la méthode RIFF nécessite l’estimation de la dérivée quatrième du dépla-

cement qui amplifie fortement le bruit. On comprend bien que cette amplification est directement liée

au maillage utilisé. Dans de nombreux cas, une étape suplémentaire de régularisation est nécessaire

afin d’extraire la quantité recherchée parmi un ensemble de résultats aberrants (cf [PG 95b], [PG 00]).

La sensibilité aux incertitudes de mesures peut aussi être due à l’estimation directe de la dérivée troi-

sième du déplacement comme dans le cas de l’intensité structurale [PAV 76].

La stabilité de la méthode proposée ici vient de 2 facteurs :

- L’utilisation des intégrations par partie menant à l’équation 1.9 transfère ces dérivées spatiales du

déplacement aux fonctions testsηT ouηM . Ces dernières étant analytiquement connues, aucune diffi-

culté n’est rencontrée pour calculer leurs dérivées de manière exacte.

- L’utilisation d’intégrale spatiale du déplacement pour calculer l’effort tranchant ou le moment flé-

chissant, moyenne les erreurs.

De plus, deux importantes conclusions pratiques peuvent être tirées de ces simulations :

- Le faible niveau d’erreur que présentaient les reconstructions utilisant une intégrale de Gauss-

Legendre avec des déplacements exacts, est perdue lorsque les données sont dans les simulations,

notamment lorsque le nombre d’onde inclu dans l’interval d’intégration est inférieur à0.5. Globale-

ment, les 2 types d’intégration se comportent de manière similaire face aux incertitudes de mesure. En

pratique, le maillage régulier de la méthode d’intégrationtrapézoïdale rend celle-ci plus intéressante.

- Il apparait que l’erreur reste faible lorsque l’intervalle d’intégration est compris entre une et deux

longueurs d’onde, quelle que soit la quantité à reconstruire ou la méthode d’intégration utilisée. Cette

constatation à son importance, car il est nécessaire d’adapter la longueur du maillage selon la gamme

de fréquence ciblée. Ainsi, pour reconstruire un effort en basse fréquence, une grande longueur d’inté-

gration sera conseillée, et inversement en haute fréquence. D’une manière générale, l’utilisation d’un

grand nombre de points améliorera toujours l’identification.
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Ce chapitre montre la faisabilité de la méthode proposée pour reconstruire l’effort tranchant ou le mo-

ment fléchissant. Les limites de la méthode sont également déterminées en fonction des paramètres

physiques. Le chapitre suivant propose une série d’expérimentations qui valident la méthode.
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Chapitre 3

Validations Expérimentales sur poutre

3.1 Objectifs du chapitre

Les précédents paragraphes présentaient une approche théorique et numérique de la méthode de re-

construction. Même si ces données ont été bruitées de façon àtenir compte d’éventuelles incertitudes

de mesures, il est nécessaire de tester la méthode expérimentalement. L’objectif de cette section est

donc de mettre en oeuvre et de valider la méthode présentée dans un cadre expérimental. Le principe

des expérimentations réalisées ici consiste à appliquer uneffort (force ou moment) à une limite libre

de la poutre et de mesurer la réponse vibratoire de la structure en plusieurs points. L’objectif est de

comparer les efforts mesurés directement par capteur de force et indirectement via leur reconstruction

à partir des réponses vibratoires, permettant ainsi d’évaluer la faisabilité de la technique de mesure

indirecte. Une première partie se consacre à la reconstruction de l’effort tranchant et une seconde à la

reconstruction du moment fléchissant.

Comme pour les simulations numériques, les deux types de discrétisation (trapézoidale et Gauss-

Legendre) sont testés. Le nombre de points de discrétisation est fixée à 10. La longueur d’intégration

est fixée arbitrairement à36cmsauf indication contraire. Celle-ci fut choisie pour sa proportion adé-

quate avec la taille de la structure et le type d’intrumentation mis en oeuvre.
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3.1.1 Reconstruction de l’effort tranchant

3.1.1.1 Dispositif expérimental

Les expériences menées pour la validation de la reconstruction de l’effort tranchant ou du moment

fléchissant, ne pouvaient pas être effectuées avec le même dispositif expérimental. Deux séries de

mesures ont donc été menées indépendamment.

Le shéma 3.1 présente le principe de la première expérience.Une poutre est suspendue, fixée par son

extrémité supérieure à un chassis supposé rigide. Les conditions aux limites n’intervenant pas dans

les calculs de reconstruction, la rigidité toute relative du chassis n’entre pas en jeu. Dans le principe,

la méthode est locale, les éléments extérieurs au domaine d’intégration peuvent donc être ignorés.

L’extrémité libre inférieure de la poutre est excitée par unpot vibrant. Les déplacements le long de la

poutre sont mesurés par un vibromètre laser à balayage. Un bruit blanc est utilisé pour l’excitation,

afin que l’étude couvre une large bande de fréquence.

Comme l’effort externe appliqué par le pot vibrant est situésur une extrémité libre de la poutre, l’effort

tranchant à cette extrémité correspond à la force appliquée. Cette dernière est mesurée directement

par un capteur de force placé entre le pot vibrant et la poutre. Cette mesure directe servira de référence

afin d’évaluer la justesse de l’effort tranchant reconstruit à partir des déplacements mesurés.

Un accéléromètre est aussi fixé à l’extrémité basse de la poutre de façon à obtenir une référence de

phase unique pour la force et les vitesses vibratoires.

A titre indicatif, la figure 3.2 représente le module du déplacement de l’extrémité excitée de la poutre.

On y voit clairement les résonnances et anti-résonnances del’ensemble de la structure (poutre et

chassis).
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FIG. 3.1 – Dispositif expérimental utilisé pour la reconstruction de l’effort tranchant. Poutre d’acier

de longueurL = 1.5m, largeurl = 6cm, épaisseurh = 1cm.
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FIG. 3.2 – Module du déplacement de l’extrémité excitée de la poutre. Poutre d’acier de longueur

L = 1.5m, largeurl = 6cm, épaisseurh = 1cm.
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3.1.1.2 Résultats de la reconstruction

Les figures 3.3 et 3.4 présentent, pour chaque type d’intégration, les variations d’amplitude et de

phase en fonction de la fréquence de l’effort tranchant reconstruit et de celui issu de la mesure di-

recte. Afin de faciliter l’analyse des résultats, et de vérifier les limites de la méthode, des marqueurs

ont été ajoutés sur ces spectres. Ils permettent de localiser certaines fréquences particulières. Le mar-

queur A correspond à une fréquence pour laquelle la longueurd’onde est approximativement égale

à la longueur d’intégration. Le marqueur B et le marqueur C correspondent à des fréquences pour

lesquelles la longueur d’onde est égale à la moitié et au tiers de la longueur d’intégration (deux et

trois longueurs d’onde dans l’intervalle d’intégration).Ces marqueurs permettent donc de faire le lien

avec les abaques d’erreurs (figures 2.3 à 2.11) établies dansla section des simulations numériques.

La figure 3.3 a) montre que la reconstruction du spectre de l’effort tranchant en utilisant une intégra-

tion de type trapèzoidale est très proche de la mesure directe. En basses fréquences (< 200Hz) la

reconstruction devient aberrante, la longueur d’intégration devenant trop petite par rapport à la lon-

gueur d’onde. Cette limite se situe aux alentours du marqueur A, ce qui correspond aux limites en

basses fréquences établies par les simulations numériqueset les conclusions tirés en 2.4.

Dans les moyennes fréquences, les deux courbes sont globalement très proches, sauf aux résonnances

où la reconstruction surestime l’effort tranchant.

L’analyse de la phase (figure 3.3 b)) mène aux mêmes conclusions, l’erreur est importante en basses

fréquences.

La figure 3.3 c) illustre ses remarques, en montrant le niveaud’erreur de la reconstruction par rapport

à la mesure directe, en dB. Cette erreur reste globalement comprise entre±2dB, excepté pour les

basses fréquences. Cependant, elle est importante à certaines fréquences, il s’agit des fréquences pour

lesquelles la mesure directe de l’effort tranchant est trèsfaible. On comprend bien que les valeurs

faibles soient rapidement faussées par le bruit de fond (de type additif), qui dénature la reconstruction.
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FIG. 3.3 – Reconstruction de l’effort tranchant en utilisant une intégration trapézoidale. Mesure di-

recte : courbe noire épaisse, reconstruction : fine courbe grise.
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Les figures 3.4 a), b) et c) montrent le module, la phase ainsi que le niveau d’erreur de reconstruction

de l’effort tranchant, utilisant un maillage et une intégration de type Gauss-Legendre. Les résultats

sont équivalents à ceux obtenus avec une intégration de typetrapézoïdale. Ils montrent la possibilité

pratique d’utiliser un maillage irrégulier. La mise en place d’un tel maillage peut être contraignante,

mais le fait que les points aux extrémités du domaine d’intégration n’aient pas à être mesurés, est un

avantage qui peut s’avérer déterminant dans certains cas.

Les premières fréquences propres de la poutre, sont celles qui ont les plus grandes longueurs d’onde.

Les conditions expérimentales choisies ici ne permettent pas de descendre suffisamment bas en fré-

quence pour identifier correctement les modes situés en dessous de200Hz. Pour étendre le domaine

d’observation fréquentielle de la reconstruction, il suffirait d’utiliser un maillage plus fin (plus de 10

points de discrétisation) pour rendre la reconstruction plus précise dans sa globalité, ou d’augmenter

la longueur d’intégration.

Comme expliqué au chapitre 2, la longueur d’intégration et les limites fréquentielles pour lesquelles

la reconsruction est exacte sont étroitement liées. Ce phénomène est illustré par la figure 3.5. Les

spectres sont représentés jusqu’à 1000Hz seulement afin de mieux visualiser cette limite en basses

fréquences. Les deux reconstructions utilisent des maillages réguliers avec une méthode d’intégration

trapézoidale. La première reconstruction utilise une longueur d’intégration de36cm(la même que

précédemment), quant à la seconde, elle utilise une longueur de20cm. On voit très nettement que la

limite fréquentielle basse est liée au nombre d’onde dans l’intervalle d’intégration. Effectivement, les

résultats des reconstructions concordent avec la mesure directe pour des fréquences supérieures à celle

localisée par le marqueur A. Cette figure illustre concrètement les remarques faites sur ce phénomène.

En pratique, il faudra donc adapter la longueur d’intégration sur la structure en fonction de la gamme

de fréquence ciblée. Pour analyser correctement une plus large fenêtre fréquentielle, il est également

possible d’augmenter le nombre de points utilisés pour discrétiser le domaine d’intégration.
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FIG. 3.4 – Reconstruction de l’effort tranchant en utilisant une intégration de type Gauss-Legendre.

Mesure directe : courbe noire épaisse, reconstruction : finecourbe grise.
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a) Longueur d’intégration 36cm, b) Longueur d’intégration20cm.
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3.1.2 Reconstruction du moment fléchissant

3.1.2.1 Dispositif expérimental

La validation de la technique pour l’identification du moment fléchissant, nécessite un nouveau mon-

tage. Pour se rapprocher d’une excitation par moment, deux pots vibrants ont été fixés à l’extrémité

de la poutre et séparés par une distanced. Ceux-ci appliquent sur la poutre deux forces identiques en

opposition de phase. Ainsi, on considère que ce système d’excitation est équivalent à une excitation

par moment au pointA, au milieu des deux points excités. Cette hypothèse devraitêtre vraie en basses

fréquences, lorsque la longueur d’onde est inférieur àd
2
. Une limite en fréquence peut être définie si

l’on considère que l’approximation est correcte pourd
2

< λ
4
.

Le schéma représenté en figure 3.6 illustre l’expérience.

La référence de phase nécessaire aux mesures est assurée parun accéléromètre situé à l’extrémité

libre de la poutre. Pour la mesure de référence du moment fléchissant au pointA, deux capteurs de

force sont placés aux points d’attache des pots vibrants. Lavaleur du moment fléchissant équivalent

est déduite de l’expression :

M(A) =
d

2
∗ F1 +

d

2
∗ F2 (3.1)

oùF1 etF2 sont les deux efforts mesurés par les capteurs.

La reconstruction du moment fléchissant au pointA nécessite une intégration du pointA au point

B (figure 3.6). La force excitatriceF1 est comprise dans ce domaine. Il est donc nécessaire de la

considérer dans le calcul. L’intégrale 1.16 doit être réécrite, pour prendre en compte la présence de

cet effort dans l’intervalle d’intégration :

M(A) =
∫ A+b

A

(

w(x)[ρSω2η(x) − EI
∂4η

∂x4
(x)]

)

dx +
∫ A+b

A
F1δ(x − xF1)η(x)dx (3.2)

Les propriétés de la distribution dirac nous amènent à :

M(A) =
∫ A+b

A

(

w(x)[ρSω2η(x) − EI
∂4η

∂x4
(x)]

)

dx + F1η(xF1) (3.3)

La fonctionη étant parfaitement définie, la forceF1 mesurée et sa localisation connue, le calcul de ce

nouveau terme ne pose aucun problème.
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FIG. 3.6 – Dispositif expérimental utilisé pour la reconstruction du moment fléchissant. Poutre d’acier

de longueur L=1.5m, largeur l=6cm, épaisseur h=1cm.
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3.1.2.2 Résultats de la reconstruction

La figure 3.7 montre les amplitudes et phases des moments fléchissants obtenus par l’équation 3.1

et par une reconstruction utilisant une méthode d’intégration trapézoidale. Le niveau d’erreur est

également représenté figure 3.7.c).

Les amplitudes comparées sont très proches jusqu’à2500Hz. Cela correspond à la limited
2
≈ λ

4

établie précédement. Le niveau d’erreur est faible et resteentre−2dB et +2dB, excepté en basse

fréquence. Malgré tout, quelques singularités apparaissent ponctuellement aux fréquences présentant

de très faibles amplitudes vibratoires. On remarque que la reconstruction de la phase donne également

de très bon résultats.

Les reconstructions du moment fléchissant utilisant une méthode d’intégration Gauss-Legendre sont

comparées aux mesures directes en figure 3.8. La reconstruction de l’amplitude est excellente entre

100Hz et 2000Hz. L’erreur est faible sur cet intervalle. Des maximums d’erreur apparaissent égale-

ment aux fréquences de faibles amplitudes. La phase reconstruite est très proche de celle issue des

mesures directes.

Les reconstructions du moment fléchissant présentés dans cette section sont bonnes. On retrouve les

limites fréquentielles et spatiales qui avaient été établies lors des simulations numériques.
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FIG. 3.7 – Reconstruction du moment fléchissant en utilisant uneintégration trapézoidale. Mesure

directe : courbe noire épaisse, reconstruction : fine courbegrise.
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FIG. 3.8 – Reconstruction du moment fléchissant en utilisant uneintégration de type Gauss-Legendre.

Mesure directe : courbe noire épaisse, reconstruction : finecourbe grise.
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3.2 Conclusion

Ce chapitre a permis de valider expérimentalement la méthode de reconstruction d’effort. Une poutre

suspendue a servi de support. Celle-ci a été excitée par un oudeux pots vibrants à son extrémité

libre. Ainsi, une reconstruction de l’effort tranchant ou du moment fléchissant ont pu être effectuées

au point limite du domaine d’intégration. Deux méthodes d’intégrations discrètes ont été utilisées

et comparées. On utilise ici un vibromètre laser à balayage,mais on peut imaginer d’autres types

d’acquisitions (antenne holographique, accéléromètre...). De très bon résultats ont été obtenus en

utilisant seulement 10 points de mesure quel que soit le typed’intégration. Les limites fréquentielles

et spatiales déterminées lors du chapitre précédent ont étéretrouvées. Ces premières expérimentations

mettent en évidence que le méthode est simple et robuste. Sonapplication sur des cas simples n’a posé

aucun problème particulier.
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Chapitre 4

Identification des conditions aux limites

d’une poutre en flexion

4.1 Objectifs

En pratique, les conditions aux limites sont très difficilesà déterminer, car elles sont le lien avec le

milieu extérieur, non modélisé. Les conditions aux limitesdes poutres en flexion peuvent souvent être

caractérisées par des raideurs dynamiques (une de torsion et une de translation), des amortissements et

des masses, proportionnelles au déplacement ou à ses dérivées. Ainsi, l’identification des conditions

aux limites est liée à l’estimation des dérivées spatiales du déplacement. Il est connu que ces dérivées

sont difficilement accessibles avec précision aux limites d’un domaine. Par conséquent, il existe de

nombreuses approches se limitant à identifier les conditions limites dites extrêmes (encastrées, libres,

appuies, ou guidées) basées sur le calcul des impédances de translation et de rotation (cf [PEZ 96]).

Mais lorsque ces quantités sont non nulles, ou non infinies, leur quantification devient délicate. L’ap-

proche proposée dans les chapitres précédents, s’intéresse aux efforts aux limites, proportionnels aux

dérivées spatiales du déplacement, on peut donc adapter la méthode afin d’identifier les conditions

limites de manières générales.

4.2 Principe de l’identification

La représentation des limites par des raideurs dynamiques inclut des effets d’amortissement via la

partie imaginaire deK et deC et de masse pour une valeur négative de la partie réelle. Bienentendu,
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la raideur dynamique varie en fréquence. Pour caractériserles éléments actifs d’une condition limite

de flexion de poutre, il est nécessaire de calculer sa raideurde translation,K (enN.m−1) et sa raideur

de rotation,C (en N.m). Afin d’identifier les quantités nécessaires aux calculs deces raideurs, on

considère l’équilibre des forces et des moments à l’extrémité d’une poutre en flexion, dans le cas où

aucun effort extérieur n’est directement appliqué à la limite.

Equilibre des forces :

EI
∂3w

∂x3
= Kw (4.1)

Equilibre des moments :

EI
∂2w

∂x2
= C

∂w

∂x
(4.2)

Le moment fléchissant est donc égale à la raideur que multiplie la pente.

Ces deux équations mènent à l’identification deK etC :






K = T (w)
w

C = M(w)
∂w
∂x

(4.3)

Le déplacement est issu des mesures. Les méthodes de calcul de l’effort tranchant et du moment

fléchissant ont été explicitées dans les chapitres précédents. Seule la pente nécessite une nouvelle

approche afin de pouvoir calculer la raideur de torsion.

4.3 Identification de la pente à la limite d’une poutre

4.3.1 Principe

Le principe d’identification de la pente suit la même démarche que les identifications d’efforts.

L’équation 1.9 nous sert à nouveau de base pour redéfinir un polynôme permettant l’extraction de

la pente. Ainsi, la fonctionηP permettant d’identifier la pente à l’extrémitéa d’un domaine[a, b], doit

vérifier les conditions suivantes :
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η(a) = 0 η(b) = 0

∂η
∂x

(a) = 0 ∂η
∂x

(b) = 0

∂2η
∂x2 (a) = 1 ∂2η

∂x2 (b) = 0

∂3η
∂x3 (a) = 0 ∂3η

∂x3 (b) = 0

(4.4)

Le polynôme de plus petit degré vérifiant ces conditions est :

ηP (x) =
1

2

(x − a)2

(b − a)
− 5

(x − a)4

(b − a)2
+ 10

(x − a)5

(b − a)3
− 15

2

(x − a)6

(b − a)4
+ 2

(x − a)7

(b − a)5
(4.5)

Les figures 4.1 et 4.2, montrent les fonctionsηP (x) et ∂4ηP (x)
∂x4 pour x appartenant à un intervalle

quelconque[a, b]. On précise toutefois que sur les figures, la norme|ab| est unitaire, les valeurs des

fonctions test pouvant varier selon la longueur de cet intervalle. On remarque que les valeurs de ces

polynômes sont inférieures à celles deηT (x) etηM(x).

a   b
0
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0.015

0.02
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0.03

x

η P
(x

)

FIG. 4.1 – FonctionηP (x) pour x∈ [a,b], utilisée pour le calcul de la pente à la borne inférieure du

domaine d’intégration.
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FIG. 4.2 – Fonction∂4ηP (x)
∂x4 pour x∈ [a ;b], utilisée pour le calcul de la pente à la borne inférieure du

domaine d’intégration.

L’équation générale 1.9 devient alors :

P (a) = − 1

EI

∫ b

a
w(x)[ρSω2ηP (x) − EI

∂4ηP

∂x4
(x)]dx (4.6)

Cette équation, associée aux polynômeηP (x) de l’équation 4.5, permet de calculer la pente à la limite

d’un domaine. Des résultats de simulations numériques montrant la précision de cette approche sont

présentés dans le paragraphe suivant.

4.3.2 Simulations numériques

La méthode des ondes forcées (cf [GUY 02]) est utilisée pour effectuer le calcul direct. La figure 4.3

illustre le modèle que l’on utilise ici. Il s’agit d’une poutre dont l’extrémité gauche est munie d’un

ressort en translation et d’un ressort en rotation, l’autreextrémité est encastrée. La poutre est en acier

avec une longueur de 2.5m, une largeur de 6cm, une hauteur de 1cm, et est excitée enx = 2m par une

force unitaire à la fréquencef = 1500Hz. Cette fréquence est située entre deux fréquences propres

du système (1403Hz et1543Hz). Les valeurs des raideurs sontK = 108N.m−1 etC = 10000N.m.

On utilise une intégration de type trapézoïdale à 20 points.

81



CHAPITRE 4. IDENTIFICATION DES CONDITIONS AUX LIMITES D’UNE POUTRE EN
FLEXION

FIG. 4.3 – Poutre avec des ressorts de translation et de rotationde raideurK et C à l’une de ses

extrémités.

Un indicateur d’erreurǫP est défini pour quantifier la précision de l’identification :

ǫP = 10 ∗ log

∣
∣
∣
∣
∣

P (0)
∂w
∂x

(0)

∣
∣
∣
∣
∣

(4.7)

où P (0) est la pente calculée enx = 0 à l’aide des simulations numériques et de l’équation 4.6. La

figure 4.4 montre ce niveau d’erreur en fonction du nombre d’onde dans le domaine d’intégration.

Cette erreur reste inférieure à1dB sur l’intervalle étudié. Elle augmente régulièrement avecle nombre

d’onde dans le domaine d’intégration, car le nombre de points par longueur d’onde devient trop faible

pour effectuer une intégration précise. Cependant ce résultat montre la justesse de l’approche lorsque

l’on choisit un domaine d’intégration appropriée.

Le déplacementw peut être directement mesuré. Dans les premiers chapitres de ce mémoire on a

défini les polynômes nécessaires à l’identification de l’effort tranchant et du moment fléchissant. En

explicitantηP (x), on complète l’étude permettant l’identification des conditions aux limites. Les 4

quantités nécessaires au calcul des raideursK etC, peuvent donc être estimées correctement à l’aide

de ces méthodes.
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FIG. 4.4 – Niveau d’erreurǫP entre la pente calculée par simulation et la pente analytique, pour une

intégration de type trapézoidale utilisant 20 points

4.4 Identification des conditions aux limites : Simulationsnumé-

riques

Pour étudier la faisabilité de ce principe et afin d’en établir les limites, des simulations numériques

ont été menées. On utilise à nouveau le calcul direct issu du cas illustré en figure 4.3.

4.4.1 Simulations exactes

Une fois les déplacements calculés de manière directe. L’effort tranchant, le moment fléchissant et

la pente sont calculés à l’aide de la méthode. Les raideurs detranslation et de torsion sont ensuite

estimées à l’aide du système 4.3. L’analyse se base sur une comparaison entre les valeurs initiales de

K etC qui ont servi au calcul direct et celles retrouvées à partir du calcul des efforts et de la pente.

Deux indicateurs d’erreurs sont définis afin d’estimer l’erreur de chaque identification.

ǫK = 10 ∗ log

∣
∣
∣
∣
∣
∣

T (w)
w

K

∣
∣
∣
∣
∣
∣

(4.8)
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ǫC = 10 ∗ log

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

M(w)
∂w
∂x

C

∣
∣
∣
∣
∣
∣
∣

(4.9)

où K et C sont les valeurs exactes des raideurs que l’on cherche à identifier, T (w), M(w) , ∂w
∂x

sont

respectivement l’effort tranchant, le moment fléchissant et la pente, issus du calcul indirect.

La figure 4.5 montre le niveau d’erreurǫK défini par l’équation 4.8.

0 1 2 3 4 5 6 7
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

5

E
rr

eu
r:

ε K

Nombre d onde dans l intervalle d intégration

FIG. 4.5 – Niveau d’erreurǫK entre la raideur de translation calculée par simulation et la raideur de

translationK exacte, pour une intégration de type trapezoidale utilisant 20 points

On retrouve logiquement la forme du niveau d’erreur de la reconstruction de l’effort tranchant (figure

2.3). Effectivement la seule quantité variable par rapportaux paramètres d’intégration est l’effort

tranchant, alors que le déplacementw est une donnée du problème et ne varie donc pas. Les conclu-

sions sont donc identiques à celles de la reconstruction de l’effort tranchant. En dessous de 0.5 NODI

(Nombre d’Onde dans le Domaine d’Intégration) l’erreur augmente de manière importante en raison

des trop grandes valeurs de la dérivée quatrième qui faussent l’estimation. L’erreur augmente ensuite

régulièrement car le nombre de points de discrétisation parlongueur d’onde devient trop faible.

La figure 4.6 montre les niveaux d’erreur de la reconstruction du moment fléchissant(a) et de la

pente(b). Ces figures servent à comprendre le comportement du niveau d’erreur de la reconstruction

de la raideur de rotation présentée figure 4.7.
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FIG. 4.6 – (a)Niveau d’erreurǫM entre le moment fléchissant calculé par simulation et le moment

fléchissant exact, pour une intégration de type trapézoïdale utilisant 20 points (b)Niveau d’erreurǫP

entre la pente calculée par simulation et la pente exacte, pour une intégration de type trapézoïdale

utilisant 20 points
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FIG. 4.7 – Niveau d’erreurǫK entre la raideur de torsion calculée par simulation et la raideur de

torsionC exacte, pour une intégration de type trapezoidale utilisant 20 points
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La raideur de rotation est une quantité calculée à partir du moment fléchissant et de la pente. Ces ap-

proximations correspondent donc aux approximations issues à la fois de la reconstruction du moment

fléchissant et de la recontruction de la pente. Les oscillations qu’on observe, sont donc accentuées. Le

pic d’erreur au dessous de 0.5 NODI est également présent.

En respectant les critères de nombre d’onde dans l’intervalle d’intégration, on retrouve avec précision

les raideurs de translation et de rotation à la limite d’une poutre. Les conditions aux limites peuvent

donc être déterminées en combinant les différentes reconstructions d’effort et de pente proposées dans

ce mémoire.

4.4.2 Effet du bruit sur l’identification

La précision des précédents résultats n’est valable que dans un cas théorique. En pratique de nombreux

bruits viennent entacher les déplacements mesurés et biaiser la reconstruction des efforts et donc de

l’identification des conditions aux limites. Il est donc nécessaire d’effectuer des simulations utilisant

des déplacements bruités et d’évaluer la robustesse de la méthode face aux bruits de mesure.

4.4.2.1 Types de bruit

Une analyse des effets de différents types de bruits de mesure ont déjà été menée pour chacun des

efforts aux chapitres précédents. Cette section ira directement à l’essentiel, les différents bruits de

mesure ne sont pas séparés : les déplacements calculés par laméthode des ondes forcées sont détério-

rés par un bruit additif, multiplicatif et une erreur dans lalocalisation des points. Ces déplacements

bruités sont modélisés par l’équation suivante :

wbruité(xi) = wexact(xi + ∆x).∆wm.ej∆ϕ + ∆wa (4.10)

où ∆wm est une variable aléatoire Gaussienne réelle, définie par samoyenne égale à un et son écart

type égale à 1% de l’amplitude du déplacement,∆ϕ est une variable Gaussienne aléatoire réelle,

définie par sa moyenne nulle, et son écart type égal à 1°.∆wa représente un bruit de fond, défini

par une variable aléatoire Gaussienne de moyenne nulle et unécart type dépendant directement de la

chaîne d’acquisition (Pour ces simulations, le bruit de fond est fixé à 1% de la valeur maximale du

déplacement de la poutre). En ce qui concerne la position despoints, l’écart type est fixé à0.5mm.
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La combinaison de ces trois bruits, détériore fortement le champ de déplacement et représente une

mesure de mauvaise qualité par rapport aux moyens existants.

4.4.2.2 Simulations bruitées

La structure utilisée pour les simulations bruitées est toujours celle schématisée en figure 4.3. Les fi-

gures 4.8 et 4.9 montrent le niveau d’erreur de l’identification des raideurs de translation et de torsion.

On supperpose sur ces figures, le résultat précédemment obtenu lors des simulations "exactes" afin

d’avoir une référence ainsi qu’une série de simulations utilisant des déplacements bruités, représenté

par un nuage de croix. L’identification de la raideur de translation est un peu particulière car elle
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FIG. 4.8 – Niveau d’erreurǫK entre la raideur de translation calculée par simulation bruitée et la

raideur de translationK exacte, pour une intégration de type trapézoidale utilisant 20 points. Ligne

continue : Simulation utilisant des déplacements exacts, x: Simulation utilisant des déplacements

bruités

utilisew issu d’une mesure directe, ne nécessitant aucun post-traitement. L’erreur sur l’identification

va donc être directement proportionnelle à l’erreur surw multipliée par l’erreur surT (w). De plus,

l’erreur surw ne dépend pas de la longueur d’intégration, c’est un paramétre invariant. Il est donc

logique de retrouver sur la figure 4.8 un comportement similaire à l’erreur sur la reconstruction de

l’effort tranchant seul, déjà présentée au chapitre2, figures 2.7 à 2.9. Les nombreuses approximations

et incertitudes sont moyennées sur l’intervalle d’intégration et l’erreur des simulations bruitées reste

proche de l’erreur issue des simulations exactes.
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FIG. 4.9 – Niveau d’erreurǫC entre la raideur de rotation calculée par simulation bruitée et la raideur

de rotationC exacte, pour une intégration de type trapezoidale utilisant 20 points. Ligne continue :

Simulation utilisant des déplacements exacts, x : Simulation utilisant des déplacements bruités
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FIG. 4.10 – (a)Niveau d’erreurǫM entre le moment fléchissant calculé par simulation(ligne continue :

déplacements exacts, x :déplacements bruités) et le momentfléchissant exact , pour une intégration de

type trapezoidale utilisant 20 points (b)Niveau d’erreurǫP entre la pente calculée par simulation(ligne

continue : déplacements exacts, x :déplacements bruités) et la pente exacte, pour une intégration de

type trapezoidale utilisant 20 points
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L’erreur sur l’identification de la raideur de torsion présenté en figure 4.9 a un comportement différent.

Effectivement, pour un NODI supérieur à une longeur d’onde et demi, l’erreur dépasse les 2dB, puis

continue à augmenter. Les figures 4.10 présentent les niveaux d’erreur des reconstructions bruitées du

moment fléchissant et de la pente à la limite de la poutre. On constate que la sensibilité au bruit de

l’identification de la raideur de torsion est issue de la sensibilité des deux quantités reconstruite qui la

composent (c’est à dire le moment fléchissant et le pente).

Malgré tout, il est possible de déterminer un intervalle de nombre d’onde dans le domaine d’intégra-

tion pour lequel, l’identification de la raideur de torsion reste précise. Sur la figure 4.9, on constate

qu’entre 0.5 et 1.5 NODI, le niveau erreur reste en dessous de2dB. On rappelle que les déplacements

sont ici fortement bruités, en conséquence ces simulationsmontrent que l’estimation de la raideur de

torsion reste possible si l’on choisit la taille adéquate dudomaine d’intégration.

4.5 Conclusions

L’identification des conditions limites est le sujet de nombreux ouvrages (Kamiya [KSMY 05], Ahma-

dian [AJM 01], ...), et rencontrent généralement le problème de l’estimation des dérivées (premières,

secondes ou troisièmes) du déplacement. L’objectif final dutravail de cette thèse est la recherche des

efforts (effort tranchant ou moment fléchissant) à la limitedes structures. Ces quantités elles aussi,

dépendent directement des dérivées spatiales du déplacement, c’est donc naturellement qu’en com-

binant ces méthodes de reconstruction d’effort, on proposed’identifier les conditions aux limites des

structures. Cependant, les approximations présentes danschacune des reconstructions se multiplient

et rendent le calcul des conditions aux limites légèrement plus délicat que le simple calcul d’effort.

Les simulations numériques bruitées, ont montré la robustesse de cette approche à partir de déplace-

ments fortement bruités.

89



Chapitre 5

Reconstruction de l’effort tranchant et du

moment fléchissant : Cas d’une plaque en

flexion

5.1 Objectifs du chapitre

Nous proposons dans ce chapitre, une extension aux plaques de la méthode précédemment décrite. Il

sera indispensable de reprendre toute la base de la formulation intégrale qui caractérise l’approche.

Si dans l’esprit la méthode ne change pas, les calculs d’intégrales à deux dimensions sont assez

lourds et les expressions des efforts sont bien plus complexes, ils utilisent des dérivées spatiales croi-

sées qui compliquent considérablement l’approche mathématique. Il est apparu préférable de revenir

aux sources variationnelles de la mise en équation (cf [GUY 02]). Après avoir présenté les quantités

recherchées et défini la fonctionnelle utilisée, les différentes étapes mathématiques permettant l’ex-

traction des efforts à la limite sont décrites. Les effets liés aux incertitudes de mesure font l’objet du

chapitre suivant.
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5.2 Equations de base du problème

5.2.1 Effort tranchant et moment fléchissant

Comme dans le premier chapitre, les deux quantités qui caractérisent les efforts à la limite d’une

plaque vibrant en flexion sont l’effort tranchant et le moment fléchissant. Ils dépendent également

de dérivées spatiales du déplacement, mais leurs expressions sont plus compliquées. On constate

effectivement l’apparition de dérivées croisées. L’orientation de la limite est prise en compte par

l’intermédiaire des vecteurs normaux et tangentiels.

Les efforts tranchants et moments fléchissants sur le contour σ sont donnés par (cf [GUY 02]) :






T (w) = D ∂
∂s

[

2n1n2(1 − ν)
(

∂2w
∂x2

1
− ∂2w

∂x2
2

)

+ 2(1 − ν)(n2
2 − n2

1)
∂2w

∂x1∂x2

]

+ ∂
∂n

[M ]

M(w) = −D
[(

∂2w
∂x2

1
+ ν ∂2w

∂x2
2

)

n2
1 + 2(1 − ν) ∂2w

∂x1∂x2
n1n2 +

(

ν ∂2w
∂x2

1
+ ∂2w

∂x2
2

)

n2
2

]
(5.1)

où w est le déplacement transversal,ν est le coefficient de poisson,D = Eh3/(12(1 − ν2)) est la

rigidité de flexion etn1 et n2 sont les coefficients directeurs du vecteur normal
→

n et
→

s est le vecteur

tangentiel.

FIG. 5.1 – Représentation des vecteurs unitaires en un point du contourσ.
→

n normale extérieure àS,
→

s tangente àσ.

5.2.2 Modèle de plaque

Il est important de préciser que le modèle de plaque utilisé pour décire le champ de déplacement est

celui défini par Love-Kirchoff (cf. [GUY 02]). Dans ce modèle, le déplacement est décrit par une
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seule variable : le déplacement transversalw(x, y, t). On qualifie ce modèle de flexion pure car il

revient à négliger le cisaillement transversal de la plaque. Les hypothèses menant à ce modèle sont :

- Aucun déplacement dans le plan de la fibre neutre.

- Les sections droites déformées restent normales au plan dela fibre neutre.

Ce modèle s’oppose à celui de Mindlin (cf [GUY 02]) où les sections droites ne sont plus nécessaire-

ment normales à la fibre neutre.

La fonctionnelle de Hamilton pour la flexion des plaques minces, s’écrit (sous les hypothèses de

Love-Kirchhoff et en négligeant l’inertie rotationnelle):

H(W (x1, x2, t)) =
∫ t0

t1

∫

S



ρ
h

2

(

∂W

∂t

)2

− D

2





(

∂2W

∂x2
1

)2

+

(

∂2W

∂x2
2

)2

(5.2)

+2ν
∂2W

∂x2
1

∂2W

∂x2
2

+ 2(1 − ν)

(

∂2W

∂x1∂x2

)2


+ FW



 dx1dx2dt

La théorie variationnelle dit que si le champ de déplacementde la plaque est cinématiquement ad-

missible, et si ce champ de déplacement rend la fonctionnelle de Hamilton extrémum, alors ce champ

de déplacement vérifie l’équation de mouvement du système. Nous ne nous servirons pas de la fonc-

tionnelle dans ce but, mais comme base du calcul, permettantd’extraire les expressions des efforts

tranchants et des moments fléchissants.

5.3 Approche générale

5.3.1 Calcul analytique préliminaire

Nous rappelons que l’objectif de la méthode est d’identifierles efforts aux limites à partir de dépla-

cements mesurés. Il est donc nécessaire d’obtenir une expression de l’effort tranchant et du moment

fléchissant ne dépendant que de ces déplacements et de quantités connues. La démarche est la sui-

vante : partant de la fonctionnelle d’Hamilton, on cherche àfaire apparaître les quantités recherchées

en introduisant une fonction test qui nous permettra de pondérer les différents termes présents dans

les équations. Cette fonction, pour l’instant quelconque,devra vérifier des conditions aux limites ju-

dicieusement choisies, pour extraire le moment fléchissantou l’effort tranchant.

Les trois équations de base que nous retiendrons sont donc celles des efforts 5.1 et celle de la fonc-

tionnelle 5.3. On ne présente ici que les grandes lignes de ladémarche mathématique. Les détails des
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calculs sont présentés dans l’annexe C.

Dans le cas où il n’y a pas d’excitation extérieure de la structure dans le domaine considéré(F = 0),

la fonctionnelle de Hamilton s’écrit :

H(W (x1, x2, t)) =
∫ t0

t1

∫

S



ρ
h

2

(

∂W

∂t

)2

− D

2





(

∂2W

∂x2
1

)2

+

(

∂2W

∂x2
2

)2

(5.3)

+2ν
∂2W

∂x2
1

∂2W

∂x2
2

+ 2(1 − ν)

(

∂2W

∂x1∂x2

)2






 dx1dx2dt

Les méthodes variationnelles proposent de décomposer le champ de déplacementW (x1, x2, t) de la

façon suivante :

W (x1, x2, t) = w(x1, x2, t) + λW ∗(x1, x2, t) (5.4)

où λ est une constante, etW ∗(x1, x2, t) est un déplacement virtuel, cinématiquement admissible, et

w est le déplacement cinématiquement admissible qui minimise la fonctionnelle. La minimisation de

H s’écrit alors :
∂

∂λ
H [w(x1, x2, t) + λW ∗(x1, x2, t)]|λ=0 = 0 (5.5)

Lorsque l’on dérive cette expression pourλ = 0, on obtient :

∂

∂λ
H [w(x1, x2, t) + λW ∗(x1, x2, t)]|λ=0

=
∫ t0

t1
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∂
2
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2
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2
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∂
2
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∂
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∂
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∗
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(x1, x2, t)
∂
2
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∗

∂x1∂x2

(x1, x2, t)
)]

dx1dx2dt

(5.6)

On considère le système en régime harmonique et en adoptant la simplification d’écriture suivante :

∂F

∂xi

(x1, x2) = F,i (5.7)

on obtient :

∫

S −ρhω2wW ∗ − D [w,11 W ∗,11 +w,22 W ∗,22 +ν(w,11 W ∗,22 +w,22 W ∗,11 )

+2(1 − ν)w,12 W ∗,12 ] dx1dx2 = 0 ∀ W ∗

(5.8)
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L’équation 5.8 conduit à l’équation de mouvement et aux conditions aux limites naturelles 5.9 après

transformation des intégrales de surface en intégrales de contour, basée sur les identités de Green (cf

[CM 88]).

∫

S
(−ρhω2w + D∆2w)W ∗dx1dx2 +

∫

σ
W ∗T (w)d

→

s −
∫

σ
W ∗,n Mf(w)d

→

s= 0 ∀ W ∗ (5.9)

Les différentes étapes du calcul sont détaillés dans l’annexe C. Nous allons l’exploiter de façon dif-

férente en prenant comme fonctionW ∗, une fonction quelconqueη qui n’est pas forcément ciné-

matiquement admissible. L’intégrale n’est alors plus nulle, mais l’on peut appliquer les transferts de

l’intégrale de surface comme dans le passage de 5.8 à 5.9, ce qui conduit, compte tenu de la symétrie

entrew etη à deux expression égales :

H,λ [w + λη]|λ=0 =
∫

S
(−ρhω2w + D∆2w)ηdx1dx2 +

∫

σ
ηT (w)d

→

s −
∫

σ
η,n Mf (w)d

→

s (5.10)

ou sa forme symétrique :

H,λ [w + λη]|λ=0 =
∫

S
(−ρhω2η + D∆2η)wdx1dx2 +

∫

σ
wT (η)d

→

s −
∫

σ
w,n Mf (η)d

→

s (5.11)

Dans l’équation 5.10, on remarque avec intérêt l’apparition des termes de l’effort tranchantT (w) et

du moment fléchissantMf (w) dans les intégrales de contour.

Dans l’hypothèse qu’aucun effort ne soit appliqué dans le domaine d’intégration, l’équation de mou-

vement de flexion des plaques s’écrit :

−ρhω2w + D∆2w = 0 (5.12)

En multipliant cette expression parη et en l’intégrant surS, cette dernière reste nulle. On obtient

alors :
∫

S
(−ρhω2w + D∆2w)ηdx1dx2 = 0 (5.13)

ce qui nous amène à simplifier l’équation 5.10, qui devient :

H,λ [w + λη]|λ=0 =
∫

σ
ηT (w)d

→

s −
∫

σ
η,n Mf(w)d

→

s (5.14)

Les équations 5.14 et 5.11 donnent :
∫

σ
ηT (w)d

→

s −
∫

σ
η,n Mf (w)d

→

s=
∫

S
(−ρhω2η+D∆2η)wdx1dx2+

∫

σ
wT (η)d

→

s −
∫

σ
w,n Mf(η)d

→

s

(5.15)
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On obtient ici, l’équation intégrale à la base de la reconstruction des efforts aux limites en fonction

du déplacement et de la fonction testη. Effectivement on remarque dans les termes de gauche, l’iso-

lement des efforts tranchants et moments fléchissants à la limiteσ du domaine. Les termes de droite

contiennent dans leurs diverses intégrales des quantités dépendantes des déplacementsw ou de leurs

dérivées normales et de la fonctionη.

On retrouve ici, comme dans le chapitre 1, un transfert de dérivées spatiales du déplacement trans-

versalw vers la fonctionη. Il s’agit maintenant de caractériser la fontionη qui nous permettra de

poursuivre cette identification.

Dans le cas particulier d’un contour présentant un point singulier A (cf. figure 5.2), des termes cor-

rectifs doivent être ajoutés à l’équation 5.15(cf. annexesC et D) :

∫

σ ηT (w)d
→

s − ∫σ η,n Mf(w)d
→

s +(ηw,ns |A− − ηw,ns |A+) =
∫

S(−ρhω2η + D∆2η)wdx1dx2 +
∫

σ wT (η)d
→

s − ∫σ w,n Mf (η)d
→

s +(η,ns w |A− − η,ns w |A+)
(5.16)

Les domaines utilisés étant souvent rectangulaires, une attention particulière doit être portée à ces

points singuliers du contour.

FIG. 5.2 – Contourσ présentant une singularité au point A. Le vecteur normal à gaucheηA− est

différent du vecteur normal à droiteηA+
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5.3.2 Caractérisation des fonctions test

Le but de cette section est de rechercher deux fonctions testdistinctes : une pour l’identification de

l’effort tranchant, qu’on noteraηT et une pour l’identification du moment fléchissant, qu’on notera

ηM . Dans les deux cas, on recherche une expression analytique de ces fonctions qui devront satisfaire

des conditions aux limites particulières.

Afin de compléter cette étude, et dans le but d’identifier les conditions aux limites, il peut être in-

téressant de rechercher une autre fonction testηR, permettant le calcul de la dérivée normale du

déplacement par rapport au contour. Cette dérivée normale représente physiquement la rotation de la

plaque autour de la tangente au contour.

5.3.2.1 Cas de l’effort tranchant

C’est l’équation 5.15 qui nous permet de selectionner judicieusement ces conditions limites particu-

lières. On cherche ici à isoler le termeT (w), qui apparaît dans la première intégrale de contour. On

appelleσT la partie du contourσ sur laquelle on souhaite identifier l’effort tranchant. Afind’isoler

cet effort surσT , on choisit les conditions aux limites suivantes :







ηT,n(x1, x2) = 0 sur σ

Mf (ηT (x1, x2)) = 0 sur σ

ηT (x1, x2) = 0 sur (σ − σT )

ηT (x1, x2) 6= 0 sur σT

(5.17)

Si la fonctionηT (x1, x2) vérifie ces conditions, alors l’équation 5.15 devient :

∫

σT

ηT T (w)d
→

s=
∫

S
(−ρhω2ηT + D∆2ηT )wdx1dx2 +

∫

σ
wT (ηT )d

→

s (5.18)

Il est évident que l’équation, solution du système 5.17 définisssantηT , dépend directement de la

forme du contourσ. La recherche exacte deηT doit être faite après le choix de la forme du contour.

Le paragraphe 5.3.3 présente un exemple détaillé de cette recherche deηT dans le cas d’une surface

rectangulaire. L’annexe E donne une expression analytiquefinale deηT .

5.3.2.2 Cas du moment fléchissant

On cherche ici à isoler l’effort tranchantM(w), il apparaît dans la seconde intégrale de contour.

On appelleσM la partie du contourσ sur laquelle on souhaite identifier le moment fléchissant. Afin
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d’isolerMf (w) surσM , on choisit les conditions limites suivantes :







ηM(x1, x2) = 0 sur σ

Mf (ηM(x1, x2)) = 0 sur σ

ηM,n(x1, x2) = 0 sur (σ − σM)

ηM,n(x1, x2) 6= 0 sur σM

(5.19)

Si la fonctionηM(x1, x2) vérifie ces conditions, alors l’équation 5.15 devient :

−
∫

σM

ηM,nMf (w)d
→

s=
∫

S
(−ρhω2ηM + D∆2ηM)wdx1dx2 +

∫

σ
wT (ηM)d

→

s (5.20)

On donne dans la section suivante la méthode permettant d’obtenir l’expression analytique deηM .

Afin d’alléger la lecture de ce chapitre, la recherche deηM ne sera pas détaillée ici, mais suivra la

même démarche. Une expression analytique est donnée dans l’annexe E.

5.3.2.3 Cas de la rotation

Pour la rotation, on s’intéresse ici àw,n présent dans le dernier terme de l’équation 5.15. Pour se faire,

la fonction testηR doit vérifier :






ηR(x1, x2) = 0 sur σ

Mf (ηR(x1, x2)) = 0 sur (σ − σR)

ηR,n(x1, x2) = 0 sur σ

Mf (ηR(x1, x2)) 6= 0 sur σR

(5.21)

Si la fonctionηR(x1, x2) vérifie ces conditions, alors l’équation 5.15 devient :

−
∫

σR

w,n Mf (ηR)d
→

s=
∫

S
(−ρhω2ηR + D∆2ηR)wdx1dx2 +

∫

σ
wT (ηR)d

→

s (5.22)

Une expression analytique deηR est donnée en annexe E.

5.3.3 Cas d’un domaine d’intégration rectangulaire

5.3.3.1 Données du problème

Un seul des nombreux cas possibles sera developpé ici. La recherche de la fonctionηT permettant

l’identification de l’effort tranchant en considérant une surface d’intégration rectangulaire. On rap-

pelle que la recherche deηM pour le calcul du moment fléchissant ou deηR pour le calcul de la
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rotation, pourra suivre une démarche similaire à celle présentée ici. La fonctionηT doit vérifier le

système 5.17.

Afin de faciliter la compréhension de l’approche et d’alléger l’écriture et les indices utilisés, on pose

dorénavant
→

x1=
→

x et
→

x2=
→

y .

En prenant une surface d’intégration rectangulaire (longueura, largeurb), et en cherchant à identifier

l’effort tranchant sur le bordx = a, le système 5.17 donne 12 équations.

Pourx = 0 : 





ηT (0, y) = 0
∂ηT

∂x
(0, y) = 0

∂2ηT

∂x2 (0, y) + ν ∂2ηT

∂y2 (0, y) = 0

(5.23)

Poury = 0 :






ηT (x, 0) = 0
∂ηT

∂y
(x, 0) = 0

∂2ηT

∂y2 (x, 0) + ν ∂2ηT

∂x2 (x, 0) = 0

(5.24)

Poury = b :






ηT (x, b) = 0
∂ηT

∂y
(x, b) = 0

∂2ηT

∂y2 (x, b) + ν ∂2ηT

∂x2 (x, b) = 0

(5.25)
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Pourx = a : 





ηT (a, y) 6= 0
∂ηT

∂x
(a, y) = 0

∂2ηT

∂x2 (a, y) + ν ∂2ηT

∂y2 (a, y) = 0

(5.26)

Le première condition du système 5.26 est une inégalité. Afinde manipuler l’ensemble plus facilement

on la transforme par l’égalité suivante, en forçant la fonction à être unitaire au milieu deσT , au point

de coordonnéesx = a, y = b/2.

ηT (a, b/2) = 1 (5.27)

Le système complet à résoudre, s’écrit alors :







ηT (0, y) = 0
∂ηT

∂x
(0, y) = 0

∂2ηT

∂x2 (0, y) + ν ∂2ηT

∂y2 (0, y) = 0

ηT (x, 0) = 0
∂ηT

∂y
(x, 0) = 0

∂2ηT

∂y2 (x, 0) + ν ∂2ηT

∂x2 (x, 0) = 0

ηT (x, b) = 0
∂ηT

∂y
(x, b) = 0

∂2ηT

∂y2 (x, b) + ν ∂2ηT

∂x2 (x, b) = 0

ηT (a, b/2) = 1
∂ηT

∂x
(a, y) = 0

∂2ηT

∂x2 (a, y) + ν ∂2ηT

∂y2 (a, y) = 0

(5.28)

Bien entendu, la fonctionηT étant définie qu’au seul pointy = b/2 sur le bordx = a, n’est pas

unique.

5.3.3.2 Recherche des expressions analytiques des fonctions test

Ce système n’admet pas de solution analytique immédiate. Onenvisage donc différentes décomposi-

tions pouvant approcher au mieux ces conditions.

Fonctions à variables séparées :

Il s’agit de décomposerηT en somme ou multiplication de deux fonctions à une variable.On cher-

cherait alors une fonction du type :
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ηT (x, y) = f(x) + g(y) (5.29)

ou

ηT (x, y) = f(x) × g(y) (5.30)

Malheureusement certaines équations du système ne permettent pas une approche aussi simple, et

mènent à des incohérences si l’on s’engage dans cette voie. Le lecteur trouvera la démonstration de

cette impossibilité de solution dans l’annexe E.

Fonction polynôme :

L’approche polynomiale a aussi été testée, et n’a donné aucun succès. Effectivement, si l’on consi-

dère que les deux variablesx ety ne sont pas issues de deux fonctions indépendantes (pour ne pas être

dans le cas du paragraphe précédent), la fonctionηT comporte de très nombreux termes dépendant de

x ety. Les conditions du système 5.28 ne sont approchées qu’avec difficulté et un très grand nombre

de termes est alors nécessaire pour un résultat imprécis. Cette approche ne sera donc pas retenue.

Somme trigonométrique :

L’approche qui donne satisfaction est une décomposition ensomme de sinus. On impose donc à la

fonctionηT d’être du type :

ηT (x, y) =
k∑

m=1

l∑

n=1

Amnsin(
2m + 1

2

π

a
x)sin(n

π

b
y) (5.31)

Même si cette formulation revient à faire une séparation de variable, celle-ci présente la particularité

de vérifier naturellement de nombreuses équations différentielles du système 5.28. Les 5 conditions

non vérifiées sont :







∂ηT

∂x
(0, y) = 0

∂ηT

∂y
(x, 0) = 0

∂ηT

∂y
(x, b) = 0

ηT (a, b/2) = 1
∂2ηT

∂x2 (a, y) + ν ∂2ηT

∂y2 (a, y) = 0

(5.32)

Si on considère queηT (x, y) est la somme de sinus décrite en 5.31, le système 5.32 devient:
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∑∑
Amn(2m+1

2
π
a
)sin(nπ

b
y) = 0 ∀ y

∑∑
Amnsin(2m+1

2
π
a
x)(nπ

b
) = 0 ∀ x

∑∑
Amnsin(2m+1

2
π
a
x)(nπ

b
)(−1)n = 0 ∀ x

∑∑
Amnsin(2m+1

2
π)sin(nπ

2
) − 1 = 0

∑∑
Amn[(2m+1π

2a
)2 + ν(nπ

b
)2](−1)nsin(nπ

b
y) = 0 ∀ y

(5.33)

Pour estimer les coefficientsAmn, on cherche à vérifier ces équations au sens des moindres carrées.

On ne cherche plus ici une solution exacte au système 5.32, mais une solution approchée à l’aide

d’une estimation des coefficientsAmn.

Cela revient à calculer pour chaque coefficient.







∂
∂Apq

[
∫ b
0

[
∑∑

Amn(2m+1
2

π
a
)sin(nπ

b
y)
]2

dy+
∫ a
0

[
∑∑

Amnsin(2m+1
2

π
a
x)(nπ

b
)
]2

dx+
∫ a
0

[
∑∑

Amnsin(2m+1
2

π
a
x)(nπ

b
)(−1)n

]2
dx+

[
∑∑

Amnsin(2m+1
2

π)sin(nπ
2
) − 1

]2
+

∫ b
0

[
∑∑

Amn[(2m+1π
2a

)2 + ν(nπ
b

)2](−1)nsin(nπ
b

y)
]2

dy ] = 0

(5.34)

Soit, après calcul :

b (2p+1)π
2a

∑

m Amq
(2m+1)π

2a
+ aq(π

b
)2∑

n Apn(n) + (−1)qaq(π
b
)2∑

n Apn(n)(−1)n+

2(−1)psin( qπ
2

)[−1 +
∑

m

∑

n Amn(−1)msin(nπ
2

)]+

(−1)pb
[

( (2p+1)π
2a

)2 + ν( qπ
b
)2
]
∑

m Amq(−1)m[( (2m+1)π
2a

)2 + ν(nπ
b

)2] = 0

(5.35)

La résolution de l’équation 5.35 à été réalisée via le logiciel Maple (Calcul symbolique). L’optimum

simplicité-précision a été obtenu pour des indicesk et l égaux à 5, c’est à dire un développement 5.31

à 25 termes, dont cependant seulement 9 termes sont non nuls.

Pour la recherche deηM et deηR, il suffit d’appliquer la nouvelle approche aux systèmes 5.19 et

5.21. Les expressions analytiques des fonctionsηT , ηM et ηR sont données dans l’annexe E. On

notera que la fonctionηM ne contient que quatre termes non nuls.

Les figures 5.3, 5.4, et 5.5 présentent les fonctionsηT , ηM etηR pour une surface d’intégration carrée.

101



CHAPITRE 5. RECONSTRUCTION DE L’EFFORT TRANCHANT ET DU MOMENT
FLÉCHISSANT : CAS D’UNE PLAQUE EN FLEXION

FIG. 5.3 – Fonction testηT (x, y) définie sur une surface d’intégration carrée unitaire et calculée à

partir d’une série trigonométrique

FIG. 5.4 –ηM(x, y) définie sur une surface d’intégration carrée unitaire et calculée à partir d’une série

trigonométrique
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FIG. 5.5 –ηR(x, y) définie sur une surface d’intégration carrée unitaire et calculée à partir d’une série

trigonométrique

5.3.3.3 Singularités des contours rectangulaires

La surface d’intégration choisie présente des singularités en chacun de ses coins. C’est l’expression

intégrale 5.16 tenant compte des discontinuités aux pointssinguliers, qu’il faut utiliser. Cependant,

les fonctions test trigonométriques calculées pour ces identifications ainsi que leurs dérivées, tendent

vers zéro en ces points singuliers. Les termes correctifs del’équation 5.16 dûs aux discontinuités des

normales et tangentes àσ sont annulés lors de l’intégration autour des singularités. On retrouve alors

l’équation 5.15.

5.3.4 Identification des efforts locaux

Les calculs préliminaires et la recherche des fonctions test nous ont menés aux deux équations 5.18

et 5.20 , que nous rappelons :







∫

σT
ηT T (w)d

→

s =
∫

S(−ρhω2ηT + D∆2ηT )wdx1dx2 +
∫

σ wT (ηT )d
→

s

− ∫

σM
ηM,nMf (w)d

→

s =
∫

S(−ρhω2ηM + D∆2ηM)wdx1dx2 +
∫

σ wT (ηM)d
→

s
(5.36)

On constate que les efforts aux limites, c’est à dire l’effort tranchant et le moment fléchissant surσ

sont chacun, isolés dans une intégrale de contour. Il est essentiel de noter le fait que ces intégrales sont

égales à des expressions ne contenant que des fonctions connues et les déplacementsw. La disparition

complète des dérivées spatiales du déplacement, difficilement mesurables ou calculables à la limite
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est à souligner.

Par contre les intégrales 5.36 ne permettent que de calculerles moyennes pondérées des valeurs des

efforts surσT ou σM , et non pas leurs valeurs locales ; l’effort tranchant est pondéré par les valeurs

deηT ,et est moyenné surσT , le moment fléchissant est pondéré par les valeurs deηM ,et est moyenné

surσM .

FIG. 5.6 – Recherche d’une répartition d’efforts pondérés moyennés avecN surfaces rectangulaires

Dans la suite, on considère des contoursσT (ou σM ) de type ligne droite. Pour remonter aux efforts

locaux un traitement particulier est réalisé. La figure 5.6 illustre cette approche. Les surfaces d’in-

tégration sont des rectangles identiques décalés successivement d’un point. Pour chaque surface, le

calcul d’une valeur de l’effort (effort tranchant ou momentfléchissant) pondéré moyenné est réalisé.

PourN surfaces d’intégration, on obtient alorsN valeurs moyennées pondérées de l’effort recherché.

On note dans la suiteTMPi la ième valeur moyennée pondérée de l’effort tranchant etMMPi la ième

valeur moyennée pondérée du moment fléchissant. En considérant que les fonctions testsηT et ηM

104



CHAPITRE 5. RECONSTRUCTION DE L’EFFORT TRANCHANT ET DU MOMENT
FLÉCHISSANT : CAS D’UNE PLAQUE EN FLEXION

sont nulles en dehors de la surface d’intégration, on peut écrire globalement à partir de 5.36 dans le

cas du schéma 5.6 :







TMPi =
∫

σT
ηT (a, y − i∆)T (a, y)dy

MMPi =
∫

σM
ηM,n(a, y − i∆)Mf (a, y)dy

(5.37)

où ∆ caractérise la translation de deux surfaces d’intégrationconsécutive,T (a, y) est l’effort tran-

chant etM(a, y) est le moment fléchissant le long de la droitex = a située à la limite de la plaque.

Les équations 5.37 correspondent à deux produits de convolutions. Pour remonter aux valeurs lo-

cales des répartitions d’effort tranchantT (a, y) et de moment fléchissantM(a, y) le long dey, il faut

déconvoluer 5.37.

On propose de le faire en discrétisant les intégrales 5.37 par la méthode des trapèzes. Sous forme

matricielle la discrétisation de 5.37 peut s’écrire :

-dans le cas de l’effort tranchant :

∆














1
2
ηT (a, 0) ηT (a, ∆) . . . ηT (a, b − ∆) 1

2
ηT (a, b) 0 . . . 0

0 1
2
ηT (a, 0) ηT (a, ∆) . . . ηT (a, b − ∆) 1

2
ηT (a, b) 0 . . . 0

...
. . .

. . .
...

0 . . . 0 1
2
ηT (a, 0) ηT (a, ∆) . . . ηT (a, b − ∆) 1

2
ηT (a, b) 0

0 . . . 0 1
2
ηT (a, 0) ηT (a, ∆) . . . ηT (a, b − ∆) 1

2
ηT (a, b)














×







T1(w)

...

TN (w)







=







TMP1(w)

...

TMPN
(w)







(5.38)
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-dans le cas du moment fléchissant :

∆











1

2

∂ηM
∂x

(a, 0)
∂ηM

∂x
(a, ∆) . . .

∂ηM
∂x

(a, b − ∆) 1

2

∂ηM
∂x

(a, b) 0 . . . 0

0 1

2

∂ηM
∂x

(a, 0)
∂ηM

∂x
(a, ∆) . . .

∂ηM
∂x

(a, b − ∆) 1

2

∂ηM
∂x

(a, b) 0 . . . 0

.

.

.
. . .

. . .
.
.
.

0 . . . 0 1

2

∂ηM
∂x

(a, 0)
∂ηM

∂x
(a, ∆) . . .

∂ηM
∂x

(a, b − ∆) 1

2

∂ηM
∂x

(a, b) 0

0 . . . 0 1

2

∂ηM
∂x

(a, 0)
∂ηM

∂x
(a, ∆) . . .

∂ηM
∂x

(a, b − ∆) 1

2

∂ηM
∂x

(a, b)











×







M1(w)

.

.

.

MN (w)







=







MMP1(w)

.

.

.

MMPN
(w)







(5.39)

où∆ est le pas séparant chaque point le long dey. La déconvolution consite à inverser ces systèmes

matriciels et permet d’identifier l’effort sur la limite auxdifférents points de discrétisation.

On précise que la résolution numérique de ces systèmes n’estpas immédiate. Effectivement les ma-

trices contenant lesηT ou les∂ηM

∂x
, en plus d’être rectabgulaire, ont des lignes très similaires une à une

et sont donc mal conditionnées, ce qui rend leurs inversionsdélicates. Afin de pallier ce problème, on

utilise une méthode de résolution par troncature des valeurs singulières. Son application et en particu-

lier le réglage du paramètre de régularisation sont détaillés dans le chapitre présentant les simulations

numériques. Par la suite, les matrices contenant les valeurs des fonctions test seront respectivement

notées[ηT ] et [∂ηM

∂x
]
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5.4 Conclusions

Ce chapitre a abordé la recherche des efforts aux limites desplaques en flexion. Le principe de base

est une manipulation d’équations intégrales issues des formulations variationnelles. L’utilisation des

identités de Green permet l’isolement des expressions des efforts tranchants et moments fléchissants

moyennés pondérés dans des intégrales de contour. On obtient alors des expressions ne nécessitant

plus l’estimation directe des dérivées spatiales du déplacement.

La caractérisation des fonctions test est également présentée dans le cas d’une surface d’intégration

rectangulaire. Une identification par une approximation ensérie trigonométrique est proposée.

La simple formulation intégrale mène à un calcul de moyenne pondérée insuffisant pour caractériser

localement les efforts, mais on montre qu’il est possible deremonter aux efforts par une technique de

déconvolution à partir d’une répartition de moyennes pondérées.

Dans le chapitre suivant, des simulations numériques montrent la fiabilité et les limites de cette mé-

thode d’identification. On dressera également les critèresqui permettront le choix des paramètres des

surfaces d’intégration, et l’on montrera la robustesse de la méthode face aux bruits de mesures.
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Chapitre 6

Approximations et incertitudes : Cas d’une

plaque en flexion

6.1 Objectifs du chapitre

Le chapitre précédent présentait l’approche théorique de la méthode d’identification, il montrait que

deux grandes étapes caractérisent le calcul :

-tout d’abord une intégration de surface et de contour mettait en jeu des déplacements de la plaque et

des données connues, afin d’obtenir une moyenne pondérée de l’effort recherché.

-puis, une déconvolution de la répartition de ces moyennes pondérées afin d’extraire les efforts locaux.

Chacune de ces étapes peut être perturbée par des approximations ou des incertitudes venant détériorer

la qualité du résultat. Trois sources d’erreurs ont été identifiées :

- l’erreur due aux incertitudes de mesure,

- l’erreur due à la discrétisation du problème,

- l’erreur due à l’inversion des systèmes 5.38 et 5.39.

Ces trois types d’erreurs interviennent à différentes étapes de la méthode. Le shéma 6.1 illustre le

cheminement de ce calcul ainsi que l’intervention des approximations et incertitudes précédemment

décrites.

L’analyse d’erreurs faite dans ce chapitre sera décomposéeen trois grandes parties, correspondant aux

trois sources d’erreurs. Toutefois, il est nécessaire avant cela, de définir les modèles utilisés lors du

calcul direct. Nous rappelons que le calcul direct donne lesdéplacements de la structure qui alimentent

le calcul indirect et fournit une référence analytique afin d’estimer la justesse des résultats.
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FIG. 6.1 – Différentes étapes du calcul et erreurs entachant la reconstruction, dans le cas ici de l’effort

tranchant.

6.2 Calculs directs

Deux cas différents ont été traités : l’un pour la reconstruction de l’effort tranchant, l’autre pour la

reconstruction du moment fléchissant.

6.2.1 Plaque appuyée aux quatre bords, reconstruction de l’effort tranchant

Une plaque appuyée aux bords présente un déplacement et un moment fléchissant nuls à ses limites.

Ce cas théorique simple permet d’utiliser la décompositionmodale pour le calcul direct.

Le déplacementw vérifie l’équation de mouvement en régime harmonique :

−ρhω2w + D∆2w = Fδ(Xf , Yf) (6.1)

oùD = E(1+jη)h3

12(1−ν2)
, ρ est la masse volumique,h est l’épaisseur de la plaque,ω est la pulsation etF est

l’amplitude de la force excitatrice localisée en(Xf , Yf).

Le déplacement est décrit dans une base cinématiquement admissible, vérifiant des conditions limites

appuyées. Celles-ci imposent un déplacement et un moment fléchissant nuls aux limites, traduits par

les équations suivantes :







w(x, y) = 0
(

∂2w
∂x2

1
− ν ∂2w

∂x2
2

)

n2
1 +

(

ν ∂2w
∂x2

1
+ ∂2w

∂x2
2

)

n2
2 = 0

(6.2)

oùn1 etn2 sont les coefficients directeurs du vecteur normal extérieur à la ligne frontière considérée.

On décompose le déplacement dans la base modale vérifiant 6.2. Les déformées propres de la structure

6.4 utilisées par la suite, fournissent une base idéale compte tenu de leur orthogonalité.
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Ainsi le déplacementw est égal à :

w(x, y) =
+∞∑

n=0

+∞∑

m=0

anmfnm(x, y) (6.3)

où fnm est la déformée propre, du modenm vérifant les conditions aux limites appuyées [GUY 02].

Son expression est :

fnm(x, y) = sin(
nπ

Lx

x)sin(
mπ

Ly

y) (6.4)

oùLx etLy sont respectivement la longueur et la largeur de la plaque.

Les anm sont les coefficients modaux, correspondant à la projectiondu mouvement dans la base

modale.

anm =
4

LxLy

∫ Lx

0

∫ Ly

0
w(x, y)fnmdxdy (6.5)

Afin d’identifier les amplitudes, on effectue une substitution du déplacement dans l’équation de mou-

vement et une projection dans la base modale.

Après identification des coefficientsanm, et recombinaison du déplacement on obtient le champ de

déplacement discrétisé suivant :

wi,j =
N∑

n=1

M∑

m=1

4Fsin(nπ
Lx

Xf)sin(mπ
Ly

Yf)

LxLyD[k4
nm − k4]

sin(
nπ

Lx

i∆x)sin(
mπ

Ly

j∆y) (6.6)

où k4
nm = (n4π4

L4
x

+ m4π4

L4
y

+ 2n2m2π4

L2
xL2

y
), ∆x et ∆y sont les pas de discrétisation enx et y, et k est le

nombre d’onde naturel régi par l’équation de dispersion de la plaque :

k =
4

√

ρh

D

√
ω (6.7)

On considère ici, une plaque carrée d’un mètre de côté, excitée par une force ponctuelle unitaire

localisée enXf = 0.2m, Yf = 0.4m. Le champ de déplacement calculé constitue les données dites

exactes. La figure 6.2 montre pour exemple, un champ de déplacement calculé avec cette méthode à

une fréquencef = 400Hz.

La connaissance analytique du champ de déplacement, permetle calcul direct de l’effort tranchant en

tout point de la plaque. L’équation 6.8 donne l’expression de cet effort. La figure 6.3 montre l’effort

tranchant à une limite de la plaque présentée figure 6.2.

T (w) = D
∂

∂s

[

2n1n2(1 − ν)

(

∂2w

∂x2
1

− ∂2w

∂x2
2

)

+ 2(1 − ν)(n2
2 − n2

1)
∂2w

∂x1∂x2

}

+
∂

∂n
{M} (6.8)
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6.2.2 Plaque guidée aux quatre bords, reconstruction du moment fléchissant

Le même principe est utilisé pour construire un champ de déplacement simple à calculer et donnant

cette fois un moment fléchissant non nul aux bords. En effet, ces conditions limites dites guidées

imposent une pente et un effort tranchant nuls aux bords.







∂w
∂n

(x, y) = 0
∂
∂s

[

2n1n2(1 − ν)
(

∂2w
∂x2

1
− ∂2w

∂x2
2

)

+ 2(1 − ν)(n2
2 − n2

1)
∂2w

∂x1∂x2

}

+ ∂
∂n

{M} = 0
(6.9)

oùn1 etn2 sont les coefficients directeurs du vecteur normaln extérieur à la ligne frontière considérée.

Afin de satisfaire ces nouvelles conditions limites le déplacement est décomposé dans une base ciné-

matiquement admissible dont les défomées sont les suivantes :

fnm(x, y) = cos(
nπ

Lx

x)cos(
mπ

Ly

y) (6.10)

Le déplacement au pointi, j devient

wi,j =
N∑

n=1

M∑

m=1

4Fcos(nπ
Lx

Xf )cos(
mπ
Ly

Yf)

LxLyD[k4
nm − k4]

cos(
nπ

Lx

i∆x)cos(
mπ

Ly

j∆y) (6.11)

Les figures 6.4 et 6.5 montrent le champ de déplacement calculé avec cette méthode et le moment

fléchissant à une limite de la plaque. On rappele l’expression générale du moment fléchissant :

M(w) = −D

[(

∂2w

∂x2
1

− ν
∂2w

∂x2
2

)

n2
1 + 2(1 − ν)

∂2w

∂x1∂x2

n1n2 +

(

ν
∂2w

∂x2
1

+
∂2w

∂x2
2

)

n2
2

]

(6.12)
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FIG. 6.2 – Vibrations d’une plaque d’épaisseur1mm en acier, appuyée aux bords, soumise à une

excitation harmonique ponctuelle unitaire de fréquence 400Hz, enXf = 0.2m etYf = 0.4m

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
−5

−4

−3

−2

−1

0

1

2

3

4

Nombre de point à la limite

E
ffo

rt
 tr

an
ch

an
t (

N
)

FIG. 6.3 – Effort tranchant à une limite d’une plaque d’épaisseur 1mm en acier, appuyée aux bords,

soumise à une excitation harmonique ponctuelle unitaire defréquence 400Hz, enXf = 0.2m et

Yf = 0.4m
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FIG. 6.4 – Vibrations d’une plaque d’épaisseur1mm en acier, guidée aux bords, soumise à une

excitation harmonique ponctuelle unitaire de fréquence 400Hz, enXf = 0.2m etYf = 0.4m
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FIG. 6.5 – Moment fléchissant à une limite d’une plaque d’épaisseur 1mm en acier, guidée aux

bords, soumise à une excitation harmonique ponctuelle unitaire de fréquence 400Hz, enXf = 0.2m

etYf = 0.4m
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FIG. 6.6 – Différentes étapes du calcul et erreurs entachant la reconstruction. Erreur de discrétisation.

6.3 Intégrations discrètes

Après avoir effectué le calcul direct, on se sert des champs de déplacement comme données d’entrée

afin de reconstruire les efforts aux limites. La première source d’erreur analysée sera celle liée au

calcul des intégrales par discrétisation. Cela permettra de sélectionner de manière adéquate les para-

mètres de discrétisation pour obtenir une moyenne pondéréeaussi exacte que possible. Le shéma 6.6

illustre l’étape qui est traitée ici.

On rappele ici, les intégrales sur lesquelles on étudie les erreurs de dicrétisation :

∫

σT

ηT T (w)d
→

s=
∫

S
(−ρhω2ηT + D∆2ηT )wdx1dx2 +

∫

σ
wT (ηT )d

→

s (6.13)

−
∫

σM

ηM,nMf (w)d
→

s=
∫

S
(−ρhω2ηM + D∆2ηM)wdx1dx2 +

∫

σ
wT (ηM)d

→

s (6.14)

6.3.1 Méthode d’intégration

Dans le but d’alléger cette partie, et contrairement au cas monodimensionnel, une seule méthode

d’intégration numérique est utilisée. Il s’agit de l’extension de la méthode trapézoïdale à 2 dimensions.

Sa formule est :

∫ xb

xa

∫ yb

ya

f(x, y)dxdy = ∆x∆yΣ
n−1
i=1 Σm−1

j=1

f(xi, yj) + f(xi, yj+1) + f(xi+1, yj) + f(xi+1, yj+1)

4
(6.15)

oùf(x, y) est une fonction quelconque,∆x et∆y les pas dans les directionsx ety, n etm le nombre

de points utilisés selonx ety, et i et j sont les indices de numérotation des points.
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6.3.2 Simulations numériques

Des simulations numériques ont été menées, utilisant les déplacements et la méthode d’intégration

précédemment décrits. Pour chacun des cas traités, des indicateurs d’erreur ont été définis pour esti-

mer l’erreur de discrétisation. Ces indicateurs comparent, comme dans le cas à une dimension, une

valeur issue d’un calcul analytique exact, servant de référence, avec une valeur issue du calcul intégral

discret.

6.3.2.1 Reconstruction de l’effort tranchant

Deux paramètres sont à prendre en compte lors du calcul des intégrales discrétisées : la finesse du

maillage et la taille de la surface d’intégration. Analytiquement l’équation 6.13 ne comporte aucune

approximation. La discrétisation des intégrales se doit d’être analysée.

L’influence de la finesse du maillage est réprésentée sur les figures 6.7, où sont comparées des in-

tégrales calculées à partir d’un effort tranchant analytique (termes de gauche des équations 6.13

et 6.14) et des intégrales calculées numériquement à partirde déplacements discrétisés (termes de

droite des équations 6.13 et 6.14). Les trois figures proposent trois pas de discrétisations différents :

∆ = 1cm, ∆ = 0.5cm et∆ = 0.25cm.

La taille de la surface d’intégrationS est constante. Il s’agit d’un carré de10cm de côté. Sa largeur

d’intégration comporte donc respectivement 11 (∆ = 1cm), 21(∆ = 0.5cm) ou 41(∆ = 0.25cm)

points. L’effet de la finesse du maillage est évident, on constate que plus le pas est petit, meilleure

l’approximation est. Nous ne nous attarderons pas sur ce paramètre classique, aux effets évidents. Il

était toutefois indispensable de l’illustrer.

L’intérêt principal de cette section est la recherche de la taille de la surface d’intégration adéquate.

Dans le cas des poutres, il avait été constaté au chapitre 2, un lien direct entre la justesse de l’approxi-

mation et le nombre d’onde compris dans l’intervalle d’intégration, indépendemment de la fréquence

considérée.

On définit un indicateur d’erreur comme suit :

ǫT = 10log10





∫

S(−ρhω2ηT + D∆2ηT )w +
∫

σT
wT (ηT )

∫

σT
T (w)ηT



 (6.16)

où le numérateur est issu d’un calcul numérique utilisant les données discrétisées, et le dénominateur

est une intégrale discrète utilisant des données calculéesanalytiquement.

Dans le cas des plaques, du fait qu’il y ait plusieurs directions de propagation, le nombre d’onde peut
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(a)
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90

0

0.05

0.1

0.15

0.2

Nombre de points dans la largeur de la surface d intégration

∫ η
 T

(w
)

(b)
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

0

0.05

0.1

0.15

0.2

Nombre de points dans la largeur de la surface d intégration

∫ η
 T

(w
)

(c)
0 50 100 150 200 250 300 350

0

0.05

0.1

0.15

0.2

Nombre de points dans la largeur de la surface d’intégration

∫ η
 T

(w
)

FIG. 6.7 – Calcul de l’intégrale 6.13. Lignes épaisses : intégrales calculées à partir deT (w)analytique,

lignes fines : intégrales calculées numériquement à partir de wdiscret. a)∆ = 1cm, b) ∆ = 0.5cm et

c) ∆ = 0.25cm
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se projeter sur les axesx ou y donnant deux composants. Cependant, pour simplifier l’analyse on

utilisera uniquement le nombre d’onde naturel des plaques infinies, défini par :

k =
4

√

ρh

D

√
ω (6.17)

Par analogie avec le cas monodimensionnel, on cherche à caractériser l’erreur en fonction du para-

mètrek × L, oùL est la largeur de la surface d’intégration.

La figure 6.8 montre l’erreurǫT en fonction dek × L pour différentes fréquences d’excitation. Re-

marquons que pour chaque fréquence, la taille du côté de la surface d’intégration varie.

Le phénomène de superposition n’est pas aussi marqué que dans le cas à une dimension (voir figure

2.4). Cela s’explique par l’effet réducteur de l’analyse faite avec le nombre d’onde naturel et qu’il

est possible d’avoir un faible nombre d’onde dans la largeurde la surface d’intégration mais un haut

nombre d’onde dans la longueur ou inversement.

Toutefois on remarque que les courbes suivent une tendance commune. L’erreur dûe à la discrétisation

devient faible à partir dek×L = 9 environ. En dessous, de cette valeur, l’erreur augmente de manière

importante. Cela s’explique par le fait que la taille de la surface d’intégration est trop faible par rapport

aux longueurs d’ondes dans une des deux directionsx ouy.

On précise que cette valeur minimum dek × L = 9 varie en fonction du pas, s’il est plus fin, on

améliore forcément l’intégration.
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FIG. 6.8 – Erreur d’intégrationǫT entre intégrations numériques de surface et contour utilisant des

données discrètisées issues des calculs directs et intégrations numériques utilisant des données analy-

tiques, pour différentes fréquences d’excitation comprises entre 100Hz et 3000Hz,∆ = 0.5cm
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6.3.2.2 Reconstruction du moment fléchissant

Une approche similaire est proposée dans cette section. Ici,la plaque est guidée et sert de base à notre

identification. Un indicateur d’erreur similaire à 6.18 estdéfini, à partir de l’équation 6.14 :

ǫM = 10log10





∫

S(−ρhω2ηM + D∆2ηM)w +
∫

σM
wT (ηM)

∫

σM
M(w)ηM,n



 (6.18)

La figure 6.9 montre l’erreurǫM en fonction dek × L pour différentes fréquences d’excitation. Le

comportement est proche de l’erreur précédemment décrite pour la reconstruction de l’effort tran-

chant. Une valeur minimum existe, à partir de laquelle l’erreur de discrétisation est faible. L’erreur

s’amplifie fortement lorsque l’on est en dessous de cette valeur minimum. Pour des paramètres d’in-

tégration similaires au cas pécédent (fig 6.8), cette valeurvaut 6, ce qui est légèrement plus faible que

celle de la reconstruction de l’effort tranchant. Ceci peuts’expliquer indirectement par le fait que le

moment fléchissant est directement proportionnel aux dérivées secondes du déplacement, dont l’ap-

proximation est plus aisée que celle des dérivées tièrces nécessaires au calcul de l ’effort tranchant.
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FIG. 6.9 – Erreur d’intégrationǫM entre entre intégrations numériques de surface et contour utilisant

des données discrètisées issues des calculs directs et intégrations numériques utilisant des données

analytiques, pour différentes fréquences d’excitation comprises entre 100Hz et 3000Hz,∆ = 0.5cm

Cette section pose les bases des critères permettant le choix des bons paramètres de la surface d’inté-

gration. L’influence logique de la finesse du maillage a été démontrée. Le maillage pourra donc être
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choisi en fonction des moyens pratiques disponibles (mesures ou puissance de calcul). La taille de la

surface d’intégration est l’autre paramètre important, dont dépend l’erreur de discrétisation. La taille

de la surface d’intégration est directement liée, par le paramètrek × L, à la fréquence ciblée par la

reconstruction. Ce paramètre permet de déterminer la taille minimum de la surface d’intégration en

fonction de la fréquence, afin que l’erreur de discrétisation soit faible.

6.4 Effet des incertitudes de mesure

Pour d’étudier l’influence des incertitudes de mesure sur les résultats, nous proposons de bruiter

les déplacements exacts, calculés par les simulations numériques précédemment décrites. Ce type

d’erreur est naturellement introduit avant celui lié à la discrétisation des intégrales comme l’illustre

le schéma 6.10.

FIG. 6.10 – Différentes étapes du calcul et erreurs entachant lareconstruction. Incertitudes de mesure

6.4.1 Types de bruits

Dans le cas mono dimensionnel (chapitre 2) l’influence de 3 types d’erreur de mesure (bruit additif,

bruit multiplicatif et erreur sur le positionnement des points) ont été étudiés, pour ne pas alourdir ce

mémoire, on considère dans ce chapitre la présence des différents types de bruit dans leur ensemble.

Les déplacements calculés par la méthode modale sont détériorés par un bruit additif, multiplicatif et

une erreur sur la position des points :

wbruité(xi, yj) = wexact(xi + ∆x, yj + ∆y).∆wm.ej∆ϕ + ∆wa (6.19)

où wexact est le déplacement calculé par la méthode modale,wbruité est le déplacement bruité qui

servira aux simulations,∆wm est une variable aléatoire Gaussienne réelle, de moyenne égale à un
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et d’écart type égal à 1% de l’amplitude du déplacement,∆ϕ est une variable Gaussienne aléatoire

réelle, définie par sa moyenne nulle, et son écart type égale à1°, ∆wa représente le bruit de fond,

c’est une variable aléatoire Gaussienne de moyenne nulle, avec un écart type dépendant directement

de la chaîne d’acquisition utilisée pour la mesure. Pour cessimulations, il sera fixé à 1% de la valeur

maximale du déplacement de la plaque. Enfin,∆x et ∆y sont définis par leurs moyennes nulles et

leurs écarts types sont égaux à 0.5mm. Cette erreur est associée à l’incertitude liée au positionnement

des capteurs lors des expériences.

La combinaison de ces trois bruits, dégrade fortement le champ de déplacement. La figure 6.11 montre

les déplacements exacts, puis bruités pour deux plaques soumises à des excitations identiques.

a) b)

FIG. 6.11 – Vibrations de plaques d’épaisseur1mm en acier, appuyées aux bords, soumises à une

excitation harmonique ponctuelle unitaire de fréquence 400Hz, enXf = 0.2m et Yf = 0.4m, a)

déplacements exacts ; b) déplacements bruités

6.4.2 Simulations numériques bruitées

Les indicateurs d’erreur précédemments définis par les équations 6.16 et 6.18, sont à nouveau uti-

lisés. On constatera ainsi les variations du niveau d’erreur, par rapport aux simulations utilisant des

déplacements exacts.

6.4.2.1 Reconstruction de l’effort tranchant

Pour la reconstruction de l’effort tranchant, on utilise lecas d’une plaque appuyée aux quatre bords,

excitée par des fréquences allant de 100Hz à 3000Hz. Après avoir bruité les déplacements, on effectue

le calcul des intégrales afin d’estimer le niveau d’erreur. La figure 6.12 présente en superposition
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le niveau d’erreur des calculs utilisant des déplacements exacts (lignes continues), et les niveaux

d’erreurs issus des simulations bruitées (nuages de croix).
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FIG. 6.12 – Niveau d’erreurǫT entre intégrations numériques de surface et contour utilisant des don-

nées discrètisées issues des calculs directs et intégration numérique utilisant des données analytiques,

pour différentes fréquences d’excitation comprises entre10Hz et 3000Hz,∆ = 0.5cm. Ligne conti-

nue : Simulations utilisant des déplacements exacts, x : Simulations utilisant des déplacements bruités.

Les niveaux suivent la même tendance et on constate que le seuil k×L = 9 doit toujours être respecté.

Pourk × L > 9, le niveau d’erreur reste inférieur à 1dB malgré un niveau debruit très important. Ce

phénomène d’autorégularisation, déjà constaté dans le casdes poutres, est lié à l’effet de moyenne de

l’intégration à la base de la méthode.

6.4.2.2 Reconstruction du moment fléchissant

Pour la reconstruction du moment fléchissant, on utilise le cas de la plaque guidée aux quatre bords,

excitée harmoniquement dans la plage de fréquence allant de100Hz à 3000Hz. L’analyse des niveaux

d’erreur suit la même démarche que celle du paragraphe précédent. La figure 6.13 présente en super-

position le niveau d’erreur des calculs utilisant des déplacements exacts, et les niveaux d’erreurs issus

des simulations bruitées.
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FIG. 6.13 – Niveau d’erreurǫM entre intégrations numériques de surface et contour utilisant des don-

nées discrètisées issues des calculs directs et intégration numérique utilisant des données analytiques,

pour différentes fréquences d’excitation comprises entre100Hz et 3000Hz,∆ = 0.5cm. Ligne conti-

nue : Simulation utilisant des déplacements exacts, x : Simulation utilisant des déplacements bruités

L’analyse de la figure 6.13 nous amène à des conclusions similaires à celles du paragraphe précédent.

Sans être aussi précis que les résultats issus des simulations exactes, les niveaux d’erreur issus des

simulations bruitées gardent la même tendance. Notamment,il reste inférieur à 1dB une fois le seuil

critiquek × L = 6 passé.

On a caractérisé les erreurs pouvant entâcher la première phase du calcul : le calcul d’une valeur

moyenne pondérée sur le contourσT ou σM . Des critères de taille de la surface d’intégration ont pu

être définis en fonction de la fréquence à partir de valeurs minimums du paramètrek × L. L’erreur

due à la discrétisation peut être rendue très faible en choisissant la surface adéquate.

Il a aussi été montré que le bruit de mesure n’a qu’un faible effet sur la détermination des moyennes

pondérées des efforts.
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6.5 Troncature SVD

On rappelle que la première étape du calcul est effectuée plusieurs fois, le long d’une limite rectiligne

de la structure, afin d’obtenir une répartition de moyennes pondérées, comme expliqué dans le cha-

pitre précédent (Chap. 5). Il est ensuite nécessaire d’inverser les systèmes matriciels (5.38 et 5.39)

représentant la déconvolution entre la fonction test et la répartition des valeurs moyennées pondé-

rées. Ces systèmes sont mal conditionnés, les lignes de la matrice issue de la fonction test ont des

valeurs très voisines, rendant l’inversion difficile. Le principe de troncature des valeurs singulières

(TSVD pour "truncated singular value decomposition", cf [PS 84]) est utilisé. Cette technique permet

de rendre cette inversion et la déconvolution, possibles. La shéma 6.14 illustre l’étape étudiée ici.

FIG. 6.14 – Différentes étapes du calcul et erreurs entachant lareconstruction

6.5.1 Principe de la troncature SVD

Un système matriciel présentant un mauvais conditionnement est délicat à inverser, car la présence

d’incertitudes crée de fortes erreurs sur le résultat d’un calcul. Généralement, la troncature des valeurs

singulières est utilisée pour réduire ces effets néfastes du mauvais conditionnement des matrices. Elle

est ici utilisée comme méthode de régularisation pour contrer l’hypersensibilté des systèmes aux

incertitudes de mesure.

Les incertitudes de mesures sont en partie régularisées parles intégrations à la base de la méthode. La

TSVD est néanmoins nécessaire à cause du mauvais conditionnement de la matrice caractéristique de

la déconvolution (voir équations 5.38 et 5.39), qui présente un nombre de conditionnement tellement

élevé que son inversion est numériquement impossible.
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Le principe est d’exprimer une matrice[η] sous la forme :

[η]mn = [U ]mn[S]nn[V ]∗nn (6.20)

où [U ]mn et [V ]∗nn sont des matrices unitaires, et[S]nn est la matrice diagonale des valeurs singulières

classées par ordre décroissant. Les petites valeurs singulières, présentes dans la matrice[S]nn sont

responsables du mauvais conditionnement. Il est alors nécessaire de fixer un seuil en dessous duquel

les valeurs singulières sont rejetées.

Si l’on considère que seulesr valeurs singulières sont retenues, alors l’inversion de lamatrice donne :

[η]−1
mn = [V ]nr[S]−1

rr [U ]∗mr (6.21)

En baissant ainsi le nombre de conditionnement de la matrice[η], on rend son inversion possible.

C’est dans cette logique que la TSVD est initialement utilisée.

6.5.2 Choix du nombre de troncature

Il reste maintenant à définir une méthode permettant le choixdu nombre de valeurs singulières conser-

véesr.

On distinguera 2 cas : le cas des simulations dites "exactes"et le cas des simulations dites "bruitées".

Dans le cas des simulations exactes, la TSVD est indispensable car le nombre de conditionnement

de la matrice de la fonction test[η] ou [∂η
∂x

] devient trop grand. Le choix der, le nombre de valeurs

singulières conservées, dépend directement de la capacitédes ordinateurs à inverser une matrice dont

le nombre de conditionnement est très grand, il sera déterminé à la suite d’essais numériques.

Dans le cas des simulations bruitées, le choix der se fait de manière différente et nous est imposé par

le comportement de la reconstruction face aux incertitudes.

L’idée clé consiste à accepter une norme résiduelle||Ax−b|| non nulle et en contrepartie, «pénaliser»

la solution. Où, dans notre problème,A serait la matrice[η], x le vecteur recherché, c’est à dire, les

valeurs exacte de la répartition d’effort, etb le vecteur connu, c’est à dire la répartition des moyennes

pondérées.

Ce choix est assez délicat : Le principe consiste à minimiserla norme résiduelle||Ax − b|| ainsi que

la norme de la solution issue du système tronqué||xr||. Le choix der va donc correspondre à un

compromis entre la stabilité et la vraisemblance de la solution obtenue.

En pratique, on peut utiliser le critère de la courbe en L (cf [HAN 92]). Cette courbe qui a générale-

ment l’apparence d’un L, représente l’évolution de la solution régularisée||xr|| en fonction du résidu
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||Arxr − b|| pour différentes valeurs der. Ainsi, les points situés au creux de la courbe présentent un

bon compromis entre la norme du résidu et la norme de la solution.

La figure 6.15 montre un exemple général de courbe en L, oùr est le nombre de troncature etk le

nombre maximal de valeurs singulières. On voit nettement unpoint d’inflexion où le compromis entre

les différentes normes considérées est optimal.

Cette méthode sera mise en application et illustrée dans lesparagraphes suivants.
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FIG. 6.15 – Courbe en L générale d’un problème typeAx = b, r est le nombre de troncature etk le

nombre maximal de valeurs singulières.

6.5.3 Simulations numériques

Des simulations numériques vont permettre d’évaluer la faisabilité de la méthode. On distinguera à

nouveau, la reconstruction de l’effort tranchant utilisant une plaque appuyée et la reconstruction du

moment fléchissant utilisant une plaque guidée. Les donnéesde plaque, de maillage et d’effort restent

les mêmes.
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6.5.3.1 Reconstruction de l’effort tranchant

La fréquence de la force d’excitation est def = 1500Hz, en choisissant une surface d’intégration

carrée de15cm de côté, le paramètrek × L est égal à12. Le pas de discrétisation étant de0.5cm,

le carré d’intégration comporte31 × 31 points (soit un total de961 points). Ainsi, dans la première

étape du calcul, toutes les conditions sont respectées pouravoir un minimum d’erreur sur les valeurs

moyennées pondérées.

Simulations numériques exactes

On considère ici un champ de déplacement non bruité, issu du calcul direct. La figure 6.16 montre

la répartition des moyennes pondérées de l’effort tranchant, à la limite de la plaque. La ligne continue

donne les valeurs calculées à partir de l’effort tranchant analytique, tandis que les croix représentent

l’identification selon la technique de calcul développée enchapitre 5. Les deux courbes coïncident,

le choix de la surface d’intégration et des paramètres de discrétisation respectent les critères établis

précédemment.
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FIG. 6.16 – Reconstruction de la répartition des moyennes pondérées de l’effort tranchant. Ligne

continue : intégrale numérique utilisant des données analytiques, Croix : calcul de l’intégrale discreti-

sée utilisant des déplacements exacts et une surface d’intégration carrée de15cm de côté,∆ = 0.5cm,

Fréquence d’excitationf = 1500Hz.

Une fois ces moyennes pondérées obtenues, la déconvolutiondu système est plus problèmatique et

nécessite l’utilisation de la TSVD. Néanmoins, cette méthode n’est pas utilisée dans ce cas comme
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une méthode de régularisation, mais comme un moyen numérique de faire chuter le nombre de condi-

tionnement de la matrice[η] qui doit être inversée. Sans troncature, la matrice[η] a 171 valeurs sin-

gulières et son nombre de conditionnement tend vers l’infini, son inversion est impossible. On choisit

un nombre de troncature égale à 70 (c’est à dire que l’on gardeles 70 premières valeurs singulières).

Le nombre de conditionnement est alors égale à 13216. Même sice nombre est très grand, l’inversion

devient possible.

Le principe de la courbe en L n’est donc pas exploité ici, car les données d’entrée ne sont pas bruitées.

Afin d’illustrer cela, la figure 6.17 montre une comparaison normalisée entre la norme du résidu et

la norme de la solution normalisée pour des valeurs du nombrede troncature allant de70 à 1. On

constate que la courbe n’a pas la forme cractéristique en L. On choisit donc le plus grand nombre de

troncature qui rend l’inversion possible.
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FIG. 6.17 – Comparaison normalisée entre la norme du résidu et lanorme de la solution normalisée,

pour la reconstruction de l’effort tranchant en simulation"exacte". Comparaison normalisée entre la

norme du résidu et la norme de la solution. Fréquence d’excitationf = 1500Hz.

La figure 6.18 montre un résultat final. La ligne continue représente l’effort tranchant analytique,

les croix représentent la répartition reconstruit à l’aidede notre méthode. La reconstruction est très

bonne, malgré la troncature de valeurs singulières.

Néanmoins, le calcul se base ici sur des données exactes. Le nombre de conditionnement très haut de

la matrice[η] (plus de 13000), laisse présager une grande sensibilté aux incertitudes de mesure. Le

paragraphe suivant s’intéresse à cet aspect.
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FIG. 6.18 – Reconstruction de la répartition de l’effort tranchant. Ligne continue : calcul analytique,

Croix : calcul de l’intégrale discretisée utilisant des déplacements exacts et une surface d’intégration

carrée de15cm de côté,∆ = 0.5cm, Fréquence d’excitationf = 1500Hz, nombre de troncature :70.

Simulations numériques bruitées

On a montré précédemment que les incertitudes issues des mesures ont peu d’effet sur la recons-

truction de la répartition des moyennes pondérées. Malgré tout, la très légère variation sur la justesse

du calcul des moyennes pondérées peut engendrer des résultats aberrants lors de la déconvolution.

Les déplacements sont maintenant bruités. Les bruits appliqués correspondent à ceux décrits par

l’équation 6.19. La figure 6.19, montre la reconstruction dela répartition des moyennes pondérées.

En la comparant avec la figure 6.16 issue des simulations non bruitées, on constate que l’effet du bruit

à ce niveau du calcul est à peine visible. La figure 6.20 montrele calcul de l’effort tranchant après

résolution du système 5.38, en utilisant comme précédemment les 70 premières valeurs singulières.

En comparaison avec la figure 6.18, on voit que les très légères erreurs présentes dans la reconstruc-

tion des moyennes pondérées sont considérablement amplifiées et faussent radicalement le résultat.

Le choix du nombre de troncature se doit d’être repensé.
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FIG. 6.19 – Reconstruction de la répartition des moyennes pondérées de l’effort tranchant. Ligne

continue : intégrale numérique utilisant des données analytiques, Croix : calcul de l’intégrale dis-

cretisée utilisant des déplacements bruités et une surfaced’intégration carrée de15cm de côté,

∆ = 0.5mm, Fréquence d’excitationf = 1500Hz.
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FIG. 6.20 – Reconstruction de la répartition de l’effort tranchant. Ligne continue : calcul analytique,

Croix : calcul de l’intégrale discrétisée utilisant des déplacements bruités et une surface d’intégration

carrée de15cm de côté,∆ = 0.5cm, Fréquence d’excitationf = 1500Hz, nombre de troncature :70.
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La figure 6.21 montre, le tracé de la courbe en L, dans des axes normalisés. Chacune des étoiles

correspond à un nombre de troncature. Le point d’inflexion est ici très marqué. A l’aide de cette

courbe le choix du meilleur compromis entre norme de la solution et norme du résidu est possible. Le

nombre de troncature est alors fixé à 31.
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FIG. 6.21 – Courbe en L, pour la reconstruction de l’effort tranchant. Comparaison normalisée entre

la norme du résidu et la norme de la solution. Fréquence d’excitationf = 1500Hz.

La figure 6.22 montre le calcul de l’effort tranchant après résolution du système 5.38, en utilisant

les 31 premières valeurs singulières. Le nombre de conditionnement de la matrice[η] a alors chuté à

13, 2, le problème est plus stable et la reconstruction n’amplifieplus les petites variations des données

d’entrée. On retrouve une répartition d’effort tranchant proche de celle issue du calcul analytique.

Toutefois, on remarque qu’à l’approche des coins, la précision est moins bonne.

L’approche proposée présente donc de très bon résultats, même lorsque les déplacements utilisés sont

fortement bruités.

Une vision globale de la méthode fait ressortir deux étapes de calcul. Chacune d’elle régularise la

solution. Les intégrales de la première étape moyennent leséventuels bruits de mesure, sans toutefois

permettre une déconvolution précise à cause du mauvais conditionnement du problème. Lors de la

deuxième étape, la troncature de valeurs singulières permet de rendre ce problème stable, et la courbe

en L permet elle d’ajuster le paramètre de troncature.
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FIG. 6.22 – Reconstruction de la répartition de l’effort tranchant. Ligne continue : calcul analytique,

Croix : calcul de l’intégrale discrétisée utilisant des déplacements bruités et une surface d’intégration

carrée de15cm de côté,∆ = 0.5cm, Fréquence d’excitationf = 1500Hz, nombre de troncature :31.

6.5.3.2 Reconstruction du moment fléchissant

On s’intéresse maintenant à la reconstruction du moment fléchissant. Le champ de déplacement consi-

déré est celui d’une plaque guidée aux quatre bords. Les données physiques d’entrées sont similaires

à celles utilisées précédemment pour la reconstruction de la répartition des moyennes pondérées du

moment fléchissant. La surface d’intégration est égalementun carré de15cm de côté, la pas est de

∆ = 0.5cm, le côté du carré contient donc 31 points de discrétisation (961 points sur toute sa surface).

Le paramètrek × L est fixé à 9, pour que l’erreur dûe à la discrétisation soit minime.

Simulations numériques exactes

On considère ici un champ de déplacement non bruité, issu du calcul direct. La figure 6.23 montre

la répartition des moyennes pondérées du moment fléchissant, à la limite de la plaque. La ligne conti-

nue donne les valeurs exactes calculées analytiquement, tandis que les croix représentent le calcul

intégral discrétisé. Les deux courbes coïncident parfaitement, le choix de la surface d’intégration et

des paramètres de discrétisation correspondent aux critères établis précédemment.

Une fois ces moyennes pondérées obtenues, la résolution du système 5.39 est plus problèmatique et

nécessite l’utilisation de la TSVD. Afin de faire chuter le nombre de conditionnement de la matrice
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[∂η
∂x

], qui doit être inversée, on applique à nouveau le principe detroncature des valeurs singulières.

Sans troncature, son nombre de conditionnement tend vers l’infini. On choisit, comme précédemment,

un nombre de troncature égale à 70. Le nombre de conditionnement est alors égale à 3246, l’inversion

devient possible.

La figure 6.24 montre le résultat final d’une reconstruction de moment fléchissant à la limite. La

ligne continue représente le moment fléchissant analytiqueexact, les croix représentent la répartition

reconstruite. La reconstruction est très bonne, malgré la troncature de quelques valeurs singulières.

Néanmoins, le calcul se base ici sur des données exactes. Le nombre de conditionnement très haut

de la matrice[∂η
∂x

], laisse présager une grande sensibilté aux incertitudes, comme constaté pour la

reconstruction de l’effort tranchant. Le paragraphe suivant s’intéresse à cet aspect.
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FIG. 6.23 – Reconstruction de la répartition des moyennes pondérées du moment fléchissant. Ligne

continue : calcul utilisant des données analytiques, Croix: calcul de l’intégrale discrétisée utilisant

des déplacements exacts et une surface d’intégration carrée de15cm de côté,∆ = 0.5cm, Fréquence

d’excitationf = 1500Hz.
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FIG. 6.24 – Reconstruction de la répartition du moment fléchissant. Ligne continue : calcul analytique,

Croix : calcul de l’intégrale discrétisée utilisant des déplacements exacts et une surface d’intégration

carrée de15cm de côté,∆ = 0.5cm, Fréquence d’excitationf = 1500Hz, nombre de troncature :70.

Simulations numériques bruités

Les incertitudes issues des mesures ont peu d’effet sur la reconstruction de la répartition des

moyennes pondérées. Mais il a été constaté lors de la reconstruction de l’effort tranchant que la

très légère variation sur la justesse du calcul des moyennespondérées peut engendrer des résultats

abérrants lors de la déconvolution pour une troncature similaire au cas "exact".

Les déplacements sont maintenant bruités. Les bruits appliqués correspondent à ceux décrits par

l’équation 6.19.

La figure 6.25 montre la reconstruction de la répartition desmoyennes pondérées. En la comparant

avec la figure 6.23, on constate que l’effet du bruit à ce niveau du calcul est à peine visible.

La figure 6.26 montre le calcul du moment fléchissant après resolution du système 5.39, en utilisant

comme précedemment les 70 premières valeurs singulières. Une comparaison avec la figure 6.24

montre que les résultats sont aberrants. Les très légères erreurs présentes dans la reconstruction des

moyennes pondérées sont considérablement amplifiées et faussent radicalement le résultat.
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FIG. 6.25 – Reconstruction de la répartition des moyennes pondérées du moment fléchissant. Ligne

continue : calcul utilisant des données analytiques, Croix: calcul de l’intégrale discrétisée utilisant des

déplacements bruités et une surface d’intégration carrée de 15cm de côté,∆ = 0.5mm, Fréquence

d’excitationf = 1500Hz.
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FIG. 6.26 – Reconstruction de la répartition du moment fléchissant. Ligne continue : calcul analytique,

Croix : calcul de l’intégrale discrétisée utilisant des déplacements bruités et une surface d’intégration

carrée de15cm de côté,∆ = 0.5cm, Fréquence d’excitationf = 1500Hz, nombre de troncature :70.
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La figure 6.27 montre le tracé de la courbe en L. Chacune des étoiles correspond au résultat d’un calcul

pour une troncature fixée. Le point d’inflexion est très marqué et le choix de la valeur permettant le

meilleur compromis entre norme de la solution et norme du résidu est aisé. La troncature est fixée à

25 valeurs singulières.
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FIG. 6.27 – Courbe en L pour la reconstruction du moment fléchissant. Comparaison normalisée entre

la norme du résidu et la norme de la solution. Fréquence d’excitationf = 1500Hz.

La figure 6.28 montre le calcul du moment fléchissant après résolution du système 5.39, en utilisant

les 25 premières valeurs singulières. Le nombre de conditionnement de la matrice[∂η
∂x

] a chuté à13.

Mathématiquement le problème est donc plus stable et la reconstruction n’amplifie plus les petites

variations des données d’entrée. On retrouve une répartition de moment fléchissant proche de celle

issue du calcul analytique.

Comme dans le cas de la reconstruction de l’effort tranchant, l’approche proposée présente de très

bons résultats, même lorsque les déplacements utilisés sont fortement bruités.
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FIG. 6.28 – Reconstruction de la répartition du moment fléchissant. Ligne continue : calcul analytique,

Croix : calcul de l’intégrale discrétisée utilisant des déplacements bruités et une surface d’intégration

carrée de15cm de côté,∆ = 0.5cm, Fréquence d’excitationf = 1500Hz, nombre de troncature :25.

6.6 Conclusions

Dans ce chapitre, on montre que l’extension de la méthode auxplaques en flexion est réalisable, une

étape supplémentaire de déconvolution est cependant nécessaire. Des critères de taille de la surface

d’intégration par rapport aux fréquences étudiées ont pu être établis afin de minimiser l’erreur de dis-

crétisation. A nouveau, on constate la nature "autorégularisante" de la méthode grâce à un moyennage

des erreurs lors des intégrations numériques. L’étape de déconvolution, nouvelle par rapport au cas

monodimensionnel, nécessite l’utilisation de la méthode TSVD couplée avec un réglage du paramètre

de régularisation basé sur la courbe en L. Avec cette technique les simulations réalisées à partir de

données bruitées ont permis d’identifier l’effort tranchant ou le moment fléchissant à la limite d’une

plaque.
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Chapitre 7

Validations expérimentales : Cas d’une

plaque en flexion

7.1 Objectifs du chapitre

Les simulations numériques menées lors du chapitre précédent ont permis d’appréhender l’application

de l’approche détaillée théoriquement au chapitre 5. Ce chapitre propose une validation expérimen-

tale de la méthode dans le cas d’une reconstruction de l’effort tranchant à la limite d’une plaque en

flexion. La première partie décrit le dispositif expérimental qui a été mis en place pour mesurer les

déplacements vibratoires de la plaque. La seconde partie porte sur le post-traitement des données.

Les différentes étapes d’intégration surfacique et de déconvolution des moyennes pondérées de l’ef-

fort tranchant, y sont détaillées, afin de pouvoir vérifier les limites fréquentielles et spatiales de la

méthode.

7.2 Dispositif expérimental

L’expérience consiste à mesurer le champ de déplacement vibratoire d’une plaque, afin de reconstruire

l’effort tranchant en un point situé à la limite. La figure 7.1présente le principe de l’expérience.

Un pot vibrant, excite une plaque verticale, encastrée à sonextrémité supérieure, et libre aux trois

autres bords. La plaque est en acier, de forme carré, de côté1m, et d’épaisseur1mm. L’excitation

se situe au milieu du bord libre inférieur. Un capteur de force situé entre la plaque et le pot vibrant

mesure l’effort excitateur qui est alors égale à l’effort tranchant en ce point notéA.
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FIG. 7.1 – Montage expérimental utilisé pour la reconstructionde l’effort tranchant à la limite d’une

plaque de carré, de côté1m et d’épaisseur1mm.

Les déplacements sont mesurés à l’aide d’un vibromètre laser à balayage, sur une surface de15cm

de hauteur et de78cm de largeur. La limite inférieure de la surface est très proche (5mm) de la limite

inférieure libre de la plaque. Cette proximité permet d’avoir un effort tranchant nul le long de la limite

excepté au point d’excitation.

Le pas de discrétisation est∆ = 0.5cm. Ici, l’effort recherché est l’effort tranchant au pointA, égal

à l’effort excitateur mesuré par le capteur de force. La surface d’intégration pour le calcul de chaque

seule moyenne pondérée de l’effort tranchant est de15 × 15cm. La figure 7.2 illustre la surface

discrétisée.

Pour la mesure des interspectres des vitesses vibratoires nécessaires au calcul la référence de phase

est fournie par un accéléromêtre fixé à un inférieur coin de laplaque.
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7.3 Résultats

7.3.1 Reconstruction de l’effort tranchant moyenné pondéré par intégration

de surface

La première partie du calcul consiste à calculer les effortstranchants moyennés pondérés à la limite,

à partir des déplacements mesurés. On rappelle l’équation analytique de l’intégration 5.18 donnée au

chapitre 5 :
∫

σT

ηT T (w)d
→

s=
∫

Si

(−ρhω2ηT + D∆2ηT )wdx1dx2 +
∫

σ
wT (ηT )d

→

s (7.1)

oùηT est la fonction test connue, définie au chapitre 5, etw est le déplacement transversal mesuré.

La surface d’intégration est discrétisée dans un carrée de 31 points de côté (SurfaceSi sur la figure

7.2).

FIG. 7.2 – Discrétisation du domaine de mesure15cm × 78cm à la limite inférieure de la plaque,

∆ = 5mm. En pointillé : Surfaces d’intégration du calcul de l’effort tranchant moyenné pondéré.

L’équation 7.1 devient :

TMPi =
∑

Si

(−ρhω2ηTp,q + D∆2ηTp,q)wp,q +
∑

σT

wp,qT (ηTp,q) (7.2)

oùwp,q etηTp,q sont le déplacement vibratoire et la valeur de la fonction test au point indicé(p, q).

La figure 7.3 présente l’effort tranchant moyenné pondéré à la limite de la plaque pour différentes

fréquences (a)f = 500Hz, b)f = 1000Hz, c)f = 2200H et d)f = 3200Hz). Etant donné que

les fréquences varient, les paramètresk × L de ces courbes sont aussi différents. Il a été montré au

chapitre 6 que ce paramètre devait être supérieur à9 afin que l’erreur dûe à la discrétisation ne fausse
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pas le résultat de l’intégrale. Pour ces reconstructions, les valeursk×L correspondantes sont égales à :

a)6.6, b)9.5, c)13.5 etd)17. La présence d’un effort tranchant au centre de la limite apparaît nettement

sur les figures 7.3 b), c) et d), pour lesquelles le critèrek ×L > 9 est respecté. Ce n’est pas le cas sur

la figure 7.3 a), où l’effort tranchant n’est pas discernable, les surfacesSi étant trop petites face aux

longueurs d’onde des basses fréquences et le critère n’est pas respecté.

Sur les figures 7.3 b), c) et d), où la présence de l’effort excitateur émerge bien, on remarque cependant

que sur les parties du bord de la plaque non excitées, la moyenne pondérée calculée n’est pas nulle où

même très faible. Ceci dénote la présence de bruit de mesure assez important.
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FIG. 7.3 – Effort tranchant moyenné pondéré à la limite d’une plaque, surface d’intégration15×15cm,

pas de discrétisation∆ = 0.5cm, pour différentes fréquencesa)f = 500Hz, b)f = 1000Hz, c)f =

2200H etd)f = 3200Hz, etk × L : a)6.6, b)9.5, c)13.5 etd)17.
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7.3.2 Reconstruction de l’effort tranchant local à la limite

On s’intéresse ici, à la reconstruction de l’effort tranchant au pointA (voir figure 7.1) par déconvo-

lution des répartitions des moyennes pondérées. L’étape dedéconvolution est décrite au paragraphe

5.3.4 et nécessite la troncature de valeurs singulières lors de l’inversion de la matrice[η]. A chaque

fréquence, on choisit à l’aide d’une courbe en L, le paramètre de troncaturer optimal. La figure 7.4

montre la courbe en L obtenue pour la fréquence1600Hz. On remarque qu’elle présente un point

d’inflexion très marqué, ce qui facilite le choix der. Ce paramètre varie der = 5 en basses fré-

quences jusqu’àr = 35 pour la fréquence maximum étudiéef = 3200Hz.
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FIG. 7.4 – Courbe en L pour le choix du paramètre de troncature lors de l’inversion de la matrice[η]

pourf = 1600Hz.

La figure 7.5 montre les efforts tranchants obtenus après déconvolution pour 4 fréquences (a)500Hz,

b)1000Hz, c)2200H etd)3200Hz). A nouveau, la présence d’un effort localisé apparaît nettement sur

les figuresb), c) etd) dont les paramètres respectent le critèrek × L > 9. Cependant, les amplitudes

du pic principal représentant l’excitation, ne correspondent pas avec les modules de l’effort tranchant

issus de la mesure directe (cf figure7.6) pour chacune de ces fréquences.

Les distributions reconstruites figure 7.5 sont homogènes àdesN/m, contrairement à la mesure

directe qui est homogène à desN . Le pas de dicrétisation∆ est donc à prendre en compte pour

comparer ces deux quantités.
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FIG. 7.5 – Modules des distributions d’effort tranchant à la limite d’une plaque, surface d’intégration

15 × 15cm, pas de discrétisation∆ = 0.5cm, pour différentes fréquencesa)500Hz, b)1000Hz,

c)2200Hz etd)3200Hz, et pour des valeurs dek×L correspondantes à :a)6.6, b)9.5, c)13.5 etd)17.
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FIG. 7.6 – Module de l’effort tranchant issu de la mesure directe
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De plus il semble qu’apparait un phénomène perturbant le résultat de la déconvolution, analogue au

phénomène de Gibbs dans le cas des transfrormées de Fourier de discontinuités. L’effort tranchant à

reconstruire ici présente également une forte discontinuité puisqu’on applique un effort externe quasi

ponctuel à la limite du domaine.

Ce type de phénomène apparaissant généralement lors d’identification de sources discontinues est

dû à la troncature de valeurs singulières lors de l’inversion de la matrice[η]. Il agit de la même ma-

nière qu’un filtre passe-bas en nombre d’onde. Le résultat est lissé et des oscillations autour de la

discontinuité apparaîssent(cf [PG 95b]). La figure 7.7 illustre de manière générale ce phénomène. La

longueur d’onde de ces oscillations dépend de la troncaturechoisie. On constate effectivement que

les oscillations de la courbe 7.5 b) (f = 1000Hz etr = 10) ont une longueur d’onde plus grande que

celles de la courbe 7.5 d) (f = 3200Hz et r = 35). Ceci prouve que ces perturbations ne sont pas

seulement dûes au bruit, car la longueur d’onde des oscillations dépendent du paramètre de troncature.

Un phénomène de lissage intervient donc lors de la déconvolution. Ce lissage change l’amplitude et

la forme de la répartition, seule l’aire engendrée par ces courbes reste inchangée. C’est cette quantité

que nous comparerons avec la mesure directe. Comme les quantités calculées sont complexes, il est

indispensable de séparer le calcul réel du calcul imaginaire.

FIG. 7.7 – Exemple de phénomène de lissage après déconvolution et troncature de valeurs singu-

lières. Ligne rouge : Discontinuité originale, ligne bleue: Reconstruction lissée, utilisantx valeurs

singulières, ligne verte : Reconstruction lissée, utilisant y valeurs singulières, avecy < x.

La figure 7.8 présente l’évolution avec la fréquence du module et de la phase issues de la mesure

directe (courbe noire épaisse) ainsi que celles issues de lareconstruction (fine courbe grise). La troi-
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sième courbe est le niveau d’erreur de la reconstruction du module. La reconstruction du module est

bonne à partir de1000Hz (k×L = 9.5), ce qui correspond aux limites fréquentielles établies lors des

simulations numériques du chapitre 6. Le niveau d’erreur dumodule reste globalement entre±2dB

à partir de cette limite, à l’exception d’un pic autour de1100Hz. En basses fréquences (en dssous

de 800Hz), la reconstruction présente des résultats très éloignés de l’effort tranchant issu des me-

sures directes, la surface d’intégrationSi devient trop petite face aux longueurs d’onde, et le critère

k×L > 9 n’est plus respecté. Pour compenser, cela il est possible d’envisager une surface de mesure

plus importante.

La reconstruction de la phase est quant à elle décevante. Même si quelques tendances communes

apparaissent (autour de2000Hz), la phase reconstruite est généralement éloignée de±1rad de la

phase mesurée.
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FIG. 7.8 – Reconstruction de l’effort tranchant. Courbe noire épaisse : Mesure directe, fine courbe

grise : reconstruction. a)Module, b)Phase et c)Niveau d’erreur.
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7.4 Conclusions

Ce chapitre a permis de valider expérimentalement la méthode de reconstruction d’effort tranchant.

Une plaque suspendue a servi de support à cette expérience. Celle-ci a été excitée par un pot vibrant

sur l’un de ses bords libres. Ainsi, une reconstruction de l’effort tranchant a pu être effectuée en

un point limite du domaine de mesure. La mise en oeuvre expérimentale de la méthode est encou-

rageante mais une marge de perfectionnement subsiste. Le cas choisi par simplicité du montage de

l’expérience et la possibilité de mesure directe de l’effort tranchant s’est révélé délicat par la pré-

sence du phénomène de Gibbs. Pour une identification de densité de force continue apparaissant par

exemple à une liaison avec une autre plaque, le reconstruction ne présenterait pas cette difficulté. On

peut donc envisager d’étendre une telle technique sur des cas industriels simples.
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Conclusion Générale

L’identification appliquée aux structures est un problème clé de la maîtrise de la vibroacoutique.

La mesure directe des efforts est souvent impossible et seuls les déplacements vibratoires sont ac-

cessibles. Dans ce contexte des méthodes ont été proposées visant à caractériser les efforts pour les

déplacements qu’ils induisent. L’approche la plus directeutilise la fonction de transfert entre un effort

connu et l’effet qu’il produit, par linéarité on peut utiliser la relation en sens inverse pour identifier

les efforts quand la position de l’excitation est connue. Ensecond lieu, l’intensimétrie de structure a

été envisagée et repose sur l’estimation des dérivées par différences finies. On obtient la cartographie

des vecteurs d’intensité qui permettent la localisation des sources ponctuelles en terme de puissance

injectée. L’inconvénient de l’approche tient à son aspect ponctuel qui n’autorise pas de régularisation

et les erreurs de mesure entraînent de fortes incertitudes sur le résultat.

La méthode RIFF (cf. [PEZ 96]) developpée ces dernières années est une technique d’identification

des efforts appliqués à une structure, à partir de la connaissance de son champ de déplacement mesuré

en un nombre fini de points. Elle autorise une régularisationpar filtrage dans le domaine des nombres

d’ondes. Cependant, les efforts aux limites des structuresne peuvent pas être identifiés car la méthode

RIFF devient imprécise. L’idée de la méthode indirecte exposée dans ce mémoire est venue de cette

constatation. L’approche developpée permet la reconstruction d’efforts aux limites à partir de la me-

sure de déplacements de la structure, le cas des poutres et des plaques en flexion sont traités. Toute

la difficulté du problème réside dans le fait que les efforts internes au matériaux sont des quantités

directement liées aux dérivées spatiales du déplacement, et que ces dérivées ne sont pas mesurables

directement.

Dans une première partie, la théorie établissant les bases de la méthode de mesure indirecte d’effort

aux limites, a été développée dans le cas des poutres en flexion. Elle se base sur la forme faible de

l’équation de mouvement, et l’introduction de fonctions tests propres à chaque quantité recherchée.
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Des fonctions tests sont proposées sous forme polynômiale et l’approche est appliquée à des poutres

d’abord avec des expériences numériques puis avec des données expérimentales.

Dans une seconde partie, l’approche théorique a été généralisée pour l’application au cas des plaques.

La stratégie est identique à celle des poutres même si techniquement les calculs sont plus lourds. Elle

permet l’extraction d’effort tranchant, du moment fléchissant ou de la pente à la limite du domaine

considéré. A nouveau le choix d’une fonction test est nécessaire et se détermine à partir de conditions

aux limites particulières dépendantes de la quantité recherchée. Par rapport au problème des poutres,

une étape supplémentaire de déconvolution de la répartition d’efforts à la limite est nécessaire pour

les plaques. Cette déconvolution pose une réelle difficultécar le problème est mal posé et conduit à

l’utilisation de la troncature des valeurs valeurs singulières. Des simulations numériques ainsi qu’une

expérimentation ont montré la faisabilité de l’approche.

Il est important de souligner que dans les deux cas, poutres ou plaques, la discrétisation des intégrales

engendre des approximations. Afin que celles-ci ne faussentpas l’identification, nous avons défini des

critères de maillage qui évoluent avec la fréquence.

L’approche développée se démarque des autres techniques d’identification (cf. [PEZ 96], [FS 96],

[ZMI 96a],...) par deux principaux aspects :

-l’utilisation d’une formulation faible de l’équation de mouvement ce qui est nouveau dans cette

problèmatique d’identification indirecte d’efforts. L’approche intégrale qui en résulte permet ainsi

d’appréhender le problème d’une manière générale.

-l’identification d’efforts aux limites est également une originalité. Les travaux d’identifications ou

de localisations ne s’intéressent généralement pas aux limites car les méthodes inverses deviennent

imprécises à leurs approches.

On voit apparaître à travers ces caractéristiques un certain nombre d’avantages qui font la force de la

méthode :

-sa stabilité face aux incertitudes, dûe à une régularisation naturelle liée à l’expression intégrale.

-son approche générale qui permet, à travers le choix de la fonction test, l’extraction de différents

quantités (pente, moment fléchissant et effort tranchant) àpartir d’une même mesure.

Les résultats obtenus lors de ce travail sont prometteurs, mais d’autres aspects mériteraient d’être

approfondi :
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- La validation expérimentale sur plaque s’est avérée complexe et nécessiterait d’être approfondie. La

reconstruction d’un moment ou d’une répartition d’effortstranchant sans discontinuité le long de la

limite compléterait les expérimentations déjà menées.

- L’utilisation la forme faible des équations est prometteuse. De nouvelles fonctions tests méritent

d’être recherchées afin d’accéder avec une même mesure à des quantités énergétiques telle que l’in-

tensité structurelle.

- Enfin, l’adaptation de la méthode à des codes types élementsfinis serait intéressante. Car, même si

cette étude a prouvé la faisabilité d’une telle approche pour la reconstruction d’efforts, seuls des cas

simples ont été traités ici (poutre, plaque). On peut ainsi envisager d’étendre la méthode à des cas plus

complexes nécessitant notamment l’utilisation de codes numériques.
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Annexe A

Calcul détaillé de l’équation intégrale

générale du cas des poutres en flexion

Cette annexe présente, le calcul permettant l’obtention l’équation 1.9 sous sa forme la plus géné-

rale. Toutes les étapes mathématiques y sont developpées. On rappelle que ce calcul est destiné aux

identifications d’efforts pour les poutres et que les vibrations transversalles sont modélisées par des

équations différentielles du quatrième ordre. Ce mouvement de flexion est régi par l’équation :

EI
∂4w

∂x4
(x) − ρSω2w(x) = F (x) (A.1)

oùρ est la masse volumique du matériaux,E le module d’Young complexe du matériaux,I l’inertie

de flexion,w le déplacement transversal, S la section de la poutre,ω la pulsation de l’excitation et

F (x) l’excitation. Les quantités à extraire sont







T (x) = EI ∂3w
∂x3 (x)

M(x) = EI ∂2w
∂x2 (x)

(A.2)

L’équation de mouvement A.1, est multipliée par une fonction arbitraireη(x) définie ultérieurement.

L’égalité résultante est intégrée sur un intervalle défini [a,b].

∫ b

a
η(x)[EI

∂4w

∂x4
(x) − ρSω2w(x)]dx =

∫ b

a
η(x)F (x)dx (A.3)

oùa et b sont les deux points définissant les limites du domaine d’intégration.
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L’intégration par partie dont la formule est rappelé en A.4,permet de faire diminuer l’ordre de déri-

vation d’une fonction dans une intégrale.
∫

uv′ = [uv] −
∫

u′v (A.4)

oùu et v sont deux fonctions quelconques dérivables sur l’intervalle considéré.u′ et v′ sont les déri-

vées respectives deu et v. On constate bien, dans cette formulation, que la fonctionv voit son ordre

de dérivation chuter entre le terme de droite et le terme de gauche de cette équation. C’est cet aspect

de l’intégration par partie qui est exploité par la suite pour faire disparaitre les dérivées spatiales du

déplacement présentes dans l’équation A.1.

Afin de faciliter la compréhension des calculs, l’intégralequi sera traitée est isolée dans la partie

gauche de l’équation A.3, qui devient :

∫ b

a
η(x)[EI

∂4w(x)

∂x4
]dx =

∫ b

a
η(x)w(x)ρSω2dx +

∫ b

a
η(x)F (x)dx (A.5)

On remarque que la partie droite de l’équation ne contient plus que des termes connus (η), mesu-

rable (w) ou nul (F dans le cas où il n’y aurait pas d’effort directement appliqué dans le domaine

d’intégration). Après une intégration par partie sur le terme de gauche, on obtient :

[EI
∂3w

∂x3
(x)η(x)]ba −

∫ b

a

∂η

∂x
(x)[EI

∂3w

∂x3
(x)]dx =

∫ b

a
η(x)w(x)ρSω2 +

∫ b

a
η(x)F (x)dx (A.6)

On conserve dans cette annexe le terme d’effort extérieurF afin d’obtenir une forme générale de

l’équation intégrale. On reconnait dans le terme de gauche,l’effort tranchant dont la forme est rappelé

en A.2. En developpant on obtient :

EI
∂3w

∂x3
(b)η(b)−EI

∂3w

∂x3
(a)η(a)−

∫ b

a

∂η

∂x
(x)[EI

∂3w

∂x3
(x)]dx =

∫ b

a
η(x)w(x)ρSω2+

∫ b

a
η(x)F (x)dx

(A.7)

soit, en identifiant l’effort tranchant enb et ena :

T (b)η(b) − T (a)η(a) −
∫ b

a

∂η

∂x
(x)[EI

∂3w

∂x3
(x)]dx =

∫ b

a
η(x)w(x)ρSω2 +

∫ b

a
η(x)F (x)dx (A.8)

Afin de continuer à faire chuter l’ordre de dérivation du déplacement contenu dans l’intégrale restante

de la partie gauche, d’autre intégrations par parties sont effectuées :

T (b)η(b) − T (a)η(a) − EI
∂2w

∂x2
(b)

∂η

∂x
(b) + EI

∂2w

∂x2
(a)

∂η

∂x
(a) +

∫ b

a

∂2η

∂x2
(x)[EI

∂2w

∂x2
(x)]dx

=
∫ b

a
η(x)w(x)ρSω2 +

∫ b

a
η(x)F (x)dx (A.9)
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Ce sont maintenant les termes ena et b du moment fléchissant que l’on peut identifier dans cette

équation :

T (b)η(b) − T (a)η(a) − M(b)
∂η

∂x
(b) + M(a)

∂η

∂x
(a) +

∫ b

a

∂2η

∂x2
(x)[EI

∂2w

∂x2
(x)]dx

=
∫ b

a
η(x)w(x)ρSω2 +

∫ b

a
η(x)F (x)dx (A.10)

En continuant les intégrations par partie sur l’intégrale restante, on obtient :

T (b)η(b) − T (a)η(a) − M(b)
∂η

∂x
(b) + M(a)

∂η

∂x
(a)

+EI
∂w

∂x
(b)

∂2η

∂x2
(b) − EI

∂w

∂x
(a)

∂2η

∂x2
(a) − EIw(b)

∂3η

∂x3
(b) + EIw(a)

∂3η

∂x3
(a)

+
∫ b

a
w(x)(EI

∂4η

∂x4
(x))dx

=
∫ b

a
w(x)(ρSω2η(x))dx +

∫ b

a
η(x)F (x)dx (A.11)

La dernière intégrale présente dans le terme de gauche, ne contient plus de dérivée spatialle du dépla-

cement. On obtient donc l’équation décrite au chapitre 1.
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Annexe B

Intégration numérique 1D : Méthode hybride

Gauss-Trapézoidale

Cette méthode dite "hybride" à été développée par Alper [ALP99]. Elle propose une version modifiée

de la méthode trapézoidale, en changeant les localisationset les pondérations d’un certain nombre de

points d’intégration aux limites. La méthode donne une trèsbonne approximation de l’intégrale dis-

crétisée, et se présente comme un compromis intéressant entre la méthode trapézoidale et la méthode

de Gauss-Legendre.

B.1 Principe de la méthode

Celle-ci combine les deux approches précédemment présentées. Elle utilise un maillage régulier, type

intégration trapézoidale en son centre, et un maillage irrégulier et des pondérations lorsqu’on se rap-

proche des limites.

La formulation généralisée sur un intervalle [a,b] est :

∫ b

a
f(x)dx =

1

b − a
( hΣj

i=1Aif(xih)
︸ ︷︷ ︸

Intégration de la partie gauche du domaine (pas irrégulier)

+

hΣn−1
i=0 f(αh + ih)

︸ ︷︷ ︸

Intégration de la partie centrale du domaine (pas régulier)

+

hΣj
i=1Aif(1 − xih)

︸ ︷︷ ︸

Intégration de la partie droite du domaine (pas irrégulier)

) (B.1)
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ANNEXE B. INTÉGRATION NUMÉRIQUE 1D : MÉTHODE HYBRIDE
GAUSS-TRAPÉZOIDALE

Trapezoïdale Gauss Hybrid

xi Ai xi Ai xi Ai

0.000 0.055 0.013 0.033 0.022 0.057

0.111 0.111 0.067 0.074 0.111 0.107

0.222 0.111 0.160 0.109 0.222 0.111

0.333 0.111 0.283 0.134 0.333 0.111

0.444 0.111 0.425 0.147 0.444 0.111

0.555 0.111 0.574 0.147 0.555 0.111

0.666 0.111 0.716 0.134 0.666 0.111

0.777 0.111 0.839 0.109 0.777 0.111

0.888 0.111 0.932 0.074 0.888 0.107

1.000 0.055 0.986 0.033 0.977 0.057

TAB. B.1 – Localisations des 10 points d’intégration et leurs coefficients de pondération pour chaque

méthode, sur une intervalle [0,1]

oùn est le nombre de points compris dans l’intervalle central, ceux-ci sont séparés par un pas régulier

h, α est un paramêtre défini parα = 1
2
(1 − n + 1/h), j est le nombre de points du maillage irrégulier

des intervalles latéraux de longueurαh, et Ai est le coefficient de pondération appliqué au point

numéroi. Les paramètresj et n sont variables. On remarquera que l’on retrouve une intégration de

type trapézoidale sij = 0.

Le tableau B.1 complète le tableau 2.1 et permet de visualiser les différences entre les trois types

d’intégrations numériques proposés. Sur un interval[0, 1], on considère une intégration numérique

utilisant 10 points. Pour la méthode hybride, on choisitj = 2 eti = 6. Le tableau donne la localisation

xi et la pondérationAi appliquée pour chaque point utilisé :

Pour le calcul des coefficients de pondération et des localisations, on renverra le lecteur aux ouvrages

et publications appropriés déjà cités. On notera que la valeur 0.111 présente dans le tableau corres-

pond à la valeur sur pas∆x lorsque le maillage est régulier.

On observe que le maillage hybride, présente l’avantage de ne pas nécessiter de mesure aux bornes.

Une grande partie de son maillage est régulier, ce qui facilite la mise en place pratique d’une telle

méthode.
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ANNEXE B. INTÉGRATION NUMÉRIQUE 1D : MÉTHODE HYBRIDE
GAUSS-TRAPÉZOIDALE

Les figures B.1 présentent les résultats expérimentaux de reconstruction de l’effort tranchant, utili-

sant un maillage et une intégration de type hybride. Ils prouvent la faisabilité d’utilisation de ce type

d’intégration pour la méthode proposée. Les résultats ne sont pas fondamentalement meilleurs que

ceux obtenus avec d’autres types d’intégrations numériques. L’intéret d’une telle approche est l’utili-

sation d’un maillage principalement régulier donc simple àmettre en place, et ne nécessitant pas de

mesure à la limite. Ceci peut être un avantage déterminant dans le choix de la méthode d’intégration

dans certains cas pratiques.
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ANNEXE B. INTÉGRATION NUMÉRIQUE 1D : MÉTHODE HYBRIDE
GAUSS-TRAPÉZOIDALE
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FIG. B.1 – Reconstruction de l’effort tranchant en utilisant une intégration de type hybride. Mesure

directe : courbe noire épaisse, reconstruction : fine courbegrise.
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Annexe C

Calcul détaillé de l’équation intégrale

générale du cas des plaques en flexion

On rappelle que les quantités recherchées sont l’effort tranchant et le moment fléchissant à la limite

d’une plaque. Ces dernières dépendent directement des dérivées spatiales du déplacement. L’équation

de départ est la fonctionnelle d’Hamilton [GUY 02]. Celle-ci présente l’avantage de ne dépendre

que des dérivées temporelles ou spatiales du déplacement, contrairement à d’autres fonctionnelles

dites mixtes, qui utilisent également les contraintes et les déformations (cf. fonctionnelle de Reissner

[GUY 02]) :

H(W (x1, x2, t) =
∫ t0

t1

∫

S



ρ
h

2

(

∂W

∂t

)2

− D

2





(

∂2W

∂x2
1

)2

+

(

∂2W

∂x2
2

)2

(C.1)

+2ν
∂2W

∂x2
1

∂2W

∂x2
2

+ 2(1 − ν)

(

∂2W

∂x1∂x2

)2






 dx1dx2dt

Les méthodes variationnelles proposent de décomposer le champ de déplacementW (x1, x2, t) de la

façon suivante :

W (x1, x2, t) = w(x1, x2, t) + λW ∗(x1, x2, t) (C.2)

oùλ est une constante, etW ∗(x1, x2, t) est un déplacement virtuel, cinématiquement admissible.

La minimisation deH s’écrit alors :

∂

∂λ
H [w(x1, x2, t) + λW ∗(x1, x2, t)]|λ=0 = 0 (C.3)
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ANNEXE C. CALCUL DÉTAILLÉ DE L’ÉQUATION INTÉGRALE GÉNÉRALE DU CAS DES
PLAQUES EN FLEXION

Après dérivation pourλ =on obtient :

∂

∂λ
H [w(x1, x2, t) + λW ∗(x1, x2, t)]|λ=0

=
∫ t0

t1

∫

S

[

ρh∂w

∂t
(x1, x2, t)

∂W
∗

∂t
(x1, x2, t)

−D

2

(

2∂
2
w

∂x2

1

(x1, x2, t)
∂
2
W

∗

∂x2

1

(x1, x2, t) + 2∂
2
w

∂x2

2

(x1, x2, t)
∂
2
W

∗

∂x2

2

(x1, x2, t)

+2ν
(

∂
2
w

∂x2

1

(x1, x2, t)
∂
2
W

∗

∂x2

2

(x1, x2, t) + ∂
2
w

∂x2

2

(x1, x2, t)
∂
2
W

∗

∂x2

1

(x1, x2, t)
)

+4(1 − ν) ∂
2
w

∂x1∂x2

(x1, x2, t)
∂
2
W

∗

∂x1∂x2

(x1, x2, t)
)]

dx1dx2dt

(C.4)

En considérant les simplifications d’écriture suivantes :

w(x1, x2, t) = w(x1, x2)e
−jωt (C.5)

W ∗(x1, x2, t) = W ∗(x1, x2)e
−jωt

et
∂F

∂xi

(x1, x2) = F,i (C.6)

on obtient :

∫

S
−ρhω2wW ∗ − D [w,11 W ∗,11 +w,22 W ∗,22 +ν(w,11 W ∗,22 +w,22 W ∗,11 ) (C.7)

+2(1 − ν)w,12 W ∗,12 ] dx1dx2 = 0 ∀ W ∗ (C.8)

soit :
∫

S
−ρhω2wW ∗dx1dx2 = D

∫

S
[w,11 W ∗,11 +w,22 W ∗,22 +ν(w,11 W ∗,22 +w,22 W ∗,11 ) (C.9)

+2(1 − ν)w,12 W ∗,12 ] dx1dx2

Afin de décomposer le calcul, on pose :

−
∫

S
ρhω2wW ∗dx1dx2 = D × (A1 + A2 + A3 + A4) (C.10)

avec

A1 =
∫

S
(w,11 W ∗,11 +w,12 W ∗,12 )dx1dx2 (C.11)

A2 =
∫

S
(w,22 W ∗,22 +w,12 W ∗,12 )dx1dx2

A3 = ν
∫

S
(w,11 W ∗,22 −w,12 W ∗,12 )dx1dx2

A4 = ν
∫

S
(w,22 W ∗,11 −w,12 W ∗,12 )dx1dx2
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FIG. C.1 – Représentation des vecteurs unitaires en un point du contourσ.
→

n normale,
→

s tangente.

On rappelle les égalités suivantes, appelées communément première identité de Green [CM 88] :

∫

S
(u,1 v,1 +u,2 v,2 )dx1dx2 = −

∫

S
(u∆v)dx1dx2 +

∫

σ
uv,n d

→

s (C.12)

= −
∫

S
u(v,11 +v,22 )dx1dx2 +

∫

σ
u(n1v,1 +n2v,2 )d

→

s

Ainsi qu’une autre forme qui dérive de la première [CM 88] :

∫

S
(u,1 v,2 −u,2 v,1 )dx1dx2 =

∫

σ
uv,s d

→

s (C.13)

=
∫

σ
u(−n2v,1 +n1v,2 )d

→

s

oùu etv sont deux fonctions quelconques,σ le contour de la surfaceS,
→

s et
→

n sont le vecteur tangent

et le vecteur normal du contour,n1 etn2 sont les cosinus directeurs du vecteur normal
→

n.

En utilisant les expressions C.12 ou C.13 on obtient :

A1 =
∫

S
(w,11 W ∗,11 +w,12 W ∗,12 )dx1dx2

= −
∫

S
W ∗,1 (w,111 +w,122 )dx1dx2 +

∫

σ
W ∗,1 (n1w,11 +n2w,12 )d

→

s (C.14)

A2 =
∫

S
(w,22 W ∗,22 +w,12 W ∗,12 )dx1dx2

= −
∫

S
W ∗,2 (w,222 +w,211 )dx1dx2 +

∫

σ
W ∗,2 (n1w,12 +n2w,22 )d

→

s (C.15)
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A3 = ν
∫

S
(w,11 W ∗,22 −w,12 W ∗,12 )dx1dx2

= −ν
∫

σ
W ∗,2 (−n2w,11 +n1w,12 )d

→

s (C.16)

A4 = ν
∫

S
(w,22 W ∗,11 −w,12 W ∗,12 )dx1dx2

= ν
∫

σ
W ∗,1 (−n2w,12 +n,1 w,22 )d

→

s (C.17)

Des intégrales de surfaces et de contours résultent de ces modifications. En sommant les intégrales de

surface comprises dans C.14 et C.15 puis en utilisant à nouveau les formules de Green, on obtient :

ASurface = −
∫

S
(W ∗,1 w,111 +W ∗,2 w,211 +W ∗,1 w,221 +W ∗,2 w,122 )dx1dx2

=
∫

S
W ∗(w,1111 +2w,1122 +w,2222 )dx1dx2 −

∫

σ
W ∗(w,11n +w,22n )d

→

s

=
∫

S
W ∗∆2wdx1dx2 −

∫

σ
W ∗(w,11n +w,22n )d

→

s (C.18)

où∆2 est le bilaplacien, défini par :

∆2 =
∂4

∂x4
1

+ 2
∂4

∂x2
1∂x2

2

+
∂4

∂x4
2

(C.19)

Pour les intégrales de contours restantes dans les équations C.14, C.15, C.16, et C.17, on utilise la

relation suivante de changement de base :






W ∗,1 = n1W
∗,n −n2W

∗,s

W ∗,2 = n2W
∗,n +n1W

∗,s
(C.20)

En sommant ces intégrales de contours, on obtient :

AContour =
∫

σ
[((ν − 1)n1n2(w,11 −w,22 ) + (ν − 1)(n2

2 − n2
1)w,12 )W ∗,s (C.21)

+((n2
1 + νn2

2)w,11 +(n2
2 + νn2

1)w,22 +2(1 − ν)n1n2w,12 )W ∗,n ]d
→

s

Si les dérivées spatiales du déplacement sont changées en dérivées tangentielles et normales à l’aide

des relations : 





w,1 = n1w,n −n2w,s

w,2 = n2w,n +n1w,s
(C.22)
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on obtient :

AContour =
∫

σ
[W ∗,s (1 − ν)w,n s + W ∗,n (w,nn +νw,ss )]d

→

s (C.23)

La combinaison des équations C.10, C.18 et C.23, donne :

−
∫

S
ρhω2wW ∗dx1dx2 = D × (ASurface + AContour) (C.24)

Soit :

−
∫

S
ρhω2wW ∗dx1dx2 = D

∫

S
W ∗∆2wdx1dx2 (C.25)

−D
∫

σ
[W ∗(w,11n +w,22n )

−W ∗,s (1 − ν)w,ns −W ∗,n (w,nn +νw,ss )]d
→

s

On sait que le moment fléchissant, exprimé selon les directions normales et tangentielles, a pour

expression :

Mf(w) = −D(w,nn +νw,ss ) (C.26)

De plus, les formules d’intégration par parties sur contours fermés lisses nous donnent :
∫

σ
W ∗,s (1 − ν)w,ns d

→

s= −
∫

σ
W ∗(1 − ν)w,nss d

→

s (C.27)

L’équation C.25 devient :

−
∫

S
ρhω2wW ∗dx1dx2 = D

∫

S
W ∗∆2wdx1dx2 (C.28)

−
∫

σ
W ∗,n Mf (w)d

→

s

− D
∫

σ
W ∗(w,11n +w,22n +(1 − ν)w,nss )d

→

s

On s’intéresse maintenant à la dernière intégrale de cette équation. On sait que :

w,11 +w,22 = ∆w = w,nn +w,ss (C.29)

donc
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−D
∫

σ
W ∗(w,11n +w,22n +(1 − ν)w,nss )d

→

s (C.30)

= −D
∫

σ
W ∗(w,nnn +w,ssn +(1 − ν)w,nss )d

→

s

= −D
∫

σ
W ∗(w,nnn +νw,ssn +2(w,ssn −νw,ssn ))d

→

s

= −
∫

σ
−W ∗

∂Mf

∂n
d

→

s −D
∫

σ
2W ∗(1 − ν)w,ssn d

→

s

= −
∫

σ
−W ∗

∂Mf

∂n
d

→

s −D
∫

σ
2W ∗(1 − ν)

∂

∂s
[−n2(n1w,11 +n2w,12 ) + n1(n1w,12 +n2w,22 )]d

→

s

= −
∫

σ
−W ∗

∂Mf

∂n
d

→

s +D
∫

σ
W ∗

∂

∂s
(1 − ν)[2n1n2(w,11 −w,22 ) + 2(n2

2 − n2
1)w,12 ]d

→

s

=
∫

σ
W ∗[

∂Mf

∂n
+ D

∂

∂s
(1 − ν)[2n1n2(w,11 −w,22 ) + 2(n2

2 − n2
1)w,12 ]]d

→

s

=
∫

σ
W ∗T (w)d

→

s

L’équation C.28 devient alors :

0 =
∫

S
(−ρhω2w + D∆2w)W ∗dx1dx2 +

∫

σ
W ∗T (w)d

→

s −
∫

σ
W ∗,n Mf (w)d

→

s (C.31)

Toutes les opérations effectuées peuvent être menées en intervertissantW ∗ et w. L’équation précé-

dente peut s’écrire aussi :

0 =
∫

S
(−ρhω2W ∗ + D∆2W ∗)wdx1dx2 +

∫

σ
wT (W ∗)d

→

s −
∫

σ
w,n Mf (W

∗)d
→

s (C.32)

Nous introduisons ici, une fonction quelconqueη non cinématiquement admissible, remplaçantW ∗.

Les intégrales ne sont plus nulles, nous retrouvons alors les équations du chapitre 5.

H,λ [w + λη]|λ=0 =
∫

S
(−ρhω2w + D∆2w)ηdx1dx2 +

∫

σ
ηT (w)d

→

s −
∫

σ
η,n Mf (w)d

→

s (C.33)

ou sa forme symétrique :

H,λ [w + λη]|λ=0 =
∫

S
(−ρhω2η + D∆2η)wdx1dx2 +

∫

σ
wT (η)d

→

s −
∫

σ
w,n Mf (η)d

→

s (C.34)
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L’annexe D montre que les formules utilisées ici, sont valables quel que soit le contour. Cependant,

dans le cas où le contour aurait une singularité, l’équationC.27, n’est plus vraie, et des termes correc-

tifs doivent être ajoutés. Pour une singularité à un point A appartenant au contour, l’équation devient

alors :

∫

σ
η,s (1 − ν)w,ns d

→

s= −
∫

σ
η(1 − ν)w,nss d

→

s +(ηw,ns |A+ − ηw,ns |A−) (C.35)

où ηw,ns |A+ et ηw,ns |A− sont les valeurs limites "à droite" et "à gauche" de la fonction autour du

point A. Ces termes correctifs doivent être ajoutés pour chaque singularité que le contour possède.

Les équations C.31 et C.32 deviennent alors :

− H,λ [w + λη]|λ=0 =
∫

S(−ρhω2w + D∆2w)ηdx1dx2 +
∫

σ ηT (w)d
→

s (C.36)

− ∫σ η,n Mf (w)d
→

s +(ηw,ns |A− − ηw,ns |A+)

− H,λ [w + λη]|λ=0 =
∫

S(−ρhω2η + D∆2η)wdx1dx2 +
∫

σ wT (η)d
→

s (C.37)

− ∫σ w,n Mf (η)d
→

s +(η,ns w |A− − η,ns w |A+)
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Annexe D

Singularités des contours, formules de Green

Les calculs détaillés dans l’annexe C et menant à l’équation5.15 utilisent des formules de transfor-

mation d’intégrales de surfaces en intégrales de contour. Comme indiqué en figure D.1, un contour

peut posséder une ou plusieurs discontinuités au niveau de sa normale. La question de ces singulari-

tés se pose : la première identité de Green est-elle valable dans le cas d’un contourσ présentant des

discontinuités de sa normale ?

On rappelle ici la première identité de Green [CM 88] :
∫

S
(u,x v,x +u,y v,y )dxdy = −

∫

S
(u∆v)dxdy +

∫

σ
uv,n d

→

s (D.1)

où u et v sont des fonctions quelconques dex et dey. Les opérations mathématiques suivantes, ont

pour but de prouver que les identités de Green peuvent être utilisées quelle que soit la forme de la

surface d’intégration.

On considère une surface ferméeS, quelconque, traversée par une droite parallèle à l’axe des
→

x. Le

point d’entrée de cette droite dansS estx0(y) et son point de sortiex1(y). Avecy compris entreymin

etymax. La figure D.2 illustre cette situation.

Si on intègre la dérivée selonx d’une fonctionf(x, y) le long de cette droite d’ordonnéey, on obtient :
∫ x1

x0

f,x(x, y)dx = f(x1(y), y)− f(x0(y), y) (D.2)

Il suffit ensuite d’intégrer sury, deymin àymax afin d’obtenir :
∫ ymax

ymin

∫ x1

x0

f,x(x, y)dxdy =
∫ ymax

ymin

(f(x1(y), y)− f(x0(y), y))dy (D.3)

soit :
∫ ymax

ymin

∫ x1

x0

f,x(x, y)dxdy =
∫ ymax

ymin

f(x1(y), y)dy +
∫ ymin

ymax

f(x0(y), y)dy (D.4)
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FIG. D.1 – Vecteurs normaux àσ aux abords d’une discontinuité.

FIG. D.2 – Surface ferméeS quelconque
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or
∫ ymax

ymin

∫ x1

x0

f,x(x, y)dxdy =
∫ ∫

S
f,x(x, y)dxdy (D.5)

et
∫ ymax

ymin

f(x1(y), y)dy +
∫ ymin

ymax

f(x0(y), y)dy =
∫

σ
f(x, y)dy (D.6)

donc
∫ ∫

S
f,x(x, y)dxdy =

∫

σ
f(x, y)dy (D.7)

De la même manière mais en raisonnant dans le système d’axe(
→

y ,− →

x), on obtient :
∫ ∫

S
g,y(x, y)dxdy = −

∫

σ
g(x, y)dx (D.8)

En sommant ces égalités, on retrouve une relation appelée formule de Gauss :
∫ ∫

S
[f,x(x, y) + g,y(x, y)]dxdy =

∫

σ
[f(x, y)dy − g(x, y)dx] (D.9)

On pose maintenant :







f(x, y) = u(x, y)v,x(x, y) ⇒ f,x(x, y) = u,x(x, y)v,x(x, y) + u(x, y)v,xx(x, y)

g(x, y) = u(x, y)v,y(x, y) ⇒ g,,y(x, y) = u,y(x, y)v,y(x, y) + u(x, y)v,yy(x, y)

(D.10)

En combinant ces égalités avec la formule de Gauss, il arrive(en simplifiant la notation des variables) :

∫ ∫

S
(u,xvx + uv,xx + u,yvy + uv,yy)dxdy =

∫

σ
(uv,xdy − uv,ydx) (D.11)

avec :

v,xx + v,yy = ∆v (D.12)

il en résulte :
∫ ∫

S
(u,xv,x + u,yv,y)dxdy = −

∫ ∫

S
u∆vdxdy +

∫

σ
(uv,xdy − uv,ydx) (D.13)

soit, en utilisant le théorème de Gauss [CM 88] :
∫ ∫

S
(ux, vx + uyvy)dxdy = −

∫ ∫

S
u∆vdxdy +

∫

σ
uvnds (D.14)

On retrouve bien la première identité de Green utilisée dansl’annexe C. Cette démonstration se base

sur une technique de balayage de la surfaceS à intégrer. A aucun moment du calcul, la forme, ou les
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éventuelles singularités deσ, contour deS, n’interviennent. Les formules de transformation d’inté-

grales peuvent donc être utilisées quelque soit la forme du contour.

Cependant, même si cette annexe montre que les formules utilisées sont valides, des termes correctifs

doivent être ajoutés à l’équation générale 5.15 si le contour présente des singularités (cf.annexe C).
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Annexe E

Compléments sur les fonctions test dans un

cas bidimensionnel

Cette annexe comporte deux parties. Tout d’abord les expressions analytiques des fonctions testηT ,

ηM et ηR. Ces expressions ont été trouvées à l’aide de la méthode décrite au chapitre 5, en utilisant

des sommes de sinus.

Une rapide démonstration est ensuite présentée, montrant l’impossibilité d’utiliser une technique de

séparation de variable pour résoudre le système 5.28.

E.1 Expressions analytiques des fonctions test

Les fonctions test ont pour équation dans le cas d’une surface rectangulaire de longueura et de largeur

b :
ηT (x, y) = −0.01171875(35b2 − 2a2)sin(11/2πx

a
)sin(πy

b
)/(b2)

−0.00390625(30a2 − 33b2)sin(7/2πx
a

)sin(5πy
b

)/(b2)

−0.00390625(−54a2 + 165b2)sin(7/2πx
a

)sin(3πy
b

)/(b2)

+0.0078125(165b2 − 6a2)sin(7/2πx
a

)sin(πy
b

)/(b2)

−0.00390625(385b2 − 6a2)sin(3/2πx
a

)sin(πy
b

)/(b2)

+0.005859375(−18a2 + 35b2)sin(11/2πx
a

)sin(3πy/b)/(b2)

+0.001953125(30a2 − 77b2)sin(3/2πx
a

)sin(5πy
b

)/(b2)

+0.001953125(−54a2 + 385b2)sin(3/2πx
a

a)sin(3πy
b

)/(b2)

+0.005859375(10a2 − 7b2)sin(11/2πx
a

)sin(5πy
b

)/(b2)

(E.1)
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ηM(x, y) = −0.1193662073asin(πx
a

)sin(πy
b

)

+0.0596831asin(2πx
a

)sin(πy
b

)

+0.0397887asin(πx
a

)sin(3πy
b

)

−0.0198943asin(2πx
a

)sin(3πy
b

)

(E.2)

ηR(x, y) = −0.001583143494a2sin(9/2πy
a

)sin(πy
b

)

−0.001583143494a2sin(7/2πx
a

)sin(3πy

b
)

+0.004749430483ea2sin(7/2πx
a

)sin(πy
b

)

+0.002110857993a2sin(3/2πx
a

)sin(πy

b
)

−0.006332573978a2sin(3/2πx
a

)sin(πy
b

)

+0.005277144981a2sin(9/2πx
a

)sin(3πy

b
)

(E.3)

Ces fonctions ne sont pas les solutions exactes de systèmes 5.17, 5.19 ou 5.21, celles-ci sont des

approximations vérifiant au mieu les conditions aux limitesexplicitées pour chacune d’entre elle au

chapitre 5. Les calculs ont été menés à l’aide du logiciel Maple.

E.2 Recherche d’une Fonction test par variables séparées

On cherche a démontrer ici, que l’approche de recherche des fonctions test par variables séparées

entraîne des incohérences dans le système 5.28. Cette approche bien connue ne peut donc pas être

employée ici.

Multiplication de fonctions indépendantes

On considère d’abord le cas où

ηT (x, y) = f(x) × g(y) (E.4)

On rappelle ici les équations que doit respecterηT qui seront utiles par la suite :

Pourx = a :

ηT (a, y) 6= 0 (E.5)
∂ηT

∂x
(a, y) = 0 (E.6)

∂2ηT

∂x2
(a, y) + ν

∂2ηT

∂y2
(a, y) = 0 (E.7)
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On a donc

∂ηT

∂x
(a, y) =

∂f(a)

∂x
g(y) + f(a)

∂g(y)

∂x

=
∂f(a)

∂x
g(y) (E.8)

donc E.6 nous donne
∂f(a)

∂x
g(y) = 0 (E.9)

or E.5 implique

g(y) 6= 0 (E.10)

donc

∂f(a)

∂x
= 0

⇒ ∂2f(a)

∂x2
= 0 (E.11)

or E.7 équivaut à :
∂2f(a)

∂x2
g(y) + νf(a)

∂2g(y)

∂y2
= 0 (E.12)

Ce qui, d’après E.11, devient :

f(a)
∂2g(y)

∂y2
= 0 (E.13)

or E.5 implique

f(a) 6= 0 (E.14)

donc

∂2g(y)

∂y2
= 0

⇒ ∂g(y)

∂y
= C1

⇒ g(y) = C1y + C2 (E.15)

AvecC1 etC2 des constantes indéterminées.

Si l’on sintéresse maintenant au point de coordonnéesx = a et y = 0. La fonctionηT se doit de

vérifier les conditions suivantes :







ηT (a, 0) = 0
∂ηT

∂y
(a, 0) = 0

(E.16)
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Ce qui devient en considérent E.14 :






g(0) = 0
∂g
∂y

(0) = 0
(E.17)

Ces conditions impliquent






C1 = 0

C2 = 0
(E.18)

Donc

g(y) = 0 (E.19)

Ce qui est en contradiction avec E.5.

Addition de fonctions indépendantes

On considère ici le cas où on pose :

ηT (x, y) = f(x) + g(y) (E.20)

Les dérivées normales de la fonction aux limites deviennentalors :

∂ηT (x, 0)

∂x
=

∂f(x)

∂x
(E.21)

∂ηT (0, y)

∂y
=

∂g(y)

∂y
(E.22)

D’après le système 5.28, ces dérivées doivent être nulles. Si c’est la cas, les fonctionsf(x) et g(y)

sont alors des constantes. La fonction testη devient également une constante. Cela est impossible par

rapport aux conditions limites qui la définissent.
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Annexe F

Liste des communications scientifiques issues

de cette thèse

Journaux internationaux à comité de lecture :

CHESNE S, PEZERAT C, GUYADER J.L. Identification of BoundaryForces in Beams From Mea-

sured Displacements. Journal of Vibration and Acoustic (ASME). Accepté, à paraître.

Conférences internationales avec actes :

CHESNE S, PEZERAT C, GUYADER J.L. Identification of boundaryshear force in plate from mea-

sured displacements Proceedings of Euronoise, Tampere, FINLANDE, 2006

CHESNE S, PEZERAT C, GUYADER J.L. Indirect identification ofshear force and bending moment

at boundaries of a beam. Proceedings of Novem 2005, St Raphaël, FRANCE, 2005

Conférences françaises avec actes :

CHESNE S, PEZERAT C, GUYADER J.L. Identification de l’efforttranchant d’une plaque en flexion

Proceedings CFA Tours, FRANCE 2006.
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