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Introduction et contexte scientifique

La connaissance des forces agissant sur les structuresioiges est d’une importance capitale dans
un grand nombre de domaine des sciences de l'ingénieurlyse des contraintes, le diagnostic de
fatigue, ou méme la prévision du comportement vibroacqustdes structures nécessite ce genre de
données. De nombreux modeles numeériques type élémentteinisilisent également. En général,
I'observation directe de ces forces se heurte a I'impoligiloie placer les capteurs adéquats entre les
sources d’excitations et la structure étudiée. Dans déautas, les charges peuvent étre mobiles ou
non localisées, empéchant l'utilisation de capteur desfoidin de pallier ce probléme, il a été déve-
loppé ces derniéres années des méthodes dites indirelbdsssdht basées sur la mesure de quantités
aisément observables (déplacements, vitesses, acm#érairessions, contraintes...) et d’'une carac-
térisation des parameétres du systéme. Cette introduetwas une description du sujet, a pour but de
présenter différentes méthodes indirectes et d’exposes taractéristiques principales.

Description du sujet

L'objectif principal de la méthode exposée ici est de retronir les efforts auxquels les limites d’'une
structure sont soumises, a partir de la mesure des déplaten@es déplacements de la structure
sont généralement créés par une excitation, appliquéetelinent sur la structure. Cette excitation
peut étre, ponctuelle ou répartie, de type force ou moment.

Lorsque I'on s’intéresse aux limites d’un domaine, et que dernieres ne coincident pas avec les
points d’application des forces extérieures, les effatsontrés sont internes au matériau, c’est a
dire, I'effort tranchant et le moment fléchissant. Ces qt@stdépendent directement des dérivées
spatiales du déplacement.

L'estimation des dérivées aux frontiéres, nécessairegl@nkification d’effort, est problématique.
Impossibles a mesurer directement, ces dérivées ne sagsioies qu’'a la suite d’approximations
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généralement peu précises aux limites des domaines. Degalsisnéthodes sont instables, c’est a
dire trés sensibles aux faibles variations des donnéesrééen

Jusque la de nombreuses méthodes d’identification looak$earactérisent avec précision les efforts
injectés a l'intérieur d’'un domaine d’étude (cf. [PEZ 9615 96]), mais a I'approche des limites du
domaine, elles deviennent inefficaces.

Physiquement, on entend par probleme inverse, la recheleheauses d’'un phénomene a partir
de la connaissance des effets. En ce sens, I'approche gmpass ce travail n’est pas toujours un
probléme inverse, car les efforts internes aux limites,am gas forcément les causes des vibrations
se propageant dans la structure, mais une conséquence.r@gterche d’'effort interne a partir de
la mesure des déplacements correspond mieux a la défingionedure indirecte. C’est a dire que
'on estime une quantité a partir de la mesure d’'une autr@e@@ant, dans de nombreux cas, |l
sera possible de faire correspondre les limites du domaéted® avec les points d’application des
forces extérieures. Dans ce cas la méthode développéeif@rala définition physique du probléme
inverse.

Mathématiquement, la grande majorité des acousticieesndant par probleme inverse, inversion de
matrice et minimisation de fonctionnelle d’écart. lls omison. L'approche présentée dans ce manus-
crit n’est pas typique des problémes inverses au sens degmatiques. La méthode est ici locale, et
nécessite la connaissare@riori de I'équation de mouvement de la structure. L utilisati@fonc-
tions tests permettant I'extraction des quantités rettdms a partir de cette équation de mouvement
est une des particularités de la technique. De plus l'atili; d’'intégrales spatiales pour le calcul
d’identification régularise naturellement ce probleme.

L'approche des limites de la structure, l'utilisation dadtion test et les calculs sous forme intégrale
sont les trois originalités de cette méthode d’identifaratl’ effort.

Techniques de caractérisation de sources

Le mouvement vibratoire d’une structure dépend de plusiparametres : les forces extérieures, les
caractéristiques physiques de la structure (dimensiongefs, matériaux,...) et les conditions aux
limites. Toutefois en considérant un domaine particullezst possible qu'aucune force extérieure
ne soit directement appliquée a l'intérieur de celui-cigqe¢ les vibrations soient transmises via les
efforts internes présents aux limites du domaine. Cesdsrsbnt alors les sources de la vibration
qgui anime le domaine considéré. On entend donc par "soyresséfforts qui sont a I'origine du
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mouvement vibratoire de la structure étudiée.

La caractérisation de source est un vaste domaine d’étuwdbration et en acoustique. On comprend
aisément I'importance de la connaissance des causes dasoiils, quelle que soit leur provenance
(forces extérieures ou vibrations transmises par lesdsrdes structures). De nombreuses approches
ont été développées dans différents domaines.

Il existe deux grandes familles de techniques d’identificatlie sources. Celles issues du domaine
acoustique et celles issues du domaine vibratoire. Pouorteathe acoustique, ces techniques sont
basées sur la connaissance et I'analyse du champ acoustiqprené par une structure vibrante. La
plus célébre, I'holographie acoustique en champ prochéiafnardet al.[MWL 85]) a pour objet

la reconstruction de la déformée d’une surface vibrantetir pie la mesure des pressions en champ
proche par rétro-propagation des ondes acoustiques. t€elteique est basée sur la transformée de
Fourier spatiale bidimensionnelle, permettant de catdelehamp acoustique dans le domaine du
nombre d’'onde. Elle présente des instabilités, et ampldiesiciérablement le bruit inhérent a toute
mesure lors de la rétro-propagation du champ de pressi@uti2s méthodes ont été également de-
veloppées pour identifier les sources des champs de preSsina que celles-ci ne soient le sujet de
cette these, centrée sur les vibrations, nous pourrongleontéme citer les techniques d’antennerie
(cf. [DBHW 95]) ou les méthodes utilisant les éléments firedrdntiere (cf. [SH 01]).

Dans le domaine vibratoire, c’est l'intensimétrie struate, définie par analogie avec l'intensité
acoustique, qui est a la base des techniques de localisktisource. Elle a été développée, dans les
travaux de Pavic [PAV 76] et de Noiseux [NOI 70], pour anatyjagropagation des ondes de flexion
dans les structures simples. On peut ainsi cartographidiube de puissance, et analyser le chemin
parcouru par I'énergie vibratoire. La connaissance seuldéplacement transverse suffit. Mais ces
méthodes présentent les instabilités caractéristiqueprddlémes inverses. Cela est di au calcul des
dérivées spatiales de la structure, qu’elles soient aasubar différence finies (cf. [PAV 76]) ou par
projection dans la base modale (cf. [GP 93]). L'intensimeédst devenue un outil courant et a été uti-
lisée dans de nombreux travaux, notamment dans des trairdartiication tels que ceux de Zhang
et al. (cf. [ZMI 96b],[ZMI 96a]).

L'identification et la caractérisation de source se basantes équations de déformation des struc-
tures étudiées reliant champ d’excitation et champ vilmatoesuré ont été largement développées.
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Pézerat (cf. [PEZ 96], [PG 00], [PG 954a], [PG 95b] et [PG 9@i])ae un shéma aux différences finies
pour discrétiser les équations de mouvements et locaéisesdurces. Zhargf al. (cf. [ZMI 96b] et
[ZMI 96a]) utilise une transformée de Fourier bidimensielhe des déplacements mesurés afin de
passer dans le domaine des nombres d’onde. lIs utiliseongparent une formulation d’intensimé-
trie définie par Pavic [PAV 76] et une autre définie par Rometnal. [RAW 90], qui, combinée aux
éguations de mouvement permettent de caractériser lesesolregolent (cf.[FS 96]) utilise directe-
ment I'équation de déformation exprimée dans le domainendesres d’onde.

D’autres approches toujours basées sur la déformée dautdstr étudiée, envisagent le probléeme
du point de vue modal. Ainsi Granger et Perottin (cf. [GP Q9[R& 99]) se servent d’'un modéle
modal de la structure et d’une transformée spatiale deita&tian pour reconstruire une excitation
répartie. Des méthodes permettant aussi de quantifier |ergoa‘excitations auxquelles est soumise
la structure ont été développées. Pour cela 8hil. [SZA 89] calculent et comparent point a point
'incohérence spatiale des efforts reconstitués afin dera@ber ensuite leur nombre et leur locali-
sation. Guillaume, Parloet al. (cf.[PVGVO 02],[GPVDS 02]et [GPDS 02]) utilisent égalememe
description modale de la structure. lls ont mis en place uéthade qui réduit le nombre d’efforts
calculés et les suppose ponctuels. Cette technique de raioté supposant que la plupart des efforts
trouvés n’existent pas et sont dds au mauvais conditionneshigorobléme, cherche ainsi a minimiser
le nombre de sources. Cela affine et stabilise la recongirudtefforts. Récement Liu (cf. [LS 06])

a proposé une méthode d’identification d’efforts distribpéur laquelle les fonctions composant la
base modale ne sont définies que sur I'espace soumis a #iB&nitcontrairement aux méthodes mo-
dales classigues ou ces fonctions doivent étre connue®sgaeimble de la structure.

Toutes ces méthodes, ainsi que celles développées dansveage, ont des étapes communes dans
leur mise en place. Les procédures classiques d’identiifitde sources se déroulent de la maniére
Suivante :

- Description de la structure,

- Acquisition des réponses vibratoires,

- Reconstitution des efforts.

Ces étapes sont décrites dans les paragraphes suivants.
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Description de la structure

Quel gue soit le travail entrepris, il est indispensable éeride le comportement dynamique de la
structure étudiée. On peut le faire selon trois approchealytique, numérique ou expérimentale.

Analytique

L'approche analytique est issue de la théorie des milieunticos. Elle relie directement les mou-

vements de la structure et les forces excitatrices. Corsmitiée systeme comme continu ce dernier
est décrit par des équations aux dérivées partielles taipoet spatiales (cf. Guyader [GUY 02]).

Le systéme décrit ainsi aura une infinité de modes propresegaint exprimés a l'aide de fonctions

propres. Ce type d’approche est utilisé dans certainsuresar des structures simples (cf. [PEZ 96],
[ZMI 96b], [DCR 92] et [FS 96]), ainsi que dans cette these.

Numérique

L'approche numérique est basée sur la description du cderpent vibratoire des structures par
éléments finis. Contrairement a I'approche précédentks-cepermet de décrire des structures aux
formes complexes. Le systeme étudié sera ainsi considéréeain ensemble de masse, de raideur
et d'amortissement, ayant un nombre de degrés de liberi#$inLa structure vibrante aura donc un
nombre de modes propres finis, définis par des vecteurs grdpette approche est utilisée dans de
nombreux problemes inverses, que ce soit pour I'identiioates conditions limites (cf.[KSMY 05]

et [AJM 01]), pour I'intensimétrie (cf.[GP 93]),pour la r@astruction de paramétre (cf.[GLA 99] et
[GLA 04]) ou pour l'identification de source (cf.[LEC 03], [BL 03]).

Expérimentale

L'approche expérimentale consiste & décrire le compoméwibratoire de la structure a partir de
mesures. Elle permet également d’étudier des structuriesmes complexes. Elle implique une dis-
crétisation spatiale du systeme en un certain nombre déspigxcitation ou de mesure. Le principe
est de caractériser la relation linéaire entre une forcecit@&ion en un point et une réponse en un
autre point de la structure. La plupart des travaux basésetta technique utilisent une transformée
de Fourier de ces données afin de travailler dans le domaigedntiel. Ainsi la réponsg;(w) me-
surée au pointlors d’'une excitation impulsionnelle au point d’entiga’est autre que la fonction de
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transfertH;;(w) entre les point etj].
Xi(w) = Hij(w)Fj(w) 1)

ou F;(w) est un effort quelconque appliqué au pgint

Cette approche a elle aussi été le sujet de nombreux travanest liés a des structure mécaniques
industrielles. Ainsi Zhang [ZHA 98] développe plusieursthogles d’identification de source basées
sur des mesures expérimentales de réponse. Une premigsanttia transformée de Fourier des
réponses vibratoires, se limite aux champs parfaitemérérents. Afin de pallier ce probleme, il dé-
veloppe une méthode inverse utilisant la matrice intetspkecdes réponses vibratoires. L'utilisation
des interspectres et des autospectres des réponses exthurique répandue, on peut également citer
les travaux d’identification de Jiet al[JBHW 93]. Leclere [LEC 03] s’intéresse d’avantage aux-stra
tégies de pondération afin d’affiner et stabiliser cette oahd’identification appliquée au moteur
diesel.

Acquisition des réponses

Les réponses vibratoires d’'un systéme soumis a une ewaifggeuvent étre mesurées de différentes
manieres. Contraintes, vitesses ou accélérations sonukesités généralement utilisées dans ces
meéthodes. Jauges de contraintes, vibrometres ou accéemnpouvant aisément étre positionnés
sur la surface de la structure étudiée afin de la caractésieet les capteurs les plus couramment
utilisés. Contraintes, accélérations, vitesses ou déplaats sont des quantités liées, et la mesure de
'une d’elle permet en principe de calculer les autres.

Reconstruction des efforts

Une fois le systéme décrit et la réponse de la structure saitagon mesurée, un traitement des
données est nécessaire afin de reconstruire les effortegin®de la vibration. Certaines méthodes
(cf. [PEZ 96], [ZMI 96b]) nécessitent juste une manipulatie I'équation de mouvement ou d’'une
formulation de I'intensimétrie afin d’extraire les effarMais dans certains cas, notamment pour les
descriptions numériques ou expérimentales de la strydtumeersion de la matrice de transfert est
une étape complexe et obligatoire.

Les paragraphes suivants ont pour but de donner au lectewrision globale d’un certain nombre
de phénoménes classiques des problémes d’identificatidppgenumérique ou expérimental qui
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peuvent étre rencontrés. Méme si ces notions ne sont pasativent utilisées dans cette thése, leur
connaissance est fondamentale pour toute personne guéiresse aux problémes inverses liés aux
vibrations acoustiques. Il était donc indispensable d&@refétat dans ce travail.

Probleme inverse et probleme mal poseée

Les problemes de vibroacoutique linéaires peuvent se pledarfacon suivante :

Ax =y (2)
Entree Systéme Sortie
¥ o3| A E—

ou x est la grandeur d’entréd, les parametres physiques du systéeme sollicitg,latréponse de ce
systeme. Pour un probleme de vibration, par exempfgurrait étre la force excitatrice extérieure,
A les caractéristique de la structureydé champ de déplacement vibratoire.

Ainsi, I'étude des systemes vibrants propose trois probtede base :

1. Calculer la réponsg du systeme a partir de la connaissance des données d’enétédes pa-
rameétresAd de ce systeme.

2. Calculer les parametre$ du systeme a partir de la connaissance des données d’enéttde
la réponse; de ce dernier.

3. Calculer les données d’entréea partir de la connaissance de la réponsd des parameétred
de celui-ci.

Les problémes du premier type sont communément appelésepred directs. Les problemes du
deuxiéme type (identification de parametre) et du troisigmpe (identification de sources) sont ap-
pellés problémes inverses. La résolution des 2eme et 3¢grae te probléemes nécessite généralement
l'inversion du modele étudié.
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Il arrive souvent que cette notion de probléme inverse gempile concept du probléme mal posé,
introduit par Hadamard [HAD 02] au début du siecle. Un proidésera dit mal posé s'’il ne vérifie
pas les conditions suivantes :

1. La solution du probléme existe,

2. La solution est unique,

3. La solution est stable.

Si ces trois aspects sont respectés, le probleme est dit ploige". Les deux premiéres conditions
sont booléennes au sens mathématique du terme, c’est aiirg graies ou soient fausses. En re-
vanche pour la plupart des méthodes inverses, la stabiisé pas assurée. Dans le cas des problémes
directs, généralement bien poseés, on évalue les effetsingmcauses connues. Mathématiquement
cela revient a intégrer les données d’entrées. Cette mtiégraura pour effet de lisser la solution, la
rendant ainsi stable. Le probléme inverse équivaut doncprasessus de différentiation, beaucoup
plus complexe a résoudre (cf. Stevens [STE 87]), et forténmstable, en effet une petite variation
des données d’entrées entraine de grande variation deukiosolMalgré ce handicap les méthodes
inverses furent développées dans de nombreux travauxt tbetefois important de souligner que
tous les problémes inverses ne sont pas mal posés et quesopioblémes mal posés ne sont pas
inverses. Le lecteur trouvera une bibliographie de larlittére consacrée a ce domaine ci dessous.

Parmi tous les formalismes, on peut retenir deux grandeateses : le principe probabiliste et le
principe déterministe. Malgré leur difféerence de formes deux principes cherchent a pallier les
problémes d’instabilité de l'inversion en régularisanptebleme par une informaticen priori sur le
résultat.

L'approche probabiliste des problémes inverses dévedlppé Tarantola et Arsenine [TAR 87] a pour
fondement le caractere aléatoire des erreurs qui affelgermtonnées. Elle se propose de quantifier
toute I'information que I'on posséde sur une variable (d@nau inconnue) par une fonction densité
de probabilité. La solution du probleme sera alors compeéenéme d’une densité de probabilité.
En vibroacoustique, peu de travaux abordent le problénersevde facon probabiliste, on peut tout
de méme citer le travail de Bonnet [BON 91] sur le rayonneraentistique des structures.
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L'approche déterministe, plus répandue, est utilisée taphipart des travaux récensés dans la lit-
térature. Elle est basée sur la minimisation d'une foncigdle d’écart entre les quantités mesurées
et les quantités calculées a I'aide du probleme direct.\lrage de Tikhonov [TA 76] aborde le pro-
bleme de facon déterministe et introduit la notion d’opgwatrégularisant permettant de calculer
une solution approchée (quasi solution) et rendant le problstable. Cette oprération est appellée
“régularisation”, elle est nécessaire dans un grand nodepeobleme inverse.

Instabilité du probleme et techniques de régularisation

Linversion de la matrice de transfert

L'équation 3 nous donne une formulation directe du probleme
Xiw) = Hyj(w)F(w) 3)
Afin de reconstruire les efforts, la solution qui vient enmrer lieu est de calculer :
{F()}n = (H(w)]mn) " {X ()} (4)

ou ([H (w)]mn) " estl'inverse de la matrice de transfert.

Cette méthode requiert I'égalité du nombre d’efforts rechés et du nombre de réponses mesurées.
Cependant, afin de stabiliser le probleme, il est intéregsgasurdimensionner la quantité d’informa-
tions introduite. Ainsi le nombre de point de mesure étapeseur au nombre d’efforts recherchés,
la matrice de transfeft (w)],.., Sera rectangulaire et le systéme a résoudre de la forme :

{F(w)}n = [H(W)]ma{X (W)} ()

avecm > n et ou[H (w)]},, estla pseudo-inverse de la matrice de transfert. CettéiGolF (w)},
est appellée solution au sens des moindres carrés, car stepa'® une solution exacte sur le plan
mathématique. En effet si on ré-injecte igs(w)},, calculés, dans I'équation 3 le vectguX (w)},,
obtenua posteriorin’est pas strictement égal au vectéuf(w)},, introduit initialement dans 5. Une
solution au sens des moindres carrés implique donc unemrafation mathématique du probleme
initial qui peut étre formulé de la sorte :

Déterminer{ F'(w)}, a partir de { X (w)},, et de[H (w)]mn
satisfaisant la relatiod X (w) },, = [H(w)]mn{F (@) }n
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La formulation au sens des moindres carrés est exprimée par :

Déterminer{ F(w)}, a partir de{X (w)},, etde[H (w)]mn
en minimisant la quantité{ X (w)},, — [H(w)]mn{F (W)}l

L'appellation moindres carrés vient du fait que I'on che&@minimiser la norme Euclidienne de
cette différence.

Cette notion des moindres carrés est trés importante etrdbreox ouvrages en traitent (cf.[LH 74]).
Gladwell [GLA 04] fait remarquer gu’en ingéniérie, 'apmtte quasi-universelle des problémes in-
verses est au travers des moindres carrés, c’est a direvetran systeme qui minimise la distance
entre la réponse mesurée et la réponse désirée.

Les erreurs entachant la reconstruction des efforts sélmemcées par deux principaux facteurs :
I'erreur sur les fonctions de transfert mesurées, et le mawonditionnement de la matrice de trans-
fert. Rappelons que le conditionnement de la mat€ev)|,., représente le degré d'indépendance
linéaire des déformées de la structure dues aux excitati@etse notion peut étre quantifiée par le
nombre de conditionnement g€ (w)],..,, qui est le rapport entre la plus grande et la plus petite de ses
valeurs singulieres.

Cette sensibilité du probléme a été largement étudiée= ThHIt 03], Starkey [SM 89] et Blau [BLA 97]
analysent dans leurs travaux, I'influence de chacune deatgses d’erreur a partir de différentes
techniques d’identification. Les derniers travaux de Blpprafondissent I'analyse statistique des
erreurs de mesures dans les techniques de mesures irglotefterts (cf.[BLA 99] et [BLA 99)).

Optimisation de l'inversion

Afin d’améliorer I'inversion de la matrice de transfert, Masal.[MSW 94] proposent une technique
qui se base sur la pondération des moindres carrés. Le faibmdérer les termes du vecteur déja
minimisé permet d’ajuster I'importance accordée a chaggreeldu systeme. Cette méthode a été
développée et analysée, notamment par Ledeed. (cf.[LPLP 04]) qui proposent une comparaison
entre pondération des moindres carrés et pondération deslres carrés totaux. Cette comparaison
est également faite par Liu (cf. [LS 05]) qui compléte ceshméés en y ajoutant une étape de ré-
gularisation. Guillaumet al.[GPDS 02] affinent cette technique de pondération afin detdigarie
nombre d’efforts injectés dans la structure étudiée.

Une autre approche, initiée par Desanghere [DS 85], censigasser en base modale afin de faciliter
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I'inversion de la matrice de transfert. Pour cela, les estigt sorties du systéme sont projetées dans
la base des modes propres de la structure. Cette technigééaagement developpée (cf. [SZA 89],
[ZAB 90], [WG 93], et [HCDV 97]). Elle nécessite malgreé toatdonnaissance du comportement mo-
dal de la structure, et la gamme de fréquence étudiée satédipar les modes pris en compte dans
le calcul. De plus, 'omission d’'un mode propre dans cettadeade fréquence affectera grandement
la justesse du résultat.

Méthode de régularisation

La résolution d’un probléme mal posé doit donc passer pandésns de solution approchée et de
solution stable : c’est le but des méthodes de régularisatis’agit de réduire I'hypersensibilité de
la solution aux variations des données d’entrées. Deuxdgsaapproches de régularisation peuvent
étre citées : la régularisation de Tikhonov et la TSVD (tated Singular Value Decomposition).

La plus ancienne de ces méthode, celle de Tikhonov [TA 78siste a stabiliser le probléme en mini-
misant la norme{{ X (w)} — [H(w)]{ F(w)}|| par 'introduction d’'un opérateur régularisatv). Le
probléme revient & minimiser la quantjtéX (w)} — [H (w)|{F (w)}||+ B(w) [{ F(w)}||- On cherche
via cette démarche une procédure de calcul d’'une approximatii adoucisse les effets du bruit et
qui fournisse une solution physiquement stable. Si on donr@oids trop important a 'opérateur ré-
gularisant, on concoit aisément que la solution (par rappane hypothétique solution exacte) peut
étre altérée de facon non négligeable : ceci est un avantagdelcas ou I'on est sOr de I'information
a priori. Si, en revanche, cette information est peu sdre, on deivég via le paramétre de régulari-
sation, le juste compromis entre la stabilité et la vraidamde de la solution obtenue.

La méthode de troncature de valeurs singuliéres est bepyrtos répandue. Elle a été décrite dans
le cadre de la mesure indirecte d’efforts par Powell [PS Bdprincipe est d’exprimer la matrice de
transfert sous cette forme :

[H]mn = [U]mn[S]rm[v]* (6)

nn

ou (U], et[V]%, sont des matrices unitaires,[8t,,, est la matrice diagonale des valeurs singuliéres
classées par ordre décroissant. Le nombre de valeurs igirgguhon nulles d¢H],,,, définit son
rang, c’est a dire le niveau de dépendance linéaire de sesrad. En pratique, aucune des valeurs
singulieres n’est nulle, mais certaines sont tres failliessont ces faibles valeurs singuliéres, qui
sont la cause de I'hypersensibilité du probléme en amplifiansidérablement le bruit de mesure.
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Le principe de cette régularisation sera donc de considérame nulles, toutes valeurs singuliéres
inférieures a un certain seuil fixé. Ce seuil sera alors larpatre de régularisation. Il est généralement
dépendant du niveau d’incertitude des fonctions de transbenposant$r |.

Cette méthode, simple d'utilisation, a été utilisée dansndmbreux travaux d’identification (cf.
[EJR 88], [WG 93], [HEN 94], [SZA 89], [PG 00]et [HDCV 99]). @endant 'omission de valeurs
singulieres, méme si elle régularise le probléme, entrainacoustique une sous estimation de la
puissance acoustique globale (cf. [MOO 03]). Des techmglliajustement ont donc été dévelop-
pées. Moorhouse (cf. [MOO 03]) propose une méthode quiajagiuissance estimée et la puissance
mesurée afin de compenser I'annulation de certaines vasewgaliéres. Pézerat [PG 00] compare
la T'SV D avec une régularisation par filtrage des hauts nombres dnditialement développée
avec la technique RIFF. L'étude montre que la troncaturevde=urs singulieres est physiquement
équivalente a un filtrage en nombre d’onde.

Autres problemes inverses appliqués aux vibrations et a lI'eous-
tique

Dans le domaine des vibrations et de I'acoustique, les pnobs inverses sont nombreux. Mise a part
I'identification de source, expliquée précédemment, ammeale nombreuses et diverses applications.
Il est important de noter que tous ces travaux considéresblace de la vibration fixe et en ré-
gime harmonique. Mais il existe des techniques de locadisatu de caractérisation de sources ne
correspondant pas a ces criteres. Zhu et Law (cf.[ZL 01],9Z] et [ZL 03]) ont développé des mé-
thodes d’identification d’effort mobile, basées sur I'égpia de déformation de la structure et sur
une régularisation de type Tikhonov. La technique est @maux efforts non oscillants. L'étude des
vibrations créees par un effort oscillant et mobile, estearement complexe. Ces travaux en sont
encore au stade du probleme direct. Pesterev et Bergmangoosacré de nombreux articles (cf.
[PB 97a],[PB 97b],[PB 00]).

L'identification des conditions aux limites est égalementpuobléme complexe. Pézerat [PEZ 96]
propose une méthode simple basée sur le calcul des impé&ddaedeanslation et de rotation afin
d’identifier des conditions aux limites extremes : appuyéasastrées, guidées, ou libres. Divers mé-
thodes numériques et expérimentales ont été mises au gd@x utilisent principalement sur un mo-
dele élements finis. On peut citer entre autres les travalbageya[KSMY 05] et de Ahmadian[AJM 01].
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L'identification des parametres d’'un systeme vibrant, tc&eslire ses raideurs, ses masses ou ses
amortissements est aussi un cas de probleme inverse. Glladvikam (cf. [GLA 04], [RAM 94],

[RG 94], [GLA 99] et [GLA 04]) ont largement étudié la questioumériquement. lls s’interessent a
reconstruire un modeéle éléments finis en se basant surysmdke ses modes propres.

Position du sujet

Le but principal de la méthode exposée ici, est la déterminates efforts présents a la limite d’'un
domaine, a partir de la mesure du champ des déplacementsgiéur du domaine considéré.

Ce travail se démarque des nombreux travaux déja existaiféstivement la recherche des efforts
aux limites est un sujet d’'intérét. Il est cependant extr@er@ complexe, effectivement,le fait que
I'on se positionne a la limite, réduit le nombre d’infornats mesurables. Les efforts sont des quan-
tités proportionnels aux dérivées spatiales du déplacgrmeuar estimer ces dérivées a partir de dé-
placements mesurés, il est courant d’utiliser des infaonatsuitées d’un c6té et de I'autre du point
considéré. L'approche des limites devient donc problegnatcar on ne dispose pas d’information en
dehors du domaine. Cet aspect fut déja souligné dans ldltdevRézerat [PEZ 96] en developpant
la technigue RIFF qui identifie les sources présentes &ltigtir d’'un domaine a partir du champ
de déplacement discrétisé. Lutilisation de schéma aurreiices finies pour I'estimation des déri-
vées spatiales, pose probléme a I'approche des limitesmaide. La technique developpée dans ce
manuscrit se veut étre complémentaire de RIFF en identlBargfforts aux limites.

Cet aspect inovant présente de nouvelles perspectivesluercbe dans de nombreux domaines de la
vibroacoustique, telles que I'identification de défautslelconditions aux limites.

La méthode montre que l'utilisation de fonctions test esindjrand intéret et permet avec succes
I'extraction de données a partir des équations modélisarsylstemes. Ce concept peut étre étendu au
dela des vibrations ou de I'acoustique. Les sciencesanilisouramment des équations différentielles
telles que la mécanique des fluides ou la thermique poutraigroiter le concept de fonction test,
associé aux formulations intégrales des sytemes pour gédisatpns variees.
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Soulignons ici le fait que I'approche proposée se veut gde€En se concentrant sur les équations
décrivant les phénomeénes physiques, le développementig@de n’est pas orienté vers un champ
d’application particulier tel que les probléemes vibro-astiques ou vers d’autres domaines plus gé-
néraux (le génie civil, micro-systeme,...) .

Cependant plusieurs facteurs sont a considérer. Les $iffidéguentielles rencontrées lors des simu-
lations et expériences peuvent sembler restreindre Idicafpns a un certain type de probleme.
Or, les gammes de fréquence d’intérét des différents dasaliapplication sont indirectement liées
aux dimensions de la structure (basses fréquences en geihienoyennes fréquences en vibro-
acoustique,...). Il est montré dans cette étude que letebnfiiequentielles de la méthode proposée
dépendent directement de la taille du domaine de mesureiehivan conséquence avec la structure
étudiée. Il est donc envisageable que les limites fréqgekeris’adpatent naturellement au domaine
d’application.

Il faut toutefois souligner le fait que le développemenssTait au sein du laboratoire de vibrations
et d’acoustique (LVA) dont les probléemes vibro-acoustgjgent I'orientation principale. Ainsi les
commentaires et analyses présents dans ce mémoire peavenéraa penser que la méthode est
dédiée a de tels problemes. Il n’en est rien. Si les phénosngimgsiques présents dans le systeme
etudié peuvent étre modélisés par les équations utilisaesdablir la méthode d’identification alors
la méthode et ses limites restent théoriquement valables.
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Structure du document

L'enemble du document s’articule en 7 chapitres :

-Le premier introduit le formalisme choisi pour la reconstion de I'effort tranchant et du moment
fléchissant dans le cas d’'une poutre en flexion. Les défisitttas fonctions test y sont présentées
ainsi que des exemples.

-Le deuxiéme est consacré aux approximations et aux itodes qui détériorent la reconstruction.
Elles sont analysées grace a des simulations numériques’ir@eresse tout d’abord a I'erreur de
discrétisation puis aux effets des bruits de mesure suctmstruction.

-Le troisieme présente les validations expérimentalepauires de la reconstruction de I'effort tran-
chant et du moment fléchissant.

-Le quatrieme propose une autre utilisation de la méthode fidentification des conditions aux
limites.

-Le cinquieme étend la méthode aux structures 2D planetaiGes étapes y sont réétudiées.

-Le sixieme analyse les approximations et les incertitulela reconstruction d’efforts dans le cas
des plaques en flexion par simulations numériques.

-Enfin, le septieme présente une validation expérimentlia deconstruction de I'effort tranchant
local a la limite d’'une plaque en flexion.
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Chapitre 1

Reconstruction de |'effort tranchant et du
moment fléchissant : Cas d’'une poutre en
flexion

1.1 Objectifs du chapitre

L'objectif du chapitre est de présenter et d’expliquer lahnée de reconstruction de I'effort tranchant
et du moment fléchissant aux limites d’'un domaine d’étuden Aé faciliter la compréhension de
'approche, le chapitre se limite aux poutres en flexionxtéation de la technique aux plaques,
nécessitant d'importantes modifications, sera présermagiadu chapitre 5. Apres un bref rappel des
éguations de base du probleme vibratoire, I'approche nratique permettant le calcul des efforts
tranchants et moments fléchissants est présentée.

1.2 Equations de base du probleme

Dans ce travail, nous avons pour objectif la reconstruadmtieffort tranchant et du moment fléchis-
sant a partir des déplacements d’une poutre vibrant en fielous considérerons un mouvement

harmonique tel que :
w(z,t) = w(w)el! (1.1)

ouw(z) est 'amplitude du déplacement transversal de la pouttel@ipulsation de I'excitation.
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Les expressions de I'effort tranchdhftet du moment fléchissadt/ en un point quelconque de la
poutre, sont données par (cf. [GUY 02]) :

T(z) = EI5%(x)
(1.2)

M(z) = EIZ%(x)
ou F est le module d’Young complexé, I'inertie de flexion etw le déplacement transversal. On
constate donc que ces guantités sont directement propoeties aux dérivées troisieme et seconde
du déplacement. Dans la suite du travail on s’intéresseedfart tranchant et au moment fléchissant
a la limite du domaine considéré.
Le champ des déplacementsr) issus des vibrations transversales est la solution d’unatéun dif-
férentielle du quatrieme ordre. Dans un domdinb] d’'une poutre homogeéne, I'équilibre du systeme
est régi par I'équation de mouvement :

Nw

E[w(x) — pSw?w(z) = F(z) pour x €]a, b] (1.3)

ou p est la masse volumique du matériau, S la section de la poufréze la distribution de force
excitant la structure.

Les équations 1.4 et 1.5 donnent l'effort tranchant et mdrfiénhissant dds aux conditions aux
limites du domaine considéreé ( fig 1.1).

F)

My (W) ﬂ A Mp(w)

+++++++++++++++++++++++++

FiGc. 1.1 — Trongon [a,b] d’'une poutre en flexion soumise a diffessefforts, forces ou moments

34



CHAPITRE 1. RECONSTRUCTION DE L'EFFORT TRANCHANT ET DU MOMYET
FLECHISSANT : CAS D'UNE POUTRE EN FLEXION

EIZY(x) = F(w)

pour x = a (1.4)
EIZY(z) = Mg (w)
EIZY(z) = F(w)

pour x =b (1.5)
BIZY(z) = Myy(w)

Les quantités décrites pas les ternt@gw), My (w), Fio(w) et Myy(w) représentent les efforts ap-
pliqués a la poutre aux points = a etz = b. lls sont nuls si ces points sont les extrémités libres
d’'une poutre. lls représentent I'effort tranchant ou le neabtd( aux efforts internes si la poutre ne
se restreint pas au domaine étudié, etc...

Les équations 1.3, 1.4 et 1.5 fournissent la base de notbéone, dans la méthode RIFF (cf.[PEZ 96]),
I'inconnue recherchée est(x), distribution de force excitatrice dans le domajag|. Il est impor-
tant de souligner que notre objectif n'est pas de la calcalkr sera supposée connue ou nulle, mais
d’identifier I'effort tranchant et le moment fléchissant dimites d’'un domaine d’étude, c’est a dire
les quantités décrites par les équations 1.4 et 1.5. Letebrdiu domaine d’étude pouvant coincider
avec les limites de la structure, nous pourrons reconstiuigt M/ aux extrémitées physiques de la
poutre. Remarquons que dans le cas ou I'effod’appliquerait a une extrémité libre de la poutre,
alors le calcul d€" équivaudrait au calcul d&, cet aspect sera d’ailleurs utilisé lors de la validation
expérimentale de I'approche.

En regardant les équations 1.2, 1.4 ou 1.5, on pourrait meagine méthode de calcul basée, comme
dans la méthode RIFF, sur I'estimation des dérivées spatialec des techniques de type "différences
finies". La méthode proposée par la suite est différente plusieurs raisons. Il est bien connu que
I'estimation des dérivées spatiales aux extrémités ptésingrandes difficultés. Effectivement, les
méthodes classiques utilisent des schémas dits "centré$&, point de calcul doit étre encadré de
plusieurs points de mesures, ce qui est impossible auxneité® 1l existe aussi des schémas décen-
trés qui permettent une estimation des dérivées aux limmatheureusemnt ces derniers présentent
I'inconvénient de ne pas aussi bien converger que les schéemrés. De plus ce type d’estimation
présente une trés grande sensibilité au bruit. Afin de pedigarobléme, une étape de régularisation
est généralement nécessaire. La méthode présentée i@tpéwiter cette difficulté.
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1.3 Approche générale

L'idée est de faire apparaitre et d’extraire I'une des gitestecherchées (Effort tranchant néiér)
ou moment fléchissant nofé (z)) a partir de I'’équation de mouvement 1.3. Pour cela nousidéns
rons une formulation faible (Eq.1.6) de celle-ci en la nplidgint par une fonction arbitraire(x) et
en intégrant 'ensemble sur l'intervalle, b]. Il est nécessaire que la fonctionr) ait des dérivées
continues jusqu’au quatrieme ordre, nous verrons poutgtéieurement.

/a @) el 8“’(4”’) — pSwrw(x)]dz = / (@) P (x)da (1.6)

L'intégration par partie du premier terme de cette équadimme :

/abn(x)[m&a“;( >]d —El%(b)n(b) EI axg )+ / By mg ”(x) (1.7)

L'équation 1.6 devient ainsi :

B2 ) — 12 ()n(a) + / EJ% —”(x)—n(x)psw%(x)]dx (1.8)

ox3 01'3
- / n(z)F(z)dz

On voit apparaitre les termes/ ?)37?5(6) etEl %ﬁ’(b) égaux aux efforts tranchants aux abscisses
etb. Dans la méme l'optique, d’autres intégrations par pagp@svent étre réalisées pour arriver au
résultat suivant (le calcul détaillé est présenté dansiéaa A) :

T(b)n(6) ~ T(a)na) — M) (6) + M(a) 0
L0

ow . 0%n ow , 01
+EI—(b)@(b) — Elﬁx( )a 5

3 8377
. (@) - ELu(n) 2! >+Em<@—m
:/a w(x)[pSwn(z) — 3—n dx+/ dx (1.9)

Dans I'équation 1.9, les expressions de I'effort tranchetrdu moment fléchissant enet b appa-
raissent. On peut constater dans cette équation que t'&éfmchant et le moment fléchissant ne sont
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pas multipliés par les mémes quantités et qu’un choix jedicide la fonction permettra d’éliminer
des termes. Nous séparerons donc en deux parties distiaatakul de I'effort tranchant et celui
du moment fléchissant, car la fonction teét) permettant leur calcul ne sera pas la méme, comme

expliqué dans les paragraphes suivants.

1.4 Reconstruction de I'effort tranchant

Il est maintenant nécessaire de définir la fonctigm). Celle-ci doit permettre de calculer le plus
simplement possible les valeurs de I'effort tranchant gyieaaissent dans I'équation (1.9).

1.4.1 Définition de la fonction test

Afin d’isoler, par exempléd’(a), il est nécessaire de choisir une fonction particuligre) qui annule

tous les termes de la partie gauche de I'équation, excelpiéoee multiplie 7'(a). Dans ce cas, quelle
que soit la fonctiom)(x) choisie, celle-ci doit vérifier les conditions suivantes :

(1.10)

FHa) =0 FHb)=0

Oz2

Pn(a) =0 Za(b) =0

Afin de dissocier les différentes fonctiong&e) que nous allons présenter, la fonctigi) qui vérifira
les conditions 1.10 sera notgg(z) en rapport ave@’, I'effort tranchant.
En considérant qu'il n’y ait pas d’effort externe appliquand I'intervalle d’'intégrationa, b[, I'équa-

tion 1.3 peut s’écrire :

4

/a (@) [Ef%j(x) — pSw?w(a)]dz = 0

Ainsi, en utilisant les conditions décrites par le systent1], la forme générale 1.9 se réduit a

(1.11)

'équation 1.12.

T(a)=— /abw(x)[pSujznT(x) - E[aagf (x)]dx (1.12)
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On exprime finalemerif'(a) par une intégrale ne dépendant que du déplacemerntet de données
structurelles (Si le point de coordonnéeorrespond a I'extrémité gauche de la poutre, alors I'ef-
fort tranchant calculé, sera celui appliqué au troncontdteila poutre). Cette expression intégrale
présente un grand avantage. Car elle ne dépend que deseai@plds (sans termes de dérivation) et
gue la sommation aura tendance a réduire 'effet des ersmaaciées aux incertitudes de mesure.
La stabilité obtenue devrait étre plus importante qu’avee méthode d’approximation directe de la
dérivée troisieme du déplacement.

On précise que le calcul de l'effort tranchant a I'autre leotn = b) du domaine d’intégration est
analogue en utilisant la fonction symétrigue(x) = nr(b + a — x) dans I'équation 1.12 .

1.4.2 Exemple de fonction test

La fonctionny(z) doit vérifier les 8 conditions 1.10. On propose dans ce papdgr de développer
nr(x) en une fonction polynémiale ou les constantes sont calsuléenaniere a respecter le systeme
1.10. Le degré du polyndme doit donc étre au minimum 7. Damsagsason expression est la suivante.

B (x —a)t (x —a)® (x —a)’ (x—a)”
nr(z) =1-35 (b—a) + 84 b —a) 70 (b—a) + 20 b—a) (1.13)
L'expression de sa dérivée quatrieme, utile au calcul dltranchant est :
O (z —a) (x — a)? (z - a)’
= -84 1 — 252 1 1.14
5t (x) 8 O(b—a)4+ OOéBO(b_a)5 5 Oo(b—a)6 + 6800(b—a)7 ( )

Les polynémes présentent I'avantage d’étre indéfinimervaldes.

Les figures 1.2 et 1.3 nous montrent les formes de la fonctitynpmiale et de sa dérivée quatrieme
utiles au calcul intégrale de I'équation 1.12. Pour cesédsgmtations, la normé — «| de la longueur
d’intégration est choisie arbitrairement égale a 1. La fiomcy(z) ne change pas, quelque soit la
longueur de I'intervalle d’intégration, contrairementadérivée quatriém%‘?%(x) dont les valeurs
augmentent considérablement lorsque le domaine d’intiégra,b] diminue. Cette remarque prendra
toute son importance dans la suite, car elle sera une liorisedle la mise en oeuvre du calcul discret
de l'intégrale 1.12

38



CHAPITRE 1. RECONSTRUCTION DE L'EFFORT TRANCHANT ET DU MOMYET
FLECHISSANT : CAS D'UNE POUTRE EN FLEXION

0.7

0.6

ne)

0.4

0.3

0.2

0.1

FIG. 1.2 — Fonctiom(z) pour X € [a;b], utilisée pour le calcul d&(a), effort tranchant & gauche
du domaine d’intégration.

a*n(b-a)a)*

a*n(ia)*

a*n(ayax)* 1
a b

Fic. 1.3 - Fonctior%(x) pour x € [a;b], utilisée pour le calcul d€(a), effort tranchant a gauche
du domaine d’intégration.
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1.5 Reconstruction du moment fléchissant

Le principe qui permet I'extraction du moment fléchissaffz) au point d’abscisse, est le méme
gue celui présenté au paragraphe 1.4.1. En observant aaoligquation générale 1.9, il apparait
que sin(z) vérifie les conditions définies par le systéme d’équatiob,lelmomentV/(a) peut étre

isolé.

1.5.1 Définition de la fonction test

Par rapport a 1.10, seules deux conditions différent : lauratle la fonctiom)(z) enz = a est ici

nulle, sa dérivée premiere, par contre, ne l'est pas.

(1.15)

1a)=0 Z3(b)=0

922 822

@) =0 FAB) =0
Dans la suite, on noterg, (=) les fonctions verifiant les conditions 1.15. Ainsi si 'omsidére une
fonctionn,,(x), le moment fléchissant/ (a) peut étre calculé par I'intégrale :
b v
M(a) = / w(e)[pSwn(a) - BI-S 5 (@) de (1.16)

On note également que le calcul du moment fléchissant ad’axtrémité peut étre fait en utilisant

la fonction symétriquen (z) = nu (b + a — ).

1.5.2 Exemple de fonction test

Le choix de la fonctiom,,(x) se résume a la résolution du systéme des 8 équations 1.16l\ir®me
de plus petit degré verifiant (1.15), et sa dérivée quatrjémma :

e e—af @0 @)
M) = (7 =) = 0o A5G 36— 0T (117)
Mave, 1 (r—a) (r —a)? (x —a)?
Gt (3) = ~A80 55+ 54005 — 12060 s + 8400 g (1.18)
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0.25

0.151 bl

nKx)

0.1 =

0.05 =

FIG. 1.4 — Fonctiony,, (z) pour X € [a,b], utilisée pour le calcul dé/(a), moment fléchissant a
gauche du domaine d’intégration, pour ||ab||=1.

a*n(b-a)ax)*

o
T
I

*nx)ex)*

4 4
@k

X

Fic. 1.5 - Fonction‘%%(x) pour x € [a,b], utilisée pour le calcul d&/(a), moment fléchissant a
gauche du domaine d’intégration.
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Les figures 1.4 et 1.5 montrent la forme de la fonction polyiaderet de sa dérivée quatrieme utilisées
dans I'’équation (1.16). Contrairement aux remarques dagpaphe 1.4.1, les valeujg () ne restent
pas constantes et dépendent de l'intervalle d’intégratiea valeurs de la dérivée quatrieme varient
également lorsque le domaine d’intégration [a,b] change.

1.6 Application analytique sur un cas simple

Une application de la méthode est présentée. On considérpauire de longueut, de sections,
en appui, excitée par un force harmonique transversalemas une répartition sinusoidale, de la
forme :

F(z,t) = sin(%x)ew (1.19)

Par la suite, pour des raisons de simplicité, la dépencedesit@e’~! est supprimée. La figure 1.6
illustre cette répartition.

F(x)=sin((m/L)x)

e el B D s S
2, 2,

—
Ve

FIG. 1.6 — Poutre en appui excitée par une force hamonique dité&pasinusoidale

L'égquation de mouvement des poutres en flexion est :

O*w(x)
Ozt

EI — pSww(z) = F(x) (1.20)

La solution correspondant au cas décrit est (cf. [GUY 02]) :

w(z) = Asin(%x) (1.21)

avecA, 'amplitude modale du déplacement, égale dans ce casesén(of. [GUY 02]) :

1
A= I (1.22)
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L'effort tranchant en un point appartenant &, L| est :

OPw

T(a) = Efw(a) (1.23)
soit, en considérant 1.21 :
T(a) = —EJ(%)MCOS(%(@)) (1.24)

L'objectif de la méthode indirecte est de retrouver cetfgression analytique de I'effort tranchant, a
partir d'intégrales ne contenant aucune dérivée spatialdeglacement. On utilise l'intégrale 1.12,
modifiée par la présence d’'un effdri{x) dans le domaine d’intégratidn, b] (voir annexe A).

b

AL / nr(x) F(z)de (1.25)

oxt

T(a) = — [ w(@)lpSunr(a) — ET

ou [a, b] € [0, L]. En remplaganty(z) par son expression 1.21, on obtient :

T(a) = — / ’ sin(%x) (A4pSw? +1) () - AEJ%;Zj (x)] dx (1.26)
T(a) = — / b sm(%x) lAE[(%)‘lnT(x) - AE[%Z’Z (x)] dz (1.27)
T(a) = —EIA / ’ sin(%x) [(%)4%(@ - %;75 (x)] dx (1.28)

En utilisant les expressions ge et %741 données en 1.13 et 1.14, on obtient apres calcul analytique

la simplification suivante :

m
L
On retrouve I'expression analytique de I'effort tranchdet’équation 1.24.

™

T(a)=—FEI( )3Acos(L(a)) (1.29)
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1.7 Conclusion

Ce chapitre a introduit, pour des vibrations de flexion dagnes, la méthode de reconstruction de
I'effort tranchant et du moment fléchissant a la limite d’wnthine d’étude. L'approche mathéma-
tique se base sur une manipulation intégrale de I'équagamauvement. Une fonction test vérifiant
des conditions limites particuliéres permet d’isoler deamgités recherchées. L'originalité de la mé-
thode réside dans le fait que I'on estime des dérivées $gmtia déplacement vibratoire indirecte-
ment par le calcul d’'une intégrale. On peut donc s’attendsa eomportement plus stable face aux
incertitudes de mesure. Effectivement les seules dérivapatiales nécessaires, sont faites analyti-
guement sur la fonction test. Cette derniére étant connalgtaquement les dérivations ne sont pas
effectuées sur des données pouvant étre entachées dfirdest Lors de ce chapitre on n'aborde
gue le coté analytique de la méthode, et un cas simple #istiémarche d’'identification. Mais, en
pratique, I'utilisation d’intégrale implique la discrétition du systéme. Leffet de cette discrétisation
et des incertitudes de mesure est I'objet du chapitre stivan
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Chapitre 2

Approximations et incertitudes : Cas d’une
poutre en flexion

2.1 Objectifs du chapitre

On a coutume de dire qu’il existe un fossé entre la théoria eratique. C’est généralement vrai.
L'analyse des erreurs dies a la discrétisation des syst@ppsoximations) et aux incertitudes de
mesures permet de faire le lien entre ces deux aspects demaeacAinsi, les difficultés rencontrées
lors de la mise en application de la méthode peuvent étrexndemprises et corrigées. Dans ce
chapitre on propose d’analyser et de quantifier les erratneduites tout d’abord par la discrétisation
du systéme, puis par différentes erreurs introduites damekure. Pour cela, différents cas sont traités
numeriquement : poutre appuyée pour la reconstructioreffeit tranchant ou poutre encastrée-libre
pour la reconstruction du moment fléchissant. Ceux-ci perord de mettre en évidence les limites de
cette technique en vue de son utilisation pratique. Le tteapé décompose en deux grandes parties.
L'une d’elle analyse I'effet de la discrétisation du sys&itrautre I'effet des différentes incertitudes
de mesure pouvant perturber la reconstruction.

2.2 Intégration discrete

L'objectif de I'étude est d’élaborer une méthode complédtamplicablein situ. Les formulations
intégrales 1.12 et 1.16 résultant des calculs précédentemteennent aucune approximation, mais
elles utilisent des données continues. En pratique, laaissance du champ de déplacements de la

45
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poutre ne peut étre mesuré qu’en un nombre fini de points ¢earaila une évaluation des intégrales
1.12 et 1.16 par discrétisation. Il convient donc d’étudieifet de la discrétisation numérique sur
les résultats. Il est important de souligner que cette éisation est 'unique approximation de la
méthode si on utilise des déplacements exacts pour leslsatest a dire vérifiant I'équation de
mouvement.

2.2.1 Méthodes d'intégrations

Il existe de nombreuses méthodes numériques permettamsatétiser et de calculer une intégrale,
le livre de Baker [BAK 77] en présente un grand nombre. Darsiite de ce travail deux méthodes
sont utilisées, chacune d’elles ayant ses avantages etcagsénients.

La méthode des trapezes (cf [BAK 77]) est bien connue. Elle utilise un maillage réigu) c’est
a dire que la distance séparant chaque point de mesure asaictEn Cette approximation, illustrée
figure 2.1 correspond a une interpolation linéaire de lalm®entre deux points consécutifs.

FIG. 2.1 — Approximation d’'une courbe continue a l'aide de teagse

46
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L'approximation de cette intégrale est de la forme :

b _ no1 J (@) + f(xig1)
/a flz)de = AXE 5 ha

ou f(x) est la fonction & intégrer, est le nombre de points de mesure utilid¢,est le pas d’intégra-
tion et I'indice de numérotation des points.

2.1)

La méthode de Gauss-Legendre (cf [SS 66]) utilise, elle, un maillage irrégulier a symétden-
trale. Une pondération particuliere est associée a chaque point du maillage. L'expression tk cet
approximation est la suivante :

[ 1@e = gy 2.2)

ou z; est la coordonnée du point numérdu maillage irrégulier, efl; est la pondération utilisée en
ce méme point.

En pratique, la méthode trapézoidale est une techniqudesargppliquer grace a son maillage régu-
lier. Cependant elle nécessite une répartition de poirtennsemble du domaine a intégrer, notament
aux extrémités. La mesure des déplacements aux limiteslpastcertains cas étre problématique.
La méthode de Gauss-Legendre a I'avantage d’étre plussptréciais nécessite la mise en place
contraignante d’un maillage irrégulier. Elle évite cepamidd’avoir a mesurer ou calculer les dépla-
cements aux bornes de l'intégrale. Ceci peut étre un gramutage face a la méthode trapézoidale
lorsque la mesure du déplacement a I'extrémité d’'une poleist pas possible.

Le tableau 2.1 permet de visualiser les différences ergrédax types d’intégrations numeériques pro-
posées. Sur un interval de mesiiiel], on considére une intégration numeérique utilisant 10 jgoint
Le tableau donne la localisation et la pondératiom; appliquée pour chaque point utilisé :

Pour le calcul des coefficients de pondération et des |l@taliss, nous renvoyons le lecteur aux
références [BAK 77] et [SS 66]. On notera que la valeud 1 présente dans le tableau correspond a
la valeur du pag\x lorsque le maillage est régulier.

Une troisieme méthode a été testée. Cette méthode ditadeylrété développée par Alpert [ALP 99].
Celle-ci se veut étre un compromis intéressant entre lpgzes et Gauss-Legendre. Afin de ne pas
alourdir les paragraphes suivants, la méthode "hybrideSiesintement présentée dans I'annexe B.
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Trapezes Gauss
&£ A, &£ A,
0.000( 0.055| 0.013| 0.033
0.111| 0.111| 0.067| 0.074
0.222| 0.111| 0.160| 0.109
0.333| 0.111| 0.283| 0.134
0.444| 0.111| 0.425| 0.147
0.555| 0.111| 0.574| 0.147
0.666| 0.111| 0.716| 0.134
0.777| 0.111| 0.839| 0.109
0.888| 0.111| 0.932| 0.074
1.000| 0.055| 0.986| 0.033

TAB. 2.1 — Localisations des 10 points d’intégration et leursffacients de pondération pour chaque
méthode, sur un intervalle [0,1]

2.2.2 Simulations

Pour étudier la possibilité de reconstruire I'effort triant et le moment flechissant aux limites d’une
poutre, des simulations numeériques ont été effectuéekes=@lpermettront de connaitre également
les limites fréquentielles et spatiales de la méthode. Ghagnulation est constituée de deux étapes :
- le calcul direct, ou I'effort tranchant et le moment fléd#ist sont calculés par dérivation de la
solution analytique.

- le calcul indirect, ou I'on cherche a retrouver I'efforatichant et/ou le moment fléchissant, a partir
des déplacements et des intégrales décrites précédemment.

Les paragraphes suivants présentent ces deux étapes poueddentificationt et /). Des com-
paraisons entre les valeurs analytiques de I'effort trantlet du moment fléchissant et des valeurs
reconstruites, obtenues grace au calcul intégral (1.1216),1sont présentées afin de quantifier I'er-
reur introduite par la discrétisation de l'intégrale.

2.2.2.1 Reconstruction de I'effort tranchant

Pour la reconstruction de I'effort tranchant, le cas d’'uoetpe simplement appuyée (schématisée
figure 2.2) a été étudié. Celle-ci est de longubut 2.5m, de hauteuh, = 1cm, de largeul = 6em
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et la force harmonique excitatrice de fréquerfce= 2500H = est localisée au poink; = 0.8L.
L'objectif de cette section est de calculer I'effort traaah a la limitex = 0, en utilisant la méthode
précédemment présentée.

x=0 0.8L

FIG. 2.2 — Poutre en appui simple de longueur L, excitée par uree foarmonique localisée en
X;=08L

Les déplacements de la poutre nécessaires au calcul dirgai@nnés par la solution analytique de
I'équation de mouvement 1.3. Celle-ci est calculée graeeradthode des ondes forcées [GUY 02].
La solution est décomposée en deux ondes propagativesebdees évanescentes du cété droif)(

et du coté gauchew,) du point d’excitation :

wy = Ajcos(kx) + Bysin(kx) + Cysh(kx) + Dich(kx)pour x € [0; X/
wy = Agcos(kx) + Bysin(kx) + Cash(kx) + Doch(kx)pour v € [Xy; L] (2.3)

ou k est le nombre d’onde naturel, vérifiant I'équation de digper.

pS
k= = 2.4
foTid (2.4)
et A, By,Cy, Dy, Ay, By, Cy, Dy sont les amplitudes des ondes. Ces coefficients sont détiults
vérification des conditions aux limites de la poutre (apgugppuyée) et des conditions 2.5 de rac-

cordement entre les deux trongons de la poutre au point kicagipn de la force.
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wi(0) =0 wy(L) =0
EIZ%(0) =0 EI1Z% (L) =0

Ox2 Oz2

wi(Xy) = wa(Xy) G (Xp) = F2(Xy) (2.5)

EI%%(X;) = EIS% (X))

Ox2

EI%w (X)) — EIZW (X)) = F

La résolution du systéme linéaire qui découle des équafidnst 2.3 permet le calcul analytique de

I'équation de mouvement de la structure. Ainsi une valeahditue exacte de I'effort tranchant peut

étre calculée a I'extrémité de la poutre en utilisant I'dgural.2. Cette valeur servira de référence afin
de calculer I'erreur sur la reconstruction qui sera quagifiar un Niveau d’Erreur de Reconstruction
de I'Effort Tranchant (NERET) défini par :

7(0)
EIZ2(0)
ou7'(0) est I'effort tranchant reconstruit au point= 0, obtenu par le calcul de I'intégrale discrétisée

er = 10 x log (2.6)

1.12. Cet indicateur compare donc une valeur analytiquseytide référence, avec I'effort tranchant
obtenu par reconstruction. L'utilisation de I'échelle &oighmique permet d’obtenir des résultats en
dB.

La figure 2.3 montre le NERE#; en fonction du Nombre d’'Onde dans le Domaine d’Intégration
(NODI) [0,b] pour les 2 types d’intégrales discrétiséesurHaire varier le NODI, il a été choisi de
faire varier la longueur du domaine d’intégration pour uréame fréquence d’excitation. Le nombre
de points est gardé fixe donc I'espacement entre les pointsagant plus grand que la longueur
d’intégration est grande.

Pour chaque type d’intégrale, 3 courbes sont tracées, pspectivement 10, 14 et 20 points utilisés
pour calculer I'intégrale. Une comparaison entre ces wifftes courbes montre que l'utilisation d’un
grand nombre de point améliore considérablement la pofcas la reconstruction.

L'analyse des graphiques 2.3 ameéne plusieurs constagationlinfluence de la fréquence d’excita-
tion, sur la comparaison entre les méthodes d’intégragiois, sur I'influence du nombre de points.
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T
-
T
-
T

Niveau d'erreur : e_ (dB)
!
Niveau d'erreur: _ (dB)
]
o

. _ . .

2 3 4 5 6 7 o 1 2 3 4 5

Nombre d'onde dans l'intervalle d'intégration Nombre d'onde dans l'intervalle d'intégration
a) Intégration trapézoidale b) Intégration de Gauss-Legendre

A L
0 1

FIG. 2.3 — NERETer entre la simulation et I'effort tranchant calculé analytonent, a) intégration
trapézoidale, b)intégration type Gauss-Legendre ersaniti 10(pointillés), 14(croix) ou 20 (ligne
continue) points. La fréquence d’excitation est de 2500Hes caractéristiques de la poutre sont :
L=25m, E=210"(1+ j1072)N/m?, | = 0.06m, h = 0.01m, p = 7800kg/m?.

On constate que le paramétre clef de cette méthode est leraatidnde contenu dans le domaine
d’intégration (NODI). Quelque que soit la fréquence d’éxton, le résultat reste inchangé. Cette re-
marque est vérifiée par la figure 2.4 ou 500 courbes reprégd@fdERET pour des fréquences allant
de 10Hz a 5000Hz, ont été tracées en utilisant une méthodegration trapézoidale. On observe
gue celles-ci se superposent exactement. Cette erreusaétisation, ne dépendant que de la forme
de la fonction a intégrer, est donc purement mathématique.

Pour la méthode trapézoidale ( 2.3 a)) on remarque queuteest faible lorsque le NODI avoisine
I'unité. Cette derniere augmente pour des valeurs plusefaitiu plus grandes de ce nombre d’onde.
Pour la méthode de Gauss-Legendre ( 2.3 b)) I'erreur tersdaggp pour une large fenétre de NODI.
On remarquera que contrairement a la méthode trapézoldaks;onstruction de I'effort tranchant
reste excellente méme lorsque la longueur d’intégratiod teers zéro. La courbe d’erreur relative
pour 20 points d’'intégration n'apparait pas clairemeniesgraphique 2.3b), car ces valeurs sont trés
proches de zéro. Cette derniére méthode est donc tresgyrémass extremement difficile a mettre en
place expérimentalement en raison du maillage irréguliézlig nécéssite.
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Niveau d'erreur : € (dB)
o

1/ T

J N

0 1 6 7

2 3 4 5
Nombre d’onde dans l'intervalle d'intégration

FIG. 2.4 — NERETe; entre I'effort exact et reconstruit par intégration tragiéale utilisant 20 points
pour 500 fréquences d’excitations differentes comprisgeelOHz et 5000Hz. Les caractéristiques
de la poutre sont . = 2.5m, E = 2.101(1 + j1072)N/m?, [ = 0.06cm, h = 0.0lcm, p =
7800kg/m3.

Les augmentations de I'erreur pour des intervalles d'iratgn petits ou grands s’expliquent dif-
féremment. Pour les grands intervalles d’intégratiorrrd’er croit régulierement pour les 2 types
d’intégration. Plus la longueur d’'intégration augmentasgpe nombre de points de discrétisation de-
vient faible par rapport a la longueur d’'onde. Alors, lesldépments discrétisés ne représentent pas
correctement le comportement réel de la structure.

Pour les faibles longueur d’'intégration (en dessous de @®N seule la méthode trapézoidale
présente de forte erreur. Effectivement lorsque lintbevd’intégration est réduit, les valeurs de la
fonctionn(z) restent inchangées, mais celles de sa dérivée quatggme) augmentent trés forte-
ment. Les approximations de la méthode trapézoidale pn¢ahars des valeurs non négligeables.
Cependant, ces erreurs n'apparaissent pas dans la méthgdask-Legendre, cela est dd au fait que
cette méthode est spécialement adaptée pour le calcudgrale de fonction polynomiale telles que

4
gt (2).
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2.2.2.2 Reconstruction du moment fléchissant

La démarche est similaire a celle présentée au paragraghédent. Cependant, I'exemple de la
poutre sur appuis simples ne peut étre utilisé ici, car le erdrfiéchissant est nul aux limites. On
considére donc le cas d’'une poutre encastrée-libre (sdisgmdigure 2.5), ou le moment fleéchissant
est calculé a I'extrémité encastrée de la poutre. Les pdrasphysiques de la poutre restent les
mémes.

x=0 080

FIG. 2.5 — Poutre encastrée-libre de longueur L, excitée parfomee harmonigue localisée en
X; = 0.8L. Les caractéristiques de la poutre sofit= 2.5m, £ = 2.10"(1 + j1072)N/m?, | =
0.06m, h = 0.01m, p = 7800kg/m3.

Le calcul de 'expression analytique du déplacement, reamesaux calculs d’identification, est éga-
lement effectué avec la méthode des ondes forcées. La désdimp 2.3 est utilisée a nouveau.
Cependant, un nouveau systéeme d’équations décrivanthektioms aux limites et les conditions de
raccordement s’impose.

53



CHAPITRE 2. APPROXIMATIONS ET INCERTITUDES : CAS D'UNE POWRE EN FLEXION

wy(0) =0 EI%% (1) =0
Qur(0) =0 EIZ% (L) =0
wi(X5) = wa(Xp) FG2(X5) = G2(Xy) (2.7)
EI%8 (X)) = EI%% (X))
EI%w (X)) — EIZW (X)) = F

Une fois les déplacements calculés, un Niveau d’Erreur dmi&ruction du Moment Fléchissant
(NERMF) ¢,, est défini (Eq. 2.8) afin d’établir le domaine de validité denkthode. Ses valeurs sont
présentées Fig 2.6 pour les 2 types d’intégrations numgsigrecédemment présentes.

M(0) ‘
EI%:2(0)
ou M (0) est le moment fléchissant reconstruit:es: 0.

(2.8)

en = 10 % log

La reconstruction du moment fléchissant présente un comperit similaire a celle de I'effort tran-
chant. L'erreur est méme Iégeérement plus faible que cekemige pour I'effort tranchant dans des
conditions similaires de calcul.

En effet, I'effort tranchant dépend directement de la d&itroisieme du déplacement, contrairement
au moment fléchissant qui dépend de la dérivée seconde]cEh.pratique les intégrales 1.12 et 1.16
permettant I'estimation des ces quantités, doivent éseréliisées. Il apparait alors que l'intégrale
discrétisée 1.16 permets une meilleure approximation donemd fléchissant que 1.12 pour I'effort
tranchant. Méme si ces dérivées ne sont pas calculéesedireat, on retrouve une sensibilité plus
importante lorsque I'on recherche une valeur proportitiarzeune dérivée d’ordre supérieure.

De plus, on constate plus nettement I'apparition d’ostdltes du niveau d’erreur pour la reconsrtuc-
tion utilisant une intégration trapézoidale. Ces osdiia ont une période de un NODI, elles sont
caractéristiques de I'approximation d’'intégrale de cesrbinusoidales par la méthode des trapézes.
Leurs amplitudes et leurs origines varient d’une recoetitya a I'autre, dépendant de la forme de la
courbe a intégrer (donc des conditions aux limites de larppainsi que de la fonction test utilisée
qgui modifie également la courbe considérée.
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FIG. 2.6 — NERMF entre la simulation et le moment fléchissantutélanalytiquement pour une
intégration a)de type trapézoidale et b)de type GaussHdegeen utilisant 10(pointillés), 14(croix)
ou 20 (ligne continue) points. La fréquence d’excitationdes2500Hz et les caractéristiques de la
poutre sont L = 2.5m, E = 2.10"'(1 + j1072)N/m?, | = 0.06m, h = 0.01m, p = 7800kg/m>.

2.3 Effets des incertitudes de mesure

De nombreux problémes inverses d’identification présentea forte instabilité aux incertitudes sur

les données d’entrée. Ce phénomene force les méthodeantast ajouter une étape de régulari-
sation afin de réduire les effets amplificateurs de bruitbjeotif de cette partie est donc d’observer
l'influence que peuvent avoir ces incertitudes sur la métprdposée.

2.3.1 Bruitage du déplacement

Le principe de cette section consiste a utiliser des déplanés simulés et bruités, afin de simuler
les incertitudes présentes dans les données expérineridile de couvrir les erreurs existant en
pratique, 3 types sont considérés et pour mieux caraatéeises effet, ils sont appliqués un par un,

de maniére indépendante.

Bruit multiplicatif sur les déplacements : Il s’agit de calculer le déplacement bruité de la maniére

suivante :
W (1) = W (). Awyy, . €T2F (2.9)
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ou Aw,, est une variable aléatoire Gaussienne réelle, de moyerate @gin et d’écart type égale
a 1% de I'amplitude du déplacement. L'autre paraméire,est une variable Gaussienne aléatoire
réelle, de moyenne nulle, et d’écart type égale a 1°.

Ce type de bruit est représentatif de la précision avec lkgles mesures sont faites. Ainsi la qualité
de l'opérateur et de I'appareillage sont pris en compte tassnulation.

Bruit additif sur les déplacements : Le déplacement bruité correspond a :
W (1) = W (z;) + Aw, (2.10)

Ici Aw, représente le bruit de fond. C’est une variable aléatoites&anne de moyenne nulle. L'écart
type de son module dépend directement de la chaine d’atignistilisée pour la mesure. Pour les
simulations, il sera fixé a 1% de la valeur maximale du déphece de la poutre. Sa phase est une
variable aléatoire comprise entre 0 et 2

Ainsi, I'environnement dans lequel la mesure est faite guiaité de la chaine d’acquisition sont pris
en compte dans ces simulations.

Incertitude sur le positionnement des points : Ce type d’erreur sera également modélisé par un
nombre réelAx défini par sa moyenne nulle et son écart type égalera@.SCette erreur est associée
a l'incertitude de positionnement des capteurs lors degréxqces. Son écart type est fixé arbitrai-
rement car il dépend grandement du type matériel utiliséél@cometres, vibrometre laser,...). Le
déplacement ainsi bruité, a pour expression :

wbruité(xi) — wixact(xi + AIE) (211)

2.3.2 Simulations
2.3.2.1 Reconstruction de I'effort tranchant

Reprenons I'exemple décrit en 2.2.2.1 d’une poutre surigpdonples excitée par une force harmo-
nigue. Le champ de déplacement initial est celui calcul@idé¢’ des équations 2.3 et 2.5. Ce champ
de déplacement est ensuite bruité. Les paragraphes sumamtrent I'influence de chaque type de
bruit sur la reconstruction de I'effort tranchant.
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a) Intégration trapézoidale b) Intégration de Gauss-Legendre

FIG. 2.7 — NERET entre les simulations bruitées (x, bruit miittadif) ou exactes (ligne continue)
et I'effort tranchant exact pour une intégration a) de tyjpézoidale et b) de type Gauss-Legendre
utilisant 20 points. La fréquence de la force excitatricedes2500Hz, et les caractéristiques de la
poutre sont L = 2.5m, E = 2.10"' (1 + j1072)N/m?, | = 0.06m, h = 0.01m, p = 7800kg/m>.

Effet du bruit multiplicatif :

La figure 2.7 illustre I'effet d’un bruit multiplicatif sural reconstruction de I'effort tranchant, en
comparant le NERET obtenu a partir de déplacements exaetsalui issu d’'une reconstruction
bruitée. Le bruit étant aléatoire, les figures montrent usepble de simulations bruitées indépen-
dantes, représentées en nuage de points. Ceci permet d&jdgpertion des reconstructions liée au
type de bruit appliqué.

L'observation des figures 2.7 nous permet de constater dareitemultiplicatif ne perturbe que Iége-
rement les reconstructions de I'effort tranchant. En eféeniveau d’erreur calculé avec des déplace-
ments bruités suit une tendance générale similaire a cauide calculs utilisant des déplacements
exacts.

Par contre, on constate que I'erreur augmente brutalenoemti@s reconstructions utilisant une inte-
gration de type Gauss-Legendre lorsque le nombre d’ondeltlatervalle d’'intégration est inférieur
ao0.5
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a) Intégration trapézoidale b) Intégration de Gauss-Legendre

FIG. 2.8—NERET entre les simulations bruitées (x, bruit afjditi exactes (ligne continue) et I'effort
tranchant exact pour une intégration a) de type trapézoatdl) de type Gauss-Legendre utilisant 20
points. La fréquence de la force excitatrice est de 2500Hesecaractéristiques de la poutre sont :
L=25m, E=210"(1+ j10"2)N/m?, | = 0.06m, h = 0.01m, p = 7800kg/m?>.

Effet du bruit additif :

Les effets sur la reconstruction de I'effort tranchant dtunit additif entachant les déplacements
sont présentés figure 2.8. On constate également que le NEBRIEde déplacements bruités (bruit ad-
ditif) est similaire a celui issu de déplacements exactsnkléi cette dispersion s’accentue lorsque le
nombre d’onde inclu dans l'intervalle d’intégration augrtes le NERET "bruité" reste trés proche du
NERET "exact". On constate le méme phénomene que précétsnrdes reconstructions utilisant
une intégration de type Gauss-Legendre. Lerreur augnmmutalement lorsque le nombre d’onde
dans lintervalle d’intégration est inférieur®s.

Effet de I'erreur sur le positionnement des points :

Les effets sur la reconstruction de I'effort tranchant @wmnreur sur le positionnement des points
de mesures des déplacements sont présentés figure 2.9. dampley NERET issu de déplacements
bruités fluctue autour de ceux obtenus avec les déplacemeatts. Ici aussi I'erreur augmente dras-
tiquement pour une intégration de type Gauss-Legendrsjuerle nombre d’onde dans l'intervalle
d’intégration est inférieur 8.5.
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FIG. 2.9 — NERET entre les simulations bruitées (X, erreur detipagement) ou exactes (ligne
continue) et I'effort tranchant exact pour une intégratmle type trapézoidale et b) de type Gauss-
Legendre utilisant 20 points. La fréquence de la force akiie est de 2500Hz, et les caractéristiques
de la poutre sont 7, = 2.5m, E = 2.10'Y(1 + j1072)N/m?, | = 0.06m, h = 0.0lm, p =
7800kg/m3.

2.3.2.2 Reconstruction du moment fléchissant

Une démarche analogue a celle du paragraphe précédenttesirise dans celui-ci. La structure

servant de support a ces simulations est présentée sur ta figu Les déplacements exacts de la
poutre vérifient les équations 2.3 et 2.7. Chaque type dé bstia nouveau testé en utilisant les
2 types d’intégrations (trapézoidale ou Gauss-Legen@)s’intéresse ici au niveau d’erreur de

reconstruction du moment fléchissant (NERMF)

Effet du bruit multiplicatif :

La figure présentée en 2.10 montre I'effet d’un bruit muitiglif sur la reconstruction du moment
fléchissant. On rappelle que les déplacements bruités ééinisdpar I'équation 2.9
On constate que les perturbations engendrées par ce typaitiedmt similaires a celles rencontrées
pour les reconstructions bruitées de I'effort tranchaffediivement I'effet du bruit multiplicatif est
faible. L'erreur sur la reconstruction du moment fléchissssue de déplacements bruités est proche
de celle issue de déplacements exacts. La tendance a lafgubsrreur lorsque le nombre d’onde
dans l'intervalle d’'intégration augmente, est égalemedsgnte, ainsi que 'augmentation lorsque ce
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nombre d’onde est inférieur@5 pour une intégration de Gauss-Legendre.

., (@8)
, (@B)

Niveau d'erreur : €,
Niveau d'erreur : g

2 3 4 5
- 2 2 3 ) 5.
Nombre d'onde dans I'intervalle d'intégration Nombre d’onde dans l'intervalle d’intégration
a) Intégration trapézoidale b) Intégration de Gauss-Legendre

FiG. 2.10 — NERMF entre les simulations bruitées (x, bruit nplittatif) ou exactes (ligne continue) et
le moment fléchissant exact pour une intégration a) de tapenoidale et b) de type Gauss-Legendre
utilisant 20 points. La fréquence de la force excitatricedes2500Hz, et les caractéristiques de la
poutre sont L = 2.5m, E = 2.10(1 + j1072)N/m?, | = 0.06m, h = 0.01m, p = 7800kg/m>.

Effet du bruit additif :

Les niveaux d’erreur de reconstruction du moment fléchtagéisant des déplacements perturbés
par des bruits additifs sont présentés figures 2.11. A nauedandance de cette erreur reste similaire
a celle issue de déplacements exacts. Cette erreur augmattde nombre d’onde inclues dans
l'intervalle d’intégration ou quand ce nombre est inféria®.5.

Effet de I'erreur de positionnement des points :

La figure 2.12 présente les niveaux d’erreur de reconstmuchii moment fléchissant utilisant des
déplacements dont le positionnement le long de la poutr@esstirbé. Ici encore, la tendance de
I'erreur est similaire a celle issue de déplacements ex@eiide erreur augmente fortement avec le
nombre d’onde inclu dans l'intervalle d’intégration ou gdace nombre est inférieur@as.
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FIG. 2.11 — NERMF entre les simulations bruitées (x, bruit afjdiu exactes (ligne continue) et le
moment fléchissant exact pour une intégration a) de typézaigale et b) de type Gauss-Legendre
utilisant 20 points. La fréquence de la force excitatricedes2500Hz, et les caractéristiques de la
poutre sont L = 2.5m, E = 2.10'"(1 + j1072)N/m? | = 0.06m, h = 0.01m, p = 7800kg/m>.
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FIG. 2.12 — NERMF entre les simulations bruitées (x, erreur datipmnement) ou exactes (ligne
continue) et le moment fléchissant exact pour une intégrajade type trapézoidale et b) de type
Gauss-Legendre utilisant 20 points. La fréquence de l&fexcitatrice est de 2500Hz, et les caracté-
ristiques de la poutre sont: = 2.5m, E = 2.10'1(1 + j1072)N/m?, | = 0.06m, h = 0.01m, p =
7800kg/m?3.
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2.4 Conclusions

Des simulations humériques exactes et bruitées ont étéeneafi@ de caractériser les limites de la
méthode. Des indicateurs d’erreur ont été établis poumestia justesse de reconstructions. Les ré-
sultats présentés précedemment démontrent que l'intriodude différents types d’incertitudes sur
les déplacements ne fausse pas fondamentalement la reobiest. On pouvait s’attendre a l'inverse,
comme dans les problémes d’identification indirects qus@néent une forte dégradation des résultats
siles données sont bruitées : la méthode RIFF nécessitielasn de la dérivée quatrieme du dépla-
cement qui amplifie fortement le bruit. On comprend bien ceitecamplification est directement liée
au maillage utilisé. Dans de nombreux cas, une étape suptaireede régularisation est nécessaire
afin d’extraire la quantité recherchée parmi un ensemblésidtats aberrants (cf [PG 95b], [PG 00]).
La sensibilité aux incertitudes de mesures peut aussi @@ dlestimation directe de la dérivée troi-
sieme du déplacement comme dans le cas de l'intensitéstale{PAV 76].

La stabilité de la méthode proposée ici vient de 2 facteurs :

- L'utilisation des intégrations par partie menant a I'éipra 1.9 transfere ces dérivées spatiales du
déplacement aux fonctions tegtsoun,,. Ces dernieres étant analytiguement connues, aucune diffi-
culté n’est rencontrée pour calculer leurs dérivées de énaexacte.

- L'utilisation d'intégrale spatiale du déplacement poalcaler I'effort tranchant ou le moment flé-
chissant, moyenne les erreurs.

De plus, deux importantes conclusions pratiques peuventigtes de ces simulations :

- Le faible niveau d’erreur que présentaient les reconstnug utilisant une intégrale de Gauss-
Legendre avec des déplacements exacts, est perdue loesgqderinées sont dans les simulations,
notamment lorsque le nombre d’onde inclu dans I'intervaitdgration est inférieur 8.5. Globale-
ment, les 2 types d’intégration se comportent de maniéerggsimface aux incertitudes de mesure. En
pratique, le maillage régulier de la méthode d’intégratiapézoidale rend celle-ci plus intéressante.
- Il apparait que I'erreur reste faible lorsque l'intereatl’intégration est compris entre une et deux
longueurs d’onde, quelle que soit la quantité a reconstaurla méthode d’intégration utilisée. Cette
constatation a son importance, car il est nécessaire deddadongueur du maillage selon la gamme
de fréquence ciblée. Ainsi, pour reconstruire un effortassle fréquence, une grande longueur d’inté-
gration sera conseillée, et inversement en haute fréquBrwee maniere générale, I'utilisation d’'un
grand nombre de points améliorera toujours l'identifigatio
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Ce chapitre montre la faisabilité de la méthode proposéengoanstruire I'effort tranchant ou le mo-
ment fléchissant. Les limites de la méthode sont égalemeatndi@ées en fonction des parametres
physiques. Le chapitre suivant propose une série d’exgétiations qui valident la méthode.
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Chapitre 3

Validations Expérimentales sur poutre

3.1 Objectifs du chapitre

Les précédents paragraphes présentaient une approchiguleést numérique de la méthode de re-
construction. Méme si ces données ont été bruitées de fagmir @ompte d’éventuelles incertitudes
de mesures, il est nécessaire de tester la méthode exptaiereant. L'objectif de cette section est
donc de mettre en oeuvre et de valider la méthode préseméaidaadre expéerimental. Le principe
des expérimentations réalisées ici consiste a appliqueffart (force ou moment) a une limite libre
de la poutre et de mesurer la réponse vibratoire de la steuetuplusieurs points. L'objectif est de
comparer les efforts mesurés directement par capteur de éindirectement via leur reconstruction
a partir des réponses vibratoires, permettant ainsi diévah faisabilité de la technique de mesure
indirecte. Une premiére partie se consacre a la reconstnue |'effort tranchant et une seconde a la
reconstruction du moment fléchissant.

Comme pour les simulations numériques, les deux types deétisation (trapézoidale et Gauss-
Legendre) sont testés. Le nombre de points de discrétisasicfixée a 10. La longueur d’intégration
est fixée arbitrairement36cmsauf indication contraire. Celle-ci fut choisie pour sagandion adé-
guate avec la taille de la structure et le type d’intrumeaamis en oeuvre.
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3.1.1 Reconstruction de I'effort tranchant
3.1.1.1 Dispositif expérimental

Les expériences menées pour la validation de la reconistnudé I'effort tranchant ou du moment
fléchissant, ne pouvaient pas étre effectuées avec le mé&pesdif expérimental. Deux séries de
mesures ont donc été menées indépendamment.

Le shéma 3.1 présente le principe de la premiére expérielmeepoutre est suspendue, fixée par son
extrémité supérieure a un chassis supposé rigide. Lestmmslaux limites n’intervenant pas dans
les calculs de reconstruction, la rigidité toute relativeciassis n’entre pas en jeu. Dans le principe,
la méthode est locale, les éléments extérieurs au domamégration peuvent donc étre ignores.
L'extrémité libre inférieure de la poutre est excitée papohvibrant. Les déplacements le long de la
poutre sont mesurés par un vibrométre laser a balayage. witrbbanc est utilisé pour I'excitation,
afin que I'étude couvre une large bande de fréquence.

Comme I'effort externe appliqué par le pot vibrant est ssueune extrémite libre de la poutre, I'effort
tranchant a cette extrémité correspond a la force appliqtétte derniere est mesurée directement
par un capteur de force placé entre le pot vibrant et la poOtte mesure directe servira de référence
afin d’évaluer la justesse de I'effort tranchant reconstytartir des déplacements mesurés.

Un accélérometre est aussi fixé a I'extrémité basse de lagpdatfacon a obtenir une référence de
phase unique pour la force et les vitesses vibratoires.

A titre indicatif, la figure 3.2 représente le module du déphaent de I'extrémité excitée de la poutre.
On y voit clairement les résonnances et anti-résonnancésrisemble de la structure (poutre et
chassis).
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FiG. 3.1 — Dispositif expérimental utilisé pour la reconstioictde I'effort tranchant. Poutre d’acier
de longueut. = 1.5m, largeurl = 6¢m, épaisseuh = lem.
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FIG. 3.2 — Module du déplacement de I'extrémité excitée de larpolPoutre d’acier de longueur
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3.1.1.2 Résultats de la reconstruction

Les figures 3.3 et 3.4 présentent, pour chaque type d'iniégrdes variations d’amplitude et de
phase en fonction de la fréquence de I'effort tranchantrnsiroit et de celui issu de la mesure di-
recte. Afin de faciliter 'analyse des résultats, et de \@ries limites de la méthode, des marqueurs
ont été ajoutés sur ces spectres. lIs permettent de lacadigaines fréequences particulieres. Le mar-
gueur A correspond a une fréquence pour laquelle la longiiende est approximativement égale
a la longueur d’intégration. Le marqueur B et le marqueur @espondent a des fréquences pour
lesquelles la longueur d’onde est égale a la moitié et as tierla longueur d’'intégration (deux et
trois longueurs d’onde dans l'intervalle d’intégratioBes marqueurs permettent donc de faire le lien
avec les abaques d’erreurs (figures 2.3 a 2.11) établiedalaastion des simulations numériques.

La figure 3.3 a) montre que la reconstruction du spectre ffeitdranchant en utilisant une intégra-
tion de type trapezoidale est tres proche de la mesure @irEatbasses fréequences Q00H z) la
reconstruction devient aberrante, la longueur d’intégnatlevenant trop petite par rapport a la lon-
gueur d’onde. Cette limite se situe aux alentours du margfeae qui correspond aux limites en
basses fréquences établies par les simulations numégglessconclusions tirés en 2.4.

Dans les moyennes fréquences, les deux courbes sont giabalees proches, sauf aux résonnances
ou la reconstruction surestime I'effort tranchant.

L'analyse de la phase (figure 3.3 b)) mene aux mémes conobydierreur est importante en basses
fréquences.

La figure 3.3 c) illustre ses remarques, en montrant le nidéaweur de la reconstruction par rapport
a la mesure directe, en dB. Cette erreur reste globalememprege entret-2dB, excepté pour les
basses fréquences. Cependant, elle est importante aesrtaquences, il s’agit des fréquences pour
lesquelles la mesure directe de I'effort tranchant estfagde. On comprend bien que les valeurs
faibles soient rapidement faussées par le bruit de fond/feadditif), qui dénature la reconstruction.
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recte : courbe noire épaisse, reconstruction : fine couibe.gr
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Les figures 3.4 a), b) et ¢c) montrent le module, la phase ausslgniveau d’erreur de reconstruction
de I'effort tranchant, utilisant un maillage et une intégma de type Gauss-Legendre. Les résultats
sont équivalents a ceux obtenus avec une intégration derpézoidale. lls montrent la possibilité
pratique d’utiliser un maillage irrégulier. La mise en gatun tel maillage peut étre contraignante,
mais le fait que les points aux extrémités du domaine d’imatiign n’aient pas a étre mesures, est un
avantage qui peut s’avérer déterminant dans certains cas.

Les premieres fréquences propres de la poutre, sont cellestjles plus grandes longueurs d’onde.
Les conditions expérimentales choisies ici ne permettastde descendre suffisamment bas en fré-
guence pour identifier correctement les modes situés enueds200H 2. Pour étendre le domaine
d’observation fréquentielle de la reconstruction, il saffid’utiliser un maillage plus fin (plus de 10
points de discrétisation) pour rendre la reconstructias précise dans sa globalité, ou d’augmenter
la longueur d’intégration.

Comme expliqué au chapitre 2, la longueur d’intégratiorestiimites fréquentielles pour lesquelles
la reconsruction est exacte sont étroitement liées. Cegohéne est illustré par la figure 3.5. Les
spectres sont représentés jusqu’'a 1000Hz seulement afinede msualiser cette limite en basses
fréquences. Les deux reconstructions utilisent des ngalaéguliers avec une méthode d’intégration
trapézoidale. La premiere reconstruction utilise une leuy d’'intégration d&86cm (la méme que
précédemment), quant a la seconde, elle utilise une lomgie20cm On voit tres nettement que la
limite fréquentielle basse est liée au nombre d’'onde dameivalle d’'intégration. Effectivement, les
résultats des reconstructions concordent avec la mesealpour des fréquences supérieures a celle
localisée par le marqueur A. Cette figure illustre concrétetrtes remarques faites sur ce phénomeéne.

En pratique, il faudra donc adapter la longueur d’'intégratiur la structure en fonction de la gamme
de fréquence ciblée. Pour analyser correctement une pgesfienétre fréquentielle, il est également
possible d’augmenter le nombre de points utilisés pouréliser le domaine d’intégration.
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3.1.2 Reconstruction du moment fléchissant
3.1.2.1 Dispositif expérimental

La validation de la technique pour l'identification du morhiééchissant, nécessite un nouveau mon-
tage. Pour se rapprocher d’'une excitation par moment, detsxyibrants ont été fixés a I'extrémité
de la poutre et séparés par une distahd@eux-ci appliquent sur la poutre deux forces identiques en
opposition de phase. Ainsi, on considere que ce systemeitiign est équivalent a une excitation
par moment au poind, au milieu des deux points excités. Cette hypothése détraitraie en basses
fréquences, lorsque la longueur d’onde est infériegu Ene limite en fréquence peut étre définie si
I'on considére que I'approximation est correcte péu:t %

Le schéma représenté en figure 3.6 illustre I'expérience.

La référence de phase nécessaire aux mesures est assutdegeaglérometre situé a I'extrémité
libre de la poutre. Pour la mesure de référence du momenidissit au pointd, deux capteurs de
force sont placés aux points d’attache des pots vibrantsalearr du moment fléchissant équivalent
est déduite de I'expression :

d d

ou F et I, sont les deux efforts mesurés par les capteurs.

La reconstruction du moment fléchissant au poeintécessite une intégration du poiAtau point

B (figure 3.6). La force excitatricé’; est comprise dans ce domaine. Il est donc nécessaire de la
considérer dans le calcul. L'intégrale 1.16 doit étre ré&cpour prendre en compte la présence de
cet effort dans I'intervalle d’'intégration :

A+b ) 3477 A+b
M(A) = /A <w(m)[p5w n(x) — EI@@)]) dx + 2 Fié(x — zp)n(x)dx (3.2)
Les propriétés de la distribution dirac nous aménent a :
A+b ) o*n
M(A) = /A (w(x)[pSw n(x) — El%@)]) dx + Fin(zp,) (3.3)

La fonctionn étant parfaitement définie, la foréé mesurée et sa localisation connue, le calcul de ce
nouveau terme ne pose aucun probléme.
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FiIG. 3.6 — Dispositif expérimental utilisé pour la reconstroieidu moment fléchissant. Poutre d’acier
de longueur L=1.5m, largeur |I=6¢cm, épaisseur h=1cm.
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3.1.2.2 Résultats de la reconstruction

La figure 3.7 montre les amplitudes et phases des momentssfiaoks obtenus par I'équation 3.1
et par une reconstruction utilisant une méthode d’intégmatrapézoidale. Le niveau d’erreur est
également représenté figure 3.7.c).

Les amplitudes comparées sont trés proches juszfil@H ». Cela correspond a la Iimité ~ %
établie précédement. Le niveau d’erreur est faible et reistee —2dB et +2d B, excepté en basse
fréquence. Malgré tout, quelques singularités apparatigsmctuellement aux fréquences présentant
de tres faibles amplitudes vibratoires. On remarque quexianstruction de la phase donne également
de trés bon résultats.

Les reconstructions du moment fléchissant utilisant unéoakt d’intégration Gauss-Legendre sont
comparées aux mesures directes en figure 3.8. La recomstradet 'amplitude est excellente entre
100H z et2000H z. L'erreur est faible sur cet intervalle. Des maximums déarrapparaissent égale-
ment aux fréquences de faibles amplitudes. La phase readastst trés proche de celle issue des
mesures directes.

Les reconstructions du moment fléchissant présentés ddaseetion sont bonnes. On retrouve les
limites fréquentielles et spatiales qui avaient été é&abibrs des simulations numeériques.
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3.2 Conclusion

Ce chapitre a permis de valider expérimentalement la métedeconstruction d’effort. Une poutre
suspendue a servi de support. Celle-ci a été excitée par wewu pots vibrants a son extrémité
libre. Ainsi, une reconstruction de I'effort tranchant aurdoment fléchissant ont pu étre effectuées
au point limite du domaine d’intégration. Deux méthodesit@grations discrétes ont été utilisées
et comparées. On utilise ici un vibrométre laser a balayagges on peut imaginer d’autres types
d’acquisitions (antenne holographique, accélérométr®e trés bon résultats ont été obtenus en
utilisant seulement 10 points de mesure quel que soit lediipeégration. Les limites fréquentielles
et spatiales déterminées lors du chapitre précédent ordtédéveées. Ces premieres expérimentations
mettent en évidence que le méthode est simple et robustetination sur des cas simples n'a posé
aucun probléme patrticulier.
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Chapitre 4

|dentification des conditions aux limites
d’une poutre en flexion

4.1 Objectifs

En pratique, les conditions aux limites sont trés difficéedéterminer, car elles sont le lien avec le
milieu extérieur, non modélisé. Les conditions aux limies poutres en flexion peuvent souvent étre
caractérisées par des raideurs dynamiques (une de totsioe e translation), des amortissements et
des masses, proportionnelles au déplacement ou a sesedériasi, I'identification des conditions
aux limites est liée a I'estimation des dérivées spatialedéplacement. Il est connu que ces dérivées
sont difficilement accessibles avec précision aux limites domaine. Par conséquent, il existe de
nombreuses approches se limitant a identifier les conditiontes dites extrémes (encastrées, libres,
appuies, ou guidées) basées sur le calcul des impédancesdiation et de rotation (cf [PEZ 96]).
Mais lorsque ces quantités sont non nulles, ou non infirees,duantification devient délicate. L'ap-
proche proposée dans les chapitres précédents, s'irderes®fforts aux limites, proportionnels aux
dérivées spatiales du déplacement, on peut donc adaptestheode afin d’identifier les conditions
limites de maniéres générales.

4.2 Principe de I'identification

La représentation des limites par des raideurs dynamiobst ides effets d’amortissement via la
partie imaginaire dé et deC' et de masse pour une valeur négative de la partie réelle eBiemdu,
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FLEXION

la raideur dynamique varie en fréquence. Pour caractdaseléments actifs d’'une condition limite
de flexion de poutre, il est nécessaire de calculer sa rafietnanslation/s’ (en N.m~1) et sa raideur
de rotation,C (en N.m). Afin d’identifier les quantités nécessaires aux calculsekeraideurs, on
considere I'équilibre des forces et des moments a I'ext@diune poutre en flexion, dans le cas ou
aucun effort extérieur n’est directement appliqué a latBmi

Equilibre des forces :

Pw
Equilibre des moments :
*w ow
Bl =% 4.2

Le moment fléchissant est donc égale a la raideur que maltppente.
Ces deux équations menent a l'identification/det C :

K = Lw
O— M(w) (4.3)

ow
ox

Le déplacement est issu des mesures. Les méthodes de calteffort tranchant et du moment
fléchissant ont été explicitées dans les chapitres prét®dgeule la pente nécessite une nouvelle
approche afin de pouvoir calculer la raideur de torsion.

4.3 Identification de la pente a la limite d’'une poutre

4.3.1 Principe

Le principe d’identification de la pente suit la méme démarge les identifications d’efforts.
L'équation 1.9 nous sert a nouveau de base pour redéfinir lymgmoe permettant I'extraction de
la pente. Ainsi, la fonctiomr permettant d’identifier la pente a I'extrémit@’un domainga, b}, doit
vérifier les conditions suivantes :
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(4.4)
Tha) =1 TH0) =0
THa) =0 TAH) =0
Le polynéme de plus petit degré vérifiant ces conditions est :
1(z—a)? (x —a)? (r—a)® 15(z —a)" (x —a)"
- _ — 1 - — 2 4.,
) =5 e T e 20—l ay (4.5)

Les figures 4.1 et 4.2, montrent les fonctiopsz) et % pour z appartenant a un intervalle
quelconquéa, b]. On précise toutefois que sur les figures, la nofadeest unitaire, les valeurs des
fonctions test pouvant varier selon la longueur de cetvatir. On remarque que les valeurs de ces

polynémes sont inférieures a cellesigéx) etny,(x).

0.03
0.025
0.02
86_0-015
IS
0.01

0.005

29

FIG. 4.1 — Fonctiomp(x) pour X € [a,b], utilisée pour le calcul de la pente a la borne inféeedu

domaine d’intégration.

80



CHAPITRE 4. IDENTIFICATION DES CONDITIONS AUX LIMITES D’UNE POUTRE EN
FLEXION

[}
o

N IS
o o o

I
N
o

3%n, /5 x*

-40

FIG. 4.2 — Fonctiorf-22®) pour X € [a;b], utilisée pour le calcul de la pente a la borne inféeedu

Ox*
domaine d’intégration.
L'équation générale 1.9 devient alors :

Lo 2 np
57/ w(z)[pSwnp(z) — EI Bt

P(a) = (x)]dx (4.6)

Cette équation, associée aux polynafpér) de I'équation 4.5, permet de calculer la pente a la limite
d’'un domaine. Des résultats de simulations numériques naiint précision de cette approche sont
présentés dans le paragraphe suivant.

4.3.2 Simulations numériques

La méthode des ondes forcées (cf [GUY 02]) est utilisée pfiecteer le calcul direct. La figure 4.3
illustre le modéle que I'on utilise ici. Il s’agit d’'une paetdont I'extrémité gauche est munie d’'un
ressort en translation et d’'un ressort en rotation, |'aexteémité est encastrée. La poutre est en acier
avec une longueur de 2.5m, une largeur de 6¢cm, une hauteangesilest excitée en= 2m par une
force unitaire a la fréquencg = 1500H z. Cette fréquence est située entre deux fréquences propres
du systemelld03 H = et 1543 H 2). Les valeurs des raideurs sdiit= 10*N.m~1 etC = 10000N.m.

On utilise une intégration de type trapézoidale & 20 points.
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Fic. 4.3 — Poutre avec des ressorts de translation et de ro@dionideurk” et C a 'une de ses
extrémités.

Un indicateur d’erreut est défini pour quantifier la précision de I'identification :

ep = 10 % log

P(0)
£ 0

oz
ou P(0) est la pente calculée en= 0 a I'aide des simulations numériques et de I'équation 4.6. La
figure 4.4 montre ce niveau d’erreur en fonction du nombrediéodans le domaine d’intégration.
Cette erreur reste inférieurd dB sur l'intervalle étudié. Elle augmente régulierement deetombre
d’onde dans le domaine d’intégration, car le nombre de pgiat longueur d’'onde devient trop faible
pour effectuer une intégration précise. Cependant cetatésnbntre la justesse de I'approche lorsque
I'on choisit un domaine d’intégration appropriée.

Le déplacementy peut étre directement mesuré. Dans les premiers chapires dnémoire on a
défini les polyndbmes nécessaires a l'identification dedffranchant et du moment fléchissant. En
explicitantnp(z), on compléte I'étude permettant I'identification des cdindis aux limites. Les 4
quantités nécessaires au calcul des raid&ues C', peuvent donc étre estimées correctement a l'aide

de ces méthodes.
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FIG. 4.4 — Niveau d’erreu¢pr entre la pente calculée par simulation et la pente analgtigour une
intégration de type trapézoidale utilisant 20 points

4.4 |dentification des conditions aux limites : Simulationsiaumeé-
riques

Pour étudier la faisabilité de ce principe et afin d’en étdbh limites, des simulations numériques
ont été menées. On utilise a nouveau le calcul direct issasglillastré en figure 4.3.

4.4.1 Simulations exactes

Une fois les déplacements calculés de maniere directdotf@éfanchant, le moment fléchissant et
la pente sont calculés a I'aide de la méthode. Les raideutsadslation et de torsion sont ensuite
estimées a l'aide du systéme 4.3. L'analyse se base sur umgacaison entre les valeurs initiales de
K etC qui ont servi au calcul direct et celles retrouvées a pauaticalcul des efforts et de la pente.
Deux indicateurs d’erreurs sont définis afin d’estimer 8arrde chaque identification.

T(w)

ex = 10 % log (4.8)
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M(w)
ec = 10 x log ? (4.9

ow
' oz sont

respectivement I'effort tranchant, le moment fléchissard pente, issus du calcul indirect.

ou K etC sont les valeurs exactes des raideurs que I'on cherche tfielefl’ (w), M (w)

La figure 4.5 montre le niveau d’erregr défini par I'équation 4.8.

5
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Nombre d onde dans | intervalle d intégration
FIG. 4.5 — Niveau d’erreue entre la raideur de translation calculée par simulatioa eaideur de
translation/ exacte, pour une intégration de type trapezoidale utili2@mpoints

On retrouve logiquement la forme du niveau d’erreur de lamstruction de I'effort tranchant (figure
2.3). Effectivement la seule quantité variable par rapporst paramétres d’intégration est I'effort
tranchant, alors que le déplacemenést une donnée du probléme et ne varie donc pas. Les conclu-
sions sont donc identiques a celles de la reconstructioeffiert tranchant. En dessous de 0.5 NODI
(Nombre d’Onde dans le Domaine d’Intégration) I'erreur megte de maniére importante en raison
des trop grandes valeurs de la dérivée quatrieme qui fatli&sstimation. L'erreur augmente ensuite
régulierement car le nombre de points de discrétisatiotopgueur d’onde devient trop faible.

La figure 4.6 montre les niveaux d’erreur de la reconstractta moment fléchissant(a) et de la
pente(b). Ces figures servent a comprendre le comporteruenvelau d’erreur de la reconstruction

de la raideur de rotation présentée figure 4.7.
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FIG. 4.6 — (a)Niveau d’erreut,; entre le moment fléchissant calculé par simulation et le rmbme
fléchissant exact, pour une intégration de type trapézamigddisant 20 points (b)Niveau d’erredp
entre la pente calculée par simulation et la pente exacte, ynoe intégration de type trapézoidale
utilisant 20 points
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FIG. 4.7 — Niveau d’erreut, entre la raideur de torsion calculée par simulation et ldeai de
torsionC' exacte, pour une intégration de type trapezoidale utiiig@rpoints
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La raideur de rotation est une quantité calculée a partir donemt fléchissant et de la pente. Ces ap-
proximations correspondent donc aux approximations ssaue fois de la reconstruction du moment
fléchissant et de la recontruction de la pente. Les osatatiju’on observe, sont donc accentuées. Le
pic d’erreur au dessous de 0.5 NODI est également présent.

En respectant les criteres de nombre d’onde dans l'inferdanhtégration, on retrouve avec précision
les raideurs de translation et de rotation a la limite d’'uoetge. Les conditions aux limites peuvent
donc étre déterminées en combinant les différentes racotisns d’effort et de pente proposées dans
ce mémoire.

4.4.2 Effet du bruit sur I'identification

La précision des précédents résultats n’est valable quewtacas théorique. En pratiqgue de nombreux
bruits viennent entacher les déplacements mesurés etbliaireconstruction des efforts et donc de
I'identification des conditions aux limites. Il est donc aésaire d’effectuer des simulations utilisant
des déplacements bruités et d’évaluer la robustesse dehadedface aux bruits de mesure.

4.4.2.1 Types de bruit

Une analyse des effets de différents types de bruits de mesurdéja été menée pour chacun des
efforts aux chapitres précédents. Cette section ira @ineent a I'essentiel, les différents bruits de

mesure ne sont pas séparés : les déplacements calculésmgdhtale des ondes forcées sont détério-
rés par un bruit additif, multiplicatif et une erreur danddealisation des points. Ces déplacements
bruités sont modélisés par I'équation suivante :

bruité(

w ;) = w2y + Ax). Awp,.€72? + Aw, (4.10)

ou Aw,, est une variable aléatoire Gaussienne réelle, définie paoganne égale a un et son écart
type égale a 1% de I'amplitude du déplacemexy; est une variable Gaussienne aléatoire réelle,
définie par sa moyenne nulle, et son écart type égal d\i?. représente un bruit de fond, défini
par une variable aléatoire Gaussienne de moyenne nullegtarhtype dépendant directement de la
chaine d’acquisition (Pour ces simulations, le bruit dedfest fixé a 1% de la valeur maximale du
déplacement de la poutre). En ce qui concerne la positiopaiess, I'écart type est fixé @5mm.
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La combinaison de ces trois bruits, détériore fortemenhbnp de déplacement et représente une
mesure de mauvaise qualité par rapport aux moyens existants

4.4.2.2 Simulations bruitées

La structure utilisée pour les simulations bruitées egbtas celle schématisée en figure 4.3. Les fi-
gures 4.8 et 4.9 montrent le niveau d’erreur de l'identifaraties raideurs de translation et de torsion.
On supperpose sur ces figures, le résultat préecédemmemntudbts des simulations "exactes" afin
d’avoir une référence ainsi qu’une série de simulatiorisatit des déplacements bruités, représenté
par un nuage de croix. Lidentification de la raideur de tlaisn est un peu particuliere car elle

5

s

Errt—zurAEK
o
I

2 3 4 5
Nombre d’onde dans l'intervalle d’intégration

FIG. 4.8 — Niveau d’erreuex entre la raideur de translation calculée par simulationtéeuet la
raideur de translatiof’ exacte, pour une intégration de type trapézoidale utilig@rpoints. Ligne
continue : Simulation utilisant des déplacements exactsSimulation utilisant des déplacements
bruités

utilise w issu d’'une mesure directe, ne nécessitant aucun posrtraiit. L'erreur sur I'identification
va donc étre directement proportionnelle & I'erreursunultipliée par I'erreur suff’(w). De plus,
I'erreur surw ne dépend pas de la longueur d’intégration, c’est un paranmtariant. Il est donc
logique de retrouver sur la figure 4.8 un comportement sireila I'erreur sur la reconstruction de
I'effort tranchant seul, déja présentée au chapitre2,digdr7 a 2.9. Les nombreuses approximations
et incertitudes sont moyennées sur l'intervalle d’intéigraet I'erreur des simulations bruitées reste
proche de I'erreur issue des simulations exactes.
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FIG. 4.9 — Niveau d’erreu¢: entre la raideur de rotation calculée par simulation beugtida raideur
de rotationC' exacte, pour une intégration de type trapezoidale utili2g@rpoints. Ligne continue :
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FIG. 4.10 — (a)Niveau d’erreun, entre le moment fléchissant calculé par simulation(lignginae :
déplacements exacts, x :déplacements bruités) et le mdl@denissant exact , pour une intégration de
type trapezoidale utilisant 20 points (b)Niveau d’errerientre la pente calculée par simulation(ligne
continue : déplacements exacts, x :déplacements bruitéspente exacte, pour une intégration de
type trapezoidale utilisant 20 points
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L'erreur sur I'identification de la raideur de torsion préteen figure 4.9 a un comportement différent.
Effectivement, pour un NODI supérieur a une longeur d’ondieeni, I'erreur dépasse les 2dB, puis
continue a augmenter. Les figures 4.10 présentent les mbauweur des reconstructions bruitées du
moment fléchissant et de la pente a la limite de la poutre. @state que la sensibilité au bruit de
I'identification de la raideur de torsion est issue de la g@lité des deux quantités reconstruite qui la
composent (c’est a dire le moment fléchissant et le pente).

Malgré tout, il est possible de déterminer un intervalle dmbre d’onde dans le domaine d’intégra-
tion pour lequel, I'identification de la raideur de torsiaste précise. Sur la figure 4.9, on constate
gu’entre 0.5 et 1.5 NODI, le niveau erreur reste en desso@dBeOn rappelle que les déplacements
sont ici fortement bruités, en conséquence ces simulatmmdrent que I'estimation de la raideur de
torsion reste possible si I'on choisit |a taille adéquateldmaine d’intégration.

4.5 Conclusions

L'identification des conditions limites est le sujet de noeux ouvrages (Kamiya [KSMY 05], Ahma-
dian [AJM 01], ...), et rencontrent généralement le proldéla I'estimation des dérivées (premieres,
secondes ou troisiemes) du déplacement. L'objectif findtalail de cette theése est la recherche des
efforts (effort tranchant ou moment fléchissant) a la lindiés structures. Ces quantités elles aussi,
dépendent directement des dérivées spatiales du déplat;eriest donc naturellement qu’en com-
binant ces méthodes de reconstruction d’effort, on progddentifier les conditions aux limites des
structures. Cependant, les approximations présentesctanane des reconstructions se multiplient
et rendent le calcul des conditions aux limites Iégerembrgt gélicat que le simple calcul d’effort.
Les simulations numériques bruitées, ont montré la robestde cette approche a partir de déplace-
ments fortement bruités.

89



Chapitre 5

Reconstruction de |'effort tranchant et du
moment fléchissant : Cas d’'une plaque en
flexion

5.1 Objectifs du chapitre

Nous proposons dans ce chapitre, une extension aux plaguasréthode précédemment décrite. Il
sera indispensable de reprendre toute la base de la foramulatégrale qui caractérise I'approche.
Si dans l'esprit la méthode ne change pas, les calculs dhaligs a deux dimensions sont assez
lourds et les expressions des efforts sont bien plus corap)ds utilisent des dérivées spatiales croi-
sées qui compliquent considérablement I'approche mattignea Il est apparu préférable de revenir
aux sources variationnelles de la mise en équation (cf [GR]Y. B\preés avoir présenté les quantités
recherchées et défini la fonctionnelle utilisée, les diffiées étapes mathématiques permettant I'ex-
traction des efforts a la limite sont décrites. Les effats hux incertitudes de mesure font I'objet du
chapitre suivant.

90



CHAPITRE 5. RECONSTRUCTION DE L'EFFORT TRANCHANT ET DU MOM¥ET
FLECHISSANT : CAS D'UNE PLAQUE EN FLEXION

5.2 Equations de base du probleme

5.2.1 Effort tranchant et moment fléchissant

Comme dans le premier chapitre, les deux quantités qui téaisent les efforts a la limite d’'une
plague vibrant en flexion sont I'effort tranchant et le motniééchissant. lls dépendent également
de dérivées spatiales du déplacement, mais leurs expressimt plus compliquées. On constate
effectivement I'apparition de dérivées croisées. Lotaion de la limite est prise en compte par
I'intermédiaire des vecteurs normaux et tangentiels.

Les efforts tranchants et moments fléchissants sur le coatsont donnés par (cf [GUY 02]) :

211} 211} 211}
T(w) = DL [2n1n5(1 — v) (gj - %) +2(1 = v)(n3 — n}) 2| + 2 [M]
(5.1)
2w 2w 2w 2w 2w
M(w) =—-D [(37% + V%T%) n% + 2(1 - V)—a:?lamnlng + (V%T% + ?97%) n%}
ouw est le déplacement transversalest le coefficient de poissod) = Eh3/(12(1 — v?)) est la
rigidité de flexion eth; etn, sont les coefficients directeurs du vecteur normat s est le vecteur

tangentiel.

FiG. 5.1 — Représentation des vecteurs unitaires en un poirdmtouro. 7 normale extérieure 4,
s tangente a.

5.2.2 Modele de plague

Il est important de préciser que le modele de plague utikeg gécire le champ de déplacement est
celui défini par Love-Kirchoff (cf. [GUY 02]). Dans ce mod¢le déplacement est décrit par une
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seule variable : le déplacement transversét, y,t). On qualifie ce modeéle de flexion pure car il
revient a négliger le cisaillement transversal de la plafas hypotheses menant a ce modéle sont :
- Aucun déplacement dans le plan de la fibre neutre.

- Les sections droites déformées restent normales au plafitbee neutre.

Ce modéle s'oppose a celui de Mindlin (cf [GUY 02]) ou les gt droites ne sont plus nécessaire-
ment normales a la fibre neutre.

La fonctionnelle de Hamilton pour la flexion des plaques refcs’écrit (sous les hypotheses de
Love-Kirchhoff et en négligeant l'inertie rotationnelle)

to > D ([(oPW\® [*W)\®
HW (@1, 72,%) A/{ <m>_§(&m>+<w9 (52)
O*W °W PW \?

La théorie variationnelle dit que si le champ de déplacerderia plaque est cinématiquement ad-

dl’ldl'gdt

missible, et si ce champ de déplacement rend la fonctiomdelHamilton extrémum, alors ce champ
de déplacement vérifie 'équation de mouvement du systémmes Ne nous servirons pas de la fonc-
tionnelle dans ce but, mais comme base du calcul, permetxitaire les expressions des efforts
tranchants et des moments fléchissants.

5.3 Approche générale

5.3.1 Calcul analytique préliminaire

Nous rappelons que I'objectif de la méthode est d’identl&srefforts aux limites a partir de dépla-
cements mesurés. Il est donc nécessaire d’obtenir unessipnade I'effort tranchant et du moment
fléchissant ne dépendant que de ces déplacements et de@giaatinues. La démarche est la sui-
vante : partant de la fonctionnelle d’Hamilton, on chercligige apparaitre les quantités recherchées
en introduisant une fonction test qui nous permettra de @@ndes différents termes présents dans
les équations. Cette fonction, pour I'instant quelcon@igeya vérifier des conditions aux limites ju-
dicieusement choisies, pour extraire le moment fléchissatieffort tranchant.

Les trois équations de base que nous retiendrons sont dibes des efforts 5.1 et celle de la fonc-
tionnelle 5.3. On ne présente ici que les grandes lignes dienearche mathématique. Les détails des

92



CHAPITRE 5. RECONSTRUCTION DE L'EFFORT TRANCHANT ET DU MOMYET
FLECHISSANT : CAS D'UNE PLAQUE EN FLEXION

calculs sont présentés dans I'annexe C.
Dans le cas ou il 'y a pas d’excitation extérieure de la stinecdans le domaine considéié = 0),
la fonctionnelle de Hamilton s’écrit :

o= (5) -5 ((5) < (5) e

W PW oW\
“_21/0—1.%0—1'% + 2(]. — V) <8$18x2> )] dl'ldl'zdt

Les méthodes variationnelles proposent de décomposeategide déplacememt’ (4, xo,t) de la
fagon suivante :

Wz, xa,t) = w(wy, 20, t) + AW (21, 29, 1) (5.4)

ou \ est une constante, 8 *(x1, x2, t) est un déplacement virtuel, cinématiquement admissible, e
w est le déplacement cinématiquement admissible qui miritaifonctionnelle. La minimisation de

H s’écrit alors : 5

)
Lorsque I'on dérive cette expression pou+ 0, on obtient :

H[w(zy, 29, t) + AW (21, 2, )] [,y = 0 (5.5)

* t
2 H [w(wy, 2, 1) + AW (21,22, 8)] |,y = w s [ph%qf(xl,xg,t) W (21, 22,1)
2 2 *
-2 ng (381,562,75)831 (z1, 22, )+2g7§($1,$2,t)83—w($1,$2,t)
+2V %ml ('rlva?t)aawW (x17x27 )J’_?)Iw(xlva?t)aaZV (I17I23t))

2 2
+4(1 - V)%(xl,xg, t)m(ﬁfl, T2, ))} dxydzodt

(5.6)
On consideére le systéme en régime harmonique et en adoptsiniplification d’écriture suivante :

oF
3@-

(Jfl,xQ) = F7i (57)
on obtient :

s —phw*wW* — D (w11 W11 w00 W90 +1(w,11 W20 +w,00 W*,11)

(5.8)
+2(1 — I/)U},12 W*,lg ] dl’ldl’g =0V W
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L'équation 5.8 conduit a I'équation de mouvement et aux @@t aux limites naturelles 5.9 apres
transformation des intégrales de surface en intégralesmtewr, basée sur les identités de Green (cf
[CM 88]).

/ (= phew + DA*w)W*dzydiy + / W*T(w)d 5 — / W, Mp(w)d 5=0YW*  (5.9)
S o o

Les différentes étapes du calcul sont détaillés dans lbanfe Nous allons I'exploiter de fagon dif-
férente en prenant comme fonctiori*, une fonction quelconqug qui n’est pas forcément ciné-
matiquement admissible. L'intégrale n’est alors pluseuthais I'on peut appliquer les transferts de
l'intégrale de surface comme dans le passage de 5.8 a 5.Qj cergluit, compte tenu de la symétrie
entrew etn a deux expression égales :

Hy[w+ M)l = /(—pthw + DA*w)ndz dx, + / nT(w)d s — / N Mp(w)d's  (5.10)
S o o
ou sa forme symétrique :
Hy[w+ A, = /S(—phuﬂn + DA*n)wdz dxy + / wT'(n)d s —/ w,, Myp(n)ds  (5.11)

Dans I'équation 5.10, on remarque avec intérét I'apparities termes de I'effort tranchah{w) et
du moment fléchissarit/;(w) dans les intégrales de contour.

Dans I'hypothese qu’aucun effort ne soit appliqué dans tealne d’intégration, I'équation de mou-
vement de flexion des plaques s’écrit :

—phw?*w + DA*w = 0 (5.12)

En multipliant cette expression paret en l'intégrant suiS, cette derniere reste nulle. On obtient
alors :

/ (= phw?w + DA?w)ndadis = 0 (5.13)

S

ce qui nous ameéne a simplifier I'équation 5.10, qui devient :

Holw+ Xl = [ nT(@)d s = [ 0 My(w)d s (5.14)

Les équations 5.14 et 5.11 donnent :

/nT(w)d 5 — / N My(w)d s = /(—phw2n+DA2n)wdx1dx2+/ wT'(n)d s — / w,, My(n)d s
o o S o o
(5.15)
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On obtient ici, I'équation intégrale a la base de la recasiton des efforts aux limites en fonction
du déplacement et de la fonction tesEffectivement on remarque dans les termes de gauche, I'iso
lement des efforts tranchants et moments fléchissantsraite i du domaine. Les termes de droite
contiennent dans leurs diverses intégrales des quanépsndantes des déplacementsu de leurs
dérivées normales et de la fonctign

On retrouve ici, comme dans le chapitre 1, un transfert de@s spatiales du déplacement trans-
versalw vers la fonction. Il s’agit maintenant de caractériser la fontigrgui nous permettra de
poursuivre cette identification.

Dans le cas particulier d’un contour présentant un poirgugiar A (cf. figure 5.2), des termes cor-
rectifs doivent étre ajoutés a I'équation 5.15(cf. annéxes D) :

Js nT'(w)d 5 - Jo Mo Mf(w)d s +(NW s |A* — NW;ns |A+) =

Js(=phw?n + DA n)wdaydzy + [, wT(n)d 5 — [, w,n Mp(n)d s +(nsw |4 = Nonsw [ 4+)
(5.16)

Les domaines utilisés étant souvent rectangulaires, uastiain particuliere doit étre portée a ces
points singuliers du contour.

FIG. 5.2 — Contours présentant une singularité au point A. Le vecteur normaluciyer) ,- est
différent du vecteur normal a droitg +
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5.3.2 Caractérisation des fonctions test

Le but de cette section est de rechercher deux fonctionslissictes : une pour l'identification de
I'effort tranchant, qu’on notera; et une pour l'identification du moment fléchissant, qu’onenat
ny- Dans les deux cas, on recherche une expression analygqresdonctions qui devront satisfaire
des conditions aux limites particulieres.

Afin de compléter cette étude, et dans le but d’identifier msddions aux limites, il peut étre in-
téressant de rechercher une autre fonction4gstpermettant le calcul de la dérivée normale du
déplacement par rapport au contour. Cette dérivée norrapiésente physiquement la rotation de la
plaque autour de la tangente au contour.

5.3.2.1 Cas de I'effort tranchant

C’est I'équation 5.15 qui nous permet de selectionner jadsement ces conditions limites particu-
lieres. On cherche ici a isoler le terrfi&w), qui apparait dans la premiére intégrale de contour. On
appellesr la partie du contous sur laquelle on souhaite identifier I'effort tranchant. Adiinsoler

cet effort suro, on choisit les conditions aux limites suivantes :

Nrn(T1, T2) =0 suroc
M¢(nr(x1,22)) =0 surc (5.17)
nr(xy, ) =0 sur(oc—or)
nr(zy, o) #£0 suror
Si la fonctionnr (1, z2) veérifie ces conditions, alors I'équation 5.15 devient :
/ T (w)d 5= / (—pha®nr + DAY wdrdis + / wT(nr)d 3 (5.18)
or S o

Il est évident que I'équation, solution du systéme 5.17 t&fgant;, dépend directement de la
forme du contour. La recherche exacte dg doit étre faite apres le choix de la forme du contour.
Le paragraphe 5.3.3 présente un exemple détaillé de cetterahe de); dans le cas d’'une surface
rectangulaire. Lannexe E donne une expression analyfigake dey;.

5.3.2.2 Cas du moment fléchissant

On cherche ici a isoler I'effort tranchait/ (w), il apparait dans la seconde intégrale de contour.
On appeller,, la partie du contous sur laquelle on souhaite identifier le moment fléchissanh Afi
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d’isoler M¢(w) suro,,, on choisit les conditions limites suivantes :

(21, 72) =0 suroc
Mi(mm(z1,22)) =0 suroc (5.19)
M (21, T2) =0 sur(oc—oy)
Nt (21, T2) #0 suroy
Si la fonctionn,, (x1, z2) Vvérifie ces conditions, alors I'équation 5.15 devient :
- / M My(w)d s= /S (—phw?nur + DA*ny ) wdxdy + / wT (ny)d s (5.20)
oM o

On donne dans la section suivante la méthode permettantedioltexpression analytique de,.
Afin d’alléger la lecture de ce chapitre, la recherche)glene sera pas détaillée ici, mais suivra la
méme démarche. Une expression analytique est donnée dansxe E.

5.3.2.3 Cas de la rotation

Pour la rotation, on s’intéresse ici@,, présent dans le dernier terme de I'équation 5.15. Poursg fai
la fonction test) doit vérifier :

nr(x1, o) =0 suroc
M¢(mgr(z1,22)) =0 sur(oc—og)

Nen(T1, ) =0 suroc

(5.21)

Mf(nR(xlvxZ)) 7£ 0 sur OR

Si la fonctionng(x1, z5) Vérifie ces conditions, alors I'équation 5.15 devient :

[ w My(g)d 5= / (=phw’ni + DA% ng)wdedzs + / wTds — (5.22)
S o

OR
Une expression analytique gg est donnée en annexe E.
5.3.3 Cas d'un domaine d’intégration rectangulaire
5.3.3.1 Données du probléeme

Un seul des nombreux cas possibles sera developpé ici. bargte de la fonction; permettant
I'identification de I'effort tranchant en considérant uneface d’intégration rectangulaire. On rap-
pelle que la recherche dg, pour le calcul du moment fléchissant ou gl pour le calcul de la
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rotation, pourra suivre une démarche similaire & cellegm& ici. La fonctiom doit vérifier le
systéme 5.17.

Afin de faciliter la compréhension de I'approche et d’allégcriture et les indices utilisés, on pose
dorénavant, =z etz,—y.

=

O

g/

©,0) a

En prenant une surface d’intégration rectangulaire (lengu, largeurb), et en cherchant a identifier
I'effort tranchant sur le bord = a, le systeme 5.17 donne 12 équations.

Pourxz =0
(0, y) =
our. (0, ) _— (5.23)
aaﬁzT (0,9) + v 5 (0,y) =

Poury =0
nr(x,0) =
92z (1, 0) _ 0 (5.24)
B (,0) + I (,0) =

Poury = b :
nr(z,b) =
8;; (z,b) = 0 (5.25)
az(x b)—b—I/—L(x b) =

98



CHAPITRE 5. RECONSTRUCTION DE L'EFFORT TRANCHANT ET DU MOM¥ET
FLECHISSANT : CAS D'UNE PLAQUE EN FLEXION

Pourz = a:
nr(a,y) # 0
01z (4, ) _ 0 (5.26)
20 (a,y) + S (a,y) = 0

Le premiere condition du systeme 5.26 est une inégalité.d&fimanipuler I'ensemble plus facilement
on la transforme par I'égalité suivante, en forcant la farch étre unitaire au milieu der, au point
de coordonnées = a,y = b/2.

nr(a,b/2) =1 (5.27)

Le systeme complet a résoudre, s’écrit alors :

nr(0,y) =
220, y) =
ZIL(0,y) + vSF (0, )
nr(z,0)

G (0

)

88”5 (x,0) +ua U7 (1,0) =
nr(z,b)

%’75(%6)

8 ’7 L(x,b) —|—V88;72T(x b) =
(a b/2) =

B"T I~ (a, y) =

P (a,) + 2 2 (a,y) =

(5.28)

S O = O O O O o o o o o

Bien entendu, la fonction, étant définie qu’au seul point = b/2 sur le bordz = a, n'est pas
unique.

5.3.3.2 Recherche des expressions analytiques des fonasitest
Ce systeme n'admet pas de solution analytique immédiaten@sage donc différentes décomposi-

tions pouvant approcher au mieux ces conditions.

Fonctions a variables séparées :
Il s’agit de décomposefr en somme ou multiplication de deux fonctions & une variabtecher-
cherait alors une fonction du type :
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nr(r,y) = f(z) +9(y) (5.29)

ou

nr(z,y) = f(x) x g(y) (5.30)

Malheureusement certaines équations du systéme ne pening#s une approche aussi simple, et
meénent a des incohérences si I'on s’engage dans cette wlecteur trouvera la démonstration de
cette impossibilité de solution dans I'annexe E.

Fonction polyndme :

L'approche polynomiale a aussi été testée, et n’a donnénaaweces. Effectivement, si 'on consi-
dere que les deux variable®ty ne sont pas issues de deux fonctions indépendantes (poas g
dans le cas du paragraphe précédent), la fongtia@momporte de trés nombreux termes dépendant de
x ety. Les conditions du systéeme 5.28 ne sont approchées qu’#fiealté et un trés grand nombre
de termes est alors nécessaire pour un résultat imprédts. &xproche ne sera donc pas retenue.

Somme trigonométrique :
L'approche qui donne satisfaction est une décompositissoemme de sinus. On impose donc a la
fonctionn d’étre du type :

m-+1mx T

—x)sm(n by) (5.31)

Z Z Amnsin

m=1n=1

Méme si cette formulation revient a faire une séparationat@ble, celle-ci présente la particularité
de vérifier naturellement de nombreuses équations diffiéias du systéme 5.28. Les 5 conditions
non vérifiées sont :

20, y) = 0
922 (1., 0) 0
onr (1, b) 0 (5.32)
nr(a,b/2) 1
%Z%(a y) +vSE(a,y) = 0

Si on considére quer(z, y) est la somme de sinus décrite en 5.31, le systeme 5.32 devient
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330 Ay (22 a)sm(n%y) =0 Vy
Y Apnsin(2E Ix) (nF) = 0 Vo
Y3 Appsin(EEL ) (nf)(-1)" =0 Vo (5.33)

2
300 A [(BEE)? + v (BE)?] (1) sin(%Ty) =0 Yy
Pour estimer les coefficients,,,,, on cherche a vérifier ces équations au sens des moindréggarr

(
S A sin (2 +17T)sin(ng) —-1=
]

On ne cherche plus ici une solution exacte au systéme 5.328,una solution approchée a l'aide
d’une estimation des coefficients,,,,.
Cela revient a calculer pour chaque coefficient.

Y
[ 2
i[5 Apnsin(252 22) (nF)]” da+
I _ZZAmnsm( gx)(ng)(—1)n2dx+ (5.34)

Soit, apres calcul :

2a

2(— 1)psm( )[ L+ 30 2 Amn(=1)™sin(50) |+ (5.35)
(12D ()2 1y (42)2] 5, Ay (1) [(2t0m )2 (2] = g

BRI 5 A, G 4 g (TY2 S, Apn (1) + (—

La résolution de I'’équation 5.35 a été realisée via le l@jjilaple (Calcul symbolique). L'optimum
simplicité-précision a été obtenu pour des indices/ égaux a 5, c’est a dire un développement 5.31
a 25 termes, dont cependant seulement 9 termes sont non nuls.

Pour la recherche dg,, et deng, il suffit d’appliquer la nouvelle approche aux systéme®9 =i
5.21. Les expressions analytiques des fonctipns n,, et nz sont données dans I'annexe E. On
notera que la fonction,, ne contient que quatre termes non nuls.

Les figures 5.3, 5.4, et 5.5 présentent les fonctigns),; etni pour une surface d’intégration carrée.
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06

FiG. 5.3 — Fonction test(x, y) définie sur une surface d’intégration carrée unitaire etutéé a
partir d’une série trigopnometrique

FIG. 5.4 —ny(x, y) définie sur une surface d’'intégration carrée unitaire etutéé a partir d’'une série
trigonométrique

102



CHAPITRE 5. RECONSTRUCTION DE L'EFFORT TRANCHANT ET DU MOMYET
FLECHISSANT : CAS D'UNE PLAQUE EN FLEXION

1=

FIG. 5.5 —ng(z, y) définie sur une surface d’intégration carrée unitaire etdéé a partir d’'une serie
trigonométrique

5.3.3.3 Singularités des contours rectangulaires

La surface d'intégration choisie présente des singukagtéchacun de ses coins. C’est I'expression
intégrale 5.16 tenant compte des discontinuités aux psintgliers, qu'il faut utiliser. Cependant,
les fonctions test trigonométriques calculées pour caediftEations ainsi que leurs dérivées, tendent
vers z€ro en ces points singuliers. Les termes correctifgegieation 5.16 dls aux discontinuités des
normales et tangentessasont annulés lors de l'intégration autour des singularidsretrouve alors
I'équation 5.15.

5.3.4 Identification des efforts locaux

Les calculs préliminaires et la recherche des fonctiortsn@ss ont menés aux deux équations 5.18
et 5.20, que nous rappelons :

(5.36)

o T (w)d s = [o(—=phw?nr + DA*np)wdzydzy + [, wT(nr)d s
— oy muaMp(w)d's = [g(—phw’ny + DAy )wdzrdzs + [, wT (na)d s

On constate que les efforts aux limites, c’est a dire I'effmnchant et le moment fléchissant sur
sont chacun, isolés dans une intégrale de contour. |l estskde noter le fait que ces intégrales sont
égales a des expressions ne contenant que des fonctionsesatres déplacements La disparition
complete des dérivées spatiales du déplacement, diffieilemesurables ou calculables a la limite
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est a souligner.

Par contre les intégrales 5.36 ne permettent que de caleslenoyennes pondérées des valeurs des
efforts suro; ou o), et non pas leurs valeurs locales; I'effort tranchant esdgoé par les valeurs
denr,et est moyenné sufr, le moment fléchissant est pondéré par les valeurgdet est moyenné
Suroyy,.

—
X X=a
—
Y
(8 |
™

Surfaces
d'intégration

(S i) > Eeépartition

considérée

(Sy)

|
Tylw)

FIG. 5.6 — Recherche d’une répartition d’efforts pondérés moge avecV surfaces rectangulaires

Dans la suite, on considére des contaw¥gou o,,) de type ligne droite. Pour remonter aux efforts
locaux un traitement particulier est réalisé. La figure Hu&ire cette approche. Les surfaces d'in-
tégration sont des rectangles identiques décalés suwoeessit d’'un point. Pour chaque surface, le
calcul d’'une valeur de I'effort (effort tranchant ou moméathissant) pondéré moyenné est réalisé.
PourN surfaces d’intégration, on obtient ala¥svaleurs moyennées pondérées de I'effort recherché.
On note dans la suité,;p; la i*™ valeur moyennée pondérée de I'effort tranchant/gtp; la i¢"¢
valeur moyennée pondérée du moment fléchissant. En coasidgre les fonctions tests- et n,,
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sont nulles en dehors de la surface d’'intégration, on peaireégglobalement a partir de 5.36 dans le
cas duschémabs.6:

{ Tyupi = Jopnrla,y —iA)T(a, y)dy (5.37)

Myp; = ng Nun(a,y — iA)My(a, y)dy
ou A caractérise la translation de deux surfaces d'intégratmrsécutivel (a, y) est I'effort tran-
chant et (a, y) est le moment fléchissant le long de la draite- « située a la limite de la plaque.
Les équations 5.37 correspondent a deux produits de cdiosmdu Pour remonter aux valeurs lo-
cales des répartitions d’effort tranchdnia, y) et de moment fléchissanf (a, y) le long dey, il faut
déconvoluer 5.37.
On propose de le faire en discrétisant les intégrales 5.8BTapaéthode des trapézes. Sous forme
matricielle la discrétisation de 5.37 peut s’écrire :
-dans le cas de I'effort tranchant :

[ %nT(a,O) nr(a, A) nr(a,b—A) %nT(a, b) 0 .. T
0 %nT (CL, 0) nr (a’ A) te nr (a’ b— A) %nT (CL, b) 0
A
0 %nT (av O) nr (a7 A) s nr (av b— A) %nT (av b) 0

L 0 %UT(‘L O) UT(‘LA) nT(avb_ A) %WT(‘% b) i

11 (w) Tavp1(w)
X =
Tn (w) Trrpy (w)
(5.38)
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-dans le cas du moment fléchissant :

o o o )
$3M (a,0) M (a,A) . . M (a,b - A) L20M (4, 1) ) 0 0
19nM MM M 19nM
0 3 Bz (a,0) i (a,A) B (a,b—A) 3 Bz (a,b) 0 0
A
an an an 9n
0 0 1 5M (a,0) ij(a,m S M (a,b — A) 3 5M (a,b) )0
C Y & & &
0 0 1 Z2M (a,0) M (a,n) M (a,b—A) LM (a,b)
My (w) My p1(w)
x =
My (w) Mg py (w)

(5.39)
ou A est le pas séparant chaque point le long dea déconvolution consite a inverser ces systemes
matriciels et permet d’identifier I'effort sur la limite awhfférents points de discrétisation.

On précise que la résolution numérique de ces systemespassnmeédiate. Effectivement les ma-

8g§'f , en plus d’étre rectabgulaire, ont des lignes trés sinaaine a une

et sont donc mal conditionnées, ce qui rend leurs inversiéhesates. Afin de pallier ce probléme, on

trices contenant leg ou les

utilise une méthode de résolution par troncature des \akagulieres. Son application et en particu-
lier le réglage du parametre de régularisation sont désailans le chapitre présentant les simulations
numériques. Par la suite, les matrices contenant les watig fonctions test seront respectivement
notéegny] et 2]
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5.4 Conclusions

Ce chapitre a abordé la recherche des efforts aux limitepldgsies en flexion. Le principe de base
est une manipulation d’équations intégrales issues dasufations variationnelles. L'utilisation des
identités de Green permet I'isolement des expressionsfiitgtsdranchants et moments fléchissants
moyennés pondérés dans des intégrales de contour. Ontadben des expressions ne nécessitant
plus I'estimation directe des dérivées spatiales du déplaat.

La caractérisation des fonctions test est également pgegEsdans le cas d’une surface d’'intégration
rectangulaire. Une identification par une approximatiosémme trigonométrique est proposeée.

La simple formulation intégrale mene a un calcul de moyeror@prée insuffisant pour caractériser
localement les efforts, mais on montre qu’il est possiblestieonter aux efforts par une technique de
déconvolution a partir d’une répartition de moyennes pobeke

Dans le chapitre suivant, des simulations numériques i@ fiabilité et les limites de cette meé-
thode d’identification. On dressera également les critguepermettront le choix des parameétres des
surfaces d'intégration, et I'on montrera la robustessexdedthode face aux bruits de mesures.
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Chapitre 6

Approximations et incertitudes : Cas d’une
plaque en flexion

6.1 Objectifs du chapitre

Le chapitre précédent présentait I'approche théorique dedthode d’identification, il montrait que
deux grandes étapes caractérisent le calcul :

-tout d’abord une intégration de surface et de contour mettgeu des déplacements de la plaque et
des données connues, afin d’'obtenir une moyenne pondér&dfae fecherché.

-puis, une déconvolution de la répartition de ces moyenordégrées afin d’extraire les efforts locaux.
Chacune de ces étapes peut étre perturbée par des approrswat des incertitudes venant détériorer
la qualité du résultat. Trois sources d’erreurs ont ététifiées :

- I'erreur due aux incertitudes de mesure,

- I'erreur due a la discrétisation du probléme,

- I'erreur due a l'inversion des systémes 5.38 et 5.39.

Ces trois types d’erreurs interviennent a différentesextaje la méthode. Le shéma 6.1 illustre le
cheminement de ce calcul ainsi que l'intervention des apprations et incertitudes précédemment
décrites.

L'analyse d’erreurs faite dans ce chapitre sera décompmsteis grandes parties, correspondant aux
trois sources d’erreurs. Toutefois, il est nécessairetaseln, de définir les modeles utilisés lors du
calcul direct. Nous rappelons que le calcul direct donndégdacements de la structure qui alimentent
le calcul indirect et fournit une référence analytique afastimer la justesse des résultats.
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Déplacements Intéeration . .
eourte | TCBE : —"_[T(W)T?r—' Déconvolution |— 7(w)
w discrete z

Erreurs
d’inversion

Erreurs
de mesure

FIG. 6.1 — Différentes étapes du calcul et erreurs entachaattastruction, dans le cas ici de I'effort
tranchant.

6.2 Calculs directs

Deux cas différents ont été traités : I'un pour la reconstoncde I'effort tranchant, I'autre pour la
reconstruction du moment fléchissant.

6.2.1 Plaque appuyée aux quatre bords, reconstruction dedffort tranchant

Une plague appuyée aux bords présente un déplacement etraennfiéchissant nuls a ses limites.
Ce cas théorique simple permet d'utiliser la décompositiadale pour le calcul direct.
Le déplacement vérifie I'équation de mouvement en régime harmonique :

—phw?*w + DA*w = F§(X;,Y) (6.1)

oubD = % p est la masse volumique,est I'épaisseur de la plague est la pulsation ek’ est
I'amplitude de la force excitatrice localisee ek, Y7).

Le déplacement est décrit dans une base cinématiquemeissatoley vérifiant des conditions limites
appuyées. Celles-ci imposent un déplacement et un momehistant nuls aux limites, traduits par

les équations suivantes :

{ w(x,y) =0 6.2)
2w 2w 2 2w &%w 2 '
(5% —vag)ni+ (Vs + 55)ni =0

oln, etn, sont les coefficients directeurs du vecteur normal extedea ligne frontiére considérée.
On décompose le déplacement dans la base modale vérifiabhe§.@éformées propres de la structure
6.4 utilisées par la suite, fournissent une base idéale ttapu de leur orthogonalité.
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Ainsi le déplacemeni) est égal a :

“+oo 400

w(x,y) = Z Z anmfnm(xay) (63)

n=0m=0
ou f,,, est la déformée propre, du mode: vérifant les conditions aux limites appuyées [GUY 02].

Son expression est :

fom ) = sin(z)sin( 7 ~y) (6.4)
ou L, et L, sont respectivement la longueur et la largeur de la plaque.
Les a,,, sont les coefficients modaux, correspondant a la projeciomouvement dans la base

modale. A Lo
I LI, /0 /o w(z,y) famdrdy (6.5)

Afin d’identifier les amplitudes, on effectue une substdntilu déplacement dans I'équation de mou-

vement et une projection dans la base modale.
Apres identification des coefficients,,,, et recombinaison du déplacement on obtient le champ de
déplacement discrétisé suivant :

N M 4F$in(2—:Xf)sm("£—:Yf) ni

mn
W in(7—il,)sin(——jA 6.6
Wi nz::lmZ:l Lol Dkt — K] sm(LmZ )sin( I, iA,) (6.6)

2,m24

ol ki = (wrt g mirl o on’m’rly A et A, sont les pas de discrétisation erety, etk est le

2 Iz 1212
nombre d’onde naturel régi par I'équation de dispersioragedque :
4f ph
k= 1/5\/5 (6.7)

On considére ici, une plague carrée d’'un metre de c6té,éexpar une force ponctuelle unitaire
localisée enX; = 0.2m, Y; = 0.4m. Le champ de déplacement calculé constitue les données dite
exactes. La figure 6.2 montre pour exemple, un champ de ad#pkat calculé avec cette méthode a
une fréquencg = 400H .

La connaissance analytigue du champ de déplacement, peroadtul direct de I'effort tranchant en
tout point de la plague. L'équation 6.8 donne I'expressiercet effort. La figure 6.3 montre I'effort
tranchant a une limite de la plaque présentée figure 6.2.

Pw  Pw o OPw

0 0
T(w) = D% l2n1n2(1 — V) (8—x% - 8—x§> +2(1 — v)(n3 — nl)@xlﬁxg} + n {M} (6.8)
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6.2.2 Plaque guidée aux quatre bords, reconstruction du moent fléchissant

Le méme principe est utilisé pour construire un champ deadéphent simple a calculer et donnant
cette fois un moment fléchissant non nul aux bords. En efést,conditions limites dites guidées
imposent une pente et un effort tranchant nuls aux bords.

ow

oy y) =0
{ %n <x y) 92w 9w 2 2\ Q2w 0 (69)
2 [2n1na(1 - v) (8—1‘% - a—xg) +2(1 = v)(n3 = n}) g | + £ {M} =0

oun, etny sont les coefficients directeurs du vecteur normexktérieur a la ligne frontiere considérée.

Afin de satisfaire ces nouvelles conditions limites le déptaent est décomposé dans une base ciné-
matiguement admissible dont les défomées sont les sugzante

Fuml,y) = cos("a)cos (") (6.10)
La L,
Le déplacement au pointj devient
N M 4Fcos(%*Xy)cos(FYy) nr mm
ij = - : —iA, —JA 6.11
EP DD e I A A (641

Les figures 6.4 et 6.5 montrent le champ de déplacement éadweic cette méthode et le moment
fléchissant a une limite de la plaque. On rappele I'expresgmérale du moment fléchissant :

0w Pw\ 2w Pw  Pw\
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FIG. 6.2 — Vibrations d’'une plague d’épaisseunm en acier, appuyée aux bords,
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FIG. 6.3 — Effort tranchant a une limite d’'une plaque d'épaisdeun en acier, appuyée aux bords,
soumise a une excitation harmonique ponctuelle unitairé&@gience 400Hz, eX; = 0.2m et

Yf = O4m
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FIG. 6.4 — Vibrations d'une plaque d’épaisseunm en acier, guidée aux bords, soumise a une
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FIG. 6.5 — Moment fléchissant a une limite d'une plaque d’épais$evm en acier, guidée aux
bords, soumise a une excitation harmonique ponctuell@ivaitle frequence 400Hz, ey = 0.2m
etYf =04m
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Déplacements Inte ati.OII . ‘ N
tesurés ——# . gt . - IT(W) T B Deconvoe uhon T iy
W discréte )
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ST Ervenrs e
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FIG. 6.6 — Différentes étapes du calcul et erreurs entachaettmstruction. Erreur de discrétisation.

6.3 Intégrations discretes

Apres avoir effectué le calcul direct, on se sert des charapglacement comme données d’entrée
afin de reconstruire les efforts aux limites. La premiérere®ul’erreur analysée sera celle liée au
calcul des intégrales par discrétisation. Cela permeétrsétectionner de maniere adéquate les para-
metres de discrétisation pour obtenir une moyenne pondéigs exacte que possible. Le shéma 6.6
illustre I'étape qui est traitée ici.

On rappele ici, les intégrales sur lesquelles on étudiertesies de dicrétisation :
/ T (w)d 5= /S (—phw?nr + DA ywdzdas + / wT(nr)d 3 (6.13)
or o

. / Mg Mp(w)d 5= /S (—pha®nar + DAy ywdadas + / wT(m)d 3 (6.14)
oM o

6.3.1 Méthode d’intégration

Dans le but d’alléger cette partie, et contrairement au casosimensionnel, une seule méthode
d’intégration numérique est utilisée. Il s’agit de I'exééon de la méthode trapézoidale a 2 dimensions.
Sa formule est :

/Il’ /yb f(% y)dxdy _ A;pAyZ?:_fET:—ll f(xia Z/j) + f(xia yj+1) + £($i+1> yj) + f($i+1> yj+1)
o (6.15)

ou f(x,y) est une fonction quelconqua,, et A, les pas dans les directionsety, n etm le nombre
de points utilisés selonety, eti et j sont les indices de numérotation des points.
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6.3.2 Simulations numériques

Des simulations numériques ont été menées, utilisant lescEments et la méthode d’intégration
précédemment décrits. Pour chacun des cas traités, deatedlis d’erreur ont été définis pour esti-
mer I'erreur de discrétisation. Ces indicateurs compamrhme dans le cas a une dimension, une
valeur issue d’un calcul analytique exact, servant deeéfeg, avec une valeur issue du calcul intégral
discret.

6.3.2.1 Reconstruction de I'effort tranchant

Deux parametres sont a prendre en compte lors du calcul tiggafes discrétisées : la finesse du
maillage et la taille de la surface d’intégration. Analyigment I'équation 6.13 ne comporte aucune
approximation. La discrétisation des intégrales se déird’analysée.

L'influence de la finesse du maillage est réprésentée surgesefi 6.7, ou sont comparées des in-
tégrales calculées a partir d’'un effort tranchant analgidtermes de gauche des équations 6.13
et 6.14) et des intégrales calculées numériquement a partiiéplacements discrétisés (termes de
droite des équations 6.13 et 6.14). Les trois figures proydems pas de discrétisations différents :
A =1cm, A =0.5cm et A = 0.25¢m.

La taille de la surface d'intégratiafi est constante. Il s’agit d’un carré décm de c6té. Sa largeur
d’intégration comporte donc respectivement IXL £ 1cm), 21(A = 0.5¢m) ou 41(A = 0.25¢m)
points. Leffet de la finesse du maillage est évident, on taiagjue plus le pas est petit, meilleure
'approximation est. Nous ne nous attarderons pas sur @ergdre classique, aux effets évidents. Il
était toutefois indispensable de l'illustrer.

L'intérét principal de cette section est la recherche dailietde la surface d’intégration adéquate.
Dans le cas des poutres, il avait été constaté au chapitreliznudirect entre la justesse de I'approxi-
mation et le nombre d’onde compris dans l'intervalle d'gregion, indépendemment de la fréquence
considérée.

On définit un indicateur d’erreur comme suit :

Js(=phw®nr + DA*np)w + [, wT (nr) ) (6.16)

ng T(w)nr

ou le numérateur est issu d’un calcul numérique utilisadtEnnées discrétisées, et le dénominateur

eEr = 10[0910(

est une intégrale discréte utilisant des données calcafédgtiguement.
Dans le cas des plaques, du fait qu’il y ait plusieurs diozgtide propagation, le nombre d’onde peut
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FIG. 6.7 — Calcul de I'intégrale 6.13. Lignes épaisses : intégrealculées a partir dB(w ) snaiytique
lignes fines : intégrales calculées numériquement a patir,d.,... 8) A = 1lem, b) A = 0.5¢m et
c) A = 0.25cm
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se projeter sur les axesou y donnant deux composants. Cependant, pour simplifier aeabn
utilisera uniquement le nombre d’onde naturel des plaquieses, défini par :

k= \‘%%@ (6.17)

Par analogie avec le cas monodimensionnel, on cherche étédsar I'erreur en fonction du para-
metrek x L, ou L est la largeur de la surface d’intégration.

La figure 6.8 montre I'erreus en fonction dek x L pour différentes fréquences d’excitation. Re-
marquons que pour chaque fréquence, la taille du c6té deflcewd’intégration varie.

Le phénomene de superposition n’est pas aussi marqué gadedeas a une dimension (voir figure
2.4). Cela s’explique par I'effet réducteur de I'analysiefavec le nombre d’onde naturel et qu'il
est possible d’avoir un faible nombre d’onde dans la largeua surface d’intégration mais un haut
nombre d’onde dans la longueur ou inversement.

Toutefois on remarque que les courbes suivent une tendanuagne. L'erreur die a la discrétisation
devient faible a partir dé x L = 9 environ. En dessous, de cette valeur, I'erreur augmenteatiéne
importante. Cela s’explique par le fait que la taille de ldate d’intégration est trop faible par rapport
aux longueurs d’ondes dans une des deux directtansy.

On précise que cette valeur minimum kde< L = 9 varie en fonction du pas, s'il est plus fin, on
ameliore forcément I'intégration.

FIG. 6.8 — Erreur d’intégratiom entre intégrations numeériques de surface et contourarilides
données discretisées issues des calculs directs et itidgraumeériques utilisant des données analy-
tiques, pour différentes frequences d’excitation conggrisntre 100Hz et 3000HA, = 0.5¢m
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6.3.2.2 Reconstruction du moment fléchissant

Une approche similaire est proposée dans cette sectida.ptaque est guidée et sert de base a notre
identification. Un indicateur d’erreur similaire a 6.18 défini, a partir de I'équation 6.14 :

(6.18)

fS(_phwan + DAan)w + fCTM wT(ﬁM)
ey = 10logyg

fo’A{ M(w>77M,n

La figure 6.9 montre 'erreus,, en fonction dek x L pour différentes fréquences d’excitation. Le
comportement est proche de I'erreur préecédemment déaite lp reconstruction de I'effort tran-
chant. Une valeur minimum existe, a partir de laquelle €arrde discrétisation est faible. L'erreur
s’amplifie fortement lorsque I'on est en dessous de cetuvahinimum. Pour des paramétres d'in-
tégration similaires au cas pécédent (fig 6.8), cette vatauir6, ce qui est légerement plus faible que
celle de la reconstruction de I'effort tranchant. Ceci pgakpliquer indirectement par le fait que le
moment fléchissant est directement proportionnel aux éésisecondes du déplacement, dont I'ap-
proximation est plus aisée que celle des dérivées tieraassaaires au calcul de | 'effort tranchant.

Il Il Il Il Il
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
k*Largeur

FIG. 6.9 — Erreur d’'intégration,; entre entre intégrations numériques de surface et contitisant
des données discreétisées issues des calculs directs gratid@s numériques utilisant des données
analytiques, pour différentes fréquences d’excitationposes entre 100Hz et 3000HXx,= 0.5¢m

Cette section pose les bases des critéres permettant ledgwbons parameétres de la surface d’inté-
gration. Linfluence logique de la finesse du maillage a étaatérée. Le maillage pourra donc étre
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choisi en fonction des moyens pratiques disponibles (nessau puissance de calcul). La taille de la
surface d’intégration est I'autre parametre importanhtadt@pend I'erreur de discrétisation. La taille
de la surface d’intégration est directement liee, par leqp@trek x L, a la fréquence ciblée par la

reconstruction. Ce parametre permet de déterminer la taithimum de la surface d’intégration en

fonction de la fréquence, afin que I'erreur de discrétisesiait faible.

6.4 Effet des incertitudes de mesure

Pour d’étudier I'influence des incertitudes de mesure ssirésultats, nous proposons de bruiter
les déplacements exacts, calculés par les simulationsraueé préecédemment décrites. Ce type
d’erreur est naturellement introduit avant celui lié a lscdétisation des intégrales comme l'illustre
le schéma 6.10.

Déplacements Intéoration . ’ N
mesurés ——# g[' . — IT(W) i T Digconvoiution T FAETS
W digcréte b

JU S

S Errams

Erreurs
de mesure

FIG. 6.10 — Différentes étapes du calcul et erreurs entachagetdamstruction. Incertitudes de mesure

S dhmversion,

6.4.1 Types de bruits

Dans le cas mono dimensionnel (chapitre 2) I'influence dep8gyd’erreur de mesure (bruit additif,
bruit multiplicatif et erreur sur le positionnement desris) ont été étudiés, pour ne pas alourdir ce
mémoire, on considére dans ce chapitre la présence dedtdypes de bruit dans leur ensemble.
Les déplacements calculés par la méthode modale sontatétépar un bruit additif, multiplicatif et
une erreur sur la position des points :

wbruité(xi’yj> _ wemact<xi + Al’,yj + Ay).Awm.ejAAO + Aw, (619)

ou weret est le déplacement calculé par la méthode modale’*¢ est le déplacement bruité qui
servira aux simulationshw,, est une variable aléatoire Gaussienne réelle, de moyerate &gin
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et d’écart type égal a 1% de I'amplitude du déplacemént,est une variable Gaussienne aléatoire
réelle, définie par sa moyenne nulle, et son écart type éghtedw, représente le bruit de fond,
c’est une variable aléatoire Gaussienne de moyenne nuéle,um écart type dépendant directement
de la chaine d’acquisition utilisée pour la mesure. Poustealations, il sera fixé a 1% de la valeur
maximale du déplacement de la plague. Enfin, et Ay sont définis par leurs moyennes nulles et
leurs écarts types sont égaux avfih. Cette erreur est associée a I'incertitude liée au posigarent
des capteurs lors des expériences.

La combinaison de ces trois bruits, dégrade fortement leplte déplacement. La figure 6.11 montre
les déplacements exacts, puis bruités pour deux plaguesseEsia des excitations identiques.

3
x10

L N R O O ]
VDA A

250

<
" 100

S 50
b) o~

a)

FIG. 6.11 — Vibrations de plaques d’épaisséurm en acier, appuyées aux bords, soumises a une
excitation harmonique ponctuelle unitaire de frequenc@H#) enX; = 0.2m etY; = 0.4m, a)
déplacements exacts ; b) déplacements bruités

6.4.2 Simulations numérigues bruitées

Les indicateurs d’erreur précédemments définis par lestiégeab.16 et 6.18, sont & nouveau uti-
lisés. On constatera ainsi les variations du niveau d’ergar rapport aux simulations utilisant des
déplacements exacts.

6.4.2.1 Reconstruction de I'effort tranchant

Pour la reconstruction de I'effort tranchant, on utilise$s d’'une plaque appuyée aux quatre bords,
excitée par des frequences allant de 100Hz a 3000Hz. Apogdawité les déplacements, on effectue
le calcul des intégrales afin d’estimer le niveau d’errewr.figure 6.12 présente en superposition
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le niveau d’erreur des calculs utilisant des déplacemerdstg (lignes continues), et les niveaux
d’erreurs issus des simulations bruitées (nuages de croix)

x X

Erreur: &
N
T

X
X
X
b4
X
X X
A
X
ES

olargers o F
FIG. 6.12 — Niveau d’erreud entre intégrations numériques de surface et contourarniides don-
nées discretisées issues des calculs directs et intdgratinérique utilisant des données analytiques,
pour différentes fréquences d’excitation comprises etfiiez et 3000HzA = 0.5¢m. Ligne conti-
nue : Simulations utilisant des déplacements exacts, xul@tions utilisant des déplacements bruités.

Les niveaux suivent la méme tendance et on constate quellé seli = 9 doit toujours étre respecte.
Pourk x L > 9, le niveau d’erreur reste inférieur & 1dB malgré un niveabrdé tres important. Ce
phénomeéne d’autorégularisation, déja constaté dans lbesgsoutres, est lié a I'effet de moyenne de
l'intégration a la base de la méthode.

6.4.2.2 Reconstruction du moment fléchissant

Pour la reconstruction du moment fléchissant, on utiliseaede la plaque guidée aux quatre bords,
excitée harmoniguement dans la plage de fréquence allditGtéz & 3000Hz. L'analyse des niveaux
d’erreur suit la méme démarche que celle du paragraphedagtd.a figure 6.13 présente en super-
position le niveau d’erreur des calculs utilisant des dégf@ents exacts, et les niveaux d’erreurs issus
des simulations bruitées.
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St g P ®
FIG. 6.13 — Niveau d’erreur,; entre intégrations numeériques de surface et contourantides don-
nées discretisées issues des calculs directs et intdgratinérique utilisant des données analytiques,
pour différentes fréquences d’excitation comprises etz et 3000HzA = 0.5¢m. Ligne conti-
nue : Simulation utilisant des déplacements exacts, x : ion utilisant des déplacements bruités

L'analyse de la figure 6.13 nous amene a des conclusionssiesiia celles du paragraphe précédent.
Sans étre aussi précis que les résultats issus des simslatiactes, les niveaux d’erreur issus des
simulations bruitées gardent la méme tendance. Notamiheggte inférieur a 1dB une fois le seull
critiguek x L = 6 passeé.

On a caractérisé les erreurs pouvant entacher la premiasephu calcul : le calcul d’'une valeur
moyenne pondérée sur le contayr ou o,,. Des critéres de taille de la surface d’'intégration ont pu
étre définis en fonction de la fréquence a partir de valeunsnmims du parametre x L. L'erreur
due a la discrétisation peut étre rendue trés faible enicaist la surface adéquate.

Il a aussi été montré que le bruit de mesure n'a qu’un failflet efir la détermination des moyennes
pondérées des efforts.
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6.5 Troncature SVD

On rappelle que la premiére étape du calcul est effectuéseepits fois, le long d’une limite rectiligne
de la structure, afin d’obtenir une répartition de moyenrgiprées, comme expliqué dans le cha-
pitre précédent (Chap. 5). Il est ensuite nécessaire aipvdes systemes matriciels (5.38 et 5.39)
représentant la déconvolution entre la fonction test egpantition des valeurs moyennées pondé-
rées. Ces systémes sont mal conditionnés, les lignes detteniasue de la fonction test ont des
valeurs trés voisines, rendant l'inversion difficile. Lengipe de troncature des valeurs singuliéres
(TSVD pour "truncated singular value decomposition”, & [B4]) est utilisé. Cette technique permet
de rendre cette inversion et la déconvolution, possiblasiHéma 6.14 illustre I'étape étudiée ici.

Intégmation , _
W : o .[ T(w)7r — Déconvolution —T(3)

dizciete |

oy

Erreurs
d’inversion

FIG. 6.14 — Différentes étapes du calcul et erreurs entachaettastruction

6.5.1 Principe de la troncature SVD

Un systeme matriciel présentant un mauvais conditionneesrdélicat a inverser, car la présence
d’incertitudes crée de fortes erreurs sur le résultat dalout. Généralement, la troncature des valeurs
singuliéres est utilisée pour réduire ces effets néfastesalivais conditionnement des matrices. Elle
est ici utilisée comme méthode de régularisation pour eodtnypersensibilté des systemes aux

incertitudes de mesure.

Les incertitudes de mesures sont en partie régulariséésgiatégrations a la base de la méthode. La
TSVD est néanmoins nécessaire a cause du mauvais conditi@mh de la matrice caractéristique de

la déconvolution (voir équations 5.38 et 5.39), qui présem nombre de conditionnement tellement
élevé que son inversion est numériquement impossible.
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Le principe est d’exprimer une matri¢g sous la forme :

[Mmn = [Ulnn[STanV]nn (6.20)

ou [U] .., et[V]%,, sont des matrices unitaires,[#1,,,, est la matrice diagonale des valeurs singuliéres
classées par ordre décroissant. Les petites valeurs &iregjlprésentes dans la matrjég,,, sont
responsables du mauvais conditionnement. |l est alorseate de fixer un seuil en dessous duquel
les valeurs singulieres sont rejetées.

SiI'on considere que seulesvaleurs singuliéres sont retenues, alors l'inversion aedtrice donne :

M = V1w SO (6.21)

mn rr mr

En baissant ainsi le nombre de conditionnement de la mdtfjc®n rend son inversion possible.
C’est dans cette logique que la TSVD est initialement @#dis

6.5.2 Choix du nombre de troncature

Il reste maintenant a définir une méthode permettant le chonombre de valeurs singuliéres conser-
véesr.

On distinguera 2 cas : le cas des simulations dites "exaetds'tas des simulations dites "bruitées".
Dans le cas des simulations exactes, la TSVD est indisplensable nombre de conditionnement
de la matrice de la fonction teBj] ou [%] devient trop grand. Le choix de le nombre de valeurs
singulieres conservées, dépend directement de la caplasitérdinateurs a inverser une matrice dont
le nombre de conditionnement est trés grand, il sera détérénia suite d’essais numeériques.

Dans le cas des simulations bruitées, le choix de fait de maniéere différente et nous est imposé par
le comportement de la reconstruction face aux incertitudes

L'idée clé consiste a accepter une norme résiduelle — b|| non nulle et en contrepartie, «pénaliser»
la solution. Ou, dans notre problemé serait la matricés], « le vecteur recherché, c’est a dire, les
valeurs exacte de la répartition d’effort,ide vecteur connu, c’est a dire la répartition des moyennes
pondérées.

Ce choix est assez délicat : Le principe consiste & mininéseorme résiduell§ Az — b|| ainsi que

la norme de la solution issue du systeme trondug|. Le choix der va donc correspondre a un
compromis entre la stabilité et la vraisemblance de la golubtenue.

En pratique, on peut utiliser le critére de la courbe en L AN 92]). Cette courbe qui a générale-
ment 'apparence d'un L, représente I'évolution de la sotutégulariséé|x,.|| en fonction du résidu
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||A,x, — b|| pour différentes valeurs de Ainsi, les points situés au creux de la courbe présentent un
bon compromis entre la norme du résidu et la norme de la saluti

La figure 6.15 montre un exemple général de courbe en Iz, @t le nombre de troncature fete
nombre maximal de valeurs singulieres. On voit nettemepioimt d’inflexion ou le compromis entre
les différentes normes considérées est optimal.

Cette méthode sera mise en application et illustrée damabtagraphes suivants.

1 ; ‘

09 \ 1
08l .
07 1
06l i

051 —

1 1/ 1]

0.4 .
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Tl

L T T T - .
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lIA, x, =bll /|Ib]

FIG. 6.15 — Courbe en L générale d’'un probleme type= b, r est le nombre de troncature/ete
nombre maximal de valeurs singuliéres.

6.5.3 Simulations nhumériques

Des simulations numériques vont permettre d’évaluer kafalité de la méthode. On distinguera a
nouveau, la reconstruction de I'effort tranchant utilisane plaque appuyée et la reconstruction du
moment fléchissant utilisant une plaque guidée. Les dordepkque, de maillage et d’effort restent
les mémes.
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6.5.3.1 Reconstruction de I'effort tranchant

La fréquence de la force d’excitation est fle= 1500H z, en choisissant une surface d’intégration
carrée del5em de coté, le parametre x L est égal al2. Le pas de discrétisation étant d&cm,

le carré d’intégration comport&l x 31 points (soit un total d&61 points). Ainsi, dans la premiere

étape du calcul, toutes les conditions sont respectéesapoirrun minimum d’erreur sur les valeurs
moyennées pondérées.

Simulations numérigues exactes

On consideére ici un champ de déplacement non bruité, issalduldirect. La figure 6.16 montre
la répartition des moyennes pondérées de I'effort trariglda limite de la plaque. La ligne continue
donne les valeurs calculées a partir de I'effort tranchaatydique, tandis que les croix représentent
I'identification selon la technique de calcul développéeleapitre 5. Les deux courbes coincident,
le choix de la surface d’intégration et des parameétres deédisation respectent les critéres établis
précédemment.

0.3

Effort tranchant moyénné pondéré

L L L L ) )& L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Répartition des points a la limite

FIG. 6.16 — Reconstruction de la répartition des moyennes péadéle I'effort tranchant. Ligne
continue : intégrale numérique utilisant des données #igals, Croix : calcul de I'intégrale discreti-
sée utilisant des déplacements exacts et une surfacegiatith carrée déscm de co6té A = 0.5¢m,
Fréquence d’excitatiofi = 1500H -.

Une fois ces moyennes pondérées obtenues, la déconvotlutisysteme est plus problématique et
nécessite I'utilisation de la TSVD. Néanmoins, cette mééo’est pas utilisée dans ce cas comme
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une méthode de régularisation, mais comme un moyen nuneédigtaire chuter le nombre de condi-
tionnement de la matriclg| qui doit étre inversée. Sans troncature, la matpi¢e 171 valeurs sin-
gulieres et son nombre de conditionnement tend vers I'irdom inversion est impossible. On choisit
un nombre de troncature égale a 70 (c’est a dire que I'on dasd&0 premieres valeurs singuliéres).
Le nombre de conditionnement est alors égale a 13216. Méoaensimbre est tres grand, l'inversion
devient possible.

Le principe de la courbe en L n’est donc pas exploité ici, eadonnées d’entrée ne sont pas bruitées.
Afin d'illustrer cela, la figure 6.17 montre une comparaisannmalisée entre la norme du résidu et
la norme de la solution normalisée pour des valeurs du nochiteoncature allant de) a 1. On
constate que la courbe n’a pas la forme cractéristique emlchoisit donc le plus grand nombre de
troncature qui rend l'inversion possible.

Norme de la solution normalisée

I I I I I I I I I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Norme du résidu de la solution normalisée

FIG. 6.17 — Comparaison normalisée entre la norme du résidunetrtae de la solution normalisée,
pour la reconstruction de I'effort tranchant en simulatieracte”. Comparaison normalisée entre la
norme du résidu et la norme de la solution. Fréquence datiaitf = 1500H z.

La figure 6.18 montre un résultat final. La ligne continue éspnte I'effort tranchant analytique,
les croix représentent la répartition reconstruit a I'alldenotre méthode. La reconstruction est tres
bonne, malgré la troncature de valeurs singulieres.

Néanmoins, le calcul se base ici sur des données exactesnilere de conditionnement trés haut de
la matrice[n] (plus de 13000), laisse présager une grande sensibiltéhaartitudes de mesure. Le
paragraphe suivant s’'intéresse a cet aspect.
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FIG. 6.18 — Reconstruction de la répartition de I'effort tramch Ligne continue : calcul analytique,
Croix : calcul de I'intégrale discretisée utilisant des ldépments exacts et une surface d’intégration
carrée dd 5cm de c6té A = 0.5cm, Fréguence d’excitatiofi = 1500H z, nombre de troncature :70.

Simulations numériques bruitées

On a montré précédemment que les incertitudes issues desen@st peu d’effet sur la recons-
truction de la répartition des moyennes pondérées. Mabgite [ trés Iégére variation sur la justesse
du calcul des moyennes pondérées peut engendrer dest®ahltarants lors de la déconvolution.
Les déplacements sont maintenant bruités. Les bruitsca@di correspondent a ceux décrits par
'équation 6.19. La figure 6.19, montre la reconstructionadeépartition des moyennes pondérées.
En la comparant avec la figure 6.16 issue des simulationsmitéé&s, on constate que I'effet du bruit
a ce niveau du calcul est a peine visible. La figure 6.20 mdatoalcul de I'effort tranchant apres
résolution du systéme 5.38, en utilisant comme précédemiee@0 premiéres valeurs singulieres.
En comparaison avec la figure 6.18, on voit que les tres |eégareurs présentes dans la reconstruc-
tion des moyennes pondérées sont considérablement aepkfidaussent radicalement le résultat.
Le choix du nombre de troncature se doit d’étre repensé.
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FIG. 6.19 — Reconstruction de la répartition des moyennes péadéle I'effort tranchant. Ligne
continue : intégrale numérique utilisant des données tigaBs, Croix : calcul de l'intégrale dis-
cretisée utilisant des déplacements bruités et une sudacgration carrée dé5cm de cote,

A = 0.5mm, Fréquence d’excitatiofi = 1500H z.
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FIG. 6.20 — Reconstruction de la répartition de I'effort trameh Ligne continue : calcul analytique,
Croix : calcul de l'intégrale discrétisée utilisant des ldépments bruités et une surface d’intégration
carrée dd 5cm de c6té A = 0.5cm, Fréguence d’excitatiofi = 1500H z, nombre de troncature :70.

129



CHAPITRE 6. APPROXIMATIONS ET INCERTITUDES : CAS D'UNE PLAQE EN FLEXION

La figure 6.21 montre, le tracé de la courbe en L, dans des axesalisés. Chacune des étoiles
correspond a un nombre de troncature. Le point d’inflexidnadres marqué. A l'aide de cette
courbe le choix du meilleur compromis entre norme de la swidt norme du résidu est possible. Le
nombre de troncature est alors fixé a 31.

Norme de la solution normalisée
o o o o o ]
N w = 5] (2] ~

o
o

L L L L L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Norme du résidu de la solution normalisé

0 I I I

FIG. 6.21 — Courbe en L, pour la reconstruction de I'effort ttaanat. Comparaison normalisée entre
la norme du résidu et la norme de la solution. Fréquence iégxamn f = 1500H .

La figure 6.22 montre le calcul de l'effort tranchant aprésohétion du systeme 5.38, en utilisant
les 31 premiéres valeurs singuliéres. Le nombre de condiéiment de la matriclg] a alors chuté a
13,2, le probléme est plus stable et la reconstruction n'ampilfis les petites variations des données
d’entrée. On retrouve une répartition d’effort tranchardghe de celle issue du calcul analytique.
Toutefois, on remarque qu’a I'approche des coins, la pi@tisst moins bonne.

L'approche proposée présente donc de trés bon résultatse toésque les déplacements utilisés sont
fortement bruités.

Une vision globale de la méthode fait ressortir deux étagesatcul. Chacune d’elle régularise la
solution. Les intégrales de la premiére étape moyennest/lstuels bruits de mesure, sans toutefois
permettre une déconvolution précise a cause du mauvaistioomement du probléeme. Lors de la
deuxiéme étape, la troncature de valeurs singuliéres pelerendre ce probleme stable, et la courbe
en L permet elle d’ajuster le paramétre de troncature.
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Répartition des points a la limite

FIG. 6.22 — Reconstruction de la répartition de I'effort trameh Ligne continue : calcul analytique,
Croix : calcul de l'intégrale discrétisée utilisant des ldépments bruités et une surface d’intégration
carrée dd 5cm de c6té A = 0.5cm, Fréguence d’excitatiofi = 1500H z, nombre de troncature :31.

6.5.3.2 Reconstruction du moment fléchissant

On s’intéresse maintenant a la reconstruction du momenigigant. Le champ de déplacement consi-
déré est celui d’'une plaque guidée aux quatre bords. Lestdsrphysiques d’entrées sont similaires
a celles utilisées précédemment pour la reconstructioa dé&plartition des moyennes pondérées du
moment fléchissant. La surface d’intégration est égalemerciarré del5¢m de cote, la pas est de
A = 0.5¢m, le c6té du carré contient donc 31 points de discrétisa@i6h points sur toute sa surface).
Le parametré x L est fixé a 9, pour que 'erreur d(e a la discrétisation soiimen

Simulations numérigues exactes

On consideére ici un champ de déplacement non bruité, issalduldirect. La figure 6.23 montre
la répartition des moyennes pondérées du moment fléchissiaritmite de la plaque. La ligne conti-
nue donne les valeurs exactes calculées analytiquemadtis tque les croix représentent le calcul
intégral discrétisé. Les deux courbes coincident parfedte, le choix de la surface d’intégration et
des parametres de discrétisation correspondent auxesriééablis précédemment.
Une fois ces moyennes pondérées obtenues, la résolutioystiure 5.39 est plus problématique et
nécessite I'utilisation de la TSVD. Afin de faire chuter lenmtare de conditionnement de la matrice
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[%], qui doit étre inversée, on applique a nouveau le principgratecature des valeurs singuliéres.
Sans troncature, son nombre de conditionnement tend ir@isil’ On choisit, comme précédemment,
un nombre de troncature égale a 70. Le nombre de conditiommesst alors égale a 3246, l'inversion
devient possible.

La figure 6.24 montre le résultat final d’une reconstructienndtoment fléchissant a la limite. La
ligne continue représente le moment fléchissant analyggaet, les croix représentent la répartition
reconstruite. La reconstruction est tres bonne, malgmé@tecature de quelques valeurs singulieres.
Néanmoins, le calcul se base ici sur des données exacteanblere de conditionnement tres haut
de la matrice[22], laisse présager une grande sensibilté aux incertitudesme constaté pour la
reconstruction de I'effort tranchant. Le paragraphe suigantéresse a cet aspect.

Moment fléchissant moyénné pondéré

L L L L L
0 20 40 60 80 100 120 140 160
Répartition des points a la limite

FIG. 6.23 — Reconstruction de la répartition des moyennes péadé&u moment fléchissant. Ligne
continue : calcul utilisant des données analytiques, Croedcul de I'intégrale discrétisée utilisant
des déplacements exacts et une surface d’intégratiorecdeiécm de co6té A = 0.5¢m, Fréquence
d’excitationf = 1500H z.
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FIG. 6.24 — Reconstruction de la répartition du moment fléchistégne continue : calcul analytique,
Croix : calcul de I'intégrale discrétisée utilisant des ldépments exacts et une surface d’intégration
carrée dd 5cm de c6té A = 0.5cm, Fréguence d’excitatiofi = 1500 H z, nombre de troncature :70.

Simulations numériques bruités

Les incertitudes issues des mesures ont peu d'effet surctms&uction de la répartition des
moyennes pondérées. Mais il a été constaté lors de la regotish de I'effort tranchant que la
tres Iégere variation sur la justesse du calcul des moyguoreserées peut engendrer des résultats
abérrants lors de la déconvolution pour une troncaturdammiau cas "exact".
Les déplacements sont maintenant bruités. Les bruitsca@di correspondent a ceux décrits par
I'équation 6.19.
La figure 6.25 montre la reconstruction de la répartition mieyennes pondérées. En la comparant
avec la figure 6.23, on constate que I'effet du bruit & ce nivceacalcul est a peine visible.
La figure 6.26 montre le calcul du moment fléchissant aprédutisn du systeme 5.39, en utilisant
comme précedemment les 70 premiéres valeurs singulieéres.comparaison avec la figure 6.24
montre que les résultats sont aberrants. Les tres légemseprésentes dans la reconstruction des
moyennes pondérées sont considérablement amplifiéesssefauadicalement le résultat.
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FIG. 6.25 — Reconstruction de la répartition des moyennes péadé&u moment fléchissant. Ligne
continue : calcul utilisant des données analytiques, Crogtkcul de I'intégrale discrétisée utilisant des
déplacements bruités et une surface d’'intégration caedéddn de cété,A = 0.5mm, Fréquence
d’excitationf = 1500H z.
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FIG. 6.26 — Reconstruction de la répartition du moment fléchistégne continue : calcul analytique,
Croix : calcul de l'intégrale discrétisée utilisant des ldépments bruités et une surface d’intégration
carrée dd 5cm de c6té A = 0.5cm, Fréguence d’excitatiofi = 1500H z, nombre de troncature :70.
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Lafigure 6.27 montre le tracé de la courbe en L. Chacune diésssitorrespond au résultat d’un calcul
pour une troncature fixée. Le point d’'inflexion est trées margule choix de la valeur permettant le
meilleur compromis entre norme de la solution et norme diduésst aisé. La troncature est fixée a
25 valeurs singulieres.
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Résidu de la solution normalisé

FIG. 6.27 — Courbe en L pour la reconstruction du moment fléchis€amparaison normalisée entre
la norme du résidu et la norme de la solution. Fréquence iédimn f = 1500 H .

La figure 6.28 montre le calcul du moment fléchissant apréadutisn du systeme 5.39, en utilisant
les 25 premiéres valeurs singulieres. Le nombre de condiiment de la matricﬁgg] a chuté al 3.
Mathématiquement le probleme est donc plus stable et lanst@tion n'amplifie plus les petites
variations des données d’entrée. On retrouve une répartie moment fléchissant proche de celle
issue du calcul analytique.

Comme dans le cas de la reconstruction de I'effort tranchapproche proposée présente de tres
bons résultats, méme lorsque les déplacements utiliséfostement bruités.
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FIG. 6.28 — Reconstruction de la répartition du moment fléchist@gne continue : calcul analytique,
Croix : calcul de l'intégrale discrétisée utilisant des ldépments bruités et une surface d’intégration
carrée dd 5cm de c6té A = 0.5cm, Fréguence d’excitatiofi = 1500H z, nombre de troncature :25.

6.6 Conclusions

Dans ce chapitre, on montre que I'extension de la méthodglagxies en flexion est réalisable, une
étape supplémentaire de déconvolution est cependantsadreeDes criteres de taille de la surface
d’intégration par rapport aux fréquences étudiées ontrguédablis afin de minimiser I'erreur de dis-
crétisation. A nouveau, on constate la nature "autoréigalate” de la méthode grace a un moyennage
des erreurs lors des intégrations numériques. L'étape cendélution, nouvelle par rapport au cas
monodimensionnel, nécessite I'utilisation de la métho8¥ D couplée avec un réglage du paramétre
de régularisation basé sur la courbe en L. Avec cette teabriEp simulations réalisées a partir de
données bruitées ont permis d’identifier I'effort tranchaim le moment fléchissant a la limite d’'une
plague.
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Chapitre 7

Validations expeérimentales : Cas d’'une
plaque en flexion

7.1 Objectifs du chapitre

Les simulations numériques menées lors du chapitre pratédepermis d’appréhender I'application

de I'approche détaillée théoriquement au chapitre 5. Cpitregpropose une validation expérimen-
tale de la méthode dans le cas d’'une reconstruction dettd¢fimchant a la limite d’'une plaque en

flexion. La premiére partie décrit le dispositif expérimamui a été mis en place pour mesurer les
déplacements vibratoires de la plague. La seconde pantie por le post-traitement des données.
Les différentes étapes d’'intégration surfacique et de méation des moyennes pondérées de I'ef-
fort tranchant, y sont détaillées, afin de pouvoir vérifier lienites fréquentielles et spatiales de la
meéthode.

7.2 Dispositif expérimental

L'expérience consiste a mesurer le champ de déplacemeatwiite d’'une plaque, afin de reconstruire
I'effort tranchant en un point situé a la limite. La figure prEsente le principe de I'expérience.

Un pot vibrant, excite une plaque verticale, encastrée destmémité supérieure, et libre aux trois
autres bords. La plaque est en acier, de forme carré, deleftét d’épaisseutmm. L'excitation
se situe au milieu du bord libre inférieur. Un capteur dedasitué entre la plaque et le pot vibrant
mesure I'effort excitateur qui est alors égale a I'effoantthant en ce point noteé
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Surface de mesre

Vibrométre laser

Pot vibrant

Capteur de force

Analyseur
FFT

Accélérometre

FIG. 7.1 — Montage expérimental utilisé pour la reconstructied’effort tranchant a la limite d’'une
plaque de carré, de coien et d’épaisseutmm.

Les déplacements sont mesurés a I'aide d’un vibrometre abalayage, sur une surface tdem

de hauteur et dé8cm de largeur. La limite inférieure de la surface est trés peashim) de la limite
inférieure libre de la plaque. Cette proximité permet diaua effort tranchant nul le long de la limite
excepté au point d’excitation.

Le pas de discrétisation eat = 0.5¢m. Ici, I'effort recherché est I'effort tranchant au poiat égal

a I'effort excitateur mesuré par le capteur de force. Laasugrfd’intégration pour le calcul de chaque
seule moyenne pondérée de I'effort tranchant estde 15¢m. La figure 7.2 illustre la surface
discrétisée.

Pour la mesure des interspectres des vitesses vibrat@cessaires au calcul la référence de phase
est fournie par un accélérométre fixé a un inférieur coin gdque.
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7.3 Reésultats

7.3.1 Reconstruction de I'effort tranchant moyenné pondét par intégration
de surface

La premiére partie du calcul consiste a calculer les eftostschants moyennés pondérés a la limite,
a partir des déplacements mesurés. On rappelle I'équatagtague de I'intégration 5.18 donnée au
chapitre 5 :
/ nrT (w)d E’:/ (—phw?nr + DA*np)wdxdry + / wT (nr)d s (7.1)
or i

ounr est la fonction test connue, définie au chapitre &, est le déplacement transversal mesuré.
La surface d'intégration est discrétisée dans un carréd gmidits de coté (Surfacg sur la figure

7.2).

157 points

8 ) Gy

=31 points ——

T

A

FIG. 7.2 — Discrétisation du domaine de mesufern x 78cm a la limite inférieure de la plaque,
A = bmm. En pointillé : Surfaces d’intégration du calcul de I'efftnanchant moyenné pondéré.

L'équation 7.1 devient :

Typi = Z(_phwznﬂn,q + DAQWTp,q>wp,q + Z wp,qT(TiTp,q) (7.2)

Si or
ouw, , etnr,, sont le déplacement vibratoire et la valeur de la fonctishae point indicép, q).
La figure 7.3 présente l'effort tranchant moyenné pondéi larite de la plaque pour différentes
fréquences @)f = 500Hz, b)f = 1000Hz, ¢)f = 2200H etd)f = 3200Hz). Etant donné que
les fréquences varient, les paramétres L de ces courbes sont aussi différents. Il a été montré au
chapitre 6 que ce paramétre devait étre supéri@uafan que I'erreur dle a la discrétisation ne fausse
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pas le résultat de l'intégrale. Pour ces reconstructi@ss/dleurs: x L correspondantes sont égales a:
a)6.6,0)9.5, ¢)13.5 etd)17. La présence d’'un effort tranchant au centre de la limiteeagipnettement
sur les figures 7.3 b), c) et d), pour lesquelles le critexeL > 9 est respecté. Ce n’est pas le cas sur
la figure 7.3 a), ou I'effort tranchant n’est pas discernalale surfaces; étant trop petites face aux
longueurs d’onde des basses fréquences et le critére aeseppecté.

Surles figures 7.3 b), c) et d), ou la présence de I'efforttat@iir émerge bien, on remarque cependant
gue sur les parties du bord de la plaque non excitées, la meymmnderée calculée n’est pas nulle ou
méme trés faible. Ceci dénote la présence de bruit de messge emportant.
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Numéro du point a la limite b) Numéro du point a la limite

Effort tranchant moyenné pondéré
¢ N
o
T T T
Effort tranchant moyénné pondéré
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. . .
15 55 95 115 15 55 95 115
C) Numéro du point a la limite d) Numéro du point a la limite

FiG. 7.3 — Effort tranchant moyenné pondéré a la limite d'ungéa surface d’'intégratiold x 15¢m,
pas de discrétisatioA = 0.5¢m, pour différentes fréquencesf = 500H z, b) f = 1000Hz, ¢)f =
2200H etd)f = 3200H z, etk x L : a)6.6, b)9.5, ¢)13.5 etd)17.
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7.3.2 Reconstruction de I'effort tranchant local a la limite

On s’intéresse ici, a la reconstruction de I'effort trantthau pointA (voir figure 7.1) par déconvo-
lution des répartitions des moyennes pondérées. L'étapi@ctenvolution est décrite au paragraphe
5.3.4 et nécessite la troncature de valeurs singuliéredi®t’inversion de la matricl)]. A chaque
fréquence, on choisit a I'aide d’'une courbe en L, le paragnéértroncature optimal. La figure 7.4
montre la courbe en L obtenue pour la fréqueh6@)H . On remarque qu’elle présente un point
d’inflexion trés marqué, ce qui facilite le choix de Ce paramétre varie de = 5 en basses fré-
qguences jusqu’a = 35 pour la frequence maximum étudi¢e= 3200H -.

0.6

Norme de la solution normalisée
o
(52

I
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Résidu normalisé

FIG. 7.4 — Courbe en L pour le choix du parameétre de troncatuseded’inversion de la matricg]
pour f = 1600H z.

La figure 7.5 montre les efforts tranchants obtenus aprésdétution pour 4 fréquences)500H z,
b)1000H z, ¢)2200H etd)3200H z). A nouveau, la présence d’un effort localisé apparaiengtnt sur
les figure9), ¢) etd) dont les paramétres respectent le critése . > 9. Cependant, les amplitudes
du pic principal représentant I'excitation, ne correspantgas avec les modules de I'effort tranchant
issus de la mesure directe (cf figure7.6) pour chacune dedmsances.

Les distributions reconstruites figure 7.5 sont homogéndesaV/m, contrairement & la mesure
directe qui est homogene a das Le pas de dicrétisatiorh est donc a prendre en compte pour
comparer ces deux quantités.
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FIG. 7.5 — Modules des distributions d’effort tranchant a laiténa’une plaque, surface d’intégration
15 x 15¢m, pas de discrétisation = 0.5¢m, pour différentes fréquenceg500H z, b)1000H z,
¢)2200H = etd)3200H z, et pour des valeurs dex L correspondantes &)6.6, )9.5, ¢)13.5 etd)17.
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Fic. 7.6 — Module de l'effort tranchant issu de la mesure directe
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CHAPITRE 7. VALIDATIONS EXPERIMENTALES : CAS D’'UNE PLAQUE B FLEXION

De plus il semble gu’apparait un phénoméne perturbant ldteg¢sle la déconvolution, analogue au
phénomene de Gibbs dans le cas des transfrormées de Faudiscdntinuités. L'effort tranchant a
reconstruire ici présente également une forte disconémuisqu’on applique un effort externe quasi
ponctuel a la limite du domaine.

Ce type de phénomeéne apparaissant généralement lorstdimdion de sources discontinues est
da a la troncature de valeurs singuliéres lors de l'inversie la matricer]. Il agit de la méme ma-
niere qu'un filtre passe-bas en nombre d’'onde. Le résultdissg et des oscillations autour de la
discontinuité apparaissent(cf [PG 95b]). La figure 7.%tle de maniere générale ce phénomene. La
longueur d’onde de ces oscillations dépend de la troncatwisie. On constate effectivement que
les oscillations de la courbe 7.5 Ij) € 1000H z etr = 10) ont une longueur d’onde plus grande que
celles de la courbe 7.5 df (= 3200H z etr = 35). Ceci prouve que ces perturbations ne sont pas
seulement dles au bruit, car lalongueur d’onde des osoilatiépendent du paramétre de troncature.
Un phénomeéne de lissage intervient donc lors de la décatiwoliCe lissage change I'amplitude et
la forme de la répartition, seule I'aire engendrée par casbas reste inchangée. C’est cette quantité
gue nous comparerons avec la mesure directe. Comme lestgsaalculées sont complexes, il est
indispensable de séparer le calcul réel du calcul imaginair

/\//\ /\\/\
NV

FIG. 7.7 — Exemple de phénomene de lissage aprées déconvolttitooneature de valeurs singu-
lieres. Ligne rouge : Discontinuité originale, ligne bleugeconstruction lissée, utilisamtvaleurs
singuliéres, ligne verte : Reconstruction lissée, utiligavaleurs singuliéres, avec< .

La figure 7.8 présente I'évolution avec la fréquence du moeatilde la phase issues de la mesure
directe (courbe noire épaisse) ainsi que celles issuesréedastruction (fine courbe grise). La troi-
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CHAPITRE 7. VALIDATIONS EXPERIMENTALES : CAS D’'UNE PLAQUE B FLEXION

siéme courbe est le niveau d’erreur de la reconstructionatlute. La reconstruction du module est
bonne a partir de@000H z (k x L = 9.5), ce qui correspond aux limites fréequentielles établies des
simulations numériques du chapitre 6. Le niveau d’erreumddule reste globalement enttd B

a partir de cette limite, a I'exception d’'un pic autour D#)0H z. En basses fréquences (en dssous
de 800H 2), la reconstruction présente des résultats tres éloigad®ffort tranchant issu des me-
sures directes, la surface d’intégratindevient trop petite face aux longueurs d’onde, et le critere
k x L > 9 n’est plus respecté. Pour compenser, cela il est possihwidager une surface de mesure
plus importante.

La reconstruction de la phase est quant a elle décevanteeMénuelques tendances communes
apparaissent (autour d00H z), la phase reconstruite est généralement éloigné¢lded de la
phase mesurée.
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FIG. 7.8 — Reconstruction de I'effort tranchant. Courbe nopeigse : Mesure directe, fine courbe
grise : reconstruction. a)Module, b)Phase et c)Niveaueler
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CHAPITRE 7. VALIDATIONS EXPERIMENTALES : CAS D’'UNE PLAQUE B FLEXION

7.4 Conclusions

Ce chapitre a permis de valider expérimentalement la métdedeconstruction d’effort tranchant.

Une plague suspendue a servi de support a cette expériesitacCa été excitée par un pot vibrant

sur I'un de ses bords libres. Ainsi, une reconstruction dédit tranchant a pu étre effectuée en
un point limite du domaine de mesure. La mise en oeuvre expétale de la méthode est encou-
rageante mais une marge de perfectionnement subsisteslahossi par simplicité du montage de

I'expérience et la possibilité de mesure directe de I'eéffmanchant s’est révélé délicat par la pré-
sence du phénomene de Gibbs. Pour une identification detélelesiorce continue apparaissant par
exemple a une liaison avec une autre plaque, le reconstinuagl présenterait pas cette difficulté. On
peut donc envisager d’étendre une telle technique sur desdastriels simples.
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Conclusion Générale

L'identification appliguée aux structures est un probléngede la maitrise de la vibroacoutique.
La mesure directe des efforts est souvent impossible e$ $esildéplacements vibratoires sont ac-
cessibles. Dans ce contexte des méthodes ont été propasaeisavcaracteriser les efforts pour les
déplacements gu'ils induisent. L'approche la plus diretilese la fonction de transfert entre un effort
connu et I'effet qu'il produit, par linéarité on peut utiisla relation en sens inverse pour identifier
les efforts quand la position de I'excitation est connueskcond lieu, I'intensimétrie de structure a
été envisagée et repose sur I'estimation des dérivéesffiEredces finies. On obtient la cartographie
des vecteurs d’intensité qui permettent la localisaticnsmirces ponctuelles en terme de puissance
injectée. L'inconvénient de I'approche tient a son aspeatfuel qui n'autorise pas de régularisation
et les erreurs de mesure entrainent de fortes incertitunlés gsultat.

La méthode RIFF (cf. [PEZ 96]) developpée ces derniereseanest une technique d’identification
des efforts appliqués a une structure, a partir de la cosauai® de son champ de déplacement mesuré
en un nombre fini de points. Elle autorise une régularisatarfiltrage dans le domaine des nombres
d’'ondes. Cependant, les efforts aux limites des struchegmuvent pas étre identifiés car la méthode
RIFF devient imprécise. L'idée de la méthode indirecte egeadans ce mémoire est venue de cette
constatation. L'approche developpée permet la recorigirud’efforts aux limites a partir de la me-
sure de déplacements de la structure, le cas des poutres pladees en flexion sont traités. Toute
la difficulté du probléme réside dans le fait que les effanternes au matériaux sont des quantités
directement liées aux dérivées spatiales du déplacemeanieeces dérivées ne sont pas mesurables
directement.

Dans une premiére partie, la théorie établissant les basksmdéthode de mesure indirecte d’effort

aux limites, a été développée dans le cas des poutres emfl&tle se base sur la forme faible de
I'équation de mouvement, et I'introduction de fonctionst$epropres a chaque quantité recherchée.
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CONCLUSION GENERALE

Des fonctions tests sont proposées sous forme polynéntibégproche est appliquée a des poutres
d’abord avec des expériences numériques puis avec desatoaxgerimentales.

Dans une seconde partie, I'approche théorique a été gisdéralour I'application au cas des plaques.
La stratégie est identique a celle des poutres méme si taredmient les calculs sont plus lourds. Elle
permet I'extraction d’effort tranchant, du moment fléchistsou de la pente a la limite du domaine
considéré. A nouveau le choix d’une fonction test est né&ieset se détermine a partir de conditions
aux limites particulieres dépendantes de la quantité rebke. Par rapport au probléme des poutres,
une étape supplémentaire de déconvolution de la répartitefforts a la limite est nécessaire pour
les plaques. Cette déconvolution pose une réelle diffiastde probléeme est mal posé et conduit a
I'utilisation de la troncature des valeurs valeurs singn@s. Des simulations numeériques ainsi qu’une
expérimentation ont montré la faisabilité de I'approche.

Il est important de souligner que dans les deux cas, poutrpfagues, la discrétisation des intégrales
engendre des approximations. Afin que celles-ci ne faugseritidentification, nous avons défini des
critéres de maillage qui évoluent avec la fréquence.

L'approche développée se démarque des autres technigdestdication (cf. [PEZ 96], [FS 96],
[ZMI 964],...) par deux principaux aspects :

-I'utilisation d’'une formulation faible de I'équation deaguvement ce qui est nouveau dans cette
problematique d’identification indirecte d’efforts. Lipgche intégrale qui en résulte permet ainsi
d’appréhender le probleme d’'une maniére générale.

-I'identification d’efforts aux limites est également ungginalité. Les travaux d’identifications ou
de localisations ne s’intéressent généralement pas aitedirar les méthodes inverses deviennent
imprécises a leurs approches.

On voit apparaitre a travers ces caractéristiques un gartanbre d’avantages qui font la force de la
méthode :

-sa stabilité face aux incertitudes, dle a une régulamisaiaturelle liee a I'expression intégrale.
-son approche générale qui permet, a travers le choix dentziém test, I'extraction de différents
guantités (pente, moment fléchissant et effort tranchamd)tér d’'une méme mesure.

Les résultats obtenus lors de ce travail sont prometteuaits tiautres aspects mériteraient d’étre
approfondi :
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CONCLUSION GENERALE

- La validation expérimentale sur plaque s’est avérée cexept nécessiterait d’étre approfondie. La
reconstruction d’'un moment ou d’une répartition d’effdrenchant sans discontinuité le long de la
limite compléterait les expérimentations déja meneées.

- L'utilisation la forme faible des équations est promesiuDe nouvelles fonctions tests méritent
d’étre recherchées afin d’accéder avec une méme mesure aatagés énergétiques telle que I'in-
tensité structurelle.

- Enfin, 'adaptation de la méthode a des codes types élerfiristserait intéressante. Car, méme si
cette étude a prouvé la faisabilité d'une telle approche fmoreconstruction d’efforts, seuls des cas
simples ont été traités ici (poutre, plaque). On peut aimgsager d’étendre la méthode a des cas plus
complexes nécessitant notamment I'utilisation de codesanigues.
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Annexe A

Calcul detaillé de I'équation intégrale
generale du cas des poutres en flexion

Cette annexe présente, le calcul permettant I'obtenti@guition 1.9 sous sa forme la plus géné-
rale. Toutes les étapes mathématiques y sont developpéeappelle que ce calcul est destiné aux
identifications d’efforts pour les poutres et que les vilra transversalles sont modélisées par des
equations différentielles du quatrieme ordre. Ce mouveighkeflexion est régi par I'équation :

Nw

Efw(x) — pSww(r) = F(x) (A.1)

ou p est la masse volumique du matériadixle module d’Young complexe du matériauxlinertie

de flexion,w le déplacement transversal, S la section de la poutta,pulsation de I'excitation et
F(z) I'excitation. Les quantités a extraire sont

T(x) = BEIZY(x)

(A.2)
M(z) = EIZ%(x)
L'équation de mouvement A.1, est multipliée par une fonctdbitrairen(x) définie ultérieurement.
L'égalité résultante est intégrée sur un intervalle défri].

b

/a bn(x)[m%(x) — pSwrw(z)]dz = / n(z)F(z)dz (A.3)

oua etb sont les deux points définissant les limites du domaineétjirstion.
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ANNEXE A. CALCUL DETAILLE DE LEQUATION INTEGRALE GENERALE DU CAS DES
POUTRES EN FLEXION

L'intégration par partie dont la formule est rappelé en Adrmet de faire diminuer 'ordre de déri-
vation d’'une fonction dans une intégrale.

/uv' = [uv] — /u'v (A.4)

ouu etwv sont deux fonctions quelconques dérivables sur l'intéevansidéréu’ et v’ sont les déri-
vées respectives deet v. On constate bien, dans cette formulation, que la fonatigait son ordre

de dérivation chuter entre le terme de droite et le terme delgade cette équation. C’est cet aspect
de l'intégration par partie qui est exploité par la suite mpfaire disparaitre les dérivées spatiales du
déplacement présentes dans I'équation A.1.

Afin de faciliter la compréhension des calculs, I'intégreglé sera traitée est isolée dans la partie
gauche de I'équation A.3, qui devient :

b ot b b
/ n(x)[ET1 wix)]dx = / n(z)w(z)pSwdx +/ n(z)F(x)dz (A.5)
a 3x a a
On remarque que la partie droite de I'équation ne contiemd plue des termes connug,(mesu-

rable () ou nul (' dans le cas ou il n’y aurait pas d’effort directement apm@igians le domaine
d’intégration). Aprés une intégration par partie sur letede gauche, on obtient :

3 3
B17 2 wpal— [ ) (B S e = [ neu(pse? + [ @@ (A8)
On conserve dans cette annexe le terme d’effort extérieafin d’obtenir une forme générale de
I'équation intégrale. On reconnait dans le terme de gal@fi@rt tranchant dont la forme est rappelé
en A.2. En developpant on obtient :

BIS ()~ B15 S an(a) - [ S @B S @dr = [ n(@yu(z)psa+ [ bn(x)F((aZd;;
soit, en identifiant I'effort tranchant éret ena :
T)) ~ T(a(a) ~ [ P EIS 2 @)dr = [ n@u()pse? + [ @ Fdr 89

Afin de continuer a faire chuter I'ordre de dérivation du @é&giment contenu dans l'intégrale restante
de la partie gauche, d’autre intégrations par parties dtettaées :

T(B)(b) — T(a)n(a) - Elg?(b)%(b)+Elg? (@)5Ha) + | b gﬁ Ela—;g( ©)]da
-/ — + [ @@ (a9)
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ANNEXE A. CALCUL DETAILLE DE LEQUATION INTEGRALE GENERALE DU CAS DES
POUTRES EN FLEXION

Ce sont maintenant les termes @®t b du moment fléchissant que I'on peut identifier dans cette
équation :

on

T(0)n(b) — T(a)n(a) — M(b) 5

(b) + M(a )g” +/b8 [Elg—w(x)]dx

—/ 7)pSw? +/ F(x)dx (A.10)
En continuant les intégrations par partie sur I'intégratante, on obtient :
on on
— M
o () + M(a) 77 (a)

3

T(b)n(b) = T(a)n(a) — M(b

ow ,  0%*n ow 8 9n

)
d°n

E[w(b)ﬁ—( )+ ElTw(a
_|_

b

o)
w()(E ?())
(o)

—/ z)(pSw?n(x dx+/

La derniére intégrale présente dans le terme de gauchentierd@lus de dérivée spatialle du dépla-
cement. On obtient donc I'équation décrite au chapitre 1.

(A.11)
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Annexe B

Intégration numerique 1D : Méthode hybride
Gauss-Trapézoidale

Cette méthode dite "hybride" a été développée par Alper [BRP Elle propose une version modifiée
de la méthode trapézoidale, en changeant les localisattdes pondérations d’un certain nombre de
points d’intégration aux limites. La méthode donne une lb@®e approximation de I'intégrale dis-
crétisée, et se présente comme un compromis intéressemtantéthode trapézoidale et la méthode
de Gauss-Legendre.

B.1 Principe de la méthode

Celle-ci combine les deux approches précédemment pré&selie utilise un maillage régulier, type
intégration trapézoidale en son centre, et un maillaggutiér et des pondérations lorsqu’on se rap-
proche des limites.

La formulation généralisée sur un intervalle [a,b] est :

[ flaydr = B, Auf (1:h) +
Intégration de la partie gauche du domaine (pas irrégulier)
hY"4 f(ah + ih) +
Intégration de la partie centrale du domaine (pas régulier)
W Aif (1 — ;h) ) (B.1)

Intégration de la partie droite du domaine (pas irrégulier)

153



ANNEXE B. INTEGRATION NUMERIQUE 1D : METHODE HYBRIDE
GAUSS-TRAPEZOIDALE

Trapezoidale Gauss Hybrid
&£ A, &£ A, &£ A,
0.000(| 0.055| 0.013| 0.033| 0.022]| 0.057
0.111| 0.111| 0.067| 0.074| 0.111]| 0.107
0.222| 0.111| 0.160| 0.109| 0.222]| 0.111
0.333| 0.111| 0.283| 0.134| 0.333| 0.111
0.444| 0.111| 0.425| 0.147| 0.444| 0.111
0.555| 0.111| 0.574| 0.147| 0.555| 0.111
0.666| 0.111| 0.716| 0.134| 0.666| 0.111
0.777| 0.111| 0.839| 0.109| 0.777| 0.111
0.888| 0.111| 0.932| 0.074| 0.888| 0.107
1.000| 0.055| 0.986| 0.033| 0.977| 0.057

TAB. B.1 — Localisations des 10 points d’intégration et leursfiicients de pondération pour chaque
méthode, sur une intervalle [0,1]

ou n est le nombre de points compris dans l'intervalle centelxeci sont séparés par un pas regulier
h, « est un paramétre défini par= %(1 —n+1/h), ] estle nombre de points du maillage irrégulier
des intervalles latéraux de longueuh, et A; est le coefficient de pondération appliqué au point
numéro:. Les paramétreg et n sont variables. On remarquera que I'on retrouve une intégrde
type trapézoidale gi = 0.

Le tableau B.1 complete le tableau 2.1 et permet de visudésedifférences entre les trois types
d’intégrations numériques proposés. Sur un intej¥al], on considére une intégration numérique
utilisant 10 points. Pour la méthode hybride, on chqisit 2 eti = 6. Le tableau donne la localisation
x; et la pondératiom; appliquée pour chaque point utilisé :

Pour le calcul des coefficients de pondération et des |@taliss, on renverra le lecteur aux ouvrages
et publications appropriés déja cités. On notera que lawalé11 présente dans le tableau corres-
pond a la valeur sur pasx lorsque le maillage est régulier.

On observe que le maillage hybride, présente I'avantagegms nécessiter de mesure aux bornes.
Une grande partie de son maillage est régulier, ce qui faddi mise en place pratique d’une telle
méthode.
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ANNEXE B. INTEGRATION NUMERIQUE 1D : METHODE HYBRIDE
GAUSS-TRAPEZOIDALE

Les figures B.1 présentent les résultats expérimentauxadmseuction de I'effort tranchant, utili-
sant un maillage et une intégration de type hybride. lls peatla faisabilité d’utilisation de ce type
d’intégration pour la méthode proposée. Les résultats ness fondamentalement meilleurs que
ceux obtenus avec d’autres types d’'intégrations numésidriatéret d'une telle approche est I'utili-
sation d’'un maillage principalement régulier donc simplaéttre en place, et ne nécessitant pas de
mesure a la limite. Ceci peut étre un avantage déterminaustidachoix de la méthode d’intégration
dans certains cas pratiques.
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ANNEXE B. INTEGRATION NUMERIQUE 1D : METHODE HYBRIDE
GAUSS-TRAPEZOIDALE
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FIG. B.1 — Reconstruction de I'effort tranchant en utilisané untégration de type hybride. Mesure
directe : courbe noire épaisse, reconstruction : fine cogurise.
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Annexe C

Calcul detaillé de I'équation intégrale
generale du cas des plaques en flexion

On rappelle que les quantités recherchées sont I'effarthant et le moment fléchissant a la limite

d’'une plaque. Ces derniéres dépendent directement degegepatiales du déplacement. L'équation
de départ est la fonctionnelle d’Hamilton [GUY 02]. Cellepcésente I'avantage de ne dépendre
gue des dérivées temporelles ou spatiales du déplacenoemitaicement a d’autres fonctionnelles

dites mixtes, qui utilisent également les contraintesstiEformations (cf. fonctionnelle de Reissner
[GUY 02]) :

to h(ow\® D [[*W\® (oW’

O2W 9PW W\
+2VWW +2(1—-v) <8x13x2> )] dz dzodt

1 2

Les méthodes variationnelles proposent de décomposeatae déplacememt (x1, 25, t) de la
facon suivante :

W (xy,m9,t) = w(z1, 22, 1) + AW (21, 79, 1) (C.2)
ou \ est une constante, Bt *(x1, 22, t) est un déplacement virtuel, cinématiquement admissible.
La minimisation de s’écrit alors :

0
i H[w(zy, 29, t) + AW (21, 22, 1)][,_y = 0 (C.3)
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ANNEXE C. CALCUL DETAILLE DE UEQUATION INTEGRALE GENERALE DU CAS DES
PLAQUES EN FLEXION

Aprés dérivation pouk =on obtient :

% H[’LU(ZZ?l,SCQ,t) + /\W*(xlvx%t)”)\:O = ttlo fs [ph%_:}(xlvx%t)%(xlvx%t)
2 2 * 2 2 *
- 237?($1,$2,t)%TW§(I1,I2,t)+227%(I1,I2,t)%7@($1,$27t)
2 2 * 2 2 *
+2v gT%}(xlax27t)aaTW§(xlax21t)+ngg(xlaant)aaTW%(xlaant))

2 211/ *
+4(1 - V)%(l’l,l'g, t)%((bl,(bg, t)) | deidaadt

(C.4)
En considérant les simplifications d’écriture suivantes :
w(w, @, t) = w(zy, v2)e ™ (C.5)
W*(zy, 29,t) = W* (21, 29)e %"
et SF
01',- (xlyxZ) = F)i (C6)
on obtient :
/S —phw2wW* — D [w,11 W11 +w,00 W7 00 +10(w,11 W92 +w,00 W* 171 ) (C.7)
—|—2(1 — y)w,12 W*,lg] dl’ldl'g =0V W* (C8)
soit :

/s —Phw27~UW*d1'1d$2 = D/s [w,11 W11 w00 W90 +v(w,10 W90 +w,00 W¥11) (C.9)
‘|‘2(1 — l/)w,12 W*,lg ] dl’ldl'g

Afin de décomposer le calcul, on pose :
_ /S phwPwW*dardzy = D x (Ar + Ay + Ag + As) (C.10)
avec
A = [S(w,11 W* 11 4w, W 1y )day oy (C.12)
Ay = /S(waz W™ 00 +w,10 W1 )d i dy
Az = V/S(W,ll W 20 —w,10 W 12 )d1dy

Ay = V/S(waz W* 1 —w,12 W¥,1o )d$1d932
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FiG. C.1 — Représentation des vecteurs unitaires en un poirgrtourc. 7 normale,s tangente.

On rappelle les égalités suivantes, appelées communémaenigpe identité de Green [CM 88] :
/S(u,l U, FUyp vy )dridry = —/ (uAv)dzdxs + / wv,,d s (C.12)
= —/ U,11 +0,22 )dx1dxs +/ u(niv, +ngv,e )d s
Ainsi qu’une autre forme qui dérive de la premiére [CM 88] :
/S(u,l Vyg —Uyp V1 )dx1dTy = /ouv,s d’s (C.13)
= /OU(_nZUﬂ +niv,p)d 8

ol etv sont deux fonctions quelconquesle contour de la surfac$, s etn sont le vecteur tangent
et le vecteur normal du contour; etn, sont les cosinus directeurs du vecteur normal
En utilisant les expressions C.12 ou C.13 on obtient :

A = /S(w>11W*711+w712W*712)d1'1d1'2

= —/SW*,l (w,111 +w, 122 )dz1ds + / W*,1 (nqw, 11 +now,i2 )d s (C.14)

Ay = /S(wmW*,22+w712W*712)d$1d$2

= - /s W* o (w202 +w,011 )dz1das + / W™, (nqw, 12 +now .99 )d s (C.15)
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Az = V/S('wall W* 22 —w,12W*,12)d9:1dx2

= —V/ W7o (—now, 11 +niw 12 )d s (C.16)

Ay = V/S(me*,ll —w,12W*,12)d9:1dx2

= V/W*,l (—HQQU,lz +n,1 W,29 )dg (Cl?)

Des intégrales de surfaces et de contours résultent de abcatons. En sommant les intégrales de
surface comprises dans C.14 et C.15 puis en utilisant a modes formules de Green, on obtient :

* * * *
ASurface = —/S(W AWt W o w0 +W7 5 w00 + W7 0 w192 )dxrday

= /SW*(QU,MM +2w,1192 +W,2090 )dx1dy — / W* (w110, +W,22, )d s

= /W*Azwdxldxg —/W*(w,lln +w,22n)d§ (C.18)
S o

ou A? est le bilaplacien, défini par :

o ot ot

A% = 2
0:1 T oo T ond

(C.19)

Pour les intégrales de contours restantes dans les équatidd, C.15, C.16, et C.17, on utilise la
relation suivante de changement de base :

W*7 = W*m_ W*m
1= " (C.20)
W*72 = n2W*7n +n1W*78
En sommant ces intégrales de contours, on obtient :
Acontor = [ = Dmna(woas —wn ) + (v = 10 = w2 )W, (C.21)

+((n? 4 vn3)w,y +(n3 + vnd)w,g +2(1 — v)ninew, 0 )W*,, |d s

Si les dérivées spatiales du déplacement sont changéesieteddangentielles et normales a I'aide
des relations :

{ W,1 = N1W,p, —N2W,s (022)

W,2 = NaW,n +n1w78
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on obtient :

Acotow = [[W s (L= Vs W (W 00,0 S (C.23)

La combinaison des équations C.10, C.18 et C.23, donne :

_/ phwz'LUW*dxldIZ =D x (ASurface + AContour) (C24)
s
Soit :
. /S ph?wWdzidzy = D /S W*Alwda, dis (C.25)
—D [ [W* (w115 +w,200 )

A

_W ’S (1 - V)wms _W*m (wmn +Vwass )]d g

On sait que le moment fléchissant, exprimé selon les dirctimrmales et tangentielles, a pour
expression :

My(w) = =D(W,nn +1W,s5 ) (C.26)

De plus, les formules d’intégration par parties sur corgdermés lisses nous donnent :
/ W,y (1 — )wyed 5= —/ W1 = )wopesd 5 (C.27)

L'équation C.25 devient :

— /s phw*wW*da,dxy = D /s W* A%wdx,dxs (C.28)
. /UW*,n M;(w)d s
= D[ Wt 40 +(1 = Vs ) S
On s’intéresse maintenant a la derniére intégrale de cgtitEtién. On sait que :
W11 HW,99 = AW = W,y +W, 66 (C.29)

donc
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—D/UW*(w,nn Fw,29n +(1 = V)W s )d 8 (C.30)
= _D/(;W*<w’""" W, 55n +(1 = V)W, pss ) S
- D / W (W, V055 +2(W,s50 — V0,555, ) ) S
_ _/ W*ﬁMfd —D/QW* (1= )w,gend 5
— _/ W*aMfd s —D/ 2W*(1 — 1/)088[ na(niw g +n2w,12 ) + ny(njw,12 +n2w,00 )]d?
= —/ W* +D/UW*£(1 — v)2ning (w1 —w,2 ) 4+ 2(n3 — nHw,p]d s

8M 8
= /W* 8nf —(1 = v)2nina(w,11 —w,22) + 2(n5 — nf)w,i2]]d s

B
:/UWTw S

L'équation C.28 devient alors :

0= [ (—phw’w + DA*w)W*dx dzy + W* w)d s — W,nM d’s (C.31)
Ji= J(w

Toutes les opérations effectuées peuvent étre menéeseeveitissant’’* et w. L'équation préce-
dente peut s’écrire aussi :

0= /S(—phw2W* + DA*W*Ywdaydas + / wT(W*d s — / w M;(WHds  (C.32)

Nous introduisons ici, une fonction quelconguaon cinématiquement admissible, remplagat
Les intégrales ne sont plus nulles, nous retrouvons alsmgaations du chapitre 5.

Ho [w+ M)y = / (—phw?w + DAYw)nda dzs + / NT(w)d 5 — / o Mp(w)d s (C.33)
S o o
ou sa forme symétrique :

Hy[w+ M)l = /S(—phwzn + DA*n)wdx dry + /U wT'(n)d s —/Uw,n M(n)d's (C.34)
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L'annexe D montre que les formules utilisées ici, sont vi@slguel que soit le contour. Cependant,
dans le cas ou le contour aurait une singularité, 'équali@7, n’est plus vraie, et des termes correc-
tifs doivent étre ajoutés. Pour une singularité a un poinppagtenant au contour, 'équation devient
alors :

/7773 (1 - V)wmsd E’: - / 77(1 - V>wmssd g _'_(nwms |A+ — NWyns ‘A*) (035)

OU NwW, s | 4+ €t NW,0s | ,— SONt les valeurs limites "a droite” et "a gauche" de la farctutour du
point A. Ces termes correctifs doivent étre ajoutés pougelaingularité que le contour possede.
Les équations C.31 et C.32 deviennent alors :

— Hylw+ M,y = Js(—phw?w + DA*w)ndzdey + [, nT(w)d s (C.36)
- ja 77771 Mf('LU)d g +(nwm8 |A* - nwms |A+)

— Halwt Mlly_y = Js(~phw?n + DAMpywdzides + J,wT(n)d 3 (C.37)

_fa W,n, Mf(n)d g +(77msw |A* — Mhns W |A+)
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Annexe D

Singularités des contours, formules de Green

Les calculs détaillés dans I'annexe C et menant a I'équétibh utilisent des formules de transfor-
mation d’intégrales de surfaces en intégrales de contmmmie indiqué en figure D.1, un contour
peut posséder une ou plusieurs discontinuités au niveaa dermale. La question de ces singulari-
tés se pose : la premiére identité de Green est-elle valableld cas d’'un contour présentant des
discontinuités de sa normale ?

On rappelle ici la premiére identité de Green [CM 88] :

/(u,z Vyp Fyy U,y )dady = — / (uAv)dzdy + / w,,d’s (D.1)
S S o

ouu etwv sont des fonctions quelconques:det dey. Les opérations mathématiques suivantes, ont
pour but de prouver que les identités de Green peuvent élisgas quelle que soit la forme de la
surface d’intégration.

On considére une surface fermégquelconque, traversée par une droite paralléle & l'axerdés
point d’entrée de cette droite dafi®stz,(y) et son point de sortie; (y). Avecy compris entrey,,;,,
ety,.... La figure D.2 illustre cette situation.

Sionintégre la dérivée selard’une fonctionf(x, y) le long de cette droite d’ordonngeon obtient :

| Falay)de = f(@1(9).9) = Flao(y). ) (0-2)
o
Il suffit ensuite d’intégrer sug, dey, i, aYma. afin d’obtenir :
Ymazx xr1 Ymazx
L7 pawyydndy = [T (Faa(). ) = Flaoly),v) dy ©.3)
Ymin xo Ymin

soit :

/yymaz /g: [z, y)dedy = /yymw f(z1(y), y)dy + /i:;n fxo(y),y)dy (D.4)

min min
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Fic. D.1 — Vecteurs normaux@aux abords d’'une discontinuité.

Ymax

Xo(¥) x,(y)

Ymm

v
L~

FiG. D.2 — Surface fermég quelconque
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or
Ymazx x1
[ patwydedy = [ [ Fata,y)dady (0.5)
Ymin xo S
et
Ymax Ymin
[ rew) s+ [ fo) vy = [ )y (D.6)
donc
//Sf,m(fc,y)dxdyz/af(fc,y)dy (D.7)
De la méme maniere mais en raisonnant dans le systéme@axe?), on obtient :
/[Sg,y(x,y)dfﬂdy = —/Ug(fc,y)dx (D.8)

En sommant ces égalités, on retrouve une relation appeidei® de Gauss :

//S[f,x(:c, y) + gy(z,y)ldedy = /U[f(x, y)dy — g(x,y)dz] (D.9)

On pose maintenant :

fl,y) =uw(@,y)va(z,y) = [uo(2,9) = uz(z,y)v.(2,y) + u(z,y)ve.(z,y)
(D.10)

g(z,y) = ulx, y)vy(z,y) = g.4(7,y) = uy(@,y)vy(z,y) + ul@,y)vy,(z,y)

En combinant ces égalités avec la formule de Gauss, il deiveimplifiant la notation des variables) :

//S(uxvx + UV g + Uy + ULy, )dady = /U(uv,xdy — v, dr) (D.11)
avec :
Vg + Uy = Av (D.12)
il en résulte :
//(umvm +uyv,)dedy = —// uAvdxdy + /(uvwdy — uv ,dr) (D.13)
S S o

soit, en utilisant le théoréme de Gauss [CM 88] :

//(ux,vm+uyvy)dxdy = —// uAvdxdy+/uvnds (D.14)
S S o

On retrouve bien la premiére identité de Green utilisée tlansexe C. Cette démonstration se base
sur une technique de balayage de la surfaéeintégrer. A aucun moment du calcul, la forme, ou les
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éventuelles singularités de contour deS, n’interviennent. Les formules de transformation d’inté-
grales peuvent donc étre utilisées quelque soit la formendtoar.

Cependant, méme si cette annexe montre que les formulsgesilsont valides, des termes correctifs
doivent étre ajoutés a I'équation générale 5.15 si le caomipisente des singularités (cf.annexe C).
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Annexe E

Compléments sur les fonctions test dans un
cas bidimensionnel

Cette annexe comporte deux parties. Tout d’abord les esipresanalytiques des fonctions test
nu etng. Ces expressions ont été trouvées a l'aide de la méthodieedéarchapitre 5, en utilisant
des sommes de sinus.

Une rapide démonstration est ensuite présentée, monirapossibilité d’utiliser une technique de
séparation de variable pour résoudre le systéme 5.28.

E.1 EXxpressions analytiques des fonctions test

Les fonctions test ont pour équation dans le cas d’'une surétangulaire de longuewet de largeur
b:

nr(z,y) = —0.01171875(35b* — 2a?)sin(11/2%%)sin(%E)/(b)

—0.00390625(30a* — 33b%)sin(7/2%)sin(552) /(%)
—0.00390625(—54a> +165b2)sm(7/2”)sm(?)”—g/)/( %)
+0.0078125(1650* — 6a*)sin(7/2%%)sin(%2)/(b?)
—0.00390625(385b* — 6a%)sin(3/272)sin(%L)/(b?) (E.1)
+0.005859375(—18a* 4 35b%)sin(11/27%)sin(3my/b) / (b?)
+0.001953125(30a* — 77b*)sin(3/2%2)sin(5%4) / (0%)
+0.001953125(—54a? + 385b%)sin(3/2%2a)sin(3%L) /(b?)
(

+0.005859375(10a? — 7b2)sm(11/2”)sm( )/ (b %)
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nu(z,y) = —0.1193662073asin(=*)sin(
+0.0596831asin (27 ) sin(5Y)
+0.0397887asin("*)sin(35Y)
—0.0198943asin(2%F) sin(375)

7ry)

(E.2)

ner(z,y) = —0.001583143494a*sin(9/2%4)sin(E)
—0.001583143494a*sin(7 /272 ) sin(3%
+0.004749430483ea’sin (7 /2%2) sin (%
+0.002110857993a2sin(3/2%2) sin(%L)
—0.006332573978a*sin(3/2%%) sin(%E)
+0.005277144981a*sin(9/27%) sin(37)
Ces fonctions ne sont pas les solutions exactes de systefi®ss519 ou 5.21, celles-ci sont des

(E.3)

approximations vérifiant au mieu les conditions aux limagplicitées pour chacune d’entre elle au
chapitre 5. Les calculs ont été menés a I'aide du logiciel Islap

E.2 Recherche d’'une Fonction test par variables séparees

On cherche a démontrer ici, que I'approche de rechercheathesidns test par variables séparées
entraine des incohérences dans le systeme 5.28. Cettech@frien connue ne peut donc pas étre
employée ici.

Multiplication de fonctions indépendantes
On considére d’abord le cas ou

nr(z,y) = f(x) x g(y) (E.4)

On rappelle ici les équations que doit respegtequi seront utiles par la suite :
Pourr =a:

90 ) = 0 (E.6)
O

nr Pnr o

W(%y)ﬂLVa—yQ(a,y) =0 (E.7)
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On adonc
Onr of(a) 99(y)
55 (V) 5, IW) + fla)—5
0
- Uy €9
donc E.6 nous donne 5
) =0 €9)
or E.5 implique
9(y) #0 (E.10)
donc
9f(a) _
or 0
0 f
= ax(f) ~0 (E.11)
or E.7 équivaut a : , )
0 0
T o) 4 st ;;y F—o (E.12)
Ce qui, d'aprés E.11, devient : )
J
fla) agy(f ) _g (E.13)
or E.5 implique
fla) #0 (E.14)
donc
32
dg9ly) _
= a—y = 4
=g(y) = Ciy+C2 (E.15)

Avec C; et C, des constantes indéterminées.
Si I'on sintéresse maintenant au point de coordonnéesa ety = 0. La fonctionn; se doit de
vérifier les conditions suivantes :

’/]T(CL,O) =0
{%]5(&70) o (E.16)
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Ce qui devient en considérent E.14 :

0) =0
{ gi ) (E.17)
52(0) = 0
Ces conditions impliquent
c;, =0
! (E.18)
Cy =0
Donc
9(y) =0 (E.19)
Ce qui est en contradiction avec E.5.
Addition de fonctions indépendantes
On consideére ici le cas ou on pose :
nr(z,y) = f(z)+g(y) (E.20)

Les dérivées normales de la fonction aux limites devienakems :

onr(x,0) of (x)

i (E-21)
onr(0,y)  9g(y)

D’aprés le systéme 5.28, ces dérivées doivent étre nulieseS§ la cas, les fonctiong(z) et g(y)
sont alors des constantes. La fonction tedevient également une constante. Cela est impossible par
rapport aux conditions limites qui la définissent.
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Annexe F

Liste des communications scientifiques issues
de cette these

Journaux internationaux a comité de lecture :

CHESNE S, PEZERAT C, GUYADER J.L. Identification of Bound&wgrces in Beams From Mea-
sured Displacements. Journal of Vibration and AcousticNi&E$. Accepté, a paraitre.

Conférences internationales avec actes :

CHESNE S, PEZERAT C, GUYADER J.L. Identification of boundahear force in plate from mea-
sured displacements Proceedings of Euronoise, Tamp&eARNDE, 2006

CHESNE S, PEZERAT C, GUYADER J.L. Indirect identificationgbfear force and bending moment
at boundaries of a beam. Proceedings of Novem 2005, St Rape@&NCE, 2005

Conférences frangaises avec actes :

CHESNE S, PEZERAT C, GUYADER J.L. Identification de I'effordnchant d’'une plaque en flexion
Proceedings CFA Tours, FRANCE 2006.
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