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CHAPITRE 1

INTRODUCTION GÉNÉRALE

L’étude des propriétés mécaniques des matériaux est pratiquement aussi ancienne que l’uti-
lisation de ceux-ci comme outils ou comme armes, même si durant des millénaires, elle s’est
essentiellement limitée au simple constat de leur comportement à l’usage. La progression des
connaissances, du savoir-faire, relevait alors de méthodes de type “essais-erreurs” mais, grâce à
des observations fines et à de brillantes intuitions, les connaissances ont pu progresser spectacu-
lairement sans que des lois de comportement aient été rigoureusement établies (par exemple, le
passage du roman au gothique repose sur une évolution progressive des voûtes). Néanmoins, la
nécessité d’une formalisation devint rapidement indispensable d’où l’idée d’une machine d’es-
sais mécaniques qui remonte sans doute au XVIe siècle (Léonardo da Vinci et Galileo Galilei).
La loi fondamentale de l’élasticité fut énoncée au XVIIe siècle par Hooke, à partir d’études ex-
périmentales sur les ressorts (amortisseurs pour les carrosses) et, peu après, Huygens limita son
champ d’application au domaine des faibles élongations. Une autre caractérisation essentielle
du comportement mécanique des matériaux remonte à la fin du XVIIIe siècle avec Coulomb, par
des essais de torsion (module de Coulomb) et au début du XIXe avec Young et la détermination
du module qui porte son nom pour des essais de traction. Plus tard, sans mettre en évidence les
plans de glissement, l’étude de la fracture par Shoncke indique clairement l’effet, non pas de la
contrainte appliquée globalement, mais seulement d’une composante de cisaillement de celle-
ci. Au XXe siècle, des avancées remarquables seront effectuées avec la mise en évidence du rôle
de défauts microscopiques dans le mécanisme de la déformation plastique avec les dislocations
et du rôle des microfissures pour la rupture.

Si ces approches ont trouvé leur intérêt dans la description de matériaux particulièrement sim-
plifiés comme des matériaux cristallins, l’avancée des technologies a, en contrepartie, permis de
produire des matériaux aux propriétés mécaniques surprenantes, nécessitant un développement
de nouvelles méthodes théoriques pour prédire les déformations de ces nouveaux types de ma-
tériaux. Le domaine d’application de ces nouveaux matériaux est large. Citons entre autres les
céramiques, utilisées dans l’industrie aéronautique, les matériaux nano-structurés et particuliè-
rement les nano-couches dont les propriétés d’émission électronique sont prometteuses dans des
domaines allant de la médecine à la télé-transmission, ou encore les verres métalliques, de nos
jours utilisés aussi bien par la NASA que pour l’élaboration de club de golf ou de raquettes de
tennis. Citons d’autre part, les matériaux de la vie de tous les jours comme les mousses, émul-
sions, gels (colles), autant de matériaux possédant des propriétés rhéologiques particulières,
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dont la compréhension est nécessaire au niveau technologique et industriel.

FIG. 1.1 – Représentation sché-
matique des résistances à la dé-
formation de différents matériaux
en fonction de leur limite élas-
tique. Tiré de [28].

En outre attachons une attention particulière à un de ces derniers matériaux, les verres mé-
talliques. Découverts dès les années 1960 par Klement et al. [1] au “California Institute of
Technology”, ils ont depuis subi une grande évolution. Plus connus de nos jours sous le terme
de verres métalliques de type Zr (Zr-BMG), ils possèdent des propriétés étonnantes. Ainsi, ces
verres, comparés à un acier polycristallin de même composition1 ou un alliage de Titane de
même densité, possèdent : un module d’Young et un module de cisaillement aussi plus faible,
mais une limite élastique en contrainte quatre fois plus élevée et une résistance en traction uni-
axiale deux fois plus grande (cf. Fig. 1.1), donc une résistance plus grande à une déformation
plastique permanente, une absorption plus petite et une restitution plus grande en énergie (ce
pourquoi les verres Zr-BMG sont utilisés pour les fers de clubs de golf). En revanche, puisque
les verres métalliques montrent une élasticité importante et une faible plasticité, ils exhibent
des défauts de plasticité localisés sous fortes déformations, à l’inverse des matériaux cristallins
pour lesquels la déformation plastique est homogène. Ces défauts localisés s’agencent alors
en bandes de cisaillements (cf. Fig. 1.2) qui fragilisent le matériau, pouvant l’amener jusqu’à
la rupture, ce qui limite son intégration dans des technologies comme l’aéronautique. De nos
jours, le “dopage” par nanocomposites permet d’endiguer la propagation des bandes de cisaille-
ments ce qui permet l’utilisation de tels matériaux dans les domaines suscités, néanmoins, il
est évident que la compréhension des mécanismes élémentaires dans la formation de ces évé-
nements plastiques constitue un besoin au niveau industriel et technologique, aussi bien qu’un
challenge au niveau théorique.

Ainsi, dès les années 1970, un certain nombre de travaux se sont attachés à étudier ce type de
matériaux, et plus généralement les propriétés mécaniques des matériaux amorphes, matériaux

1À la différence du cristal de même composition, pour qui l’état solide est une forme stable, les verres Zr-BMG
sont obtenus par un refroidissement plus ou moins rapide à partir d’un état liquide, refroidissement qui conduit
le matériau dans un état solide hors d’équilibre. Dans cet état, le matériau ne possède pas de structure atomique
particulière (motifs cristallins, organisation à longue portée) comme c’est le cas pour le cristal correspondant. En
revanche, le verre obtenu exhibe une résistance à la déformation avec notamment un module de cisaillement non
nulle (à la différence d’un liquide), ce qui le caractérise en tant que solide.
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FIG. 1.2 – Visualisation par microsco-
pie électronique de bandes de cisaille-
ment dans un échantillon de verre mé-
tallique Zr-BMG après un essai en com-
pression. Le verre est de composition
(Zr75Ti18.34Nb6.66)75X25, où X représente
le composé Be9Cu5Ni4. Tiré de [257].

dont l’intérêt au niveau technologique se comprend assez bien sur la Fig. 1.1, notamment en
ce qui concerne les verres métalliques. Citons, par exemple, les travaux de Jovanovic et al.

[105] (1961) qui se sont attachés à étudier les coefficients élastiques de films amorphes de
Nickel, les travaux de Masumoto et al. [108] (1975) sur les propriétés mécaniques de métaux
amorphes, ou encore les travaux de Golding et al. [106] (1972) sur les propriétés acoustiques et
de chaleur spécifique à basse température d’un verre métallique de composition Pd77.5Si16.5Cu6
relativement à son cristal correspondant. Ces derniers auteurs relèvent alors de leur travail un
amoindrissement des vitesses du son des ondes transverses dans le verre métallique étudié, par
rapport aux mêmes vitesses mesurées dans le cristal correspondant. En accord avec des résultats
obtenus par Weaire et al. [104] qui montrent, à l’aide de simulations numériques (1971 !), que le
module de cisaillement des verres métalliques est plus faible que celui du cristal correspondant,
Golding et al. [106] attribuent l’effet d’amoindrissement suscité à l’existence de déplacements
atomiques locaux non-uniformes de grande amplitude, diminuant les fréquences des modes
acoustiques transverses.

FIG. 1.3 – Conductivité thermique d’un
verre de silice en fonction de la tempéra-
ture absolue. La ligne en pointillés repré-
sente la déviation à la chaleur spécifique
dans le modèle du continuum élastique de
Debye. Tiré de [153] (1949).
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L’étude des propriétés mécaniques des matériaux amorphes permet, donc, de mettre en évi-
dence l’existence d’anomalies élastiques. Notons que de telles anomalies ont été observées dans
des verres de silice bien des années plus tôt. En effet, il faut remonter dans les années 1950 pour
voir apparaître les premières études mettant en évidence des anomalies élastiques dans de tels
matériaux, études réalisées par Berman [153] (1949) notamment, qui, en mesurant la conduc-
tivité thermique κ(T ) d’un verre de silice dans la plage de température allant de T = 2.2 K à
T = 90 K, releva le fait que le plateau de conductivité aux environs de T = 10 K était de plusieurs
ordres de grandeurs plus petit dans la silice amorphe que celui du cristal (calculé par la théo-
rie continue de l’élasticité) (cf. Fig. 1.3). Ces résultats ont été reconsidérés plus tard, en 1971
par Zeller et Pohl [154] dans le cas de la silice amorphe. Une autre observation dans le cadre
de la silice fut la découverte par Krishnan [155] (1953) dans ses expériences de spectroscopie
Raman, de la présence d’un élargissement du spectre Raman dans la région des 30−120cm−1

(1 THz = 33.35 cm−1) qui diffère grandement du comportement du cristal dans cette région. La
dependance en température de cette bande suivant celle d’un oscillateur harmonique caractérisé
par un facteur de Bose, cette large bande (ou excès de bande) a été nommée Pic Boson.

Les comportements universels des propriétés thermiques des verres, et de leur spectre vi-
brationnel dans la région du THz et en-dessous, ont été découverts dans une grande variété
de verres. Globalement, ces propriétés peuvent se résumer en ces quelques points : le com-
portement linéaire de la chaleur spécifique avec T autour de quelques Kelvin (cf. Fig. 1.4), le
plateau de la conductivité thermique κ(T ) aux environs de 10 K (cf. Fig. 1.5), et l’élévation de
la conductivité à la fin de ce plateau vers 10− 30 K. Ces faits expérimentaux pour la chaleur
spécifique et la conductivité thermique notamment, mettent en évidence une universalité qui
semble ne pas dépendre de la composition chimique des verres, spécialement pour les verres
dits “durs” et “intermédiares” au sens de la classification de C.A. Angell [29].

FIG. 1.4 – Chaleur spécifique di-
visée par la prédiction de Debye
aux basses températures, mesu-
rée dans du polystyrène amorphe,
en fonction de la pression. La
conductivité thermique κ(T ) et la
diffusivité thermique a(T ) sont
mesurées par une méthode non-
adiabatique stationnaire, la cha-
leur spécifique étant donnée par
Cp(T ) = κ(T )/(a(T )ρ). Tiré de
[75] (1999).

Nous le voyons, les matériaux amorphes, constituent une manne théorique et expérimentale,
tant ils exhibent des propriétés mécaniques et vibrationnelles particulières. Notons que la plu-
part des faits expérimentaux présentés dans cette partie ne possèdent toujours pas d’explications
consensuelles. En revanche, il paraît évident, que ces anomalies reflètent l’inapplicabilité des
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méthodes théoriques développées pour décrire les comportements rhéologiques, mécaniques et
élastiques, des matériaux cristallins, aux matériaux dits amorphes.

Notre démarche se situe à cet interface. Depuis ces 30 dernières années et avec l’avénement
des ordinateurs, la modélisation numérique est devenue un élément essentiel de la démarche du
physicien, notamment parce que cet outil permet d’appréhender (si le modèle utilisé est cor-
rect) en conjonction, et le point de vue expérimental, et le point de vue théorique. En outre,
l’utilisation du potentiel numérique permet d’avoir accès à des quantités difficilement acces-
sibles expérimentalement, ce qui permet de situer l’outil numérique en complément de l’outil
expérimental lorqu’il s’agit d’étudier des systèmes complexes.

FIG. 1.5 – Conductivité thermique de diffé-
rents matériaux allant du quartz, qui vérifie la
loi de Debye en T 3 aux basses températures,
jusqu’à la silice amorphe, qui présente les ano-
malies discutées dans le texte. De haut en bas,
le désordre dans ces matériaux est de plus en
plus important, passant par des phases cristal-
lines jusqu’aux verres. Cet effet se remarque
d’une part par la variation plus faible en T α

avec α < 3 de la conductivité thermique κ(T ),
d’autre part par l’apparition d’un plateau vers
les 10 K. Tiré de [2].

Dans ce travail de thèse, nous avons donc abordé la problématique des vibrations et des
propriétés mécaniques de matériaux amorphes modèles à partir de l’outil numérique.

Dans le Chap. 2, nous allons présenter les différentes méthodes numériques utiles à cette
étude, à savoir, nous décrirons très succinctement les techniques de Dynamique Moléculaire
utilisées, ainsi que nous attarderons sur la caractérisation des modèles de verres que nous nous
donnons.

Dans le Chap. 3, nous présenterons l’étude sur les propriétés vibrationnelles de verres mo-
dèles sous pression hydrostatique nulle (ou proche de zéro). Dans ce chapitre, nous rappellerons
très rapidement quelques bases de la théorie continue de l’élasticité, ainsi que quelques complé-
ments théoriques nécessaires à la compréhension de la problématique du sujet. Dès lors, nous
développerons des méthodes numériques pour l’obtention des coefficients élastiques dans nos
systèmes, et effectuerons une étude comparative entre ces méthodes. Nous montrerons que ces
méthodes diffèrent en raison de l’existence d’un champ de vecteurs particulier qui a la capacité
d’être non-dissipatif et d’inférer sur la donnée des modules élastiques par rapport à la théorie
continue de l’élasticité. Ce champ et ses caractéristiques seront alors étudiés pour les deux types
de verres modélisés que sont des verres de Lennard-Jones et un verre de silice. Nous effectue-
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rons alors une étude des spectres de vibration dans les verres de Lennard-Jones, et montrerons
que les modes de vibrations dans ces verres “fragiles” sont fortement affectés par l’existence du
champ de vecteur cité plus haut. Nous relierons alors l’existence du Pic Boson dans ces deux
types de verres, à une taille caractéristique émanant de ce champ. Dans le même chapitre, nous
aborderons le problème de la réponse de nos matériaux à une sollicitation ponctuelle, dans le
but de fournir un protocole expérimental permettant de “tester” nos prédictions.

Dans le Chap. 4, nous effectuerons une étude similaire à celle développée dans le Chap. 3,
mais cette fois-ci pour des matériaux sous pression hydrostatique variable. Cette étude nous
permettra de caractériser plus précisément les résultats obtenus dans le Chap. 3, et de tester la
validité, et de notre approche, et de nos résultats, par rapport à des données issues de systèmes
expérimentaux.

Enfin, dans le Chap. 5, nous aborderons le problème de la plasticité dans les matériaux
amorphes de type Lennard-Jones à 2D, ce, par la donnée d’un protocole numérique de nano-
rhéologie quasistatique, qui possède comme avantage, d’être applicable expérimentalement à
des systèmes athermiques commes des mousses, émulsions, colloïdes... Cette étude nous per-
mettra alors d’étudier les processus moteurs de la plasticité dans nos amorphes modèles, ce qui
nous permettra d’isoler deux types d’événements plastiques élémentaires. Nous effectuerons
alors une étude spécifique de suivi de particules témoin.



CHAPITRE 2

PRÉSENTATION DES MÉTHODES

NUMÉRIQUES ET MODÈLES DE VERRE

La plupart des solides possèdent une structure cristalline dans laquelle les molécules qui les
constituent peuvent être arrangées régulièrement sur un réseau. Lorsque l’on chauffe un solide,
ses molécules vibrent autour de leur position d’équilibre définies sur le réseau puis diffusent jus-
qu’à ce qu’au point de fusion, le cristal casse et les molécules se mettent à “couler”. Cette trans-
formation de phase du 1er ordre constitue une des distinctions entre les états solide et liquide.
Un liquide possède une viscosité, mesurant sa résistance à l’écoulement. Lorsqu’un liquide est
refroidi, sa viscosité augmente, provoquant une résitance à la cristallisation. Néanmoins, sous
un tel refroidissement, lorsque le liquide est refroidi suffisamment lentement en-dessous de son
point de fusion, le cristal se forme et se solidifie.

FIG. 2.1 – Densité en fonction de la température dans les différentes phases d’un verre.

Cependant, il arrive pour certains systèmes que ceux-ci transitent par une phase surfondue et
restent dans l’état liquide en-dessous du point de fusion parce qu’aucun site de nucléation n’ini-
tie la cristallisation en tout cas sur l’échelle de temps du laboratoire, la structure atomique du
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système restant alors désordonnée comme celle d’un liquide mais restant suffisamment cohésive
pour maintenir une rigidité solide. Cette transformation, à la différence de la transition de phase
liquide/solide, n’est pas du premier ordre (cf. Fig.2.1). Sa principale caractéristique réside dans
le fait que le temps de relaxation du liquide et sa viscosité de cisaillement augmentent consi-
dérablement sous refroidissement. Il est possible de définir une température expérimentalement
pour la transition vitreuse à partir d’une mesure de la viscosité η(Tg) ≡ 1013Pas. Cette tem-
pérature Tg peut varier en fonction du taux de refroidissement appliqué au système. Si celui-ci
est refroidit lentement (c’est-à-dire qu’il a plus de temps pour relaxer), la transition vitreuse
apparaît à une température plus basse et le verre obtenu est plus dense. Si le refroidissement est
très lent, il est possible que le système cristallise, constituant une limite minimale à la tempéra-
ture de transition vitreuse. Suite à une classification proposée par C.A. Angell [29], les verres
peuvent être classés en deux catégories : verres “fragiles” (orthoterphenyl...) et “forts” (SiO2,
GeO2) suivant la dépendance de leur viscosité en fonction de la température. En effet, un verre
“fort” est assimilé à un verre moléculaire possédant des liaisons covalentes de telle manière
que le logarithme de la viscosité lnη varie linéairement avec Tg/T , s’interprétant comme le fait
que la relaxation dans ces verres peut être décrite comme le résultat d’un processus d’activa-
tion d’énergie fixé par la rupture des liens intermoléculaires. En revanche, un verre dit “fragile”
sera un verre qui ne suivra pas une telle loi linéaire par exemple parce que les interactions
dominantes seront des forces ioniques ou de van der Waals.

Dans une optique de modélisation d’un matériau vitreux, nous voyons donc que le choix d’un
potentiel d’interaction est crucial, d’autant plus quand celui-ci conditionne une physique parti-
culière. La modélisation en matière condensée se heurte ici à un de ses problèmes les plus déli-
cats : comment choisir (s’il existe) ou déterminer (sinon) un potentiel qui sera capable de capter
la physique nécessaire à l’étude d’un problème ? En ce qui concerne la modélisation d’un verre,
différentes voies s’offrent à nous. Si nous voulons modéliser par exemple l’effet du désordre
sur la dynamique de transition vitreuse ou bien sur les propriétés mécaniques d’un verre, nous
avons tout intérêt à utiliser un potentiel d’interaction simple incluant le désordre structurel en
faisant varier les masses des particules ou leur taille [3, 45], en jouant sur les vitesses de re-
froidissement [5, 6] ou bien encore en variant certains paramètres énergétiques d’interactions
[30, 31]. En revanche, si nous voulons essayer de nous rapprocher des verres expérimentaux, il
nous faudra développer un potentiel d’interaction conservant la structure connue de ce matériau
à telle température, pression ou densité expérimentale. Ce dernier choix constitue un travail
à part entière et est souvent réalisé par des techniques numériques quantiques dites ab initio

qui permettent de trouver la structure du matériau en incluant des hybridations d’orbitales ato-
miques connues expérimentalement et d’ajuster dès lors un champ de force adapté à la stabilité
de cette structure [8, 9, 10, 11]. Aussi avons-nous opté dans une grande partie de notre travail
pour l’utilisation d’un potentiel simplifié de type Lennard-Jones qui dans notre protocole de
simulation modélisera un verre “fragile”. Ce choix sera justifié plus loin. Nous nous sommes
ensuite tournés vers l’étude d’un verre plus réaliste comme la silice (verre “dur”) pour lequel
nous avons utilisé un potentiel couramment usité pour simuler ce type de matériau, le potentiel
BKS [8] que nous présenterons là aussi plus loin. Dès lors, étant donné l’objet physique que
nous voulons modéliser, il nous faut définir un cadre numérique de modélisation par le choix
d’une méthode de simulation, ce que nous allons présenter maintenant.
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2.1 Méthodes numériques de simulation

Le choix de la technique de simulation doit être adapté aux phénomènes que l’on désire
étudier. Notamment, l’échelle de temps sur laquelle nous désirons obtenir des résultats aussi
bien que l’échelle de longueur typique des systèmes que nous voulons modéliser incitera à
prendre telle technique plutôt qu’une autre (cf. Fig. 2.2).

FIG. 2.2 – Représentation schématique des méthodes numériques à la disposition du modélisa-
teur en fonction des échelles de longueurs physiques des objets à étudier. Nous nous placerons
dans la zone mésoscopique motivant l’utilisation des méthodes de Dynamique Moléculaire (Fig.
de H. Meyer, ICS, Strasbourg).

Quant au choix du modèle physique à utiliser, il est crucial : il doit rendre compte du plus grand
nombre de phénomènes physiques présents et se doit d’être adapté à la technique de simula-
tion utilisée. Notre projet vise à améliorer nos connaissances sur les propriétés dynamiques
(diffusion, temps de relaxation...) et statiques (réponse mécanique, modes de vibrations...) des
matériaux amorphes, nécessitant par conséquent la donnée de leurs caractéristiques atomiques
(positions, vitesses, forces...). Un outil numérique efficace pour une telle utilisation est évidem-
ment fourni par les techniques de Dynamique Moléculaire que nous allons décrire par la suite.
Ainsi, avant d’entrer dans les détails techniques concernant nos modèles de verre, nous allons
présenter les deux techniques numériques que nous utiliserons : la Dynamique Moléculaire dans
l’ensemble NVT et la minimisation par Gradient Conjugué (tout du moins, une variante).

2.1.1 Dynamique Moléculaire

La Dynamique Moléculaire est une méthode largement utilisée pour étudier des systèmes
classiques à grand nombre de particules. Cette technique consiste essentiellement à intégrer nu-
mériquement les équations du mouvement du système étudié. Ceci permet de visualiser l’évolu-
tion du système au fur et à mesure que celui-ci se développe sur une certaine période de temps.
Le système suit une trajectoire physique dans l’espace des phases déterminée par les équations
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du mouvement, à contrario de la méthode dite de Monte Carlo qui suit elle une marche aléa-
toire dans l’espace des phases. Le grand avantage de la technique de Dynamique Moléculaire
consiste en l’obtention non seulement de quantités physiques effectives liées aux propriétés sta-
tiques du système étudié, mais aussi en l’étude détaillée de phénomènes dynamiques comme
les quantités de transports ou bien de relaxations dans des systèmes hors-équilibre. Nous allons
présenter ici uniquement les méthodes numériques dont nous allons avoir besoin, renvoyant le
lecteur aux références [13, 14, 15] pour de plus amples détails techniques.

Considérons un système de N particules classiques dans une boîte de simulation rectangulaire
de volume V ≡ L1 ×L2 ×L3. Les équations du mouvement pour ces N particules classiques en
interaction sont données par la loi de Newton :

Fi = mi
d2Ri

dt2 = −~∇iΦ({R j}) j = 1, . . . ,N (2.1)

où Ri est la position de l’atome i, mi sa masse, Fi la force sur l’atome i et enfin ~∇iΦ le gradient
de l’énergie potentielle en Ri dépendant des (N-1) autres atomes j. Nous nous attacherons
dans nos simulations à résoudre ces équations du mouvement pour des forces interparticulaires
dépendant uniquement de la position relative des particules. En Dynamique Moléculaire, les
équations du mouvement sont intégrées numériquement en utilisant différents développements
des positions et vitesses. Il existe diverses sortes d’algorithmes pour l’intégration des équations
du mouvement, plus ou moins “gourmands” en temps de calcul, mais qui doivent dans tous
les cas conserver l’énergie aux temps courts comme aux temps longs. Nous utiliserons dans
toute la suite l’algorithme réversible par renversement du temps dit “Velocity-Verlet” [12] qui
a l’avantage d’avoir une faible dérive de l’énergie aux temps longs. En revanche, il posséde
une moins bonne conservation de l’énergie aux temps courts par rapport à des algorithmes plus
sophistiqués. Cet algorithme s’obtient à partir de la définition :

Vi(t) =
Ri(t +h)−Ri(t −h)

2h
(2.2)

où Ri(t) est la position de la particule i au temps t = nh (h est un pas de temps, et n un entier).
De cette définition, il est alors possible d’évaluer les positions et vitesses de la particule i au
temps t +h :

Ri(t +h) = Ri(t)+hVi(t)+
h2

2mi
Fi(t) (2.3)

Vi(t +h) = Vi(t)+
h

2mi
[Fi(t +h)+Fi(t)] (2.4)

Cette forme d’algorithme est très utilisée car elle est très stable par rapport à l’erreur inhérente
à la discrétisation et à la précision numérique arithmétique. Dès lors, l’intégration complète des
équations du mouvement suit un schéma en quatre étapes :

1. évaluation des forces Fi(t) à partir des positions Ri(t).
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2. calcul des nouvelles positions Ri(t +h) (Éq. 2.3).

3. évaluation des forces Fi(t +h) à partir des positions Ri(t +h).

4. calcul des vitesses Vi(t +h) (Éq.2.4).

Ces différentes étapes de calcul étant répétées durant n pas d’intégration, n pouvant varier de
manière raisonnable jusqu’à 108, permetant, pour des pas d’intégration de Dynamique Molécu-
laire typiques de l’ordre de 10−15s, d’atteindre des phénomènes réalisables sur un intervalle de
temps maximum de 10−7s, intervalle de temps à peine accessible expérimentalement par des
techniques de spectroscopie Raman par exemple.

La Dynamique Moléculaire conservant l’énergie, est statistiquement équivalente à l’ensemble
microcanonique NVE. Notons qu’expérimentalement, il est souvent plus commode de contrôler
la température T par exemple pour un échantillon à volume V constant, ou bien la pression P à
volume constant. La flexibilité de la technique de Dynamique Moléculaire permet d’étendre son
formalisme NVE vers les ensembles statistiques NVT ou NPT par exemple. Dans nos simula-
tions où nous fixons le nombre N de particules et le volume V de la cellule de simulation, nous
allons utiliser le paramètre thermodynamique de contrôle qu’est la température T , nous plaçant
ainsi dans l’ensemble NVT. Ainsi, dans nos systèmes, la température peut être reliée à l’énergie
cinétique moyenne 〈K〉 du système via le principe d’équipartition de l’énergie. Celui-ci conduit
à la relation bien connue 〈K〉 = 〈∑i 1/2miv2

i 〉 = N f kBT/2, où N f est le nombre de degrés de
libertés par particules et kB la constante de Boltzmann. De la même manière, la température
cinétique instantanée est définie comme Tins ≡ 2K/N f kB, ainsi la moyenne de cette température
instantanée sur tout le système doit être égale à la température thermodynamique du système.
Puisque la température est reliée à l’énergie cinétique, dans le but de contrôler cette tempéra-
ture, les vitesses instantanées des particules au cours de la simulation doivent être ajustées. La
première méthode que nous avons utilisé à 2D notamment, consiste à remettre directement à
l’échelle les vitesses de chaque particule suivant le rapport :

(
vnew

vold

)2

=
T

Tins
(2.5)

où vnew est la vitesse remise à l’échelle et vold est celle avant cette remise à l’échelle. La
deuxième méthode que nous avons utilisée (notamment pour vérifier si la méthode directe de
remise à l’échelle était correcte) s’appelle la méthode de Berendsen. Elle consiste à coupler
notre système à un bain thermique extérieur fictif dont la température T est fixée. En revanche,
contrairement à la méthode directe de remise à l’échelle des vitesses, la méthode de Berend-
sen effectue cette remise à l’échelle de manière graduelle, la vitesse de chaque particule étant
multipliée par un facteur λ donné par :

λ =
[
1+

h

τT

(
T

Tins
−1
)]1/2

(2.6)

où h est le pas de temps (voir ci-dessus) et τT est la constante de temps de couplage au bain
thermique. Cette méthode permet donc d’ajuster les vitesses des particules de manière à ce
que la température cinétique instantanée Tins approche la température désirée T . La force du
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couplage entre le bain thermique et le système est contrôlée par la constante τT . Une faible
valeur de cette constante (τT < 0.01ps) conduit à un changement rapide des vitesses ce qui
permet un contrôle rapide de la température qui va tendre alors vers celle du bain rapidement.
Notons que la limite τT → 0 constitue une évolution dans l’ensemble canonique. En revanche,
si cette constante est élevée (τT > 1ps), le comportement du système sera peu perturbé par
la remise à l’échelle des vitesses, et dans la limite τT → ∞ le système évoluera alors dans
l’ensemble microcanonique. Un choix de cette constante de l’ordre de 0.1− 0.4ps est souvent
un bon compromis.

2.1.2 Minimisation par gradient conjugué : algorithme HFTN

Dans la limite de température nulle, la méthode de minimisation par Gradient Conjugué est
souvent préférée à une méthode de dynamique moléculaire de type suramortie par exemple,
de part sa rapidité et son efficacité à trouver un minimum local d’énergie potentielle pour une
configuration. La méthode que nous allons présenter ici fait partie d’un ensemble de méthodes
dites méthodes d’“optimisation non contrainte” qui se résument à obtenir pour toute fonction
correctement définie f (R), où R est un vecteur à N composantes, un vecteur R∗ tel que f (R∗)≤
f (R), avec R proche de R∗. Tandis qu’à l’heure actuelle, il n’existe encore aucun algorithme
efficace concernant le problème de l’optimisation globale non contrainte, la méthode de Newton
fournit une classe importante d’algorithmes pour le problème local qui requièrent tous le calcul
d’un vecteur gradient :

∇ f (R) =




∂1 f (R)
...

∂N f (R)


 (2.7)

et du Hessien ∇2 f (R) = (∂ j∂i f (R)). Dans nos simulations, où nous cherchons à minimiser
l’énergie potentielle, nous pouvons calculer exactement le vecteur conjugué (2.7), en revanche,
nous préférerons une méthode qui évite de calculer ce Hessien. Néanmoins, pour plus de clarté,
nous allons présenter la méthode de Newton utilisant le Hessien, disgressant ensuite sur la mé-
thode que nous utiliserons. La méthode de Newton consiste en un développement quadratique
de la fonction cible autour de la composant itérée Rk. Ce développement est donné par :

qk(s) = f (Rk)+∇ f (Rk)
T s+

1
2

sT ∇2 f (Rk)s (2.8)

Dans la méthode classique de Newton, le prochain itéré est obtenu par la minimisation de qk.
Quand le Hessien ∇2 f (Rk) est défini positif, le développement quadratique (2.8) possède un
seul minimum que l’on obtient en résolvant le système linéaire (N×N) définit par ∇2 f (Rk)sk =
−∇ f (Rk), et le prochain itéré est alors Rk+1 = Rk + sk, la convergence étant garantie si le point
initial R est suffisamment proche du minimu local R∗. Dans la plupart des cas, néanmoins,
cette méthode basique doit être raffinée pour permettre la convergence. Un moyen d’obtenir
une convergence pour un point initial pas forcément proche du minimum local est d’utiliser les
approches line-search et trust-region. La première consiste à modifier la direction de recherche
pour obtenir un autre point de selle ou de “descente” pour f , quant à la seconde, elle utilise
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la forme quadratique (2.8), mais contraint le nouvel itéré à rester dans le voisinage de l’itéré
courant. Pour trouver le pas pour ce dernier, il suffit alors de minimiser la cible quadratique afin
de rester dans son voisinage. Ces deux méthodes sont intéressantes si la variable N n’est pas
très grande à cause d’un coût en N3. Pour cela, nous préfèrerons une variante de ces méthodes
appelée truncated Newton methods qui consiste à approximer le minimisateur (2.8).

Nous avons supposé, jusqu’à présent, que le Hessien était disponible, néanmoins, il est pos-
sible de montrer que tous ces algorithmes sont encore valables sans la connaissance du Hessien
moyennant une approximation sur celui-ci. Deux types de méthodes utilisent cette approxima-
tion, la méthode dite difference approximation exploite le fait que chaque colonne du Hessien
peut être approchée en prenant la différence entre deux valeurs du vecteur gradient (2.7) éva-
lué en deux points rapprochés. Pour des Hessiens creux, il est toujours possible d’effectuer une
approximation sur plusieurs colonnes du Hessien avec une seule évaluation du gradient en choi-
sissant judicieusement ces points. La deuxième méthode est appelée quasi-Newton methods, et
consiste à faire une approximation sur le Hessien en gardant la trace de la différence entre les
gradients à chaque pas de minimisation. Cette méthode impose qu’à chaque pas, le Hessien
approché représente correctement le Hessien exact et notamment contraint l’approximé à être
défini positif. Nous avons noté en gras dans le texte les méthodes que nous utiliserons pour la
minimisation et résumons la méthode dite Hessian Free Truncated Newton dans l’algorithme
(Algorithm 1 ).

Enfin, nous pouvons mentionner que ce type d’approches de Newton ne sont pas les seules
utilisées dans la classe des problèmes d’optimisation non contrainte. Nous pouvons citer par
exemple les méthodes de gradient conjugué nonlinéaire. Celles-ci sont motivées par le succès
des méthodes linéaires de gradient conjugué dans la minimisation de fonctions quadratiques
à Hessien défini positivement. Elles utilisent des directions de recherche de plus grande pente
qui combinent la recherche négative de gradient avec une autre direction choisie telle que la
recherche a lieu dans une direction encore inexplorée par l’algorithme. En fait, cette propriété
n’est valable que pour le cas quadratique, pour lequel le minimisateur est trouvé exactement
au bout de N iterations. Pour les problèmes nonlinéaires, cette performance est problématique,
mais ces méthodes possèdent tout de même l’avantage de ne requérir que des évaluations de
gradients.

Ces méthodes numériques définies, nous allons présenter maintenant les modèles de verres
développés pour l’étude des propriétés élastiques et plastiques des matériaux amorphes et ce,
en présentant pour chaque modèle les protocoles de simulation ainsi que les propriétés statiques
et dynamiques de ces verres.

2.2 Verre modèle : verre de Lennard-Jones

Dans cette partie, nous allons présenter le verre modèle dit verre de Lennard-Jones sur lequel
une grande partie de nos travaux ont porté. Nous allons tout d’abord décrire le potentiel et les
protocoles numériques de trempe nécessaires à l’obtention d’un état amorphe à température
nulle. Ensuite, nous présenterons les caractéristiques en statique et en dynamique de ce verre
modèle, cette dernière étude nous ayant amené à développer une étude en terme de théorie de
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Algorithm 1 Hessian Free Truncated Newton algorithm
{Point initial sélectionné}
Initialisation : ηsize, T Rsize (trust-region)
Calcul de f et g = -f’ au point initial
loop

if ( a convergé OU nombre maximum d’opérations f/g atteint ) then
RETURN

end if
Calcul un pas s (via un Gradient Conjugué)
Calcul la prédiction de réduction du modèle quadratique (2.8) : pred
Calcul la réduction de l’énergie potentielle actuelle : ared
if ( ared/pred > ηsize ) then

R = R+ s
Augmente T Rsize

Possible répartition et réarrangement ; si c’est le cas, recalcule f
Calcul le gradient g en ce point

else
if ( T Rsize < ||s|| ) then

RETURN
end if
Pas s rejeté : réduit T Rsize

end if
end loop

Couplage de Modes, théorie que nous décrirons très succintement.

2.2.1 Description du modèle et protocoles de production

Comme nous l’avons développé au début de ce chapitre, une méthode de modélisation d’un
verre consiste à se donner un potentiel d’interaction et à déterminer un protocole évitant tout
type de cristallisation lorsque nous effectuons une trempe en température sur notre matériau
modélisé. Malheureusement, cette dernière tâche est connue pour être très délicate. En effet,
il est de notoriété que des systèmes à une composante comme des sphères molles ou dures,
aussi bien que Lennard-Jones, peuvent aisément cristalliser lorsque la température est diminuée
en-dessous du point de fusion Tf , et par conséquent ne peuvent être utilisés pour l’étude des
propriétés dynamiques et statiques proche de la transition vitreuse aussi bien qu’en-dessous de
celle-ci. Un moyen naturel d’éviter une telle cristallisation est d’utiliser par exemple des mé-
langes binaires d’atomes de tailles différentes. Un grand nombre de simulations de Dynamique
Moléculaire ont été effectuées sur de tels mélanges de liquides surfondus, au voisinage et en-
dessous de Tg [31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 47, 48, 49, 50, 51, 52, 60, 63]. Aussi, sommes-nous
plus souvent interessés par les conséquences du désordre introduit par la dissimilitude des par-
ticules ne serait-ce que parce que de telles disparités apparaissent dans les colloïdes, systèmes
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expérimentaux modèles de sphères dures couramment utilisés pour l’étude de la transition vi-
treuse. Suite à de récentes expériences [41] et simulations [42] sur des verres colloïdaux et
fluides colloïdaux surfondus, un grand nombre d’informations ont été obtenus sur les détails
microscopiques de la dynamique de particules individuelles comme la formation de clusters
fortement corrélés pour les particules qui bougent le plus rapidement, avec une taille de cluster
augmentant avec (T − Tg) (hétérogénéités dynamiques). À cette caractéristique de la transi-
tion vitreuse, différentes approches expérimentales et numériques [43, 44] ont permis d’étudier
l’impact de l’addition d’un terme d’interaction attractif (à longue portée) sur la dynamique de
transition vitreuse. Il est donc évident que pour de tels verres “fragiles”, la polydispersité joue
un rôle crucial. Dans ces matériaux colloïdaux expérimentaux, il est difficile de dissocier disper-
sité en taille et dispersité en masse. L’importance de ce terme de masse a largement été étudié
dans [46] où les auteurs ont étudié l’importance de cette dispersité sur la dynamique d’un sys-
tème réaliste incluant de la polydispersité en taille. D’autre part, comme montré dans [45], où
les auteurs ont étudié un verre de Lennard-Jones polydisperse en taille uniquement ainsi que le
même verre avec polydispersité en taille et masse, l’influence de la polydispersité en masse ne
modifie guère le comportement de la constante de diffusion tout comme celui de la viscosité
dans la phase surfondue. En définissant la température critique T

Di

0 comme la température pour
la ième espèce à laquelle le coefficient de diffusion Di s’annule, ces auteurs ont pu démontrer
que cette température critique augmente qualitativement à l’identique pour les deux systèmes
en fonction du rayon de polydispersité moyen Ri, avec la particularité que dans le cas d’une
polydispersité uniquement en taille, cette même température est plus élevée, et ce pour toutes
les valeurs de Ri. Les auteurs conjecturent alors que cette augmentation de la température T

Di

0
avec la taille n’est pas un effet lié à la polydispersité en masse, mais peut être ramené aux hé-
térogénéités dynamiques induites par la frustration géométrique. La faible pertinence du terme
de polydispersité en masse nous a poussé à choisir, dans nos simulations, un terme de masse
monodisperse m ≡ 1. Ainsi, afin de se rapprocher de ces systèmes expérimentaux tout en pré-
servant l’absence d’ordre à longue portée en-dessous de Tg, nous nous sommes tournés nous
aussi vers un potentiel modèle de type Lennard-Jones [13] faiblement polydisperse en taille de
particules (Éq. 2.9), le taux de polydispersité jouant le rôle de régulateur pour la cristallisation.

ΦLJ(ri j) ≡





ε

((
r0

ri j

)12

−2
(

r0

ri j

)6
)

+ const , si ri j < 2r0

0 , sinon

(2.9)

avec r0 = (ai + a j)/25/6 et ai, j le diamètre des particules i et j. Notons que dans ce qui suit,
toutes les quantités physiques seront exprimées en unités réduites de Lennard-Jones quand il
s’agira de traiter ce genre de systèmes. Pour cela, rappelons que ces unités naturelles sont σ
pour les unités de longueur, ε pour les unités d’énergie et m pour les unités de masse. Ainsi,

les unités de temps seront exprimées en unités de τ =
√

mσ
2
/ε et celles de température en

unités de ε/kB. Un taux de polydispersité trop élevé pouvant conduire à un phénomène de
demixtion, nous avons choisi une faible distribution du désordre en taille dans nos systèmes,
avec un diamètre moyen de particules σ =< ai >= 1 et une distribution aléatoire homogène des
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tailles de particules entre 0.8σ et 1.2σ conduisant à un index de polydispersité de δa/a ≈ 0.12
suffisant pour prévenir tout type d’ordre à longue portée [118].

Une fois donné un tel potentiel, nous avons mis en oeuvre un protocole de trempe pour nos
systèmes afin de les conduire de l’état liquide à haute température vers un état amorphe à tem-
pérature nulle. L’état initial des configurations diffère suivant les cas 2D et 3D. Dans le premier
cas, les atomes sont distribués aléatoirement dans une cellule de simulation périodique, tandis
que dans le second cas, les atomes sont placés sur les sites d’un réseau cubique face centrée.
Dans les deux cas, les configurations sont équilibrées dans la phase haute température (kBT = 1
à 2D, kBT = 2 à 3D) les laissant diffuser pendant 105 pas de Dynamique Moléculaire (MDS)
avec un pas d’intégration h = 0.001τ dans les Éq. (2.2-2.4). Dès lors, les configurations à l’état
liquide subissent une trempe en température. Là aussi, afin d’étudier deux types de refroidis-
sement, nous avons développé un protocole dit “rapide” (uniquement utilisé à 3D) utilisant
la minimisation directe par HFTN présentée dans la Section 2.1.2, et un protocole dit “lent”
(utilisé identiquement à 2D et 3D). Ce dernier protocole consiste, à partir de l’état liquide, à
équilibrer la configuration à une température intermédiare (kBT = 1), et à le refroidir par étapes
(kBT = 5.10−1ε,10−1ε,5.10−2ε,10−2ε,5.10−3ε,10−3ε), le système subissant un viellissement
plutôt qu’une équilibration pendant 105 MDS à chaque étape. Finalement, l’état final à tempé-
rature nulle est obtenu par une minimisation par HFTN de la dernière étape de trempe. Dans
toutes nos simulations, nous avons fixé la densité de nos systèmes de manière à ce que la pres-
sion hydrostatique soit la plus proche possible de zéro dans l’état de température nulle.
Hors mentionné, ceci est une constante de nos simulations justifiant les valeurs des densités
auxquelles nous nous placerons.

2.2.2 Propriétés statiques

Une fois le matériaux dans l’état final à T = 0, il est de rigueur d’effectuer quelques tests et
mesures concernant ses propriétés conformationelles. Ainsi, afin de s’assurer que le désordre
introduit dans notre matériau modèle de Lennard-Jones par la polydispersité en taille des parti-
cules a été suffisant pour prévenir la cristallisation de celui-ci sous les protocoles de refroidis-
sement utilisés, nous pouvons effectuer une mesure de l’ordre moléculaire (ou plutôt dans notre
cas de son absence) via le calcul de la fonction de distribution radiale définie par :

ρg(| r |) =
1
N
〈

N

∑
i=1

N

∑
j=1, j 6=i

δ(r− ri + r j)〉 (2.10)

pour un système homogène et isotrope de densité ρ. Une telle fonction, pour nos systèmes à
2D et 3D à T = 0 est présentée sur la Fig. 2.3. Sur cette figure, les deux protocoles de refroi-
dissement développés dans la Section 2.2.1 ont été utilisés : le protocole “lent” à 2D et les
protocoles “rapide” et “lent” à 3D. La première chose que nous pouvons voir dans cette figure
est la non-influence des vitesses de refroidissement sur l’état amorphe global de notre verre
dans la limite de température nulle, les fonctions (2.10) pour ces deux protocoles se compor-
tant qualitativement à l’identique. D’autre part, l’absence d’ordre à longue portée est là-aussi
vérifié pour ces deux configurations puisque nous pouvons voir sur cette figure que passées les
premières couches de voisins, les particules ne se voient plus mutuellement au-delà.
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FIG. 2.3 – Fonction de distribu-
tion radiale à T = 0 d’un verre
Lennard-Jones à 2D et 3D pour
une configuration de N = 10000
particules à 2D et de densité ρ =
0.925 correspondant à une pres-
sion hydrostatique P(T = 0) ∼
0, et pour une configuration à
3D contenant N = 171500 parti-
cules sous même pression hydro-
statique et de densité ρ = 0.98, et
ce pour les deux protocoles de re-
froidissement “lent” à 2D et “ra-
pide” et “lent” à 3D présentés
dans la Section 2.2.1. 0 5 10 15 20
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Notons que la fonction (2.10) peut être reliée au facteur de structure par la formule usuelle :

S(q) = 1+ρ

Z

exp(−iqr)g(r)dr (2.11)

Ainsi le premier pic de Bragg dans ce facteur de structure peut être associé à la position de la
première couche de voisins r1 dans la fonction (2.10) sur la Fig. 2.3 par la relation :

qmax =
2π

r1
≃





5.818σ−1 , D = 2

5.845σ−1 , D = 3
(2.12)

D’autre part, comme présenté dans la Fig. 2.3, nous avons fixé les densités à ρ = 0.925 à
2D, et ρ = 0.98 à 3D nous plaçant ainsi dans un état à température nulle qui minimise la pres-
sion hydrostatique. Dans nos simulations à densité fixée et de part le protocole de Dynamique
Moléculaire utilisé, nous ne pouvons contrôler cette pression au cours de notre processus de
refroidissement. C’est pourquoi, un grand nombre de tests (non montrés ici) ont été effectués
à différentes densités pour finalement choisir la densité appropriée pour laquelle la pression
hydrostatique moyennée sur un ensemble de configurations à cette densité se rapproche le plus
possible de zéro dans l’état final à T = 0. C’est la raison pour laquelle, dans le Tab. 2.1, les
pressions hydrostatiques moyennes ne sont jamais tout à fait nulles.

Le choix de cette pression hydrostatique la plus proche possible de zéro a été initialement
motivé par l’étude d’agrégats librement flottants [3, 4]. De plus, un tel choix a l’avantage de
s’affranchir des effets de pression, dont l’incidence sur les propriétés vibrationnelles des solides
amorphes [64]-[73] est encore mal comprise. En outre, l’effet de la pression sur les contraintes
gelées reste encore un débat [77, 78, 84], ne serait-ce que parce que le rôle même des contraintes
gelées dans les matériaux amorphes, mousses, granulaires et colloïdes vitreux donne cours à
bon nombre d’interprétations [4, 84, 85, 86, 87, 88]. L’effet de la pression dans nos matériaux
modèles étant abordé au Chap. 4, nous allons essayer de quantifier maintenant la contribution
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2D, ρ = 0.925 3D, ρ = 0.98
N L/σ Mlent 〈Plent〉 N L/σ Mlent 〈Plent〉 Mrapide 〈Prapide〉
200 14.708 10 0.31 500 8 3 0.632 3 0.65
500 23.255 10 0.19 4000 16 5 0.177 5 0.531
1000 32.887 10 0.24 13500 24 4 0.143 4 0.384
2000 46.51 10 0.25 32000 32 5 0.175 5 0.485
5000 73.5 20 0.29 62500 40 5 0.115 5 0.449
10000 104 20 0.23 108000 48 - - 9 0.454
20000 147.1 2 0.44 171500 56 1 0.078 2 0.444
40000 208 10 0.27 256000 64 - - 1 0.434

TAB. 2.1 – Pression hydrostatique moyennée sur un ensemble M à 2D et 3D à T = 0 en fonction
de la taille pour les densités choisies ρ = 0.925, à 2D, et ρ = 0.98 à 3D, densités pour lesquelles
la pression hydrostatique est la plus proche de zéro. Cette pression est aussi présentée pour les
deux protocoles de refroidissement détaillés dans la Section 2.2.1, et ce uniquement pour le cas
3D (seul le protocole “lent” a été utilisé à 2D).

de ces contraintes gelées sur les propriétés statiques de nos matériaux modèles sous pression
hydrostatique nulle, notamment en effectuant une première interprétation des résultats compilés
dans le Tab. 2.1.

Contribution des contraintes gelées aux propriétés statiques

Dans le Tab. 2.1 , les pressions sont moyennées sur un ensemble de M configurations dé-
pendant de la taille des systèmes étudiés, et calculées pour les deux types de protocoles de
refroidissement à 3D. Nous pouvons, entre autres, tirer de ce tableau une estimation de l’effet
de la vitesse de trempe sur l’état de pression à température nulle, effet qui sera quantifié plus
profondément dans le Chap. 3, Section 3.2, et qui apparaît ici comme diminuant systématique-
ment la pression de l’état à T = 0 des configurations ayant subit le protocole “lent” par rapport à
ces mêmes configurations ayant subit le protocole “rapide”. Cet effet pousse à penser que cette
dernière vitesse de trempe génère des états configurationels plus contraints à T = 0, dont la
conséquence apparaît dans l’étude des distributions des contraintes gelées dans nos matériaux.
Aussi, avant d’entrer dans les détails, définissons ce que nous entendons par contraintes gelées.

Étant donnée l’énergie potentielle d’un système dont les particules interagissent sous l’effet
d’un potentiel de paire Φ(ri j) à T = 0, ri j étant la distance interparticulaire entre les particules
(i, j), cette énergie Ep = ∑〈i, j〉Φ(ri j), peut s’écrire comme la somme des énergies Ei j entre les
paires de particules 〈i, j〉, et Ep = ∑〈i, j〉Ei j. Suite à un déplacement u par rapport à leur position
d’équilibre, la variation d’énergie dans l’état à température nulle s’exprime alors comme :

δEi j ≅
1
2

ci j[δri j.n
‖
i j]

2 +
ti j

4ri j
[δri j.n

⊥
i j ]

2 (2.13)
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où ti j ≡ ∂Φ(ri j)/∂ri j est appelée composante de contrainte gelée, ci j ≡ ∂2Φ(ri j)/∂r2
i j est la

composante de raideur, n
‖
i j est le vecteur directeur parallèle à la direction du lien (i, j) et n⊥i j est

le directeur perpendiculaire à n
‖
i j, et δri j est le déplacement de (i, j) par rapport à leur position

d’équilibre.

2D, ρ = 0.925

N L/σ 〈ri jti j〉lent 〈r2
i jci j〉lent

500 23.255 -0.0565 32.567
1000 32.887 -0.0718 32.859
2000 46.51 -0.077 32.914
5000 73.5 -0.0895 33.128
10000 104 -0.0694 32.910
20000 147.1 -0.11 33.441
40000 208 -0.11 33.344

3D, ρ = 0.98

N L/σ 〈ri jti j〉lent 〈r2
i jci j〉lent 〈ri jti j〉rapide 〈r2

i jci j〉rapide

4000 16 -0.222 21.815 -0.0667 22.525
13500 24 -0.0133 21.586 -0.0486 22.233
32000 32 -0.0219 21.819 -0.0612 22.424
62500 40 -0.0145 21.701 -0.0575 22.381
171500 56 -0.0097 21.624 -0.052 22.297

TAB. 2.2 – Contraintes gelées 〈ri j.ti j〉 et couplages de raideurs 〈r2
i j.ci j〉 à 2D en fonction de la

taille L à T = 0 pour le protocole lent, et à 3D en fonction de la taille L et le type de protocole
de refroidissement.

Pour quantifier l’effet de la vitesse de trempe sur l’état de pression à température nulle pré-
senté dans le Tab. 2.1, nous mesurons les valeurs moyennes des ti j et ci j mis à la même dimen-
sion, par les expressions 〈ri j.ti j〉 et 〈r2

i j.ci j〉 à 2D et 3D, où la moyenne 〈.〉 est une moyenne
sur les particules et l’ensemble M (cf. Tab.2.1), et ce, en fonction du protocole de refroidisse-
ment. Ces résultats sont présentés dans le Tab. 2.2. À 2D, où seul le protocole de type “lent”
a été mis en oeuvre, nous remarquons que quelle que soit la taille des systèmes considérés,
les valeurs moyennes 〈r2

i j.ci j〉 ≫ 〈ri j.ti j〉, les contraintes gelées ayant donc une contribution

moindre à l’état à température nulle que les raideurs. À 3D, nous pouvons comparer l’effet de
la vitesse de trempe sur ces observables en notant que pour le protocole “lent” les contraintes
gelées moyennes 〈ri j.ti j〉 sont systématiquement de trois à quatre fois plus faibles que celles
pour le protocole “rapide”. Or, la pression étant calculée par le théorème du viriel, il est alors
tout à fait naturel que cette pression hydrostatique à température nulle soit supérieure pour le
protocole “rapide” à celle pour le protocole “lent”. En outre, ces effets mettent en avant la ques-
tion de la contribution des contraintes gelées au développement (2.13) de l’énergie dans l’état
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de température nulle [84, 85, 86, 87]. Il a été en effet argumenté par Alexander [84] que les
propriétés mécaniques et rhéologiques des matériaux amorphes ne peuvent étre correctement
interprétées sans prendre en compte l’état de référence de contraintes gelées. Ce que nous mon-
trons ici, au contraire, mettrait plutôt en évidence le fait que ces contraintes gelées joueraient
un rôle, certainement, mais ne seraient pas uniquement responsables des propriétés mécaniques
et rhéologiques particulières de ces solides amorphes.

FIG. 2.4 – Représentation du réseau de forces
gelées ti j dans un verre Lennard-Jones homo-
gène 2D à T = 0 contenant N = 1000 par-
ticules dans une boîte de simulation pério-
dique. L”épaisseur des traits est proportionnelle
à l’intensité de la force interparticulaire, rouge
pour les forces attractives, noir pour les forces
répulsives.

En fait, il faut noter que dans cet état amorphe athermique, la quantité pertinente est bien le
désordre positionnel, comme montré sur la Fig. 2.4, et non les contraintes gelées (ti j) indépen-
damment des composantes de raideurs (ci j). Sur cette figure, en effet, choisir conventionelle-
ment pour la représentation les ti j, les ci j aussi bien que la trace des éléments de sous-matrices
blocs (d)× (d) hors-diagonale de la matrice dynamique 1 [88] donnés par mi j = ∑α Miα, jα ≡
ti j/ri j(1−d)− ci j, où d est la dimension, ne changerait rien tout du moins au niveau visuel. La
Fig. 2.4 représente la structure du réseau de forces ti j et montre notamment que ce réseau est
fortement inhomogène mais isotrope à large distance, le tout étant à l’équilibre mécanique. No-
tons que dans ces matériaux vitreux, deux particules (i, j) ne sont pas forcément à un minimum
du potentiel (2.9) pour lequel ti j = 0, d’où ces liens de forces non nulles qui apparaîssent sur la
Fig. 2.4. Néanmoins, nous montrons sur la Fig. 2.5, qui représente l’histogramme à 2D et 3D
des contraintes gelées, qu’au pic en ti j = 0 est associée la relaxation de contrainte d’équilibre
ri j = r0, où r0 est le minimum du potentiel (2.9), une grande majorité des particules ayant réussi
(et ce quelque soit le protocole de trempe, cf. insert partie droite de la Fig. 2.5) à minimiser leur

1L’expression de la matrice dynamique sera dérivée dans le Chap. 3, Section 3.1. Elle est reliée à l’expression
(2.13), et elle découle du développement de l’énergie Ep = ∑〈i, j〉 Φ(ri j) pour un déplacement u au second ordre

du Hessien comme δEp =
1
2

u†.M.u, où M est la matrice dynamique (dN)× (dN), d étant la dimension et N le

nombre de particules. Ses éléments sont donnés par −r2
i jMiα, jβ = ri jti j(δαβ−nαnβ)+r2

i jci jnαnβ et vérifient la régle
de somme liée à l’invariance par translation Miα,iβ = −∑ j Miα, jβ.
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énergie. En revanche, contrairement aux distributions des forces dans les matériaux granulaires
(de type exponentielle) [85], les tensions dans nos systèmes suivent une distribution gaussienne
à 2D, aussi bien qu’à 3D, du moins pour des systèmes de suffisamment grande taille, nous y
reviendrons. Nous comprenons ainsi l’existence de forces répulsives de grande intensité sur la
Fig. 2.4 à 2D se situant dans la queue de la distribution.
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FIG. 2.5 – Gauche : Histogramme des contraintes gelées ti j à 2D en fonction de la taille L.
Droite : Même histrogramme à 3D en fonction de la taille L pour le protocole “rapide”. Insert :
histogramme pour une taille L = 32 pour les protocoles “lent” et “rapide”.

Nous pouvons aussi noter l’effet de taille finie qui apparaît dans ces distributions pour des
tailles de systèmes L < 40σ à 2D et L < 24σ à 3D, pour lesquelles la queue de ces distributions
tend vers une exponentielle. Cet effet est beaucoup plus apparent lorsque nous étudions le même
type d’histogramme, cette fois-ci pour les éléments mi j cités plus haut. Nous avons représenté
ces histogrammes sur la Fig.2.6 à 2D et 3D sur laquelle nous voyons en effet que la queue des
distributions, qui correspond aux contacts les plus rigides, va en augmentant pour des tailles de
systèmes inférieures à celles susnommées, effet de taille finie que nous quantifierons là aussi
plus loin notamment par l’étude du spectre de vibration de ces matériaux (Chap. 3 Section 3.3).

Après avoir abordé la distribution des contraintes gelées et constantes de raideurs, nous avons
noté précédemment l’existence de ti j de grande amplitude dans le réseau de forces gelées de
la Fig. 2.4. Une brêve inspection visuelle pousserait à prédire l’existence de chaînes de forces,
notamment reliant ces fortes tensions (notons encore qu’il en serait de même pour les ci j ou mi j).
Nous avons essayé d’analyser les possibles corrélations entre ces chaînes de forces putatives et
leur structure fractale dans le but d’en extraire une telle longueur caractéristique. Pour cela,
nous nous sommes attachés à étudier la statistique de répartition des ti j les plus répulsives
ainsi que des ci j les plus attractives (ces dernières se comportant statistiquement de la même
manière, nous ne présenterons que les résultats pour les ti j). Pour cela, nous avons tout d’abord
sélectionné les interactions répulsives ti j < tu, où le seuil tu variera suivant les fonctions de
corrélation étudiées.
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FIG. 2.6 – Gauche : Histogramme des éléments de sous-matrices blocs hors-diagonale de la
matrice dynamique mi j ≡ ti j/ri j(1− d)− ci j avec d = 2 en fonction de la taille L. Droite :
Même histogramme à 3D (d = 3) en fonction de la taille L pour le protocole “rapide”. Insert :
histogramme pour L = 32 comparant les deux types de protocoles “rapide” et “lent”.

En premier lieu, nous avons essayé de trouver une fonction de corrélation permettant de quan-
tifier la probabilité de suivre un ensemble de liens vérifiant la condition de seuil ci-dessus afin
d’éclaircir l’effet visuel de chaînes de forces apparaissant sur la Fig. 2.4. Une telle fonction peut
être obtenue en se donnant une famille de fonctions de corrélation orientationelles 〈cos2 (τ)〉,
où τ décrit soit l’angle entre les directeurs ni et n j des liens i et j (sphères dans la Fig. 2.7
gauche), soit l’angle entre le directeur ni du lien i et la direction ni j entre les liens i et j (carrés
dans la Fig. 2.7 gauche). Notons sur la Fig. 2.7 que la différence entre ces deux méthodes est
très faible, les corrélations disparaissant au bout de six oscillations dans les deux cas. Sur cette
figure, pour plus de clarté, seule une valeur du seuil tu =−3 a été présentée, le comportement de
cette fonction de corrélation étant relativement peu différent pour une autre valeur de ce seuil.
Nous voyons que l’enveloppe de ces oscillations décroît exponentiellement avec une longueur
caractéristique de l’ordre de la distance interparticulaire. Ainsi, même si des chaînes de forces
semblent apparaître sur la Fig. 2.4, statistiquement, ces régions rigides ne sont pas corrélées
sur une distance caractéristique, résultat qui met en commun nos systèmes avec les matériaux
granulaires [124].

En deuxième lieu, nous nous sommes attachés à essayer de décrire la structure fractale du
réseau de forces répulsives ti j en utilisant la méthode de box-counting statistics. Cette méthode
consiste à compter le nombre de boîtes de taille b nécessaires pour couvrir tous les liens inter-
particulaires portants une tension ti j < tu. Pour les tailles b les plus petites, on s’attend à ce que
la dimension de recouvrement fractale tende vers zéro puisque chaque boîte contient au moins
un lien. À l’inverse, pour les b très grands devant la distance interparticulaire moyenne, cette
dimension fractale doit tendre vers la dimension réelle, i.e. d f = 2. La loi de puissance d f = 1
relie ces deux régimes et exprime le fait que des liens vérifiant le seuil ti j < tu s’organisent en
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FIG. 2.7 – Gauche : Fonction de corrélation orientationelle 〈cos2 (τ)〉 des chaînes de forces
répulsives d’amplitude inférieure au seuil tu = −3, dans un verre Lennard-Jones 2D. τ décrit
soit l’angle entre les directeurs ni et n j des liens i et j (cercles), soit l’angle entre le directeur ni

du lien i et la direction ni j entre les liens i et j. L’enveloppe décroît exponentiellement avec une
longueur caractéristique de l’ordre de la distance interparticulaire. Les points correspondent à
un réseau artificiel de forces obtenu en distribuant aléatoirement les tensions entre les particules
existantes. La sinusoïde en pointillé est un guide visuel. Droite : Nombre de boîtes Nb de taille
b nécessaires pour recouvrir les ti j < tu. Le calcul sur nos verres ne diffère que très peu du calcul
effectué sur la même méthode de distribution aléatoire des tensions (lignes en pointillés) de la
figure de gauche. Nous avons représenté les lois de puissance −2 représentant une structure
compacte à 2D, et −1 correspondant à une structure de type chaîne.

structure de type chaîne pour une certaine distance typique qui dépend du seuil tu. Ainsi, cette
distance augmente quand l’on considère des contacts de plus en plus rigides, c’est-à-dire quand
tu diminue. Cette méthode, en revanche, ne fournit pas une plage de valeurs finies de b pour
cette dimension fractale d f = 1, c’est-à-dire, ne donne pas une longueur caractéristique pour les
chaînes de forces.

Pour résumer, nous avons étudié, dans cette partie, la dépendance en vitesse de trempe des
pressions hydrostatiques à T = 0 pour nos matériaux à 2D et 3D et avons montré que les
contraintes gelées étaient la cause de la différence de pression moyenne entre le même en-
semble de configurations ayant subit les deux protocoles “lent” et “rapide”. Nous avons quan-
tifié la contribution des contraintes gelées dans le développement de l’énergie à température
nulle et avons montré qu’il existe une forte dispersion des éléments de la matrice dynamique,
i.e. des coefficients élastiques. Cependant, notons, comme nous l’avons montré, que la contri-
bution des contraintes gelées n’est pas plus importante que celle des raideurs, seul compte le
désordre positionel. Le rôle des contraintes gelées a été abordé dans la caractérisation des pro-
priétés structurelles des configurations à 2D via l’étude des corrélations de chaînes de forces
répulsives. Le résultat de cette étude montre qu’il existe de telles structures de type chaînes de
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forces sans pour autant faire apparaître une longueur caractéristique dans ces chaînes supérieure
à la distance interparticulaire moyenne.

2.2.3 Propriétés dynamiques : Théorie de Couplage de Modes

La théorie de couplage de modes (MCT) tente de décrire la dynamique de liquides surfondus
à des températures proches de la transition vitreuse Tg moyennant un certain nombre d’hypo-
thèses sur l’homogénéïté du matériaux vitreux étudié. Cette théorie est reconnue comme étant
particulièrement adaptée aux systèmes vitreux dits “fragiles”, et prédit une singularité, comme
étant la représentation d’une anomalie dans la dynamique de ces systèmes, à une température Tc

supérieure à celle de la transition vitreuse Tg [142]. Dans la plupart des processus de ralentisse-
ment critique liés à la transition vitreuse, une des raisons essentielles pour un tel ralentissement
est la divergence du facteur de structure aux petits vecteurs d’onde. Quand un liquide est re-
froidi, son facteur de structure devient de plus en plus structuré, son premier pic (i.e. premiers
voisins) devenant plus prononcé. D’autre part, il a été montré dans [135] qu’une divergence dans
le facteur de structure à vecteur d’onde fini, peut conduire à une divergence correspondante dans
les temps de relaxations structurelles. En fait, un tel pic n’apparaît pas clairement dans les ex-
périences et simulations lorsque T diminue, ce pic n’augmentant que très modérement avec la
diminution de T . Ce fût Geszti [136] qui développa pour la première fois un mécanisme théo-
rique appelé “effet retour de viscosité” qui permit d’expliquer une si faible augmentation par un
accroîssement très grand de la viscosité. L’idée d’un tel processus consiste en trois étapes qui
contribuent à cet “effet retour”. Le premier point est de relier la viscosité à la fonction d’autocor-
rélation des contraintes via la formule classique de Green-Kubo, i.e. η ∼ R ∞

0 < σ(t)σ(0) > dt.
Ensuite, un formalisme operatoriel de projection des fonctions de corrélations développé par
Mori-Zwanzig [137] permet de relier la décroissance de cette fonction d’autocorrélation à celle
de densité-densité (facteur de structure dynamique), i.e. < σ(t)σ(0) >∼< ρq(t)ρq(0) >. Enfin,
en supposant un comportement diffusif pour < ρq(t)ρq(0) >∼ exp(−Dq2t), la boucle de retour
est fermée via l’expression de la constante collective de diffusion reliée à la viscosité par la
relation de Stokes-Einstein D ∼ 1/η. Le résultat est une équation non-linéaire pour la viscosité
η avec des coefficients qui peuvent être reliés au facteur de structure dynamique du liquide.
Cette théorie a été raffinée par Bengtzelius, Götze et Sjolander [138] en utilisant le formalisme
de l’équation de Langevin Généralisé qui impose de choisir une variable de dynamique lente
et d’écrire une telle équation pour cette variable. Un choix naturel de variable pour l’étude de
la dynamique lente de ralentissement de la relaxation structurelle peut être les composantes de
Fourier de la densité microscopique ρq et du moment de densité jq. Dans cette théorie, l’applica-
tion du formalisme de projection de Mori-Zwanzig conduit à une équation intégro-differentielle
pour la fonction de corrélation normalisée φ(q, t) =< ρq(t)ρ−q(0) > /NS(q), où S(q) est le
facteur de structure du fluide :

φ̈(q, t)+Ω0(q)φ(q, t)+
Z t

0
M(q, t − s)φ̇(q,s)ds = 0 (2.14)

avec Ω0(q) = q2kBT/mS(q), la fréquence de vibration. Dans le schémas de couplage de modes,
les variables bi-linéaires d’intérêts sont les produits de densités, conduisant à une contribution
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“couplage de modes” de la forme :

MMC(q, t) =
Z

d3q′V (q,q′)φ(q′, t)φ(q−q′, t) (2.15)

où les vertex V (q,q′) sont donnés dans [138]. Ces vertex sont des fonctions croissantes du
facteur de structure du fluide, conduisant donc à leur augmentation quand la densité augmente
ou la température diminue. Dans [139, 140], le traitement complet de ces équations couplées
pour les vecteurs d’ondes conduit aux résultats suivants. Soient une température critique Tc

pour laquelle le facteur de structure devient suffisamment grand pour induire une transition
ergodique (T > Tc) vers non-ergodique (T < Tc) dans le comportement de φ(q, t), un paramètre
ε = (T −Tc)/Tc et f (q) la limite aux temps longs de φ(q, t) pour T < Tc. La relaxation de φ(q, t)
peut alors être décrite par les trois étapes successives :

– une relaxation rapide sur l’échelle de vibration microscopique Ω0(q)−1

– une relaxation β sur une échelle de temps τε ∼ ε−1/2a (nous verrons comment calculer l’ex-
posant a plus loin). Dans cette phase de relaxation, φ(q, t) suit la propriété de factorisation
φ(q, t) = f (q)+ ε1/2e(q)G(t/τε). La fonction e(q) décrit la dépendance spatiale de cette
relaxation β, et sa transformée de Fourier e(r) possède un comportement à courte portée.
La fonction G(x) se comporte comme ∼ x−α aux petits x et G(x) ∼ −xb aux grands x et
T > Tc.

– une relaxation α sur une échelle de temps τ′ε ∼ ε−1/2a−1/2b. Dans ce régime φ(q, t) =
Fq(t/τ′ε) où Fq est une fonction dépendant de q et qui tend vers le comportement aux temps
longs de la phase de relaxation β, et décroît aux temps longs comme une exponentielle
étirée. Le temps de relaxation τ′ε contrôle le comportement des coefficients de transports
proche de Tc faisant diverger par exemple la viscosité comme τ′ε proche de Tc.

Dans nos simulations, le choix de la fonction φ(q, t) s’est porté [141, 142, 156, 157] sur la
transformée de Fourier spatiale de la fonction de Van Hove donnée par :

G(r, t) = 〈 1
N

N

∑
j,k=1

δ[r+ r j(0)− rk(t)]〉 (2.16)

pour q = qmax (cf. équation 2.12) et pour le cas j = k dans la somme. Ce cas particulier est
appelé “autopartie” de la fonction de Van Hove, nommée Gs(r, t) et mesure les corrélations
de positions d’une particule à différents instants t. La transformée de Fourier spatiale de cette
fonction est appelée Fonction de Diffusion Incohérente (ISF) et s’exprime par :

Fs(q, t) =
1
N

N

∑
j=1

< eiq.[r j(t)−r j(0)] > (2.17)

qui quantifie essentiellement la dynamique d’une particule “marquée” dans sa cage de voisins et
comment celle-ci s’en échappe aux temps longs. Compte tenu de ce que nous avons présenté sur
la MCT, celle-ci prédit donc que cette fonction (2.17) exhibe 4 régimes distincts en fonction du
logarithme du temps de mesure. Le premier régime est le régime ballistique pendant lequel
la particule évolue librement dans la matrice vitreuse (aux temps très courts, de l’ordre de
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10−2 ps. Le deuxième régime qui suit immédiatement le régime ballistique exhibe le caractère
vibrationnel des particules (pout t ∼ 10−1 ps), régime dominant pour T ≫ Tc, au court duquel la
particule vibre dans sa cage de voisins. Pour des temps t ≥ 10−1 ps, ce mouvement de vibration
est amorti et les particules commencent à s’échapper de leur cage de voisins. Cette dynamique
constitue le troisième régime que l’on appelle relaxation β, qui est en fait le tout début du
régime dit de relaxation structurelle appelé relaxation α. Dans ce dernier régime, les particules
quittent complètement leur cage de voisins. Sur la fonction de corrélation (2.17), ceci se voit par
un plateau aux temps intermédiaires, de longueur augmentant rapidement avec la diminution de
la température, repoussant le régime de relaxation α aux temps très grands. Sur la Fig. 2.8 sont
présentées les quantités dynamiques pertinentes pour l’étude d’applicabilité de la MCT dans
nos systèmes 2D.
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FIG. 2.8 – Gauche : Déplacement carré moyen < r2(t) >= N−1 ∑N
i=1 <| ri(t)− ri(0) |2>

(MSD) d’une particule témoin en fonction du temps de simulation et de la température à 2D.
Nous voyons aux temps courts un déplacement ballistique de la particule, i.e. ri(t)≈ ri(0)+ ṙi.t
et le MSD est alors proportionnel à t2. Aux temps longs, le mouvement est diffusif et < r2(t) >∝
t et permet entre autre d’obtenir la valeur de la constante globale de diffusion par la relation
d’Einstein limt→∞ < r2(t)/6t >= D. Ces deux régimes sont aussi montrés à des températures
plus basses pour lesquelles nous voyons apparaître un régime supplémentaire pour lequel le
MSD ne change pas sur un temps couvrant plusieurs décades. La raison microscopique est que
la particule est confinée dans sa cage de voisins et met un temps très long pour s’en échapper et
commencer à diffuser. La dynamique dans cette phase est appelée la relaxation β dans la théo-
rie MCT. Droite : Fonction de Diffusion Incohérente (2.17) dans les différents régimes discutés
dans le texte en fonction de la température et pour un vecteur d’onde q =| q | correspondant au
premier pic de Bragg dans le facteur de structure (cf. équation 2.12).

Nous allons maintenant utiliser les résultats de la MCT présentés précédemment afin d’étu-
dier l’applicabité de la théorie de couplage de modes dans nos systèmes. Nous nous concentre-
rons sur l’étude de la dynamique de transition vitreuse dans nos verres Lennard-Jones modèles
à 2D et montrerons la nécessité de développer une étude en terme d’hétérogénéités dynamiques
pour comprendre cette dynamique.
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MCT dans la phase de relaxation α

Un des résultats de la MCT dans le régime de relaxation α pour la fonction (2.17) est le prin-
cipe de superposition des temps et températures qui prédit que tout corrélateur peut s’écrire
sous la forme :

φ(q, t) = Fq

(
t

τ(T )

)
(2.18)

où τ(T ) est un temps typique pour la décoissance de la fonction de corrélation et Fq est une fonc-
tion maîtresse convenablement approximée par la forme d’exponentielle étirée de Kohlrausch-
Williams-Watts (KWW) aux temps longs :

Fq(t) = Aexp [−(t/τ(T ))β] (2.19)

L’exposant β est appelé exposant d’étirement de la relaxation α. La définition de τ(T ) est pu-
rement arbitraire mais conventionellement donnée par φ(q,τ(T )) ≡ e−1. Il faut noter que ce
principe de superposition n’est valable que juste au-dessus de la température de couplage de
mode Tc.

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

t / τ(T)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

F
s(q

,t)

T = 0.35

T = 0.24

f
c
e

-a(t/τ)
β

β=0.63

10
-6

10
-5

10
-4

10
-3

10
-2

10
-1

10
0

10
1

10
2

t / τ(T)

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

F
s(q

,t)

T = 0.35

T = 0.24

f
c
 - a[t/τ(T)]

b

b = 0.49

FIG. 2.9 – Gauche : ISF (2.17) en fonction de t/τ(T ) avec un ajustement à l’aide de la forme
KWW (2.19) dans le régime de relaxation α. L’ajustement correct montre que la MCT est
valable dans ce régime avec un exposant d’étirement β = 0.63. Droite : Même fonction que celle
de la figure de gauche mais cette fois-ci avec un ajustement valable dans le régime de relaxation
β en suivant la propriété de factorisation (2.21). Là encore, l’ajustement correct montre que la
MCT est valable dans ce régime de relaxation avec un exposant de von Schweidler b = 0.49.

Si la MCT est valable, il faut donc que les courbes de la Fig. 2.8 droite se superposent toutes
et vérifient l’ajustement donné par (2.19). Nous avons fait un tel ajustement sur la Fig. 2.9
gauche ce qui nous a donné une valeur pour l’exposant de relaxation structurelle β = 0.63. De
plus, comme nous l’avons présenté plus haut, dans la phase de relaxation α ce principe de su-
perposition conduit à une loi d’échelle pour le temps de relaxation structurel τ(T ), uniquement
si T est très proche de Tc par valeurs supérieures. Cette relation est donnée par :
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τ(T ) ∝ (T −Tc)
−γ (2.20)

avec l’exposant γ universel pour le système, i.e. indépendant du corrélateur étudié. Ainsi, dans
cette phase de relaxation les propriétés de transport comme le coefficient global de diffusion
sont entièrement décrites par le comportement de τ(T ), cette dépendance étant attendue pour ce
dernier coefficient comme étant en 1/τ(T ). Dans le but de vérifier la validité de cette approche,
nous avons tracé dans l’insert de la Fig. 2.10 le produit D(T ).τ(T ) ≡ cste en fonction de la
température. Nous remarquons alors que ce produit augmente continuellement quand la tempé-
rature diminue nous faisant penser [157] que la proportionalité D ∝ τ−1 ne tient pas près de Tc

ou à plus basse température pour nos systèmes. Une des raisons qui explique un tel comporte-
ment est liée à l’existence d’hétérogénéités dynamiques, i.e. la cage que chaque particule voit

change (dans l’espace réel) de manière significative d’une particule à une autre ce qui a pour

effet que le temps de sortie de la cage dépend fortement de la particule.

MCT dans la phase de relaxation β

Dans cette phase, nous nous plaçons sur des échelles de temps proches du plateau de la
Fig.2.8 droite pour laquelle la MCT prévoit ce que l’on appelle la propriété de factorisation.
Cette propriété énonce que proche du plateau, toute fonction de corrélation temporelle φA(q, t)
d’une observable A se factorise sous la forme :

φA(q, t) = φc
A +hAG(t) = φc

A −hatb + · · · , aux grands t (2.21)

où la fonction G(t) ne dépend pas de l’observable A et b est appelé l’exposant de von Schweidler
lui aussi indépendant de A et par conséquent universel pour le système étudié. Pour obtenir
cet exposant, nous faisons un ajustement de la loi (2.21) sur la Fig. 2.9 droite et obtenons
b = 0.49. Cet exposant obtenu, nous utilisons une autre prédiction de la MCT qui relie de façon
biunivoque les exposants γ de la relaxation α et b de la relaxation β via la détermination d’un
paramètre a obtenu en résolvant l’équation :

Γ2(1+b)

Γ(1+2b)
=

Γ2(1−a)

Γ(1−2a)
(2.22)

où Γ(x) =
R ∞

0 tx−1e−xdx, et en insérant la valeur de a dans la relation :

γ =
1

2a
+

1
2b

(2.23)

pour calculer γ. Par cette méthode, en utilisant la valeur de b = 0.49, nous obtenons γ = 2.74
à comparer avec la valeur calculée à partir de l’équation (2.20) qui est γ = 2.5, ce qui est en
relativement bon accord.

Pour résumer, la théorie de couplage de modes, même si elle décrit globalement le ralentis-
sement critique proche de la température Tc, ne prédit pas correctement le comportement de la
constante de diffusion, laissant supposer que la dynamique lente dans nos matériaux vitreux est
dominée par l’existence de fluctuations spatiales hétérogènes qui ne sont pas prises en compte
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FIG. 2.10 – Loi d’échelle pour le temps de relaxation τ(T ) en fonction de la distance à la tem-
pérature crtitique de couplage de modes Tc = 0.26 pour notre verre modèle 2D, et ce pour deux
méthodes différentes : (I) par l’équation (2.20) valable dans le régime de relaxation α conduisant
à une valeur de l’exposant γI = 2.5, et (II) par les relations (2.22,2.23) valables dans le régime
de relaxation β donnant γII = 2.74. Nous avons tracé sur ce même graphique la constante de
diffusion D(T ) dans le régime α obtenue d’après la Fig. 2.8. Cette constante doit varier avec T

comme D(T ) ∝ τ−1 ∼ (T −Tc)
γI/II . L’exposant mesuré γD = 1.9 diffère grandement des valeurs

obtenues pour γI/II . Insert : Pour confirmer cette mauvaise prédiction de la théorie de couplage
de modes, nous traçons en fontion de T le produit D(T )τ(T ) qui devrait être constant, et qui
augmente ici quand T diminue.

par l’approche homogène de la MCT. L’existence de ces zones mobiles dans une matrice vi-
treuse homogène pourrait expliquer qu’à l’augmentation des échelles de temps à l’approche
de la transition vitreuse [53], seraient associées des longueurs caractéristiques grandissantes de
régions de l’espace corrélées dynamiquement, i.e. hétérogénéités dynamiques [47]-[58].

2.3 Verre réaliste : la Silice

Les simulations sur ordinateurs, nous l’avons vu, fournissent un outil de compréhension fort
approprié, lorsqu’il s’agit d’étudier la structure microscopique des matériaux, aussi bien que
leur propriétés dynamiques et vibrationelles. La silice amorphe SiO2 possède une histoire tech-
nologique et scientifique importante, et constitue un des matériaux les plus étudiés en physique
de la matière condensée. Une quantité de modèles ont essayé de représenter la structure de
ce verre “dur” au sens de C.A. Angel [29], y compris, par exemple, des modèles sur réseaux
aléatoires [38, 161] traitant la silice comme des tétrahèdres SiO4 aux sommets interconnectés
constituants les noeuds du réseau. Notons qu’un tel modèle est de nos jours consensuellement
admis, et se vérifie numériquement, comme nous le verrons par la suite. Expérimentalement,
la structure de la silice a été considérablement étudiée, notamment par des techniques de diffu-
sion de neutrons [145], études ayant permis d’injecter une grande quantité de données réalistes
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nécessaires à l’élaboration de modèles qui le soient aussi.
Si l’intérêt de l’outil numérique réside dans sa possibilité d’appréhender des phénomènes

physiques macroscopiques, à partir de l’échelle microscopique, il faut que celui-ci soit capable
de “représenter” au mieux le matériau qu’il veut décrire. Outre le choix d’un protocole algorith-
mique, la donnée essentielle quant à une description un tant soit peu réaliste réside dans la don-
née du champ de force microscopique. Comme noté dans [31], celui-ci ne doit pas uniquement
décrire correctement les propriétés statiques du matériau, mais aussi ses propriétés dynamiques
(constante de diffusion, viscosité...). Dans le cas de la silice, plusieurs potentiels vérifient ces
propriétés. Citons entre autres, le potentiel à trois corps de Vashishta et al. dit VKRE [11], et
les potentiels à deux corps de Tsuneyuki al. (TTAM) [10] et van Beest et al. (BKS) [8]. Ces
deux derniers sont issus de calculs ab initio, le potentiel TTAM ayant été développé afin de
décrire convenablement différentes structures cristallines connues de la silice, notamment la
transition stucturelle α/β à T = 850 K [39]. Notons que celui-ci décrit aussi convenablement
la phase amorphe de la silice. Néanmoins, Wilson et al. [40] ont montré que le potentiel BKS
est supérieur au potentiel TTAM pour la description de certaines propriétés de l’état amorphe
de la silice comme le sprectre IR, ce, en incluant des effets de polarisations et des charges ef-
fectives. Notons finalement que les potentiels TTAM et BKS diffèrent dans la représentation de
l’intéraction Si−Si, celle-ci ne possédant pas de terme à courte portée dans le cas BKS.

2.3.1 Description du modèle et protocoles de production

Dans nos simulations, nous adopterons donc un potentiel d’intéraction de type BKS qui,
outre le fait qu’il soit un potentiel à deux corps, donc moins coûteux en temps de calcul, décrit
correctement la structure tétrahédrique SiO4 propre à la silice amorphe. Un tel potentiel s’écrit
comme la somme d’un potentiel de Buckingham à courte portée, et d’un potentiel coulombien :

ΦBKS(ri j) =
γqiq j

ri j
+Ai je

−Bi jri j − Ci j

r6
i j

(2.24)

où les charges qi{i ∈ Si,O} sont des charges effectives telles que qO = −1.2e et qSi = 2.4e,
et γ = e2/(4πε0). Les constantes Ai j, Bi j et Ci j sont données dans le tableau Tab. 2.3. D’autre
part, les masses des atomes sont mO = 15.994 [u], et mSi = 28.0855 [u]. Notons qu’un tel
potentiel doit être régularisé, celui-ci divergeant vers moins l’infini aux petites distances. À
haute température, il est alors possible qu’un atome “fusionne” avec un autre. Même si, comme
mentionné dans [168], à une température de T = 7000 K, la barrière d’énergie est encore trop
grande pour qu’un tel type d’événement arrive, nous avons choisi de corriger le potentiel (2.24)
par l’ajout d’une contribution de type Lennard-Jones (30− 6) [163]. Ainsi, le potentiel total
s’écrit sous la forme :

Φ̃BKS(ri j) = ΦBKS(ri j)+4εi j

[(
σi j

ri j

)30

−
(

σi j

ri j

)6]
(2.25)

où les coefficients εi j et σi j sont eux-aussi donnés dans le Tab. 2.3. Un tel potentiel est présenté
sur la Fig. 2.11. Notons que dans la plage de température à laquelle nous nous placerons, cette
contribution au potentiel BKS sera négligeable.
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i− j Ai j [eV] Bi j [Å
−1

] Ci j [eV.Å6
] εi j [eV] σi j [Å]

O-O 1388.7730 2.76000 175.0000 0.001051023 1.779239
O-Si 18003.7572 4.87318 133.5381 0.003097867 1.313635
Si-Si 0 0 0 0 0

TAB. 2.3 – Paramètres d’interactions du potentiel BKS (2.25) utilisé pour simuler la silice.

FIG. 2.11 – Réprésentation du
potentiel BKS défini par l’équa-
tion (2.24) (en pointillés) et du
potentiel (2.25) (traits continus)
qui sera utilisé dans nos simu-
lations. Nous remarquons la di-
vergence du potentiel BKS dans
le cas des interactions Si − O et
O−O, corrigée par l’ajout du po-
tentiel Lennard-Jones (30−6).
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Dans l’expression du potentiel (2.25), si la partie à courte portée est traitée numériquement
en la tronquant en rSR = 5.5 Å, la partie coulombienne demande plus d’attention. Le potentiel
électrostatique total d’un système contenant N charges ponctuelles s’écrit :

Ucoul =
1
2 ∑

n

(
N

∑
i, j=1

qiq j

| ri − r j +n |

)
(2.26)

où la somme sur les répliques n = (n1Lx,n2Ly,n3Lz) de la cellule de simulation (Lx,Ly,Lz) ne
tient pas compte du terme i = j lorsque n1 = n2 = n3 = 0. Du fait de la périodicité et de la taille
finie de la cellule de simulation, l’expression (2.26) converge. Dans ce cas, nous avons opté pour
deux méthodes suivant le nombre de particules considérées. Pour N ≤ 8016, nous avons opté
pour une méthode d’Ewald classique [14, 15], et pour N > 8016, nous avons utilisé une mé-
thode particle-particle particle-mesh (PPPM) [24]. Afin de présenter ces deux méthodes, nous
allons réécrire l’Éq. (2.26), sous une forme plus compacte en omettant la somme sur les cel-
lules répliquées de la cellule principale de simulation. Ainsi, en soustrayant et ajoutant un terme
correspondant physiquement à l’énergie électrostatique d’un système de sphères chargées, avec
une densité ρ̂i(r), centrées sur les positions des particules, l’Éq. (2.26) devient :
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Ucoul =
1
2

N

∑
i=1

N

∑
j 6=i

[
qiq j

ri j
−

ZZ

ρ̂i(r)ρ̂ j(r’)
| r− r’ | drdr’

]
+

1
2

N

∑
i=1

N

∑
j=1

ZZ

ρ̂i(r)ρ̂ j(r’)
| r− r’ | drdr’−

1
2

N

∑
i=1

ZZ

ρ̂i(r)ρ̂i(r’)
| r− r’ | drdr’ (2.27)

Le premier terme dans (2.27) entre crochets correspond aux particules interagissants via une
interaction à courte portée qui devient nulle au-delà du recouvrement ρ̂iρ̂ j. Le second terme
représente l’énergie de Coulomb d’une distribution de charges ρ̂(r) = ∑N

i ρ̂i(r), et le dernier
terme est la self-énergie.
La méthode d’Ewald, comme la méthode PPPM, utilise une distribution Gaussienne pour les
ρ̂i(r) :

ρ̂i(r) = qi

(
α2

π

)3/2

exp(−α2(r− ri)
2) (2.28)

En insérant (2.28) dans (2.27), il vient :

Ucoul =
1
2

N

∑
i=1

N

∑
j 6=i

qiq j

ri j
erfc

(
αri j√

2

)
+

1
2

ZZ

ρ̂(r)ρ̂(r’)
| r− r’ | drdr’− α√

2π

N

∑
i=1

q2
i (2.29)

où, erfc(x)= 2π−1/2 R ∞
x exp(−t2)dt, est la fonction erreur complémentaire. Les méthodes d’Ewald

et PPPM diffèrent dans le traitement du second terme de l’expression (2.29) :

1
2

ZZ

ρ̂(r)ρ̂(r’)
| r− r’ | drdr’ = V ∑

k 6=0

4π

k2 ρ̂(k)ρ̂(−k) (2.30)

où V = Lx ×Ly ×Lz, et k = nx2πL−1
x x + ny2πL−1

y y + nz2πL−1
z z sont les vecteurs d’onde dans

l’espace réciproque, (x,y,z) étant les vecteurs unitaires de la cellule de simulation. La méthode
d’Ewald résout exactement le terme (2.30) analytiquement en utilisant (2.28) et (2.30), ce qui
conduit à l’expression suivante pour le potentiel Coulombien par la méthode d’Ewald :

UEwald
coul =

1
2

N

∑
i=1

N

∑
j 6=i

qiq j

ri j
erfc

(
αri j√

2

)
− α√

2π

N

∑
i=1

q2
i +

1
2V

∑
k 6=0

4π

k2 |S(k)|2 exp(−k2/2α2) (2.31)

où S(k) ≡ ∑N
i=1 qi exp(ik.ri) est le facteur de structure de charges.

Dans (2.31), le premier terme converge dans l’espace réel. Ainsi, pour gagner en temps de
calcul numérique, nous avons fixé un rayon de coupure rLRR = 9 Å. De même, le deuxième
terme dans (2.31), résolu par série de Fourier dans l’espace réciproque, converge aussi dans
l’espace des k. Ainsi, avons-nous là-aussi fixé un rayon de coupure kmax, ne conservant que les
vecteurs k <| kmax |. Dans nos simulations, le choix de kmax dépend de α et rLRR. Le paramètre
α pondère la vitesse de convergence dans l’espace réel et réciproque. Ainsi, plus α est grand,
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plus cette vitesse de convergence est élevée dans l’espace réel et petite dans l’espace résiproque,
et inversement. Nous avons choisi [25, 26] α = [1.35− 0.15. ln(δ)]/rLRR, où δ = 10−4 est la

précision que nous voulons atteindre, et kmax =
αL

π

√
− lnδ. Ainsi, le nombre de vecteurs k

utilisé dépend de cette précision. Typiquement, pour toute taille de système, α ≈ 0.3056, le
nombre de vecteurs k dépendant, lui, de la taille du système est, par exemple, égal à 14 pour
des systèmes de N = 8016 ions de silice dans une cellule cubique de taille L = 48.2694 Å.

Le coût en temps de calcul de la méthode d’Ewald varie comme N3/2, où N est le nombre
de particules. Ainsi, pour des systèmes de grandes tailles, une telle méthode n’est pas la plus
adaptée. C’est pourquoi, dans le cas où N > 8016, une méthode particle-particle particle-mesh

(PPPM) [24] a préférentiellement été usitée. En effet, il a été montré dans [25] qu’une telle
méthode varie comme N log(N). La méthode PPPM consite à traiter l’expression (2.30) par une
méthode numérique. Essentiellement, cette méthode assigne les densités de charges ρ̂(r) sur
une grille, et l’équation de Poisson pour les ρ̂(k) est alors résolue par une méthode de FFT 3D
sur cette grille. Ensuite, les champs électriques interpolés sur la grille sont alors transposés dans
l’espace réel sur les atomes. Une telle méthode a été implémentée dans le code LAMMPS [26].
Pour une bonne évaluation numérique de (2.30), une grille appropriée doit être utilisée pour
résoudre ρ̂i. Aussi, d’après l’expression (2.28), en fixant la précision à δ = 10−4, l’espacement
de la grille ∆ est alors fixé par 1/α∆≈ n, où n est le degré d’interpolation des champs électriques
(typiquement n = 8). Pour plus de détails sur cette technique, voir [24, 25].

Nous l’avons vu, la difficulté au niveau numérique dans la simulation d’un verre comme SiO2
réside dans le temps de calcul nécessaire pour rendre compte des interactions à longues portées.
En outre, il existe une contrainte supplémentaire liée à la variation rapide avec la distance, du
potentiel (2.25), contrainte qui impose dans nos simulations de Dynamique Moléculaire NVT
d’adapter le pas d’intégration h à ces variations. Rappelons, en effet, que l’écart quadratique
moyen de l’énergie totale dans notre système évolue, par l’utilisation de l’algorithme “Velocity-
Verlet” [12], comme le pas de temps h au carré. Une étude systématique devant être effectuée
pour chaque simulation, nous avons préféré utiliser un pas de temps couramment usité pour
simuler la silice avec le potentiel BKS [27, 158, 159, 168], donné par h = 1.6 fs (cf. Éq. (2.2-
2.4)).

Numériquement, les protocoles de production des verres de silice sont assez proches des pro-
tocoles expérimentaux utilisés notamment pour les verres manufacturés. Dans nos simulations,
la phase de production est elle-même divisée en trois phases :

Phase 1 : suivant les tailles de systèmes, un run d’équilibration à une température T = 5000
K est effectué, température pour laquelle les temps de relaxation de la silice sont très pe-
tits [158]. À cette température, 106 MDS ont été effectués (1.6 ns) pour les systèmes les
plus petits, et [1−5].105 MDS pour les systèmes les plus grands ([0.16−0.8] ns). D’autre
part, au cours de cette étape d’équilibration, plusieurs copies des configurations sont en-
regitrées à intervalles réguliers, ces copies servant de point de départ pour de nouveaux
runs d’équilibration avec de nouvelles distributions initiales des vitesses. Ces configura-
tions sont alors équilibrées sur autant de MDS, et constituent un ensemble statistique de
tailles L. Nous avons ainsi obtenu un ensemble de trois configurations par taille, sauf pour
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le système le plus grand contenant N = 42000 particules, où une seule configuration a pu
être obtenue.

Phase 2 : à partir de l’état équilibré, une trempe est effectuée dans l’ensemble NVT en fai-
sant décroître linéairement la température du bain thermique, le système étant couplé à
ce bain. Une vitesse de refroidissement de 1.8 K/ps a été choisie, en accord avec les tra-
vaux de Vollmayr et al. [168]. Cette vitesse de trempe assure un moindre effet du taux
de refroidissement sur les propriétés statiques et dynamiques de la silice, compte tenu des
contraintes en temps de calcul. Notons que la vitesse de trempe utilisée dans nos simula-
tions est très grande par rapport à celle utilisée en laboratoire (de l’ordre de 0.1 K/s). Il faut
donc s’attendre à ce qu’il existe un effet des vitesses de trempe numérique sur les propriè-
tés statiques et dynamiques de nos verres de silice, rendant la comparaison avec les verres
expérimentaux délicate [168]. Ainsi, avec la vitesse de trempe utilisée, les verres simulés
“tombent” dans un état hors d’équilibre2 vers T ≈ 2851 K. Cette valeur de numérique de
Tg est largement supérieure à celle obtenue expérimentalement (voir note de bas de page),
ce pourquoi nous ne l’appelons pas Tg. Dans [168], les auteurs attribuent cet effet soit à
une mauvaise description de la température de transition vitreuse du modèle BKS, soit à
des effets de taille finie, sinon à des vitesses de trempes encore trop élevées pour utiliser
une loi de Volger-Fulcher pour les temps de relaxations (voir note de bas de page).

Phase 3 : l’état à T = 0 K atteint, les configurations subissent une minimisation à l’aide
de l’algorithme HFTN, ce qui assure que les particules se situent dans un minimum local
d’énergie.

Ces différentes phases de production ont été effectuées sur des systèmes de différentes tailles
dont les caractéristiques ainsi que les propriétés statiques dans l’état final à température nulle
vont être décrites dans la prochaine Section 2.3.2. Notons que ces calculs ont été effectués à
l’aide d’une version modifiée du code de calcul LAMMPS [26], qui implémente un algorithme
de parallélisation spatiale par décomposition de domaines. La plupart des calculs nécessaires
pour effectuer ces différentes phases de production ont été effectués sur les calculateurs IBM de
l’IDRIS et du CINES, représentant au total approximativement 150000 heures de temps CPU
effectif, pour des parallélisations de 4− 64 processeurs par calcul suivant la taille du système
simulé.

2 Une telle valeur est obtenue à partir des travaux de Vollmayr et al. [168], qui estiment la variation de Tg(γ)
(où γ = 1.8 K/ps dans nos simulations) à partir de la forme fonctionelle Tg(γ) = T0 −B[ln(γA)]−1, avec T0 = 2525
K, B = 2625 K et A = 1.8× 10−16 s/K. Une telle forme assume alors une dépendance du temps de relaxation
τ(T ) du système de type Vogel-Fulcher, i.e. τ(T ) = Aexp [B/(T −T0)], stipulant par conséquent que le système
devient hors d’équilibre à la température à laquelle le temps de relaxation est de l’ordre de l’échelle de temps
du taux de refroidissement, i.e. τ(Tg) = γ−1. Néanmoins, ces auteurs relèvent que la valeur de T0, représentant la
température de transition vitreuse qui serait observée pour un taux de refroidissement infinitésimal (par exemple,
expérimentalement avec γ = 0.1 K/s), est largement supérieure à celle obtenue expérimentalement, i.e. Tg = 1450
K en assumant que Tg ne dépend que très peu de γ expérimentalement, donc T0 ≈ Tg.
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2.3.2 Propriétés statiques

Une fois la donnée du potentiel (2.25), des méthodes de calculs des interactions à longues
portées et des protocoles numériques de production des verres de silice, présentons plus pré-
cisément les systèmes étudiés. Nos verres modèles de silice ont été choisis à une densité ρ =
2.37g/cm3 plus élevée que celle de la silice réelle à 2.2g/cm3 [146]. Ce choix est dû à l’utili-
sation de troncatures numériques dans le calcul du potentiel (2.25), qui conduisent, aux tempé-
ratures regardées ici, à une densité plus élevée à pression équivalente. Cet effet a notamment
été montré dans [162] pour l’utilisation du potentiel TTAM, et un tel choix de densité pour nos
simulations s’appuie sur les travaux de Horbach et al. [156]. Différentes tailles de systèmes ont
alors été étudiées, leurs propriétés statiques à T = 0 K étant présentées dans le Tab. 2.4.

N L (Å) 〈P〉 (GPa) 〈NBO〉 (%) 〈BO〉 (%) 〈O3〉 (%)
1002 24.1348 0.031 0.224 99.55 0.224
3006 34.808 0.432 0.049 99.75 0.233
8016 48.2694 0.419 0.049 99.77 0.175

24048 69.616 0.447 0.027 99.76 0.206
42000 83.8326 0.501 0.039 99.70 0.261

TAB. 2.4 – Caractéristiques de l’état à T = 0 K des verres de silices simulés, en fonction du
nombre de particules. Les moyennes 〈·〉 sont effectuées sur un ensemble de trois configurations
par taille, sauf pour le système de plus grande taille, où une seule configuration a été utili-
sée. Présentées aussi sur ce tableau, les valeurs moyennes des oxygènes non-pontants (NBO),
pontants (BO), et tricoordonnés (O3) en fonction de la taille des systèmes.

Nous remarquons sur le Tab. 2.4, que l’état de pression moyenne à T = 0 K est à peu près
égal à 0.4 GPa. Néanmoins, cet état de pression ne modifie guère les propriétés statiques de nos
matériaux. Pour s’en convaincre, nous avons tracé sur la Fig. 2.12, les fonctions de corrélations
de paires gαβ(r) (2.10), où α,β ∈ {Si,O}, pour les entités Si−Si (ligne continue), Si−O (ligne
en pointillés), et O−O (ligne en pointillés longs alternés), fonctions calculées pour un système
contenant N = 24048 ions à T = 0. Le comportement de ces fonctions gαβ(r) est en relativement
bon accord avec les précédents travaux réalisés sur de la silice amorphe à T = 0 K [168, 167].
D’autre part, sur le Tab. 2.5, nous avons comparé le résultat des positions des pics mesurés
sur la Fig. 2.12, avec les positions des mêmes pics tirés d’expériences [145, 147, 164]. Nous
remarquons que les positions des premières et secondes couches de voisins dans nos simulations
pour chaque entité {Si,O} sont en bon accord avec les données expérimentales.

Si les fonctions de distributions de paires renseignent quant à la structure de couche, l’ab-
sence de dépendance angulaire dans ces fonctions ne nous permet pas d’accéder à l’agen-
cement géométrique des entités {Si,O}. Pour obtenir cette donnée, nous avons tout d’abord
quantifié la coordinence Cαβ des entités α,β ∈ {Si,O}. Ainsi, les nombres de coordination
moyens sont 〈CSi−O〉 ≈ 4.00368 pour la paire Si−O, 〈CO−Si〉 ≈ 2.00174 pour la paire O−Si,
〈CSi−Si〉 ≈ 4.07268 pour la paire Si−Si, et finalement 〈CO−O〉 ≈ 6.15818 pour la paire O−O,
où la moyenne 〈·〉 est effectuée sur un ensemble de configurations de différentes tailles. Notons
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que ces valeurs sont en bon accord avec les travaux de Horbach et al. [156] à T = 2750 K, et de
Vollmayr et al. [168] à T = 0 K.

BKS (Å) Expériences (Å)
Si−Si 1er pic 3.132±0.015 3.12a 3.077c

2ème pic 5.004±0.059 5.18a

Si−O 1er pic 1.609±0.003 1.62a 1.608b

2ème pic 4.133±0.041 4.15a

O−O 1er pic 2.611±0.014 2.65a 2.626b

2ème pic 5.004±0.050 4.95a

TAB. 2.5 – Positions des 1er et 2ème pics dans la fonction de distribution de paire gαβ(r) de la
silice, comme celle représentée sur la Fig. 2.12, où α,β ∈ {Si,O}. Nous comparons les données
issues de nos simulations (BKS) à T = 0 K, avec celles issues des expériences réalisées par
Mozzi et al. aRéf. [147], Grimley et al. bRéf. [145] et Konnert et al. cRéf. [164].

Nous avons vu que la silice amorphe peut être représentée par un réseau aléatoire de tétra-
hèdres SiO4 interconnectés, les noeuds de ce réseau étant les oxygènes aux sommets de ces
tétrahèdres. Ce modèle de structure impose un angle intra-tétrahédrique O− Si−O proche de
l’angle théorique de 109.47◦ pour un tétrahèdre idéal. Le deuxième angle caractérisant ce ré-
seau, i.e. l’angle inter-tétrahédrique Si−O−Si, n’a de nos jours pas de valeur fixe, étant estimé
entre 142◦ et 155◦. Numériquement, sa valeur diffère aussi suivant la méthode de Dynamique
Moléculaire utilisée, i.e. classique ou ab initio (CPMD). En outre, Benoit al. [165] ont montré
que celui-ci se déplaçait vers les petits angles avec l’utilisation de calculs CPMD par rapport
à sa valeur obtenue par une méthode de MD classique. Dans nos simulations, nous notons que
le nombre de coordinence 〈CSi−O〉 ≈ 4 possède une valeur en accord avec la représentation
SiO4 de la silice amorphe. D’autre part, nous constatons d’après les nombres de coordinence
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〈CO−O〉 ≈ 6 et 〈CSi−Si〉 ≈ 4, que la plupart des atomes de silicium ont pour second voisins en
moyenne quatre atomes de silicium, tandis que chaque atome d’oxygène possède en moyenne
six second voisins d’oxygène. Par conséquent, ces résultats semblent montrer que la structure
locale de nos matériaux tend vers une géométrie du type réseau aléatoire de tétrahèdres SiO4.

Si cette structure de réseau aléatoire de tétrahèdres interconnectés se vérifie dans nos système,
il nous faut quantifier désormais les valeurs des angles Si−O− Si et O− Si−O, notamment
afin de vérifier que la pression moyenne ∼ 0.4 GPa n’infère pas sur cette structure. Pour cela,
nous avons effectué une mesure des distributions des angles inter/intra-tétrahédriques pour dif-
férentes tailles de systèmes. Ces distributions sont présentées sur la Fig. 2.13. D’autre part,
nous avons mis en commun nos mesures avec celles obtenues expérimentalement et numéri-
quement, dans le Tab. 2.6, pour de la silice dans un état thermodynamique proche de celui que
nous nous sommes donné pour nos simulations. Sur ce Tab. 2.6, nous avons de plus ajouté
les valeurs expérimentales et numériques des largeurs à mi-hauteur des distributions angulaires
inter/intra-tétrahédriques. Nos données se situent sur ce tableau dans la partie “Simulations”,
dans la deuxième colonne, et semblent être en bon accord avec l’ensemble des données issues
de la littérature.

Simulations
Réf. [165] Réf. [167] Réf. [168]

O−Si−O 108.45◦ (14.5◦) 109◦ (16◦) 109.43◦ (15.5◦) 108.3◦ (12.8◦)
Si−O−Si 151.47◦ (35.6◦) 145◦ (36◦) 155◦ (38◦) 152◦ (35.7◦)

Expériences
Réf. [147] Réf. [148] Réf. [149] Réf. [150]

O−Si−O 109.5◦ 109.7◦ 109.47◦

Si−O−Si 144◦ (38◦) 142◦ (26◦) 144◦, 152◦ 148.3◦ (27◦)

TAB. 2.6 – Positions et, entre parenthèses, largeurs à mi-hauteur des distributions des angles
O−Si−O et Si−O−Si dans la silice, valeurs mesurées dans nos simulations (2ème colonne),
ainsi que dans diverse simulations et expériences. Les valeurs issues de nos simulations sont
moyennées sur un ensemble de 3 configurations par taille, et sur les tailles (voir Fig. 2.13). Nous
remarquons le bon accord de nos données avec les données numériques et expérimentales que
l’on trouve dans la littérature. Nous remarquons d’autre part, qu’hormis le calcul numérique
CPMD [165], les valeurs des angles Si−O− Si issues de la MD classique sur-estiment les
valeurs expérimentales.

Nous remarquons sur la Fig. 2.13 que la distribution des angles inter-tétrahédriques fait ap-
paraître un dédoublement pour la taille de système la plus petite (N = 3006), comme constaté
dans [165]. Fort justement, ces auteurs argumentent qu’un tel dédoublement est dû à un effet de
taille dans leur systèmes. Nous voyons aussi un tel effet de taille, puisque pour les systèmes les
plus grands, le dédoublement en question disparaît. Ce résultat est en accord avec [160]. Notons
que cet effet de taille finie n’est pas sans rappeler celui apparaissant, dans le cas des verres de
Lennard-Jones, sur les distributions des contraintes gelées ti j (cf. Fig. 2.5 p. 22), aussi bien que
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sur les distributions des éléments de matrice dynamique mi j (cf. Fig. 2.6 p. 23), pour les sys-
tèmes de petites tailles. Rappelons que ces quantités sont une mesure du désordre, tout du moins
de la dispersité des coefficients élastique comme une conséquence du désordre positionel, dans
nos verres polydisperses de Lennard-Jones. Dans la silice, l’image en terme de réseau SiO4
aléatoire induit un effet du désordre dans les connectivités des atomes d’oxygènes (sommets
des tétrahèdres SiO4) par exemple, comme dans les connectivités des atomes de silicium. Il faut
alors comprendre la distribution des angles inter-tétrahédriques comme une mesure identique à
celle des (ti j,mi j) pour les verres de Lennard-Jones, à savoir, comme une mesure du désordre
positionnel entre entités SiO4. Il est alors possible de penser qu’à la disparition de l’effet de
taille finie suscité pourrait être associé un effet d’automoyennance du désordre, comme nous le
verrons dans le Chap. 3.

D’autre part, sur la Fig. 2.13, nous mesurons pour l’angle intra-tétrahédrique une valeur de
108.45◦± 19.17◦, et pour l’angle inter-tétrahédrique une valeur de 151.47◦± 29.18◦, en bon
accord avec ses valeurs expérimentales et numériques, comme montré sur le Tab. 2.6.

100 120 140 160 180

θ (deg)
0

0.01

0.02

0.03

0.04

0.05

P
(θ

)

N=3006
N=8016
N=24048
N=42000

O-Si-O

Si-O-Si

FIG. 2.13 – Fonctions de dis-
tributions angulaires des angles
inter- et intra-tétrahédriques dans
la silice à T = 0 K pour plu-
sieurs tailles de systèmes. Nous
remarquons que les positions des
pics de distribution sont indépen-
dantes de la taille considérée. En
revanche, l’effet de taille se fait
resentir par un dédoublement de
la distribution des Si−O−Si, ef-
fet disparaissant avec l’augmen-
tation de la taille des systèmes.
Un ensemble de 3 configurations
par taille a été utilisé.

Comme discuté plus haut, le désordre à T = 0 K dans la silice s’immisce dans les connec-
tivités des atomes d’oxygènes constituants les sommets des tétrahèdres SiO4, comme dans les
connectivités des atomes de silicium [156, 168]. Outre la donnée de la distribution des angles
inter-tétrahédriques Si − O − Si, nous avons porté une attention particulière aux défauts de
connectivités de ces oxygènes. C’est pourquoi, dans le Tab. 2.4, nous avons présenté ces dé-
fauts en terme de pourcentages d’oxygénes non-pontants (NBO), i.e. oxygènes ne possèdant
qu’une liaison avec un atome Si, et d’oxygènes tricoordonnés (O3), i.e. oxygènes possédants
trois liaisons avec des atomes Si. En contrepartie, sur ce même tableau, sont représentés les
pourcentages d’oxygènes pontants (BO) qui constituent les sommets interconnectés des entités
SiO4, et expliquent la valeur du nombre de coordinence 〈CO−Si〉 ≈ 2.00174. Notons que les
moyennes 〈·〉 pour les NBO, BO et O3 sont effectuées sur l’ensemble de 3 configurations par
taille disponible à T = 0. Nous remarquons, sur le Tab. 2.4, que pour le système le plus petit
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que nous ayons (N = 1002), le pourcentage moyen de NBO est beaucoup plus élevé que pour
les tailles les plus grandes, celui-ci diminuant avec l’augmentation de la taille du système. Dans
[168], les auteurs montrent que pour le taux de refroidissement le plus faible qu’ils ont regardé,
i.e. γ = 4.4 K/ps, le pourcentage de NBO et de O3 est de l’ordre de 0.2% à T = 0 K, en accord
avec ce qui est observé dans nos simulations, et présenté sur le Tab. 2.4.

Dans cette partie, nous avons présenté brièvement les caractéristiques statiques des verres de
silice simulés à l’aide du potentiel BKS et des techniques de Dynamique Moléculaire classique
présentées dans les Sections 2.1.1 et 2.1.2. Nous avons montré que ces verres de silice à T = 0
K possèdent des propriétés statiques en accord avec celles obtenues dans la littérature, aussi
bien numériquement qu’expérimentalement pour certaines de ces propriétés. En outre, l’accord
de nos données avec celles issues des travaux de Vollmayr et al. [168] sur un verre de silice
simulé avec le même potentiel, et à la même température, valide nos verres modèles.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons tout d’abord effectué une présentation des techniques numé-
riques utilisées pour les différents travaux présentés dans cette thèse, à savoir, la méthode de
Dynamique Moléculaire classique NVT, ainsi qu’une technique de minimisation dite HFTN.
Ces différentes techniques numériques ont, en premier lieu, été appliquées à des verres modèles
de type Lennard-Jones faiblement polydisperses, notamment en mettant en oeuvre deux types
de protocoles de production pour l’obtention de ces verres. Nous avons alors présenté les pro-
priétés statiques de ces verres athermiques, notamment en attachant une attention particulière
au rôle des contraintes gelées dans ces verres modèles, ainsi qu’à l’influence des vitesses de
refroidissement, inhérentes à la phase de production des verres, sur l’état à température nulle.
Nous avons alors montré que les contraintes gelées étaient plus importantes dans le cas d’un
refroidissement rapide, par rapport à leur contribution à l’état à température nulle dans le cas
d’un refroidissement lent. En revanche, nous avons relevé le fait que celles-ci ne faisaient pas
apparaître de structures caractéristiques corrélées à longue portée, auxquelles pourraient être
attribuées des propriétés propres aux solides amorphes, rappelant ainsi que leur contribution
principale réside dans le maintien de l’équilibre mécanique des verres étudiés.

Les propriétés dynamiques des verres Lennard-Jones ont été abordées dans le cadre de la
théorie de Couplage de Modes à 2D. Il nous a été alors possible d’estimer la température cri-
tique de couplage de mode Tc à 2D, et de tester la validité de la théorie MCT proche de Tc dans
nos systèmes. Nous avons alors montré que la théorie MCT ne décrivait pas correctement le
comportement de la constante de diffusion, effet attribué à l’existence d’hétérogénéités dyna-
miques, contrôlant le ralentissement critique caractéristique de la transition vitreuse.

Enfin, en dernier lieu, nous avons présenté un modèle permettant de simuler la silice, et avons
décrit les méthodes numériques appropriées pour modéliser convenablement un tel verre. Nous
avons alors présenté un protocole numérique adapté à une telle modélisation. Les propriété
statiques des verres de silice obtenus ont été présentées et comparées à un certain nombre de
références bibliographiques expérimentales aussi bien que numériques. Il s’avére que les verres
obtenus dans nos simulations dans la limite de température nulle, possédent des propriétés sta-
tiques en bon accord avec de telles références.
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Le but de ce chapitre a été de présenter les outils numériques ainsi que les matériaux modéles
que nous allons étudier. Nous nous proposons dans le chapitre à venir d’effectuer diverses études
sur les propriétés élastiques de ces matériaux à 2D et à 3D.



CHAPITRE 3

ÉLASTICITÉ À 2 ET 3 DIMENSIONS DANS

UN VERRE

3.1 Rappel sur l’élasticité continue à 2D et 3D

La théorie classique continue de l’élasticité décrit le comportement élastique d’un solide à
l’échelle macroscopique par l’intermédiaire du comportement d’éléments de volume élémen-
taires interagissant par des forces de courte portée. Sa principale hypothèse repose sur le fait
qu’un système peut être entièrement décrit par la donnée d’un champ de vecteur de déplacement
u(r) décrivant, lui, le déplacement d’un élément de volume par rapport à sa position d’équilibre
r. Le but de la théorie classique continue de l’élasticité est d’essayer de relier la déformation
subie par un matériau aux propriétés mécaniques du matériau étudié et notamment à l’évolu-
tion de la contrainte à l’intérieur du matériau sous l’effet de cette déformation. On appelle loi
de comportement une relation qui exprime le tenseur des contraintes actuel sur un élément de
volume en fonction du mouvement passé et des changements d’états que cet élément a subi. Les
lois de comportement se traduisent par une expression mathématique du tenseur des contraintes
en fonction de grandeurs mécaniques et thermodynamiques. La donnée d’une loi de comporte-
ment doit vérifier un certains nombres de principes (causalité, universalité, second principe de la
thermodynamique), tout comme un milieu élastique doit vérifier au moins ces deux principes :

1. Il existe pour chaque particule un état naturel dans lequel le tenseur des contraintes σ à la
température T0 est nul. On suppose alors qu’il existe une configuration initiale du milieu
continu dans laquelle toutes les particules sont dans un état naturel.

2. Le tenseur des contraintes à l’instant t ne dépend que de la déformation mesurée à partir
de la configuration initiale.

Notons que nous ne spécifions pas ici l’hypothèse fondamentale de réversibilité qui caractérise
les systèmes élastique, néanmoins, nous supposerons cette propriété vérifiée pour nos systèmes.
Dans ces conditions, on peut s’attendre à ce que les tenseurs des contraintes et des déformations
soient reliés par une loi de comportement σ = G(Lt0,t), où L est le tenseur de Green-Lagrange :

L =
1
2

(
graduL +gradT uL +gradT uL⊗graduL

)
(3.1)
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et le champ de déplacement uL suit la prescription de Lagrange [16]. Dans un milieu élastique
linéaire, la fonction G est affine et la loi de comportement contrainte/déformation est alors
donnée par la relation :

σ = K⊗L ⇐⇒ σi j = Ki jklL
kl (3.2)

où K est un tenseur du 4ème ordre à 81 composantes. Si les déformations sont petites, le tenseur
de Green-Lagrange (3.1) est linéarisé et conduit à l’expression suivante :

L ≈ 1
2

(
gradu+gradT u

)
≡ ε = Sym(gradu) (3.3)

où ε est appelé tenseur des petites déformations et constitue la partie symétrique du tenseur
gradu. L’avantage d’utiliser ce formalisme de Lagrange réside dans le fait que si l’on effectue
un développement en puissances de ε, les coefficients de ce développement vérifient automa-
tiquement l’invariance par rotation. De plus, suite aux propriétés de symétrie de σi j et εi j, les
composantes du tenseur K vérifient Ki jkl = K jikl = Ki jlk = K jilk ce qui réduit le nombre de
constantes élastiques de 81 à 36. Enfin, en suivant la méthode de Landau [17], l’énergie libre
par unité de volume δE pour une transformation adiabatique réversible est reliée au tenseur
des contraintes par la relation σi j = ∂δE/∂εi j. Or, δE étant une différentielle exacte, le tenseur
K possède donc la symétrie Ki jkl = Kkli j, réduisant encore le nombre de constantes élastiques
indépendantes de 36 à 21. Finalement, pour un matériaux homogène isotrope élastique, les pro-
priétés de symétrie réduisent encore ce nombre de composantes pour aboutir à l’existence de
deux constantes élastiques indépendantes, les coefficients de Lamé λ et µ, et la relation (3.2)
devient :

Ki jkl = λδi jδkl +µ(δikδ jl +δilδ jk) (3.4)

σi j =

(
λ+

2µ

d

)
δi jTr(ε)+2µ

(
εi j −

1
d

δi jTr(ε)
)

(3.5)

où d est la dimension spatiale. Il est souvent préférable d’utiliser des coefficients élastiques dé-
rivés des coefficients λ et µ comme par exemple le module d’Young E et le module de Poisson ν
donnés à 3D par E = µ(3λ+2µ)/(λ+µ) et ν = λ/(2λ+2µ), et à 2D par E = 4µ(λ+µ)/(λ+2µ)
et ν = λ/(λ + 2µ). Physiquement, le module d’Young mesure le rapport de la contrainte uni-
axiale sur l’élongation soit la résistance en traction uniaxiale du matériau, quant au coefficient
de Poisson, celui-ci quantifie le rapport des contraintes dans la direction d’application sur l’ex-
pansion dans la direction perpendiculaire à cette application. Notons que la théorie continue de
l’élasticité homogène soustend qu’à toute les échelles (i.e. au moins supérieure à 2−3 distances
interparticulaires pour que le continuum soit valable), le déplacement des particules moyenné
sur un volume suffisamment grand est affine 1, c’est-à-dire, que dans cette théorie, à toutes
les échelles, les atomes doivent répondre à l’excitation de plus grande longueur d’onde dans

1Au moins à 2D, en 1D, toute variation aussi petite soit-elle d’une constante élastique locale suffit à déstabiliser
l’affinité des déplacements, le bruit dans le champ résiduel à l’écart au champ affine augmentant avec la taille du
système [4, 102].
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le domaine de la réponse élastique linéaire, si le système est, par exemple, soumis à une sol-
licitation extérieure. Comme DiDonna et Lubensky [102] ont pu le relever, ce comportement
affine ne se retrouve pas dans tous les systèmes. Le seul système pour lequel une telle hypothèse
est vérifiée y compris à l’échelle microscopique est un solide périodique possédant un atome
par maille. Tout autre type de solide cristallin ou polycristallin possédant plus d’un atome par
maille ou bien une structure de maille complexe exhibe à l’échelle microscopique une déforma-
tion non-affine [103]. Nous verrons par la suite, que cette hypothèse forte de la théorie continue
homogène de l’élasticité classique ne se vérifie dans nos systèmes qu’à des échelles supérieures
à une certaine échelle caractéristique dépendant de la dimension.

Mentionnons, que la théorie classique de l’élasticité continue homogène et isotrope vérifie
les quatres principes de conservation élémentaires de la physique classique : conservation du
moment linéaire, de la masse, du moment angulaire et de l’énergie. En outre, comme montré
dans [17], le principe de conservation du moment linéaire conduit à l’équation linéarisée du
mouvement pour les ondes élastiques en absence de force extérieure :

ρ
∂2ui

∂t2 = ∑
j

∂σi j

∂x j
(i, j) = 1,d (3.6)

qui, en utilisant les relations (3.4,3.5) conduit à l’expression de propogation des ondes élastiques
dans un milieu élastique homogène et isotrope en absence de force extérieure :

ρüi = (Ki jkluk,l), j où (i, j,k, l) = 1,d (3.7)

⇔ ρ
∂2u

∂t2 = (λ+µ)∇(∇.u)+µ∇2u (3.8)

où ρ est la masse volumique du matériaux, avec la convention uk,l ≡ ∂uk/∂ul . Notons que pour
un milieu hétérogène isotrope pour lequel λ = λ(r) et µ = µ(r), cette équation devient :

ρ
∂2u

∂t2 = (λ+µ)∇(∇.u)+µ∇2u+∇λ(∇.u)+2∇µ.
1
2
[∇u+u∇] (3.9)

où nous avons là aussi supposé l’absence de terme de force extérieure. Cette dernière équation
(3.9) ne peut être résolue que sous certaines conditions. En outre, un certain nombre de traite-
ments alternatifs sont utilisés pour la résoudre dans son cas le plus général à l’aide de méthodes
de milieux effectifs [209, 210, 211, 212], de méthodes perturbatives [216], ou bien encore à
l’aide de techniques issues du Groupe de Renormalisation en incluant du désordre corrélé et
non-diagonal [217]. La résolution de l’équation (3.8) s’effectue en utilisant la formulation de
Helmholtz, soit en décomposant le champ vectoriel u(r) en une composante scalaire et un po-
tentiel vecteur :

u ≡ ∇φ+∇×ψ /





φ̈ = C2
L∇2φ avec C2

L =
λ+2µ

ρ

ψ̈ = C2
T ∇2ψ avec C2

T =
µ

ρ

(3.10)
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où le potentiel vectoriel ψ vérifie ∇.ψ = 0. La première équation de (3.10) est une équation de
propagation pour les ondes élastiques de compression ou longitudinales, tandis que la deuxième
équation de (3.10) est celle pour les ondes rotationelles ou transverses. Notons que puisque λ et
µ sont positifs, la vitesse des ondes longitudinales est toujours plus grande que celle des ondes
transverses dans un solide élastique isotrope.

Dans nos verres périodiques, la résolution des deux équations de (3.10) conduit à des so-
lutions de type ondes planes (∝ exp(k.r−ω.t)), où le vecteur d’onde k est quantifié par la
taille finie de la boîte de simulation à 2D comme (kx,ky) = (2π/L)(n,m), et à 3D comme
(kx,ky,kz) = (2π/L)(l,m,n), faisant apparaître les nombres quantiques n,m, l = 0,±1, . . .. La
longueur d’onde associée à un mode de vibration p défini par la donnée de ces nombres quan-
tiques s’écrit alors comme :

λ(p) =
2π

‖ k ‖ =





L

(n2 +m2)1/2
à 2D

L

(l2 +m2 +n2)1/2
à 3D

(3.11)

et en utilisant la relation de dispersion ω =CT,Lk pour les ondes longitudinale et transverse (liée
à la forme des solutions cherchées), nous définissons les fréquences sans dimensions pour un
mode p de vibration :

yT,L(p) =
ω(p)L

2πCT,L
=





n2 +m2 à 2D

l2 +m2 +n2 à 3D
(3.12)

La discrétisation des modes de vibrations par les nombres quantiques (n,m, l) à 2D et à 3D
conduit à une dégénérescence pour le mode p considéré . À 2D, cette dégénérescence est de
8 si le jeu de nombres quantiques n 6= m 6= 0, et de 4 ou de 1 dans tous les autres cas. À 3D,
la situation est plus complexe, notamment il faut tenir compte de la bi-polarisation des ondes
transverses, et la dégénérescence pour un mode p s’exprime pour chaque polarisation comme
étant de 6, si l 6= 0 et n = m = 0, de 12 si l = m 6= 0 et n = 0, de 8 si l = m = n 6= 0, de 24 si
l 6= m 6= 0 et n = 0, et ainsi de suite... Dans nos simulations numériques, où nous connaissons
toutes les forces interatomiques et les positions des particules, il est utile de connecter cette
théorie continue de l’élasticité linéaire avec le formalisme discret des systèmes à forces centrales
dans la théorie du cristal harmonique. Nous allons ainsi développer cette approche et montrer
comment chercher une solution au problème (3.7,3.10) revient à résoudre un problème aux
valeurs propres applicable à nos systèmes numériques.

Connection avec la théorie classique harmonique

Soit un ensemble de N particules dont chaque particule se situe sur les sites R d’un réseau.
Nous supposerons la position moyenne d’équilibre de chaque particule comme étant un site
d’un réseau, et associerons à chaque particule un site R d’un réseau particulier autour duquel
la particule oscille. D’autre part, nous supposerons que chaque particule ne peut s’éloigner de
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sa position d’équilibre que sur une distance très petite par rapport à la distance interatomique
avec ses particules voisines à l’équilibre. Dans ces conditions, notons r(R) la position de la
particule dont la position moyenne d’équilibre est R, et écrivons la déviation par rapport à
cette position moyenne comme r(R) = R + u(r). De même, étant donné un potentiel de paire
modélisant l’interaction des N particules sur ce réseau, la somme de toutes les contributions

donnant l’énergie potentielle totale du système est U =
1
2

∑R R’ Φ(R−R’) =
N

2
∑R6=0 Φ(R).

En introduisant le terme de déviation à la position d’équilibre, l’énergie potentielle devient

U =
1
2

∑R R’ Φ(r(R)− r(R’)) =
1
2

∑R R’ Φ(R−R’ + u(R)− u(R’)). Dès lors, il est possible

d’effectuer un développement de Taylor de l’expression précédente :

U =
N

2 ∑Φ(R)+
1
2 ∑

R R’
(u(R)−u(R’)).∇Φ(R−R’)+

1
4 ∑

R R’
[(u(R)−u(R’)).∇]2Φ(R−R’)+ . . . (3.13)

et, utilisant le fait qu’à l’équilibre la force sur chaque particule du réseau est nulle, le terme
linéaire ∇Φ(R−R’) disparaît. L’énergie potentielle s’écrit alors comme la somme d’un terme

d’équilibre
N

2
∑Φ(R), et d’un terme harmonique qui s’exprime comme :

Uharm =
1
4 ∑

R R’
α,β=x,y,z

[uα(R)−uα(R’)]Φαβ(R−R’)[uβ(R)−uβ(R’)] (3.14)

Φαβ(r) =
∂2Φ(r)
∂rα∂rβ

(3.15)

Le potentiel (3.14) est souvent ré-écrit sous la forme Uharm =
1
2

∑R R’
α,β

uα(R)Mαβ(R−R’)uβ(R’)

définissant la matrice harmonique Mαβ(R−R’) = δR,R’ ∑R” Φαβ(R−R”)−Φαβ(R−R’). Cette
matrice harmonique possède les propriétés de symétrie suivantes :

Mαβ(R−R’) = Mβα(R’−R) = Mβα(R−R’) (3.16)

et vérifie l’invariance par translation sous un déplacement global du système u(R) = b via la
règle de somme :

∑
R

Mαβ(R) = 0 (3.17)

règle équivalente à imposer que la somme des forces sur chaque particule est nulle. Ainsi,
dans nos simulations, en utilisant les tensions et constantes de raideurs ti j = ∂Φ(Ri j)/∂Ri j et
ci j = ∂2Φ(Ri j)/∂R2

i j apparaissant dans l’Éq. (2.13) de la précédente Section 2.2.2, où (i, j) sont
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les index des particules i et j, la matrice (3.15) devient en tenant compte du développement de
Mαβ(R−R’) :

Miα, jβ ≡−
δαβ

Ri j
.
∂Φ(Ri j)

∂Ri j
−

(Riα −R jα).(Riβ −R jβ)

Ri j
.

∂

∂Ri j

(
1

Ri j
.
∂Φ(Ri j)

∂Ri j

)
=

ti j

Ri j
(ni j,αni j,β −δαβ)− ci jni j,αni j,β (3.18)

pour i 6= j, et où le vecteur ni j est le vecteur unitaire selon la direction du lien entre les
particules i et j. De plus la règle de somme (3.17) s’applique dans notre problème comme
Miα,iβ = −∑ j 6=i Miα, jβ. Les (dN) équations du mouvement pour un système monoatomique
s’écrivent alors en fonction de Mαβ(R−R’) comme :

mü(R) = −∂Uharm

∂u(R)
= −∑

R’
M(R−R’)u(R’) (3.19)

où m est la masse des particules (égale à 1 dans nos simulations). Nous voyons alors com-
ment les problèmes (3.7,3.10) se transposent vers la résolution de l’équation (3.19) qui s’écrit
sous forme compacte comme l’équation d’Euler-Lagrange mü+M.u = 0 . La recherche de

solutions de type ondes planes (∝ exp i(k.r−ω.t)) transforme le problème d’Euler-Lagrange
ci-dessus en un problème aux valeurs propres (mω2 −M).I = 0. Ainsi, dans nos verres à tem-
pérature nulle pour lesquels l’approximation harmonique reste valable, afin de résoudre les
équations de propagation des ondes élastiques (3.7,3.10,3.19) dans nos matériaux, nous avons
à déterminer la matrice dynamique (3.18) pour nos systèmes et à la diagonaliser afin d’ob-
tenir les valeurs propres et vecteurs propres associés au problème d’Euler-Lagrange, la don-
née de ces modes propres de vibration nous permettant ainsi d’obtenir entre autres la densité
des modes de vibration, quantité mesurable expérimentalement dans des verres de silice par
exemple [64, 177, 178, 179, 180, 182], ou bien des verres de polymères [191, 192, 193, 194]
comme nous le présenterons plus loin. Nous allons présenter brièvement maintenant la prédic-
tion théorique de cette densité d’état pour un cristal harmonique selon la méthode de Debye.

Par définition la densité d’états des modes normaux de vibrations solutions du problème aux
valeurs propres associé au problème d’Euler-Lagrange s’écrit sous la forme :

g(ω) = ∑
s

Z

dk
(2π)d

δ(ω−ωs(k)) (3.20)

où s est l’indice de polarisation. L’approximation de Debye consiste à traiter les (dN) modes
de vibration de notre système comme étant indépendants dans la limite des grandes longueurs
d’ondes, le cristal pouvant alors être traité comme un continuum élastique. Chacune des branches
de vibration s possède alors la même relation de dispersion linéaire ω = csk et la somme dans
l’intégrale (3.20) est coupée sur une hypersphère de rayon kD choisie pour contenir exactement
autant de vecteurs d’ondes qu’il y a d’atomes N dans le cristal. En évaluant à 2D comme à 3D le
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nombre de modes dont le vecteur d’onde est inférieur kD, et en utilisant la relation de dispersion
définissant la pulsation de Debye ωD = cskD, nous obtenons :

gD(ω) =





2ω

ω2
D

avec, à 2D ωD =

(
8πρ

C−2
T +C−2

L

)1/2

3ω2

ω3
D

avec, à 3D ωD =

(
18π2ρ

2.C−3
T +C−3

L

)1/3
(3.21)

où nous avons remplacé les indices de polarisation s par la nature des ondes associées suivant
la dimension, T pour les ondes transverses (polarisation égale à 2 à 3D) et L pour les ondes lon-
gitudinales. Enfin, notons que dans certains cas la résolution du problème aux valeurs propres
associé au problème d’Euler-Lagrange n’est pas réalisable, la raison essentielle étant le nombre
trop grand d’équations à résoudre par diagonalisation exacte ou approchée de la matrice dyna-
mique (3.18). Dans ce genre de problèmes, il existe une autre méthode qui consiste à se placer
à une température proche de zéro de manière à se situer toujours dans l’approximation har-
monique, et à effectuer une simulation de Dynamique Moléculaire après distribution aléatoire
des vitesses à cette température en utilisant les méthodes développées dans le Chap. 2, Sec-
tion 2.1.1 afin de laisser le système vieillir à cette très basse température. Après la phase de
vieillissement effectuée, nous mesurons la fonction dite d’autocorrélation des vitesses pendant
un certain nombre de pas d’intégration de Dynamique Moléculaire (nous verrons de manière
plus technique cette méthode dans la Section 3.3), fonction définie comme :

C j
vv(t) =

〈
v j(t).v j(0)

v2
j(0)

〉
(3.22)

où v j(t) est la vitesse de la particule j à l’instant t. Alors, dans l’approximation harmonique, la
densité d’état peut être reliée à la fonction (3.22) par une transformée de Fourier [18] tempo-
relle :

g(ω) =
1
N

∑
j

Z ∞

−∞
eiωt .C j

vv(t).dt (3.23)

Notons que la fonction d’autocorrélation (3.22) étant une fonction paire du temps, seul le terme
en cosinus dans l’équation (3.23) contribue à la somme. Nous utiliserons cette méthode pour
obtenir la densité d’état des modes de vibrations dans nos verres modèles 3D.

3.2 Réponse à une déformation uniaxiale et de cisaillement : coefficients
élastiques et champ non-affine

La détermination des constantes élastiques d’un matériau constitue un des aspects les plus
importants de la physique des matériaux. En effet, avoir accès à la connaissance des coefficients
élastiques permet d’obtenir, naturellement, des informations sur la résistance et la stabilité du
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matériau, mais aussi de confronter des modèles de structures théoriques microscopiques par
exemple à des quantités macroscopiques mesurables expérimentalement.

La mesure des coefficients élastiques dans les matériaux constitue ainsi un véritable test ex-
périmental/théorique pour prédire des modèles de champs de forces atomiques. À l’évidence,
numériquement, le calcul de ces constantes élastiques nécessite des méthodes adaptées aux
simulations sur ordinateur et si possible conformes au language expérimental. Depuis les pre-
miers travaux numériques sur la détermination de ces coefficients élastiques dans des amorphes
métalliques [104, 105, 106], un grand nombre d’études théoriques pour la simulation ont été
développées [107]-[113] afin de tenir compte des structures des amorphes.

Nous allons développer très succintement ces méthodes, et ceci afin de les appliquer à nos si-
mulations. En outre, nous montrerons les limites de ces approches et la nécessité de tenir compte
de termes fluctuants [110, 115] dans le calcul des contraintes au niveau microscopique, termes
qui jouent un rôle y compris à température nulle, où l’effet de la température serait “remplacé”
par des fluctuations dans l’écart au champ de déplacement affine en réponse à une sollicitation
[116]. Ainsi, nous allons tout d’abord développer l’approche harmonique pour montrer com-
ment à partir des éléments de matrice dynamique il est possible d’obtenir une expression pour
les coefficients élastiques dans nos matériaux, moyennant une hypothèse affine dans les champs
de déplacements. Puis, en se basant sur des méthodes Parrinello-Raman [109, 112, 113], nous
développerons une approche thermodynamique [107, 110, 115] qui incluera l’effet de tempé-
rature dans le calcul numérique des constantes élastiques. Enfin, nous appliquerons ces deux
méthodes et montrerons comment estimer le terme de fluctuation à température nulle [116].

3.2.1 Approximation harmonique

Nous allons présenter dans cette partie l’expression des coefficients élastiques obtenue à partir
de celle de la matrice dynamique (3.18) dans l’approximation harmonique dans la limite des
petits déplacements et des grandes longueurs d’onde telles que la longueur d’onde (3.11) pour
les ondes élastiques soit très grande par rapport à la distance interatomique. Dans cette limite,
nous pouvons traiter notre matériau comme un continuum élastique, c’est-à-dire que si l’on
considère le déplacement u(R) comme variant très lentement d’une cellule du réseau à une autre,
nous pouvons le remplacer par une fonction continue u(r) égale à u(R), tel que r appartient
au réseau. De plus, si u(r) varie lentement sur le champ d’application de M(R−R’), alors
dans la limite hydrodynamique, i.e. aux très grandes longueurs d’onde, nous pouvons utiliser
le développement u(R’) = u(R)+(R’−R).∇u(r) |r=R. Notons que l’Éq. (3.14), par symétrie,

est équivalente à la forme Uharm =−1
4

∑R R’[u(R’)−u(R)]M(R−R’)[u(R’)−u(R)], ce qui en

insérant le développement de u(R’) conduit à l’expression :

Uharm =
1
2 ∑

R,αβγδ

(
∂

∂rγ
uα(R)

)(
∂

∂rδ
uβ(R)

)
Eγαδβ (3.24)

où le tenseur du 4ème ordre Eγαδβ s’exprime en fonction des éléments de matrice dynamique

Eγαδβ = −1
2

∑R’(R
′
γ −Rγ)Mαβ(R

′
δ −Rδ). Dans l’hypothèse du continuum élastique avec u(r)
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variant lentement, nous insérons alors dans l’équation (3.24) l’expression (3.3) du tenseur des
petites déformations ε, ce qui conduit à l’expression suivante pour les coefficients élastiques :

Uharm =
1
2 ∑

αβγδ

Z

drεαβKαβγδεγδ (3.25)

Kαβγδ =
1

8V
∑
R

[RαMβδRγ +RβMαδRγ +RαMβγRδ +RβMαγRδ] (3.26)

où V est ici le volume de la cellule. A partir de l’expression (3.26), il est alors possible, par
exemple de calculer les coefficients élastiques dans nos matériaux 2D, notamment d’obtenir
l’expression des constantes de Lamé , 4µ ≡ Kxyxy +Kxyyx +Kyxyx +Kyxxy et 4λ ≡ Kxxxx +Kxxyy +
Kyyxx +Kyyyy −4µ, à partir des éléments de matrice dynamique (3.18), soit :

λ2D
a =

1
V

∑
i j

[
ri jti jn

2
i j,xn2

i j,y + r2
i jci j

(
n4

i j,x +n4
i j,y

2
−2n2

i j,xn2
i j,y

)]
(3.27)

µ2D
a =

1
V

∑
i j

r2
i jc

2
i jn

2
i j,xn2

i j,y (3.28)

où V est ici le volume de la cellule de simulation et la somme s’effectue sur toutes les paires
de particules. Notons que l’expression à 3D est identique en tenant compte du fait que dans nos
matériaux isotrope Kxyxy = Kyzyz = Kyxyx avec toutes les permutations circulaires qui découlent
de cette symétrie globale. Dans les équations (3.27,3.28), nous avons assigné un index a pour
rappeler que pour l’obtention de ces expressions, le champ de déplacement est supposé affine

à toutes les échelles, donc y compris à l’échelle atomique. Ces expressions seront donc à dis-
tinguer, par la suite, de celles que nous pouvons obtenir par une mesure moyenne des résultats
de l’application d’une déformation macroscopique à nos matériaux, de type uniaxiale ou bien
de cisaillement. Nous verrons par la suite comment effectuer un tel protocole numérique, ceci
nous permettant alors de tester l’affinité des déplacements.

Nous allons présenter maintenant une approche dite thermodynamique, permettant d’inclure
des termes, dans le calcul des coefficients élastiques, qui tiennent compte de la température,
mais aussi de la déformation imposée. Cette approche est beaucoup plus adaptée au type de
matériaux que nous étudions, et nous verrons qu’elle permet d’inclure des effets liés à la nature
même de l’état amorphe.

3.2.2 Approche thermodynamique

Comme discuté précedemment, une méthode appropriée pour traiter les déformations d’un
point de vue microscopique est la méthode de Parrinello-Raman [109, 112, 113] qui consiste
à considérer le système étudié dans des cellules périodiques de forme variable. Ainsi, dans
un système avec conditions aux limites périodiques, la cellule de simulation peut être définie
par trois vecteurs indépendants h1,h2,h3 constituant les bords d’une boîte parallépipédique. Les
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coordonnées cartésiennes de ces trois vecteurs peuvent être utilisées pour construire une matrice
(3×3) définie comme h ≡ (h1,h2,h3), ce qui permet d’écrire les coordonnées de tout point R
de la cellule comme R = hX, où le vecteur de remise à l’échelle X possède des composantes
comprise entre [0,1]. L’intégrale sur R est reliée à celle sur X par un facteur d’échelle deth, qui
représente le volume de la cellule V , ce qui permet ainsi de pouvoir exprimer par exemple la
densité particulaire comme ρ(R) = ρ(X)(deth)−1. Nous nous donnons alors une métrique qui
s’exprime sous forme tensorielle G = hT h où hT est le transposé de h. Avec la donnée de cette
métrique, le produit scalaire devient R.R’ = X.G.X’ avec la notation d’Einstein sur les indices.
Comme nous l’avons vu dans la précedente Section 3.1, Éq. (3.3), la théorie de l’élasticité décrit
la déformation d’une configuration par rapport à une configuration de référence via l’expression
d’un tenseur de déformation. Ce tenseur est construit en reliant le vecteur connectant deux
points dans la configuration déformée au déplacement correspondant des mêmes points dans la
configuration de référence. Soit h0 l’état de référence de la cellule de simulation, le tenseur des
déformations s’écrit :

ε =
1
2

[
(hT

0 )−1hT h(h0)
−1 −1

]
=

1
2

[
(hT

0 )−1G(h0)
−1 −1

]
(3.29)

où 1 est le tenseur Identité. Cette expression n’est en fait rien d’autre que le tenseur d’Euler-
Lagrange (3.1) valable y compris pour les grandes déformations. La variable conjuguée au
tenseur des déformations (3.29), au sens du travail élémentaire effectué sur le système, peut être
écrite sous la forme δW = V0Tr(τδε) définissant le tenseur de tension thermodynamique τ, et
V0 ≡ deth0, le volume du système dans la configuration de référence. Ce tenseur se ré-écrit sous
la forme du tenseur des contraintes de Cauchy :

σ =
V0

V
h(h0)

−1τ(hT
0 )−1hT (3.30)

Notons que tandis que le tenseur de Cauchy σ a un sens au niveau mécanique puisqu’il est
la dérivée de l’énergie libre par rapport à la déformation incrémentale dans la configuration ac-
tuelle, la tension τ est une quantité purement thermodynamique qui ne possède pas à proprement
parler d’interprétation mécanique, notamment parce qu’elle est la dérivée de l’énergie libre par
rapport à la déformation calculée à partir de la configuration de référence. Néanmoins, dans
la limite des petites déformations, ces deux quantités deviennent identiques (voir l’Éq. (3.3)).
À partir de ce formalisme, il est alors possible d’obtenir l’expression des constantes élastiques
pour un matériau dont l’interaction entre particules est modélisée par un potentiel de paire Φ(r).
Pour cela, nous utiliserons l’approche développée par Hoover et al. [107], partant de l’expres-
sion de l’énergie libre en terme d’intégrale configurationelle :

exp(−βF) = V N

Z

dX1 . . .dXN exp(−βH({hXi})) (3.31)

où H({Ri}) = ∑i j Φ(Ri−R j) est l’énergie potentielle d’interaction. La dérivée par rapport à la

déformation se développe comme dF = Tr(
∂F

∂G
G) = 2Trh0

∂F

∂G
hT

0 dε, ce qui conduit à la matrice

de tension thermodynamique :



52 Élasticité à 2 et 3 dimensions dans un verre

V0τ = NkBT h0G−1hT
0 +h0〈∑

i j

(
Xi j

O

Xi j

)Φ(Ri j)

Ri j
〉h0 = NKBT h0G−1hT

0 + 〈T̂ 〉 (3.32)

où les crochets 〈.〉 représentent une moyenne canonique. Dans le cas de petits déplacement pour
lesquels h0 ≡ h, le premier terme devient la contrainte cinétique, l’Éq. (3.32) se réduisant à la
formule habituelle d’Irving-Kirkwood [117]. Le terme T̂ représente la contribution de l’énergie
potentielle au tenseur des contraintes microscopique. Par définition, les constantes élastiques
sont les dérivées de la contrainte par rapport à la déformation (cf. Éq. (3.2)) dans la limite de
déformation nulle (contrainte nulle sur chaque atome). Ainsi, si l’on dérive encore une fois l’ex-
pression (3.32) par rapport à la déformation dans la limite de déformation nulle, il est possible
d’obtenir comme d’ordinaire les constantes élastiques :

Kαβγδ =
∂tαβ

∂εγδ

∣∣∣∣
ε=0

= 2NkBT (δαγδβδ +δαδδβγ)−
V0

kBT

[
〈T̂αβT̂γδ〉−〈T̂αβ〉〈T̂γδ〉

]
+KBorn

αβγδ (3.33)

Dans l’équation (3.33), le terme entre crochets est appelé terme de fluctuation. Il est sensé
être une correction au dernier terme, appelé terme de Born. Ce terme s’écrit en fonction des
ti j = ∂Φ(Ri j)/∂Ri j et ci j = ∂2Φ(Ri j)/∂R2

i j rencontrés dans l’Éq. (2.13) de la précédente Section
2.2.2, et des vecteurs unitaires ni j entre les particules i et j dirigés selon la direction du lien
(i, j), comme :

KBorn
αβγδ =

1
V0

〈∑
i j

ni j,αni j,βni j,γni j,δri j

(
ri jci j − ti j

)
〉 (3.34)

Toute la problématique de la limite athermique de l’équation (3.33) réside dans le rôle du
terme de fluctuation. À priori, une première approche consisterait à penser que le numérateur
de ce terme tendrait plus rapidement vers zéro que le dénominateur de façon à ce que le terme de
fluctuation disparaisse dans cette limite de température nulle. En fait, nous allons montrer que la
contribution de ce terme dans le calcul des constantes élastiques des amorphes athermiques ne
peut être négligé. Pour cela, nous allons utiliser l’approche de Lutsko [110], qui consiste à ne pas
considérer la dérivation de la tension à X constant dans l’équation (3.33), mais plutôt à fixer la
force sur chaque atome égale à zero dans la configuration déformée. Ainsi en d’autres termes,
nous autorisons la relaxation de la configuration déformée avant de calculer les contraintes.
Lutsko a pu montrer que cette relaxation fournit une contribution à l’élasticité égale à la limite
de température nulle du terme de fluctuation. Pour cela, nous écrivons les constantes élastiques :

Kαβγδ =
∂tαβ

∂εγδ

∣∣∣∣
Fi=0

(3.35)

où Fi = 0 indique la contrainte que les forces sur les particules doivent rester constantes au
cours de la déformation. Les variables pertinentes dans ce problème sont alors les coordonnées
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réduites Xi et le tenseur des déformations ε. Ainsi, en utilisant les règles de dérivations
∂ f

∂x

∣∣∣∣
z

=

∂ f

∂x

∣∣∣∣
y

+
∂ f

∂y

∣∣∣∣
x

∂y

∂x

∣∣∣∣
z

, et
∂z

∂x

∣∣∣∣
y

∂x

∂y

∣∣∣∣
z

= −∂z

∂y

∣∣∣∣
x

, les constantes élastiques (3.35) deviennent :

K =
∂t

∂ε

∣∣∣∣
Xi

− ∂t

∂Xi

(
∂Fj

∂Xi

)−1 ∂Fj

∂ε
(3.36)

faisant apparaître la matrice dynamique Mi j =

(
∂Fj

∂Xi

)
des dérivées secondes de l’énergie poten-

tielle. Finalement, en utilisant la définition des forces Fj et des tensions t fonctions des dérivées
de l’énergie potentielle, l’équation (3.36) se transforme alors sous la forme symétrique :

K = KBorn − ∂t

∂Xi

(
∂Fj

∂Xi

)−1 ∂t

∂X j
(3.37)

Il est alors possible de montrer que cette équation et la limite basse température de l’équa-
tion (3.33) sont bien identiques (ce que nous ne montrerons pas ici, il suffit de développer la
contrainte et l’énergie en terme des déplacements atomiques dans la configuration de référence

non déformée H = H0+
1
2

Mi jδXiδX jt = t0 +
∂t

∂Xi
δXi, et en calculant les intégrales gaussiennes

qui en résultent, on peut s’apercevoir de cette équivalence). L’évaluation du second terme de
droite de l’équation (3.37) est compliquée et par une méthode directe, nécessite l’inversion
d’une matrice (dN)× (dN), ce qui limite la taille des systèmes étudiés. Une méthode qui per-
met de quantifier la valeur de ce terme de correction à température nulle dans les coefficients
élastiques est d’effectuer directement une transformation affine macroscopique de la cellule de
simulation et de mesurer la variation d’énergie entre l’état de référence et l’état déformé après
relaxation. Nous allons développer maintenant numériquement une telle méthode.

3.2.3 Méthode numérique et champ non-affine

Afin de mesurer les valeurs des coefficients élastiques dans nos matériaux, nous avons pré-
senté précédemment des méthodes théoriques qui font intervenir dans le calcul de ces constantes
élastiques des fonctions dépendant du potentiel d’interaction de paire ainsi, et c’est là que se
situe toute la problématique de ces méthodes numériques, que du choix de l’état de référence
atomique (contraint, non contraint...). Une méthode qui s’affranchit de cette réflexion, et qui est
couramment utilisée expérimentalement, consiste à utiliser la loi d’Hooke reliant la contrainte à
l’énergie mécanique dissipée sous une déformation uniaxiale par exemple, comme de cisaille-
ment pur. En effet, comme nous l’avons vu dans la Section 3.1, la contrainte est une variable
conjuguée de la déformation et s’exprime par la loi d’Hooke σi j = ∂δE/∂εi j. À l’aide de cette
loi d’Hooke, il est alors possible de remonter à la valeur des coefficients de Lamé (λ,µ). Pour
cela, nous mesurons la différence dans les composantes du tenseur des contraintes, moyenné
sur toute la cellule de simulation, et divisé par la déformation moyenne appliquée avant et après
l’application de la déformation. Numériquement, nous procédons ainsi :
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1. Chaque configuration est minimisée un utilisant l’algorithme HFTN de la Section 2.1.2.
Une fois la minimisation effectuée, nous mesurons les composantes moyennes du tenseur
des contraintes en utilisant les Éq. (3.30) et (3.32) dans la limite des petites déformations
(pour lesquels h0 ≡ h et dans la limite de température nulle, le terme de pression cinétique
dans (3.32) tend vers zéro, la formulation devient alors celle d’Irving-Kirkwood [117]) ce
qui caractérise l’état de contrainte de référence.

2. Nous faisons subir à notre matériau une déformation affine εxx dans le cas d’une élonga-
tion uniaxiale, et εxy dans le cas d’un cisaillement pur, déformation appliquée à la boîte de
simulation tout comme aux particules à 2D et à 3D. Dans le cas d’une élongation uniaxiale
dans la direction x, la transformation est effectuée en remettant à l’échelle la taille de la
cellule [Lx → Lx(1 + εxx) et les positions atomiques rx → rx(1 + εxx)]. Dans le cas d’un
cisaillement pur (seulement effectué à 2D), nous utilisons l’algorithme de Lees-Edwards
[13] conjointement à une remise à l’échelle des positions rx → rx + εxyry.

3. Une fois la transformation appliquée, nous minimisons l’énergie potentielle du système
en conservant la déformation aux bords à l’aide du même algorithme HFTN. L’état mi-
nimisé atteint, comme pour l’étape (1), nous calculons les composantes du tenseur des
contraintes moyenné sur toute la cellule de simulation.

Ces trois étapes effectuées, les coefficients de Lamé s’obtiennent à 2D comme à 3D par

les relations λ =
∆σyy

εxx
et µ =

1
2

(
∆σxx

εxx
− ∆σyy

εxx

)
dans le cas d’une élongation uniaxiale, et

µ =
∆σxy

2εxy
dans le cas d’un cisaillement pur, où ∆σαβ = −(σ

de f

αβ −σ
re f

αβ ). Nous avons déterminé

ces coefficients à T = 0 dans nos matériaux amorphes modèles de type Lennard-Jones à 2D et
3D en fonction de la taille des systèmes étudiés, à partir des expressions issues du terme de Born
((3.27),(3.28),(3.34)) et de la méthode numérique décrite précédemment. Les résultats de ces
calculs sont présentés sur la Fig. 3.1. Nous voyons, sur cette figure, que le terme de relaxation
apparaissant dans l’équation (3.37) peut être responsable d’une erreur d’estimation d’un facteur
2 dans le calcul des coefficients de Lamé à 2D comme à 3D par rapport au calcul supposant une
déformation affine des particules à toutes les échelles.

La contribution du terme de relaxation tendrait donc à diminuer la valeur du module de ci-
saillement µ par rapport à la prédiction affine, et à augmenter le coefficient λ. Notons que la
compressibilité B = λ+2µ/d reste inchangée par rapport à la prédiction affine aussi bien à 2D
qu’à 3D, ce qui veut dire que le terme de relaxation ne contribue pas de manière signifiante à un
incrément de la pression isotrope sous élongation, mais aurait plutôt tendance à être associé à
une déformation de cisaillement (à cause de la sous estimation du module de cisaillement). Nous
pouvons déduire de ces deux figures (3.1) que l’échec de la formule de Born, qui suppose une
transformation affine de toutes les particules à toutes les échelles, peut être relié à l’existence
d’un champ de déformation non-affine qui emmagasinerait une grande part de l’énergie injectée
au système sous la déformation imposée. Ce champ de déplacement est alors défini comme la
différence du champ de déplacement actuel des atomes dans la configuration déformée après
relaxation avec ce que serait ce champ si ces mêmes atomes se déplaçaient de manière affine.
Une visualisation de ce champ de déplacement non-affine est représenté à 2D sur la Fig. 3.2 et
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FIG. 3.1 – Gauche : Constantes de Lamé moyennes dans des verres de Lennard-Jones 2D à
T = 0 en fonction de la taille L. Droite : Mêmes quantités que la figure de gauche pour des
systèmes 3D ayant subit un protocole de refroidissement “rapide”. Dans ces deux figures, les
symboles pleins correspondent au calcul direct utilisant la loi de Hooke, tandis que les symboles
vides sont ceux issus des formules ((3.27),(3.28),(3.34)).

à 3D sur la Fig. 3.3
À 2D, sur la Fig. 3.2, la composante non-affine δu des déplacements atomiques est représen-

tée sur un système de grande taille ayant subit une élongation macroscopique dans la direction
x (figure de gauche) aussi bien qu’un cisaillement pur (figure de droite). Dans les deux cas, la
même configuration de référence est utilisée. Nous remarquons sur ces deux figures, que dans
certaines régions, le déplacement des atomes est beaucoup plus grand que celui attendu pour
un déplacement affine. À 2D, la contrainte géométrique joue un rôle important. En effet, la
seule manière pour une particule de se déplacer transversement à la direction d’élongation en
conservant le transport d’énergie mécanique est d’organiser ce déplacement transverse de ma-
nière rotationelle en cohérence avec le déplacement des particules voisines. Ceci est confirmé
visuellement sur la Fig. 3.2, où le champ non-affine semble être corrélé à courte distance aussi
bien qu’à des distances intermédiaires. À 3D, sur la Fig. 3.3, cette même composante non-affine
est représentée en projection sur le plan (x,z) contenant la direction de déformation (figure de
gauche), là aussi sur un système de grande taille (L = 40σ). Le plan de projection choisi se
situe en y = 0 et nous avons représenté sur celui-ci la contribution au champ de déplacement
non-affine de toutes les particules se situant entre y =−2 et y = 2. Comme à 2D, nous décelons
des structures tourbillonnaires fortement corrélées à courte distance aussi bien qu’à distance in-
termédiaire avec toutefois un effet tourbillonnaire moins marqué qu’à 2D. Notons que le champ
non-affine possède un comportement identique sur d’autres types de plan que le plan considéré
sur la Fig. 3.3. Ceci se comprend notamment par le comportement des particules possédant un
champ de déplacement non-affine parmi les 10% les plus élevés (figure droite de la Fig. 3.3)
suggérant un cluster de particules les plus mobiles traversant tout le volume de la boîte de si-
mulation.
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FIG. 3.2 – Gauche : Champ de déplacement non-affine généré par une déformation macrosco-
pique uniaxiale εxx = 10−5 sur un verre Lennard-Jones 2D contenant N = 10000 particules à
T = 0. Droite : Partie non-affine du champ de déplacement linéaire réversible u(r) généré par
une déformation de cisaillement pur εxy = 10−5 sur la même configuration que celle utilisée
pour la figure de gauche. La longueur des flèches est proportionnelle à l’intensité du déplace-
ment.

3.2.4 Caractérisation du champ non-affine

Comme nous l’avons mentionné dans l’étape (1) du protocole numérique précédent (p. 53),
l’utilisation, et des Éq. (3.30) et (3.32), et de la loi de Hooke, n’est valable que dans la limite des
petites déformations, pour lesquelles on s’attend à ce que la variation des coefficients élastiques
(λ,µ) ne dépende pas de la sollicitation imposée. À 2D, tel est le cas pour une plage de valeurs
de la déformation 10−7 ≤ εxx/xy ≤ 10−4, ainsi, le champ non-affine obtenu à 2D sur la Fig. 3.2
pour un taux de déformation εxx = 10−5 = εxy est strictement linéaire en ε.

À 3D, la plage de valeur en question se situe entre 10−9 et 10−6 comme représenté sur la
Fig. 3.4. Sur cette figure, nous avons présenté les différents moments 〈δu

2n〉1/2n du champ de
déplacement non-affine moyenné sur un ensemble M de configurations pour la taille L = 40σ
(cf. Tab. 2.1, p. 19) et pour les deux types de protocoles “lent” et “rapide”. Quantitativement,
ces différents moments se comportent à l’identique pour les deux types de protocoles. Pour
ε ≪ εp ≈ 10−6 tous les moments sont identiques (à un facteur numérique près) et varient linéai-
rement avec la déformation. Au seuil εp, les moments augmentent soudainement et diffèrent de
plus d’un ordre de grandeur, suggérant une dépendance inhomogène du champ non-affine avec
la déformation.

Enfin, comme résumé dans le Tab. 3.1, nous remarquons une dépendance en taille du seuil
εp signifiant un régime élastique limite à de plus petites déformations quand la taille L des
systèmes est grande.
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FIG. 3.3 – Partie non-affine du champ de déplacement linéaire réversible u(r) pour une élon-
gation uniaxiale macroscopique εxx = 10−7 dans un verre Lennard-Jones à 3D contenant
N = 62500 atomes (L = 40σ) : (a) projection sur le plan (x,z) du déplacement de toutes les
particules proches du plan. La longueur des flèches est proportionnelle à l’intensité du déplace-
ment. (b) ensemble des particules de la même configuration ayant un champ non-affine parmi
les 10% les plus élevés en amplitude. Les liens entre particules représentent les liaisons entre
particules et plus proches voisins. Nous notons que ce sous-ensemble est fortement corrélé à
courte distance bien que distribué homogènement dans toute la cellule de simulation.

3D, ρ = 0.98
N L/σ εp

4000 16 2.10−3

13500 24 2.10−5

32000 32 4.10−6

62500 40 9.10−7

108000 48 1.10−7

171500 56 7.10−8

256000 64 1.10−7

TAB. 3.1 – Variation du
seuil de plasticité εp en
fonction de la taille L

à 3D pour le protocole
rapide, moyenné sur les
ensembles M référencés
dans le Tab. 2.1, p. 19.

Nous allons maintenant attacher une importance particulière à la caractérisation du champ
de déplacement non-affine dans nos systèmes 3D pour lesquels une étude supplémentaire a été
développée en fonction de la taille, du protocole de refroidissement et du taux de déformation
εxx. En effet, comme présenté dans la Fig. 3.4, le caractère élastique de la déformation a été
vérifié par l’application d’une transformation de sens opposé à celui de la première élonga-
tion, permettant de mesurer ce que nous avons appelé le champ de déplacement résiduel vi qui
correspond alors au champ plastique. Ainsi, sur la Fig. 3.4, le premier moment 〈‖ vi ‖〉i de ce
champ résiduel est présenté (symboles pleins). La Fig. 3.4 nous renseigne alors sur deux points
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FIG. 3.4 – Différents moments du champ de déplacement non-affine 〈δu
2n〉1/2n pour n =

1,2,3,4 en fonction du taux de déplacement εxx pour des systèmes de taille L = 40σ dans le
protocole de refroidissement “rapide” (symboles ouverts) et “lent” (symbole fermé). La ligne
en gras représente l’ajustement linéaire 〈δu

2n〉1/2n ∝ εxx. La ligne verticale en pointillé délimite
le régime élastique εp(L) ≈ 10−6 pour L = 40σ. Nous avons aussi représenté le champ plas-
tique résiduel 〈‖ v ‖〉 obtenu par une transformation inverse vers la configuration d’origine pour
la taille L = 40σ et L = 32σ. Notons que le champ résiduel en-dessous de εxx = 10−9 serait dû à
l’erreur numérique et dans ce cas, les champs résiduels peuvent être considérés comme nuls. Le
saut dans le comportement de la norme de ce champ résiduel correspond assez bien à celui des
moments 〈δu

2n〉1/2n. Enfin, notons que le seuil de plasticité εp dépend de la taille du système.

essentiels. Le premier est qu’en-dessous du seuil de plasticité εp(L), les régimes élastique (as-
socié au champ résiduel) et linéaire élastique (associé à la variation des moments du champ
non-affine) coïncident. Le deuxième point est qu’aux grandes déformations, le champ résiduel
augmente fortement pour coïncider avec le premier moment du champ non-affine, ce qui sug-
gère que dans ce régime où εxx > εp, le champ de déplacement non-affine est dominé par des
événements plastiques.

Aussi, afin d’étudier plus précisément le degré de plasticité présent dans le champ non-affine
en fonction de la déformation imposée, nous calculons le taux de participation pour le champ
non-affine, défini comme :

P =
1
N

(∑i δu
2
i )

2

∑i(δu
2
i )

2
(3.38)

Ainsi, aux petites déformations, les déplacements doivent dépendre de l’élongation identi-
quement pour toutes les particules, ce qui conduit à un taux de participation (3.38) constant. En
revanche, si au contraire seules quelques particules se déplacent avec la déformation imposée
par rapport à d’autres immobiles, le taux de participation tend vers 1/N. Ce taux de participation
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FIG. 3.5 – Taux de participation du champ de déplacement non-affine dans un système 3D
contenant N = 62500 particules (L = 40σ) en fonction du taux de déformation uniaxial εxx et
du protocole de trempe “lent” et “rapide”. Les lignes sont uniquement des guides visuels.

pour un système 3D contenant N = 62500 particules de taille L = 40σ et soumis aux deux types
de protocoles “lent” et “rapide” est représenté sur la Fig. 3.5. Nous voyons sur cette figure le
même type de comportement que sur la Fig. 3.4 puisque le plateau de 25% de participation coïn-
cide avec le régime linéaire élastique pour lequel tous les moments du champ de déplacement
non-affine sont similaires et le champ plastique résiduel est négligeable (à l’erreur numérique
près). Notons au passage qu’un quart des particules participent au champ de déplacement non-
affine dans le régime élastique. Sur cette même Fig. 3.5, lorsque le taux de déformation excède
le seuil de plasticité εp(L = 40σ)≈ 10−6, il chute de deux manières différentes suivant le type de
protocole de refroidissement, mettant en évidence l’existence d’événements localisés. Notons
que sur cette figure, les symboles creux représentent des données moyennées sur un ensemble
M de configurations (cf. Tab. 2.1, p. 19). La différence de décroissance du taux de participation
entre les deux protocoles est donc essentiellement due à un effet de moyenne et de dispersion.
Dans le cas du protocole “rapide”, la dispersion des seuils εp est plus grande conduisant à une
distribution plus large de ces seuils et à un effet de moyenne pour la décroissance du taux de
participation. En revanche, nous nous sommes aperçus que cette même dispersion dans le cas
du protocole “lent” était plus petite et par conséquent que la distribution des seuils était plus
étroite. Dans le cas du protocole rapide, nous avons représenté pour une seule configuration
le seuil εp(L) et la variation associée du taux de participation. Nous remarquons alors la res-
semblance dans le comportement de cette variation pour les deux types de protocoles et nous
pouvons en déduire ceci : l’effet d’un refroidissement lent semble résider dans le fait que la
configuration est plus stable avec par conséquent des barrières d’énergie plus grandes et mieux
identifiées. Néanmoins, en utilisant l’image du paysage de barrières énergétiques de la déforma-
tion plastique quasi-statique de Malandro et Lacks 2 [229] (que nous aborderons plus en détails

2Dans leur approche de la déformation quasi-statique sous cisaillement, Malandro et Lacks évaluent l’effet
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dans le Chap. 5), même si les barrières énergétiques sont plus grandes, la courbure locale des
minima d’énergie ne semble pas en être affectée.

Dans ce qui suit, concernant l’étude du champ non-affine à 2D comme à 3D, nous nous
concentrerons sur le régime de réponse linéaire élastique. Les champs de déplacement non-
affines seront normalisés par leur second moment δui 7→ δui/〈δu

2
i 〉1/2. Ainsi, dans ce régime,

les champs de déplacement non-affine ne dépendront pas de la déformation appliquée.
Afin de caractériser les structures tourbillonaires apparaissant dans les champs non-affine à

2D et 3D (Fig. 3.2 et 3.3), nous avons développé plusieurs études systématiques.
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FIG. 3.6 – Fonction de corrélation C(r) du champ de déplacement non-affine à 2D et 3D en
fonction de la distance r entre particules. Cette fonction est moyennée sur l’ensemble des paires
de particules et sur un ensemble de configurations. Nous avons représenté la fonction C(r)
à 2D pour un ensemble de 30 systèmes contenant N = 10000 particules (L = 104σ) dont un
exemple de champ non-affine est représenté sur la Fig. 3.2. À 3D, cette fonction est calculée
pour une configuration de N = 256000 particules (L = 64σ) ayant subit un protocole “rapide”.
Cette fonction se comporte identiquement pour ces deux systèmes à 2D et 3D avec, comme
représenté dans l’insert de cette figure, une anticorrélation apparaîssant à 2D pour r2D > 30σ et
à 3D pour r3D > 23σ.

En premier lieu, nous nous sommes donnés une fonction de corrélation scalaire du champ de
vecteur, fonction utilisée par exemple en hydrodynamique turbulente pour étudier la vorticité.
Une telle fonction de corrélation peut être donnée par l’expression C(r) ≡ 〈δu(r).δu(0)〉, où

du cisaillement sur le paysage énergétique. Ils montrent que le cisaillement dans le régime plastique provoque la
disparition de minima locaux d’énergie potentielle qui rendent le système mécaniquement instable le forçant à
se déplacer vers un autre minimum. Leur approche ne prédit pas la manière selon laquelle de tels réarrangement
s’effectuent. Plus récemment, une étude de A. Lemaître et C. Maloney [231] a montré que ces réarrangements
s’effectuent en cascade orientés selon l’axe principale de la déformation.
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δu(r) est le champ de déplacement non-affine et la moyenne 〈·〉 est prise d’une part sur l’en-
semble des paires de particules (i, j) distantes de r et d’autre part sur un ensemble de configura-
tions. Nous avons représenté le comportement de cette fonction de corrélation sur la Fig. 3.6 à
2D et 3D, sur laquelle nous pouvons voir apparaître un régime d’anticorrélation quand r > 30σ
à 2D et identiquement à 3D pour r > 23σ. Ce phénomène d’anticorrélation rend compte de
la structure tourbillonnaire du champ de déplacement non-affine comme représenté à 2D sur la
Fig. 3.2 et à 3D sur la Fig. 3.3. Néanmoins, comme discuté précédemment, nous voyons là-aussi
que l’organisation du champ non-affine sous forme rotationnelle est moins évidente à 3D qu’à
2D, ceci se déduisant de la faible amplitude de l’anticorrélation à 3D par rapport à celle à 2D.
Comme nous l’avons expliqué, ceci se comprend notamment en visualisant la structure com-
plexe du champ non-affine à 3D (figure droite de la Fig. 3.3). Aussi, si la fonction de corrélation
C(r) caractérise correctement la structure tourbillonnaire du champ non-affine à 2D, à 3D, il
nous faut développer une méthode plus appropriée
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FIG. 3.7 – Amplitude de la
fonction de corrélation norma-
lisée B(b) du champ de dé-
placement non-affine moyenné
sur un élément de volume de
côté b en fonction de la lon-
gueur “normalisée” b/L. Cette
figure confirme le fait que les
corrélations du champ non-
affine décroient exponentielle-
ment avec une longueur carac-
téristique ξ2D ≈ 42σ à 2D et
ξ3D ≈ 23σ à 3D. À 2D, la fonc-
tion B(b) est moyennée sur un
ensemble de 10 configurations,
tandis qu’à 3D, elle n’est cal-
culée que sur une seule confi-
guration de grande taille.

Une deuxième méthode caractérisant les corrélations du champ non-affine sur des distances
plus grandes que la distance interatomique peut être mise en oeuvre en effectuant une étude en
coarse-graining de ce champ. Pour cela, nous définissons le champ coarse-grainé :

δU j(b) ≡ 1
N j

∑
i∈V j

δu(ri) (3.39)

où N j est le nombre de particules comprises dans l’élément de volume Vj de côté b. Une fois un
tel champ défini, nous calculons sa fonction de corrélation normalisée :
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B(b) ≡
(
〈δU j(b)2〉 j

〈δu
2〉

)1/2

(3.40)

Une telle fonction (3.40) est représentée sur la Fig. 3.7 et tracée en fonction de l’élément de
volume normalisé par la taille du système b/L pour un ensemble de 10 configurations contenant
N = 10000 particules à 2D (L = 104σ) et pour une seule configuration de grande taille (L = 64σ)
contenant N = 256000 particules à 3D. Nous remarquons sur cette figure la courbure de la
fonction B(b) aux grands b, ceci étant dû au fait que B(b) doit tendre vers zéro pour b/L tendant
vers 1 puisque le système est invariant par translation et le centre de masse du système est
fixé. Aussi bien dans le cas 2D que 3D, nous trouvons que le champ non-affine coarse-grainé

normalisé B(b) décroît exponentiellement avec b/L, où L est la taille du système, avec une
longueur caractéristique ξ2D ≈ 42σ à 2D et ξ3D ≈ 23σ à 3D. Ces longueurs ξ2D et ξ3D sont
à relier aux distances pour lesquelles les fonctions C(r) à 2D et 3D deviennent anticorrélées. En
effet, si nous nous donnons la transformée de Fourier spatiale du champ non-affine comme :

δU(k) ≡ σ3
N

∑
i=1

δu(ri).e
ik.ri =

ZZZ

d3rδu(r).eik.r (3.41)

δu(r) ≡ 1
2π

ZZZ

d3kδU(k).e−ik.r (3.42)

où σ3 est un volume de taille atomique, et en généralisant la fonction de corrélation C(r)
comme :

C(δr) ≡ 1
V

ZZZ

d3rδu(r).δu(r+δr) (3.43)

alors, δU(k) et la transformée de Fourier spatiale de C(δr) sont reliées en posant r ≡ r’+δr :

‖ δU(k) ‖2 = δU(k).δU
T (k) =

ZZZ

d3r
ZZZ

d3r’δu(r).eik.r.δu(r’).e−ik.r’

= V.C̃(k) (3.44)

L’équation (3.44) relie donc la transformée de Fourier spatiale du champ non-affine à celle
de la fonction de corrélation (3.43). Plus généralement, les fluctuations statistiques du champ

non-affine peuvent être étudiées par la donnée de la fonction S(k) ≡ 1
N
〈‖ δU(k) ‖2〉, qui est

alors reliée à la fonction de distribution de paire (Éq. 2.10, p.17) par la relation S(k) = 〈δu2〉+
R

drexp(ik.r)C(r)ρg(r). Afin de montrer comment la fonction B(b) (3.40) peut-être reliée à
cette fonction S(k) donc à la transformée de Fourier de la fonction C(r), nous relions le champ
coarse-grainé (3.39) à la transformée de Fourier spatiale de la fonction de corrélation (3.44) par
le calcul suivant :
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〈δU i(b)2〉i ≡ 〈
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1
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b

ZZZ

Vbi

d3rd3r’δu(r)δu(r’) (3.45)

avec Vb = b3. En posant r’ = r+δr, l’équation (3.45) s’écrit sous la forme :

〈δU i(b)2〉i =
1
V

V
Vb

∑
i=1

1
Vb

ZZZ

Vbi
−r

d3δr
ZZZ

Vbi

d3rδu(r).δu(r+δr)

=
1
V

V
Vb

∑
i=1

ZZZ

Vbi

d3δr.Cb(δr) ≃ 1
Vb

ZZZ

Vb

d3δr.Cb(δr) (3.46)

où nous avons utilisé pour l’obtention de l’équation (3.46) l’approximation selon laquelle tous
les sous-volumes Vb sont équivalents. Par conséquent, le champ coarse-grainé B2(b) (Éq. 3.40)
est donc relié à la moyenne sur un élément de volume bd , où d est la dimension spatiale, de la
fonction de corrélation C(r), ce qui explique pourquoi des longueurs similaires apparaissent.

Notons que les vecteurs d’ondes k doivent être choisis commensurablement par rapport aux
dimensions de la cellule de simulation (cf. p. 45). Si nous avons pu montrer par la donnée du
champ coarse-grainé B(b) que le champ non-affine était corrélé à 2D aussi bien qu’à 3D sur
des longueurs caractéristiques plus grandes que la longueur interparticulaire, nous n’avonc pas
encore pu quantifier géométriquement, notamment à 3D, la structure de ce champ non-affine de
manière très claire. En fait, cela est possible en utilisant la définition précédente pour l’étude des
fluctuations du champ non-affine S(k), qui peut se décomposer en une partie longitudinale SL(k)
et une partie transverse ST (k). En effet, étant donnée la transformée de Fourier (3.41) du champ
non-affine, nous pouvons montrer que celui-ci peut se décomposer en une partie transverse
T (k) ≡ −k−2k∧ (k∧ δU(k)) et une partie longitudinale L(k) ≡ k−2k(k.δU(k)). Il est alors
facile de vérifier que δU = T + L, ainsi que les propriétés résultant de cette décomposition
k.δU = k.L,k∧ δU = k∧ T et k.T = k∧ L = 0. Dès lors, nous obtenons pour les quantités
ST (k) et SL(k) les formulations suivantes :

k2ST (k) ≡ k2

N
〈‖ T (k) ‖2〉 =

1
N
〈
∥∥∑

i

k∧δu(ri)e
ik.ri
∥∥2〉 (3.47)

k2SL(k) ≡
k2

N
〈‖ L(k) ‖2〉 =

1
N
〈
∥∥∑

i

k.δu(ri)e
ik.ri
∥∥2〉 (3.48)
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Nous avons tracé ces deux fonctions à 2D et à 3D sur la Fig. 3.8 en fonction de la longueur
d’onde λ = 2π/ ‖ k ‖ définie dans l’équation (3.11). La moyenne 〈.〉 est effectuée sur les dé-
générescences associées à la longueur d’onde λ (cf. Éq. 3.11) ainsi que sur un ensemble de
configurations dépendant de la taille L considérée.
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FIG. 3.8 – Carré de l’amplitude des transformées de Fourier des parties longitudinale SL(k) et
rotationelle ST (k) du champ de déplacement non-affine (cf. Éq. 3.47, 3.48) en fonction de la
longueur d’onde λ = 2π/ ‖ k ‖ définie dans l’équation (3.11). Gauche : Quantités calculées
pour un ensemble de 30 configurations à 2D contenant N = 10000 particules pour une taille de
système L = 104σ, ainsi que pour un ensemble de 10 configurations de N = 40000 particules
pour une taille de système L = 208σ. Droite : Même quantités calculées pour différentes tailles
de systèmes et moyennées sur un ensemble M de configurations dépendant de la taille de la
cellule de simulation. À 2D comme à 3D, nous constatons que ST et SL ne dépendent pas de la
taille du système considéré dans le régime dominé par le champ non-affine (λ petit). De plus,
nous voyons aussi bien à 2D qu’à 3D, que la statistique se détériore pour les λ > ξ2D/3D. D’autre
part, nous remarquons que quelle que soit la dimension, le champ transverse domine le champ
longitudinal, justifiant la forme tourbillonaire du champ non-affine à 2D et 3D.

Dans les deux cas, là aussi, nous trouvons que la contribution longitudinale est de plus de
10 fois inférieure à la composante transverse aussi bien à 2D qu’à 3D. À 2D comme à 3D,
nous avons présenté sur la Fig. 3.8 le calcul des fonctions (3.47, 3.48) pour différentes tailles de
systèmes. Nous remarquons ainsi que les données pour toutes les tailles se superposent conve-
nablement pour λ ≪ ξ2D/3D, c’est-à-dire pour les longueurs d’ondes se situant dans le régime
de déplacement non-affine. D’autre part, nous remarquons qu’indépendamment de la dimension
spatiale, la partie rotationelle est à peu près constante pour tout λ, tandis que la partie longitudi-
nale, elle, décroît continuellement quand la longueur d’onde augmente. Nous déduisons de ceci
que S(k) = ST (k)+SL(k) ≈ ST (k), soit aux grands k, S(k) ∝ 1/k2, puisque k2.ST (k) ≃ cste.

Mentionnons le fait que le champ non-affine que nous visualisons dans nos simulations réside
dans le régime élastique, ce que nous avons vérifié notamment à 3D sur les Fig. 3.4 et 3.5, mais
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aussi à 2D (non montré ici). D’autre part, rappelons que ce champ non-affine a déjà été observé
dans bon nombre d’expériences et de simulations. En effet, l’existence de ce champ non-affine
a fait l’objet de bon nombre de travaux récemment aussi bien qu’il y a déjà quelques temps. Dès
les années 1970, D. Weaire et al. [104], afin de calculer des quantités telles que la densité d’équi-
libre, l’énergie de liaison et les coefficients élastiques dans des matériaux amorphes modélisés
sous l’hypothèse d’un potentiel interatomique de paire, ont montré l’existence de déplacements
“internes” (non-affines) responsables d’une contribution significative à la constante de cisaille-
ment µ. Ces travaux ont été relancés il y a quelques années lorsque l’évolution des techniques
expérimentales et numériques ont permis d’observer plus précisément le déplacement de parti-
cules mésoscopiques tout comme de mesurer certaines quantités dynamiques comme la vitesse
de ces particules. Citons par exemple les matériaux granulaires sous contraintes de cisaillement
quasi-statique [124] pour lesquels les fluctuations spatiales du champ de vitesses exhibent une
loi de puissance qui met en évidence des corrélations à longue portée dans un champ non-affine
des vitesses tourbillonnaire. En restant dans la matière granulaire, plusieurs expériences effec-
tuées par E. Kolb et al. [125] mettent en évidence la réorganisation tourbillonnaire du champ de
déplacement généré par une sollicitation ponctuelle dans le régime “quasi-réversible”, champ
qu’ils nomment “dissipatif” exhibant là-aussi des corrélations à longue portée. Dans un autre
domaine, le champ non-affine a été observé dans des expériences [86] et dans des simulations
[234] sur des mousses sous cisaillement quasi-statique pour lesquelles les fluctuations de vi-
tesses s’organisent en clusters corrélés à longue portée. Enfin, citons les expériences numériques
de Falk [233, 258] qui, initiées par l’étude des propriétés de ductilité de matériaux amorphes
à température nulle, ont permis de mettre en oeuvre une quantification de zones privilégiées
dans ces matériaux où l’écart au comportement affine lié à une déformation (mesuré en tant
qu’écart à l’hypothèse de déformation locale uniforme en εαβ) macroscopique de cisaillement
est important. Ce critère développé par Falk est à l’origine du concept de “Shear Transforma-
tion Zone” pour l’étude de la visco-plasticité dans les matériaux amorphes. Notons, entre autres
que cette méthode a été appliquée par Liu et Langer [87] afin de mesurer le champ non-affine
dans des mousses modèles sous cisaillement. Théoriquement, la longueur sur laquelle le champ
non-affine est corrélé aussi bien que la nature même du champ non-affine reste encore un débat
d’actualité. Dernièrement, les travaux de Maloney et Lemaître [116, 232] ont montré par une
analyse de type mode-normale que la contribution non-affine au calcul des constantes élastiques
(Éq. 3.34 et 3.37) se réduisait à calculer le corrélateur d’un champ de force fluctuant. Cette ana-
lyse assimile alors le champ non-affine à un champ de force aléatoire induit par une réponse
initiale affine.

Encore plus récemment, un travail effectué par DiDonna et Lubensky [102] traite des cor-
rélations non-affines dans les milieux élastiques aléatoires. Dans ce travail, l’hypothèse de
constantes élastiques fluctuantes dans un matériaux élastique ordonné comme désordonné est
utilisée. À partir d’un calcul perturbatif, les auteurs montrent que la fonction de corrélation
du champ non-affine (nommée G(x) ≡ 〈[δu(x)− δu(0)]2〉) se comporte pour d 6= 2 comme
G(x)∼| x |−(d−2). Notamment, en définissant la trace du corrélateur comme Gαα(x,x) = 〈[δu]2〉
(également utilisée dans [87] pour mesurer l’intensité du champ non-affine), DiDonna et Lu-
bensky prédisent qu’à 2D, le champ non-affine diverge logarithmiquement avec la taille du
système comme 〈[δu]2〉 ∼ ln(L/σ) où σ est une distance interatomique. Nous avons vérifié une
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FIG. 3.9 – Evolution de la norme du champ non-affine à 2D avec la taille du système dans nos
verres modèles de Lennard-Jones à T = 0 sous élongation uniaxiale εxx = 10−5. La ligne en
pointillé représente le meilleur ajustement logarithmique, au préfacteur près, avec la taille du
système. Nous n’avons pas tester les préfacteurs théoriques donnés par DiDonna et Lubensky
[102].

telle proposition dans nos systèmes en ne normalisant pas le champ non-affine par son second
moment, comme nous l’avions fait pour toutes les études précédentes. Nous constatons sur la
Fig. 3.9 que la divergence logarithmique avec la taille du système proposée par DiDonna et Lu-
bensky [102] se vérifie quantitativement bien, les préfacteurs théoriques calculés par les auteurs
(〈[δu]2〉 ∼ ε2(∆K/K2) ln(L/σ), où ε est la composante principale du tenseur de déformation
appliqué, ∆K est une constante pour L grand devant la longueur caractéristique de corrélation
des modules élastiques et K représente la moyenne du tenseur des modules élastiques) n’ayant
pas été déterminés pour cet ajustement. D’autre part, dans leur article, DiDonna et Lubensky
démontrent pour tout type de corrélation dans les modules élastiques (i.e., à courte et longue
portée) que les contraintes aléatoires générées par le désordre dans les constantes élastiques ne
sont pas la cause de la réponse non-affine du champ de déplacement à une sollicitation, mais
que ce qui conduit le système à répondre ainsi est relié à la dérivée spatiale du tenseur aléatoire
élastique fois la déformation affine (constante). De plus, leur approche permet de rendre compte
de la structure tourbillonnaire du champ non-affine en définissant une fonction de corrélation
rotationelle directement reliée à la nature des corrélations entre les constantes élastiques. Cette
fonction introduit deux types de corrélations : isotrope à courte portée, et anisotrope avec une
décroissance en loi de puissance. Il est évident que compte tenu du résultat prometteur pré-
senté sur la Fig. 3.9, cette approche doit être prise au sérieux et approfondie, ce qui est encore
hors-cadre de cette thèse.

D’autre part, citons le travail de Nagel et al. [77, 78] qui tente de relier le comportement de
ces longueurs caractéristiques de corrélation pour les inhomogénéïtés élastiques à la physique
des phénomènes critiques. Ainsi, ces auteurs proposent que ces longueurs doivent diverger au
point de “jamming” dans des systèmes athermiques proches de systèmes appelés “random clo-
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sed packing”. Le paramètre pertinent contrôlant cette transition est ce qu’ils appellent la densité
de “jamming” φc définie pour un système à interactions purement répulsives (les auteurs disent
avoir utilisé aussi d’autre types de potentiels, la physique en étant inchangée) dans la limite
athermique, comme la densité à partir de laquelle le système est rigide mécaniquement, i.e.
isostatique. La dite transition sépare deux états, au-dessus de φc où le système est gelé sur une
échelle de temps macroscopique et, en-dessous de φc où une température infinitésimale permet
au système de diffuser. Leur approche conduit alors, à l’aide d’arguments isostatiques, à mon-
trer qu’il existe une longueur de corrélation associée à l’existence de modes mous, longueur
divergeant à la transition. Même si leur approche n’est valable que pour des systèmes à inter-
actions de contact, il serait possible d’étendre leur formalisme à des systèmes à interactions
attractives sous tension, ceci en se concentrant sur l’évolution de cette longueur caractéristique.
On pourrait alors s’attendre à voir une telle longueur diverger proche du seuil de rupture par
exemple, mais aussi s’intéresser à la possible existence de modes mous dont la présence pertur-
berait la propagation des ondes élastiques pour des longueurs d’onde proches de cette longueur
caractéristique.

Finalement, mentionnons les travaux de De Pablo et al. [262] qui proposent une alternative
au calcul des constantes élastiques (Éq. 3.34 et 3.37). En effet, ces auteurs développent une
méthode de calcul des modules élastiques locaux en utilisant les équations suscitées appliquées
à des petites boîtes de taille finie. Ainsi, suivant l’échelle à laquelle ces modules élastiques
sont calculés, De Pablo el al. montrent que ceux-ci peuvent prendre des valeurs négatives. Ces
régions instables de taille de l’ordre de 3σ sont alors immergées dans une matrice de régions
stables (i.e., à constantes élastiques locales positives) et sont peut-être la première étape d’une
hiérarchie de longueurs de “coarse-graining” pour l’applicabilité de méthodes classiques pour
les systèmes désordonnés [214].

Comme mentionné au début de ce court paragraphe, rappelons que l’existence de ce champ
non-affine dans nos verres de type Lennard-Jones réside dans le régime élastique. Il est de toute
évidence nécessaire de se poser la question de l’influence de celui-ci notamment sur les pro-
priétés vibrationelles de nos verres modèles. Nous avons vu, en effet, que ce champ non-affine
modifiait grandement les propriétés mécaniques de nos matériaux par rapport à la prédiction
théorique de l’élasticité homogène classique isotrope : une quantité finie d’énergie est stockée
dans ce champ non-affine, produisant une grande différence entre l’estimation des coefficients
élastiques de Lamé obtenus par la matrice dynamique (expression supposant un champ de dé-
placement affine à toutes les échelles) et la valeur des “vrais” coefficients mesurés lors de l’ap-
plication d’une déformation macroscopique. La raison d’un tel écart de comportement a été
attribuée à la présence de structures rotationelles dans les champs non-affines, structures cor-
rélées à longue portée et dont la taille a été estimée à ξ2D ≈ 35σ à 2D et ξ3D ≈ 25σ à 3D.
Naturellement, la pertinence de la théorie continue élastique en-dessous des longueurs caracté-
ristiques ξ2D et ξ3D se pose, notamment quant à leur influence sur les propriétés vibrationelles
des solides amorphes que nous modélisons. C’est la raison pour laquelle nous allons présenter
maintenant une étude sur le spectre vibrationel dans nos verres modèles de type Lennard-Jones.
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3.3 Étude du spectre de vibrations

En dépit de leur variété et de leur complexité, les solides amorphes exhibent une quantité
de propriétés universelles. Suite aux développements de techniques expérimentales comme la
spectroscopie Brillouin de rayons X et la diffusion anélastique de neutrons dans le domaine des
hautes fréquences [0.1−10] THz, certaines de ces propriétés comme les propriétés dynamiques
vibrationelles peuvent être mesurées très précisément. Ainsi, dans cette gamme de fréquences,
le spectre vibrationnel des verres révèle la présence d’excitations soniques pour certains mo-
ments de transferts Q du même ordre de grandeur que le moment Q0 associé au premier pic
de Bragg dans le facteur de structure (cf. Éq. (2.11, 2.12), p. 18) correspondant à des nombres
d’ondes de quelques nm−1 (Q0 ≈ 15 nm−1 par exemple dans la silice Suprasil w). Dans ce type
d’expériences, ce genre d’excitations apparaît par un pic Brillouin dans la région du Thz pour
le facteur de structure dynamique S(Q,ω), pic dont la position augmente linéairement pour des
moments Q < Q0, c’est-à-dire ω(Q) ∼ cQ et la vitesse c étant proche de celle du son mesurée
dans les expériences d’acoustique, et saturant quand Q ∼ Q0 vers une valeur ω(Q)∼ ω0. Ce pic
inélastique est dû à l’interaction des photons (ou neutrons suivant les techniques expérimentales
utilisées) avec des excitations propres au système. La valeur de Q constituant la limite linéaire
de la relation de dispersion pour ω est sujet à débats. Benassi et al. [174] ont observé une telle
relation linéaire jusqu’à ω≈ 3 THz et Q≈ 3.5 nm−1 dans de la silice, en désaccord avec d’autres
expériences de diffusion inélastique de rayons X [183, 184, 185]. Ainsi, de cette dernière réfé-
rence, la propagation existerait jusqu’à Q ≈ 1 nm−1. Des travaux récents de Foret et al. [178]
ont montré que la propagation pouvait exister jusqu’à Q ≈ 2.2 nm−1 dans de la silice densifiée.
De même, la largeur du pic est souvent admise comme Γ(Q) ∼ Qα avec un exposant α étant
encore sujet à débat [174, 175, 179, 183] (égal à 2 pour certains auteurs, et à 4 pour d’autres),
largeur qui sature elle aussi lorsque le moment de transfert est de l’ordre de Q0. L’élargissement
du pic est associé à la force des interactions entre les excitations et le désordre présent dans
le système. Il a été notamment montré [186] dans des expériences d’atténuation du son dans
la silice amorphe, qu’aux petits moments de transferts, la dépendance en Q de la largeur du
pic est quadratique, mettant hors de cause un mécanisme de diffusion Rayleigh pour expliquer
cet élargissement. Notons dans ce dernier travail l’observation selon laquelle la propagation de
l’énergie cesserait pour des fréquences vibrationelles plus grandes que 1 THz.

D’autre part, l’utilisation des techniques de spectroscopie Raman et de diffusion anélastique
de neutrons permet d’accéder à la connaissance des densités d’états des modes de vibrations
g(ω). Ce que révèlent ces densités d’états pour les matériaux amorphes, est l’existence d’un
excès de modes de vibrations par rapport à la loi de Debye (3.21) en ωd−1 où d est la dimension
spatiale dans le régime des basses fréquences (∼ 1 THz), c’est-à-dire dans la région du spectre
où la relation de dispersion est linéaire. Cet excès apparaît comme un pic dans la densité d’état,
comme présenté dans la Fig. 3.10, et puisque l’intensité de diffusion en ce pic suit une statistique
de Bose avec la température, ce dernier a été nommé Pic Boson (BP).

Notons qu’il existe différentes façons de définir le Pic Boson expérimentalement. En ef-
fet, celui-ci est souvent défini comme un pic dans l’intensité de diffusion Raman, d’autre fois
comme la différence entre le densité d’état mesurée et celle du cristal correspondant (qui suit la
loi de Debye (3.21)), ou encore comme un pic dans la fonction g(ω)/ωd−1 où d est la dimen-
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FIG. 3.10 – Densité d’état des
modes de vibrations divisée par le
carré de la fréquence, G(ν)/νd−1,
avec d = 3, déduite d’une ex-
périence de diffusion anélastique
de neutrons à 30 K. Les cercles
vides sont ceux correspondant à
un verre de polymère de PMMA
(poly(methyl methacrylate)), tan-
dis que les carrés pleins repré-
sentent un verre de PMMA/DBP
(PMMA plastifié par adjonction
de 23% massique de dibutylphta-
late). La normalisation est obte-
nue par une égalisation arbitraire
de G(ν)/ν2 à 1 THz. Figure tirée
de [193].

sion spatiale (comme sur la Fig. 3.10). Finalement, la fréquence associée au Pic Boson ωBP se
déplace vers les grandes fréquences dans certains verres de polymères [191, 199] sous vieillis-
sement, vers les petites fréquences sous réchauffement [187, 195] excepté pour le cas de la silice
[188] pour laquelle ce déplacement en fréquence du Pic Boson a lieu avec la diminution de la
densité [64, 72, 66]. Notons enfin que le Pic Boson semble persister à des températures plus
élevées pour lesquelles sa relation avec la transition liquide-verre et la dynamique de relaxation
correspondante constituent un sujet d’actualité [143, 196, 197, 203, 204].

Cependant, malgré l’universalité des propriétés vibrationnelles des verres, il n’existe toujours
pas de nos jours, de méthodes théoriques consensuelles permettant de comprendre, notamment,
ces anomalies de Pic Boson. Diverses approches se sont tournées vers des modèles simplifiés
de désordre sur réseau, dont l’idée sous jacente a été motivée par la modélisation de verres
“durs” comme la silice (assimilable à des tétrahèdres connectés par leur sommets). Dans ce
type de matériaux, l’étude des vibrations peut être considérablement simplifiée en assimilant les
centre de vibrations dans l’approximation harmonique à ces structures cristallines, le désordre
étant alors introduit par des interactions aléatoires entre ces structures [222, 88], [218]-[225].
Néanmoins, ces modèles sont montrés comme décrivant inconvenablement la diffraction des
ondes planes par le désordre [227, 198] en sous estimant cette diffraction.

De même, un certain nombre de modèles étend l’interaction harmonique en incluant à l’ha-
miltonien sur réseau des termes anharmoniques locaux aléatoires [90, 91, 92, 93] dont l’utilité
fait l’objet de débats [226, 214, 93].

Citons d’autre part les modèles considérant la possible interaction résonnante (hybridization)
des ondes acoustiques avec d’autres modes à basses fréquences [80]-[83], interaction suscep-
tible d’être la cause du Pic Boson. Dans la silice densifiée, cet effet a été observé à partir d’une
fréquence ∼ 1 THz, augmentant avec une puissance élevée des fréquences sonores [177, 179].
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Cette possible interaction de modes à basses fréquences avec les modes propagatifs pourrait se
rapprocher des études récentes effectuées sur les modes mous [78, 79], et notamment expliquer
l’absence de propagation de l’énergie à des fréquences plus grandes que 1 THz [186].

À l’inverse, d’autres approches traitent des vibrations dans les verres par l’utilisation de mo-
dèles avec désordre topologique [144, 226], aussi bien qu’en incluant du désordre dans les pro-
priétés internes du solide (dans les constantes élastiques, par exemple) [212, 214, 215, 216, 217].

Aussi, malgré une grande quantité (non exhaustive) de travaux, la question de la nature du
Pic Boson reste une question ouverte, à savoir, s’il est la conséquence de mouvements collectifs
[222, 221, 212, 226], ou locaux ou quasi-locaux [94, 93].

De certains travaux, il ressort que le Pic Boson est attribué à des mouvements moléculaires
spécifiques comme des vibrations intra-moléculaires [201], des rotations de structures unitaires
[189] ou bien encore comme des mouvements conformationels [202]. D’un autre côté, de ré-
centes expériences de diffusion anélastique de neutrons montrent plutôt le caractère collectif
des modes composant le Pic Boson [212]. Qualitativement, il est montré que la fréquence ωBP

associée au Pic Boson est proche de la fréquence de Ioffe-Regel ωIR pour laquelle la nature des
modes de vibrations transite d’un état propagatif vers un état non-propagatif. En d’autre terme,
on associe au critère de Ioffe-Regel un passage d’excitations de type phonons vers une zone
du spectre vibrationnel où la diffraction de ces ondes par le désordre est tellement forte que
les modes ne se propagent pas. Ainsi, ceci s’identifie par un passage de diffraction faible/fort
des phonons par le désordre [221, 88, 95], suggérant que les modes de vibrations du Pic Boson
seraient localisés [96, 7].

En revanche, plusieurs simulations numériques effectuées sur de la silice amorphe ont montré
que la frontière de la zone de localisation se situe à des fréquences élevées plus grandes que ωBP

et ωIR [205, 206, 97], résultats en accord avec les techniques analytiques de Champs Effectifs
[222]. Dans ce dernier travail, les auteurs ont notamment montré que les modes proches du Pic
Boson ne sont ni propagatifs, ni localisés, indiquant un transport de l’énergie vibrationelle de
type diffusive.

Ce que suggère l’ensemble de ces travaux expérimentaux et théoriques, est que la théorie
continue élastique des corps homogènes et isotropes est inappropriée aux petites échelles où le
désordre devient pertinent, posant la question d’une taille limite d’applicabilité de cette théorie,
si elle est en fait applicable pour les solides amorphes. Dans la suite, nous nous sommes attachés
à essayer de répondre à cette question à l’aide d’une étude en taille finie sur les mêmes systèmes
que ceux utilisés dans la précédente Section 3.2, en déterminant numériquement le spectre de
vibrations à basse fréquence de verres Lennard-Jones modèles à 2D et 3D dans l’approximation
harmonique, i.e. à température nulle.

3.3.1 Spectre à basse fréquence

Comme nous l’avons présenté dans la précédente Section 3.1, résoudre les équations de pro-
pagation des ondes élastiques (3.7,3.10,3.19) dans nos matériaux, revient à calculer la matrice
dynamique (3.18) pour nos systèmes et à la diagonaliser afin d’obtenir les valeurs propres et
vecteurs propres associés au problème d’Euler-Lagrange. Nous allons effectuer une telle étude
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notamment en comparant le spectre vibrationnel obtenu numériquement à 2D et 3D avec celui
prédit théoriquement par la théorie continue de l’élasticité donnant lieu au modèle de Debye
(3.21). Cette étude est orientée afin de répondre à la question de la possible existence d’une
taille limite d’applicabilité de la théorie élastique continue des corps homogènes et isotropes
justifiant ainsi l’étude en taille finie du spectre de vibrations de verres 2D et 3D pour des tailles
de systèmes de plus en plus grandes. Dans l’optique de s’approcher le plus rapidement de la
limite hydrodynamique, nous nous concentrons sur le spectre de vibrations à basses fréquences,
cette gamme de fréquence étant de plus accessible expérimentalement par spectroscopie Raman
[191, 192, 193, 194] aussi bien que par spectroscopie Brillouin [64, 177, 178, 179, 180, 182].

Afin de diagonaliser la matrice dynamique, nous avons utilisé la méthode de Lanczos implé-
mentée dans une version modifiée du programme PARPACK [19]. Comme nous l’avons résumé
auparavant, pour un système périodique à 2D et 3D, chaque mode p est caractérisé par une lon-
gueur d’onde donnée par l’équation (3.11), et est dégénéré suivant la règle définie p. 45. D’autre
part, nous avons vu qu’il existe deux types de modes : des modes transverses (bi-polarisés à 3D)
avec une relation de dispersion ω = CT k et CT =

√
µ/ρ, et des modes longitudinaux possèdant

une relation de dispersion ω = CLk et CL =
√

(λ+2µ)/ρ. À partir de la Fig. 3.1 la valeur des
vitesses du son (CL,CT ) à 2D et 3D pour nos matériaux sous pression hydrostatique nulle dans
la limite athermique sont alors à 2D, CT ≈ 3.45 et CL ≈ 8.21, et à 3D CT ≈ 4.2 et CL ≈ 8.9.
Enfin, notons que dans ces systèmes totalement périodiques, l’invariance par translation conduit
à d valeurs propres nulles, où d est la dimension spatiale. Ainsi, on s’attend à ce qu’à 2D, les
deux premiers modes de Goldstone p = 1 et p = 2 possèdent des valeurs propres nulles, ainsi
qu’à 3D pour les modes p = 1,2,3.

Nous avonc résumé nos résultats sur la Fig. 3.11. Sur cette figure, nous avons utilisé la forme
sans dimension donnée par l’équation (3.12) qui utilise les valeurs des vitesses du son obtenues
ci-dessus ainsi que la taille du système considéré, et qui a l’avantage d’éliminer la dépendance
en taille et en vitesses du son. Nous avons moyenné nos résultats sur un ensemble M de confi-
gurations dépendant de la taille du système (cf. Tab. 2.1, p. 19). Sur la Fig. 3.11, les résultats
sont présentés pour des systèmes 2D et 3D. Dans les deux cas, nous remarquons que les vibra-
tions à basses fréquences pour les systèmes de petite taille s’écartent de la théorie continue de
l’élasticité. La dégénérescence attendue théoriquement est alors retrouvée pour des systèmes de
taille intermédiaire dont il est difficile de quantifier la taille critique à partir de laquelle l’hypo-
thèse du continuum élastique est correcte. Notons, entre autres, que le spectre à basse fréquence
est principalement constitué de modes transverses puisque, aussi bien à 2D qu’à 3D, CL > 2CT .
Les modes longitudinaux apparaissant donc à des fréquences plus élevées, ils sont mélangés aux
modes transverses à longueurs d’onde plus courtes et sont alors plus difficiles à analyser. Nous
choisissons donc, dans notre étude, de nous concentrer sur l’analyse des modes transverses [77],
l’ensemble des résultats présentés plus loin étant identiques pour les modes longitudinaux.

Afin de rendre compte de la taille caractéristique qui semble apparaître à 2D et à 3D sur
la Fig. 3.11, pour laquelle l’hypothèse d’un continuum élastique se vérifie dans les matériaux
amorphes modèles, nous avons tout d’abord effectué une étude en taille finie à 2D, comme
présentée sur la Fig. 3.12. Sur cette figure, nous avons représenté pour des amorphes à 2D,
la quantité sans dimension donnée par l’équation (3.12) en fonction de la taille L du système,
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FIG. 3.11 – Fréquences propres de vibrations pour différentes tailles de systèmes à 2D et 3D en
fonction du mode p obtenues par diagonalisation de la matrice dynamique. Nous avons tracé la
quantité sans dimension (Éq. 3.12) moyennée sur un ensemble M de configurations dépendant
de la taille du système considéré (cf. Tab. 2.1, p. 19) pour des systèmes (Gauche) bidimensio-
nels et (Droite) tridimensionels. Les traits pleins correspondent à la prédiction théorique pour
un continuum élastique. À 2D comme à 3D, nous voyons que les modes de vibrations à basse
fréquence pour les systèmes de petite taille sont systématiquement plus petits que la prédiction
continue, la dégénérescence attendue étant retrouvée pour des tailles de système intermédiaires.

et moyennée sur un ensemble de configurations. Les lignes horizontales correspondent à la
prédiction continue de l’élasticité pour lesquelles nous avons donné la paire de nombres quan-
tiques (n,m). Pour les modes p représentés sur cette figure, seules les ondes transverses existent
(puisque CL > 2CT ), justifiant l’utilisation de la vitesse du son pour les ondes transverses CT

utilisée dans la quantité y = (ωL/2πCT )2. Nous remarquons, sur cette figure, que la prédic-
tion théorique du continuum élastique est atteinte pour une taille de systèmes de l’ordre de
30σ−40σ, et que cette convergence est non-monotone, les systèmes de petite taille “vibrant” à
des fréquences plus élevées et ce d’autant plus que le numéro p du mode augmente.

Comme nous l’avons mentionné, un fait important apparaissant sur la Fig. 3.12 est l’aspect
de convergence non-monotone en fonction de la taille du système vers la prédiction élastique
continue. Étant donnée la géométrie de nos configurations (périodicité totale), cet effet ne peut
alors être lié à des effets de bords. C’est pourquoi, nous supposons cet effet dû à la contribution
des contraintes gelées, contribution d’autant plus importante que la taille des systèmes est petite
(cf. Section 2.2.2, Fig. 2.5 et 2.6).

Afin d’éclaircir ce point, nous avons essayé de quantifier l’influence de ces contraintes gelées
sur le spectre de vibrations dans nos matériaux 2D. Pour ce faire, nous avons retiré les tensions
ti j ≡ ∂Φ(ri j)/∂ri j contribuant à la matrice dynamique (cf. Éq. (3.18)). Les systèmes obtenus,
bien qu’étant artificiels avec un potentiel d’interaction non réaliste, sont stables mécaniquement
puisque toutes leurs valeurs propres sont positives, comme l’on peut s’en apercevoir sur la
Fig. 3.13.
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FIG. 3.12 – Étude en taille finie des fréquences adimensionées (Éq. 3.12) à 2D en fonction de
la taille L comparées à la prédiction continue de la théorie de l’élasticité (dont les nombres
quantiques (n,m) sont précisés). Le numéro p du mode augmente du bas vers le haut, certains
modes sont donnés (symboles pleins). Nous voyons que la dégénérescence théorique attendue
n’existe pas pour les systèmes de petite taille. D’autre part, nous remarquons que la convergence
vers la prédicion continue est non-monotone et apparaît à 2D pour une taille de l’ordre de
30σ−40σ distances interatomiques.

Sur cette figure, nous avons déterminé le spectre de vibration à 2D pour deux tailles de sys-
tème avec (symboles vides) et sans (symboles pleins) les éléments ti j dans la matrice dyna-
mique. Le même type de comportement est visible pour les deux types de système, toutefois
notons que la vitesse des ondes transverses CT a été choisie identique pour chaque taille pour les
systèmes avec et sans contraintes gelées. Pour être rigoureux, il faudrait donc déterminer exac-
tement les coefficients élastiques pour ces matériaux non-réalistes afin d’obtenir la valeur des
vitesses des ondes transverses et longitudinales. Néanmoins, compte tenu du coût de calcul d’un
tel protocole, nous nous sommes abstenus d’une telle mesure, l’interêt de l’approche que nous
présentons maintenant n’étant pas quantitative, mais uniquement suscitée par la contribution
qualitative des contraintes gelées au spectre de vibration.

Dans la Fig. 3.13, le fait que les données issues des systèmes sans contraintes gelées (d f ≡ 0)
soient systématiquement supérieures aux systèmes réalistes correspondants n’est pas un résultat
en soit, l’attention devant être portée sur le comportement quantitatif de ces données. C’est
dans cette optique que nous remarquons que le comportement du spectre de vibration à basse
fréquence pour les systèmes avec et sans contraintes gelées est qualitativement identique en
fonction de la taille, la levée de dégénérescence prédite par la théorie continue étant retrouvée
pour une taille de système grande. En revanche, comme montré dans l’insert de la Fig. 3.13, où
nous avons tracé la même étude en taille finie que celle effectuée pour les systèmes contenant
des contraintes gelées, nous voyons que cette fois-ci la convergence en taille de la quantité sans
dimensions y est monotone croissante (notons là aussi, que la convergence pour ces systèmes
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sans contraintes gelées ne tend pas exactement vers celle prédite théoriquement à cause du choix
de la vitesse CT comme argumenté plus haut).
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FIG. 3.13 – Fréquences propres de la matrice dynamique à 2D pour deux tailles de systèmes
avec (symboles vides) et sans (symboles pleins) les contraintes gelées ti j (voir texte). Nous
voyons le même type de comportement que celui présenté auparavant sur la Fig. 3.11. Notons
que nous avons choisi une valeur de CT identique aux deux types de systèmes (avec et sans
contraintes gelées). Insert : Même étude en taille finie que celle développée dans la Fig. 3.12
pour les mêmes systèmes sans contraintes gelées. Nous voulons mettre en évidence ici l’aspect
monotone croissant de la convergence en taille de la quantité sans dimension y, aspect monotone
à opposé à celui non-monotone apparaissant dans la Fig. 3.12 pour les systèmes avec contraintes
gelées.

Ainsi, comme suggéré précédemment, l’aspect non-monotone de la convergence en taille ap-
paraissant dans la Fig. 3.12 serait lié à la contribution des contraintes gelées. Toutefois, retenons
que le comportement qualitatif de cette convergence, outre l’effet monotone/non-monotone, met
dans tous les cas en évidence l’apparition d’une physique identique avec l’apparition d’une lon-
gueur caractéristique du même ordre à partir de laquelle la levée de dégénérescence prédite
par la théorie continue de l’élasticité est retrouvée. Ce qu’il faut retenir de cette digression est
que les contraintes gelées sont sûrement un bon ingrédient pour tester quantitativement certains
modèles théoriques, en revanche, elles ne génèrent pas une “nouvelle” physique. Le rôle de ces
contraintes gelées est de maintenir un équilibre local dans nos matériaux amorphes fortement
désordonnés topologiquement. Relevons toutefois, comme il est montré sur la Fig. 3.13, que
si dans nos systèmes, les propriétés vibrationelles sont donc liées au désordre structurel, de
simples modèles avec constantes harmoniques distribuées aléatoirement donneraient des résul-
tats analogues. Cette parenthèse terminée, essayons maintenant de quantifier plus précisément
les longueurs caractéristiques suscitées.

L’étude en taille finie de la Fig. 3.12 peut être affinée par un tracé en loi d’échelle des modes
de vibrations en fonction de la longueur d’onde théorique, ou plus précisément de la longueur
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FIG. 3.14 – Loi d’échelle pour les modes longitudinaux (Gauche) et transverses (Droite) à 2D
pour différentes tailles de système. Les fréquences réduites 〈y〉/ytheo ≡ 〈ω2〉/ω2

theo sont tracées
en fonction de la longueur d’onde théorique λ(p)≡ 2π/ ‖ k ‖≡ L/(n2 +m2)1/2, la moyenne 〈.〉
correspondant donc à une moyenne sur les dégénérescences associées au mode p par la paire
de nombres quantiques (n,m). Nous obtenons par ce tracé en loi d’échelle une valeur précise
de la longueur caractéristique ξ

L,T
2D pour les modes transverses et longitudinaux. Notons que

l’existence d’une telle loi d’échelle conforte l’idée que cette longueur ξ
L,T
2D est indépendante du

mode pour les systèmes dont la taille L est grande par rapport à cette longueur.

d’onde de l’onde élastique qui devrait apparaître dans le spectre de vibration pour un mode
donné par la théorie continue élastique. Ainsi, les Fig. 3.14 et 3.15 sont construites en moyen-
nant, pour chaque taille de système, les fréquences réduites y = (ωL/2πCT,L)

2 correspondant
à un ensemble de modes de même longueur d’onde, c’est-à-dire directement sur la dégénéres-
cence prévue par la théorie élastique pour un mode p en particulier possèdant une longueur
d’onde λ(p). Les fréquences résultantes divisées par la valeur attendue par la théorie de l’élas-
ticité 〈y〉/ytheo ≡ 〈ω2〉/ω2

theo, sont tracées en fonction de la longueur d’onde λ(p) ≡ 2π/ ‖ k ‖.
Le choix d’un tel tracé peut être interprété comme un test de la forme linéaire de la relation
de dispersion théorique ω = CT,Lk. En effet, il est proposé, notamment dans [226], que les
modes constituants le Pic Boson, seraient la conséquence de l’applatissement de la relation de
dispersion due au couplage entre les ondes planes et des modes non-propagatifs. Si nous po-
sons ω = CL,T f (k), où f (k) est un polynôme de degré m, cet effet d’applatissement est alors
équivalent à la donnée de 〈y〉/ytheo < 1, ce qui induit f 2(k) < k2. De même, le cas spécial
〈y〉/ytheo = 1 nous dit alors que la relation de dispersion dans nos système est celle valable
pour un continuum élastique. Cette méthode est alors équivalente à celle utilisée notamment
sur la Fig. 3.10 dans le cas de la densité d’état des modes de vibrations normalisée par la pré-
diction de Debye g(ω)/ωd−1, où d est la dimension spatiale. Nous avons effectué ce type de
tracé en loi d’échelle à 2D sur la Fig. 3.14. Sur cette figure, nous avons séparé les modes lon-
gitudinaux (figure de gauche) des modes transverses (figure de droite), les données dans les
deux cas se superposant sur une courbe maîtresse indépendamment de la taille des systèmes
considérés. Sur ces deux courbes, nous voyons apparaître trois régimes en fonction de la lon-
gueur d’onde des modes propagatifs. Tout d’abord, aux petites longueurs d’ondes λ < 10σ
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pour les ondes longitudinales et λ < 4σ pour les ondes transverses, nous remarquons que ces
modes “vibrent” plus rapidement que ce que prédit la théorie continue classique3. Dans un ré-

gime intermédiaire jusqu’à une longueur ξL
2D ≈ 80−90σ et ξT

2D ≈ 30−40σ , les vibrations

de ces modes sont surestimées par la théorie continue classique. Enfin, à partir de ξL
2D et ξT

2D,
le crossover vers le comportement continu classique a lieu, et les systèmes amorphes ici consi-
dérés peuvent être traités comme macroscopiquement continus du point de vue de la théorie
de l’élasticité classique. Notons finalement, comme nous l’avons montré, qu’il existe une lon-
gueur caractéristique dépendant du type d’onde longitudinale ou transverse, mais en revanche,
que la forme de la courbe maîtresse de la Fig. 3.14 semble être indépendante du type d’onde
considéré. Notamment, nous pouvons transformer les longueurs précédentes en terme de pul-
sations ω∗

T ≡ 2πCT /ξT
2D ≈ 0.6 et ω∗

L ≡ 2πCL/ξL
2D ≈ 0.63, pour s’apercevoir que celles-ci sont

équivalentes.
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FIG. 3.15 – Même type de loi d’échelle que celle obtenue sur la Fig. 3.14 en fonction de la
longueur d’onde λ(p)≡ 2π/ ‖ k ‖= L/(l2 +m2 +n2)1/2 pour les quatres premiers modes trans-
verses du spectre de vibration à 3D. Comme à 2D, toutes les courbes se superposent sur la
même courbe maîtresse faisant apparaître une longueur caractéristique ξT

3D ≈ 23σ à partir de
laquelle le spectre de vibrations à basse fréquence peut être décrit comme variant linéairement
avec le vecteur d’onde k. Insert : Même tracé pour le protocole lent qui montre le même type
de comportement que pour le protocole rapide. Nous avons conservé le même code de couleur
pour les deux types de refroidissements.

À 3D, nous avons traité le même type de problème et ce, en fonction du protocole de refroi-

3Notons que l’existence de λmin = 10σ pour les modes longitudinaux et λmin = 4σ pour les modes transverses,
est typique des systèmes avec contraintes gelées. En effet, une loi d’échelle identique à celle tracée sur la Fig. 3.14
pour des systèmes sans contraintes gelées (comme ceux représentés sur la Fig. 3.13) ne fait pas apparaître de tels
λL,T

min. Cette effet est alors relié à la différence de monotomie entre les 〈y〉 pour les systèmes avec ti j de la Fig. 3.12
et les systèmes sans ti j de l’insert de la Fig. 3.13.
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dissement “lent” ou “rapide”. Les résultats sont présentés sur la Fig. 3.15 uniquement pour les
quatre premiers modes de vibrations du spectre à basse fréquence, les premiers modes longitu-
dinaux se situant à des fréquences plus élevées (rappelons que dans nos systèmes CL > 2CT ).
Une telle limite est due en partie à l’impossibilité avec les moyens actuels de calculs dont nous
disposions d’étendre la diagonalisation de la matrice dynamique (Éq. 3.18) vers des modes
plus élevés 4. Sur cette figure, nous remarquons pour le protocole “rapide” que les données,
tout comme à 2D, se superposent toutes sur une courbe maîtresse indépendamment de la taille
du système considéré. Là aussi, il existe un régime pour lequel les vibrations des modes dont
la longueur d’onde λ(p) est inférieure à une longueur caractéristique ξT

3D ≈ 23σ sont suresti-
mées par la théorie continue de l’élasticité. De plus, comme montré dans l’insert de cette même
figure, l’influence de la vitesse de refroidissement ne bouleverse en rien l’existence de cette
longueur aussi bien que sa valeur, qui reste a peu près identique pour les deux protocoles de
refroidissement. Ainsi, comme mentionné dans la Section 2.2.2, si les contraintes gelées sont
plus importantes dans le cas du protocole “rapide” par rapport au protocole “lent” conduisant à
une pression hydrostatique à température nulle plus élevée dans le cas “rapide”, l’influence de
ces contraintes gelées sur les propriétés vibrationelles de nos matériaux amorphes reste un effet
non pertinent dans le sens où elles ne modifient pas l’existence d’un crossover vers le régime
continu. En revanche, celles-ci modifient la convergence en taille des pulsations comme montré
sur la Fig. 3.12 et en insert de la Fig. 3.13.

À ce stade, il est nécessaire de se rappeler les longueurs caractéristiques apparaissant sur la
Fig. 3.7 (p. 61). En effet, sur cette figure nous avons montré que le champ de déplacement non-
affine à 2D et 3D, moyenné sur un élément de volume de côté b, décroissait exponentiellement
avec la longueur b, faisant apparaître une longueur caractéristique ξ2D ≈ 30−40σ et ξ3D ≈ 23σ.
Nous avons relié ces longueurs à la taille caractéristique de structures tourbillonnaires présentes
dans l’écart au champ de déplacement affine généré par l’application d’une déformation ma-
croscopique sur le matériau (cf. Fig. 3.2, 3.3, 3.8). Ces structures tourbillonnaires non-affines
emmagasinent plus de la moitié de l’énergie injectée au système par la déformation imposée.
Ce champ non-affine est alors responsable de l’écart au calcul des coefficients élastiques par la
méthode de Born aussi bien que par l’approximation harmonique, méthodes sous-estimant le
coefficient de Lamé λ et sur-estimant le module de cisaillement µ (cf. Fig. 3.1). Ce que nous
avons montré dans cette partie sur l’étude du spectre de vibration par les lois d’échelles des
Fig. 3.14 et 3.15, est que les modes de vibrations dans nos matériaux amorphes sont fortement
affectés par ces hétérogénéités élastiques. Ainsi, ceux-ci ne peuvent être prédits correctement
à partir de la théorie continue classique de l’élasticité si leur longueur d’onde est trop petite
(typiquement inférieures à ξ

T,L
2D/3D

). Or, nous voyons qu’il est concevable de penser que ces
longueurs caractéristiques à partir desquelles les modes de vibrations peuvent s’apparenter à
des ondes planes sont à corréler aux longueurs de corrélation des hétérogénéités élastiques du

4L’obtention de 7000 modes de vibrations à 2D nécessite 48 heures de calculs sur 12 processeurs pour N =
10000 particules, i.e. une matrice creuse symétrique de dimension (dN)× (dN) où d est la dimension spatiale à
diagonaliser. L’obtention de 100 modes de vibrations à 3D nécessite un mois de calcul sur 16 processeurs pour
N = 256000 particules. Les calculs ont été effectués sur le cluster Compaq du CDCSP intégrant 8×4 processeurs
Alpha EV67 cadencés à 667 MHz et possèdant 8×2 Go de mémoire.
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champ non-affine. Il est alors peut-être intéressant de penser que les deux types d’ondes trans-
verses et longitudinales ne peuvent se propager correctement lorsque leur longueur d’onde est
de l’ordre des longueurs de corrélations des hétérogénéités élastiques, et qu’un traitement ana-
lytique sur la propagation de ces ondes pourrait consister à traiter l’équation de propagation des
ondes élastiques (Éq. 3.9, p. 44) avec des coefficients élastiques fluctuant spatialement. D’autre
part, d’après notre analyse en loi d’échelle, nous avons montré que les fréquences de ces modes
de longueurs d’onde inférieures à la taille des hétérogénéités élastiques étaient plus petites que
celles prédites par la théorie de l’élasticité classique. Nous nous attendons alors à un excès de
modes de vibrations dans la densité d’état de ces modes à basses fréquences par rapport à la
théorie de Debye, ce que nous allons vérifier maintenant.

3.3.2 Densité d’états des modes de vibrations

Comme nous l’avons mentionné dans l’introduction de cette Section 3.3, les modes propres
de vibration des matériaux amorphes sont caractérisés expérimentalement par la mesure directe
ou indirecte de la densité d’états des modes de vibration. Passant outre les détails techniques
permettant d’accéder à ces densité d’états, un certain nombre de travaux se sont consacrés à re-
lier l’obtention de ces données expérimentales à celles pouvant être accessibles numériquement
notamment dans le cas de verres réalistes comme la silice [156, 171, 173]. Dans nos simula-
tions, nous avons adopté des techniques classiques pour l’obtention de ces densités d’états de
modes de vibrations, techniques adaptées aux protocoles numériques que nous avons développé
aussi bien qu’à nos verres modèles. Ainsi, à 2D, nous avons opté pour l’obtention du spectre
de vibrations par diagonalisation de la matrice dynamique (Éq. 3.18). Étant donnée la grande
taille des systèmes considérés, nous avons optimisé l’obtention de ce spectre par rapport à nos
moyens de calculs, c’est-à-dire que nous avons systématiquement obtenu pour des tailles de
systèmes de N = 10000 particules les 7000 premiers modes de vibration, suffisants pour obtenir
une densité d’état dans la région des basses fréquences qui nous intéresse.

Nous avons représenté une telle densité d’états des modes de vibrations à 2D sur la Fig. 3.16.
Sur cette figure, nous avons tracé trois lois de puissances représentant les différents régimes
apparaîssant sur la Fig. 3.14. Ainsi, nous montrons que dans le régime où les ondes élastiques
possèdent une longueur d’onde λ ≪ ξ

L,T
2D , la densité d’états g(ω) varie plus lentement avec ω

que la prédiction de Debye gD(ω) ∝ ω à 2D (courbe en pointillés longs alternés). À l’inverse,
si le régime de Debye est valable aux petits ω, il apparaît un régime intermédiaire pour lequel
la dépendance en ω semble être plus rapide que la loi de puissance de Debye, conduisant à
un excès de modes de vibrations, régime débutant vers la pulsation ωT ≡ 2πCT /ξ2D des ondes
transverses. Cet excès est beaucoup plus visible en insert de cette même figure, où nous avons
tracé la densité d’état g(ω) divisée par la prédiction linéaire de Debye à 2D. Nous remarquons
alors que les positions des pulsations ωT et ωL associées à la longueur caractéristique de cor-
rélation des hétérogénéités élastiques ξ2D, décrivent correctement la position aussi bien que
la largeur du pic Boson. Notons le choix ici de la longueur caractéristique ξ2D issue de l’étude
sur le champ non-affine, et non des longueurs ξ

L,T
2D qui dépendent de l’onde considérée. Nous

avons en effet montré plus haut que celles-ci conduisent à une pulsation identique de vibration,
de l’ordre de ωT . Il faut donc voir la pulsation ωL présentée ici comme la limite extrème de pro-
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FIG. 3.16 – Densité d’états des modes de vibrations g(ω) pour un système contenant N = 10000
particules à 2D, obtenue par diagonalisation de la matrice dynamique. Seuls les 7000 premiers
modes propres de vibration ont été obtenus, raison pour laquelle la queue de la densité d’état
n’est pas visible. Nous avons inséré dans la figure trois lois de puissances. La première est la
prédiction de Debye gD(ω) (Éq. 3.21, p. 48) représentée par la ligne en pointillé, calculée à partir
des vitesses du son CT,L déterminée précédemment. La ligne en continu varie plus rapidement
que la prédiction de Debye tandis que celle en pointillés longs est une loi de puissance en ω1/2

représentant les ondes ayant une longueur d’onde beaucoup plus petite que ξ2D (cf. Fig. 3.14).
Nous avons aussi représenté les pulsations associées ωL,T ≡ 2πCL,T /ξ2D, où ξ2D est la longueur
caractéristique des hétérogénéités élastiques. Insert : Densité d’états divisée par la prédiction
de Debye g(ω)/ω en fonction de la fréquence ω. Nous remarquons que la position du pic Boson
se situe au voisinage des pulsations ωT et ωL.

pagation des ondes élastiques dont la longueur d’onde est associée à celle des hétérogénéités
élastiques. Dans ce qui suit, nous dissocierons les pulsations ωL,T associées à ξ2D, des pulsa-
tions ω∗

L,T associées à ξ
L,T
2D .

À 3D, comme nous l’avons mentionné précédemment, l’obtention de la densité d’état des
modes de vibrations par diagonalisation de la matrice dynamique, pour des tailles de sys-
tèmes grandes devant la taille des hétérogénéités élastiques, est impossible actuellement avec les
moyens informatiques dont nous disposons. Aussi, avons-nous utilisé une approche équivalente
à la diagonalisation de la matrice dynamique, consistant, dans l’approximation harmonique, à
calculer la transformée de Fourier de la fonction d’auto-corrélation des vitesses à basse tempé-
rature et aux petits vecteurs d’ondes (Éq. 3.22, p. 48), pour obtenir la densité d’états des modes
de vibration (Éq. 3.23) [18]. À la différence de l’approche directe par diagonalisation, les confi-
gurations utilisées pour cette approche ne sont pas contraintes à rester dans un minimum local
d’énergie potentielle, mais au contraire à vibrer dans les puits d’énergie locaux quite à s’en
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échapper au bout d’un temps suffisamment long, ceci afin de pousser le système à visiter son
espace des phases.

Numériquement, à des températures très en-dessous de la Tg, une telle exploration de l’es-
pace des phases Γ est inaccessible sur l’échelle de temps de la simulation. Il nous faut alors
utiliser des techniques statistiques d’échantillonage pour visiter l’espace des phases, techniques
appliquées notamment pour le calcul de la fonction d’auto-corrélation des vitesses.

Au niveau de la simulation, nous avons procédé ainsi. En premier lieu, nous avons estimé
la T 3D

c à partir de la valeur de T 2D
c ≃ 0.26. Cette estimation tient compte de ±30% de T 2D

c ,
soit 0.18 < T 3D

c < 0.34. Une telle donnée nous est nécessaire pour être certain d’effectuer la
dynamique inhérente au calcul de la fonction d’auto-corrélation des vitesses, à une température
très en-dessous de T 3D

c , pour laquelle l’approximation harmonique est valable. Nous avons alors
choisi une température de dynamique à T = 10−4, soit trois ordres de grandeur en-dessous de
T 3D

c . En deuxième lieu, nous avons effectué la dynamique de “pseudo-équilibration” à cette
température (nous pouvons même dire de “viellissement”, tant le temps de relaxation à cette
température est très grand), pendant t = 106 MDS avec un pas d’intégration h = 10−3. Notons
que nous avons testé différents temps de viellissement δt ≡ h× t = 101, 102, 104 à T = 10−4,
celui finalement utilisé δt = 103 étant un bon compromis entre coût de calcul et dépendance
de la densité g(ω) avec δt. En dernier lieu, après cette phase de vieillissement de δt = 103,
nous mesurons la fonction d’auto-corrélation des vitesses pendant δt = 102. L’intégration par
transformée de Fourier (Éq. 3.23) a été réalisée à l’aide d’un algorithme de FFT [20] en prenant
soin de conserver la commensurabilité des vecteurs d’ondes k dûe à la taille finie de la cellule
de simulation.

Comme représenté sur la Fig. 3.17, nous avons déterminé pour deux températures différentes
la densité d’état g(ω), obtenue par le même protocole numérique que celui décrit précédem-
ment. Sur cette figure, pour une taille de système L = 56σ grande devant la taille des hétérogé-
néités élastiques (ξ3D ≈ 23σ), nous avons effectué le protocole numérique précédent pour une
température T = 10−1, soit du même ordre de grandeur que T 3D

c , et pour la température que
nous utiliserons désormais T = 10−4, et ce pour le protocole rapide. Nous remarquons qu’à la
température la plus élevée, la prédiction de Debye n’est pas atteinte comme l’on s’y attendrait
(cf. Fig. 3.15) aux grandes longueurs d’onde, justifiant le choix d’une température plus basse.
Notons que compte tenu de la taille finie de la cellule de simulation, la plus petite pulsation
accessible est donnée par ωmin ≡ 2πCe f f /L ≈ 0.3, où Ce f f ≡ [(2C−3

T +C−3
L )]−1/3 est une vi-

tesse effective des ondes élastiques dans le matériau. D’autre part, comme présenté en insert de
cette figure, nous avons calculé la densité d’état g(ω) à la température T = 10−4 pour la même
configuration ayant subit un protocole lent et un autre rapide (nous entendons par là que ces
configurations ont la même distribution du désordre et sont issues de la même structure CFC à
T = 1). Nous remarquons aux basses pulsations un faible élargissement de la densité d’états des
modes de vibration dans le cas du protocole “lent” par rapport au protocole “rapide”. Cet effet
sera quantifié plus précisément par la suite. Notons par conséquent qu’hors mentionné, tous les
résultats suivants sont obtenus pour le type de protocole “rapide”.

Dès lors, nous avons appliqué systématiquement le protocole numérique permettant d’obte-
nir la densité d’états des modes de vibration à 3D pour différentes tailles de systèmes. Nous
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FIG. 3.17 – Densité d’états des modes de vibration à 3D en fonction de la température pour
un système contenant N = 171500 particules, de taille L = 56σ, généré par le protocole de
refroidissement dit “rapide”. Nous avons utilisé le protocole numérique décrit dans le texte
pour le calcul de g(ω). La ligne en pointillé représente la prédiction 3D de Debye (Éq. 3.21).
Nous remarquons la meilleure convergence aux grandes longueurs d’ondes pour la température
la plus basse. Insert : Densité d’états g(ω) à T = 10−4 pour la même configuration générée
suivant les protocoles “lent” et “rapide” de taille L = 56σ. Nous remarquons un élargissement
de la densité d’états aux petites pulsations.

avons résumé les résultats obtenus sur la Fig. 3.18. Sur cette figure, nous avons tracé les den-
sités d’états g(ω) pour différentes tailles de systèmes. Nous remarquons tout d’abord que nos
données deviennent rapidement indépendantes de la taille des systèmes considérés pour des
pulsations suffisamment grandes devant ωT et ωL. De plus, nous pouvons relever aussi la forme
symétrique de la densité d’état g(ω) (en coordonnées linéaires) autour de son maximum situé en
ω ≈ 14.3. Notons toutefois que ce maximum est différent de la pulsation de Debye ωD ≈ 18.3,
elle-même plus petite que la pulsation propre associée à une longueur d’onde de l’ordre de la
distance interparticulaire σ de valeur ωσ ≈ 26.4.

Comme à 2D sur la Fig. 3.16, nous avons présenté sur la Fig. 3.18 des lois de puissances
auxquelles peuvent être associées différents régimes apparaissant sur la Fig. 3.15. Aux grandes
longueurs d’ondes, nos données sont en relativement bon accord avec la prédiction de Debye,
même s’il faudrait obtenir des tailles de système plus grandes pour mieux s’en apercevoir. À
partir de la pulsation ωT associée à la longueur caractéristique des hétérogénéités élastiques à
3D ξ3D, la densité d’état des modes de vibration g(ω) augmente plus rapidement que la loi de
Debye en ω2. Cet effet est là-aussi plus visible sur la courbe en insert représentant l’écart à la loi
de Debye, et apparaît comme un excès de modes de vibration, i.e. le pic Boson. Comme à 2D,
la largeur de ce pic est assez bien décrite par la position de ωT et ωL. Immédiatement après ce
régime d’excès, nous avons tracé une autre loi de puissance plus lente que la prédiction de De-
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FIG. 3.18 – Densité d’états des modes de vibrations g(ω) à 3D en fonction de la taille L des
systèmes considérés, obtenue par intégration de Fourier de la fonction d’auto-corrélation des
vitesses à T = 10−4. Les lignes représentent trois lois de puissance, la ligne en pointillés étant
la prédiction de Debye à 3D (Éq. 3.21, p. 48). La ligne en pointillés longs alternés correspond
à une dépendance linéaire de la densité d’état avec la pulsation dans le régime dominé par
le champ non-affine λ(p) ≪ ξ3D. Comme la Fig. 3.16, nous avons aussi inclus les pulsations
ωL,T ≡ 2πCL,T /ξ3D, ainsi que la pulsation de Debye ωD = {18πρ/(2C−3

T +C−3
L )}1/3 ≈ 18.3.

Les pulsations les plus grandes correspondent alors à des vibrations à de très petites échelles
λ(p) ≪ σ. Insert : Densité d’états g(ω) divisée par la prédiction de Debye à 3D en fonction de
ω, pour une grande taille de système L = 56σ. Comme à 2D, ωT et ωL décrivent correctement
la position et la largeur du pic Boson.

bye, région du spectre de vibration pour laquelle les modes propres de vibration possèdent une
longueur d’onde très petite par rapport à la longueur d’onde caractéristique des hétérogénéités
élastiques λ ≪ ξ3D.

Le pic Boson semble donc marquer un crossover entre un régime élastique continu pour
les vibrations et un régime dominé par le champ de déplacement non-affine. De même qu’à 2D,
notons d’autre part que nous avons utilisé ξ3D pour l’estimation de la pulsation ωL, pulsation qui
doit être prise comme la borne supérieure des pulsations accessibles par des ondes de longueur
d’onde de l’ordre de la longueur caractéristique de corrélation des hétérogénéités élastiques.

Comme nous l’avons présenté dans l’insert de la Fig. 3.17, nous avons déterminé la densité
d’états des modes de vibration à 3D pour les deux types de protocoles de refroidissement “lent”
et “rapide”. Ces deux types de protocoles de refroidissement ont été appliqués sur une même
configuration, i.e. sur la même configuration du désordre, dans la phase de production. Les deux
configurations finales obtenues par ces deux protocoles ont ensuite subi le protocole de calcul
de la densité d’états des modes de vibrations par l’obtention de la fonction d’auto-corrélation
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FIG. 3.19 – Comparaison des
densités d’états des modes de vi-
brations divisées par la prédiction
de Debye à 3D g(ω)/ω2 et cal-
culées pour les densités d’états
présentées dans l’insert de la
Fig. 3.17. Nous remarquons un
déplacement vers les plus hautes
pulsations et une diminution en
intensité du Pic Boson pour le
système ayant subi un vieillisse-
ment (protocole “lent”) en accord
avec les mesures expérimentales
[176, 191, 199].

des vitesses à T = 10−4 comme présenté plus haut.
Sur la Fig. 3.17, nous avons évoqué un faible élargissement aux basses pulsations de cette

densité d’états g(ω) pour le protocole “lent” par rapport à celle calculée par la même méthode
pour le protocole “rapide”. Cet effet est plus visible sur la Fig. 3.19 où nous avons tracé la
densité d’états divisée par la prédiction de Debye à 3D g(ω)/ω2 pour les mêmes densités d’états
que celles représentées dans l’insert de la Fig. 3.17.

Sur la Fig. 3.19, nous remarquons que la position de l’excès de modes de vibrations (consti-
tuant le Pic Boson) pour le système ayant subi un protocole de refroidissement “lent” se déplace
vers les pulsations les plus hautes par rapport à la position du Pic Boson pour le même système
ayant subi un protocole “rapide”, et de plus que l’intensité du pic est plus faible dans le cas
du protocole “lent” avec une décroissance de la densité d’état autour du pic dans la partie des
basses pulsations.

Notons que cet effet est en accord avec les observations effectuées par Duval et al. [191, 199]
sur un verre de polymère ayant subi un viellissement. En effet, ces auteurs ont déterminé la
densité d’états des modes de vibrations d’un verre de polymère à basse énergie par des mé-
thodes de diffusion anélastique de neutrons, pour deux types de refroidissement de ce verre.
Le premier est obtenu par un refroidissement rapide à partir d’un état au-dessus de Tg, tandis
que le deuxième est vieilli pendant un certain temps en-dessous de Tg. Ils observent alors que
la densité d’états des modes de vibration autour du Pic Boson décroît avec le viellissement,
et que la position du pic se déplace vers les plus hautes fréquences. Dans une communica-
tion privée [176], ces même auteurs observent un tel effet y compris dans un verre de silice
pour le même type d’investigation en “vitesse” de refroidissement. Ils interprètent ces effets du
vieillissement sur l’excès de modes de vibration du Pic Boson à partir de considérations sur le
paysage d’énergie [226] et du concept “d’élasticité hétérogène à haute fréquence” [98, 99, 200].

À l’aide de ces études sur le spectre à basse fréquence et sur la densité d’états des modes
de vibrations, nous avons pu montrer que les modes de vibration sont fortement affectés par
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l’existence des hétérogénéités élastiques, et ne peuvent être prédits correctement par la théorie
continue de l’élasticité si les longueurs d’ondes associées à ces modes sont plus petites que la
longueur caractéristique de corrélation de ces hétérogénéités. Les analyses en lois d’échelles
effectuées sur les Fig. 3.14 et 3.15 montrent l’existence de deux régimes dans le domaine
de longueurs d’ondes plus petites que la taille caractéristique des hétérogénéités élastiques.
Un premier régime où λ < λ

L,T
min (uniquement accessible à 2D sur la Fig. 3.14), pour lequel

les fréquences sont sous-estimées par la théorie de l’élasticité, et un deuxième régime pour
ξ

L,T
2D/3D

> λ > λ
L,T
min où les fréquences sont cette fois-ci sur-estimées par la théorie continue de

l’élasticité. L’existence de ce dernier régime implique alors un excès de modes de vibrations par
rapport à la prédiction de Debye à 2D aussi bien qu’à 3D (Fig. 3.16 et 3.18). Cet excès, i.e. pic
Boson, est alors situé au bord du régime vibrationnel dominé par le champ non-affine, sa posi-
tion étant donnée par les longueurs caractéristiques de corrélation des hétérogénéités élastiques
ξ2D et ξ3D.

Si nous sommes désormais à même de comprendre avec circonspection ces anomalies de
densités d’états, la question quant à la nature des ondes élastiques au voisinage du pic boson
reste encore ouverte. Comme nous l’avons cité plus haut, il semblerait que la sur-estimation des
fréquences correspondant à des longueurs d’ondes plus petites que ξ serait liée à un déplacement
des modes associés à ces longueurs d’ondes vers le bord du régime non-affine.

Une quantité non-négligeable de modèles ont essayé d’appréhender la problématique des
vibrations dans les verres. Aussi, l’approche par loi d’échelle (Fig. 3.14, 3.15) nous a-t-elle
renseigné sur le comportement de la relation de dispersion. Ainsi, un certain nombre de mo-
dèles [226] traitent le pic Boson comme une conséquence de l’applatissement de la relation de
dispersion due au couplage entre les ondes planes et des modes non-propagatifs.

Cette dernière approche est intéressante, ne serait-ce que par la possible existence de modes
mous à énergies nulles, comme montré par Wyart et al. [78, 79] sur des matériaux modèles
proches du point de jamming. Les propriétés vibrationnelles de ces matériaux amorphes faible-
ment connectés font introduire une fréquence caractéristique ω∗ séparant deux types de com-
portements vibrationels : en-dessous de ω∗, le système peut être décrit comme un milieu élas-
tique, tandis qu’au-delà de cette fréquence, les modes de vibration correspondent à des modes
constituant des états isostatiques, construits à partir de modes mous. Ces modes anormaux ap-
paraissant à ω∗ sont caractérisés par une longueur caractéristique l∗ plus grande que la taille des
particules, et qui varie comme l’inverse de la coordination δz = 4πρ

R R
0 r2g(r)dr à 3D, où R est

un paramètre ajustable. De tels modes seraient plausibles dans nos systèmes en considérant par
exemple des “brisures d’isostaticités élastiques”, i.e. hétérogénéités élastiques.

Citons aussi les approches (déjà mentionnées) de type Milieux Effectifs [214, 215, 216, 217]
qui introduisent dans les équations de propagation des ondes élastiques des variations spatiales
des constantes élastiques. La limite actuelle de telles approches se situe dans la difficulté d’intro-
duire des corrélations du désordre dans ces constantes élastiques. Néanmoins, un travail récent
de Gurarie et Atland [216] a mis en évidence que la densité d’états correspondant aux équa-
tions de propagation d’ondes dans un milieux désordonné pouvait contenir soit un pic à des
longueurs d’ondes des phonons de l’ordre de la longueur de corrélation du désordre, soit un
maximum élargi à des longueurs d’ondes en-dessous de cette longueur de corrélation.

De toute évidence, il paraît évident que l’origine d’un tel écart à la prédiction continue réside
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dans la nature du désordre local, ingrédient essentiel, notamment, aux approches théoriques
de Milieux Effectifs. La question quant à la pertinence d’un tel désordre reste posée. En tout
cas, les approches de Milieux Effectifs, bien que sur des modèles simplifiés, ont montré que
de simples fluctuations spatiales de constantes élastiques non-corrélées étaient suffisantes pour
obtenir nombre de caractéristiques associées au Pic Boson pour les fréquences propres et les
vecteurs propres de vibrations. Nous pensons aussi qu’un tel traitement plus sophistiqué in-
cluant des corrélations à longue portée dans les constantes élastiques, ou bien des couplages
non-triviaux entre constantes élastiques locales, pourrait capter une partie de la physique du
problème. En revanche, il est plus délicat à l’heure actuelle de relier les variations spatiales des
coefficients élastiques au désordre gelé comme représenté sur la Fig. 2.4 (p. 21) et ceci afin
d’expliquer les structures tourbillonnaires rencontrées.

Dans nos modèles numériques, la connaissance des modes propres de vibration par diago-
nalisation de la matrice dynamique, nous permet d’avoir accès aux vecteurs propres associés à
chaque mode. Aussi, afin de comprendre la nature de ces ondes élastiques et leur comportement
notamment dans la région du pic Boson, nous avons entreprit d’effectuer une étude détaillée à
2D de ces vecteurs propres. À 3D, cette étude n’a pas été possible pour les raisons évoquées
plus haut, néanmoins, moyennant des moyens de calculs plus importants, notons qu’elle est
réalisable. Dans la partie suivante, nous allons donc présenter cette étude.

3.3.3 Étude des vecteurs propres

Comme nous l’avons montré au début de ce chapitre, les vecteurs propres de vibration d’un
cristal parfait sont des états d’ondes planes. Dans un matériau amorphe, ceci n’est pas forcément
le cas. En effet, pour un système désordonné, nous pouvons nous attendre à ce qu’aux grandes
longueur d’onde, les modes propres de vibration s’apparentent à de tels états d’ondes planes,
en revanche, au fur et à mesure que la longueur d’onde diminue, ce fait peut s’avérer être
différent comme nous le verrons par la suite. Ainsi, une grande quantité de modèles théoriques
et d’interprétations de données expérimentales traitent de la nature des ondes vibrationelles dans
les matériaux amorphes, notamment quant à la structure des ondes constituant le Pic Boson.

À l’heure actuelle, plusieurs types d’interprétations existent. Citons par exemple l’interpré-
tation de Ruocco et al. [190] selon laquelle les ondes acoustiques dans la silice amorphe se
propagent jusqu’à des longueurs d’ondes de l’ordre de la distance interatomique, interprétation
en contradiction avec celle développée par Foret et al. [177, 179, 7] dans de la silice notam-
ment, qui montrent au contraire un crossover dans la propagation de ces ondes vers un régime
de diffraction forte se situant à une fréquence proche de celle du Pic Boson, c’est-à-dire à une
longueur d’onde plus grande que celle associée au tétrahèdre SiO4 dans la silice amorphe. À
ce phénomène de crossover est associée la transition de Ioffe-Regel [208] pour la propagation
des phonons en milieux désordonnés [213, 214, 222] pour lesquels le libre parcours moyen
l(ω) (mesuré par exemple par la donnée de la conductivité thermique κ(T )) est de l’ordre de la
longueur d’onde du phonon λ(ω), correspondant donc à un état où les phonons sont faiblement
diffractés vers un état où ils le sont fortement. En accord avec le critère de Ioffe-Regel [100],
dans le régime où les phonons sont fortements diffractés (l(ω) ∼ λ(ω)), ceux-ci peuvent être
localisés au sens d’Anderson [21]. Notons que dans ce travail de Graebner et al. [100], les au-
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teurs proposent que la transition de Ioffe-Regel pour les modes vibrationnels apparaisse pour
les phonons dont la longueur d’onde et le libre parcours moyen sont du même ordre qu’une
longueur de corrélation structurelle du matériau. Ils estiment une telle longueur de l’ordre de
20− 50 structures atomiques. Ces arguments amènent les auteurs à conjecturer que le plateau
universel de la conductivité thermique dans les verres dans la région T = 1−30K doit être asso-
cié à un processus de localisation des phonons dû à une forte diffraction par les inhomogénéités
à ces échelles de longueur.

Le problème de propagation/non-propagation (cité plus haut) des ondes planes dans les ma-
tériaux amorphes s’enrichit alors de celui pour lequel ces ondes sont localisées ou au contraire
de nature collective, notamment dans le régime de Pic Boson ou au-delà5.

Dans [213], il est montré que si la fréquence associée au pic Boson est de l’ordre de celle as-
sociée à la transition de Ioffe-Regel, les vecteurs propres de vibration n’en sont pas pour autant
localisés, la localisation vibrationnelle n’apparaissant qu’à l’extrémité de la bande de polari-
sation. Dans [214, 222], il est montré que la région du pic Boson débute à la fréquence pour
laquelle les ondes planes commencent à être affectées par la diffraction, i.e. l(ω) ∼ λ(ω). De
plus, ces auteurs montrent dans [222] que les modes proches du pic Boson et au-delà ne sont ni
propagatifs, ni localisés, mais de nature diffusive, et dans [212] que les modes constituant le pic
Boson sont de nature collective avec une longueur de corrélation des mouvements collectifs de
l’ordre de 20 Å.

Aussi, afin d’étudier ces différentes approches, et leur possible applicabilité à nos systèmes,
nous avons tout d’abord entrepris de caractériser le degré de localisation des vecteurs propres
à 2D en fonction de la pulsation ω(p) associée au mode p. Pour cela, nous définissons comme
pour l’étude du champ non-affine (Éq. 3.38, p. 58) le taux de participation d’un mode de pulsa-
tion ω(p) comme :

Pr(ω) ≡
(
∑N

i=1 | ei(ω) |2
)2

N ∑N
i=1 | ei(ω) |4

(3.49)

où, e(ω) est le vecteur propre associé à un mode de fréquence ω(p) et p l’index du mode.
Comme d’habitude, le taux de participation de l’Éq. (3.49) s’interprète comme suit : si le mode
correspondant à la valeur propre ω est délocalisé, tous les atomes vibrent à amplitude égale
et Pr(ω) ≈ 1, en revanche, si le mode est fortement localisé, alors Pr(ω) → N−1. De plus,
comme défini dans [207], il est possible d’estimer la localisation spatiale des modes propres
vibrationnels, ceci nécessitant la connaissance du centre de “gravité” (rappelons que la masse
de chaque particule est égale à 1 dans nos systèmes). Cette grandeur s’obtient par la formule
suivante :

rg(ω) ≡ ∑N
i=1 ri | ei(ω) |2 m−1

i

∑N
i=1 | ei(ω) |2 m−1

i

(3.50)

et la longueur de localisation spatiale du mode de pulsation ω(p) est alors :

5Notons que ces phonons seront localisés dans la limite des hautes fréquences ω ∼ ωD, où ωD est la pulsation
de Debye.
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L(ω) ≡
√

∑N
i=1 | ri − rg(ω) |2| ei(ω) |2 m−1

i

∑N
i=1 | ei(ω) |2 m−1

i

(3.51)

où ri est la position de la particule i et mi ≡ 1. Ainsi, en utilisant les conditions périodiques aux
bords dans nos systèmes 2D (rappelons que nos verres sont totalement périodiques dans toutes
les directions), la longueur définie par l’Éq. (3.51) possède une valeur maximale égale à la
moitié de la cellule de simulation. Nous avons représenté sur la Fig. 3.20 le taux de participation
donné par l’Éq. (3.49) et la longueur de localisation L(ω) définie par l’Éq. (3.51), quantités
calculées dans nos systèmes à 2D pour les 2000 premiers vecteurs propres associés aux valeurs
propres utilisées pour obtenir la densité d’états des modes de vibrations de la Fig. 3.16.
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FIG. 3.20 – Taux de participation Pr(ω) (en %) en fonction de la pulsation ω(p) calculé à partir
de l’Éq. (3.49) et longueur de localisation L(ω) donnée par l’Éq. (3.51) en fonction de la même
pulsation. Seulement 2000 vecteurs propres ont été calculés pour cette analyse, la pulsation de
Debye se situant dans nos systèmes 2D vers ωD ≈ 15.3. Les configurations utilisées contiennent
N = 10000 particules dans une cellule de simulation de taille L = 104σ. Nous avons tracé les
pulsations associées à la longueur de corrélation des hétérogénéités élastiques à 2D ξ2D pour
les ondes transverses (ωT ) et longitudinales (ωL). De même, nous avons retranscrit la pulsation
ωBP associée au sommet du pic Boson mesuré en insert de la Fig. 3.16.

Sur la Fig. 3.20, nous remarquons que le taux de participation associé aux modes de vibra-
tions ω(p) décroît de 100% à environ 30% en se stabilisant à cette valeur à partir de la fréquence
ωBP associée au sommet du pic Boson mesuré en insert de la Fig. 3.16. À l’inverse, nous re-
marquons que la longueur de localisation L(ω) reste constante dans la gamme de fréquence
regardée, égale à sa valeur maximale, i.e. la moitié de la cellule de simulation. Notons qu’ayant
calculé ces quantités pour seulement 2000 modes de vibrations, il est possible que la longueur
L(ω) décroîsse dans la région proche de la pulsation de Debye ωD ≈ 15.3 à 2D pour nos sys-
tèmes, puisqu’il est raisonnable de penser en effet que les modes à l’extrémité du spectre de
vibration soient des modes localisés sur la distance interparticulaire. Dès lors, nous concluons
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de la Fig. 3.20 que les modes à basses fréquences sont complètement délocalisés dans l’espace,
mais le nombre de particules impliquées dans ces vibrations décroît avec l’augmentation de la
fréquence jusqu’au régime de pic Boson et se stabilise dans le régime ω ∈ [ωBP;5]. Dans ce
régime de vibration, les vecteurs propres de vibration ne sont donc pas des états localisés à
l’échelle de la cellule de simulation.

Il est alors intéressant d’essayer de quantifier l’écart à la théorie continue de l’élasticité cette
fois-ci dans le cas des vecteurs propres. Pour cela, en nous inspirant de [213], nous définissons
une “pseudo” densité spectrale pour un état propre de vibration désordonné | e〉 comme le poids
de celui-ci sur une onde plane de vecteur d’onde k. Dans nos systèmes, cette définition est
équivalente à déterminer l’amplitude de Fourier :

Ap(q) = 〈e(p) | etheo(q)〉 (3.52)

où e(p) est le vecteur propre associé au mode p de vecteur d’onde kp et etheo(q) est l’onde plane
associée au mode q de vecteur d’onde kq. Les vecteurs d’ondes, nous le rappelons, sont discrets
et, à 2D, de norme ‖ k ‖= (2π/L)

√
(n2 +m2). À l’aide de la définition (3.52), il est dès lors

possible de construire le vecteur propre “bruité” δe(p) pour un mode p comme :

δe(p) ≡ e(p)− ∑
q∈Dp

Ap(q)etheo(q) (3.53)

où Dp est l’ensemble de 4 ou 8 ondes planes q de même longueur d’onde que celle théorique-
ment associée au mode p. L’Éq. (3.53) s’interprète alors comme le vecteur propre numérique
e(p) auquel nous enlèverions la plus grande contribution à la décomposition de Fourier du mode
p.

Nous avons représenté sur la Fig. 3.21 une comparaison des vecteurs propres numériques et
du bruit dans ces vecteurs propres, bruit calculé à partir de sa définition (3.53). Sur cette figure,
deux modes particuliers ont été présentés. Le mode p = 11 dont la longueur d’onde est plus
grande que ξ2D et le mode p = 231 correspondant au sommet du pic Boson mesuré en insert de
la Fig. 3.16. Pour le mode p = 11, nous avons multiplié par 2 les composantes du vecteur bruité
δe(p) afin de rendre la comparaison plus claire. Pour le mode p = 231, aucun ajustement a été
effectué. Nous remarquons alors que pour ce mode, vecteur propre numérique et bruit définit
par l’Éq. (3.53) sont identiques.

Ainsi, ce que suggère la Fig. 3.21 est que dans le régime du pic Boson, l’approche de type
“onde plane” n’est plus valable, i.e. le vecteur propre ne peut être décrit par les nombres quan-
tiques (n,m). Ceci peut se comprendre notamment sur la Fig. 3.22 où nous avons tracé la fonc-
tion Ap(q) définie par l’Éq. (3.52) pour les modes p = 3 dont la longueur d’onde λ(p) ≫ ξ2D,
p = 43 auquel est associé la pulsation ωT et pour le mode p = 600 dont la longueur d’onde
λ(p) ≪ ξ2D. Sur cette figure, les vecteurs propres empiriques p = 3,43,600 sont projetés sur
les ondes planes théoriques indexées par q ≡ pth. Nous avons tracé les amplitudes Ap(q) en
fonction de (pth − p), ceci afin de mettre en évidence la contribution de l’onde plane théorique
de même index que celui du vecteur propre empirique à l’amplitude de projection. Comme nous
le voyons, la largeur de l’amplitude de projection augmente avec l’index du mode empirique in-
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(a) (b)

(c) (d)

FIG. 3.21 – Comparaison des vecteurs propres (colonne gauche) et du bruit dans ces vecteurs
propres (colonne droite) calculé par l’Éq. (3.53). (a) et (b) : vecteur propre pour le mode p = 11
et bruit dans ce vecteur propre. Notons que les composantes du vecteur bruité ont été multipliées
par 2 pour rendre la comparaison avec le vecteur propre numérique plus claire. (c) et (d) :
vecteur propre pour le mode p = 231 et bruit associé à ce mode. Ce mode correspond au sommet
du pic Boson mesuré en insert de la Fig. 3.16. Dans ce cas, vecteur bruité et non bruité sont à
la même echelle naturellement. Notons alors que le bruit et le vecteur propre lui-même sont
identiques.

diquant que plus la pulsation ω(p) augmente, plus des ondes planes voisines viennent “polluer”
la projection théorique, rendant donc celle-ci inappropriée aux plus grandes fréquences. Ceci
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FIG. 3.22 – Amplitudes de pro-
jection des vecteurs propres em-
piriques p = 3,43,600 sur les
ondes planes théoriques indexées
par q ≡ pth. Les amplitudes sont
tracées en fonction de (pth −
p) afin de mettre en évidence
la contribution de l’onde plane
théorique de même mode à
l’amplitude de projection. Nous
voyons un élargissement de l’am-
plitude de projection quand l’in-
dex du vecteur propre numérique
augmente.
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explique la diminution de la hauteur du pic qui représente, nous le rappelons, la contribution
principale de l’onde plane de même index que le vecteur propre empirique. Cet effet d’élar-
gissement suggère un processus de diffusion des ondes élastiques, justifiant le terme “polluer”
utilisé plus haut.

Aussi, afin d’éclaircir cela, nous avons effectué une étude détaillée de l’évolution du vecteur
bruité δe(p). Pour cela, nous avons tracé l’évolution sur la Fig. 3.23 de la norme de ce vecteur

‖ δe(p) ‖≡
√

∑q/∈Dp
Ap(q)2 en fonction de la pulsation propre ω(p) associée au mode p.

FIG. 3.23 – Variation de la norme
du vecteur propre bruité défini par
l’Éq. (3.53) en fonction de la pul-
sation propre ω(p) associée au
mode p. Nous avons placé les
pulsations associées à la longueur
ξ2D pour les deux types d’ondes
à 2D ainsi que la pulsation ωBP

(cf. Fig. 3.20). Nous voyons ap-
paraître l’effet de saturation du
bruit aux environs de la pulsation
ωT suggérant l’absence de des-
cription en ondes planes propa-
gatives des modes à partir du pic
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Sur cette figure, nous voyons très clairement que le bruit sature à partir de la pulsation
ωT ≡ 2πCT /ξ2D, le vecteur propre empirique et le bruit dans ce vecteur propre calculé par
l’Éq. (3.53) étant dès lors identiques. Ceci suggère l’absence de description en terme d’ondes
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planes propagatives des modes au voisinages et au-delà du pic Boson, en accord avec [177, 179,
7, 213, 214, 222].

Dans le but d’étudier la possible existence d’un processus de diffusion comme suggéré par
l’élargissement de l’amplitude de projection Ap(q) sur la Fig. 3.22, nous avons calculé le rapport
sans dimensions ‖ δe(p) ‖ / ‖ e(p) ‖ et tracé celui-ci sur la Fig. 3.24 en fonction de la longueur
d’onde réduite Λ(p) ≡ λtheo(p)/ξ

L,T
2D . Cette longueur d’onde réduite permet de nous affranchir

du type d’onde longitudinale ou transverse. Sur cette figure, nous avons aussi placé la longueur
d’onde réduite associée au pic Boson ΛL,T (pBP) ≡ λL,T (pBP)/ξ

L,T
2D , où la longueur d’onde est

définie comme λL,T (pBP) = 2πCL,T /ωBP et ωBP a été déterminé en insert de la Fig. 3.16. Sur
la Fig. 3.24, nous avons pu mettre en oeuvre deux ajustements dans le domaine des basses
fréquences : un de type diffusion Rayleigh en Λ−2(p) et l’autre de type loi exponentielle ∼
exp(−Λ(p)).
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FIG. 3.24 – Variation de l’amplitude relative du bruit dans les vecteurs propres en fonction de la
longueur d’onde réduite Λ(p) ≡ λtheo(p)/ξ

L,T
2D du mode p à 2D. Nous avons inclus la longueur

d’onde réduite associée au pic Boson ΛL,T (pBP) = (2πCL,T )/(ωBPξ
L,T
2D ), où ωBP a été mesuré

dans l’insert de la Fig. 3.16. La ligne en pointillés longs représente le régime de diffusion Ray-
leigh, tandis que la ligne en pointillés longs alternés représente une loi de décroissance exponen-
tielle avec une longueur caractéristique dépendant de l’onde transverse ou longitudinale. Nous
identifions trois régimes. Le premier pour Λ(p) ≥ 1 où un processus de diffusion Rayleigh des
ondes planes sur un désordre faible semble dominer. Le deuxième pour ΛL,T (pBP) . Λ(p) . 1
où cette fois-ci le régime de décroissance exponentielle apparaît comme étant plausible. Enfin,
le dernier régime pour Λ(p) < ΛL,T (pBP) où le bruit est du même ordre que le vecteur propre.
Dans ce dernier régime, nous concluons que les ondes planes sont fortement diffractées par les
inhomogénéités dans les vecteurs propres.

Il est difficile de faire une différence entre les deux types d’ajustement proposés sur la
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Fig. 3.24 (Rayleigh ou exponentiel). Néanmoins, nous remarquons que dans la limite des grandes
longueurs d’ondes Λ(p)≥ 1, le régime de diffusion Rayleigh semble dominer. Un tel régime est
tout à fait plausible dans la mesure où il représente un processus de diffraction par un désordre
faible. Notons, et nous allons le voir, qu’il existe un régime de diffraction des ondes planes,
ce qui implique la présence d’inhomogénéités dans les vecteurs propres dans ce domaine de
longueurs d’ondes, inhomogénéités apparaissant notamment sur la Fig. 3.21 (b). Ainsi, dans ce
domaine de longueur d’ondes, les ondes planes existent et sont faiblement diffractées par ces
inhomogénéités dans les vecteurs propres, quant à la possible corrélation entre ces inhomogé-
néités et les hétérogénéités élastiques, la question sera abordée plus loin. D’autre part, dans le
régime intermédiaire ΛL,T (pBP) . Λ(p) . 1, cette fois-ci, le régime exponentiel domine avec
une longueur de décroissance caractéristique dépendant du type d’onde considérée. Finalement
dans le dernier régime Λ(p) < ΛL,T (pBP) le bruit est du même ordre de grandeur que le vec-
teur propre lui-même, si bien que dans ce régime, nous concluons que les ondes planes sont
fortement diffractées par les inhomogénéités dans les vecteurs propres. Aussi, afin d’éclaircir
la région proche et au-delà du pic Boson, il nous faut caractériser la structure même du bruit
dans les vecteurs propres. À cet effet, nous nous donnons une fonction de corrélation identique
à celle utilisée pour l’étude du champ non-affine, fonction que nous définissons comme :

Cp(r) ≡ 〈δe(p,r) | δe(p,0)〉 (3.54)

où p est le numéro du mode propre de vibration et r une distance. Nous avons représenté une
telle fonction calculée à partir de l’Éq. (3.54) sur la Fig. 3.25, fonction obtenue comme dans
toute cette étude à partir des 2000 premiers vecteurs propres à 2D pour des systèmes contenant
N = 10000 particules.

FIG. 3.25 – Fonctions de cor-
rélations Cp(r) calculées par à
partir de l’Éq. (3.54) pour dif-
férents modes p. Nous remar-
quons la décorrélation identique à
celle apparaîssant sur la Fig. 3.6
pour l’étude du champ non-
affine, décorrélation liée à la pré-
sence de tourbillons dans les
vecteurs propres. En pointillé,
la zone agrandie en insert. In-
sert : définition de la quantité ζ1

p
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Sur cette figure, nous avons représenté Cp(r) pour les modes p = 11 (longueur d’onde grande
devant ξ2D), p = 43 auquel est associé la pulsation ωT , et enfin le mode p = 231 auquel est
associé la pulsation ωBP. Comme pour l’étude du champ non-affine (cf. Fig. 3.6), les fonctions
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Cp(r) exhibent une décorrélation pour une longueur que nous définissons comme ζ1
p. À cette

longueur, suivant le raisonnement présenté dans le cas de l’étude du champ non-affine, est as-
sociée une taille caractéristique de structures rotationnelles présentes dans le bruit des vecteurs
propres, et à priori visibles notamment sur la Fig. 3.21. Notons qu’à priori, la taille caractéris-
tique des hétérogénéités élastiques à 2D apparaissant dans l’étude du champ non-affine n’est
pas encore reliée à la taille ζ1

p, tout du moins si ce n’est la structure tourbillonaire des excita-
tions qu’elles décrivent. En revanche, la question se pose d’une possible influence de la taille
des hétérogénéités élastiques sur la propagation des ondes élastiques dans nos matériaux. Aussi
remarquons-nous, sur la Fig. 3.25, que la longueur ζ1

p décroît avec le mode p. Il est dès lors in-
teressant de “suivre” l’évolution de cette longueur ζ1

p en fonction de la longueur d’onde associée
aux vecteurs propres e(p).

Une telle étude a été réalisée et est présentée sur la Fig. 3.26. Sur cette figure, les longueurs
ζ1

p sont moyennées sur l’ensemble des dégénérescences associées à une longueur d’onde théo-
rique λtheo(p), i.e. sur un ensemble de 4 ou 8 éléménts. Comme sur la Fig. 3.24, nous avons
utilisé en abscisse une longueur d’onde réduite indépendante du type d’onde (transverse ou lon-
gitudinale) en remettant à l’échelle les modes transverses par ξT

2D et les modes longitudinaux
par ξL

2D (cf. Fig. 3.14). Ainsi, dans cette échelle, nous pouvons déterminer la longueur d’onde

réduite associée au pic Boson, définie comme ΛL,T (pBP) ≡
(

2πCL,T

ωBP

)
.

1

ξ
L,T
2D

, où la pulsation

ωBP a été mesurée en insert de la Fig. 3.16. Notons alors, dans ce jeu de coordonnées, que
ΛT (pBP) = ΛL(pBP).

Sur la Fig. 3.26, nous remarquons alors trois régimes distincts. Tout d’abord, aux grandes
longueurs d’ondes Λ(p) ≫ 1, il existe un régime pour lequel ζ1

p est indépendant de la longueur
d’onde Λ(p). Dans ce régime, ζ1

p est du même ordre de grandeur que la taille des hétérogé-
néités élastiques à 2D, ce qui justifie le régime de diffusion Rayleigh déduit de la Fig. 3.24,
pour lequel les ondes planes sont faiblement diffractées par les inhomogénéités dans les vec-
teurs propres, i.e. correspondant à la taille des hétérogénéités élastiques. Le deuxième régime
apparaissant sur cette figure se situe dans la région ΛL,T (pBP) / Λ(p) / 1 et fait apparaître
une dépendance linéaire de ζ1

p avec Λ(p) pour les deux types d’ondes transverses et longitudi-
nales. Nous remarquons alors qu’en Λ(p) = 1, la longueur de corrélation ζ1

p subit une transition
non-dépendante/dépendante du mode p, et à partir de cette valeur Λ(p) = 1, la longueur de
corrélation des inhomogénéités dans les vecteurs propres varie comme la longueur d’onde des
excitations propres. Ce régime n’est pas sans rappeler le régime de Ioffe-Regel [213, 214, 222]
pour lequel le libre parcours moyen des phonons devient du même ordre que la longueur d’onde
des excitations. Néanmoins, une telle comparaison reste encore spéculative à ce stade, car elle
nécessiterait de relier les ζ1

p aux libres parcours moyen l(ω) des phonons. Immédiatement après
la longueur d’onde réduite associée au pic Boson ΛL,T (pBP), apparaît un autre régime pour le-
quel ζ1

p ∝ Λ2(p). Il est alors concevable de penser que le pic Boson se situe dans la zone de
crossover entre un régime propagatif de faible diffraction et un régime pour lequel les ondes
élastiques sont fortement affectées par le désordre.

Au cours de cette étude sur les vecteurs propres de vibrations dans nos matériaux 2D de
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FIG. 3.26 – Évolution du premier zéro ζ1
p de la fonction de corrélation du bruit dans les vecteurs

propres Cp(r) (cf. Éq. (3.54)) en fonction de la longueur d’onde réduite Λ(p) ≡ λtheo(p)/ξ
L,T
2D .

Une telle remise à l’échelle permet de s’affranchir du type d’onde (longitudinale ou transverse).
La moyenne 〈.〉p est effectuée sur l’ensemble de 4 ou 8 dégénérescences associées à une lon-
gueur d’onde λtheo(p). Nous distinguons trois régimes. Aux grandes longueurs d’ondes, nous
constatons tout d’abord qu’il existe un régime pour lequel ζ1

p est indépendant de Λ(p). Viens
ensuite un régime de Λ(p) ≈ 1 à Λ(p) ≈ ΛL,T (pBP) pour lequel ζ1

p ∝ Λ(p). Notons que dans
notre jeu de coordonées, ΛT (pBP) = ΛL(pBP). Enfin, un dernier régime pour Λ(p) < ΛL,T (pBP)
apparaît, régime où ζ1

p ∝ Λ(p)2. Nous remarquons là aussi que le pic Boson se situe au crossover

entre un régime propagatif des ondes planes, et un régime où ces ondes planes sont fortement
diffractées par les hétérogénéités élastiques.

taille L = 104σ ≫ ξ2D, nous avons donc montré que ceux-ci présentaient un comportement
comparable à celui des valeurs propres étudiées dans la section précédente. En effet, nous avons
montré que dans le régime pour lequel la longueur d’onde des vecteurs propres est plus grande
que la taille des hétérogénéités élastiques ξ2D, il existait un bruit corrélé sur une distance de
l’ordre de ces hétérogénéités et indépendant de la longueur d’onde du mode. Nous avons alors
montré que ces hétérogénéités sont responsables d’un processus de diffusion Rayleigh des ondes
planes. Dans ce régime, l’approche continue de la théorie de l’élasticité reste encore valable,
les vecteurs propres pouvant encore se développer en termes d’ondes planes propagatives, sauf
à petite échelle, typiquement en-dessous d’une taille ζ1

p. Néanmoins, nous avons pu rendre
compte de la limite d’applicabilité d’un tel traitement continu lorsque la longueur d’onde des
ondes planes tend vers la taille caractéristique des hétérogénéités élastiques ξ2D. Dans ce régime
intermédiaire, le bruit dans les vecteurs propres (défini comme le champ résiduel entre le vecteur
propre obtenu par diagonalisation de la matrice dynamique et le développement en ondes planes
pour le même index de mode prédit par la théorie continue de l’élasticité) devient de l’ordre du
vecteur propre lui-même suggérant l’inapplicabilité du traitement du continuum élastique. À ce
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régime est associé une transition entre un régime de diffraction faible et un régime de diffraction
forte, régime où la longueur de corrélation des inhomogénéités dans les vecteurs propres devient
du même ordre que l’excitation propre. La position de ce crossover est alors donnée par celle
du pic Boson. À des longueurs d’ondes plus petites que celle associée au pic Boson, les ondes
planes sont alors fortement affectées par le désordre.

Le mécanisme mis en jeu dans le couplage de la longueur d’onde des ondes planes dans le
régime de pic Boson et au-delà, avec la longueur de corrélation des inhomogénéités dans les
vecteurs propres (et notamment la transition de dépendance de cette longueur avec le mode)
reste encore mal compris. D’où l’intérêt que nous portons à la possible interaction entre des
modes non-propagatifs (modes mous, hybridization,...) et ces ondes planes, comme suggéré
dans [226, 78, 177, 179], pour l’explication d’un tel mécanisme.

3.4 Champ Non-Affine dans la Silice

Les résultats obtenus dans les deux précédentes Sections 3.2 et 3.3 quant à l’importance et
le rôle du champ non-affine notamment sur les propriétés élastiques et vibrationelles, posent
naturellement la question, d’une part de son existence et d’autre part de son influence, dans des
matériaux vitreux réalistes. Si l’on peut s’attendre, comme le relèvent DiDonna et Lubensky
[102], à ce qu’un tel champ non-affine existe dans des matériaux cristallins ou polycristallins à
structure de maille complexe, ou tout simplement avec plus d’un atome par maille, son existence
dans des verres réalistes comme la silice n’a jamais été observée, du moins à notre connaissance.

Dans cette section, nous nous proposons d’appliquer la méthodologie développée dans la
Section 3.2 pour l’étude du champ non-affine dans des verres modèles de type Lennard-Jones,
à un verre de silice. Les propriétés statiques d’un tel verre ont été présentées dans le Chap. 2
Section 2.3. Dans ce qui suit, seuls les verres de grandes tailles contenant N = 8016 et N =
24048 ions, sous une densité de ρ = 2.37g/cm3 vont être utilisés.

3.4.1 Protocole numérique et propriétés élastiques

Le protocole numérique utilisé pour cette étude du champ non-affine dans la silice amorphe
est identique à celui décrit p. 53, c’est-à-dire que nous faisons subir aux verres modèles de silice
une déformation d’élongation uniaxiale, permettant d’avoir accès tout d’abord aux coefficients
élastiques de nos matériaux, ainsi qu’au bruit dans les champs de déplacements générés par
une telle déformation. Le choix de l’intensité de la déformation εxx appliquée, est justifié sur
la Fig. 3.27. Sur cette figure, nous avons tracé la variation des coefficients élastiques de Lamé
(λ,µ) en fonction de la déformation εxx imposée. Les valeurs des coefficients ont été moyen-
nées sur un ensemble de trois configurations contenant N = 24048 particules à T = 0 K, sous
une pression hydrostatique moyenne de 0.4 GPa. Notons que pour tous les taux de déformation
mesurés, nous avons vérifié que la réponse du système, mesurée en terme de champ de déplace-
ment u(r), réside dans le régime de réponse elastique, ce, par la donnée du taux de participation
du bruit dans ce champ de vecteurs, i.e. champ non-affine δu(r), nous y reviendrons. Ainsi,
pour tout εxx le taux de participation Pr donné par l’Éq. (3.38), est compris entre 20% et 40%.
D’autre part, notons aussi que les valeurs des coefficients élastiques sont identiques pour les
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échantillons de N = 8016 particules.
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FIG. 3.27 – Variation des coefficients de Lamé (λ,µ) et, en insert, des vitesses du son des ondes
transverses (CT ) et longitudinales (CL) dans la silice, en fonction du taux d’élongation uniaxiale
εxx. Ces diverses quantités ont été mesurées sur un ensemble de trois configurations contenant
N = 24048 ions à T = 0 K, sous une pression hydrostatique moyenne de 0.4 GPa.

Nous remarquons sur la Fig. 3.27, une forte dépendance du coefficient de Lamé λ avec la
déformation imposée, le module de cisaillement µ ne variant que peu avec la déformation. Par
conséquent, le module de compressibilité B = λ + 2µ/d, où d est la dimension, varie forte-
ment lui-aussi avec εxx. Nous constatons qu’à partir d’un taux de déformation εxx = 10−3, la
dépendance de λ et B avec εxx semble disparaître. Dans toute la suite de cette étude, nous nous
placerons donc à un taux de déformation εxx = 5.10−3. Notons, là-aussi, qu’il en est de même
pour les systèmes contenant N = 8016 particules (non montré).

En insert de la Fig. 3.27, nous avons tracé la variation des vitesses des ondes transverses
CT =

√
µ/ρ et longitudinales CL =

√
(λ+2µ)/ρ en fonction du taux de déformation εxx. Pour

la valeur de εxx à laquelle nous nous plaçons (5.10−3), celles-ci sont évaluées à CT ≈ 3930 m/s et
CL ≈ 6820 m/s. Afin de comparer ces valeurs avec celles issues de travaux numériques et expé-
rimentaux, il nous faut noter que le protocole numérique utilisé dans notre étude est équivalent à
un protocole de décompression comme utilisé par Pilla et al. [68] numériquement et par Zha et

al. [76] expérimentalement. D’autre part, rappelons que la densité à laquelle nous nous plaçons
est, à pression équivalente dans [68, 76], supérieure à la densité ρ = 2.2g/cm3. Ainsi, les vi-
tesses CL,T que nous mesurons doivent être multipliées par un facteur (2.37/2.2)1/2, conduisant
à CT ≈ 4079 m/s et CL ≈ 7078.6 m/s, valeurs proches de celles observées par Pilla et al. [68]
numériquement (CT ∼ 4100 m/s et CL ∼ 7000 m/s), et par Zha et al. [76] expérimentalement
(quasiment identiques aux valeurs précédentes).

Dès lors, nous procédons comme dans le cas des verres de Lennard-Jones dans la Section 3.2,
c’est-à-dire que nous mesurons le bruit dans les champs de déplacements générés par l’applica-
tion de la déformation d’élongation. Ce bruit est alors défini comme le champ résiduel existant,



3.4 Champ Non-Affine dans la Silice 97

FIG. 3.28 – Partie non-affine du champ de déplacement linéaire réversible u(r) pour une élon-
gation uniaxiale macroscopique (figure de gauche) d’amplitude εxx = 5.10−3, dans un verre de
silice contenant N = 24048 particules (L = 69.616 Å). Le champ non-affine est projeté sur le
plan (x,z) qui contient la déformation imposée (figure de droite). La longueur des flèches est
proportionelle à l’intensité des déplacements.

lorsque l’on retire au champ de déplacement réel des atomes la prédiction affine de ce champ de
déplacement, i.e. le champ théorique si les atomes se déplaçaient de manière affine avec l’élon-
gation. Un tel bruit est représenté sur la Fig. 3.28. Sur cette figure, une élongation d’amplitude
εxx = 5.10−3 est appliquée à un verre de silice contenant N = 24048 particules (L = 69.616
Å). La partie non-affine du champ de déplacement réel linéaire réversible est alors mesurée,
et représentée sur cette Fig. 3.28 en projection sur le plan (x,z) contenant la déformation. Les
champs non-affines de toutes les particules dont la coordonnée y est comprise entre y = ±2
contribuent à cette projection. Comme dans le cas des verres de Lennard-Jones (cf. Fig. 3.3
p. 57), le champ non-affine apparaissant dans ce verre de silice met en évidence la présence de
structures rotationelles, que nous allons caractériser maintenant.

3.4.2 Caractérisation du champ non-affine

De même que dans l’étude de caractérisation du champ non-affine dans les verres de Lennard-
Jones, dans ce qui suit, nous nous concentrerons uniquement sur le régime de réponse linéaire
élastique. D’autre part, les champs de déplacement non-affine δu(r) seront normalisés par leur
second moment δui 7→ δui/〈δu

2
i 〉1/2, ce qui conduit, dans ce régime, à ce que ces champs ne

dépendent pas de la déformation appliquée.
Afin de caractériser les structures tourbillonaires apparaissant sur la Fig. 3.28, nous avons

utilisé le formalisme développé par la donnée des fluctuations du champ non-affine S(k) ≡
1
N
〈‖ δU(k) ‖2〉, où δU(k) est la transformée de Fourier du champ non-affine δu(r) (3.41).



98 Élasticité à 2 et 3 dimensions dans un verre

Dans ce formalisme, que nous avons auparavant appliqué aux verres de Lennard-Jones, nous
décomposons les fluctuations S(k) en une contribution longitudinale SL(k) et transverse ST (k),
dont les expressions sont données par (3.47) et (3.48).

Nous avons tracé sur la Fig. 3.29, les quantitées k2ST (k) et k2SL(k), en fonction de la longueur
d’onde λ = 2π/ ‖ k ‖, où les vecteurs d’ondes k sont commensurables avec la taille de la cellule
de simulation. La moyenne 〈·〉 est effectuée sur les dégénérescences associées à chaque lon-
gueur d’onde λ (cf. Éq. 3.11), ainsi que sur un ensemble de trois configurations par taille. Nous
remarquons tout d’abord sur la Fig. 3.29, que la contribution transverse du champ non-affine do-
mine, pour toutes les longueurs d’ondes que nous avons calculées, la contribution longitudinale
de ce champ. D’autre part, nous constatons une hiérarchie de découplages des contributions
transverses et longitudinales, dépendant de la structure du verre de silice, structure que nous
avons représentée par des flèches associées aux positions des n premières couches de voisins
r
(n)
{α,β}, avec n ∈ [1,4] et α,β ∈ {Si,O} (quantités obtenues à partir de la Fig. 2.12 p. 37). Il ap-

paraît alors, que le découplage devient de l’ordre d’un facteur 10, lorsque la longueur d’onde
est au moins plus grande que r

(4−5)
α−α ≈ 10−13 Å, avec α ∈ {Si,O}.

De même, au-delà de λ ≈ 20 Å, les contributions longitudinale et transverse du champ non-
affine deviennent indépendantes de la structure amorphe de la silice. Nous notons alors que pour
λ > ξ ≈ 20 Å, la statistique se détériore.

Cette longueur ξ ≈ 20 Å, peut être appréhendée par une méthode de coarse-graining du
champ non-affine, identique à celle décrite par les expressions (3.39) et (3.40), expressions
dérivées lors de l’étude des corrélations du champ non-affine à 3D pour des verres de Lennard-
Jones. Rappelons que cette méthode consiste à distribuer un champ de vecteur dans des éléments
de volume de taille b, définissant ainsi un champ coarse-grainé, nommé δU j(b) (3.39). Les
corrélations entre composantes de ce champ sont alors étudiées par la donnée d’une fonction de
corrélation B(b) (3.40), en faisant varier la taille des éléments de volume b.

Nous avons tracé une telle fonction pour l’étude du champ non-affine dans la silice amorphe
à T = 0 K, sur la Fig. 3.30. Sur cette figure, le champ non-affine mesuré dans ses systèmes de
tailles L = 48.2296 Å et L = 69.616 Å fait apparaître des corrélations à des distances grandes
devant l’unité tétrahédrique SiO4. Les fonctions B(b) représentées sur la Fig. 3.30 sont moyen-
nées sur un ensemble de trois configurations par taille, et semblent décroître exponentiellement
avec la longueur sans dimension b/L.

Cette décroissance de la fonction de corrélation B(b) du champ non-affine dans la silice

amorphe à T = 0 K fait alors apparaître une longueur caractéristique ξ ≈ 20Å . Ainsi, il nous
est possible d’estimer la fréquence associée à cette longueur, par l’utilisation des vitesses du
son dans nos matériaux, fréquence donnée par ν = Ce f f /ξ, où Ce f f = (2C−3

T +C−3
L )−1/3. Nous

obtenons alors une fréquence ν ≈ 1.4 THz, soit un peu plus élevée que la fréquence associée
au pic Boson νBP ≈ 1 THz dans la silice [151, 152, 189]. Notons qu’en toute rigueur, pour
que ces fréquences soient comparables, il nous faudrait effectuer toutes les mesures discutées
jusqu’à maintenant en compression. En effet, rappelons que d’après [68, 76], les vitesses du
son en décompression sont plus grandes que celles en compression, ces dernières faisant état
de référence pour la silice. De tels calculs sont en cours. Néanmoins, si nous estimons cette
longueur ξ inchangée lors d’un protocole de compression, il est possible d’estimer les vitesses
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FIG. 3.29 – Carré de l’amplitude de Fourier des parties longitudinale SL(k) et transverse ST (k)
du champ non-affine dans la silice à T = 0 K en fonction de la longueur d’onde λ. Deux tailles
de système ont été considérées, L = 48.2296 Å, soit N = 8016 particules, et L = 69.616 Åcor-
respondant à N = 24048 particules, les données étant moyennées sur un ensemble de trois confi-
gurations par taille. Nous constatons tout d’abord que la contribution transverse du champ non-
affine domine la contribution longitudinale pour tout λ. D’autre part, il apparaît une hiérarchie
des découplages entre contributions longitudinale et transverse du champ non-affine qui dépend
de la structure de la silice amorphe, structure représentée par les positions des flèches associées
aux n premières couches de voisins pour chaque entité (Si,O). Nous remarquons que pour des

longueurs d’onde λ au moins plus grandes que r
(4−5)
α−α ≈ 10− 13 Å, où α ∈ {Si,O}, la contri-

bution transverse devient près de 10 fois supérieure à celle longitudinale, ces deux quantités se
stabilisant et devenant indépendantes de la structure amorphe pour λ ≈ 20 Å.

des ondes transverses et longitudinales d’après les travaux de Horbach et al. [159] effectués
sur des verres de silice de même densité que ceux présentés ici. Ces auteurs mesurent alors
des vitesses CT ≈ 3772 m/s et CL ≈ 5936 m/s, conduisant à ν ≈ 1.38 THz. Finalement, si nous
tenons compte de la densité plus élevée par rapport à celle expérimentale à pression équivalente,
la fréquence associée à ξ dans nos systèmes est alors ν ≈ 1.5 THz, et à partir des vitesses
obtenues par Horbach et al. [159], ν ≈ 1.43 THz.

Nous avons donc montré dans cette partie, que la réponse en élongation uniaxiale d’un verre
modèle de silice faisait apparaître un bruit dans les champs de déplacements des atomes, i.e.
champ non-affine. Nous avons montré que ce champ non-affine dans la silice était principale-
ment de composante rotationelle, exhibant des structures corrélées sur une distance de 20 Å.
D’autre part, ce champ non-affine existe à toutes les échelles structurelles de la silice amorphe,
avec une augmentation, de sa composante rotationelle à des distances supérieures à [4−5] tétra-
hèdres SiO4. Finalement, nous avons montré que la fréquence ν associée à cette longueur de de
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FIG. 3.30 – Amplitude de la fonc-
tion de corrélation normalisée
B(b) (3.40) du champ non-affine
dans un verre de silice à T =
0 K, en fonction de la longueur
sans dimension b/L. Le champ
est moyenné sur un élément de
volume de taille b contenant Nb

particules, et sur un ensemble
de trois configurations par taille.
Il apparaît une décroissance ex-
ponentielle des corrélations du
champ non-affine dans les verres
de silice, avec une longueur ca-
ractéristique ξ ∼ 20 Å.
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corrélation est proche de la fréquence associée au pic Boson, justifiant les résultats précédents
concernant les verres de Lennard-Jones, et notamment le fait que le pic Boson se situe au bord
du régime de vibration dominé par le champ non-affine.

3.5 Réponse à une sollicitation ponctuelle

Ces dernières années ont vu se développer un nombre important d’études théoriques [85,
132, 127, 120, 121, 122], expérimentales [119, 128, 129, 131, 125] et numériques [123, 124]
pour déterminer la réponse d’un matériau granulaire soumis à une sollicitation ponctuelle. Ces
différentes études ont été motivées par le désir de comprendre les propriétés statiques de ces ma-
tériaux, qui jouent un rôle de plus en plus important de part leurs implications technologiques.
Outre l’aspect industriel, un double intérêt s’est porté vers l’enjeu théorique qu’ils constituent.
En effet, il a été argumenté que ces aggrégats formés sous l’action de la gravité (et identique-
ment d’autres solides tels que les colloïdes, mousses et émulsions) ne sont pas nécessairement
décrits par les théories élastiques ou élastoplastiques classiques [85, 120, 121, 122, 123, 124].
Ainsi, le problème de la réponse à une sollicitation ponctuelle d’un tel type de matériau se
place-t-il en tant que test de telle ou telle théorie, d’où l’intérêt qu’il suscite. Par exemple, dans
[129], les auteurs ont montré que la distribution des contraintes proche du point d’application de
la sollicitation ponctuelle dans du sable ordinaire est qualitativement en bon accord avec la pré-
diction théorique d’un continuum élastique isotrope. En revanche, il existe une légère différence
dans la queue de cette distribution. De récents travaux [120, 121, 122] ont néanmoins montré
la nécessité de revoir la théorie élastique pour ce type de systèmes composés typiquement d’un
petit nombre de constituants. Toutefois, à l’heure actuelle, l’unanimité quant à une description
capable de passer d’une mécanique microscopique vers une mécanique macroscopique en in-
cluant un désordre mésoscopique, de la friction [130], une texture, ou encore de l’humidité entre
grains n’existe toujours pas. La tâche n’est pas non plus simple en ce qui concerne la modéli-
sation réaliste de ce type de matériaux, la phénoménologie des interactions étant encore mal
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identifiée.
Ainsi, nous sommes-nous intéressés au problème de la réponse à une sollicitation ponctuelle

sur un type de modèle considérablement simplifié qu’est le verre de Lennard-Jones. Il paraît en
effet évident que les solides amorphes fournissent des systèmes témoins importants pour la com-
préhension de systèmes composés de vrais grains de sables, notamment de part le désordre qui
les constitue. Ce type de verre, dans la limite athermique peut, d’autre part, capter la même phy-
sique que celle présente dans les matériaux granulaires pour lesquels les fluctuations thermiques
sont négligeables par rapport à l’effet de la gravité. En outre, il est bien connu que les matériaux
amorphes comme les verres métalliques, organiques ou minéraux possèdent des propriétés mé-
caniques très différentes de celles du cristal correspondant de même densité [22, 106, 108]. Ces
matériaux amorphes sont caractérisés par une grande décroissance des modules d’Young E et
de cisaillement µ (cf. p. 43), ainsi qu’une grande augmentation de la contrainte seuil à laquelle
est associée une localisation de la déformation plastique (voir Chap. 5). Ces propriétés ont été
interprétées en terme de réarrangements [104, 236, 59, 228] dus à la structure microscopique hé-
térogène, mais de tels réarrangements n’ont jamais été clairement identifiés. De même que dans
les matériaux granulaires, le rôle des contraintes gelées est sujet à débats [84, 89] tout comme
celui des hétérogénéités dans les constantes élastiques. Aussi, tout comme les matériaux granu-
laires, une méthode d’investigation consiste à développer des expériences de nano-indentation
[259], soit, étudier la réponse de nos matériaux à une sollicitation ponctuelle.

Le protocole numérique que nous allons présenter maintenant, permet entre autres d’étudier
à la fois, la distribution des contraintes dans nos matériaux, et les champs de déplacements
générés par l’application de la sollicitation. Dans le régime de réponse linéaire, dans lequel
nous allons nous placer, la réponse à une sollicitation ponctuelle est équivalente à “sonder”
la fonction de Green (bruitée et dépendant de l’espace) de notre système. Ainsi, nous allons
axer notre étude sur l’influence de cette partie bruitée de la fonction de Green sur les quantités
moyennes comparées à la prédiction continue classique de l’élasticité pour ce type de problème.

3.5.1 Protocole numérique

Numériquement, le problème de la réponse à une sollicitation ponctuelle dans le régime li-
néaire (tout comme celui d’un déplacement imposé dans ce régime), peut être décrit à partir de
la matrice dynamique de dimension (dN)× (dN) définie par l’Éq. (3.18) (p. 47). Ce problème
relie la force F et le déplacement U tous deux de dimension (dN), vecteurs contenant la force
extérieure imposée par la sollicitation et les déplacements imposés (contraintes aux bords par
exemple). Ces deux vecteurs sont alors reliés par la matrice dynamique M et fournissent un jeu
d’équations linéaires F = M.U dont la résolution constitue un coût en N3. En principe, dans
le cas de systèmes de petites tailles, cette résolution est possible. En revanche, compte tenu la
taille des systèmes que nous manipulons, une telle résolution est à éviter. C’est pourquoi nous
avons opté pour une résolution numérique de type gradient conjugué (HFTN) qui possède un
coût d’ordre N, du moins dans l’hypothèse où la liste des voisins de chaque particule est inchan-
gée au cours de l’indentation. En vérité, afin de s’assurer de la réversibilité de la transformation
et de manière à minimiser le champ résiduel sur une transformation inverse, nous avons trans-
formé cette hypothèse en contrainte, i.e. si au cours d’une simulation une seule particule change
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de liste de voisins, la configuration indentée est rejetée. Cette technique nous permet d’assurer
que le système se situe bien dans le régime élastique réversible. En revanche, la méthode de
minimisation ne nous permettra pas d’explorer le régime non-linéaire que seul un solveur peut
explorer. Nous vérifierons par la suite que la méthode directe par solveur et celle par minimi-
sation fournissent un résultat identique dans le régime des faibles forces appliquées. Le choix
de la méthode de résolution fait, décrivons maintenant le protocole numérique que nous allons
utiliser.

À 2D, nous avons utilisé les mêmes configurations que celles usitées dans les Sections 3.2
et 3.3, à savoir des configurations contenant N = 10000 particules dans une cellule de simu-
lation de taille L = 104σ ≫ ξ2D sous pression hydrostatique P ≈ 0.23 à T = 0 (cf. Tab. 2.1,
p. 19). D’autre part, nous avons sélectionné un ensemble de 26 configurations initiales indé-
pendantes ayant toutes une configuration du désordre différente. Dans cet ensemble, les coef-
ficients de Lamé moyens mesurés par les lois d’Hooke (cf. protocole p. 53) sont λ ≈ 39.5 et
µ ≈ 11.7, ce qui conduit à un coefficient de Poisson ν ≈ 2/3 (supérieur à 1/2, ce qui est pos-
sible à 2D). À 3D, en revanche, nous avons généré des configurations de géométrie différente
de celles utilisées dans les dites sections. Toutes ces configurations ont subi un protocole de
refroidissement “rapide” (comme décrit dans la Section 2.2.1 p. 15) et contiennent N = 165000
particules sous une densité ρ = 0.98, dans une cellule de simulation de taille Lz ≃ 105σ ≫ ξ3D

dans la direction z, et de taille Lx = Ly ≃ 40σ ≈ 2ξ3D dans les directions latérales x et y. L’état
de pression hydrostatique à T = 0 est P ≈ 0.4, et les coefficients de Lamé moyennés sur un
ensemble de 10 configurations initiales indépendantes (en utilisant le même protocole que
ci-dessus à 2D) ont pour valeur λ ≈ 47.2 et µ ≈ 15.6 conduisant à un coefficient de Poisson
ν ≈ 0.37. Nous avons élaboré trois types de protocoles numériques pour l’application d’une
sollicitation ponctuelle définis comme suit :

Protocole I : (uniquement à 2D) - Une force extérieure localisée d’amplitude fs/n0 est appli-
quée à n0 particules contenues dans un disque de diamètre D. Le centre du disque coïncide
avec le centre de la cellule de simulation dans notre système de coordonnées (x,y). La
force est orientée dans la direction (0,1ŷ) où ŷ est le vecteur unitaire de notre repère ortho-
normé (x,y). Pour imposer un équilibre mécanique, une force de direction opposée et de
magnitude fs/N est appliquée à toutes les particules.

Protocole II : (utilisé à 2D et 3D) - La force extérieure est appliquée de la même manière
que pour le protocole I, mais cette fois-ci, l’équilibre mécanique est assuré en fixant les
particules contenues dans un plan horizontal vérifiant à 2D | y |> h avec h ≤ L/2 (cf.
Fig. 3.31). Le centre du cercle D d’application de la sollicitation est alors equidistant des
deux murs formés par les particules fixées. À 3D, le centre de la sphère d’application de la
force ponctuelle coïncide de la même manière avec le centre de la boîte de simulation dans
le système de coordonnées (x,y,z), et la force est orientée dans la direction (0,0, ẑ) où ẑ est
le vecteur unitaire du repère orthonormé (x,y,z). Les particules fixes vérifient | z |> h avec
h ≤ Lz/2. De même qu’à 2D, le centre de la sphère de diamètre D est équidistant des murs
formés par les particules fixées.

Protocole III : (uniquement à 2D) - La force extérieure est là aussi appliquée de la même
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manière que pour le protocole I. L’équilibre mécanique est assuré par des particules fixées
comme pour le protocole II, mais cette fois-ci celles-ci sont définies comme celles dont la
position est au-delà d’une couche topologique plus ou moins distante du point d’applica-
tion de la sollicitation.

Dans tous ces protocoles, les moyennes des quantités d’intérêt sont prises sur un ensemble
de positions des disques (sphères à 3D) d’application de la sollicitation. En effet, les posi-
tions des disques (sphères à 3D) seront tirées aléatoirement au sein d’une configuration et les
particules ré-indexées de telle manière à ce que le centre du disque (sphères à 3D) coïncide
toujours avec le centre du système de coordonnées de la configuration. Nous avons fixé une
contrainte de non-recouvrement des positions de ces disques (sphères à 3D), ceux (celles)-ci
devant être distants d’au moins un diamètre D. Ensuite, une moyenne supplémentaire sera ef-
fectuée sur le désordre, i.e. sur l’ensemble de configurations disponibles à 2D et 3D. Finalement,
à 2D, les moyennes seront effectuées sur 420 événements, et à 3D, sur 200.

FIG. 3.31 – Schémas d’applica-
tion de la sollicitation ponctuelle
à 2D pour un verre de Lennard-
Jones à T = 0 dans le protocole II
pour lequel les bords sont fixés.
Dans ce cas, la sollicitation fs/n0
est appliquée au centre de la cel-
lule de simulation de taille L sur
un nombre n0 de particules conte-
nues dans un disque de diamètre
D. Le centre de ce disque est fixé
comme coïncidant avec le centre
de la cellule de simulation et nous
utiliserons le paramètre h comme
désignant la distance du centre de
ce disque aux bords fixes. No-
tons que nous avons fixé la gra-
vité comme étant nulle.

Tirant l’avantage du traitement numérique du problème de la réponse à une solliciation ponc-
tuelle de nos matériaux amorphes, nous pouvons avoir accès à la connaissance des contraintes
locales et des déplacements atomiques. Aussi faut-il s’assurer que les contraintes mesurées sont
réellement celles générées par l’application de la sollicitation. Notons en effet, qu’avant ap-
plication de la sollicitation, l’état d’équilibre de nos matériaux amorphes est caractérisé par
un état de contraintes gelées. Aussi, avant toute application de la sollicitation ponctuelle, nous
nous assurerons que le matériau amorphe pré-indenté se situe dans un état d’équilibre stable
par une minimisation HFTN. Celle-ci nous permet alors de mesurer l’état de contraintes gelées
caractérisant cet équilibre, et nous donne accès à l’expression du tenseur des contraintes dans
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l’état de référence σ
re f

αβ . Après application de la sollicitation et minimisation de l’état indenté

nous mesurons alors les contraintes présentes dans le matériau σend
αβ . Les contraintes pertinentes

générées par l’application de la sollicitation ponctuelle seront alors les contraintes incrémen-
tales σαβ ≡ σend

αβ −σ
re f

αβ . Notons toutefois que numériquement, la connaissance du tenseur des
contraintes au niveau local n’est pas une tâche aisée, et peut être effectué de diverses manières.
Nous avons opté pour une méthode par découpage de la cellule de simulation en boîtes de taille
spécifiques. Notons qu’au niveau numérique, le tenseur des contraintes globale s’obtient par la
formule de Kirkwood [120, 121, 122, 84], formule utilisée notamment dans la Section.3.2, pour
l’obtention via les lois d’Hooke des coefficients élastiques (Éq. (3.30) et (3.32) dans la limite
des petites déformations). Cette formule appliquée à un volume élémentaire constitué par le
volume des boîtes de découpage suscitées devient :

σαβ(rb) =
1

Vb
∑

〈i, j〉∈Drb

(
ri j

)
α

(
Fi j

)
β

(3.55)

où Vb est le volume d’une boîte élémentaire, rb est la position de cette boîte dans le repère (x,y)
à 2D et (x,y,z) à 3D, et la somme s’effectue sur toutes les paires de particules 〈i, j〉 vérifiant la
contrainte :
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2

)

α

}
(3.56)

avec Lb = (Lx,Ly)b à 2D et Lb = (Lx,Ly,Lz)b à 3D. Nous avons choisi les tailles de ces boîtes
élémentaires Lb à 2D comme (3,5) et à 3D comme (3,3,5). Nous remarquons ainsi que la di-
rection la plus grande de ces boîtes correspond à la direction d’application de la sollicitation
ponctuelle, ceci afin de maximiser le nombre de liens 〈i, j〉 traversant les éléments de surface
parallèle à la direction d’application de la sollicitation. Ceci est un choix qui permet d’aug-
menter la statistique des composantes transverses du tenseur des contraintes par rapport à la
composante principale (dans le sens de la sollicitation), et a été motivé à la base pour rendre
compte au mieux des possibles fluctuations spatiales de ces composantes. En fait, après d’autres
tests où nous avons inverser la taille des boîtes à 2D, i.e. (5,3), il s’avère que leur géométrie ne
modifie guère le comportement des variations spatiales des composantes du tenseur σαβ(rb).

Afin de “cartographier” le paysage en contrainte dans nos matériaux, chose nécessaire si l’on
veut étudier le champ de contraintes par rapport à la prédiction théorique pour un continuum
élastique, les boîtes élémentaires sur lesquelles le tenseur des contraintes (3.55) est calculé se
déplacent dans toute la cellule de simulation par pas élémentaires de 1/2 à 2D et 1 à 3D, et
ce dans toutes les directions. Notons ainsi que nous autorisons des recouvrements de boîtes
voisines dont le but est là-aussi d’obtenir une meilleure statistique pour le calcul des variations
spatiales des composantes du tenseur des contraintes (3.55). Dès lors, si numériquement il nous
est possible maintenant de déterminer le champ de contrainte dans notre matériaux à 2D et
3D, il nous faut déterminer analytiquement la prédiction continue élastique afin de pouvoir
établir les comparaisons que nous envisageons d’effectuer. Nous avons effectué ce calcul à 2D
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uniquement (l’ayant omis à 3D pour des raisons que nous verrons plus loin)6, calcul qui nous
a permis d’obtenir une expression du champ de contrainte pour la géométrie définie par le
protocole II uniquement. Nous résumons dans ce qui suit les grandes étapes de ce calcul.

Prédictions théoriques à 2D pour un système à deux bords parallèles fixes

À l’équilibre, l’état de contrainte d’un matériau élastique à 2D doit satisfaire les équations
d’équilibres des forces ∇iσi j = Fδ(x)δ(y) avec i, j = x,y et F est la force ponctuelle appliquée
en (0,0). En utilisant les Éq. (3.3) et (3.5) et la condition d’équilibre ci-dessus, les compo-
santes du tenseur des contraintes à 2D doivent vérifier l’équation de Laplace ∆(σxx + σyy) = 0
pour (x,y) 6= (0,0) et la relation de compatibilité ∂xxσyy + ν∂yyσyy + ∂yyσxx −ν∂xxσxx = 2(1 +
ν)∂xyσxy.

Dans notre problème, les conditions aux limites sont fixées par la contrainte que le champ de
déplacement u doit s’annuler en | y |= h. D’autre part, le systèmes étant périodique et symé-
trique dans la direction latérale x, les solutions de ces deux équations doivent être elles aussi
périodiques et symétriques (pair ou impaire) par rapport à x, ceci étant valable pour les champs
de déplacement comme de contrainte.

La méthode que nous allons utiliser s’appuie sur celle développée dans [128] dans le cas d’un
milieu élastique en couche soumis à une force localisée à sa surface. Ainsi, nous divisons notre
milieu en deux parties : partie 1 au-dessus, et partie 2 en-dessous du point d’application de la
sollicitation. La continuité du milieu élastique le long de cette ligne imaginaire se transpose sur
le champ de déplacement comme u

(1)
x (x,0) = u

(2)
x (x,0) et u

(1)
y (x,0) = u

(2)
y (x,0). La sollicitation

ponctuelle est alors prise en compte en imposant σ
(1)
yy (x,0) = σ

(2)
yy (x,0)− p(x) où p(x) pression

extérieure verticale. Une contrainte additionelle est imposée par la continuité de la contrainte
de cisaillement σ

(1)
xy (x,0) = σ

(2)
xy (x,0). Les composantes du tenseur des contraintes sont alors

décomposées sur une base de fonctions harmoniques. En tenant compte de la symétrie x ↔−x,
nous cherchons alors des solutions pour les contraintes du type :

σ
(1,2)
xx +σ

(1,2)
yy = B

(1,2)
1 .y+C(1,2) +

∞

∑
n=0

cos(qx)[a(1,2)(q)eqy +b(1,2)(q)e−qy],

σ
(1,2)
xx −σ

(1,2)
yy = −(B

(1,2)
1 +B

(1,2)
2 ).y+C

(1,2)
2 −

∞

∑
n=0

cos(qx){qy[a(1,2)(q)eqy −b(1,2)(q)e−qy]

+2[c(1,2)(q)eqy −d(1,2)(q)e−qy]}, (3.57)

pour les composantes diagonales du tenseur σ, et :

6Nous verrons p. 115 que si un tel calcul était nécessaire à 2D notamment pour la compréhension des paramètres
pertinents, à 3D (en s’appuyant sur les travaux à 2D) la donnée des contraintes et déplacements théoriques n’est
pas primordiale pour rendre compte les effets du désordre sur la prédiction continue de l’élasticité dans le cas du
problème de la réponse à une sollicitation ponctuelle. Par soucis de clarté, de tels calculs ont été délibérément mis
de côté.
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σ
(1,2)
xy = B

(1,2)
2 .x/2+

∞

∑
n=0

sin(qx){qy/2[a(1,2)(q)eqy +b(1,2)(q)e−qy]

+ [c(1,2)(q)eqy +d(1,2)(q)e−qy]} (3.58)

pour la composante (symétrique) hors-diagonale. D’autre part, pour les champs de déplace-
ments, nous avons :

ux(x,y) =
1
E

.
∞

∑
n=0

sin(qx)

q
.

[
a(q)eqy.

(
1−ν

2
+qy

1+ν

2

)
+

b(q)e−qy.

(
1−ν

2
−qy.

1+ν

2

)
+ c(q)eqy(1+ν)−d(q).e−qy.(1+ν)

]
+ cste. (3.59)

uy(x,y) =
1
E

.
∞

∑
n=0

cos(qx)

q
.

[
a(q)eqy.

(
1−qy.

1+ν

2

)
+

b(q)e−qy.

(
−1−qy

1+ν

2

)
− c(q)eqy(1+ν)−d(q)e−qy(1+ν)

]
+ C1.(1−ν).y+ cste.

(3.60)

où a(1,2),b(1,2),c(1,2) et d(1,2) sont des fonctions qui dépendent de la fréquence q = n∆q =

n2π/L, et B
(1,2)
1,2 ,B

(1,2)
1,2 sont des constantes. D’autre part, la pression verticale est exprimée iden-

tiquement sous la forme :

p(x) =
∞

∑
n=0

cos(qx)s(q)∆q avec s(q) =





F

π
e−q2a2/2 , i.e. gaussienne

F sin(qa)

πaq
, i.e. uniforme de largeur 2a = D

(3.61)

En utilisant les conditions de continuités le long de la ligne imaginaire, nous aboutissons à
B

(1,2)
1 = B

(1,2)
2 = 0 et C

(1,2)
1 = C

(1,2)
2 = 0, ainsi qu’à un système de huit équations linéaires

pour les coefficients a(1,2),b(1,2),c(1,2) et d(1,2), dont la résolution conduit à leur expression en
fonction de s(q),qh et du coefficient de Poisson ν :
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a(1)(q) = −s(q)∆q

4
[(1+ν)2qh+3−ν]e−2qh +(ν−3)e−4qh

D(q)

a(2)(q) =
s(q)∆q

4
[(1+ν)2qh−3+ν]e−2qh − (ν−3)e−4qh

D(q)

b(1)(q) =
s(q)∆q

4
[−(1+ν)2qh+3−ν]e−2qh +(ν−3)

D(q)

b(2)(q) =
s(q)∆q

4
[(1+ν)2qh+3−ν]e−2qh +(ν−3)e−4qh

D(q)

c(1)(q) =
s(q)∆q

8(1+ν)

[
2(1+ν)2q2h2 +(1−ν2)2qh+(1−ν)(3−ν)

]
e−2qh +(1−ν)(ν−3)e−4qh

D(q)

c(2)(q) =
s(q)∆q

8(1+ν)

[
2(1+ν)2q2h2 − (1−ν2)2qh+(1−ν)(3−ν)

]
e−2qh +(1−ν)(ν−3)e−4qh

D(q)
(3.62)

avec D(q)≡ 2qhe−2qh − ν−3
2.(ν+1)

+
ν−3

2(ν+1)
e−4qh, et c(1)(q) = d(2)(q) et c(2)(q) = d(1)(q). En

substituant le jeu d’équations (3.62) dans l’expression des contraintes (3.57) et (3.58), et dépla-
cements (3.59) et (3.60), nous obtenons explicitement l’expression du champ de contrainte et de
déplacement en réponse à une sollicitation ponctuelle à 2D dans une géométrie semi-périodique
à bords fixés. Les expressions des ces champs font alors apparaître la taille du système L, la dis-
tance entre les deux murs 2h, et la taille de la zone d’application de la sollicitation a.

3.5.2 Résultats pour un système semi-périodique à bords fixés (protocole II)

Nous avons représenté sur la Fig. 3.32 le résultat d’une simulation dans le protocole II pour
un système de taille L = 32.8σ, contenant N = 1000 particules à 2D de densité ρ = 0.925 sous
pression hydrostatique proche de zéro à T = 0. Comme discuté précédemment, avant applica-
tion de la sollicitation, l’état de contrainte de référence a été mesuré ainsi que les forces gelées.
Nous appliquons alors une force d’amplitude F = 10 sur un disque de diamètre D = 4, choix
de paramètres que nous discuterons plus loin. Une fois l’état d’équilibre atteint en présence de
la sollicitation, les contraintes sont mesurées, et les contraintes et forces incrémentales calcu-
lées. Ainsi, sur la Fig. 3.32, nous avons représenté le paysage en force incrémentale δ f (figure
de gauche) généré par l’application de la sollicitation ponctuelle. Celle-ci est appliquée sur le
disque lui aussi représenté sur cette figure. Nous avons utilisé le même code de couleur que
celui utilisé sur la Fig. 2.4, p. 21, à savoir l’intensité de la force incrémentale est proportio-
nelle à l’épaisseur des traits, noirs pour les forces répulsives et rouges pour attractives. Sur la
Fig. 3.32, nous n’avons représenté que les forces incrémentales d’amplitude supérieure à 0.02
pour plus de clarté, ainsi que les particules fixes constituant les murs. Cette figure montre que
les forces incrémentales générées par l’application de la sollicitation ponctuelle sont fortement
hétérogènes avec une forte ressemblance avec les chaînes de forces en matière granulaire [85].
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FIG. 3.32 – Snapshot des forces incrémentales δ f (Gauche) et du bruit dans le champ de dépla-
cement (Droite) générés par l’application d’une sollicitation ponctuelle sur une configuration
contenant N = 1000 particules dans le protocole II. Gauche : La force d’amplitude 10 est
appliquée dans le cercle marqué, de diamètre 4. L’épaisseur des liens interparticulaires est pro-
portionelle à l’intensité de la force incrémentale (seuls les liens dont l’intensité est supérieure
à 0.02 ont été tracés par soucis de clarté). Les traits noirs correspondent à des contraintes in-
crémentales compressives, tandis que les rouges sont associés à des contraintes incrémentales
attractives. Nous avons aussi indiqué les particules constituant les bords. Droite : Bruit dans
le champ de déplacement δu = u−utheo pour la même configuration que la figure de gauche
sous même contrainte. Le bruit est défini comme la différence entre le champ réel u et le champ
prédit par la théorie continue de l’élasticité utheo. Nous remarquons que l’écart à la prédiction
continue est beaucoup plus marqué pour les particules contribuant aux chaînes de forces de la
figure gauche. À des distances plus grandes, des structures rotationelles apparaissent.

Sur cette même figure Fig. 3.32, partie droite, le bruit dans le champ de déplacement pour
la même configuration généré par la même sollicitation est représenté. Ce champ “bruité” est
défini comme la différence entre le champ réel u et celui prédit par la théorie continue de
l’élasticité utheo dans cette géométrie, calcul théorique utilisant comme source localisée une
représentation uniforme (cf. Éq. 3.61). Nous remarquons que le bruit δu = u−utheo représenté
sur la Fig. 3.32 met en évidence des zones où l’écart à la prédiction continue est beaucoup plus
marqué, ces zones correspondant à des particules qui contribuent aux chaînes de forces sur la
Fig. 3.32 gauche.

Dans le but d’effectuer une comparaison entre les figures gauche et droite de la Fig. 3.32,
nous montrons sur la Fig. 3.33 le même bruit dans le champ de déplacement δu ainsi que
le bruit dans les composantes locales du tenseur des contraintes calculé sur chaque particule.
Ce bruit est calculé comme étant la différence entre le tenseur des contraintes incrémentales
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FIG. 3.33 – Snapshot du bruit δu dans le champ de déplacement de la Fig. 3.32 (flèches) sur-
imposé avec le bruit dans le tenseur des contraintes incrémentales δσαβ(ri) calculé sur chaque
particule (ellipses), générés par l’application d’une sollicitation ponctuelle à 2D sur la même
configuration que celle utilisée pour la Fig. 3.32. Les contraintes sont représentées par des el-
lipses dont l’axe principal est proportionnel à la plus grande des 2 valeurs propres du tenseur des
contraintes incrémentales. Le petit axe est proportionnel à la plus petite des 2 valeurs propres
de ce tenseur. La direction des axes de l’ellipse donnent la direction principale de la contrainte.
Droite : Histogramme des angles Θ entre le bruit dans le champ de déplacement et la direc-
tion principale du tenseur des contraintes incrémentales. Cet histogramme exhibe un pic proche
de zéro, avec une large distribution ∝ Θ. L’histogramme a été obtenu pour un ensemble de 10
configurations de N = 10000 particules.

σαβ = σend
αβ −σ

re f

αβ calculé sur chaque particule, auquel est soustrait la prédiction continue de

l’élasticité (Éq. (3.57), (3.58), (3.61) et (3.62)). Notons que le calcul sur chaque particule doit
faire intervenir un élément de surface à 2D centré sur la particule i. La méthode la plus rigou-
reuse consiste à utiliser une triangulation de Delaunay (ou tesselation) afin d’obtenir une cellule
de Voronoï sur chaque particule. Cette méthode étant coûteuse en temps de calcul, nous avons
utilisé deux autres méthodes qui s’avèrent donner des résultats quantitativement identiques. La
première consiste à utiliser les formules (3.55) et (3.56) pour un élément de volume centré sur
la position de la particule i. La deuxième consiste à ne considérer aucun élément de volume
et à calculer uniquement les contraintes transportées par les liens reliant la particule i à ses
particules voisines. Comme nous l’avons mentionné, ces deux méthodes donnent des résultats
équivalents. Sur la Fig. 3.33, la deuxième méthode a été utilisée.

Une fois le bruit δσαβ(ri) ≡ σend
αβ (ri)−σ

re f

αβ (ri)−σtheo
αβ (ri) dans le tenseur des contraintes
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incrémentales local calculé pour la particule i, celui-ci est diagonalisable et possède deux va-
leurs propres : σ±(ri) = 1/2Tr[δσαβ(ri)]±∆, avec ∆ =

√
(δσxx(ri)−δσyy(ri))2 +4δσxy(ri)2

à 2D. Le tenseur δσαβ(ri) représenté dans son espace propre possède deux vecteurs propres
perpendiculaires entre eux portant les deux valeurs propres σ±(ri). Sur la Fig. 3.33, le bruit
dans le tenseur des contraintes incrémentales sur chaque particule est représenté par des el-
lipses “centrées” sur la particule en question, ellipses dont les axes sont les vecteurs propres
du tenseur δσαβ(ri). L’axe principale de ces ellipses est proportionel à la plus grande des 2
valeurs propres de ce tenseur, tandis que le petit axe est, lui, proportionnel à la valeur propre
la plus petite des 2. L’orientation de ces axes donne la direction principale de ce tenseur. Le
snapshot de cette figure montre très clairement que δu est corrélé au bruit dans le tenseur σαβ.
Ceci se voit d’autant mieux sur la partie droite de la Fig. 3.33, qui représente la distribution
des angles Θ entre le bruit dans le champ de déplacement sur la particule i et la direction
principale du bruit dans la contrainte incrémentale (direction donnée par la plus grande valeur
propre). L’histogramme montre un pic en Θ = 0, ainsi qu’une large distribution qui varie linéai-
rement avec Θ. Le champ δu a donc tendance à s’aligner avec la direction principale du bruit
dans la contrainte incrémentale. Sur la Fig. 3.32 droite, le champ δu exhibe, d’autre part, des
structures tourbillonnaires à des distances plus grandes, similaires à celles apparaissant sur la
Fig. 3.2 pour le champ non-affine généré par une élongation (ou cisaillement) macroscopique 7.
D’autre part, une mesure moyenne sur l’ensemble configurationel des champs de déplacement
δu met en évidence la disparition des tourbillons. Notons que pour effectuer une telle moyenne,
il n’existe pas d’autre méthodes que de découper la cellule de simulation en boîtes de tailles
finies, et de moyenner les champs de déplacements sur les particules de l’ensemble configura-
tionel appartenant à ces boîtes. En revanche, les positions des tourbillons dans les champs δu de
configurations en configurations sont différentes. Finalement, pour terminer cette étude sur les
champs de déplacements δu, notons que leur présence n’est pas due à la discrétisation de notre
système. Ceux-ci, en effet, disparaitraient si la distribution spatiale des atomes étaient ordonnée
(de type hexagonale par exemple dans [261]), comme il est montré dans [260] où les auteurs
calculent directement la fonction de Green du problème de la sollicitation ponctuelle.

Choix des paramètres d’amplitude F de la sollicitation et du diamètre D d’application

Comme nous l’avons vu p. 102, quelle que soit le protocole utilisé, nous appliquons une force
extérieure localisée fs/n0 sur n0 particules contenues dans un disque (sphère à 3D) de diamètre
D. Sur l’étude à 2D que nous venons d’effectuer, nous avions choisi une force d’amplitude
F = 10 appliquée sur un disque de diamètre D = 4 contenant en moyenne 〈n0〉 ≈ 12 particules,
choix que nous avons présenté comme suffisant pour se situer dans le régime de la réponse
linéaire élastique. Nous justifions ici le choix de ces paramètres, que nous utiliserons dans toute
la suite.

À 2D, nous avons quantifié le choix de ces paramètres très précisément. Sur la Fig. 3.34, la
contrainte verticale incrémentale σyy générée par l’application sur un diamètre D d’une sollici-
tation dans le protocole II, est tracée en fonction de l’amplitude F de la sollicitation et de D,

7Notons que la prédiction continue utheo exhibe elle aussi une structure tourbillonnaire mais à une distance L/2,
et que les tourbillons dans le champ δu, eux, ne dépendent pas de la taille L
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à une distance y = 50σ de la source, i.e. juste en-dessous du bord fixe supérieur. Notons que
pour que toutes les courbes se superposent, toutes ont été normalisées par l’amplitude fs de la
sollicitation. Une seule configuration a été utilisée pour tracer cette figure, les différents points
d’applications de diamètres D différents ayant tous été appliqués à la même position. La taille
de la configuration est L = 104σ et contient N = 10000 particules. Nous remarquons sur la
Fig. 3.34, que les réponses sont identiques pour tous les systèmes où la force par particule est
d’ordre un ou en-dessous. Ceci se vérifie indépendamment des diamètres de disque D en dépit
de l’augmentation du nombre de particules par disque avec D, suggérant un effet de masquage
de la dépendance en D pour des distances de “mesure” y = 50σ ≫ D. La réponse dans le cas où
D = 1 et fs/n0 ≈ 10 est en revanche différente, la force par particule se situant hors du régime
de réponse linéaire. En effet, si, conservant le même diamètre D = 1, l’amplitude de la force est
réduite (notamment jusqu’au rapport fs/n0 = 1), nous obtenons une réponse identique à celle
dans le régime de réponse linéaire élastique pour des diamètres d’application D différents. No-
tons toutefois que le régime linéaire élastique requiert des forces par particules d’autant plus
petites que le diamètre D augmente.
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FIG. 3.34 – Contrainte incrémentale σyy proche du bord supérieur y = 50σ générée par des
sources de diamètre D différents, appliquées au même point d’une configuration de taille L =
104σ contenant N = 10000 particules à 2D dans le protocole II. La force totale verticale fs

a été utilisée comme facteur de normalisation. Les symboles vides correspondent à une force
totale appliquée d’amplitude fs = 10, tandis que les cercles pleins sont issus d’une source de
paramètres D = n0 = 1 et fs/n0 = 1. La ligne en gras montre la prédiction théorique pour un
continuum élastique. Le régime de réponse linéaire pour D = 4,6 et 8 est parfaitement identique,
ce qui est possible sitôt que la force par particule est suffisamment faible.

À 3D, l’étude précédente n’a pas été appliquée compte tenu du coût en temps de calcul in-
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hérent à la simulation 3D pour une configuration contenant N = 165000 particules 8. Tirant
partie du résultat à 2D fs/n0 ≤ 1 pour que la réponse du système se situe dans le régime linéaire
élastique, nous avons jugé convenable de conserver les mêmes paramètres F = 10 et D = 4.
Ainsi, dans une sphère de diamètre D = 4, le nombre moyen de particules contenues dans ce
cercle est 〈n0〉 ≈ 35, ce qui conduit à un rapport fs/n0 ≈ 1/3. Nous n’avons pas vérifié explici-
tement pour d’autres diamètres D la réponse pour une configuration comme à 2D, néanmoins,
nous avons prêter une attention particulière à la statistique des réarrangements au cours de la
minimisation suivant l’application de la sollicitation. Nous rappelons en effet que nous avons
fixé une contrainte sur chaque atome qui est la suivante : si la liste de voisins d’une particule
i est différente avant et après application de la sollicitation, alors la configuration indentée est
rejetée. En vérité, avec un tel choix de paramètres F = 10 et D = 4 à 3D, de tels évènements
n’ont jamais été observés.

Dans toute la suite, hors mentionné, aussi bien à 2D qu’à 3D, l’amplitude de la force ap-
pliquée est fixée à F = 10, et le diamètre d’application de la sollicitation ponctuelle est fixé à
D = 4.

Réponse moyenne à 2D et 3D pour les contraintes incrémentales

Nous avons représenté sur la Fig. 3.35 le tenseur des contraintes incrémentales moyennes à
2D en fonction de la position x et de la distance à la sollicitation y. Les composantes 〈σxx(x,y)〉
et 〈σyy(x,y)〉 moyennées sur un ensemble de 420 configurations de N = 10000 particules dans
le protocole II ont été présentées sur cette figure en comparaison à la prédiction théorique à 2D
(Éq. (3.57), (3.58), (3.61), (3.62)).

L’accord avec la théorie continue de l’élasticité (en traits gras) est qualitativement bon même
pour des distances proches du point d’application de la sollicitation. Cet accord est d’autant
meilleur que la distance à la sollicitation augmente comme nous pouvons le voir proche du
bord supérieur (y = 50). Apparemment, le bruit qui apparaît sur la Fig. 3.34 pour une seule
configuration, semble disparaître en moyenne pour la même distance à la source, i.e. y = 50.
Ce bruit, présent dans les contraintes incrémentales moyennes doit être essentiellement de va-
leur moyenne nulle. Sur la Fig. 3.35, nous voyons que la contrainte verticale moyenne 〈σyy〉
doit avoir un pic centré sur la source. En revanche, la contrainte horizontale, elle, doit posséder
deux pics séparés par un minimum en x = 0 pour D ≪| y |≪ h. À 3D, nous avons représenté
sur la Fig. 3.36 la variation spatiale sur le plan (x,y,z = h), avec h = 10,20,30,40 successive-
ment du haut vers le bas et de gauche à droite sur la Fig. 3.36, du tenseur 〈σzz〉 moyenné sur
un ensemble de 200 configurations contenant N = 165000 particules à 3D. Les contraintes ont
été résolues spatialement en utilisant la méthode développée plus haut. Nous remarquons un
comportement similaire à celui représenté sur la Fig. 3.35 pour la composante verticale de la
contrainte moyenne, à savoir un pic centré sur la sollicitation et une décroissance de l’ampli-
tude de ce pic quand le plan (x,y,z = h) considéré se rapproche de la paroi supérieure. Notons
qu’à 3D, la décroissance attendue pour les contraintes est proportionelle à 1/r2 [17, 23] ce qui

8Notons que l’ensemble de 200 configurations obtenu pour l’étude de réponse à une sollicitation ponctuelle à
3D a nécessité 6 mois de calculs.
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FIG. 3.35 – Contraintes incré-
mentales moyennes σxx et σyy

en fonction de x et pour dif-
férentes distances y à la source
dans le protocole II à 2D. Les
moyennes ont été effectuées sur
un ensemble de 420 mesures in-
dépendantes sur des configura-
tions de N = 10000 particules
et sont comparées à la prédic-
tion théorique à 2D (Éq. (3.57),
(3.58), (3.61), (3.62)) représen-
tée en ligne gras. L’accord avec
la théorie est relativement bon
même pour des distances à la
source petites, accord d’autant
meilleur que l’on s’éloigne de la
source.

explique la disparition rapide du pic entre les deux plans (x,y,z = 10) et (x,y,z = 20).

La dépendance en 1/rα avec α = 1 à 2D et α = 2 à 3D est beaucoup plus évidente sur les
Fig. 3.37 et Fig. 3.38, où nous avons tracé entre autres la composante verticale moyenne des
tenseurs des contraintes incrémentales 〈σyy〉 à 2D et 〈σzz〉 à 3D. Sur ces figures, la composante
verticale des tenseurs des contraintes incrémentales est tracée pour deux directions différentes
à partir de la source : à 2D sur la Fig. 3.37 Gauche, le long de la ligne verticale x = 0 et Droite,
pour les couples x/y ≡ tan(θ) = ±1, et à 3D sur la Fig. 3.38 uniquement le long de la ligne
verticale x = y = 0. Sur ces deux figures, la comparaison en 1/rα est représentée par une ligne
en gras, d’où l’on conclut comme attendu, α = 1 à 2D et α = 2 à 3D.

D’autre part, sur les Fig. 3.37 et Fig. 3.38, nous avons comparé le comportement de la com-
posante verticale moyenne des tenseurs des contraintes incrémentales à 2D et à 3D, à leurs
fluctuations respectives d’échantillons en échantillons, i.e. ∆σαβ ≡ (〈σ2

αβ〉− 〈σαβ〉2)1/2. Nous
remarquons alors qu’à 2D aussi bien qu’à 3D, les fluctuations sont du même ordre que les va-
leurs moyennes proche de la source. D’autre part, tandis que ces valeurs moyennes décroissent
algébriquement, les fluctuations ∆σαβ, elles, décroissent exponentiellement avec une longueur

caractéristique b2D = 30 ≈ ξ2D et b3D = 23 ≈ ξ3D , où les longueurs ξ2D/3D sont celles asso-
ciées à la taille des hétérogénéités élastiques en-dessous desquelles les modes de vibrations ne
sont plus convenablement décrits par la théorie continue de l’élasticité (cf. Section 3.3). Notons,
notamment à 2D, dans le cas où la contrainte incrémentale moyenne verticale et ses fluctuations
associées sont mesurées le long de la ligne verticale, que les fluctuations sont quasiment du
même ordre que la moyenne. Cet effet est plus important à 2D pour le cas | x/y |= 1 et à 3D
dans le cas x = y = 0 où les fluctuations sont toujours plus grandes que la moyenne, sauf près
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FIG. 3.36 – Contraintes incrémentales moyennes σzz(x,y,z) en fonction de (x,y) et pour diffé-
rentes distances z à la source dans le protocole II à 3D. De haut en bas et de la gauche vers la
droite, z = 10, z = 20, z = 30 et z = 40. Les moyennes ont été effectuées sur un ensemble de
200 configurations de 165000 particules à 3D. Notons que l’échelle d’amplitude spatiale de la
contrainte moyenne σzz est identique pour les quatres figures représentées ici.

de la source où le rapport est de l’ordre de un.
Nous avons tracé sur la Fig. 3.39 la variation des fluctuations relatives φ2D ≡ ∆σyy/〈σyy〉 à 2D

(figure de gauche) et φ3D ≡ ∆σzz/〈σzz〉 à 3D (figure de droite) en fonction de la distance r, pour
les données issues des Fig. 3.37 et 3.38. Dans le cas 2D, la quantité φ2D(x = 0) correspond au cas
où la mesure est effectuée sur la ligne verticale x = 0, tandis que φ2D(| x/y |= 1) est associé au
cas tan(θ) = 1. À 3D, seule est représentée la quantité φ3D(x = 0,y = 0) pour laquelle la mesure
est effectuée comme sur la Fig. 3.38, sur la ligne verticale (x = y = 0). Sur la Fig. 3.39 gauche,
les fluctuations relatives φ2D sont convenablement décrites par une loi en exp(−r/b2D)r, i.e.
écrantage exponentiel avec une longueur d’écrantage égale à b2D ≈ ξ2D. Ainsi, à 2D, pour des
distances plus grandes que b2D, il existe un phénomène d’automoyennance du bruit entre chaque
réalisation du désordre, le désordre devenant non-pertinent à de telles distances. Notons que la
taille des systèmes étudiés (L = 104σ) est encore trop petite pour voir les fluctuations relatives
tendre vers zéro quand r ≫ b2D. Sur la Fig. 3.39 droite, les fluctuations relatives φ3D sont,
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FIG. 3.37 – Comparaison des fluctuations de contraintes incrémentales ∆σαβ ≡ (〈σ2
αβ〉 −

〈σαβ〉2)1/2 avec la contrainte verticale normale moyenne 〈σyy〉 à 2D, pour un ensemble de 420
configurations de N = 10000 particules. Deux mesures sont effectuées pour des directions par
rapport à la source différentes : Gauche le long de la ligne verticale de direction d’application de
la sollicitation (x = 0), et Droite pour | x/y |= 1. Nous remarquons qu’aux petites distances, les
fluctuations relatives ∆σαβ/〈σαβ〉 sont d’ordre 1. D’autre part, tandis que la contrainte moyenne
décroît comme 1/r comme attendu à 2D, les fluctuations, elles, suivent une loi exponentielle
exp(−r/b2D) avec une longueur caractéristique b2D = 30 ≈ ξ2D.
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FIG. 3.38 – Comparaison des
fluctuations de contraintes
incrémentales ∆σαβ ≡
(〈σ2

αβ〉 − 〈σαβ〉2)1/2 avec la
composante verticale moyenne
de la contrainte 〈σzz〉, pour un en-
semble de 200 configurations de
N = 165000 particules à 3D selon
la direction verticale (x = y = 0).
La contrainte moyenne décroît
comme 1/r2 à des corrections lo-
garithmiques près comme attendu
à 3D, tandis que les fluctuations,
elles, varient exponentiellement,
avec une longueur caractéristique
b3D = 23 ≈ ξ3D.

elles, convenablement décritent par une loi en exp(−r/b3D)rd−1, avec d la dimension. Cette
fois-ci, il semblerait qu’au-delà d’une distance égale à 2b3D ≈ 2ξ3D, les fluctuations relatives
décroissent exponentiellement. Le phénomène d’automoyennance est alors encore relié à la
longueur b3D ≈ ξ3D. Là aussi, la taille des systèmes utilisés pour cette étude (Lz ≃ 105σ et
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Lx = Ly ≃ 40σ) est encore trop petite pour rendre compte de la convergence vers zéro des
fluctuations relatives pour r ≫ 2b3D. Néanmoins, cette étude nous autorise à penser que si
b2D est à peu près deux fois plus grand que b3D, il en résulte qu’à peu de choses près, une
même distance linéaire à 2D et à 3D est requise pour que l’automoyennance soit effective. Ceci
suggère alors que si différentes dimensions d doivent être comparées, il est possible d’envisager
l’existence d’une longueur dite d’automoyennance définie comme Ξ ≡ (d − 1)b3D. Quoiqu’il
en soit, par abus de language, nous appellerons longueurs d’automoyennances les longueurs
b2D ≈ ξ2D et b3D ≈ ξ3D.
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FIG. 3.39 – Fluctuations relatives à 2D, φ2D (figure de gauche) et à 3D, φ3D (figure de droite)
pour les données présentées sur les Fig. 3.37 et 3.38. Gauche : à 2D, pour les deux types de
mesures x = 0 et tan(θ) = 1, les fluctuations relatives peuvent être décritent par un ajustement
de type écrantage exponentiel exp(−r/b2D)r, avec une longueur d’écrantage b2D. Droite : à
3D, un ajustement en exp(−r/b3D)r2 décrit convenablement les données jusqu’à une longueur
approximativement de l’ordre de 2b3D. Au-delà de cette longueur, les fluctuations relatives dé-
croissent exponentiellement.

Si dans l’ensemble de Fig. 3.35, 3.36, 3.37 et 3.38, nous avons déterminé les deux premiers
moments des histogrammes des contraintes incrémentales, il est désormais intéressant de s’atta-
cher à étudier ces histogrammes, notamment le long de la ligne verticale x = 0 à 2D et x = y = 0
à 3D. Pour s’affranchir de la dépendance en distance à la source de la contrainte incrémentale
moyenne, les contraintes sont normalisées par la valeur moyenne en y donné à 2D et en z donné
à 3D. Ainsi, les histogrammes sont-ils tracés en fonction de la quantité u ≡ σyy(0,y)/〈σyy(0,y)〉
à 2D et u = σzz(0,0,z)/〈σzz(0,0,z)〉 à 3D. Ces histogrammes sont représentés sur la Fig. 3.40.

Sur cette figure partie gauche, les histogrammes à 2D sont présentés pour un ensemble de
420 configurations. Tout d’abord, nous remarquons sur cette figure, que les histogrammes à 2D
semblent de plus en plus “piqués” autour de leur valeur moyenne, ces histogrammes étant plus
ou moins symétriques par rapport à cette valeur. Ainsi, nous déduisons de ceci et de la Fig. 3.35
que les fluctuations autour de la valeur analytique donnée par la prédiction théorique conti-
nue sont de moyenne nulle. D’autre part, le fait que l’élargissement des histogrammes diminue
avec la distance à la source justifie les fluctuations plus ou moins grandes, par rapport à la va-
leur moyenne, pour des distances plus petites que la longueur d’automoyennance. Finalement,
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FIG. 3.40 – Histogramme des contraintes incrémentales verticales normalisées pour différentes
distances à la source à 2D (figure de gauche), et à 3D (figure de droite), le long de la ligne
verticale x = 0 à 2D et x = y = 0 à 3D. Les histogrammes sont tracés en fonction de u =
σyy/〈σyy〉 à 2D, et u = σzz/〈σzz〉 à 3D. À 2D, l’histogramme est issu d’un ensemble de 420
configurations, tandis qu’à 3D, l’ensemble contient 200 configurations. Gauche : à 2D (d = 2),
les histogrammes semblent de plus en plus “piqués” avec l’augmentation de la distance à la
source, tendant vers une Gaussienne pour les distances les plus grandes (traits pointillés). Pour
les y < 40, les queues des histogrammes ne sont identifiables avec certitudes en raison du bruit
dominant (lignes continues). Droite : à 3D (d = 3), les histogrammes semblent aussi de plus
en plus “piqués” quand la distance z à la source augmente. Néanmoins, la statistique est encore
trop faible pour conclure sur l’enveloppe de la distribution aux z les plus grands. En revanche,
comme à 2D, les queues des distributions semblent ne pas être non plus Gaussiennes (lignes
continues), mais là encore, le bruit est trop grand pour conclure.

si pour y < 40, les queues de ces distribution peuvent être décrites par des exponentielles, la
notion d’automoyennance apparaît par la convergence vers une enveloppe Gaussienne de l’his-
togramme des contraintes incrémentales normalisées pour, y > 40. Notons que pour y < 40, le
bruit est tellement grand qu’un autre type d’ajustement n’est pas exclus. Sur la Fig. 3.40 droite,
les histogrammes à 3D sont représentés pour différentes distances z à la source. Comme à 2D,
ceux-ci semblent devenir de plus en plus “piqués” avec la distance z augmentant, autour de
leur valeur moyenne, ces histogrammes étant là aussi plus ou moins symétriques par rapport à
cette valeur. D’autre part, pour z < 30, malgré le bruit et le manque de statistique, les queues
des distributions semblent se comporter exponentiellement, tandis que ce comportement paraît
être différent quand z augmente. Néanmoins, aucune conclusion quant à ces observations n’est
avouable compte tenu la faible statistique d’ensemble que nous avons à 3D. Notons d’autre part
que la taille des systèmes étudiés est sûrement encore trop petite pour conclure.

Si dans cette partie, nous sommes attachés à décrire les distributions des forces et contraintes
dans nos matériaux amorphes à 2D et 3D en réponse à l’application d’une sollicitation ponc-
tuelle utilisant le protocole numérique II décrit p. 102, nous allons maintenant présenter les
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travaux effectués uniquement à 2D dans les deux autres protocoles numériques I et III.

3.5.3 Résultats pour un système totalement périodique à 2D (protocole I)

À 2D, le protocole I a été utilisé pour développer une étude systématique du déplacement du
centre de masse us de la région où la sollicitation est appliquée. Ce travail a été mis en oeuvre
afin de s’interesser au problème de la caractérisation des propriétés élastiques locales de nos
matériaux amorphes. Puisqu’une telle caractérisation nécessite que le matériau amorphe étudié
réside dans un état d’équilibre non-contraint (pas de bords par exemple), le protocole I s’est
avéré approprié pour ce travail. Aussi renvoyons-nous à la p. 102 pour une description de ce
protocole. Notons que dans ce protocole aussi, le diamètre d’application de la sollicitation est
toujours D = 4 et l’amplitude de la sollicitation F = 10, contraignant notre étude au régime de
réponse linéaire élastique.

Le problème de la caractérisation des propriétés élastiques locales de nos matériaux amorphes
a été abordé en faisant subir à une configuration donnée, contenant N = 10000 particules dans
une cellule de simulation L = 104σ, un ensemble de sollicitations ponctuelles réparties aléa-
toirement dans le matériaux. Rigoureusement, cette méthode s’attache donc à “sonder” les
éléments de la matrice dynamique9 qui contiennent toutes les informations sur les propriétés
élastiques d’un matériau. Chaque application d’une sollicitation prend effet sur la configuration
initiale au repos et est suivie par une minimisation HFTN. Le déplacement du centre de masse
de la zone d’application de la sollicitation (de diamètre D) est alors mesuré. Notons que ce dé-
placement est mesuré relativement à celui de l’ensemble de la configuration sous l’effet de la
sollicitation, et constitue donc le champ de déplacement réel du centre de masse. Une fois cette
quantité mesurée, une autre sollicitation est tirée aléatoirement à une distance supérieure à D

de toute autre zone déjà “visitée” dans le matériaux. Dès lors, la même quantité est mesurée
est ainsi de suite... Nous avons présenté sur la Fig. 3.41 le résultat d’un tel protocole pour la
partie bruitée δus ≡ us −〈us〉 des champs de déplacements des centres de masses de la source
d’application. Pour la taille L = 104σ de la configuration de référence, le champ de déplace-
ment moyen 〈us〉 est au moins quatre fois plus grand que les fluctuations moyennes 〈δu2

s 〉1/2.
Par conséquent, les propriétés élastiques locales varient très peu avec la position. Le snapshot

de la Fig. 3.41 met en évidence, d’autre part, la nature binaire de la distribution des directions
du champ réduit δus, avec peu de déplacements pointant dans la même direction que la sollici-
tation (vers le bas). Ces régions pour lesquelles le champ de déplacement possède une grande
amplitude correspondent à des zones où les propriétés élastiques sont plus “molles” qu’ailleurs
dans la configuration. Notamment, il apparaît certaines zones qui, au contraire, résistent à la sol-
licitation avec des propriétés élastiques locales ayant tendance à s’opposer à la sollicitation. Ces
parties, en revanche, possèdent une amplitude beaucoup plus faible, mais sont plus nombreuses
que les zones “molles”, tout en semblant être corrélées spatialement.

Nous avons vérifié les corrélations spatiales suscitées pour le champ de déplacement réduit
δus à partir d’une fonction de corrélation scalaire normalisée 〈δus(r).δus(0)〉. Cette fonction de

9Nous rappelons qu’à force locale fs imposée, le problème est donc de chercher le champ de déplacement local
us = Ms

−1.fs, où Ms
−1 est un sous-élément de l’inverse de la matrice dynamique pour une position de la source.

La méthode directe d’inversion locale sera développée dans la prochaine Section. 3.5.4.
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FIG. 3.41 – Snapshot des vec-
teurs déplacements δus ≡ us −
〈us〉 des centres de masses des ré-
gions contenant la source d’ap-
plication de la sollicitation dans
le protocole I. La configura-
tion utilisée comme référence
pour chaque point d’application
contient N = 10000 particules
dans une cellule totalement pério-
dique de taille L = 104σ. Le dé-
placement des centres de masses
est représenté par un vecteur
de taille variant avec l’amplitude
des déplacements δus. Le champ
de vecteurs varie fortement en
taille et direction aves des ré-
gions où les vecteurs semblent
être corrélés.

corrélation est construite sur l’ensemble des paires de déplacements issues d’une même configu-
ration, et moyennée sur un ensemble configurationel. Au total, 4000 points de réponses contri-
buent à la fonction de corrélation scalaire présentée sur la Fig. 3.42. Nous nous attendons à ce
que la fonction de corrélation normalisée 〈δus(r).δus(0)〉/〈u2

s 〉 aux petites distances devienne
constante puisque deux sources de diamètre fini (nous rappelons que D = 4) peuvent contri-
buer à la même zone. De même, cette fonction doit être constante pour des distances r ≈ L/2
à cause des conditions aux limites périodiques liées au protocole I. Tel est le cas pour ces li-
mites comme montré sur la Fig. 3.42 pour cette fonction de corrélation calculée avec l’ensemble
de 4000 sources. De plus, nous remarquons sur cette figure qu’à des distances intermédiaires
D/2 ≪ r ≪ L/2, la fonction de corrélation calculée peut être ajustée par une loi de puissance.
En raison d’une statistique encore trop faible, l’exposant de puissance ne peut être fixé défini-
tivement, néanmoins, nous constatons qu’un exposant égal à −1 est raisonnable. Notons qu’un
tel exposant a déjà été rencontré sur la Fig. 3.6, p. 60 à 2D pour la fonction de corrélation du
champ non-affine généré par une déformation macroscopique. Finalement, nous notons sur la
Fig. 3.42 qu’un régime de coupure est plausible pour b2D ≪ r ≪ L/2, régime motivé par l’exis-
tence de la longueur d’automoyennance b2D. Néanmoins, une statistique plus grande est requise
pour conclure, ainsi qu’une taille de système L, elle aussi plus grande.

Notons enfin, que cette étude ne nous a pas permis d’isoler des régions élastiques de taille
finie du même ordre, par exemple, que la taille b2D = ξ2D, mais au contraire a mis en évidence
l’existence de régions interfaciales aux propriétés élastiques locales plus “dures” ou plus “mol-
les”. Étudier plus précisément ces régions à l’aide du protocole mis en oeuvre dans cette partie
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serait sûrement un mauvais choix, tant les fluctuations des champs de déplacements des sources
ne dépendent pas uniquement des éléments locaux de la matrice dynamique, mais au contraire
d’un voisinage plus grand. La taille d’un tel voisinage est à déterminer. En principe de l’ordre
de la taille du système, mais plus précisément de taille effective que nous allons essayer de
quantifier à l’aide de la méthode implémentée par le protocole III p. 102, sur nos matériaux
amorphes à 2D.
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FIG. 3.42 – Fonction de corrélation spatiale δus ≡ us−〈us〉/〈u2
s 〉 du bruit dans les déplacements

des centres de masses δus ≡ us−〈us〉, avec r la distance entre deux points de source appartenant
à la même configuration. La moyenne est effectuée sur 4000 points de sources dans le protocole
I. Comme indiqué par les lignes en gras, la fonction de corrélation décroît comme l’inverse de
la distance r pour D/2 ≪ r ≪ L/2. Celle-ci devient constante pour des distances plus petites ou
plus grandes. Nous suspectons une coupure de type exponentielle comme indiquée par la ligne
en pointillés, mais la taille de nos systèmes est encore trop petite pour conclure et l’ensemble
de 4000 points insuffisant.

3.5.4 Résultats pour un système à bords topologiques à 2D (protocole III)

Comme présenté dans la précédente Section. 3.5.3, le calcul des fluctuations des déplace-
ments de sources de sollicitations ponctuelles dans le problème de la caractérisation des pro-
priétés élastiques, peut être traité directement par la méthode d’inversion de la matrice dyna-
mique. Néanmoins, avec la taille de nos systèmes, une telle inversion est trop coûteuse en temps
de calcul. Aussi avons-nous contourné ce problème par une méthode par récurrence d’inversion
successives de sous-éléments de matrices associés à des degrés de libertés topologiques, mé-
thode qui possède en plus l’intérêt de s’adapter à l’étude précédente, ceci afin d’estimer la taille
des régions responsables du bruit dans les déplacements des sources. Pour ce faire, il est néces-
saire de renuméroter et regrouper les particules en couches topologiques centrées sur la source
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d’application de la sollicitation. Nous nommons n0, le nombre de particules inclues dans le
disque source de diamètre D. Soit n1 le nombre de particules interagissant directement avec
les n0 particules, alors par définition, les n1 particules sont comprises dans la première couche
topologique, les n2 particules qui interagissent directement avec les n1 particules sont, elles,
inclues dans la deuxième couche topologique, et ainsi de suite. Notons qu’il n’existe aucune
interaction directe entre les n2 particules de la deuxième couche topologique et les n0 du disque
source. Et le nombre de particules par couche, et le rayon R moyen de la couche de particules
fixées autour de la source, augmentent linéairement avec le rang topologique par rapport à la
source. L’épaisseur d’une couche topologique est de l’ordre de 3σ (cf. Fig. 2.3, p. 18). Fina-
lement, la denière couche topologique contenant nl particules, nous fixons toutes les positions
des N− (n0 +n1 + . . .+nl) > 0 particules restantes. Cette méthode de reclassement en couches
successives permet alors d’étudier l’effet de degrés de libertés additionels quand de plus en
plus de couches topologiques sont autorisées à relaxer, insufflant des degrés de libertés supplé-
mentaires au système. Cette méthode n’est alors rien d’autre qu’une méthode d’inversion de la
matrice dynamique.

Pour simplifier ici le classement topologique, nous avonc choisi n0 = 1, ce qui en utilisant
la Fig. 3.34 nous permet de choisir une force d’amplitude un pour rester dans le régime de
réponse linéaire élastique. Le cas particulier de réponse de la source avec toutes les autres
particules fixées (l = 0) est directement relié à l’inverse des éléments diagonaux de la matrice
dynamique, eux-mêmes liés aux contraintes gelées ti j et aux raideurs ci j (cf. Éq. (3.17) et (3.18))
pour (i, j) dans la couche l = 0. Pour l > 0, le déplacement us de la source peut être calculé par
récurrence en écrivant les équations d’équilibre des particules libres. Par exemple, pour l = 2,
les 2× (n0 +n1 +n2) équations d’équilibre dans les deux directions x et y conduisent à :

fs =

[
M

n0×n0
−M

n0×n1
·
(

M
n1×n1

−M
n1×n2

·M−1
n2×n2

·M
n2×n1

)−1
·M

n1×n0

]
us (3.63)

où M
ni×n j

est la matrice de taille (dni)× (dn j) avec d = 2, contenant tous les coefficients

de la matrice dynamique qui relient les particules de la couche i avec celles de la couche j. À
l’aide de l’Éq. 3.63, le rapport us/ fs entre la composante verticale du déplacement de la source
et la force verticale appliquée est alors directement calculable via les coefficients de la matrice
dynamique.

Sur la Fig. 3.43, la composante verticale du déplacement us de la source est présenté en
fonction du diamètre moyen 2R de la région sphérique centrée sur la source et qui contient l’en-
semble des particules “autorisées” à répondre à la sollicitation. Sur cette figure, les symboles
vides correspondent au déplacement moyen 〈us〉/ fs, et les symboles pleins aux fluctuations
〈δu2

s 〉1/2/ fs. Les symboles carrés dans le même code de remplissage, sont ceux issus des ré-
ponses mesurées dans le cas du protocole I (Section. 3.5.3). Notons que la réponse de la source
dépend de D pour tous les diamètres topologiques 2R considérés. Ainsi, pour que la compa-
raison entre les données issues du protocole I et celles issues du protocole III soit possible, les
données du protocole I (pour lesquelles D = 4) ont été remises à l’échelle.



122 Élasticité à 2 et 3 dimensions dans un verre

10
0

10
1

10
2

2R
0.00

0.01

0.02

0.03

0.04

0 50 100
2R

0.004

0.009

δus/fs

l=1

l=0

l=6

FIG. 3.43 – Composante verticale du déplacement du centre de masse de la source d’application
de la sollicitation ponctuelle pour une force fs, en fonction de la taille 2R du système. Les
symboles ouverts correspondent au déplacement moyen 〈us〉/ fs, et les symboles pleins aux
fluctuations 〈δu2

s 〉1/2/ fs. Les cercles sont pour les données à contraintes topologiques avec R

le rayon moyen des particules autorisées à répondre à la sollicitation, tandis que les carrés
correspondent aux données issues du traitement numérique de la Section. 3.5.3 pour le protocole
I. Le déplacement moyen croît logarithmiquement avec la taille du système comme 〈us〉/ fs ≈
log(2R/D) en accord avec la théorie continue de l’élasticité. Insert : les fluctuations saturent
pour une distance de l’ordre de b2D = 30.

Nous montrons, sur la Fig. 3.43, que le déplacement moyen augmente logarithmiquement
avec la taille du système comme 〈us〉/ fs ≈ 0.011log(2R/D), résultat en accord qualitativement
avec la théorie continue de l’élasticité. Notons que cet accord est déjà valable à partir de la pre-
mière couche l = 1, i.e. pour une couche topologique de n1 particules autorisées à répondre à la
sollicitation. Ainsi, même si le cas l = 0 est insuffisant, les modules élastiques moyens peuvent
être obtenues pour un voisinage n1 en connection avec n0, c’est-à-dire pour un petit nombre de
particules dans un système de petite taille. D’autre part, comme montré en insert de la Fig. 3.43,
les fluctuations saturent à de grandes distances de l’ordre de b2D = 30 correspondant à la couche
l = 6. Ceci montre qu’à des tailles de systèmes de l’ordre de la longueur d’automoyennance,
les fluctuations deviennent indépendantes de la taille du système. Ainsi, pour des systèmes de
tailles plus grandes, b2D détermine la taille des régions responsables du bruit dans le champ de
déplacement de la source.

Dans cette partie, nous avons implémenté une expérience numérique de réponse à une sol-
licitation ponctuelle de nos matériaux amorphes à 2D et 3D. Nous avons ainsi mesuré, et les
contraintes incrémentales, et les champs de déplacements générés par l’application d’une telle
sollicitation. Dans les différents protocoles numériques élaborés pour étudier le problème de la
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réponse à une sollicitation ponctuelle, nous nous sommes attachés à étudier uniquement le ré-
gime de réponse linéaire élastique. Les protocoles numériques mis en oeuvre ont fait intervenir
différents types de conditions aux limites ainsi qu’un traitement direct de l’équation d’Euler-
Lagrange linéarisée avec terme source, i.e. par la matrice dynamique (protocole III), aussi bien
que par une minimisation directe de l’Hamiltonien total (protocoles I et II).

Nous avons démontré que les contraintes moyennes et les champs de déplacements sont
convenablement décrits par la théorie continue élastique isotrope à 2D, et ce y compris pour
des systèmes de petites tailles (cf. Fig. 3.43) ou proche du point d’application de la sollicita-
tion (cf. Fig. 3.35). À l’inverse, aussi bien à 2D qu’à 3D, de grandes fluctuations de contraintes
(et donc de déplacements), décroissant exponentiellement avec la distance à la sollicitation,
ont été observées au voisinage de la source. À 2D, la longueur caractéristique de décroissance
des fluctuations d’échantillons en échantillons est estimée à b2D = 30σ, soit du même ordre
que la longueur caractéristique de corrélation des hétérogénéités élastiques ξ2D responsables
de la non-applicabilité de la théorie continue élastique pour la description des modes de vi-
brations dans nos matériaux amorphes à 2D. Cette distance b2D ≈ ξ2D est alors associée à la
longueur d’automoyennance au-delà de laquelle le désordre devient non-pertinent pour la des-
cription du système en terme de continuum élastique. De la même manière, les fluctuations des
champs de déplacements du centre de masse des sources deviennent indépendant de la taille L

du système pour L = 2R ≫ b2D. À 3D, un comportement identique de celui à 2D pour la dé-
croissance des fluctuations de contraintes d’échantillons en échantillons est obtenu, la longueur
de décroissance étant de l’ordre de b3D = 23σ. Là aussi, cette longueur correspond à la lon-
gueur de corrélations des hétérogénéités élastiques ξ3D = 23σ définissant une limite inférieure
de taille de systèmes pour l’application de la théorie continue de l’élasticité isotrope dans les
matériaux amorphes. Comme à 2D, la longueur b3D ≈ ξ3D est associée à la longueur d’auto-

moyennance. Nous pensons que les longueurs caractéristiques b et ξ à 2D et 3D expriment le
même fait physique. À savoir l’existence d’hétérogénéités élastiques de taille caractéristique
Ξd ≡ 2(d − 1)−1ξ où d 6= 1 est la dimension10 et ξ ≈ 20σ, taille pour laquelle les modes de
vibrations correspondant à des longueurs d’ondes plus grandes que Ξd , sont correctement dé-
crits par la théorie continue élastique isotrope, tandis que ceux correspondant à des longueurs
d’ondes plus petites que Ξd , ne sont plus descriptibles en termes d’ondes planes propagatives.
Ainsi, pour des tailles de systèmes plus grandes que Ξd , le désordre est non-pertinent et le ma-
tériau amorphe considéré peut être décrit comme un continuum élastique. En revanche, dès que
la taille du système s’approche de Ξd , l’effet des hétérogénéités élastiques devient pertinent, et
il faut tenir compte des fluctuations élastiques locales pour décrire correctement le matériau.
D’autre part, comme nous l’avons relevé, une meilleure statistique est nécessaire aussi bien que
des tailles de systèmes plus grandes L/2 ≫ Ξd , pour décrire convenablement les distributions à
2D et 3D des contraintes, ainsi que le comportement de la fonction de corrélation de la Fig. 3.42
à 2D et notamment la loi de puissance qui semble apparaître.

10La notation utilisée ici pour Ξd est uniquement par convénience et n’implique aucune loi d’échelle.
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3.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les résultats de simulations numériques effectuées sur
des verres modèles Lennard-Jones à 2D et 3D, ainsi que sur des verres de silice, résultats obte-
nus à partir d’expériences numériques visant à comprendre les propriétés mécaniques et vibra-
tionelles de ces matériaux. Nous nous sommes attachés à étudier des verres à température nulle,
pour lesquels la densité a été choisie de manière à ce que la pression hydrostatique de ces maté-
riaux à cette température, soit la plus proche possible de zéro. Les propriétés mécaniques de nos
verres modèles ont été abordées par l’application de déformations macroscopiques d’élongation
et de cisaillement (uniquement à 2D pour les Lennard-Jones), aussi bien que par une approche
numérique dérivée de la technique expérimentale de nano-indentation appliquée à nos verres
Lennard-Jones. Les propriétés vibrationelles ont, quant à elles, été étudiées dans nos verres de
type Lennard-Jones par diagonalisation de la matrice dynamique dans le régime des basses fré-
quences à 2D et 3D, et pour l’obtention d’une grande partie du spectre de vibration à 2D. À
3D, l’obtention du spectre de vibration dans sa totalité a été traitée par l’obtention de la fonc-
tion d’autocorrélation des vitesses à très basse température, et en calculant consécutivement sa
transformée de Fourier. Une étude spécifique à 2D a été développée afin d’obtenir un grand
nombre de vecteurs propres de vibrations par diagonalisation de la matrice dynamique, ce, dans
le but d’étudier spécifiquement la nature des ondes constituant le régime de Pic Boson.

Ces différentes études nous ont permis de montrer en premier lieu que les coefficients élas-
tiques de Lamé dans nos verres de Lennard-Jones, estimés par la matrice dynamique sont dif-
férents des mêmes coefficients élastiques “réels” obtenus aprés relaxation des configurations
soumises à l’application d’une déformation macroscopique. L’estimation théorique à partir des
coefficients de la matrice dynamique supposant un champ de déplacement des atomes de type
affine à toutes les échelles, l’écart dans les deux méthodes d’estimations des coefficients de
Lamé révèle l’existence d’un champ non-affine stockant une quantité finie d’énergie aussi bien
à 2D, qu’à 3D dans nos verres modèles Lennard-Jones, ainsi que dans des verres modèles de
silice. Une inspection détaillée de ce champ non-affine, qui affecte principalement la réponse en
cisaillement, montre que ce champ est corrélé sur des distances bien supérieures à la distance
interatomique, distance qui constitue la limite inférieure au traitement continu élastique. Ces
longueurs de corrélations dans nos verres Lennard-Jones ont été estimées à 30− 40 distances
interatomiqes à 2D, à 23 distances interatomiques à 3D, et à 20 Å dans la silice. En considé-
rant les transformées de Fourier des parties rotationelles et longitudinales ainsi qu’une fonction
de corrélation scalaire du champ non-affine, nous avons démontré la nature rotationelle de ce
champ, corroborant les représentations visuels que nous en donnions.

D’autre part, le traitement du problème de la réponse à une sollicitation ponctuelle de nos
verres Lennard-Jones, nous a permis de mettre en évidence l’existence de zones élastiques plus
rigides que d’autres, corrélées à longue portée, tout comme la fonction de corrélation scalaire du
champ non-affine suscitée. Une étude à 2D adaptée à la caractérisation des tailles de ces zones
nous a alors montré que les fluctuations des champs de déplacements des centres de masses
des points d’application de la sollicitation devenaient indépendantes de la taille des systèmes
quand celle-ci était plus grande que la longueur de corrélation du champ non-affine à 2D. Cette
étude nous a mené à conclure que les distances de corrélations des champs non-affines à 2D, et
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par prolongement à 3D, étaient intrinséquement liées à la tailles des hétérogénéités élastiques
dans nos verres Lennard-Jones. Aussi, l’étude des fluctuations de contraintes d’échantillons en
échantillons nous a montré que celles-ci décroissaient exponentiellement avec la distance à la
source de sollicitation, et ce, avec une longueur caractéristique donnée par les longueurs de
corrélations du champ non-affine, i.e. des hétérogénéités élastiques.

Ainsi, ces diverses études sur les propriétés mécaniques élastiques nous ont-elles permis de
mettre en évidence l’existence de structures rotationelles de la taille des hétérogénéités élas-
tiques, structures de taille caractéristique Ξd = 2(d−1)−1ξ où d 6= 1 est la dimension et ξ≈ 20σ,
et ceci aussi bien dans nos verres de Lennard-Jones, que dans des verres modèles de silice pour
lesquels Ξ3 ≈ 20 Å. Grâce à l’étude de la réponse à une sollicitation ponctuelle des verres
Lennard-Jones, cette longueur Ξd est associée à la longueur caractéristique de pertinence du
désordre au-dessus de laquelle un traitement continu élastique de nos matériaux amorphes est
possible. Pour cette raison, cette longueur a été nommée “longueur d’automoyennance”.

L’étude sur les propriétés vibrationnelles des verres de Lennard-Jones nous a montré que les
modes de vibrations sont fortement affectés par l’existence des hétérogénéités élastiques. Ainsi,
la théorie continue de l’élasticité est-elle inappropriée pour décrire le spectre de vibration des
solides amorphes lorsque la taille de ceux-ci se situe en-dessous de la longueur d’automoyen-

nance, aussi bien que lorsque la longueur d’onde des modes de vibrations se situe en-dessous
de cette longueur caractéristique. L’étude en loi d’échelle que nous avons effectuée à 2D et 3D
montre que la longueur de corrélation des hétérogénéités élastiques est indépendante du mode
de vibration et de la taille du système considéré. De plus, de cette étude, il apparaît que les
modes propres de longueur d’onde plus petite que la longueur d’automoyennance possèdent
des fréquences propres de vibrations surestimées par la théorie continue de l’élasticité, dont la
conséquence réside en un excès de modes de vibrations dans la région des basses fréquences
par rapport à la prédiction continue de Debye. L’analyse des densités d’états de modes de vibra-
tions à 2D et 3D montre un tel excès, le Pic Boson étant localisé au bord du régime non-affine
caractérisé par la fréquence associée à la longueur d’automoyennance. Un tel résultat a aussi
été montré dans le cas des verres de silice. D’autre part, l’analyse à 2D des vecteurs propres
de vibrations a montré que le Pic Boson constitue une transition entre un régime où les ondes
planes sont faiblement diffractées par la présence d’inhomogénéités dans les vecteurs propres,
et un autre régime de diffraction forte pour ces ondes. Nous avons de plus montré qu’aucune
localisation n’apparaissait du moins à l’échelle de nos cellules de simulations, conjecturant que
celle-ci ne pouvait apparaître qu’en fin de spectre de vibration. Dans le régime propagatif de
type ondes planes, la taille caractéristique des inhomogénéités dans les vecteurs propres est du
même ordre que la longueur d’automoyennance et est indépendante du mode considéré. Cette
indépendance disparaît quand la longueur d’onde des modes s’approche de la longueur d’au-
tomoyennance. Le mécanisme mis en jeu dans ce changement de comportement n’a pu être
identifié, mais il est possible qu’il soit dû à l’interaction des ondes planes avec des modes à
énergie nulle non-propagatifs (modes mous...).

L’ensemble des travaux que nous avons effectués sur les modes de vibrations dans nos ma-
tériaux amorphes nous renseigne donc sur la nature collective des modes constituants le Pic
Boson, la longueur de corrélation de ces mouvements collectifs étant donnée par la longueur
d’automoyennance. Finalement, nous insistons sur le fait que le même type de comportement
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apparaît, en ce qui concerne l’existence d’un champ non-affine et de son implication dans les
propriétés mécaniques et vibrationnelles, dans un verre fragile de Lennard-Jones, comme dans
un verre dur comme SiO2.



CHAPITRE 4

DÉPENDANCE EN PRESSION

Comme nous l’avons développé dans le Chap. 3 précédent, une des propriétés caractéristiques
des verres réside dans la présence d’un maximum dans la partie basse fréquence du spectre de
diffusion anélastique. Ce maximum, i.e. pic Boson, est apparenté à la présence d’un maximum
dans le rapport g(ω)/ωd−1, où d est la dimension et g(ω) est la densité d’états de modes de
vibration. Ce pic Boson montre alors un excès de basses fréquences par rapport à la prédiction
de Debye pour les ondes sonores. Ce pic est notamment observé dans les expériences de spec-
troscopie Raman, aussi bien que dans les expériences de diffusion anélastique de neutrons, dans
l’intervalle de fréquences [0.5,2] THz, et se manifeste aussi dans la dépendance en température
de la chaleur spécifique.

L’interprétation de l’existence de ce pic Boson fait appel à la connaissance de la nature
des modes de vibration constituant g(ω) notamment dans le domaine des fréquences susci-
tées. Celui-ci est souvent associé à l’influence du désordre dans les matériaux amorphes sur les
modes de vibration phononiques, influence dont l’effet fait intervenir des mécanismes encore
mal compris. Ainsi, comme discuté dans le chapitre précédent, bon nombre d’interprétations
théoriques ont mis en oeuvre différents types de désordre (topologique, positionnel, constantes
de couplages...) afin d’expliquer l’émergence d’un tel phénomène vibrationnel.

Il est évident que l’effet d’une contrainte extérieure telle que la pression hydrostatique peut
influer sur la nature des interactions du désordre avec les modes de vibration, et constitue,
entre autres, un test des modèles théoriques développés pour la compréhension de l’origine
du pic Boson. C’est dans cet esprit qu’un certain nombre de travaux théoriques et numériques
[66, 71, 68, 69, 70, 79] comme expérimentaux [64, 65, 67, 72, 73, 177, 178, 179, 180, 181] se
sont attachés à étudier l’effet d’une telle contrainte sur les propriétés statiques et vibrationelles
de plusieurs types de matériaux vitreux. Citons par exemple le cas de la silice SiO2, pour laquelle
une quantité de travaux se sont par exemple tournés vers la caractérisation sous l’effet de la
densification des propriétés structurelles via l’étude du facteur de structure S(Q). Il est en effet
de notoriété que ce verre “dur” au sens de C.A. Angell [29], pouvant être assimilé à un verre sur
réseau dont la structure est constituée par des tétrahèdres SiO4 joints par leurs sommets, possède
un comportement particulier sous densification. En effet, il a été montré, par exemple, qu’à
température ambiante, ce verre comprimé à des pressions ≈ 12 GPa exhibe une augmentation de
densité de l’ordre de 20%, effet dû à l’augmentation avec la pression du nombre de coordination
moyen autour des atomes Si [64, 68, 74]. Dans ce type de verre, notamment, la modification de
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coordination pose la question de l’évolution du pic Boson sous densification, d’autant plus si ce
pic Boson est réellement corrélé à la structure du désordre dans ces matériaux. De tels travaux
ont été réalisés sur des verres de silice SiO2 [66, 64, 68], sur des verres GeO2 [72, 73], des verres
de poly(butadiène) [65], du polystyrène amorphe [75]. Ces études montrent un déplacement vers
les hautes fréquences du pic Boson ainsi qu’une diminution de son intensité avec l’augmentation
de la pression comme montré sur la Fig. 4.1 tirée de [64].

FIG. 4.1 – Évolution du facteur
de structure dynamique S(Q,ω)
en fonction de ω pour diffé-
rentes densité d’un verre de si-
lice, lors d’une expérience de dif-
fusion anélastique de neutrons ef-
fectuée sur des échantillons de
SiO2 Suprasil-F30 densifiés par
une méthode de compression iso-
tropique. Les S(Q,ω) sont mesu-
rées par intégration des Q de 1
à 7 Å

−1
et convenablement nor-

malisées. Le pic Boson apparaît
comme se déplaçant vers les plus
hautes fréquences sous densifi-
cation, avec une diminution de
l’amplitude du facteur de struc-
ture dynamique. Figure tirée de
Inamura et al. [64].

Dans nos verres de Lennard-Jones, nous avons montré que le pic Boson était bien relié à
l’existence d’hétérogénéités élastiques de tailles beaucoup plus grandes que la distance interpar-
ticulaire. Ces hétérogénéités perturbent la propagation des ondes élastiques lorsque la longueur
d’onde de celles-ci tend vers la taille caractéristique des hétérogénéités, le pic Boson se situant
à une transition entre un régime de diffraction faible des ondes par les inhomogénéités et un ré-
gime de diffraction forte. Comme nous l’avons montré, l’existence des hétérogénéités élastiques
conduit à des effets de taille finie apparaissant notamment sur le spectre vibrationel (Fig. 3.14
p. 75, et Fig. 3.15 p. 76), comme sur les distributions des contraintes gelées ti j (Fig. 2.5 p. 22)
ou bien des éléments de sous-matrices blocs hors-diagonale mi j (Fig. 2.6 p. 23), lorsque la taille
des systèmes considérés est plus petite que la taille des hétérogénéités élastiques. D’autre part,
ces hétérogénéités élastiques apparaissent dans l’écart au champ de déplacement affine généré
par l’application d’une déformation macroscopique, et sont responsables d’une estimation er-
ronée des coefficients élastiques prédits par des méthodes supposant des déplacements affines
des atomes à toutes les échelles.

S’il est de plus en plus courant d’associer l’existence des hétérogénéités élastiques dans la
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limite de température nulle à l’histoire des hétérogénéités dynamiques supposées responsables
du ralentissement critique de la transition vitreuse [54], l’analogie apparaît aussi lorsqu’il s’agit
de développer des méthodes théoriques pour l’estimation des coefficients élastiques, méthodes
tenant compte de termes fluctuants dépendant de la température. Il semblerait alors que dans la
limite de température nulle, ces termes fluctuants seraient remplacés par les fluctuations élas-
tiques responsables du champ non-affine [110, 116]. Ici se situe l’enjeu. Si la taille de ces
hétérogénéités est une conséquence du désordre positionel, l’influence de la pression extérieure
sur ces tailles caractéristiques se pose, à savoir, quelle est la variation des ξ2D et ξ3D avec la
pression P, et quel est l’effet de la variation putative de ces longueurs sur le pic Boson.

Dans ce qui suit, nous allons tâcher de répondre à ces différentes questions. Pour cela, nous
allons tout d’abord quantifier l’effet de la pression sur les propriétés inhérentes au désordre
positionel dans nos matériaux, i.e. structure du matériau, état de contrainte à température nulle et
contribution des contrainte gelées. Puis nous utiliserons la même approche que celle développée
dans le Chap. 3 Section. 3.2, ceci afin de déterminer les propriétés mécaniques de nos matériaux
en fonction de la pression. Cette étude nous permettra alors de caractériser l’évolution sous
pression du champ non-affine. Ce dernier point nous amènera à traiter du problème des modes
de vibration dans nos verres à 2D et 3D en fonction de la pression, puis nous effectuerons en
dernier lieu une étude dans le même esprit que celle de la Section. 3.3.3 du Chap. 3 à 2D sur les
vecteurs propres de vibration.

4.1 Protocoles numériques et propriétés de l’état à T = 0

Les protocoles numériques utilisés pour l’étude de dépendance en pression des propriétés
mécaniques et vibrationnelles de nos matériaux amorphes modèles, sont relativement proches
de ceux utilisés jusqu’à présent. Comme présenté dans la Section. 2.2.1 p. 15, le paramètre de
contrôle de la pression hydrostatique réside dans la donnée de la densité ρ de nos systèmes.
Ainsi, à 2D comme à 3D, la variation de pression est obtenue par une variation de densité
pour un nombre de particules fixé à N = 10000 à 2D et à N = 171500 à 3D. Dans le cas
bidimensionel, un protocole de refroidissement de type “lent” a été utilisé, tandis qu’à 3D, seul
le type de refroidissement “rapide” a été implémenté, le refroidissement “lent” dans ce cas
induisant un coût de calcul trop important pour cette étude de dépendance en pression.

Nous avons résumé dans le Tab. 4.1 quelques unes des densités utilisées à 2D, densités va-
riant de ρ = 0.873 à ρ = 1.384, auxquelles nous avons associé la valeur moyenne de la pression
hydrostatique à T = 0, moyenne effectuée à 2D pour toutes les densités, sur un ensemble de
10 configurations. À 3D, le coût en temps de calcul ne nous a pas permis d’effectuer une ana-
lyse statistique d’ensemble, les pressions hydrostatiques associées à chaque état de densité à
T = 0 étant obtenues pour une seule configuration par densité. Dans tout ce qui suit, nous uti-
liserons sur les figures que nous présenterons, soit la pression, soit la densité, faisant référence
au Tab. 4.1 en ce qui concerne les conversions P ↔ ρ.

Nous avons représenté sur la Fig. 4.2, la dépendance en pression hydrostatique de la densité
dans l’état final à T = 0 pour les systèmes à 2D contenant N = 10000 particules obtenus par
refroidissement “lent” et à 3D, contenant N = 171500 particules générés par un refroidissement
“rapide”. Comme discuté plus haut, les pressions sont moyennées à 2D sur un ensemble de 10
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2D, N = 10000, “lent” 3D, N = 171500, “rapide”
ρ L/σ 〈P〉 ρ L/σ P

0.873 107 -1.161 0.95 56.5172 -1.041
0.889 106 -1.144 0.96 56.3202 -0.506
0.907 105 -0.524 0.97 56.126 -0.099
0.925 104 0.228 0.98 55.9344 0.454
0.961 102 2.534 0.99 55.7454 1.041
1.0 100 5.811 1.0 55.559 1.693
1.1 95 20.717 1.1 53.8216 10.811
1.2 91 46.291 1.2 52.283 25.957
1.29 88 78.120 1.3 50.9066 49.023
1.384 85 126.259 1.4 49.6644 83.977

TAB. 4.1 – Pression hydrostatique moyenne à 2D et 3D à T = 0 en fonction de la densité
pour des sytèmes contenant N = 10000 particules à 2D, et N = 171500 particules à 3D. À 2D,
seules 10 densités ont été présentées sur les 23 disponibles, les densités ρ = 0.873 et ρ = 1.384
constituant les densités extrêmes. Nous rappelons en en-tête de ce tableau le type de protocole
utilisé à 2D et 3D.

configurations par densité, tandis qu’à 3D, seule une configuration par densité a été utilisée.
Là-aussi, cette figure fera référence en terme de conversion P ↔ ρ.

FIG. 4.2 – Dépendance en pres-
sion de la densité dans l’état de
température nulle pour les sys-
tèmes à 2D obtenus par un refroi-
dissement “lent” et à 3D par un
refroidissement “rapide”. À 2D,
les pressions ont été moyennées
sur un ensemble de 10 configura-
tions par densité, tandis qu’à 3D,
une seule configuration par den-
sité a été utilisée. Nous remar-
quons dans le cas 3D, que les
pressions sont toujours plus éle-
vées qu’à 2D pour le protocole
“lent”, en accord avec les résul-
tats présentés sur le Tab. 2.1 p. 19.
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La conséquence de l’état de pression hydrostatique sur l’état structurel a été étudiée en pre-
mier lieu par la donnée de la fonction de distribution radiale g(r) (Éq. (2.10) p. 17). Cette
fonction, comme nous l’avons vu dans la Section. 2.2.2, nous renseigne quant à la structure



4.1 Protocoles numériques et propriétés de l’état à T = 0 131

amorphe, notamment par la donnée des positions moyennes des couches de voisins ainsi que
par l’amplitude de la population de ces couches, i.e. l’émergence éventuelle d’une structuration.
L’effet de la pression sur l’état structurel a été représenté sur la Fig. 4.3, sur laquelle, la fonction
g(r) a été tracée pour différentes densités à 2D (figure de gauche) et à 3D (figure de droite) dans
l’état de température nulle. Aussi bien à 2D qu’à 3D, les fonctions g(r) pour chaque densité ont
été calculées pour une seule configuration. L’effet de la pression hydrostatique sur les structures
amorphes des matériaux à 2D et 3D apparaît par un déplacement des couches de particules voi-
sines vers les plus petites distances, sans toutefois modifier la structure amorphe du matériau
pour autant. En effet, nous remarquons que pour toute densité à 2D aussi bien qu’à 3D, le com-
portement des fonctions de distribution radiale g(r) montre une structuration typique d’un état
amorphe étant donnée la température nulle à laquelle celles-ci ont été mesurées. Cet effet de
déplacement vers les plus petites distances lié à l’augmentation de la pression est quantifié en
insert des figures gauche et droite, où nous avons présenté l’évolution de la position du premier
pic de Bragg dans le facteur de structure (Éq. (2.11) p. 18) en fonction de la pression (cercles
vides) et de la densité (carrés vides). Rappelons que qmax = 2π/r1 où r1 est la position de la
première couche de voisins, i.e. premier pic, apparaissant sur les fonctions g(r) représentées
sur la Fig. 4.2. Sur cette figure, nous remarquons alors que la variation de la position de qmax

avec la densité est linéaire, comme observé par exemple dans le cas de la silice [64].
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FIG. 4.3 – Fonctions de distribution radiale g(r) à T = 0 en fonction de la densité. Gauche :
à 2D, pour différentes densités ρ = 0.873, 1.0, 1.2, et 1.384, de la droite vers la gauche,
et N = 10000 particules. Nous voyons qu’avec l’augmentation de la densité, i.e. pression,
les pics de premiers voisins se déplacent vers les plus petites distances tout en conser-
vant la structure amorphe. Insert : variation avec la pression (cercles) et la densité (car-
rés) de la position du premier pic de Bragg qmax dans le facteur de structure. Nous remar-
quons la dépendance linéaire de qmax avec la densité ρ. Droite : à 3D, pour les densités
ρ = 0.95, 0.96, 0.97, 0.99, 1.0, 1.1, 1.2, 1.3, et 1.4, de la droite vers la gauche. Comme à 2D,
la structure amorphe est inchangée avec un déplacement des couches de voisins vers les pe-
tites distances avec l’augmentation de la densité. Insert : variation de la position du premier
pic de Bragg du facteur de structure S(q) avec la pression et la densité, dans le même code de
représentation qu’à 2D. Là aussi, une dépendance linéaire de qmax avec ρ est observée.
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Comme nous l’avons mentionné en introduction de ce chapitre, l’existence des hétérogénéi-
tés élastiques est inhérente à l’existence d’un désordre positionel, lui-même inférant sur les
distributions des forces gelées ti j ≡ ∂Φ(ri j)/∂ri j et constantes de raideurs ci j ≡ ∂2Φ(ri j)/∂r2

i j.
L’importance des contraintes gelées sur les propriétés élastiques et vibrationnelles a été abordée
dans les Chap. 2 et 3. En outre, nous avons montré que si leur rôle était de maintenir un équilibre
local dans nos matériaux amorphes fortement désordonnés, leur unique contribution ne générait
pas une “nouvelle” physique, et par conséquent ces contraintes gelées ne pouvaient être tenues
pour responsables des propriétés propres aux matériaux amorphes. Ceci est encore mis en évi-
dence dans le Tab. 4.2, où nous voyons encore très clairement que quelle que soit la densité,
aussi bien à 2D qu’à 3D, les 〈r2

i jci j〉 ≫ 〈ri jti j〉, les contraintes gelées ayant une contribution
moindre à l’état à température nulle que les raideurs. Notons, sur ce tableau, que les densités
pour lesquelles les 〈ri jti j〉 > 0 correspondent à des états à T = 0 à pression P < 0 (cf. Tab. 4.1).

2D, N = 10000, “lent” 3D, N = 171500, “rapide”

ρ L/σ 〈ri jti j〉 〈r2
i jci j〉 ρ L/σ 〈ri jti j〉 〈r2

i jci j〉
0.873 107 0.523 23.084 0.95 56.5172 0.140 19.183
0.889 106 0.384 25.408 0.96 56.3202 0.067 20.3675
0.907 105 0.158 29.078 0.97 56.126 0.013 21.244
0.925 104 -0.095 33.224 0.98 55.9344 -0.052 22.297
0.961 102 -0.719 43.261 0.99 55.7454 -0.13 23.533
1.0 100 -1.613 57.3276 1.0 55.559 -0.205 24.758
1.1 95 -4.634 103.85 1.1 53.8216 -1.094 38.767
1.2 91 -8.623 163.302 1.2 52.283 -2.25 56.41
1.29 88 -13.466 233.759 1.3 50.9066 -3.68 77.732
1.384 85 -19.457 319.165 1.4 49.6644 -5.5 104

TAB. 4.2 – Contraintes gelées 〈ri j.ti j〉 et couplages de raideurs 〈r2
i j.ci j〉 à 2D et 3D en fonction

de la densité ρ à T = 0 pour les mêmes systèmes présentés dans le Tab. 4.1.

L’intérêt porté au rôle des contraintes gelées dans nos matériaux amorphes nous a amené à
étudier leur distribution, notamment sur les Fig. 2.5 p. 22. Cette étude a aussi été mise en oeuvre
en fonction de la pression comme montré sur la Fig. 4.4, figure sur laquelle les histogrammes
des contraintes gelées ti j ont été tracés via la donnée d’une quantité Ω = (ti j −〈ti j〉)/σ, où σ
est l’écart-type de la distribution des ti j. L’utilisation d’une telle quantité Ω permet de pouvoir
présenter sur la Fig. 4.4, tous les histogrammes obtenus pour différentes pressions. Ainsi, sur
cette figure, les histogrammes des quantités Ω ont été tracés pour différentes densités, et ce à
2D (figure de gauche) aussi bien qu’à 3D (figure de droite). Nous remarquons tout d’abord,
qu’il existe un cut-off supérieur indépendant de la densité et de la dimension, donné par Ωmax =
(tmax

i j −〈ti j〉)/σ, et qui apparaît sur les figures gauche (2D) et droite (3D) de la Fig. 4.4. Ce cut-

off est inhérent à la donnée de la densité, de la troncature du potentiel (cf. Éq. (2.9) p. 16) et du
taux de polydispersité utilisé. Sur la Fig. 4.4, le pic qui apparaît sur tous les histogrammes est
associé à l’équilibre local ri j = r0, où r0 est la position qui minimise le potentiel (Éq. (2.9) p. 16)
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pour une densité donnée. Ainsi, quelque soient les densités et la dimension, un grand nombre
de particules ont réussi à minimiser leur énergie, i.e. ti j = 0. Nous remarquons alors à 2D,
que pour la densité la plus basse la distribution des contraintes gelées est quasi-symétrique par
rapport à ti j = 0, ce qui veut dire que des tensions faibles positives et négatives sont explorées
en quantités presque équivalentes. En revanche, lorsque la densité augmente, la position du pic
Ωp = −〈ti j〉/σ se déplace vers la limite Ωmax. Ainsi, pour la pression la plus élevée que nous
ayons, des tensions négatives de grande amplitude sont explorées avec une faible proportion de
tensions positives. Notons qu’avec l’augmentation de la densité, plus de particules atteignent
leur état d’équilibre local. Ces mêmes effets apparaissent aussi à 3D sur la figure de droite, sur
laquelle les histogrammes de la même quantité Ω sont tracés en fonction de la densité.
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FIG. 4.4 – Histogramme des contraintes gelées via la grandeur Ω = (ti j − 〈ti j〉)/σ, où σ est
l’écart-type de la distribution des ti j, en fonction de la densité à T = 0. Gauche : à 2D pour les
densités ρ = 0.873, 0.925, 1.0, 1.1, et 1.2 sur des systèmes de N = 10000 particules. Droite :
à 3D pour les densités ρ = 0.95, 0.97, 0.99, 1.1, et 1.3 sur des systèmes contenant N = 171500
particules (voir texte pour les détails). Inserts : variation à 2D (figure de gauche) et 3D (figure
de droite) de l’écart-type σ et de −〈ti j〉 en fonction de la densité, faisant apparaître une loi de
puissance qui dépend de la dimension.

Dans cette partie, nous avons donc étudié la dépendance en pression des propriétés statiques
caractérisant l’état à température nulle de nos matériaux amorphes à 2D comme à 3D. Entre
autres, nous avons quantifié la dépendance en pression de l’état désordonné positionnel par la
donnée des fonctions de distribution de paire g(r). Celles-ci nous ont montré que la structure
amorphe globale n’était pas modifiée par l’augmentation de la pression, seules les distances
entres cages de voisins étant légèrement modifiées. La dépendance en pression et densité de la
position du premier pic de Bragg dans le facteur de structure a été étudiée, montrant notamment
que la position du pic varie linéairement avec la densité. Finalement, l’état de contraintes gelées
à T = 0 a été quantifié. Nous avons montré que quelles que soient les densités et la dimension
spatiale, les contraintes gelées 〈ri jti j〉 contribuent de façon moindre que les raideurs 〈r2

i jci j〉 à
l’état de contrainte à température nulle dans nos systèmes. De telles similitudes, en résonance
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avec leurs influences sur les propriétés vibrationnelles et mécaniques étudiées dans les Chap. 2
et 3, nous poussent à penser que les contraintes gelées ne sont pas l’ingrédient essentiel des
vibrations particulières des matériaux amorphes.

Une fois les caractéristiques des configurations étudiées, nous allons présenter maintenant
une étude similaire à celle développée dans le Chap. 3 Section. 3.2, dont le but est l’obtention
des coefficients élastiques dans nos matériaux sous différentes pressions.

4.2 Propriétés mécaniques en réponse à une tension uniaxiale

L’obtention des coefficients élastiques théoriquement et numériquement, nous l’avons vu
dans le Chap. 3 Section. 3.2, est un problème propre aux matériaux amorphes tant celui-ci
se situe à la frontière des languages numériques, théoriques et expérimentaux. Si expérimen-
talement, l’obtention des modules d’Young ou de Poisson, constitue un protocole éprouvé,
numériquement, la tâche est plus ardue, notamment parce qu’il existe un manque au niveau
analytique dans la possibilité de relier l’origine thermodynamique des coefficients élastiques à
leur description à l’échelle atomique, échelle accessible numériquement.

La caractérisation des propriétés mécaniques d’un matériau nécessite souvent la donnée de
ses coefficients élastiques en fonction de la pression hydrostatique, de la température, d’un taux
de déformation... Dans [76], par exemple, les vitesses des ondes transverses et longitudinales
ainsi que l’indice de réfraction sont mesurées sur un verre de silice en fonction de la pression
appliquée par des cycles de compressions et décompressions via des techniques de spectrosco-
pie Brillouin. De telles investigations permettent de quantifier, entre autres, la déformation de la
structure du matériau sous l’effet de telles contraintes, aussi bien que de tester certains modèles
théoriques pour la prédiction de la structure de ce matériau.

Dans nos matériaux amorphes, l’effet de la pression sur les coefficients élastiques possède un
double sens. Comme mentionné dans le précédent chapitre, l’existence d’un champ de déplace-
ment non-affine contrarie la prédiction de Born (qui suppose un champ de déplacement affine à
toutes les échelles) pour l’obtention numérique de ces coefficients. Nous avons alors vu qu’une
approche thermodynamique plus générale faisait apparaître des termes fluctuants dans l’obten-
tion des modules élastiques, termes jouant un rôle y compris à température nulle où l’effet de la
température serait remplacé par des fluctuations dans l’écart au champ affine, i.e. champ non-
affine. L’évaluation de ce terme fluctuant étant impossible numériquement pour la taille des
systèmes considérés, une méthode de relaxation sous contrainte a été alors implémentée afin de
tirer parti des lois d’Hooke pour l’obtention des modules élastiques, lois utilisées expérimen-
talement. Nous voyons alors que par l’étude des variations des coefficients élastiques dans nos
matériaux sous pression, il nous est possible de caractériser le champ non-affine et notamment
de mesurer sa dépendance en pression.

4.2.1 Variation en pression des coefficients élastiques et champ non-affine

Dans ce qui suit, nous avons rigoureusement appliqué le protocole numérique décrit p. 53 en
ce qui concerne la méthode de relaxation sous contrainte de tension uniaxiale. Cette élongation a
été appliquée à tous les matériaux sous différentes densités à 2D avec une déformation uniaxiale
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d’amplitude εxx = 10−5, et à 3D εxx = 10−8. Nous avons vérifié que la réponse du système
u(r) se situait dans le régime élastique réversible, et ce quelle que soit la pression, notamment
par la donnée du taux de participation défini comme Pr = (∑i δu

2
i )

2.(N ∑i δu
4
i )

−1, où δu est
le bruit dans le champ de déplacement u(r), i.e. champ non-affine, nous y reviendrons plus
loin. Ainsi, pour toutes les densités étudiées, à 2D comme à 3D, le taux de participation vérifie
15% < Pr < 30%, ce qui garantie que pour les taux de déformation εxx imposés, nous nous
situons dans le régime de déformation élastique (cf. Fig. 3.5 p. 59). À 2D, les coefficients
élastiques mesurés ont été moyennés sur un ensemble de 10 configurations par densité, tandis
qu’à 3D, une seule configuration par densité a été utilisée.
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FIG. 4.5 – Coefficients de Lamé λ (cercles) et µ (carrés) à 2D (symboles vides) et à 3D (sym-
boles pleins) en fonction de la pression, mesurés après application d’une déformation uniaxiale
d’amplitude εxx = 10−5 à 2D, et εxx = 10−8 à 3D. Les coefficients obtenus dans l’hypothèse
affine par la formule de Born (Éq. (3.34) p. 52) sont présentés ici avec l’extension (λa f f ,µa f f )
dans le même code géométrique et de remplissage que les autres coefficients. Insert : vitesses
du son pour les ondes transverses CT =

√
µ/ρ et longitudinales CL =

√
(λ+2µ)/ρ en fonction

de la pression à 2D (symboles vides) et à 3D (symboles pleins).

Les valeurs des coefficients élastiques pertinents dans nos systèmes, i.e. coefficients de Lamé
λ et µ, sont données sur la Fig. 4.5. Sur cette figure, nous avons tracé les coefficients élastiques
de Lamé en fonction de la pression à 2D et 3D, obtenus après relaxation des configurations
ayant subi une élongation uniaxiale comme décrite précédemment. De même, les coefficients
élastiques obtenus par la formule de Born (Éq. (3.34) p. 52) ont été tracés sur cette figure
(repérés par l’extension (λa f f ,µa f f )). Nous remarquons alors, comme sur la Fig. 3.1 p. 55, que
la formule de Born sous-estime le coefficient λ et sur-estime le coefficient de cisaillement µ.

En accord avec ce qui a été présenté auparavant dans la Section. 3.2 du précédent chapitre,
nous déduisons là encore que le champ non-affine est responsable de l’écart à l’estimation des
coefficients élastiques entre la formulation de Born, qui suppose un déplacement affine des
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atomes à toutes les échelles, et la formulation macroscopique qui fournit les “vrais” coefficients
élastiques.

D’autre part, nous pouvons noter que la compressibilité B = λ + 2µ/d, où d est la dimen-
sion, semble ne pas être affectée par la présence du champ non-affine, ce qui nous pousse à
penser que celui-ci affecte principalement la réponse en cisaillement (ceci justifiant la valeur
plus faible de µ par rapport à la prédiction affine). Sur la Fig. 4.5, nous avons de plus reporté la
dépendance en pression des vitesses du son pour les ondes transverses CT =

√
µ/ρ et longitu-

dinales CL =
√

(λ+2µ)/ρ à 2D et 3D. Le comportement qualitatif de celles-ci avec la pression
est en relativement bon accord avec celui des vitesses du son pour les mêmes types d’ondes
dans la silice sous pression [68]. Notons que dans cet article, Pilla et al. [68] ont mesuré les
vitesses des ondes transverses et longitudinales pour de la silice simulée numériquement via
l’utilisation du potentiel BKS [8], la pression hydrostatique étant contrôlée par la densité du
matériau modélisé. Les vitesses des ondes transverses et longitudinales sont alors obtenues par
la relation de dispersion de ces ondes.

Sur la Fig. 4.6, nous avons fourni une représentation du champ non-affine δu, mesuré comme
étant la différence entre le champ actuel u(r) de déplacement des atomes dans la configuration
déformée après relaxation, avec ce que serait ce champ si ces mêmes atomes se déplaçaient de
manière affine avec la déformation d’élongation imposée. Sur cette figure, le champ non-affine
à 2D (figures (a) et (b)) et 3D (figures (c) et (d)) est présenté pour deux densités et configurations
différentes, et ce pour chaque dimension. Celui-ci est généré par application d’une sollicitation
d’élongation εxx = 10−5 à 2D et εxx = 10−8 à 3D. Les flèches sont proportionnelles à l’intensité
du champ de déplacememt δu sur chaque atome et sont à la même échelle pour chaque dimen-
sion, i.e. même échelle pour (a) et (b) et échelle identique pour (c) et (d), les échelles entre
2D et 3D n’étant pas forcément identiques. À 3D, le champ non-affine présenté est la projec-
tion des champs de déplacement non-affines sur le plan (x,z) pour toutes les particules dont la
position selon y est comprise entre y = ±2. Finalement, les tailles des configurations à 2D, et
des plans (x,z) à 3D, sont proportionnelles à celles des snapshots présentés sur la Fig. 4.6, les
configurations les plus denses étant celles figurant en (b) à 2D et (d) à 3D.

Sur l’ensemble de ces snapshots, nous remarquons la présence de structures tourbillonnaires
dans les champ de déplacement non-affines, aussi bien dans les états à forte pression que dans
ceux à pression hydrostatique négative (figures (a) et (c)). Notons que l’amplitude de ces champs
ne semble pas être affectée par la pression, ce qui conforte le résultat selon lequel nous nous
situons dans le régime élastique, i.e. la norme du champ non-affine est imposée par la déforma-
tion imposée, avec un taux de participation Pr des particules au champ non-affine donné pour
chaque figure par : (a) Pr ≃ 19%, (b) Pr ≃ 28.4%, (c) Pr ≃ 27.6%, et (d) Pr ≃ 19.6%. Ainsi,
nous voyons que dans le régime de déformation imposé à 2D et 3D, seul un quart environ des
particules participent à la déformation non-affine, quelle que soit la pression. En revanche, il
nous est difficile à ce stade, de quantifier la taille de ces structures tourbillonnaires et notam-
ment de percevoir une quelconque évolution de leur taille entre deux densités différentes à 2D
comme à 3D.

Dès lors, afin de comprendre plus en détails comment se structure ce champ non-affine en
fonction de la pression, nous allons utiliser les méthodes numériques développées dans le cha-
pitre précédent. À savoir, la caractérisation des tailles des structures tourbillonnaires apparais-
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(a) (b)

(c) (d)

FIG. 4.6 – Champs de déplacements non-affine δu pour différentes pressions, générés par une
élongation uniaxiale d’amplitude εxx = 10−5 à 2D, et εxx = 10−8 à 3D. (a) et (b), à 2D pour
des densités ρ = 0.873 (P ∼ −1.2) et ρ = 1.384 (P ∼ 126.259) respectivement. (c) et (d), à
3D pour ρ = 0.95 (P ∼−1) et ρ = 1.2 (P ∼ 26) respectivement. À 3D, les champs non-affines
des particules dont la coordonnée y est comprise en y = ±2, sont projetés dans ces deux cas
sur le plan (x,z) contenant la direction de déformation. Pour chaque dimension, la longueur des
flèches est proportionnelle à l’intensité du champ de déplacement sur chaque particule avec le
même facteur d’échelle. De même, les tailles des snapshots sont proportionnelles à la taille de
la cellule de simulation à 2D, et du plan (x,z) à 3D.
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sant sur les différents snapshots de la Fig. 4.6 en fonction de la pression.

4.2.2 Dépendance en pression du champ non-affine et ses propriétés

Comme nous l’avions effectué pour l’étude du champ non-affine dans le cas de matériaux
sous pression hydrostatique nulle, les champs de déplacement non-affine seront normalisés dans
toute la suite par leur second moment δui 7→ δui/〈δu

2
i 〉1/2. D’autre part, rappelons que de part

le choix de l’amplitude εxx imposée, notre étude en pression du champ non-affine se réduira au
régime de réponse élastique linéaire. Ainsi, dans ce régime, la structure des champs de dépla-
cement non-affine ne dépendra pas de la déformation appliquée.

Afin de caractériser les structures tourbillonnaires apparaissant dans les champs de déplace-
ment non-affine de la Fig. 4.6, nous avons utilisé une fonction de corrélation scalaire du champ
de vecteur définie comme C(r) = 〈δu(r).δu(0)〉, où δu(r) est le champ non-affine et la moyenne
〈·〉 est effectuée sur les paires de particules (i, j) distantes de r, ainsi que sur un ensemble de
configurations, notamment à 2D. De telles fonctions ont été représentées sur la Fig. 4.7 pour des
systèmes à 2D et 3D de densités identiques à celles présentées sur les snapshots de la Fig. 4.6.

FIG. 4.7 – Fonctions de corréla-
tion scalaire du champ non-affine
à 2D et 3D en fonction de la den-
sité et de la distance r entre parti-
cules. Les densités présentées ici
sont identiques à celles utilisées
pour les snapshots présentés sur
la Fig. 4.6. À 2D, une moyenne
d’ensemble a été réalisée sur 10
configurations de même densité,
tandis qu’à 3D, une seule confi-
guration a été utilisée. À 2D,
nous voyons une diminution de la
taille des tourbillons, caractérisée
par l’anti-corrélation des fonc-
tions C(r) comme montré en in-
sert. À 3D, cet effet est moindre,
mais néanmoins quantifiable.
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Sur la Fig. 4.7, nous remarquons l’existence d’un régime d’anti-corrélation dans la fonc-
tion C(r) qui dépend, pour chaque dimension, de la densité. À ce régime d’anti-corrélation est
associée une taille caractéristique des tourbillons présents sur la Fig. 4.6. Nous remarquons
alors, qu’à 2D, ce régime apparaît à une distance d’autant plus petite que la densité est élevée,
suggérant une diminution de la taille des structures tourbillonnaires avec l’augmentation de la
densité. À 3D, cet effet est identique bien que beaucoup plus faible comme montré en insert
de la Fig. 4.7, dont l’explication réside dans la structure plus complexe des tourbillons à 3D,
structure dimensionnellement mal “captée” par la fonction C(r).
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Néanmoins, la transition vers le régime d’anti-corrélation en fonction de la densité reste quan-
tifiable, notamment par l’utilisation conjointe de la méthode décrite ci-dessus avec une méthode
de coarse-graining du champ non-affine, identique à celle utilisée précédemment dans le cadre
des matériaux amorphes sous contrainte hydrostatique nulle. Cette méthode, particulièrement
bien adaptée à des systèmes de dimension supérieure à 2, nous permet de mesurer des corréla-
tions spatiales entre des éléments du champ non-affine distribués dans des boîtes de volume fini
et variable. Nous rappelons que ce champ coarse-grainé est défini comme :

δU j(b) ≡ 1
N j

∑
i∈V j

δu(ri) (4.1)

où N j est le nombre de particules comprises dans un élément de volume Vj de côté b. À partir
de ce champ, nous définissons alors sa fonction de corrélation comme :

B(b) ≡
(
〈δU j(b)2〉 j

〈δu
2〉

)1/2

(4.2)

en remarquant que celle-ci est normalisée. Une telle fonction définie par l’Éq. 4.2 est représentée
sur la Fig. 4.8 pour des verres à 3D de densités différentes, identiques à celles présentées dans
les snapshots (c) et (d) de la Fig. 4.6. La décroissance exponentielle de cette fonction B(b)
avec une longueur caractéristique ξ(ρ) nous indique qu’il existe dans le champ non-affine à
3D des mouvements collectifs corrélés sur une distance de l’ordre de la distance caractéristique
ξ(ρ). Nous remarquons alors une faible variation de cette longueur avec la densité, variation
effectivement plus faible que celle obtenue à 2D par l’étude de la fonction C(r).
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FIG. 4.8 – Amplitude de la fonc-
tion de corrélation normalisée
B(b) du champ non-affine pour
deux configurations à 3D de
densités différentes, en fonction
de la longueur sans dimension
b/L. Le champ est moyenné sur
un élément de volume de côté
b contenant Nb particules (cf.
l’Éq. (4.2)), et calculé sur une
seule configuration par densité.
Les densités présentées ici sont
identiques à celles utilisées pour
les snapshots (c) et (d) de la
Fig. 4.6.

Aussi, avons-nous tracé sur la Fig. 4.9 la variation en pression et densité des longueurs ξ
à 2D et 3D, obtenues à l’aide des deux méthodes que nous venons de présenter, i.e. par les
positions des régimes d’anti-corrélation dans la fonction C(r) en fonction de la pression/densité



140 Dépendance en pression

(cf. Fig. 4.7), ainsi que par les longueurs caractéristiques de décroissance des fonctions B(b)
(cf. Fig. 4.8). Nous avons de plus représenté sur cette figure la dépendance en pression/densité à
2D du premier zéro ζ1

p de la fonction de corrélation Cp(ρ,r) du bruit dans les vecteurs propres,
calculée pour le premier mode de vibration de fréquence non nulle et de plus grande longueur
d’onde, i.e. p = 3. Cette fonction sera discutée dans la prochaine Section 4.3.

Sur cette Fig. 4.9, nous remarquons globalement, une diminution des longueurs ξ2D/3D avec
l’augmentation de la pression P (figure de gauche) comme de la densité ρ (figure de droite).
À 2D, cette diminution est importante notamment dans le domaine des basses pressions et
pressions négatives, pour décroitre plus lentement par la suite et sembler se stabiliser. À 3D, une
telle décroissance de ξ3D avec la pression semble aussi apparaître, tout comme la dépendance
en densité de ξ2D/3D (figure de droite). Notons l’absence de barres d’erreurs qui nous pousse
à admettre ces décroissances avec circonspection. Une absence de dépendance en pression et
densité, pour la longueur ζ1

p=3 par exemple, n’étant pas exclue.
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FIG. 4.9 – Dépendance en pression (figure de droite) et en densité (figure de gauche) de la
longueur de corrélation des hétérogénéités élastiques à 2D et 3D, obtenues par la mesure des
positions des régimes d’anti-corrélation de la fonction C(r) (cf. Fig. 4.7), ainsi que par les va-
leurs des longueurs caractéristiques de décroissance des fonctions B(b) (cf. Fig. 4.8). À 2D, les
ξ(P) et ξ(ρ) ont été moyennées sur un ensemble de 10 configurations par pression/densité, une
seule ayant été utilisée à 3D. Est présenté aussi le premier zéro ζ1

p de la fonction de corrélation
du bruit dans les vecteurs propres à 2D en fonction de la pression et de la densité. Cette fonc-
tion est calculée pour le mode p = 3 de plus grande longueur d’onde, et sera discutée dans la
prochaine Section 4.3.

Si le champ non-affine met en évidence l’existence de structures corrélées à longue portée,
mouvements collectifs de taille caractéristique diminuant avec l’augmentation de la pression
hydrostatique, une attention particulière est portée quant à la structure même de ce champ non-
affine, notamment à 3D où il est difficilement visualisable. Dans ce but, nous allons une fois de
plus utiliser ce qui a été acquis dans le précédent chapitre, à savoir la donnée d’une fonction

S(k) =
1
N
〈‖ δU(k) ‖〉, où δU(k) est la transformée de Fourier du champ non-affine δu(r), fonc-

tion permettant de quantifier les fluctuations spatiales du champ non-affine. Nous avons alors
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vu que la fonction S(k) pouvait se décomposer en une partie longitudinale SL(k) et transverse
ST (k) définies comme :

k2ST (k) ≡ k2

N
〈‖ T (k) ‖2〉 =

1
N
〈
∥∥∑

i

k∧δu(ri)e
ik.ri
∥∥2〉 (4.3)

k2SL(k) ≡
k2

N
〈‖ L(k) ‖2〉 =

1
N
〈
∥∥∑

i

k.δu(ri)e
ik.ri
∥∥2〉 (4.4)

Ces deux fonctions ont été tracées à 2D et 3D pour des densités identiques à celles utilisées
dans les snapshots de la Fig. 4.6, et sont présentées sur la Fig. 4.10. Sur cette figure partie gauche
(soit à 2D), nous remarquons que les contributions des parties longitudinales et transverses au
champ non-affine sont peu découplées pour la densité la plus basse (ρ = 0.873 ↔ P < 0, sym-
boles carrés et cercles), découplage augmentant avec l’augmentation de la densité. Ainsi, pour
la densité la plus élevée à 2D (ρ = 1.384 ↔ P ≫ 0, symboles croix et étoiles), la contribution
transverse domine de plus d’un facteur 10 la contribution longitudinale au champ non-affine. À
3D, sur la figure de droite, le même effet d’augmentation de découplage entre les parties lon-
gitudinales et transverses du champ non-affine apparaît, même si pour la densité la plus basse
(ρ = 0.95↔P < 0) la contribution transverse est déjà plus de 10 fois supérieure à la contribution
longitudinale.
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FIG. 4.10 – Carré de l’amplitude des transformées de Fourier des parties longitudinales SL(k)
et transverses ST (k) du champ non-affine à 2D (figure de gauche) et à 3D (figure de droite) pour
différentes densités et en fonction de la longueur d’onde λ = 2π/ ‖ k ‖. Gauche : à 2D pour
les densités utilisées sur la Fig. 4.6 (a) et (b). Droite : à 3D pour les densités correspondant aux
snapshots (c) et (d) de la même figure. Nous remarquons à 2D que les parties longitudinales
et transverse du champ non-affine sont peu découplées pour la densité la plus basse (cercles
et triangles), découplage augmentant avec la densité, le champ transverse dominant de près
d’un facteur 10 le champ longitudinal pour la densité la plus grande (plus et étoiles). Cet effet
apparaît aussi à 3D, avec toutefois un découplage fort existant déjà pour la densité la plus basse.

Cet effet de découplage entre contributions longitudinale et transverse au champ non-affine
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en fonction de l’augmentation de la densité, peut être expliqué à l’aide du coefficient de com-
pressibilité B = λ + 2µ/d, où d est la dimension, et de sa variation avec la pression. En effet,
nous avons vu sur la Fig. 4.5, que la compressibilité B pouvait être correctement prédite soit par
la donnée des coefficients de Lamé obtenus par la méthode d’élongation, soit par la méthode
de Born. Ceci montre que le champ non-affine ne participe pas à la pression isotrope sous com-
pression (ou élongation), mais est principalement associé à la déformation sous cisaillement (ce
que nous constatons d’ailleurs sur la Fig. 4.10).

Pour expliquer l’augmentation du découplage avec la pression, notons que dans des systèmes
sous pression hydrostatique P ≫ 0 pour lesquels la partie répulsive du potentiel d’interaction
de paire ΦLJ(r) domine, la compression (ou élongation) est alors équivalente à une remise à
l’échelle des positions d’un facteur β(P). Il est alors naturel de penser que dans les systèmes
sous pression hydrostatique élevée, la réponse sous compression (ou élongation) donne lieu
à une moindre contribution longitudinale au champ non-affine, la réponse transverse étant un
moyen moins coûteux pour le système de répondre à la déformation imposée. Notons alors
que la partie répulsive dominant ce régime de pression ne semble pas affecter outre mesure la
réponse transverse du système, si ce n’est par la taille caractéristique des mouvements collec-
tifs transverses contribuant au champ non-affine, taille diminuant légèrement avec la pression
comme montré sur la Fig. 4.9. En revanche, pour des systèmes sous pression hydrostatique
P < 0, une telle réponse longitudinale est aussi favorable qu’une réponse transverse, et ce d’au-
tant plus à 2D qu’à 3D, comme il apparaît sur la Fig. 4.10.

Nous avons étudié dans cette partie les propriétés du champ non-affine généré par l’appli-
cation d’une sollicitation uniaxiale en tension, dans des matériaux sous pression hydrostatique
non-nulle à 2D et 3D. Nous nous sommes tout d’abord interessés au problème de la déter-
mination des coefficients élastiques de ces différents matériaux, ce par l’utilisation de deux
méthodes. La première consiste à utiliser la formule de Born (Éq. (3.34) p. 52), tandis que la
deuxième, met en application les lois d’Hooke, suite à l’application d’une tension uniaxiale sur
nos matériaux. Dans le régime élastique de réponse à ce type de déformation, nous avons mis
en évidence un écart conséquent dans la donnée des valeurs des coefficients élastiques de Lamé
calculés par ces deux méthodes, ce pour toutes les pressions investiguées. Ainsi, la méthode de
Born supposant un déplacement affine des atomes à toutes les échelles, nous avons attribué un
tel écart à l’existence d’un terme correctif à la prédiction affine de Born, terme qui trouve son
existence dans celle d’un champ de réponse élastique dit non-affine, présent dans le matériau,
et qui présente des structures corrélées à longue portée. D’autre part, nous avons montré que ce
champ non-affine ne contribuait pas de manière significative à un incrément de pression isotrope
sous compression ou élongation, celui-ci étant plutôt associé à une réponse en cisaillement, le
champ non-affine diminuant le coefficient de cisaillement µ par rapport à la prédiction de Born.

Nous avons alors montré que les mouvements collectifs constituant les structures corrélées
à longue portée dans le champ non-affine, se présentaient sous forme rotationnelle, avec une
taille caractéristique semblant diminuer légèrement avec la pression hydrostatique à 2D comme
à 3D. D’autre part, nous avons montré que leur composante transverse dominait, quelle que soit
la pression, la composante longitudinale du champ de vecteur non-affine.
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L’existence de tels mouvements collectifs des atomes suite à l’application d’une tension
uniaxiale dans le régime élastique, ce quelle que soit la pression hydrostatique du matériau
considéré, est attribuée à l’existence d’hétérogénéités élastiques dans le matériau, elles-mêmes
conséquence du désordre positionnel présent dans l’état à température nulle des amorphes que
nous modélisons. Aussi, se pose-t-il la question de l’influence de telles structures sur les pro-
priétés vibrationnelles des matériaux amorphes sous pression, notamment comment leur taille
caractéristique peut-elle être liée à l’existence du Pic Boson dans de tels matériaux.

4.3 Propriétés vibrationnelles : densités d’états et vecteurs propres

Comme nous l’avons brièvement présenté en introduction de ce chapitre, un certain nombre
de travaux expérimentaux comme théoriques, se sont attachés à étudier l’évolution sous pression
de la densité d’état des modes de vibration de matériaux amorphes [71, 66, 67, 64, 68, 72, 73,
65, 75, 101]. Globalement, ces différents travaux ont montré l’existence d’un excès de modes
de vibration dans la densité d’état g(ω), dans le domaine des basses fréquence, i.e. pic Boson,
ce jusqu’à des pressions de 40 GPa pour la silice [74]. Réalisées sur une grande variété de ma-
tériaux amorphes de natures différentes, ces études ont mis en évidence un déplacement vers les
hautes fréquences du pic Boson, ainsi qu’une diminution de son intensité avec l’augmentation
de la pression.

Dans nos expériences numériques, l’obtention des densités d’états des modes de vibration est
effectuée par deux méthodes. À 2D, une diagonalisation de la matrice dynamique est préféren-
tiellement utilisée, afin d’obtenir les 7000 premiers modes de vibration de nos systèmes sous
différentes pressions. Cette partie du spectre vibrationnel est suffisante pour décrire convena-
blement la densité d’état g(ω) dans le domaine des basses fréquences. À 3D, nous avons opté
pour une méthode indirecte pour l’obtention de cette densité d’état. Celle-ci consiste à calculer
en premier lieu la fonction d’auto-corrélation des vitesses Cvv(t) à très basse température, i.e.
typiquement plusieurs ordres de grandeurs en-dessous de la température de transition vitreuse,
température pour laquelle l’approximation harmonique est encore valide. Dans cette approxi-
mation, la densité d’état g(ω) est alors reliée à la fonction d’auto-corrélation des vitesses par
sa transformée de Fourier temporelle (cf. Éq. (3.22) et (3.23) p. 48). Cette dernière méthode a
été appliquée pour les densités ρ = 0.96, 0.98, 1.0, 1.2 et ρ = 1.4 (cf. Tab. 4.1), aux configu-
rations initialement équilibrées à T = 0. Pendant 106 MDS avec un pas d’intégration de 10−3,
ces configurations sont viellies à une température T = 10−4, la fonction Cvv(t) étant alors me-
surée pendant 105 MDS. Dès lors, une méthode d’intégration par FFT a été implémentée en
tenant compte de la commensurabilité des vecteurs d’onde k liée à la taille finie de la cellule de
simulation.

Nous avons présenté sur la Fig. 4.11, les densités d’états des modes de vibration (figure de
gauche) ainsi que l’écart à la prédiction continue de Debye (figure de droite), ce pour différentes
densités. Rappelons que toutes les configurations étudiées contiennent N = 10000 particules, et
que seuls les 7000 premiers modes de vibration ont été calculés pour ces systèmes par diagonali-
sation de la matrice dynamique. Renvoyant au Tab. 4.1 en ce qui concerne la conversion P ↔ ρ,
nous constatons tout d’abord sur la figure de gauche de la Fig. 4.11, un déplacement des densités
d’états g(ω) vers les plus hautes pulsations avec l’augmentation de la densité. Ces densités étant
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normalisées à un, un tel déplacement apparaissant dans la partie basse fréquence est attribué à
l’augmentation de la vitesse du son effective Ce f f et à la diminution de la taille L de la cellule de
simulation. En effet, la pulsation minimale ωmin(ρ) = 2πCe f f /L, où Ce f f = (C−2

T +C−2
L )−1/2 se

déplace vers les pulsations les plus hautes avec l’augmentation de la densité, i.e. la diminution
de L et augmentation des CL,T comme montré sur la Fig. 4.5. Sur cette même figure gauche de
la Fig. 4.11, nous avons tracé en pointillés la prédiction continue de Debye gD(ω)≡ 2ω/ω2

D, où
ω2

D = 8πρC2
e f f . Nous constatons ainsi que quelles que soient les densités, le spectre de vibration

aux pulsations les plus basses correspondant aux longueurs d’ondes les plus grandes, est conve-
nablement décrit par la théorie continue de l’élasticité. En revanche, nous remarquons qu’aux
pulsations intermédiaires, cette prédiction continue de Debye sous-estime la densité d’états des
modes de vibration.
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FIG. 4.11 – Densité d’états des modes de vibrations à 2D en fonction de la densité, pour des
systèmes contenant N = 10000 particules, par diagonalisation de la matrice dynamique. Seuls
les 7000 premiers modes de vibrations ont été calculés pour chaque densité. Gauche : densités
d’états g(ω) en fonction de ρ, en pointillés, la prédiction de Debye pour chaque densité. Droite :
densités d’états divisées par la prédiction de Debye à 2D pour les mêmes densités que celles
présentées sur la partie gauche de cette figure. En pointillés la prédiction de Debye gD(ω)/ω =
2/ω2

D pour ces différentes densités. L’excès de mode de vibration, i.e. Pic Boson, est alors
apparent pour chaque densité, avec un déplacement de sa position vers les plus hautes pulsations
avec l’augmentation de la densité comme montré en insert. Nous notons une diminution de
l’intensité du pic Boson quand ρ augmente. Insert : variation de la position du pic Boson ωBP

et de la pulsation de coupure ωmin discutée dans le texte, en fonction de la densité.

Cet excès de modes de vibration est apparent sur la partie droite de la Fig. 4.11, sur laquelle
nous avons tracé le rapport g(ω)/ω pour les différentes densités en question. En pointillés,
la prédiction de Debye gD(ω)/ω = 2/ω2

D est tracée pour chaque densité. Nous remarquons
sur cette figure, l’excès en question, i.e. Pic Boson, dont la position ωBP se déplace vers les
plus hautes pulsations avec l’augmentation de la densité. Notons que ce déplacement est plus
élevé que celui lié au cutoff ωmin(ρ) discuté plus haut, comme montré en insert de la Fig. 4.11.
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Néanmoins, le rapport ωBP(ρ)/ωmin(ρ) diminue avec l’augmentation1 de ρ, comme montré
dans l’insert de la Fig. 4.15 partie gauche pour l’équivalent en pression P d’un tel rapport.
D’autre part, nous constatons une diminution de l’intensité du pic Boson avec l’augmentation
en densité, effet que nous discuterons plus loin.
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FIG. 4.12 – Densités d’états des modes de vibrations à 3D en fonction de la densité, pour des
systèmes contenant N = 171500 particules, par transformée de Fourier temporelle de la fonction
d’auto-corrélation des vitesses mesurée à T = 10−4. Gauche : densités d’états g(ω) en fonction
de ρ, avec en pointillés la prédiction de Debye à 3D pour chaque densité. Notons que celles-
ci suivent le même ordre d’apparence que les densités elles-mêmes. Gauche : densités d’états
divisées par la prédiction de Debye à 3D pour les mêmes densités que celles présentées sur
la partie gauche de cette figure. En pointillés, les prédictions de Debye associées gD(ω)/ω2 =
3/ω3

D. Insert : agrandissement des densités d’états pour les densités ρ = 1.2 et ρ = 1.4 avec
leur prédiction de Debye associée. Comme à 2D, le Pic Boson semble de déplacer vers les plus
hautes pulsations, avec une diminution de son intensité sous l’augmentation de la densité.

Sur la Fig. 4.12, les densités d’état des modes de vibration à 3D ont été présentées sur la figure
de gauche, en fonction de la densité. Comme discuté plus haut, celles-ci ont été obtenues par
la transformée de Fourier temporelle de la fonction d’auto-corrélation des vitesses mesurée à
T = 10−4, pour chaque densité. Comme à 2D, nous constatons tout d’abord sur la figure gauche
de la Fig. 4.12, une diminution de l’intensité des densités d’états g(ω) avec l’augmentation de la
densité. D’autre part, comme discuté à 2D, il existe un déplacement vers les pulsations les plus
hautes des densités d’états, déplacement dû à l’évolution des vitesses CL,T comme montré sur
la Fig. 4.5, et à la finitude de la cellule de simulation. Ainsi, à 3D, la pulsation de coupure mini-
male est donnée par ωmin(ρ) = 2πCe f f /L, où Ce f f = (2C−3

T +C−3
L )−1/3, et se déplace aussi vers

les plus hautes pulsations quand la densité augmente. Notons que nous avons tracé sur cette fi-
gure gauche en pointillés, la prédiction de Debye à 3D qui s’exprime comme gD(ω)≡ 3ω2/ω3

D,
avec ω3

D = 18π2ρC3
e f f . Les différentes prédictions suivent alors un déplacement vers les plus

hautes pulsations de la même manière que les densités d’états auxquelles elles sont associées.

1Comme l’on peut s’en apercevoir sur l’insert de la Fig. 4.11, il semble que ωBP ∼ a+bρ et ωmin ∼ dρ, ainsi,
le rapport ωBP(ρ)/ωmin(ρ) ∼ a/(dρ)+ cste., d’où la décroissance apparente.
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Nous remarquons que pour toutes les densités considérées, les densités d’états tendent vers la
prédiction de Debye pour les pulsations les plus basses. Ainsi, dans la limite des grandes lon-
gueurs d’ondes, la théorie continue de l’élasticité décrit convenablement le spectre vibrationnel
de nos matériaux amorphes sous différentes pressions.

En revanche, comme à 2D, nous constatons que dans un régime intermédiaire de pulsations,
cette prédiction continue sous-estime le spectre vibrationnel, et ce d’autant plus que la densité
est basse. En effet, dans ce régime intermédiaire de pulsations, nous remarquons qu’avec l’aug-
mentation de la densité, cette sous-estimation diminue, pour devenir très faible, notamment pour
la densité la plus élevée ρ = 1.4. Cet excès de modes de vibrations est là-aussi beaucoup plus
apparent sur la partie droite de la Fig. 4.12, où nous avons représenté le rapport g(ω)/ω2 pour
les mêmes densités que celles présentées sur la partie gauche de cette figure. En pointillés, la
prédiction de Debye gD(ω)/ω2 = 3/ω3

D est de nouveau tracée pour chaque densité différente.
Sur cette figure, l’excès de modes de vibrations par rapport à la prédiction continue de De-
bye, i.e. Pic Boson, semble se déplacer, comme à 2D, vers les pulsations les plus grandes avec
l’augmentation de la densité. Notons là-aussi (non montré), comme à 2D, que ce déplacement
est beaucoup plus grand que celui incidemment lié à l’existence d’une pulsation de coupure
ωmin(ρ). D’autre part, nous notons une forte diminution de l’intensité du pic Boson avec l’aug-
mentation de la densité, comme constaté à 2D.

FIG. 4.13 – Variation de l’inten-
sité I(ωBP) du Pic Boson à 2D
et 3D en fonction de la densité
ρ. L’intensité I(ωBP) est définie
comme étant le maximum des
courbes g(ωBP)/ωd−1

BP , où d est la
dimension, courbes représentées
sur les Fig. 4.11 et 4.12. Deux
types d’ajustements sont présen-
tés : en loi de puissance et, en
insert, de type exponentiel. Nous
remarquons une nette diminution
de l’intensité I(ωBP) avec l’aug-
mentation de la densité ρ, l’inten-
sité à 3D étant systématiquement
inférieure à celle à 2D à densité
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Pour caractériser plus précisément cette diminution de l’intensité du pic Boson avec l’aug-
mentation de la densité, nous avons représenté sur la Fig. 4.13 une estimation de cette intensité
I(ωBP) définie comme le maximum du pic Boson g(ωBP)/ωd−1

BP , où d est la dimension, maxi-
mum mesuré sur les Fig. 4.11 et 4.12. Sur la Fig. 4.13, ce maximum I(ωBP) est tracé en fonction
de la densité ρ à 2D et 3D. Nous remarquons une décroissance de cette intensité avec la densité
en loi de puissance à 2D et 3D, comme première estimation. Néanmoins, nous notons qu’un
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ajustement de type exponentiel, comme montré en insert de cette même figure, est aussi tout à
fait possible. Nous ne discuterons donc pas, dans un premier temps, de l’aspect quantitatif de
cette décroissance, nous concentrant uniquement sur son aspect qualitatif pour l’instant : nous
discuterons du type de décroissance à la fin de cette partie et montrerons qu’il s’agit bien d’une
décroissance en loi de puissance. Aussi apparaît-il sur cette figure, que l’intensité I(ωBP) du
pic Boson à 3D est systématiquement inférieure à celle à 2D pour des densités équivalentes. Il
en est évidemment de même en fonction de la pression hydrostatique, la diminution de I(ωBP)
avec l’augmentation de la pression P étant plus importante à 3D qu’à 2D. Ainsi, à pression
équivalente, l’intensité du pic Boson à 2D est de 10 fois supérieure à celle à 3D. En ce sens, il
est possible de parler de disparition du pic Boson dans le cas 3D, comme suggéré dans [66, 64],
tandis que nous parlerons uniquement d’atténuation de son intensité à 2D.

Une telle diminution de l’intensité I(ωBP) du pic Boson avec l’augmentation de la densité a
déjà été observée, notamment par Jund et Jullien [66] dans un verre de silice modélisé numéri-
quement, tout comme par Inamura et al. [64] et Sugai et Onodora [72] dans des verres de silice
étudiés expérimentalement. Notons en particulier dans [66, 64], qu’outre l’effet d’une telle di-
minution, les auteurs observent aussi un déplacement de la fréquence associée au pic Boson
vers les fréquences les plus hautes. Ainsi, les auteurs conjecturent une disparition du pic Boson
aux hautes pressions. De plus, Inamura al. [64] observent une dépendance linéaire de l’intensité
I(ωBP) avec ρ−1 ∝ V . Ils associent l’effet de disparition de la dynamique aux basses énergies
à un rétrecissement des vides structurels de la silice sous densification. Ces auteurs proposent
alors l’existence de modes mous liés à ces vides (dans l’esprit des modèles de potentiels mous
[90, 91, 93, 101]), qui d’ordinaire participeraient au pic Boson, et sous densification disparai-
traient avec la “destruction” de ces vides. Cette dépendance linéaire de I(ωBP) avec ρ−1 ∝ V

n’est pas retrouvée par Jund et Jullien [66]. Notons qu’il est difficilement possible (voire impos-
sible !) de comparer la structure de nos verres à celle d’un verre de silice par exemple, verre qui
exhibe, en effet, l’existence de vides structurels. Il est par conséquent impossible de comparer
une telle dépendance linéaire de I(ωBP) avec ρ−1 ∝ V , comme effectué par Inamura et al. [64].
En revanche, il est tout de même troublant de constater qu’en l’absence de structures propres,
nos verres exhibent aussi une diminution de l’intensité du pic Boson avec l’augmentation de la
densité. Pour éclaircir ce point, une étude des vecteurs propres de vibrations, comme suggéré
par Jund et Jullien [66], est nécessaire, notamment dans le domaine de vibration du pic Boson,
une telle étude pouvant permettre d’identifier les processus moteurs participant à l’émergence
d’un tel excès de modes de vibration.

Nous avons effectué une telle étude des vecteurs propres de vibration dans le même esprit
que celle réalisée à 2D dans le cas des matériaux amorphes sous pression hydrostatique nulle.
Les résultats de cette étude dans nos systèmes sous pression non-nulle sont identiques à ceux
obtenus au chapitre précédent à P ≈ 0. C’est pourquoi nous ne les présenterons pas ici. En re-
vanche, nous allons relever plusieurs points nés des diverses réflexions liés à l’étude suscitée.

Tout d’abord, nous présentons sur la Fig. 4.14 une description de la dépendance de la po-
sition du pic Boson avec la pression. Les positions ωBP(P) du pic Boson sont mesurées sur
l’équivalent en pression des courbes présentées sur les Fig. 4.11 et 4.12. Nous avons présenté
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FIG. 4.14 – Variation des positions ωBP(P) du Pic Boson tirées des Fig. 4.11 et 4.12, en fonction
de la pression P, à 2D et 3D (symboles pleins). Les pulsations associées aux tailles caractéris-
tiques des hétérogénéités élastiques ξ(P) (cf. Fig. 4.9) sont aussi tracées pour les ondes trans-
verses, ωL,T (P) ≡ 2πCL,T (P)/ξ(P), à 2D et 3D. Enfin, les pulsations associées au premier zéro
de la fonction de corrélation du bruit dans les vecteurs propres p = 3 est représentée (symboles
pleins reliés).

sur la Fig. 4.14, les positions ωBP(P) à 2D et 3D (symboles pleins), ainsi que les valeurs des
pulsations ωL,T (P) ≡ 2πCL,T (P)/ξ(P) à 2D et 3D, où les longueurs ξ(P) sont celles associées
à la taille des hétérogénéités élastiques, tirées de la Fig. 4.9.

À 2D, nous remarquons que les pulsations ωL,T (P) associées aux longueurs ξ(P) de corré-
lations du champ non-affine, encadrent la pulsation du pic Boson, en accord avec ce qui a été
présenté sur la Fig. 3.16 p. 79. Un tel encadrement réside aussi à 3D, et justifie le fait que le pic
Boson paraît être localisé au bord du régime dominé par le champ non-affine, ce, quelle que soit
la pression. De plus, nous avons présenté sur la Fig. 4.14 une possible estimation de la variation
de ωBP(P) comme P1/3, estimation en accord avec [71]. Dans ce dernier travail, Gurevich et al.

[71] traitent le pic Boson comme composé de modes résultants de l’interaction anharmonique
entre des phonons du milieu élastique et des phonons quasi-localisés. D’autre part, nous avons
détaillé le comportement en pression de la pulsation associée au premier zéro de la fonction de
corrélation du bruit dans les vecteurs propres à 2D donnée par :

Cp(P,r) ≡ 〈δe(P, p,r) | δe(P, p,0)〉 (4.5)

où δe(P, p,r) est le bruit dans le vecteur propre e(P, p,r), bruit défini comme :

δe(P, p,r) = e(P, p,r)− ∑
q∈Dp

〈e(P, p,r) | etheo(P,q,r)〉etheo(P,q,r) (4.6)

avec P la pression, p l’index du mode de vecteur d’onde kp, et etheo(P,q,r) l’onde plane théo-
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rique associée au mode d’index q et vecteur d’onde kq. Rappelons que Dp est l’ensemble de 4
ou 8 ondes planes q de même longueur d’onde que celle associée au mode p. Le premier zéro
de la fonction Cp(P,r) est alors noté ζ1

p=3(P), pour le mode p = 3, constituant le mode de plus
grande longueur d’onde à valeur propre non-nulle, et la variation de ζ1

p=3 avec la pression et la
densité est présentée sur la Fig. 4.9. Nous constatons sur la Fig. 4.14, que la pulsation associée
à cette longueur, définie comme ωT,V EC(P) = 2πCT (P)/ζ1

p=3(P), décrit assez correctement la
variation en pression de la pulsation ωBP du pic Boson. Rappelons que d’après la Fig. 3.26,
cette longueur ζ1

p=3(P) est indépendante du mode p, et qu’en ω∗
T = ω∗

L = 2πCL,T /ξ
L,T
2D , cette

longueur change de comportement, et devient dépendante du mode p. Nous avons alors montré
sur la Fig. 3.26, que le pic Boson se situe à proximité de ce changement de comportement pour
ζ1

p=3(P), ce qui se vérifie à 2D sur cette Fig. 4.14 pour toutes les pressions regardées.

Notons ici un point particulier. Nous constatons sur la Fig. 4.14, que ωBP, ωT,V EC et ω
2D/3D
L,T

augmentent avec la pression. D’un autre côté, nous avons constaté dans l’étude sur les vecteurs
propres à 2D sous pression non-nulle (non montré ici), que l’index du mode pBP(P) associé au
pic Boson diminue avec l’augmentation de la pression. Cet effet, ajouté à la faible dépendance
de ζ1

p=3(P) avec l’augmentation de P comme montré sur la Fig. 4.9, nous a poussé à vérifier
la variation de ω(P)/C(P) ∝ l−1 à 2D et 3D, où C(P) est une vitesse que nous choisirons en
accord avec les quantités regardées, et la pulsation ω(P) peut être égale aux diverses pulsations
énumérées précédemment.

Sur la Fig. 4.15, nous avons tracé sur la figure de gauche, la dépendance en pression de la
quantité ωT (P)/CT (P)∼ ξ−1(P) à 2D, où ξ(P) est la longueur de corrélation des hétérogénéités
élastiques dans le champ non-affine à 2D et CT (P) la vitesse des ondes transverses comme
montrée sur la Fig. 4.5. De plus, nous avons tracé les rapports ωBP(P)/CT (P)∼ [lT

BP(P)]−1, avec
ωBP(P) la position du pic Boson à 2D tiré de la Fig. 4.14, ωT,V EC(P)/CT (P) ∼ [ζ1

p=3(P)]−1,
rapport de la pulsation associée au premier zéro de la fonction (4.5) avec CT (P), et finalement,
en pointillés sur cette figure de gauche, l’inverse de la longueur d’onde associée au pic Boson,
calculée à partir du facteur de structure transverse défini comme :

fT (P,k,ω) ≡ 1
N
〈
∣∣

N

∑
j=1

k̂∧ e(P,ω,r j)e
ik.r j
∣∣2〉 (4.7)

où k̂ = k/k2, et e(P,ω,r) le vecteur propre. À partir de (4.7), la longueur d’onde λT (P) associée
au pic Boson est donnée par MAXk{ fT (P,k,ωBP)}, où | k |= 2π/λT (P).

D’autre part, sur cette même Fig. 4.15, mais figure de droite, la dépendance en pression de
ωT (P)/CT (P)∼ ξ−1(P) à 3D a été tracée, avec cette fois-ci ξ(P) la longueur de corrélation des
hétérogénéités élastiques dans le champ non-affine à 3D. De plus, le rapport ωBP(P)/CT (P) ∼
[lT

BP(P)]−1, où ωBP(P) est la position du pic Boson à 3D comme donné sur la Fig. 4.14, a été
donné sur cette Fig. 4.15, figure de droite.

Nous remarquons alors, sur cette Fig. 4.15, que l’inverse de la longueur d’onde associée au
pic Boson, [lT

BP(P)]−1 ≈ λ−1
T (P), est a peu près constante avec l’augmentation de la pression P

à 2D comme à 3D. Notons, là-aussi, qu’en l’absence de barres d’erreur, ce résultat est à prendre
avec cirsconspection, tout comme les variations des autres quantités présentées sur cette figure.
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FIG. 4.15 – Gauche : dépendance en pression des rapports ωT /CT , ωBP/CT , ωT,V EC/CT

et de l’inverse de la longueur d’onde maximisant le facteur de structure transverse (4.7) en
ω = ωBP, pour les systèmes à 2D. CT (P) est définie comme étant la vitesse des ondes trans-
verses en fonction de la pression. Insert : variation de ωBP(P)L(P)/CT (P) en fonction de P.
Droite : dépendance en pression des rapports ωT /CT et ωBP/CT à 3D. Insert : variation de
ωBP(P)L(P)/CT (P) à 3D.

D’autre part, nous constatons que les inverses ξ−1(P) à 2D et 3D, et [ζ1
p=3(P)]−1 à 2D, varient

identiquement, semblant augmenter légèrement avec l’augmentation de P.
Ainsi, ce que suggèrent les résultats présentés sur la Fig. 4.15 est que, si le décalage vers les

pulsations les plus grandes de la pulsation ωBP du pic Boson est observé dans nos simulations,
comme expérimentalement et numériquement [71, 66, 67, 64, 68, 72, 73, 65, 75, 101], cette
pulsation semble s’adapter à l’effet de la pression sur les vitesses des ondes élastiques dans
le matériaux. Au cours de l’étude que nous avons réalisée concernant les vecteurs propres de
vibration (étude non montrée), nous avons remarqué que la pression ne modifiait pas le compor-
tement des vecteurs propres, comportement montré pour le cas P ≈ 0 dans la Section 3.3.3. Ce
résultat va dans le sens de ce qui est montré sur la Fig. 4.15, à savoir qu’il faut “voir” le pic Bo-
son comme l’inverse d’une longueur d’onde indépendante de la pression. Une telle conclusion
est alors aussi valable à 3D.

Notons que ce résultat est en accord avec les lois d’échelle à 2D représentées sur la Fig. 3.14,
qui montrent notamment que s’il existe une longueur ξ

L,T
2D qui dépend de l’onde considérée,

la pulsation ω∗
L ≈ ω∗

T . Nous nous attendons alors à une telle absence de variation avec P

de [lL
BP(P)]−1 ≈ λ−1

L (P), où λ−1
L (P) est définie identiquement à λ−1

T (P) mais pour le facteur

de structure longitudinal fL(P,k,ω) ≡ N−1〈
∣∣∑N

j=1 k̂.e(P,ω,r j)e
ik.r j
∣∣2〉. Notons que pour ef-

fectuer une telle étude, il nous faudrait des systèmes de plus grande taille L(P), puisque si
ξT

2D(P) ∼CT (P)ω∗
T (P) < L(P), il est possible que ξL

2D(P) ∼CL(P)ω∗
L(P) ≥ L(P), ce qui est le

cas dans nos systèmes contenant N = 10000 particules pour les densités ρ = 1.2, 1.29, 1.384.
Ce raisonnement est alors aussi valable à 3D.

Si un scaling ω(P)/C(P) ∝ l−1 semble prédire correctement l’invariance sous l’effet de
la pression de la position du pic Boson, nous avons entrepris d’effectuer une autre remise à
l’échelle des pulsations, de la forme ω(P)L(P)/C(P) ∼ cste, où L(P) est la taille de la cellule



4.3 Propriétés vibrationnelles : densités d’états et vecteurs propres 151

10
1

10
2

10
3

ω L/Ceff

10
-5

10
-4

10
-3

g(
ω

 C
ef

f/L
)

ρ=0.96
ρ=0.98
ρ=1.0
ρ=1.2

10
1

10
2

10
3

2e-07

4e-07

FIG. 4.16 – Densités d’états des
quantités ω(P)L(P)/Ce f f avec
Ce f f = (2C−3

T (P) +C−3
L (P))−1/3

et L(P) la taille des systèmes,
pour différentes pressions à 3D.
La transformation d’échelle (4.8)
a été appliquée aux densités
d’états g(ω) présentées sur la
Fig. 4.12. Nous remarquons que
toutes les densités d’états dans le
nouveau jeu de variables se su-
perposent plus ou moins (notons
l’échelle log− log utilisée). In-
sert : g(ωCe f f /L)/(ωL/Ce f f )

2

pour différentes densités, faisant
apparaître le pic Boson, dont le
déplacement est moins net dans
ce jeu de variables.

de simulation. Objectivement, il apparaît qu’une telle remise à l’échelle montre une dépendance
avec l’augmentation de P comme montré sur l’insert de la Fig. 4.15. En outre, celle-ci est aussi
applicable aux densités d’états des modes de vibration, ceci en effectuant la transformation
d’échelle :

ω(P) 7−→ ω(P)L(P)

Ce f f

et g(ω(P)) 7−→ g

(
ω(P)Ce f f

L(P)

)
(4.8)

où Ce f f = ((d − 1)C−d
T (P)+C−d

L (P))−1/d est une vitesse effective, et d est la dimension spa-
tiale. Nous avons représenté la transformation d’échelle (4.8) à 3D sur la Fig. 4.16. Sur cette
figure, les densités d’états g(ω) présentées sur la Fig. 4.12 ont subi le jeu de transformations sus-
cité. Ainsi, dans ce nouveau jeu de coordonnées, nous remarquons sur la Fig. 4.16 que les den-
sités d’états des modes de vibrations sous différentes densités à 3D se superposent. De même,
comme montré en insert de cette figure, la densité d’état dans ce jeu de variable divisée par la
pulsation transformée (4.8) à 3D, i.e. g(ωCe f f /L)/(ωL/Ce f f )

2, montre un pic dont la position
correspond au pic d’excès de modes de vibrations du pic Boson, apparaissant sur la Fig. 4.12
droite défini ici comme ωBP(P)L(P)/Ce f f (P). Toutefois, notons sur la Fig. 4.16, que la position
de ce pic ωBP(P)L(P)/Ce f f (P) semble dépendre de la pression, ou tout du moins, que la super-
position des pics définis par le rapport g(ωCe f f /L)/(ωL/Ce f f )

2 n’est pas très nette. Dans le jeu
de coordonnées (log− log) utilisé, une telle variation peut tout à faire conduire à la dépendance
de ω(P)L(P)/C(P) avec P, comme observée en insert de la Fig. 4.15. Ceci semblerait confir-
mer le fait que le pic Boson n’est pas associé à une fréquence caractéristique, mais plutôt à une
longueur d’onde caractéristique. Notons qu’à 2D, ces résultats se vérifient aussi (non montré).

Ainsi, la position de l’intensité maximale du pic dans g(ωCe f f /L)/(ωL/Ce f f )
(d−1), où d est
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FIG. 4.17 – Gauche : dépendance de l’intensité du Pic Boson I(ωBP(P)) ≡
g(ωBP(P))/ω

(d−1)
BP (P) avec le rapport L(P)/Ce f f (P) comme un test de la loi d’échelle (4.9).

Nous constatons qu’à 2D, I(ωBP(P)) ∝ (L(P)/Ce f f (P))2 et à 3D I(ωBP(P) ∝ (L(P)/Ce f f (P))3,
ce qui entérine la loi d’échelle (4.9). Droite : dépendance du rapport L(P)/Ce f f avec la densité
ρ à 2D et 3D. Les lois de puissance apparaissant sur cette figure, conjuguées à la loi d’échelle
(4.9) fournissent les exposants à 2D et 3D de la Fig. 4.13 pour la dépendance de I(ωBP) avec la
densité ρ.

la dimension, nous permet d’écrire g(ωBPCe f f /L)/(ωBPL/Ce f f )
(d−1) ∼ cste, d’où l’on tire la

loi d’échelle pour l’intensité du Pic Boson :

I(ωBP(P)) ≡ g(ωBP(P))

ω
(d−1)
BP (P)

∼
(

L(P)

Ce f f (P)

)d

(4.9)

Une loi d’échelle comme celle donnée par l’Éq. 4.9 a été vérifiée dans nos systèmes à
2D et à 3D, et est tracée sur la Fig. 4.17 gauche. Sur cette figure, nous avons tracé l’in-
tensité du pic Boson I(ωBP(P)) ≡ g(ωBP(P))/ω

(d−1)
BP (P) à 2D et à 3D, en fonction du rap-

port L(P)/Ce f f (P). Nous observons alors, sur cette Fig. 4.17 gauche, qu’à 2D, I(ωBP(P)) ∝
(L(P)/Ce f f (P))2 et à 3D, I(ωBP(P)) ∝ (L(P)/Ce f f (P))3, dépendances dimensionnelles en ac-
cord avec la loi d’échelle (4.9).

D’autre part, sur la Fig. 4.17 droite, la dépendance avec la densité du rapport L(P)/Ce f f

est tracé à 2D et 3D. Un tel tracé est motivé par la valeurs des exposants apparaissant sur la
Fig. 4.13 pour la variation de l’intensité du pic Boson I(ωBP) avec la densité ρ. Nous trouvons,
sur cette Fig. 4.17, qu’à 2D, L(P)/Ce f f varie comme ρ−3.6, ce qui conduit, en conjonction
avec l’exposant d = 2 de la loi d’échelle (4.9), à une variation I(ωBP) ∝ ρ−7.2, en accord avec
l’exposant −7.5 présenté à 2D sur la Fig. 4.13. À 3D, L(P)/Ce f f varie comme ρ−2.8, soit avec
d = 3 dans (4.9), I(ωBP) ∝ ρ−8.4, là-aussi, en bon accord avec l’exposant −8.5 à 3D sur la
Fig. 4.13.
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4.4 Conclusion

Dans cette problématique de l’influence de la pression sur les propriétés mécaniques et vibra-
tionnelles de matériaux amorphes modèles, nous nous sommes attachés à essayer de répondre
à différents points abordés, notamment, dans le cas des amorphes sous pression hydrostatique
nulle.

Tout d’abord, dans une première partie, l’effet de la pression sur les propriétés structurelles de
matériaux amorphes de type Lennard-Jones a été abordé. Nous avons alors montré que la pres-
sion ne modifiait pas la structure amorphe de nos matériaux, et d’autre part mis en évidence que
quelles que soient les pressions étudiées, les contraintes gelées contribuaient de façon moindre
que les raideurs à l’état de contrainte à température nulle.

Dès lors, l’état structurel sous pression de nos matériaux à température nulle, nous avons en-
trepris de mettre en oeuvre un protocole de déformation uniaxiale en élongation, ceci afin de dé-
terminer tout d’abord les variations des coefficients élastiques de nos matériaux sous contrainte.
Cette étude, comme dans le cas des amorphes Lennard-Jones sous pression hydrostatique nulle,
a mis en évidence l’existence d’un champ non-affine responsable d’un écart dans la prédiction
des coefficients élastiques à partir de la formule de Born. Ainsi, si les modules de compres-
sions sont identiques par les deux méthodes de Born et d’élongation uniaxiale, les coefficients
de Lamé sont différents dans le cas de la dernière méthode, avec des modules de cisaillements
sous-estimés par la formulation de Born et dépendants de la pression. Si cet effet suggère que le
champ non-affine est principalement associé à la déformation sous cisaillement, ce, quelle que
soit la pression, nous avons pu caractériser la structure de ce champ non-affine, et avons mon-
tré que celui-ci possédait une composante rotationnelle dominante pour toutes les pressions
étudiées. Nous avons alors eu la possibilité d’estimer la taille caractéristique des structures
rotationnelles mises en jeu dans le champ non-affine, et avons montré que celle-ci diminuait
légèrement avec l’augmentation de P.

L’influence de ces hétérogénéités élastiques dans nos systèmes sous pression a été abordée
par l’étude des densités d’états des modes de vibrations, à 2D par diagonalisation de la matrice
dynamique, et à 3D par la donnée de la fonction d’auto-corrélation des vitesses. Nous avons
alors montré qu’il existait un excès de modes de vibration dans nos matériaux, excès dont la
position se déplace vers les plus hautes fréquences avec l’augmentation de la pression, et dont
l’amplitude diminue avec une telle augmentation. Nous avons alors alors montré que la position
de cet excès de modes de vibration, i.e. Pic Boson, se déplaçait avec P comme la fréquence
associée à la taille des hétérogénéités élastiques dans le champ non-affine et dans les vecteurs
propres de vibrations de plus grande longueur d’onde. Cet aspect confirme alors le fait que
quelle que soit la pression, la position du pic Boson se situe près du régime dominé par le
champ non-affine.

Dans une étude à 2D et 3D, nous avons aussi mis en évidence le fait que ce déplacement de
la fréquence du pic Boson était inhérent à l’augmentation des vitesses du son dans le matériau
avec l’augmentation de la pression P, l’inverse de la longueur d’onde associée au pic Boson
ne dépendant pas de P et restant à peu près constante pour tout P. Nous avons alors relevé le
fait que la quantité pertinente dans cette étude des propriétés vibrationnelles des amorphes sous
pression est la longueur d’onde et non la pulsation. Cette dernière étude nous a alors amené
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à caractériser la décroissance en intensité du pic Boson avec l’augmentation de la pression P,
notamment en montrant que celle-ci varie comme un rapport entre la taille du système et une
vitesse effective pour les ondes élastiques, le tout à une puissance égale à la dimension spatiale.



CHAPITRE 5

PLASTICITÉ D’UN VERRE DE

LENNARD-JONES : NANO-RHÉOLOGIE

QUASISTATIQUE

Ces dernières années ont vu se développer un grand nombre d’études numériques et expé-
rimentales sur les propriétés de réponse mécanique des solides amorphes. Dans les Chap. 3 et
Chap. 4, nous avons, entre autres, montré que la réponse de matériaux amorphes modèles de
type Lennard-Jones dans le régime élastique, et sous différents types de sollicitations, exhibait
un champ de déplacement non-affine, champ différent de celui prédit par la théorie continue de
l’élasticité. Nous avons alors montré que ce champ non-affine met en évidence l’existence de
structures rotationnelles de tailles mésoscopiques, structures emmagasinant une grande quantité
de l’énergie élastique présente dans le matériau, et responsables d’une diminution de la valeur
du coefficient de cisaillement par rapport à son estimation à l’aide de la théorie continue de
l’élasticité.

Naturellement, la nature de ce champ non-affine dans le régime élastique pose la question de
son évolution, lorsqu’une sollicitation appliquée au matériau contraint celui-ci à répondre dans
un régime de déformation irréversible. Néanmoins, par opposition avec l’étude de la plasticité
dans les cristaux, la réponse de matériaux amorphes dans le régime de déformation plastique
est encore de nos jours mal comprise, notamment lorsqu’il s’agit d’identifier les processus mi-
croscopiques mis en jeu au cours d’une telle déformation. De récents travaux ont tout de même
permis d’appréhender cette problématique de manière plus ou moins consensuelle.

Pour situer cette problématique, mentionnons schématiquement les diverses étapes qui ont
conduit à l’étude de la plasticité dans les matériaux amorphes. Dans différents types de sys-
tèmes (granulaires [248, 249], mousses [250, 235], émulsions [248, 237], micelles [251, 252]...),
la mesure expérimentale de la loi de comportement σ = G(ε, ε̇, . . .) en réponse à un cisaille-
ment dépendant du temps par exemple, met en évidence une réponse intermittente de ces sys-
tèmes, tout comme de manière plus générale un comportement rhéologique non-linéaire, i.e.
non-Newtonien, avec une viscosité qui peut dépendre du taux de cisaillement γ̇, tout comme
mettre en évidence l’existence d’un seuil de contrainte d’écoulement σY ... Une telle réponse
intermittente, apparaissant sur la courbe contrainte-déformation (σ−ε) [231, 232, 253] par une
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multitude de sauts, est dépendante du taux de déformation γ̇ appliqué, de la température T et de
la taille des systèmes étudiés [253], et diminue avec l’augmentation d’au moins une de ces trois
quantités. Ce que suggère ce type de réponse est l’existence d’une déformation hétérogène du
matériau.

Dès lors, diverses études numériques et théoriques se sont attachées à développer des mo-
dèles permettant d’appréhender cette problématique. En premier lieu, des approches hydrody-
namiques ont été élaborées pour caractériser notamment une possible localisation de la défor-
mation dûe à une instabilité hydrodynamique [233, 238, 239, 240]. Ces approches sont à dif-
férencier de modèles phénoménologiques qui traitent de cette intermittence par des processus
mésoscopiques de redistribution de contraintes via des événements élémentaires de cisaille-
ment, les redistributions de contraintes entre ces événements conduisant à une localisation de la
déformation [241, 242, 243, 247].

L’utilisation de l’outil numérique a alors été motivé par la possibilité de “tester” ces diffé-
rentes approches théoriques. Ainsi, des techniques de Dynamique Moléculaire à T 6= 0 ont été
appliquées, afin d’étudier en détails le comportement rhéo-fluidifiant des matériaux expérimen-
taux. Parmis les études les plus récentes, citons les travaux de Yamamoto et al. [230], Rottler et

al. [254, 255], Falk et al. [233] et Varnik et al. [244, 245]. La limite d’utilisation des techniques
de Dynamique Moléculaire réside dans l’échelle de temps trop petite accessible numérique-
ment, ce qui oblige à étudier des taux de cisaillements γ̇ très élevés si l’on veut se restreindre à
modéliser les comportements des matériaux expérimentaux. D’un autre côté, Malandro et Lacks
[229] ont montré que par la donnée d’un protocole numérique dit quasistatique, il était possible
de modéliser certains matériaux expérimentaux [234] dans la limite γ̇ ≪ 1 et pour T ≪ Tg, typi-
quement T = 0. Par la donnée d’un tel protocole de cisaillement, Malandro et Lacks [229] ont
alors montré que lorsque le comportement du matériau devient irréversible, cela se passe après
une limite spinodale atteinte par le système, conduisant à une localisation de l’écart du champ
de déplacement au champ de déformation affine. En revanche, leur approche ne prédit pas la
manière selon laquelle de tels réarrangements localisés s’effectuent. Plus récemment, une étude
de Maloney et Lemaître [231] utilisant le même type de protocole quasistatique a montré que
ces réarrangements s’effectuent en cascades, orientés selon l’axe principal de la déformation.

L’écart observé par Malandro et Lacks [229] a été identifié, par exemple, par Falk et Lan-
ger [233] en terme de “Shear Transformation Zones” (STZ) dans le cas des émulsions, et ces
STZ ont alors été considérées comme des processus élémentaires pour le comportement visco-
plastique de ces matériaux. En revanche, ces STZ n’ont à priori jamais été identifiées directe-
ments, contrairement aux réarrangements de type T 1 observés par Kabla et al. [234] dans des
mousses. Finalement, il a été montré par Picard et al. [247] et Baret et al. [242] à l’aide de
modèles mésoscopiques incluant de l’élasticité à longue portée, que les événements plastiques
localisés peuvent s’organiser statistiquement pour générer des zones fragilisantes sur lesquelles
la déformation peut se localiser.

La problématique à l’heure actuelle réside donc dans la question de savoir si la localisation
de la déformation émerge d’une instabilité de modes hydrodynamiques (par exemple STZ) ou
bien d’une redistribution mésocopique des contraintes. Dans cette étude, nous allons appliquer
le protocole de déformation quasistatique développé par Malandro et Lacks [229] à l’étude des
réarrangements plastiques dans nos verres de Lennard-Jones à 2D. Tirant partie de l’existence
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des hétérogénéités élastiques responsables du champ non-affine dans le régime élastique, nous
allons développer une étude détaillée des processus élémentaires de la plasticité dans nos verres
de Lennard-Jones sous cisaillement quasistatique, ainsi qu’une étude de suivi de particules té-
moins afin de caractériser le flot de déformation plastique.

5.1 Protocole numérique et loi de comportement

Les systèmes utilisés pour cette étude sont les mêmes que ceux utilisés dans les Chap. 2
Section 2.2 et Chap. 3 Sections 3.2 et 3.3 à 2D, à savoir des configurations contenant N =
10000 particules avec une densité ρ = 0.925, sous pression hydrostatique P ≈ 0.23 à T = 0 (cf.
Tab. 2.1, p. 19).

Le protocole de déformation quasistatique en cisaillement, appliqué à ces configurations à
2D, est représenté sur la Fig. 5.1. Il consiste à imposer un déplacement δux à toutes les par-
ticules comprises dans le “mur” supérieur, parallélement à ce mur, ce, en contraignant le mur
inférieur à rester fixé. Un certain nombre, noté n, d’incréments de déplacements δux sont alors
imposés au système, en laissant, à chaque incrément de déformation, la possibilité au système
de relaxer vers sa position d’équilibre la plus proche, tout en conservant les bords fixés. Un
algorithme HFTN (cf. p. 13) a été utilisé pour minimiser l’énergie potentielle du système à
chaque incrément. Le déplacement imposé aux bords δux = 10−2 a été choisi de telle manière à
obtenir un taux de cisaillement εxy ≡ δux/(2Ly)≈ 5.10−5, soit en-dessous du seuil d’élasticité à
2D comme obtenu dans la Section 3.2. Dans ce protocole numérique, notons que les processus
de dissipation sont supposés homogènes et proportionnels à la vitesse locale.

x

y

deltaE

sizeLx

sizeLy
FIG. 5.1 – Figure schématique re-
présentant le protocole de défor-
mation de cisaillement quasista-
tique à 2D utilisé dans nos si-
mulations. Les murs supérieurs et
inférieurs contiennent des parti-
cules Lennard-Jones “gelées”, la
direction parallèle à la déforma-
tion conservant une périodicité.

Comme représenté sur la Fig. 5.1, nous avons choisi des épaisseurs de mur de 2 distances
interatomiques, i.e. contenant en moyenne 200 particules chacun pour des systèmes qui en
contiennent N = 10000. Dans ces conditions, la dimension réelle des systèmes de N = 10000
particules sous une densité de ρ = 0.925 est donnée par Lx = 104σ et Ly = 100σ. Notons que
d’autres tailles de systèmes ont été étudiées sous la même densité ρ = 0.925 avec des dimen-
sions sous même géométrie (Lx,Ly) = (20,196), (30,296), (40,396), (50,496). D’autre part,
nous avons généré 20 configurations indépendantes pour la taille (Lx,Ly) = (100,104) avec un
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maximum de déformation de 25% (5000 pas incréments) ainsi qu’une seule avec un maximum
de déformation de 170% (34000 incréments) ce dernier permettant d’augmenter la statistique
dans le régime d’écoulement plastique comme nous le verrons plus loin. Finalemment, une
seule configuration pour toutes les autres tailles a été générée. En dernier lieu, les coefficients
de Lamé moyens mesurés par les lois d’Hooke (cf. protocole p. 53) sont λ ≈ 39.5 et µ ≈ 11.7,
ce qui conduit à un coefficient de Poisson ν ≈ 2/3 (supérieur à 1/2, ce qui est possible à 2D)
pour les systèmes contenant N = 10000 particules.
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FIG. 5.2 – Loi de comportement de contrainte-déformation (σ−ε) dans un verre Lennard-Jones
à 2D contenant N = 10000 particules à T = 0 sous protocole de cisaillement quasistatique, et
pour une seule configuration déformée à 100%. Deux régimes apparaissent sur cette courbe : un
régime linéaire et un régime d’écoulement plastique. Notons que le régime élastique (réversible)
linéaire est restreint à des élongations de l’ordre de 10−4. En pointillés, valeur moyenne du
régime d’écoulement plastique calculée sur l’insert de cette figure, i.e. pour un ensemble de
20 configurations. Cette régression est uniquement mise en évidence afin de rendre compte
de l’amplitude des fluctuations de contraintes dans le régime d’écoulement plastique pour une
seule configuration de cette taille. Insert : courbe de contrainte déformation moyennée sur un
sensemble de 20 configurations ayant subi 25% de déformation. En pointillés, régression dans
le régime d’écoulement plastique.

Une fois la donnée des systèmes étudiés et du protocole numérique, nous discutons en premier
lieu de la loi de comportement de contrainte-déformation (σ−ε) dans nos verres Lennard-Jones
2D. Une telle loi de comportement est présentée sur la Fig. 5.2, où la contrainte σxy est mesurée
sur une seule configuration déformée à 100%, en fonction du taux de déformation εxy appliqué
sur le bord supérieur de la cellule de simulation, conformément à la Fig. 5.1. Nous pouvons
identifier deux régimes sur cette figure : le premier correspond à une augmentation linéaire de
la contrainte avec la déformation, tandis que le second, lui, exhibe un écoulement plastique in-
termittent fortement bruité, avec une contrainte de cisaillement moyenne à peu près constante
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(en pointillés). La partie linéaire, i.e. premier régime, ne constitue pas un régime entièrement
réversible. En vérité, le régime linéaire élastique réversible est restreint, pour nos systèmes, à
εxy ≤ 10−4 comme mentionné dans la Section 3.2. Pour 10−4 ≤ εxy ≤ ε

(p)
xy , la contrainte de ci-

saillement évolue principalement linéairement avec l’augmentation de la déformation, mais fait
apparaître de petits sauts (non visibles), mettant en évidence des pertes énergétiques irréver-
sibles dans ce régime. Le seuil ε

(p)
xy ≈ 1.5% ne semble pas dépendre de la taille des systèmes,

du moins pour les configurations que nous avons vérifiées.
Après le régime linéaire, la contrainte de cisaillement atteint un plateau très bruité caracté-

ristique de l’écoulement plastique. Dans ce second régime de la courbe (σ−ε), les fluctuations
de la contrainte de cisaillement sont plus grandes (cf. Fig. 5.4), diminuant après moyenne sur
plusieurs configurations, comme montré en insert de la Fig. 5.2 où les moyennes ont été effec-
tuées sur un ensemble de 20 configurations déformées à 25%. Dans ce régime d’écoulement
plastique, les pertes énergétiques sont au moins d’un ordre de grandeur plus grandes que dans
le régime linéaire précédent le régime d’écoulement, et sont d’autre part largement distribuées.
Nous attendons ainsi, dans ce régime fluctuant, un autre type de réponse microscopique dans
nos systèmes.

Aussi, avant d’analyser la réponse à l’échelle atomique du système dans ces deux régimes,
il est intéressant de se donner une représentation du champ de déplacement cumulé dans la
direction imposée par le cisaillement. Une telle représentation est tracée sur la Fig. 5.3, où le
déplacement cumulé des particules a été moyenné pour chaque distance y du mur en déplace-
ment, i.e. mur supérieur, sur une couche d’épaisseur de l’ordre de 4σ. Nous remarquons sur la
Fig. 5.3 une large bande de cisaillement au centre de la cellule de simulation, tandis que les
particules proches des bords sont influencées par la présence des murs, i.e. les particules du bas
ne suivent pas la déformation tandis que celles du haut suivent le mur en mouvement.
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FIG. 5.3 – Champ de déplace-
ment cumulé dans la direction
x de la sollicitation pour diffé-
rentes distances y au mur mobile
(mur supérieur). Chaque couche
de position y possède une lar-
geur de 4σ, les champs de dé-
placement cumulés des parti-
cules étant moyennés sur chacune
des couches. Nous voyons appa-
raître une large bande de cisaille-
ment au centre de la cellule de
simulation.

Il est difficile de déterminer si la taille de cette bande de cisaillement est reliée à la taille finie
de la cellule de simulation, entre autres car pour des systèmes de plus grandes tailles, plusieurs
bandes peuvent coexister, même pour des déformations élevées. Notons que dans nos simula-
tions, la zone de cisaillement cumulée prend place loin des bords, ce qui n’est pas le cas dans
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des expériences et simulations sur des mousses à 2D en cellule de Couette [234, 235], ou bien
dans des émulsions [248], pour lesquelles le cisaillement se localise aux bords.

Nous avons ainsi montré dans cette partie, que la réponse en cisaillement quasistatique de
nos matériaux amorphes à 2D exhibait deux types de régimes distincts visibles sur la courbe
de contrainte-déformation. Dans un premier régime élastique réversible, les champs de dépla-
cements générés par l’application d’une telle sollicitation sont du même ordre que ceux re-
présentés en cisaillement notamment sur la Fig. 3.2 p. 56, i.e. un régime de réponse avec une
forte dominante non-affine. En revanche, nous avons noté que ce régime élastique réversible ne
représentait qu’un faible taux de déformation, le reste du régime linéaire de déformation ap-
paraissant sur la loi de comportement étant un régime élastique avec possibilité d’événements
irréversibles, comme nous allons le voir dans la prochaine section. Le deuxième régime appa-
raissant sur la courbe de contrainte-déformation montre l’existence d’une multitude de sauts de
contraintes, identiquement aux modèles présentés en introduction de ce chapitre. Nous avons
alors noté qu’un tel comportement rhéologique pouvait supposer l’existence d’événements de
natures différentes de ceux apparaissant dans le régime élastique. D’autre part, une étude de dé-
placements cumulés a pu mettre en évidence l’existence de bandes de cisaillements localisées
au centre de la cellule de simulation.

Dans la prochaine section, nous allons essayer de caractériser les processus élémentaires en
jeu dans les deux régimes suscités.

5.2 Analyse des réarrangements plastiques locaux

Dans cette partie, nous allons faire usage des propriétés intrinsèques liées au protocole numé-
rique de déformation en cisaillement quasistatique. En outre, nous allons utiliser la distinction
faite précédemment entre le comportements dissipatif apparaissant dans le régime linéaire, et
celui apparaissant dans le régime d’écoulement plastique, pour effectuer deux études distinctes,
isolant ainsi deux types d’événements plastiques. Cette étude des réarrangements plastiques
locaux se justifie par l’analyse suivante.

Nous avons représenté sur la Fig. 5.4 les histogrammes N(∆σxy) des sauts en contraintes
∆σxy apparaissant sur la courbe de contrainte-déformation (σ− ε) de la Fig. 5.2. Notons que
la donnée de ces histogrammes est équivalent à celle des distributions des sauts d’énergie δE

[231] dans notre protocole à déformation imposée. Sur la Fig. 5.4, est représenté en cercles
pleins l’histogramme des sauts de contraintes, calculés pour une seule configuration déformée
sur 34000 incréments, pour tous les événements de sauts en contraintes. Seule cette distribution
est normalisée à 1. D’autre part, sur cette figure, nous présentons les distributions des sauts
∆σxy pour certains types d’événements, classés en différentes catégories suivant l’amplitude du
plus grand champ de déplacement Umax mesuré dans l’échantillon (notons que ce champ de
déplacement maximum est souvent localisé au bord d’une bande de cisaillement, nous y revien-
drons plus loin). Ces histogrammes ne sont alors pas normalisés, permettant ainsi de caractériser
leur contribution à la distribution totale de tous les sauts de contraintes. De même, nous avons
représenté la distribution (non normalisée) des sauts de contraintes pour tous les événements
apparaissant dans le régime linéaire de la courbe (σ− ε), et moyennés sur un ensemble de 10
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configurations.
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FIG. 5.4 – Histogramme N(∆σxy) des sauts de contraintes apparaissant sur la Fig. 5.2, calcu-
lés pour une configuration déformée sur 34000 incréments. Nous présentons, en premier lieu,
l’histogramme de tous les événements (cercles fermés), cette distribution étant la seule norma-
lisée à 1. Les autres distributions ne sont pas normalisées, ceci dans le but de mettre en relief
les contributions de certains types d’événements à la distribution totale des sauts ∆σxy. Ces
événements sont différenciés et classés en catégories, dépendant de la mesure du plus grand dé-
placement Umax réalisé dans l’échantillon. De même, la distribution (non normalisée) des sauts
de contraintes, pour les événements apparaissant dans le régime linéaire de la Fig. 5.2, est repré-
sentée (ligne sans symboles), les sauts étant moyennés sur un ensemble de 10 configurations.

Sur cette Fig. 5.4, nous remarquons tout d’abord que la différence aux petits ∆σxy dans les
distributions N(∆σxy) pour tous les événements et pour les événements pour lesquels Umax > 1,
réside principalement dans la contribution des événements appartenant au régime linéaire de
la courbe de contrainte-déformation. Notons qu’il existe tout de même, et nous allons le voir
notamment sur la Fig. 5.6, une certaine quantité d’événements résidant dans le régime d’écoule-
ment plastique, identiques à ceux observés dans le régime linéaire. Ceci se comprend en consi-
dérant des homothéties du régime linéaire de la courbe de contrainte-deformation vers les pe-
tites rampes linéaires de contraintes incrémentales apparaissant dans le régime d’écoulement.
Dans chacune de ces petites rampes, il est alors possible que les premiers pas d’incrémentation
constituent des régimes linéaires irréversibles. Ces événements semblent donc avoir une contri-
bution très faible à la bande de cisaillement présentée sur la Fig. 5.3, ce qui justifie un traitement
particulier abordé dans la prochaine Section 5.2.1.

D’autre part, nous constatons sur la Fig. 5.4, que les événements possédant les champs de
déplacements les plus grands contribuent aux plus grands sauts en contraintes. Il est alors naturel
de penser qu’à ces événements correspondent un écoulement plastique hétérogène, justifiant, là-
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aussi, un traitement approprié que nous allons aborder dans la Section 5.2.2.

5.2.1 Réarrangements quadripolaires

Nous avons vu, sur la Fig. 5.4, qu’il existait une certaine proportion d’événements plastiques
qui semblent être plus localisés et qui apparaissent principalement dans le régime linéaire de
la courbe de contrainte-déformation, ainsi qu’en quantité moindre dans le régime d’écoulement
plastique. Ils contribuent à de petits sauts de contrainte, et ne sont pas visibles dans le champ de
déplacement cumulé moyenné en couches comme présenté sur la Fig. 5.3. Aussi, afin d’identi-
fier ces événements, nous nous donnons un taux de participation τp défini comme :

τp =
1
N

.
(∑i δui)

2

∑i δu
4
i

(5.1)

où δui est le champ non-affine de la particule i, défini comme le déplacement de cette particule
auquel est retiré la composante affine de cisaillement. Rappelons que si toutes les particules sont
impliquées dans un événement, le taux τp tend vers 1, tandis que si peu de particules participent
à un tel événement, celui-ci tend vers N−1. Nous avons représenté sur la Fig. 5.5 la distribution
N(τp) des taux de participation τp définis par l’Éq. (5.1), pour différents types d’événements.
Sur cette figure, notons que toutes les distributions N(τp) sont normalisées à 1.

FIG. 5.5 – Histogrammes des
taux de participation (5.1) calcu-
lés pour tous les incréments n

générés par le protocole de dé-
formation quasistatique (cercles),
pour tous les sauts de contrainte
apparaissant sur la Fig. 5.2 dans
les régimes linéaire et d’écoule-
ment plastique (triangles), et uni-
quement pour les sauts dans le
régime linéaire de la Fig. 5.2
(étoiles). Dans ce régime, nous
remarquons que les taux de par-
ticipation sont faibles.
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Sur la Fig. 5.5, les distributions N(τp) ont été calculées pour tous les incréments n apparais-
sant sur la courbe de contrainte-déformation de la Fig. 5.2 (représenté par des cercles), ainsi que
les distributions des taux de partipation (5.1) calculés uniquement pour les sauts de contrainte
de la dite courbe dans les régimes linéaire et d’écoulement plastique (triangles), et finalement
uniquement pour les sauts de contrainte apparaissant dans le régime linéaire de la courbe (σ−ε)
(étoiles). Nous constatons alors sur la Fig. 5.5, que dans ce dernier cas, les taux de participation
sont faibles, suggérant que dans le régime linéaire, les événements irréversibles font interve-
nir un petit nombre de particules dans chaque réarrangement local. Sur la Fig. 5.6, nous avons
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représenté de tels événements.

FIG. 5.6 – Gauche : snapshot du champ de déplacement auquel est soustrait le déplacement
affine, mesuré pour un pas n d’incrémentation pour lequel un petit saut de contrainte dans la
courbe de contrainte-déformation (σ− ε) apparaît. Le pas n en question se situe dans le régime
d’écoulement plastique. Nous apercevons ainsi des événements très localisés non-visibles no-
tamment sur les champs de déplacements cumulés moyennés en couches, comme montré sur la
Fig. 5.3. Dans ce cas, l’événement plastique implique un réarrangement local qui prend place
en périphérie de deux tourbillons. Droite : représentation en terme de paysage en contraintes
δσn

xy(r) du snapshot de la figure de gauche. Nous constatons qu’aux réarrangements locali-
sés de la figure de gauche sont associés des quadripoles en énergie pour la redistribution des
contraintes dans le matériau.

Sur cette Fig. 5.6, partie gauche, est représenté le champ de déplacement des particules au-
quel est retiré le déplacememt de cisaillement affine, i.e. champ non-affine. Ce champ est alors
mesuré à un pas d’incrémentation n du protocole quasistatique pour lequel un saut de contrainte
dans le régime linéaire est “detecté”. Nous voyons apparaître des événements très localisés
d’amplitude très supérieure aux événements élastiques montrés sur la Fig. 3.2 p. 56. L’événe-
ment plastique impliqué dans le saut en contrainte mesuré, met en évidence un réarrangement
local prenant place en périphérie de deux tourbillons adjacents présents dans le champ non-
affine. Un tel réarrangement est alors une conséquence de la réponse non-affine non-dissipative
du système. Il est alors possible d’identifier très clairement le centre de cet événement plastique,
ceci en recherchant les particules subissant le déplacement non-affine le plus grand.

Nous montrons alors, sur la Fig. 5.6 partie droite, que ces particules se situent au centre
d’une redistribution quadripolaire des contraintes de cisaillement δσn

xy(r) dans le matériau. En
effet, sur cette figure, partie droite, le paysage en contraintes locales a été tracé pour la même
configuration et au même pas d’incrémentation ayant servi à obtenir le snapshot de la Fig. 5.6
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partie gauche. Le tenseur des contraintes locales a alors été calculé à partir de la définition de
Kirkwood [120, 121, 122, 84], c’est-à-dire pour une particule i en ri, sous la forme :

σαβ(ri) =
1

Vloc
∑

j∈Dri

(
ri j

)
α

(
Fi j

)
β

(5.2)

où Vloc est un volume local, typiquement le volume d’une cellule de Voronoï. Nous avons fixé,
par soucis de simplification, Vloc ≡ 1. Notons que différents calculs ont été réalisés en utilisant
des méthodes appliquées dans le problème de la réponse à une sollicitation ponctuelle, traité
dans le Chap. 3 Section 3.5, les résultats obtenus étant, à un facteur d’échelle près, inchangés.
Dans l’expression (5.2), la somme s’effectue sur toutes les particules j appartenant au voisinage
de la particule i. Notons finalement, que les contraintes locales mesurées sont des contraintes
incrémentales, i.e. δσn

αβ(ri) ≡ σn
αβ(ri)−σn−1

αβ (ri), où n est le pas d’incrément.
Il semblerait que cette redistribution quadripolaire des contraintes suive une loi de décrois-

sance en 1/r2 comme prédite dans le cas de sollicitations quadripolaires [231, 242, 246]. Néan-
moins, cette étude demande plus d’attention, et cette décroissance n’est pas encore caractérisée
rigoureusement, celle-ci demandant une étude spécifique1.

Quand le plateau de plasticité est atteint sur la courbe de contrainte-déformation de la Fig. 5.2,
et au-delà du seuil de plasticité, un autre type d’événements apparaît. À ces événements, sont
associés une grande quantité de dissipation de l’énergie, événements que nous allons essayer de
caractériser dans la partie à venir.

5.2.2 Bandes de cisaillement

Nous avons mentionné l’existence dans le régime d’écoulement plastique d’événements par-
ticuliers capables de provoquer de grandes fluctuations de contraintes comme il en apparaît sur
la Fig. 5.2. De tels événements semblent provoquer un écoulement plastique hétérogène. Nous
montrons sur la Fig. 5.7, que tel est le cas, ces événements étant constitués par l’alignement de
réarrangements rotationnels le long de la direction de cisaillement extérieur imposé. Pour cette
raison, ces événements constituent des bandes de cisaillements élémentaires, et ce sont celles-ci
que nous allons nous attacher à étudier dans cette partie.

Il est facile d’identifier le centre d’une telle bande de cisaillement comme représentée sur
la Fig. 5.7, la raison en étant que les déplacements des particules sont tellement élevés, qu’ils
produisent une inversion des champs de vitesse2 au-dessus et en-dessous de la bande de ci-
saillement, comme montré sur la Fig. 5.8. Sur cette figure, la vitesse associée au champ de

1Une telle étude devrait être effectuée sur chaque quadripole observé afin d’accroître la statistique. Nous pour-
rions envisager pour chaque quadripole, d’isoler la partie radiale du tenseur de cisaillement δσxy(r,θ), afin de tester
la dite décroissance quadratique. Néanmoins, pour réellement tester les modèles de Picard et al. [246] et Baret et

al. [242], il nous faudrait entre autres estimer les distributions des seuils locaux de plasticité, en contrainte et en
déformation.

2À proprement parler, nous ne pouvons parler de vitesse dans un protocole de déformation quasistatique. Le
terme “vitesse” que nous utilisons ici, et d’ailleurs par la suite, se référera aux déplacements des particules au cours
de n = 1 pas d’incrémentation du protocole quasistatique.
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FIG. 5.7 – Champ de déplace-
ment associé à une bande de ci-
saillement élémentaire. La for-
mation d’une telle bande de
cisaillement réside dans l’ac-
cumulation de plusieurs événe-
ments tourbillonnaires localisés,
qui s’alignent soudainement le
long de la direction de cisaille-
ment. Lors de la formation d’une
telle bande, le système “rattra-
pe” son retard de déformation
de cisaillement en relachant la
contrainte, ce qui lui permet d’at-
teindre un nouvel état à contrainte
moins élevée.

déplacement non-affine est moyennée sur des couches centrées en y et d’épaisseur 4σ. L’évé-
nement concerné par la création de cette bande de cisaillement élémentaire est un événement
de grande amplitude. La position de la bande de cisaillement (du moins son centre) est alors
définie comme la position y ≡ yb pour laquelle la vitesse du champ non-affine s’annule.

FIG. 5.8 – Vitesse 〈Vx〉(y) asso-
ciée au champ non-affine pour
un seul événement de type bande
de cisaillement de grande ampli-
tude. La moyenne 〈·〉 est effec-
tuée sur des couches centrées en y

d’épaisseur 4σ. La position y≡ yb

pour laquelle de champ de dépla-
cement non-affine s’annule défini
le centre de la bande de cisaille-
ment élémentaire.
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Lors de la création d’une telle bande de cisaillement élémentaire, le déplacement le plus grand
ayant lieu dans l’échantillon peut alors atteindre jusqu’à 100 fois le déplacement imposé aux
bords, i.e. proche d’un diamètre σ de particule dans nos simulations. Il est alors intéressant de
noter que la distribution des contraintes de cisaillement globales, pour laquelle un tel événement
apparaît, ne dépend pas de l’amplitude de l’événement, comme montré sur la Fig. 5.9. Sur cette
figure, les histogrammes N(σ

pl
xy) des seuils de contrainte globale σ

pl
xy, juste avant qu’un évé-

nement plastique apparaisse, sont tracés pour différents types d’événements. Ceux-ci différent
suivant la valeur maximale de la vitesse du champ non-affine Vmax, et sont classés par catégo-
ries sur cette figure. Nous voyons très clairement que ces distributions sont indépendantes de la
catégorie concernée.

FIG. 5.9 – Distributions des
seuils de contraintes de cisaille-
ment globales juste avant qu’un
événement plastique apparaisse.
Ces distributions ne dépendent
pas de l’amplitude maximale du
champ de vitesse de cisaillement
Vmax des événements, à l’inverse
des distributions de sauts de
contraintes de la Fig. 5.4.
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En revanche, nous notons (non montré) que les événements les plus grands, qui possèdent
par conséquent la plus grande vitesse de champ non-affine, constituent l’enveloppe de la partie
bruitée de la courbe de contrainte-déformation (σ− ε).

En utilisant le critère développé sur la Fig. 5.8 pour déterminer la position d’une bande de ci-
saillement, nous montrons sur la Fig. 5.10 que celles-ci peuvent apparaître dans tout le matériau,
et pas uniquement vers les bords, comme nous l’avons relevé auparavant.

Dès lors, à partir des distributions spatio-temporelles des positions yb des bandes élémentaires
de cisaillements, il est possible de construire une fonction de distribution N(∆yb) des distances
entre centres successifs des bandes de cisaillements, notées ∆yb. Une telle fonction est repré-
sentée sur la Fig. 5.11, et met en évidence une décroissance exponentielle avec une longueur
caractéristique de l’ordre de ξ ≈ 30σ, longueur qui n’est pas sans rappeler la taille caractéris-
tique des hétérogénéités élastiques dans les matériaux 2D étudiés dans le Chap. 3. Une telle
longueur caractéristique est alors du même ordre que la largeur d’une bande de cisaillement.
D’autre part, une étude par transformée de Fourier de l’évolution “temporelle” des positions
yb des bandes élémentaires de cisaillements tirées de la Fig. 5.10 montre un comportement en
1/ f caractéristique d’un signal triangulaire. Ceci se comprend comme le fait que les bandes de
cisaillements se propagent statistiquement, d’abord dans une direction, disons vers le mur du
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FIG. 5.10 – Position des centres
yb des bandes de cisaillements
mesurés à partir du critère
d’annulation de la vitesse du
champ non-affine développé sur
la Fig. 5.8, en fonction du pas
d’incrémentation n du protocole
quasistatique. Nous remarquons
qu’aucune localisation des
bandes élémentaires de cisaille-
ment n’apparaît, y compris sur
des systèmes déformés à près de
200% (non montré).

haut de la cellule de simulation, puis dans la direction du mur du bas, ce, avec le déroulement
du “temps” n. Ce processus conduit alors au bout d’un certain temps (long) à l’émergence d’une
grande zone de cisaillement au centre de l’échantillon.

Finalement, la distribution N(l∆yb
) des distances l∆yb

parcourues par le mur mobile supérieur
(l∆yb

= ∆nyb
.δux, avec δux ≡ 10−2 et ∆nyb

le nombre d’incréments séparant deux bandes de ci-
saillement) entre deux occurences successives de bandes de cisaillements élémentaires, montre
une décroissance, là-aussi, exponentielle. Une telle distribution est présentée sur la Fig. 5.12
et montre une longueur caractéristique lc ≈ 0.13σ, équivalente à un nombre caractéristique de
sollicitations égale à 13 dans nos simulations. Cette longueur ne semble pas être dépendante de
la taille des systèmes étudiés.
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FIG. 5.11 – Distribution des dis-
tances ∆yb entre positions yb de
bandes de cisaillements succes-
sives. L’ajustement exponentiel
fait apparaître une longueur
caractéristique de décroissance
de l’ordre de 30σ, soit du même
ordre que ξ2D (cf. Chap. 3)
définissant la taille des structures
tourbillonaires présentes dans
le champ non-affine élastique,
i.e. taille des hétérogénéités
élastiques.

Il est possible de comprendre la valeur de la longueur lc dans nos simulations, en la divisant
par la taille ξ/2 des structures tourbillonaires. En supposant que l’ensemble du système est au
repos en dehors d’une bande de cisaillement, nous trouvons que la distance caractéristique lc
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parcourue par le mur mobile supérieur entre deux événements successifs d’apparition de bandes
de cisaillements, correspond à une déformation du système de l’ordre de 1% (soit approxima-
tivement de l’ordre du seuil d’élasticité ε

(p)
xy ≈ 1.5%) appliquée sur la bande de cisaillement

élémentaire.

FIG. 5.12 – Distribution des dis-
tances parcourues l∆yb

par le mur
supérieur mobile, imposant la
déformation quasitatique de ci-
saillement, entre deux bandes de
cisaillements élémentaires suc-
cessives. La distribution est ex-
ponentielle, avec une distance
caractéristique parcourue par le
mur supérieur de l’ordre de lc ≈
0.13σ, i.e. 13 incréments de de
déformations imposés par le mur,
soit εxy = 0.065%.

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

l∆yb

10
-2

10
-1

10
0

10
1

N
(l

∆y
b
)

~ exp(-l∆y
b
/l

c
)

lc ~ 0.13σ

Dans cette section, nous avons donc effectué une étude détaillée de deux types d’événements
plastiques identifiés dans nos systèmes sous cisaillement quasistatique. Nous avons tout d’abord
montré l’existence d’événements localisés, auxquels sont associés des petits saut dans la courbe
de contrainte-déformation, et qui apparaissent dans le régime linéaire de cette loi de comporte-
ment tout comme dans le régime d’écoulement plastique. Les réarrangements mis en jeu dans
ce type d’événements font intervenir un faible nombre de particules et une redistribution qua-
dripolaire des contraintes incrémentales dans le matériau. Une étude statistique est en cours
afin d’évaluer les distributions de distances entre de tels événements consécutifs, notamment
pour essayer de comprendre si ceux-ci participent à l’élaboration du second type d’événements
présents dans le régime d’écoulement plastique, à savoir, des bandes de cisaillements élémen-
taires. Ces dernières stuctures n’apparaissant que dans le régime d’écoulement, sont en effet
formées par l’alignement de réarrangements rotationnels le long de la sollicitation de cisaille-
ment et sont responsables d’une grande quantité d’énergie dissipée, à l’inverse des événements
quadripolaires suscités qui sont plus la conséquence de l’aspect non-dissipatif du champ non-
affine. Une étude de corrélations spatio-temporelles aux temps courts, typiquement entre bandes
de cisaillements successives, a alors montré que la distribution des distances entre ces bandes
décroît exponentiellement sur une distance caractéristique du même ordre que la taille caracté-
ristique des hétérogénéités élastiques, définissant la largeur typique des bandes de cisaillements.

Dans ce qui suit, nous allons nous attacher à savoir s’il existe une quelconque trace des ces
deux types d’événements plastiques dissipatifs dans le mouvement individuel d’une particule
témoin.
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5.3 Étude de suivi de particules

En raison de la formation de zones de cisaillement macroscopiques dans l’échantillon, et
ce, le long de la direction de la sollicitation extérieure, le mouvement de chaque particule est
fortement anisotrope : le mouvement dans la direction de la sollicitation met principalement
en évidence l’existence d’une zone centrale de cisaillement, tandis que le mouvement dans le
direction transverse est nul en moyenne. Dans l’étude que nous présentons ici, nous allons donc
nous attacher à décrire ces mouvements de particules, justement, dans la direction transverse à
celle imposée par la sollicitation de cisaillement.
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FIG. 5.13 – Trajectoire diffusive
du mouvement d’une particule
témoin par rapport au dépla-
cement affine, i.e. déplacement
non-affine de la particule, au
cours d’une simulation compor-
tant 34000 incréments n de défor-
mation. Les déplacements sont en
unités du diamètre moyen σ des
particules, et doivent être com-
parés avec la taille de la cel-
lule de simulation Lx = 104σ
et Ly = 100σ. Le mouvement
semble aléatoire et nécessite une
étude statistique spécifique.

Sur la Fig. 5.13, le champ de déplacement non-affine caractérisant le mouvement d’une par-
ticule individuelle dans le matériau est montré. Nous voyons sur cette figure, que le mouvement
de cette particule témoin semble être aléatoire, et nécessite en tout cas une étude afin de déter-
miner ses propriétés statistiques.

Le mouvement aléatoire d’une particule peut être entièrement caractérisé par la donnée de
la distribution des tailles de ses sauts élémentaires, et par les corrélations temporelles existant
entre sauts. Par exemple, si la variance des distributions de tailles n’est pas finie, les événements
étudiés peuvent être décrits par une statistique de Lévy. Notons que les distributions de tels
événements peuvent être tout aussi bien de moyenne finie comme infinie. En revanche, si la
variance est finie, les événements en question peuvent être, par exemple, de type Brownien, ou
Brownien fractionnaire. Dans notre cas, la distribution des tailles des composantes transverses
des sauts est symétrique, de moyenne nulle, et de variance finie δy ≈ 10−2 (non montré). En
revanche, l’étude des corrélations temporelles fournit une physique plus intéressante.

Dans le but d’effectuer une telle étude de corrélations temporelles entre sauts élémentaires
de particules, nous nous donnons la distribution P(∆y,∆n) des distances transverses ∆y entre
les positions d’une particule, après qu’un nombre ∆n de sollicitations ont été imposées par le
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déplacement du mur mobile supérieur. Cette distribution P(∆y,∆n) est tracée sur la Fig. 5.14
partie gauche, mesurée sur 34000 incréments de déformations. Sur cette figure, les corrélations
temporelles sont étudiées pour des sauts élémentaires espacés par ∆n = 2p incréments, avec
p ∈ [0;14]. Nous remarquons alors sur la Fig. 5.14 partie gauche, que la distribution P(∆y,∆n)
débute par un plateau pour chaque ∆n, ce plateau étant suivi par une décroissance en loi de
puissance, la distribution aux grands ∆y se terminant par un cutoff exponentiel. La largeur de
décroissance en loi de puissance dépend du nombre ∆n de sollicitations extérieures imposées.
En fait, le début et la fin de ces comportements en loi de puissance ne sont pas auto-similaires,
le début augmentant plus rapidement avec ∆n que la fin du régime de loi de puissance. Ainsi,
l’amplitude du plateau initial, P(0,∆n) montre deux régimes distincts en fonction de ∆n : une
décroissance rapide aux bas ∆n, suivi par une décroissance plus lente pour les grands “temps”.
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FIG. 5.14 – Gauche : distribution P(∆y,∆n) des distances ∆y entre positions y d’une parti-
cule, séparées de ∆n = 2p incréments de déformation imposés par le mur mobile supérieur, où
p ∈ [0;14] du haut vers le bas. Nous identifions trois régimes qui varient avec ∆n. Le premier
consiste en un plateau pour toutes les distributions P(∆y,∆n), suivi par un régime en loi de puis-
sance et se terminant finalement par un cutoff exponentiel. Droite : même distribution que celle
de la figure de gauche mais multipliée par la distance ∆y. Les fins des plateaux des distributions
P(∆y,∆n) sont alors apparents en termes de bosses, dont les positions varient plus ou moins
lentement avec ∆n.

Ce comportement particulier de la distribution P(∆y,∆n) est d’autant plus apparent sur la
Fig. 5.14 partie droite, sur laquelle la fonction ∆y.P(∆y,∆n) est tracée. Notons qu’une telle
fonction est utilisée couramment pour caractériser les déplacements atomiques dans les verres
[142], en terme de fonction de Van Hove3. Sur cette figure partie droite, la fin du plateau appa-
raissant dans P(∆y,∆n) sur la Fig. 5.14 partie gauche, est remplacée par deux bosses, la première
ayant une position augmentant rapidement avec ∆n, et la seconde plus lentement. Ce résultat

3Dans [142] notamment, l’auto-partie de la fonction de Van Hove Gs(r, t) = N−1〈∑N
i=1 δ(r− | ri(t)− ri(0) |)〉

est multipliée par un élément de volume sphérique à 3D, i.e. 4πr2Gs(r, t). Cette définition pour l’auto-partie de
la fonction de Van Hove est équivalente à la définition de la fonction ∆y.P(∆y,∆n), si l’on associe au temps t

l’incrément n de déformation, et si l’on considère à 2D r.Gs(r, t).
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conforte l’idée selon laquelle deux différents mécanismes de relaxation apparaissent dans les
verres amorphes, même à température nulle.

Pour caractériser la différence entre les deux régimes suscités, nous présentons sur la Fig. 5.15
la position du plateau P(0,∆n) pour différents ∆n imposés par la sollicitation extérieure.
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FIG. 5.15 – Position du plateau P(0,∆n) de la fonction P(∆y,∆n) donnée sur la Fig. 5.14 par-
tie gauche, en fonction du nombre ∆n d’incréments imposés par le mur supérieur mobile. Le
comportement aux “temps” courts est décrit par une loi de puissance avec un exposant −1.4 cor-
respondant à un régime hyper-diffusif, tandis qu’aux temps longs, le comportement est diffusif.
Le “temps” de cross-over correspond aussi au temps séparant le comportement de régime li-
néaire avec événements plastiques localisés sur la courbe contrainte-déformation de la Fig. 5.2,
du comportement de type régime d’écoulement plastique avec ses bandes de cisaillements suc-
cessives élémentaires.

Sur cette Fig. 5.15, nous distinguons deux comportements en loi de puissance, séparés par un
nombre caractéristique de sollicitations ∆nc ≈ 150, correspondant à un déplacement lc ≈ 1.5σ
imposé par le mur mobile supérieur, soit à une déformation de cisaillement εxy ≈ 0.75%. Ce taux
de déformation spécifique est précisément la moitié de la déformation de cisaillement séparant
le comportement linéaire et le comportement d’écoulement plastique. La donnée des exposants
apparaissant sur la Fig. 5.15 nous renseigne quant au type de mouvement que subit une particule
témoin confinée dans des “défauts” de plasticité. En effet, une marche aléatoire, par exemple, ou
en d’autres terme un mouvement diffusif, correspond à une loi de puissance P(0,∆n) ∝ ∆n−0.5,
soit à une position de la bosse dans la fonction ∆y.P(∆y,∆n) de la Fig. 5.14 partie droite qui varie
comme ∆n0.5. Dans notre cas, aux petits ∆n, P(0,∆n) ∝ ∆n−1.4. Ceci implique un comportement
hyper-diffusif des particules aux petites déformations de cisaillements. Notons que ceci est en
parfait accord avec la mesure (non montrée) du déplacement da la première bosse de la fonction
∆y.P(∆y,∆n) de la Fig. 5.14 partie droite qui varie comme ∆n1.4. Ce comportement hyper-

diffusif a déjà été observé dans d’autres matériaux amorphes comme des granulaires [124, 133,
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134], mousses [256]. Néanmoins, dans ces systèmes, l’exposant correspondant est différent.
Ceci suggère que celui-ci soit dépendant du type de matériau, tandis que le caractère hyper-

diffusif des mouvements de particules serait caractéristique du régime de petite déformation à
température nulle dans les systèmes désordonnés.

À l’inverse, pour les grandes déformations, le comportement diffusif des particules indivi-
duelles est retrouvé. Celui-ci correspond alors à P(0,∆n) ∝ ∆n−0.5 comme il apparaît sur la
Fig. 5.15, ou de manière équivalente à la position des secondes bosses sur la Fig. 5.14 par-
tie droite qui varient comme ∆n0.5 (non montré). Notons que ceci correspond aussi à écrire
[(yi(∆n)−yi(0))2]1/2 ∝ ∆n0.5, où yi est la coordonnée y de la particule i. Ces résultats montrent
alors que, même à température nulle, le désordre inhérent aux matériaux amorphes est suffisam-
ment pertinent pour développer, sous de larges sollicitations extérieures produisant un compor-
tement dissipatif (typiquement dans le régime d’écoulement plastique), un mouvement diffusif
de particules témoin individuelles. Ce point encourage alors la définition d’une température
effective dans nos systèmes, tout du moins dans le régime des grandes déformations [133, 134].

5.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons montré que le comportement dissipatif quasistatique de ma-
tériaux amorphes modèles est dû à deux types d’événements microscopiques : premièrement,
des réarrangement locaux quadripolaires entraînant seulement un faible nombre de particules,
et deuxièmement, des alignements à 1D de structures rotationnelles. En raison de la distribu-
tion large des amplitudes , particulièrement pour le second type d’événements, il n’apparaît
pas de séparation nettement identifiable entre les distributions de pertes d’énergie dans chacun
des cas (tandis qu’aux premiers types d’événements sont associés de petites pertes d’énergies).
Néanmoins, chaque type d’événements peuvent être analysés séparéments. Nous avons alors
montré, par exemple, que le premier type d’événements (réarrangements quadripolaires) est le
seul présent dans la partie linéaire de la courbe de contrainte-déformation, tandis que les bandes
de cisaillements (deuxième type d’événements) dominent le régime d’écoulement plastique.

De plus, l’analyse de suivi de particules témoins a mis en évidence deux mécanismes de re-
laxation, même à température nulle : le premier est relié à un mouvement hyper-diffusif des
particules, et le second à un comportement diffusif. Ce dernier régime est alors possible unique-
ment dans le régime d’écoulement plastique, pour des charges de déformations suffisamment
grandes, encourageant ainsi la définition d’une température effective dans ce régime.



CHAPITRE 6

CONCLUSION

Au cours de cette thèse, nous nous sommes attachés à appréhender, à l’aide de méthodes
numériques, les problèmes des vibrations et propriétés mécaniques de matériaux amorphes mo-
dèles. Ces matériaux, nous l’avons vu, possèdent des propriétés mécaniques et vibrationnelles
particulières, générant un champ de recherche dynamique, ce, depuis déjà une cinquantaine
d’années.

Dans ce travail de thèse, nous avons abordé ces différentes problématiques en premier lieu
par la définition d’un “bon” matériau amorphe modèle, c’est-à-dire, un matériau qui, malgré la
simplification inhérente à l’état de modèle, soit capable de représenter une classe suffisamment
large de matériaux amorphes réels. Dans ce but, nous avons opté pour une physique privilé-
giant l’effet du désordre, au dépend de modéliser des systèmes réalistes comme des matériaux
granulaires, par exemple, pour lesquels le modèle devrait inclure de l’humidité entre grains,
de la friction... Les systèmes modélisés au cours de cette thèse, bien qu’initialement motivés
par l’étude d’agrégats librements flottants à très basse température, sont plus à même de dé-
crire les propriétés de matériaux tels que des verres métalliques, des verres de silice, ou encore
des mousses. Pour cela, nous nous sommes intéressés à deux types de verres : des verres de
Lennard-Jones faiblement polydisperses à température nulle constituant des verres dits “mous”
au sens de la classification de C.A. Angel [29], et des verres de silice modélisés par un potentiel
BKS [8], et condidérés selon la même classification comme des verres “durs”.

Ainsi, dans le Chap. 2 une fois la donnée des modèles, nous avons effectué une caractérisa-
tion de l’état de température nulle de ces verres, qui, dans un premier temps, ont été étudiés sous
une pression hydrostatique la plus proche possible de zéro, en maintenant la densité constante.

Une première étude sur les verres de Lennard-Jones s’est interessée à la caractérisation du
rôle des contraintes gelées dans cet état athermique, ainsi qu’à l’influence des vitesses de trempe
sur les propriétés statiques de ces verres. Au cours de cette étude, nous avons montré que les
contraintes gelées étaient d’autant plus importantes que le taux de refroidissement lors de la
formation du verre était rapide. En revanche, nous avons mis en évidence le fait que celles-ci
n’étaient pas uniquement responsables des propriétés propres aux solides amorphes.

Les propriétés dynamiques des verres de Lennard-Jones bidimensionnels obtenus, ont été
approchées conjointement à une étude développée dans le cadre de la théorie de Couplage de
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Modes. Ce travail nous a permis, tout d’abord, d’obtenir des quantités physiques nécessaires
à la caractérisation de nos systèmes, et ensuite, d’éprouver la validité de cette théorie. Nous
avons alors montré que celle-ci faillissait dans la description de la dépendance en température
de la constante de diffusion, proche de la température critique de brisure d’ergodicité Tc. Nous
avons alors attribué cet effet à l’existence d’hétérogénéités dynamiques, possibles entités qui
contrôleraient le ralentissement critique caractéristique de la transition vitreuse dans nos verres.

Finalement, les propriétés statiques d’un verre de silice que nous avons modélisé ont été étu-
diées, dans le but de les comparer à de récents travaux numériques et expérimentaux sur le
même type de verre. Cette étude a alors été motivée par la validation des verres de silice que
nous modélisons.

Dans le Chap. 3, les verres modèles de Lennard-Jones et de silice ont été étudiés à tem-
pérature nulle, sous une pression hydrostatique la plus proche de zéro, afin de caractériser leur
propriétés mécaniques et vibrationnelles dans le regime élastique. Dès lors, les propriétés méca-
niques de ces verres ont été abordées par l’application de déformations macroscopiques de type
élongation, cisaillement et en réponse à une sollicitation ponctuelle (ces deux dernières sollici-
tations ayant été effectuées uniquement pour le cas des verres de Lennard-Jones). Les propriétés
vibrationnelles ont, quant à elles, été étudiées uniquement dans le cas des verres de Lennard-
Jones par diagonalisation de la matrice dynamique dans le régime des basses fréquences à 2D
et 3D, et pour l’obtention d’une grande partie de la densité d’états des modes de vibration à
2D. À 3D, une telle obtention du spectre vibrationnel a été réalisée par le calcul de la fonction
d’autocorrélation des vitesses à très basse température, et en calculant consécutivement sa trans-
formée de Fourier. Une étude spécifique à 2D dans le cas des mêmes verres de Lennard-Jones
a été développée, afin d’obtenir un grand nombre de vecteurs propres de vibration, ce, dans le
but d’étudier spécifiquement la nature des ondes constituant le régime de Pic Boson. Renvoyant
à la conclusion détaillée concernant ces études dans le Chap. 3, nous résumons ici les résultats
principaux émanants de ces diverses études.

Au cours des divers travaux effectués dans cette thèse, dans le but de caractériser les pro-
priétés mécaniques et vibrationnelles de matériaux amorphes modèles dans le régime élastique,
nous avons montré, qu’il existe une longueur caractéristique de plusieurs dizaines de distances
atomiques, en-dessous de laquelle la théorie continue homogène de l’élasticité ne peut décrire
correctement, et le spectre vibrationnel, et la réponse mécanique à diverses sollicitations, de ces
matériaux amorphes. Cette longueur est réliée à l’existence d’hétérogénéités élastiques comme
quantités inhérentes du désordre dans ces matériaux, et donne lieu à l’apparition de mouve-
ments collectifs des particules suite à l’application de sollicitations macroscopiques d’élon-
gation uniaxiale comme de cisaillement. Ces mouvements, sont alors corrélés sur une telle
distance, et caractérisent la réponse non-affine du système à une telle sollicitation. En paral-
lèle, une étude de réponse à une sollicitation ponctuelle de verres de Lennard-Jones à 2D et
3D, a montré que la réponse du système à ce type de sollicitation devient automoyennante,
lorsque la distance au point d’application de la sollicitation est plus grande que la taille ca-
ractéristique des hétérogénéités élastiques. Nous avons alors attribué à cette longueur le terme
de “longueur d’automoyennance”, longueur mésoscopique en-dessous de laquelle le désordre
dans les matériaux amorphes devient pertinent, et les propriétés mécaniques et vibrationnelles
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de tels matériaux ne peuvent être correctement décrites par la théorie continue de l’élasticité.
Une telle longueur a alors été obtenue dans des verres “mous” de Lennard-Jones, aussi bien
que dans un verre “dur” comme la silice. Nous montrons que le Pic Boson, anomalie élastique
dans le spectre à basse fréquence de nos matériaux amorphes, se situe au bord du régime vi-
brationnel dominé par le champ non-affine. Ce Pic Boson marque alors un cross-over entre un
régime où les vecteurs propres de vibration dont la longueur d’onde est supérieure à la lon-
gueur d’automoyennance, subissent une diffusion Rayleigh par les hétérogénéités élastiques, et
un autre régime où les vecteurs propres dont la longueur d’onde est inférieure à la longueur
d’automoyennance sont fortement diffractés par le désordre.

Dans le Chap. 4, les verres de Lennard-Jones précédemments étudiés sous pression hydro-
statique nulle, sont étudiés cette fois-ci sous des pressions non nulles. Nous montrons alors dans
ce chapitre, que le champ non-affine discuté dans le Chap. 3 ne varie que très peu sous l’effet de
la pression, les tailles caractéristiques des hétérogénéités élastiques diminuant légèrement avec
l’augmentation de la pression. L’étude des modes de vibration à 2D par diagonalisation de la
matrice dynamique, et à 3D par le calcul de la transformée de Fourier de la fonction d’auto-
corrélation des vitesses, met en évidence un déplacement de la pulsation associée au Pic Boson
vers les pulsations les plus grandes, avec l’augmentation de la pression. D’autre part, nous mon-
trons que quelle que soit la pression, la position du Pic Boson se situe près du régime dominé
par le champ non-affine. Finalement, nous mettons en évidence, dans cette partie, que le dépla-
cement de la pulsation de Pic Boson est inhérent à l’augmentation des vitesses du son dans le
matériau avec l’augmentation de la pression. Ainsi, nous montrons que l’inverse de la longueur
d’onde associée au Pic Boson est indépendante de la pression, justifiant l’argument selon lequel
la quantité pertinente dans l’étude des propriétés vibrationnelles des amorphes réside en terme
de longueur d’onde et non de pulsation. Dans ce cadre, il faut alors voir le Pic Boson comme
une “longueur” caractéristique.

Ce que suggèrent les résultats obtenus dans les Chap. 3 et Chap. 4, dans le domaine de l’élas-
ticité des matériaux amorphes, est qu’il semblerait qu’il faille considérer les amorphes comme
des matériaux effectifs, avec modules élastiques effectifs, longueurs d’hétérogénéités élastiques
effectives... L’image du cristal et de son traitement de l’élasticité jusqu’à l’échelle atomique,
n’a de sens, chez les amorphes, qu’au-delà d’une certaine échelle de longueur donnée par la
taille caractéristique des hétérogénéités élastiques. Une théorie qui traite de l’élasticité dans les
matériaux amorphes doit tenir compte de l’existence d’une telle longueur, et même plus gé-
néralement d’une hiérarchie de longueurs. Partant de 2− 3 distances interatomiques , taille à
partir de laquelle le désordre peut provoquer l’existence de modules de cisaillements négatifs
immergés dans une matrice de modules positifs [262], à l’échelle intermédiaire, le désordre
donne naissance au champ non-affine et à sa longueur d’automoyennance, puis à une échelle
plus grande que cette dernière longueur, le continuum élastique est atteint et le désordre devient
non pertinent.

Finalement, dans le Chap. 5, la problématique de la plasticité dans les matériaux amorphes de
type Lennard-Jones à 2D a été abordée, motivée par l’existence d’une longueur caractéristique
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d’automoyennance dans le régime de réponse élastique de ces matériaux. Ainsi, un protocole de
déformation quasi-statique athermique couramment utilisé expérimentalement pour l’étude des
mousses, granulaires, et colloïdes, a permis de quantifier le rôle des hétérogénéités élastiques
dans le régime d’écoulement plastique, montrant que celui-ci était spatialement hétérogène.
Deux types d’évènements plastiques ont alors été isolés. En premier lieu, des réarrangements
quadrupolaires localisés, existant pour la plupart dans le régime linéaire irréversible de la courbe
contrainte-déformation. En deuxième lieu, des événements de type bandes de cisaillements qui
dominent le régime d’écoulement plastique de cette même courbe. Une analyse de suivi de
particule a alors montré deux régimes distincts : un régime hyper-diffusif aux temps courts, suivi
d’un régime diffusif aux temps longs, même si le système est athermique. Ce dernier régime
semblant apparaître dans le régime d’écoulement plastique pour des charges de déformations
suffisamment grandes, ce résultat motive alors la définition d’une température effective dans le
régime d’écoulement plastique.
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Département de Physique des Mate´riaux, UniversitéClaude Bernard & CNRS, 69622 Villeurbanne Cedex, France

~Received 11 April 2002; revised manuscript received 27 June 2002; published 27 November 2002!

The approach of the elastic continuum limit in small amorphous bodies formed by weakly polydisperse
Lennard-Jones beads is investigated in a systematic finite-size study. We show that classical continuum elas-
ticity breaks down when the wavelength of the solicitation is smaller than a characteristic length of approxi-
mately 30 molecular sizes. Due to this surprisingly large effect ensembles containing up toN540 000 particles
have been required in two dimensions to yield a convincing match with the classical continuum predictions for
the eigenfrequency spectrum of disk-shaped aggregates and periodic bulk systems. The existence of an effec-
tive length scalej is confirmed by the analysis of the~non-Gaussian! noisy part of the low frequency vibra-
tional eigenmodes. Moreover, we relate it to thenonaffinepart of the displacement fields under imposed
elongation and shear. Similar correlations~vortices! are indeed observed on distances up toj'30 particle
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I. INTRODUCTION

Determining the vibration frequencies and the associated
displacement fields of solid bodies with various shapes is a
well studied area of continuum mechanics1–3 with applica-
tions in fields as different as planetary science and nuclear
physics. The increasing development of materials containing
nanometric size structures leads one to question the limits of
applicability of classical continuum elasticity theory, which
is in principle valid only on length scales much larger than
the interatomic distances.3,4 This question is relevant from an
experimental viewpoint, since mechanical properties are in-
ferred from spectroscopic measurements systematically in-
terpreted within the framework of continuum elasticity.5–8As
increasingly smaller length scales are now investigated,8 di-
rect verification of this assumption is highly warranted.

For macroscopic systems, on the other side, it is well
known that the vibrational density of states in amorphous
glassy materials deviates from the classical spectrum at the
so called ‘‘Boson peak’’ frequency which is in the Terahertz
range.9–12 The nature of the ‘‘Boson peak’’ is highly
controversial.14,15 However, this experimental fact suggests
that continuum theory is inappropriate at small length scales
where the disorder of the amorphous system may become
relevant.13 Obviously, one may ask if there is a finite length
scale below which the classical mechanical approach be-
comes inappropriate, and what the microscopic features are
which determine it.4,14–16 Elaborating further the brief pre-
sentation given in Ref. 13, we show by means of a simple
generic simulation model that, indeed, a relatively large char-
acteristic length exists, and, second, that it envolves collec-
tive particle rearrangements.

The above questions are more generally related to the
propagation of waves in disordered materials,17 and concern
foam25 and emulsions24 as well as granular materials,18–20,26

when they are submitted to small amplitude vibrations. As
for these systems of current interest, the existence of an elas-
tic limit is still a matter of debate,22 we believe that the
detailed characterization of strongly heterogeneous elastic

benchmark systems with a well defined continuum limit ap-
proach is crucial.

In this paper, we investigate the existence of a continuum
limit in the vibrational modes of two-dimensional amorphous
nanometric Lennard-Jones materials. The objects we con-
sider are either disk-shaped clusters of diameter 2R, as the
one shown on the left-hand side of Fig. 1, or bulk-like sys-
tems without surfaces contained in a square of sideL with
periodic boundary conditions@Fig. 1~b!#. Technically, the
systems are formed by carefully quenching a slightly poly-
disperse liquid of spherical particles interacting via simple
Lennard-Jones~LJ! pair potentials into the nearest energy
minimum. Due to the polydispersity the resulting structures
are isotropic andamorphous, i.e., exhibit no long range crys-
talline order. The force network~Fig. 1! appears to be
strongly varying with weak and tensile zones~red! embed-
ded within a rigid repulsive skeleton~black!. These ‘‘force
chains’’ are very similar to those found in cohesionless
granular media without attractive forces.21 This feature may
be added to the list of similarities which have been noticed
between granular and amorphous~glassy! materials.22–24As
the force network is strongly inhomogeneous, the relevance
of the quenched stresses is a natural question.4

We investigate the vibrational modes of these objects us-
ing atomic level simulations. All particle coordinates and in-
terparticle forces are exactly known here, and it is possible to
calculate the vibration frequencies around an equilibrium po-
sition, by exact diagonalization of the so-called dynamical
matrix27 expressible in terms of the first and second deriva-
tives of the interparticle interaction potentials. We have car-
ried out a systematic comparison of these eigenfrequencies
v(p) (p being an index increasing with frequency! obtained
numerically with those predicted by continuum elasticity for
two-dimensional objects of increasingly large sizes.1 We
concentrate on the lowest end of the vibrational spectrum,
since this is the part that corresponds to the largest wave-
lengths for the vibrations, and should reach first the con-
tinuum limit. These frequencies are also those which are
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probed in low frequency Raman scattering experiments,8 in
order to determine the typical size of nanoparticles.

The key result of this paper is to show the existence of a
characteristic wavelength~thus a characteristic size! beyond
which the classical continuum limit is valid, but below which
it is erroneous. Moreover, we show the existence of rota-
tional structures~vortices! of similar sizes, when the system
is submitted to simple mechanical sollicitations~traction and
shear!. The size of these vortices is relatively large ('30
average interatomic distances!. We discuss the relation be-
tween the sizes of the vortices and the limit of applicability
of the classical continuum theory by computing the elastic
moduli, by studying the symmetry of the nanoscale stress
tensor, and by identifying the low frequency vibrational
eigenmodes.

Our paper is arranged as follows: In Sec. II we summarize
some basic relations and results of classical continuum
theory for two-dimensional elastic bodies. Simulation tech-
niques, sample parameters, and preparation protocols of our
model amorphous systems are explained in Sec. III and
simple system properties are discussed. In Sec. IV we ana-
lyze histograms and spatial correlations of the quenched
forces and of the stiffness of the bonds. A weak enhancement
of the rigid skeleton is demonstrated for small systems. The
next two sections contain the key results of this paper. In
Sec. V we discuss the mechanical properties of a periodic
bulk system under elongation and shear, we compute the
elastic moduli and we characterize the nonaffine displace-
ment field generated. The eigenvalues and eigenvectors and

their departures from the continuum prediction are analyzed
in Sec. VI. We conclude with a summary of our results in
Sec. VII.

II. THEORY

A. Continuum description of an isotropic elastic body in 2D

The so-calledclassicalcontinuum theory of elasticity28 is
a theory that proposes to describe an elastic solid at a mac-
roscopic level. Its main assumption~by opposition tonon-
classicalcontinuum theories like Cosserat elasticity or oth-
ers! is that the system can be entirely described by a unique
vector field: the displacement fieldu(r ), describing the dis-
placement of a volume element from its equilibrium position
r . In systems at zero temperature, energy and free energy are
identical. The Landau expansion2 of the energydE per unit
volume is expressed in terms ofu and its first derivatives.
Due to translational and rotational invariance28 of dE, it de-
pends only up to second order on the symmetric part of
grad u, the ~linearized! strain tensoreab[1/2 (]ua /]xb

1]ub /]xa) with x15x and x25y for the coordinates.
Moreover in linear elasticity~that is in the lowest order in the
Landau expansion!, for isotropic and homogeneous systems
only two Landau parameters are required, thus in the absence
of any external field,
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FIG. 1. ~Color! Representation of the network of quenched stresses in two small quenched Lennard-Jones particle systems in two
dimensions:~a! a disk-shaped aggregate of diameter 2R'32a containingN5732 particles~protocol I! on the left and~b! a periodic bulk
system withL532.9a andN51000~protocol III! on the right-hand side. The line scale is proportional to the tension transmitted along the
links between beads. The black lines indicate repulsive forces~negative tensions!, while the red links represent tensile forces between the
verticies. Both shown networks are very similar despite different symmetries and quench protocols. They are strongly inhomogeneous and
resemble the pattern seen in granular materials. Zones of weak attractive links appear to be embedded within the strong skeleton of repulsive
forces.
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where we have defined the two phenomenological Lame´ co-
efficientsl andm. m is the so-called shear modulus, andl
is related to the compressibilityK5l1m. The stress tensor
can be defined as the conjugate variable of the strain tensor,

sab[]dE/]eab . ~2!

In this definitionsab is obviously a symmetric tensor. We
will see later that amicroscopicallyconstructed stress tensor
can, however, violate this symmetry condition at small
length scales~Sec. V!. Using Eq.~2!, we obtain the Hooke’s
relations that are used in Sec. V to measure directly the Lame´
coefficients from the forces generated in a macroscopic pe-
riodic box under external strain.

As it is well known,1,2 the equations of motion
r]sab /]xa5üa together with the constitute Hooke’s rela-
tions correspond to wave equations with boundary conditions
depending on the problem of interest: for the periodic box
problem the solutions must have the same periodicity, and
the freely floating disk-shaped aggregate requires vanishing
lateral and radial stresses on its surface. The velocities of
transverse and longitudinal waves which solve these wave
equations are given in terms of the Lame´ coefficients, i.e.,
one hascT

2
5m/r, andcL

2
5(l12m)/r wherer is the par-

ticle density.1 We are reminded thatcL.cT and that trans-
verse modes thus correspond generally to smaller eigenfre-
quencies.

The solutions for the periodic box case are of course the
plane waves with a wave vector quantified by the boundary
conditions, (kx ,ky)5(2p/L)(n,m), with wavelength29

l~p!5l~n,m!5

2p

uukuu
5

L

~n2
1m2!1/2

~3!

and with dimensionless frequency

VT,L
2 ~p![S v~p!L

2pcT,L
D 2

5n2
1m2, ~4!

with two quantum numbersn,m50,1, . . . . Therunning in-
dex p increases with frequency. In the continuous case, the
dispersion relation is linear, and the frequency is straightfor-
ward. Hence, eigenfrequencies are characterized by a pair of
different integers. They are eightfold degenerated ifnÞm
Þ0 and fourfold in all other cases. The associated plane
waves travel in two opposite and orthogonal directions.

The situation for disk-shaped objects is somewhat more
complex,1 with again two quantum numbersn andk charac-
terizing the eigenmodes. The quantum numberk is associ-
ated with the angular dependency of the displacement field
~and is due to the 2p periodicity!, and the numbern to its
radial dependency. The eigenfrequencies are obtained by
solving the nonlinear dispersion relation. They are of the
form,

VT,L
2 ~p![S v~p!2R

2pcT,L
D 2

5 f nk~n !, ~5!

wheren5l/(l12m) is the Poisson ratio.30 The eigenvec-
tors are related to Bessel functions1 which may be approxi-

mated locally by plane waves ifl(p)!R. Vibrational modes
of disks are either non degenerate~for axially symmetric
modes! or have twofold degeneracy~for all other modes!.
Indeed, for k.0, for every solution whose amplitude is
}eiku, one finds a second solution, orthogonal to the first
one, with amplitude}eik(u1Du), where Du5p/2k. Every
additional solution with the samek is a linear combination of
these two vectors. For axially symmetric modes (k50), the
above argument does not apply; any additional solution
found by turning the coordinate system is identical to the
first one.

We finally stress the obvious: degenerate eigenvalues are
inherent to the continuum treatment of highly symmetric sys-
tems. The failure to observe them indicates either the lifting
of the relevant symmetry or the breakdown of continuum
theory.

B. Pair potential systems with central forces

In a simulation one has the advantage to know all the
individual contributions to the total energy. The situation is
particularly simple if one has to deal with interparticle pair
potentialsU(r i j ) (r i j being the interparticle distance! such as
the LJ potential we use, and if we stay at zero temperature. In
this case, the difference of the total potential energy,

Ep5 (
i 51

N21

(
j . i

N

U~r i j ! ~6!

due to a displacement fieldu can be written to second order
as a Hessian formdEp5

1
2 ut

•M•u in terms of the (2N)
3(2N) dynamical matrixM whose elements are given for
iÞ j by

2r i j
2 M ia, j b5r i j t i j ~dab2nanb!1r i j

2 ci j nanb , ~7!

M ia,ib52S jM ia, j b , ~8!

n being the unit vector of the bond~for simplicity, we do not
indicate the dependence ofn on the particle indicesi and j ),
t i j []U(r i j )/]r i j the tension andci j []2U(r i j )/]r i j

2 the stiff-
ness of the bond between two interacting beadsi and j. The
first one is related to the stresses ‘‘quenched’’ in the bulk, but
as we will see later it is in general small in comparison with
the second one. As in the present study the massm of each
monomer is set equal to unity~even though the particle di-
ameters are polydisperse! the Euler–Lagrange equationM

•u1mü50 is solved directly by diagonalization of the dy-
namical matrix which yields the eigenfrequencies as eigen-
values and the corresponding displacement fields as eigen-
vectors.

A central aspect of this work concerns the possible role of
the nonaffine displacement field which is neglected at mac-
roscopic level. In order to compare this assumption with our
results, it is useful to estimate the elastic moduli with an
hypothetical affine displacement field. Assumingconstant
deformations under elongation and shear, one may use the
dynamical matrix expression of the free energy to calculate
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the Lamécoefficients. Comparing31 the Landau expression
Eq. ~1! and the microscopic energy information in Eq.~6!
yields
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with A being the total surface. The sums run over all pairs of
particles. As anaffine displacement field is assumed to be
valid down to atomic distances the coefficients have been
assigned an indexa to distinguish them from the true mac-
roscopic Lame´ coefficients that will be calculated later. Note
that this is a crude approximation32 that is widely used but
can give strong errors on the estimate elastic moduli, as al-
ready mentioned in Ref. 4. We will test the affinity assump-
tion in Sec. V and estimate the length below which the affine
approximation becomes problematic.

III. SAMPLE PREPARATION AND CHARACTERIZATION

Systems with two different boundary conditions~disks
and periodic bulk systems! and three quench protocols have
been simulated. In this section we discuss some technical
points concerning the simulation methods and the sample
preparation protocols and parameters. The details of the pro-
tocols and some properties of the final configurations are
summarized in the Tables I, II, and III.

In the present study we use a shifted LJ potential34 for
polydisperse particles. Natural LJ units are used, i.e., we set
the energy parametere[1, the particle massm[1, and the
mean diametera5^ai&51. Note that while the particle mass
is strictly monodisperse the particle diametersai are homo-
geneously distributed between 0.8 and 1.2, corresponding to
a polydispersity indexda/a'0.12 which is sufficient to pre-
vent large scale crystalline order. We did not attempt to make
the particles even more polydisperse fearing demixing or
systematic radial variation of particle sizes in the case of
disk-shaped aggregates.

The quench generally starts with molecular dynamics
~MD! at some fixed temperature using a simple velocity res-
caling thermostat.34,35The temperature remains constant over
a fixed time interval of 1000 unit time for each temperature
step~see the caption of the tables for more details!. This was
sufficient to relax systems into a steady-state~obviously, not
necessarily the equilibrium! as monitored by pressure and
system energy. Unfortunately, no more detailed characteriza-
tion of the aging as a function of the quench rate has been
recorded. Following the initial MD sequence we quench the
systems further down using an overdamped~OD! algorithm.
Finally, the conjugate gradient method~CG! ~Refs. 35 and
36! was iterated until the configurations reach their local en-
ergy minima.

An example for a disk-shaped aggregate has already been
presented in Fig. 1~a!. Two different protocols have been
employed to generate such disks:

Protocol I: The starting point of the first protocol is a not
too dense LJ liquid droplet of radiusRi and r i'0.9 and
temperatureTi50.1. The initial radiusRi is chosen such that
the final mean radiusR becomes not too different. We cool
the systems with MD steps at decreasingly smallT. As de-
scribed above, we finally quench each system into its local
minimum using a sequence of OD and CG steps. See Table I
for details.

Protocol II: In the second case spherical disks of radiusRi
were cut out of amorphous periodic systems already prepared
at T50 ~see Protocol III! and r50.925 and the disks are
quenched as before with OD and CG. No finite temperature
MD step was included here. See Table II for details. The
second protocol is much faster than the first one which
might, however, mimic better the actually occurring aggre-
gation process in real systems.

The radiusR5A2(I 11I 2)/N of quenched cluster is ob-
tained from the eigenvaluesI 1.I 2 of the inertia tensor of the
cluster. The mean densityr5^N/pR2& obtained accordingly

TABLE I. Some properties characterizing disk-shaped clusters
generated by a slow aggregation following protocol I with MD
steps atT50.1,0.05,0.01,0.005, and 0.001. We have indicated the
particle sizeN, the number of configurations in the ensembleM, the
radiusRi of the initial sphere, the mean radiusR of the final glob-
ule, the mean densityr, the excentricitye obtained from the inertia
tensor of the cluster, the interaction energy per particleE, the Lame´
coefficientsla , andma obtained using Eq.~9! and the mean spring
constant̂ r i j

2 ci j &. The mean tension̂r i j t i j & and, hence, the pressure
are too tiny to be measured accurately.

N M Ri /a R/a r e E la ma ^r i j
2 ci j &

8192 5 54 53.5 0.912 0.2522.81 24.8 24.9 31.9
10 000 6 60 59.1 0.912 0.2122.81 24.8 24.9 31.9
16 384 4 85 76.9 0.882 0.1622.80 23.9 24.1 32.0
32 768 1 120 109.9 0.864 0.1122.80 23.5 23.1 32.0

TABLE II. Some properties characterizing disk-shaped clusters
generated with the fast quench protocol II which takes advantage of
already quenched periodic bulk systems~protocol III!. As in the
first table we indicate the radiusRi of the initial disk, the number of
configurations in the ensembleM, the ~mean! particle number, the
mean densityr, the excentricitye, the interaction energy per par-
ticle E, the Lame´ coefficientsla , and ma and the mean spring
constant̂ r i j

2 ci j &. The final cluster radius is not given as it is essen-
tially identical toRi . Note that in the second protocol the particle
numberN fluctuates~very weakly! around its mean valuêN& while
it is a constant operational parameter in the first protocol. The ex-
centricity is much smaller here than in the first more realistic pro-
tocol. The information contained in the last four columns is very
similar to the one in the corresponding columns of Table I and Table
III despite the fact that different quench protocols have been used.

Ri /a M ^N& r e E la ma ^r i j
2 ci j &

52 5 7848 0.917 0.08 22.81 24.9 24.9 31.9
60 8 10 448 0.919 0.0522.81 25.0 25.1 31.9
85 8 20 968 0.917 0.0622.82 25.1 25.0 31.8
120 4 37 030 0.910 0.0422.84 25.9 25.9 32.9
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is a weakly decreasing function of the particle number. This
is expected and in qualitative agreement with the decreasing
Laplace pressureP}1/R. Note that the pressure is very
small for all the disks~Protocol I and II alike! and is not
indicated. We have also tried to characterize the shape of the
disks and have indicated the eccentricitye5A12I 2 /I 1. As
can be seen, small aggregates are strongly elliptic, but the
effect is much stronger for the first slow aggregation proto-
col. This is probably due to capillary waves formed atT
50.1 which are subsequently frozen in. Obviously, ellipticity
is one possible cause for lifting of the eigenfrequency degen-
eracy. This effect should, however, become small for larger
clusters wheree vanishes~Tables I and II!. Moreover, we
will see later that the mechanical properties of our aggregates
do not depend significantly on the quench protocol.

Periodic bulk systems, such as the one presented in Fig.
1~b!, have been prepared following a third protocol described
here. We started with equilibrated liquids atT51 which
were then cooled down in successive temperature steps~as
detailed in the caption of Table III!. Systems betweenL
57a and L5208a and containing fromN550 up to N
540 000 particles have been sampled.

For N510 000 particles we have systematically scanned
over density varying the box size fromL5100 to L5110.
This was done in order to find—for the given protocol—a
working point density for which large bulk systems corre-
spond to a near zero pressure stateP(T50)'0, thus the
mechanical properties of the bulk systems correspond to the
free-floating aggregates. Note that only one configuration has
been sampled for this measurement sequence. As a sideline,
we draw attention to the fact that systems withP,0 while
mechanically stable in a periodic box are thermodynamically
unstable at low temperature. If more time would be given to
the systems to equilibrate as allowed by the protocol phase
separation would occur. Indeed we find evidence for the for-
mation of small holes forr,0.85. In all other cases we find

that density is perfectly homogeneous down to a scale typical
of the interatomic distance and density fluctuations are easily
excluded as a microscopic candidate for explaining the slow
continuum approach. Our systematic finite-size study, i.e.,
the variation of box sizesL, was performed at fixed density
r50.925. In order to scale correctly the eigenfrequencies of
the aggregates we have also recorded the Lame´ coefficients
as a function of density. We have checked that the particle
energiesE, Laméfactorsla andma , mean effective spring
constantŝ r i j

2 ci j & ~which are included in the different tables!
do not depend significantly on the different symmetries and
quench protocols, for a given density. It is reassuring that all
the results we obtained are robust with regard to the variation
of the quench protocol even though history dependence must
obviously play a role for the details. Typically, we have gen-
erated 20 configurations for eachL and in terms of CPU
hours this was the most demanding part of this study. The
simulations have been performed on a local workstation
cluster over a period of 1 year.

Interestingly, we notice in Table III that the pressure, the
particle energy, and the Lame´ coefficientl increase system-
atically in small boxes. This is shown specifically forl in
Fig. 4~b!. These finite-size effects indicate correlations on a
similar length even in larger systems. We will now turn to the
characterization of these correlations, by first studying the
dynamical matrix, and the quenched stresses.

IV. CONTRIBUTIONS TO THE DYNAMICAL MATRIX:
QUENCHED FORCES AND SPRING CONSTANTS

In this section we discuss various distributions and corre-
lation functions associated with the quenched particle posi-
tions, forces and spring constants which contribute to the
dynamical matrix@Eq. ~7!#. We attempt a characterization of
the frozen in disorder visualized in Fig. 1, where the snap-
shots reveal strong spatially correlated fluctuations. Specifi-

TABLE III. Some properties characterizing periodic bulk systems generated following protocol III with
MD steps atT51.0, 0.5, 0.1, 0.05, 0.01, 0.005, and 0.001. In addition to properties also recorded in the
previous tables we have included here the Lame´ factorsl andm obtained from a macroscopic deformation
and the mean tension̂r i j t i j &. Note that^r i j

2 ci j &@^r i j t i j &.

N L/a r M E P l m la ma ^r i j t i j & ^r i j
2 ci j &

5000 73.5 0.925 20 22.84 0.29 39.6 11.3 26.2 26.5 -0.09 33.1
10 000 110 0.826 1 22.78 -0.63 14.5 7.5 18.4 18.4 0.22 28.2
10 000 109 0.841 1 22.81 -0.61 20.4 8.3 20.0 19.5 0.21 28.3
10 000 108 0.857 1 22.81 -0.67 21.2 7.8 20.1 19.7 0.23 28.0
10 000 107 0.873 1 22.81 -1.06 23.1 8.0 18.9 17.9 0.36 25.8
10 000 106 0.890 1 22.82 -1.13 25.3 8.9 18.0 17.4 0.38 25.4
10 000 105 0.907 1 22.84 -0.48 31.0 11.0 22.4 22.5 0.16 29.2
10 000 104 0.925 20 22.84 0.25 39.5 11.7 26.2 26.4 20.19 32.9
10 000 103 0.943 1 22.83 1.24 47.4 13.3 31.3 31.4 20.38 37.8
10 000 102 0.961 1 22.78 2.71 59.5 14.9 37.7 39.3 20.77 44.0
10 000 101 0.980 1 22.72 4.25 69.7 18.8 44.7 46.6 21.15 50.1
10 000 100 1.000 1 22.62 5.96 84.0 19.0 51.9 54.8 21.55 56.4
20 000 147.1 0.925 3 22.84 0.35 40.4 12.0 26.8 27.0 20.11 33.4
40 000 208 0.925 2 22.84 0.33 - - 26.7 27.1 20.11 33.3
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cally, we ask if it is possible to extract a characteristic length
scale solely from the distribution of weak and rigid regions
which might be a candidate to explain the large crossover
length scalej mentioned in the Introduction. We start by
giving some additional information concerning the snap-
shots, turn then to the histograms and discuss finally the
fractal structure of the quenched forces.

A timely justification for discussing quenched forces lies

in the current interest of their role in granular materials,
foams, and glassy colloidal systems.4,21–26 It has been sug-
gested by Alexander4 and others that the quenched forces
might contribute to the unusual mechanical and rheological
properties in these systems. However, to put this immedi-
ately into perspective, quenched forces are unlikely candi-
dates to rationalize alone the slow continuum approach dis-
cussed in Sec. VI, basically, since theiraveragecontribution
to the dynamical matrix is weak:^r i j

2 ci j &@^r i j t i j &. This in-
equality is revealed in Table III. Note that, due to this result,
the possible contribution of a linear term in the macroscopic
expression~1! for dE is not relevant to explain our results.
We come back to this in Sec. VI where we discuss the con-
tribution of the quenched forces to the eigenmodes.

The second and more important point we want to make
here is that both first~quenched stresses! and second~stiff-
nesses of the bonds! derivatives of the given potential are
expressions of the same disorder generated by the complex
cooling procedure; it is the final positional disorder which
matters, not the individual contributions to the dynamical
matrix. If the width of the lines between the particle posi-
tions shown in the snapshots~Fig. 1! has been chosen pro-
portional to the interaction force rather than the spring con-
stant this was done mainly forartistic reasons. Resembling
snapshots can be obtained, using as a scale for the line width
either the spring constants or the tracemi j 5M ix, jx1M iy , jy
of the dynamical submatrices. Such pictures are direct visu-
alizations of the dynamical matrix.

The snapshots in Fig. 1 reveal that the structure of the
force network is very inhomogeneous, but isotropic on larger
scale. They show also evidently that the quenched disorder is
not much affected by the different symmetries~circle or
square! and quench protocols. This corroborates the robust-
ness of the system properties with regard to the chosen pro-
tocol mentioned in the previous section. This is also sup-
ported by the different histograms regrouped in Fig. 3.

Systems of the three protocols are included in first of both
graphs Fig. 3~a! where we discuss the distribution of dis-
tances of interacting particles~inset! r i j /r 0 and of the tensile
forcest i j ~main figure! for relatively large systems contain-
ing N510 000 particles. Comparison shows that there is es-
sentially no dependence on quench protocol. Note that this is
only a technical point and will make life easier when we
analyze the eigenvalue spectrum of disk-shaped aggregates.
The peak atr i j 5r 0 in the inset corresponds to the peak for
t i j 50 in the main figure of Fig. 3~a!. Hence, most of the
interactions have achieved to minimize their energy although
this is not required for global mechanical stability. The dis-
tribution of the repulsive forces~negative tensions! is Gauss-
ian. Incidentally, this is quite different from the recently re-
ported exponential force distributions in granular matter.21,23

Interestingly however, the tail of the force distribution be-
comes more and more exponential upon decreasing of the
system size. We do not show this here, as the same effect is
presented in the second panel@Fig. 3~b!# for the trace of the
dynamical submatrices. Various system sizes as indicated in
the figure are given here for the third protocol atr50.925.
This demonstrates that the tail of distribution, which corre-
sponds to very rigid contacts, becomes enhanced due to

FIG. 2. Correlations of frozen in forces for large periodic sys-
tems:~a! pair correlation̂ cos2(t)& versus distancer. Heret denotes
either the angle between the directorsni andn j of the links i and j
~symbols! or the angle between the directorni of link i and the
direction ni j between the linksi and j ~lines!. The decay of the
envelope is exponential with a length scale of the order of the mean
bead size, hence, this does not introduce a new length scale. The
dots correspond to an artificial force network obtained by shuffling
randomly the tensions between existing links. The sinusoidal
dashed line is a guide for the eyes.~b! The numberNb of boxes of
size b needed to cover the interactions transmitting repulsive ten-
sions smaller thantu . The curves do not differ much from box
counting results on sets of randomly drawn links~dashed lines!.
Different slopes are included for comparison. The slope -1 corre-
sponds to linear chain-like structures, the -2 slope to a compact
structure in 2D.
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finite-size effect for systems belowL'20a. A very similar
figure could be shown for the distribution of spring con-
stants. Note that the peak on the left-hand side of Fig. 3~b! is
due to the slow variation of the spring constant for large
distances and corresponds to distances seen in the shoulder
on the right of the histogram in the inset.

In Fig. 2 we show two of several attempts to analyze the
correlations and fractal structure of force chains~or the
spring constants! in view of extracting a characteristic size.
We focus on strong repulsive forces and strong positive
spring constants. Only results from the first measurements
are reported as both yield similar results. In a first step we
obtain the network of all interactions with~negative! repul-
sive tensions above some thresholdtu and compute then on
these sets various correlation functions. The functions

^cos2(t)& traced in Fig. 2~a! attempt to put the visual impres-
sion of linear force chains in quantitative terms. Heret de-
notes either the angle between the directorsni andn j of the
links i andj ~spheres! or the angle between the directorni of
link i and the directionni j between the linksi andj ~squares!.
The difference between the two methods is small. The cor-
relation dies out only after about six oscillations. No signifi-
cant difference have been found by increasing or decreasing
the thresholdtu . The decay of the envelope is exponential
with a length scale of the order of the mean bead size. Hence,
while rigid regions seems to be spatially correlated, this does
not, apparently, introduce a new length scale. Note that the
situation is similar in granular materials.20

The second part of Fig. 2 shows a direct attempt to eluci-
date the fractal structure of the network of quenched forces
by means of the standard box counting technique. Here we
count the number of square boxes of linear sizeb needed to
cover all the links between beads carrying a repulsive force
smaller thantu . For smallb where every box contains only
one link the differential fractal dimension is zero. In the op-
posite limit where the boxes are much larger than the average
distance between links, the differential fractal dimension
must equal the spatial dimension, i.e.,d f52. The power law
sloped f51 in between both limits indicates the typical dis-
tance where the contact network witht i j ,tu has a linear
chain-like structure. For example, we find a tangent with
sloped f51 at b'6a for tu525. This distance is strongly
increasing if we focus on more and more rigid subnetworks
~decreasingtu). Note, however, that there is nofinite
b-window with d f51 and in a strict sense there is again no
characteristic length scale associated with linear structures. A
simple visual inspection of Fig. 1 that would suggest a char-
acteristic length scale of the repulsive force network much
larger than the interatomic separation is apparently incorrect
and possibly caused by the natural tendency of our brains to
emphasize linear patterns.37

As a simple benchmark for the spatial correlation of the
force network, we have distributed links randomly. The box
counting of these uncorrelated links gives the dashed lines.
Unfortunately, these are virtually identical to the fractal di-
mension characterization of the force chains in the LJ sys-
tems and it is a very tiny difference~at least in this charac-
terization! which is related to the spatial correlations.
Obviously, this does not mean the forces are uniformly dis-
tributed as clearly shown by the snapshots and by the large
number of oscillations in the correlation function.

In summary, we provide evidence for a strong dispersion
in the dynamical matrix, i.e., in thelocal elastic properties of
our systems. Although linear chain like structures exist ap-
parently, this doesnot give rise to an additional characteristic
length—defined as the screening length in an exponential
decay—much larger than the mean particle distance.

V. ELONGATION AND SHEAR: ELASTIC MODULI
AND NONAFFINE DISPLACEMENT FIELD

A direct way of illustrating the failure of classical elastic-
ity at small scales is to investigate the displacement field in a
large, deformed sample. If the system is uniformly strained

FIG. 3. Histograms of contributions to the dynamical matrix:~a!
comparison of the tensiont i j for all three protocols atN510 000.
Inset: Histogram of distancesr i j /r 0 of interacting particles.~b!
Trace of matrixmi j 5M xi,x j1M yi,y j for systems of various system
sizes as indicated in the figure~protocol I!. This demonstrates finite-
size effects in the tail of the distributions of small systems withL
,20 corresponding to an enhancement of the skeleton of very rigid
contacts.
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at large scales, e.g., by compressing or shearing a rectangular
simulation box, classical elasticity implies that the strain is
uniform at all scales, so that the atomic displacement field
should be affine with respect to the macroscopic box defor-
mation. If this is true Eqs.~9! should provide reliable esti-
mates of the Lame´ coefficients. Since the latter can be inde-
pendently measured in a computer experiment from the
generated stress differencies using Hooke’s Law@Eqs. ~2!#
this provides a direct and crucial test for the affinity assump-
tion.

Our numerical test proceeds in three steps:
~1! Each initial configuration is given a first quick CG

quench withquadrupleprecision to have a more precise es-
timate for the unstrained reference system. This is necessary
since the stress differences we compute are very small for
strains in the linear response regime and the numerical accu-
racy of double precision simulation runs turns out to be in-
sufficient.

~2! Second, we perform an affine strain of ordere of both
the box shape and the particle coordinates. We consider both
an elongation inx-direction @Lx→Lx(11e),r x→r x(11e)#
and a pure shear using Lees-Edwards boundary conditions34

together withr x→r x1r ye. @We refer here to the principal
box particle coordinates (r x ,r y) of the periodic configura-
tions.#

~3! Finally, we quench with CG the configurations into the
local minima while maintaining the strain at the boundaries.
For given boundary conditions in the linear regime the solu-
tion must be unique.

The differences of particle positions, forces and total en-
ergies computed at each step are recorded. We stress that this
procedure is technically not trivial and that great care is
needed to measure physically sound properties.

We have systematically variede over several orders of
magnitude frome51023 down toe51029 ~not shown!. The
induced displacement field is reversible and linear in the am-
plitude of the imposed initial strain for an initial strain in a
window 1027<e<1024 which decreases~for unknown rea-
sons! somewhat with system size. Obviously, for higher
strains the linearity of Eq.~2! must eventually break down.
The departure from linearity below the given strain window
is due to numerical accuracy.

Using Eq.~2! for the stress tensor averaged on the whole
system and the averaged strain field, we obtain the true mac-
roscopic Lame´ coefficientsl andm. Within the given strain
window the measuredl and m coefficients are strain inde-
pendent, thus confirming the linearity of the elastic response
in this range. The values ofm andl are presented in Fig. 4
where we have compared them with the affine field predic-
tions. ~Note that the Poisson ration'2/3 is larger than 1/2
which is permissible in a 2D.30! The coefficients relying on a
negligible nonaffine field@open symbols, obtained from Eq.
~9!# differ by a factor as large as 2 from the true ones.
Clearly, a calculation taking into account the nonaffine char-
acter of the displacements is necessary for disordered sys-
tems. It is simple to work out from the values given in the
figures that, in a simple elongation, a finite energy fraction
(la12ma)/(l12m)21'1/4 of the total strain can be re-
covered from the nonaffine displacements. In a pure shear,

the energy fractionma /m'1/2 is even larger; only the com-
pressibilityK5l1m remains unchanged. Hence, in quanti-
tative terms the nonaffinity of the atomic displacements is
not a negligible effect.

The nonaffine componentdu of the atomic displacement
field in large systems subject to an elongation inx direction
is illustrated in the snapshot of Fig. 5~a!. A similar snapshot
holds in case of a pure shear@Fig. 5~b!#. In some regions, the
displacement is much larger than expected from a purely
affine transformation.~Note that even the nonaffine part of
the displacement field is strictly linear ine within the strain
interval indicated above.! Local displacements transverse to
the direction of the elongation are allowed, and organize co-
herently into vortices. The transversal direction thus cannot

FIG. 4. Lamécoefficientsl and m obtained for periodic bulk
systems:~a! density variation forN510 000, ~b! size variation for
r50.925. Full symbols correspond to the direct measurement using
Hooke’s law, open symbols are obtained using Eqs.~9!. Naturally,
all Lamécoefficients rise with density as the number and strength
of pair interactions increases. Note that whilem remains more or
less constantl increases with decreasingL in a similar way as
pressure and particle energy~Table III!.
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be neglected, showing that the modelling approach put for-
ward in Ref. 18 is not realistic. The crossover lengthj men-
tioned in the Introduction manifests itself throughcorrelated
deviationsfrom a purely affine displacement. Visual inspec-
tion tells us that the sizes of the vortices andj'30a are
comparable.

The two correlation functions presented in Fig. 6 confirm
this visual impression. The first one shows the correlation
function Cu(r )5^du(r )•du(0)&. The striking anticorrela-
tion for r !30a is in agreement with the size of the vortices
seen in the displacement fields. That the displacement field is
indeed correlated over a similar size is further elucidated in
Fig. 6~b!. Here we consider the systematic coarse-graining of
the nonaffine displacement field

dUj[
1

N j
(

i PV j

du~r i ! ~10!

of all N j beads contained within the square volume element
V j of linear size b. The mean-squared averageUx(b)
[^dUx, j

2 & j
1/2 is plotted versus the size of the coarse-graining

volume elementb. We have normalized the function by its
value at b51. The coarse-grained field decreases very
weakly for b,30a and only for much larger volume ele-
ments we find the power law slope21 expected for uncor-
related events. As for symmetry reasons the total or mean
nonaffine field vanishes we haveUx(b→L)→0 for very
large volume elements. Apart from this trivial system size

FIG. 5. Comparison of nonaffine displacement fielddu(r ) with eigenvector fielddvp(r ) for periodic box of sizeL5104a containing
N510 000 particles:~a! nonaffine displacement field under elongation inx direction,~b! same for plain shear using Lees–Edwards boundary
conditions~Ref. 34!, ~c! eigenvector field forp53, and~d! eigenvector field forp57. This confirms that the different noise fields are
non-Gaussianand are highly correlated in space and with respect to each other. Detailed inspection shows vortices like in turbulent flow.
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dependenceUx approaches a system size independent enve-
lope for b!L, as can be clearly seen from the figure.

Barely distinguishable functions have been obtained for
Uy ~not depicted! which demonstrates the isotropy of the
nonaffine displacement fields which may also be inferred
straight from the snapshots and appropriately chosen corre-
lations functions. Similar characterizations can be obtained
from a standard Fourier transform ofdu(x,y) and from the
gradient fields defined on the coarse-grained fielddUj .
These are again not presented.

In the rest of this section, we consider the local stresses
generated by the applied macroscopic deformation. We show
in Fig. 7 the variancê (sxy2syx)

2& averaged on various
boxes of sizeb. Here, the stress tensorsab has been defined,
as in classical mechanics, as the average force per unit length
exerted in thea direction through the side perpendicular to
the b direction of the volume element of sizeb. Note that

this definition of the stress tensor, doesnot correspond
strictly to the usual4,33 microscopic Kirkwood definition
(2S j t i j na .nb) which is necessarily symmetric. Both quan-
tities yield the same macroscopic stress tensor, but the defi-
nition we are using is more appropriate to illustrate devia-
tions from macroscopic behavior at small scales. We see
clearly in the Fig. 7 that for a sizeb,30a, this stress tensor
is asymmetric, and that the asymmetry decreases exponen-
tially to zero for larger sizes. The usual, macroscopic proof2,3

of the symmetry ofsab is based on the fact that intermo-
lecular forces are short-ranged. Hence, one expects symme-
try of the microscopic stress tensor~obtained from the
‘‘‘macroscopic’’ definition! only for volume elements of size
b much larger than the range of intermolecular forces. How-
ever, as very recently pointed out in Ref. 33, themicroscopic
stress tensor needs not to be symmetric. The well known
macroscopicargument does not apply due to the local disor-
der and the resultant contribution to the elastic energy of the
work of the fluctuating forces on the fluctuating part ofu. It
was shown in Ref. 33 that this last contribution vanishes only
for very large systems.

We note that the length scales observed in all these plots
are relatively large compared to the particle size, but arenot
in the classical sense characteristic lengths appearing in the
exponential decay of a correlation function. An important
consequence of the large spatial correlations is that calcula-
tions of Lamécoefficients are prone to finite-size effects for
system sizes similar and belowj. This explains qualitatively
the peculiar system size dependence of the Lame´ coefficients
reported in Fig. 4~b!.

VI. VIBRATION MODES

In this section we discuss finally the eigenvalues and
eigenvectors of the different systems we have generated. For

FIG. 6. Characterization of nonaffine displacement field
du-field obtained by simple elongation:~a! correlations function
Cu(r )5^du(r )•du(0)&, ~b! mean coarse-grained field
Ux(b)/Ux(b51) versus the sizeb of the coarse-graining. Both
functions become system size independent for largeL. The first
figure on the left-hand side shows clearly an anticorrelation in
agreement with the vortices seen in the snapshot in Fig. 5~a!.

FIG. 7. Asymmetry of the stress tensor of the forces generated
in simple shear~Lees–Edwards boundary conditions! for a system
containing 10 000 particles. We measure the ‘‘microscopic stress’’
acting on a volume element as shown in the sketch on the right. In
the main figure we plot the average mean-squared stress difference
^(sxy2syx)

2&1/2 versus the linear sizeb of the volume element. For
small box sizesb,30a we evidence power law behavior which
crosses to an exponential decay at large volume sizes.
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each configuration the lowest (p<1000) vibration eigenfre-
quencies and eigenvectors have been determined using the
version of the Lanczos method implemented in thePARPACK

numerical package.38 As stressed in the Introduction we con-
centrate on the lowest end of the vibrational spectrum, since
this is the part that corresponds to the largest wavelengths for
the vibrations.

We continue and finish first the discussion of disk-shaped
aggregates which started with the snapshot Fig. 1~a!. This
being done we focus more extensively on the simpler peri-
odic glassy systems~Protocol III! and discuss subsequently
their eigenfrequencies and eigenvectors. This allows us to
pay attention to central questions of strongly disordered elas-
tic materials without being sidetracked by additional physics
at cluster boundaries~ellipticity, radial variation of material
properties, etc.!.

A. Eigenmodes of disk-shaped aggregates

The first nontrivial eigenvalues (4<p<11) for the two
protocols for disk-shaped clusters are shown in Fig. 8~a!. The
first three eigenmodes have vanishing eigenfrequencies be-
cause of two translational and one rotational invariance. Ag-
gregates of different sizes are presented as indicated in the
figure. The frequencies are rescaled with the disk diameter
2R as suggested by dimensional considerations or continuum
theory. This scaling is roughly successful for all systems in-
cluded. For the smaller systems~e.g., for the example with
N5732 given! v do not present the degeneracies of the con-
tinuum theory. If we increase the system size steps appear
and the eigenfrequencies start to regroup in pairs of two fol-
lowing the continuum prediction. This is well verified for the
largest disk we have created containingN532 768 beads.
The horizontal lines are comparisons with continuum theory
with appropriate density and where the Lame´ coefficients
~and, hence, the sound velocities! have been taken accord-
ingly from Table III. The comparison of the two protocols~I
and II! for N54096 shows that, perhaps surprisingly, the
quench protocol does not matter much if only the clusters are
large enough and the excentricity sufficiently weak. Note
that this is definitely not true for small disks where the ex-
centricity matters.

The next step is now to characterize the continuum ap-
proach as a function of system size. Our analysis presented
in Fig. 9~a! is similar to the finite-size studies of phase tran-
sitions and critical phenomena. The rescaled eigenfrequen-
cies for givenp are plotted vs the rescaled inverse system
size j/2^R& in such a way that the vertical axisV2

5^(vR/pc)2& should become independent of the cluster
properties~size, density, Lame´ coefficients! in the limit of
large systems.j is the crossover length defined in the previ-
ous section. We have takenj[30a. The horizontal lines
correspond to the continuum predictions for quantum num-
bers (n,k) as indicated. Both axes are dimensionless. For the
p given in the figure only transversal modes are expected
and, hence, we have used the transversal sound velocityc
5cT(r) everywhere. Forp,14 all modes should be twofold
degenerated and one expects even~full symbols! and odd
~open symbols! modes to regroup in pairs. This is born out

for the larger systems; for 2^R&@j the lowest frequencies
even matchquantitativelythe predictions. There is no adjust-
able parameter left for the vertical scale. The crossover at
j/2^R&'1 for the smallest eigenfrequencies justifies the
~somewhat arbitrary! choice of the numerical value ofj.
Interestingly, the continuum limit is approached in anonmo-
notonousfashion and very small systems vibrate at higher
frequencies. One cause for this is certainly the higher excen-
tricity of smaller clusters. As we will see below, however,
additional and more fundamental physics plays also a role.

Every data point corresponds to an average over an en-
semble with identical operational parameters. The number of
configurations in every ensemble have been chosen such that
the ~not indicated! error bar is of the order of the symbol

FIG. 8. Comparison of the first nontrivial eigenvalues for~a!
disk-shaped clusters and~b! bulk systems confirming the predicted
degeneracies for sufficiently large samples. In small systems, the
degeneracy is lifted. The frequencies are rescaled with the system
size ~as indicated! and compared with the theoretical predictions
~horizontal lines!. The open symbols in~a! correspond to the slow
quench~protocol I!, the full symbols to a rapid quench~protocol II!
showing that the results of both protocols become similar for large
disks. The open and full squares in~b! correspond to two different
configurations with the same parameters.
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size. The dispersion of an individual measurement is much
larger, however, for smaller systems and of the order of the
frequency difference between subsequent modesv(p11)2

2v(p)2. As the problem seems to be strongly self-
averaging, as one expects, the dispersion between different
representations of an ensemble goes strongly down with sys-
tem size. Note that the diameters 2R and the densitiesr of
each configuration in an ensemble vary somewhat and we
have used in the averaging procedure the sound velocities
associated with every specific sample density. This was done
by means of interpolating the numerical values of the Lame´
coefficients shown in Fig. 4~a!. The dispersion of sound ve-
locities within an ensemble is, however, relatively weak even
though the Lame´ coefficients depend strongly on density.

We have presented in the figure data from the first proto-
col of elaboration. Data from the second protocol looks quite
similar. For small systems there are differences probably due
to the higher eccentricity as mentioned above. As some of
the results presented here, such as the nonmonotonous varia-
tion, could be due to spurious surface and excentricity effects
in circular systems, we now turn our attention for the rest of
this section to the periodic glassy systems.

B. Eigenfrequencies of periodic bulk systems

Raw data for eigenfrequencies for systems generated fol-
lowing the third protocol are given in Fig. 8~b! for two ex-
amples atr50.925. As there is no rotational invariance in a
periodic box only the first two modesp51 andp52 vanish.
The vibration frequencies do not display the degeneracies of
the continuum in the smaller system withL532.9 ~spheres!.
It appears that the finite-size effects are much more pro-
nounced in the eigenfrequencies compared to the weak ef-
fects discussed in Fig. 3~b! on the stiffness. In contrast to
small systems, the degeneracy steps are clearly visible for the
largest configurations~square symbols! we have sampled
with N540 000. The quantitative agreement with continuum
prediction is then satisfactory and deteriorates only slightly
with increasingp, i.e., with decreasing wavelengthl(p).
Two configurations have been obtained in the latter case
~open and full symbols!. Interestingly, the self-averaging is
such that both are barely different, even where they depart
from the classical theory.

Figure 9~b! shows the eigenfrequencies for bulk systems
as a function of box sizeL in analogy to the characterization
presented above for disks. The horizontal axis is nowj/L,
the vertical axisV2

5^(vL/2pcT)2&. While the continuum
approach is somewhat smoother in the bulk case than for the
disks essentially both sets of data shown in Fig. 9 carry the
same message: They indicate that for system sizesL belowj
the predictions of continuum elasticity become erroneous
even for the smallest eigenmodes. The classical degeneracy
of the vibration eigenfrequencies is lifted and the resulting
density of states, becomes a continuous function. The ap-
proach of the elastic limit is again nonmonotonous. This is
not related to the dispersion due to the discreteness of an
atomic model, which would result into a monotonous ap-
proach to the elastic limit, as can be easily checked on one-
dimensional models. As we have no surface effects here the
effect must be due the frozen-in disorder. Obviously, the
physics at play should also be relevant for the disk-shaped
clusters.

As a sideline we report here briefly that we have also
investigated the role of the quenched stresses on the eigen-
frequency spectrum. This can be readily done by switching
off the contribution from the tensions in the dynamical ma-
trix Eq. ~7!. The correspondingartificial system appears to
remain mechanically stable~i.e., all eigenvalues remain posi-
tive!, however, it does not correspond to any realistic inter-
action potential. A finite-size plot analog to the ones shown
in Fig. 9 has been computed for periodic systems. This yields
a result qualitatively very similar to the curves presented
here, albeit the crossover to continuum occurs for slightly

FIG. 9. Finite-size scaling of reduced eigenfrequencies
V2(p,L)5^(v(p,L)L/2pcT)2& versusj/L with j[30a: ~a! disk-
shaped aggregates from protocol I withL52R, ~b! periodic bulk
systems atr50.925 ~protocol III!. The mode indexp increases
from bottom to top, some of thep are specifically given~full sym-
bols!. In both cases the degeneracy is systematically lifted for small
systems and the continuum prediction~given by the horizontal
lines! is approached nonmonotoneously. The pairs of quantum num-
bers (n,k) and (n,m) associated with the predictions are indicated
in ~a! and ~b!, respectively.
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smaller box sizes. The point we want to make here is two-
fold: On the one side quenched forces matter if it comes to
quantitative comparisons and evaluation of an analytical
model, on the other hand, they do not generate new physics.
The role of quenched stresses is simply to maintain a local
equilibrium in systems with strong positional disorder. The
results presented here, and particularly the deviation from
classical continuum theory, appears to be due to local disor-
der and simple harmonic but disordered couplings would
give analogous results.

As in the study of critical phenomena where finite-size
effects reveal correlations at wavelengthsl(L,p) in much
larger systems whereL@l one naturally expects that the
results of Fig. 9 are also relevant for the description of higher
eigenmodes and their departure from continuum theory. We
demonstrate in Fig. 10 that the crossover to continuum is
indeed characterized by the ratio of wavelength and the cor-
relation lengthj. The numerical eigenfrequenciesV are res-
caled by their expectationVcont(n,m) from continuum
theory @Eq. ~4!# and plotted vs the inverse wavelength
j/lcont(n,m), where the wavelength is inferred from Eq.~3!
for the quantum numbersn andm associated with the mode
index p. Again we set~to some extend arbitrarily! j[30a.
As can be seen, all the data sets obtained for various sizes
collapse and confirm within numerical accuracy the choice
of the scaling variables. Interestingly,two separate scaling
functions appear for transverse and longitudinal modes and,
for clarity, we have plotted both in two different graphs. The
crossover occurs at aboutlcont'j for the transverse modes
in agreement with the observations in Fig. 9~b!. In contrast,
about twice as large wavelengths are required for longitudi-
nal modes to obtain a satisfactory match with continuum
theory as shown in Fig. 10~b!. Both scaling curves are simi-
lar nevertheless and could indeed be brought to collapse by
choosing a largerj for the longitudinal waves. Thatj de-
pends somewhat on the type of mode is not surprising. How-
ever, it would be of course more appealing if one would have
a simple physical argument explaining theslowercrossover
for longitudinal waves.

C. Eigenvectors: Noise and correlations

For periodic bulk systems of sufficiently large size, the
low frequency modes turn out to be intricate linear superpo-
sitions of plane waves. But as the existence of the continuum
limit for the largest of our systems is now sufficiently dem-
onstrated we focus in the reminder of this paragraph on the
departurefrom the continuum prediction.

In order to characterize the departure of the numerical
eigenvector displacement fieldsv(p) from continuum theory
we project them onto plane wavesvcont(q), i.e., we compute
their Fourier amplitudesAp(q)5^v(p)uvcont(q)&. This is
shown in Fig. 11 for the eigenvectorsp53, 11 and 27. The
average^•••& is taken over the ensemble. The amplitudes
are plotted versusq2p, i.e. we have shifted the abscissa axis
horizontally in such a way as to emphasize the contribution
of thepth elastic mode to the computed eigenvector with the
same number. Indeed, the main contribution is seen to be due
to the plane wave~propagative! mode with the same mode

number. The three particular eigenvectors considered in Fig.
11, belong to sets of fourfold degenerate eigenstates. Hence,
if noise could be discarded the projections onto plane waves
would be of width four, corresponding to an average over all
possible random phases. Accordingly, the projection of
eigenvectors belonging to an eightfold degenerated set would
have a width eight~not shown!. As anticipated by our dis-
cussion of the eigenvalues the overlap between numerical
and theoretical eigenmodes deteriorates with increasing
mode indexp. This is seen from the decreasing peak height
and the increasing width of the functionAp(q2p) with in-
creasingp. The enlargement of the peak to neighboring fre-

FIG. 10. Scaling of~a! transverse and~b! longitudinal modes for
different box sizes as indicated. The rescaled frequencyV2/Vcont

2

5^v2&/vcont
2 is plotted versus the inverse wavelengthj/lcont. The

theoretically expected wavelengthlcont5L/(n2
1m2)1/2 is given by

the quantum numbers (n,m) associated with the mode indexp. We
have again setj[30a. The crossover to continuum theory occurs at
l'j for transverse modes and at about twice as large wavelengths
for longitudinal modes. The success of both scaling plot suggests
that j is frequency independent for sufficiently large system sizes
wherel(p)!L, but does depend the wave type. We regard this as
the new central results of this paper.
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quencies suggests a scattering process in agreement with
Refs. 16,17. Note the asymmetric character of the projections
amplitudes, which must vanish forq,3. Interesting, even
for small p, the amplitudes do not completely vanish for
largeq2p, but become more or less constant. This indicates
a Fourier transformedlocalized noise term, in agreement
with the quasilocalized modes described in Ref. 14. As we
shall elaborate now below, this is due to vortices in analogy
to those depicted in Fig. 5.

The next step consists in the construction of the noise
field by substracting the contributions of the dominant peak
from the numerical eigenvectorsv(p),

dv~p![v~p!2 (
qPDp

Ap~q!vcont~q!, ~11!

whereDp is the set of 4~or 8! plane wavesq that contribute
most to the Fourier decomposition of the modep. Obviously,
uudv(p)uu5A(q¹Dp

Ap(q)2 should decrease with the wave-
length. We have computed the dimensionless ratio
uudv(p)uu/uuv(p)uu and plotted this quantity in the inset of
Fig. 11 vs the wavelengthlcont(p). This curve is in qualita-
tive agreement with a scattering process of Rayleigh type,17

whereuudv(p)uu/uuv(p)uu}l22. We have compared the data
with the exponential decay exp(2lcont/30a). Interestingly,
the characteristic wavelength defined here is equal toj. Our
data do not allow us to discriminate between both fits. The
conclusion is thus that, whatever the origin of the noise~scat-
tering process or not!, the noise is small compared to the
propagative theoretical mode whenl@j.

Let us now study the structure of the noisy part of the
wave vector. Assuming a scattering process, it would be par-
ticularly interesting to determine the dependency of a pos-
sible mean free path into the wavelengthlcont of the eigen-
mode. Two examples for eigenvector noise fieldsdv(p) are
presented in Figs. 5~c! and 5~d! for the modesp53 andp
57, respectively. They are compared with the non-affine
fields obtained for the same configuration in an elongational
and pure shear displacement field. The vortices are again the
most striking features. The four fields given look indeed re-
markably similar: The sizes and positions of the vortices are
obviously highly correlated. To put this in quantitative terms
we consider correlation functions for the eigenvector noise
fields designed in analogy to those discussed for the non-
affine fields.

The correlation functionC
v
(r )[^dv(r )udv(0)& is pre-

sented in Fig. 12 for two modesp53 and p511. As ex-
pected from the noise field snapshots we find again the anti-
correlations similar to those presented for the nonaffine fields
in Fig. 6~a!. The anticorrelation extends even to somewhat
larger distances. We realize that the mode dependence while
visible is weak. In the inset we have plotted the first node of
the anticorrelationz1(p). Also included is the wavelength
corresponding to the mode numberp. We find thatz1 does
not vary much withl, unlike thel4-dependence of the mean
free path in scattering processes. Thus the noise displays a
characteristic lengthz1 comparable toj and independent on
the modep. We stress that the resulting participation ratio of
the noise is weak, thus our results are in complete agrement
with previous works on~quasi-!localizedmodes.14 However,
the slow~non exponential! decay of the correlation function
is also in favor ofdelocalization.15,20

VII. DISCUSSION

In summary, we have presented extensive simulations of
mechanical and low-frequency vibrational properties of

FIG. 11. Construction of noisy eigenvector field for periodic box
configurations withN510 000,r50.925. Main figure: projection
amplitude of empirical eigenvectorsp53, 11, and 27 on the theo-
retical plane waves which are indexed withq with increasing fre-
quency. Only the transverse modes are included for clarity. Insert:
relative amplitude of noise as a function of wavelengthl(p). The
dotted line is a fit with exp(2lcont/30a) in agreement with the es-
timationj'30a for the characteristic wavelength. The long-dashed
line is a fit with l22 in agreement with a scattering process.

FIG. 12. Correlation function̂dvp(r )udvp(0)& of the eigenvec-
tor noise fields forp53 and 11 vs distancer. The curves are similar
to the ones shown in Fig. 6~a! and feature again prominent anticor-
relations. Inset: z1(p) characterizing the anticorrelation for
N510 000~dotted line! and N55 000 ~bold line!. Also included is
the wavelength from Eq.~3! associated with each continuum mode
~top line!.
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quenched amorphous disk-shaped aggregates and periodic
bulk systems. Two-dimensional ensembles containing up to
40 000 polydisperse Lennard-Jones particles have been gen-
erated and analyzed in terms of sample size, density, sample
symmetry, and quench protocol. We have focused on systems
with densities close to the zero-pressure state to have similar
conditions for the two boundary symmetries studied. The
eigenmodes of the structures are calculated by diagonaliza-
tion of the dynamical matrix and the eigenfrequencies are
compared with the predictions from classical continuum
theory where we concentrate on the low frequency end. The
second key calculation we performed consists in macro-
scopic deformations~pure elongation and pure shear! of a
periodic box in order to obtain the elastic moduli~Lamé
coefficients! and the microscopic displacement fields. These
are in turn compared with the noisy part of the corresponding
eigenvector fields.

The central results of this study are as follows:
~1! The application of continuum elasticity theory is sub-

ject to strong limitations in amorphous solids, for system
sizes below a length scalej of typically 30 interatomic dis-
tances. This length scale is revealed in a systematic finite-
size study of the eigenfrequencies and in the crossover scal-
ing of modesp for fixed system size with the wavelength
l(p). This size is much larger than the discretization, and
sound wave dispersion is of course irrelevant at this scale.

~2! The success of the scaling of the eigenfrequencies
with the wavelength demonstrates thatj is a critical wave-
length. It is within numerical accuracy independent of the
mode and of the system size. The crossover behaviors of
transverse and longitudinal modes are similar, although the
latter is somewhat slower, i.e., slightly larger systems are
required to match the same mode with continuum theory.

~3! The macroscopic deformation experiments demon-
strate that the nonaffine displacements of the atoms on the
local scale matter: a finite amount of energy is stored in the
nonaffine field and there is a large difference between the
true Lamécoefficients and those obtained from the dynami-
cal matrix, assuming an affine displacement field on all
scales.

~4! Below a length scale similar toj both the nonaffine
displacement field and the noisy part of the eigenvector fields
displays vortex-like structures. These structures are respon-
sible for the striking anticorrelations in the vectorial pair cor-
relation functions of both types of fields. We have identified
in this paper the nonaffine field as the central microscopic
feature that makes the continuum approach inappropriate.

Inhomogeneities in local elastic coefficients, are an essen-
tial ingredient in several recent calculations on disordered
elastic systems.11,12 Indeed, the origin of the departure from
elastic behavior seen in the two key computer experiments is
ultimately related to the local disorder. This disorder is re-
vealed by the structure of the force network frozen into the
solid, as shown in Fig. 1. Interestingly, weak finite-size ef-
fects are evidenced in properties of the frozen local disorder
like the pressure, the particle energy and one of the Lame´
coefficients and in the histograms of forces, coupling con-
stants and dynamical matrix trace.

Surprisingly at first sight, we have been unable to identify

a sufficiently large length scale solely from the frozen local
disorder. There must be a mechanism which amplifies these
in such a way that the deformation fields as the ones dis-
played in Fig. 5 become nonaffine on scales comparable to
j530a. Incidentally, this mechanism is not directly related
to the mean free path that can be computed in diffusion
processes17 as can be shown by the absence of any
l-dependence. The Rayleigh scattering thus appears not to
be the unique way to localization. One marked difference is
that the mean free path is obtained in one-dimensional
models,17,18 however the characteristic length is related in
our study to vortices, implying a displacement in the trans-
verse direction. A one-dimensional model of the displace-
ment field in a two-dimensional medium as in Ref. 18 ap-
pears thus to be unrealistic. Unfortunately, we are not able at
the moment to propose a definite relation between the size of
the vortices and the local properties of the system. Prelimi-
nary studies39 suggest a strong correlation between the vor-
tices and the occurrence under mechanical solicitation of
nodes of stresses acting as bolts and forcing a displacement
in the transverse direction. This must be related to the local
anisotropy of forces as already been suggested in Ref. 40 in
another context.

Interestingly, sizes similar toj, or somewhat smaller, are
often invoked,9,10 as typical of the heterogeneities that give
rise to anomalies in the vibrational properties of disordered
solids ~glasses! in the Terahertz frequency domain, the so-
called boson peak. In particular, Ref. 9 considers the exis-
tence of rigid domains separated by softer interfacial zones,
not unlike those revealed by the nonaffine displacement pat-
tern of Fig. 5~a!. Our work offers a new vantage point on this
feature. Inhomogeneities of sizej ~corresponding to Thz fre-
quency! in the displacement field could provide an interpre-
tation of the discrepancy between the measured vibrational
density of states and that of a continuum, elastic model~the
Debye model!.

The present study documents the importance of system-
atic finite-size characterizations for the computational inves-
tigations of glassy systems well below the glass transition. It
suggests that numerical investigation of vibrational proper-
ties should systematically make use of samples much larger
thanj, in order to avoid finite-size effects and to be statisti-
cally significant. Too small systems tend to be slightly more
rigid and have higher pressures and system energies.

Finally, let us mention that such vortices have been stud-
ied in disordered materials in the context of large deforma-
tions and flow.20,24 We show here that the same mechanism
happens even in the elastic regime, for very small deforma-
tions in a quasistatic motion. Vortex-like deformation pat-
terns have also been identified, and associated with, in simu-
lations of granular materials.41 Our studies clearly shows that
very simple models, involving only conservative forces, are
sufficient to reproduce such patterns. Disorder appears to be
much more relevant than the ‘‘granular’’ aspect~e.g., fric-
tional terms! for this type of property.

The above conclusions are obviously subject to the con-
ditions under which our simulations have been performed.
The most serious limitation of this work is certainly that we
have only reported results on two-dimensional samples. Of
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course, one expects correlations to be reduced in higher di-
mensions and finite-size effects should be less troublesome
there. However, this study initially originated from an at-
tempt to compute the vibrational modes of three dimensional
clusters. Surprisingly, we have been unable to reach there the
elastic limit even for systems containing 10 000 atoms and
had to switch to the simpler two dimensional case which is in
terms of particle numbers less demanding even though the
length scalej might ultimately turn out to be smaller in three
dimensions. Indeed, we believe that a systematic finite-size
analysis of mechanical and vibrational properties in three-
dimensional amorphous bodies is highly warranted and we
are currently pursuing simulations in this direction.

Other system parameters like the polydispersity index and

specifically the quench protocol should be systematically al-
tered to further the understanding of the origins of the dem-
onstrated correlations. We have not seen within the accuracy
of our data any systematic effect of the quench protocol on
the the characteristic lengthj. However, more attention
should certainly be paid to the aging processes occurring in
quenched samples as a function of system size.
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1 Introduction

In today’s materials sciences, the increasing development of materials con-
taining nanometric size structures naturally leads one to question the limits
of applicability of the classical continuum elasticity theory, which is in princi-
ple valid only at length scales much larger than the interatomic distance [1–
3]. Investigating the vibration modes of nanometric objects using atomic level
simulations is a natural way of probing this applicability. Such an investigation
is particularly relevant from an experimental viewpoint, since these proper-
ties, inferred from spectroscopic measurements, are systematically interpreted
within the framework of continuum elasticity [4–7]. It has been shown for
metallic clusters for example, that the low frequency classical Lamb modes [8]
for spherical clusters seems to be valid down to nanometric lengthscales. How-
ever, for macroscopic but amorphous materials, there is an anomalous density
of states in the THz range (the so called Boson peak) [9–11], leading to an
anomalous temperature dependence of the Heat Capacity in such materials.

In this paper, we investigate the size dependence of the low-frequency vibra-
tional eigenmodes of amorphous nanoparticles. Although metallic clusters of
more than 20 molecular sizes are now known to be crystalline in the usual
conditions of preparation [12], the existence of non-crystalline nanoparticles
is a matter of fact. It has been shown for example by Hoareau et al [13], that
small deposited antimony particles on graphite surface are amorphous and
becomes crystalline only for a given deposits density. Crystalline-Amorphous
phase transformation may also occur with temperature change, as in Si de-
posited clusters [14]. Finally, clusters with hybride bonds, such as clusters of
Bore, present a lot of possible metastable states such as amorphous. We focus
here on amorphous clusters; the case of crystalline clusters has been studied
by Saviot et al [15].

2 Sample preparation and characterization.

The objects we consider are either disk-shaped clusters of diameter 2R (fig. 1),
or bulk-like systems contained in a square of side L with periodic boundary
conditions. Computationally, they are formed by quenching very quickly a
slightly polydisperse liquid of spherical particles interacting via simple Lennard-
Jones pair potentials, into the nearest energy minimum, following a fixed pro-
tocol [19,20] using standard molecular dynamics, steepest descent and conju-
gate gradient methods [16,17]. For the clusters, the quench is realized after
cutting a sphere (or a disk in 2D) out of a much larger bulk sample. The
resulting structures are amorphous, i.e. they exhibit not a crystal-like, but a
liquid-like order. The density of the bulk-like materials corresponds to a near
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zero pressure state, while that of the clusters slightly depends on their radius.
We have been able to analyse systems containing 50 to 40000 particles, with a
density close to 1. This corresponds to sizes ranging from R = 2.3σ to R = 40σ
in 3D, and from R = 4σ to R = 200σ in 2D, where σ is the average particle
diameter (σ = 1 ± 0.05).

We have checked in the spatial correlation function of forces and positions
(fig. 2) that such systems do not display any visible characteristic length, other
than the average particle diameter. They are however strongly inhomogeneous,
with a large distribution of quenched forces and stresses (fig. 3). We will show
how the disorder affects at small scales the acoustical response of the system.

3 Vibration modes of amorphous nanoparticles.

In a computer-simulated system, in which all particle coordinates and interpar-
ticle forces are exactly known, it is possible to calculate exactly the vibration
frequencies around an equilibrium position. This is achieved by the exact di-
agonalization of the so-called dynamical matrix [18], a (D.N)× (D.N) (where
D is the number of spatial dimensions and N the number of particles) matrix
expressible in terms of the first and second derivatives of the interparticle in-
teraction potentials. The corresponding displacement fields are given by the
eigenvectors of the dynamical matrix. We have carried out [19,20] a system-
atic comparison of the exact eigenfrequencies calculated in this way with those
predicted by classical continuum elasticity [2,8]. We concentrate on the lowest
end of the vibrational spectrum, since this is the part that corresponds to
the largest wavelengths for the vibrations. Hence, the corresponding modes
are those for which one would expect the continuum theory to be applica-
ble. They are also those which are probed in low-frequency Raman scattering
experiments [4], in order to determine the typical size of nanoparticles.

In case of spherical or disk-shaped agregates, the classical eigenfrequencies [8,19]
are characterized by two quantum numbers n and k. They are of the form

ωn = 2kπ
R

cTfnk(ν), where cT is the transverse sound velocity, cT =
√

µ/ρ, ρ
the mass density, µ the shear modulus and ν the Poisson ratio of the material.
For 2D systems and n > 0, each mode exhibits a twofold degeneracy, corre-
sponding to oscillations in two orthogonal directions. Degenerate eigenvalues
are also present in 3D systems, due to the high (spherical) symetry of the
continuum treatment. In the latter case, the eigenmodes are given by bessel
functions and spherical harmonics, with the degeneracy (n + 1).

The exact numerical results show that the degeneracy of eigenvalues is recov-
ered only for large enough system sizes, typically R > 40σ. Moreover, for 2D
systems, the convergence of the eigenfrequency to its theoretical value (fig. 4),
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with the numerical value of the macrocoscopic elastic moduli measured in-
dependently in an elongation experiment (see part 4.2), is effective only for
system sizes larger than 40σ, even for the lowest frequency. The convergence
appears even later for higher modes. For 3D systems, the convergence to the
theoretical values has not been reached for the largest systems (R ≈ 40σ), we
have studied. Our results thus indicate clearly the existence of a mesoscopic
size (R ≈ 40σ) below which the predictions of classical continuum elasticity
becomes erroneous, for 2D as well as for 3D amorphous nanoparticles. In order
to understand these results, we have analysed the mechanical properties of the
bulk phase.

4 Mechanical properties of the bulk phase.

The analysis of the periodic bulk phase allows us to study various mechanical
solicitations on very large systems, independently of the large surface over
volume ratio present in nanoparticles. Moreover, the response of the system
is then easy to analyse because of its simple symetry.

4.1 Vibration modes

For bulk-like systems with periodic boundary conditions, the vibration modes

are analysed in the same way as for the clusters. The eigenmodes are now
plane waves. For 2D systems, the theoretical frequencies are thus of the form
ωmn = 2π

L
c
√

n2 + m2, with c ≡ cT for the transverse waves, and c ≡ cL for the
longitudinal waves. The results are qualitatively the same as for the clusters
(fig. 5): the characteristic fourfold (or eightfold if n 6= m 6= 0) degeneracy,
associated with waves travelling in two opposite and orthogonal directions,
is recovered only for large enough system sizes (L > 40σ). In this case it is
also possible to draw the rescaled eigenfrequencies ω/ωmn versus wavelength
λ ≡ L/(n2 + m2)1/2. Figure 6 shows that the crossover to continuum theory
occurs at a critical wavelength λc ≈ 40σ for all modes. Moreover the eigenvec-
tors display additional vortices, even for the lowest frequency. The size of the
vortices is determined by the correlation function of the displacement field.
It is approximately ξ ≈ 40σ, and is independent on the wavelength λ. The
wavelength dependence ∝ 1/λ2 of the amplitude of the noise δu in the dis-
placement field can be explained [19] in terms of diffusion of acoustic modes on
the rotational structure of characteristic size ξ. Note that similar vortices are
also present in the anomalous acoustic response of 2D nanoparticles. We see
clearly in the bulk phase, that they do not depend on the size of the system.
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4.2 Elongation and Shear

The same kind of additional vortices in the displacement field (non-affine
component of the displacement field) appears also in a shear experiment in
2D systems, or in a simple elongation (fig. 7). In this case, a large sample
(N = 10000, L = 104σ) is submitted first to a homogeneous strain (ǫxx = cste
, or ǫxy = cste) and then relaxes with fixed boundary conditions. The resulting
displacement field is computed after relaxing the atoms to their new equilib-
rium positions. We have chosen the imposed strain sufficiently weak, in order
to induce reversible (elastic) rearrangements. The energy stored in the rota-
tional structures is, in this case, of the same order as the total mechanical
energy, as it can be inferred from the comparison between the measured aver-
age stress and the stress obtained assuming only that the response is affine [19].
This last result explains why the elastic shear modulus measured in an amor-
phous system is approximately twice smaller than the shear modulus of the
corresponding crystal [19,21,22].

4.3 Response to a point force

The analysis of the mechanical elastic response of the bulk-like system to
a point force shows analogous results [23]. The reversible displacement field
obtained in this case after relaxing the system to its new equilibrium position
(fig. 8) displays additional vortices of mesoscopic size, close to the position of
the point source. Such a transverse additional motion of the particles can be
explained only by local anisotropy in the local elastic moduli, and disappears
in ordered (crystalline) systems. In this case, a perturbative calculation [23]
shows that the size of the vortices scales as ξ ≈ d. µ

∆µ
where d is the distance

between the defects and ∆µ is the variance of the local shear modulus.

5 Conclusion

We have shown that the application of classical continuum elasticity theory
is subject to strong limitations in amorphous nanometric structures, below
a length scale ξ of typically 40 interatomic distances. This effect is particu-
larly important when the wavelength of the vibrational excitation (or the size
of the nanoparticle) is less than this characteristic size ξ. The origin of the
departure from classical behavior is very likely related to the disorder in inter-
atomic interactions (local stresses, inhomogeneities in elastic constants, local
anisotropy). This is revealed by the investigation of the non-affine part of the
displacement field when a large (bulk-like) sample is deformed. Transversal
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motion of the particles gives rise to large vortices of size ξ. This leads to an
important decrease of the average shear modulus in amorphous systems com-
pared with the corresponding crystals. Interestingly, similar sizes are often
invoqued [24], as typical of the heterogeneities that give rise to anomalies in
the vibrational properties of disordered solids (glasses) in the terahertz fre-
quency domain, the so called boson peak. In particular, ref. [24] considers
the existence of rigid domains separated by softer interfacial zones, not unlike
thoses revealed by the non-affine displacement pattern of Figure 7. Our work
offers a new vantage point on this feature: at the wavelength corresponding
to these THz vibrations, comparing the vibrational density of states to that
of a continuum elastic model is not necessarily meaningful! It also suggests
the existence of domains where damage, and thus fragmentation, could be lo-
calized. Note that the typical size ξ depends on the density, and we are now
investigating more precisely its pressure dependence, in relation with exper-
imental investigations [10,11]. In the future, we will explore the behavior of
the structure, beyond the elastic regime.

Acknowledgments: The authors are thanks to E. Duval and L. Lewis for nu-
merous interesting discussions on mechanical properties of clusters and glasses,
and to P. Mélinon and A. Hoareau for references about amorphous clusters.
Calculations have been performed at the French CNRS national computer
center at IDRIS (Orsay).
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[2] J. Salençon, Handbook of Mechanics, Springer-Verlag, Berlin, 2001.

[3] S. Alexander, Phys. Rep. 296 (1998) 65.

[4] B. Palpant et al, Phys. Rev. B 60 (1999) 17 107.

[5] N. Del Fatti et al, J. Chem. Phys. 110 (1999) 11 484.

[6] J.H. Hodak et al, J. Chem. Phys. 108 (1998) 9 210.

[7] M. Nisoli et al, Phys. Rev. B 55 (1997) R13 424.

[8] A.C. Eringen and E.S. Suhubi, Elastodynamics, Academic, New York, 1975.

[9] E. Duval et al, J. Non-Cryst. Solids, Proceedings of the 4th IDRMCS, (2002).

[10] Y. Inamura et al, Physica B 284-288 (2000) 1 157.

[11] M. Yamaguchi and T. Yagi, Europhys. Lett. 47 (1999) 462.

6



[12] D. Reinhard et al, Phys. Rev. B 55 (1997) 7 868.

[13] A. Hoareau et al, Thin Solid films 209 (1992) 161.

[14] A.N. Goldstein, Applied Physics A 62 (1996) 33.

[15] L. Saviot, D.B. Murray and M. del Carmen Marco de Lucas, preprint cond-
mat/0307634 (2003).

[16] M.P. Allen and D.J. Tildesley, Computer Simulations of Liquids, Oxford Sience
Publications, Oxford, 1987.

[17] W.H. Press et al., Numerical Recipes, Cambridge University Press, 1982.

[18] C. Kittel, Introduction to Solid State Physics, J. Wiley, New York, 1995.

[19] A. Tanguy, J.P. Wittmer, F. Leonforte and J.L. Barrat, Phys. Rev. B 66 (2002)
174 205.

[20] J.P. Wittmer, A. Tanguy, J.L. Barrat and L. Lewis, Europhys. Lett. 57 (2002)
423.

[21] J. Perez, F. Fouquet and G. Lormand, in: Les amorphes métalliques - Aussois
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Fig. 1. Representation of the force network frozen in a large, amorphous
Lennard-Jones cluster (2R ≈ 30). Atoms lie at the vertices, and bonds represent the
interaction forces. The line scale is proportional to the magnitude of the associated
force. Grey lines represent tensile forces, and black lines indicate repulsive forces.
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for each series of black symbols. The quantum numbers (k, n) associated to each of
these eigenmodes within elastic theory are also indicated.
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Fig. 7. Non-affine component δu(x, y) of the displacement vector field, under elon-
gation in x direction. The theoretical displacement (affine component proportional
to the homogeneous strain) has been subtracted, in this figure.
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Fig. 8. Total displacement vector field, as a response to a point force, located in the
center of the sample (two-dimensional). The resulting displacement field is computed
after relaxing the atoms to their new equilibrium positions. Particles are fixed at
the borders (y = ±L/2). Vortices are visible, close to the center of force.
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The linear response of two-dimensional amorphous elastic bodies to an external delta force is determined in
analogy with recent experiments on granular aggregates. For the generated forces, stress, and displacement
fields, we find strong relative fluctuations of order 1 close to the source, which, however, average out readily
to the classical predictions of isotropic continuum elasticity. The stress fluctuations decay(essentially) expo-
nentially with distance from the source. Only beyond a surprisingly large distance,b<30 interatomic dis-
tances, self-averaging dominates, and the quenched disorder becomes irrelevant for the response of an indi-
vidual configuration. We argue that this self-averaging lengthb also sets the lower wavelength bound for the
applicability of classical eigenfrequency calculations. Particular attention is paid to the displacements of the
source, allowing a direct measurement of the local rigidity. The algebraic correlations of these displacements
demonstrate the existence of domains of slightly different rigidity without, however, revealing a characteristic
length scale, at least not for the system sizes we are able to probe.
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I. INTRODUCTION

The recent years have seen a tremendous effort to deter-
mine the response of granular matter subject to point(delta)
sources as indicated in Fig. 1(a). These theoretical,1–5

experimental,6–10 and computational11 studies have been mo-
tivated by the desire to understand the static properties of,
say, a humble sandpile—to quote an important paradigmatic
example.2 It has been argued that these aggregates formed
under gravity as external driving force—alongside with other
special “solids” such as jammed colloids, emulsions or
foams—may not necessarily be described as classical elastic
or elastoplastic continuum bodies.2,5,11 Hence, the interest to
determine experimentally and by computer simulation the
linear and quasistatic response to a localized incremental
force, in order to distinguish between the different models
proposed. In a nutshell, stress distributions below the source
rather close to classical elasticity predictions have been
found for standard sand, although minor differences seem to
appear in the distribution tails.8 This has prompted the more
recent focus on the fact that these systems are typically com-
posed of a small number of constituents,5 and on the para-
mount role of the quenched disorder.3

In this paper, the point source response problem is carried
over to a definitely much simpler disordered model system,
the two-dimensional amorphous solid formed by quenching a
Lennard-Jones fluid. It is well known for amorphous materi-
als such as metallic, organic, or mineral glasses, that their
mechanical properties are quite different from those of the
corresponding crystals at the same density.12,13 They are
characterized by a large decrease in both the apparent shear
and Young’s moduli, and a large increase of the yield stress
associated with a localization of the plastic deformation.12,13

These properties have been interpreted in terms of local
rearrangements14–17 due to the heterogeneity of the micro-
scopic structure. But these rearrangements have never been
identified clearly. Particularly, like in granular materials, the

role of the quenched stresses is actually a matter of
debate,18,19 as well as the role of local heterogeneities in the
elastic constants of the materials. One way to answer those
questions experimentally is to perform nanoscale
indentation,21 that is to study the response to a point force.

FIG. 1. (Color online) Sketch of two boundary conditions of
interest for measuring the response to an additional point force
sourcefs. (a) The source may be applied to the free upper surface of
a prestressed aggregate formed at constant gravity on a rigid bottom
plate (possibly containing some stress transducers). This setup has
been studied extensively recently(Refs. 2, 3, and 8) in order to
determine the static response of packings of(hard and cohesionless)

granular matter.(b) One of the three boundary conditions studied in
this paper. The source is applied within amacroscopicallyisotropic
and homogeneous “computer solid” in a periodic simulation box of
linear sizeL. The center of the source defines the origin of the
coordinate systemsx,yd. For mechanical stability we either apply a
compensation force of −fs/N (N being the total number of beads) to
all particles or we freeze some particles(gray beads) as shown in
the right panel. We study the response of amorphous packings of
carefully quenched(slightly polydisperse) Lennard-Jones beads.
Obviously, this is a further simplification with regard to the granular
material case with its more intricate nonlinear(static friction) par-
ticle interactions.
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As schematically illustrated in Fig. 1(b) we study stress
and displacement fields generated by an external force acting
on the Lennard-Jones beads contained within a small disk.
Snapshots of the incremental stresses and displacement fields
presented in Figs. 2–4 show a rather noisy response. Since
these systems behave clearly as classical elastic bodies—
provided sufficiently large wave lengths and small forces are
probed—they provide important reference systems, the re-
sults from granular matter may be compared with. The linear
response to point source is equivalent to the(noisy and po-
sition dependent) Green’s function. This study presents the
systematic computational study of this function, extending
some aspects discussed only recently.5 Specifically, we in-
vestigate how this noise affects the averages compared to
classical continuum theory, and how the distributions get
narrower with increasing distance from the source, due to
self-averaging. The spatial correlations of the responses of
close sources are studied in order to verify whether domains
of different rigidity exist as has been argued recently.18–20

This work is in fact the natural sequel of our study22,23

where the applicability of classical elastic continuum theory
on small length scales has been tested by comparing with
theory the low end of the eigenfrequency spectrum obtained
by diagonalization of the dynamical matrix. We found that
only for system sizes and wave lengths larger than a charac-
teristic wave length,j<30 interatomic distances, the eigen-
frequencies show the degeneracy predicted for a classical
isotropic and homogeneous body. This surprising large lower
limit for classical continuum theory is also seen in the char-

acterization of thenonaffinefield generated by macroscopic
deformations(shear or elongation). Only after coarse grain-
ing over distances of orderj does the nonaffine response
become negligible. This does in turn explain why modes
associated with smaller wave lengths do not behave as pre-
dicted from an approach formulated in terms of affine dis-
placement fields.

In this paper, we first describe briefly some technical
points related to the initial samples, the computational meth-
ods, and measurements. In the subsequent Secs. III, IV, and
V, we present our numerical results for stress and displace-
ment fields, and their distributions. We have regrouped our
results following the three different boundary conditions in-
vestigated. In the first section, we demonstrate that the self-
averaging is characterized by a length scale similar to the
critical wave lengthj from our previous study. In the latter
two sections we analyze the source displacements and their
correlations. Our results are summarized in Sec. VI. The ana-
lytical predictions from classical elasticity theory are out-
lined in the Appendix.

II. COMPUTATIONAL TECHNICALITIES

The initial configurations and their preparation have been
to some extent described in Ref. 23. Of relevance here is a
large ensemble of 16 independent configurations containing
each 10 000 Lennard-Jones particles quenched fromT=1
down to zero temperature following a fixed protocol using
standard molecular dynamics, steepest descent and conjugate

FIG. 2. (Color online) Snapshot of the incremental forces in one
small periodic box containingN=1000 particles generated by the
source applied on all the beads within the disk indicated. We have
chosen here a disk diameter of 4 particle sizes. The line width
between interacting beads is proportional to the incremental forces.
(Only forces larger than 0.02 have been drawn for clarity.) Black
(gray) lines correspond to incremental compressive(tensile)
stresses. Also indicated on top and bottom are the beads fixed to
balance the source. The snapshot shows that the forces generated by
one additional source are strongly heterogeneous and resemble
qualitatively the “force chains” known from granular matter(Ref.
2).

FIG. 3. (Color online) Snapshot of the(reduced) displacement
field du=u−ucet generated in the same configuration as in Fig. 2.
We have substracted from the total displacement fieldu, the dis-
placement fielducet obtained analytically from classical CET. The
difference from continuum theory is quite marked for the displace-
ment of beads on the “force chains” of Fig. 2. On larger distances
rotatory structures become visible—quite similar to the ones ob-
tained from the nonaffine part of the displacement fields under mac-
roscopic strain(Ref. 23).
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gradient methods.24 Note that, while the particle massm is
strictly monodisperse, we use sufficiently polydisperse par-
ticle diameters(uniformly distributed between 0.8 and 1.2)

to prevent crystalline order. Thelinear size of the periodic
boxes isL=104, the corresponding volume fraction 0.925.
The mean pressureP=0.25 was chosen to be close to zero.
The two Lamé coefficients,23,25,26 l<39.5 and m<11.7,
have been measured directly using Hooke’s law by applying
macroscopic elongation and(pure) shear to the simulation
box. We recall that the associated Poisson ration=l / sl
+2md<2/3 is larger than 1/2 which is permissible in a two-
dimensional(2D) solid. Here as everywhere later we have
naturally given the numerical values in Lennard-Jones units.

It has been carefully checked that the initial configura-
tions and their monomers are indeed at mechanical equilib-
rium, i.e., are sitting in(local) minima of the energy land-
scape. The linear response to a small external force or
imposed displacement can, hence, be described by means of
thes2Nd3 s2Nd dynamical matrix M= whose elements depend
on the frozen tensions(“quenched stresses”) and stiffnesses
of the links between interacting beads.23 In principle, it is
straightforward to solve numerically the linear equations
M= ·UI=FI. Here,FI and UI are the 2N-dimensional force and
displacement fields respectively containing the imposed ex-
ternal body forces and displacements. Since we are consid-
ering very large systems and standard linear equation solver
being of orderN3 we have mainly used(Secs. III and IV)
direct steepest descent and/or conjugate gradient methods
which are in this case(where the neighbor contact lists re-
mains constant) of order N. The advantage of the direct
methods is also that they allow to probe the nonlinear re-
sponse regime. We have checked that both methods yield the

same results for sufficiently small external forces. For com-
parison, we present in Sec. V results obtained directly from
the dynamical matrix.

In all cases, as shown in Fig. 1(b), we apply a localized
external force offs/n0 to all then0 beads contained in small
source disks of fixed diameterD. The center of the disk
refers naturally to the origin of our coordinate systemsx,yd.
The special limit with sources containing only one bead
sn0=1,D→1d will be used in Sec. V. Obviously, the re-
sponse becomes locally less noisy with increasing source
size. As we are interested in disorder on distances larger than
the typical particle distance we have also distributed the
source over more than one bead. Most of the results reported
in Secs. III and IV are forD=4 corresponding tokn0l<12
beads. All the source forces considered here point vertically
downwards. It turns out that an applied force of order one per
bead is sufficiently small to ensure linear elastic response for
the direct minimization methods.(See Fig. 5 later.) The av-
erages are taken over different disk positions in the same
configuration, and also over the configuration ensemble.

For mechanical stability, we have either imposed a com-
pensation force of −fs/N on all beads or fixed the positions
of certain beads, as shown in Fig. 1(b). The first method has
the advantage of being free of any fixed boundary layer mak-
ing it possible to use the full initial periodic box. Care has to
be taken however, in this case, for numerical reasons, be-
cause small drifts of the system cannot be completely
avoided. The displacement fields must thus be considered in
the center of mass frame. Section IV presents results aver-
aged over nearly 4000 linear responses obtained with this
boundary condition.

Most of the work presented in this paper(Secs. III and V)
uses instead fixed beads to compensate the source force. Ei-

FIG. 4. (Color online) LEFT: Snapshot of the(reduced) displacement fielddu=u−ucet superimposed with the noise component of the
incremental stresses(that iss−squenched−scet). The chosen configuration is the same as in Figs. 2 and 3. Stresses are represented by ellipses
whose large principal axis is proportional to the largest eigenvalue of the local(incremental) stress tensor. The small axis is proportional to
the smallest eigenvalue of this stress tensor. The directions of the axes of the ellipses give the main directions of stress. The arrows represent
the displacement field, as in Fig. 3. RIGHT: Histogram of the anglesu between the local(reduced) displacement, and the main direction of
the (incremental) stress tensor. The histogram is peaked around zero, with a broad distribution~u. It has been obtained from 10 configu-
rations ofN=10 000 particles.
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ther we fix all beads in a horizontal layer withuy u .h and
høL /2 (Sec. III), or all beads which are beyond a given
number of topological layers around the source particles
(Sec. V).

It is well known for elastic bodies in two dimensions that
stresses and strains far from both source and boundary de-
crease inversely with the source distancer, i.e., the displace-
ment field varies logarithmically. Obviously, the response de-
pends generally on the imposed boundary conditions. Details
of the rigorous analytical treatment, exemplified for the
boundary conditions studied in the next section, are outlined
in the Appendix.

III. RESULTS FOR FIXED TOP AND BOTTOM LAYERS

The two snapshots of the forces and displacement fields
depicted in Figs. 2 and 3 show the response fields obtained in
a small system of linear sizeL=32.8 containing onlyN
=1000 beads, but at the same volume fraction and pressure
as the larger samples studied quantitatively later. The
strength of the forces between beads are represented in Fig. 2
by the width of the lines repulsive(tensile) forces being
black (gray). Only the incremental forcesdf due to the
source are given, i.e., the rather strong quenched or residual
forces of the amorphous body have been subtracted. The
force chains visible resemble strongly the ones known from
granular matter,1,5,11 although our system is certainly a clas-
sical isotropic elastic body at large distances.23

The displacement fielddu=u−ucet indicated by the arrows
in Fig. 3 has been obtained by substracting from the total
displacement fieldu, the displacement fielducet calculated
for standard continuum elasticity theory(CET)25,26 following
the prescription indicated in the Appendix. In other words,

du depicts the noisy response due to the quenched disorder.
In order to do a comparison of both snapshots, we show in
Fig. 4 the residual displacement fielddu, and the noise com-
ponent of the local incremental stress on each particle. In
order to obtain the noise component, we have substracted the
stress calculated with standard continuum elasticity theory,
and the quenched stresses, from the total stress in the pres-
ence of a source. The total stress has been calculated here on
each particle, using the standard Kirkwood definition.5,18The
noisy part of the incremental stress is then represented by an
ellipse centered on the particle, whoselarge principal axis is
proportional to the largest eigenvalue, and whosesmallprin-
cipal axis is proportional to the smallest eigenvalue of the
residual stress tensor. The directions of these axes give thus
the main directions of the incremental stresses. The snapshot
of Fig. 4 shows clearly thatdu is corrrelated to the local
incremental stress. To get more quantitative results, we have
drawn in the inset of Fig. 4 the distribution of the anglesu
between the residual displacementsdu, and the main direc-
tion of the incremental stresses(the direction associated to
the largest eigenvalue). We show a peak for zero angle, with
a broad distribution(linear with u). The residual displace-
ment field thus reveals a clear tendency to align with the
main direction of the incremental stresses. On larger dis-
tances, however, we see a vortex like structure fordu similar
to the structure revealed by the non-affine displacement field
under macroscopic strain found in Ref. 23. The reason for
this can be easily understood for the latter case where the
pressure must become macroscopically constant, and with it
the particle density as well. This generates the “backflow” of
the nonaffine displacement, just like in a uncompressible
fluid. We recall that the continuum displacement fielducet for
the point source problem flows also back, but on a distance
L /2 given by the system size. The size of the vortices mea-

FIG. 5. (Color online) Unaveraged vertical stresssyyclose to the bottom platesy=50d caused by sources of various disk diametersD (as
indicated in the figure) at the same position of one configuration of linear sizeL=104. The total vertical force offs has been used here as
a normalization. The open symbols correspond to a total applied forcefs=10, the filled circles are for a source withD=n0=1 and fs/n0

=1. The bold line shows the theoretical prediction. It corresponds also to the statistical average(see Fig. 6). The linear responses forD
=4,6, and 8 areperfectly identical. This only applies as long as the force per bead remains sufficiently small.
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sured indu, however, does not depend on the system size.
Note that, from one configuration to the next, the vortices are
not located at the same place, and that they disappear after
averaging the displacement field over many configurations.
Moreover, these vortices are not due to the natural discreti-
zation of our system: they would disappear if the spatial
distribution of atoms were ordered, as can be infered from
the direct computation of the Green function(see for ex-
ample Ref. 27). Note finally that the three-dimensional(3D)

case is now under study. We would not be surprised if the
size of the structure involved in the local rearrangements of
the atoms were smaller in the 3D case, due to the minor
effect of disorder and the smaller range of elasticity.28 How-
ever, systems with avery large number of atoms have to be
studied in this case23 to fit with the continuum limit.

Figure 5 shows the vertical normal stresssyy generated by
one source of diameterD, at a distancey=50 below the
source, i.e., just above the fixed beads of the bottom layer. As
in the snapshot Fig. 2, only the incremental stresses due to
the source are shown here. To make comparison between the
sources of different strengths, the total vertical stress has
been normalized by the total vertical forcefs.

The stress tensor has been measured, as everywhere in the
following, by means of the virial definition23 averaged over
all beads contained in small rectangular volume elements of
width 5 and height 3 centered atsx,yd. Adopting in this work
the sign convention usual in granular matter, compressive
stresses are taken as positive, i.e., have the same sign as the
pressure. The size and the aspect ratio of the volume ele-
ments were chosen for convenience. A typical volume ele-
ment contains 14 beads, and averages over about 100 inter-
actions which takes out some of the noise. On the other hand,
it remains small enough to achieve a good spatial resolution.
Note that a given interaction may contribute to two neigh-
boring volume elements. Data points corresponding to two
such elements are therefore statistically correlated, and the
curves appear slightly smoother as they would otherwise.

Two additional points have to be made here. First, the
responses compare already quite well with the analytical pre-
diction (bold line) albeit they are not averaged over different
realizations and despite the fact that the(not given) snapshot
of the forces still looks quite noisy. This is obviously to be
expected for large distances from the source as the response
in an elastic body should self-average over the noise. While
we shall make this more quantitative in a moment, Fig. 5
shows clearly that a distance of ordery<50 yields a
reasonable—although not perfect—self-averaged response.
This confirms our finding in Ref. 23 that systems of sizeL
=104 show accurately the lowest eigenmodes and can there-
fore be regarded as free of finite size effects. This motivated
our choice of this system size. Note that the continuous re-
sponse and the response averaged over many configurations
(bold line in the Fig. 5) coincide at this distance from the
point source(see also Fig. 6 on this point).

Second, we note in Fig. 5 that the responses are identical
for all systems where the forces per bead remain of order one
or lower. This appears to be independent of the disk diam-
etersD despite the additional beads charged for larger disks.
Apparently, these differences at the source are screened at
y=50@D. The response forD=1 andfs/n0<10 is different,
as the force per bead is outside the elastic regime. If we
reduce the force per bead forD=1 further(filled circles) we
obtain finally similar responses as for the larger disks. Note,
however, that linear response requires smaller forces per
bead for smaller disks than for larger ones.

We now consider the mean stresses, i.e., the stress profiles
averaged over many realizations(different samples and dif-
ferent application points of the force). Far from the source,
the self-averaging discussed earlier implies that these mean
profiles should behave in accordance with CET. This is less
obvious close to the source, where fluctuations from one re-
alization to the other are large. In Fig. 6 we present the
normal mean stressesksxxl and ksyyl as functions ofx for
different vertical distancesy, with D=4 and fs=10. Similar

FIG. 6. (Color online) Aver-
aged incremental stressessxx

(left) and syy (right) versusx for
different vertical distancesy from
the source. Here,D=4, fs=10.
The boundary conditions indi-
cated in Fig. 1(b) are used. Data
from configurations containingN
=10 000 beads in boxes ofL
=104 is averaged over 220 inde-
pendent measurements and com-
pared with the predictions from
classical elasticity (bold lines).
The agreement is surprisingly
good even for smally and im-
proves systematically with in-
creasing source distance.
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curves have been obtained for the shear stressksxyl. The
agreement with CET(bold lines) is surprisingly good even
for small distances from the source. It improves further with
increasing distancey. Apparently, the noise entering in the
stress calculation is of(essentially) vanishing mean. While
the vertical normal stress must have always one peak cen-
tered below the source, the horizontal normal stress is pre-
dicted by classical isotropic theory to show a minimum at
x=0 between two peaks forD! uyu!h. This is a direct con-
sequence of elasticity. The double peak disappears close the
fixed surface as there horizontal displacements which cause
the tensile horizontal forces are suppressed.

As can be seen from Fig. 7 for the normal stresses, all
measured stresses decrease essentially as the inverse distance
from the source(taken aside the expected corrections due the
finite value of the system size). The two panels given in this

figure correspond to measurements along two straight lines
through the source:(a) x=0, (b) x/y; tansud= ±1. Both fig-
ures look qualitatively similar.

More importantly, we compare in both panels both normal
average stresses with their respective fluctuations from
sample to sampledsab=sksab

2 l−ksab
2 l2d1/2. We note first that

dsxx<dsyy<dsxy (the latter relation not being represented
in the figure) and that the fluctuations do not depend on the
angle u of the straight line, but solely on their distancer
from the source. Surprisingly, we find fluctuations of order of
the mean(normal) stresses, i.e., the relative fluctuations are
of order one close to the source.29 This striking observation
is by no means in conflict with the observed self-averaging
far from the source, due to the different distance dependence
of mean stresses and fluctuations. While the former decrease
(essentially) analytically, our data suggests an exponential

FIG. 7. (Color online) Com-
parison of the(incremental) stress
fluctuations dsab;sksab

2 l
−ksabl2d1/2 with the mean vertical
normal stressksyyl. This is done
in two directions through the
source:(a) along the vertical line
sx=0d and (b) for ux/yu=1. We
note that mean stresses and their
fluctuations scale quite differently
with distancer from the source in
both directions. For small dis-
tances we find relative fluctuations
dsab / ksabl of order 1. While the
mean stresses decrease, as ex-
pected in 2D, essentially as 1/r,
the fluctuations are found to be
well fitted by an exponential de-
cay exps−r /bd with b<30.
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decay for the latter. Our fits are compatible with a character-
istic screening length scaleb of order 30. Interestingly, this is
of same order as the characteristic wave lengthj we have
found in Ref. 23 for the breakdown of the classical eigen-
modes. Only for distances somewhat larger thanb, the self-
averaging dominates over the analytical decay of the average
stresses, and therelative fluctuations vanish eventually.

In Fig. 8, we discuss in more detail the distribution of
stresses along thex=0 line through the source. Only the
vertical normal stressessyy are presented here, as the histo-
grams forsxx andsxy show similar behavior. The normalized
histograms have been rescaled and plottedversusthe natural
scaling variableu=syy/ ksyyl which takes out the trivial dis-
tance dependence of the mean stress. Incidentally, as we
know from Fig. 6, we may equally use the analytically ob-
tained stress as reference in the scaling variable, without
changing the reduced histograms.

Three remarks have to be made here: First, we note that
all histograms scale reasonably well and the fluctuations, i.e.,
the width of the unscaled peaks, scale broadly as the mean
stresses. Closer inspection reveals, however, that the rescaled
peak width becomes slightly narrower with distance to the
source. Both observations are obviously in perfect agreement
with the previous Fig. 7 where more or less constant relative
fluctuation have been found due to the large value of the
self-averaging lengthb<h. This masks somewhat the differ-
ent functional dependency(analytic versusexponential) of
the first two moments of the stress distributions. Second, the
distributions are more or less symmetric and the mean stress
corresponds to the maximum of the histogram. This confirms
the statement made earlier(Fig. 6), that the fluctuations
around the analytical prediction appear to be of vanishing
mean. Third, although our statistics is certainly insufficient to
characterize much better the shape of the distributions, spe-
cifically the scaling of their tails, a Gaussian distribution can
be ruled out with the present data. In fact, as shown in the

figure, an exponential fit is not unreasonable. In this sense
the noise is large.

IV. RESULTS FOR SYSTEMS WITH COMPENSATION
FORCES

While the previous section was mainly concerned about
forces and stresses and their distribution, we will now, for the
rest of this paper, investigate the displacementuIs of the cen-
ter of mass of the source region. This is the direct route to
characterize the local elastic properties of an amorphous
body. Here we use open periodic boundary conditions with-
out fixed particles, but with additional small compensation
forces on all beads. As before, a vertically downwards point-
ing force acts on source disks of diameterD=4.

Figure 9 presents a typical snapshot of the noisy part
duIs=uIs−kuIsl of the source displacements measured in one
configuration. For the given box size, the mean displacement
substracted is roughly four times larger than the average
fluctuationkduIs

2l1/2 (see Fig. 11 later). Hence, the local elas-
tic properties vary weakly with position. The snapshot(or a
more detailed histogram) shows the bimodality of theduIs
distribution: Very few strong displacements point downwards
in the direction of the force. They are due to some very soft
spots. The remainingduIs are much smaller and strongly cor-
related in space. While pointing pretty much in all directions,
they compensate obviously the net downward component of
the soft spots.

We have checked the spatial correlations of the source
displacements, by means of the(normalized) correlation
function kduIssrd ·duIss0dl which is summed overall pairs of
displacements of a given configuration, and averaged over
the configuration ensemble. In total, nearly 4000 responses
contribute to the average correlation function presented in
Fig. 10. For very small distances, the correlation function
should become constant since two sources of finite disk di-

FIG. 8. (Color online) Normal-
ized distributions of incremental
vertical normal stresses for differ-
ent distancesy.0, along the ver-
tical line through the sourcesx
=0d. The histograms are plotted
versusu=syy/ ksyyl. The data are
averaged over 220 independent
point source experiments. The his-
tograms are more or less symmet-
ric. With increasing distance, the
rescaled distributions become sys-
tematically narrower, in agree-
ment with the previous figure,
however, the effect is weak. For
y,40, the tails of the histograms
are not Gaussian, but roughly ex-
ponential as indicated by the bold
lines.
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ameter excite the same beads. Equally, it is expected to be-
come flat aroundr <L /2 due to the periodic boundary con-
ditions. Both limits are in agreement with our data. More
importantly, the intermediate distance regimeD /2! r !L /2
may be reasonably fitted in log-log coordinates by a power
law slope. Although a somewhat weaker value would even fit
a larger range of the data we have indicated an exponent −1.

Interestingly, the same dependency has been observed for the
correlation function of the nonaffine part of the displacement
field discussed in Ref. 23. Finally, we remark that an addi-
tional nonanalytic and possibly exponential regime forb
! r !L /2 is conceivable for even larger boxes. This is sug-
gested by the existence of the characteristic lengthb ob-
served in the self-averaging of the stresses. Unfortunately, as
indicated by the broken line, this is at present not supported
by our simulations due to the limited system sizes available.

The reader will have observed that we do not probe here
the rigidity of an isolated patch of material in a fixed frame.
The fluctuations of the source displacements do not depend
only on the local elements of the dynamical matrix but on a
much larger neighborhood, in principle the whole system,
whose effective size is estimated in the next section.

V. RESULTS FOR FIXED TOPOLOGICAL LAYERS

For solving the linear response directly by means of the
dynamical matrix, it is useful to renumber and regroup the
beads in topological layers around the source disk. All then1
beads, interacting directly with then0 disk beads, are con-
tained in the first neighbor layer, then2 beads interacting
directly with then1 beads of the first neighbor shell are con-
tained in the second layer, and so on(there are no direct
interactions between then0 beads of the source and those of
the second layer). Both the number of beads of each layer
and the mean radiusR of the fixed particle layer around the
source increase linearly with the topological rank from the
source. The width of a topological layer is of order 3 due to
the cutoff of our potential and to the weak polydispersity.23

The last layer of free particles containingnl beads, we fix the

FIG. 9. (Color online) Snapshot of the reduced displacement
vectorsdus=us−kusl of the center of mass of the source region.
(The size of the arrows is proportional to the length of the reduced
displacement vector.) These data have been obtained for completely
periodic boundary conditions where no particles have been fixed.
The vector field varies greatly in size and direction. Closer inspec-
tion shows strong spatial correlations.

FIG. 10. (Color online) Spatial correlation functionkdussrd ·duss0dl / kus
2l of the source displacement vectordus=us−kusl with r being the

distance between source terms within the same configuration. Note that the correlation function is normalized. The average is taken over a
total number of nearly 4000 linear responses using open periodic boundary conditions without fixed particles. As indicated by the bold line,
the correlation function decreases essentially like the inverse distance forD /2! r !L /2. It becomes constant for smaller and larger
distances. We strongly suspect an additional exponential cutoff(dashed line), however, our data are too noisy and, more importantly,L is too
small to demonstrate this unambiguously.
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positions of theN−sn0+n1+ ¯ +nld.0 remaining beads.
With this renumbering, the structure of the dynamical ma-

trix becomes more transparent, picturing systematically the
influence of the subsequent topological layers. While in the
last sectionall beads have been allowed to respond to the
external load, here we study the effect of additional degrees
of freedom when more and more topological layers and de-
grees of freedom are allowed to relax. The method used here
is a systematic inversion of the dynamical matrix.

As in the last section, we only consider the displacement
field at the source. In contrast, we use a source containing
only one beadsn0=1d. The applied force is arbitrarily set to
one. Obviously, the response of the source, when all other
beads are fixedsl =0d, is directly described by the inverse
diagonal coefficients of the dynamical matrix, which is a
function of the local quenched forces and spring constants
between neighboring monomers. Forl .0, the displacement
UI of the source can be computed recursively by writing the
equilibrium equations on all free beads. Forl =2, for ex-
ample, we get after combining all the 23 sn0+n1+n2d equi-
librium equations in the two directionsx andy:

F = fM=n03n0
− M=n03n1

· sM=n13n1

− M=n13n2
· M=n23n2

−1 · M=n23n1
d−1 · M=n13n0

gU, s1d

where M=ni3nj
is the matrix of size 2ni 32nj containing all the

coefficients of the dynamical matrix relating the particles of
the layeri with the particles of the layerj . The ratious/ fs, of
the vertical component of the source displacement to the
applied vertical force, can thus be easily computed, with the
direct use of the coefficients of the dynamical matrix.

The vertical component of the source displacementus is
shown in Fig. 11 as a function of the mean diameter 2R of
the spherical region around the source which is allowed to
respond to an external force. The open symbols correspond
to the (reduced) mean displacementkusl / fs, the filled sym-
bols to the fluctuationkdus

2l1/2/ fs. The squares are for the
responses measured numerically after relaxation in periodic
systems of linear sizeL=2R=104 without fixed beads(Sec.
IV ). Note that the response at the source depends of course
on D for all 2R.30

We show, that the mean displacement increases logarith-
mically with system sizekusl / fs<0.011 logs2R/Dd in quali-
tative agreement with continuum theory and this already for
systems with only one free topological layer around the
sourcesl =1d. Hence, althoughl =0 is not sufficient, one can
obtain the average local elastic moduli from a surprisingly
small neighborhood region. Interestingly, the fluctuations
level off at much larger distances of the order ofb=30 (cor-
responding tol =6 topological layers), as can be better seen
from the inset.(It can be shown that the approach of the
large system size limit is exponential.) This shows that, at
system sizes of the order of the self-averaging length, the
fluctuations become system size independent. For larger sys-
tems,b determines the size of the region responsible for the
noise in the source displacement field.

VI. CONCLUDING REMARKS

We have probed the incremental stress and displacement
fields due to a point source force acting on two-dimensional
amorphous Lennard-Jones solids. Focusing on the linear
elastic response, this has been done for three different bound-
ary conditions by means of the linearized Euler-Lagrange
forces(i.e., the dynamical matrix) or by direct minimization
of the total Hamiltonian.

We demonstrate that theaveragestresses and displace-
ment fields compare well with the predictions from classical
isotropic elasticity, and this already for small distances from
the source and for small system sizes(Figs. 6 and 11). Con-
trasting to this, large stress(and, hence, strain) fluctuations
are found for small distances to the source decreasing(es-
sentially) exponentially with distance(Fig. 7). A surprisingly
large length scaleb<30 is associated with this self-
averaging with distance. Similarly, the fluctuations of the
source displacement fields are found to become system size
independent forL=2R@30. The self-averaging lengthb is of
the same order as the characteristic length scalej associated
with the nonaffine displacement field under macroscopic
strain setting the lower bound for allowing classical eigen-
frequency calculation to be applicable. We believe that both
length scales express the same physical fact and are indeed

FIG. 11. (Color online) Vertical component of the displacement
of the source center of massus for a given total forcefs as a
function of system size 2R. The open symbols correspond to the
mean displacementkus

2l1/2/ fs, the filled symbols to the fluctuation
kdus

2l1/2/ fs. The circles are for the boundary condition with fixed
topological layers discussed in Sec. V,R being the mean distance to
the fixed border shell. The squares are for responses in periodic
systems of linear sizeL=2R=104 without fixed beads(Sec. IV).
The mean displacement increase logarithmically with system size
kusl / fs<0.011 logs2R/Dd in agreement with theory. The fluctua-
tions level off at distances of order ofb=30, as can be better seen
from the inset.
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(up to prefactors) identical quantities. This explains why vi-
bration modes corresponding to wavelengths larger thanb
(and, hence, averaging over larger distances) follow con-
tinuum theory, while modes with smaller wavelengths do
not.23

As it has been pointed out, better statistics and much
larger box sizesL /2@b<j would be required to establish
unambiguously the scaling of the various distribution func-
tions discussed here. Especially, an improved correlation
function of the source displacements would be highly inter-
esting to test the range of the observed power law(Fig. 10).
We strongly expect the existence of final cutoff at a charac-
teristic length of orderb. Additional theoretical guidance is
also required to explain how such a large length scale arises
for the fluctuations given the short-range correlation of the
dynamical matrix elements.23 These results should be com-
pared with experiments of nanoscale indentation on
glasses,21 allowing a first experimental evidence of large
scale fluctuations of the elastic properties in amorphous ma-
terials. The study of the pressure dependence of our results is
currently in progress.

Coming back to the static properties of granular aggre-
gates(composed of hard, cohesionless grains in frictional
contact) invoked in the introduction, this work suggests sev-
eral computer experiments. As a first step, one should com-
pare the average incremental stress and displacement re-
sponses. It may be interesting to verify if the double peak
structure found for the horizontal normal stress is also
present in granular matter although there thetotal normal
stresses may not become tensile.(A priori this is possible
since theincrementalstresses are perfectly entitled to be-
come negative as long as Coulomb’s criterion is not vio-
lated.) More importantly, the self-averaging properties of
granular systems should be put to a test. Various experimen-
tal facts(especially for forces in vertical columns and silos)2

suggest much larger fluctuations with much weaker self-
averaging properties compared to amorphous elastic bodies.
Finally, it is a matter of debate, if the response to an arbitrary
weak source does correspond to a Green’s function in a strict
mathematical sense. Additivity, linearity and reversibility of
the responses should be tested directly. As the force network
is subject to incessant restructuring due to the missing per-
manent grain contacts it may not be possible to describe—
even in the hydrodynamic limit—the total charging of the
packing as alinear operation.2
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APPENDIX: TWO-DIMENSIONAL ELASTIC RESPONSE
TO A POINT FORCE

At equilibrium the stress state of a two-dimensional elas-
tic material must satisfy the(two) force balance equations

¹isi j =Fdsxddsyd with i , j =x,y and F being the external
point force applied ins0,0d. The main assumption of classi-
cal elasticity26 is that the system may be entirely described
by the continuous displacement fielduIsx,yd. Due to global
translational and rotational invariance, only the strain field—
by definition the symmetric part of the gradient of the dis-
placement field—appears in the equations. Moreover inlin-
ear elasticity, the stress tensor is related to the strain tensor
ei j through Hooke’s law. Only two phenomenological param-
eters are required for isotropic homogeneous systems,E and
n (or l and m). Supposing this, it follows the compatibility
equation26 ]xxsyy−n]yysyy+]yysxx−n]xxsxx=2s1+nd]xysxy

and thus, combined with the force balance equations, the
well-known Laplace equationnssxx+syyd=0 for sx,yd
Þ s0,0d.

As a specific example we present here the calculation for
the point source problem between two fixed horizontal walls
posed in Fig. 1(b). Hence, the displacement fieldu must
vanish foruyu=h. Periodicity and symmetry of the simulation
box in horizontal direction impose a solution periodic and
symmetric(odd or even) in x. These boundary and symmetry
conditions can be readily reformulated in terms of the
stresses.

To obtain the elastic response, the idea is to use the
method presented in Ref. 7 in the case of an elastic layer
submitted to a force localized at its surface. We divide our
medium into two parts: part 1 above, part 2 below the point
source. The continuity of the displacement field along the
fictitious dividing line requiresux

s1dsx,0d=ux
s2dsx,0d and uy

s1d

3sx,0d=uy
s2dsx,0d. The point force is taken into account by

imposingsyy
s1dsx,0d=syy

s2dsx,0d−psxd wherepsxd is the verti-
cal external pressure. An additional constraint is imposed by
the continuity of the shear stresssxy

s1dsx,0d=sxy
s2dsx,0d. Note

that the continuity ofux at y=0 together with the discontinu-
ity of syy imposes the discontinuity ofsxx. Imposing a con-
tinuoussxx would yield to a discontinuous displacement field
ux with large scale vortices.31

The stress tensor components are decomposed into a base
of harmonic functions, typically affine functions or product
of trigonometric functions with exponentials. Taking into ac-
count thex↔−x symmetry, we look for a solution of the
type

sxx
s1,2d + syy

s1,2d = o
n=0

+`

cossqxdfas1,2deqy + bs1,2de−qyg,

sxx
s1,2d − syy

s1,2d = o
n=0

+`

cossqxdhqyfas1,2deqy − bs1,2de−qyg

+ 2fcs1,2deqy − ds1,2de−qygj,

sxy
s1,2d = o

n=0

+`

sinsqxdhqy/2fas1,2deqy + bs1,2de−qyg

+ fcs1,2deqy + ds1,2de−qygj. sA1d

as1,2d, bs1,2d, cs1,2d, andds1,2d are coefficient functions depend-
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ing on the frequencyq=nDq. The latter is quantized with
Dq;2p /L, due to the finite horizontal widthL of the layer,
and periodic boundary conditions. A similar looking ansatz
for the corresponding displacement fields is readily obtained.

The vertical external pressure is expressed in the same
form, as

psxd = o
n=0

+`

cossqxdssqdDq

with psxd either equal to a gaussianfssqd=F /pes−q2a2/2dg, or a
uniform force of width 2a fssqd=F sinsqad / spaqdg.

Replacing the general expressions for the stresses and the
displacement fields in the equations characterizing the
boundary conditions and the continuity at the fictitious divid-
ing line, leads to the following explicit expressions for the
eight functionsas1,2d, bs1,2d, cs1,2d, and ds1,2d depending on
ssqd, qh, andn:

a1sqd = −
ssqdDq

4

fs1 + nd · 2qh+ 3 −nge−2qh + sn − 3de−4qh

Dsqd
,

a2sqd =
ssqdDq

4

fs1 + nd2qh− 3 +nge−2qh − sn − 3d

Dsqd
,

b1sqd =
ssqdDq

4

f− s1 + nd2qh+ 3 −nge−2qh + sn − 3d

Dsqd
,

b2sqd =
ssqdDq

4

fs1 + nd2qh+ 3 −nge−2qh + sn − 3de−4qh

Dsqd
,

c1sqd =
ssqdDq

8s1 + nd

f2s1 + nd2q2h2 + s1 − n2d2qh+ s1 − nds3 − ndge−2qh + s1 − ndsn − 3de−4qh

Dsqd
, =d2sqd,

c2sqd =
ssqdDq

8s1 + nd

f2s1 + nd2q2h2 − s1 − n2d2qh+ s1 − nds3 − ndge−2qh + s1 − ndsn − 3d

Dsqd
, =d1sqd,

with Dsqd ; 2qhe−2qh −
n − 3

2sn + 1d
+

n − 3

2sn + 1d
e−4qh.

Substituting these coefficient functions back into the gen-
eral ansatz for stress and displacement fields, one obtains
explicit expressions for the stress and the displacement
fields. We have drawn numerically these expressions to get
the theoretical fits presented in Sec. III. Note that unlike the

boundary condition studied in Ref. 7, the coefficient func-
tions depend now onn. The displacement fieldu is propor-
tional to 1/E. The solution also depends on the system height
2h, on the sizea of the source, and on the widthL, the latter
due to the quantization of the Fourier integration.
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Extending recent numerical studies on two-dimensional amorphous bodies, we characterize the approach of

the elastic continuum limit in three-dimensional �weakly polydisperse� Lennard-Jones systems. While perform-

ing a systematic finite-size analysis �for two different quench protocols�, we investigate the nonaffine displace-

ment field under external strain, the linear response to an external � force, and the low-frequency harmonic

eigenmodes and their density distribution. Qualitatively similar behavior is found as in two dimensions: The

classical elasticity description breaks down below a surprisingly large length scale �, which in our system is

approximately 23 molecular sizes. This length characterizes the correlations of the nonaffine displacement

field, the self-averaging of external noise with distance from the source, and gives the lower wavelength bound

for the applicability of the classical eigenfrequency calculations. Moreover, we demonstrate that the position of

the “Boson peak” in the density of vibrational states is related to this self-averaging length �.

DOI: 10.1103/PhysRevB.72.224206 PACS number�s�: 46.25.�y, 72.80.Ng, 83.80.Fg

I. INTRODUCTION

In a recent series of papers,1–3 we investigated the elastic
response of zero-temperature two-dimensional �2D� amor-
phous systems. Our studies were motivated by the idea that
such systems, although they appear perfectly homogeneous
when looking at the density field, may be described as het-
erogeneous from the point of view of the theory of elasticity.
The basic reason for this failure is now well identified: the
underlying hypothesis of affinity of elastic deformations, im-
plicit in standard elastic theory,4,5 need not apply to a disor-
dered system. The relevant issue is therefore the scale above
which a disordered, glassy system can be considered as ho-
mogeneous from an elastic point of view.

Obviously, this question is important for the vibrational
spectrum of such disordered systems; the excess of vibra-
tional states at intermediate frequencies in the spectrum �the
so-called Boson peak� has previously been assigned to the
existence of elastic heterogeneities,6,7 whose existence ap-
pears to be confirmed by recent experiments.8 Moreover, the
field of plastic deformation of glassy materials, which has
attracted considerable attention recently,9–14 may be expected
to be related to elastic heterogeneities. Other points of inter-
est include the experimental evidence for dynamical hetero-
geneities in deeply supercooled systems,15 which again could
be expected to give rise to “frozen-in” heterogeneities in
low-temperature systems.

Our previous studies were limited to 2D systems, as this
reduced dimension allows one to carry out calculations on
systems with large linear box sizes L using a limited number
of particles. These studies allowed us to establish, for a stan-
dard computational model system, the existence of a length
scale � that can reach a few tens of particles, and below
which classical elasticity breaks down. Similar conclusions
were reached by Goldhirsch and Goldenberg.16 This break-
down is revealed by a number of different diagnostics: �i�
The so-called Born expression for elastic constants is found
to give incorrect results. This failure can be traced back to

the importance of a nonaffine contribution to the microscopic
displacement field, while the derivation of the Born formula
assumes affine displacement at all scales. The analysis of the
correlation function of the nonaffine contribution to the dis-
placement field reveals � as the distance over which this field
is correlated, defining “soft” regions with large nonaffine dis-
placements. �ii� The study of low-frequency vibrations in
these model disordered systems shows that the predictions of
classical elastic theory are recovered only for wavelengths
larger than �, meaning the system is not homogeneous from
the point of view of elastic properties below this scale. �iii�
More recently, it was shown that the response to a point force
is dominated by fluctuations for distances to the source
smaller than �.3 Hence, � characterizes the self-averaging of
the noisy response within each configuration, which led us to
call it the self-averaging length. �iv� The influence of pres-
sure has been investigated in two dimensions, demonstrating
that � remains “mesoscopic” for low and moderate pressures,
typically of the order of 40 particle sizes, but decreases at
large pressures.17

An obvious question that arises is the extent to which
these results may depend, qualitatively or quantitatively, on
the dimensionality of space. Three-dimensional �3D� sys-
tems, however, are considerably more difficult to study than
the 2D case. The limit of elastically homogeneous systems
requires lateral system sizes L much larger than �. Supposing
� to be comparable to what is observed in two dimensions
imposes an order of at least 105 particles to be considered, if
one wants to use the same tools and diagnostics in 2D and
3D systems. Although a number of studies have appeared
recently18–20 pointing to the existence of elastic inhomogene-
ities in various types of disordered systems, all of them were
realized for relatively small system sizes, making a direct
comparison to our previous results difficult. In the same way,
previous calculations of vibration modes in 3D systems have
been limited to rather small sizes.21–23 This work explores
systems with lateral sizes that are appreciably larger than the
expected scale of elastic heterogeneities.
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The aim of this work is therefore to characterize the elas-
tic behavior of large 3D systems, using the same computer
model and similar quench protocols as in our previous 2D
studies, and to explore possible relations between the non-
affine mechanical response and the excess of vibrational
states—the so-called Boson peak. System parameters and
quench protocols are summarized in Sec. II. In Sec. III, we
begin by analyzing the nonaffine local displacement field in
cubic samples submitted to uniaxial elastic deformation.
From previous experience,1,2 we know that this type of
analysis is the most cost effective in revealing the existence
of inhomogeneities and their length scale. We then discuss
the elastic response to a point force �Sec. IV� and corroborate
why � has been termed “self-averaging length.” Vibrational
properties at very low eigenfrequencies—obtained by diago-
nalization of the dynamical matrix—are considered in Sec. V
and the density of eigenstates—computed by means of the
finite temperature velocity autocorrelation function—is con-
sidered in Sec. VI. Our results are summarized in Sec. VII.

II. DESCRIPTION OF SYSTEMS AND SIMULATION

PROCEDURES

The initial configurations and their preparation are delib-
erately similar to those described in Ref. 1 for the 2D case.
The same slightly polydisperse Lennard-Jones potential
Uij�r�=4� ���ij /r�12− ��ij /r�6� has been used with �ij uni-

formly distributed between 0.8� and 1.2�. The correspond-
ing polydispersity index 0.12 is expected to be enough to
destabilize a polydisperse crystal,24 and indeed no sign of
crystallization or demixing was observed in our
simulations.25 The interaction energy scale � and the particle
masses m will be taken to be strictly monodisperse. In the
following, we will adopt Lennard-Jones units, i.e., the mean
diameter � will be our unit of length �and generically de-
scribed as the “particle size”�, while time will be expressed
in units of �=�m�2 /��1 ps. We studied systems at constant
density, �=N /L3=0.98, which corresponds for small tem-
peratures to a very low hydrostatic pressure ��P��0.2�. The

lateral size L of the periodic simulation box was varied be-
tween L=8 and L=64 �corresponding to N=500 and N

=256 000 particles�.
Disordered configurations are prepared by melting at high

temperature �kBT /�=2� an initially fcc configuration during

105 molecular dynamics steps �MDS� using standard con-
stant temperature molecular dynamics.1,25 After the system
was equilibrated, we begin the production run using two
types of minimization. The first one, called the “fast
quench,” uses a direct conjugate gradient minimization until
�according to numerical tolerance� the zero-temperature
equilibrium state is reached. This protocol was implemented
for all system sizes. The second “slow quench” protocol has
been used only up to L=40 �N=62 500�. In this case, the

liquid configuration is first equilibrated at kBT /�=1 and then
cooled down at stages �kBT /�=5.10−1 ,10−1 ,5.10−2 , . . . ,

10−3� where the system is “aged” �rather than “equilibrated”�
during 105 MDS.25 Finally, the zero-temperature state is
reached using conjugate gradient minimization. Unless indi-
cated otherwise, all the results refer to ensemble averages

�over 10 independent realizations� carried out with the fast
quench procedure.

III. RESPONSE TO A MACROSCOPIC UNIAXIAL

DEFORMATION

A. Computational procedure and nonaffine displacement fields

In this section, we investigate the elastic behavior of zero-
temperature cubic samples, prepared as described above,
submitted to an uniaxial traction. The procedure adopted is
the following. First, a global deformation of strain �xx�1 is
imposed on the sample by rescaling all the coordinates in an
affine manner, that is r�i

aff= �1= +�=�r�i where r�i stands for the

initial position of the particle i and r�i
aff is the resulting posi-

tion. Starting from this affinely deformed configuration �with
constant �=�, the system is then relaxed to the nearest energy
minimum, keeping the shape of the simulation box
constant.25 As a result, a displacement of the particles rela-
tive to the affinely deformed state is observed. This defines
the nonaffine displacement u� �r�i� of each particle i; that is,

u� �r�i��r�i
f −r�i

aff, where r�i
f stands for the final position of the

particle i after the relaxation.
A typical example for these displacements in the linear

elastic response limit �for a strain of �xx�10−7� is presented
in the first panel of Fig. 1. It displays the projection of u� �r��
on a plane containing the elongation direction for a system of
size L=40. �Note that projections on different planes are
similar.� Visual inspection of such snapshots suggests that
nonaffine displacements are strongly correlated over short
and intermediate distances. This impression is also confirmed
by Fig. 1�b� where we focus on the 10 % most mobile par-
ticles suggesting a connected cluster of these strong displace-
ments spanning the simulation cell. The long-range spatial
correlations of these displacements will be discussed below
in Sec. III D.

In fact, the nonaffine response depends on the amplitude
of the strain imposed. In Fig. 2, we present the first moments
	�u� �r�i��

2n
1/2n of the nonaffine displacements in a system of

size L=40, averaged over all particles of an ensemble, as a
function of the imposed strain. Both quench protocols give
very similar results. �Only one moment is given for the slow
protocol for clarity.� For ���p�L=40��10−6 �vertical line�,
all moments are �up to prefactors of order one� identical,
which demonstrates an unique strain dependence for all
beads. As one may also expect, a linear strain dependence is
found �bold line�. At �p�L�, however, the moments increase

suddenly and differ over more than an order of magnitude.
This suggests an inhomogeneous strain dependence of the
nonaffine displacement field from this value of the imposed
strain. This will also be discussed below �Fig. 3�. We stress
finally that the threshold �p�L� decreases extremely rapidly

with increasing system size. �A detailed quantitative descrip-
tion is beyond the scope of this study.� Hence, linear re-
sponse requires much smaller deformations for large L.

B. Plastic displacements and participation ratio

The elastic �reversible� character of the deformations for
small �xx is checked by carrying out the reverse transforma-
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tion and measuring the residual displacement of the particles,
v� i, which corresponds to plastic deformation. The moment
	�vi�
i of the residual displacement is indicated in Fig. 2. For

�xx��p it is negligible and the deformation is, hence, elastic.
Interestingly, elastic and linear elastic regimes coincide, as
can be seen from the figure. For larger strains the residual
displacements increase sharply over several orders of mag-
nitude and coincide roughly with the n=1 moment of the
nonaffine displacements. This shows that, for �xx	�p, the
nonaffine displacements are mainly due to plastic rearrange-
ments.

In view of the potential relationship with plastic deforma-
tion, it is interesting to investigate in some detail the spatial
features of the nonaffine displacement field. Qualitatively,
this can be achieved by representing, as shown in Fig. 1�b�,
the particles that have the 10% largest nonaffine displace-
ments. This picture shows that the nonaffine field for �xx

��p is rather delocalized, with the cluster formed by the
most mobile particles spanning the entire simulation cell. A
more quantitative view can be obtained by calculating the
participation ratio for the nonaffine displacements, defined
by

P �
1

N

��i
u� �r�i�

2�2

�i
�u� �r�i�

2�2
. �1�

This participation ratio is shown in Fig. 3 as a function of
�xx, for both quench protocols and L=40. �A similar partici-
pation ratio may be calculated for the residual plastic dis-
placements. In this latter case, however, the ratio at small � is
due to numerics and at high strain it is identical to the par-
ticipation ratio of the nonaffine displacements.� Obviously,
for sufficiently small deformations the displacements must
depend identically for all beads on the applied strain and P

has to become constant. As anticipated in Fig. 2, the pre-
sented data show that this coincides with the linear elastic
regime where all moments of the nonaffine displacements
are similar and the residual plastic field can be neglected.26

The central point is here that the plateau value of the partici-
pation ratio is large �25 % � indicating that the elastic non-

affine displacements involve a substantial fraction of the par-
ticles. When the deformation exceeds the plastic threshold
�p, however, the participation ratio falls rapidly, indicating
that a plastic deformation proceeds via well-localized

events.27 The implication from this difference in behavior is
that the localized events occurring in plastic deformation
cannot be directly inferred from the general pattern of non-
affine displacements. This does not mean that plastic dis-
placements and strong nonaffine elastic displacements are
completely uncorrelated. In other words, energy barriers
�which are relevant for plastic deformation� are not directly
related to the local curvature of the energy minima.28

Interestingly, the main influence of performing a slow
quench seems to be that the plasticity limit is increased,
meaning that the system has been brought to a slightly more
stable configuration with higher energy barriers without, ap-
parently, changing measurably the local curvature of the en-
ergy minima. In fact, properties such as the vibrational
modes discussed below, are much less affected by the quench
protocol.

In the reminder of this paper, we thus only focus on the
linear elastic response. We thus normalize the nonaffine dis-
placements by the second moment, i.e., u� �r�i� is replaced by

u� �r�i� / 	u�2
1/2, in order to consider a strain-independent re-

duced displacement field.

C. Hydrodynamic limit: Lamé coefficients

We turn now to the calculation of the Lamé coefficients 


and �, which characterize the elastic behavior of an isotropic
medium in three dimensions.5 Our results for these coeffi-
cients as a function of system size are shown in Fig. 4, which
compares two different ways of obtaining the coefficients. 
a

and �a are obtained under the assumption that the nonaffine
contribution to the total displacement field of the particles is
negligible. They are simply the Born estimates, which can
be, in a system with pairwise interactions potential U, com-
puted from the reference configuration by carrying out a
simple summation over all pairs of interacting particles �see,
for example, Refs. 1 and 9�: 
a=�a= �1/L3��i,j �U��rij�
− �1/rij�U��rij��xij

2 yij
2 /rij

2 . The second estimate corresponds to

FIG. 1. �Color online� Nonaffine part of the linear and reversible

displacements u� �r�i� for the imposed macroscopic uniaxial strain

�xx=10−7 for a system containing N=62 500 beads �L=40�: �a� pro-

jection on the �x−z�-plane for all particles close to the plane. The

length of the arrow is proportional to the displacement. �b� All

beads of the same configuration with the 10% strongest nonaffine

displacements. �The short lines indicate beads with direct mutual

interactions.� This subset of beads is strongly spatially correlated on

short distances, however, it is homogeneously distributed and iso-

tropic on larger scales.
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the “true” value of the elastic coefficients, obtained by com-
puting �by means of the usual Kirkwood expression2� the
incremental stress �̄� �Greek indices referring to cartesian
coordinates� after the relaxation that introduces the nonaffine
part of the displacement field.

The Lamé coefficients are then obtained from the standard
formulas �̄xx= �
+2���xx and �̄yy =
�xx for a deformation

tensor that has only an �xx component ��xx is here the global
deformation imposed on the sample�. For larger systems, we
obtain ��15 and 
�47. Hence, we find that the true values
of 
 and � differ considerably from the Born estimates,
which indicates the importance of nonaffine displacements in
determining the stresses in the material. This contribution
tends to lower the shear modulus � and to increase the co-

FIG. 2. �Color online� Different moments of nonaffine displacement field 	u�2n
1/2n as a function of the imposed strain �xx for systems of

L=40 obtained by means of the fast �open triangles� and the slow �full triangles� quench protocol. Both protocols show very similar results.

The bold line on the left indicates the linear slope 	u�2n
1/2n��xx. The vertical dashed line marks the limit of elastic response �p�L��10−6 for

L=40. Also given is the residual plastic displacement field 	�v� �
 �obtained by reverse deformation back to the original macroscopic shape�
for L=40 and L=32 �full symbols�. Residual fields below 10−9 are due to numerical inaccuracies, and the field can be considered as

reversible. The sudden rise at �p for L=40 corresponds nicely to the jump of the moments 	u�2n
1/2n. Note that the plasticity threshold �p

depends strongly on the system size.

FIG. 3. �Color online� Partici-

pation ratio of the nonaffine dis-

placement field in a 3D system

containing 62 500 particles �L
=40�, as a function of the uniaxial

strain �xx for both fast and slow

quench protocols averaged over

eight and five configurations, re-

spectively. The given lines are

guides to the eye.
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efficient 
. From the measured values of 
 and � we get a

bulk compression modulus K=
+2� /d�57, a Young’s

modulus E=8K� / �3K+���37, and a Poisson’s ratio �

= �3K−2�� /2�3K+���0.4.5 Remarkably, as well as for 2D

systems, the bulk modulus K would be correctly predicted by

the Born calculation. This means that the nonaffine part of

the deformation does not contribute significantly to the in-

crement in the isotropic pressure under compression or trac-

tion, but is mainly associated with shear deformations. �The

discussion of Fig. 6 below will elucidate this point.� Such a

situation would be natural in high-pressure systems, in which

the repulsive inverse power part of the potential dominates

the interaction and compression can be accommodated by an

affine rescaling of all coordinates. It is, however, less ex-

pected in our low-pressure systems.

D. Correlations in the nonaffine displacement field

The preceding results call for a more thorough analysis of

the correlations of the nonaffine displacement field, which

apparently cannot be neglected for macroscopic quantities

and should therefore be even more relevant for finite wave-
length properties.

Following Refs. 1 and 2, the nonaffine correlation field
can be analyzed by computing the correlation function
C�r��	u� �r�i�u� �r� j�
. �The averages are taken over all pairs of

monomers �i , j� being a distance r apart.� As can be seen in

Fig. 5�a�, a decay over a typical length of 23 particle sizes is
observed �bold line�, before the correlation function exhibits
a negative tail. The 2D case included for comparison shows
qualitatively similar behavior. The anticorrelation can be as-
sociated visually in two dimensions with the solenoidal char-
acter of the nonaffine displacement field.1,2 The organization
of the nonaffine deformation in “vortices” is less obvious in

three dimensions as manifested by the about-seven-times-

weaker amplitude of the negative tail.

That the displacement field is, indeed, correlated over a

size ��� �as indicated by the direct visualization of Fig. 1�
is further clarified in Fig. 5�b�. Here we consider the system-

atic coarse graining of the displacement field U� j�b�
�1/N j�i�Vj

u� �r�i� of all N j beads contained within the cubic

volume element V j of linear size b.2 In the figure, we have

plotted the �normalized� correlation function B�b�
��	U� j�b�2
 j / 	u�2
�1/2 versus the size of the coarse-graining

volume element b �normalized by L�. For both 2D and 3D
systems we find an exponential decay. It is well fitted by the
characteristic scales ��23 for three dimensions and ��42
for two dimensions. Apparently, � is similar to the distance
where C�r� becomes anticorrelated. Note that the total non-

affine displacement field of the box must vanish—since the
center of mass of the system is fixed—and therefore B�b�
→0 for b /L→1. This sum rule explains the curvature in the
data and the sharp cutoff on the right-hand side of the figure.

More systematically, the displacement field can also be
investigated in Fourier space U� �k����i=1

N u� �r�i�exp�ik�r�i�,
where the wave vectors k� must be chosen commensurate
with the periodic simulation box. Apart the normalization
factor 1 /N j, this is close to the coarse graining of the dis-
placement field over a volume element. We can demonstrate
now that the nonaffine displacement field in three dimen-
sions is, indeed, of a predominantly solenoidal nature. This
has been anticipated by our previous studies on 2D systems1

and by the values of the elastic moduli � and K discussed in
Sec. III C. More quantitatively, the transverse and longitudi-
nal contributions to the displacement field can be numeri-
cally obtained by computing T� �k���−�1/k2�k� ∧ �k� ∧U� �k��� and

L� �k����1/k2�k��k�U� �k���. Obviously, U� =T� +L� , k�U� =k�L� , k� ∧U�

=k� ∧T� and k�T� =k� ∧L� =0. The norms of these quantities, for
instance,

FIG. 4. �Color online� Lamé

coefficients 
 �spheres� and �

�squares� vs system size L. Full

symbols correspond to the direct

measurement using Hooke’s law;

open symbols are obtained sup-

posing affine deformations �Born

term�. The effect of system size is

weak. The coefficients relying on

a negligible nonaffine field differ

by a factor as large as 2 from the

true ones. Clearly, a calculation

taking into account the nonaffine

character of the displacement is

necessary for disordered systems.
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k2ST�k� �
k2

N
	�T� �k���2
 =

1

N���i

k� ∧ u� �r�i�exp�ik� · r�i��2�
�2�

and similarly for the longitudinal part k2SL�k�, are the Fourier

transforms of �� ∧u� and �u. They are plotted in Fig. 6 as

functions of 
=2� /k. Note that all data points in this figure,
obtained for different system sizes, collapse well for wave-
lengths corresponding to the nonaffine displacement regime,

��. Note that the longitudinal contribution �bottom data� is
about 10 times smaller than the transverse one. This corrobo-
rates the predominantly solenoidal nature of the reversible
nonaffine displacement field. Moreover, we find that k2ST�k�
is more or less constant while k2SL�k� decreases weakly.

Since T� and L� are orthogonal this yields the algebraic rela-

tion 1/N	�U� �k���2
=ST�k�+SL�k��ST�k��1/k2 for the total

fluctuations, and large k. This confirms that spatial correla-

tions are long range.

Unfortunately, for larger 
 the statistics deteriorate be-

cause of the smaller number of wave vectors that can be

considered. Our data may suggest that ST�k� increases for


	�; however, new data with larger boxes and with better

statistics is warranted to confirm this. The Fourier transform

is thus not the best way to determine accurately a character-

istic length in this case. However, the three methods com-

pared here give complementary results. They all agree with

the existence of long-range correlations in the 3D nonaffine

reversible displacement field at small imposed external
strain, with a characteristic mesoscopic size �.

FIG. 5. �Color online� Charac-

terization of the nonaffine defor-

mation field in 2D �open spheres�
and 3D �bold lines�. The 3D

sample corresponds to a system

containing 256 000 particles �L
=64�. Note that the “fast” quench

protocol and the “slow” quench

protocol �not shown here� give

identical results. Data from Ref. 1

for a 2D system of linear size L

=104 is shown for comparison:

�a� C�r� as a function of the dis-

tance between pairs of beads r.

Note the negative—although

weak—correlation of the 3D cor-

relation function for r	23�. �b�
The �normalized� magnitude B�b�
of the nonaffine field averaged

over a volume element of lateral

size b is traced as a function of

b /L. The correlations decay with a

characteristic length �=23 for 3D

and �=42 for 2D, respectively.
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IV. SELF-AVERAGING OF THE RESPONSE TO A POINT

FORCE

In two dimensions, we showed previously3 that the devia-
tions from continuum elasticity at small scales could be re-
vealed as well by studying the response of the system to a
localized force. The same effect is illustrated for three di-
mensions in Fig. 7. This plot is obtained as follows. A small
force is applied to the particles contained in a small region of
space �sphere of diameter 4�. The force is applied in the z

direction, and its magnitude is chosen small enough to re-
main in the �linear� elastic region.25 In order to maintain

global force balance, the system has periodic boundary con-
ditions in the x and y directions, but is immobilized by two
fixed walls in the z direction. The dimensions of the simula-
tion cell, which contains N=165 000 particles, are Lz�105
in the z direction and Lx=Ly �40 in lateral directions. The
Kirkwood stress tensor is then computed for small rectangu-
lar boxes of fixed size �3, 3, 5� centered at �x ,y ,z�.3,16,25

Those boxes are displaced in all the material by unit steps of
one in the three directions. For each step, the six components
of the stress tensor are calculated and averaged on a statisti-
cal ensemble of 200 configurations. Such an ensemble is
obtained by taking 10 independent configurations and, for

FIG. 6. �Color online� The

squared amplitudes of the Fourier

transforms k2SL and k2ST for the

div �lower data� and curl �upper

data� of the nonaffine deformation

field �see Eq. �2�� plotted as func-

tions of the wave length 


=2� / �k��. Different system sizes

have been included to demonstrate

that SL and ST are system size in-

dependent for small 
. Note that

the statistics deteriorates for large


.

FIG. 7. �Color online� Com-

parison of the incremental stress

fluctuations �����	��
2 


− 	��
2�1/2 with the mean vertical

component of normal stress 	�zz
,
for volume elements along the

vertical line �r=z, x=y=0�. The

mean stress decreases essentially

as 1/r2, as expected �without

logarithmic corrections� in three

dimensions for positions far from

the source and the fixed walls.

�Note that 	�zz
 has to decrease

less rapidly close to the walls, r

�L /2.� In contrast, the fluctua-

tions decay exponentially over the

whole available system. The char-

acteristic length scale is similar to

the size ��23� of the correlated

nonaffine displacements.
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each configuration, by changing the position of the point
source within the sample, reindexing the configuration in
such a way that the origin of the source still is placed in the
midplane, equally distant from the two fixed walls. In the
absence of the external force, the local stresses in amorphous
systems are usually nonzero �“quenched stresses”�. The rel-
evant quantity that defines the response to an external force
are therefore the incremental, rather than total, local stress
tensor. Once such a calculation is completed, the quantity of
interest is the fluctuations of the incremental stress tensor in
the statistical ensemble.3

In Fig. 7, both the average value and the fluctuations of
the stress tensor are shown. The average response is com-
pared to the prediction of continuum elasticity, which ap-
pears to be perfectly obeyed on average, even very close to
the source. This average response exhibits the 1/r2 decay
characteristics of the Green’s function of classical elasticity
in three dimensions. However, up to length scales of 50 the
fluctuations are considerably larger than the average value of
the stress. The fluctuations, on the other hand, decay expo-

nentially away from the source, with a characteristic length
23—the same value as obtained from the correlation func-
tions discussed in Sec. III. In fact, the relative stress fluctua-
tions, for instance, ��zz / 	�zz
, scale like exp�−r /��r2 and

show nonmonotoneous behavior �not shown�. They increase

first up to 2� �due to the decreasing mean stress�, but de-
crease ultimately exponentially. Hence, self-averaging of the
noisy signal within each configuration occurs on distances
set again by �. Unfortunately, our simulation boxes are yet
too small to more clearly illustrate the exponential decay of
the relative noise for r�2��50.

V. LOW-FREQUENCY EQUILIBRIUM VIBRATION

MODES

We turn now to the determination of low-frequency vibra-
tion modes. These were determined from a direct diagonal-
ization of the dynamical matrix, using a modified version of
the PARPACK package.29 For a periodic cubic system de-
scribed by classical elasticity, the structure of the low-
frequency end of the spectrum is well known. Each mode is
characterized by a wave vector k� = �2� /L��l ,m ,n�. Trans-

verse �longitudinal� have frequencies �=cTk �resp. �=cLk�,
where the sound velocity is given by cT=�� /��4.2 �resp.
cL=��
+2�� /��8.9�. As a result, the modes should have

well defined degeneracies. For example, the lowest lying
mode �±1,0 ,0� should have 12-fold degeneracy, correspond-

ing to the two transverse polarizations for the six wave vec-
tors of length 2� /L. The second frequency has degeneracy
24, and so on. In our previous analysis of 2D systems,1 we
found that this degeneracy of the low-frequency modes was
lifted for small systems sizes.

Our results for the low-frequency modes of 3D systems
are shown in Fig. 8. The plot of the rescaled and averaged
frequencies 	y
= 	��L /2�cT�2
 as a function of mode num-

ber p �Fig. 8�a�� clearly demonstrates that only large systems,
containing at least 32 000 particles �L=32�, show the ex-

pected degeneracies and the associated steplike behavior.30

For the largest systems �lateral size 64�, however, the dis-

creteness of the low-frequency spectrum is well apparent,

typically up to the fourth eigenfrequencies. In view of the

large value of cL compared to cT �cL�2.1cT in our system�,
we have concentrated on the analysis of transverse modes.

Longitudinal modes enter only at higher frequencies and are

mixed with shorter wavelength transverse modes, making

their contribution more difficult to identify. If we take as a

criterion the existence of a gap separating the first 12 eigen-

frequencies from the rest of the spectrum, it appears that the

minimum size for applying continuum elasticity is comprised

between L=16 and L=32.

This analysis can be refined using a scaling plot of the

mode frequencies as a function of the “theoretical” wave-

length or, more precisely, the wavelength of the elastic wave

that would appear in the spectrum with this mode number

according to elastic theory. Figure 8�b� is constructed by av-
eraging, for each size, the frequencies that correspond to the
first elastic mode in elastic theory �e.g., the first 12 frequen-
cies are averaged to obtain the lowest frequency point, the
next 24 for the second point, and so on�. The resulting fre-
quency, divided by the value expected from elastic theory, is
plotted as a function of wavelength. Note that all data points
collapse on the same master curve irrespective of the box
size L. Clearly, when the wavelength is lower than the self-
averaging length, deviations from elastic theory become sig-
nificant, whatever the size of the system. This estimate for
the size of elastic inhomogeneity is therefore in fair agree-
ment with those obtained in Secs. III and IV from the analy-
sis of the linear response to an external load.

VI. DENSITY OF VIBRATIONAL STATES

The �normalized� density of vibrational states �DOS� of a
3D solid may be defined by g���= �1/3N��p=1

3N ���−�p� with

�p being the harmonic eigenfrequency corresponding to the
mode number p. Hence, for small systems �of order of 103

beads� one can compute the complete DOS from the eigen-
frequencies extracted by exact diagonalization of the dy-
namical matrix, just as we have done in Sec. V. Obviously,
for systems containing about 105 particles, the number of
modes one may compute is rather limited. From the 100
modes we have presented in Fig. 8, one estimates roughly
�p

2 � p� with ��1. Hence, the DOS increases approximately
linearly, g�����2/�−1��, for small �.

Following standard procedures,22 we have instead ob-
tained g��� by Fourier transformation of the velocity auto-

correlation 	v� �t�v� �0�
. In contrast to the previous sections,

we consider here configurations at finite, yet very low tem-
peratures T. For the data presented in Fig. 9 we have used
T=10−4, which is three orders of magnitudes below the glass
transition.25 We start with quenched configurations at T=0,
which we subject to a Maxwell velocity distribution. Follow-
ing a thermalization phase of �t=103�, the velocity correla-
tion function is sampled over �t=100�. Different tempera-
tures have been checked, and we have verified that the DOS
becomes temperature independent at low T �not shown�. As
can be seen from Fig. 9, our results become rapidly system-
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size independent for large frequencies ��cT,L2� /L. �Only

� values corresponding to wave vectors k� compatible with

the box size are physically acceptable in the continuum limit.

The corresponding finite size effects at low frequencies can

be seen on the left-hand side of Fig. 9.�
In linear coordinates, g��� is roughly symmetric around

its maximum at ��14.3 and may be very crudely described

as linear for small � in agreement with the estimate from

Fig. 8 described above and the dashed-dotted line indicated

in the main panel of Fig. 9. Note that the maximum is

slightly smaller than the Debye frequency �D

= �18��2 / �1/cL
3 +2/cT

3��1/3�18.3 for our systems. �The De-

bye frequency is, in turn, smaller than the frequency
cT2� /��26.4 associated with a wavelength of monomer
size.� The log-log plot presented in the main figure shows

various frequency regimes. For very small frequencies, our

data are in agreement with Debye’s prediction gD���
=3�2 /�D

3 �dashed line�. The DOS increases more rapidly

than with frequency up to �T=cT2� /��1.1—corresponding

to a wave vector given by the self-averaging length—where

g��� has power-law slope of exponent 2 �bold line�. This can

be more clearly seen in the inset featuring the enigmatic

Boson peak. Apparently, the width of this peak is well de-

scribed by �T and the frequency �L�2.3 for the correspond-

ing longitudinal wave. Hence, the Boson peak is fixed by the
self-averaging length and marks the crossover between the
continuum elastic behavior �dashed line� and the nonaffine
displacement field regime, where g����� �dashed-dotted

line�, at larger � and smaller wave length 
. Since con-
tinuum theory overestimates the frequencies for 
�� �see

FIG. 8. �Color online� Res-

caled and averaged equilibrium

vibration modes 	y�p�
 in the low-

frequency limit: �a� The first 100

modes are given as a function of

the mode number p. The horizon-

tal lines correspond to the results

expected from macroscopic elas-

ticity. Besides the obvious Gold-

stone modes �p=1,2 ,3�, all fre-

quencies are finite. Frequencies of

small systems are systematically

too low. �b� Plotting the same fre-

quencies rescaled by the corre-

sponding continuum theory pre-

diction ytheo as a function of the

expected wavelength 
�p�
=2� / �k�� yields a perfect data col-

lapse for all L. The crossover to

continuum behavior �horizontal

line� takes place, as expected, at

the self-averaging length 
��.

The frequencies decrease system-

atically with smaller 
.
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also Fig. 8�, this implies an excess of modes at smaller fre-
quencies. Apparently, these modes are shifted to the edge of
the nonaffine regime.

VII. CONCLUSION

We have investigated the approach of the continuum limit
for elastic properties of 3D amorphous systems and com-
pared our computational results to our previous work on
similar 2D systems. The results are extremely similar in both
cases and can be summarized as follows.

The elastic constants estimated using the Born formulas
are not accurate even at zero temperature, therefore revealing
the importance of the nonaffine component of the deforma-
tion field. This nonaffine deformation field, which mostly
affects the shear response �as compared to compressibility�,
is correlated over intermediate distances of the order of 23
interatomic distances in our case. This correlation length is
significantly smaller than in two dimensions, in agreement
with the findings of Rossi et al.,20 but implies that rather
large samples should be used to discuss elastic or vibrational
properties of 3D systems as well. By considering the Fourier
transformation of solenoidal and longitudinal part of the non-
affine field, we have demonstrated �Fig. 6� that the 3D non-
affine field is mostly rotational in nature, in agreement with
the visual impression of snapshots. The response to a �-force
perturbation allowed us to measure the self-averaging of the
noisy response within a configuration. The stress fluctuations
decay exponentially with distance from the source with a
self-averaging length � similar to the correlation length of the
nonaffine field. The nice agreement of all estimations of � is
the first central result of this study.

Vibrational modes are obviously strongly affected by the
existence of elastic heterogeneities and cannot be predicted

using elastic theory if their wavelength is too small. From

our scaling analysis �Fig. 8�b��, it appears that the frequen-

cies are smaller than expected from continuum theory, there-

fore implying an excess of modes in the low-frequency re-

gion compared to the Debye prediction. This excess has been

analyzed in Fig. 9 showing the density of vibrational states.

It demonstrates that the Boson peak is located at the edge of

the nonaffine displacement field and is thus merely a conse-
quence of the inapplicability of the continuum theory at 


��. That both position and width of the peak are given by
the self-averaging length � is our second central result.

The focus of this work has been primarily on the linear

elastic behavior of amorphous solids. Our preliminary study
of larger �uniaxial� deformations that go beyond the elastic
limit indicates that plastic events are rather localized indi-
vidual events characterized by a very low participation ratio.
In the recent work,18 de Pablo and co-workers pointed out
the possibility of regions of negative shear modulus in
quenched amorphous systems—such regions being stabilized
by the “normal” material in which they are embedded. The
typical size of these regions is much smaller than the size for
elastic inhomogeneities discussed in this work, implying
they are more likely to be linked to elementary rearrange-
ments taking place at the onset of plastic deformation, which
usually imply small numbers of particles,9–12,28 or even lo-
calization along a shear band.13,14 Such a difference in elastic
and plastic deformations was also observed for 2D systems
in Ref. 9.

The general picture that emerges is, therefore, that of a
hierarchy of length scales. Disorder at the level of a few
atomic distances can be interpreted as implying the existence
of regions with negative moduli, which will give rise to plas-
tic yield. On a larger scale, this disorder gives rise to strong
nonaffine displacement fields in elementary deformations.
Finally, convergence to standard continuum properties is

FIG. 9. �Color online� Density

of states g��� for 3D amorphous

systems of different system sizes

L. The lines indicate three power-

law slopes, the dashed one being

the Debye prediction gD��� calcu-

lated from the known sound ve-

locities. The dashed-dotted linear

relation corresponds to the non-

affine displacement field regime

�
���. Also given are the charac-

teristic frequencies �L,T

=cL,T2� /� associated with the

self-averaging length � and the

Debye frequency �D�18.3.

Larger frequencies correspond, in

fact, to vibrations on very small

scales, 
��. Inset: g��� /�2 vs �

for L=56. Note that �T and �L

correctly describe the position and

width of the boson peak.
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obtained over length scales larger than the self-averaging

length. In our analysis, carried out for a typical liquid state

density and at zero temperature, � is found to be large, but

finite. In analogy with what is found in two dimensions, we

expect it to decrease with increasing density and possibly to

diverge as the density is lowered and the system loses me-

chanical stability, as suggested in Ref. 19.
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Using large scale molecular dynamics simulations we investigate the properties of the nonaffine

displacement field induced by macroscopic uniaxial deformation of amorphous silica, a strong glass
according to Angell’s classification. We demonstrate the existence of a length scale � characterizing the
correlations of this field (corresponding to a volume of about 1000 atoms), and compare its structure to the
one observed in a standard fragile model glass. The ‘‘boson-peak’’ anomaly of the density of states can be
traced back in both cases to elastic inhomogeneities on wavelengths smaller than � where classical
continuum elasticity becomes simply unapplicable.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.97.055501 PACS numbers: 61.43.Fs, 46.25.�y, 62.20.Dc, 63.50.+x

The vibrational dynamics of glasses and, in particular,
the vibrational anomaly known as the ‘‘Boson peak’’, i.e.,
an excess of the low-energy density of state in glasses
relative to the Debye model, have attracted considerable
attention in condensed matter physics [1–3]. This anomaly
is observed in Raman and Brillouin spectroscopy [4,5] and
inelastic neutron scattering [6] experiments in many differ-
ent systems (polymer glasses [7], silica [8], metallic
glasses [9]) and the corresponding excitations are often
associated with heat capacity or heat conductivity low
temperature anomalies. Many interpretations of these vi-
brational anomalies have been put forward, and generally
involve some kind of disorder generated inhomogeneous
behavior [1], whose exact nature, however, is the subject of
a lively debate [2–5,10]. One related question is the pos-
sibility to determine a characteristic length in the vibration
modes responsible for the Boson peak in glasses [5].

In this work, we argue that the natural origin of the
vibrational anomalies in ‘‘fragile’’ as well as ‘‘strong’’
glasses lies in the inhomogeneities of the elastic response
at small scales, which can be characterized through the
correlation length � of the inhomogeneous or ‘‘nonaffine’’
part of the displacement field generated in response to an
elastic deformation imposed at the macroscopic scale. The
existence of such a length has been suggested in a series of
previous numerical studies [11–13] on two and three di-
mensional Lennard-Jones (LJ) systems, and is experimen-
tally demonstrated in macroscopic amorphous solids
(foams [14], emulsions [15], granulars [16], etc.). At a
more microscopic level, evidence has been provided re-
cently by UV Brillouin scattering experiments on amor-
phous silica [17]. Being a natural consequence of the
disorder of microscopic interactions [12] the nonaffine
displacement field is responsible, in particular, for the
breakdown of Born-Huang’s formulation [18] for the pre-
diction of elastic moduli [11,19,20], and has recently been
studied theoretically by Lemaı̂tre et al. [20] and DiDonna
et al. [21].

In practice, however, it appears that the only practical
way to quantify this effect for a given material consists in
direct molecular simulations [11,12]. The present contri-
bution extends, for the first time, the numerical analysis to
a realistic model of an amorphous silica melt—a strong
glass according to Angell’s classification [22]. Our results
are compared to a previously studied fragile reference glass
formed by weakly polydisperse LJ particles in 3D [13].
Strong and fragile systems have very different molecular
organization and bonding. Although the intensity of vibra-
tional anomalies is less important in fragile systems, it is
well documented in experiments [7] on polymer glasses or
in simulations of Lennard-Jones systems [23]. The obser-
vation of common features points to a universal framework
for the description of low frequency vibrations in glassy
systems. One recent finding of particular interest is that, in
these LJ systems, the Boson-peak anomaly appears to be
located at the edge of the nonaffine displacement regime,
its position given by the frequency associated with � [12].
This begs the question whether this is a generic result
applying also to other glasses, specifically to strong glass
forming materials such as amorphous silica, which is char-
acterized by an intricate local packing [23]—believed
widely to be the specific origin of the vibrational anomaly
[2]. As in our earlier contributions, we will focus on the
analysis of the nonaffine displacement field obtained in the
linear elastic strain regime and the eigenmode density of
states for systems at zero temperature or well below the
glass transition.

The amorphous silica was modeled using the force field
proposed by van Beest et al. [24]. (For details about this
‘‘van Beest–Kramer–van Santen (BKS)’’ potential; see
Refs. [25].) We performed classical NVT molecular dy-
namics simulations of systems containing N � 8016,
24 048, and 42 000 atoms with density � � 2:37 g=cm3,
in fully periodic cubic cells with sizes L � 48:3, 69.6, and
83.8 Å, respectively. The short ranged part of the BKS
potential was truncated and shifted at a distance of 5.5 Å.
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For the Coulomb part we used the Ewald method with a
real-space sum truncated and shifted at 9 Å [26]. To obtain
the silica glass, we first equilibrated all systems at T �
5000 K during 0.8 ns. An ensemble of three independent
configurations was studied for each system size [27]. Next,
we performed a quench from T � 5000 K to T � 0 K by
decreasing linearly the temperature of the external heat
bath with a quench rate of 1:8 K=ps [25]. Finally, a con-
jugate gradient algorithm was used to minimize the poten-
tial energy of the systems yielding T � 0 K configurations
with hydrostatic pressure hPi � 0:4 GPa. The static prop-
erties were checked against published results obtained with
the same amorphous silica model [25].

We now describe briefly the protocol used in order to
investigate the elastic behavior at zero temperature of the
model glasses under uniaxial deformation (for more de-
tails, see Refs. [11,12]). The procedure consists of applying
a global deformation of strain jj�xxjj � 1 to the sample by
rescaling all coordinates in an affine manner. Starting from
this affinely deformed configuration, the system is relaxed
to the nearest energy minimum, keeping the shape of the
simulation box constant. The relaxation step releases about
half of the elastic energy of the initial affine deformation
and results in the displacement �u�r� of the atoms relative
to the affinely deformed state, defining the nonaffine dis-
placement field. A typical field for a silica glass is pre-
sented in Fig. 1, where a 2D projection of �u�r� in the
plane containing the applied deformation direction is
shown.

This procedure allows us to measure directly the elastic
coefficients from Hooke’s law [11], i.e., from the stress
differences ������end

����ref
��, �ref

�� being the total stress
tensor of the reference state configuration (quenched
stresses), and �end

�� the one measured in the deformed con-
figuration after relaxation. From the resulting values of the
Lamé coefficients � � ��yy=�xx and 	 � ���xx �

��yy�=2�xx one obtains the associated transverse and lon-
gitudinal sound wave velocities, CT �

����������

	=�
p

, CL �
�������������������������

��� 2	�=�
p

. In the case of the silica glass (� �
34:4 GPa, 	 � 37:2 GPa, CT � 3961:4 m=s, CL �
6774:5 m=s), these quantities are in good agreement with
data from Horbach et al. [25] and Zha et al. [28] (for silica
under a density of 2:2 g=cm3, taking into account the
scaling factor �2:37=2:2�1=2 [25] inherent to the choice of
a higher density).

The linearity of the strain dependence of both the dis-
placement field and the stress difference ���� have been
verified explicitly following Ref. [12]. The elastic (revers-
ible) character of the applied deformation is checked by
computing the remaining residual displacement field after
removing the external strain [12]. An alternative quantifi-
cation of the plastic deformation is obtained by considering
the participation ratio Pr � N�1�

P

i�u
2
i �

2=
P

i��u
2
i �

2 of the
noise �u�r� [12]. As long as Pr � 1, all atoms are involved
in the nonaffine field, while irreversible plastic rearrange-
ments are marked by Pr ! 0, with only a few particles
involved. A choice of �xx � 10�7 for the LJ glass with L �
56� and of �xx � 5:10�3 for the silica glass were found to
ensure reversible and linear behavior, with 20%<
Pr<30% and 25%< Pr<40%, respectively [29].

Visual inspection of the snapshot suggests that the field
is strongly correlated over large distances, with the pres-
ence of rotational structures previously observed in
Ref. [12] for LJ systems [30]. In order to characterize
this kind of structure, we normalize the field by its second
moment, i.e. �u�r� � �u�r�=h�u�r�2i1=2. In this way, in
the linear elastic regime, it becomes independent of the
applied strain and the system size [21].

Next, we study the Fourier power spectrum of the
fluctuations of this normalized field. This spectrum
can be described by two structure factors, SL�k� �

hjj
P

N
j�1 k 	�u�rj� exp�ik 	 rj�jj

2i=N relative to the longitu-
dinal and ST�k� � hk

P

N
j�1 k^�u�rj� exp�ik 	 rj�k

2i=N

relative to the transverse field component [12]. These
quantities are plotted in Fig. 2 as a function of the wave-
length � � 2
=k, where k � kk̂ � �2
=L��l;m; n� with k̂
being the normalized wave vector. Brackets h	i denote an
average over the degeneracy set associated with �, and
over an ensemble of configurations. As expected from our
study of LJ glasses [12], the longitudinal power spectrum
of silica is always smaller than the transverse one. The
main difference between the two materials resides in the
hierarchical progression of the decoupling between trans-
verse and longitudinal contributions at short wavelengths

FIG. 1. Inhomogeneous part �u�r� of the displacement field
u�r� for the imposed macroscopic uniaxial strain in elongation
�xx � 5
 10�3 for a silica glass containing N � 42 000 parti-
cles (L � 83:8 �A). Projection of the field is done on the (x� z)
plane for all particles with position r close to the plane. The
arrow length is proportional to �u�r� and scaled by a factor of
150. The field resides in the linear elastic regime, i.e., has a
magnitude varying linearly and reversibly with the applied
deformation. As visual inspection shows, it is strongly spatially
correlated and involves a substantial fraction of all atoms.
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that appears in the case of the silica glass (the spectra of LJ
systems being only weakly wavelength dependent). This
can be traced back to the local structure of silica which is
represented by arrows giving the positions of the n first
neighbor shells r�n�

f���g
, where n 2 �1; 4� and ��;�� 2

fSi;Og. Structural effects disappear at distances greater
than 4–5 tetrahedral units SiO4, i.e. r�4�5�

f���g
with � 2

fSi;Og, and the longitudinal contribution to the nonaffine
displacement field becomes then about 10 times smaller
than the transverse one—similar to our finding for LJ
systems [12,31].

We conclude that the nonaffine displacement field is of
predominantly rotational nature in both fragile and strong
glasses, and proceed to extract a characteristic length
representative of this rotational structure. Considering the
coarse-grained field Uj�b� � N�1

j

P

i2Vj
�u�ri� of all Nj

particles contained within a cubic volume element Vj of
linear size b, we compute the coarse-graining function
B�b� � hUj�b�

2i1=2j . As shown by Fig. 3, we find for both

glasses an exponential decay, well fitted by the character-
istic scales � � 23� for the fragile glass, and � � 33 �A,
i.e., near 23
 r�1�

fSi�Og
for the strong glass. The latter length

scale has also been indicated in Fig. 2. The exponential
behavior becomes more pronounced with increasing sys-
tem size (not shown) which reduces the regime of the
cutoff observed at large b=L � 1, which is expected
from the symmetry of the total nonaffine field. [B�b� ! 1
for b ! 0 due to the normalization of the field.]

The existence of such a characteristic length scale has
already been underlined in Ref. [12] for the LJ system, and

has been related to the position of the Boson peak in the
density of vibrational states. In order to test this assump-
tion in the case of the silica glass, we computed the vibra-
tional density of states (VDOS) g��� using the Fourier
transform of the velocity autocorrelation function [25],
calculated during 1.6 ns at T � 300 K (followed after a
run of 8 ns to assure equipartition of the kinetic energy at
this temperature). The VDOS is shown in the inset of the
Fig. 4, and is in good agreement with results from
Ref. [25]. In the main part of Fig. 4, reduced units x �
�
 �=CT are used in order to plot the excess of vibrational
states according to Debye’s continuum prediction, i.e.
g�x�=gDebye�x�, with � the previous characteristic length
scales and CT the sound velocities for transverse waves, for
LJ and silica glasses. (The Debye prediction must obvi-
ously become correct for small eigenfrequencies. To access
this frequency range even larger simulation boxes are
needed.) This plot confirms the fact that the Boson-peak
position can be well approximated by the frequency asso-
ciated with the correlation length � of elastic heterogenei-
ties in both LJ and silica glasses.

In summary, we have demonstrated the existence of
inhomogeneous and mainly rotational rearrangements in
the elastic response to a macroscopic deformation of amor-
phous silica. Our results are similar to the ones obtained
previously for LJ glasses. The characterization of the non-
affine displacement field demonstrates the existence of
correlated displacements of about 1000 particles corre-
sponding to elastic heterogeneities of characteristic size
� of 20 interatomic distances. The estimate of the fre-
quency associated with this length is in good agreement
with the Boson-peak position. The existence of such a
characteristic length in glasses should encourage to view
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FIG. 3. Amplitude of the coarse-graining function B�b� of the
normalized nonaffine field averaged over a volume element of
lateral size b, versus the ratio b=L, for LJ and silica (squares)
systems under uniaxial elongation. Since the total displacement
is zero by symmetry B�b� must necessarily vanish for large b �
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FIG. 2 (color online). Squared amplitudes of the quantities
SL�k� and ST�k� (see text) for the longitudinal (bottom) and
transverse contributions to the normalized nonaffine field �u�r�
of silica glass at T � 0 K under macroscopic elongation, plotted
vs the wavelength � � 2
=k (in Å). The various system sizes
included demonstrate a perfect data collapse. The transverse
contribution is more important for all wavelengths. The spectra
become constant for large wavelengths with a relative amplitude
of about 10. The spectra for a LJ glass (circles, wavelength given
in beads diameters) have been included for comparison [31].
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the Boson peak as a length—rather than a frequency—
marking the crossover between a regime where vibrations
in glasses with wavelengths larger than � can be well de-
scribed by a classical continuum theory of elasticity, and a
small wavelength regime where vibrations are strongly
affected by elastic heterogeneities.

In a nutshell, the vibrational anomaly is therefore simply
due to physics on scales where classical homogeneous
continuum elastic theories (such as the Debye model)
must necessarily break down. This leaves unanswered the
important question what additional excitations are probed
that produce the peak but suggests a similar description for
different glass formers. Interestingly, the existence of a
length scale of comparable magnitude accompanying the
glass transition of liquids as been demonstrated very re-
cently [10]. This (dynamical) length characterizes the
number of atoms which have to move simultaneously to
allow flow just as our (static) length � describes the corre-
lated particle displacements. Since the glass structure is
essentially frozen at the glass transition both correlations
may be closely related, possibly such that the nonaffine
displacements might be shown in future work to be remi-
niscent of the dynamical correlations at the glass transition.

Computer time was provided by IDRIS, CINES, and
FLCHP.
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Abstract. We analyze in detail the atomistic response of a model amorphous material submitted to plastic
shear in the athermal, quasi-static limit. After a linear stress-strain behavior, the system undergoes a noisy
plastic flow. We show that the plastic flow is spatially heterogeneous. Two kinds of plastic events occur in
the system: quadrupolar localized rearrangements, and shear bands. The analysis of the individual motion
of a particle shows also two regimes: a hyper-diffusive regime followed by a diffusive regime, even at zero
temperature.

PACS. 61.43.Er Other amorphous solids – 62.20.-x Mechanical properties of solids – 62.20.Fe Deformation
and plasticity (including yield, ductility, and superplasticity)

1 Introduction

During the last two decades, a large number of numerical
studies [1–25] has been devoted to the peculiar mechanical
response of amorphous (disordered) materials. This keen
interest can be related to the recent synthesis of metallic
amorphous glasses [26] whose mechanical properties com-
pare very favorably to those of crystals with similar com-
positions [1,26–30]. More generally, many “soft” materials
(foams [31–38], granular packings [39–42], pastes [43–45]),
are also characterized by a disordered microscopic struc-
ture, and their mechanical and rheological properties are
associated with deformations of this structure. They can
be studied either as mesoscopic analogs of “hard” glasses,
or in many cases for the intrinsic interest of their rheolog-
ical properties.

Both the elastic and plastic response of amorphous
materials are currently studied, numerically and experi-
mentally. In the elastic limit, numerical investigations on
model materials (Lennard-Jones glasses) have shown the
essential role of a non-affine contribution to the displace-
ment field. This contribution, which vanishes in a stan-
dard, homogeneous elastic material, is organized in rota-
tional structures on a mesoscopic scale [2–8]. These ro-
tational structures store a substantial part of the elastic
energy, and are responsible for the low value of the mea-
sured shear modulus [3,6,8].

a e-mail: atanguy@lpmcn.univ-lyon1.fr

On the onset of plastic, irreversible deformation, im-
portant changes are observed in the non-affine displace-
ment field. In contrast to the case of plasticity in crystals,
the microscopic description of plasticity in amorphous ma-
terials is still incomplete and controversial [1,11,12,46].
Some points are now well established. When the behav-
ior becomes irreversible, that is after a “spinodal” limit
has been reached by the system at mechanical equilib-
rium [13], the deviation from the affine response becomes
localized [5,7,9]. This deviation was identified first by
Argon [31] and described by Falk et al. [12] in terms of
Shear Transformation Zones (STZ). These STZ have been
considered for a long time as elementary processes for a
mean-field treatment of the visco-plastic behavior of foams
and emulsions. In the case of foams, these local rearrange-
ments are associated with T1 events [31–37], while a pre-
cise identification of these rearrangements in molecular
glasses (like the metallic glasses, for example) is still a
matter of debate [29]. Experimentally, at a larger scale,
the plastic flow of these disordered dense systems gives rise
to a heterogeneous-flow behavior, where a large shear band
coexists often with a frozen region [43–45,39,27,28]. The-
oretically, it has been shown, using mesoscopic numerical
models [23–25] with long-range elasticity, that individual
plastic events (like the STZ) can concentrate statistically
to create large-scale fragile zones where the deformation
of the system takes place. However, a multiscale descrip-
tion including a realistic description of the local plastic
events is still lacking, and the present mesoscopic models
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are based on empirical assumptions for the occurrence and
the shape of the local plastic rearrangements.

In this paper, we study in detail the local plastic re-
arrangements occurring in a model Lennard-Jones glass
submitted to a quasi-static shear, at zero temperature. We
first identify the elementary plastic processes, and there
spatio-temporal statistical correlations. This part of our
work is closely related to a recent study by Lemâıtre and
Maloney [6,7], and our results are consistent with their
observations, while not described in the same way. We
then study the diffusive behavior of an individual particle
immersed in this plastic flow.

2 Sample preparation and quasi-static

deformation procedure

The systems we study are slightly polydisperse two-
dimensional Lennard-Jones glasses, described in detail in
reference [3]. Initial configurations at zero temperature are
obtained using the quenching procedure described in ref-
erence [3]. A liquid of N = 10000 spherical particles inter-
acting via simple Lennard-Jones pair potentials (charac-
terized by an interaction diameter a is quenched, using a
conjugate gradient method, into the nearest energy min-
imum. The average density and the starting temperature
are, in Lennard-Jones units, ρ = 0.925a−2 and T ∗ = 2.

After the quench, two layers of particles, with thickness
2a, are singled out and assumed to constitute parallel solid
“walls” that will impose the deformation to the system.
The resulting “shear cell” has a thickness Ly = 100a (dis-
tance between walls) and a width Lx = 104a. Other sys-
tem sizes (with the same density ρ) have also been checked
when necessary: namely (Lx, Ly) = (104, 100), (20, 196),
(30, 296), (40, 396), (50, 496). The configurations are then
submitted to a quasi-static imposed shear, by applying
constant displacement steps δux to the particles of the
upper wall, parallel to this wall, and keeping the lower
wall fixed. After the displacement δux has been imposed
to the upper wall, the entire system is relaxed, with fixed
walls, into its new closest equilibrium position. The equi-
librium position is defined here as a minimum in the total
potential energy, hence the evolution of the system is stud-
ied at zero temperature. Strictly speaking, an “athermal,
quasi-static” deformation [6] corresponds to the procedure
described above, in the limit δux → 0.

It is important to understand the physical situation
associated with such a “quasi-static” procedure. If we con-
sider a glassy material (soft or hard) at finite temperature,
we can define two different characteristic times. The first
one, τdiss, is the time it takes for a localized energy in-
put to spread over the whole system and be dissipated as
heat. The corresponding mechanisms can be viscous (in a
soft material) or associated with phonon propagation in a
metallic glass. The quasi-static procedure corresponds to
a shear rate, γ̇, much smaller than τ−1

diss. A second, much
longer time is the structural relaxation time of the system,
τrelax, associated with spontaneous aging processes that
take place within the system in the absence of any ex-
ternal drive, at non-zero temperature. By quenching after

every displacement step, we prevent any such processes
from taking place, meaning that the equivalent shear rate
is larger than τ−1

relax. In this simplified picture, the plastic
response of a glassy system driven at a shear rate larger
than the inverse relaxation time and smaller than τ−1

diss,
which corresponds to many experimental situations both
for hard and soft systems, should be reasonably well de-
scribed by the quasi-static approach. This picture, how-
ever, is oversimplified. The relaxation of the system is in
general stretched, meaning that relaxation processes take
place over a broad spectrum of times. The quasi-static ap-
proach ignore the “fast” wing of this relaxation spectrum,
which would take place in real experiments at a finite value
of γ̇. Nevertheless, all these relaxation times are very large
at small temperature.

In our case, the “quasi-static” procedure depends more
significantly on the choice of the finite elementary dis-
placement step. The next issue is thus to determine the
value of the elementary displacement step, δux, that can
be considered to be a reasonable approximation of the
limit δux → 0. From our previous simulations [3–5], we
know that for systems of size L = 100a, prepared with
the same quench protocol, the elastic character of the re-
sponse is preserved in average for shear strains smaller
than 10−4. By choosing an elementary displacement of
the wall δux = 10−2a, we obtain an elementary strain
step δǫxy ≡ δux/(2 · Ly) ≈ 5 · 10−5, clearly below this
threshold. In order to allow the system to relax between
two successive elementary steps, the time ellapsed must
be ∆t ≫ τdiss, and the corresponding shear rate is thus
limited by the additional condition γ̇ ≪ δǫxy/τdiss.

Finally, we note that the quasi-static procedure en-
sures that, after a local “bond” breaks, new bonds can
form instantaneously. In a simple van der Waals system
such as the one under study, this makes it very unlikely
that the material could fracture, at least under the type
of volume-preserving deformation we are studying.

The systems we have studied are two-dimensional sys-
tems. This low-dimensionality allows to visualize eas-
ily the displacements of the particles inside the system.
Three-dimensional systems should however behave in an
analogous way, as already shown in [5], for their elastic
mechanical reponse.

In the following, we will discuss the numerical results
obtained on 2D systems, for the onset of plastic deforma-
tion, by averaging over 20 configurations. Each of these
configurations has been subjected to 5000 elementary de-
formation steps, corresponding to a total strain of 25%. In
order to study the “stationary” regime obtained for large
plastic deformation, we will also discuss results obtained
for a system deformed during 34000 steps, corresponding
to a total shear strain of 170%.

3 Stress-strain relation: elastic thresholds and

plastic flow

We start by discussing the “macroscopic” (i.e. computed
for the whole sample) stress-strain relation. We show in
Figure 1 the shear stress σxy as a function of the total
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Fig. 1. (Color online) Averaged shear stress σxy as a function
of the shear strain ǫxy applied at the borders. Two different
regimes are shown: a linear regime and a regime of plastic flow.
Note that the elastic (reversible) part of the linear regime is
restricted to strains up to 10−4. The rest of the linear regime
is noisy, with irrevesible plastic rearrangements. Inset: same
stress-strain relation (grey) and average over 20 configurations.
The plastic flow displays a plateau.

shear strain ǫxy, computed from the boundary displace-
ment. The stress is obtained from the usual microscopic
Irving-Kirkwood definition [3,47], and averaged over the
whole system. Results are shown for a single realization,
and for an average over 20 realizations. From this figure
we identify two different regimes: A linear increase of the
stress as a function of strain, followed by a very noisy
plastic flow, with constant average shear stress.

Although it appears to be elastic in the usual, aver-
aged sense, the linear part of the stress-strain curve is
not strictly reversible at the microscopic level. In fact,
the elastic reversible part is restricted for our systems to
ǫxy ≤ 10−4, as already shown in a previous paper [3].
In this part, the mechanical response is linear even at

very small scales. For 10−4 ≤ ǫxy ≤ ǫ
(p)
xy , the shear stress

evolves mainly linearly with increasing strain, but displays
small jumps, giving evidence of irreversible energy losses.
Then the stress-strain curve saturates. The upper thresh-

old (ǫ
(p)
xy ≈ 0.015) does not seem to depend on the system

size at least for the configurations we have checked. Its
value is not far from the one deduced from experiments in
metallic glasses [28]. It corresponds approximately in our
case to a displacement of one particle diameter a at the
border of a vortex-like structure of size ξ ≈ 30a as shown
in the elastic inhomogeneous response of these systems

[2–5] (ǫ
(p)
xy ≈ a/2.ξ = 0.017). After the linear increase,

the stress thus reaches a very noisy plateau, characteris-
tic of plastic flow. In this second part of the stress-strain
relation, the fluctuations of the measured shear stress are
enhanced (see Fig. 2).

The distribution of the stress jumps is shown in Fig-
ure 2. We show in this figure that the stress jumps in the
linear part (line without symbols line in the figure) are
much smaller than the stress jumps in the noisy “plateau”
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Fig. 2. (Color online) (a) Distribution of stress drops in the
linear regime (line without symbols, averaged over 10 config-
urations), and in the regime of plastic flow (one configuration
with 34000 steps). In the linear regime, only small-size events
are present. The various curves correspond to different values
of the maximum umax of the non-affine displacements. The dis-
tributions are not normalized: the total number of stress drops
is shown in order to compare the contribution of events of var-
ious amplitude. (b) Distribution of stress drops for different
system sizes. The value of the stress drops is multiplied by the
lateral size Ly in order to show the 1/Ly behavior discussed in
the text.

region. The average energy loss (that can be obtained
as the average stress jump times the elementary imposed
deformation) is thus by at least one order of magnitude
larger in the plateau than in the previous part. This sug-
gests rather different types of microscopic response in the
two different regions. Note that the distribution of the
stress jumps is not strictly exponential as in reference [7],
but shows a marked deviation from the exponential de-
cay that could be due to the difference of boundary con-
ditions. Indeed, it is known that the presence of walls
affects strongly the plastic behavior of glasses (see, for
example, Ref. [10]). However, the size dependence of the
stress jumps (Fig. 2b) seems to be in agreement with the
scaling ∆σxy ∝ 1/Ly already proposed in reference [7]
and related to the existence of a characteristic displace-
ment ≈ a resulting from the instability. Note finally that
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Fig. 3. (Color online) Cumulative displacement in the
x-direction (direction of shearing), at various distances y from
the shearing wall, and for a total applied strain ǫxy ≈ 15%.
The units for the distances is the average particle diameter a.
A large shear band appears here in the center. Few shear bands
can coexist in other configurations.

the situation is quite different from the one observed in
crystalline plasticity [48], in which the characteristic size
of stress drops in the linear and in the plateau region is
rather similar, although the shape of the distribution may
differ in both parts.

Before we start analyzing the response of the system
at the atomic scale in these two different regimes, it is
interesting to look at the cumulative displacement in the
direction of the imposed shear. This is shown in Figure 3,
where the cumulative displacement of the particles has
been averaged for each distance y from the shearing wall
on a layer with a thickness of few particle diameters (typi-
cally 4.0a), for a total deformation here of 25%. In general,
the cumulative shear appears to be very heterogeneous,
even for such large strains. In some cases (like in Fig. 3)
a broad shear band appears in the center of the sample,
while the particles close to the boundaries are dragged by
the wall motion. In other cases several parallel sheared re-
gions coexist, separated by unstrained regions. Note that,
in all our samples, the cumulative shear zones are observed
to occur away from the boundaries, unlike in experiments
and simulations on foams in a 2D Couette geometry [32,
33], or on concentrated emulsions [44], where the shear
is localized at a boundary, but closer to experiments on
metallic glasses [27–30], or on granular systems [39–42].
This is one of the marked differences appearing in different
amorphous systems.

We now turn to the detailed analysis of the atomistic
response of the system.

4 Detailed analysis of the local plastic

rearrangements

In the previous section, we inferred from the distribu-
tion of stress drops in the linear and plateau regions, re-
spectively, that different microscopic events were taking
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Fig. 4. (Color online) Normalized distribution of the partic-
ipation ratios τ of the non-affine field, for all steps (line), for
all events associated to the stress drops (circles), and for the
events associated with a stress drop but only in the linear
regime (stars).

place in these two regions. Following the distinction pre-
viously made between the dissipative behavior in the lin-
ear regime, and the one in the regime of plastic flow, we
can distinguish two kinds of plastic events. In the follow-
ing, we will distinguish between these events based on the
participation ratio τ for the non-affine displacement field
associated with the event. τ is defined as

τ ≡
1

N
·

(∑
i un.a.(i)

2
)2

∑
i un.a.(i)4

,

where un.a.(i) is the non-affine displacement of the parti-
cle i, that is the displacement after its usual affine shear
component (corresponding to a uniform shear strain) has
been removed. Obviously, τ ∼ 1 for events involving the
whole system, and τ → 0 in case of a localized event.
From Figure 4 it appears that the linear part of the stress
strain curve (stars) is dominated by events with a much
smaller value of τ than the plateau region. Visual inspec-
tion allows a clear distinction between two types of events
associated with small (< 0.05) and large values of τ , which
we now describe in more detail.

4.1 Localized, quadrupolar rearrangements

A typical example of a localized event is shown in Figure 5.
All dissipative events in the linear part of the stress-strain
curve are of this type. In contrast, only very few stress
drops in the “flowing” regime (plateau region) are associ-
ated with such localized events. These events give rise to
the small stress drops in Figure 2, at various yield stresses.
They do not, however, contribute substantially to the hor-
izontal displacement field shown in Figure 3.

Figure 5 displays the non-affine displacement of each
particle in a typical localized event. The large displace-
ments indicate the location of the irreversible deforma-
tion. The few particles involved in the rearrangement are
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Fig. 5. (Color online) Changes in the local shear stresses dur-
ing a localized plastic event (top), and associated displacement
field (bottom). In this case, the plastic event involves a local
rearrangement at the border of two vortices.

localized at the boundary between two adjacent vortices
of the non-affine field, that are reminiscent of the non-
dissipative (elastic) non-affine response of the system [3].
It is possible to identify the center of the plastic rear-
rangement by selecting the particle undergoing the largest
non-affine displacement. This particle is at the center of a
redistribution of shear stresses with an apparent symme-
try characteristic of a quadrupole (Fig. 5). In this figure,
the change in the local shear stress is obtained from the
usual Irving-Kirkwood definition, as described in [3,47]. In
order to identify more precisely as in reference [7] the sym-
metry of these rearrangements, we move to a coordinate
system (r, θ) centered on this point, and project the cor-
responding radial and azimuthal part of the displacement
field onto circular harmonics ei.n.θ (see Fig. 6). For the
(n = 2) (quadrupole) contribution, we get the well-known
(1/r)-dependence of the radial projection, corresponding
to a homogeneous, linear and isotropic elastic medium
[25]. For unknown reasons however, the r-dependence of
the azimuthal projection is much more noisy in this case.
Note also that the (n = 3) contribution is far from being
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Fig. 6. (Color online) Magnitude of the quadrupolar projec-
tions of the radial (Ar) and orthoradial (Aθ) components of
the non-affine displacement during a local plastic rearrange-
ment in the linear part of the stress-strain relation. Periodic
boundary conditions are responsible for the bump shown at
large distances. The unit chosen for the distances is the aver-
age particle diameter a

Fig. 7. Displacement field associated to an elementary shear
band. As can be seen here, the shear band is due to an aligne-
ment of vortices, along the direction of shearing.

negligible (not shown here), indicating that the displace-
ment field is not strictly quadrupolar, a deviation that
may originate from the boundary conditions we are using.

When the flowing plateau is approached, many such lo-
cal rearrangements tends to appear simultaneously and to
concentrate spatially during a single plastic event. Even-
tually, when the plastic flow regime is reached, another
kind of event appears, involving a much larger amount
of dissipated energy (or stress drop). These larger events
are made of an alignment of rotational rearrangements
(see Fig. 7) along the direction of the imposed external
shear. This second kind of event constitutes the “elemen-
tary shear bands”, that we now describe in more detail.
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Fig. 8. (Color online) (a) Averaged horizontal displacement
associated to a single but large event. The y-position, where
the non-affine displacement field is equal to zero, allows to de-
termine the center of the elementary shear band. Distances are
expressed in units of the average particle diameter a. (b) Posi-
tion yB of the centers of elementary shear bands (determined
as described previously), here for the 5000 first steps. No lo-
calization appears, even for very large deformation (170%, not
shown here).

4.2 Collective, large-scale events: elementary shear
bands

The collective events that dominate the flow behavior in
the plateau region involve a large displacement that spans
the whole length of the sample in the x-direction, and
are localized in the y-direction. It is easy to identify the
center line of such an elementary shear band, because the
displacements of the particles are so high that they lead to
an inversion of the instantaneous “velocity field” (i.e. the
displacement within a single strain step) in the direction
of the solicitation, above and below the elementary shear
band (Fig. 8a). The largest displacement inside the sample
(located at the edge of a shear band) can reach more than
100 times the displacement imposed at the wall, i.e. it is
close to one particle size in our case. It is interesting to
note that the distribution of the global shear stresses at
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Fig. 9. (Color online) Distribution of plastic thresholds just
before a plastic event occurs. This distribution does not de-
pend significantly on the amplitude of the maximum umax of
the non-affine displacement during the event (contrary to the
distribution of the energy drops).

which this kind of event occurs (yield stress distribution),
is unrelated to the spatial amplitude of the subsequent
event (Fig. 9). However, the largest events (that is with
the largest displacements) constitute the envelope of the
noisy stress-strain relation (not shown here).

We see in Figure 8b that these elementary shear bands
can take place anywhere in the sample, and not only at
the boundaries. In fact, the distribution of the distances
between the centers of successive shear bands (Fig. 10a) is
exponential, with a characteristic length ξB ≈ 30a, inde-
pendent on the system size, that corresponds to the size
ξ of the rotational structures that have been identified in
the elastic response of the system [2–5]. The characteris-
tic distance between successive elementary shear bands in
our system is thus equal to the width of the elementary
shear band itself. Moreover, the Fourier transform (not
shown here) of the temporal evolution of the positions of
the centers of the bands (Fig. 8b) shows a 1/f 0.5 behavior
characteristic of a random, sub-diffusive signal. All these
results mean that the elementary shear bands propagate
essentially in a random-walk manner, with a step size of
approximately 30a, confined by the two boundaries.

The distribution of distances covered by the upper wall
between successive occurrence of elementary shear bands
(Fig. 10b) is also exponential. It shows a characteristic
length lc (lc ≈ 0.13a in our case), equivalent to a char-
acteristic number of quasi-static steps (here 13 steps of
amplitude δux = 10−2a on the upper wall). This length
does not depend significantly on the system size. We can
find an explanation for the order of magnitude of this
length lc, by dividing it by the radius ξ/2 of a vortex.
If we assume that the deformation is localized within a
“weak” region of thickness ξ/2, and that the system out-
side this shear band is essentially unstrained, the charac-
teristic distance lc covered by the wall between successive
occurrence of elementary shear bands corresponds to a
deformation of 2lc/ξ ≃ 1% within the weak region. This
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Fig. 10. (Color online) (a) Distribution of the distances
δyB between successive elementary shear bands for Lx =
104, Ly = 100. The characteristic distance of the exponential
fit is ξ ≈ 30a. Inset: same distribution for the largest sys-
tem size Ly = 496. The characteristic distance is the same, ξ.
(b) Distribution of the distances δlwall covered by the shearing
wall, between successive elementary shear bands. The distribu-
tion is exponential, with a characteristic distance covered by
the upper wall lc = 0.13a (that corresponds to 13 increments
of the strain imposed at a wall, or ǫxy = 0.065%). Distances
are expressed in units of the average particle diameter a.

order of magnitude is approximately the one that corre-

sponds to the elastic threshold ǫ
(p)
xy for the strain within

the elementary shear band. The elementary shear bands
can thus be seen as weak locations where all the deforma-
tion concentrates, giving rise —from a given local strain
threshold— to a large plastic event that relaxes all the
accumulated elastic energy. The next shear band event is
spatially strongly correlated, within a distance ξ.

Within this picture, we can simply describe the con-
struction of the plastic flow “velocity” profile as a diffusive
process. For a sample with transverse size Ly, the number
of bands that are created by a total strain ǫ is ǫLy/lc =

(ǫLy)/(ǫ
(p)
xy ξ). If the bands are created in a spatially corre-

lated manner, with typical distance ξ, this will result in an
effective diffusion coefficient for these plastic events of the

form Deff = ξ2 × (Ly/ǫ
(p)
xy ξ) (here the strain ǫ plays the

role of time). The shear will diffuse through the sample

over a “time” scale Lyǫ
(p)
xy /ξ. For our samples (Ly = 100a,

ξ = 30a) the corresponding strain is small, and the bound-
aries will almost immediately limit shear band diffusion.
The shear profile then is created by essentially indepen-
dent bands. An essentially homogeneous profile will be
obtained when the shear band density becomes of the or-

der of the inverse of the particle size, i.e. ǫ ∼ ǫ
(p)
xy ξ/a. In

a larger sample, on the other hand, this picture suggests
that the time (or strain) scale for establishing a homoge-
neous profile may be very large, in fact proportional to
system size, which could explain the commonly observed
tendency towards shear localization in such systems.

In the next section, we explore the effect of the two
kinds of dissipative events described here (quadrupolar
events and elementary shear band), on the local dynamics
of the particles.

5 Diffusive trajectory of an individual particle

Due to the average shear flow, the motion of each individ-
ual particle is highly anisotropic. The motion in the direc-
tion of the solicitation will mainly indicate the presence
of a central sheared zone, while the motion in the trans-
verse direction is zero on average. A diffusive contribution
to the motion of an individual particle can be defined by
removing the convective part of the motion (affine dis-
placement) in the x-direction. A typical example of the
resulting motion is shown in Figure 11a. In the following,
in order to avoid potential ambiguities associated with the
inhomogeneous character of the convective displacement
along the shear direction, we concentrate on a statistical
analysis of the motion in the transverse y-direction.

The random motion of a particle can be described by
the distribution of the size of its elementary jumps, and by
the temporal correlations between jumps [49]. We find (see
Fig. 12a for ∆n = 1) that the distribution of the size of the
transverse components of the elementary jumps is sym-
metric, with zero average and finite variance 〈δy2〉1/2 ≈
10−2a. This finite variance results from an upper expo-
nential cutoff. It implies that, in the hypothetic absence
of temporal correlations between jumps, the motion of the
particle should be diffusive at large enough times.

This seems to be confirmed by the study of the mean
squared displacement 〈∆y2〉 = 〈(y(ǫ)− y(0))2〉 of the par-
ticles in the transverse direction, which grows essentially
linearly with the strain ǫ (see Fig. 11b), and allows one
to define a diffusion coefficient. But although the motion
seems to be diffusive by looking only at the second mo-
ment of the distribution, the study of the non-Gaussian
parameter 〈∆y4〉/3〈∆y2〉2 − 1 (inset in Fig. 11b) shows
that the situation is much more complex, particularly at
short times, with a markedly non-Gaussian distribution
for displacements smaller than typically one particle size.

This deviation from Gaussianity can be explored fur-
ther through the distribution P (∆y, ǫ) of the transverse
distances ∆y between the positions of a particle, after a
total strain ǫ has been imposed to the sample [50]. The
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Fig. 11. (Color online) (a) Diffusive trajectory of one parti-
cle with respect to the affine displacement expressed in the
units of mean particle diameter a for a cumulative shear strain
of 25%. The displacement may be compared with the ap-
proximate cell dimensions Lx = 104a and Ly = 100a. (b)

Variance
〈

(y(ǫxy + ∆ǫxy) − y(ǫxy))2
〉1/2

of the transverse co-
ordinate of the individual particles, with the initial position
y(0) = (10± 4)a, as a function of the incremental strain ∆ǫxy.
Inset: non-Gaussian parameter of the transverse coordinate
y(ǫxy). The non-Gaussian parameter is far from being negli-
gible at small imposed strain ∆ǫxy.

distribution P (∆y, ǫ) is shown in Figure 12a. It can be
seen as a quasi-static equivalent of the van Hove distribu-
tion correlation function, which is a standard tool to char-
acterize diffusion in glasses and supercooled liquids [51].
For a given ǫ, the function starts with a plateau, followed
by a power law decay, and ends with an exponential cutoff.
The width of the power law decay depends on the total
strain ǫ. The function is clearly very different from the
Gaussian propagator of simple diffusion.

In fact, the beginning and the end of this power law
behavior are not self-similar (i.e. they cannot be rescaled
in a form f(∆y/ǫβ)). For small ǫ, the long-distance contri-
bution evolves less rapidly with ǫ than the short-distance
part. This is also why the amplitude of the initial plateau,
P (0, ǫ), shows two different behaviors as a function of ǫ
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Fig. 12. (Color online) (a) Distribution P (∆y, ∆n) of dis-
tances ∆y between the y-positions of a particle of initial posi-
tion y(0) = (10±4)a, after a certain number ∆n of incremental
strains has been imposed at a wall. The distances are expressed
in the units of the average particle diameter a. The correspond-
ing global strain is thus ∆ǫxy = ∆nδux/2Ly = 5 · 10−5∆n.
Inset: Log-linear plot of the distribution of elementary jumps
of the particles in the y-direction. This distribution is a power
law at small distances, with an exponential cut. (b) Same dis-
tribution of distances ∆y, but multiplied by the distance ∆y
itself. The position ∆ymax of the peak appearing at small ∆ǫxy

(small ∆n) evolves like (∆ǫxy)1.4 (hyper-diffusive behavior),
while the peak appearing at large ∆ǫxy evolves diffusively (like
(∆ǫxy)0.5). See inset.

(see Fig. 12a): a rapid decrease at small ǫ, followed by a
slower decrease for larger ǫ after the power law decay has
disappeared.

This behavior is also shown in Figure 12b where the
function ∆yP (∆y, ǫ) is plotted as a function of ∆y. In this
representation, the values of ∆y that contribute most to
the average displacement appear as peaks. It is clear that
two main peaks are present. The first one corresponds
to very small displacements, and its position evolves as
ǫ1.4. The second one, which corresponds to the actual dif-
fusive process, appears at distances of order a, and its
position increases as ǫ0.5. As the deformation is increased,
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the intensity shifts progressively from the first peak to the
second one. This result supports the idea of two different
relaxation mechanisms in amorphous glasses, even at zero
temperature [52–55].

To quantify the difference between the two regimes,
we show in Figure 12b the position of the main peak in
∆yP (∆y, ǫ). Note that the increase observed in the posi-
tion of this peak is essentially the counterpart of the decay
of P (0, ǫ) as a function of ǫ. We see here two distinct power
law behaviors, separated by a characteristic shear strain
ǫxy ≈ 0.75%. This characteristic shear strain is of the
same order of magnitude as the shear strain ǫ

(p)
xy separat-

ing the linear behavior and the plastic flow (see Sect. 1). It
is interesting to note that this characteristic shear strain
appears as well when the linear part of the shear-stress
relation is not considered, that is in the pure plastic flow,
while the same figure, restricted to the linear part of the
stress-strain relation, gives only the first power law decay.
This means that the plastic flow contains a succession of
elastic and plastic events with a small-strain behavior dif-
ferent from the large-strain behavior, in agreement with
previous results obtained on the mechanical study of flow-
ing foams [56].

The hyper-diffusive motion of the first bump shown
in Figure 12b, increasing as ǫ1.4, implies hyper-diffusive
motion of the particles at small shear strain. It is in
perfect agreement with the variation P (0, ǫ) ∝ ǫ−1.4 for
small ǫ and is related to a strong non-Gaussian behavior.
This non-Gaussian behavior at small imposed strain has
already been observed in other amorphous systems like
foams [54], or granular materials [55,57]. In these sys-
tems however, the corresponding exponents, as measured
in [57] for example, can be different. The exponent charac-
terizing the hyper-diffusive motion of the particles dragged
by the vortex motion in the linear regime seems thus to
be material dependent, while the non-Gaussian character
of the motion could be a characteristic of the small-strain
deformation at zero temperature, in disordered systems.

Finally, we have seen here that, even at zero temper-
ature, the disorder inherent to amorphous systems is suf-
ficient to create, under sufficiently large external solicita-
tions with a marked dissipative behavior (i.e. in the plastic
flow regime), a diffusive motion for the individual parti-
cles. Further investigation of this diffusion process and
other non-equilibrium transport processes —e.g. mobility
under an external force— could allow us to explore the
idea of effective temperature in these systems [54,58].

6 Conclusion

We have shown that the quasi-static dissipative behav-
ior of a two-dimensional model glass is due to two differ-
ent kinds of microscopic events. First, mainly quadrupo-
lar local rearrangements involving only very few particles
are present in the linear part of the stress-strain relation.
These events involve only a small energy release. Second,
in the plastic flow regime (plateau of the stress-strain
curve), the plasticity is dominated by large-scale events

that involve rearrangements along lines parallel to the av-
erage shear direction. These events have a very broad dis-
tribution of energy losses, which overlaps with the one as-
sociated with the more localized events. These elementary
shear bands are correlated in space over distances that are
typical of the elastic inhomogeneity in the medium, and
appear to propagate randomly throughout the system. We
suggested that this behavior could be a source of shear lo-
calization in extended systems. Note that the boundary
conditions are crucial to determine the orientation of the
elementary shear bands, as already pointed out in [7]; and
they affect also the random propagation of shear bands in
the system. In our case, the elementary shear bands reach
very quickly the boundaries of our system, giving rise to
confined motion, and a possible memory-free behavior of
the elementary shear bands was not observable for sys-
tems of this size. We must finally insist on the differences
between the two kinds of dissipative events we have clearly
pointed out here: particularly the spatial distribution of lo-
calized events is far from the one-dimensional alignement
shown in the elementary shear bands. This is one of the
crucial points of this paper to distinguish between the two.

We also analyzed the motion of individual particles,
driven by the plastic deformation. We only consider the
motion in the direction perpendicular to the average shear
velocity. This motion also is, even at zero temperature,
a two-step process. In a first step, the motion is hyper-
diffusive and non-Gaussian; such displacements are the
only ones that are observed in the linear part of the stress-
strain curve. Purely diffusive behavior is however observed
on larger length scales, of the order of a particle size. This
diffusive motion dominates the plastic flow regime, for suf-
ficiently large imposed strain. Further exploration of the
transport properties within this plastic flow regime will be
the object of future work.

During the course of this work we had valuable discussions from
L. Bocquet, M.L. Falk, A. Lemâıtre, C. Maloney, S. Roux, and
D. Vandembroucq. Computational support by IDRIS/France,
CINES/France and CEA/France is acknowledged.
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32. A. Kabla, G. Debrégeas, Phys. Rev. Lett. 90, 258303
(2003).

33. G. Debregeas, H. Tabuteau, J.-M. di Meglio, Phys. Rev.
Lett. 87, 178305 (2001).

34. Y. Wang, K. Krishan, M. Dennin, arXiv: cond-
mat/0511071 (2005).

35. A.M. Kraynik, Annu. Rev. Fluid Mech. 20, 325 (1988).
36. S.A. Langer, A.J. Liu, Europhys. Lett. 49, 68 (2000).
37. S. Tewari, D. Schiemann, D.J. Durian, C.M. Knobler, S.A.

Langer, A.J. Liu, Phys. Rev. E 60, 4385 (1999).
38. I. Cantat, O. Pitois, Stokes experiment in a 3D liquid foam,

preprint (2006).
39. C. Barentin, E. Azanza, B. Pouligny, Europhys. Lett. 66,

139 (2004).
40. F. Alonso-Marroquin, H.J. Herrmann, Phys. Rev. Lett. 92,

054301 (2004).
41. M. Latzel, S. Luding, H.J. Herrmann, D.W. Howell, R.P.

Behringer, Eur. Phys. J. E 11, 325 (2003).
42. A.N.B. Poliakov, H.J. Herrmann, Y.Y. Podladchikov, S.

Roux, Fractals 2, 567 (1994).
43. P. Coussot, Rheometry of Pastes, Suspensions, and Gran-

ular Materials (Wiley-Interscience, 2005).
44. P. Coussot, J.S. Raynaud, F. Bertrand, P. Moucheront,

J.P. Guilbaud, H.T. Huynh, S. Jarny, D. Lesueur, Phys.
Rev. Lett. 88, 218301 (2002).

45. W.H. Homes, P.T. Callaghan, D. Vlassopoulos, J. Roovers,
J. Rheol. 48, 1085 (2004).

46. L.T. Shi, P. Chaudhari, Phys. Rev. Lett. 51, 1581 (1983).
47. S. Alexander, Phys. Rep. 296, 65 (1998).
48. M. Lebyodkin, Y. Brechet, Y. Estrin, L. Kubin, Acta

Mater. 44 4531 (1996).
49. J. Crank, The Mathematics of Diffusion (Oxford Univer-

sity Press, Oxford, 2004); G. Samorodnitsky, M.S. Taqqu,
Stable Non-Gaussian Random Processes, (Chapman and
Hall, 2000).

50. L. Furuberg, J. Feder, A. Aharony, T. Jossang, Phys. Rev.
Lett. 61, 2117 (1988); S. Krishnamurthy, A. Tanguy, P.
Abry, S. Roux, Europhys. Lett. 51, 1 (2000).

51. J-L. Barrat, M.L. Klein, Annu. Rev. Phys. Chem. 42, 23
(1991).

52. A.V. Lyulin, B. Vorselaars, M.A. Mazo, N.K. Balabaev,
M.A.J. Michels, Europhys. Lett. 71, 618 (2005).

53. A. Crisanti, F. Ritord, Europhys. Lett. 66, 253 (2004).
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Vibrations et Micromécanique de Matériaux Amorphes Modèles

Les solides amorphes présentent des propriétés mécaniques et vibrationelles particulières.
Bien que ne possèdant pas d’ordre à longue portée, ils exhibent une dureté plus élevée et un
module de cisaillement plus faible que celui du cristal correspondant. De même, la réponse
irréversible en cisaillement de ces matériaux se localise et met en évidence l’existence de
bandes de cisaillement, contrairement à la réponse en terme de dislocations d’un cristal sous
une telle déformation. D’autre part, la densité d’état des modes de vibrations, dans un matériau
amorphe, fait apparaître un excès de modes dans la région du Térahertz par rapport à la
prédiction continue de l’élasticité, nommé Pic Boson.
Dans cette thèse, nous abordons ces différentes problématiques par l’utilisation de simulations
de Dynamique Moléculaire sur des matériaux amorphes modèles. Nous montrons que les
anomalies de densité d’états sont liées à l’existence d’un champ de réponse non-affine de nos
matériaux à diverses sollicitations. Ce champ de déplacement exhibe des mouvements collectifs
d’atomes, corrélés sur plusieurs distances interatomiques, longueur en-dessous de laquelle le
désordre devient pertinent, et le spectre vibrationel du matériau ne peut être décrit par une
théorie continue de l’élasticité. L’influence d’une telle longueur dans le régime de déformation
plastique irréversible a alors été abordée par la mise en oeuvre d’un protocole athermique
de déformation quasistatique. Celui-ci a montré que le régime d’écoulement plastique était
spatialement hétérogène, avec deux types d’évènements plastiques : des réarrangements
quadrupolaires localisés, ainsi que des bandes de cisaillements.

Mots-Clés Élasticité statique, solides désordonnés, réponse mécanique, plasticité, rhéologie.

Vibrations and Micromechanics of Model Amorphous Materials

Amorphous solids present peculiar mechanical and vibrational properties. Although not having
any long range order, they show an higher plastic threshold and weaker shear modulus than
corresponding crystals. Contrary to the response in terms of dislocations of crystals, the irre-
versible response of sheared amorphous solids is strongly localised (shear bands). We present
recent numerical results on simple model amorphous solids and demonstrate that the observed
excess of vibrational modes in the Terahertz region, the so-called "Boson Peak", is related to the
non-affine response of amorphous solids under external load, i.e. to the breakdown of classical
elasticity continuum theory at small wavelengths. The relevance of the non-affine displacements
on plastic deformation and yield is discussed.

Keywords Static elasticity, disordered solids, mechanical response, plasticity, rheology.
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