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Laboratoire de Mécanique et Technologie
ENS Cachan/CNRS/Université Paris 6
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de Mécanique et de Technologie en collaboration avec le CRIR (Centre de Recherche
Isover de Rantigny) sous la direction de François Hild et de Stéphane Roux . Je tiens
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travail et de la confiance qu’ils m’ont témoignée au cours de ces trois ans. J’exprime
toute ma gratitude à François pour sa disponibilité, sa patience, sa pédagogie et
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les thématiques développées au cours de ce travail.
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2.2 Étude de films d’un écoulement réel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

2.2.1 Résultats 1D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

2.2.2 Résultats 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.2.3 Utilisation des résultats . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53

2.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

3 Étude de l’anisotropie locale d’un matériau enchevêtré 59
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Introduction

L’étude du comportement mécanique de matériaux souples enchevêtrés nécessite
des précautions particulières. En effet, l’utilisation de moyens de mesure classiques
peut perturber la réponse du matériau. Le développement récent des techniques de
mesures optiques et donc sans contact a permis une nouvelle appréhension du pro-
blème. Ne perturbant pas la mesure, elles sont particulièrement bien adaptées pour
ces matériaux. Dans sa gamme de production, la société Isover Saint-Gobain pro-
pose des matériaux isolants thermiques de densité moyenne qui allient performances
thermiques et tenue mécanique. On s’intéressera ici exclusivement aux propriétés
mécaniques des matériaux au détriment des performances thermiques. Le procédé
de fabrication de ces matériaux isolants enchevêtrés, appelé crêpage, confère au pro-
duit sa texture finale, ajustables selon l’intensité du crêpage. Enfin, la texture du
produit fini est directement reliée aux performances mécaniques du matériau. Le but
de cette étude est la compréhension fine des relations entre les paramètres de réglage
du crêpage et les propriétés mécaniques du produit fini. Différentes approches vont
être développées et ont comme point commun d’être basées sur l’analyse d’images
ou de vidéos numériques.

Après une présentation plus détaillée du matériau étudié, de son procédé de fabri-
cation, ainsi que des enjeux de l’étude au chapitre 1, une première partie, développée
au chapitre 2, concernera l’analyse cinématique du procédé de fabrication. À partir
de vidéos numériques prises sur ligne de production, au niveau de l’étage de crêpage,
une approche, basée sur l’analyse d’images et sur les fonctions de corrélation, est
mise en place pour déterminer localement les champs des taux de déformations au
sein de la crêpeuse. Cette approche permet de quantifier la cinématique dans une
machine de crêpage et l’identification des zones de la crêpeuse responsables de la
texturation du matériau est alors possible. Enfin, grâce à cette approche, l’influence
des paramètres de réglage d’une crêpeuse sur la cinématique de la machine est quan-
tifiable.

Nous verrons que la texture est le lien entre le procédé de fabrication et les
performances mécaniques du matériau. Le chapitre 3 est donc dédié au développe-
ment d’un outil d’analyse de l’anisotropie locale d’un matériau enchevêtré. Basée
sur l’analyse numérique d’une image, elle permet d’identifier l’axe principal d’aniso-
tropie d’une zone locale de l’image analysée, ainsi que le degré d’anisotropie associé.
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Introduction

Ce champ d’anisotropie déterminé pour plusieurs images de produits issus de para-
mètres de réglage différents, permet de mettre en évidence l’influence des paramètres
de fabrication sur la texture du produit fini. Par ailleurs la texture du produit étu-
dié a une forte influence sur les performances mécaniques du produit, en termes de
tenue à la compression et à l’arrachement. Cette interaction est mise en évidence
expérimentalement, et suggère de modéliser le comportement mécanique élastique
anisotrope du matériau étudié.

Le chapitre 4 traite des essais mécaniques. Une présentation de la méthode de
mesure utilisée, la corrélation d’images numériques, est introduite, et les résultats
d’essais de compression et de traction simple sur le matériau sont présentés. Puis
dans le but de modéliser le comportement mécanique élastique anisotrope du maté-
riau étudié, de nouveaux essais sont présentés. Destinés à identifier les paramètres
mécaniques d’un produit non texturé, les résultats sont développés et discutés.

Enfin, le chapitre 5 est consacré à la modélisation de la réponse élastique aniso-
trope du matériau à une sollicitation de compression. Pour cela, une démarche est
proposée : on suppose que localement, le matériau étudié suit une loi de comporte-
ment élastique isotrope transverse (dont les paramètres ont été identifiés) selon une
direction particulière, celle-ci correspondant à la direction d’anisotropie identifiée
par l’outil développé au chapitre 3. Les résultats de la modélisation sont confron-
tés aux données expérimentales et une procédure d’identification permet finalement
d’optimiser les paramètres élastiques.
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Chapitre 1

La laine minérale : du procédé de

fabrication aux propriétés d’usage
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1. La laine minérale : de la fabrication aux propriétés du matériau

Dans ce chapitre, les laines minérales, et en particulier les laines de verre et de
roche, sont présentées. Matériaux isolants thermiques, on s’intéresse plus précisé-
ment aux produits de densité moyenne à élevée qui allient performances thermiques
et tenue mécanique. Ces deux propriétés sont contradictoires. En effet, ce matériau,
formé de fibres de verre encollées par un liant, possède les meilleures propriétés ther-
miques lorsque ses fibres seront orientées à l’horizontale, ne créant ainsi aucun pont
thermique entre le haut et le bas du produit, ces ponts étant propices aux trans-
ferts de chaleur. Cependant le même matériau possède de meilleures performances
mécaniques, en termes de tenue à la compression et à l’arrachement lorsque la ma-
jorité des fibres est orientée à la verticale. Il y a donc compétition entre les deux
phénomènes et un compromis est obtenu en ajoutant sur ligne de production une
opération dite de crêpage. Ce protocole est ajustable selon différents paramètres qui
ont une influence importante sur la texture du produit fini en modifiant l’orientation
locale des mèches de fibres constituant le matériau. Nous montrerons ensuite que la
texture du produit fini conditionne ses performances mécaniques en termes de te-
nue à la compression et à l’arrachement. Enfin, si l’on souhaite relier les paramètres
ajustables sur ligne de production, notamment au niveau de l’étage de crêpage,
aux performances mécaniques du produit fini, il apparâıt alors légitime d’utiliser la
texture du produit comme intermédiaire.

1.1 La laine minérale

Il existe trois variétés de laines minérales : les laines de verre, élaborées essen-
tiellement à partir de sable et de verre recyclé (calcin), les laines de roche, produites
à partir de roches volcaniques et les laines de laitier, réalisées à partir de matières
recyclées en provenance de hauts-fourneaux. Leurs propriétés d’isolant découlent de
leur structure, à savoir un mat de fibres, qui empêche le déplacement de l’air, et de
leur composition chimique. Nous nous limiterons, dans le cadre de cette étude, aux
cas de la laine de verre et de la laine de roche. Les différentes étapes d’élaboration de
ces deux produits sont similaires, i.e. fusion, fibrage, pulvérisation et polymérisation,
les phases de fusion et de fibrage étant spécifiques à chaque matériau.

1.1.1 Les constituants de la laine minérale

Une dizaine de matières premières entre dans la fabrication des laines minérales,
à regrouper en deux catégories : les fibres, dont le rôle est de limiter la thermocon-
vection, et le liant, qui apporte une cohésion au produit fini.

1.1.1.1 Les fibres

– pour la laine de verre, les matières premières sont un mélange alumino-boro-
calcique. Le verre en fusion est filé en fibres discontinues dont le diamètre

4 Microstructure et propriétés mécaniques de matériaux enchevêtrés



1.1. La laine minérale

moyen varie de moins de 1 µm à 10 µm et dont la longueur est milli- ou cen-
timétrique. Il existe un indice caractérisant la finesse des fibres de verre : le
micronaire Sheffield [1, 2]. Il caractérise la perméabilité à l’air sous différence
de pression constante. Le débit d’air est mesuré à travers le matériau (sous
forme de touffe de fibres sans rangement privilégié). Cet indice, noté F ac-
compagné par la masse de l’échantillon (F = 3, 0(5g)) est en relation directe
avec le diamètre des fibres constituant l’échantillon : plus le micronaire est
faible, plus le diamètre des fibres est petit. À titre indicatif, un micronaire de
F = 3, 0(5g) correspond à des fibres d’un diamètre de 4 à 5 µm.

– pour la laine de roche, les matières premières proviennent de basalte et de
matières recyclées. Le diamètre des fibres, comparable à celui des laines de
verre est caractérisé par le fasonaire. Cet indice, noté FAS accompagné par la
masse de l’échantillon (FAS = 250(5g)), repose sur le même principe que le
micronaire, avec cette fois, un débit imposé et une mesure de la différence de
pression. À titre indicatif, un fasonaire FAS = 250(5g) correspond à des fibres
d’un diamètre de 4 à 5 µm.

1.1.1.2 Le liant

Pour renforcer la résistance mécanique et la tenue de ces isolants à matrice, les
fibres sont agglomérées avec de faibles quantités de résines synthétiques pulvérisées
sous forme aqueuse sur les fibres. Le liant utilisé est un thermodurcissable composé
de six constituants principaux :

– une résine formophénolique, qui permet l’adhésion de la résine sur les fibres,
– un agent anti-pollution, l’urée, dont le taux est optimisé pour éviter la pollution

due au vieillissement,
– un hydrocarbure, l’huile, qui limite les émissions des poussières lors de la fa-

brication et de l’utilisation des produits,
– du sulfate d’ammonium, responsable de la couleur jaune du produit (pour la

laine de verre), qui accélère la réaction de polycondensation,
– de l’ammoniaque qui diminue la pollution due au formol libre et accélère la

réticulation,
– du silane qui permet aux propriétés mécaniques d’être mieux conservées après

vieillissement humide.

Les compositions du liant sont ajustables en fonction des propriétés souhaitées
du produit fini notamment en termes de performances thermiques.

1.1.2 Les procédés d’élaboration

La fabrication des laines minérales consiste à faire fondre et à fibrer les matières
naturelles et recyclées. La température de fusion dans les fours est comprise entre
1050◦C et 1500◦C. Le fibrage de la laine de verre est réalisé par centrifugation à
grande vitesse (procédé TEL, figure 1.1), celui de la laine de roche, à partir de ro-
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1. La laine minérale : de la fabrication aux propriétés du matériau

tors (procédé REX, figure 1.2). Après refroidissement, les fibres sont fixées entre
elles à l’aide du liant, et après un passage en étuve, forment un matelas de laine,
plus ou moins épais, et plus ou moins dense.

coupe longitudinale

coupe transversale

sables et calcins

fusion 1450°C

réception

fibrage 

 et injection de liant

verre blanc

étuve de polymérisation

le liant devient  

jaune

les chutes  

sont recyclées

Figure 1.1 – Procédé TEL : fabrication de la laine de verre (d’après [3]).

Les différentes étapes de fabrication vont être détaillées, depuis la fusion de la
matière première jusqu’au calandrage du produit fini en passant par le fibrage, la
pulvérisation du liant et sa polymérisation. La description de ces étapes est volon-
tairement succincte : plus de détails sont développés dans [4].

1.1.2.1 La fusion

La première étape du procédé de fabrication de la laine minérale est la fusion
des matières premières. Il s’agit d’un mélange alumino-boro-calcique pour la laine
de verre (figure 1.1) et de « laitiers » des hauts-fourneaux ou basaltes pour la laine
de roche (figure 1.2).

En ce qui concerne la laine de verre, le mélange de matières premières est porté à
une température de 1450◦C dans un four revêtu de matériau réfractaire. La compo-
sition, après avoir été pesée et mélangée est introduite à la surface du four et portée
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1.1. La laine minérale

à température de fusion à l’aide d’un chauffage au gaz ou de jeux d’électrodes plon-
gés dans le bain. En effet, à l’état fondu, les verres sont conducteurs d’électricité, si
bien qu’en faisant traverser un bain de verre par un courant électrique, on peut le
chauffer par effet Joule. À l’heure actuelle, les fours électriques sont majoritairement
utilisés, pour des raisons économiques.

Pour la laine de roche, des fondants et du coke sont ajoutés aux matières pre-
mières, puis le tout est introduit dans un cubilot et chauffé. La température de fusion
de la roche est aux alentours de 1600◦C. Une fois en fusion, le mélange (roche ou
verre) s’écoule jusqu’aux têtes de fibrage.

laitier et basalte

réception

fibrage 

 et injection de liant

fusion 1600°C

roche grise

étuve de polymérisation

le liant devient  

gris / brun

les chutes  

sont recyclées

coupe longitudinale

coupe transversale

Figure 1.2 – Procédé REX : fabrication de la laine de roche (d’après [3]).

1.1.2.2 Le fibrage

Le procédé de fibrage est l’étape d’élaboration qui diffère le plus entre la laine
de verre et la laine de roche. Le premier utilise le procédé TEL, et le deuxième, le
procédé REX [5].

Le procédé TEL désigne un procédé de fibrage de type centrifuge à grande vi-
tesse. Le filet de verre tombe dans un panier de distribution qui tourne à une vitesse
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1. La laine minérale : de la fabrication aux propriétés du matériau

de 2000 à 3000 tours/minute. Ce panier alimente une assiette de fibrage, en alliage
réfractaire, percée à la périphérie de 10000 à 20000 trous. Le verre émergeant de ces
trous est étiré vers le bas par un courant de gaz chauds. On obtient ainsi, à grand
débit, des fibres fines, de diamètre centré sur 4 µm, et pratiquement exemptes de
verre non-fibré. À la sortie de l’assiette, les fibres forment un tore sur lequel est
pulvérisé le liant en solution aqueuse à l’aide d’une couronne d’encollage placée à
l’extérieur du tore.

Le procédé REX est une autre technique pour produire des fibres : le jet de
liquide fondu tombe sur un rotor en alliage réfractaire tournant à quelques milliers
de tours/minute. Le liquide est alors projeté sous l’action de la force centrifuge sur
un autre puis sur un troisième voire un quatrième rotor (figure 1.3) et forme des
fibres discontinues dont le diamètre est centré sur 3 µm parmi lesquelles on trouve,
en proportion non négligeable, des gouttes de produit infibré. Le liant est ensuite
pulvérisé sur les fibres de roche en sortie des têtes de fibrage.

roche

perle
jet de laitier

Figure 1.3 – Procédé pour le fibrage de laitier ou de roche fondue (d’après [6]).

1.1.2.3 La fin de la ligne

Après l’étape de pulvérisation du liant, les fibres tombent sur un tapis de récep-
tion. Leur température est alors inférieure à 100◦C. La laine ainsi formée (qui est
blanche pour le verre, et grise pour la roche) est acheminée vers l’étuve où polymérise
le liant. Avant cette dernière étape, la laine est calandrée et éventuellement crêpée
(voir paragraphe 1.1.3). La polymérisation du liant est effectuée en créant un flux
d’air chaud vertical au sein de l’étuve. La température de l’air parcourant la laine
dépend alors des différentes zones de l’étuve.

8 Microstructure et propriétés mécaniques de matériaux enchevêtrés



1.1. La laine minérale

Une fois le liant réticulé, la structure de la laine est figée, le produit possède
donc sa forme, ses propriétés mécaniques et sa couleur finale. Le produit refroidit
sur la fin de la ligne, où différents contrôles sont alors effectués (épaisseur, masse
surfacique, etc.) avant d’être découpé, emballé puis stocké.

1.1.3 L’opération de crêpage

De par la manière dont elle est produite, la laine minérale est constituée de fibres
enchevêtrées et encollées, mais sa structure est stratifiée et présente des différences
de densité clairement visible sur l’épaisseur du produit (figure 1.4).

2

1
10 mm

Figure 1.4 – Image d’un produit présentant une structure stratifiée.

Un tel produit possède de très bonnes performances thermiques, mais ses ré-
sistances à la compression et à l’arrachement sont faibles, même pour des densités
moyennes. Pour certaines applications, le produit doit posséder des performances
mécaniques. Une opération dite de « crêpage » est alors réalisée. Elle consiste à
effectuer une compression uniaxiale, en ligne, le long du plan de stratification du
matelas pour imposer une rotation de l’axe d’anisotropie et déformer les couches
denses pour obtenir une texture plus isotrope.

1.1.3.1 Présentation

L’opération dite de « crêpage » a lieu sur la ligne de production. Elle est ajus-
table selon un certain nombre de paramètres indépendants. La figure 1.5 présente le
schéma d’une machine de crêpage. Cette machine est composée d’une succession de
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tapis convergents. Le matelas de laine stratifiée entre dans la crêpeuse avec une vi-
tesse V1 correspondant à la vitesse de la ligne de fabrication. Le premier jeu de tapis
convoyeurs est convergent. Le matelas est alors acheminé au niveau du deuxième jeu
de tapis ayant une vitesse V2 inférieure à celle des tapis d’entrée. Un troisième jeu de
tapis peut être présent. Leur vitesse de défilement V3 est alors inférieure à la vitesse
des tapis précédents (V2). La stratification naturelle de la laine est ainsi cassée avant
réticulation du liant. Une fois cette opération achevée, le matelas déstructuré entre
dans l’étuve de polymérisation et la texture ainsi formée est figée.

Entrée
crêpeuse Étuve

V1 : vitesse
d'entrée

V2 < V1 V3 < V2

Zones de crêpage

Figure 1.5 – Schéma d’une machine de crêpage à deux étages.

Plusieurs paramètres sont alors ajustables en fonction du produit fini désiré.
Tout d’abord le fait qu’il y ait 2 ou 3 jeux de tapis : ceci définit une crêpeuse à
« simple étage » (i.e., ayant une seule transition entre les deux tapis) ou une crê-
peuse à « double étage » (comme le montre la figure 1.5). On définit alors le rapport
de crêpage comme le rapport R entre les vitesses d’entrée et de sortie de la crêpeuse
(R = V1/V3 dans le cas d’une double crêpeuse ou R = V1/V2 dans le cas d’une simple
crêpeuse). La hauteur ainsi que l’inclinaison des différents tapis convoyeurs a égale-
ment une influence sur la texture du produit fini. Enfin, il est possible d’introduire
un différentiel de vitesse entre les tapis haut et bas de la crêpeuse, ce différentiel
ayant pour but de redresser le matelas de laine.

1.1.3.2 Cinématique d’une machine de crêpage

Le crêpage est réalisé en imposant une discontinuité de vitesse au niveau de la
jonction entre les tapis, ceci ayant pour but de créer un « bouchon » au niveau de la
transition. La transition n’étant pas idéalement brutale, la cinématique imposée par
les tapis n’est pas compatible avec celle du matériau. Ainsi, des contraintes s’accu-
mulent dans le matelas de laine en amont de la transition et le crêpage commence
dès ce niveau. Ceci suggère d’étudier finement ce qu’il se passe au voisinage de la
transition dans le but de mettre en évidence les zones de la crêpeuse responsables
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du crêpage et les zones de glissement relatif entre le feutre et les tapis. Si l’on note
x la coordonnée spatiale dans la direction de la ligne de production et z la direc-
tion verticale, la hauteur des tapis est imposée par les rouleaux et est notée h(x).
Les rouleaux haut et bas imposent une vitesse axiale notée u(x). La correspondance
temps/position est donnée en intégrant la loi de vitesse :

t(x) =

∫ x

0

dx′

u(x′)
(1.1)

Cette relation, ou son inverse, permet de passer simplement d’un paramétrage en
position à un temps. Le taux de déformation axial imposé est

ε̇xx =
du(x)

dx
(1.2)

alors que le taux de déformation transverse vaut

ε̇zz =
u(x)

h(x)

dh(x)

dx
(1.3)

Ceci montre que seuls les différentiels de vitesse sont importants pour autant qu’ils
puissent être suivis par le feutre. La seule donnée du champ des vitesses ne suffit
pas à rendre compte de ce qu’il se passe au niveau de la crêpeuse et les champs de
taux de déformation sont alors nécessaires pour caractériser la cinématique d’une
machine de crêpage.

1.2 Importance de la texture

1.2.1 Relation avec le procédé de fabrication

L’étude présentée ici ne concerne que les produits lourds, c’est-à-dire dont la
densité est moyenne à élevée (de 100 à 150 kg/m3 pour la roche et de 50 à 130 kg/m3

pour le verre), pour lesquels des performances mécaniques sont exigées. Comme le
souligne Trdič [7], plusieurs facteurs influent sur les propriétés mécaniques du produit
fini pour une densité donnée :

– le diamètre des fibres et leur longueur,
– la proportion d’infibrés, non négligeable dans la laine de roche,
– l’agencement des fibres au sein du produit, c’est-à-dire l’orientation des mèches

de fibres.
Trdič [7] a étudié l’importance du procédé de fibrage de la laine de roche, en sui-

vant la roche en fusion et en modélisant sa trajectoire à partir de vidéos numériques,
notamment la position du filet de laitier sur le premier rotor (figure 1.3).

L’opération de crêpage étant une opération commune aux deux procédés d’élabo-
ration de laine de verre et de roche, optimiser les propriétés mécaniques du produit
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1. La laine minérale : de la fabrication aux propriétés du matériau

fini en essayant de comprendre et quantifier les mécanismes mis en jeu au sein de la
machine de crêpage fournira une approche polyvalente du problème. Aujourd’hui les
crêpeuses sont réglées de manière empirique : les performances d’un produit fini sont
associées à un jeu de paramètres de réglage donné. Comme le montre la figure 1.6,
les paramètres de crêpage ont une influence directe sur les textures obtenues. Si la
macrostructure d’un produit est reliée aux propriétés mécaniques du produit, utili-
ser l’anisotropie locale comme intermédiaire permettra d’établir une relation entre
procédé d’élaboration et performances mécaniques du produit fini.

1.2.2 Influence sur les propriétés mécaniques

La texture étant conditionnée par le procédé de fabrication, il peut être inté-
ressant de mettre en évidence son influence sur les performances mécaniques du
produit fini. La norme pour les produits isolants thermiques destinés aux applica-
tions du bâtiment [8, 9] impose d’évaluer les performances mécaniques d’un produit
grâce à sa contrainte en compression à −10 % de déformation relative ainsi qu’à
sa contrainte au pic d’arrachement. Plusieurs produits, de paramètres de crêpage
différents, ont alors été testés mécaniquement, ainsi qu’un produit non crêpé afin
d’avoir une référence. Les textures correspondantes sont présentées sur la figure 1.6.
La texture 1.6(a) est celle d’un produit non crêpé, les mèches de fibres forment alors
un produit stratifié unidirectionnel. Le produit correspondant à la texture 1.6(b)
présente deux parties distinctes : la partie supérieure de l’échantillon avec une orien-
tation dominante de 45◦ (si l’on prend comme référence d’angle l’horizontale) et la
partie inférieure, avec une orientation dominante de −45◦. Cette double orientation
fait apparâıtre sur la tranche du produit une texture particulière, que l’on appellera
par la suite une « structure en V ».

80
 m

m

(a) Non crêpée

80
 m

m

(b) Crêpée : échantillon 1

80
 m

m

(c) Crêpée : échantillon 2

Figure 1.6 – Textures obtenues pour différents paramètres de crêpage.

Des essais de compression uniaxiale et d’arrachement ont été réalisés afin de dé-
terminer les propriétés mécaniques de la laine de verre crêpée au sens de la norme.
Les résultats présentés ici correspondent à des essais pilotés en déplacement : une
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1.3. Plan de thèse

compression uniaxiale (dans la direction 1 indiquée sur la figure 1.4) jusqu’à −20
% de déformation globale a été appliquée pour les essais de compression, et une
traction jusqu’à 15 % de déformation globale pour les essais d’arrachement.

Les résultats des essais sont présentés sur les figures 1.7 et 1.8. Une première
comparaison quantitative peut être effectuée au sens de la norme en évaluant les
contraintes à −10 % de déformation relative et les contraintes au pic d’arrachement
pour les 3 produits testés. Les valeurs obtenues sont reportées dans le tableau 1.1. À
densité donnée, de bien meilleures performances mécaniques peuvent être obtenues :
les résistances à la compression et à l’arrachement peuvent en effet être augmentées
d’un facteur supérieur à 2 grâce au crêpage.

σ10% (kPa) σarr (kPa)
non crêpé −29.6 14
crêpage 1 −49.4 25.7
crêpage 2 −83.9 50

Tableau 1.1 – Résultats d’essais mécaniques sur différents crêpages.

Si l’on compare par ailleurs les différentes courbes expérimentales, on peut no-
ter, pour la compression et dans le cas du produit ayant les meilleures performances,
l’apparition d’un plateau plastique dès −7 % de déformation globale imposée. Ce
domaine plastique n’est pas encore présent à −20 % de déformation globale dans le
cas du produit non crêpé, ni dans le cas du produit correspondant au crêpage 1. Si
l’essai est poursuivi au delà des −20 % de déformation globale, une zone de densi-
fication apparâıt dont le début dépend principalement de la densité du produit testé.

En ce qui concerne les résultats en arrachement, mise à part la contrainte cor-
respondant au pic d’arrachement, qui correspond à l’apparition d’une fissure dans
l’éprouvette, le niveau de déformation pour lequel il apparâıt dépend également du
crêpage considéré. En effet, le matériau ayant les meilleures performances en arra-
chement (le crêpage 2) est aussi le plus fragile : le pic d’arrachement est atteint pour
une déformation globale imposée de 3.5 % pour le crêpage 2, 4 % pour le crêpage 1
et 4.5 % pour le produit non crêpé.

Enfin, il est à noter qu’un crêpage qui donne de bons résultats en compression,
donnera également de bons résultats en arrachement.

1.3 Plan de thèse

Le crêpage est un procédé de fabrication utilisé sur ligne de production pour dé-
structurer la laine minérale, dans le but de donner au produit fini des performances
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Figure 1.7 – Comportement de la laine de verre en compression.
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Figure 1.8 – Comportement de la laine de verre en arrachement.

mécaniques meilleures. Il a été souligné l’influence de cette étape de crêpage sur
la texture du produit fini : selon les paramètres utilisés sur ligne de production, la
macrostructure du matériau est modifiée.
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Une première étude légitime ressort donc de cette observation : relier qualitati-
vement et quantitativement les paramètres de crêpage à la texture du produit fini.
Cette étude implique, dans un premier temps d’analyser ce qu’il se passe au ni-
veau de la crêpeuse. Cela permet de répondre à un certain de nombre de questions
comme :

– Quelles sont les zones de la crêpeuse les plus actives, c’est-à-dire celles où le
matelas se déforme le plus ?

– Quelle est l’influence des paramètres de crêpage sur la cinématique de la crê-
peuse ?

– Peut-on relier l’étude des zones de la crêpeuse où le matelas se déforme le plus
à la macrostructure du produit fini ?

Il apparâıt donc intéressant d’étudier plus précisément ce qu’il se passe au ni-
veau de la crêpeuse, notamment en termes de cinématique. Le crêpage étant une
opération réalisée en continu, ceci suggère de mettre en œuvre une mesure à partir
d’observations possibles sur ligne de production. Le but du prochain chapitre est de
répondre à cette problématique en introduisant différentes approches afin de modé-
liser la cinématique d’une machine de crêpage. À partir de vidéos numériques prises
sur ligne de production, au niveau de l’étage de crêpage, une méthode basée sur
l’analyse d’images et sur les fonctions de corrélation est mise en place pour détermi-
ner localement les champs des taux de déformations au sein de la crêpeuse ainsi que
le profil des vitesses sur la tranche du produit. L’analyse des champs obtenus permet
alors d’identifier les zones de la crêpeuse responsables de la texturation du matériau.

La macrostructure, une fois figée par le procédé de fabrication du matériau, est en
lien direct avec les propriétés mécaniques du produit. Étudier la texture du produit
fini semble alors être l’intermédiaire entre le procédé de fabrication et les perfor-
mances mécaniques. Dans la quasi-totalité des usines Saint-Gobain, l’opération de
crêpage est une opération 2D, la texture du matériau étant persistante dans la troi-
sième direction. Caractériser la macrostructure du produit est possible à partir de
l’étude de la texture du matériau à partir d’observations faites sur la tranche du
produit. Ceci fait l’objet du troisième chapitre pour lequel une étude de l’anisotro-
pie locale d’un matériau enchevêtré est présentée : basée sur l’analyse d’une image
numérique , elle permet d’identifier l’axe principal d’anisotropie d’une zone locale de
l’image analysée, ainsi que le degré d’anisotropie associé. L’influence des paramètres
de fabrication sur la texture du produit fini est alors accessible à partir du champ
d’anisotropie déterminé pour plusieurs images de produits, issus de paramètres de
réglage différents.

Enfin la texture du produit étudié a une forte influence sur les performances
mécaniques du produit, en termes de tenue à la compression et à l’arrachement.
Cette interaction a été mise en évidence expérimentalement, et suggère de modéli-
ser le comportement mécanique élastique anisotrope du matériau étudié. Ceci sera
présenté dans les chapitres 4 et 5 afin d’établir des relations entre performances mé-
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caniques et anisotropie locale. Pour cela, une modélisation de la réponse élastique
anisotrope du matériau à une sollicitation de compression sera introduite. Une dé-
marche originale est proposée : on suppose que localement, le matériau suit une loi de
comportement élastique isotrope transverse (dont les paramètres seront identifiés)
selon une direction particulière, celle-ci correspondant à la direction d’anisotropie
identifiée par l’outil développé au chapitre 3. Les résultats de la modélisation sont
finalement confrontés aux résultats expérimentaux et une procédure d’identification
permet enfin d’optimiser les paramètres élastiques.
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Chapitre 2

Analyse de la cinématique d’un

procédé de mise en forme
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2.1.3 Choix de la base de fonction . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

2.1.4 Étude d’une carte test . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2.1.5 Extension au cas 2D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
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2. Analyse de la cinématique d’un procédé de mise en forme

Dans ce chapitre, nous présentons une méthode pour analyser la cinématique
d’un procédé de mise en forme. Cet outil, destiné à être utilisable directement sur
ligne de production, est basé sur l’analyse d’images, et plus précisément sur des
images extraites d’un film vidéo numérique. Un procédé de mise en forme peut être
assimilé à un écoulement, et la caméra, fixe sur la ligne de production, permet de
mettre en place une approche eulérienne du problème. Sous certaines hypothèses,
l’analyse du film réalisé en tant que séquence d’images permet d’évaluer plusieurs
champs cinématiques caractérisant l’écoulement. L’exploitation d’un grand nombre
d’images permet de pallier la modeste qualité de chacune d’entre elles et de résoudre
spatialement des écoulements rapides. Cette méthode, basée sur une technique de
corrélation, utilise une approche similaire à la méthode des éléments finis, en décom-
posant le champ recherché sur une base de fonctions.

Dans une première partie, la méthode sera présentée et les hypothèses utilisées
seront justifiées. Puis les différentes approches seront développées, en commençant
par une approche 1D du problème, puis en étendant les résultats à une approche 2D.
Enfin, nous utiliserons la méthode sur un film réalisé en conditions réelles, c’est-à-
dire le film d’un procédé de mise en forme qui remplit les hypothèses requises. Nous
verrons alors quelles sont les quantités disponibles à partir de cette étude (champs
de trajectoires, vitesses, etc.).

2.1 Présentation de la méthode

Les progrès de l’imagerie numérique, que ce soit en photographie ou en vidéo
ont permis la mise au point de nouvelles techniques de mesures optiques. Faciles
à mettre en oeuvre car sans contact, elles sont notamment utilisées en mécanique
des fluides afin de visualiser les trajectoires des particules transportées par l’écoule-
ment [10, 11, 12]. Une de ces techniques, la vélocimétrie par imagerie de particules
(VIP) [13, 14] est une mesure du champ cinématique d’un écoulement fluide.

En mécanique des matériaux et des structures, une technique proche utilisée est
la corrélation d’images numériques (CIN) [15, 16, 17]. À partir d’images prises à
des instants différents lors d’un essai, elle permet de déterminer les champs de dépla-
cement et de déformation en surface d’une éprouvette testée mécaniquement. Cette
méthode sera plus largement développée au chapitre 4. Pour de grands déplacements
ou des écoulements rapides, ces méthodes présentent des limites, les différences entre
deux images successives à analyser étant trop importantes pour permettre un calcul
fiable [18].

Une nouvelle approche est proposée ici. Elle permet de déterminer la composante
stationnaire du champ des vitesses à partir du film vidéo numérique d’un écoule-
ment. L’utilisation d’un film fournit un grand nombre d’images et permet alors une
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analyse de la cinématique stationnaire inhomogène en dépit de la modeste qualité
des images de départ prises indépendamment (problèmes de compression d’images,
de bruit ambiant, de la faible dynamique de la caméra, etc.). Il est alors nécessaire
de disposer d’une première approximation des lignes de vitesse. On suppose, dans
la suite, que les trajectoires sont approximativement suivant l’axe x, direction de
l’écoulement.

Pour chaque valeur de y (selon une direction perpendiculaire au champ de vi-
tesse), une carte spatio-temporelle f(x, t) est reconstruite (figure 2.1), où le « pixel »

en temps correspond à une image, et a donc une durée de 1/25e s. La carte f(x, t)
donne le niveau de gris du pixel (x, y) de l’image t.
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Figure 2.1 – Construction de la carte utile à partir d’un film pour une hauteur y
donnée.

Pour une différence d’abscisse δ donnée (figure 2.1), le décalage temporel moyen
entre les deux lignes verticales, correspondant à τ(x+δ)−τ(x) est recherché. On peut
alors déterminer ce décalage inconnu de deux manières différentes : si l’on recherche
directement le champ τ(x), on pourra reconstruire le champ des trajectoires, et en
déduire par dérivation temporelle le champ des vitesses. Cette dérivation a alors
comme inconvénient d’introduire un bruit aux données à analyser. Si l’on recherche
directement le champ des vitesses, ou plus précisément le champ des inverses de la
vitesse relié à τ(x+ δ)− τ(x), il faudra alors intégrer le signal pour revenir aux tra-
jectoires inconnues. L’étape d’intégration nécessaire pour revenir aux trajectoires ne
perturbera pas la mesure, et apportera une régularité supplémentaire au champ des
trajectoires. Par ailleurs, issue du champ des vitesses, une grandeur à analyser est
le champ des taux de déformation. Ce nouveau champ correspond à une dérivation
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spatiale du champ des vitesses, qui doit alors posséder une certaine régularité afin de
limiter le bruit dû à la dérivation. Rechercher le champ des trajectoires ou le champ
des vitesses sont deux approches similaires dont les performances seront testées et
comparées. Il faudra cependant tenir compte de l’utilisation du champ recherché
(pour déduire de nouveaux champs comme le champ des taux de déformation), pour
imposer une régularité suffisante au champ inconnu.

Plusieurs approches sont possibles, dont le point de départ diffère. L’information
que fournit la carte spatio-temporelle est un signal 2D correspondant aux niveaux de
gris du film analysé pour une hauteur donnée. On peut travailler sur l’information
fournie par la carte directement. Cette information étant sensible au bruit pixel,
une seconde approche possible est d’utiliser les fonctions de corrélation du signal.
Ces fonctions étant une signature du signal analysé et leur régularité étant plus
forte que celle de la carte spatio-temporelle brute, leur utilisation est légitime. On
se propose de mettre en place deux méthodes permettant de résoudre le problème
posé. La première travaillera directement sur la carte spatio-temporelle brute et la
seconde exploitera les fonctions de corrélation du signal 2D des niveaux de gris de la
carte spatio-temporelle. On verra alors, selon l’information utilisée quel champ sera
paramétré (champ des trajectoires ou des vitesses).

L’hypothèse qui sert à reconstruire le champ inconnu est la conservation du flot
optique [19, 20, 21], écrite de manière intégrale comme reposant sur l’existence
d’une fonction d’une seule variable ϕ telle que

f(x, t) = ϕ(t− τ(x)) (2.1)

où τ est le décalage temporel recherché dépendant de la coordonnée spatiale x. Pour
tenir compte de l’éventuelle variation systématique des conditions d’éclairement d’un
pixel à l’autre, on peut relaxer la condition (2.1) en permettant d’accommoder une
translation et une affinité sur les niveaux de gris d’un pixel à l’autre. La figure 2.2
présente l’évolution de f(x, t) et de f(x + δ, t) en fonction du temps. Le décalage
temporel entre les deux fonctions est alors relié au paramètre τ inconnu.

2.1.1 Utilisation de la carte brute

On se propose dans un premier temps d’utiliser directement l’information fournie
par la carte brute. On suppose par ailleurs que les vitesses recherchées sont majori-
tairement suivant la direction de l’écoulement (direction x). Cette méthode, proche
de celle développée par Wagne [22] utilisant une approche spectrale pour évaluer le
champ de déplacement d’une analyse d’images, a comme point de départ la fonction
f , réécrite pour introduire une vitesse, et sa copie décalée g telle que

{
f(x, t) = f(x, x/Vx)
g(x, t) = f(x+ dx, t) = f(x+ dx, (x+ dx)/Vx)

(2.2)
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Figure 2.2 – Évolution des fonctions f(x, t) et f(x+ δ, t) pour x fixé en fonction du
temps, δ = 3 pixels.

où dx représente l’incrément de déplacement d’amplitude faible. Le système à ré-
soudre s’écrit comme la minimisation d’une fonctionnelle

T (νx(x)) =

∫∫ (
f(x+ dx, (x+ dx)/νx(x)) − f(x, x/νx(x))

)2

dtdx (2.3)

Si l’on suppose f suffisamment régulière, l’écriture en 1/νx(x) pour une vitesse sup-
posée élevée permet un développement de Taylor qui au premier ordre introduit une
nouvelle expression de T

T (νx(x)) =

∫∫ (
f(x+dx, t)− f(x, t)+dx/νx(x)

∂f

∂t
(x+dx, x/νx(x))

)2

dtdx (2.4)

On peut ensuite décomposer le champ recherché x/νx(x) sur une base de fonctions
choisie φ

x/νx(x) =
∑

j

ajφj(x) (2.5)

La fonctionnelle T s’écrit alors comme une forme quadratique des nouvelles incon-
nues aj. La minimisation donne alors, pour tout k

[∫ (∫
∂f

∂t
(x+ dx, t) × ∂f

∂t
(x+ dx, t)dt

)
φj(x)φk(x)dx

]
ak =

∫ (∫
∇f(x, t) × ∂f

∂t
(x+ dx, t)dt

)
φj(x)dx

(2.6)

Ce système peut aussi être écrit sous forme matricielle

Mjkak = Aj (2.7)
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et sa résolution est simple. Au lieu de résoudre le problème de manière globale, la
longueur de l’image (selon x) peut être divisée en un nombre fini d’éléments, et
l’identification des paramètres ak permettra de reconstruire ensuite directement le
champ des vitesses.

2.1.2 Utilisation des fonctions de corrélation

Au lieu de travailler directement sur la carte brute, cette nouvelle approche fait
intervenir les fonctions d’inter- et d’autocorrélation des signaux correspondant aux
niveaux de gris des deux séries temporelles choisies. Une première approche 1D per-
met alors de déterminer le décalage inconnu τ de manière incrémentale pour chaque
abscisse x de l’image pour une hauteur y donnée. Par son principe, elle se rapproche
de l’approche classique de corrélation [15, 16]. Une deuxième approche sera ensuite
proposée : elle permet de rendre l’algorithme plus robuste en recherchant τ sous
la forme d’une décomposition tout d’abord très générale puis particularisée à deux
bases de fonction spécifiques.

Cette résolution 1D peut être effectuée sur toute la hauteur utile de l’image
composant l’écoulement. En juxtaposant les trajectoires, un champ 2D peut être
construit. Cette méthode pouvant induire des perturbations dans le champ résolu
des trajectoires, une autre approche, recherchant τ sous la forme d’une décomposi-
tion sur une base de fonctions dans les deux directions, sera présentée.

L’utilisation des fonctions d’inter- et d’autocorrélation, plus régulières que la
fonction ϕ permettra de déduire une information très bien résolue spatialement et
moyennée en temps. Les fonctions d’auto- et d’intercorrélation s’écrivent

C0(θ, x) =

∫ +∞

−∞

f(x, t)f(x, t+ θ) dt (2.8)

C1(θ, x, δ) =

∫ +∞

−∞

f(x, t)f(x+ δ, t+ θ) dt (2.9)

où θ est un décalage temporel et δ l’incrément spatial. Si l’on appelle L la lon-
gueur en pixels de l’image étudiée, l’analyse est alors effectuée sur une longueur de
L − δ pixels. La conservation du flot optique impose que C1 soit obtenu par une
simple translation de C0 par ∆τ(x, δ) = τ(x+δ)−τ(x) (figure 2.3). Sur la figure 2.3
on voit nettement que rechercher le décalage moyen entre les fonctions d’inter- et
d’autocorrélation est un problème similaire au problème précédent, travaillant direc-
tement sur les fonctions de niveau de gris (figure 2.2). Enfin, si les fonctions d’inter-
et d’autocorrélation correspondent à un signal particulier traduisant les niveaux de
gris d’une image, la problématique est alors identique.
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Figure 2.3 – Fonctions d’inter- et d’autocorrélation normées C1 et C0, δ = 3 pixels.

Lorsque le décalage ∆τ est petit devant la longueur de corrélation du signal
temporel, un développement de Taylor au premier ordre conduit à

C1(θ, x, δ) ⋍ C0(θ, x) − [τ(x+ δ) − τ(x)]
∂C0

∂θ
(θ, x) (2.10)

Ainsi, il suffit de projeter la différence C1 −C0 sur la fonction
∂C0

∂θ
(θ, x) pour avoir

accès au décalage τ calculé à l’abscisse x. À ce stade de l’étude plusieurs approches
sont possibles : une approche incrémentale pour laquelle le décalage inconnu τ est
recherché pour chaque abscisse x indépendamment ou une approche en décomposant
le champ recherché sur une base de fonctions.

2.1.2.1 L’approche incrémentale

La projection de C1 − C0 sur la fonction
∂C0

∂θ
(θ, x) (équation (2.10)) peut être

effectuée sur toutes les lignes verticales de la carte f(x, t). Cette méthode fournit
les lignes de courant de la carte spatio-temporelle (figure 2.1). Pour relaxer l’hy-
pothèse de conservation du flot optique, il est possible d’ajouter une composante
additionnelle ∆K(x, δ) proportionnelle à C0. Le système à résoudre s’écrit comme
la minimisation de la nouvelle fonctionnelle suivante

T [∆K(x, δ),∆τ(x, δ)] =

∫

θ

[
∆C(θ, x, δ)

− ∆K(x, δ)C0(θ, x) + ∆τ(x, δ)
∂C0

∂θ
(θ, x)

]2

dθ

(2.11)

avec 




∆C(θ, x, δ) = C1(θ, x, δ) − C0(θ, x)
∆K(x, δ) = K(x+ δ) −K(x)
∆τ(x, δ) = τ(x+ δ) − τ(x)
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Cette minimisation permet d’aboutir à la résolution d’un système linéaire 2 × 2
dont les inconnues sont ∆K(x, δ) et ∆τ(x, δ). Les développements mathématiques
correspondant à cette première méthode sont détaillés dans l’annexe A. Cette pre-
mière méthode fournit de bons résultats (cf. paragraphe 2.1.4) mais reste sensible
au bruit pixel. Une deuxième méthode a été développée pour rendre l’algorithme
d’identification plus robuste.

2.1.2.2 L’approche par décomposition sur une base de fonctions

En partant de l’équation (2.10), une forte régularité est imposée sur le déca-
lage temporel en recherchant τ sous la forme d’une décomposition sur une base de
fonctions ψi

τ(x) =
∑

i

aiψi(x) (2.12)

où les paramètres ai sont inconnus. La résolution du problème se ramène à la mini-
misation de la fonctionnelle

T (∆K(x, δ), ai) =

∫

θ

∫

x

[
∆C(θ, x, δ) − ∆K(x, δ)C0(θ, x)

−
∑

i

ai (ψi(x) − ψi(x+ δ))
∂C0

∂θ
(θ, x)

]2

dxdθ

(2.13)

par rapport aux paramètres ai et ∆K(x, δ). Sachant que la détermination des ∆K(x, δ)
n’est pas directement utilisée, la minimisation de (2.13) permet, dans un premier
temps d’écrire ∆K(x, δ) pour tout x en fonction des inconnues ai

∆K(x, δ) =
∫

θ

∆C(θ, x)C0(θ, x)dθ −
∑

i

ai (ψi(x) − ψi(x+ δ))

∫

θ

C0(θ, x)
∂C0

∂θ
(θ, x)dθ

∫

θ

C0(θ, x)
2dθ

(2.14)

puis d’introduire l’expression trouvée dans les autres équations déduites de la mi-
nimisation par rapport aux inconnues ai. Cette minimisation permet d’obtenir un
système linéaire de la forme

Mjiai = fj, (2.15)

dont les détails sont développés dans l’annexe A. À ce stade de l’algorithme, le champ
inconnu peut être recherché de manière globale ou projeté sur une base de fonctions
choisie. La largeur de l’image est alors décomposée en un nombre fini d’éléments. Le
choix de la base de fonctions utilisée va maintenant être discuté.
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2.1.3 Choix de la base de fonction

Pour les deux approches présentées (la méthode utilisant les fonctions de corréla-
tion et recherchant le champ des trajectoires et la méthode utilisant l’image brute et
recherchant le champ des vitesses), le champ recherché est décomposé sur une base
de fonctions. Cette décomposition permet une résolution plus fine qu’une résolution
globale. Le choix de la base de fonctions doit alors être discuté. En effet la base de
fonctions doit permettre d’écrire facilement le champ inconnu, mais également les
champs issus de celui-ci. On se propose ici d’utiliser deux bases de fonctions pour
les deux méthodes présentées : une base de fonctions splines cubiques et une base de
fonctions linéaires. De plus, pour la méthode pour laquelle le champ des vitesses est
recherché, une troisième base sera introduite : la décomposition du signal en modes
de Fourier.

2.1.3.1 Base de fonctions splines cubiques

Le choix d’une base de fonctions splines cubiques (figure 2.4) comme base de
projection se justifie par l’utilisation du champ solution. En effet, que l’on souhaite
déterminer le champ des trajectoires ou le champ des vitesses, le champ recherché
doit être régulier et dérivable. L’écriture en splines cubiques permet de calculer
aisément le champ dérivé. Par ailleurs, l’écriture des conditions de continuité du
champ recherché et de sa dérivée entre deux éléments consécutifs se fait aisément en
utilisant une telle base. SiN représente le nombre d’éléments composant la largeur de
l’image à analyser, l’ordre du système à résoudre, quelle que soit l’approche utilisée,
est de 4N . La prise en compte des conditions de continuité entre deux éléments
consécutifs e et e+ 1 s’écrit

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1-0.2
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Figure 2.4 – Base des fonctions splines cubiques, représentée dans l’élément de réfé-
rence.
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{
ae

3 = ae+1
1

ae
4 = ae+1

2

(2.16)

Ces conditions de continuité permettent de réduire la taille du système à résoudre
à 2N + 2 équations. Enfin, deux conditions aux limites (dites « naturelles ») aux
extrémités de l’image analysée peuvent être ajoutées

d2τ(0)

dx2
=
d2τ(L− δ)

dx2
= 0 (2.17)

avec L la longueur de l’image analysée, soit
{

−3a1
1 − 2a1

2 + 3a1
3 + a1

4 = 0
−3aN

1 − aN
2 + 3aN

3 − 2aN
4 = 0

Finalement le système à résoudre est d’ordre 2N+4. Notons cependant qu’il est très
facile de réduire la régularité des fonctions de base recherchées.

2.1.3.2 Base de fonctions linéaires

Une base simplement continue (linéaire par intervalle) peut s’avérer suffisante
pour la plupart des applications. L’ordre du système se réduit alors à 2N . Des condi-
tions de continuité du champ recherché aux frontières de deux éléments consécutifs
e et e+ 1 existent encore, et s’écrivent sous la forme

ae
1 = ae+1

2 (2.18)

Le champ résolu sera alors continu, et le système à résoudre ainsi formé sera d’ordre
N + 1. Pour ce cas particulier, il faut noter que le champ dérivé sera constant
par morceaux mais présentera une discontinuité à la frontière de chaque élément.
L’écriture de conditions aux limites n’est pas nécessaire, celles-ci étant naturellement
respectées si l’on utilise des éléments linéaires (la dérivée seconde des fonctions de
base est nulle sauf aux points de raccordement où c’est un Dirac).

2.1.3.3 Décomposition en mode de Fourier

Une troisième base de fonctions qui peut être utilisée est une décomposition en
modes de Fourier. Dans ce cas, la longueur de l’image à analyser n’est plus décom-
posée en un nombre fini d’éléments. Ce dernier correspond au nombre de modes
de Fourier utilisé pour résoudre le champ recherché. Par ailleurs, on rajoute à cette
nouvelle base, une composante continue, une composante linéaire et une composante
quadratique. Finalement, si le nombre de modes choisi est N , la base de décompo-
sition du champ recherché sera de dimension N + 3.

Le champ inconnu étant recherché sur la largeur entière de l’image, l’écriture
de conditions de continuité entre deux éléments consécutifs n’est pas nécessaire. La
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taille du système à résoudre sera de [N + 3]× [N + 3]. Cette dernière décomposition
sera utilisée uniquement dans le cas de l’approche travaillant sur l’image brute et
recherchant le champ inconnu sous la forme d’un champ de vitesse.

2.1.4 Étude d’une carte test

Avant d’utiliser la méthode développée pour caractériser un écoulement réel, elle
a été testée sur une carte artificielle formée explicitement. Pour la suite du cha-
pitre, sauf mention explicite du contraire, la valeur du décalage spatial δ est fixé à
1 pixel pour avoir la plus grande partie de l’image possible disponible pour l’analyse.

La carte-test a été créée pour que sa trajectoire ne soit ni dans l’espace des splines
ni dans celui des fonctions linéaires. La carte est formée en utilisant, comme point
de départ, une ligne verticale de niveau de gris. À partir de cette ligne, des vitesses
sont imposées pour former l’image entière, en utilisant la propriété de translation de
la transformée de Fourier. La valeur de la vitesse en tout point est donnée par

v(x) =
1

sin(2π x
nx−1

) + 2x
nx−1

+ 1
(2.19)

où x représente la coordonnée spatiale, et nx la longueur totale de l’image selon la
direction x. La figure 2.5 représente la carte-test ainsi formée en utilisant 256 images.

x (pixels)

t (
im

ag
es

)

Figure 2.5 – Carte-test dont les trajectoires sont connues en tout point.

Les différentes approches, avec les décompositions sur les différentes bases, ont
ensuite été utilisées pour déterminer les trajectoires, les vitesses et les taux de dé-
formation.
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2.1.4.1 Détermination des trajectoires

La figure 2.6 présente les résultats correspondant aux différentes approches su-
perposés à l’image de départ : sur la figure 2.6(a) les trajectoires représentent celles
obtenues en utilisant l’approche par corrélation. La trajectoire en pointillés repré-
sente les résultats de l’approche incrémentale, celle en traits mixtes ceux en utilisant
des éléments linéaires, et en trait plein ceux en utilisant des éléments splines. Sur la
figure 2.6(b), les trajectoires sont celles obtenues en utilisant l’approche travaillant
directement sur la carte brute. Il est à noter que cette approche fournit dans un
premier temps le champ des vitesses et qu’une intégration numérique du résultat a
été effectuée pour remonter aux trajectoires. Par ailleurs, les résultats présentés pour
cette approche correspondent à un calcul itéré : 10 itérations ont été utilisées. La
trajectoire en pointillés correspond à celle obtenue en utilisant une base de Fourier,
celle en traits mixtes à celle en utilisant une base d’éléments linéaires, et celle en
trait plein à celle en utilisant une base d’éléments splines. La très bonne corrélation
entre trajectoires déterminées et trajectoire réelle suggère d’étudier les différentes
trajectoires selon le nombre de degrés de liberté utilisé.

x (pixels)

t (
im

ag
es

)

50 100 150 200 250

50

100

150

200

250

Linéaire
Spline
Incrémentale

(a) Trajectoires en utilisant l’approche par
corrélation : en pointillés, l’approche incré-
mentale, en traits mixtes, les résultats en utili-
sant des éléments linéaires, en traits pleins des
éléments splines.
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(b) Trajectoires en utilisant l’image brute : en
pointillés, les résultats utilisant une base de
Fourier, en traits mixtes, en utilisant des élé-
ments linéaires, en traits pleins des éléments
splines.

Figure 2.6 – Trajectoires superposées à l’image de départ pour les deux approches
et les différentes bases utilisées, δ = 1 pixel, 10 ddl.

Les performances des différentes approches peuvent être étudiées pour cette
carte-test. En ce qui concerne le temps de calcul, qui peut être un critère de choix
important dans la mesure où cette méthode a pour but final d’analyser un processus
industriel, il est similaire pour les deux approches utilisées, augmente avec le nombre
de degrés de liberté, mais ne dépasse pas la dizaine de secondes (figure 2.7).
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2.1. Présentation de la méthode
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Figure 2.7 – Temps de calcul en fonction du nombre de degrés de liberté utilisé pour
les deux approches.

En termes de performances des différentes approches, et de sensibilité au nombre
d’éléments, l’erreur RMS peut être calculée en fonction du nombre de degrés de
liberté, ce dernier étant relié au nombre d’éléments (ddllin = N + 1 et ddlspline =
2N + 4). La figure 2.8 présente, en échelle log-log, l’évolution de l’erreur RMS η2,
calculée au sens de la norme L2

η2(ddl) =

L−δ∑

x=1

(Tex − Tc)
2

L−δ∑

x=1

(Tex)
2

(2.20)

où Tex représente la trajectoire imposée lors de la création de la carte-test, Tc la
trajectoire déterminée par l’algorithme, L la largeur en pixel de l’image analysée, δ
la différence d’abscisse en pixel et ddl le nombre de degrés de liberté.

On peut alors noter, pour l’approche par corrélation, figure 2.8(a), que pour les
faibles nombres de degrés de liberté, la décomposition sur une base spline donne
une erreur beaucoup plus faible que la décomposition sur une base linéaire, la valeur
de cette erreur se stabilisant entre 10−4 et 10−5 pour un faible nombre de degrés
de liberté. L’erreur correspondant à la décomposition sur une base linéaire est plus
importante pour les faibles nombres de degrés de liberté et décrôıt rapidement pour
se stabiliser au même niveau que l’erreur obtenue en utilisant des éléments splines
pour environ 60 degrés de liberté.

Pour l’approche travaillant directement sur l’image spatio-temporelle, l’évolution
de l’erreur RMS est présentée sur la figure 2.8(b). On observe alors, pour les trois
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décompositions utilisées une erreur RMS très faible (inférieure à 10−4) dès les faibles
nombres de degrés de liberté. Cette erreur décrôıt pour les trois méthodes jusqu’à
atteindre un minimum inférieur à 10−10 pour environ 80 degrés de liberté. Le com-
portement de l’erreur après cette valeur minimum diffère selon la base utilisée : pour
la base spline, l’erreur se stabilise et reste inférieure à 10−10. Pour les bases linéaires
et de Fourier, l’erreur augmente rapidement après la valeur minimum pour revenir
à son niveau initial pour un nombre de degrés de liberté élevé (aux environs de
200 degrés de liberté pour une image d’une largeur de 256 pixels). Cette approche
donne donc, quelle que soit la base de décomposition utilisée, d’excellents résultats
dès les faibles valeurs de degrés de liberté et présente un nombre de degré de liberté
optimum à utiliser selon l’image analysée.
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Figure 2.8 – Erreur RMS η2 en fonction du nombre de degrés de liberté, δ = 1 pixel.

Les deux approches utilisées donnent des résultats très encourageants et leur
sensibilité au nombre de degrés de liberté a été illustrée. En termes de localisation
de l’erreur, la figure 2.9 présente les résultats pour les deux approches et pour les
différentes bases utilisées. Les résultats correspondent à la différence entre les tra-
jectoires calculées et la trajectoire réelle pour des valeurs différentes de nombre de
degrés de liberté. Pour l’approche par corrélation, l’erreur ne semble pas se locali-
ser et oscille entre −0.5 et 0.5 pixel-image. Pour l’approche utilisant l’image brute,
la différence entre trajectoire calculée et trajectoire exacte présente des oscillations
haute-fréquence autour de 0 mais l’amplitude de ces oscillations est faible (10−3 pixel-
image).

En termes de trajectoire, la méthode utilisant directement la carte brute semble
donner de meilleurs résultats. Une dernière étude reste cependant à mener : la sta-
bilité des méthodes présentées au bruit. Ceci sera développé au paragraphe 2.1.4.3.
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Figure 2.9 – Localisation de l’erreur : différences entre trajectoire exacte et trajectoire
calculée pour les deux méthodes présentées et les différentes bases introduites, δ =
1 pixel.

2.1.4.2 Détermination des vitesses et taux de déformation

La sensibilité des deux méthodes étudiées par rapport à la détermination des
trajectoires a été présentée en fonction de la base de fonctions utilisée. La même
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démarche peut maintenant être utilisée pour caractériser les performances des mé-
thodes en termes de champ de vitesses. L’approche par corrélation déterminant le
champ des trajectoires, le champ des vitesses est obtenu en effectuant une dériva-
tion numérique des fonctions de base : cette dernière peut introduire un bruit sur les
résultats. L’étude de sensibilité permettra alors de quantifier l’amplitude du bruit
sur les résultats. Par ailleurs, pour cette méthode, la décomposition des trajectoires
sur une base d’éléments linéaires donnera alors un champ des vitesses constant par
morceaux, possédant une éventuelle discontinuité à la frontière entre deux éléments
consécutifs. L’approche utilisant l’image brute détermine directement le champ des
vitesses : ces résultats seront donc directement exploités.
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Figure 2.10 – Vitesses obtenues en fonction de la méthode utilisée, de la base de
décomposition et du nombre de degrés de liberté, δ = 1 pixel.

La figure 2.10 présente, superposées à la vitesse exacte, les vitesses déterminées
par les algorithmes. La figure 2.10(a) correspond à l’approche par corrélation : les vi-
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tesses obtenues en utilisant la décomposition sur une base spline ou une base linéaire
sont représentées. On observe une légère dérive de la vitesse calculée par rapport à
la vitesse exacte, ainsi qu’une vitesse constante par morceaux correspondant à celle
déterminée en utilisant la décomposition sur une base linéaire. Les figures 2.10(b)
et 2.10(c) correspondent aux résultats obtenus en utilisant l’approche travaillant sur
l’image brute, pour deux nombres de degrés de liberté : 10 et 150 respectivement.
Les résultats pour un faible nombre de degrés de liberté sont encourageants et les
différences entre vitesse imposée et vitesse calculée pour un grand nombre de degrés
de liberté sont minimes. L’erreur RMS calculée sur la vitesse peut ensuite être cal-
culée pour quantifier les performances des deux méthodes en fonction du nombre de
degrés de liberté utilisé.
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Figure 2.11 – Erreur RMS η2 sur les vitesses en fonction du nombre de degrés de
liberté, δ = 1 pixel.

L’erreur RMS η2 est représentée sur la figure 2.11. Selon la méthode utilisée, on
peut observer une diminution de l’erreur lorsque le nombre de degrés de liberté aug-
mente. Pour l’approche par corrélation, la décomposition de la trajectoire sur une
base spline donne naturellement de meilleurs résultats que pour une base linéaire
dont la dérivation fournit une vitesse constante par morceaux. Les deux erreurs
semblent se stabiliser au même niveau, mais la base spline atteint ce niveau très
rapidement (pour une vingtaine de degrés de liberté). Il est à noter par ailleurs,
que la rapidité de la convergence suggère d’employer un nombre réduit de degrés de
liberté lors d’une utilisation ultérieure de la méthode sur un film réel notamment.
Pour l’approche travaillant sur l’image brute, l’erreur RMS se stabilise pour une
vingtaine de degrés de liberté, quelle que soit la base de fonction utilisée. Lorsque
le nombre de degrés de liberté augmente, on observe pour les résultats utilisant une
base de fonctions splines ou une décomposition en modes de Fourier une augmen-
tation de l’erreur. Ceci s’explique par l’apparition d’oscillations, qui n’ont pas lieu
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pour l’utilisation d’une base linéaire. En effet, le degré des fonctions splines est trop
élevé par rapport à la taille des éléments utilisés, et de même, le nombre de modes
de Fourier devient trop important par rapport à la taille de l’image analysée.

Enfin, il peut être intéressant de regarder, pour un nombre faible et pour un
nombre élevé de degrés de liberté, en fonction de la méthode utilisée et de la base
choisie, où se localisera l’erreur. On observe alors, sur la figure 2.12 les différences
entre vitesse calculée et vitesse imposée. Quelle que soit la méthode utilisée pour
un nombre de degrés de liberté choisi, l’amplitude des différences atteint le même
niveau. Pour un nombre de degrés de liberté élevé, on observe également de fortes
oscillations de cette différence pour les deux méthodes présentées, lorsque la base
choisie est une base spline.
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Figure 2.12 – Différence entre vitesse exacte et vitesse calculée pour deux nombres
de ddl différents.

Ces résultats encourageants en termes de détermination des vitesses amènent à
étudier ceux que l’on pourra obtenir en termes de taux de déformation (cf chapitre
1). À partir du champ des vitesses, le taux de déformation correspond à la partie
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symétrique du gradient eulérien des vitesses. On se limite, dans le cas étudié ici, à
la composante du taux de déformation D suivant l’axe x

D(x, y) =
∂Vx

∂x
=
Vx(x+ dx, y) − Vx(x, y)

dx
(2.21)

Pour la méthode par corrélation, le taux de déformation ne sera déterminé que
dans le cas d’une décomposition sur une base spline, la dérivée seconde des éléments
linéaires étant identiquement nulle. La figure 2.13 présente l’erreur RMS η2 calculée
par rapport au taux de déformation exact en fonction du nombre de degrés de
liberté. Pour l’approche par corrélation, on observe alors que l’erreur augmente avec
le nombre de degrés de liberté : ceci correspond à des oscillations dans le taux
de déformation calculé par rapport au taux de déformation exact. Ces oscillations
peuvent être visualisées sur la figure 2.14(a). Le niveau de l’erreur RMS atteint reste
cependant relativement faible. En ce qui concerne l’approche utilisant l’image brute,
les trois bases proposées peuvent être étudiées. On observe alors sur la figure 2.13(b)
que l’erreur RMS a un niveau plus faible que pour la première approche. Par ailleurs,
quelle que soit la base utilisée, cette erreur présente un minimum autour de 30 degrés
de liberté, ce qui confirme la remarque précédente : un nombre de degrés de liberté
faible suffit pour atteindre une bonne précision. Après le minimum, l’erreur RMS
crôıt de nouveau, ce qui correspond à l’apparition d’oscillations, comme on peut
l’observer sur la figure 2.14. Cette figure présente, superposés au taux de déformation
exact, les taux de déformations obtenus pour différents nombres de degrés de liberté
(variant de 10 à 200 par pas de 3).
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Figure 2.13 – Erreur RMS η2 sur les taux de déformation en fonction du nombre de
degrés de liberté, δ = 1 pixel.
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Figure 2.14 – Taux de déformation calculé et exact pour les deux méthodes et les
différentes bases utilisées.

2.1.4.3 Sensibilité au bruit

Les performances des différentes méthodes ont été étudiées et présentées. La carte
utilisée était alors une carte artificielle, non bruitée. On se propose ici de tester la
robustesse de la méthode par rapport au bruit d’acquisition présent lors de l’utilisa-
tion de cette approche en conditions réelles. Pour évaluer cette sensibilité, un bruit
gaussien est ajouté et son amplitude est quantifiée par l’écart-type en niveaux de gris
du bruit. Les différentes images sont alors analysées. Le nombre de degrés de liberté
est fixé à 20 pour cette étude étant donné les résultats obtenus précédemment. La
carte-test analysée est codée sur 256 niveaux de gris. L’amplitude du bruit ajouté
sera alors de 1, 2, 4, 8 et 16 niveaux de gris. La figure 2.15 présente l’évolution de
l’erreur RMS η2 calculée par rapport à la trajectoire (figure 2.15(a)), par rapport à
la vitesse (figure 2.15(b)) et par rapport au taux de déformation (figure 2.15(c)) en
fonction du niveau de bruit.
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Figure 2.15 – Erreur RMS η2 en fonction du niveau de bruit (en niveau de gris)
ajoutée à l’image analysée, 20 ddl, δ = 1 pixel.

On observe alors une sensibilité au bruit pour trois informations : trajectoire,
vitesse et taux de déformation. L’amplitude de bruit égale à 0 correspond à l’image
non bruitée. Pour les différentes approches et bases utilisées, on remarque que la
sensibilité au bruit reste similaire pour la détermination des trajectoires. Pour la
détermination des vitesses, l’erreur RMS garde un niveau correct pour une ampli-
tude de bruit inférieure à 4 niveaux de gris, sur les 256 que contient l’image. On
remarque par ailleurs, que lorsque le niveau de bruit augmente, le comportement en
vitesse de l’approche travaillant sur l’image brute est meilleur : ceci s’explique par
la recherche directe des champs de vitesse. Concernant l’erreur RMS calculée sur les
taux de déformation, l’influence du bruit est beaucoup plus importante quelle que
soit la méthode ou la base utilisées.

Le niveau d’erreur obtenu pour l’image analysée a permis de valider les différentes
méthodes proposées en termes de robustesse et de temps de calcul. Cette méthode
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2. Analyse de la cinématique d’un procédé de mise en forme

a alors été utilisée sur un film tourné en conditions réelles, c’est-à-dire le film d’un
écoulement correspondant à une ligne de production et permet d’atteindre une très
bonne résolution spatiale. L’environnement du film utilisé est un environnement
industriel : les conditions d’éclairage, de netteté sont difficilement ajustables mais
ont une influence directe sur la qualité des films et donc des résultats.

2.1.5 Extension au cas 2D

Le but de l’étude étant d’utiliser cette approche sur un écoulement réel, il s’agit
d’intégrer la deuxième dimension spatiale correspondant à la hauteur y du film
analysé. Une première solution est alors d’étendre les résultats obtenus en 1D en
construisant un champ 2D à partir de l’analyse 1D effectuée sur plusieurs lignes
horizontales consécutives. Si l’on utilise la carte-test présentée précédemment, les
résultats obtenus sont très encourageants avec une erreur RMS moyenne η2 selon
les deux directions entre 10−2 et 10−4 selon la base d’éléments utilisée, mais ne re-
présentent pas les conditions réelles dans lesquelles la méthode est destinée à être
utilisée. L’environnement industriel fournira en effet des films dont le niveau de bruit
sera plus important. Cette première approche de l’extension au 2D sera illustrée au
paragraphe 2.2. On verra alors qu’une simple juxtaposition des résultats induira
des perturbations dans le champ résolu des trajectoires. Le but de l’étude étant de
déterminer les champs de vitesse et de taux de déformation d’un écoulement, une
dérivation du champ des trajectoires obtenu sera nécessaire. Le niveau de bruit pour
les trajectoires doit donc être limité au maximum.

Pour la méthode par corrélation, une autre approche, recherchant le champ in-
connu τ sous la forme d’une décomposition sur une base de fonctions, dans les deux
directions, a été développée pour rendre l’algorithme plus robuste.

2.1.5.1 Décomposition du champ des trajectoires : extension au cas 2D

Juxtaposer les trajectoires résolues en 1D pour différentes hauteurs a pour in-
convénient de laisser une quantité indéterminée qui peut être choisie en imposant,
de façon arbitraire, τ(x = 0, y) = 0. On préfère alors imposer un couplage transverse
aux lignes de courant. Pour cela, les inconnues ai de l’approche 1D sont réécrites
comme dépendantes de la coordonnées y. Les composantes ai(y) sont alors décom-
posées sur une autre base de fonctions ϕl suivant la coordonnée y

ai(y) =
∑

l

αilϕl(y) (2.22)

où les paramètres αil sont inconnus. La fonctionnelle à minimiser s’écrit alors, à
partir de l’équation (2.13), par rapport aux paramètres αil
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T (αil) =

∫

y

[
Mji(y)

∑

l

αil ϕl(y) − fj(y)

]2

dy (2.23)

Cette minimisation permet d’aboutir au système linéaire

αil

∫

y

ϕl(y)Mjk(y)Mji(y) ϕm(y)dy =

∫

y

ϕl(y)Mji(y) fj(y)dy (2.24)

Comme précédemment, au lieu de résoudre le système de manière globale sur la
hauteur, on peut utiliser une approche par éléments finis et diviser la hauteur Ly de
l’image analysée en Ny éléments. Le décalage τ recherché s’écrit

τ(x, y) =
∑

k,l

αi,j
kl ψk(xi)ϕl(yj) (2.25)

avec i le numéro de l’élément en x, j celui en y et xi et yj les coordonnées réduites
au sein de l’élément considéré.

Si l’on choisit comme base de fonctions ψk et ϕl des splines cubiques, l’ordre
du système à résoudre est alors de 4Nx × 4Ny. Le choix d’un telle base permet
d’écrire aisément des conditions de continuité du champ recherché et de sa dérivée
aux frontières d’éléments consécutifs en 2D, soit pour tout y






∑

l

αi−1,j
3l =

∑
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αi,j
1l
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αi,j
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et pour tout x 




∑

k

αi,j−1
k3 =

∑

k

αi,j
k1

∑

k

αi,j−1
k4 =

∑

k

αi,j
k2

Le système est alors d’ordre [(2Nx + 2)(2Ny + 2)]. Enfin des conditions naturelles
sont écrites sur chacun des bords de l’image, soit pour tout y

d2τ(0, y)

dx2
=
d2τ(Lx − δx, y)

dx2
= 0 (2.26)

et pour tout x
d2τ(x, 0)

dy2
=
d2τ(x, Ly)

dy2
= 0 (2.27)

L’écriture de ces conditions rajoute 2(2Nx + 2 + 2Ny + 2) équations au système à
résoudre.
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Si l’on choisit comme base de fonctions, au lieu des splines cubiques, des éléments
linéaires, l’ordre du système à résoudre devient 2Nx × 2Ny. Par ailleurs des condi-
tions de continuité du champ recherché entre deux éléments consécutifs peuvent être
ajoutées et s’écrivent, pour tout y

∑

l

αi−1,j
1l =

∑

l

αi,j
2l (2.28)

et pour tout x ∑

k

αi,j−1
k1 =

∑

k

αi,j
k2 (2.29)

Les conditions aux limites ajoutées lors de l’utilisation d’éléments splines sont na-
turellement respectées dans le cas d’éléments linéaires. Finalement, le système est
d’ordre [(Nx + 1)(Ny + 1)] pour ce type d’éléments.

2.1.5.2 Étude d’un cas test 2D

Nous présentons, dans cette partie, les performances des différentes méthodes
sur un cas test particulier : les trajectoires ont été imposées dans les deux directions
spatiales x et y et la trajectoire est linéaire dans chacune des directions avec une
discontinuité. La figure 2.16 présente la trajectoire test explicitement formée.
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Figure 2.16 – Trajectoire test.

Les performances entre les différentes méthodes peuvent alors être étudiées. La
figure 2.17 présente les trajectoires calculées en utilisant la juxtaposition des tra-
jectoires 1D (figure 2.17(a)), la décomposition sur une base linéaire dans les deux
directions (figure 2.17(b)) et la décomposition sur une base de fonctions splines 2D
(figure 2.17(c)). Les trois approches donnent des trajectoires proches de la trajec-
toire réelle, l’évolution de l’erreur η2 est un paramètre à étudier pour statuer sur la
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2.1. Présentation de la méthode
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Figure 2.17 – Trajectoires obtenues pour les diverses approches.

performance de chacune des méthodes.

La figure 2.18 présente l’évolution de l’erreur η2 en fonction du nombre de de-
grés de liberté suivant la direction y. Le nombre de degrés de liberté suivant x est
fixé à 15. On observe que l’erreur diminue lorsque le nombre de degrés de liberté
augmente. Pour indication, l’erreur correspondant aux résultats de l’approche 1D en
juxtaposant les trajectoires résolues pour différentes hauteurs ont été rajoutées en
pointillés. On remarque alors que la décomposition du champ des trajectoires sui-
vant la direction y en éléments spline donne de meilleurs résultats que ceux obtenus
en juxtaposant les résultats 1D pour les mêmes bases. Pour l’utilisation d’une base
linéaire par intervalle, l’erreur par juxtaposition des trajectoires reste plus faible que
l’erreur obtenue par l’approche 2D. Ceci s’explique par le fait que pour une hauteur
y fixée, la trajectoire linéaire est très bien résolue par l’approche 1D ; le couplage
transverse impose donc une recherche des trajectoires selon deux directions simul-
tanément et induit par ailleurs des erreurs résiduelles dans le cas de trajectoires
linéaires dans les deux directions. En ce qui concerne les temps de calcul, l’assem-
blage des matrices est l’élément limitant de l’algorithme. Ce temps d’assemblage de
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la matrice varie de quelques secondes pour un faible nombre de degrés de liberté
dans la direction y à quelques dizaines de secondes pour un nombre de degrés de
liberté plus élevé. Une fois cette étape effectuée, quelques secondes seulement sont
nécessaires à l’algorithme pour terminer la résolution du champ recherché.
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Figure 2.18 – Évolution de l’erreur RMS η2 en fonction du nombre d’éléments suivant
y.

Cette approche est donc opérationnelle. Elle a été testée et validée sur un cas-
test, il reste maintenant à évaluer ses performances sur un film réel. Ce cas-test, 2D
présentant une discontinuité dans la trajectoire linéaire, est difficile pour l’approche
travaillant directement sur l’image brute. En effet, cette approche recherche dans un
premier temps le champ des vitesses avant de l’intégrer pour remonter aux trajec-
toires. Dans le cas d’une trajectoire linéaire présentant une discontinuité, la vitesse
associée a l’allure d’un signal créneau : deux zones de vitesse constante, et un saut au
niveau de la discontinuité. Ce saut est difficilement capté sur le champ des vitesses
avec une concentration d’oscillations autour de la discontinuité (figure 2.19). Ceci
explique le niveau d’erreur RMS moyen de 0.6 sur les trajectoires atteint pour ce
cas test avec cette méthode.

Le paragraphe suivant présente les résultats obtenus pour un film correspondant
à la production de laine minérale.

2.2 Étude de films d’un écoulement réel : mise en

forme d’un matériau enchevêtré

Les deux méthodes sont utilisées pour caractériser le champ de vitesse d’un
écoulement réel. Celui-ci correspond à une zone d’une ligne de production de laine
minérale. Ce matériau formé de fibres encollées avec une résine peut, pour certaines
applications être unidirectionnel, et pour d’autres avoir des fibres enchevêtrées. Ce
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Figure 2.19 – Approche utilisant l’image brute : cas d’une discontinuité du champ
des vitesses, 10 ddl.

dernier cas nécessite une opération additionnelle, réalisée sur ligne de production,
dont le but est de déstructurer la stratification naturelle du matériau. Cette modi-
fication de la texture est obtenue en effectuant une compression dans la direction
de l’écoulement le long de la ligne de production. Un film de cette opération est
réalisé à l’aide d’un caméscope numérique standard. Sur la figure 2.1(gauche), une
image extraite du film montre la laine minérale entre deux tapis d’entrâınement. La
hauteur du matelas de laine compris entre les tapis convoyeurs représente la zone
utile sur laquelle l’algorithme peut être utilisé. Avant de présenter les résultats 2D
ainsi que les informations disponibles en termes de champs de vitesse ou taux de
déformation, les résultats 1D seront analysés.

2.2.1 Résultats 1D

Selon la qualité du film de départ, l’amplitude du bruit des cartes spatio-temporel-
les formées sera plus ou moins importante. On se propose d’utiliser les méthodes
présentées précédemment sur 2 films différents. La figure 2.20 présente les cartes
spatio-temporelles issues des films choisis.

Le premier film présente un bruit pixel assez important. La figure 2.21 présente
les champs de trajectoire obtenus par les différents algorithmes, superposés à la
carte spatio-temporelle. Les méthodes donnent des résultats proches, mais la dé-
composition sur base de fonctions est plus stable au bruit de l’image que la méthode
incrémentale. Pour cette dernière, les résultats présentés sur la figure 2.21 ont été
obtenus pour 100 degrés de liberté. Dans le cas de films réels, la trajectoire est
inconnue, il n’est pas évident de mettre en place un indicateur de qualité absolu
des résultats. On peut toutefois étudier la stabilité des algorithmes par rapport au
nombre de degrés de liberté.
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Figure 2.20 – Cartes spatio-temporelles issues de 2 films différents.
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Figure 2.21 – Trajectoires superposées à l’image de départ, 100 ddl, δ = 1 pixel
(Film 1).

La figure 2.22 présente les résultats des algorithmes par décomposition du champ
recherché sur une base de fonction pour un nombre de degrés de liberté faible et un
nombre de degrés de liberté élevé. Les figures 2.22(a) et 2.22(c) présentent les tra-
jectoires en fonction de la coordonnée spatiale x en pixel pour les deux approches
et les différentes bases et les figures 2.22(b) et 2.22(d) présentent les différences de
trajectoires pour les deux valeurs de degrés de liberté. On peut alors noter que les
trajectoires sont proches, avec une différences entre les deux oscillant entre −0.5 et
0.5 temps-image(1 temps-image = 1/25e de seconde) pour l’approche par corrélation
et entre −0.4 et 0.2 pour l’approche travaillant directement sur l’image. Pour l’ap-
proche par corrélation, la composante oscillante obtenue avec le maillage le plus fin
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ou par la méthode incrémentale reflète un phénomène de battements parasites lié à
l’acquisition de l’image et donc au film utilisé. Cette composante est naturellement
filtrée pour un nombre de degrés de liberté plus faible.
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(c) Approche travaillant directement sur
l’image, trajectoires obtenues pour 10 et
100 ddl
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Figure 2.22 – Variation de trajectoires pour 2 valeurs de ddl différentes.

Étant donné les similitudes entre les résultats donnés par les deux approches, la
robustesse des méthodes sera présentée pour l’approche par corrélation uniquement,
pour laquelle les résultats semblent plus sensibles au nombre de degrés de liberté.
La figure 2.23(a) montre l’erreur RMS calculée sur la région d’étude en fonction du
nombre de degrés de liberté relié au nombre d’éléments composant la largeur de
l’image analysée. Cette erreur est calculée par rapport à une trajectoire, qui est la
moyenne de toutes les trajectoires déterminées pour un nombre de degrés de liberté
variant de 5 à 350. On remarque alors que l’erreur décrôıt jusqu’à un certain nombre
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de degrés de liberté (aux environs de 100 pour l’image analysée) où elle atteint une
limite inférieure. Cette limite constitue un nombre de degrés de liberté optimum
pour l’image à résoudre. Après cette valeur limite, l’erreur augmente légèrement :
ceci s’explique par les oscillations qui apparaissent pour les nombre de degrés de
liberté trop élevés.
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Figure 2.23 – Évolution de l’erreur RMS η2 et de la valeur de la fonctionnelle mini-
misée en fonction du nombre de degrés de liberté.

Un autre indicateur de qualité correspond à la valeur de la fonctionnelle mini-
misée pour résoudre le problème (équation (2.13)). La figure 2.23(b) représente son
évolution en fonction du nombre de degrés de liberté. Pour les éléments linéaires
et les éléments splines, la valeur de la fonctionnelle décrôıt lorsque le nombre de
degrés de liberté augmente avec une légère rupture dans la pente de décroissance
aux alentours de 40 ddl ce que l’on peut également noter sur l’évolution de l’erreur
RMS (figure 2.23(a)). Un dernier point à mettre en avant est la très bonne résolu-
tion spatiale de la méthode : en effet un nombre de degrés de liberté de 350 pour
une image dont la largeur est d’environ 400 pixels fournit des éléments linéaires
de longueur ‘pixel’ et des éléments splines dont la longueur est proche de 2 pixels.
Le compromis à cette excellente résolution spatiale est l’information moyennée en
temps (256 images nécessaires à l’analyse).

Le deuxième film étudié est celui dont la carte spatio-temporelle correspondante
est présentée figure 2.20(b). L’amplitude du bruit pour ce nouveau film est moins
importante que pour le film précédent. On peut également remarquer que l’échelle de
temps varie de 0 à 1024 images. L’analyse spatio-temporelle sera cependant effectuée
en utilisant 256 images seulement et en moyennant l’information sur toutes les cartes
spatio-temporelles de 256 images extraites de la figure de départ. La figure 2.24 pré-
sente les trajectoires obtenues pour les différentes méthodes, en utilisant 100 degrés
de liberté. Comme pour le film précédent, les différences entre les trajectoires sont
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faibles, et leur accord avec l’image de départ est satisfaisant. La stabilité au nombre
de degrés de liberté doit donc être étudiée.
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Figure 2.24 – Trajectoires superposées à l’image de départ, 100 ddl, δ = 1 pixel
(Film 2).

Les figures 2.25(a) et 2.25(c) présentent la trajectoire résolue en fonction de la
coordonnée spatiale x en pixels pour un nombre de degrés de liberté faible et pour
un nombre élevé pour les deux approches étudiées. Les trajectoires étant encore une
fois très proches, la différence entre les trajectoires en fonction de la coordonnée
spatiale, comme le montre les figures 2.25(b) et 2.25(d), permet de localiser spatia-
lement les écarts. Les différences obtenues sont plus importantes que pour le film
précédent et ne sont pas localisées au même endroit selon l’utilisation d’éléments
splines et d’éléments linéaires. Toutefois, la différence entre les trajectoires, pour les
deux méthodes utilisées, ne semble pas se localiser. Elle oscille entre −4 et 3 pixels
de temps-image pour l’approche par corrélation et entre −1.5 et 1 pixels de temps
pour l’approche travaillant directement sur l’image. Comme pour le film précédent,
l’indicateur de qualité sera présenté uniquement pour l’approche par corrélation, les
résultats entre les deux approches étant très proches.

L’erreur RMS (figure 2.26(a)) est calculée par rapport à la trajectoire moyenne
de toutes les trajectoires obtenues pour un nombre de degrés de liberté variant de 5
à 300 et pour une largeur d’image de 320 pixels. L’erreur RMS décrôıt jusqu’à at-
teindre un minimum aux environs de 200 degrés de liberté. Au delà de cette limite,
l’erreur augmente à nouveau, phénomène dû aux oscillations autour de la trajectoire
moyenne obtenue pour un nombre de degrés de liberté élevé, plus sensible au bruit.
Enfin l’évolution de la valeur de la fonctionnelle (figure 2.26(b)) est calculée pour les
3 méthodes. La valeur de la fonctionnelle pour l’approche incrémentale est calculée
comme étant la moyenne des résidus de chaque fonctionnelle minimisée pour chaque
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Figure 2.25 – Variation de trajectoires pour 2 valeurs de ddl différentes.

valeur de x en pixel. L’approche incrémentale résolvant la trajectoire de proche en
proche, la valeur de la fonctionnelle est la plus faible. Pour l’approche par décom-
position sur une base, qu’elle soit spline ou linéaire, une trajectoire moyenne par
élément est recherchée. La valeur de la fonctionnelle est donc plus élevée, mais di-
minue lorsque le nombre de degrés de liberté augmente.

Ce film étant composé d’un grand nombre d’images, la sensibilité au nombre
d’images utilisées peut être évaluée. La figure 2.27 présente les trajectoires obte-
nues pour les différentes méthodes en utilisant un nombre d’images différent : 64,
128, 256, 512 ou 1024 images. Pour chacun des cas, la trajectoire présentée corres-
pond à la moyenne des trajectoires calculées en utilisant un nombre d’images fixé
et en balayant la hauteur totale de la carte spatio-temporelle originale (composée
de 1024 images). On remarque alors que la sensibilité au nombre d’images est assez
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Figure 2.26 – Évolution de l’erreur RMS η2 et de la valeur de la fonctionnelle mini-
misée en fonction du nombre de degrés de liberté.

importante avec des différences dans les trajectoires, mais aussi dans les vitesses
déterminées. Cependant on peut noter également que quelle que soit la méthode
utilisée, les deux trajectoires enveloppes restent les mêmes : celle obtenue en uti-
lisant 64 images (en pointillés noirs) et celle obtenue en utilisant 1024 images (en
trait plein noir).

Enfin, grâce à ce film, on peut également revenir sur l’hypothèse de stationnarité
utilisée pour résoudre le problème. Si l’on utilise la première partie du film pour
résoudre les trajectoires (en utilisant 256 images pour l’analyse) et si l’on détermine
par ailleurs une autre trajectoire en utilisant une partie du film totalement indépen-
dante de la précédente (les 256 dernières images de la carte spatio-temporelle) les
trajectoires obtenues peuvent être comparées pour évaluer la stationnarité du film
étudié. La figure 2.28 présente les résultats obtenus. Les trajectoires restent proches
dans chacune des méthodes utilisées et la pente des trajectoires correspondant à la
vitesse de l’écoulement sont similaires. Il existe seulement une zone de transition
aux alentours de x = 160 pixels où la trajectoire déterminée à partir des 256 der-
nières images présente un point d’inflexion. Cette différence entre les trajectoires
s’explique en observant les cartes spatio-temporelle correspondantes (figure 2.29).
On peut alors voir que la carte spatio-temporelle correspondant à la fin du film
présente, dans la zone d’inflexion de la trajectoire, une zone « noire » dans le bas
de l’image pour laquelle le contraste de l’image est très faible, cette zone pouvant
perturber la détermination de la trajectoire.

La méthode a été utilisée sur des films réels dans le cas de l’approche 1D. Nous al-
lons maintenant nous attacher à étudier son adéquation avec la résolution de films en
intégrant la deuxième coordonnée spatiale y correspondant à la hauteur du matelas
de produit.
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Figure 2.27 – Sensibilité de la trajectoire au nombre d’images utilisées.

2.2.2 Résultats 2D

La première méthode pour construire un champ des trajectoires 2D est de jux-
taposer les trajectoires obtenues pour chaque hauteur y indépendamment. Cette
méthode laisse une quantité indéterminée qui peut-être choisie en imposant, de fa-
çon arbitraire, la moyenne égale à zéro pour y fixé. Cette première appréhension
du problème peut-être mise en œuvre en déterminant chacune des trajectoires 1D,
soit par l’approche par corrélation en utilisant la méthode incrémentale ou la dé-
composition sur une base, soit par l’approche travaillant directement sur l’image en
utilisant l’une des trois bases présentées. Cette première méthode induit des per-
turbations dans le champ obtenu comme le montre la figure 2.30 pour laquelle les
résultats obtenus par l’approche par décomposition correspondent à l’utilisation de
9 degrés de liberté. Le but de l’étude étant d’utiliser ces champs de trajectoires pour
en déduire des champs de vitesse, la présence de perturbations ne permettra pas
l’exploitation des résultats. Le couplage du champ des trajectoires dans la direction
spatiale transverse (la hauteur y du film analysé) permettra alors d’apporter la ré-
gularité nécessaire.
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Figure 2.28 – Stationnarité du film étudié.
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Figure 2.29 – Cartes spatio-temporelles issues du deuxième film à deux instants
différents.
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Figure 2.30 – Champ de trajectoires 2D obtenus en juxtaposant les résultats 1D
pour les différentes approches, 9 ddl.

La figure 2.31 présente les résultats obtenus en utilisant l’extension au cas 2D.
Les champs des trajectoires présentés correspondent à l’utilisation de 9 degrés de
liberté dans les directions x et y, les dimensions spatiales du film analysé étant de
320 pixels dans la direction de l’écoulement x, et de 110 pixels dans la direction y.
Finalement, pour la décomposition sur une base de fonctions splines, les éléments
utilisés auront une dimension de 160 pixels suivant x par 55 pixels suivant y, et
pour la décomposition sur une base linéaire, une dimension de 40 pixels suivant x
par 13.75 pixels suivant y. Il est à noter que ces valeurs sont arbitraires et la taille
des éléments peut facilement être réduite en augmentant le nombre de degrés de
liberté (figure 2.32). En comparant les résultats de la figure 2.31 pour chacune des
deux bases utilisées, on peut alors voir que l’utilisation d’éléments rectangulaires
pour résoudre le problème fait apparâıtre quelques fluctuations dont l’amplitude
reste faible comparée à celles obtenues en juxtaposant les trajectoires 1D. Cette
deuxième approche agit comme un filtre sur les trajectoires résolues. Par ailleurs,
contrairement à la méthode 1D pour laquelle il existe une quantité indéterminée
pour chaque ligne composant la hauteur y, il n’y a plus, ici, qu’une seule quantité
indéterminée choisie en imposant 〈τ(x)〉y = 0.
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Figure 2.31 – Champ de trajectoires 2D obtenus en utilisant l’approche 2D pour les
différentes approches, 9 ddl dans les deux directions.
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Figure 2.32 – Champ de trajectoires 2D obtenus en utilisant l’approche 2D pour les
différentes approches, 15 ddl dans les deux directions.

2.2.3 Utilisation des résultats

Pour l’utilisation des champs de trajectoire, en ce qui concerne l’approche par
corrélation on se limitera à l’approche par décomposition sur une base de fonctions.
En effet, l’approche incrémentale reste trop bruitée pour permettre une dérivation.
Par ailleurs, deux bases de fonctions ont été étudiées : une base de fonctions linéaires
et splines. Lors de la détermination du champ des vitesses à partir du champ des
trajectoires, la première base de fonctions fournira un champ des vitesses constant
par morceaux alors que la seconde donnera un champ des vitesses quadratique. La
détermination du champ des taux de déformation nécessitant une dérivation spa-
tiale du champ des vitesses, seule la décomposition sur une base de fonctions splines
pourra fournir des résultats intéressants. C’est dans cette optique que cette base de
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fonction avait été préalablement choisie.

Le champ des vitesses peut aisément être déduit du champ des trajectoires par
une dérivation temporelle obtenue en dérivant les fonctions de base. La figure 2.33
présente les champs de vitesses obtenus soit en utilisant le champ des trajectoires
déterminés avec 9 degrés de liberté dans les deux directions x et y pour l’approche
par corrélation soit en utilisant directement les résultats fournis par l’approche tra-
vaillant sur l’image brute. La figure 2.33(a) représente les résultats en utilisant une
base spline et la figure 2.33(b) en utilisant une base linéaire pour l’approche par
corrélation. Les figures 2.33(c), 2.33(d) et 2.33(e) correspondent aux champs de vi-
tesse obtenus pour les trois bases présentées dans le cas de l’approche travaillant
sur l’image brute. L’approche utilisant l’image brute fournit, par construction, un
champ des vitesses plus régulier que celui obtenu en dérivant temporellement les
trajectoires résolues par l’approche par corrélation. Pour les informations déduites
du champ des vitesses, on utilisera donc le champ obtenu par l’approche directe. La
vitesse est exprimée en pixel/image unité qui peut facilement être convertie en une
unité traditionnelle de vitesse.

À partir du champ des vitesses obtenu par l’approche directe, une vitesse moyenne
pour une hauteur donnée peut être calculée. La figure 2.34 représente, pour les dif-
férentes bases de fonction utilisées, la valeur moyenne de la vitesse (en pixel/image)
calculée pour chaque pixel y composant la hauteur du matelas. Le profil des vi-
tesses fait alors apparâıtre une vitesse plus importante sur les bords du matelas, ce
qui s’explique par l’entrâınement du matelas par les tapis convoyeurs, ainsi que la
présence d’une couche limite, correspondant à la profondeur dans le matelas pour
laquelle la présence des tapis d’entrâınement modifie la vitesse.

Enfin, à partir du champ des vitesses, le taux de déformation correspondant à
la partie symétrique du gradient des vitesses est évalué. On se limite, dans notre
cas, à la composante du taux de déformation suivant l’axe x ainsi qu’aux taux de
déformation obtenus par l’approche travaillant sur l’image brute, les autres résultats
étant trop bruités. La figure 2.35 représente, superposées à une des images extraites
du film analysé les isovaleurs du champ des taux de déformation : une couleur est
affectée à un niveau de taux de déformation. Ainsi des isovaleurs de taux de défor-
mation rapprochées signifient un changement rapide du taux de déformation ; c’est
ce que l’on observe dans la partie supérieure gauche des figures 2.35(a) et 2.35(b).
Ces deux figures correspondent à l’utilisation d’une base spline et d’une base de
Fourier respectivement. Le nombre de degrés de liberté utilisé est de 10. Ainsi, par
rapport à la méthode simple de présentation de la cinématique d’une machine de
crêpage introduite au chapitre 1, cette nouvelle approche fournit des plus amples
renseignements sur la localisation spatiale des taux de déformation les plus impor-
tants au sein du matelas de laine minérale, ainsi que sur l’existence et la profondeur
d’une couche limite imposée par les tapis d’entrâınement haut et bas.
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sur une base linéaire
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Figure 2.33 – Champ des vitesses 2D obtenus en dérivant le champ des trajec-
toires pour l’approche par corrélation, et directement pour l’approche travaillant
sur l’image brute.
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Figure 2.34 – Vitesse moyenne en pixel/image pour chaque hauteur y composant la
hauteur du matelas.

2.3 Conclusion

Une approche de détermination de champs de vitesses stationnaires inhomogènes
a été présentée. Elle est basée sur le film numérique d’un écoulement et permet d’étu-
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Figure 2.35 – Champ des taux de déformation en image−1 superposé à une des
images composant le film analysé.

dier des écoulements rapides, tels que ceux rencontrés sur ligne de fabrication. Une
carte spatio-temporelle est formée en utilisant un grand nombre d’images, permet-
tant de pallier la modeste qualité de chacune d’entre elles prises indépendamment.
Cette carte spatio-temporelle fait apparâıtre les lignes de courant de l’écoulement
étudié, correspondant au champ recherché. Plusieurs méthodes ont été présentées
pour résoudre le problème. Une première technique utilisant les fonctions de cor-
rélation permet de déterminer le champ des trajectoires. Une deuxième approche
travaille directement sur l’image brute : le champ recherché est alors directement
celui des vitesses. Pour les deux méthodes proposées, le champ recherché est ensuite
projeté sur une base de fonctions linéaires, splines ou de Fourier. Après une présen-
tation des méthodes en 1D, elles ont été validées sur une image test. La sensibilité
au bruit ambiant de chacune des méthodes a ensuite été évaluée et une extension au
cas 2D a finalement été introduite : elle permet d’imposer un couplage transverse des
lignes de courant recherchées et agit ainsi comme un filtre naturel sur les trajectoires
et vitesses. Une très bonne résolution spatiale peut alors être obtenue. Les résultats
de ces méthodes ont pu être comparés en termes de précision, de résolution et de
temps de calcul :

– En termes de précision dans la détermination du champ des trajectoires, la
méthode travaillant directement sur l’image brute donne de meilleurs résultats.
Ceci est principalement dû au fait que, pour cette méthode, le champ des
trajectoires est obtenu par intégration du champ des vitesses, donnant ainsi une
régularité supplémentaire au champ des trajectoires. En termes de précision
dans la détermination du champ des vitesses, les deux méthodes donnent des
résultats comparables. Enfin, en termes de précision dans la détermination
du champ des taux de déformation, celle la méthode travaillant directement
sur l’image brute donne de bons résultats. En effet, l’approche utilisant les
fonctions de corrélation détermine dans un premier temps les trajectoires :
deux dérivations successives sont alors nécessaires pour en déduire le champ
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des taux de déformation, ce qui perturbe trop les résultats obtenus.
– En termes de sensibilité au bruit, les deux méthodes donnent des résultats

équivalents et sont donc toutes deux utilisables en milieu industriel.
– Les deux méthodes permettent d’atteindre une excellente résolution spatiale

(jusqu’à 2 pixels par élément pour le cas 1D).
– Enfin, en termes de temps de calcul, les résultats des deux méthodes sont com-

parables quel que soit le nombre de degrés de liberté utilisé.

Les deux méthodes ont ensuite été illustrées sur un film numérique d’un procédé
industriel, réalisé à l’aide d’une caméra numérique standard sans précaution parti-
culière. L’étude du champ 2D de vitesse déduit des algorithmes permet d’étudier
les zones de la ligne de fabrication où les déformations sont plus importantes, et
ainsi optimiser les paramètres de réglage de la ligne de production afin d’obtenir le
produit désiré en bout de ligne.

Le développement actuel de la méthode travaillant sur l’image brute permet
d’accéder à des champs de vitesse desquels on peut aisément déduire des profils de
vitesse. Sur l’exemple analysé, celui-ci fait apparâıtre une profondeur de pénétration
pour laquelle la vitesse du matériau est reliée à la vitesse des tapis d’entrâınement.
La détermination du champ des taux de déformation est possible en utilisant une
dérivation spatiale numérique du champ des vitesses ce qui permet de localiser spa-
tialement au sein de la machine de crêpage, les zones responsables de la plus forte
texturation du matériau.

Les évolutions possibles à apporter à la méthode sont aujourd’hui un retour
sur les hypothèses faites pour développer l’algorithme. L’écoulement est supposé
être porté par la direction de la ligne de fabrication x : l’écriture du problème
tridimensionnel est nécessaire pour tenir compte des vitesses et déformations suivant
l’axe y. Par ailleurs le film est supposé être stationnaire, ce qui a été vérifié sur
l’écoulement étudié. Une dernière évolution possible est enfin un retour sur cette
deuxième hypothèse.
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Étude de l’anisotropie locale d’un
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Sommaire

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.1.1 Principe de l’analyse d’anisotropie . . . . . . . . . . . . . . . 62
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3.3.5 Mesure d’objectivité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

3.3.6 Carte spatio-temporelle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

3.4 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83
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3. Étude de l’anisotropie locale d’un matériau enchevêtré

Dans le chapitre précédent, un outil pour analyser un procédé de fabrication
basé sur l’utilisation d’un film numérique a été présenté. L’étude du procédé de fa-
brication permet alors de comprendre quels sont les paramètres responsables de la
texturation du matériau. Cette même texture du matériau est directement reliée aux
performances mécaniques du produit fini (cf chapitre 1). Il apparâıt donc légitime de
s’intéresser plus précisément à l’étude et la caractérisation de la texture du matériau
étudié.

On se propose dans ce chapitre de mettre en place une méthode pour déterminer
l’anisotropie locale d’un échantillon de matériau enchevêtré. Cette étude, basée sur
l’analyse d’une image numérique du produit en niveaux de gris, permet d’identifier
l’axe principal d’anisotropie d’une zone locale de l’image analysée ainsi que l’ampli-
tude d’anisotropie associée. Plusieurs méthodes seront présentées et ont la propriété
de pouvoir traiter des images non régulières à l’échelle pixel. Ces différentes ap-
proches seront ensuite validées et comparées sur des images-tests pour lesquelles
l’orientation est connue en chaque point ou facile à estimer visuellement. Un outil
supplémentaire sera également présenté pour tenir compte du caractère non régulier
de l’image analysée. Cet outil de détermination de l’anisotropie locale et de l’ampli-
tude d’anisotropie associée s’intégrera par la suite dans une châıne ayant pour but de
prévoir en fonction de la texture d’un échantillon de laine minérale les performances
mécaniques de l’éprouvette associée.

Dans un premier temps, les différentes méthodes existantes seront détaillées afin
de mettre en avant les évolutions qu’apporteront les nouvelles méthodes proposées.
Ces nouvelles approches sont introduites, testées et comparées. Enfin, les résultats
obtenus sur des images réelles de matériaux texturés, tels que le bois ou la laine
minérale illustreront l’utilisation des méthodes sur des exemples réels. Ce chapitre
reprend à quelques détails près, un article accepté dans la revue Pattern Recognition.

3.1 Introduction

Évaluer l’anisotropie d’une image ou de la zone d’une image, ainsi que le champ
d’orientation correspondant possède un large champ d’applications dans l’analyse
de textures. Des empreintes digitales au microscope électronique à transmission,
un grand nombre de problèmes nécessite l’identification de l’anisotropie en tant
que caractéristique majeure de la texture ou de la reconnaissance d’un motif. C’est
pourquoi, diverses techniques pour évaluer des champs d’orientations locales ont été
proposées jusqu’à aujourd’hui.

Une des premières approches, introduite par Rao [23], pour déterminer le champ
d’orientation principal d’une image utilise la direction des gradients de niveaux de
gris locaux. La direction principale d’anisotropie locale est en effet perpendiculaire
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au gradient. Hanbury et al. [24] utilisent l’algorithme proposé par Rao pour décrire
le champ de vecteurs d’une texture orientée. À partir de cette analyse, la texture est
caractérisée grâce à des outils de morphologie mathématique, et plus précisément
grâce à un opérateur gradient circulaire centré pour la segmentation de texture et un
opérateur chapeau haut de forme [25] circulaire centré pour la détection de défaut.
La méthode proposée a alors été validée [24] grâce à l’analyse d’une image d’une
coupe de bois, pour laquelle la segmentation en régions d’orientation homogène a
été effectuée.

Depuis lors, un certain nombre de variantes ont été développées pour caracté-
riser une texture orientée. On désigne par texture orientée, une texture anisotrope
caractérisée par une orientation principale locale pour chaque zone de la texture.
La plupart de ces approches sont basées sur l’utilisation de gradients. Une de ces
méthodes classiques est basée sur l’analyse en composantes principales (ACP) des
gradients locaux [26, 27]. Appliquer cette analyse à la matrice des autocovariances
des vecteurs gradients permet de déterminer l’orientation locale et peut être utilisée
pour la segmentation d’images et la détection de défauts. Bazen et al. [28] ont uti-
lisé l’ACP appliquée à la matrice des autocovariances des vecteurs gradients pour
la segmentation d’empreintes digitales. Dans un premier temps l’image est filtrée
par un filtre passe-bas pour atténuer le bruit, puis le champ d’orientation est estimé
et finalement une segmentation basée sur une analyse de cohérence permet l’iden-
tification de la forme basique de l’empreinte, forme utilisée pour la classification,
l’encodage et la reconnaissance.

Quelques améliorations sur les premières méthodes basées sur le calcul des gra-
dients ont ensuite été développées. Gu et al. [29] ont proposé une nouvelle approche
pour calculer le champ d’orientation d’empreintes digitales. C’est une combinaison
de deux modèles à l’aide d’une fonction coût. Un modèle polynomial est utilisé pour
calculer le champ d’orientation global, puis un modèle point de charge à chaque
singularité de l’image est utilisé pour améliorer localement le résultat du calcul.
Feng et al. [30, 31] ont présenté une technique basée sur l’analyse en composantes
principales et la décomposition multi-échelle de l’image pour diminuer la sensibilité
de la technique par rapport au bruit. Stuke et al. [32] ont proposé une méthode
pour analyser des images présentant plusieurs orientations superposées. La défini-
tion d’un tenseur de structure généralisé (TSG) est utilisé pour détecter le nombre
d’orientations présentes et le calcul est basé sur des mesures de fiabilité calculées à
partir des invariants du TSG.

Toutes les méthodes précédentes reposent sur l’hypothèse forte que les gradients
sont bien définis, et qui peuvent donc être facilement calculés numériquement. Une
autre méthode répandue est celle proposée par Bigün et al. [33, 34, 35] pour des
images (ou des films) qui sont invariants dans une (ou plusieurs) directions. Cette
dernière méthode fournit une orientation reliée à l’anisotropie calculée au sens des
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moindres carrés dans l’espace de Fourier. Cette méthode sera plus développée par
la suite.

Souvent associée à la détermination du champ d’orientation, l’estimation d’une
amplitude d’anisotropie locale soulève un problème important. En effet, selon l’échelle
à laquelle la texture est observée, l’anisotropie correspondante peut être différente.
Germain et al. [36] ont proposé un indicateur de dispersion qui associe la mesure
d’anisotropie à l’échelle d’observation de la texture. Scharcanski et al. [37] utilisent
une extension de l’algorithme de Rao pour déterminer l’orientation et proposent
alors une mesure de l’anisotropie locale en considérant que plus l’anisotropie locale
est forte, plus les vecteurs gradients seront alignés localement.

La majorité des techniques existantes sont donc basées sur l’analyse de champs
de gradients locaux, ce qui les rend très sensibles au bruit. En résumant la plu-
part des méthodes mentionnées précédemment, différentes procédures de filtrage
sont introduites pour restituer au champ de gradients une légitimité qui permettra
d’utiliser l’algorithme de base. Dans la plupart des cas, ces approches fournissent
un outil satisfaisant, tolérant un bruit non-corrélé d’amplitude faible. Cependant, il
persiste un certain nombre de cas, tel que des images de laine de verre, matériau
texturé et enchevêtré, objet de l’étude, pour lesquelles ces approches donnent des
résultats insuffisants. La question est alors de savoir s’il est légitime ou non d’utiliser
un filtre sur l’image à analyser sans pour autant perdre une partie de l’information,
soit, entre d’autres termes, de savoir si le bruit, et l’information de l’image utile à
l’algorithme peuvent facilement être dissociés à l’aide d’un filtre adapté.

Le but dans notre analyse est alors de présenter et discuter d’une philosophie
différente à partir de laquelle plusieurs algorithmes sont proposés. Une catégorie de
méthodes qui ne requiert aucune hypothèse de régularité sur l’image analysée (au
moins au sens de la différentiabilité permettant le calcul de gradients numériques) est
proposée. La première partie de ce chapitre présente brièvement les outils classiques
mentionnés ci-dessus. On s’attachera par ailleurs à mettre en avant le problème
majeur posé par la robustesse et la sensibilité par rapport aux textures non régulières.
Les différentes méthodes seront présentées et appliquées sur quelques images-test.
Leurs performances relatives seront comparées ainsi que leur stabilité au bruit. Une
mesure d’objectivité sera enfin proposée pour valider la robustesse de la méthode en
fonction de la qualité de l’image analysée.

3.1.1 Principe de l’analyse d’anisotropie

La plupart des méthodes existantes sont basées sur le calcul d’un champ de
gradients. Soit f(x, y) une fonction 2D représentant une image en niveaux de gris,
et ∇f(x, y) son gradient. Basé sur le champ discret, une approximation « adaptée »

G — ce terme est volontairement vague, dans la mesure où l’approximation ayant
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pour but d’augmenter la robustesse et la précision de la mesure d’anisotropie dépend
de la méthode utilisée — du vecteur gradient ∇f est calculée et notée

G =

(
Gx(x, y)
Gy(x, y)

)
(3.1)

Rao [23] propose de calculer sur une fenêtre W , définissant le voisinage du point de
calcul, le tenseur

Γ =
∑

W

G ⊗ G (3.2)

où ⊗ correspond au produit tensoriel. La direction de l’axe d’anisotropie est alors
perpendiculaire au vecteur propre associé à la valeur propre la plus élevée. Bazen
et al. [27] définissent une matrice d’autocovariance comme le produit tensoriel des
vecteurs gradient moyennés sur une zone d’étude, i.e., le tenseur Γ défini par l’équa-
tion (3.2). La direction du gradient est donné par le vecteur propre de la matrice
d’autocovariance Γ qui correspond à la valeur propre la plus élevée. Une amplitude

locale du champ des orientations qui caractérise le degré d’anisotropie est définie
comme

Amp =
λ1 − λ2

λ1 + λ2

(3.3)

où λ1 et λ2 correspondent respectivement aux valeurs propres la plus élevée et la
plus faible de la matrice d’autocovariance Γ.

Bigün et al. [33, 34, 35] se sont intéressés aux images ou films fortement
anisotropes présentant une invariance stricte selon une direction de l’espace (ou du
temps). Cette invariance implique que le spectre de puissance dans l’espace de Fou-
rier est concentré suivant un plan (hyperplan) normal à la direction de l’invariance.
L’orientation est alors déterminée en minimisant un moment d’inertie par rapport à
un axe passant par l’origine de l’espace de Fourier. La densité de puissance |f̂(k)|2
est interprétée comme une densité de masse et le tenseur d’inertie T s’écrit

Tij =

∫∫

E2

kikj|f̂(k)|2dk1dk2 (3.4)

Le vecteur propre de T associé à la plus petite valeur propre fournit la direction
d’anisotropie.

3.1.2 Remarques préliminaires

Déterminer l’anisotropie d’un domaine, noté après Zone d’Étude ou ZE, ap-
partenant à une image implique d’évaluer les changements de niveaux de gris dans
différentes directions, la direction pour laquelle les changements étant les plus faibles
correspondant à l’axe principal d’anisotropie. Étant donné que des changements de
niveau de gris sont à étudier, la plupart des méthodes sont basées sur le calcul de
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gradients. Cependant la définition intrinsèque des gradients soulève la question de
la sensibilité à l’échelle pixel des méthodes basées ensuite sur l’exploitation de ces
champs de gradients. Différents aspects à prendre en compte peuvent être listés :

– La sensibilité à l’échelle. L’amplitude et la direction d’anisotropie ne sont pas
des concepts intrinsèques, mais dépendent fortement de l’échelle de l’analyse,
cet aspect étant discuté en détail dans plusieurs articles traitant de la déter-
mination de la direction d’anisotropie et du degré d’anisotropie [36, 38].

– La robustesse de l’analyse. Le bruit de l’image à analyser est aléatoire et uni-
formément réparti dans l’image. La robustesse de la méthode dépendra mani-
festement du choix explicite ou implicite de l’échelle d’analyse. Dans le but de
réduire la sensibilité à l’échelle pixel, certaines méthodes utilisent un opérateur
gradient de Sobel qui permet d’en régulariser une partie.

– La régularité de l’image. Non corrélé au point précédent, on considère souvent
que, par rapport au bruit, supposé essentiellement non corrélé spatialement,
l’image de référence est une (discrétisation d’une) fonction régulière, avec très
peu de contributions dans les modes hautes fréquences. En d’autres termes, on
suppose que l’image de référence est « différentiable », dans le sens où l’éva-
luation de gradients obtenue en utilisant des estimateurs à différentes échelles
fournira des valeurs quasi identiques pour un intervalle d’échelle de 1 à, di-
sons, 10 pixels. Il faut noter enfin que ceci peut être une propriété inhérente de
l’image originale à analyser ou bien résulter d’un filtrage passe-bas de l’image
ce qui restaurera la régularité nécessaire pour l’analyse. Cependant, dans ce
dernier cas, il est important de s’assurer que le filtrage effectué ne supprime
pas la composante en fréquence responsable de l’anisotropie dominante.

De ces considérations, on notera que la plupart des méthodes supposent implici-
tement la régularité de l’image analysée, légitimant l’utilisation d’outils pour calculer
les gradients. L’extraction de l’axe d’anisotropie consiste alors en la recherche de la
direction orthogonale (en moyenne) au champ de gradients. On se propose d’étudier
des méthodes basées sur une stratégie différente, i.e., qui permettra a priori d’évi-
ter toute hypothèse de régularité sur l’image analysée. Ces méthodes seront alors
adaptées à l’étude d’images pour lesquelles l’anisotropie correspond aux modes très
hautes fréquences (i.e., les textures fines telles que la laine minérale crêpée).
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3.2 Les méthodes proposées

3.2.1 Les différentes méthodes

3.2.1.1 La méthode énergétique

Pour illustrer la discussion précédente, la figure 3.1(gauche) présente un exemple
d’une texture anisotrope contenant des composantes hautes fréquences. Cette image
a été obtenue à partir d’une fonction auto-affine [39]. Pour cet exemple simple, un
grand nombre de longueurs d’onde est en fait responsable de la même anisotropie.
Cependant, comme le montre la figure 3.1(droite), via deux coupes le long des di-
rections x et y et passant par le centre de l’image, les changements de niveaux de
gris sont drastiques à une distance d’un pixel. Dans ce cas, la valeur des gradients
dépendra fortement de l’opérateur discret utilisé pour les évaluer.

x (pixel)

y 
(p

ixe
l)

50

100

150

200

250

300

350

0 20 40 60 80 100 120 140

f

x (y)

f(xc,y)
f(x,yc)

Figure 3.1 – (gauche) Exemple d’une image anisotrope, dont la régularité est insuf-
fisante pour permettre une définition correcte d’un gradient. (droite) Niveau de gris
selon deux coupes, horizontale et verticale, effectuées sur l’image précédente. Il est à
noter que bien que les variations rapides à l’échelle pixel ne permettent pas le calcul
d’un gradient, les spectres de puissance des deux coupes sont très différents.

Même si la notion d’un gradient en tant que quantité intrinsèque indépendante
n’est pas valable, à partir des coupes selon les directions x et y, de grandes différences
apparaissent. La courbe inférieure de la figure. 3.1(droite), f(x, yc) à y = yc fixé, fait
apparâıtre des variations rapides de niveaux de gris à l’échelle pixel, alors que la
courbe du haut, f(xc, y) à x = xc fixé, est beaucoup plus régulière pour les faibles
longueurs d’onde, tout en fournissant des composantes à longueur d’onde plus élevée.
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Ceci suggère d’utiliser une norme L2 des différences finies selon une direction e

‖Def‖ =




∑

(x,y)

(f(x+ ex, y + ey) − f(x, y))2




1/2

(3.5)

où ex et ey sont les composantes du vecteur e. Si l’on reprend l’exemple précédent,
une telle norme appliquée uniquement sur les coupes représentées figure 3.1 (droite)
retournera respectivement 29 et 11 niveaux de gris pour f(x, yc) et f(xc, y). Il est
également à noter que l’utilisation de cette norme ne nécessite aucune hypothèse de
régularité sur l’image de départ f .

Cet exemple permet de faire ressortir la propriété la plus importante en vue de
déterminer l’axe principal d’anisotropie. Dans les approches classiques, une fois que
le bruit est proprement traité, on suppose que le signal est régulier et, à échelle
locale, on peut observer des motifs tels que celui montré figure (3.2)(gauche), pour
lequel un gradient moyen peut facilement être calculé, fournissant alors une déter-
mination de l’axe d’anisotropie comme étant l’axe perpendiculaire à la direction du
gradient. Parallèlement à cela, on considère des images non régulières pour lesquelles
le motif local apparâıtra plutôt comme celui représenté schématiquement sur la fi-
gure 3.2(droite). Au lieu d’évaluer les gradients, qui peuvent ne pas être définis, on
se focalise sur la puissance totale, soit la norme L2 de la sous-image dans différentes
directions.
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Figure 3.2 – Schéma en niveau de gris (gauche) d’un motif extrait d’une image pour
utiliser une approche standard basée sur le gradient (droite) d’un motif non régulier
pour l’approche considérée.

Représentation en coordonnées polaires

Une possibilité est alors d’extraire un anneau (de rayon r, R0 < r < R1), centré
sur un point, centre d’une zone d’étude (figure 3.3(a)) et de le représenter en rec-
tangle [R0, R1] × [0, 2π] en utilisant les coordonnées polaires (figure 3.3(b)). Cette
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représentation nécessite une interpolation subpixel des niveaux de gris qui peut ai-
sément être effectuée en utilisant des fonctions élémentaires Q1 (1, x, y, xy) sur le
tableau de pixels à considérer. Une fois l’anneau déroulé en rectangle, la norme
précédente sur les différences radiales peut être calculées pour chaque angle. Une
fonction g(θ) = ‖Der

f(r, θ)‖ est alors obtenue et est 2π-périodique. Basé sur le fait
que cette norme variera comme une fonction de l’orientation relative du vecteur ra-
dial, et de l’axe d’anisotropie, on s’attend alors à ce que la fonction g(θ) fournisse
une composante en cos(2(θ − θ0)) proportionnelle à l’anisotropie (figure 3.3(c)).
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Figure 3.3 – (a) anneau considéré (rayon r, 8 < r < 16 pixels), (b) sa représentation
en polaire avec un incrément d’angle = 2◦, (c) la norme L2 selon la direction radiale
en fonction de θ (trait plein) et sa composante en cos(2(θ − θ0)) (trait pointillé).

Pour évaluer l’axe d’anisotropie, cette fonction est ensuite projetée sur la fonction
e2iθ en calculant séparément les parties réelles et imaginaires

Sg = (1/N)
∑N

j=1 sin(2θj)g(θj)

Cg = (1/N)
∑N

j=1 cos(2θj)g(θj)
(3.6)

où l’indice j balaie les N orientations discrètes de l’intervalle 2π, et θj = 2jπ/N .
L’amplitude de l’anisotropie A est donnée par la norme de la décomposition de Fou-
rier, A =

√
C2

g + S2
g , alors que la direction d’anisotropie est donnée par la phase φ
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telle que Cg + iSg = −Ae2iφ.

Le dual de cette approche peut également être considéré en effectuant le calcul de
la norme L2 suivant la direction orthoradiale (θ), toujours moyennée sur les directions
radiales, h(θ) = ‖Deθ

f(r, θ)‖. Cette fonction doit être maximale pour l’orientation
correspondant à l’axe d’anisotropie. Là encore, h est décomposée sur le sinus et le
cosinus de 2θ

Sh = (1/N)
∑N

j=1 sin(2θj)h(θj)

Ch = (1/N)
∑N

j=1 cos(2θj)h(θj)
(3.7)

L’amplitude de ce vecteur fournit également une détermination de l’amplitude d’ani-
sotropie, A =

√
C2

h + S2
h, alors que la direction d’anisotropie est donnée par Ch +

iSh = Ae2iφ.

L’étape pénalisante d’un point de vue temps de calcul de cet algorithme corres-
pond à la représentation de l’anneau en un domaine rectangulaire. Une alternative,
toujours basée sur la norme L2 est alors proposée.

3.2.1.2 La méthode du tenseur d’anisotropie

La norme L2 peut facilement être calculée pour n’importe quelle direction de l’es-
pace de Fourier. En effet, la puissance totale est conservée dans l’espace de Fourier,
et donc

‖Def‖2 =
∑

k

(k.e)2|f̂(k)|2 (3.8)

C’est pourquoi, en introduisant le tenseur d’anisotropie T (3.4), on observe que

‖Def‖2 = T : (e ⊗ e) (3.9)

où ‘ :’ correspond à la contraction tensorielle suivant les deux indices. L’axe d’aniso-
tropie apparâıt alors comme la direction donnée par le vecteur propre du tenseur T

correspondant à la plus petite des valeurs propres. L’amplitude d’anisotropie peut
également être calculée facilement à l’aide de dev(T)/tr(T), où tr représente la trace,
et dev la norme du déviateur T − (1/2)tr(T)I. On peut alors remarquer, qu’à un
facteur 2 près, cette définition est similaire à celle du coefficient Amp présenté pré-
cédemment (équation (3.3)) mais obtenu par le calcul d’un autre tenseur.

Cette deuxième formulation évite l’étape coûteuse en temps de calcul de la repré-
sentation en polaire, et fournit assez naturellement l’axe d’anisotropie en utilisant
une étape numérique efficace i.e., une Transformée de Fourier Rapide (TFR). Cet
algorithme est identique à la méthode introduite par Bigün et al. [33, 34, 35]. Il
faut noter cependant que les considérations fournissant la formulation suivent des
routes très différentes.
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3.2.1.3 La méthode par autocorrélation

Calculer la fonction d’autocorrélation est encore une approche différente. On
appelle C(x), la fonction d’autocorrélation d’une zone de l’image analysée

C(x) =

∫∫
f(y)f(y + x)dy (3.10)

La façon dont cette fonction décrôıt lorsqu’on s’éloigne de son centre en r = 0 ca-
ractérise la perte de similarité du signal selon une direction donnée. C’est pourquoi
l’autocorrélation constitue un bon outil pour déterminer l’anisotropie. Par ailleurs,
la fonction d’autocorrélation est calculée facilement et rapidement en utilisant l’algo-
rithme de Transformée de Fourier Rapide. Pour quantifier l’anisotropie et déterminer
l’orientation principale de la texture, la fonction d’autocorrélation est tronquée à un
niveau donné, choisi pour cette étude à 80% de la valeur maximum C(0). Ceci définit
un domaine D pour lequel C(r)/C(0) > 0.8. Cette valeur de 80% a été choisie pour
qu’un nombre de points suffisant appartienne au domaine défini D, permettant un
calcul fiable. Ce domaine est enfin caractérisé par un tenseur d’inertie géométrique

I =

∫∫

D

y ⊗ y dy (3.11)

Ce tenseur est finalement diagonalisé, et son axe principal (correspondant à la direc-
tion de la valeur propre la plus élevée) est l’axe d’anisotropie. Le degré d’anisotropie
peut également être obtenu en utilisant l’expression (3.3), ou dev(I)/tr(I).

3.2.1.4 Connexion entre les différentes méthodes

Les deux dernières méthodes telles qu’elles sont présentées peuvent sembler assez
éloignées. Elles sont en fait fortement connectées. Lorsque le seuil C(r)/C(0) est
choisi proche de l’unité, la fonction d’autocorrélation pour une image régulière peut
être assimilée à une parabole. C’est pourquoi le domaine D ressemblera à une ellipse.
Le tenseur d’inertie de cette ellipse I peut facilement être relié à la courbure de
la fonction d’autocorrélation à l’origine. Lorsque cette courbure est calculée dans
l’espace de Fourier, elle devient identique au tenseur T introduit précédemment.
Ainsi, T−1 est proportionnel à I lorsque le seuil C(r)/C(0) tend vers l’unité. On peut
également vérifier facilement que les amplitudes d’anisotropie calculées en utilisant
T ou I sont identiques.

3.2.2 Cas des images non régulières

Jusqu’à maintenant, le caractère non régulier de l’image analysée n’a pas été
considéré. Il est cependant direct de voir comment étendre l’analyse à de telles
images. La non régularité peut en effet être caractérisée de manière quantitative
(statistique) par l’indice de Holder [39], ζ, tel que

〈[f(x + y) − f(x)]2〉 ∼ |y|2ζ (3.12)
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L’indice ζ caractérise l’ordre maximum de différentiabilité de f . Puisque le champ
étudié est discret, il est toujours possible de calculer des « gradients » à partir de
différences finies. Cependant, ces derniers seront très sensibles à l’outil utilisé pour
les déterminer. En termes de fonction d’autocorrélation, une singularité apparâıt à
l’origine C(r)/C(0) = 1−A|r|2ζ et l’approximation parabolique de l’autocorrélation
abordée précédemment sera alors inadaptée pour des valeurs de ζ < 1 (une valeur de
ζ = 1 correspond à une fonction régulière ou différentiable). Le tenseur de courbure,
T, est également piloté par la taille des pixels.

Cet inconvénient majeur de rencontrer des cas pour lesquels ζ < 1 est dû au fait
que les estimateurs sont contrôlés par les petites échelles et donc la sensibilité au
bruit devient nuisible à leur qualité. Dans le but de compenser cet effet, on peut
avoir recours à un filtrage adapté qui rendra les gradients bien définis. La manière
la plus naturelle de réaliser cette opération est de construire une intégration d’ordre
1 − ζ. Dans l’espace de Fourier, ce calcul consiste simplement en la multiplication
de la transformée de Fourier f̂(k) par |k|ζ−1. Cette opération transformera toute
image en une image régulière, pour laquelle les gradients seront bien définis sans la
sensibilité à l’échelle pixel mentionnée précédemment. En termes de fonction d’au-
tocorrélation, la singularité à l’origine disparâıt et la fonction est alors différentiable
(figure 3.4).
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Figure 3.4 – Effet du filtre d’intégration sur l’autocorrélation suivant une direction
donnée : en pointillés : fonction d’autocorrélation initiale présentant une singularité
à l’origine, en trait plein : fonction d’autocorrélation après le filtrage (ζ = 0.80).

L’utilisation d’un tel filtre pour la méthode présentée est quasiment transparente.
En termes de tenseur d’anisotropie, il faut simplement calculer

Tζ =

∫∫

E2

k ⊗ k

|k|2−2ζ
|f̂(k)|2dk (3.13)

70 Microstructure et propriétés mécaniques de matériaux enchevêtrés
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À partir de ce dernier tenseur, le traitement subséquent reste celui présenté aupara-
vant.

Pour la méthode par autocorrélation, étant donné que C(r) est calculé dans
l’espace de Fourier, il suffit de multiplier cette quantité par la loi puissance de k

correspondante avant de revenir dans l’espace réel et de seuiller la fonction d’auto-
corrélation résultante. Par construction, au voisinage de l’origine, l’approximation
parabolique est alors adaptée.

En définitive, pour que ce traitement soit opérationnel, il reste à déterminer la
valeur de l’indice ζ. Ce dernier est la signature de la texture aléatoire de l’image. Pour
évaluer ζ, la façon la plus simple est d’étudier la moyenne du spectre de puissance
sur les différentes zones d’étude composant l’image et de l’approximer par une loi
puissance de |k|. L’exposant de la loi puissance −β est relié à l’indice ζ par β =
2(1+ζ). Ceci définit une procédure opérationnelle où ζ n’est plus un paramètre ajusté
manuellement, mais adapté à l’image analysée. Il ne reste donc aucun paramètre
libre. La figure 3.5 représente l’effet d’un tel filtre sur une image de laine de verre
crêpée.

(a) Image de laine de verre crêpée : image
de départ

(b) Image de laine de verre crêpée après
l’utilisation du filtre d’intégration

Figure 3.5 – Effet du filtre d’intégration sur une image de laine de verre crêpée
(ζ = 0.80).

3.2.3 Neutral padding

Un des problèmes majeurs concernant l’utilisation de l’outil développé pour ana-
lyser une texture est la taille de la zone d’étude. Cette dernière est bornée par 2
propriétés différentes. D’une part, une borne supérieure, gouvernée par la texture
elle-même : en effet, l’axe d’anisotropie ne doit pas varier de trop au sein d’une même
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zone d’étude et sa taille doit rester inférieure à la longueur de corrélation du champ
d’orientation. Il faut également noter que cette limite supérieure est une échelle phy-
sique et n’est en aucun cas reliée à la taille des pixels. D’autre part, la taille de la zone
d’étude ne peut pas être réduite à trop peu de pixels. En effet l’information conte-
nue dans la ZE doit être suffisamment riche pour permettre le calcul. Cependant une
autre limite inférieure moins intuitive résulte de l’utilisation de la transformée de
Fourier. Cette technique suppose implicitement que le champ analysé est périodique,
donc le côté gauche et le côté droit d’une zone d’étude sont supposés périodiques ainsi
que les côtés haut et bas. En général, cette hypothèse artificielle entrâıne de fortes
discontinuités le long des frontières et peut facilement être mal interprétée et reliée à
l’orientation dominante de la texture. Il faut souligner qu’il s’agit d’un effet de bord
et donc son poids diminue lorsque la taille de la ZE augmente. En pratique, pour
les images étudiées, la taille des ZE inférieure à 32 × 32 pixels donne des résultats
non fiables (en effet l’utilisation de le TFR nécessite une taille de ZE en puissance
de deux, si bien qu’une taille de ZE inférieure à 32×32 pixels signifie 16×16 pixels).

Pour diminuer la limite inférieure de la taille de la ZE, une nouvelle procé-
dure a été développée permettant l’utilisation de ZE de 16 × 16 pixels, voire de
8 × 8 pixels. Cela consiste à remplir l’image de telle manière que la périodicité soit
forcée sans altérer l’imagette originale située au cœur de la ZE. Supposons que l’on
souhaite travailler avec une zone d’étude de taille N × N pixels. On suppose que
l’origine est placée au centre de l’imagette, si bien que −N/2 + 1 < x < N/2 et
−N/2 + 1 < y < N/2. On commence par positionner l’imagette dans un cadre plus
grand, de taille M × M possédant la même origine. La différence entre les deux
correspond à un domaine qui sera utilisé pour implémenter la périodicité en utili-
sant un remplissage (padding) adapté, appelé neutral padding. Dans le but de ne pas
introduire d’informations additionnelles qui pourraient perturber l’image, les com-
posantes hautes fréquences de l’espace de Fourier sont mises à zéro. On choisit un
nombre de modes égal à M2−N2 pour obtenir un problème uniquement défini. À ce
moment là, la solution au problème peut facilement être formulée comme un simple
système linéaire à résoudre. Cependant, le problème étant formulé en partie dans
l’espace réel et en partie dans l’espace de Fourier, l’écriture de la solution explicite
n’est pas simple. Cela signifierait un temps de calcul élevé. Toutefois, une solution
exacte au problème n’est pas nécessaire. Un schéma itératif (une formulation de
point fixe) est introduite et fournit en quelques itérations une solution approchée du
problème.

Plus précisément, on appelle f(x, y) l’imagette originale, et h(m)(x, y) la me

itération de l’imagette remplie. On commence par une première approximation
h(0)(x, y) = f(x, y) pour −N/2 + 1 < x < N/2 et −N/2 + 1 < y < N/2 (voir
figure 3.6(a)). La périphérie de l’image est ensuite complétée par l’information dis-
ponible : soit par l’image originale, si elle est définie, soit par un niveau de gris moyen.
L’image formée est ensuite filtrée dans l’espace de Fourier ĥ(1)(kx, ky) = ĥ(0)(kx, ky)
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pour −N/2 + 1 < kx < N/2 et −N/2 + 1 < ky < N/2. En dehors de la région cœur,

ĥ(1)(kx, ky) = 0. En revenant dans l’espace réel, on obtient une fonction h(1)(x, y)
qui diffère de f dans sa région cœur. Ces valeurs h(2)(x, y) = f(x, y) sont alors for-
cées si −N/2 + 1 < x < N/2 et −N/2 + 1 < y < N/2, et h(2)(x, y) = h(1)(kx, ky)
sinon. La procédure de h(0) à h(2) définit une itération. Au fur et à mesure des ité-
rations, h converge vers un point fixe qui correspond à l’image originale au cœur,
et à des hautes fréquences d’amplitude nulle dans l’espace de Fourier. En pratique,
une dizaine d’itérations fournit une bonne approximation de la solution exacte car
la convergence est exponentielle (voir figure 3.6(b)). Par construction M doit être
un entier puissance de 2. Cependant N peut, en théorie, prendre n’importe quelle
valeur inférieure à M . Pour valider l’impact de la procédure, N = M/2 est choisi.

10 20 30 40 50 60

10

20

30

40

50

60

x (pixel) x (pixel)

y 
(p

ixe
l)

y 
(p

ixe
l)

-a- -b-
10 20 30 40 50 60

10

20

30

40

50

60

Figure 3.6 – (a) ZE originale : h(0)(x, y) = f(x, y) avant le neutral padding

(N = 32 pixels), (b) neutral padding sur la ZE : résultat après 10 iterations
(M = 64 pixels).

Pour l’adaptation aux méthodes de détermination de l’anisotropie proposées, le
neutral padding peut être utilisé de manière équivalente sur l’image analysée originale
ou sur l’image traitée au préalable en utilisant le filtre d’intégration.
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3.3 Application sur différentes images

3.3.1 Les empreintes digitales

Les méthodes présentées précédemment ont été utilisées sur différentes images.
La première à être testée concerne une image d’empreintes digitales pour laquelle
les stries forment la texture à identifier. La difficulté vient alors de l’interruption de
ces sillons, ainsi que de la rotation de l’anisotropie au niveau du centre. La taille
de l’image est de 240 × 240 pixels divisée en ZE de 32×32 pixels. Le décalage entre
deux ZE consécutives est de 16 pixels, si bien que les ZE se chevauchent entre elles
de 16 pixels.

Les résultats sont présentés en figure 3.7 : ils correspondent aux deux orientations
des méthodes polaires, à la méthode par autocorrélation et à l’approche utilisant
le tenseur d’anisotropie. Le rapport entre les deux rayons de l’anneau formé pour
les méthodes polaires est de 2, et l’incrément d’angle utilisé est de 2◦. Pour cette
méthode, les résultats obtenus en utilisant les directions radiale et orthoradiale sont
très proches, et comparables à ceux obtenus par les deux autres méthodes en dehors
des sites localisés près des bords où le signal est faible. Cependant pour ces ZE,
les méthodes par autocorrélation ou du tenseur d’anisotropie semblent donner des
résultats plus satisfaisants. La différence significative entre ces méthodes concerne le
temps de calcul qui est beaucoup plus faible (d’environ 100 fois) pour les techniques
par autocorrélation et tenseur d’anisotropie que pour les méthodes polaires. Comme
mentionné précédemment, ceci s’explique par l’étape de représentation du rectangle
en coordonnées polaires qui est l’étape de l’algorithme nécessitant le plus de temps.

3.3.2 Une image non régulière : le bois

Si le caractère non régulier d’une image est considéré, la méthode du tenseur
d’anisotropie peut être comparée à la même méthode couplée au filtre d’intégra-
tion. La photographie d’une coupe de bois représente un bon exemple d’image non
régulière. L’alternance d’anneaux et de nœuds peut être une application complexe
pour la méthode originale. La figure 3.8(gauche) montre les résultats de l’algorithme
en utilisant la méthode du tenseur d’anisotropie, la figure 3.8(milieu) les résultats
lorsque le filtre d’intégration est ajouté et la figure 3.8(droite) les résultats lorsque
le neutral padding est utilisé après le filtre d’intégration. Il y a de légères différences
entre les résultats obtenus bien que chacune des méthodes fournisse une estima-
tion fiable même si l’orientation exacte reste inconnue. Pour la figure 3.8(gauche)
les orientations correspondent globalement aux angles estimés visuellement à part
pour la partie située à droite du cœur de la coupe. Pour la figure 3.8(milieu), le
cœur de la coupe est mieux résolu et pour la figure 3.8(droite), les orientations du
cœur de la coupe et du nœud ont une meilleure concordance avec les angles estimés
visuellement.
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Figure 3.7 – (haut gauche) Méthode radiale polaire L2 (rayon externe = 32 pixels,
rapport de rayons = 2, incrément d’angle = 2◦) temps de calcul : 36.9 s. (haut
droite) Méthode orthoradiale polaire L2 (rayon externe = 32 pixels, rapport de
rayons = 2, incrément d’angle = 2◦) temps de calcul : 33.4 s. (bas gauche) Méthode
par autocorrélation (seuil C(r)/C(0)=0.8) temps de calcul : 1.10 s. (bas droite)
Méthode du tenseur d’anisotropie : temps de calcul : 0.33 s.

3.3.3 Cercles concentriques

Pour tester les différentes méthodes en termes de performances réelles, il faut un
exemple pour lequel l’orientation exacte est connue en chaque point. Pour cela une
image formée de cercles concentriques est créée et représente une référence absolue.
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Figure 3.8 – Comparaison des résultats pour une planche de bois (taille des ZE
= 32 × 32 pixels, distance entre le centre de deux ZE = 16 pixels) (gauche) carte
d’orientation originale obtenue avec la méthode du tenseur d’anisotropie, (milieu)
filtre d’intégration ajouté à la méthode du tenseur d’anisotropie, (droite) neutral

padding ajouté au filtre d’intégration.

La taille de l’image est de 512 × 512 pixels, et celle des ZE de 32 × 32 pixels. Ces
zones sont centrées sur une grille régulière carrée et la distance entre le centre de
deux ZE consécutives est de 16 pixels.

La figure 3.9, pour laquelle seul un quart de l’image originale est représenté,
montre les orientations obtenues en utilisant les méthodes polaires, la technique
d’autocorrélation et l’approche du tenseur d’anisotropie. Une première inspection
visuelle donne une évaluation grossière de l’adéquation entre orientations réelles et
estimations. Pour les quatre méthodes, les points de calculs sont les mêmes. La
taille de la zone d’étude est représentée dans le coin en bas à droite de chacune
des images. Pour les deux méthodes polaires, les résultats sont similaires et sont en
adéquation avec l’orientation réelle. Le champ directionnel déterminé en utilisant
le tenseur d’anisotropie correspond très précisément aux résultats attendus. En ce
qui concerne les résultats fournis par l’approche par autocorrélation, les orientations
déterminées ne correspondent pas aux cercles. Ceci s’explique par la forme de la
fonction d’autocorrélation pour cette image particulière. Lorsque l’autocorrélation
est tronquée à un niveau donné, il faut que le domaine résultant ne soit formé que
d’une seule courbe fermée. Sur la figure 3.10, la fonction d’autocorrélation et sa
projection après troncature sont représentées. Pour cette image, la projection est
formée de plusieurs domaines non connectés entre eux. C’est pourquoi, la méthode
par autocorrélation n’est pas adaptée à cette image particulière. On peut alors fa-
cilement envisager de modifier légèrement la méthode en vue d’extraire seulement
le domaine issu de la troncature et centré sur zéro. Cependant cette modification
augmenterait le temps de calcul et éliminerait cette méthode.

La figure 3.11 montre les différences entre une orientation déterminée et imposée
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Figure 3.9 – (haut gauche) Méthode L2 polaire radiale (rayon externe = 32 pixels,
rapport de rayons = 2, incrément d’angle = 2◦), temps de calcul : 178 s, (haut
droite) Méthode L2 polaire orthoradiale (rayon externe = 32 pixels, rapport de
rayons = 2, incrément d’angle = 2◦), temps de calcul : 184 s, (bas gauche) Méthode
par autocorrélation (seuil C(r)/C(0) = 0.8), temps de calcul : 4.85 s, (bas droite)
Méthode du tenseur d’anisotropie complétée du filtre d’intégration et du neutral

padding, temps de calcul : 53.4 s.

en fonction de l’angle pour les trois méthodes restantes. L’angle 0◦ correspond à une
orientation horizontale. En ce qui concerne la méthode du tenseur d’anisotropie,
complété du filtre d’intégration et du neutral padding, les différences avec l’orienta-
tion réelle sont faibles avec une erreur RMS égale à 0.35◦. Il faut souligner également
que l’utilisation du filtre d’intégration et du neutral padding permet de gagner un
ordre de grandeur en termes d’erreur par rapport à la méthode du tenseur d’aniso-
tropie toute seule. Les résultats obtenus en utilisant les méthodes polaires (radiale
et orthoradiale) sont celles qui fournissent les meilleurs résultats. L’erreur RMS est
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Figure 3.10 – (gauche) Fonction d’autocorrélation d’une zone d’étude. (droite) Pro-
jection de la fonction d’autocorrélation tronquée.

alors égale à 0.053◦ pour la méthode radiale et de 0.046◦ pour la méthode orthora-
diale avec un temps de calcul de 178 s et 184 s respectivement. Cet exemple montre
qu’il n’existe pas de méthode supplantant les autres en termes d’orientation estimées
dans la mesure où pour les trois méthodes, l’erreur RMS est inférieure à 1◦, mais le
temps de calcul semble être plus faible (de 3 à 4 fois) pour la méthode du tenseur
d’anisotropie complétée du filtre d’intégration et du neutral padding.
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Figure 3.11 – Différences entre les orientations calculées et réelles pour la méthode
polaire radiale (gauche), pour la méthode polaire orthoradiale (milieu) et pour la
méthode du tenseur d’anisotropie complétée du filtre d’intégration et du neutral

padding (droite).

La dernière étape pour valider la méthode proposée pour évaluer l’anisotropie
locale d’une image est de quantifier la robustesse de la méthode par rapport au bruit
d’une image à analyser. C’est une propriété importante dans la mesure où la ma-
jorité des images testées seront bruitées. Sur l’image des cercles concentriques pour
laquelle l’orientation est connue en chaque point, seules les méthodes polaires et la
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méthode d’anisotropie donnent des résultats satisfaisants. Par ailleurs la méthode
complète du tenseur d’anisotropie, i.e., avec le filtre d’intégration et le neutral pad-

ding, est celle qui est la moins sensible au bruit (ceci sera montré par la suite sur
l’image de laine de verre crêpée 3.13). La sensibilité au bruit sera testée en utilisant
cette approche particulière. L’image de référence est donc celle des cercles concen-
triques étant donné que l’orientation exacte est connue en chaque point et que la
sensibilité au bruit peut être évaluée.

À partir de l’image de référence, un bruit blanc aléatoire gaussien est ajouté
aux niveaux de gris, et son amplitude est quantifié par l’écart-type en niveaux de
gris du bruit. Pour obtenir une amplitude relative du bruit, l’écart-type est adi-
mensionné en utilisant l’écart-type sur les niveaux de gris de l’image de départ. La
figure 3.12(gauche) illustre l’effet du bruit : l’image est scindée en deux avec une
partie exempte de bruit sur la moitié gauche de l’image et une partie comportant
un bruit d’amplitude 35.5% sur la moitié droite de l’image. Cette figure est unique-
ment présentée dans le but d’illustrer l’effet du bruit sur une image. En effet, pour
tester la sensibilité de la méthode par rapport au bruit, des images où le bruit est
uniformément réparti ont été utilisées. Pour le test, la taille des ZE est de 32 pixels
et le décalage entre deux centres de ZE consécutives est de 16 pixels pour utiliser les
mêmes valeurs que précédemment. Pour différents niveaux de bruit jusqu’à 35.5%,
l’erreur moyenne de l’algorithme par rapport à l’orientation exacte est calculée et les
résultats sont présentés sur la figure 3.12(droite). Pour un niveau de bruit faible (e.g.,
2%, le niveau de bruit caractéristique d’une acquisition d’une image numérique), une
erreur inférieure à 1◦ est obtenue. L’erreur augmente ensuite lorsque l’amplitude du
bruit augmente mais reste bien inférieure à 5◦ pour une amplitude de bruit de 20%.
Ces résultats démontrent la robustesse de l’approche proposée, i.e., la méthode du
tenseur d’anisotropie avec le filtre d’intégration et le neutral padding.

3.3.4 Laine minérale crêpée

Cette méthode peut également être testée sur une application plus complexe, à
savoir la détermination d’une texture réelle de laine de verre crêpée. Pour de telles
images la texture est très fine, avec une partition difficile entre le bruit, et le signal
porteur de l’information utile. De plus, si l’anisotropie est clairement marquée, la
longueur de cohérence est assez courte, et le motif présente des circonvolutions. Sur
de telles images, les méthodes classiques basées sur le gradient sont inadaptées. Une
telle texture est donc un cas très difficile pour les méthodes étudiées.

La figure 3.13(gauche) montre le résultat de la méthode polaire orthoradiale
et la figure 3.13(milieu), les résultats du tenseur d’anisotropie complété du filtre
d’intégration pour traiter le caractère non régulier de l’image analysée et du neutral

padding particulièrement adapté à la détection des textures les plus fines. Si une me-
sure absolue de la qualité des méthodes ne pas être obtenue sur des images réelles, on
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Figure 3.12 – Robustesse de la méthode par rapport au bruit : (gauche) Différences
entre une image exempte de bruit (moitié gauche) et une image bruitée avec un bruit
d’amplitude 35.5 % (moitié droite). (droite) Erreur moyenne de l’estimation d’angle
en degré en fonction de l’écart-type relatif de bruit.

peut cependant proposer une comparaison quantitative entre les deux dernières mé-
thodes. En outre, cette comparaison doit pouvoir s’accommoder de la π-périodicité
de la détermination des angles. Pour une ZE donnée, centrée en x, la différence
d’angles déterminées par les deux méthodes (la méthode polaire orthoradiale et la
méthode complète du tenseur d’anisotropie) est calculée. La figure 3.13(droite) re-
présente le carré de l’amplitude d’anisotropie obtenue par méthode complète du
tenseur d’anisotropie en fonction de la différence d’angles entre les deux méthodes.
Le fait que les valeurs soient relativement étendues est une simple traduction de
la difficulté à estimer les orientations. On peut cependant noter que des différences
d’angles importantes sont obtenues plus fréquemment lorsque l’amplitude d’aniso-
tropie est faible (i.e., pour une faible anisotropie).

3.3.5 Mesure d’objectivité

Pour un cas difficile pour la méthode, tel que l’image 3.5(a) de laine de verre
crêpée, l’objectivité de la méthode a été testée, i.e., le fait que l’orientation soit in-
dépendante de l’amplitude/résolution de l’image analysée. À partir d’une image de
laine de verre, dont la taille originale est de 512×512 pixels, la résolution de l’image
est artificiellement dégradée, i.e., cette opération aboutit à la construction d’images
à différentes échelles. L’échelle no. 0 correspond à l’image considérée. À partir de
l’image no. 1, chaque transition est caractérisée par la définition de super-pixels. Ces
derniers sont définis de manière récurrente d’une échelle à la suivante en moyennant
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3.3. Application sur différentes images
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Figure 3.13 – Résultats sur une image de laine de verre crêpée : (gauche) pour la
méthode polaire orthoradiale (rayon externe = 32 pixels, rapport de rayons = 2,
incrément d’angle = 2◦), distance entre deux centres de ZE = 16 pixels), (milieu)
pour la méthode du tenseur d’anisotropie (taille de la ZE = 32× 32 pixels, distance
entre deux centres de ZE = 16 pixels), (droite) Carré de l’amplitude de l’anisotropie
déterminée en utilisant le tenseur d’anisotropie en fonction de la différence d’angles
entre la méthode polaire et celle du tenseur d’anisotropie.

les niveaux de gris de 2 × 2 pixels voisins. Cette procédure est réitérée jusqu’à ce
que la taille minimum de la sous-image soit égale à 128 × 128 pixels. La surface de
la ZE est divisée par 4 d’une échelle par rapport à la suivante. La taille de l’image
réelle est de 512× 512 pixels et la taille d’une ZE est de 32× 32 pixels. La taille de
l’image à l’échelle no. 1 est de 256 × 256 pixels avec des ZE de 16 × 16 pixels. Pour
la dernière échelle, correspondant à une image 128 × 128 pixels, la taille d’une ZE
est de 8 × 8 pixels.

La technique choisie pour cette mesure d’objectivité est la méthode complète du
tenseur d’anisotropie. La figure 3.14 montre les résultats pour les trois échelles ana-
lysées. Les trois cartes correspondent au carré du cosinus de la valeur de l’angle pour
chaque ZE. Les résultats de l’échelle no. 0 sont donnés sur la figure 3.14(gauche),
ceux de l’échelle no. 1 sur la figure 3.14(milieu) et ceux de l’échelle no. 2 sur la
figure 3.14(droite). Une excellente correspondance est observée pour les deux pre-
mières cartes, malgré le fait que 16 pixels soit une dimension de ZE très faible. À
l’échelle no. 2 l’écart avec les résultats précédents est plus important. Il faut cepen-
dant souligner que la taille de ZE correspondante de 8 pixels est extrêmement faible
et introduit une sensibilité accentuée aux axes préférentiels (0◦ et 90◦).

3.3.6 Carte spatio-temporelle

Une carte spatio-temporelle, comme celles rencontrées au chapitre 2, est éga-
lement texturée. Déterminer le champ des vitesses d’une telle image revient alors
à déterminer l’orientation locale de différentes zones de l’image, l’orientation do-
minante représentant alors la vitesse recherchée. La méthode complète du tenseur
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3. Étude de l’anisotropie locale d’un matériau enchevêtré
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Figure 3.14 – Carré du cosinus de la carte d’orientation pour (gauche) une
image 3.5(a) de laine de verre de 512 × 512 pixels et une ZE de 32 × 32 pixels,
(milieu) une image réduite de 256× 256 pixels et une ZE de 16× 16 pixels, (droite)
une image réduite de 128 × 128 pixels et une ZE de 8 × 8 pixels.

d’anisotropie a été utilisée sur une carte spatio-temporelle formée à partir d’un film
de crêpage. La figure 3.15(a) présente les résultats obtenus en termes d’orientation,
superposées à la carte de départ. La résolution spatiale obtenue est alors moins
bonne que celle atteinte en utilisant l’une des approches présentées au chapitre 2.
Cependant, l’hypothèse de stationnarité n’est plus nécessaire ici, et les champs déter-
minés deviennent des fonctions du temps. On peut cependant revenir à une approche
stationnaire en moyennant les orientations déterminées par rapport au temps. La
figure 3.15(b) représente alors les résultats obtenus.
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Figure 3.15 – Étude locale d’anisotropie utilisée sur une carte spatio-temporelle,
paramètres de calcul : taille de ZE = 32 × 32 pixels, décalage entre deux ZE =
16 pixels.

On peut alors comparer les vitesses obtenues sur ce film en utilisant l’outil d’ana-
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3.4. Conclusion

lyse locale de l’anisotropie et l’approche spatio-temporelle développée au chapitre
précédent. Disposant des orientations moyennées en temps, la vitesse s’écrit comme
l’inverse de la tangente des angles correspondant aux orientations. Par ailleurs, étant
donné que l’on travaille ici sur des vitesses, l’approche travaillant directement sur la
carte brute sera utilisée. De même, étant donné que pour cette approche, les résul-
tats obtenus en utilisant les trois décompositions étudiées sont proches, nous nous
limiterons au cas d’une décomposition linéaire. Le nombre d’éléments utilisés corres-
pond alors au nombre de Zones d’Étude utilisées pour l’analyse locale d’anisotropie.
L’évolution des vitesses en fonction de la coordonnée spatiale x est représentée sur
la figure 3.16. Le champ des vitesses obtenues est très proche avec un erreur RMS de
1.4 %. L’outil d’analyse locale d’anisotropie peut aussi être utilisé pour déterminer le
champ des vitesses (stationnaires) inhomogènes, mais la résolution spatiale atteinte
sera inférieure à celle obtenue en utilisant les outils développés au chapitre 2.
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Figure 3.16 – Comparaison des vitesses en pixel/image obtenue en utilisant l’ap-
proche spatio-temporelle travaillant directement sur l’image brute, et l’outil d’ana-
lyse locale de l’anisotropie.

3.4 Conclusion

Trois méthodes pour évaluer l’anisotropie locale d’une texture ont été présentées
et testées sur différentes images de texture complexe. Les résultats de ces méthodes
ont alors pu être comparés en termes de précision et de temps de calcul :

– En termes de précision dans la détermination de l’orientation, pour les images
dont l’orientation réelle est exactement connue en chaque point, la méthode
par autocorrélation doit être légèrement modifiée afin de donner une estimation
correcte. Les autres méthodes fournissent de bons résultats, avec des perfor-
mances légèrement meilleures pour les méthodes polaires. Sur les exemples où
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3. Étude de l’anisotropie locale d’un matériau enchevêtré

la texture est plus complexe, comme des images de laine de verre, les méthodes
polaires, et la méthode complète du tenseur d’anisotropie donnent des résul-
tats plutôt différents pour la même taille de ZE, mais les différences d’angle
les plus importantes correspondent aux zones où l’anisotropie n’est pas clai-
rement marquée. Par ailleurs, la méthode complète du tenseur d’anisotropie
peut détecter des textures très fines.

– En termes de sensibilité au bruit, la méthode complète du tenseur d’anisotro-
pie présente une très bonne robustesse. En effet, l’erreur reste bien inférieure à
5◦ pour une amplitude de bruit de 20%. Cette méthode peut donc être utilisée
pour analyser les images acquises à l’aide d’une caméra CCD dont le niveau
de bruit est de l’ordre de 2%.

– L’objectivité des résultats a également été démontrée : la méthode complète
du tenseur d’anisotropie permet d’étudier des images dont la résolution est très
faible en utilisant des tailles de zone d’étude très petites (jusqu’à 16 pixels).

– En termes de temps de calcul, les performances des méthodes par autocor-
rélation et du tenseur d’anisotropie sont comparables et sont largement plus
rapides que les méthodes polaires.

Finalement, la méthode complète du tenseur d’anisotropie est plus performante
que les autres méthodes dans le cas d’images réelles. C’est cette méthode qui sera
utilisée par la suite. Il faut remarquer toutefois que dans le cas d’images régulières,
cette méthode (sans le filtre d’intégration ni le neutral padding) se réduit à celle
introduite par Bigün et al. [33, 34]. L’extension développée pour traiter le cas des
images non régulières permet d’étudier les cas rencontrés par la suite, sans introduire
de paramètre libre. De plus l’ajout du neutral padding permet l’analyse de textures
très fines en utilisant de petites tailles de zone d’étude et fournit une évaluation de
l’anisotropie fiable indépendamment de la résolution de l’image analysée. Ceci a été
démontré par plusieurs études non discutées ici.

Grâce à l’outil développé dans ce chapitre, on a accès à l’anisotropie locale d’une
image analysée, ainsi qu’à son amplitude d’anisotropie. On peut donc envisager
d’étudier plusieurs images de laines minérales, fabriquées en utilisant des para-
mètres de fabrication différents. On a déjà remarqué que ces paramètres avaient
une influence directe sur la texture du produit fini, et donc sur ses performances mé-
caniques. Connaissant l’orientation locale de chaque zone d’une éprouvette de laine
minérale, on se propose par la suite de prendre en compte cette orientation ainsi que
son amplitude afin de modéliser la réponse élastique de l’éprouvette associée à une
sollicitation de compression. Cette modélisation sera développée au chapitre 5.
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Chapitre 4

Essais mécaniques sur matériau

enchevêtré
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4. Essais mécaniques sur matériau enchevêtré

Dans les chapitres précédents, des outils pour étudier la fabrication et la tex-
ture du matériau ont été présentés. Ces outils sont basés sur l’analyse de films
ou d’images. L’analyse des films (développée au chapitre 2) permet de quantifier
l’influence des paramètres de réglages du procédé de fabrication sur la texture du
produit fini. L’analyse d’anisotropie (développée au chapitre 3) permet, quant à elle,
d’étudier la texture du produit fini. Il semble par ailleurs que la texture du produit
fini soit intimement liée à ses propriétés mécaniques (chapitre 1). Étudier les per-
formances mécaniques du produit en fonction de sa texture est l’une des finalités de
l’étude.

Les propriétés mécaniques des produits en laine minérale sont définies en utili-
sant les normes [8, 9] : elles correspondent à la résistance à la compression et à la
résistance à l’arrachement. Ces deux propriétés seront développées par la suite. On
se propose, dans ce chapitre, de présenter les moyens mis en œuvre pour réaliser les
essais mécaniques sur laine minérale. Les essais effectués correspondent à ceux im-
posés par la norme, ainsi qu’à des essais de « cisaillement-compression » et le moyen
de mesure est une technique de corrélation d’images numériques. Les dispositifs ex-
périmentaux (essais et moyens de mesure) seront présentés dans un premier temps
avant de développer les résultats obtenus.

4.1 Les essais mécaniques normalisés

Différents essais mécaniques ont été réalisés pour étudier l’influence de la texture
d’un produit sur ces propriétés mécaniques. La laine minérale étant un matériau
souple, les techniques de mesures extensométriques classiques (jauges de déforma-
tion, extensomètre mécanique) sont inadaptées car elles peuvent perturber la réponse
du matériau. On utilise alors des moyens optiques de mesure des déformations. Pour
les essais réalisés, une technique de corrélation d’images numériques (CIN) a été
utilisée. Elle permet par ailleurs d’atteindre des niveaux de déformation supérieurs
à quelques pour-cents. Avant de présenter les essais réalisés, la méthode de mesure
est résumée.

4.1.1 La corrélation d’images numériques

Les techniques de mesure sans contact [40] et donc non perturbatrices ont un
large champ d’application dans le domaine de la mécanique des matériaux et des
structures [41]. Au cours d’essais mécaniques, les champs de déplacements mesurés
peuvent faire apparâıtre, selon la taille de la région de l’image analysée, des hétéro-
généités de déformation à la surface de l’éprouvette. Ces dernières représentent les
prémices éventuelles d’une localisation de la déformation. L’apparition et le suivi de
fissures peuvent également être analysés par ces techniques [42, 43]. Les méthodes
optiques fournissant une évaluation locale des champs cinématiques, il est possible
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4.1. Les essais mécaniques normalisés

de suivre les déformations locales et/ou déplacements tout au long de l’essai et donc
d’identifier la localisation de la déformation dès son apparition [44].

Différentes techniques peuvent être utilisées pour déterminer les champs de dé-
placement et de déformation. Lorsqu’une méthode expérimentale met en œuvre des
techniques optiques (i.e., photo) pour résoudre les problèmes mécaniques, on parle
de photomécanique [45, 40]. La photoélasticité et les méthodes de moiré sont deux
des premières méthodes développées depuis la première moitié du vingtième siècle.
La photoélasticité [46, 47, 48, 49] est toujours très utilisée dans l’industrie. Les
méthodes de moiré sont des techniques versatiles qui fournissent des champs de dé-
placement aussi bien que des mesures topographiques [50, 51, 52]. Le développement
des lasers, au début des années 1960, a permis l’émergence de nouvelles techniques.
La première approche est l’interférométrie holographique [53, 54] qui peut être ap-
pliquée à un grand nombre de problèmes industriels [55]. Un sous-produit est la
technique de “speckle” (ou tavelure) qui regroupe l’interférométrie de speckle [56,
57, 58] et la photographie de speckle [13, 14, 59]. Lorsque cette dernière est utili-
sée en lumière blanche, elle est appelée corrélation d’images numériques (CIN) [15,
16, 17]. Proche de la technique de vélocimétrie par imagerie de particules [10, 12,
11] très répandue en mécanique des fluides, son principe est basé sur l’appariement
d’images en maximisant l’intercorrélation. En termes de préparation d’éprouvettes,
la CIN s’adapte généralement bien à l’environnement d’un laboratoire d’essais mé-
caniques. On peut noter que des techniques de stéréocorrélation sont également en
développement [60, 61]. Dans le cas présent, les déplacements hors plan restent
faibles si bien que ces corrections sont inutiles.

La technique de CIN est facile à mettre en œuvre et représente un outil efficace
dont la résolution peut être étendue bien en dessous du pixel (i.e., 10−2pixel voire
en dessous dans certains cas). Lorsque le déplacement entre deux images utilisées
pour le calcul est trop important, le résultat donné par les méthodes classiques peut
donner lieu à des erreurs significatives. Dans ce cas, l’utilisation d’une approche
multi-échelle de la corrélation d’images est possible [18]. Elle autorise de grands
déplacements entre les images tout en garantissant de très bonnes robustesse et ré-
solution. Cette méthode, appliquée d’abord à des essais de compression uniaxiale
puis à des essais d’arrachement, permet d’atteindre des niveaux de déformation éle-
vés avec une très bonne résolution, alors que la plupart des autres techniques de
mesures de déformation ne seraient pas applicables ou donneraient des résultats er-
ronés.

En pratique, on cherche à déterminer le champ de déplacement qui s’est produit
entre deux instants pour lesquels une image a été acquise (figure 4.1). Le principe
de la corrélation consiste à apparier deux zones des deux images afin d’en déduire le
déplacement du centre de la zone. Le déplacement s’apparente alors à un décalage
entre deux signaux bidimensionnels des intensités numérisées par une caméra CCD.
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L’intercorrélation consiste alors à rechercher des vraisemblances entre deux signaux
enregistrés à deux instants différents.

Image de référence       Image déformée

Figure 4.1 – Zone d’étude (ZE) sur les images de référence et « déformée ». Vecteur
déplacement associé.

Deux images sont donc prises en compte pour le calcul, la première étant l’image
de « référence », et la seconde l’image « déformée ». L’image de référence, schématisée
sur la figure 4.2, est quadrillée par un ensemble de Zones d’Étude (ZE) qui forme
la Région d’Etude (RE). Le but de la méthode de corrélation est d’apparier les ZE
des deux images (figure 4.1). Ainsi une ZE est représentée par des fonctions g(x)
qui sont des perturbations d’un signal décalé f(x − u) par rapport à un signal de
référence f(x)

g(x) = f(x − u) + b(x) (4.1)

où u est le vecteur déplacement plan inconnu, supposé constant localement et b(x)
un bruit aléatoire. Pour évaluer le déplacement u, on minimise la norme de la diffé-
rence entre f(x − υ) et g(x) par rapport à un déplacement test υ

min
υ

(‖g(.) − f(.− υ)‖2). (4.2)

Lorsque l’on choisit la norme quadratique habituelle ‖f‖2 =
∫∫

|f(x)|2dx, le pro-
blème de minimisation précédent est équivalent à maximiser la quantité h(υ)

h(υ) = (g ⋆ f)(υ) ≡
∫ ∫

g(x)f(x − υ)dx. (4.3)

qui n’est rien d’autre que le produit d’intercorrélation des deux fonctions. De plus,
lorsque le bruit est blanc, l’estimation obtenue est optimale. On remarquera la si-
militude avec certaines des méthodes développées dans les chapitres 2 et 3. Les
paramètres d’un tel calcul sont alors la taille de la région d’étude, la sous-RE de
taille 2P × 2Q pixels extraite de la RE de l’image de référence avec les plus grandes
valeurs possibles de P et Q pour que celle-ci reste incluse dans la RE, la taille des
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4.1. Les essais mécaniques normalisés

zones d’études, et le décalage δ entre le centre de deux zones d’étude consécutives
(figure 4.2).

ZE
d

d

RE
sous-RE

2P

2Q

2k

Figure 4.2 – Schéma de l’image de référence avec les paramètres de corrélation :
taille de ZE = 2k pixels, décalage entre ZE δ. Dans le cas particulier de la figure on
a δ = 2k pixels.

Une approche conventionnelle du problème est bien adaptée dans le cas de petites
perturbations. Si le déplacement est trop important une deuxième approche, dite
multi-échelle [18] permet alors d’augmenter la déformation maximale mesurable et
d’améliorer la résolution spatiale. L’image est alors redimensionnée et repositionnée
à une échelle réduite pour augmenter la robustesse de la technique. Des déforma-
tions de l’ordre de ±30 % peuvent alors être mesurées entre deux images [18, 62].
En pratique, deux images peuvent être analysées ensemble ou encore une séquence
d’images. Pour des images de laine minérale, l’incertitude moyenne obtenue sur un
calcul est inférieure à 1.4 × 10−2 pixel en déplacement et à 0.13 % en déformation
pour des zones d’études de 32 pixels. L’approche multi-échelle ainsi que l’étude des
performances de la technique sont développées dans l’annexe B. On notera alors qu’il
existe un compromis à trouver entre incertitude et résolution spatiale (i.e., taille de
la ZE). Cette méthode de mesure a été utilisée pour analyser les essais réalisés sur
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laine minérale.

4.1.2 Essais sur matériaux enchevêtrés

Les performances mécaniques d’un matériau isolant thermique destiné aux ap-
plications du bâtiment sont déterminées en utilisant les normes [8, 9] correspondant
aux propriétés en compression et en arrachement respectivement. Pour les essais
de compression, une éprouvette parallélépipédique est placée entre deux plateaux
parallèles plan dont le côté est au moins égal à celui de l’éprouvette devant être
soumise à l’essai (figure 4.3). Un déplacement est alors appliqué au plateau mobile,
et l’effort de compression est mesuré. La valeur relevée et utilisée pour comparaison
est la contrainte en compression à 10 % de déformation relative notée par la suite
σ10 et exprimée en kPa. Des essais de compression sont réalisés sur des éprouvettes
de laine de verre, crêpées ou non, et sur des éprouvettes de laine de roche (toujours
crêpées).

éprouvette

console

cellule d'effort

(a) machine d’essai avec montage de compression (b) éprouvette montée entre les pla-
teaux de compression

Figure 4.3 – Montage de compression utilisé pour tester des éprouvettes de laine
minérale.

Les essais d’arrachement sont plus délicats à réaliser dans la mesure où l’on ne
peut pas exercer de traction directement sur l’éprouvette. La solution est de coller
l’éprouvette sur deux plaques de bois aggloméré de dimensions supérieures à celles de
l’éprouvette à tester. L’éprouvette est insérée dans des mâchoires de traction comme
le montre la figure 4.4. Un déplacement de traction est alors imposé à l’éprouvette
testée et l’effort de traction est mesuré. L’essai est réalisé jusqu’à rupture de l’éprou-
vette. La valeur relevée et utilisée pour comparaison est la contrainte maximale de

traction notée par la suite σarr et exprimée en kPa.
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consôle

cellule d'effort

traverse

mâchoires

(a) machine d’essai avec montage d’arrache-
ment

(b) éprouvette collée sur les plaques de bois
aggloméré et montée dans les mâchoires de
traction

Figure 4.4 – Montage d’arrachement utilisé pour tester des éprouvettes de laine
minérale.

Pour les deux types d’essais réalisés, compression et arrachement, les dimensions
des éprouvettes utilisées étaient de 200×200×h mm3, avec h, la hauteur du produit,
pouvant varier de 60 à 120 mm suivant les produits testés. Des photos de l’éprouvette,
éclairée en lumière blanche ont été prises tout au long des essais afin de permettre le
calcul de corrélation. Avec plusieurs éprouvettes de laine minérale testées, l’influence
de la texture a pu être mise en évidence. La question sous-jacente étant alors : est-on
capable de relier la texture d’un matériau enchevêtré à ses propriétés mécaniques ?

4.1.3 Résultats des essais mécaniques

Les essais réalisés ont tous été pilotés en déplacement (ou, de manière équivalente,
la déformation globale ǫ est contrôlée ; elle est définie comme le rapport entre la
variation de déplacement des deux plateaux et la hauteur initiale). Une compression
uniaxiale (dans la direction 1, voir figure 4.5) jusqu’à −20 % de déformation globale
est appliquée sur des éprouvettes parallélépipédiques de dimension 200 × 200 × 80
mm3, 80 mm étant la hauteur de l’éprouvette. Des essais d’arrachement (dans la
direction 1) jusqu’à environ 20 % de déformation globale sont également réalisés sur
les mêmes éprouvettes collées. Pour ces essais, des images de l’éprouvette éclairée en
lumière directe ont été prises pour différents niveaux de déformation globale (i.e.,
avec des incréments de −0.5 % en compression et +0.5 % en arrachement). Des
essais de compression et d’arrachement sont présentés en annexe B. On se propose
ici d’étudier le résultat d’autres essais réalisés sur laine de verre crêpée.
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Figure 4.5 – Vue latérale d’un produit en laine de verre crêpée. Région d’étude (RE)
pour la mesure des déplacements par corrélation d’images numériques.

4.1.3.1 Essai de compression uniaxiale

Le résultat d’un essai de compression uniaxiale est présenté sur la figure 4.6.
Le plateau « plastique » suggère l’existence de déformations localisées d’où l’intérêt
d’étudier le champ de déformation du milieu avec une bonne résolution spatiale.
Sur la figure 4.7 les champs de déformations sont représentés. Le calcul réalisé avec
des ZE de 32 pixels (i.e., résolution spatiale en déplacement) et avec un décalage de
16 pixels (i.e., la résolution spatiale en déformation est égale à 32 pixels), correspond
à la composante ǫ11 du tenseur de déformation (nominale) globale pour différents
niveaux de déformation nominale globale, à savoir, −5 % pour la figure 4.6(a), −7
% pour la figure 4.6(b), −10 % pour la figure 4.6(c), et −15 % pour la figure 4.6(d)
respectivement. 1110 ZE sont considérées par niveau de déformation globale. Sur la
figure 4.6, les points correspondants sont situés dans le domaine élastique, à la fin du
domaine élastique, au début du plateau « plastique » et là où le plateau « plastique »

est bien défini.

La figure 4.7 montre l’évolution du champ de déformation au cours de l’essai : les
champs de déformation nominale dans la direction de sollicitation ǫ11 cumulés depuis
le début de l’essai. Au sein du domaine élastique (figures 4.7(a) et 4.7(b)), une pre-
mière zone de localisation de la déformation peut être identifiée et semble traverser
l’éprouvette de part en part. Pour −10% de déformation globale (figure 4.7(c)), des
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Figure 4.6 – Effort normé en fonction de la déformation globale imposée pour un
essai de compression sur laine de verre crêpée.

hétérogénéités de déformation peuvent être observées et une zone bien démarquée
apparâıt et correspond à la première zone identifiée sur les figures 4.7(a) et 4.7(b).
Pour −15% de déformation globale, des fluctuations de déformation apparaissent au-
tour des zones identifiées précédemment. À la fin de l’essai, la bande de localisation
a une largeur d’environ 8 mm, i.e., un dixième de la hauteur de l’éprouvette. Enfin,
on remarque sur la figure 4.7 que les échelles de déformation utilisées ne corres-
pondent pas à la déformation macroscopique relevée sur la courbe d’essai figure 4.6.
En effet, pour ces essais de compression, la définition d’une référence en effort et en
déplacement est arbitraire. C’est ce que l’on observe au début de la courbe d’essai
figure 4.6 pour de très petites valeurs de la déformation globale. Les déformations à
utiliser sont celles fournies par la méthode de corrélation d’images numériques. Si à
partir de cette mesure de déformation, une déformation moyenne est calculée pour
chacun des niveaux de déformation étudiés, on observe alors un décalage constant de
2 % entre les valeurs macroscopiques et les valeurs mesurées par corrélation d’images
numériques. Ce décalage n’est en rien relié à la technique de mesure utilisée et est
dû au type de matériau étudiée. Ceci suggère donc par la suite de travailler en utili-
sant les champs incrémentaux, c’est-à-dire les champs calculés par rapport à l’image
précédemment acquise et d’avoir ainsi une image de référence flottante.

4.1.3.2 Essai d’arrachement

Le résultat global de l’essai d’arrachement est présenté en figure 4.8. La fin du
domaine élastique correspond à l’apparition d’une première fissure. La figure 4.9
montre les résultats obtenus par corrélation d’images. Le calcul, effectué sur des ZE
de taille 32 pixels avec un décalage de 32 pixels entre deux ZE consécutives, corres-
pond au déplacement vertical u1 pour différents niveaux de déformation globale, à
savoir, 2 % pour les figures 4.9(a) et 4.9(b), 3.5 % pour les figures 4.9(c) et 4.9(d),
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Figure 4.7 – Champ ǫ11 cumulé pour différents niveaux de déformation globale.
Paramètres de corrélation : taille de ZE = 32 × 32 pixels, δ = 16 pixels. Échelle :
1 pixel ⇔ 0.15 mm.

4.5 % pour les figures 4.9(e) et 4.9(f), et 6 % pour les figures 4.9(g) et 4.9(h), res-
pectivement. La RE contient 576 ZE par niveau de déformation globale.
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Figure 4.8 – Effort normé en fonction de la déformation globale imposée pour un
essai d’arrachement sur laine de verre crêpée.

La figure 4.9 présente l’évolution des champs de déplacement observés en surface
de l’éprouvette au cours de l’essai : les champs de déplacement dans la direction de
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sollicitation u1 cumulés (depuis le début de l’essai) et les champs incrémentaux qui
correspondent à un incrément de déformation globale de 0.5 % entre deux images.
Sur les figures 4.9(a) et 4.9(b), le champ de déplacement u1 à la surface du matériau
correspond au champ obtenu lors du domaine élastique. Sur la carte des champs
incrémentaux, une première zone située en bas à droite de l’éprouvette semble faire
apparâıtre une première fissure. Juste avant le pic d’arrachement, les figures 4.9(c)
et 4.9(d) font apparâıtre les prémices d’une nouvelle fissure : des discontinuités dans
les champs de déplacement verticaux u1 incrémentaux et cumulés, peuvent être ob-
servées. Elles correspondent à l’ouverture d’une fissure. Cette fissure se propage à la
surface de l’éprouvette et à la fin de l’essai, la fissure traverse totalement l’éprouvette
et constitue le mode de rupture final. Il est alors intéressant de relier le résultat de
cet essai à la texture initiale du matériau. Pour cela, la figure 4.10 présente l’ana-
lyse locale de l’anisotropie de l’éprouvette testée. On observe alors une discontinuité
dans l’orientation, plus marquée sur la partie droite de l’éprouvette et qui correspond
à la zone à laquelle apparâıt la première fissure ensuite écrantée. Enfin, ce défaut
de texture ne correspond pas nécessairement au mode de rupture final, d’autres dé-
fauts de densité par exemple peuvent être responsables de la rupture de l’éprouvette.
L’utilisation de l’analyse de texture pour prévoir en arrachement le comportement
mécanique d’une éprouvette est donc limitée.

Ce calcul de corrélation permet de révéler les discontinuités de déplacement qui
correspondent à des fissures à la surface de l’éprouvette. Étant donné qu’il s’agit
d’une mesure de surface, on ne peut pas exclure le fait que les fissures puissent
s’amorcer préalablement au sein du matériau, sans atteindre immédiatement la face
analysée du matériau. Enfin, les résultats obtenus peuvent facilement être confirmés
par des observations visuelles post-mortem.

4.1.4 Liens avec l’anisotropie locale

Connaissant le résultat d’essais de compression et/ou d’arrachement sur des
éprouvettes de laine minérale, on peut dans un premier temps, essayer qualitati-
vement de relier les résultats obtenus à la texture initiale de l’éprouvette testée. En
ce qui concerne les résultats obtenus en arrachement, il faut noter cependant que
l’amorçage de fissures ne se produit pas nécessairement sur la face de l’éprouvette
analysée. Par ailleurs, cet amorçage peut être dû à un défaut du matériau, tel qu’un
défaut de densité, totalement indépendant de sa texture. On se limitera donc au
cas de la compression pour laquelle la déformation de l’éprouvette observée en sur-
face est supposée être uniforme dans la profondeur de l’éprouvette. La figure 4.5
représente le produit testé en compression avant essai. La texture de l’éprouvette
est très fine avec des circonvolutions à petite échelle. La méthode d’analyse locale de
l’anisotropie présentée au chapitre 3 peut être utilisée pour caractériser l’orientation
initiale des mèches de fibres de l’éprouvette testée en compression. Les points de cal-
culs sont les mêmes que ceux utilisés pour la CIN. La figure 4.11 présente le champ
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(a) Champ de déplacement cumulé
u1 pour ǫ11 = 2 %

(b) Champ de déplacement incré-
mental u1 pour ǫ11 = 2 %

(c) Champ de déplacement cumulé
u1 pour ǫ11 = 3.5 %

(d) Champ de déplacement incré-
mental u1 pour ǫ11 = 3.5 %

(e) Champ de déplacement cumulé
u1 pour ǫ11 = 4.5 %

(f) Champ de déplacement incré-
mental u1 pour ǫ11 = 4.5 %

(g) Champ de déplacement cumulé
u1 pour ǫ11 = 6 %

(h) Champ de déplacement incré-
mental u1 pour ǫ11 = 6 %

Figure 4.9 – Champ u1 (en pixels) cumulé et incrémental pour différents niveaux
de déformation globale. Paramètres de corrélation : taille de ZE = 32 × 32 pixels,
δ = 32 pixels. Échelle : 1 pixel ⇔ 0.16 mm.
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Figure 4.10 – Analyse de l’anisotropie locale de l’éprouvette testée en arrachement
avant essai, paramètres de calcul : taille de ZE = 32×32 pixels, décalage entre deux
ZE = 32 pixels.

d’orientation obtenu en utilisant la méthode complète du tenseur d’anisotropie. Une
discontinuité dans l’orientation entre la partie supérieure et la partie inférieure de
l’éprouvette peut être observée, avec une orientation d’environ 50◦ pour la partie
supérieure et −50◦ pour la partie inférieure. On peut aussi remarquer le fait que la
texture analysée est une texture fine : les variations du champ d’orientation, d’une
zone d’étude à ses voisines, peuvent être importantes. Si l’on compare la carte des
orientations à celles des champs de déformation (figure 4.7), on peut alors remar-
quer la bande de localisation de la déformation apparâıt au même endroit que la
discontinuité du champ d’orientation. Il est important de noter également que les
orientations obtenues sont périodiques de période 180◦. Un angle de 90◦ et un de
−90◦ correspondent à la même orientation verticale.
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Figure 4.11 – Orientation de la texture (en degrés) avant essai de l’éprouvette de
laine de verre testée en compression, taille de ZE = 32 × 32 pixels, décalage entre
deux ZE = 16 pixels.

En conclusion, lorsque la méthode de corrélation d’images numériques et l’ana-
lyse locale de l’anisotropie appliquées à une éprouvette de laine minérale testée en
compression sont couplées, il semble que les résultats obtenus soient liés entre eux.
L’idée est alors d’étudier ce lien plus précisément, dans le but de modéliser le com-
portement élastique anisotrope de l’éprouvette à partir de l’analyse de sa texture
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initiale.

4.2 Caractérisation de matériaux isotropes trans-

verses

4.2.1 La problématique

Les essais de compression ont permis de mettre en évidence, dès le domaine élas-
tique, la présence de zones pour lesquelles la déformation semble se localiser. Ces
mêmes bandes de localisation restent actives au niveau du plateau « plastique », ce
qui suggère d’étudier avec attention le domaine élastique. Le but est alors de pré-
voir en fonction du chargement et de la texture initiale d’une éprouvette la réponse
élastique anisotrope du matériau. On dispose d’un outil permettant d’analyser l’ani-
sotropie locale d’une éprouvette à partir d’une image de cette dernière dans son
état initial. Cette analyse fournit localement un axe d’anisotropie dominante ainsi
qu’une amplitude d’anisotropie. On suppose pour la suite de l’étude que les ma-
tériaux étudiés ont tous les mêmes paramètres de fabrication et la même densité.
L’idée est alors de considérer qu’un matériau texturé peut localement être supposé
comme non texturé avec une orientation connue et une certaine amplitude d’aniso-
tropie. Si le matériau est considéré comme non texturé localement, on peut supposer
le comportement du matériau comme élastique à isotropie transverse. Dans le cas de
l’hypothèse des contraintes planes, il existe 4 paramètres matériaux à identifier qui
correspondent aux 4 constantes indépendantes dans le repère d’isotropie transverse.
Dans le repère du matériau (x,y), la loi d’élasticité s’écrit

{σxy} = [Sxy]{ǫxy}, (4.4)

où σxy et ǫxy sont les tenseurs des contraintes et des déformations en notation de
Voigt dans le repère de référence avec

{σxy} =






σxx

σyy

σxy




 et {ǫxy} =






ǫxx

ǫyy

ǫxy




 (4.5)

et Sxy la matrice de rigidité dont les composantes dans le repère d’isotropie trans-
verse sont

[Sxy] =




sxx sxy 0
syx syy 0
0 0 sqq



 (4.6)

avec sxx, sxy = syx, syy, sqq les quatre paramètres indépendants décrivant l’isotropie
transverse à identifier. Les paramètres sxx et syy se déterminent grâce à des essais de
traction ou de compression sur des produits non texturés (laine de verre non crêpée)
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dont les mèches de fibres sont horizontales (pour déterminer sxx) ou verticales (pour
déterminer syy). Pour déterminer le module de rigidité couplée (sxy) et le module de
cisaillement (sqq) de nouveaux essais sont nécessaires.

4.2.2 Les essais réalisés

Les essais réalisés pour identifier les paramètres élastiques d’un matériau non
texturé ont été, dans un premier temps, des essais de compression et de traction
simple. Les éprouvettes utilisées sont les mêmes que celles en matériau texturé, i.e.,

un parallélépipède de produit à tester collé entre deux plaques de bois aggloméré, les
mèches de fibres du produit pouvant être verticales (figure 4.12(a)) ou horizontales
(figure 4.12(b)). Les éprouvettes étant collées, la profondeur de pénétration de la
colle dans l’éprouvette est un paramètre à prendre en compte : elle ne concerne
que quelques millimètres sur le haut et le bas de l’éprouvette, mais les essais de
compression seront préférés aux essais d’arrachement dans la mesure où la présence
de la colle perturbe moins, dans ce cas, la réponse du matériau.

(a) Fibres verticales (b) Fibres horizontales

Figure 4.12 – Images d’éprouvettes de matériaux non texturés.

Les essais complémentaires réalisés pour identifier les deux paramètres restants
sxy et sqq ont été sur une configuration de « cisaillement-compression ». Pour des
questions de facilité de mise en œuvre, les éprouvettes utilisées pour ces nouveaux
essais avaient la même géométrie que les précédentes. Par ailleurs les plateaux ser-
vant à la compression ont été utilisés pour fixer le montage et les essais ont été
réalisés sur machine de traction/compression uniaxiale. Deux photos du montage à
45◦ sont présentées figure 4.13 : sur la photo 4.13(a), l’éprouvette montée est avec
des mèches de fibres horizontales, et sur la photo 4.13(b), les mèches sont verticales
et l’éprouvette est en cours d’essai de « cisaillement-compression ». Le même mon-
tage avec un angle de 30◦ a également été réalisé et les mêmes essais ont ensuite été
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conduits. Le moyen de mesure utilisé pour les champs de déplacement a encore été
la corrélation d’images numériques. Des images des éprouvettes ont alors été prises
tout au long de l’essai. Cependant, étant donné l’angle d’inclinaison du montage, la
caméra CCD servant à l’acquisition des images a, elle aussi, été inclinée du même
angle que les éprouvettes afin que les images prises correspondent au maximum à la
zone des éprouvettes que l’on souhaite observer. C’est ce que l’on peut remarquer
sur les deux photos de montage de la figure 4.13. Les conditions aux limites d’un
tel montage sont mixtes : en effort pour la composante verticale, et en déplacement
pour la composante horizontale.

Figure 4.13 – Montage d’essais de « cisaillement-compression ».

4.2.3 Les résultats obtenus

Les essais ont été réalisés, et pour chacun d’entre eux, la zone élastique a été
mise en évidence. Afin d’obtenir un maximum de points de calcul dans cette zone
linéaire, des images des éprouvettes ont été prises tous les 0.25 % de déformation
globale. Par ailleurs, pour le type de matériau testé, il existe toujours une accom-
modation de l’éprouvette en début d’essai, si bien que la référence en déplacement
imposée, ne correspond pas toujours à la référence en effort et en déformation. Pour
identifier le domaine élastique des essais réalisés, le premier point pour lequel le dé-
placement et l’effort sont non nuls représentera une nouvelle référence pour la courbe
d’essai. La figure 4.14 présente les champs de déformations obtenus pour un essai de
« cisaillement-compression » à 45◦ pour une déformation globale imposée de 2.5 %.
On remarque alors que les déformations sont homogènes dans les deux directions.
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Ceci suggère pour identifier les différents paramètres élastiques d’effectuer une mi-
nimisation globale sur les efforts mesurés et calculés.

(a) Champ de déformation cumulé ε11 (b) Champ de déformation cumulé ε2

Figure 4.14 – Champs de déformation cumulés ε11 et ε22 pour un essai de
« compression-cisaillement » à 45◦ et 2.5 % de déformation globale imposée.

Les différents essais réalisés ont permis d’obtenir plus de 250 points dans le
domaine linéaire. Pour chacun des essais, on dispose d’une mesure de l’effort. On
définit un repère de référence (i, j) et un deuxième repère (x,y) simple rotation du
repère de référence d’un angle θ et associé à l’inclinaison de l’éprouvette (θ = 45◦ ou
θ = 30◦) (figure 4.15). On peut alors écrire dans le repère lié à l’éprouvette (x,y)
l’expression des déplacements interpolés

{
u = u0 + ǫxxx+ γxyy
v = v0 + γyxx+ ǫyyy

(4.7)

L’expression des déformations moyennes dans le repère (x,y) se déduit alors du

x

i

j
y

q

Figure 4.15 – Rotation du repère de référence d’angle θ.

gradient du champ de déplacement et on obtient dans l’hypothèse de petites pertur-
bations

〈ǫ〉 =

[
ǫxx ǫxy = γxy+γyx

2

ǫxy ǫyy

]
. (4.8)
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4. Essais mécaniques sur matériau enchevêtré

Ces déformations peuvent ensuite être reliées au tenseur des contraintes grâce à
l’expression du tenseur de rigidité Sxy, équation (4.6). On s’intéresse enfin à la
résultante t des efforts

t =

∫ ∫
〈σ〉 n dS (4.9)

avec n = y. Enfin la projection de t suivant l’axe vertical j donnera la composante
verticale de l’effort calculé. Le calcul par corrélation d’images numériques donne
accès aux déformations locales dans le repère (x,y), dont on déduit une valeur des
déformations moyennes à la surface de l’échantillon. Ces déformations permettent
alors de calculer une valeur de l’effort vertical, relié aux paramètres élastiques incon-
nus de manière linéaire. Ces derniers sont calculés en effectuant une minimisation
globale par rapport aux paramètres inconnus de l’écart entre les efforts verticaux
mesuré et calculé sur tous les essais réalisés.

min
sxx,syy ,sxy ,sqq

(
∑

points

(Fmes − Fcalc)
2

)
, (4.10)

où Fcalc dépend des paramètres inconnus. Les 4 paramètres identifiés par cette mi-
nimisation globale ont comme valeur :






sxx = 0.28 MPa
syy = 0.15 MPa
sxy = 0.09 MPa
sqq = 1.9 MPa

. (4.11)

Afin de visualiser la bonne adéquation entre résultats d’essais et résultats issus
de la minimisation, on peut superposer les courbes de contrainte en fonction de la
déformation pour les différents types d’essais réalisés. La figure 4.16 présente l’évo-
lution de la contrainte σxx en fonction de la déformation ǫxx pour une éprouvette
avec des mèches de fibres horizontales, pour le montage à 45◦ : une première courbe
représente les résultats expérimentaux, une autre courbe représente la contrainte
σxx obtenue en utilisant les valeurs des déformations mesurées et des paramètres
élastiques identifiés. Une troisième courbe est représentée et correspond au résultat
d’une minimisation effectuée sur cet essai indépendamment. On observe logique-
ment une meilleure adéquation entre la courbe d’essai et la minimisation effectuée
sur l’essai seul, mais la minimisation globale représente le meilleur jeu de paramètres
élastiques minimisant une fonctionnelle formée de tous les essais réalisés.

La figure 4.17 présente l’évolution de la contrainte σxy en fonction de la déforma-
tion ǫxy pour deux essais utilisant le montage à 45◦, l’un avec des mèches de fibres
horizontales (figure 4.17(a)) et l’autre des mèches de fibres verticales (figure 4.17(b)).
Comme précédemment sont superposés sur le même graphe, les résultats expérimen-
taux, les résultats issus de la minimisation globale, et les résultats obtenus en effec-
tuant une minimisation sur l’essai pris indépendamment. On observe alors un cas
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Figure 4.16 – Résultat d’un essai de « cisaillement-compression » sur une éprouvette
avec des mèches de fibres horizontales, pour le montage d’essai à 45◦ : évolution de
la contrainte σxx (en MPa) en fonction de la déformation ǫxx mesurée : résultats
expérimentaux, résultats de la minimisation globale et résultats de la minimisation
sur l’essai.

(figure 4.17(a)) pour lequel les deux minimisations donnent des résultats équivalent
en termes de qualité, et une plus grande divergence dans les résultats des minimisa-
tions pour le deuxième cas (figure 4.17(b)).

Ces essais d’identification ont permis d’obtenir une première estimation des pa-
ramètres élastiques du matériau étudié dans l’hypothèse de comportement isotrope
transverse. La microstructure complexe du matériau induit une dispersion dans les
résultats obtenus. Cette dispersion peut être quantifiée en utilisant les résultats obte-
nus et en effectuant une minimisation pour chacun des essais d’identification réalisés.
Les écart-types obtenus pour chacun des quatre paramètres élastiques sont alors






σsxx
= 0.12 MPa

σsyy
= 0.08 MPa

σsxy
= 0.10 MPa

σsqq
= 0.45 MPa

. (4.12)

Comparées aux valeurs des paramètres identifiés, ces écart-types sont très élevés et
ceci souligne la difficulté à modéliser le comportement de ce matériau même lorsqu’il
n’est pas texturé. En effet, d’une éprouvette à une autre, le même essai réalisé
donnera une raideur macroscopique différente. C’est ce que l’on peut voir sur la
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(a) Fibres horizontales, montage à 45◦
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(b) Fibres verticales, montage à 45◦

Figure 4.17 – Résultat de deux essais de « cisaillement-compression », pour le mon-
tage d’essai à 45◦ : évolution de la contrainte σxy (en MPa) en fonction de la défor-
mation ǫxy mesurée : résultats expérimentaux, résultats de la minimisation globale
et résultats de la minimisation sur l’essai.

figure 4.18 où le résultat de deux essais identiques pour deux éprouvettes différentes
est représenté. On remarque alors que dès le domaine élastique, les raideurs des deux
matériaux sont différentes.
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Figure 4.18 – Effort normé en fonction du déplacement imposé pour deux essais de
« compression-cisaillement » à 45◦ sur des éprouvettes à mèches de fibres verticales.

4.3 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons analysé les essais mécaniques réalisés. Dans un
premier temps des essais de compression et de traction simple ont été présentés. La
méthode de mesure utilisée (la corrélation d’images numériques) permet de suivre
l’évolution des champs de déformation et de déplacement au cours de l’essai. Cette
technique a alors permis de mettre en évidence, pour les essais de compression, une
forte hétérogénéité de la déformation dès le domaine élastique et d’identifier des
bandes de localisation de la déformation au cours de l’essai. Pour les essais d’arra-
chement, l’analyse des champs de déplacement permet d’observer des discontinuités,
prémices de l’arrachement ou de l’apparition de fissures.

Par ailleurs, l’analyse de l’anisotropie locale de la texture d’une éprouvette avant
un essai de compression a permis de relier, visuellement, les zones de discontinuités
de l’orientation locale aux bandes de localisation de la déformation. Ceci suggère
d’essayer de modéliser le comportement mécanique élastique anisotrope du matériau
étudié. Dans ce sens, une démarche a été proposée pour effectuer la modélisation
qui sera développée au chapitre suivant : on suppose que localement, le matériau
étudié suit une loi de comportement élastique isotrope transverse selon une direction
particulière, celle-ci correspondant à la direction d’anisotropie identifiée en utilisant
l’outil développé au chapitre 3. De nouveaux essais mécaniques ont alors été réalisés.
Ces derniers avaient pour but d’identifier les paramètres élastiques du matériau non
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texturé associé au matériau enchevêtré. Ces paramètres élastiques, au nombre de
quatre, ont été identifiés grâce à des essais de compression et des essais de cisaillement
pour lesquels un montage particulier a été conçu. Les résultats de ces essais ont alors
été présentés, et les résultats de l’identification des paramètres a été discutée. Une
grande dispersion est obtenue sur les paramètres identifiés : ce décalage s’explique
par la microstructure complexe du matériau utilisé.
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5.1.2 Paramètres du calcul par éléments finis . . . . . . . . . . . . 110

5.2 Résultats sur un essai de compression . . . . . . . . . . . . . 115

5.2.1 Résultats expérimentaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

5.2.2 Résultats des simulations . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

5.2.3 Procédure d’identification . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123

5.3 Conclusion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
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5. Relations entre anisotropie locale et performances mécaniques

Comme évoqué au chapitre précédent, il semblerait que, pour des essais de com-
pression, les hétérogénéités du champ des déformations soient reliées à la texture
initiale du matériau. L’idée est alors de savoir si l’on est capable de modéliser le
comportement élastique d’un matériau texturé à partir de l’analyse de sa texture
initiale ou en d’autres termes peut-on envisager un essai mécanique virtuel ?

Au chapitre précédent, nous avons présenté des essais d’identification de para-
mètres élastiques du matériau non texturé dont la loi de comportement associée est
supposée isotrope transverse. Disposant de ces paramètres, on se propose de mettre
en place une approche utilisant une modélisation par éléments finis qui prend en
compte l’anisotropie locale de l’éprouvette analysée, ainsi que l’amplitude d’aniso-
tropie pour simuler la réponse élastique d’un produit texturé à une sollicitation de
compression. Cette orientation est alors utilisée pour affecter les paramètres élas-
tiques à chacune des Zones d’Études. Connaissant par ailleurs les conditions aux
limites en déplacement à imposer à l’éprouvette correspondant à un essai de com-
pression, la réponse élastique du matériau peut être simulée. Parallèlement à cette
approche, étant donné que le résultat de l’essai réel de compression est connu, les
résultats expérimentaux et simulés peuvent être comparés et utilisés pour identifier
numériquement les paramètres élastiques d’un produit non crêpé équivalent. Dans un
premier temps la modélisation sera présentée : comment prendre en compte l’aniso-
tropie locale et l’amplitude d’anisotropie dans le calcul par éléments finis ? Comment
calculer les propriétés élastiques de chacune des ZE en fonction de leur orientation ?
Et comment calculer la réponse élastique anisotrope d’une éprouvette à une sollici-
tation de compression ? Les résultats obtenus pour un essai sur laine de verre crêpée
seront alors étudiés. Enfin, une procédure d’identification sera proposée dans le but
de revenir, à partir de la comparaison des résultats expérimentaux et numériques,
sur la détermination des paramètres élastiques d’un produit non crêpé.

5.1 Modélisation par éléments finis

5.1.1 Correspondance des maillages

Il a été présenté au chapitre 3 une méthode pour déterminer localement l’ani-
sotropie d’une image et l’amplitude d’anisotropie associée. Disposant d’une image
de l’éprouvette avant essai, on a alors accès à un champ d’anisotropie en surface.
Par ailleurs, on dispose d’un outil permettant de déterminer les champs de dépla-
cement et de déformation en surface de l’éprouvette au cours d’un essai. Ce moyen
de mesure, la corrélation d’images numériques a été introduit au chapitre 4. Ces
deux approches font intervenir des Régions d’Etudes (RE) et des Zones d’Etudes
(ZE). Dans le but de comparer les résultats expérimentaux aux résultats de la mo-
délisation par éléments finis prenant en compte l’anisotropie locale de chaque ZE et
l’amplitude de cette anisotropie, il apparâıt alors que les maillages correspondants
au calcul d’anisotropie et au calcul de corrélation doivent être reliés.
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Le point de départ pour faire correspondre les maillages est de représenter la
Région d’Étude et les Zones d’Étude associées au calcul de corrélation d’images. La
figure 5.1 fait apparâıtre ce maillage. Pour chaque ZE, le calcul fournit les dépla-
cements homogènes dans la ZE considérée et affectés au centre de la ZE. Le centre
de chaque ZE du calcul de corrélation d’images sera interprété par la suite comme
un nœud du maillage éléments finis. Les éléments utilisés pour le calcul par élé-
ments finis seront des éléments carrés de type Q1 dont les 4 nœuds correspondent
aux centres de ZE de corrélation d’images deux à deux consécutives. Une orienta-
tion doit alors être attribuée à chaque élément du maillage. Cette orientation est le
résultat de l’analyse locale d’anisotropie. Le maillage utilisé pour déterminer l’orien-
tation locale doit être le même que celui utilisé pour le calcul par éléments finis i.e.,

les tailles des ZE doivent être identiques, mais le maillage utilisé pour déterminer
l’orientation locale sera décalé de la moitié de la taille d’une ZE.

Figure 5.1 – Correspondance des maillages CIN et EF. En traits pleins, le maillage
de CIN et en pointillés le maillage correspondant à l’étude locale d’anisotropie et au
maillage éléments finis.

Le calcul de corrélation d’images définit la Région d’Étude ainsi que la taille
des Zones d’Étude. Le maillage utilisé pour la détermination de l’anisotropie locale
possède alors des éléments de même taille que ceux du calcul de corrélation, mais
décalé d’une demi Zone d’Étude comme le montre la figure 5.1. Enfin, le calcul par
éléments finis utilisera le même maillage que celui utilisé par l’analyse d’anisotropie.
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5.1.2 Paramètres du calcul par éléments finis

La modélisation par éléments finis utilisée pour simuler la réponse du matériau
crêpé à une sollicitation de compression est élastique : les éléments utilisés ont fonc-
tions d’interpolation Q1 et la particularité de la modélisation est de prendre en
compte l’orientation locale de chaque élément, ainsi que l’amplitude d’anisotropie
associée à l’orientation.

Il a été présenté au chapitre précédent, l’identification des paramètres élastiques
d’un produit de laine de verre non crêpée. L’identification de ces quatre paramètres
sera prise en compte, ici, pour affecter des propriétés élastiques à chaque ZE com-
posant la surface de l’éprouvette de laine de verre crêpée. En effet, localement, on
suppose que la laine de verre crêpée peut être assimilée au même matériau non tex-
turé avec une orientation connue et donnée par l’analyse d’anisotropie. Connaissant
les paramètres élastiques d’une ZE dans le repère lié au matériau, c’est-à-dire le re-
père d’isotropie transverse, le problème est de déterminer les paramètres élastiques
correspondants dans le repère de référence.

5.1.2.1 Moyenne et écart-type d’une distribution d’angles

L’analyse d’orientation fournit un champ θ(i, j) des orientations moyennes et
une amplitude d’anisotropie A(i, j). La première question est de déterminer la va-
leur moyenne et l’écart-type associés à une distribution d’orientation, c’est-à-dire
une distribution périodique. On introduit la fonction complexe f(θ) = e2iθ, qui ne
privilégie aucune orientation particulière. L’orientation moyenne Θ peut être définie
comme

〈f(θ)〉 = Ae2iΘ, (5.1)

où A est l’amplitude d’anisotropie déterminée ultérieurement et 〈·〉 représente la
valeur moyenne de la variable « · ». En développant les parties réelles et imaginaires,
il vient

〈cos(2θ)〉 = A cos(2Θ),
〈sin(2θ)〉 = A sin(2Θ).

(5.2)

L’orientation dominante (i.e., moyenne) s’écrit

Θ =
1

2
tan−1

( 〈sin(2θ)〉
〈cos(2θ)〉

)
. (5.3)

On suppose que les angles θ sont distribués selon une densité de probabilité p(θ).
Pour les cas simples (e.g., lorsque p est symétrique par rapport à sa valeur moyenne)
la définition de Θ est satisfaisante et l’écart-type σ peut être relié à A (A ∼ 1 pour
σ ∼ 0 et A ∼ 0 pour σ ≫ 1). Pour illustrer cette remarque, on peut prendre une
distribution gaussienne, et l’amplitude d’anisotropie est définie par
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A =
1√
2πσ

∫
∞

−∞

cos(2x)e−x2/2σ2

dx. (5.4)

On peut alors montrer que

A =
1√
2πσ

∫
∞

−∞

ℜ
[
e−x2/2σ2+2ix

]
dx, (5.5)

d’où

A =
e−2σ2

√
2πσ

∫
∞

−∞

ℜ
[
e−(1/2)(x/σ−2iσ)2

]
dx = e−2σ2

. (5.6)

L’écart-type est estimé par

σ2 = −1

4
log
(
〈sin(2θ)〉2 + 〈cos(2θ)〉2

)
. (5.7)

5.1.2.2 Paramètres élastiques du matériau

On note S le tenseur de rigidité d’ordre 4 et les tenseurs d’ordre deux de contrainte
Σ et de déformation E tels que

Σ = SE. (5.8)

En utilisant les notations de Voigt, le tenseur d’ordre deux correspondant S s’écrit
dans le repère de référence et dans le cas de l’élasticité plane

[S] =




s11 s12 s16

s21 s22 s26

s16 s26 s66



 , (5.9)

où sij sont les coefficients inconnus à relier à l’orientation dominante Θ, à l’amplitude
d’anisotropie A et aux composantes du tenseur de rigidité Sxy écrit dans le repère
associé à l’orientation dominante

[Sxy] =




sxx sxy 0
syx syy 0
0 0 sqq



 , (5.10)

avec sxx, sxy = syx, syy, sqq les quatre constantes indépendantes décrivant l’isotropie
transverse dans le repère associé à l’orientation moyenne (chapitre 4). Dans ce repère,
la relation d’élasticité s’écrit

{σxy} = [Sxy]{ǫxy}, (5.11)

avec

{σxy} =






σxx

σyy

σxy




 and {ǫxy} =






ǫxx

ǫyy

ǫxy




 . (5.12)
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Les contraintes et déformations dans le repère de référence s’écrivent

{σ} = [S]{ǫ}, (5.13)

avec

{σ} = [Q]{σxy} and {ǫ} = [Q]{ǫxy}, (5.14)

où

[Q(θ)] =




cos2 θ sin2 θ −2 sin θ cos θ
sin2 θ cos2 θ 2 sin θ cos θ

sin θ cos θ − sin θ cos θ cos2 θ − sin2 θ



 , (5.15)

tel que

[S] = [Q][Sxy][Q
−1]. (5.16)

L’expression des composantes du tenseur de rigidité en fonction de l’orientation
dominante dans le repère de référence s’écrit

s11 = sxx cos4 θ + 2(sxy + sqq) cos2 θ sin2 θ + syy sin4 θ,

s12 = sxy cos4 θ + (sxx + syy − 2sqq) cos2 θ sin2 θ + sxy sin4 θ,

s16 = 2 cos θ sin θ[sxx cos2 θ − (sxy + sqq)(cos2 θ − sin2 θ) − syy sin2 θ],

s22 = syy cos4 θ + 2(sxy + sqq) cos2 θ sin2 θ + sxx sin4 θ,

s26 = 2 cos θ sin θ[−syy cos2 θ + (sxy + sqq)(cos2 θ − sin2 θ) + sxx sin2 θ],

s66 = 2(sxx + syy − 2sxy) cos2 θ sin2 θ + sqq(cos2 θ − sin2 θ)2. (5.17)

On vérifie dans le cas d’un matériau isotrope que les propriétés obtenues ne dé-
pendent pas de l’orientation, c’est-à-dire sxx = syy = E/(1 − ν2), sxy = syx =
νE/(1 − ν2), sqq = E/(1 + ν) quelle que soit la base choisie.

La dernière étape est de calculer les composantes sxx, sxy = syx, syy et sqq. Une
approximation de Reuss est utilisée

〈S−1〉xy =

∫
∞

−∞

S−1(x)p(x)dx, (5.18)

où S(θ) représente le tenseur de rigidité exprimé dans le repère (x,y) d’un produit
non crêpé pour lequel l’angle entre l’orientation dominante et (x,y) est θ. Cette ap-
proximation représente une borne inférieure du module de rigidité, en comparaison
à l’approximation de Voigt, qui représente une borne supérieure. En effet, si l’on
représente le module de rigidité normé en fonction de l’orientation θ (figure 5.2),
l’approximation de Reuss correspond mieux au modèle que l’on souhaite utiliser :
les modules de rigidité sont maximum lorsque l’orientation est de 0◦, i.e., le repère
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5.1. Modélisation par éléments finis

local correspond au repère d’isotropie transverse, et dès qu’on s’éloigne de l’axe iso-
tropie transverse, la décroissance des valeurs des modules est rapide.
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Figure 5.2 – Évolution des modules de rigidité en fonction de l’orientation θ, pour
les approximations de Reuss et Voigt.

Les composantes du tenseur de rigidité Sm dans le repère d’orthotropie sont
données par

[Sm] =




snn snt 0
snt stt 0
0 0 suu



 , (5.19)

où snn, snt, stt, suu sont les quatre paramètres indépendants décrivant l’orthotropie
d’un matériau non crêpé. Ces paramètres ont été identifiés à l’aide des essais d’iden-
tification présentés au chapitre précédent. Les composantes du tenseur de souplesse
s’écrivent enfin

[S−1
m ] =




qnn qnt 0
qnt qtt 0
0 0 quu



 , (5.20)

avec

qnn =
stt

snnstt − s2
nt

, qnt = − snt

snnstt − s2
nt

, qtt =
snn

snnstt − s2
nt

, quu =
1

suu

. (5.21)
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Les composantes de S−1(θ) s’écrivent

qxx = qnn cos4 θ + 2(qnt + quu) cos2 θ sin2 θ + qtt sin4 θ,

qxy = qnt cos4 θ + (qnn + qtt − 2quu) cos2 θ sin2 θ + qnt sin4 θ,

qxq = 2 cos θ sin θ[qnn cos2 θ − (qnt + quu)(cos2 θ − sin2 θ) − qtt sin2 θ],

qyy = qtt cos4 θ + 2(qnt + quu) cos2 θ sin2 θ + qnn sin4 θ,

qyq = 2 cos θ sin θ[−qtt cos2 θ + (qnt + quu)(cos2 θ − sin2 θ) + qnn sin2 θ],

qqq = 2(qnn + qtt − 2qnt) cos2 θ sin2 θ + quu(cos2 θ − sin2 θ)2. (5.22)

Et enfin, les composantes de 〈S−1〉xy sont données par (en utilisant l’équation
(5.2))

〈qxx〉 =
1

8
[(3qnn + 3qtt + 2qnt + 2quu) + 4(qnn − qtt)A

+ (qnn + qtt − 2qnt − 2quu)A
4
]
,

〈qxy〉 =
1

8

[
(qnn + qtt + 6qnt − 2quu) + (−qnn − qtt + 2qnt + 2quu)A

4
]
,

〈qyy〉 =
1

8
[(3qnn + 3qtt + 2qnt + 2quu) + 4(qtt − qnn)A

+ (qnn + qtt − 2qnt − 2quu)A
4
]
,

〈quu〉 =
1

4

[
(qnn + qtt − 2qnt + 2quu) + (−qnn − qtt + 2qnt + 2quu)A

4
]
. (5.23)

Connaissant les orientations et amplitudes données par l’analyse d’anisotropie
et connaissant les paramètres élastiques d’un produit non crêpé, les composantes
du tenseur de souplesse qnn, qnt, qtt et quu sont calculées en utilisant l’équation
(5.21). À partir de ces composantes, les souplesses moyennes dans le repère associé
à l’orientation dominante qxx, qxy, qyy et quu sont calculées à partir de l’équation
(5.22). L’expression des souplesses dans le repère de référence q11, q12, q22 et q66 est
déduite en effectuant un changement de base faisant intervenir la matrice Q. La
matrice de rigidité de chaque élément, nécessaire au calcul par éléments finis est
alors l’inverse de la matrice des souplesses dans le repère de référence.

5.1.2.3 Conditions aux limites

Une fois les matrices de rigidité calculées pour chaque élément et la matrice de
rigidité globale assemblée, les conditions aux limites sont imposées. Pour un essai
de compression, les conditions aux limites s’expriment en déplacement sur les bords
haut et bas de l’éprouvette. Étant donné que les résultats de la modélisation seront
ensuite comparés aux résultats d’un essai de compression qui a été réalisé et analysé
grâce à la corrélation d’images numériques et que les maillages éléments finis et de
corrélation d’images sont construits pour permettre la comparaison directe entre
les résultats, au lieu d’imposer un déplacement nul sur l’un des bords haut ou bas
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de l’éprouvette et un déplacement vertical sur le second, on utilisera les résultats
donnés par la corrélation d’images comme conditions aux limites. Les déplacements
mesurés en cours d’essai sur les bords haut et bas de l’éprouvette par corrélation
d’images numériques (comme le montre la figure 5.3) sont imposés sur les nœuds
correspondant du maillage éléments finis.

Figure 5.3 – Maillage éléments finis et conditions aux limites : les déplacements
horizontaux et verticaux mesurés par corrélation d’images sont imposés sur les nœuds
correspondant sur le maillage éléments finis.

5.2 Résultats sur un essai de compression

À partir des paramètres élastiques d’un produit non crêpé l’essai de compression
sur laine de verre crêpée analysé au chapitre 4 va être simulé en utilisant l’approche
développée. L’analyse locale d’anisotropie de l’éprouvette initiale fournit la carte des
orientations figure 5.4(a). On observe deux zones d’orientation relativement homo-
gènes : la moitié supérieure l’éprouvette ayant une orientation moyenne de −50◦ et
la moitié inférieure ayant une orientation moyenne de 50◦. La discontinuité entre
ces deux zones se situe au milieu de la hauteur de l’éprouvette étudiée. La carte des
amplitudes d’anisotropie sera aussi utilisée pour le calcul. La figure 5.4(b) représente
l’amplitude d’anisotropie locale pour l’éprouvette testée en compression. Cette am-
plitude varie entre 0 et 1 : une amplitude proche de 1 correspond à une anisotropie
clairement marquée, et une amplitude proche de 0 correspond à une zone isotrope.
Dans le cas d’un matériau non crêpé, l’amplitude d’anisotropie est supposée égale à
1. En réalité, si l’on utilise l’outil d’analyse d’anisotropie locale sur un produit non
crêpé, l’amplitude d’anisotropie obtenue varie entre 0.5 et 1. Ceci représente une
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première approximation utilisée pour le modèle. Pour l’éprouvette étudiée, l’ampli-
tude d’anisotropie varie entre quasiment 0 et 0.7. On peut alors noter les différences
d’amplitude qui soulignent la difficulté à modéliser le matériau.
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Figure 5.4 – Anisotropie locale et amplitude de l’anisotropie de l’éprouvette avant
essai de compression : orientation exprimée en degrés, paramètres de calcul : taille
de ZE = 32 × 32 pixels, δ = 32 pixels, référence d’orientation = horizontale.

5.2.1 Résultats expérimentaux

Au chapitre 4, les champs de déformation mesurés ont été présentés pour diffé-
rents niveaux de déformation globale imposée. Étant donné que l’approche présentée
ici se limite au domaine élastique, la courbe des efforts normés en fonction de la dé-
formation globale appliquée (figure 5.5), tracée à partir des points correspondant aux
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prises d’images définit le nombre d’images appartenant au domaine élastique. Les
champs de déplacements déterminés par corrélation d’images sont alors représentés
figure 5.6 pour différents niveaux de déformation globale imposée dans le domaine
élastique : −2.5 %, −5 % et −7.5 %. Les deux premiers points correspondent par-
faitement au domaine élastique, le dernier point (−7.5 %) étant positionné à la fin
du domaine.
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Figure 5.5 – Effort normé en fonction de la déformation globale imposée pour essai
de compression sur laine de verre crêpée. Chaque point correspond à l’acquisition
d’une photo de l’éprouvette.

Sur les champs de déplacement mesurés obtenus par corrélation d’images (fi-
gure 5.6), exprimés en pixels, on observe, pour les différents niveaux de déformation
globale, un champ de déplacement vertical homogène à la surface de l’éprouvette
(figures 5.7(a), 5.7(c) et 5.7(e)). Concernant les champs de déplacement mesurés
par corrélation d’images dans la direction transverse, les niveaux de déplacements
atteints sont nettement inférieurs aux niveaux obtenus dans la direction de sollici-
tation, mais des hétérogénéités apparaissent en surface.

5.2.2 Résultats des simulations

Le même essai a été simulé en utilisant l’approche par éléments finis dévelop-
pée ici et tenant compte de l’anisotropie locale et de son amplitude en surface de
l’éprouvette. Les champs de déplacements obtenus pour trois niveaux de déforma-
tion choisis sont présentés sur la figure 5.7. On se propose maintenant de comparer
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Figure 5.6 – Champs de déplacement mesurés en pixels pour différents niveaux de
déformation globale. Paramètres de corrélation : taille de ZE = 32 × 32 pixels,
δ = 32 pixels. Échelle : 1 pixel ⇔ 0.16 mm.

les champs obtenus, en séparant les champs dans la direction de sollicitation (u) et
les champs dans la direction transverse (v).
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Figure 5.7 – Champs de déplacement calculés pour différents niveaux de déformation
globale. Paramètres de corrélation : taille de ZE = 32 × 32 pixels, δ = 32 pixels.
Échelle : 1 pixel ⇔ 0.16 mm.

5.2.2.1 Dans la direction de sollicitation

Si l’on compare les champs simulés à ceux obtenus par corrélation d’images cor-
respondant aux résultats expérimentaux (figure 5.6), une première comparaison vi-
suelle fournit un bon estimateur. Sur la figure 5.7, les mêmes échelles de champs de
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déplacement que pour les résultats expérimentaux ont été imposées. Les champs de
déplacement dans la direction de sollicitation (champs u) sont proches et homogènes,
mais les champs obtenus restent dominés par la sollicitation imposée. Par ailleurs,
on retrouve bien, sur les bords supérieur et inférieur de l’éprouvette, les mêmes dé-
placements correspondant aux conditions aux limites imposées dans la modélisation
numérique.

Étant donné que les champs verticaux observés, que ce soit numériquement ou
expérimentalement, sont dominés par le déplacement imposé, on enlève aux champs
mesurés et calculés, les déplacements, exprimés en pixels, correspondant à une dé-
formation homogène due à la sollicitation. Cette opération fera alors apparâıtre les
hétérogénéités du champ de déplacement. La figure 5.8 présente les fluctuations ob-
tenues pour les champs mesurés et calculés. On observe alors des hétérogénéités de
déplacement plus importantes pour les champs mesurés. L’amplitude de ces hétéro-
généités est à comparer à l’incertitude de mesure. Pour l’image analysée, la même
méthode pour évaluer les incertitudes en déplacement et en déformation que celle
développée en annexe B est utilisée. L’incertitude moyenne en déplacement obtenue
ici est 2.75×10−2 pixel. Cette incertitude reste bien inférieure à l’amplitude des hété-
rogénéités observées. À titre indicatif, l’incertitude moyenne en déformation obtenue
pour l’image analysée est inférieure à 10−3. On suppose par la suite que cette ana-
lyse d’incertitude est valable pour toutes les images étudiées au cours du chapitre.
L’amplitude des hétérogénéités obtenues pour les champs calculés est moins impor-
tante. On observe par ailleurs, sur les champs mesurés que ces fluctuations peuvent
être divisées en deux zones, supérieure et inférieure de l’éprouvette, que l’on peut
faire correspondre avec l’anisotropie locale de l’éprouvette. Cette observation est
plus délicate en ce qui concerne le champ calculé.

5.2.2.2 Dans la direction transverse

Si l’on compare dans un deuxième temps les champs de déplacement mesurés
et calculés dans la direction transverse, on observe quantitativement des résultats
relativement éloignés (figures 5.6 et 5.7). En effet, pour les deux figures, les mêmes
échelles ont été imposées, si bien que les hétérogénéités que l’on voit apparâıtre sur
les champs calculés pour les trois niveaux de déformation choisis sont écrasées. Si
l’on essaie de comparer les résultats de manière qualitative, et si l’on laisse l’échelle
des déplacements transverses en pixels libre, les résultats issus de la modélisation
numérique sont représentés sur la figure 5.9. On observe alors que pour une valeur
déformation globale imposée trop faible, les déplacements dans la direction trans-
verse sont d’amplitude faible. Si l’on considère les résultats pour une déformation
globale de 7.5%, et que l’on compare qualitativement le champ obtenu au champ
mesuré, on observe alors que les zones où le déplacement en valeur absolue est le
plus élevé sont identiques.
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Figure 5.8 – Fluctuation des champs de déplacement mesuré et calculé dans la
direction de sollicitation pour différents niveaux de déformation globale imposée.

Pour évaluer les performances de la modélisation on définit une erreur relative
en déplacement :
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rection transverse pour ǫ11 = 7.5 %

Figure 5.9 – Champ de déplacement calculés en pixels pour différents niveaux de
déformation globale.

Err =

〈‖Ucalc − Umes‖
‖Umes‖

〉
(5.24)

où Ucalc représente les déplacements calculés et Umes les déplacements mesurés. Pour
une déformation globale de 2.5 %, cette erreur est de 14.5 %. Elle augmente ensuite
pour les différentes images analysées : pour une déformation de 5 %, elle est de 19.3 %
et pour une déformation de 7.5 %, elle atteint 21.6 %. Cette erreur est relativement
élevée, mais peut s’expliquer par la grande dispersion obtenue sur les valeurs des
paramètres élastiques identifiés grâce aux essais sur matériaux non crêpés. D’autres
phénomènes interviennent également lors d’un essai de compression que l’on n’a pas
pris en compte, comme une non-linéarité géométrique voire matérielle. La modéli-
sation effectuée est donc insuffisante, et on se propose maintenant de revenir sur les
paramètres élastiques d’un produit non crêpé grâce à une procédure d’identification
inverse en comparant les résultats expérimentaux et numériques correspondant à un
essai de compression sur laine de verre crêpée.
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5.2.3 Procédure d’identification

Disposant des résultats d’essais mécaniques sur laine de verre crêpée, l’analyse
par corrélation d’images numériques fournit les champs de déplacement mesurés. Ces
champs de déplacement fournissent plus de 500 points de mesure indépendants. Par
ailleurs, l’outil de modélisation présenté donne accès aux champs de déplacement
calculés dans l’hypothèse où la sollicitation reste dans le domaine élastique. Les pa-
ramètres élastiques des matériaux non crêpés, identifiés au chapitre 4 sont les seuls
paramètres mesurés utilisés pour la modélisation. On se propose de revenir sur ces
paramètres en effectuant une identification inverse, c’est-à-dire en minimisant, par
rapport aux paramètres élastiques, l’écart entre les champs calculés et les champs
mesurés. Cette identification nécessite l’utilisation d’une méthode numérique adap-
tée.

Il existe plusieurs stratégies destinées spécifiquement à l’identification de pa-
ramètres à partir de mesures de champs cinématiques. On peut citer, parmi ces
techniques, le recalage de modèles éléments finis (RMEF [63, 64]), la minimisation
d’une fonctionnelle à base d’erreur en relation de comportement (MERC [65, 66,
67]) ou la méthode des champs virtuels (MCV [68]) qui sont potentiellement ap-
plicables ici. L’utilisation de ces techniques nécessite la connaissance d’un champ
cinématique. Certaines font appels au champ de déplacement et d’autres au champ
des déformations. Le calcul du champ des déformations à partir du champ des dépla-
cements mesurés faisant intervenir une dérivation numérique, les techniques basées
sur les champs des déformations sont éliminées ici car elles sont plus sensibles au
bruit de mesure.

La MERC est applicable à tout problème d’identification pour lequel des don-
nées surabondantes sont disponibles, sans être a priori des mesures de champ. Cette
méthode a notamment été utilisée à partir de données vibratoires [69, 70] ou pour
l’identification de modèles de comportement : dans le cas isotrope avec les travaux
de Calloch et al. [65] pour lesquels le champ de déplacement est utilisé ou ceux de
Geymonat et al. [66] pour lesquels le champ des déformations est utilisé et dans
le cas anisotrope avec les travaux de Pagano et al. [67]. Par ailleurs, la méthode
des champs virtuels est applicable aux situations où le champ de déformation est
expérimentalement connu : on ne la retiendra donc pas ici.

Finalement, parce qu’elle fait appel aux champs de déplacement et pour sa sim-
plicité de mise en œuvre, la méthode du recalage de modèles éléments finis est la
technique choisie.

5.2.3.1 Mise en œuvre

Le problème à traiter est de minimiser l’écart entre les champs mesurés et les
champs calculés par éléments finis qui correspondent à un jeu de paramètres élas-
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tiques α

Φ(α) =
∑

ddl

‖uid(α) − umes‖2 (5.25)

où la norme ‖ · ‖ peut être la norme classique 2, uid les déplacements calculés en
utilisant le jeu de paramètres α et umes les déplacements mesurés par corrélation
d’images numériques. On appelle α0 le jeu de paramètres élastiques identifiés par les
essais mécaniques sur matériaux non crêpés. Un nouveau jeu de paramètres α peut
s’écrire

α = α0 + dα. (5.26)

Si l’on écrit les déplacements uid pour ce nouveau jeu de paramètres, et que l’on
développe l’expression au premier ordre, cette perturbation s’écrira

uid(α) ≃ uid(α0) + dα
∂uid

∂α
(α0). (5.27)

Or, les champs de déplacements uid sont solutions du problème par éléments finis
donc

K(α0)uid(α0) = F, (5.28)

où K représente la matrice de rigidité globale assemblée à partir des matrices élé-
mentaires et F le vecteur des efforts inconnus. En différenciant cette expression par
rapport aux paramètres α, on obtient au premier ordre

K(α0)
∂uid

∂α
(α0) = −∂K

∂α
(α0)uid(α0), (5.29)

ce qui permet d’en déduire l’expression de
∂uid

∂α
(α0) à partir de l’expression de

∂K

∂α
(α0). Cette dernière se calcule en remarquant qu’au premier ordre

K(α) ≃ K(α0) + dα
∂K

∂α
(α0). (5.30)

Une fois que l’expression de
∂uid

∂α
(α0) peut être évaluée, l’équation (5.27) permet

alors de calculer les champs uid correspondant au nouveau jeu de paramètres α. Si
le champ obtenu permet de diminuer la valeur de Φ(α), une nouvelle itération est
effectuée avec comme jeu de paramètres de départ les paramètres α que l’on vient
d’identifier. La procédure se poursuit tant que l’écart entre les champs identifiés et
mesurés diminue.

5.2.3.2 Résultats

Cette procédure a été appliquée à l’essai de compression présenté auparavant.
Il existe 4 paramètres élastiques sur lesquels l’identification peut être effectuée. Ces
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paramètres sont définis à une constante multiplicative près, donc seulement trois
d’entre eux peuvent être calculés de manière indépendante. Étant donné que l’essai
analysé est de compression, on suppose que le paramètre qui aura le moins d’influence
sur les résultats correspond au module de cisaillement suu. Lorsque l’identification
est faite sur les trois paramètres restants, l’algorithme devient instable. On choi-
sit donc d’effectuer une identification sur seulement deux paramètres : les modules
d’élasticité snn et stt dont l’incidence sur les champs calculés est plus importante
et donnant l’erreur RMS la plus faible. La valeur des paramètres fixes sont alors
snt = 0.09 MPa et su = 1.9 MPa, valeurs identifiées au chapitre 4. L’incrément
choisi pour la variation des paramètres élastiques dα est égal à 1 %.

Pour les trois incréments de déformation globale choisis (2.5 %, 5 % et 7.5 %),
la procédure d’identification est utilisée. Pour une déformation globale de 2.5%,
l’algorithme converge en 6 itérations et les valeurs des paramètres identifiés sont

{
snn = 1.72 MPa
stt = 0.14 MPa

(5.31)

Les champs de déplacement obtenus sont présentés en figure 5.10. Dans la direction
de sollicitation, seule est présentée la partie hétérogène du champ, étant donné que
le champ de déplacement total est gouverné par le déplacement imposé sur les bords
haut et bas. Pour une meilleure visibilité, les mêmes échelles sont utilisées pour cha-
cune des directions. Pour les champs dans la direction de sollicitation, les différences
entre champs mesurés et identifiés sont relativement importantes. Si l’on compare
par ailleurs les champs obtenus dans la direction transverse, on remarque alors que
la concordance entre les champs mesurés et identifiés est meilleure. Les niveaux de
déplacement transverse atteints, exprimés en pixel, sont du même ordre de grandeur
que les fluctuations des champs de déplacement dans la direction de sollicitation. En
terme d’erreur relative en déplacement, pour une déformation globale de 2.5 %, elle
est de 6.5 %. Cette valeur est bonne compte tenu de la dispersion observée sur les ré-
sultats des essais d’identification et de la complexité de la microstructure et du bruit.

Pour une déformation globale de 5 %, l’algorithme converge en 17 itérations et
les valeurs des paramètres identifiés sont

{
snn = 0.45 MPa
stt = 0.047 MPa

(5.32)

Ces valeurs sont très différentes de celles obtenues pour une déformation globale
imposée de 2.5 %. Cependant, leur rapport est du même ordre de grandeur que
précédemment. Les champs de déplacement obtenus sont présentés figure 5.11. On
observe alors comme précédemment une bonne corrélation entre les champs mesurés
et identifiés lorsque l’on regarde les champs dans la direction transverse, mais des
résultats plus mitigés dans la direction de sollicitation. En terme d’erreur relative
en déplacement, pour une déformation globale imposée de 5 %, elle est de 6.9 %, ce
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Figure 5.10 – Champs de déplacement mesuré et identifié, en pixels, pour une dé-
formation globale imposée de ǫ11 = 2.5 %.

qui reste faible.

Enfin, pour une déformation globale de 7.5 %, l’algorithme converge en 27 itéra-
tions et les valeurs des paramètres identifiés sont

{
snn = 0.43 MPa
stt = 0.053 MPa

(5.33)

Ces valeurs sont cette fois proches de celles obtenues pour une déformation globale
imposée de 5 %. Les champs de déplacement obtenus sont présentés figure 5.12.
L’erreur relative en déplacement correspondant à ce niveau de déformation est de
8.9 %.

Les valeurs obtenues sont donc proches pour des déformations de 5 % et 7.5 %,
mais assez éloignées de celles identifiées pour 2.5 % de déformation. On peut suppo-
ser que le début du domaine élastique correspond à des rotations importantes de la
texture. Une fois cette accommodation effectuée, le domaine élastique se poursuit,
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identifié dans la direction de sollicitation pour
ǫ11 = 5 %

0

1

2

3

4

5

6

7

5 10 15 20 25 30 35

2
4
6
8

10
12
14
16

x2 (ZE)

x 1
 (Z

E)

(c) Champ de déplacement mesuré dans la
direction transverse pour ǫ11 = 5 %

0

1

2

3

4

5

6

7

5 10 15 20 25 30 35

2
4
6
8

10
12
14
16

x2 (ZE)

x 1
 (Z

E)
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Figure 5.11 – Champs de déplacement mesuré et identifié, en pixels, pour une dé-
formation globale imposée de ǫ11 = 5 %.

et une plus grande stabilité est observée sur les coefficients identifiés. Ceci peut être
observé sur la figure 5.13 où les résultats de l’identification des paramètres snn et
stt sont représentés en fonction du niveau de déformation globale dans le domaine
élastique. On peut noter une discontinuité pour les deux paramètres identifiés : pour
une déformation inférieure à 4 %, les valeurs identifiées varient fortement selon la
déformation considérée et pour une déformation supérieure à 4 %, une plus grande
stabilité est observée dans les résultats : les rotations de la texture restantes sont
alors beaucoup plus rares et localisées et n’affectent pas les résultats de l’identifi-
cation. On peut par ailleurs noter que l’erreur relative en déplacement obtenue est
inférieure à 10 %, ce qui, étant donné la complexité de la microstructure du maté-
riau étudié reste faible. Enfin, on peut également remarquer que, dans les trois cas
étudiés, le rapport entre les deux modules d’élasticité est toujours proche de 10. Le
matériau étudié serait donc 10 fois plus raide dans la direction des fibres que dans
la direction perpendiculaire à celle des fibres.
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Figure 5.12 – Champs de déplacement mesuré et identifié, en pixels, pour une dé-
formation globale imposée de ǫ11 = 7.5 %.

L’évolution des valeurs de modules identifiés ou celle de l’erreur relative en dépla-
cement en fonction du nombre d’itérations est présentée sur les figures 5.14(a), 5.14(b)
et 5.15. On peut alors noter que l’évolution du module d’élasticité snn obtenu en
fonction du nombre d’itérations pour une déformation globale de 5 % et 7.5 % est
assez proche et présente une première phase où les modules augmentent avant de
diminuer. Cette première phase est également commune avec l’évolution de snn pour
une déformation globale de 2.5 %. Pour les modules d’élasticité stt, on observe, fi-
gure 5.14(b) que l’évolution en fonction du nombre d’itérations est assez proche pour
les trois niveaux de déformation étudiés. Ces premiers résultats d’identification res-
tent donc encourageants malgré la dispersion obtenue sur les paramètres élastiques.
Enfin, la sensibilité de la méthode au jeu de paramètres initial a été testée. Il appa-
râıt alors que pour des valeurs faibles de la déformation globale imposée (inférieure
à 4 %), les valeurs identifiées dépendent fortement du jeu de paramètres initial. Ce-
pendant pour des déformations plus importantes, la méthode est plus robuste et les
jeux de paramètres identifiés présentent une bonne répétabilité.
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Figure 5.13 – Résultats de l’identification des paramètres snn et stt obtenus pour
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Figure 5.14 – Évolution des modules d’élasticité en fonction du nombre d’itérations
pour les trois niveaux de déformation globale étudiés.

Cette procédure d’identification a également été utilisée sur un autre échantillon
de laine minérale, crêpée avec des paramètres différents. L’essai de compression cor-
respondant a également été effectué et le domaine élastique reste proche de celui de
l’essai précédent. La figure 5.16 présente une photo de l’éprouvette avant essai : la
texture de cette nouvelle éprouvette est très fine avec des circonvolutions à petite
échelle. La méthode de détermination de l’anisotropie locale et de l’amplitude d’ani-
sotropie associée a également été utilisée sur ce produit. Les résultats sont présentés
sur la figure 5.17. Une discontinuité dans le champ d’orientation peut clairement
être identifiée entre la partie supérieure et la partie inférieure de l’éprouvette. Cette
même discontinuité apparâıt également sur l’image de l’éprouvette vierge. Les am-
plitudes d’anisotropie associées à l’orientation ont des valeurs inférieures à 0.5, ce
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0 5 10 15 20 25 30
0.06

0.07

0.08

0.09

0.1

0.11

0.12

0.13

0.14

0.15

Itération

Er
re

ur
 re

la
tiv

e 
en

 d
ép

la
ce

m
en

t  e = 2.5%
 e = 5%
 e = 7.5%
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Figure 5.16 – Éprouvette de laine de verre testée en compression.

qui signifie que l’anisotropie n’est pas clairement marquée.

Les résultats de la procédure d’identification sont présentés sur la figure 5.18
pour une déformation globale imposée de 2.5 %. Comme précédemment, les para-
mètres élastiques fixes sont snt = 0.09 MPa et su = 1.9 MPa, et les paramètres sur
lesquels est effectuée la minimisation sont snn et stt. L’erreur relative en déplacement
obtenue pour ce nouvel essai est de 3.8 %, et les paramètres élastiques identifiés en
48 itérations sont {

snn = 0.56 MPa
stt = 0.072 MPa

(5.34)

Ces paramètres sont encore différents de ceux identifiés pour l’essai précédent, même
pour une déformation globale imposée identique. On remarque toutefois que pour
ce nouvel essai, le rapport entre les deux modules est encore proche de 10. L’erreur
obtenue pour ce deuxième essai est encourageante, néanmoins, la différence entre
les résultats obtenus montrent que la modélisation utilisée n’est pas complètement
suffisante pour rendre compte de la réponse du matériau à une sollicitation de com-
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Figure 5.17 – Anisotropie locale et amplitude de l’anisotropie de l’éprouvette avant
essai de compression : orientation exprimée en degrés, paramètres de calcul : taille
de ZE = 32 × 32 pixels, δ = 32 pixels, référence d’orientation = horizontale.

pression.

5.3 Conclusion

Une modélisation par éléments finis du comportement élastique anisotrope des
laines minérales crêpées a été présentée : son originalité repose sur la prise en compte
de l’anisotropie locale des éprouvettes étudiées, ainsi que l’amplitude d’anisotropie
associée. En effet, on suppose que localement, le matériau peut être considéré comme
non crêpé ayant une orientation connue, mais une amplitude d’anisotropie inférieure
à 1. Suivant cette direction d’orientation, le matériau suit une loi de comportement
élastique isotrope transverse dont les paramètres ont été identifiés au chapitre précé-
dent. Cette modélisation donne de premiers résultats qui peuvent être comparés aux
résultats de l’essai mécanique correspondant. On s’aperçoit alors que les réponses
expérimentales et numériques sont éloignées, ce qui peut s’expliquer par la difficulté
à identifier les paramètres élastiques du matériau non crêpé qui présentent une dis-
persion importante.

Dans le but de revenir sur les paramètres élastiques d’un matériau non crêpé
identifiés expérimentalement, une procédure d’identification basée sur le recalage
d’un modèle par éléments finis a été développée. Elle a alors été mise en œuvre sur
l’essai de compression utilisé précédemment pour identifier les paramètres élastiques
du matériau. L’erreur relative en déplacement obtenue reste inférieure à 10 % quelle
que soit l’image analysée et représente un premier résultat encourageant compte tenu
de la complexité de la microstructure étudiée. Un deuxième essai de compression sur
un matériau obtenu en utilisant des paramètres de crêpage différents a alors été étu-
dié. La même dispersion sur les résultats a été obtenue même si l’erreur relative en
déplacement reste faible (inférieure à 5 %).
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Figure 5.18 – Champs de déplacement mesuré et calculé, en pixels, pour un essai de
compression sur une laine de verre crêpée avec des paramètres de crêpage différents.
Déformation globale imposée ǫ11 = 2.5 %.

Aujourd’hui, le modèle développé donne des résultats encourageants mais reste
insuffisant pour modéliser la réponse du matériau à une sollicitation mécanique. En
effet, même limité au domaine élastique, ce modèle ne prend pas en compte les non-
linéarités géométriques du matériau, telles que les rotations locales de la texture qui
interviennent dès le domaine élastique. Or, il semble que l’identification des para-
mètres élastiques dépende fortement de ces rotations locales : en effet, on observe un
première phase dans la réponse élastique du matériau où les paramètres identifiés
dépendent fortement de l’image considérée puis une deuxième phase pour laquelle
les résultats obtenus présentent une bonne stabilité. Par ailleurs, les champs de dé-
placement mesurés comportent un bruit de mesure qui n’existe pas sur les champs
calculés. Dans le but de réduire ce bruit de mesure, on peut envisager d’utiliser la
méthode de filtrage développée au chapitre 3, i.e., le filtre d’intégration complété du
neutral padding. Ceci pourrait permettre de réduire l’erreur relative en déplacement
obtenue.
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Ces premiers résultats, encourageants, soulignent toute la complexité du compor-
tement mécanique du matériau étudié. Le modèle présenté est simple, et ne prend
pas en compte certains phénomènes qui semblent avoir une répercussion forte sur la
réponse du matériau. La prise en compte des non-linéarités géométriques, ainsi que
la modélisation du domaine non-linéaire permettra d’améliorer les performances de
la méthodes, mais la réalisation d’un essai mécanique virtuel reste encore aujourd’hui
ambitieuse pour les matériaux enchevêtrés.
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Conclusion

Plusieurs objectifs avaient été fixés en introduction : le premier concernait l’étude
cinématique d’une machine de crêpage, dans le but d’identifier les champs de trajec-
toires, vitesses et taux de déformation. Plusieurs approches ont alors été présentées,
basées sur l’analyse d’un film vidéo réalisé sur ligne de production, au niveau de
l’étage de crêpage. Les méthodes proposées ont été validées sur des cas-test et ont
ensuite été utilisées sur un film de crêpage. Le champ des taux de déformation en
surface du matelas de laine minérale est alors accessible et permettra par la suite
d’identifier les zones de la crêpeuse responsables de la texturation du matériau. En-
fin, grâce à cette approche, l’influence des différents paramètres de crêpage pourra
être quantifiée.

Le deuxième objectif concernait l’analyse de la texture du matériau étudié. En
effet, la machine de crêpage confère au matériau sa texture, et celle-ci peut-être re-
liée aux performances mécaniques du produit fini. Étudier localement l’anisotropie
du matériau a alors été le lien entre le procédé de fabrication et les propriétés méca-
niques du produit. Plusieurs approches du problème ont été présentées, toutes basées
sur l’analyse d’une image de produit et l’une d’entre elles, la méthode complète du
tenseur d’anisotropie a été validée sur des images réelles. Elle permet l’analyse de
textures très fines et est peu sensible au bruit, qui peut être présent lors de l’acqui-
sition de l’image à analyser (sur ligne de production par exemple). Cet outil fournit
alors un champ d’anisotropie locale ainsi qu’une amplitude d’anisotropie associée.
On peut donc envisager aujourd’hui d’utiliser cet outil pour comparer des produits
de laine minérale fabriqués en utilisant des paramètres de crêpage différents.

Ensuite les essais mécaniques sur laine minérale ont été présentés. Analysés par
corrélation d’images numériques, ils ont permis de relier, visuellement, les bandes
de localisation de la déformation, dans le cas d’un essai de compression uniaxiale,
à l’anisotropie locale de l’éprouvette, déterminée en utilisant l’outil précédemment
développé. Ces observations sont possibles dès le domaine élastique, et suggèrent
d’effectuer une modélisation du comportement mécanique élastique anisotrope du
matériau.

Cette modélisation par éléments finis a enfin été introduite : son originalité re-
pose sur la prise en compte de l’anisotropie locale des éprouvettes étudiées, ainsi
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que l’amplitude d’anisotropie associée. On suppose alors que localement le matériau
étudié suit une loi de comportement élastique isotrope transverse selon une direction
particulière, celle-ci correspondant à la direction d’anisotropie identifiée en utilisant
l’outil développé. Le comportement élastique isotrope transverse correspond alors
au comportement d’un matériau non crêpé possédant les mêmes propriétés de fa-
brication que le matériau crêpé associé (même densité, même taux de liant, etc. ).
Les paramètres de ce matériau ont été déterminés grâce à des essais d’identification.
En comparant les résultats d’un essai de compression aux résultats de la modélisa-
tion associée, un écart entre les deux solutions peut être observé. Cette différence
peut s’expliquer notamment par la difficulté d’évaluer les paramètres élastiques d’un
matériau non crêpé. Dans le but de revenir sur ces paramètres, une procédure d’iden-
tification basée sur le recalage d’un modèle éléments finis a été développée. Elle a
été mise en œuvre sur l’essai de compression précédemment utilisé. L’erreur relative
en déplacement obtenue reste alors inférieure à 10 %, ce qui est encourageant étant
donné la complexité de la microstructure étudiée. Aujourd’hui, le modèle développé
est encore insuffisant pour rendre compte d’un essai de compression ; certaines évo-
lutions seront nécessaires comme la prise en compte des non-linéarités géométriques
qui interviennent dès le domaine élastique, ou encore l’extension du modèle au do-
maine non-linéaire.

En termes de perspectives à ce travail, certaines évolutions sont encore possibles
en ce qui concerne l’étude de la cinématique d’une machine de crêpage. Tout d’abord,
à partir des champs déterminés, essayer de quantifier un certain nombre de gran-
deurs, permettant de relier ces champs calculés aux paramètres de réglage de la
machine de crêpage. À plus long terme, on peut aussi penser à essayer de relier les
champs déterminés à la texture finale du produit. En parallèle de ces avancées, un
retour sur la modélisation est également possible : jusqu’à maintenant, les vitesses
ont été supposées portées par la direction de l’écoulement et stationnaire, on pourrait
donc envisager de revenir sur ces deux hypothèses. Concernant d’autres perspectives
à ce travail, disposant d’un outil d’analyse de texture, on peut envisager d’essayer
de mieux comprendre la relation entre les propriétés thermomécaniques du produit
et sa structure. Pour cela, plusieurs approches sont possibles :

– On dispose aujourd’hui d’un outil permettant de caractériser une texture 2D.
On peut envisager une caractérisation de la texture par (micro)tomographie
qui permettra d’étudier la densité et la distribution d’orientations à partir de
données tridimensionnelles obtenues par tomographie des rayons X.

– La corrélation d’images numériques fournit des champs de déplacement ou de
déformation 2D. À partir des observations obtenues par tomographie, une mé-
thode de mesure par corrélation d’images tridimensionnelle permettra l’iden-
tification de phénomènes mécaniques locaux.

– De la même manière, l’identification des phénomènes thermiques locaux sera
possible à partir d’une caractérisation des propriétés thermiques du matériau.
À partir d’observations en conditions transitoires et stationnaires conduites par
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thermographie IR, le développement de technique d’analyse spatio-temporelle
de champs de température permettra de caractériser le champ de température
résolu spatialement lors de sollicitations thermiques homogène ou hétérogène.

– Enfin, relier la déformation locale et le champ de température à la texture
locale (densité de fibre, de liant, et orientation) fournira un couplage texture
/ propriétés thermomécaniques.

Ainsi, disposant d’un modèle réaliste de texture, et d’observations sur la rela-
tion entre morphologie et propriétés thermomécaniques, on peut penser que, de la
même manière que pour les essais mécaniques, la mise en place d’essais virtuels uti-
lisables sur ligne de production et pour la recherche de propriétés thermomécaniques
optimales pour différentes applications concernant les laines minérales sera possible.
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Analyse d’une cinématique

stationnaire hétérogène

Sandra Bergonnier*,** — François Hild* — Stéphane Roux**

* LMT/ENS de Cachan/CNRS-UMR 8535/Université Pierre et Marie Curie
61 avenue du Président Wilson, F-94235 Cachan Cedex

{sandra.bergonnier, francois.hild}@lmt.ens-cachan.fr

** Laboratoire «Surface du Verre et Interfaces»
UMR 125 CNRS/Saint-Gobain
39 quai Lucien Lefranc, 93303 Aubervilliers Cedex

stephane.roux@saint-gobain.com

RÉSUMÉ. Une nouvelle méthodologie est proposée pour quantifier un champ de vitesse station-
naire à partir de films vidéo numériques. À l’aide d’une séquence d’images, une technique de
corrélation est mise en œuvre pour identifier le champ de vitesse via une décomposition sur
une base spline cubique. L’exploitation d’un grand nombre d’images permet de pallier la mo-
deste qualité de chacune d’entre elles et de résoudre spatialement des écoulements rapides. Une
illustration est proposée sur l’analyse d’un procédé industriel.

ABSTRACT. A new approach is proposed to determine the steady-state component of a kinematic
field from a numerical movie. Thanks to a sequence of images, a correlation technique is used to
identify the kinematic field via a decomposition on a cubic spline basis. The use of an important
amount of images can compensate the bad quality of each of them and resolve spatially fast
flows. An illustration of the method is proposed on the analysis of an industrial process.

MOTS-CLÉS : technique de corrélation, flot optique, spatio-temporel.

KEYWORDS: correlation technique, optical flow, spatio-temporal.
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1. Introduction

Très utilisée en mécanique des fluides, l’étude des écoulements nécessite l’analyse

d’une séquence d’images. Cette séquence peut correspondre à des photos prises à des

instants précis, ou à des images extraites d’un film vidéo. La méthode de vélocimétrie

par imagerie de particules (VIP) [DUD 77, PIC 84] est une des techniques de mesure

du champ de vitesse d’un fluide qui fournit, en outre, une visualisation des trajectoires

des particules transportées par l’écoulement [ADR 91, WIL 91, RAF 98].

Proche de la technique de VIP, la corrélation d’images numériques (CIN) [BUR 82,

PET 82, SUT 83] permet de déterminer les champs de déplacement et de déformation

à partir de photos prises à des instants différents. Utilisée en mécanique des matériaux

et des structures, son principe est basé sur l’appariement d’images en maximisant l’in-

tercorrélation. Pour des grands déplacements, cette technique présente des limites, la

différence de déplacement entre deux images successives étant trop importante pour

permettre un calcul de corrélation fiable [HIL 02].

Une nouvelle approche est proposée ici pour accéder à la composante stationnaire

du champ des vitesses à partir d’un film vidéo numérique de l’écoulement. En dépit

des modestes qualités de chaque image prise individuellement, le fait d’exploiter une

séquence aussi longue que souhaitée permet d’atteindre de très bonnes résolutions

spatiales. De plus, cette méthode est tolérante vis-à-vis de la vitesse de l’écoulement.

Le paragraphe 2 présente le développement de cette nouvelle méthode : après la

formation de l’image utile à l’analyse, une première approche, incrémentale, permet

de résoudre, ligne à ligne, le champ de vitesse. Une deuxième approche décompose le

champ recherché sur une base de fonctions puis est particularisée à une approche par

éléments finis (avec des splines cubiques). Le paragraphe 3 fournit quelques exemples

de résultats. D’abord appliquées sur des images tests, les deux méthodes sont ensuite

utilisées pour caractériser un procédé industriel (le crêpage de laines minérales) filmé

directement sur ligne de production.

2. Analyse spatio-temporelle

Le film vidéo d’un écoulement, réalisé à l’aide d’une caméra numérique standard

ou d’un caméscope, est facile à mettre en œuvre. Si la vidéo est scindée en images

successives, un grand nombre d’images est disponible et permet alors une analyse de

la cinématique stationnaire inhomogène en dépit de la pauvre qualité des images de

départ (problème de compression d’images, de bruit ambiant, de faible dynamique,

etc...). Cette analyse spatio-temporelle est réalisée en utilisant une approche par cor-

rélation.

Il est nécessaire pour mettre en œuvre la méthode ci-dessous de disposer d’une

première approximation des lignes de vitesse. Il est à noter que de manière itéra-

tive, cette information peut être affinée, jusqu’à consistance avec les mesures. Dans
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la suite, on suppose que ces trajectoires sont approximativement suivant l’axe x. Pour

chaque valeur de y (selon une direction perpendiculaire au champ de vitesse), une

image spatio-temporelle f(x, t) est reconstruite (cf. figure 1), où le « pixel » en temps

correspond à une image, et a donc une durée de 1/25e s. La fonction f(x, t) donne le

niveau de gris du pixel (x, y) de l’image t.

50 100 150 200 250 300 350

250

200

150

100

50

temps (images)

temps
(images)

x

x x + δ

τ(x+δ) − τ(x)

Figure 1. Construction de l’image utile à partir d’un film

Pour une différence d’abscisse δ donnée (figure 1), le décalage temporel τ(x)
moyen est recherché. Ce dernier est déterminé en utilisant la fonction d’intercorréla-

tion des deux signaux correspondant aux niveaux de gris des deux séries temporelles

choisies. L’hypothèse qui sert à reconstruire le champ de vitesse est la conservation

du flot optique [HOR 81, BLA 92, MIT 96], que nous écrivons de manière intégrale

comme reposant sur l’existence d’une fonction d’une seule variable ϕ telle que

f(x, t) = ϕ(t− τ(x)) [1]

où τ(x) est le décalage temporel recherché dépendant de la coordonnée spatiale x.

Pour tenir compte de l’éventuelle variation systématique des conditions d’éclairement

d’un pixel à un autre, on peut relaxer la condition (1) en permettant d’accommoder

une translation et une affinité sur les niveaux de gris d’un pixel à un autre.

Une première approche permet alors de déterminer le décalage inconnu τ de ma-

nière incrémentale pour chaque abscisse x de l’image. Par son principe, elle se rap-

proche de l’approche classique de corrélation [BUR 82, PET 82]. Une deuxième ap-

proche est ensuite proposée : elle permet de rendre l’algorithme plus robuste en re-

cherchant τ sous la forme d’une décomposition tout d’abord très générale puis parti-

cularisée à des splines cubiques.



296 RCMA – 13/2003. Structures minces et souples.

2.1. Méthode incrémentale

Formons les fonctions d’auto- et d’inter-corrélation suivantes

C0(θ, x) =

∫

f(x, t)f(x, t+ θ) dt [2]

C1(θ, x, δ) =

∫

f(x, t)f(x+ δ, t+ θ) dt [3]

où θ est un décalage temporel et δ l’incrément spatial. Si l’on appelle L la longueur en

pixel de l’image étudiée, l’analyse est alors effectuée sur une longueur de L−δ pixels.

La conservation du flot optique impose que C1 soit obtenu par une simple translation

de C0 par ∆τ = τ(x+δ)−τ(x). Lorsque ce décalage ∆τ est petit devant la longueur

de corrélation du signal temporel, un développement de Taylor conduit à

C1(θ, x, δ) w C0(θ, x) + [τ(x+ δ) − τ(x)]
∂C0

∂θ
(θ, x) [4]

Ainsi, il suffit de projeter la différence C1 − C0 sur la fonction ∂C0

∂θ
(θ, x) pour avoir

accès au décalage τ calculé à l’abscisse x. En répétant l’opération sur toutes les lignes

verticales de l’image f(x, t), cette méthode fournit les lignes de courant de l’image

reconstruite à partir du film numérique. Pour relaxer la conservation du flot optique,

il est possible d’ajouter une composante additionnelle ∆K proportionnelle à C0. Le

système à résoudre s’écrit alors comme la minimisation de la fonctionnelle suivante

T[∆K(x);∆τ(x)] =

∫

θ

[

∆C(θ, x) − ∆K(x)C0(θ, x) − ∆τ(x)
∂C0

∂θ
(θ, x)

]2

dθ [5]

avec






∆C(θ, x) = C1(θ, x) − C0(θ, x)
∆K(x) = K(x+ δ) −K(x)
∆τ(x) = τ(x+ δ) − τ(x)

Cette minimisation permet d’aboutir à la résolution d’un système linéraire 2 × 2

[

C11 C12

C21 C22

] [

∆K(x)
∆τ(x)

]

=

[

B1

B2

]

[6]

avec






















C11 =
∫

θ
C0(θ;x)

2dθ

C12 = C21 =
∫

θ
C0(θ;x)

∂C0

∂θ
(θ, x)dθ

C22 =
∫

θ
(∂C0

∂θ
(θ, x))2dθ

B1 =
∫

θ
C0(θ;x)∆C(θ;x)dθ

B2 =
∫

θ
∂C0

∂θ
(θ, x)∆C(θ;x)dθ

[7]

Selon l’image analysée, les variations d’intensité de niveaux de gris d’une ligne verti-

cale par rapport à une autre, caractérisée par ∆K(x) peuvent être très faibles. On peut
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alors simplifier le système à résoudre (équation (6)) en négligeant le paramètre ∆K.

Le décalage recherché τ(x) s’écrit alors

∆τ(x) =

∫

θ
∂C0

∂θ
(θ, x)∆C(θ;x)dθ

∫

θ
(∂C0

∂θ
(θ, x))2dθ

[8]

On pourra noter que cette démarche est proche de celle développée pour l’application

d’une méthode alternative de corrélation d’images [ROU 02]. La différence impor-

tante concerne la prise en compte de tout l’intervalle de temps qui permet de rendre le

problème bien posé ainsi que la prise en compte des variations d’intensité ∆K.

Cette première méthode fournit de bons résultats (cf. paragraphe 3) mais reste

sensible au bruit pixel. Une deuxième méthode a alors été développée pour rendre

l’algorithme d’identification plus robuste.

2.2. Méthode par décomposition sur une base

En partant de l’équation (4), une forte régularité est imposée sur le décalage tem-

porel en recherchant τ sous la forme d’une décomposition sur une base de fonctions

ψi

τ(x) =
∑

i

aiψi(x) [9]

où les paramètres ai sont inconnus. La résolution du problème se ramène alors à la

minimisation de la fonctionnelle

T(∆K(x), ai) =

∫

θ

∫

x

[

∆C(θ, x) − ∆K(x)C0(θ, x)

−
∑

i

ai (ψi(x) − ψi(x+ δ))
∂C0

∂θ
(θ, x)

]2

dxdθ

[10]

par rapport aux paramètres ai et ∆K(x). Sachant que la détermination des ∆K(x)
n’est pas directement utilisée, la minimisation de (10) permet, dans un premier temps

d’écrire ∆K(x) pour tout x en fonction des inconnues ai

∆K(x) =
∫

θ

∆C(θ, x)C0(θ, x)dθ −
∑

i

ai (ψi(x) − ψi(x+ δ))

∫

θ

C0(θ, x)
∂C0

∂θ
(θ, x)dθ

∫

θ

C0(θ, x)
2dθ

[11]

puis d’introduire l’expression trouvée dans les autres équations déduites de la minimi-

sation par rapport aux inconnues ai. Cette minimisation permet d’obtenir un système

linéaire

[K] {a} = {F} [12]
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avec, si l’on note ∆ψi(x) = ψi(x) − ψi(x+ δ)

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

Kij =

∫

x

∆ψi(x) ×

∫

θ

[

(
∂C0

∂θ
(θ, x))2

−

(∫

θ
∂C0

∂θ
(θ, x)C0(θ, x)dθ

)2

∫

θ
(C0(θ, x))2dθ

]

dθ × ∆ψj(x)dx

fj =

∫

x

∆ψj(x)

[
∫

θ

∆C(θ, x)
∂C0

∂θ
(θ, x)dθ

−

∫

θ
∆C(θ, x)C0(θ, x)dθ ×

∫

θ
∂C0

∂θ
(θ, x)C0(θ, x)dθ

∫

θ
(C0(θ, x))2dθ

]

dx

[13]

Si, au lieu de résoudre le système de manière globale, on décompose la largeur de

l’image étudiée en un nombre fini d’éléments, alors, la fonctionnelle T devient

T(∆K(xe), ae
i ) =

∫

θ

∑

e

∫

xe

[

∆C(θ, xe) − ∆K(xe)C0(θ, x
e)

−
∑

i

ae
i ∆ψi(x

e)
∂C0

∂θ
(θ, xe)

]2

dxdθ

[14]

de telle manière que les quantités élémentaires soient définies par
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

Ke
ij =

∫

xe

∆ψi(x
e) ×

∫

θ

[

(
∂C0

∂θ
(θ, xe))2

−

(∫

θ
∂C0

∂θ
(θ, xe)C0(θ, x

e)dθ
)2

∫

θ
(C0(θ, xe))2dθ

]

dθ × ∆ψj(x
e)dxe

fe
j =

∫

xe

∆ψj(x
e)

[
∫

θ

∆C(θ, xe)
∂C0

∂θ
(θ, xe)dθ

−

∫

θ
∆C(θ, xe)C0(θ, x

e)dθ ×
∫

θ
∂C0

∂θ
(θ, xe)C0(θ, x

e)dθ
∫

θ
(C0(θ, xe))2dθ

]

dxe

[15]

avec xe ∈ [1, l], défini par xe = x − (e − 1) × l si l’on appelle x, la coordonnée

spatiale dans le repère global, e le numéro de l’élément et l la longueur d’un élément.

Lorsque la valeur de xe + δ dépasse l, alors on remplace xe + δ par xe + δ− l pour le

calcul de la fonction spline correspondante. Il suffit ensuite d’écrire ce système pour

chacun des éléments composant la longueur de l’image analysée et d’assembler entre

elles les différentes matrices élémentaires [Ke] et {fe}. Si N représente le nombre

d’éléments et n le nombre de fonctions de la base, alors le système à résoudre sera

linéaire d’ordre n×N . Si l’on choisit comme base de fonctions, des splines cubiques,

l’ordre du système est alors de 4N . Par ailleurs, le choix d’une telle base permet

d’écrire aisément des conditions de continuité du champ recherché et de sa dérivée

aux frontières de deux éléments consécutifs e et e+ 1
{

ae
3 = ae+1

1

ae
4 = ae+1

2

[16]
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Ces conditions de continuité permettent donc de réduire la taille du système à résoudre

à 2N + 2 équations. Enfin, deux conditions aux limites (naturelles) aux extrémités de

l’image analysée sont ajoutées

d2τ(0)

dx2
=
d2τ(L− δ)

dx2
= 0 [17]

avec L la longueur de l’image analysée, soit

{

−3a1
1 − 2a1

2 + 3a1
3 + a1

4 = 0
−3aN

1 − aN
2 + 3aN

3 − 2aN
4 = 0

Finalement le système à résoudre est d’ordre 2N + 4. Notons cependant qu’il est très

facile de réduire la régularité des fonctions de base recherchées. Une base simplement

continue (linéaire par intervalle) peut s’avérer suffisante pour la plupart des applica-

tions.

3. Résultats

Avant d’être utilisée pour caractériser le champ de vitesse d’un écoulement réel,

les deux méthodes ont été validées sur des images-tests, formées explicitement.

3.1. Etude d’un cas test

Une image-test est formée en imposant des trajectoires, de pente unitaire jusqu’au

milieu de l’image puis de pente égale à deux jusqu’à la fin de l’image. Cette image est

testée pour les deux méthodes. La figure 2 présente, superposées à l’image de départ,

les résultats de chacune des méthodes. Pour la méthode incrémentale, les pentes obte-

nues dans la première moitié de l’image correspondent exactement à celles imposées.

Lorsque la pente est égale à 2, l’écart moyen entre le résultat et la solution réelle est

de 10−2 image (ce qui correspond à 4×10−4 seconde). La deuxième méthode est très

stable au changement de pente. En ce qui concerne la sensiblité au nombre d’éléments,

l’image a été testée pour un nombre d’éléments compris entre 2 et 180. Dans chacun

des cas, l’écart maximum par rapport à la solution réelle reste inférieur à 3 × 10−14

image (ce qui correspond à 1.2 × 10−15 seconde). En terme de temps de calcul, les

deux méthodes sont comparables, le calcul n’excédant pas quelques secondes.

3.2. Résultat sur des films de laine de verre crêpée

Cette méthode de corrélation a ensuite été utilisée pour caractériser le champ de

vitesse au sein d’une machine de « crêpage » de laine de verre. La laine minérale est

un produit constitué de fibres de verre ou de roche enchevêtrées et encollées avec une

résine formophénolique [BAU 02]. Afin d’augmenter les performances mécaniques de
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Figure 2. Résultat de la méthode sur une image test : trajectoires superposées à
l’image de départ : (a) méthode incrémentale avec δ = 1 pixel, (b) méthode par
décomposition avec N = 30 éléments

ce produit (tenue à la compression et à l’arrachement), une opération de crêpage est

réalisée. Elle consiste à casser la stratification naturelle de la laine en effectuant une

compression uniaxiale avant réticulation du liant. Un film de cette opération est réalisé

à l’aide d’un caméscope numérique standard. Sur la figure 1 (gauche), une image ex-

traite du film montre la laine entre deux tapis d’entraînement. La figure 3 présente le

champ de vitesse obtenu par l’algorithme superposé à l’image spatio-temporelle pour

les deux approches développées. Les deux méthodes donnent des résultats proches,

mais la méthode par décomposition est plus stable au bruit de l’image. Pour la méthode
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Figure 3. Résultats sur une image formée à partir d’un film vidéo : (a) méthode in-
crémentale avec δ = 1 pixel, (b) méthode par décomposition avec N = 20 éléments

par décomposition, la taille des éléments de la base spline est choisie arbitrairement.

Pour illustrer la robustesse de la méthode, la figure 4(a) montre deux déterminations

du même décalage temporel τ(x) pour deux choix extrêmes : soit N = 2 (trait plein)
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ou N = 180 (pointillés). Le résultat donné par la méthode incrémentale a été super-

posé aux deux autres courbes : on remarque que la méthode par décomposition apporte

une plus grande stabilité à la solution du champ recherché. La figure 4(b) montre l’er-

reur RMS cumulée sur la région d’étude exprimée en temps-image (1 temps-image

= 1/25e de seconde) en fonction du nombre d’éléments composant la longueur de

l’image analysée. Cette erreur est calculée par rapport à une trajectoire, moyenne de

toutes les trajectoires déterminées pour un nombre d’éléments variant de 2 à 180 et

de la trajectoire incrémentale. On remarque alors, qu’à partir d’un certain nombre

d’éléments (aux environs de 70 pour l’image analysée) l’erreur RMS atteint une li-

mite inférieure. Cette limite constitue un nombre d’élément optimum pour l’image à

résoudre. Le point situé à l’extrémité droite du graphe représente l’erreur RMS calcu-

lée pour la méthode incrémentale. L’erreur correspondante est nettement supérieure à

celles obtenues pour la méthode par décomposition. En dépit des différences consi-

dérables de flexibilité des choix de méthodes et de nombre d’éléments, les résultats

restent comparables. La composante oscillante obtenue avec le maillage le plus fin ou

par la méthode incrémentale reflète un phénomène de battements parasites lié à l’ac-

quisition de l’image. Cette composante est naturellement filtrée pour un nombre N
plus faible.
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Figure 4. Résultat des deux méthodes : (a) Comparaison de la méthode par décom-
postion (N = 2 à N = 180 éléments par pas de 1) et de la méthode incrémentale
avec δ = 1 pixel, (b) erreur RMS cumulée sur la longueur de l’image calculée pour
la méthode par décomposition (N = 2 et N = 180 éléments) et pour la méthode
incrémentale avec δ = 1 pixel

4. Conclusion

Une méthode de détermination des champs de vitesses stationnaires hétérogènes a

été présentée. Elle permet d’exploiter des films vidéo obtenus sans précaution particu-

lière et réalisés à l’aide d’une caméra numérique standard. L’originalité du traitement

proposé est l’exploitation de séries temporelles obtenues sur des paires de points ap-

partenant à une même ligne de vitesse, et à la décomposition du décalage temporel sur
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une base spline cubique. La robustesse de la méthode a été illustrée sur un exemple

simple. Une extension permettant également un couplage transverse aux lignes de

courant est en cours de développement.
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Abstract: Mechanical compression and tearing tests are carried out on crimped glass wool
samples. The displacement field is determined by using digital image correlation based on
images taken at different stages of the mechanical tests. A multiscale algorithm is used to
resolve accurately the fine details of the displacement field. This technique reveals strain
heterogeneities and further localization in compression tests well below the peak stress. Crack
formations are identified in tearing tests. Reliability and resolution of the displacement and
strain fields are validated by using different window sizes in the correlation analysis.

Keywords: cracking, large strains, resolution, soft materials, strain localization

1 INTRODUCTION

To model the mechanical properties of materials,
constitutive equations validated by mechanical tests
are needed. To carry out tests, different measurement
techniques can be used, namely acoustic emission
location [1] that corresponds to microcracking
events in brittle or quasi-brittle materials such as
concrete, composites, or rocks, replica techniques
[2] that enable fatigue damage to be identified at
the sample face, or optical methods. Since optical
methods are non-contact measurements [3], they
have a large field of application in materials and
structural mechanics [4]. Because of the size of the
analysed region, the measured displacement fields
can reveal heterogeneities at the surface of the
sample during mechanical tests. These heterogene-
ities can be the onset of strain localization. Cracks
can also be analysed by these types of technique
[5, 6]. As optical methods provide a local evaluation
of kinematic fields, local strains and/or displace-
ments can be followed during the test and then
strain localization can be identified at a very early
stage [7].
The aim of the present paper is to analyse mechan-

ical tests on very soft materials such as mineral wool.
So-called compression and tearing tests are two
means for assessing the mechanical properties of
this class of materials [8, 9]. During these tests, it
will be shown that either strain localization or
cracking occurs, so that full-field measurement tech-
niques are needed. Among many optical techniques
[10–13], digital image correlation (DIC) [14–16] is
chosen in the present case. The DIC technique is
particularly suited to the analysis of ‘soft’ solids
where strain gauges can be difficult to position or
may disturb the response of the material (e.g. poly-
mers [17, 18], mineral wool [19, 20], wood, and
paper [21]). Furthermore, the strain levels are greater
than a few per cent, thereby preventing the use of
some of the above-mentioned optical techniques.

DIC methods are easy to use and have proven to be
an efficient tool whose resolution can be extended
much below the pixel value (i.e. 10�2 pixel or below
in some cases [22]). When the displacement between
two images used for the calculation is too important,
classical methods fail to give an accurate result. In
that case, a multiscale approach of DIC [20] can be
used to allow for large displacements between images
with both very good robustness and very good resolu-
tion. Section 2 introduces the crimping process of
mineral wool. The aim of this industrial process is to
obtain better mechanical performances for a given
density of the material. Section 3 deals with two
DIC methods. The conventional approach and the
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multiscale algorithm are discussed. A resolution
analysis is performed to choose the relevant correla-
tion parameters. Finally, the mechanical tests carried
out on crimped glass wool samples are analysed in
section 4. Compression tests are performed up to
�20 per cent global strain. Tearing tests are also carried
out on the same kinds of sample up to 15 per cent
global strain.

2 CRIMPED GLASS WOOL

Mineral wool is a product made of fibres, whose
average diameter is micrometric and length milli-
metric to centimetric. Entangled fibres are bound
with a formophenolic resin. As produced, the wool
has a laminated structure with clearly visible density
differences through the product thickness. As such,
the compression and tearing resistances of the wool
are poor even at medium densities. To increase the
mechanical performances, ‘crimping’ is performed.
This consists in imposing an on-line compression
along the stratification plane to rotate the anisotropy
axis along the thickness axis or to buckle these dense
planes for a more isotropic texture (Fig. 1). In both
cases, for a given density, much better mechanical
performances are achieved. Compressive strength
can be enhanced by a factor of two or more by
crimping. This emphasizes the key role of the product
texture for its mechanical behaviour, and hence a
proper characterization of both the local texture
and the local strain (and their interdependence) is
required to optimize the product. This motivates the
study detailed in section 4.

3 DISPLACEMENT MEASUREMENT BY DIGITAL
IMAGE CORRELATION

DIC is based on the use of an image-matching
algorithm (i.e. correlation product), which can be

performed either in the physical space [16, 23] or in
Fourier space [24–26]. In the present case, Fourier
computations are used. The in-plane displacement
field is evaluated with the cross-correlation of an
interrogation window in the picture of the deformed
surface with respect to a reference surface. One
advantage of such a method comes from the multi-
purpose equipment necessary for its practical use,
namely a charge-coupled device (CCD) camera, a
fast data acquisition card, a computer, and a white-
light source.

To determine the displacement field of one image
of the deformed surface with respect to a reference
image, a subimage is considered and will be referred
to as a zone of interest (ZOI). The aim of the correla-
tion method is to match the ZOIs in the two images
(Fig. 2). The displacement of a ZOI with respect to
the other is a two-dimensional shift of an intensity
signal digitized by a CCD camera. Signals g are
considered which are merely perturbations of a
shifted copy of some reference signal f and are
given by

g ðxÞ ¼ f ðx � uÞ þ bðxÞ ð1Þ

where u is an unknown in-plane displacement vector
assumed to be constant locally and b a random noise.
To evaluate the displacement u, the norm of the
difference between f ðx � �Þ and g ðxÞ may be mini-
mized with respect to a trial displacement �
according to

min
�

ðkg ð:Þ � f ð:� �Þk2Þ ð2Þ

If the usual quadratic norm k f k2 ¼
ÐÐ

j f ðxÞj2 dx is
chosen, the previous minimization problem is
equivalent to maximizing the quantity hð�Þ according
to

hð�Þ ¼ ðg � f Þð�Þ �
ðð

g ðxÞf ðx � �Þdx ð3Þ

Furthermore, when b is a white noise, the previous
estimate is optimal.

Fig. 1 Lateral view of a crimped glass wool product (1 pixel
$ 0:16mm)

Fig. 2 ZOI in the reference (left) and ‘deformed’ (right)
images, with the associated displacement vector
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3.1 Conventional approach

In practice, two images are considered. The first,
referred to as the ‘reference image’ and the second,
called the ‘deformed image’. The reference image,
schematically shown in Fig. 3, is meshed by ZOIs
that form the region of interest (ROI). The sub-ROI
of area 2P � 2Q pixels is extracted from the ROI in
the reference image with the largest values of P and
Q. A first fast Fourier transform correlation is carried
out on the sub-ROI. The maximum value of the cross-
correlation product enables the average displace-
ment �0 to be estimated. The ROI in the deformed
image is then centred at a point corresponding to
the centre of the ROI in the reference image moved
by an amount �0. A second analysis is then performed
for each ZOI independently. Each maximum of the
calculated cross-correlation function gives a first
value of the in-plane displacement correction ��.
The centres of the ZOI in the deformed image are
then moved by an additional amount ��.
A subpixel iterative scheme can be used to have

estimations for which the resolution is of the order
of a hundredth of pixel for 8-bit pictures [27]. An addi-
tional cross-correlation is performed. A subpixel
correction of the displacement �! is obtained by
determining the maximum of a parabolic interpola-
tion of the correlation function. The interpolation is
performed by considering the maximum pixel and
its eight nearest neighbours. Therefore, a subpixel
value is obtained. By using the ‘shift modulation’
property of the Fourier transform, the deformed ZOI
can be moved by an amount �!. Since an interpola-
tion is used, some (small) errors may be induced,
requiring reiteration by considering the new
‘deformed’ ZOI until convergence. The procedure
used checks whether the maximum of the interpo-
lated correlation function increases as the number
of iterations increases. Otherwise, the iteration
scheme is stopped. To limit the influence of edge
effects, a windowing of the ZOI can be performed .
It consists in constructing a periodic ZOI, denoteddZOIZOI, by averaging the pixels on the edges of the initial
ZOI (i.e. ‘blurring’ the edges), which is given by

dZOIZOI ¼ WZOIW ð4Þ

where the matrix W is equal the identity matrix apart
from the four ‘corners’, which are equal to 1

2.
This first approach is well suited to small perturba-

tions but, if displacements are too large, the informa-
tion in the ZOI of the reference image will be partially
lost in the ZOI of the deformed image; i.e. there is not
enough information to determine a reliable correc-
tion ��. To use the method in the domain of large
strains, as for the case of mineral wool, a large ZOI
size should be used, whose main drawback is to

average displacements over a larger surface. However,
the aim of a correlation calculation is to determine
displacement fields on the scale of texture hetero-
geneities. The maximum measurable displacement
for the algorithm to converge to the proper solution
has then to be increased. This is achieved by using a
multiscale algorithm.

3.2 Multi-scale algorithm

The aim of themulti-scale algorithm is to improve the
spatial resolution (i.e. to decrease the ZOI size) and
yet to allow for a large displacement between two
consecutive images. The previous approach is recur-
sively applied to images on different scales. Figure 4
shows the construction of images on different
scales. Scale 0 corresponds to the considered image
and scale 1 to the region of interest. Scale 2, extracted
from the ROI, is determined by the largest values for P
and Q so that the corresponding area of the sub-ROI
is 2P � 2Q pixels (Fig. 3). From scale 3 onwards each
transition is characterized by the definition of super-
pixels. The latter are defined recursively from one
scale to the next by averaging the grey levels of 2� 2
neighbouring pixels. This procedure is carried out
until the minimum size of the subimage is equal to
128 pixels. The analysis starts at, say, scale 4 and
ends at scale 1. This allows a maximum measurable
strain four times larger to be obtained even if the
maximum measurable displacement is still limited
[20], as in the standard approach, only to the coarser
scale (here scale 4).

Fig. 3 Schematic diagram of the reference image with the
correlation parameters (ZOI area, 2n � 2n pixels;
shift �)
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Starting on the highest (i.e. coarser) scale, for which
the subimage size is at least equal to 128 superpixels
(see Fig. 4), a first correlation is performed. From
this first computation, the displacement field �n is
interpolated as

�nðxnÞ ¼ A xn þ a ð5Þ

To check this first estimate, the centres of each ROI of
the ‘deformed’ image are relocated according to these
first estimates. A new correlation is performed and
corrections to the previous displacement field are
evaluated. The iterations are stopped as soon as
there is no new correction between two iterations
for any ZOI analysed. This iterative procedure was
implemented to make the displacement evaluation
more robust. This robustness is a key to the success
of the procedure. If ever the displacement is not
properly evaluated on higher scales, there is no
chance of obtaining a good final result [20]. Con-
sequently, the first evaluations have to be performed
very carefully.
When the iterative procedure stops on scale n, it

proceeds to scale n � 1. Having identified a first
estimate of the displacement field, it is used to
position the ZOIs on scale n � 1, according to the

transformation rules associated to each scale transi-
tion. The same iterative scheme is followed for scale
n � 1 to scale 2. In practice, the user can choose
between a first evaluation that is very fast since it
remains on the pixel (or superpixel) level, and an
accurate evaluation requiring several iterations. On
scale 1, the user selects either a pixel or a subpixel
resolution of the displacement by following the
above described subpixel procedure, thereby allowing
for the measurement of small levels of strains as well
as large levels that will be evaluated in the following
section.

When a sequence of more than two images is
analysed, two routes can be followed. The first
consists in considering the same reference image. It
follows that the errors are not cumulated but there
exists a maximum strain level above which the
method fails. The second considers that the reference
image is the deformed image of the previous step (i.e.
updating procedure). Under these hypotheses, there
is no real limitation, apart from the fact that the
errors are now cumulated. Strains of the order of 1
and more are routinely observed in a full-field
assessment even with a conventional DIC technique
[18]. The procedure CORRELILMT is implemented in

Fig. 4 Different scales used in the multi-scale approach for a glass wool sample
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MATLABTM [28]. On artificially deformed images,
strains of the order of �30 per cent can be measured
[20, 29] between two pictures.

3.3 Performance of the algorithm

The aim of this section is to estimate the resolution
of the correlation algorithm used herein. Two kine-
matic quantities are going to be analysed, namely
displacements and strains, the resolution of which
will be estimated when the correlation parameters
are modified. To have independent estimates of the
displacements in the following analyses, the shift �
is equal to the ZOI size (i.e. � ¼ 2n pixels).
Firstly, the displacement resolution is estimated. In

the present case, a constant displacement varying
between 0 and 1 pixel, with an increment of 0.1
pixel is applied artificially by using the shift/modula-
tion property of Fourier transforms [27]. The average
gives an evaluation of the error and the standard
deviation that of the corresponding resolution.
These properties are associated with the analysed
texture. Figure 5 shows the average error and the
corresponding standard deviation as a function of
the applied displacement for different ZOI sizes. For
a given ZOI size, the maximum error is reached
when the prescribed displacement is equal to 0.5
pixel. In this case, the information between each
ZOI in the reference and deformed pictures is the
most biased. Furthermore, the larger the ZOI, the
smaller is the error. However, if the ZOI size increases,
the spatial resolution is degraded; i.e. fewer indepen-
dent measurement points are obtained. Secondly, the
strain resolution is determined by using the same
sequence of pictures. From the displacement field,
the strains are evaluated by using a classical finite
differences scheme so that the spatial resolution (i.e.
the gauge length) is equal to 2�, i.e. 2nþ1 pixels. In
all cases, the mean strain is less than 4� 10�5. The
strain resolution is more sensitive to � (here equal to
the ZOI size) than the displacement resolution to
the ZOI size [Fig. 6(a)].
Figure 6(b) shows the change in the mean displace-

ment and strain resolutions with the ZOI size when
the displacement range varies between 0 and 1
pixel. For n5 4 a power law with an exponent of
the order of �1 is obtained for the mean displace-
ment resolution �U given by

�U ¼ �2

2n
ð6Þ

with � ¼ 0:64 pixel, thereby indicating that, for a large
range of ZOI sizes, the displacement resolution and
the spatial resolution are the result of a compromise
described by equation (6). It should be noted that
equation (6) shows a non-trivial dependence. Such a

formula can be understood in the context of the
central limit theorem, when deviations from a
uniform translation can be described as a white
noise with a correlation length smaller that the ZOI
size. In that case, the resolution varies as the inverse
square root of the number of pixels in the ZOI (i.e.
1=

ffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffiffi
2n � 2n

p
). This result will be wrong as soon as

long-range correlations (e.g. power-law decay) exist
on large scales. Moreover, the mean strain resolution
is inversely proportional to � (here equal to the ZOI
size) so that

�" ¼ �
�U

2�
ð7Þ

with � ¼ 1:56, so that an increase in the ‘gauge length’
2� yields a better strain resolution, and yet a poorer
spatial resolution. Equation (7) is in agreement with

Fig. 5 (a) Mean displacement error and (b) corresponding
standard deviation as functions of prescribed
constant displacement for different correlation
parameters (ZOI size, 2n pixels; shift � ¼ 2n pixels)
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the results shown in Fig. 6(b) since a power lawwith an
exponent �2 is found when the shift parameter � is
equal to the ZOI size. The origin of such a dependence
can be understood by the fact that the finite difference
operation relates the resolution of the displacement
�U and that of the strain �" as proportional to each
other and inversely proportional to 2�. It should be
noted that this equation also survives in the case of
long-range correlations (with a different prefactor �).
Consequently, displacement and strain resolutions
are simply related in all cases by equation (7).
Note that the displacement resolution is analogous

to a frequency (or spectral) resolution; namely the
highest (or Nyquist) frequency controls the dis-
placement resolution. To improve the resolution in
displacements or strains, the ZOI size has to be

increased as much as possible. Simultaneously,
since averages are taken over larger and larger
zones, all information on spatial localization is lost.
For the latter, the natural ‘spatial resolution’ is
simply given by the ZOI size. Such a competition
between spatial and spectral resolution (where the
latter controls, in the present case, the strain resolu-
tion) is an ubiquitous property at play in a wide
variety of different contexts, from Heisenberg’s prin-
ciple in quantum mechanics to signal processing
[30], where this question is at the very heart of the
invention of wavelets [31]. Here a similar limitation
is encountered in the quest for both a spatially
resolved and an accurate kinematic measurement.

A good compromise for the present study is given
by a ZOI size of 32 pixels (i.e. n ¼ 5) for which an
average displacement resolution less than 0.015
pixel is achieved. In terms of strains, the corre-
sponding average resolution is less than 4� 10�4

with a spatial resolution of 64 pixels. It should be
remembered that all the results discussed so far
were obtained with the same reference picture.
When large strains or severe texture variations occur
[20], an updating procedure is preferred. Conse-
quently the resolution gradually degrades as the
number of analysed pictures increases.

With the chosen correlation parameters, two cases
are now studied. Average strains of 2 and 20 per cent
are applied by using a linear interpolation of each
grey level to construct the artificially deformed
images. To determine the average strain, the displace-
ment field is linearly interpolated and the slope
corresponds to the estimated average strain. From
this interpolation, the displacement residuals are
obtained as the difference between the measured
displacement and the interpolation. The corre-
sponding strain resolution is estimated by the stan-
dard deviation of strain associated with the residual
displacement field. For any correlation parameter
34n4 7, there is a difference of 3� 10�4 at most
between the measuredmean strain and its prescribed
value (i.e. 2� 10�2). When n ¼ 5, the corresponding
resolution is less than 3� 10�3. For a prescribed
strain of 2� 10�1, the difference between the mean
measured strain and the prescribed value is less
than 10�3 for all the correlation parameters. The
strain resolution is of the order of 10�2 when n ¼ 5.
In the following section, this multi-scale technique
is applied to the analysis of mechanical tests on
crimped glass wool samples with n ¼ 5.

4 EXPERIMENTS: MECHANICAL TESTS ON
CRIMPED GLASS WOOL

To assess the mechanical properties of crimped glass
wool, mechanical tests are carried out. All the tests

Fig. 6 (a) Standard deviation of strain as a function of
prescribed constant displacement for different
correlation parameters. (b) Mean strain and dis-
placement standard deviations as functions of
prescribed constant displacement for different
correlation parameters (ZOI size, 2n pixels; shift
� ¼ 2n pixels)
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reported herein are displacement controlled (or
equivalently, the global strain �"" is controlled; it is
defined as the displacement between the two platens
divided by the initial height of the sample). A uniaxial
compression (in the 1-direction) up to �20 per cent
global strain is applied on parallelepipedic samples,
whose dimensions are 200mm� 100mm� 80mm,
80mm being the height of the sample and tearing
tests (in the 1-direction) up to approximately 15 per
cent global strain, applied on parallelepipedic
samples, whose dimensions are 200mm� 200mm�
80mm. For the tests, images of the sample illumi-
nated with direct light have been taken for different
global strain levels (with �0:5 per cent increments
in compression and þ0:5 per cent in tearing). In the
present case, no special preparation was needed
since the natural (random) texture of the studied
material was sufficient to determine displacement
fields and subsequently strain fields.
For the compression tests, the main information is

given by the local strain to be compared with the
global level. The strain distribution will be analysed
with respect to the overall force versus global strain.
In tearing tests, macroscopic cracks initiate and
propagate. Consequently, the relevant quantity to
study is the displacement field so that the above-
mentioned stages of cracking can be monitored. In

all the experiments reported herein, two types of
field are shown. Firstly, there are the so-called cumu-
lative fields for which the analysed kinematic quantity
is evaluated for a reference given prior to the begin-
ning of the experiment. This quantity is generally
given to describe an experiment. Secondly, to study
active zones incrementally, the fields are also evalu-
ated between a current state and the previous state
for which a picture was taken (i.e. for a global strain
increment of �0:5 per cent). In terms of results, the
same relative resolution is to be expected for the
two types of field since the same type of texture is
considered with the same (i.e. multiscale) procedure.

4.1 Uniaxial compression tests

The result of the test is shown in Fig. 7. The ‘plastic’
plateau suggests the existence of localized strains.
This implies that the strain field of the material
should be studied with a good spatial resolution. In
Fig. 8, strain fields are shown. The calculation,
which is performed with ZOIs of size 32 pixels with
a 32-pixel shift �, corresponds to the component "11
for different global strain levels, namely �4 per cent
for Fig. 8(a), �6:5 per cent for Fig. 8(b) and �9 per
cent for Fig. 8(c). In Fig. 7, the corresponding points
are located at the end of the elastic domain, at the

Fig. 7 Dimensionless load versus global strain for a compression test of crimped glass wool
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beginning of the ‘plastic’ plateau, and where the
‘plastic’ plateau is well defined.
Figure 8 shows the change in the strain field during

the test. From �4 per cent global strain in Fig. 8(a),
strain heterogeneities can be identified at the surface
of the material. After a global strain level of �9 per
cent, a well-marked localized zone splits into two
bands on the left of the sample. More importantly,
precursors of this localized band can be seen at
earlier stages [in Fig. 8(b) clearly and in Fig. 8(a)
more faintly]. All along the test, the strain fluctuations
are located only in the identified bands, and their
width remains constant as the test goes on. Further-
more, the incremental strain levels vary within the
band during the test. These two phenomena can be
observed on the incremental strain maps in Fig. 8.
At the end of the test, the localization band is about
8mm wide, i.e. one-tenth of the height of the sample.

4.2 Tearing tests

The overall result of a tearing test is shown in Fig. 9.
The end of the elastic domain corresponds to the

inception of cracking. As the test proceeds, another
crack appears at the surface of the material, which
prevents the opening of the first one because of
stress shielding. In Fig. 10, correlation results are
shown. The calculation, performed with ZOIs of size
32 pixels with a 32-pixel shift between two ZOIs,
corresponds to the vertical displacement field u1 for
different global strain levels, namely 4 per cent for
Fig. 10(a), 4:5 per cent for Fig. 10(b), and 5:5 per
cent for Fig. 10(c).

In Fig. 10(a), the displacement field u1 at the
surface of the sample corresponds to the inception
of the first crack. At that moment, the displacement
field becomes heterogeneous. In Fig. 10(b), disconti-
nuities in the incremental and cumulative vertical
displacement field u1 can be observed. The disconti-
nuity corresponds to an opening crack. In Fig. 10(c),
another crack appears at the surface. This
corresponds to the displacement discontinuity that
can be observed on the cumulative displacement
map. In the incremental displacement, the disconti-
nuity also appears and it can be seen that the first
crack stops opening, being shielded by the second
crack. At the end of the test, the crack completely

Fig. 8 Cumulative and incremental "11 field for different levels of the global strain (a) �""11 ¼ �4 per cent,
(b) �""11 ¼ �6:5 per cent, and (c) �""11 ¼ �9 per cent in a compression test (correlation parameters:
ZOI size, 32 pixels; � ¼ 32 pixels) (scale, 1 pixel $ 0:085mm)
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Fig. 9 Dimensionless load versus global strain for a tearing test of crimped glass wool

Fig. 10 Cumulative and incremental displacement field u1 expressed in pixels for different levels of
global strain (a) �""11 ¼ 4 per cent, (b) �""11 ¼ 4:5 per cent, and (c) �""11 ¼ 5:5 per cent in a tearing
test (correlation parameters: ZOI size, 32 pixels; � ¼ 32 pixels) (scale, 1 pixel $ 0:16mm)
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traverses the sample and constitutes the final failure
mode. This multi-scale correlation calculation
enables displacement discontinuities or cracks to be
revealed at the surface of the material. As it is a
surface measurement, the fact that cracks may have
been initiated earlier in the bulk of the material
without intersecting with the analysed face of the
sample cannot be excluded.

4.3 Influence of correlation parameters on the
results

Correlation calculations are also performed with
other parameters (a smaller shift � between two
consecutive ZOIs) to study their influence on the
results. The two tests are analysed again.
For the compression test, it can be expected, for

instance, that the width of the localization band will
depend on the shift between two consecutive ZOIs.
A calculation with a 16-pixel shift � has been
performed. Figure 11 shows the correlation results
for the same global strain as the results presented

for a 32-pixel shift in section 4.1. For such a calcula-
tion, for the same ROI, the number of ZOIs in the
height of the image is twice as important as for a
32-pixel shift. When the results are compared, it can
be observed that strain localization appears for the
same image and that the two identified bands are
identically positioned. Moreover, in Figs 11 and 8,
the widths of the bands are the same whereas the
number of ZOIs belonging to the bands are different.
If strain levels are compared, the two calculations
have the same scales to analyse the results. In the
present case, the influence of the correlation param-
eters is small when the scale of the measurement is
relevant with respect to the underlying mechanism
(e.g. strain localization).

For the tearing test, the difference between two
calculations with different shifts � is greater because
cracks correspond to discontinuities in the displace-
ment field. If the crack belongs to only one ZOI, the
discontinuity represents the whole crack but, if
more than one ZOI makes up the crack, the mouth
of the crack might be visible. Figure 12 shows the
correlation results for a 16-pixel shift �. The results

Fig. 11 Cumulative and incremental "11 field for different levels of the global strain (a) �""11 ¼ �4 per cent,
(b) �""11 ¼ �6:5 per cent, and (c) �""11 ¼ �9 per cent in a compression test (correlation parameters:
ZOI size, 32� 32 pixels; � ¼ 16 pixels) (scale, 1 pixel $ 0:085mm)

10 S Bergonnier, F Hild, and S Roux

J. Strain Analysis Vol. 40 No. 2 JSA03304 # IMechE 2005



for the same global strain rate as those in Fig. 10 are
shown. On the incremental field, it can be observed
that, for a 16-pixel shift, the displacement field is
more heterogeneous at the surface of the sample.
For a 4:5 per cent global strain [Fig. 12(b)], the first
crack can clearly be identified. The crack mouth
appears at the surface of the sample, which cannot
be seen for a 32-pixel shift. For the latter calculation,
the crack is made up of more than one ZOI, and its
opening is visible. In Fig. 12(c), the second crack
can be seen. The results of the correlation calculation
depend on the parameters. Their influence affects the
results, but in a controlled manner. If the method is
used to detect the presence of a crack, a coarse calcu-
lation, with a shift between two consecutive ZOIs of
the same size as the ZOI, is effective enough. If the
size of the crack is looked for, a finer calculation is
required.

5 CONCLUSION

An original approach to identification of displace-
ment and strain fields has been presented. Beyond
the conventional DIC technique, which allows for a
first evaluation of the displacement field, the image
is resized and relocated to a coarser scale to increase
both the robustness and the maximum measurable
displacement and strain between two consecutive
images. A resolution analysis is performed so that
the correlation parameters can be chosen. This

multiscale approach has then been applied to
mechanical tests by using the updating procedure.

Firstly, it is applied to a uniaxial compression test
on a crimped glass wool sample. The technique
allows identification of the strain heterogeneity
zones, and then strain localization bands. If the corre-
lation parameters are changed, the results are very
similar, namely the strain level is the same, heteroge-
neities appear for the same global level, and localiza-
tion bands have the same width for a given global
strain level.

Secondly, by using the sameprocedure, tearing tests
have been carried out on crimped glass wool. Discon-
tinuities in the displacement field, early onset of
tearing or the growth of a crack can be observed.
The influence of calculation parameters has been
quantified. If only the presence of a crack or a localiza-
tion pattern is looked for, a coarse and quick calcula-
tion can be performed, whereas if a detailed analysis is
to be carried out, a finer scale has to be used.

The correlation technique applied to crimped glass
wool shows the change in macrostructure during the
tests. As crimped glass wool is a highly textured
material, the change in local orientations of constitu-
tive fibres can be characterized to study the link
between the texture and strain localization. A further
development is then to relate the obtained displace-
ment and strain fields to local heterogeneities of the
crimped glass wool texture, to evaluate the a priori
mechanical performances from the texture, and
hence to optimize crimping.

Fig. 12 Cumulative and incremental displacement field u1 expressed in pixels for different levels of
global strain (a) �""11 ¼ 4 per cent, (b) �""11 ¼ 4:5 per cent, and (c) �""11 ¼ 5:5 per cent in a tearing
test (correlation parameters: ZOI size, 32 pixels; � ¼ 16 pixels) (scale, 1 pixel $ 0:16mm)
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APPENDIX

Notation

a in-plane displacement vector
A in-plane strain tensor
b noise
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f signal
g shifted signal
h cross-correlation
n integer
P ,Q integers
u1 local displacement component along the

1-direction
u in-plane displacement vector
� in-plane trial displacement vector
�n interpolation on scale n of the in-plane

displacement field
�0 initial evaluation of in-plane trial displacement

vector
W windowing matrix
x position vector
xn position vector associated with scale n

ZOI grey-level matrix of the zone of interest

� constant
� constant
� shift between two neighbouring ZOIs
�� correction of in-plane trial displacement

vector
�! subpixel correction of in-plane trial

displacement vector
�"" in-plane global strain
"11 local normal strain along the 1-direction
�U displacement resolution
�" strain resolution

� cross-correlation operator
. dummy variable

Digital image correlation used for mechanical tests on crimped glass wool samples 13
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