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Doctorat de l’université de Valenciennes et de Hainaut Cambrésis
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Doctorat de l’université de Valenciennes et de Hainaut Cambrésis
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Invité : Philippe Bouillard Université Libre de Bruxelles
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− � ��� (σ − pδ) = f
���

Ω,
σ = 2µε(u)

���
Ω,

p = −λ � ��� u ���
Ω,

ω = 1
2 �
	�� �

u
���

Ω,
u = 0

���
ΓD,

(σ − pδ).n = 0
���

ΓN ,

���I� ��� (
(σ(t, .) := 2µε(u(t, .)), p(t, .) := −λ � ��� u(t, .)), (u(t, .), ω(t, .) := 1

2 �
	 � �

u(t, .))
) "
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W � = �





utt − � ��� (σ(t, .)− p(t, .)δ) = f
���

[0, T ]× Ω,
σ(t, .) = 2µε(u(t, .))

���
[0, T ]× Ω,

p(t, .) = −λ � ��� u(t, .) ���
[0, T ]× Ω,

ω(t, .) = 1
2 �
	 � �

u(t, .)
���

[0, T ]× Ω,
u(t, .) = 0

���
[0, T ]× ΓD,

(σ(t, .)− p(t, .)δ).n = 0
���

[0, T ]× ΓN ,
u(0, .) = u0

���
Ω,

ut(0, .) = u1

���
Ω,
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ω
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T � ������� � ����	#� �� :"$W � ��� �� ����!����� �����
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λ
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λ
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��	 ���!���� ����� ��g2%=d��� � �� !��� � ����� �����D")W �#��� �
��� � ��������� ����������8 �������� ����=�"

��� L#��� � �������f�#� �� �� �����!��� �������5� �������� !����� � ��� ��� ��� � � ���#�	#��������� �������D" ��� ��� ��� W ����� ���#� W �
�������J8 �� �#� �� !�V= ��������� 	� !���!���52#���
� ������ ���������"�� " ��" 8 �� � �����V������8 � ���B� ���+� ������
 ������� � ������ � �����fO
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� ���� ������ ����� ��� W �1��������������� ���� �� �����S2 ����� �������!�5���� ��2#��� ��� � �� ����!� ��� � ��� �� ����
��8�� �ML �:�
h�������� �����:� ��� ���#������ �� � �\[���� ������� ��8 � �#� �$=��!���:� ��8 �����#� �� �������!������� �>= � �����'���H�%����� � � X�Zf"&_I"IXTXf"IX3Y�� "
V������ �����[��� 
 �������>= ��	�	 � �� !���� ��� � ����� 	� ���2������ ���ch��!�����# � W � = � � � � ��� ��� ��� �������T��� � � ���
�$=��`� ���� $= ��8 � ��� � �  !�������������!�� �" T � �T�� ���	#	� �� ��� �D" � ����� =��`� ���� $=���8 ��8 � ����� �  �������� �������� ���
 ������\L �:�N2^=
�+� ��� ������K�0��������	������� :"FW ����� �
�����#��� �������������� �����
�����  ���� ��� ����� "

V���� �� ��� ��8 � �#��� � ����	#� �� ����/� �������V= � � ���!� ��2�������� ��� ��	#� �V� ���  ���� � ��8 ����� ���� !�������� ��8 � ���
���I� �� ����������!���5�#����������8 ����� ���.W �!�����^� �ML �:�K8 ��������� �����:� ��� �#� � � ����� ��8 � ��� ������� � �������>= 	� ��T2#���:� ���
� 	 ���V=�����������#�T� �����D" ��� �� ����!�������)2^= � "g6 �� !�����T�#� ���!� � " 6��� !����� ��� �GXTX � �������!���������>= 	� !�T2������
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�������!�5���� ���� 2 �T���!���� $= �����V��� 	� ��T2#���:� ���!�
�������� ���b�!�����MO>� �ML ���d8 �� ��0�#����������� " 3 ��� �#��� �!���/W
� ���������#��������������� 2 � � W ����� � �����W8 �� �� �����������������!� ����� � � ���!���� �� ������"K3 �����!� � ����� �������������[2^=
���!� ��2��������#���� ���
���f8 O ���#	 �����!�#��� ����� ���!���������� !���������������  �������� �/�#���V8 �� $� W � � �  �����	 ��� � ���`� ���+�
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λ
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���� !��������������� 8 �� $�0������� �����42^= �����I8 �� �� �����h���� � �������:� ��� �B2�������� ������ ���T������ �8 ��� ���V=
��8 �  �������T�#�����������������I� �����/W �� ����� �)�����M8 �� �� ���I8 O �$��	 �����!����������� ���!� � ��� �� ���� ���������!�  !���$�����
�����V8 �� �� W ��� �  !���!	 ����� � � � ���+� ��� ��
 ������� �

λ
" T � �!��� � ����� S " U�" W � � � ��� ���V� ��8  !��� � �� !����

��	#� �V� ��� �� ����� ��8 ����� ���� !�������� ��8 �T�� � ���������NW � ��� �������M=  ���h���� ����� �  !�����#T����� � ����� ���!� W �
�����/W ����� � ��� � �� �	 ����� � ����� �� ! ��� ��� � �5� ��������" T � �!����������� S "ZX W � 	� !���!��� � ���������V������������" T � �!�����������
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���!��������� ���I� ��������� �>= ��8 ����� �!���5� � ����� ����	# �� ����� 2^= ���!� ��2����������������� ���I8 O �$��	 �����!��� � ����� ���!� �
������ ����������������  !�����#���/�����V8 �� �� W � � �
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λ
"�� � �W�#�BhIL ��2 �����!�����

	������#�E����� �����
Ω

W ��� � � 	 ���V=����������2 �T���!���� $=�" ���� �� 	# ��������!���V=�"�W � �������I� ��� �����
Ω
��� � ���5��O

	��V=������#����� � �:� ���T� ����� ���!� ��������� � �W2 �T���I���� $=
Γ
��� ��������������� ��8 � 8 ���#��� ���%�!�02 �� ���8 ���������� 

������ ��� ���
Γ̄j
"
1 ≤ j ≤ ne

s
Γj

��� ���!���!� �:�
� �+2 � ������	 ��� �!��T� ��� �;u "
3 � ��������hIL � 	��� !����� �����
��8

1, 2, · · · , ne
��� � � � W � �$�!2��!��� �

IN
���!�

ID
"PV����b���������

ΓD
��8 � ���

Γj
"
j
 $���������� � ���� 

ID
"����

� ��� 	��� � ��8 � ����2 �T���!���� $=
Γ
" W ���� �� W � ���!���!� � [��� ��N�����!	��������:� ��� �c8 �����V� "E3 � �����$�!� � �������

meas(ΓD) > 0
" V��#�S�#�������

ΓN
"���8 � �#�

Γj
"
j ∈ IN

��� � ��� 	��� !� ��8 � ���S2 �����!���� =
Γ

W ���� �� W �
�����$�!� � [��� �� �  ������������48 �����5� "

T � � ����� �#�T� ����� W � ���������V���� ������������ ���	������������!����� ���T� ����������T�#�'� ��� �� ������ "�� ���
u = (u1, u2)2 � �����4�����!	��������:� ��� �08 �����V� ���!�

f = (f1, f2) ∈ [L2(Ω)]2
� ���42 ���I= 8 �� ����42^=,�#��������8/� ���!��"

V����#� � �#�������!	��������:� ��� �K8 �����5�
u = (u1, u2)

� � � ��� h���� � �#�08 ������� W ���� ��������� �����������!� 2 �����!���� =
�����!�#��� ���������





− � ��� σs(u) = f
���

Ω,
u = 0

���
ΓD,

σs(u).n = 0
���

ΓN .

s S " X " S u

X
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W ���� ���� �#��� �  !����� � �������� 
σs(u)

���H����h��#�:� 2^=

σs(u) := 2µε (u) + λ
� �
ε(u)δ.

s S " X " X u
V���� 	 ����� � � �����������!� ��� � �

µ
���!�

λ
�� �� � ��������� � ���`����� �	� ��������� � ��"J3 �����!���!� ��� ����� �Z` �

(λ, µ) ∈ [λ0,+∞[ × [µ1, µ2]
s S " X "ZY u

W ���� ��
0 < µ1 < µ2

���!�
λ0 > 0.

9 �4���������e"
ε(u)

������������� � ��� ���������� ��][���� �!�� ����� � ���#���� 
(i.e., ε(u) = 1

2
(∇u + ∇uT ))

���!�
δ����� �V����� �����>= � �������� �"�V���� ������������� ��� ���� !��������������� 8 �� $�0������� ����� ��8 �����E2 �T���I���� $= �����V��� 	� ���2������

s S " X�" S u ����� ���K8 �������/W ���# �Z`f" SRS � �
h��!�

u ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2 := {v ∈ [H1(Ω)]2, v|ΓD
= 0} ����� �
� ��� �

:
∫

Ω

(2µε(u) : ε(v) + λ
� �
ε(u)

� �
ε(v)) dx =

∫

Ω

f.v dx, ∀v ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2.
s S " X "PZqu

aW�#� ��� �T�� ��^=�	 ���������!���
meas(ΓD) > 0

���!� � �� !�DC � �����:�%���������>=6s ��8 " �^` �e" ���� !�������� $= SRS " X " XTX
	 " X3_FU uW"��:�%�����������ts S " X�"GZqu 	 ���!�����!����� ����� ���I�����#�V= ����� �����V�#� �����d8 �� ������� =

f ∈ [H1
ΓD

(Ω)]∗
"

T � �  !�f�!�#�����# ��� �#�.W �#� � ���/W ����

σ := 2µε(u), p := −λ � ��� (u)
���!�

ω :=
1

2

� ���
(u) :=

1

2
(
∂u2

∂x1
− ∂u1

∂x2
)

���I� ����� ��	����������

Σ0 :=
{
(τ, q) ∈ [L2(Ω)]2×2 × [L2(Ω)]; � ��� (τ − qδ) ∈ [L2(Ω)]2,

s S " X "^U u
(τ − qδ).n = 0

���
ΓN
}

V ×W :=
{
(
�
, θ) ∈ [L2(Ω)]2 × L2(Ω)

}
,

s S " X "ZX u
W � �!� � � ��� ���b�!������� � L �:�48 �� �� ������������� � X�X �e" �GX3Y �e" �GX�Z � �
6 ���!�

(σ, p) ∈ Σ0

���I�
(u, ω) ∈ V ×W ����� �
� ��� �

:





1
2µ

(σ, τ) + 1
λ
(p, q) + ( � ��� (τ − qδ), u) + (

��

(τ), ω) = 0, ∀ (τ, q) ∈ Σ0

( � ��� (σ − pδ), v) + (
��


(σ), θ) + (f, v) = 0, ∀ (v, θ) ∈ V ×W.

s S " X "^` u

a �� ���"�8 �� ��� �������� 
τ, (., .)

� � �����
L2 O �!� ������ 	� ����!��� � " ���!� (σ, τ) =

∫
Ω
σ : τ dx

W ���� ��
σ : τ� � ���#� � ��� �!� ���!���� ��
����� � � �����d8 �� � ��� ����� �  ����� ����� ��8 � W � � �������� !�

σ : τ = Σ2
i,j=1σijτij.

T � � ��� 	� �������� � ��	�	� !� ��� �D" � ��� �$=��+� � �  = ��8 ����� � �  ������ � �������� 
σ
���� !�����\L �:� 2^= �1� ��� ���#��

�0�#��� ��	������� W �#��� ����� �����������# ������� � ����� � ���  !��� � � �����
ω
" �  ��T2����:� s S " X "^` u W ������2 � ��	�	� �� L �5� �����:�
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2%= �����f8 �� �� ����B8 ����� � � ������� ��� � ��	��������
Σ0,h×Vh×Wh

��8
Σ0×V ×W

2����!�:� ��� � �� �������T������� �����
Th

��8 � �#�S�#�T� �����
Ω
8  !�T� �� !��T������ �8 ��� ���M= s  ���T������ ���1( ���� ���� � C ����������� � S3S � u "

6 ���������V=T"������W��� 	� !��������� �!�T� � ����� ��� ������� � ������W ����� 2 � ���!�:� ���I2��������#��� � �M=�"E6 �� ���^=
� �������� 
8 �����V�

τ ∈ [H1(Ω)]2×2 " 8 �� ���^=����������� c8 �����5�
v = (v1, v2) ∈ [H1(Ω)]2

���!�)8 �� ���^= �!� ������ 
8 �������������

φ ∈ H1(Ω)
"&W �b����h���� �
� �

(τ) := τ11 + τ22,

� ��� (τ) :=

(
∂τ11
∂x1

+
∂τ12
∂x2

,
∂τ21
∂x1

+
∂τ22
∂x2

)T
,

��

(τ) := τ21 − τ12,

� � �
(τ) :=

1

2

(
τ + τT

)
,

� ���
(τ) :=

(
∂τ12
∂x1

− ∂τ11
∂x2

,
∂τ22
∂x1

− ∂τ21
∂x2

)T
,

� 	 � �
(v) :=




∂v1

∂x2

− ∂v1

∂x1
∂v2

∂x2
− ∂v2

∂x1


 ,

� 	�� �
(φ) :=

(
∂φ

∂x2
− ∂φ

∂x1

)T
,

� ���
(v) :=

∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2
.

* ��8 �� !� 	# �� ������ � �����:�%��� ���������#���S2 � � W ����� ����� �������!����� ��� ���� ������ ��������� 8 �� �� ������������� s S " X "PZqu$W ��� �
� ���+� � L �:� 8 �� ��0�#������������s S " X " ` u�" �����b�#�  !��� ����� � �#�+8 �������/W ���# 8 �� �� ����� ��8 �  !����� 8 �� $�0�����vs �����
� X S � u �
��!J JN#�5��]d��45�� � �	�

τ ∈ [H( � ��� ,Ω)]2 :=
{
τ ∈ [L2(Ω)]2×2; � ��� τ ∈ [L2(Ω)]2

} � � � v ∈
[H1(Ω)]2

� � ���	�

(ε(v), τ) =< τn, v > −( � ��� τ, v)− 1

2
(
��


(τ), �
	 � �

v),

� ��� � �
τn = (τ11n1 + τ12n2, τ21n1 + τ22n2)

�

6��� ���#�� !�������!��W � ��8 �����
W  !����������� 	����� !�
(σ, p)

"
(τ, q) ∈ Σ0

2^=
σ
∼

= (σ, p)
"
τ
∼

= (τ, q)
���!�

���5� ������ ��M= � ��� 	����� ��
(u, ω)

"
(v, θ) ∈ V ×W

2^=
u
∼

= (u, ω)
"
v
∼

= (v, θ)
" 3 � ��� �� ����!����� � W �

2������������� D8 �� �� �
a : Σ0×Σ0 →

T .b"
b : Σ0×(V ×W )→ T . ���!� � ��� ������� �� D8 �� �� F : V ×W → T .

����h��#�:� ����8 �������/W �
a(σ

∼
, τ
∼
) :=

1

2µ
(σ, τ) +

1

λ
(p, q), ∀σ

∼
, τ

∼
∈ Σ0,

s S " X "Z_ u

b(τ
∼
, v
∼
) := ( � ��� (τ − qδ), v) + (

��

(τ), θ), ∀τ

∼
∈ Σ0, ∀v

∼
∈ V ×W, s S " X "Zb u

F(v
∼
) := (f, v).

_



����� � � ��� � ��� � 	 � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �
� � � � 	 � � � � ���

3 � � ��� ������� ����� � � ������� � ����� �ML �:� ���� ������ ����������8 �� ��0�#����������� ��8 	� !�T2������
(1.2.7)

� � =�2 �  !�.W  �� �$O
������� 6 ���!�

σ
∼
∈ Σ0

���I�
u
∼
∈ V ×W �$��� ���������





a(σ
∼
, τ
∼
) + b(τ

∼
, u
∼
) = 0, ∀τ

∼
∈ Σ0,

b(σ
∼
, v
∼
) + F(v

∼
) = 0, ∀v

∼
∈ V ×W

s S " X " S Y u

� ���W���/h� !�!� �����/W � �#�E8 �������/W ���� �����#����������� �  !�����#���/2 � � W ����� � ��� ���������!��� ��� ���� ���� � ���������g8 �� O
�0�#����������� s S " X "GZ u W ��� � �����b� � L#���48 �� ��0�#����������� s S " X "^` u "
" 7 �q�D� �)J 5��]d��]d��

u ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2
� 
 
 � � 	 � � ��� ����� ����� ����� � � � � � ��� � � � � (

(σ, p), (u, ω)
)
∈

Σ0 × (V ×W )
� 
 
 � � 	 � � ��� ����� ����� ���	��
 � ��� � �

σ = 2µε(u), p = −λ � ��� u, ω =
1

2 �
	 � �

u

g � � �D�� V���� 	� !� ��8 ��� ��������� � �������V= � ����� ��� � ��� ������	� �����8 ��8 � �#���� !�:�cY#" X ��� �GX�Z � " � ���M= ���T� �
�$� ������������	#� ������������� �������������� $=`�!��� � � � �#�/2 �T���!���� $=������!��� � ����� ��� � ��������h������������ ��8 � ��� ��	������
Σ0

s �!��� S " X�" U u W �#��� �=W ��� ����� 	� �������� � ��� � �#�S�#��h���� � ����� ��8
Σ
s �!��� s U u ��� � X�Z�� u

V�����	# ��������T���  �������� � T���� ��� � ����� ��� 	��� � ���������� � �#�@W ������	 ��������������� ��8 	� ���2������ s S " X�" ` u "J*
� �@8 �� 
8 �� � ���� 	!�# �	 �������:" W ��������� � ��� � � �#� ���\O � ��������� ���I8 O �$��	 �����!�����������
�����V���/8 �� 

b(., .)
" ��� W ����� ���

���#�V8 �� $� ��� �� ���� ���������!� 8 �� 
a(., .)

W �����  !���!	 ����� � ��� �#��� ���`����� ��
 ������� �
λ
����� ��� ���� ���������8

b(., .)s �������  !��	 ������������� S " X "GZ u "b* ��8 �� �� ��������� � ���� !���$����� ��2 �T� � � �#�0�����V���#��������� ��8 � ��� �����V�#� ����� ��8
s S " X�" ` uQ"���� �H����h� �� � � ����� � ����� ���I8 O ����	 �����!����������� "
g � ��9P���:�M� ����- 5��]d�� ��� � ��� � ��� � � 
	� 
 � ��� 
 � � ��� �

�
��� 
	� � ��� � 
 	

�
����� � �

sup
τ
∼

=(τ,q)∈ Σ0

b(τ
∼
, v
∼
)

‖τ
∼
‖

0,Ω

≥ C
(
‖v‖0,Ω + ‖θ‖0,Ω

)
, ∀v

∼
= (v, θ) ∈ V ×W, s S " X " SRS u

� ��� � �
‖τ
∼
‖2

0,Ω
= ‖τ‖20,Ω + ‖q‖20,Ω.

g � � �D�� V���� � �������V��� ����8�� ��� �������!�������#� � ��� 	� !� ��8 ��� �����@8 �������/W ���� � ������������ �� �2#���  ��� $= �����:� ��� �
v
∼

= (v, θ) ∈ V ×W "������K� � = ������� �  ��#��� ���
������� ��� �
τ
∼

= (τ, 0) ∈ Σ0

����� �
� �����

b(τ
∼
, v
∼
) = ‖v

∼
‖2

0,Ω

���!� ‖τ
∼
‖

0,Ω
. ‖v

∼
‖

0,Ω
.

T � � ���mW �#����� 	� !� ��8�W �ShfL
λ∗

���!�
µ∗ ���I����	 ���!�#��� � �M= ��8

λ, µ
���!�
��8

v
∼

� u � ���
ω ∈ [H1

ΓD
(Ω)]2

2 ��� ���b���#�5�%���������5�#������� ��8 � ����	# ��T2����:� �




� ��� (2µ∗ε(ω) + λ∗ � ��� ωδ) = v
���

Ω,
ω = 0

���
ΓD,

(2µ∗ε(ω) + λ∗ � ��� ωδ).n = 0
���

ΓN .

b
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 �� � � � ����� � � ��
	� �
�
� ����� � � ��� ����� � ����� ��� � � �	� 	 � � � � � �

��� � � � � ��� 


*'= � �� ��DC � �����:�%���������>=�"
ω
� ������� h���� s ����� �����#�!� ��� �B2 ����� W ����	 ���I��� ���

λ∗, µ∗ ���!�
���
Ω
u

|ω|1,Ω . ‖v‖0,Ω.
s S " X " S X u

? ���!� ���#
τ 1 = 2µ∗ε(ω) + λ∗ � ��� ωδ ���!�

τ
∼

1 = (τ 1, 0)
" ���:C � ����� �� � �����

τ
∼

1 2 ���������� � � Σ0

���!�����
�$=��`� ���� ���� s � " ��" ��


(τ 1) = 0
u " ( �����!�:�%����� ���V=

b(τ
∼

1, v
∼
) = ( � ��� τ 1, v) + (

��

(τ 1), θ)

= ( � ��� τ 1, v).
9 �!�N2^= � ������2 � ��� 	� ���2������ ����������� 2^=

ω
" W ������

b(τ
∼

1, v
∼
) = ‖v‖20,Ω.

s S " X " S Y u
V����E�#��h���� � ����� ��8

τ
∼

1 "����!� � ��� �����:�%���������>= s S " X " S X u'=������5���

‖τ
∼

1‖
0,Ω

. ‖v‖0,Ω.
s S " X " S Zqu

��� u
? �������
D(Ω)

���H�����#�������
L2(Ω)

"������� !� ��L ��� � � � �!�:�%���������
(θk)k≥0 ∈ D(Ω)

�$��� ���������

θk → θ
���
L2(Ω),

���
k →∞.

- �/Wb"78 �� �� ��� �
k ∈ T - "��������!�5���� 

ωk ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2
� ���b���#�5�%��� �����V�#� ����� ��8 � ��� 	� !�T2����:� �





� ��� (2µ∗ε(ωk) + λ∗ � ��� ωkδ) = 1
2

� 	�� �
θk

���
Ω,

ωk = 0
���

ΓD,
(2µ∗ε(ωk) + λ∗ � ��� ωkδ).n = 0

���
ΓN .

V��������� !��������������� 8 �� ��0������� ����� ��8 ������� 	� !�T2������ ����
∫

Ω

(2µ∗ε(ωk) : ε(v) + λ∗ � � ε(ωk)
� �
ε(v)) dx = −1

2

∫

Ω

θk
� ���

v dx, ∀v ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2.

( ���������%����� � �M=N2%= � �� ��gC � ���#�:�%���������>= W ����� ���

|ωk|1,Ω . ‖θk‖0,Ω.
s S " X " S U u

V�������W ����� �
τ 2
k = 2µ∗ε(ωk) + λ∗ � ��� ωkδ +

1

2
θkχ,

W ���� !�
χ
��� � ������� �����$=��+� � �  !���c� ���  !�ML ����h����:�12%= �

χ =

(
0 −1
1 0

)

*'= � �#� ��2 � ����	� !�T2������ W �  !�:� �� � � ��� �

� ��� τ 2
k = 0

���
Ω,

��

(τ 2
k ) = θk

���
Ω,

τ 2
k .n = 0

���
ΓN .

S Y



����� � � ��� � ��� � 	 � � � ��� � � � � � � � � � ��� � �
� � � � 	 � � � � ���

���� ���� ���� �8  ��T�
s S " X " S U u�")W � ����� �� !�V= ��� ���

‖τ 2
k − τ 2

l ‖0,Ω . ‖θk − θl‖0,Ω, ∀k, l ∈ T -
.

V�������� � ����� ������� �����������%���������
(τ 2
k )k≥0

������( ����� �^= ���:�%�������������
H( � ��� ,Ω)2 " a ������� �b2^= τ 2

� � �����V� � � " *'= ��������2 � ����	# ���	 �� � ��������8
τ 2
k , τ

2 � �������$h����

� ��� τ 2 = 0
���

Ω,
��


(τ 2) = θ
���

Ω,

τ 2.n = 0
���

ΓN ,

‖τ 2‖0,Ω . ‖θ‖0,Ω.
- � W ��� ��� ����

τ
∼

2 = (τ 2, 0)
"����:C ������� �� � �����

τ
∼

2 2 ���������� � � Σ0
���!��W ��� ����� ��� ���

b(τ
∼

2, v
∼
) = ( � ��� τ 2, v) + (

��

(τ 2), θ)

= (θ, θ) = ‖θ‖20,Ω,
s S " X " S X u

���@W ����� ���
‖τ
∼

2‖
0,Ω

= ‖τ 2‖0,Ω . ‖θ‖0,Ω.
s S " X " S ` u

����� uPV���� � W � 	� !�����������# 	 ����� �������������!� ��� �!���

τ = τ 1 + τ 2.

T �!�#���:�
� ��� �V����� � � � �����]s S " X�" S Y u ���!�ts S " X " S X u ��� ����� ���

b(τ
∼
, v
∼
) = ‖v

∼
‖2

0,Ω
,

W ������� ����� ��� � �5� ������� s S " X " S Zqu ���!� s S " X " S ` u ���#� W � �����

‖τ
∼
‖

0,Ω
. ‖v

∼
‖

0,Ω

V����� ���8 �� �� W �E� � = ���������V�!����� ��� �

sup
τ
∼

=(τ,q)∈ Σ0

b(τ
∼
, v
∼
)

‖τ
∼
‖

0,Ω

& ‖v
∼
‖

0,Ω
,

W ����� �1� � ����� � ��� � �����b2������������� '8 �� ��
b
� �������$h������ ��� ���I8 O �$��	 �����!�#��� ����� "

T �  ���� ������� � � 	� �� ��� � ���B�����M8 �� �� ��� �� ���� ���������!� ��8 �����W2���������� �� 8 �� ��
a
��� � ��� ���� ������

K
��8 � ���

2���������� �� 8 �� ��
b
���

Σ0

����h����:�12%=

K :=
{
τ
∼

= (τ, q) ∈ Σ0; b(τ∼
, v
∼
) = 0, ∀ v

∼
= (v, θ) ∈ V ×W

}
,

SRS



��� ��� ��� �����	� 	 � ��
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�
� ����� � � ��� ����� � ����� ��� � � �	� 	 � � � � � �

��� � � � � ��� 


g � �D9P���:���/�4��- 5��]d�� � � � ��� � � � � � � � � � � � �
a
� 

�
� � �
�
��� � 	 � � � � � � � � � � ��� � � 
 ���

�
� � �

λ
���

K
� �

������� � � � � � 

a(τ

∼
, τ
∼
) ≥ c‖τ

∼
‖2

0,Ω
, ∀τ

∼
∈ K,

� ��� � �
c
� 
 ��
	� � �

�
� � ����� 
 � � ��� �

�
��� 
	� � ��� � � � � ���	� � �	��� ��� λ �

g � � �D���� �����#� ���������V���� 
τ
∼

= (τ, q) ∈ K " T �
	��� � ���������� 

� ��� (τ − qδ) = 0,
��


(τ) = 0.

s S " X " S _ u

*'= � �:�+� ��Y#"ZY���8 �Z_��U"�� �H8 ������� W � � �����

‖ � � (τ − qδ)‖0,Ω . ‖(τ − qδ)D‖0,Ω,
W ���� !�kW �  !��������� �������

τD = τ − 1
2

� �
(τ)δ

��������� ��� � �#�S�#������������ ���� ��8
τ
" - � W

(τ − qδ)D = τ − qδ − 1

2
(
� �

(τ)δ − 2qδ)

= τD.
( �T�02������:�=W ����� ����� 	� �� �����T��� �����:�%���������>=�" � �#������ ��������� �

‖ � � (τ − qδ)‖0,Ω . ‖τD‖0,Ω . ‖τ‖0,Ω.
*'= � �#� �� ����������� �������%������� �>=LW ������

‖q‖0,Ω . ‖qδ‖0,Ω . ‖τ − qδ‖0,Ω + ‖τ‖0,Ω,
���!�[2^= ��������2 � ��� ���!� �V� � � � ������ !����L ��� � ��� 	 ���!��� � ��� ������� � ��� �

C
����	 ���I������ �����V=
���

Ω
�$��� �

� �����

‖q‖0,Ω ≤ C‖τ‖0,Ω.
s S " X " S b u

V������ ���#�:�%���������>= �V� 	#������� �������H8 �� 
τ
∼

= (τ, q) ∈ K W � ��� �����

a(τ
∼
, τ
∼
) =

1

2µ
‖τ‖20,Ω +

1

λ
‖q‖20,Ω

≥ 1

2µ
‖τ‖20,Ω ≥

1

2µ2
‖τ‖20,Ω

≥ 1

4µ2

‖τ‖20,Ω +
1

4µ2

‖τ‖20,Ω.
*'=4���!���� � ��� ���!� �V� � � �Ms S " X�" S b u�" W � ���������5�!�����������

a(τ
∼
, τ
∼
) ≥ 1

4µ2
‖τ‖20,Ω +

1

4C2µ2
‖q‖20,Ω

≥ C(µ2)(‖τ‖20,Ω + ‖τ‖20,Ω).
V����� !��8 �� !������� ������ ���������������� ��8 �����b2������������� '8 �� $�

a
���
K

�#���5���H�#���V8 �� $� �M= ���
λ
"

V���� ���f8 O ���#	 �����!���������������!��� ��� ������ ����������������K2 �����# � � � ��� h��:�g" � � �  ������� �$8 �� W �� �� ��	�	���������� �����
��8 V������� ���� T T " S ��8 � _�� ��� ���#� ���

S X



����� ��� � �
	 � � � � � ����� ����� 
 � � 	 � � ��� 


" 7 �q�D� �)J 5��\d������ � ��� � � � � � 
	��
 � 	 � ��� 	 � 
 � � 	 � � ���
(σ
∼
, u
∼
) ∈ Σ0 × (V × W )

��� ������� ��� � �� � � � � � � ��� � � � � � � 	 � � � � ��� � ����� ���	� 
 	
�
����� � �

‖σ
∼
‖

0,Ω
+ ‖u

∼
‖

0,Ω
. (1 +

1

λ
)2‖f‖0,Ω.

¡z¢	� ����
�§*"+ b� 	Q� ¤#(  � � ��¤#"$§d#	,¤ � �
T � ���8W ����� O � ���/W � s ����� � XRU ���� �GXR`f" X _I" S Z � u ��������� �#� �����V�#� ����� ��8 	� ���2������ s S " X " S u 	# ����!��� � �
���� !����L
�!����T�#���� !��� ������" V �+�#������ ��V2 ��� �#�:�N"&W � �����:����� ��� �  !�f�!�#����� ���K8 �������/W ���# ����� ��� ���������
< ��� -1�M� �4��- 5�� ���45�� � �	�

Sj (1 ≤ j ≤ ne)
����� � � � ��� � ��� � 	�� ��� � � � ��� � � � � � � � � Ω


 � � � ��� � ���

 �
�
� � ��� ��� 
 � � � 
 Γj

� � � Γj+1 (Γne+1 := Γ1)
� � � 
 	 
 � �	� ��� � �'� ωj ����� � ��� � � � � � �%���	� � � � ��� Ω

� �
Sj

� � � �'� (rj, θj)
��������� � � �

�
� � � � � � � ��� 
 �

�	����� � � � � � ����� � � � ��� � Sj ��� ������� �
� � � �

�
� � � � 
	� �

�� � 	 � � � ��� ��
 
 �
�
� � ��� � ��������� � � � ��� � Sj 
 � ��� � � � ����� � � � � 
 �

�	� � �	��� � � � � 	 � � � ��� � � �����
�
� � � � � �

� � � � ����� �
α �

sin2(αωj) =

[
λ+ µ

λ+ 3µ

]2

α2 sin2 ωj,
s S "ZY#" S u

� �
Sj

� 
 � � � � � � � ��� � � � �
�
� � �	� ���%��� � � � �

j, j + 1 ∈ ID

sin2(αωj) = α2 sin2 ωj,
s S "ZY#" X u

� �
Sj

� 
 � � � � � � � ����� � 	 � � ��� � � ��� � � � �
j, j + 1 ∈ IN

sin2(αωj) =
(λ+ 2µ)2 − (λ+ µ)2α2 sin2 ωj

(λ+ µ)(λ+ 3µ)
,

s S "ZY#"ZY u

� �
Sj

� 
 � � � � � � � ����� ��� � � � � ��� � � � � j ∈ ID, j + 1 ∈ IN
� �
j ∈ IN , j + 1 ∈ ID.

� ���B���  ���� ����� � �#�b8 �������/W ���� � �#���� !�:� s ����� �GXRU �U" � " U Y u��
" 7 �q�D� �)J 5�� � �]d�� � �	� 	 
 
 	 ����� 
 � ��� � �

f ∈ [Hm(Ω)]2 (m = 0, 1)
� � � � � � � � � � � j (1 ≤ j ≤

ne)
�����

�
� � � �

�
� � � � 
	� �

�
� � 	 � � � ��� 
 � ����� ���������� ��� � � ��
 � � � � ��� ��������� � � � � �

�
� � � � � �

Reα = m+1� �������
�
� � � � � � � � � � � � � ���	��������� � ��� 
 � � 	 � � ���

u
��� ������� � � ��� ��� � ����� ��� � � � � � ��
 ����� � � � � � � � � �

� � �
� � ��� 
 � � � ��� �

u = uR +
∑

1≤j≤ne

∑

0<Reα<m+1

rαj
∑

0<k<ν(α)−1

cj,α,k(ln rj)
kϕj,α,k(θj),

s S "ZY#"PZqu

� ��� � �
uR

�	� � ��� � 
 � �
[H2(Ω)]2

� 
������ � � �
	 � � � � � � � ���
u


cj,α,k ∈

�� � 
 
 � �
�
� � � � � �

� ���
�
� �	��� ���


 � � �
	 � � � � ��� � � � ϕj,α,k � 
 ��
�� � ����� � 	 �
�
� � ��� � � � � � �

�
� � � ����� � � � 


�
� ��� � ����� �

V���� ��2 � ��� �������T� 	 ���!��� ����� ������� W �
� � �����/W � �����
u
2 �������#������ ��	�	� !��	� !������� W ������ � �:�

? ��2 ������� ��	�������� � ��� ��W ������L��B����h�����"

S Y



��� ��� ��� �����	� 	 � ��
 �� � � � ����� � � ��
	� �
�
� ����� � � ��� ����� � ����� ��� � � �	� 	 � � � � � �

��� � � � � ��� 


ΓD

0

ω

ΓN

y

x

6 ��T�# �� S " S � � ���V=���������D���T� �������$W �������!����������� !���>=

<=��� -(�M� ����- 5�� ��� ��� � �	�
φ ∈ C0(Ω̄)


 	
�
� ��� � �

φ(x) > 0
� � � � � � � �

x ∈ Ω̄\{S1, S2, · · · , Sne}



� � � � � � (m, k) ∈ � � 2 
 � � � ��� � �

Hm,k
φ (Ω) =

{
v ∈ Hm(Ω); φDβv ∈ L2(Ω), ∀β ∈ � � 2 
 	

�
����� � �

m < |β| ≤ m + k
}
.

Hm,k
φ (Ω)

� 
 ��� � � �	� � � 
 � �
�
� � � 	�� ����� � � � ��������� � � � � �

||v||m,k;φ,Ω =
(
||v||2m,Ω +

∑

m<|β|≤m+k

||φDβv|20,Ω
)1/2

.

� � ��� � 
 
 � �
�
� 
 � � � � 
 � � ��� � � ����� 
 ��� � � � � � � �

|v|m,k;φ,Ω =
( ∑

|β|=m+k

||φDβv||20,Ω
)1/2

.

� ���B��� 	���� � ���T� �
αj ∈]m + 1− ξj, m+ 1/2[

�V8
m + 1− ξj ≥ 0,

���I� ��� ����� � � ���
αj = 0�V8

m+ 1− ξj < 0
"&W ���� !�

ξj = inf
k
{Re αj,k; αj,k

���������5�#������� ��8 �  ����������!����� � ��� �:�%��� � ������� s S "ZY#" S O S "^Y#"ZY u ���I�
Re αj,k > 0}.

V�������W ����� ��� � ���c8 �������/W ���� ���� ��������� = ��8(V������� ���� S "^Y " X "
6 �D� ��'�'�#&�/G 5�� ��� � � � �	� 	 
 
 	 ����� 
 � ��� � �

f ∈ [Hm(Ω)]2 (m = 0, 1)
� � � � � � � � � � � j (1 ≤ j ≤

ne)
�����

�
� � � �

�
� � � � 
	� �

�
� � 	 � � � ��� 
 � ����� ��� ������ ��� � � ��
 � � � � ��� ��� ����� � � � � �

�
� � � � � �

Reα = m+1

S Z



����� �	� � 

�
� �	� ��� � � � ���

� �������
�
� � � � � � � � � � � � �	�

φ ∈ C0(Ω̄)

 	
�
� ��� � �

φ(x) > 0
� � � � � � � �

x ∈ Ω̄\{S1, S2, · · · , Sne}� � � 
 	 �
� ��� � �

φ(x) = rj(x)
αj

� � � � � ��� � �	� � ��� � � ��� ����� � � � ��� � Sj ��� ����� ��� � � � ��� � � � � � � � �
Ω

� � � � � � � �
j = 1, · · · , ne

� ��� � �
rj(x) = |x − Sj| (|.| � � � � 
 � 	 �

� � � � � � � � � � )
� � ���	�

u ∈ [H1,m+1
φ (Ω)]2

�
����� 
 � � 	 �	��� � �

σ ∈ [H0,m+1
φ (Ω)]2×2 
 p ∈ H0,m+1

φ (Ω)
� � � ω ∈ H0,m+1

φ (Ω)
�

6��� g8 �� � ���� 	!�� �	 ���!���:" W � �����:� � � �� ��� �H� ���������� � ��� �#� �� ������� ��8�8 ����� � ������� ���
H0,m+1
φ (Ω)

"
����� ���V= W �������/W �����c8 �������/W ����0� ���`� ���
� �!J JN# 5�� ������� � �	�

φ
�	� � � 	 �

�
� � ��� � � � � � � ��� � � � � � � � ����� ��� � � �

ω ∈ H0,m+1
φ (Ω)


 �����	� � � �
� � �

K ∈ Th

 � � ��� � � 


ω|E ∈ L1(E), ∀E ∈ ∂K.
g � � �D�� T 8

ω ∈ H0,1
φ (Ω)

" ������� 2%= a
¨
���5���� :C � ��������������� �>= ���!���� � ���48 ��� � �������

αj <
1
2

(j =

1, 2 · · · , ne)
���48 �������/W � � ����� � ���� �� ��L ��� � �
���T� �

δ > 0
���#� � � �����

ω ∈ W 1, 4
3
+δ(Ω)

" *
�#�
2^= ? �T2 ����� � �:�02 �:�I������ V������� ��:� �

W 1, 4
3
+δ(Ω) ↪→ H

1

2
+ε(Ω)

8 �� 
ε > 0

����
 ������� ���V= ��� ����� "
V��%���

H0,1
φ (Ω) ↪→ H

1

2
+ε(Ω)

8 �� 
ε > 0

�$��
 ������� � �V= �$� ����� " - �/W �V8
ω ∈ H0,2

φ (Ω)
" � ����� 2^=

a �� ��I= C � ��������������� �>=Ws ����� �GX3X��U"#� "�X3_ u
ω ∈ H0,1

ψ (Ω)
" W ���� !�

ψ ∈ C0(Ω̄), ψ(x) > 0
8 �� ������ $=

x ∈ Ω̄\{S1, S2, · · · , Sne}
���I�

ψ(x) = rj(x)
βj

��� �#�������2 �� !��� ��� ��8
Sj

W ��� �
βj = αj − 1�M8

1 ≤ αj ≤ 3
2

" ���!�
0
�V8 ����� " V��%����2^= ����� h� !�!���������

ω ∈ H
1

2
+ε(Ω)

8 �� �!�T� �
ε > 0

" T �
���������V���������D" �V8

ω ∈ H0, m+1
φ (Ω) (m = 0

�� 
1)
"
ω|E

����� ��������� ��� ����� �!�����!� ��8 ����� �� ����� � �#���� =
���I�
�������

L1(E)
"

¡z¢�� � 	���� ����#	��  K#	`¤E�
�	��
��� ��� �������=� ����� � � ��� �	�9��� ���0��� �	� �

Ω
3 � �����$�!� � �������

Ω
���4�������� !�����\[���� 2^= �  !��T������ d8 ��� ���M= ��8 �� �������T������� �������

(Th)h>0

��� �����
�!�����!����8 � S3S � " 9 �+�#������� ��� ���!��������� ��� 2%= ����� ����� ����L�� " ����� ��� ��� �� 

h
W ����� ������� �����#��� �

h =
max hK, K ∈ Th

" V���� �!��� ��8 ����� ��� � �� !���� ���I� 2 �T���!���� $=
�:������ ��8 � ��� � ������� � ��� ��8 � �#� �  !������O
T�#����������� Th

W ������2 �S��������� �:� 2%= Eh "
3 � � �#��� ��� ��� Eh = EΩ ∪ ED ∪ EN
W �#�� �� EΩ �#�����������

����� �!��� ��8 ��������� � �� !���� �������� ���!� ED
" EN

�����#��� ��� � ��� ������������� ����� ��8 �������:������ ����� � �������:� ���
ΓD���I�

ΓN
 !����	 ��� � � �����M=�"

�	��
�� � ��� �������=��� � �"! �#� ���$�%�'&�( � � � ��� ) � ��� � �"! �#� *��	&0��� � �,+ �8���-� � .
� � � � �

V������ ������� ����� �����#���� !��� � ��� ��	#	� �� L �5� ��� ����� ��8 �������!�����!� �ML ����	� ��T2#���:� s S " X "^` u 2^=������I8 �� $� ����
h��#��� � �����:� ��� ��"@6��� � ��� � hfL#��� �  !�����#T����� � ����� Th

"qW � ��� �  !�f�I����� � ����8 ���#��� �H�#�5� �����!������������	��������
Σ0,h

���!�
Vh ×Wh

��8
Σ
���!�

V ×W  �����	 ��� � �������M=T"7����h����:����� � �#�b8 �������/W ����8W �j= �

Σ0,h := {(τh, qh) ∈ Σ0; ∀T ∈ Th : qh|T ∈
T �

1(T )
���I�

(τh − qhδ)|T ∈ [
T �

1(T )]2×2 ⊕ [
T . � 	 � �

bT ]2},
s S "PZ�" S u

S U



��� ��� ��� �����	� 	 � ��
 �� � � � ����� � � ��
	� �
�
� ����� � � ��� ����� � ����� ��� � � �	� 	 � � � � � �

��� � � � � ��� 


Vh ×Wh := {(vh, θh) ∈ V ×W ; ∀T ∈ Th : vh|T ∈ [
T �

0(T )]2
���!�

θh|T ∈ [
T �

1(T )}. s S "GZ�" X u
- ����� �������#2^=

(τh−qhδ)|T ∈ [
T �

1(T )]2×2⊕[
T . � 	�� �

bT ]2
"/W � � ������� ����� ������ !� ��L ��� � 	 ���M=����T� �������

��8J����� ���� ≤ 1 : p11, p12, p21, p22
���!� � W �  ������ �%�!�02 �� !�

α1, α2
���#� ��� �����

(τh − qhδ)|T =

[
p11|T + α1

∂bT
∂x2

p12|T − α1
∂bT
∂x1

p21|T + α2
∂bT
∂x2

p22|T − α2
∂bT
∂x1

]
,

W ���� !�
bT

�#����������� � ���b2!�I2!2����K8 ���#��� �����48 �� � �#� �����A����� �����:� ��� �
T
����h������ 2^=

bT = 27λ1λ2λ3.

λ1, λ2, λ3

��������� � �����B2��� $=������ �  !��� ������ �������������� ���
T
" 3 � ��� �  !�f�I������� �#�/�������� ������\[��:� 	# ��T2����:� �

h��!�
(σh, ph) ∈ Σ0,h

���!�
(uh, ωh) ∈ Vh ×Wh

���#� ��� �����





1
2µ

(σh, τh) + 1
λ
(ph, qh) + ( � ��� (τh − qhδ), uh) + (

��

(τh), ωh) = 0, ∀ (τh, qh) ∈ Σ0,h

( � ��� (σh − phδ), vh) + (
��


(σh), θh) + (f, vh) = 0, ∀ (vh, θh) ∈ Vh ×Wh. s S "PZ�"ZY u
3 ��� � ����� ����� � � ������� s S " X "Z_ u ���!�ts S " X�"^b u ��������2 � ���b�����!�� �� � ��	� ���2������ � ���12 �� ����!� � � �:�	�

6 ���!�
σ
∼h
∈ Σ0,h

���I�
u
∼h
∈ Vh ×Wh

�$��� ���������





a(σ
∼h
, τ
∼h

) + b(τ
∼h
, u
∼h

) = 0, ∀τ
∼h
∈ Σ0,h,

b(σ
∼h
, v
∼h

) + F(v
∼h

) = 0, ∀v
∼h
∈ Vh ×Wh

s S "PZ�"PZqu

V �
�������	�	� ���	� ������ ���� � ��� ����!���5� ��� ���:"+W � �#���:� � � ���#� W � ��� �������������!�� !��� � ���I8 O �$��	 �����I�����������
�����5�#�:" ��� W ����� �������#�V8 �� $� ������ !��������������� ���
�����b�����!�� !��� � ���� ������ ��8

b
"�6��� �������!� 	I�� �	 �������:"DW �

������� �N� ���`� � ���������������� � �N� �:�+� �4Z�" S ��8 �GX�Z � "`*
�#� � �#� 	# �����8 �������� ��� � X�Z�� �������N� �� ��
�������5� ��� � ����� W � ������ ������������ 	# �����8 "[3 �eW ����� ����� �����

BDM1

��� ���� !	 ������� ����� ��	 �� ������ 
Ih����h��#�:� ����8 �������/W �]s ����� � S ">_I"DYRU � u��@8 �� ���^=

ε ∈ (0, 1)
"

Ih : [Hε(Ω)]2×2 ∩ [H( � ��� ,Ω)]2 → Hh : τ 7−→ Ih(τ),

W ���� ��
Ih(τ) ∈ Hh

���H�����V���#���V= �������� $� �����:�N2^= � ��� �����!��� � �����

∫

∂K

Ih(τ)n.p1 ds =

∫

∂K

τn.p1 ds, ∀p1 ∈ [R1(∂K)]2, ∀K ∈ Th,

W ���� !�
R1(∂K) =

{
φ ∈ L2(∂K) : φ|E ∈

T �
1(E), ∀E ∈ ∂K

}
,

���!�

Hh =
{
τh ∈ [H( � ��� ,Ω)]2 : τh|K ∈ BDM1(K)2 = [

T �
1(K)]2×2, ∀K ∈ Th

}
.

S X
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T 8
P 0
h

�#����������� �����
L2 O �� � ������������ 	� �� R!�����������,8  !�T�

L2(Ω)
��� � � ����� ���!2#��	������

Vh
" � �����IW �

 !��� ����� ��������� �#�b8 �������/W ����0������� ��� �������T�+�0�#������ s ����� � _�� u��

[Hε(Ω)]2×2 ∩ [H( � ��� ,Ω)]2 �
���

−−−→ [L2(Ω)]2

Ih

y
yP 0

h

Hh
�
���

−−−→ Vh
( �����!�:�%����� ���V=

� ��� Ih(τ) = P 0
h ( � ��� τ), ∀τ ∈ [Hε(Ω)]2×2 ∩ [H( � ��� ,Ω)]2.

s S "PZ�"^U u
T � ���!��� � �����D" � ���B8 ������� W ���� ��	�	# �� L �5� ��� ����� 	# ���	 �� �>= �#���5���0s �!����V������� !�:� ��Y#" X ���I�eY#"ZY ��8 � S � u

‖τ − Ih(τ)‖0,Ω . hε||τ ||[Hε(Ω)]2×2 , ∀τ ∈ [Hε(Ω)]2×2 ∩ [H( � ��� ,Ω)]2.
s S "PZ�"ZX u

� �����#� ���/W 	� �� ��� � �#�c8 ������� W ���� ���I8 O �$��	 ��������������� �>= �
" 7 �q�D� �)J 5�� � ��5�� � ��� � ��� � � 
	� 
 �

�
��� 
	� � ���

β∗ 
 � � � � ���	� � �	��� ��� h 
 
 	 �
����� � �

sup
τ
∼h

=(τh,qh)∈ Σ0,h

b(τ
∼h
, v
∼h

)

‖τ
∼h
‖

0,Ω

≥ β∗‖v
∼h
‖

0,Ω
, ∀v

∼h
= (vh, θh) ∈ Vh ×Wh.

s S "PZ�"^` u

g � � �D�� � ���0�#� hIL
v
∼h

= (vh, θh) ∈ Vh × Wh

")9 � ��� � �#� ����� �����%���T��� � ���!��" W �d8 �� !������ hfL
λ∗ > 0

���!�
µ∗ > 0

���!����	 ���!����� ���V= ��8
v
∼h

���!�
��8
λ, µ

"

� u�� � �
ω ∈ [H1

ΓD
(Ω)]2

2 � �����b�����V���#���!���5� � ����� ��8 ����� 	� ���2������ �




� ��� (2µ∗ε(ω) + λ∗ � ��� ωδ) = vh
���

Ω,
ω = 0

���
ΓD,

(2µ∗ε(ω) + λ∗ � ��� ωδ).n = 0
���

ΓN .

*'= � ��� ��������	#�����  ���T������ ����>=���8 ������� ���`� �$=��!���:� s ������8 �� ����� � ���#��� �GX3_�� u�"������� !����L ��� � �
ε0 ∈ (0, 1)�$��� ���������

ω ∈ [H1+ε(Ω)]2
"!8 �� �����

ε ∈ (0, ε0)
���!�
� �������$h����

||ω||[H1+ε(Ω)]2 . ‖vh‖0,Ω.
s S "PZ�"Z_ u

3 � ���/W hIL
ε ∈ (0, ε0), ε 6= 1

2

���!� �����
τ 1 = 2µ∗ε(ω) + λ∗ � ��� ωδ "b9 � � ��� τ1 = vh ∈ L2(Ω)

"
W �c�����!����� � �����

τ 1 2 ���������� � � [Hε(Ω)]2×2 ∩ [H( � ��� ,Ω)]2
"PV��#�� ���8 �� ���W �c� � = �����

τ 1
h = Ihτ

1 "W ����� �
�������N2 ���������� � �
Hh

" *'= ��������2 � ��� ���T�+�0�#�������������� ���� W ������

� ��� τ 1
h = P 0

h ( � ��� τ 1) = P 0
h (vh) = vh = � ��� τ 1.

*'= � �����  !�����#T������ ���#�:�%���������>= W ����� ���

‖τ 1
h‖0,Ω ≤ ‖τ 1

h − τ 1‖0,Ω + ‖τ 1‖0,Ω
. hε||τ 1||[Hε(Ω)]2×2 + ‖τ 1‖0,Ω.

s S "PZ�"Zb u
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*
�#� "��/W ������ � s S "PZ�"Z_ u�")W ����� ���

||τ 1||[Hε(Ω)]2×2 . ||ω||[H1+ε(Ω)]2 . ‖vh‖0,Ω.
s S "PZ�" S Y u

��� � �#����� ���� �����!�D"72^= � �� ��DC � �������%������� �>=T"!W ����� ���

‖τ 1‖0,Ω . ||ω||[H1(Ω)]2 + ‖vh‖0,Ω
. ‖vh‖0,Ω.

s S "PZ�" SRS u

V����� !��8 �� !�E���!���� s S "GZ#"^b uQ"Hs S "GZ�" S Y u ���!�ts S "PZ�" SRS u�")W ������

‖τ 1
h‖0,Ω = ‖Ih(τ 1)‖0,Ω

. ‖vh‖0,Ω.
s S "PZ�" S X u

* ���!�5�����:"<2^= � ���b����h���� � �����
��8
Ih

∫

e

Ih(τ
1)n.p1 ds =

∫

e

τ 1n.p1 ds, ∀p1 ∈ [
T �

1(e)]
2, ∀e ∈ ∂K,

V � � ����
e ⊂ ΓN

���!�
 ���� ���������# � ��� �
τ 1n = 0

���
ΓN

" W �E�#�:�!�������������

τ 1
hn = Ih(τ

1)n = 0
���

ΓN .

��� uB- �/W W � W ����� ������� �  ��#��� � �!�� ����� � ���#���� 
τ 2
h

W ����� � ����	 ���!� ���
τ 1
h

" �����#��� ��

(τ 1
h)

��� ���������
�������������� ����V= �����#�����	�7� �� !��� ���� 

τ 2
h

�0���!� ����� ���$8 = �����K8 �������/W ���� �����!��� � �������

(
��


(τ 2
h), µh) = (θh −

��

(τ 1
h), µh) ∀µh ∈ Qh,

τ 2
hn = 0

���
ΓN ,

W ���� !�
Qh

��������������� ���K8 �������/W ���# ���!2#��	������ �

Qh :=
{
µ ∈ L2(Ω);µ|K ∈

T �
1(K), ∀K ∈ Th

}
.

� � � �#� ������� ��� �
γh = θh −

��

(τ 1
h)
"+W ���� !�

τ 1
h

����	� �� � ���T���!�V=[��� � �� �� ������� "d( ��� �� �� = � � �GX�Z �
γh

��� ����� �� �� �����#�����#����0� � ��� " V � ���� � !��� � � ��� �������mW ����� ����� �����b� ��� ������ ��� � �� !	 ������� � ��8 �
��� � �����48 ������������� " 6 �� � ������	!�� �	 ���!� W ���������!�5���� �� ���ch��#��� �b���V� ��������������� ��	������ �

Xh =
{
vh ∈ H1(Ω) : vh|K ∈

T �
2(K)⊕ T .

bK
}
.

� � �W�#�BhIL�� ��������� 	 �>= ��	 �����$�!2��!���
Γ0

��8
ΓD

�$��� � �������
Γ0

��� �������V�!���:�
��� ��� ���#� ���������8
Γ
"

���� ���� ���� b2^= ��� � ����� ������� � �����������8 ���� �����2������:"�W ��� � = �$��	�	 ������������� �������T�#� W �� �� ���� �� ���
����� � �� �������#

Γ0

��� � �#� ������� �� 
(0,−1)

"@6 �ML�8 �� � ���� ������� ���� �����#�:� 	#�>= ��	 ��� ���!2#�����
Γ00

�$��� �
� �����

Γ00 ⊂ Γ0

" - �/W�hIL � ��� ����� �,8 ����� � �����
η
����h����:� ���

Ω̄
����� � � �����

0 ≤ η ≤ 1
���!�

� �������$8 =�����
{
η = 1

���
Γ\Γ0,

η = 0
���

Γ00.

S _



����� �	� � 

�
� �	� ��� � � � ���

� �����#� ���������V���� 
ηh ∈ Xh

� ���S� ��� ����������� ���� !	 ������� ����8
η
" W ����� � � �#���18 �#�Vh����

0 ≤ ηh ≤ 1
���!�

ηh = 1
���

Γ\Γ0
s  !�:� �� � � �����

ΓN ⊂ Γ\Γ0
���I� �������!�:�%����� ���V=

ηh = 1
���

ΓN
u "K3 � ���/W hfL

����� ������� � ��� � ���������� Bh����5�

c =

(
0
e

)
∈ T . 2,

�$��� ���������
∫

Ω

(
γh − c.∇ηh

)
dx = 0.

s S "PZ�" S Y u
T �!�#���:�
� �����������I����������� �����:�%������������� ��� �

∫

Ω

γh dx =

∫

Γ

ηhc.n ds.
s S "PZ�" S Zqu

V���� � ��� ���]W � =�� 	 ���!���52#��� ���#��� �#� ���!����������K8 ������� W ���� �����!��� � �����

e =

∫
Ω
γh dx∫

Γ0
(1− ηh) ds

.
s S "PZ�" S U u

T �!�#���:�12^= 	� ���	 �� !�>= ��8
ηh
"&W � ��� ���

∫

Γ

ηhc.n ds =

∫

Γ\Γ0

ηhc.n ds+

∫

Γ0

ηhc.n ds

=

∫

Γ\Γ0

c.n ds+

∫

Γ0

ηhc.n ds.

���� ���� ���� � ��� 	� !��	 �� !�>= ∫
Ω
� ��� c dx = 0

���!� �� ������DC �B8 �� ��0�����E=������5�

∫

Γ

c.n ds = 0,

���I� ������ !��8 �� !�
∫

Γ\Γ0

c.n ds = −
∫

Γ0

c.n ds.

V ���� � ���� W � � �ts S "GZ�" S Zqu ��� ��� ��� ����� �����I�����������
∫

Γ0

(ηh − 1)c.n ds =

∫

Ω

γh dx.

*'= ����� � ��������� ��8������ ���� $� ��������� � �� �������#
Γ0

" W � �� � ����� �����!��� � ����� s S "GZ#" S U u " - �/W ���Ss S "PZ�" S Y u
� � ���#���������

γh − c.∇ηh
���������#�����#����N� ����� ���

Ω
"N*'= ( �� !�������� $= T " X "PZ ��8 � X3U �U" � �#�� �� ��L ��� � �

ρ ∈ [H1
0 (Ω)]2

����� �
� ��� �

� ��� ρ = γh − c.∇ηh,
|ρ|1,Ω . ‖γh − c.∇ηh‖0,Ω.*'= � ���b����h������������ ��8

e
"������������!� �V� � � �K2 ������� ���

|ρ|1,Ω . ‖γh‖0,Ω.
S b
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; ������ � ���b����h������������ ��8
γh

���!� � ��� ��� � �V� ������� s S "GZ#" S X u�")W �bh��������V= �T2#� �����

|ρ|1,Ω . ‖θh‖0,Ω + ‖vh‖0,Ω.
3 � ���/W ��� ����8 �� 

ωh ∈ [Xh]
2 �$��� ���������

{
( � ��� ωh − γh, µh) = 0 ∀ µh ∈ Qh,
ωh = c

���
ΓN ,

s S "PZ�" S X u

W ��� � � �#� ��2 � ��� ���������� 
c
"+6��� ������� 	!�# �	 ������" ���!���� ������8 ������������� � ������������ ������\[���� ����� ��8 � ���

?�� ������� 	� !�T2������ s ��� 	# ��5� ��������� ���� !����2������`u�2^= ����� 	����� (
[Xh]

2∩ [H1
0 (Ω)]2, Qh∩L2

0(Ω)
) ��� �!� ��2����

s ������������� T T " X " X���8 � X3U � u����I�1� � � ��������!� 6��� � ���DC �����:�+� � s � �:�+� � T T " S " S ��8 � _�� u�"�� �#�� �����L ���!� �
ρh ∈ [Xh]

2 ∩ [H1
0 (Ω)]2

���#� ��� �����

( � ��� (ρ− ρh), µh) = 0 ∀ µh ∈ Qh

���!� |ρh|1,Ω . |ρ|1,Ω
" � ���

ωh = ρh + ηhc.

a ���#���
ωh

2 ���������� � �
[Xh]

2 ���!�
� ������� h�����"�� W ������ � � ��� 	� !��	 �� !����������8
ρ
�

|ωh|1,Ω . |ρh|1,Ω + |c|
. ‖θh‖0,Ω + ‖vh‖0,Ω.

s S "PZ�" S ` u

6<�# !� �#�� H8 �� ���^=
µh ∈ Qh

"������ �����

( � ��� ωh, µh) = ( � ��� ρh + c.∇ηh, µh)
= (γh, µh).

s S "PZ�" S _ u

* ���!�5�����
ωh = ρh + ηhc = 0 + c = c

���
ΓN ,

���������
ωh

� ������� h���� s S "PZ�" S X u "'? � ��������

τ 2
h =

� 	 � �
ωh,

2%=ts S "PZ�" S X u�" W �  ���� �� � ������� ����8 �#�Vh������
{

(
��


(τ 2
h), µh) = ( � ��� ωh, µh) = (γh, µh) ∀µh ∈ Qh,

τ 2
hn = 0

���
ΓN .

����� u 3 ���� �� ���/W ��2���� ���+�#��h����
τh
�

τh = τ 1
h + τ 2

h ,W ����� �
� ������� h����
{ � ��� (τh) = vh,

(
��


(τh), µh) = (
��


(τ 1
h) +

��

(τ 2
h), µh) = (θh, µh) ∀µh ∈ Qh,

2%= � �#� ����h������������ ��8
γh
" ( ��� �������#

τ
∼h

= (τh, 0) ∈ Σ0,h

" ���!� �#�����#�� �#�d����h������������ ��8
b
W �

�T2#� �����
b(τ

∼h
, v
∼h

) = ‖vh‖20,Ω + ‖θh‖20,Ω.
s S "PZ�" S b u
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6 ���������V= � �������!���5� ��� ��� s S "PZ�" S X u ���!� s S "GZ�" S ` uQ"�������� � �

‖τ
∼h
‖

0,Ω
= ‖τh‖0,Ω
≤ ‖τ 1

h‖0,Ω + ‖τ 2
h‖0,Ω

. ‖vh‖0,Ω + ‖θh‖0,Ω.
T � ���������V��������� � ��� ���I8 O �$��	 �����!�#��� ����� 8 �������/W � 8  !�T� ����� �5����� � ���>=Fs S "PZ�" S b u ���!� ����� ��� � �V� �����
s S "GZ#" X�Y u
3 � ���!� � ����� ����� � ����� 2^= 	# �� ������ � ������������ ������`�#���V8 �� $� ��� �� ���� ���������!� ��8 � ����2���������� �� B8 �� ��

a��� ����� ���� !����� ��8
b

g � ��9P���:�M� ����- 5�� � �\d�� � ��� � � � � � � � � � � � �
a
� 

�
� � �
�
��� � 	 � � � � � � � � � � ��� � � 
 ���

�
� � �

λ
���

Kh :=
{
τ
∼h

= (τh, qh) ∈ Σ0,h; b(τ∼h
, v
∼h

) = 0, ∀ v
∼h

= (vh, θh) ∈ Vh ×Wh

}
,

� � ������� � � � � � 

a(τ

∼h
, τ
∼h

) ≥ c‖τ
∼h
‖2

0,Ω
, ∀τ

∼h
∈ Kh,

s S "PZ�" X�Y u
� ��� � �

c
� 
 ��
	� � �

�
� � ����� 
 � � ��� �

�
��� 
	� � ��� � � � � ���	� � �	��� ��� λ �

g � � �D��
� � ����� �������!�5���� 
τ
∼h

= (τh, qh) ∈ Kh

" T � 	��� !������������ 
( � ��� (τh− qhδ), vh) = 0

8 �� ������ $=

vh ∈ {vh ∈ L2(Ω); ∀K ∈ Th : vh|K ∈
T �

0(K)}. *'�#� � ��� (τh − qhδ)
��� 	#�������.W ����� �������!� ��� � "

��������� � ��� (τh − qhδ) = 0
"oV����� !��� � ��8 � ����	� !� ��8 ���/W 8 �������/W � ������	� !� ��8 ��8 ����������� �����%���T���

������� s ��8 " �  !��	 ����� � ����� S " X "GZ u "
T � 	��� !� ���:������ � �������  ���	 ���!��� ����� ���!� V������� ��:� S "PZ�" S T���� ���� � ��� � ��� �QL ���!��������� ���!�4���#�5�%�����#�����
��8 �������V�#� ����� � � 	� !�T2����:� s S " X " ` u "

¡z¢�� � � ��	,¤b��	 ��� �¥¤b� ����#	��  K#���

T � � ������������� �����D" W � � � �������#����� � ���� ��8 	# ��������T���  �������� � � ���!�IW ����� ��� � ��2������!� �!�T� � ��� � �� �	 ��O
����� ����� �� � !�� ���!���5� ��� ����" T � �� ��#�� ���)���� ������ ��	 � �5� ��� � 	# ����� �� �� ! ��� ���� � �5� �������oW � ���j= �#� W �
 !��h������ ��� �  ��#����� ��� � ���  ���������� @8 ��� ���M= ��8 �  �������T�#��������������" T � �� ����!��������Sh� �� ��� � ���!� ��8�6 �� !� ���
��� ���� !	 ������� ����� ��	 �� ������ s ���T� 	��� ��mW � � �N�  ���	 ����� � �����4Z�"^U���8 �GX�Z � u��
g � ��9P���:�M� ����- 5������45�� � �	�

φ = φα
�	� � � 	 �

�
� � ��� � � � � � �

�
� � � � � � � � � ����� ����� � � ���	� ����� � ��� � � 
	� 


� � �%��� � � � � �
Πh : Σ0 ∩ ([H0,m+1

φ (Ω)]2 ×H0,m+1
φ (Ω)) −→ Σ0,h

τ
∼

= (τ, q) 7−→ Πhτ∼
= (τh, qh)

(m = 0
� �

1)

 	
�
����� � �

b(τ
∼
− Πhτ∼

, v
∼h

) = 0 ∀v
∼h

= (vh, θh) ∈ Vh ×Wh.
s S "^U " S u

X S



��� ��� ��� �����	� 	 � ��
 �� � � � ����� � � ��
	� �
�
� ����� � � ��� ����� � ����� ��� � � �	� 	 � � � � � �

��� � � � � ��� 


g � � �D��B� ���B����hIL
(τ, q) ∈ Σ0 ∩ [H0,m+1

φ (Ω)]2 ×H0,m+1
φ (Ω)

"
6 �� !�!� ���������B����h����
qh
"'a ������� �

2%=
P 1
h

� ���
L2 O �� � ������������ 	� ��\R!�����������48  ���� L2(Ω)

��� � � � �#���$�!2��!	������
Qh

" 3 � �!���
qh = P 1

hq
"

* ��8 �� !�)����h������#
τh
" �����d�#� h� �� �d����h���� ����� ��� ���� �� �:�#�������
�������!�� 

τ ∗h
" 6��� ����� �

K ∈ Th :
τ ∗h|K ∈ [

T �
1(K)]2×2 ���I�����H�����5�%�����V= �������� �� ���#�:� 2^= � ���  ����%���� !�:� ��� � �

∫

∂K

[(τ ∗h|K − qhδ)− (τ − qδ)]n.p1 ds = 0, ∀p1 ∈ [R1(∂K)]2.
s S "^U " X u

V������ ����� ���� $� ��� ����� ����8 �$O �����!�����V��� ��8bs S " U " X u ����� �����#���
8 �������/W ��8  ��T� �����'8 ��� � �������
(τ−qδ) ∈

[H0,m+1
φ (Ω)]2

"����!�E2^=S� ���`� � S "ZY#" U�"
(τ−qδ)|e ∈ [L1(e)]2

"\8 �� ����� �:������
e
��8#����� �  �������T�#����������� "

� � �B��� �����
γ =

��

(τ − τ ∗h)

" ? �������
γ
��������� ����������� �� ����M= ��8 ���������!�������� � ��� s ����� �� �� = � � � ���

����� ��� ����� 	� �����8 ��8/�  ���	 ���!��� ����� Z�"PZ ��8 � X\Z � uQ" �������IV������� ���� S "PZ�" S "W �dhIL ����� �����#�!� ��� �
����� � �� �h����5�

c =

(
0
e

)
∈ T . 2,

����� �
� ����� s
ηh

2 �����������h����:�����=V������� ���� S "PZ�" S u
∫

Ω

(
γ − c.∇ηh

)
dx = 0.

s S " U�"^Y u

T �!��������������� �����!����������� �����:�%��� ��������� �����

e =

∫
Ω
γh dx∫

Γ0
(1− ηh) ds

.

- �/W ���0s S "^U "ZY u�� � ����� �������
γ− c.∇ηh

��� ��8 ����������������b� ����� ���
Ω
"@*'=`( �� !�������� $= T " X�"GZ���8 �GXRU �U"

� ���� �����L ��� � �
ρ ∈ [H1

0 (Ω)]2
�$��� ���������

� ��� ρ = γ − c.∇ηh,
W ��� � � �#�����!���5� ��� �

|ρ|1,Ω . ‖γ‖0,Ω ≤ ‖τ − τ ∗h‖0,Ω,W ��� � ����� ��2 � ��� ��L 	� ������!����� ��8
e
"0; �����#
������� �������� ������8 ����� � �������������������� !�����\[ � � ����� ��8 � ���

?�� ������� 	� !�T2������ s ��� 	# ��5� ��������� ���� !����2������`u�2^= ����� 	����� (
[Xh]

2∩ [H1
0 (Ω)]2, Qh∩L2

0(Ω)
) ��� �!� ��2����

s ������������� T T " X " X ��8 �GXRU � u ���I��� � � ����W���!� ��8 6��� � ���gC � ���:�+� � s � ���`� � T T " S " S ��8 � _�� u�"������� !� ��L ���!� �
ρh ∈ [Xh]

2 ∩ [H1
0 (Ω)]2

���#� ��� �����

( � ��� (ρ− ρh), µh) = 0 ∀ µh ∈ Qh

���!� |ρh|1,Ω . |ρ|1,Ω
" � ���

ωh = ρh + ηhc.

a ���#���
ωh

2 ���������� � �
[Xh]

2 ���!�
� ������� h�����"�� W ������ � � ��� 	� !��	 �� !����������8
ρ
�

|ωh|1,Ω . |ρh|1,Ω + |c|
. ‖γ‖0,Ω
. ‖τ − τ ∗h‖0,Ω.

s S "^U "PZqu

XTX



��������� � � � � � � � � � � � � 
	� � � � ��� 


67�� � ���� �8 �� ���^=
µh ∈ Qh

"#����� �����

( � ��� ωh, µh) = ( � ��� ρh + c.∇ηh, µh)
= (γ, µh).

s S "^U "^U u

* �����V�����
ωh = ρh + ηhc = 0 + c = c

���
ΓN .3 �bh��������M= �!���

Πh(τ, q) = (τh, qh)
"&W ���� ��

τh = τ ∗h +
� 	 � �

ωh,

( ��� �� !�V=
Πh(τ, q)

2 �������#�� � �
Σ0,h

���I������� ���$h����




� ��� (τh − qhδ) = � ��� (τ ∗h − qhδ),��

(τh) =

��

(τ ∗h) + � ��� ωh,

τhn = τ ∗hn
���

ΓN .
- � W �������� ����� � ��������	� ���	� ������ �����@W � ����

b(τ
∼
− Πhτ∼

, v
∼h

) = ( � ��� (τ − τ ∗h − (q − qh)δ), vh) + (
��


(τ − τ ∗h)− � ��� ωh, θh).
*
�#� �� ������DC �H8 �� ��0�#�������!� �����b����h��#��� ����� ��8

τ ∗h
s S "^U " X u'=������V�

( � ��� (τ − τ ∗h − (q − qh)δ), vh) =
∑

K∈Th

∫

K

� ��� (τ − τ ∗h − (q − qh)δ).vh dx

=
∑

K∈Th

∫

∂K

(τ − τ ∗h − (q − qh)δ)n.vh ds = 0.

� � � ��� �������� �����!�D"72^=vs S " U "^U uQ" W ����� ���

(
��


(τ − τ ∗h)− � ��� ωh, θh) = (γ − � ��� ωh, θh) = 0.

V ���� � ���� �������!� �V����� ����� ����� ���T� 	���� � � � �#��	# �����8 ��8 �����S�  ���	 ����� � ����� "

6 �D� ��'4'�#&�/G 5������]d ��� ��� � � � ����� 
�� � �
�
����� � � � ��
 � � ����� � � �

�
� � � � � � � �%��� 
 � � � ��� � � ���	�

‖τ
∼
− Πhτ∼

‖
0,Ω

. ‖(τ − qδ)− (τ ∗h − qhδ)‖0,Ω + ‖q − qh‖0,Ω.
s S "^U "ZX u

g � � �D��0*'= � ��� �������!�� ���� � ����� ��8 ����� ��	 �� ������ 
Πh

s ����� � �#��	� �����8 ��8 �������  ���	 ���!��� ����� S "^U " S u
���I� s S "^U "GZ u�" W � ��� ���

‖τ
∼
− Πhτ∼

‖
0,Ω
≤ ‖τ − τh‖0,Ω + ‖q − qh‖0,Ω
. ‖τ − τ ∗h‖0,Ω + |ωh|1,Ω + ‖q − qh‖0,Ω
. ‖τ − τ ∗h‖0,Ω + ‖q − qh‖0,Ω.V���� ���������V���������48 �������/W �
8  ��T� � �����  !�����#T������ ���#�:�%���������>=�"

3 � ���/W �����:� � �+����h��#���!�T� ����� ������W ������ � ���)? ��2 ������� ��	����������

X3Y



��� ��� ��� �����	� 	 � ��
 �� � � � ����� � � ��
	� �
�
� ����� � � ��� ����� � ����� ��� � � �	� 	 � � � � � �

��� � � � � ��� 


<=��� -(�M� ����- 5�� ��� ��� � �	�
K

�	� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � ����� � � � � � � � � A � � � � � � � ���
K
��� �	�

k = 1
� �

2
� � � β ∈ [0, k − 1

2
[

 � � � � � � � �	� ��� �

Hm,k;β
A (K) =

{
ψ ∈ Hm(K); |x− A|βDαψ ∈ L2(K), ∀α ∈ � � 2 
 	

�
����� � �

1 ≤ |α| ≤ k
}
,

� � 	 � ����� � � � ��������� � � � � �
||ψ||m,k;β,K =

(
||ψ||2m,K +

∑

1≤|α|≤k
|||x− A|βDαψ||20,K

)1/2
.

� � ��� � 
 
 � �
�
� 
 � � � � 
 � � ��� � � ����� 
 ��� � � � � � � �

|ψ|m,1;β,K =
( ∑

|α|=k
|||x− A|βDαψ||20,K

)1/2
.

V������ � � ��� �����S� �:�+� � S "ZY#"^Uf"�� �#� �� ����� ��8 ���
������� ��� � ��8
Hm,k;β
A (K)

W � � �
β ∈ [0, k − 1

2
[

��� W ����������h����:� ���I� ��� ���
L1(∂K)

"kV��%������������ � ���������� Oeh����V�
v ∈ [Hm,k;β

A (K)]2
" �����c*  !� [ [��MO

a �T�������� O � �� !����� ��� ���� �	 ������� �
ρKv ∈ BDM1(K) = [

T �
1(K)]2

s ����� �Z_ �e" 	 " S XRU u ��� W ����������h������
2%= �����  ������������������

∫

∂K

ρKv.np1 ds =

∫

∂K

v.np1 ds, ∀p1 ∈ R1(∂K).

��!J JN# 5������ � � � �	�
(Th)h>0

�	� � � � �
	 � � � � � � � � � ����� � � � � �
	 � � � � ��� 
����
Ω
� � � �

k = 1
� �

2
� � � � � � � � � β ∈ [0, k − 1

2
[

 � � ��� � � 


||v − ρKv||0,K . hk−βK |v|0,k;β,K, ∀v ∈ [H0,k;β
A (K)]2.

a �� ������ �������������#��������� ��8 �������c� ���`� � �� !� � �������QL�� ����T2���� ��� ���� !	 ������� ����� �� � !�� ��� � �V� �������
2 � � W ����� ��������� �� h����V�

v ∈ [H0,m+1
φ (Ω)]2

���!� ����� *  !� [.[��MO>a �T�������� O � �� !����� ��� � �� !	 ���������
ρhv

"
���!���� ��	#	� ���	# ���� � �  ���h����:� ��� �  �������� ��8 � ��V��� s �5� 	 �������� �������!�� ����� ��� ���
�����E�#����� ������ ���8 � ���
�  ����������� ��8 � �#� �  �������T�#���������������������� $�����# ��� � ��� ����T� ���� �������� ����������������� ��8 ����� �  !����������Du ���
�� ����� �� �  ���� ��	#���� �� ��	 � �5� ��� �� ����� ���8 ����� ���� ������������8 � ��� ��� ���� �	 ������� ��� s �!����V������� !�:� Z�" S Y
���!�
��� �B( �� ��������� = ��� �GX�Z � u �
" 7 �!�D� �!J 5���������� � �	�

(Th)h>0

�	� � � � �
	 � � � � � � � � � ��� � � � � � �
	 � � � � ��� 
����
Ω
� � � m = 0

� �
1
�

� � 
 	 ����� 
 � ��� � �
(Th)h>0


�� � � 
�� � 
 ����� � � � � � � � � � � � � � ��� � ��� �	��� � 	 � � 
 �
R1 �

� ��� � 
 � � � � � � � � �����
Th

� � � � � � � � �
Sj

��
 � � � � � � � 
 �����	�

hK . h(m+1)/(m+1−αj ),
s S "^U "^` u

� ��� � �
αj

� ��
 �	� �	� � ��� � � ��� 	 
	� �	� � � � ����� � � � � � � � ����� ��� 


R2 �
� ��� � 
 � � � � � � � � �����

Th
� � � � � � � � � � �

Sj(j = 1, · · · , ne)
��
 � � � � ��� � 
 �����	�

hK . h(inf
K
φ)1/(m+1),

s S "^U "Z_ u
�
φ
� ��
 �	� �	� � ��� � � � � � ��� � � � � � � � ����� ��� � �

X�Z



��������� � � � � � � � � � � � � 
	� � � � ��� 


� ���	� � � � � � � � � � �
�
��� � � � � � v ∈ [H0,m+1

φ (Ω)]2

 � � ��� � � 


‖v − ρhv‖0,Ω . hm+1|v|0,m+1;φ,Ω,
s S "^U "Zb u

� ��� � �
ρhv � �	� ��� � 
 ����� BDM1

� ��� � � ��� � � ��� ���
v

 � � � � 
 � � � � � �

K ∈ Th, (ρhv)|K = ρKv
�

? �V� ������ !�V=08 �� �� ���� $=
q ∈ H0,m+1

φ (Ω)
"���� �����5�#�

‖q − P 1
hq‖0,Ω . hm+1|q|0,m+1;φ,Ω,

s S "^U " S Y u
W ���� �� W �  !��� ����� �������

P 1
h

��������������� ���
L2 O �� !� �#���������� 	� !�\R!��� � ���������

Qh

"

6 �D� ��'4'�#&�/GA5�� ��������� � � � � ����� 
�� � ��� �%��������� 
 � 
 ��
 � � � ��� � � ��� ��������� � � � � � � m = 0
� �

1



� � � � � � � � � � � τ
∼
∈ [H0,m+1

φ (Ω)]2×2 ×H0,m+1
φ (Ω)

‖τ
∼
− Πhτ∼

‖
0,Ω

. hm+1(|τ |0,m+1;φ,Ω + |q|0,m+1;φ,Ω).
s S "^U " S3S u

g � � �D��H*'=N( �� ��������� = S "^U " Xf" W � ��� ���

‖τ
∼
− Πhτ∼

‖
0,Ω

. ‖(τ − qδ)− (τ ∗h − qhδ)‖0,Ω + ‖q − qh‖0,Ω,
W ���� ��

(τ ∗h , qh)
� ������� h���� s S " U�" X u "@- ��� ����� � ����� � �#�K����h��#��� ����� ��8

τ ∗h
��� s S "^U " X u'� � ���#� � ��� ��� ��� �

����������8
τ ∗h − qhδ

��� �����
BDM1

O ��� ���� !	 ������� � ��8 � �#������ ! ����!	 ���!�����# �����#� ��8 ����� � �������� 
τ − qδ "V��%����" 2^= ������� ������ ���� S "^U " U

‖(τ − qδ)− (τ ∗h − qhδ)‖0,Ω . hm+1|τ − qδ|0,m+1;φ,Ω

. hm+1
(
|τ |0,m+1;φ,Ω + |q|0,m+1;φ,Ω

)
.

V���� ���!� �V� � � � s S " U " S Y u ���!� s S "^U "ZX u ������� � ��� ��� ���������V��������� "

le�!JN# ���N5�� ����� � � � �
	 � � � � � � � � � � 
 ����� � 
%��� 
�
�� � � 
 � � � � � ����� � ��� � ��� �	���
�
��� � � � � ��� 
 � R1−R2

�
� � � � ��
 � � � � 	 � � � 
 
 � � � � � � � 
	� � �

�
� � � � �+�

3 � �� !� ���/W ��� �
	 ���!��������� � �
��� � ��2������!� ��	#���5� ��� �� � ��� ��� � �V� ��������" T � � �#�`8 �������/W ����I" W �
���!� �V� � � ��� ��� �� ! ��� '2 � � W �����

σ
∼

= (σ, p)
"
u
∼

= (u, ω)
� �#� ��L#��� � �!���5�#������� ��8 �����W� �ML ��� 	� !�T2������

s S " X�" ` u �� �:�%������������� � �M= s S " X " S Y u ���!�
σ
∼h

= (σh, ph)
"
u
∼h

= (uh, ωh)
� �#� �����V�#� ����� ��8�� �����#������ �� � �

	� !�T2����:� s S "PZ�"^Y u �� ��:�%��� ��������� ���V= s S "PZ�"GZ u "
" 7 �q�D� �)J 5�� ������� � �	�

(Th)h>0

�	� � � � �
	 � � � � � � � � � ��� � � � � � �
	 � � � � ��� 
 ���
Ω

� � � m = 0
� �

1
� � ��
 	 ����� 
 � ��� � �

(Th)h>0


�� � � 
�� � 
 � �
�
��� � � � � ��� 
 � � � � � � � � � � 
 	 ����� 
 � ��� � �

f ∈ [Hm(Ω)]2
� � � ��� � � �����

�
� � � �

�
��� � � 
	� �

�
� � 	 � � � ��� 
�� ����� ��� � ����� ��� � � � � ��� � � � ��� ��� �����

� � � � �
�
� � � � � �

Re α = m + 1
� � � � �

�
�
j = 1, 2, · · · , ne

� � ���	� ����� � � � � � � � � � � � � � � � 
	� � � � ���
��� � � 
 � � � � � � � � λ ∈ [λ0,+∞[

‖σ
∼
− σ

∼h
‖

0,Ω
.
(
1 +

1

λ

)
hm+1

[
|u|1,m+1;φ,Ω + |p|0,m+1;φ,Ω

]
.

s S "^U " S X u

‖u− uh‖0,Ω + ‖ω − ωh‖0,Ω .
(
1 +

1

λ

)2
h
[
|u|1,m+1;φ,Ω + |p|0,m+1;φ,Ω

]
.

s S "^U " S Y u

XRU
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g � � �D�� T 81W �����I2#�  ������ s S " X " S Y u'8  !�T� s S "PZ�"GZ u�" W � ���� � �#��� =��!� ��� W ����� ����� �� ! ��� !�





a
(
σ
∼
− σ

∼h
, τ
∼h

) + b(τ
∼h
, u
∼
− u

∼h

)
= 0, ∀ τ

∼h
∈ Σ0,h,

b
(
σ
∼
− σ

∼h
, v
∼h

)
= 0, ∀ v

∼h
∈ Vh ×Wh.

s S "^U " S Zqu

� � �B��� �����
Πhσ∼

= Πh(σ, p) = (σ∗
h, p

∗
h)
"PV � � ���#

τ
∼h

= Πhσ∼
− σ

∼h

��� s S "^U " S Zqu�" W � ����

a
(
σ
∼
− σ

∼h
,Πσ

∼
− σ

∼h

)
+
( � ��� (σ∗

h − σh − (p∗h − ph)δ), u− uh
)

+
( ��


(σ∗
h − σh), ω − ωh

)
= 0.

� � �
(P 0

hu, P
1
hω)

�#��������� � ���
L2 O �� !�������������� 	# ��\R!����� ����� ��8

(u, ω)
��� ��������	������

Vh ×Wh

" W �
��� ���

a
(
σ
∼
− σ

∼h
,Πσ

∼
− σ

∼h

)
+
( � ��� (σ∗

h − σh − (p∗h − ph)δ), u− P 0
hu
)

+
( � ��� (σ∗

h − σh − (p∗h − ph)δ), P 0
hu− uh

)
+
( ��


(σ∗
h − σh), ω − P 1

hω
)

+
( ��


(σ∗
h − σh), P 1

hω − ωh
)

= 0.

s S "^U " S U u

? ������� � ��� (σ∗
h − σh − (p∗h − ph)δ)

����� ������� � ��� � ������� �� Sh����5� ��� � ��� � �  !�����#����
K ∈ Th

���!�
u− P 0

hu
������8�� � ��� �����V���

0
���
� ��� � �  !�����#����

K ∈ Th
" W �E�#�:�!�������������

( � ��� (σ∗
h − σh − (p∗h − ph)δ), u− P 0

hu
)

= 0.

6  !�T� s S "^U " S u ���!� � ��� ���������I� �:�%��� � �����
��8Ss S " U�" S Z u�" W � ��� ���
( � ��� (σ∗

h − σh − (p∗h − ph)δ), P 0
hu− uh

)
+
( ��


(σ∗
h − σh), P 1

hω − ωh
)

= 0

V ������ �#�� W ��� �ts S " U�" S U uW ���� �

a
(
σ
∼
− σ

∼h
,Πσ

∼
− σ

∼h

)
+
( ��


(σ∗
h − σh), ω − P 1

hω
)

= 0,

W ����� � =������V���
a
(
σ
∼
− σ

∼h
,Πσ

∼
− σ

∼h

)
=
( ��


(σh − σ∗
h), ω − P 1

hω
)
.

s S "^U " S X u
; ������ s S "^U " S X u ���I�
�������  �������T�#���� ��������������� �>=LW � ����

a
(
Πhσ∼
− σ

∼h
,Πhσ∼

− σ
∼h

)
= a
(
Πhσ∼
− σ

∼
,Πhσ∼

− σ
∼h

)
+ a
(
σ
∼
− σ

∼h
,Πhσ∼

− σ
∼h

)

=
1

2µ

(
σ∗
h − σ, σ∗

h − σh
)

+
1

λ

(
p∗h − p, p∗h − ph

)

+
( ��


(σh − σ∗
h), ω − P 1

hω
)
.

s S "^U " S ` u

6  !�T� s S "^U " S u ���I� � �����!�������!� �:�%����������� ��8 s S "^U " S Zqu�"!W �� !�:� �� � � ��� �
Πhσ∼
− σ

∼
2 ���������� � �

Kh���!�N2%=N� ���`� � S "PZ�" X�" W � �� �

‖Πhσ∼
− σ

∼h
‖2

0,Ω
. a
(
Πhσ∼
− σ

∼h
,Πhσ∼

− σ
∼h

)
.

s S "^U " S _ u
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��������� � � � � � � � � � � � � 
	� � � � ��� 


T �  ��:� ������� ��� ��� � �V� �����
����� �� ������ �� $� � ��8�� �#�  ����� �$O �����!� ���5�#� ��8 s S " U�" S ` u " * = ( ���#� �%=^O
? � �FW �� [�C � �������%������� �>=T"!W ����� ���

|(σ∗
h − σ, σ∗

h − σh)| ≤ ‖σ∗
h − σ‖0,Ω‖σ∗

h − σh‖0,Ω ≤ ‖Πhσ∼
− σ

∼h
‖

0,Ω
‖Πhσ∼

− σ
∼
‖

0,Ω
,

|(p∗h − p, p∗h − ph)| ≤ ‖p∗h − p‖0,Ω‖p∗h − ph‖0,Ω ≤ ‖Πhσ∼
− σ

∼h
‖

0,Ω
‖Πhσ∼

− σ
∼
‖

0,Ω
,

|
( ��


(σh − σ∗
h), ω − P 1

hω
)
| ≤ ‖σh − σ∗

h‖0,Ω‖ω − P 1
hω‖0,Ω ≤ ‖Πhσ∼

− σ
∼h
‖

0,Ω
‖ω − P 1

hω‖0,Ω.
; �����# ����� ��� � �� �	 ����� � ����� �� ! ��� ���!� �V� � � ��� s S "^U " S Y u ���!�ts S " U " SRS uQ" W � �� �

|(σ∗
h − σ, σ∗

h − σh)| . hm+1‖Πhσ∼
− σ

∼h
‖

0,Ω

(
|u|1,m+1;φ,Ω + |p|0,m+1;φ,Ω

)
,

|(p∗h − p, p∗h − ph)| . hm+1‖Πhσ∼
− σ

∼h
‖

0,Ω

(
|u|1,m+1;φ,Ω + |p|0,m+1;φ,Ω

)
,

|
( ��


(σh − σ∗
h), ω − P 1

hω
)
| . hm+1‖Πhσ∼

− σ
∼h
‖

0,Ω
|u|1,m+1;φ,Ω.

V ���� � ���� W � � �ts S " U " S ` u ���!�N���������� ��� ��� � �V� ����� s S "^U " S _ u ��� ��� ���

‖Πhσ∼
− σ

∼h
‖

0,Ω
. (1 +

1

λ
)hm+1

(
|u|1,m+1;φ,Ω + |p|0,m+1;φ,Ω

)
.

; �����# ������� �� ����� � ��� ��� � �� !	 ������������� �� ! ��� ����!� �V� � � ��� s S "^U " SRS u ���!� � ��� �� ����������� �����:�%���������>=�"
W � ��2#� ����� s S "^U " S X u " V � 	� �� ��� s S "^U " S Y uQ"&W � ��������������� � �#� �����M8 �� �� ���I8 O ����	������I�����������ts S "GZ�"^` u "
6 �� �� ���T2��!�� !��� �������

b
(
τ
∼h
,
(
P 0
hu, P

1
hω
)
− u

∼h

)
= −a

(
σ
∼
− σ

∼h
, τ
∼h

)

+
( ��


(τh), P
1
hω − ω

)
, ∀τ

∼h
∈ Σ0,h

V��%���B2^= � ���b���#�V8 �� $� ���f8 O ���#	
�����!��� � �����vs S "PZ�"^` u�")W � ��� ���

‖P 0
hu− uh‖0,Ω + ‖P 1

hω − ωh‖0,Ω . sup
τ
∼h

=(τh,qh)∈ Σ0,h

b(τ
∼h
, (P 0

hu, P
1
hω)− u

∼h
)

‖τ
∼h
‖

0,Ω

.
s S "^U " S b u

T �H8 �������/W �
8  !�T� � �#�bh� ��!� ��������� ����� ��8 ����� �$=��!���:� W � � �
�� � !�� �� s S "^U " S Zqu � ��� � �

( � ��� (τh − qhδ), u− uh
)

+
( ��


(τh), ω − ωh
)

=
1

2µ

(
σh − σ, τh

)
+

1

λ

(
ph − p, qh

)
.

T � �  !�f�I��������
P 0
hu

���!�
P 1
hω

��� ��� � �� �� �:������� �J�%����� ����������� ����� ��� ����8 ��� �:�02 �� ��8�� �#��� �����!� �:�%���������>=
W � ����

( � ��� (τh − qhδ), u− P 0
hu
)

+
( � ��� (τh − qhδ), P 0

hu− uh
)

+
( ��


(τh), P
1
hω − ωh

)

=
1

2µ

(
σh − σ, τh

)
+

1

λ

(
ph − p, qh

)
+
( ��


(τh), P
1
hω − ω

)
.

s S "^U " X�Y u

XR`
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. ��� �� � � ������� ���Kh� !�!� � �� �� ��� � ��� ����8 �H� �:�02 �� ���8 �:�%���������>= s S "^U " X S u ����Y#" ���� !��� ���� 

b(τ
∼h
, (P 0

hu, P
1
hω)− u

∼h
) = b(τ

∼h
, (P 0

hu− uh, P 1
hω − ωh))

=
( � ��� (τh − qhδ), P 0

hu− uh
)

+
( ��


(τh), P
1
hω − ωh

)

2%= s S "^U " S b u
=

1

2µ

(
σh − σ, τh

)
+

1

λ

(
ph − p, qh

)
+
( ��


(τh), P
1
hω − ω

)
.

3 � ��� ��� � �%���B2^=N( ����� �^=^O ?�� �qW �� [�C ����������������� �>=

|b(τ
∼h
, (P 0

hu, P
1
hω)− u

∼h
)| ≤ 1

2µ
‖σh − σ‖0,Ω‖τh‖0,Ω +

1

λ
‖ph − p‖0,Ω‖qh‖0,Ω

+
√

2‖P 1
hω − ω‖0,Ω‖τh‖0,Ω

.
(
1 +

1

λ

)(
‖σh − σ‖0,Ω + ‖ph − p‖0,Ω + ‖P 1

hω − ω‖0,Ω
)
‖τh‖0,Ω.

a ���#���S2%= ����� ��� � �5� ������� s S " U " S X u W ������

|b(τ
∼h
, (P 0

hu, P
1
hω)− u

∼h
)| .

(
1 +

1

λ

)2
hm+1

[
|u|1,m+1;φ,Ω + |p|0,m+1;φ,Ω

]
‖τh‖0,Ω

V������ ��� � �V� ���������T� 2�������� W ��� �ts S " U�" S b u �����/W �������

‖P 0
hu− uh‖0,Ω + ‖P 1

hω − ωh‖0,Ω .
(
1 +

1

λ

)2
hm+1

[
|u|1,m+1;φ,Ω + |p|0,m+1;φ,Ω

]
.

s S "^U " X S u
���� ���� ���� B2^= �!� ���!���� $���!� �������� �� �T�!� ��� ��� s ����� � YRX��U"�	 " XR` u � �������V���

‖u− P 0
hu‖0,Ω . h|u|1,Ω.

s S "^U " XTX u
6 ���������V=�"�s S "^U " S Y u'8 �������/W �
8  ��T�
s S "^U " S Y uQ"Hs S "^U " X S u ���I� s S "^U " X�X u "
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��	 � �5� ��� ���!�,�#���V8 �� $� �� ! ��� ���!���5� ��� ��� ��� � ���4� ���+� ������
 ������� �

λ
�� �� ��2#� �������:� 8 �� ������ ��M=

�������T� 	# ����!���V2����4� ��� �� ���������" � " ��" 8 �� 
λ
���� = ���� ����" V���� � ����� ����� !�:������� � ��� ����� � ���/W ���:����

��8�������T������ K2 ����� ������ ��8 � ��� �����5�#������� W ����� � �������/W ��� �N����� ��	�	� !��	� ������ �� !��h��#�:� ��� �  $����������8
� ��V��� ��� �� ����� ���  !��� ��	#�A�� !� ��	#� �V� ��� �� ����� ��8 ����� ���� !�������� ��8 � ������� � �� �	 ����� � ����"�*'=  !�����\L ����
� ��� �$=��+� � �  = ��8 � �#�K�����!�� �� � � �!� ����� �������!�� 

σh
��� � ���K�I�����D� �ML �:�dh���������������� ��� ��� � � �����eW �

�T2#� �����
���!� ��2������%�!� �� !��� ��� ��� ����� ��"

¡�¢�� � § � ����	��� "�� $ � ����	�� ������

6 �� �����
�5� 	������ ��� � ��� ����� ��8 � ���N� � L �:� �������!� ����� �>= 	� ���2������ S " X " `�"�� �!� ���������:�	� a =f2# ��5�
8 �� ��0�#�����������
� �Z_I" S U�" YRY�� �����T�#�5�42 �c������� " T � � ����� �^=�2� ��V�d8 �� ��N"������ ����� � ���%��� �>= ��8 ����� ���� �� ���
�  �����

(σh − phδ).n
���� ����!� ��� � �� !�����:� ��� � �:������ ��8 � ��� �  !�����#T����� � ����� ���� !�����\L �:� 2%= �������� �
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����� � � 	 � � � �
�
� ��� � ��� � � � �	��� 


� ��� �������E�0��� � ��	#������ 
λh
" V������ ��� ������S�0��������	������� 

λh
��� ��� ��	#	� �� L �5� ��� ����� ��8 � ��� �� ����� ��8

�����4�����!	��������:� ��� �0h����5� ��� ����� �:�#�������8 ����� �  !�������������������� " V������ ����� ���#�5�%��� ������2���������� � �
�����5� ������� � ����� ��	�	# �� L �5� ��� ������� ��8

σ
"
u
" ���!�

ω
��� � ��� ������� ��� � ��� ����� ���!� ��� ����� ��� � ������� �� 

� = � � ��� � ����� ��� ����� ����� �����V= �����d� ��� �������`�0��� � ��	#������ 
λh

���!�
ph

��� ����� ���������8�8  !�������T�
" T �
�������/W ��������������� ���� �� � � �����
���T� ������#���T����2 �T���!���� $= �����!�#��� �����������

ΓN
� Y^X � "

V���� ���I� �� ��������  �������� � � �� �� 	� !���!��� � ��� ��� �+�gO ������	 ��� ����� ����� " � � �����
f : Ω 7−→ T . 2 ���!�

�
���� 8 �����+8 �� ���� ��������� �>=
g : ΓN 7−→

T . 2 " � ���`�����!	��������:� ��� �S8 �����V� u = (u1, u2)
� �������$h���� �����

8 �������/W ���# �:�%��� � ������� �




− � ��� σs(u) = f
���

Ω,
u = 0

���
ΓD,

σs(u).n = g
���

ΓN ,

s S "^` " S u

�	��� �� � + *-� � � ���	� �'&-( � � � ���
3 � h� !�!����� �� ����!����� � ��� �������� ����� ��	������

Σ̃h

s�W �����  �����	 ��� ��� �
Σh,0

uE2^= �$��	�	� !���!�����# �����  !��O
�%���� ��:� ��� ��8 �� ����� ������� ��� � � � � ��� ��������� � ���%���T��� ���� �� ��� ���T� 	 ���#��� � ��� � ������� � �� $8 ������� ��8 �����
�� �������T������� ����� Th

�

Σ̃h = Sh ×Qh := {(τh, qh) ∈ [L2(Ω)]2×2 × L2(Ω); ∀T ∈ Th : qh|T ∈
T �

1(T )
���I�

(τh − qhδ)|T ∈ [
T �

1(K)]2×2 ⊕ [R
� 	�� �

bT ]2},
���I� ����� ��	���������8J� ��� ����������4�0�#��� ��	������� ��

Λh := {µh ∈ [L2(Eh )]2; µh|e ∈ [
T �

1(e)]
2 ∀e ∈ Eh

���!�
µh|e = 0, ∀e ∈ ΓD}.

3 � ��� �  ����!����� � ���[8 �������/W ���# a =�2� !�5� 8 �� ��0�#������������� 6 ���!�
(σ̃h, p̃h, λh) ∈ Σ̃h × Λh

���!�
(ũh, ω̃h) ∈ Vh ×Wh

�$��� ���������





1

2µ
(σ̃h, τh) +

1

λ
(p̃h, qh) +

∑

K∈Th

∫

K

� ��� (τh − qhδ).ũh dx + (
��


(τh), ω̃h)

−
∑

K∈Th

∫

∂K

λh(τh − qhδ).nK ds = 0, ∀ (τh, qh) ∈ Σ̃h

∑

K∈Th

∫

K

� ��� (σ̃h − p̃hδ).vh dx + (
��


(σ̃h), θh) + (f, vh) = 0, ∀ (vh, θh) ∈ Vh ×Wh

∑

K∈Th

∫

∂K

µh(σ̃h − p̃hδ).nK ds =

∫

∂K∩ΓN

µh.g ds ∀ µh ∈ Λh.

s S "^` " X u
T � ��� ���������V= 	# �� ����� � ��� �

σ̃h = σh
"
p̃h = ph

"
ũh = uh

���!�
σ̃h = ωh

���� ��
((σh, ph), (uh, ωh))

���
����� �����5�#������� ��8 ����� �����fO �^=�2� ��V���\[��:�[� �ML �:�)8 �� ��0������� ����� "�V � � ���� � ��� ���#����� � ���� ��8 � ��� 8 �����

X3b
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� �����
Σ̃h

��� � 	# ����!����� �!	�������"+W � ����� � �%���K�������T��	���� � ����h� !�!� ��������� ����� ��8 � ����� = � � ��� S "^` " X
���!�=W �������




1

2µ

∫

K

σK : τK dx+ |K| � ��� (τK).uK −
∫

∂K

λ∂KτK .nK ds+

∫

K

��

(τK)ωK dx = 0

∀τK ∈ [
T �

1(T )]2×2 ⊕ [R
� 	�� �

bT ]2

1

λ

∫

K

pKqK dx− |K|∇qK.uK −
∫

∂K

(λ∂K.nK)qK ds = 0, ∀qK ∈
T �

1(K)

∫
K

��

(σK)θK dx = 0, ∀θK ∈

T �
1(K)

|K| � ��� (σK).vK − |K|∇pK.vK =
∫
K
f.vK dx, ∀vK ∈

T �
0(K)2

∫

a

((σKa
1
− pKa

1
δ).nKa

1
+ (σKa

2
− pKa

2
δ).nKa

2
).µa ds =

∫

a

µa.g ds.

∀µa ∈ [
T �

1(a)]
2 �V8

a ∈ Eh /ΓD (µa = 0
�M8
a ∈ ΓD).

V����12����!���`8 �#������������� �5� 	������ ��� � �:� ���� �� �� �� �QL 	������������V=,�#������ ��V2 ��� ��� 9 �����QL " � � � ��� �
������� ��� � W � �����#���5�#�� �� ��� ���� � !����	 ���!�#���� ������� �� ����!�N2������������� '8 �� �� �

• AK(σK , τK) :=
1

2µ

∫

K

σK : τK dx,

• BK(pK, vK) := |K|∇pK.vK ,

• CK(σK , vK) := |K| � ��� (σK).vK,

• HK(σK , θK) :=

∫

K

��

(σK) θK dx,

• PK(pK, qK) :=
1

λ

∫

K

pKqK dx.

• FK(vK) :=

∫

K

fK .vK dx.

V���� ���� � �����	 ���!������ ���������� ���!� 2������������� �8 �� �� ����� �#� ������������������� ��8 ��� � �� !����� �:�#���� ���!� ��������
����� � �������������

ΓN
�� !����8 �����K8 �� �� �

• Ea
K(σK , µa) :=

∫

a

(σK.nK)µa ds,

• Ga
K(pK, µa) :=

∫

a

pKnK.µa ds,

YTY
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• T e(µe) :=

∫

e

g.µe ds.

3 � � � � ������� ����� ��� �����eW � �����
���%����W  �������� ��� �$=�� � �:� S " ` " X ����� �����V= ��� � �#�b8 �� �� �




AKσK + (CK)TuK − (EK,a)Tλa − (EK,b)Tλb − (EK,c)Tλc + (HK)TωK = 0,

PKpK − (BK)TuK + (GK,a)Tλa + (GK,b)Tλb + (GK,c)Tλc = 0,

HKσK = 0,

EK1,eσK1 + EK2,eσK2 −GK1,epK1 −GK2,epK2 = T e,

CKσK − BKpK = −FK,

s S "^` "ZY u

W ���� ��
AK, BK , CK, EK,e, GK,e HK " ���!� PK �#��������� � �#�� �� ���� ! ����!	 ���!�����# ����� ��� � � � � �������

� ���  !������� ���� ! �����	 ���!������������ �#� 	� !�������T�#���V= �#��h������,2������������� c8 �� $� ��"
σK, pK, uK, ωK

���!�
λe

�#��������� ���������� �����8 �#��� !��������8@8  ��������T� ���� ! �����	 ���!������ � �
σK, pK , uK, ωK

���!�
λe
"mV����

�QL#	#����������8 �� $� � ��8#� �#����� ����� �����!� � � �#������� ���  !������� �� �� ���#� W � ���S9 ���#��LS9 "�?�������������������
σ, p, u, ω���I�

λ
� �#� ����� � �� !� ��8 � ���B����� ������ ��8 8  ����:���T� ��8 � �#�/��� ���#� W �#�

σ, p, u, ω
���!�

λ
"������ ����T2����

������:2# ����� �$=�� � �:� ������� ���� ���12^=ts S " `�"^Y u 2 �����T� ��� ��� �����K8 ������� W ���� 8 �� $� �




Aσ + CTu− ETλ+HTω = 0,

Pp− BTu+GTλ = 0,

Hσ = 0,

Eσ −Gp = T,

Cσ − Bp = −F.

s S "^` "PZqu

T � �������$=��!���:� s S "^` "GZ u�" W ���!� �� !�K2^= �����V� ������� ����
σ
���!�

u
���!� ��8 ���� W �������5� ���������

ω
"kV��#�����

�����5� ������� ������� �� ��K� ������������� ��� ��2^= ������� ��� ��" 9/8 � �� � ������	� ��������!�� !��"&W �����!� � ��� ���K8 �������/W ���#
� = � � ��� �





Λλ + BTp = F1,

Bλ−Cp = F2,

s S "^` "^U u

W ���� ���� �#�S� ���� ��ML ��	�	 � �� ����# ��� � ����������� � ������:2� ������ � =��!� ��� �� �����8 � �#�b8 �� �� �

• Λ := Λ−MW−1MT ,

• B := P2 −MW−1P1,

• C := P3 − P T
1 W

−1P1,

Y S
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• F1 := I4 −MW−1I3,

• F2 := I5 − P T
1 W

−1I3,

W �������

Λ = EA−1ET − EA−1HT (HA−1HT )−1HA−1ET ,

M = EA−1CT (CA−1CT )−1CA−1HT − EA−1HT ,

W = HA−1CT (CA−1CT )−1CA−1HT −HA−1HT ,

P1 = HA−1CT (CA−1CT )−1B,

P2 = EA−1CT (CA−1CT )−1B −G,
P3 = BT (CA−1CT )−1B + P,

I4 = T − EA−1CT (CA−1CT )−1F,

I3 = HA−1CT (CA−1CT )−1F,

I5 = BT (CA−1CT )−1F.

- ����� � �����������K� ���  !�ML
W

���H2������W�#������������ ���!� � ����� � ��� �N2������ ����	 �������������c����h���������"PV��%���
W��� ��� ���� !���52���� s �����`9 �����QLpu "EV���� �$=�� � �:� ��8�������:2� ������ �:�%������������� s S " `�" U u ����� �����  !������������� 2^=

� ���b���!� ��8 � �#�b8 �������/W ���� ��L��������!�����
��8 � ���b9W�#T� ��� � �:�1� ��� ����������� ������� �� � �!� s �!��� �PZ S � u �




Λλm + BTpm = F1,

Bλm − (C + εD)pm = F2 − εDpm−1.

V���� ����� ���� !�������� ��8 �������
��� �#�:� � ���
O(εm),

8 �� 
m = 1, 2, · · · . V��%���
� ��� 	��� ��� � � �� 

ε
�#� ��� ����� ��� ��� � � 2 � � ��������� ��� � � ��� � ��� ����� ��� ������� ����� �����!��� � ���������� ��8 � �#� �$=��!���:�

� ��� 2 � �5� 	� !� ���:� ���!� � 8 �.W � � �� ���� ������� � ���  !�:�!�#��� � �#� �� ! ��� d�I��� � � 	 ���������][ ��������� " V����
�5� 	������ ��� � ��� ����� �������#��� ��� ���H8 �������/W ��

S �B?�� �� !� W ���������%=
p0

���!�4hIL�� � ������ �������
Tol > 0

"

X �
pm−1

2 �����#���������=W ��� �����:������� �
λm

2^=

(Λ + BT (C + εD)−1B)λm = F1 + BT (C + εD)−1(F2 − εDpm−1),

Y �
λm

2 ������ ���/W � ���/W �D">W � ������������� � �
pm

2%=

pm = (C + εD)−1(εDpm−1 + Bλm − F2),

Z ���V8 ||pm − pm−1||/||pm|| < Tol
"�� � ��	 "'_ ������"

pm−1 ← pm
" ���!� W � ���T� �K2���� � � � � � ��	 X "

Y^X
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�	��� � � � &-� � � � � � (������@�
3 � ���/W 	� �������� ������� � �%�!� �� !�������  !�����#��� � ��� � � ���!� 	� !�T2������ ��� � �#���DO ������	 ��� �#�T� �����

Ω =
] − 1, 1[2\[0, 1[×] − 1, 0]

W ����� �[� ��������� ���#� ������T������ �� �>= �� ��������� ��� � ���  !��O ��� �  ���� ������ !���� ���
�!���/W � ��� h�T�� !� S " X "H; ������ 	 ������ ������� ��������������

(r, θ), 0 ≤ θ ≤ ω := 3π
2

"�W ����� � �� !� ����� � �� ����
���������  ��QO ��� �� ��� � ���� !���� s �����bh�T�# �� S " X u�"��������������M= � ������� �!���5� � ����� ���

u(r, θ) = rα
−→
φ α(θ),

s S "^` "ZX u
W ���� ��

−→
φ α(θ)1 = C1(ρ+ τ){cos(α− 2)θ − cos(αθ)}+ C2((ρ+ τ)sin(α− 2)θ + (τ − 3ρ)sin(αθ)),

−→
φ α(θ)2 = C1(−(ρ+ τ) sin(α− 2)θ+ (3ρ− τ) sin(αθ)) +C2(ρ+ τ){cos(α− 2)− cos(αθ)}.
V���� 	��� ��� ������ �� �� !�

C1 = (ρ+ τ) sin(α− 2)ω − (3τ − ρ) sin(αω),

C2 = (ρ+ τ){cos(αω)− cos(α− 2)ω},

ρ =
λ+ µ

µ
(α− 1)− 2, τ =

λ+ µ

µ
(α + 1) + 2,

W ���� ��
α
��� � �#� �$� ���������!� � �  ��������V=�	 ����� � � ���������5�#����������8 � ��� �  ������!�����I����� � ��� ��������� ����� s S "ZY#" S u�8 �� 

ω = 3π
2

"�3 ����� ��� ���5� ��8 ���� � !�T2 �� �������� � ���  ���2!���!�������!� ��8 �T�� K� �ML ��� � ���������D" W ��hIL �����
� ���+� ������
 ������� �

µ = 1000
���!� � � �����B��� � �� ���� �������V����� ��8

λ
��� ���#� W �12 �����/W �

λ αS " _ ]KY S Z Y#" U\ZTZTZF_RYR`3YRXR_^X\ZFbTYFU
S " _ ]KY S X Y#" U\ZTZTZF_RYR`3YF`�Y�Z^XRU3_RY
S " _ ]KY S Y Y#" U\ZTZTZF_RYR`RU3_R_ S Y�Z S _
S " _ ]KYTYR_ Y#" U\ZTZTZF_FU bRYFURU3Y S UTX3X

3 �)������� W � � ���I��� ��8b� ���!������" V���� h� !�!� ���#��s ���#�V8 �� $� u ��� �T2#� ��������� 2^= �#�����5������ �����
��� ���� �������

[0, 1]
���!�

[−1, 0]
��� ���

n
���!2���� � �� ������� ��8 ���������� 1

n

"����I� � ����� � ��� � ���%���� !� ���'�������5�#�:�
��� ��� �  �������������Ms ������h�T�� �� S "ZY W ���� !��W � ��� ��� � ��������� � � S Y u " V��#� �!�������!� � ���!� ��8
� ���!�����
s  ���h����:�u ��� �T2 � �������:� 8  !�T� � ��� h� ��!� �����d2^=  !��h��#�:� ��� � ��� �� 

(0, 0)
�������� ������� ��� . ���#����UC �

	� !� ���:�!�# �� �ZY�Z � "`- ��� ���V=T"
Ω

���b�������V���:� ��� � � �!�ML 2��� �  ��������������� ��� � �#� ���� ���� ������� W ����� � ���
����� ����� � �����

(0, 0)
" �4�����V8 �� �� � ����� ���K���!�:��� � ��� � 2��� �  ����������� ����� � ����������

(0, 0)
���K��� ���5�����

�������� $�����# ��� �����
 ���������
( i
n
)β, 1 ≤ i ≤ n

" W �#�� ��
β ≥ 1

(1−α)

�������# �����
���5�#����W ����� � ���!�
���

(0, 0)
���I� h��������V=[�#�����5���+�����M8 �� �� �V= � ��� � ��8 � �#����� �!�  !��	�� s �!��� h�T�� �� S "ZY�W ���� ��LW � ��� ���

� ��������� � � S Y
���!�
β = 1.8

u "�3 ��� �����  !��	� !������� � � �#� ���� !������������� ��8 ����� �� ! ��� !� ‖σh − σ‖0,Ω
"

‖ph − p‖0,Ω
" ‖uh − u‖0,Ω

���I� ‖ωh − ω‖0,Ω
"+W ��� �  �����	 ��� � ���
������� ����� ���\[�� �D" ���[h�T�� !� S "^U

���I� h�T�� !� S "^X " 9������!2���� ���� �� !�����!� �������������eW ����������� ����� � � ��� ��� ��� �!����	 � ��8 � �#� �:�� �����
=������5��� � �#� �� ��#�� ��8 ����� ���� ���������

O(h)
8 ��  !��h��#�:�[� �����#���Ms �����0h�T�� �� S "ZX u �������� $�����# � � � ���

�������� !������� ���  !���$�������:" ���!�
O(h

2

3 )
8 �� +�����M8 �� �� � ���!����� s ����� h�T�# �� S " U u��!�#� � � � ���������#T������ 

2 ����� ������ ��8������ �����5�#������� " T �IV ��2���� S " U4O S "Z_
W � ���!�+� �� ��\[�� �����  !�����#��� � ��8�� ��� �� � !�� ��E8 �� 

YRY
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θ

ΓD

ΓN

y

x

6 ��T�� !� S " X � �gO �!����	 �:�N���T� �����

V ��2#��� S " S � ( ��� ���� ���������  ����$��������W �����N��������+�����V8 �� �� � ��������� W � � �
λ = 1.E + 014v ��lkm�ikio�Ilkmxm�lolkrNlki �UnolWq$g]s m�lolkrNlki fhgRi��I�3qNj�m�y�m�sGnhm�lolkrNlki � rNnWq$nogRrNs�q$�8m�lolkrNlki

c*d e@c�eG}Jc�e;m����	�Jc |Jd]c�
* 	�*|*�Nm����	�*} }Jd
	�Jc��*};�$m����	�Jc  Jd�*�	�*}$eG}Nm����	�*} �Jd~|;�N�*|$e�
Nm����	�*}
�Jd eG}	�	�*�	�Nm����	�*} e@d~ *|$eG}*�*|Nm����	�*} }Jd�	�*�$e��*�Nm����	�Jc }Jd]c��*}$eG|*}Nm����	�*} 
Jd~�*|;�`eG}	�Nm����	�*}

Jd eG}	�*}$eG Nm����	�*}  Jd~ ;�N|* *|*�Nm����	�*} c*d
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s̆
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�PZ!"(U � "49 ��� ���`��� � �� !������� ��8 � ��� ��	� !���� !� �� ! ��� ���� � �5� �������:" � �#� � 	 ��� � �� ����� �� �� ! ��� ���� � �V� �������
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���!��. �������%2 ���V�#� " � ��� ��� � �� ����!��8 �� ���#� �����!���5� ��� ��� ����� ���#�� ���������� ���������V���� ���2��V=�" V������ ��� ���� !���!� ���
� �������V=E�!������� ����� ������� ��� �T2#� ����� 	� ���������� �%�!� �� ���� ���� !���$������� W � � �����#� ������ � �����:������� ����� �� �� � "
T �!�������D" � �#� � 	 ���!���� !���� !� �� ! ��� �������V=������ �������/W � � � ��� � �� $� ����� ��L 	���������� �M= �M8 � ��� ����� 	!� � �:�
��	�	� !�jL �V� �����������V�#� ����� ��8 � �#� �QL#�����������5�#������� ������� ��	�	� !�jL �V� ����������W ����� �$��
 ������� � 	# ��������!�����
8 �� � �#��������������8 � ����������������� ���" ���� !��� ���� �����������M=
�������#�������:� � � ��	 � �5� �\[�� ������������� � �������:" � ���
� 	 ��� � �� !���� !� �� � ��� ����!���5� ��� ��� �������/W � �  ���h���� ���� !� ����� 	��� � ����8 � �#� �  �������T�#����������� �������� ������� � �
� ������	�	# �� L �5� ��� ���!���5�#������� "

T � � ����� � ����	#���� :"�W � 	� !��	 ����� �
 !���!�5�!����2������:�  ���������2��������!� �	� ��������� ���� � !�� ��� � �5� ������ W8 �� 
� ���b�!������� � L#���4h��������������:� ��� ��� � � ����� "J3 � � � � ��� ������	 ��8 � �!	 �����Mh�� ������� �����\[��:� a ���5� ������� [
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�� � !�� ���� � ��� � �  ������ � �������� ���!� � ��� �������!�����������������T� 	 ����� � ����� ��8 � ���
�� � !�� ���� � �#� � ���#����� � ��8 �����4�����!	��������:� ��� ���:" W � �!���/W � ����� �T�� �����T2���� �� ! ��� ����!���5� ��� �� ���
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���������� !������ � 	 ��� � �� !���� !� �� ! ��� ��� � �V� ������ ���" a " *  ������� ���!�1.�"!k �� $8
¨
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h� �� ��	���	 �� ��� �  ����!�������� ��� �� � ��� ��� � �V� ������ 8 �� �����c�!�����g� �ML �:�+h�������� �����:� ��� �H�#������ �� � �\[���� �����
��8 � �#�d� �������!��� ���%����� ����� "N? �V� ������ !�V= ��� �� � !�� ���!���5� ��� �� c8 �� �N� � L#��� 8 �� $�0������� ����� W ����� � ���
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��� ��� � ��2������!���:�N2^=Na " *  ������� ���!����� " ��� � YF` � "V������!� ���!� �V� � � �� !� �� �� �� ��������� ��W � � �
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�����!��� ��8 �� ! ��� ��� � �V� ������ ��'8 �� � ���b�!������� � L �:�4h���� � �������:� ��� �B�����!�� !��� �][ ��������� ��8 ���������� ���������I�
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� ����� ����� � �����D"&W � �� !������������ ��#�:�)2^= � �#� �������!�� ���� � ��������8
��� �� ��������� � ���!�  ���������2���� � 	 ���!���� ����� �� �� ! ��� ��� � �5� ������ B8 �� � ��� ���.W �!����� � � L �:� 8 �� $�0������� �����
��� �  !�f�!�#���:�[2^= � " 6 �� ������T��� ���!� � "g6��� � ��� �GXTX � "W9 	# ����� �� ��	#���5� ��� �� ! ��� ���!���5� ��� ���W���#�V8 �� $�
���
λ
��� ���42 ����� 	� !� ���:� ��� � ����	#���� +X 2^= �V� 	 �����������	�	� !��	� ������ �  ���h����:� ��� �  $������� ��� �� � ���

���� !���� !��" T �
��������� ����	#� �� :"&W � 	� !��	 ���������
� 	 ��� � �� ����� �� �� � !�� �������M= �!����8 �� �������� ! ��� !��

ε := σ − σh, P := p− ph, r := ω − ωh
���!�

e := u− uh.
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W ���� !� EΩ������������� ����� ����� ��8 ����� ��� � �� ����� �:������ ���I� ED
" EN

�#����������� ����� ����������� � ����� ��8 ����� �:������ ����� � �������:�
���

ΓD
���!�

ΓN
 �����	 ��� � �������M=�"PV����c� � ������ !� ��8 ��� ������� ��� � �� �:���� ��� �����#��� ���42%= |T | ���!� |E| " !����	 ��� � � �����M=�"B6��� � ��� �

E ∈ Eh
"�W �EhIL � ���� �� ���

n
� �
E

�$��� � �������
nE

�����������5����� W � � �������
�QL ���� !���� ���� $� ��� � �

∂Ω
�V8
E ⊂ ∂Ω

"d9H�!��� � �����������V=T"�W �`��������� ��2^=
t E
" ����� � �������� ������� � �� 

t E = n⊥
E

�$��� �
�������
(nE, t E)

�����0���� ���� ��2����!��� ��8 T . 2 "PV���� jump ��8 ���T� �Ms �!� ������ �� ����� � �� �����V���:�u'8 �#�����������
v
���� ������ ���
�:����

E
� � ��	 ����� �

y ∈ E
��� �������N����h����:� ���

[[
v(y)

]]
E

:=

{
lim
α→+0

v(y + αn)− v(y − αn)
8 �� ��� ��� � �� ����� �:����E_

,

v(y)
8 �� ��2 �T�#�!���� = �:����E_

.

��������� ���
T ∈ Th

"
E ∈ Eh

���!�
x ∈ N W � � �#���)����h����

ωT
"
ωE

" ���!�
ωx

� ���S��������� ��8 �����
�����:� ��� ������� � ���� � ���T�+� ��� �:�#�� W ��� �

T
" ��8 ����� �����:� ��� ��� ���!� ����������

E
��� ��� ������ ���!� ��8

����� �����:� ��� ��� ���!� � ��������
x
��� ��� ���� !� �QL
 �����	 �������������V=ts �����bh�T�� ��EX " S u "

3 � ������� �!� � � � � ��� ����� �����%���T��� �!����� � �ML ���+8 �� $�0������� ������6 ���I�
(σ, p) ∈ Σ0

���!�
(u, ω) ∈

ZFY



��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

T
E x

6 ��T�� ��KX " S �@���T� �������
ωT , ωE

���!�
ωx

����8 � � �  ����� �

M
����� �
� �����

:




1
2µ

(σ, τ) + 1
λ
(p, q) + ( � ��� (τ − qδ), u) + (

��

(τ), ω) = 0, ∀ (τ, q) ∈ Σ0

( � ��� (σ − pδ), v) + (
��


(σ), θ) + (f, v) = 0, ∀ (v, θ) ∈ M.

seX " X " S u

6 �� � ��� �KhIL �:� �  !�����#T����� � ����� Th
"/W � ��� �  ����!����� � ���J8 �������������V� ������������������	��������

Σ0,h

���!�
Vh×Wh��8

Σ
���!�

M
 ����!	 �������������V= ����h������ ��� �����K8 ������� W ����oW � =

Σ0,h := {(τh, qh) ∈ Σ0; ∀T ∈ Th : qh|T ∈
T �

1(T )
���!�

(τh − qhδ)|T ∈ [
T �

1(T )]2×2 ⊕ [
T .

�
	�� �

bT ]2},
seX " X " X u

Vh ×Wh := {(vh, θh) ∈ V ×W ; ∀T ∈ Th : vh|T ∈ [
T �

0(T )]2
���!�

θh|T ∈ [
T �

1(T )}. seX�" X "ZY u
3 � ��� �  !�f�I������� �#�/�������� ������\[��:� 	# ��T2����:� ��h��!�

(σh, ph) ∈ Σ0,h

���I�
(uh, ωh) ∈ Vh×Wh

���#� �
� �����




1
2µ

(σh, τh) + 1
λ
(ph, qh) + ( � ��� (τh − qhδ), uh) + (

��

(τh), ωh) = 0, ∀ (τh, qh) ∈ Σ0,h

( � ��� (σh − phδ), vh) + (
��


(σh), θh) + (f, vh) = 0, ∀ (vh, θh) ∈ Vh ×Wh. seX " X "PZqu
. ��������� �������

σ := 2µε(u), p := −λ � ��� (u)
���!�

ω :=
1

2

� ���
(u) :=

1

2
(
∂u2

∂x1

− ∂u1

∂x2

)

3 � �������!� � ����� �!��� � �����42%= ��� �� ����!��������!"^8 �� ���^= 2 �T���!�#�:�4���T� �����
Ω
��� T . 2 W � � �4� ��	���� ��� � [

2 �T�#�!���� =T"�� �#���!	������

H(
� ���

,Ω) := {τ ∈ [L2(Ω)]2×2;
� ���

(τ) ∈ [L2(Ω)]2}.
3 �  !����������� �#�W8 �������/W ����K8 �� $�0����� ��8 ��� ����� ���� �����+2%= 	��� � ���J8 �� �����

ρ ∈ H(
� ���

,Ω)
���!� 8 �� �����

ϕ ∈ [H1(Ω)]2 ∫

Ω

� ���
(ρ).ϕ dx−

∫

Ω

ρ :
� 	�� �

ϕ =

∫

∂Ω

ρ.t ϕ ds.
sUX " X�" U u

ZTZ



� ��� ��� � � � ��� �
�
� � ��� � � 


�_¢	� � �! " �+#	��� #" �¤_¤�"��

� ��� �� � �#�=������� � � � � ��� ���$� �����0���$� � � �#(��0�
6��� �T�� �8 �� !������ �������M= �!����"DW �  !�:�%���� !� ����� 8 �������/W ����  !�����#��� � ��� ����� �������T� 	 ����� � ��������8 �������!�� 
8 �����5�#�$W ����� ���� !�������!��� � �����D8 �� � �#���$�!2��!�:�%����� ��	# �����8 ��
g � ��9P���:�M� ����- d�� ���45�� � �	�

τ ∈ [L2(Ω)]2×2.
� ���	� ����� � � � � � 
	�

p ∈ [H1(Ω)]2
� � ���

p = 0
���

ΓD� � � ϕ ∈ [H1(Ω)]2
� � ���

ϕ = constant
��� � �

�
�
�
����� �

�
��� � �

� � ����� �	��� ���
ΓN


 	
�
����� � �

τ = ∇p+
� 	�� �

ϕ.
seX�"^Y#" S u

� � ��������� � 
	� � � � � �
‖∇p‖0,Ω + ‖∇ϕ‖0,Ω . ‖τ‖0,Ω.

seX "ZY#" X u
g � � �D��H� ���

p ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2
2 ��� �#�S�#���5�%��� �����5�#������� ��8 � �#�b8 �������/W ���� ���� ������ ��������� 	� !�T2������ �

∫

Ω

(τ −∇p) : ∇ψ dx = 0
8 �� �����

ψ ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2.
seX "ZY#"ZY u

V������������ � �:�%��� � �����
�V� 	#������� ��� 	��� � ���������� :" � �����
τ −∇p �����#������ ���������K8  !������� � �����!�����!� ��8

�����!�� ��52I�#� �����������I�N� �� !��� ���� B2^= �� ������DC �H8 �� ��0�#���I"!W � � �������/W W  ������

〈(τ −∇p).n, ψ〉H−1/2(∂Ω),H1/2(∂Ω) =

∫

Ω

(τ −∇p) : ∇ψ dx+

∫

Ω

� ��� (τ −∇p).ψ dx

= 0
8 �� �����

ψ ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2, (
2^=

(2.5.5)).

V��%���
〈(τ −∇p).n, ψ〉H−1/2(ΓN ),H1/2(ΓN ) = 0

8 �� �����
ψ ∈ [H1

ΓD
(Ω)]2.

9 	�	��V=�����;V������� ���� Y#" S 	 "ZYF`���8 �GXRU � �������`2^= �����#� ��� � ��� �������!�� 
τ − ∇p W � ���������V�!��� � �����

������ !���QL ���!� �08 ����� � �����
ϕ ∈ [H1(Ω)]2

�$��� ���������

τ −∇p =
� 	�� �

ϕ.

T �  !�:� ������� ��� 	� �� ��� � �����
ϕ = const

���
ΓN

"J3 � ��� ���

〈(τ −∇p).n, ψ〉H−1/2(ΓN ),H1/2(ΓN ) = 〈 � 	 � � ϕ.n, ψ〉H−1/2(ΓN ),H1/2(ΓN )

= 〈∂ϕ
∂τ
, ψ〉H−1/2(ΓN ),H1/2(ΓN )

= 0
8 �� �����

ψ ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2.

V��%����" ��� � ��� ������������8 � ���b�����!�� ��52I�#� �������

∂ϕ

∂τ
= 0 on ΓN ,

������� ���

ϕ = const on ΓN .

ZqU



��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

- �/Wb" ��� �@��� 	� !� ��� � �#�����!���5� ��� ��seX "ZY#" X u "1V � � ���� ��� � ��� �@8 ����� � �����
ψ = p

��� seX�"^Y#"ZY uQ"3W ����2#� �������

‖∇p‖20,Ω =

∫

Ω

τ : ∇p

≤ ‖∇p‖0,Ω‖τ‖0,Ω
≤ 1

2
‖∇p‖20,Ω + 1

2
‖τ‖20,Ω.

V����#�
‖∇p‖0,Ω ≤ ‖τ‖0,Ω.��� � �#����� ���� �����!�D"&W � ��� ���

‖∇ϕ‖0,Ω = ‖ � 	�� � ϕ‖0,Ω = ‖τ −∇p‖0,Ω ≤ ‖∇p‖0,Ω + ‖τ‖0,Ω ≤ 2‖τ‖0,Ω.
( ���������%����� � �M==W ����� ����	� �� ���:�WsUX "ZY#" X u "

g � �D9P���:���/�4��- d�� ���]d � � �	�
τ ∈ [L2(Ω)]2×2.

� ���	������� � � � � � 
	�
z ∈ [H1(Ω)]2

� � ���
z = 0

���
ΓD



ψ ∈ [H1(Ω)]2

� � ���
ψ = constant

��� � �
�
�
�
����� �

�
��� � �

� � ����� �	��� ���
ΓN

� � � q ∈ L2(Ω)

 	
�
�

��� � �
{
τ = 2µε(z)− qδ +

� 	�� �
(ψ)

1
λ
q + � ��� (z) = 0.


 � � � � � � � ����� � � � � � � � � � � 
	� � � � � ����� � � 
 �
‖ε(z)‖0,Ω + ‖∇ψ‖0,Ω + ‖q‖0,Ω . ‖τ‖0,Ω.

seX "ZY#"PZqu
g � � �D���� ���

z ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2
2 ��� �#�S�#���5�%��� �����5�#������� ��8 � �#�b8 �������/W ���� ���� !��������������� 	� !�T2����:� �

∫

Ω

(−2µε(z)− λ � ��� (z)δ + τ) : ∇ϕ dx = 0
8 �� �����

ϕ ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2.
seX "ZY#"^U u

V������ �5� 	�������� ������� −2µε(z) + qδ + τ
"DW �����

q = −λ � ��� u "���� �+��� ���� ��������� 8  !��� � �������� ���
� ���
�����#��� ��8������!�� ��52I�#� ��������"J*'=��� ������DC ��8 �� ��0�����I")W � � ���=W  �� � �

〈(−2µε(z) + qδ + τ).n, ϕ〉H−1/2(∂Ω),H1/2(∂Ω) =

∫

Ω

(−2µε(z) + qδ + τ) : ∇ϕ dx+
∫

Ω

� ��� (−2µε(z) + qδ + τ).ϕ dx

= 0
8 �� �����

ϕ ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2.

V����#�
〈(−2µε(z) + qδ + τ).n, ϕ〉H−1/2(ΓN ),H1/2(ΓN ) = 0

8 �� �����
ϕ ∈ [H1(Ω)]2.

9 	�	��M=�����kV������� ��:� Y#" S 	 "^YR`���8 � XRU � �������H2^= ������� � � � �#� � �������� −2µε(z)+ qδ+ τ
W � ���������V�!���

� ����� ������ !���QL ���!��� ��8 ���#��� �����
ψ ∈ [H1

ΓD
(Ω)]2

��� � ��� �

−2µε(z) + qδ + τ =
� 	�� �

ψ.

ZFX



� ��� ��� � � � ��� �
�
� � ��� � � 


T �  !�:� ������� ��� 	� �� ��� � �����
ψ = const

���
ΓN

"J3 � ��� ���

〈(−2µε(z) + qδ + τ).n, ϕ〉H−1/2(ΓN ),H1/2(ΓN ) = 〈( � 	�� � ψ).n, ϕ〉H−1/2(ΓN ),H1/2(ΓN )

= 〈∂ψ
∂τ

, ϕ〉H−1/2(ΓN ),H1/2(ΓN )

= 0
8 �� �����

ϕ ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2.
V��%����" ��� � ��� ������������8 � ���b�����!�� ��52I�#� �������

∂ψ

∂τ
= 0

���
ΓN ,

������� ���

ψ = const
���

ΓN .V � 	� !� ��� ����� ���!���5� ��� � seX "ZY#"PZqu�">W � � � ��� ��� �����!�/8 ����� � �����
ϕ = z

������������� �����WsUX "^Y " U u ���!��W �
�T2 � �����

−2µ‖ε(z)‖20,Ω − λ
∫

Ω

| � ��� z|2 dx+

∫

Ω

τ : ∇z dx = 0.

*'= ( ����� �^=^O ? � �FW �� [�C �����!� � �� ��gC � ���#�:�%��������� ������")W �S�#�� �� ���K8  ���� � ��� 	� !����������� �:�%�����������

2µ‖ε(z)‖20,Ω ≤ c‖τ‖0,Ω‖ε(z)‖0,Ω,W ����� ���������������2%= ���5� 	����V8 =�����
‖ε(z)‖0,Ω ≤ c

2µ
‖τ‖0,Ω.*'=4� ���`� � Y#"PZ �ZYTY �e"#������ !� ��L ��� � �

v ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2
����� �
� ��� �

� ��� v = � ��� z,
���I�

‖∇v‖0,Ω . ‖ � ��� z‖0,Ω._@�%�����������tseX�"^Y#"^U u W � � �
ϕ = v

=������5�#�

λ

∫

Ω

| � ��� z|2 dx =

∫

Ω

τ : ∇v dx− 2µ

∫

Ω

ε(z) : ∇v dx

. ‖τ‖0,Ω‖∇v‖0,Ω + 2µ‖ε(z)‖0,Ω‖∇v‖0,Ω

. ‖τ‖0,Ω‖ �
���
z‖0,Ω

2^= � ������2 � ���b2 �T���!�
��� ‖ε(z)‖0,Ω.V��%���
‖q‖0,Ω = ‖λ � ��� z‖0,Ω . ‖τ‖0,Ω.*'= � �����  !�����#���� ��������������� �>=T" W � ����

‖ � 	�� � ψ‖0,Ω ≤ ‖τ‖0,Ω + 2µ‖ε(z)‖0,Ω +
√

2‖q‖0,Ω
. ‖τ‖0,Ω.

( ���#���:�%����� � �V=�">W ����� ����	� �� ���:�WsUX "ZY#"GZ u "

T � �����48 �������/W ����!" ���#�=W ����� �#���:� � � ��� � �5� ����� ����� �  ����� ��8�� � �������� +8 �����5�IW ����� � ��� �����
����������� �� ����M= ��8 �%����� � ���� �����" V �0�#� � ��� � "qW ��������	#� � ��� 	� �����8 ��8 	# ���	 ����� � �����EY " S 	 " S X S ��8 � _�� "

Zq`



��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

� ��� �"� � �I� � � � ��� �	�9���0� ��� � �=� �	� � �����0���$� � � �#(��
V����@8 ������� W ���� ���!� �V� � � � ��8 ����� �  ����� ��8#� � �������� �8 �����5� �����5�#��"#3 �  !��� �������������

τD := τ− 1
2

� �
(τ)δ

"

��!J JN#Id � ��� ��� � � � � � � � �
τ ∈ [H( � ��� ,Ω)]2 := {τ ∈ [L2(Ω)]2×2, � ��� (τ) ∈ [L2(Ω)]2} 
 	 �

�
��� � �

τ.n = 0
���

ΓN

 ����� � � � � � � � � � � 
	� � � � � ����� � � 


‖ � � (τ)‖0,Ω . ‖τD‖0,Ω + ‖ � ��� (τ)‖0,Ω.
seX "ZY#"ZX u

g � � �D��
� � �
�#� ���������V���� 
τ ∈ [H( � ��� ,Ω)]2

���#� � � �����
τ.n = 0

���
ΓN

"J*'=`� ���`� �kY#"GZ���8 � YTY��U"
� ���� �����L ��� � �

v ∈ [H1(Ω)]2
�!���5�#������� ��8 ����� 	� ��T2#���:�

{ � ��� (v) =
� �

(τ)
���

Ω
v = 0

���
ΓD

���!�
|v|1,Ω . ‖ � � (τ)‖0,Ω.

seX "ZY#"^` u
V����� !��8 �� !�

‖ � � (τ)‖20,Ω =

∫

Ω

� �
(τ) � ��� (v) dx

=

∫

Ω

(τ : δ) � ��� (v) dx

= 2

∫

Ω

τ :
1

2

� �
(∇v)δ dx

= 2

∫

Ω

τ : (∇v −∇vD) dx

= −2

∫

Ω

τD : ∇v dx− 2

∫

Ω

� ��� (τ)v dx
2^=��� ������DC �H8 �� ��0�#���

. 2‖τD‖0,Ω|v|1,Ω + 2‖ � ��� (τ)‖0,Ω‖v‖0,Ω.
seX "ZY#"Z_ u

V���� ���!���5� ��� ��� seX "ZY#"Z_ u ���!� seX "ZY#"^` u �� ��� �5�+� �:������� ���V= seX�"^Y#"ZX u "

� ��� � � � &�*-*-(k� � & �-�)� � ���0����� ! ����� � � ��� � ��� � � � �$��� � �-� � ����� ����� � �0��� & � ( .
� � � ���

3 �d2# ������!= ���!�+� �� ��][���� ���  ������������ �  !���$������� s �!��� � S ` � 8 �� S� �� ��+����� �������:u " 3 � �����:� � W �
�>= 	 ��� ��8 2I�!2!2���� 8 ����� � �������:" ����� ���V=

bT
���!�

bE
��������������� ��� W ����� ��� �����:� ��� �

T
���!� ��� �:����

E
"  �����	 �������������V=�" � ��� N 2 ������� �!��� ��8������ s ��� � �� !����� ���!� 2 �T�#�!���� = u ��������� ��8 � ��� � ����� "

a ������� ���#N2^=
λTxi

, xi ∈ N ∩ ∂T, i = 1, 2, 3
" � ����2��� $=������ �� ����������� �������������� ��8 ��� �����:� ��� �

T���!�N2%=
xEi ∈ N ∩ E, i = 1, 2

"#���������� !� ������� ��8 � �#��������
E ⊂ ∂T

"&W �S����h����

bT = 27λTx1
λTx2

λTx3

���!�
bE = 4λTi

xE
1

λTi

xE
2

�V8
x ∈ Ti (i = 1, 2)

ZF_
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�
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W ���� ��
T1

���!�
T2

�� ���� ������� R�������� � �� ������������� � ������� �:����
E
" � ���  !��� ������� � �����

bT = 0 on ∂T, bE = 0
���

∂ωE, ‖bT‖∞,T = ‖bE‖∞,ωE
= 1.

6��� ���� ������
E ⊂ ∂T

���!���� � ��� 	 �� ��� ����V= � �#�
��� ����� �� !� �#���������� ������ $������� � ��� �$=��!���:�
(x, y)�$��� � � �����

E
��� �������5�!�#�:� ��� � � � ���

x
O �\L ����"�� �����;W � ����h��#� ����� �QL �������!����� ��	 �� ������ 6�� ��� s �!���h���� ��EX " X u

6�� ��� : C(E) −→ C(ωE)

vE 7−→ 6�� ��� (vE).
3 ��� � 6�� ��� (vE)(x, y) = vE(x)

8 �� � ���� $=
(x, y) ∈ ωE, ωE

�����#��� ���� ����� ��������� ��8 � ��� �  !�����#������

y

x
E

6 ��T�� !�SX " X � � ������� �����#������8
Fext(vE)

���I� � ��� ����
E

��� ��� �:�����"[- � W�W �4� � =  ���� ����� ����� �!��O ���������:� ��� ���� !��� �����:�%�������������������������� ��
	� !� ���:�1�������� ���������!��� ��� ������������ �� ���!� ��� ��� ��� �#���5�%������� YR_�� "
� �!J JN# d�� ��� � � � �	�

vT ∈
� �
k0(T )

� � � vE ∈ � �
k1(E)


 � � � 
 � � � � ����� � � � � ��� � � ����� � � � 

k0� � � k1

� � ���	� ����� � � � � � � � � � � � � � 	 � � � � � � 
 ��� � � 
 ����� � � � � 	 � � � � �
�
��� 
	� � ��� 
 � � ���	� � � � � ��� �����

��� � ��� � � � � � � � �
� � � k0

� �
k1

� 	 ��� ��� ���
T, E

� �
vT , vE �

‖vT b1/2T ‖0,T ∼ ‖vT‖0,T
seX "ZY#"Zb u

‖∇(vT bT )‖0,T . h−1
T ‖vT‖0,T

sUX "ZY#" S Y u
‖vEb1/2E ‖0,E ∼ ‖vE‖0,E

sUX "ZY#" S3S u
‖ �

�
	�� (vE)bE‖0,T . h
1/2
E ‖vE‖0,E, ∀ T ⊂ ωE

sUX "ZY#" S X u
‖∇(

�
�	�� (vE)bE)‖0,T . h

1/2
E h−1

T ‖vE‖0,E , ∀ T ⊂ ωE
sUX "ZY#" S Y u

ZFb



��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

� ��� � 
 � � � � � ����� � ����( � � � � � � ��� � � ���$���
6 �� ����� �������M= �!���PW �  !�:�%���� !� �!�T� � ��� � �� !	 ����������������	 �� ���� �� ������� � ��	�� �S8 ���#��� ������8  ��T�

H1(Ω)� � �!�T� � ����� �����%���T�#�:" 	��������.W ���!� 	 ���V=������ ������8 ����� � �������
S(Ω, Th)

" a �������4� ��� ������� ��� � �� �	 ��O
����������� ��� �#������� � ��2#����"�2!�#�+( �V�:� ��� � ��� ��� ��� � �� �	 ������� � ���E� �� �� ��	�	� ���	� ������ ��"). ��� ����� � ����� � ���
���f�����@2����!���c8 ����� � �����

ϕx ∈ S(Ω, Th)
���!��������� � �:� W ����� � �#�f���

x
���K���#�5�%�����M=[��� � �� $� �����:� 2^=

� ��� �����!�����������
ϕx(y) = δx,y ∀y ∈ N .

- �/Wb" �������#�  !��������� �����b����8 ������������� ��8 �����E( �5��� ��� � ��� � �� !	 ������������� ��	 � �  � � �� 

<=��� -(�M� ����-Id�� ������� 6 '��!JN�!-��k�4-��/�q� 9P��'�# � ����- �D9P�q� # �/�D��� � � � � ��� � � ����� � ����� �	��� � ��� � � ��� �
� � � � ��� �%��� � � � � � �
	��

: H1(Ω)→ S(Ω, Th)
�'�

� 	��
v :=

∑

x∈N

1

|ωx|
(

∫

ωx

v)ϕx.

6 ���������V=�W �b� � = �!� ��� � ����� ��� � �� �	 ������������� ���!���5� ��� ��� � S X � "
��!J JN# d�� ������ 6 '��!JN�!-��L��-��:�!� 9P��'�# � ����-O�!�.� �4JN# �/�!��� � � �	�

v ∈ H1(Ω)
� � � ����� � � � � � �
	 � � �

� � ��� Th
� 
 � � �
	 � � � �����	� � � � � � �

E ∈ Eh
� � � � � � � � � T ∈ Th � � ��� � � 
 �

h
−1

2
E ‖v −

��	��
v‖0,E . ‖∇v‖ωE

,
seX "ZY#" S Zqu

h−1
T ‖v −

� 	��
v‖0,T . ‖∇v‖ωT

.
seX "ZY#" S U u

- � WcW �  ���� ������� �����`8 �� ���%=
τ ∈ [H1(Ω)]2×2 � ���)*  ��.[ [��Wa �T�������� � �� ������ ��� � �� �	 ����� � �

BDM1τ ∈ Hh

��8
τ
���H�#���5�%�����V=d�#��� �� �� ������� ��������� �
������� ��� �

T ∈ Th
2%= � ��� �����!�����������

∫

∂K

BDM1(τ)n.p1 ds =

∫

∂K

τn.p1 ds, ∀p1 ∈ [R1(∂K)]2, ∀K ∈ Th,

W ���� !�kW �  !��������� �������

R1(∂K) =
{
φ ∈ L2(∂K) : φ|E ∈

T �
1(E), ∀E ∈ ∂K

}
,

���!�

Hh =
{
τh ∈ [H( � ��� ,Ω)]2 : τh|K ∈ BDM1(K)2 = [

T �
1(K)]2×2, ∀K ∈ Th

}
.

- �/Wb" �������#�  !��������� �����K8 �������/W ���� ��� � �� �	 ������������� ���!���5� ��� � s ����� � _�� u "
��!J JN#Id � ����� � � �	�

τ ∈ [H1(Ω)]2×2 � � � ����� � � � � � �
	 � � � � ��� Th
� 
 � � �
	 � � � �����	� ����� � � � � � � � � �

� 
	� � � � � ����� � � 

‖τ − BDM1(τ)‖0,T . hT |τ |1,T , ∀T ∈ Th.

U�Y



� ��� ��� � 
 � � 	 � � � � � � � � 
	� � � � ��� � 


�_¢�� ������	$¦�§! #" �����L¤b� ���D#	:�  K�¤S���
T � � �#��� �!��� � �����NW � 	# ���	 ����� �  ������V�!�����'2�������� �� ! ��� ���!����� ������ b8 �� ��
 ������� �����!�  !��������2����

W ����� � W �@W �T���V� ��� ��� � �K���!� � ��	 �� 8 �� �� ����� ����� ��V�� ���h����:� ��� �PW ���� �� ��� ��� �#���:�#�:� ���]W � = �PW � � �
��� ���5� ��8 ������ �� �������# � ��� �����:�� �����= ��8 � ����h���������������� ��� � ��	�	� !� L#�V� � � ����� "�a � � �� !��� � �!�� ������������
�QL#���!�B8 �� � ���� ���h����:� ��� � ��8 � �#���� �������T������� �����[">W ����� � �� ������N����� ����� 	� !������� � �:� ��� � YR_�� "�- ��� �
������� � ��� � ���� ����� �� ����!� ��� ��� ��� ��� � ���/W �� �� � !�� W2 �T���I�18 �� � ��� �� � !�� ��8 � �#� ��	�	# �� L �5� ��� ���������
���������:� ��
 ����������= ��8 ����� � 	 ��� � �� ����� �� �� � !�� ���I��������� �� �" T � ���I����������� �������� ! ��� ����!����� ������ W�0�#�!�
��� �������!��� � �����������V= ����T2����%��	�	 �� �� � !�� 2 �T���I���������/W ���� ��� � �W2 �'����������� ����������	 � ����� 	# ������:�I�� ��
��8 ���#���T� ��� ���W� �����
 ���h������ ��� ��"

3 � 	� ���	 ���!� ��� � 	 ���!� �� ����� �� �� ! ��� ��� � �5� ������ 8 �� � �#� �� ! ��� !�
ε = σ− σh, P = p− ph, r =

ω − ωh
���!�

e = u − uh
"S6��� �T�� /8 �# !� �#�� ��������V=������:"�W � W ����������� ����� ������� ������][��:� a ���V� �#����� [

�������T� 	 ����� � ��� ��8 �������!�� �8 �����5�#� �!���!�������������$�!2��������������`X "ZY#" S "(V��#� ��� ���������!���5� ��� �� �������T�#� ���@8 �� 
�����  ������V�!��������� � ��� �� �����������

T
���!� ����� R$�!� 	������� ����!� � ��� �:������

E ⊂ ∂T
" T � �����W8 �������/W ���#`"

W � ����������� � �#�HR$�!� 	 ���
����� � �������� � ���������� !�����������
��8 �+�����!�� !��� � � �������� 
ρh

2^= [[
ρh.tE

]]
E

"�6��� 
���^=

T ∈ Th
"������ ����� ���  ����!�5�!����� �� ! ��� ����!� �V� � � �� 

ηT
���H����h��#�:� 2^= �

η2
T : = ‖f − P 0

hf‖
2

0,T + 1
4
‖ ��
 (σh)‖20,T + ‖ 1

λ
ph + 1

2µ

� �
(σh)‖2

0,T
+ h2

T‖σh + 2µωhχ‖20,T +

h2
T ‖

� ���
(σh + 2µωhχ)‖20,T +

∑

E⊂∂T
hE‖

[[
(σh + 2µωhχ).tE

]]
E
‖2

0,E
.

seX "PZ�" S u

a �� ��
P 0
h

�#������������� �#�
L2 O �� !�������������� 	� !�\R!��� � ��������� ����� ��� ��	���������8 	��������.W �����������#�!� ��� ��8 ���#��O

��������� ��� � ���
�  !�������������������� Th
" � ���`���  !��� ������� ��� �

χ
������������� ��������� � ��� =��`� ���� ���� � ���  !�ML

����h������42%= � ( 0 −1
1 0

)
" � �����#� �T2��!�� ������� seX�"GZ�" S u � ��� �

f −P 0
hf

��� �����  !���!�5�!����� ��8
σh− phδW � � �  !����	 ��� ��� � ����� � ��� ��	 �� ������ ���I� ������� � ��� � W �d8 �������/W ���� � �� �� � ��� ��� �������� �����������T�����

�%����� 8 �� ��������L#��� � �����V�#� ����� "b9 ����� � ���
(σh + 2µωhχ)

���!� [[
(σh + 2µωhχ).tE

]]
E

��� �������� � !��O
�!	 ���I����������� �� � [��� ���8 �� � ������L#��� � �����V�#� ����� "PV����������2����  !���!�5�!����� �� � !�� ��� � �5� ������ ��� �!�5� 	��V=
����h������ 2^= �

η2 :=
∑

T∈Th

η2
T .

� ��
��� � ���{�	�O�	�_�,� � ���#( ��� * � ( � � + �	�9���0� ���I� � � � ���$�
T � � ������������� ����� W ����� � ��2#�����!� � ��� ����T2���� ��	�	 �� �� ! ��� �2 �T���!� 2^= � ��� ���!� �V� � � �� 

η
"

" 7 �q�D� �)J d�� � ��5�� ��9(9P�q�e�q� � ���L%P���(-10 � � � ��� � � � � � 
	� � � � � � ��� � � 


‖ε‖0,Ω + ‖r‖0,Ω + ‖P‖0,Ω + ‖e‖0,Ω . η.
seX "PZ�" X u

V���� 	� !� ��8 ��8 � ����� � �#���� !�:� ���0���� ���� ���������������#��������� ��8 � ��� 8 �������/W �����	# ���	 ����� � ��������")3 �
2 ������)2^=)2 �T���!�#���� ����� �� ! ��� 

ε := σ − σh
"S� ���b����	 ����� � �T�#� ������� ����� � �������!� �V� � � ����W ����� �

W �����g2 � ��� � ��2������!���:�
�� !�����!����	 ���!����� � ��8 � ���S� ���+�������� ��������� �
λ
8 �� 

λ > λ0

"

g � ��9P���:�M� ����-�d�� � �\d�� � ��� � � � � � � � � � � 
	� � � � ��� ��� � � 


‖ε‖0,Ω . η.
seX "PZ�"ZY u

U S



��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

g � � �D����  ���	 ���!��������� X "ZY#" X �V� 	#������� ����� �QL ���!��������� ��8
z ∈ [H1(Ω)]2

W �����
z = 0

���
ΓD, q ∈

L2(Ω)
���!�

ψ ∈ [H1(Ω)]2
W �����

ψ = const
���

ΓN
�$��� ���������

ε− 1
2

��

(σh)χ = 2µε(z)− qδ +

� 	 � �
(ψ)

seX "PZ�"PZqu
1
λ
q + � ��� (z) = 0.

sUX "PZ�" U u
���� ���� ���� � �#�b8 �������/W ���� ��� � �V� �����������V����

‖ε(z)‖0,Ω + ‖∇ψ‖0,Ω + ‖q‖0,Ω . ‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖0,Ω.

seX "PZ�"ZX u
T �K8 �������/W �/8  !�T�

ε := σ − σh
���!� �:�%���������>= seX "PZ�"PZqu � ����� � 	 � �

(ψ)
����� �$=��`� ���� ���� � �������� 

8 �����V�eW ����� �
�5� 	�������� � ����� � ��� ψ = 0
" *'= �� ����������� ��������������� �>=LW � ��� ���

‖ε‖0,Ω ≤ ‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖0,Ω + ‖1

2

��

(σh)χ‖0,Ω

= ‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖0,Ω + 1√

2
‖ ��
 (σh)‖0,Ω.

seX "PZ�"^` u
T � �����.W ��8 � ���K����8 ����� � ����� ��8 � �#���� � !�� ���!� �V� � � �� 

η
"#�����$��
 ����������2 �T�#�!� ‖ε− 1

2

��

(σh)χ‖0,Ω.V���� ��2 � ���b�������T� 	 ����� � ����� ������� W � � � W  �� � �

‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖20,Ω =

∫

Ω

(ε− 1
2

��

(σh)χ) : (2µε(z)− qδ +

� 	�� �
(ψ)) dx

=

∫

Ω

ε : (2µε(z)− qδ +
� 	�� �

(ψ)) dx

−1
2

∫

Ω

��

(σh)χ : (2µε(z)− qδ +

� 	 � �
(ψ)) dx

=

∫

Ω

ε : (2µε(z)− qδ +
� 	�� �

(ψ)) dx

���
2µε(z)− qδ +

� 	 � �
(ψ)

��� ���$=��+� � �  ���� � �������� H8 �����5�
.

*'=vseX�"GZ�"^U u W �E� � =EW  !��� �

‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖20,Ω =

∫

Ω

ε : 2µε(z) dx−
∫

Ω

2µP ( 1
λ
q + � ��� (z)) dx−

∫

Ω

ε : qδ dx

+

∫

Ω

ε :
� 	�� �

(ψ) dx

= 2µ

∫

Ω

ε : ε(z) dx− 2µ

∫

Ω

P � ��� (z) dx− 2µ
λ

∫

Ω

Pq dx−
∫

Ω

� �
(ε)q dx

+

∫

Ω

ε :
� 	�� �

(ψ) dx

= 2µ

∫

Ω

ε : ε(z) dx− 2µ

∫

Ω

Pδ : ε(z) dx− 2µ
λ

∫

Ω

Pq dx−
∫

Ω

� �
(ε)q dx

+

∫

Ω

ε :
� 	�� �

ψ dx

= 2µ

∫

Ω

(ε− Pδ) : ε(z) dx− 2µ
λ

∫

Ω

Pq dx+ 2µ
λ

∫

Ω

pq dx+

∫

Ω

� �
(σh)q dx

+

∫

Ω

ε :
� 	�� �

(ψ) dx.
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; �����# �� ������DC �H8 �� �� �����8W �b� � =eW  !��� ���

‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖20,Ω = −2µ

∫

Ω

� ��� (ε− Pδ).z dx + µ

∫

Ω

��

(σh)

� ���
z dx− 2µ

λ

∫

Ω

Pq dx

+2µ
λ

∫

Ω

pq dx+

∫

Ω

� �
(σh)q dx+

∫

Ω

ε :
� 	 � �

ψ dx

= 2µ

∫

Ω

(f − P 0
hf).z dx + µ

∫

Ω

��

(σh)

� ���
(z) dx− 2µ

λ

∫

Ω

Pq dx + 2µ
λ

∫

Ω

pq dx

+

∫

Ω

� �
(σh)q dx+

∫

Ω

ε :
� 	�� �

(ψ) dx

*'=
P = p− ph

" W ���T2#� ����� � �#�b8 �������/W ����0�������T� 	 �������������d8 �� ��0�������

‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖20,Ω = 2µ

∫

Ω

(f − P 0
hf).z dx + µ

∫

Ω

��

(σh)

� ���
z dx + 2µ

λ

∫

Ω

phq dx

+

∫

Ω

� �
(σh)q dx+

∫

Ω

ε :
� 	�� �

(ψ) dx

= 2µ

∫

Ω

(f − P 0
hf).z dx + µ

∫

Ω

��

(σh)

� ���
z dx +

∫

Ω

(
2µ
λ
ph +

� �
(σh)

)
q dx

+

∫

Ω

ε :
� 	�� �

(ψ) dx.
seX "PZ�"Z_ u

V ���� ����� 8 �� �� ����� ����� ������ $� ��8 � �#�  !���� �$O �����!� ���V����" ��� �E�#� ���������V���� 
ψh :=

T��
� ψ
"4* = �����

h� !�!� �:�%���������>= ��8 � ��� ����� �����%���T�#� 	# ��T2����:�
seX " X " S u W �����
(τ, 0) = (

� 	 � �
(ψ), 0) ∈ Σ0

"&W � ����

1
2µ

∫

Ω

σ :
� 	�� �

(ψ) dx = 0.

V��%���
∫

Ω

ε :
� 	�� �

ψ dx = −
∫

Ω

σh :
� 	 � �

ψ dx

=

∫

Ω

σh :
� 	�� �

(ψh − ψ) dx−
∫

Ω

σh :
� 	 � �

(ψh) dx.
seX "PZ�"Zb u

3 � ���/W ��� � �5� ����� ����	��� ���� ���V= ����� � W � � �� �� � ��8 � ���  ����� � O �����!� ���V��� ��8 sUX "PZ�"^b u " 6��� �����ch� !�!�
���#��"7���!���� �� ������DC ��8 �� ��0�����8W � �� �
∫

Ω

σh :
� 	�� �

(ψh − ψ) dx =
∑

T∈Th

∫

T

� ���
(σh).(ψh − ψ) dx−

∑

T∈Th

∫

∂T

σh.t.(ψh − ψ) ds

=
∑

T∈Th

∫

T

� ���
(σh).(ψh − ψ) dx−

∑

E∈Eh

∫

E

[[
σh.tE

]]
E
.(ψh − ψ) ds.

6��� ����� ���������I������ �� ��8 � ���  !���� � O �����I�����5�#� ��8�seX "PZ�"Zb u�" � � � ���� ��� � ����� ��8 �#�����������
(
� 	 � �

ψh, 0) ∈
Σ0,h

��� � �#�bh� ��!� ��������� ����� ��8
(2.2.4)

")W ������
∫

Ω

σh :
� 	�� �

ψh dx = −2µ

∫

Ω

��

(
� 	 � �

ψh)ωh dx

= −2µ

∫

Ω

� ��� (ψh)ωh dx
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��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

. ��� ���02 �� ����� � ��� � � ��� (ψ) = 0
"����H8 �������/W � ��������

∫

Ω

σh :
� 	 � �

ψh dx = −2µ

∫

Ω

� ��� (ψh − ψ)ωh dx

=
∑

T∈Th

∫

T

2µ∇ωh : (ψh − ψ) dx−
∑

T∈Th

∫

∂T

2µωh(ψh − ψ).n ds

=
∑

T∈Th

∫

T

2µ∇ωh : (ψh − ψ) dx−
∑

T∈Th

∫

∂T

2µωhδ.n.(ψh − ψ) ds

=
∑

T∈Th

∫

T

2µ∇ωh : (ψh − ψ) dx+
∑

T∈Th

∫

∂T

2µωhχ.t.(ψh − ψ) ds

= −
∑

T∈Th

∫

T

� ���
(2µωhχ).(ψh − ψ) dx+

∑

E∈Eh

∫

E

[[
2µ(ωhχ).tE

]]
E
.(ψh − ψ) ds.

( �T�02������:�=W ����� ����� 	� �� �����T��� ����������� �>= ���!� seX�"GZ�"Zb uQ")W � �T2 � �������

∫

Ω

ε :
� 	�� �

(ψ) dx =
∑

T∈Th

∫

T

� ���
(σh + 2µωhχ).(ψh − ψ) dx

−
∑

E∈Eh

∫

E

[[
(σh + 2µωhχ).tE

]]
E
.(ψh − ψ) ds

≤
∑

T∈Th

‖ � ��� (σh + 2µωhχ)‖0,T‖ψh − ψ‖0,T

+
∑

E∈Eh

‖
[[

(σh + 2µωhχ).tE
]]
E
‖

0,E
‖ψh − ψ‖0,E .

a ���!�� �� � � ( ����� �^=^O ? � �FW �� [�C � ��������������� �>= ���!� ( �5��� ��� � ��������������� � ����� sUX "^Y " S Z u�"HsUX "^Y " S U u'= �����V�

∫

Ω

ε :
� 	 � �

(ψ) dx .

[∑

T∈Th

h2
T‖

� ���
(σh + 2µωhχ)‖20,T

+
∑

E∈Eh

hE‖
[[

(σh + 2µωhχ).tE
]]
E
‖2

0,E

] 1

2

‖∇ψ‖0,Ω.
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����� � ���%������� ���!� �����!�� !��� � ( ����� �^=^O ?�� �qW �� [�C � �������%������� � ������

2µ

∫

Ω

(f − P 0
hf).z dx+ µ

∫

Ω

��

(σh)

� ���
(z) dx+

∫

Ω

(
2µ
λ
ph +

� �
(σh)

)
q dx

=
∑

T∈Th

[
2µ

∫

T

(f − P 0
hf).z dx + µ

∫

T

��

(σh)

� ���
(z) dx +

∫

T

(
2µ
λ
ph +

� �
(σh)

)
q dx

]

≤
∑

T∈Th

[
‖2µ(f − P 0

hf)‖0,T‖z‖0,T + ‖µ ��
 (σh)‖0,T‖
� ���

(z)‖0,T

+‖2µ
λ
ph +

� �
(σh)‖0,T‖q‖0,T

]

≤ 2µ

{[∑

T∈Th

‖(f − P 0
hf)‖20,T

]1
2

‖z‖0,Ω +

[∑

T∈Th

1
4
‖ ��
 (σh)‖20,T

]1
2

‖ � ��� (z)‖0,Ω

+

[∑

T∈Th

‖ 1
λ
ph + 1

2µ

� �
(σh)‖2

0,T

]1
2

‖q‖0,Ω
}
.

sUX "PZ�" S3S u

*'= � �� !�DC ��"<� ������� �� ���C � ���!� seX "PZ�"ZX u �����:�%����������������")W � ��2#� �����

‖ � ��� (z)‖0,Ω . ‖∇z‖0,Ω . ‖ε(z)‖0,Ω . ‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖0,Ω,

sUX "PZ�" S X u

‖z‖0,Ω . ‖∇z‖0,Ω . ‖ε(z)‖0,Ω . ‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖0,Ω.

sUX "PZ�" S Y u
_@�%������������� seX "PZ�"Z_ u�"�seX "PZ�" S Y uQ"SseX�"GZ�" SRS uQ"SsUX "GZ#" S X u�"SsUX "^U " X _ u����!�dseX�"GZ�"ZX uQ"(W ����� � �#� ������	 ��8������
�������� ������E( ����� �^=^O ? � �FW �� [�C � �����:�%���������>=�"I=������5�

‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖0,Ω .

[∑

T∈Th

{
‖(f − P 0

hf)‖20,T + 1
4
‖ ��
 (σh)‖20,T+‖ 1

λ
ph + 1

2µ

� �
(σh)‖2

0,T

+h2
T‖

� ���
(σh + 2µωhχ)‖20,T

}
+
∑

E∈Eh

hE‖
[[

(σh + 2µωhχ).tE
]]
E
‖2

0,E

]1
2
.

- � W ���������� ��� ���!� �V� � � � seX�" U " X�Y u ���!� � ����������� ��2 �T�#�!�D"&W ����2#� �����

‖ε‖0,Ω . η.
seX "PZ�" S Zqu

3 ���A�� !�
�#� W � �+2 �����!� � ��� �� � ��� ���� $�
P := p− ph

2^= ����� �� ! ��� ����!� �V� � � �� 
η
"

g � ��9P���:�M� ����-�d�� � � ��� � ��� � � � � � � � � � � 
	� � � � ��� ��� � � 


‖P‖0,Ω . η
seX "PZ�" S U u

URU



��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

g � � �D�� 6  !�T� � ��� �!�������!� ���%����� ����������8 ����� ����� � ���%���T����	� !�T2����:� seX " X " S u ���!� �����4�����!�� !��� �
	� ��T2#���:� seX " X "PZqu�" W � ����

� ��� (ε− Pδ) + f − P 0
hf = 0.

seX�"GZ�" S X u
*'= � �:�+� ��Y#"PZ ��8 �ZYTY �e"������� !� ��L ��� � � ���������!�� H8 �����5�

ξ ∈ [H1(Ω)]2×2 ���#� ��� �����
ξ|ΓN

= 0
���!�

� ��� (ξ) = f − P 0
hf,

seX "PZ�" S ` u
W ��� � � �#�����!���5� ��� �

‖ξ‖H( �
� �
,Ω) . ‖f − P 0

hf‖0,Ω.
seX "PZ�" S _ u

6  !�T� sUX "PZ�" S X u ���!� seX "PZ�" S ` uW ���T2#� �����

� ��� (ε+ ξ − Pδ) = 0.

9 	�	��M=�����+� �:�+� ��X�"^Y#"ZYI" W ���T2#� �����

‖ � � (ε+ ξ − Pδ)‖0,Ω . ‖(ε+ ξ − Pδ)D‖0,Ω
= ‖(ε+ ξ)D‖0,Ω
. ‖ε+ ξ‖0,Ω
. ‖ε‖0,Ω + ‖f − P 0

hf‖0,Ω
*
�#�

‖ � � (ε− ξ − Pδ)‖0,Ω ≥ ‖ � � (Pδ)‖0,Ω − ‖
� �

(ε− ξ)‖0,Ω
& 2‖P‖0,Ω − ‖ε− ξ‖0,Ω

( �T�02��������� W � � � � �#��	# ��������T��� �������%������� �>= ���I� sUX "PZ�" S _ u�" W ���T2#� �����

‖P‖0,Ω . ‖ε‖0,Ω + ‖f − P 0
hf‖0,Ω

. η.

T �  !�:� �����#� � �+2 �T�#�!�
����� �� ! ��� !�
e := u− uh

���!�
r := ω − ωh

" V��� ��T�#����T�#� �����  !��� � ��8 �������
����� � �����D"RW �B�#��� � �#������� � � �������

βh := σh+2µωhχ, β := σ+2µωχ = 2µ∇u. ? ��������	# ���	 ����� � �����X "GZ#" XE2 �T���I��� ‖ε‖0,Ω = ‖σ − σh‖0,Ω
2^= � �������!� ��� ��� �5� ���

η
"#��� ��� 
 ����� ����2 �����!� ‖β − βh‖0,Ω��� �� $���� � � �T2 � ����� ��� ���!� �V� � � �b8 �� ‖ω − ωh‖0,Ω

"mV�������W ����� 2 � ������� � ���0� ����������� ���������� � � �
2 �T�#�!� ‖u− uh‖0,Ω

��� � �� $� ����8
η
��� W � W ����� ������"

��!J JN# d�� � � � � � ��� � � � � � � � � � � 
	� � � � ��� ��� � � 


‖β − βh‖0,Ω . η.

g � � �D�� T � �����.W ��8�	� ���	 ���!��������� X "ZY#" S " � �#�� �� ��L ��� � �
v ∈ [H1(Ω)]2

W �����
v = 0

���
ΓD

" ���!�
φ ∈ [H1(Ω)]2

W ��� �
φ = constant

���
ΓN

���#� ��� �����

1
2µ

(β − βh) = ∇v +
� 	�� �

(φ),
seX�"GZ�" S b u
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W � � � � ��� ���!� �V� � � �

‖∇v‖0,Ω + ‖∇φ‖0,Ω . ‖β − βh‖0,Ω.
sUX "PZ�" X�Y u

*'=��  !�����gC �H8 �� $�0�����f")W ����� ��� �

‖ � 	�� � φ‖20,Ω =

∫

Ω

� 	 � �
φ : ( 1

2µ
(β − βh)−∇v) dx

=

∫

Ω

� 	 � �
φ : ∇u dx− 1

2µ

∫

Ω

� 	 � �
φ : βh dx−

∫

Ω

� 	�� �
φ : ∇v dx

= − 1
2µ

∫

Ω

� 	�� �
φ : βh dx.

� ���
φh =

T �
� φ

2 � �����`( �5��� ��� � ��� � �� !	 ����������������8
φ
"�*'= �����0h� !�!���:�%����������� ��8 � �#�+�#������ �� � �

	� !�T2����:� sUX " X "GZ u W ��� �
τh =

� 	 � �
(φh)

���I�
qh = 0

" W � ��� ���

−
∫

Ω

βh :
� 	�� �

φ dx =

∫

Ω

βh :
� 	 � �

(φh − φ) dx

=
∑

T∈Th

∫

T

(
� ���

(βh)).(φh − φ) dx−
∑

E∈Eh

∫

E

[[
(βh).tE

]]
E
.(φh − φ) ds

.
∑

T∈Th

hT‖
� ���

(βh)‖0,T‖∇φ‖ωT
+
∑

E∈Eh

h
1
2
E‖
[[

(βh).tE
]]
E
‖

0,E
‖∇φ‖ωE

2^=
(2.3.14)

���!�
(2.3.15)

.

[∑

T∈Th

h2
T‖

� ���
(βh)‖20,T +

∑

E∈Eh

hE‖
[[

(βh).tE
]]
E
‖2

0,E

]1
2

‖∇φ‖0,Ω

=

[∑

T∈Th

h2
T‖

� ���
(βh)‖20,T +

∑

E∈Eh

hE‖
[[

(βh).tE
]]
E
‖2

0,E

]1
2

‖ � 	�� � φ‖0,Ω.

( �T�02#�������=W � � � � �#��	# ��������T��� �:�%���������>=�"#� ����� ������������

‖ � 	�� � φ‖0,Ω .

[∑

T∈Th

h2
T ‖

� ���
(βh)‖20,T +

∑

E∈Eh

hE‖
[[

(βh).tE
]]
E
‖2

0,E

]1
2

. η.
seX "PZ�" X S u

V � � ���������� �$=��`� ���� ���� 	��� � � ���tseX�"GZ�"PZqu ���I� sUX "PZ�" S b u W ���� �
� � �

(ε) = 2µε(z)− qδ +
� 	�� �

ψ,

���H�I������� seX "PZ�"PZqu � 	 � �
ψ
��� ���$=��+� � �  !��� � �������� �h����5�
���I�

� � �
(β − βh) =

� � �
(ε) = 2µε(v) + 2µ

� � �
(
� 	 � �

(φ)).

a �������
2µε(z − v)− qδ = 2µ

� � �
(
� 	 � �

(φ))− � 	�� �
ψ.

UR`



��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

V����#��W �S� � = ���!� �V� � � �

‖2µε(z − v)− qδ‖20,Ω =

∫

Ω

(2µ
� � �

(
� 	�� �

φ)− � 	 � �
ψ) : (2µε(z − v)− qδ) dx

=

∫

Ω

(2µ
� 	�� �

φ) : (2µε(z − v)− qδ) dx+

∫

Ω

� 	�� �
ψ : qδ dx

≤ 2µ‖ � 	�� � (φ)‖0,Ω‖2µε(z − v)− qδ‖0,Ω +
√

2‖ � 	 � � (ψ)‖0,Ω‖q‖0,Ω
≤ 2µ2‖ � 	�� � (φ)‖20,Ω+1

2
‖2µε(z − v)− qδ‖20,Ω+

√
2‖ � 	�� � (ψ)‖0,Ω‖q‖0,Ω

V���� ���!� �V� � � ��� ��2 � �����5� 	��M=

‖2µε(z − v)− qδ‖20,Ω . ‖ � 	 � � φ‖20,Ω + ‖ � 	�� � ψ‖0,Ω‖q‖0,Ω*'= � �� ��DC � ���!� �  �������T�#���� ��������������� � �����$W ������

‖∇v‖0,Ω . ‖ε(v)‖0,Ω
. ‖2µε(z − v)− qδ‖0,Ω + ‖ε(z)‖0,Ω + ‖q‖0,Ω

.

[
‖ � 	�� � φ‖20,Ω + ‖ � 	 � � ψ‖0,Ω‖q‖0,Ω

]1
2

+ ‖ε(z)‖0,Ω + ‖q‖0,Ω
. ‖ � 	 � � φ‖0,Ω + ‖ε‖0,Ω + η

2^=
(2.4.6)

���!�
(2.4.1)

. η
2^=

(2.4.3)
���!�

(2.4.21).
seX "PZ�" XTX u

6  !�T� sUX "PZ�" X S u�"HsUX "PZ�" X�X u ���!�tseX�"GZ�" S b u W ���T2#� �����42^= �  !�����#���� �����:�%���������>= �

‖β − βh‖0,Ω . η.

6  !�T� ����� 	� �������������`� �:�+� �����!� �  !��	 �������������NX�"GZ�" Xf" W � ��� �����5�+� ������� � ���M= �
g � �D9P���:���/�4��-Qd�� � ��� � � ��� � � � � � � � � � �	� 	 � � ��� � � 


‖ω − ωh‖0,Ω . η.

T �  !�:� �����#� � ��	# �� ��� ������� ������� ‖u− uh‖0,Ω . η
������ $���� � �����������V�!��� ������� �T�# ���!���5� ��� �� 

η���  !��������2�����"�V �b2 ����2���� � � 	� �� ��� �$��� � ��� ���!���5� ��� ��" W ��W �����%� � �����!�T� � ������ � �  ���� ���!���!� 	#�������
���

Ω
���!�

ΓN
"J3 � ��� ��� � ���K8 �������/W ����  ����$������

g � �D9P���:���/�4��- d � � ����� � �	� 	 
 
 	 ����� 
 � ��� � � � � � �
�
� � � � � � �

s ∈ ΓN

 ����� � � � � � � 


�
��� � � � � � ���	�

����� � � � � � � � � � � 
	� � � � � � ��� � � 

‖u− uh‖0,Ω . η.

g � � �D��S� ���
D

2 ���d2 �T���!�#�:� ���T� ����������� � �������
ΓN ⊂ ∂D

"
D ⊃ Ω

"
D\Ω 6= ∅

���!� � ���� $=
	 ����� � ��8

∂D\ΓN
��� � �$� ����� � 2 �T�#�!���� = 	 ����� ��"�3 � �������!�5���� 

ẽ ∈ [L2(D)]2
����� � � �����

ẽ|Ω = e���!�
ẽ
������8�� � ��� �����V���bY#" � ���

z ∈ [H2(D)]2
2 � ���!���5�#������� ��8 ����� �������!� ����� �>= 	� !�T2����:�

{ � ��� (2µε(z) + λ
� �
ε(z)δ) = ẽ

���
D

(2µε(z) + λ
� �
ε(z)δ).n = 0

���
∂D.

U3_



� ��� ��� � 
 � � 	 � � � � � � � � 
	� � � � ��� � 


� ���
τ := 2µε(z) + λ

� �
ε(z)δ

" T � ����� ���� ����� 2%= 	��� !���H= �����V� s  ���� ����� � ��� �
u = 0

���
ΓD

u��

‖e‖20,Ω =

∫

Ω

(u− uh) � ��� (τ) dx

= −
∫

Ω

∇u : τ dx−
∫

Ω

uh � ��� (τ) dx.

- � W �������!�5���� ������� ���������2����
BDM1

��� ���� !	 ������� ����� ��	 �� ���� �� 
Ih
"���� ��� ����

(τh, 0) := (Ihτ, 0) ∈
Σ0,h

"����!�1�#�����# �����K8 ����� �������
uh

���������#�!� ��� � ���
� ��� �
�� ����������� ��8 �������  !��������������������g"qW � ����

‖e‖20,Ω = −
∫

Ω

∇u : τ dx−
∫

Ω

uh � ��� (τh) dx

= −
∫

Ω

∇u : τ dx+ 1
2µ

∫

Ω

σh : τh dx+

∫

Ω

ωh
��


(τh) dx

2^= � ���Kh� !�!� �:�%��� � �����
��8 �����b�����!�� �� � � 	� !�T2������
(2.2.4)

= − 1
2µ

∫

Ω

β : τ dx+ 1
2µ

∫

Ω

(σh + 2µωhχ) : τh dx

= − 1
2µ

∫

Ω

(β − βh) : τ dx+ 1
2µ

∫

Ω

βh : (τh − τ) dx
- � W ��������`( ����� �^=^O ? � �FW �� [ ��������������� �>= ���I� � �:�+� ��X "^Y " `��������/W ����� � �T2#� �����

‖e‖20,Ω . ‖β − βh‖0,Ω‖τ‖0,Ω +
∑

T∈Th

‖βh‖0,ThT |τ |1,T

.

[
‖β − βh‖0,Ω +

(∑

T∈Th

h2
T‖βh‖20,T

)1
2
]
||τ ||1,Ω.

*
� �
||τ ||1,Ω . ||τ ||1,D . ‖z‖2,D . ‖ẽ‖0,D . ‖e‖0,Ω.T �
�����#���5�#�������eW ����� ����	� �� ���:���������

‖e‖0,Ω . η

( �T� 	��� !���� � �#����2 � ���H�  ���	 ���!��� �����oW � � ��� ���`� � U�"GZ ��8 � S Y �9s ����� ���������Zb � uQ"3W �  ��:� �� � �������(W �
��� ��� � �����5����� � �#�

H2 O  !��T������ �� �>=  !�:�%���� !�:� ��� � ��8#����� �����V�#� ��������8Hs S " X " S u�" 2!�#� � ��� � �#������ !�������������W � ������� ����� ������T� ���  !��� �^=�	 ��� ��������� ��� � �#�K2 �T�#�!���� = 	��� �
ΓN

��8
Ω
"

� ��
�� � � ���{�	�O�	�_�,� � ��� � � � ���-� + �	�_�,� � ���I� � � � ���$�
. ���������I8 �# !� �#�� � �#� �#��� ���������#�

β = σ+2µωχ
"
βh = σh+2µωhχ

"
ε = σ−σh, P = p−ph, r =

ω − ωh,
���!�

e = u− uh
"B3 � �  ������ �!��	��� �������V= ����� ���� !���T��� ����� �� ��V2!�#� ������� ��	�	 � �� !���� ���������

���!� �V� � � �� 
η
"

" 7 �q�D� �)J d�� � ���� � �+2R#>' '��)K �q�e�q� � �D�e%P���(-10 � � � � � � � �
T ∈ Th

����� � � � � � � � � � � �
�
� � � � � � �

� � � � � �	� 	 � � ��� � � 
 �
ηT . ‖f − P 0

hf‖0,T + ‖e‖0,T + ‖ε‖0,ωT
+ ‖r‖0,ωT

+ ‖P‖0,T .
sUX "PZ�" X Y u

U3b



��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

��!J JN# d�� � � ��� � ��� � � � � � � � � � � 
	� � � � ��� ��� � � 
 �
‖ 1
λ
ph + 1

2µ

� �
(σh)‖

0,T
. ‖p− ph‖0,T + ‖σ − σh‖0,T .

g � � �D���V����E( ���#� �%=^O ? � �FW �� [�C ���������%������� �>= ���!�
�����K8 ������������� 1
λ
p + 1

2µ

� �
(σ) = 0

=������5�

‖ 1
λ
ph + 1

2µ

� �
(σh)‖2

0,T
= −

∫

Ω

[
1
λ
(p− ph) + 1

2µ

� �
(σ − σh)

][
1
λ
ph + 1

2µ

� �
(σh)

]
dx

≤ ‖ 1
λ
(p− ph) + 1

2µ

� �
(σ − σh)‖

0,T
‖ 1
λ
ph + 1

2µ

� �
(σh)‖

0,T

.
(
‖p− ph‖0,T + ‖σ − σh‖0,T

)
‖ 1
λ
ph + 1

2µ

� �
(σh)‖

0,T

��!J JN# d�� � ����� � ��� � � � � � � � � � � 
	� � � � ��� ��� � � 
 �
hT‖

� ���
(σh + 2µωhχ)‖0,T . ‖σ − σh‖0,T + ‖ω − ωh‖0,T

g � � �D�� T � ���� ��!� ���#�:�%��������� ����� ���!� �  !�����gC �H8 �� $�0����� =������5�

‖ � ��� (σh + 2µωhχ)‖20,T .

∫

T

bT ‖
� ���

(σh + 2µωhχ)‖2 dx 2^=
(2.3.9)

= −
∫

T

bT
� ���

((σ − σh) + 2µ(ω − ωh)χ).
� ���

(σh + 2µωhχ) dx

= −
∫

T

� ���
(β − βh).bT

� ���
(βh) dx

= −
∫

T

(β − βh) :
� 	 � �

(bT
� ���

(βh)) dx

≤ ‖β − βh‖0,T‖
� 	�� �

(bT
� ���

(βh))‖0,T
. ‖β − βh‖0,Th−1

T ‖
� ���

(βh)‖0,T
2^=

(2.3.10)

. (‖σ − σh‖0,T + ‖ω − ωh‖0,T )h−1
T ‖

� ���
(σh + 2µωhχ)‖0,T .

V������ 	� !� ����� � ���S� �:�+� �#"

��!J JN# d�� � ��5�� � � � � � � �
E ∈ Eh

����� � � � � � � � � � �	� 	 � � ��� ����� � � � � �	��� � � � � 	 � � � � � � � ��� � � 
 �
h

1/2
E ‖

[[
(σh + 2µωhχ).tE

]]
E
‖

0,E
. ‖σ − σh‖0,ωE

+ ‖ω − ωh‖0,ωE

g � � �D�� � � �������!���
ψE :=

6�� ��� (
[[
βh.tE

]]
E
).bE

"PW ����� � 2 ���������� � �
[H1

0 (ωE)]2
" 9 �

β|ωE
∈

[H(
� ���

, ωE)]2
"72^= ��� ����� ���� �����42^= 	��� !���@W �����

ψE
"&W ���T2#� �����

∫

ωE

(
� ���

(β)).ψE dx−
∫

ωE

β :
� 	�� �

(ψE) dx =

∫

∂ωE

(β.tE).ψEds

XTY



� ��� ��� � 
 � � 	 � � � � � � � � 
	� � � � ��� � 


9 � � ���
(β) = 0

���!�
ψE/∂ωE

= 0
"#���������������������

∫

ωE

β :
� 	 � �

(ψE) dx = 0

6��� 
βh

W � ��� ����� ���� ��������� ��� � �� ����V= ���!�
�T2#� �����

‖
[[
βh.tE

]]
E
b
1/2
E ‖

2

0,E
=

∫

E

[[
βh.tE

]]
E
.ψE ds

=
∑

T⊂ωE

∫

∂T

βh.t.ψE ds

=
∑

T⊂ωE

[∫

T

(
� ���

(βh)).ψE dx−
∫

T

βh :
� 	�� �

(ψE) dx

]

=
∑

T⊂ωE

[∫

T

(
� ���

(βh)).ψE dx+

∫

T

(β − βh) :
� 	�� �

(ψE) dx

]

≤
∑

T⊂ωE

[
‖ � ��� (βh)‖0,T‖ψE‖0,T + ‖β − βh‖0,T‖

� 	 � �
(ψE)‖0,T

]
.

� �:�+� ��X "GZ#"^b ���!� ��� ���� !������������������� � �����]seX�"^Y#" S X uQ"HseX�"^Y#" S Y u ��� ��� ���

‖
[[
βh.tE

]]
E
b
1/2
E ‖

2

0,E
.
∑

T⊂ωE

[
h−1
T (‖σ − σh‖0,T + ‖ω − ωh‖0,T ) h

1/2
E ‖

[[
βh.tE

]]
E
‖

0,E

+ (‖σ − σh‖0,T + ‖ω − ωh‖0,T ) h
1/2
E h−1

T ‖
[[
βh.tE

]]
E
‖

0,E

]

V����� !��T�#���� !���>=
��8 � �#� �  �������T�#�����������
������2������c��� � �42 �T���I�
h

1/2
E h−1

T . h
−1/2
E

8 �� �����
E ∈ ∂TW � � �

T ∈ Th
"V��%���

‖
[[
βh.tE

]]
E
b
1/2
E ‖

2

0,E
. h

−1/2
E (‖σ − σh‖0,ωE

+ ‖ω − ωh‖0,ωE
)‖
[[
βh.tE

]]
E
‖

0,E
.

3 � ���������5�!�#�S2^=4�#�����# ����� �:�%��� ���������#��� seX "ZY#" SRS u "

� �!J JN# d�� � �45D5�� � ��� � � � � � � � � � � 
	� � � � � ����� � � 


hT‖σh + 2µωhχ‖0,T . hT (‖σ − σh‖0,T + ‖ω − ωh‖0,T ) + ‖u− uh‖0,T .

X S



��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

g � � �D���. ��������� �������
β = σ + 2µωχ = 2µ∇u "J- �/Wb">W � ��� ���

‖σh + 2µωhχ‖20,T .

∫

T

bTβh : βh dx
2^=

(2.3.9)

= −
∫

T

bT (β − βh) : βh dx+

∫

T

bTβ : βh dx

= −
∫

T

bT (β − βh) : βh dx+ 2µ

∫

T

bT (∇(u− uh)) : βh dx

= −
∫

T

bT (β − βh) : βh dx− 2µ

∫

T

(u− uh). � ��� (bTβh) dx

≤ ‖β − βh‖0,T‖βh‖0,T + 2µ‖u− uh‖0,T‖ �
���

(bTβh)‖0,T
. ‖β − βh‖0,T‖βh‖0,T + h−1

T ‖u− uh‖0,T‖βh‖0,T
2^=

(2.3.10)

. (‖σ − σh‖0,T + ‖ω − ωh‖0,T + h−1
T ‖u− uh‖0,T )‖σh + 2µωhχ‖0,T .

T �����������V��������� W ����� ����	� !� ���:�
� �����

hT ‖σh + 2µωhχ‖0,T . hT (‖σ − σh‖0,T + ‖ω − ωh‖0,T ) + ‖u− uh‖0,T .

3 � �� �� �#� W ��2#��� � � 	� !� ��8�V������� ��:� X "PZ�"^` " T �!�#���:� � �  !���$�������E8  ���� ����� �!�:�%�����#��� ��8B� �:��O
� ���cX "PZ�"^_�O�X�"GZ�" SRS " ���I� � ���S8 ����� � ����� ‖ ��
 (σh)‖0,T

��	�	 � �� !���� ���
� ��� ���!���5� ��� �� 
ηT

��� � ���!���M=
���!���5� ��� ���
���

‖ ��
 (σh)‖0,T = ‖− ��
 (σ − σh)‖0,T
= ‖− ��
 (ε)‖0,T
≤ 2‖ε‖0,T .

�t¢ � ��� � �� S��� ¤#(  � §*"�#	 � " ���7��¤ � �4���'#�x¦ ¦ ¤E�  S	��

V���� � ����� ��8 � �0��� � ��	#�V=^O ������������� ���`�#�T� ����� ��� 8  ��:�%����� � �V=`���!�:� ���`� ��� ������������" T � 	� ����� ����� � ���
� � R!�� ����>= ��8B� ��� �����#��� 	��� � ������� � ������� 8 �� �QL#��� 	#�������#��������" T � ��� � �%������� � �� !��� � ���# ��� �  !� ���
� ������� ���!� ��8����T� ����� 2^= � ����� ������ � ����� �T�# �� ! ��� ���!����� ������ �!�������  !��������2���� ���I� ��
 ������� � �������
� �� !� ������� ��� �!����������#"
3 �����#	�	 ����� ���
����� W ����������8 � ����� �!��� � ������� ����� ������ $=
���� !� �QL���8

ΓN
���

� ����� ����L����������" � ���B���Hh� �� � ��� �  !�f�!�#��������� � ����� ��� �������]s ����� 6 ��T�� !�bX "ZY u��
� ���c���K�����#��� �02^=

Γ0

��������L����� ����� c2 �T���!���� $=���8
Ω
s � " ��"

Γ0

��� � ��� 2 �T�#�!���� = ��8 ����� �����M=
���%2 �T�#�!���:� ���������������:� ���T� 	 ������� � ��8 T . 2\Ω u����!� 2^=

Γi
"
1 ≤ i ≤ p

" � ��� ��� ���� �������#�������:�
���T� 	 ������� � � ��8

Γ
"�3 �S8 �# !� �#�� �hIL �+2 �T���!�#�:� �!�5� 	��V= ���������������:� ��	 ���1���T� �����

D
����� � �������

ΓN ⊂ ∂D
"
D ⊃ Ω

"
D\Ω 6= ∅

���!�������� $=12 �����!���� =
	 ����� � ��8
D

���  !��T������ �� ����� ���QL ���#�����"
V������ ����� �!���

D\Ω ��� ����� �������#�������:� ���!� 8 �� ���^=
i ∈ {1, · · · , p} " W � �#���������12^= Ωi

� ���
�������#�������:� ���T� 	 ������� � ��8 � ����� ��� �+2 �T�#�!���:� 2^=

Γi
",6��� �����

i ∈ {1, · · · , p} "PW � ���/W hfL �
8 �������������

vi ∈ D(D)
����� �
� �����

vi = 0
���

Ω,

vi = 0
���

Ωj, ∀j ∈ {1, · · · , p} : j 6= i.

X^X



� ����� � ���
�
��
 � ��� � � 	 � � � � � � �

�
����� �

�
� � � � � � � � �

Γ1

Ω1

Ω2

Ω3

Γ3

Γ2

Γ0

6 ��T�# ��bX "ZY�� �1��� � ��	��V=^O ���������������:� ���T� �����

���� ���� ���� � ��� � 8 ����� � �����
vi
�0��� � ����� ���$8 =

∫

Ωi

vi dx = 1
���!� ∫

D

vi dx = 0.

� ���
ΓD = ∂Ω\ΓN

���!�
qi ∈ H1

ΓD
(D)∩ L2

0(D)
2 � � �#�K�����5�%��� ���� !��������������� �����V�#� ����� ��8�� � ��� Y

��8 � �#�E� �����!�����
�:�%��� � �����=W � � � ���T� ��������������B- �:�I� ���#�N2 �T���I���� $= �����!�#��� �������
{ −∆qi = vi

���
D

∂qi
∂n

= 0
���

∂D.

seX "^U " S u

? �������������� $= 2 �T�#�!���� = 	 ����� � ��8
D

���  ���T������ �� ����� ���QL ���������"�� � ���EW ����� � ���/W � � �����
qi2 ������������ �

H2(D)
" 6� !�T� � ��� � ��������� ��8

vi
"PW �  ���� �� � �������

qi
��� ���� �� ������� ���

Ω
���!�,2^=

�� ������DC �H8 �� ��0�#���8W ����� ���S8 �� ������� $=
i ∈ {1, · · · , p}

∫

Γj

(∇qi).n ds =

∫

Γj

∂qi
∂n

ds =

∫

Ωj

∆qi dx =

∫

Ωj

vi dx = δij,
seX "^U " X u

W ���� ��eW �  ���� ����� �������
n
� � ����� � �#� ���� $� ��� ���������� ��������

Γ
�� ������ � ��� �T�#�����5�#�

Ω
" � ���

β =
(β1, β2)

T ∈ T . 2 " T �
�����K8 �������/W ����!"qW �kW �����g�#����� ���K8 �������/W ���# ����� ��� �����

β ∗ ∇qi =

[
β1∇qTi
β2∇qTi

]
.

3 � � � �������!������� � � �������:"!W � �� !� ���/W ��2���� � � 8 �� ��0������� � � �#� a ���V� �#����� [ ��� ���/�������T� 	 ���!��������� W �
��� ��� ���4� ���!� "

XRY



��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

� ��� � � � �#�=��������� � � � � � ���$� ����� ���$� � � �#(� �
V � ��� � ��2#�����!�  ���������2��������>= ��8 �����  ������V�!�����02�������� �� � !�� ���I��������� �� �"kW � �����:� � � � �f���M8 = � ���
a ���V� �#����� [)�������T� 	 ���!��������� 8 �� �������!�� 48 �����V���4�!��� ��� ����� �0��������	��M=^O ����������� � ��� ����T� ���� $= ��8
� ���S���T� ����� "V � �T�� � ���/W ���:�#������������������T� 	 ����� � ����� ������� � � �+2 � ����W "�� ���B��� �T2��!�� ��� �������
� ��� 	� !� ��8 ��8 � �#� ��
 ����������= ��8 � ��� �� � ��� ����!����� ������ 0�0�#�!� ������2 �4� �f���Mh��:�,2 ���������!�=W � �����
� ��� a ���V� ������� [��#������� 	 ����� � ����� �����V= ��� � �#� 	� !� ��8 ��8�� ���  ���������2��������>=�"`9 � � ���T�#�� W �EW �����@�����
�����V= ��� � �����������#��� � ��� a ���5� ������� [c�������T� 	 �������������4� ��� ���������������
�����E�  !��	 ����� � �����NX " U�" Xf"�� � ���
W �� � �FW ������� ��� ������� ������� W � ��� ���������!� ����� 8 �������/W ������������T� 	 ����� � ��������8 a ���V� ������� [��>=�	 �E8 �� 
� ���#���� �h����V����"
g � �D9P���:���/�4��-Id�������5�� � �	�

τ ∈ [L2(Ω)]2×2.
� ���	� ����� � � � � � 
	�

p ∈ [H1(Ω)]2
� � ���

p = 0
���

ΓD



ϕ ∈ [H1(Ω)]2
� � ���

ϕ = constant
��� � �

�
�
�
����� �

�
��� � �

� � ����� �	��� ���
ΓN

� � � βi = (β1
i , β

2
i )
T ∈

� � 2 � � � � � �
i ∈ {1, · · · , p} 
 	 �

����� � �

τ = ∇p+
� 	�� �

ϕ−
p∑

i=1

βi ∗ ∇qi,
seX "^U "ZY u

� � ��������� � 
	� � � � � �

‖∇p‖0,Ω + ‖∇ϕ‖0,Ω +

p∑

i=1

|βi| . ‖τ‖0,Ω.
seX "^U "PZqu

g � � �D���9 � ��� � �#��	# �����8 ��8J� �:�+� ��X "ZY#" S �����
p ∈ [H1

ΓD
(Ω)]2

2 ������������ !��������������� 8 �� $�0������� �����
��8

∫

Ω

(τ −∇p) : ∇ψ dx = 0
8 �� �����

ψ ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2.
seX "^U "^U u

V������ ����� � ���%����� �����
�5� 	������������
	��� � ���:������ :"#�������
τ −∇p ���/�#������ ���������S8  ���� ���

Ω
���
�����������#���

��8J�����!�� ��52I�#� ��������2!� � ����������� ����� �#������������ ����V= ����� ���$8 =

〈(τ −∇p).n, ψ〉H−1/2(Γi),H1/2(Γi) = 0, ∀i ∈ {1, · · · , p}, ∀ψ ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2.

V����� !��8 �� !�kW � �!� �� !� �
����� � �� !�
βi = (β1

i , β
2
i )
T ∈ T . 2 ���#� ��� �����

v := (τ −∇p)−
p∑

i=1

βi ∗ ∇qi,

� �������$h���� � ������	� ���	 �� �>=T"������ ���V=

〈v.n, 1〉H−1/2(Γi),H1/2(Γi) = 0, ∀i ∈ {1, · · · , p}. seX "^U "ZX u
*'= 	� !��	 �� !�>=tsUX " U�" X uQ"#� �#�����������%������������� ��� �

βi = 〈(τ −∇p).n, 1〉H−1/2(Γi),H1/2(Γi).

( ���!��� � ����� sUX "^U "^X u �������/W �4��� ��� ��	#	��V= V��#���� !�:� T "^Y " S ��8 � XRU � �����#�[2%= ������� ��� ����� � �������� 

τ −∇p−∑p
i=1 βi ∗ ∇qi

W ����� � =������5��� � ���������� ������ �!�� �� ��� 8 ����� � �����
ϕ ∈ [H1(Ω)]2

�$��� ���������

τ −∇p−
p∑

i=1

βi ∗ ∇qi =
� 	 � �

ϕ.

X�Z
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� � � � � � � � �

V������ 	� !� ����� ��������L 	����#������� seX "^U "ZY u " 9 	�	��M=����� ����� ����� � ����� !�:������� � ��� ��� ����� 	� !� ��8 ��8g� ���`� �
X "ZY#" S " W � ������� �������M= �������

ϕ = const
���

ΓN
"PV���� ��� � �V� �����

‖∇p‖0,Ω ≤ ‖τ‖0,Ω,
seX "^U "^` u

8 �������/W � �V�`� �:������� ���V= 8  ���� � ��� ���� ������ ��������� �:�%��� � ������sUX " U�" U u 2^= � � � ����
ψ = p

��� � � ���!�
8 ���#��� ����� "

���� !��� ���� B8  !�T� ����� ��L 	� !�����!��������8
βi

���!� � �����  ������ ���!� �V� � � � �GXRU �U"&W ����� ���

|βi| . ||(τ −∇p).n||H−1/2(Γi)

. ‖τ −∇p‖0,Ω

. ‖τ‖0,Ω + ‖∇p‖0,Ω,
 !�:� ���!������ �������

τ − ∇p ���c�������� !��������08  �����" V����� !��8 �� !����� � �5� ����� seX�" U "^` u ������� W�� � � ���������5�!���
�������

|βi| . ‖τ‖0,Ω.
seX "^U "Z_ u

V��%��� ���� !�:� �����#�������V= � � 	� !� �����������

‖∇ϕ‖0,Ω . ‖τ‖0,Ω.
? �������

‖∇ϕ‖0,Ω = ‖ � 	�� � ϕ‖0,Ω = ‖τ −∇p−
p∑

i=1

βi ∗ ∇qi‖
0,Ω

≤ ‖∇p‖0,Ω + ‖τ‖0,Ω +

p∑

i=1

|βi|‖∇qi‖0,Ω,

������� W � ��� � �5� ������� seX�" U "^` u ���I� sUX "^U "^_ u ������� W ��� ���������5�!�����������

‖∇ϕ‖0,Ω . ‖τ‖0,Ω.

g � ��9P���:�M� ����- d������]d � � �	�
τ ∈ [L2(Ω)]2×2.

� ���	� ����� � � � � � 
	�
z ∈ [H1(Ω)]2

� � ���
z = 0

���

ΓD


ψ ∈ [H1(Ω)]2

� � ���
ψ = constant

��� � �
�
�
�
����� �

�
��� � �

� � ����� �	��� ���
ΓN



q ∈ L2(Ω)

� � �
βi = (β1

i , β
2
i )
T ∈ � � 2 � � � � � �

i ∈ {1, · · · , p} 
 	 �
����� � �

{
τ = 2µε(z)− qδ +

� 	 � �
(ψ)−∑p

i=1 βi ∗ ∇qi
1
λ
q + � ��� (z) = 0.

seX "^U "Zb u


 � � � � � � � ����� � � � � � � � � � � 
	� � � � � ����� � � 
 �

‖ε(z)‖0,Ω + ‖∇ψ‖0,Ω + ‖q‖0,Ω +

p∑

i=1

|βi| . ‖τ‖0,Ω.
sUX "^U " S Y u

XFU



��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

g � � �D�� 9 � ��� ����� 	� !� ��8 ��8B� �:�+� � X "^Y " X������
z ∈ [H1

ΓD
(Ω)]2

�����#��� ��� � ��� �����V�#� ����� ��� � ���
���� ���� � ���������<8 �� ��0�#����������� ��8 �����S� ���`��� = � � ���

∫

Ω

(−2µε(z)− λ � ��� (z)δ + τ) : ∇ϕ dx = 0
8 �� �����

ϕ ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2.
seX "^U " SRS u

V������ �����!���:�%����������� �V� 	�������� ��� 	��� � ���:������ :" ������� −2µε(z) + qδ + τ
"+W � � �

q = −λ � ��� z " ��� ��������� ���������S8  !����� �������� ���
Ω
"72I�#�

z
�#� ��� �#��� �������������� ����V= ����� ���$8 =

〈(−2µε(z) + qδ + τ).n, ψ〉H−1/2(Γi),H1/2(Γi) = 0, ∀i ∈ {1, · · · , p} ∀ψ ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2.

9 �B2 ��8 �� ��mW �ShfL � �������������� 

βi = 〈(−2µε(z) + qδ + τ).n, 1〉H−1/2(Γi),H1/2(Γi),

����� �
� �����

〈(−2µε(z) + qδ + τ +

p∑

i=1

βi ∗ ∇qi).n, 1〉H−1/2(Γi),H1/2(Γi) = 0, ∀i ∈ {1, · · · , p}. sUX "^U " S X u

9 	�	��M=������V������� ���� T "^Y#" S 	 "ZYF` ��8 �GXRU � �������W2%= �����#� � ��� �����������!�� 

−2µε(z) + qδ + τ +

p∑

i=1

βi ∗ ∇qi,

W �������#���5�I����� ������������ !� �QL ���!��� � � �  !� ��� 8 �#�����������
ψ ∈ [H1

ΓD
(Ω)]2

��� � ��� �

−2µε(z) + qδ + τ +

p∑

i=1

βi ∗ ∇qi =
� 	�� �

ψ.

V������H=������5��� ����� ��L 	������!����� seX�" U "Zb u " ? �5� ������ ��M= ����2 ��8 �� �� W � � ���
	� �� �����������

ψ = const
���

ΓN .

V ��	� !� ��� � �#�����!���5� ��� � seX�" U " S Y uQ")W � � � ������� ����� �H8 �������������
ϕ = z

��� ��������� ����� seX�" U " SRS u ���!�d2^=
( ����� �^=^O ? � �FW �� [�C � ���I� � �� ��DC � �������%������� � �����:"qW � �� �

‖ε(z)‖0,Ω . ‖τ‖0,Ω.
seX "^U " S Y u

- �/W 2^=4���!����+� �:�+� � Y "GZ � YTY��U"&W � � �����!���/W ��� ��� � �:�+� ��X "^Y " X � �����

‖q‖0,Ω = ‖λ � ��� z‖0,Ω . ‖τ‖0,Ω.
seX "^U " S Zqu

9 �B2 ��8 �� ���"I8  ��T� � ��� �QL#	# ����!������� ��8
βi

���!� � ������ ���������!���5� ��� � �GXRU �U" W � ��� ���

|βi| . ||(−2µε(z) + qδ + τ).n||H−1/2(Γi)

. ‖−2µε(z) + qδ + τ‖0,Ω

. ‖τ‖0,Ω + ‖ε(z)‖0,Ω + ‖q‖0,Ω.
XRX
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V����� ���8 �� ���� �#�����!���5� ��� ��� seX "^U " S Y u ���!� seX�" U " S Zqu ������� W ��� ���������5�!�����������

|βi| . ‖τ‖0,Ω.
sUX "^U " S U u

? �������

‖∇ψ‖0,Ω = ‖ � 	 � � ψ‖0,Ω = ‖−2µε(z) + qδ + τ +

p∑

i=1

βi ∗ ∇qi‖
0,Ω

. ‖ε(z)‖0,Ω + ‖q‖0,Ω + ‖τ‖0,Ω +

p∑

i=1

|βi|‖∇qi‖0,Ω,

������� �� !��� ��� � �5� ������� seX�" U " S Y uQ"HseX�" U " S Zqu ���!� seX "^U " S U u'=������5�

‖∇ψ‖0,Ω . ‖τ‖0,Ω.
( ���#���:�%����� � �V=�">W ����� ����	� �� ���:� �����:�%���������>= seX�" U " S Y u "

� ��� � � � ���{�	�O�	�_�,� � ���#( ��� * � ( � � + �	�9���0� ���I� � � � ���$�
V���� �#�.W �������T� 	 ���!����������� ��8��������!�� `h����5��� ��� ����� ���1� �����Vh�� ����������� ��� � ��� 	� �����8���8������

 !��������2��������>= ��8 ����� �� � ��� ��� � �V� ������ �"�9 � �����M= � ���E��	�	 �� �� � ��� /2 �T���!� ��8 ‖ε‖0,Ω = ‖ε− εh‖0,Ω���I� ‖β − βh‖0,Ω
2^=

η
����� � �#� a ���5� ����� � [ �>=�	 �E�#�����T� 	 ���!��� �����D"�� � ����� �%��� �����M= ���
� ����� ���������

������� ����� �0��� ��� � ��� � ��� ���������!� �� = � �����Vh������ ��������"#� � ����� �#��� � � ����� � ��� ��	�	 �� �� ! ��� �2 �T���I� ��8
‖r‖0,Ω = ‖p− ph‖0,Ω

���!� ‖u− uh‖0,Ω
 !�:� ����� � � �����#�������V����� ��	#��� � ��8 � �#� ����W �������T� 	 �������������#�

��8 � �������� �h����5�#��"@3 �K2 ������ W ����� �����K8 �������/W ���� ���!���5� ��� ���
g � ��9P���:�M� ����-�d������ ��� � ��� � � � � � � � � � � 
	� � � � ��� ��� � � 


‖ε‖0,Ω . η.
seX "^U " S X u

g � � �D����  ���	 ����� � ����� X "^U " X �V� 	�������� � ��� �QL#���!��������� ��8
z ∈ [H1(Ω)]2

W ��� �
z = 0

���
ΓD, q ∈

L2(Ω)
"
ψ ∈ [H1(Ω)]2

W � � �
ψ = const

��� � ��� � ������������� ��� ���T� 	 ���#��� � ��8
ΓN

���!�
βi ∈

T . 2

�$��� ���������

ε− 1
2

��

(σh)χ = 2µε(z)− qδ −

p∑

i=1

βi ∗ ∇qi +
� 	 � �

ψ
seX "^U " S ` u

1
λ
q + � ��� (z) = 0.

seX�" U " S _ u
���� ���� ���� � ���K8 �������/W ���� ��� � �5� �����������5�#��

‖ε(z)‖0,Ω + ‖∇ψ‖0,Ω + ‖q‖0,Ω +

p∑

i=1

|βi| . ‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖0,Ω.

sUX "^U " S b u
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��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

? � ��������

φ = −
p∑

i=1

βi ∗ ∇qi,

���H8 �������/W ��8  ��T�
ε := σ + σh

���!�
�:�%���������>= sUX "^U " S ` u � ��� � � 	 � �
(ψ) + φ

��� � �$=��+� � �  ���� � �������� 
8 �����V� "@*'= � �����  !�����#���� �����:�%���������>=�")W � ��� ���

‖ε‖0,Ω ≤ ‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖0,Ω + ‖1

2

��

(σh)χ‖0,Ω

= ‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖0,Ω + 1√

2
‖ ��
 (σh)‖0,Ω.

seX "^U " X�Y u

T � �����.W ��8 � ���K����8 ����� � ����� ��8 � �#���� � !�� ���!� �V� � � �� 
η
"#�����$��
 ����������2 �T�#�!� ‖ε− 1

2

��

(σh)χ‖0,Ω.V���� ��2 � ���b�������T� 	 ����� � ����� ������� W � � � W  �� � �

‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖20,Ω =

∫

Ω

(ε− 1
2

��

(σh)χ) : (2µε(z)− qδ +

� 	�� �
ψ + φ) dx

=

∫

Ω

ε : (2µε(z)− qδ +
� 	�� �

ψ + φ) dx

−1
2

∫

Ω

��

(σh)χ : (2µε(z)− qδ +

� 	 � �
ψ + φ) dx

=

∫

Ω

ε : (2µε(z)− qδ + φ) dx

���
2µε(z)− qδ + φ+

� 	�� �
ψ

��� ���$=��`� ���� ���� � ���#���� H8 �����5�
.

*'=vseX�" U " S _ u W �S� � =EW  !�����

‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖20,Ω =

∫

Ω

ε : 2µε(z) dx−
∫

Ω

2µP ( 1
λ
q + � ��� (z)) dx−

∫

Ω

ε : qδ dx

+

∫

Ω

ε : (φ+
� 	�� �

ψ) dx

= 2µ

∫

Ω

ε : ε(z) dx− 2µ

∫

Ω

P � ��� (z) dx− 2µ
λ

∫

Ω

Pq dx−
∫

Ω

� �
(ε)q dx

+

∫

Ω

ε : (φ+
� 	�� �

ψ) dx

= 2µ

∫

Ω

ε : ε(z) dx− 2µ

∫

Ω

Pδ : ε(z) dx− 2µ
λ

∫

Ω

Pq dx−
∫

Ω

� �
(ε)q dx

+

∫

Ω

ε : (φ+
� 	�� �

ψ) dx

= 2µ

∫

Ω

(ε− Pδ) : ε(z) dx− 2µ
λ

∫

Ω

Pq dx+ 2µ
λ

∫

Ω

pq dx+

∫

Ω

� �
(σh)q dx

+

∫

Ω

ε : (φ+
� 	�� �

ψ) dx.

XR_



� ����� � ���
�
��
 � ��� � � 	 � � � � � � �

�
����� �

�
� � � � � � � � �

; �����# �� ������DC �H8 �� �� �����I"!W �b� � =eW  �� � � �

‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖20,Ω = −2µ

∫

Ω

� ��� (ε− Pδ).z dx + µ

∫

Ω

��

(σh)

� ���
z dx− 2µ

λ

∫

Ω

Pq dx

+2µ
λ

∫

Ω

pq dx+

∫

Ω

� �
(σh)q dx+

∫

Ω

ε : (φ+
� 	 � �

ψ) dx

= 2µ

∫

Ω

(f − P 0
hf).z dx + µ

∫

Ω

��

(σh)

� ���
z dx− 2µ

λ

∫

Ω

Pq dx+ 2µ
λ

∫

Ω

pq dx

+

∫

Ω

� �
(σh)q dx+

∫

Ω

ε : (φ+
� 	�� �

ψ) dx.

*'=
P = p− ph

" W ���T2#� ����� � �#�b8 �������/W ����0�������T� 	 �������������d8 �� ��0�������

‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖20,Ω = 2µ

∫

Ω

(f − P 0
hf).z dx + µ

∫

Ω

��

(σh)

� ���
z dx + 2µ

λ

∫

Ω

phq dx

+

∫

Ω

� �
(σh)q dx+

∫

Ω

ε : (φ+
� 	�� �

ψ) dx

= 2µ

∫

Ω

(f − P 0
hf).z dx + µ

∫

Ω

��

(σh)

� ���
z dx +

∫

Ω

(
2µ
λ
ph +

� �
(σh)

)
q dx

+

∫

Ω

ε : (φ+
� 	�� �

ψ) dx.
sUX "^U " X S u

V � �� ����� 8 �� �� ����� ����� � ���� �� ��8�� ���  ����� �$O �����!�����V����"���������� �����#���5�#�� 
ψh :=

T �
� ψ

���!�
φh = Ihφ�����

BDM1

��� � �� �	 ������������8
φ
"
* = � ���bh� �� � ���%������� �>= ��8 � ��������� �����%���T�#� 	� !�T2����:� sUX " X�" S u$W � � �

(τ, 0) = (φ+
� 	�� �

ψ, 0) ∈ Σ0

" W ���� �

1

2µ

∫

Ω

σ : (φ+
� 	 � �

ψ) dx = 0.

V��%���
∫

Ω

ε :(φ+
� 	�� �

ψ) dx

= −
∫

Ω

σh : (φ+
� 	�� �

ψ) dx

= −
∫

Ω

σh :
(
φ− φh +

� 	�� �
(ψ − ψh)

)
dx−

∫

Ω

σh : (φh +
� 	�� �

ψh) dx

= −
∫

Ω

σh :
� 	�� �

(ψ − ψh) dx−
∫

Ω

σh : (φ− φh) dx

−
∫

Ω

σh : (φh +
� 	 � �

ψh) dx.

sUX "^U " X�X u

3 � ���/W �  !� �����!��	��� �������V=
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��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

�������� �� ������DC �H8 �� �� �����8W � ����

−
∫

Ω

σh :
� 	�� �

(ψ − ψh) dx

= −
∑

T∈Th

∫

T

� ���
(σh).(ψ − ψh) dx +

∑

T∈Th

∫

∂T

σh.t.(ψ − ψh) ds

= −
∑

T∈Th

∫

T

� ���
(σh).(ψ − ψh) dx +

∑

E∈Eh

∫

E

[[
σh.tE

]]
E
.(ψ − ψh) ds.

6 �� � ����� �#�� �� ���� �� ��8 �����  ����� �$O �����!� ���V��� ��8�seX "^U " XTX u�" � � � ���# ��� � �����!��8 ���#��� �����
(φh +

� 	 � �
ψh, 0) ∈ Σ0,h

��� � �#�bh� ��!� ��������� ��������8
(2.2.4)

" W � ����

−
∫

Ω

σh : (φh +
� 	 � �

ψh) dx = 2µ

∫

Ω

��

(φh +

� 	�� �
ψh)ωh dx

. ��� ���02 �� ����� � ��� � ��

(φ+

� 	�� �
ψ) = 0

"�� ��8 �������/W � � ������

−
∫

Ω

σh : (φh +
� 	�� �

ψh) dx = 2µ

∫

Ω

��
 (
(φh +

� 	 � �
ψh)− (φ+

� 	�� �
ψ)
)
ωh dx

= 2µ

∫

Ω

��
 (
φh − φ+

� 	 � �
(ψh − ψ)

)
ωh dx

= −2µ

∫

Ω

� ��� (ψ − ψh)ωh dx− 2µ

∫

Ω

��

(φ− φh)ωh dx

= −2µ

∫

Ω

� ��� (ψ − ψh)ωh dx− 2µ

∫

Ω

(φ− φh) : ωhχ dx.

seX "^U " X3Y u

6 �� � ���Kh� !�!� � �� �� ��� �����  ����� �$O �����!� ���V��� ��8�seX "^U " X3Y u�"I�������� �  !�����gC �H8 �� $�0�����8W � ����

−2µ

∫

Ω

� ��� (ψ − ψh)ωh dx

=
∑

T∈Th

∫

T

2µ∇ωh : (ψ − ψh) dx−
∑

T∈Th

∫

∂T

2µωh(ψ − ψh).n ds

=
∑

T∈Th

∫

T

2µ∇ωh : (ψ − ψh) dx−
∑

T∈Th

∫

∂T

2µωhδ.n.(ψ − ψh) ds

=
∑

T∈Th

∫

T

2µ∇ωh : (ψ − ψh) dx +
∑

T∈Th

∫

∂T

2µωhχ.t.(ψ − ψh) ds

= −
∑

T∈Th

∫

T

� ���
(2µωhχ).(ψ − ψh) dx+

∑

E∈Eh

∫

E

[[
2µ(ωhχ).tE

]]
E
.(ψ − ψh) ds.

`�Y



� ����� � ���
�
��
 � ��� � � 	 � � � � � � �

�
����� �

�
� � � � � � � � �

9 ��� ����������� ���� � ��� �:�%���������>= seX "^U " XTX u'=������5���
∫

Ω

ε : (φ+
� 	�� �

ψ) dx = −
∑

T∈Th

∫

T

� ���
(σh + 2µωhχ).(ψ − ψh) dx

+
∑

E∈Eh

∫

E

[[
(σh + 2µωhχ).tE

]]
E
.(ψ − ψh) ds

−
∑

T∈Th

∫

T

(σh + 2µωhχ).(φ− φh) dx

≤
∑

T∈Th

‖ � ��� (σh + 2µωhχ)‖0,T‖ψ − ψh‖0,T

+
∑

E∈Eh

‖
[[

(σh + 2µωhχ).tE
]]
E
‖

0,E
‖ψ − ψh‖0,E

+
∑

T∈Th

‖σh + 2µωhχ‖0,T‖φ− φh‖0,T .

- � W ��	�	��M=�����+( ���#� �%=^O ? � �FW �� [�C ���������%������� �>=T"I� ���`� ���BX "ZY#"ZX ���!�1X "ZY#" `�" W ���T2#� �����
∫

Ω

ε : (φ+
� 	�� �

ψ) dx .

[∑

T∈Th

h2
T‖

� ���
(σh + 2µωhχ)‖20,T

+
∑

E∈Eh

hE‖
[[

(σh + 2µωhχ).tE
]]
E
‖2

0,E

] 1

2

‖∇ψ‖0,Ω

+
∑

T∈Th

hT‖σh + 2µωhχ‖0,T‖∇φ‖0,Ω.
sUX "^U " X\Zqu

V����Kh� !�!� � �� !����� �� �� ����8 � ���  ����� � �����!� �!�5��� ��8PseX�" U " X S u ����� 2 � ���!� �V� � � �:� ���!���� �!�5� 	��V=
����� � ���%������� ���!� �����!�� !��� � ( ����� �^=^O ?�� �qW �� [�C � �������%������� � ������

2µ

∫

Ω

(f − P 0
hf).z dx+ µ

∫

Ω

��

(σh)

� ���
(z) dx+

∫

Ω

(
2µ
λ
ph +

� �
(σh)

)
q dx

=
∑

T∈Th

[
2µ

∫

T

(f − P 0
hf).z dx + µ

∫

T

��

(σh)

� ���
(z) dx +

∫

T

(
2µ
λ
ph +

� �
(σh)

)
q dx

]

≤
∑

T∈Th

[
‖2µ(f − P 0

hf)‖0,T‖z‖0,T + ‖µ ��
 (σh)‖0,T‖
� ���

(z)‖0,T

+‖2µ
λ
ph +

� �
(σh)‖0,T‖q‖0,T

]

≤ 2µ

{[∑

T∈Th

‖(f − P 0
hf)‖20,T

]1
2

‖z‖0,Ω +

[∑

T∈Th

1
4
‖ ��
 (σh)‖20,T

]1
2

‖ � ��� (z)‖0,Ω

+

[∑

T∈Th

‖ 1
λ
ph + 1

2µ

� �
(σh)‖2

0,T

]1
2

‖q‖0,Ω
}
.

sUX "^U " X3U u
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��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

? �������
qi ∈ H2(Ω)

"!8 �� �����
i ∈ {1, · · · , p} W ����� ���

‖∇φ‖0,Ω .

p∑

i=1

|βi|.
seX "^U " X3X u

*'= � �� ��DC �:" � ���������� ���C � ���!�tsUX " U�" S b u ��������������� � �����:"!W � �T2#� �����

‖ � ��� (z)‖0,Ω . ‖∇z‖0,Ω . ‖ε(z)‖0,Ω . ‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖0,Ω,

seX "^U " XR` u

‖z‖0,Ω . ‖∇z‖0,Ω . ‖ε(z)‖0,Ω . ‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖0,Ω.

seX "^U " X3_ u
_ �%��� � ������� seX "^U " X3X uQ"0sUX "^U " X S u�"2sUX " U�" X�Z u�"2seX�" U " XRU uQ"'seX "^U " XR` u�"2sUX "^U " X _ u ���!� sUX " U�" S b u�" W ����� � ���
������	���8 � �#�S�#������ �� � �E( ����� �^=^O ? � �FW �� [�C �������:�%���������>=�"f=������5�

‖ε− 1
2

��

(σh)χ‖0,Ω .

[∑

T∈Th

{
‖(f − P 0

hf)‖20,T + 1
4
‖ ��
 (σh)‖20,T+‖ 1

λ
ph + 1

2µ

� �
(σh)‖2

0,T

+h2
T‖σh + 2µωhχ‖20,T + h2

T‖
� ���

(σh + 2µωhχ)‖20,T
}

+
∑

E∈Eh

hE‖
[[

(σh + 2µωhχ).tE
]]
E
‖2

0,E

]1
2

.

- �/W ���!������ �#�����!���5� ��� �MsUX "^U " X�Y u ���!� � ����������� ��2 �����!�D" W ���T2#� �����

‖ε‖0,Ω . η.
seX "^U " X3b u

V���� 	� !� ��8 � ��� � � �#� �� � ��� ‖p− ph‖0,Ω
���E2 �T���I���:� 2^= � ��� �� ! ��� ��� � �5� ������ 

η
��	 ��� � �0�#�MO

� ��	#��������� � ���
�����#�!� ��� �
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8 ������� W ���� 	� !��	 ����� � �������
g � �D9P���:���/�4��-Qd������ � � � ��� � � � � � � � � � � 
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‖P‖0,Ω . η
seX "^U "ZYTY u

T �� !�:� �����#� ���42 �T�#�!� � ��� �� � !�� ��
e := u − uh

���I�
r := ω − ωh

"K9 � 	� �� �����T���!�V= "�W �������
� ��� ����� ��� �������

βh := σh + 2µωhχ, β := σ + 2µωχ = 2µ∇u. ? ��������	� ���	 ���!���������NX "^U "ZY02 �����!���
‖ε‖0,Ω = ‖σ − σh‖0,Ω

2%= � ������� � ��� � � �5� ���
η
" � � �$��
 ����� � � 2 �����!� ‖β − βh‖0,Ω

��� �� $���� 
� � �T2 � ����� ��� ���!���5� ��� ��8 �� ‖ω − ωh‖0,Ω

"
V������kW �����@2 � ������� � �#�d� ����� ����� !�:������� ��� �)2 �T���!�
‖u− uh‖0,Ω

����� �� �� � ��8
η
��� W � W �����#�!����" V���� 	� ������:�#����b����� ���#�!�  ���� ��������8 � ������	#	 �� 2 �T���I�

��8 � ����� �� �� ‖β − βh‖0,Ω
2^=
� ��� �� � !�� ���!����� ������ 

η
�#� ��� ����� W �� �����^= � �� !�E2 ����������� ��8 � ���

���!��� � ��������� � �� $� � W �#��� � ��	�	 � �� ��� � �#�H�������T� 	 ���!��� ����� ��8 �������!�� Jh����V����� ������� ���!� ��8 �0��������	��M=^O
�������#�������:� ���T� ����� "J6��� � �����  !� ���!���EW � 	� !��	 ����� � ���.W �!���� !���� ��#�:� �����!�� ���������+2����!�:� ��� � ���
�������T� 	 ���!��� ����� �!� ��� �������N�  !��	 ����� � �����NX " U�" X "

`TX
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‖β − βh‖0,Ω . η.

g � � �D�� T � �����.W ��8 	� !��	 ����� � ����� X�" U " Xf" � ���� �� �QL#���!���
v ∈ [H1(Ω)]2

W �����
v = 0

���
ΓD

"
q ∈

[H1(Ω)]2
"
γi ∈

T . 2 " γi = (γ1
i , γ

2
i )
T ∈ T . 2 8 �� ������

i ∈ {1, · · · , p} ���!�
φ ∈ [H1(Ω)]2

W � � �
φ = constant

���
ΓN

�$��� ���������

β − βh = 2µε(v)− qδ +
� 	�� �

φ−
p∑

i=1

γi ∗ ∇qi,
sUX "^U "^Y S u

W � � � � ��� ���!� �V� � � �

‖ε(v)‖0,Ω + ‖∇φ‖0,Ω +

p∑

i=1

|γi| . ‖β − βh‖0,Ω.
sUX "^U "^YTX u

� �����#� �!���

τ =

p∑

i=1

γi ∗ ∇qi.

a �������

‖β − βh‖20,Ω =

∫

Ω

(β − βh) : (2µε(v)− qδ +
� 	�� �

φ− τ) dx

=

∫

Ω

(β − βh) : (2µε(v)− qδ) dx−
∫

Ω

βh : (
� 	�� �

φ− τ) dx.

sUX "^U "^Y3Y u

6��� � ���Bh� �� � � �� �� ��8 �����  ����� �$O �����!� ���5�#� ��8/sUX "^U "^Y3Y u W �c���!� � ���/����h������������ ��8
β− βh

���!�d2^=
( ���#� �%=1?�� �qW �� [ ���#�:�%���������>= W ������

∫

Ω

(β − βh) : (2µε(v)− qδ) dx =

∫

Ω

(ε+ 2µrχ) : (2µε(v)− qδ) dx

=

∫

Ω

ε : (2µε(v)− qδ) dx

≤ ‖ε‖0,Ω‖2µε(v)− qδ‖0,Ω.

6��� ����� �!�������!� ���� �� ��8 � �#�  !���� �$O �����!� �!�5���<seX "^U "ZYRY uEW � ���!� ����� ( �V�:� ��� �����!�
BDM1��� ���� !	 ������� ����� " � ���

φh =
T �
� φ

2 � ����� ( �V�:� ��� �
��� � �� �	 ����� � ����� ��8
φ

���!�
τ ∗h = Ihτ

�����
����T2����

BDM1

��� ���� �	 ������� � ��8
τ
"'* = � ���Kh� !�!� �:�%��� � �����
��8 �����b�����!�� �� � � 	� !�T2������ seX�" X "PZqu W � � �

`3Y



��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

τh =
� 	�� �

(φh)− τ ∗h
���!�

qh = 0
" W ����� ���

−
∫

Ω

βh : (
� 	 � �

φ− τ) dx =

∫

Ω

βh :
( � 	 � �

(φh − φ)− (τ ∗h − τ)
)
dx

=
∑

T∈Th

∫

T

(
� ���

(βh)).(φh − φ) dx−
∑

E∈Eh

∫

E

[[
(βh).tE

]]
E
.(φh − φ) ds

−
∑

T∈Th

∫

T

βh : (τ ∗h − τ) dx

.
∑

T∈Th

hT‖
� ���

(βh)‖0,T‖∇φ‖ωT
+
∑

E∈Eh

h
1
2
E‖
[[

(βh).tE
]]
E
‖

0,E
‖∇φ‖ωE

+
∑

T∈Th

hT‖βh‖0,T‖∇τ‖0,T
2^=

(2.3.14)
���I�

(2.3.15).

*'=4�������� !�����0( ���#� �%=^O ? � �FW �� [ ���#�:�%���������>= W ������

−
∫

Ω

βh : (
� 	�� �

φ− τ) dx .

[∑

T∈Th

h2
T‖

� ���
(βh)‖20,T +

∑

E∈Eh

hE‖
[[

(βh).tE
]]
E
‖2

0,E
+

∑

T∈Th

h2
T‖βh‖20,T

]1
2

×
(
‖∇φ‖0,Ω + ‖∇τ‖0,Ω

)
.

seX "^U "ZY�Zqu

? �������
qi ∈ H2(Ω)

"!8 �� �����
i ∈ {1, · · · , p} W ����� ���

‖∇τ‖0,Ω .

p∑

i=1

|γi|.
seX "^U "ZYFU u

- �/W � �#�������:�%��������������� seX�" U "ZYFU uQ"HseX�" U "ZY�ZquQ"9sUX " U�"^Y�Z u ���tseX "^U "ZYRY u =������5�

‖β − βh‖20,Ω . ‖ε‖0,Ω‖β − βh‖0,Ω+

[∑

T∈Th

h2
T‖

� ���
(βh)‖20,T +

∑

E∈Eh

hE‖
[[

(βh).tE
]]
E
‖2

0,E
+
∑

T∈Th

h2
T‖βh‖20,T

]1
2

‖β − βh‖0,Ω

V������ �����!� ���#�:�%���������>= W ��� �N�  ���	 ���!���������NX "^U "ZY0= �����V�

‖β − βh‖0,Ω . η.

le�!JN#&� �Ad���� ����� � ����� � �
�
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�
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�
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�
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 � 	 
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�
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6� ���� � �#��	# ������:������`� ���`� �����!� 	� !��	 ����� � �����NX " U�"^YI")W ����� ��� �5�+� �:������� ���V= �

`�Z
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g � ��9P���:�M� ����-�d������ � � � ��� � � � � � � � � � �	� 	 � � ��� � � 


‖ω − ωh‖0,Ω . η.

3 ����� ����� � ��� ��� ��� �#���5�%���������!� ����T� ���� ���� �����$�!� 	 � ����� ���
Ω
���!�

ΓN
��� ��� ����� 	� ������:�#����

	� !� ��8 ��8J�  ���	 ���!���������NX "PZ�"ZXI" W � ������ �#�b8 �������/W ����  �������� � �
g � ��9P���:�M� ����- d ��������� � �	� 	 
 
 	 ����� 
 � ��� � � � �

�
� � � � � � �

s ∈ ΓN
� 

�
��� � � � � � ���	� ����� � � � � � � � � �

� 
	� � � � ��� ��� � � 

‖u− uh‖0,Ω . η.

� ��� ��� � ���{�	�O�	�_�,� � ��� � � � ���-� + �	�_�,� � ���I� � � � ���$�
9 � ���@W �� !� �#��� ������2 � ����" ����� �����Vh�� ��������� ��� � ����	# �����8 ��8 ����� �� ���������#��= ��8 ����� ���!���5� ��� �� 

W �����D2 � �������������� $=�" T �!�����:�D" ���`�������T� 	 ���!��� ����� ��8 � ���#���� H8 �����5����W ���B������� ���
������	� �����8 " a �������
�	� ������������= ��8 �T�� ��� � �5� ������ 

η
� � ����� �#���5� " ( �����������#��� � �M==V������� !�:� X "PZ�"^`  ��:� ������� �  $����"

�_¢ � � ¦! � #	 &0�  " 
z¤S� 	Q � �
6  !�T� �T�� �������� ������������ ���������V���� ���� ��������" ��� ������	#� � ���d� ���!�fO  !��h������ ��� � ������� ������!� ����� � �

���!�
��	�	� !��	� ������ ���V= �T�� ����T2���� ���!� ����� ���  ���h����:� ��� � ���!�#��� � � �� !�
η
���I�

ηK
 !����	 ��� � � �����M=�" 9

 !����� � �������M= ������� ������ ������O  ���h������ ��� � ������� !��� �I� ��� ����8 �������/W ��
S �W? � �� ��W ��� � ������������� � ����� Th,0

"'? � �
i = 0

���!�4hIL
��� ������ �������
Tol > 0

"

X �W?�������� � ���b�������� !������	# ��T2����:� W � � �  �����	 ��� � ��� ����� 	� �������� �/� ����� Th,i
"

Y � � � � ��� � �����:� ��� ��W �����T� 	!�#� ��������� ��� �� ! ��� ���!��������� �� �"
Z �W( ��� 	!� � � � �#������T2���� �� ! ��� ���!��������� �� 

η =
( ∑

K∈Th,i

ηK
) 1

2

���� � !���!	 ���I���������� �����b� ����� Th,i
"PV �� $� ������� ���M8

η ≤ Tol
"

U �/_ ������"!W ����� � ��� �#����	 ��8 � ������������� ��� �� � !�� ���I��������� �� !�:"�� �� ��� ����������� ��� ���
K

W ����� � �#���:�
8 �# !� �#�� � ���h������ ��� ��"

X �/� �� 8 �� �� . �:��O �� ������fO * �5���� !��h������ ��� � ��� � �����5�
�����#�������#�f������"
` � �����#�� � � � � �#���#�.W � ���!� Th,i+1

"���� �
i← i+ 1

���I�����T� �K2���� � � � �!����	 X "
? � ���� ���� �!�� ������������ �� !��	 ���!���V2������ ��� ����� � ��	 U W ����� � �#���#�.W � ���!� ���H2!������� �!� �� !� ����08  ����

����� ��� ����� ���I��������� �� !��"�9 � �  ���� ���=b8  ��:�%����� � �V=S���!�:����������� ��	#	������ ����������� �������!���!��� ��� � �/����� �  !�52!�#���
��� � 2������������:�NW � = ����� �� ! ��� ��� �����d� ����� " V���� �� ������� !����� ��8  ���h����:� ��� ����� ���  ���h�� � �������
�� �������������

K ∈ Th,i
8 �� @W ����� � �

ηK ≥
1

2

(
max
T∈Th,i

ηT
)
.

`RU
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 � � � � �

T � ��� � ����� �!�� �������= W ����� ����� �������������V=b���!�:����� �T�� ������	#������� ������� �� � �!�
"#a � � ������� ��� � �#��. �:�fO
�  !������O * �V���  ���h����:� ��� � � ���+2 �H8 �T�#�!� ��� �ZYR_ � " V���� �%�!� �� !��������	 �� $8 �� �� ����������8 � �#��� ������� �� � �!�
W �����g2 �������5�#�!�  ���� ��� ���1? ����� �����1X "Z_#"

�t¢�� � ¤ � � "`§ �#	,¤E�
9 ���.W ��	 ��� � �� ����� �� �� � !�� ���!���5� ��� �� 8 �� � �!����� � �ML ��� h���� � � ������� ��� �'� ��� �#�f� ��8 � ��� ������� O

� �������>=�	# ��T2����:� ��� ��� �  ����!�����:� ���!� �������M=)[��:� " T � ��� �!���/W � � ��� � ������� �� � ��� ���!� �V� � � �� ���  !��������2����
���!� ��
 ������� � 8 �� �!�5� 	��V=^O �������#�������:�����T� ������� ���!� �����!�K8 �� �0��������	��M=^O ����������� � �������T� ��������" V����
���/W �� ���!� ��	#	 �� �� ! ��� �2 �T���!�#� �T2#� �����#�:���� ��S�����M8 �� �� W � � �
 �����	 ����� � � � ���E� ���`� ��� ��
 ������� �
λ
s ���%����� �����V�����#�� �#� ���\O � ��������� ��� � � ���# �� ��� �;u " V���� ���!� �V� � � �� �������/W � ��� ������	#�������`h���� � �

������� ��� � ��� ����� � W ����� �  !��h��#��� � �������� � !�5� �����M= ���  ���������#�8W ���� !� � ��� �� � ��� ����  !����� � �������M=
���� !���"@6 ���������V=�"�� ��� � ��� �#���5�%���c�#����������	 �:� ��� ���!� ��2�������� ������� ��� � �5� ������ � ���d2 � �QL�� ���I���:� � � � ���
� �� !����O ���5� ���#����������� ��������"

�t¢�� � § � ����	��� " #����

T � � �#��� ������� ������W � W ���������� ! ��T2 �� ���� ���T�# �������� ������������ �������M=������@2^= �%�!� �� !��� ����� ��� � ��"J3 � ��� �����!���MO
 ��� � � �� !���c� �f�#��� 	� ��T2#���:� � ��� 	� !� ���V��� ��L 	 �� !�5� ��� � ��� �����5�#������� ��8 � ���  ��T2!�#�!� �#������"� ���������2��������>=
���!� ��
 ����������= ��8 �T�� ��	 ��� � �� !���� !���� ! ��� ��� � �V� ������ �" � � � ��� � ��L#��� 	���� W � �QL ���52�� � ��� �����5���������
� ��� �� ��� 	 �� 8 �� �� ������� ��8�� ��� ������	 � ����� � �  � � ���= ��8 ? ��� � ������X "ZX ��� ���T� 	��� �������� W ����� �W���#�V8 �� $�
� �����fO  ���h����:� ��� � "

� ��� � � � � � (�+h� � � ���	(�&6� � ��� ��� ��� . � � � ���#� � ��� ��� �
3 � �����#���5�#�� ��� �Kh� �� �'� ���������QL#��� 	#����"������B�gO ������	 ���`�#�T� ���������#� W � ����h�T�# �� S " X " 3 � � � � ���
� ��� ���������M=���������� �����5�#�������vs S " `�"^X u����!�:����� � �����%�!� �� ���� ��� � ��� � S " ` " X " 3 �Kh� !�!� ��� �����!���� ������� ���
� ����� � �#���� !��� ��� ���  �������� � �$W ����� �
�� �� �����K��	�	 �� ���!� ���/W �� �� � ��� �2 �����!��� sUX "GZ#" X u ���!�tseX�"GZ�" X3Y u "

6 �� �� � "3W ������h��#� �����  ������� ��8 � �#� ����8 � O �����I�����5�#� ���!��� ���  !���� �$O �����!���!�5��� ��8 ����� ��������������� �>=
seX "PZ�" X u "

qup =
‖σ − σh‖0,Ω + ‖p− ph‖0,Ω + ‖ω − ωh‖0,Ω + ‖u− uh‖0,Ω

η
.

V���� �!� ��2��������>= ���!���QL
qup

� �������# ���� � ���  ���������2��������>= ��8 � �#� ��� � �V� ������ ���!� ���  !������� ����� � � ���
����T2����%��	�	 �� �� � ��� J2 �����!� " T �0h�T�� !�HX "^Uf"RV ��2����HX " S ���!�8V ��2#����X " Xf" � �����%����� ����� �

qup
��� ������� � �

2 � ���������M=�2 �����!�����`8  ���� ��2 � ����"PV������ �����Ih� $� � �%�!� �� !��� �����V= � ��� � �#���� !��� ��� ���� !���$������� �T2 � �������:�
���=V������� ��:� X�"GZ�" S "

- � Wb"qW �/����h���� � ���  � � ��� ��8 � ��� ����8 �$O �����!� ���V��� ���!� � ���  ����� �$O �����!� ���V��� ��8 ����� ��������������� �>=
seX "PZ�" X3Y u��

qlow = max
T∈Th

ηT
‖f − P 0

hf‖0,T + ‖u− uh‖0,T + ‖σ − σh‖0,ωT
+ ‖ω − ωh‖0,ωT

+ ‖p− ph‖0,T
.

V���� ��
 ����������= ���!���QL
qlow

� � ������ !��� � �#����
 ����������= ��8 � �������!� �V� � � �� �" T �4h�T�� !� X�"GZ!")V ��2����
X " S ���!�kV ��2���� X�" Xf" �����'�%����� ����� �

qlow
��� �!����� � ��2 � ���������V=c2 �T���I���:�S8  ��T� ��2 � ��� ��� �������� !������� �����V=

	� �������� � �:�
���=V������� ���� X "PZ�" `�"

`3X
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��� ��� ��� � � ����� � � � � � � � � � � � � � � � � � � 
 � � � � �

V ��2����SX�" S �
qlow

���!�
qup

W  !�/a��K6 8 �� H�����V8 �� �� � ��������� W � � �
λ � S "G_ ]KYRX

� a��K6
qlow qupS "GZ S Z%X S Z���O Y�Y S U�ZF_TY UTX " X3_^X3U Y#"^`3bRX�YRbRY

` " YR` S YRXR_���O Y�Y^X X S `3XTY U S " XTX3bTX Y#"Zb S `�X S `
Z�" ` S Z^Y�ZqU ��O Y�Y^X ZF_R_�Z^Y U�Y#"Z_R_�Z S Y#"ZbRX^X3U�YRX
Y#" U YFURU3Y�Z���O Y�Y^X ZF_R_�Z^Y U�Y#"ZXR_F`3U Y#"ZbR_RX�Zq`3Y
X "^_TX3_�Z%XR` ��O Y�Y^X S YFU�Z^Y�Y U�Y#"ZXTYFU3U Z�"GYTY S ZFXFU

V ��2����SX�" X �
qlow

���!�
qup

W  !�/a��K6 8 �� H�����V8 �� �� � ��������� W � � �
λ � S "G_ ] S X

� a��K6
qlow qupS "GZ S Z%X S Z���O Y�Y S U�ZF_TY UTX " X3_TY3_ Y#"^`3b S ZFX^X

` " YR` S YRXR_���O Y�Y^X X S `3XTY U S " XTXTX\Z Y#"Zb S X bTYTY
Z�" ` S Z^Y�ZqU ��O Y�Y^X ZF_R_�Z^Y U�Y#"Z_F`�Y�Y Y#"ZbFU3_3YFU�Y
Y#" U YFURU3Y�Z���O Y�Y^X ZF_R_�Z^Y U�Y#"ZXR_^X S Y#"ZbR_^X YRXRX
X "^_TX3_�Z%XR` ��O Y�Y^X S YFU�Z^Y�Y U�Y#"^UR`3Y S Y#"ZbRbF`\ZF_�Z

V���� �V����� � ��� ���f2 ����� ������ ��8 ����� �� � !�� �� ‖σ − σh‖0,Ω " ‖p− ph‖0,Ω " ‖u− uh‖0,Ω " ‖ω − ωh‖0,Ω���!���������� � !�� ��� � �5� ������ 
η
W ������ !���!	 ����� ���

h
�!���/W � ���
� ���bh�T�# �� X "^Xf"�������#������ ��� � �#�  !�������\O

2��������>= ���!� � ��� ��
 �������#��= ��8 �T�� ��� � ��� ����!����� ������ 
η
"

V����ch������D� ���!���\8 � �� S X  ���h����:� ��� � �!����	�� ���������/W �
��� 6 ��T�� ��cX "^` "@9 ���� $= � �  ������ ���h�����O
� ��� � ����	� ����!�����:�N2%= ������������� �� � �!� �� !�T���!� � ���  !��O ��� �  ��� � ���� ����� �"

� ��� �"� ��{����� � � � ��*-� � � � �-� �$* (k� �
V���� W��
	�	 ����/W�� (���� � C��H���:�02��������������T2�	���� � S Y ����������� W�� ���d6!��"$#����bX�%Z_�% a ���&�mW���'���������(����
�)��������	*�+�����-,.��������(/���0�1� �
��( ����(2��#�354&��'6,7��( ,7�)�8�����9����	��-��(�����":�$�/,������$���;�$���<,7���
��( W���,7�
λ = 1000, µ = 500 = f = 0 = g = (0, 1000)

�$� ,7����>$�
�&,���'9�1	?'
�$���@�$�����-,A�1B
ΓN
�1��(

g = (0, 0)�$� ,��������
�+����������":'��$���;�$�����-,��C�1B
ΓN
%

V�������������3�	��
�D���E#����6BF#�	$BF�$�*,�����'����G�H�1�7�1,���>$�!�&,7#�(�IJ��B���'
'�#�����'
IJ3;��'���#��&�K,������&�L�����K�9>1����	���3�	��
�5#��G�
����'���	H���
��#�	<,7��BF�����M��,������K����#���'
����% T �)NH"$#����PO�%Z_ WQ�C��#����+�1���\[
�R�#���������'9��	������&#�	�,���BF�$��,7���
>$���S,7��'9��	K(�������	���'��
�G�
�,T�U,V�;�$���,TW = '���	�'
#�	X�U,7��(Y3-IY#��&����" #����<BF�$���Z�$�T��(H����,���>��������&�����
%EV����
NH�H��	[����(0������,��X��	;�G�
��� �1B\,���� S^] ���6NH���������-,C�&,������P���&�T�&���/W��0��� _!��"$#����TO�% S^] %

� ��� � � � ( � ��� ) � �,� � � �#(�( � � � � � �0�B��� �
` �/�aNH�H��	�,7�
�&,+'9���&� = WQ�b'��$������(����/�a��	X�U,7� W���,��c���c�
	�	�����,���'/���1,7'.��W��<,7�

a = 10
�G� �1��(

b = 2
��� = �&#�354&�
'
,L,7�J,7����,��7��'6,7�����8	��-��( g = (0, 1000)

�$�8,7����,��$������(
g = (0,−1000)

�$�),7���
3@��,&,7�$� %

g = (0, 0)
�$�:,������&���G����������"C'����G�;�$���
�,��d��B

ΓN
����(

f = 0
%?ef�R���6,

λ = 7.5E+003 =

g�h
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44 mm

B

16 mm

48 mm

ΓD

ΓN

_!��"$#����TO5% h �����5�������C����� 3��7�����J�����$3�	����

µ = 3750
s ���
��NH"$#��&�AO5%����Du6%
	 �����$���$"$�������$#����P�����
'.��	��6,L3@�$#���(H���SI:'�����(���,����$���K�������
��BF�$��'
��(��$�

,7���Q	������?�1B�,7��������,�'.���
uD(x, y) = (0, 20

√
a2 − x2)

�<B
y > 0

�1��(
uD(x, y) = (0,−20

√
a2 − x2)��B

y < 0
%

	 �:NH"�#����RO�%�����������^>��R��	���,�,���( ,�����>1��	�#��
σ1,1

�1,!�@�$���-,��Y'��$����#�,���(:3-I8�1�8�9>$������"$�
(��S,7�������
�������&�������+�1,����$��#��&����"P#����<BF�$��� �����&�����d����(:�1(H����,���( �����&�����
%!ef�Q�$3������S>$��,��H�1,?,7��� ` 	�"$�$���<,7���
��B����
'
,7���$�+O�% �T"$�������7�U,7�����T�S,7�&�$��" �&�
NH���������-,����&�$#���(�,7���C����,�'.�E%def�P�G�9I)'��$��'
	�#�(��C,��H�1,L,7���
��(H����,���>���	�I/���
N�����( �G�
��� �������$���J��
�'����
�-,C,��H���2,7����#�����BF�$�&� �$����%
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9;:=<�>=?=@A>�BDCE<�BGFIHJ:LKMC7NO:QPG>LHA<R@SKMC�HA:=<TPVUQPGWYXICEKMC.BGF=P[ZQULKYHJ<\<(WM<(]^<(U_HS]2<(HA:=Ba`bFcBD@7PG>L>=@ABedaKM]^PVHJKYU=fHJ:=<;WYKMU=<RPG@0<(WgPGChHJBI`LXIUQPG]2KMN�CEXICEHA<R]�?=CEKMU=f�P�U=<(i!`=?QPGWa]^Kjda<R`�FcBD@E]�?=WgPkHJKMBGU�FcBD@SHJ:=<;`LKMCAN(@A<�HJKMlRPVHJKYBDUKMU,HJ:=<[CA>=PVHJKMPGWLmVPG@AKMPGn=WY<RC"PGU=`,HJ:L<o<pdL>LWMKMN(KYH\BG@�KY]^>LWMKMN(KYHrqo<�i[]&PG@Es�CANO:L<R]2<oFcBD@tHA:=<o`LKMCAN(@A<�HJKMlRPVHJKYBDUKMU�HJKY]^<Vut9;:=<�<�da>=WMKYNRKvH;CANO:=<(]^<�KMC;CE:=Bwi[U�HAB^n�<xCEHJPGn=WY<�?LU=`=<R@yPGU�PG>L>=@ABD>L@AKgPkHJ<�z|{t}~N(BDU=`=KvHJKYBDU�u9;:=<�PGU=PGWYXICAKYC�BGF�P�>L@AKMBG@AK�<(@A@ABG@�<RCEHAKM]^PVHJ<(C�FcBD@�HJ:L<�]2Kvda<(`�Z=U=KYHA<�<RWM<(]^<(U�H5]^<�HJ:=BI`�BGF�PCA<RN(BDU=`�BD@E`=<R@^:_XI>�<R@EnBDWYKMN�>=@ABGn=WM<(]�i|PGC&KMU=KvHJKgPkHJ<R`�KMU��v�e�a�y� ½ ���L�(�on=?LH^HJB�BD?L@^s_U=Bwi[WM<(`=fD<�PCAKM]2KMWMPG@xPGU=PGWYXICAKYCxFcBD@xHJ:=<2`=?QPGW"]2Kvda<R`�FcBD@A]�?=WgPVHAKMBDU�BGF|HJ:L<^WYKMU=<RPG@x<RWMPGCEHABa`LXIUQPV]^KYN�CEXICEHA<R]�i|PGCU=BGH[XD<�Ho`LBDU=<Gu"9;:=<(@A<�FcBD@A<�BD?=@;fDBDPGW�KMU�HA:=KMC;NO:QPV>LHJ<(@oKYC|HJB,]&PVsG<�HJ:LKMCyPGUQPGWvXICAKMC(u
9;:=<�BG?LHJWYKMU=<8BGF"HJ:=KYC�NO:QPG>LHA<R@bKMC�PGC�FcBDWYWMBwi[CR���a<RN�HJKYBDU��Lu��&`=<(ZQUL<RCbCABD]2<�U=BGHJPVHJKYBDU=C(��>=@E<RCA<(U�HHJ:=<y]^BI`=<(WQ<(mDBGWM?LHAKMBDU2>=@ABGn=WM<(]�iT<oCA:QPVWMWQNRBGU=CAKY`=<R@�PGU=`^@A<(NePGWYW=H�iTB8NRBD]2>QPG@EKMCABGU2@E<RCE?=WYHAC�N(BDU=NR<(@AUa�KMU=f8NRBDU�HJKYU_?=BD?=CTPGU=`�`=KYCAN(@A<(HA<x�x@ABDU�iTPGWMW���C�KMUL<R _?QPGWYKYHJKY<RC(ur¡�U&CE<RN�HJKMBGU��Lu��8iT<o`=<(Z=U=<�HJ:L<�U=<�i¢`L?QPGW]^KjdL<(`�FcBD@A]�?LWgPVHAKMBDU£BGF�HA:=<�]2Ba`=<(Wt<(mGBDWM?aHJKMBGU�>=@ABDnLWM<R]�u��I<RN(HAKMBDU��Lu 
 KMCx`=<�mDBGHA<R`�HJB�CABG]^<�@E<RfV�?=WgPG@EKYH�X5@E<RCA?LWYHJCoBGFtHA:=<�CEBDWM?LHAKMBDU�BGF\BG?=@o<(WgPGChHJBI`LXIUQPG]2KMNbCEXIChHJ<R]¤KMU5HJ<(@A]2C�BGFti�<RKYfD:�HJ<(`��aBDn�BDWM<�mCA>QPGN(<RC(u�¡�U~CA<RN�HJKYBDU��Lu ¾ iT<&KMU�HJ@EBa`=?LNR<^HA:=<�CE<R]2Kv��`LKMCAN(@A<�HJ<&]2Kvda<(`¥FcBD@E]�?=WgPkHJKMBGU~PGUL`�>=@ABwmG<�HJ:=<<�daKMChHJ<RULNR<�PVU=`¥?LU=KM _?=<(U=<RCEC�BGF�HJ:=<2CABGWM?LHAKMBDU���i�<2n<(fDKMU�n�X�@A<(NePGWYWMKMULf�CABD]2<�@A<(CA?=WvHJC�NRBDU=N(<R@EU=KMU=fHJ:=<5KMUaFg��CA?L>!PVU=`�NRBI<R@AN(KYmG<(H�X�NRBGU=`=KYHAKMBDULCRu~9;:L<RU���?=U=`=<(@2CEBD]2<5PG`=<R _?QPkHJ<5@A<�ZQU=<R]2<RU�H2@A?LWM<RC�BVFfD@AKY`=CR�_iT<�<RCEHJPGn=WYKMCA:&CABD]2<o<(@A@EBD@T<(CEHJKY]&PkHJ<RC�BDU&CEBD]2<�KMU�HA<R@A>�BDWMPVHJKYBDU,BD><(@JPVHABD@ACTPGU=`&i�<�>=@EBwmD<xPGUKMU�mD<(@ACA<2KMUL<R _?QPGWYKYH�X�FcBG@�HJ:=<,`=KvmD<R@EfD<RULNR<2BD><(@JPVHABD@Ru�¡�U�CA?Ln=CA<(N(HJKYBDU��au ¾ uv��iT<,`=<(@AKvmD<2CABD]2<�<R@E@ABD@<RCEHAKM]^PVHJ<(C"n<�H�iT<(<RU&HA:=<o<pdLPGN(H�CABDWY?LHJKYBDU�BGFHJ:=<y]^Kjda<R`,>=@ABGn=WM<(]¦PGU=`,HJ:=<yCABGWM?LHAKMBDU,BGF�HJ:=<y<RWYWMKY>LHJKYN>=@ABk§E<(N(HAKMBDU¨>=@EBDn=WY<R]©i[:=KMNO:¨i[KYWMW"n<&?=CA<(`�HAB�`=<R@EKYmG<&HJ:=<&<R@A@EBD@�<(CEHJKY]&PkHJ<RC8n<�H�iT<(<RU�HJ:=<&<�dLPGN(HPGU=`!HA:=<�CA<R]2Kv�ª`=KMCENR@E<(HJ<5CEBDWM?LHAKMBDU�u«�a<(N(HAKMBDU¬�Lu���KMC,N(BDU=NR<(@AU=<(`¬i[KYHA:�HA:=<5Fc?=WMWvX�`=KYCANR@E<(HA<�]2Kvda<R`ZQU=KYHA<�<RWY<R]2<RU�HbCANO:=<(]^<Vu�~<�KYU�HJ@ABI`=?=N(<�KMU�CE?=n=CA<(N(HAKMBDU¥�Lu��LuY�,CEBD]^<�U=BGHOPkHJKMBGU=C�FcBD@�HA:=<�`=KMCENR@E<(HJ<`=<R@EKYmVPVHJKvmD<(C;KMU�HJKY]^<xPVU=`5>=@A<(CA<RU�HyHJ:=<�Fc?LWMWYX^`=KYCANR@E<(HA<�>L@ABDn=WY<R]�u"�a?=nLCA<RN�HJKYBDU��Lu��au®��KMC;`L<(mDBVHJ<R`5HJBPGUQPGWvXal(<xHJ:=<bCEHJPGn=KYWMKYH�X^BGF0BD?=@;<pdL>LWMKMN(KYH[CENO:=<R]2<bKMU�HJKY]^<��Qn�X5<(CEHOPVn=WMKYCA:=KYU=f,PGU�PG>=>=@EBD>=@EKgPVHA<�z|{t}NRBDU=`LKYHJKYBDU�u|¡�U�CA?=n=CE<RN�HJKMBGU��Lu��Lu��a�¯i�<�<(CEHJPGn=WMKYCA:£BD>LHJKY]&PVW�<R@E@ABD@y<RChHJKM]^PVHA<RC[FcBD@yHA:=<8Fc?LWMWYX&`=KMCENR@E<(HJ<>=@ABDnLWM<R]�u5�a?Ln=CA<(N(HJKYBDU��au��Lu 
 KYCb`=<(mGBGHJ<(`�HJB5HJ:=<^KM]2>=WMKYNRKYH�CANO:=<(]^<Vu�¡�U�CA<(N(HAKMBDU~�Lu®°�i�<&>=@E<RCA<(U�HNRBDU=N(WM?=CEKMBDULCRut9;:=<;U_?=]2<R@EKMNRPGWL<pdL>�<R@EKM]2<RU�HJC\BVFCE<RN�HJKMBGU^�au ½ N(BDULZQ@E]�BD?=@0HJ:=<(BD@A<�HJKMNRPGWL>L@A<R`LKMN(HAKMBDULCRu

$&%A± ²³-r´;µ�6(¶ 6R*5·x-r6�´[¸¤·�*51 *�/b+S·b+76�/�*5¸
¹yº¼»|ºE½ ¾�¿ �³À �;Á8�.Â�ÃoÄ �\Å�Âc�7À
}.<(H�?=C�ZLdÆP&n�BD?=U=`=<(`�>=WgPVU=<�`=BG]&PGKYU

Ω
i[KYHA:�P�>�BDWYXIfDBDU=PGW7nBD?LU=`QPG@hXDu�Ç£BD@E<�>=@E<RN(KMCA<(WYXG��iT<PGCACE?=]^<�HA:QPVH

Ω
KMCxP�CEKM]2>=WYX�N(BDU=U=<(N(HJ<(`~`=BG]&PGKYUÆPGUL`�HA:QPVHbKvHJC�n�BD?=U=`=PG@EX

Γ
KYC�HJ:L<�?=U=KMBGU�BGF�PFcKMU=KvHJ<bU_?=]�n�<R@�BVF\WMKYU=<ePG@[CE<RfD]2<RU�HJC

Γ̄j
�
1 ≤ j ≤ ne È Γj KYC�PGCECA?=]2<R`£HJB&n�<8PGUÆBD>�<RU£CA<RfG]^<(U_HOÉ�u~<xPVWMCAB8ZLd�P�>=PG@EHAKYHJKYBDU2BGF {1, 2, · · · , ne} KYU�HJB�H�i�B�CA?=nLCA<(HAC IN PVU=`

ID
ut9;:=<x?LU=KMBDU

ΓD
BGF7HJ:=<

Γj
�
j
@A?LU=U=KMULf�BwmD<R@

ID
�LKMC�HJ:=<�>=PG@EH;BVF.HJ:=<�n�BD?=UL`QPG@EX

Γ
�ai[:=<(@A<�i�<bPGCACE?=]^<�lR<R@EB�`=KMCE>=WgPVNR<R]2<RU�HFcKM<RWY`�u�9;:=<,?=U=KMBGU

ΓN
��BGF�HJ:=<

Γj
�
j ∈ IN

KMCoHJ:=<�>QPV@EHbBGF"HJ:L<2n�BD?=UL`QPG@EX
Γ
i[:=<(@A<�i�<,PGCACE?=]^<lR<R@EB2HA@JPGN�HJKYBDU�FcKM<RWY`�u¡�U«HA:=KMC�`LBD]&PVKMU

Ω
i�<�NRBDULCAKM`L<R@5PGU=KYCABGHA@ABD>LKMN�<RWgPVCEHJKYN�:=BG]^BDfG<RU=<(BD?=C�]^PVHJ<(@AKMPGW¼u�}7<�H

u =
(u1, u2)

n<yHJ:=<o`=KMCE>=WgPVNR<R]2<RU�H�FcKM<(WM`^PGU=`
f = (f1, f2) ∈ L2([0, T ]; [L2(Ω)]2)

HA:=<�n�BI`LX�FcBD@AN(<�n�X
½ �



�������  ��J�����
	��
��G���¼������������k��G���������
?=ULKYH[BGF0]&PVCACRu\9;:_?=C[HJ:L<�`LKMCA>LWgPGN(<R]2<RU�H;FcKM<(WM`

u = (u1, u2)
CAPVHJKYCEZQ<(C[HA:=<xFcBDWMWYBwi[KMU=f�<( _?QPVHJKYBDU=Cx�





utt −
���
�

σs(u) = f
KYU

[0, T ]× Ω,
u = 0

BDU
[0, T ]× ΓD,

σs(u).n = 0
BDU

[0, T ]× ΓN ,
u(0, .) = u0

KMU
Ω,

ut(0, .) = u1

KMU
Ω,

È �Lu��auv� É

i[:=<(@A<
u0

PGU=`
u1

n�<�HJ:=<�KMU=KvHJKMPGWTN(BDU=`=KvHJKMBGU=C,BDU!`LKMCA>LWgPGN(<R]2<RU�HJC2PGU=`�mD<(WMBINRKYHAKM<(CRu�9;:=<�ChHJ@A<(CACHA<RU=CEBD@
σs(u)

KMC;`=<�ZQU=<R`£n�X
σs(u) := 2µε(u) + λ

� �
ε(u)δ. È �Lu��au®�GÉ9;:=<b>�BDCAKvHJKvmD<xNRBGU=CEHJPGU�HJC

µ
PVU=`

λ
PG@A<bNePVWMWM<(`�HJ:=<�}7PG]��xNRBI< �KMN(KM<RU�HACRut¥<8PVCACA?L]^<xHJ:=PVH

(λ, µ) ∈ [λ0, λ1] × [µ1, µ2] È �Lu��au���Éi[:=<(@A<
0 < µ1 < µ2

PVU=`
0 < λ0 < λ1.

! C�?=CA?=PGW¼�
ε(u)

`=<RU=BVHJ<RCoHJ:=<�WYKMU=<RPG@AKYlR<(`�CEHA@JPGKYU£HA<RU=CEBD@
(i.e., ε(u) = 1

2
(∇u +∇uT ))

PGU=`
δ
HJ:=<KY`=<RU�HJKvH�X&HA<RU=CEBD@Ru{QBD@,@A<RPGCABDULC&BGFxCEKM]2>=WMKYNRKvH�X~i�<�:QPemD<�NO:=BDCA<(U«:=<(@&:=BD]2BDfD<(U=<RBG?=C^n�BD?=UL`QPG@EX�N(BDU=`=KvHJKMBGU=C,KMUn�BGHJ:#"�KY@AKMNO:LWM<(H2PVU=`«qy<(i[]^PGU!n�BD?=UL`QPG@EXG�THJ:L<�HA@A<ePkHJ]2<RU�H2BGF�HA:=<£KYU=:=BD]2BDfD<(U=<RBG?=C,nBD?LU=`QPG@hXN(BDU=`=KvHJKMBGU=C[KMCy`=BDU=<�i[KYHJ:LBD?LHo`=K%$2NR?LWYH�XDuy}.<(Ho?=CoU=BGHJ<8KMU£>QPGCACEKMU=f2HJ:QPkHoHA:=<�U_?=]2<R@EKMNePVW7HA<RChH È CE<R<CE<RN(HAKMBDU¨°DÉ�PV@A<&]^PG`=<^?=U=`=<(@8HA:=<�KMUL:=BD]2BDfD<RUL<RBD?=C�CA?L@EF PGN(<&HJ@APGN(HAKMBDU!u£¡�U~HA:=<�CE<R _?=<RW��tiT<2i[KMWYW@E<RNePVWMW�HA:=<xFcBDWMWYB i[KYU=f�ULBGHOPVHAKMBDULCRu"{QBD@

τ = (τij) ∈ (H(
���
�

; Ω))2 �Li�<8`=<(U=BGHA<�n�X
���
�

(τ) =

(
∂τ1,1
∂x1

+
∂τ1,2
∂x2

,
∂τ2,1
∂x1

+
∂τ2,2
∂x2

)
,

��
(τ) = τ2,1 − τ1,2.{QBD@

v = (v1, v2) ∈ [H1(Ω)]2
�aiT<�@A<(NePGWYW�HJ:QPkH

�&�k�
v =

∂v2

∂x1
− ∂v1

∂x2
.

! C.?=CA?QPVW¼�wiT<"`=<(U=BGHA<�n�X
L2(.)

HJ:=<�}.<Rn�<RCEfD?=<"CA>QPVNR<�PGU=`bn�X
Hs(.), s ≥ 0

�wHJ:=<\ChHOPGU=`=PG@A`��aBDn�BDWM<�mCE>QPGNR<(CRu"9;:=<�?LCA?QPGWU=BD@E] PVU=`�CA<(]^KYU=BD@E] BVF
Hs(D)

PG@E<�`=<(U=BGHJ<(`�n�X || . ||s,D PGU=` | . |s,D ut9;:=<KYU=U=<R@;>L@ABI`=?=N(HoKMU
[L2(Ω)]2

i[KYWMWn<xi[@AKvHAHA<RU
(., .)

u�¡ªF
σ = (σij), τ = (τij) ∈ [L2(Ω)]2×2 �QHA:=<RUi�<b`=<RU=BVHJ<bn�X

σ : τ =
∑

i,j

σijτij,

(σ, τ) =

∫

Ω

σijτij dx.¥<bU=Bwi³KMU�HA@ABI`=?=NR<�HA:=<('oKYWMn�<R@EH|CA>QPGN(<
[H1

ΓD
(Ω)]2 := {v ∈ [H1(Ω)]2; v|ΓD

= 0}{rKYUQPGWYWYXD�QKYU�BD@E`=<R@yHJB�PemGBDKM`£<�daNR<(CACAKvmD<,?=CE<�BGF"NRBGU=CEHJPGU�HJCR�iT<�i[KYWMW.?=CE<�HJ:L<�FcBDWMWYBwi[KMU=f,U=BGHJPVHJKYBDU=C(�
a . b

CEHJPGU=`5FcBD@
a ≤ cb

�=i[KYHA:�>�BDCEKYHJKvmD<xN(BDU=CEHJPGU�HJC
c
KYU=`=<R>�<RUL`=<RU�HoBGF

a, b
�
h
PGU=`

∆t
u

½ °
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¹yº¼»|ºª» � Ä �������"Â�Â��s�����®������"Â��¼�������
¡�U¬HJ:=KYC^CE<RN�HJKMBGU��Ti�<Æ@A<(NePGWYW|H�iTB�N(BD]2>QPG@AKYCABDU�@A<(CA?=WvHJC(�|i[:=KMNO:¬i[KYWMW;n�<£?LCA<(Fc?LWoKYU!HJ:L<�CEHJPGn=KYWMKYH�XPGU=`~N(BDU�mD<(@AfD<(U=NR<�PVUQPGWYXICEKMCxBGFTBD?=@b>=@ABGn=WM<(]£u^}.<(H

φ ≥ 0
CE?=NO:¥HA:QPVH

φt(t) ≤ ρφ(t) + η(t)
FcBD@

0 ≤ t ≤ T
�Li[:=<(@A<

ρ ≥ 0
KMC;CEBD]^<xN(BDU=ChHOPGU�HoPGU=`

η(t) ≥ 0
�
η ∈ L1([0, T ])

�aHJ:=<(U

φ(t) ≤ eρT
(
φ(0) +

∫ T

0

η(s) ds

)
. È �Lu��au��_É

}7<�H
(kn)n≥0

�
(pn)n≥0

H�i�B�U=BGUa��U=<(f�PVHAKYmD<2CA<( _?=<RU=N(<RC�n�<2fDKYmG<RU��
g0 ≥ 0

fGKYmD<(U�PGWYCAB£PGU=`�WM<�H8?LCCA?=>=>�BDCE<�HA:QPVH[HJ:=<bCE<R _?=<RULNR<
(φn)n≥0

CAPVHJKYCEZQ<(CR�




φ0 ≤ g0,

φn ≤ g0 +
n−1∑

s=0

ps +
n−1∑

s=0

ksφs, ∀n ≥ 1. È �Lu��au ¾ É

9;:=<RU
φn ≤

(
g0 +

n−1∑

s=0

ps

)
exp

( n−1∑

s=0

ks

)
, ∀n ≥ 1. È �au®�au���É

$&%h$  "!�´ 1535·�µ�¶ 6$#�´[1 %V/b-r¶ 3�µ(·b+76�/8*
~<b@A<(NePGWYW�Fc@ABG] NO:QPG>LHA<R@b�xHJ:=<b?=ULsIULB i[ULCR�

σ := 2µε(u), p := −λ ���
� (u)
PGU=`

ω :=
1

2

�&�k�
(u),

PGU=`5HJ:=<bCA>=PGNR<(CR�
Σ0 := {(τ, q) ∈ [L2(Ω)]2×2 × [L2(Ω)];

���
�
(τ − qδ) ∈ [L2(Ω)]2, È �Lu��Luv� É

(τ − qδ).n = 0
BDU

ΓN}

V ×W := {( m , θ) ∈ [L2(Ω)]2 × L2(Ω)}. È �au��Lu��DÉ~<yCEHJPVHJ<[HJ:=<[`=?=PGWQ]^Kjda<R`,ZQU=KYHA<[<RWM<(]^<(U�H�]2<(HA:=BI`,FcBG@�BG?=@"]^BI`=<RWL:_XI>�<R@EnBDWYKMN[<R _?QPkHJKMBGU È �Lu®�IuY� Ép�{rKMU=`
(σ(.), p(.)) ∈ L2([0, T ]; Σ0)

�
u(.) ∈ H2([0, T ]; [L2(Ω)]2)

PVU=`
ω(.) ∈ L2([0, T ];L2(Ω))CA?=NO:�HJ:QPVH[FcBD@[PVWMW

(τ, q) ∈ Σ0

�LFcBD@[PGWYW
(v, θ) ∈ V ×W PGUL`�FcBD@[Pau�<Vu

t ∈ [0, T ]
i�<�:QPemD<G�





1

2µ
(σ(t), τ) +

1

λ
(p(t), q) + (

���
�
(τ − qδ), u(t)) + (

��
(τ), ω(t)) = 0,

(utt(t), v)− (
���
�

(σ(t)− p(t)δ), v)− (
��

(σ(t)), θ)− (f(t), v) = 0,

u(0) = u0, ut(0) = u1.

È �Lu��Lu���É

~<bNRBGU=NRWY?=`=<xHJ:=KYC;CA<(N(HJKYBDU�n_X5KYU�HJ@ABI`=?=N(KMU=f�CEBD]2<xU=BGHOPkHJKMBGU=CRut¥<bCA<(H
σ
∼
(t) = (σ(t), p(t)), τ

∼
= (τ, q), u

∼
(t) = (u(t), ω(t)), v

∼
= (v, θ),

½N½



������� �[����� � G��� ��� �	�b� �Q� � ���
�I���������

a(σ
∼
, τ
∼
) :=

1

2µ
(σ, τ) +

1

λ
(p, q), ∀σ

∼
, τ

∼
∈ Σ0, È �Lu��Lu��_É

b(τ
∼
, v
∼
) := (

���
�
(τ − qδ), v) + (

��
(τ), θ), ∀τ

∼
∈ Σ0, ∀v

∼
∈ [L2(Ω)]2 × L2(Ω). È �Lu��Lu ¾ É�KvHJ:�HJ:=<(CA<~ULBGHOPVHAKMBDULCR��HA:=<¥]2Kvda<(`¢FcBD@E]�?=WgPkHJKMBGU È �Lu��Lu���É�]&PeX n�<~@E<(i[@AKvHAHA<RU��¬{rKMU=` σ

∼
(.) =

(σ(.), p(.)) ∈ L2([0, T ]; Σ0)
PVU=`

u
∼
(.) = (u(.), ω(.)) ∈ H2([0, T ]; [L2(Ω)]2)×L2([0, T ];L2(Ω))CE?=NO:£HA:QPVH





a(σ
∼
(t), τ

∼
) + b(τ

∼
, u
∼
(t)) = 0, ∀τ

∼
∈ Σ0,

FcBD@[PLu <Gu
t ∈ [0, T ]

b(σ
∼
(t), v

∼
) + (F(t), v

∼
) = (utt(t), v), ∀v

∼
∈ [L2(Ω)]2 × L2(Ω),

FcBG@[PLu�<Vu
t ∈ [0, T ]

È �Lu��Lu���Éi[:=<(@A<
(F(t), v

∼
) := (f(t), v)

u
$^%��  ´���3�µ(·b-06p+�� / %«+ !�´ ¸./�µR3�+76�/�*5¸
}.<(H

u ∈ L2(0, T ; [H1
ΓD

(Ω)]2)
CE?=NO:¥HA:QPVH du

dt
∈ L2(0, T ; [L2(Ω)]2)

n�<�HJ:=<2CABGWM?LHAKMBDU�BGF È �au®�auv� Épu¥<bNRBDU=CEKM`=<(@|HJ:=<�}7PG]��xBD>�<R@JPkHJBD@;`=<�ZQU=<(`�n�<RWMBwi
L := −µ∆− (λ+ µ)∇ ���
�

().9;:_?=C(��<( _?=KYmVPGWY<RU�HJWvX
u
KYC;CABDWY?LHJKYBDU�BGFSHJ:=<b>=@EBDn=WY<R]




utt + L(u) = f
KMU

[0, T ]× Ω,
u = 0

BDU
[0, T ]× ΓD,

σs(u).n = 0
BDU

[0, T ]× ΓN ,
u(0, .) = u0

KYU
Ω,

ut(0, .) = u1

KYU
Ω.

È �Lu��=uv� É

¡ªH�KMC\i�<RWYWMs_U=Bwi[U È CA<R<���� ¾ ��BD@y���G°a�I� ½ �Q� �V� ÉrHJ:=PVH"HJ:=<[iT<RPGs,CABDWY?LHJKYBDU,BGF�HA:=<yNRBD@E@A<RCE>BGU=`=KMULf�}7PG]��ChXaChHJ<(] BGF È �Lu �LuY� É;>=@E<RCA<(U�HJC�mD<(@EHA<�d�CEKMU=fG?=WgPG@EKYHAKM<RC(u;~<�@E<(HA?=@AU=CoHJB&HA:=<�`=<�ZQU=KvHJKMBGU~�Du��Luv��FcBD@oHA:=<`=<(CAN(@AKM>aHJKMBGU�BVF�HJ:L<RCA<�CAKYU=fD?=WMPG@AKvHJKY<RCRu�}7<�H2?=C^@E<RNRPGWMW|Fc@EBD] HA:=< "o<(ZQU=KvHJKYBDU��Du��au��ÆHJ:L<�FcBDWYWMBwi[KMULfi�<RKYfD:�HJ<R`��aBDn�BDWY<(m5�I>QPGNR<V�{QBD@.PGU�X�CANePVWgPG@�Fc?LU=N(HAKMBDU
φ ∈ C0(Ω)

CA?=NO:bHJ:QPkH
φ(x) > 0

FcBD@�<�mD<R@hX
x ∈ Ω̄\{S1, S2, · · · , Sne}PGUL`£PVU_X

m, k ∈ ¡ q��aiT<�`=<(Z=U=<
Hm,k
φ (Ω) = {v ∈ Hm(Ω); φDβv ∈ L2(Ω), ∀β ∈ ¡ q 2 CA?LNO:£HJ:=PVH

m < |β| ≤ m+ k}.

Hm,k
φ (Ω)

KMC;<( _?=KM>�<R`5i[KYHA:5HA:=<bU=BD@E]��

||v||m,k;φ,Ω =

(
||v||2m,Ω +

∑

m<|β|≤m+k

||φDβv|20,Ω
)1/2

.

PGUL`5HA:=<bCA<(]^Kj��U=BD@E]��
|v|m,k;φ,Ω =

( ∑

|β|=m+k

||φDβv||20,Ω
)1/2

.

½��



���������������� 	�
�����������	� ����� 	�� ������� �
�"����� ��� 	����[���� �! "����# �����
9;:=<�HAKM]2<�CA>=PGNR<p��U=BD@E] KMC;`L<(ZQU=<(`ÆPGC

||v||L2(Hm,k
φ ) =

(∫ T

0

||v||2m,k;φ,Ω dt

)1/2

.

9;:=<�?=CA?=PGWT]2Ba`LKYZQNRPVHJKYBDU�KMC�]^PG`=<2FcBD@bHJ:=<&HAKM]2<��ªCA>QPGN(<^ULBD@A] ||v||L∞(Hm,k
φ )

u�}.<�H�?=C�CE<(H
ξ =

minj=1,··· ,ne ξj
i[:=<R@E<

ξj = inf
k
{Re αj,k; Re αj,k > 0},i[:=<R@E<

αj,k
KYC�CEBDWM?aHJKMBGU�BGF�HA:=<2PG>=>=@EBD>=@EKgPVHA<�HJ@APGU=NR<(U=`QPGU�HJPGW"<R _?QPVHAKMBDU�PG>=>�<ePV@AKMULf�KMU�`=<(Z=U=KYHAKMBDU�Du��auY�Du"}.<�Ho?LCy>LKMNOs�CEBD]^<

α ∈]1− ξ, 1/2[
KYF
ξ ≤ 1,

PVU=`£WY<(H;?LCyHJPGsG<
α = 0

KvF
ξ > 1

uqyB i¢iT<bNRPGU£fGKYmD<xHA:=<xFcBDWMWYB i[KYU=f�@E<RfD?LWgPG@EKYH�X�@E<RCE?=WYHR�
���������	��
��
��	�������������x� ��� � ��� � � � � �w�^� ��G��� �Q� �� ���&�$����� G�����$��G� �������������� ������� ��G� ����� �	 ��� �
 �g���  "!# �g���g� � �k��� ��$� �G���p���%$ �	�

Ω
���� �����&� �k� ����� �Q� �G����� ��� �� ���
���

Reα = 1
�
��� �Q�&����	���M�%$

��� ���� � � ���
φ ∈ C0(Ω)

���('�� *)����G� �
�¨� �k�&���
� G� �  �g�������� ��� ��� � � � � � �w�b� ��G�,+




f ∈ H3(0, T ; [L2(Ω)]2)

u0, u1, f(0)− Lu0 ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2

ft(0)− Lu1, ftt(0)− Lf(0) + L2u0 ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2
È �Lu��=u��DÉ

���Q���
u ∈ C(0, T ; [H1,1

φ (Ω)]2)
����

utt ∈ L2(0, T ; [H1,1
φ (Ω)]2)

�� �����w��� �¯���Q� �
�
σ ∈ L∞(0, T ; [H0,1

φ (Ω)]2×2) - p ∈ L∞(0, T ;H0,1
φ (Ω))

����
ω ∈ L∞(0, T ;H0,1

φ (Ω))
�

� �k�J�����G���
σtt ∈ L2(0, T ; [H0,1

φ (Ω)]2×2) - ptt ∈ L2(0, T ;H0,1
φ (Ω))

����
ωtt ∈ L2(0, T ;H0,1

φ (Ω)) -
u ∈ L∞(0, T ; [H1

ΓD
(Ω)]2)

����
utt ∈ L2(0, T ; [H1

ΓD
(Ω)]2)

�

�����.��/10 ! NRNRBG@A`=KYU=f£HAB£9;:=<(BD@A<(] �32LuY�2>�u�� �_� � � ����BGFb� � � �"i�<&:QPemG<
u ∈ H3(0, T ; [H1

ΓD
(Ω)]2)

�
u(4) ∈ L2(0, T ; [L2(Ω)]2)

PGU=`
u(5) ∈ L2(0, T ; [H−1(Ω)]2)

u0¡�Ub>QPG@hHJKYNR?=WMPG@
utt ∈ L2(0, T ; [H1

ΓD
(Ω)]2)PGU=`

(utt)tt ∈ L2(0, T ; [L2(Ω)]2)
u54xU=Bwi[KMULf�HJ:QPVH

Lu = f − utt
i�<�:=PwmG<

Lutt = ftt − (utt)tt ∈
L2(0, T ; [L2(Ω)]2)

u�9;:_?=C
utt ∈ L2(0, T ; [H1

ΓD
(Ω)]2)

PGU=`
Lutt ∈ L2(0, T ; [L2(Ω)]2)

u�9;:QPVH�KMC
utt ∈ L2(0, T ;D(L))

i[:L<R@A<
D(L)

`=<(U=BGHA<|HJ:=<|`LBD]&PVKMU�BVF�HA:=<;}7PG]��G� CtBD>�<R@APVHJBD@(u76�?LH
D(L) ↪→

[H1,1
φ (Ω)]2

n_X�PG`QPG>aHJKMULf�NRBD@EBDWMWMPG@EX��au��x>�u����G��BGFS��� �G��ut9;:_?=C
utt ∈ L2(0, T ; [H1,1

φ (Ω)]2)
PGU=`�N(BDUa�

CA<R _?=<(U�HJWYX
σtt ∈ L2(0, T ; [H0,1

φ (Ω)]2×2)
�
ptt ∈ L2(0, T ;H0,1

φ (Ω))
�
ωtt ∈ L2(0, T ;H0,1

φ (Ω))
u98�UHJ:=<xBGHA:=<R@;:=PGU=`

ut ∈ H2(0, T ; [H1
ΓD

(Ω)]2)
PGU=`

Lut = ft − uttt ∈ L2(0, T ; [L2(Ω)]2)
u��aB�HA:QPVH

ut ∈ L2(0, T ;D(L))
utPGU=`�:=<RU=N(<

ut ∈ L2(0, T ; [H1,1
φ (Ω)]2). È �Lu��=u���É�aKM]2KMWMPG@AWvX�iT<�:QPemD<

u ∈ H2(0, T ; [H1
ΓD

(Ω)]2)
PGU=`

Lu = f − utt ∈ L2(0, T ; [L2(Ω)]2)
�QCEB2HA:QPVH

u ∈ L2(0, T ;D(L))
�aPGU=`5:=<(U=NR<8PGWMCEB

u ∈ L2(0, T ; [H1,1
φ (Ω)]2)

u�{¯@EBD] HJ:=KYC[PGU=` È �Lu��=u���É�i�<bfD<(H
u ∈ C(0, T ; [H1,1

φ (Ω)]2) ⊂ L∞(0, T ; [H1,1
φ (Ω)]2).

9;:I?LC
σ ∈ L∞(0, T ; [H0,1

φ (Ω)]2×2)
�
p ∈ L∞(0, T ;H0,1

φ (Ω))
PGU=`

ω ∈ L∞(0, T ;H0,1
φ (Ω))

uÇ£BD@A<(BwmD<R@
u, ut ∈ L2(0, T ; [H1

ΓD
(Ω)]2)

KM]2>=WYKM<RC
u ∈ C(0, T ; [H1

ΓD
(Ω)]2)

u\9;:_?=C
u ∈ L∞(0, T ; [H1

ΓD
(Ω)]2)

� 2



����� � ���Q� �w��	�� ! ���������J����� 	���$a� � � �k��	 ��� G�������
u

� ���	���	��
 ��
�	���.���������x� ��� � ��� � � � � �w�^� ��G��� �Q� �� �����$����� G�����$��G� ������������������5��� ��G�������#�	 ��� �
 �g���  !  �g���g� � �k��� ��$� �G���p���%$ �	�

Ω
���� ������� �k� ���Æ� �Q� �G���p� ��� ������
���

Reα = 1
�
�Æ� �Q� ����	���M�%$

��� ���� � � ���
φ ∈ C0(Ω)

���('�� �
�� ����$� � ��� � �������������  � ��� ��� � � � � � �w�b� ��G�,+




f ∈ H6(0, T ; [L2(Ω)]2)

f (4) ∈ L2(0, T ; [H1(Ω)]2)

u0, u1, f(0)− Lu0 ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2

f (1)(0)− Lu1 ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2

f (2)(0)− Lf(0) + L2u0 ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2

f (3)(0)− Lf (1)(0) + L2u1 ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2

f (4)(0)− Lf (2)(0) + L2f(0)− L3u0 ∈ [H1
ΓD

(Ω)]2

f (5)(0)− Lf (3)(0) + L2f (1)(0)− L3u1 ∈ [L2(Ω)]2

È �Lu��=u��_É

���Q���
σtttt ∈ L2(0, T ; [H0,1

φ (Ω)]2×2) - ptttt ∈ L2(0, T ;H0,1
φ (Ω))

����
ωtttt ∈ L2(0, T ;H0,1

φ (Ω)) -
utttt ∈ L2(0, T ; [H1

ΓD
(Ω)]2)

����
utttt ∈ L∞(0, T ; [L2(Ω)]2)

�

� ���.��/10#6�X5BDU=N(<89;:L<RBD@E<R] � 2Luv��>�u � �_� � � ����BGF;� � � ���QKYH;FcBGWMWMBwi[C|HA:QPVH
u ∈ H6(0, T ; [H1

ΓD
(Ω)]2)

u
6�X�HJ:=<,<R _?QPkHJKMBGU

Lu(4) = f (4) − u(6) PVU=`�HA:=<,:�Xa>�BGHA:=<RCEKMC f (4) ∈ L2(0, T ; [H1(Ω)]2)
�7KYHxFcBDWj�WYB i[Cxn�X�NRBD@EBDWMWMPG@EXÆ�au���>�u��D�G��BGFo��� �V�tHJ:QPkH

u(4) ∈ L2(0, T ;H1,1
φ (Ω))

u�9;:LKMCbKM]2>=WMKY<RC[HJ:=<,PVnBwmD<PGCECA<(@EHJKYBDU=C(u

$^%��  "!�´ ¸7´[¶ 6��=156(¸74�-0´|+7´�¶ 6$#�´[1 %V/b-r¶ 3�µ(·b+76�/8*
~<^PGCECA?=]2<^HA:QPVH

Ω
KMCb`=KYCANR@E<(HAKMlR<(`�n�X¥P�@E<RfD?=WMPG@xF PG]2KMWYX�BGFTHA@AKMPGU=fD?=WMPVHJKYBDU=C

(Th)h>0

KMU¥HA:=<CE<RU=CE<yBVFt�j�D�(��ur¥<;@A<(NePGWYWLHJ:=<|Z=U=KYHA<|`=KM]2<RULCAKMBGUQPGWLCE?=n=>QPVNR<RC
Σ0,h

PGU=`
Vh×Wh

BGF
Σ0

PGU=`
V ×W@E<RCA>�<RN�HJKvmD<RWvX�`=<�ZQU=<R`£n�X

Σ0,h := {(τh, qh) ∈ Σ0; ∀T ∈ Th : qh|T ∈
¡	�

1(T )
PGUL`

(τh − qhδ)|T ∈ [
¡	�

1(T )]2×2 ⊕ [
¡	
 � �a���

bT ]2}, È
�Lu ¾ uv� É

Vh ×Wh := {(vh, θh) ∈M ; ∀T ∈ Th : vh|T ∈ [
¡	�

0(T )]2
PGU=`

θh|T ∈ [
¡	�

1(T )}. È �Lu ¾ u��DÉ

[<RNRPGWMW�HJ:QPVH|n_X

(τh − qhδ)|T ∈ [
¡	�

1(T )]2×2 ⊕ [R
� �I���

bT ]2
�aiT<b]2<ePGU�HA:QPVH;HJ:L<R@A<x<pdaKMCEHy>�BDWYXIU=Bk�]2KgPGWYCTBGF0`=<(fD@A<(< ≤ 1 : p11, p12, p21, p22

PVU=`�H�i�B2@A<ePVW.UI?L]�n<(@AC
α1, α2

CA?=NO:�HJ:QPVH
(τh − qhδ)|T =

[
p11|T + α1

∂bT
∂x2

p12|T − α1
∂bT
∂x1

p21|T + α2
∂bT
∂x2

p22|T − α2
∂bT
∂x1

]
,

i[:=<(@A<
bT
`=<(U=BGHA<RC[HJ:=<bn=?=nLn=WM<xFc?=U=N�HJKYBDU�FcBD@|HJ:=<�PGN�HJ?QPVW�<RWY<R]2<RU�H

T
`=<�ZQU=<R`£n�X

bT = 27λ1λ2λ3.

� �



���������������� 	�
�����������	� ����� 	�� ������� �
�"����� ��� 	����[���� �! "����# �����

λ1, λ2, λ3
`=<(U=BGHJ<¥HJ:=<¨nQPV@EXINR<(U_HA@AKYN�NRBIBD@A`LKMUQPVHA<RC£BDU

T
u�qoBwi i�<¨KMU�HA@ABI`=?=NR<�HJ:=<�FcBGWMWMBwi[KYU=fCA<R]2Kv�ª`=KMCENR@E<(HJKYlR<(`�>=@EBDn=WM<(]£�|{rKMU=`

(σh(.), ph(.)) ∈ L2([0, T ]; Σ0,h)
�
uh(.) ∈ H2([0, T ];Vh)

PGU=`
ωh(.) ∈ L2([0, T ];Wh)

CA?LNO:�HJ:QPkH;FcBD@[PGWMW
(τh, qh) ∈ Σ0,h

�=FcBD@[PGWYW
(vh, θh) ∈ Vh ×Wh

PGU=`�FcBD@PLu�<Vu
t ∈ [0, T ]

i�<�:QPemD<G�




1

2µ
(σh(t), τh) +

1

λ
(ph(t), qh) + (

���
�
(τh − qhδ), uh(t)) + (

��
(τh), ωh(t)) = 0,

(uh,tt(t), vh)− (
���
�

(σh(t)− ph(t)δ), vh)− (
��

(σh(t)), θh)− (f(t), vh) = 0,

uh(0) = u0,h, uh,t(0) = u1,h.

È �Lu ¾ u���É

¥<�]&PeX�HJ:=KYU=s�HJB
u0,h

PGU=`
u1,h

PGC�PG>=>L@ABedaKM]^PVHJKYBDU=C�KYU
Vh

BVF
u0

PGU=`
u1

@A<(CA>�<RN�HJKYmG<RWvX«u9;:=<5>=@A<(NRKMCE<5`=<(ZQULKYHJKYBDU=C�BVF
u0,h

PGU=`
u1,h

i[KMWYWTn�<�fDKYmG<RU�WgPVHA<R@(u��KvHJ:�HJ:L<�ULBGHOPVHAKMBDULC È �Lu��Lu��_ÉPGU=` È �Lu��au ¾ Ép�IHA:=<�]2Kvda<(`^FcBD@E]�?=WgPkHJKMBGU È �Lu ¾ u��DÉ"]^PeX,n<o@A<(i[@EKYHEHJ<RU��"{rKMU=` σ∼h(.) = (σh(.), ph(.)) ∈
L2([0, T ]; Σ0,h)

PVU=`
u
∼h

(.) = (uh(.), ωh(.)) ∈ H2([0, T ];Vh)× L2([0, T ];Wh)
CA?=NO:�HJ:QPkH





a(σ
∼h

(t), τ
∼h

) + b(τ
∼h
, u
∼h

(t)) = 0, ∀τ
∼

= (τh, qh) ∈ Σ0,h,
PLu <Gu

t ∈ [0, T ]

b(σ
∼h

(t), v
∼h

) + (F(t), v
∼h

) = (uh,tt(t), vh), ∀v
∼h

= (vh, θh) ∈ Vh ×Wh,
PLu <Gu

t ∈ [0, T ],

uh(0) = u0,h, uh,t(0) = u1,h. È �Lu ¾ u��_É9;:=<y<�daKYCEHJ<(U=NR<�PGU=`&?LU=KM _?=<(U=<RCECTBGF7PbCABGWM?LHAKMBDU
(σh(.), ph(.))

PVU=`
(uh(.), ωh(.))

HAB È �Lu ¾ u���ÉtBD@<R _?=KYmVPGWY<RU�HJWvX&HAB È �Lu ¾ u ��ÉTKMC;CA:LB i[U£KMU�HJ:L<bFcBGWMWMBwi[KYU=f�WM<(]^]^PL�
��������� �.�	�.�����  � ���
�I�������

(σh(.), ph(.))
����

(uh(.), ωh(.))
�	��
������ �g�� �k�¥��� ���
����M���Q���
�¨� �


������ �������%$ ����� �������� � � ��� �Q� �
�����.��/10;9;:=<b<�mDBDWY?LHJKYBDU5>=@ABDnLWM<R] È �Lu ¾ u��_ÉTNePVU£n�<x@A<�i[@AKYHEHJ<(U�PGC





a(σ
∼h

(t), τ
∼h

) + b(τ
∼h
, u
∼h

(t)) = 0, ∀τ
∼

= (τh, qh) ∈ Σ0,h,
PLu <Gu

t ∈ [0, T ]

b(σ
∼h

(t), v
∼h

) = (f(t)− uh,tt(t), vh), ∀v
∼h

= (vh, θh) ∈ Vh ×Wh,
PLu <Gu

t ∈ [0, T ].

È �Lu ¾ u ¾ É~<�]^PeX�HJ:=KYU=s�HJ:=<&CABDWY?LHJKYBDU
(σ
∼h
, u
∼h

) ∈ Σ0,h × Vh × Wh

BGF È �Lu ¾ u ¾ Ép�0FcBD@�P£ZLda<R`�HAKM]2<G�0PGC�PCABDWY?LHJKYBDU�BGFSHJ:=<bCEHJPVHJKYBDUQPG@hX�>=@EBDn=WY<R]��




a(σ
∼h
, τ
∼h

) + b(τ
∼h
, u
∼h

) = 0, ∀τ
∼

= (τh, qh) ∈ Σ0,h,

b(σ
∼h
, v
∼h

) = (g, vh), ∀v
∼h

= (vh, θh) ∈ Vh ×Wh,
È �Lu ¾ u���É

i[:=<R@E<
g = f(t)−uh,tt(t) ∈ [L2(Ω)]2

ur~<oNRBDULCAKM`L<R@\HJ:=<o>QPGKY@\BGF�BD>�<R@APVHJBG@AC
(Th, Sh)

`=<(ZQUL<R`�n�X
(Th, Sh) : [L2(Ω)]2 −→ Σ0,h × (Vh ×Wh)

g 7−→ (σ
∼h
, u
∼h

).

� �



����� � ���Q� �w��	�� ! ���������J����� 	���$a� � � �k��	 ��� G�������
9;:=<b<(mGBDWM?aHJKMBGU�>L@ABDn=WY<R] È �Lu ¾ u ¾ ÉTNePGU�n�<�@E<(i[@EKYHAHA<RU�PGC





u
∼h

(t) = Th
(
P 0
hf(t)− d2uh

dt2
(t)
)
,

σ
∼h

(t) = Sh
(
P 0
hf(t)− d2uh

dt2
(t)
)
.

¡�U�>QPG@hHJKMN(?=WgPV@R�
uh(t) = Th,1

(
P 0
hf(t)− d2uh

dt2
(t)
)
. È �Lu ¾ u�°DÉ}.<(H7?LC.CA:=Bwi~HA:QPVH�HA:=<\BD>�<R@APVHJBD@

Th,1|Vh : Vh 7−→ Vh
KMC�KYU_mG<R@hHJKMnLWM<Gu0�a?L>=>BGCA<\HJ:QPkH ∫

Ω
g.Th,1g dx =

0
u\9;:=<RU�Fc@ABD] È �Lu��Lu�� �_É�i�<8fG<(H a(σ∼h, σ∼h) = 0

K¼u <Gu
1

2µ

∫

Ω

|σh|2 dx+
1

λ

∫

Ω

|ph|2 dx = 0.

'y<RU=N(<
σh = 0

PGU=`
ph = 0

K¼u <Gu
σ
∼h

= 0. È �Lu ¾ u ½ É
6�X&HJ:=<xZQ@ECEHy<R _?QPVHAKMBDU5BGF È �au��Lu�� �_ÉTKvH;U=Bwi�FcBGWMWMBwi[C|HA:QPVHe�

b(τ
∼h
, u
∼h

) = 0 ∀τ
∼h
∈ Σ0,h.

9;:=<bKYULFg��CE?=>5KMU=<( I?=PGWMKvH�X È �Du �Lu®°DÉ�XIKY<RWM`LC
u
∼h

= (uh, ωh) = 0.

9;:_?=CyKMU5>QPG@hHJKYNR?=WMPG@R�IKYF ∫
Ω
g.Th,1g dx = 0

�LHJ:L<RU
Th,1g = 0.qoBwib��KvF

gh ∈ Vh
PVU=` ∫

Ω
gh.Th,1gh dx = 0

�HJ:=<(U�n_X È �Lu ¾ u ½ É[i�<�:QPemD< σ∼h = 0
PGU=`�n�X£HJ:=<

CE<RNRBGU=`£<( _?QPVHJKYBDU�BGF È �Lu��Lu � �_É�i�<8:QPemG< (gh, vh) = 0, ∀vh ∈ Vh.
9;:_?=C

gh = 0.

{rKYUQPGWYWYXD�wi�<;:QPemD<[>=@EB mG<R`�HJ:=PVH
Th,1|Vh : Vh −→ Vh

KYCtKMU §E<RN(HAKYmG<G�GHA:I?LC\KMU�mD<(@EHJKYn=WM<Vut{Q@ABG] È �Lu��Lu �D��ÉFcBDWYWMBwi[CR�
P 0
hf(t)− d2uh

dt2
(t) = (Th,1|Vh)−1(uh(t)). È �Lu ¾ u � É

'y<RU=N(<
d2uh
dt2

(t) = P 0
hf(t)− (Th,1|Vh)−1(uh(t)).¡ªF[i�<�N(BDU=CEKM`=<(@,PÆnQPGCAKYC�BGF[HJ:=<�CE?=n=CE>QPGNR<
Vh
�\iT<5BDnLHJPGKMU�PGU�:=BD]2BDfD<RUL<RBD?=C�WMKMUL<ePG@8CEXICEHA<R] BGF`=K ��<(@A<(U_HAKgPGW�<R _?QPkHJKMBGU=CR�¯PGUL`�KYF7Fc?=@EHA:=<R@E]^BG@A<�i�<xZLd�HA:=<xKMU=KvHJKMPGW¯NRBDU=`LKYHJKYBDU=C

uh(0)
PVU=` duh

dt
(0)

KMU
Vh
�Q>=@EBDn=WM<(] È �Lu ¾ u � ÉT:=PGCyP,?LU=KM _?=<bCABGWM?LHAKMBDU�u
6T<�FcBD@A<�`=KMCENR?=CECAKYU=f¬CEBD]^<�<(@A@ABG@�<(CEHAKM]^PVHJ<(C�n�<(H�i�<R<(U³HJ:=<�<�dLPGN�H�CEBDWM?aHJKMBGU¢PVU=`�KvHJC5<RWYWMKM>aHJKMN>=@EBk§E<RN�HJKYBDU��Li�<8CE?=>=>�BDCA<xHA:QPVH

(Th)h>0

CAPVHJKYCEZQ<(C;HJ:=<xFcBDWYWMBwi[KMU=f�@A<(Z=U=<R]2<RU�Ho@A?=WY<RCR�
� �



���������������� 	�
�����������	� ����� 	�� ������� �
�"����� ��� 	����[���� �! "����# �����

R1
�[KYF74 KYC[P�HA@AKMPGU=fDWY<�BGF

Th
PG`=]2KYHAHAKMU=f

Sj
PGCyP�mD<(@EHJ<pd��HA:=<RU

hK . h1/(1−α),

i[:=<(@A<
α
:QPGC[n�<R<RU�`=<�ZQU=<R`�§E?=CEHyn�<(FcBD@E< �\@ABD>�BDCAKvHJKYBDU5�Lu��=uY�G�

R2
�[KYF74 KYC[P�HA@AKMPGU=fDWY<�BGF

Th
PG`=]2KYHAHAKMU=f8U=B

Sj (j = 1, · · · , ne)
PGCyP�mG<R@hHJ<�d�QHJ:L<RU

hK . h inf
x∈K

φ(x),

È φ :QPGC;n�<R<(U�`=<�ZQU=<(`�KMU �\@EBD>BGCAKYHAKMBDU5�au �=uv�8É��
R3

�;FcBD@[PGWYW
K ∈ Th

hK & hβ,i[:=<(@A<
β ≥ 1/(1− α)

u
� ����� ��� ��� �.���.� �[������� G� � �	��
���¼�����	� 	&���$�Q��� � G� ��� � ���
� �^� �Q���J��� ����	&���Q� ��������� � �������

R1 −R3G�O��� ����
�
� ) ���
� �
-
�w�O� � �k� �
�������� �O����� �
	 �

~<bU=Bwi @E<RNePVWMW¼�IFc@ABD] HJ:=<bNO:QPV>LHJ<(@��G�=HJ:=<xH�i�B2FcBDWYWMBwi[KMULf,zTBD@ABGWMWgPV@EX��
� �������� � ��� �.�	�.� �.��
 ���I����� �Q�	� �$� �k� �Q���w���

R1 - R2 -
� �Q� � ���
����� �
� �����p���k���������
	�G��� � ��� � � �k����G��� �

q ∈ H0,1
φ (Ω) -

‖q − P 1
hq‖0,Ω . h|q|0,1;φ,Ω, È �Lu ¾ uv��2�É

� �Q���O�
P 1
h

�I�����k������� �Q�
L2− �k�p� � � �������� �������e� ��� ����� ��� {θh ∈ L2(Ω); θh|K ∈

�  
1(K), ∀K ∈ Th}

�

� �������� � ��� �.� �.� ���,
 ���I����� �Q� � �$� �k� �Q���w���y�  ������ �
-
� �Q� � ���
����� �
� �2���p�&�k�8����� �
	�G��� � ��� � � �k����G��� �

τ
∼

= (τ, q) ∈ [H0,1
φ (Ω)]2×2 ×H0,1

φ (Ω)

‖τ
∼
− Πhτ∼

‖
0,Ω

. h(|τ |0,1;φ,Ω + |q|0,1;φ,Ω). È �Lu ¾ uv�D� É
6�X&HJ:=<b:=<(WM>5BGFSHJ:=<b@A<�ZQU=<(]^<(U_Ho@A?LWM<

R3

�=i�<�CA:=Bwi�HA:=<xFcBDWMWYBwi[KMU=f�fGWMBDnQPVW�KMU�mG<R@ACE<8>L@ABD>�<R@hH�X�
��������� �.�	�.� �.�y� ���

Xh

)�� �� � � ��� ���
	&���������������� � )�� ����O���	� �G� ��� ���|��� �����	�
H(

���
�
,Ω)

� ���$�� ��G� ∀K ∈ Th ∀vh ∈ Xh

+
vh|K

����� �Q���
	� �I� ) �&� �Q�b ����� &� � ���� � �k��	�G������� �	���� $a� ��� � � ���
���
	&�������������� � � )�� ����O� �	�

H(div, K̂)
�����Q��� � ���I����� �Q� � � � �k� �Q���w�������

-
� �Q���J�o�%$ ����� � &������������Q�

C0 > 0
� ���$��� ��G�

-
� �k�����G��� �

vh ∈ Xh

‖ ���
� vh‖0,Ω ≤ C0h
−β‖vh‖0,Ω. È �Lu ¾ uv� �DÉ

�����.��/10;}.<�H
K
n<�PGU5PG@En=KYHA@JPG@hX�HJ@AKMPGU=fDWY<[KMU&HA:=<�>=WMPGU=<�PVU=`

K̂
n<yHJ:=<�@A<(Fc<(@A<(U=NR<�HA@AKgPVU=fDWM<Vur9;:=<P $2U=<8]^PG>=>LKMU=f

FK : K̂ −→ K : x̂ 7−→ A+BK x̂,i[:=<R@E<
A
KMC8P£mG<R@EHA<�d�BGF;HJ:=<2HJ@EKgPGU=fGWM<

K
PGU=`

BK

KMC�HJ:=<^]&PVHA@AKjd�BGF;HJ:L<�BGF|HA:=<�P $2U=<2HJ@JPVU=Ch�FcBD@A]^PVHJKYBDU
FK

i[KYHA:«@A<(CA>�<RN�H�HJB~HA:=<�HJ@EKgPGULfDWM<
K
�[KMC�P~nLK §E<RN�HJKYBDU¬Fc@ABG]

K̂
BDU�HAB

K
u }.<(H�?=C

� �



����� � ���Q� �w��	�� ! ���������J����� 	���$a� � � �k��	 ��� G�������
@E<RNePVWMW¯HJ:=<�`L<(ZQU=KvHJKYBDU&BGF.HA:=< �\KMBGWgPxHJ@JPVU=CEFcBD@E]&PkHJKMBGU �=u�°8>�u��D�D�8BGF���� �G�¼u\9;:L<�KM]^PGfD<yn�X^HA:=< �\KMBDWMPHA@JPGU=ChFcBD@A]^PVHAKMBDU�BVFtPGU�X�mG<RN�HJBD@[ZQ<RWY`

v
BDU

K
KMC;HJ:=<�mG<RN�HJBD@

v̂
BGU

K̂
`L<(ZQU=<(`�n�X

v̂(x̂) = detBKB
−1
K v(FK(x̂)), ∀x̂ ∈ K̂.


[<RN(KM>=@EBaNRPGWMWvXD�tHJ:L<�KY]&PVfD<�n�X¨HJ:=< �\KMBDWMP�HJ@APGU=CEFcBG@A]^PVHJKYBDU¨BGF�PGU�X¨mD<RN�HJBD@,ZQ<(WM`
v̂
BDU

K̂
KYC,HA:=<mG<RN(HABD@

v
BDU

K
`=<(ZQUL<R`�n�X

v(x) =
1

detBK

BK v̂(F
−1
K (x)), ∀x ∈ K.

¡ªH[KYC;<ePGChX�HJB,CA<(<�HA:QPVH
���
�

v̂(x̂) = (
���
�

v)(FK(x̂))detBK .

'y<RU=N(<
∫

K

| ���
� v|2(x) dx =

∫

K̂

| ���
� v|2(FK(x̂))|detBK| dx̂

=
1

|detBK|

∫

K̂

| ���
� v̂(x̂)|2 dx̂

≤ c

|detBK|

∫

K̂

|v̂(x̂)|2 dx̂

=
c

|detBK|2
∫

K

|v̂oF−1
K (x)|2 dx

= c

∫

K

|B−1
K v(x)|2 dx

≤ c|B−1
K |2

∫

K

|v(x)|2 dx

≤ ch−2
K

∫

K

|v(x)|2 dx

'[Xa>�BGHA:=<RCEKMC
R3

XaKY<RWY`=C
∫

K

| ���
� v|2(x) dx ≤ ch−2β

∫

K

|v(x)|2 dx, ∀K ∈ Th.

'y<RU=N(<
∫

Ω

| ���
� v|2(x) dx ≤ ch−2β

∫

Ω

|v(x)|2 dx,
K�u�<Vu

‖ ���
� v‖0,Ω ≤ C0h
−β‖v‖0,Ω, ∀v ∈ Xh

�G¾



���������������� 	�
�����������	� ����� 	�� ������� �
�"����� ��� 	����[���� �! "����# �����
¹yº��|ºE½ ���������c���®� �®� �c� ���EÀ � ��Ã�Ä ���\Ä ����ÄaÄ �\Ä¹���G���hÀ � �����
��� � � ����
�����
�� � � ��� �	�3��
�	� � ��� ��� � � ��
 � � � ���

8x?L@oU=<pdIH�>=?L@A>�BDCA<�KMC;HJB2`=<(@AKYmG<8<(@A@EBD@[<RCEHAKM]^PVHJ<(C;FcBD@[nBGHA:
(σh(t), ph(t))

PGU=`
(uh(t), ωh(t))

u{rKM@ECEHJWvXD��i�<,NRBDU=CEKM`=<(@xHJ:=<�
�<(WMWYKM>LHAKMN�>L@ABk§E<(N(HJKYBDU���BGF�HJ:=<,<pd=PVN(H�CABDWY?LHJKYBDU�u�}.<�H8?LC�KYU�HJ@ABI`=?=N(<�HJ:=<FcBDWMWYB i[KYU=f�`=KYCAN(@A<(HA<b<RWMWYKM>LHAKMNo>=@ABk§E<(N(HAKMBDU5>=@EBDn=WM<(]£�{rKMU=`
σ̂
∼h

(.) = (σ̂h(.), p̂h(.)) ∈ L2([0, T ]; Σ0,h)
�
û
∼h

(.) = (ûh(.), ω̂h(.)) ∈ L2([0, T ];Vh ×Wh)CA?=NO:�HJ:QPVHTFcBD@;PGWYW
(τh, qh) ∈ Σ0,h

�LFcBD@;PGWYW
(vh, θh) ∈ Vh ×Wh

PGU=`�FcBD@;PLu <Gu
t ∈ [0, T ]

i�<b:QPemD<G�




1

2µ
(σ̂h(t), τh) +

1

λ
(p̂h(t), qh) + (

���
�
(τh − qhδ), ûh(t)) + (

��
(τh), ω̂h(t)) = 0,

(utt(t), vh)− (
���
�

(σ̂h(t)− p̂h(t)δ), vh)− (
��

(σ̂h(t)), θh)− (f(t), vh) = 0

È �Lu ¾ uv�w��É

�KYHJ:�HA:=<;U=BGHJPVHJKYBDU=C È �Lu��Lu ��ÉrPGU=` È �au��Lu ¾ Ép�GHJ:=<[`=KYCAN(@A<(HA<;<RWYWMKM>aHJKMN�>=@EBk§E<RN�HJKMBGU�FcBD@A]�?LWgPVHAKMBDU È �Lu ¾ uv�w��É]&PeX�n�<x@A<�i[@AKYHEHJ<(U��{rKMU=`
σ̂
∼h

(.) = (σ̂h(.), p̂h(.)) ∈ L2([0, T ]; Σ0,h)
�
û
∼h

(.) = (ûh(.), ω̂h(.)) ∈ L2([0, T ];Vh ×Wh)CA?=NO:2HJ:QPVH\FcBG@"PGWMW
τ
∼h

= (τh, qh) ∈ Σ0,h

�DFcBD@"PGWYW
v
∼h

= (vh, θh) ∈ Vh×Wh

PGU=`�FcBD@"PLu <Gu
t ∈ [0, T ]iT<�:QPemD<





a(σ̂
∼h

(t), τ
∼h

) + b(τ
∼h
, û
∼h

(t)) = 0, ∀τ
∼h
∈ Σ0,h,

b(σ̂
∼h

(t), v
∼h

) + (F(t), v
∼h

) = (utt(t), vh), ∀v
∼h
∈ [L2(Ω)]2 × L2(Ω).

È �Lu ¾ uv� �_É

¥<&PV@A<&ULB i�KMU�P�>BGCAKYHAKMBDU�HAB�<RChHOPGnLWMKMCE:~BD>aHJKM]^PGWt<(@A@EBD@8<(CEHAKM]^PVHJ<(CRu�¡�U~HA:=<^FcBDWYWMBwi[KMULf=��iT<<RCEHAKM]^PVHJ<�HJ:=<|<(@A@EBD@tn�<(H�i�<R<RU
(σ(.), p(.))

�
(u(.), ω(.))

HJ:=<;<pdLPGN(H"CEBDWM?LHAKMBDU8BGF¯HJ:=<;]2Kvda<(`�>=@ABGn=WM<(]
È �Lu��Lu���ÉyBD@y<R _?=KvmVPGWM<(U_HAWYX È �Lu��au���ÉyPGU=` (σ̂h(.), p̂h(.))

�
(ûh(.), ω̂h(.))

HJ:L<�CABGWM?LHAKMBDU£BGFtHJ:L<�`=KYCANR@E<(HA<<RWMWYKM>LHAKMNo>=@ABk§E<(N(HAKMBDU5>=@EBDn=WM<(] È �au ¾ uv�w��É�BD@;<R _?=KvmGPVWM<RU�HAWYX È �Lu ¾ uY� �_É�u
���������	��
��
��	� �.� ����.�o� ���

(Th)h>0

)�� ��O������� G� � �	��
�
� �	������� �� ����� G��������� ���
Ω
���2� � � � � � �w�� ��G�

(Th)h>0

� G� �����|����� � ��������� � �������x�  ����2� � � 
 ���I���8� �Q� � � � �k� �Q���w�����	�b� �Q�b ��&�$� � ��� �������
�������  � �Q� � ���
����� �
� �������&�k������� �
	�G��� � ��� ��� � �k�  � � �

t ∈ [0, T ]
+

‖σ(t)− σ̂h(t)‖0,Ω + ‖p(t)− p̂h(t)‖0,Ω . h|u(t)|1,1;φ,Ω. È �Lu ¾ uv� ¾ É
�����.��/10;¡ªFSiT<�CA?LnLHJ@APGN(H È �au ¾ uv� �_É�Fc@EBD] È �Lu��Lu��DÉ��Li�<bfD<(H[HJ:L<�ChXICEHJ<(]�KMU�HJ:L<�<(@A@EBD@AC





a
(
σ
∼
(t)− σ̂

∼h
(t), τ

∼h
) + b(τ

∼h
, u
∼
(t)− û

∼h
(t)
)

= 0, ∀ τ
∼h
∈ Σ0,h,

FcBD@[PLu <Gu
t ∈ [0, T ]

b
(
σ
∼
(t)− σ̂

∼h
(t), v

∼h

)
= 0, ∀ v

∼h
∈ Vh ×Wh,

FcBD@[PLu <Gu
t ∈ [0, T ]

È �Lu ¾ uv�w��É}7<�H
(P 0

hu(t), P
1
hω(t))

`=<RU=BVHJ<[HJ:=<
L2 ��BD@hHJ:=BDfGBDUQPGWa>=@ABk§E<(N(HAKMBDU,BGF (u(t), ω(t))

BDU,HJ:L<yCE>QPGN(<
Vh×

Wh

PGUL`ÆWM<�H�?=CoCA<(H
Πhσ∼

(t) = Πh(σ(t), p(t)) = (σ∗
h(t), p

∗
h(t))

u�9;:=<�<R _?QPVHAKMBDU È �Du ¾ uv� ÉyPVU=`ÆHJ:=<
� �



����� � ���Q� �w��	�� ! ���������J����� 	���$a� � � �k��	 ��� G�������
@E<RWgPkHJKMBGU È �Lu ¾ uv�w��É�XIKM<(WM`=C




a
(
σ
∼
(t)− σ̂

∼h
(t),Πhσ∼

(t)− σ̂
∼h

(t)
)

=
( ��

(σ̂h(t)− σ∗
h(t)), ω(t)− P 1

hω(t)
)
,
FcBG@[PLu�<Vu

t ∈ [0, T ]

b
(
Πhσ∼

(t)− σ̂
∼h

(t), v
∼h

)
= 0, ∀ v

∼h
∈ Vh ×Wh

FcBD@[PLu <Gu
t ∈ [0, T ]

È �Lu ¾ uY�w°DÉ9;:=<xZQ@ECEHy<R _?QPkHJKMBGU�BVF È �Lu ¾ uY� °GÉTKM]2>=WMKY<RC
a
(
Πhσ∼

(t)− σ̂
∼h

(t),Πhσ∼
(t)− σ̂

∼h
(t)
)

=
1

2µ

(
σ∗
h(t)− σ(t), σ∗

h(t)− σ̂h(t)
)

+
1

λ

(
p∗h(t)− p(t), p∗h(t)− p̂h(t)

)

+
( ��

(σ̂h(t)− σ∗
h(t)), ω(t)− P 1

hω(t)
)
.

È �Lu ¾ uY� ½ É

9;:_?=Cy`=?=<xHJB,>=@EBD>�BDCAKvHJKMBGU��Du �Lu®�a�aiT<b:QPemD<

‖Πhσ∼
(t)− σ̂

∼h
(t)‖

0,Ω
.

[
‖Πhσ∼

(t)− σ
∼
(t)‖

0,Ω
+ ‖ω(t)− P 1

hω(t)‖0,Ω
]
. È �Lu ¾ uY� � É

�yCAKMULf È �Lu ¾ uY��2�ÉTPGU=`�NRBG@ABDWYWgPG@hX��Lu ¾ u��=�Li�<bfD<(H
‖Πhσ∼

(t)− σ̂
∼h

(t)‖
0,Ω

. h
[
|σ(t)|0,1;φ,Ω + |p(t)|0,1;φ,Ω + |ω(t)|0,1;φ,Ω

]

. h|u(t)|1,1;φ,Ω.
È �Lu ¾ u®� 2�É

{rKYUQPGWYWYXD� È �Lu ¾ uY� ¾ É�FcBDWMWYB i[C�Fc@ABD] È �Lu ¾ u®� 2�É��=zTBD@ABDWYWgPG@hX��au ¾ u��2PGU=`5HJ:=<xHA@AKgPVU=fDWM<oKMU=<( _?QPGWMKvH�XDu

� ���	���	��
 ��
�	� �.� ����� ��
 ���I����� �Q� � �$� �k� �Q������� �	��� �Q�� ��&�$� � ��� � �����¨����� ���
-
� �Q� � ���
����� �
� �����p�&�k�

����� �
	�G���� ��� ��� +

‖ωtt(t)− ω̂h,tt(t)‖0,Ω + ‖P 0
hutt(t)− ûh,tt(t)‖0,Ω . h|utt(t)|1,1;φ,Ω, È �Lu ¾ u®�I� É

‖utt(t)− ûh,tt(t)‖0,Ω . h

[
|utt(t)|1,1;φ,Ω + |utt(t)|1,Ω

]
. È �Lu ¾ u®�G�DÉ

� ���.��/10;{rKY@ACEHTiT<�NRBDULCAKM`L<R@;HJ:=<bCE<RNRBGU=`�`=<(@AKvmGPkHJKYmG<xBGFSHJ:=<bCEXIChHJ<R] i[KvHJ:�HJ:L<�<(@A@EBD@AC È �au ¾ uv�w��É




a
(
σ
∼tt

(t)− σ̂
∼h,tt

(t), τ
∼h

)
+ b
(
τ
∼h
, u
∼tt

(t)− û
∼h,tt

(t)
)

= 0, ∀ τ
∼h
∈ Σ0,h,

b
(
σ
∼tt

(t)− σ̂
∼h,tt

(t), v
∼h

)
= 0, ∀ v

∼h
∈ Vh ×Wh.

È �Lu ¾ u®�V��É

� °



���������������� 	�
�����������	� ����� 	�� ������� �
�"����� ��� 	����[���� �! "����# �����
{rKM@ECEHJWvXD�aWM<(H[?LCyBGn=CA<(@EmD<�HJ:QPkH;i[KYHJ:�HA:=<bCJPG]2<�HJ<(NO:=U=KM _?=<(C�PGC;KYU�HJ:=< �\@ABD>�BDCEKYHJKYBDU È �au ¾ u���É�i�<�fD<(HHJ:=<xFcBDWYWMBwi[KMU=f�@A<RCE?=WYHAC

‖σ
∼tt

(t)− σ̂
∼h,tt

(t)‖
0,Ω

. h

[
|utt(t)|1,1;φ,Ω + |ptt(t)|0,1;φ,Ω

]
. È �Lu ¾ u�� �_É

90B£>=@ABwmD< È �Lu ¾ u��a� Ép�Si�<&CE:QPGWMW\?LCA<^HA:=<2?=U=KYFcBG@A] KYULFg��CE?=>¥N(BDU=`=KvHJKYBDU È �Du��=u�°DÉ�u�{0KM@AChHJWvXD�7KYHxFcBDWYWMBwi[CFc@ABD] HA:=<bCA<(NRBDU=`�<R _?QPkHJKMBGU£BGF È �au ¾ uv�w��É�PGU=` È �Lu��Lu ¾ É�HJ:QPkH
b
(
τ
∼h
,
(
P 0
hutt(t), P

1
hωtt(t)

)
− û

∼h,tt
(t)
)

= −a
(
σ
∼tt

(t)− σ̂
∼h,tt

(t), τ
∼h

)

+
( ��

(τh), P
1
hωtt(t)− ωtt(t)

)
, ∀τ

∼h
∈ Σ0,h

9;:I?LC�n�X�HJ:L<�?LU=KYFcBD@E] KYULFg��CE?=>5NRBDU=`LKYHJKYBDU È �Gu �=u�°DÉp�LiT<b:QPemG<
‖P 0

hutt(t)− ûh,tt(t)‖0,Ω + ‖P 1
hωtt(t)− ω̂h,tt(t)‖0,Ω .

[
‖σ
∼tt

(t)− σ̂
∼h,tt

(t)‖
0,Ω

+ ‖P 1
hωtt(t)− ωtt(t)‖0,Ω

]
.

È �Lu ¾ u�� ¾ É

{rKMUQPVWMWYXG� È �Lu ¾ u®�I� É�PVU=` È �Lu ¾ u��D�DÉ�FcBDWMWYBwi�Fc@ABD] È �Lu ¾ u®� ��É�� È �Lu ¾ u®� ¾ É�� È �Lu ¾ uY��2�É�� È �Du��_°DÉx>�u®�G°£BGF�� �D�V�PGU=`5HJ:=<xHJ@EKgPGULfDWM<�KYU=<R _?QPVWMKYH�XGu

� ����� ��� �.�	�.���.��
 ���I���&� �Q� � � � �k� �Q������� �	�� ��&�$� � ��� �������!���������
-
� � �T� ��������� �I��� � � �I�p� � �k� �I���

�I�����
��G� �
�G��� � � � ���J��� �Q� ���y� �
t
�
�������  � �	� �w� ������� ������� �	��� �Q��� � ������	 �	�������&�k�&� 
������ �  � � ����

�����
� �����
	��
� G�x��� �$��� ��� �¯���(���*)����G�
-
�T���3)R����
�Æ� �Q� � ���
����� �
� ���������
	�G��� +

‖uttt(t)− ûh,ttt(t)‖0,Ω . h
[
|uttt(t)|1,1;φ,Ω + |uttt(t)|1,Ω

]
. È �Lu ¾ u��G��É

� ������� ��� ��
 ��� � � �&/��	� � � � ��� �������
��	� � ����� � ���
6T<(FcBD@E<8fGKYmD<(U�BD>aHJKM]^PGW<R@A@EBD@y<RCEHAKM]^PVHJ<(C;FcBD@;BD?=@y]^Kjda<R`�]^<�HJ:=BI`��=i�<8CE:QPGWMW�Zad5HJ:=<bH�iTB^`=KMCENR@E<(HJ<KMU=KvHJKgPVW�N(BDU=`=KvHJKYBDU=C

u0,h
PGU=`

u1,h
KMU¨>=@EBDn=WM<(] È �Lu ¾ u��DÉ8BD@�<R _?=KvmVPGWM<(U_HAWYX È �Lu ¾ u��_É�PGC�HA:=<�<RWYWMKY>LHJKYN>=@ABk§E<(N(HAKMBDU¥BGFTHA:=<2H�i�BÆN(BDU�HJKMU_?=BG?=C8KYU=KYHAKgPGW0NRBDUL`=KYHAKMBDU=C

u0

PVU=`
u1

@A<RCE><(N(HAKYmD<(WYXGu�~<2NePGU¥U=Bwi`=<R@EKYmD<bHJ:L<bFcBGWMWMBwi[KYU=f�<(@A@ABG@y<(CEHAKM]^PVHJ<(CR�
��� ����� ��� ��� �.��	.��
 ���I���x� �Q� � �$� �k� �Q������� �	�� ��&�$� � ��� ������������� ���

-
� �Q� � ���
����� �
� �����p���k������� �
	�G���

� ��� ���

||σ − σh||L∞(L2) + ||p− ph||L∞(L2) . h
[
|utt|L2(H1,1

φ ) + |utt|L2(H1) + |u|L∞(H1,1
φ )

]
, È �Lu ¾ u��D°DÉ

||ω − ωh||L∞(L2) + ||P 0
hu− uh||L∞(L2) . h

[
|utt|L2(H1,1

φ )
+ |utt|L2(H1) + |u|

L∞(H1,1
φ )

]
, 
 PNQS�NQSR2i��

||u− uh||L∞(L2) . h
[
|utt|L2(H1,1

φ ) + |utt|L2(H1) + |u|L∞(H1,1
φ ) + |u|L∞(L2)

]
. È �Lu ¾ u�� � É

�N½



����� � ���Q� �w��	�� ! ���������J����� 	���$a� � � �k��	 ��� G�������
� ���.��/10t}.<(H (

σ̂h(t), p̂h(t)
) � (

ω̂h(t), ûh(t)
) n�<tHJ:=<\<(WMWMKY>LHJKYN0>L@ABk§E<(N(HJKYBDUbBGF (

σ(t), p(t)
) � (

ω(t), u(t)
)

PGUL`�CE<(H
εh(t) = σh(t)−σ̂h(t), χh(t) = uh(t)−ûh(t), ψh(t) = ωh(t)−ω̂h(t)

PVU=`
rh(t) = ph(t)−p̂h(t).¥<b]&PeX&HA:=<RU5i[@AKvHJ<�HA:=<b<R@A@EBD@[CEXICEHA<R]�KYU5HA:=<xFcBD@A]





1

2µ
(εh(t), τh) +

1

λ
(rh(t), qh) + (

���
�
(τh − qhδ), χh(t)) + (

��
(τh), ψh(t)) = 0,

(
���
�

(εh(t)− rh(t)δ), vh) + (
��

(εh(t)), θh) = (uh,tt(t)− utt(t), vh).
È �Lu ¾ u��32�É

qyBGHJ<�HA:QPVH
χh(0) = 0

�
χh,t(0) = 0

�
εh(0) = 0

PGU=`
rh(0) = 0

Fc@EBD] HA:=<bKMU=KvHJKMPGWN(BDU=`=KvHJKYBDU=C;PGUL`HA:=<xZQ@AChHo<( _?QPVHJKYBDU5BGF È �Lu ¾ u�� 2�É|PVH;HAKM]2< t = 0
i[KvHJ:

(τh, qh) = (εh(0), rh(0))
u¥<bHA:=<RU�`=K ��<(@A<RU�HAKgPVHA<�HJ:=<xZQ@ECEHy<R _?QPVHAKMBDU5BGF È �au ¾ u�� 2�É�i[KvHJ:5@A<(CA>�<RN�HoHAB,HAKM]2<�HJB,BDnaHOPGKYU

1

2µ
(εh,t(t), τh) +

1

λ
(rh,t(t), qh) + (

���
�
(τh − qhδ), χh,t(t)) + (

��
(τh), ψh,t(t)) = 0. È �Lu ¾ u��L� É

qyB i¢HOPGs_KYU=f
(τh, qh) = (εh(t), rh(t))

KMU�HA:=KMC;WMPGCEH[<( I?=PGWMKvH�XD�Li�<bBDnLHOPVKMU
1

2µ
(εh,t(t), εh(t)) +

1

λ
(rh,t(t), rh(t)) + ( ����� (εh(t)− rh(t)δ), χh,t(t)) + ( ��� (εh(t)), ψh,t(t)) = 0. �
	�� �� 	����

9;:=<bCA<(NRBDUL`�<R _?QPkHJKMBGU�BVF È �au ¾ u�� 2�É"i[KYHJ: (vh, θh) = (χh,t(t), ψh,t(t))
fDKvmD<RC

(
���
�

(εh(t)− rh(t)δ), χh,t(t)) + (
��

(εh(t)), ψh,t(t)) = (uh,tt(t)− utt(t), χh,t(t)). È �Lu ¾ u��D��É�a?Ln=CEHA@JPGN�HJKMULf È �Lu ¾ u��G��É�Fc@ABD] È �Lu ¾ u����DÉTfDKvmD<(C
1

2µ

d

dt
‖εh(t)‖20,Ω +

1

λ

d

dt
‖rh(t)‖20,Ω =2(utt(t)− uh,tt(t), χh,t(t))

=2(utt(t)− ûh,tt(t), χh,t(t))−
d

dt
‖χh,t(t)‖20,Ω.

È �Lu ¾ u�� �_É

�yCAKMULf,HA:=<8z|PG?=NO:�X��h�aNO:�iTPG@Al�KMU=<( I?=PGWMKvH�X^HAB2n�BD?=UL`�HA:=<b@AKMfG:_Hh��:QPVU=`5CAKM`L<xBGF È �Lu ¾ u�� �_É�iT<bBDnaHOPGKYU
1

2µ

d

dt
‖εh(t)‖20,Ω +

1

λ

d

dt
‖rh(t)‖20,Ω +

d

dt
‖χh,t(t)‖20,Ω =2(utt(t)− ûh,tt(t), χh,t(t))

≤‖utt(t)− ûh,tt(t)‖20,Ω + ‖χh,t(t)‖20,Ω.
È �Lu ¾ u�� ¾ É

qyB i³PG>=>=WvXIKMU=f�HA:=<8�b@EBDU�i|PGWYW¼� C|KMUL<R _?QPGWYKYH�X È �Lu��au ��É�HJB È �Lu ¾ u�� ¾ É�i�<�fD<(H
1

2µ
‖εh(t)‖20,Ω +

1

λ
‖rh(t)‖20,Ω + ‖χh,t(t)‖20,Ω ≤ eT

∫ T

0

‖utt(s)− ûh,tt(s)‖20,Ω ds.

9;:QPVU=s_CyHAB È �Lu ¾ u®�G�DÉ�BDU=<bNRPGU�i[@EKYHA<
1

2µ
‖εh(t)‖20,Ω +

1

λ
‖rh(t)‖20,Ω +‖χh,t(t)‖20,Ω . h2

[ ∫ T

0

|utt(s)|21,1;φ,Ω ds+

∫ T

0

|utt(s)|21,Ω ds

]
. ��	����� 	����

���



���������������� 	�
�����������	� ����� 	�� ������� �
�"����� ��� 	����[���� �! "����# �����
90PGs_KMULf,HA:=<bCA _?QPG@E<b@ABIBGH[BGF È �Lu ¾ u��D��É|PGU=`5?=CEKMU=f2PGCECA?=]2>LHAKMBDU È �au®�au���ÉTBDU λ PGUL` µ fDKvmD<RC[?=C

‖εh(t)‖0,Ω + ‖rh(t)‖0,Ω . h
[
|utt|L2(H1,1

φ ) + |utt|L2(H1)

]
. È �Lu ¾ u���°DÉ

9;:=<R@E<(FcBD@E<G� È �Lu ¾ u���°DÉp� È �Lu ¾ uv� ¾ ÉTPVU=`�HA:=<xHJ@EKgPGU=fGWM<�KYU=<R _?QPGWYKYH�XG�ai�<8fD<�H
‖σ(t)− σh(t)‖0,Ω + ‖p(t)− ph(t)‖0,Ω . h

[
|utt|L2(H1,1

φ )
+ |utt|L2(H1) + |u(t)|1,1;φ,Ω

]
. 
 PNQS�NQSP2i��

90PGs_KMU=foHJ:=<;CE?=>=@A<(]�?=] B mG<R@�PGWYW
t ∈ [0, T ]

KYU�HJ:=KYCtWgPVCEHtKYU=<R _?QPVWMKYH�Xbi�<;fD<(H È �Lu ¾ u®�G°DÉ�u �\@ABINR<R<(`=KMULfCAKM]2KMWMPG@AWvX2PGC[KMU�HJ:L<�>L@ABGF0BGFSHJ:=< �\@ABD>�BDCEKYHJKYBDU È �au ¾ u�°DÉ�i�<�fD<(H

‖ω(t)− ωh(t)‖0,Ω + ‖P 0
hu(t)− uh(t)‖0,Ω .

[
‖σ(t)− σh(t)‖0,Ω

+ ‖p(t)− ph(t)‖0,Ω

+ ‖P 1
hω(t)− ω(t)‖0,Ω

]
.

È �Lu ¾ u�� � É

9;:=KMC[WgPVCEH[KMUL<R _?QPGWYKYH�X^NRBD]�nLKMU=<(`5i[KvHJ: È �Lu ¾ u�� ½ Ép� È �au ¾ uv��2�É|PVU=`�HA:=<�HJ@EKgPGULfDWM<�KYU=<R _?QPVWMKYH�X^iT<bfD<�H

‖ω(t)− ωh(t)‖0,Ω + ‖P 0
hu(t)− uh(t)‖0,Ω . h

[
|utt|L2(H1,1

φ )
+ |utt|L2(H1) + |u(t)|1,1;φ,Ω

]
.
 PNQS�NQ °J¥��

90PGs_KMU=f5HJ:=<,CE?=>=@A<(]�?=]©BwmD<(@�PGWYW
t ∈ [0, T ]

KYU�HA:=KMCxWMPGCEH�KMUL<R _?QPGWYKYH�X�iT<2fD<(H È �Lu ¾ u®� ½ É�u �yCAKMULfFc?=@EHA:=<R@E]^BD@E<�HA:=<Tn�BD?=UL`�BDU8HA:=<�<R@A@EBD@rBVFLHJ:L<
P 0
h

>=@EBk§E<RN�HJKMBGU È �Gu �_°GÉ7>�u��D°[BGF7� �D�k�LPGU=`�HJ:=<�HJ@AKMPGU=fDWY<KMU=<( I?=PGWMKvH�XD�Li�<bBDnLHOPVKMU È �Lu ¾ u�� � Épu

$&%��  "!�´ %V35µ�µ � 1�6(¸74�-r´|+7´ ¶ 6 #&´[1 �£*�6p+7´ ´;µ�´[¶ ´[*,+ ¸74 !5´[¶ ´
¹yº��[ºE½ � � ���X���c���
WM<(H

∆t := T
N
> 0

`=<(U=BGHA<8HJ:L<8HJKY]^<bChHJ<R>�CEKMl(<�PGUL`Æ`=<(Z=U=<
ti = i∆t (i = 0, 1, · · · , N)

�
tN = TPGU=`

t0 = 0
u"{QBD@[PGU�X�Fc?=U=N�HJKYBDU

φ
BGF0HAKM]2<G�=WY<(H

φn
`=<RU=BVHJ<RC

φ(tn)
u\~<b`=<(U=BGHA<�n�X

φn+ 1

2 :=
φn + φn+1

2
, φn,

1

4 :=
φn+1 + 2φn + φn−1

4
,

PGU=`5iT<�`=<(Z=U=<xHJ:=<xFcBDWYWMBwi[KMU=f�`=KMCENR@A<�HJ<xHJ<(]^>�BD@APGW�`=<(@AKYmVPVHAKYmG<RCR�

∆tφ
n :=

φn+1 − φn−1

2∆t
, ∆tφ

n+ 1

2 :=
φn+1 − φn

∆t
, ∆2

tφ
n :=

φn+1 − 2φn + φn−1

∆t2
.

��2 2



������� ���Q� � � �
�
� ���������J����� 	���$a� � � � � �������M��	&���Q� ���$�Q��	&�
¥<bNePGU5<ePVCAKMWvX�CE<R<bHJ:QPVH;i�<�:QPemD<

∆2
tφ

n :=
∆tφ

n+ 1

2 − ∆tφ
n− 1

2

∆t

PGUL`
∆tφ

n :=
∆tφ

n+ 1

2 + ∆tφ
n− 1

2

2
. È �Lu��Luv� É

9;:=<�Fc?=WYWYX!`=KMCENR@A<�HJ<�]^Kjda<R`«FcBD@E]�?=WgPkHJKMBGU«KMC5PGC�FcBDWYWMBwi[CR��{rKMU=`
(σn+1

h , pn+1
h ) ∈ Σ0,h

��PGU=`
(un+1

h , ωn+1
h ) ∈ Vh ×Wh

CA?=NO:�HJ:QPVH
u0
h = ûh(0), È �Lu��Lu��DÉ

u−1
h = ûh(−∆t) ' ûh(0)−∆t ûh,t(0) +

∆t2

2
ûh,tt(0), È �Lu��Lu���É

PGUL`5FcBG@[PGWMW
(τh, qh) ∈ Σ0,h

�=FcBD@[PVWMW
(vh, θh) ∈ Vh ×Wh

i�<8:QPemG<




1

2µ
(σn+1

h , τh) +
1

λ
(pn+1
h , qh) + (

���
�
(τh − qhδ), un+1

h ) + (
��

(τh), ω
n+1
h ) = 0, n ≥ −1,

(
��

(σn+1
h ), θh) = 0, n ≥ −1,

(∆2
tu

n
h, vh)− (

���
�
(σnh − pnhδ), vh)− (fn, vh) = 0, n ≥ 0.

È �Lu��Lu��_É

9;:=<�<�daKMChHJ<(U=NR<¥PGU=` ?=U=KY I?L<RU=<(CAC�BVF�P¨CABGWM?LHAKMBDU HJB�>=@EBDn=WY<R] È �Lu��Lu ��É�KYC�>=@ABwmIKM`L<R` n_X HA:=<FcBDWYWMBwi[KMULf�WM<(]^]^PL�
� ������� �.� .�����  � ���
�I� �����

(σn+1
h , pn+1

h )
����

(un+1
h , ωn+1

h )
�	� 
��������������%$ ����� �������� ��� ��� �¯� �

� ���.��/10"90B�<(mG<R@EX (
(σh, ph), ωh

)
∈ Σ0,h×Vh

��i�<yPGCACEBaN(KgPVHA<|HJ:=<[<RWY<R]2<RU�H�BGFKYHJC\`L?QPGW
Σ′

0,h×V ′
h :

(
(τh, qh) 7−→ 1

2µ
(σh, τh) + 1

λ
(ph, qh) + (

��
(τh), ωh)

θh 7−→ (
��

(σh), θh)

)
.

}.<(H�PVC\NePGWYWaHJ:LKMCt]^PG>=>=KYU=f
Th

�IKvHtKYC"P�WMKMUL<ePG@t]^PG>=>LKMU=f�Fc@EBD]
Σ0,h×Vh

KMU�HABxKYHJCr`=?QPGW�u0¥<;:QPemD<;HJB>=@EBwmD<bHJ:QPVH
Th

KYC[n=K §E<(N(HJKvmD<Vu 6�?LH[HJ:=<�PG@E@AKYmVPGW�PGU=`�`=<R>=PG@EHA?=@A<�CA>QPVNR<RCy:QPGC[HJ:L<�CAPG]2<�`LKM]2<RU=CEKMBDU�u9;:_?=Cbn�X�P�iT<(WMWts_U=Bwi[U�HJ:=<(BD@A<(] BGF�WMKYU=<ePV@�PGWYfD<Rn=@AP�KYHxCE?�$2NR<(C�HAB�>=@ABwmD<�HA:QPVH
Th

KYC�KMUk§E<(N(HAKYmD<Vu9;:_?=CyWM<�H (
(σh, ph), ωh

)
∈ Σ0,h × Vh

CE?=NO:£HA:QPVHe�
1

2µ
(σh, τh) +

1

λ
(ph, qh) + (

��
(τh), ωh) = 0, ∀(τh, qh) ∈ Σ0,h È �Lu��Lu ¾ É

(
��

(σh), θh) = 0. ∀θh ∈ Wh È �Lu��Lu���É
{Q@ABG] È �au��Lu�� �_É�KvHxFcBDWMWYBwi[C�HJ:QPkH (

��
(σh), ωh) = 0

PGU=`�HJ:=<(U~n�XÆHJPGs_KMU=f
(τh, qh) = (σh, ph)

KMU
È �Lu��au ���DÉ�iT<�fD<�H

1

2µ
‖σh‖20,Ω +

1

λ
‖ph‖20,Ω = 0.

��2L�



���������������� 	�
�����������	� ����� 	�� ������� �
�"����� ��� 	����[���� �! "����# �����
�:=KMNO:�KM]2>=WMKY<RC�HJ:QPVH

σh = 0, ph = 0.9;:I?LC È �au��Lu�����É�@A<R`L?=NR<(CyHAB=�
(
��

(τh), ωh) = 0.
6�X�KMUaFg��CA?L>�KYU=<R _?QPVWMKYH�X È �Du��=u�°DÉ���i[KvHJ: (vh, θh) = (0, ωh)

�.i�<2fG<(H
ωh = 0

u,{Q?=@hHJ:=<(@A]2BD@A<
uh

KMCfDKYmG<RU�<�da>=WMKYNRKvHJWYX^n�X�HJ:L<�WMPGCEH[<( _?QPVHJKYBDU5BGF È �Lu��Lu��_É�u
qyBGHJ<�HA:QPVH;KvH|FcBDWMWYBwi[CTn�X�?=U=KY _?=<RU=<(CAC;Fc@ABG] HJ:L<�ZQ@AChH;H�iTB2<R _?QPVHAKMBDULC|BGF0CEXICEHA<R] È �Lu��au �_É"i[KYHJ:

n = −1
HA:QPVH

σ0
h = σ̂h(0), p0

h = p̂h(0)
PGU=`

ω0
h = ω̂h(0). È �au��Lu�°DÉ

¹yº��[ºª» � � �\Å�hÂ��¼�������~� ¿ � ���;Ã�Â ��� �{�¹�	� ¿ �7À �
��� ����� ��� �.������.�2
 ���I����� �Q� � � � �k� �Q���w��� 
������ �

-
� �Q���%$���������� � ���$�Q��	&� �I��� ��� � ) �,��������� ! ���������

��� ��� *) �M� � �b� �Q� � ���
����� �
� �£� �r� ��������� � ����� ��� � G� �����|� �
∆t < 1

C0

√
2µ+λ

hβ
� ��G� ���

α0‖∆tu
N+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

2µ
‖σN+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

λ
‖pN+ 1

2

h ‖
2

0,Ω

≤
[
‖∆tu

1

2

h‖
2

0,Ω +
1

λ
‖p

1

2

h‖
2

0,Ω +
1

2µ
‖σ

1

2

h ‖
2

0,Ω + T
(

max
t∈[0,T ]

‖f(t)‖0,Ω
)2
]
× exp

(
Tα−1

0

)
,
È �Lu��Lu ½ É

β∗(‖uN+ 1

2

h ‖0,Ω + ‖ωN+ 1

2

h ‖0,Ω) ≤ 1

2µ
‖σN+ 1

2

h ‖0,Ω +
1

λ
‖pN+ 1

2

h ‖0,Ω, È �Lu��Lu � É
� �Q���O�

α0 =
1

2
− C2

0

2
(2µ+ λ)

∆t2

h2β
(β

��� �I��� ��� ���
�
R3)

����
β∗ ���b� �Q� ������������Q� �	�b� �Q�(�
� � ! � � � ��������� � ����� �I��� ��� ���
��
  ������
 ���

�����.��/10,�I?=nLHJ@APGN(HAKMU=f�HA:=<�ZQ@AChH�<R _?QPVHAKMBDU�BGF È �Lu��Lu��_ÉyFc@EBD] KvHJCA<(WYF�KMU�ChHJ<(>
n − 1

��i�<,fD<(HxFcBD@bPVWMW
(τh, qh) ∈ Σ0,h

1

2µ
(σn+1

h − σn−1
h , τh) +

1

λ
(pn+1
h − pn−1

h , qh) + (
���
�

(τh − qhδ), un+1
h − un−1

h )

+ (
��

(τh), ω
n+1
h − ωn−1

h ) = 0,
È �Lu��Luv��2�É

9rPGs_KYU=f
(τh, qh) = 1

2∆t
(σnh , p

n
h)
KMU È �au��Luv��2�É\PGUL`^HJ:L<yF PGN�H"HJ:QPVH (

��
(σnh), θh) = 0 ∀θh ∈ Wh

iT<fD<(H
1

2µ
(∆tσ

n
h , σ

n
h) +

1

λ
(∆tp

n
h, p

n
h) + (

���
�
(σh − phδ),∆tu

n
h) = 0, È �Lu��Luv�D� É

9;:=<8CE<RN(BDU=`�<( _?QPVHJKYBDU5BGF È �Lu��Lu��_É�i[KYHA: vh = ∆tu
n
h

�
θh = 0

n<(NRBD]2<
(∆2

tu
n
h,∆tu

n
h)− (

���
�
(σnh − pnhδ),∆tu

n
h) = (fn,∆tu

n
h), È �Lu��Luv� �DÉ

��2��



������� ���Q� � � �
�
� ���������J����� 	���$a� � � � � �������M��	&���Q� ���$�Q��	&�
! `=`LKMU=f È �au��Luv� �DÉ|PVU=` È �Lu��Luv�D� É��aiT<bfD<�H

(∆2
tu

n
h,∆tu

n
h) +

1

2µ
(∆tσ

n
h , σ

n
h) +

1

λ
(∆tp

n
h, p

n
h) = (fn,∆tu

n
h), È �Lu��LuY�e��É

Fc@EBD] È �Lu��auY� É�i�<bfD<(H
1

2∆t
(∆tu

n+ 1

2

h −∆tu
n− 1

2

h ,∆tu
n+ 1

2

h + ∆tu
n− 1

2

h ) +
1

2µ
(∆tσ

n
h , σ

n
h) +

1

λ
(∆tp

n
h, p

n
h)

= (fn,∆tu
n
h).

È �Lu��LuY� �_É

9;:_?=C
1

2∆t

(
‖∆tu

n+ 1

2

h ‖
2

0,Ω − ‖∆tu
n− 1

2

h ‖
2

0,Ω

)
+

1

2µ
(∆tσ

n
h , σ

n
h) +

1

λ
(∆tp

n
h, p

n
h) = (fn,∆tu

n
h).È �Lu��LuY� ¾ É

qyB i¢iT<bKYU=CA>�<RN�HyHA:=<xH�iTB2WgPVCEH;HJ<(@A]2C[KMU�HJ:L<�WY<(F H[:QPVU=`£CEKM`=<xBVF0HA:=KMC[WgPVCEH;<( I?=PVHJKYBDU��=i�<�:=PwmG<

∆tσ
n
h =

σn+1
h − σn−1

h

2∆t
=
σn+1
h + σnh − σnh + σn−1

h

2∆t
=
σ
n+ 1

2

h − σn−
1

2

h

∆t

σnh =
σn+1
h + σnh

4
+
σn−1
h + σnh

4
− ∆t2

4

(σn+1
h − 2σnh + σn−1

∆t2
)
,i[KvHJ:�HJ:=<(CA<�WgPGChH;<R _?QPVWMKYHAKM<(C|iT<bNePVU�i[@EKYHJ<

1

2µ
(∆tσ

n
h , σ

n
h) =

1

2µ

(
σ
n+ 1

2

h − σn−
1

2

h

∆t
,
σn+1
h + σnh

4
+
σn−1
h + σnh

4
− ∆t2

4

(σn+1
h − 2σnh + σn−1

∆t2
))

=
1

2µ

(
σ
n+ 1

2

h − σn−
1

2

h

∆t
,
σn+1
h + σnh

4
+
σn−1
h + σnh

4
− ∆t2

4
∆2
tσ

n
h

)

=
1

2µ

(
σ
n+ 1

2

h − σn−
1

2

h

∆t
,
σn+1
h + σnh

4
+
σn−1
h + σnh

4
− ∆t2

4

∆tσ
n+ 1

2

h −∆tσ
n− 1

2

h

∆t

)

=
1

2µ

1

2∆t

(
σ
n+ 1

2

h − σn−
1

2

h , σ
n+ 1

2

h + σ
n− 1

2

h

)
− 1

2µ

∆t2

4

(
∆tσ

n
h ,

∆tσ
n+ 1

2

h −∆tσ
n− 1

2

h

∆t

)

=
1

4µ∆t

(
‖σn+ 1

2

h ‖
2

0,Ω − ‖σ
n− 1

2

h ‖
2

0,Ω

)

− 1

2µ

∆t2

4

(
∆tσ

n+ 1

2

h + ∆tσ
n− 1

2

h

2
,
∆tσ

n+ 1

2

h −∆tσ
n− 1

2

h

∆t

) FcBD@E]
(3.6.1)

=
1

4µ∆t

(
‖σn+ 1

2

h ‖
2

0,Ω − ‖σ
n− 1

2

h ‖
2

0,Ω

)
− ∆t

16µ

(
‖∆tσ

n+ 1

2

h ‖
2

0,Ω − ‖∆tσ
n− 1

2

h ‖
2

0,Ω

)
.

¡�U5HJ:=<xCAPG]2<biTPeX�iT<bfD<�H
1

λ
(∆tp

n
h, p

n
h) =

1

2λ∆t

(
‖pn+ 1

2

h ‖
2

0,Ω − ‖p
n− 1

2

h ‖
2

0,Ω

)
− ∆t

8λ

(
‖∆tp

n+ 1

2

h ‖
2

0,Ω − ‖∆tp
n− 1

2

h ‖
2

0,Ω

)
.

��2D�



���������������� 	�
�����������	� ����� 	�� ������� �
�"����� ��� 	����[���� �! "����# �����
9;:=<8<( _?QPVHJKYBDU È �Lu��Luv� ¾ ÉTn�<RN(BD]^<

1

2∆t

(
‖∆tu

n+ 1

2

h ‖
2

0,Ω − ‖∆tu
n− 1

2

h ‖
2

0,Ω

)
+

1

4µ∆t

(
‖σn+ 1

2

h ‖
2

0,Ω − ‖σ
n− 1

2

h ‖
2

0,Ω

)

− ∆t

16µ

(
‖∆tσ

n+ 1

2

h ‖
2

0,Ω − ‖∆tσ
n− 1

2

h ‖
2

0,Ω

)
+

1

2λ∆t

(
‖pn+ 1

2

h ‖
2

0,Ω − ‖p
n− 1

2

h ‖
2

0,Ω

)

− ∆t

8λ

(
‖∆tp

n+ 1

2

h ‖
2

0,Ω − ‖∆tp
n− 1

2

h ‖
2

0,Ω

)
= (fn,∆tu

n
h).

È �Lu��Luv�w��É

~<xHJ:L<RU�CE?=] È �Lu��auY�w�DÉ�Fc@ABD] n = 1, · · · , N PGU=`5iT<bfD<�H
‖∆tu

N+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

2µ
‖σN+ 1

2

h ‖
2

0,Ω −
∆t2

8µ
‖∆tσ

N+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

λ
‖pN+ 1

2

h ‖
2

0,Ω −
∆t2

4λ
‖∆tp

N+ 1

2

h ‖
2

0,Ω

= 2∆t
N∑

n=1

(fn,∆tu
n
h) + ‖∆tu

1

2

h‖
2

0,Ω +
1

2µ
‖σ

1

2

h ‖
2

0,Ω −
∆t2

8µ
‖∆tσ

1

2

h ‖
2

0,Ω

+
1

λ
‖p

1

2

h‖
2

0,Ω −
∆t2

4λ
‖∆tp

1

2

h‖
2

0,Ω.

È �Lu��Luv� °DÉ

~<b@A<(NePGWYW�Fc@ABG] È �Lu��Luv�D� É�HA:QPVH
1

2µ
(σN+1

h − σNh , τh) +
1

λ
(pN+1
h − pNh , qh)

+ (
���
�

(τh − qhδ), uN+1
h − uNh )

+ (
��

(τh), ω
N+1
h − ωNh ) = 0,9;:I?LC

1

2µ
∆t(∆tσ

N+ 1

2

h , τh) +
1

λ
∆t(∆tp

N+ 1

2

h , qh)

+ ∆t(
���
�

(τh − qhδ),∆tu
N+ 1

2

h )

+ ∆t(
��

(τh),∆tω
N+ 1

2

h ) = 0.

~<�NO:=BIBDCA<
(τh, qh) = (∆tσ

N+ 1

2

h ,∆tp
N+ 1

2

h )
PGU=` HJ:L<RU n_X�z|PG?=NO:�X��h�aNO:�iTPG@Al�KYU=<R _?QPVWMKYH�X¬PGU=`

È �Lu ¾ uv� �DÉ�i�<bfD<(H
1

2µ
(∆tσ

N+ 1

2

h ,∆tσ
N+ 1

2

h ) +
1

λ
(∆tp

N+ 1

2

h ,∆tσ
N+ 1

2

h )

= −
( ���
�

(∆tσ
N+ 1

2

h −∆tp
N+ 1

2

h δ),∆tu
N+ 1

2

h

)

≤ ‖ ���
� (∆tσ
N+ 1

2

h + ∆tp
N+ 1

2

h δ)‖0,Ω‖∆tu
N+ 1

2

h ‖0,Ω
≤ C0h

−β‖−∆tσ
N+ 1

2

h + ∆tp
N+ 1

2

h δ‖0,Ω‖∆tu
N+ 1

2

h ‖0,Ω
≤ C0

√
2h−β

(
‖∆tσ

N+ 1

2

h ‖0,Ω + ‖∆tp
N+ 1

2

h ‖0,Ω
)
‖∆tu

N+ 1

2

h ‖0,Ω

≤ C0

√
2h−β

√
λ+ 2µ

(
1

2µ
‖∆tσ

N+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

λ
‖∆tp

N+ 1

2

h ‖
2

0,Ω

) 1

2

‖∆tu
N+ 1

2

h ‖0,Ω.

��2 �



������� ���Q� � � �
�
� ���������J����� 	���$a� � � � � �������M��	&���Q� ���$�Q��	&�
9;:_?=C

1

2µ
‖∆tσ

N+ 1

2

h ‖0,Ω +
1

λ
‖∆tp

N+ 1

2

h ‖0,Ω .
√

2h−β
√
λ+ 2µ‖∆tu

N+ 1

2

h ‖0,Ω.
{Q@ABG] È �au��Lu ¾ ��É"iT<�fD<(H
(
1− 1

2
C2

0 (2µ+λ)
∆t2

h2β

)
‖∆tu

N+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

2µ
‖σN+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

λ
‖pN+ 1

2

h ‖
2

0,Ω

≤ 2∆t

N∑

n=1

(fn,∆tu
n
h) + ‖∆tu

1

2

h‖
2

0,Ω +
1

2µ
‖σ

1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

λ
‖p

1

2

h‖
2

0,Ω

− ∆t2

8µ
‖∆tσ

1

2

h ‖
2

0,Ω −
∆t2

4λ
‖∆tp

1

2

h‖
2

0,Ω

≤ ∆t
N∑

n=1

‖fn‖20,Ω + ∆t
N∑

n=1

‖∆tu
n
h‖20,Ω + ‖∆tu

1

2

h‖
2

0,Ω +
1

2µ
‖σ

1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

λ
‖p

1

2

h‖
2

0,Ω

− ∆t2

8µ
‖∆tσ

1

2

h ‖
2

0,Ω −
∆t2

4λ
‖∆tp

1

2

h‖
2

0,Ω

6�X���BD?=U=f=� C[KMU=<( _?QPGWMKvH�X
.

È �Lu��auY� ½ É

Ç£BG@A<RBwmG<R@
N∑

n=1

‖∆tu
n
h‖20,Ω =

N∑

n=1

‖∆tu
n+ 1

2

h + ∆tu
n− 1

2

h

2
‖

2

0,Ω

≤ 1

2

( N∑

n=1

‖∆tu
n+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
N−1∑

n=0

‖∆tu
n+ 1

2

h ‖
2

0,Ω

)

=
1

2

(
2

N−1∑

n=1

‖∆tu
n+ 1

2

h ‖
2

0,Ω + ‖∆tu
N+ 1

2

h ‖
2

0,Ω + ‖∆tu
1

2

h‖
2

0,Ω

)

≤
N−1∑

n=0

‖∆tu
n+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

2
‖∆tu

N+ 1

2

h ‖
2

0,Ω.

È �Lu��LuY� � É

9;:_?=C È �Lu��Luv� ½ É�n�<RN(BD]2<RC
(1
2
− 1

2
C2

0(2µ+ λ)
∆t2

h2β

)
‖∆tu

N+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

2µ
‖σN+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

λ
‖pN+ 1

2

h ‖
2

0,Ω

≤ ∆t

N∑

n=1

‖fn‖20,Ω + ∆t

N−1∑

n=0

‖∆tu
n+ 1

2

h ‖
2

0,Ω + ‖∆tu
1

2

h‖
2

0,Ω +
1

2µ
‖σ

1

2

h ‖
2

0,Ω

+
1

λ
‖p

1

2

h‖
2

0,Ω −
∆t2

8µ
‖∆tσ

1

2

h ‖
2

0,Ω −
∆t2

4λ
‖∆tp

1

2

h‖
2

0,Ω.

È �Lu��Lu®� 2�É

¡ªFSiT<�CA?L>=>BGCA<bHJ:QPVH
α0 := 1

2
− 1

2
C2

0(2µ+ λ)∆t2

h2β > 0
HJ:QPVH[KYC

∆t

hβ
<

1

C0

√
2µ+ λ

, È �Lu��Lu®�I� É
��2 ¾



���������������� 	�
�����������	� ����� 	�� ������� �
�"����� ��� 	����[���� �! "����# �����
iT<�BDnLHJPGKMU
(1
2
− 1

2
C2

0 (2µ+ λ)
∆t2

h2β

)
‖∆tu

N+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

2µ
‖σN+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

λ
‖pN+ 1

2

h ‖
2

0,Ω

≤ ∆t

N∑

n=1

‖fn‖20,Ω + ∆t

N−1∑

n=0

‖∆tu
n+ 1

2

h ‖
2

0,Ω + ‖∆tu
1

2

h‖
2

0,Ω +
1

2µ
‖σ

1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

λ
‖p

1

2

h‖
2

0,Ω.
È �Lu��Lu��D�DÉ

"�KMCENR@A<�HJ<��b@EBDU�i;i|PVWMW¼� C;KMUL<R _?QPGWYKYH�X È �Lu��au���É�HJB È �au��Lu��D�DÉ�XIKY<RWM`LC
α0‖∆tu

N+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

2µ
‖σN+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

λ
‖pN+ 1

2

h ‖
2

0,Ω

≤
[
‖∆tu

1

2

h‖
2

0,Ω +
1

λ
‖p

1

2

h‖
2

0,Ω +
1

2µ
‖σ

1

2

h ‖
2

0,Ω + ∆t

N∑

n=1

‖fn‖20,Ω
]
× exp

(
∆t

N−1∑

n=0

α−1
0

)

≤
[
‖∆tu

1

2

h‖
2

0,Ω +
1

λ
‖p

1

2

h‖
2

0,Ω +
1

2µ
‖σ

1

2

h ‖
2

0,Ω + T
(

max
t∈[0,T ]

‖f(t)‖0,Ω
)2
]
× exp

(
Tα−1

0

)
.

{rKYUQPGWYWYX È �Lu��Lu � ÉrNRBG]^<(C"Fc@EBD]�HA:=<oKYULFg��CE?=> È �Du��=u�°DÉrNRBGU=`=KYHAKMBDU2PGUL`2HA:I?LC�HA:=<;HJ<R]2>�BD@JPGWLKYHJ<(@JPVHA<RCPG@A<bn�BD?=U=`=<(`£n�X�HA:=<bKMU=KvHJKgPVW�`=PVHOPLu

¹yº��[º�¹ � �c� ��Ä ����� �c�����hÀ � ��ÃoÄ �c�\Ä �~��ÄLÄ(�"Ä����G� �hÀ �X�����
}7<�HT?LC�ZQ@ECEH�>=@A<(NRKMCE<oHA:QPVH�KMU,HJ:=<yFcBDWMWYBwi[KMU=f�HA:=<oULBGHOPVHAKMBDU

σh
]2<ePGULC"HA:=<oFc?LU=N(HAKMBDU

n 7−→ σnh
PGU=`U=BGH

σh
Fc@ABG] HJ:L<8CE<R]2Kv��`LKMCAN(@A<�HJ<x>=@EBDn=WM<(]£u"CEKM]2KMWgPV@AWYX�FcBG@

ph, ωh
PGU=`

uh
uTqyB ib�Qi�<8CE:QPGWYW.>=@ABwmD<HJ:=<5FcBDWMWYBwi[KMU=fÆBG>LHJKY]&PGW�<RChHJKM]^PVHA<�FcBD@�HJ:=<5<R@E@ABD@,n�<(H�i�<R<(U¬HJ:=<5Fc?=WYWYX�`LKMCAN(@A<�HJ<�PGU=`�NRBDU�HAKMU_?=BD?=C>=@ABDnLWM<R]2CR�

��� ����� ��� ����.� �.�b� ���
(Th)h>0

)�� ��J����� � G� � �	��
�
� �	�&� ��� �� ��� � G� ������� ���
Ω

� �2��� � � � � �w�
� ��G�

(Th)h>0

� G�������|����� � ��
�5��������� � �������b�  ! ����� 
 ���I���8� �Q� � � � �k� �Q���������	��� �Q�� ��&�$� � ��� ������������������ ���$��� ��G� � �
∆t < 1

C0

√
2µ+λ

hβ -
� �Q�(���%$D�[���p�&�k���������
	�G����� � ��� ���

||σ − σh||L∞(L2) + ||p− ph||L∞(L2) . h

[
|u|L∞(H1,1

φ ) + |utt|L∞(H1,1
φ ) + |utt|L∞(H1)

+ |uttt|L2(H1,1
φ ) + |uttt|L∞(H1)

]

+ ∆t2||utttt||L∞(L2),

È �Lu��Lu��G��É

||ω − ωh||L∞(L2) + ||P 0
hu− uh||L∞(L2) . h

[
|u|L∞(H1,1

φ ) + |utt|L∞(H1,1
φ ) + |utt|L∞(H1)

+ |uttt|L2(H1,1
φ ) + |uttt|L∞(H1)

]

+ ∆t2||utttt||L∞(L2),

È �Lu��Lu�� �_É

��2D�



������� ���Q� � � �
�
� ���������J����� 	���$a� � � � � �������M��	&���Q� ���$�Q��	&�

||u− uh||L∞(L2) . h

[
|u|L∞(H1,1

φ ) + |u|L∞(H1) + |utt|L∞(H1,1
φ ) + |utt|L∞(H1)

+ |uttt|L2(H1,1
φ ) + |uttt|L∞(H1)

]
+ ∆t2||utttt||L∞(L2).

È �Lu��Lu®� ¾ É

� ���.��/105}.<(H (
σ̂h(tn), p̂h(tn)

) � (
ω̂h(tn), ûh(tn)

) n<2HJ:=<�<(WMWMKY>LHJKYN�>=@AB §E<RN(HAKMBDU¨BVF (
σ(tn), p(tn)

) �
(
ω(tn), u(tn)

) PGU=`�CA<(H
εnh = σnh − σ̂h(tn), χnh = unh − ûh(tn), ψnh = ωnh − ω̂h(tn)

PGU=`
rnh = pnh − p̂h(tn).

¥<b]&PeX&HA:=<RU5i[@AKvHJ<�HA:=<b<R@A@EBD@[CEXICEHA<R]�KYU5HA:=<xFcBD@A]




1

2µ
(εn+1
h , τh) +

1

λ
(rn+1
h , qh) + (

���
�
(τh − qhδ), χn+1

h ) + (
��

(τh), ψ
n+1
h ) = 0,

(
��

(εn+1
h ), θh) = 0,

(
���
�

(εnh − rnhδ), vh) = (−utt(tn) + ∆2
t ûh(tn) + ∆2

tχ
n
h, vh).

È �Lu��Lu®�V��É

qyBGHJ<�HA:QPVH
ε0
h = 0

PVU=`
r0
h = 0

Fc@ABD] È �au��Lu�°DÉ[u"{¯?L@EHJ:L<R@A]2BD@E< χ0
h = 0

PGU=`
χ−1
h = 0

Fc@ABD] È �Lu��Lu��DÉPGUL` È �Lu��Lu��DÉT@A<RCE><(N(HAKYmD<(WYX�PGUL`5HA:_?=C ∆tχ
− 1

2

h = 0
u¡ªFSiT<�`=K%�<R@E<RU�HJKMPVHJ<�HA:=<xZQ@AChHy<R _?QPVHAKMBDU5BGF È �Lu��Lu��G��É�i�<bBDnLHOPVKMU

1

2µ

(
∆tε

n+ 1

2

h , τh
)

+
1

λ

(
∆tr

n+ 1

2

h , qh
)

+
( �����

(τh − qhδ),∆tχ
n+ 1

2

h

)
+
( ���

(τh),∆tψ
n+ 1

2

h

)
= 0.
 PNQSjNQSR�³ �

qyB i�HJPGs_KMU=f
(τh, qh) =

(
ε
n+ 1

2

h , r
n+ 1

2

h

) KMU2HJ:=KYCTWMPGCEHT<R _?QPGWYKYH�X2PGU=`�?LCAKMULf�HJ:=<oCA<(NRBDU=`5<( I?=PVHJKYBDU�BGF
È �Lu��au®�G�DÉ��ai�<�BDnLHOPVKMU

1

2µ

(
∆tε

n+ 1

2

h , ε
n+ 1

2

h

)
+

1

λ

(
∆tr

n+ 1

2

h , r
n+ 1

2

h

)
+
( ���
�

(ε
n+ 1

2

h − rn+ 1

2

h δ),∆tχ
n+ 1

2

h

)
= 0. È �Lu��Lu�� ½ É

9;:=<bWgPVCEH[<R _?QPkHJKMBGU�BVF È �au��Lu��G��É"i[KYHJ: vh = 1
2
(∆tχ

n+ 1

2

h + ∆tχ
n− 1

2

h )
fDKvmD<RC

( ���
�
(εnh − rnhδ), 1

2
(∆tχ

n+ 1

2

h + ∆tχ
n− 1

2

h )
)

=
(
− utt(tn) + ∆2

t ûh(tn) + ∆2
tχ

n
h,

1
2
(∆tχ

n+ 1

2

h + ∆tχ
n− 1

2

h )
)
.

È �Lu��Lu®� � É

�a?LnLHJ@APGN(HAKMU=f È �au��Lu�� � É"Fc@ABD] È �Lu��Lu®� ½ É�i�<8fD<�H
1

2µ

(
∆tε

n+ 1

2

h , ε
n+ 1

2

h

)
+

1

λ

(
∆tr

n+ 1

2

h , r
n+ 1

2

h

)
+

1

2

( ���
�
(εn+1
h − rn+1

h δ),∆tχ
n+ 1

2

h

)

− 1

2

( ���
�
(εnh − rnhδ),∆tχ

n− 1

2

h

)
=
(
utt(tn)−∆2

t ûh(tn)−∆2
tχ

n
h,

1
2
(∆tχ

n+ 1

2

h + ∆tχ
n− 1

2

h )
)
.

��2�°



���������������� 	�
�����������	� ����� 	�� ������� �
�"����� ��� 	����[���� �! "����# �����
9;:I?LC

1

2µ

(
∆tε

n+ 1

2

h , ε
n+ 1

2

h

)
+

1

λ

(
∆tr

n+ 1

2

h , r
n+ 1

2

h

)
+

1

2

( ���
�
(εn+1
h − rn+1

h δ),∆tχ
n+ 1

2

h

)

− 1

2

( ���
�
(εnh − rnhδ),∆tχ

n− 1

2

h

)
+
(
∆2
tχ

n
h,

1
2
(∆tχ

n+ 1

2

h + ∆tχ
n− 1

2

h )
)

=
(
utt(tn)−∆2

t ûh(tn),
1
2
(∆tχ

n+ 1

2

h + ∆tχ
n− 1

2

h )
)
.

.È �Lu��Lu�� 2�É

~<b<�da>QPVU=` È �Lu��au�� 2DÉ�HJB,fD<(H

1

2µ

(
εn+1
h − εnh

∆t
,
εn+1
h + εnh

2

)
+

1

λ

(
rn+1
h − rnh

∆t
,
rn+1
h + rnh

2

)
+

1

2

( ���
�
(εn+1
h − rn+1

h δ),∆tχ
n+ 1

2

h

)

− 1

2

( ���
�
(εnh − rnhδ),∆tχ

n− 1

2

h

)
+

(
∆tχ

n+ 1

2

h −∆tχ
n− 1

2

h

∆t
,
∆tχ

n+ 1

2

h + ∆tχ
n− 1

2

h

2

)

=
(
utt(tn)−∆2

t ûh(tn),
1
2
(∆tχ

n+ 1

2

h + ∆tχ
n− 1

2

h )
)
.

�aB2HA:QPVH
1

2∆t

( 1

2µ
(‖εn+1

h ‖20,Ω − ‖εn
h‖20,Ω) +

1

λ
(‖rn+1

h ‖20,Ω − ‖rn
h‖20,Ω)

)
+

1

2

( � ��� (εn+1
h − rn+1

h δ),∆tχ
n+ 1

2

h

)

− 1

2

( ����� (εn
h − rn

hδ),∆tχ
n− 1

2

h

)
+

1

2∆t

(
‖∆tχ

n+ 1
2

h ‖
2

0,Ω − ‖∆tχ
n− 1

2

h ‖
2

0,Ω

)

=
(
utt(tn)−∆2

t ûh(tn), 1
2 (∆tχ

n+ 1
2

h + ∆tχ
n− 1

2

h )
)
.

�
	�� ��� 	�� �


[<R>=WMPGNRKYU=f
n
n_X

j
PGU=`�HJ:L<RU�CA?=]�BwmD<(@;HJKM]2<xWM<�mD<(WMC[PGU=`�]�?=WvHJKY>=WYXIKMULf È �au��Lu��L� ÉTn�X 2∆t

HJB,fD<�H

1

2µ
(‖εnh‖20,Ω − ‖ε0

h‖
2

0,Ω) +
1

λ
(‖rnh‖20,Ω − ‖r0

h‖
2

0,Ω) + ∆t
( ���
�

(εnh − rnhδ),∆tχ
n− 1

2

h

)

−∆t
( ���
�

(ε0
h − r0

hδ),∆tχ
− 1

2

h

)
+ ‖∆tχ

n− 1

2

h ‖
2

0,Ω − ‖∆tχ
− 1

2

h ‖
2

0,Ω

= ∆t
n−1∑

j=0

∆t
(
utt(tj)−∆2

t ûh(tj),∆tχ
j+ 1

2

h + ∆tχ
j− 1

2

h

)
.

È �Lu��Lu����DÉ


[<RNRPGWMW�HA:QPVH
ε0
h = 0

�
r0
h = 0

PGUL`
∆tχ

−1

2

h = 0
u\9;:_?=C È �Lu��Lu����DÉTn�<RN(BD]^<

1

2µ
‖εnh‖20,Ω +

1

λ
‖rnh‖20,Ω −∆t

( ���
�
(−εnh + rnhδ),∆tχ

n− 1

2

h

)
+ ‖∆tχ

n− 1

2

h ‖
2

0,Ω

= ∆t
n−1∑

j=0

(
utt(tj)−∆2

t ûh(tj),∆tχ
j+ 1

2

h + ∆tχ
j− 1

2

h

)
.

È �Lu��Lu��D��É

��2 ½



������� ���Q� � � �
�
� ���������J����� 	���$a� � � � � �������M��	&���Q� ���$�Q��	&�
6�X5z|PG?=NO:�X��h�aNO:�iTPG@Al�PVU=`5KMU�mD<(@ACA<�KMUL<R _?QPGWYKYHJKY<RC È �Lu ¾ uY�w�DÉTPGU=`�NO:=BIBDCAKYU=f ∆t < hβ

C0

√
2µ+λ

iT<�fD<�H
|∆t( � ��� (−εn

h + rn
hδ),∆tχ

n− 1
2

h )| ≤ ∆t‖ ����� (−εn
h + rn

hδ)‖0,Ω‖∆tχ
n− 1

2

h ‖0,Ω

≤ ∆tC0h
−β‖−εn

h + rn
hδ‖0,Ω‖∆tχ

n− 1
2

h ‖0,Ω

≤
√

2∆tC0h
−β(‖εn

h‖0,Ω + ‖rn
h‖0,Ω)‖∆tχ

n− 1
2

h ‖0,Ω

≤
√

2∆tC0h
−β
√

2µ+ λ

(
1

2µ
‖εn

h‖20,Ω +
1

λ
‖rn

h‖20,Ω

) 1
2

‖∆tχ
n− 1

2

h ‖0,Ω

<

√
2

2

(
1

2µ
‖εn

h‖20,Ω +
1

λ
‖rn

h‖20,Ω + ‖∆tχ
n− 1

2

h ‖
2

0,Ω

)

��	�� ��� 	�� �

9;:_?=C[iT<�:QPemD<
1

2µ
‖εnh‖20,Ω +

1

λ
‖rnh‖20,Ω + ‖∆tχ

n− 1

2

h ‖
2

0,Ω ≤ C∆t

n−1∑

j=0

|
(
utt(tj)−∆2

t ûh(tj),∆tχ
j+ 1

2

h + ∆tχ
j− 1

2

h

)
|

≤ C∆t
n−1∑

j=0

‖utt(tj)−∆2
t ûh(tj)‖0,Ω‖∆tχ

j+ 1

2

h + ∆tχ
j− 1

2

h ‖0,Ω

≤ 2C∆t
n−1∑

j=0

‖utt(tj)−∆2
t ûh(tj)‖0,Ω||∆tχh||L∞(L2),

CEKMU=N(< ‖∆tχ
j+ 1

2‖0,Ω ≤ ||∆
1

2

t χh||L∞(L2) := sup
0≤j≤N−1

‖∆tχ
j+ 1

2

h ‖0,Ω
u\9;:=<(U

1

2µ
‖εn

h‖20,Ω +
1

λ
‖rn

h‖20,Ω + ‖∆tχ
n− 1

2

h ‖
2

0,Ω ≤ 2C∆t||∆
1
2

t χh||L∞(L2)

N−1∑

j=0

‖utt(tj)−∆2
t ûh(tj)‖0,Ω

≤ ||∆
1
2

t χh||
2

L∞(L2) + C2∆t2
(N−1∑

j=0

‖utt(tj)−∆2
t ûh(tj)‖0,Ω

)2

.

��	�� ��� 	  �

9rPVsIKYU=f�HJ:=<bCE?=>=@A<(]�?=]�BDU
n
BDU5HJ:=<xWY<(F Hh��:QPGUL`�CEKM`=<bBGF È �au��Lu�� ¾ É"iT<�fD<(H

1

2µ
||εh||2L∞(L2) +

1

λ
||rh||2L∞(L2) + ||∆

1

2

t χh||
2

L∞(L2)

≤ ||∆
1

2

t χh||
2

L∞(L2) + C∆t2
( N−1∑

j=0

‖utt(tj)−∆2
t ûh(tj‖0,Ω

)2

.

9;:=KYC;WgPGChH[KMU=<( _?QPGWMKvH�X�PGUL`£PVCACA?L]^>LHAKMBDU5BDU
µ
PGU=`

λ
XIKM<(WM`=C

||εh||L∞(L2) + ||rh||L∞(L2) . ∆t

N−1∑

j=0

‖utt(tj)−∆2
t ûh(tj)‖0,Ω. È �Lu��Lu��G��É

qyB i�KYH;@E<R]^PGKMULC|HJB,nBG?=U=` ‖utt(tj)−∆2
t ûh(tj)‖0,Ω

u\~<�i[@EKYHA<
utt(tj)−∆2

t ûh(tj) = utt(tj)−∆2
tu(tj) + ∆2

tu(tj)−∆2
t ûh(tj)

��2 �



���������������� 	�
�����������	� ����� 	�� ������� �
�"����� ��� 	����[���� �! "����# �����
¡ªFri�<8`=<(U=BGHA<�n�X

Rh
HJ:L<�<(WMWYKM>LHAKMNy>=@ABk§E<(N(HAKMBDU�BD>�<R@JPkHJBD@|i�<bNePGU5i[@AKvHJ<

∆2
tu(tj)−∆2

t ûh(tj) = (I − Rh)∆
2
tu(tj) = (I −Rh)

u(tj+1)− 2u(tj) + u(tj−1)

∆t2
.

6�X�90PwXIWYBD@[<�da>QPGU=CEKMBDU5i�<�:=PwmG<
u(tj−1) = u(tj)−∆t ut(tj) +

∆t2

2
utt(tj) +

1

2

∫ tj−1

tj

(tj−1 − s)2uttt(s) ds.

PGU=`
u(tj+1) = u(tj) + ∆t ut(tj) +

∆t2

2
utt(tj) +

1

2

∫ tj+1

tj

(tj+1 − s)2uttt(s) ds.

�aB�HA:QPVH
∆2
tu(tj) = utt(tj) +

1

2∆t2

(∫ tj−1

tj

(tj−1 − s)2uttt(s) ds+

∫ tj+1

tj

(tj+1 − s)2uttt(s) ds
)

= utt(tj) +
1

2∆t2

(∫ ∆t

0
(∆t− t)2uttt(t+ tj) dt−

∫ 0

−∆t
(∆t+ t)2uttt(t+ tj) dt

)
.


 PNQSjNQSP�³ �

9;:_?=C
(I −Rh)∆

2
tu(tj) = (I − Rh)utt(tj) +

1

2∆t2

(
−
∫ 0

−∆t

(∆t+ t)2(I − Rh)uttt(t+ tj) dt

+

∫ ∆t

0

(∆t− t)2(I −Rh)uttt(t+ tj) dt

)
.

�aB2HA:QPVH
‖(I −Rh)∆

2
tu(tj)‖0,Ω ≤ ‖(I −Rh)utt(tj)‖0,Ω +

1

2

√
∆t√
5

[(∫ 0

−∆t

‖(I − Rh)uttt(t+ tj)‖20,Ω dt

) 1

2

+

(∫ ∆t

0

‖(I − Rh)uttt(t+ tj)‖20,Ω dt

) 1

2
]

≤ ‖(I −Rh)utt(tj)‖0,Ω +

√
2

2

√
∆t√
5

(∫ ∆t

−∆t

‖(I −Rh)uttt(t + tj)‖20,Ω dt

) 1

2

= ‖(I − Rh)utt(tj)‖0,Ω +

√
∆t√
10

(∫ ∆t+tj

−∆t+tj

‖(I − Rh)uttt(s)‖20,Ω ds

) 1

2

.

'y<RU=N(<
‖(I −Rh)∆

2
tu(tj)‖0,Ω ≤ ‖(I −Rh)utt(tj)‖0,Ω +

√
∆t√
10

(∫ ∆t+tj

−∆t+tj

‖(I −Rh)uttt(s)‖20,Ω ds

) 1

2

.

{¯@EBD] HA:=<b<RChHJKM]^PVHA< È �Lu ¾ u��D�DÉ�FcBD@|HA:=<b<RWMWYKM>LHAKMNy>=@AB §E<RN(HAKMBDU5i�<�BGnLHOPGKYU��
‖(I − Rh)utt(tj)‖0,Ω . h

[
|utt|L∞(H1,1

φ ) + |utt|L∞(H1)

]
,

�D��2



������� ���Q� � � �
�
� ���������J����� 	���$a� � � � � �������M��	&���Q� ���$�Q��	&�
PGUL`�KYU�maKY<(i�BGFr@E<R]^PG@As È �Lu ¾ u ½ É

∆t

∫ ∆t+tj

−∆t+tj

‖(I − Rh)uttt(s)‖20,Ω ds . (∆t)h2

[∫ ∆t+tj

−∆t+tj

(
|uttt(s)|21,1;φ,Ω + |uttt(s)|21,Ω

)
ds

]

. ∆t2h2

[
|uttt|2L∞(H1,1

φ ) + |uttt|2L∞(H1)

]
.

6�X&HJ:=<bCEHJPGn=KYWMKYH�X2N(BDU=`=KvHJKMBGU È �Lu��Lu®�I� É�i�<8NRPGU�i[@AKYHA<
√

∆t

(∫ ∆t+tj

−∆t+tj

‖(I −Rh)uttt(s)‖20,Ω ds

) 1

2

. hβ+1

[
|uttt|L∞(H1,1

φ ) + |uttt|L∞(H1)

]

. h

[
|uttt|L∞(H1,1

φ ) + |uttt|L∞(H1)

]
.

zTBD]�nLKMU=KYU=f�HJ:=<(CA<�WgPGChH;KMUL<R _?QPGWYKYHJKY<RC(�ai�<8fD<�H

∆t

N−1∑

j=0

‖(I − Rh)∆
2
tu(tj)‖0,Ω . h

[
|utt|L∞(H1,1

φ ) + |utt|L∞(H1) + |uttt|L∞(H1,1
φ )

+ |uttt|L∞(H1)

]
×

N−1∑

j=0

∆t

. h

[
|utt|L∞(H1,1

φ ) + |utt|L∞(H1) + |uttt|L∞(H1,1
φ ) + |uttt|L∞(H1)

]
.

�oCEKMU=f,BDULNR<�PGf�PGKYU�9rPeXIWMBG@;<�da>QPGU=CEKMBDU5i�<8fD<�H

u(tj−1) = u(tj)−∆t ut(tj) +
∆t2

2
utt(tj)−

∆t3

6
uttt(tj) +

1

6

∫ tj−1

tj

(tj−1 − s)3utttt(s) ds.

PGUL`
u(tj+1) = u(tj) + ∆t ut(tj) +

∆t2

2
utt(tj) +

∆t3

6
uttt(tj) +

1

6

∫ tj+1

tj

(tj+1 − s)3utttt(s) ds.

9;:_?=C

∆2
tu(tj)− utt(tj) =

1

6∆t2

(∫ 0

−∆t

(∆t+ t)3utttt(t + tj) dt+

∫ ∆t

0

(∆t− t)3utttt(t+ tj) dt

)
.

�aB�HA:QPVH

‖∆2
tu(tj)− utt(tj)‖0,Ω ≤

1

6

∆t
3

2√
7

[(∫ 0

−∆t

‖utttt(t + tj)‖20,Ω dt

) 1

2

+

(∫ ∆t

0

‖utttt(t+ tj‖20,Ω dt

) 1

2
]

. ∆t
3

2

(∫ ∆t

−∆t

‖utttt(t + tj)‖20,Ω dt

) 1

2

.

�D�D�



���������������� 	�
�����������	� ����� 	�� ������� �
�"����� ��� 	����[���� �! "����# �����
'o<RULNR<

‖∆2
tu(tj)− utt(tj)‖0,Ω . ∆t

3

2

(∫ ∆t+tj

−∆t+tj

‖utttt(s)‖20,Ω ds

) 1

2

. È �Lu��Lu�� ½ É
�aB�HA:QPVH

∆t
N−1∑

j=0

‖∆2
tu(tj)− utt(tj)‖0,Ω . ∆t2||utttt||L∞(L2)

N−1∑

j=0

∆t

. ∆t2||utttt||L∞(L2).

9;:=<RU È �Lu��Lu��D��ÉTn�<RNRBG]^<

||εh||L∞(L2) + ||rh||L∞(L2) . h

[
|utt|L∞(H1,1

φ ) + |utt|L∞(H1) + |uttt|L∞(H1,1
φ ) + |uttt|L∞(H1)

]

+ ∆t2||utttt||L∞(L2).

6�X&HJ:=<xHJ@EKgPGULfDWM<oKMU=<( I?=PGWMKvH�X�PGU=`�HJPGs_KMU=f�HJ:L<�CE?=>=@E<R]�?=]�BGU5HyKYU È �Lu ¾ uv� ¾ É�i�<�HA:=<RU5ZQU=`

||σ − σh||L∞(L2) + ||p− ph||L∞(L2) . h

[
|u|L∞(H1,1

φ ) + |utt|L∞(H1,1
φ ) + |utt|L∞(H1)

+ |uttt|L∞(H1,1
φ ) + |uttt|L∞(H1)

]
+ ∆t2||utttt||L∞(L2).

6�X�HJ:L<�KYULFg��CE?=>�PGU=`5HJ:=<xHA@AKgPVU=fDWM<�KMU=<( I?=PGWMKvH�XD�ai�<�fD<(H

‖ω(tn)− ωnh‖0,Ω + ‖P 0
hu(tn)− unh‖0,Ω .

[
‖σ(tn)− σnh‖0,Ω + ‖p(tn)− pnh‖0,Ω

+ ‖P 1
hω(tn)− ω(tn)‖0,Ω

]
.

9rPGs_KYU=f2HA:=<xCA?L>=@A<(]�?=]�BDU
n
iT<�fD<�H

||ω − ωh||L∞(L2) + ||P 0
hu− uh||L∞(L2) .

[
||σ − σ||L∞(L2) + ||p− ph||L∞(L2)

+ ||P 1
hω − ω||L∞(L2)

]
.

6�X�HJ:L<�>L@ABD>=@EKM<�H�X�BGFSHJ:=<b>=@EBk§E<RN�HJKMBGU�BG><(@JPVHABD@ È �Lu ¾ uv��2�É�i�<b:=<RU=N(<�Z=U=`

||ω − ωh||L∞(L2) + ||P 0
hu− uh||L∞(L2) . h

[
|u|L∞(H1,1

φ ) + |utt|L∞(H1,1
φ ) + |utt|L∞(H1)

+ |uttt|L∞(H1,1
φ ) + |uttt|L∞(H1)

]
+ ∆t2||utttt||L∞(L2).

�D� �



������� ���Q� � � �
�
� ���������J����� 	���$a� � � � � �������M��	&���Q� ���$�Q��	&�
9;:=<,HJ@EKgPGULfDWM<�KYU=<R _?QPVWMKYH�X�PGU=`�HJ:=<,>=@EBD>=@EKM<(H�XÆBGFTHA:=<,>=@ABk§E<(N(HAKMBDU�BD>�<R@JPkHJBD@ È �Du ��°DÉ�>�u��D°5BVF�� �D�V���fDKvmD<
||u− uh||L∞(L2) . h

[
|u|L∞(H1,1

φ ) + |u|L∞(H1) + |utt|L∞(H1,1
φ ) + |utt|L∞(H1) + |uttt|L∞(H1,1

φ )

+ |uttt|L∞(H1)

]
+ ∆t2||utttt||L∞(L2).

¹[º��yº�� � À�Ã�Â�� � �¼� �	� ¿ �7À �
9;:=<2KM]2>=WYKMNRKvHE�ªKMUa�¼HJKM],<b`=KYCANR@E<(HA<^]2Kvda<R`�FcBD@A]�?=WgPVHAKMBDU�KMC8PGC�FcBGWMWMBwi[C(�8{0KMU=`

(σn+1
h , pn+1

h ) ∈ Σ0,h
�PGUL`

(un+1
h , ωn+1

h ) ∈ Vh ×Wh
CA?=NO:�HJ:QPVH
u0
h = ûh(0), u1

h = ûh(∆t), È �Lu��Lu�� � ÉPGU=`5FcBD@[PGWYW
(τh, qh) ∈ Σ0,h

�LFcBD@[PGWYW
(vh, θh) ∈ Vh ×Wh

iT<�:QPemD<




1

2µ
(σn+1

h , τh) +
1

λ
(pn+1
h , qh) + (

���
�
(τh − qhδ), un+1

h ) + (
��

(τh), ω
n+1
h ) = 0, n ≥ −1,

(
��

(σn+1
h ), θh) = 0, n ≥ −1,

(∆2
tu

n
h, vh)− (

���
�
(σ

n, 1
4

h − pn,
1

4

h δ), vh)− (fn,
1

4 , vh) = 0, n ≥ 1.

È �Lu��Lu � 2�É
� ����� ��� ����.����� � �k���x� ��G� ) �,� �Q� �"�&����� � ����� ��G�����������	� � � ������	 
������������ � � � � �

n = −1

��w�O�� �Q� ���&� �	� �	� � ��	�	� 
��������  � �

σ0
h, p

0
h

����
ω0
h

G�J�(�I��� ��� � � � �
	��
� G���
� ) ���  '��
� �
n = 0 - σ1

h, p
1
h����

ω1
h

G�J� �I��� ��� � � � �k�J�����G��� �T� ����G�

σ0
h = σ̂h(0), p0

h = p̂h(0)
����

ω0
h = ω̂h(0), È �Lu��Lu��=� É

����

σ1
h = σ̂h(∆t), p

1
h = p̂h(∆t)

����
ω1
h = ω̂h(∆t). È �Lu��Lu��_�DÉ9;:=<£<�daKMChHJ<RULNR<ÆPVU=`«?=U=KY _?=<RU=<(CAC^BGFbP¥CEBDWM?aHJKMBGU�HAB~>=@EBDn=WY<R] È �au��Lu��*2�É�KYC2>L@ABwmIKM`=<(`«n�X�HA:=<FcBDWYWMBwi[KMULf�WM<(]^]^PL�

� ������� �.� .� �.�  � ���
�I� �����
(σn+1

h , pn+1
h )

����
(un+1

h , ωn+1
h )

�	� 
������������ �&�%$ ����� �������� ��� ��� �¯� �
� ���.��/109SB�<(mG<R@EX (

(σh, ph), (uh, ωh)
)
∈ Σ0,h × (Vh ×Wh)

�¯iT<�PGCACEBaN(KgPVHA<�HA:=<�<RWY<R]2<RU�HoBGF"KYHACo`=?=PGW
Σ′

0,h × V ′
h ×W ′

h :




(τh, qh) 7−→ 1
2µ

(σh, τh) + 1
λ
(ph, qh) + (

���
�
(τh − qhδ), uh) + (

��
(τh), ωh)

θh 7−→ (
��

(σh), θh)
vh 7−→ 1

∆t2
(uh, vh)− 1

4
(
���
�

(σh − phδ), vh)


 .

�D�w�



���������������� 	�
�����������	� ����� 	�� ������� �
�"����� ��� 	����[���� �! "����# �����
}7<�H�PGC"NePGWYWaHA:=KMCt]^PG>=>LKMU=f

Th
�_KYH\KYC"P�WMKYU=<ePG@0]&PV>=>=KMULf�Fc@ABD]

Σ0,h×Vh
KYU_HABxKYHACt`=?QPGW�u0¥<;:QPemD<;HJB>=@ABwmD<�HJ:QPkH

Th
KMC;n=K §E<RN(HAKYmG<Gu 6T?LH[HJ:=<�PG@E@AKvmGPVW�PGU=`�`=<(>QPG@EHA?=@A<�CA>=PGNR<(Co:QPVC[HA:=<�CJPG]2<x`=KM]2<RULCAKMBGU�u9;:I?LC8n�X�P&i�<RWYWts_U=Bwi[U¥HJ:L<RBD@E<R] BVFTWYKMU=<RPG@�PGWYfD<RnL@JP�KYH�CA?�$2N(<RCbHJB5>=@ABwmG<,HA:QPVH

Th
KYC�KMU §E<RN(HAKYmG<Gu9;:I?LC�WM<�H (

(σh, ph), (uh, ωh)
)
∈ Σ0,h × (Vh ×Wh)

CA?=NO:�HJ:QPVHR�
1

2µ
(σh, τh)+

1

λ
(ph, qh)+(

���
�
(τh−qhδ), uh)+(

��
(τh), ωh) = 0, ∀(τh, qh) ∈ Σ0,h È �Lu��Lu�����É

(
��

(σh), θh) = 0, ∀θh ∈ Wh È �Lu��Lu�� �_É
1

∆t2
(uh, vh)−

1

4
(
���
�

(σh − phδ), vh) = 0. ∀θh ∈ Vh È �Lu��Lu�� ¾ É
9;:=<RU¥n_X�HJPGs_KMU=f

(τh, qh) = (σh, ph)
KYU È �Lu��Lu�����É�PGUL` vh = uh

KMU È �Lu��Lu�� ¾ É�PVU=`�HA:=<�F PGN(HxHA:QPVH
(
��

(σh), ωh) = 0
�Li�<8fG<(H

1

2µ
‖σh‖20,Ω +

1

λ
‖ph‖20,Ω +

1

∆t2
‖uh‖20,Ω = 0.

�:=KMNO:�KM]2>=WMKY<RC�HJ:QPVH
σh = 0, ph = 0

PVU=`
uh.9;:I?LC È �au��Lu�����É�@A<R`L?=NR<(CyHAB=�

(
��

(τh), ωh) = 0.
6�X�KMUaFg��CA?L>�KYU=<R _?QPVWMKYH�X È �Du��=u�°DÉ��ai[KYHJ: (vh, θh) = (0, ωh)

�Li�<8fD<�H
ωh = 0

u

¹yº��[º � � � �\Å�hÂ��¼�������~� ¿ � �hÀ�Ã�Â���� �¼�¹� � ¿ �7À �
! Ct<pdL>�<RN�HJ<(`,FcBG@0CE?=NO:,PGU�KY]^>=WYKMN(KYH.CENO:=<R]2<THJ:LKMCS]^<�HJ:=BI`�KMCS?=U=N(BDU=`=KvHJKYBDUQPGWYWYX�ChHOPGnLWM<G�GPGCt>=@EBwmaKY`=<R`n_X�HA:=<xFcBDWMWYBwi[KMU=f�HA:=<RBG@A<R]��
��� ����� ��� �.��.� .� ���Q� �
	��������� � ! �
� ! � �
	&� ���$�Q��	&� �I��� ��� � ) �b����������� ��� � � ��������� � ��������
�
� ��� *) �M�

-� ��G� ���
1

2
‖∆tu

N+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

2µ

1

2
‖σN+ 1

2

h ‖
2

0,Ω +
1

λ
‖pN+ 1

2

h ‖
2

0,Ω

≤
[
‖∆tu

1

2

h‖
2

0,Ω +
1

λ
‖p

1

2

h‖
2

0,Ω +
1

2µ
‖σ

1

2

h ‖
2

0,Ω + T
(

max
t∈[0,T ]

‖f(t)‖0,Ω
)2
]
× exp

(
2T
)
,

È �Lu��au ���DÉ

β∗(‖uN+ 1

2

h ‖0,Ω + ‖ωN+ 1

2

h ‖0,Ω) ≤ 1

2µ
‖σN+ 1

2

h ‖0,Ω +
1

λ
‖pN+ 1

2

h ‖0,Ω, È �Lu��Lu��_°DÉ
� �Q���O�

β∗ ����� �Q� ������������Q� �	�b� �Q�(�
� � ! � � � ��������� � ����� �I��� ��� ���
� 
  ������
 ���

�D� �



������� ���Q� � � �
�
� ���������J����� 	���$a� � � � � �������M��	&���Q� ���$�Q��	&�
� ���.��/10�a?=naHJ@JPVN(HJKYU=f¨HJ:=<�ZQ@ECEH�<R _?QPkHJKMBGU BVF È �Lu��au �*2DÉ2Fc@ABD] KYHJCE<RWvF8KYU�CEHJ<(>

n − 1
�oi�<¥fG<(H�FcBD@5PGWYW

(τh, qh) ∈ Σ0,h

1

2µ
(σn+1

h − σn−1
h , τh) +

1

λ
(pn+1
h − pn−1

h , qh) + (
���
�

(τh − qhδ), un+1
h − un−1

h )

+ (
��

(τh), ω
n+1
h − ωn−1

h ) = 0,
È �Lu��Lu � ½ É

90PGs_KMU=f
(τh, qh) = 1

2∆t
(σ

n, 1
4

h , p
n, 1

4

h )
KYU È �Lu��Lu�� ½ É|PGU=`�HA:=<xF PGN(H[HJ:=PVH

(
��

(σnh), θh) = 0 ∀θh ∈ Wh,

i�<bfD<(H
1

2µ
(∆tσ

n
h , σ

n, 1
4

h ) +
1

λ
(∆tp

n
h, p

n, 1
4

h ) + (
���
�

(σ
n, 1

4

h − pn,
1

4

h δ),∆tu
n
h) = 0, È �Lu��Lu�� � É

9;:=<xHA:=KM@E`�<( _?QPVHJKYBDU5BGF È �Lu��Lu��*2�É�i[KYHA: vh = ∆tu
n
h

�=n�<RN(BD]2<
(∆2

tu
n
h,∆tu

n
h)− (

���
�
(σ

n, 1
4

h − pn,
1

4

h δ),∆tu
n
h) = (fn,

1

4 ,∆tu
n
h), È �Lu��Lu ¾ 2�É

! `=`LKMU=f È �au��Lu ¾ 2�É|PVU=` È �Lu��Lu�� � É��aiT<bfD<�H

(∆2
tu

n
h,∆tu

n
h) +

1

2µ
(∆tσ

n
h , σ

n, 1
4

h ) +
1

λ
(∆tp

n
h, p

n, 1
4

h ) = (fn,
1

4 ,∆tu
n
h), È �Lu��Lu ¾ � É

qyB i�iT<�KMU=CE><(N(HoCA<(>QPG@JPkHJ<RWvX�HJ:L<�HA:=@A<(<�HA<R@A]2C[KMU5HJ:=<�WM<�F H[:QPGU=`£CAKY`=<bBGFrHA:=KMC[WgPVCEHy<R _?QPVHAKMBDU��=iT<:QPemG<�Fc@EBD] È �Lu��auY� É

(∆2
tu

n
h,∆tu

n
h) =

1

2∆t
(∆tu

n+ 1

2

h −∆tu
n− 1

2

h ,∆tu
n+ 1

2

h + ∆tu
n− 1

2

h )

=
1

2∆t
(‖∆tu

n+ 1

2

h ‖
2

0,Ω − ‖∆tu
n− 1

2

h ‖
2

0,Ω)

PGUL`
∆tσ

n
h =

σn+1
h − σn−1

h

2∆t
=
σn+1
h + σnh − σnh + σn−1

h

2∆t
=
σ
n+ 1

2

h − σn−
1

2

h

∆t
,

σ
n, 1

4

h =
σn+1
h + σnh

4
+
σn−1
h + σnh

4
=

1

2
(σ

n+ 1

2

h + σ
n− 1

2

h ),

i[KvHJ:�HJ:=<(CA<�WgPGChH;<R _?QPVWMKYHAKM<(C|iT<bNePVU�i[@EKYHJ<
1

2µ
(∆tσ

n
h , σ

n, 1
4

h ) =
1

2µ

(
σ
n+ 1

2

h − σn−
1

2

h

∆t
,
σ
n+ 1

2

h + σ
n− 1

2

h

2

)

=
1

4µ∆t

(
‖σn+ 1

2

h ‖
2

0,Ω − ‖σ
n− 1

2

h ‖
2

0,Ω

)
.

�D� ¾
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¡�U�HA:=<bCJPG]2<xi|PeX�i�<8fG<(H

1

λ
(∆tp

n
h, p

n, 1
4

h ) =
1

2λ∆t

(
‖pn+ 1

2

h ‖
2

0,Ω − ‖p
n− 1

2

h ‖
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PGU=`
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t ûh(tj)‖0,Ω

ut~<xi[@EKYHJ<
(utt)

j, 1
4 −∆2
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) 1

2

= ‖(I − Rh)utt(tj)‖0,Ω +

√
∆t√
10

(∫ ∆t+tj

−∆t+tj

‖(I − Rh)uttt(s)‖20,Ω ds

) 1

2

.

'y<RU=N(<

‖(I −Rh)∆
2
tu(tj)‖0,Ω ≤ ‖(I −Rh)utt(tj)‖0,Ω +

√
∆t√
10

(∫ ∆t+tj

−∆t+tj

‖(I −Rh)uttt(s)‖20,Ω ds

) 1

2

.

{¯@EBD] HA:=<b<RChHJKM]^PVHA< È �Lu ¾ u��D�DÉ�FcBD@|HA:=<b<RWMWYKM>LHAKMNy>=@AB §E<RN(HAKMBDU5i�<�BGnLHOPGKYU��

‖(I − Rh)utt(tj)‖0,Ω . h

[
|utt|L∞(H1,1

φ ) + |utt|L∞(H1)

]
,

PGU=`�KMU�mIKM<(i�BGF0@A<R]^PG@Es È �au ¾ u ½ É

∆t

∫ ∆t+tj

−∆t+tj

‖(I − Rh)uttt(s)‖20,Ω ds . (∆t)h2

[ ∫ ∆t+tj

−∆t+tj

(
|uttt(s)|21,1;φ,Ω + |uttt(s)|21,Ω

)
ds

]

. ∆t2h2

[
|uttt|2L∞(H1,1

φ ) + |uttt|2L∞(H1)

]
.

� �32



������� ���Q� � � �
�
� ���������J����� 	���$a� � � � � �������M��	&���Q� ���$�Q��	&�
9;:_?=C

√
∆t

(∫ ∆t+tj

−∆t+tj

‖(I − Rh)uttt(s)‖20,Ω ds

) 1

2

. h

[
|uttt|L∞(H1,1

φ ) + |uttt|L∞(H1)

]
.

zTBD]�nLKMU=KYU=f�HJ:=<(CA<�WgPGChH;KMUL<R _?QPGWYKYHJKY<RC(�ai�<8fD<�H

∆t

N∑

j=1

‖(I −Rh)∆
2
tu(tj)‖0,Ω . h

[
|utt|L∞(H1,1

φ ) + |utt|L∞(H1) + |uttt|L∞(H1,1
φ )

+ |uttt|L∞(H1)

]
×

N∑

j=1

∆t

. h

[
|utt|L∞(H1,1

φ ) + |utt|L∞(H1) + |uttt|L∞(H1,1
φ ) + |uttt|L∞(H1)

]
.

qyB ib�=FcBG@|HJ:=<xHJ<(@A]
(utt)

j, 1
4 −∆2

tu(tj)
�aiT<�NePGU�i[@EKYHJ<

(utt)
j, 1

4 −∆2
tu(tj) = (utt)

j, 1
4 − utt(tj) + utt(tj)−∆2

tu(tj). È �Lu��Lu®° 2�É
�yCAKMULf2BGU=NR<�PGf�PVKMU�90PwXIWYBD@;<�da>QPGULCAKMBGU�i�<8fG<(H

utt(tj−1) = utt(tj)−∆t uttt(tj) +

∫ tj−1

tj

(tj−1 − s)utttt(s) ds.

PGUL`
utt(tj+1) = utt(tj) + ∆t uttt(tj) +

∫ tj+1

tj

(tj+1 − s)utttt(s) ds.

9SBDfD<�HJ:=<(@[i�<bfD<(H

utt(tj+1) + utt(tj−1) = 2utt(tj) +

∫ tj+1

tj

(tj+1 − s)utttt(s) ds+

∫ tj−1

tj

(tj−1 − s)utttt(s) ds.

9;:_?=C
(utt)

j, 1
4 − utt(tj) =

1

4

(∫ tj+1

tj

(tj+1 − s)utttt(s) ds+

∫ tj−1

tj

(tj−1 − s)utttt(s) ds
)

=
1

4

(∫ ∆t

0

(∆t− t)utttt(tj + t) dt +

∫ 0

−∆t

(∆t + t)utttt(tj + t) dt

)
.

'o<(U=NR<

‖(utt)j,
1

4 − utt(tj)‖0,Ω ≤
1

4

∆t
3

2√
3

[(∫ 0

−∆t

‖utttt(t+ tj)‖20,Ω dt

) 1

2

+

(∫ ∆t

0

‖utttt(t+ tj‖20,Ω dt

) 1

2
]

. ∆t
3

2

(∫ ∆t

−∆t

‖utttt(t+ tj)‖20,Ω dt

) 1

2

.

� �a�



���������������� 	�
�����������	� ����� 	�� ������� �
�"����� ��� 	����[���� �! "����# �����
'o<RULNR<

‖(utt)j,
1

4 − utt(tj)‖0,Ω . ∆t
3

2

(∫ ∆t+tj

−∆t+tj

‖utttt(s)‖20,Ω ds

) 1

2

. È �Lu��Lu�°a� É
�aB2HA:QPVH

∆t
N∑

j=1

‖(utt)j,
1

4 − utt(tj)‖0,Ω . ∆t2||utttt||L∞(L2)

N∑

j=1

∆t

. ∆t2||utttt||L∞(L2).

È �Lu��Lu�°D�DÉ

{¯@EBD] È �Lu��au�� ½ Éti�<yfD<(HTPGU2<RCEHAKM]^PVHJKYBDU�BGFHJ:=<yWgPGChH"H�iTB�HJ<R@E]^C"KYU2HA:=<o@EKMfD:�Hh��:QPGUL`2CEKM`=<yBGF È �Lu��Lu�°32�ÉPGC
∆t

N∑

j=1

‖∆2
tu(tj)− utt(tj)‖0,Ω . ∆t2||utttt||L∞(L2). È �Lu��Lu�°G��É

{rKMUQPVWMWYX È �Lu��au®°G�DÉ�� È �Lu��au®°D�GÉ|PGU=`�HJ@EKgPGU=fGWM<�KYU=<R _?QPGWYKYH�X^KMU È �au��Lu�� ½ É�XIKY<RWM`
||εh||L∞(L2) + ||rh||L∞(L2) . h

[
|utt|L∞(H1,1

φ ) + |utt|L∞(H1) + |uttt|L∞(H1,1
φ ) + |uttt|L∞(H1)

]

+ ∆t2||utttt||L∞(L2).
6�X&HJ:=<xHJ@EKgPGULfDWM<oKMU=<( I?=PGWMKvH�X�PGU=`�HJPGs_KMU=f�HJ:L<�CE?=>=@E<R]�?=]�BGU5HyKYU È �Lu ¾ uv� ¾ É�i�<�HA:=<RU5ZQU=`

||σ − σh||L∞(L2) + ||p− ph||L∞(L2) . h

[
|u|L∞(H1,1

φ ) + |utt|L∞(H1,1
φ ) + |utt|L∞(H1)

+ |uttt|L∞(H1,1
φ ) + |uttt|L∞(H1)

]
+ ∆t2||utttt||L∞(L2).

6�X�HJ:L<�KYULFg��CE?=>�PGU=`5HJ:=<xHA@AKgPVU=fDWM<�KMU=<( I?=PGWMKvH�XD�ai�<�fD<(H
‖ω(tn)− ωnh‖0,Ω + ‖P 0

hu(tn)− unh‖0,Ω .

[
‖σ(tn)− σnh‖0,Ω + ‖p(tn)− pnh‖0,Ω

+ ‖P 1
hω(tn)− ω(tn)‖0,Ω

]
.

9rPGs_KYU=f2HA:=<xCA?L>=@A<(]�?=]�BDU
n
iT<�fD<�H

||ω − ωh||L∞(L2) + ||P 0
hu− uh||L∞(L2) .

[
||σ − σ||L∞(L2) + ||p− ph||L∞(L2)

+ ||P 1
hω − ω||L∞(L2)

]
.

6�X�HJ:L<�>L@ABD>=@EKM<�H�X�BGFSHJ:=<b>=@EBk§E<RN�HJKMBGU�BG><(@JPVHABD@ È �Lu ¾ uv��2�É�i�<b:=<RU=N(<�Z=U=`
||ω − ωh||L∞(L2) + ||P 0

hu− uh||L∞(L2) . h

[
|u|L∞(H1,1

φ ) + |utt|L∞(H1,1
φ ) + |utt|L∞(H1) + |uttt|L∞(H1,1

φ )

+ |uttt|L∞(H1)

]
+ ∆t2||utttt||L∞(L2).

� �D�



����
 � � ��� ���
� �������
9;:=<,HJ@EKgPGULfDWM<�KYU=<R _?QPVWMKYH�X�PGU=`�HJ:=<,>=@EBD>=@EKM<(H�XÆBGFTHA:=<,>=@ABk§E<(N(HAKMBDU�BD>�<R@JPkHJBD@ È �Du ��°DÉ�>�u��D°5BVF�� �D�V���fDKvmD<
||u− uh||L∞(L2) . h

[
|u|L∞(H1,1

φ ) + |u|L∞(H1) + |utt|L∞(H1,1
φ ) + |utt|L∞(H1) + |uttt|L∞(H1,1

φ )

+ |uttt|L∞(H1)

]
+ ∆t2||utttt||L∞(L2).

$^%�� � /8*54Tµ(3�¸.6�/�*
~<�:=PwmG<�NRBDULCEHJ@E?=N(HA<R`�PGU=`�PGUQPGWvXaCE<R`�P�ZQULKYHJ<^<RWY<R]2<RU�H�]2<(HA:=Ba`¥FcBD@�PG>L>=@ABedaKM]^PVHJKYU=f£HA:=<<(WgPGChHJBI`LXIUQPG]2KMN�ChXaChHJ<(] ?=CEKMU=f�`=?QPVW\]^KjdL<(`�FcBG@A]�?=WMPVHJKYBDU�FcBD@bCE>QPGNRKMPGW\`=KYCANR@E<(HAKMlePkHJKMBGU�u 8�?=@xFcBD@��]�?LWgPVHAKMBDU�@E<R _?=KY@A<RC[WY<RCAC[@E<RfD?=WMPG@AKvH�X&BGU£`=KYCA>=WMPGNR<(]^<(U�H;HJ:QPGU5ChHOPGU=`=PG@A`�BDU=<Vu
8�>LHJKY]&PVW8BD@E`=<R@

L∞ ��KYUa�ªHAKM]2< L2 �ªKMUa�ªCA>QPVNR<�P >=@AKYBD@AK8<R@E@ABD@�<(CEHJKY]&PkHJ<RCÆPG@A<¨`=<(@AKvmD<R` PGU=` P _?QPG`L@JPVHAKMN�N(BDU�mD<(@AfD<(U=NR<2@JPVHA<�KMU£HJKM]2<bFcBD@�HJ:L<�Fc?=WMWvX�`=KMCENR@A<�HJKYlR<R`�CENO:=<R]2<�:QPGC�n<(<RU�<RChHOPGn=WYKMCE:=<R`FcBD@;n�BGHA:5HA:=<b<�da>=WYKMNRKvH[PGU=`5HJ:L<�KY]^>LWMKMN(KYH�U_?=]2<R@AKYNePGW�CANO:=<(]^<(CRu
$^%�� )¶ �5µ�´[¶ ´[*,+S·x+76�/�* ·�*51 *235¶ ´|-r6(4|·bµ�-r´[¸73�µ�+S¸
¡�U�HJ:=KYC�CA<(N(HJKYBDU�i[KMU�maKY<(i BGF�HA<RCEHAKMU=f�BD?L@5HA:=<RBG@A<(HAKMNRPGWxPGUQPVWYXICAKYCR��i�<�ZQ@AChH�KYU_HA@ABI`=?=N(<�HA:=<�CABNRPGWMWY<R`�� 'yXIn=@EKM`�FcBD@E]�?=WgPkHJKMBGU��b� ½ ��� ¾ �=�D� ��FcBD@TCABDWvmaKYU=f8HA:=<xCEXIChHJ<R] BGF.HJ:=<x]2Kvda<(`�<RWMPGCEHABa`LXIUQPV]^KYN>=@EBDn=WY<R]2C��Lu��Lu������Lu��Lu���PGU=`��Lu��Lu�� � ���au��Lu��*2~u�9;:=<�U_?=]2<R@EKMNePVWT@A<(CA?=WvHJC,PG@E<�>=@E<RCA<(U�HJ<R`�BDU�P�}��CE:QPG>�<R`,`=BD]^PGKMU�ur�xKYmG<RU

f : [0, T ]×Ω 7−→ ¡	
 2 PGU=`,P�CA?L@EF PGN(<|FcBD@AN(<|`=<RULCAKYH�X g : [0, T ]×ΓN 7−→¡	
 2 PGUL`^HJ:L<oKYU=KYHAKgPGWaNRBDU=`LKYHJKYBDU=C"BDU^`=KMCE>=WgPGN(<R]2<RU�HJC�PGU=`2mD<(WMBINRKYHAKM<(C u0

PGU=`
u1

�_HA:=<�`LKMCA>LWgPGN(<R]2<RU�HFcKY<RWM`
u = (u1, u2)

CJPVHAKMChZQ<RC[HJ:=<xFcBDWYWMBwi[KMULf�<R _?QPkHJKMBGU=Cb�




utt −
���
�

σs(u) = f
KMU

[0, T ]× Ω,
u = 0

BDU
[0, T ]× ΓD,

σs(u).n = g
BDU

[0, T ]× ΓN ,
u(0, .) = u0

KYU
Ω,

ut(0, .) = u1

KYU
Ω,

È �Lu ½ uv� É

¹[º
	yºh½ � �;Ã�Â���� �¼�� �c���H� �hÀ � � � ¿ �7À �
� � � � 

� /,��� � � � � ��
�	�
¥<&ZQ@ECEH�KYU_HA@ABI`=?=N(<&HJ:=<�<(U=WgPV@AfD<(`�CA>QPVNR<

Σ̃h È i[KYHA:�@A<(CA>�<RN�H�HJB Σh,0

É8n�X�CE?=>=>=@E<RCECAKMULf�HA:=<�@E<�� _?=KY@A<R]2<RU�H[FcBD@;KvHJC[<RWY<R]2<RU�HJC;HJB2:QPemD<�NRBGU_HAKMU_?=BD?LCoU=BG@A]^PGW�NRBG]^>�BDU=<(U_HoPVH;HA:=<�KMU�HJ<(@EF PGN(<RC[BGFrHA:=<HA@AKgPVU=fD?=WMPVHJKYBDU Th �

Σ̃h := {(τh, qh) ∈ L2×2(Ω)× L2(Ω); ∀T ∈ Th : qh|T ∈
¡	�

1(T )
PGU=`

(τh − qhδ)|T ∈ [
¡	�

1(K)]2×2 ⊕ [R
� �I���

bT ]2}.
� �G�



���������������� 	�
�����������	� ����� 	�� ������� �
�"����� ��� 	����[���� �! "����# �����
~<^KMU�HJ@EBa`=?LNR<,HJ:=<2FcBDWMWYB i[KYU=f5:�XanL@AKM`¥FcBD@A]�?LWgPVHAKMBDU���{rKYU=`

(σ̃n+1
h , p̃n+1

h , λn+1
h ) ∈ Σ̃h × Λh

PGU=`
(ũn+1

h , ω̃n+1
h ) ∈ Vh ×Wh

CA?=NO:�HJ:QPkH

ũ0
h = ûh(0), ũ−1

h = ûh(−∆t) ' ûh(0)−∆t ûh,t(0) +
∆t2

2
ûh,tt(0),





1

2µ
(σ̃n+1

h , τh) +
1

λ
(p̃n+1
h , qh) +

∑

K∈Th

∫

K

���
�
(τh − qhδ).ũn+1

h dx + (
��

(τh), ω̃
n+1
h )

−
∑

K∈Th

∫

∂K

λn+1
h (τh − qhδ).nK ds = 0, ∀ (τh, qh) ∈ Σ̃h, n ≥ −1,

(∆2
t ũ

n
h, vh)−

∑

K∈Th

∫

K

���
�
(σ̃nh − p̃nhδ).vh dx − (

��
(σ̃n+1

h ), θh)− (fn, vh) = 0,

∀ (vh, θh) ∈ Vh ×Wh, n ≥ 0,

∑

K∈Th

∫

∂K

µh(σ̃
n+1
h − p̃n+1

h δ).nK ds =
∑

K∈Th

∫

∂K∩ΓN

µh.g
n+1 ds, ∀ µh ∈ Λh, n ≥ −1,

È �Lu ½ u®�DÉ

i[:=<R@E<
Λh := {µh ∈ [L2(Eh )]2; µh|e ∈ [

¡	�
1(e)]

2 ∀e ∈ Eh
PGUL`

µh|e = 0 ∀e ∈ ΓD}.

Eh
`=<RULBGHJ<(CoHJ:L<�CA<�H�BVF"PGWMW.<(`=fD<(C�KMU Th PGUL` Vh ×Wh

KMCy`=<(ZQUL<R`�KMU È �au ¾ u��DÉpu[}7<�H�?LC�U=BGHA<�HA:QPVHHJ:=<2:�XanL@AKM`�FcBD@A]�?=WgPVHAKMBDU È �Lu ½ u��DÉ�KMCx<R _?=KvmVPGWM<(U_HbHAB�HA:=<2FcBG@A]�?=WMPVHJKYBDU È �Lu��au �_É�KYU�HA:=<2CA<RULCA<^HA:QPVH
σ̃nh = σnh

�
p̃nh = pnh

�
ũnh = unh

PGU=`
ω̃nh = ωnh

u�90PGs_KMULf5PGCbP�HJ<RChHbFc?=U=N(HAKMBDU
(vh, 0)

KYUÆHJ:=<�HJ:LKM@A`<R _?QPVHAKMBDU�BGF0CEXICEHA<R] È �au ½ u��DÉ�i�<8fG<(H[<�da>=WYKMN(KYHJWvX un+1
h

un+1
h|K = ∆t2

[ ���
�
(σnh|K − σnh|Kδ) + P 0

h|Kf
n
]
+ 2unh|K − un−1

h|K , n ≥ 0.

�IHJKYWMW"U=BGHAKMU=f£n_X
σn+1
h , pn+1

h , un+1
h , ωn+1

h

PGU=`
λn+1
h

HA:=<^mG<RN�HJBD@EC�BGF|HJ:L<�`=<RfG@A<R<(C�BGF|Fc@E<R<(`=BD]BGF0HA:=<RCE<bCJPG]2<�?=U=s_U=Bwi[U=C(�QHJ:=<bPGWYfD<RnL@JPGKYN�<R _?QPkHJKMBGU=C;fD<RUL<R@JPkHJ<R`5n�X È �Lu ½ u®�DÉ"HOPGsV<RC;HJ:=<�FcBGWMWMBwi[KYU=fFcBD@A]




Aσn+1
h − ETλn+1

h +HTωn+1
h = −F n+1

1 ,

Ppn+1
h +GTλn+1

h = F n+1
2 ,

Hσn+1
h = 0,

Eσn+1
h −Gpn+1

h = F n+1
3 ,

È �Lu ½ u���É

i[:=<R@E<
A, E, H, P

PG@A<�HJ:=<�N(BD@A@E<RCE>BDUL`=KMU=f&]&PVHA@AKYNR<RCoBGF\HJ:L<�n=KMWYKMU=<RPG@[FcBD@A]2CoBVF�HA:=<�`=K ��<(@A<(U_HHJ<R@E]^CoKMU£CEXICEHA<R] È �Lu ½ u®�GÉ���PGU=` F n+1
1 , F n+1

2

PG@E<8mG<RN(HABD@AC�PVHoHA:=<
n + 1

HJKM]2<bCEHA<R>�BDnLHJPGKMUL<R`�n�X
� � �



������� � 	���M��	&���Q��G������� ������ � 	&������� ����J��� ��� � �
@E<R>=WMPGNRKYU=f�HJ:=<,mVPG@AKMPGn=WM<

un+1
h

KMU�HJ:L<2ZQ@ECEH8<R _?QPVHAKMBDU¥BGF|ChXICEHJ<(] È �Lu ½ u®�GÉxn�X�KvHJCbmGPVWM?=<,BDnLHJPGKMUL<R`Fc@EBD]¤HA:=<�CA<(NRBDU=`¥<R _?QPVHAKMBDU�PGUL`�>L?LHAHAKMU=f�HA:=<RCE<2HA<R@A]2CxKMUÆHA:=<,@AKYfD:�HE��:=PGU=`�CAKY`=<Gu,{0KMUQPGWYWYX
F n+1

3N(BD@A@E<RCA>�BDU=`�HJB�HJ:L<5HA@JPGN�HJKYBDU�BDU�HA:=<�qo<(?=]&PVU=U!n�BD?=UL`QPG@EX
ΓN

PVH�HA:=<
n + 1

HJKY]^<&CEHJ<(>�u¬¡�UHA:=<,CEXICEHA<R] È �Lu ½ u���É��.i�<^ChHOPG@hH�n_X�<(WMKY]^KYUQPVHJKYU=f σn+1
h

PGU=`
pn+1
h

PGU=`~PVF HJ<(@�iT<2<RWYKM]2KMUQPVHA<
ωn+1
h

u9;:=<(CA<8<RWMKY]^KYUQPVHAKMBDU=C|PG@A<�]&PV`=<b<RWM<(]^<(U�H�n�X�<RWY<R]2<RU�Heu;9;:=KYCo>L@ABINR<R`L?=@A<8`=BDU=<V��i�<�PG@E@AKvmD<8PVHoHA:=<FcBDWYWMBwi[KMULf�CEXIChHJ<R]��
Rλn+1

h = F n+1, È �Lu ½ u��_É
i[:=<(@A<

R = EA−1ET − EA−1HT (HA−1HT )−1HA−1ET +GP−1GT ,PGUL`
F n+1 = EA−1F n+1

1 +GP−1F n+1
2 − EA−1HT (HA−1HT )−1HA−1F n+1

1 + F n+1
3 .

9;:=<b]^PVHJ@EKvd
R
KYC;CEXI]^]2<(HA@AKYNxPGU=`�>BGCAKYHAKYmG<x`=<(ZQULKYHJ<Vu

� � ��� � 
�� � �5� � � �
¥<�U=Bwi >=@A<(CA<RU�H�CABG]^<�U_?=]2<R@EKMNRPGWr@E<RCA?LWYHJC�BDU�P&HJ<(CEHb>=@EBDn=WM<(]¤KYU�HJ:L<,}��ªCA:QPV><(`�`LBD]&PVKMU

Ω =
] − 1, 1[2\[0, 1[×] − 1, 0]

i[:LKMNO:¨]2Ba`=<(WMC�BDU=<^CAKMULfD?=WgPV@AKYH�X�PV@AKMCEKMU=f�PVH�HA:=<&@E<��ª<RU�HJ@APGU�H�NRBD@EU=<R@&u9;:=<�U_?=]2<R@AKYNePGW�HA<RChHJC�PV@A<b><(@EFcBD@E]^<(`�i[KvHJ:
T = 1s

u �yCAKYU=f^>�BDWMPG@;NRBIBD@A`LKMUQPVHA<RC
(r, θ), 0 ≤ θ ≤

ω := 3π
2

�=i[:=KYNO:�PV@A<bNR<(U_HA<R@E<R`ÆPkH;HJ:=<b@A<p��<(U_HA@JPGU�HyNRBG@AU=<(@R�=HJ:L<8PVUQPGWYX_HAKMNePVW�CABGWM?LHAKMBDU�KYC
u(r, θ) = e−trα

−→
φ α(θ)

i[:=<(@A<

−→
φ α(θ)1 = C1(ρ+ τ){cos(α− 2)θ − cos(αθ)}+ C2((ρ+ τ)sin(α− 2)θ + (τ − 3ρ)sin(αθ)),

−→
φ α(θ)2 = C1(−(ρ+ τ) sin(α− 2)θ+(3ρ− τ) sin(αθ))+C2(ρ+ τ){cos(α− 2)θ− cos(αθ)}.9;:=<b>QPV@JPG]2<(HA<R@ACyPG@E<

C1 = (ρ+ τ) sin(α− 2)ω − (3τ − ρ) sin(αω),

C2 = (ρ+ τ){cos(αω)− cos(α− 2)ω},

ρ =
λ+ µ

µ
(α− 1)− 2, τ =

λ+ µ

µ
(α + 1) + 2,

i[:=<(@A<
α = 0.54872335366

KYC�HJ:=<�CE]&PVWMWM<(CEH�CEHJ@EKMN�HJWYX£>�BDCAKvHJKYmG<�CABGWM?LHAKMBDUÆBVF�HA:=<�HJ@APGU=CENR<RUL`=<RU�HOPVW<( I?=PVHJKYBDU È �Du��Luv� ÉTFcBD@ ω = 3π
2

�
λ = 1000, µ = λ/49

u\¥<xZLd
∆t = 10−5s

PGU=`
N = T

∆t
= 105 u

! WMWrU_?=]2<R@EKMNRPGWt@A<(CA?=WvHJC�i[KYWMWrn�<,>=@A<(CA<(U_HA<R`~PVHxHJ:=<�Z=UQPGWtHJKY]^<
T = 1s (N = 105)

u�9;:=<,KYU=KYHAKgPGWN(BDU=`=KvHJKMBGU=C
u0
h

PVU=`
u−1
h

PG@E<TNO:=BGCA<RU2PGCSHJ:=<�<RWYWMKM>aHJKMN\>L@ABk§E<(N(HJKYBDU�BGF
u(0)

PGU=`
u(−∆t)

@A<RCE><(N(HAKYmD<(WYXPGC2FcBDWMWYBwi[C
u0
h = ûh(0)

�
u−1
h = ûh(−∆t)

u¢~<Æ?LCA<�H�i�B¨s_KMU=`=C&BGFb]^<(CA:=<(CRu 9;:=<£ZQ@AChH�BDU=<
È ?=U=KYFcBG@A]&É8KMC,BDnLHJPGKMUL<R`�n_X�`LKYmIKM`=KYU=fÆHJ:L<£KYU_HA<R@hmGPVWMC [0, 1]

PVU=`
[−1, 0]

KYU�HJB
n
CE?=n=KYU_HA<R@hmGPVWMC2BGF

� � ¾
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9rPVn=WM<b�Luv�D��zTBDU�mG<R@AfG<RU=N(<�@A<(CA?=WvHJC;i[:=<(U�?=CEKMU=f,?=U=KvFcBD@A] ]^<(CA:=<(C�PkH

T = 1sW � bcYxtct{yGbcY?Y&b{bc\Hbct ¦oz{b�p,vUm Y&b{bc\Hbct lvet��G_=pH¬xY&Z]Y&mJzlY&b{bc\Hbct ��\Hz�p,z{ve\Hm;p,_MY&b{bc\Hbct
RNQSi2R2i,°JR�³,Y«»�¥2¥NT ³CQSP�³H�2i,°JPHY«»�¥2¥2R PNQ ³HP2P2¥2¥2RHY«»�¥2¥NT jNQUT*R�³HP2R2�HY«»�¥2¥2R T2QSR2j2P2RNT*jHY«»�¥2¥NT
T2Q °KT&°JRNT&°�Y«»�¥2¥NT �NQS¥�³CT*�2�NTxY«»�¥2¥2R RNQS�NT*P�³HP�³,Y«»�¥2¥NT PNQS¥2�,°J¥2R2PHY«»�¥2¥2R iNQ °J¥2i2R,°J�HY«»�¥2¥2R
�NQ °JR2i2¥2�2¥HY«»�¥2¥2R °KQS¥�³H¥,°2°JiHY«»�¥2¥2R RNQS¥2¥2R2P2jNTxY«»�¥2¥NT RNQS¥2R�³2³HR,°�Y«»�¥2¥2R jNQSj�³CT*j,°KTxY«»�¥2¥2R
³CQS¥�³CT*¥2j2iHY«»�¥2¥2R PNQ °Ji2¥2P2i�³,Y«»�¥2¥2R T2Q ³H¥2j2¥2�2¥HY«»�¥2¥NT T2QS�NT*iNT*�2¥HY«»�¥2¥2R �NQSj�³A°Jj2R2PHY«»�¥2¥2R
�NQSj2�2j2i2�,°�Y«»�¥2¥2R PNQS¥2iNT*iNT2TxY«»�¥2¥2R T2QS�2¥�³A°KT*�HY«»�¥2¥NT T2QSRNT*R2i2��³,Y«»�¥2¥2R �NQS¥2¥2i2i2j2jHY«»�¥2¥2R

WM<RULfGHJ: 1
n

�kPGUL`bHA:=<RUb<RPGNO:8CE _?QPG@A<"KYC�`=KYmIKY`=<R`bKMU�HAB|HJ@AKMPGU=fDWY<RC È CA<(<\ZQfD?=@E<��auY�ti[:=<(@A<\i�<�:=PwmG<"NO:=BDCA<(UU�����2,É�u\9;:=<xCE<RN(BDU=`5s_KMU=`�BGFS]2<RCE:=<RC È @A<(Z=U=<R`¯ÉTKYCTBDnaHOPGKYU=<R`�Fc@EBD] HA:=<�ZQ@ECEH[BDUL<�n�X�@A<�ZQU=<(]^<(U_HU=<ePG@
(0, 0)

PGNRN(BD@A`LKMU=f;HJB 
yPG?=fD<(W¼� C.>=@ABINR<(`=?=@E<o� � �G��u0q�PG]2<RWvXD�
Ω
KYC.`=KYmIKY`=<R`bKMU�HAByCEKvd�n=KMf|HA@AKgPVU=fDWM<(C �BDUÆHJ:=<8HJ:=@E<R<�BDUL<RC�i[:=KYNO:�`=B�U=BVHxNRBDU�HJPGKMU

(0, 0)
�P&?=U=KvFcBD@A] ]2<RCE:�KMC�?LCA<R` �.<ePGNO:�n=KYf&HJ@EKgPGULfDWM<NRBDU�HOPVKMU=KYU=f

(0, 0)
KMC\`LKYmIKM`=<(`2PGNRN(BD@A`=KYU=fxHJBbHJ:=<[@APVHJKYBDC

( i
n
)n, 1 ≤ i ≤ n

��i[:=<(@A<
β ≥ 1

(1−α)

PGWYBDU=f
HJ:=<|CEKM`=<(Cti[:=KMNO:�<(U=`,PVH

(0, 0)
PVU=`�ZQUQPVWMWYX�`=KvmIKM`=<�?=U=KYFcBG@A]2WYXx<RPGNO:�BGFQHJ:L<RCA<;ChHJ@EKM>=C È CA<(<TZQfD?=@E<;�Lu��i[:=<R@E<�i�<b:QPemD<bNO:=BDCE<RU�U�����2�PGU=`

β = 1.8
É�ut¥<�HJ:=<(U£@E<R>=@E<RCE<RU�HoHA:=<xmVPG@AKMPVHJKYBDU=CTBVFSHA:=<b<R@E@ABD@EC
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‖σNh − σ(T )‖0,Ω 5 ‖pNh − p(T )‖0,Ω 5 ‖uNh − u(T )‖0,Ω 6
��1 ‖ωNh − ω(T )‖0,Ω 587
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T = 1sW ��bcYxtct{yGbcYgY&b{bc\Hbct ¦oz{b�p,vUm~Y&b{bc\Hbct lvet��G_=pH¬xY&Z]Y&moz�Y&b{bc\Hbct ��\Hz�p,z{ve\Hm;p,_1Y&b{bc\Hbct
PNQSP2¥�³H�2¥�³,Y«»�¥2¥NT °KQ ³H¥2j2j2R2�HY«»�¥2¥2R T2QS�,°JP,°2°JPHY«»�¥2¥NT �NQ °KT*P2R2PNTxY«»�¥2¥2R jNQSR2P2�2�2¥2jHY«»�¥2¥2R
T2Q ³HR�³H�2¥2�HY«»�¥2¥NT RNQ °J¥2i2P2P2RHY«»�¥2¥2R �NQ ³H�2j2��³CTxY«»�¥2¥2R RNQSj2i2j2R,°JPHY«»�¥2¥2R PNQUT2T2T&°KT*�HY«»�¥2¥2R
T2QUT*j�³Hi2�2�HY«»�¥2¥NT T2QSj2P,°J�2j,°�Y«»�¥2¥2R jNQSj2R2i2P2j2RHY«»�¥2¥2R T2QSi2¥2j2¥2PNTxY«»�¥2¥2R RNQUT*¥2¥2¥2R2�HY«»�¥2¥2R
iNQSiNT*�2P2�NTxY«»�¥2¥2R T2QSRNT*�2�2¥2RHY«»�¥2¥2R °KQS�2P2�2�,°J¥HY«»�¥2¥2R T2QSP,°J¥,°J�NTxY«»�¥2¥2R T2QS�2j2P,°Jj2�HY«»�¥2¥2R
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1/h
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9;:=<":�XIn=@AKY`xFcBD@A]�?LWgPVHAKMBDUoNRBD@E@A<RCE>BGU=`=KMULf[HAB;HJ:=<\]2Kvda<R`xFcBD@E]�?=WMPVHJKYBDU È �Lu��au �*2DÉKMC.BGF_HA:=<\FcBDWMWYB i[KYU=f=�{rKYU=`
(σ̃n+1

h , p̃n+1
h , λn+1

h ) ∈ Σ̃h × Λh

PGU=`
(ũn+1

h , ω̃n+1
h ) ∈ Vh ×Wh

CE?=NO:£HA:QPVH

ũ0
h = ûh(0), ũ1

h = ûh(∆t) ' ûh(0) + ∆t ûh,t(0) +
∆t2

2
ûh,tt(0),

� �D°
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{rKYfD?=@A<��Lu �L��� ����������	���	 ������ ��� ��� ��
1/h

������� � �� �� �  $��"� !� �





1

2µ
(σ̃n+1

h , τh) +
1

λ
(p̃n+1
h , qh) +

∑

K∈Th

∫

K

���
�
(τh − qhδ).ũn+1

h dx + (
��

(τh), ω̃
n+1
h )

−
∑

K∈Th

∫

∂K

λn+1
h (τh − qhδ).nK ds = 0, ∀ (τh, qh) ∈ Σ̃h, n ≥ −1,

(
��

(σ̃n+1
h ), θh) = 0, ∀ θh ∈ Wh, n ≥ −1,

(∆2
t ũ

n
h, vh)−

∑

K∈Th

∫

K

���
�
(σ̃

n, 1
4

h − p̃n,
1

4

h δ).vh dx− (fn,
1

4 , vh) = 0,

∀ vh ∈ Vh, n ≥ 1,

∑

K∈Th

∫

∂K

µh(σ̃
n+1
h − p̃n+1

h δ).nK ds =
∑

K∈Th

∫

∂K∩ΓN

µh.g
n+1 ds, ∀ µh ∈ Λh, n ≥ −1.

È �Lu ½ u ¾ É

9;:=<8N(BD@A@E<RCE>BDUL`=KMU=f2PGWYfD<RnL@JPGKYN�CEXICEHA<R] HJPGsG<(CyHA:=<xFcBDWMWYB i[KYU=f�FcBD@E]
� � ½
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Aσn+1
h + CTun+1

h − ETλn+1
h +HTωn+1

h = 0,

Ppn+1
h −BTun+1

h +GTλn+1
h = 0,

Hσn+1
h = 0,

Mun+1
h − Cσn+1

h +Bpn+1
h = F n+1,

Eσn+1
h −Gpn+1

h = T n+1,

È �Lu ½ u���É

i[:=<(@A<
A, E, H, P, M

PG@E<�HJ:L<TNRBG@A@A<(CA>�BDU=`=KYU=f�]^PVHJ@EKMN(<RCSBGF=HJ:L<|n=KMWYKMU=<RPG@�FcBD@E]^CSBGFQHA:=<T`=K ��<(@A<(U_HHA<R@A]2C�PG>=>�<ePG@EKMU=f�KYU¥ChXICEHJ<(] È �Lu ½ u ¾ É��7PGUL` F n+1 KMCxHJ:L<2CE<RN(BDU=`~]2<R]�n<(@bmG<RN�HJBD@8PVHxHJ:L< n + 1HAKM]2<2ChHJ<(>�BGnLHOPGKYU=<R`¥n�X~>=?aHAHJKYU=f=�tKYU¥HA:=<�@AKYfD:�HE�ª:QPGU=`¥CAKM`L<&BGF;HA:=<&FcBD?=@hHJ:�<( _?QPVHJKYBDU~BVF[CEXICEHA<R]
È �Lu ½ u ¾ Ép�.HJ:=<,]^PGCACEKMN�FcBD@AN(<�HJ<R@E]�PGU=`¥PGWMW0HJ<R@E]^CxFcBD@E]^<(@xHJB�HJ:=<,HJKY]^<�ChHJ<(>~U����Du29;:_?=C8i�<^fG<(HHA:=<b<�da>=WMKYNRKvH|FcBD@A] BGF

F n+1 �
F n+1
|K = 4P 0

h|Kf
n, 1

4 +
���
�

(2(σnh|K − pnh|Kδ) + (σn−1
h|K − pn−1

h|K δ)) +
4

∆t2
(2unh|K − un−1

h|K ).

{rKYUQPGWYWYX
T n+1 N(BD@A@E<RCA>�BDU=`LC�HJB�HJ:=<[HJ@APGN(HAKMBDU2BDU2HJ:=<oqo<(?=]&PVU=U&n�BD?=U=`=PG@EX ΓN

PVH"HJ:=<
n+1

HAKM]2<ChHJ<R>�u&9;:=<2 _?QPGU�HJKvH�X
σn+1
h , pn+1

h , ωn+1
h

PGU=`
λn+1
h

FcBD@
n = −1

PGU=`
n = 0

�0U=<(<R`=<(`¥HAB£ChHOPG@hHHA:=<oKY]^>LWMKMN(KYH0CANO:=<(]^< È �Lu ½ u���É��_PV@A<yBDnLHOPVKMU=<(`^n�X,@A<(CABDWvmIKMU=fbHJ:=<[FcBDWYWMBwi[KMU=f�CEXICEHA<R] PVH
n = −1

PGUL`
n = 0

�




Aσn+1
h − ETλn+1

h +HTωn+1
h = −F n+1

1 ,

Ppn+1
h +GTλn+1

h = F n+1
2 ,

Hσn+1
h = 0,

Eσn+1
h −Gpn+1

h = T n+1,

È �Lu ½ u�°DÉ

i[:=<(@A<
F n+1

1 , F n+1
2

PG@A<|CE<RN(BDU=`2]^<(]�n<(@ACrmG<RN�HJBD@"PVH0HJ:=<
n+1

HAKM]2<TChHJ<R>,BDnaHOPGKYU=<R`�n�X8@A<R>LWgPGN(KMU=fHA:=<�mGPV@AKgPVn=WM<
un+1
h

n�X�KYHACxKMU=KvHJKMPGWSmVPGWY?=<�KMU�HJ:L<,Z=@ACEH8PGUL`¥CE<RNRBGU=`~<( I?=PVHJKYBDU=C�BGFTChXICEHJ<(] È �Lu ½ u���ÉPGUL`&>=?LHEHJKYU=f�HA:=<RCE<�HJ<(@A]2C�KYU^HA:=<o@EKMfD:�Hh��:QPGUL`^CEKM`=<Vu\¡�U&CEXIChHJ<R] È �au ½ u���Ép�Ii�<�ChHOPG@hHTn�X2<RWYKM]2KMUQPVHAKMU=f
σn+1
h

PGU=`
pn+1
h

PGU=`£PVF HA<R@|i�<8<(WMKM]2KMU=PVHJ<[ZQ@AChHJWvX
ωn+1
h

PGU=`5CE<RNRBGU=`=WYX
un+1
h

u"9;:=<RCE<8<(WMKY]^KYUQPVHJKYBDU=CPG@E<x]&PV`=<x<RWY<R]2<RU�Hyn_X�<RWM<(]^<(U�Heu ! F HA<R@;HJ:LKMC;>=@EBaN(<R`=?=@E<G�Qi�<bZ=U=`�HA:=<xFcBDWMWYBwi[KMU=f�ChXICEHJ<(]£�
Rλn+1

h = Fn+1, È �Lu ½ u ½ Éi[:=<(@A<
R = GP−1GT + EA−1ET − EA−1HT (HA−1HT )−1HA−1ET−

(EA−1HT (HA−1HT )−1HA−1CT − EA−1CT +GP−1BT )(M + CA−1CT

+BP−1BT − CA−1HT (HA−1HT )−1HA−1CT )−1(CA−1HT (HA−1HT )−1HA−1ET

− CA−1ET − BP−1GT ),

� � �
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PGU=`
Fn+1 = T n+1 − (EA−1HT (HA−1HT )−1HA−1CT − EA−1CT

−GP−1BT )(M + CA−1CT +BP−1BT − CA−1HT (HA−1HT )−1HA−1CT )−1F n+1.

9;:=<8]^PVHA@AKvd
R
KMC[CEXI]2]^<�HJ@AKYNxPGU=`�>�BDCAKvHJKYmG<x`=<(Z=U=KYHA<Gu

� � ��� � 
�� � ��� ��� �
~<|@E<R>=@E<RCE<RU�H\HJ:=<�mGPV@AKgPkHJKMBGU=C7BGFQHJ:=<T<R@A@EBD@AC ‖σNh − σ(T )‖0,Ω

� ‖pNh − p(T )‖0,Ω
� ‖uNh − u(T )‖0,ΩPGU=` ‖ωNh − ω(T )‖0,Ω

�=i[KYHJ:�@A<(CA>�<RN�HoHAB2HA:=<8]2<RCE:£CEKMl(<8:��¯KYU5Z=fD?=@A<8�Lu ¾ PVU=`�Z=f&�Lu��Lu�9;:=<bHJKM]2<CEHJ<(>
∆t

KMC;CE<RWY<RN(HA<R`Æ<( _?QPGWMWvX&HAB2HA:=<8]2<RCE:�CEKMlR<b:�u ! `LBD?=n=WY<�WYBDf�PG@EKYHA:=]^KYNoCENePGWY<�iTPGCy?=CA<(`ÆCA?LNO:HJ:QPVHxHA:=<�CAWYBD>�<�BGF�HJ:=<�N(?=@EmG<RCbXaKY<RWY`=C�HJ:L<�BD@A`=<(@xBGF�NRBDU�mD<(@AfD<(U=NR<
O(h)

FcBD@�@E<(ZQUL<R]2<RU�H�]^<(CA:=<(C
È CA<(<�ZQfD?L@A<£�Lu��DÉ2PGN(NRBD@E`=KMULf¥HJB�HJ:L<£HJ:L<RBD@E<(HJKYNePGW[@E<RCA?LWYHJC(�[PGU=` O(h

2

3 )
FcBD@,?=U=KvFcBD@A]2KMULf�]2<RCE:=<RC

È CA<(<8ZQfG?=@A<��Lu ¾ É;`L?=<8HAB2HA:=<�CEKMU=fD?LWgPG@;n�<R:QPemIKMBG@oBGF0HJ:=<8CABDWY?LHJKYBDU=C(uT¡�UÆ90PGn=WY<8�au �&PGU=`�90PGn=WY<��Lu ¾iT<,CA?L]^]^PG@AKYlR<�HJ:=<�@E<RCA?LWYHJCxBGUÆHJ:=<�<(@A@ABG@AC�KYU�nBGHA:ÆHJ:=<�?LU=KYFcBD@E] PVU=`�@A<�ZQU=<R`�]2<RCA:L<RCRu�}.<(Hx?=C]^<(U_HAKMBDU�HJ:QPkH�HJ:L<�KM]2>=WMKYNRKvHxKMU�HJKM]2<2CANO:=<(]^<�>�BDCECA<RCECA<(C2ULBÆWMKY]^KvHOPVHAKMBDUÆBGU~HJ:=<2HJKY]^<2CEHA<R>�PGU=`NRBDU�mD<(@AfD<(U=NR<�@E<RCE?=WYHAC8CE<R<R]�HJB£n<2n�<(HAHA<R@bHJ:QPVU~BDU=<(C�KYU�HA:=<&NRPGCA<^BGF|<pdL>LWMKMN(KYH�KMU�HJKY]^<,CENO:=<R]2<Gu9;:QPVH�HA:I?LCxCA?=fDfG<RCEHAC�HJ:QPkH�HJ:=<�KM]2>=WMKYNRKYH[KYU�HJKY]^<�CANO:L<R]2<�KMC�>=@E<(Fc<(@JPGn=WY<8HAB�HJ:=<�<pda>=WMKYNRKYHoKMU£HJKM]2<CANO:=<(]^<Vu

9rPGnLWM<b�Lu��L��zTBDU�mD<(@AfD<(U=NR<8@A<(CA?=WvHJC;i[:=<RU£?=CAKYU=f,?=U=KvFcBD@A] ]^<(CA:=<(CoPkH
T = 1s

i[KYHA:
∆t = hW��

∆t
��bcYxt�t{yGbcY?Y&b{bc\Hbct ¦oz{b�p,vUm Y&b{bc\Hbct lvet��G_=pH¬xY&Z]Y&mJzlY&b{bc\Hbct ��\Hz�p,z{ve\Hm;p,_1Y&b{bc\Hbct

RNQSi2R2i,°JR�³,Y«»�¥2¥NT °KQS�2�2¥NT2T*�HY«»�¥2¥2R RNQSP�³H�2¥2�2¥HY«»�¥2¥NT PNQS�,°2°JiNT*¥HY«»�¥2¥2R ³CQSj2i,°JR2�2RHY«»�¥2¥2R
T2Q °KT&°JRNT&°�Y«»�¥2¥NT PNQ °KT*j2j2i�³,Y«»�¥2¥2R T2Q °JiNT*j2P2�HY«»�¥2¥NT T2Q ³H�,°J¥,°o³,Y«»�¥2¥2R °KQ ³H�2¥,°2°JRHY«»�¥2¥2R
�NQ °JR2i2¥2�2¥HY«»�¥2¥2R RNQ ³A°Jj�³Hi2¥HY«»�¥2¥2R T2QSR2R2P2�2i2�HY«»�¥2¥NT T2QSR2R2P,°Ji�³,Y«»�¥2¥2R PNQS�2i2�2¥2¥NTxY«»�¥2¥2R
³CQS¥�³CT*¥2j2iHY«»�¥2¥2R RNQSR2i2i,°Ji,°�Y«»�¥2¥2R T2QS¥2RNT*iNT&°�Y«»�¥2¥NT iNQS�2R�³CT2T2TxY«»�¥2¥2P PNQSP2P�³HR,°JiHY«»�¥2¥2R
�NQSj2�2j2i2�,°�Y«»�¥2¥2R RNQS¥2R2R,°J�2PHY«»�¥2¥2R �NQUT*�,°JP2�2¥HY«»�¥2¥2R ³CQSR,°o³2³2³H¥HY«»�¥2¥2P PNQS¥NT*P,°KT*jHY«»�¥2¥2R

90PGn=WM<b�au �=��zTBGU_mG<R@EfD<RU=N(<�@E<RCA?LWYHJC;i[:=<(U�?=CEKMU=f,@E<(ZQU=<(`�]2<RCE:=<RCyPVH
T = 1s

i[KYHJ:
∆t = hW��

∆t
��bcYxt�t{yGbcY?Y&b{bc\Hbct ¦oz{b�p,vUm Y&b{bc\Hbct lvet��G_=pH¬xY&Z]Y&mJzlY&b{bc\Hbct ��\Hz�p,z{ve\Hm;p,_1Y&b{bc\Hbct

PNQSP2¥�³H�2¥�³,Y«»�¥2¥NT RNQS�2��³2³H¥2�HY«»�¥2¥2R T2QUT*j,°2°J�2�HY«»�¥2¥NT PNQSP,°J�2�2R2iHY«»�¥2¥2R PNQ ³HP2j2i2�2PHY«»�¥2¥2R
T2Q ³HR�³H�2¥2�HY«»�¥2¥NT T2QS��³A°JR2�NTxY«»�¥2¥2R jNQSP,°2°JP2P2�HY«»�¥2¥2R T2Q ³H�NT*�2P2�HY«»�¥2¥2R RNQS¥NT4³HP,°J�HY«»�¥2¥2R
T2QUT*j�³Hi2�2�HY«»�¥2¥NT T2QS¥NT4³A°2°o³,Y«»�¥2¥2R °KQUT2T2T*�2R2�HY«»�¥2¥2R T2QUT*R,°JP�³HjHY«»�¥2¥2R T2QSP2¥,°Ji2i2¥HY«»�¥2¥2R
iNQSiNT*�2P2�NTxY«»�¥2¥2R ³CQS�2R2P2P2iNTxY«»�¥2¥2P PNQS¥2P2�2�2iNTxY«»�¥2¥2R iNQSR�³CT4³A°J�HY«»�¥2¥2P �NQSj2P2�NT*¥NTxY«»�¥2¥2P
³CQS¥2i,°2°Ji2�HY«»�¥2¥2R �NQS�2j2�2�2�2�HY«»�¥2¥2P RNQ °KT*R2�2RNTxY«»�¥2¥2R jNQS�,°J¥�³HP�³,Y«»�¥2¥2P ³CQSj,°KT*j2j,°�Y«»�¥2¥2P

�w� 2
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¡�U,HJ:=KYCtiTBG@As¯��iT<yCEHA?=`LX�HJ:L<y@E<(ZQUL<R]2<RU�H�BGF�fD@EKM`=C0FcBD@\HJ:=<[`=?QPVW=]^Kjda<R`�ZQU=KvHJ<;<RWY<R]2<RU�H�]^<�HJ:=BI`FcBD@�H�iTBÆH�XI>�<RC�BGF[>L@ABDn=WY<R]2CR��HJ:L<�ZQ@AChH�BDU=<�N(BDU=N(<R@AULC�HJ:=<�WYKMU=<RPG@�<RWgPVCEHJKYNRKvH�X¥>L@ABDn=WY<R] PGU=`�HA:=<CE<RNRBGU=`£BGU=<xHJ:=<bWMKYU=<ePV@|<RWMPGCEHABa`LXIUQPV]^KYN�>=@ABGn=WM<(]£u
{QBD@|HJ:L<RCA<xH�i�B^H�XI>�<RC[BGF0>=@ABDnLWM<R]2C[PGU=`�KMU5U=BGU=@A<(fD?=WgPV@|`=BD]^PGKMULCR�aHA:=<b]^Kjda<R`�ZQU=KvHJ<x<RWY<R]2<RU�H]2<(HA:=Ba`LC0PVUQPGWYXIl(<R`�?LU_HAKMW�U=Bwi¨@E<RWMPVHJ<\HJB[HJ:L<�>=@EKM]^PGWD]2Kvda<R`�]2<(HJ:LBa`=C(u 'y<R@E<G�Vi�<T:=PwmG<�N(BDU=CEKM`=<(@A<R`Py`=?QPGWI]^Kjda<R`�FcBD@E]�?=WMPVHJKYBDUxi[KYHJ:8@A<(`=?=NR<(`�CEXI]2]^<�HJ@EXbi[:=BGCA<|?=ULsIULB i[U�F PGN�HJBD@ECtPG@E<�HA:=<�HA<RU=CEBD@tBGF`=<�FcBD@A]^PVHAKMBDU=C(�kHA:=<|>=@E<RCECA?=@E<G��HJ:=<T`=KMCE>=WgPGN(<R]2<RU�HrPGU=`�HJ:L<|@ABGHJPVHJKYBDUQPGW�BVF¯`=KMCE>=WgPGN(<R]2<RU�H;��� �G��ur9;:LKMCFcBD@E]�?=WMPVHJKYBDU�KYC.@ABDn=?LCEHSKMUxHJ:L<�CE<RU=CE<�HA:QPVHSKYH�B mG<R@ENRBD]2<RC7HJ:=<"WYBaNOs_KMULf;>=:=<RULBD]^<(U=BDUbi[:=KMNO:8PG>=>�<ePV@ACi[:=<(U�HA:=<,]&PkHJ<R@EKgPGWSKMCxN(WMBDCE<�HJB�HJ:L<2KYU=NRBG]^>=@E<RCECAKMnLWM<�ChHOPVHA<2K�u�<Vu�FcBD@

λ
mG<R@hX�WgPG@EfD<���°k�¼u 6�<RNePV?=CA<BGF7fG<RBD]2<(HA@AKMNRPGW¯CAKYU=fD?=WMPG@AKvHJKM<(C�PGU=`�i[KYHA:&HJ:L<xPGKM]¦BVF7@A<RChHJBD@EKMU=f8HJ:=<�BG>LHJKY]&PGW¯N(BDU�mD<R@EfD<RULNR<b@JPVHA<�BGFHA:=<�]2<(HJ:LBa`���iT<�KM]2>BDCE<�P&>L@AKMBG@AKSCABD]2<�@E<(ZQU=<(]^<(U�Hb@A?=WY<RC�BVF\HJ:=<�fG@AKM`LC�KMU�BD@A`=<(@�HJB&@A<RNRPG>LHA?=@A<BD>aHJKM]^PGWSBD@A`L<R@xBGF�NRBGU_mG<R@EfD<RU=N(<&BGF"HA:=<,KMU�HJ<(@A>�BDWgPVHA<RC(u89;:=<,]^PGKMU�KMU=fD@E<R`=KY<RU�HxKYC�HJ:=<�s_U=Bwi[WM<(`=fD<BGF�HJ:L<2CEKMU=fG?=WgPG@�n<(:QPemaKYBD@bBGF�HJ:=<,CABGWM?LHAKMBDU����D°k�"KYU�BG@A`=<(@�HJB�`=<(HA<R@A]2KMUL<�HJ:=<,@A<RPGW\@A<(fD?=WMPG@AKvH�XÆBGFHA:=<�CABDWY?LHJKYBDU�KMU�HA<R@A]2CxBGF�iT<(KMfD:�HA<R`~�aBDn�BDWM<�mÆCA>=PGNR<(CRu29;:=<�ZQU=KYHA<�<RWY<R]2<RU�HJCbNRBGU=CAKY`=<R@E<R`¥PG@A<,BGFHA:=<

BDM1

F PG]2KMWYX2ChHOPGn=KYWMKYlR<R`�n�X�HA:=<bn=?=n=nLWM<RC�� �L� ½ ��u
{QBD@�HJ:L<�`L?QPGWx]2Kvda<R` ZQU=KvHJ<�<RWY<R]2<RU�H�]^<�HJ:=BI` FcBD@�WMKYU=<ePV@�<RWMPGCEHAKMNRKvH�X«>=@EBDn=WY<R] ��P�U=<�i©P>�BDCEHA<R@EKMBD@EK|<R@E@ABD@,<RChHJKY]&PVHABD@�KMC,KYU_HA@ABI`=?=N(<R`«PVU=`¬PVUQPGWYXIl(<R`³���32 �¼u!¡ªH&KYC2CE:=Bwi[U!HA:QPVH,HJ:=KYC,<R@A@EBD@<(CEHJKY]&PkHJBD@,KMC,@E<RWMKMPGn=WY<£PVU=`¬<�$^N(KM<(U_H^FcBD@2CAKM]2>=WvX_�ªNRBDULU=<RN�HJ<R`!`=BD]^PGKMULC^PVU=` PGWYCAB�FcBD@^]�?=WYHAKM>=WvX_�N(BDU=U=<(N(HJ<(`&`=BG]&PGKYU=CRu09;:=<yWMBwiT<(@�PGU=`2?=>=>�<R@"<R@E@ABD@"n�BD?=U=`=C"BDnaHOPGKYU=<R`2PG@E<y?LU=KYFcBD@E] i[KvHJ:2@A<RCE><(N(HHAByHA:=<|}7PG]��"NRBI< $2NRKY<RU�H

λ È HJ:_?=CrPwmGBDKM`LKMU=f[HJ:=<�CABk��NePVWMWM<(`8WYBaNOs_KYU=fo<���<(N(HOÉ�ur9;:L<T<RChHJKY]&PVHABD@7PGWYWMBwi[CPGU�PG`QPG>aHJKYmG<\ZQU=KYHA<�<(WM<(]^<(U_H0CANO:L<R]2<�i[:=KYNO:�@A<�ZQU=<RCrPofDKvmD<(U�fD@EKM`�BDU=WYX�KMU�@A<RfGKMBDU=C7i[:=<(@A<�HA:=<�<R@A@EBD@KYC8@E<RWgPkHJKYmG<RWvX�WgPG@EfD<&PVU=`~HJ:_?=C�@A<RChHJBD@EKMU=f�HJ:=<^BD>LHAKM]^PGW\NRBDU�mG<R@AfG<RU=N(<�@APVHJ<2i[KYHA:�P�WYB i�<R@8NRBDChH�BGFNRPGWMN(?=WgPVHAKMBDULCRu 
[<RWMKMPGn=KYWMKYH�XG�R<�$^N(KM<(U=N(X�PGUL`8@EBDn=?=ChHJU=<(CACrBVF=BD?=@.<(CEHAKM]^PVHJBD@.:=PwmG<�n�<R<(U�N(BD@A@EBDnBG@JPVHA<R`n�X«CE<(mG<R@JPVWxUI?L]^<(@AKMNRPGWoHA<RChHJCRu ! CEHA@JPVHA<RfGX¬nQPGCA<(`¢BGU«HJ:=< �(@E<R`a�ªfD@A<(<RUa�ªn=WM?L<Æ@A<�ZQU=<R]2<RU�H �ÆiTPGCKY]^>=WY<R]2<RU�HJ<(`�CE?=NRN(<RCAChFc?=WMWvX�� � ½ ��ut{0KMUQPGWYWYXG� HA:=<THA<RNO:=U=KY _?=<;`=<(mG<RWYBD><(`�HJBx<(CEHOPVn=WMKYCA:�HA:=KMC0<RCEHAKM]^PVHJBG@NRPGU5n<b<�dIHA<RU=`=<(`�HJB�HA:=<xHJ:=@E<R<��ª`=KM]2<RULCAKMBGUQPGW�NRPGCA<Vu
{QBD@;HJ:=<�WMKYU=<ePV@;<RWgPVCEHJBI`LXIUQPG]2KMNx>L@ABDn=WY<R]��=iT<�:QPemD<8NRBDULCEHJ@E?=N(HA<R`�PGUL`�PGU=PGWYXICA<(`ÆP,ZQU=KYHA<b<RWM<p�]2<RU�H�]2<(HA:=BI`�?=CEKMU=f�`L?QPGWS]^KjdL<(`�FcBD@E]�?=WgPkHJKMBGU5FcBG@�CA>=PGNRKMPGW7`=KMCENR@A<�HJKYlePVHAKMBDU�PGU=`�HA:=<�<�da>=WYKMN(KYHyBD@KY]^>=WYKMN(KYHyqo<�i[]&PV@As�CANO:=<(]^<�FcBD@yHJ:=<�HAKM]2<8`=KYCAN(@A<(HAKMlRPVHJKYBDU¨�j� � ��u 8�?=@oFcBD@A]�?LWgPVHAKMBDU�@A<( I?LKM@A<(CxWM<(CAC@E<RfD?=WMPG@AKvH�X&BGU�`LKMCA>LWgPGN(<R]2<RU�H;HJ:QPVU£ChHOPGU=`=PG@A`�BDU=<Vu
8�>LHJKY]&PVW8BD@E`=<R@

L∞ ��KYUa�ªHAKM]2< L2 �ªKMUa�ªCA>QPVNR<�P >=@AKYBD@AK8<R@E@ABD@�<(CEHJKY]&PkHJ<RCÆPG@A<¨`=<(@AKvmD<R` PGU=` P
�w� ¾
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 I?=PG`=@JPkHJKMN�NRBDU�mD<(@AfD<(U=NR<2@JPkHJ<�KYUÆHJKY]^<bFcBD@�HA:=<�Fc?=WYWYX�`=KMCENR@E<(HJKYlR<(`�CANO:=<(]^<�:QPVC�n<(<RU�<RChHOPGnLWMKMCE:=<R`FcBD@�n�BGHJ:�HJ:=<^<�da>=WYKMNRKvH8PGU=`~HA:=<&KY]^>=WYKMN(KYHxU_?=]2<R@EKMNePVW�CENO:=<R]2<RC(u�{Q@ABD] HA:=KMC8>BGKMU�H�BGF;mIKM<(ib�0HJ:=<NRBD]2>=WM<pdaKYH�X5BGF\N(<R@hHOPGKYU£>=:�XICAKYNePGW0]^BI`=<(WMC[@A<( I?LKM@A<8PGU£< �<RN(HAKYmG<�>=@ABINR<(`=?=@E<�nQPGCE<R`ÆBGU£HJ:L<�]2Kvda<R`ZQU=KYHA<b<RWM<(]^<(U�H[]^<�HJ:=BI`�u98�U�HJ:=KYCy¡�PGKY] >=@EKM]^PG@AKYWYX�H�i�B^`=KY@A<(N(HJKvmD<(CyBVFr@E<RCA<RPG@ANO:��

B � � � ��
 � � ��
��	� ��/ � � � � 
�� � � � � � � � � ��� � � � � �	��� � ���7� 
 � � � � ������� �*0HJ:=<&KMU�HJ<(@A<RChH�FcBD@�HJ:=<�]2BD@hHOPG@�]^<�HJ:=BI`�:QPVC�KMU=N(@A<RPGCA<(`¨NRBDU=CEKM`=<(@JPGnLWYXDu�¡�U=`=<R<(`�]^BD@hHOPG@bZL�U=KYHA<x<RWY<R]2<RU�He�aKMU�HJ@EBa`=?LNR<R` 6T<(@AUQPV@A`=K��QÇ�PG`=PwX�PGU=` �rPVHA<R@AP,WYKMsV<xP�`=BD]^PGKMU&`=<RN(BD]^>�BDCEKYHJKYBDU]^<�HJ:=BI`��"B��<R@EC�HJ:=<�>�BDCACEKMn=KYWMKvH�X�BGFoi�BD@EsIKYU=fÆi[KYHA:�NRBD]2>=WM<�HJ<(WYX�KMU=`L<R>�<RU=`=<(U�H^`LKMCAN(@A<�HJKMlRPk�HJKYBDU=C�BDU~HJ:L<&CA?Ln`=BG]&PGKYU=C�>QPG@EHAKYHAKMBDU=KYU=f�HJ:L<&`=BD]^PGKYU
Ω
i[KvHJ:=BD?aH�BwmD<(@AWgPV>=>=KMULf=u59;:=KMC�KMCmD<(@EX�< �<RN�HJKYmG<�KvF�P�CEHA@JPVHA<RfGX�BGF�]^<(CA:a��PG`QPG>aHOPVHAKMBDU�KMC,]2BD@A<5@E<R _?=<RChHJ<(`«BDU«P�>QPG@hHJKYNR?=WMPG@CA?=n�`=BD]^PGKYU�u ! U&Pb>BGCEHJ<(@AKYBD@AK=<(@A@EBD@�PGUQPGWvXaCEKMC"KMCtHA:_?=C�UL<RNR<(CACAPG@EX2HJBxi�BD@As�BD?aH�@E<RWYKgPGn=WY<;PGU=`< �<RN�HJKYmG<�<R@E@ABD@EC�KMU=`LKMNePkHJBD@ECRu�¡[KYU_HA<RU=`ÆHAB�<�dIHA<RU=`�]�X£@A<(CA?=WvHJCxPGWY@A<RPG`LX�<RChHOPGn=WYKMCE:�PGn�BD?LHxP>BGCEHJ<(@AKYBD@AKI<R@E@ABD@rPGUQPGWvXaCEKMCSFcBD@0HA:=<|]2Kvda<R`�Z=U=KYHA<T<RWY<R]2<RU�HJCr]^<�HJ:=BI`�FcBD@SHJ:=<|WYKMU=<RPG@S<RWgPVCEHJKYNRKvH�XHJB,HJ:=<bZQU=KvHJ<b<RWY<R]2<RU�Hy]^Kjda<R`5]^BG@EHOPV@Ru �0BDCECAKYn=WYX5P,>QPG@APGWMWY<RWKM]2>=WM<(]^<(U_HJPVHJKYBDU�BGF0HJ:=<�NRBI`=<n�X5?=CAKYU=f�HJ:=<xHJ<(NO:=U=KY I?L<�Ç �\¡ È �rPVCACAKYU=f&Ç£<RCECJPGfD<�¡�U�HJ<(@EF PGN(<RCOÉ;NRBG?=WM`5n�<�`LBDU=<Gu

B � � � ��
 � � ��
��	� ��/ � � � � 
�� ��� � � � � � � ��� � � � � ����� � ��� ��/ � ����� ��� � ��
��	� ��/�� � � ���30

8�U=<THOPVsIKYU=fxPGCrP�CEHJPG@EHAKMU=fo>BDKYU�Ht]�XbFcBD@E]^<(@0i�BD@As�BDU�]2Ba`L<RWMKYU=fyn_X�]^Kjda<R`�ZQULKYHJ<�<RWY<R]2<RU�HJCHJ:=<�iTPemD<x>=@EBD>QPGfDPVHJKYBDU&KYU�:=BD]2BDfD<(U=<RBD?LCR�LKYCABGHA@ABD>LKMN�PVU=`�<RWMPGCEHAKMNy]^<(`=KM?=]2CR�aPGU=`�i�BD@EsIC;BVF
6 �RNRPGNO:=<V��9SCABDfDskP¨PGUL`
	GBDWYXG�;¡2KYU�HJ<RUL`«HJB�<pdaHA<RU=` HA:=KMC^CEHJ?L`LX¬HAB�HJ:=<�HAKM]2<£`L<R>�<RU=`=<(U�H<RWMPGCEHAKMN|iTPwmG<�>=@EBD>QPGfDPVHJKYBDU�KMU�N(BD]^>LWM<�d�]^<(`=KgP�CE?=NO:�PGC":=<�HJ<(@ABDfD<(U=<RBG?=CTPVU=KMCEBGHJ@EBD>=KMNT]^<(`=KgPBGF0NRBD]2>=WM<pd�fG<RBD]2<(HA@EXDu\9;:L<x?=CA<bBGF7HJ:L<bZ=N(HJKvHJKYBD?=CT`LBD]&PVKMU�]2<(HA:=Ba`�FcBG@|HJ:=<x@E<RCABGWM?LHAKMBDU�BVFHJ:=<�<RWgPVCEHJKYN�`=K ��@APGN(HAKMBDU^BGF.iTPwmG<bn_X&NR@APGNOs_CR�=N(BD?=WM`�n�<xPG`LBD>LHJ<(`�u\¡\HJ:=<(U�:=BD>�<�HJB�<RCEHJPGn=WYKMCA:`LXIUQPG]2KMNbP�>�BDCEHA<R@AKYBD@AK�<R@A@EBD@[<RChHJKM]^PVHABD@ACTFcBG@|HJ:=<�PG?LHABD]^PVHJKYN�PG`QPV>LHOPVHAKMBDU5BGF0fD@EKM`=C(u
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}.<(H
K ∈ Th

n�<¥P�HA@AKgPVU=fDWM<Æi[KvHJ:�mD<(@EHJKYNR<(C
vi = (vxi

, vyi
) i = 1, · · · , 3 u ¥<¥`L<RU=BGHA<¥n�X

g = (g1, g2) =
v1 + v2 + v3

3

HJ:=<�N(<RU�HJ<(@�BGFy]&PVCACRu 6�X
(xi, yi) i = 1, · · · , 3 iT<�`L<RU=BGHA<�HJ:=<]2KM`=>�BDKYU_HACtBGFHJ:=<;HJ:L@A<R<y<R`LfD<RCTPGU=`2n_X

l1, l2 l3
HJ:=<yWM<(U=fGHJ:,BGFHJ:=<(CA<[HJ:=@E<R<y<R`=fG<RCTBVFHA:=<yHA@AKMPGU=fDWY<

K È CE<R<8{rKMfD?L@A<�n�<RWYB ioÉ

K

n = (n1, n2)
a

v3

bc

v2v1

}.<(Hy?=C[@A<(NePGWYW�HJ:L<bZ=U=KYHA<x`=KM]2<RU=CEKMBDU=PGW�CE?=n=CA>=PGNR<
Σ̃h
�

Σ̃h = Sh ×Qh := {(τh, qh) ∈ [L2(Ω)]2×2 × L2(Ω); ∀T ∈ Th : qh|T ∈
¡	�

1(T )
PGUL`

(τh − qhδ)|T ∈ [
¡	�

1(K)]2×2 ⊕ [R
� �I���

bT ]2},

¥<bNO:=BDCA<
φ1, · · · , φ14

PVCoP�nQPVCAKMC[BGF
Sh
�

�w��°



� � ���%$

φ1 =

(
1 0
0 0

)
φ2 =

(
x 0
0 0

)

φ3 =

(
y 0
0 0

)
φ4 =

(
0 1
0 0

)

φ5 =

(
0 x
0 0

)
φ6 =

(
0 y
0 0

)

Sh φ7 =

(
∂b
∂y
− ∂b
∂x

0 0

)
φ8 =

(
0 0
1 0

)

φ9 =

(
0 0
x 0

)
φ10 =

(
0 0
y 0

)

φ11 =

(
0 0
0 1

)
φ12 =

(
0 0
0 x

)

φ13 =

(
0 0
0 y

)
φ14 =

(
0 0
∂b
∂y
− ∂b
∂x

)

9;:=<�n=PGCAKYC&Fc?=U=N�HJKMBGU=C�BGF
Qh

PV@A<�`=<�ZQU=<R`�n�X
ϕ1, ϕ2, ϕ3

u 9;:=<�nQPVCAKMC�Fc?LU=N(HAKMBDU=C&BGFbHJ:=<@ABGHJPVHJKYBDU=C�KMU
Wh

PG@E<oHJ:L<�CJPV]^<oBDU=<RCTPGC�FcBG@
Qh

u\9;:=<�nQPVCAKMC�Fc?=U=N�HJKMBGU=C�BVF.HJ:=<o`=KMCE>=WgPGN(<R]2<RU�HJC�KMU
Vh

PG@E<�`=<(U=BGHA<R`
α1

PGU=`
α2

u�{rKYUQPGWYWYX&HA:=<�nQPVCAKMCyFc?=U=N�HJKMBGU=C�BGF\HA:=<�}7PGfG@JPGU=fG<�]�?=WvHJKY>=WMKY<R@AC;KYU
ΛhPG@A<b`=<(U=BGHJ<(`£n�X

γ1, · · · , γ4

�

Vh α1 =

(
1
0

)
α2 =

(
0
1

)

Wh ϕ1 = 1 ϕ2 = x ϕ3 = y

γ1 = (2− 3t)α1 γ2 = (2− 3t)α2

Λh

γ3 = (3t− 1)α1 γ4 = (3t− 1)α2

�w� ½



��� � ��� �� ��� � � ������� 	�G�������O���
± �¥/24|·bµ�¸�+76���*�´[¸7¸�¶ ·b+.-06(4T´[¸
9;:=<bN(BD]^>�BDU=<(U�HJC[BGFSHJ:=<b@A<(CA?=WvHJKYU=f,WMBINePGWCEHJK ��UL<RCAC[]^PVHJ@EKvd

AK
PG@E<�CE:=Bwi[U�KYU

AK = |K|




α β γ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
β σ υ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
γ υ ν 0 0 0 η 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 α β γ 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 β σ υ −η 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 γ υ ν 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 η 0 −η 0 ρ 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 α β γ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 β σ υ 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 γ υ ν 0 0 0 η
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 α β γ 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 β σ υ −η
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 γ υ ν 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 η 0 −η 0 ρ




,

i[:=<(@A<bHJ:=<b@A<(]&PVKMU=KYU=f�NRBI< $2N(KM<RU�HACyKYU�HJ:=<�PGn�BwmD<b]&PkHJ@AKjd�PV@A<b`=<RULBGHJ<(`£n�X
α β γ σ ν υ ρ η

1

2µ

g2

2µ

g2

2µ

1

6µ
∑3

i=1 x
2
i

1

6µ
∑3

i=1 y
2
i

1

6µ
∑3

i=1 xiyi

l21 + l22 + l23
1440µ|K| − 1

120µ

9;:=<bn=KYWMKMUL<ePG@TFcBG@A]
BK(pK , vK)

@A<(CA?=WvHJC[KMU�HAB2]^PVHA@AKvd
BK �=i[KYHJ:5N(BD]^>�BDU=<(U�HJC

BK = |K|
(

0 1 0
0 0 1

)
.

9;:=<bn=KYWMKMUL<ePG@TFcBG@A]
CK(σK , vK)

@A<RCE?=WYHAC[KMU�HJB,]^PVHJ@EKvd
CK �=i[KYHJ:5N(BD]^>�BDU=<(U�HJC

CK = |K|
(

0 1 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1 0

)
,

9;:=<bn=KYWMKMUL<ePG@TFcBG@A]
HK(σK , θK)

@A<RCE?=WYHAC[KMU�HJB�]^PVHJ@EKvd
HK �=i[KvHJ:5NRBG]^>�BDU=<(U_HAC

HK = |K|




0 0 0 −1 h1 h2 0 1 −h1 −h2 0 0 0 0
0 0 0 h1 h3 h4 h6 −h1 −h3 −h4 0 0 0 0
0 0 0 h2 h4 h5 0 −h2 −h4 −h5 0 0 0 h6


 ,

i[:=KYWM<�HA:=<b@A<(]&PGKYU=KMULf�NRBI< $2NRKY<RU�HJCoPG@E<
h1 h2 h3 h4 h5 h6

−g1 −g2 −
3∑

i=1

x2
i

3∑

i=1

xiyi −
3∑

i=1

y2
i − 1

60

�w� �
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9;:=<�nLKMWMKYU=<ePV@yFcBD@E]

PK(pK, qK) :=
1

λ

∫

K

pKqK dx
@A<(CA?=WvHJCxKYU_HAB�]^PVHJ@EKvd

PK ��i[KYHA:�NRBD]��>BDUL<RU�HJC

PK = |K|




p1 p2 p3

p2 p4 p5

p3 p5 p6


 ,

i[:=KMWY<�HJ:=<b@A<(]&PVKMU=KYU=f�NRBI< $2N(KM<RU�HAC�PG@E<
p1 p2 p3 p4 p5 p6

1

λ

g1

λ

g2

λ

∑3
i=1 x

2
i

3λ

∑3
i=1 xiyi
3λ

∑3
i=1 y

2
i

3λ{QBD@�PVU <R`=fD<
a ∈ ∂K

��HJ:=<¨n=KYWMKYU=<ePG@5FcBD@E]^C
Ea
K(σK , µa) :=

∫
a
(σK .nK)µa ds

PGUL`
Ga
K(pK, µa) :=

∫
a
pKnK .µa ds

@A<RCE?=WYH8KMU�HAB£H�i�B�]&PVHA@AKYNR<RC
Ea
K

PGU=`
Ga
K

@E<RCE><(N(HJKvmD<(WYX�i[KYHJ:NRBD]2>BGU=<RU�HJC

Ea
K =

l

2




E11 E12 E13 E14 E15 E16 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E11 E12 E13 E14 E15 E16 0
E31 E32 E33 E34 E35 E36 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 E31 E32 E33 E34 E35 E36 0


 ,

i[:=KYWM<�HA:=<b@A<(]&PGKYU=KMULf�NRBI< $2NRKY<RU�HJCyPG@E<
E11 E12 E13 E14 E15 E16 E31 E32 E33 E34 E35 E36

n1 n1vx1
n1vy1 n2 n2vx1

n2vy1 n1 n1vx2
n1vy2 n2 n2vx2

n2vy2PGUL`

Ga
K =

l

2




G11 G12 G13

G21 G22 G23

G31 G32 G33

G41 G42 G43


 ,

i[:=KYWM<�HA:=<b@A<(]&PGKYU=KMULf�NRBI< $2NRKY<RU�HJCyPG@E<
G11 G12 G13 G21 G22 G23 G31 G32 G33 G41 G42 G43

n1 n1vx1
n1vy1 n2 n2vx1

n2vy1 n1 n1vx2
n1vy2 n2 n2vx2

n2vy2i[:=<(@A<
v1 = (vx1

, vy1)
�
v2 = (vx2

, vy2)
�
l
PGU=`

(n1, n2)
`=<(U=BGHJ<,mD<(@EHAKMNR<(C&�0WM<RULfGHJ:¥PGU=`�HJ:=<BD?LH�iTPG@A`£U=BD@A]^PGW�mD<RN�HJBD@oPGWYBDU=f�HJ:L<�<(`=fD<

a
u

$ �©/�+7´[¸ /�* + !�´ ´;µ�6R¶ 6(*5·b+76�/8* ��-0/^4�´[1�3�-0´
¡�U£HJ:L<�<(WMKY]^KYUQPVHJKYBDU2>=@ABINR<(`=?=@A<V�Qi[:=KMNO:£KMC;]^PG`=<x<RWY<R]2<RU�Hyn�X5<RWM<(]^<(U�He�=BDUL<8]�?LCEH[CA:LB i�HJ:QPVHoPGWYW]&PVHA@AKYNR<RC�NRBD@E@A<(CA>�BDU=`=KYU=f�HJB8HJ:=<o<RWMKY]^KYUQPVHAKMBDU=C"PV@A<�PkH|WM<RPGCEHTKMU�mD<(@EHAKMn=WY<Gu\{rKY@AChHJWYX�WM<(HT?=C|U=BVHJ<oHA:QPVHHJ:=<8]&PVHA@AKjd

A
KMC[n=WMBINb`=KgPVfDBDUQPGW��=CEXI]2]^<�HJ@EKMN�PGU=`£>BDCEKYHAKYmD<b`=<�ZQU=KvHJ<Gu|{¯BG@[HA:=<�]&PVHA@AKjd

CA−1CT

� �*2
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��G� ����� ���&���O� ���a�J�
KvH;KMC;<RPGCEX�HAB2CE<R<xHJ:=PVHyKYH;KYC[PGWMCEB�n=WMBINx`=KgPVfDBDUQPGW��aChXI]^]2<(HA@AKMNbPVU=`5>BDCEKYHAKYmD<x`L<(ZQU=KvHJ<Vu�qyBwi³WM<�H[?=CCE:=Bwi�HJ:=PVH[HJ:=<b]^PVHJ@EKvd

W
`=<�ZQU=<R`£n�X

W = HA−1CT (CA−1CT )−1CA−1HT −HA−1HT ,KYCTCEXI]2]^<�HJ@EKMNxPGUL`�>BDCEKYHAKYmD<�`=<(ZQULKYHJ<Vu\¡�U=`=<(<R`��QKvH|KMCTNRWM<RPG@THA:QPVH
W

KMC|ChXI]^]2<(HA@AKMNVut¡ªH;@E<R]^PGKMU=C�HJB>=@EBwmD<�HA:QPVH|KvH|KYCT>�BDCAKvHJKYmG<o`L<(ZQU=KvHJ<Vu "�<RU=BVHJKMULf�n�X
(., .)

HA:=<�¡	
 2 ��CENePGWMPG@�>L@ABI`=?=N(HR� S = HA−1HT �
L = CA−1HT PGU=` K = CA−1CT �=HA:=<b]&PVHA@AKjd W ]&PeX�n�<b@A<�i[@AKYHEHJ<(U��

W = S − LTK−1L.

(Wλ, λ) = (Sλ, λ)− (K−1Lλ, Lλ).}.<(H
u = −K−1Lλ

u"9;:=<RU
Lλ = −Ku PGU=`

(Wλ, λ) = (Sλ, λ)− (Ku, u)

= (Sλ, λ) + (Ku, u)− 2(Ku, u)

= (Ku, u) + 2(Lλ, u) + (Sλ, λ)

=

((
K L
LT S

)(
u
λ

)
,

(
u
λ

))

¥<�PG@A<�HA:I?LCon=@EBD?=fD:�H[nQPVNOs�HJB,CA:=Bwi³HA:QPVH;HA:=<b]&PVHA@AKjd
M :=

(
K L
LT S

)
=

(
CA−1CT CA−1HT

HA−1CT HA−1HT

)
.

KYC;>BDCEKYHAKYmD<x`L<(ZQU=KvHJ<Vu
(
M

(
u
λ

)
,

(
u
λ

))
=

((
CA−1CT CA−1HT

HA−1CT HA−1HT

)(
u
λ

)
,

(
u
λ

))

=
(
CA−1CTu, u

)
+
(
CA−1HTλ, u) +

(
HA−1CTu, λ

)
+
(
HA−1HT , λ

)

}.<(H
v = CTu

PGU=`
ν = HTλ

�=HJ:=<(U
(
M

(
u
λ

)
,

(
u
λ

))
=
(
A−1v, v

)
+
(
A−1ν, v) +

(
A−1v, ν

)
+
(
A−1ν, ν

)

=
(
A−1(v + ν), (v + ν)

)

≥ c||v + ν||29;:=KYC�>=@ABwmG<5HA:QPVH
M

KMC�CA<R]2Kv�ª>BGCAKYHAKYmG<&`=<�ZQU=KYHA<Gu¨{QBD@�>=@ABwmIKMU=f�HA:QPVH
M

KMC�P�>�BDCEKYHJKvmD<�`L<(ZQU=KvHJ<]^PVHJ@EKvd��KYH�CA? $^N(<�HJB8CA:=Bwi HA:QPVH�KYH�KMC�KMU�mD<(@EHJKYn=WM<Vu 6�X2ChHOPGU=`=PG@A`�9;:L<RBD@E<R] BGF.WMKYU=<ePV@"PGWMfD<(n=@JPbHJ:=KYCKYC;<R _?=KYmVPGWY<RU�H;HJB,>=@EBwmD<bHJ:QPVH;HA:=<xFcBDWMWYBwi[KMU=f�FcBG@A] KYC;KMUk§E<(N(HAKYmD<
T :

¡	
 2 × ¡	
 3 −→ ¡	
 2 × ¡	
 3

(η, ξ) 7−→





CA−1CTη + CA−1HT ξ

HA−1CTη +HA−1HT ξ

� �=�



� � ���%$
}7<�H[HJ:_?=C

(η, ξ) =
(
(η1, η2, η3), (ξ1, ξ2)

)
∈ ¡	
 2 × ¡	
 3 CA?=NO:�HJ:QPkH





CA−1CTη + CA−1HT ξ = 0

HA−1CTη +HA−1HT ξ = 0

9;:I?LCR�¯iT<b:QPemD<




(
η, CA−1CTη + CA−1HT ξ

)
= 0

(
ξ,HA−1CTη +HA−1HT ξ

)
= 0

'o<RULNR<




(
A−1CTη, CTη +HT ξ

)
= 0

(
A−1HTη, CTη +HT ξ

)
= 0�a?=]2]^KYU=f�HJ:=<xH�i�B^<( _?QPVHJKYBDU=C[BGFSHJ:=KYC;CEXICEHA<R] HAB^fD<�H

(
A−1(CTη +HT ξ), CTη +HT ξ

)
= 0.

6T?LH[HJ:=<b]^PVHJ@EKvd
A
KMC;CEXI]2]^<�HJ@EKMNxPGUL`£>�BDCAKvHJKvmD<x`=<�ZQU=KYHA<G�=HA:I?LC

CTη +HT ξ = 0.

�oCAKYU=f&HA:=<�<pdL>LWMKMN(KYH[FcBD@E]^C[BGF\HA:=<�n=WYBaNb`=KMPGfDBDU=PGW.]&PkHJ@AKYNR<(C
C
PGU=`

H
��i�<�<RPGCAKYWYX�CE<R<�HA:QPVH

η1 =
η2 = 0

PVU=`
ξ1 = ξ2 = ξ3 = 0

ur9;:=KMC�>=@ABwmG<RC�HA:QPVH�HJ:=<yFcBD@A]
T
KMC"KMUk§E<(N(HAKYmD<oPGU=`2HJ:_?=C�HJ:=<o]&PVHA@AKjd

M
KMCyKMU�mD<(@EHAKMn=WY<Gu[{rKYUQPGWMWvXD�Li�<�:=PwmG<�>=@EBwmD<R`ÆHA:QPVHyHJ:=<�]^PVHJ@EKvd

M
KMCy>BDCEKYHAKYmD<b`=<�ZQU=KvHJ<�PVU=`£HA:I?LCHJ:=<b]^PVHJ@EKvd

W
KMC[PGWYCAB�>�BDCAKvHJKvmD<x`=<�ZQU=KYHA<Gu

� �_�
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