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Introduction

Ce mémoire présente les travaux de recherche effectués sous la direction conjointe de Pierre-
Alain Mazet (ONERA Toulouse) et Jean-Pierre Raymond (Laboratoire MIP de I'université de Tou-
louse Paul Sabatier). Ces travaux traitent de phénomeénes de propagations acoustiques en présence
d’écoulements et de leur controle optimal & ’aide de conditions aux limites de type impédance
complexe.

Contexte général

En trente ans, les progres intégrant les nouvelles technologies disponibles ont permis de réduire
en moyenne d’un peu plus de 30 décibels le bruit des avions. Mais les nuisances sonores occasionnées
doivent respecter des normes de plus en plus strictes (normes imposées par 1'organisation de 'avia-
tion civile internationale). Deux sources majeures de bruit dans un avion (en vol, au décollage ou
a l'atterrissage) peuvent étre distinguées :

1. Le bruit aérodynamique qui résulte du déplacement de I'avion dans l'air (prépondérant en
phase d’atterrissage).

2. Le bruit émis par les moteurs.

A ces deux sources importantes de bruit viennent s’ajouter celles du bruit de jet (flux d’air ejecté
par les tuyéres) et le bruit émis a l'intérieur de la nacelle par les parties tournantes (soufflante,
turbine). Les progres récents sont dis pour l'essentiel & la nouvelle génération de turboréacteurs
a grand taux de dilution, inaugurée par le CFM56. Cette tendance doit se poursuivre dans les
prochaines décennies, avec toutefois un rythme réduit du fait de deux obstacles importants : la
maitrise des trés hautes températures de combustion (donc limitations des structures de matériaux)
et l'intégration sous 'aile de I'avion de moteurs présentant un diametre élargi. Cette complexité
croissante de I’architecture des turboréacteurs rend difficile I’élaboration de dispositifs d’atténuation
de bruit émis par les nacelles.

Les enjeux commerciaux sont tels que les constructeurs aéronautiques (au sens large) ménent
des actions de recherche dans l'insonorisation des nacelles (notamment le projet européen SI-
LENCER). L’'un des axes majeurs est la modélisation mathématique et numérique de champs
sonores générés par des écoulements turbulents dans les conduits & parois traitées, afin d’améliorer
les traitements acoustiques passifs (ou mieux encore, généraliser le controle acoustique actif).
Cet axe va évidemment de pair avec le développement de structures absorbantes & impédances
réglables (ou complétement actives). Les phénomeénes physiques mis en jeu sont complexes, insta-
tionnaires et souvent non linéaires. Leur modélisation doit prendre en compte conjointement des
effets aérodynamiques, des interactions fluide-structure et de ’acoustique.



2 Introduction

Objectifs de la these

Dans ce mémoire, nous nous proposons d’étudier et de controler des modeles de perturbations
aéroacoustiques d’un écoulement porteur stationnaire, subsonique, et suffisamment régulier. Ces
modeles doivent décrire des modes de propagation qui ne dépendent que de ’écoulement porteur,
et c’est pourquoi il s’agira de résoudre des systemes hyperboliques linéaires dont les coefficients
dépendent de I’écoulement porteur. Ces systémes sont obtenus par linéarisation de modeles non
linéaires, avec éventuellement des hypotheéses supplémentaires non restrictives, comme par exemple
la barotropie de la perturbation.

On fixe un domaine Q régulier de R? ou R? dans lequel est placé un obstacle solide de frontiere T.
Loin de I', I’écoulement sera supposé uniforme et nous pourrons borner artificiellement €2 en écrivant
une condition non réfléchissante approchée a 'ordre 1 sur 9Q \ T, ou bien d’autres conditions aux
limites plus précises de type milieux fictifs absorbants seront formulées. Le but est de modéliser, &
I’échelle des perturbations aéroacoustiques, 'influence de I'obstacle solide (la rugosité de sa frontiére
T, de petites vibrations, ...) sur les propriétés de I’écoulement perturbé. En premiére approximation,
ceci sera réalisé par une condition aux limites & adjoindre au systéme hyperbolique de type condition
d’impédance locale complexe. On se fixe alors deux objectifs :

1. Controler les phénomenes de propagation par ce type de condition aux limites. Pour cela,
on modélise a priori I'obstacle et on choisit une fonction coit dépendant des parametres
locaux d’impédance qui définissent les conditions aux limites sur I'. On évaluera par exemple
Iénergie de perturbation localisée sur un observatoire spatio-temporel donné Oy (figure 1),
ou bien I’énergie en flux acoustiques traversant des frontiéres d’éléments. La décroissance de
I’énergie caractérisera une réduction du bruit.

2. Identifier les impédances locales qui modélisent au mieux le comportement acoustique de
Pobstacle, la fonction cout étant alors définie par un écart (en énergie) sur l’observatoire
entre des données mesurées et celles fournies par le modele.

DOMAINE Q

Observatdire
Os

Frontiérel

Condition d'impédance
sur la frontierd”

Condition de bord
non réfléchissante swQ / I

Fi1Gg. 1 — Le domaine d’étude. I';. est un ouvert mesurable de I' de mesure non nulle.



Thémes abordés

Avant de parler de contréle optimal des phénoménes de propagation, il faut les étudier le plus
précisément possible, aussi bien du point de vue théorique que numérique. En contréle optimal,
cette phase indispensable s’appelle I’étude du probleme direct.

Propagation de perturbations aéroacoustiques

Les phénomeénes généralement étudiés en aéroacoustique sont linéaires, et ce sont de petites per-
turbations d’un écoulement de fluide autour d’une configuration moyenne (appelé écoulement por-
teur) qui sont alors considérées. En écoulement subsonique, le modéle couramment retenu (systéme
d’équations aux dérivées partielles du premier ordre hyperbolique) est celui des équations d’Euler
linéarisées, qui correspond a une linéarisation des équations de la conservation de la masse, de la
quantité de mouvement, de I'énergie et de I'’équation d’état. Ce systeme instationnaire constitue
un systeme de Friedrichs, bien posé en espace libre, mais non nécessairement stable en temps long
(cela dépend a priori de la nature de I’écoulement porteur). Ces instabilités sont des instabilités
convectives ou absolues de type Kelvin-Helmholtz et correspondent & des familles d’écoulements
porteur cisaillés [38],[17]. Le symbole principal de I'opérateur spatial intervenant dans le systéme
du premier ordre n’est pas elliptique, et ses propriétés intrinseques ne permettent pas d’utiliser les
techniques habituelles permettant de résoudre les probléemes harmoniques en domaine non borné.

Pour effectuer des simulations numériques, il faut bien évidemment étudier ce systéme en do-
maine spatio-temporel borné. Les travaux [59, 60] traitent des conditions aux limites admissibles
a adjoindre a un systéme de Friedrichs afin d’assurer l'existence et I'unicité d’une solution & ce
probléme mixte. Dans [59], les hypotheéses ne permettent pas d’appliquer directement les résultats
dans le contexte de l'aéroacoustique, mais de nombreux résultats sur des extensions de régularités
(regularités des solutions et des traces) sont démontrés. De plus, tous les résultats sur le systéme
dissymétrique espace-temps sont étendus en spatio-temporel. J. Rauch étend ces résultats dans [60]
a d’autres hypotheéses moins restrictives.

Néanmoins, les probléemes de propagations sont en général posés dans un domaine spatial non
borné (guide d’ondes infini ou complémentaire d’'un domaine diffractant). Pour les systémes de
Friedrichs décrivant des phénomeénes de propagations d’ondes, des conditions non réfléchissantes
approchées d’ordre 1 découlent naturellement de la taxinomie des conditions aux limites admissibles.
Meéme si dans un premier temps, ces conditions aux limites peuvent permettre de simuler I'espace
libre, on peut facilement montrer qu’elles sont insuffisantes (en particulier pour des guides d’ondes
en présence de sources réalistes : sources modales de modes non nul). Elles ne sont exactes que
pour des ondes normales a la frontiere du domaine de calcul. Une étude plus approfondie d’autres
méthodes de construction de ce type de conditions est donc souhaitable, afin que les applications
numériques ne soient pas contraintes par la nature de 1’écoulement. Plusieurs méthodes ont été
proposées pour ramener un probleme de propagations en milieu non borné & un probléme posé en
milieu borné. Trois principales méthodes se détachent : Les méthodes intégrales, les méthodes de
conditions aux limites absorbantes et les méthodes de milieux fictifs absorbants.

1. Les méthodes intégrales consistent & exprimer le probléme extérieur au domaine borné par
une représentation intégrale. C’est donc un opérateur exact et global, mais qui pose certaines
difficultés numériques et théoriques. La résolution numérique nécessite l'inversion d’une ma-
trice pleine dont la dimension peut étre élevée, ce qui engendre d’'importants problemes de
stockage. Théoriquement, cette méthode s’adapte mal & des probléemes de propagations ins-
tationnaires en raison de la nature hypersinguliere du noyau de Green associé a I'opérateur
intégral exact.
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2. Les méthodes de conditions aux limites absorbantes consistent & imposer sur la frontiere
artificielle un opérateur différentiel (donc local), destiné & créer & distance finie des condi-
tions d’ondes sortantes. Ces méthodes, dont il existe principalement deux familles [4, 26, 31],
sont numériquement peu cotiteuses car elles ne recquierent que l'intégration d’une équation
différentielle. En revanche, elles nécessitent un choix trés délicat des parameétres & mettre en
jeu et sont inexactes. De plus, il n’existe pas & ’heure actuelle de théorie générale pour les
problemes & coins.

3. Les méthodes de milieux fictifs absorbants consistent & entourer le domaine d’étude par une
couche de faible épaisseur dont les caractéristiques assurent la propagation de I’onde sans
réflexions et une absorption suffisante de 'onde dans la couche afin d’'imposer des conditions
homogenes sur le bord de la couche. Ces méthodes ont connu dans un premier temps peu de
succes en raison de réflexions parasites et leurs dépendances par rapport aux fréquences des
signaux incidents. Les travaux de Bérenger ont relancé I'utilisation de ces méthodes. Dans
[5], J.P Bérenger introduit des couches absorbantes parfaitement adaptées (appelées PML) en
traitant la diffraction des ondes éléctromagnétiques par un obstacle parfaitement conducteur.
Ces PML possedent de nombreux atouts :

— La transmission d’'une onde & travers l'interface entre deux milieux PML se fait sans
réflexion parasite pour tout angle d’incidence et a toute fréquence.

— Le nouveau probléme a une solution qui coincide avec la solution dans le domaine borné et
une solution qui décroit exponentiellement & I’extérieur du domaine.

— L’implémentation numérique est tres aisée dans un code de calcul déja existant.

En revanche, les équations décrivant cette approche aboutissent & un systéme mal posé en

instationnaire et il est donc nécessaire de réinterpréter le milieu PML de Bérenger. Un des

procédés le plus usité est de modifier 'opérateur spatial du probléme initial (qui se traduit par

un changement de coordonnées complexes), mais méme dans ce cas des difficultés théoriques

persistent [24, 9, 54, 1]. Dans [58], 'auteur propose une extension de ces méthodes aux

équations d’Euler linéarisées.

Comme toujours en calcul scientifique, le choix de la méthode d’approximation numérique est
primordial. En régime transitoire, des schémas aux différences finies d’ordres élevés ont ainsi été
développés pour la résolution des équations d’Euler linéarisées et sont régulierement employés
pour les phénomeénes transitoires en aéroacoustique numérique [3]. Malheureusement, ces méthodes
supportent mal la résolution sur des géométries complexes, et surtout le traitement spécial des
conditions aux limites (ce qui est notre cas) peut entrainer une perte de convergence de I’approxi-
mation vers la solution du probléme continu. La forme symétrique du probleme mixte associé aux
équations d’Euler linéarisées permet de mettre en oeuvre des techniques d’approximation du type
Galerkine discontinue qui pallient les inconvénients issus de la non ellipticité de 'opérateur spa-
tial, en approximant de fagon non conforme dans le domaine de cet opérateur. En introduisant
une technique de flux-splitting, il n’est plus nécessaire d’assurer la coercivité de I'opérateur spatial
discrétisé dans I'orthogonal du noyau de l'opérateur spatial continu. Ces méthodes, introduites par
Lesaint [43] se sont considérablement développées par la suite ([19], en aéroacoustique [2]), avec
beaucoup de succes notamment en éléctromagnétisme. Elles présentent de nombreux avantages,
parmi lesquels on peut citer :

1. Une parfaite adaptation a4 des maillages destructurés (donc & des géométries complexes).

2. La parallélisation en sous-domaines est peu coiiteuse en temps de calcul et tres efficace pour
des cas industriels réalistes 3D (ce qui permet d’envisager sereinement aussi 'implémentation
des méthodes PML, puisque le domaine PML peut éventuellement étre traité comme un ou
plusieurs sous-domaines).



Ces méthodes se présentent comme une généralisation des méthodes de volumes finis. Dans le
cas ou les fonctions de bases sont des polynomes complets de degré k et si la solution ¢ a la
régularité spatiale HFt! (HF*! par morceaux), alors on peut espérer I'estimation d’erreur dans
L2([0,T],L?(Q)?) (en 3D, T arbitrairement long) suivante [39, 23, 8, 49] :

1
| ¢ = ¢n 1202200 < C(T, Q)hFT2,

ol yp, désigne évidemment la solution du probléme discrétisé sur le domaine maillé en 2 = U we €t

e
h = sup diam(we). Si le systéme n’est pas stable (en fonction de la nature de I’écoulement porteur),
e

C peut croitre exponentiellement avec T.

Il est bien entendu nécessaire d’approcher convenablement la dérivée temporelle intervenant
dans le systeme instationnaire pour conserver I'ordre de cette erreur sur la discrétisation complete
spatio-temporelle du systéme. Dans le cas des volumes finis (kK = 0) et pour des écoulements

N

porteurs & convection uniforme, les auteurs montrent dans [22] que le schéma d’Euler explicite

conserve lordre h2 et que la condition de stabilité est en At < Ch, C' dépendant de la forme
des éléments et des valeurs propres du symbole principal de I'opérateur spatial. En revanche, cette
condition de stabilité est établie en introduisant un terme de pénalisation dans les conditions aux
limites afin de contréler suffisamment la dissipation d’énergie au bord 9. A notre connaissance, il
n’existe pas de résultats qui démontraient que cette estimation de I'erreur de consistance se conserve
pour une résolution d’ordre plus élevé que les volumes finis en espace et Euler explicite en temps.
En revanche, de nombreux résultats concernant des conditions de stabilité pour des approximations
Galerkine discontinue en espace et explicite en temps de systemes hyperboliques ont été obtenus,
notamment dans [15, 18, 34]. De plus, I’essentiel de I’erreur d’approximation des méthodes de type
Galerkine discontinue est une erreur en dissipation : elles sont peu dispersives. Les erreurs de phases
sont par conséquent faibles, ce qui les rend plus aptes a la modélisation de problemes de controle
[27].

Résolution des problemes inverses

Cette phase d’étude approfondie du probléme direct, I’étude des perturbations aéroacoustiques
en présence d’écoulement, incluant un choix judicieux et approprié de méthode d’approximation,
est une étape indispensable pour tenter de résoudre les problémes inverses qui motivent ce travail.
En effet, dans la pratique, la plupart des problémes inverses sont structurellement mal posés. Méme
quand les équations d’états sont linéaires (ce qui est notre cas), les problémes de controle optimal ou
d’identification associés peuvent étre aussi bien linéaires que non linéaires en la variable de controle.
Dans le cas linéaire, 'unicité de la solution & I'un de ces problémes inverses nécessite I'obtention
d’inéquations d’observabilité pour établir la coercivité de la fonctionnelle cotit associée. En pratique,
il faut généraliser les études habituelles [46] aux conditions aux limites mises en jeu d’une part,
et aux différentes géométries caractéristiques du probleme étudié d’autre part (la géométrie du
support des sources et du support des conditions aux limites, la géométrie de 'observatoire). Dans
le cas ou les problémes inverses sont non linéaires, 'unicité de la solution est encore plus difficile
a obtenir. Or, si pour le contrble passif, 'unicité de la solution importe peu pour justifier sa
résolution (la diminution seule de la fonctionnelle le justifie), elle est indispensable pour donner un
sens a la résolution du probleme d’identification. Supposons tout de méme que 'on soit dans des
configurations ou le probleme d’identification est bien posé en unicité. L’application

B — vlo, (B),
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ou [ (z) est la variable de controéle, ¢ la solution du probléme direct, et ot O désigne I'observatoire
spatial, n’est probablement pas bicontinue, car tres vraisemblablement complétement continue par
rapport & 3 (z). Le probléme est alors qualifié de sévérement mal posé et laisse présager d’un mau-
vais conditionnement croissant du probléeme d’identification & mesure que I'on augmente le nombre
de parameétres & identifier (autrement dit, la dimension du probléme inverse, théoriquement infinie
puisque dépendante de la localisation spatiale). Mais les deux problémes d’optimisation et d’iden-
tification sont mathématiquement équivalents : ils consistent en la minimisation de fonctionnelles
quadratiques similaires. La difficulté se retrouve donc dans la résolution du probleme de controle
optimal, se traduisant généralement par la recherche de minima extrémement plats, et donc de gra-
dients tres faibles autour du minimum de la fonctionnelle objectif. De plus, il n’est pas exclu que le
probléme d’optimisation soit fortement non linéaire au sens de [14], et qu’il existe par conséquent
des minima locaux. Compte tenu de ces difficultés (non exhaustives), il semble judicieux de pouvoir
qualitativement justifier I'intérét de sa résolution avant méme la mise en place d’une méthodologie
susceptible de le résoudre, par exemple par une simple étude monodimensionnelle amenant & des
résultats peu intuitifs. Dans le méme ordre d’idée, il est crucial d’avoir, sinon une démonstration
théorique, au moins une idée de la nature de la fonctionnelle cout dans les configurations que I'on
souhaite traiter. Apres un choix de fonctionnelle objectif en adéquation avec les motivations phy-
siques du probléme, cette étude de sensibilité numérique, généralement effectuée par des cas tests
numériques proches de ceux que 'on souhaite exploiter, permet d’entrevoir des propriétés de la
fonctionnelle cotit (stricte convexité, minima locaux, ...). Elle permet alors d’adopter et de justifier
au moins qualitativement un choix d’algorithme d’optimisation suivant cette nature a priori de
fonctionnelle. Pour notre étude de controle passif, la fonctionnelle objectif pourra étre tout aussi
bien une fonctionnelle distribuée (volumique), définie par ’énergie de perturbation localisée sur un
observatoire spatial volumique accumulée au cours d’un temps fini assez grand T', qu’une énergie
surfacique définie par ’énergie en flux acoustiques traversant des frontieres d’éléments du domaine
de calcul, dont les diminutions caractériseront bien des réductions de bruit acoustique. Elle dépend
donc de la solution du probléme direct g, et par conséquent de fagon non linéaire de la variable
de contréle [ en vertu du role joué par celle-ci dans les conditions aux limites du probleme direct.
On pourra en outre étudier la pertinence d’autres choix de fonctionnelles objectifs.

La mise en place d’'une méthodologie de résolution des problémes inverses nécessite 1’évaluation
des gradients de la fonctionnelle dans n’importe quelle direction (apres justification de son existence
dans un cadre fonctionnel adéquat). Lorsque cela est théoriquement possible, cette explicitation des
gradients met en jeu la solution d’un probleme continu et rétrograde en temps, admettant pour
conditions aux limites admissibles, des conditions duales de celles du probleme direct. Ce probléme
s’appelle le probleme adjoint. En revanche, on n’est pas assuré, suivant la méthode d’approxima-
tion utilisée pour résoudre ces deux problemes de conserver cette expression des gradients apres
discrétisations. Or, en vertu des difficultés inhérentes & la résolution de problémes inverses (mau-
vais conditionnement, ...), tout choix de méthode d’approximation pour la résolution des équations
d’état doit s’accompagner d’une étude de I’erreur commise entre la discrétisation de la dérivée de
la fonctionnelle cout et la dérivée de la fonctionnelle cotit discrétisée (1'idéal étant que ces deux
fonctions coincident).

Enfin, notre travail s’inscrit dans les traitements de matériaux absorbants dans des zones
chaudes comme les tuyeres. Nos variables de controle passif sont les parametres d’impédance des
conditions aux limites locales complexes d’impédance, distribuées sur la frontiére de I'obstacle solide
. Pour les équations d’Euler linéarisées barotropes, ces variables « (z) complexes n’ont pour seules
contraintes théoriques que d’étre & parties réelles positives (Re (o) > 0). La condition aux limites
d’impédance complexe locale peut étre unifiée avec les conditions d’obstacles classiques (conditions
d’obstacle dur et d’obstacle mou) & l'aide d’un changement de variables homographique, abou-



tissant & la définition du coefficient local complexe de réflexion acoustique (3 (z), contraint par
son appartenance au disque unité complexe (|| < 1). L’algorithme d’optimisation candidat pour
la résolution des problemes inverses devra donc étre un algorithme avec contraintes. Il est bien
connu que 'impédance complexe (et par conséquent la réflexion acoustique complexe) caractérise
un matériau absorbant pour le traitement acoustique, et ce en fonction de la fréquence des pertur-
bations [50]. En revanche, méme pour une source monochromatique, on n’est pas assuré que tous
les coefficients de réflexions acoustiques du disque unité complexe correspondent 4 un matériau ab-
sorbant équivalent expérimentalement réalisable. Autrement dit, afin de donner un sens physique
a notre travail d’optimisation, il est nécessaire d’utiliser un modele de matériaux absorbants physi-
quement réalisable et caractérisable par un coefficient de réflexion acoustique complexe donné. Un
tel matériau ne doit pas étre choisi au hasard. Il doit respecter de nombreuses contraintes (limites de
poids, résistances aux hautes températures, aux vibrations, & la corrosion, ...). Il semble donc que ce
matériau multifonctionnel se doive d’étre métallique. Pour I'atténuation du son, un matériau dense
ne semble pas un bon candidat pour dissiper ’énergie : un matériau cellulaire présentant une poro-
sité ouverte sera plus adéquat. A cet effet, un modele d’homogénéisation de milieu poreux constitué
par un agglomérat de petites billes creuses de Nickel soudées entre elles est développé puis étudié
dans [29], notamment & partir de travaux et modeles développés dans [57, 41, 39, 13]. Ce modele,
uniquement valable pour une fréquence fixe dans la plage [1000 — 6000] Hz, permet de relier le
coefficient de réflexion acoustique a des parametres physiques caratéristiques du matériau poreux
équivalent. Les contraintes physiquement réalisables sur les coefficients de réflexions acoustiques
seront donc a priori plus restrictives que le disque unité complexe.
Nous passons maintenant & la description précise du plan de la these.

Plan de la theése

Résolution des équations d’Euler linéarisées barotropes : chapitre 1. Le premier cha-
pitre, apres une justification de la pertinence des équations d’Euler linéarisées pour la descrip-
tion des phénomeénes de propagations aéroacoustiques, présente ces équations avec ’hypothese
supplémentaire non restrictive de barotropie des perturbations, sous la forme d’un systéme de Frie-
drichs. On y montre, dans un premier temps, la difficulté de définir un probleme harmonique associé
suivant la nature de ’écoulement porteur. Dans un second temps, on classifie exhaustivement les
conditions aux limites a adjoindre a ce systeme de Friedrichs pour que le probleme instationnaire
mixte appelé probléme direct admette une unique solution en espace-temps sur une géométrie du
type (figure 1) et dans un cadre fonctionnel adéquat. Ceci est réalisé a I'aide de généralisations des
résultats présents dans [59, 60]. On y montre également que cela implique I'existence et I'unicité
d’une solution & un probléme adjoint, probleme rétrograde en temps admettant des conditions aux
limites admissibles duales de celles du probleme direct, dans ce méme cadre fonctionnel. Ces condi-
tions admissibles exhaustives sont des conditions d’obstacles et d’impédances généralisées unifiées
dans la formulation du probléme direct d’une part, et d’autre part, des conditions parfaitement
transparentes pour les ondes normales.

Approximation par une méthode Galerkine discontinue : chapitre 2. Dans ce chapitre
est exposée la méthode de Galerkine discontinue choisie pour la semi-discrétisation en espace des
problémes direct et adjoint. Elle repose sur un flux-splitting décentré en espace qui rend 'ap-
proximation spatiale localement dissipative, contrairement aux méthodes de Galerkine discontinue
centrées en espace qui conservent pour les équations d’Euler linéarisées, une certaine forme d’énergie
[56]. L’approximation temporelle est explicite de type Runge-Kutta d’ordre 2. Dans [25], on y es-
time numériquement les erreurs de dissipation commises par la méthode en fonction de 'ordre &
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d’approximation spatiale par des fonctions de bases polynomiales P¥. Pour le systéme symétrique
des équations d’Euler linéarisées associé a un écoulement porteur quelconque posé avec les condi-
tions aux limites préalablement classifiées, on généralise dans un premier temps le résultat sur la
condition de stabilité établie pour une approximation volumes finis en espace et Euler explicite
en temps obtenue dans [22]. Dans ce cas, on établit une condition de stabilité uniforme en (3 et
cette condition de stabilité est la plus fine que I’on puisse obtenir en norme L?, pour un schéma
de résolution volumes finis en espace et Euler explicite en temps, et ceci uniformément par rapport
aux maillages. Dans un second temps, un résultat de stabilité pour une approximation temporelle
de type Runge-Kutta d’ordre 2 des problemes direct et adjoint est établi, et ce quel que soit ’ordre
d’approximation spatiale de la méthode Galerkine discontinue. La propriété d’uniformité du CFL
par rapport & la variable 3(z) est conservée dans cette généralisation. On donne une estimation
des CFL pour plusieurs ordres d’approximation polynomiale k£ en 2D ou 3D. Enfin, cette méthode
d’approximation est validée numériquement a 1’aide d’une comparaison avec une solution exacte
des équations d’Euler linéarisées déterminée analytiquement dans un conduit rigide bidimension-
nel (calcul de modes guidés), puis utilisée pour mettre en évidence numériquement, et sur des
géométries bidimensionnelles simples, les instabilités de type Kelvin-Helmholtz, convectives ou ab-
solues.

CPML pour ’aéroacoustique : chapitre 3. L’objectif est d’étendre les méthodes PML dévelop-
pées dans [5] aux équations d’Euler linéarisées, a I'instar des travaux effectués dans [58]. On présente
dans un premier temps les principaux arguments permettant d’établir le probleme sur tout I'espace
et notamment la décroissance exponentielle du noyau de Green associé, et dans un second temps, on
propose un autre modele de PML appelé CPML (pour PML convolutive), dont on montre qu’il est
plus adapté aux écoulements porteurs avec convection a ’aide de comparaisons de tests numériques
avec I'implémentation du modele PML développé dans [58]. Les démonstrations théoriques concer-
nant Pexistence et 'unicité d’une solution & ce probléeme CPML, systéme augmenté par rapport
au systéme de Friedrichs initial, nous résistent encore a I’heure actuelle. On présentera tout de
méme quelques résultats théoriques dans des cas particuliers et on mettra surtout ’accent sur des
justifications numériques, avec notamment une comparaison sur un cas test bidimensionnel, entre
une solution exacte des équations d’Euler linéarisées en espace libre et les résultats numériques
obtenus par I'implémentation du systéme CPML.

Méthodologie de résolutions des problemes inverses et modéle de matériau poreux :
chapitre 4. Ce chapitre est composé de trois parties. Dans la premiére, on y expose, apres la justi-
fication de choix de fonctionnelles cotits, 'explicitation des gradients en fonction de la solution du
probleme direct et d’un probleme adjoint adéquat, dont le second membre met en jeu la solution du
probleme direct. Cette estimation est rendue possible par des théorémes de régularité analogues a
ceux démontrés dans [59, 60]. On montre alors que cette explicitation des gradients se conserve par
passage aux discrétisés des systémes différentiels associés aux problemes direct et adjoint, en vertu
du flux splitting décentré en espace utilisé dans la méthode de Galerkine discontinue. De plus, une
étude monodimensionnelle académique tend a montrer, a travers ces résultats explicites, la perti-
nence d’une résolution dans sa globalité la plus complexe des problemes d’optimisation qui motivent
cette these. Dans la seconde partie, le coefficient de réflexion est mis en relation avec un modele
d’homogénéisation de milieu poreux constitué par un agglomérat de billes de petits diametres, ceci
grace aux travaux de [29]. Les variables de controle sont alors des parametres (porosité, épaisseur
et longueurs caratéristiques) de ce milieu. Ces parameétres seront bien entendu considérés comme
pouvant étre variables suivant la localisation du point considéré sur la paroi (frontiere I' de I'obs-
tacle solide). Pour le probleme d’optimisation, ils deviennent les fonctions de controle. Dans le



cadre des objectifs de la theése, on remarque alors que toutes les réfléxions acoustiques complexes
du disque unité ne sont pas atteignables par celles, équivalentes, d’un milieu poreux modélisé par
[29], pour une plage de fréquence d’environ [1000 — 5000]Hz. Enfin, dans la troisiéme partie, une
étude de sensibilité est effectuée. Elle semble mettre en évidence, sur des cas tests bidimensionnels
proches de ceux que 1'on désire exploiter, que le probléme inverse est faiblement non linéaire au sens
de [14]. Toutefois, la quasi-convexité des fonctionnelles cotits, numériquement toujours apparente
suivant la localisation des sources et les caractéristiques de la géométrie du domaine (longueurs,
place de I'observatoire), n’est pas encore prouvée. En accord avec cette probable convexité, 1'utilisa-
tion d’un algorithme d’optimisation de type quasi-Newton, I'algorithme sous contraintes BFGS-B,
nous semble judicieuse. Elle met également en lumiere des configurations pathologiques pour la
résolution de nos problémes inverses.

Résultats numériques, gains et identifications : chapitre 5. Méme si avec le modele de
matériau poreux utilisé, toutes les réfléxions acoustiques complexes du disque unité ne sont pas at-
teignables par celles équivalentes d’un milieu poreux pour une plage de fréquence de [1000—5000]Hz,
on peut toujours réaliser I’absorption acoustique parfaite pour les ondes normales. Autrement dit,
pour une fréquence donnée, il existe toujours un milieu réalisant I’absence de réflexion d’une onde
plane normale & un plan définissant la frontiere de ce milieu avec I'air. On pourrait étre alors tenté,
a fréquence donnée, d’imaginer que le milieu réalisant cette absorption parfaite des ondes normales
présente un caractére d’optimalité du contréle du bruit. Or, & I'instar du probléme monodimension-
nel proposé et a travers des tests numériques bidimensionnels présentés dans ce chapitre, utilisant
une géométrie proche d’une prise d’air réaliste, on peut montrer que I’absorption acoustique maxi-
male pour les ondes normales est loin de constituer une répartition optimale du milieu poreux
pour une propagation aéroacoustique de modes transverses d’entrée dans un canal en présence
d’un écoulement porteur avec convection quelconque. En effet, si 'on choisit pour fonction objectif
le flux aéroacoustique sortant d’un canal, on peut réaliser un gain (en résolvant complétement le
probleme du contréle optimal avec pour équations d’état les équations d’Euler linéarisées et pour
conditions aux limites le modele asymptotique défini par [29]) de l'ordre de quelques dizaines de
dB par rapport a I'impédance acoustique optimale pour les ondes normales (absorption totale de
celles-ci). Méme si ce résultat n’est pour le moment établi que pour des sources monochroma-
tiques et modulo la “pertinence” du modele de parois utilisé, il met en lumiere la nécessité de
considérer le probléme de controle optimal dans sa complexité, et de le simuler mathématiquement
et numériquement, par rapport & une attitude qui consisterait a “localiser” la problématique de
I’absorption des bruits par des raisonnements locaux au voisinage de la paroi.

On ne dispose pas pour le moment de mesures expérimentales pertinentes pour la résolution
du probléme d’identification, dont on n’est pas assuré, d’'une maniére générale, qu’il en existe une
unique solution. Toutefois, pour notre configuration numérique finale, 'unicité de la solution peut
étre supposée. Dés lors, et dans un premier temps, on testera la robustesse de notre méthode d’op-
timisation grace a l'utilisation de données non bruitées, étape préalable qui se justifie amplement
par le caractére extrémement mal conditionné des problémes inverses mis en jeu. On se propo-
sera par exemple, & partir de calculs préalablement effectués avec un matériau poreux donné, de
résoudre numériquement le probléme inverse afin d’obtenir au moins un matériau poreux ayant une
impédance complexe équivalente & ce matériau poreux donné.






Chapitre 1

Résolution des équations d’Euler
linéarisées barotropes

1.1 Présentation de ’aéroacoustique

L’acoustique classique traite de la propagation de petites perturbations dans un milieu ho-
mogene et isotrope, au repos ou en mouvement uniforme par rapport a I’observateur. L’aéroacoustique
a pour objet de décrire la génération et la propagation de bruit dans des écoulements présentant
des gradients et des rotationnels de vitesse (écoulements instationnaires et cisaillés), et ceci dans
des domaines les plus généraux possibles (parois fixes ou mobiles, géométries complexes,...).

Les principales difficultés rencontrées dans la détermination des ondes acoustiques en présence
de tels écoulements sont liées & deux différences fondamentales entre les fluctuations acoustiques et
les champs aérodynamiques :

1. Des différences d’échelles de valeurs : Les amplitudes des ondes acoustiques sont de l'ordre
de 10* 4 10° fois inférieures aux amplitudes du champ aérodynamique moyen, tandis que la
longueur d’onde principale A est de 'ordre de 10 supérieure aux épaisseurs de cisaillement
généralement constatées dans les écoulements cisaillés [6].

2. De plus, les ondes acoustiques se propagent & la vitesse du son, alors que les perturbations
aérodynamiques sont uniquement convectées par I’écoulement.

Les premieres applications ont porté sur le rayonnement acoustique des chocs créés par les rotors
d’hélicoptere en vol d’avancement rapide. Le bruit, fut dans ce cas, calculé au moyen de formulations
fondées sur Panalogie acoustique de Lighthill [44] (les termes sources étant fournies par un calcul
de l’écoulement autour des pales). Cette analogie avec I'acoustique en champs proches est fondée
sur la résolution d’une équation d’onde dans un milieu au repos, couramment écrite de la maniére
suivante :

@ —AAp = ﬂ’

8t2 8%181'3
avec p’ la densité de fluctuations acoustiques, ¢ la vitesse du son ambiante et Tj; le tenseur de
Lighthill. Ce tenseur intervenant dans le terme source est habituellement exprimé comme une
fonction des variables du champ aérodynamique Tj; ~ pu;u; (p composante du champ de densité
et u; composantes de vitesses). Cette analogie fournit de tres bons résultats, si la région ot le fluide
est trés perturbé est relativement localisée et si la propagation se fait dans un milieu “ordinaire”
(matériau homogeéne notamment). En revanche, si 'ensemble du domaine fluide étudié est tres
perturbé, elle deviendra trés lourde ou méme inadaptée.

(1.1)
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Le développement de Curle a permis par la suite, & partir de I’équation de Lighthill établie en
espace libre, de prendre en compte I'effet de parois solides (ce sont les équations de Flowcs-Williams
et Hawkings [33]).

Ces analogies sont le plus souvent résolues par formulation intégrale (ce qui nécessite la connais-
sance de la fonction de Green associée) et sont limitées par les hypotheses dues & la propagation
et la radiation des ondes dans un milieu homogeéne (pour I'analogie de Curle, d’autres restrictions
plus fines s’ajoutent). Elles négligent les interactions entre ’écoulement moyen et les fluctuations
acoustiques, et en particulier les effets de réfraction des ondes.

Depuis, d’autres opérateurs de propagation complets ont été proposés afin de prendre en compte
les effets de convection et de réfraction des ondes acoustiques : ’équation du troisieme ordre de Lilley
[45] d’une part, et les équations d’Euler linéarisées d’autre part. Différentes études sur ces deux
types de modeles tendent & rendre les équations d’Euler linéarisées plus adéquate & ’aéroacoustique
numérique :

1. D’un point de vue purement numérique tout d’abord, il est moins coliteux de résoudre
numériquement les équations d’Euler linéarisées que celle du troisieme ordre de Lilley (équation
différentielle du troisieme ordre).

2. Dans [7], les auteurs ont comparé des calculs de rayonnement acoustique produit dans une
couche de mélanges paralleles, obtenus par résolution des équations de Navier-Stokes filtrées et
par résolution des équations d’Euler linéarisées. Les résultats sont trés en faveur de 'utilisation
des équations d’Euler linéarisées en vertu de 'identité des champs acoustiques (aussi bien en
amplitude qu’en phase) et du coiit moins élevé en temps de calcul.

3. Dans [21], il est montré que bien que l'analogie de Lilley inclut les effets de réfraction, elle
dépend trop fortement de la facon dont les termes sources sont évalués.

En conclusion, les équations d’Euler linéarisées décrivent un opérateur de propagation complet,
incluant les effets de convection et de réfraction des ondes acoustiques, ce qui modélisent au mieux
les interactions entre I’écoulement moyen et les fluctuations acoustiques. Elles semblent définir le
modele le plus adapté (moins coliteuse numériquement que les équations du troisieme ordre de
Lilley) & I’étude de la génération et de la propagation de bruit dans des écoulements instationnaires
et a rotationnels de vitesse, et ceci pour des géométries raisonnablement complexes.
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1.2 Les équations d’Euler linéarisées au premier ordre

Dans toute la suite, d désignera un entier valant 2 ou 3. La convention d’Einstein sur les indices

répétés dans les sommations sera systématiquement utilisée. Sauf mention contraire, les indices 4

et j couramment utilisés seront des entiers de l'intervalle [1,d]. On notera u’ = (ul, - ,ud) un

vecteur de RY.
Nous examinerons donc ici la perturbation d’un écoulement porteur stationnaire subsonique
régulier quelconque défini par :

1. Un champ de vitesse U{,

2. Un champ de pression Fj,
3. Une masse volumique py,
4. Une énergie interne ey,

5. Une entropie sgq,

et vérifiant les équations d’Euler stationnaires suivantes (§ désignant le symbole de Kronecker) :

8]- (poU&) =0
0; (U UG + Podiy) =0 (1.2)

Uo I3 .
o (o (co+ L2 ) 4 ) i) = 0

Remarque 1.2.1 En [’absence de chocs (hypothéses supplémentaires de régularité de I’écoulement),
la (d+2)iéme équation (bilan d’énergie) pourra étre confondue avec le bilan d’entropie suivant (og
désignant Uentropie volumique de I’écoulement porteur) :

8j <p000U8> = 0,
la loi d’état du champ de pression s’écrivant alors indifféremment
Py = Py (po, €o)

ou
Py = Py (po, 00) -

De plus, si le fluide porteur est barotrope, la loi d’état devient Py = Py (po), et seules les quatre
premiéres équations de (1.2) peuvent étre retenues.

Apres perturbation au temps ¢t = 0, ’écoulement est supposé vérifier les équations d’Euler insta-
tionnaires (completes ou barotropes) au sens des distributions, soit le systéme de (d + 2) équations
sous la forme conservative suivant (on conservera les notations utilisées pour les variables entro-
piques de I’écoulement porteur sans l'indice 0 afin de stipuler leurs caracteres désormais instation-
naires) :

{@w+&ﬂW)= g (1.3)
w (0) = wp

avec w € CL (R RI*2) et les flux f € (RI+2, R¥*+2), fonctions “suffisamment régulieres” données
par :
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p .
pU"

w = 2
p (e L)

p .
w= | pU"
po

(respectivement)

et )
pU"
pUin + P(Sij

= <p<e+%>+]g> U

| pU!
fH(w) = | pUUI + Pbij |,
poU"

(respectivement)

dans le cas ou l'on prend en compte la perturbation thermique (respectivement la perturbation
entropique). Dans un premier temps, on se propose d’étudier le caractére bien posé du systéme (en
espace libre) obtenu par une linéarisation entropique au premier ordre de (1.3).

1.2.1 Linéarisation entropique des équations d’Euler

(1.3) constitue un systéeme hyperbolique non linéaire admettant une entropie de Lax [61]. Plus
précisément, cela signifie que (1.3) admet une équation de conservation supplémentaire (en I’absence
de chocs) de la forme :

S (w) + 8,5 (w) — gV S (w) = 0, (1.4)

oi1 S (w) est strictement convexe en w et telle que le jacobien des flux f? soit auto-adjoint par
rapport & la métrique induite par le hessien de S (w). C’est une entropie (volumique) “physique”
dans le cas général et dans le cas barotrope avec P = P (p), on a :

2 !
5 (w) = H () + o T2 g () = 2L

p

On aura supposé bien entendu que P’ (p) = ¢ (p) est positif. On a alors :
S'(w) = (S + p)U",

et I’équation de conservation supplémentaire a physiquement le sens d’une équation d’énergie.
Rappelons un théoréme di & S.K Godunov [32] :

Théoréme 1.2.1 Le systéme (1.3) est symétrisable si et seulement si il admet une entropie.

Par application du théoréeme 1.2.1, le changement de variables bijectif

® = Vy (S (w))
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(dans le domaine admissible pour w) permet d’obtenir une forme symétrique de (1.3) :
O (Vo S* (@) + 0; (Vo S™ (D)) = g, (1.5)

avec :

S () = - w (®) — S (w (D))
§9 (@) = B f (w (D)) — S (w (®)).

On suppose que (1.5) est bien posée, donc que sa solution est continue par rapport aux données
du probléme. En posant g = ¢h, et ® = &g+ ep (P, variables entropiques associées a 1'écoulement
porteur ), on obtient formellement en faisant un développement limité en e au premier ordre de la
formulation faible de (1.5), une expression linéarisée du probléme :

O (Hs= (®o) ) + 0; (Hg«i (®o) ) = h, (1.6)

ou Hg- (®g) sont les Hessiens symétriques définis positifs de S* (®) et Hg.: ($g)) sont les Hessiens
symétriques de S*' (®), calculés en Py.

Remarque 1.2.2 ] est difficile de sortir de ce cadre “formel” pour établir (1.6). Il faudrait tout
d’abord pour cela établir, dans un voisinage de 0 pour e, lexistence et 'unicité de (1.6). Ensuite,
il suffirait de montrer que le reste de la formule de Taylor tend vers 0 (par exemple dans Llloc, en
restant localement et uniformément majoré en ) quand ¢ tend vers 0, de fagon a pouvoir appliquer
le théoreme de convergence dominée.

Toutefois, (1.6) peut s’interpréter au sens des distributions quant a la propagation des discon-
tinuités de la condition initiale. En revanche, en cas de discontinuités de contact, le probléme a
coefficients discontinus est a priori mal posé en unicité (bien que linéaire), et dans ce cas, la forme

conservative de (1.6) ne constitue pas un avantage réel.

En notant A° (z) = Hg- (®g), et A’ (z) = Hg.i (®g) la matrice symétrique définie positive et les
matrices symétriques, (1.6) constitue un systéme de Friedrichs :

0i(A%p) + Bi(A'p) = h, (1.7)

sur lequel on dispose de beaucoup de résultats (quant aux conditions limites admissibles, & I’ap-
proximation, ...). En posant A = A'0;, on a & titre d’exemple le théoréme suivant établi en espace
libre [28] :

Théoréme 1.2.2 Si h € C! (R"’,L2 (Rd)d+2>, si les coefficients de A° (z) et de A'(x) sont dans
Whee (R4), et si p(0,2) € D(A) = {tp €L? (Rd)d+2 JAp € L? (Rd)d+2}, alors (1.6) admet une
solution unique dans C! (R"’,L2 (Rd)d+2> NCY (RT, D (A)).

Nous indiquerons dans la prochaine section une généralisation de ce théoréme en y adjoignant
des conditions aux limites, ce qui est facilité par la symétrie des matrices A*. Méme si le systéme
(1.7) est bien posé en espace libre, on n’est cependant pas assuré de sa stabilité. En effet, (1.7)
admet une équation de bilan supplémentaire d”énergie-entropie” donnée par :

1 1 i 1 i
§8t (AUQOaSO)L2(Rd)d+2 + 581‘ (A (p,go)LQ(Rd)dH + 5 ((8Z'A ) (p,QD)L2(Rd)d+2 = (h,gO)LQ(Rd)dH. (1.8)

1
C’est bien evidemment 1’étude du signe de 5(% (A0<p, go) L2(Rd)d+2 qui va nous renseigner sur la

stabilité du systeme.
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Or celui-ci est fonction du signe des deux autres termes quadratiques en la variable ¢ de

p . . .1 ; 1 ; L .-
I'équation (1.8), & savoir 581 (Ao, ) 12 (Re) 42 et 2 ((3:A") ¢, ) L2 (Re) 42 Mais, si les conditions
aux limites éventuelles peuvent (et en un certain sens doivent) garantir la positivité du premier de
ces deux termes, le signe du second dépend de I’écoulement porteur. A titre d’exemple (qui sera
repris et détaillé dans la partie concernant les instabilités d’écoulement de type Kelvin-Helmholtz),

dans le cas de I’écoulement isotherme associé & un écoulement porteur cisaillé 2D (pg = cte, Ug =0,
Us = Ug(y)), on a:

. 0 0 0
A" =po| O 0 U
0 9,UF 0

Cette matrice symétrique est évidemment non positive dans le cas d’un écoulement porteur &
convection non uniforme (valeurs propres opposées).

Remarque 1.2.3 Le choiz des variables ¢, associé a la linéarisation ¢ = ¢ + €p, peut paraitre
arbitraire (méme s’il conduit a un systéme symétrique conservatif en ). Cependant, si l’écoulement
porteur est assez réqulier, un autre “jeu” de variables (par exemple lipschitzien par rapport a ¢)
conduirait a des systémes linéarisés équivalents. La “positivité” du bilan d’énergie (1.8) peut quant
a elle dépendre du systéme de variables choisi (la positivité de la matrice 9; A" n’est qu’une condi-
tion suffisante et les métriques définies par A° associées peuvent, si ces matrices ne sont pas uni-
formément équivalentes, définir des topologies différentes dans les espaces ou vivent “naturellement”
les inconnues ¢).

A ce sujet, il convient de distinguer, I’équation d’énergie du probléme porteur linéarisé (1.8) et la
linéarisation de ’équation d’énergie (ou d’entropie) (1.4) qui est conservative (il n’y a pas de termes
multiplicatifs). La premiére est utile, sinon nécessaire a la définition du probléme harmonique et d
l¢tude de la convergence du probléme discrétisé; la seconde est physiquement plus pertinente, mais
ne conduit pas a des estimations a priori utiles a la résolution et a 'approzimation de (1.7).

C’est en ce sens que ’on peut parler d’échanges d’énergie entre (1.7) et I’écoulement porteur.

Conclusions :

1. Sous des hypothéses convenables sur les données du probléme, il est toujours possible, par
linéarisation a 'ordre 1 des équations d’Euler non linéaires, d’obtenir des systémes linéaires
symétriques (ou symétrisables si ’'on a mal choisi les “variables”) bien posés en instationnaire,
mais non nécessairement stables.

2. La forme de ces systemes dépend de I'équation d’état de I’écoulement porteur et le systéeme
linéaire provient d’une linéarisation d’un probléeme mettant en jeu la méme équation d’état.

1.2.2 Perturbations barotropes

Nous allons voir que si I'on choisit de négliger les perturbations de I’entropie, on peut obtenir
un systeme symétrique également bien posé et d’une forme ne dépendant pas de I'’équation d’état
associée a I’écoulement porteur (ce systéme sera sous forme non conservative, mais ceci n’est pas
trés génant pour un écoulement porteur régulier). En outre, ceci permettra dans un contexte assez
général, d’obtenir une classification définitive des conditions aux limites admissibles & adjoindre &
ce systeme, qui permettra de mettre en évidence les difficultés du probléme harmonique évoquées
a la section précédente et suffira & I’étude heuristique numérique des instabilités d’écoulement de
type Kelvin-Helmholtz.
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On considére donc un écoulement porteur vérifiant (1.2) de loi d’état en Py quelconque. L’hy-
potheése de barotropie de la perturbation consiste & supposer que I'influence des variations entro-
piques est négligeable devant celle des variations de la masse volumique, autrement dit que :

p=po+ep +ole) = P=Py+ecip +ole), (1.9)

ol ¢y = ¢ () désigne la vitesse du son dans le milieu.
On pose les changements de variables suivants :
i i i Cop/ 1 d T
U =U8+8UZ,/)= — Y= (U yeees U 7p) :
Po
Deés lors, apres développement en € a U'ordre 1 des équations générales d’Euler instationnaires
(1.3), il vient que ¢ est solution du systéme suivant :

dyp + A9;p+ By = f, (1.10)
avec
40 = (U0) Lavi+ e (v y )
5o [&Ué]i,j % <V (copo) — %VP0>
co — .
) %VT,OO a (Ué&'co)

1 T
f= p (91 ~ U’ ... g% — Uéigd,cwo) :

Remarques 1.2.4 1. La partie diagonale de la partie principale de ’opérateur est un opérateur
de convection tandis que la partie non diagonale est l’écriture sous la forme d’un systéme
d’ordre 1 de I’équation des ondes.

2. On obtient ces équations en utilisant la formule de dérivation d’un produit, donc elles n’ont
de sens distributionnel que si I’écoulement porteur est régulier.

3. la quatriéme colonne de B s’annule pour un fluide porteur isotherme.

La conservation de ’énergie n’est toujours pas assurée (méme si f est nulle). En effet, I’équation
de bilan d’énergie globale s’écrit :

1 1 i 1 1 ) —

(1.11)

1
Le terme 3 (¢p, (P)L2(Rd)d+1 peut s’interpréter comme une énergie puisque :

1 1 ) | P
- ‘ = L dz,
3 (0. 0) 2yt = 5 /R el +05-de

somme de I’énergie cinétique massique et de ’énergie acoustique massique du probleme linéarisé.
L’équation (1.11) s’écrit de la fagon suivante :

1 1., 1
Eat (907 (p)Lg(Rd)d-H + Eal (A ®, @)Lz(Rd)d'H + E (cha (p)LQ(Rd)d+1 = (fa Q‘D)L2(Rd)d+l 3
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K = B+ B! — 9;A".

Comme précedemment, les conditions aux limites peuvent garantir la positivité du second terme
0; (A%p, go) LQ(Rd)dJA. En revanche, le signe de la matrice symétrique K est non déterminé et inter-

vient de facon cruciale.

Remarque 1.2.5 On a K = 0 pour un écoulement porteur a convection uniforme ou pour un
fluide en mouvement “solide” (Py et py constants, la vitesse correspondant alors a un mouvement
composé de rotations et de translations). Les équations (1.10) sont d’ailleurs invariantes par une
isométrie de R?.

La stabilité Llro du probléme instationnaire n’est donc pas garantie, et nous sommes dans I'impossi-
bilité de définir le probléme harmonique associé. En revanche, nous allons montrer que le probleme
instationnaire en domaine espace-temps (borné en temps) avec des conditions aux limites admis-
sibles est quant a lui bien posé. Un des arguments majeurs pour le démontrer est le suivant :

» Sil'on pose ¢ = ¢ e, avec a > 0, I'équation (1.11) devient :

]_ ! ! ]_ ,L' ! ! ]_ ! !
0L (46 g 50 (46 o+ (020500 6.),
= (e‘“tf, sol)

()
12 (re)H

Tl s’agit d’une équation similaire & (1.11) mais avec une matrice K' = K + 2al4,;, qui en
choisissant o de maniére convenable sera toujours définie positive. Ainsi si les coefficients des A et
de B sont par exemple dans W, on pourra supposer que K > 0. Ceci est & la base du choix des
conditions aux limites rendant (1.10) bien posé en domaine temporel borné (et uniquement dans
ce cas, car le changement d’inconnue ¢ = <p'e°‘t est non homéomorphe sur R;r)

1.3 Existence et unicité du systeme instationnaire posé avec des
conditions aux limites admissibles

Le but de cette section est de classifier (de maniére exhaustive) les conditions aux limites conve-
nables & adjoindre au systéme symétrique (1.10) (évidemment sous des conditions de régularités
sur les opérateurs mis en jeu), afin d’en assurer l'existence et I'unicité d’une solution sur un do-
maine spatio-temporel Q x [0,T]. Le cadre fonctionnel des deux précédentes sections était formel,
il suffisait & mettre en évidence des difficultés inhérentes au systéme instationnaire non “décelables
au premier abord” (comme I'impossibilité de définir le probléme harmonique associé). Par exemple,
nous avons énoncé le théoreme 1.2.2 en dissymétrisant I’espace et le temps, ce qui est rendu possible
par le fait que les coefficients de A° et des A’ ne dépendent pas du temps. Nous avons décidé de
nous placer dans un cadre fonctionnel plus général en nous appuyant sur des résultats de ([59, 60]),
pour toute la suite du travail et ceci pour plusieurs raisons :

1. Le caracteére stationnaire de I’écoulement porteur est un cadre d’application, mais il n’est pas
une nécessité pour I'étude théorique. Dans un souci de généralité du travail, nous supposerons
donc que les coefficients des matrices symétriques A’ et de la matrice B intervenant dans (1.10)
dépendent du temps.

2. Le but avoué de cette these est de modéliser, a 1’échelle des perturbations acoustiques, 1’in-
fluence de l'obstacle solide de frontiere I' placé dans le domaine Q sur les propriétés de
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I’écoulement perturbé par des conditions aux limites de type impédance locale & adjoindre
au systeme, car elles caractérisent les modeles de traitements acoustiques. Mais pour des
sources monochromatiques (sinusoidales), on ne peut se contenter de modeles d’impédances
réelles. Elles doivent étre complexes, afin que leurs parties imaginaires (appelées réactances
acoustiques) soient optimisées pour obtenir 'accord en fréquences souhaité.

Les solutions du systeme hyperbolique seront par conséquent & valeurs complexes.

3. Quand les sources considérées ne seront pas sinusoidales, les parameétres régissant les condi-
tions aux limites (et donc I'opérateur spatial) devront dépendre du temps.

4. Pour I'étude des perturbations acoustiques d’un écoulement porteur stationnaire convecté
(méme uniformément) dans un domaine dont la géométrie est caractérisée par la figure 1, le
rang de l'opérateur A’n; dans (1.10) n’est pas constant sur chaque composante connexe du
bord 92 de Q (7 est un vecteur unitaire sortant & 02). En effet, la vitesse normale sortante
de ’écoulement porteur, Uéni, change de signe de part et d’autre de T' (et par conséquent les
valeurs propres de A’n; aussi). Pour pallier cette difficulté inhérente & I’aéroacoustique, nous
généraliserons, en vertu des hypothéses établies dans [60], les résultats obtenus dans [59] sur
le systeme symétrique espace-temps.

1.3.1 Conditions aux limites admissibles algébriques

Plus précisément, nous avons tout d’abord besoin d’hypotheéses de régularité sur le domaine
spatial © et sur les opérateurs intervenant dans (1.10) :

Hypotheses 1.3.1 1. Q est un domaine borné ou non de RY, régulier, & frontiére bornée O
C' et localement d’un seul coté de la frontiére. On notera Q = Q x [0,T], le domaine spatio-
temporel.

2. T est un temps fini assez grand quelconque.
3. Les coefficients des opérateurs mis en jeu, a savoir A’ (z,t) et B (z,t) sont respectivement
dans W1 (Q x [0,T]) et dans L™ (Q x [0,T]) a valeurs dans C.

Ensuite, on définit les opérateurs suivants :
— N (z,t) avec (z,t) € 9N x[0,T] est une application dans I’ensemble des sous-espaces vectoriels
de C¥*+1 définissant des conditions aux limites homogenes, de régularité :
1. Lipchitzienne et contenant le noyau de A'n;, sur les composantes connexes de 9 ot
Aini est de rang constant,
2. C' sur la composante connexe oll A'n; saute de rang sur une variété immergée différentiable
de codimension d — 2 notée 9y, et C'! sur le complémentaire de 99, dans 9.

~ L =14410; - +A'0; + B, I'opérateur spatio-temporel défini sur le domaine :
—\\ d+1
D(L)={pe (€ @) plonxnm € N(z,1) et o (2,0) =0}

— L# = 14,10 - —0; (Al) + B*, I'adjoint formel de L, de domaine :

D(L#) = {y e (€ @)™ . Yloaxim € N (2.) = (A'ni (N (,1)) " et  (,T) = 0}

Pour des écoulements porteurs avec convection, 'hypothése que Iopérateur A’n; est de rang
constant sur chaque composante connexe de 92 x [0,T] est trop restrictive, en particulier pour
I’écriture de conditions aux limites approchées sur une frontiere fictive. Nous supposerons donc une
hypothese supplémentaire concernant le comportement de A au voisinage de 99, ([60], hypothéses
2.2):
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Hypotheses 1.3.2 Pour tout (x,t) de 04 x [0,T], il existe un ouvert O de 0 avec x € O tel
que :
1. O est difféomorphe a une boule B de R? et 0Qg a un équateur de cette boule.
2. Il existe deux sous-espaces vectoriels N~ et NT de C™ tels que :
~ ker (A'n; (z,t)) C N'" (z,t) pour tout (z,t) € O x [0,T].
-~ N7~ (z,t) CNT (z,t) pour tout (z,t) € O x [0,T).
- N =N* dun cété de O)0Q, et N = N~ de lautre (on “rajoute” d’autres conditions auz
limites homogénes en franchissant le saut de rang A'n;, N correspondant au plus faible
rang de A'n;).

Remarque 1.3.1 Sur les composantes connexes de 0 ot A'n; est de rang constant, comme

ker (A'n;) C N, on a dans C™ :
rg (A'n;) = dim (N') — dim (ker (A'n;)),

et donc N* y est également lipchitzien. Les autres hypothéses sur N sont également vérifiées pour

N*.

On a alors en mesure d’établir le théoréme suivant :

Théoréme 1.3.1 Siles hypothéses (1.5.1) et (1.3.2) sont vérifiées, alors Uadjoint dans (L? (Q))GH_1

de la fermeture L de L est la fermeture L# dans (L2 (Q))GH_1 de L#.

Preuve. La preuve nécessite plusieurs étapes intermédiaires.
Tout d’abord, comme 9Q = (90 x [0,T]) U (2 x {0}) U (2 x {T'}) possede des coins, Q) est
lipchitzien et donc H*® (0Q) est bien défini pour | s |< 1.
On définit alors les espaces suivants :
d+1 d+1\’
— K est défini de maniere analogue.
d+1 d+1
- HL = {‘;0 € (L2 (Q)) 7L‘;0 € (L2 (Q)) }7” P H’QHL:H 12 H?L2(Q))d+1 + H L‘P H?L?(Q))”Hl
— H# est défini de maniere analogue.
Ces espaces vérifient la proposition suivante ([59], proposition 1) :

Théoréeme 1.3.2 K, K;%, Hy et Hyx sont des espaces de Hilbert et (Cl (@))GH_1 est dense dans
chacun de ces espaces.

Cette propriété de densité permet d’établir le théoréme suivant :

Théoreme 1.3.3 L’application :

g:(C' (@) — @ Q)™
o —g(e)
définie par :
® sur Qx {T}
g=1< -y sur Q2 x {0}

Ao sur 00 x [0,T)]
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a1\’
s’étend de facon unique en une application continue de Ki dans ((Hé (8@)) ) , et Uapplica-

tion :
he (CH@)™ x (c @) — (L7 (0Q))
(,9) = hip9)
définie par :
(@, %) cas1 sur Qx {T}
h=< — (¢, ¢)cas sur Q x {0}

(Ainitp, w)@H sur 0 x [0,T]
s’étend de facon unique en une application continue de Hy X Hy# dans (I/Vl’oo (8Q))l
La formule de Green suivante :

— (. #
(L(,D, ¢)(L2(Q))d+1 — /BQX[U’T} (A nlcpad))(cd+1 +/Q (‘paL UJ)@H

n /Qmo(-,T),w(-,T))W —/Q@o(-,omw(-,o»wl,

est alors valable pour (p,1) € Ky x (H' (Q))d+1, et pour (,v) € Hr X Hyp#.

Théoréme 1.3.4 Si les hypothéses (1.3.1) et (1.3.2) sont vérifiées, si p € Hy, et p € N (z,t) sur
9Q x [0,T], alors il existe une suite ¢, € (C! (@))d—H telle que pp € N (z,t) sur 9Q x [0,T] et
on — @ € Hp. De plus, si ¢ =0 sur Q x {0}, alors la suite @, peut étre choisie avec ¢, (t =0) =0
sur €.

,T
0)

La preuve de ces trois théorémes se trouvent dans [59], dans le cas ot le rang de A’n; est constant sur
chaque composante connexe de 9€2. L’auteur procede par régularisation et troncature, séparément
en temps et en espace, puis établit un théoreme de régularisation tangentielle en introduisant les
distributions conormales sur Q associées & 9. Un travail similaire peut étre effectué sur N~ et
N7 dans le cas ot les hypothéses 1.3.2 sont vérifiées.

Le théoreme 1.3.1 est alors une interprétation en tant qu’opérateur et opérateur adjoint du
théoreme 1.3.4. Premiérement, Les plus petites extensions fermées L et L# existent, en vertu de la
densité des domaines D (L) et D (L*) respectifs dans (L? (Q))d+1. De plus, nous allons montrer

que
¢ (@),

G (1) ={(e.f) e (12 @) x (12 @) lp e D(L) Ly = f}.

— Soit (¢, f) € G (L), alors 3p € D (L) tel que Ly = f.
Donc V¢ € D (L#), (f(p,zp)(p(Q))dH = (f,¢)(L2(Q))d+1. Des lors, le théoréme 1.3.4 assure

qu’il existe une suite ¢, € D (f) et une suite f, vérifiant :

on — ¢ dans (L2 (Q))dJrl
fn— f dans (L2 (Q))d+1

avec (fgona'l/)) (L2(Q))d+1 = (fn7¢)(L2(Q))d+1.
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Une telle solution ¢ de Ly = f est appelée solution faible.
Par conséquent, (gon, #zp) . (fn,zb) Q)1

Mais la continuité du produ1t scalaire assure que

(6779 gy = - Dzzaies

ce qui se traduit par (¢, f) € G ((L_#)) et en conclusion on a montré que :
¢(T)ca((17)).
~ D’autre part, soit (¢, f) € G ((L_#)) Par définition, on a Vip € D (L#) :
((T7) 0:9) payn = EBaayen = (0T o = ) gagppens

Mais comme N* vérifie les hypothéses 1.3.2, il existe une suite v, € D (L_#> et une suite f,

vérifiant :
thn —> ¥ dans (L2(Q))*"
fn— f dans (L2 (Q))GH_1
avec ( @/Jn) @+t (fn,wn)(LQ(Q))dH. Donc, comme précedemment, la continuité du

produit scalaire permet de conclure que :

¢ ((TF)) cc (@)

_ N\ %
En conclusion, on a montré que L = (L#> . Mais, comme pour tout opérateur K fermé & domaine

dense dans un espace de Banach réflexif, K** = K, on a :
e N -
r'=((0#)) =1%.

Le théoreme d’existence et d’unicité attendu nécessite une derniere hypothese :

Hypothéses 1.3.3 On suppose de plus que les deuz inégalités suivantes sont vérifiées pour (x,t) €
I x [0, T)(on dira que N (z,t) est mazimal positif) :

L. V(p €D (L) 3 (Alnzgoa (P) Cd+1 > 07
2. Vip € D (L#), (A'nith, ¥) uys < 0.

Théoréme 1.3.5 Pour (f,g) € (L? (Q))dJrl x (L? (Q))dH, et sous les hypothéses (1.5.1, 1.3.2,
1.3.8), les deux systémes :

Ly = f(z,t) dans Qx[0,T]
o(z,t) € N(z,t) pour (x,t)€ (0Q x[0,T]) (1.12)
o(-,0) = 0 dans 2
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et
L#p = g(z,t) dans Qx][0,T]
P(z,t) € N*(z,t) pour (z,t) € (02 x[0,T]) (1.13)
(-, T) = 0 dans

admettent une solution unique dans (L (Q))d“, avec équivalence entre solution faible et forte.
_— -1

De plus, L Vet TF appartiennent a E( dH) , et les solutions ¢ et 1 appartiennent a

C (0.7, L% ().

Preuve. On rappelle que I'on a posé :
1 4
K=B- 5(8244’).

Si I'on pose ¢ = ¢ e avec a > 0 (isomorphisme bicontinu de (L?(Q))%t! sur lui méme pu1sque
T est borné), le probleme spatio-temporel Ly = f devient un probleme en <p associé 4 un K’
K + 2al4y1. Donc, sans perte de généralité, on peut supposer que Ic > 0 tel que :

K = B——(aA) > gy

Rappelons deux théorémes d’analyse fonctionnelle :
Théoréme 1.3.6 (théoréme de “surjectivité”, forme primale) Soit H un Hilbert et A un opérateur
fermé a domaine dense dans H, alors on a équivalence entre les trois propriétés suivantes :

1. A est surjectif.

2. 3¢ >0 tel que Yv € D(A*), || v [[u<c| A*(v) ||m -

3. ker(A*) = {0} et Im(A*) fermé.

Théoréme 1.3.7 (théoréme de “surjectivité”, forme duale) Soit H un Hilbert et A un opérateur
fermé a domaine dense dans H, alors on a équivalence entre les trois propriétés suivantes :

1. A* est surjectif.
2. 3¢ > 0 tel que Vu € D(A), || ulg<c| Au) |7 -
3. ker(A) = {0} et Im(A) fermé.

Nous allons montrer dans un premier temps que L et L# sont des opérateurs maximaux monotones.
. . —\\d+1
Pour cela, on écrit d’abord facilement que, d’une part, Yw € (C1 (Q)) A

(L, w)gses + (LFw,w) | = (K + K w,w)or

Cd+1

D’autre part, la formule de Green donne pour tout (wi,wy) dans (C1 (@))dJrl X (C1 (@))dJrl :
(Luwy, wa) g = /

A'njwy, we -I-/ (wl,L#w2>
anx[o,T]( l Jose Q oo

n /Q (wn (- T) w3 (\T))gurn — / (w1 (4 0), w3 (0)) g

Q
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Comme la formule de Green est encore appliquable dans D(L) et D (L#) en vertu du théoréme
1.3.3, on en déduit que Vo € D(L) :

2Re (L(lp’ (p) (LQ(Q))d-i-l = AQ [0 T} (AZ’I’M(;O; ‘P) (LQ(Q))d-#—I + Re ((K + K*) ©, (p) (LQ(Q))d+1
X1V,

i 2
+ /Qw(,T),
et Vi € D (L#)

2Re (L4, ¢)(L2(Q))d+1

/8(2><[0,T} - (Alni¢a Q/)) (LQ(Q))d+1 + Re ((K + K ) Q/)a Q/))(L2(Q))d+1

. 2
+ /Qw(,on .

Dés lors, la maximalité de N (z,t) et ’hypothése sur la matrice hermitienne K assurent que les
opérateurs L et L# sont monotones et coercifs sur leurs domaines respectifs. Dans ces conditions et
par définition de la plus petite extension fermée d’un opérateur, L et L# sont également monotones
sur leurs domaines respectifs. Donc en appliquant Cauchy-Schwartz, Yo € D(L) et Y4 € D(L#),
ona:

1o llz2@pen I T+ L) llz2(@)a+1s

et
14 [lz2@yeer <II (T + L#) [l (2 gy -

Ces deux coercivités et le théoréme 1.3.1 nous garantissent par I’application des théoremes 1.3.6
et 1.3.7 que les opérateurs L et L# sont maximaux monotones. De plus, ils sont coercifs (en vertu
de I’hypotheése sur K). On en déduit que L est injectif car coercif et que L# est coercif. Donc
en appliquant de nouveau les théorémes de surjectivité (forme primale et duale), ces opérateurs
sont bijectifs et inversibles sur (L?(Q))%*!. On a ainsi construit une suite ¢, telle que, pour f,
convergeant vers f dans (L%(Q))**' et pour tout (t;,%2) € [0,T)%, on a :

to

[ en(t2) 22 = | en(t) iz | S/ | fn(0) llL2(q) do-

t1

Des lors, en vertu du fait que 'on peut choisir ¢, telle que ¢, (t = 0) = 0 sur £, on montre que
¢ € C([0,T], L*(Q)) (la preuve est analogue pour 1)). =

Conclusion

Dans un cadre fonctionnel spatio-temporel précis, nous avons montré ’existence et 1'unicité
d’une solution au systéme instationnaire hyperbolique (1.10) en considérant que les conditions aux
limites & lui adjoindre sont définies par un espace théorique N (z, ). Dans le but de faciliter 1'écriture
des schémas d’approximations et éventuellement 1’écriture de conditions aux limites non homogenes,
nous allons réécrire les conditions aux limites admissibles afin de faire apparaitre explicitement, tant
pour Popérateur L que pour son adjoint, les relations linéaires entre les inconnues. On proceéde pour
cela a un relevement des conditions aux limites admissibles.
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1.3.2 Relévement des conditions aux limites admissibles

On représente classiquement A (x,t) par le noyau d’une matrice M € C4+' x C*!. Donc :
N, ) = her(M(z, 1),

et on pose
1, .
M=—§(Azni—N). (1.14)

La matrice N A identifier n’est pas nécessairement symétrique. On rappelle que N(z,t) est dit
maximal positif (hypotheése 1.3.3 indispensable pour assurer Iexistence et 1'unicité du probléme
instationnaire posé avec des conditions aux limites) si :

L. V‘P €D (L) ’ (Aini‘pa ‘P) Cd+1 > 0,
2. Vip € D (L#), (A'njth, ) gy < 0.
Afin de classifier de maniére exhaustive les conditions aux limites convenables & adjoindre au
probleme (1.10), on exprime les flux A’n; dérivant de (1.10) sous la forme :
A'n; = Valas1 + co 2T 0 , (1.15)

ou V,, = Ujn; désigne la vitesse normale sortante de ’écoulement porteur. Il en découle une discus-
sion suivant le signe de ces flux.

L’écoulement porteur glissant

Pour V,, = 0, Pécoulement porteur est dit “glissant”. Dans ce cas, les flux A’n; correspondent
aux flux de I’équation des ondes écrite & 'ordre 1. Deux types de conditions d’obstacles apparaissent
alors naturellement :

~ VYo # 0 € ker(M), (A'n;p, ¢)cit1 = 0. C’est en particulier le cas pour ces deux conditions

classiques ! :

— Une condition d’obstacle “mou” ou encore un noeud de pression qui consiste a imposer
p=0.2

— Une condition d’obstacle “dur” ou encore de glissement parfait qui consiste & imposer
u'n; = 0.3

Comme les échelles de valeurs de pressions et de vitesses ne sont pas du tout du méme ordre
de grandeur pour 1’écoulement porteur et ’écoulement perturbé, on peut considérer, méme
dans le cas de I’écoulement porteur “glissant”, que les perturbations obéissent & une relation
d’impédance modélisant des phénomenes physiques tels la rugosité ou les vibrations d’une
paroi.
~ VYo # 0 € ker(M), (A'n;p, ¢)ca+1 > 0. On impose alors la condition aux limites homogene
suivante :
V(z,t) eI' x [0,T],p = (x,t)u -7, (1.16)

avec 7 normale sortante & Q sur 012, et la condition suivante sur 'impédance :

a(z,t) € C et Re(a) > 0.

"Dans ce cas, le flux d’énergie dans (1.11) est nul.
2(’est la condition de Dirichlet pour I'équation des ondes.
3C’est la condition de Neumann pour I'équation des ondes.
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La matrice M, naturellement associée & cette condition aux limites est :

Co an®@n —n
=g ()

Cette condition d’impédance est la plus couramment usitée, mais pour cette matrice M,, la
condition d’obstacle “mou” (o = 0) ou la condition de glissement parfait (a — +o00, pour «
réel) est singuliére par rapport & la condition d’impédance générale.
Pour pallier ce handicap, on écrit la condition d’impédance (1.16) en fonction de /3, absorption
acoustique définie par : @8
alz,t) —1

Bla,t) = a(z,t) +1°
changement de variable homographique et bijectif des complexes & partie réelle positive dans
le disque unité (| 8 |< 1). Des lors, (1.16) devient :

B-1)p+(B+1)i =0, (1.17)

a la condition que | 8 |< 1.
Une matrice My candidate est :

_a( (B+1)nen (B-1)n
My =3 ( “ApnT (1 p) ) (1.18)

mais il reste encore & vérifier que ce relevement de la condition aux limites satisfait les
conditions de 'hypothese 1.3.3, nécessaire pour appliquer le théoréeme 1.3.5.

. Il est clair que :

Vo € ker(Mg), (A'nip, @)carr >0 < (N + N3)p, p)ca+r > 0.

Or, pour cette matrice Mg, on a :

Ng=2M5+AiniZCO< B+1)nen  Bn )

—pn” (1-5)

donc pour tout ¢ € C?*! de la forme (u?, p)”, on a :

Ni®l pB1 in, T,
o = (O ) () ()

ou 1 désigne le vecteur de taille d ne comportant que des 1. On en déduit que pour étudier le
signe de la forme quadratique associée a Ng, il suffit d’étudier celui de la forme quadratique
associée & la matrice suivante (que I’on notera aussi Ng par abus de notation) :

Nﬁ:c“( 3 1l )

Le polynoéme caractéristique associé & la matrice symétrique :
Ng+N; _ ((Re(B)+1 ilm(p)
2 N —iIm(B) 1—Re(B) )’
vaut :
Ps(A) =X —-2x+1- |8 .

Comme | § |< 1, les racines de P sont positives et la premiere des hypotheéses 1.3.3 est
vérifiée.
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2. Il reste encore a vérifier la validité de la seconde hypothése, a savoir :
Vw € (A'n; (N (z, t)))L, (A"nlw,u))(C,H1 <0.

En premier lieu, on cherche donc & identifier (A'n; (N (z, t)))l.
Soit : . ‘ N
pEN(z,1) et w= (W)l 4 € (A'ni(N(z,1)) .

w est caractérisé par la relation
(Ainicp,w) i =08 pim + witlyin; = 0.
Comme ¢ € N (z,t), pour B # 1 et B # —1, nous avons :
(Aini(p,u))(C,H1 =0& (f—1Dwt! — (8+ 1)win; = 0.
Par conséquent, pour 8 # 1 et 8 # —1, (Aini (N (, t)))L est caractérisé par :
(Ain; (N (2,1))) " = {wtel que (8 — w1 — (8 + 1)win,; = 0}. (1.19)

Mais : ' .

B=1&un,=0%& wn;, =0,
et

B=—-1&p=0x witl =0,
Par conséquent, la caractérisation (1.19) de (A'n; (./\f(ac,t)))l reste vraie pour § = 1 et
B = —1. En conclusion, Vw € (A'n; (/\/’(zp,t)))L, on a :

(Ainiu),u))(cd+1 =y (wdﬂ (Em) + wdﬂwini) = 2coRe (EniwdH) .

Donc, on peut conclure que :
- (A’mu),u))(cd+1 =0 pour g = —1.

4 -1
- (A’?”Liu),u))(cd+1 =2¢o | w1 |2 Re <%>, pour 3 # —1.
Mais : )
Re(ﬁ—1> _ B
B+1 | B+1 %
donc :

Vw € (Ain; (V) (A'niw, ) gupn <0< A< 1.

La matrice Mg satisfait bien la seconde des hypotheses 1.3.3, et par conséquent les hypotheses
1.3.3.

Remarque 1.3.2 La matrice M, vérifie également cette hypothése de mazximale positivité. Mais
pour saisir l'importance de ce changement de variables, il est nécessaire de ne pas perdre de vue
DUobjectif de cette these, a savoir le controle de perturbations aéroacoustiques par des conditions aux
limites de type impédance. Sans ce changement de variable, les conditions d’obstacle “mou” ou de
glissement “parfait” ne seraient jamais atteintes dans la méthode de descente associée a l’algorithme
d’optimisation mis en oeuvre ultérieurement. Or, ces conditions sont des conditions de référence
physique (notamment la condition de glissement “parfait”) auzquelles les résultats obtenus peuvent
étre facilement comparés. D’autres propriétés seront signalées ultérieurement, et de nombreuses
comparaisons seront effectuées entre la prise en compte de la condition d’impédance par la variable
a et la variable (.
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L’écoulement porteur sortant

Pour V,, > 0, I'écoulement porteur subsonique est dit “sortant”. Dans ce cas, les conditions aux
limites intéressantes correspondent & des conditions transparentes & 'ordre 1 (complétement non
réflechissantes pour les ondes normales). Elles correspondent & des coefficients “gelés”, supposés
localement constants.

La matrice des flux A’n; associée a la partie principale de I'opérateur A’0; mis en jeu dans
(1.10) est symétrique réelle. En posant :

Ain;" = sup(A'n;,0),
et
A'n; =inf(A'n;0),

7

les matrices associées respectivement aux valeurs propres positives et négatives de A’n;, on obtient
la décomposition :
A'n; = AZn;r + A'n; .

Dans ce cas, la matrice '
M = —(4'n?),
définie en (1.14) vérifie successivement les conditions :
1. N = (A'n;)* — (A'n;)~ =| A%n; |> 0.
2. (A'n; (ker(Aini_)))J‘ = ker(A'n;"), donc

Yw € (Aini (./\/'))l , (zﬁlinizu,u))(chrl = (142'71;10,11))@+1 <0.

Par conséquent, cette matrice M vérifie les hypotheses 1.3.3. Dans [35], 'auteur montre que cette
condition aux limites est la premiére approximation d’une condition non réfléchissante.? Plus

précisément, dans ce cas, I’expression de la matrice M est donnée par : °
P \— 1 nen -—-n
M = ~(4in)" = = (Vo = c0) ( N ) (1.20)
Mais,
Mp=0&p=u'n; =11,
donc dans ce cas, il ne subsiste qu'une seule condition aux limites (o = (1,0) ou 8 = (0,0)

correspond & “I'impédance” du vide dans le systéeme de variables choisi).

L’écoulement porteur entrant

Pour V,, < 0, ’écoulement porteur subsonique est dit “entrant”. Les conditions aux limites
intéressantes sont les mémes que dans le cas précédent, avec cette fois-ci :

i 1 nen n
(Ani)+=§(Vn+Co)< i 1>,

*Les matrices (A'n;)* et (A'n;)” seront utilisées pour une semi-discrétisation spatiale de (1.10) posé avec des
conditions aux limites admissibles.
SL’écoulement porteur est subsonique, donc Vi, < cq.
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et M - —(Aini)_
= (Alnl)+ — (AZ’I’LZ)
_ ( ~Valg+ i (Vi +eo)n@n (Vi —co)m > (1.21)
B 3 (Va = co)n L (Va—co) )

La condition non réfléchissante se formule dans ce cas de la fagon suivante :

p = u-n
Mp =0« S
14 {Vnu—%(Vn+co)(u-n)n+%(co—Vn)pn = 0.

Remarque 1.3.3 Ces relations ne sont pas indépendantes. La premiére relation se déduit des deux
ou trois autres en multipliant scalairement par le vecteur 7i. Cette condition non réfléchissante
approchée ne comporte donc que deux relations indépendantes. On remarque immédiatement que
Pon impose bien une condition homogéne supplémentaire en franchissant le saut de rang A'n;, ce
qui traduit ’hypothése 1.3.2.

Théoréme 1.3.8 Les matrices (1.18, 1.20, 1.21) vérifient la relation algébrique :
ker(M#) = (A'n; (ker(M))) ",
ou M# = Ain; + M*.
Preuve. .
— Pour M = —(A'n;)~, c’est clair car :
Ker(M#) = ker(Ain) = (Aing(ker(A'n ) = (Aing(ker(M)))*.

— Pour M = Mg, on a :

_¢ [ (B+1)ne@n (B-1)n . i _ (ﬁ—i—l)_n@n (I—B_)n
Ms =3 < —(1+8)n" (1-p) >:>M‘3+A ! 2( (1+p)nT  (1-7) )

Par conséquent, avec les notations précédentes, et en vertu de (1.19), on a :

w € ker(MZf) e @B-1Dw™ - B+ 1wn=0swe (A'n; (ker(Mﬂ)))l.

Conclusion

De cette taxinomie des conditions aux limites, on déduit un théoreme d’existence et d’unicité :

Théoréme 1.3.9 Si l'on suppose que :

1. Sur toutes les composantes connezes O; de 0Q ou V, = 0, N(z,t) = ker (Mp) avec § €
Ct (Ol X [O,T],C).G

2. Sur toutes les autres composantes connexes de 00, N = ker ((Aznz)_) T

5Ces conditions sont des conditions d’obstacle pour I’écoulement porteur.
"L’ensemble olt V,, = 0 est supposé étre constitué de courbes séparant localement dQ en parties ot V, < 0 et
Ve > 0.
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3. ¥Y(z,t) € T x[0,T],B(z,t) € C° (T, x [0,T],C) NC,, (T x [0,T],C) ,| Blz,t) |< 1 (voir figure
1).

4. On note M# = A'n; + M*, donc ker (M#) = (A'n; (ker (M)))l

5. fe (@) ge (@),

alors les deuz systémes suivants (ot 1’on notera abusivement L = L et L# = L_#) :

Ly = f .
—3
Mg(p 0 dans Hlfcl (' x [0,77) (1.22)
A'n;p = 0 dans H, ? (0Q\T x[0,T])
v(z,0) = 0
et,
L¥p = g
_1
Miyp = 0 dans Hy, (T [0,T]) (1.23)
Anfyp = 0 dans H,? (0Q\T x [0,7T))
Y (z,T) = 0

ont une unique solution (faible et forte) dans (L*(Q))**! notées respectivement @z et 3.

Preuve. On a ker(M#) = (A'n;(ker(M)))* = N* et ker(A'n;) C N.
Les matrices Mg, M;f, Aini_, Ain;" sont lipchitziennes, donc les valeurs des traces

1
sont bien définies dans H, >. Les valeurs ¢(z,0) et ¢(z,T) sont bien définies d’apres la derniere
partie du théoréme 1.3.5. Les hypotheses (1.3.2, 1.3.3) sont satisfaites. Par application du théoréme

1.3.5, les systémes (1.22) et (1.23) ont une unique solution dans (L? (Q))d+1. ]

Remarque 1.3.4 Pour la motivation de cette thése, et en particulier la résolution de probléme
de contréle optimal dont les équations d’état sont régis par le probléme (1.22), ce résultat n’est a
priori pas suffisant. En effet, g € (L2 (Q))dJrl ne correspond pas & une observabilité frontiére. Le
second membre g du probléme adjoint doit pouvoir étre moins réqulier que L?> dans le cas d’une
observalité de type frontiére (autrement dit pour une surface de prélévement Og), par exemple un
second membre de type Dirac. Une théorie des sytémes de Friedrichs basée sur les résultats de
régularité obtenus dans [59], dont un théoréme similaire au théoréme 1.3.9 pourrait étre la finalité

(mais pour un second membre g € (Cl’l (Q))UH_1 et des coefficients des €quations d’état de méme
régularité), nécessiterait d’importantes améliorations techniques quant au rélévement du probléme
(1.23) a des seconds membres équivalents L?. Néanmoins, pour les applications numériques et
la discrétisation des problémes (1.22) et (1.23), une approximation convenable d’un observatoire
surfacique par une surface plus réguliére permettant de considérer que le second membre du probléme
(1.23) est de régularité L?, nous semble tout a fait valable. En effet, méme dans le cas d’une surface
de préléevement trés peu régulicére, la faisabilité des applications numériques et de la discrétisation
imposera nécessairement que le support de cette surface contienne l’épaisseur des éléments choisis
pour la discrétisation.

Les problemes (1.22) et (1.23) seront appelés par la suite probléeme direct et probleme adjoint.



Chapitre 2

Approximation par une méthode
Galerkine discontinue

En mettant sous la forme A’n; (avec n € R?) la partie principale spatiale A’0; de 'opérateur
L =14,10; + A, ses valeurs propres sont :

Uini +co | n ll2:Ugmi — co | 1 ll2, Ugmis

ou la derniére est une valeur propre simple ou double suivant la valeur de d. Le déterminant de la
partie principale est donc égal a :

det(A'n;) = (Ugm)® = g Il 0 [12) (Ugm:) "

En conclusion, la partie principale de I'opérateur spatial n’est pas elliptique', car le déterminant
de celui-ci peut s’annuler pour 1 # 0. La forme symétrique du probléme mixte (1.22) permet de
mettre en oeuvre des techniques d’approximation du type Galerkine discontinue, qui pallient, en
approximant de facon non conforme dans D(A), les inconvénients issus de la non ellipticité de
Popérateur A. En introduisant une technique de flux-splitting, il n’est plus nécessaire d’assurer la
coercivité de 'opérateur discrétisé A, dans (ker(A))*.

2.1 Formulation variationnelle du probleme direct

Pour définir la formulation variationnelle de (1.22), s’affranchir des problemes de traces et
justifier les intégrations par parties, on va se placer dans I’espace E défini par :

~ d+1
peEsqpe (H,’;“(Q)) keN,

ce qui signifie que les composantes de ¢ sont H*+! par morceaux dans @ A valeurs complexes, ou
plus précisément qu’il existe une famille finie d’ouverts notée (U,) vérifiant les points suivants :
— Les U, sont connexes, deux & deux disjoints, non dégénérés et de mesure de Lebesgue uni-
formément bornées.

- Yr.=0a.

€
0U, est de classe C,’fn‘"l, et U, est localement d’un seul c6té de la frontiere 0U,.
Pour tout e, les restrictions de ¢ & U, sont dans H*+1(U,).

'le méme résultat persiste pour 'opérateur A = A'9; + B, car opérateur B est borné.

31
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En pratique, nous considérons une sous-partition (V) en ouverts de la partition (U,), vérifiant
les mémes propriétés. On adopte alors les notations suivantes :

S = [Jov.\oQ
€
Ry = [V
e
S représente 'ensemble des discontinuités de la distribution ¢ et Ry son complémentaire dans
Q. On peut alors établir le théoréeme suivant :

Théoréme 2.1.1 g est solution de (1.22) dans E si et seulement si Vi € E, on a :

(Les, ) +/N (Ain* (90+ —90_) ,w*)
/R(pﬁme g et SpaUSY AT B Cd+1

+/6Q (MﬁQOﬂaT/))(cdﬂ Z/Q(fa ¢)@d+1 ;

ou les conventions suivantes ont été adoptées :

1. 71 = (n;) est un vecteur unitaire normal, sortant a dV,.
—_ N

2. S¢z U S signifie que l'intégration correspondante doit s’effectuer suivant les deux orienta-
tions de 7i (des deux cotés de la frontiere).

3. Pour z € (Spg U S7), on définit gozg () (respectivement ¢, (z)) par :

gozg (z) = lim g (2 + en) (respectivement lim g (z — en)),

e—0t e—0t

et cette limite est au moins définie dans H'2 (Sps USY).

Le second terme de (2.1), en choisissant une seule orientation de la normale, devient :

/S%LJS¢ (Azn; (QOE a QOE) ’¢_>@d+1 + (Azn:r (‘ng - %) ’¢+>Cd+1'

Preuve. L’équation principale du systéeme (1.22) s’écrit au sens des distributions :

Oups + A0ips + By [ presque partout sur Ryg
A'n; [pg] = 0 surSypg.

En conséquence, on a pour tout 3 € E:

/ (305 + A0i05 + Bipg ) cuns = / TR
RypgNRyY RpgNRy

De plus, on a les relations suivantes :
1. ker(A'n;) C ker(A'n;)™*.

2. ker(A'n;) C ker(A'n;)~.

3. (Ai (—ny))* = — (Ainy) "
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Cela signifie que les relations de Rankine-Hugoniot sont équivalentes & :

A'n;[pp) = 0 surSyg
o Aln; (gog — gog) = 0 enn;et en —n;, (2:2)

)

donc, pour tout @ € E’, ona:

/SN <Ain; ("05 _"05) ’Qpi)@m =0

pguUSY

La contribution de la condition aux limites permet de conclure, a savoir que ¢g solution de (1.22)
implique que g vérifie (2.1). Un choix judicieux de fonctions tests ¢ qui permet d’annuler succes-
sivement les intégrales mises en jeu dans (2.1), ainsi que I’équivalence (2.2) montrent trivialement
la réciproque.

]

Une discrétisation naturelle symétrique espace/temps de cette formulation variationnelle avec
des éléments produits cartésiens espace/temps aboutirait & un schéma totalement implicite. Dans
[23], 'auteur montre que l'on peut résoudre le systéme linéaire qui en découle par une méthode
de Jacobi par bloc convergente (car le systéme discrétisé est localement dissipatif). Cette méthode
est de plus trés robuste [53]. Si chacune des composantes des fonctions de base est un polynéme
de degré inférieur a k, les auteurs précités ainsi que ([39, 8]) obtiennent ’estimation de I’erreur de
consistance en la norme ||| - ||| associée au produit scalaire

D gy + [ (4l e), [9]) g do
( )(L @)t 77050 “ |[ ] [ ])(ﬁ+

ou [p] représente le saut des traces de ¢ sur Sy, suivante :
1
lkes = enlll < CAT. D5l gy gy B2 (2.3)

ou ¢y est la solution du probleme associé au schéma totalement implicite et h la dimension ca-
ractéristique du maillage du domaine spatio-temporel (). De plus, ce type de schéma est incondi-
tionnellement stable. Dans [49], les auteurs montrent qu’'un schéma semi-implicite en espace reste
également inconditionnellement stable, et obtiennent une estimation d’erreur similaire & (2.3).

Cependant, la nécessité de résoudre ce systéeme linéaire induit un fort cout de calcul et des dif-
ficultés numériques se présentent pour écrire des discrétisations plus précises (ordre 2 ou plus). Ces
deux inconvénients majeurs font que I'approximation totalement implicite, quoique plus naturelle,
ne présente en général que peu d’intérét. On va donc opter pour une discrétisation temporelle expli-
cite du systéme différentiel associé & (1.22). Bien entendu, contrairement & la résolution totalement
implicite, cette résolution temporelle explicite ne sera pas inconditionnellement stable.

2.2 Discrétisation du probleme direct

N
On considere une partition de 2 de la forme Q = U we. Plus précisément, on suppose que :

e=1
— Les w, sont ouverts, disjoints 2 & 2, non dégénérés et de volumes uniformément bornés :

Jh > 0,sup diam(w,) < h.
e
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Jm=u

- 8eu)e est C'°° par morceaux et w, est localement d’un seul c6té de la frontiere dwe.

— Pour tout e, les restrictions ¢, de ¢g a w, sont dans HY(V,) et w, C V.

Soit W}, ¢, I'espace des fonctions vectorielles & valeurs complexes de dimension finie &, engendré
par une base de fonctions bS(r = 1..k) de I'élément w, (engendrant un espace d’interpolation de
dimension finie noté 0W}, . sur dw,). On supposera de plus qu'il existe o, et (3, réels positifs tels
que les propriétés d’homogénéités suivantes soient vérifiées :

, aire(Owe)
VX € W, Vi, || 0; X HL?(Whe)S %Ww)e | X 2w, (2.4)
’ €
VX € W, X 2 < M X |2 2.5
€ Whaell Xlows 2o, < Be gl 1 X [, o (25)

ol vol(w,) désigne le volume d’un élément du maillage spatial, et aire(Ow.) l'aire de sa frontiere.

Remarque 2.2.1 Ces hypothéses techniques d’homogénéité (2.4, 2.5) sont évidemment vérifiées
pour des fonctions de base polynomiales.

La discrétisation du systéme différentiel associé & (1.22) consiste & résoudre la formulation
variationnelle suivante :
Quelque soit I'élément e, trouver ¢, € Wy, . telle que Vi), € W ., on ait :

/ (Ospn + A'Oion + B, ¥n) carr + / (A'n; (off —@p) ¥ ) gans
we X[0,T Owe\I'x[0,T]

+/ (MﬂWha¢h)Cd+1 =/ (fs ¢h)<cd+1 .
OweNT'x[0,T we X[0,T7

Mais comme

k
Vv € Whe, v, € CF tel que v = Z by vy,

r=1
la décomposition dans cette base des fonctions ¢y, et 1, intervenant dans (2.1) ameéne en fait &
résoudre un systeme de (d 4+ 1)kN équations aux dérivées ordinaires linéaires se présentant sous la
forme de (d 4 1)k équations par élément, le couplage avec les éléments voisins ne s’opérant que par
le terme contenant go;{. Localement, le probléme peut s’écrire sous la forme d’un probléeme d’algebre
linéaire :

{on € Whe | Vo, € Whe, L(@h.%n) = 0},

ou L(ppn, 1) se décompose de la fagon suivante :
L(n, ) = Mp + Ky + Py + Ko + By, + Sh, (2.6)

avec les explicitations suivantes :

1. My, = / (O1@hs ¥n)ca+r est la matrice locale de masse diagonale par bloc.
We
2. Ky, = / (Aiam, 1/);1)@,+1 est la matrice locale de rigidité diagonale par bloc.
We

3. Py = / (B@h, ¥n)ca+1 est une matrice produit diagonale par bloc.
We
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4. Kop = / (Ain; ((p,J{ — go,:) ,¢h)@+1 est la matrice locale de rigidité qui connecte les
éléments Zflet\l‘l;} eux.
5 By = / (Mg@h,n)ca+r est la matrice locale qui introduit les conditions aux limites
dimpédances généralisées.
6. S, = / (fs%n)casrr est la matrice locale qui introduit les termes sources dans la formulation.
We

La contribution de chaque élément est ensuite assemblée dans une matrice de rigidité et de
masse globale, ce qui aboutit & la résolution du systéme linéaire :

M x Oyps+S X pg = [ = Oypg =M x (f =8 x pg) = F(t, pp) (2.7)

Dans le cas ou les fonctions de base sont des polynomes de degré k et si la solution g
a la régularité spatiale Hff{"l (H**! par morceaux), on peut espérer l'estimation d’erreur dans
L2([0,T],L?(Q)?) (en 3D, T arbitrairement long) suivante (partie spatiale de I'estimation (2.3)) :

1
I8 = en 2o, r2 @y < C(T, QA 2,
ou p désigne évidemment la solution du probleme discrétisé sur le domaine maillé en Q2 = U We.

e
Si le systeme n’est pas stable (en fonction de la nature de I’écoulement porteur), la constante C'
(qui dépend également de la solution ¢g) peut croitre exponentiellement avec T'.

Il est bien entendu nécessaire d’approcher convenablement la dérivée temporelle intervenant
dans (2.7) pour conserver l'ordre de cette erreur sur la discrétisation complete spatio-temporelle
du systéme. Dans le cas des volumes finis (k = 0) et pour des écoulements porteurs & convection
uniforme (les coefficients des A’ sont constants), les auteurs montrent dans [22] que le schéma
d’Euler explicite conserve ’ordre h> et que la condition de stabilité est en At < Ch (ou [0,T] = nAt,
n € N), C dépendant de la forme des éléments et des valeurs propres de A’n;. En revanche, cette
condition de stabilité est établie en introduisant un terme de pénalisation dans les conditions aux
limites afin de controler suffisamment la dissipation d’énergie au bord 0.

Dans un premier temps, nous allons étendre ce résultat au cas des coefficients des A’(z) non
constants et en ne traitant pas de fagon particuliére les conditions aux limites. Le résultat principal
va consister a établir une condition de stabilité uniforme par rapport au coefficient de réflexion
acoustique local G et & montrer que le traitement de la condition aux limites d’impédance locale
par la variable “classique” « ne semble pas mener & une condition de stabilité uniforme (ce qui a
été vérifié numériquement).

2.3 Schéma volumes finis en espace et Euler explicite en temps;
stabilité conditionnelle en norme L?

On notera de maniére classique :

1. Qx[0,T] = Uwe x [nAt, (n + 1)At].

2. on =g (nAt) .
La résolution du schéma volumes finis en espace et Euler explicite en temps consiste en la
résolution de I’équation suivante sur chaque élément w, :

vol (w _ _ _ _ _ _
ot {we) (041 —n) +/ Al (o — o) +/ Mg, +/ By, =wvol (we) f.  (2.8)
Owe\T' OweNT We

At
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On est alors en mesure d’établir le théoréme suivant :

Théoreme 2.3.1 Le schéma explicite, sur les €quations d’Euler linéarisées barotropes

Mg, —|—At/ By, =0,

We

A'ns (o —op) + At/

vol (we) (90;-1-1 — go;) + At/
Owe NI

Owe \T'

est stable uniformément en B sous la condition CFL

At < inf < L vol (we) ) (2.9)

ex€Q \ | Vi + ¢ | aire (Owe)

Preuve. On réécrit le schéma explicite de la facon suivante :

vol (we) (@1 — 0n) + At/6 Fu(pn — ) + At/ By, =0, (2.10)
We We
avec = 0 sur dw, N IN et F, défini par :
—Aln; sur Owe \ T
E, = -1 ) 2.11
- (A’ni - Nﬂ) = My sur Ow.NT ( )

I1 vient alors :

vol (w, _ _ _ _ Ng
o) 1 g P om P = | 9may — on ] + AtRe [ (Renen
2 2 Cd+1

OweNI

At o OAY
+7/ (@A’son,son)@ﬂJrAtRe(/ ((B— 5 >90n,%> >
We We Cd+1

+—Re (/ (Fun s n ) casn —/ (Futow ) it

Owe Owe

50 ([ (e = 0d)lon = e)oun ) =0

Mais comme dw, = (0w, \ I') U (Qw, N T'), il découle que :

vol (we) N _ _ _ Ng _ _
9 ‘ [| (pn-l—l ‘2 - ‘ Yn ‘2 - ‘ (pn-l—l — $n ‘2] + AtRe </ <7¢n7§0n
OweNT Cd+1

&A’ _ _ At i — _
+AtRe</ ((B— >son,son> >+—/ (A'nf e, 0n) cn
we 2 Cd+1 2 Jow\r

At - At _ _
I e R e
ng\l" awe\r
Comme on a supposé que :
LAl
B — 82214 Z 07

et que

Z/ (Ainjgorjagor:)@iJrl +/
We Owe\T 15]

(A'n; @b o) s =/ (A'nfor 00 asr >0,

we \T OO\
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on est alors capable, en sommant sur les éléments w,, d’établir une condition qui, pour un maillage
donné, sera suffisante pour un résultat de stabilité global :

vol (w, _ _ _ _ Ng
_L U Pr+1 |2 - | Pn |2 - | Pnt+1 — Pn |2] + AtRe / _ﬂ(pnﬂon
2 OweNI 2 (212)

At
= (F (en =) (00 = 00)) gurr = 0.
Owe\I

Sans aucune hypothése sur At, si le maillage spatial est assez fin, on tire de (2.10) 1’équivalence
suivante :

vol (we) | _ _ 9 —At? _ n _ n
D |S0n+1—80n|—m /iawan(SOn—Sf’n)vfa%Fn(‘Pn—Wn) @d+1.

On pose alors :

G — Ng sur Ow.NT
" By sur Owe\T

et

z—{ 0, — ot sur  Owe\T

" O sur  Ow, N 0S)

L’application de I'inégalité de Jensen donne :

[ Ea (e — o) 12< aire (0w,) / Fy (n — o) 1.
Owe Owe

Deés lors, en injectant Pestimation précédente dans (2.12), une condition suffisante de stabilité
globale sera :

aire (Owe) / o / o
Wes vol (we) Bwe ‘ n%n ‘ a+ he owe ( n?n s 2 )@Hl a | =2 U,

ou da désigne la mesure d’aire. Par conséquent, il est suffisant d’étudier le signe de la forme
quadratique associée & la matrice suivante (en respectant les notations précédentes) :

o B ap2re (Owe) MEM/g sur Ow,NT
2 vol (we)
Mtapitite = ou
i\ aire (0we) , i _\2
(—A ’fll) - Atm (A n; ) sur Bwe \ I.

vol (we)

(| Vi + co |) aire (Owe)
Par conséquent, on en déduit que le schéma volumes finis en espace et Euler explicite en temps est
uniformément stable si la condition CFL suivante est vérifiée :

At < inf L wol(we) )
exe \ | Vi + ¢ | aire (Owe)

Or, les valeurs propres de M qpitite SONt positives pour tout At tel que At <
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Remarques 2.3.1 1. Remarquons que dans le cas ou M = M,, N = N, et « € R", les valeurs
propres de la matrice Mgapiite correspondante (dans le cas ot 0w, NT' # &) sont positives

st
4 vol (w o
AtS_ . (3) ’
co \aire (Owe) ) o +1
avec
o
— — 0 pour a—0 ou a— +oc.
a?+1

Donc une démarche analogue o la preuve de la stabilité conditionnelle uniforme en B abou-
tirait a une condition de stabilité dépendante de o, ce qui est fortement rédhibitoire pour
des méthodes d’optimisation faisant intervenir de multiples valeurs du paramétre a. De plus,
comme les valeurs de At résultant de ce calcul tendent vers 0 pour des « réels positifs ten-
dant vers 0 ou vers +o00, les calculs seraient beaucoup trop cotteuxr en temps. Comme pour
la plupart des résultats de stabilité numérique, ils ne reposent que sur des conditions suffi-
santes basées sur des estimations d’énergie. Il sera donc nécessaire de mettre en évidence
numériquement ce handicap a traiter la condition d’itmpédance par la variable a.

O A’
2

2. Pour établir la condition CFL, nous avons di faire ’hypothése que K = B — > 0. Sans

cette derniéere, la constante de stabilité dépendrait de T.

Cette condition de stabilité est la plus fine que I'on puisse obtenir en norme L?, pour un schéma
de résolution volumes finis en espace et Euler explicite en temps, et ceci uniformément par rapport
aux maillages.

A notre connaissance, il n’existe pas de résultat dans la littérature qui démontrerait que I'erreur
de consistance (2.3) subsiste pour une résolution d’ordre plus élevé que les volumes finis en espace
et Euler explicite en temps. En revanche, aprés un état de I'art non exhaustif, nous allons établir
un résultat de stabilité pour tout ordre de résolution en espace et en temps du systeme (2.7).
L’uniformité du CFL par rapport & la variable 3 va subsister dans cette généralisation.

2.4 Conditions de stabilité pour des approximations d’ordres plus
élevés

Hormis les références déja citées, une littérature assez fournie existe sur des conditions de
stabilité pour des approximations de type Galerkine discontinue en espace et explicite en temps de
systémes hyperboliques, mais surtout pour la résolution de problémes non linéaires. Formellement
et pour fixer les idées, considérons un systéme hyperbolique standard :

Orp + O F' (p) = f. (2.13)

Pour un espace de fonctions de bases (polynomiales ou autres) et un domaine maillé avec des
éléments w,, la méthode de Galerkine discontinue consiste en la résolution de la formulation varia-
tionnelle suivante :

wgatsoh-w—/%Fi(soh)-aiww/

Owe

A(wh,w;,n)-¢hda=/ fogn (214)

We

o A (+,-,n) est uniformément Lipschitzien pour tout vecteur n et

A (pn,on,n) = F* (@) - n;.
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Si le probléme est non linéaire et que le systéme est séparable, on sait qu’il existe une unique
décomposition en flux “convexe-concave” pour A et que le systéme est localement stable pour des
schémas totalement implicites. Pour des problémes linéaires, une décomposition de flux “convexe-
concave” (comme celle en A'n; et An;") rend les schémas totalement implicites inconditionnelle-
ment stables et pour ceux-ci on peut obtenir, sous hypotheses de régularité, 'estimation (2.3) de
I'erreur de consistance de ces schémas. Pour des approximations temporelles explicites, on a par

exemple les travaux de :

1. [15], dans lequel les auteurs obtiennent pour un systéme hyperbolique non linéaire monodi-
mensionnel, et pour une approximation Euler explicite en temps et P1 en espace associée & une
approximation Galerkine discontinue générale, une condition de stabilité trop contraignante
pour des systemes hyperboliques du type

ﬁ < CvVAz.
Az

2. [18], ou les auteurs étudient la stabilité d’un probléme non linéaire monodimensionnel ap-
proximé en Galerkine discontinue P ou P' en espace et Euler explicite ou Runge-Kutta
Heun en temps. Avec une technique de limiteurs de pentes, ils obtiennent une condition de

stabilité en norme L* du type
At

Ax

3. [34], dans lequel les auteurs généralisent des conditions de stabilité obtenues pour des schémas

& un ordre d’approximation quelconque en espace et Euler explicite en temps, & des CFL obte-

nus pour le méme d’ordre d’approximation spatial mais pour des approximations temporelles

d’ordre plus élevés (des schémas Runge-Kutta préservant la propriété de stabilité forte des

approximations Euler explicite du premier ordre, ce qui était connu pour des discrétisations
temporelles de type TVD (variation totale décroissante)).

< C.

Plus précisément, on définit la propriété de stabilité forte d’un schéma d’Euler explicite par :

Définition 1 Soit un systéme d’EDP de type :

du

— = K(u). 2.15

= K(w) (215)
On dit que le schéma d’Euler explicite est fortement stable, si pour une méthode d’approzimation
spatiale donnée (ou l’on notera toujours par K 'approximation), il existe un Atg strictement positif
et une certaine norme |||| tels que :

VAt < Atg, || u + AtK (W) |< (140 (A1) || u™ || .

Le résultat principal de [34], que 'on va utiliser par la suite, est que si le schéma de résolution
est fortement stable pour Euler explicite, alors pour un r > 2 donné, il existe un schéma Runge-
Kutta optimal d’ordre r qui préserve cette propriété de forte stabilité pour la méme norme et pour
le méme ordre d’approximation spatial. Plus précisément, on peut écrire un schéma de résolution
temporelle de type Runge-Kutta & 1'ordre r du systéme (2.15) sous la forme :

uld = Zzi (ai,ku(k) + AtBi LK (u(k)», ajp >0,4=1.r (2.16)
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avec Za,k—l

Des lors les méthodes de Runge-Kutta a 3;; > 0 préservent la forte stabilité et le nouveau

CFL devient : i,

ﬂzk

Les auteurs montrent également, que si l’opérateur K est linéaire, alors ¢ = 1, ce qui signifie que
dans ce cas et pour la méme norme, on ne peut améliorer le CFL Euler explicite avec ces méthodes
Runge-Kutta. En particulier, pour r = 2, si K est linéaire, le schéma Runge-Kutta optimal est le
Runge-Kutta Heun, qui correspond a :

At < cAtg,c = mln

At 1
u"t ="+ ALK (Un + 7K (Un)> Sa=pFo=layg=ay =pF = 5,52,0 =0

On est alors en mesure d’établir un théoréme concernant I’approximation de (2.7) :

Théoréme 2.4.1 Sous les hypothéses (2.4, 2.5) et Vr € N*, il existe une approximation explicite
Runge-Kutta d’ordre v de (2.7) stable sous la condition

) 1 1 vol (we)
At < inf [ — . 2.17
- e,lileﬂ (ﬁe | Vi + ¢o | aire (&ue)) (2.17)

Preuve. On pose :

(Ane, ©) a1 = </ (A9 + B) 7,907 ) cunr +/i3 . (A'n; (T —¢7),97)

T Catnmee) )

En particulier, on a I’égalité :

Re (App, @) qasr = 3 (Re </ (Ko™ ¢ ) cans + . (A'n; (¢" —¢7) ,w)@dH))

We

1 ) 1 )
S (Re(3 [, oo+ [ (S3Um-mene) )
%e: < e 5 - ( n;e ,p )(Cd+1 DourT 9 ( n; ) Y P -

(2.18)
ol .
K = B+ B* — 9;A".
Sur les frontiéres internes dw, \ I', les contributions sont :
Re ((A'n7 (¢" = ¢7) ¢ ) + (A (07 =¢7) 97 ) o)
(2.19)

1,..  _  _ 1, .
+Re (5 (Alnz@ s P )(Cd+1 - 5 (Azni@+a90+)(cd+1 )
et par conséquent, la contribution sur les frontieres internes vaut :

| i . _ 1 i _ B
3t (/m\r(lflml(w*—so ), et —o )@+1) =§/8Q\F(|Am|(so+—so )0t —07) cant -

(2.20)
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N+N*
/(Tw P ) : (2.21)
T Cd+1
. N + N*
p = sup <p(|Aml),p(T>>,

qui désigne le sup des rayons spectraux de ces deux matrices positives.
Par un argument de changement d’unité spatio-temporel et 'hypothése 2.4, le terme positif

AtRe </Q (K™, 90_)@+1>

devient négligeable par rapport aux deux autres termes dans la majoration de Re (App,p). En
vertu de ’hypothese 2.5, on a :

Sur I, la contribution vaut :

On pose

0 < AtRe (App, ¢)catr < 1an

(ﬁepam (Ouse) ) : (2.22)

vol (we)

Un calcul trivial de valeurs propres donne :
p=1Vn+col

Mais, pour 'approximation Galerkine discontinue (2.7) du probléme direct (1.22), et par rapport

a la matrice de masse globale M, une condition suffisante de stabilité forte pour la résolution Euler

explicite temporelle et pour une certaine norme ||| est donnée par 'existence d'un Atp tel que pour
tout At < Atg, on ait :

| Tgr1 — AtA, [|< 1+ CAt, (2.23)

ou C est une constante.
L’inégalité (2.23) sera vérifiée, si

p(lat1 — AtAy) <1+ CAt,
puisque dans ce cas, on pourra assurer 'existence d’une norme subordonnée telle que :
| Tat1 — AtAp |< p(Tgp1 — AtAp) .

Mais, considérons un vecteur propre z de Ay, associé & la valeur propre A. Il suffit de trouver une
condition suffisante sur At¢ pour qu’il existe une constante C telle que :

(1— A (1 - AtX) < (1+ CAH>.

Mais :
11— AtA=2 1 — 2AtRe (\) 4 (A1) (Re (V)2 + (At)? (Im (N))?

(1 — AtRe (M) + (At)* (Im (N))?.

Or, la monotonie de la discrétisation spatiale entraine que Re (Apz,2)ca+1 > 0, et par conséquent,

on peut affirmer que pour
AtRe () < 1, (2.24)

on aura :

11— AtA2 < (1+ At|Tm (\) ])?.
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Mais,

) 1 1 vol (we)
2.24 At < inf [ —
(224) & At < e EQ (ﬁe | Vo +co | aire (8w6)>’

' 1 1 vol (we)
onc avec Atg e,la?EQ </Be | Vo + co | aire (Owe)

mation Euler explicite est assurée pour 'approximation Galerkine discontinue & tout ordre en espace
de (1.22).

Le résultat énoncé précédemment dans [34] sur la préservation de la stabilité forte pour une
approximation Runge-Kutta Heun d’ordre 2 permet de terminer la démonstration. m

>, et C = |Im(A)], la stabilité forte de approxi-

Remarque 2.4.1 La norme discréte utilisée n’est pas nécessairement la méme que celle interve-
nant pour lapprozimation volumes finis, d savoir la norme L?. Cependant, nous avons montré
qu’une estimation du rayon spectral de la résolvante de 'opérateur spatial discrétisé Ay est pos-
sible en wvertu, d’une part de la monotonie de Ay et d’autre part des hypothéses techniques (2.4,
2.5) (évidemment vérifiées pour des interpolations polynomiales). Il est important de noter que
le résultat exprimé confére a approximation FEuler explicite ce méme CFL de type hyperbolique.
Il est bien évident qu’en augmentant ’ordre du Runge-Kutta, on peut améliorer ce CFL (en mo-
difiant la norme). Il convient également de souligner le rdle essentiel que joue la monotonie de
Uopérateur spatial discrétisé, et cette propriété est essentiellement die a un fluz-splitting locali-
sant la décroissance en entropie de Laz (ce qui exclut les méthodes de Galerkine discontinue dites
“centrées”).

Afin de préciser ces conditions, on peut obtenir une estimation du parametre [, intervenant
dans (2.5), par exemple :

Théoréme 2.4.2 Avec des w, triangulaires en 2D et tétraédriques en 3D et une interpolation
polynomiale P1 de Lagrange, on a :

1. B =3 en 2D.
120
2. ,Be = H en 3D.

Preuve. En 2D, on considére I’élément de référence suivant :

y

1-x-y 1 X

F1a. 2.1 — Element de référence bidimensionnel (triangle rectangle) et ses fonctions de bases.

A Taide des matrices de masse (dont le calcul est élémentaire), on est en mesure de calculer .



2.4 Conditions de stabilité pour des approximations d’ordres plus élevés 43

En effet, trouver 3, consiste & determiner un S, tel que :

1 1 1 1 1
35 0 6 12 12
1 1 1
aire (Ow 1 < Bevol (w e —
0 0 O 11
12 12 6
1
En posant Z, = —, il suffit donc de trouver une condition pour que les valeurs propres de la
matrice Myp soit posiiives ou nulles, ou
1 Z. 1 Z
6 3 12 6 12
1 Z. 1 Z
Mo = -z - _Z¢ -
2P 126 6 3 12
1 1 1
12 12 6

Aprés un calcul élémentaire, les valeurs propres de Msp sont positives ou nulles si 5, > 3, d’ou le
résultat en bidimensionnel.

Pour une configuration tridimensionnelle et avec un élément tétraedrique de référence, il suffit
d’étudier les valeurs propres de la matrice M3p suivante :
1 Z 1 Z.o 1 Z 1
10 6 20 12 20 12

20 12 10 6 20 20
Mszp =
1 Zo 1 Zo 1 Zo 1
20 12 20 12 10 6 20
1 1 1 1
20 20 20 10

. . 120 . . - .
Les valeurs propres de M3p sont positives ou nulles si 5, > TR d’ou le résultat en tridimensionnel.
|

En monodimensionnel, 3, n’est pas défini, mais il est facile de déterminer exactement les CFL.
On a par exemple le théoreme :

Théoréme 2.4.3 Une approzimation explicite en temps et de type Galerkine discontinue en espace

de ’équation monodimensionnelle associée a (2.7) admet, suivant les cas, les conditions de stabilité
suivantes :

1. En volumes finis, suivant l’ordre d’approximation du Runge-Kutta :

A
(@) pour v =1 (Buter eaplicite), 0 < jnf, (52,

2A
(b) pour r =2 (Runge-Kutta Heun), At < e,i;?efg <Vni+wco> .
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2. En P1 Lagrange,

2 A
(a) pour r = 1 (E'uler €£Cpl’L'C’L't€), At < e,i:anfQ <§ w%m) )

K>A
(b) pour r =2 (Runge-Kutta Heun), At < e,ig?efg <%> ’

3 1 8/ 1 4
ot Tk = (82 + 3\/689> ? ot RKy = srks =3 (E) +5 = 0.895.
2

Preuve. En volumes finis, le calcul est trivial. On ne démontre le résultat que dans le cas de
I'approximation P1 Lagrange en espace.
Considérons I'équation d’advection monodimensionnelle en espace libre d’inconnue u(x,t) :

O + Ozu = 0, (2.25)

en P1 Lagrange, sur un segment de longueur Az de type représenté sur la figure 2.2 :

Uy VK

Fi1Gc. 2.2 — Element de référence monodimensionnel.

Les fonctions de bases sont 1 — é et é On a :
1 1 -1 1
N ET O IR (D i B
1 1 dt \ v 1 1 Vg, 0
6 3 2 2

.. At < 1os
Pour un schéma temporel Euler explicite, en notant A = — et uj la valeur de u; a I'étape

. Az
t = nAt, on obtient que :

upt™t o [ uf -3 -1 uy, 0 4 Up_q
() =) (3 ) () (0 L) () e

Comme on étudie ’équation d’advection en espace libre, une condition de stabilité est une
condition pour que la matrice suivante :

K 0 0 0
B K 0 0
0 B K 0 , (2.27)
0 0 o0
0 0 0 B K
ou
1—-3\ =)\
K_< 3\ 1—)\>’
et

0 4x
5=(5 %)
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possede des valeurs propres majorées en module par 1. En raison de la forme de la matrice (2.27),
il suffit d’étudier celles de la matrice K. Mais, les valeurs propres de K sont données par :

(1 —2X) £iv2),

d’ot le résultat annoncé pour 'approximation P1 Lagrange et Euler explicite de I’'équation mono-
dimensionnelle associée a (2.7).

Comme le systeme est linéaire, le méme argument est valable pour une approximation temporelle
Runge-Kutta Heun, a savoir que la matrice B n’intervient pas dans la condition de stabilité. Pour
ce schéma, il suffit d’étudier les valeurs propres de la matrice :

Krico = Io+ MK () + )\;K? (A). (2.28)
Or, les valeurs propres de Kgrgo sont :
(1-20+2%) +i (£V2A F2V20?).
Une condition suffisante de stabilité est par conséquent :
9N3 — 1202 48X —4 < 0,

d’ou le résultat annoncé (a l'aide d’un logiciel de calcul formel pour identifier RK5) pour lap-
proximation P1 Lagrange et Runge-Kutta Heun de I’équation monodimensionnelle associée & (2.7).
|

Remarques 2.4.2 1. Les calculs peuvent se conduire a des ordres quelconques a ’aide de logi-
ciels de calculs formels.

2. L’approzimation Galerkine discontinue, ainsi que les résultats de stabilité ont €té présentés et
démontrés pour lapprozimation du probléme direct (1.22). Pour l’approzimation du probléme
adjoint (1.23), les résultats sont bien évidemment analogues.

2.5 Validation numérique de la méthode d’approximation

Dans un premier temps, nous avons montré dans la section (1.3.2), que les conditions aux
limites permettant de simuler 'espace libre qui découlent naturellement de la taxinomie des condi-
tions aux limites & adjoindre au probleme (1.10) sont des conditions non réfléchissantes & 'ordre 1,
exactes uniquement pour des ondes normales & la frontiere du domaine de calcul. Ainsi, pour vali-
der numériquement la méthode d’approximation Galerkine discontinue présentée pour la résolution
des équations d’Euler linéarisées, nous allons déterminer, dans une configuration géométrique par-
ticuliére, une solution au probléme (1.22) vérifiant cette propriété de normalité & la frontiere du
domaine de calcul.

Pour cela, on calcule analytiquement les modes des équations d’Euler linéarisées dans un conduit
rigide bidimensionnel infini, et en présence d’un écoulement porteur a convection uniforme.

2.5.1 Modes guidés bidimensionnels en présence d’un écoulement uniforme

Nous considérons un conduit bidimensionnel infini de hauteur constante | et dont les parois sont
rigides. Celui-ci est représenté sur la figure 2.3. A l'intérieur de ce guide, un écoulement porteur
subsonique régulier et uniforme (de vitesse Uy) de direction Paxe du guide, est présent.
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X

Fia. 2.3 - Le guide plan.

L’étude des modes guidés consiste a chercher, pour une pulsation réelle strictement positive
donnée w, des solutions non nulles au systéeme suivant :

Uo 0 Cp 0 0 0
Orp + 0 Uy O Oz + 0 0 ¢ 8yg0 =0, (2.29)
co 0 U 0 cg O

de la forme
(@, y:t) = m(y)e ™Y, (z,y) € R x [0,1],t > 0,k € R,
vérifiant les conditions aux limites de parois rigides, & savoir :
Om-n=0eny=0ety=1I, (2.30)
ot 71 désigne le vecteur normal unitaire extérieur aux parois du conduit.

Remarque 2.5.1 On pourrait chercher les nombres d’ondes aziauz k dans C et ainsi obtenir des
modes €vanescents, mais ceci n’est pas notre propos, car on veut exclure les ondes exponentiellement
amorties.

En posant :
Uo
om(y) = (um(y); vm(y), pm ()" M = P
(2.30) se traduit par :
Um(l) = vm(0) =0,
et on obtient le systéme suivant :
—i(w — kM) Uy, + ikpm, =0
—i(w — EM)vy, + Oypm =0 (2.31)
—i(w — kM) pm + iktpy + Oyv, =
On pose alors :
Y M
a=——M.
k
(2.31) devient alors :
— QU + pm =0
i
—m = 20ypm =0 (2.32)

1
—0pm + Uy — E(?yvm =0



2.5.1 Modes guidés bidimensionnels en présence d’un écoulement uniforme 47

De ce systeme, on tire ’équation vérifiée par p,, :

0?p
97 + (o = 1)k?*p,, = 0. (2.33)
L’explicitation de la solution de (2.33) et la deuxieéme équation de (2.32) nous donne successi-

vement :
nmw

o =1+ (H)Q,n €N, (2.34)

et I’équation du second degré en k qui en découle :
E22(M? — 1) — 2wM1%k + 1?w? — n’x% = 0. (2.35)

On trouve alors deux familles de nombres d’onde axiaux, respectivement notées k' et k,
dépendant chacun de l'entier n qui sont solutions de (2.35) :

L wME o - (1-M2)me
k, = Yz , (2.36)
la racine carrée ne posant pas de probleme de définition puisque 'on s’impose k£ € R.
Finalement, & la multiplication par une constante pres (que I'on choisit égale & 1 pour chacune
des trois variables), une solution ¢,,(y) cherchée est donnée par :

U = i cos(mry)
"W %M l
N inm sm(mry)
Tl (w -k M) l
..}

et donc une solution harmonique ¢(z,y,t) a (2.29) vérifiant (2.30) est donnée par :

krzi: Y. ikFo—w
— %MCOS( 7 )eilknz=wt)
2y, 1) = T (Y gitkEa—wt) | 2.37
o(T,y,t) l(w—k%M)Sm( i )e ( )
COS(@)ei(k?{rrfwt)

[

Remarques 2.5.2 1. Comme k est réel, on ne peut pas avoir de modes évanescents. Les modes
sont propagatifs.

2. Les modes k,} sont qualifiés de modes aval (les plans de phase et [’énergie se propagent dans
le sens de ’écoulement).

3. Les modes k,, sont qualifiés de modes amont (les plans de phase et I’énergie se propagent a
contre-courant).

4. On pourrait également choisir de fizer k réel strictement positif et chercher alors les familles
wit. Cela revient a résoudre alors I’équation (2.35) en w. On trouve alors :

wE =k(Mi,/1+(%)2). (2.38)
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5. Il faut bien entendu s’assurer que la réciproque du calcul est valable, ¢’est-a-dire que (2.37)

exprimée en fonction de kX ou de wy est bien une solution de (2.29) vérifiant (2.30) (calcul
trivial).

6. Ces modes appelés modes acoustiques ou modes de pression sont irrotationnels.

Sur la figure 2.4, on représente un maillage triangulaire bidimensionnel d’un canal rectangulaire
de 3 longueurs d’ondes en longueur et 1.5 longueurs d’ondes en largeur, maillé en 10 éléments par
longueur d’ondes (soit 450 éléments). On impose des conditions de parois rigides (5 (z) = (1,0),
voir section (1.3.2)) sur les parois supérieures et inférieures du canal. A 'intérieur du domaine de
calcul, I'’écoulement porteur est uniforme, de convection constante mach 0.5, suivant la direction des
x positifs. Sur la paroi de droite, on impose une excitation modale de modes amont plan (n = 0).

La paroi de gauche est traitée avec des conditions aux limites absorbantes approchées (voir section
1.3.2).

Conditions de parois rigides

A AVAY DA AV AN R g
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Conditions de parois rigides

F1a. 2.4 — Maillage bidimensionnel d’un canal rigide.

On peut vérifier, par le calcul, que cette condition aux limites approchée pour simuler ’espace
libre est dans ce cas, et dans ce cas uniquement, une condition exacte. En effet, les modes calculés
sont irrotationnels, mais sur la paroi de gauche en 2D, on a :

1 1
_(Vn _CO) 0 §(Vn _CO)

) 2
Azn;: 0 0 0 ’
1 1
§(Vn—CU) 0 §(Vn—CU)

et par conséquent, pour les modes ¢ (z,y,t) calculés, la condition aux limites Aini_ ¢ = 0 est exacte
si et seulement si, pour [ fixé et pour tout y € [0,1], on a :

(Vi — co) cos (@) (1 - _kkM> =0, (2.39)
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ol n est le mode, et olt k et w sont liés par la relation de dispersion (modes amont) :

—wM —Jw? — (1 - M)

k=
1—M?

Par conséquent, (2.39) n’est vérifiée que pour n = 0. Ce mode plan n = 0 correspond bien & des
ondes normales a la frontiere du domaine de calcul, puisque v, = 0.

On va donc utiliser ce cas test pour valider numériquement la méthode d’approximation Galer-
kine discontinue en espace et Runge-Kutta explicite en temps du probleme (1.22). Sur les figures
(2.5,2.6,2.7), on représente les profils des parties réelles et imaginaires des solutions numériques
obtenues en un point (zg, yo) proche du bord gauche du canal et situé en son axe médian, avec une
méthode d’approximation P! Lagrange en espace et Runge-Kutta-Heun en temps. On les compare
bien évidemment & la solution exacte donnée explicitement par le calcul de modes ci-dessus. Le
temps de calcul est suffisamment long pour avoir atteint le régime harmonique de la source et pour
que le capteur (zg,yg) ait pu observer de nombreuses périodes temporelles.

RE(u) - PROCHE SORTIE - MODE 0 - MACH 0.5 IM(u) - PROCHE SORTIE - MODE 0 - MACH 0.5
151 151
=t EXACTE| == EXACTE|
CAA CAA

1r 1r

0.5 0.5
0 0

-0.5 -0.5F
1 4
-1r -1
15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ s

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(a) Comparaison des parties réelles. (b) Comparaison des parties imaginaires.

Fia. 2.5 — Comparaison des parties réelles et imaginaires de la variable u entre la solution exacte
et la solution obtenue numériquement.
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x107¢ RE(v) - PROCHE SORTIE - MODE 0 - MACH 0.5 x107* IM(v) - PROCHE ENTREE - MODE 0 - MACH 0.5
z 3
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(a) Comparaison des parties réelles. (b) Comparaison des parties imaginaires.

F1G. 2.6 — Comparaison des parties réelles et imaginaires de la variable v entre la solution exacte
et la solution obtenue numériquement.
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(a) Comparaison des parties réelles. (b) Comparaison des parties imaginaires.
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FiG. 2.7 — Comparaison des parties réelles et imaginaires de la variable p entre la solution exacte
et la solution obtenue numériquement.

Les résultats obtenus, avec une approximation P! Lagrange sont trés satisfaisants. L’erreur
numérique, de Pordre de 10™* est quantifiée sur la variable v, puisque elle est toujours nulle pour
le mode plan amont. D’autres validations numériques, réalisées a 1’aide de I'implémentation d’un
code de calcul 3D adoptant cette méthode d’approximation Galerkine discontinue pour résoudre
les équations d’Euler linéarisées, sont présentées dans [25]. Cet article illustre le bon comportement
des solutions obtenues sur des géométries assez complexes avec des approximations polynomiales
jusqu’a l'ordre P%. Une étude de erreur numérique de dissipation sur un cas bidimensionnel suivant
la précision du maillage et 'ordre d’approximation polynomiale y est également présentée. Une
parallélisation du code a également été effectuée. A titre d’illustration numérique sur une géométrie
tridimensionnelle complexe, un calcul 3D a été effectué sur 4 machines en parallele, représentant
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la propagation aéroacoustique sans écoulement de deux sources de bruit irrotationnelles en phase
localisées dans les réacteurs d’un maillage tridimensionnel de Falcon, fournit par Dassault (figure
2.8).

L - ~

Fic. 2.8 — Propagations aéroacoustiques sans écoulement sur une géométrie tridimensionnelle
représentative d’'un Falcon.

Dans le contexte de I’aéroacoustique, un autre type de validation numérique probant est la mise
en évidence des instabilités d’écoulement de type Kelvin-Helmholtz. Nous allons montrer qu’une
résolution volumes finis en espace et Euler explicite en temps du probléme (1.22) suffit pour mettre
en lumiere cette propriété bien connue de certains types d’écoulement porteur.

2.6 Mise en évidence d’instabilités d’écoulement, en résolution
volumes finis en espace et Euler explicite en temps

Afin de montrer I'existence et I'unicité du probléme (1.22) ou plus généralement pour montrer
l'existence et I'unicité d’un probléme instationnaire type (1.10) posé avec des conditions aux limites

1 )
maximales positives sur un domaine spatio-temporel Q x [0,7], I'hypothése que K = B — 58¢AZ

(ou ce qui est équivalent K = B + B* — 9;A?) soit positive est essentielle, et cette hypothése n’est
viable que sur un domaine temporel borné [0, T]. Pour beaucoup d’écoulements, K est une matrice
non signée. Par exemple, dans le cas d’un écoulement isotherme associé & un écoulement porteur
cisaillé 2D pour lequel

po = cte, Ug = 0, Ugl — Uol(y)a

on a :
0 9,U}
B+B*-9A = 9,U} 0
0 0

o O O
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matrice évidemment non positive. Nous avons déja montré que sans cette hypothese, il est impos-
sible de garantir la stabilité en LZQOC du probléme instationnaire, ce qui interdit la définition du
probleme harmonique associé.

2.6.1 Définitions des problemes harmoniques

Un probleme harmonique est un probléme obtenu en régime périodique établi, qui se définit
comme la limite asymptotique en temps d’un probléme transitoire entretenu. Afin de souligner les
difficultés propres & ’aéroacoustique, nous allons étudier le probleme harmonique associé au systéme
instationnaire (1.10) dans le cas oti les coefficients des opérateurs A’ et B ne dépendent pas du
temps. La démonstration de I'existence et I'unicité d’une solution au probléme ot ’on dissymétrise
I'espace et le temps dans (1.10) (avec des notations et des hypotheses identiques, en remplagant @
par Q) découle naturellement du théoreme de Hille-Yosida (dans ce cas, —A est le générateur d’'un
semi-groupe) :

Théoreme 2.6.1 Si h € C(RT, (L%(Q))41) et si B+ B* — 9;A" > 0, alors le systéme (ot l'on
notera A = A'0; + B, D(A) = {go e (C! (ﬁ))gl-l_1 , Ylaa € ./\f(x)})

i(p +Ap = h sur RT
dt (2.40)
) € N(z) pour z € 0O :
¢(,0) = o dans D(A)

admet une solution unique dans C1(RT,(L?*(Q))™1) n CO(R*T, D(A)) donnée par la formule de
Duhamel :

t
o(t) = e Mo + / e~ A=) (s)ds, (2.41)
0

oti et >0, est un semi-groupe sur Uespace de Hilbert H = (L?(Q))%+!,
Une manieére naturelle de définir un probléme harmonique associé & (2.40) est d’examiner sa
“réponse forcée” asymptotique en temps en remplacant h(t) par Y (t)g(z)e™?, ot Y (¢) est la fonc-
tion de Heaviside de RT et g € H. Un calcul simple utilisant la formule de Duhamel et les propriétés
des semi-groupes montre que si jw est dans I’ensemble résolvant de —A (ouvert connexe de C),
alors :

o(-,t) = e A (po — (iwl + A)"'g) + e (iwl + A)~g. (2.42)

Deux termes apparaissent dans cette formule :

1. Le premier est appelé terme transitoire. Il correspond & une solution de (2.40) homogene et
avec @o — (iwl + .A)~'g comme condition initiale (qui est bien dans D(A)).

2. Le second e™!(iwl + A)~1g est la solution forcée périodique en temps.

Le cas le plus simple (et le plus rare) ol 'on peut définir la solution harmonique comme solution
forcée asymptotique en temps de la solution de (2.40) correspond donc au cas ot les deux hypothéses
suivantes sont vérifiées :

— iw est dans le domaine résolvant de —A. Ceci sera le cas pour tout w hormis un ensemble
discret, par exemple pour  borné et des conditions aux limites adéquates ('opérateur A est
alors & résolvante compacte).

— Le terme transitoire tend vers 0, par exemple si 'opérateur — A est strictement dissipatif avec
B + B* — 9; A" > 0 ou des conditions aux limites suffisamment dissipatives.

’Dans la démonstration du théoréme 1.3.5, on perd la monotonie de Popérateur L.
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Dans ce cas favorable, le premier terme tendra exponentiellement vers 0 dans H et on aura :
() = ! iwl + A) g,

pour t assez grand. A l'inverse, plusieurs cas de figures sont possibles :

— A peut étre maximal conservatif (méme si —A est non strictement dissipatif), et alors i.A est
un opérateur auto-adjoint (corollaire du théoréme de Stone). Dans ce cas, le spectre de A est
tout entier sur ’axe des imaginaires purs.

— Dans le cas ou {2 est non borné, il peut méme étre confondu avec 1’axe des imaginaires purs,
et alors il n’existe pas de w tel que 1w soit dans la résolvante de —A. Le terme de convection
forcée n’est pas défini car iw + A n’est pas inversible dans H.

Toutefois, sous certaines hypotheses, la théorie du scattering permet de définir des inverses
appropriés. Il s’agit de donner dans un espace convenable, un sens a la disparition de la solution
transitoire, méme quand la formule (2.42) ne peut étre écrite, faute de possibilité de définition dans
H de (iw + A)~!'. On peut distinguer pour cela deux “classes” de techniques.

Les études en “amplitude limite”

Le principe est la décomposition du spectre de 74, quand A est maximal conservatif [63], ou
plus généralement quand A est maximal monotone (Re(Ap, ¢)g et (I+.A)~' € L(H)). On a alors
le théoreme dit théoréeme Rage [55] :

Théoréme 2.6.2 Soit C € L(H) et Hj- lorthogonal dans H des sous-espaces propres associés a
une valeur propre imaginaire pure. Si C(A+ I)™! est compact, alors :

1 T
H}, lim ~Af |5 dt = 0.
Vf € Hy ’T—1>TooT/0 | Ce™f Iz dt =0

Ce théoréme permet de “controler”, si C' est 'opérateur de restriction & un compact spatial dans
H = (L?(Q2))™!, I'énergie locale produite par la condition initiale, et en conséquence de définir une
solution du probléme harmonique dans (L7 ,(€2))4*1.

Remarques 2.6.1 L’hypothése de compacité de C(I + A)~! sera vérifiée si les conditions auz
limites adjointes a A permettent d’avoir une estimation de la solution dans (H}.(Q))4TL. On dit

alors que les conditions auz limites sur € sont coercives et que €2 a la propriété de compacité locale.

Lorsque € est non borné, des difficultés spécifiques se greffent :

1. La forme du bord 992 a une grande importance. 2 doit étre non “trapping”, c’est-a-dire
suffisamment convexe pour ne pas piéger 1’énergie de la condition initiale et ceci peut étre
élucidé uniquement en fréquence infinie (non piégeage des rayons).

2. Le rang de A’¢; doit étre constant en dehors d'un compact de R?, les coefficients des A*(x)
doivent tendre vers des coefficients constants de matrices A” (avec AY¢; de rang constant),
et B(z) doit tendre vers 0.

Outre ’hypotheése de monotonie sur A, & savoir B+ B* —9; A" > 0, une hypothese de compacité
est essentielle pour pouvoir appliquer le théoreme Rage :

Vf € D(A)N (ker(A)", D105, f1 < O f lla + 1A |1m), (2.43)
j

ou C est une constante indépendante de f. Sous ces hypothéses, on controle le terme transitoire de
(2.42) et on peut montrer que :

Vfe Hbl, t—1>i-|r—noo inf H B_Atf H(L‘foc(ﬂ))d*l: 0.
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Les études en “absorption limite”

On peut définir plus largement le probleme harmonique, c’est-a-dire I'inversion de iw + A en
lui conférant un sens “causal”. Plus précisément, cela signifie, qu’apres avoir défini arbitrairement
un sens de propagation des ondes, on éliminera dans la solution les ondes “provenant” de l'infini.
Pour cela, on cherche & donner un sens dans un espace convenable au probleme 3 :

((iw+e) I+ A)p=h, quand e—0". (2.44)

Si A est maximal monotone, (2.44) a toujours une solution unique dans H, mais

M| =

I ((iw+ )T+ A)~" <

explose quand € — 0. Il convient alors pour plus de clarté de distinguer deux cas suivant la nature
du domaine €.

) borné

Si la résolvante de —A est compacte (en pratique si 'on vérifie au moins I’hypothese 2.43), le
spectre de —A est ponctuel discret et on est ramené & une alternative de Fredholm. Autrement dit,
Jdo, discret dans R tel que :

~ w ¢ op, donc (iw + A)p = h a une solution unique dans H continue par rapport a h.

— w € 0y et iw+ A est non injectif. iw est alors valeur propre de —A et suivant h, (iw+A)p = h

n’a pas de solution ou une infinité.
On dit que w est une pulsation de résonance de €2 pour A.

) non borné

En général, le spectre de —A est continu. Cependant, si 'on suppose que (2.43) est vérifiée et
que A est maximal monotone, on pourra montrer que la solution de (2.44) tend généralement vers
une limite dans (L2, _(22))4*! si Q a la propriété de compacité locale décrite ci-dessus.

Remarques 2.6.2 1. On peut aussi définir des espaces pondérés d linfini ou bien, lorsque A
est a coefficients constants en dehors d’un compact, on ajoute a l’équation

(iw+A)p=h

une condition a l'infini, dite condition de radiation.

2. Que Q soit borné ou non, il existe des solutions du probléeme d’absorption limite qui ne sont
pas solutions du probléme d’amplitude limite. Cela revient pour € borné a “oublier” le terme
transitoire de (2.42) et, pour Q non borné, a oublier I’énergie piégée dans un obstacle trapping.

3. Dans tous les cas, I’hypothese 2.43 est essentielle aux démonstrations, et celle-ci n’est généralement
pas vérifice en aéroacoustique.

30n aurait pu choisir ¢ — 0~ en définissant autrement le sens de propagation, autrement dit le sens direct du
repere dans R; X R,.
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2.6.2 Difficultés inhérentes aux problemes d’aéroacoustique

La principale difficulté provient de la perte de monotonie de 'opérateur A pour divers écoulements
porteurs, comme des écoulements cisaillés. La matrice symétrique K = B + B* — 9; A" possede
généralement des valeurs propres de signes opposés pour ce type d’écoulement. Il y a cependant
deux cas faciles a priori ou la matrice K est identiquement nulle, le cas des écoulements porteurs
uniforme et celui des écoulements “solides” entre deux cylindres concentriques (pg et ¢y constants,
glissement sur les cylindres). On peut, pour ces deux configurations se ramener aux solutions
évoquées précédemment. Pour démontrer la compacité de la résolvante et se ramener & une alter-
native de Fredholm dans le cas d’un domaine borné ou obtenir I'estimation (2.43) en domaine non
borné, on procede & un changement de variables se ramenant & 1’équation des ondes & ’ordre 1
(on rappelle que (2.40) est invariant par translation-rotation). On retrouve alors des techniques de
décomposition de (L2(£2))4*+! duales de celles exposées dans [48] pour écrire que :

(L2(Q))™! = H(rot0, Q) @ rotd,

ottw € (HY(Q))% & AR = 0sur 9Q. On peut également songer & étendre les techniques de [48] dans
le cas ou I'écoulement porteur admettrait un prolongement analytique tel que, dans un voisinage
de iR, on obtienne une famille d’opérateurs analytiques a résolvante compacte.

Cependant, méme dans des cas tres simples comme la perturbation barotrope d’un écoulement
cisaillé isotherme entre deux cylindres en 2D, nous n’avons pas pu (ou su) mettre en oeuvre ces
techniques. Ceci ne signifie pas nécessairement que I’état harmonique ne puisse étre défini. On peut
distinguer en fait trois cas :

1. L’écoulement est stable, mais on ne sait pas encore le montrer. Il est possible que la com-
pensation entre le transport d’énergie par les fronts d’onde et la production d’énergie par le
terme (K, go)(Lz(Q))d+1 puisse entrainer une décroissance locale partout sur €.

2. L’écoulement présente des instabilités dites convectives qui n’interdisent pas, a partir d’un
certain temps, la décroissance en (Ll2oc)dJrl de la solution transitoire. Il y a croissance expo-
nentielle de I’énergie mais localisée dans un cone espace-temps (figure 2.9 gauche).

3. L’écoulement présente des instabilités dites absolues qui interdisent la décroissance en (L2 )4+1
de la solution transitoire. Le probléme harmonique n’a alors pas grand sens. La condition ini-

tiale produit une instabilité dont la propagation contient I'axe des temps (figure 2.9 droite).

Des études ont été faites sur la stabilité d’écoulements cisaillés 2D dans un guide d’ondes en
espace libre ([10, 37]), ce qui nous ameéne & considérer un écoulement porteur 2D cisaillé donné
par :

Us (y) = Uo(y), Ug = Vo =0,p0 = co = 1.

Le systeme instationnaire & résoudre s’écrit donc de la maniere suivante :

u u 0 0 0, u 0 9dyUo(y) O u
Ol v | +Ug0: | v | + 0 0 09y v |+ 0 0 0 v | =F, (2.45)
p Or Oy O p 0 0 0
| 0 9,Usy) O
de sorte que B+ B* — 0;A' = | 90,Us(y) 0 0 |.Dans ([10, 37]), les auteurs montrent que

0 0 0
pour un tel écoulement, la réponse linéarisée & une perturbation en condition initiale correspondante
& une perturbation du rotationnel de vitesses spatialement localisée est, suivant les cas :

1. Stable pour des profils convexes, par exemple parabolique.
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Cone de croissance
Temps exponentielle de
l'instabilité Temps
Cone de croissance
exponentielle de
l'instabilité
& | } }
Source Espace Sourte Espace
(a) Instabilité convective (b) Instabilité absolue
F1G. 2.9 — Instabilités de type Kelvin-Helmholtz.
2. Convectivement instable pour des profils sans retour (Up(y) > 0) présentant un point d’in-
flexion.
3. Absolument instable pour des profils d’écoulement présentant des points d’inflexion avec

retour assez importants (Up(y) changeant de signe).

Nous proposons donc en adéquation avec ces résultats, une simulation numérique de ces trois cas
afin de vérifier, en instationnaire, en mode transitoire et en mode forcé, le passage des instabilités
convectives et 'obtention dans les deux premiers cas d'un état harmonique?, et la capture de
I'instabilité dans le troisieme cas (la dissipation numérique aurait pu masquer le phénomene).

Remarque 2.6.3 Dans ce dernier cas, linversion de (iw + Ap) aurait donné un résultat sans
grande signification physique, et probablement sans convergence quand h — 0.

2.6.3 Mise en évidence numérique d’instabilités d’écoulements

Les résultats présentés le sont dans la plus “simple” de nos configurations, & savoir :

Le canal 2D est rectangulaire et le maillage cartésien (Az = Ay, si on note Az et Ay les
longueurs caractéristiques d’une maille).

Le probléeme instationnaire est résolu avec une méthode d’approximation type volumes finis
en espace et explicite en temps par un schéma d’Euler.

On impose une condition d’obstacle dur en haut et en bas du canal (condition de glissement),
en fixant S = 1 sur ces parois (voir section 1.3.2). On cherchera par conséquent la solution ¢
dans R3.

Des conditions aux limites non réfléchissantes & 'ordre 1 sur le systéme “gelé” sont imposées
aux extrémités du canal ((A'n;)~ = 0, voir section 1.3.2).

4Cet état harmonique aurait pu étre obtenu directement par résolution non linéaire, les “pas” instationnaires
pouvant étre considérés comme une relaxation pour résoudre le probleme (iw + Ap)~".
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La condition CFL de stabilité du schéma est dans ce cas (voir section 2.3)

1
= R (Do) + 1)

Les études d’instabilités sont effectuées en espace libre, donc pour pallier le caractere inexact des
conditions aux limites non réfléchissante approchées, il sera nécessaire de mettre en évidence ces
instabilités avant d’atteindre les bords gauche et droite du maillage sur lesquelles on impose la
condition non réfléchissante approchée. Les perturbations aéroacoustiques seront engendrées par
deux types d’excitation :

1. Soit une perturbation par un Dirac de rotationnel de vitesses en condition initiale, u(0) =
Y(y—v0) ®(x —x0),v(0) =0,p(0) =0, out Y désigne la fonction de Heaviside et (zg,yo) un
point de I'axe longitudinal du canal.

2. Soit une perturbation par un second membre sinusoidal, F' = Y (y — yo) ® d(z — x¢) ® sin(wt),
ol w = 1.295.

Mise en évidence d’une instabilité convective

Pour cela, on choisit comme domaine un canal bidimensionnel significativement plus long que
large, a savoir un canal rectangulaire constitué de 1018 éléments en longueur et 19 éléments en

largeur, avec Ax = Ay = 0" Plusieurs points d’observations (voir figure 2.10) sont désignés
afin de faciliter la mise en évidence numérique de I'instabilité tout au long du parcours de I'onde
acoustique dans le canal.

y Position des points d'observation de I'évolution temporelle de la solution
1018 elements
19 elements J J J J J
186 371 556 741 926 X
Avant Source Aprésl Apres2 Aprés3

F1a. 2.10 — Maillage rectangulaire du canal bidimensionnel.

5Cette valeur de w en adimensionné, qui correspond & une fréquence de 70 Hz, est proche de celle obtenue par
analyse spectrale par Pauteur dans [10], pour mettre en évidence une instabilité convective significative.
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Le profil de vitesse choisi pour I’écoulement porteur sans retour est :
Uo(y) = 0.5(1 + 0.3 tanh(5(y — 0.5))),

dont le graphe est représenté sur la figure 2.11. Il présente un point d’inflexion en y = 0.5, condition
nécessaire a 1’éxistence d’une instabilité d’écoulement.

profil de la vitesse
T T T

. . .
04 05 06
uo(y)

Fi1G. 2.11 — Représentation du profil de vitesse choisi pour un écoulement convectivement instable.

Pour cet écoulement cisaillé sans retour, les résultats obtenus pour la perturbation par une
condition initiale sont présentés sur la figure 2.12. On observe que :

1. Sur chacune des courbes représentées sur ces trois figures, le premier pic correspond a I'arrivée
au point d’observation de I'onde acoustique, dont I’amplitude décroit lorsqu’on s’éloigne de
la source.

2. Le second pic traduit 'arrivée d’une instabilité que nous pouvons interpréter comme une
instabilité de convection, étant donné que I'amplitude et la durée de celle-ci augmentent au
fur et & mesure que 'on s’éloigne de la source.

Pour savoir si cette instabilité de convection n’interdit pas 1’établissement d’un régime harmonique,
il faut interpréter les figures (2.13) obtenues pour la perturbation par un second membre sinusoidal
en temps. Par souci de clarté des figures, nous n’avons pas tracé la courbe légendée “apres 1”7 sur
les graphes précédents. Nous avons en revanche conservé les mémes couleurs. On observe :

1. L’obtention d’un régime sinusoidal, de méme période que la source (& savoir T = 4.87) et
dont I'amplitude décroit en s’éloignant de la source, avant l'arrivée d’une instabilité. Cette
instabilité est plus longue et visible si I’'on s’éloigne de la source.

2. Le régime redevient sinusoidal apres le passage de I'instabilité.
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F1G. 2.12 — Profils de la solution pour une couche de mélanges sans retour, avec excitation par une

condition initiale.
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F1a. 2.13 — Profils de la solution pour une couche de mélanges sans retour, avec excitation par un
second membre sinusoidal.
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Nous perturbons ensuite de facon similaire un écoulement porteur dont le profil de vitesses
ne comporte pas de point d’inflexion, afin de voir si ce que nous avons précédemment interprété
comme étant une instabilité convective persiste.

Stabilité du profil parabolique

On considere alors comme exemple, celui d’un écoulement porteur & profil de vitesse parabolique,
d’équation
Us(y) = —1.6y% + 1.6y + 0.1,

dont le graphe est représenté sur la figure 2.14.

profil de la vitesse
1 T T T

0.9 q

0.81- T

0.7 b

0.6 q

>05r- 4

0.4 q

0.3 4

0.2 b

0.1 q

. . . . . . . . .
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
uo(y)

0

Fia. 2.14 — Représentation du profil de vitesse choisi pour un écoulement stable.

Pour cet écoulement sans point d’inflexion, les résultats obtenus pour la perturbation par une
condition initiale sont présentés sur la figure 2.15. On observe :

1. L’arrivée de I’onde acoustique sans autre phénomeéne caractéristique sur les graphes représentant
les différentes composantes de la solution .

2. Les variations de la seconde composante v, de nature totalement différente de celles des deux
autres composantes, sont trop faibles pour étre interprétées de facon pertinente.

Les figures 2.16 obtenues pour la perturbation par un second membre sinusoidal en temps montrent
pour ce profil d’écoulement que :

1. Les variations de u et p deviennent rapidement sinusoidales (installation rapide du régime
harmonique).

2. Les variations de la composante v en aval de la source peinent & devenir sinusoidales, mais
leurs amplitudes sur I'axe sont si faibles que ce résultat est difficile & interpréter.

Mise en évidence d’une instabilité absolue

Le maillage considéré est un peu plus fin que celui utilisé pour la mise en évidence d’une
instabilité convective. La figure 2.17 le représente, ainsi que la position des points d’observation
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Fi1G. 2.15 — Profils de la solution pour un écoulement parabolique, avec excitation par une condition

initiale.
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Fi1G. 2.16 — Profils de la solution pour un écoulement parabolique, avec excitation par un second

membre sinusoidal.
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et de la source considérés. Le profil de 'écoulement porteur est celui d’une couche de mélanges
avec retour. C’est-a-dire qu’il présente un point d’inflexion comme pour 'instabilité convective en
y = 0.5, mais que Uy change de signe de part et d’autre de y = 0.5 (voir figure 2.18).

y
31 dessus
40 ; Source ; X
10 Avant 1 Apres
dessous
339 780 1169
| 1559 |

F1G. 2.17 — Maillage considéré pour la mise en évidence d’une instabilité absolue.

u0(y)=0.5tanh(5(y-0.5))

, , , , , , , , ,
-04 -03 -02 -01 0O 01 02 03 04
uo(y)

F1a. 2.18 — Profil de vitesses pour un écoulement absolument instable.

Sur la figure 2.19 sont représentées les allures des trois composantes de la solution ¢ au-dessus et
en-dessous de la source, en des points d’observation situés trés proches de la source (voir (2.17)). La
croissance tres rapide laisse supposer qu’il n’existe pas de stabilisation possible, ce qui s’interprete
comme une instabilité absolue.
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F1a. 2.19 — Profils de la solution pour une couche de mélanges avec retour, avec excitation par une
condition initiale.
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Conclusion

Pour des écoulements porteurs non uniformes, nous avons mis en évidence numériquement dans
un canal bidimensionnel & I'aide d’'une méthode volumes finis en espace et Euler explicite en temps
les phénomenes suivants :

1. La stabilité (autrement dit la décroissance en énergie en temps) pour des profils de vitesse
convexes (dans notre cas, paraboliques).

2. L’instabilité convective pour des profils sans retour présentant un point d’inflexion, mais
n’interdisant pas l'installation d’un régime harmonique.

3. L’instabilité absolue pour des profils de vitesse avec retour présentant un point d’inflexion et
interdisant l'installation d’un régime harmonique.

Remarques 2.6.4 D’autres exemples d’écoulements sont présentés dans [11]. Dans [25], nous
avons mis en évidence avec les auteurs une instabilité convective a l'aide d’une simulation Galer-
kine discontinue P1 en espace et Runge-Kutta d’ordre deuzx en temps. Avec un profil de vitesse en
tangente hyperbolique similaire a celui utilisé précédemment, on obtient la représentation de la pres-
sion acoustique en variables non adimensionnées (co = 340m/s, pg = 1.23kg/m?, Py = 101325Pa)
de la figure 2.20. Des conditions auz limites absorbantes approchées sont implémentées sur tous les
bords du canal, et la simulation est donc stoppée avant d’atteindre ces parois.

F1G. 2.20 — Mise en évidence d’une instabilité convective.



Chapitre 3

CPML pour ’aéroacoustique

Méme si dans un premier temps, les conditions aux limites permettant de simuler ’espace libre
qui découlent naturellement de la taxinomie des conditions aux limites a adjoindre au probléme
(1.10) sont des conditions non réfléchissantes & 'ordre 1 (donc exactes pour des ondes normales), une
étude plus approfondie d’autres méthodes de construction de ce type de conditions est souhaitable,
afin que les applications numériques ne soient pas contraintes par la nature de 1’écoulement.

En effet, on peut facilement montrer que ces conditions sont insuffisantes, en particulier pour des
guides d’ondes en présence de sources réalistes : des sources modales d’ordre non nul. Ces sources
(voir section 2.5) sont déterminées de maniere a étre des solutions exactes des équations d’Euler
linéarisées en espace libre, dans la configuration représentée sur la figure 2.4. On utilise de nouveau
le cas test numérique présenté en la section 2.5 pour caractériser numériquement I'insuffisance des
conditions aux limites non réfléchissantes approchées. On rappelle que I’écoulement porteur est
uniforme, et que 'excitation est cette fois-ci une excitation par des modes amont d’ordre n = 2. La
figure 3.1 représente les profils de la partie réelle et imaginaire de la composante v de la solution
exacte et de la solution numérique obtenue avec des conditions aux limites approchées, en un point
(z0,40) proche de la source, et au cours du temps.

RE(v) - PROCHE ENTREE - MODE 2 - MACH 0.5 IM(v) - PROCHE ENTREE - MODE 2 - MACH 0.5

m e

0.2 02h
0.1
0

: (LU

EXACTE|

-0.4r EXACTE] CAA
CAA
-as ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ : ‘ ‘ 08 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
(a) Comparaison des parties réelles. (b) Comparaison des parties imaginaires.

Fia. 3.1 — Comparaison des parties réelles et imaginaires entre la solution exacte et la solution
obtenue numériquement, pour n = 2.

67
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Apres linstallation du régime périodique, on voit trés nettement la courbe rouge s’écarter de
la courbe bleue représentant le profil de la solution exacte. Ces courbes illustrent parfaitement les
réflexions parasites causées par I'inexactitude des conditions aux limites approchées pour ce type
de sources réalistes : le temps & partir duquel la solution approchée s’écarte de la solution exacte
correspond totalement au temps mis par les ondes non absorbées pour atteindre le capteur localisé
en (g, yo) proche de I'entrée du canal (bord de droite).

Comme les résultats sont qualitativement similaires sur les variables u et p, nous n’avons pas
représenté les figures comparatives correspondantes pour ces variables.

Dans l'introduction générale, on a rappelé les trois méthodes principales développées depuis
plusieurs années pour ramener un probleme de propagation en milieu non borné a un probleme
posé en milieu borné : Les méthodes intégrales, les méthodes de conditions aux limites absorbantes
et les méthodes de milieux fictifs absorbants. Les méthodes de milieux fictifs absorbants consistent
a entourer le domaine d’étude par une couche de faible épaisseur dont les caractéristiques assurent
la propagation de I'onde sans réflexions et une absorption suffisante de I’onde dans la couche afin
d’imposer des conditions homogeénes sur le bord de la couche. Ces méthodes ont connu dans un
premier temps peu de succes en raison de leurs dépendances aux fréquences des signaux incidents et
de réfléxions parasites. Les travaux de Bérenger ont relancé 'utilisation de ces méthodes. Dans [5], il
introduit des couches absorbantes parfaitement adaptées (appelées PML) en traitant la diffraction
des ondes éléctromagnétiques par un obstacle parfaitement conducteur. Ces PML possedent de
nombreux atouts :

— La transmission d’'une onde & travers l'interface entre deux milieux PML se fait sans réflexions

parasites pour tout angle d’incidence et a toute fréquence.

— Le nouveau probléme a une solution qui coincide avec la solution dans le domaine borné et

une solution qui décroit exponentiellement & I’extérieur du domaine.

— L’implémentation numérique est tres aisée dans un code de calcul déja existant.

En revanche, de telles équations aboutissent & un systeme mal posé en instationnaire et il est donc
nécessaire de réinterpréter le milieu PML de Bérenger. Un des procédés le plus usité est de modifier
lopérateur spatial du probléme initial (qui se traduit par un changement de coordonnées com-
plexes), mais méme dans ce cas des difficultés théoriques persistent (voir [24, 9, 54, 1]). On veut
généraliser ce type de méthodes aux équations d’Euler linéarisées, a l'instar des travaux effectués
dans [58]. Dans le cas de la propagation dans un conduit en régime instationnaire, et en présence
d’un écoulement porteur uniforme, plusieurs études ont montré que les PML pouvaient se révéler
instables, notamment en présence de modes amonts inverses [62, 42]. On présentera dans un premier
temps les principaux arguments permettant d’établir le probleme sur tout ’espace et notamment
la décroissance exponentielle du noyau de Green associé. Dans un second temps, on comparera le
modele dérivé du systeme dispersif associé au probleme sans convection ([58]) avec un autre modele
de PML appelé CPML (CPML pour PML convolutive) a priori plus adapté aux écoulements por-
teurs avec convection. Ce modele conduit & la résolution d’un systeme hyperbolique non symétrique
dont la partie principale est diagonalisable (donc non faiblement hyperbolique). L’étude théorique
de ce modele (unicité, convergence d’une approximation) n’est pas complétement terminée (seule
I'unicité du probleme de Cauchy & coefficients gelés est démontrée). Cependant, une approxima-
tion numérique stable, des conditions aux limites convenables ont été implémentées, dans le cas
ou le domaine fictif est limité par un parallélépipéde avec un écoulement porteur invariant par
translation normale aux frontieres de celui-ci. L’étude théorique étant encore inachevée, nous nous
attacherons a mettre en évidence la précision numérique de la solution obtenue avec des conditions
aux limites de type PML en comparaison avec le probleme analogue posé avec des conditions aux
limites transparentes approchées. Pour cela, la solution explicite aux équations d’Euler linéarisées
dans un conduit 2D de longueur infinie, d’épaisseur constante, vérifiant la condition de glissement
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parfait sur les bords, précédemment calculée en la section 2.5 et déja utilisée pour caractériser
numériquement ’erreur commise par des conditions aux limites absorbantes approchées pour si-
muler I’espace libre, permettra de comparer la solution obtenue avec ou sans PML avec la solution
exacte.

L’idée des PML est d’obtenir, aprés changement de variables complexe (rendu possible par
prolongement analytique autour d’une variété de C* du noyau de Green de p? — A), un systéme
d’équations défini sur tout I'espace, et tel que :

— La solution vérifie les équations d’Euler "en espace libre” dans Q (c’est-a-dire coincide avec

la solution ¢ qui nous intéresse dans ).

— La solution décroisse exponentiellement sur R? \ Q, et ce indépendamment de la fréquence et

de la direction de propagation des ondes.
On présentera dans un premier temps les principaux arguments permettant d’établir le probleme
sur tout I'espace, et ce successivement pour deux modeles PML différents, pour ensuite mettre en
oeuvre numériquement ces modeles et les comparer.

3.1 Etude d’une formulation "PML” des équations tridimension-
nelles a coefficients constants

Considérons le systéme suivant (ou le choix de l’axe de direction de la convection a pour but
de simplifier les calculs) :

O — Ap = f, (3.1)
ol1
Mo, 0 0 Oz
. 0 Mo, O Oy
0 0 Mo, 0,
Le second membre f a son support spatial contenu dans un parallélépipede I1 =] — xg, z[X] —

Yo, Yo[x] — 20, 20[, et f € L% (R*,II). On rappelle que 0 < M < 1. Nous allons étudier le probléme
harmonique associé en absorption limite, c’est-a-dire la solution du systeme :

p® + AP = F (p), (3.2)

pour p € C avec Re (p) > 0. F désigne la transformée de Laplace en temps de f, et la limite de ®
pour p = iw+ 0 (autrement dit pour p = iw+€ avec ¢ — 0) sera la solution harmonique recherchée.
Le systéme (3.2) s’inverse formellement en :

®=(C*—A)"'C ' [Cof]F, (3.3)
ouC =p+ MJ,, et
C? — 92— 92 0,0, 0,0, —Co,
Cof] = 0,0, C? — 92 — 92 0,0, ~Co,
- 0,0, 0,0. C2—R-92 —C0,
—C, —C, ~C0, c?

Ce calcul n’est bien entendu pas uniquement formel, et on a par exemple :
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Proposition 3.1.1 Si Fe S (R3)4 et Re(p) > 0, alors ! :

B Y () _, =
C =G+ () = ]\(4)6 P ® 0y © d(z) * ()

et

_ Mz 22 0
(02 — A)il = Goc* (7) ! ! e_\/lfzxﬂ (\/1¥M2+V 1*M2+y2+z2) 20

4H\/1—M2 \/1_33;/[2 +y2+z2

G. et G, sont des distributions de O/C, et (3.2) a une solution unique dans S (R3)4 donnée par :
O =G *x Goe x [Cof] x F,
ou [Cof] désigne désormais la matrice de dérivation de Dirac associée a la matrice [Cof] de (3.3).

Preuve. En effet, C~! s’obtient de facon évidente, et le résultat est le produit tensoriel d’une
fonction & décroissance rapide par une distribution & support ponctuel. Pour obtenir (02 - A)fl,
on remarque que :

F(C?P—A) = (p+iMe)? +&2 47+ &
2
b 2 2

, M \?
m‘F(g +Zp7w> +n° + €7,
avec & = &1 — M2, et on applique la formule de I'isomorphie :

F(SoJ) = @f@) o (1)1,

puis la formule du retard pour se ramener a la solution de
K?— A =4,
p

V11— M?

M <1l ona:

avec K = . De plus, Gy € Llloc et est & décroissance rapide, car pour Re (p) > 0 et pour

+ 42+ 22 = +oo

—Mz N \/ x?
vioe Vioawe
comme | (z,y,2) | quand | (z,y,2) | = +oc. Pour conclure, il suffit de remarquer que S’ (R3)4 est
un module sur I'algébre unifere O,. =

Remarques 3.1.1 Cette proposition est établie pour Re(p) > 0, et le passage a la limite quand

Re (p) — 0 exige plus quand au comportement de F a l'infini.

Si F € L? (]R3)4 Nne' (R3)4,'1>Z~w+g est L? et posséde une limite dans Ll20c quand € — 0. En
fait, quand ’écoulement porteur est a coefficients constants uniquement a I’extérieur d’un compact,
et/ou lorsque (3.1) est accompagné de conditions auz limites, on ne sait en général pas si cette
limite existe (voir le sous-chapitre 2.6.1). Toutefois, si l'on désigne par A+ B une perturbation de

A (des coefficients variables sur une composante par exzemple), on est conduit & supposer que

p®+(A+B)®=F

’ I
'S désigne I'espace des distributions tempérées, et O, 'espace des distributions & décroissance rapide.
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a une solution unique L? admettant une limite ®y quand ¢ — 0 telle que B®q soit dans L> (R3)4 N

g (R3)4, et alors @ sera aussi solution de
(iw+¢e)®+ AP = F — BD.

Bien entendu, dans tous les cas, ®;, o n'est pas a décroissance rapide (elle vérifie tout au plus des
conditions de radiations a l'infini caractérisées par une décroissance lente).

Le "programme PML” le moins ambitieux peut alors se définir comme suit :
Modifier I’équation (3.2) en 1’équation (3.4) suivante :

p® + Ad = F, (3.4)

avec les hypothéses suivantes :

1. Une solution ® est & décroissance rapide pour tout Fa support compact, méme pour p =
1w+ 0.

2. Si suppﬁ C II, avec F = F, alors '5|H = ®|. Cette hypothése permettra par la suite de
perturber les "PML” par I’écriture de conditions aux limites.

3. Le comportement asymptotique (quand |(z,y,2)| — +oo) de ® est ”indépendant” de p.
Autrement dit, d est majorée par une fonction & décroissance rapide & l'infini indépendante
de p.
Depuis ([16], [20], [24], [48], [54]), la traduction des idées de Bérenger consiste & obtenir (3.4) en
complexifiant R® en dehors de II et obtenir une solution fondamentale de (3.4) en utilisant le fait
que la solution fondamentale du systéme de départ admet un prolongement analytique sur C? /{0}
(ce qui provient de Dellipticité du déterminant du symbole). Dans notre cas, si OC = (02 — A)
est elliptique (avec M < 1), ce n’est pas le cas de lopérateur de convection C' qui n’est que
partiellement elliptique en z ([36], chapitre 4, paragraphe 1). Ceci n’est pas un obstacle sérieux,
car on peut interpréter (3.4) en munissant R? d’une structure de variété réelle pseudo-riemanienne
a fibré tangent et cotangent complexe. Dans le cas de PML cartésiennes (II est un pavé), ceci peut
étre réalisé treés facilement en se donnant a priori une immersion de cette variété dans C?, par
exemple de la fagon suivante :

u = au(u) = u+%/0uau(§)d£, u=(z,y,2)
on € C*[R)

avec oy () > 0, croissante sur RT, décroissante sur R~ et nulle sur |—ug, ug[. Pour démontrer
I'hypothese 3 ci-dessus, nous ferons en outre ’hypothése (et ceci pour faciliter certaines majora-
tions) que o, (£) tend lentement vers l'infini quand |¢| — 4+o0c (au plus comme [£|*, « > 1). Alors
(Z (z),9y(y),Z(2)) sont les points courants d’'une variété M, localement confondue avec IT (munie
de la structure de sous-variété induite par R?® Euclidien), de fibré tangent engendré par les 0y et
cotangent engendré par les du.
Sur M il existe une pseudo-métrique (isomorphisme entre le fibré tangent et cotangent) donnée
par :
0w 0w

_ ow _ —1g-1
Juv = " ou Qv OurSu Sy

o (u)

avec Sy, = <1 +
racine globalement définie /g = (SQCSySz)_1 .

>. Jguy est diagonale donc symétrique inversible, et son déterminant g a une
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Cela suffit pour définir sur M un calcul différentiel et tensoriel trés analogue a celui défini sur les
variétés Riemaniennes [51] : produits extérieurs et intérieurs de tenseurs ou de formes, transformée
de Hodge, expression co et contra variantes, ...

On est amené & définir (3.4) de la fagon suivante :

Définition 2 On appelle systéme PML cartésien associé a (3.2), le systéme défini sur M par :
p®+ AD = F, (3.5)

ou A est obtenu en remplacant 0, par Oz dans A, et F est a support compact (de forme
F(Z(x),y(y),z(2)) ou lapplication (z,y,z) — F est L* et a support compact dans R3).

Afin de remplir les conditions 1,2,3 du ”programme PML” défini ci-dessus, nous allons exhiber
une solution fondamentale & droite réguliére de ce systéme. Pour ce faire, intéressons nous tout
d’abord aux noyaux des opérateurs C et OC' obtenus & partir de C' et OC en remplacant 9, par d;
onu=(z,y,2).

Proposition 3.1.2 Les opérateurs C et OC admettent des noyauz fondamentaur symétriques a
droite réguliers, avec respectivement :

Ga*p = % /Y (ZE - a:’> 6_%(5_;)(1{1?(,0 (f;’,gj, 5) )

um(5a
\/15M2< \/1<—M2>+?>

1 e
G-%p = / — pdzr N\ dy A dZ,
CEA A Ve r v Y
- \2
(fE - ) ~\ 2 ~\ 2
ourT = EEVEE + (g - y') + (5— z') (la racine étant définie par sa détermination en partie

réelle positive).

Preuve.
— G5g est obtenu par prolongement analytique & C?/{0} (OC est elliptique pour M < 1). On
montre que G55* est un noyau fondamental régulier (et méme tres régulier puisque C> sauf

sur la diagonale X =X ) de OC de facon tout & fait analogue & ce qui est fait pour p> — A
dans ([24], [20]). OC est au moins hypoelliptique ...
_— 1 ~ (7 5 ) ~ N
- Soitgb:Gé*(p:Melpvf"”/ e’ S, (m)go(m,y,z) dz’.
—0oQ
On a MOz¢p = —pe + ¢ donc C o Gz*p = ¢ et ¢ est évidemment C°.
|
A ce stade, on peut prolonger G(j,? et G55¥ sur 5', mais avec des valeurs dans D', ce qui ne
permet pas de les composer, ni de déterminer le comportement & I'infini. I1 faut pour cela examiner
plus en détail le comportement des solutions obtenues par GC:I et G(’)Z*; pour lesquels on a en fait
le résultat suivant :
Proposition 3.1.3 Vp avec Re (p) >0, si f € Lfoc (TT) et est a support compact, alors GC:I (G55¥f)
est la somme d’une fonction L?> & support compact et d’une fonction C* & décroissance rapide
indépendante de p (majoré a linfini par une fonction d décroissance rapide indépendante de p).
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Preuve. Le noyau de Schwartz G55 ()? — 35') Sy (3:') Sy (y'> S, (zl) dans D' (R3) x D' (R3)
est € sauf sur la diagonale, et par conséquent © ()Z') = G~*f est C* sauf sur le support de

f. Comme G55 (ﬁ) est Ll20C en U, © ()Z') est la somme d’une fonction ©, L? dans un ouvert

quelconque autour du support de f et d’une fonction ©, C* (avec supp©, N suppf = ().
De plus, comme pour |u| — 400, I'hypothese de croissance lente de o (¢) affirme que

1 u
—/0 o (€) dé = oo,

U

pr se comporte comme :

(f’ffMQ (/yyay ) (/:az(f)d£>2,

1
avec Re <—> > 0.
p

Comme M < 1 et que (:vl,y',z') reste dans le support borné de R3, il vient que dans
Goe (X — X'>, le comportement & l'infini de

(%) =2 M)

1— M? V1— M?

_ del ) ,
U,E?;l,lgj,z} </[] 7 (5) £|>

et donc que © ()?) est & décroissance rapide (et ce méme si Re (p) = 0).

est équivalent & celui de

|/ &) d¢| pour © — +oo.
1+ M
1-M
"symétriser” la décroissance en x > 0 et x < 0. En fait, puisque ce qui nous importe est le "retour”

1+ M
. i_ 2% (Zaval”) pour M

Remarque 3.1.2 Pour (y,z) fizés, k ()?) est équivalent d Y

On aura donc intérét a prendre o, (§) et o, (=€) différents, et de fait en rapport pour

di a la restriction du probléme a un borné, on choisira o, (”amont”)=

assez proche de 1. Ceci améliore sensiblement les résultats numériques.

On a donc © ()?) = 0O, ()?) + O, ()?) a décroissance rapide et C* en dehors d’un compact

Gs *G) M/ e % ~ Sx (xl) C) (:;',37, E) dz . (3.6)

En fait, (3.6) est majorée par :

% /Y (ZE — x/> e_ReT(m(x_xl)_ﬁfj' U(§)d§|Sx <$’> ||© (f;’,gj, 5) |da’.

et :
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z !
Comme o (§) est croissante et strictement positive, on a /

o (&) d¢ > / o (&) d¢, et comme
T 0
seul le cas z > = est & prendre en compte dans I'intégrande de (3.6), on a encore :
G+0 (z) < K (2) * Sz (2) © (2,7, 2),

avec

K (z) = Y () e~ 527 Ig o(@)de

)

ounY (z) e~ 1 Jo 7(Od et 3 décroissance rapide en z. La stabilité des distributions & décroissance
rapide par convolution implique la décroissance rapide (indépendante de p) de G 51@ ()? ) qui est
de plus C*° & lextérieur d’un ouvert quelconque autour du support de f. m

On est alors en mesure d’énoncer le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1 Pour Re (p) > 0, le systéme (3.5) admet une solution ®, C™ en dehors d'un
compact de R3, et a décroissance rapide.
Si le second membre de (3.5) est a support dans I, on a :

($|H = q)h_[a
ou @ est la solution de (3.2) (obtenue par absorption limite quand Re (p) =0).

On a : N -
b = |Cof| (LGFG5aPF) (3.7)

ol [C/’\off} est obtenu en remplacant 0, par 0y dans [Cof].

Preuve. En effet,
<PH4 + j) [éovf} =1,0C o C,

et il suffit d’appliquer ligne & ligne les propositions précédentes, et on a par construction '5|H = P|q.
]

Remarques 3.1.3 1. Nous n’avons pas prouwvé lunicité de la solution de (3.5), ni que ce
probléeme est bien posé au sens de la continuité par rapport aux données.

2. De plus, (3.5) doit étre pratiquement posé sur un borné (avec des conditions aux limites
adéquates ...) et son "relévement” en temps doit étre effectué.

3. Si M =0, les questions soulevées par les deux précédentes remarques regoivent une réponse a
travers un changement d’inconnues conduisant a une formulation dispersive ([24], [48], [58]).
On peut se ramener au cas M =0 en effectuant sur (3.1) le changement de variable espace-
temps © = x + Mt, mais les problémes "harmoniques” associés n'ont pas une relation claire
avec (3.2). Cette technique a été utilisée par [58], et nous comparerons plus loin les solutions
obtenues avec celles obtenues par un relévement direct de (3.5).

4. L’7opération” ¥ peut étre interprétée comme une convolution de courants sur M, et on pourrait
espérer obtenir l'unicité en étendant la structure algébrique de la proposition 3.1.1 a ces
convolutions pour déduire l'unicité de l’existence.

3.2 Etude du caractere bien posé du probleme temporel

3.2.1 Un premier modele PML

Nous présentons dans ce paragraphe la formulation "PML” dispersive développée notamment
dans les travaux de ([24], [58]).
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» Cas sans convection L’étude menée dans le paragraphe précédent (cas sans convection)
conduit & un nouveau probléme harmonique dont la restriction de la solution & €2 est également
solution du probléeme harmonique initial. Ce nouveau probléme, que nous considérerons maintenant
dans le cas d'un domaine spatial & 2 dimensions :

Oy
0 0 =
Sz
- Yy | o_
iwp + 0 0 5 p="f, (3.8)
y
% 9
Sy Sy

nécessite d’étre formulé différemment afin d’établir le caractére bien posé du probleme temporel
qui lui est associé.

On note tout d’abord que (3.8) se met sous la forme :

1 1 _
(iwl3 + S—xAlaz + S—yAQay)gJ =f, (3.9)
0 0 1 000
avec Al=1 0 0 0 |etAd2=| 0 0 1
1 00 010

On peut alors se ramener & opérateur spatial initial défini par A0, —|—A28y par le théoreme suivant

([58])

Théoreme 3.2.1 [l existe deux opérateurs inversibles M et N, tels que :

1 1

—A'o, + —A26y = M(A'Q, + A28y)N,

Sy Sy
et qui de plus vérifient :

A'9,M + A*0yN =0
et
lim N = Is.

0z,0y—0

Le couple d’opérateurs (M, N) n’étant pas unique, on choisit M et N diagonaux :

[a—y

— 0 0
S; 0 0 Sa
M = 0o S5, 0 et N = 0 5 0
0 0 1 . oy 1
S,S:

D’apres le théoréme précédent, 1'équation (3.9) s’écrit donc :
iwp + M(A'9, + A%0, )N = f,
qui, en posant c,% = N, et en multipliant 1'égalité par M ~!, devient :

iwM™'N~'G + (A'9, + A%9,)g = M~ 't. (3.10)
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Remarques 3.2.1 Sur (2, ona S, =5, =1 et donc M~ =1I5. De plus, f est a support compact
dans Q. Par conséquent, on pourra mettre indifféremment £ ou M~'f comme second membre de
l’équation.

On décompose alors iwM ' N~' de la maniére suivante :

iwM 'N~' =jwl; + C + RU,,

avec
Oy — Oy 0 0 oy(oy — o) 0 0
C = 0 Oy — Oz 0 , R= 0 03(08 — 0y) 0
0 0 Oz + 0y 0 0 OO0y
1
- 0 0
1w+ oy
et Uy, = 0 , ! 0
W+ Oy 1
0 0 —
iw

Le systéme (3.10) s’écrit alors :
iwp + Cp + RULG + (A'9, + A%0,)p = f,
ce qui, apres transformation de Fourier inverse (en temps), donne :

01p+ Cp+ RK %, ¢+ (A'0, + A%0,)¢ = f,

e vt 0 0
avec K = F, 1(U,) = 0 e %t 0
0 0 1

En posant T' = K #; é, on obtient alors :
01p+CG+ RT + (A'0, + A%0,)¢ = .

De plus, apres transformation de Fourier (en temps) de 1'égalité T' = K x; g~5, on a :

T=U,p
W + oy 0 0 B
& 0 w+o, 0 |T=¢
0 0 W

oy 0 0
& wT + 0 o, 0 |T=
0O 0 1

S

3

ce qui, en revenant au domaine temporel, ameéne a I’équation en T :

g

@

aT + T=2.

o O O

0
0 o
0 0
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On aboutit finalement au systéme couplé suivant :

O+ Al0,¢+ CG+RT = f (311)
oT + DT = o,
oy 0 0
ouD = 0 o, 0 |, quipeutégalement se mettre sous la forme d’un systéme de Friedrichs :
0 0 0

C R A0, + A%, 0\ ([ f
at<b+<_13 D>¢+< ! 0)@_<0>,

avec(I>2<<p>.
T

Le probléme temporel étant mis sous cette forme, on a alors le théoréme d’existence suivant ([58]) :

Théoréme 3.2.2 Le modéle (3.11) est un modéle PML pour les équations d’Euler linéarisées. De
plus, le probléme de Cauchy associé a ce modéle est fortement bien posé, la solution étant de méme
régularité que les données.

» Cas avec convection On s’intéresse désormais au cas ou Uy # 0, cas dans lequel le probléme
temporel que I'on considere est le suivant :

e+ Al0,p + A*0,p = f, (3.12)
0 0 1 000
avec A =UlI;+ | 0 0 0 | et A2=U8I;+| 0 0 1
100 010

Le théoreme 3.2.1 n’étant alors plus valable, on ne peut pas appliquer ici la méme démarche que
précédemment. Cependant, en effectuant le changement de variables :

n(t) =z + Ut
&(t) =y + Ugt,

et en posant ¢, = P(X, 1), avec ¥ = (1,€) et @ solution de (3.12), on montre que ¢y vérifie
I’équation :
oy + A'dyipy + A%0y0y = .

Ce probleme ressemble de par sa structure aux équations considérées précédemment. Cependant,
celui-ci fait intervenir des dérivées en 0, et 0, alors que les fonctions sont en (n,&). Il n’y a
donc a priori aucune raison pour que le modele PML précédent puisse s’appliquer ici. De plus,
les trois variables de ¢, dépendent du temps, et une transformation de Laplace en temps d’une
telle fonction, point de départ de la démarche utilisée pour établir la décroissance du noyau de
Green, ne permet pas d’utiliser les résultas obtenus précédemment. Dans la these [58], le systéme
(3.11) a tout de méme été utilisé tel quel sur ¢, ; ceci suppose qu'une transformation de Laplace
"partielle en temps” (par rapport a la troisieme variable en fait) et non une transformation de
Laplace totale en temps a été faite. On ne peut donc conclure quant 4 la décroissance exponentielle
que par rapport aux variables 7 et ¢ (sur ¢,) qui dépendent du temps, et I'on n’a pas de moyen
d’établir un lien entre la solution recherchée ¢ et ¢,, c’est-a-dire entre faire une transformation
de Laplace en temps ou partielle en temps. On ne peut donc pas, pour le moment du moins,
justifier I'utilisation de ce modeéle PML pour un écoulement porteur convecté et, bien que certaines
simulations semblent concluantes, on verra lors des résultats numériques que d’autres mettent en
évidence certains problemes.
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3.2.2 Un second modeéle PML : les CPML

Avec le modele PML précédent, on a vu que le cas d’un écoulement porteur avec convection
posait probléeme autant du point de vue théorique que numérique. On se propose donc maintenant
d’utiliser un autre modele PML : les CPML, dont la pertinence quant au cas avec convection est
parfaitement justifiée contrairement au premier modele, sous hypothése toutefois du caracteére bien
posé du probleme CPML au sens de la continuité par rapport aux données, résultat qui n’a toujours
pas été démontré.

L’étude menée précédemment nous ameéne & considérer 1’équation :

g+ A0z + A%9;5 + Bp = f, (3.13)
avec&—(L)B et 8~—(L)8 Or, on montre que :
T 0, T g, e
0
at_iaz(é—ae_”t)*t.

Par conséquent, (3.13) s’écrit également :
g+ A0, + AQByc,E +Bp—o, A e %t %, 0,5 — oy A% et oy = f.

En posant
S = Al 6707”t *¢ 855@/
T = A? e %! x4 0,9,

et en procédant de la méme maniére que pour le modele précédent, on aboutit au systéme couplé

suivant :
8t<,5+A181<,5+A28y<E+B@—UIS—ayT: f
S +0,8=A'0,p
0T + 0y, T = A28y<,5,

qui peut également s’écrire :

A9, + A28y +B -0, —oy f
oV + — A9, op 0 v=1|(0 |, (3.14)
—AQBy 0 oy 0

avec\Ilz({E, S, T)T.

On a donc un systéme permettant une décroissance exponentielle de la solution valable autant pour
le cas sans convection qu’avec convection, contrairement au premier modeéle qui ne se justifiait que
pour des problemes d’acoustique pure.

Concernant I'étude du caractere bien posé de ce systéme, on distingue deux cas :
» Cas sans convection Uy = 0 : (3.14) est un systéme de Friedrichs et 'on peut montrer qu’il est
par conséquent bien posé.
» Cas avec convection Uy # 0 : (3.14) n’est pas un systéme de Friedrichs puisque les matrices ne
sont pas symétriques. Il est donc plus difficile de savoir si le probléme est bien posé.

On sait qu'une condition nécessaire et suffisante pour qu'un systeme de la forme :

Oyu + Cjaju +Du=g
U(O,.CL') = UO('Z')
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soit bien posé est donnée par le critere de Hadamard-Petrowsky suivant :
[Re(A(©))] majorée Ve,
ot A\(§) valeur propre de 'opérateur iCj£j + D et &; variables duales des z;.

Cette condition n’a, dans le cadre des CPML avec convection, toujours pas été vérifiée. Cepen-
dant, une condition nécessaire & la forte hyperbolicité du probléeme (donc & son caractére bien posé
VD) est que C7 §; soit diagonalisable et a valeurs propres réelles. Cette condition a quant a elle été
vérifiée ; il n’est donc pas possible pour le moment de conclure quant au caractére bien posé du
probleme au sens de la continuité par rapport aux données, mais non plus quant & son caractere
mal posé. Les simulations sont quant & elles tres bonnes et n’ont pour le moment pas été mises en
défaut.

3.3 Approximation des modeles PML

3.3.1 Schéma d’approximation pour le premier modele PML

Le systéme (3.11) étant bien posé, on en cherche maintenant une approximation. Contrairement
au cas de conditions aux limites absorbantes, il nous faut ici considérer un couple d’équations,
chacune étant approchées par un schéma numérique convergent et stable. Cependant, la stabilité
de chacun des deux schémas ne permet pas de conclure quant a celle de leur couplage. C’est pourquoi
on préférera utiliser, lorsque cela n’est pas trop contraignant, la formulation implicite des schémas,
beaucoup plus stable que I'explicite.

La premiere équation de (3.11) étant, de par sa structure, similaire & I’équation principale du
systéeme (1.22) dont on a approché la solution précédemment, elle sera discrétisée de la méme
maniére par une méthode aux volumes finis. On aura finalement dans le cas sans convection, le
schéma suivant :

Ve = 1..N, Vk,
b = b1 — At(Coph™" — f571 + R.TY)
At o ) e )
- A—y[(—AE) (re' =@t )+ (40) (e — b M

At ke _ — k- -
- Ak — e+ (A Tk — k)]

k=1 _ k-1
AmAymeS(aQ N dw,) (Me . ] )

Remarques 3.3.1 Par souci de lisibilité, on note ©*, au lieu de ée, la valeur de ; sur g

Remarques 3.3.2 Le schéma donné ici est complétement explicite. Cependant, on peut passer le
terme C’ecp”e“*1 en implicite, le schéma d’approzimation étant alors de la forme :

Ve =1..N, Vk,
At At At
k _ -1/ k=1 _ k __ pk—1y _ _
Qoe - (13 + Atoe) (Qoe At(‘ReTe e ) Ay[] A:E ] A:EAy())
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Pour approcher la seconde équation, qui est une équation différentielle temporelle en T, on
utilisera une méthode d’Euler implicite. A chaque pas de temps, on calculera ainsi T* grace au
schéma, suivant :

Ve =1..N, Vk,
= (I3 + AtDe) (T} ' + Atgf ™).

On obtient donc le schéma numérique couplé suivant :
Ve =1..N, VEk,
> TF = (I3 + AtD,) Y (TE + Atk

k—1 _

> 906 (pe 6‘1013C t— k_l + R Tk)

A
fgkﬂ@(wl—wﬁw (43) (@ - @b D)
A (s — b ) + (Al (et — k)]

mes (9 N Owe) (Mego]eC - ek_1> .

a AzAy

Remarques 3.3.3 Dans le cas d’une simulation de propagation de perturbations aéroacoustiques

dans un cylindre infini, il faut se ramener au cas 1D. Dans ce cas la, on a o, = 0, et donc
0 0 0

R=1| 0 o2 0 |.Seulela seconde composante Ty de T nous intéresse alors; D étant diagonale,
0 0 0

il suffit de considérer [’équation scalaire en Th.

3.3.2 Schéma d’approximation pour les CPML

On procede de la méme maniére pour discrétiser le systéme (3.14). On aboutit alors au schéma
d’approximation :
Ve =1..N, Vk,

At

b SE = = Aoy, SE S (AT — b+ (—Ap (et — b )] st

At _ _
> TE = = Atoye T 4 5 (A (7! — ol )+ () (e - eh D]+ T
>t =0 = At(Bepg T = fiT = 00.eSE 0y TY)
At — ke
—&ﬂe£>wkhwﬁw<£>whhw§ﬂ
At

- [(AD @ = e + (A (ke — b )

At k=1 _ pk—1
AwAymes(aﬁ N dwe) ( ePe . ) .

Ici encore, le cas du guide d’ondes se traite en considérant o, = 0, la variable T' n’intervenant alors
plus dans les calculs.



3.4 Validation numérique du modéle CPML pour 1’aéroacoustique 81

3.4 Validation numérique du modele CPML pour ’aéroacoustique

On donne dans ce paragraphe un ensemble de résultats numériques obtenus avec les différents
types de PML, le premier modéle PML comparé avec le modele CPML.

3.4.1 Couches PML suivant la direction z, résolution volumes finis dans le do-
maine

Le domaine est rectangulaire, de dimension 3 longueurs d’ondes en longueur et 1 longueur
d’onde en largeur. La célérité du milieu cy est adimensionnée & 1. Pour toutes les simulations, on
a pris 15 couches de PML (c’est-a-dire I'équivalent de 15 éléments de maillage). Les profils de la
variable u ne seront pas représentés, car ils sont de méme nature que ceux de la variable p.

Dans un premier temps, le domaine {2 est maillé avec un maillage cartésien, et la méthode
d’approximation de résolution du probléme (1.22) est une méthode volumes finis en espace et Euler
explicite en temps. La source de perturbation est une pyramide en espace, tensoriel un sinus de
fréquence 1 Hz en temps. La résolution des variables est dans un premier temps & valeurs réelles.

La figure 3.2 montre le résultat de la simulation avec le premier modele PML, dans le cas
d’un écoulement porteur sans convection (acoustique pure), et les parois verticales gauche-droite
sont traitées par une condition de glissement (3 = 1). Lorsque des ondes sortantes atteignent un
des bords horizontaux (en z), la couche PML est visible sous forme d’une étroite bande dans
laquelle “I’'extinction” exponentielle est matérialisée par une couleur uniforme, correspondant & des
valeurs proches de 0. Dans tous les cas, 'absence de réflexion confirme numériquement la validité
de T'approche. Les profils de u et v sont eux aussi corrects et ne présentent pas d’anomalies. Les
résultats avec CPML ne sont pas représentés car similaires.

La figure 3.3 représente un tracé de p sur I'axe du guide d’ondes dans la couche PML & 6 temps
proches succédant I'arrivée du front d’onde. La décroissance exponentielle y est clairement visible.

Les figures (3.4, 3.5) représentent I’évolution de p et v dans le cas d’une convection constante
avec le premier modele PML. On constate que méme si le profil de p semble correct, le profil de
v est quant a lui plus “douteux” : la décroissance exponentielle dans la couche PML est beaucoup
moins claire et I'on constate méme dans la couche 'apparition de perturbations. Nos méfiances a
I'égard de la validité du premier modeéle PML s’illustrent sur ces résultats numériques (& savoir que
le premier modele PML n’a aucune justification théorique dans le cadre d’un écoulement porteur
avec convection). Les conclusions sont analogues pour un écoulement cisaillé.

Ces mémes simulations effectuées avec I'implémentation du modele CPML (figures 3.6 et 3.7)
sont en revanche tres satisfaisantes et ne présentent pas les problemes décelés avec le premier modele
de PML : la couche PML y est nettement visible et les perturbations sont rapidement atténuées
comme le nécessite la théorie (les résultats sont également satisfaisants pour un écoulement porteur
cisaillé).

3.4.2 Couches PML suivant les directions z,y, résolution volumes finis dans le
domaine

Ces remarques restent valables lorsque 'on considére des PML bidimensionnelles. Toutes les
simulations 2D sont faites sur un carré de coté 1 longueur d’ondes entouré d’une couche de PML
de 15 éléments, la source étant de fréquence 2 Hz. On peut voir sur les figures (3.8, 3.9), les profils
de p et v pour un écoulement porteur sans convection avec le premier modele de PML. Ici encore,
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les simulations sont bonnes et ne présentent pas d’anomalies. Remarquons que 'on peut voir sur
le profil de v de petites illuminations dans la couche PML : c’est un phénomeéne d’instabilités bien
connu qui n’a aucune influence sur la solution dans le domaine, puisque les instabilités sont de type
croissance polynomiale alors que la décroissance de la solution est exponentielle dans la couche PML.
Ce phénomene était déja visible sur le profil de v en configuration PML monodimensionnelle. Les
mémes simulations avec le modele CPML, figures (3.10, 3.11) donnent des résultats sensiblement
plus satisfaisants : le phénomeéne d’illumination sur v n’est pas visible (il en est de méme en PML
monodimensionnelle).

Les figures (3.12, 3.13) représentent les résultats obtenus d’une simulation pour un écoulement
porteur & convection constante, avec le premier modele PML. On constate, comme pour les si-
mulations PML monodimensionnelles, d'importants “défauts” en v dans la couche PML de droite
(dans le sens de la convection en fait), corrigés sur les figures (3.14, 3.15), qui représentent la méme
simulation avec le modele CPML.

Les figures (3.16, 3.17, 3.18, 3.19) illustrent respectivement, pour une source générant du ro-
tationnel (une source pyramidale en u cette fois), ’évolution de u et v avec le premier modele
PML et avec le modele CPML. On voit encore que les simulations avec CPML sont nettement plus
satisfaisantes que celles obtenues avec le premier modele PML.

Remarque 3.4.1 Aussi bien pour les tests numériques monodimensionnels que bidimensionnels,
La solution dans le domaine ne semble pas trop influencée par les problémes rencontrés dans les
zones PML implémentées avec le premier modéle. Ceci est certainement di au fait que, & l'intérieur
des zones PML, les conditions auz limites non réfiéchissantes d’ordre 1 sont implémentées sur les
frontiéres. Par conséquent, la majorité des perturbations numériques causées par ce modéle est
absorbée par ce type de conditions auz limites. Pour quantifier une influence de ces défauts sur la
solution dans le domaine, il faudrait que la condition aux limites soit moins tolérante afin que I’
efficacité des PML soit plus déterminante.

3.4.3 Couches PML bidimensionnelles, résolution Galerkine discontinue P1 dans
le domaine

Outre la comparaison entre les deux modeles de PML, il est nécessaire de montrer que les
couches PML sont plus précises que les conditions aux limites non réfléchissantes écrites & ’ordre 1
pour simuler les propagations aéroacoustiques en espace libre. On choisit pour cela d’'implémenter
une interface de résolution entre une méthode d’approximation type Galerkine discontinue P1 en
espace et Runge-Kutta en temps dans le domaine €2 et une méthode d’approximation type volumes
finis en espace et Euler en temps dans les zones PML. Cette approche peut sembler contraignante,
car elle nécessite de mailler séparément le domaine €2 en triangles destructurés et les zones PML en
maillages cartésiens. Cependant, en maillant les frontiéres sortantes avec deux fois plus d’éléments
cartésiens pour les zones PML que pour le domaine §2 et en moyennant les “rencontres” en temps
tous les deux pas de temps pour compenser les différences de schémas temporels (Runge-Kutta
d’ordre 2 pour du schéma Euler explicite), on assure la stabilité de la solution dans la zone PML.
Par rapport & ’avancée de notre étude, c’est d’ailleurs la seule configuration théorique qui nous
I’assure. Une implémentation globale des couches PML dans le code au travers d’approximations
identiques entre les zones PML et le domaine de résolution €2 nous ferait perdre, pour le moment,
cette propriété.

On utilise donc une nouvelle fois la configuration de canal bidimensionnel (2.4) traité avec des
parois supérieures rigides, des sources modales amont (irrotationnelles) en excitation sur la paroi de
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droite et I'interaction domaine/PML évoquée sur la paroi de gauche (pour simuler I’espace libre),
afin de comparer la solution exacte en espace libre avec d’une part, les résultats de cette simulation,
et d’autre part les résultats obtenus en traitant la paroi de gauche par une condition aux limites
non réfléchissantes approchées. La figure 3.20 représente les profils obtenus (en parties réelle et
imaginaire) établis en un point (z, 1) proche de la source, au cours d'un temps assez long pour
avoir atteint le régime périodique depuis plusieurs périodes, pour une convection uniforme de Mach
0.5 et pour des modes de second ordre. D’une part, les limites de la validité des conditions non
réfléchissantes approchées sont nettement visibles (déja vus), et d’autre part les CPML sont validées
de part 'adéquation constante au cours du temps entre les courbes bleues et vertes (obtenues avec
les couches PML). Bien entendu, toutes les courbes sont en phases avec la solution exacte pour le
mode transverse constant (figure 3.21).

Enfin, sur les figures (3.22, 3.23), on traite un domaine de calcul plus réaliste pour une prise
d’air (ou une tuyére). Dans la prise d’air, les parois seront supposées d’épaisseur nulle afin d’avoir
un écoulement porteur trivialement calculable. Le domaine de calcul CPML est bien cartésien, le
fait que 'on voit un maillage triangulaire est uniquement di & des exigences de la représentation
de la solution dans ce domaine). Le domaine Q est de longueur 4 longueurs d’ondes et 2 longueurs
d’onde en largeur. Sur les figures 3.24 est représentée I’évolution de la solution dans le domaine
de calcul et dans les zones pml, pour une source de bruit modale constante (mode nul), et pour
un écoulement porteur nul. Toutes les propriétés attendues des couches PML (ici 10 couches sont
implémentées) sont clairement visibles, et ceci est également le cas pour des écoulements porteurs
avec convection, uniforme ou non.



84 CPML pour I’aéroacoustique

F1G. 3.2 — Profils de p pour un écoulement porteur sans convection avec conditions de glissement
sur les bords verticaux et couches PML sur les bords horizontaux.
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05} H05} Ho5} Ho5f Ho5} {05} g
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FiG. 3.3 — Décroissance exponentielle de p dans la zone PML.
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F1G. 3.4 — Profils de p pour un écoulement porteur avec convection constante, conditions de glis-
sement sur les bords verticaux et couches PML sur les bords horizontaux, obtenus avec le premier
modele PML.

LR

F1G. 3.5 — Profils de v pour un écoulement porteur avec convection constante, conditions de glis-
sement sur les bords verticaux et couches PML sur les bords horizontaux, obtenus avec le premier
modele PML.
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F1G. 3.6 — Profils de p pour un écoulement porteur avec convection constante, conditions de glis-
sement sur les bords verticaux et couches PML sur les bords horizontaux, obtenus avec le modele

CPML.

Fi1a. 3.7 - Profils de v pour un écoulement porteur avec convection constante, conditions de glis-
sement sur les bords verticaux et couches PML sur les bords horizontaux, obtenus avec le modele

CPML.
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F1aG. 3.8 — Profils de p pour un écoulement porteur nul, et couches PML 2D, obtenus avec le premier
modele PML.

FiG. 3.9 — Profils de v pour un écoulement porteur nul, et couches PML 2D, obtenus avec le premier
modele PML.
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F1Gg. 3.10 — Profils de p pour un écoulement porteur nul, et couches PML 2D, obtenus avec le

modele CPML.
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Fi1G. 3.11 — Profils de v pour un écoulement porteur nul, et couches PML 2D, obtenus avec le
modele CPML.
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Fi1a. 3.12 - Profils de p pour un écoulement & convection constante, et couches PML 2D, obtenus
avec le premier modele PML.

Fi1a. 3.13 — Profils de v pour un écoulement & convection constante, et couches PML 2D, obtenus
avec le premier modele PML.
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Fia. 3.14 - Profils de p pour un écoulement & convection constante, et couches PML 2D, obtenus
avec le modele CPML.

Fi1G. 3.15 — Profils de v pour un écoulement & convection constante, et couches PML 2D, obtenus
avec le modele CPML.
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Fi1G. 3.16 — Profils de u pour un écoulement & convection constante perturbé par une source rota-
tionnelle, pour des couches PML 2D.

Fi1G. 3.17 — Profils de v pour un écoulement & convection constante perturbé par une source rota-
tionnelle, pour des couches PML 2D.
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FiG. 3.18 — Profils de u pour un écoulement & convection constante perturbé par une source rota-
tionnelle, pour des couches CPML 2D.

Fi1G. 3.19 — Profils de v pour un écoulement & convection constante perturbé par une source rota-
tionnelle, pour des couches CPML 2D.
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Fi1a. 3.20 - Comparaison des parties réelles et imaginaires entre la solution exacte, la solution avec
les CPML et la solution avec les conditions aux limites non réfléchissantes approchées, pour des
sources modales de seconde espéce, en un point proche de la source.
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(a) Comparaison des parties réelles. (b) Comparaison des parties imaginaires.

Fia. 3.21 — Comparaison des parties réelles et imaginaires entre la solution exacte, la solution avec
les CPML et la solution avec les conditions aux limites non réfléchissantes approchées, pour le mode
nul, en un point proche de la source.
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Fia. 3.22 — Maillage de la zone PML bidimensionnelle pour une prise d’air réaliste.

F1c. 3.23 — Maillage du domaine de calcul d’une prise d’air réaliste.
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Fi1G. 3.24 — Evolution de la partie réelle de p au cours du temps assez long pour obtenir le régime
périodique, dans une prise d’air réaliste.
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3.5 Conclusion

Du point de vue des conditions fictives bornant le domaine de I'opérateur spatial, les avantages
des PML sur d’autres méthodes de construction de frontiéres non réfléchissantes sont de plusieurs
types. D’une part, la nature intrinsequement exacte des équations obtenues garantit une parfaite
absorption (aux erreurs de discrétisation et de troncature du domaine prés) indépendamment de
la fréquence et de I'incidence de I'onde sortante. D’autre part, la formulation étant du méme type
que I'équation dans le domaine principal, la mise en ceuvre est simple et compatible avec le schéma,
de résolution retenu pour I’équation considérée. Enfin, la décroissance exponentielle de la solution
dans le domaine PML autorise des approximations économiques.

Les simulations confirment le fait que les CPML, qui sous hypothése d’aboutir & un probleme
bien posé ont une justification mathématique réelle, sont un modele PML de choix dans le cadre de
simulations avec ou sans convection. On a en effet montré qu’elles étaient bien plus précises que des
conditions aux limites non réfléchissantes approchées & I'ordre 1, & travers des comparaisons avec une
solution exacte, et que les résultats numériques sur plusieurs cas tests étaient nettement en faveur
des CPML par rapport au premier modele de PML, généralement utilisé pour 1'aéroacoustique.
Elles n’ont d’ailleurs pour le moment jamais été mises en défaut numériquement.

Il conviendrait toutefois, d’une part d’approfondir I’étude mathématique (unicité, ...) de fagon
a pouvoir étendre 'approximation Galerkine discontinue au domaine fictif avec le minimum de
"risques”, et d’autre part comme dans [24], d’étendre la formulation CPML & d’autres formes de
frontieres fictives.



Chapitre 4

Méthodologie de résolution des
problemes inverses ; Modele de
matériau poreux

Rappelons le contexte physique du probleme illustré sur la figure 4.1 :

DOMAINE Q

Observatdire
Os

Frontierel

Condition d'impédance
sur la frontiérd

Condition de bord
non réfléchissante swQ /I

Fi1a. 4.1 — Le domaine d’étude.

Soit © un domaine régulier de R? entourant un obstacle solide de frontiere I'. On suppose
que I' est régulier par rapport a I’écoulement porteur, autrement dit (en reprenant les notations
précédentes) :

Uin;=0 surT,

ot 71 désigne la normale unitaire sortante a € sur T.
On suppose de plus que 9Q \ T' est C', connexe, séparée de I' et régulier par rapport &
I'écoulement porteur. C’est-a-dire que 92 \ T' est localement séparée par une courbe de régularité

97
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Cl
(OQ\T)™ = {z € 0Q\T | Uin; < 0}.

Notre but est d’étudier, dans ce domaine artificiellement borné par des conditions aux limites
absorbantes approchées a l'ordre 1 ou par des couches PML, les propagations d’'un écoulement
porteur subsonique régulier perturbé & un temps initial, afin de pouvoir simuler en premiére ap-
proximation et & 1’échelle des petites perturbations, 'influence de la frontiere de 'obstacle solide
par le concept d’impédance locale complexe. Le premier chapitre a montré que dans la configuration
de la figure 4.1, cette modélisation aboutissait & la résolution du probléme bien posé (1.22).

Pour caractériser I'influence de la frontiére de I'obstacle solide, on se propose de résoudre deux
probléemes, I'un de controle optimal et I'autre d’identification :

1. Controéler les phénomenes de propagation par les conditions aux limites de type impédance
locale complexe, décrites dans la section (1.3.2) (plus précisément de type réflexion acoustique
locale complexe). Pour cela, on modélise a priori la frontiere de 1'obstacle et on choisit une
fonction cotit dépendant de ces parametres locaux qui définissent des conditions aux limites
sur I'. On évalue alors cette fonction cofit en fonction de ces parametres a travers un algorithme
d’optimisation adéquat, I', étant alors un ouvert mesurable de I' de mesure non nulle, ol
I'impédance complexe sera variable.

2. Identifier les impédances locales qui modélisent au mieux le comportement acoustique local
en fonction de données mesurées sur un observatoire, la fonction cout étant alors définie par
un écart (en énergie) sur cet observatoire entre les données mesurées et celles fournies par le
modele.

Ces problemes sont des problemes inverses pour lesquels I'équation d’état est une équation aux
dérivées partielles linéaire (I'’équation d’Euler linéarisée barotrope) et ot les variables de contrdle
de dimension infinie (distribution localisée spatialement sur T';) jouent un réle dans les conditions
aux limites & adjoindre & cette équation d’état pour que le systeme complet, le probleme direct
(1.22), soit bien posé. Les problémes inverses sont donc non linéaires. Ces problémes inverses sont
généralement mal posés mathématiquement (probléme d’existence et d’unicité d’une solution), et
dépendent fortement, en domaine borné, de la géométrie du domaine dans lequel on souhaite les
résoudre. Dans un premier temps, nous allons brievement rappeler les difficultés inhérentes a la
résolution de tels problémes inverses.

Problématique récurrente aux problémes inverses

Soit L un opérateur aux dérivées partielles (incluant les conditions aux limites) tel que

L(p.B) =0, (4.1)

ol ¢ est I'inconnue du probleme, appelé probleme direct, a chercher dans un espace V de dimension
infinie. La variable § représente soit la variable de controle, soit les parametres & identifier, comme
des conditions aux limites, des seconds membres ou plus généralement des parametres fonctionnels
des équations dans une variété de dimension infinie.

On suppose dans ce contexte qu'’il existe un unique ¢(f3) vérifiant (4.1) tel que :

J(B) = [ f(e(B)),

Os

soit bien définie pour une fonction f donnée et un observatoire spatial O;.
Les problemes de controle optimal et d’identification se posent alors toujours en ces termes :
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— Trouver un 3 tel que la valeur de J(8) soit la plus petite possible, pour une fonction f
significative.
— Rechercher le minimum de la fonctionnelle

J(6) =/ Lo los (B) - pa I

8

ou g représente des mesures. Ce probléme est un probleme d’unicité.

Dans ces deux démarches, le probleme mathématique est équivalent. Cependant, les difficultés
mathématiques et structurelles que nous allons énoncer n’ont pas les mémes conséquences sur la
résolution de ces deux problemes. En effet, il est fréquent dans ce genre de problématique que
I’application

B ¢ lo, (B)

soit non linéaire, non surjective, non injective, et non bicontinue. Pour les deux problemes non
linéaires évoqués, I'unicité de la solution n’est donc pas assurée. Si, pour le controle passif, I'uni-
cité nous importe peu, car seule la diminution de la fonctionnelle objectif justifie la résolution du
probléeme, pour le probleme d’identification, I'unicité de la solution est une nécessité pour donner
un sens & sa résolution. Or ce probléme d’unicité est difficile. Dans le contexte applicatif qui motive
ce travail, méme dans le cas ol le parametre & identifier ne serait pas 'impédance (ou plus exac-
tement la réflexion acoustique locale ), mais le second membre de la condition d’impédance !, il
nécessiterait des inégalités d’observabilité pour établir la coercivité de la fonctionnelle. Il faudrait
généraliser les études habituelles [46] aux conditions d’impédances d’une part, et & la géométrie
du support des sources, de I' et de I'observatoire d’autre part. De toute facon, notre probléeme
d’identification ou de contréle est non linéaire ...

Admettons tout de méme que le probleme d’identification soit bien posé en unicité. L’application

/6 @ |Os (/6)7

n’est probablement pas bicontinue, car trés vraisemblablement complétement continue par rapport
a (. Le probleme est alors qualifié de séverement mal posé et laisse présager d’'un mauvais condition-
nement croissant du probléme d’identification & mesure que ’'on augmente le nombre de parameétres
a identifier. Comme les deux problémes d’optimisation et d’identification sont équivalents, cette dif-
ficulté se retrouve dans le probléme de contrdle optimal, généralement sous la forme de minima
extrémement plats (valeurs du gradient faibles autour du mininum de la fonctionnelle objectif).
De plus, il n’est pas exclu que le probléeme d’optimisation soit fortement non linéaire (au sens de
[14]), et ainsi qu’il existe des minima locaux défiant un choix d’algorithme d’optimisation a priori
judicieux.
Ces difficultés, dont I’énumération n’est pas exhaustive montrent que :
1. Les problémes d’identification et de controle optimal sont structurellement et techniquement
liés.
2. Outre une justification a posteriori en liaison avec les résultats obtenus, une justification a
priori (méme qualitative) de la résolution du probléeme de controle optimal est souhaitable
avant la mise en place d’une méthodologie suceptible de résoudre ces problemes.

C’est ce que 'on se propose de faire & travers une étude d’un cas monodimensionnel en acoustique
pure. Nous allons montrer, que pour une source ponctuelle placée & une certaine distance d’un
obstacle, la condition d’impédance parfaitement transparente pour les ondes normales n’est pas
optimale si I'on souhaite minimiser 1’énergie efficace évaluée sur un observatoire spatial situé en

'Le probleme d’identification est dans ce cas linéaire.
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aval de la source. Ce résultat peu intuitif est fortement lié au caractére monodimensionnel, mais
on peut légitimement se demander si ce n’est pas le cas en bidimensionnel puisque le traitement
absorbant localisé d’un matériau se caractérise par des conditions d’impédances normales a la
frontiere de ce matériau.

4.1 FEtude d’un cas monodimensionnel

Sur la figure 4.2, la variable de contréle est le complexe a (avec Re(a) > 0) porté sur la limite
spatiale z = 0. Une source ponctuelle est placée en z = a (f = Ad, ®e™?) et la condition initiale est
nulle. La solution instationnaire est observée sur le domaine spatial vérifiant £ = a + ayps, Gops > 0.
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Fi1G. 4.2 — Exemple monodimensionnel

Comme le suggere les caractéristiques p+u et p—u, le temps d’observation ¢, doit étre supérieur
a 2a+agps afin de remplir les conditions d’observabilité géométrique. De plus, nous supposerons que
I'on observe sur une période [t1,%2] au dela de ce temps d’observation , car le régime harmonique
est établi en £ = a 4 agps. On veut résoudre alors le probléme suivant, équivalent a 1’équation des
ondes :

_ _ iwt
{ Op—0,u = Aj, Qe (4.2)

Ou — Ozp = 0

Solution du probléeme

On résoud ce probleme par la méthode des caractéristiques. Autrement dit, il est équivalent de
résoudre :

0 (ptu)— D (ptu) = Ay @
O (p—u)+0,(p—u) = Aj, ® !

D’apres la figure 4.2, on a pour ¢t > a :

(p+u)(0,t) = (p+u) (a,t —a) = Ae™le™
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et comme
(p— au) (0,1) =0,

on en déduit que :
o

0.t — Aiwt—aiw
0.t — Aiwt—aiw
u (0, 1) T1 g e

Par conséquent,

a—1 . .
_ 0.t) = A iwt —aiw
(p =) (0.6) = 2 Aete
Deés lors, il en découle que pour t > 2a + agps :
(p—u) (a+agps,t) = (p—u)(0,t—amps —2a)+[p—ul(a*,t— ags — a)
_ a — 1Aeiwt67i(aobs+3a)w + Aeiwtefiw(aobs+a).
1+«

Mais comme (p + u) (agps + a,t) = 0, on en déduit que

p (aobs + a,t) %Ae“"t (—O‘ 1 itams b3 e"“(aobs“))

a+1

4.3
_lAei“)t <_a — 16_i(aobs+3a)w + e_iw(aobs'i'a)) . ( )
2

U (Gops + a,t
( obs ) ) a+1

On a ainsi déterminé explicitement la solution du probléme (1.22) dans cette configuration
monodimensionnelle. On va alors démontrer que dans ce cas, ’existence et I'unicité d’une solution
au probléme de controle optimal et au probléme d’identification est assurée.

Résolution du probleme d’optimisation

On choisit comme fonctionnelle coiit ’énergie totale efficace sur I'observatoire spatio-temporel,
placée en sortie a + agps, afin de traduire par sa minimisation, la réduction du bruit acoustique.
Soit la fonctionnelle objectif

T (o) = [ o2+l
T=0+0aops X [tl 7t2}

a—1
=_ 4.4
o (4.4
application monotone et bijective de I’ensemble des nombres complexes a partie réelle positive dans

I’ensemble des nombres complexes de module inférieur ou égal a 1, il vient :

En posant

1 :
Tiosu) = 5[ ARG 1P
1,2
1
= 5/ | A > (| B|* +2Re (B) cos 2aw + 2I'm (B) sin 2aw + 1).
[t1,t2]

Par conséquent, les problemes de controle optimal et d’identification (puisque équivalents) ad-
mettent une solution unique en 8 = B, = —e?@@  Cette propriété est également vérifiée si I'on
souhaite résoudre les problémes en la variable naturelle a. En revanche, le changement de variable
homographique (4.4) conduit & la convexification de la fonctionnelle objectif : elle est convexe en
[ et non convexe en .
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Remarque 4.1.1 La conclusion est donc, que pour une source ponctuelle localisée en x = a, il
existe une unique réflexion acoustique optimale qui controle exactement l’énergie efficace pour x >
a. Un résultat similaire peut étre établi pour plusieurs sources ponctuelles localisées en © = {ay},
avec ap > 0.

En effet, en notant les différentes sources par fr = Apdq, ® et avec Ay € R, on obtient
facilement qu’il existe un unique ﬁoth

E : _Akeiakw
_ k
ﬁopt —

Z Ake—iakw ’
k

qui contréle exactement ’énergie efficace pour © > aj. Ainsi, comme toute distribution est combi-
naison linéaire de Dirac, on peut affirmer que l’on controle exactement I’énergie efficace si le terme
source est une distribution spatiale.

Interprétation physique dans le cas d’une impédance réelle

La réflexion acoustique optimale, comme il était prévisible est indépendante de aps et de A.
Mais pour a fixé (par exemple a = 1) et dans le cas ol 'impédance est réelle, nous allons montrer
que la condition parfaitement transparente pour les ondes normales en z = 0 (o = 1 & 3 = 0%)
n’est pas la condition d’absorption acoustique maximale pour I'énergie observée en 14 agps, Gops > 0,
ce qui constitue un résultat un peu moins intuitif.

Pour cela, on évalue dans un premier temps le gain par rapport & la condition parfaitement
transparente par :

1 J8=Pops 2
= P =1- 2w. 4.5
Gain Js=o cos s (4:5)
Dans tous les cas, on a
Gain > 1,

donc le controle passif optimal est toujours meilleur que la condition parfaitement transparente. Ce
phénomeéne monodimensionnel peut probablement s’expliquer par des interférences destructrices
crées par la position de la source par rapport & la condition aux limites (que 'on va exprimer en

nombre d’ondes par rapport au signal excitateur). On rappelle que si 'on note A la période ou la

2m
longueur d’onde et n = X le nombre d’ondes entre ’obstacle et la source, alors w = 3

D’apres (4.5), trois cas se distinguent :

4 4T 7 1 1k
cos 2w 0:>cos<>\> 0<:>>\ 2-l— m, EN@A n 8+4

Dans ce cas, on ne peut rien améliorer, Gain = 1 et I'impédance optimale est celle du vide.

4 k
2. cos2w=1¢)cos<7ﬁ>=1@ﬁ=—1{:>04=0{:>47m=2k7r,k6N*@nzg,kEN*.

. . - 1.3
Dans ce cas, I'impédance optimale correspond a des conditions d’obstacle mou, n = 2’ 1, 30
et il y a une correspondance noeud a noeud entre la paroi et la position de la source.

2| Bopt(2) |= 1, car A € RT.
3Elle est parfaitement transparente pour les ondes normales en acoustique pure sans convection.
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4 E 1
3. cos2w:—1@cos<7ﬁ>:—1@ﬁ:1@a:+oo(:)n:§+z,k€N.

Dans ce cas, I'impédance optimale correspond & des conditions d’obstacle dur, n =

g ooy

=W

1
Za
et il y a une correspondance noeud & ventre entre la paroi et la position de la source.
Remarque 4.1.2 Dans les deuz derniers cas, l’énergie efficace est nulle sur l’observatoire et le
gain est infini. On peut également remarquer que les ensembles ou Gain =1 ou Gain = +oo sont

discrets sur [0,1] et que leurs cardinauz augmentent avec la valeur de n. L’efficacité du contrile
optimal est par conséquent trés sensible a la position de la source par rapport a [’observatoire.

Conclusion

Cette configuration monodimensionnelle fournit deux conclusions fondamentales pour la suite
de notre travail :

1. Le controle optimal passif est toujours meilleur que la condition parfaitement transparente,
avec une variation tres rapide de la valeur de la réflexion acoustique optimale induisant une
forte variation du gain. Ce résultat, bien que grandement lié au caractére monodimensionnel,
peut justifier & lui seul, I'intérét de la mise en place d’une méthodologie de contrdle optimal
pour des perturbations aéroacoustiques en présence d’'un obstacle.

2. Le changement naturel de variable (4.4) intervenant dans I’évaluation de la fonction cott et
qui la convexifie, est & la base de I'idée de ce changement de variable proposé dans la section
(1.3.2) pour une configuration géométrique polydimensionnelle.

4.2 Méthodologie de résolution du probleme d’optimisation

Dans le premier chapitre, nous avons établi dans le théoreme 1.3.9, que sous certaines hy-
potheses, les problemes (1.22) et (1.23) ont chacun une solution unique dans (L2(Q))4*!
respectivement g et 3.

, notées

Pour la configuration géométrique rappelée au début de ce chapitre, on suppose donc que les
hypothéses (1.3.1, 1.3.2) sont vérifiées. En particulier, on suppose que pour un 7" donné assez grand,
ona:

V(z,t) € T x [0,T], Bz, t) € COT, x [0,T],C) N CL (T, x [0,T],C),
et
| B(z.t) |< L.

Sans expliciter précisément la fonctionnelle objectif (des exemples seront fournis & la section
suivante), on suppose que celle-ci est de la forme :

J(8) = / (C*Coos, p5)cus (4.6)
O x[0,T]

ot C € Mg (Wh™ (@ x [0,T)),C). L'observatoire O, peut aussi bien étre un observatoire volu-
mique que surfacique, autrement dit un domaine borné de dimension d ou d — 1.

Afin de minimiser cette fonctionnelle, nous allons établir, & 1'aide du probleme adjoint (1.23),
Iexistence et 'explicitation de la dérivée de cette fonctionnelle dans toutes les directions &.
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4.2.1 Calcul de la dérivée de la fonctionnelle & I’aide du probleme adjoint

Dans cette partie, nous cherchons a évaluer

tim L ( (8 +26) — T (8)).
avec B € CY (T. x [0,T),I) NC}, (Te x [0,T),I) et I CC{|z|< 1, z € C}.

Certalnes traces des solutlons des probléemes (1.22) et (1.23) vivent naturellement dans les
espaces H,, (F x [0,T]) et H, (8(2 \ T x [0,T]). C’est insuffisant pour espérer établir la continuité
et la derlvablhte de la fonctlonnelle J(0), et il faut pour cela parvenir & définir ces traces dans
des espaces plus réguliers. Avant d’établir un résultat de régularité supplémentaire, on introduit
quelques notations :

- g = (‘P%)iT:l,..dH et g = (@ZJZ;)Z.T:L_dH sont les solutions fortes des problémes respectifs

(1.22) et (1.23).
d

d
- @év = Z @%ni, Q/Jév = Z Q/Jéni, ou {n;} est la normale unitaire sortante & 9.

i=1 i=1
— Les projections orthogonales de g et 15 sur (ker (\ Aln, |))l seront notées respectivement
P‘PB et Pd)ﬁ‘

Le théoreme de régularité supplémentaire est le suivant :

Proposition 4.2.1 Si ¢g (respectivement 1[1/3} est solution du probléme direct (1.22) (respective-
ment du probléme adjoint (1.23)), alors <pﬂ ,(pﬂ (respectivement zpd"'l év) sont dans L*([0, T]xT)
et Py, (respectivement Py, ) appartient a L2([0,T),0Q\T). On a de plus les estimations suivantes :

() | os l120) + | 05 Ir2oryxry + | 08 lr2omxry + | Poy lr2q0.m,00/m)< C | f l12(0)

(i4) | s Ir2(Q) + | 95 lr2qomxr) + |98 Ir2qomxr) + | Pos lr2o.m.00m< C 19 l12q)

ou C est une constante positive ne dépendant que de T', € et 1.

Preuve. Soit une suite {(pg} convergeant vers la solution forte gz de (1.22). Alors, en posant

w =g — go’B’, il vient 1’égalité (déja démontrée dans la section 2, égalité 2.18) :

Re Re 1 :
fie ( / (Kw,%ﬂ) e ( / (Nﬁw,w)W) 5 f (I Ay | w,) s
o P01 20\Ix]0,77 (4.7)

~ Re </Q((f" - fp),w>@+1) -

Deés lors, trois arguments suffisent pour démontrer la premiére partie de la proposition 4.2.1 :

1. On rappelle que I'on peut, sans pertes de généralités, supposer que :

Jde>0tel que K = B — = (BA) >clgy.

, — — — )
2. Les valeurs propres de A'n; sont (CU-I- | Uo7 |,co— | Up-7 |,| Up- 7 |> , et comme "écoulement

porteur est strictement subsonique, il en découle que

(| A'n; | w,w)@iﬂ =| P, ‘2 .
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Ng + NE . 9 .
3. Re(Npw,w)pap1 = | —5—w,w > inf (Ag) | w |%, ot A; est une valeur propre
2 Cd+1 ke{0,1}

réelle strictement positive, car | § |< 1 (voir section 1.3.2).

Des lors, en faisant tendre n et p vers +oc, les termes

Re / ) Re / 1/ ~
— Kuw,w ,— Ngw, w)raqr |, = A'n; | w,w .
2 <Q( Jorn |5 (FX}O,T[( ’ )@+> 2 8Q\F><}O,T[(‘ [r0) gt

intervenant dans 'égalité (4.7) sont positifs et convergent vers 0, car | f" — f? [12(g)— 0.

Les suites gog, @ZH’" T, go]BV’" T, P% \3Q\F sont donc des suites de Cauchy respectivement dans

L?(Q), L% ([0,T) x ), L?([0,T] xT) et L?([0,T],00\T). La premiére partie de la proposition
4.2.1 est alors démontrée.
Mais g est solution de (1.22), donc en passant a la limite sur ¢j, @g vérifie 'égalité

Re Re 1 ;
5> (/ (K%»%)@w) +5 </ (NB‘PBa%Dﬂ)CdH) + 5/ (I A'ni | 08, 08) cas
Q I'x]0,T] HO\Lx]0,T

- Re ( /Q (/. m)@+1>,

ou toutes les intégrales sont clairement définies.

(4.8)

De plus, les trois arguments précédents permettent encore de minorer les termes positifs du
premier membre de ’égalité (4.8) et ainsi obtenir ’estimation (i) de la proposition 4.2.1. Pour la
démonstration de I'inégalité (ii), on procede de maniére analogue en remplacant Nz par N 5 o

Remarque 4.2.1 On en déduit que pour tout B € C° (F_c X [O,T],I) NCL (T, x[0,T],I), toutes

les formes quadratiques en @%"’1, @év,ng“,zpév, a coefficients de régularités L sont intégrables sur

T x [0, 7).
L’hypothése I CC {] z|< 1, z € C} est ici essentielle : on est dans lincapacité de contriler
gpgﬂ,wgﬂ, gpév,z/)év dans L? (T') pour | B |=1 (en particulier, pour 3 =1, et 3 = —1). Dans ce cas

la, la suite doit étre écrite a un sens plus faible.

Il reste que les probléemes (1.22) et (1.23) ont des solutions fortes vers lesquelles convergent
les discrétisés de ces problémes et, bien entendu, cette difficulté uniquement théorique n’intervient
pas dans [’écriture de la dérivée de la fonctionnelle discrétisée, qui comme nous le justifierons
ultérieurement est la discrétisée de la dérivée de la fonctionnelle.

Avant d’exprimer la dérivée de J (3), examinons la continuité des solutions de (1.22) et (1.23)
et de certaines traces a travers la proposition suivante :

Proposition 4.2.2 Soient 8 et §' dans C° (T, x [0,T],1) N C}, (D¢ x [0, T, 1), avec 3’ — 8 dans
L>(T") x [0,T], alors :

pp — Ps et ’L/)BI — ’L/)B dans L2 (Q),
5 e Ir ¢ Ir, g le  tendent vers ©f e, of |, wgt i, ¢ 0 dans  LP(T x [0,T7),

et P

‘PB”P%’ convergent respectivement vers Pp,, Py, dans L2([0,T],0Q\T).
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Preuve. On pose w = ¢g — ¢z . On montre que, Vi) € Cc! (@), w est solution de

((Mﬂ‘PB - Mﬂ"Pﬂ’) ’w)@d+1)

Re (/Q ((A"0iw + Bw) %) cupr +/

'x]0,T|

L Re ( / ((—Ain[)w,z/))@iﬂ) _ 0,
OO\I'x]0,T|

Deés lors, en posant la matrice

il en découle que Vi) € C* (@) )

i 1 ' !
Re </Q ((Azaiw + Bw) 7¢)(Cd+1 +/ (Mﬂ’wa¢)@d+1 + E (ﬁ - ﬁ) (N @,871/))@+1)

I'x]0,T

+Re </ ((—Ain;) w,w)cd+1) =0.
0\I'x]0,T|

On utilise alors la proposition 4.2.1 pour passer a la limite sur w" = gog — gog, et obtenir que :

Re / ) Re / 1/ .
— Kuw,w + — Ngw,w + = A'n; | w,w
2 <Q( ot 2 (FX}O,T[( ¢ )@Hl) 2 BQ\FX}O,T[(| | s

Re r !
=5 ([ P Ven)on )

La preuve est alors compléete en appliquant de nouveau la proposition 4.2.1. Une démonstration
tout & fait analogue peut étre établie pour les quantités associées au probleme (1.23). =

Finalement, on est en mesure d’établir un théoreme d’existence et d’explicitation de la dérivée
de la fonctionnelle objectif :

Proposition 4.2.3 La fonctionnelle (4.6) définie de C° (F_c X [O,T],I) UCL (T, x [0,T],1) dans
R est Gateauz dérivable (et méme Fréchet différentiable), et de plus on a l'expression :

! _ _1 ! -
T (8,€) = Re( > /F oz (V0898 £>, (4.9)

ou g est la solution du probléme adjoint (1.23) avec pour second membre g = X0.x[0,1)C*Cpp et
¢eC¥ (T, x[0,T,I) NG, (Lo x [0,T),1).

Preuve. Soit € > 0 fixé quelconque. Comme
(C*Cppyce, ppree)arr — (C*Cg,08)cart = (C*C (pp + ptee) s Poree — P8t »

on a 'expression du taux d’accroissement suivante :

1 1
- [J(B+¢e&) —J(B)] = %Re </Os><[O,T} (c*C (905 + §05+s£) y PB+eg — ‘pﬂ)@iﬂ) .



4.2.1 Calcul de la dérivée de la fonctionnelle & I’aide du probléme adjoint 107

On pose alors :

Yp + P+
9 = XOSX[O,T}%
1
Di = —(#prec = 5),

et 1. la solution de (1.23) pour ce second membre 9¢ et pour My e = 0 sur I' x [0, T]. Deés lors,
on obtient :

2 0+20) =7 (30 = Re ([ (66.00) v ) = B ([ (-0 =00 (4°02) + 5. ).

Mais comme Dg vérifie
0D + A'9;Di + BDg = 0,

et que les matrices A sont symétriques réelles, on obtient que

1 e N e (. T i €
g [J (/3+ 56) - J(ﬂ)] = Re </Q "/)s (70) Dg (70) - d’e ('7T) Dg ('aT) _/8 (A nidJEaDg)@H—l) .

Qx[0,7]

On en déduit que

ST (B+) — T (B)] = —Re ( [ (A DZ)@+1)

Qx[0,T]

(4.10)
= —Re / Alniip., DE — Re / Alngp., DS .
< AQ\T x[0,T] ( f)@d+1) < I'x[0,T] ( E)@d+1
Mais, sur 992 x [0,7], on a :
Ain;DZ =0,
et
Aln;“dJE =0,
et comme les matrices A'n; et A'n; sont réelles symétriques, (4.10) devient :
1 ,
—[J(B+e€) = J(B)] = —Re (/ (A’mdfe,Dg)@dH) :
€ 'x[0,T]
De plus, V3, A'n; = Méﬁ — M/’;, donc
1 [
- [J (ﬁ + 55) - J(B)] = Re (/ (¢87M6+8§D§)Cd+1> . (4'11)
€ I'x[0,T]

Toutes les intégrations par parties sont justifiées par les propositions 4.2.1 et 4.2.2 et par la prise
en compte d’une suite 1! — 1) décrivant une solution forte de (1.23).
Mais, comme

1
- (Mpseepree — Mpyps)
1. 1
= —gA'iDg + o= (Ngtee (Pp+ec = 95) + (Nptoc — Np) 95)
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on obtient par passage a la limite quand € — 0 que :

1

N @s¢.
5 vpé

lim Mgy ¢Di = —
limy Mp ¢ Df
En réinjectant ce résultat dans (4.11), et en passant & la limite quand ¢ — 0 (justifié par les
propositions 4.2.1 et 4.2.2), on obtient le résultat escompté, & savoir que :

/ _ 1 / _
J (B.¢) = Re (—5 / om (Vs bs)cr £>.

La différentiabilité découle de la continuité de I'application

B—s (N’goﬁ,zpﬂ) e L' (T x[0,T]).

]

On est donc en mesure d’évaluer la dérivée de la fonctionnelle objectif J(3) dans toutes les
directions £. Pour cela, il est nécessaire de résoudre un probléme direct puis un probleme adjoint
(rétrograde par rapport au probleme direct). Cette explicitation est une explicitation de la dérivée
de la fonctionnelle “continue”, dans le sens ou elle met en jeu les solutions fortes des problémes
continus (1.22) et (1.23). Or, la plupart des problémes inverses sont sévérement mal posés, ce qui
a généralement pour conséquence d’avoir a estimer des gradients de fonctionnelle trés “faibles”
autour de la zone du minimum (ou des minima locaux). Dans ces conditions, afin de ne pas perdre
en précision, il est crucial apres approximation des solutions des problemes directs et adjoints,
de minimiser (voire annuler) 'erreur théorique et numérique entre la dérivée de la fonctionnelle
objectif discrétisée et la discrétisation de la dérivée de la fonctionnelle continue. Or, nous allons
démontrer que le flux-splitting intervenant dans la méthode d’approximation Galerkine discontinue
décentrée présentée dans la section 2 conduit & ce résultat, ce qui constitue I’argument principal
pour affirmer que cette méthode se prédispose a la résolution numérique de problemes inverses en
aéroacoustique.

4.2.2 L’adjoint du probleme discrétisé

Nous allons montrer que pour cette discrétisation, I’adjoint du probleme direct discrétisé cor-
respond au discrétisé du probléeme adjoint (bien évidemment, le méme schéma décentré que celui
présenté dans le chapitre 2 est appliqué au probléeme adjoint).

En reprenant les notations de la section 2, pour une fonction test v, € Hy, telle que 1y, (T') = 0,
on a :

/ (e, + A0ipy, + By sy, ) cuns + / (A'n; (o — 0p) ,wh)w]
we X [0,T] o

R / Myr b
Z € B%QFX[O’T}( BPh V’h)@iﬂ)

=2 e / o~ O] + (S0 (A1) + By 1 Jounr + 0 (A"wh,soh)ml]
X 10,

we\I'x[0,T]

+>» R / Al - Fom) +/ Maor b
ze: e awe\Fx[O,T}( n (‘Ph ‘Ph) ¢h)@1+1 8weﬁF><[0,T}( BPh 1/),1)@“1]



4.2.2 L’adjoint du probleme discrétisé 109

Mais comme :

/ 0; (A’d;];’ 90];)(01-#—1 = / (Aznlzﬁ;, (70}:)(01-#—1
we X [0,T]

Owe x[0,T]

= (Aznlw}:a QO}:)@iJfl + / (Aznzi/);:a (p}:)@wfl )
Owe\I'x[0,T] OweNI'x[0,T

on en déduit que sur la frontiere de I'obstacle, il ne subsiste que le terme
Cd+1

* T, . - = — § il
ze: fie </3wgﬁ1"><[0,T} ((MB i nl) 1/)’1 o )) - e e </(9weﬂr><[UaT} (MB z'bh ’Wh))
(4.12)

Or, le but est d’obtenir une expression de ’adjoint du probléme discrétisé, donc pour cela, il suffit
d’évaluer les termes en facteur de ¢; . Dés lors, sur dw, \ I' x [0, 77, les termes contributifs sont :

Cd+1

1. d’une part,

2 [ / (=A'ni o) o + / (Aimsoh,wh)@w]
Aw\T'%[0,T] Aw\I'x[0,T)

e

= Z/ (A’n;rgp,;, w};)@i-}—la

= Jow\Tx[0,1]

(4.13)

2. et d’autre part, en vertu de la double orientation de la normale unitaire sortante (n;), la
contribution des éléments voisins s’exprime de la maniére suivante :

AZ(_nl) - (707 - (,0+ aw+) )
Xe: /awe\rx[o,T} <( ) (o = n) ¥ i+
ot le seul terme en facteur de ¢, a pour expression
>/ (—Ain gy ) o (4.1
e 0we\I'x[0,T]

Finalement, avec (4.12), (4.13), (4.14), on est en mesure d’établir ’expression suivante de la
partie réelle de I'adjoint du discrétisé :

[~ = 04 ) v )|

—i—Z Re [/
e 0

Mais, on a également 1’égalité suivante :
(At (i = 0i) o) ounr = ((~A™)” (0 — i) -7

En réinjectant cette égalité dans (4.15), on obtient I’expression de la partie réelle de 'adjoint du

(4.15)
(An (= 3) ) ores +

OweNT'x[0,T

we\T'x[0,T] <M§&¢’:’¢’:>@+1] .

cd+t
discrétisé :
e[ G- 0 ) v )|
we x[0,T7]

+Z fe [/z?we\rx[o,ﬂ <(_Aini)i (QP’J{ B ¢ﬁ) ’(p;>@+1 +/

# _ _
(Mﬂ Un s Ph )Ccd+1

(4.16)

OweNT'x[0,T]
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L’expression (4.16), avec la méthode d’approximation présentée dans le chapitre 2, correspond
exactement & I'expression de la partie réelle du discrétisé du systéeme différentiel associé au probléeme
adjoint (1.23). Or, pour obtenir une expression de la dérivée de la fonctionnelle Jy, (3), discrétisée
de la fonctionnelle J (), on procéde de maniére analogue & la méthode développée dans 4.2.1. 1l
est alors nécessaire de faire intervenir I'adjoint du probléeme discrétisé, et comme la fonctionnelle
coiit et sa dérivée sont réelles, le résultat obtenu ci-dessus nous assure que la dérivée de la
fonctionnelle cotit discrétisée correspond a la discrétisation de la dérivée de la fonctionnelle cott
continue, ce qui justifie la remarque 4.2.1. Autrement dit, explicitation (4.9) est encore valable sur
I’approximation des problemes directs et adjoints par la méthode Galerkine discontinue décentrée
proposée dans le chapitre 2 (on rappelle que le probléeme adjoint (1.23) est décentré a I'identique).

4.3 Caractérisation physique de la fonctionnelle objectif et de la
réflexion acoustique

La fonctionnelle objectif a été dans un premier temps définie & travers la solution du probleme
(1.22), une matrice abstraite C' € Mgy (Wl’oo (2% [0,T7]),C), et un observatoire O, qui peut
aussi bien étre volumique que surfacique.

En tout état de cause, une fonctionnelle objectif significative devrait étre déterminée par un
contexte expérimental. A défaut de telles données, il s’agit d’expliciter des matrices C' donnant
un “sens” physique le plus pertinent possible & la fonctionnelle objectif en adéquation avec la
problématique posée dans cette these, a savoir la “réduction” du bruit acoustique dans une prise
d’air. Ces matrices C déterminent bien entendu la nature de I'observatoire, surfacique ou volumique.

De méme, la seule contrainte sur le coefficient de réflexion acoustique locale est que :

| B (z,t) [< 1.

Cette contrainte est théoriquement nécessaire et suffisante pour que les problemes (1.22, 1.23) avec
la prise en compte des conditions aux limites sur la frontiere de I'obstacle solide I' soient bien posés.
En revanche, a ce stade, rien n’affirme ou infirme que I’ensemble des complexes de ce disque unité
soit physiquement réalisable dans le sens ol ’on n’est pas assuré de la faisabilité expérimentale d’un
matériau équivalent dont la réflexion acoustique est un complexe donné de ce disque unité. C’est
pourquoi, il nous semble “physiquement” pertinent d’utiliser un modele de réflexion acoustique pour
un type de matériau dont les résultats expérimentaux sont en bonne adéquation avec le modele
théorique, développé dans [29)].

4.3.1 Fonctionnelles objectif

Nous nous limiterons dans le cadre de cette thése, a une fonctionnelle objectif évaluée direc-
tement dans le domaine de calcul, autrement dit ’observatoire spatial sera constitué d’éléments
ou de frontieres d’éléments du maillage du domaine €. Par conséquent, ’observatoire spatial ne
pourra étre que “raisonnablement” proche de la source de bruit, afin d’avoir des temps de simu-
lation numérique réalisables. Nous n’aborderons pas la problématique “champ lointain” “champ
proche”, qui pourraient permettre d’évaluer la fonctionnelle objectif dans le domaine de calcul, &
partir de son évaluation en champ “lointain”.

Des lors, la fonctionnelle objectif la plus “naturelle” correspond & 1’énergie totale accumulée au
cours d’un intervalle de temps donné, et localisée sur un élément ou un ensemble d’éléments (une
aire en 2D ou un volume en 3D), définie par :

_ 2
7(6) = /O o 99T (4.17)
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ol g est la solution de (1.22). Cette fonctionnelle, que I'on appelera par la suite fonctionnelle
“énergie distribuée” correspond & la matrice C = [ dans (4.6).

Néanmoins, il peut sembler plus judicieux d’évaluer d’autres types d’énergie, comme par exemple
I’énergie des flux acoustiques entrants et sortants au travers de frontiéres d’éléments, que I'on note
également Oy, définie par :

1) = [ (Anigs, Alnigs)or (4.18)
05 %[0,T)

oi1 la matrice C' correspondante est la matrice symétrique A’n;. Dans la suite, on appelera cette
fonctionnelle “énergie surfacique”. A titre d’exemple, pour d = 2 et avec les notations précedemment
adoptées, on a :

(Ainitpg, Ainigpﬂ)@iH = (c§ + V;2) |ps|* + cgninaRe (W) + 2V,co [n1 Re (Tp) + naRe (Tp)] .

Remarque 4.3.1 La définition d’un procédé expérimental d’obtention de mesures pour en déduire,
en fonction de ces qualifications, une fonctionnelle coit d’identification adéquate, est indispensable
pour qualifier de maniére pertinente la résolution du probléme d’identification. A défaut de telles
mesures, on se contentera dans les premiers tests numériques d’une minimisation, pour un Qg
donné sur un observatoire spatio-temporel Og x [0,T], de la fonctionnelle :

Jig = / los — pal? (4.19)
0, x[0,T]

4.3.2 Modele de réflexion acoustique pour matériaux poreux

Les sources de bruit d’un aéronef sont d’une part, le bruit aéronautique causé par ’écoulement
d’air autour de la cellule, et d’autre part le bruit des moteurs. La seconde source de bruit, traitable
par des matériaux absorbants, produit & la fois des bruits externes et internes, et si il existe déja
des traitements absorbants dans les zones froides des moteurs, les zones chaudes comme les tuyeres
(soumises & ’écoulement de gaz d’échappement) ne font pas 'objet de ce type de traitement. Dans
[29], Pauteur étudie des empilements de billes creuses de nickel soudées entre elles, ce qui consti-
tue un matériau cellulaire de porosité semi-ouverte multifonctionnel (bonne adaptation aux hautes
températures, aux chocs thermiques, faible poids, bonne tenue mécanique et bonne dissipation
de 'énergie acoustique de 'onde). Les propriétés acoustiques du matériau ainsi que I'influence de
la géométrie sur 'absorption acoustique y sont étudiées, en faisant intervenir des modeéles acous-
tiques descriptifs et des techniques prédictives que l'auteur compare aux mesures expérimentales
(avec de trés bons résultats). C’est ce modele obtenu par homogénéisation que I'on se propose
de présenter, afin de l'utiliser pour obtenir un modeéle de réflexion acoustique pour des matériaux
poreux équivalents et expérimentalement réalisables. LLe modéle des tubes est un modele simple
de milieu poreux pour lequel les équations de la propagation du son sont complétement résolubles
analytiquement et de plus ce modele est a la base de la plupart des modeles de la littérature, qui
en sont une généralisation & des matériaux poreux de topologie différente. Les équations de base
sont celles de Navier-Stokes completes. L’onde acoustique qui se propage est supposée de faible
amplitude dans un milieu homogene, ce qui permet de linéariser ces équations autour du repos
(Ué = 0,,0 = pU,T :T[)) .

En notant (u', p', P',T'>, les fluctuations au premier ordre (vitesse acoustique, densité acous-

tique, pression acoustique, température acoustique), on obtient le systéme :

pg@tu’i + 0, P + uAu'i =0
op + podiut =0 (4.20)
poCpd T — KAT — P = 0,
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ou Cp et K désignent la chaleur spécifique a pression constante et la conductibilité thermique du
gaz. Les fluctuations P',pl,T' sont reliées par 'équation des gaz parfaits linéarisée :

! ! !

P_T. . r (4.21)

Py, To  po
A la frontiere du milieu fluide et du squelette solide, un fluide visqueux vérifie une condition
d’accrochage, ce qui revient & dire que le champ de vitesses perturbées est continu entre le fluide et
le solide. Or le squelette est rigide en premiére approximation, et la condition d’accrochage devient
une condition d’annulation de la vitesse a la frontiere du solide (u"% = 0) . De méme, T‘IF =0 (les

parois sont supposées isothermes).

L’écoulement acoustique s’effectue dans un cylindre circulaire de rayon R, essentiellement sui-
vant I'axe du cylindre, donc : le = u; =0=9,P = 8yPl = 0. D’ou I’équation :

poatu'z —/i_ 0,P + ,uAu; =0 (4.92)

u, (r = R) 0, '

qui est la méme que pour ’écoulement incompressible, mais la compressibilité est essentielle pour
la suite. En résolvant I'équation (4.22) et en passant en variables de Laplace, on établit une relation
entre u; et 0,P', puis en désignant < ulz >, la vitesse moyenne sur une section, on aboutit a la
premiere équation homogénéisée :

ipesf (W)w < u, > +8,P =0, (4.23)

oll perr est la densité effective. Un travail analogue sur I’équation de la thermique dans (4.20), en
utilisant la loi des gaz parfaits linéarisée (4.21) et la conservation de la masse linéarisée dans (4.20),
permet d’aboutir & la seconde équation homogénéisée :

iXeff (W) WP +8, <u, >=0, (4.24)

oll X.ff désigne la compressibilité effective. Le systeme constitué des deux équations (4.23) et
(4.24) est un systéme pseudo-différentiel en temps et différentiel en la variable z. Une vérification
a posteriori des hypotheses effectuées pour aboutir & ces équations est décrite dans ([29], p.185).

Pour une fréquence donnée, le modele de densité effective le plus général est celui développé
par les auteurs dans [57], et celui pour la compressibilité effective est di a4 Lafarge [41] & partir de
travaux et de généralisations effectués dans [39, 13].

La densité effective est donnée par :
1
C2p0A2 2
8u | 1— 1+ ——i
,u( p+p< + 2281 1w

poA2Cw ’

Peff = Polioe | 1 —1i (4.25)

ou la racine carrée doit étre prise dans le demi-plan complexe supérieur. On a pg = 1.2 et
p = 1.8.107%. La tortuosité a., est un parameétre (scalaire pour des matériaux poreux isotropes)
permettant de prendre en compte en partie ’écart de la géométrie & une géométrie invariante par
translation, c’est-a-dire dont les pores sont des cylindres droits de section quelconque. Le parametre
A désigne une longueur caractéristique liée & la forme du tube.



4.3.2 Modele de réflexion acoustique pour matériaux poreux 113

La compressibilité effective de Lafarge est donnée par :

1 v—1
=— [~- 4.26
Xeft = 25 |7 | (4.26)

’ ’ Cl2 A,2P7"L'u) 2
8ull—p +p [1+ /)OT
2p “8u

poPrA2C w

1—1

ot Pr désigne le nombre de Prandtl (que I'on prendra égal & 1 pour simplifier) et 7 le rapport
des chaleurs spécifiques (égal & 1,4). La détermination de la racine carrée est encore le demi-plan
complexe supérieur. En posant :
. pOAQw
= —8,u

re y

et re’ la méme expression pour A/, on a que :
( . . 1
T n ire\ 2
= o _— —_
Peff Pl re 9

Xeff

(4.27)

Application des modeles descriptifs au matériau étudié ; modele de réflexion acoustique

On cherche & caractériser la capacité du matériau a dissiper I'énergie acoustique, donc il faut
relier les grandeurs introduites par le modeéle général, & savoir la densité et la compressibilité
effective, avec la réflexion acoustique du matériau. On reprend la situation classique décrite dans
([29], p.53), représentée sur la figure 4.3.

AN W U N U N N MY

—

~ OO

X

Fia. 4.3 — Matériau poreux absorbant revétant une paroi rigide.
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Une onde acoustique incidente sinusoidale arrive par le milieu gazeux (1). Le probléme est ici
supposé unidimensionnel, c’est-a-dire que 'on considére que des ondes incidentes planes perpen-
diculaires aux interfaces entre les différents milieux. Elle va étre partiellement réfléchie dans le
milieu poreux rigide (2) et partiellement transmise dans ce méme milieu. Arrivée a l'interface du
milieu solide et rigide (3), elle va étre complétement réfléchie, puis partiellement réfléchie par le
milieu (1) et ainsi de suite. Les effets de surface sont supposés négligeables, ce qui permet d’écrire
des conditions aux limites par continuité. En écrivant les équations de compatibilité, on obtient le
modele de réflexion acoustique recherché pour cette situation, donné par :

PeffC — tppoco tan (k'l>
= — 4.28
b Peffc+ippoco tan (K'1) (4:28)

1
o1 [ est I'épaisseur du matériau (voir figure 4.3), ¢y la célérité du son, ¢ = ——— la célérité
y (XeffPefr)?
complexe dans le milieu poreux, & = — le nombre d’ondes complexe du milieu poreux et enfin

c
@ la porosité du matériau, parametre exprimé en pourcentage désignant le volume du matériau

accessible au fluide.
En adimensionnant la densité et la compressibilité effective par :

( 1 ire 2
Peff = Qoo 1—;(14—7)

1
Xejf = 1- 7 , (4.29)

1
. "\ 2
y 1—L, 1—1—2'E
\ re 2

on obtient 'expression du coefficient de réflexion acoustique suivante :

w w
—2il—/PeffXeff —2il==/PeffXeff
Pefy | 1+e 0 — O\/PeffXeff |1 —e 0
8= o o . (4.30)
—2il—/PeffXeff —2il—/PeffXeff
Pey | 1+e 0 + o\/PeffXeff |1 —e O

Cette approche descriptive des matériaux est validée dans les travaux de [29], & travers plusieurs
comparaisons effectuées entre des résultats théoriques issus du modele d’absorption acoustique
(1 — B |2) et des mesures expérimentales, et ce sur des échantillons variés au niveau de la nature et
de la taille des billes constituant le cylindre, ainsi que le mode d’empilement de celles-ci (empilement
CFC, aléatoire). Ces résultats satisfaisants sont obtenus avec le modele élémentaire C = C = p=
p =1, modéle que nous utiliserons donc pour notre étude.

L’expression de la réflexion acoustique (4.30), valable uniquement pour une fréquence donnée,
est fonction de 5 parameétres :

oo, 1€ (A) ,re’ (A/> o, 1.

Pour la tortuosité scalaire, on choisit la valeur moyenne ao, = 1.5 établie a partir de la synthese
des mesures de la littérature présentée dans ([29], tableau p.60). Les contraintes pour les autres
parametres sont également établies a partir de ce méme tableau, et correspondent a des intervalles
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de valeurs qui nous permettent d’étudier (en fonction de la valeur de la fréquence) la sensibilité de
la réflexion acoustique & ces parametres au travers des figures (4.4, 4.5).

Sur chacune de ces figures, on représente le profil du module de la réflexion acoustique || en
fonction de I'épaisseur ! du matériau pour trois différentes porosités. Sur la figure 4.4, les valeurs
des longueurs caractéristiques A et A" sont fixées & 0.1 mm et la fréquence est de 1000 Hz sur la
figure de gauche contre 3000 Hz sur la figure de droite.

Sur chacune des figures, les allures des profils sont similaires en fonction de la porosité, avec
toutefois une forte sensibilité des extrema du module de la réflexion acoustique en fonction de
la porosité (les minima décroissent & mesure que la porosité croit). Les allures des profils sont
également tres différentes suivant la valeur de la fréquence. En conclusion, la figure 4.4 montre la
forte sensibilité de la réflexion acoustique a la porosité et & la longueur du matériau, ainsi qu’a la
fréquence (pour des valeurs des longueurs caractéristiques fixées).

La figure 4.5 met en lumiere, la sensibilité de la réflexion acoustique aux longueurs caractéristiques
A" et A. Dans le contexte applicatif de cette these, nous voulons modéliser I'obstacle solide de
frontiere I par un matériau poreux équivalent au sens du modele développé dans [29]. Cette sensi-
bilité du coefficient de réflexion acoustique local 5 = () donné par (4.30) aux parametres

!
re,re ,p,l,

justifie completement de considérer ces 4 paramétres comme les nouvelles variables de controle pour
la résolution des problemes d’optimisation qui nous intéressent.
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|B| en fonction de I'epaisseur pour f=1000 hz, pour differentes porosites |B| en fonction de I'epaisseur pour f=3000 hz, pour differentes porosites

04r
0.11-

03 I I I I I I I ) 0 I I I I I I I )
0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
epaisseur du materiau epaisseur du materiau
(a) Profil de |8|, f = 1000H z (b) Profil de |3|, f = 3000H z

FiG. 4.4 — Module de la réflexion acoustique en fonction de I'épaisseur et de la porosité du matériau,
pour A = A" = 0.1mm et 2 fréquences différentes.

|B| en fonction de I'epaisseur pour f=3000 hz, pour differentes porosites |B| en fonction de I'epaisseur pour f=3000 hz, pour differentes porosites

I I I I I I ) I ! I I I I I )
8.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05 801 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04 0.045 0.05
epaisseur du materiau epaisseur du materiau
(a) Profil de |8|, f = 3000H z (b) Profil de |3|, f = 3000H z

F1G. 4.5 - Module de la réflexion acoustique pour une fréquence donnée pour A = 0.2mm, A’ =
0.1mm & gauche, et pour A = 0.2mm, A" = 0.3mm & droite.
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On rappelle qu’en I'absence de contraintes physiques imposées par un modele descriptif, il faut
et il suffit que la réflexion acoustique appartienne au disque unité pour que les problemes directs
(1.22) et adjoints (1.23) soient bien posés en existence et unicité dans (L (Q))dH.

Pour le modele descriptif (4.30), on représente sur les figures (4.6, 4.7, 4.8) la réflexion acous-
tique obtenue en fonction de la fréquence et d’'un nombre trés important de valeurs des quatres
variables de controle (représentatives des différents modeles de la littérature repertoriés page 60
de [29]). Elles illustrent, suivant la fréquence, les domaines de réflexions acoustiques “admissibles”
ou “physiquement réalisables”, au sens ou 'on est en mesure de réaliser expérimentalement des
matériaux équivalents correspondants aux parametres l,re,re', et ¢ dont résultent ces réflexions
acoustiques. Pour 1000 Hz, sur la figure 4.6, le disque unité se restreint & un domaine admissible
ol peu de valeurs imaginaires positives et de parties réelles négatives sont accessibles. Au dela de
2000 Hz, les domaines admissibles deviennent relativement semblables & ceux représentés en figures
(4.7, 4.8), ou les restrictions sur les valeurs complexes des réflexions acoustiques sont de moindre
importance que pour la fréquence 1000 Hz, mais il apparait néanmoins que tout le disque unité
complexe n’est pas physiquement admissible pour le modele de réflexion acoustique (4.30).

Remarque 4.3.2 Les résultats numériques présentés exhibent une forte dépendance de la sensi-
bilité des paramétres mis en jeu dans le modéle descriptif de [29] d la fréquence. Les équations
homogénéisées (4.23) et (4.24) sont valables a fréquence fize, et ont nécessité quelques simplifica-
tions des phénoménes physiques réellement mis en jeu. Il s’agit d’une premiére modélisation qui
sera utilisée dans la suite de cette thése pour les applications numériques. Toutefois, dans un cadre
d’application moins restrictif, cette dépendance a la fréquence nécessiterait de relever en temps ces
équations. En effet, le probleme inverse qui nous intéresse est non linéaire, donc il ne peut suffire de
superposer des sources o différentes fréquences fixées pour simuler une source & fréquence variable
dépendante du temps. Cette perspective d’étude nécessiterait 'utilisation d’un développement (par
exemple de type Padé), puis l’étude du caractére bien posé de ces nouvelles équations instation-
naires couplées avec le probléme d’aéroacoustique. De plus, méme dans ce cas, l’étude théorique et
numeérique du nouveau probléme inverse associé doit étre menée.

Quoiqu’il en soit, les parametres du milieu poreux homogénéisé o, [, re, re deviennent les fonc-
tions de contréle pour le probléme d’optimisation, et celui-ci, écrit en fonction de la variable 3 (z)
originelle, doit donc étre reformulé a I'aide de ces nouveaux parameétres physiquement significatifs.
En particulier, I’expression des gradients de la fonctionnelle cotut en fonction de g, de la solution
du probléeme direct et du probléeme adjoint, est modifiée par ce changement de variable. D’apres
(4.30), les dérivées partielles 0,0 et 0,8 ne posent aucune difficulté, car elles ne font pas intervenir
d’autres déterminations de racines complexes que celles déja mises en jeu dans (4.30).

De méme, le principe de causalité décrit dans ([29], p. 49) qui permet de justifier dans une
certaine mesure les modeles de p,.;r et x.rr, leve les déterminations des racines carrées complexes
(la détermination des racines carrées mises en jeu est toujours le demi-plan complexe supérieur),
et permet de définir par les régles de calcul différentiel élémentaires les expressions de Opepeyy,
0,./ Xeff> et par suite, les expressions de 0,.3 et 0, 3. Par conséquent, on explicite les dérivées

r
partielles de la fonctionnelle cout J (),

0,7, 01, O, 0, 1 J,

a I'aide du calcul différentiel et des regles sur la composition.
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reflexion acoustique pour f=1000 hz
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F1G. 4.6 — Domaine des 8 admissibles pour f = 1000 Hz.

reflexion acoustique pour f=3000 hz
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Fic. 4.7 — Domaine des 8 admissibles pour f = 3000 Hz.
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reflexion acoustique pour f=5000 hz
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F1G. 4.8 — Domaine des 8 admissibles pour f = 5000 Hz.

Dans le cas de I'étude monodimensionnelle des problemes inverses en acoustique pure, 1’exis-
tence et l'unicité d’un coefficient de réflexion acoustique optimal a été démontrée (section 4.1).
Pour les fonctions objectifs qui nous intéressent, nous n’avons pas pu (ou su) démontrer un résultat
analogue pour une configuration bidimensionnelle quelconque, méme dans le cas de 'acoustique
pure. En particulier, nous n’avons pas réussi a démontrer la quasi-convexité de la fonctionnelle
objectif (assurée en 1D), c’est-a-dire & montrer que le probleme inverse est faiblement non linéaire
[14]. Comme il a été rappelé dans l'introduction de ce chapitre, le probléme inverse est séverement
mal posé. Des conséquences, dont une liste non exhaustive a été présentée, rendent primordiale une
étude préalable de sensibilité du probléme direct discrétisé par rapport aux parameétres mis en jeu
(coefficients de réflexion acoustique, nature des sources, forme et localisation de 'observatoire, ...).
Cette étude doit notamment permettre d’orienter le choix de ’algorithme d’optimisation en fonction
des propriétés géométriques apparentes de la fonction objectif évaluée pour certaines configurations
géométriques, a la fois plus simple et suffisamment “proche” des configurations géométriques finales
visées. Il s’agit par exemple, dans un premier temps, de vérifier numériquement si la propriété de
convexité de la fonctionnelle objectif semble persister pour des cas tests bidimensionnels, “similai-
res” aux cas tests numériques que I'on désire exploiter.
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4.4 Etude de sensibilité et choix de I’algorithme d’optimisation

On utilise de nouveau la configuration géométrique bidimensionnelle traitée dans le chapitre 3,
et illustrée par la figure 4.9. Les deux types de sources de bruit envisagées (ponctuelles ou modales)
sont indiquées en bleu sur la figure et I’observatoire spatial surfacique qui sera considéré en rouge
(en fait constitué des frontiéres internes communes aux éléments voisins).

F1a. 4.9 — Maillage bidimensionnel représentatif d’une prise d’air.

L’obstacle solide est un canal, de longueur 1m par 50cm, constitué de deux parois d’épaisseurs
négligeables par rapport & leurs longueurs (les parois sont volontairement épaissies pour facili-
ter la visualisation). Une épaisseur de parois non négligeable nécessiterait un calcul préalable
d’écoulement porteur satisfaisant aux équations d’Euler pour ce type de géométrie, mais 1’épaisseur
peut étre considérée suffisamment réguliére afin d’assurer les hypothéses techniques nécessaires a
la démonstration du théoreme 1.3.9.

Les sources de bruit suffisamment pertinentes sont soit de type Dirac en espace et sinusoidale en
temps, soit de type source modale distribuée sur la frontiére d’entrée du canal. Dans un premier
temps, on considérera une source de type Dirac en espace et sinusoidale en temps, uniquement
en la variable p, donc irrotationnelle. Des couches PML cartésiennes non représentées sur la figure
sont implémentées autour du domaine de calcul a I'instar de celles utilisées dans le chapitre 3.
Sur ce type de configuration géométrique de domaine, 1’écoulement porteur sera nécessairement &
convection nulle ou & convection uniforme, car nous ne disposons pas d’autres écoulements porteurs
explicites qui soient solution des équations d’Euler instationnaires pour ce type de géométrie. Par
convention, ’écoulement porteur Uy = cte est propagé dans la direction des x positifs.

Les localisations spatialement opposées de la source de bruit et de I'observatoire spatial par
rapport au sens de propagation de l’écoulement porteur de la source de bruit de 1’écoulement
porteur n’est pas anodine. En effet, I'énergie acoustique augmente en “remontant” 1’écoulement.
Une démonstration pour une configuration monodimensionnelle de ce résultat est équivalente a
une démonstration dans une configuration géométrique bidimensionnelle o1 la source de bruit est
invariante par translation (ce qui est notre cas). Or, dans le cas monodimensionnel, notre systéme
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s’écrit (co =1, Uy = M) :

Op+Mipgp+0gu = 6@ et (4.31)
Ou+ MOyu+ 0pp = 0, '
et en posant S = p+ u et m = p — u, on obtient :
S+ (M+1)0,S = 6®e!
om+ (M —1)9,m = J®“t
t
S
Py 1
W ML
< x@
1 &~
et ngx
X
F1G. 4.10 — Analogie monodimensionnelle pour une source invariante par tanslation.
Une résolution par la méthode des caractéristiques donne, en (07, %),
iwt
ot = €
pru M+1
p+ —yt = 0,
et en (07,1),
p-t+u = 0
B eiwt
—u- = :
P 1-M
Les solutions sont donc données explicitement par
eiwt
(5 = -
(M +1)
eiwt
P 20 -m)
(4.32)
ut =
2(M+1)
eiwt
YT T oM.
\
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Par conséquent, I'augmentation des amplitudes en remontant 1’écoulement est égale au rapport

1+M

1-M’

tandis que la diminution de la vitesse de remontée est dans le rapport inverse.

Dans le cadre de cette étude de sensibilité, I’écoulement porteur considéré sera a convection
nulle (V,, = 0, acoustique pure). Les conditions géométriques d’observabilité sont donc analogues &
celles étudiées pour I’équation des ondes dans [46].

Les parametres locaux de réflexion acoustique ou d’impédances ne dépendent pas du temps,
mais uniquement de la localisation spatiale sur les parois, 8 = 3 (z) ou a = «a (). Ces parameétres
locaux seront considérés a valeurs réelles pour cette étude de sensibilité. La partie de la frontiére de
I'obstacle solide ou les parametres seront variables, I';, est constituée des parois internes du canal.
Sur les parois externes du canal, soit I, une condition d’obstacle dur est imposée. Les hypothéses
du théoréme 1.3.9

vz €T,B(z) € C° (T, R) NCy, (I, R)

sont par conséquent vérifiées.

Le temps d’observabilité T sera suffisamment grand pour avoir atteint le régime périodique
de la solution. L’approximation du probléme direct (1.22) est du type P' Lagrange en espace et
Runge-Kutta d’ordre 2 en temps. Dans un premier temps, on étudie la sensibilité de la fonctionnelle
objectif & la localisation spatiale de la source, pour une géométrie de canal donnée et un observatoire
surfacique donné en sortie de canal (voir figure 4.9). Sur la figure 4.11, on représente les profils
des fonctionnelles cout J () et J () obtenus pour une configuration de canal de 4 longueurs
d’ondes par 2 longueurs d’ondes, ou la variable de controle, indifféremment la réflexion acoustique
ou l'impédance, est scalaire et identique sur chacune des parois internes. Le maillage est régulier
avec 10 éléments par longueurs d’ondes. La source ponctuelle est en pression, sinusoidale et de
fréquence 1360 Hz.
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FiG. 4.11 — Fonctionnelles objectif.

A Tinstar de I’étude monodimensionnelle, deux conclusions essentielles découlent de ces premiers
résultats numériques :
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1. La fonctionnelle J (3) est strictement convexe, tandis que la fonctionnelle J («) correspon-
dante ne ’est pas. La réécriture de la condition d’impédance locale en la condition de réflexion
acoustique locale semble convexifier la fonctionnelle objectif. Un algorithme d’optimisation
adéquat pour la résolution des problemes inverses qui nous intéressent semble donc étre un
algorithme de type quasi-Newton avec contraintes.

2. La réflexion acoustique optimale réelle n’est pas celle du vide pour cette configuration de canal
(6 = 0), ni méme une autre valeur remarquable caractérisant une condition d’obstacle dur
ou mou. La résolution du probleme de controle optimal dans sa globalité, sans raisonnements
locaux, méme pour des valeurs de parametres de réflexions acoustiques réels, semble donc
pertinente.

La sensibilité du probléme a la localisation de la source peut étre illustrée par la figure 4.12, ou la
source ponctuelle est déplacée vers I’amont, au milieu du canal. La non convexité de la fonctionnelle
J(a) est dans ce cas encore plus prononcée que pour la configuration ol la source ponctuelle est
plus proche de l'entrée du canal. La convexification par la réécriture de la condition d’impédance
en la condition de réflexion acoustique est encore vérifiée pour cette localisation de source.

Représentation de la fonctionnelle colt suivant le coefficient d'impédance scalaire Représentation de la fonctionnelle colt suivant le coefficient de réflexion acoustique scalaire
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F1G. 4.12 — Fonctionnelles objectif.

Conclusion

Ces figures illustrent une importante propriété numériquement apparente de la formulation de
la condition d’impédance locale en la condition de réflexion acoustique locale, autre que celles déja
démontrées (conditions aux limites unifiées, uniformité du CFL) : la convexification de la fonction-
nelle objectif. Nous n’avons pas pu (ou su) démontrer ce résultat théorique, les difficultés étant
essentiellement diies au caractére non linéaire du parametre § intervenant dans explicitation des
gradients (4.9). Ceci laisse toutefois augurer d’une bonne efficacité numérique quant & sa recherche
de minima. Les difficultés inhérentes & la résolution de problémes inverses ne sont pas évitées,
puisque les minima semblent se situer dans des zones de faibles variations de la fonctionnelle ob-
jectif. De plus, toutes nos tentatives de démonstration de l'existence éventuelle d’une solution au
probléme de contréle optimal pour ce type de fonctionnelle objectif n’ont pas abouti (convexité,
faible non-linéarité, ...).
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A travers une étude de sensibilité & 2 parametres de réflexion acoustique réels, soit deux parameétres
scalaires sur chacune des parois internes, nous allons voir que, pour des sources de bruit localisées
a I’entrée du canal, d’une part la convexité de la fonctionnelle persiste et, d’autre part la sensibilité
a la géométrie du canal (longueurs caractéristiques) est trés importante.

La configuration géométrique utilisée reste celle de la figure 4.9, mais on modifie les longueurs
caractéristiques (en longueurs d’ondes) du canal. Sur la figure 4.13, la valeur de la fonctionnelle ob-
jectif est représentée en fonction des deux valeurs scalaires réelles des coefficients de réflexion acous-
tique sur les deux parois internes du canal, et ce pour différentes longueurs d’ondes caractéristiques
(indiquées sous les figures correspondantes, longueur x largeur).

Conclusion

En conclusion de cette étude de sensibilité, le probleme semble extrémement mal conditionné,
méme & 2 parametres, pour les configurations géométriques de canal choisies. La fonction objectif
semble bien étre convexe (ce qui n’a d’ailleurs jamais été mis en défaut dans d’autres cas tests
numériques non illustrés), mais les zones ot se trouvent le minimum sont extrémement plates.

D’autre part, en excitant le canal uniquement a I’entrée, pour un canal assez étroit en longueur
d’ondes, la condition d’obstacle mou semble privilégiée. Ceci n’est pas trés étonnant a priori :
la condition de glissement parfait privilégie le transport d’énergie par modes longitudinaux et la
condition d’obstacle mou a tendance & la “piéger” par modes transversaux (par exemple, dans un
canal infini, en effectuant une décomposition en série de Fourier dans le sens longitudinal, le mode
constant est annulé par la condition d’obstacle mou, alors qu’il subsiste dans le cas de la condition
de glissement parfait).

Ces quelques tests numériques pourraient laisser présager d’un mauvais conditionnement pour
le probléme d’identification et d’une certaine indifférence au nombre de parameétres pris pour in-
connues dans le probleme de controle. 11 est évident que pour d’autres types de sources (linéiques,
distribuées en modes sur la frontiére, rotationnelles, ...), ou en présence d’écoulement privilégiant
une direction, ce conditionnement pourrait étre meilleur.

Dans le cadre de notre étude, les cas pathologiques pour I'intérét de la résolution du probléme
de controle ne sont pas pertinents. En effet, les longueurs d’ondes caractéristiques ne sont pas
significatives d’une prise d’air réaliste, approximativement d’un metre de longueur et de 50 cm de
largeur. Ces rapports de longueurs caractéristiques correspondent donc beaucoup plus aux cas tests
traités ou les coefficients de réflexion acoustique optimaux sont non intuitifs. De plus, un type de
source bruit monochromatique (seul cas ot I'on peut relier la réflexion acoustique & un matériau
poreux au sens du modele de [29]) plus proche de la réalité (ce point clé étant le plus délicat de la
modélisation) nous semble étre une distribution modale & la frontiere de 'entrée du canal.
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Deux résultats importants peuvent guider notre choix d’algorithme d’optimisation :

1. Nous disposons d’une explicitation des gradients dans toutes les directions de la fonction
objectif (cette explicitation restant valable lors de la discrétisation des problémes (1.22) et
(1.23) par la méthode de Galerkine discontinue décentrée).

2. La fonction objectif semble convexe.

Par conséquent, un algorithme BFSG-B (de type quasi-Newton avec contraintes) nous semble
approprié.

L’algorithme BFGS

Dans le cadre de 'optimisation sans contraintes, pour résoudre la condition d’optimalité :
g(z*) =Vf(z") =0,

en partant de z¥, la méthode de Newton remplace g par son approximation linéaire et revient &
résoudre 1’équation
v2f (mk> —_Vf (xk> .

La direction de déplacement d* est une direction de descente uniquement si la matrice hessienne
(dont I’évaluation est nécessaire pour appliquer la méthode de Newton) est définie positive.

Le principe des méthodes de quasi-Newton est de remplacer I'inverse de la matrice hessienne
par une matrice W* beaucoup plus simple telle que :

&= Wk (mk> :

avec les W* qui constituent une séquence de matrices symétriques définies positives qui soient des
approximations toujours améliorées de I'inverse de la matrice hessienne. On note M¥, 'approchée
de V2f (gsk) correspondante. Au point courant =¥, si g¥ = Vf (xk) désigne le gradient au point
courant & litération k, Palgorithme génére une direction de descente d* en résolvant le systeme
linéaire :

MEGE = —g.

Une fois la direction de descente d* obtenue, le nouveau point d’itération k + 1 est trouvé en
pratiquant une recherche linéaire le long de cette direction (par exemple de type recherche de Wolfe).
Si le nouveau point z#t! ne satisfait pas au critére de convergence, une nouvelle approximation M*
est définie par une formule de remise & jour du type :

Mk-l—l — nkMk + Uk,

oi1 ¥ est un réel et U* une matrice choisie de telle sorte que M**+! soit symétrique définie positive.
Ces mises a jour satisfont toutes a I’équation de quasi-Newton

v/ (xk> _vy (xk-l—l) — k! (xk _ xk—l—l) _

Actuellement, 'unanimité est faite autour de la mise en jour formulée par Broyden, Fletcher, Gold-
farb, Shanno (1970, BFGS), et éventuellement sa modification par Powell. En effet, de nombreux
travaux ont depuis validé cette approche, & la fois pour des problemes de grandes tailles, et pour des
problémes de minimisations non linéaires avec contraintes de bornes sur les variables. Ces recherches
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ont abouti & des algorithmes L-BFGS-B, algorithmes BFGS-B 4 mémoire limitée ([52]), pour les-
quels 'efficacité a été prouvée dans le cas sans contraintes [47, 30], et dans le cas de contraintes
avec bornes [12].

Dans le cadre de la modélisation des matériaux poreux par le modele de [29], les contraintes
sont des bornes sur les quatres variables physiques [, ¢, re, re . Dans le cadre de I'optimisation avec
contraintes mathématiques (/3| < 1), on peut dans un premier temps borner les parties réelles et
les parties imaginaires, et modifier éventuellement dans un second temps ces bornes si les premiéres
contraintes sont saturées au cours du calcul. On adoptera donc, pour nos résolutions numériques
de problemes inverses, un algorithme L-BFGS-B avec contraintes de bornes de ce type (développé
par une équipe universitaire danoise, et & libre disposition sur internet & des fins de recherche).






Chapitre 5

Résultats numériques : Gains et
identifications

L’étude monodimensionnelle du probleme de controle optimal a déja mis en lumiere que, d’une
part Pintuition “physique” qui consiste & laisser “sortir” les ondes normales n’est pas une condition
optimale pour la réduction de bruit évaluée sur un observatoire spatio-temporel, et que d’autre part
la résolution explicite du probleme de contréle était trés dépendante de la géométrie (position de
la source par rapport & celle de I'observatoire). I’étude de sensibilité effectuée sur un cas test bidi-
mensionnel proche de celui que I'on désire exploiter, tend a confirmer la pertinence de la résolution
du probleme de controle dans sa globalité, méme en considérant les variables de controle a valeurs
réelles. Nous allons dans ce chapitre, expliciter et interpréter les résultats de controle optimal et
d’identification obtenus pour une prise d’air suffisamment réaliste illustrée par la figure 4.9, pour
lequel le canal sera de dimension caractéristique d’un metre en longueur et de 50 cm en largeur.!
Pour pouvoir considérer des sources de bruit excitées dans une plage de fréquence [1000 — 3000]
Hz tout en conservant le méme maillage du domaine, on utilise les résultats de I’étude de I'erreur
de dissipation numérique effectuée dans [25], suivant 'ordre d’approximation spatial de la méthode
Galerkine discontinue et la précision du maillage. Elle nous assure, que pour une approximation P?
Lagrange, un maillage en 5 éléments par longueur d’onde est suffisamment précis. Le maillage du
canal considéré sera par conséquent de 40 par 20 éléments triangulaires réguliers (figure 5.1).

Dans le contexte de 'aéroacoustique, I'inexactitude des conditions aux limites non réfléchissantes
sur les bords du domaine €2 a été illustrée au chapitre 3. Les réflexions causées par ce type de condi-
tions ont une répercussion notable en termes d’erreurs entre la solution numérique et la solution
exacte, et ce dans tout le domaine €2, donc en particulier pour la solution localisée sur I’observatoire.
Il est par conséquent nécessaire de résoudre la formulation systéeme augmenté CPML du probleme
direct (1.22) et du probleme adjoint (1.23). Les couches PML cartésiennes, illustrées sur la figure
5.1, sont au nombre de 10 dans chaque direction spatiale (les valeurs des intégrales de o(z) et o(y)
sont constantes dans chacune de ces couches PML).

La résolution des problemes inverses consiste en I’optimisation ou I'identification des parameétres
de réflexion acoustique locaux localisés sur les parois internes au canal, de sorte & minimiser les
fonctionnelles objectif J(3) ou Jiq(5).

Les résultats théoriques de cette these ne présupposent pas d’invariance des coefficients de
réflexion acoustique par rapport au temps. Toutefois, on rappelle que le modele développé dans
[29] ou tout autre modele de la littérature, permettant de relier ces coefficients complexes a des

'1étude de sensibilité a montré que cette configuration ne semble pas faire partie des cas pathologiques pour
Iintérét de la résolution du probleme de controle optimal.

129
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20
Elements

40 Elements

(a) Précision du maillage (b) Couches PML cartésiennes

Fia. 5.1 — Précision du maillage représentatif d’une prise d’air bidimensionnelle.

matériaux poreux équivalents, ne sont valables que pour des sources de bruit monochromatiques.
Pour pouvoir appliquer de tels modeles, nous chercherons donc des distributions de parameétres
sur les parois internes constants au cours du temps. Les problemes de controle optimaux que 'on
va numériquement résoudre seront par conséquent des problémes de contréle passif. Sur les parois
externes du canal, soit T', pour reprendre nos notations, une condition d’obstacle dur est imposée :
Vz € T.,B(x) = (1,0) (I'extérieur de la prise d’air est bien entendu supposée étre une surface
rigide).

On rappelle que P'algorithme d’optimisation mis en oeuvre est un algorithme de type quasi-
Newton, I'algorithme L-BFGS-B. Pour obtenir les valeurs des gradients dans une direction donnée,
étape nécessaire pour ce type d’algorithme (mais qui ne nécessite pas la connaissance des Hessiens),
il nous faut résoudre un probleme adjoint (1.23) dont le second membre dépend de la solution du
probleme direct (1.22). Par conséquent, chaque étape de l’algorithme d’optimisation L-BFGS-B
nécessite la résolution d’un probleme direct et d’un probléme adjoint.

5.1 Controéle optimal : réduction du bruit

Dans un premier temps, notre but est de montrer I’apport de la prise en compte dans toute sa
complexité de la résolution du probléeme de contrble optimal par rapport & un raisonnement local
qui consisterait en application d’un milieu (les parois du canal) d’absorption acoustique maximale
pour les ondes normales, donc en lapplication de la condition aux limites scalaire 8 (z) = (0,0) sur
I’ensemble des deux parois internes. On cherche donc, suivant la nature de ’écoulement porteur,
une distribution de parameétres complexes localisés sur les parois internes du canal, qui mette en
défaut ce raisonnement local.

Pour cela, les contraintes sur ces coefficients de réflexion acoustique, seront soit du type |3(z)| <
1 (appelées contraintes mathématiques), soit en relation avec les contraintes appelées contraintes
physiques (contraintes sur les porosités, sur les deux longueurs caractéristiques, et sur I’épaisseur
du matériau homogénéisé) liées au modele physiquement réalisable de matériau poreux développé
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dans [29]. On rappelle que toutes les réflexions acoustiques du disque unité complexe ne sont pas
équivalentes & un milieu poreux : la dépendance & la fréquence de la source est illustrée sur les figures
(4.6, 4.7, 4.8). Néanmoins, on peut toujours réaliser 'absorption acoustique maximale pour les ondes
normales (B(z) = (0,0)). On pourra donc, pour les deux types de problémes d’optimisation avec
contraintes mathématiques ou physiques, comparer les résultats obtenus avec un raisonnement local
consistant a appliquer cette absorption parfaite des ondes normales comme critére d’optimalité pour
la réduction de bruit en sortie de canal.

Dans le but de valider notre travail, nous effectuerons donc systématiquement une comparaison
entre la valeur de la fonction objectif caractérisant le flux acoustique sortant du canal obtenue pour
la réflexion acoustique scalaire fixée & 3(z) = (0,0) sur chacune des deux parois internes du canal
et la valeur obtenue pour une certaine répartition de réflexions acoustiques locales sur ces parois,
et ce par la résolution de la méthode d’optimisation. La fonction Gain (en dB) définie par :

Js
G = 20log (ﬂ> , (5.1)

optimale

permettra alors de quantifier la réduction de bruit supplémentaire obtenue & I'aide de cette réparition
de parametres par rapport a celle que I'on obtiendrait par la seule application d’un raisonnement
local a priori intuitif. Cette distribution des parameétres de réflexion nécessite que I'on puisse aug-
menter le nombre de variables de contréle inconnues dans la résolution du probléme de controle
optimal passif. A cette fin, on adopte une méthode multigrille. Elle consiste en la résolution des
étapes suivantes :

1. Une résolution scalaire du probléme de contrdle. On cherche un coefficient de réflexion acous-
tique optimal complexe constant sur chacune des deux parois internes du canal (pour cela,
I'intialisation de 'algorithme est fixée & 5(z) = (0,0)).

2. Le paramétre optimal complexe ainsi obtenu est ensuite pris comme initialisation pour la
résolution du probléeme de contréle a deux parametres.

3. On procede ainsi de suite en utilisant & chaque nouvelle étape les valeurs obtenues & 1’étape
précédente comme nouvelle initialisation pour I'algorithme L-BFGS-B, la répartition des pa-
rametres inconnus se faisant alors de maniére projective (de type barycentrique, moindres
carrés, ...).

5.1.1 Source ponctuelle et parametres réels

Tout d’abord, on se propose de résoudre le probleme de controle optimal associé au cas test
numérique de I’étude de sensibilité. On rappelle que pour cette configuration géométrique de canal
et pour une source ponctuelle de type Dirac en espace et sinusoidale en temps (de type sin (wt)),
le coefficient de réflexion acoustique scalaire réel optimal obtenu n’est pas un coefficient significa-
tif (ne correspondant & aucune condition d’obstacle significative). Toutefois, les tests effectués a
I’aide de 2 parametres scalaires laissent présager d’un mauvais conditionnement pour le probléme
d’identification et d’une certaine indifférence au nombre de parameétres pris pour inconnus dans la
résolution du probléme de controle. On rappelle que I'on traite dans ce cas un écoulement porteur
a convection nulle, soit 'acoustique pure.

Dans le tableau 5.1 sont regroupées les valeurs des gains obtenues par ’application de la méthode
multigrille d’optimisation avec des contraintes mathématiques réelles, pour une source ponctuelle
localisée a I'entrée du canal, excitant uniquement la pression & la fréquence de 1360 Hz. On impose
une distribution symétrique des parameétres sur chacune des parois internes du canal, d’une part car
une dimension de 80 parametres serait trop importante pour la résolution du probleme de controle
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numérique, et d’autre part les valeurs des parametres inconnus obtenus dans les premieres étapes
de la méthode multigrille sont symétriques (la source ponctuelle est localisée dans 'axe médian du
canal, et ’écoulement sans convection ne favorise aucune direction de propagation).

| dimension de 3(z) | Bopr | J(Bopr) | J(B) pour =0 | Gain en dB |

1 -0,40 | 3,64.10~1 1,02.1073 8,94
4 3,59.1074 1,02.1073 9.07
20 3,56.10~* 1,02.1073 9,14
40 fig 5.2 | 3,55.10~* 1,02.1073 9,16

TAB. 5.1 — Tableau des gains obtenus pour une source ponctuelle, & Mach nul, pour des parameétres
locaux réels.

La figure 5.2 invoquée dans le tableau 5.1 représente la distribution des valeurs des coefficients
de réflexion acoustique obtenue sur chacune des parois internes, apres application de la méthode
multigrille itérative jusqu’a la dimension n = 40 du probleme de controle. La localisation spatiale
sur chacune des parois internes des coefficients est une localisation suivant les = positifs, soit une
localisation dirigée de I'observatoire spatial Oy vers la source de bruit.

Distribution optimale sur les parois internes pour n=40
1 T T T T T

04r q

0.2 b

Valeurs du coefficient de réflexion acoustique

I I I I I
10 15 20 25 30 35
Localisation spatiale des coefficients sur les parois internes

-1 I

5

F1G. 5.2 — Distribution des parametres de coefficients de réflexion acoustique a valeurs réelles sur
les parois internes du canal pour n = 40.

Interprétation des premiers résultats

La réduction du “bruit” acoustique de l'ordre d’une dizaine de décibels est encourageante,
d’autant plus que la variable de contréle utilisée pour I'obtenir est uniquement scalaire et & valeurs
réelles. En revanche, pour cette configuration de source et de localisation de 'observatoire, le
probleme de controéle est indifférent au nombre de parameétres locaux pris pour inconnus. En fait,
plusieurs tests numériques montrent, que pour ce type de source ponctuelle, sa localisation spatiale
joue un role primordial. Plus la source ponctuelle est déplacée vers 1'aval du canal (dans le sens
des x négatifs), et plus lindifférence & 'augmentation du nombre de parametres est marquée. En
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fait, il apparait que la source ne “voit” pas les parametres inconnus situés en son amont, et des
lors toutes ces fonctions inconnues correspondantes ne participent pas a la réduction de bruit de
maniere sensible.

Il est également trés important de souligner que les valeurs des parametres ne sont pas des
valeurs complexes, or la prise en compte du réle joué par les parties imaginaires des coefficients de
réflexion acoustique permettra la création de phénomenes d’ondes destructices dans le canal. On
peut dans ce cas s’attendre & des gains plus significatifs. De plus, le modele de réflexion acoustique
présenté dans [29] n’est dans ce cas plus pertinent.

En contrepartie, la figure 5.2 illustre une bonne convergence de la solution du probléme de
controle vers un 3 optimal distribué, et ce manque de sensibilité de la fonction coiit a la distribution
des parameétres laisse augurer d’une bonne performance de la méthode d’optimisation mathématique
multigrille & coefficients réels pour le probleme d’identification.

Quoiqu’il en soit, dans le cadre applicatif de cette these, une modélisation de source de bruit
physiquement plus pertinente est un type de source distribué sur la frontiere d’entrée droite du
canal, plus réaliste pour une entrée de prise d’air. On a donc choisi la modélisation de sources
de bruit modales, & 'aide des modes calculés dans la section 2.5, et déja utilisés afin de mettre
en évidence le caracteére inexact des conditions aux limites non réfléchissantes approchées dans le
chapitre 3, ainsi que pour la validation numérique de I'approximation Galerkine discontinue dans
la section 2. Contrairement & une source de bruit ponctuelle située au milieu du canal, ce type de
source de bruit distribuée ne devrait pas laisser la résolution du probléme de controle indifférente
a 'augmentation du nombre de parametres pris comme variable inconnues.

De plus, a fréquence fixe, on désire optimiser avec des contraintes physiques. Il va donc s’agir
de résoudre le probleme de contrdle optimal passif (et les problemes direct et adjoint) en variables
complexes. Nous allons également effectuer ces tests numériques en présence d’écoulement porteur
avec convection non nulle, afin de tester I'influence de la convection et des parties imaginaires des
coefficients de réflexion acoustique sur les résultats en terme de gain.

5.1.2 Sources modales et écoulement porteur uniforme

On se propose d’appliquer la méthode d’optimisation avec contraintes mathématiques et phy-
siques dans le cas d’un écoulement porteur & convection nulle (acoustique pure) ou dans le cas d’un
écoulement porteur admettant une convection uniforme de Mach 0.3. La direction de propagation
de T'écoulement est dans le sens des x positifs, et la source de bruit est de type modes amonts
(modes 0,1,2), distribuée sur la frontiere d’entrée du canal. Dans un premier temps, les modes
seront excités a la fréquence monochromatique de 1000 Hz. En effet, cette limite inférieure de vali-
dité du modele de [29] représente, d’apres la figure 4.6, la valeur de la fréquence monochromatique
pour laquelle les contraintes sur les parametres de réflexion acoustique équivalents & des matériaux
poreux réalisables sont les plus importantes (en particulier, peu de valeurs des parties imaginaires
de ces coefficients complexes sont admissibles pour cette fréquence). On illustre tout d’abord sur
les figures (5.4,5.5), I'évolution de la partie réelle de la variable p de la solution ¢z du probleme
direct (1.22) pour la configuration dans laquelle les sources de bruit modales sont bien les modes
guidés déterminés a la section 2.5. Autrement dit, pour ces figures, on a :

vz eTle,f(z) = (1,0),

et les parois internes du canal sont rigides.

Sur la figure 5.4, on représente la partie réelle de p pour trois temps différents, obtenue pour un
écoulement porteur & convection uniforme nulle, et des modes amonts d’indice n = 2. Sur la figure
5.5, on représente la partie réelle de p pour trois temps différents, obtenue pour un écoulement
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porteur a convection uniforme Mach 0.3, et des modes amonts d’indice n = 0. Les temps indiqués
sont les temps adimensionnés (¢g = 1). On constate bien numériquement que les ondes “remontent”
le canal en présence d’un écoulement uniforme & Mach 0.3 avec une vitesse moindre et une amplitude
plus forte que sans écoulement.

De plus, la figure 5.4 révele la sensibilité du probléme de controle a la géométrie de I'observatoire
(localisation et forme). En effet, on voit bien que pour ce type de sources modales (indice n = 2),
une importante quantité d’énergie se déplace le long des parois internes du canal lorsque celles-ci
sont rigides, c’est-a-dire lorsque la condition de réfléxion acoustique scalaire équivalente est celle de
la condition d’obstacle “dur” (8 (z) = (1,0)). Une conséquence immédiate est que, si 'observatoire
en sortie de canal est tronqué comme sur la figure 5.3, la condition d’optimalité pour la réduction
de bruit sur ce type d’observatoire en présence de telles sources modales est la condition de réfléxion
acoustique scalaire complexe

Vz € Te, B (z) = (1,0).

Fi1G. 5.3 — L’observatoire tronqué est en sortie de canal en rouge.

Ce n’est évidemment plus le cas pour un observatoire du type de celui illustré par la figure
4.9. Dans les tableaux (5.2, 5.3, 5.4, 5.5), on présente les résultats obtenus pour optimisation avec
contraintes mathématiques ou physiques, pour les différents indices de mode amont (modes 0,1,2)
excités a la fréquence monochromatique de 1000 Hz, et pour une convection nulle ou uniforme de
Mach 0.3. La dimension correspond a la dimension intervenant dans l'algorithme d’optimisation
L-BFGS-B, & savoir le nombre de coefficients de réflexion acoustique locaux a répartir sur les parois
internes de fagon symétrique, multipliés par 2 pour 'optimisation avec contraintes mathématiques
car ces coefficients sont complexes et que I'algorithme d’optimisation procede sur les parties réelles
et les parties imaginaires, et multipliés par 4 pour I'optimisation avec contraintes physiques car
un coefficient de réflexion correspond & 4 valeurs de parametres physiques (épaisseur, porosité,
longueurs caractéristiques*2). Le temps d’observation pour ces résultats est T = 7.4s.
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Fi1a. 5.4 — Re(p) ,n =2, M = 0, parois rigides.
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Tmension |0 1 2

2 108 | 785 | 48
4 109 | 79 4.9
8 24.9 | 1585 | 227
16 2012 | 25.45 | 27.45
20 311 | 29.35 | 30.2

TAB. 5.2 — Gains en dB , M = 0, contraintes mathématiques, f=1000 Hz.

Timension |0 1 2
4 108 | 785 | 48
8 109 | 7.9 4.9
16 1765 | 135 | 7.6
32 24.6 | 211 15
40 278 | 25.15 | 20.3

TAB. 5.3 — Gains en dB, M = 0, contraintes physiques, f=1000 Hz.

diri\n:n({:?nn H 0 1 2

2 20.8 18.9 10.2
4 20.85 19 10.4
8 24.3 23.7 27.5
16 26.2 25.6 30.2
20 27.1 26.8 31.8

TAB. 5.4 — Gains en dB, M = 0.3, contraintes mathématiques, f=1000 Hz.

di‘rﬁ\nt?n[{:?nn H 0 1 2

4 20.8 18.9 10.2
8 20.85 19 10.4
16 22.5 22.2 18.8
32 24.35 24.3 25.6
40 25.2 25.1 28.2

TAB. 5.5 — Gains en dB, M = 0.3, contraintes physiques, f=1000 Hz.
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Conclusion

Ces tableaux de gains obtenus par rapport & un raisonnement local consistant & appliquer
I’absorption acoustique maximale pour les ondes normales sur les parois internes du canal met en
lumiere les points suivants :

1. Pour ces configurations géométriques, ce raisonnement est trés loin du caractére d’optimalité
pour la réduction de “bruit” localisé sur I'observatoire en sortie de canal. En augmentant
successivement la dimension de résolution du probléme de contréle optimal, on peut réaliser
un gain de 'ordre de 20— 30 dB (suivant que le matériau poreux équivalent au sens du modele
de [29] est réalisable ou non) par rapport & ce raisonnement. Il est important de noter que
le gain est d’autant plus croissant en augmentant la dimension du probleme de contréle que
I’écoulement perturbé est complexe. En effet, plus la source est complexe (mode d’indice 1
ou 2), donc plus I’écoulement perturbé correspondant & la perturbation de I’écoulement por-
teur par ce type de sources est complexe, plus la méthode multigrille consistant & augmenter
le nombre de parametres pris en compte dans la résolution du probleme de controle opti-
mal est performante. La convection de I’écoulement porteur, qui privilégie une direction de
propagation, augmente également trés sensiblement la performance de la méthode multigrille.

2. Le role joué par la répartition des parties imaginaires des coefficients de réflexion acoustique
locaux complexes est primordial. Sans la prise en compte des parties imaginaires dans la
résolution du probleme de controle optimal (donc avec des coefficients de réflexion acoustique
purement réels), on a montré que les gains n’était que de 'ordre de la dizaine de décibels
pour l'optimisation avec contraintes mathématiques, soit beaucoup moins qu’en résolvant le
probléeme de contréle optimal en variables complexes. Les parties imaginaires permettent
de créer des déphasages entrainant des phénomeénes destructifs sur les allers et retours des
propagations d’ondes entre les parois internes du canal, qui sont & l'origine du gain obtenu
par rapport au raisonnement qui consiste a laisser “sortir” toutes les ondes normales aux
plans décrits par ces parois internes. Ceci explique les différences de gains obtenus selon que
Ioptimisation est & parametres mathématiques ou a parametres physiques, puisque pour une
fréquence monochromatique de 1000 Hz, la figure 4.6 montre bien que beaucoup de valeurs de
parties imaginaires des coefficient de réflexion acoustique sont interdites par les contraintes
physiquement réalisables.

3. Les figures (4.6, 4.7, 4.8) laissent présager que la différence de gain obtenu entre 'optimisation
avec contraintes mathématiques et 'optimisation avec contraintes physiques va s’amenuiser
en augmentant la fréquence de la source. En effet, La plupart des valeurs complexes du
disque unité deviennent de plus en plus physiquement réalisables par des matériaux poreux
équivalents au sens du modele de [29] (et particuliérement les valeurs des parties imaginaires).
A cet effet, on présente dans les tableaux (5.6, 5.7, 5.8, 5.9), les résultats obtenus pour une
fréquence monochromatique de 3000 Hz pour les mémes configurations que la fréquence 1000
Hz.
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Tmension |0 ! 2
2 4.3 3.1 2.1
4 435 | 3.2 2.3
8 7.5 7.3 7
16 101 | 102 | 105
20 11 116 | 12.2

TAB. 5.6 — Gains en dB, M = 0, contraintes mathématiques, f=3000 Hz.

Timension |0 ! 2
4 43 3.1 2.1
8 435 | 3.2 2.3
16 7.5 7.3 7
32 101 | 101 | 105
40 109 | 114 12

TAB. 5.7 — Gains en dB, M = 0, contraintes physiques, f=3000 Hz.

diri\n:n({:?nn H 0 1 2

2 8.3 7.6 5.8
4 8.4 7.65 5.9
8 12.6 13.7 15.1
16 14.3 16 18.3
20 15.1 18.2 21.1

TAB. 5.8 — Gains en dB, M = 0.3, contraintes mathématiques, f=3000 Hz.

di‘rﬁ\nt?n[{:?nn H 0 1 2

4 8.3 7.6 5.8
8 8.4 7.65 5.9
16 12.5 13.7 14.2
32 14 15.8 17.6
40 15 18 19.8

TAB. 5.9 — Gains en dB, M = 0.3, contraintes physiques, f=3000 Hz.
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Deux conclusions importantes sont a souligner :

1. Les gains sont moindres que pour I’excitation monochromatique de 1000 Hz. Les parois in-
ternes sont beaucoup plus sollicitées par les réflexions d’ondes propagées. L’augmentation
du nombre de parametres pris pour inconnus est absolument nécessaire pour créer le plus
possible de phénomeénes destructifs.

2. Les gains obtenus par l'optimisation sous contraintes mathématiques ou physiques sont qua-
siment similaires. En effet, pour la fréquence 3000 Hz, les matériaux poreux équivalents aux
réflexions acoustiques obtenues par la méthode d’optimisation avec contraintes mathématiques
sont presque tous expérimentalement réalisables.

On représente sur les figures (5.6, 5.7, 5.8, 5.9, 5.10, 5.11, 5.12, 5.13), la répartition des valeurs des
parties réelles et des parties imaginaires sur les parois internes du canal, & mesure de 'augmentation
de la dimension d’optimisation sous contraintes mathématiques par la méthode multigrille, obtenue
pour un écoulement porteur & convection nulle ou & Mach 0.3, et pour une source de bruit modale
d’indice n = 0 ou n = 2. On rappelle que chaque paroi interne est composée de 40 éléments
frontieres. En abscisse de chacune de ces figures, on représente la localisation spatiale des coefficients
de réflexion acoustique sur la frontiere du matériau dans le sens des z positifs, donc de 'observatoire
O, vers la source modale & ’entrée du canal.

Conclusion

La variabilité des profils de la répartition des parametres sur chaque paroi interne suivant la
fréquence, la convection, et le type de source est assez importante. Elle met en lumiere 'intérét de la
résolution du probleme de contréle optimal dans sa globalité et sa complexité : les distributions de
coefficients de réflexion acoustique ne sont pas intuitives. Il ne semble pas se dégager de ces résultats
des profils de distribution type : seule la convection semble, pour une fréquence et un indice de mode
fixés, “déplacer” les profils dans le sens inverse de la propagation et “amplifier” les discontinuités
de valeurs des parties réelles et imaginaires des coefficients. La dimension 20 d’optimisation sous
contraintes mathématiques correspond a une dimension d’optimisation sous contraintes physiques
de 40 parameétres, pour lequel les calculs réalisés sur un SUN blade 1500 (1 Giga de mémoire vive)
approximent les 6 heures de temps CPU.
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F1a. 5.6 — Dimension=20, n = 0, M = 0, f=1000Hz.
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F1G. 5.10 — Dimension=20, n = 0, M = 0, f=3000Hz.
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5.2 Résultats d’identifications

On rappelle dans un premier temps le contexte du probléme d’identification. On dispose de
données g4, prélevées sur l'observatoire pendant un temps [0,7] (idéalement des mesures ex-
périmentales), et le but est de trouver les coefficients de réflexion acoustique locaux qui modélisent
au mieux le comportement acoustique de 'obstacle (plus exactement de sa frontiere) pour lequel
on a obtenu ces données. Pour cela, on cherche & minimiser la fonctionnelle J;4 (3). Le probleme
mathématique est donc équivalent & celui du probléme de contréle optimal ot I'on cherche & mi-
nimiser la fonctionnelle cout J (3). Cependant, si pour le probléme de contrdle optimal, 'absence
de démonstration d’existence et/ou d’unicité d’une solution au probléme de minimisation n’est pas
essentielle (il suffit de diminuer la fonction objectif), il en est tout autrement pour le probleme
d’identification. Le caractére bien posé du probleme d’identification en existence et unicité est cru-
cial pour la seule justification de sa résolution théorique. Les zones extrémement plates autour des
minima dévoilées dans les cas tests numériques de résolution du probléme de contrble optimal, se
traduisent pour le probleme d’identification (vraisemblablement mal posé en continuité, et peut
étre pas en unicité), en un mauvais conditionnement croissant du probléme d’identification & me-
sure que l'on augmente le nombre de parametres a identifier. Pour le moment, on ne dispose pas
de mesures expérimentales pertinentes, et on se propose alors de résoudre deux types de probleme
d’identification “physiquement” pertinent.

5.2.1 Identification de “trous” dans les parois internes

Dans un premier temps, on se propose d’identifier la localisation et la taille de ”‘trous” aléa-
toirement disposés sur les parois internes du canal. Le probléme d’identification est extrémement
mal conditionné, donc une premiere étape heuristique consiste a tester les limites numériques d’ap-
plications de I'algorithme pour la résolution de ce probléme. Pour cela, on suppose que les données
sont non bruitées, c’est-a-dire que I'emplacement des “trous” et leurs tailles sont connus par avance,
et on se propose alors de retrouver ces données. On se place dans le cas a priori favorable, pour
lequel la figure 5.2 a révélé une “bonne” distribution des coefficients réels :

\

1. la source ponctuelle est un Dirac en espace et sinusoidale en temps localisée & l'entrée du
canal et dans son axe médian,

2. les coefficients de réflexion acoustique a identifier sont & valeurs réelles.

Ces “trous” seront caractérisés par des valeurs locales de coefficients de réflexion acoustique
B (x) = 0, c’est-a-dire par des conditions locales parfaitement transparentes pour les ondes normales.

Sur les figures (5.14, 5.15, 5.16), on représente les résultats obtenus, suivant la dimension du
probléme inverse et la taille des “trous” (exprimée en longueurs d’ondes). Pour chaque test, tous
les autres coefficients de réflexion acoustique correspondent & une condition d’obstacle dur, soit des
coefficients de valeur fixées & (3 (z) = 1. L’initialisation de 1’algorithme d’optimisation est fixé & la
valeur scalaire §(z) = 0.5, ce qui correspond & I’écart moyen entre les deux valeurs de § que l'on
souhaite identifier. On ne facilite donc a priori, ni la restitution des “trous”, ni la restitution de la
condition d’obstacle dur.

Sur la figure 5.14, on identifie avec précision :

1. Un “trou” de 1/3 de longueur d’ondes localisé sur une des deux parois internes. Les deux
autres coefficients de réflexion acoustique de cette paroi sont également correctement iden-
tifiés, puisque le faible écart de valeur entre les valeurs exactes et les valeurs identifiées n’est
pas significatif : on a bien identifié une condition d’obstacle dur. Il est & noter que la seconde
paroi interne est par avance soumis a la condition d’obstacle dur. L’identification de cette
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condition, non illustrée ici, est également bonne a I'instar de 1'identification de la condition
d’obstacle dur sur I'autre paroi interne.

2. Un “trou” de 1/13 de longueur d’ondes et les 12 autres parametres soumis & la condition
d’obstacle dur.

Identification d'un trou du 1/3 de longueur d'ondes Identification d'un trou du 1/13 de longueur d'ondes
1r T — 1r
09r 0.9
° — Valeurs & identifier E — Valeurs 2 identifier
s —— Valeurs identifiées % —— Valeurs identifiées
Zosf 2081
2 8
g ©
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o 06F Lo6r
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2 =
2 2
5
05 £05F
H 8
3 @
904 o04F
S o
H 3
Zosf Soaf
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02 0.2r-
0.1 011
0 I I I I ) 0 I I I I I I )
0 5 10 15 20 25 30 35 40 0 5 10 15 20 25 30 35 40
Localisation spatiale sur la paroi interne Localisation spatiale sur la paroi interne
3 3
(a) 1/3 de longueur d’ondes (b) 1/13 de longueur d’ondes

F1G. 5.14 — Identification d’un “trou”.

Sur la figure 5.15, le résultat est correct quant a I'identification de 2 trous de 1/13 de longueurs
d’ondes. La localisation sur la paroi interne est exactement identifiée, seul un écart perceptible de
6% entre la valeur exacte et la valeur identifiée tempere la qualité du résultat numérique.

Identification de 2 trous de 1/13 de longueur d’'ondes
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Fi1G. 5.15 — Identification de 2 “trous” du treizieme de longueur d’ondes.
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Les résultats numériques restent satisfaisants pour 3 ou 4 “trous” du treizieme de longueur
d’ondes localisés sur une paroi interne, et pour 8 “trous” localisés de maniére symétrique sur
chacune des deux parois internes (4 “trous” sur chaque paroi interne). En revanche, les limites de
la méthode de résolution du probléme d’identification semblent atteintes pour la restitution de 4
trous (2 et 2) répartis non symétriquement sur chacune des deux parois internes (figure 5.16).

Identification de 4 trous du treiziéme de longueur d'ondes non symétriquement répartis

— Valeurs & identifier
— Valeurs identifées

12r-

Valeurs des coefficients de reflexion acoustique

. . . . . .
0 10 20 30 40 50 60 70 80
Localisation spatiale sur la premiére paroi Localisation spatiale sur la seconde paroi

-0.2

Fi1Gg. 5.16 — Identification de 4 “trous” du treizieme de longueur d’ondes non symétriquement
localisés sur chacune des deux parois internes.

Les écarts de valeurs restent de l'ordre de 6% , mais des décalages apparaissent lors de I'iden-
tification des localisations spatiales des “trous”. En fait, le nombre et la taille des “trous” influent
évidemment sur le nombre de parameétres réels & identifier, et au delad d’une limite de 40 parameétres,
les résultats se dégradent qualitativement : dans ce cas, I’évolution relative de la fonctionnelle au-
tour de la solution trouvée et de ces gradients sont a la limite de la précision machine. Une étude
mathématique et numérique spécifique au probléme d’identification est nécessaire (pénalisation
de la fonctionnelle coiit, ...), d’autant plus que 1’étape suivante, beaucoup plus pertinente, serait
d’identifier des données bruitées, c’est-a-dire identifier des “trous” pour lesquels les tailles et les
localisations ont été préalablement perturbées de maniére aléatoire.

5.2.2 Identification d’un matériau poreux

Pour le cas le plus général que nous avons traité, autrement dit avec des coefficients de réflexion
acoustique complexes et des sources modales d’indice n, on se propose d’identifier un matériau
poreux au sens du modele de [29]. Les données seront encore non bruitées, c’est-a-dire que I’'empla-
cement du matériau poreux a identifier est connu par avance. On rappelle, que pour une fréquence
donnée, plusieurs valeurs de parametres physiques (go, l,re, re') peuvent correspondre & un méme
coefficient de réflexion acoustique, et dans ce cas, on dit que les matériaux poreux homogénéisés cor-
respondant a ces parameétres physiques sont équivalents. La sensibilité aux 4 parametres physiques
du probléeme inverse donné par la minimisation de la fonctionnelle .J;4 est donc trés importante.
Par conséquent, une étude heuristique physiquement pertinente nous semble étre, pour une source
modale d’indice et de fréquence fixés, Iidentification d’'un matériau poreux connu par avance (au-
trement dit caractérisé par 4 parametres physiques) par un matériau poreux au moins équivalent.
On se propose, dans la configuration de domaine représentée sur la figure 4.9, et en présence d’un
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écoulement porteur a convection constante M = 0.3 et d’une source de bruit modale amont d’indice
n = 0 de fréquence 2000 Hz, d’identifier un seul matériau poreux constituant chacune des deux
parois du canal. On représente, sur la figure 5.17, les résultats obtenus pour I'identification d’'un
matériau poreux caractérisé par les parametres physiques suivant :

mat = (w,z,re,re’) — (0.467,0.056,2.41,0.53) ,

de coefficient de réflexion acoustique 8 = (10_10, 10_10). L’initialisation de la méthode de résolution
du probléeme inverse correspond a un matériau initial donné par :

mati = ((p,l,’re,’rel) = (0.3,0.05, 2.385, 0.567) ,
de coefficient de réflexion acoustique B = (0.2, —0.2).

Identification d'un matériau poreux

2.5‘

=— porosité a identifier
epaisseur & identifief
2k re a identifier

re a identifier
porosité identifiée
epaisseur identifiée
151 re identifié
re’identifié

+ +

Valeurs des parameétres caractéristiques

0.5,

Fi1G. 5.17 — Identification d’un matériau poreux.

Le matériau identifié sur la figure 5.17 est caractérisé par les parametres physiques
T ((p,l,re,rel> — (0.471,0.056, 2.40, 0.55) ,

de coefficient de réflexion acoustique S;gent = (10_5, 10_5). Le résultat est donc satisfaisant, puisque
on a identifié un matériau d’impédance complexe équivalente a celui recherché, et de plus caractérisé
par des parametres physiques trés similaires. Ce résultat est d’autant plus encourageant que I’'iden-
tification peut éventuellement étre envisagée comme une étape préliminaire au controle optimal.
En effet, & partir d’une source de bruit mesurée expérimentalement par avance a l’aide de capteurs
(localisée en espace et pendant une période de temps donnée), on pourra utiliser la méthode d’iden-
tification (a priori sans pénalisation) afin d’identifier le matériau poreux pour lequel ces mesures
ont été effectuées. Par la suite, il suffit d’utiliser les parametres physiques de ce matériau identifié
comme parametres initiaux de la méthode d’optimisation. On obtiendra ainsi un gain en décibels
réalisable par une distribution de matériaux poreux déterminée par la méthodologie mise en place
dans cette these.



Conclusion et perspectives

Nous nous sommes intéressés dans cette these a la propagation linéaire des perturbations
aéroacoustiques d’un écoulement porteur quelconque, subsonique et régulier. Notre approche du
probleme a consisté en la résolution mathématique et numérique du systéeme hyperbolique linéaire
des équations d’Euler linéarisées, posé en domaine borné avec des conditions aux limites admis-
sibles. Ces conditions aux limites incluent en particulier comme conditions d’obstacles, les conditions
d’impédances généralisées qui ont été reformulées en conditions de réflexions acoustiques. L’approxi-
mation numérique de ce systéme a été réalisée & ’aide d’une formulation Galerkine discontinue,
pour laquelle nous avons établi des conditions de stabilité uniformes en la variable caractérisant les
conditions aux limites admissibles, et ce pour une approximation temporelle de type Runge-Kutta.
Afin de simuler 'espace libre, étape nécessaire pour 1’étude de phénomenes de propagations d’ondes,
on a établi un modeéle de couches absorbantes original pour 'aéroacoustique du type couches PML
de Bérenger, les CPML. Une validation numérique de ce modeéle a été réalisée a travers de multiples
cas tests numériques bidimensionnels. Cette premiere partie de notre travail aurait pu étre menée
différemment (notamment un autre choix de méthode d’approximation), mais nous avons justifié
cette approche tout au long de cette thése par son adéquation & la résolution d’un probleme de
controle optimal, véritable motivation de ce travail : le controle dans un domaine € entourant un
obstacle solide de frontiére I', des perturbations localisées sur un observatoire spatial au cours d’un
temps suffisamment long, par des variables de controle qui sont des parametres locaux investis
dans les conditions aux limites de réflexion acoustique, appelés coefficients de réflexion acoustique.
Plus précisément, si I’on considére comme fonction objectif I’énergie acoustique des perturbations
localisées sur un observatoire spatio-temporel, et si 'on est en mesure de relier les coefficients de
réflexion acoustique locaux par des parametres caractéristiques de matériaux expérimentalement
réalisables, on peut espérer trouver un matériau réalisable qui minimise ce bruit acoustique. Dans
une optique d’application similaire, si 'on dispose de données mesurées expérimentalement sur un
observatoire pendant un temps donné, on peut espérer caractériser le comportement acoustique de
I'obstacle correspondant & ces mesures.

La seconde partie du document, en se basant sur I’étude approfondie des phénomenes propaga-
tifs de I'aéroacoustique de la premiere partie, a donc été consacrée & la résolution de ces problémes
inverses. Les difficultés structurelles inhérentes aux problémes inverses nécessitent dans la pratique
une justification préalable au moins qualitative (par exemple dans des cas trés particuliers), quant
a la pertinence de leurs résolutions. Dans le cadre de I'aéroacoustique, la résolution explicite d’une
étude monodimensionnelle des problemes inverses a suffi a justifier la validité de cette démarche.
Deés lors, nous avons explicité les gradients des fonctionnelles mises en jeu & l'aide de la solution
du probleme direct et d’un probleme adjoint dont le caractere bien posé est assuré par la théorie
déja invoquée pour l'existence et I'unicité d’une solution au probleme direct. Nous avons ensuite
démontré que notre méthode d’approximation Galerkine discontinue présentait un avantage fonda-
mental pour la résolution numérique de tels problémes inverses : elle assure la commutation entre la
dérivée de la fonctionnelle discrétisée et la discrétisation de la fonctionnelle continue. Pour donner
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un sens physiquement significatif & notre travail, nous avons utilisé un modéle d’homogénéisation
de matériau poreux développé dans [29]. Il permet de relier nos variables de controles & des pa-
rametres physiques caractérisant la faisabilité expérimentale de matériaux absorbants, possédant
les propriétés nécessaires pour étre adaptés aux contraintes de ’industrie aéronautique.

La derniere partie de ce travail a eu pour but d’illustrer, a travers des cas tests bidimensionnels
numériques, la nécessité de considérer le probléme de controle optimal dans toute sa complexité.
En effet, nous avons montré, que méme pour des configurations relativement académiques, un
raisonnement local qui consisterait & penser que l'absorption parfaite des ondes normales a la
frontiere d’un matériau absorbant présente un caractére d’optimalité du contréle de bruit sortant
d’une tuyere matérialisée par de tels matériaux, est totalement erroné.

Perspectives

Néanmoins ce résultat principal de la these est essentiellement qualitatif, lié & la modélisation
physique utilisée, et doit étre tempéré par le caractére académique des tests numériques présentés.
En effet, les gains annoncés ne peuvent siirement pas étre réalistes du fait de la modélisation
adoptée.

D’une part, le modele de matériaux absorbants n’est établi que pour des sources monochroma-
tiques, peu représentatives de la réalité complexe des sources de bruit mises en jeu dans de telles
situations. Une perspective de ce travail serait bien entendu d’étudier le probléme de controle non
linéaire pour des sources de bruit non simples en fréquence, ce qui n’est pas réalisable par une
simple superposition de plusieurs sources monochromatiques. Si I’étude du relevement en temps du
modele harmonique des milieux poreux (ou d’un autre proposé dans la littérature, car ils sont a
notre connaissance tous harmoniques) semble réalisable compte tenu de la forme des équations, il
reste encore dans ce cas a étudier d’une part le couplage du sytéme instationnaire qui en découlerait
avec les équations d’Euler linéarisées, et d’autre part le nouveau probléeme de contréle associé.

D’autre part, la fonction objectif choisie pour ce travail est le flux acoustique sortant, ce qui
conduit & considérer la tuyere comme une source acoustique dont on veut minimiser le rayonne-
ment dans toutes les directions. Qu’en est-il si 'on cherche & privilégier certaines directions ot les
nuisances sonores seraient effectives 7 Mathématiquement, ceci revient & associer au probléme de
controle un probléme de restitution champ lointain champ proche dont on sait qu’il constitue un
probléeme mathématique mal posé. Il convient par conséquent de spécifier les fonctions objectifs de
maniere plus pertinente.

De plus, nous avons montré que le controle optimal dépend en amplitude et en phase du type
de la source. Pour que celle-ci soit la plus réaliste possible, il faudrait étudier le couplage du vrai
probléeme d’aéroacoustique non linéaire avec le probléme de propagation qui doit étre linéarisé afin
de tenir compte de facon assez précise des ordres de grandeurs.

Quant au probléeme d’identification, alors que ’étude de sensibilité peut suffire & la mise en place
d’une méthodologie de résolution du probléme de controle, nous avons constaté ses limites pour sa
résolution. Une étude mathématique typique de ce genre de problémes (principe de Morosov, ...)
est nécessaire. Enfin, la méthodologie de résolution de ces problémes inverses doit étre implémentée
sur des géométries tridimensionnelles plus complexes (par exemple, voir figure 2.8), a4 1'aide des
approximations polynomiales d’ordres élevés déja utilisées pour résoudre le probléeme direct sur ces
configurations.
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