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Introduction

Les travaux présentés dans ce mémoire portent sur des problémes d’équations ou de sys-
témes d’équations aux dérivées partielles (EDPs) elliptiques non linéaires. Ils apparaissent
comme des équations d’Euler-Lagrange de problémes de minimisation sous contrainte avec
perte de compacité & I'infini. Ces problémes sont de plus tous liés & des modéles de phy-
sique : strucure électronique des solides et (hyper)-élasticité non linéaire (chapitres 1, 2 et
3) d’une part, et condensats de Bose-Einstein (chapitre 4) d’autre part.

La base de travail des chapitres 1, 2 et 3 est le modéle de Thomas-Fermi-von Weizsacker
(TFW), ou certaines de ses extensions. Dans ce modéle, un systéme moléculaire est décrit
par N noyaux, qui sont des particules classiques ponctuelles, et N électrons,® qui sont des
particules quantiques définies par leur densité collective p(x) > 0, avec x € R3. L’énergie
TFW, qui dépend de p et de la position des noyaux, est minimisée par rapport a p. Ce
modeéle est défini au départ pour un nombre fini de noyaux et d’électrons, et sa définition
pour une infinité de particules est un probléme non trivial. Ce probléme, dit de limite
thermodynamique, consiste a faire tendre conjointement le nombre de noyaux et d’électrons
vers l'infini, en imposant une certaine géométrie (typiquement la périodicité) aux noyaux,
et & obtenir la convergence de la densité d’électrons p, ainsi que de 1’énergie moyenne du
systéme. Ce probléme a été résolu dans le cas périodique par Catto, Le Bris et Lions [23].

Le chapitre 1 aborde le probléme de la justification de la périodicité supposée dans [23].
Dans la section 1.3, on considére 'énergie TFW d’un cristal comme une fonction du réseau
périodique définissant la position des noyaux, et on étudie l'existence d’un minimiseur.
Un préliminaire & ce travail, présenté dans la section 1.2, est ’étude des cas dégénérés de
réseaux périodiques, & savoir le cas ol les noyaux sont répartis périodiquement sur un plan
d’'une part, et celui ol les noyaux sont répartis périodiquement sur une droite d’autre part.

Les sections 1.4 et 1.5 abordent le probléme sans supposer la périodicité : on minimise
I’énergie TFW par rapport & p et par rapport & la position des noyaux, & N fixé, et
on démontre alors que quand N tend vers l'infini, la configuration minimisante devient
périodique. Ce probléme est traité théoriquement pour le cas 1D (section 1.4), puis une
étude numérique est faite sur le cas 2D (section 1.5), indiquant que le résultat est aussi
vrai dans ce cas.

Bien que la périodicité soit une bonne approximation pour les cristaux simples, il arrive

2Pour simplifier, et parce que nous ne nous intéressons dans la suite qu’a des systémes neutres, nous
supposons que le nombre d’électrons est égal au nombre de noyaux, bien que ce ne soit pas nécessaire pour
écrire le modéle en question.
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souvent (dans le cas des polycristaux, des solides amorphes ou de solides cristallins présen-
tant des dislocations par exemple) que cette hypothése ne soit pas valable. C’est pourquoi
on étudie dans le chapitre 2 les problémes de définition du modéle TFW, pour des solides
dont les positions de noyaux ne sont pas périodiques. Un cas déterministe est présenté dans
la section 2.1.1, ou ’on construit le cadre fonctionnel nécessaire & la définition du modéle,
puis on résout le probléme de limite thermodynamique associé. La section 2.1.2 présente un
cas ol les positions des noyaux sont stochastiques. La aussi, on commence par construire
un cadre stochastique (stationnaire ergodique) nécessaire, puis on résout le probléme de
limite thermodynamique correspondant.

Outre ces problémes de limite thermodynamique, qui font le lien entre un modéle mo-
léculaire et le modeéle de théorie des solides correspondant, on étudie dans la section 2.2
des modeles (dits “orbital-free”) plus élaborés utilisés dans certains codes de chimie, sans
chercher & les justifier par limite thermodynamique. Cette étude montre que le probléme
variationnel est mal posé, et que le “minimum” calculé est un minimum local vraisembla-
blement dépendant de la discrétisation utilisée et du point de départ de l'algorithme de
minimisation.

Le modéle TFW est un modéle microscopique. Il est cependant naturel, aprés ’avoir
défini pour des solides (cristallins ou non), d’étudier le lien de ce modeéle avec des modeles
d’élasticité non linéaire. Ce probléme est évoqué dans le chapitre 3, oil on considére I’énergie
d’un systéme atomique déformé par un diffémorphisme u, et on passe & la limite quand
la distance inter-atomique tend vers 0. On obtient ainsi une énergie hyperélastique qui a
la forme de celles utilisées en mécanique. La section 3.1 présente ce travail dans un cadre
déterministe, la section 3.2 le méme type de résultat dans le cas ot les positions des noyaux
sont stochastiques.

La section 3.3 présente une étude similaire, mais dans le cas d’un joint collé, c’est-
a-dire d'une interface d’épaisseur nulle au niveau macroscopique (mais infinie au niveau
microscopique). Ce cas est particulier car il doit autoriser un saut de la déformation a
travers 'interface, ce qui lui impose une régularité moindre que précédemment.

Dans le méme esprit, la section 3.4 présente I'analyse du couplage entre un modéle de
meécanique des milieux continus et le modeéle discret correspondant. L’idée est ici d’étudier
la déformation d’un solide qui est réguliére dans une partie du solide, mais présente des
singularités. La ol la déformation est réguliére, on utilise un modéle d’élasticité standard,
et 13 o 1a déformation est singuliére, on revient au modéle discret mettant en jeu les atomes
et leurs interactions. Comme & notre connaissance aucune étude théorique n’existait sur
ce type de théorie, nous avons étudié un cas trés simple de dimension 1, et obtenu des
résultats qui laissent penser que le modeéle est “bon” dans le cas convexe (i.e si le potentiel
d’interaction des atomes est convexe), mais beaucoup plus douteux dans le cas contraire.

Le chapitre 4 présente des travaux sur les condensats de Bose-Einstein. La premiére
section porte sur 1’écoulement d’un condensat autour d’un obstacle (physiquement, un
laser). Nous établissons l’existence d'une solution sans vortex si la vitesse de translation
de 'obstacle est suffisamment faible. Ce résultat avait déja été établi pour un modéle de
dimension 2, et nous ’avons étendu au cas plus réaliste de dimension 3, en étudiant en
particulier la zone du bord du condensat ou le modéle 2D n’est pas valable (contrairement
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au cceur du condensat).

La section 4.3 concerne ’étude de condensats en rotation, et en particulier des vortex
nucléés par cette rotation. Les résultats présentés portent sur la rotation rapide : si €
est la vitesse de rotation, le systéme n’a de minimum d’énergie que si < Qpax, 0Ol
Qmax €st un parameétre physique que nous normalisons par souci de simplicité : Qmax = 1.
La rotation rapide correspond & la limite @ — 1. Dans ce régime, la fonction d’onde
peut étre approximée avec une bonne précision par une fonction analytique multipliée
par une gaussienne. Les vortex sont alors les zéros de cette fonction. Nous établissons une
borne supérieure de I’énergie en utilisant une fonction test dont les zéros forment un réseau
distordu sur les bords du condensat. Ceci est en accord avec les observations expérimentales
et numériques.
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Chapitre 1

Optimisation de géométrie et
probléme de cristallisation

Ce chapitre présente 1’étude d’un probléme d’optimisation de géométrie pour des cris-
taux périodiques décrits par un modéle de type Thomas-Fermi. Aprés avoir introduit les
modeles en question, nous donnons des résultats préliminaires (section 1.2) sur ces mémes
modéles, c’est-a-dire I’étude de la limite thermodynamique pour des films minces ou des
polymeéres (i.e des structures périodiques de dimension 2 ou 1 respectivement). Le résultat
d’optimisation de géométrie est présenté dans la section 1.3. Un prolongement naturel de
cette question, qui correspond & se demander si I’état fondamental d’une molécule de N
atomes identiques devient périodique dans la limite N — oo, est étudié dans les sections 1.4
et 1.5, en dimension 1 et 2 respectivement.

1.1 Les modéles de type Thomas-Fermi

1.1.1 Le cas moléculaire

Nous présentons dans cette section des modéles de chimie quantique trés simples, dits
de Thomas-Fermi. Méme si ces modéles ne sont pas assez précis pour donner des résultats
quantitatifs raisonnables, ils ont tout de méme un comportement qualitatif acceptable
(voir par exemple [20, 25, 31, 34, 71, 81, 83]). D’autre part, la plupart des modéles de DFT
(density functional theory) utilise comme point de départ le modéle de Thomas-Fermi
[48, 52].

Dans ces modeéles, une molécule est décrite par des noyaux ponctuels de positions
{Xiti<i<m (out X; € R®) et de charges {Z;}1<i<m, et N électrons de densité totale p €
L'(R?). Cette densité est positive et normalisée :

p>0, et / p(z)dz = N.
R3
L’énergie Thomas-Fermi (TF) ou Thomas-Fermi-von Weizsiacker (TFW) d’une telle molé-

17



18 Chapitre 1 - Optimisation de géométrie

cule est donnée respectivement par

TF N 1 p(z)p(y) ;-
B = [0 Z/w-m 245 J o S ot
ZHX X| (1.1)

et
i - e [ S
A;Asm—mdd+'§hX S 02

Dans les deux cas, on note ETF(W)({X;}) ’énergie minimale par rapport & p, i.e I'énergie
de la solution du probléme électronique :

B ({X:}) =int{ B (p, {X:}), p 2 0, p € L' N I (®), / p=N} (13
R3

BTV (X)) = it { BTV (o, (X)), p 2 0, v € H'(R), [

Mp:N} (1.4)

Enfin, nous noterons I;\F/IF(W) les problémes d’optimisation de géométrie correspondants :
ﬁf:ququpg&ew} (1.5)
gﬁwzquWW@mpgneRﬁ, (1.6)

Rappelons que les problémes électroniques sont bien posés si Z = ) Z; (charge totale
des noyaux) et N (charge totale des électrons) vérifient une certaine relation (voir [59] dans
le cas TF et [9] dans le cas TFW pour plus de détails). C’est en particulier vrai dans le
cas neutre N = Z qui va nous intéresser ici.

Les équations d’Euler-Lagrange des problémes électroniques TF et TFW s’écrivent :

—A¢+4w((¢ 9) ) —4w§:zax

3/2
dans le cas TF, ol p = (%((ﬁ — 0)"’) , 0 est le multiplicateur associé a la contrainte de

masse, et la partie positive traduit la contrainte p > 0. Dans le cas TFW, posant u = /p,
nous avons

_Au+ u (Z|$_X| |1—|—|—0)
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ou @ est le multiplicateur associé a la contrainte de masse. Cette équation peut également
se réécrire comme

—Au + gu”?’ — ¢u =0,

M
—A¢ =4n (Z Zj(SXJ- — u2> .

i=1

La fonction ¢ est en général appelée le potentiel électrostatique effectif du systéme.

1.1.2 Probléme de limite thermodynamique

Les propriétés rappelées ci-dessus concernent des modéles moléculaires. Nous allons
maintenant voir comment de tels modéles peuvent étre généralisés au cas de solides cris-
tallins. Pour toute la suite nous ne considérerons que des systémes neutres.

Nous supposerons que le solide considéré est un cristal parfait, c’est-a-dire que les
noyaux atomiques sont répartis sur un réseau périodique £ (nous verrons plus loin que
cette hypothése n’est en fait pas nécessaire). Une méthode pour déduire du modeéle molé-
culaire le modéle des solides correspondant est de considérer un nombre fini N d’atomes,
dont les noyaux sont répartis sur un sous-ensemble A du réseau £, de résoudre le pro-
bléme électronique (neutre) correspondant, puis de passer a la limite N — 400, avec la
contrainte que A remplisse (en un certain sens) le réseau /.

Pour simplifier, nous supposerons que tous les atomes sont identiques, bien qu’il soit
possible de généraliser au cas de plusieurs types d’atomes; également par souci de clarté,
nous supposerons que leur charge est égale & +1, la généralisation étant 1a aussi facile. En
termes mathématiques, ceci se traduit comme suit : soit une suite d’ensembles A,, C £ telle
que U A, = £. Considérons la densité électronique correspondante pa,,, solution de (1.3)

neN
dans le cas TF, de (1.4) dans le cas TFW, avec N = #A,, égal au cardinal de A, (cas
neutre). La question est alors :

ETT(An) g t-elle une limite ETFW)(¢) quand A, — £ (au-

(1) Vénergie par particule
trement dit quand N — 00) ? !

(ii) la densité py, converge-t-elle également vers un certain pg ?

(i) la densité py est-elle £-périodique, et peut-elle étre caractérisée comme solution
d’un probléme variationnel /-périodique du méme type que le modéle moléculaire
d’origine, en lien avec ETF(W)(¢)?

Ces questions ont été étudiées dans [59] pour le cas TF, et dans [22, 23] pour le cas

TFW. Dans les deux cas, sous réserve d’hypothéses techniques naturelles sur la convergence
de A vers £ (revenant & supposer essentiellement que le “bord” de A est négligeable devant

sa partie intérieure), nous avons :

Théoréme 1 (Limite thermodynamique TF et TFW, [59, 23]) Les questions (i)-
(ii)-(ii1) ci-dessus admettent des réponses positives dans le cadre TF et dans le cadre TFW.
De plus, Uénergie EYY™W)(£) admet la forme suivante :

B @)~ int{ BTN (0, per] ™, pz0, [

p=1},  (17)
Q)
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avec H, " = L5/3(Qe)), HTW = Héer(Q( )) (ensemble des fonctions de H,. (R3) ¢-

périodiques), Q(£) étant une cellule unité du réseau €. L’énergie ETYW) (., 0) sécrit :

ETF(W)(p,g) - / p5/3 (+/62 |V\/_|2> / Gop

/Q ) / 2)Go(w — y)p(y)dady, (18)

le potentiel d’interaction Gy étant une version £-périodique du potentiel Coulombien ﬁ, a

savoir la solution de
_ 1
—AGy =4 [(Z ‘5k) - —|Q<e)|] )
ket (1.9)

1
lim (Ge(w) ~ =) =0.
lim ( G(x) 7]
Il est & noter que dans le cas TFW, ce résultat consiste essentiellement & passer a la
limite dans 1’équation d’Euler-Lagrange du probléme électronique et & démontrer 'unicité
de la solution de I’équation limite & savoir (u = /p) :

—Au+ §u7/3 —ug =0,
“A¢ = 4n (Z 5; — u2), (1.10)

jeL
u > 0.

1.2 Le modéle TFW pour des polyméres et films minces

Avant de s’intéresser dans la section 1.3 au probléme de minimiser ’énergie (1.7) par
rapport au réseau £, nous avons étudié avec C. Le Bris [P1] le cas dégénéré ou le réseau
n’est périodique que dans une direction (cas des “polyméres”, section 1.2.1 ci-dessous)
d’une part, et celui ou le réseau n’est périodique que dans deux directions (cas des “films
minces”, section 1.2.2 ci-dessous). Ces résultats sont des préliminaires a ’étude du probléme
d’optimisation de géométrie périodique.

1.2.1 Le cas des polymeéres

En collaboration avec C. Le Bris, nous avons démontré dans [P1] le résultat suivant :

Théoréme 2 (Limite thermodynamique : polymeéres, X. B., C. Le Bris [P1])
Pour tout réseau périodique £ = aZ de dimension 1, avec a € R3 \ {0}, les questions (i),
(i), (iii) ci-dessus admettent des réponses positives, et la densité limite py est solution du
probléme :

ETFW(E):inf{ETFW(p,E), p>0, p€H(QU),

log(2 + lal)o € L (Q(1)), /Q =1}
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1
ET™W (p,0) =/ IV\/E\2+/ ps/?’—/ pGe+§/ / p(z)Ge(z — y)p(y)dady,
Q® Q® Q) o Jaw

Q) = {ta—l—x, —% <t< %, T € {a}J‘}.

Gy est ici le potentiel d’interaction coulombienne associé au réseau £, i.e l'unique solution

de : )
~AGr = Sk,
kEZ )
i — )= 1.12
{ lim (Gg(x) le) 0, (1.12)
Go(z) ~ —mlog |z'| quand |z'| — oo,

~ ! a
ouxr =T N\q.
|al

Remarquons que la preuve du théoréme 2 utilise le résultat suivant, également démontré
dans [P1] :

Théoréme 3 (X. B., C. Le Bris, [P1]) Soit u une mesure positive sur R, périodique
en la troisiéme variable x3, de période 1, et telle que :
(a) Supp p est compact en (x1,z2),
(5) 0 < p({las] < 1}) < oo.
Alors le systéme
—Au+ gu7/3 —up =0,
—A¢ = 4dm(p — u?), (1.13)
u >0
(NL73)(®3) x L

loc unif

admet une unique solution (u,¢) € (L2 (R®). De plus, cette solution

uni
est x3-périodique de période 1, et vérifie :

u€ LR, ¢elIP (R¥), Vp<3.

unif
(On rappelle que T2, () = {f € I0,(Q),  subseq |f lr@n ) < 00}.)

En effet, ce systéme d’EDP est a la fois I’équation d’Euler-Lagrange du probléme (1.11)
et la limite des équations vérifiées par le couple (up, ¢p) solution du probléme fini. Des
bornes naturelles sur (up, $a) permettent d’obtenir la compacité de cette suite, puis de
passer & la limite dans 1’équation d’Euler-Lagrange dont elle est solution. Par unicité, on
en déduit la convergence de toute la suite, et le fait que la limite est solution du probléme
convexe (1.11).

1.2.2 Le cas des films minces

Toujours dans [P1], nous avons démontré le résultat suivant, équivalent du théoréme 2
dans le cas des films minces :
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Q
° e o o o o
o oo © o o o
o o e o o o
o o 0|0 o o o

e o o o o o o -
® © o o o o o ©

o o

F1a. 1.1 — L’ensemble A et la cellule unité @ = Q(£) dans le cas des polymeéres (a gauche)
et des films minces (& droite).

Théoréme 4 (Limite thermodynamique : films minces, X. B., C. Le Bris [P1])
Pour tout réseau périodique £ = aZ + bZ de dimension 2, les questions (i), (ii), (iii) ci-
dessus admettent une réponse positive, et la densité limite py est solution du probléme :

inf{E™V(p,0), p>0, Vhe€HW(QW), lsloeI'QE)}, (114

1
E™ 0 = [ (9at+ [ g0 [ gt [ p@)Gila - y)oty)dady,
Q) Q) Q) Q) JQ(0)

QY) = {ta +sb+xz, t,s€ [—%, %), z € {a, b}J‘},

le potentiel Gy étant l'unique solution de :

[ —AG, = Z Okatjbs

k,jEZ

{ lim (Gg(a:) - i) 0, (1.15)
x—0 |.12|
Gel(2) ||

~ — d n -
L Y quand|z” | — oo,

ot x" est défini par : x" =z - Tand]-

1.3 Optimisation de géométrie pour des cristaux périodiques

J’al étudié dans [P2] (annoncé dans [P23]) le probléme de minimiser I’énergie (1.7) par
rapport au réseau £ :

Théoréme 5 (Optimisation de géométrie périodique, X. B. [P2]) Notons ITF(W)
le probléme de minimisation suivant :

JTEW) _ inf{ETF(W) ), te £3(]R3)}, (1.16)

per
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ot ETYW)(0) est définie par (1.7), et L3(R®) est l'ensemble des réseauz de R3. Dans le
cas TFW, ce probléme a au moins une solution. Dans le cas TF, ce probléme n’a pas de
solution, et le minimum n’est atteint que lorsque tous les noyaux se sont infiniment éloignés
les uns des autres.

Remarquons que ce résultat est similaire au cas moléculaire : on peut l'interpréter
comme un résultat de “binding” (dans le cas TFW) ou de “no-binding” (dans le cas TF)
des cristaux : les cristaux périodiques sont stables pour le modéle TFW, instables pour le
modeéle TF.

La démonstration de ce résultat pour le cas TFW repose sur ’étude des suites mini-
misantes du probléme (1.16). Nous montrons dans [P2] qu’elles sont bornées, donc com-
pactes, car la variété des réseaux périodiques de R? est de dimension finie. Supposons par
exemple que 'on se restreigne au cas de réseaux rectangulaires (la généralisation aux ré-
seaux quelconques n’étant en fait qu’un probléme technique), c’est-a-dire aux réseaux du
type £ = R1Zej + RoZey + R3Zes, ot (e1, e, e3) est la base canonique de R®. On peut de
plus supposer sans perte de généralité que 0 < R; < Re < Rj3. Une suite minimisante de
cette forme peut alors avoir essentiellement quatre comportements :

(a) Ry — +00;

(b) Ry — +00 et Ry converge (& extraction pres);

(c) R3 — 400 et Ry et Ry convergent (& extraction prés);

(d) £ est compacte.

F1G. 1.2 — Le comportement (c) (R3 — o0) décrit ci-dessus.
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Pour montrer que les trois premiers cas ne peuvent se produire, nous étudions la li-
mite de I'énergie dans chacun des cas, et montrons que la convergence a lieu par valeurs
inférieures. Par exemple dans le premier cas, on comprend aisément que ’énergie converge
vers I’énergie atomique TFW, c’est-a-dire (1.6) avec M =1, X; =0, N = Z; = 1. Une
étude treés fine de la solution de ce probléme, et en particulier de sa décroissance & l'infini
(basée sur celle effectuée dans [24]), permet alors de conclure que la limite a lieu par va-
leurs inférieures, ce qui exclut ce premier cas. Pour exclure de la méme facon les autres cas,
nous sommes donc amenés & étudier les problémes limites correspondants, que nous appe-
lons modéle de polymeéres dans le cas (b) puisque les atomes sont répartis périodiquement
sur une droite, et modéle de film mince dans le cas (c) puisque les atomes sont répartis
périodiquement dans un plan.

1.4 Probléme de cristallisation en dimension 1

Dans ce qui précede, nous avons posé la périodicité comme une donnée exogeéne de
notre probléme. Ceci peut étre justifié par exemple par une observation expérimentale.
Cependant, la question se pose également de savoir si cette périodicité est inscrite d'une
fagon ou d’une autre dans le modéle que nous étudions. Autrement dit, considérant la
solution du probléme d’optimisation de géométrie pour N atomes identiques, les positions
des noyaux tendent-elles & remplir un réseau périodique quand N tend vers I'infini ?

Physiquement, cela correspond & se demander pourquoi la matiére est cristalline a
température nulle*. Ce probléme est identifié par les anglophones par le terme “crystal
problem”. Pour des modéles trés simples comme des interactions & deux corps, ce probléme
est résolu en dimension 1 [41, 66, 67, 72, 74, 93]. Le cas de la dimension 2 a été résolu dans
un cas trés particulier dans [73], puis pour une classe plus large de potentiels dans [90].

En collaboration avec C. Le Bris, nous avons donc commencé par poser ce probléme
pour le modéle TFW en dimension 1. Le résultat suivant est démontré dans [P3] (voir
également [P26] pour une extension simple) :

Théoréme 6 (“Crystal problem” en dimension 1, X. B., C. Le Bris, [P3]) Soit
(o, {X] Yi<i<n) une solution du probleme ITFW d’optimisation de géométrie TFW (1.6)

en dimension 1, avec Z; =1 et M = N. Alors nous avons :

TFW

- la suite 5— converge vers la valeur du probleme d’optimisation de géométrie pério-

dique ITEW défini par(1.16) ;

per
— il existe une suite i d’indices telle que
(a) lim iy = lim (N —iy)=+00;
N—+o0 N—+o00
(b) Il existe un réseau £ = RZ solution du probléme d’optimisation de géométrie

périodique (1.16) tel que, notant pg la densité €lectronique associée, on ait :

Vj € Z, m XN, . —xN =jR,
_|_

li ;
N-foo N+ N

2Rappelons que dans tous les modéles évoqués ici la température est nulle, puisqu’on s’intéresse a des
minima d’énergie.
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VK compact lim |pn(- = XN) = pe(- = XN )|l poox) = 0.
’ NS Yoo N IN (K)

Notons que pour ce modéle mono-dimensionnel, il est nécessaire dans 1’expression de
I’énergie de remplacer le Coulombien de dimension 3 ﬁ par celui de dimension 1, a savoir

—%|x|, et d’adapter de fagon similaire la définition de Gy. Tout ceci est précisé dans [P3]. La
démonstration de ce résultat est essentiellement basée sur le théoréme de Cauchy-Lipschitz
(ce qui explique qu’elle n’est pas du tout adaptable telle quelle aux cas de dimension
supérieure).

1.5 Probléme de cristallisation en dimension 2

Comme nous 'avons précisé dans la section précédente, le probléme de cristallisation
en dimension 2 n’a été résolu que récemment par F. Theil [90].

Nous avions auparavant étudié numériquement le probléme en question, en collabora-
tion avec A. Ben Haj Yedder et C. Le Bris [P21], dans le cas particulier du potentiel de

Lennard-Jones :
1 2

RS

Pour ce faire, nous avons commencé par établir des bornes a priori sur les solutions du
probléme fini, & savoir

V(z)

N
. 1
inf ) ;;V(Xi - X;), {Xih<icn CR 3, (1.17)

démontrant en particulier que ces solutions vérifient
Vi#j, |Xi—Xj|>a (1.18)

pour un certain « > 0 (de fait, o ~ 0.7286.) Nous avons ensuite utilisé ces bornes a
priori comme “input” dans un algorithme d’optimisation pour résoudre numeériquement le
probléme (1.17).

Comme ce probléme de minimisation admet beaucoup de minima locaux, les algo-
rithmes (déterministes) d’optimisation standard (typiquement le gradient conjugué) ne
donnent pas des résultats trés satisfaisants, a moins de partir de données initiales trés
particuliéres, en lien avec le minimum que ’on cherche. Pour effectuer une minimisation
numérique la moins biaisée possible, nous avons donc mis au point un algorithme géné-
tique de minimisation dédié a ce probléme. Les résultats obtenus sont présentés dans la
figure 1.3. Nous renvoyons a [P21]| pour plus de détails, ainsi que pour une présentation
succinte des méthodes d’algorithmes génétiques.

Il est & noter que les résultats du type (1.18) sont trés importants dans la littérature
de chimie computationnelle pour le calcul de clusters (voir [30, 46, 60, 63, 94, 96]). C’est
pourquoi nous avons publié indépendamment le résultat qui correspond a (1.18) dans le
cas de la dimension 3 [P§].
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Fia. 1.3 — La “solution”

calculée par algorithme génétique pour N = 100 dans [P21].
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Remarquons enfin que le rapport [P21] contient également ’étude du probléme (1.17)
dans le cas du modéle Thomas-Fermi. Cette étude est en effet particuliérement simple ici
car l’exposant g présent dans l'énergie (1.1) dépend de la dimension et est en fait égal a
a= d%ﬁ. Si donc d = 2, on obtient a = 2, et ’énergie devient donc quadratique. L’équation
d’Euler-Lagrange est donc linéaire, et la solution ¢ s’écrit alors ¢(z) = > Wo(z —X;), pour
un certain Wy indépendant des Xj;. Si on insére cette égalité dans I’expression de ’énergie,
on obtient alors pour (1.3)

E™({X:}) = Wo(X; — X;),
2]

4 une constante prés.” Ainsi, par un jeu de coefficients que I’on pourrait qualifier de “mira-
culeux”, le probléme d’optimisation de géométrie TF en dimension 2 peut donc se réécrire
comme un probléme du type (1.17).

PCette remarque était déja présente sous une forme légérement différente dans [54]
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Chapitre 2

Modéles de structure électronique
dans les solides

2.1 Problémes de limite thermodynamique

Le théoréme 1 de la section 1.1.2 résout le probléme de la limite thermodynamique dans
les cas TF et TFW pour une géométrie périodigue des noyaux. Cependant, il peut arriver
que cette approximation ne soit pas satisfaisante pour décrire un solide. Les observations
expérimentales [6, 49] montrent en général des “polycristaux”, c’est-a-dire des agrégats de
grains, oll chaque grain est un cristal simple, ce qui exclut une périodicité globale. De plus,
méme un grain cristalin n’est pas toujours un cristal périodique, mais peut par exemple
étre un quasi-cristal [79]. C’est pourquoi nous avons cherché & nous affranchir de cette
hypothése. Nous avons donc commencé par étudier le probléme de limite thermodynamique
pour des géométries déterministes non périodiques (section 2.1.1). Nous avons ensuite
étudié le méme probléme dans le cas ol la position des atomes n’est plus déterministe,
mais stochastique. Cette étude est présentée dans la section 2.1.2.

2.1.1 Le cas déterministe (non périodique)

Dans la suite, nous noterons, pour tout £ € N et tout p > 1,

k, k,
Wun]ijf = {f (S W]ogj’ Suﬂgs ||f||Wk’p(Bl+l') < +OO} ,
T€

et [|fllyre = sup [|fllwes(s, +a)- (2.1)
unif TER3
Dans le cas k = 0, on note L? .. = WP et dans le cas p = 2, on note H¥ ., = W2

Le résultat suivant est démontré dans [P7] :

Théoréme 7 (X. B., C. Le Bris, P.-L. Lions, [P7]) Soit {X;}icn un ensemble de points
deuz & deuz distincts de R® satisfaisant les hypothéses suivantes :

(H1) sup #{i €N / |z —X;| <1} < +o0
z€R3

29
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(H2) 3R > 0 tel que inlgs#{z’ EN / |z—Xi|<R}>0
TE

(H3) pour tout n € N, la limite suivante, en tant que mesure en h = (hy,...hy) €
(R3)n -

"(hi,--.,hp) = lim —— Z Z (X iy —Xiy o Xig—Xi) (P15 - -3 Pin),

eriste et est une mesure localement bornée.
Notons alors A({X;}ien) Uespace vectoriel engendré par les fonctions f de la forme

flx) = Z Z...Zgo(ac—Xil,a:—XiQ,...,a:—Xin),

11 EN2EN in €N

avec ¢ € D(R3™), et notons A¥P({X;}ien) (respectivement AP({X;}ien)) la fermeture de
cet espace vectoriel pour la norme Wfr’fi’f (respectivement Lﬁnif)' Nous avons alors :

1
— toute fonction f dans A¥P admet une valeur moyenne (f) = lim —— f;

R—00 |BR‘ Bpg
— toute solution (u,¢) dans L™ x L} .. du systéme TFW (2.8) ci-dessous appartient a

A%P x AP pour tout p < 3. De plus, p = u? est alors solution du probléme variationel

(2.2).

Ce résultat nécessite quelques précisions. Tout d’abord, I’ensemble A' est la plus petite
algébre fermée pour la norme Lllmif engendrée par les fonctions du type

f@) =) olz-Xi), ¢eDE®).

1€EN

Dans le cas particulier ou {X;}ien est un réseau périodique, il s’agit en fait de les-
pace LII)er des fonctions L11OC périodiques. L’espace A*P joue donc le role des fonctions
“{X;}-périodiques” de régularité correspondante. L’hypothése (H3) permet d’assurer que
la construction de AP est possible, ainsi que ’existence de la moyenne (f) de f pour
f € A¥P. Toute la difficulté réside dans le fait que, contrairement au cas périodique, nous
n’avons pas de caractérisation simple de I'appartenance d’une fonction a AP,

De plus, prolongeant le paralléle avec le cas périodique, puisque l'intégrale d’une fonc-
tion périodique sur la cellule de périodicité est égale a la valeur moyenne de cette fonction,
on peut espérer que le probléme variationnel limite sera :

ETV (X)) = it {(VyBP) + (%) — (W) + (6~ p),
p20, Ve (Xiew} (22)

ol les deux derniers termes de 1’énergie sont précisés dans [P7] et représentent une valeur
moyenne de U'interaction électrostatique (formellement, il s’agit de la valeur moyenne de
|[V|?, oil ¢ est défini par la deuxiéme équation de (2.3)). On est alors tenté d'utiliser les
mémes techniques que pour le cas périodique, qui consistent essentiellement & passer a
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la limite dans le systéme d’équation d’Euler-Lagrange du probléme fini, puis de montrer
'unicité des solutions du systeme limite, a savoir (u = /p) :

—Au+ §u7/3 —up =0,

—A¢ = 4r (Z dx, — u2> : (2.3)
1€EN
u >0
Cette unicité est assurée par les hypothéses (H1) et (H2) (voir [23]). Cependant, le probléme
(2.2) est en fait mal posé en général, et un minimiseur de (2.2) peut ne pas satisfaire (2.3).
En revanche, la réciproque est vraie dans la mesure o1 I’appartenance & 1’espace variationnel
Ab? est assurée. De plus, une version locale de cette minimisation d’énergie est possible,
et en fait équivalente & (2.3). Ainsi, en passant & la limite thermodynamique, on obtient
une solution de (2.3), qui donc appartient & 'espace A2 d’aprés le théoréme 7, et est en
fait solution de (2.2).
Citons enfin quelques exemples d’ensemble { X };en vérifiant les hypotheéses (H1)-(H2)-
(H3)2 :
— Le premier exemple est le cas d’un réseau périodique perturbé localement : {X; }ien =
2 U By, ou £ est un réseau périodique et By un ensemble fini de points de R3. Dans
un tel cas, on obtient

‘Ap({XZ}) = Lp]?)er(g) + Lg(Rg)a
where LB(R?) = {f € I (R?), ‘zl‘iinooH fllzr(B4z) = 0}, et Ler(£) est I'ensemble

loc

des fonctions LP qui sont £-périodiques. On peut généraliser cette propriété a tous

loc
les espaces AFP.

— Un autre exemple est celui de deux réseaux de périodicités différentes “collés” : étant
donnés deux réseaux périodiques différents £; et £y, on pose {X;}ien = (1 NHT) U
(leNH ), ot H ={z €R® z-a >0} et H = {z € R z-a < 0}, pour un certain
vecteur a # 0. Les espaces A¥P sont alors constitués de fonctions qui “deviennent”
f1-périodique quand z - a tend vers +oo, et fo-périodique quand z - a tend vers —oc.
On peut aisément généraliser ce cas & celui oit R? est partitionné en n ensembles qui
sont tous intersections de demi-espaces, et ou { X, };en est défini comme étant égal &
un certain réseau périodique sur chacun de ces ensembles.

Il apparait également dans la preuve du résultat précédent le théoréme suivant :

Théoréme 8 (X. B., C. Le Bris, P.-L. Lions, [P4])

unif

(i) il existe une fonction ® € L®(R®) telle que —A® = f, au sens des distributions
(ii) sup

(au moins)
[
20€R3, 0<R<+ 00| Br(zo) \47|Z — To| 4R

Quand elle existe, la fonction ® est unique & constante additive prés dans la classe des

fonctions bornées, et appartient a Wfl’fi’f(R?’).

Soit f € LP_(R?®), p > 3" Alors les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

< 400

#Notons que ces trois propriétés ne sont pas logiquement liées, comme nous ’avons démontré dans [P7]
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Ce résultat permet de donner une condition nécessaire et suffisante sur p pour pouvoir
définir ¢ € L} . solution de la deuxiéme équation de (2.3)P. Ici encore, cette condition
est simple dans le cas périodique : pour que (i) soit vrai, il faut et il suffit dans ce cas
que (f) = 0. Cette condition n’est pas suffisante dans le cas général. Le théoréme 8 est
démontré dans [P4], et est assorti de diverses extensions possibles. Le fait que (i) implique
(ii) est une simple application de la formule de Green, tandis que la réciproque repose
sur 1’équivalence de semi-normes, qui permet d’obtenir la convergence d’approximations
naturelles de la solution .

2.1.2 Le cas stochastique

Une autre possibilité de généralisation par rapport au cas ou les atomes sont répartis
périodiquement est le cas ol les positions deviennent aléatoires. Les résultats qui suivent
ont été démontrés en collaboration avec C. Le Bris et P.-L. Lions dans [P18].

Commencons par décrire briévement le cadre probabiliste que nous utiliserons pour
décrire les positions des atomes (nous renvoyons & [P18] pour une présentation plus com-
pléte) :

Définition 9 Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Soit G un groupe abelien agissant sur
Q en préservant P. On note g — 74 cette action, et on dit qu’elle est ergodique si

(1A =A,Yg € G) implique P(A)=0 ou 1. (2.4)

Dans la pratique, le groupe G sera soit Z¢, soit R?, avec d = 1,2 ou 3. La notion d’ergodicité
permet de définir celle de stationnarité :

Définition 10 Soit (2, F,P) un espace probabilisé, et G un groupe agissant de fagon ergo-
dique sur €. Soit (Fy)ge un ensemble de variables aléatoires indicées par G. Ces variables
aléatoires sont dites G-stationnaires st

Yge G, VYheQGq, Fg+h(w) = Fg(Thw). (25)

Ces deux notions permettent de démontrer la forme suivante du théoréme ergodique (nous
la citons uniquement dans le cas G = Z¢ ou G = R? par souci de clareté).

Théoréme 11 (Théoréme ergodique, [53]) Soit (2, F,P) un espace probabilisé, G un
groupe abelien qui agit de fagon ergodique sur Q. On suppose que (Fy)gecq est un ensemble
de variables aléatoires G-stationnaires. Alors nous avons :

- 8i G = 7% (cas “discret”), alors, en notant |k|oo = sup |k;|
1<i<d

1
N+ 1 Z Fi(w) N_)—+>oo E(Fy) presque siirement. (2.6)
kEZ4,| k| oo <N

PEn effet, un équivalent du théoréme 8 est également vrai si f est seulement une mesure, voir [P4]
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- 8i G =R (cas “continu”), on note alors Fy(w) = F(z,w), et on a

1
— F(z,w)dr — E(F(0,-)) presque sirement. (2.7)
|BR| Br R—+0o0
Les définitions ci-dessus donnent le cadre que nous allons utiliser pour définir nos
“réseaux stationnaires” :

Définition 12 Soit (9, F,P) un espace probabilisé Z%-ergodique. On appelle “réseau sta-
tionnaire” une application

00 — (®RH”
w — Lw) = {zi(w),i € 2. (28)

telle que :
U(pw) = L(w) — Kk, VEkezZ4 (2.9)

La variable aléatoire £ est appelée “réseau” bien qu’elle ne soit pas nécessairement un
réseau périodique. Pour presque tout w € 2, ’ensemble £(w) est simplement un ensemble
infini de points de R%.

Un cas particulier explicite de réseaux stationnaires est par exemple le suivant : pour
(X3);ezq suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées, I’ensemble
défini par

(w) ={i + Xi(w), i€Z%

peut étre réalisé comme un réseau stationnaire au sens de (2.4)-(2.9), comme indiqué dans
[P18]. Le cas encore plus particulier ot X; est une suite de variables aléatoires triviales
donne pour £ un réseau périodique déterministe.

On peut bien entendu donner une définition similaire de réseau stationnaire dans le cas
continu.

Notons que pour un réseau stationnaire, il est naturel, vu la forme des EDPs que nous
considérerons par la suite, de s’intéresser a la mesure

m(z,w) = Z 0k (z), (2.10)

kel(w)

qui représente la mesure des noyaux du systéme infini que nous désirons étudier. Cette
mesure est clairement stationnaire au sens (2.5). On peut donc considérer cette mesure
indépendemment du réseau stationnaire sous-jacent, et créer ainsi un cadre plus général,
qui permet de traiter le cas des modeéles de type Thomas-Fermi.

Dans la section 2.1.2.1, nous donnons les résultats de limite thermodynamique pour le
cas d’énergies & deux corps, dans le cadre des réseaux stationnaires définis par (2.8)-(2.9),
et nous donnons dans la section 2.1.2.2 les résultats correspondant aux modéles de type
Thomas-Fermi, mais dans le cadre des mesures stationnaires abstraites, comme définies
par (2.5), dans un cadre continu. Notons qu’on peut facilement obtenir le méme résultat
en intervertissant les cadres : le cas d’une énergie a deux corps dans le cadre continu, et le
cas TF dans cadre discret.
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2.1.2.1 Energies a deux corps

Nous avons démontré dans [P18] le résultat suivant :

Théoréme 13 (X.B., C. Le Bris, P.-L. Lions, [P18]) Soit (2, F,P) un espace proba-
bilisé Z.%-ergodique, et soit W une application de R® dans R, vérifiant

W est continu sur R4\ {0}, (2.11)

JR>0, 3C >0, Ip>d, | VeeRI\Bg, |W()< m (2.12)

Soit £ un réseau stationnaire au sens de (2.9), tel que (on note Q le cube unité de R?)
El Y Y W@i-5)l] < +o. (2.13)
1€dnQ jel\{i}

Pour tout N > 0, on définit l’énergie de £N (2N + 1)Q par

E(UN(2N +1)Q) = > > W (i — j). (2.14)
i€(EN(2N+1)Q) jE(EN(2N+1)Q)\{i}

Nous avons alors :

£(£N (2N +1)Q)
2N +1 N—+oco

E Z Z W(i—j) presque sdrement. (2.15)
1€lnQ jeb\ {4}

Remarquons que la preuve de ce résultat consiste essentiellement & remplacer la somme
sur j dans (2.14) par celle qui apparait dans le membre de droite de (2.15), en controlant
I’erreur ainsi introduite, puis d’appliquer le théoréme ergodique & la variable aléatoire

Flw)= Y > W(i-j),

1€N(Q+k) jel\{:}

qui est stationnaire.

Bien entendu, le résultat ci-dessus inclut celui d’un réseau périodique perturbé par une
suite de variables aléatoires i.i.d.. Dans un tel cas, on peut expliciter la relation implicite
entre W et £ donnée par (2.13). On peut alors par exemple écrire deux conditions indépen-
dantes sur £ d’une part et W d’autre part, qui impliquent (2.13). Nous renvoyons & [P18]
pour plus de détails.

2.1.2.2 Modéles de type Thomas-Fermi

Toujours dans [P18], nous avons démontré le méme type de résultat pour des modeles de
type Thomas-Fermi. Avant de les citer, nous donnons les définitions nécessaires : dans cette
section, (€, F,P) est un espace probabilisé sur lequel R® agit de facon ergodique. Cette
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action est notée (7;),cgrd, €t on suppose que m(z,w) est une mesure positive stationnaire
(qui représente la position des noyaux). On a donc

m(z,w) = M(7pw),

ol M est une fonction mesurable définie sur 2. On définit ensuite la troncature de m par
(ici R > 0)
mR(xaw) = m(‘Taw)lBR(‘T)a (216)

et I’énergie Thomas-Fermi correspondante :

I};F(w):inf{g}gF(p,w), p e L' n L3 (R, /p: RSmR(x,w)dx}, (2.17)
e}gF(p,w)chF/ 53 4 /|V<I>|2 (2.18)
O(,w) € H'(R?), —Ad(-,w)=4r(—p+mg(-,w)). (2.19)

Quand R tend vers I'infini, on s’attend & ce que ce probléme de minimisation converge vers
le probléme stationnaire suivant :
155 = {EX5(p), plo,w) = R(nw), ReIP(Q), ER)=EM)}, (220

ou
5stat( ) CTF]E(/)5/3) + E(|V¢|2), (2'21)

et ® est défini (4 ’addition d’une constante prés) par

V®(-,w) is stationary, E(V®) = 0. ’

Théoréme 14 (X. B., C. Le Bris, P.-L. Lions, [P18]) Supposons que M € L3/3(Q).
Alors nous avons la limite en énergie (ILY et ILE, sont définis respectivement par (2.17)
et (2.20)) :
ITF
pim TBI(%T) = ILE  presque strement. (2.23)

De plus, l’'unique minimiseur pTF de (2.17) converge vers l'unique minimiseur pLLt, de

(2.20) au sens suivant : pour toute suite Sgp < R telle que Rlirf (R — Sg) = +o0,
—1T0Q
||p£F(-,w) — pstht(-,w)llLoowsR) R_)—+>OOO presque strement. (2.24)

Nous avons aussi un résultat similaire pour le modéle de Thomas-Fermi-von Weizsa-
cker : pour I’écrire, on définit ici aussi mpg par (2.16), et

I%Fw(w)zinf{ér?w(p,w), pe H'(R), /p= mR(m,w)dm}, (2.25)
R3 R3
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1
e pw) = 0" [ 1vypt e [ g [ v (2.26)

O(,w) € H'(R?), —A®(-,w)=4r(—p+mg(-,w)), (2.27)

ou les constantes CT et C" sont supposées strictement positives. Le modéle TFW sta-
tionnaire correspondant s’écrit :

Is,j;aF;fW = f{g.z;aF;W ) p(x,w) = R(Tww)’ \/ﬁ € Ll (Q’Hlloc(RS)) ; ]E(R) = E(M)} )
(2.28)
Exat” (p) = CVE(V/p”) + CTFE(p*) + B(IVE[), (2.29)

et ® est définie (& 1’addition d’une constante prés) par (2.22). Nous avons alors :

Théoréme 15 (X. B., C. Le Bris, P.-L. Lions, [P18]) Supposons que M € L5/5(Q),
et que m(z,w) = M(1,w) vérifie

sup m(z + By,w) < 400 presque sdrement. (2.30)

z€R3
Alors, nous avons :

ITFW

Rl_i)l}_loo R|TR(|w) = ILEW presque sdrement. (2.31)
De plus, Uunique minimiseur pTFW de (2.25) converge vers l'unique minimiseur pLEY de
(2.28) dans L2 (R®), presque sirement en w. Si de plus m vérifie

A >0, tel que inf3 m(x + Ba,w) >0 presque sirement, (2.32)

T€R
nous avons la limite en densité, c’est-a-dire pLI'W (-, w) et pLEW (-, w) vérifient (2.24).

Il est & noter que la propriété (2.32) est une version probabiliste (et continue) de
Ihypothése (H2) du théoréme 7. De plus, ’hypothése de stationnarité ne suffit pas a
assurer cette propriété, contrairement au cas ou m est périodique.

Notons également que ’hypothése de régularité sur m ne sert qu’a simpliﬁer I’écriture
des problémes variationnels, et a assurer que ® est bien une fonction H, loc A des détails
techniques prés, la méme analyse peut étre menée dans le cas discret, c’est-a-dire si m
est définie par (2.10) et £ est un réseau stationnaire au sens de (2.8)-(2.9). Dans ce cas, la
définition de I'énergie électrostatique [ |V®|? est plus délicate, dans I’esprit du théoréme 1.

Il convient aussi de remarquer que le point central de la démonstration est ici encore
un théoréme d’unicité pour un systéme d’EDPs. Plus exactement, la méthode de preuve
consiste a passer a la limite dans les équations d’Euler-Lagrange en considérant w comme
un parameétre. Pour obtenir la convergence (2.24), on a donc besoin d’unicité, mais aussi
d’une certaine continuité de la solution par rapport au second membre, c’est-a-dire la
mesure m(z,w). Tous ces points sont détaillés dans [P18|.

Enfin, la normalisation que nous avons utilisé ci-dessus consiste & calculer I’énergie par
unité de volume. On peut également calculer plutét 1’énergie par particule, c’est-a-dire
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diviser ’énergie par #(£ N Br) dans le cas discret, et par ng mpg dans le cas continu. On
obtient alors & la limite la méme valeur de 1’énergie, mais divisée par le nombre moyen de
noyaux par unité de volume, c’est-a-dire E(#(£ N Q)) dans le cas discret, et E(M) dans le
cas continu.

2.1.3 Energies de surfaces

Nous terminons cette section par un résultat sur les surfaces de solides périodiques :
nous supposerons ici & nouveau que les noyaux sont répartis périodiquement, mais uni-
quement dans un demi-espace, et nous étudions le probleme de limite thermodynamique.
La encore, le point central est un théoréme d’unicité pour le systéme d’équations d’Euler-
Lagrange. C’est pourquoi nous démontrons dans [P19] :

Théoréme 16 (X. B., [P19]) Soit m une mesure positive (déterministe) vérifiant les
hypothéses suivantes :
(HO’) Supp(m) C {z = (x1,72,23) € R}, z3<0}:=H;
(H1’) sup m(Bi(z)) < +o00;
T€EH
(H2’) 3R > 0 tel que ig}i;m(BR(x)) > 0.
x
Alors le systéme suivant
—Au+u"/3 — pu =0,
—Adp=m —u?, (2.33)
u > 0,
admet une unique solution (u,$) € L®(R3) x L ..(R3).

unif
Remarquons que la référence [P19] contient également une simplification de la preuve

d’unicité publiée dans [23], qui concerne le cas du cristal complet, c’est-a-dire du cas H =
R3,.

2.2 Modéles de fonctionnelle de la densité “orbital free”

Outre les problémes de limite thermodynamique étudiés ci-dessus, qui permettent de
définir le modéle de structure électronique des solides correspondant & un modéle molécu-
laire donné, nous avons également, en collaboration avec E. Cancés, étudié les propriétés
mathématiques de certains modéles de théorie des solides, en les considérant comme donnés
a priori. Ces modeéles sont dits de “fonctionnelle de la densité” parce que ’énergie est écrite
comme une fonction de la densité électronique (et non de la fonction d’onde électronique
comme dans le cas de ’équation de Schrédinger ou du modeéle de Hartree-Fock). Bien
que plus simples que "implémentation habituelle de la “fonctionnelle de la densité”, dite de
Kohn-Sham [48, 52], ils sont tout de méme plus élaborés que les modéles de Thomas-Fermi,
et d’ailleurs utilisés dans certains codes de chimie [21].

Commencons par définir le modéle que nous avons étudiés : on suppose que les noyaux
sont répartis périodiquement sur un réseau périodique £, de cellule unité Q(£) (qui n’est pas
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nécessairement le cube unité). On les représente par une densité p, qui est ¢-périodique®.
On suppose la densité électronique p donnée, elle aussi £-périodique, et I’énergie (moyenne)
du systéme s’écrit alors :

£(p) = Taplol + 5 T1p — p] + Buclp), (2.34)

ot Ex.[p] est I'énergie dite d’échange-correlation. Nous avons utilisé
Ey[p] = —Cxc / p/3, (2.35)
Q)
avec Cy. = % (%)1/ 3, mais il est possible de traiter d’autres cas. La fonctionnelle J s’écrit
Jlp— pn] = / (p— pn)W,
Q)

ott W désigne 'unique solution dans H...(Q(¢)) de

per
—AW = 47r(p - pn)a
2.36

Enfin, T;, g est la fonctionnelle d’énergie cinétique :

1
Taplp] = CTF/ P+ 5/ NV
Q) Q)
0 [ gt ([ wastholdla ) o ay) ds (237
Qo) R3
ott C™ > 0, et a et B sont des réels strictement positifs tels que o + 8 =5/3, et

kolp] = (372p) "/ = .
0[p] (371— p) ; avec p |Q(‘€)‘ /C;([)p

Le nombre koy[p] est appelé vecteur d’onde de Fermi associé a la densité moyenne p. La
fonction wq g est un certain noyau de Green, qui est défini par sa transformée de Fourier
(en sa deuxiéme variable) :

. _ 5 1€
wa,/)’(kF’f) - mG (%) 3

1 1-—92 1+ " )
=(:= ] — 302 —1.
&) (2 * 4n Og‘l—nD n

avec

En collaboration avec E. Cancés, nous avons démontré dans [P22] (voir aussi [P12] pour
une version abrégée) le résultat suivant :

“En toute rigueur, p, devrait étre une somme de masses de Dirac, mais dans la pratique, on ne cherche
4 calculer que les électrons de valence, et p, inclut donc les électrons de coeur, ce qui rend la densité
effective réguliére [21]
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Théoréme 17 (X. B., E. Cancés, [P12]) Considérons le probléme de minimisation

IN:inf{g[p]a p =0, X/EEHrl)er(Q)a /Q(é)p:N}’

6/5
loc

ot py, € L °(R3) est une densité L-périodique positive donnée telle que / pn = N. Nous
Q)
avons alors :

3
1. Si pp = N/|Q)| (cas du Jellium) avec N/|Q(£)| > pint = (%) , alors py =

N/|Q(2)| est un minimiseur local stable de I .

2. Si pp est L-périodique, avec / pn = N et est suffisamment proche, en norme
Q0
L8/5(Q(¢)), de la densité constante py, avec py > pint, le probleme Iy admet un

unique minimiseur local dans un voisinage de py (au sens de la norme H110C pour
VP-)
3. Si
3/2
A
N>N,5= ‘; : (2.38)
TF
2077 (58— 1)
avec
[ 1o
Ag=inf{ 2B e HY(R?), / w=1y,
/ ‘u|10/3 R3
R3
alors Iy = —o0.

Ce résultat appelle quelques commentaires :
— Tout d’abord, indiquons briévement le phénoméne qui va conduire & la valeur —oo
pour Iy. En effet, & des constantes prés qui n’ont pas d’importance, 1’énergie £[p]

s’écrit, en posant p = u?,

8 1
el = (1= 55 ) ™ [ W45 [ 1vuP ol
9af Q) 2 Jaw

ou &) contient des termes qui ne jouent pas de réle dans ce qui suit. Le terme
—&CTF [ [u|**/3. vient du produit de convolution avec wq g. Si maintenant v est un
minimiseur de Ag (on peut démontrer qu’il en existe), la fonction p,(z) = No3v?(oz)
est une fonction test de Iy (il faut pour cela la “périodiser”, mais ce détail ne pose
pas de probléme), et on a alors

N
g[pg] = o2 ((1 _ i) CTFN5/3/ |’U|10/3 + _/ |VU|2> +o (0,2) ’
903 Q) 2 Jow

qui tend bien vers —oo quand o tend vers I'infini sous la condition (2.38). Les détails
de ce schéma de preuve peuvent étre lus dans [P22].
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— D’autre part, il est & noter que numériquement, la valeur limite N, g peut facilement

étre calculée. Et sur un exemple pratique simple (le cas d’un cristal d’aluminium,

pour lequel le nombre d’électrons vaut N = 13), on trouve N,p =~ 4.636 < N

avec les valeurs o, 8 = 5i6‘/5 recommandée dans [21]. Ceci indique que les résultats

numériques obtenus avec de tels méthodes sont & considérer avec beaucoup de soin,
puisque le minimiseur calculé n’est que local (étant donné que le minimum global vaut
—00), et dépend donc forcément du point de départ de l’algorithme de minimisation.
Dans le méme esprit, nous construisons dans [P22]| une densité p trés simple dont
I’énergie cinétique est négative!

Pour tempérer les deux remarques qui précéde, on peut toutefois vérifier que la
condition p, > piur du théoréme 17 est une condition trés faible en pratique, puisque
Pinf = 0.102, et que par exemple p = 0.309 dans le cas du fer, et p = 0.110 dans le
cas de ’aluminium.




Chapitre 3

Lien entre modéles microscopiques et
élasticité non linéaire

Ce chapitre est consacré a 1’étude du lien entre les modéles microscopiques que nous
avons évoqués jusqu’a présent et une théorie macroscopique d’élasticité non linéaire.

3.1 Le cas déterministe

Nous commencons par étudier la version déterministe des modeéles en question.

3.1.1 Energies 4 deux corps

L’article [P5] présente un passage a la limite qui permet, moyennant une remise a
I’échelle de la distance caractéristique du modeéle moléculaire, d’obtenir des modéles de
mécanique des milieux continus.

Pour cela, considérons d’abord une configuration de référence D (qui est un ouvert
borné régulier de R?), dans laquelle les atomes sont répartis suivant un réseau e/, ol
¢ est la distance interatomique. Autrement dit, les positions {X;} des atomes satisfont
{X;} = e£ND. Si par exemple I’énergie du systéme est définie par une interaction a deux
corps de potentiel W, I’énergie par particule vaut alors

EXN) =g > WEKi-X)=55 Y Wh—q)

1<i#£j<N p#£qEtnD

L’entier N est ici égal au nombre de particules, a savoir N = #(ef N D). Si maintenant
nous appelons § la portée du potentiel, de sorte que W (z) = Wy(%), nous avons alors :

ex =50 > w(P?).
p#qEﬁﬁéD

Enfin, si le solide est déformé par un difféomorphisme u et si I’on suppose que les particules

41
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e TR

Fi1G. 3.1 — La configuration de référence et la configuration déformée.

sont déplacées de la méme maniére, I’énergie du systéme s’écrit alors :

56,5(u):% 3 WO(M). (3.1)
p#qeLniD

Remarquons que nous faisons ici ’hypothése discutable que les atomes subissent un dépla-
cement exactement égal a la déformation macroscopique (voir par exemple [39] qui exhibe
un cas ou cet hypotheése est manifestement fausse). Il est en particulier possible, plutot que
de passer 3 la limite dans 1’énergie, de le faire sur le probléme de minimisation de 1’énergie
mécanique. Autrement dit, on ne considére plus la déformation u comme une donnée, mais
comme une inconnue du probléme dont on cherche 'infimum (par rapport & u). Cette ap-
proche a en particulier été utilisée dans [4, 12, 11, 13, 14, 15, 16, 70], et utilise le concept
de I'-limite (voir [28]).
Le résultat suivant est démontré dans [P5] et annoncé dans [P24] :

Théoréme 18 (X. B., C. Le Bris, P.-L. Lions, [P5, P24]) Soit W, un potentiel lip-
schitzien sur {x € R®, |z| > R}, pour tout R > 0, et tel qu’il existe C > 0 et a > 0 tels
que |Wy(z)| < m% Soient D un ouvert borné réqulier de R® et u un C®-difféomorphisme

de D dans R3. On considére . 5(u) définie par (3.1). Alors
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(i) Sie =24, alors

lim €, o) = g0 / S Wo(Vu()j)da. (3.2)

0
jee\{0}

(i3) Sie < 6, et si Wy € LY(R3),

i (5) et =y ([, ) f iy 69

(iii) Sid K € et si pour tout p > 0, |z[PWo(z) est borné a l'infini, alors pour tout p > 0,
b p
lim <—) & 5(u) = 0. S’il existe p > 0 tel que |z[PWy(z) ait une limite a quand |z|
€

e—0

1)
tend vers linfini, alors ig% (E) / Z |Vu J|”

jed\{o}

Il est bien entendu possible de généraliser le résultat ci-dessus au cas d’une dimension
quelconque d. Nous renvoyons a [P5] pour les détails correspondant.

Il est également & noter que dans un travail [P10] faisant suite & [P5], nous avons, avec
C. Le Bris, affaibli les hypothéses nécessaires sur u, obtenant le méme résultat avec :

u € WHP(D), pour p> 3. (3.4)

Le nombre 3 intervenant ici est la dimension de ’espace ambiant, et on peut donc géné-
raliser & une dimension quelconque, & ceci prés que dans le cas d = 1, il suffit en fait que
u € WH(D). Autrement dit, I'inégalité dans (3.4) devient large dans ce cas. La propriété
(3.4) est en fait minimale (en terme d’espaces de Sobolev), car pour écrire (3.1), il faut au
moins que u soit continue.

Remarquons que le cas physiquement le plus raisonnable est le cas (i), ou la portée du
potentiel est proportionnelle & la distance des particules dans leur état d’équilibre. Dans ce
cas, on retrouve précisément une forme d’énergie hyperélastique utilisée dans des modéles
de mécanique des milieux continus [26].

De plus, la classe de régularité imposée & Wy inclut la plupart des potentiels & deux
corps utilisés en pratique : Lennard-Jones, Morse, Stillinger-Weber, etc...

Il est également possible de considérer les limites ci-dessus comme les premiers termes
d’un développement asymptotique en puissances de €. En effet, le centre de la démonstra-
tion de ce résultat est une formule de Taylor : dans le cas € = § par exemple, il est clair
que M = Vu(ep) - (¢ — p) + o(1). L’invariance par translation du réseau £ et les
hypotheéses de régularité sur Wy permettent alors d’écrire

Esu) = 5z 30 S0 WolVulen) -5) + o))

p€elnD jel\{0}

dont le terme dominant peut étre identifié comme une somme de Riemann approximant la
limite (3.2). On peut donc pousser le développement aux ordres supérieurs, et on trouve
alors a l'ordre 1 en ¢ un terme de surface, et & l'ordre deux un terme volumique faisant
intervenir les dérivées secondes de u. Ceci est également précisé dans [P5, P24].
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3.1.2 Modéles de type Thomas-Fermi

Toujours dans [P5], nous démontrons 1’équivalent du théoréme 18 pour le modéle de
Thomas-Fermi-von Weizsédcker. Pour cela, nous devons d’abord effectuer une analyse di-
mensionnelle du modéle pour identifier ’équivalent du parameétre § de la section précédente.
Tous calculs faits, on obtient alors, en notant X; la position du noyau %, supposé de charge
1, et p > 0 la densité électronique :

BTV ((X.},p) = By [ L+ [ o (—i s
i=1 !
+%/Rs/ﬂas%dwdy+%§|xiixj|)]' (39

On suppose maintenant que l'ensemble des noyaux {X;} = ¢/ N D est déformé par un
C*°-difféomorphisme u. Nous définissons donc

1
5§§W(u) =~ inf{E;fFW(u(se ND),p), p>0, pcH (R, / p= N}, (3.6)
RS

Théoréme 19 (X. B., C. Le Bris, P.-L. Lions, [P5, P24]) Soit D un ouvert borné
régulier de R, soit u un C*®-difféomeorphisme défini sur D, et soit £ un réseau pério-
dique. On suppose que le volume de la cellule unité Q(£) de £ est normalisé : |Q(£)| = 1.
Considérons l'énergie &, 5(u) définie par (3.5)-(3.6). Alors, nous avons :

(i) Sie=26, et si By =¢€2, alors

lim &, 5(u) = ﬁ /D ETW (Vu(z)0)dz, (3.7)

e—0

ot E™YW est I’énergie TFW renormalisée définie par (1.7)-(1.8)-(1.9).
(ii) Sie < 6, et si By = €2, alors

1 dz
lim &, 5(u) = — .
es0 (1) |D| Jp | det(Vu(z))|?/3

(3.8)
(ii1) Sid < e, et si By = 02, alors & 5(u) converge vers une constante indépendante de
u. Cette constante peut étre identifiée comme l’énergie atomique TFW renormalisée

(voir [59]).

Bien entendu, une analyse identique peut étre menée pour le modéle de Thomas-Fermi.
La encore, le cas physiquement raisonnable est le cas (i), qui permet de retrouver une
forme d’énergie hyperélastique utilisée dans des modéles de mécanique [26].

Diverses extensions de la présente section ainsi que de la section précédente sont données
dans [P5].
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3.2 Le cas stochastique

Toujours en collaboration avec C. Le Bris et P.-L. Lions, nous avons également étu-
dié le probléme de changement d’échelles évoqué aux sections précédentes dans un cadre
stochastique. Plus précisément, nous avons :

Théoréme 20 (X. B., C. Le Bris, P.-L. Lions, [P15]) Soit Wy un potentiel lipschit-
zien sur {zx € RY, |z| > R}, pour tout R > 0, tel que Wy € L' ({|z| > R}). Soient D un
ouvert réqulier borné de RY et u € WHP(D,R?) pour un certain p > d, telle que

da>0 | Vr,yeD, |u(z)—uly)|>alz—1yl (3.9)
On suppose que £ est un réseau stationnaire ergodique au sens de (2.8)-(2.9), tel que
]E[(# (l(w) ﬂQ))Q] < 400, et IE[ Z Z |Wo (i —j)|] < 400, (3.10)
1€lw)NQ jeL(w)\{7}

ot bien sir la notation #A désigne le cardinal de Uensemble A et Q = [0,1)%. Pour tout
€ > 0, on définit I’énergie

1 u(ei) — u(ej)
&) = i neD) | 2 2. Mo (f) (3:-11)

t€l(w)Ne=1D  je(l(w)Ne~1D)\{s}

Alors

i = 1 i ulz)(2 — 7 T .
) = s o /D E M%OW%WW()(V (@) — ) | dz (312)

presque sdrement.

Le ccoeur de la preuve du résultat ci-dessus est 14 encore un probléme de limite ther-
modynamique. En effet, tout revient & identifier une partie de la somme double de (3.11)
comme une somme du méme type que celle apparaissant dans le théoréme 13, qui converge,
par application du théoréme ergodique, vers ’espérance qui apparait dans (3.12). Le reste
de la somme est ensuite identifié comme une somme de Riemann, qui donne I’intégrale sur
D.

3.3 Energies d’interfaces

Dans l’article [P10], nous avons étudié le méme type de changement d’échelles que
dans les sections qui précédent, mais pour modéliser des interfaces entre deux solides.
Contrairement & ce qui est fait habituellement dans la littérature (voir [42, 56, 57, 97]
et les références qui y sont citées), o le point de départ est un modéle macroscopique
dans lequel on fait tendre ’épaisseur de l'interface vers 0, nous avons décidé de partir du
niveau microscopique et de modéliser I'interface au niveau atomique, puis de faire tendre
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la distance interatomique vers 0, tout en faisant tendre I’épaisseur de I'interface vers 0 d’un
point de vue macroscopique (cette épaisseur restant beaucoup plus grande que la distance
interatomique).

Nous considérons un domaine D C R? (d = 1,2,3) partitionné en deux sous-domaines
D1 et Dy délimités par une frontiére réguliére I'. La donnée macroscopique est la déforma-
tion u que l'on suppose réguliére (au sens ou elle vérifie les hypothéses du théoréme 20)
dans D; d’une part et dans Dy d’autre part, et qui peut avoir un saut & travers l'interface
I'. On désire définir I’énergie du matériau déformé au niveau atomique a l'aide de cette
donnée. Pour cela, on admet que chaque atome de X; de D est déplacé en u(X;). Les
atomes de 'interface sont déplacés par une fonction w & déterminer.

On suppose que les atomes sont répartis périodiquement selon un réseau £ unique, que
’on prend pour simplifier égal & €Z%, ol ¢, la distance interatomique, est destinée & tendre
vers zéro. De plus, l'interface I' est “épaissie”, au sens ol elle est supposée de taille v > 0.
Nous allons étudier la limite

ey, €¢—0, vy—0. (3.13)

Pour décrire I’énergie de ’ensemble d’atomes constituant le solide, on utilise un poten-
tiel d’'interaction W7 = W) entre les atomes de Di, un potentiel d’interaction identique
Wy = Wy entre les atomes de Dy (on pourrait aisément généraliser au cas de deux po-
tentiels d’interaction distincts Wi # W), et un potentiel Wia dés qu’un atome de I est
impliqué dans l'interaction :

Bl = 5n Y iy (e~ e

j#kezin 210

D,
j#kGZdﬂ&

€

vy XX (M),

C
jezinL pezdn s

Le nombre N vaut N = #(¢Z?N D) ~ %.

Nous supposons Wi, convexe par rapport a la variable |z|. Pour simplifier, nous sup-
posons de plus que I' = {z € D, z3 =0}, et donc que I, = {x € D, |z3] < 3} (voir
figure 3.2).

En raison de la présence du joint en I', nous supposons que u sur I' que dans D; et Ds.
Elle doit en particulier pouvoir “sauter microscopiquement” a travers I' (nous définissons
précisément ceci dans la formule (3.14)). Nous allons donc supposer que u € SBV (D),
autrement dit que Vu défini au sens des distributions est une mesure dont la partie Cantor

est nulle. On sait qu’alors Vu s’écrit (voir par exemple [3] pour les détails) Vu = Dyu +
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<

M ={x=0}

F1G. 3.2 — Le solide D = D; U D, et l'interface épaissie I,

(ut —u")vyds, , ott Dyu est une fonction L', autrement dit une mesure absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesgue, S, est ’ensemble de saut de u, qui est rectifiable et
de normale v,, et sur lequel u admet une trace de part et d’autre, notées respectivement
* et u™ (S, étant orientée par v, ). Nous supposerons donc en plus de cela que S, =T’ =
{z3 = 0} N D, donc v, = e3, que le saut de u est de taille v : ut — u~ = v, ol v est
définie sur T', et enfin que D,u € LP(D) avec p > 3, de sorte que ’énergie discréte est bien

définie. Ainsi,
Vu=

D,u + yvdres. (3.14)

Notons qu'ici, les données macroscopiques sont D,u et le saut v € L*®(T), et que
la fonction u définie par (3.14) va servir & définir une déformation microscopique (voir
ci-dessous).

Pour simplifier, nous supposerons (notons que ce qui suit est généralisable a des cas plus
réalistes) qu’un atome interagit seulement avec ses plus proches voisins, et que le potentiel
d’interaction dans I, est celui d’un oscillateur harmonique :
(| - 1)2.

Wia(z) = (3.15)

N =

Ainsi, I’énergie s’écrit :

1
E =
o) = g X wo(H
jkezdn 210y
+1(u,um),
ou I, . est définie par

inf{ % >

I%E(uJ’, u') =

JkEZINLT, |j—k|=1

%}, w=u" sur {.’1,'3:—%}}.

w=u" sur {z3=

(5J)>+% > WO(U(Ek);U(Ej)>

D r¢
j#kenin 22

(3.16)

Wy (MEZEE)wewiory),

(3.17)

Nous avons supposé ici que dans I'interface épaissie I'y, la déformation inconnue w minimi-
sait ’énergie élastique correspondant au joint. Ceci vient du fait qu’a priori on ne connait
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pas u dans T, et qu'une fagon naturelle de I'exprimer en fonction de u™ et u™ est d’utiliser
(3.17).

Théoréme 21 (X. B., C. Le Bris, [P10]) Nous supposons que D, T, T, sont définis
comme ci-dessus, et que (3.13) est vérifiée. Nous supposons de plus que u vérifie (3.14).
Alors Uénergie E, ., définie par (3.16)-(3.17) vérifie la propriété suivante a extraction d’une
sous-suite prés :

Boal) = g [ 2 Ve + g [ 3 Wavu@h)

L keza\{0} 2 kezd\{0}

v
—l-ﬁ/FWu('u) + o(7). (3.18)

Le théoréme ci-dessus est aussi valable dans le cas d’un joint collé de faible rigidité.
Dans un tel cas, le potentiel d’interaction Wio est remplacé par un potentiel identique
“remis & 1’échelle” ~y :

Wia(z) = %W12(’Y(|37| —1)+1).

Ceci correspond, dans le cas (3.15), & multiplier le potentiel Wis par <. Dans un tel cas,
on peut fixer la déformation macroscopique dans SBV (D), avec un saut a travers I' indé-
pendant de 7. L’hypotheése (3.14) devient donc Vu = Dyu+ vdres. On a alors convergence
de Iénergie vers une énergie similaire a (3.18) :

B (0) —s ﬁ /D 3 WO(Vu(m)kH—ﬁ /D S Wo(Vu(a)k)

! kezd\{0} ? kezd\{0}
1
+W/FW12(’U) (3.19)

Cette énergie est similaire & celles obtenues dans [42, 56, 57, 97].

3.4 Modéles multi-échelles

Les sections précédentes s’intéressent & des cas ol la déformation u est réguliére, au sens
ou & I’échelle atomique, elle varie trés peu. Ceci est contenu dans le fait que la régularité
imposée & u ne dépend pas de la distance inter-atomique . Remarquons ici que méme
dans la section 3.3, oli u n’est pas réguliére au sens habituel du terme, cette hypothése est
présente puisque la singularité que ’on autorise a une forme bien précise, et surtout qu’elle
est indépendante de €.

Il arrive cependant dans bien des situations que cette hypothése ne soit pas valable, et
qu’en certains points du domaine de référence D, la déformation u présente des singularités
a ’échelle atomique. Ce le cas par exemple lors d’une initiation de fracture ou de dislocation
[92, 98]. Dans un tel cas, les limites décrites ci-dessus ne sont bien entendu plus valables,
et ’énergie doit étre calculée en utilisant une formule du type (3.1). Pour un échantillon
macroscopique de matiére, cette somme est toutefois impossible a calculer numériquement.
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En revanche, les singularités de déformations sont en général bien localisées, et il est donc
naturel de décomposer le domaine D en deux sous-domaines, dont 'un sera dit régulier et
noté Dy, et ol la somme (3.1) est bien approximeée par (3.2) car u y est réguliére, et le
deuxieme sera dit singulier et noté D, et ou I'énergie doit étre calculée par une formule du
type (3.1) car u n’est pas suffisamment réguliére pour que (3.2) soit valable. Bien entendu,
on attend de la méthode qu’elle calcule (par adaptativité) la partition de D en un domaine
régulier et un domaine singulier, le deuxiéme étant de petite taille.

Si beaucoup d’études numériques ont été effectuées sur le sujet [51, 85, 86, 87, 88, 89|,
il semble qu’il n’existe aucune analyse compléte (incluant une analyse théorique et une
analyse numeérique) d’un tel modeéle.? C’est pourquoi nous avons, avec C. Le Bris et F.
Legoll [P13, P14], étudié théoriquement une version 1D et trés simplifiée des méthodes
utilisées numeériquement (voir par exemple [10]).

Modéle continu Modéle atomique

+—+++———

Fi1G. 3.3 — Partition de D en une zone réguliére Dy ol le modéle de mécanique des milieux
continus est utilisé, et une zone singuliére ot le modele atomique est utilisé.

Nous supposons, comme dans [P13, P14, que D = (0,L) et que la déformation u :
D — R vérifie les conditions de Dirichlet u(0) = 0, u(L) = a, pour un certain a > 0.
De plus, nous supposons qu’un atome ne peut interagir qu’avec ses plus proches voisins.
Nous définissons donc une partition D = D, U Dy, ou D, est un ouvert vérifiant certaines
hypothéses techniques (liées a la connexité) que nous passons sous silence (voir [P13, P14]).
L’espace fonctionnel que nous utiliserons sera alors :

u; U|p,, est une injection stricte sur Dy, u)p,, € H'(Dy),

Xc(a,Dy) = u|p,est une suite finie strictement croissante (u");cep, , ,

4(0) =0, u(L) = a, uest continue aux interfaces entre Dys et D,.
(3.20)

2Remarquons qu’il est souvent difficile de faire la part entre ce qui reléve de la modélisation et ce qui
reléve de la méthode numérique (certains auteurs considérent chaque sommet de maillage comme un atome
de I’échantillon de matiére considéré).
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Nous définissons sur X.(a,Dys) l'énergie suivante :

i+1 i
E (u) =¢ Z w (u) + W (u'(z))dz —¢ Z u' f (i) —/ u(z) f(z) dz,
i,ie€D, € Dum i,ic€D,, Dum
(3.21)
ot f € COD est la force extérieure appliquée. Nous considérons le probléme de minimisa-
tion :

E.(Dy) = inf{E.(u), u € Xc(a,Dp)}, (3.22)
ainsi que
inf E.(Dyy). (3.23)
Dm

Nous démontrons dans [P13, P14] les résultats suivants :

Théoréme 22 (X. B., C. Le Bris, F. Legoll, [P13, P14|) Les problémes de minimi-
sation (3.21)-(3.22) sont bien posés. De plus, quand € tend vers 0, la solution de (3.21)-
(8.22) est une bonne approrimation de la solution atomique (c’est-a-dire la solution de
(8.21)-(3.22) avec Dpr = 0.)

Le résultat précédent est cité de fagon approximative pour éviter des détails techniques
trés lourds. Nous renvoyons a [P13, P14] pour plus de précisions, en particulier en ce qui
concerne la convergence quand € tend vers 0. De plus, le résultat ci-dessus est “strictement
exact” dans le cas ou W est une fonction convexe. Il ne ’est en revanche plus dans le
cas contraire. Dans [P14], nous étudions comme exemple d’un potentiel non convexe le

potentiel de Lennard-Jones :
1 2

12

W(z) = (3.24)

_6.
x

Dans un tel cas, les résultats ci-dessus ne sont plus exactement vrais, mais une version
modifée de (3.21)-(3.22) permet d’obtenir un résultat similaire. Pour illustrer les difficultés
de ce cas précis, citons ’exemple suivant (voir [12] ou [91] pour des résultats similaires) :

Théoréme 23 (X. B., C. Le Bris, F. Legoll, [P14]) On suppose que W est défini par
(8.24), et on consideére le probleme (3.21)-(3.22) avec Dpr = O avec f = 0. Alors, pour €
assez petit, nous avons :

- Sia < L, alors (3.21)-(3.22) admet pour unique solution u’ = ic%.

- Sia > L, alors il existe un unique couple (s,sy) € R? tel que

1<s<1l+e W'(s)=W'(sy) and (L—¢)s+esf=a, (3.25)
et tout minimiseur de (3.21)-(3.22) vérifie qu’il existe un indice i, tel que

i+1 _ . tu+l _ o ip
Vi # i, % =5 et % = s;. (3.26)

De plus, tout u de la forme (3.26) est minimiseur de (3.21)-(3.22).
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Ceci indique que lorsque la force f est nulle, tant que le matériau est en compression, le
probléme admet un unique minimiseur, et le minimiseur est la déformation de gradient
constant. En revanche, dés que le matériau est en extension, le probléme admet comme
minimiseurs des déformations dont le gradient est proche de 1 (valeur s) sauf en un point
iy, ol il est trés grand (valeur sy). Ceci indique une fracture & cet endroit. Le matériau a
donc une résistance aux compressions, mais aucune aux extensions, ce qui physiquement
n’est pas acceptable. Pire encore, on peut démontrer (encore une fois, nous renvoyons a
[P14] pour plus de précisions) que si Dys # 0, alors on peut résoudre le probléme (3.21)-
(3.22), mais les solutions présentent 1a encore des fractures, qui sont cette fois localisées
précisément dans Djs, autrement dit dans la zone ol on espére que u est réguliére. Ceci
indique (on peut 1a aussi le démontrer, voir [P14]) que le probléme (3.23) est mal poseé.
C’est pourquoi il est nécessaire de modifier (3.21)-(3.22) pour pouvoir démontrer un résultat
similaire au théoréme 22.

Fi1G. 3.4 — Un minimiseur du probléme (3.22) dans le cas Lennard-Jones.

I convient cependant de remarquer que si le minimiseur de (3.22) présente nécessai-
rement une fracture dans Djs, on peut en général construire des minima locaux qui sont,
eux, réguliers dans Dy, et présentent une fracture dans D,. Leur énergie est supérieure &
celle du minimiseur global de seulement O(g), ou € est la distance interatomique, dans la
pratique trés faible (environ 10~ '%mn). De plus, la discrétisation utilisée pour résoudre nu-
mériquement le probléme dans Djs impose en général une régularité minimale qui empéche
Papparition d'une fracture (discontinuité de u) dans cette zone. Ces deux remarques im-
pliquent qu’en fait, le résultat ci-dessus n’est valide que pour le probléme théorique (3.22),
mais que la résolution numeérique, si la discrétisation de Djs n’est pas trop fine, ce qui sera
le cas dans la pratique puisqu’on espére que u y est réguliére, ne “verra pas” ce phénomeéne.

En réalité, les remarques ci-dessus, et en particulier le théoréme 23, aménent & la conclu-
sion que méme le modéle atomique n’est pas raisonnable dans un tel contexte. Comme cela
dépend de la forme du potentiel et non de son expression exacte, il semble que la par-
tie du modele & mettre en cause soit la minimisation : il s’agirait donc soit d’utiliser un
modéle dynamique, soit de chercher de faire intervenir (sous une forme ou une autre) la
température. Ces aspects seront développés & la section 5.1 du chapitre 5.
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Chapitre 4

Condensats de Bose-Einstein

Ce dernier chapitre est consacré & I’étude de certains aspects des condensats de Bose-
Einstein, motivée par des expériences réalisées au laboratoire Kastler Brossel (Ecole Nor-
male Supérieure). Nous commencgons par décrire trés briévement ce qu’est un condensat
dans la section 4.1, ainsi que le modéle mathématique qu’on utilise habituellement pour le
décrire. Les sections 4.2 et 4.3 sont consacrés a la présentation de deux des travaux sur le
sujet en collaboration avec A. Aftalion et J. Dalibard.

4.1 Modélisation

Dés 1925, Bose et Einstein [33] prédisent que pour un gaz de particules sans interac-
tion, en dessous d’'une certaine température critique, une partie macroscopique du gaz en
question doit s’accumuler dans 1’état quantique d’énergie minimale. A cette époque, aucune
expérience ne peut confirmer un tel résultat car aux températures requises, quasiment tous
les matériaux sont solides.

Ce n’est qu’en 1995 que le premier condensat est réalisé par ’équipe du Jila (Colorado
University) [5], en utilisant un gaz d’atomes de Rubidium piégé par un champ magnétique.
Par la suite, plusieurs équipes sont parvenues & obtenir des condensats (celle du MIT, et
celle de I’'Ecole Normale Supérieure en particulier). En 2001, le prix Nobel de physique est
attribué a Cornell, Wiemann et Ketterle pour leurs travaux sur les condensats.

Les propriétés des condensats de Bose-Einstein sont depuis 1995 un sujet d’étude impor-
tant dans la communauté de physique, tant d’un point de vue expérimental que théorique
[19, 29, 35, 84].

Un condensat est objet quantique macroscopique. Il peut étre modélisé par une fonction
d’onde collective 9. L’énergie correspondant & I’état 1, appelée énergie de Gross-Pitaevskii,
s’écrit

B =5 [ 9ok g [ vier+5 [t (1.1)

ou V est le potentiel de confinement modélisant le piége magnétique, en général harmo-
nique :
V (21,29, 23) = w1Z? + wots + w3z (4.2)

53
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D’autres potentiels confinants sont également possibles, comme par exemple un poten-
tiel quartique. Le paramétre G est un paramétre d’interaction donné par les grandeurs
physiques du probléme. Le nombre de particules étant fixén, la fonction d’onde 1) est nor-

malisée :
[ =1 (43)
R3

On s’intéresse en général a I'état fondamental du systéme, c’est-d-dire au minimum de
Pénergie (4.1), additionnée de certains termes issus de la modélisation du probléme consi-
déré, sous la contrainte (4.3).

Dans la section 4.2, nous étudions I’écoulement d’un condensat autour d’un obstacle
(en fait un laser), et démontrons qu’a faible vitesse, cet écoulement se fait sans dissipation
et sans vortex, c’est-a-dire tourbillon.

Les résultats de la section 4.3 concernent quant & eux des condensats en rotation. Le
phénoméne étudié est le suivant : contrairement & un fluide ordinaire, lorsqu’un condensat
est mis en rotation, son écoulement fait apparaitre (pour une vitesse de rotation suffisam-
ment importante) des vortex. Plus la vitesse de rotation est grande, plus le nombre de
vortex est grand. Et pour un grand nombre de vortex, ils semblent s’arranger en réseau.
Nous avons étudié numériquement et théoriquement ce phénomeéne, démontrant en particu-
lier que si ’arrangement en réseau produit une bonne approximation de ’énergie minimale,
une distortion de ce dernier sur les bords du condensat permet d’améliorer notablement
I’approximation.

4.2 Ecoulement autour d’un obstacle

Nous nous intéressons dans cette section au probléme suivant : lorsqu’un obstacle (qui
dans la pratique est un laser) est translaté dans un condensat, si la vitesse de translation
est suffisamment faible, la translation se fait sans dissipation, et la fonction d’onde du
condensat ne s’annule pas (sauf au bord de l'obstacle), ce qui implique que le condensat
n’a pas de vortex. A partir d’une certaine vitesse critique, des vortex sont nucléés & partir
de I'obstacle constitué par le laser, créant ainsi une disspation d’énergie. Ce phénoméne a
été observé expérimentalement dans [68, 76, 77|, puis numériquement dans [2].

D’un point de vue mathématique, on considére le laser comme un cylindre C de base
circulaire de rayon petit, le long de I’axe z3. On suppose de plus que la matiére du condensat
ne pénétre pas dans cet obstacle, donc que la fonction d’onde 9 s’annule dans C. Le laser
est translaté a la vitesse ¢ dans la direction z1. De plus, on se place dans le référentiel ou
le laser est fixe, et on cherche des solutions sous forme d’ondes stationnaire, c’est-a-dire :

1 1 G
ic8m¢ - §A¢ + i(V - pO)’lp + 5|¢|2¢ = 0, (44)

ol pp est une constante. Dans un tel régime, on peut distinguer deux régions aux propriétés
différentes :
— l'intérieur du condensat, c’est-a-dire la région ou V — pg positive et isolée de zéro, et
ol 19 peut quasiment étre supposée indépendante de xj;
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— le bord du condensat, ou au contraire V —pqg est proche de zéro, c’est-a-dire z3 ~ 57‘;,
et ou la densité |9)| est proche de 0.
Dans [P9], nous nous sommes intéressé aux solutions stationnaires dans chacune de ces
deux régions : en effectuant un blow-up pour ramener la taille du laser & la valeur 1, tout
revient donc & chercher des solutions de (les détails de ce blow-up peuvent étre lus dans
[P9]) : o
—Au+ 2icOpu — (z3 — [u*)u =0 dans Q= (R*\ B;) x (0,1). (4.5)

Le terme z3u correspond au développement de V —pg au bord du condensat. Les conditions
de bord sont

u=0sur {3 =0} et {r =1}, u =1, sur {z3 =1}, (4.6)
ou 1. est la solution du probléme 2D correspondant :
— AP+ 2icdph — (1 — |[9[*)p =0 dans w=R?\ By, (4.7)
1 =0 sur {r = 1}. (4.8)
% Obstacle

fﬁ
M~ | w

X=0

F1G. 4.1 — Le domaine 2 ainsi que le domaine (2D) w

Dans [40], Frisch, Pomeau et Rica ont utilisé une formulation hydrodynamique de
(4.7) avec V constant, ainsi qu'une approximation de type WKB, pour calculer la vitesse
critique & partir de laquelle des vortex étaient nucléés. Cependant, la vitesse calculée est
proportionnelle & 4/V — pg, et devient donc nulle au bord du condensat. C’est pourquoi
nous nous sommes particuliérement intéressé a cette région, démontrant qu’au contraire,
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leur approximation n’est plus valable, et qu’il existe tout de méme une vitesse critique en
desous de laquelle il n’y a pas de vortex.
Les résultats de [P9] peuvent se résumer comme suit :

Théoréme 24 (A. Aftalion, X. B., [P9]) On suppose ici c = 0.

Le probleme (4.7)-(4.8) admet une unique solution réelle positive non triviale 1. Cette
solution est radiale croissante. De plus, si 1 est une solution de (4.7)-(4.8) dans espace
d’énergie

X = {w € Milw ), [ (V9 + (- 9P < oo},

alors il existe o € R tel que 9 = e*®1)y.

Le probléme (4.5)-(4.6) admet une unique solution réelle positive non triviale ug. Cette
solution est radiale croissante en (x1,%2), et croissante en x3. De plus, siu est une solution
de (4.5)-(4.6) dans un espace d’énergie renormalisée, alors il eviste o € R tel que u = e"®uy.

L’espace d’énergie renormalisée qui donne 'unicité (& une phase prés) de u est défini
précisemment dans [P9]. Remarquons que I'énergie naturelle [, |[Vul? + (z3 — |[u[*)? ne
peut pas étre finie pour ug car Oz,up ne tend pas vers 0 a l'infini. C’est pourquoi il faut
renormaliser I’énergie, essentiellement en divisant u par ug (cette méthode a été introduite
par P. Mironescu dans [55, 65]).

Ce résultat d’existence et d’unicité est ensuite prolongé & ¢ > 0 :

Théoréme 25 (A. Aftalion, X. B., [P9]) Il existe ¢ > 0 tel que pour tout ¢ € (0,¢cp) -
le probleme (4.7)-(4.8) a une solution sans vortez 1., c’est-a-dire |¢p.| > 0 dans w. De
plus, quand c tend vers 0, cette solution 1. tend vers 1y dans L™ (w).
Le probleme (4.5)-(4.6) a une solution sans vortex u., c’est-a-dire |uc| > 0 dans Q. De
plus, quand c tend vers 0, si la condition de bord supérieur 1. dans (4.6) est celle qui tend
vers 1o, alors uc tend vers uy dans L% ().

Un résultat d’existence similaire est démontré dans [44], sans analyse d’existence ou
non de vortex.

4.3 Condensats en rotation

Le travail que nous présentons dans cette section est relié & des expériences de rotations
de condensats. Lorsqu’un condensat est mis en rotation, si la vitesse de rotation est suf-
fisamment faible, on n’observe pas de différence qualitative notable. En revanche, lorsque
la vitesse de rotation atteint une certaine valeur, on observe la création de vortex. Et plus
la vitesse augmente, plus le nombre de vortex est grand. Quand ce dernier devient trés
important, il semble que les vortex forment un réseau hexagonal. Ceci a été observé dans
[62] et [1], d’ou la figure 4.2 est tirée. Dans le méme temps, le condensat s’étend dans la
distance transverse a 1’axe de rotation (& cause de la force centrifuge). L’étude et la descrip-
tion de ce réseau de vortex sont devenues un sujet trés important dans la communauté de
physique récemment. Tout d’abord, Ho [47] a calculé ’énergie d’un réseau régulier infini.
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FiG. 4.2 — Photos de condensats en rotation : quand la vitesse de rotation augmente, les
vortex forment un réseau hexagonal. La premiére ligne est tirée de [62], la deuxiéme de [1]

Par la suite, Fischer et Baym [37], Baym et Pethick [7], Cooper, Komineas et Read [27],
Watanabe, Baym and Pethick [95], Sheehy and Radzihovsky [80] ont prolongé et affiné
I’analyse dans diverses directions.

Dans ce type d’expérience, le confinement le long de I’axe de rotation, qui est supposé
étre ’axe de direction x3, est beaucoup plus grand que le confinement transverse :

w; = wo K w3.

On peut donc avec une bonne précision considérer que le condensat est en fait un objet bi-
dimensionnel. De plus, on se place dans le référentiel tournant, et on obtient donc comme
énergie :

B = [ | IV9 + Flellol7 — 2 () ¥+ 3Gl (19

sous la contrainte de masse [po [#9[* = 1. La constante © est la vitesse de rotation du
condensat, et L, = i(z90;, — ©10y,) est le moment angulaire. On peut grouper ce terme
avec le terme d’énergie cinétique pour obtenir le début d’un carré parfait, et on obtient
alors :

1 . 1 1
BGH) = [ 51V =ity + 3 (1 - 9) PP + 5601 (@10)

Cette énergie n’est bornée inférieurement que si 2 < 1. Le régime de rotation rapide que
nous avons étudié correspond donc a QQ—{ 1. On peut séparer ’énergie (4.10) en deux
<

termes (le premier d’une part et la somme des deux suivants d’autre part). Si on tente de
les minimiser séparemment, on trouve que les solutions de

inf{/ 1|v¢ —iQzty?, ¢ e HY(R?), =z € L*(R?), / |2 = 1} (4.11)
R2 2 R2

sont trés exactement les fonctions de la forme (voir [61]) :

Qe|?

P(x) = f(z1 +ize)e 2, [ analytique. (4.12)
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En revanche, si on minimise la deuxiéme partie de 1’énergie, on obtient

e [ 50 0) PP+ 3600, v eI ®), aver®@), [ -1,

(4.13)
dont les solutions sont des “paraboles inversées”, c’est-a-dire des fonctions v vérifiant :
2 |z|2 4G\
2
=———(1-=25), Ry=|—"=5 . 4.14
k=5 (-5 ) - = () (1.14)

La forme (4.14) est incompatible avec (4.12), puisqu’une fonction analytique ne peut pas
étre & support compact. Il y a donc une compétition entre les deux minimisations.

L’espace défini par (4.12) est de dimension infinie, et on peut donc espérer que minimiser
I’énergie totale sur cet espace donne une bonne approximation. De plus, cet espace est le
niveau fondamental de I'opérateur Hg = —(V —iQz1)?, et la valeur propre correspondante
est ). Les autres valeurs propres valent (k + 1)€2, avec k¥ € N. De plus, I’énergie totale
du minimiseur, comme nous le verrons plus loin, varie comme 1 4+ O (\/1 — Q) quand €2
tend vers 1. La contribution des valeurs propres supérieures est donc asymptotiquement
négligeable.

Il est donc naturel de chercher & minimiser ’énergie totale sur ’espace (4.12), ou plus
exactement sur I’espace suivant, indépendant de €2 :

2
|z|

F = {¢ € H'(R?), o(z) = f(zy+izz)e 2, f analytique} , (4.15)

appelé niveau de Landau fondamental (LLL). De fait, si ¢y € F, on a les égalités / |Vap|? =
RQ

/ rly|? =1 —I—/ (L,%) 1, de sorte que pour un tel 3, 'énergie (4.10) peut se réécrire :
R2 R2

B =+ [ (-l + Gl (1.16)

dont le minimiseur global (i.e sans la contrainte d’appartenance a ’espace F') est 1a encore
une parabole inversée, qui bien entendu n’est pas dans F'. On est donc amené & résoudre
le probléme suivant :

ILLL — 1nf{/ (1 o Q)’I"2|’(m2 + §|¢|4’ w € F, / |¢|2 — 1} . (417)
R2 R2

L’exemple de la parabole inversée donne une borne inférieure pour MM :

>0+

2v2 [G(1-9Q)
. . (4.18)

™

Nous verrons dans la suite que cette valeur minimale n’est vraisemblablement pas atteinte,
mais qu’on peut obtenir une borne supérieure identique & ceci prés que G sera multiplié
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par une constante b provenant d’'un phénoméne d’homogénéisation (voir théoréme 26 ci-
dessous).

On peut commencer par résoudre ce probléme numériquement, en imposant & 1) d’étre
dans F', mais avec comme fonction analytique un polynéme de degré fixé. Comme les zéros
du polynoéme ainsi que la condition de normalisation le définissent exactement, on peut
minimiser sur la position des zéros, qui sont des vortex de la fonction d’onde. On obtient
alors les résultats présentés dans la figure 4.3. Les zéros semblent répartis selon un réseau

10

-10 -

F1G. 4.3 — Un exemple de répartition de zéros (a gauche) et de la densité correspondante,
pour 2 =0.999, G =3 et n = 52

hexagonal autour de 'origine, avec une distortion au bord. Sur la courbe de la densité |1)|,
on constate que seuls les vortex qui sont en réseaux sont visibles.
Nous démontrons dans [P17] le résultat suivant (annoncé dans [P11]) :

Théoréme 26 (A. Aftalion, X. B., J. Dalibard, [P11, P17]) Soit £ un réseau pério-
dique, et soit Q sa cellule unité, de volume V = |Q| > w. Soit

yr(z)=Ar [[ (z—4)e "7 (4.19)

jELNBR

avec AR tel que ||r| 12wy = 1. Alors, quand R tend vers +oo,

[Yr(2)] — ¥(2) = %n(z)e_V'z/(Q”z) dans L (R?, (1 + |2|*)dz) pour tout p > 1,

o
(4.20)
ol

(4.21)
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et n est une fonction £-périodique qui s’annule en chaque point du réseau £. De plus, n est
solution de

2
—A(Inn) = 27wdy — Vﬂ dans Q,

avec conditions périodiques au bord. De plus, Rlim Errr(Wr) = Eppr(¥). Quand o tend
—+00
vers linfini,

1Gb . v [ 1nl*
E@)—Q~(1-Q)o?+-— oub= LI (4.22)
dret (G S nP)’
G

Si maintenant on optimise (4.22) par rapport a o, on trouve o*(1 — Q) = %71’, qui tend
bien vers l'infini, et donne une énergie qui vaut

E=Q+ %(1—9)4—0(“).

Le scaling est bien similaire & (4.18), mais la constante difféere d’un facteur 1/8/9b. On
peut remédier au facteur \/% en distordant le réseau, comme le montre le théoréme 27,
mais le facteur b semble structurellement inévitable, et est dii a la présence du réseau .
Il est d’ailleurs possible de montrer, au moins numériquement, que b est minimal pour le
réseau hexagonal, et donne b ~ 1.159 [50].

Le cas du réseau distordu est plus technique. Sans rentrer dans les détails, notons que
si l'on prend comme zéros de la fonction d’onde non plus le réseau ¢, mais son image par
une déformation f, et qu’on minimise sur f dans une classe de déformations adaptée, on
obtient :

Théoréme 27 (A. Aftalion, X. B., Jean Dalibard, [P11, P17]) Il existe une suite
de fonction d’ondes 1q dans F' telle que quand Q tend vers 1,

N 2v/2 [Gb(1 - Q)

E(a) — Q 3 -

Comme annoncé plus haut, on obtient dans ce cas une meilleure estimation d’énergie que
dans le cas du réseau régulier. Cette estimée est identique & (4.18), au facteur b > 1 prés.
Ce facteur est une “trace” du réseau sous-jacent £, qui a disparu dans le procédé de passage
4 la limite.



Chapitre 5

Perspectives

Ce chapitre présente diverses extensions des chapitres précédents, que nous envisageons
d’aborder & plus ou moins long terme. La section 5.1 est consacrée a des problémes de limite
thermodynamique similaires & ceux évoqués dans la section 2.1, mais avec température non
nulle ou dans un formalisme dépendant du temps. La section 5.2 concerne un prolongement
possible de la section 3.4. Enfin, la section 5.3 concerne le probléme de cristallisation en
dimension 2, et la derniére section est consacrée a des problémes liés aux condensats de
Bose-Einstein.

5.1 Problémes de limite thermodynamique

Tous les problémes de limite thermodynamique que nous avons évoqués dans le cha-
pitre 2 concernent des modéles ol la température est supposée nulle, puisqu’on minimise
I’énergie. On peut également se poser la question de la limite thermodynamique dans le cas
ol la température n’est pas nulle. Dans 'esprit de [36], on se place donc dans un domaine
borné de R3, par exemple ’ensemble [—L, L]?, avec L > 0, et on calcule la fonction de
partition de N particules dans ce domaine. Pour le cas d’un potentiel & deux corps W, ceci
correspond a calculer, pour une température 7' = % fixée, la quantité

ZNLﬂ = / e_%zi#j W(wi_mj)d.’l,‘ldl‘Q...d.TN,
o [-L,L]3N

et la mesure
1
ZN,L,p

dp(z1,...,zN) e_gzi#i W(@i=2i) gy dxy . . . dzy. (5.1)
Le probléme est ensuite de passer a la limite N — +o0o en gardant la densité globale
p = % fixée. Un résultat analogue a été étudié par Fefferman dans [36] pour le cas du
probléme & N corps quantique, mais pas & notre connaissance pour les modeéles de type
Thomas-Fermi, ni pour des interactions a deux corps.

Ce probléme est a rapprocher des résultats de la section 2.1.2 : si on pouvait assurer
que les positions stochastiques X; des atomes suivent la loi (5.1), on aurait une premiére
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étape de résolution du probléme présent. Nous ne sommes malheureusement pour l'instant
pas parvenus 3 faire le lien entre les hypothéses de la section 2.1.2 et le cadre présent.

Une autre extension possible est d’étudier la version dynamique des modeéles en ques-
tion, et de tenter de passer & la limite thermodynamique. Pour le cas des potentiels & deux
corps, ces modeéles dynamiques sont simples & écrire (il s’agit de la dynamique de New-
ton), mais elles semblent moins évidentes pour des modeéles de type Thomas-Fermi (voir
cependant [32] pour un exemple de modéle de Thomas-Fermi dépendant du temps).

5.2 Modélisation en mécanique discréte

Une conclusion importante de la section 3.4 est que, si le modéle de potentiel & deux
corps est valable, alors les états physiquement observés ne sont probablement pas des
minima d’énergie. En effet, dans le cas 1d étudié & la section 3.4, les minima d’énergie
sous chargement en extension ne sont pas physiquement acceptables. La question se pose
de savoir quels états le sont : peut-étre faut-il chercher des états stables qui ne sont pas
des minima. Dans ce cas, il convient de savoir lesquels. Plusieurs possibilités ont déja
été étudiés dans ce sens (voir par exemple [91]). Une voie possible est d’utiliser des flots
de gradient : nous l’explicitons ici sur ’exemple de la section 3.4, mais la méthode est
généralisable. On note u le vecteur de déformation des N atomes, c’est-a-dire que I'atome
1 qui dans la configuration de référence est en z; = L% est dans la configuration déformé
en u’, et on note £(u) I'énergie correspondante, définie par (3.21) avec Dy = . Il est alors
clair que la bonne variable pour formuler le probléme n’est pas u mais son gradient discret

b = w, et le probléme (3.21 devient

1 N-1 ) ) N-1 ‘
1nf{ﬁ iz_; W(v'), " >0, Z vt = a} , (5.2)

ou la contrainte de positivité correspond au fait que u est strictement croissante. Nous
avons écrit (5.2) sous forme de minimum global, mais comme nous venons de le remarquer,
il semble plus raisonnable de chercher un point critique stable. Une facon de procéder
consiste a se fixer vy € RY une configuration test pour (5.2), puis & résoudre le probléme
d’évolution (fictive) suivant :

SE (vps1) + Vna1 — vp = Oy,

olt § est un paramétre a fixer, énergie & est celle de (5.2), & savoir £(v) = + SN W (v,
et 0, est une constante (par rapport a 7) choisie pour que la condition au bord soit vérifiée,
c’est-a-dire Zvﬁl 41 = a. La premiére question est de savoir si ce probléme est bien posé,
ce qui dépendra bien entendu de §. Notons qu’il est réinterprétable comme 1’équation
d’Euler-Lagrange du probléme suivant

N—1
inf {(55(1}) + |lv — a3, ¥* >0, Z vt = a} ) (5.3)
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ou || - || désigne la norme euclidienne.

Une fois résolu ce probléme, la question se pose de savoir si la limite n — 400
de v, existe, ce qui semble étre une question non triviale. La limite sera alors un point
critique de ’énergie de départ, dont la stabilité reste & étudier. Des discussions avec J.
Zimmer, (Université de Bath) en ce sens ont jeté les bases d’une possible collaboration
sur le sujet. Toutefois, la méthode esquissée ci-dessus devra probablement étre assortie de
calculs numériques pour attester de la pertinence physique du résultat obtenu, et pour
étudier la dépendance en la donnée initiale. Les références [69] et [78] pourraient servir de
point de départ & une telle approche.

Notons pour finir que le probléme discret (5.3) peut étre interprété comme la discré-
tisation par différences finies du probléme de mécanique des milieux continus associé (qui
correspond & la limte N — 400). Il est donc probable que les méthodes que nous utilise-
rons pour résoudre le probléme discret permettent d’analyser, au moins partiellement, le
probléme continu associé, sur lequel on rencontre le méme type de difficultés (le minimum
global n’est en général pas un état physiquement acceptable).

5.3 Probléme de cristallisation en dimension 2

La section 1.4 présente le probléme de cristallisation en dimension 1 d’espace pour les
modéles de type Thomas-Fermi. Il semble, d’apreés les résultats numériques de [P21], que ce
résultat soit également vrai dans le cas de la dimension 2. De plus, ce probléme a été résolu
en dimension 2 pour certains modeéles de potentiels & deux corps (qui n’incluent cependant
pas le modéle de Thomas-Fermi?, ni le modéle de Thomas-Fermi-von Weizsicker puisque
ce dernier n’est pas a deux corps) par F. Theil [90]. La méthode est essentiellement basée
sur un lemme de rigidité da a G. Friesecke, R. James et S. Miiller [38], qui lui n’est pas
lié au fait que ’énergie dérive d’un potentiel a deux corps. Il est donc possible qu’une telle
meéthode soit adaptable & des cas plus généraux. Des discussions avec F. Theil (université
de Warwick) sur ce sujet ont confirmé cette idée.

Une autre direction similaire est 1’émergence de la périodicité pour les vortex des
condensats en rotation. On a l& aussi une énergie a minimiser, et on désire démontrer
que le minimum est périodique. Cependant, bien qu’explicite, 1’énergie de Gross-Pitaevskii
en terme des positions des vortex est nettement plus complexe qu’une énergie & deux corps.

5.4 Condensats de Bose-Einstein

5.4.1 Ecoulement autour d’un obstacle

Comme l'indique le théoréme 25, I’écoulement d’un condensat de Bose-Einstein autour
d’un obstacle se fait sans dissipation (car de fagon stationnaire) et sans vortex, si la vitesse
de déplacement est suffisamment faible. Il ne donne cependant aucune information sur
I’existence d’une vitesse critique au-dela de laquelle ’écoulement ne se fait plus de fagon

2Rappelons que ce modéle devient un modéle a deux corps en dimension 2
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stationnaire. Un tel comportement est probablement vrai, et il est d’ailleurs observé nu-
meériquement [2|. Nous envisageons donc, avec A. Aftalion, d’étudier le probléme pour une
vitesse ¢ plus grande dans cet esprit. Une maniére de poser le probléme est de démontrer
que si ¢ est assez grand, toute solution stationnaire v de (4.4) est instable, au sens ou la
dérivée seconde de ’énergie, c’est-a-dire ’opérateur

. G _
> =D+ 2icn o+ (V —po) p+ 5 21y[*p + ¥*P)

a une valeur propre strictement négative.

Ce type de résultat est d’ailleurs vrai dans le cas sans obstacle, oll une onde stationnaire
ne peut exister que si ¢ < v/2 (voir [45]). Cependant, la méthode de démonstration est
basée sur des transformations de Fourier, qui nécessitent d’avoir une équation posée sur
tout ’espace, ce qui n’est pas le cas ici.

5.4.2 Condensats en rotation

Nous avons mentionné dans la section 4.3 que pour un condensat en rotation, lorsque
la vitesse de rotation ) est petite, on n’observe pas de vortex. Il s’agit 14 d’observations
expérimentales et numériques, mais aucune preuve rigoureuse ne semble exister & ce jour.
1l serait donc intéressant de pouvoir démontrer un résultat du type suivant :
si Q est suffisamment proche de zéro, et si u est un minimum de l’énergie (4.9) sous la
contrainte [gs [9|? =1, alors 1 n’a pas de vortes.

Dans le méme esprit, on peut se demander si ceci est aussi vrai pour un point critique
quelconque de ’énergie (et pas seulement le minimum). Les méthodes que nous avons
utilisées pour démontrer le théoréme 25 seront probablement utiles dans ce cadre.

Une autre question importante est de justifier théoriquement le fait que le niveau de
Landau fondamental (LLL) est une bonne approximation pour la rotation rapide. Car
méme si 'on sait démontrer que tout minimum v de l'énergie (4.9) sous la contrainte
fR2 ||2 = 1 est proche du LLL au sens ou 9 — IILr1% est petit, ott I 1z, est le projecteur
orthogonal sur le LLL, on ne sait pas démontrer que Il; ;19 est proche d’un minimiseur
dans le LLL, c’est-a-dire d’une solution de (4.17).

Dans le méme ordre d’idée, on peut se demander, et ceci servirait notamment & justifier
les calculs numériques présentés dans la section 4.3, si le minimiseur sur les fonctions du
LLL qui sont des polynémes de degré n fixé multipliés par une gaussienne est une bonne
approximation de la solution de (4.17).

De fait, le probléme de rotation rapide pouvait se reformuler comme un probléme de
limite semi-classique. En particulier, 'espace F' défini par (4.15) est en fait un espace de
Hilbert. Cette structure tres riche permet d’utiliser beaucoup d’outils qui nous faisaient
défaut dans [P11, P17]. Par exemple, nous sommes capables de démontrer (voir [P20])
qu’une solution de (4.17) a nécessairement une infinité de zéros. Une collaboration avec A.
Aftalion et F. Nier est en cours sur les deux questions évoquées plus haut [P28].
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