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Introduction
En mathématiques il existe des assertions vraies, et des assertions fausses. Mais il existe

des assertions qui possèdent, en plus de leur véracité, une beauté indubitable, au sens artis-
tique du terme. Certains théorèmes ont cette harmonie, cette unité, en même temps que cet
aspect mystérieux et synesthésique des oeuvres d'art.

Le théorème du partage du collier de Noga Alon est de ceux-là. q voleurs dérobent un
collier fait de n perles, de t types di�érents. Supposons de plus que le nombre de perles de
chaque type est divisible par q. Alors, a�rme Alon, il existe un moyen de couper équitable-
ment le collier en moins de t(q−1) coupes, équitablement signi�ant que chaque voleur reçoit
autant de perles de chaque type. Résultat inattendu. Et stimulant : si ces t(q − 1) coupes
existent, peut-on les trouver facilement ?

Cette question, à laquelle nous n'avons pu malheureusement répondre, nous a hanté au
cours de cette thèse. Question fascinante qui associe des aspects de topologie algébrique,
puisque seule la topologie algébrique est pour le moment en mesure de fournir les outils dé-
montrant ce résultat, d'algorithmique (peut-on faire ce partage e�cacement ?), économique
(un partage équitable est une question éminemment économique), de la recherche opération-
nelle, puisque cette question est apparue indépendamment dans le contexte de la peinture
de voitures sur une chaîne de montage.

Cette quête esthétique d'une part, et cette association d'approches et de questionne-
ments di�érents d'autre part peuvent être vues comme des axes de lecture de cette thèse :
s'intéresser à des questions fondamentales, y exercer un sens artistique, sans jamais perdre
de vue des applications potentielles, sans lesquelles les mathématiques sont �en danger de
dégénérescence� (Von Neumann).

Ainsi, dans le Chapitre 2, nous nous intéressons au très célèbre lemme de Sperner. D'un
côté, il peut être vu comme un théorème abstrait (et esthétique) de topologie algébrique,
d'un autre, il est une source d'inspiration en économie et en théorie des jeux, et d'un autre
encore, il est une version constructive, et donc implémentable, du théorème du point �xe
de Brouwer. Nous avons cherché, dans la rédaction de ce chapitre, à mettre en avant ces
aspects divers du lemme de Sperner. Les nouveautés apportées par cette thèse à l'étude de
ce lemme sont les suivantes

1. L'usage systématique du formalisme des complexes de chaînes, ce qui nous permet de
simpli�er considérablement plusieurs preuves de généralisation du lemme de Sperner
(lemme de Scarf, théorème de Shapley).

2. La formulation d'une conjecture concernant plusieurs étiquetages de Sperner simulta-
nés d'une triangulation d'un simplexe (Conjecture 2.2). La résolution de cette conjec-
ture conduirait probablement à un nouveau type de lien entre la topologie et la com-
binatoire.

3. La résolution d'une question ouverte, posée par Freund en 1989, concernant l'existence
d'une preuve combinatoire à l'un de ses théorèmes (sous-section 2.4.1). Ce résultat a
donné lieu à un article actuellement en révision [69].

4. La généralisation et l'amélioration d'un théorème de De Loera, Peterson et Su (voir
sous-section 2.4.2), publiée dans l'article [68].

Dans le chapitre suivant, le Chapitre 3, notre objet d'étude devient une formule que la
mathématicien Ky Fan a découverte en 1952 et généralisant le lemme de Sperner, et le lemme
de Tucker, qui est au théorème de Borsuk-Ulam, ce qu'est le lemme de Sperner au théorème
de Brouwer. Cette formule de Ky Fan utilise comme étiquette des entiers signés par + et −.
Bien qu'élémentaire, elle permet de trouver des théorèmes profonds de topologie continue,
sans passer par des considérations abstraites de topologie algébrique comme le nombre de
Lefschetz ou le degré d'une application continue. Nous avons obtenu quelques résultats dans
cette étude :



TABLE DES MATIÈRES 7

1. Nous faisons une remarque simple, qui apparemment avait échappé à certains de mes
prédécesseurs, sur l'existence de preuve constructive pour le lemme de Tucker quelque
soit la triangulation (voir sous-section 3.2.1).

2. Toujours en utilisant le formalisme des complexes de chaînes (tout comme dans le
chapitre précédent), nous pouvons donner une preuve extrêmement compacte de la
formule de Ky Fan (voir section 3.3).

3. Cette technique nous permet de prouver de manière plus simple une version multi-
étiquette de la formule de Ky Fan trouvée par Lee et Shih, ce qui nous a conduit à
soumettre un article sur ce thème actuellement en révision ([70]).

4. De plus, elle nous permet de généraliser la formule de Ky Fan pour plus de deux signes,
dans la perspective de parvenir, à terme, à une preuve constructive du théorème de
Dold, qui est une généralisation du théorème de Borsuk pour des actions de groupes
autre que Z2. On en déduit di�érentes généralisations de théorèmes de Ky Fan et Dold.
En passant, nous introduisons un nouveau type de complexes de chaînes, les complexes
de chaînes de mots. Cette formule de Ky Fan généralisée sera prochainement soumise
[69].

5. En�n, un autre théorème est obtenu, concernant les coïncidences de Z2-applications,
généralisant le résultat d'un exercice proposé par Jiri Matousek dans son livre �Using
the Borsuk-Ulam Theorem� [65]. Ce théorème semble avoir des liens avec la Conjecture
2.2 formulée dans le Chapitre 2.

La première application du théorème de Borsuk-Ulam à la combinatoire a été faite par
László Lovász, dans sa démonstration de la conjecture de Kneser en 1978. Ce lien qui unit
la topologie à un problème de coloration de graphe a quelque chose de cette harmonie
mystérieuse (et �bizarre� comme le souligne Baudelaire) que l'on trouve dans l'objet beau.
Cette conjecture concernait le nombre chromatique des graphes dont les sommets sont des k-
parties et dont les arêtes relient les k-parties disjointes. Le Chapitre 4 de cette thèse concerne
quelques questions actuelles sur ces graphes, appelés graphes de Kneser.

1. L'une des principales conjectures qui résistent encore concerne leur nombre chroma-
tique circulaire (généralisation de la coloration classique où les sommets voisins doivent
être coloriés avec des points d'un cercle su�samment éloignés). La conjecture a�rme
que le nombre chromatique circulaire des graphes de Kneser est égal à leur nombre
chromatique. En utilisant un théorème de Ky Fan démontré au Chapitre 3, nous par-
venons à démontrer cette conjecture dans le cas où le nombre de sommets est pair
(résultat obtenu indépendamment par Simonyi et Tardos). Nous avons publié cette
preuve dans [67].

2. Un autre type de questionnement consiste à se débarasser des outils de la topologie
continue pour redémontrer les théorèmes concernant les graphes de Kneser dans un
cadre purement combinatoire. Matousek y est parvenu pour le théorème de Lovász
[64], Ziegler pour le théorème de Schrijver (qui concerne des sous-graphes critiques
des graphes de Kneser). Nous appuyant sur la formule de Ky Fan, nous simpli�ons la
preuve de Ziegler. Cette preuve se trouve dans l'article soumis et déjà cité [70].

L'autre application célèbre à la combinatoire du théorème de Borsuk-Ulam est le théo-
rème d'Alon, concernant le partage du collier (dans le cas à deux voleurs ; pour plus de deux
voleurs, il faut utiliser le théorème de Dold). Dans le Chapitre 5, nous nous tournons donc
vers ce problème. Nous cherchons à obtenir des preuves directes, ou du moins des preuves
combinatoires constructives.

1. Nous sommes parvenu à trouver une preuve directe du cas à deux voleurs et trois types
de perles, ce qui n'était jusqu'à présent pas connu.
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2. De plus, nous donnons une vraie preuve constructive du théorème du partage du collier
pour deux voleurs et pour un nombre de types de perles quelconque. Une telle preuve
n'était pas connue. Elle s'appuie sur une preuve constructive d'un lemme de Ky Fan
concernant des complexes cubiques (une telle preuve ne semblait pas non plus connue,
mais nous nous inspirons directement d'une preuve constructive de Prescott et Su
[78] d'un lemme de Ky Fan semblable pour les complexes simpliciaux). En�n, des
pistes sont données pour le cas à plus de deux voleurs. L'ensemble de ces résultats
(preuve directe précédente et preuve constructive) constitue le matériel d'un article en
préparation [72].

3. Dans un second temps (Section 5.3), nous nous tournons vers le problème consistant
à minimiser le nombre de coupes pour des instances très simples (chaque type de
perle possède exactement deux représentants), problème qui apparaît également dans
le cadre de l'organisation de la production de voitures. Mais même dans ce cas, le
problème est NP-di�cile. Nous démontrons ce résultat de complexité de manière plus
simple que celle connue jusqu'ici. De plus, nous identi�ons précisément à quelle fa-
mille de problèmes d'Optimisation Combinatoire ce problème appartient (couverture
de cycles signés impairs), et proposons des algorithmes e�ectifs dans des cas particu-
liers, répondant à des questions formulées par Bonsma, Epping et Höchstättler dans
l'article [8]. Ce travail a été mené en commun avec A. Seb®, et sera prochainement
soumis [73].

En�n, dans le dernier chapitre de la thèse, le Chapitre 6, nous nous intéressons à un
petit jeu. Un graphe a ses sommets qui peuvent être allumés ou éteints. Appuyant sur un
sommet, on change son état, ainsi que celui de ces voisins. Partant du graphe tout éteint, il est
demandé de trouver une séquence d'appuis qui allument tout le graphe. Un théorème célèbre
(théorème de Sutner) a�rme qu'une telle séquence existe toujours (plaisir esthétique !). Les
nouveautés que nous apportons à l'étude des σ-jeux, puisque c'est le nom technique de ces
jeux, sont de deux types :

1. Nous faisons brièvement l'étude du cas où le graphe est un arbre, et que l'état du
sommet sur lequel on appuie ne change pas. A notre connaissance, cette étude, quoique
simple, n'avait pas encore été menée.

2. Dans un deuxième temps, nous redémontrons plus simplement un beau théorème de
Mathieu Florence qui indique qu'il est possible d'obtenir n'importe quel motif de cases
allumées symétrique par rapport aux deux axes médians horizontal et vertical, lors-
qu'on joue sur un damier. Nous appuyant sur cette nouvelle preuve, nous résolvons
une conjecture formulée dans la revue Pour la Science en août 2002, et nous générali-
sons le théorème de Florence pour des damiers de dimension 3 et plus. Un article, en
préparation, reprendra tous ces résultats [28].



Chapitre 1

Notations et outils

Nous présentons dans cette partie les outils et les notations dont nous nous servons dans
la thèse. Lorsqu'ils sont d'usage courant en mathématiques, les résultats présentés dans cette
partie ne sont pas démontrés.

1.1 Notions élémentaires
1.1.1 Ensembles

Dans cette thèse, la plupart des ensembles considérés sont �nis. On omettra souvent de
le préciser, lorsque, par exemple, on dé�nit un graphe par son ensemble de sommets et son
ensemble d'arêtes.

Une famille est un ensemble dans lequel un élément peut apparaître plusieurs fois. Une
collection est synonyme d'ensemble, mais est employé lorsque les éléments sont eux-mêmes
des ensembles. Un multi-ensemble est la donnée d'un ensemble E et d'une application m :
E → N, appelée multiplicité, qui à tout élément de E fait correspondre un entier. On peut
voir un multi-ensemble comme un ensemble dans lequel tout élément peut être présent un
certain nombre de fois, sa multiplicité.

Un sous-ensemble Y d'un ensemble de X est dit propre si Y 6= X. Deux ensembles X et
Y sont disjoints si X ∩Y = ∅. L'ensemble des parties d'un ensemble X est noté P(X). Deux
ensembles X, Y sont dits comparables si X ⊆ Y ou si Y ⊆ X. Une collection d'ensembles
comparables est appelée chaîne.

Une partition d'un ensemble X est un ensemble de parties E ⊂ P(X) tel que
� ∀Y ∈ E , Y 6= ∅,
�

⋃

Y ∈E Y = X,
� ∀(Y, Z) ∈ E2, Y 6= Z ⇒ Y ∩ Z = ∅.
Si X et Y sont deux ensembles, X△Y est la di�érence symétrique de X et de Y , et est

dé�nie par
X△Y := (X ∪ Y ) \ (X ∩ Y ).

Si X et Y sont deux ensembles, on écrit X ⊎ Y pour l'ensemble (X × {1}) ∪ (Y × {2}).
Ainsi, X ⊎ Y est l'union disjointe de X et de Y , où l'on attache l'étiquette 1 aux éléments
de X et l'étiquette 2 aux éléments de Y . Bien entendu, X ⊎ Y 6= Y ⊎ X.

Pour un ensemble �ni Λ,
(
Λ
k

)
est l'ensemble des parties à k éléments de Λ et

(
Λ
≤k

)
l'en-

semble des parties de Λ dont la cardinalité est inférieure ou égale à k.

9
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1.1.2 Nombres
R, Q, Z, N, C désignent respectivement l'ensemble des nombres réels, nombres rationnels,

entiers relatifs, entiers naturels, nombres complexes. Lorsqu'on met + (resp. −) en indice,
cela signi�e que l'on se restreint aux nombres positifs (resp. négatifs) ou nuls.

La notation suivante est utilisée fréquemment dans la thèse : pour n ∈ N, [n] désigne
l'ensemble {1, 2, . . . , n}. L'anneau des entiers modulo q est noté Zq.

Pour x un réel, on note ⌊x⌋ et ⌈x⌉ respectivement le plus grand entier k tel que k ≤ x et
le plus petit entier k tel que k ≥ x.

1.1.3 Séquences
Soit E un ensemble. Une séquence �nie d'éléments de E est une application d'un ensemble

de la forme {0, 1, 2, . . . , n} ou {1, 2, . . . , n}, pour un certain entier n ∈ N, dans E. On note
une telle séquence {xi}i=0,1,...,n ou {xi}i=1,2,...,n. Une séquence in�nie d'éléments de E est
une application de N ou de N∗ dans E. On note une telle séquence {xi}i=0,1,... ou {xi}i=1,2,....

Soit {xi}i∈A une séquence d'éléments d'un ensemble E (A est un des ensembles d'indices
possibles précisés ci-dessus). Une sous-séquence est une séquence de la forme {xni

}i∈B , où
{ni}i∈B est une séquence d'éléments de A telle que ni < ni+1 pour tout i ∈ B, et où B est
d'une des formes possibles pour un ensemble d'indices.

Pour une séquence a0, . . . , ai, . . . , ak, la séquence a0, . . . , âj , . . . , ak est la même séquence
avec l'élément aj en moins.

1.1.4 Ordres, maximum, maximal, minimum, minimal, borne su-
périeure, borne inférieure

Une relation ¹ sur un ensemble X est un ordre partiel si

(i) x ¹ x pour tout x ∈ X (ré�exivité),
(ii) x ¹ y et y ¹ z implique x ¹ z (transitivité), et
(iii) x ¹ y et y ¹ x implique x = y (antisymétrie).

Deux éléments x, y de X sont dits comparables si x ¹ y ou si y ¹ x. Si l'on a x ¹ y
et x 6= y, on note parfois x ≺ y. La paire (X,¹) est alors appelée ensemble partiellement
ordonné, ou poset (pour partially ordered set en anglais).

Un élément x ∈ X est dit maximal (resp. minimal) si pour tout y ∈ X comparable à x,
y ¹ x (resp. x ¹ y).

Un ordre partiel est appelé ordre total si tous les éléments sont comparables. Pour un
ordre total, s'il y a un élément maximal (resp. minimal), il est unique et appelé maximum
(resp. minimum).

Comme exemple d'ordre partiel, on a l'inclusion : Pour une collection de parties d'un
ensemble X, on a un ordre partiel naturel donné par la relation ⊆.

Soit X un ensemble muni d'un ordre total ≤ et Y une partie de X. Une borne inférieure
(resp. supérieure) de Y est le maximum (resp. minimum) des éléments x ∈ X tel que, pour
tout y ∈ Y , x ≤ y (resp. x ≥ y). Un tel élément n'existe pas forcément (par exemple si
X = Q).

1.1.5 Alphabet et mots
Un mot est une séquence �nie ou in�nie de symbole pris dans un ensemble �ni appelé

alphabet. L'ensemble des mots �nis sur un alphabet Σ est noté Σ∗. La longueur d'un mot
w est le nombre de symboles qui le composent et est notée |w|. Un mot est plutôt noté
en accolant simplement ses symboles dans l'ordre de la séquence, au lieu d'employer les
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accolades comme ci-dessus dans la dé�nition des séquences. Par exemple abaa est un mot
de longueur 4, sur l'alphabet Σ = {a, b}.

Un sous-mot d'un mot w donné est une sous-séquence de la séquence des lettres de w.
Par exemple abc est un sous-mot de abbaca.

Un facteur d'un mot w donné est une sous-séquence de lettres consécutives.
Soit w = a1a2, . . . ar et w′ = a′

1a2 . . . a′
r′ deux mots �nis sur un alphabet. w′′ := ww′ est

le mot obtenu en concaténant les deux séquences w et w′ : w′′ = a1a2 . . . ara
′
1a

′
2 . . . a′

r′ .

1.2 Algèbre élémentaire et algèbre linéaire
Le livre de référence sur ce thème est le célèbre livre de Serge Lang ([55]).

1.2.1 Groupes
Homomorphismes

Soit (G, ∗) et (H, ⋆) deux groupes. f : G → H est un homomorphisme si pour tout couple
(g, h) ∈ G2, on a f(g ∗ h) = f(g) ⋆ f(h). L'ensemble des homomorphismes de G vers H est
noté Hom(G, H).

Groupes agissant sur un ensemble
Soit E un ensemble et (G, ∗) un groupe. On dit que G agit sur E si l'on a une application

G × E → E
(g, x) 7→ gx

qui véri�e g(hx) = (g ∗ h)x pour tous g, h ∈ G et ex = x pour e l'élément neutre de G.
L'orbite d'un élément x de E est l'ensemble des gx, pour g ∈ G.
Soient E et F deux ensembles sur lesquels un groupe G agit. On dit qu'une application

f : E → F est une G-application si f(gx) = gf(x) pour tout g ∈ G et tout x ∈ E.

Groupes additifs
Soit (G, +) un groupe additif. Notons 0 son élément neutre et −g l'opposé de l'élément

g ∈ G. On adopte de plus la convention suivante : si n est un entier strictement positif, et g
un élément de G, ng représente la somme g + g + . . . + g

︸ ︷︷ ︸

n fois

, et −ng représente n(−g). En�n,

0g = 0, pour tout g ∈ G. Ainsi, on a dé�ni la notation ng lorsque n ∈ Z.

Groupes libres
Soit G un groupe additif. G est un groupe libre s'il existe une famille {g1, g2, . . .} telle

que tout élément g de G s'écrive de manière unique g =
∑

i nigi, où les ni ∈ Z.

1.2.2 Complexes de chaînes, homologie, cohomologie
Chaînes

Un complexe de chaînes C est une séquence (�nie ou in�nie) de groupes {Ci}i et une
séquence d'homomorphismes (∂i : Ci → Ci−1)i telles que ∂i−1 ◦ ∂i = 0 pour tout i. On
écrit :

C : . . .
∂i+1−−−→ Ci

∂i−→ Ci−1
∂i−1−−−→ . . .
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La séquence {∂i} est appelé bord. On omettra souvent l'indice, écrivant ∂ plutôt que ∂i.
Le groupe Ci est appelé groupe des chaînes de dimension i. Un élément de Ci est appelé

chaîne de dimension i, ou simplement chaîne.
Etant donnés deux complexes de chaînes C = {Ci, ∂i}i et C′ = {C ′

i, ∂
′
i}i, une application

de chaînes f : C → C′ est une séquence {fi}i d'homomorphismes fi : Ci → C ′
i telle que

∂′
ifi = fi−1∂i−1.

Homologie
Le ième d'homologie du complexe est alors le groupe Hi(C) := Ker ∂i/Im ∂i+1. Nous ne

nous servons pas de ces groupes dans la thèse ; rappelons simplement que les groupes d'ho-
mologie permettent de ramener dans un cadre algébrique l'étude de propriété topologique
dans le cas où le complexe de chaîne est associé à un complexe simplicial.

Cochaînes
Soit C = {Ci, ∂i}i un complexe de chaînes, et soit G un groupe abélien. On dé�nit le

groupe des cochaînes de dimenion i, à coe�cients dans G, par l'équation :

Ci(C, G) := Hom(Ci, G).

Une cochaîne de dimension i est donc un morphisme de Ci dans G.
On considère la forme bilinéaire suivante :

〈., .〉 : Ci(C, G) × Ci → G
(ci, ci) 7→ ci(ci)

.

Le cobord δi (ou δ, on omet souvent l'indice) est alors le dual du bord ∂i+1, ce qui implique
que l'on a δi ◦ δi−1 = 0. La séquence {Ci(C, G), δi}i est appelée le complexe de cochaînes de
C, à coe�cients dans G.

Etant donnés deux complexes de chaînes C = {Ci, ∂i}i et C′ = {C ′
i, ∂

′
i}i, et une applica-

tion de chaînes f : C → C′. Alors l'homomorphisme dual, noté f̃

Ci(C, G)
f̃←− Ci(C, G)

commute avec δ ; un tel homomorphisme est appelé une application de cochaînes.

Cohomologie
Le ième groupe de cohomologie du complexe est alors le groupe Hi(C) := Ker δi/Im ∂i−1.

Nous ne nous servons pas plus des groupes de cohomologie que des groupes d'homologie.
Algébriquement, les groupes de cohomologie sont plus riches que les groupes d'homologie (on
peut les munir d'une structure d'anneau), ce qui permet l'usage de théorèmes algébriques
plus profonds dans l'étude de ces complexes de chaînes.

1.2.3 Espaces vectoriels et géométrie élémentaire
Quelques notations

Soit A une matrice. Ker A, Im A, rg A désignent respectivement le noyau de A, l'image
de A et le rang de A.

Nous noterons l'élement de la ième ligne, jème colonne par Ai,j ou A(i, j), indi�éremment.
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Si A est une matrice carrée n× n, la diagonale de A, i.e. le vecteur de composantes Ai,i,
est noté diag A.

La matrice identité n × n est toujours notée In.
Si x1, x2, . . . , xk sont des vecteurs d'un espace vectoriel E, on note vect(x1, x2, . . . , xk)

l'espace vectoriel engendré par les xi.

Généralités sur les espaces euclidiens
Dans la thèse, on considère Rd comme étant l'espace euclidien de dimension d. On note les

points de Rd en gras : on écrit x = (x1, x2, . . . , xd) ∈ Rd. Les vecteurs e1,e2, . . . ,ed désignent
la base orthonormale standard de Rd (ei a un 1 à la position i et des 0 partout ailleurs). Le
produit scalaire de deux vecteurs x, y ∈ Rd est 〈x,y〉 =

∑d
i=1 xiyi. La norme euclidienne de

x est ||x|| =
√

〈x, x〉 =

√
∑d

i=1 x2
i . De manière générale, on dé�nit la norme lp comme étant

||x||p =
( ∑d

i=1 |xi|p
)1/p, pour 1 ≤ p < +∞, et la norme l∞ par ||x||∞ = max{|xi| : i ∈ [d]}.

Soit X une partie de Rd. Le diamètre de X est la quantité

max
(x,y)∈X2

||x − y||.

La boule unité {x ∈ Rd : ||x|| ≤ 1} est noté Bd, tandis que la sphère unité {x ∈ Rd :
||x|| = 1} est notée Sd−1. Dans toute la thèse, S−1 est interprétée comme ∅. Dans le cas où
l'on remplace la norme euclidienne par la norme l1, on note la boule unité B̂d, qui est alors
un polytope appelé le cross-polytope (voir plus bas).

Dans Rd muni du produit scalaire standard, l'ǫ-boule fermée (resp. ouverte) centrée en
x0, avec x0 ∈ Rd est l'ensemble des points x de Rd tel que ||x−x0|| ≤ ǫ (resp. ||x−x0|| < ǫ).

Espaces a�nes
On convient que ∅ est un espace a�ne de dimension −1.
L'enveloppe a�ne d'un ensemble X de points de Rd est le plus petit sous-espace a�ne

de Rd contenant X et est noté a�(X). Tout point x ∈ a�(X) peut être écrit comme combi-
naison a�ne de points de X : il existe des points x1, x2, . . . ,xn ∈ X et des nombres réels
α1, α2, . . . , αn tels que

∑n
i=1 αi = 1 et x =

∑n
i=1 αixi.

Soient v0,v1, . . . , vk des points de Rd. On dit qu'ils sont a�nement dépendants s'il existe
des nombres réels α0, α1, . . . , αk, non tous nuls, tels que

∑k
i=0 αivi = 0 et

∑k
i=0 αi = 0.

Sinon, on dit que les points v0, v1, . . . ,vk sont a�nement indépendants.
Deux sous-espaces a�nes F et G d'un espace vectoriel E sont dits transverses si F∩G = ∅

et si dim a�(F ∪ G) = dim F + dimG + 1.

Produit tensoriel
Soit K un corps.
On introduit de manière informelle le produit tensoriel :
Etant donné deux K-espaces vectoriels E et F , de bases respectives e1, e2, . . . ,edim E et

f1, f2, . . . ,fdim F , on dé�nit E⊗F l'espace vectoriel de dimension dimE×dimF et de base
tous les ei ⊗ f j , avec i ∈ [dimE] et j ∈ [dimF ].

On peut interpréter E⊗F comme le K-espace des matrices dimE ×dimF . On dit aussi
que les éléments de E ⊗ F sont des tenseurs 2 fois covariants.

Puisqu'on a un isomorphisme naturel entre E ⊗ (F ⊗ G) et (E ⊗ F ) ⊗ G, avec E, F et
G trois espaces vectoriels, on considère que ces deux espaces vectoriels ne sont qu'un même
espace vectoriel, que l'on note E ⊗ F ⊗ G. On peut l'assimiler à le K-espace des �tableaux�
tridimensionnels dimE × dimF × dimG, dont une base est l'ensemble des ei ⊗ f j ⊗ gk,
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où les gk forment une base de G. Les éléments de E ⊗ F ⊗ G sont appelés tenseurs 3 fois
covariants.

Et ainsi de suite : on dé�nit de même les tenseurs 4 fois covariants, 5 fois, ..., r fois,
... Dans ce contexte, on parle aussi de tenseurs 1 fois covariants pour quali�er les vecteurs
traditionnels.

Si E(1), E(2), . . . , E(d) sont des K-espaces vectoriels, on dé�nit aussi, dans le cadre de
cette thèse, un produit scalaire 〈., .〉 sur un K-espace de tenseurs E(1) ⊗ E(2) ⊗ . . . ⊗ E(d)

(on note e
(i)
1 , e

(i)
2 , . . . ,e

(i)
ni la base de E(i)) : soit

X =
∑

(i1,i2,...,id)∈[n1]×[n2]×...×[nd]

X(i1, i2, . . . , id)
︸ ︷︷ ︸

∈K

e
(1)
i1

⊗ e
(2)
i2

⊗ . . . ⊗ e
(d)
id

et
Y =

∑

(i1,i2,...,id)∈[n1]×[n2]×...×[nd]

Y (i1, i2, . . . , id)
︸ ︷︷ ︸

∈K

e
(1)
i1

⊗ e
(2)
i2

⊗ . . . ⊗ e
(d)
id

deux tenseurs (d fois covariants) de E(1) ⊗ E(2) ⊗ . . . ⊗ E(d), on pose alors

〈X, Y 〉 :=
∑

(i1,i2,...,id)∈[n1]×[n2]×...×[nd]

X(i1, i2, . . . , id)Y (i1, i2, . . . , id) ∈ K.

Dans le cas où les tenseurs sont 1 fois covariants (des vecteurs traditionnels), on retrouve
bien la dé�nition du produit scalaire naturel.

De plus, on adopte la notation suivante : 1n est le vecteur (1, 1, . . . , 1)
︸ ︷︷ ︸

n `1'
, 1n1,n2

est la

matrice n1 × n2 dont tous les coe�cients sont égaux à 1. De manière générale, 1n1,n2,...,nr

représente un tenseur r fois covariant (si on veut, un tableau n1 × n2 × . . . nr) dont tous les
coe�cients sont égaux à 1.

Hyperplans et convexité
On se place dans Rd, espace vectoriel de dimension d.
Un hyperplan de Rd est un sous-espace a�ne de dimension (d−1), i.e. un ensemble de la

forme {x ∈ Rd : 〈a, x〉 = b} pour un certain a ∈ Rd non nul et un certain b ∈ R. Un demi-
espace fermé (resp. ouvert) est de la forme {x ∈ Rd : 〈a, x〉 ≤ b} (resp. {x ∈ Rd : 〈a, x〉 < b}
), où a et b sont comme précédemment.

Un ensemble C ⊆ Rd est dit convexe si pour tout couple (x,y) de points de C, le segment
d'extrémités x et y, noté [x, y], est contenu dans C : formellement, on dit que C est convexe
si ∀(x, y) ∈ C2,∀t ∈ [0, 1], tx + (1 − t)y ∈ C.

L'enveloppe convexe d'un ensemble X ⊆ Rd est l'intersection de tous les ensembles
convexes contenant X, et est noté conv(X). Tout point x ∈ conv(X) peut être écrit comme
combinaison convexe de points de X : il existe des points x1, x2, . . . ,xn ∈ X et des nombres
réels α1, α2, . . . , αn ≥ 0 tels que

∑n
i=1 αi = 1 et x =

∑n
i=1 αixi. Comme l'indique le théo-

rème de Carathéodory ([11]), on peut toujours choisir n ≤ d + 1 :
Théorème 1.1 (Théorème de Carathéodory) Pour tous X ⊆ Rd et x ∈ conv(X), il
existe des points x1, x2, . . . ,xn de X, a�nement indépendants, tels que x ∈ conv({x1, x2, . . . ,xn}).

Couverture, couverture binaire
Soit X une partie de Rd. Une familleA = {A1, A2, . . .} de parties de Rd est une couverture

de X si X ⊆ ⋃

i=1,2,... Ai.
Une famille A = {A1, A2, . . .} de parties de Rd est une couverture binaire de X si tout x

de X appartient à un nombre impair d'éléments de A, sauf peut-être pour un sous-ensemble
de X de mesure nulle.
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1.3 Polyèdres et polytopes
On se place dans Rd, espace vectoriel de dimension d.

1.3.1 Dé�nitions
Polyèdres et polytopes

Un sous-ensemble P de Rd est appelé polyèdre s'il existe une matrice A m × d et un
vecteur b ∈ Rm (pour un certain m ≥ 0) tel que

P = {x ∈ Rd : Ax ≤ b}.

Ainsi, P est un polyèdre si et seulement si il est l'intersection d'un nombre �ni de demi-
espaces fermés.

La dimension d'un polyèdre P , notée dimP , est la dimension de l'espace a�ne qu'il
engendre : dimP := dim a�(P ). Si P est de plein rang, i.e. si dimP = d (avec P ⊆ Rd), on
peut toujours écrire P sous la forme canonique suivante :

P = {x ∈ Rd : A(x − x0) ≤ 1m},

où A est une matrice m× d, m est le nombre de faces de P (voir plus bas pour la dé�nition
de faces) et x0 est un point dans l'intérieur de P (voir par exemple [82]).

Un polytope est l'enveloppe convexe d'un nombre �ni de points de Rd. Si un polytope est
de dimension k, on parle de k-polytope.

On a le résultat fondamental suivant ([74], [90], [97]) :

Théorème 1.2 Un ensemble P est un polytope si et seulement si P est un polyèdre borné.

Faces, facettes et sommets
Soit P = {x ∈ Rd : Ax ≤ b} un polyèdre de Rd. Un hyperplan support H de P est un

hyperplan de Rd qui intersecte P mais tel que l'un des deux demi-espaces ouverts que H
délimite n'intersecte pas P . Un sous-ensemble F de P est appelé facette si F = ∅, F = P ou
F = P ∩ H pour un certain hyperplan support H de P . Une face1 est une facette F de P
maximale pour l'inclusion avec F 6= P .

Une arête de P est une facette de dimension 1, et un sommet, une facette de dimension
0. L'ensemble des arêtes est noté E(P ) et l'ensemble des sommets V (P ). Noter que d'après
cette dé�nition, ∅ est la facette de dimension −1.

Observation 1.1 Toute facette d'un polyèdre est également un polyèdre.

Toute face a comme dimension la dimension de P moins un.
Si P est un polytope, on dénote par L(P ) l'ensemble des facettes de P et par F(P )

l'ensemble de facettes propres de P . En particulier, L(P ) = {P} ∪ F(P ).

1.3.2 Polarité
Soit P un polytope de Rd contenant 0 dans son intérieur. Si m est le nombre de faces, nous

pouvons représenter P sous sa forme canonique P = {x ∈ Rd : 〈ai, x〉 ≤ 1, i = 1, 2, . . . ,m},
où les ai sont des éléments de Rd.

Le polytope P△ := conv{a1, a2, . . . ,am} est appelé le polytope polaire de P .
1Il convient d'être vigilant sur l'emploi des termes faces et facettes : le mot correspondant à face en

anglais est le mot facet, et celui correspondant à facette en anglais est le mot face.
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Proposition 1.1 On a les propriétés suivantes :
1. 0 est dans l'intérieur de P△.
2. P△△ = P .
3. Pour F une face de P ,

F 7→ F♦ := conv{ai : i ∈ {1, 2, . . . ,m}, 〈ai, x〉 = 1 pour tout x ∈ F}

(a) est bijective.
(b) est telle que dim(F ) + dim(F♦) = d − 1.
(c) est telle que si F et G sont deux facettes de P telles que F ⊆ G, alors G♦ ⊆ F♦.
(d) est telle que F♦♦ = F .

En particulier, les sommets de P△ sont les ai, ∅♦ = P△ et P♦ = ∅.

1.3.3 Quelques polytopes particuliers
Les simplexes

Un simplexe (géométrique) σ est l'enveloppe convexe d'un ensemble �ni X de points
a�nement indépendants de Rd. C'est donc un polytope dont les sommets sont les points de
X, et tel que dimσ = |X|−1. Tout k-simplexe (simplexe de dimension k) a k+1 sommets. De
plus, toute facette d'un simplexe est encore un simplexe, et l'enveloppe convexe de n'importe
quel sous-ensemble des sommets de σ est une facette.

Par △d, on désigne un simplexe de dimension d.

Les cubes
Un cube τ de Rd est un ensemble de points image par une isométrie d'un ensemble de

points de la forme [a, b]d
′ ∈ Rd′ , où a, b ∈ R∗

+ (on a forcément d′ ≤ d).
Par ¤d, on désigne le cube standard de dimension d, i.e. le cube pour lequel a = −1 et

b = +1 dans la dé�nition précédente et d′ = d : ¤d := [−1, +1]d.

Les polytopes cycliques
Les polytopes cycliques forment une classe importante et peu intuitive de polytopes. Ce

sont les polytopes qui possèdent le plus grand nombre de facettes, à nombre de sommets et
dimension �xés.

On a besoin d'une dé�nition préliminaire : La courbe {γ(t) : t ∈ R} donnée par γ(t) :=
(t, t2, . . . , td) est la courbe des moments de Rd. L'enveloppe convexe de n points distincts
sur la courbe des moments de Rd dé�nit un d-polytope, appelé polytope cyclique, et noté
C(n, d).

Propriété 1.1 C(n, d) a n sommets, et est tel que l'enveloppe convexe de tout ensemble de
k sommets, k ≤ d

2 , dé�nit une facette de C(n, d).

Pour la démonstration complète, voir par exemple [40] ou [100].

Les cross-polytopes
Les cross-polytopes sont les boules pour la norme l1. On note B̂d le cross-polytope de

dimension d, pour rappeler qu'il s'agit bien d'une boule pour une norme standard.
Sur la Figure 1.1 est représenté le cross-polytope de dimension 3.
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Fig. 1.1 � Le cross-polytope de dimension 3.

1.4 Topologie élémentaire
1.4.1 Notions de base
Espaces topologiques, continuité, connectivité et homéomorphismes

Un espace topologique est une paire (X,O), où O, l'ensemble des ouverts de X, est telle
que O ⊆ P(X), ∅ ∈ O, X ∈ O, l'intersection d'un nombre �ni d'ouverts est un ouvert, ainsi
que l'union d'un nombre arbitraire d'ouverts.

Lorsqu'on regarde Rd en tant qu'espace topologique, sans préciser de quelle topologie il
s'agit, on utilise la topologie standard de Rd : U ⊆ Rd est ouvert si pour tout x ∈ U , il existe
ǫ > 0 tel que l'ǫ-boule centrée en x soit incluse dans U .

Soit (X,O) un espace topologique. Tout sous-ensemble Y ⊆ X dé�nit un sous-espace
topologique de X, qui est l'espace topologique (Y, {U ∩ Y : U ∈ O}). Lorsque l'on considère
une partie de Rd comme espace topologique, ce sera toujours en tant que sous-espace de Rd

muni de sa topologie standard, sauf mention explicite contraire.
Si (X1,O1) et (X2,O2) sont deux espaces topologiques, une application f : X1 → X2 est

dite continue si f−1(V ) ∈ O1 pour tout V ∈ O2.
Soit k ≥ −1. Un espace topologique est de connectivité k si pour tout l = −1, 0, 1, . . . , k,

toute application f : Sl → X peut être étendue en une application continue f̄ : Bl+1 → X.
Comme S−1 = ∅ et B0 est un point, (−1)-connexe signi�e non-vide.

Si Rd1 et Rd2 sont munis de leur topologie standard, la dé�nition ci-dessus implique
qu'une fonction f : Rd1 → Rd2 est continue si et seulement pour tout x ∈ Rd1 et pour
tout ǫ > 0, il existe δ > 0 tel que l'image de tout point dans la boule fermée centrée en
x et de rayon δ soit dans la boule fermée centrée en f(x) et de rayon ǫ. Si ce δ peut être
choisi indépendamment de x, f est dite uniformément continue, et δ est alors appelé module
d'uniforme continuité relatif à ǫ.

Un homéomorphisme d'un espace topologique (X1,O1) dans un espace topologique (X2,O2)
est une bijection φ : X1 → X2 telle que pour tout U ⊆ X1, φ(U) ∈ O2 si et seulement si
U ∈ O1.

Si X et Y sont deux espaces topologiques et s'il existe un homéomorphisme X → Y , on
écrit X ∼= Y , et l'on dit que X et Y sont homéomorphes.
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Fermeture, frontière et intérieur
Un ensemble F d'un espace topologique X est dit fermé si X \F est ouvert. La fermeture

d'un ensemble Y ⊆ X dans X, notée ClX(Y ), est l'intersection de tous les espaces fermés
de X contenant Y (en cas d'absence d'ambiguïté, l'indice X peut être omis). La frontière
de Y est ∂Y := Cl(Y ) ∩ Cl(X \ Y ).

Compacité
Nous nous limitons à la notion de compacité pour Rd, et ses parties, muni de sa topologie

standard. X ⊆ Rd est compact si et seulement si X est fermé et borné. On a alors les
propriétés classiques suivantes

Propriété 1.2 Toute séquence in�nie d'un espace compact X a une sous-séquence conver-
gente vers un point de X.

Propriété 1.3 Soit U une collection d'ouverts d'un compact X telle que
⋃U = X, alors il

existe une sous-collection �nie U0 ⊆ U telle que
⋃U0 = X.

Propriété 1.4 Soit f : X → R une fontion continue d'un espace compact dans R. Alors f
atteint son minimum et son maximum, i.e. il existe x et x′ dans X tels que f(x) ≤ f(y) ≤
f(x′) pour tout y ∈ X.

Propriété 1.5 Tout fonction continue sur un espace compact est uniformément continue.

Joint topologique
Soient X et Y deux espaces topologiques. Le joint X ∗ Y est l'espace quotient X × Y ×

[0, 1]/≈ où la relation d'équivalence ≈ est donnée par (x, y, 0) ≈ (x′, y, 0) pour tous x, x′ ∈ X
et pour tout y ∈ Y et (x, y, 1) ≈ (x, y′, 1) pour tout x ∈ X et pour tous y, y′ ∈ Y .

Proposition 1.2 Soient X et Y deux sous-espaces bornés d'un espace euclidien, et suposons
que X ⊆ U et Y ⊆ V , où U et V sont des sous-espaces a�nes véri�ant U ∩ V = ∅ et
dim a�(U ∪ V ) = dimU + dimV + 1 (U et V sont transverses). Alors {tx + (1 − t)y : t ∈
[0, 1],x ∈ X, y ∈ Y } est homéomorphe à X ∗ Y .

On note (notation prise du livre de Matousek [65]) tx⊕ (1− t)y le point de X ∗Y dans la
classe d'équivalence de [(x, y, t)]. Il convient d'être prudent puisque ⊕ n'est pas additif (en
particulier ⊕ n'est pas commutatif).

On a la propriété fondamentale suivante :

Propriété 1.6 Sk ∗ Sl ∼= Sk+l+1.

Pour X un espace topologique, on dé�nit également la notation :

X∗n := X ∗ X ∗ . . . X
︸ ︷︷ ︸

n fois
.

On note un point de X∗n par t1x1 ⊕ t2x2 ⊕ . . . ⊕ tnxn, où les ti sont positifs et de somme
égale à 1.

Le n-�fois� joint e�acé de X est l'espace topologique

X∗n
△ := X∗n \ { 1

n
x1 ⊕

1

n
x2 ⊕ . . . ⊕ 1

n
xn : x1 = x2 = . . . = xn}.

On dé�nit également le joint d'applications continues : soient f : X1 → X2 et g : Y1 → Y2.

f ∗ g : X1 ∗ Y1 → X2 ∗ Y2
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est donné par
tx ⊕ (1 − t)y 7→ tf(x) + (1 − t)f(y).

En�n, f∗n représente f ∗ f ∗ . . . ∗ f
︸ ︷︷ ︸

n fois

.

1.4.2 Simplexes et complexes simpliciaux géométriques
Dé�nitions

Une famille non vide C de simplexes est un complexe simplicial (géométrique) si les trois
conditions suivantes sont satisfaites :

(i) ∅ ∈ C,
(ii) la face d'un simplexe σ ∈ C est également un simplexe de C et
(iii) l'intersection σ1 ∩ σ2 de toute paire de simplexes σ1 et σ2 de C est une facette de

σ1 et également une facette de σ2.
L'union de tous les simplexes d'un complexe simplicial C est appelé le polyèdre, ou l'espace

sous-jacent, de C et est noté ||C||. La dimension d'un complexe simplicial est la plus grande
dimension d'un simplexe : dimC := max{dimσ : σ ∈ C}. Si d est la dimension d'un complexe
simplicial, on parle de d-complexe simplicial. L'ensemble des sommets de C, noté par V (C),
est l'union de tous les ensembles de sommets de tous les simplexes de C.

Si X est un espace topologique, le complexe géométrique T est une triangulation de X
si ||T|| ∼= X.

Joint et joint e�acé géométriques

Etant donné deux simplexes géométriques σ et τ tels que l'ensemble de leurs sommets
soit a�nement indépendant, on note σ ∗ τ appelé joint de σ et τ le simplexe géométrique
conv

(
V (σ) ∪ V (τ)

)
.

On a alors (voir par exemple le livre de Munkres, p. 368, [75]) :

Proposition 1.3 Soient U et V deux sous-espaces a�nes de Rd tels que U ∩ V = ∅ et tels
que l'enveloppe a�ne de U ∪V satisfasse dim a�(U ∪V ) = dim U + dim V + 1 (U et V sont
transverses). Soit C (resp. D) un complexe simplicial géométrique plongé dans U (resp. V ).
Alors {σ ∗ τ : σ ∈ C, τ ∈ D} est un complexe simplicial géométrique.

{σ ∗ τ : σ ∈ C, τ ∈ D} est dénoté C ∗ D et est appelé le joint de C et D.
Cette dé�nition du joint est compatible avec la dé�nition du joint topologique :

Observation 1.2 ||C ∗ D|| ∼= ||C|| ∗ ||D||.

De même, on peut dé�nir également le n-�fois� joint e�acé d'un complexe simplicial
géométrique C qui soit compatible avec la dé�nition du joint e�acé pour les espaces topolo-
giques :

C∗n
△ := {σ1 ⊎ σ2 ⊎ . . . ⊎ σn ∈ C∗n : σ1 ∩ σ2 ∩ . . . ∩ σn = ∅}.

On a alors ||C∗n
△ || ⊆ ||C||∗n

△ , mais l'inclusion est propre sauf dans des cas triviaux2

2en revanche, ces deux espaces topologiques sont homotopiquement équivalents.
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1.4.3 Complexes polytopaux
Un complexe polytopal C est une collection de polytopes telle que
(i) ∅ ∈ C,
(ii) pour tout P ∈ C, toute facette de P est encore dans C,
(iii) l'intersection de deux polytopes quelconques de C est une facette des deux.
En particulier, tout complexe simplicial est un complexe polytopal. Si tous les polytopes

sont des cubes, on parle de complexe cubique. Si tout (d − 1)-polytope d'un complexe poly-
topal de dimension d est contenu dans au plus deux d-polytopes, on parle de pseudo-variété
polytopale. Si tous les polytopes sont des cubes, on parle de pseudo-variété cubique.

L'union de tous les polytopes d'un complexe polytopal C est notée ||C||. La dimension
d'un complexe polytopal est la plus grande dimension d'un polytope. Si d est la dimension
d'un complexe polytopal, on parle de d-complexe polytopal.

Par exemple, si P est un polytope, L(P ) est un complexe polytopal.
Une propriété importante des complexes polytopaux est la suivante (importante car elle

permet de donner un aspect combinatoire à leur étude) :

Propriété 1.7 Si F et G sont deux polytopes d'un même complexe polytopal, alors V (F ∩
G) = V (F ) ∩ V (G).

En e�et, V (F ∩ G) ⊆ V (F ) ∩ V (G) car F ∩ G est une facette de F et une facette de G.
Réciproquement, soit v ∈ V (F )∩ V (G). v ∩ (F ∩G) = v est une facette de F ∩G. Et donc,
V (F ) ∩ V (G) ⊆ V (F ∩ G).

Si tout (d − 1)-polytope d'un d-complexe polytopal C est contenu dans un ou deux d-
polytopes de C, on dé�nit le complexe de bord de C, ou simplement le bord, noté B(C),
comme suit : P ∈ B(C) si P est une facette d'un (d− 1)-polytope contenu dans exactement
un d-polytope de C (P peut être le (d − 1)-polytope lui-même).

On peut faire les deux observations suivantes :

Observation 1.3 Si P est un polytope, on a B(L(P )) = F(P ).

Observation 1.4 Si P est un polytope, on a ||F(P )|| = ∂P .

1.4.4 Simplexes et complexes simpliciaux abstraits
Dé�nitions

Un complexe simplicial (abstrait) est une collection K de parties d'un ensemble �ni avec
la propriété : σ′ ⊆ σ ∈ K implique σ′ ∈ K. On dé�nit la dimension de K : dimK :=
max{|σ| − 1 : σ ∈ K}. Les parties dans K sont appelées les simplexes (abstraits) et la
dimension d'un simplexe σ est dimσ := |σ|−1. Si dimσ = d, on dit que σ est un d-simplexe.
∅ est de dimension −1. Les σ′ inclus dans σ sont appelées les facettes de σ. Une p-facette
d'un simplexe σ est une facette de σ de dimension p. Si p = dim σ − 1, alors la facette est
appelée face de σ. Les 0-facettes sont des sommets, les 1-facettes sont des arêtes. L'ensemble
de tous les sommets dans K est noté V (K), celui de toutes les arêtes est noté E(K).

Exemple : A :=
(

[n]
≤d+1

)
est un complexe simplicial abstrait de dimension d, si d < n.

Autre exemple : les σ tels que σ ⊆ {±1,±2, . . . ,±m} et {−i,+i} * σ pour tout i, est un
complexe simplicial abstrait (appelons-le B) de dimension m − 1.

Ces deux complexes simpliciaux jouent un rôle important dans la thèse : le premier pour
le lemme de Sperner, le second pour le lemme de Tucker et les formules de Ky Fan.

Une pseudo-variété de dimension d est un complexe simplicial abstrait dont tout (d−1)-
simplexe est contenu dans au plus deux d-simplexes. Si M est une pseudo-variété de dimension
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d, le bord de M est l'union de tous les (d − 1)-simplexes contenus dans exactement un d-
simplexe. Il est noté ∂M.

Un complexe simplicial K de dimension d est dit fortement connexe si pour toute paire
σ, σ′ de d-simplexes distincts de K, il existe une séquence σ = σ1, σ2, σ3, . . . , σr = σ′ de
d-simplexes de K telle que pour tout i ∈ [r − 1], σi ∩ σi+1 est un (d − 1)-simplexe de K.

Orientation
Soit σ un simplexe d'un complexe simplicial K. On dit que deux ordres sur les sommets

de σ sont équivalents s'ils di�èrent par une permutation paire. Si dimσ > 0, les ordres
se scindent en deux classes d'équivalence. Chacune de ces classes est appelée orientation
de σ. Un simplexe orienté est un simplexe avec une orientation. On note [v0, v1, . . . , vp] le
p-simplexe orienté dont l'ensemble de sommets est {v0, v1, . . . , vp} et dont l'orientation est
la classe d'équivalence contenant l'ordre (v0, v1, . . . , vp). Par −[v0, v1, . . . , vp] on désigne le
simplexe d'orientation opposée. On a donc [v0, v1, . . . , vp] = −[v1, v0, v2, v3, . . . , vp].

L'orientation induite par [v0, . . . , vp] sur {v0, . . . , v̂i, . . . , vp} est (−1)i[v0, . . . , v̂i, . . . , vp].
Une pseudo-variété M de dimension d est dite orientée de manière cohérente si tout d-

simplexe de M est orienté et si, pour tout (d − 1)-simplexe contenu dans exactement deux
d-simplexes, les orientations induites par ces deux d-simplexes sont opposées.

Réalisation géométrique
Un complexe simplicial géométrique C dé�nit un complexe simplicial abstrait. Les som-

mets du complexe simplicial abstraits sont les sommets de C, et les simplexes sont les V (σ)
avec σ ∈ C.

Si K est un complexe simplicial abstrait obtenu de cette manière, on dit que C est une
réalisation géométrique de K. Il est facile de voir que tout complexe simplicial abstrait a une
réalisation géométrique (voir par exemple p. 14 de [65]). De plus, toutes les représentations
géométriques d'un complexe simplicial abstrait sont homéomorphes.

Exemple : reprenant les exemples ci-dessus : L(△d) (i.e. △d avec ses facettes) est la
réalisation géométrique de A ; L(B̂m) est la réalisation géométrique de B.

De manière générale dans la thèse, lorsqu'on est en présence d'un complexe simplicial
géométrique, on le voit simultanément comme un complexe simplicial abstrait (pour les
notions algébriques, l'orientation, etc.).

Complexes simpliciaux et ensembles partiellement ordonnés
Il y a un lien entre les complexes simpliciaux et les ensembles partiellement ordonnés : si

P est un ensemble partiellement ordonné, on dé�nit ∆(P ) l'ensemble des chaînes de P . ∆(P )
est alors un complexe simplicial dont les sommets sont les éléments de P , et les simplexes,
les chaînes de P .

L'ensemble partiellement ordonné des facettes d'un complexe simplicial K, noté P (K),
est l'ensemble de tous les simplexes non vides de K, ordonnés par l'inclusion.

La subdivision barycentrique de K est le complexe simplicial

sd(K) := ∆(P (K)).

Si on a une réalisation géométrique de K, la subdivision barycentrique a pour représentation
géométrique la triangulation dont les sommets sont les centres de gravité des simplexes (on
fait correspondre un simplexe de K à son centre de gravité), et dont les simplexes sont les
ensembles de sommets correspondant aux chaînes de P (K).

Propriété 1.8 Soit K un complexe simplicial. On a ||K|| ∼= ||sd(K)||.
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1.4.5 Fonction simpliciale, étiquetage, fonction cubique
Si K et L sont deux complexes simpliciaux abstraits, une fonction simpliciale de K dans

L est une fonction qui envoie les simplexes sur les simplexes, i.e. telle que f(σ) ∈ L quand
σ ∈ K.

Soient C1 et C2 deux complexes simpliciaux géométriques, K1 et K2 les complexes simpli-
ciaux abstraits correspondants, et soit f une fonction simpliciale de K1 dans K2. On dé�nit
l'extension a�ne de f

||f || : ||C1|| → ||C2||,
de la manière suivante : pour x ∈ σ ∈ C1, ||f ||(x) =

∑p
i=0 αif(vi), où les vi sont les sommets

de σ, et où les αi sont tels que x =
∑p

i=0 αivi, avec α0, . . . , αp ≥ 0, et
∑p

i=0 αi = 1.
Il est facile de voir que l'extension a�ne est une application continue.
Un étiquetage d'un complexe simplicial K est une application qui a tout sommet de

K associe une étiquette, qui est un élément pris dans un ensemble �ni. On peut toujours
interpréter un étiquetage comme une fonction simpliciale. Par exemple, si λ est un étiquetage
V (K) → [n], on peut voir cette application comme une fonction simpliciale K → L(△n−1)
(voir Figure 1.2). Si λ est un étiquetage V (K) → {±1,±2, . . . ,±m}, tel que, si {v, w} ∈ E(K),
λ(v) 6= −λ(w), on peut voir cette application comme une fonction simpliciale K → L(B̂m)
(voir Figure 1.3).

Soient C et D deux complexes cubiques. φ : V (C) → V (D) est une fonction cubique de C

dans D si
� pour tout σ dans C, il existe τ ∈ D tel que φ(V (σ)) ⊆ V (τ) et
� l'image par φ de deux sommets voisins est consituée de deux sommets voisins ou d'un

unique sommet.
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Fig. 1.4 � Une représentation de Z∗4
7 . Quelques simplexes ont été entourés.

Voir illustration Figure 1.5.

1.4.6 Joints et joints e�acés
Soient K et L deux complexes simpliciaux abstraits. Le joint K∗L est le complexe simplicial

dont l'ensemble des sommets est V (K) ⊎ V (L) et dont l'ensemble des simplexes est {σ ⊎ τ :
σ ∈ K, τ ∈ L}. Il est aisé de voir que si C et D sont des réalisations géométriques de K et
L, alors C ∗ D est une réalisation géométrique de K ∗ L. Cette dé�nition du joint est donc
compatible avec les dé�nitions données précédemment pour les espaces topologiques et pour
les complexes simpliciaux géométriques.

On dé�nit aussi la notation :

K∗n := K ∗ K ∗ . . .K
︸ ︷︷ ︸

n fois
.

Par un abus de notation, on note Z∗n
q le complexe simplicial de dimension n − 1, dont

les simplexes sont les parties de
(
Zq × {1}

)
∪

(
Zq × {2}

)
∪ . . . ∪

(
Zq × {n}

)
de la forme

{(i1, j1), (i2, j2), . . . , (ik, jk)} avec les jl, l ∈ [k], tous distincts. Z∗4
7 est représenté sur la

Figure 1.4. On adopte cette solution pour souligner le fait que Zq agit naturellement sur
les sommets d'un tel complexe simplicial abstrait : l'action correspondant à 1 ∈ Zq est
(i, j) 7→ (i + 1, j). De plus, il agit librement sur un tel complexe simplicial : les simplexes de
l'orbite d'un simplexe donné sont toujours deux à deux disjoints.

Propriété 1.9 Zn
q est un complexe simplicial de dimension (n − 1) et est (n − 2)-connexe.

On dé�nit également le n-�fois� joint e�acé d'un complexe simplicial abstrait K :

K∗n
△ := {σ1 ⊎ σ2 ⊎ . . . ⊎ σn ∈ K∗n : σ1 ∩ σ2 ∩ . . . ∩ σn = ∅}.

Si C est une représentation géométrique de K, on a C∗n
△ est une représentation géométrique

de K∗n
△ .

1.4.7 Chaînes pour complexes simpliciaux
Dé�nitions

Soit G un groupe abélien et soit K un complexe simplicial abstrait. Le complexe de chaîne
C(K, G) est :

. . . → C3(K, G)
∂K−→ C2(K, G)

∂K−→ C1(K, G)
∂K−→ C0(K, G) → . . . ,

où Cp(K) est le groupe libre de toutes les combinaisons linéaires formelles de p-simplexes de
K avec coe�cients dans G. Tout élément c de Cp(K, G) est appelé une p-chaîne.
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✲

................

.........
λ

Fig. 1.5 �

Le bord ∂K pour un complexe simplicial K est dé�ni de la manière suivante : si σ est un
p-simplexe [v0, . . . , vp], p ≥ 1, ∂Kσ :=

∑p
i=0(−1)i[v1, . . . , v̂i, . . . , vp]. La relation ∂K∂K = 0

est vraie pour les simplexes puisque [. . . , v̂i, . . . , v̂j , . . .] apparaît deux fois, avec des signes
opposés. Par conséquent, C(K, G) est bien un complexe de chaîne.

Si f est une fonction simpliciale K → L, on dé�nit la collection f# d'homomorphismes
f#p : Cp(K, G) → Cp(L, G) en la dé�nissant sur les simplexes comme suit : pour σ un
p-simplexe, on a

f#p(σ) =

{
f(σ) si dim f(σ) = p
0 sinon.

f# est alors une fonction de chaîne, ce qui se véri�e facilement, en commençant par les
simplexes.

En�n, pour K un complexe simplicial, on introduit la fonction de chaînes sd# : C(K, G) →
C(sd(K), G) que l'on dé�nit sur les simplexes de K (la linéarité fait le reste) : à un simplexe
σ de K, sd# associe le simplexe {τ ∈ K : τ ⊆ σ}.

Complexe simplicial et chaînes

Soit K un d-complexe simplicial et soit c ∈ Ck(K, Z2), avec k ≤ d.
Si σ est un k-simplexe dont le coe�cient dans c et non nul, on note σ ∈ c.
On dit que c est fortement connexe si pour toute paire σ, σ′ de k-simplexes distincts tels

que σ ∈ c et σ′ ∈ c, il existe une séquence σ = σ1, σ2, σ3, . . . , σr = σ′ de k-simplexes de
σi ∈ c telle que pour tout i ∈ [r − 1], σi ∩ σi+1 est un (d − 1)-simplexe de K.

1.4.8 Preuve combinatoire
Dans le cas où les preuves originelles sont topologiques, nous proposerons souvent des

preuves combinatoires. Qu'entend-on par preuve combinatoire ? Nous nous référons à l'article
de G. M. Ziegler [101] pour dé�nir une preuve combinatoire comme une preuve ne faisant
intervenir ni groupe d'homologie, ni approximation simpliciale, ni fonction continue.

1.5 Objets combinatoires
1.5.1 Graphes
Dé�nitions fondamentales

Un graphe est la donnée d'un couple (V, E) où V est un ensemble �ni et où E est une
famille de paires non ordonnées d'éléments de V . Les éléments de V sont appelés sommets
ou parfois n÷uds. Les éléments de E sont appelés arêtes.



1.5. OBJETS COMBINATOIRES 25

Une même arête peut apparaître plusieurs fois dans E (voilà pourquoi nous employons
le mot �famille� plutôt qu'�ensemble� dans la dé�nition de E). Une arête apparaissant stric-
tement plus d'une fois est appelée arête multiple, et le nombre de fois qu'elle apparaît est
appelé sa multiplicité. Une boucle est une arête de la forme {v, v}. Un graphe est dit simple
s'il n'a ni boucle ni arête multiple. Il convient de noter qu'un graphe simple est un complexe
simplicial abstrait de dimension 1.

Une arête e = {u, v} connecte u et v. u et v sont alors adjacents et v est appelé voisin
de u. On dit aussi que e est incident à u (et incident à v) et on appelle u et v les extrémités
de e.

On note
NG(v) := ensemble des voisins de v.

NG[v] := NG(v) ∪ {v}.
NG(v) est appelé le voisinage de v et NG[v], le voisinage étendu de v.

Le degré d'un sommet v, noté degG(v), ou deg(v) s'il n'y a pas d'ambiguité, est le nombre
d'arêtes incidentes à v. Si l'on a une boucle en v, la boucle est comptée 2 fois. Pour F un
sous-ensemble de E, on note degF (v) le degré de v dans le graphe (V, F ).

Un sommet de degré 0 est dit isolé. Un graphe G est dit k-régulier si tous les sommets
sont de degré k. Un graphe 3-régulier est aussi appelé graphe cubique.

Sous-graphes, graphe partiel et mineurs
Soit G = (V, E) un graphe.
Un graphe H = (V ′, E′) est appelé sous-graphe de G si V ′ ⊆ V et si E′ est l'ensemble

des arêtes de E dont les extrémités sont dans V ′. On note alors un tel sous-graphe G[V ′],
et on dit que V ′ engendre H = G[V ′].

Un graphe H = (V ′, E′) est un graphe partiel de G si V ′ = V et E′ ⊆ E.
Si U est un sous-ensemble de V , G − U est le sous-graphe G[V \ U ], et si F est un

sous-ensemble de E, G − F est le graphe partiel (V, E \ F ).
Contracter une arête e = {u, v} d'un graphe, c'est supprimer l'arête e de G, et identi�er

u et v. H est un mineur de G si on peut obtenir H à partir de G par une succession de
suppressions d'arêtes, suppressions de sommets et contractions d'arêtes. On dit que G est
sans mineur H si H n'est pas un mineur de G.

Les relations `être un sous-graphe de' et `être un mineur de' sont des relations d'ordre
partiel.

Chaînes, cycles et mailles
Une chaîne d'un graphe G = (V,E) est une séquence

P = (v0, e1, v1, e2, . . . , ek, vk),

où k ≥ 0, v0, v1, . . . , vk sont des sommets et ei est une arête connectant vi1 à vi. On dit que
P connecte v0 à vk. La longueur d'une chaîne est son nombre d'arêtes.

Pour P une chaîne, on note V (P ) les sommets de P et E(P ) les arêtes de P .
Une chaîne simple est une chaîne dont tous les sommets sont distincts, sauf peut-être le

premier et le dernier.
Une chaîne est dite fermée si v0 = vk, auquel cas on l'appelle cycle. La maille (resp.

maille impaire, maille paire) d'un graphe G est la longueur du plus petit cycle (resp. du plus
petit cycle de longueur impaire, du plus petit cycle de longueur paire) qui soit un sous-graphe
de G.

Un T -joint d'un graphe G = (V, E), avec T ⊆ V de cardinalité paire, est un sous-ensemble
F d'arêtes tel que degF (v) est impair si et seulement si v ∈ T .
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Couplage, couplage parfait
Un couplage d'un graphe G est un ensemble d'arêtes deux à deux disjointes. Un couplage

parfait d'un graphe G est un couplage contenant tous les sommets du graphe.

Graphes signés
Un graphe signé est un triplet G = (V,E, S) où (V,E) est un graphe, et où S ⊆ E.
Un S-cycle impair (resp. pair) est un cycle de (V, E) contenant un nombre impair (resp.

pair) d'arêtes dans S.

Connexité
Un graphe est dit connexe si pour toute paire de sommets u et v, il existe une chaîne qui

les connecte. Un sous-graphe connexe de G, maximal pour la relation d'ordre partiel `être
un sous-graphe de', est appelé composante connexe de G.

Graphes eulériens, graphes hamiltoniens
Une chaîne (resp. cycle) est dite (resp. dit) eulérienne (resp. eulérien) si elle (resp. il)

contient toutes les arêtes du graphe. Un graphe G est eulérien s'il possède un cycle eulérien.
On a la propriété suivante, attribuée à Euler [22] :

Propriété 1.10 Un graphe G est eulérien si et seulement s'il est connexe et si tous ses
sommets sont de degré pair.

Pour construire un cycle eulérien dans un graphe connexe G = (X,E) ayant tous ses
sommets de degré pair, on peut appliquer di�érents algorithmes polynomiaux (voir plus loin
la dé�nition d'algorithme polynomial), le plus simple étant celui de Fleury [26], qui peut se
décrire de la manière suivante :

ALGORITHME DE FLEURY
1. Choisir un sommet x0, et poser C := ∅.
2. Pour i allant de 1 à |E| :

� choisir une arête ei adjacente à xi−1, qui ne déconnecte pas G − E(C),
� faire C := C ∪ {ei} et dé�nir xi comme étant l'extrémité de ei di�érente de xi−1.

FIN
Un cycle est dit hamiltonien s'il est une chaîne simple fermée contenant tous les sommets

du graphe. Un graphe est dit hamiltonien s'il possède un cycle hamiltonien. Contrairement
aux graphes eulériens, on ne connaît pas d'algorithme polynomial qui teste si un graphe est
hamiltonien .

Nombre cyclomatique
Soit G = (V, E) une graphe ayant n sommets v1, v2 . . . , vn et m arêtes e1, e2, . . . , em.

Identi�ant tout sous-ensemble F de E à un {0, 1}-vecteur à m composantes, où la jème
composante est égale à 1 si et seulement si ej ∈ F , l'espace des cycles de G, noté C(G), est
le Z2-espace vectoriel engendré par les cycles de G (l'addition des vecteurs se fait modulo
2).

Le nombre cyclomatique du graphe G, noté φ, est la dimension de son espace des cycles
C(G). On a alors le théorème suivant :

Théorème 1.3 Si φ est le nombre cyclomatique de G et p son nombre de composantes
connexes, alors φ = m − n + p.
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Démonstration : Remarquons d'abord que F ∈ C(G) si et seulement si degF (x) =
0 mod 2 pour tout x ∈ V (trivial). Ensuite, regardons G comme un complexe simplicial de
dimension 1. Notons ∂ le bord de son complexe de chaînes : ∂ : C1(G, Z2) → C0(G, Z2).
On a alors C(G) = ker ∂, ce qui est précisément la traduction du fait que F ∈ C(G) si et
seulement si degF (x) = 0 mod 2 pour tout x ∈ V .

On écrit la formule du rang pour ∂ :

rg ∂ + dim ker ∂ = dim C1(G, Z2). (1.1)

C1(G, Z2) est ZE
2 , donc dimC1(G, Z2) = m.

Notons K1,K2, . . . , Kp les composantes connexes de G. Soit Ki l'une de ces composantes
connexes. Notons ki son nombre de sommets, que l'on note w1, w2, . . . , wki

, et considérons
la restriction de ∂ sur Ki, que l'on note ∂|Ki

. w1 n'est pas dans l'image de ∂|Ki
, donc

rg ∂|Ki
≤ ki −1. En revanche, tous les w1 +wi, avec i = 2, 3, . . . , ki, peuvent être obtenus et

sont linéairement indépendants, ce qui implique rg ∂|Ki
≥ ki − 1. Par conséquent rg ∂|Ki

=
ki − 1, pour chaque composante connexe Ki de G. Or Cj(G, Z2) =

⊕p
i=1 Cj(Ki, Z2) pour

j = 0, 1 (trivial), et ∂|Ki
: C1(Ki, Z2) → C0(Ki, Z2). Donc

rg ∂ =

p
∑

i=1

rg ∂|Ki
,

et rg ∂ = n − p.
En remplaçant dans l'équation 1.1, on obtient n − p + φ = m.

Quelques propriétés élémentaires

Propriété 1.11 Soit G = (V, E) un graphe connexe. Si |V | ≥ 2, alors il existe un sommet
dont la suppression ne déconnecte pas G.

Démonstration : Soit P = (v0, . . . , vk) une plus longue chaîne simple de G. Comme
|V | ≥ 2, k ≥ 1. Par maximalité de P , tous les voisins de v0 sont dans P . Donc la suppression
de v0 ne déconnecte pas G.

Propriété 1.12 Un graphe possède toujours un nombre pair de sommets de degré impair.
En particulier, s'il possède un sommet de degré impair, alors il en possède au moins un
autre.

Stabilité et domination

Soit G = (V, E) un graphe. Un sous-ensemble C de V est appelé stable, si toute paire de
sommets de C est non adjacente, et appelé dominant si tout sommet de V \ C possède un
voisin dans C (un dominant C est tel que

⋃

v∈C NG[v] = V ).
On note traditionnellement α(G) la cardinalité du plus grand stable de G, et γ(G) la

cardinalité du plus petit dominant de G.

Coloration classique

Une coloration de G = (V,E) est une application φ : V → N∗ telle que φ(u) 6= φ(v) si u
et v sont adjacents. Les éléments de φ(V ) sont alors appelées les couleurs de G. Le nombre
chromatique de G, noté χ(G), est le nombre minimal de couleurs dont on a besoin pour
colorier le graphe.
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Coloration fractionnaire

Le nombre chromatique fractionnaire χf (G) d'un graphe G = (V,E) est la borne infé-
rieure des rapports a

b tels qu'on puisse couvrir les sommets de G par a indépendants de G
de manière à ce que chaque sommet soit couvert au moins b fois.

Propriété 1.13 La borne inférieure est en réalité un minimum, et on a l'encadrement sui-
vant :

|V |
α(G)

≤ χf (G) ≤ χ(G).

Coloration circulaire

Une (p, q)-coloration de G = (V,E) est une application φ : V → [p] telle que

{u, v} ∈ E ⇒ q ≤ |φ(u) − φ(v)| ≤ p − q.

Les éléments de φ(G) sont alors appelées les couleurs de G. Le nombre chromatique circulaire
de G, noté χc(G), est la borne inférieure de p/q tel que G admette une (p, q)-coloration. On
a la propriété suivante ([95])

Propriété 1.14 La borne inférieure est en réalité un minimum, et on a l'encadrement sui-
vant :

χ(G) − 1 < χc(G) ≤ χ(G).

Coupe

Soit G = (V,E) un graphe. Pour tout U ⊆ V , on note δ(U) l'ensemble des arêtes
connectant U et V \ U . Un sous-ensemble F de E est appelé coupe si F = δ(U) pour un
certain U ⊆ V . En particulier, ∅ est une coupe.

Produit de graphes

Soit G1 et G2 deux graphes.
On dé�nit le produit cartésien de G1 et G2, noté G1 ⊗ G2 par

V (G1 ⊗ G2) := V (G1) × V (G2),

E(G1⊗G2) :=
{(

(x1, y1), (x2, y2)
)

: x1 = y1 et (x2, y2) ∈ E(G2); ou (x1, y1) ∈ E(G1) et x2 = y2

}
.

On dé�nit le produit direct (fort) de G1 et G2, noté G1 • G2 par

V (G1 • G2) := V (G1) × V (G2),

E(G1•G2) :=
{(

(x1, y1), (x2, y2)
)

: (x1, y1) ∈ E(G1) et (x2, y2) ∈ E(G2); ou x1 = y1 et (x2, y2) ∈ E(G2);

ou (x1, y1) ∈ E(G1) et x2 = y2

}
.

Observation 1.5 Ces produits sont associatifs (à un isomorphisme près).

Les notations G1 • G2 • . . . • Gr et G1 ⊗ G2 ⊗ . . . ⊗ Gr ont donc un sens.
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G1

G2 G1 • G2 G1 ⊗ G2

Fig. 1.6 � Produits de deux chaînes.

Quelques graphes particuliers
Soit G = (V, E) un graphe.
G est dit complet si pour toute paire de sommets u 6= v, {u, v} ∈ E. On note Kn le

graphe complet à n sommets (K5 est représenté sur la Figure 1.7).
G est dit biparti si deux couleurs su�sent pour le colorer.
G est une forêt s'il n'a pas de cycle (ou, de manière équivalente, si son nombre cyclo-

matique est nul). G est un arbre s'il est une forêt connexe (ou, de manière équivalente, si
son nombre cyclomatique est nul et s'il ne possède qu'une composante connexe). Un arbre
enraciné est la donnée d'un arbre connexe T et d'un sommet v de T . Les feuilles sont les
sommets de degré 1 di�érents de v. On a alors naturellement un ordre partiel sur les som-
mets x ¹ y si y est sur la chaîne la plus courte reliant x à v. Si x ¹ y, on dit que y est
un ascendant de x, et que x est un descendant de y. Un sous-arbre enraciné en w est le
sous-arbre de T engendré par w et ses descendants.

Si G, en tant que complexe simplicial géométrique de dimension 1, admet un plongement
(i.e. une injection continue) dans R2, on dit que G est planaire. On note l'image de ce
plongement ||G||, qui est alors la représentation planaire de G. Les composantes 0-connexes
(au sens topologique) de R2 \ ||G|| sont appelées faces de ||G||. Le dual d'un graphe planaire
G = (V, E) est le graphe G∗ = (V ∗, E∗), où les sommets sont les faces de ||G||, |E∗| = |E|,
et on a une bijection entre les arêtes e ∈ E et leur dual e∗ ∈ E∗.

On dé�nit e∗ ∈ E∗ comme l'arête qui joint les deux faces séparées par e. Il est possible
que des deux côtés de e on ait la même face (arête d'articulation) en ce cas là, e∗ est une
boucle dans le graphe dual. Pour F ⊆ E on notera

F ∗ := {e∗ : e ∈ F}.

On a évidemment (F ∗)∗ = F et (G∗)∗ = G.
On a la célèbre formule d'Euler, qui lie le nombre de face, le nombre d'arêtes et le nombre

de sommets d'un graphe planaire (elle peut se prouver en utilisant la formule du nombre
cyclomatique) :

Théorème 1.4 (Formule d'Euler) Si un graphe planaire connexe admet n sommets, f
faces et m arêtes, alors :

m + f − 2 = n.

On a encore l'observation suivante :

Observation 1.6 Si H est un mineur d'un graphe planaire, alors H est planaire.

On a le célèbre théorème de Kuratowski ([53]) :

Théorème 1.5 (Théorème de Kuratowski - version de Wagner [96]) G est planaire
si et seulement si G est sans mineur K5 et sans mineur K3,3.

Un graphe célèbre est représenté Figure 1.8. Il s'agit du graphe de Petersen, qui a été
plusieurs fois, dans l'histoire de la théorie des graphes, un contre-exemple à des conjectures.
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Fig. 1.7 � Le graphe complet à 5 sommets.

Fig. 1.8 � Le graphe de Petersen.
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1.5.2 Hypergraphes
Un hypergraphe est une paire H = (V, E) où V est un ensemble �ni et E est une famille

de sous-ensembles de V . Les éléments de V et de E sont appelés respectivement sommets et
hyperarêtes.

Une couverture d'un hypergraphe H = (V, E) est un sous-ensemble de V intersectant
toute arête.

Le bloquant d'un hypergraphe H est l'hypergraphe des couvertures minimales pour l'in-
clusion de H. On le note b(H).

1.6 Complexité algorithmique
Nous présentons maintenant une brève introduction à la théorie de la complexité, dans

un style relativement informel, mais qui répond aux besoins de la thèse. Des références à des
ouvrages ou articles plus précis sont données.

1.6.1 Préliminaires
Un problème est la donnée d'une instance, ensemble de paramètres dont on peut calculer

la taille (en nombre de bits par exemple), et d'une tâche à e�ectuer. La tâche peut être une
question. Par exemple,

PROBLEME : graphe hamiltonien
INSTANCE : un graphe G

QUESTION : G est-il hamiltonien ?

Un algorithme est un ensemble d'opérations qui, à partir d'une instance quelconque d'un
problème, fournit la réponse en un temps �ni. Lorsqu'un tel algorithme existe, le problème
est dit décidable.

Un algorithme est dit polynomial s'il existe un polynôme P tel que l'algorithme se termine
après un nombre d'opérations majoré par P (n), lorsque n est la taille de l'instance. On dit
que la complexité de ce problème est polynomiale, et qu'elle est en O(P (n)). On dit encore
que ce problème est de classe P. Par exemple, tester la connexité d'un graphe, ou identi�er
ses composantes, se fait en temps polynomial en la taille du graphe.

Nous présentons maintenant trois types de problèmes di�érents : les problèmes de déci-
sion, les problèmes d'optimisation et les problèmes de recherche. Les deux premiers types
de problèmes possèdent leur livre de référence, écrit par Garey et Johnson ([36]). Papadi-
mitriou a également écrit un livre de référence sur la complexité ([76]), qui cherche à aller
plus loin que le livre précédent, et qui possède en particulier un chapitre sur les problèmes
de recherche.

1.6.2 Problèmes de décision
Un problème est dit de décision si la tâche à e�ectuer est de répondre à une question

fermée (la réponse est �oui� ou �non�). Répondre à la question, c'est décider si la réponse
est �oui� ou �non�. Le problème du graphe hamiltonien est un problème de décision. Un
certi�cat du �oui� (resp. du �non�) est un objet construit à partir de l'instance et qui existe si
et seulement si la réponse est �oui� (resp. �non�). Un bon certi�cat est un certi�cat de taille
polynomiale en la taille de l'instance, et dont on peut véri�er en temps polynomial qu'il est
un certi�cat du oui.
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Un problème de décision appartient à la classe NP s'il existe un bon certi�cat du oui et
à la classe co-NP s'il existe un bon certi�cat du non3.

Par exemple, un bon certi�cat du �oui� pour le problème du cycle hamiltonien est un
cycle hamiltonien lui-même.

Observation 1.7 P ⊆NP∩co-NP

Actuellement on ignore si P 6=NP.
Un problème de décision est dit NP-complet s'il est dans la classe NP et si son apparte-

nance à la classe P implique l'appartenance à la classe P de tout problème de la classe NP.
Il existe beaucoup de problèmes NP-complets. Bien entendu, on ne connaît d'algorithme
polynomial pour aucun d'entre eux, sinon on saurait que P=NP. Le premier problème de
ce type a été identi�é par Cook ([14]) Les problèmes NP-complets sont donc les problèmes
di�ciles de la classe NP. Le problème du cycle hamiltonien est un exemple de problème
NP-complet (d'après Karp [46], ce problème a été identi�é comme tel par E. L. Lawler et
R. E. Tarjan)

Théorème 1.6 Le problème du graphe hamiltonien est NP-complet.

1.6.3 Problèmes d'optimisation
En plus des problèmes de décision, on a des problèmes d'optimisation pour lesquels la

tâche à remplir est l'optimisation d'une fonction. Exemple :
PROBLEME : coupe maximum
INSTANCE : un graphe G
TACHE : trouver la cardinalité de la coupe maximum de G.

Un problème d'optimisation est dit NP-di�cile si l'existence d'un problème polynomial
le résolvant implique P=NP. On a par exemple le théorème suivant, prouvé par Karp en
1972 [46] :

Théorème 1.7 Le problème de la coupe maximum est NP-di�cile.

Même si l'on se restreint aux graphes cubiques, le problème de la coupe maximum reste
NP-di�cile, voir le livre de Garey et Johnson [36]4 :

Théorème 1.8 Le problème de la coupe maximum dans les graphes cubiques est NP-di�cile.

1.6.4 Problèmes de recherche associé à un problème de décision
Considérons les problèmes de décision de la forme : étant donnée une instance x, décider

s'il existe une solution y telle que R(x, y), où R est une relation binaire qui s'évalue en temps
polynomial en fonction des tailles de x et de y (on dit que R est polynomiale).
INSTANCE : x
TACHE : décider s'il existe y tel que R(x, y).

Le problème de recherche associé est le suivant :
INSTANCE : x

3NP ne signi�e pas �non polynomial�, mais �non deterministic polynomial�, qui veut dire polynomial pour
des machines non déterministes.

4Dans ce livre, c'est le problème de la coupe maximum dans les graphes de degré au plus 3 qui est donné
comme NP-di�cile, mais en ajoutant des arêtes pendantes sur les sommets de degré 2, et des graphes �xés
dont tous les sommets sont de degré 3 sauf un de degré 2 sur les sommets de degré 1, on obtient le résultat
pour les graphes cubiques.
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TACHE : trouver y tel que R(x, y) si un tel y existe, sinon, répondre �non�.
Une relation R polynomiale est totale si pour tout x il existe un y tel que R(x, y).
La classe FNP est la classe des problèmes de recherche associés aux problèmes de décision

de NP. TFNP est la sous-classe de FNP caractérisée par une relation totale. FP est la sous-
classe des problèmes de FNP que l'on peut résoudre en temps polynomial5.

La classe TFNP peut être a priori déstabilisante. Elle a été introduite en 1991 par
Meggido et Papadimitriou dans [66]. Un exemple de problème TFNP est la décomposition
en facteurs premiers : le problème de décision auquel il est associé est le suivant : décider si
un entier n admet une décomposition en facteur premier ; la réponse est toujours a�rmative.

Papadimitriou a montré le théorème suivant [76] :

Théorème 1.9 FP=FNP si et seulement si P=NP.

Une sous-classe de TFNP qui apparaît parfois dans cette thèse est la classe PPA (de
l'anglais �Polynomial Parity Argument�), introduite par Papadimitriou dans [77]. Un pro-
blème est dans cette classe si l'existence de y dans R(x, y) peut être assurée par l'existence
d'un autre sommet de degré impair dans un graphe ayant déjà un sommet de degré impair
(conséquence de la Propriété 1.12).

5le �F� dans les acronymes FP,FNP,... signi�e �functional�, i.e. �fonctionnel� en anglais.
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Chapitre 2

Variations sur le lemme de Sperner

2.1 Introduction
En 1928, Sperner démontrait un lemme, désormais connu sous le nom du lemme de

Sperner, conduisant à une preuve simple et constructive du célèbre théorème du point �xe
de Brouwer, ce qui ouvrit la voie à la mise au point d'algorithmes pour trouver des points
�xes d'applications continues. Ce lemme mériterait plutôt l'appellation théorème. On parle
d'ailleurs souvent de ce lemme en tant que version combinatoire (ou discrète) du théorème
de Brouwer, ce qui signi�e implicitement une égalité de statut entre les deux résultats.

Dans sa version la plus élémentaire, le lemme de Sperner dit la chose suivante : soit △
un triangle de sommets {v1, v2, v3}, et soit T une triangulation de △ ; si les sommets de T

sont étiquetés avec les entiers 1, 2 et 3 de manière à ce que v1 soit étiqueté par 1, v2 par 2,
v3 par 3, v ∈ [v1, v2] par 1 ou par 2, v ∈ [v1, v3] par 1 ou par 3 et v ∈ [v2, v3] par 2 ou par
3 et en�n tous les autres sommets par 1, 2 ou 3, alors au moins l'un des �petit� triangles de
la triangulation T est étiqueté 1, 2, 3 (voir Figure 2.1), i.e. pleinement étiqueté.

Depuis, le lemme de Sperner a connu une multitude de généralisations dont l'intérêt
est, d'une part, d'apporter une meilleur compréhension des théorèmes de point �xe dans
le cadre continu et d'améliorer les techniques permettant des les calculer pratiquement, et,
d'autre part, de fournir des théorèmes d'existence qui n'ont pas forcément d'équivalent dans
le continu, comme la généralisation polytopale de De Leora, Prescott et Su.

La Section 2.2 de ce chapitre est consacrée au lemme de Sperner lui-même, et à quelques
variantes, mais en gardant les mêmes règles d'étiquetage (étiquetage à la Sperner). Di�é-
rents types de preuves sont présentés, ainsi que l'équivalence avec le théorème de Brouwer.
Quelques mots sont dits sur les questions algorithmiques. Une conjecture est proposée dans
le cas où il y a plusieurs étiquetages simultanés. Cette conjecture propose un nouveau type
de lien entre la combinatoire et la topologie, lien qui ne semble pas avoir été à ce jour exploré.

La Section 2.3 est consacrée à d'autres versions du lemme de Sperner mais toujours sur
des simplexes. On relâche donc la condition sur le type d'étiquetage. La nouveauté introduite
dans ce chapitre est l'usage systématique de la relation de commutativité entre le bord et
une application de chaînes pour démontrer et renforcer ces résultats.

La Section 2.4 est consacrée à des généralisations du lemme de Sperner pour d'autres
corps que des simplexes. Les premiers théorèmes que nous regardons dans cette section sont
des théorèmes de Freund qui concernent l'étiquetage d'une triangulation d'un polytope avec
des points d'un espace a�ne. On se demande alors s'il existe un simplexe de la triangulation
dont l'étiquetage contient un certain point dans son enveloppe convexe. Dans un second
temps, nous nous attaquons à l'amélioration d'un théorème de De Loera, Prescott et Su
donnant une borne inférieure au nombre de d-simplexes pleinement étiquetés d'une triangu-

35
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Fig. 2.1 � Les règles d'étiquetage sont respectées : il y a au moins un simplexe de la trian-
gulation qui est pleinement étiqueté

lation d'un polytope étiqueté, lorsque le nombre d'étiquettes di�érentes utilisées est égal au
nombre de sommets du polytope. Nous démontrons (i) une meilleure borne sur le nombre
des ces d-simplexes (ii) que la condition �polytope� est très forte : il su�t de supposer que
le corps compact triangulé a une surface fortement connexe.

2.2 Le lemme de Sperner
2.2.1 Enoncés et quelques preuves traditionnelles

Nous présentons maintenant le lemme de Sperner, dans sa version originale. Pour cela
nous devons dé�nir ce qu'est un étiquetage de Sperner d'une triangulation d'un d-simplexe.

Soit T une triangulation de △d un d-simplexe, dont on a préalablement numéroté les
sommets par des entiers 1, 2, 3, . . . , d + 1. Si les sommets de T sont étiquetés de sorte que
tout sommet v reçoit l'un des numéros des sommets de la facette minimale le supportant,
alors on dit que l'étiquetage est un étiquetage de Sperner.

Lemme 2.1 Soit T une triangulation de △d un d-simplexe, dont on a préalablement nu-
méroté les sommets par des entiers 1, 2, 3, . . . , d + 1. Si l'on étiquette les sommets de T de
manière à obtenir un étiquetage de Sperner, alors il y a au moins un d-simplexe de T dont
les sommets sont étiquetés par les d + 1 entiers 1, 2, . . . , d + 1.

Un d-simplexe étiqueté par d + 1 étiquettes di�érentes est dit pleinement étiqueté.
Par exemple, sur la Figure 2.1, on a illustré le cas où d = 2.
Nous donnons maintenant deux preuves de ce résultat, la première constructive, que l'on

attribue à Cohen [13], Kühn [52] et Scarf [79], ce dernier étant probablement le premier
à s'être intéressé à cette question. La seconde, combinatoire, en guise d'illustration de la
puissance et de la simplicité du formalisme des complexes de chaînes.

Démonstration constructive du Lemme 2.1 : Cette démonstration procède par ré-
currence. On démontre le Fait suivant :
Fait : lorsqu'une triangulation T d'un d-simplexe a un étiquetage de Sperner, alors il y a un
nombre impair de d-simplexes de T qui sont pleinement étiquetés (et donc en particulier il
y a en au moins un).
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Fig. 2.2 � Illustration de la preuve constructive du lemme de Sperner

Preuve du Fait : Pour d = 0, c'est trivial. Supposons donc que d > 0. On note λ la fonction
d'étiquetage. On construit un graphe G dont les n÷uds sont les d-simplexes σ tel que λ(σ) ⊇
{1, 2, . . . , d}. A ces n÷uds on ajoute un n÷ud supplémentaire, que l'on va noter v0.

Les arêtes sont de deux types :
1. du type {v0, σ} où σ est un d-simplexe ayant une face τ contenue dans la face {1, 2, . . . , d}

de △ et tel que λ(τ) = {1, 2, . . . , d},
2. du type {σ, σ′} où σ et σ′ sont deux d-simplexes ayant une face en commun τ telle que

λ(τ) = {1, 2, . . . , d}.
On regarde les degrés des sommets de G.
Par hypothèse de récurrence, degG(v0) est impair : en e�et, chaque arête quittant v0

correspond à un (d− 1)-simplexe pleinement étiqueté de la face {1, 2, . . . , d} de △d ; l'hypo-
thèse de récurrence appliquée à cette face indique la présence d'un nombre impair de tels
(d − 1)-simplexes.

Regardons maintenant les autres n÷uds de G. Considérons σ un d-simplexe correspon-
dant à un n÷ud de G. On a λ(σ) ⊇ {1, 2, . . . , d}. Si λ(σ) = {1, 2, . . . , d}, σ a exactement
deux voisins dans G puisqu'exactement une étiquette apparaît deux fois sur les sommets
de σ. Donc degg(σ) = 2. Dans tout graphe, il y a un nombre pair de sommets de degré
impair, donc v0 ne peut être le seul sommet de degré impair et il y a un nombre impair de
simplexes σ tels que λ(σ) = {1, 2, . . . , d + 1}. Ce qui démontre le Fait, et donc le lemme de
Sperner.

On peut aisément donner un procédé constructif à partir de cette preuve : partant de
v0, on peut suivre une chaîne qui inévitablement �nira sur un sommet de G correspondant
à un simplexe pleinement étiqueté.

La seconde démonstration, elle, est beaucoup plus courte, mais bien que combinatoire,
elle ne fournit pas immédiatement un procédé pour construire un d-simplexe pleinement
étiqueté.

Démonstration combinatoire : On procède également par récurrence, et on démontre
de même qu'il y a un nombre impair de d-simplexes pleinement étiquetés. Pour d = 0, c'est
trivial. Supposons donc d > 0. Soit T la chaîne (à coe�cients dans Z2)

∑

σ∈T
σ. L'étiquetage

λ est une fonction simpliciale de T dans
({1,2,...,d+1}

≤d+1

)
. Montrer qu'il y a un nombre impair

de d-simplexes pleinement étiquetés est équivalent à montrer que λ#T = {1, 2, . . . , d + 1}.
On a ∂λ#T = λ#∂T . Or ∂T est la somme des (d−1)-simplexes des triangulations induites

par T sur les faces de △d. Donc, par induction, ∂λ#T =
∑d+1

k=1{1, 2, . . . , k̂, . . . , d + 1}. En
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particulier ∂λ#T 6= 0. Donc λ#T 6= 0. Comme {1, 2, . . . , d + 1} est le seul d-simplexe dans
({1,2,...,d+1}

≤d+1

)
, on a λ#T = {1, 2, . . . , d + 1}.

On peut facilement adapter la preuve ci-dessus en travaillant non pas avec des chaînes à
coe�cients dans Z2, mais avec des chaînes à coe�cients dans Z. On obtient alors le lemme
de Sperner �orienté�, dont nous omettons la démonstration :

Lemme 2.2 Soit T une triangulation orientée de manière cohérente de △d, dont on a
préalablement numéroté les sommets par des entiers 1, 2, 3, . . . , d+1, et soit λ un étiquetage
de Sperner. Alors le nombre de d-simplexes [v1, v2, . . . , vd+1] tels que λ(vi) = i pour i =
1, . . . , d + 1 moins le nombre d-simplexes −[v1, v2, . . . , vd+1] pour i = 1, . . . , d + 1 tels que
λ(vi) = i est égal à 1.

2.2.2 Version continue : théorème de Brouwer et théorème de Knaster-
Kuratowski-Mazurkiewicz

Nous ne pouvons pas ne pas rappeler le théorème de Brouwer ([10]) ainsi que la façon
dont il se déduit du lemme de Sperner. De plus, nous donnons aussi le théorème de Knaster-
Kuratowski-Mazurkiewicz, en abrégé théorème KKM, qui est équivalent au théorème de
Brouwer, mais qui se présente sous la forme d'un énoncé sur certaines couvertures par des
fermés d'un d-simplexe △d.

Théorème 2.1 (Théorème de Brouwer) Si f est une application continue d'une boule
B dans elle-même, alors f a un point �xe, i.e. il existe x ∈ B tel que f(x) = x.

Démonstration : On démontre que si f est une application continue de △d dans lui-
même, alors f a un point �xe. Cela implique le théorème, car une boule B de dimension d
est homéomorphe à un simplexe △d, pour un certain d.

On considère△d comme l'ensemble {(x1, x2, . . . , xd+1) : ∀i ∈ [d+1], xi ≥ 0 et
∑d+1

i=1 xi =
1}. On va démontrer par l'absurde qu'il existe x = (x1, x2, . . . , xd+1) dans △d tel que
f(x) = x. Supposons donc qu'un tel x n'existe pas.

Soit Tǫ une triangulation de △d, dont tout simplexe a un diamètre inférieur à ǫ. On
étiquette les sommets de Tǫ de la manière suivante : v reçoit min{i : f(x)i < xi}. Un tel i

existe toujours car x 6= f(x) et
∑d+1

i=1 f(x)i =
∑d+1

i=1 xi. Un tel étiquetage est un étiquetage
de Sperner. On peut donc appliquer le lemme de Sperner (Lemme 2.1) : il existe au moins
un simplexe pleinement étiqueté. En faisant tendre ǫ vers 0, la compacité permet de voir
qu'il existe une suite de simplexes pleinement étiquetés dont les sommets convergent vers
un point x tel que pour tout i, xi ≥ f(x)i. Comme 1 =

∑d+1
i=1 xi ≥

∑d+1
i=1 f(x)i = 1, et les

xi et f(x)i sont tous positifs, on a x = f(x).
La démonstration constructive du lemme de Sperner peut être facilement adaptée pour

trouver, étant donné ǫ > 0, un x ∈ B tel que ||x − f(x)|| < ǫ (voir par exemple Scarf [79]).
Et voici la version KKM ([47] :

Théorème 2.2 On identi�e chaque sommet de △d à un entier di�érent de l'ensemble [d+1].
Si C1, C2, . . . , Cd+1 sont d + 1 fermés de △d tels que, pour tout F ⊆ {1, 2, . . . , d + 1}, la
facette de sommets F soit couverte par les Ci, i ∈ F , alors ∩d+1

i=1 Ci 6= ∅.

Démonstration : Soit Tǫ de △d une triangulation dont les simplexes sont de diamètre
inférieur à ǫ. On étiquette les sommets de T de la manière suivante : pour v un sommet
de T, on prend la facette F minimale qui le supporte, et on lui associe le plus petit entier
i tel que i ∈ F et v ∈ Ci. Un tel i existe forcément par hypothèse. Il existe au moins un
d-simplexe pleinement étiqueté. On fait tendre ǫ vers 0, la compacité permet de voir qu'il
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existe une suite de simplexes pleinement étiquetés dont les sommets convergent vers un point
x. Comme les Ci sont des fermés, x ∈ ∩d+1

i=1 Ci.

Réciproquement, le théorème de Brouwer implique le lemme de Sperner :

Brouwer implique Sperner (preuve succincte) : Si λ est l'étiquetage de Sperner,
on le compose avec la permutation π : i 7→ i + 1, prolongée de manière a�ne, qui ne laisse
aucune facette propre stable. Cette fonction composée π ◦ λ peut être interprétée comme
une application continue de △d dans lui-même, qui ne peut admettre de point �xe sur les
facettes. En vertu du théorème de Brouwer, il existe un point �xe, qui ne peut être contenu
que dans un simplexe pleinement étiqueté.

2.2.3 Quelques mots sur la complexité algorithmique
La première preuve que nous avons donnée du lemme de Sperner montre clairement que

le problème de trouver un simplexe pleinement étiqueté est dans TFNP, et même dans PPA.
Pour éviter de se poser des problèmes d'existence de triangulations su�samment régulières,
nous limitons notre brève discussion au cas d = 2.

PROBLEME : 2D-SPERNER
INSTANCE : un entier n, et une fonction f qui, à chaque point p = (i1, i2, i3) avec i1, i2, i3 ≥
0 et i1 + i2 + i3 = n, associe un entier f(p) valant 1, 2 ou 3 tel que ij = 0 implique f(p) 6= j,
TACHE : trouver trois points p, p′, p′′, deux à deux à distance 1, tels que f

{
p, p′, p′′}

)
=

{1, 2, 3}.
La longueur de la chaîne dans le graphe G construit dans la preuve constructive du

lemme de Sperner ci-dessus peut très bien être de taille exponentielle puisqu'elle peut être
de l'ordre de n2, alors que la taille de l'instance est en O(log n + k), où k est la taille de la
fonction, et l'on peut facilement imaginer des fonctions pour lesquelles k est indépendant de
n.

A ce jour, on ignore si 2D-SPERNER est dans FP.

2.2.4 Multi-étiquetage
Le théorème de Bapat

On peut aussi imaginer le cas où l'on met plusieurs étiquettes par sommet. Bapat, en
1989, a proposé une telle version du lemme de Sperner ([6]), pour fournir une preuve construc-
tive de la généralisation du lemme KKM par Gale ([33]).

Pour énoncer le théorème de Bapat, on doit introduire la notion de plein étiquetage
pour une paire (σ, f) : soit σ un d-simplexe d'une triangulation T de △d ; si tout sommet
v de σ reçoit d + 1 étiquettes λ1(v), λ2(v), ..., λd+1(v), et si f est une bijection de V (σ)
dans [d + 1], alors on dit que la paire (σ, f) est pleinement étiquetée si

⋃

v∈V (σ){λf(v)(v)} =

{1, 2, . . . , d + 1}. Si v1, . . . , vd+1 sont les sommets de σ et si σ est orienté [v1, . . . , vd+1], on
dira que la paire (σ, f) est positive (resp. négative) si

λf(v1)(v1), λf(v2)(v2), . . . , λf(vd+1)(vd+1)

forme une permutation paire (resp. impaire) de 1, 2, . . . , d + 1.

Théorème 2.3 Soit T une triangulation orientée de manière cohérente de △d et soient
λ1, λ2, . . . , λd+1 une collection de d + 1 étiquetages de Sperner. Alors le nombre de paires
pleinement étiquetés positives moins le nombre de paires pleinement étiquetés négatives est
égal à (d + 1)!.
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Fig. 2.3 � Illustration du complexe simplicial S(λ).

Dans le cas où tous les λi sont égaux, on retrouve le lemme de Sperner orienté (Lemme
2.2). Nous ne donnons pas immédiatement une démonstration de ce théorème. Il sera déduit
d'une version plus générale qui concerne la formule de Ky Fan (voir prochain chapitre)
multi-étiquettes.

Plusieurs étiquetages : une conjecture
Pour �nir cette section sur le lemme de Sperner et ses variantes utilisant les mêmes

étiquetages, nous proposons une conjecture qui, si elle est vraie, fournit un lien d'un nouveau
type entre la combinatoire et la topologie.

Imaginons un d-simplexe △d, triangulé, et considérons deux étiquetages de Sperner, λ1

et λ2, de cette triangulation. On a alors la proposition suivante :

Proposition 2.1 Il existe un d-simplexe σ de la triangulation telle que |λ1(V (σ))| = 2 et
|λ2(V (σ))| = d.

Le lemme de Sperner dit que si λ est un étiquetage de Sperner, alors il existe σ tel que
|λ(V (σ))| = d + 1.

Nous donnons une preuve de la Proposition 2.1 qui s'appuie sur la construction du
complexe simplicial de dimension 1 (c'est donc un graphe) S(λ) dé�ni pour λ, un étiquetage
de Sperner de la triangulation. Les sommets de S(λ) sont les barycentres des (d−1)-simplexes
pleinement étiquetés (i.e. dont toutes les étiquettes sont distinctes), et les barycentres des
d-simplexes ayant au moins une face pleinement étiquetée (voir la Figure 2.3).

Démonstration : Considérons S(λ2). Il est facile de voir, comme dans la démonstration
constructive du lemme de Sperner, que S(λ2) possède au moins un sommet (correspondant
à un d-simplexe pleinement étiqueté) d'où partent d+1 chaînes rejoignant les d+1 faces de
△d. Appelons les extrémités de ces chaînes w1, w2, . . . , wd+1. Mettons sur chaque sommet v
de S(λ2) l'une des étiquettes données par λ1 au plus petit simplexe contenant v. Les d + 1
sommets wi ne peuvent tous avoir la même étiquette. Par conséquent S(λ2) possède au moins
une arête dont les étiquettes sont di�érentes. Le simplexe σ de la triangulation contenant
cette arête est alors le simplexe recherché.

Dans le cas où d = 2, on a une autre démonstration qui peut peut-être généralisée pour
démontrer la conjecture dans le cas général (voir la coïncidence de Z2-applications pour
quelques ré�exions à ce sujet, dans la sous-section 3.2.2) :
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intersection

Fig. 2.4 � L'intersection est forcée.

Elements de démonstration de la Proposition 2.1 pour d = 2 : S(λ1) et S(λ2)
possèdent chacun un sommet relié par 3 chaînes aux 3 faces de △d (voir la démonstration
ci-dessus). S(λ1) et S(λ2) sont forcés de s'intersecter (un argument topologique permet de le
montrer simplement, voir Figure 2.4) et possèdent donc un sommet en commun. Ce sommet
est contenu dans un 2-simplexe de la triangulation qui possède la propriété recherchée.

On peut essayer de généraliser la Proposition 2.1, par exemple, on peut conjecturer dans
le cas d = 4 (puisqu'il semble qu'on puisse escompter |λ1(V (σ))| + |λ2(V (σ))| = d + 2) :

Conjecture 2.1 Supposons donnés λ1 et λ2 deux étiquetages de Sperner d'une triangulation
T d'un simplexe △4. Alors il existe un 4-simplexe σ de T tel que |λ1(V (σ))| = |λ2(V (σ))| = 3.

Ou de manière générale :

Conjecture 2.2 On considère T une triangulation de △d, un entier n ≥ 1. Supposons
que l'on ait n étiquetages de Sperner λ1, λ2, . . . , λn et n entiers k1, k2, . . . , kn strictement
positifs tels que

∑n
i=1 ki ≤ d + n. Alors il existe σ ∈ T tel que, pour tout i ∈ [n], on ait

|λi(V (σ))| ≥ ki.

Pour le moment, nous ne sommes parvenu qu'à démontrer les cas où tous les ki sont
égaux à 1 sauf un égal à d + 1 (c'est une conséquence directe du lemme de Sperner), et le
cas où n = 2, et l'un des ki est égal à 2 (Proposition 2.1).

2.3 D'autres étiquetages
2.3.1 Un lemme de Scarf

Nous présentons, et démontrons, maintenant un lemme de H. Scarf de 1967 [79], très
utile en microéconomie.

Théorème 2.4 Soit T une triangulation du d-simplexe △d, que l'on dé�nit comme étant
l'ensemble des points (x1, x2, . . . , xd+1) tels que l'on ait xi ≥ 0 pour tout i ∈ {1, 2, . . . , d+1}
et

∑d+1
i=1 xi = 1. Supposons que les sommets de T soient étiquetés par les entiers 1, 2, . . . , d+1

de façon à ce que si x de coordonnées (x1, x2, . . . , xd+1) est un sommet de T sur une facette
de △d, alors il reçoit comme étiquette min{i : xi = 0 et xi+1 > 0}, avec la convention
d + 2 := 1. Alors au moins des d-simplexes de T est pleinement étiqueté.

La démonstration que nous proposons est quasiment identique à la deuxième que nous
avons donnée pour le lemme de Sperner, et simpli�e encore les preuves connues jusqu'à
présent (pour une preuve déjà relativement courte, voir [54]).



42 CHAPITRE 2. VARIATIONS SUR LE LEMME DE SPERNER

Démonstration : On procède par induction et on montre que λ#T = {1, 2, . . . , d + 1},
où λ est l'étiquetage induisant une application simpliciale de T dans

({1,2,...,d+1}
≤d+1

)
, et où T

est la somme de tous les d-simplexes de T. Pour d = 0, il n'y a rien à démontrer. Supposons
d > 0. Par induction, λ#∂T =

∑d
k=0{1, 2, . . . , k̂, . . . , d + 1}. En particulier ∂λ#T 6= 0.

Donc λ#T 6= 0. Comme {1, 2, . . . , d + 1} est le seul d-simplexe dans
({1,2,...,d+1}

≤d+1

)
, on a

λ#T = {1, 2, . . . , d + 1}.

2.3.2 Théorème de Shapley et jeux équilibrés
En 1972, Shapley proposait dans [85] une généralisation du théorème KKM, que nous

appellerons le théorème KKMS (S pour Shapley), qui devint un outil important de la théorie
de l'équilibre générale en analyse économique. Il permet de montrer entre autre le célèbre
résultat de Scarf sur la non-vacuité du c÷ur de tout jeu équilibré sans paiements latéraux :
c'est le fameux résultat de Scarf publié dans [80] (voir l'article de Y. Kannai dans le Hand-
book of Game theory [45] pour les dé�nitions des termes précédents). Comme nous l'avons
fait pour les résultats précédents, nous appliquons le formalisme des chaînes pour obtenir
une preuve courte de ce théorème. Il semble d'ailleurs qu'il y ait une sorte de compétition
pour trouver des preuves toujours plus courte du théorème KKMS (Ichiishi [43], Shapley
et Vohra [86], Komiya [49], Krasa et Yannelis [50], Zhou [99]). La nôtre est à peu près à
égalité avec la plus courte connue à ce jour, celle de [42], mais il est à noter que toutes ces
preuves font appel à d'autres théorèmes de topologie continue (théorème de Brouwer, théo-
rème de Kakutani, théorème des coïncidences de Ky Fan) et ne sont donc ni combinatoire
(ce qui nous intéresse), ni autosu�sante. De plus, nous sommes convaincu que le formalisme
des chaînes permet d'entrer plus profondément dans la compréhension du théorème, comme
nous l'avons déjà exprimé précédemment. Passons à l'exposé du théorème KKMS, et du
cadre dans lequel il prend son sens.

Soit N un ensemble �ni. Pour tout S ⊆ N , on note par eS le vecteur dans Rn dont la
ième coordonnée est 1 si i ∈ S et 0 sinon. Pour alléger la notation, e{i} sera dénoté ei.
Contrairement au reste de la thèse, les indices sont mis ici en exposant, conformément à la
(forte) tradition qui prévaut en Théorie des Jeux.

Pour tout S dans P(N), on dé�nit :

△S := conv{ei : i ∈ S},
et :

mS :=
eS

|S| .

Soit B une collection de parties de N . On dit que la collection est équilibrée s'il existe
des poids positifs ou nuls {λS}S∈B telle que :

∑

S∈B
λSeS = eN .

Observation 2.1 B est équilibrée si et seulement si mN ∈ conv{mS : S ∈ B}.

On a alors le théorème suivant :

Théorème 2.5 (Théorème KKMS) Soit {CS : S ∈ P(N)} une collection d'ensembles
fermés de △N tel que :

∪S⊆T CS ⊇ △T , pour tout T ∈ P(N).
Alors il existe un x∗ ∈ △N tel que S(x∗) := {S ∈ P(N) : x∗ ∈ CS} est équilibrée.
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m1
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m{1,2,3}

Fig. 2.5 � Les points m en dimension 2.

Nous proposons ici une nouvelle preuve, combinatoire, de ce résultat, non-constructive,
mais extrêmement simple.

La version discrète du théorème KKMS que nous allons montrer est la suivante :

Théorème 2.6 (Théorème KKMS, version discrète) Soit T une triangulation de △N

et soit µ un étiquetage des sommets de T par les points mS qui satisfait la condition sui-
vante :

v ∈ △T ∩ V (T) ⇒ µ(v) ∈ {mS : S ⊆ T}, ∀T ∈ P(N).

Alors il existe un simplexe σ de T tel que mN ∈ conv
(
µ(σ)

)
.

Démonstration : On pose n := |N |. △N est un (n − 1)-simplexe. L'étiquetage µ induit
une fonction simpliciale, que nous notons également µ, T → K, où K est le complexe simplicial
dont les sommets sont les mS et dont les simplexes sont les parties de {mS : S ⊆ N}. Il
su�t de montrer qu'il existe un (n − 1)-simplexe σ de T tel que mN ∈ conv

(
µ(σ)

)
.

Nous démontrons d'abord par récurrence le fait suivant :
Fait : Soit c la somme de tous les (n − 1)-simplexes de T. Alors {σ ∈ T : σ ∈ µ#c} est une
couverture binaire de △N .

Si n = 1 : cette proposition est triviale. Soit donc n > 1.
On a ∂µ#c = µ#∂c. En notant par cS la sous-chaîne obtenue lorsqu'on ne conserve que

les simplexes de c contenus dans △S , on a donc :

∂µ#c =

n∑

i=1

µ#(∂c)N−{i}.

On se place dans Rn−1. Soit alors g un point générique, ce qui signi�e que si l'on prend
n sous-ensembles S1, S2, . . . , Sn−1 de N tels que les n points mSi soient a�nement indépen-
dants, alors les points g, mS1 ,mS2 , . . . , mSn−1 sont a�nement indépendants.

On choisit également (g,~b) un rayon générique quittant g. Générique signi�e que dès que
l'on prend n − 2 sous-ensembles S1, S2, . . . , Sn−2 de N tels que les n − 2 points mSi soient
a�nement indépendants, alors (g,~b) n'intersecte pas conv

(
{mS1 ,mS2 , . . . ,mSn−2}

)
.

Comme on est en dimension n − 1, on peut e�ectivement trouver de tels g et (g,~b)
génériques.

Pour σ un (n − 1)-simplexe de K, on pose φg(σ) = 1 si g ∈ σ et φg(σ) = 0 sinon.
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Pour τ un (n − 2)-simplexe de K, on pose ψ(g,~b)(τ) = 1 si (g,~b) ∩ τ 6= ∅ et ψ(g,~b)(τ) = 0
sinon.

Par linéarité, on étend φg sur Cn−1(T, Z2) et ψ(g,~b) sur Cn−2(T, Z2). On a alors la relation
suivante :

φg = ψ(g,~b)∂. (2.1)

Il su�t de la démontrer pour un unique (n − 1)-simplexe de Rn−1, ce qui est direct
puisqu'elle signi�e qu'un point g est à l'intérieur d'un (n−1)-simplexe de Rn−1 si et seulement
si une ligne (g,~b) quittant g et de direction ~b intersecte la frontière du simplexe un nombre
impair de fois (en l'occurrence une seule fois).

On applique les fonction φg et ψ(g,~b) :

φgµ#c = ψ(g,~b)∂µ#c,

et donc :

φgµ#c =

n∑

i=1

ψ(g,~b)µ#(∂c)N−{i}.

(∂c)N−{i} est la somme formelle des (n − 2)-simplexes de la face △N−{i}. Par induction,
µ#(∂c)N−{i} est une couverture binaire de △N−{i}. Par conséquent, si (g,~b) intersecte
△N−{i} en pi, alors pi est contenu dans un nombre impair de simplexes de µ#(∂c)N−{i}, ce
qui signi�e : ψ(g,~b)µ#(∂c)N−{i} = 1, et si (g,~b) n'intersecte pas△N−{i}, alors ψ(g,~b)µ#(∂c)N−{i} =

0. D'où
� si g est dans △N , (g,~b) intersecte exactement l'un des △N−{i} et φgµ#c = 1, et
� si g n'est pas dans △N , (g,~b) intersecte 0 ou 2 fois l'une des △N−{i} et φgµ#c = 0.
Ce qui démontre le fait.

Pour conclure, il su�t de remarquer que l'image de △N par µ est un compact. Il existe
donc σ ∈ T et une suite de points (gi)i=1,2,... de △N convergeant vers mN telle que, pour
tout i, gi ∈ conv(µ(σ)), ce qui entraîne mN ∈ conv

(
µ(σ)

)
.

Démonstration du Théorème 2.5 : On se donne arbitrairement un ordre total ¹ sur
les parties de N . Soit ǫ un réel positif. On considère une triangulation Tǫ dont le diamètre des
(n − 1)-simplexes est inférieur à ǫ. On étiquette les sommets de Tǫ de la manière suivante :
soit v un sommet ; on considère la facette minimale △T contenant v et on lui attribue comme
étiquette µ(v) := mS , où S est le plus petit élément par rapport à ¹ tel que S ⊆ T . Un
tel étiquetage satisfait les conditions du Théorème 2.6. Il existe donc un simplexe σǫ tel que
mN ∈ conv

(
µ(σǫ)

)
.

On fait tendre maintenant ǫ vers 0. Le nombre d'étiquettes étant en nombre �ni, il existe
un ensemble équilibré P de parties de N et une suite ǫ0, ǫ1, ... de réels tendant vers 0, telle
que µ

(
V (σǫi

)
)

= {mS : S ∈ P}. Par compacité, il existe une sous-suite de (ǫi), notons-la
(ǫφ(i)) tel que les sommets de (σφ(i)) convergent vers un point x∗. Puisque les CS sont des
fermés, x∗ est inclus dans tous les CS tels que S ∈ P.

2.3.3 Polarité et lemme de Garcia
Finalement, nous présentons un autre lemme de la famille du lemme de Sperner. Il

est l'occasion d'introduire un lemme (le Lemme 2.3) �topologique� en lien avec l'étude des
relations entre un polytope et son dual. Il est également utilisé dans la Section 2.4 dans la
preuve combinatoire de la généralisation du théorème de Freund.
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Cette généralisation du lemme de Sperner est due à Garcia et date de 1976 [35]. Il convient
de noter que contrairement aux autres versions, ce lemme n'impose pas de condition parti-
culière sur l'étiquetage. On rappelle que △d est l'ensemble des points x = (x1, x2, . . . , xd+1)

tel que xi ≥ 0 pour tout i et tel que
∑d+1

i=1 xi = 1.

Théorème 2.7 (Lemme de Garcia) Soit T une triangulation de △d et supposons que
l'on ait une fonction d'étiquetage λ : V (T) → {1, 2, . . . , d + 1}. Alors il existe un simplexe σ
de T tel que

λ(V (σ)) ∪ {i : xi = 0 pour tout x ∈ σ} = {1, 2, . . . , d + 1}.

Pour démontrer le théorème, on a besoin du lemme suivant. Il nous sera également utile
plus loin pour une démonstration combinatoire d'un théorème de Robert Freund. Un lemme
semblable est présenté dans un de ses articles [31].

Lemme 2.3 Soit P un polytope de dimension d. Supposons que P et P△ soient triangulés
indépendamment par T et T′ respectivement. Le complexe simplicial abstrait :

L := {V (σ) ⊎ V (τ) : σ ∈ T, τ ∈ T′, σ ⊆ F, τ ⊆ F♦, F ∈ L(P )}

est une pseudo-variété sans bord.

Démonstration : Soient σ et τ deux simplexes tels que V (σ) ⊎ V (τ) est un (d − 1)-
simplexe de L, et soit F une facette de P supportant σ. Notons que les rôles joués par σ et
F d'une part, et ceux joués par τ et F♦ d'autre part, sont symétriques.

Posons k := dim σ. Nous avons les relations suivantes, valides également si l'un des
simplexes est l'ensemble vide : dim τ = d − k − 2, dimF ≥ k, puisque F supporte σ et
que dimF♦ ≥ d − k − 2. De plus, par polarité, dimF + dim F♦ = d − 1. En remplaçant
cette égalité dans l'inégalité précédente, on obtient : dimF ≤ k + 1. Par conséquent, soit
dimF = dim σ, et alors dimF♦ = dim τ+1, soit dimF = dim σ+1, et alors dimF♦ = dim τ .

Comme ces deux possibilités sont symétriques, il nous su�t de véri�er l'une d'elles.
Supposons donc que l'on ait dimF = k. Un d-simplexe de L contenant V (σ)⊎V (τ) a soit la
forme V (σ′)⊎V (τ), avec dimσ′ = k +1, soit la forme V (σ)⊎V (τ ′), avec dim τ ′ = d−k−1.

1. si τ est supporté par une (d − k − 2)-facette G♦ de F♦ :
(a) il y a un et un seul d-simplexe dans L qui soit de la forme V (σ′)⊎ V (τ), σ ⊆ σ′ :

en e�et, si un tel σ′ existe, il doit être contenu dans une facette F ′ de P de
dimension ≥ k + 1, et F ′♦ doit avoir une dimension ≤ d− k − 2, et doit contenir
τ . Donc F ′ = G et un seul tel σ′ existe : il s'agit du (k + 1)-simplexe de T inclus
dans G et contenant σ.

(b) il y a un et un seul d-simplexe dans L qui soit de la forme V (σ) ⊎ V (τ ′), τ ⊆ τ ′ :
en e�et, si un tel τ ′ existe, il doit être contenu dans une facette G′♦ de P△ de
dimension ≥ d − k − 1, et G′ doit avoir une dimension ≤ k, et doit contenir σ.
Donc G′ = F et un seul tel τ ′ existe : il s'agit du (d−k−1)-simplexe de T′ inclus
dans F♦ et contenant τ .

2. si τ n'est pas supporté par une (d − k − 2)-facette G♦ de F♦ :
(a) il n'y a pas de d-simplexe dans L de la forme V (σ′) ⊎ V (τ), σ ⊆ σ′ : en e�et, si

un tel σ′ existait, il devrait être contenu dans une facette F ′ de P de dimension
≥ k +1, et F ′♦ devrait avoir une dimension ≤ d−k− 2 tout en contenant τ . Une
telle facette n'existe pas par hypothèse.
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(b) il y a exactement deux d-simplexes de L de la forme V (σ)⊎V (τ ′), τ ⊆ τ ′ : en e�et,
si un tel τ ′ existe, il doit être contenu dans une facette G′♦ de P△ de dimension
≥ d − k − 1, et G′ doit avoir une dimension ≤ k, tout en contenant σ, ce qui
entraîne que nécessairement G′ = F . Il y a exactement deux tels τ ′ : ce sont les
deux (d − k − 1)-simplexes de T′ inclus dans F♦ et contenant τ .

Dans les deux cas 1. et 2., on voit que le (d− 1)-simplexe V (σ) ⊎ V (τ) est contenu dans
exactement deux d-simplexes de L. Par conséquent, L est bien une pseudo-variété sans bord.

Démonstration du Théorème 2.7 : On considère :

L := {V (σ) ⊎ V (τ) : σ ∈ T, τ ∈ L((△d)△)}.
D'après le Lemme 2.3, L est une pseudo-variété sans bord. On étend λ sur l'ensemble

des sommets de L : tout sommet v de (△d)△ reçoit l'entier i tel que xi = 0 sur la face
correspondant à v dans △d. Donc λ

(
V ((△d)△)

)
= {1, 2, . . . , d + 1}. On notant c la chaîne

qui est la somme de tous les d-simplexes de L, on a ∂c = 0. Donc λ#∂c = 0, ce qui implique
qu'il existe un simplexe τ ∈ L tel que τ 6= ∅ ⊎ V ((△d)△ et tel que λ(τ) = {1, 2, . . . , d + 1}.
Les sommets de τ qui sont dans V (T) sont les sommets du simplexe σ recherché.

2.3.4 Lemme de Sperner et matroïdes
Pour �nir, notons qu'en 1980, Lovász proposait une version du lemme de Sperner où les

étiquettes sont des éléments d'un matroïde ([61]). Des généralisations ont été données par
Lindström [59]), par Krynski [51]) et par Lee et Shih [57].

2.4 Le lemme de Sperner pour d'autres objets que le sim-
plexe

Dans les sections précédentes, nous avons vu que le formalisme des complexes de chaînes
pouvait être appliqué avec succès pour donner des preuves simples du lemme de Sperner
et de quelques unes de ses généralisations. L'objet de la section présente est d'appliquer
ce formalisme pour démontrer des généralisations plus ambitieuses du lemme de Sperner.
Dans un premier temps, nous nous intéressons aux généralisations du type �Théorèmes de
Freund�, où l'on regarde des triangulations de polytopes dont les étiquettes sont des points
d'un espace a�ne et l'on se demande s'il y a un simplexe dont les étiquettes contiennent
un certain point dans leur enveloppe convexe (un peu comme dans le théorème de Shapley
ci-dessus - Théorème 2.6). Dans la seconde, nous nous intéresserons à une généralisation du
lemme de Sperner conjecturée par Atanassov et démontrée par De Loera, Peterson et Su en
2001, et qui donne une borne inférieure au nombre de simplexes pleinement étiquetés. Nous
redémontrons ce théorème en l'étendant à une classe d'objets plus large que les polytopes,
et, en passant, nous améliorons la borne inférieure.

2.4.1 Théorèmes de Freund sur les polytopes
Entre 1984 et 1990, Robert Freund démontrait plusieurs théorèmes qui généralisent les

lemmes de Garcia, Scarf et Sperner pour des triangulations de polytopes (voir par exemple
[29],[30] ou [31]). Nous retiendrons principalement deux théorèmes. Ces derniers ont été de
même généralisés en 2001 [54] par van der Laan, Talman et Yang en un théorème unique.
C'est ce dernier que nous démontrerons. Il implique immédiatement les théorèmes de Freund.
Nous soulignons que l'existence d'une preuve combinatoire pour le Théorème 2.9, ainsi que
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l'assertion précisant la parité, était jusqu'à présent une question ouverte. Toutes les preuves
connues faisant intervenir les outils continues de la topologie (le théorème de Kakutani entre
autres). De plus, les preuves combinatoires permettent d'alléger les conditions de validités
du théorème de Van der Laan, Talman et Yang.

Pour pouvoir les énoncer clairement, quelques notations et dé�nitions préliminaires sont
nécessaires :

Dé�nitions et notations préliminaires
Soit P un polytope de plein rang de Rd, ayant m faces et dont la forme canonique est :

P = {x ∈ Rd : 〈a, x〉 ≤ 1 + 〈a, x0〉,a ∈ A}.
A est donc un ensemble de m éléments de Rd, et x0 un point à l'intérieur de P . Pour X

un sous-ensemble de P , on dé�nit :

supp(X) := {a : 〈a,x〉 = 1 + 〈a, x0〉 pour tout x ∈ X}.
P étant �xé, on dé�nit alors l'ensemble suivant pour y ∈ Rd et pour C ⊆ Rd :

Ey(C) := {(S, T ) ⊆ C × A : y ∈ conv(S ∪ T )}.

Les théorèmes de Freund
Les deux principaux théorèmes de Freund généralisant le lemme de Sperner pour les

polytopes sont les suivants :

Théorème 2.8 Soit T une triangulation d'un polytope P de dimension d dans Rd dont
la forme canonique est P = {x ∈ Rd : 〈aT ,x〉 ≤ 1, a ∈ A}. Soit λ : V (T) → A un
étiquetage des sommets de V (T). Alors pour tout y ∈ P△ il existe un simplexe σ de T tel
que y ∈ conv

(
supp(σ) ∪ λ(V (σ))

)
.

Et :

Théorème 2.9 Soit T une triangulation d'un polytope P de dimension d dans Rd dont
la forme canonique est P = {x ∈ Rd : 〈aT , x〉 ≤ 1,a ∈ A}. Soit λ : V (T) → A un
étiquetage des sommets de V (T). Alors pour tout y ∈ P△ il existe un simplexe σ de T tel
que

(
λ(V (σ)), supp(σ)

)
∈ Ey(−A).

Nous ne démontrons pas ces théorèmes directement, mais nous en démontrons les géné-
ralisations de van der Laan, Talman et Yang. C'est l'objet de la sous-section suivante.

Illustrons par exemple le Théorème 2.8. Considérons le polytope P de la Figure 2.6. Il est
obtenu avec A = {a1, a2, . . . ,a5}, où a1 = (3, 2), a2 = (1, 4), a3 = (−1, 2), a4 = (−1,−2)
et a5 = (3,−2), et x0 = 0. P△ est représenté sur la Figure 2.7, ainsi que 2 points y et z.
Considérons maintenant la triangulation T de P représentée sur la Figure 2.8.

Il y a 5 simplexes σ de T tels que y ∈ conv
(
supp(σ)∪λ(V (σ))

)
: {a}, {t}, {w, v}, {f, g, k}

et {p, q, u}. Il y a 3 simplexes σ de T tels que z ∈ conv
(
supp(σ)∪λ(V (σ))

)
: {w, v}, {x, t, y}

et {p, q, u}
Contrairement au Théorème 2.9, le Théorème 2.8 est démontré de manière combinatoire

dans l'article de Freund [31], ce qui permet en plus d'avoir l'assurance qu'il y a un nombre
impair de simplexe σ satisfaisant les conditions de l'énoncé du Théorème 2.8 si y est générique
(pris au hasard dans P ). La preuve combinatoire présentée à la sous-section suivante assure
une propriété identique pour le nombre de simplexes σ pour le Théorème 2.9.
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Fig. 2.6 � Le polytope P utilisé dans l'illustration du Théorème 2.8.
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Fig. 2.7 � Le polaire du polytope P utilisé dans l'illustration du Théorème 2.8, ainsi que les
points y et z.
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Fig. 2.8 � La triangulation T et l'étiquetage du polytope P utilisés dans l'illustration du
Théorème 2.8, les noms des sommets de T sont indiqués en-dessous des sommets, l'indice i
des étiquettes ai (resp. ci) au-dessus.

Le théorème de van der Laan, Talman et Yang et le test de présence d'un point
donné dans un simplexe
Enoncé

Voici la généralisation de van der Laan, Talman et Yang :
Théorème 2.10 Soit C ⊆ Rd, P un polytope de plein rang de Rd et T une triangulation
de P . On suppose P sous forme canonique : P = {x ∈ Rd : 〈aT , x〉 ≤ 1 + 〈aT , x0〉, a ∈ A}.
Soit λ : V (T) → C un étiquetage des sommets de T. Alors pour tout y ∈ int(P△), il existe
un simplexe σ tel que

(
λ(V (σ)), supp(σ)

)
∈ Ey(C).

Comme on le voit, Van der Laan, Talman et Yang ont formulé leur théorème en de-
mandant à ce que y soit dans l'intérieur de P△. Notre preuve combinatoire permet de voir
que cette condition n'est pas nécessaire et nous permet de réécrire le Théorème 2.10 sous la
forme plus générale suivante :
Théorème 2.11 Soit C ⊆ Rd, P un polytope de plein rang de Rd et T une triangulation
de P . On suppose P sous forme standard : P = {x ∈ Rd : 〈aT , x〉 ≤ 1 + 〈aT , x0〉, a ∈ A}.
Soit λ : V (T) → C un étiquetage des sommets de T. Alors pour tout y ∈ P△, il existe un
simplexe σ tel que

(
λ(V (σ)), supp(σ)

)
∈ Ey(C).

Si de plus y est générique, i.e. n'appartient à aucun (d − 1)-simplexe géométrique dont
les sommets sont dans A ∪ C, alors il y a un nombre impair de tels simplexes σ.

Illustrons ce théorème sur un exemple. On reprend le polytope et sa triangulation des
Figures 2.6 et 2.8, mais on prend comme ensemble C = {c1, c2, . . . , c5}, avec c1 = (5, 2),
c2 = (7, 2), c3 = (7, 4), c4 = (6, 9) et c5 = (5, 14) (voir Figure 2.9).

Pour z = (1, 1), il y a 3 simplexes σ de T tels que
(
λ(V (σ)), supp(σ)

)
∈ Ez(C) : {a},

{f, k} et {k, p}.
Pour y = (1,−2), il y a un simplexe σ de T tel que

(
λ(V (σ)), supp(σ)

)
∈ Ey(C) : {u}.

Avant d'en venir à la démonstration proprement dite, nous introduisons notre outil prin-
cipal, qui teste la présence d'un point donné dans un simplexe. On procède comme à la
Section 2.3.2, dans la preuve de la version discrète du lemme KKMS.
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Fig. 2.9 � Les points de A et de C utilisés dans l'illustration du Théorème 2.11, ainsi que
les points y et z.
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Complexe de chaînes et test de présence d'un point donné dans un simplexe
Soit X un ensemble �ni de points dans Rd et soit K un complexe simplicial abstrait dont

l'ensemble de sommets est X. Pour g un point de Rd, on dé�nit l'application φg qui teste
la présence de g dans l'enveloppe convexe d'un d-simplexe de K :

φg : σ ∈ Kd 7→
{

1 si g ∈ conv(σ)
0 sinon,

et l'application ψ(g,~b), qui teste si la demi-droite (g,~b) (dont l'origine est g et la direction et
le sens donné par ~b) intersecte l'enveloppe convexe d'un (d − 1)-simplexe :

ψ(g,~b) : τ ∈ Kd−1 7→
{

1 si (g,~b) intersecte conv(τ)
0 sinon.

En étendant par linéarité ces deux applications respectivement sur Cd(K, Z2) et Cd−1(K, Z2),
on a la propriété suivante :

Propriété 2.1 Si g et ~b sont génériques, i.e. si g n'est contenu dans aucune enveloppe
convexe de (d−1)-simplexe de K et si (g,~b) n'intersecte aucune enveloppe convexe de (d−2)-
simplexe de K, alors on a

φg = ψ(g,~b)∂. (2.2)

Démonstration : En e�et, elle est vraie pour un unique d-simplexe : g est contenu dans
l'intérieur d'un d-simplexe σ si et seulement si (g,~b) intersecte exactement une fois le bord
de σ. D'autre part, (g,~b) intersecte au plus 2 fois le bord de σ. La linéarité fait le reste.

Démonstration du Théorème 2.11 : Remarquons d'abord que l'on peut supposer
que y est générique. En e�et, s'il ne l'est pas, prendre un y′ générique proche de y à
l'intérieur de P△. Un tel y′ existe pour des raisons de mesure évidentes et si σ est tel que
(
λ(V (σ)), supp(σ)

)
∈ Ey′(C), alors on a aussi

(
λ(V (σ)), supp(σ)

)
∈ Ey(C).

Soit T′ une triangulation de P△ qui utilise uniquement les sommets de P△, i.e. V (T′) =
A. On considère le complexe simplicial

L := {V (σ) ⊎ V (τ) : σ ∈ T, τ ∈ T′, σ ⊆ F, τ ⊆ F♦, F ∈ L(P )}.
Soit c la somme de tous les d-simplexes de L. D'après le Lemme 2.3, on a ∂c = 0. On

dé�nit alors λ̃ : V (L) → A ∪ C de la manière suivante :

λ̃(v) =

{
λ(v) si v ∈ V (T)
v si v ∈ A.

On pose X := A∪C, K :=
(

X
≤d+1

)
, g := y et ~b générique. On peut appliquer la Propriété

2.1, et on obtient alors :

φy(λ̃#c) = ψ(y,~b)(∂λ̃#c) = ψ(y,~b)(λ̃#∂c) = 0,

ce qui signi�e qu'il y a un nombre pair de d-simplexes de L qui contiennent y dans leur
enveloppe convexe. Or, il y a exactement un d-simplexe de L de la forme ∅⊎V (τ) contenant
y dans l'enveloppe convexe de son image par λ̃ puisque T′ est une triangulation de P△. Par
conséquent, il y en a un nombre impair dans L − (∅ ⊎ T′), i.e. qu'il y a un nombre impair
de couples (σ, τ) ∈ T × T′ tels que σ 6= ∅ et tels que y ∈ conv

(
λ̃(V (σ) ∪ V (τ))

)
. Pour

τ ∈ T′, on a λ̃(V (τ)) = V (τ) ⊆ supp(σ) (l'égalité vient de la dé�nition de λ̃, l'inclusion,
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de la dé�nition de L). Il y a donc au moins un simplexe σ ∈ T tel que σ 6= ∅ et tel que
(
λ(V (σ)), supp(σ)

)
∈ Ey(C).

Il nous reste à montrer qu'il y a un nombre impair de tels simplexes σ. Nous sa-
vons qu'il y a un nombre impair de couples (σ, τ) ∈ T × T′ tels que σ 6= ∅ et tels que
y ∈ int

(
conv

(
λ̃(V (σ) ∪ V (τ))

))
. Soit (σ, τ) un tel couple, et soient F et F♦ les facettes

correspondant respectivement à σ et τ . En montrant qu'il ne peut y avoir de simplexe τ ′

tel que (σ, τ ′) véri�ent les mêmes conditions que (σ, τ), la conclusion suivra. Mais ceci est
immédiat : le sous-espace a�ne U engendré par les points λ̃(V (σ)) et le sous-espace a�ne
supportant F♦ sont transverses car F♦ = a�(τ) et

dim a�
(
λ̃(V (σ)) ∪ V (τ)

)
= d = dim a�

(
λ̃(V (σ))

)
+ dim a�

(
V (τ)

)
+ 1.

Les intérieurs de τ = λ̃(V (τ)) et de τ ′ = λ̃(V (τ ′)), si τ ′ existe, sont disjoints. Et donc les
intérieurs de λ̃(V (σ)) ∗ λ̃(V (τ)) et λ̃(V (σ)) ∗ λ̃(V (τ ′)) le sont également.

Le Théorème 2.8 est la conséquence du Théorème 2.10 pour C = A. Le Théorème 2.9
est la conséquence du Théorème 2.10 pour C = −A.

2.4.2 Théorème de De Loera, Peterson et Su, et généralisations
En 2002, De Loera, Peterson et Su ont démontré le théorème suivant [15], conjecturé par

Atanassov en 1996 :

Théorème 2.12 Soit P un polytope de dimension d ayant n sommets : v1, v2, . . . , vn, et
soit T une triangulation de P . Supposons que l'on étiquette les sommets de T de la manière
suivante avec les entiers de 1 à n : v ∈ V (T) ne peut être étiqueté par i que si la facette mini-
miale de P contenant v a vi pour sommet. Alors le nombre de d-simplexes de T pleinement
étiquetés est ≥ n − d.

Un simplexe pleinement étiqueté est un simplexe dont les étiquettes sont toutes di�é-
rentes.

Dans [15], les auteurs donnent deux démonstrations di�érentes : l'une géométrique,
l'autre en partie combinatoire (les auteurs démontrent le théorème de manière combina-
toire pour les polytopes simpliciaux, avant de généraliser par un argument géométrique).
Notre objectif est de donner une preuve purement combinatoire de ce théorème et, par-
tant, de généraliser le Théorème 2.12 pour une classe d'objets plus large que l'ensemble des
polytopes, et d'améliorer la borne n − d.

Cette classe d'objets que nous allons regarder, dé�nie dans le cadre de cette thèse, est la
classe des corps polytopaux.

Les corps polytopaux
Dé�nitions

Un corps polytopal de dimension d est un complexe polytopal P de dimension d représenté
dans Rd tel que

� si d = 0, P = {v, ∅}, où v est un point.
� si d = 1, P = {[v, w], v, w, ∅}, où v et w sont deux points di�érents dans R, et [v, w]
est le segment reliant v à w.

� si d > 1,
1. B(P) est fortement connexe,
2. toute (d − 2)-facette de B(P) appartient à exactement deux (d − 1)-facettes de

B(P).
Si P est un polytope, L(P ) est un corps polytopal. Le contraire est en général faux,

comme en témoigne la Figure 2.10.
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Fig. 2.10 � Un corps polytopal de dimension 3 dont le bord a 16 faces

Quelques propriétés
Nous énonçons d'abord une propriété fondamentale, qui permettra d'introduire les outils

dont nous nous servirons dans la preuve.

Observation 2.2 Soit P un corps polytopal, et soit τ ⊆ V (B(P)). S'il y a un élément G de
B(P) tel que τ ⊆ V (G), alors il y en a un unique minimal pour l'inclusion.

En e�et, supposons qu'il existe G ∈ B(P) tel que τ ⊆ V (G). Prenons alors toutes les
facettes Fi telles que τ ⊆ V (Fi). La Propriété 1.7 permet d'écrire V (∩iFi) = ∩iV (Fi). Par
conséquent, il existe un unique polytope de B(P) minimal pour l'inclusion dont l'ensemble
des sommets contient τ : ∩iFi.

En s'appuyant sur l'Observation 2.2, on peut introduire la notation suivante : soit P un
polytope et c une chaîne à coe�cients dans Z2 (de simplexes abstraits), on dé�nit :

c|P :=
∑

τ∈c:P est la facette minimale de L(P ) t.q. τ⊆V (P )

τ.

En particulier, si V (P ) ∩ V (c) = ∅, alors c|P = 0.
Par exemple, soit P un hypercube de dimension 4. L(P ) est un corps polytopal de di-

mension 4. Soit alors F une face de dimension 3 de P , et soit G une face (carrée) de F
avec V (G) = {1, 2, 3, 4}, et dé�nissons c comme étant le 3-simplexe {1, 2, 3, 4}. On a alors
c|F = 0 (parce que F n'est pas minimale) et c|G = {1, 2, 3, 4}. Comme autre exemple, on
prend le corps polytopal de dimension 3 représenté sur la Figure 2.10 et soit F la facette
dont les sommets sont v1, v12, v11, v4. Soit alors c := {v1, v12, v11, v4}+{v1, v12, v7, v8}. Alors
c|F = {v1, v12, v11, v4}. Pour c′ := {v1, v11} + {v11, v12}, on a c′|F = {v1, v11}.

Propriété 2.2 Pour deux chaînes c et c′, on a (c + c′)|F = c|F + c|F ′ .
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Observation 2.3 Soit P un polytope et c un chaîne telle que V (c) ⊆ V (P ). On a l'égalité
suivante :

c =
∑

F∈L(P )

c|F .

Triangulations

Nous dé�nissons maintenant ce qu'est une triangulation d'un corps polytopal. Dans le
cas où le corps polytopal est un polytope, nous verrons que la notion coïncide avec celle de
triangulation d'un polytope.

Une triangulation d'un corps polytopal est une triangulation de son espace sous-jacent
qui induit des triangulations des facettes de son bord.

Si le bord B(P) d'un corps polytopal P a deux faces voisines ayant le même hyperplan
support, on pourrait imaginer des triangulations de ||P|| qui n'induisent pas des triangula-
tions des faces de B(P). De telles triangulations ne constituent donc pas des triangulations
du corps polytopal P. Une triangulation d'un polytope P est une triangulation de L(P ) ; par
conséquent, pour un polytope, on retrouve donc bien la même notion.

Nous formulons une observation simple sur les triangulations polytopales, qui sera très
utile dans l'induction qui sous-tend la preuve du Théorème 2.14. Soit donc T une trian-
gulation d'un corps polytopal P. Nous notons (∂T)|F la triangulation induite par T sur
F .

Observation 2.4 Soit F une des faces de B(P). Soit T la somme formelle de tous les d-
simplexes de T. (∂T )|F est alors la somme formelle de tous les (d− 1)-simplexes de (∂T)|F

En e�et, soit τ un simplexe de (∂T )|F . Alors τ est une face d'un unique d-simplexe σ de
T , et τ ⊆ V (F ). Comme F est un polytope, cela entraîne que τ est un simplexe de (∂T)|F .

Réciproquement, soit τ un (d − 1)-simplexe de (∂T)|F . Alors τ ⊆ V (F ) et comme les
sommets de τ sont a�nement indépendants, ils ne sont pas dans une facette propre de F .
De plus, τ est un simplexe de ∂T . Par conséquent, τ ∈ (∂T )|F .

Etiquetage de Sperner

Un étiquetage λ d'une triangulation T d'un corps polytopal P est un étiquetage de Sperner
si

(i) l'ensemble des étiquettes est l'ensemble des sommets de P,
(ii) chaque sommet de B(P) reçoit lui-même comme étiquette et
(iii) chaque sommet de T appartenant à une face de B(P) reçoit comme étiquette l'un des

sommets de la plus petite facette le contenant.

Formellement, λ est un étiquetage à la Sperner si : pour v ∈ V (T), λ(v) ∈ V (B(P)) et
pour F ∈ B(P), v ∈ F ⇒ λ(v) ∈ V (F ).

Pour les sommets de T à l'intérieur de ||P||, il n'y a pas de condition particulière :
n'importe quel sommet de B(P) peut être une étiquette. Cette dé�nition de l'étiquetage à la
Sperner coïncide avec celle donnée par De Loera, Peterson et Su pour les polytopes ([15]).

Pour le corps polytopal de la Figure 2.10, les sommets à l'intérieur de la facette F dé�nie
par les sommets v1, v12, v11, v4 peuvent uniquement recevoir les sommets v1, v12, v11 et v4

comme étiquettes. Les sommets sur l'arête [v1, v4] peuvent uniquement recevoir v1 et v4. Et
λ(v1) = v1, λ(v2) = v2,...
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La généralisation du lemme de Sperner pour les corps polytopaux : énoncé et
principe de la preuve

Théorème 2.13 Soit P un corps polytopal de dimension d dont le complexe de bord B(P) a
n sommets v1, v2, . . . , vn. Soit T une triangulation de P. Tout étiquetage à la Sperner de T

contient au moins n +
⌈

mini degB(P)(vi)

d

⌉

− d− 1 simplexes pleinement étiquetés tels que deux
quelconques d'entre eux reçoivent des étiquetages di�érents.

Comme mini degB(P)(vi) ≥ d, on retrouve la borne de [15] pour les polytopes. Mais notre
borne est une amélioration sensible : pour le polytope cyclique C(n) avec n sommets en
dimension 4, qui est tel que

(
V (C(n)), E(C(n)

)
= Kn, la borne obtenue avec le Théorème

2.13 est n + ⌈n−1
4 ⌉ − 4 − 1 ∼ 5

4n (pour n → ∞), alors qu'elle n'est que de ∼ n pour le
Théorème 2.12.

La preuve de ce théorème, présentée ci-dessous, suit le schéma suivant : un étiquetage
de Sperner est une fonction simpliciale de T dans le complexe simplicial

(
V (B(P))
≤d+1

)
. Cette

fonction induit une fonction de chaîne. C'est ici qu'apparaissent les simplexes pleinement
étiquetés : un simplexe dans l'image de la fonction de chaîne correspond à un simplexe
pleinement étiqueté de T

On prouve alors par induction que la somme formelle de tous les d-simplexes de T par
la fonction de chaîne est une couverture binaire de ||P||. En appliquant la Proposition 2.3
à l'une des composantes fortement connexe de la couverture binaire, on obtient une borne
inférieure pour le nombre de simplexes pleinement étiquetés de T.

Quelques outils pour la preuve

Dans le schéma de la preuve, nous avons indiqué que l'image de la somme formelle de
tous les d-simplexes de T était un couverture binaire de ||P||. Pour avoir une interprétation
combinatoire de cette couverture binaire, nous allons dé�nir une notion plus forte que celle de
couverture binaire, la notion de quasi-triangulation, qui aura une interprétation combinatoire
directe.

Pour dé�nir une quasi-triangulation, il faut disposer de la notion de chaîne étalée.

Chaînes étalées

Soit P un corps polytopal, et notons V := V (B(P)). Une d-chaîne c ∈ Cd

((
V

≤d+1

))
est

étalée sur P si pour tout simplexe σ ∈ ∂c, il existe une facette F de B(P) telle que σ ⊆ V (F ).
En particulier, 0 est toujours une chaîne étalée. Si on remplace le mot �facette� dans la

dé�nition ci-dessus par le mot �face�, on obtient une dé�nition équivalente, puisque toute
facette est incluse dans une face.

Regardons un petit exemple : soit P le carré dont les 4 sommets sont v1, v2, v3 et v4,
dans cet ordre. La chaîne {v1, v2, v3} n'est pas étalée sur L(P ) parce que les sommets v1 et
v3 ne sont pas sur une même face de P . En revanche, {v1, v2, v3} + {v1, v2, v4} est étalée.

On peut faire l'observation suivante, conséquence directe de l'Observation 2.2 et de la
dé�nition d'une chaîne étalée :

Observation 2.5 c est étalée si et seulement si ∂c =
∑

F∈B(P)(∂c)|F .

De plus, le lemme suivant est extrêmement utile :

Lemme 2.4 Si c est étalée sur P et si F est face de B(P), alors (∂c)|F est étalée sur L(F ).
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Fig. 2.11 � Une couverture binaire n'est pas nécessairement une quasi-triangulation (v7, v1

et v4 sont alignés)

Démonstration : Soit c′ := (∂c)|F et soit τ ∈ ∂c′. Pour montrer que c′ est étalée, on doit
seulement montrer qu'il existe une facette H de B(L(F )) telle que τ ⊆ V (H), c'est-à-dire,
d'après l'Observation 1.3, que l'on doit montrer qu'il existe une facette propre H de F telle
que τ ⊆ V (H). Comme ∂2c = 0, τ ∈ ∂(∂c − c′). Soit σ ∈ ∂c − c′ telle que τ ∈ ∂σ. c est
étalée et, par dé�nition de σ, la plus petite facette dont l'ensemble de sommets contient σ
n'est pas F . Par conséquent, il existe une facette F ′ de B(P) telle que F ′ 6= F et τ ⊆ V (F ′).
Donc τ ⊆ V (F ) ∩ V (F ′), ce qui signi�e, en utilisant la Propriété 1.7, que τ ⊆ V (H), où
H := F ∩ F ′ est une facette de F . Il reste à montrer que H est une facette propre de F , ce
qui est immédiat : si F = F ∩ F ′, on a simultanément F ⊆ F ′, F 6= F ′, F face de B(P) et
F ′ facette de B(P). Contradiction.

Quasi-triangulations et couvertures binaires
On dé�nit maintenant de manière récursive les quasi-triangulations :
Soit P un corps polytopal de dimension d. c est une quasi-triangulation de P si :

(i) c est une chaîne étalée et
(ii) soit d = 0 et c 6= 0, soit d > 0 et (∂c)|F est une quasi-triangulation de L(F ) pour toute

face F de B(P).
Par exemple, si ||P|| est un segment [v, w], la seule quasi-triangulation de P est {v, w}.
Un autre exemple : si T est une triangulation d'un complexe polytopal P, la somme

formelle des simplexes maximaux de T est une quasi-triangulation.
Nous donnons maintenant une propriété fondamentale des quasi-triangulations. Nous

n'aurons pas nous en servir pour prouver le Théorème 2.13, mais elle permet d'avoir une
idée intuitive de ce qu'est une quasi-triangulation :

Proposition 2.2 Si c est une quasi-triangulation d'un corps polytopal P, alors
⋃

σ∈c conv(σ)
est une couverture binaire de ||P||.

Démonstration : La démonstration fonctionne par récurrence sur d. Pour d = 0, la
démonstration de la proposition est immédiate. Supposons donc que d ≥ 1. Soit c une
quasi-triangulation de P. Considérons g un point générique dans Rd (ce qui signi�e que



2.4. LE LEMME DE SPERNER POUR D'AUTRES OBJETS QUE LE SIMPLEXE 57

1

2

34

55

6

7 8

2

5
1

6
55

4 3

2

16

87

......................................................................................
...
...
...
...
...
...
...
...
...
...
..

g

7

34

5

1

Fig. 2.12 � Une illustration du Théorème 2.14

g et d sommets indépendants quelconques de V (B(P)) sont a�nement indépendants), et
considérons l une demi-droite générique émanant de g (ce qui signi�e que pour tout ensemble
de d − 1 sommets de V (B(P)), l n'intersecte pas leur enveloppe convexe).

Soit alors σ un simplexe de c. Si conv(σ) contient g, alors, comme g est générique, g

est dans l'intérieur de σ et les sommets de σ sont a�nement indépendants. Par conséquent,
l intersecte ∂conv(σ) =

⋃

τ∈∂σ conv(τ) exactement une fois. Si conv(σ) ne contient pas g,
alors l intersecte

⋃

τ∈∂σ conv(τ) 0 ou 2 fois.
Donc, modulo 2, le nombre de simplexes σ de c tels que conv(σ) contiennent g est égal

au nombre de simplexes τ de
∑

σ∈c ∂σ tels que l intersecte conv(τ).
Mais cette dernière somme est précisément ∂c. Comme c est étalée, ∂c =

∑

F∈B(P)(∂c)|F .
Soit s le nombre d'intersections de l avec ||B(P)||. Si s 6= 0, soient alors p1, p2, . . . , ps ces
intersections, et soient F1, F2, . . . , Fs les faces contenant ces intersections. Comme (∂c)|Fi

est une quasi-triangulation de L(Fi), par induction, le nombre de simplexes τ de (∂c)|Fi
tels

que pi soient dans conv(τ) est impair. Par conséquent, modulo 2, il y a s simplexes τ de
∂c tels que l intersecte conv(τ). Cela signi�e qu'il y a s modulo 2 simplexes σ de c tels que
conv(σ) contiennent g. Comme ||P|| est borné, s est impair si et seulement si g est dans
l'intérieur de ||P||.

On utilise dans cette preuve le fait que P est plongé dans Rd : en e�et, lorsque l quitte
ou pénètre ||P||, l intersecte ||B(P)||. De même pour tout d-simplexe de Rd.

Une couverture binaire ne correspond pas nécessairement à une quasi-triangulation,
comme on peut le voir sur la Figure 2.11 : soit V1 := {v1, v4, v5, v6, v7} et V2 := {v1, v2, v3, v4}.
Notons Pi l'enveloppe convexe de Vi et Ti une triangulation de Pi telle que V (Ti) = Vi, pour
i = 1, 2. La somme formelle T des 2-simplexes de ces deux triangulations forme une couver-
ture binaire, mais n'est pas forcément une quasi-triangulation : par exemple si le simplexe
{v6, v7, v4} est dans T1, T n'est pas étalée car il n'y a pas de face contenant v4 et v7 simul-
tanément.

Etiquetages de Sperner et quasi-triangulations
La �n de cette sous-section est maintenant consacrée à la preuve des résultats suivants :

Théorème 2.14 Si λ est un étiquetage à la Sperner d'une triangulation T d'un corps po-
lytopal de dimension d, alors λ#T est une quasi-triangulation de P, où T est la somme
formelle de tous les d-simplexes de T.
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Théorème 2.15 Si λ est un étiquetage à la Sperner d'une triangulation T d'un corps po-
lytopal de dimension d, alors au moins une composante fortement connexe (et en fait un
nombre impair) de λ#T est une quasi-triangulation de P, où T est la somme formelle de
tous les d-simplexes de T.

Corollaire 2.1 Si λ est un étiquetage à la Sperner d'une triangulation T d'un corps poly-
topal de dimension d, alors au moins une composante fortement connexe c de λ#T est une
quasi-triangulation de P, et en particulier toute facette simpliciale de P est une facette d'un
simplexe de c.

La Figure 2.12 illustre le Théorème 2.14. Presque tous les points à l'intérieur de l'octogone
de droite sont couverts par un nombre impair d'images de simplexes pleinement étiquetés
de l'octogone de gauche. Le point g est couvert 5 fois. Les 5 simplexes pleinement étiquetés
correspondant sont marqués par un point.

De plus, on peut véri�er le Théorème 2.13 sur cette �gure : il y a bien au moins 6 simplexes
pleinement étiquetés recevant des étiquetages di�érents : {1, 5, 7}, {2, 4, 6}, {3, 5, 8}, {2, 3, 4},
{4, 5, 6} et {5, 7, 8}.

La propriété centrale des quasi-triangulations, qui nous permettra de démontrer les 2
théorèmes ci-dessus, est la suivante :

Théorème 2.16 Soit d ≥ 0.
(A) Si c1 et c2 sont deux chaînes étalées d'un corps polytopal de dimension d, et si c =

c1+c2, alors c est également une chaîne étalée. De plus c est une quasi-triangulation si
et seulement si exactement l'une des deux chaînes c1 et c2 est une quasi-triangulation.

(B) Soit Q un corps polytopal de dimension d + 1. On a l'équivalence suivante : c′ est
une quasi-triangulation de Q si et seulement si c′ est étalée et s'il y a une face de B(Q)
telle que (∂c′)|F est une quasi-triangulation de L(F ).

De (A), on peut déduire qu'une chaîne étalée qui n'est pas une couverture binaire est une
sorte �couverture binaire paire� : tout point générique est contenu dans un nombre pair de
simplexes de la chaîne étalée. (B) montre que pour véri�er que c est une quasi-triangulation,
il su�t de véri�er que (∂c)|F est une quasi-triangulation pour une face arbitraire F . Ainsi,
le point (ii) de la dé�nition d'une quasi-triangulation est trop fort.

Démonstration : La preuve fonctionne par induction sur d. Pour d = 0, la démonstration
est directe. Supposons donc que d ≥ 1.

Preuve de (A) : Le fait que c soit une chaîe étalée est directe. Il reste à montrer que c
est une quasi-triangulation si et seulement si exactement l'une des deux chaînes c1 et c2 est
une quasi-triangulation.

(∂c)|F = (∂c1)|F + (∂c2)|F pour toute face F de B(P). D'après le Lemme 2.4 et le
point (A) du Théorème 2.16 pour d − 1 (déjà prouvé par induction), (∂c)|F est une quasi-
triangulation de L(F ) si et seulement si exactement l'une des deux chaînes (∂c1)|F et (∂c2)|F
est une quasi-triangulation de L(F ). On a donc besoin que soit (∂c1)|F soit une quasi-
triangulation de L(F ) pour toute face F , soit que (∂c2)|F soit une quasi-triangulation de
L(F ) pour toute face F . Ce qu'on a par (B) du Théorème 2.16 pour d − 1. Par conséquent,
(A) est démontré.

Preuve de (B) : On dit que deux faces F1 et F2 de B(Q) sont voisines si F1 ∩ F2 est
une face de F1 et de F2. Soit c′ une chaîne étalée sur le corps polytopal Q de dimension
(d + 1), et soient F1 et F2 deux faces voisines de B(Q). Si on montre que (∂c′)|F1

est une
quasi-triangulation de L(F1) si et seulement si (∂c′)|F2 est une quasi-triangulation de L(F2),
en utilisant la forte connectivité de B(Q), (B) en découle.
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Montrons donc que (∂c′)|F1
est une quasi-triangulation de L(F1) si et seulement si (∂c′)|F2

est une quasi-triangulation de L(F2). Soit F12 := F1 ∩ F2. Comme c′ est étalé, on a, en
utilisant l'Observation 2.5 :

∂c′ =
∑

J∈B(Q)

(∂c′)|J .

On applique ∂ à nouveau :
0 =

∑

J∈B(Q)

∂[(∂c′)|J ].

En particulier, en regardant ce qui se passe sur F12 :
∑

J∈B(Q)

(
∂[(∂c′)|J ]

)∣
∣
F12

= 0. (2.3)

Un simplexe σ de
(
∂[(∂c′)|J ]

)∣
∣
F12

est tel que σ ⊆ V (J)∩V (F12) = V (J ∩F12) (Propriété
1.7) et tel qu'il n'y a pas de facette propre H de F12 tel que σ ⊆ V (H). Par conséquent,
(
∂[(∂c′)|J ]

)∣
∣
F12

6= 0 implique que J ∩ F12 n'est pas une facette propre de F12. En utilisant
le point 2. dans la dé�nition d'un corps polytopal, on obtient que J ∈ {F1, F2, F12}.

L'égalité (2.3) se réduit donc à :

(∂e1)|F12 + (∂e2)|F12 + (∂f)|F12 = 0, (2.4)
où e1 := (∂c′)|F1 , e2 := (∂c′)|F2 et f := (∂c′)|F12 .

f est étalée sur L(F1). Soit G 6= F12 une autre face de F1 (qui existe parce que d ≥ 1).
Un simplexe τ de (∂f)|G est tel que τ ⊆ V (G) ∩ V (F12) = V (G ∩ F12) (Propriété 1.7)),
c'est-à-dire est tel qu'il y a une facette plus petite que G contenant τ . Donc (∂f)|G = 0, et
f n'est pas une quasi-triangulation de L(F1).

Par récurrence, on peut appliquer (B) pour d−1 : (∂f)|F12
n'est pas une quasi-triangulation

de L(F12). Toujours par récurrence, on peut appliquer (A) pour d − 1 sur l'équation (2.4)
ci-dessus et on obtient que (∂e1)|F12 est une quasi-triangulation de L(F12) si et seulement si
(∂e2)|F12

est une quasi-triangulation de L(F12). Donc, par (B) pour d − 1, e1 = (∂c′)|F1
est

une quasi-triangulation de L(F1) si et seulement si e2 = (∂c′)|F2 est une quasi-triangulation
de L(F2).

Démonstration du Théorème 2.14 : Pour d = 0, c'est trivial. On procède par ré-
currence. Supposons que d ≥ 1. On doit véri�er les points (i) et (ii) de la dé�nition d'une
quasi-triangulation.

Véri�cation de (i) : si c est une composante fortement connexe de λ#T , alors c est étalée
sur P : en e�et soit τ ∈ ∂c. Supposons τ /∈ ∂(λ#T ). Alors il existe une autre composante
fortement connexe c′ de λ#T telle que τ ∈ ∂c′. Mais alors c n'est pas maximale. Par consé-
quent τ ∈ ∂(λ#T ). Comme λ#∂ = ∂λ#, il y a un ǫ ∈ ∂T tel que λ#ǫ = τ . Les étiquettes de
ǫ sont des sommets d'une facette F de B(P). Et donc τ ⊆ V (F ). Comme λ#T est la somme
de ces composantes fortement connexes, λ#T est étalée.

Véri�cation de (ii) : On doit prouver que [∂(λ#T )]|F est une quasi-triangulation de L(F )
pour toute face F de B(P). Utilisant la relation ∂λ# = λ#∂, on a [∂(λ#T )]|F = [λ#(∂T )]|F .
Ainsi, on doit démontrer que [λ#(∂T )]|F est une quasi-triangulation de L(F ).

Soit σ un (d − 1)-simplexe de ∂T tel que λ(σ) ⊆ V (F ) et tel qu'il n'y a pas de facette
plus petite dont l'ensemble de sommets contienne λ(σ) (en d'autres termes, λ(σ) contribue
à [λ#(∂T )]|F ). Par dé�nition d'un étiquetage de Sperner, il n'y a pas de facette H 6= F ,
telle que σ ⊆ V (H). Par conséquent [λ#(∂T )]|F = (λ#[(∂T )|F ]) |F . Avec la notation e :=
λ#[(∂T )|F ], notre objectif devient de démontrer que e|F est une quasi-triangulation de L(F ).

(∂T)|F est une triangulation de F , et λ est un étiquetage de Sperner de ses sommets.
L'Observation 2.4 et la récurrence impliquent que e est une quasi-triangulation de L(F ).
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Pour une facette propre G de F , il y a une face G′ de F tel que G 6= G′ (une telle
face existe parce que d ≥ 1). [∂(e|G)]|G′ = 0 parce qu'un terme non nul serait un simplexe
dont les sommets sont dans V (G), et G′ ne serait alors pas la facette minimale contenant ces
sommets. Donc, e|G n'est pas une quasi-triangulation de L(F ) pour toute facette propre G de
F , et donc, en utilisant le Théorème 2.16 (A) et l'égalité e = e|F +

∑

G∈F(F ) e|G (Observation
2.3), on obtient que e|F est bien une quasi-triangulation.

Démonstration du Théorème 2.15 : D'après le Théorème 2.14, c := λ#T est une
quasi-triangulation. Soit c1 une composante fortement connexe de c, et posons c2 := c− c1.
Clairement, c1 et c2 sont étalées, puisque ∂c1, ∂c2 ⊆ ∂c.

La preuve est alors terminée grâce au Théorème 2.16 par récurrence sur la taille du
support de c (le support de c est l'ensemble des simplexes a�ectés d'un coe�cient non nul
dans c) : en e�et, soit c1 est une quasi-triangulation, et il n'y a alors rien à prouver, soit c2

est une quasi-triangulation et alors la récurrence permet de conclure.

Démonstration du Corollaire 2.1 : En e�et, la première partie est juste une refor-
mulation du Théorème 2.15, et la deuxième partie se déduit de la dé�nition d'une quasi-
triangulation, puisque la seule quasi-triangulation de L(σ), où σ est un simplexe géométrique,
est le simplexe abstrait V (σ) vu comme une chaîne (cette a�rmation se véri�e immédiate-
ment).

Preuve
Pour terminer la preuve, nous avons besoin de la proposition suivante, où supp c := {σ ∈

K : σ ∈ c} et où degc(v) est le nombre d'arêtes de K contenant v et contenues dans au moins
un simplexe de c :

Proposition 2.3 Soit K un complexe simplicial de dimension d, et soit c une chaîne forte-
ment connexe de Cd(K, Z2). On a :

|supp c| ≥ |V (c) +

⌈
minv∈V (c) degc(v)

d

⌉

− d − 1.

Remarquons qu'elle implique entre autres : |supp c| ≥ |V (c)| − d.

Démonstration : La démonstration fonctionne par récurrence sur k := |supp c|. Si
k = 1, la proposition est triviale. Supposons donc que k > 1. Considérons le graphe dont
les sommets sont les d-simplexes de c, et dont les arêtes relient les d-simplexes ayant une
face en commun. D'après la Propriété 1.11, il existe un d-simplexe σ tel que c′ := c − σ
est encore une chaîne fortement connexe. Remarquons que l'on a toujours, pour v ∈ V (c′),
degc′(v) ≥ degc(v) − d.

Comme σ a une (d − 1)-facette en commun avec un autre d-simplexe de c, au moins d
sommets parmi les d + 1 de σ restent dans V (c′), donc soit |V (c′)| = |V (c)|, soit |V (c′)| =
|V (c)| − 1. Si |V (c′)| = |V (c)| − 1, minv∈V (c) degc(v) = d, et donc minv∈V (c′) degc′(v) ≥
minv∈V (c) degc(v). Par conséquent :

|supp c| − 1 = |supp c′| ≥ |V (c′)| +
⌈

minv∈V (c′) degc′(v)

d

⌉

− d − 1

≥ |V (c)| +
⌈

minv∈V (c) degc(v)

d

⌉

− 1 − d − 1,
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ce qui entraîne
|supp c| ≥ |V (c)| +

⌈
minv∈V (c) degc(v)

d

⌉

− d − 1.

On peut maintenant montrer le Théorème 2.13 :

Démonstration du Théorème 2.13 : Soit T la somme formelle de tous les d-simplexes
de T, et soit c comme dans le Corollaire 2.1. Comme les sommets et les arêtes de B(P) sont
des simplexes, on sait que V

(
B(P)

)
= V (c) (l'égalité vient du fait que les étiquettes sont les

sommets de B(P)) et E
(
B(P)

)
⊆ E(c). Le théorème est alors une conséquence directe de la

Proposition 2.3 :

|supp c| ≥ |V (c)|+
⌈

minv∈V (c) degc(v)

d

⌉

−d−1 ≥ |V
(
B(P)

)
|+

⌈
minv∈V (B(P)) degB(P)(v)

d

⌉

−d−1.

Des simplexes di�érents de c correspondent à des simplexes de T ayant un étiquetage
di�érent.

Remarque : Il est probable que l'on puisse généraliser les résultats précédents pour des
corps polytopaux encore plus généraux, construits de manière inductive, dont les facettes
sont elles-mêmes des corps polytopaux : la convexité ne joue pas de rôle réel ici, c'est la forte
connexité des bords des facettes qui est essentielle.

D'autre part, si le bord n'est pas fortement connexe, il est vraisemblable que la borne
du Théorème 2.13 puisse être diminuée d'une quantité fonction du nombre de composantes
fortement connexes du bord.
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Chapitre 3

Variations sur la Formule de Ky
Fan

3.1 Introduction
En 1952, pour une pseudo-variété de dimension d, dont les sommets sont étiquetés, Ky

Fan démontrait une formule combinatoire qui lie le nombre de (d− 1)-simplexes pleinement
étiquetés du bord et le nombre de d-simplexes pleinement étiquetés. Cette formule permet
d'uni�er et de généraliser le lemme de Sperner et le lemme de Tucker dans une seule et
même formule.

Le lemme de Tucker, qui est l'objet du Section 3.2 de ce chapitre, est au théorème de
Borsuk-Ulam ce qu'est le lemme de Sperner au théorème de Brouwer : une version combi-
natoire et constructive.

Dans la Section 3.3, on présente la formule de Ky Fan, ou plutôt les formules de Ky
Fan, puisqu'il existe une version orientée et une version non orientée, dont nous donnons
une preuve beaucoup plus compacte que toutes celles connues à ce jour. De ces formules,
on peut déduire quelques théorèmes généralisant le théorème de Borsuk-Ulam. A la �n de
la section, nous nous attardons un peu sur une version multi-étiquetage, trouvée par Lee
et Shih [56]. Nous appuyant sur le formalisme introduit dans la preuve des formules de Ky
Fan, nous donnons une preuve plus simple que l'originale, ce qui, de plus, permet également
de la généraliser.

En�n, dans le Section 3.4, on généralise la formule de Ky Fan dans un autre sens : le
théorème de Borsuk-Ulam peut être généralisé en théorème de Dold où la symétrie centrale de
la sphère Sd est remplacée par d'autres actions de groupe ; nous proposons une généralisation
de la formule de Ky Fan qui soit au théorème de Dold ce que la formule de Ky Fan est au
théorème de Borsuk ; en passant, nous construisons un complexe de chaînes sur des mots,
qui ne semble pas avoir été introduit jusqu'ici.

3.2 Le lemme de Tucker
3.2.1 Enoncé et quelques preuves

Pour énoncer le lemme de Tucker, démontré en dimension 2 par Tucker [94], puis en
dimension quelconque par Lefschetz [58], quelques petites dé�nitions sont nécessaires : une
triangulation T de la sphère Sd est dite antipodale si l'on a l'implication suivante : σ ∈ T ⇒
−σ ∈ T.

63
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Fig. 3.1 � Le lemme de Tucker.

Un étiquetage λ d'une triangulation T de la sphère Sd est dit antipodal si l'on a, pour
tout v ∈ V (T), λ(−v) = −λ(v).

Une arête dont les sommets v et w sont étiquetés est dite complémentaire si λ(v) =
−λ(w).

Le lemme de Tucker dit alors la chose suivante :

Théorème 3.1 (Lemme de Tucker) Soit T une triangulation de la boule Bd dont la res-
triction à la sphère Sd−1 = ∂Bd est antipodale, et soit λ : V (T) → {−1, +1,−2, +2, . . . ,−d, +d}
un étiquetage qui soit antipodal sur la restriction de T à Sd−1 = ∂Bd. Alors il existe une
arête complémentaire.

La Figure 3.1 illustre le lemme de Tucker.
Nous allons donner une première preuve de ce lemme. La preuve sera contructive. En

revanche, contrairement à ce que nous avons fait pour le lemme de Sperner, une preuve
compacte et combinatoire ne sera pas donnée immédiatement, mais sera une conséquence
de la formule de Ky Fan.

La démonstration constructive du lemme de Tucker utilise un type particulier de tri-
angulations : les triangulations antipodales spéciales. Une triangulation spéciale est une
triangulation du cross-polytope de dimension d, B̂d, qui ra�ne la triangulation naturelle N

induite par les hyperplans {xi = 0}, c'est-à-dire que tout simplexe σ de T, il existe τ ∈ N tel
que σ ⊆ τ . Une triangulation T est dite antipodale si T est telle que si σ ∈ T alors −σ ∈ T.

La question de l'existence d'une démonstration constructive pour d'autres triangulations
que les triangulations antipodales spéciales a intrigué plusieurs chercheurs (comme l'indique
la remarque p.36 du livre de J. Matousek [65] ou l'article de T. Prescott et F. E. Su [78]).
En réalité, on peut aisément construire une preuve constructive pour n'importe quelle tri-
angulation antipodale T :

1. on ajoute les hyperplans {xi = 0},
2. on triangule les simplexes de T que ces hyperplans intersectent, ce qui donne une

nouvelle triangulation T′ qui a�ne la triangulation T,
3. on étend l'étiquetage antipodal de T à T′, toujours de manière antipodale et en�n
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Fig. 3.2 � Une triangulation spéciale, et un étiquetage conforme à l'énoncé du lemme de
Tucker.

4. on montre que si T′ contient une arête e antipodale (que l'on sait trouver d'après la
preuve contructive du lemme de Tucker), alors il y a une arête complémentaire dans
le simplexe σ de T tel que e ⊆ σ.

Pour le point 3., on met sur tous les nouveaux sommets à l'intérieur d'un simplexe σ de
T l'étiquette dont la valeur absolue est la plus petite. Le point 4. est alors immédiat.

On peut donc se limiter aux triangulations spéciales antipodales. Nous présentons main-
tenant une preuve constructive du lemme de Tucker, trouvée par Freund et Todd en 1981
[32], telle qu'elle est présentée dans [65].

Démonstration constructive du lemme de Tucker : Soit donc T une triangulation
spéciale du cross-polytope B̂d de dimension d et soit λ : V (T) → {±1,±2, . . . ,±d} un
étiquetage de T qui soit antipodal sur son bord. On note 0 le sommet de T correspondant
à l'origine du repère, et donc au centre de B̂d.

Tout comme pour la preuve constructive du lemme de Sperner, on construit un graphe
G dont les n÷uds sont des simplexes de T. On montre qu'ils sont tous de degré 2 sauf
le n÷ud correspondant à {0} et ceux correspondant à des simplexes contenant une arête
complémentaire, qui sont de degré 1. Partant de {0}, on parvient alors forcément en suivant
une chaîne de G à un simplexe contenant une arête complémentaire.

Pour σ ∈ T, on dé�nit

S(σ) := {+i : xi > 0, i = 1, 2, . . . , d} ∪ {−i : xi < 0, i = 1, 2, . . . , d},

où x est un point quelconque dans l'intérieur de σ. Comme T est une triangulation spéciale,
tout choix de x donne le même ensemble S(σ). Conformément à cette dé�nition, S({0}) = ∅.

Un simplexe σ est dit heureux si S(σ) ⊆ λ(σ) (par convention, on exclut ∅ de l'ensemble
des simplexes heureux). Que peut-on dire d'un simplexe heureux ? Soit donc σ un simplexe
heureux. Posons k := |S(σ)|. σ est contenu dans le sous-espace vectoriel engendré par les ei

tels que i ∈ S(σ) ou −i ∈ S(σ). Par conséquent, dimσ ≤ k. D'autre part, dimσ ≥ k − 1
puisque il faut au moins k étiquettes di�érentes pour que σ soit heureux. On dit que σ est
serré si dimσ = k − 1 et lâche si dimσ = k. Pour un simplexe heureux et lâche, il y a une
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étiquette qui soit apparaît deux fois, soit n'apparaît pas dans S(σ). De plus, un simplexe
sur le bord de B̂d est nécessairement serré, et {0} est heureux et lâche.

Nous procédons maintenant à la dé�nition du graphe G dont les n÷uds sont les simplexes
heureux de T, et les arêtes relient les paires de sommets σ, τ ∈ T telles que l'une des deux
conditions suivantes soit satisfaite :

(1) σ et τ sont des simplexes antipodaux : σ = −τ ⊂ ∂B̂d, ou
(2) σ est une face de τ telle que λ(σ) = S(τ), i.e. que les étiquettes de σ font déjà de τ un
simplexe heureux.

Nous a�rmons que G a tous ses n÷uds de degré 2 sauf le sommet correspondant à {0}
et ceux correspondant à des simplexes contenant une arête complémentaire.

Nous considérons maintenant un simplexe σ heureux, qui ne soit ni {0} ni un simplexe
contenant une arête complémentaire. On va véri�er que σ est de degré 2 dans G. On distingue
deux cas principaux : si σ est un simplexe heureux et serré, et si σ est un simplexe heureux
et lâche.

1. σ est un simplexe heureux et serré. Soit τ un voisin (dans G) de σ. Ce τ est soit
égal à σ, soit a σ comme face (τ ne peut être une face de σ, car σ est serré). Comme
S(σ) = λ(σ) = S(τ), Lτ = Lσ (dé�nition ci-dessus), de dimension k = 1+dim σ. Deux
sous-cas peuvent se présenter :
(a) σ est entièrement contenu dans le bord ∂B̂d. Alors −σ est un de ses voisins. Tout

autre voisin τ a σ comme face, et est contenu dans Lτ . L'intersection Lσ ∩ B̂d est
un cross-polytope de dimension k triangulé par les simplexes de T contenus dans
Lσ. Si σ est un (k − 1)-simplexe du bord d'une triangulation de B̂k, σ est la face
d'exactement un k-simplexe.

(b) σ n'est pas contenu dans le bord. Tout comme précédemment, σ est un (k − 1)-
simplexe d'une triangulation d'un crosspolytope de dimension k. N'étant pas sur
le bord, de ce cross-polytope, il est voisin d'exactement deux k-simplexes.

2. σ est un simplexe heureux et lâche. Les deux sous-cas sont :
(a) On a S(σ) = λ(σ). Dans ce cas, une des étiquettes apparaît deux fois sur les

sommets de σ. σ ne peut être face d'un simplexe τ heureux, car on aurait alors
S(σ) = λ(σ) = S(τ) et 1 + dimσ = dim τ ≥ |S(τ)| − 1 = |S(σ)| − 1 = dim σ − 1,
ce qui est absurde. Donc σ est voisin d'exactement deux de ces faces.

(b) Il existe i ∈ λ(σ) \ S(σ). Puisque l'on a supposé que σ ne contenait pas d'arête
complémentaire, −i /∈ S(σ). Il est clair que la face de σ ne contenant pas le
sommet étiqueté i est voisine de σ dans G (cette face existe puisque l'on a supposé
que σ 6= {0}). Toute autre face de σ ne peut être voisine de σ car elle doit avoir
comme ensemble d'étiquettes S(σ). D'autre part, il y a exactement un simplexe τ
dont σ est une face, et qui soit déjà rendu heureux par les étiquettes de σ : celui
tel que S(τ) = λ(σ).

G a donc bien tous les sommets autres que {0} et ceux contenant une arête complémen-
taire de degré 2

Pour trouver une arête complémentaire, il su�t de suivre la chaîne de G qui part de {0}.
On parvient forcément à une simplexe contenant une arête complémentaire. Le procédé est
ilustré sur la Figure 3.3.

3.2.2 Version continue : le théorème de Borsuk-Ulam
Soit d et d′ deux entiers positifs ou nuls. Une application Sd → Sd′ est dite antipodale si

f(−x) = −f(x) pour tout x ∈ Sd.
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Fig. 3.3 � Ilustration de la preuve constructive du leme de Tucker.

Enoncé et preuve
Il existe plusieurs versions équivalentes du théorème de Borsuk-Ulam. Les quatre pre-

mières sont celles prouvées par Borsuk en 1933 ([9], elles avaient été formulées comme conjec-
ture par Ulam). Les deux suivantes sont en fait un peu antérieures - elles datent de 1930 - et
ont été trouvées pas Lyusternik et Shnirel'man [63]. Elles ne semblent pas avoir été connues
de Borsuk. En�n, la dernière version est de Greene ([39]) et est utilisée dans une preuve
courte du théorème de Lovász-Kneser (voir le chapitre consacré aux graphes de Kneser).

Théorème 3.2 Soit d ≥ 0.
1. Si f est une application continue de Sd dans Rd, alors il existe x0 ∈ Sd tel que f(x0) =

f(−x0).
2. Si f est une application antipodale de Sd dans Rd, alors il existe x0 ∈ Sd, tel que

f(x0) = 0.
3. Il n'existe pas d'application antipodale de Sd dans Sd−1.
4. Il n'existe pas d'application continue de Bd dans Sd−1 dont la restriction à ∂Bd soit

antipodale.
5.(Liusternyk-Shnirel'man) Si F1, F2, . . . , Fd+1 sont d + 1 fermés couvrant Sd, il existe

i ∈ [d + 1] tel que Fi contienne 2 points antipodaux.
6.(Liusternyk-Shnirel'man) Si O1, O2, . . . , Od+1 sont d+1 ouverts couvrant Sd, il existe

i ∈ [d + 1] tel que Oi contienne 2 points antipodaux.
6.(Greene) Si A1, A2, . . . Ad+1 sont d+1 ensembles couvrant Sd tels que chacun d'eux soit

soit ouvert soit fermé, il existe i ∈ [d + 1] tel que Ai contienne 2 points antipodaux.

Avant de démontrer le théorème ci-dessus, nous allons montrer que les 6 formes sont
équivalentes :
2.⇒1. : Soit f une application continue de Sd dans Rd. Posons g(x) := f(−x)− f(x). g est
antipodale ; d'après 2. il existe x0 tel que g(x0) = 0, i.e. il existe x0 tel que f(x0) = f(−x0).
3.⇒2. : Soit f une application antipodale de Sd dans Rd. Supposons que f ne s'annule pas.
Dé�nissons g := f/||f ||. g est alors antipodale de Sd dans Sd−1. Absurde.
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4.⇔3. : On note P la projection de l'hémisphère supérieur H de Sd (H = Sd ∩ (Rd × R+))
sur Rd :

P : H Sd ∩ (Rd × R+) → Bd

(x1, x2, . . . , xn+1) 7→ (x1, x2, . . . , xn)
.

S'il existe f , application antipodale Sd → Sd−1, alors g := f ◦ P−1 serait une application
continue de Bd dans Sd−1 dont la restriction à ∂Bd serait antipodale. Réciproquement, pour
g comme dans l'énoncé 4., f dé�nie par f(x) := (g ◦P )(x) et f(−x) := −(g ◦P )(x) est une
application antipodale Sd → Sd−1.
5.⇒3. : Supposons que f soit une application antipodale de Sd dans Sd−1. Soient alors
F1, . . . , Fd+1 d + 1 fermés couvrant Sd−1 tels qu'aucun des Fi ne contienne de points anti-
podaux. Une telle couverture existe : prendre les d + 1 faces d'un d-simplexe géométrique
régulier et les projeter de manière radiale sur un Sd−1 dans lequel s'inscrit le d-simplexe géo-
métrique. Les F ′

i = f−1(Fi) sont d + 1 fermés couvrant Sd. D'après 4., l'un des F ′
i contient

une paire de points antipodaux. Comme f est antipodale, Fi doit alors contenir des points
antipodaux. Absurde.
1.⇒5. : Soient F1, F2, . . . , Fd+1 d + 1 fermés couvrant Sd. Considérons

f(x) = (dist(x, F1), . . . ,dist(x, Fd)).

f satisfait les conditions de 1., donc il existe x0 tel que (dist(x0, F1), . . . ,dist(x0, Fd)) =
(dist(−x0, F1), . . . ,dist(−x0, Fd)).

Soit l'une des composantes, disons la ième, de ce vecteur est nulle, et dans ce cas x0 et
−x0 sont tous deux dans Fi, soit aucune des composantes n'est nulle et dans ce cas x0 et
−x0 sont tous deux dans Fd+1.
5.⇒6. : Soient O1, O2, . . . , Od+1 d + 1 ouverts couvrant Sd. Pour tout x, on dé�nit B(x)
une boule ouverte centrée en x telle que Cl(B(x)) ⊆ Oi si x ∈ Oi. Les B(x) forment une
famille d'ouverts couvrant Sd. Par compacité, il existe un nombre �ni de B(x) couvrant
également Sd. Notons-les B(x1), B(x2), . . . , B(xr). Dé�nissons Fi := Cl

(⋃r
j=1 B(xj)∩Oi

)
.

Les Fi sont d + 1 fermés couvrant Sd. On peut appliquer 4. et comme pour tout i, Fi ⊆ Oi,
la conclusion est immédiate.
6.⇒7. : Soit ǫ > 0 et soient A1, A2, . . . , Ad+1 des ensembles satisfaisant aux conditions de
l'énoncé. Pour chaque Ai fermé, on considère A′

i ouvert, contenant Ai tel que pour tout
x ∈ A′

i,dist(x, Ai) < ǫ. On a donc maintenant d + 1 ouverts couvrant Sd, on peut donc
appliquer 5. On fait tendre ǫ vers 0. Soit à un moment l'un des Ai contient une paire de
points antipodaux, et alors, c'est �ni, soit pour tout ǫ, c'est l'un des A′

i. Par compacité,
on peut donc extraire une suite de points antipodaux convergeant vers une paire de points
antipodaux contenue dans l'un des Ai fermé.
7.⇒5. : trivial.

Démonstration du Théorème 3.2 : Supposons que l'on ait une fonction continue
f : Bd → Sd, antipodale sur ∂Bd. On construit T et λ contredisant le Théorème 3.1.

f est uniformément continue sur Bd, il existe donc η tel que, pour tous x,x′ ∈ Bd tels
que ||f(x) − f(x′)||∞ < 2√

d
(voir Propriété 1.5). On dé�nit T une triangulation de Bd,

antipodale sur ∂Bd, dont le diamètre des simplexes est plus petit que η.
On dé�nit maintenant λ : V (T) → {±1,±2, . . . ,±d}. Pour cela, on pose

i(v) := min{i : |f(v)i| ≥
1√
d
}.

Ce nombre est bien dé�ni, car sinon 1 =
∑d

i=1 f(v)2i < d
(

1√
d

)2

. On dé�nit

λ(v) :=

{
+i(v) si f(v)i(v) > 0
−i(v) si f(v)i(v) < 0
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Comme f est antipodale sur le bord ∂Bd, λ est antipodale sur le bord de T et il existe
une arête complémentaire {v,v′}. On doit donc avoir ||f(v) − f(v′)||∞ < 2√

d
par uniforme

continuité et ||f(v)− f(v′)||∞ ≥ 2√
d
parce que f(v)i(v) ≥ 1√

d
et f(v′)i(v′) ≤ − 1√

d
. Absurde.

On peut facilement adapter cette preuve à la version 2. du théorème de Borsuk. Tout
comme pour le théorème de Brouwer, cela permet de déduire un algorithme trouvant, pour
tout ǫ > 0, un x ∈ Bd tel que ||f(x)|| ≤ ǫ.

Borsuk implique Tucker
Réciproquement, le théorème de Borsuk implique le lemme de Tucker : en e�et si λ est

une application simpliciale satisfaisant les conditions de l'énoncé du lemme de Tucker (3.1),
alors λ peut être vu comme une application continue de Bd dans ∂B̂d ∼= ∂Bd, antipodale
sur le bord de Bd, ce qui est en contradiction avec la version 4. du théorème de Borsuk (3.2).

Une application du théorème de Borsuk-Ulam : coïncidence de Z2-applications
Jiri Matousek propose comme exercice dans son livre [65] la démonstration du théorème

suivant, qui peut être vu en un certain sens comme une généralisation du théorème de
Borsuk-Ulam, bien que la preuve y fasse appel :

Théorème 3.3 Soient f : Sk → Sd et g : Sl → Sd deux applications antipodales, k, l ≥ −1.
Si k + l ≥ d, alors les images de f et g s'intersectent.

Le théorème de Borsuk-Ulam est obtenu en posant k = d + 1 et l = −1.
La raison qui nous a poussé à nous intéresser à ce problème est son lien avec la Conjecture

2.2. En e�et, pour le cas n = 2 et d = 2, nous avons vu qu'une preuve possible s'appuyait
sur l'intersection forcée de deux complexes simpliciaux. Dans le cas le plus général de la
conjecture, on peut également construire ce type de complexes simpliciaux, qui semblent
avoir les bonnes propriétés de connexité. Si on pouvait montrer qu'ils possèdent forcément
un point d'intersection, la conjecture serait démontrée1.

Il apparaît que le Théorème 3.3 peut être généralisé au théorème suivant, avec plus
de deux applications antipodales. Ce qui est alors intéressant, c'est qu'ici, on démontre
l'existence d'une intersection commune à plus de deux objets, sans faire appel à d'autres
actions de groupe que Z2.

Théorème 3.4 (Coïncidence d'applications antipodales) Soient n applications anti-
podales fi : Ski → Sd, i = 1, 2, . . . , n. Si

∑n
i=1 ki ≥ (n − 1)d, alors l'image des fi ont

une intersection commune, i.e. il existe (x1, x2, . . . ,xn) ∈ Sk1 × Sk2 × . . . × Skn tel que
f1(x1) = f2(x2) = . . . = fn(xn).

Démonstration : f := f1 ∗ f2 ∗ . . . ∗ fn est une application antipodale allant de Sk1 ∗
Sk2 ∗ . . . ∗ Skn ∼= S(

Pn
i=1 ki)+n−1 dans (Sd)∗n. L'antipodalité sur les joints de sphères Sd1 ∗

Sd2 ∗ . . . ∗ Sdn est donnée, tout au long de la preuve, par l'application :

t1x1⊕ t2x2⊕ . . .⊕ tnxn 7→ −(t1x1⊕ t2x2⊕ . . .⊕ tnxn) = t1(−x1)⊕ t2(−x2)⊕ . . .⊕ tn(−xn).

Si un n-uplet (x1,x2, . . . ,xn) ∈ Sk1 × Sk2 × . . . × Skn tel que f1(x1) = f2(x2) =
. . . = fn(xn) n'existe pas, l'image de f est incluse dans (Sd)∗n

△ . Nous allons montrer que
l'on peut plonger de manière antipodale (Sd)∗n

△ dans S(d+1)(n−1)−1. Le théorème sera alors
1Il convient en particulier de noter que, en généralisant de façon naturelle, S(λi) est de dimension d+1−ki.

En replaçant cette valeur dans le Théorème 3.4, on obtient comme condition d'intersection : P

n

i=1
(d + 1 −

ki) ≥ (n − 1)d, i.e. d + n ≥
P

n

i=1
ki, qui est précisément la condition de la Conjecture 2.2
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démontré car, d'après le théorème de Borsuk-Ulam, il n'existe pas d'application antipodale
S(

Pn
i=1 ki)+n−1 → S(d+1)(n−1)−1.
Montrons donc que l'on peut plonger de manière antipodale (Sd)∗n

△ dans S(d+1)(n−1)−1.
Considérons l'application :

h : (Sd)∗n
△ → S(d+1)(n−1)−1

t1x1 ⊕ t2x2 ⊕ . . . ⊕ tnxn 7→
(
(
Pn

i=1 tixi)−nt1x1,(
Pn

i=1 tixi)−nt2x2,...,(
Pn

i=1 tixi)−ntn−1xn−1

)

√
||(

P

n
i=1 tixi)−nt1x1||2+||(

P

n
i=1 tixi)−nt2x2||2+...+||(

P

n
i=1 tixi)−ntn−1xn−1||2

Le dénominateur ne s'annule pas car sinon, on aurait pour tout j ∈ [n− 1],
∑n

i=1 tixi =
ntjxj , ce qui impliquerait que t1x1 = t2x2 = . . . = tnxn, ce qui est impossible car un tel
point n'existe pas, par dé�nition, dans (Sd)∗n

△ . D'autre part, h est bien antipodale :

h(−(t1x1 ⊕ t2x2 ⊕ . . . ⊕ tnxn)) = −h(t1x1 ⊕ t2x2 ⊕ . . . ⊕ tnxn).

3.2.3 Quelques mots sur la complexité algorithmique
Tout comme pour le lemme de Sperner, le lemme de Tucker est dans PPA. En se limitant

à la dimension 2, on a le problème

PROBLEME : 2D-TUCKER
INSTANCE : un entier n, et une fonction f qui, à chaque point p = (i1, i2) avec |i1|+|i2| ≤ n,
associe un entier f(p) valant ±1 ou ±2 tel que |i1| + |i2| = n implique f(−p) = −f(p),
TACHE : trouver deux points p, p′ tels que p−p′ soit de la forme (0,±1), (±1, 0) ou (±1,∓1)
et tel que f(p) + f(p′) = 0.

Suivre la chaîne dans le graphe G construit dans la preuve constructive ci-dessus peut
également être exponentiel, tout comme dans le lemme de Sperner : la taille d'une telle
chaîne peut être de l'ordre de n2, alors que la taille de l'instance est en O(log n + k), où k
est la taille de la fonction f , et l'on peut facilement imaginer des fonctions pour lesquelles k
est indépendant de n.

A ce jour, on ignore si 2D-TUCKER est dans FP.

3.3 Formules de Ky Fan
3.3.1 Enoncé et preuves

Nous présentons maintenant la formule que Ky Fan avait proposée en 1952 ([23]), pour
généraliser le lemme de Sperner et le lemme de Tucker. Quelques notations sont nécessaires.

Supposons que l'on ait une pseudo-variété M de dimension d dont les sommets sont étique-
tés par des entiers pris dans un certain ensemble de la forme {−1, +1,−2,+2, . . . ,−m,+m}.
On note λ la fonction d'étiquetage.

Pour d + 1 entiers distincts j1, j2, . . . , jd+1, on note α(j1, j2, . . . , jd+1) le nombre de sim-
plexes σ tels que

* σ est un d-simplexe de M et
* σ = {v1, v2, . . . , vd+1} et λ(vi) = ji pour i = 1, 2, . . . , d + 1.
Pour d entiers distincts j1, j2, . . . , jd , on note β(j1, j2, . . . , jd) le nombre de simplexes τ

tels que :
* τ est un (d − 1)-simplexe de ∂M et
* τ = {v1, v2, . . . , vd} et λ(vi) = ji pour i = 1, 2, . . . , d.
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Fig. 3.4 � Illustration de la formule de Ky Fan pour un pseudo-variété de dimension 2.

Théorème 3.5 Soient m et d deux entiers positifs et soit M une pseudo-variété de dimen-
sion d. Soit λ : V (M) → {−1, +1,−2,+2, . . . ,−m,+m} un étiquetage des sommets de M tel
qu'il n'y ait pas d'arête complémentaire. On a alors :

∑

1≤j1<j2<...<jd+1≤m

α(−j1, +j2, . . . , (−1)d+1jd+1) + α(+j1,−j2, . . . , (−1)djd+1) =

∑

1≤j1<j2<...<jd≤m

β(+j1,−j2, . . . , (−1)djd) mod 2.

La Figure 3.4 illustre ce théorème. On a a�aire à une pseudo-variété de dimension 2,
ayant deux �trous�. Ici m = 5. Les simplexes qui interviennent dans la formule sont marqués
par un petit cercle (les signes marqués dans ces simplexes n'ont pas de signi�cation ici). Les
1-simplexes dont les étiquettes sont de signes +,− dans l'ordre croissant : il y en a 4 ; les
2-simplexes dont les étiquettes sont de signes +,−, + et −,+,− dans l'ordre croissant : il y
en a 16. 4 et 16 sont congrus à 0 modulo 2, conformément à la formule du théorème.

La preuve que donnait Ky Fan est assez longue, quoique élémentaire. Nous proposons
ici une preuve très courte, ayant un plus grand pouvoir explicatif. Partant, cette approche
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nous permettra de généraliser là formule de Ky Fan pour plus de deux signes (ici, les signes
− et +, qui apparaissent de manière alternée).

Démonstration du Théorème 3.5 : On remarque comme d'habitude que λ est une
fonction simpliciale allant de M dans le complexe simplicial C dont les simplexes sont les
parties de {±1,±2, . . . ,±m} ne contenant pas de paire de la forme −i,+i, pour i ∈ [m]. C

est le complexe de bord du cross-polytope B̂m de dimension m : C = F(B̂m).
On considère maintenant la famille W des mots sur l'alphabet Z2. On dé�nit Ck(W, Z2)

l'ensemble des sommes formelles �nies, à coe�cients dans Z2, de mots de taille k + 1. On
dé�nit alors le morphisme suivant :

∂ : Ck+1(W, Z2) → Ck(W, Z2)

w = a0 . . . ak 7→ ∑k
i=0 a0 . . . âi . . . ak

.

On véri�e alors aisément que l'on a ∂ ◦ ∂ = 0, et donc que l'on a un complexe de chaîne
associé, C(W, Z2), dont ∂ est l'opérateur de bord. On note δ le cobord associé, et l'on identi�e
les chaînes et les cochaînes par le produit 〈., .〉 : tout k-mot w est identi�é avec la cochaîne
w∗ qui prend la valeur 1 sur w et 0 sur les autres k-mots.

On transforme maintenant les signes + et − en 1 et 0, par la fonction suivante :

φ : x ∈ Z∗
2 =

{
0 si x < 0
1 si x > 0

On dé�nit alors la fonction de chaîne :

φ# : C(C, Z2) → C(W, Z2)
σ = {j0, j1, . . . , jk} 7→ φ(j0)φ(j1) . . . φ(jk)

.

La véri�cation que ce soit bien une fonction de chaîne est directe. La formule de Ky Fan
est alors la transduction directe de la formule suivante, où c est la somme formelle de tous
les d-simplexes de M :

〈 0101 . . .
︸ ︷︷ ︸

d+1 termes
+ 1010 . . .

︸ ︷︷ ︸

d+1 termes
, (φ# ◦ λ#)(c)〉 = 〈1010 . . .

︸ ︷︷ ︸

d termes
, ∂(φ# ◦ λ#)(c)〉,

qui est une conséquence de l'égalité directe suivante :

0101 . . .
︸ ︷︷ ︸

d+1 termes
+ 1010 . . .

︸ ︷︷ ︸

d+1 termes
= δ 1010 . . .

︸ ︷︷ ︸

d termes
.

En 1967, Ky Fan généralisait [25] sa formule dans le cas où M est orienté. Pour la donner,
il faut généraliser les notations précédentes.

Supposons que l'on ait une pseudo-variété orientée de manière cohérente M, de dimension
d, dont les sommets sont étiquetés par des entiers pris dans un certain ensemble de la forme
{−1,+1,−2, +2, . . . ,−m, +m}. On note λ la fonction d'étiquetage.

Pour d+1 entiers distincts j1, j2, . . . , jd+1, on note α+(j1, j2, . . . , jd+1) (resp. α−(j1, j2, . . . , jd+1))
le nombre de simplexes σ tels que

* σ est un d-simplexe de M et
* σ = +[v1, v2, . . . , vd+1] (resp. σ = −[v1, v2, . . . , vd+1]) et λ(vi) = ji pour i = 1, 2, . . . , d+

1.
Pour d entiers distincts j1, j2, . . . , jd , on note β+(j1, j2, . . . , jd) (resp. β−(j1, j2, . . . , jd))

le nombre de simplexes τ tels que :
* τ est un (d − 1)-simplexe de ∂M et
* τ = +[v1, v2, . . . , vd] (resp. τ = −[v1, v2, . . . , vd]) et λ(vi) = ji pour i = 1, 2, . . . , d.
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Finalement, on pose α := α+ − α− et β = β+ − β−. Le théorème de Ky Fan dans le cas
orienté s'énonce alors :

Théorème 3.6 Soient m et d deux entiers positifs et soit M une pseudo-variété orientée
de manière cohérente, de dimension d. Soit λ : V (M) → {−1,+1,−2, +2, . . . ,−m, +m} un
étiquetage des sommets de M tel qu'il n'y ait pas d'arête complémentaire. On a alors :

∑

1≤j1<j2<...<jd+1≤m

α(−j1, +j2, . . . , (−1)d+1jd+1) + (−1)dα(+j1,−j2, . . . , (−1)djd+1) =

∑

1≤j1<j2<...<jd≤m

β(+j1,−j2, . . . , (−1)djd).

La Figure 3.4 peut également servir à illustrer ce théorème. L'orientation des 2-simplexes
est donnée par l'orientation naturelle du plan. L'orientation des 1-simplexes, rappelons-le,
est l'orientation induite par celle des 2-simplexes de M.

La partie de droite de la formule vaut 2. Déterminons la partie de gauche : les simplexes
comptant positivement, marqués +, sont au nombre de 9 ; ceux comptant négativement,
marqués −, sont au nombre de 7. On a bien 9 − 7 = 2.

Démonstration du Théorème 3.6 : Elle suit le même schéma que la démonstration
précédente. On considère toujours la famille W des mots sur l'alphabet Z2, mais on considère
cette fois Ck(W, Z) l'ensemble des sommes formelles �nies, à coe�cients dans Z, de mots de
taille k + 1. Le bord se dé�nit alors :

∂ : Ck+1(W, Z) → Ck(W, Z)

w = a0 . . . ak 7→ ∑k
i=0(−1)ia0 . . . âi . . . ak

.

On a ∂ ◦ ∂ = 0, un complexe de chaînes associé, C(W, Z) et δ le cobord associé. Tout
comme précédemment, on transforme maintenant les signes + et − en 1 et 0, par la fonction
suivante :

φ : x ∈ Z∗
2 =

{
0 si x < 0
1 si x > 0

et on introduit alors la fonction de chaîne :

φ# : C(C, Z) → C(W, Z)
σ = {j0, j1, . . . , jk} 7→ φ(j0)φ(j1) . . . φ(jk)

.

La formule de Ky Fan orientée est alors la transduction directe de la formule suivante,
où c est la somme formelle de tous les d-simplexes de M :

〈 0101 . . .
︸ ︷︷ ︸

d+1 termes
+(−1)d 1010 . . .

︸ ︷︷ ︸

d+1 termes
, (φ# ◦ λ#)(c)〉 = 〈1010 . . .

︸ ︷︷ ︸

d termes
, ∂(φ# ◦ λ#)(c)〉,

qui est une conséquence de l'égalité directe suivante :

0101 . . .
︸ ︷︷ ︸

d+1 termes
+(−1)d 1010 . . .

︸ ︷︷ ︸

d+1 termes
= δ 1010 . . .

︸ ︷︷ ︸

d termes
.

Nous terminons par un lemme combinatoire pour le sphère, généralisant le lemme de
Tucker. Ce lemme aura aussi un pendant continu, utilisé en microéconomie. Nous nous en
servirons plus loin dans le chapitre sur le nombre chromatique des graphes de Kneser.
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Nous l'appelons �lemme de Ky Fan�, bien qu'il mérite le statut de théorème (tout comme
les lemmes de Sperner et de Tucker), mais Ky Fan lui-même le quali�ait de lemme, proba-
blement par analogie avec les deux lemmes précédents. Ce lemme est présenté dans le papier
où apparaît la première formule de Ky Fan [23].

Théorème 3.7 (Lemme de Ky Fan) Soit T une triangulation antipodale spéciale de la
sphère Sd. Soit m un entier positif. On étiquette les sommets de T avec des entiers pris dans
{±1,±2, . . . ,±m} de façon que

(i) deux sommets antipodaux ont toujours des étiquettes opposées, et
(ii) il n'y a pas d'arête complémentaire.

. Alors il y a un nombre impair de d-simplexes dont les étiquettes sont de la forme {+j0,−j1,+j2, . . . , (−1)djd},
où 1 ≤ j0 < j1 < . . . < jd ≤ m. En particulier, m est nécessairement ≥ d + 1.

Comme m est nécessairement ≥ d + 1, on retrouve le lemme de Tucker.

Démonstration : La démonstration fonctionne par induction sur d. Pour d = 0, c'est tri-
vial. Supposons que le lemme soit prouvé pour d. Considérons une triangulation antipodale
spéciale de Sd+1. On est dans Rd+2. L'intersection de l'hyperplan d'équation xd+2 = 0 avec
Sd+1 est la sphère Sd, satisfaisant toutes les conditions de l'énoncé. Elle possède en particulier
un nombre impair de d-simplexes dont les étiquettes sont de la forme {j0,−j1, j2, . . . , (−1)djd},
où 1 ≤ j0 < j1 < . . . < jd ≤ m (hypothèse de récurrence). Dans l'hémisphère xd+2 ≥ 0 de
Sd+2, on a modulo 2

∑

1≤j0<j1<...<jd+1≤m

α(−j0, +j1, . . . , (−1)d+2jd+1) + α(+j0,−j1, . . . , (−1)d+1jd+1) =

∑

1≤j0<j1<...<jd≤m

β(+j0,−j1, . . . , (−1)djd) mod 2.

Or, d'après l'hypothèse de récurrence :
∑

1≤j0<j1<...<jd≤m β(+j0,−j1, . . . , (−1)djd) = 1 mod 2.
D'autre part, par antipodalité,

∑

1≤j0<j1<...<jd+1≤m α(−j0, +j1, . . . , (−1)d+2jd+1) est le nombre
de (d + 1)-simplexes de l'hémisphère xd+2 ≤ 0 de Sd+2 dont les étiquettes sont de la
forme {j0,−j1, j2, . . . , (−1)d+1jd+1}, avec 1 ≤ j0 < j1 < . . . < jd+1 ≤ m. Par conséquent,
le terme

∑

1≤j0<j1<...<jd+1≤m α(−j0, +j1, . . . , (−1)d+2jd+1) + α(+j0,−j1, . . . , (−1)d+1jd+1)

dans l'équation ci-dessus est le nombre total de (d+1)-simplexes de Sd+2 dont les étiquettes
sont de la forme {j0,−j1, j2, . . . , (−1)d+1jd+1}, avec 1 ≤ j0 < j1 < . . . < jd+1 ≤ m, et est
donc égal à 1 mod 2.

3.3.2 Autre preuve du lemme de Sperner
Comme nous l'avons indiqué, un des intérêts des formules de Ky Fan est de pouvoir

prouver les lemmes de Sperner et de Tucker dans un cadre commun. Le lemme de Tucker
est une conséquence du lemme de Ky Fan (Théorème 3.7). Nous prouvons maintenant le
lemme de Sperner.

Démonstration du lemme de Sperner à partir de la formule de Ky Fan : On
montre par induction sur d que le nombre de simplexes pleinement étiquetés est impair. Pour
d = 0, c'est trivial. Supposons que ce soit vrai pour d. Considérons un étiquetage de Sperner
du simplexe △d+1. Changeons maintenant les signes des étiquettes paires : les étiquettes 2
deviennent -2, les étiquettes 4 deviennent -4, etc. D'après la formule de Ky Fan modulo 2,
appliquée à △d+1, avec m = d + 2,

α(+1,−2, . . . , (−1)d+1(d+2))+α(−1, +2, . . . , (−1)d(d+2)) = β(+1,−2, . . . , (−1)d(d+1)).
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Il n'y a pas d'étiquettes −1, ni +2, etc., donc α(−1,+2, . . . , (−1)d(d + 2)) = 0. De plus,
β(+1,−2, . . . , (−1)d(d+1)) est le nombre modulo 2 de simplexes du bord de △d+1 étiquetés
1, 2, . . . , d + 1 dans l'étiquetage de Sperner. De tels simplexes ne peuvent apparaître que
sur la face de sommets 1, 2, . . . , d + 1 du △d+1. Par hypothèse de récurrence, on a donc
β(+1,−2, . . . , (−1)d(d + 1)) = 1. Ce qui implique α(+1,−2, . . . , (−1)d+1(d + 2)) = 1, dont
la signi�cation est la présence d'un nombre impair de simplexes pleinement étiquetés dans
l'étiquetage de Sperner de la triangulation de △d+1.

3.3.3 Versions continues et applications
Tout comme le lemme de Tucker, la formule de Ky Fan peut avoir de nombreuses in-

terprétations continues. Dans son article de 1952, Ky Fan proposait la version continue
suivante :

Théorème 3.8 Soient d et k deux entiers positifs. Si k fermés F1, F2, . . . , Fk de Sn couvrent
Sn et si aucun d'eux ne contient de paire de points antipodaux, alors il existe n + 2 indices
l1, l2, . . . , ln+2, tels que 1 ≤ l1 < l2 < . . . < ln+2 ≤ k et

Fl1 ∩ −Fl2 ∩ Fl3 ∩ . . . ∩ (−1)n+1Fln+2 6= ∅.

Démonstration : Soit ǫ > 0 tel que ǫ < dist(Fi,−Fi) pour tout i (on a Fi∩−Fi = ∅ pour
tout i, et Fi et −Fi sont des compacts). On prend une triangulation Tǫ antipodale spéciale
dont le diamètre des simplexes est inférieur à ǫ2. On considère les 2k fermés F1, F2, . . . , Fk

et −F1,−F2, . . . ,−Fk couvrant Sn. On étiquette les sommets on mettant sur v l'entier
min{i : v ∈ −Fi ∪ Fi} avec le signe + si v ∈ Fi et − sinon. Il existe un n-simplexe avec
des étiquettes de la forme {l1,−l2, l3, . . . , (−1)n+1ln+2}, où 1 ≤ l1 < l2 < . . . < ln+2 ≤ m
(conséquence Théorème 3.7). La �nitude de l'ensemble des étiquettes et la compacité de Sn

permettent de conclure.
La version avec des ouverts est également vraie :

Théorème 3.9 Soient d et k deux entiers positifs. Si k ouverts 01, 02, . . . , 0k de Sn couvrent
Sn et si aucun d'eux ne contient de paire de points antipodaux, alors il existe n + 2 indices
l1, l2, . . . , ln+2, tels que 1 ≤ l1 < l2 < . . . < ln+2 ≤ k et

Ol1 ∩ −Ol2 ∩ Ol3 ∩ . . . ∩ (−1)n+1Oln+2
6= ∅.

Démonstration : Grâce au Théorème 3.8, il su�t de montrer qu'il existe k fermés Fi ⊆ Ui

qui couvrent la sphère. On le fait de la manière suivante, comme pour le théorème de Borsuk-
Ulam (Théorème 3.2 : pour tout x ∈ Ui, on prend Vx un voisinage ouvert contenant x et dont
la fermeture est incluse dans Ui. Par compacité, il existe une famille �nie des {Vx}x∈Sn qui
couvre Sn, et l'on dé�nit alors Fi comme la réunion des fermetures des Vx de cette famille
qui sont inclus strictement dans Ui.

3.3.4 Versions multi-étiquetage
Theorème de Lee et Shih

A l'instar du lemme de Sperner, la formule de Ky Fan possède aussi une version multi-
étiquetage, proposée et démontrée par Lee et Shih dans [56]. Toujours en utilisant le for-
malisme des chaînes, nous allons en donner une démonstration beaucoup plus courte que la

2il n'est pas di�cile d'obtenir de telles triangulations, par exemple en prenant les subdivisions barycen-
triques. Voir [65], ou [75].
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démonstration originale (nous donnons d'ailleurs quelques généralisations de la version de
Lee et Shih dans l'article [70]).

Pour présenter le théorème de Lee et Shih généralisant la formule de Ky Fan avec plu-
sieurs étiquettes, nous redé�nissons les fonctions de comptage α(. . .) et β(. . .) introduites
précédemment.

Supposons que l'on ait une pseudo-variété orientée de manière cohérente M, de dimension
d, dont les sommets sont étiquetés par q fonctions d'étiquetage λ1, λ2, . . . , λq.

Pour d+1 entiers distincts j1, j2, . . . , jd+1, on note α+(j1, j2, . . . , jd+1) (resp. α−(j1, j2, . . . , jd+1))
le nombre de paires (σ, f) telles que

* σ est un d-simplexe de M et f est injection de V (σ) dans [q], et
* σ = +[v1, v2, . . . , vd+1] (resp. σ = −[v1, v2, . . . , vd+1]) et λf(vi)(vi) = ji pour i =

1, 2, . . . , d + 1.
Pour d entiers distincts j1, j2, . . . , jd , on note β+(j1, j2, . . . , jd) (resp. β−(j1, j2, . . . , jd))

le nombre de paires (τ, g) telles que :
* τ est un (d − 1)-simplexe de ∂M et g est une injection de V (τ) dans [q], et
* τ = +[v1, v2, . . . , vd] (resp. τ = −[v1, v2, . . . , vd]) et λg(vi)(vi) = ji pour i = 1, 2, . . . , d.
Finalement, on pose α := α+ − α− et β = β+ − β−.
Si M n'est pas orienté de manière cohérente, on dé�nit α et β sans tenir compte de

l'orientation.

Théorème 3.10 (Théorème de Lee-Shih) Soient m,, d et q trois entiers positifs, et soit
M une pseudo-variété de dimension d orientée de manière cohérente. Supposons que l'on ait
q fonctions d'étiquetage λ1, λ2, . . . , λq telles que, pour tout k ∈ [q],

1. λk : V (M) → {±1,±2, . . . ,±m}, et
2. si k1 6= k2 et (v1, v2) ∈ E(M), λk1

(v1) 6= −λk2
(v2),

alors on a
∑

1≤j1<j2<...<jd+1≤m

α(−j1, +j2, . . . , (−1)d+1jd+1) + (−1)dα(+j1,−j2, . . . , (−1)djd+1) =

(q − d)
∑

1≤j1<j2<...<jd≤m

β(+j1,−j2, . . . , (−1)d−1jd).

Si M n'est pas orientée de manière cohérente, alors la formule se lit modulo 2.

Démonstration : On n'écrit la preuve que dans le cas où M est orienté de manière
cohérente. L'autre cas se prouve de manière semblable.

On considère le complexe simplicial L qui a comme ensemble de sommets l'ensemble
V (M)×[m]. Un simplexe σ = {(v1, k1), (v2, k2), . . . , (vp+1, kp+1)} ∈ L est tel que {v1, v2, . . . , vp+1}
est un simplexe de M et tel que tous les ki sont distincts. On oriente L en donnant à σ la
même orientation que celle de {v1, v2, . . . , vp+1}, autrement dit [(v1, k1), . . . , (vp+1, kp+1)]
est l'orientation positive de σ si et seulement si [v1, . . . , vp+1] est l'orientation positive de
{v1, . . . , vp+1} dans M.

Considérons alors ψ l'étiquetage de L tel que, pour (v, k) ∈ L, ψ
(
(v, k)

)
= λk(v). ψ est

une fonction simpliciale allant de L dans C = F(B̂m) (complexe de bord du cross-polytope de
dimension m). On suit alors le même schéma que dans la preuve du Théorème 3.6 (formule
de Ky Fan orientée), dont on reprend la fonction φ. Comme

0101 . . .
︸ ︷︷ ︸

d+1 termes
+(−1)d 1010 . . .

︸ ︷︷ ︸

d+1 termes
= δ 1010 . . .

︸ ︷︷ ︸

d termes
,
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on a, notant L la somme de tous les d-simplexes orientés positivement de L,

〈 0101 . . .
︸ ︷︷ ︸

d+1 termes
+(−1)d 1010 . . .

︸ ︷︷ ︸

d+1 termes
, (φ# ◦ ψ#)(L)〉 = 〈1010 . . .

︸ ︷︷ ︸

d termes
, (φ# ◦ ψ#)(∂L)〉.

Il est facile de voir que

∂L = (q − d)
∑

[v1,...,vd]∈∂M, tous les ki distincts

[
(v1, k1), . . . , (vd, kd)

]
.

La formule ci-dessus est alors une simple réécriture de la formule à démontrer.

Dans la preuve ci-dessus, on a dé�ni L en demandant que les ki soient distincts. Si on ne
demande pas à ce qu'ils soient distincts, on obtient un autre théorème. On redé�nit α et β,
en ne demandant pas que f et g soient des injections :

Supposons que l'on ait une pseudo-variété orientée de manière cohérente M, de dimension
d, dont les sommets sont étiquetés par q fonctions d'étiquetage λ1, λ2, . . . , λq.

Pour d+1 entiers distincts j1, j2, . . . , jd+1, on note α+(j1, j2, . . . , jd+1) (resp. α−(j1, j2, . . . , jd+1))
le nombre de paires (σ, f) telles que

* σ est un d-simplexe de M et f est une application de V (σ) dans [q], et
* σ = +[v1, v2, . . . , vd+1] (resp. σ = −[v1, v2, . . . , vd+1]) et λf(vi)(vi) = ji pour i =

1, 2, . . . , d + 1.
Pour d entiers distincts j1, j2, . . . , jd , on note β+(j1, j2, . . . , jd) (resp. β−(j1, j2, . . . , jd))

le nombre de paires (τ, g) telles que :
* τ est un (d − 1)-simplexe de ∂M et g est une application de V (τ) dans [q], et
* τ = +[v1, v2, . . . , vd] (resp. τ = −[v1, v2, . . . , vd]) et λg(vi)(vi) = ji pour i = 1, 2, . . . , d.
Finalement, on pose α := α+ − α− et β = β+ − β−.
Si M n'est pas orientée de manière cohérente, on dé�nit α et β sans tenir compte de

l'orientation.

Théorème 3.11 Soient m, d et q trois entiers positifs, et soit M une pseudo-variété de
dimension d orienté de manière cohérente. Supposons que l'on ait q fonctions d'étiquetage
λ1, λ2, . . . , λq telles que, pour tout k ∈ [q],

1. λk : V (M) → {±1,±2, . . . ,±m}, et
2. si k1 6= k2 et (v1, v2) ∈ E(M), λk1(v1) 6= −λk2(v2),

alors on a
∑

1≤j1<j2<...<jd+1≤m

α(−j1, +j2, . . . , (−1)d+1jd+1) + (−1)dα(+j1,−j2, . . . , (−1)djd+1) =

q
∑

1≤j1<j2<...<jd≤m

β(+j1,−j2, . . . , (−1)d−1jd).

Si M n'est pas orientée de manière cohérente, alors la formule se lit modulo 2.

Démonstration du théorème de Bapat

Le théorème de Bapat (Théorème 2.3) est une simple conséquence du théorème de Lee
et Shih.
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Démonstration du théorème de Bapat à partir de la formule de Lee et Shih
(formule de Ky Fan multi-étiquettes) : Le théorème de Bapat dit que α(1, 2, . . . , d+
1) = (d + 1)!.

Nous allons montrer par récurrence sur d, à q ≥ d, �xé que si on étiquette les sommets
de T avec q étiquetages de Sperner λ1, . . . , λq, alors α(1, 2, . . . , d + 1) = q!

(q−d−1)! .
C'est vrai pour d = 0. Supposons que ce soit vrai pour d < q. Montrons que c'est vrai

pour d + 1. Comme dans la preuve du lemme de Sperner à partir de la formule de Ky Fan,
on change les signes des étiquettes paires : les étiquettes 2 deviennent -2, les étiquettes 4
deviennent -4, etc. D'après la formule de Lee et Shih (Théorème 3.10), appliquée à △d+1,
avec m = d + 2,

α(−1, +2, . . . , (−1)d(d + 2)) + (−1)d+1α(+1,−2, . . . , (−1)d+1(d + 2)) =

(q − (d + 1))β(+1,−2, . . . , (−1)d(d + 1).

Il n'y a pas d'étiquettes −1, ni +2, etc., donc α(−1, +2, . . . , (−1)dd + 2) = 0. De plus,
β(+1,−2, . . . , (−1)dd + 1) est le nombre de paires, dont le simplexe provient du bord de
△d+1, étiquetées 1, 2, . . . , d + 1 dans l'étiquetage de Sperner. De tels simplexes ne peuvent
apparaître que sur la face de sommets 1, 2, . . . , d+1 du△d+1. Par hypothèse de récurrence, on
a donc β(+1,−2, . . . , (−1)dd+1) = q!

(q−d−1)! . Ce qui implique α(+1,−2, . . . , (−1)d+1d+2) =

(q − (d + 1)) q!
(q−d−1)! , i.e. α(1, 2, . . . , d + 2) = q!

(q−d−2)! , quand on a remis tous les signes des
étiquettes à +.

3.4 Généralisation de la formule de Ky Fan pour plus de
2 signes

3.4.1 Mots, chaînes de mots et cochaînes de mots
On reprend dans cette section les idées qui ont été introduites dans la preuve de la

formule de Ky Fan.

Les mots
On considère une famille W de mots sur un alphabet �ni Σ. On dit que w ∈ W est un

k-mot si |w| = k + 1. La raison d'un tel choix est que l'on considère les mots un peu comme
des simplexes, dont l'ensemble des sommets est Σ, et k, dans �k-mot�, fait référence à la
dimension du simplexe. En réalité, les k-mots sont des simplexes ordonnés dans la littérature
traditionnelle de topologie algébrique.

Soit G un groupe agissant sur l'alphabet Σ par le biais d'actions (νg)g∈G. On étend alors
ces actions sur les mots : pour g ∈ G, νg(a0a1 . . . ak) := (νga0)(νga1) . . . (νgak).

Chaînes et cochaînes de mots
Soit H un groupe. On dé�nit l'ensemble des k-chaînes de mots à coe�cients dans H,

dénoté Ck(W,H), comme l'ensemble des sommes formelles �nies de la forme
∑

niwi, où les
ni sont dans H et les wi sont des k-mots.

Dans la suite, on identi�e les chaînes et les cochaînes naturellement par le produit 〈., .〉 :
tout k-mot w est identi�é avec la cochaîne w∗ qui prend la valeur 1 sur w et 0 sur les autres
k-mots.

Pour obtenir un complexe de chaînes, il reste à dé�nir l'opérateur de bord ∂ pour un
mot w = a0a1 . . . ak ∈ W :
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∂a0a1 . . . ak =
∑

i

(−1)ia0 . . . âi . . . ak.

On a bien ∂ ◦ ∂ = 0. On note δ le cobord, et l'on a alors bien sûr :

δa0a1 . . . ak =
∑

b∈Σ

ba0a1 . . . ak +

k−1∑

i=0

∑

b∈Σ

(−1)i+1a0a1 . . . aibai+1 . . . ak

+
∑

b∈Σ

(−1)k+1a0a1 . . . akb.

Du complexe de chaîne simplicial au complexe de chaîne de mots
La technique qui nous permettra de passer d'un complexe de chaînes simplicial à un

complexe de chaînes de mots est la suivante.
Soit L un complexe simplicial. Supposons que l'on ait dé�ni ¹ un ordre partiel sur V (L)

tel que tout simplexe de L ait ses sommets comparables entre eux et que l'on ait une fonction
du type :

φ : v ∈ V (L) 7→ φ(v) ∈ Σ.

On dé�nit alors la fonction de chaîne φ¹
# : C(L,H) → C(W,H) pour σ = [v0, . . . , vk] ∈ L

avec v0 ≺ v1 ≺ . . . ≺ vk par

φ¹
#(σ) = φ(v0)φ(v1) . . . φ(vk)

Il est alors facile de voir que φ¹
# est une fonction de chaîne : φ¹

#∂ = ∂φ¹
#.

Concaténation
On a dé�ni, dans le premier chapitre de la thèse, la concaténation pour les mots. On

peut l'étendre pour les chaînes de mots : soit c =
∑

i nia0,i . . . ak,i une k-chaîne et c′ =
∑′

i n′
i′a

′
0,i′ . . . a′

k′,i′ une k′-chaîne ; cc′ est alors la (k+k′+1)-chaîne
∑

i,i′ nin
′
i′a0,i . . . ak,ia

′
0,i′ . . . a′

k′,i′ .

Actions de groupe sur les chaînes
On peut de même étendre par linéarité les actions de groupe aux chaînes :
pour g ∈ G et ck :=

∑

i niwi ∈ Ck(W,H), on dé�nit νg#ck par
∑

i niνgwi. νg# est une
application de chaîne, induisant une application de cochaîne ν#

g .
Toujours en idénti�ant chaînes et cochaînes, on a :

Observation 3.1 ν#
g = ν−g#.

En e�et, pour w′ et w deux k-mots, et g ∈ G, on a

〈w′, νgw〉 = 〈ν−1
g w′, w〉 = 〈ν−gw

′, w〉.

Cas particulier où Σ = Zq et H = Z

Dans le reste de ce chapitre, nous nous limitons au cas Σ = Zq et H = Zq ou H = Z. H
agit sur Zq : pour x ∈ Zq, on pose ν1x = x+1 mod q. Dans toute la suite, ν1 et ν1# sont notés
par ν. En particulier, pour a0a1 . . . ak un k-mot, ν(a0a1 . . . ak) = (a0 +1)(a1 +1) . . . (ak +1)
(compté modulo q).

On notera le 0 du groupe H par ∅, pour éviter les confusions avec le 0 de Σ.
Par exemple, pour q = 5, on a ν(104) = 210.
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3.4.2 Une formule de Ky Fan généralisée
Dans la formule de Ky Fan précédente (Théorème 3.5), le mot 1010 . . . joue un rôle

particulier, qui s'appuie sur la propriété :

δ 1010 . . .
︸ ︷︷ ︸

d termes
= ν 1010 . . .

︸ ︷︷ ︸

d+1 terms
+ 1010 . . .

︸ ︷︷ ︸

d+1 termes
.

Pour la formule du Théorème 3.6, c'est la propriété :

δ 1010 . . .
︸ ︷︷ ︸

d termes
= ν 1010 . . .

︸ ︷︷ ︸

d+1 termes
+(−1)d+1 1010 . . .

︸ ︷︷ ︸

d+1 termes
,

qui est utilisée.
Pour généraliser la formule de Ky Fan à plus de deux signes (codés dans ce dernier cas

par le 0 et le 1 de Z2), il faut trouver un mot, ou une famille de mots, qui joue le rôle de
1010 . . . pour Zq. En réalité, il ne semble pas possible de faire autrement que de dé�nir des
chaînes de mots : dans la suite, nous dé�nissons récursivement, pour q impair, une suite
in�nie de chaînes (ek)k∈N, où ek ∈ Ck(W, Z), qui véri�e pour tout entier l ≥ 0 :

1. δe2l = (ν − ν−1)e2l+1.
2. δe2l+1 = (id + ν1 + . . . + νq−1)e2l+2.
Nous ne sommes pas parvenu à dé�nir une séquence équivalente pour q pair 6= 2. Pour

les applications considérées, cela n'a pas vraiment d'importance, puisque il su�t de l'avoir
pour q premier.

Cette propriété inductive implique alors automatiquement la formule de Ky Fan généra-
lisée suivante :

Proposition 3.1 Soit K un complexe simplicial orienté de dimension d, soit ¹ l'ordre par-
tiel sur l'ensemble Zq × {1, 2, . . . , m} (q impair) tel que (x, y) ¹ (x′, y′) si y ≤ y′ et soit
φ : (x, y) ∈ Zq × {1, 2, . . . , m} 7→ x ∈ Zq.

Soit alors λ : V (K) → Zq × {1, 2, . . . ,m} un étiquetage des sommets de K tel qu'il n'y
ait pas d'arêtes {v1, v2} de K ayant un étiquetage (si, ji) := λ(vi), i = 1, 2 avec j1 = j2 et
s1 6= s2, et soit c la somme formelle de tous les simplexes orientés positivement de K.

On a pour tout l ≥ 1 :

〈(ν − ν−1)e2l−1, (φ
¹
# ◦ λ#)(c)〉 = 〈e2l−2, (φ

¹
# ◦ λ#)(∂c)〉,

et

〈(id + ν1 + . . . + νq−1)e2l, (φ
¹
# ◦ λ#)(c)〉 = 〈e2l−1, (φ

¹
# ◦ λ#)(∂c)〉.

Démonstration : λ est une Zq-fonction simpliciale K → Z∗m
q . On a φ¹

# ◦ ν = ν ◦φ¹
#. Les

formules ci-dessus sont alors la traduction directe des propriétés récursives des ek.

Remarque :
La formule de Ky Fan du Théorème 3.6 peut se mettre sous une forme semblable :

〈(id + (−1)d+1ν) 1010 . . .
︸ ︷︷ ︸

d+1 termes
, (φ¹

# ◦ λ#)(c)〉 = 〈1010 . . .
︸ ︷︷ ︸

d termes
, (φ¹

# ◦ λ#)(∂c)〉.

Pour démontrer cette formule de Ky Fan généralisée, il nous reste donc à construire une
séquence (ek)k∈N.
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Construction de la séquence (ek)k∈N :
On suppose q impair et on pose q = 2r+1. On rappelle que l'on veut dé�nir une séquence

(ek)k∈N, où ek ∈ Ck(W, Z), avec W l'ensemble des mots sur l'alphabet Zq.
On pose d'abord :

e0 := 0.

e1 :=

r−1∑

j=0

j
∑

i=0

[(2i + 1)(2r − 2j + 2i) − (2r − 2j + 2i)(2i + 1)].

Puis on dé�nit le morphisme C : Ck(W, Z) → Ck+2(W, Z) par son image sur la base
naturelle de Ck(W, Z) :

C : w = a0 . . . ak 7→ a0 . . . ak(νake1).

Pour k ≥ 2, on dé�nit alors la séquence de la manière suivante :

ek := C(ek−2).

Exemples : Pour q = 3 :
e0 = 0,
e1 = 12 − 21,
e2 = 012 − 021,
e3 = 1201 − 1210 − 2120 + 2102,
e4 = 01201 − 01210 − 02120 + 02102, etc.
Pour q = 5 :
e0 = 0,
e1 = 12 + 34 + 14 − 21 − 43 − 41,
e2 = 012 + 034 + 014 − 021 − 043 − 041,
e3 = 1234 + 1201 + 1231− 1243− 1210− 1213 + 3401 + 3423 + 3403− 3410− 3432− 3430 +
1401+1423+1403−1410−1432−1430−2123−2140−2120+2132+2104+2102−4340−
4312 − 4342 + 4304 + 4321 + 4324 − 4123 − 4140 − 4120 + 4132 + 4104 + 4102,
e4 = 01234 + 01201 + 01231 − 01243 − 01210 − 01213 + 03401 + 03423 + 03403 − 03410 −
03432− 03430 + 01401 + 01423 + 01403− 01410− 01432− 01430− 02123− 02140− 02120 +
02132 + 02104 + 02102− 04340− 04312− 04342 + 04304 + 04321 + 04324− 04123− 04140−
04120 + 04132 + 04104 + 04102, etc.

Propriété 3.1 On a :
1. δ(2 + 4 + . . . + (2r)) = (id− ν)e1.
2. δe1 =

∑

j∈Zq
νje2.

Démonstration : On démontre d'abord 1. D'après la dé�nition de e1, si un mot w est
tel que 〈e1, w〉 6= 0, alors w est de la forme yx ou xy avec x pair, y impair et 0 ≤ y < x ≤ 2r.
De même, si w est tel que 〈νe1, w〉 6= 0, alors w est de la forme yx ou xy avec x pair ≥ 2, y
impair et 0 ≤ x < y ≤ 2r ou alors w est de la forme 0x ou x0 avec x pair et 0 < x ≤ 2r.

Par conséquent, si w est tel que 〈(id − ν)e1, w〉 6= 0, alors w est de la forme xy ou
yx avec x ∈ X := {2, 4, . . . , 2r} et y ∈ Y := {0} ∪ {1, 3, . . . , 2r − 1}. Pour x ∈ X et
y ∈ Y , le coe�cient de xy dans (id − ν)e1 est −1 et celui de yx est +1. D'où l'égalité
δ(2 + 4 + . . . + (2r)) = (id− ν)e1.
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On appliquant δ de part et d'autre de la relation 1., on obtient : δe1 = ν(δe1). Ceci
implique que δe1 se met sous la forme

∑

j∈Zq
νj(0h), où h ∈ C2(W, Z). Comme les mots

apparaissant dans e1 ne commencent jamais par 0, on obtient 0e1 en ne gardant de δe1

seulement les mots commençant par 0. Donc h = e1, et l'on a bien δe1 =
∑

j∈Zq
νje2,

puisque e2 = 0e1.

Propriété 3.2 On a les deux relations de commutation suivantes :
1. ν ◦ C = C ◦ ν.
2. δ ◦ C = C ◦ δ.

Démonstration : La première est triviale. La seconde demande un petit calcul :
Soit w = a0 . . . ak un k-mot. On a

(δ ◦ C)(w) = δ
(
w(νake1)

)

= (δw)(νake1) + (−1)k+1wδ(νake1) − (−1)k+1
∑

j∈Zq
wj(νake1),

et

(C ◦ δ)(w) = C(δw)
= (δw)(νake1) + (−1)k+1

∑

j∈Zq
wj(νje1) − (−1)k+1

∑

j∈Zq
wj(νake1).

Par conséquent, (δ ◦ C)(w) − (C ◦ δ)(w) = (−1)k+1wδ(νake1) − (−1)k+1
∑

j∈Zq
wjνje1.

Or δ(νake1) −
∑

j∈Zq
jνje1 = νak(δe1) −

∑

j∈Zq
νj(0e1) = ∅, d'après 2. de la Propriété 3.1

(on a e2 = 0e1). D'où (δ ◦ C)(w) − (C ◦ δ)(w) = ∅.

Propriété 3.3 Pour l un entier ≥ 0, on a :
1. δe2l = (ν − ν−1)e2l+1.
2. δe2l+1 = (id + ν1 + . . . + νq−1)e2l+2.

Démonstration : Par récurrence sur l.
Pour l = 0, on a δe0 = (ν − ν−1)e1 : en e�et, posons c := 2 + 4 + . . . + (2r) ; on a

δc = (id− ν)e1, d'après la Propriété 3.1 ; on a également, δ(0+1+ . . .+(2r− 1)+ (2r)) = ∅
(la véri�cation est directe) ; par conséquent δ0 + δc + δν−1c = ∅ ; et donc δ0 = (ν − ν−1)e1.
Le point 1. est démontré pour l = 0. Le point 2. pour l = 0 n'est rien d'autre que le deuxième
point du Lemme 3.1. La Propriété 3.3 est donc démontrée pour l = 0.

Supposons la Propriété 3.3 démontrée pour l ≥ 0. On a alors, d'après la Propriété 3.2 :

δe2l+2 = (δ ◦ C)(e2l) = (C ◦ δ)(e2l) = C
(
(ν − ν−1)e2l+1

)
= (ν − ν−1)e2l+3

et

δe2l+3 = (δ ◦ C)(e2l+1) = (C ◦ δ)(e2l+1) = C
( ∑

j∈Zq

νje2l+2

)
=

∑

j∈Zq

νje2l+4.

3.4.3 Une généralisation combinatoire du théorème de Dold
Une application possible de la formule généralisée de Ky Fan est une démonstration et

une généralisation combinatoire du théorème de Dold [18], que nous rappelons ci-dessous.
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Enoncé du théorème de Dold

Si G est un groupe, et si E et F sont deux ensembles sur lesquels agit G, une G-application
E → F est une application qui commute avec les actions de G.

Théorème 3.12 (Théorème de Dold) Soient X et Y deux complexes simpliciaux sur les-
quels Zn agit librement3. Si f : X → Y est une Zn-application continue, alors la dimension
de Y est supérieure ou égale à la connectivité de ||X||.

Dans le cas où n = 2, on retrouve le théorème de Borsuk-Ulam. Notre objectif est
de donner l'équivalent d'un lemme de Ky Fan (Théorème 3.7) pour n = q impair. Nous
ne sommes pas parvenu à trouver un équivalent pour n pair. Cela ne constitue pas une
limitation excessive puisque tout groupe (non trivial) contient un sous-groupe isomorphe à
Zp avec p premier. Pour démontrer le théorème de Dold, il su�t de traiter le cas n = p
premier.

Le complexe simplicial sur lequel on exprime notre équivalent du lemme de Ky Fan est
le complexe simplicial (Zq)

∗(d+1). Sa dimension est d, sa connectivité est égale à d− 1, et Zq

agit de manière naturelle sur lui et de manière libre.

Dé�nitions des �hémisphères�

Dans le cas du lemme de Ky Fan, on a besoin de triangulations spéciales antipodales
de Sd. Ici, on doit dé�nir un équivalent à ces triangulations ; pour cela, il faut avoir un
équivalent des hémisphères de la sphère.

On note vi,j le sommet de (Zq)
∗(d+1) qui est la ième copie de j ∈ Zq : avec la notation

des sommets introduite dans la dé�nition du joint, on a donc vi,j = (j, i).
On dé�nit la séquence d'hémisphères (Hk)k=0,...,d. Hk est un sous-complexe de (Zq)

∗(d+1)

de dimension k.
On dé�nit d'abord H0 := v1,0. Le reste se dé�nit par induction pour k ≥ 0 :

H2l+1 = v2l+2,0 ∗ (∪j∈Zj
νjH2l),

et

H2l+2 = v2l+3,0 ∗ (ν−1H2l+1 ∪ νH2l+1).

Les hémisphères sont les νiHk, i ∈ Zq, k ∈ {0, 1, . . . , d}.

Orientation des hémisphères

Pour tout k ≥ 1, on oriente les k-simplexes de Hk :
� Les 1-simplexes positifs de H1 sont les [v2,0, v1,i], avec i ∈ Zq.
� Les (2l + 2)-simplexes positifs de H2l+2 sont les [v2l+3,0,−ν−1τ ] et les [v2l+3,0, ντ ], où

τ est orienté positivement dans H2l+1.
� Les (2l + 3)-simplexes positifs de H2l+3 sont les [v2l+4,0, ν

iτ ], avec i ∈ Zq et τ orienté
positivement dans H2l+2.

� Un k-simplexe de νiHk, pour i ∈ Zq, a l'orientation du simplexe correspondant dans
Hk.

3Un groupe agit de manière libre si toute orbite est de même cardinalité que le groupe lui-même. Ici, on
demande que Zn agisse de manière libre sur ||X||.
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Lemme de Ky Fan généralisé
Nous sommes maintenant en mesure de prouver le lemme de Ky Fan généralisé :

Théorème 3.13 (Lemme de Ky Fan généralisé) Soit q un entier impair et soit X une
triangulation de (Zq)

∗(d+1) induisant une triangulation de chaque hémisphère νiHk, i ∈ Zq,
k ∈ {0, 1, . . . , d}, et invariante par l'action de Zq. Si f : X → (Zq)

∗(d′+1) est une Zq-
fonction simpliciale, alors il y a un simplexe de X dont l'ensemble des étiquettes est de la
forme {(b0, j0), (b1, j1), . . . , (bd, jd)}, où bi est pris dans la jèmei copie de Zq dans (Zq)

∗(d′+1),
bi−1 6= bi pour tout i ∈ [d] et où 1 ≤ j0 < j1 < . . . < jd ≤ d′ + 1. En particulier, d′ ≤ d.

Par des techniques standard, pour prouver le théorème de Dold (Théorème 3.12), il
su�t de considérer les cas quand n = p est premier, X est la triangulation de (Zp)

∗(d+1) et
Y := (Zp)

∗d (voir par exemple p. 135 [65]). Le Théorème 3.13 implique donc le théorème
de Dold, et sa preuve combinatoire, qui suit, en constitue une preuve combinatoire. Notre
preuve n'est pas la première preuve de ce type pour le lemme de Dold, puisque on trouve un
�Zp-Tucker's lemma� dans l'article de Ziegler [101]. Cela dit, le Théorème 3.13 est une vraie
généralisation du théorème de Dold, et est plus proche d'une preuve constructive puisque
elle n'utilise pas de raisonnement par l'absurde, contrairement à la preuve de Ziegler, qui
parvient à contourner l'usage des groupes d'homologie, mais ne parvient pas à se débarrasser
du raisonnement par l'absurde. Nous revenons sur le Zp-lemme de Tucker plus bas.

Démonstration du Théorème 3.13 : On considère maintenant X. On en oriente les
simplexes : tout simplexe de X reçoit l'orientation de l'hémisphère le contenant.

Notant hk ∈ Ck(X, Zq) la somme de tous les k-simplexes positifs de X dans Hk et utilisant
(
∑

i∈Zq
νi) ◦ (ν − ν−1) = (ν − ν−1) ◦ (

∑

i∈Zq
νi) = 0, on a par une induction directe (les

coe�cients sont pris dans Zq) :

∂h2l+2 = (ν − ν−1)h2l+1 (3.1)

et :

∂h2l+1 =
∑

i∈Zq

νih2l. (3.2)

L'ensemble des sommets de (Zq)
∗(d′+1) est l'ensemble des (x, y) ∈ Zq × {1, 2, . . . , d′ + 1} où

x appartient à la yème copie de Zq. Tout comme dans la Proposition 3.1, on dé�nit ¹ sur
son ensemble de sommet par (x, y) ¹ (x′, y′) si y ≤ y′, et soit φ : (x, y) ∈ Zq ×{1, . . . ,m} 7→
x ∈ Zq.
On a par la Proposition 3.1 :

〈(ν − ν−1)e2l+1, (φ
¹
# ◦ λ#)(h2l+1)〉 = 〈e2l, (φ

¹
# ◦ λ#)(∂h2l+1)〉 mod q.

D'où (en utilisant l'équation 3.2),

〈(ν − ν−1)e2l+1, (φ
¹
# ◦ λ#)(h2l+1)〉 = 〈e2l,

∑

j∈Zq

νj(φ¹
# ◦ λ#)(h2l)〉 mod q.

Et (d'après l'Observation 3.1) :

〈(ν − ν−1)e2l+1, (φ
¹
# ◦ λ#)(h2l+1)〉 = 〈

∑

j∈Zq

νje2l, (φ
¹
# ◦ λ#)(h2l)〉 mod q. (3.3)

On a également (toujours par la Proposition 3.1) :
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〈(id + ν1 + . . . + νq−1)e2l+2, (φ
¹
# ◦ λ#)(h2l+2)〉 = 〈e2l+1, (φ

¹
# ◦ λ#)(∂h2l+2)〉 mod q.

Par conséquent, on a l'égalité suivante, en utilisant l'équation 3.1 et l'Observation 3.1 :

〈(
∑

j∈Zq

νj)e2l+2, (φ
¹
# ◦ λ#)(h2l+2)〉 = 〈(ν−1 − ν)e2l+1, (φ

¹
# ◦ λ#)h2l+1〉 mod q. (3.4)

En combinant l'équation (3.3) avec l'équation (3.4), on obtient par une induction directe :

〈
∑

j∈Zq

νje2l, (φ
¹
# ◦ λ#)(h2l)〉 = (−1)l mod q,

ainsi que

〈(ν − ν−1)e2l+1, (φ
¹
# ◦ λ#)(h2l+1)〉 = (−1)l mod q.

Comme dans un mot présent dans ek, deux lettres successives sont toujours di�érentes,
la conclusion suit.

Avec la même preuve, on peut obtenir la généralisation suivante du théorème de Dold,
qui, à notre connaissance, est nouvelle :

Théorème 3.14 Soient X et Y deux complexes simpliciaux sur lesquels Zq agit de manière
libre, q impair. Si f : X → Y est une Zq-application continue, et s'il existe une séquence
de k-chaînes de X telle que (hk)k∈{0,...,dim(X)} satisfasse les relations (3.1) et (3.2), alors
dim(Y) ≥ dim(X).

Considérations algorithmiques
Dans le rapport technique [71], nous montrons comment interpréter cette preuve de

manière semi-constructive : on exhibe un graphe dont une composante connexe K contient
à la fois un sommet connu v (correspondant à un sommet de X) et un sommet qui correspond
à un simplexe étiqueté (b0, j0), (b1, j1), . . . , (bd, jd), où les bi sont pris dans la jème copie de
Zq dans (Zq)

∗(d′+1), avec 1 ≤ j0 < j1 < . . . < jd ≤ d′ + 1 et 〈ed, b0b1 . . . bd〉 6= 0. On montre
qu'en partant de v et en explorant de manière systématique K, on doit forcément trouver
un tel sommet. Il n'est pas clair que l'on puisse parler de preuve constructive car le procédé
d'exploration d'un graphe n'est pas un procédé glouton.

De plus, nous n'avons pu identi�er de classe correspondante à PPA pour ce problème.
Il serait très sans aucun doute très intéressant d'éclaircir ces questions concernant les

aspects constructifs et algorithmiques de ces versions combinatoires de théorème de Dold.

3.4.4 Une preuve du Zp-lemme de Tucker
Nous terminons ce chapitre avec une nouvelle démonstration combinatoire du Zp-lemme

de Tucker, dont il a déjà été fait mention.
Dans l'article [101], Günter Ziegler redémontre des résultats de coloration de graphes et

hypergraphes de Kneser (voir Partie 4) de façon purement combinatoire. Pour cela, il formule
une version du lemme de Tucker utilisant p signes, avec p premier, version qu'il appelle le
Zp-lemme de Tucker, et qu'il démontre également de manière purement combinatoire.

L'énoncé que donne Ziegler du Zp-lemme de Tucker est formulé en termes de parties d'un
ensemble et les complexes simpliciaux apparaissent comme complexe d'ordre d'un ensemble
partiellement ordonné. Nous nous intéressons à la version (équivalente) suivante, où un p-
simplexe complémentaire est un p-simplexe dont l'image est de la forme {(1, k), (2, k), . . . , (p, k)},
où k ∈ [m].
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Théorème 3.15 (Zp-lemme de Tucker) Soient p ≥ 2 un nombre premier et n un entier
≥ 1 et soit λ : V

(
(Zp

)∗n
) → Zp × [m] un Zp-étiquetage des sommets de (Zp)

∗n. Si m ≤
⌊

n−1
p−1

⌋

, alors il y a un p-simplexe complémentaire dans (Zp)
∗n.

La preuve qu'en propose Ziegler cherche à recopier la preuve classique du théorème de
Dold utilisant le nombre de Lefschetz (pour une dé�nition précise, voir [75]). Le tour de force
de Ziegler est de parvenir à calculer ce nombre sans avoir à recourir aux groupes d'homologie.

Ici, nous proposons une autre preuve combinatoire de ce théorème, utilisant le lemme de
Ky Fan généralisé (Théorème 3.7) et qui ne fasse pas appel aux groupes d'homologie. L'un des
intérêts de la preuve qui suit est de montrer que l'on peut obtenir de manière combinatoire
des versions combinatoires du théorème de Dold pour d'autres comlexes simpliciaux que
ceux dans l'énoncé du Théorème 3.13.

Elle s'appuie sur le lemme suivant :

Lemme 3.1 Il existe une Zp-fonction simpliciale sd(
(

[p]
≤p−1

)
) → Z∗(p−1)

p .

Démonstration : On peut construire une telle fonction ψ de la manière suivante :
� Les sommets de la subdivision barycentrique de

(
[p]

≤p−1

)
sont les sous-ensembles propres

(6= [p]) de [p].
� On prend A1 ⊂ [p], A2 ⊂ [p], . . . des représentants des orbites quand Zp agit sur les

sous-ensembles propres de [p].
� On dé�nit alors arbitrairement, pour tout j, ψ(Aj) comme étant un sommet de

(Zp)
∗(p−1) dans la |Aj |ème copie de Zp.

� Comme Zp agit librement, on peut étendre sur l'ensemble des orbites la dé�nition de
ψ de manière à ce que ψ soit bien une Zp-fonction.

Démonstration du Théorème 3.15 : Supposons qu'il n'y ait pas de p-simplexe com-
plémentaire. Alors λ induit une Zp-fonction simpliciale (Zp

)∗n →
({0,1,...,p−1}

≤p−1

)∗m (Zp agit
de manière cyclique sur {0, 1, . . . , p − 1}).

Soit ψ la fonction simpliciale donnée par le Lemme 3.1. On considère ψ∗m
# ◦ sd# ◦λ# qui

donne une Zp-fonction de chaînes C
(
(Zp)

∗n, Zp

)
→ C

(
(Zp)

∗m(p−1), Zp

)
. Si m ≤

⌊
n−1
p−1

⌋

, alors
m(p−1) < n, ce qui est impossible pour les mêmes raisons que dans la preuve du Théorème
3.13, en posant d := n − 1 et d′ := m(p − 1) − 1.

3.4.5 Questions �nales
On peut se demander, en vue d'application à des théorèmes du type �Dold�, ou même

simplement par curiosité, quels sont les groupes d'homologie et de cohomologie de C(W, Z).
Il est vrai, nous l'avons dit, qu'ils correspondent à des simplexes ordonnés sur l'ensemble
de sommets Σ, et qu'il y a équivalence avec les groupes d'homologie et de cohomologie
pour les simplexes orientés (voir p.76 et suivantes du livre de Munkres [75]). Mais cette
équivalence n'est vraie que pour des dimensions ≤ |Σ|, et ce qui nous intéresse se passe dans
des dimensions ≥ |Σ|.

Nous n'avons pas cherché pour le moment à répondre à cette question, mais cela constitue
une question ouverte, à explorer dans des recherches futures.



Chapitre 4

Coloration des graphes de Kneser

4.1 Introduction
En 1978, Lovász employait pour la première fois dans l'histoire des mathématiques un

théorème profond de topologie algébrique pour démontrer une conjecture purement combi-
natoire. Dans un article publié en 1978 [60], il employait le théorème de Borsuk-Ulam pour
résoudre la conjecture suivante, que Martin Kneser avait formulée à �n d'un exercice, en
1955 :

Soient k et n deux entiers naturels, k ≤ n ; soient N un ensemble avec n
éléments, Nk l'ensemble de toutes les parties à k éléments de N ; soit f une
application de Nk dans un ensemble M tel que f(K1) 6= f(K2) si l'intersection
K1 ∩ K2 est vide ; soient m(k, n, f) le nombre d'éléments de M et m(k, n) =
minf (k, n, f). Prouver que pour tout k �xé, il y a des nombres m0 = m0(k) et
n0 = n0(k) tels que m(k, n) = n − m0 pour n ≥ n0 ; ici m0(k) ≥ 2k − 2 et
n0(k) ≥ 2k − 1 ; les deux inégalités sont probablement des égalités.

Dans la Section 4.2, nous introduisons la thématique des graphes de Kneser. Entre autres,
une preuve récente de la conjecture de Kneser (preuve due à Greene [39]), après avoir
reformulé la conjecture en termes de coloration de graphes.

Dans le Section 4.3, nous démontrons de manière combinatoire un théorème de Schrijver
qui renforce la conjecture de Kneser en remplaçant les parties à k éléments de Nk par
des parties à k éléments qui sont stables : on pose N := [n], et une partie stable est une
partie ne contenant pas deux entiers consécutifs, ni les deux entiers 1 et n. Une telle preuve
combinatoire a été trouvée en 2002 par Ziegler [101]. Nous inspirant de sa preuve, ainsi que
de la méthode proposée par Ky Fan pour démontrer le lemme de Tucker, nous proposons
une preuve combinatoire plus simple et inductive.

Dans la Section 4.4, nous présentons une démonstration partielle d'une conjecture de
Johnson, Holroyd et Stahl [44] généralisant d'une autre manière la conjecture de Kneser.

4.2 Les graphes de Kneser
4.2.1 Dé�nition

Soit H un hypergraphe. KG(H), le graphe de Kneser associé à H, a pour sommets les
hyperarêtes, et a pour arêtes les paires d'hyperarêtes disjointes. Dans le cas particulier où
H =

(
[n]
k

)
, où n et k sont deux entiers tels que n ≥ 2k − 1, on note KG(n, k) := KG

((
[n]
k

))
.

87
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{1, 2}

{3, 4}

{1, 5}{2, 3}

{4, 5} {3, 5}
{2, 5}

{2, 4}
{1, 4}

{1, 3}

Fig. 4.1 � KG(5, 2) est le graphe de Petersen.

On véri�e par exemple que KG(5, 2) est le graphe de Petersen. KG(n, 1) est le graphe com-
plet à n sommets Kn. KG(2k− 1, k) est un graphe sans arête, à

(
2k−1

k

)
sommets. KG(2k, k)

est un couplage parfait.
La conjecture de Kneser se reformule alors : χ(KG(n, k)) = n − 2k + 2. Comme c'est

maintenant un théorème, on peut écrire :

Théorème 4.1 (Théorème de Lovász-Kneser) Pour n ≥ 2k − 1, on a χ(KG(n, k)) =
n − 2k + 2.

L'un des principaux intérêts des graphes de Kneser est de fournir une large classe
d'exemples de graphes de nombre chromatique et de maille impaire arbitrairement grands.
Par exemple, la famille de graphes KG(2k − 2 + c, k) est une famille de graphe à nombre
chromatique �xé c, et de maille impaire aussi grande que l'on veut. Les graphes de Kneser
forment également une famille pour laquelle l'écart entre le nombre chromatique fraction-
naire et le nombre chromatique peut être arbitrairement grand : on a en e�et la proposition
suivante :

Proposition 4.1
χf (KG(n, k)) =

n

k
.

La démonstration de ce résultat est relativement simple, mais nous l'omettons ici (voir
par exemple [65], p.61). Un autre intérêt est la valeur de son nombre chromatique circulaire
(voir ci-dessous).

4.2.2 Nombre chromatique
Nous procédons maintenant à la preuve du Théorème 4.1. Kneser avait réussi à montrer

la proposition suivante :

Proposition 4.2 Pour n ≥ 2k − 1, χ(KG(n, k)) ≤ n − 2k + 2

en exhibant une coloration de KG(n, k).

Démonstration : Considérons par exemple l'application c : A ∈
(
[n]
k

)
7→ min(minj∈A j, n−

2k + 2) ∈ [n − 2k + 2]. Pour que c soit une coloration, il su�t de véri�er que pour A et B

dans
(
[n]
k

)
, si A ∩ B = ∅, alors c(A) 6= c(B).
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Supposons donc A ∩ B = ∅ et que c(A) = c(B). Posons alors α = c(A). On ne peut
avoir α < n − 2k + 2, car alors α ∈ A et α ∈ B par dé�nition de c(A) et de c(B). Donc
α ≥ n − 2k + 2 et A ∪ B ⊆ {n − 2k + 2, n − 2k + 3, . . . , n}. Or |A ∩ B| = 0, ce qui implique
2k = |A|+ |B| = |A∪B| ≤ |{n− 2k + 2, n− 2k + 3, . . . , n}| = n− (n− 2k + 2) + 1 = 2k− 1.
Absurde.

Ce phénomène est assez général en théorie de la coloration : il est souvent plus facile de
démontrer une borne supérieure sur un nombre chromatique qu'une borne inférieure. Pour
trouver une borne supérieure, il su�t en e�et d'exhiber une coloration particulière.

L'idée géniale de Lovász a été de faire le lien entre l'impossibilité de plonger KG(n, k)
dans Kn−2k+2, par un homomorphisme de graphe et l'impossibilité de plonger Sd dans Sd−1

par une application antipodale (théorème de Borsuk-Ulam). Nous n'allons pas présenter la
preuve de Lovász ici. Elle est longue, très riche, et dépasse largement le cadre de cette thèse.
Elle a d'ailleurs été l'origine d'un nouveau champ d'exploration mathématiques, très vivante,
qui consiste à étudier les morphismes de graphes d'un point de vue topologique.

A peine Lovász avait-il annoncé sa preuve, que Barany s'en inspirait pour en proposer
une autre, beaucoup plus courte, s'appuyant aussi sur le théorème de Borsuk, mais sur une
version di�érente que celle de Lovász puisque Barany utilisa la version 5. du Théorème 3.2
alors que Lovász utilisa la version 3 [7].

En 2002, Greene, encore étudiant, simpli�ait encore la preuve de Barany, et c'est elle que
nous allons donner ici.

Démonstration(Greene) : Posons d := n − 2k + 1. Soit X ⊂ Sd un ensemble de n
points en position générique. En particulier, tout hyperplan passant par l'origine contient
au plus d points de X.

On assimile les sommets de KG(n, k) aux parties à k éléments de X, en identi�ant X à
[n].

Supposons qu'il existe une coloration de KG(n, k) n'utilisant que d couleurs. Choisissons
alors une telle coloration et dé�nissons alors A1, A2, . . . Ad ⊆ Sd de la manière suivante : x ∈
Sd appartient à Ai si l'hémisphère ouvert centré en x, que nous noterons H(x) (formellement
H(x) = {y ∈ Sd : 〈x, y〉 > 0}), contient une k-partie de X colorée par la couleur i. De plus,
on pose : Ad+1 := Sd \ (

⋃

i=1...d Ai). Par construction, les Ai couvrent Sd. A1, A2, . . . , Ad

sont ouverts. Ad+1 est fermé. On peut appliquer 6. du Théorème 3.2 : l'un des Ai, disons Aj ,
contient une paire de points antipodaux x0 et −x0. Si j ≤ d, H(x0) et H(−x0) contiennent
tous deux une k-partie colorée par j. Or H(x0) et H(−x0) sont disjoints, donc on devrait
avoir deux k-parties disjointes de même couleur j. Impossible. Donc j = d+1. Par dé�nition
de Ad+1, ni H(x0) ni H(−x0) ne contiennent de k-partie de X. Il y a donc au moins
n − 2(k − 1) = d + 1 points de X dans Sd \ (H(x0) ∪ H(−x0)), qui sont contenus dans un
hyperplan passant par l'origine. Absurde.

Une telle preuve est purement topologique. On peut se demander s'il existe une preuve
purement combinatoire du théorème de Lovász-Kneser, et la réponse est oui, comme l'a
prouvé Jiri Matousek [64]. Nous ne reproduisons pas la preuve ici, mais des idées en seront
reprises dans la suite (pour démontrer le théorème de Schrijver de manière combinatoire,
voir section suivante).

4.3 Cas stable
Peu de temps après l'annonce des preuves de Lovász et Barany, Schrijver démontrait un

résultat plus fort ([81]), en s'inspirant de la preuve de Barany.
Pour formuler le théorème de Schrijver, il nous faut dé�nir les graphes de Schrijver :



90 CHAPITRE 4. COLORATION DES GRAPHES DE KNESER

Pour n et k entiers tels que n ≥ 2k, on considère l'hypergraphe S dont l'ensemble de
sommets est [n] et dont les hyperarêtes sont les k-parties stables de [n], i.e. les k-parties A
telles que x, y ∈ A ⊆ [n], 1 < |x − y| < n − 1 (en plaçant les éléments de [n] sur un cercle
dans l'ordre naturel, les hyperarêtes sont les k-parties n'ayant pas d'éléments adjacents). Le
graphe de Schrijver de paramètres n, k est alors dé�ni SG(n, k) := KG(S).

C'est un sous-graphe de KG(n, k). Alors que KG(5, 2) est le graphe de Petersen, SG(5, 2)
est le 5-cycle.

Théorème 4.2 (Theorème de Schrijver) Pour tout n ≥ 2k ≥ 0, on a χ(SG(n, k)) =
χ(KG(n, k)) = n − 2k + 2.

La preuve qu'en propose Schrijver est topologique et ressemble beaucoup à celle de Ba-
rany. En 2002, dans l'article [101], Ziegler proposait une démonstration puremement combi-
natoire de ce théorème, mais assez longue. Nous en proposons une nouvelle, plus courte, qui
s'inspire de celle de Ziegler (en particulier dans la dé�nition du complexe simplicial Σn,k),
mais qui s'appuie sur les idées que Ky Fan utilise pour démontrer de manière inductive le
lemme de Tucker.

On introduit d'abord quelques notations : pour un entier positif n, on écrit {+,−, 0}n

pour l'ensemble de tous les sous-ensembles signés de [n], dont les éléments peuvent être vus
comme des paires (X+, X−) de parties disjointes de [n]. En e�et, pour X ∈ {+,−, 0}n, on
peut dé�nir X+ := {i ∈ [n] : Xi = +} et X− de manière analogue.

Pour les sous-ensembles signés, on utilise l'ordre partiel de la théorie des matroïdes
orientés, qui est dé�ni composante par composante par 0 ≤ + et 0 ≤ −. Par conséquent, on
X ≤ Y si et seulement si X+ ⊆ Y + et X− ⊆ Y −.

Par alt(X), on note la longueur de la plus longue sous-séquence alternée de signes non
nuls de X. Par exemple : alt(+0 −− + 0−) = 4, alors que alt(−− + + − + 0 + −) = 5.

Démonstration du Théorème 4.2 : L'inégalité χ(SG(n, k)) ≤ n − 2k + 2 est une
conséquence directe de la Proposition 4.2. Il su�t donc de prouver l'inégalité opposée.

Dé�nissons le complexe simplicial suivant :

Σn,k := ∆
({

X ∈ {0,−, +}n : alt(X) ≥ 2k
})

.

On dé�nit alors deux autres complexes simpliciaux, qui sont des sous-complexes de Σn,k :

Σ
+
n,k := ∆

({
X ∈ {0,−,+}n−1 × {0, +} : alt(X) ≥ 2k

})

et :

Σ
−
n,k := ∆

({
X ∈ {0,−, +}n−1 × {0,−} : alt(X) ≥ 2k

})
.

On a alors les propriétés suivantes :
1. Σ

−
n,k ∪ Σ

+
n,k = Σn,k,

2. dim(Σn,k) = dim(Σ−
n,k) = dim(Σ+

n,k) = n − 2k,
3. Σ

−
n,k et Σ

+
n,k sont des pseudo-variétés et

4. Σ
−
n,k ∩Σ

+
n,k = ∂Σ

−
n,k = ∂Σ

+
n,k = ∆

({
X ∈ {0,−, +}n−1×{0} : alt(X) ≥ 2k

}) ∼= Σn−1,k

(par l'isomorphisme consistant à supprimer la nème composante de chaque sommet de
ces complexes simpliciaux).

Toutes ces propriétés sont évidentes, sauf peut-être la troisième que nous démontrons
maintenant.

Il est clair qu'il su�t de montrer que Σn,k est une pseudo-variété. Prenons donc un
(n − 2k − 1)-simplexe de Σn,k. Il est soit de la forme
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(i) X2k ≤ X2k+1 ≤ . . . ≤ Xi−1 ≤ Xi+1 ≤ . . . ≤ Xn, avec 2k + 1 ≤ i ≤ n − 1, soit de la
forme

(ii) X2k+1 ≤ . . . Xn, soit de la forme
(iii) X2k ≤ . . . ≤ Xn−1,

où Xi est un élément de V (Σn,k) ayant exactement i composantes non-nulles.
Dans le cas (i), comme on transforme deux composantes nulles de Xi−1 en composantes

non nulles de Xi+1, et qu'on peut le faire dans deux ordres di�érents, le (n−2k−1)-simplexe
considéré est dans exactement deux (n − 2k)-simplexes di�érents de Σn,k.

Dans le cas (ii), soit alt(X2k+1) = 2k +1 et il y a deux X < X2k+1 tels que alt(X) ≥ 2k,
ou alors alt(X2k+1) = 2k et il y a exactement un j tel que X2k+1

j = X2k+1
j+1 6= 0, ce qui

implique qu'il y a deux X < X2k+1 tels que alt(X) ≥ 2k. Dans les deux cas, cela signi�e que
le (n − 2k − 1)-simplexe considéré est dans exactement deux (n − 2k)-simplexes di�érents
de Σn,k.

Dans le cas (iii), soit j l'unique entier tel que Xn−1
j = 0 ; il y a exactement deux pos-

sibilités pour Xn
j : Xn

j = − ou Xn
j = +, et le (n − 2k − 1)-simplexe considéré est dans

exactement deux (n − 2k)-simplexes di�érents de Σn,k.
Nous montrons maintenant que l'on a un �lemme de Ky Fan� pour Σn,k (qui joue le rôle

de la sphère dans le théorème de Ky Fan 3.7) :
Fait : Supposons que les sommets de Σn,k sont étiquetés par des entiers dans l'ensemble
{−1,+1,−2, +2,−3,+3, . . . ,−d, +d} de façon à ce qu'il n'y ait pas d'arête complémentaire
et à ce que pour tout sommet X, λ(−X) = −λ(X). Alors, il y a un nombre impair de
(n − 2k)-simplexes étiquetés par n − 2k + 1 entiers +j1,−j2, . . . , (−1)n−2kjn−2k+1, avec
j1 < j2 < . . . < jn−2k+1.

La preuve fonctionne par induction sur n, pour k �xé, selon le même schéma que pour
la preuve du lemme de Tucker par la formule de Ky Fan.

Si n = 2k : Σ2k,k = {{(+,−, +,−, . . . ,+,−)}, {(−,+,−, +, . . . ,−,+)}}, et la démons-
tration est directe.

Si n > 2k : Σ
+
n,k est une pseudo-variété (propriété 3). Son bord est Σn−1,k (propriété 4).

Par induction et en appliquant le Théorème 3.5, on a, pour Σ
+
n,k :

∑

1≤j1<j2<...<jn−2k+1≤d

α(−j1,+j2, . . . , (−1)n−2k+1jn−2k+1)+α(+j1,−j2, . . . , (−1)n−2kjn−2k+1) ≡ 1 mod 2.

En notant que le nombre de (n− 2k)-simplexes de Σ
−
n,k dont l'étiquetage est de la forme

+j1,−j2, . . . , (−1)n−2kjn−2k+1 avec j1 < j2 < . . . < jn−2k+1 est le nombre de (n − 2k)-
simplexes de Σ

+
n,k dont l'étiquetage est de la forme −j1, +j2, . . . , (−1)n−2k+1jn−2k+1 avec

j1 < j2 < . . . < jn−2k+1 (par antipodalité), on obtient la conclusion cherchée. Ce qui
démontre le Fait.

On applique ce lemme de Ky Fan pour terminer la preuve combinatoire du théorème de
Schrijver.

Soit c une coloration de SG(n, k) avec t couleurs : c : V (SG(n, k)) → [t]. Notre objectif
est de montrer que t ≥ n − 2k + 2.

Dé�nissons alors λ : {+,−, 0}n → {−1,+1,−2, +2, . . . ,−(t − 1), +(t − 1)} l'étiquetage
des sommets de Σn,k par : λ(X+, X−) est égal à ±c(S), où S est la k-partie stable de
[n] de plus petit c(S) qui soit contenue dans X+ ou dans X− (comme alt(X) ≥ 2k, X+

et X− contiennent l'un et l'autre au moins une k-partie stable et donc le plus petit c(S)
est strictement inférieur à t). Le signe indique dans lequel de X+ ou X− on a pris S. Par
dé�nition d'une coloration, il ne peut y avoir d'arête complémentaire.

On peut donc appliquer le Fait ci-dessus : il y a au moins un (n − 2k)-simplexe de Σn,k

étiqueté par 1 ≤ j1 < j2 < . . . < jn−2k+1 ≤ t − 1. D'où, n − 2k + 1 ≤ t − 1.
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4.4 Nombre chromatique circulaire
En 1997, Johnson, Holroyd et Stahl publiaient un article [44] où apparaissait la conjecture

suivante :

Conjecture 4.1 Pour tout n et k entiers tels que n ≥ 2k−1, χc(KG(n, k)) = χ(KG(n, k)).

Nous proposons une solution partielle de cette conjecture (publiée dans [67]) :

Théorème 4.3 Si n est pair, alors χc(SG(n, k)) = χc(KG(n, k)) = χ(SG(n, k)) = χ(KG(n, k)) =
n − 2k + 2.

Ce théorème a été démontré indépendamment par Simonyi et Tardos ([88]), qui ne
connaissaient pas les théorèmes de Ky Fan. A ce jour, la conjecture reste ouverte pour n im-
pair. En revanche, on peut montrer (voir [88]) que pour n impair, χc(SG(n, k)) < n−2k+2.

La démonstration que nous en proposons s'inspire de celle de Schrijver pour les graphes
de Schrijver. Il serait tout à fait possible d'en donner une preuve combinatoire, suivant le
même schéma que pour le Théorème 4.2.

Dans la preuve du Théorème 4.3 qui va suivre, nous aurons besoin, en plus du théorème
de Ky Fan (Théorème 3.9), d'un autre résultat topologique : le lemme de Gale. Dans le libre
de Jiri Matousek [65], on peut trouver une version du lemme de Gale qui renforce la version
originale, avec une preuve courte utilisant la courbe des moments. Cette nouvelle version a
été trouvée par G. Ziegler, dans l'optique de simpli�er la preuve du théorème de Schrijver.
Nous donnons ce lemme ici sans preuve.

Lemme 4.1 (Lemme de Gale - version de Ziegler) Pour tout d ≥ 0, et pour tout k ≥
1, il existe un ensemble X ⊂ Sd de (2k + d) points tel que pour une identi�cation adéquate
de X et [2k + d], tout hémisphère ouvert contienne une k-partie stable.

Rappelons qu'un hémisphère ouvert (introduit dans la preuve de Greene ci-dessus) est
déterminé par son �centre� sur Sd : si on note H(x) l'hémisphère centré en x, on a H(x) =
{y ∈ Sd : 〈x, y〉 > 0}.

Démonstration du Théorème 4.3 : Soit n un entier positif pair, et soit k un entier
positif tel que n ≥ 2k. Il est su�sant de démontrer que χc(SG(n, k)) ≥ n − 2k + 2, puisque
l'inégalité inverse est directe et bien connue χc(SG(n, k)) ≤ χ(KG(n, k)) ≤ n − 2k + 2.

Soit φ une (p, q)-coloration de SG(n, k). On identi�e les n entiers de [n] avec n points de
la sphère Sn−2k de manière à ce que tout hémisphère ouvert contienne une k-partie stable
(voir Lemme 4.1).

On dé�nit p ouverts de Sn−2k, O1, O2, . . . , Op, de la manière suivante : x est dans Oi

si et seulement si H(x) (l'hémisphère ouvert centré en x) contient une k-partie stable de
couleur i par φ. Il est facile de voir qu'ainsi dé�nis, les Oi sont bien des ouverts de Sn−2k et
la couvrent e�ectivement. Pour tout i ∈ [p], Oi ne peut contenir deux points antipodaux :
sinon on aurait deux hémisphères ouverts disjoints, chacun contenant une k-partie stable
de couleur i. On peut donc appliquer le théorème de Ky Fan (Théorème 3.9) : il existe des
entiers l1, l2, . . . , ln−2k+2 tels que 1 ≤ l1 < l2 < . . . < ln−2k+2 ≤ p et Ol1 ∩−Ol2 ∩Ol3 ∩ . . .∩
(−1)n−2k+1Oln−2k+2

6= ∅.
Soit i ∈ [n−2k+1]. Oli ∩−Oli+1

6= ∅. Comme pour tout x ∈ Sn−2k, on a H(x)∩H(−x),
on a deux k-parties stables disjointes, l'une de couleur li, l'autre de couleur li+1. Comme φ
est une (p, q)-coloration, on a li + q ≤ li+1.

n étant pair, n − 2k + 1 est impair et l'on a de plus Ol1 ∩ Oln−2k+2
6= ∅. Pour les mêmes

raisons que précédemment, l1 et ln−2k+2 sont les couleurs de deux k-parties stables disjointes.
Par conséquent, on a : ln−2k+2 ≤ p − q.
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On peut donc écrire :

0 = (ln−2k+2− l1)+(l1− l2)+(l2− l3)+ . . .+(ln−2k+1− ln−2k+2) ≤ (p−q)+(n−2k+1)(−q).

Ce qui se réécrit :
0 ≤ p − (n − 2k + 2)q.

Ou, plus clairement :
n − 2k + 2 ≤ p

q
.
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Chapitre 5

Le problème du collier

5.1 Introduction
Une application, désormais classique, du théorème de Borsuk-Ulam est le théorème du

partage du collier. Ce théorème fut prouvé la première fois en 1985 par Goldberg et West
[37], par une méthode topologique, assez laborieuse, sans utilisation du théorème de Borsuk-
Ulam. En 1986, Alon et West, redémontraient ce théorème, cette fois avec le théorème de
Borsuk-Ulam, ce qui racourcit considérablement la preuve [3].

Pour rendre toute la saveur de l'énoncé du théorème, on le précède souvent d'une petite
histoire :

Deux voleurs (disons Alice et Bob) dérobent un collier d'une valeur inestimable. Ce collier
comporte n perles au total, ces dernières se partageant en t types di�érents. On suppose qu'il
y a un nombre pair, 2ai, de perles du type i, et ce pour tout i ∈ {1, 2, . . . , t}. En passant,
remarquons que l'on a donc : 2

∑t
i=1 ai = n. Ces perles sont �xées sur une chaînette (ouverte)

en or. Voir la Figure 5.1. Les di�érents types sont codés par les chi�res 1,2,3.
Ne connaissant pas la valeur des di�érents types de perles, un partage équitable consiste

à donner à chacun des voleurs autant de perles de chaque type. Puisque le nombre de perles
de chaque type est pair, un tel partage est toujours possible : il su�t de couper la chaînette
en chacun des n − 1 endroits possibles, puis donner à chacun autant de perles de chaque
type. Mais la chaînette est en or ! Il est dommage d'avoir à l'abîmer. Ne peut-on pas e�ectuer
moins de coupes ? Si, comme l'indique le théorème de Goldberg et West :

Théorème 5.1 Un partage équitable du collier entre 2 voleurs du collier (ouvert) à n perles,
t types de perles, et 2ai perles du type i pour chaque i, peut être fait en au plus t coupes.

En 1987, Alon démontrait la généralisation suivante, à l'aide d'une généralisation du
théorème de Borsuk-Ulam [1] :

Théorème 5.2 Un partage équitable du collier entre q voleurs (ouvert) à n perles, t types
de perles, et qai perles du type i pour chaque i, peut être fait en au plus t(q − 1) coupes.

2 21 1 3 1 3 1 3 2 3 2

Fig. 5.1 � Un collier ouvert, à 12 perles, de 3 types di�érents, à partager entre Alice et Bob
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2 1 2 1 3 1 3 1 3 2 3 2
......... ...

...
... .........

◆ ✢❫ ❄

Alice AliceBob Bob

Fig. 5.2 � Un partage équitable entre Alice et Bob.

Pour q = 2, on retrouve bien le théorème précédent. De plus, cette borne peut être
atteinte, même dans le cas où a1 = a2 = . . . = at = 1 : il su�t de fabriquer un collier où
toutes les perles du premier type viennent en premier, puis toutes celles du second type,
puis toutes celles du troisième type, etc.

Dans la Section 5.2, nous nous intéressons à des preuves directes de ce résultat, ainsi qu'à
des preuves constructives, qui n'utilisent pas d'outils continus. Ces questions sont impor-
tantes car leurs résolutions donneraient des méthodes e�ectives pour calculer ces partages
équitables (sur ces questions, voir par exemple [2],[87] et [17]). Pour 2 voleurs, nous sommes
en mesure de proposer une telle méthode, s'appuyant sur une preuve constructive de la ver-
sion cubique du lemme de Ky Fan (Théorème 3.7). Pour plus de 2 voleurs, la question est
toujours ouverte. En revanche, même pour 2 voleurs, on ne sait pas s'il existe un algorithme
polynomial en n et t qui fournisse un partage équitable entre les deux voleurs (à t �xé, on a
bien sûr un algorithme en O(nt−1), qui consiste à essayer tous les partages possibles en deux
paquets de n/2 perles) ; dans [37], Goldberg et West proposent une méthode dichotomique
qui permet de se ramener à O(nt−2 log n) si t ≥ 3, et à O(n) si t = 2.

Dans la Section 5.3, résultant d'un travail commun avec A. Seb®, on s'intéresse au pro-
blème d'optimisation consistant à chercher à minimiser le nombre de coupes donnant un
partage équitable dans le cas où q = 2 et les ai sont tous égaux à 1 (chaque type de perle
est donc représenté deux fois sur le collier). Nous montrons que ce problème est NP-di�cile
(a fortiori, il est donc NP-di�cile pour q et les ai quelconques). Ce problème est lié à
un problème intéressant de recherche opérationnelle qui cherche à minimiser le nombre de
changements de couleurs de la peinture utilisée sur une chaîne de montage de voiture, pro-
blème introduit par Epping, Hochstättler et Oertel [21]. Dans le cas correspondant à q = 2,
a1 = a2 = . . . = at = 1 pour le collier, nous donnons une formulation graphique équivalente
de ce problème, ce qui permet simplement de montrer qu'il est NP-di�cile. Cela est égale-
ment prouvé dans l'article de Bonsma, Epping et Hochstättler consacré à ce cas particulier
[8]. Notre formulation graphique répond à la question posée dans ce dernier papier sur la
nature combinatoire de ce problème1. Grâce à la machinerie de l'optimisation combinatoire,
nous étudions de plus quelques cas particuliers.

5.2 Partager équitablement le collier
Les démonstrations données par Goldberg, West et Alon sont toutes topologiques. Jus-

qu'à présent, les seules preuves non topologiques connues concernaient le cas facile t ≤ 2
pour q quelconque (prouvé dans [21]), et le cas a1 = a2 = . . . = at, pour t et q quelconques
(dans [20], ce dernier cas est présentée, sans les détails, comme la conséquence directe d'un
résultat d'algèbre linéaire ; nous verrons une preuve encore plus immédiate). Elles sont ex-
pliquées ci-dessous. Nous proposons une telle preuve dans le cas q = 2, t = 3, ce qui est donc

1En langage technique, nous montrons qu'il existe un algorithme combinatoire e�ectif qui résout le pro-
blème dans le cas mengerien (l'algorithme des ellipsoïdes peut être évité). Pour entrer dans le détail des
termes employés, voir le livre de Schrijver [83], p. 1397 et suivantes.
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une nouveauté. L'existence de cette preuve a probablement des conséquences importantes en
théorie des partages équitables (partage du gâteau), en particulier pour l'existence de pro-
cédure fournissant des partages équitables exacts (voir par exemple [87] pour des remarques
allant dans cette direction). L'existence de preuves non-topologiques pour les autres cas
restent ouverts. Peut-être est-il possible d'adapter les idées de ce cas pour la situation plus
générale ?

Dans un deuxième temps, nous donnons une preuve constructive et combinatoire dans le
cas général pour 2 voleurs, en utilisant une preuve constructive d'un (autre) théorème de Ky
Fan (publié dans [24]), semblable au Théorème 3.7, à ceci près que les complexes simpliciaux
sont remplacés par des complexes cubiques. Une telle preuve constructive était également
inconnue jusqu'à présent. Cela dit, la preuve reste d'inspiration topologique.

Pour notre preuve constructive de ce théorème, nous nous inspirons très largement de la
preuve constructive du Théorème 3.7 donnée par Prescott et Su dans [78].

5.2.1 Une preuve directe pour t ≤ 2 et q quelconque
Si t = 1, c'est-à-dire s'il n'y a qu'un seul type de perle, la solution est triviale, il su�t de

partager le collier en q morceaux de même taille, ce qui se fait en q − 1 coupes (et en temps
constant).

Si t = 2 : cela se démontre par induction sur q. Pour q = 1, il n'y a rien à montrer.
Supposons donc que q ≥ 2. On partage le collier en q morceaux de a1+a2 perles consécutives ;
on imagine le collier ouvert, horizontal ; les perles sont numérotées de 1 à n de gauche à droite.

Si l'un de ces q morceaux contient a1 perles du type 1 et a2 perles du type 2, on le
retire et on le donne à l'un des voleurs, et par induction, on sait que l'on peut partager
équitablement ce qui reste en 2(q − 2) coupes ; au total, cela fait 2 + 2(q − 2) = 2(q − 1)
coupes.

On peut donc supposer qu'il n'y a pas de tel morceau parmi les q morceaux. Parmi
ceux-là, il y en a donc au moins un, appelons le M+, qui a strictement plus de a1 perles,
et un autre, disons M−, qui en a strictement moins. En translatant le groupe de a1 + a2

perles du morceau M− au morceau M+ en se déplaçant toujours d'exactement une perle,
on doit forcément passer par a1 perles du type 1. On a donc a1 + a2 perles consécutives que
l'on peut donner à l'un des voleurs, et appliquer l'induction sur le reste du collier, ce qui fait
comme précédemment : 2 + 2(q − 2) = 2(q − 1) coupes.

La complexité en temps se calcule de la manière suivante : on associe d'abord à chaque
perle le nombre de perles de chaque type parmi les a1 + a2 perles qui la précèdent (elle
inclus), ce qui se fait en n opérations : ainsi, lorsqu'on considère un morceau du collier de
a1 +a2 perles, on sait directement combien de perles de chaque type il y a dans ce morceau ;
ensuite il faut q opérations pour repérer les valeurs des q morceaux ; la dichotomie entre M+

et M− pour trouver une succession de a1 + a2 perles contenant a1 perles du type 1 se fait
au plus log n opérations. En tout, une complexité en O(n + q log n).

5.2.2 Une preuve directe pour le cas a1 = a2 = . . . = at = 1 et t et q

quelconques
On regarde les perles une à une de gauche à droite. On a à tout instant un �voleur

courant�. A la kème perle, on regarde si le voleur courant a déjà une perle de ce type.
Si oui, on prend comme voleur courant un voleur n'ayant pas encore une perle de ce type

et on lui donne la perle, avant de passer à la perle suivante.
Si non, on donne la perle au voleur courant, et on passe à la perle suivante.
Cette procédure assure un partage du collier en au plus t(q − 1) coupes : en e�et, on ne

change jamais de voleur courant lorsqu'on rencontre pour la première fois une perle d'un
type donné. Changer de voleur courant signi�e précisément couper le collier à cet endroit.
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Le nombre de coupes est donc inférieur ou égal à n, nombre total de perles, moins t, nombre
de premières rencontres d'un type de perles : au total : n − t = qt − t = t(q − 1).

De plus, le procédé est glouton, et a comme complexité O(n).

5.2.3 Une preuve directe pour t = 3 et q = 2

Préliminaires
On identi�e le collier avec l'intervalle [0, n] ⊂ R. Les perles sont numérotées avec les

entiers 1, 2, . . . , n, de gauche à droite. La kème perle occupe uniformément l'intervalle [k −
1, k[.

Pour S ⊆ [0, n], on note φi(S) la quantité de perles de type i aux positions incluses
dans S. Plus précisément, notons 1i(u) la fonction qui indique s'il y a une perle de type i à
l'abscisse u :

1i(u) =

{

1 si la ⌊u⌋ème perle est de type i
0 sinon.

On a alors
φi(S) :=

∫

S

1i(u)du.

Preuve
Si couper au milieu induit un partage équitable, il n'y a rien à faire. On peut donc

supposer sans perte de généralité que φ1([0, a1+a2+a3]) > a1. On appelera cette supposition,
la �supposition de départ�.

Dans un premier temps, on rassemble le type 2 et le type 3 en un seul type, que l'on
appelle le type 2'. On dé�nit donc φ2′ := φ2 + φ3.

Ensuite, on construit un graphe G, dont les sommets sont les triplets (c1, c2, c3), tels que
� c1, c2 et c3 sont des entiers,
� 0 ≤ c1 ≤ c2 ≤ c3 ≤ n,
� φ1([0, c1] ∪ [c2, c3]) = a1 et φ2′([0, c1] ∪ [c2, c3]) = a2 + a3.
Deux sommets distincts (c1, c2, c3) et (d1, d2, d3) sont voisins dans ce graphe si |ci−di| ≤ 1

pour i = 1, 2, 3.
Dit autrement, les sommets de G correspondent aux coupes du collier qui donnent autant

de perles à chacun, et qui partagent équitablement les perles de type 1. Sans perte de
généralité, on peut décider de donner la part [0, c1] ∪ [c2, c3] à Alice, et le reste à Bob.

On va montrer que dans G, il y a une chaîne qui relie un sommet donnant plus de perles
de type 3 à Alice à un sommet donnant plus de perles de type 3 à Bob. Comme dans G,
les partages par rapport au type 1 sont toujours équitables, et que les arêtes ne font varier
les quantités de type de perles au plus d'une unité, il existe forcément un sommet de cette
chaîne qui correspond à un partage équitable. Pour montrer l'existence d'une telle chaîne,
on va regarder les degrés des sommets dans G.

Remarquons que la supposition de départ implique qu'il ne peut y avoir de sommet de
la forme (0, c2, n). Ci-dessous, le premier | représente c1, le second c2 et le troisième c3. Les
chi�res de part et d'autre de la jème barre | indiquent le type de perle se trouvant juste à
gauche ou juste à droite de la coupe d'abscisse cj . Par exemple :

. . . 1
︸︷︷︸

Alice
| 2′ . . . 2′
︸ ︷︷ ︸

Bob
| 1 . . . 1
︸ ︷︷ ︸

Alice
| 2′ . . .
︸ ︷︷ ︸

Bob
.

Calculons donc le degré d'un sommet (c1, c2, c3). On doit distinguer trois cas :
1. c1 = 0 : on ne détaille que quelques sous-cas, la véri�cation étant toujours directe.
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� sous-cas |1 . . . 1|1 . . . 1|1 . . . : le degré d'un tel sommet est égal à 4. En e�et, il y a 4 voi-
sins : |1 . . . |11 . . . |11 . . ., |1 . . . 11| . . . 11| . . ., 1| . . . 11| . . . 1|1 . . . et 1| . . . 1|1 . . . |11 . . ..

� sous-cas |1 . . . 1|1 . . . 1|2′ . . . : le degré d'un tel sommet est égal à 3. En e�et, il y a 3
voisins : |1 . . . |11 . . . |12′ . . ., 1| . . . 11| . . . 1|2′ . . . et 1| . . . 1|1 . . . |12′ . . ..

� sous-cas |1 . . . 1|1 . . . 2′|1 . . . : le degré d'un tel sommet est égal à 2.
� sous-cas |1 . . . 1|2′ . . . 1|1 . . . : le degré d'un tel sommet est égal à 2.
� sous-cas |1 . . . 2′|1 . . . 1|1 . . . : le degré d'un tel sommet est égal à 3.
� sous-cas |1 . . . 1|1 . . . 2′|2′ . . . : le degré d'un tel sommet est égal à 1.
� sous-cas |1 . . . 1|2′ . . . 1|2′ . . . : le degré d'un tel sommet est égal à 3.
� sous-cas |1 . . . 1|2′ . . . 2′|1 . . . : le degré d'un tel sommet est égal à 0.
� sous-cas |1 . . . 2′|1 . . . 1|2′ . . . : le degré d'un tel sommet est égal à 2.
� sous-cas |1 . . . 2′|1 . . . 2′|1 . . . : le degré d'un tel sommet est égal à 3.
� sous-cas |1 . . . 2′|2′ . . . 1|1 . . . : le degré d'un tel sommet est égal à 1.
� sous-cas |1 . . . 2′|2′ . . . 2′|1 . . . : le degré d'un tel sommet est égal à 1.
� sous-cas |1 . . . 2′|2′ . . . 1|2′ . . . : le degré d'un tel sommet est égal à 2.
� sous-cas |1 . . . 2′|1 . . . 2′|2′ . . . : le degré d'un tel sommet est égal à 2.
� sous-cas |1 . . . 1|2′ . . . 2′|2′ . . . : le degré d'un tel sommet est égal à 1.
� sous-cas |1 . . . 2′|2′ . . . 2′|2′ . . . : le degré d'un tel sommet est égal à 2.
Les autres sous-cas se déduisent en échangeant les rôles de 1 et 2'. On constate que
certains sommets sont de degré impair, d'autres de degré pair. Nous avons le Fait
important suivant :
Fait : Il y a un nombre impair de sommets de degré impair tels que c1 = 0.
En e�et, �xons un ǫ > 0 très petit. On véri�e aisément, quoique laborieusement, que le
sommets impairs correspondent exactement à la situation où l'un des deux intervalles
[c2−1, c3−1+ǫ] et [c2, c3+ǫ] possède une proportion de perles de type 1 strictement plus
petite que a1

a1+a2+a3
et l'autre possède une proportion de perles de type 1 strictement

plus grande que a1

a1+a2+a3
.

Formellement, les sommets impairs correspondent aux cas où les quantités

φ1([c2 − 1, c3 − 1 + ǫ])

(φ1 + φ2′)([c2 − 1, c3 − 1 + ǫ])
− a1

a1 + a2 + a3

et
φ1([c2, c3 + ǫ])

(φ1 + φ2′)([c2, c3 + ǫ])
− a1

a1 + a2 + a3

sont de signes opposés.
Par exemple, pour le quatrième sous-cas (degré égal à 2), la première et la seconde
quantité valent toutes deux

a1 + ǫ

a1 + a2 + a3 + ǫ
− a1

a1 + a2 + a3

et sont bien toutes deux positives. Dans le cinquième sous-cas (degré égal à 3), la
première quantité vaut

a1 − 1 + ǫ

a1 + a2 + a3 + ǫ
− a1

a1 + a2 + a3
,

négative, et la seconde vaut
a1 + ǫ

a1 + a2 + a3 + ǫ
− a1

a1 + a2 + a3
,

positive, il y a bien changement de signe.
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En utilisant le même raisonnement que dans la sous-section 5.2.1, i.e. en imaginant
l'intervalle [c2, c3 + ǫ] se déplacer vers la droite, on voit qu'il y a un nombre impair de
telles situations, puisque φ1([u,v])

(φ1+φ2′ )([u,v]) − a1

a1+a2+a3
change strictement de signe quand

l'intervalle [u, v] se translate de [0, a1 + a2 + a3 + ǫ] à [a1 + a2 + a3, n + ǫ] (cela est
vrai pour ǫ = 0, d'après la supposition de départ, et donc pour tout ǫ > 0 su�sament
petit). Il y a donc un nombre impair de sommets de degré impair pour c1 = 0.

2. c3 = n : se traite exactement comme le cas précédent : Il y a donc un nombre impair
de sommets de degré impair pour c3 = n. De plus, on véri�e que l'on a l'équivalence :

deg(0, c2, c3) impair ⇔ deg(c2, c3, n) impair.

3. c1 > 0 et c3 < n : on énumère des sous-cas (en évitant ceux qui se déduisent des
autres par symétrie, ou échange de 1 et 2') : on n'explicite que quelques sous-cas, la
véri�cation étant toujours directe :
� sous-cas . . . 1|1 . . . 1|1 . . . 1|1 . . . : degré égal à 6.
� sous-cas . . . 1|1 . . . 1|1 . . . 1|2′ . . . : degré égal à 4.
� sous-cas . . . 1|1 . . . 1|1 . . . 2′|1 . . . : degré égal à 4.
� sous-cas . . . 1|1 . . . 1|1 . . . 2′|2′ . . . : degré égal à 2. En e�et, il y a exactement 2 voisins :

. . . 11| . . . 11| . . . 2′|2′ . . . et . . . |11 . . . |11 . . . 2′|2′ . . ..
� sous-cas . . . 1|1 . . . 1|2′ . . . 2′|1 . . . : degré égal à 2.
� sous-cas . . . 1|1 . . . 2′|1 . . . 1|2′ . . . : degré égal à 2.
� sous-cas . . . 1|1 . . . 1|2′ . . . 2′|2′ . . . : degré égal à 2. En e�et, il y a exactement 2
voisins : . . . 1|1 . . . 12′| . . . 2′2′| . . . et . . . |11 . . . |12′ . . . 2′|2′ . . ..

� sous-cas . . . 1|1 . . . 2′|2′ . . . 2′|2′ . . . : degré égal à 2.
� sous-cas . . . 1|2′ . . . 2′|1 . . . 1|2′ . . . : degré égal à 0.
� sous-cas . . . 1|2′ . . . 1|2′ . . . 2′|1 . . . : degré égal à 4.
Les degrés des sommets de ce type sont donc tous pairs.

Considérons maintenant A l'ensemble des sommets de degré impair pour lesquels φ3([0, c1]∪
[c2, c3]) < a3 et B l'ensemble des sommets de degré impair pour lesquels φ3([0, c1]∪[c2, c3]) >
a3. D'après l'étude qui précède, ces sommets sont forcément tels que c1 = 0 ou que c3 = n.
Nous avons signalé le fait que (0, c2, c3) est un sommet de degré impair si et seulement si
(c2, c3, n) en est également un, et si l'un de ces deux sommets appartient à A, l'autre ap-
partient à B (et réciproquement). On a donc |A| = |B| impair, ce qui implique qu'il y a une
chaîne dans G qui relie un sommet de A à un sommet de B. Sur ce chemin, forcément on
doit avoir à un moment φ1 = a1, φ2 = a2 et φ3 = a3, puisque φ1 et φ2′ = φ2 + φ3 sont
constants sur G.

Conclusion

Illustrons cette preuve sur l'exemple de la Figure 5.1.
Le graphe G est illustré sur la Figure 5.3. On a une chaîne (et même plusieurs) reliant

le sommet (0, 4, 10), qui donne plus de perles de types 3 à Alice, au sommet (4, 10, 12), qui
donne plus de perles de type 3 à Bob. Sur cette chaîne, on trouve le sommet (2, 6, 10) qui
fournit un partage équitable.

En revanche, il n'est pas certain que l'on puisse facilement tirer un algorithme e�cace
de cette preuve : la complexité de la méthode présentée ci-dessus n'est pas claire.

D'autre part, la méthode est clairement laborieuse. Peut-on la simpli�er ?



5.2. PARTAGER ÉQUITABLEMENT LE COLLIER 101

(1, 4, 9) (0, 4, 10) (0, 5, 11) (1, 5, 10)(2, 6, 10) (3, 7, 10) (4, 8, 10) (5, 9, 10) (4, 9, 11)(4, 10, 12)

(5, 10, 11)

(5, 11, 12)
(5, 8, 9)

(3, 6, 9)

(2, 7, 11)(1, 2, 7)
(5, 6, 7)

(3, 4, 7)

Fig. 5.3 � Le graphe G de la preuve directe pour t = 3, q = 2.

5.2.4 Lemme de Ky Fan cubique et preuve constructive pour deux
voleurs

Préliminaires

Nous donnons maintenant une preuve constructive et combinatoire du Théorème 5.1. On
pourrait se dire qu'une telle preuve se déduit facilement de la preuve constructive du lemme
de Tucker : puisque le théorème se prouve avec le théorème de Borsuk, et que le théorème de
Borsuk se montre de manière constructive avec le lemme de Tucker, on devrait en déduire
une preuve constructive du Théorème 5.1. On peut e�ectivement le faire (voir [87]), mais
le résultat obtenu n'est pas satisfaisant : il faut expliciter une triangulation de la sphère St

de diamètre inférieur à 1/n. Comment construire en pratique une telle triangulation ? La
question de l'existence d'un algorithme e�ectif pour le partage du collier entre deux voleurs
est considérée comme étant toujours ouverte (voir par exemple [17]). La méthode que nous
présentons ci-dessous répond à cette question. Elle s'appuie sur une version cubique du
Théorème 3.7, le lemme de Ky Fan cubique (Corollaire 5.3), dont on donne ci-dessous une
preuve constructive. Le complexe cubique dont on a besoin est totalement naturel.

Avant de donner le théorème de Ky Fan, quelques notations s'imposent.
On note Cd le complexe cubique qui est l'union du cube ¤d = [−1, 1]d et de ses facettes.
Etant donnés k entiers distincts i1, i2, . . . , ik entre 1 et m, et k nombres ǫ1, ǫ2, . . . , ǫk,

chacun valant soit −1, soit +1, on note

F

(
i1 i2 . . . ik
ǫ1 ǫ2 . . . ǫk

)

:= {(x1, x2, . . . , xd) ∈ ¤
d : xij

= ǫj pour j ∈ [k]},

qui est une (d − k)-facette de ¤d.
On munit ∂¤d d'hémisphères. Ces hémisphères sont notés H0, −H0, H1, −H1, ..., Hd−1,

−Hd−1. Hi (resp. −Hi) est l'ensemble des points (x1, x2, . . . , xd) de ∂¤d tels que xi+1 ≥ 0
(resp. xi+1 ≤ 0), et tels que, si i ≤ d − 2, xj = 0 pour j > i + 1 (voir illustration Figure 5.4
pour t = 2).

Observation 5.1 Pour i ∈ {0, 1, . . . , d− 1}, Hi est homéomorphe à la boule Bi, Hi ∪−Hi

est homéomorphe à la sphère Si et Hd−1 ∪ −Hd−1 = ∂¤d.

Supposons que l'on ait une application cubique λ d'une pseudo-variété cubique M de
dimension n dans le complexe cubique Cm.
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On note α

(
i1 i2 . . . im−n

ǫ1 ǫ2 . . . ǫm−n

)

le nombre de n-cubes de M dont l'image par λ est

F

(
i1 i2 . . . im−n

ǫ1 ǫ2 . . . ǫm−n

)

, et β

(
i0 i1 i2 . . . im−n

ǫ0 ǫ1 ǫ2 . . . ǫm−n

)

le nombre de n-cubes de M

dont l'image par λ est F

(
i0 i1 i2 . . . im−n

ǫ0 ǫ1 ǫ2 . . . ǫm−n

)

.

Théorème 5.3 (Formule de Ky Fan cubique) Pour tout famille i0, i1, . . . , im−n de m−
n + 1 entiers distincts de [m], et pour η = −1 ou 1, on a :

∑

ǫ1,...,ǫm−n=−1,+1

α

(
i1 i2 . . . im−n

ǫ1 ǫ2 . . . ǫm−n

)

=
∑

ǫ1,...,ǫm−n=−1,+1

β

(
i0 i1 i2 . . . im−n

η ǫ1 ǫ2 . . . ǫm−n

)

mod 2.

On notant ∂ et δ le bord et le cobord des complexes cubiques, ce théorème est une
conséquence directe de l'égalité triviale :

m−n∑

j=0

F

(

i0 i1 . . . îj . . . im−n

η ǫ1 . . . ǫ̂j . . . ǫm−n

)

= δF

(
i0 i1 i2 . . . im−n

η ǫ1 ǫ2 . . . ǫm−n

)

mod 2,

en sommant de part et d'autre par
∑

ǫ1,...,ǫm−n=−1,+1.
Nous utiliserons le corollaire suivant, dont on donne ci-après une preuve constructive :

Corollaire 5.1 (Lemme de Ky Fan cubique) Soit M la pseudo-variété cubique sans bord
obtenue en subdivisant ∂Ct+1 par les hyperplans d'équation xi = j

n+1 où i ∈ [t] et j ∈
{−n,−n + 1, . . . ,−1, 0, 1, . . . , n− 1, n}. Soit λ une application cubique de M dans Cm, avec
m ≥ t. Si λ est antipodale (i.e. si λ(−x) = −λ(x)), alors on a :

∑

ǫ2,...,ǫm−t=−1,+1

α

(
t + 1 t + 2 . . . m
+1 ǫ2 . . . ǫm−t

)

= 1 mod 2.

Démonstration constructive (et auto-su�sante) du lemme de Ky Fan cubique
Comme nous l'avons déjà indiqué, nous nous inspirons très largement de la preuve pré-

sentée dans [78].
� Un d-cube de M est dit complet si son image par λ est de la forme

F

(
d + 1 d + 2 . . . m

ǫ1 ǫ2 . . . ǫm−d

)

.

� Un d-cube de M est dit presque complet si son image par λ est de la forme

F

(

d . . . ĵ . . . m
ǫ1 . . . ǫ̂j−d+1 . . . ǫm−d

)

ou de la forme
F

(
d d + 1 . . . m
ǫ1 ǫ2 . . . ǫm−d−1

)

.

Le signe d'un d-cube complet ou presque complet est ǫ1 dans les expressions ci-dessus.
Un d-cube est dit agréable si son signe est celui de son hémisphère support.
On dé�nit le graphe G suivant. Un cube σ de support ±Hd est un n÷ud de G si l'on est

dans une des situations suivantes :
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Fig. 5.4 � Une illustration de M pour n = 2 et t = 2
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(1) σ est un agréable (d − 1)-cube complet,
(2) σ est un agréable d-cube presque complet, ou
(3) σ est un d-cube complet.

Deux n÷uds σ et τ sont adjacents dans G si les trois conditions suivantes sont simulta-
nément satisfaites :

(a) l'un est une face de l'autre,
(b) σ ∩ τ est complet, et
(c) le signe de l'hémisphère support de σ ∪ τ et le signe de σ ∩ τ sont identiques.

Nous a�rmons que G est un graphe dont chaque sommet est de degré 1,2 ou 4. De
plus, un sommet est de degré 1 si et seulement si il est d'hémisphère support H0, ou s'il
correspond à un t-cube complet. En utilisant l'antipodalité, on peut montrer que le point
H0 est forcément relié par une chaîne dans G à un t-cube complet. Pour voir pourquoi, nous
considérons les trois sortes de n÷uds de G :

(1) Un agréable (d − 1)-cube complet σ, porté par ±Hd, est une face d'exactement deux
d-cubes, chacun d'eux étant complet ou agréable presque complet, de même hémisphère
support. Cela satisfait les conditions d'adjacence (a)-(c) pour σ, et donc σ est de degré 2
dans G.
(2) Un agréable d-cube presque complet d'hémisphère support ±Hd est adjacent dans G
à ses deux ou quatres faces qui sont d'agréables (d − 1)-cubes complets 2. (La condition
d'adjacence (c) est satisfaite parce que σ est agréable et un d-cube presque agréable a le
même signe que ses faces complètes).
(3) Un d-cube complet de support ±Hd a une face τ complète dont le signe est le même que
celui de l'hémisphère support de σ. Par conséquent σ est adjacent à τ dans G.

D'autre part, σ est la face d'exactement deux (d + 1)-cubes : l'un dans Hd+1 et l'autre
dans −Hd+1, mais σ est adjacent dans G à uniquement l'un des deux : celui dont le signe
est déterminé par le signe de σ, puisque la condition d'adjacence (c) doit être satisfaite.

En résumé, σ est de degré 2 ou 4 dans G sauf si d = 0 ou d = t : si d = 0, σ est le point
±H0 et il n'a acune face, et donc σ est de degré 1 ; et si d = t, alors σ n'est la face d'aucun
autre cube, et donc est de degré 1.

On construit un nouveau graphe G′ à partir de G : on remplace tout n{÷ud v de degré
4 par deux n÷uds v′ et v′′ tous deux de degré 2, et on remplace les 4 arêtes par deux arêtes
reliant v′ à deux faces complètes opposées, et par deux autres arêtes reliant v′′ aux deux
autres faces complètes.

Tout n÷ud dans G′ est de degré 2 sauf les points ±H0 et les t-cubes complets. Par
conséquent, G′ consiste en une collection de chaînes et de cycles disjoints avec des extrémités
en ±H0 ou dans la dimension maximale.

Notons que l'image antipodale d'une chaîne de G′ est encore une chaîne G′. Aucune chaîne
ne peut avoir des extrémités antipodales, sinon, elle devrait être sa propre antipodale, et
posséder un n÷ud ou une arête qui devrait être antipodale. Par conséquent, en commençant
une chaîne en H0, on ne peut terminer en −H0, mais en un t-cube complet.

Le procédé est illustré sur la Figure 5.6.

Partager le collier entre Alice et Bob
On en déduit alors aisément le théorème d'Alon pour q = 2, en posant m = t : soit un

sommet x := (x1, x2, . . . , xt+1) de M. On ordonne les xi dans l'ordre croissant de leur valeur
absolue. Lorsque |xi| = |xi′ |, on place xi avant xi′ si i < i′. Cela donne une permutation π :

2d'après une propriété classique des fonctions cubiques.
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✛

❄s
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✻

(−1,−1,+1)

(−1, +1,−1)

(+1, +1,+1)

(−1, +1,+1)

(+1, +1,−1)(+1,−1,−1)

(+1,−1, +1)

Fig. 5.5 �

(+1, +1,+1)

(+1,−1, +1) (−1,−1,+1)

(+1,−1,−1)
(−1,−1,−1)

(+1, +1,−1) (−1,+1,−1)

Fig. 5.6 � Illustration de la preuve constructive du Corollaire 5.1. Les triplets indiquent
l'étiquette correspondant sur le cube image de la Figure 5.5
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|xπ(1)| ≤ |xπ(2)| ≤ . . . ≤ |xπ(t+1)|.

Soit alors λ = (λ1, λ2, . . . , λt) : M → Ct dé�nie de la manière suivante : on coupe le
collier aux abscisses n|xi| (il y en a au plus t qui sont di�érentes de 1 en valeur absolue). En
convenant que xπ(0) := 0 et que signe(0) := 0, on pose

λi(x) :=

{
+1 si

∑t
j=0 signe(xǫ(j))φi

([
n|xπ(j)|, n|xπ(j+1)|

])
> 0

−1 sinon,

pour i = 1, 2, . . . , t, où ǫ(j) est le plus petit entier k tel que |xk| ≥ |xπ(j+1)|. Cette formule
s'interprète de la manière suivante : λi vaut +1 (resp. −1) si le premier voleur reçoit stricte-
ment plus (resp. strictement moins) de perles de type i que le second, lorsqu'on coupe aux
abscisses n|xj |, et que le signe de xk indique à qui revient la (j +1)ème part, où k est le plus
petit indice tel que |xk| est plus grand que l'abscisse de tout point de la part.

Cette dé�nition convient presque : lorsque
∑t

j=0 signe(xǫ(j))φi([n|xπ(j)|, n|xπ(j+1)|]) = 0,
il y a tout de même un problème : λi(x) = λi(−x) = −1 ; l'antipodalité n'est pas respectée.

On perturbe alors légèrement les poids des perles pour éviter ce phénomène de façon que
lorsqu'on coupe aux coordonnées entières, il n'y ait pas de partage équitable pour tout type
de perle.

λ est une fonstion cubique. En appliquant le Corollaire 5.1 précédent, on voit qu'il existe
un t-cube dont l'image par λ est le cube Ct. Il est alors facile de voir que l'un des sommets
de ce t-cube correspond à un partage équitable.

La preuve constructive que l'on a donnée précédemment pour le Corollaire 5.1 s'adapte
parfaitement pour construire une solution au problème du partage du collier. Le complexe
cubique est naturel dans ce contexte : un k-cube (k ≤ t) correspond précisément aux choix
de k perles, et le fait qu'un cube soit complet s'interprète facilement en termes des perles.
On a donc une preuve constructive, qui de plus indique que le problème du collier pour 2
voleurs est dans PPA.

Cela dit, la chaîne que l'on suit dans G peut être de taille O(nt). Nous n'avons donc d'al-
gorithme polynomial que pour t �xé. La question de l'existence d'un algorithme polynomial
pour le partage du collier, même pour deux voleurs, est toujours ouverte. Dit autrement, on
ne sait pas si le problème du collier est dans FP.

Et s'il y a plus de deux voleurs
Un point d'attaque pour trouver une démonstration combinatoire du cas q ≥ 3 pourrait

de remplacer les cubes par des cellules de la forme ΠN
k=1{(ωj , t) : j = 0, 1, . . . , q−1, t ∈ [0, n]},

où ω = e
2iπ

q . Ce sera l'objet de recherches ultérieures à la thèse.

5.3 Optimiser le partage : l'atelier de peinture
5.3.1 Description du problème

Dans [21], T. Epping, W. Hochstättler et P. Oertel ont introduit le problème suivant.
L'origine du modèle se situe dans le contexte de la production industrielle de voitures, sur
chaîne de montage.

Supposons donnée une séquence de voitures, où des répétitions sont possibles, et pour
chaque voiture, un multi-ensemble de couleurs où la somme des multiplicités est égale au
nombre d'occurences de la voiture dans la séquence. Le problème consiste à décider la couleur
attribuée à chaque occurence de voiture, de manière à ce que chaque couleur apparaisse avec
la multiplicité qui lui a été assignée. L'objectif est de minimiser les changements de couleur
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dans la séquence. Si les voitures sont assimilées à des lettres dans un alphabet, on peut
formaliser le problème de la manière suivante :

Problème 1 (Problème de l'atelier de peinture - PAP) Etant donné un alphabet �ni
Σ, un mot w = w1w2 . . . wn ∈ Σ∗, un ensemble de couleurs F , et une coloration f =
(f1, f2, . . . , fn) de w avec fi ∈ F pour i = 1, 2, . . . , n, trouver une permutation π de [n] telle
que wπ(i) = wi pour i = 1, 2, . . . , n, et telle que le nombre de changements de couleur dans
π(f) = (fπ(1), fπ(2), . . . , fπ(n)) est le plus petit possible.

Le problème PAP restreint aux instances où le nombre de couleurs est c, chaque couleur
apparaissant k fois avec chaque lettre, et par conséquent chaque lettre apparaissant ck fois
dans le mot donné, est dénoté PAP(c, k). De telles instances sont appelées k-régulières.

On dit qu'il y a changement de couleur chaque fois que fπ(i) 6= fπ(i+1). On notera
γ = γ(w; f) le nombre minimum de changements de couleur.

Dans [21], les auteurs résolvent le problème avec un algorithme de programmation dy-
namique qui peut être implémenté avec une complexité en temps et en espace de l'ordre de
O(|F |n(|F |−1)|Σ|), et ils prouvent que le problème est NP-di�cile si le nombre de couleurs
ou si le nombre de lettres (types de voiture) est non borné.

Ils formulent également deux conjectures : la Conjecture 5.1 ci-dessous, ainsi que son cas
particulier pour c = 2 et k = 1 :

Conjecture 5.1 Pour toute instance de PAP(c, k), on a γ ≤ |Σ|(c − 1), indépendamment
de k.

Cette conjecture n'en est pas une, puisque c'est en fait un cas particulier du Théorème
5.2, lorsque t = |Σ|, q = c, a1 = a2 = . . . = at = k.

En�n, ils posent la question de la complexité de PAP(2, 1). PAP(2, 1) joue un rôle particu-
lier dans plusieurs interprétations naturelles de problèmes �pratiques�, et génère un nouveau
problème d'optimisation tout à fait intéressant : par exemple, peindre un ensemble de cartes,
avec deux couleurs, une couleur pour chaque face, lorsque les cartes arrivent sous la forme
d'une séquence ordonnée où chacune d'elles apparaît exactement deux fois. Minimiser le
nombre de changements de couleur.

L'objet de cette section est de montrer que ce problème est NP-di�cile. Ce résultat a
été obtenu indépendamment de nous par P. Bonsma, T. Epping et W. Hochstättler [8],
mais contrairement à leur approche, notre preuve est courte et permet d'avoir un résultat
structurel fort sur PAP(2, 1) : PAP(2, 1) est, en gros, équivalent au problème de la couverture
impaire des cycles d'un graphe 4-régulier.

Nous débutons l'étude par quelques rappels sur les hypergraphes binaires, qui y jouent
un rôle important.

5.3.2 PAP(2, 1), intervalles et hypergraphes binaires
Rappels sur les hypergraphes binaires

Un hypergrapheH = (V, E) est binaire si pour tout s impair et pour tous E1, E2, . . . , Es ∈
E , il existe E ∈ E telle que E ⊆ E1△ . . .△Es.

On a la proposition suivante, fondamentale dans l'étude des hypergraphes binaires :

Proposition 5.1 Le bloquant b(H) d'un hypergraphe binaire H = (V, E) est la collection
de tous les ensembles F minimaux pour l'inclusion qui satisfont |F ∩ E| impair pour tout
E ∈ E.
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Démonstration : Si |F ∩E| est impair pour tout E ∈ E , alors F est une couverture de H,
et donc contient un ensemble de b(H). Réciproquement, si F ∈ b(H), alors |F ∩E| est impair
pour tout E ∈ E . En e�et, supposons que |F ∩ E| soit pair. Comme F est une couverture
minimale, pour tout v ∈ F ∩ E, il existe une hyperarête Ev ∈ E telle que F ∩ Ev = {v}
(sinon, on pourrait enlever v à F ). Comme H est un hypergraphe binaire,

E△(△v∈F∩EEv)

contient une hyperarête E′ ∈ H. Or E′ est alors telle que F ∩ E′ = ∅. Absurde.
Si H = (V, E) est un hypergraphe, B(H) est l'hypergraphe binaire engendré par H :

B(H) := {E1△ . . .△Es : pour s impair et les Ei ∈ E}.

Par exemple, si G = (V,E, S) est un graphe signé, les sous-ensembles d'arêtes F tels que
� degF (v) est pair pour tout v ∈ V , et
� |F ∩ S| est impair.

est un hypergraphe binaire, engendré par les S-cycles impairs.

L'hypergraphe peint(w)

Pour exprimer et démontrer cette équivalence plus précisément, nous allons reformuler
PAP(2, 1) en terme d'hypergraphe binaire. Nous notons γ(w) la solution optimale pour
PAP(2, 1). Si un hypergaphe H est de la forme B(I), où I 6= ∅ est un ensemble d'intervalles,
on dit que H est un hypergraphe binaire d'intervalles. On dé�nit un intervalle comme étant
un ensemble d'entiers consécutifs.

L'hypergraphe peint(w) est alors dé�ni, pour chaque instance w = w1w2 . . . w2n de
PAP(2, 1), comme l'hypergraphe binaire d'intervalles :

peint(w) := B(I(w)),

où
I(w) :=

{
{i, i + 1, . . . , j − 1} : 1 ≤ i < j ≤ 2n − 1, wi = wj

}
.

On interprète les entiers de 1 à 2n− 1 comme les paires de lettres consécutives dans w :
l'entier i est la paire {wi, wi+1}.

Couverture minimale
Une coloration correcte de w fournit une couverture A de I(w) intersectant tout I ∈ I(w)

en un nombre impair d'éléments. En e�et, étant donnée une coloration correcte des lettres,
on dé�nit l'ensemble A des entiers i tels que wi et wi+1 soient de couleur di�érentes. Il est
clair que pour tout I = {i, i + 1, . . . , j − 1} ∈ I(w), |A∩ I| est impair, puisque wi et wj sont
de couleurs di�érentes. Par conséquent A ∈ b(peint(w)).

Réciproquement, soit A ∈ b(peint(w)). D'après la Proposition 5.1, A intersecte toute
hyperarête de peint(w) en un nombre impair d'éléments.

Par conséquent, résoudre PAP(2, 1) est équivalent à trouver une couverture minimale de
l'hypergraphe binaire peint(w).

5.3.3 Complexité de PAP(2, 1)

Théorème 5.4 PAP(2, 1) est NP-di�cile.
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Démonstration : On va réduire polynomialement le problème de la coupe maximum
dans les graphes 4-réguliers à PAP(2, 1) (la preuve que le problème de la coupe maximum
dans les graphes 4-réguliers est NP-di�cile est donnée plus bas).

Soit G = (V, E) un graphe 4-régulier connexe, sans boucle, et non biparti. On va montrer
la chose suivante : si e est une arête de G, on peut construire en temps polynomial une
instance w dont une solution donne en temps linéaire une coupe maximum de G−e. Comme
G n'est pas biparti, maxe∈E M(G−e) = M(G), et si l'on savait résoudre PAP(2, 1) en temps
polynomial, on saurait trouver M(G) en temps polynomial.

Il reste donc à montrer comment on fait cette réduction. G − e est connexe, a tous ses
sommets de degré 4, sauf 2 de degré 3, il possède donc une chaîne eulérienne, que nous
notons P . Soit (v1, v2, ..., v2n) (n = |V |) la séquence des sommets dans P . Chaque sommet
y apparaît deux fois, c'est donc bien une instance de PAP(2, 1), avec Σ = V .

Cela dit, pour qu'une solution de PAP(2, 1) corresponde bien à une coupe maximum
dans G − e, il nous faut encore faire l'opération suivante : si entre deux occurences d'un
sommet v ∈ Σ = V , il y a un nombre impair de lettres comptées avec leur multiplicité : on
ajoute deux nouvelles lettres, va et vb, chacune en deux exemplaires. On met alors les deux
va juste avant la deuxième occurrence de v, et les deux vb juste après, et on fait ainsi pour
tout v de ce type. On note alors w′ et Σ′ le nouveau mot et le nouvel alphabet obtenu de
cette manière.

Par exemple, si w = ABCADBECDE, w′ = ABCADBaBaBBbBbECDE.
On va construire en temps linéaire, à partir d'une solution de PAP(2, 1), un ensemble

minimal d'arêtes F tel que |F ∩ C| ≡ |C| mod 2, ce qui est équivalent à dire que E \ F est
une coupe maximum de G − e.

On construit F de la manière suivante :

1. s'il y a un changement de couleur entre vi et vi+1, et si vi et vi+1 sont des éléments
de V (i.e. ne sont pas des nouvelles lettres), alors {vi, vi+1} est une arête de F .

2. s'il y a exactement un changement de couleur entre vi et vi+3 (i.e. si vi et vi+3 sont
de couleurs di�érentes), si vi et vi+3 ne sont pas des nouvelles lettres et si vi+1 et vi+2

sont, elles, des nouvelles lettres, alors l'arête {vi, vi+3} est dans F .

F est alors tel que pour tout I dans I(w), |F ∩ I| ≡ |I| mod 2. Remarquons qu'un tel
I est un cycle de G. Donc I(w) ⊆ C(G − e). Comme dim C(G) = (2n − 1) − n + 1 = n
(voir Théorème 1.3), et que les éléments de I(w) sont au nombre de n et linéairement
indépendants (les sommets extrémités sont tous di�érents), I(w) est une base de C(G − e),
ce qui implique que |F ∩ C| ≡ |C| mod 2 pour tout C ∈ C(G − e).

5.3.4 Graphes signés, cas polynomiaux et cas gloutons
Si on autorise les boucles et les arêtes multiples, on a la proposition suivante :

Proposition 5.2 Soit w = w1w2 . . . w2n une instance de PAP(2, 1) et soit G le multigraphe
dont l'ensemble des sommets est Σ et dont les arêtes sont les {wi, wi+1} (avec multiplicités),
i = 1, . . . , 2n − 1. Il existe alors une signature S de G telle que peint(w) soit l'hypergraphe
binaire des S-cycles impairs de (G,S). De plus, cette signature peut être construite en temps
linéaire.

Démonstration : La preuve a plus ou moins été déjà faite dans la démonstration pré-
cédente. On choisit la signature S telle que tout I ∈ I(w), soit un S-cycle impair de (G,S),
ce qui se fait de manière gloutonne en suivant la chaîne eulérienne donnée par w : on met
l'arête {wi, wi+1} dans S si et seulement si on rencontre la lettre wi+1 pour la seconde fois
et si l'intervalle I correspondant à wi+1 n'intersecte S pour le moment qu'en un nombre pair
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A

B

C D
E e

Fig. 5.7 � on peut obtenir w = ABCADBECDE

d'éléments. On a alors trivialement I(w) ⊆ C(G,S). Or I(w) est une base de l'espace des
cycles de G, et donc B(I(w)) est l'hypergraphe binaire des S-cycles impairs de (G, S).

Si on a une représentation planaire de G(w), on a alors un algorithme polynomial simple.
Trouver une couverture impaire minimale des S-cycles dans un graphe planaire signé G =
(V, E, S) se fait en cherchant le T -joint minimum dans le graphe dual G∗ = (V ∗, E∗, S∗),
où T est l'ensemble des sommets de G∗ extrémités d'un nombre impair d'arêtes de S∗ (voir
pages 485 et suivantes du volume A du livre d'A. Schrijver [83] pour la méthode).

La planarité de G(w) peut parfois �se lire� sur w, comme en témoigne la proposition
suivante.

Proposition 5.3 Soit w une instance de PAP(2, 1). Soit H le graphe dont les sommets
sont Σ et dont les arêtes sont les paires de lettres {x, y} telles que xyxy soit un sous-mot de
w. Alors :

H biparti ⇒ G(w) est planaire. .

Démonstration : On note w = (w1, w2, . . . , w2n). Soit L le graphe dont [2n] est l'en-
semble des sommets, et dont les arêtes sont toutes les paires {i, i + 1} (type A), et toutes
les paires {i, j} telles que i 6= j et wi = wj (type M). On identi�e les arêtes de type M
aux sommets de H. On donne maintenant une représentation planaire de L : on place les
sommets en ligne de gauche à droite, en ordre croissant de 1 à 2n, on place les arêtes de
type A sur la ligne, et les arêtes de type M de part et d'autre de la ligne, l'une des classes
de H en haut, l'autre en bas, ce qui entraîne la planarité de L. En contractant les arêtes de
type M, on obtient G, qui est alors un mineur de L, donc planaire.

La réciproque est fausse : w = ABCABC.

On peut aussi s'intéresser au cas où la solution de PAP(2, 1) s'obtient de manière glou-
tonne : on colorie les lettres de gauche à droite, en ne changeant la couleur que lorsque la
lettre rencontrée a déjà été colorée de la couleur courante. On a la proposition suivante :

Proposition 5.4 Soit w une instance de PAP(2, 1), sur l'alphabet Σ. Si pour tout x, y dans
Σ, xyyx, n'est pas un sous-mot de w, alors l'algorithme glouton fournit la solution optimale.
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Démonstration : w = w1 . . . wn. Considérons une solution obtenue avec l'algorithme
glouton. Notons a1, a2, . . . , ak les lettres où il y a un changement : ces ai sont tels que pour
wd(i) = wf(i) = ai, d(i) < f(i), wf(i)−1 et wf(i) sont de couleurs di�érentes (d(i) comme
�début�, f(i) comme ��n�). On indexe les ai de manière à ce que les f(i) soient rangés dans
l'ordre croissant.

Montrons que, si pour tout x, y dans Σ, xyyx, n'est pas un sous-mot de w, alors les inter-
valles Ii := {d(i), d(i) + 1, . . . , f(i) − 1} sont disjoints. La proposition sera alors démontrée
puisque toute solution optimale est supérieure ou égale au nombre maximal d'intervalles
disjoints de I(w).

Il su�t de montrer que Ii ∩ Ii+1 = ∅ pour tout i ∈ [k]. Comme les f(i) sont croissants,
cela impliquera automatiquement que tous les Ii sont disjoints.

Par dé�nition de f(i) et f(i+1), le premier changement de couleur après wf(i) a lieu entre
wf(i+1)−1 et wf(i+1). Donc les couleurs de wf(i) et wf(i+1) sont di�érentes, de même donc que
celles de wd(i) et wd(i+1). Il n'y a pas de sous-mot de la forme xyyx, on a donc wd(i+1) > wd(i).
Si f(i − 1) < d(i), alors le changement de couleur sur le facteur wd(i) . . . wd(i+1) implique
que f(i) < d(i + 1), et une induction directe permet deconclure.

Même dans le cas G(w) planaire, la solution n'est en général pas gloutonne : par exemple
pour w = ABACDCBD. G(w) est alors planaire puisqu'il a quatre sommets. Cela dit,
la solution optimale est 10000111, i.e. 2 changements de couleurs (on note 1 et 0 les deux
couleurs). L'algorithme glouton donne : 11000101, i.e. 4 changements. Même dans le cas
couvert par la Proposition 5.3, l'algorithme glouton ne fonctionne pas : w = ABACCB, la
solution optimale est 011100, i.e. 2 changements, et l'algorithme glouton donne w = 001101,
i.e. 3 changements.

5.3.5 Annexe : coupe maximum dans les graphes 4-réguliers
Nous donnons ici la preuve que le problème de la coupe maximum est NP-di�cile puisqu'à

notre connaissance, cette démonstration n'est écrite nulle part.

Proposition 5.5 Le problème de la coupe maximum dans les graphes 4-réguliers est NP-
di�cile.

On rappelle que pour un graphe G, M(G) est la cardinalité de la coupe maximum de G.

Démonstration : On réduit de manière polynomiale le problème de la coupe maximum
dans les graphes cubiques (qui est un problème NP-di�cile, voir Théorème 1.8) au problème
de la coupe maximum dans les graphes 4-réguliers.

Soit G = (V,E) un graphe cubique. La réduction est alors la suivante : soit G1 = (V1, E1)
et G2 = (V2, E2) deux copies de G. Soit F un couplage entre les sommets correspondant
de G1 et de G2. Le graphe G̃ obtenu de cette manière est 4-régulier. Si δ(X) est une coupe
maximum de G, avec X ⊆ V , alors pour X1 (resp. X2) correspondant à X dans V1 (resp.
dans V2), la coupe de G̃ δ(X1 ∪ (V2 \ X2)) est une coupe de cardinalité 2M(G) + |F |.
Réciproquement, toute coupe de G̃ induit une coupe dans G1, de cardinalité inférieure
ou égale à M(G), et une coupe dans G2 de cardinalité inférieure ou égale à M(G), donc
M(G̃) ≤ M(G)+M(G)+|F |. Par conséquent, M(G̃) = 2M(G)+|F |, et une coupe maximum
de G̃ induit une coupe maximum de G.



112 CHAPITRE 5. LE PROBLÈME DU COLLIER



Chapitre 6

Les σ-jeux

6.1 Introduction
Considérons le petit jeu suivant. On dispose d'un damier 3 × 3, chaque case peut être

éteinte ou allumée, et lorsqu'on appuie sur une case, son état change ainsi que l'état de ses
voisines. Le but du jeu est de passer du damier tout éteint au damier tout allumé. Voir la
Figure 6.1 pour une illustration du jeu sur un damier 3×3, avec une solution.

Un tel jeu est très répandu, a ses fans club1 et est même commercialisé physiquement
(par Parker Brother, Tiger Toys, etc.). Il connaît de multiples variantes, avec des dimensions
di�érentes, ou des voisinages di�érents pour les sommets. On peut aussi supposer qu'appuyer
sur une case ne modi�e pas son état, mais seulement celui des ses voisines. Toutes les
combinaisons sont possibles.

Il porte des noms variés : Fiver, Merlin, Lights Out, Ping,... Mais le nom adopté par la
communauté mathématicienne est celui de σ-game, en français σ-jeu, et peut se rattacher à la
famille des automates cellulaires. Au lieu d'avoir un damier, on suppose simplement que l'on
a un graphe. Les sommets de ce graphe peuvent être éteints ou allumés. Lorsqu'on appuie
sur un sommet, cela change l'état des sommets du voisinage. Si le voisinage comprend le
sommet sur lequel on appuie, on parle de σ+-jeu. Sinon, on parle de σ−-jeu. Dans l'exemple
de la Figure 6.2, on a a�aire à un σ+-jeu, sur la grille 3 × 3.

On dé�nit la matrice d'adjacence d'un σ-jeu joué sur un graphe G comme étant la
matrice d'adjacence AG du graphe G, à ceci près que dans le cas σ+-jeu, tous les termes de

1voir le site http ://www.haar.clara.co.uk/Lights/index.html par exemple

✲

✲

❄ ❄ ❄ ❄ ❄ ❄

cases appuyées

cases allumées

Fig. 6.1 � Une solution pour le σ+-jeu sur le damier 3×3 : La première ligne indique les
cases sur lesquelles on appuie, la seconde ligne indique les cases allumées.
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1 2 3
4 5 6
7 8 9

Fig. 6.2 � Le graphe réprésentant le damier 3×3.

la diagonale de AG sont égaux à 1.
Par exemple, pour le damier 3×3, la matrice AG est la suivante (les sommets sont or-

donnés selon les numéros sur la Figure 6.2) :
















1 1 0 1 0 0 0 0 0
1 1 1 0 1 0 0 0 0
0 1 1 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0 1 0 0
0 1 0 1 1 1 0 1 0
0 0 1 0 1 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0 1 1 1
0 0 0 0 0 1 0 1 1

















.

On a la proposition fondamentale suivante, qui fournit le bon cadre pour étudier ces
jeux :

Proposition 6.1 L'étude d'un σ-jeu sur le graphe G = (V, E) se ramène à l'étude de sa
matrice d'adjacence AG, où les coe�cients sont vus dans Z2.

Un vecteur e ∈ ZV
2 indiquant les sommets allumés de G correspond à une con�guration

que l'on peut e�ectivement obtenir si et seulement si e ∈ Im AG.
Tout vecteur a ∈ ZV

2 tel que e = AGa indique les sommets sur lesquels il faut appuyer
un nombre impair de fois pour obtenir la con�guration à laquelle e correspond.

Preuve : On suppose que tous les sommets sont éteints. Demandons-nous, pour w un
sommet du graphe, quel sera son état lorsqu'on aura appuyé sur certains sommets. Il est
facile de voir que l'état de w sera éteint si l'on a appuyé un nombre pair de fois dans son
voisinage, et allumé si l'on a appuyé un nombre impair de fois dans son voisinage.

Puisque seule la parité compte, on peut alors faire la première remarque suivante : l'ordre
dans lequel on appuie sur les sommets n'a pas d'importance.

Deuxième remarque, immédiate elle aussi : seule compte la parité du nombre d'appuis
sur un sommet.

Ces deux remarques permettent d'introduire la notation av qui vaut 1 si l'on appuie un
nombre impair de fois sur v et 0 si l'on appuie un nombre pair de fois.

Par conséquent, si l'on note ev = 0 pour indiquer que le sommet v est éteint et ev = 1
pour indiquer que le sommet v est allumé, on a :

ew =
∑

v∈V

AG
v,wav mod 2.

On reconnaît immédiatement la multiplication matrice×vecteur traditionnelle. Si l'on note
e le vecteur d'état (ev)v∈V et a le vecteur d'appuis (av)v∈V , on a e = AGa.
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1

2 3

Fig. 6.3 � Le graphe triangle.

Se demander si en partant du graphe tout éteint on peut tout allumer revient donc à se
demander si le vecteur 1n (n := |V |) est dans Im AG. Un résultat important est le théorème
suivant :

Théorème 6.1 (Théorème de Sutner) Soit AG la matrice d'adjacence d'un σ+-jeu. Alors
on a toujours 1n ∈ Im AG, où n est le nombre de sommets.

Ce théorème appelle quelques remarques : ce théorème ne vaut que pour les σ+-jeux, et
n'est pas valable pour les σ−-jeux, comme en témoigne la Figure 6.3, pour laquelle il est
facile de voir qu'il n'est pas possible de tout allumer : supposons en e�et qu'il soit possible
de tout allumer, alors on appuie sur au moins un sommet. Disons le sommet 1. On ne peut
pas appuyer sur le sommet 2, car sinon, quoique que l'on fasse, 3 restera éteint. De même,
on ne peut pas appuyer sur 3. Donc 1 reste éteint.

On peut le voir aussi sur sa matrice d'adjacence :

A =





0 1 1
1 0 1
1 1 0



 .

On veut Ax = 13 (dans Z3
2), i.e. x2 + x3 = x1 + x3 = x1 + x2 = 1. Or cela implique

x1 = x2 = x3, et donc x1 + x2 = 0. Impossible.
Autre remarque : on peut faire une interprétation plus combinatoire de la formule 1n =

AGa : regardons le vecteur a comme le vecteur qui indique si on appuie sur le sommet i du
graphe : ai = 1 si et seulement si on appuie sur le sommet i. Si S est l'ensemble de sommets
appuyés, on peut réécrire le formule de manière équivalente |S ∩N(v)| = 1 mod 2 pour tout
v ∈ V dans le cas d'un σ−-jeu, et |S ∩ N [v]| = 1 mod 2 pour tout v ∈ V dans le cas d'un
σ+-jeu. Se demander si on peut tout allumer en partant d'une con�guration tout éteinte
revient à se demander s'il existe S ⊆ V véri�ant l'une des formules ci-dessus. Si on enlève
l'expression mod 2, on retrouve la question de la domination dans le graphe G. C'est ce qui
explique que l'étude des σ-jeux est aussi appelée l'étude de la domination en parité (parity
domination en anglais), et est présentée par exemple sous ce nom dans le livre de référence
sur la domination [41].

Quelles sont les questions que l'on peut se poser à propos des σ-jeux ?
La question la plus naturelle peut-être, au vu du Théorème de Sutner, est celle de savoir

quand un σ−-jeu a une solution. Une autre question est celle du nombre de solutions, qui
en fait celle du rang de la matrice AG. Nous nous intéressons à ces questions dans un
premier temps en toute généralité (Section 6.2). Nous en pro�terons pour démontrer quelques
résultats concernant les σ−-jeux sur les arbres, puisque l'étude des σ+-jeux sur les arbres,
tant du point de vue de l'obtention de la solution tout allumée ([34],[12]), que de la dimension
de sa matrice d'adjacence ([4], [5], [38]), est très avancée, alors que celle des σ−-jeux n'a
pour le moment pas été entamée.
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Dans un second temps nous nous intéressons au cas particulier de la grille (Section
6.3). Nous démontrons entre autres une conjecture formulée en 2002 dans la revue Pour la
Science sur la condition nécessaire et su�sante d'existence d'une solution au σ−-jeu sur un
certain type de grille [16]. Cette conjecture est en réalité le corollaire d'un théorème, qui dit
que, sur la grille, en partant de la con�guration où tous les sommets sont éteints, on peut
obrenir n'importe quelle con�guration de sommets allumés qui soit symétrique par rapport
aux deux axes de symétrie de la grille. Ce théorème a été formulé et démontré dans le cas
σ+ par Mathieu Florence sur un autre type de grille (communication personnelle et page
de jeux de Le Recherche [27]), en utilisant des propriétés des polynômes de Chebyche� à
coe�cients dans Z2. Nous redémontrons son théorème de manière di�érente et plus courte,
le généralisons au cas σ− ainsi que sur des grilles de plus grandes dimensions.

6.2 Quelques résultats classiques
Cette section concerne les résultats classiques des σ-jeux. Le premier d'entre eux est bien

entendu le théorème de Sutner, qui est démontré dans la sous-section 1. Dans la sous-section
2, nous démontrons un théorème classique qui lie le nombre de couplages parfaits di�érents
de G et le rang de AG. Ce résultat, simple à démontrer, permet parfois de démontrer très
simplement que AG est inversible, ou ne l'est pas, par des considérations élémentaires sur
G. Dans la sous-section 3, on s'intéresse au rang de AT dans le cas σ− sur un arbre T .

6.2.1 Rappels d'algèbre linéaire sur Z2 et preuve du théorème de
Sutner

Rappels d'algèbres linéaires sur Z2

Nous commençons par quelques rappels d'algèbre linéaire sur Z2 (nous nous inspirons
des exercices sur ce thème, ainsi que leur correction, dans le livre [62]).

Si X est une partie de E un Z2-espace vectoriel muni d'un produit scalaire, on dé�nit
l'orthogonal de X par X⊥ := {x ∈ E : 〈x,y〉 = 0, ∀y ∈ X}.

Contrairement aux R-espaces vectoriels, on peut avoir 〈x,x〉 = 0 avec x 6= 0. Il convient
donc d'être prudent lorsqu'on cherche à étendre les propriétés connues pour les R-espaces
vectoriels aux Z2-espaces vectoriels.

Certaines, pourtant, restent valables :

Proposition 6.2 Soit E un Z2-espace vectoriel de dimension n, et soit F un sous-espace
vectoriel de E. Alors dimF + dimF⊥ = n.

Démonstration : Soit (e1,e2, . . . ,en) une base orthogonale de E (par exemple, la base
naturelle). Soit (v1,v2, . . . , vk) une base de F , que l'on complète en une base (v1, v2, . . . ,vn)
de E. Considérons la matrice U dé�nie par Uei = vi. On a alors :

x ∈ F⊥ ⇔ 〈x,vi〉 = 0 (i = 1, . . . , k) ⇔ 〈x, Uei〉 = 0 (i = 1, . . . k)

⇔ 〈ei, U
tx〉 = 0 (i = 1, . . . , k) ⇔ U tx ∈ vect(ek+1, . . . ,en)

⇔ x ∈ (U t)−1vect(ek+1, . . . , en)

Par conséquent, F⊥ = (U t)−1vect(ek+1, . . . ,en), ce qui montre que dimF⊥ = n − k.

Proposition 6.3 Soit A une matrice n × n symétrique à coe�cients dans Z2. On a :

Im A = (Ker A)⊥.
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Démonstration : Soit y ∈ Im A, x tel que Ax = y et z ∈ Ker A. On a :

〈z, y〉 = 〈z, Ax〉 = 〈Az, x〉 = 0

Donc Im A ⊆ (Ker A)⊥. La Proposition 1 implique que rgA = dim(Ker A)⊥ ce qui
conduit à l'égalité recherchée.

Preuve du théorème de Sutner

Grâce aux deux propositions précédentes, on peut démontrer le théorème de Sutner
(Théorème 6.1) qui indique que dans le cas du σ+-jeu, on peut toujours parvenir à allumer
tous les sommets du graphe en partant de la con�guration où tous les sommets sont éteints :

Démonstration du Théorème 6.1 : Il su�t de démontrer que si A est une matrice
symétrique n × n, à coe�cients dans Z2, avec diagA = 1n (nous sommes dans le cas σ+),
alors 1n ∈ Im A.

Pour z = (z1, z2, . . . , zn) quelconque, on a :

ztAz =

n∑

i=1

n∑

j=1

ai,jzizj =
∑

1≤i<j≤n

(ai,j + aj,i)zizj +

n∑

i=1

ai,iz
2
i .

Comme A est symétrique, on ai,j +aj,i = 0. De plus, z2
i = zi sur Z2, et ai,i = 1. On peut

donc réécrire l'égalité ci-dessus sous la forme :

ztAz =

n∑

i=1

zi = 〈1n,z〉.

Donc si on prend z dans Ker A, on obtient 〈1n, z〉 = 0. Par conséquent, 1n ∈ (Ker A)⊥.
La Proposition 6.3 permet de conclure.

Tout allumer pour le σ−-jeu sur les arbres

Nous avons déjà signalé le fait que le σ+-jeu sur les arbres était bien connu. En revanche,
le σ−-jeu n'a pas encore été étudié. Nous cherchons ici à pallier ce manque.

Pour un arbre T , on peut déterminer en temps linéaire s'il est possible de tout allumer
en partant de la con�guration tout éteinte, avec les règles σ−.

Pour exposer la méthode, nous introduisons la notion de quasi-tout allumé pour un arbre
enraciné en un sommet r : un arbre enraciné est quasi-tout allumé si r est éteint et tous les
autres sommets allumés.

On procède de la manière suivante : on choisit une racine r. On part des feuilles. A chaque
feuille, on associe la matrice

(
0 1
0 1

)

. A tout autre sommet v, on associe également une
matrice 2 × 2 qui se déduit directement des matrices 2 × 2 de ses �ls. Une telle matrice
indique

a si le sous-arbre enraciné en v peut être tout allumé avec v dans l'ensemble des sommets
sur lesquels on appuie,

b si le sous-arbre enraciné en v peut être tout allumé sans avoir à appuyer sur v,
c si le sous-arbre enraciné en v peut être quasi-tout allumé avec v dans l'ensemble des
sommets sur lesquels on appuie et

d si le sous-arbre enraciné en v peut être quasi-tout allumé sans avoir à appuyer sur v.
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On met 1 (resp. 0) dans la case correspondante de
Tout allumé Quasi-tout allumé

Appui racine a c
Pas appui racine b d

si la réponse est oui (resp. non). Il est alors clair que la matrice d'un sommet v se déduit
directement des matrices de ses �ls. Noter que la matrice associée aux feuilles satisfait la
dé�nition de cette matrice.

De plus, si on peut tout allumer pour un arbre enraciné en r, on peut, toujours en temps
linéaire, exhiber un ensemble de sommet sur lequel appuyer pour tout allumer : il su�t de
partir de r et de regarder si on doit appuyer ou non sur r pour tout allumer (cela se lit sur
la matrice), puis on descend aux �ls, etc...

Remarques : C'est ce genre de méthode que F. Galvin emploie dans [34] pour donner un
algorithme linéaire qui allume tout dans un arbre, avec la règle σ+. On peut généraliser la
méthode pour répondre, toujours en temps linéaire, à la question de la possibilité d'obtention
de n'importe quelle con�guration de sommets allumés. De plus, on peut clairement adapter
ce genre de méthode pour minimiser le nombre de sommets sur lequel on appuie pour tout
allumer (voir par exemple [12])2.

6.2.2 Inversibilité de la matrice d'adjacence
Un σ-jeu est inversible si sa matrice d'adjacence est inversible.

Déterminant et couplages
Lorsqu'on s'intéresse à l'inversibilité d'une matrice, plusieurs méthodes sont à notre dis-

position. Une des plus naturelles est le calcul du déterminant. Il s'avère que dans le cadre
des σ-jeu le calcul du déterminant a une signi�cation graphique simple, comme en témoigne
le théorème suivant ([19]) :

Théorème 6.2 Soit G = (V, E) un graphe.
Le déterminant de la matrice d'adjacence AG d'un σ−-jeu est égal, modulo 2, aux nombres

de couplages parfaits di�érents de G.
Le déterminant de la matrice d'adjacence AG d'un σ+-jeu est égal, modulo 2, aux nombres

de couplages di�érents de G.

Démonstration : On a, dans Z2 :

det(AG) =
∑

π permutation

∏

v∈V

AG(v, π(v)).

(Pour la formule générale donnant les valeurs des coe�cients du polynome caractéristique,
voir [84]).

Les termes non-nuls de cette somme correspondent à des permutations π telles que pour
les v 6= π(v), les {v, π(v)} soient des arêtes, et que l'ensemble de ces arêtes, notons le E(π),
est formé d'arêtes et de cycles disjoints de G . Notons que π donne une orientation aux
cycles de E(π).

Si E(π) contient au moins un cycle C, alors il existe une puissance de deux permuta-
tions (π incluse) donnant le même ensemble E(π), chaque permutation correspondant à une
orientation particulière des cycles de E(π).

2La minimisation du nombre de sommets appuyés pour tout allumer dans un graphe quelconque est
NP-di�cile (prouvé par Sutner dans [91]).
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Par conséquent, modulo 2, seules les permutations telles que π2(v) = v pour tout v ∈ V
contribuent au déterminant. La conclusion est alors directe.

Une conséquence directe est la proposition suivante :

Proposition 6.4 Soit G le graphe d'un σ−-jeu. Si G a un nombre impair de sommets, alors
le σ−-jeu n'est pas inversible.

Démonstration : Si le nombre de sommets est impair, il ne peut y avoir de couplage
parfait. Donc le déterminant est égal à 0 modulo 2.

On peut en déduire également le théorème suivant, qui donne un algorithme glouton
pour déterminer le rang de AT pour T un arbre dans le cas σ−-jeu (pour le cas σ+-jeu sur
un arbre, on peut trouver un algorithme linéaire qui détermine le rang dans [38]) :

Théorème 6.3 Soit T un arbre et AT sa matrice d'adjacence. Dans le cas d'un σ−-jeu, le
rang de AT (vu comme matrice à coe�cients dans Z2) est égal au double du nombre d'arêtes
du couplage de cardinalité maximum de T .

Démonstration : Soit r le rang de AT . Il existe une sous-matrice principale r× r de AT

inversible (résultat classique), ce qui signi�e qu'il existe un sous-graphe de T , à r sommets,
dont la matrice d'adjacence est inversible. D'après 6.2, ce sous-graphe admet un couplage
parfait avec r/2 arêtes. T possède donc un couplage de cardinalité r/2. S'il existe un couplage
de cardinalité > r/2 dans T , alors le sous-graphe engendré par les sommets couverts par
le couplage admet un couplage parfait. Comme ce sous-graphe est une forêt, ce couplage
parfait est unique, la matrice d'adjacence de ce sous-graphe est donc inversible ainsi que la
sous-matrice principale de AT correspondante, de rang alors strictement plus grand que r.
Ce qui est en contradiction avec la dé�nition de r.

Trouver un couplage maximum dans un arbre T se fait de manière gloutonne (résultat
classique également) :
Poser M := ∅.
Tant que T 6= ∅, répéter :

� choisir e une arête pendante,
� faire M := M ∪ {e}, et
� faire T := T − {e}.

FIN
M contient à la �n un couplage maximum.

6.3 Cas particulier de la grille
Nous nous intéressons maintenant aux σ-jeux joués sur des grilles. Les grilles peuvent

également être vues comme des damiers ; dans ce cas-là, on ne parle pas de sommet, mais
de case. C'est une simple question de termes, ou d'images, les notions étant totalement
équivalentes.

La grille la plus simple est la chaîne, la grille unidimensionnelle. Nous montrons quelques
propriétés des σ-jeux joués sur les chaînes à la sous-section 6.3.2.

Dans la sous-section 6.3.3 nous montrons qu'en général, en partant de la con�guration
toute éteinte, dans le cas σ+-jeu sur grille cartésienne, il est possible d'allumer n'importe
quel ensemble de cases simultanément symétrique par rapport à l'axe médian vertical et
à l'axe médian horizontal. C'est le théorème de Florence, dont nous proposons une preuve
élémentaire.
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Fig. 6.4 � Les matrices équilibrées.

Dans la sous-section 6.3.4, nous nous intéressons à une conjecture parue en 2002 dans la
revue Pour la Science qui donne une condition pour que l'on puisse tout allumer sur la grille
produit direct de deux chaînes dans le cas σ−-jeu.

En�n, nous terminons ce chapitre (et donc cette thèse) en généralisant le théorème de
Florence aux grilles cartésiennes de dimension ≥ 3 (sous-section 6.3.5).

Mais avant de rentrer dans ces détails, il convient d'introduire quelques outils. C'est
l'objet de la sous-section suivante, la sous section 6.3.1

6.3.1 Préliminaires
Dans la suite, Sn est la matrice d'adjacence de la chaîne à n sommets, i.e.

Sn :=
















0 1 0 0 . . .
1 0 1 0 . . .
0 1 0 1 0 . . .

. . .
... 0 1 0 1 0

. . .
. . . 0 1 0
















.

Vecteurs, matrices et tenseurs équilibrés
A partir de maintenant, on dira qu'un vecteur x ∈ Zn

2 est équilibré si, pour tout i ∈ n,
xi + xn+1−i = 0 et si, de plus dans le cas où est n est impair, xn+1

2
= 0.

On dit qu'une matrice n1 × n2, notée X, à coe�cients dans Z2, est équilibrée si
∑

ǫ1∈A1,ǫ2∈A2

X(ǫ1, ǫ2) = 0,

pour tous les Ai de la forme {ri, ni +1− ri} avec ri ≤ ⌊ni

2 ⌋ et ainsi que pour Ai de la forme
{ni+1

2 } si ni est impair.
Sur la Figure 6.4, on illustre une matrice équilibrée : la somme de quatres cases symé-

triques (marquées ⋆) doit être nulle, ainsi que celle de deux cases symétriques (marquées
¥ et N) si elles existent, ainsi que la case centrale (marquée •) si elle existe.

Par exemple, la matrice suivante, représentant le damier de la Figure 6.5, est équilibrée :






1 1 0 0 1
1 0 1 0 1
1 0 1 0 1
0 0 0 1 0







.
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Fig. 6.5 � Un motif dont la représentation est une matrice équilibrée

De manière générale, on dit qu'un tenseur d fois covariant est équilibré si
∑

ǫ1∈A1,ǫ2∈A2,...,ǫd∈Ad

X(ǫ1, ǫ2, . . . , ǫd) = 0,

pour tous les Ai de la forme {ri, ni +1− ri} avec ri ≤ ⌊ni

2 ⌋ et ainsi que pour Ai de la forme
{ni+1

2 } si ni est impair..

Un lemme utile
Dans la suite, nous allons nous servir du lemme suivant :

Lemme 6.1 Soit n un entier positif et soit F un sous-espace vectoriel de Zn
2 tel que

1. F ⊆ 1
⊥
n et

2. SnF ⊆ F . Alors tout x dans F est équilibré.

Démonstration : Supposons que F possède un x = (x1, x2, . . . , xn) tel que, pour un
certain i ∈ [n], on ait xi 6= xn+1−i. Comme Sk

nx ∈ F pour tout k entier positif, on peut
supposer que x1 + xn = 1.

On a Snx ∈ F , donc 〈Snx,1n〉 = 0. Ce qui implique

x2 + (x1 + x3) + (x2 + x4) + . . . + (xn−2 + xn) + xn−1 = 0.

Dans cette somme, chaque xi apparaît deux fois, sauf pour i = 1 et i = n. Donc x1 +xn = 0.
Contradiction.

Par conséquent, pour tout i ∈ [n], on a xi = xn+1−i.
De plus, si n est impair, comme 〈x,1n〉 = 0, on a xn+1

2
= 0.

Représentation de l'état d'une grille
Supposons que l'on joue à un σ-jeu sur une chaîne Pn (chaîne à n sommets). On re-

présente les sommets sur lesquels on appuie (resp. les sommets allumés) par un vecteur à
n composantes, la composante i étant à 1 si et seulement si le sommet i est appuyé (resp.
allumé).

Considérons la grille Pn1 ⊗ Pn2 (grille cartésienne) ou la grille Pn1 • Pn2 , où Pni
est une

chaîne possédant ni sommets. On représente les sommets sur lesquels on appuie (resp. les
sommets allumés) par une matrice X de dimension n1 ×n2, la composante (i1, i2) étant à 1
si et seulement si le sommet (i1, i2) est appuyé (resp. allumé).

De même, pour la grille d-dimensionnelle de la forme Pn1
⊗ Pn2

⊗ . . . ⊗ Pnd
, où Pni

est une chaîne possédant ni sommets, on représente les sommets sur lesquels on appuie
(resp. les sommets allumés) par un tenseur X de dimension n1 × n2 × . . . × nd, la compo-
sante X(i1, i2, . . . , id) étant à 1 si et seulement si le sommet (i1, i2, . . . , id) est appuyé (resp.
allumé).
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Vecteurs, matrices et tenseurs σ-symétriques
Un vecteur X de dimension n est σ-symétrique si pour tout i ∈ [n] on a X(i) = X(n +

1 − i).
On dit qu'une matrice X de dimension n1 ×n2 est σ-symétrique si, pour tout (i1, i2), on

a X(i1, i2) = X(n1 + 1 − i1, i2) = X(i1, n2 + 1 − i2) = X(n1 + 1 − i1, n2 + 1 − i2).
σ-symétrique, on le voit, signi�e précisément que les composantes égales à 1 forment un

motif symétrique par rapport à l'axe médian vertical et l'axe médian horizontal (on a appelé
cette symétrie σ-symétrie pour éviter la confusion avec la notion de matrice ou de tenseur
symétrique).

Exemple de matrice σ-symétrique :








1 0 0 0 0 1
0 1 1 1 1 0
1 0 1 1 0 1
0 1 1 1 1 0
1 0 0 0 0 1









.

De manière générale, un tenseur X d fois covariant de dimension n1 × . . . × nd est σ-
symétrique si pour tout j ∈ [d] et pour tout (i1, i2, . . . , id) on a

X(i1, i2, . . . , ij , . . . , id) = X(i1, i2, . . . , ij−1, nj + 1 − ij , ij+1, . . . , id).

Tenseur d'adjacence de la grille
Supposons que l'on joue à un σ-jeu sur une grille de dimension d. L'application qui donne

le tenseur représentant les sommets allumés en fonction du tenseur représentant les cases
allumées est un tenseur (d fois contravariant), qu'on appelle le tenseur d'adjacence du σ-jeu.

Noyau équilibré implique σ-symétrie dans l'image
On a alors le lemme suivant qui lie les notions de tenseur équilibré et de tenseur σ-

symétrique :
Lemme 6.2 Soit T le tenseur d'adjacence d'un σ-jeu d'une grille (de dimension quel-
conque). Si tout élément du noyau de T est équilibré, alors tout tenseur σ-symétrique est
dans l'image de T .

Démonstration : D'après la Proposition 6.3, il su�t de montrer qu'un tenseur X σ-
symétrique est tel que 〈X, Z〉 = 0 pour tout Z ∈ Ker T .

Calculons donc 〈X, Z〉. Fixons

(i1, i2, . . . , id) ∈
[⌈n1

2

⌉]

×
[⌈n1

2

⌉]

× . . . ×
[⌈n1

2

⌉]

,

et posons Aj := {ij , nj + 1 − ij}. Dans le cas où ij = nj + 1 − ij , Aj n'a qu'un élément :
{nj+1

2 }. On a
∑

(ǫ1,ǫ2,...,ǫd)∈A1×A2×...×Ad

X(ǫ1, ǫ2, . . . , ǫd)Z(ǫ1, ǫ2, . . . , ǫd) =

X(i1, i2, . . . , id)
∑

(ǫ1,ǫ2,...,ǫd)∈A1×A2×...×Ad

Z(ǫ1, ǫ2, . . . , ǫd) = 0.

La première égalité vient du fait que X correspond à un état symétrique, la seconde du fait
que Z est équilibré.

En sommant sur tous les (i1, i2, . . . , id), on obtient 〈X, Z〉 = 0.



6.3. CAS PARTICULIER DE LA GRILLE 123

Fig. 6.6 � N'importe quel ensemble de cases symétrique par rapport aux deux axes peut
être allumé en partant de la grille toute éteinte.

6.3.2 Cas unidimensionel : le cas de la chaîne
On note Pn la chaîne élémentaire à n sommets. On peut la voir également comme une

bande de n cases adjacentes.

Théorème 6.4 Jouant à un σ+-jeu sur une bande de n cases, tout ensemble de cases sy-
métriques peut être obtenu comme ensemble de cases allumées.

Démonstration : Soit T la matrice d'adjacence de ce σ+-jeu. On a T := Sn + In. Nous
allons montrer que tout vecteur de dimension n qui est σ-symétrique est dans l'image de
T . D'après le Lemme 6.2, il su�t de montrer que tout élément de Ker T est équilibré. Mais
ceci est évident en utilisant le Lemme 6.1 pour F := Ker T .

6.3.3 Grille cartésienne en dimension 2
Le théorème de M. Florence auquel nous avons fait allusion plus haut est le suivant :

Théorème 6.5 (Théorème de Florence) Considérons un damier pour lequel deux cases
sont voisines si elles ont un côté en commun. Partant du damier complètement éteint, il
est possible, en respectant les règles du σ+-jeu, d'obtenir n'importe quel ensemble de cases
allumées symétrique par rapport aux deux axes médians.

Le damier considéré est la grille cartésienne de dimension 2 (produit cartésien de deux
chaînes).

Nous proposons une preuve courte et élémentaire de ce résultat :

Démonstration : L'application qui donne l'ensemble des cases allumées étant donnée
une con�guration de cases appuyées est la suivante :

T := In1
⊗ In2

+ In1
⊗ Sn2

+ Sn1
⊗ In2

.

Remarquer que T commute avec les tenseurs In1
⊗Sn2

et Sn1
⊗In2

. On veut montrer que tout
tenseur σ-symétrique est dans l'image de T (c'est exactement ce que signi�e le théorème).

Soit
c(1) : E(1) ⊗ E(2) → E(1)

X =
∑

(i1,i2)∈[n1]×[n2]
X(i1, i2)e

(1)
i1

⊗ e
(2)
i2

7→ Y =
∑

(i1,i2)∈[n1]×[n2]
X(i1, i2)e

(1)
i1

.
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1 1 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 1 1



✲

✲







1 0 0 0
1 1 0 0
1 0 1 0
0 1 1 1







Fig. 6.7 � En appuyant sur les cases marquées •, le damier reste éteint. La matrice à droite
représente les cases appuyées.

c(1) prend un tenseur 2 fois covariants, i.e. une matrice, et somme les éléments de chaque
ligne pour obtenir un vecteur colonne (on l'a appelé c pour �contraction�). Par exemple :

c(1)





1 1 1 0 0
0 1 0 1 0
0 0 1 1 1



 =





1
0
1



 .

La matrice ci-dessus est par ailleurs un élément de Ker T : si on appuie sur les cases
marquées 1, le damier reste éteint (voir Figure 6.7, damier du bas). On remarque que l'image
par c(1) de cette matrice est équilibrée. Ce n'est pas un hasard, on a en e�et le fait suivant :

Fait 1 : Quelque soit Y ∈ c(1)(Ker T ), Y est équilibré.

Preuve : Soit X ∈ Ker T et soit Y := c(1)(X). Puisqu'on a a�aire à un σ+-jeu, 〈1n1,n2 , X〉 =
0 pour tout X ∈ Ker T . Or, 〈1n1,n2

, X〉 =
∑

i1∈[n1],i2∈[n2]
X(i1, i2) = 〈1n1

, Y 〉. Donc
〈1n1 , Y 〉 = 0. D'autre part, Sn1Y = c(1)

(
(Sn1 ⊗ In2)X

)
, et (Sn1 ⊗ In2)X ∈ Ker T . Par

conséquent, Sn1Y ∈ c(1)(Ker T ), le Lemme 6.1 s'applique, et Y est bien équilibré.

Fait 2 : Quelque soit X ∈ Ker T , X est équilibré.

Preuve : Soit X ∈ Ker T . On dé�nit, pour r1 ∈
[⌈

n1

2

⌉]
,

Vr1 : E(1) ⊗ E(2) → E(2)

X =
∑

(i1,i2)∈[n1]×[n2]
X(i1, i2)e

(1)
i1

⊗ e
(2)
i2

7→ ∑

i2∈[n2]

∑

ǫ1∈A1
X(ǫ1, i2)e

(2)
i2

,

où A1 signi�e {r1, n1 − r1 +1}, sauf si n1 est impair et que r1 = n1+1
2 , où alors A1 n'a qu'un

seul élément :
⌈

n1

2

⌉
.

Dit autrement, Vr1 sélectionne deux lignes de X (une seule si n1 impair et que r1 = n1+1
2 ),

symétrique par rapport à l'axe médian horizontal séparant en deux le damier, et les somme
terme à terme pour obtenir un vecteur ligne.

On a 〈1n2 , Vr1(X)〉 =
∑

i2∈[n2]

∑

ǫ1∈A1
X(ǫ1, i2) =

∑

ǫ1∈A1

∑

i2∈[n2]
X(ǫ1, i2) =

∑

ǫ1∈A1
(c(1)(X))(ǫ1).

Or X ∈ Ker T donc (c(1)(X)) est équilibré (conséquence du Fait 1), ce qui implique
∑

ǫ1∈A1
(c(1)(X))(ǫ1) = 0. D'autre part, Sn2

Vr1
(X) = Vr1

(
(In1

⊗ Sn2
)X

)
. Donc l'espace

Vr1(Ker T ) est stable par Sn2 . D'après le Lemme 6.1, Vr1(X) est équilibré pour tout r1, ce
qui signi�e précisément que X est équilibré.

Pour conclure le théorème, on utilise le Lemme 6.2.
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Fig. 6.8 � Un élément du noyau (cas Pour la Science) est équilibré.

6.3.4 Grille de Pour la Science
En août 2002, la rubrique mathématiques de la revue Pour la Science [16], rubrique tenue

par Jean-Paul Delahaye, présentait un jeu, nommé Ping, se jouant sur un damier, ainsi que
certaines conjectures le concernant. Ce jeu et ces conjectures avait été communiqués par
un lecteur, N. Vaillant. Ce jeu est en réalité le σ−-jeu sur les grilles de la forme Pn1

• Pn2
.

Plusieurs conjecture étaient formulées (l'une d'entre elles était la Proposition 6.3 dans le cas
particulier de ces grilles !). La conjecture que nous nous proposons de démontrer ici a�rmait
que lorsque n1 ou n2 est pair, on peut toujours tout allumer.

Nous montrons en réalité le théorème plus général suivant :

Théorème 6.6 Considérons un damier, dont une des dimensions au moins est paire, pour
lequel deux cases sont voisines si elles ont un côté en commun ou si elles ont un sommet
en commun. Partant du damier complètement éteint, il est possible, en respectant les règles
du σ−-jeu, d'obtenir n'importe quel ensemble de cases allumées symétrique par rapport aux
deux axes médians.

Nous sommes précisément dans le cas de la grille de la forme Pn1
• Pn2

.

Démonstration : Le tenseur d'adjacence est le suivant :

T = (Sn1
+ In1

) ⊗ (Sn2
+ In2

) + In1
⊗ In2

.

On veut montrer que tout tenseur σ-symétrique est dans l'image de T .
Supposons sans perte de généralité que n1 est pair. Sn1

est alors inversible (cela peut
être vu comme un conséquence du Théorème 6.2). Considérons alors le tenseur

S−1
n1

T = (In1 + S−1
n1

) ⊗ (Sn2 + In2) + S−1
n1

⊗ In2 ,

et dé�nissons le tenseur Ek,l tel que Ek,l(i, j) = 1 si et seulement si i = k et j = l. On a
(
S−1

n1
TEi,j

)
(i, j) = 1 (calcul immédiat). Donc S−1

n1
T peut être interprété comme le tenseur

d'adjacence d'un σ+-jeu. Ce tenseur commute avec les tenseurs In1
⊗ Sn2

et Sn1
⊗ In2

. La
démonstration présentée ci-dessus pour le Théorème 6.5 fonctionne également ici, exactement
de la même manière, en exploitant la relation de commutation précédente et le fait que tout
élément du noyau de S−1

n1
T est orthogonal à 1n1,n2 . En appliquant le Lemme 6.1, on montre

que tout élément du noyau de S−1
n1

T est équilibré. En utilisant le Lemme 6.2, on obtient que
tout tenseur σ-symétrique est dans l'image de S−1

n1
T .

Or l'image d'un vecteur σ-symétrique par Sn1 est encore un vecteur σ-symétrique. Donc,
si on prend un tenseur Y σ-symétrique, de dimension n1 × n2, S−1

n1
Y est encore un tenseur

σ-symétrique, de dimension n1 × n2, qui est dans l'image de S−1
n1

T , d'après ce qui vient
d'être montré. Par conséquent, Y est dans l'image de T .

On a alors le corollaire suivant, qui résout la conjecture :
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Corollaire 6.1 Considérons un damier n1 × n2 tout éteint, dont au moins une des dimen-
sions est paire, et pour lequel deux cases sont voisines si elles ont un côté ou un sommet en
commun. En jouant au σ−-jeu sur ce damier, il est possible de tout allumer.

En revanche, la caractérisation générale des cas où il est possible de tout allumer reste
ouverte.

6.3.5 La grille pour des dimensions ≥ 3

Nous proposons maintenant de généraliser le théorème de Florence pour les dimensions
de grilles d ≥ 3, Pn1 ⊗ Pn2 ⊗ . . . ⊗ Pnd

.

Théorème 6.7 (Théorème de Florence généralisé) Partant d'un damier d-dimensionnel
tout éteint, il est possible, en respectant les règles du σ+-jeu, d'obtenir n'importe quel en-
semble de cases allumées qui soit symétrique par rapport à tous les hyperplans médians du
damier d-dimensionnel.

Démonstration : L'application qui donne l'ensemble des cases allumées étant donnée
une con�guration de cases appuyées est la suivante :

T :=

d⊗

i=1

Ini
+

d∑

i=1

In1
⊗ In2

⊗ . . . ⊗ Ini−1
⊗ Sni

⊗ Ini+1
⊗ . . . ⊗ Ind

.

On veut montrer que tout tenseur σ-symétrique est dans l'image de T (c'est exactement le
contenu du théorème).

Remarquer que T commute avec n'importe quel tenseur de la forme In1 ⊗ In2 ⊗ . . . ⊗
Ini−1

⊗ Sni
⊗ Ini+1

⊗ . . . ⊗ Ind
.

Soit
c(j) : E(1) ⊗ . . . ⊗ E(d) → E(1) ⊗ . . . ⊗ E(j)

dé�ni par

X =
∑

(i1,...,id)∈[n1]×...×[nd]

X(i1, . . . , id)e
(1)
i1

⊗. . .⊗e
(d)
id

7→
∑

(i1,...,id)∈[n1]×...×[nd]

X(i1, . . . , id)e
(1)
i1

⊗. . .⊗e
(j)
ij

.

c(j) prend un tenseur X d fois covariants et somme les éléments de X à j premières com-
posantes �xées pour obtenir un tenseur j fois covariant (comme avant, on l'a appelé c pour
�contraction�).

On montre maintenant la propriété suivante par récurrence sur j :
Fait :Quelque soit j ∈ [d] et Y ∈ c(j)(Ker T ), Y est équilibré.
Preuve de ce fait pour j = 1 : Soit X ∈ Ker T et soit Y := c(1)(X). Puisqu'on a a�aire
à un σ+-jeu, 〈1n1,...,nd

, X〉 = 0 pour tout X =
∑

(i1,...,id)∈[n1]×...×[nd] X(i1, . . . , id)e
(1)
i1

⊗
. . . ⊗ e

(d)
id

∈ Ker T . Or, 〈1n1,...,nd
, X〉 =

∑

i1∈[n1],...,id∈[nd] X(i1, . . . , id) = 〈1n1
, Y 〉. Donc

〈1n1 , Y 〉 = 0. D'autre part, Sn1Y = c(1)
(
(Sn1 ⊗In2 . . .⊗Ind

)X
)
, et (Sn1 ⊗In2 ⊗ . . .⊗Ind

)X ∈
Ker T . Par conséquent, Sn1Y ∈ c(1)(Ker T ), le Lemme 6.1 s'applique, et Y est bien équilibré.
Preuve de ce fait pour j + 1 sachant qu'il est vrai pour j : Considérons Y := c(j+1)(X), avec
X ∈ Ker T , et Y ′ := c(j)(X).

On dé�nit Vr1,...,rj
(Y ) ∈ E(j+1) pour ri ∈

[⌈
ni

2

⌉]
par

Vr1,...,rj
(Y )(i) =

∑

ǫ1∈A1,...,ǫj∈Aj

Y (ǫ1, . . . , ǫj , i),
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où Ai signi�e {ri, ni − ri + 1}, sauf si ri = ni − ri + 1, où alors Ai n'a qu'un seul élément :
ni+1

2 (et ni est alors impair).
On a 〈1nj+1 , Vr1,...,rj

(Y )〉 =
∑nj+1

i=1 (Vr1,...,rj
)(i) =

∑

ǫ1∈A1,...,ǫj∈Aj

∑nj+1

i=1 Y (ǫ1, . . . , ǫj , i).
Or

∑nj+1

i=1 Y (ǫ1, . . . , ǫj , i) = Y ′(ǫ1, . . . , ǫj). D'après l'hypothèse de récurrence, Y ′ est équi-
libré et donc 〈1nj+1

, Vr1,...,rj
(Y )〉 = 0. D'autre part, on a

Snj+1Vr1,...,rj
(Y ) = Vr1,...,rj

(
(In1 ⊗ In2 ⊗ . . . ⊗ Inj

⊗ Snj+1)Y
)

= c(j+1)
(
(In1 ⊗ In2 ⊗ . . . ⊗ Inj

⊗ Snj+1 ⊗ Inj+2 ⊗ . . . ⊗ Ind
)X

)

et donc Snj+1
Vr1,...,rj

(Y ) ∈ c(j+1)(Ker T ) (c'est là qu'on se sert de la commutation de T avec
les tenseurs de la forme In1 ⊗ In2 ⊗ . . .⊗ Ini−1 ⊗Sni

⊗ Ini+1 ⊗ . . .⊗ Ind
). Donc en appliquant

le Lemme 6.1 aux espaces E := E(j+1) et F := Vr1,...,rj
(c(j+1)(Ker T )), on obtient que Y

est équilibré.
En appliquant le Fait ci-dessus pour j := d et en utilisant le Lemme 6.2, le théorème est

démontré.

6.3.6 Conclusion
Nous avons présenté dans cette section une nouvelle technique pour étudier les motifs

symétriques de cases allumées sur les damiers de dimensions quelconques. Tous les cas sont
loin d'avoir été étudiés. Par exemple, que peut-on dire des grilles de la forme Pn1 • . . . •Pnr

,
tant du point de vue σ−-jeu que du point de vue σ+-jeu ? Et que peut-on dire des σ−-jeux
sur les grilles de la forme Pn1 ⊗ . . . ⊗ Pnr

?
Bien des situations restent à étudier. Il semble que le même genre de résultats puisse être

obtenu dans ces cas. Ce sera l'objet de recherches ultérieures à la thèse.
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