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Introduction.

Ce texte est une contribution & I’étude des groupes de Coxeter et des groupes d’Artin-
Tits. Les premiers ont été introduits par H.S.M. Coxeter [Cox35], pour I’étude des groupes
finis de réflexions réelles, et les seconds sont apparus dans un article d’E. Artin [Art25], dans
le cas particulier du groupe des tresses. Dans les deux cas, les définitions générales ont été
données par J. Tits, dans [Tit61] pour les premiers et dans [Tit66] pour les seconds.

Nous abordons et étudions ces groupes de facon combinatoire. Les principaux résultats
obtenus ici concernent les différents systemes de Coxeter (resp. d’Artin-Tits) que I'on peut
trouver dans un méme groupe de Coxeter (resp. d’Artin-Tits) : nous nous intéressons, dans
un premier temps, aux systemes de Coxeter admis par un groupe de Coxeter dans son entier,
puis, dans un second temps, a des sous-groupes d’un groupe de Coxeter (resp. d’Artin-Tits)
qui sont eux-mémes des groupes de Coxeter (resp. d’Artin-Tits).

Ce travail se décompose en trois parties, les deux dernieres étant indépendantes de la
premiere.

Dans la premiere partie, nous poursuivons les études de [Tit88, Miih98, Rad01, Hos03]
sur le probléme d’isomorphie des groupes de Coxeter a angles droits, qui consiste & déterminer
les différents systemes de Coxeter qu’admet un groupe de Coxeter fixé. Nous complétons la
description du groupe des automorphismes d’un groupe de Coxeter a angles droits de [Tit88,
Miih98], en étudiant le second des deux sous-groupes qui apparaissent dans la décomposition
en produit semi-direct établie dans [Tit88] (le premier est décrit dans [Miih98]). Notre étude
nous fournit une nouvelle preuve du fait que les groupes de Coxeter a angles droits sont
rigides [Rad01, Hos03], c’est-a-dire que chacun admet un unique systéeme de Coxeter (a
isomorphisme pres). Les résultats de cette premiere partie ont été publiés au Journal of
Algebra 301 (2006), pages 642-669.

Dans la deuxiéme partie, nous introduisons la notion de sous-monoide (resp. sous-groupe)
admissible d’un monoide (resp. groupe) d’Artin-Tits. La terminologie choisie vient du fait
que ces sous-monoides (resp. sous-groupes) sont induits par une partition admissible du
graphe de Coxeter, au sens de B. Miithlherr [Miih93]. Nous montrons qu'un sous-monoide
(resp. sous-groupe) admissible d’un monoide d’Artin-Tits (resp. d’un groupe d’Artin-Tits de
type sphérique) est un monoide (resp. groupe) d’Artin-Tits. Cette construction généralise
et unifie différentes situations déja considérées dans la littérature, notamment la situation
des sous-monoides (resp. sous-groupes) des points fixes d’un monoide d’Artin-Tits (resp.
d’un groupe d’Artin-Tits de type sphérique) sous l'action d’un groupe d’automorphismes du
graphe, étudiée dans [DP99, Mic99, Cri00, BDM02], et la notion de LCM-homomorphisme
définie dans [Cri99, God02]. Nous achevons la classification des partitions admissibles des
graphes de Coxeter sphériques, commencée dans [Miih94]; elle nous fournit, par exemple, la
classification des LCM-homomorphismes de [Cri99].
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2 Introduction.

Dans la troisiéme partie, nous considérons le monoide BT et le groupe d’Artin-Tits B
associés a un graphe de Coxeter I' simplement lacé et sans triangle, et nous étudions la
représentation linéaire de B construite par L. Paris dans [Par02]. Nous nous intéressons plus
précisément & la représentation du sous-monoide des points fixes (BT)¢ de BT sous 'action
d’un groupe G d’automorphismes de I' induite par cette représentation. Le sous-monoide
(BT)% stabilise le sous-espace des points fixes de I'espace de la représentation sous I’action
de G. Nous montrons que, si le groupe G est fini, la représentation de (B*) dans le sous-
espace ainsi obtenue est fidele ; lorsque le sous-monoide est de type sphérique, cela implique
que la représentation du sous-groupe des points fixes B¢ de B sous laction de G dans le
sous-espace est fidele.

Voici les définitions précises des groupes de Coxeter et des monoides et groupes d’Artin-
Tits, suivies d’un résumé plus détaillé, partie par partie, des résultats de cette these.

Une matrice de Cozeter est une matrice symétrique I' = (m; ;)i jer & coefficients dans
N> U{oo}, telle que m; j = 1 si et seulement si ¢ = j. On identifie une telle matrice I" et son
graphe de Cozxeter, qui est le graphe d’ensemble de sommets I et dans lequel deux sommets
i et j sont reliés par une aréte étiquetée m; ; si m;; > 3 (on omet usuellement ’étiquette
lorsque m; ; = 3).

On ne suppose pas '’ensemble I fini, puisque nombre des résultats classiques sur les
groupes de Coxeter et les monoides et groupes d’Artin-Tits, et des résultats présentés ici, ne
font pas intervenir cette hypothese ; nous I’ajouterons explicitement, si nécessaire.

Le groupe de Coxeter Wr, le groupe d’Artin-Tits Br et le monoide d’Artin-Tits Bff
associés a I' sont donnés par les présentations :

Wr = <sp,i€1l|s?=1, 8i8j8i -+ = 8;8i8j++, si m;; # 00 >,
—_—
™mi,j mij
Br = <s;,i€l|si8j8 =888 -, sim;;jF# 00>,
—_— Y~
mi,; mij
Bff = <8, i€1|88;8 - =8;88j -, sim;j#o0>T,
—_— Y
mi,; mij

ou les deux premieres présentations sont des présentations de groupe, et la troisieme est une
présentation de monoide. Nous notons de la méme fagon les générateurs de BIT et de Br, ce
qui ne pose pas de probleme puisque, d’apres [Par02], le morphisme canonique de Bji dans
Br est injectif et nous permet donc d’identifier BF au sous-monoide de Br engendré par les
si, 1 € I (le résultat de [Par02] est donné pour I fini, mais cela implique le résultat général).

On pose St = {s; | i € I}, Sp = {s; | i € I} et I'on dit que le couple (W, Sr) (resp.
(Br, Sr), resp. (B{, Sr)) est le systéme de Coxeter (vesp. le systéme d’Artin-Tits, resp. le
systeme d’Artin-Tits positif) de type T'. Un tel systéme détermine son type, & isomorphisme
pres, car, d’apres [Bou68, Ch. V, n° 4.3], le coefficient m; ; de la matrice I' est exactement
l'ordre du produit s;s; dans le groupe Wr. En particulier, pour ¢, j € I, i # j, on a s; # s;
(et donc s; # s;).

On note Aut(I") le groupe des automorphismes de T, c’est-a-dire des permutations o de
I telles que, pour tous 4, j € I, my(;) »(j) = Mi,j- VU les présentations données ci-dessus, le
groupe Aut(T") s’identifie — en associant & chaque permutation de I la permutation de St
(resp. de ST) correspondante — & un sous-groupe du groupe Aut(Wr) (resp. Aut(Br), resp.
Aut(Bi)) des automorphismes de Wr (resp. de Br, resp. de Bft).



Par exemple, si I' est le graphe A,, = &S -o', alors, & isomorphisme prés, Wr

est le groupe symétrique Sym,, , | (et s; est la transposition (4,74 1)) et Br est le groupe des
tresses a n + 1 brins (et s; est le croisement du brin ¢ 4+ 1 au-dessus du brin 7).

La premiere partie de cette these est consacrée a I’étude du probleme d’isomorphie (expli-
cité dans I’encadré ci-dessous) des groupes de Coxeter a angles droits : on dit qu'une matrice
de Coxeter I' et le groupe de Coxeter associé Wt sont a angles droits si I' est a coefficients
dans {1, 2, co}.

Probléme d’isomorphie. Soit I' une matrice de Coxeter.
1. Déterminer le groupe Aut(Wr) des automorphismes de Wr.

2. Décrire les matrices de Coxeter IV pour lesquelles le groupe Wp est
isomorphe a Wr.

On dit que T" et Wt sont rigides si Wi ~ Wr implique IV ~ I'. Cette propriété n’est
pas toujours satisfaite : les groupes de Coxeter associés aux deux graphes de Coxeter non
isomorphes suivants (oun > 1) :

(2n+1) ot ofo’
sont isomorphes au groupe diédral d’ordre 4(2n + 1) (la partie génératrice considérée s’en-
voyant sur un ensemble constitué, dans le premier cas, de deux réflexions dont les axes
forment un angle de 552~ et, dans le second cas, de —Id et de deux réflexions dont les

2(2n+1)>
s
axes forment un angle de 5.%).

Soient I' = (m; ;)i jer une matrice de Coxeter a angles droits et (W,S) = (Wr, Sr) le
systeme de Coxeter de type I'.

A notre connaissance, les premieres études du groupe Aut(W) sont les articles (parus
simultanément) [Jam88, Tit88]. Dans [Jam88|, L. James a déterminé Aut(W) dans le cas
du graphe linéaire fini I' = ¢>>e e ----o. Au début de [Tit88], J. Tits a établi, de fagon
générale, la décomposition suivante :

Aut(W) = ker(mmaye) X Aut(W, Fg), ou

e ker(may¢) est le noyau du morphisme 74, @ Aut(W) — Aut(W®) induit par la projec-
tion canonique de W sur son abélianisé W,

o Aut(W, Fg) est le groupe constitué des automorphismes de W qui stabilisent la réunion
Fs des sous-groupes S-sphériques de W, c’est-a-dire des sous-groupes finis de W de la
forme (s; |i € J), ou J C I.

J. Tits a commencé 1’étude de ces deux groupes dans la suite de [Tit88]; il a déterminé
le groupe Aut(W, Fs) dans quelques exemples, et fourni des indications pour en faire une
étude systématique. Dans [Miih98], B. Miihlherr a donné une présentation par générateurs
et relations du groupe ker(m4,:) (il le note Spe(W)), dans le cas ou I est fini.

D.G. Radcliffe [Rad99] et T. Hosaka [Hos03] ont montré que, si I’on ne consideére que des
matrices de Coxeter de taille finie, alors les groupes de Coxeter a angles droits sont rigides.
Ils utilisent pour cela des méthodes de dénombrement qui ne s’appliquent pas aux matrices
de Coxeter de taille infinie.



4 Introduction.

Le but de cette partie est de décrire le groupe Aut(W, Fg). Notre étude nous permet en
particulier de montrer, en toute généralité (sans I’hypothese de finitude de I), que le groupe
W est rigide. Apres la premiere diffusion de ces résultats, D. G. Radcliffe nous a signalé
que le résultat de rigidité est en fait conséquence du théoreme [Rad01, 5.23] de sa these,
dont nous n’avions alors pas connaissance. Nous espérons que notre approche du probleme
n’est pas rendue superflue par celle de [Rad01]; signalons, pour justifier cet espoir, que
notre démonstration semble plus simple que celle de [Rad01, 5.23], puisqu’elle ne repose
essentiellement que sur des résultats de [Tit88] et sur des raisonnements combinatoires.

Dans le premier chapitre, nous rappelons les propriétés générales des groupes de Coxeter
nécessaires a notre étude, et les résultats principaux établis par J. Tits dans [Tit88]. Ceux-ci
impliquent que, si I est une matrice de Coxeter a angles droits, alors les seules matrices
de Coxeter I" telles que W ~ Wy sont & angles droits et de méme dimension (finie ou
infinie) que I'; de plus, pour de telles matrices I, il existe un isomorphisme du Fo-espace
vectoriel [S] des parties finies de S sur I’espace vectoriel [S'] des parties finies de S’ = Spv, qui
envoie l'ensemble [S]. des parties finies et commutatives de S sur ensemble [S’]. des parties
finies et commutatives de S’. Ils permettent aussi d’identifier le groupe Aut(W, Fg) (via
T aut) au groupe Aut(W, F) constitué des automorphismes de W qui stabilisent I'image
F de I'ensemble F' des éléments d’ordre fini de W, ou encore au groupe Aut([S],[S].) des
automorphismes de [S] qui stabilisent [S]. (cf. sections 1.1 & 1.2).

Dans le chapitre 2, nous introduisons les outils et présentons les premiers résultats né-
cessaires a notre étude. La terminologie employée — motivée par la situation de I’ensemble
S = ST muni de la relation de commutation dans S — et le résultat principal sont les sui-
vants (nous suivons ici, en partie, les idées de [Tit88], notamment pour les propriétés et le
role des cellules) :

Définitions (2.1.1, 2.1.4, 2.2.1 et 2.2.4). Nous appelons ensemble a relation tout couple
(E,R) ou E est un ensemble et R une relation binaire symétrique et réflexive sur E. Si
(E,R) et (E', R') sont deux ensembles & relation, nous appelons isomorphisme d’ensembles
a relation de (E, R) sur (E', R’) toute bijection o de E sur E’ telle que (o x 0)(R) = R'.

Soit (F, R) un ensemble a relation. Nous notons P(F) (resp. [E]) le Fo-espace vectoriel
des parties (resp. des parties finies) de E (cf. section 1.1). Nous notons P.(E) (resp. [E].)
l’ensemble des parties (resp. des parties finies) de E constituées d’éléments deux a deux en
relation R.

Soit C' : P(E) — P(E), X — {y € E | Vx € X, yRz}. Nous appelons noyauz les
classes d’équivalence de la relation C({z}) = C({y}) sur E. Si N est un noyau, on appelle
cellule de N la partie Cel(N) = C?({x}), * € N (indépendante du choix de z € N). Nous
notons N' = N(E, R) 'ensemble des noyaux et C = C(E, R) l'ensemble des cellules. On
munit ’ensemble A (resp. C) de la relation binaire symétrique et réflexive Rp donnée par
XRpY & XUY € P.(E).

Théoréme (2.3.6). Soient (E,R) et (E', R') deux ensembles a relation et soit ¢ un isomor-
phisme de [E] sur [E'] envoyant [E]. sur [E']..

1. L’isomorphisme @ induit un isomorphisme d’ensembles a relation qui respecte le car-

dinal
szw:{ (N’]\?P) : (N],Vf,?p) , ot p([Cel(N)]) = [Cel(N")].



2. Les ensembles a relation (E, R) et (E', R') sont isomorphes.

Le chapitre 3 est consacré a I’étude de la rigidité (section 3.1) et d’une notion plus fine
de rigidité (section 3.2) des groupes de Coxeter a angles droits. Lorsque W ~ Wy, on
est assuré, grace aux résultats du chapitre 1 rappelés ci-dessus, du fait que la matrice I
est & angles droits et de lexistence d’un isomorphisme de [S] sur [S’] qui envoie [S]. sur
[S’]c. On obtient donc, comme corollaire du Théoréeme 2.3.6 et de facon indépendante de
[Rad99, Hos03, Rad01], le résultat suivant :

Théoréme (3.1.2). Les groupes de Coxeter a angles droits sont rigides.

Dans le chapitre 4, nous décrivons le groupe Aut(W, Fs), que 1'on choisit d’expliciter en
termes d’algebre linéaire sur Fg, en profitant de son identification au groupe Aut([S], [S]c)
rappelée ci-dessus. Soit R = Rp la relation de commutation dans S. Posons N = N (S, R) et
C=C(S,R).

Le théoreme 2.3.6 fournit le morphisme 6 : ¢ — @pr, de Aut([S], [S].) dans le groupe
Aut(N, Rp,Card) des automorphismes de I'ensemble a relation (N, Rp) qui respectent le
cardinal ; on note K (I') le noyau de €. Dans la section 4.1, on construit une section de 6
a valeurs dans le groupe Aut(I'), on dispose donc d’un sous-groupe G de Aut(T") tel que
Aut([S],[S]c) = K(I') x G (cf. Proposition 4.1.3).

Dans la section 4.2, on montre que le groupe K (I') est exactement le groupe des automor-
phismes de [S] qui stabilisent chaque sous-espace [T'], pour T" € C (cf. proposition 4.2.1). Il se
décompose lui-méme en le produit semi-direct K (I') = K°(I") x D(I") (cf. proposition 4.2.5),
ou D(T") est le groupe des automorphismes de [S] qui stabilisent chaque sous-espace [N], pour
N € N — comme N est une partition de S, on a [S] = @nen[N] et D(T') = [ ycp Aut([N])
— et ou K°(I") est le sous-groupe de K (I') suivant (cf. notation 4.2.4), ou, pour s € S, on
note N(s) le noyau de s et on pose (C%({s}))° = C%({s}) \ N(s) :

E°()={pe K(I)|Vs eS8, o({s}) € {s} + [(C*({s}))°]}-

On étudie le groupe K°(I') dans la section 4.3. Pour Y C S, on note Ky (I') le sous-
groupe de K°(I") constitué des éléments de K°(I") qui laissent fixe chaque singleton {s}, pour
s €Y (cf. notation 4.3.3). On renvoie a la définition 4.3.17 pour la notion ”d’épaisseur”, dans
NU{oo}, de Y. Lorsque Y est d’épaisseur nulle, le groupe K7y (I') est un 2-groupe élémentaire
simple & décrire (cf. formules (E1) ou (E2), page 33). Lorsque Y est d’épaisseur finie e, on
dispose d’une partition de Y en parties Yy, Y1, ..., Y. d’épaisseur nulle (cf. définition 4.3.15)
et du résultat suivant :

Théoréme (4.3.18). Soit Y C S d’épaisseur finie e. Alors :
Ky (D) = Ky (T) x (Ky, (T) % (-+- x (Ky,_ (T) x Ky, (') -+ +)).

Ce résultat s’applique au groupe K°(I') = Kg(I') si S est d’épaisseur finie (c’est en par-
ticulier le cas si S est fini). Dans la section 4.4, nous interprétons I’étude effectuée en termes
matriciels, dans le cas ot S est fini; nous exhibons alors une partie génératrice (en géné-
ral non minimale) de Aut([S], [S]c), consituée d’automorphismes de I' et d’automorphismes
involutifs.

Dans le chapitre 5, nous illustrons notre propos par quelques exemples qui completent
ceux traités dans [Jam88|] et dans [Tit88].
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Le but de la deuxiéme partie est de définir et d’étudier les sous-monoides (resp. sous-
groupes) admissibles d'un monoide (resp. groupe) d’Artin-Tits. Ils sont 1’analogue, pour les
monoides et groupes d’Artin-Tits, des sous-groupes des groupes de Coxeter définis et étudiés
par B. Miihlherr, dans [Miih93], & partir de la notion de partition admissible d’'un graphe de
Coxeter.

Dans le chapitre 6, nous introduisons les notations générales et les propriétés des monoides
et des groupes d’Artin-Tits utilisées dans le reste de la partie.

Le chapitre 7 est consacré au rappel de la notion de partition admissible d’un graphe de
Coxeter et des résultats principaux de [Miih93]. La situation est la suivante : considérons une
matrice de Coxeter I' = (m, j)ijer et une _partition I de I constituée de parties sphériques,
et formons le sous-groupe W= (ra |lael > de W = Wr, ou chaque r, est 'unique élément
de longueur maximale dans le sous-groupe fini W, = (s; | i € o) de W. Les r, sont des
éléments d’ordre 2, et il semble naturel de chercher & voir si le couple (W, {ry | @ € I}) est
un systeme de Coxeter. S'il est, son type est la matrice I' = (|rars]) a.pel formée des ordres
des produits 7,73.

Par exemple, si [ = {a, B} a deux éléments, alors W = (ra,rg) est un groupe diédral
d’ordre 2|rqrg|, donc le couple (W, {ry,rg}) est un systeme de Coxeter de type Iz(|rarg|).
Par contre, dans le cas de la partition de As suivante :

1 2 3 4 5
As; = 0—e—o0—o0——o0,avec a = {1}, f={2} et v = {3, 4, 5},

le graphe de Coxeter de T' = (|rargl), gei est le graphe affine Gy = @_@LOV donc le couple

(W, {ra,rs,74}) n'est pas un systeme de Coxeter (puisque T est non sphérique alors que W
est fini).

Considérons la longueur ¢ dans W, par rapport a l'ensemble {s; | ¢ € I}. On a, pour
tout élément w € W et tout ¢ € I, ¢(ws;) = ¢(w) £ 1. La condition d’admissibilité d’une
partition I de I constituée de parties sphériques, est la condition qui spécifie que, pour tout
(w,a) € W x I, on a soit £(ws;) = £(w) — 1 pour tout i € a, soit £(ws;) = £(w) + 1 pour
tout i € . Le résultat [Miih93, 1.1] affirme que, si I une partition admissible de T', alors le
couple (W, {rs | a € I}) est un systeme de Coxeter (de type I).

L’objet du chapitre 8 est d’étudier I'analogue de cette situation pour le monoide d’Artin-
Tits BT = B et pour le groupe d’Artin-Tits B = Br. Le morphisme 7 : Bt — W, donné
par s; — s;, admet une section ensembliste canonique dont I'image est notée Br > ensemble
des éléments simples de BT. Si I est une partition de I constituée de parties sphériques,
nous notons, pour chaque a € I A, le relevé de r, dans Br > et Bt (resp. B) le sous-
monoide de BT (resp. le sous-groupe de B) engendré par les A,, a € I. Nous obtenons des
caractérisations de ’admissibilité d'une partition de I' en termes d’éléments simples dans B™
(Propositions 8.2.2 et 8.2.3), et les deux résultats suivants :

Théoréme (8.2.4). Soient I' = (m; ;)i jer une matrice de Coxeter et I une partition ad-
missible de T'. Alors le couple (BY,{Ay | v € I}) est un systéme d’Artin-Tits positif de
type T'.

Corollaire (8.2.5). Soient I' = (m ;)i jer une matrice de Cozeter sphérique et I une par-
tition admissible de I'. Alors le couple (B,{Ay | a € I}) est un systeme d’Artin-Tits de
type T'.



Nous n’avons obtenu la conclusion de 8.2.5 que pour les groupes d’Artin-Tits de type
sphérique. Il est & noter que les travaux de J. Crisp [Cri00] et d’E. Godelle [God02] four-
nissent, grace a des constructions topologiques fondées sur les complexes de Deligne (modifiés)
associés aux systemes d’Artin-Tits considérés, une généralisation de notre corollaire 8.2.5 a
plusieurs cas non sphériques (via le lien entre leurs travaux et notre situation expliqué en
section 8.3).

Nous appelons sous-monoide admissible de BT tout sous-monoide Bt de Bt défini par
une partition admissible J d’une partie J de I, et nous définissons les sous-groupes admissibles
de B de la méme maniere. Dans la section 8.3, nous montrons comment cette construction
généralise et unifie différentes situations :

e la situation du sous-monoide (resp. sous-groupe) des points fixes d’'un monoide d’Artin-
Tits (resp. d'un groupe d’Artin-Tits de type sphérique) sous l'action d’un groupe d’au-
tomorphismes du graphe, étudiée dans [DP99, Mic99, Cri00, BDMO02],

e la situation des images des LCM-homomorphismes de [Cri99, God02],

e la situation des images des morphismes entre monoides d’Artin-Tits issu d’un éclate-
ment d'un graphe de Coxeter de [CP01, Par02].

Dans la section 8.4, nous établissons quelques propriétés des sous-monoides admissibles.
Nous montrons notamment le résultat suivant, qui généralise les résultats [Cri99, 2.2], [Cri00,
15] et [God02, 2.6], et qui implique, par exemple, que la forme normale dans un sous-monoide
admissible Bt d’un élément de BT coincide avec sa forme normale dans B (notons que
dans [Cri99, 2.2] et dans [God02, 2.6], seule 'inclusion B , C B* N B, est démontrée) :

Proposition (8.4.1). Soit B+~ un sous-monoide admissible d’un monoide d’Artin-Tits BT.
Alors les éléments simples de BT sont exactement les éléments de BT qui sont simples dans
B*. Autrement dit, B} , = B* N B}

red’

Le chapitre 9 est consacré a la classification des partitions admissibles dont la matrice r
est sans coefficient infini. Grace aux résultats [Mith93, 1.2] et [Miih94, 2.5.5] (rappelés dans
le chapitre 7), cela revient & classifier les partitions admissibles & deux éléments des graphes
sphériques.

Dans la section 9.1, nous rappelons les résultats [Miih94, 2.5.3 et 2.5.4] qui permettent de
se ramener au cas irréductible ; nous les redémontrons en raisonnant sur les éléments simples
des monoides d’Artin-Tits et traitons ainsi, en plus du cas des coefficients finis de [Miih94,
2.5.3 et 2.5.4], le cas des coefficients infinis. Nous examinons, en section 9.2, la liste des
partitions admissibles a deux éléments des graphes de Coxeter sphériques et irréductibles,
dressée dans [Miih94, Table E|; B. Miihlherr a prouvé que cette liste est exhaustive pour les
séries infinies A,,, B, et D,, [Miih94, section 2.5], et nous vérifions qu’il en est de méme pour
les types exceptionnels. Nous prouvons par exemple le résultat suivant :

Proposition (9.2.2). Les seules partitions admissibles a deuz éléments {c, 3} des graphes
FEg, E7 et Eg sont les partitions suivantes :

o—e

o—e

o—e

ot |rargl =8, Irarg] =12, |rarg| =18, |rqrg| = 30.
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La classification que 'on obtient ainsi se traduit, grace aux liens établis dans la section
8.3, en la classification des LCM-homomorphismes de Crisp [Cri99]. Nous la détaillons dans
la section 9.3 ; ceci nous amene & proposer une généralisation (et simplification) de la notion
de pliage d'un graphe de Coxeter définie dans [Cri99, 4.1].

Dans la troisieme et derniere partie, nous nous intéressons a la représentation linéaire
(fidele) des monoides d’Artin-Tits de type simplement lacé et sans triangle construite dans
[Par02]. La construction de [Par02] fait suite aux constructions analogues de D. Krammer
[Kra02] pour le type A,, de A. M. Cohen et D. B. Wales [CW02] pour les types A, D, et
E,, et de F. Digne [Dig03] pour tous les types sphériques cristallographiques (i.e. les types
Apn, Bn, Dp, En, Fy et Gy = I3(6)). Nous I'appelons représentation de Krammer-Paris dans
ce qui suit.

On dit qu'une matrice de Coxeter I' = (m; ;)i jer est simplement lacée si elle est a
coefficients dans {1, 2, 3}, et qu’elle est sans triangle s’il n’existe pas trois éléments deux &
deux distincts 4, j, k£ € I tels que les coefficients m; ;, m;j et my; soient supérieurs ou égaux
a 3.

Dans le chapitre 10, nous introduisons différentes notions nécessaires a la définition et a
I’étude de la représentation de Krammer-Paris.

Nous rappelons tout d’abord la définition du systeme de racines standard associé a un
systeéme de Coxeter (cf. [Deo82]), sur laquelle repose la construction de la représentation de
Krammer-Paris. Nous présentons ensuite, dans les sections 10.2 et 10.3, des notions relatives
au monoide des relations binaires sur un ensemble, et les notions de morphismes de Krammer
et d’élément de Krammer, développées par J.-Y. Hée, dans [Hée04], pour analyser les preuves
de fidélité des représentations considérées dans [Kra02, CW02, Dig03, Par02].

Soit L : BT — B:ed I’application qui envoie 1 sur 1 et qui associe a un élément non
trivial de BT le premier terme de sa forme normale (& gauche). Si ¢ : BT — M est un
morphisme de monoides, on dit que ¢ est un morphisme de Krammersi, pour tous a, b € BT,
¢(a) = p(b) implique L(a) = L(b). Si M = E¥ est le monoide des applications d’'un ensemble
FE dans lui-méme, on dit qu'un élément e de E est un élément de Krammer pour ¢ si
(p(a))(e) = (p(b))(e) implique L(a) = L(b) (et ¢ est alors un morphisme de Krammer). Un
morphisme de Krammer & valeurs dans un monoide simplifiable (par exemple un groupe) est
injectif.

Nous commengons I’étude de la représentation de Krammer-Paris dans le chapitre 11.

Nous en rappelons la définition précise dans la section 11.1, et interprétons la preuve de
la fidélité donnée dans [Par02], avec la terminologie introduite ci-dessus, dans la section 11.2.

L’espace Hr de cette représentation admet une base (ey),ce+ indexée par I'ensemble
&1 des racines positives du systéme de racines standard ® associé a I'. La représentation
de Krammer-Paris ¢ : B{t — GL(Hr), b — 1, induit un morphisme p : B{" — Bin(®"),
b — Ry, a valeurs dans le monoide des relations binaires sur I’ensemble ®T. On associe a
chaque relation binaire R sur ® une application fg de 'ensemble P(®™) des parties de ®+
dans lui-méme, donnée par fr(X) = {a € &1 | il existe 3 € ®T tel que aRB}. La preuve de
la fidélité de la représentation ¢ donnée dans [Par02] revient essentiellement & montrer que
Pensemble ®* est un élément de Krammer pour le morphisme BT — P(&+)P(@®7) p IRy
cest-a-dire que, si deux éléments a et b de Bt sont tels que fr, (®1) = fr,(®T) (c'est le



cas si g = 1), alors L(a) = L(b). Le morphisme v est donc un morphisme de Krammer a
valeurs dans un groupe, donc est injectif.

Nous utilisons cette interprétation pour obtenir le résultat principal de la section 11.3.
Si G est un sous-groupe de Aut(T), alors le sous-espace (Hr)® des points fixes de Hr sous
G (ou G agit sur Hr par permutation de la base (eq)qco+) est stabilisé par le sous-monoide
(Bff)Y des points fixes de Bt sous G (Proposition 11.3.3), et nous établissons le résultat
suivant :

Théoréme (11.3.4). Si G est fini, alors la représentation ¥ : (B)Y — GL((Hr)®) est
fidéle.

Ce résultat généralise le résultat analogue démontré par F. Digne dans [Dig03], pour les
automorphismes d’ordre 2 des graphes Ag,_1 (n > 2) et Eg et les automorphismes d’ordre 3
du graphe Dy4. La preuve que nous donnons de 11.3.4 est nouvelle et générale, en ceci qu’elle
évite tout raisonnement cas par cas.
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Chapitre 1

Préliminaires.

Dans ce premier chapitre, nous exposons les propriétés générales des groupes de Coxeter
nécessaires a notre étude (section 1.1) et nous rappelons les résultats de [Tit88] sur les groupes
de Coxeter & angles droits (section 1.2).

1.1 Généralités sur les groupes et sur les groupes de Coxeter.

Nous disons qu’un groupe (fini ou infini) est un 2-groupe élémentaire si tous ses éléments
non triviaux sont d’ordre 2. Bien sir, les notions de 2-groupe élémentaire et de Fo-espace
vectoriel (ot Fy est le corps & deux éléments) — ainsi que les notions de morphisme corres-
pondantes — coincident et on ne les distinguera donc pas. On pourra par exemple parler de
base d’un 2-groupe élémentaire, sans faire explicitement référence a sa structure de Fo-espace
vectoriel.

L’abélianisé d’un groupe engendré par des éléments d’ordre 2 est un 2-groupe élémentaire.

Soit E' un ensemble. On note P(FE) (resp. [E]) 'ensemble des parties (resp. des parties
finies) de E et £(F) 'ensemble des singletons de E. Muni de 'opération de différence symé-
trique X +Y = (X UY)\ (X NY), P(FE) est un 2-groupe élémentaire (d’élément neutre ()
et [E] en est le sous-espace vectoriel de base E(F).

Un groupe de Cozeter est un groupe W admettant une partie génératrice S formée d’élé-
ments d’ordre 2 telle que, si I'on note, pour s, t € S, mg; l'ordre du produit st dans W, le
groupe W soit donné par la présentation :

W=<S8|(st)"t =1, sis, teS avec mgs # 00 > .

On dit alors que le couple (W, S) est un systeme de Cozeter, de type la matrice I'(yy,g) =
(mst)stes et de rang le cardinal (fini ou infini) de S. Nous disons aussi, dans cette partie,
que (W, S) (resp. Iyy.5)) est un systeme de Coxeter (resp. un type) admis par W. Nous
disons encore que l'ensemble S est un ensemble de Coxeter pour W et nous notons S(W)
I’ensemble des ensembles de Coxeter pour W.

Cette approche est différente de celle de I'introduction, ot l'on part d’une matrice de
Coxeter I' = (m; j)ijer, pour construire le groupe Wr, dans lequel il n’est pas assuré, a
priori, que le produit s;s; est exactement d’ordre m; ;. Le résultat [Bou68, Ch. V, n°® 4.3]
montre que c’est en fait toujours le cas, et les deux approches sont donc équivalentes, a un
isomorphisme de matrices de Coxeter prées — ou l'on appelle isomorphisme (de matrices)

13
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de (msy)stes sur (m;/,t/)s/ﬂflesl toute bijection o : S — S’ telle que, pour tous s, t € S,

Mt = M) a(t):

Définition 1.1.1. On note S* le monoide des mots sur S (i.e. le monoide libre engendré
par S) et, pour w € W, S*(w) 'ensemble des éléments de S* représentant w dans W. Les
éléments de longueur minimale de S*(w) sont dit réduits et leur longueur commune, notée
ls(w), est appelée la longueur de w (par rapport a .S).

D’apres [Bou68, Ch. IV, n° 1.8, Proposition 7], 'ensemble des éléments de S apparaissant
dans un mot réduit de S*(w) ne dépend que de w; on appelle cet ensemble le S-support de
w et on le note Supps(w).

Soit X C S. On note Wx le sous-groupe de W engendré par X. D’apres [Bou68, Ch.
IV, n° 1.8, Corollaire 1], ce sous-groupe est constitué des éléments de W dont le S-support
est inclus dans X. On en déduit que le couple (W, X) est un systeme de Coxeter de type
(mst)stex, que, pour X, Y C S,ona Wx C Wy <= X CY, et que, si (X;)ier est une
famille de parties de S, alors W, xi = Nicr Wx, (cf. [Bou68, Ch. IV, n® 1.8, Théoreme 2]).

Définition 1.1.2. Les sous-groupes Wy, X C S, sont appelés sous-groupes S-paraboliques
standard et on dit que X et Wx sont S-sphériques lorsque Wx est fini.

Nous utiliserons plus loin le résultat suivant sur les sous-groupes finis d’un groupe de
Coxeter (cf. [Tit88, Proposition 1], ou [Bou68, Exercice 2d, page 130]) :

Proposition 1.1.3. Soit (W, S) un systéeme de Coxeter. Tout sous-groupe fini de W est, a
conjugaison pres, inclus dans un sous-groupe S-sphérique.

Nous notons P.(S) (resp. [S].) ’ensemble des parties commutatives (resp. des parties
commutatives et finies) de S. Les éléments de [S]. sont des parties S-sphériques et, plus
généralement, pour tout X € P.(5), le sous-groupe S-parabolique standard Wx est un
2-groupe élémentaire de base X.

Notons Aut(T") le groupe des automorphismes de la matrice I' (i.e. le groupe des per-
mutations de S qui respectent les coefficients my ;). Vu la présentation de W, tout élément
de Aut(T") se prolonge en un automorphisme de W, et le groupe Aut(I") s’identifie ainsi au
sous-groupe Aut(W,S) de Aut(WW) constitué des automorphismes de W qui stabilisent S.

Remarques 1.1.4. Soit o une permutation de S.
a. L’application X — o(X) = {o(z) | z € X} est un élément de Aut([S]) qui respecte le
cardinal et détermine entierement . On la note encore o.
b. Si 0 € Aut(I"), alors o stabilise [S]. et définit donc un élément de Aut([S],[S5]c)
(qui respecte le cardinal). Le groupe Aut(I') s’identifie ainsi & un sous-groupe de
Aut([S], [S]e)-

1.2 Le cas a angles droits.

Définition 1.2.1 (angles droits). Soit (W, .S) un systeme de Coxeter de type I'. On dit que
(W, S) et T sont a angles droits si I" est & coefficients dans {1, 2, co}.

Soit (W, .S) un systeme de Coxeter a angles droits de type I'.

Dans ce cas, I’ensemble [S]. des parties commutatives finies de S est exactement ’en-
semble des parties S-sphériques. Les sous-groupes S-sphériques sont donc des 2-groupes
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élémentaires et, d’apres la proposition 1.1.3, tous les sous-groupes finis de W sont alors des
2-groupes élémentaires. En particulier, pour tous S’ € S(W) et s/, t' € S, s £/, si le
produit s't’ est d’ordre fini, alors il est d’ordre 2. Tous les systémes de Coxeter admis par W
sont donc a angles droits.

La proposition suivante, qui apparait dans la démonstration du corollaire 1 de [Tit88],
montre en particulier que tous les éléments de S(W') ont méme cardinal, a savoir la dimension
du 2-groupe élémentaire W sur F.

Proposition 1.2.2. Notons 7 : W — W, w — @, le morphisme canonique de W sur son
abélianisé.

1. L’application £(S) — W®, {s} + 5 se prolonge en un isomorphisme ng de [S] sur
web,

2. De plus, wg envoie [S]. sur F, ot F désigne ’ensemble des éléments d’ordre fini de W .

Démonstration. D’apres la propriété universelle du systeme de Coxeter (W, S), il existe un
(unique) morphisme de groupes de W dans [S], envoyant s sur {s}. Comme [S] est abélien, ce
morphisme passe au quotient en le morphisme pg : W — [S], donné par 5 — {s}. Comme
ps envoie la famille génératrice (5)scs du Fa-espace vectoriel W sur la base ({s})scs du
Fo-espace vectoriel [S], ps est un isomorphisme, d’olt le premier point, avec 75 = (pg) .
Montrons que 7g([S]c) = F. Soit X € [S].. Alors mg(X) = [[,cx S appartient & F,
puisque 1'élément [[,.y s de W est d'ordre 1 ou 2 (donc appartient a F'). On a donc
75([S]e) C F. Réciproquement, soit w € F. D’apres la proposition 1.1.3, il existe une partie
S-sphérique X (de S) telle que w soit conjugué & un élément de Wx. Comme (W, S) est
a angles droits, on a X € [S]. et w est donc conjugué a un élément ],y s, pour un cer-
tain Y € X. On a alors Y € [S]. et W = [[,cy 5 = ms(Y). On a donc F' C wg([S]c) et le
résultat. O

Remarques 1.2.3. Soient S, S’ € S(W).
a. L’application (mg/)~! o mg est un isomorphisme de [S] sur [S’] envoyant [S]. sur [S']..
b. L’isomorphisme g nous permet d’identifier les groupes Aut([S]) et Aut(W) d’une
part, et les groupes Aut([S],[S].) et Aut(W F) d’autre part.
c. Revenons sur la remarque 1.1.4b. On suppose ici que I' = I'(yy gy est a angles droits;
on montre alors facilement que le groupe Aut(I") s’identifie précisément au sous-groupe
de Aut([S],[S]c) constitué des éléments de Aut([S], [S].) qui respectent le cardinal.

Commentaires 1.2.4. Identifions Aut([S],[S].) et Aut(W® F) grace a mg.
a. Pour montrer que la suite :

{1} = ker(mau) — Aut(W) ™% Aut(W® F) — {1}

est exacte et scindée, J. Tits a défini la section de 74, qui, & tout ¢ € Aut(W®, F) =
Aut([S5],[S]e), associe I'automorphisme de W donné sur S par s — []c 51 t-

b. Via cette section, on montre que Aut([S], [S].) s’identifie au sous-groupe Aut(W, Fg)
de Aut(W) constitué des automorphismes de W qui stabilisent ’ensemble Fyg des élé-
ments de S-support S-sphérique, i.e. la réunion des sous-groupes S-sphériques de W.
On a donc Aut(W) = ker(maut) X Aut(W, Fs).

c. Via cette section, le sous-groupe de Aut([S],[S].) identifié & Aut(I') comme en re-
marque 1.1.4b (ou 1.2.3¢) s’envoie bien sur le sous-groupe Aut(W,S) de Aut(W).






Chapitre 2

Outils.

Dans ce chapitre, nous introduisons et étudions les outils combinatoires que nous utilise-
rons jusqu’a la fin de cette premieére partie.

Dans la section 2.1, nous définissons la notion d’ensemble a relation, qui nous permet de
traiter, avec la méme terminologie, le cas d’un ensemble de Coxeter S pour un groupe de
Coxeter a angles droits, muni de la relation binaire de commutation dans S, et le cas d’un
ensemble de parties commutatives de S, muni de la relation binaire qui spécifie que deux
parties commutatives sont de réunion commutative. Les cellules et les noyaux, définis dans la
section 2.2, sont les sous-ensembles de S qui sont préservés (dans un sens précisé plus loin)
par les isomorphismes que nous considérons dans la section 2.3. Les résultats de la section
2.3 sont les résultats sur lesquels s’appuient les études des deux chapitres suivants.

2.1 Ensembles a relation.

Définition 2.1.1 (ensembles a relation). Nous appelons ensemble a relation tout couple
(E,R) ou E est un ensemble et R une relation binaire symétrique et réflexive sur E. Au-
trement dit, R est une partie de E x E telle que, pour tous z,y € E, (z,z) € R, et
(z,y) € R <= (y,z) € R. On note xRy pour (z,y) € R.

Soient (E,R) et (E', R') deux ensembles & relation. Un isomorphisme (d’ensembles a
relation) de (E,R) sur (E’, R") est une bijection o : E > E’ telle que (¢ x 0)(R) = R.
S’il en existe un, on dit que les ensembles & relation (E, R) et (E’, R) sont isomorphes. En
particulier, si (E, R) = (E’, R'), on parle d’automorphismes de (E, R) et on note Aut(E, R)
le groupe qu’ils constituent.

Notation 2.1.2 (relation associée a I'). Soit (W,S) un systeme de Coxeter de type I' =
(mst)stes. On munit S de la relation binaire symétrique et réflexive de commutation dans
S, notée Rr = {(s,t) € S x S| mgy =1 ou 2}.

Remarques 2.1.3. Soit W un groupe de Coxeter a angles droits.
a. Pour Se S(W)etI'=T (w,s), la relation Rp détermine entierement I' puisque, pour
tous s # t € S, on a les équivalences suivantes : ms; = 2 < sRrt, et my; = 00 &
(S, t) Q RF.
b. On voit alors que, pour S, 8" € S(W) et T' = Tyy,gy, I = T (w51, les notions d’iso-
morphisme de matrices de I" sur I et d’isomorphisme d’ensembles a relation de (.S, Rr)
sur (S', Rrv) coincident. En particulier, on a Aut(T') = Aut(S, Rr).

17
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Définition 2.1.4 (commutants, parties commutatives). Soit (E, R) un ensemble a relation.
Considérons 'application

C=C . P(E> - P(E)
(B.R) - X +— {yeF|VxelX, yRx} ’

Pour simplifier, nous notons C(x) I'image C'({z}) du singleton {z} de E.
Par analogie avec ce qui se passe pour la relation (S, Rr) associée & une matrice de
Coxeter I', nous disons que :

e pour z, y € E, x et y commutent lorsque xRy (i.e x € C(y)),

e pour X C FE, I'image C(X) est le commutant de X (dans E) et X est commutative si
les éléments de X commutent deux a deux (c’est-a-dire si X C C'(X)),

et nous notons P.(E) (resp. [E].) 'ensemble des parties commutatives (resp. des parties
commutatives et finies) de E.

Propriétés 2.1.5. Considérons l'application C = C(g g) de 2.1.4.

C est décroissante (et donc C? est croissante) pour I'inclusion,

. pour tout X € P(E), X C C*(X),

on déduit des assertions a et b que C% = C,

. pour tout X € P(E), X est commutative <= C?(X) est commutative,
pour tout X € P(E), C(X) = ,ex C().

o a0 Ty

Notation 2.1.6. Soit (E, R) un ensemble a relation. Nous notons Rp la relation binaire sur
P(F) donnée par X RpY < V(x,y) € X XY, zRy.

On vérifie que Rp est symétrique (car R l'est) et que, pour X € P(E), on a XRpX si et
seulement si X est commutative.

Remarques 2.1.7. Ensembles a relation constitués de parties commutatives de F.
a. Soit X C P.(F). On note encore Rp la relation Rp N X? induite par Rp sur X.
C’est une relation symétrique et réflexive, et le couple (X, Rp) est donc un ensemble
a relation.
b. Pour X, Y € P.(E),ona XRpY & (XUY)eP.(F) & (X+Y) € PE).

Dans ce qui suit, nous serons amenés a considérer différents ensembles de parties com-
mutatives d’un ensemble & relation (E, R) (cf. définitions 2.2.1 et 2.2.4). Cependant nous
noterons Rp, sans plus de précision, les différentes relations associées a ces différents en-
sembles de parties commutatives; cela ne provoquera pas de difficulté majeure puisque la
relation X RpY signifiera, dans chaque cas, que la réunion X UY (ou la différence symétrique
X +Y) est encore commutative.

2.2 Cellules et noyaux.

Soit (E, R) un ensemble a relation et soit C' = C(g g).

Définition 2.2.1 (cellules). Nous appelons cellules (de (E, R)) les images par C? des sin-
gletons de E et nous notons C(E, R) ’ensemble qu’elles constituent. Nous disons plus préci-
sément que la cellule C2(x) est la cellule de = et que = définit la cellule C?(x).
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Commentaires 2.2.2. Soit X € P.(E). On montre que C?(X) est I'intersection des parties
commutatives maximales de E contenant X. En particulier, pour x € E, la cellule C?(x)
est l'intersection des parties commutatives maximales de F contenant x. C’est sous cette
deuxieme forme que la notion de cellule d’un élément a été introduite par J. Tits dans la
partie finale de [Tit88] (C?(x) y est noté T(z)). Lorsque S est infini, la définition que I'on
donne ici a 'avantage d’éviter d’avoir a utiliser le lemme de Zorn (pour l'existence des parties
commutatives maximales).

Propriétés 2.2.3. Propriétés des cellules.
a. Pour tout x € E, on a x € C?(z) (cf. propriété 2.1.5b).
b. Les cellules sont des parties commutatives de E (cf. propriété 2.1.5d).
c. Comme C?% = C (propriété 2.1.5¢), les cellules sont des points fixes de C? et on a donc
en particulier, pour toute cellule T, z € T = C%(z) C T.

Définition 2.2.4 (noyaux). Notons = la relation d’équivalence sur F donnée par y = z <=
C(y) = C(z) (ou encore y = z += C?%(y) = C?(z), puisque C3 = C). Nous appelons noyauz
(de (E, R)) les classes d’équivalence de FE pour = et nous notons N (E, R) I'ensemble qu’ils
constituent. Pour z € E, on note N(z) le noyau (la classe) de = dans E.

Notation 2.2.5. Soit T € C(E,R). L'ensemble {x € E | C?(x) = T} est un noyau de
(E,R); on l'appelle le noyau de T et on le note Noy(T') (autrement dit, Noy(T) = N(z)
pour tout = € E tel que T' = C?(x)).

Soit N € N(E, R). On appelle cellule de N, et on note Cel(N), la cellule commune aux
éléments de N (autrement dit, Cel(N) = C?(x) pour tout z € N).

Propriétés 2.2.6. Lien entre cellules et noyaux.
a. Soit N un noyau. On a N C Cel(N) (cf. propriété 2.2.3a). En particulier, les noyaux
sont des parties commutatives (i.e. N(E, R) C P.(F)).
b. Toute cellule est la réunion (disjointe) des noyaux qu’elle rencontre.
c. Les applications Cel : N(E,R) — C(E,R) et Noy : C(E,R) — N(E,R) sont des

bijections inverses 'une de l'autre.

Notons que, les cellules et les noyaux étant des parties commutatives de F, on peut
munir chacun des ensembles C(E, R) et N (E, R) d’une structure d’ensemble a relation, avec
la relation Rp définie en notation 2.1.6 (cf. remarque 2.1.7a). Nous avons alors la proposition
suivante :

Proposition 2.2.7. Les bijections Cel et Noy décrites ci-dessus sont des isomorphismes
d’ensembles a relation inverses l'un de 'autre.

Démonstration. 1l s’agit de voir que, pour N, P € N(E,R), on a I’équivalence NRpP <
Cel(N)RpCel(P). Comme on a les inclusions N C Cel(N) et P C Cel(P), I'implication
Cel(N)RpCel(P) = NRpP est évidente.

Réciproquement, supposons N RpP. Posons Cel(N) = C?(x) et Cel(P) = C?*(y), pour
r € Netyec P. Ona xRy, cest-a-dire z € C(y), donc C%(y) C C(z), et on veut montrer
que, pour tout @’ € Cel(N) = C?*(z) et tout y/ € Cel(P) = C?*(y), on a z'Ry’. Comme
y € C?(y) C C(x), on a C?(z) C C(y'), et comme 2’ € C?(x), on a 2’ € C(y'), c’est-a-dire
' Ry’, d’ott le résultat. O

Donnons a présent une propriété importante des noyaux, qui nous servira a la fois pour
montrer la rigidité des groupes de Coxeter a angles droits (cf. section 2.3, théoreme 2.3.6) et
pour étudier le groupe Aut([S],[S].) (cf. section 4.1, proposition 4.1.3).
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Lemme 2.2.8. Pour N, P N(E,R), on a : NRpP < 3(x,y) € N X P, xRy.

Démonstration. Le sens direct étant évident (par définition de Rp), montrons la réciproque.

Soient x € N, y € P, tels que xRy, et soient 2’ € N,y € P. On a C(z) = C(2') et
C(y) = C(y') par définition de N et P, et x € C(y) par hypotheése sur z et y. On a alors
x € C(y'), ou encore y € C(z) (puisque R est symétrique), d’ott 3y € C(z'), c’est-a-dire
2'Ry’. On a donc le résultat. O

Proposition 2.2.9. Soient (E,R) et (E',R") deuz ensembles d relation. Supposons qu’il
existe un isomorphisme d’ensembles a relation i respectant le cardinal, de (N'(E,R), Rp)
sur (N (E',R'), Rp).

Alors toute bijection o de E sur E' définie, noyau par noyau, par n’importe quelle bijec-
tion de N € N(E,R) sur v(N) € N(E',R'), est un isomorphisme d’ensembles a relation
de (E,R) sur (E',R'). En particulier, les ensembles d relation (E,R) et (E',R') sont iso-
morphes.

Démonstration. Remarquons que la construction est possible (grace a ’axiome du choix) car
N(E,R) (resp. N(E',R')) est une partition de E (resp. E’) et car, pour tout N € N, les
noyaux NN et 1(NN) ont méme cardinal par hypothese.

Soient z, y € E. Notons N (resp. P) le noyau de z (resp. y). Grace au lemme 2.2.8 et
au fait que 1 est un isomorphisme d’ensembles a relation, on a les équivalences suivantes :
tRy & NRpP < ¢(N)Rp(P) & o(x)R'o(y). La bijection o est donc un isomorphisme
d’ensembles a relation. O

2.3 Théoreme principal.

Soient (E, R) et (£, R') deux ensembles a relation. Posons, pour simplifier, C' = C(g ),
C=C(E,R), N = N(E,R) et C' = Ci gy, C' = C(E', R'), N' = N'(E', R').

Supposons qu'’il existe un isomorphisme Fa-linéaire ¢ de [E] sur [E'] envoyant [E]. sur
[E']e-

Lemme 2.3.1. Soient X, Y € [E].. Alors o(X), p(Y) € [E']. et on a :
X UY est commutative <= p(X) U p(Y) est commutative.

Démonstration. On suppose X, Y € [E]. et ¢([E].) = [E']., donc p(X), p(Y) € [E'].. De
plus,ona XUY € [E]l. & X +Y € [El. et o(X)Up(Y) € [E']. & o(X)+¢(Y) € [E]. (cf.
remarque 2.1.7b). Enfin, comme ¢ est un isomorphisme linéaire envoyant [E]. sur [E']., on
aX+Y €e[E]l. e oX)+ p(Y) € [E]. et on en déduit le résultat. O

Notation 2.3.2. Si T est une cellule d’un ensemble a relation (E, R), nous posons T° =
T\ Noy(T) ={x € E | C*) & T} et nous notons Vi 'espace vectoriel quotient [T]/[T°].

Proposition 2.3.3. Conservons les notations introduites ci-dessus.

1. Soit x € E. 1l existe 2’ € @({z}) tel que x € ¢~ 1({2'}) et, pour tout tel ', on a
p([C%()]) = [C*(a")).

2. Soit T € C et soit T" l'unique élément de C' tel que o([T]) = [T"]. Alors ([T°]) = [T"°]
et ¢ induit donc un isomorphisme @ : Vip —= Vi donné par X +[T°] — o(X)+[T"°].
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Démonstration. Montrons la premieére assertion. L’existence de 2/ € p({z}) tel que = €
o 1({2'}) résulte des égalités

{e}=¢ M ele)) =071 Y hH= > ')

w'ep({x}) z'ep({z})

et du fait que l'on a 3 /¢ e 1({2'}) C Urreoiah o ({a'}).

Pour montrer l'inclusion ¢([C%(z)]) C [C"(z")], il suffit de montrer que, pour tout y €
C?(x), on a p({y}) C C"%(z'), c’est-a-dire que, pour tout y' € C’(2'), la partie {y'} Up({y})
est commutative. Soient donc y € C%(z) et v/ € C'(2'). Les éléments 2’ et y' commutent
(i.e. {2’} U {y'} est commutative), donc, par le lemme précédent, o1 ({z'}) U1 ({y'}) est
une partie commutative, qui de plus contient z (par hypothese sur z’). On en déduit que
I'on a o~ t({y'}) C C(z), donc que o~ 1({y'}) U{y} est commutative (puisque y € C?(x)), et
donc (grace au lemme précédent) que {y'} Up({y}) est également commutative. Puisque les
roles joués par (¢, ) et (p~1, 2') sont symétriques, on obtient de la méme facon l'inclusion
e H([C™()]) € [C3(2)] et done ¢([C?(2)]) = [C"(2')].

Montrons la seconde assertion. D’apres le premier point, pour 7' € C, il existe 77 € C’
tel que ¢([T]) = [T"], et un tel T” est nécessairement unique puisque si X7 et Xo sont deux
ensembles tels que [X1] = [X3], alors on a clairement X; = Xo.

Soit y € T°. D’aprés le premier point, ¢ envoie le sous-espace strict [C?(y)] de [T] sur
un sous-espace strict de [1”] de la forme [U’], pour U’ € C’; en particulier, U" ¢ T’, i.e.
U CT". On adonc ¢({y}) € [U'] C [T"], ce qui montre l'inclusion ¢([T°]) C [T7°]. L’autre
inclusion se démontre de la méme facon, & partir de =1, et on a donc p([T°]) = [T"]. La
fin de 'assertion s’en déduit immédiatement. O

Notation 2.3.4. On déduit de la proposition précédente que l'isomorphisme linéaire ¢ :
[E] = [E'] envoie de fagon bijective (en respectant I'inclusion et la dimension) Iensemble
des sous-espaces de [E] de la forme [T], ou T € C, sur '’ensemble des sous-espaces de [E’'| de
la forme [T"], o 7" € C'. L’isomorphisme ¢ induit donc une bijection ¢¢ de C sur C' donnée
par :

vei{ 5 0 G ouellr) =1

Proposition 2.3.5. La bijection ¢ est un isomorphisme d’ensembles a relation de (C, Rp)
sur (C', Rp).

Démonstration. Soient T, U € C et soient T" = ¢¢(T), U = ¢c(U) € C'. 1l s’agit de
montrer que 'on a TRpU < T'R,U’. Supposons T'RLU’, i.e. T" UU' commutative, et soit
(t,u) € TxU. La partie o({t})Up({u}) de E' est incluse dans 7" UU’ donc est commutative.
D’apres le lemme 2.3.1, on a donc tRu. Comme ceci est vrai pour tout (t,u) € T x U, on a
TRpU. L’autre implication se démontre de la méme facon, en utilisant ¢ O

Théoréme 2.3.6. Soient (E,R) et (E', R') deux ensembles a relation et soit ¢ un isomor-
phisme de [E] sur [E'] envoyant [E|. sur [E']..

1. L’isomorphisme ¢ induit un isomorphisme d’ensembles a relation qui respecte le car-

dinal
‘PN:{ W}f?ﬁ) — (N],V{%p) . ot p([Cel(N)]) = [Cel(N")].

2. Les ensembles a relation (E, R) et (E', R') sont isomorphes.
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Démonstration. Le fait que 'application ¢ définie en 1 soit un isomorphisme d’ensembles
a relation résulte des propositions 2.2.7 et 2.3.5, puisque 'on a pnr = Noy o ¢ o Cel avec les
isomorphismes Cel : (N, Rp) = (C,Rp), ¢c : (C,Rp) — (C',R}p) et Noy : (C',R}p) —
(N, Rp).

Montrons que pa respecte le cardinal. Soient N € N et N' = pn(N) € N'. Posons
T = Cel(N) et T" = Cel(N’). On a ¢([T]) = [T']. D’apres la seconde assertion de la
proposition 2.3.3, les espaces vectoriels Vp et Vpr sont isomorphes (via @) et ont donc
méme dimension. Or T est la réunion disjointe de N et de T°, donc [T] = [N] & [T°] et
les espaces vectoriels [N] et Vp = [T]/[T°] sont isomorphes. De méme, les espaces vectoriels
[N'] et Vv sont isomorphes et on a le résultat puisque l'espace vectoriel [N] (resp. [N']), qui
admet pour base I’ensemble des singletons de N (resp. de N'), est de dimension Card(N)
(resp. Card(N')).

Le second point résulte du premier et de la proposition 2.2.9. 0



Chapitre 3

Sur la rigidité des groupes de
Coxeter a angles droits.

Dans ce chapitre, nous examinons deux notions de rigidité appliquées aux groupes de
coxeter a angles droits.

Dans la section 3.1.2, nous montrons que les groupes de Coxeter a angles droits sont
rigides (au sens défini dans I'introduction de cette these). Dans la section 3.2, nous étudions
une notion plus fine de rigidité, la rigidité forte, qui consiste a déterminer si deux ensembles
de Coxeter pour un groupe de Coxeter W sont conjugués dans W.

3.1 Les groupes de Coxeter a angles droits sont rigides.
Rappelons la notion de rigidité d’un groupe de Coxeter :

Définition 3.1.1 (rigidité). Soit W un groupe de Coxeter. On dit que W est rigide lorsque,
pour tous S, S’ € §(W), il existe un automorphisme de W envoyant S sur S’, i.e. lorsque les
matrices 'y 5) et I'(yy,57) sont isomorphes.

La conjonction de la seconde assertion du théoreme 2.3.6 et de la remarque 1.2.3a nous
fournit le résultat :

Théoréme 3.1.2. Les groupes de Cozeter a angles droits sont rigides.

Démonstration. Soit W un groupe de Coxeter a angles droits et soient S, S’ € S(W). Notons
[ et T les types respectifs des systemes (W, S) et (W, S’); ce sont des matrices de Coxeter
a angles droits (cf. section 1.2). Considérons les relations de commutation Ry et Rps dans S
et S’ respectivement (cf. notation 2.1.2).

D’apres la proposition 1.2.2, il existe un isomorphisme de [S] sur [S’] envoyant [S]. sur
[S]. (par exemple Iisomorphisme (7g/)~! o 7g de la remarque 1.2.3a). On en déduit, grace
au théoreme 2.3.6, que les ensembles & relation (S, Rr) et (S, Rrv) sont isomorphes. Comme
les matrices I' et IV sont & angles droits, cela revient & dire que les matrices I' et IV sont
isomorphes (cf. remarque 2.1.3b). On a donc le résultat. O
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3.2 Sur la rigidité forte.

Définition 3.2.1 (rigidité forte). Soit W un groupe de Coxeter. On dit que W est fortement
rigide lorsque, pour tous S, S’ € S(W), il existe w € W tel que wSw~! = S’ (c’est-a-dire
lorsqu’il existe un automorphisme intérieur de W envoyant S sur S).

Notons Int(W) le groupe des automorphismes intérieurs de W. Soient S € S(W) et
I' = T'yy,g) ; identifions Aut(T") au sous-groupe Aut(W,S) de Aut(W) (cf. section 1.1). On
vérifie facilement que ’on a la caractérisation :

W est fortement rigide <= W est rigide et Aut(W) = Int(W) - Aut(T").

Remarques 3.2.2. Soit (W, S) un systéme de Coxeter a angles droits de type I'.

a. On a Aut(W) = ker(mayt) X Aut(W, Fs), et les inclusions Int(W) C ker(maqy) et
Aut(T") = Aut(W, S) C Aut(W, Fg) ~ Aut([S], [S]c) (cf. commentaires 1.2.4b et 1.2.4c).

b. On déduit du théoreme 3.1.2 et de ’assertion précédente la caractérisation suivante :
W est fortement rigide <= ker(mayu) = Int(W) et Aut([S], [S].) = Aut(T).

Commentaires 3.2.3. Soit (W, S) un systeme de Coxeter & angles droits de type I'. Iden-
tifions Aut([S], [S]c) au sous-groupe Aut(W, Fs) de Aut(W).

a. Notons S I’ensemble des conjugués des éléments de S dans W. Le corollaire 1 de
[Tit88] montre en particulier que I'on a ker(mau) C Aut(W,"S) (sous-groupe des
automorphismes de W qui stabilisent 'VS). De plus, on vérifie que I'on a Aut(W, Fg) N
Aut(W,"S) = Aut(T'). On en déduit la caractérisation Aut([S],[S].) = Aut(l') <
Aut(W) = Aut(W,S).

b. Lorsque W est de rang fini, on peut, par des considérations simples sur I" (ou sur son
graphe), déterminer si W est fortement rigide ou non. En effet, on a :

1. ker(maut) = Int(W) & Vs € S, Vt, u € S\C(s), Itog =1, t1,..., t, =u € S\C(s)
tels que t;_1 et t; commutent, pour 1 < ¢ < n (cf. [Mith98], corollaire du théoreme
principal),

2. Aut([9],[S]e) = Aut(T) < Vs € S, C?*(s) = {s} (cf. [BM05, Théoréme 5.1],
appliqué aux groupes de Coxeter a angles droits et de rang fini, et les commentaires
2.2.2 et 3.2.3a).

Cette caractérisation est également donnée dans [BMMNO02], théoreme 4.10.

c. Si W est de rang infini, la condition bl est nécessaire pour avoir ker(may:) = Int(W),
mais n’est pas suffisante (cf. [Tit88, proposition 5 et remarque finale de la partie 3]).
Par contre, la proposition 3.2.7 ci-dessous montre que la caractérisation b2 est encore
valable. C’est un résultat qui découle également de 1’étude du groupe Aut([S], [S].) que
nous effectuons dans la partie suivante (cf. remarque 4.4.1c¢ ci-dessous).

Notation 3.2.4. Soient s € S et t € C?(s), t # s. Nous notons «as; 'endomorphisme
Fy-linéaire de [S] donné par a¢({z}) = {z} si z € S\ {s}, et as:({s}) = {s,t}.

Propriétés 3.2.5. Soit o ; comme ci-dessus :

a. c¢’est un endomorphisme involutif, donc un élément de Aut([5]),
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b. on a plus précisément a,; € Aut([S], [S]e)-
En effet, pour X € [S], on a soit o ¢(X) = X € [S]e si s € X, soit as4(X) = X + {t}
si s € X, auquel cas t € C?(s) C C%(X) C C(X) (la derniere inclusion est vérifiée car,
X étant commutative, on a X C C'(X)) et donc X + {t} € [S].; ceci montre I'inclusion
as+([S]e) C [S]e, et comme o est involutif, on a le résultat.

Commentaires 3.2.6. La matrice de o dans la base des singletons de [S] est une matrice
de transvection élémentaire. L’automorphisme ¢, vu comme élément de Aut(W), envoie s
sur st et fixe les autres éléments de S. Il apparait sous une forme plus générale dans [BMO5,
Lemme 6.1].

Proposition 3.2.7. Soit (W, S) un systeme de Coxeter a angles droits de type I' = 'y g).
On a
Aut([S], [S]e) = Aut(T) <= Vs € S, C?*(s) = {s}.

Démonstration. Supposons que, pour tout s € S, C?(s) = {s}. La proposition 2.3.3 nous
montre alors que les sous-espaces de [S] de la forme [{s}] = {0, {s}}, o s € S, sont permutés
entre eux par les éléments de Aut([S],[S].). Comme ces éléments sont des automorphismes
de [9], ils fixent () (élément neutre de [S]) et permutent donc entre eux les singletons de S.
On en déduit que Aut([S],[S].) C Aut(T") (cf. remarque 1.2.3c).

Réciproquement, supposons qu’une cellule C?(s) contienne un élément ¢ # s, et considé-
rons l’endomorphisme o+ de [S] défini comme ci-dessus. C’est un élément de Aut([S], [S].),
d’apres la remarque 3.2.5b, qui n’appartient pas a Aut(I"), puisqu’il ne respecte pas le car-
dinal. On a donc Aut(T") & Aut([S],[S].) et le résultat. O






Chapitre 4

Le groupe Aut(|S],[S]q).

Soient W un groupe de Coxeter a angles droits, S € S(W) et I' = 'y g).

Dans ce chapitre, nous étudions le groupe Aut(W, Fs). Rappelons qu’il s’identifie &
Aut(W® F) et & Aut([S],[S]c), comme en remarque 1.2.3b et commentaires 1.2.4b. C’est
précisément ce groupe Aut([S],[S]:) que nous décrivons dans ce qui suit.

Les résultats de la section 2.3, appliqués au cas particulier ot S = S’, nous fournissent
deux premieres décompositions en produits semi-directs, détaillées en sections 4.1 et 4.2.
La section 4.3 est consacrée a I’étude du sous-groupe K°(I') qui apparait dans la seconde
décomposition. Nous collectons les résultats obtenus dans la section 4.4, et les appliquons au
cas particulier du rang fini.

Pour alléger les énoncés, nous posons R = Rr, C' = C(g ), C = C(S,R) et N = N(S, R).

4.1 Les sous-groupes Aut(l') et K(I'). Dévissage de Aut([S], [S].)-

Nous notons Aut(N, Rp,Card) le groupe des automorphismes de I'ensemble & relation
(N, Rp) qui respectent le cardinal. Le théoreme 2.3.6 nous montre en particulier que tout
v € Aut([S],[S].) induit un élément ppr de Aut(N, Rp,Card), donné, pour N € N, par
N — N'(e N), ou o([Cel(N)]) = [Cel(N")].

Notation 4.1.1 (le groupe K (I')). Notons # I’application
Aut([S],[S]e) — Aut(N, Rp,Card), ¢ — .
On vérifie facilement que € est un morphisme de groupes. Nous notons K (I') son noyau.

Rappelons que 'on a Aut(I') = Aut(S, R) (cf. remarque 2.1.3b) et que le groupe Aut(T")
s’identifie, via 0 — (X + 0(X)), au sous-groupe de Aut([S],[S].) constitué des éléments
de Aut([S],[S]c) qui respectent le cardinal (cf. remarque 1.2.3c). Pour o € Aut(I"), on note
encore o 'élement de Aut([S],[S].) donné par X — o(X).

Soit o € Aut(I'). On vérifie que, pour tout X € [S], on a o([X]) = [0(X)] et C(o(X)) =
o(C(X)). L’automorphisme o permute donc les noyaux (de méme cardinal) de (S, R) et I'on
voit que I'élément 0(c) = opr de Aut(N, Rp, Card) est simplement donné par N — o(N).

Notation 4.1.2. Soit € I'ensemble des classes d’équivalence de la relation d’équivalence
Card(N) = Card(P) sur N. Pour w € , fixons une fois pour toutes un représentant N, de
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la classe w et, pour tout N € w, une bijection o, 5 : N, — N (il en existe une, puisque
Card(N,) = Card(N)).

Pour ¢ € Aut(N, Rp, Card), nous définissons la permutation oy, de S, noyau par noyau,
de la maniére suivante : si N € N et si w est la classe de N (et de ¥(N)), alors oy est
donné de N sur 9(N) par o, () © (0w.n)"1. On note G lensemble des oy, pour ¢ €
Aut(N, Rp, Card).

Proposition 4.1.3. Pour ¢ € Aut(N, Rp,Card), on a oy € Aut(I'). De plus, Uapplication
) oy est un morphisme de groupes et une section de 0. En particulier, G est un sous-
groupe de Aut(T') et on a les décompositions :

Aut([S],[S]e) = K(T) x G et Aut(T) = (K(T') N Aut(I')) x G

Démonstration. La proposition 2.2.9 nous montre que, si ¢ € Aut(N, Rp,Card), la per-
mutation oy de S appartient a Aut(I'). De plus, vu la définition des oy, I'application
Aut(N, Rp,Card) — Aut(T'), ¢ — oy est un morphisme de groupes et o, s’envoie sur
1 par 6, d’ou le résultat. ]

Le groupe K (T') est explicité dans la section suivante. Décrivons pour le moment le groupe
K(I') N Aut(T) :

Proposition 4.1.4. Soient o € K(I') N Aut(T') et N € N. Alors o induit (par restriction)
une permutation oy de N. De plus, lapplication py : K(I') N Aut(T') — []yen Perm(N),
o (0)n)Nen est un isomorphisme de groupes.

Démonstration. On sait que tout élément o de Aut(I') permute les noyaux (cf. ci-dessus)
et induit donc une bijection de N sur o(N). Si, de plus, 0 € K(I'), alors o(IN) = N et la
permutation oy est bien définie. On vérifie facilement que o +— (o)) Nen est un morphisme
de groupes injectif (puisque N est une partition de S). De plus, si (on)vepn est un élément
de [[yenr Perm(N), alors, d’apres la proposition 2.2.9, la permutation de S définie noyau
par noyau par oy : N — N, pour tout N € N/, appartient & Aut(T') (c’est le cas particulier
ot ¢ = Idyr). On voit donc que le morphisme o — (o) Nen est surjectif. O

4.2 Les sous-groupes D(I') et K°(I'). Dévissage de K(I).
Comme N est une partition de S, on a [S] = ®nen[N].

Proposition 4.2.1. L’ensemble [S]. est l’ensemble des sommes (finies) Y ncpnr XN 01, pour
tout N € N, Xy € [N], et ou {N € N | Xy # 0} est fini et de réunion commutative (i.e.
formé de noyauz deuz & deuz en relation Rp). On en déduit que l'on a :

K(T) = {p € Aut([S]) [VT € C, ¢([T]) = [T]}-

Démonstration. Toute telle somme )\ Xn est une partie commutative finie de S et
appartient donc a [S].. Réciproquement, si X € [5]., alors, dans la décomposition [S] =
DNen|N], X s’écrit X = Zlgkgn X, ou, pour tout k, X}, est une partie finie non vide d’un
noyau Ni et ou, d’apres le lemme 2.2.8, les noyaux N sont deux & deux en relation Rp.
Comme K (I') est, par définition, le noyau de 6, on a ¢([T]) = [T], pour tous ¢ € K(I')
et T' € C. Réciproquement, il s’agit de montrer que, si ¢ € Aut([S]) satisfait a ¢([T]) = [T,
pour tout T' € C, alors ¢([S]c) = [S]e. Or si N est un noyau de S et si X € [N], on a
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o(X) € [Cel(N)] C [S]¢; comme on sait que deux noyaux N et P sont en relation Rp si et
seulement si les cellules Cel(N) et Cel(P) le sont (cf. proposition 2.2.7), la caractérisation de
[S]. obtenue ci-dessus permet de conclure que 1'on a ¢([S].) C [S].. Le méme raisonnement

appliqué & ¢! nous fournit ¢ =1([S].) C [S]. et on a donc le résultat. O
Notation 4.2.2 (le sous-groupe D(I')). Posons
D) = {p € Aut([S]) | VN € N, ¢([N]) = [N]}.
Comme [S] = @nen[N], il est clair que D(T') s’identifie a [y Aut([N]), via I'isomor-
phisme p2 1 ¢ = (@|n]) NN
Proposition 4.2.3. Le sous-groupe D(T') de Aut([S]) est inclus dans K(T).
Démonstration. D’apres la proposition précédente, il suffit de vérifier que, pour tout ¢ €

D(T) et tout T € C, on a ¢([T]) = [T]. Or toute cellule T est la réunion des N(s), pour
s € T' (propriété 2.2.6b), donc [T] = > [N (s)] et on en déduit le résultat. O

Notation 4.2.4 (le sous-groupe K°(I')). Soit 7' € C. On pose T° = T'\ Noy(T) et Vpr =
[T]/[T°] (cf. notation 2.3.2). D’apres la proposition 2.3.3, tout élément ¢ de K(I') induit
un automorphisme @1 de 'espace vectoriel quotient Vr, donné par ¢ : X = X + [T°] —
P(X) = p(X) + [1°].

L’application p3 : ¢ — (@7)71ec est clairement un morphisme de groupes de K(I') dans
[I7cc Aut(Vr). On note K°(I') son noyau. On a

E°() ={p e K(I) |Vs €S, o({s}) € {s} +[(C*())]}-

Proposition 4.2.5. La restriction de p3 a D(T') est bijective. En particulier, on a :
K(T') = K°(I") x D(T").

Démonstration. Soient N € N et T = Cel(N). Comme T est la réunion disjointe de N et
de T°, on a la décomposition [T] = [N] @ [T°], et le morphisme X —— X = X + [T°] est
donc un isomorphisme de [N] sur V. Si lon identifie [N] & Vp (et Aut([N]) & Aut(Vr))
via cet isomorphisme, alors la restriction de p3 & D(I") s’identifie & I'isomorphisme ps : ¢ —
(N ven de D(I) sur [ yep Aut([N]) (cf. notation 4.2.2). On a donc le résultat. O

Commentaires 4.2.6. Exemples d’éléments de D(I") et de K°(T").

a. On a K(I') N Aut(I') € D(I"). De plus, l'isomorphisme p; de la proposition 4.1.4
est induit par I'isomorphisme po si 'on identifie, pour tout N € N, Perm(N) a un
sous-groupe de Aut([N]), via 0 — (X +— o(X)) (cf. remarque 1.1.4a).

b. Soient s € S et t € C?(s), t # s. Alors 'élément as; de Aut([S],[5].), défini en
notation 3.2.4, appartient & D(T') ou & K°(T') selon que C?(t) = C?(s) ou que C%(t) &
C?(s).

4.3 Etude du groupe K°(I).

Les sous-groupes Ky (I'), Y C S, de K°(I).

Les résultats de cette section 4.3 sont valables pour le groupe K(I') (en remplacant
systématiquement K° par K dans les énoncés qui suivent). Cependant, comme ils ne nous
serviront qu’a décrire le groupe K°(I'), c’est dans ce cadre que nous les présentons.
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Définition 4.3.1 (support). Soit End([S]) I'ensemble des endomorphismes de I’espace vecto-
riel [S]. Pour ¢ € End([S]), on appelle support de ¢ I'ensemble D, = {s € S | ¢({s}) # {s}}.

Propriétés 4.3.2. Soit ¢ € End([5]).
a. On vérifie facilement que I'on a Dy, = () <= ¢ = Idg), et que, si ¢ = Y100y,
avec @1, ..., ¢n € End([S]), alors Dy € U ccp Doy
b. De plus, si ¢ € Aut([5]), alors D1 = D,.

Notation 4.3.3 (les sous-groupes Ky (I')). Soit Y C S. Nous notons K7, (I') le sous-ensemble
{¢ € K°(I') | D, C Y} de K°(I'). D’apres les propriétés 4.3.2a et 4.3.2b ci-dessus, Ky (T')
est un sous-groupe de K°(I'). Remarquons que Kg(I') = K°(I").

Définition 4.3.4 (parties saturées). Soit ¥ C S. Nous disons qu’une partie X de S est
Y -saturée si, pour tout x € X NY, C?(z) NY C X. Nous disons simplement saturée pour
S-saturée.

Propriétés 4.3.5. Soient X et Y deux parties de S.
a. X est Y-saturée si et seulement si X NY = {J,cxny C%(z) NY. En particulier, les
parties saturées sont les réunions de cellules.
b. SiY' CY etsi X est Y-saturée, alors X est Y/-saturée.

Définition 4.3.6 (troncature). Soient X C S et ¢ € End([S]). On appelle troncature
de ¢ suivant X Pendomorphisme ¢x de [S] donné par ¢x({s}) = ¢({s}) si s € X et
ox({s}) = {s} si s € X. Clairement, ¢ x coincide avec ¢ sur [XU(S\Dy)| et Dy, = XND,,.

Lemme 4.3.7. Soient Y C S et X une partie Y -saturée de S.

1. Soient , € Ky (I"). Alors (po1))x = px o x.

2. L’application Ky (I') — K$n~y (I'), ¢ — @x est un morphisme de groupes. Son noyau
est le sous-groupe K;,\X(F) de Ky.(T').

Démonstration. Montrons le premier point. Soient ¢, ¥ € K5.(I') et s € S. Montrons que I'on
a (porp)x({s}) = (exox)({s}). Sis & XNY, alors px ({s}) = ¥x({s}) = (pov)x({s}) =
{s} et le résultat est clair. Si s € X NY, alors C?(s) € X U(S\Y) puisque X est Y-saturée.
On a alors C?(s) € X U (S \ D,) (puisque D, C Y) et px coincide donc avec ¢ sur
[C2(5)]. De plus, comme 1 € K(T), on a ¥x({s}) = ¥({s}) € [(C?(s)], d’ou 'on déduit que
(px ovx)({s}) = w(¥({s})) = (o P)x({s})-

Montrons le second point. Pour montrer que ¢ — px est un morphisme de groupes de
Ky .(T') dans K%y (I'), il suffit (grace au premier point) de montrer que, pour ¢ € Ky (I'), la
troncature ¢ x appartient a K%y (I'). Vu la définition de ¢ x, le seul fait non trivial & montrer
est que ¢ x appartient & K (T'). Le premier point nous montre en particulier que (¢ ~1)x et px
sont des automorphismes (de [S]) inverses I'un de I'autre (puisque (Id|s))x = Idg)). D’apres
la proposition 4.2.1, il reste & montrer que l'on a ¢x([T]) = [T], pour toute cellule T'. Or,
par définition de px et de (p~1)x et comme ¢ € K(T), on a clairement px ([T]) C [T] et
(0™ Hx([T)) = (px)~Y([T]) C [T], d’ot le résultat. Le noyau de ce morphisme est clairement
le sous-groupe Ky (I') de Ky (I'), et le lemme est donc démontré. O

Proposition 4.3.8. Soit Y C S et soit X une partie Y -saturée de S. On a la décomposition :

Ky () = Ky x (T) x Kxy (D).
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Démonstration. L’assertion 2 du lemme précédent nous dit que 'on a un morphisme de
groupes ¢ — @x de Ky (I') dans K%y (I') et que ce morphisme a pour noyau K;\X(F).
Comme l'inclusion naturelle Ky (I') — K§ (I') en est clairement une section, on a le
résultat. O

Ce résultat suggere une méthode pour décrire le groupe Ky (I'), pour une partie donnée
Y de S : trouver une partie Y-saturée X ¢ Y telle que le sous-groupe K;’/\ (') soit "simple
a décrire”, puis décrire le sous-groupe K%y (I') = K (I') par récurrence.

Dans la section suivante, nous décrivons le sous-groupe K5 (I') de K°(I') dans le cas o
Z est une partie d”"épaisseur nulle” (voir la définition 4.3.9 ci-dessous).

Dans la section 4.3, nous allons voir comment décomposer toute partie Y de S en I'union
disjointe d'une partie d’épaisseur nulle Yy et d'une partie Y-saturée Y. La proposition 4.3.8,
appliquée récursivement, nous permettra alors de décomposer le groupe Ky (I') (au moins
lorsque Y est ”d’épaisseur finie”, au sens de la définition 4.3.17 ci-dessous) en produits semi-
directs itérés de certains de ses sous-groupes K3 (I') avec Z d’épaisseur nulle (cf. théoreme
4.3.18).

Parties d’épaisseur nulle.

Nous définissons plus loin (en définition 4.3.17) "I’épaisseur” (dans NU{oo}) d’une partie
de S.

Définition 4.3.9 (parties d’épaisseur nulle). On dit qu'une partie Z de S est d’épaisseur
nulle si, pour tout s € Z, (C%(s))° N Z = (i.e. si tous les noyaux sont Z-saturés).

Remarques 4.3.10. Exemples de parties d’épaisseur nulle.
a. Si Z est d’épaisseur nulle et si Z' C Z, alors Z’ est d’épaisseur nulle.
b. Les noyaux (et donc les parties de noyaux, d’apres a) sont d’épaisseur nulle.

Fixons une partie Z de S d’épaisseur nulle.

Lemme 4.3.11. Soient ¢, v € End([S]) de support inclu dans Z et soit s € Z. St p({s}) =

{s}+Y et v({s}) = {s} + Y, 0u Y, Y € [(C%(5))°], alors (¢ o¢)({s}) = (Wop)({s}) =
{s}+Y +Y".

Démonstration. Par hypothese, Z est d’épaisseur nulle et contient s, donc est disjointe de
(C%(s))°. A fortiori, les parties Y et Y/ de (C?(s))° sont disjointes de D, et de Dy (qui
sont inclus dans Z). On a donc ¢(Y') = Y’, ¥(Y) =Y, et un calcul direct nous donne le
résultat. O]

Proposition 4.3.12. K3(I') = {¢ € End([S]) | D, C Z et,Vs € Z, o({s}) € {s} +
[(C?(5))°]}. En particulier, K3(T') est un 2-groupe élémentaire.

Démonstration. Par définition de K°(I") et de son sous-groupe K%(I'), on a 'inclusion
E3(T) C{p € End([S]) | D, C Z et, Vs € Z, p({s}) € {s} +[(C*(s))°]}.

Soit donc ¢ un endomorphisme de [S] tel que D, C Z et que p({s}) € {s} +[(C?(s))°], pour
tout s € Z.
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Montrons que ¢? = Idig). Si s ¢ Z, alors on a o({s}) = {s}, donc ©*({s}) = {s};
sis € Z,alors p({s}) = {s} +Y,ou Y € [(C?(5))°], et le lemme précédent nous fournit
¢*({sh) = {s} +Y +Y = {s}.

Il reste & montrer que ¢ appartient a K (I"). Il suffit pour cela de montrer que, pour toute
cellule T', o([T]) = [T] (cf. proposition 4.2.1) et, comme ¢ est involutif, il suffit de montrer
que ¢([T]) C [T]. Or pour s € T (qui satisfait donc & C?(s) C T), on a soit s ¢ D,,, auquel
cas p({s}) = {s} € [T], soit s € Dy, donc s € Z et p({s}) € {s} + [(C?(s))°] C [T]. On a
donc le résultat. O

Corollaire 4.3.13. Soit (Z;);cr une partition de Z.
Alors Uapplication ¢ —— (pz,)icr, ou @z, est la troncature de ¢ suivant Z;, est un
isomorphisme de groupes de K(I') sur le produit direct de ses sous-groupes Ky (') (i € I).

Démonstration. Remarquons que, puisque Z est d’épaisseur nulle, chaque Z;, i € I, est
d’épaisseur nulle (cf. remarque 4.3.10a). D’apres la caractérisation des éléments de K% (I")
pour une partie d’épaisseur nulle X, obtenue dans la proposition 4.3.12, il est clair que, pour
tout i € I, la troncature de tout élément de K7(I') suivant Z; est un élément de K7 (I').

De plus, si ¢, ¢ € K5(I'), alors (¢ oY)z, = ¢z, o ¥z, En effet, pour s € Z;, on a
p7,({5}) = $({s}) = {5} + Y et ¥, ({5}) = $({s}) = {5} + Y7, o0 Y, ¥' € [(C2(5))], et le
lemme 4.3.11 nous fournit (pot))({s}) = {s}+Y +Y’ = (¢z 09z )({s}). L’application ¢ —
(¢z,)ier est donc un morphisme de groupes de K(I') dans [[;.; K7 (I'). Ce morphisme est
injectif car I'image (¢z,)ier détermine ¢ sur [Z] (puisque (Z;)ics est une partition de Z),
donc sur [D,].

Montrons qu'il est surjectif. Si (;)ics est un élément de [],.; K7 (I'), définissons I'en-
domorphisme ¢ de [S] par p({s}) = {s} si s € Z, et o({s}) = pi({s}) si s € Z;. D’apres la
caractérisation de la proposition 4.3.12, ¢ est un élément de K9(I"), et il s’envoie clairement
sur la famille (¢;);cr. On a donc le résultat. O

Corollaire 4.3.14. Soient N € N, et X C N. On pose T = Cel(N). Alors X est d’épaisseur
nulle et application ¢ — (Id[s] + 90)|[X] est un isomorphisme de 2-groupes élémentaires de
KS(T) sur le groupe (additif) Lr,([X],[T°]), constitué des applications Fa-linéaires de [X]
dans [T°].

Démonstration. La partie X de N est d’épaisseur nulle d’apres la remarque 4.3.10b. Soit
¢ € K%(I'). On sait que, pour s € S, on a p({s}) € {s} + [(C?(s))°]. En particulier, pour
s€ X C N,onaC?(s) =T, donc p({s}) € {s}+[T°]. L’application Fa-linéaire (Idis)+9)x]
est donc & valeurs dans [T°] et 'application ¢ — (I dis)+ @)\[X] est donc bien a valeurs dans
Ly, ([X], [T7]).

Soient ¢, € K$(I') et s € X. On a p({s}) = {s} +Y et v({s}) = {s} +Y’, ou
Y, Y € [T°], et, d’aprés le lemme 4.3.11, potp({s}) = {s} +Y +Y’, d’ott (Idjg)+por))({s}) =
Y +Y' = (Idig) + ¢)({s}) + (Idis) + 1) ({s}). Donc ¢ +—— (Idg) + ¢)|;x] est un morphisme
de groupes. Ce morphisme est injectif, car 'image (Id|s) + ¢)|x] de ¢ détermine ¢ sur [X],
donc sur [D,].

Montrons qu’il est surjectif. Pour f € Lg,([X],[T°]), notons encore f ’endomorphisme
f @ Ojs\x] (prolongement de f a [S], défini par 0 sur [S \ X]). Alors I’endomorphisme
¢ = Idjg)+ f de [S] appartient & K5 (T") (d’apres la proposition 4.3.12), et s’envoie clairement
sur f. O
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Pour décomposer K%(I') (ot Z est d’épaisseur nulle) comme dans le corollaire 4.3.13,
nous allons privilégier, vu le corollaire 4.3.14, les partitions de Z en parties de noyaux. Par
exemple, on obtient :

(E1) K3(0) =~ [[ £e(Nn2)[(Cel(N))1), via
NeN(Z)
v = ((Idis) + #)vnz)) Nen(2)
ouN(Z)={N(z) |z € Z} est 'ensemble des noyaux rencontrés par Z,

(E2) K3(1) = [] Lo ([{s}], [(C2(9))°) == [TI(C?(5))°); via
s€Z sez
@ = ((Idis) + @)|sy))sez et (fs)sez = (fs({s}))sez,
avec la partition de Z en ’ensemble de ses singletons.

Profondeur et décomposition en parties d’épaisseur nulle.

Définition 4.3.15 (profondeur). Soit Y C S. On appelle chaine (d’éléments de Y') toute
suite finie (yo, y1,-- -, ¥p) d’éléments de Y telle que, pour 1 < i < p, C?(y;—1) & C%(y:). Si
(Yo, Y1, .-, Yyp) est une chaine, on dit que sa longueur est p, et qu’elle a pour origine yo.

Soit Y C S. On définit la fonction Y -profondeur py : Y — N U {oc}, de la fagon
suivante : pour y € Y, py(y) est la borne supérieure de I'ensemble des longueurs des chaines
d’éléments de Y d’origine y. Pour p € NU {oo}, on pose Y, = {y € Y | py(y) = p}, et
Yop =UispYe = {y € Y | py(y) > p} (En particulier, Y>0 =Y et Yo = Y>oo).

Propriétés 4.3.16. Soit Y C S.

a. Si Y est une cellule, alors Yy = Noy(Y), et Y>1 =Y \ Noy(Y) = Y°. Plus générale-
ment, si Y est saturée (i.e. si Y est une réunion de cellules) et si p € NU {oc}, alors
Y, est une réunion de noyaux, et Y, est saturée.

b. Les Y, pour p € NU {oo}, sont deux & deux disjoints, et chaque partie Y-, est
Y -saturée.

c. Soit n € N. Alors Y,, est d’épaisseur nulle, et satisfait & Y, # 0 = Y}, # 0, pour tout
k < n. De plus, si p € NU {oco}, on vérifie que (Y>,,)p = Yoip, dott (Yap)sp = Yonip.

Définition 4.3.17 (épaisseur). Soit Y C S. Nous appelons épaisseur de Y la borne supé-
rieure (dans NU {oo}) de la fonction py. On vérifie facilement que les parties d’épaisseur 0,
au sens que 'on vient de définir, sont les parties d’épaisseur nulle au sens de la définition
4.3.9 ci-dessus.

Lorsque S est d’épaisseur finie, nous disons que (W, S) et I'(y,g) sont d’épaisseur finie.
Comme cette notion ne dépend pas de S € S(W) (puisque W est rigide), nous disons aussi,
sans ambiguité, que W est d’épaisseur finie. C’est par exemple le cas lorsque C (ou N) est
fini et, en particulier, on voit donc que tout groupe de Coxeter de rang fini est d’épaisseur
finie.

Théoréme 4.3.18. Soit Y C S d’épaisseur finie e. Alors :
Ky (T) = Ky, () x (Ky, (T) x (-~ x (Ky, , (T) @ Ky (') ---)).

De plus, siY est saturée, alors Ky, (I') = {Id|g}.
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Démonstration. Soit k € N. Sans hypothese sur Y, la proposition 4.3.8, appliquée a Ysy,
et a la partie Ysi-saturée (Ysi)>1 = Yspy1 (propriétés 4.3.16b et 4.3.16¢), nous fournit la
décomposition :
Ky (1) = K3,(T) % K5, ().

On suppose ici Y d’épaisseur finie e, donc on a Y>.11 = 0 et K§>E+1(F) = {ldjg)}. La
formule voulue s’obtient alors facilement par récurrence, en appliquant le procédé ci-dessus
successivement aux parties >, pour 0 < k < e.

Si, de plus, Y est saturée, alors, pour tout n € N, on a y € Y;, = (C?(y))° C Yspi1, et

on voit que Y, est nécessairement constitué d’éléments y tels que (C?(y))° = 0. Mais alors,
par définition de Ky, (T'), on a Ky, (') = {Id|g)}. O

4.4 Conclusion.

Le but de ce chapitre était de décrire le groupe Aut(W, Fs) ~ Aut([S],[S].) intervenant
dans la décomposition de Aut(W') en produit semi-direct établie par J. Tits dans [Tit88].

Dans la section 4.1, nous avons défini un sous-groupe G de Aut(T"), isomorphe au groupe
Aut(N, Rp, Card), pour lequel on a (d’apres la proposition 4.1.3) :

Aut([5],[S]e) = K(I') x G et Aut(I") = (K(I') N Aut(I')) x G. (4.1)
Les propositions 4.1.4 et 4.2.5 nous donnent (avec le commentaire 4.2.6a) :

K(I)=K°(') x D), et D(I') = [ yep Aut([N]),
via p2 1 @ = (@[N] NeN
(4.2)
K(')nAut(T') € D(T), et K(I') N Aut(I') = [[yen Perm(N),
via p1 : 0 (0)N)Nen-

Le théoreme 4.3.18 nous permet de décrire le groupe K°(I') = Kg(I'), dans le cas ou S
(qui est une partie saturée) est d’épaisseur finie e. On obtient :

K(T) = K, (') 2 (K5, (T) > (- - > (K, _,(I) @ K3, (T))--)). (4.3)

Enfin, pour 0 < k < e — 1, la partie S de S est d’épaisseur nulle (cf. propriété 4.3.16¢)
et contient les noyaux qu’elle rencontre (cf. propriété 4.3.16a), ce qui signifie que, N(S)
désignant I'ensemble {N(s) | s € Sk}, on a, pour tout N € N(Sg), N C Si; les formules
(E1) et (E2) appliquées a Si nous donnent donc :

K3 (T) = ] Lr(N][(Cel(N))°)),
NeN(Sy)
o = ((Ids) + @) N) Nen(sy)

Kg @) = I 1),
SES
v = ({s}+e({s}))ses,

(4.4)

Remarques 4.4.1. Rappelons que 'on note £(S) I’ensemble des singletons de S. On a :
a. S est d’épaisseur nulle & N =C < K°(T) = {1},
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b. N=&(S) < D) ={1} & Aut(T)NK(T) = {1} & G = Aut(I),

c. C=£&(9) e KI) ={1} & Aut([S],[S]c) = Aut(I') & T satisfait aux conditions de a
et de b.
On retrouve ainsi le résultat de la proposition 3.2.7.

Cas des groupes de Coxeter a angles droits de rang fini.

Supposons a présent S de cardinal fini n. Notons e 1’épaisseur (finie) de S.

Fixons un arrangement de la base £(5) de [S] qui respecte la partition de S en les sous-
ensembles Sy, S1,..., S. d'une part, et, pour tout 0 < k < e, la partition N(Sy) de Sk
d’autre part. On identifie Aut([S]) & GL,(F2), en identifiant chaque automorphisme de [S] a
sa matrice dans cette base. Notons que les matrices de transvection élémentaire engendrent

GL,(Fs).

Les éléments de Aut(I") sont des matrices de permutation et, pour s € S et t € C?(s),
t # s, élément o,y de Aut([S],[S]c) (cf. notation 3.2.4) est une matrice de transvection
élémentaire.

Pour tous 0 < k < e et N € N(Sk), on a (Cel(N))° C Sspt1; vu Parrangement
choisi pour la base £(5), les éléments de K (I'), qui stabilisent les sous-espaces [Cel(N)] =
[N] @ [(Cel(N))°], pour N € N, sont des matrices (inversibles) triangulaires inférieures
par blocs, relativement a la partition de S en les sous-ensembles Sy, S1,..., Se, telles que,
pour tout 0 < k < e, le bloc diagonal relatif a S, soit une matrice inversible diagonale
par blocs, relativement & la partition N'(Sy) de Si. Rappelons que 'automorphisme a; ;¢ ci-
dessus appartient & D(T') ou & K°(T') selon que C%(t) = C?(s) ou que C?(t) & C?(s) (cf.
commentaire 4.2.6b).

Le groupe D(I') ~ [[yen Aut([N]) est le groupe des matrices inversibles diagonales par
blocs, relativement & la partition N' de S — c’est le sous-groupe de K(T') constitué des
matrices de K (I') dont les blocs strictement sous la diagonale sont nuls. Chaque Aut([N])
est engendré par les transvections élémentaires oy ¢, s #t € N, donc D(I') est engendré par
les as¢, pour s # t € S tels que C2(s) = C?(t).

Le groupe K°(T") est le sous-groupe de K (I') constitué des matrices de K (I") telles que,
pour tout 0 < k£ < e, le bloc diagonal relatif a Sj soit la matrice identité. De plus, pour
0 <k <e—1, le groupe Kg (I'), s'identifie, via ¢ — ({s} + ¢({s}))ses,, au groupe (ad-
ditif) Hsesk[(C’Q(s))o]; par exemple, pour s € S et t € (C?(s))°, I'élément ¢ de K3 ()
s’identifie au singleton {t} de [(C?(s))°]. On en déduit que K5, () est engendré par les asy,
pour s € Si et t € (C?(s))°; donc K°(I') est engendré par les a4, pour s, t € S tels que
C%(t) ¢ C%(s).

Le groupe K(I') est donc engendré par les automorphismes (involutifs) g, ot s € S
et t € C?(s), t # s (dans le cas ot S est infini, un raisonnement analogue montre que ces
automorphismes engendrent le sous-groupe de K (I') constitué des éléments de support —
au sens de la définition 4.3.1 — fini), et le groupe Aut([S],[S].) est donc engendré par ces
éléments et les éléments du sous-groupe G de Aut(T").

Cet ensemble générateur n’est en général pas minimal : par exemple, s’il existe s, ¢, u € S,
deux & deux distincts et tels que C?(u) C C?(t) C C?(s), alors asy = (st 0 ap)?.






Chapitre 5

Exemples.

Voici quelques exemples qui illustrent ’étude effectuée dans le chapitre précédent.
Soit I' = (mg4)s tes une matrice de Coxeter & angles droits.

Nous retrouvons en particulier les résultats établis dans [Jam88, Tit88] : les cas qui y
sont étudiés sont tous d’épaisseur nulle ou égale a 1, et, s’ils sont d’épaisseur 1, leurs noyaux
sont réduits aux singletons.

Exemples 5.1. Exemples de [Jam88] et de [Tit88] (le groupe Aut(F(I")) étudié par J. Tits
est isomorphe a Aut([S], [S]¢))-

e Supposons que le graphe de I soit le graphe > e ... e & n sommets, numérotés

de 1 an de gauche a droite, avec n > 4 (les cas 1 < n < 3 sont traités au point suivant).
On a, pour i € {3, n — 2}, C%(i) = {i}, et, si n # 5 (vesp. si n = 5), C*(3) = {1, 3} et
C%(n—2) = {n—2, n} (resp. C?(3) = {1, 3, 5}). On voit donc que N' = £(S) et S est
d’épaisseur 1, avec Sp = {2, 3,..., n— 1} et 51 = {1, n}.

On a alors Aut([S],[S].) = K°(I') x Aut(I') = K°(I') x Fa, et K°(I') = Kg (I') =
HSESO[(C2(S))O] ~ (F3)?, d’aprés les formules (4.1) & (4.4) et la remarque 4.4.1b.

Le groupe Aut([S],[S].) ~ ((F2)?) x Fy est donc le groupe diédral d’ordre 8.

e Supposons que le graphe de I soit "bipartite complet”, i.e. que S soit la réunion disjointe
de deux sous-ensembles non vides S’ et S” tels que msy = 00 & (s,t) € S x S ou
(s,t) € 8" x S
Avec notre terminologie, il s’agit du cas ou S est d’épaisseur nulle et a deux noyaux,
qui sont S" et S”.

On a alors Aut([S], [S].) = D(I') x G =~ (Aut([S']) x Aut([S"])) x G, d’apres les formules
(4.1) et (4.2) et la remarque 4.4.1a, avec G ~ Aut(N, Rp,Card), donc G = {1} si 5’
et S” n’ont pas méme cardinal, et G ~ Fy si S’ et S” ont méme cardinal.

e Supposons que le graphe de I' soit un cycle de longueur n =3 oun > 5 (le casn =4
est traité au point précédent). On vérifie alors que C = £(S) et donc Aut([S], [S].) =
Aut(T") (cf. proposition 3.2.7, ou remarque 4.4.1c¢).

e Les autres cas étudiés par J. Tits sont tous d’épaisseur 1 et satisfont tous a N' = £(S).
On a alors, comme au premier point, Aut([S],[S].) = Kg (I') x Aut(T') et K3 (I') =~
[Tees, [(C2(5))°].

Voici un premier exemple de graphe d’épaisseur non nulle avec N # £(S) :
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1

Exemple 5.2. Supposons que le graphe de I' soit le graphe 5 >3—04—¢5 , ou toutes les
arétes sont étiquetées co. On a :

Sommet s 1 2 3 4 5
Cellule C?(s) | {1, 2} | {1, 2} | {3,5} | {1, 2,4} | {5}
Noyau N(s) | {1, 2} [ {1,2}| {3} {4} {5}

On vérifie que G =~ Aut(N, Rp,Card) = {1} et que S est d’épaisseur 1, avec Sy = {3, 4}
et 51 = {1, 2, 5}. On a alors, grace aux formules (4.1) & (4.4) : Aut([S],[S]c) = Kg, (I')xD(T),
e { D(T) Aut([{1,2}]) =~ GL2(F3) ~ Syms, et
Kg, () [(C2(3))°] x [(C*(4))°] = (F2)*.

€ &

Voici un exemple de graphe infini, mais d’épaisseur finie :

Exemple 5.3. Supposons que le graphe de I' soit le graphe infini (indexé par Z) suivant,
ou toutes les arétes sont étiquetées oo :

Sommet s ay, b, b,
On a : | Cellule C?(s) | {ag, brp—1, bj,_y, bes1, U q} | {bw, b} | {bw, b))}
Noyau N (s) {ar} {bx, 0.} | {bk, b}

Tout élément de Aut(N, Rp, Card) est entierement déterminé par son action sur le sous-
ensemble {{ay} | k € Z} ~ Z de N, puisque si {a;} s’envoie sur {a;}, alors {by, b} } s’envoie
sur {b;, b} (par respect du cardinal et de la relation Rp). On voit alors que Aut(N, Rp, Card)
s’identifie au groupe diédral infini Do, =< 9, 9’ > engendré par les symétries ¢ : k +—
—k,keZ, et k——k+1,keZ.

Via cette identification (et celle de Aut(N, Rp,Card) au sous-groupe G de Aut(T')), on
a donc Aut([S],[S].) = K(I') X Dy (cf. formule (4.1)).

On déduit du tableau ci-dessus que S est d’épaisseur 1, avec Sy = {ay | k € Z} et S1 =
{bk, by, | k € Z}. On obtient, grace aux formules (4.2) (4.3) et (4.4), K(I') = K3 (T') x D(I"),
avec :

D(T) ~ [ [ GL2(F2) = [ Syms et Kg,(T) = [[(F2)* ~ (F2)”.
kEZ kEZ kEZ

Voila enfin des exemples de graphes finis d’épaisseur arbitraire (finie), et un graphe (infini)
d’épaisseur infinie :

Exemples 5.4. Soit e € N1 U {oo}. Supposons que S = {sp, 5;. | 0 < k < e+ 1} et que
Mg = 00 si et seulement si {s,t} = {s;, s} avec0<I<k<e+1.Ona:

Sommet s Sk S},

Cellule C?(s) | {s0, s1,---, sk} | {si |k <i<e+1}
Noyau N(s) {se} {s1.}
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Comme N = £(S), on a D(T') = {1} et G = Aut(T") (cf. remarque 4.4.1b).
On a donc Aut([S],[S]c) = K°(I') x Aut(I").

Supposons e fini. On vérifie alors que Aut(I') =< o >~ Fy, oll 0 envoie s;, sur s,_, et
S, sur Se_g, pour 0 < k < e. On a donc Aut([S], [S].) = K°(I')x < 0 >~ K°(I') x Fa. On
voit que S est d’épaisseur e, avec Sy, = {s, Sc_i}, pour 0 < k < e. On a donc, d’apres les
formules (4.3) et (4.4), K°(T") = (I) > (Kg (T) > (- > (Kg _,(T)x Kg _ ([)---)) et
pour 0< b < e — 1, K (1) = [(C2(4))°) X [(C2(se1))°] ~ (F2)FF x (Ex)ek m (Fp)2(e).

Supposons e = oco. Alors Aut(I') = {1}, donc Aut([S], [S].) = K°(I).

On voit que S est d’épaisseur infinie, avec S = {s.}, pour tout k € N, et Soo = {si, |
k € N}. On ne peut donc pas appliquer le théoréeme 4.3.18 & S'; cependant, la proposition
4.3.8 reste valable : si 'on pose X = {s; | k € N} et X' = {s] | k € N}, alors X et X’ sont
saturées, donc d’apres la proposition 4.3.8, K (I') et K, (I') sont distingués dans K°(I") et
K°(I') = K% (') x K%, ().

Le groupe K% (I') s’identifie & un sous-groupe de Aut([X]) = GLr, ([X]) et, plus précisé-
ment, si 'on fixe la base ({so},{s1},...) de [X], au sous-groupe de GLp, ([X]) constitué des
matrices (infinies a droite) triangulaires supérieures avec des 1 sur la diagonale.

De méme, le groupe K%, (I") s’identifie & un sous-groupe de Aut([X’]) = GLg, ([X]) et,
plus précisément, si on fixe la base ({s(},{s}},...) de [X'], au sous-groupe de GLp,([X"])
constitué des matrices (infinies a droite) triangulaires inférieures, avec des 1 sur la diagonale
et un nombre fini de 1 dans chaque colonne, inversibles et telles que I'inverse soit de la méme
forme.

Ks,
2(s






Deuxieme partie

Sous-monoides admissibles des
monoides d’Artin-Tits.
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Chapitre 6

Préliminaires.

Dans ce chapitre, nous regroupons les propriétés combinatoires des groupes de Coxeter et
des monoides et groupes d’Artin-Tits dont nous aurons besoin dans le reste de cette partie.

6.1 Généralités sur les monoides.

Soit M un monoide, c’est-a-dire un ensemble muni d’une loi de composition interne
associative possédant un élément unité. On note la loi de M multiplicativement et on note
1 I’élément unité de M.

On dit que M est simplifiable a gauche (resp. a droite) si, pour tous z, y, z € M, 1’égalité
xy = xz (resp. yx = zx) implique y = z. On dit que M est simplifiable s’il est simplifiable &
gauche et simplifiable a droite.

Soit S = {s¢ | e € E} un sous-ensemble générateur de M, dont les éléments sont indexés
par un ensemble E. On suppose 'application £ — S, e — s, bijective. Nous disons qu’un
mot ej - - - e sur E est une représentation (sur E) d'un élément x de M si x = s¢, -+ - Se,. On
dit qu’'un tel mot est réduit (ou est une représentation réduite de x sur E) s’il est de longueur
minimale parmi les représentations de z. On note ¢(z) = {g(z) cette longueur minimale ; on
appelle longueur sur M par rapport a S la fonction £ : M — N ainsi définie.

On note < (resp. =) la divisibilité a gauche (resp. a droite) dans M, c’est-a-dire que,
pour z, y € M, on note y < x (resp. x = y) s'il existe z € M tel que = = yz (resp. x = zy).

On en déduit les notions naturelles de pged et de ppecm dans M : un élément d de M
est un pged a gauche d’un sous-ensemble non vide X de M si d < x pour tout z € X et si,
lorsque z € M est tel que z < x pour tout x € X, alors z < d; un élément m de M est un
ppem a droite d’'un sous-ensemble non vide X de M si x < m pour tout x € M et si, lorsque
z € M est tel que z < z pour tout z € X, alors m < z. On définit les notions de pgcd a
droite et de ppcm a gauche de fagon symétrique.

Lorsque deux éléments x, y € M ont un unique ppcm a gauche (resp. a droite), on note
cet unique élément x Vy y (resp. Vg y). De méme, lorsque x, y € M ont un unique pged a
gauche (resp. a droite), on note cet unique élément = Ar, y (resp. x Ar y).

Siz,y€ M et meN, on note I,,,(x,y) le produit xyxy--- a m facteurs.
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6.2 Monoides et groupes d’Artin-Tits.

Soit I' = (m; )i jer une matrice de Coxeter. On rappelle que 'on note :

W = Wr = <s;,t1€1 ‘ 812 =1, Hmi,j(siysj) = Hmiyj(Sj,Si), si m; j 75 o0 >,
B = Br = <s;,1€l ‘ Hmi,j(si,sj) = Hmi,].(Sj,Si), si mi 7& oo >,
BT = Bl"+ = <s;,1€1 | Hmiyj(si,sj) = Hmi’j(sj,si% si m; j 75 o0 >+,

respectivement le groupe de Coxeter, le groupe d’Artin-Tits et le monoide d’Artin-Tits asso-
ciésal'. Onpose S =Sr={s; |i €I}, S=Sr={si|iel}etonditquelecouple (W,S)
(resp. (B, S), resp. (BT, S)) est le systeme de Coxeter (resp. d’Artin-Tits, resp. d’Artin-Tits
positif) de type I'. Le groupe W est engendré, comme monoide, par S. On appelle longueur
standard la longueur £ sur W (resp. sur B1) par rapport & S (resp. a S).

On dispose d'un morphisme # = 7r : B — W qui envoie, pour tout ¢ € I, s; sur s;.
L’application I — S, i — s, est bijective (cf. [Bou68, Ch. V, n® 4.3]), donc il en est de méme
de 'application I — S, i — s;. D’apres [Tit69, Théoréeme 3|, deux représentations réduites
sur I d’un élément w de W se déduisent I'une de ’autre par une suite finie de transformations
— que 'on appelle relations de tresses — de la forme Iy, (i, j) ~ Iy, ;(j,1), pour i, j € I,
i # 7, tels que m; ; # oo.

Définition 6.2.1 (éléments simples). On associe & w € W I’élément w de BT représenté (sur
I) par n’importe quelle représentation réduite de w (sur I). Nous disons qu’un tel élément
w est stmple et nous notons, selon 'usage :

B, ={w|weW}={zeB"|lz)="{n(z))}

(cette notation fait référence aux représentations réduites des éléments de W' ; les représen-
tations sur I des éléments de B sont toutes réduites).

Définition 6.2.2 (formes normales). D’apres [Mic99, 2.1], il existe une unique fonction
L:B" — B;fed telle que, pour tout (w,z) € Bt x Bt on ait w < x si et seulement si

red
w < L(z).
Cette fonction satisfait & L(xy) = L(xzL(y)), pour tous z, y € BT, et permet de définir la
forme normale (a gauche) d’un élément z € BT, z # 1, ¢’est-a-dire 'unique suite (z1, ..., x,)

d’éléments de B;red
L(xka:k+1).
On a des résultats analogues en intervertissant gauche et droite.

telle que 'on ait * = x1 -+ xp, xp # L et, pour 1 < k< n—1, 2 =

Rappelons les notions et les propriétés des sous-monoides (resp. sous-groupes) parabo-
liques standard :

Définition 6.2.3. Soit J C I. On pose I'y = (m; ;)i jes, et on note W; (resp. By, resp.
B}r) le sous-groupe de W (resp. le sous-groupe de B, resp. le sous-monoide de BT) engendré
par {s; | j € J} (resp. par {s; | j € J}). On dit que les sous-groupes Wy et By (resp. les
sous-monoides Bj) sont les sous-groupes (resp. sous-monoides) paraboliques standard de W
et de B (resp. de BT).

D’apres [Bou68, Ch. IV, n® 1.8, Corollaire 1], (W, {s; | j € J}) est un systeme de Coxeter
de type I'y. L’analogue pour les monoides d’Artin-Tits est clair, au vu de leurs présentations,
et H. van der Lek a établi ’analogue pour les groupes d’Artin-Tits dans [vdL83, 4.13]) : le
résultat y est démontré pour [ fini, mais il implique le résultat général.
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La longueur standard sur W (resp. Bj) est induite par la longueur standard sur W
(resp. BT). On en déduit que les relevés dans (B} ),eq et dans B, d'un élément de W

coincident, d’ou (B:}_)red = B;red N B}'.

Définition 6.2.4 (parties sphériques). On dit que I'; est sphérique, ou que J est sphérique
(relativement a I'), lorsque Wy est fini. Dans ce cas, on note r; I'unique élément (d’ordre 2,
si J # () de plus grande longueur dans W, et on pose Ay = rj (c’est 'unique élément de
plus grande longueur dans (B7),cq).

D’apres [BS72, Mic99], le monoide B est un monoide simplifiable, dans lequel les pged
et les ppcm sont uniques, lorsqu’ils existent. De plus, deux éléments de BT ont toujours un
pged a droite (resp. a gauche), et ont un ppem a droite (resp. a gauche) des qu'ils ont un
multiple a droite (resp. a gauche) commun.

D’apres [BS72, 5.7], si J est une partie non vide de I, les éléments s;, j € J, admettent
un ppcm (a droite ou a gauche) si et seulement si I' y est sphérique, auquel cas leur ppcm (a
droite et & gauche) est I’élément A; = rj. En particulier, deux éléments s; et s; admettent
un ppcm (a droite ou & gauche) si et seulement si m; ; # oo, auquel cas s; Vg s; = s; VL 8j =
A{i,j} = Hmi_’j (Si, Sj) = Hmi‘j (Sj, Si).

Remarques 6.2.5. Le groupe B est engendré (comme groupe) par B™.

Lorsque I' est sphérique, B est plus précisément le groupe des fractions de BT, ¢’est-a-dire
que tout élément g de B s’écrit sous la forme ¢ = o7ty = 2/y/~, on x, y, o', y € B (cf.
[BS72, 5.5]). Dans ce cas, d’apres [DP99, 7.5], il existe méme un unique couple (x,y) € (B*)?
(resp. (z/,y') € (BT)?) tel que g=a"tyet z ALy =1 (resp. g =2y L et 2’ Agy' =1). On
dit que ce couple (z,y) (resp. (z',1')) est une fraction irréductible & gauche (resp. a droite),
et est la forme irréductible a gauche (resp. a droite) de g.






Chapitre 7

Partitions admissibles.

La notion de partition admissible d'un graphe de Coxeter a été introduite et étudiée par
B. Miihlherr dans [Miih93, Miih94]. Dans ce chapitre, nous rappelons les définitions et les
principaux résultats qui y sont établis.

Les définitions et notations concernant les partitions admissibles sont regroupées dans
la section 7.1. La section 7.2 présente les principaux résultats de [Miith93] sur les partitions
admissibles d’'un graphe de Coxeter I' et sur les sous-groupes du groupe de Coxeter Wt
induits par de telles partitions. Dans la section 7.3, nous rappelons des exemples traités dans
[Miith93, Miih94].

7.1 Définitions.

Soit I' = (m; ;)i jer une matrice de Coxeter.

Définition 7.1.1 ([Miih93]). On dit qu’une partition I de I est sphérique (relativement d
I'), ou, par abus de langage, est une partition sphérique de I', si, pour tout o € f, T, est
sphérique.

Dans ce cas, on pose S={rq|aecl [}, et on note W le sous-groupe de W engendré par
Setlla longueur sur W par rapport a S (le groupe W est engendré par S comme monoide,
puisque les éléments r,, a € I sont d’ordre 2). On appelle type de la partition I la matrice
de Coxeter I = (Ma,8) o ge> OU Ma,g = |rarsl.

Notons que l'application I — S, a — ry est bijective. Soient ai,...,aq € I et w =
Tay " Tay € W. On dit que le mot o --- g sur I est compatible, ou est une représentation
compatible de w (relativement ¢ T) si f(w) = 320, U(rq, ).

n=1
Remarque 7.1.2. Soit I une partition sphérique de T, de type T.
1. On dispose d’'un morphisme surjectif ¢ = @7 : Wy — W, donné par s, — Tq.

2. Siay,...,aq €T et w=r4, T4, €W, on a toujours £(w) < Zi:l l(ry,, ), avec
égalité lorsque la représentation R, --- Ry, de w sur I, ou R,,, est une représentation
réduite de r,,, sur I (pour 1 < n < d), est réduite.

It(w) = {iell]l(ws;)="L0w)+1},

I"(w) = {iel|l(ws;)="Ll(w)—1}.
Notons que I~ (w) est une partie sphérique de I (cf. [Miih93, 2.8]).

Notation 7.1.3. Soit w € W. On pose {

47
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Définition 7.1.4 ([Miih93]). Soit I une partition de I. On dit que I est une partition
admissible de I (relativement a T'), ou, par abus de langage, est une partition admissible de
T, si c’est une partition sphérique de I telle que, pour tout (w, a) € W x I, on ait o C I (w)
oua C I (w).

Remarque 7.1.5. Soient a une partie sphérique de I et w € W.

Alors, d’apres [Miih93, 2.4 et 2.8], on a a € I~ (w) (resp. o C I (w)) si et seulement si
Uwry) = L(w) — £(rq) (resp. l(wrq) = €(w) +£(ry)), i.e. si et seulement si w est 1'élément le
plus long (resp. le plus court) de I'ensemble wWV,,.

7.2 Partitions admissibles et groupes de Coxeter.

Les trois lemmes suivants sont laissés en exercice dans [Miih93]. Pour la commodité du
lecteur, on en donne ici des démonstrations. Elles sont inspirées de [Dro03].

Lemme 7.2.1 ([Miih93, 3.2]). Soit I une partition admissible de T'. Soient J C I et J =
Ugeja- Alors J est une partition admissible de T ;.

Démonstration. Cela résulte du fait que, pour tout w € Wy ~ Wr,,ona J~ (w) = I~ (w) et
JT(w) =IT(w)NJ (cf. [Bou68, Ch. IV, n° 1.8]).

(I

Dans ce qui suit, on appelle 2-partition une partition a deux éléments.

Lemme 7.2.2 ([Miih93, 3.3]). Soit I= {a, B} une 2-partition sphérique de I". Sont équiva-
lents :

1. T est une partition admissible de T,

2. une représentation sur I d’un élément de W est réduite si et seulement si elle est
compatible,

3. pour tout entier naturel m < Mmq, g+1, les mots I, (o, B) et I, (5, o) sont compatibles.

La condition & n’est pas dans [Miih93, 3.3]. Elle permet de simplifier la démonstration
du lemme suivant, et nous sera utile, dans le chapitre 8, a partir de la proposition 8.2.2.

Démonstration. Le sous-groupe W = (ra,rg) de W est un groupe diédral d’ordre 2m,, 3. Les
représentations réduites sur I des éléments de W sont donc les mots IL,,,(c, 8) et 1L, (5, a),
pour tout entier naturel m < mq g+ 1. On vérifie quun mot sur I qui n’est pas réduit n’est
pas compatible, d’oti ’équivalence de 2 et 5.

Supposons 3 et montrons 1. Soit w = IL,,(rq,r3) € W, ou m < mq g+ 1. Montrons que
a C It (w) oua C It (w), et que B C It (w) ou B C I'"(w). On peut supposer w # 1 (car
aUpB =1=17(1)). Posons, pour n € N, a;, = a si n est impair et «;,, = 3 si n est pair.
Comme II,,, (v, #) est compatible, on a o, C I~ (w). Si mq g est fini et si m = Mmq g, on a
donc aUB =1=1 (w). Sim < mg,g, alors le mot Il,,11(a, ) est réduit, donc compatible,
d’ott i1 C I (wra,,,,) et donc app1 C I (w).

Supposons I et montrons 3. Montrons tout d’abord, par récurrence sur ¢(w), que tout
w € W admet une représentation compatible (donc réduite) sur I. Si w = 1, c’est évident.
Sinon, soit i € I tel que ¢(ws;) = ¢(w) — 1. Quitte a échanger « et 3, on a i € «, donc
o C I~ (w) (par admissibilité de I) et £(wry) = £(w) — £(ry). Par hypothése de récurrence,
wr, admet une représentation compatible a;q - - - i, et ag - - - a @ est alors une représentation
compatible de w.
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Pour tout entier naturel m < mq g, le mot 11 m(a, 3) est P'unique représentation réduite
sur I de I'élément II,, (ra,rg) de W. 11 reste donc & vérifier que, si Mq,3 est fini et si le mot
I, (@, B) est compatible, alors le mot Il ,(3, ) l'est aussi. C'est clair si 14,5 est pair.
Si 1, est impair, posons w = I, ;(7a,78) = W, 5(7g,7a) €t w = U, 5—1(rp,7a). Le
mot I, ,—1(8, @) est 'unique représentation réduite de w’, donc elle est compatible, d’oll
a C I~ (w'). Comme w’ n’est pas I'élément le plus long de W, on a § € I~ (w'), d’ou, par
admissibilité, 8 C I'"(w’). On en déduit le résultat. O

Lemme 7.2.3 ([Miih93, 3.4]). Supposons I' sphérique et soit I= {a, B} une 2-partition de
I. Alors g # o0 et les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est une partition admissible de T,

2. les mots W, 4(a, B) et Iy, 4(B, ) sont compatibles.
Dans ce cas, on a Iy, 4(Ta,78) = W, ;(r5,7a) =71
Démonstration. Le fait que m g soit fini est clair, et I'implication 1 = 2 résulte du lemme
précédent. Si 2, il est immédiat que, pour tout m < mq g, les mots I, (a, ) et 1L, (5, @)
sont compatibles, d’ou 1 par le lemme précédent.

Considérons I'élément w = Ilz,, , (ra,rg) = M, 4 (rg,ra) de W. Comme les deux mots
Uy, 5(c, B) et I, ;(8, @) sont compatibles, ona aU B =1 = 1" (w), dot w = 7/. O

Proposition 7.2.4 ([Miih93, 3.5]). Soit I une partition de I telle que, pour tous a, (3 € I
avec o # 3, {a, B} soit une partition admissible de I'qup. Alors, pour tout w € W :

1. une représentation de w sur I est réduite si et seulement si elle est compatible,

2 sio, el etsi v est U’élément le plus court (pour 1) de wWyg, on a v € W,
U(w) = (v) + L(v™ w) et v iw € (14, 75),

pour tout « € I, on a o C It (w) ou a C I~ (w),

pour tout o € I, on a l(wry) = l(w) —1 e o C I~ (w),

pour tout o € I, on a b(wry) = l(w) +1 & a C I'T(w),

sia, B el sont tels que aUB C I~ (w), alors mq,g # 00 et il existe une représentation
réduite de w sur I qui finit par Iz, (o, B).

S G Lo

Théoréme 7.2.5 ([Miih93, 1.1]). Soit I une partition admissible de T'. Alors le couple (W, S)
est un systeme de Coxeter de type I'. Autrement dit, le morphisme surjectif ¢; : Wy — W,
donné par s — 1o, est injectif.

Théoréme 7.2.6 ([Miih93, 1.2]). Soit I une partition (sphérique) de T'. Sont équivalents :

1. T est une partition admissible de T,

2. pour tous o, B € I avec # B, {o, B} est une partition admissible de I 5.

Corollaire 7.2.7 ([Miih94, 2.5.5]). Soit I une partition admissible de T'. Alors T est sphé-
rique si et seulement si T est sphérique; de plus, dans ce cas, Uélément le plus long de
W~ Ws (pour () coincide avec I’élément le plus long de W (pour1).

En particulier, pour o, 3 € I, alors 1y 3 7 0o si et seulement si I'oypg est sphérique.

Démonstration. 11 est clair que, si W est fini, alors W Dest. Réciproquement, supposons r
sphérique et soit w I’élément le plus long de W ~ W (pour ¢). On a £(wry) = £(w) — 1 pour
tout aw € I, dott I = Upef@® © 17 (w) par la proposition 7.2.4 (assertion 4). Cela implique
que ' est sphérique et que w est I'élément le plus long de W. O
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7.3 Exemples.

La notion de partition admissible généralise la situation du sous-groupe des points fixes
d’un groupe de Coxeter sous ’action d’un groupe d’automorphismes du graphe, étudiée dans
[Hée90, Hée91]. B. Miihlherr a précisément établi le résultat suivant (dont le deuxieme point
est le résultat [Hée91, 3.4 (a) et (c)]) :

Théoréme 7.3.1 ([Miih93, 1.3]). Soient I' = (m ;)i jer une matrice de Cozeter et G un
sous-groupe de Aut(T). Notons J l’ensemble des orbites sphériques de I sous G, J C I leur
réunion et T le type de la partition sphérique J de T'j. Alors :

1. J est une partition admissible de Ty,
2. WG =W et le couple (WE, {rq | a € J}) est un systéme de Coxeter (de type T).

Exemples 7.3.2. Dans le cas des automorphismes des graphes de Coxeter sphériques et
irréductibles, on obtient les résultats suivants (pour la détermination des types des partitions
obtenues, on peut se reporter aux résultats de [Miih94, section 2.5], rappelés dans le chapitre 9
ci-dessous) :

e Les automorphismes d’ordre 2 de Ay,—1 (n > 2), Aay, (n = 2) et Dyy1 (n > 3) induisent
des partitions admissibles de type B,,.

O—@- -+ o—e-
A2n*1 Dn+1 Oo—e: @<2
O—@- - 2 z

(n>2) } (n>2) (n>3)
B, o—e-0'® B, o—e @—@ B, o—e M
e Les automorphismes d’ordre 3 de Dy induisent une partition admissible de type I2(6)

et Pautomorphisme d’ordre 2 de Eg (resp. Fy, resp. Is(m), m > 3) induit une partition
admissible de type Fy (resp. I3(8), resp. Ap).

Dy oé: Eg o—@i Fy 234 I5(m) Im

| J } (m>3) |

Voici deux exemples de partitions admissibles qui ne sont pas constituées d’orbites sous
I’action d’'un groupe d’automorphismes du graphe de Coxeter. La encore, on peut vérifier
que ces partitions sont admissibles, et déterminer leur type, grace aux résultats de [Miih94,
section 2.5], rappelés dans le chapitre 9 :

Exemples 7.3.3. Plongements de Wy, dans Wp, et de Wy, dans Wg.

R



Chapitre 8

Morphismes admissibles entre
monoides d’Artin-Tits.

Dans ce chapitre, nous étudions I’analogue des résultats de B. Miihlherr [Miih93] sur le
sous-groupe d’un groupe de Coxeter induit par une partition admissible du graphe, pour les
monoides et les groupes d’Artin-Tits.

Dans la section 8.1, nous rappelons la notion de morphisme qui respecte les ppcm définie
par J. Crisp dans [Cri99]. Cette notion est 1'une des clés des résultats de la section 8.2, ot nous
établissons que le sous-monoide (resp. sous-groupe) d’un monoide d’Artin-Tits (resp. d’'un
groupe d’Artin-Tits de type sphérique) est un monoide (resp. un groupe) d’Artin-Tits. Dans
la section 8.3, nous montrons comment notre construction généralise et unifie des résultats
antérieurs, sur la situation du sous-monoide (resp. sous-groupe) des points fixes d’'un monoide
(resp. groupe) d’Artin-Tits sous l'action d’un groupe d’automorphismes du graphe, étudiée
dans [DP99, Mic99, Cri00, BDM02], sur la notion de LCM-homomorphisme, définie dans
[Cri99] et généralisée dans [God02], et sur la notion de morphisme entre monoides d’Artin-
Tits issu d’un éclatement d’un graphe de Coxeter, définie dans [CP01, section 6] et généralisée
dans [Par02, section 5]. Dans la section 8.4, nous montrons que des propriétés importantes
établies dans [Cri99, Cri00, God02] s’étendent a notre cadre.

On fixe deux matrices de Coxeter I' = (m; ;)i jer et I' = (mj, ;)i jrer, et on pose W =
Wr, BT = B\, W = Wp/, et B™ = B{,. Si a est une partie sphérique de I’ (relativement
a I"), on note r/, I'élément le plus long de W/, et A/, son relevé dans B/} .

8.1 Morphismes qui respectent les ppcm.

La notion de morphisme qui respecte les ppcm entre monoides d’Artin-Tits a été définie
et étudiée par J. Crisp dans [Cri99, Cri00].

Définition 8.1.1 ([Cri99, 1.1]). On dit qu’un morphisme entre monoides d’Artin-Tits ¢ :
BT — B't respecte les ppcm a droite si :

1. pour tout i € I, ¢(s;) # 1,

2. pour tous i, j € I, 8; Vg s; existe dans B7 si et seulement si ¢(s;) Ve ¢(s;) existe dans

B’ auquel cas ¢(s;) Vg ©(s5) = ¢(si Vg 8j).

o1
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On définit de facon symétrique les morphismes qui respectent les ppem a gauche, et on
dit simplement qu’un morphisme respecte les ppcm s’il respecte les ppcm a droite et les ppcm
a gauche.

Théoréme 8.1.2 ([Cri00, 8]). Soit ¢ : BT — Bt un morphisme qui respecte les ppem a
droite.

1. Pour tous x,y € BT, x Vg y ewiste dans BT si et seulement si p(x) Vg @(y) existe
dans B'", auquel cas p(z) Vg o(y) = p(x VR Y).

2. Pour tous z, y € BT, o(x) < p(y) = = < y. En particulier, ¢ est injectif.

La version symétrique de ce résultat est bien sur vraie.

Voici un exemple de morphisme qui respecte les ppcm, inspiré des études faites dans
[Cri99, God02].

Lemme 8.1.3. Soit («;)ies une famille de parties non vides et sphériques de I' (relativement

aI"). On suppose que, sim;; # o0, alors Iy, est sphérique et Al Ue; = Him,, (A, A’aj).

Alors Uapplication s; — A’  se prolonge en un morphzsme de monozdes de BT dans B'T.
De plus, si l’'on suppose que lorsque m; j = oo, T

phisme respecte les ppcm.

a;Ua; €St non sphérique, alors ce mor-

Démonstration. Le premier point est clair puisque, pour m;; # oo, les hypotheses nous
donnent en particulier ILy, ; (A}, A} ) = Iy, (A, A,) dans B'F. Montrons le second
point. On a ¢(s;) = A}, # 1, car ; est non vide. De plus, on a la suite d’équivalences suivante
(que le symbole V désigne le ppem & droite ou le ppem & gauche) : s; V s; existe dans BT <

m;j # oo < I :Ua; €st sphérique < AL, Ua; = =Al VAL ; existe dans B’*, auquel cas on a
¢(siV 85) = p(Iln, ;(8i, 85)) = I, ; (AL, A/ ) A,a Uay; = = AL,V A:xj = ¢(si) Vp(sj). O

8.2 Partitions admissibles et monoides d’Artin-Tits.

Le lemme suivant est la seconde clé de la démonstration de notre théoréme 8.2.4 ci-
dessous. Il traduit la notion de compatibilité (cf. définition 7.1.1) en termes d’éléments simples
dans les monoides d’Artin-Tits.

Lemme 8.2.1. Soient aq,..., ag des éléments d’une partition sphérique de I'. Alors
aq - -aq est compatible < A, -+ - Ay, est simple (i.e. appartient o B ed)
Dans ce cas, si w ="7q, -+ Tay,, alors w = Dg, - Dqg,.

Démonstration. Posons w = 1o, -+ Tay = T(Aq, -+ - Aq,). Supposons aj - - - g compatible,
ie. l(w) = Zflzl {(ry,, ). Alors, si l'on fixe une représentation réduite R,, de chaque rq,
sur I, la représentation R,, --- R, de w sur I est réduite et donc, par définition de w,
onaw = A, A, dans B . Réciproquement, si A,, ---A,, € Bmd, alors f(w) =
Ay, - Ayy) = Zflzl U(Ag,) = Zi:l l(rq,,) (on a la premiere et la troisieme égalités par
caractérisation de B:‘e 4 et la seconde par additivité de la longueur sur BT), donc a1 -+ - aq
est compatible. O

red’

Ce résultat permet de reformuler les caractérisations des 2-partitions admissibles de
[Miih93] (rappelées en 7.2.2 et 7.2.3 ci-dessus) comme suit :
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Proposition 8.2.2. Soit [ = {a, B} une 2-partition sphérique de T'. Sont équivalents :
1. T est une partition admissible de T,

2. pour tout entier naturel m < mq g+ 1, I (Aq, Ag) et 11, (Ag, Ay) appartiennent a
BT

red”

Proposition 8.2.3. Supposons I' sphérique et soit I = {a, B} une 2-partition de I. Alors
Ma,3 7 00 et les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est une partition admissible de T,
2. W, 5(Aa, Ap) et g, ,(Ag, Aa) appartiennent a BT

red’

Dans ce cas, on a Iy, 4(Aa, Ag) = [, ;(Ap, Aa) = Af.
Nous pouvons a présent prouver les deux résultats principaux de ce chapitre :

Théoréme 8.2.4. Soit I une partition admissible de T, de type T. Alors :
1. Vapplication s, — A définit un morphisme de monoides ¢ = @ de BfJf dans Bff =
BT, d’image le sous-monoide BT = (A,, a € I) de BT,
2. ce morphisme respecte les ppcm, donc est injectif.
Le couple (BY,{Ay | o € I}) est donc un systéme d’Artin-Tits positif de type T.

Démonstration. Il suffit d’appliquer le lemme 8.1.3 & ’ensemble I qui est formé de parties
non vides et sphériques de I (relativement a I') : on a 7, 7# 0o si et seulement si 'y
est sphérique, par le corollaire 7.2.7, et, lorsque c’est le cas, Hmaﬁ(Aa, Ag) = Aqup par la
proposition 8.2.3. O

Corollaire 8.2.5. Sous les mémes hypothéses, le morphisme ¢ : BfJf — BIJI se prolonge en
un morphisme de groupes pg, : By — Br, qui a pour image le sous-groupe B = (Ay, a € f)
de Br. Si T est sphérique (i.e. si I' est sphérique, cf. corollaire 7.2.7), alors pg, est injectif.
En particulier, le couple (B, {Aq | a € T}) est alors un systéme d’Artin-Tits de type T .

Démonstration. L’existence du morphisme ¢y, : By, — Br est claire. Si I est sphérique, tout
élément g de By s’écrit sous la forme g = 7y, oux, y € Blff (Remarque 6.2.5). L’égalité
wgr(g) = 1 implique alors p(x) = ¢(y) et on conclut grace a l'injectivité de ¢. O

Définition 8.2.6. Soient J C I et J une partition admissible de T';, de type L. Nous disons
que :

e le sous-monoide BT = (A,, a € J) de Bf (resp. le sous-groupe B = (Ay, a € J)

de Br) est induit par la partition admissible J de I'j, ou, par abus de langage, est un
sous-monoide (resp. sous-groupe) admissible de Byt (resp. Br),

e le morphisme ¢ = ¢j : Bli' — Bl‘f (resp. @y, : Bp — Br), donné par le théoreme 8.2.4
(resp. par le corollaire 8.2.5), est induit par la partition admissible J de Ty, ou, par
abus de langage, est un morphisme admissible.

Remarque 8.2.7. Dans la définition 8.2.6 ci-dessus, nous prenons en compte le cas d’une
partition J d’'une partie J de I. Cela ne change pas les conclusions du théoreme 8.2.4 et
du corollaire 8.2.5. De plus, de cette fagon, la notion de sous-monoide admissible généra-
lise la notion de sous-monoide parabolique standard et de sous-monoides des points fixes
d’un monoide d’Artin-Tits sous l'action d’un groupe d’automorphismes du graphe (Propo-
sition 8.3.1 ci-dessous), et la notion de morphisme admissible généralise la notion de LCM-
homomorphisme de [Cri99, God02] (Proposition 8.3.5 ci-dessous).
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Remarque 8.2.8. Soient J C I, J une partition admissible de T';, de type T, et @, @ et Ygr
les morphismes définis comme dans la remarque 7.1.2 et la définition 8.2.6 ci-dessus. On a le
diagramme commutatif suivant, olt ¢ et ¢ sont injectifs et oll g4, est injectif lorsque T est
sphérique :

Bf Br —I Ws
o)
Byt Br —— Wr

Remarque 8.2.9. Si la partition .J est seulement supposée sphérique, I'application sq — Ag
ne se prolonge pas nécessairement en un morphisme de Bff dans Bff : par exemple, si I' =
& & avec o = {1} et 8 = {2,3}, alors Ma,p = 3 mais AgAgA, # AgAy,Ap dans Bt
(pour une raison de longueur).

8.3 Les morphismes admissibles dans la littérature.

Nous montrons, dans cette section, comment les notions de sous-monoides et de mor-
phismes admissibles généralisent et unifient trois situations déja connues.

Morphismes admissibles et automorphismes du graphe.

On retrouve, dans la proposition suivante, les résultats de [DP99, Mic99, Cri00, BDM02]
sur le sous-monoide (resp. sous-groupe) des points fixes du monoide d’Artin-Tits Bt (resp. du

groupe d’Artin-Tits Br lorsque I' est sphérique) sous l’action d’un groupe d’automorphismes
deT.

Proposition 8.3.1. Soient I' = (m; ;)i jer une matrice de Cozeter et G un sous-groupe de
Aut(T). Notons J Uensemble des orbites sphériques de I sous G, J C I leur réunion et T le
type de la partition sphérique J de Ty. Alors :

1. on a BY = (BY)Y, en particulier, le couple (BT)% {Aq | o € J}) est un systéme
d’Artin-Tits positif de type T,

2. si [ est sphérique, on a B = BG,Nen particulier, le couple (BS, {Aq | o € J}) est alors
un systeme d’Artin-Tits de type I.

Démonstration. Vu les théoremes 7.3.1, 8.2.4 et le corollaire 8.2.5, il s’agit de montrer que
Bt = (B1)% et que, dans le cas oii I est sphérique, B = BE.

On a BT C (B1)% et B C BY, puisque les éléments de G agissent sur B en respectant
la longueur standard, donc fixent ’élément A, pour chaque orbite sphérique o € J.

Soit z € (BT)“ et montrons que z € BT. On peut supposer & # 1, et considérer un i € 1
tel que s; < =. Alors, pour tout g € G, s4;) < , ce qui implique que l'orbite a de i sous G
est sphérique et que A, < . Il existe donc 2’ € BY tel que z = A2/, et I'on a 2’ € (BT)%
(en utilisant la simplifiabilité dans BT) et £(2') < ¢(z). On conclut, par récurrence, que
' € Bt, don z € BT.

Supposons a présent I sphérique et soit b € BE. 1l existe un unique couple (x,y) € B tel
que b =z 'y et xAry = 1 (Remarque 6.2.5). Par unicité, on a nécessairement z, y € (B1)Y,
et on conclut, grace au point précédent, que z, y € B, et donc b € B. D
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Remarques 8.3.2. Cet énoncé et sa démonstration sont essentiellement les mémes que dans
[Cri00, 10, 11], et en effet, la conjonction de [Cri00, 6], de [Cri03] et du lemme 8.3.4 montre
que la matrice de Coxeter construite par J. Crisp dans [Cri00] est bien la matrice r.

J. Crisp établit I'assertion 2 de la proposition 8.3.1 dans le cadre plus général des matrices
de Coxeter "de type FC™ (cf. [Cri00, 4]), et il montre en fait précisément que, dans ce cadre,
le morphisme admissible ¢y, : By — B est encore injectif et a encore pour image BY (cf.
[Cri00, Section 5]).

Morphismes admissibles et LCM-homomorphismes.

On rappelle ci-dessous la définition des LCM-homomorphismes de [Cri99, God02]. Dans
[Cri99, 2.1], J. Crisp se restreint au cas d’une matrice I" sans coefficient infini et ne donne
donc pas la condition (L3) ci-dessous, qui est ajoutée par E. Godelle dans [God02, 2.1].

Définition 8.3.3 ([Cri99, God02]). Soient I' = (m; ;)i jer et IV deux matrices de Coxeter.
Une LCM-donnée de T' dans I" est une application T : I — P(I’) telle que :

(LO) les ensembles T'(i), i € I, sont non vides et deux a deux disjoints,

(L1) pour tout i € I, la matrice T’ ’T(i) est sphérique,

(L2) si m;; # oo, alors F/T(i)uT(j) est sphérique et A/T(i)uT(j) = Hmi,j(A/T(i)7 Aif(j)),
(L3) si m;; = oo, alors, pour tout ¢ € T'(i), la matrice F{{z"}UT(j) est non sphérique.

D’apres le lemme 8.1.3, une LCM-donnée T', de " dans I, permet de définir un morphisme
qui respecte les ppcm @7 : BT — Bt donné par s; — A’T(i). Suivant [Cri99, God02], nous
disons que @7 est un LCM-homomorphisme.

Une LCM-donnée T' de T' dans I définit donc une partition sphérique {T'(i) | i € I}
(relativement & I') de la réunion des T'(7), i € I. On démontre, dans la proposition 8.3.5 ci-
dessous, qu’il s’agit en fait d’une partition admissible de type I'. Les LCM-homomorphismes
sont donc des morphismes admissibles.

Lemme 8.3.4. Soient o et B deux parties sphériques de I relativement a T.

1. SiToupg est sphérique et s’il existe un entier m € N tel que Aqup = I (Aa, Ag) =
I (A, Ay), alors m = |rqrg|.

2. 51, pour tout m € N, I1,,(An, Ag) € B;Fed, alors |rorg| = 00 et T'qup n'est pas sphérique.

Démonstration. Sous les hypotheses de 'assertion 1, on a (1473)™ = Hop(ra,75) = (raus)? =
1 dans W = Wr, donc |rqrg| divise m. Si |rqrg| < m, alors, en remplacant un facteur
H|rar5|(ra, rg) de Il (rq,r3) par H|rar5|(m, Ta), on voit que des termes se simplifient, d’ou
(Il (ra,r8)) < Em(l(ra),(rg)) = Em(U(Aa), (Ag)) = (11, (A, Ag)), ce qui contredit le
fait que II,,,(Aq, Ag) est simple.

Sous les hypotheses de I'assertion 2, le groupe diédral (rq,73) € Woyg est infini, donc
|rarg| = 00 et I'qup n’est pas sphérique. O

Proposition 8.3.5. Soient T une LCM-donnée de I' dans I" et J' = J;c; T(i) C I'. Alors
Uensemble {T (i) | i € I} est une partition admissible de I}, de type T

'On dit qu'une matrice de Coxeter I' = (m; ;)i jer est de type FC si I est fini et si elle satisfait a la
propriété suivante : pour tout J C I, I'; n’a pas de coefficient infini = I ; est sphérique.
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Démonstration. Il est clair, vu les conditions (L0) et (L1), que {T'(i) | i € I} est une partition
sphérique de I"},. De plus, il résulte de [God02, 2.5] que, si m; j = 0o, on a, pour tout m € N,
I+

Lo (A7ays A7) € Brea:
Le lemme 8.3.4 montre alors que la partition {T'(i) | i € I'} est de type I, et les proposi-
tions 8.2.2 et 8.2.3 montrent que, pour tous ¢, j € I, {T'(i),T(j)} est une partition admissible

de F/T(i)UT(j)’ et on a alors le résultat par le théoreme 7.2.6. ]

Remarque 8.3.6. Réciproquement, on peut vérifier qu'une partition admissible de I, de
type I', définit une LCM-donnée de I" dans I, dans chacun des cas suivants :

1. la matrice I' n’a pas de coefficient infini (i.e. la condition (L3) n’intervient pas),

2. lamatrice I est ”de type FC” (cf. la note du bas de la page 55) et la partition admissible

est issue d’un groupe d’automorphismes de I”,

3. la matrice I est " angles droits™ ; il suffit d’utiliser, pour voir cela, le résultat [Miih94,

2.5.15], rappelé en proposition 9.1.3 ci-dessous.

Mais cela n’est pas vrai en toute généralité, c’est-a-dire qu’il existe des partitions ad-
missibles (de type ayant un coefficient infini) qui ne satisfont pas a la condition (L3) : on
donne, en 8.3.7 ci-dessous, un exemple d’une telle partition issue d’un automorphisme de
graphe; la proposition 8.3.10 ci-dessous en fournit d’autres exemples, non nécessairement
issues d’automorphismes de graphes (cf. remarque 8.3.12), et on en exhibe, dans ’exemple
8.4.8 ci-dessous, dans des graphes de type FC (elles sont alors nécessairement non issues
d’automorphismes de graphes).

Exemple 8.3.7. Considérons le graphe de Coxeter I' de type affine As, et sa partition
admissible constituée des orbites de I' sous ’action du "demi-tour” :

[ ]

Cette partition admissible (de type I' = I5(c0)), ne définit pas une LCM-donnée de Io(oo)
dans I' (i.e. ne satisfait pas a la condition (L3)), puisque, si ¢ est 'un des sommets de ce
graphe et si (3 désigne 'orbite ne contenant pas i, alors I'(;35 est du type sphérique As.

Morphismes admissibles et éclatement d’un graphe de Coxeter.

On rappelle, en définition 8.3.8 ci-dessous, une construction de B. Miihlherr [Miih94,
section 2.6], dont une version presque identique a été obtenue de fagon indépendante par J.
Crisp et L. Paris [CP01, section 6], dans le cas des matrices de Coxeter sans coefficient infini,
et généralisée & tous les cas par L. Paris [Par02, section 5] (la différence vient du choix de
I’entier N dans la définition 8.3.8, et du fait que J. Crisp et L. Paris se limitent au cas des
matrices de dimension finie).

Définition 8.3.8 (éclatements). Soit I' = (m¢)s+cs une matrice de Coxeter telle que 'en-
semble {ms; | s, t € S} soit fini. Soit :

n+— n — 1 sin est pair,
6 :NyyU{oo} = N, ¢ n 2L sin est impair,
00— 2.

20n dit qu’une matrice de Coxeter I' = (m; ;)i jer est a angles droitssi, pour tous 4, j € I, m; ; € {1,2,00}.
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Soient Ny = ppem{d(ms¢) | s, t €S, s # t} et N un multiple de Np.

Un éclatement I de T est un graphe de Coxeter d’ensemble de sommets la réunion disjointe
S d’ensembles I(s) = {sM, ..., stM} de cardinal N, oti s € S, et dont les arétes sont réparties
comme suit :

1. il n’y a pas d’aréte entre deux éléments d’'un méme ensemble I(s),

2. si mgy € Nxg est pair, le graphe r I(s)uI(z) est la réunion disjointe de &TN”) copies du

graphe suivant :
1 2 3 e d(msy)

XS

ou les sommets notés e constituent I(s) et les sommets notés o constituent I(t),

3. si msy € N33 est impair, le graphe r I(s)ur(p) est la réunion disjointe de (S(TJ\{”) copies

du graphe suivant :
1 2 3 e d(msy)

%

ou les sommets notés e constituent I(s) et les sommets notés o constituent I(t),

4. simgs = 00, le graphe r I(s)uI(r) est la réunion disjointe de % copies du graphe suivant :

X

ou les sommets notés e constituent I(s) et les sommets notés o constituent I(t).

Exemple 8.3.9. Si I est de type Hs (resp. Hy), alors tout éclatement I de I', construit
avec N = Ny = 2, est de type Dg (resp. Eg), et 'on retrouve les figures des exemples 7.3.3.

Proposition 8.3.10 ([Miih94, 2.6.2 et 2.6.3]). L’ensemble {I(s) | s € S} est une partition
admissible de I, de type T'.

Démonstration. On rappelle qu’il suffit de vérifier que, pour s, t € S, {I(s),I(t)} est une

partition admissible de f‘](s)uf(t), de matrice Iy(mg+) (théoreme 7.2.6).

2N
ms,t—l

Lorsque ms: € N3, le graphe I )7 est la réunion disjointe de copies de

A, .—1, et la partition {I(s), I(t)} induit sur chacune des composantes connexes de f[(s)ul(t)
la partition "bipartite” de Ay, ,—1 (sauf si ms; = 2, auquel cas on obtient la partition triviale
de A;). Lorsque mg ¢ = 00, le graphe f](s)ul(t) est la réunion disjointe de % copies de As, et la
partition {I(s),I(t)} induit sur chacune des composantes connexes de I I(s)uI(r) la partition
de As décrite dans exemple 8.3.7 ci-dessus.

Des résultats de B. Miihlherr [Miith94], rappelés dans le corollaire 9.1.6 et dans le lemme
9.2.1 ci-dessous, montrent alors le résultat. O

Corollaire 8.3.11. Soient I’ une matrice de Cozeter et I' un éclatement de T. Le morphisme
Y Bff — Blff, donné par s — Ap), est un morphisme admissible.

Notons que cette construction permet de plonger tout groupe de Coxeter (resp. monoide
d’Artin-Tits) associé & une matrice de Coxeter prenant un nombre fini de valeurs, dans un
groupe de Coxeter (resp. monoide d’Artin-Tits) associé & une matrice de Coxeter "simplement
lacée”, i.e. a coefficients dans {1, 2, 3}.
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Remarques 8.3.12. Lorsque I' n’a pas de coefficient infini, le morphisme ¢ du corollaire
8.3.11 est un LCM-homomorphisme, obtenu par pliage, au sens de [Cri99, 4.1] (voir aussi la
section 9.3 ci-dessous).

Lorsque I' a un coefficient infini, ¢ n’est pas un LCM-homomorphisme au sens de [God02] :
si mgy = o0 et si § € I(s), alors f‘{g}ul(t) est la réunion disjointe de N — 2 composantes
connexes de type A; et d’'une composante connexe de type As, donc est sphérique. Notons
que, dans [Par02, section 5], L. Paris montre et utilise le fait que ¢ est un morphisme qui
respecte les ppcm (a droite).

8.4 Quelques propriétés des morphismes admissibles.

On montre ici que des propriétés établies dans [Cri99, Cri00, God02] s’étendent au cas
des sous-monoides et morphismes admissibles.

Respect de la combinatoire des monoides d’Artin-Tits.

Soient I' = (m; )i jer une matrice de Coxeter, J C I et J une partition admissiblg de
I'y. Soit ¢ : Blff — BIT le morphisme (admissible) induit par la partition admissible J de
T';, d’'image le sous-monoide admissible B de Bt = B

On sait déja que le morphisme admissible ¢ préserve les ppcm et la divisibilité, comme
dans le théoreme 8.1.2.

La proposition qui suit établit que les notions d’éléments simples dans BT et dans B+
coincident. Elle généralise les résultats [Cri99, 2.2], [Cri00, 15] et [God02, 2.6]. Notons que,
dans [Cri99, 2.2] et [God02, 2.6], seule Vinclusion B, € B* N B}, est démontrée.

Proposition 8.4.1. Posons B} , = <,0((BF Jred)- Alors B = Bt n B

red’

Démonstration. Soient w € Wy ~ W et aj---ag une représentation réduite de @ sur J.
Alors aj - - - ag est compatible (cf. proposition 7.2.4): donc (@) = Aq, -+ Aq, € BL ,NBT
(cf. lemme 8.2.1). Réciproquement, soit w € B:‘edﬂBJr. Onaw = A,, ---Ag,,, pour certains

at, ..., aq € J, donc m(w) = rq, - - Ta, et le mot o - - - ag sur J est compatible, donc réduit
(cf. proposition 7.2.4). Mais alors, si 'on pose W = Sq, * -+ Sa, € Wi, on a W = 8o+ 8a,
dans (B;)Ted et w = (). O

Les propositions 8.4.3 et 8.4.4 ci-dessous reprennent le théoreme [God02, 2.10].

On aurait pu se contenter de citer ce résultat, puisqu’il s’applique ici : le morphisme
admissible ¢ satisfait aux hypotheses de [God02, 2.10] et & la condition supplémentaire
— qu’il faut ajouter aux énoncés de [God02, 2.9 et 2.10] pour que les preuves données dans
[God02] soient correctes — d’étre a valeurs dans Bttaejp(a)’ oupla)={iel|s;igp(sa)}=
{i € I]¢(sqa) = si}. Nous préférons redémontrer ces propositions avec nos notations et les
résultats établis ici. Les démonstrations que ’on donne sont toutefois largement inspirées de
celles de [God02, 2.9 et 2.10].

Lemme 8.4.2. Soient w € (Bf Jred €t € 1.

1. Sis; < p(w) (resp o(W) = s;), alorsi € J et, si a désigne ’élément de J qui contient
i, On @ Sq X W (Tesp. W = Sy ).
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2. Si i appartient a J et si s;p(w) € B

Vélément de J qui contient i, on a o € (Blf)red (resp. WS, € (Blf)red).

; (resp. p(w)s; € Bl ), alors, si a désigne

Démonstration. Montrons le résultat pour les propriétés a gauche. Posons w = sq, - - - 8q,-
D’apres la proposition 8.4.1, on a (W) = Ay, -+ Aq, € Bfed. Posons w = rq, -+ 7Ta, € W,
de sorte que p(w) = w.

Montrons 1. On a w € BT, donc la condition s; < w implique i € J. Cette condition
équivaut a £(s;w) = (w) — 1, est-d-dire & i € I~ (w~'). Par admissibilité de la partition .J
de Ty, on adonc o € I~ (w™1), dott £(rqw) = £(w) — €(rs). On en déduit que A, = ©(84) <
w = p(w), d’ou, d’apres le théoreme 8.1.2, s, < W.

Montrons 2. La condition s;w € B, équivaut a £(s;w) = £(w) + 1, c’est-a-dire & i €
It (w™1). Par admissibilité de la partition J de 'y, on a donc o € I (w™1), d’ott £(rqw) =
L(w) 4+ £(ry). On en déduit que Ajw = p(s,W) € Bjed, d’ou, d’apres la proposition 8.4.1,
SaW € (B;)red- OJ

Proposition 8.4.3. Le morphisme ¢ respecte les formes normales (a gauche et a droite),
c’est-a-dire que, si (x1,..., o) est la forme normale & gauche (resp. a droite) d’un élément
non trivial de Blff, alors (p(x1),..., (xy)) est la forme normale a gauche (resp. a droite)
de p(x) dans BT.

Démonstration. Montrons le résultat pour les formes normales a gauche. D’apres la propo-
sition 8.4.1, les images par ¢ des éléments d’une forme normale appartiennent a B:; 4 Vula
définition 6.2.2 des formes normales a gauche, il suffit, pour obtenir le cas général, d’établir
le cas n = 2.

Soient donc x, y € (Blff)red tels que L(zy) = « (ot L : B; — (BfJ\r)’r‘ed est comme
en 6.2.2) et montrons que L(p(x)p(y)) = ¢(x). On a o(x) € B, et p(z) < o(x)p(y),
donc ¢(x) < L(¢(x)¢(y)). Posons L(p(x)¢(y)) = ¢(z)h, pour un certain h € B}, tel que
h < ¢(y). Si h # 1, alors il existe i € I tel que s; < h donc, d’apres le lemme 8.4.2, i € J
et, si a désigne ’élément de J qui contient i, alors s, < ¥ ; mais comme @(x)s; € Bt (car
p(x)s; < p(z)h et p(z)h € B ;) le lemme 8.4.2 nous fournit alors xs, € (Bff)red, ce qui

contredit I'hypothese L(zy) = 2. On a donc h = 1, cest-a-dire L(p(x)p(y)) = o(x). O

Proposition 8.4.4. Le morphisme ¢ respecte les pged (a gauche et a droite), c’est-a-dire
que, pour tout x, y € BL, on a p(z Ary) = o(x) AL p(y) (resp. p(x ArY) = o(z) Ar @(y)).

Démonstration. Montrons le résultat pour les pged & gauche. Il est clair que, pour a, b € BT,
on aaArb=1siet seulement si L(a) Ap L(b) =1 (et de méme dans Blf)

Soient x, y € (Blff)red. I1 est clair que, si p(x) AL ¢(y) = 1, alors A, y = 1. Récipro-
quement, s'il existe ¢ € I tel que s; < () AL p(y), le lemme 8.4.2 nous fournit un élément
o de J tel que sy < Az y. On a donc o(x) AL ¢(y) = 1 si et seulement si x A, y =1

Soient & présent x, y € Blff et posons z = (xApy)zri et y = (xApy)yr- Onaxy Apyr = 1,
e(x) = (@ Ap y)e(r1), ¢(y) = e(@ AL y)e(yr) et il s’agit d’établir que p(z1) AL p(y1) = 1.
D’apres le premier point de cette démonstration, on a L(x1) A L(y1) = 1, donc ¢(L(x1)) AL

©(L(y1)) = 1 (d’apres le deuxiéme point de cette démonstration). Or, d’apres la proposition

8.4.3, on a p(L(x1)) = L(p(z1)) et p(L(y1)) = L(p(y1)), d'ont p(x1) AL (y1) = 1 (& nouveau
grace au premier point de cette démonstration). ]



60 Chapitre 8. Morphismes admissibles entre monoides d’Artin-Tits.

Corollaire 8.4.5. Supposons I' sphérique. Alors T' est sphérique (cf. corollaire 7.2.7) et le
morphisme g : By — Br respecte les fractions irréductibles (au sens de la définition 6.2.5),
c’est-a-dire que, si (z,y) est la forme irréductible a gauche (resp. a droite) d’un élément g
de By, alors (¢(x),0(y)) est la forme irréductible a gauche (resp. a droite) de g, (g) dans
Br.

Démonstration. Cf. [God02, 2.11]. Cela résulte directement des définitions des formes irré-
ductibles et de la proposition 8.4.4. O

Composé de morphismes admissibles.

On rappelle, en proposition 8.4.6 ci-dessous, le résultat [Miih94, 2.5.6] sur les partitions
admissibles de partitions admissibles (démontré ici a ’aide des morphismes admissibles).

Ce résultat implique que la classe des morphismes admissibles est stable par composition
(cf. corollaire 8.4.7). 1l offre également un critére pour prouver ou infirmer I’admissibilité de
partitions sphériques, que 'on illustre dans I'exemple 8.4.8 ci-dessous, et que ’on utilisera a
plusieurs reprises dans le chapitre 9.

Proposition 8.4.6 ([Miih94, 2.5.6]). Soient I' une partition admissible de T, de matrice
I = (m, g)aper, et I" une partition sphérigue deE', de matrice T" = (171%’@)(1)7\1,61//.

Posons, pour ® € 1", ® = Upcopa, et I = {® | ® € I"}. Alors I est une partition
sphérique de T, de matrice I'"'. De plus, on a I’équivalence :

I est une partition admissible de I' <= I" est une partition admissible de I"'.

Démonstration. Posons W = Wr, BT = Bt, W = W, B = B\, et W" = Wpn, B" =
Bit,. Considérons le morphisme admissible ¢ : BT — BT, s, — A,, induit par I, et
l'isomorphisme de groupes ¢ : W/ = (r,, a € I') CW.

Soit @ € I”. La matrice I'}, est sphérique, donc ppem{s,, | o € @} = Al existe dans B'*.
Comme @ est fini et comme ¢ préserve les ppcm, au sens du théoreme 8.1.2, le ppcm des
Ay = ¢(84), a € ®, existe dans BT. Cela implique que ® est sphérique et que ppem{A, |
a € @} = Az = p(Ag); et donc H(rg) = rg dans W. Pour @, ¥ € I”, on a alors mg g =
Irery| = |@(rery)| = |rgrgl, d’ott le premier point.

De plus, on a gp(B:fcfd) = o(B"") N Bjed d’apres la proposition 8.4.1. Donc pour tous
O, U c I” avec & # U, et pour tout entier naturel m < mj g + 1, on a ’équivalence
suivante : 7

Hm( {1>7A<1!)7 Hm( /\IHAQD) € B/l < Hm(A67 A@)? Hm(A@’ Ag) € B,

red red’

On en déduit le second point (grace au théoreme 7.2.6 et a la proposition 8.2.2). O

Le résultat suivant a été établi pour les LCM-homomorphismes de [Cri99] (cf. [Cri99,
page 134]). Je ne sais pas s'il est vrai pour les LCM-homomorphismes de [God02].

Corollaire 8.4.7. Le morphisme composé de deux morphismes admissibles est un morphisme
admissible.

Démonstration. Soient I', I” et T trois matrices de Coxeter. Posons B* = B, B'" = B/,
et B"t = B,. Soient deux morphismes admissibles ¢ : B'™ — BT et ¢/ : B"T — B'T;
autrement dit, I est la matrice d’'une partition admissible J' de I'y, J C I, et I est la
matrice d’une partition admissible K" de I'),, K C J'. Mais alors K’ est une partition
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admissible de ', ot K = Uyegra C J, d’apres le lemme 7.2.1. La proposition 8.4.6 ci-
dessus nous dit alors que K = {® | ® € K"} est une partition admissible de I'c. De plus,
avec les notations de la preuve de la proposition 8.4.6, on a ¢ 0 ¢'(sa) = p(A%y) = Ag, donc
le morphisme composé oy’ : B”T — BT est le morphisme induit par la partition admissible
K deT'g. ]

Exemple 8.4.8. Considérons les graphes de Coxeter suivants, ot m € Nx3 :

m

m N (e <)
m I‘_123

= m
m

Le graphe L, qui est de type FC, est le type de la partition admissible de I' formée des
orbites sous 'action des automorphismes de I' qui consistent a permuter quatre des cinq
"branches”.

D’aprés la proposition 8.4.6, la partition sphérique {{1, 3}, {2}} de T est admissible puis-
qu’elle ”"se remonte” en la partition admissible de I' constituée des orbites sous 'action de
tous les automorphismes de I'. Cette partition admissible (de type Io(co)) de T' ne définit

pas une LCM-donnée de Iy(o0) dans T, puisqu’elle ne satisfait pas & la condition (L3) de la
définition 8.3.3.

Interprétations géométriques.

On peut vérifier que la réalisation géométrique des LCM-homomorphismes de [Cri99]
(entre groupes d’Artin-Tits), en termes de morphismes entre groupes fondamentaux des
espaces quotients (pour l'action du groupe de Coxeter associé) des complexes de Salvetti,
décrite dans la section 3 de [Cri99], se généralise au cas des morphismes admissibles (entre
groupes d’Artin-Tits).

De méme, on peut vérifier que la construction, détaillée dans [God02, 3.2], de 'aplication
simpliciale continue ®, entre complexes de Deligne (modifiés), associée & une LCM-donnée
p (avec la terminologie de la définition 8.3.3) se généralise aux partitions admissibles.

Par contre, la preuve de l'injectivité des LCM-homomorphismes de [God02] entre groupes
d’Artin-Tits de type FC — plus précisément la preuve de [God02, 3.7] — ne se généralise
pas telle quelle au cas des partitions admissibles. Je ne sais pas si les morphismes admissibles
entre groupes d’Artin-Tits de type FC qui ne sont pas des LCM-homomorphismes — il en
existe : cf. exemple 8.4.8 — sont injectifs.






Chapitre 9

Classification.

Le but de ce chapitre est d’achever la classification des partitions admissibles dont le
type n’a pas de coefficient infini, commencée dans [Miih94]. Vu les résultats de la section 8.3,
cela revient a classifier les LCM-homomorphismes de Crisp [Cri99], i.e. ceux pour lesquels la
condition (L3) est vide.

Les résultats [Miih93, 1.2] et [Miith94, 2.5.5], rappelés aux théoréme 7.2.6 et corollaire
7.2.7 ci-dessus, permettent de ramener cette classification a la classification des 2-partitions
admissibles des graphes de Coxeter sphériques.

Nous rappelons et précisons, dans la section 9.1, les résultats de [Miith94] sur les 2-
partitions admissibles et la réductibilité d’un graphe de Coxeter. Ils permettent de se ra-
mener a la classification des 2-partitions admissibles des graphes de Coxeter sphériques et
wrréductibles, que nous donnons dans la section 9.2 : nous rappelons les résultats obtenus
dans [Miih94] pour les séries infinies A,,, B, et D,, et nous les complétons par I’étude des
cas exceptionnels (Propositions 9.2.2 et 9.2.4). Enfin, dans la section 9.3, nous faisons le lien
entre cette classification et la notion de pliage d'un graphe de Coxeter, introduite par J.
Crisp dans [Cri99, 4.1], comme moyen de construction effective de LCM-homomorphismes
et début de classification. Nous proposons une généralisation (et simplification) de la notion
de pliage (Définition 9.3.1) et complétons la liste des cas de [Cri99, 4.1] (Proposition 9.3.3).

9.1 Partitions admissibles et réductibilité.

Soit I' = (m; ;) jer une matrice de Coxeter. On pose W = Wr et BT = Bff.

Partition d’un graphe sphérique en composantes connexes.

Nous montrons que la partition d’'un graphe de Coxeter sphérique en un ensemble de
réunions de ses composantes connexes est admissible, et nous rappelons un résultat de
[Miih94], qui limite les "formes” que peut prendre une 2-partition admissible d’un graphe
connexe.

Le lemme ci-dessous est utilisé sans démonstration dans [Miih94, section 2.5]. Nous en
donnons une, basée sur les propriétés du systeme de racines standard associé a une matrice
de Coxeter (cf. [Deo82]).

Lemme 9.1.1. Soient v, w € W de supports disjoints.

63
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1. vw = wv <=V (4,7) € Supp(v) x Supp(w), m;; = 2.
2. L(vw) = L(v) + L(w).

Démonstration. Soient V un R-espace vectoriel de base (a;)icr et ® = {w(a;) | w e W, i e I}
le systeme de racines standard associé a I' dans V. On a w(a;) € T & i € IT(w), et
w(a;) € = < i € I (w). Posons &, = {a € T | w(a) € ™ }. Pour toute décomposition
réduite i1 - - - i, de w, on a @,y = {a;, } U s;, (Pyr), o w' = 84, -+ 84, ,, et L(w) =n = |Dy|.

Posons J = Supp(v) et K = Supp(w). On a @, C @j et &, C q);r{. Comme J N K = (),
on av(®}) C F, v(Py) C @7, et de méme, w(PF) C T, w(®;) C .

Montrons le premier point. Le seul sens a démontrer est le sens direct. Supposons donc
que vw = wv, et montrons, par récurrence sur ¢(w), que, pour tout k € K, on a vsy = siv.
Siw =1, il n’y a rien & démontrer. Supposons donc ¢(w) > 1 et posons w = w'sy,, pour
ko € I et w' € W tel que £(w') = (w) —1; on a K = {ko} U Supp(w’). Comme ay, € P}
et w(ag,) € Pp, on a v(ag,) € T et vw(ag,) = wu(ag,) € . Ceci implique v(ak,) € Px.
On a donc v(ag,) € (ax, + Vy) N Vi, d’ott v(ak,) = ag,, et donc vsy, = sk,v. Le fait que
v commute & w et & sy, implique que v et w’ commutent, donc, par récurrence, pour tout
k € Supp(w'), vsy = spv. On a donc le résultat.

Montrons le second point. On vérifie que ®,,, contient ®,, et w™(®,), et que ces deux
ensembles sont disjoints, d’ott £(w) + £(v) = |By| + |wH(D,)| < [Pyw| = Llvw) < £(v) +
L(w). O

Le résultat suivant est implicite dans [Mith94].

Proposition 9.1.2. Soit I = {a, 3} une 2-partition sphérique de T. On a T = Iy X I's &
Ma,g = 2, auquel cas I est une partition admissible de I'.

Démonstration. Le sens direct de 1’équivalence est évident. La réciproque et la fin de la
proposition résultent du lemme 9.1.1. ]

Proposition 9.1.3 ([Miih94, 2.5.15]). Soit I = {a, 8} une 2-partition admissible de T.
Supposons qu’il existe ig € a tel que m;, ; = 2, pour tout j € 3. Alors I' =T'y, x I'g.

Démonstration. D’apres le lemme 9.1.1, on a, pour tout (v,w) € W, x Wg, £(vw) = {(v) +
{(w). L’hypothese de la proposition donne rgs;, = si,rg, donc €(rargsi,) = €(rasirg) =
Urasiy) +0(rg) = U(ro) —1+€(rg) = €(rorg) — 1. Par admissibilité, on a donc a C I~ (rqrp),
d'ot I =aUB C I~ (rqrg). Ceci implique que I est sphérique et que r; = ro73 = r370. On
a alors le résultat grace au lemme 9.1.1. O

Trace d’une partition admissible sur les composantes connexes.

Nous décrivons ici le comportement d’une 2-partition admissible de I" qui rencontre toutes
les composantes connexes de I'.

Supposons que I' n’est pas connexe et fixons une décomposition I' = I'y xI's. Pour k = 1, 2,
notons I ’ensemble des sommets de I'y, et posons Wi, = W, ~ Wr, et B,‘: = B}; ~ Bffk.
Onal=05LUILL,W=W, xWset Bt =B x Bj.

On vérifie que la longueur standard dans Wy, ~ Wr, (resp. B]:' = Bli'k) est induite par la
longueur standard dans W (resp. BT). Cette propriété et le lemme 9.1.1 montrent que ’on a
Bt = (B )rea X (BY )rea- De plus, lorsque T est sphérique, alors r; = rp,rp, et Ap = Ap Ay,
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Lemme 9.1.4. Pour k =1, 2, soit I, = {ag, Br} une 2-partition de Ij. Soit I= {a, B} la
2-partition de I définie par o = aq U ag et = 1 U Ba. Alors I est une partition sphérique
de T' si et seulement si, pour k =1, 2, I est une partition sphérique de I'y.. Lorsque c’est le
cas, On a4 ro = Ta,Tay €t g = 13,78,. De plus, si l'on pose m = |rqorgl|, et, pour k =1, 2,
My = |Ta,78,|, alors m = ppem{m,ma} (avec la convention que, si i = 00 ou My = 00,
alors ppem{my,ma} = 00).

Démonstration. Résulte des égalités W = Wi x Wy, Wy, = Wy, X Wy, et Wg = Wp, x
Wa,. O

Les deux résultats suivants généralisent les lemmes [Miih94, 2.5.3, 2.5.4] (en prenant en
compte le cas des coefficients infinis).

Proposition 9.1.5. Pour k = 1, 2, soit I, = {ak, Bk} une 2-partition sphérique de Ty, et
posons my, = |rq,rs,|. Soit I = {a, [} la partition sphérique de I' définie par o = aq U g et
B=p1UpPBr On are =ra,Ta, et g =18,18,. Posons m = |rqorg| = ppem{my, ma}.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. I est une partition admissible de T,
2. pour k=1, 2, I, est une partition admissible de Ty, et My = 1o,

et lorsque ces conditions sont réalisées, on a m = M1 = Ma.

Démonstration. On a A, = Ay, Aay, Ag = Ag Ag,. On en déduit que, pour tout m € N,
I (Aq, Aﬁ) = ILn(Aay, Aﬁl)Hm(Aaw Aﬁ2)'

Supposons 2 et montrons 1. Notons que I'on a m = my = my. Pour k = 1, 2, la proposition
8.2.2 nous montre que, pour m < My, + 1, I, (Aq,, Ag,) et I, (Ag,, An,) appartiennent a
(B,':)Ted. On en déduit que, pour m < m + 1, II,,(Aqs, Ap) et I1,,(Ag, Ay) appartiennent a
B;re 4 d’ott le résultat par la proposition 8.2.2.

Supposons 1 et montrons 2. Si m # oo, alors my # oo, pour k =1, 2, et I' est sphérique
(cf. corollaire 7.2.7), donc T'y est sphérique, pour k& = 1, 2. La proposition 8.2.3 montre
que l'on a alors A; = I3 (Aq, Ag) = I (Ag, Ay). Comme on a les décompositions Ay =
AR AL, s (Aa, Ag) = g (Aar; A )15 (Aay, Ag,) et de méme en échangeant les roles de
a et de b, et les roles de a; et de (3;, 'unicité de la décomposition dans Bf X B; donne
Ap, =115 (A, Ag,) =115 (Ag,, Ay,.), pour k =1, 2. On a alors le résultat grace au lemme
8.3.4 et a la proposition 8.2.3. Supposons m = oo. La proposition 8.2.2 nous montre que, pour
tout m € N, I, (A, Ag) = I (Aa,, A, )l (Aa,, Ag,) appartient & B, (et de méme en
permutant a et §). Donc, pour tout m € N, II,,,(Aq,, Ag,) et 11, (Ag, , A, ) appartiennent
a (B,':)Ted, pour k =1, 2, d’otu le résultat grace au lemme 8.3.4 et a la proposition 8.2.2. [

Corollaire 9.1.6. Supposons que I' =11 x --- x I',. Pour 1 < k < n, soient I, I’ensemble
(supposé non vide) des sommets de Ty, I, = {ay, Bx} une 2-partition sphérique de T'y, et
My = |Tay, T3, |- Soit I = {o, B} la 2-partition sphérique de T' définie par a = oy U --- U ay, et
B=pU---UBy. Onarqg =rq, - Tqa, etrg=r1g, - 13,. Posons m = |rqorg| = ppem{my, |
1 <k <n}.

Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. T est une partition admissible de T,

2. pour 1 <k <n, I est une partition admissible de T'y,, et my = -+ = my,,

et lorsque ces conditions sont réalisées, on a M =My = -+ = My,.
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Démonstration. Clair par récurrence sur n, a partir du lemme 9.1.4 et de la proposition
9.1.5. =

9.2 Classification des partitions admissibles a deux éléments
des graphes de Coxeter sphériques.

Soit I" un graphe de Coxeter sphérique. Soit I= {a, B} une 2-partition admissible de T'.
Notons I, ..., I, les composantes connexes de I'.

e Si 'une des composantes I, de I' est incluse dans « ou dans (3, alors la proposition
9.1.3 nous fournit I' = T',, x I'g, donc 14,8 = 2 (et toute composante connexe de I' est
alors incluse dans a ou dans [3).

e Supposons que toute composante connexe I de I' rencontre « et (3. Posons «y =
anNly et B = NI Alors le corollaire 9.1.6 montre que {ayg, O} est une 2-partition
admissible de I'y, . De plus, si I'on pose my = |rq, 13, |, alors mq g = m1 = ... = My,

On est donc ramené a décrire les 2-partitions admissibles des graphes de Coxeter sphé-
riques et irréductibles, et leurs coefficients m, g correspondants.

Un premier résultat dans ce sens est le lemme 9.2.1 ci-dessous. Comme un graphe de
Coxeter sphérique et irréductible I' est un arbre fini, on peut parler de la partition bipartite
de T (Si r 7& Al)

Lemme 9.2.1 ([Miih94, 2.5.13]). La partition bipartite {c, 3} d’un graphe de Cozxeter sphé-
rique et irréductible (distinct de A1) est admissible, et le coefficient . g est le nombre de
Cozeter du graphe.

Démonstration. Cela résulte de [BS72, Lemme 5.8] qui fournit la caractérisation de la pro-
position 8.2.3. O

2-partitions admissibles des graphes A, (n > 2), B, (n>2) et D, (n >4).

Les 2-partitions admissibles des types A, (n > 2), B, (n > 2) et D,, (n > 4) ont été
classifiées par B. Miihlherr dans [Miih94, section 2.5]. Dans ces cas-1a, les seules 2-partitions
admissibles, outre les partitions bipartites, sont, pour chaque n > 2, la 2-partition de Ao,
suivante (ou les sommets sont numérotés dans l'ordre naturel) :

(1) M—N Seavec Mg, = 2n

n n+1

Le fait que cette 2-partition soit admissible résulte du résultat [Miih94, 2.5.6] (rappelé
dans la proposition 8.4.6 ci-dessus), appliqué a la partition admissible issue de la symétrie
de Ay, partition qui est de type B, (cf. exemples 7.3.2), et a la partition bipartite de B,,.

Pour montrer que ce sont les seules possibilités, B. Miihlherr examine, dans un premier
temps, le cas du type A,. Il établit le résultat pour ce type-la par des calculs explicites dans
le groupe symétrique. Il en déduit le résultat pour le type B,, en utilisant le fait que, d’apres
[Miith94, 2.5.6], une 2-partition admissible de B, "se releve” en une 2-partition admissible de
Agp—1 (cf. exemples 7.3.2). Enfin, la symétrie d’ordre 2 de D,, induit une partition admissible
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de type Bp—1 (cf. exemple 7.3.2). Grace au résultat [Miith94, 2.5.15] (rappelé dans la pro-
position 9.1.3 ci-dessus), on voit que, pour toute 2-partition admissible de D,,, les sommets
n — 1 et n (pour la numérotation de [Bou68, Planche IV]) appartiennent a la méme partie
de la partition. On en déduit, grace a [Mith94, 2.5.6], qu’une 2-partition admissible de D),
induit une 2-partition admissible de B,,_1, et on a alors le résultat.

2-partitions admissibles des graphes Fg, E; et Es.

Dans [Miih94, 2.5.14], B. Miihlherr montre que la 2-partition de Eg suivante est admis-
sible : cela résulte de [Miih94, 2.5.6] (cf. proposition 8.4.6), appliqué a la partition admissible
issue de la symétrie de Fg, qui est de type Fy, et a la partition admissible issue de la symétrie
de Fy, qui est de type I5(8) (cf. exemples 7.3.2).

(2) avec My g = 8

Proposition 9.2.2. Les seules 2-partitions admissibles des graphes E, (n = 6,7,8), sont
les partitions bipartites et la 2-partition (2) ci-dessus.

Démonstration. Les 2-partitions admissibles d’un graphe I' de type E,, n = 6,7,8, sont a
rechercher dans I’ensemble des 2-partitions qui ne satisfont pas a la condition de [Miith94,
2.5.15] (cf. proposition 9.1.3 ci-dessus). Outre les 2-partitions bipartites et la 2-partition (2),
il reste une possibilité pour le graphe Fjg, cinq pour le graphe E7 et neuf pour le graphe Fg.

Pour m, n, p, € N, notons %,,(n,p) la somme n+p+n-+p--- am termes. Vu le lemme
7.2.3, pour chaque 2-partition admissible {«, 5} de T, il existe m € Ny tel que l'on ait
Em(l(ra),(rg)) = Em(l(rg),L(ra)) = £(rr). Or d’apres [Bou68, Planches V & VII], on a,
siI' = Fg (resp. E7, resp. Eg), {(r;) = 36 (resp. 63, resp. 120). Ceci permet d’éliminer la
2-partition restante de Fjg, et de ne conserver qu’'une possibilité pour E; (avec m = 14) et
quatre pour Eg (avec m = 20 pour I'une d’entre elles et m = 24 pour les trois autres).

On vérifie alors, au besoin a 'aide d’un logiciel de calcul (comme GAP ou Maple), que
I'égalité I1,,(r,73) = 1 n'est réalisée dans aucune des cing possibilités restantes. Celles-ci
ne sont donc pas admissibles (cf. lemme 7.2.3). O

Exemple 9.2.3. Détaillons le principe de la démonstration de la proposition 9.2.2 sur la
2-partition de Fg suivante : 1 2 5 8

111

3 4 6 7

Il s’agit de I'une des neuf candidates citées au début de la démonstration de 9.2.2; puisque
tout sommet noté e est lié & un sommet noté o, et inversement. Posons o = {1,2,5,8} et
B = {3,4,6,7}; on a 1o = 51525558 et r3 = (s35453)(S¢5756), avec L(rq) = 4 et L(rg) =
6, donc cette partition est I'une des quatre dernieres candidates, avec m = 24 (puisque
120 = 394(4,6) = X24(6,4)). Pour montrer que cette 2-partition n’est pas admissible, il
reste a établir, par exemple, que Ilay(rg,ro) # rr. Pour cela, il suffit de vérifier que la
représentation Il24((3,4,3,6,7,6),(1,2,5,8)) de Has(rg,74), qui est de longueur 120, n’est
pas réduite. On montre en fait ci-dessous que le mot I15((3,4,3,6,7,6), (1,2,5,8)) est déja
non réduit, en vérifiant que le mot I14((3,4, 3,6,7,6), (1,2,5,8)) est équivalent, par relations
de tresses, & un mot finissant par 3 (dans ce qui suit, le passage d’une ligne a l'autre s’effectue
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en permutant deux séquences soulignées, par relations de tresses de longueur 2, ou en opérant
une relation de tresses de longueur 3 sur la séquence repérée par une accolade) :

I,((3,4,3,6,7,6),(1,2,5,8)) = (3,4,3,6,7,6,1,2,5,8,3,4,3,6,7,6,1,2,5,8
3,4,6,7,6,3,1,2,5,8,3,4,3,6,7,6,1,2,5,8

3,4,6,7,6,2,5,8,3,1,3,4,3,6,7,6,1,2,5,8
~——

Q

3,4,6,7,6,2,5,8,1,3,1,4,3,6,7,6,1,2,5,8

3,4,6,7,6,2,5,8,1,3,4,1,3,6,7,6,1,2,5,8

3,4,6,7,6,2,5,8,1,3,4,6,7,6,1,3,1,2,5,8
——

Q

~~ ~ I~ ~~ T~

3,4,6,7,6,2,5,8,1,3,4,6,7,6,3,1,3,2,5,8
3,4,6,7,6,2,5,8,1,3,4,6,7,6,3,1,2,5,8,3).

~— ~— ~— ~— ~— ~— ~— ~—

2-partitions admissibles des graphes F,, Hs, H, (et I3(m), m > 3).

La symétrie de F induit la 2-partition admissible suivante (cf. exemple 7.3.2) :

(3) avec mMq,g = 8
4

Proposition 9.2.4. Les seules 2-partitions admissibles des graphes Fy, Hs, Hy et Io(m),
m > 3, sont les partitions bipartites et la 2-partition (3) ci-dessus.

Démonstration. Le résultat est trivial pour les types diédraux.
La condition de la proposition 9.1.3 permet de vérifier rapidement qu’il n’y a pas d’autre
2-partition admissible que les partitions bipartites et la 2-partition (3), sauf éventuellement

la 2-partition de Hy suivante :
]

On montre que cette derniere 2-partition n’est pas admissible en suivant la méme dé-
marche que dans la preuve de la proposition 9.2.2, ou en remarquant, grace a la proposition
8.4.6 ci-dessus et aux exemples 7.3.3 ou 8.3.9, que cette 2-partition ”se remonte” en une 2-
partition de Fg — en fait la 2-partition étudiée dans ’exemple 9.2.3 — dont on a prouvé la
non admissibilité en proposition 9.2.2. O

9.3 Pliages.

Soient I' = (my ;)i jer, I = (mj ;)i jrer deux matrices de Coxeter. Posons B = B et
Bt = B{,.

Dans [Cri99, 4.1], J. Crisp définit la notion de "pliage” ("folding” en anglais) de I” sur T,
dans le cas ot I et IV n’ont pas de coefficient infini : il s’agit d’une application surjective f :
I' — I, qui satisfait & une (longue) liste de propriétés, et qui induit un LCM-homomorphisme
¢! : BY — B'F (cf. [Cri99, 4.2]). Si I'on note T/ : I — P(I') la LCM-donnée telle que
' = ¢, alors T est donnée par T/ (i) = f~1({i}), pour i € I, et satisfait & la condition
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Ui, T7(0) = I'. A la fin de la section 4 de [Cri99], J. Crisp pose le probleme de savoir si
tout LCM-homomorphisme @7 : Bt — B'T tel que |J;; T(i) = I’ est obtenu & partir d’un
pliage de TV sur T.

Les résultats des sections 8.3 et 9.2 montrent que la réponse a ce probleme est non, avec la
définition des pliages de [Cri99, 4.1]. Ils suggerent en outre, pour obtenir une réponse positive,
de généraliser (et simplifier) la définition des pliages [Cri99, 4.1], comme en définition 9.3.1
ci-dessous, et de compléter la liste de [Cri99, 4.1], comme en proposition 9.3.3 ci-dessous.

Définition 9.3.1 (pliages). Soient I' = (m; ;)i jer et I = (mj, ;)i jrer deux matrices de
Coxeter. Nous appelons pliage de I sur I' toute application f : I’ — I telle que ’ensemble
{f~1({i}) | i € I} soit une partition admissible de I, de type T.

Notons que, si f est un pliage de I sur I" et si I" n’a pas de coefficient infini, alors I'” n’a
pas de coefficient infini (cf. corollaire 7.2.7). La réciproque est fausse (cf. exemple 8.3.7).

Notation 9.3.2. SiI" est un graphe de Coxeter, et si n € N1, on note nI" le graphe constitué
de la réunion disjointe de n copies de I'.

Proposition 9.3.3. Soient I' = (m; ;)i jer et I'" = (mj ;)i yer deuz matrices de Cozeter.
On suppose I' sans coefficient infini. Soit f : I' — I une application. Alors [ est un pliage
de I sur T" si et seulement si [ est surjective et satisfait aux conditions suivantes, pour tous
i,jel :
1. la partie f~1({i}) de I' est sphérique relativement a I”,
2. sim;; =2, il n’y apas d’aréte entre un sommet de f~1({i}) et un sommet de f~*({j}),
3. sim=m;; >3, on al’une des situations suivantes :
(A) F}*l({i,j}) = nly(m), n € N3y, et chaque composante connexe (de type I2(m)) a
l'un de ses sommets dans f~1({i}) et Uautre dans f~1({j}),
(B) F}*l({i,j}) est sphérique et irréductible, de nombre de Coxeter égal a m, et la par-

tition {f~1({i}), FY({4})} de f~1({i,7}) est la partition bipartite de F/f—l({ij})’

(C1) m = 20, Ty s ) = Az, et la 2-partition {(f~({i}), £~ ({41} de £ ({is})
est la 2-partition admissible (1) de 9.2, pour n € Nxo,
(C2) m =8, Ty 1 sy, = For et la 2-partition 1£~ (1), £ (D} de 17 ({i.5}) est
la 2-partition admissible (2) de 9.2,
(C3) m =8, Ty sy = Fi et la 2-partition {f~({i}), = (17} de F7({i,5}) est
la 2-partition admissible (3) de 9.2,
D) Uapplication f~1({i,j}) — {i,j} induite par f est la composée hog, ot h est un
( J j 9
pliage de type (A), de nlz(m) sur I'y; ;3 = Ia(m), et g est un pliage de F}*l({ij})
sur nly(m) qui ne fait intervenir que les situations (A) a (C3).

Démonstration. Soit f un pliage de IV sur I'. Alors f est surjective et la condition I est
satisfaite (les f~1({i}) sont non vides et sphériques relativement & I""). De plus, pour i, j € I
avec i # 7, la partition {f~'({i}), f'({s})} de f~1({i,5}) est une partition admissible de
Flf—l({i,j}) (cf. lemme 7.2.1), et comme m;; # oo, le graphe F/f—l({i,j}) est sphérique (cf.
corollaire 7.2.7).

Vu la proposition 9.1.2, si m; ; = 2, il n’y a pas d’aréte entre un sommet de f~1({i}) et
un sommet de f~1({j}), donc la condition 2 est satisfaite. Supposons donc m = m; ; > 3.
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Si P/f_1( (i) est irréductible, alors, vu les résultats de la section 9.2, on est dans 'une
des situations (B) & (C3). Sinon, soient I7,...I) les composantes connexes de Flffl({@j})'
Vu les propositions 9.1.2 et 9.1.3, tous les I rencontrent f~'({i}) et f~'({j}), induisant
ainsi une 2-partition admissible {ay, G} de Flfé ; de plus, si 'on pose my, = |rq,7s,|, alors
m = mj = --- = my, (cf. corollaire 9.1.6). Si tous les F/fé sont de type I2(m), alors on est
dans la situation (A). Sinon, on est dans la situation (D), ou g est le pliage de I"f,l( (i} SuT
nls(m) qui envoie chaque composante connexe Flf;@ sur 'une des copies de I5(m), et ou h est
le pliage de type (A) de nla(m) sur I'; j3 = I2(m).

Réciproquement, soit f : I’ — I surjective et satisfaisant & 1, 2 et 3. Les ensembles
f~({i}) forment une partition sphérique de I, et les résultats des sections 9.1 et 9.2 montrent
que, pour tous 4, j € I avec i # j, la partition {f~1({i}), f~*({iD} de f~1({i,j}) est une
partition admissible de F’f,l ({i,j})> avec pour coefficient m; ; (on utilise le corollaire 9.1.6
pour les situations (A) et (D), ou la proposition 8.4.6 pour la situation (D)). La partition
{f71(i) | i € I} de I’ est donc une partition admissible de I (cf. théoréme 7.2.6), et a pour
type I'. ]

Remarque 9.3.4. Revenons sur cette caractérisation des pliages entre matrices de Coxeter
sans coefficient infini.

e Par rapport a [Cri99, 4.1], on a ajouté les situations (C2), (C3) et généralisé la situation
(C) de [Cri99, 4.1] en la situation (C1) (la situation (C) est le cas n = 2 de (C1)). Notons
que la définition des pliages [God06, 1.8] comporte elle aussi la situation (C3) (notée
(C).

e Le seul graphe de Coxeter sphérique et irréductible de nombre de Coxeter égal a 3 est
le graphe Ay = I5(3). La situation (B) avec m; ; = 3 se réduit donc au cas trivial (i.e.
avec n = 1) de la situation (A).

e La condition 1 est superflue pour tout sommet non isolé i de I' (i.e. tel qu’il existe
J € I avec m; j > 3), puisqu’alors un examen des situations (A) a (D) montre que les
composantes connexes de F},l( (i sont en nombre fini et de type Ay, Ao, A3 ou Bs.
On peut donc remplacer la condition I par la condition plus faible suivante :

1°. si 1 est isolé dans I', alors I”f_l( (i est sphérique.

Ces conditions n’apparaissent pas dans les définitions [Cri99, 4.1] et [God06, 1.8].



Troisieme partie

Sur la représentation de
Krammer-Paris.
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Chapitre 10

Préliminaires.

Ce chapitre est consacré a l'introduction des notions utiles pour définir et étudier la
représentation linéaire des monoides et des groupes d’Artin-Tits construite dans [Par02].

Dans la section 10.1, nous rappelons la définition des systemes de racines standard associé
a un systeme de Coxeter, au sens de [Deo82]. Dans les sections 10.2 et 10.3, nous introduisons
les notions relatives aux relations binaires sur un ensemble, et la notion de morphisme de
Krammer, développées par J.-Y. Hée [Hée04] pour analyser les preuves de la fidélité des
représentations linéaires construites dans [Kra02, CW02, Dig03, Par(02].

10.1 Systeémes de racines standard.

Soient I = (m; ) jer une matrice de Coxeter et (W, S) = (Wr, Sr) le systeme de Coxeter
de type I

On note ® = ®r le systéeme de racines standard associé a I', c’est-a-dire le sous-ensemble
O = {w(w) | weW, ie I} duR-espace vectoriel V = @;crRay;, ou I'action de W sur V est
donnée, pour i, j € I, par s;(a;) = a; + 2COS(#)O¢¢. On dit que les racines «;, i € I, sont
les racines simples de @, et que la dimension de 1% (le cardinal de I) est le rang de ®.

On note @1 (resp. @) l'ensemble des racines & coordonnées toutes positives ou nulles
(resp. toutes négatives ou nulles) dans la base (a;)ier. Ona ® = dT U D™,

On dispose d’une forme bilinéaire symétrique (., .) sur V, invariante par W, donnée,
pour i, j € I, par (o, o) = —2cos(ﬁ); pour o = w(e;) € @, on a (o, ) = 2 et Paction
de I'élément s, = ws;w™' € W (qui ne dépend que de «) sur V est alors donnée par
Sa(x) =2 — (a, x) .

Le groupe Aut(I') agit sur V par permutation de la base («;);cs. On vérifie que cette
action stabilise ®, @+ et &7, tout o € Aut(T) agissant sur ® via w(a;) — o(w)())-

Remarque 10.1.1. Pour ne pas confondre ces systémes de racines avec ceux définis dans
[Bou68, Ch. VI], nous appelons ces derniers les systemes de racines cristallographiques (finis).

Si I est de type A, n > 1 (resp. Dy, n > 4, resp. E,, n =6, 7, 8), alors le systeme de
racines standard ®rp coincide avec le systéme de racines cristallographique (fini) de graphe
de Dynkin A,, n > 1 (resp. Dy, n >4, resp. E,, n =16, 7, 8).
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10.2 Relations binaires.
On rappelle des constructions de [Hée04].

Soit 2 un ensemble.

Notons Bin(€2) le monoide des relations binaires sur 2, o, pour R, R’ € Bin(Q), le
produit RR’ est donné par aRR'3 < v € Q, aRYR/S.

Notons Mato(R™) le monoide des matrices carrées a coefficients réels positifs ou nuls
sur €2 qui n'ont qu'un nombre fini de coefficients non nuls sur chaque colonne, muni de la
multiplication des matrices.

On dispose du morphisme de monoides suivant :

71 : Matg(RT) — Bin(2), M — Ry,
ot, pour M = (My 5)apeq € Matq(R™), on pose Ry = {(a, 3) € Q2 | My 5 > 0}

Notons P() I'ensemble des parties de ©, et P(Q2)P€) le monoide des applications de
P(Q) dans lui-méme, muni de la composition des applications. On dispose du morphisme de
monoides suivant :

5 : Bin(Q) — P(Q)P@ | R — fg,
ou, pour R € Bin(2) et X C Q, on pose fr(X) ={a € Q|30 € X, aRB}. Le morphisme
T9 est injectif.
Propriétés 10.2.1. Soient R € Bin(Q2) et fr = m(R).
1. Si (X))xena est une famille de parties de €2, alors fg (U/\eA X,\) = Ujer fR(XH).
2. Soit V. = @®aecqRe, un R-espace vectoriel muni d’une base (eq)aecn indexée par €.
Soient X une partie finie de Q et vx = >y AaCa un élément de V' tel que, pour
tout a € X, A\ > 0. Alors, si M € Matq(R") et si R = Ry = 71(M), I'ensemble

(oo (M))(X) = fr,, (X) est 'ensemble des indices des éléments de la base (eq)aco
qui apparaissent dans la décomposition (suivant cette base) de I’élément M (vx) de V.

Notons ¢ : P(2) — P(Q), X — X = Q\ X, le passage au complémentaire dans P(€2).
On dispose de automorphisme (involutif) du monoide P(Q)P®) suivant :

T3 : 'P(Q) (QP fl—>?:cofoc.

)
Si fePQ)P® et X CQ ona f(X)="°f(°(X)). En particulier, si R € Bin(Q) et X C Q,
on vérifie que l'on a fr(X) ={a € Q|si B € Qet aRp, alors B € X}.

10.3 Morphismes de Krammer.

On note L : BT — B;"e 4 U'application qui envoie 1 sur 1 et qui associe a b # 1 le premier
terme de la forme normale a gauche de b. Autrement dit, L(b) est 'unique plus grand diviseur
a gauche simple de b.

Définition 10.3.1 ([Hée04]). On dit qu’un morphisme de monoides ¢ : BT — M est un
morphisme de Krammer si, pour tous a, b € BT, p(a) = ¢(b) = L(a) = L(b).

Si E est un ensemble et ¢ : Bt — EF b ¢, on dit qu'un élément e € E est un
élément de Krammer pour ¢ si, pour tous a, b € BT, p,(e) = pp(e) = L(a) = L(b) (¢ est
alors un morphisme de Krammer).
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Voici le résultat sur lequel reposent les démonstrations de fidélité des représentations de
[Kra02, CW02, Dig03, Par02] :

Lemme 10.3.2 ([Héec04]). Un morphisme de Krammer d valeurs dans un monoide simpli-
fiable a gauche est injectif.

Démonstration. Soit ¢ : Bt — M un morphisme de Krammer, avec M simplifiable & gauche.
Soient a, b € BT tels que p(a) = p(b) (donc L(a) = L(b)). Montrons par récurrence sur
l(a) + £(b) que a = b. Si f(a) + ¢(b) = 0, alors a = b = 1. Supposons donc ¢(a) + £(b) > 1,
avec, par exemple, a # 1. Alors L(a) = L(b) # 1 et il existe a’, ¥’ € B tels que a = L(a)d’
b = L)Y, avec £(a’) + £(b') < £(a) + £(b). On a alors ¢(a) = ¢(L(a))e(a’) = ¢(b)
o(L(b))p((b') dans M, d’ott p(a’) = p(b') par simplifiabilité a gauche dans M, et o’ = b par
hypothese de récurrence. On a donc le résultat. O

Soient ¢ : BT — M et 7 : M — N deux morphismes de monoides. Il est clair que, si
T 0 ¢ est un morphisme de Krammer, alors ¢ ’est.






Chapitre 11

Représentation de Krammer-Paris.

Dans ce chapitre, nous considérons le monoide d’Artin-Tits Bff et le groupe d’Artin-Tits
Br associés a un graphe de Coxeter simplement lacé et sans triangle, et nous étudions les
représentations linéaires de Bfi et de Br construites par L. Paris dans [Par02].

Nous rappelons les définitions de ces représentations dans la section 11.1. Dans la section
11.2, nous interprétons la preuve de la fidélité de la représentation de Bt donnée dans [Par(02],
en suivant les idées et la terminologie de [Hée04], rappelées dans les sections 10.2 et 10.3 du
chapitre précédent. Cette analyse nous permet de prouver, dans la section 11.3, le résultat
principal de cette partie : si G est un sous-groupe fini de I', alors G agit sur ’espace H de
la représentation de B; construite dans [Par02], le sous-monoide (B )¢ des points fixes de
Bff sous G stabilise le sous-espace HE des points fixes de H sous G, et la représentation de
(Bff)¢ dans HE ainsi définie est fidele.

11.1 Définition.

Soit I" = (m; ;)i jer une matrice de Coxeter identifiée a son graphe de Coxeter.

On dit que la matrice I" est simplement lacée si elle est a coefficients dans {1, 2, 3}. On
dit que I' est sans triangle s’il n’existe pas trois éléments deux & deux distincts 4, j, k € 1
tels que les coefficients m; j, m; , et my; soient supérieurs ou égaux a 3.

Dans cette section, nous rappelons la construction de la représentation linéaire du mo-
noide d’Artin-Tits Bli' (resp. du groupe d’Artin-Tits Br) associé a une matrice de Coxeter
I' simplement lacée et sans triangle, utilisée dans [Par02]. Dans ce qui suit, nous ’appelons
la représentation de Krammer-Paris de B (resp. de Br).

Notation 11.1.1. Soit K = Q(z,y) le corps des fractions rationnelles & deux indéterminées
sur Q. Soient I' une matrice de Coxeter (simplement lacée) et ® = Pr le systeme de racines
standard associé a I'.

On note H = Hr = @yeca+Keq un K-espace vectoriel muni d’une base (e4),cq+ indexée
par I’ensemble ®T des racines positives du systeme de racines ®.

On note Hy = (Hr)§ = ®aco+Q[y] - €a le Qly]-module libre de base (eq)aca+ -

Définition 11.1.2 ([Par02, section 3]). Soit I' un graphe de Coxeter simplement lacé.
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Pour tout i € I, on note s, 'endomorphisme de Hg défini sur la base (en)qecq+ pAr :

0 sl a = qj,
(ea) =4 @ si (i, ) =0,
Pai\a) = Yesi(a) s <O‘i’a> >0 et o #

(1 —y)eq + €s;(a) Si (v, ) < 0.

Proposition 11.1.3 ([Par02, 3.2]). L’application s; — s, se prolonge en un morphisme de
monoides ¢ : Bff — End(Hg ), b — wy.

Notation 11.1.4. Notons, pour a € ®*, dp(a) = min{l(w) | w € W, w(a) € &7} la
profondeur de la racine positive a.

Définition 11.1.5 ([Par02, section 3]). Soit I un graphe de Coxeter simplement lacé et sans
triangle. Pour chaque racine positive a € ®T de profondeur supérieure ou égale & 2, on fixe
un élément j, € I tel que dp(s;,(a)) = dp(a) — 1. On définit des polynomes T'(i, ) € Zy],
pour i € I et « € T, par récurrence sur dp(«) :

1. Sidp(a) =1, on pose T'(i,a) = { 02 shoa 7 ai,

ye s a=q;.

2. Supposons dp(a) > 2 et soit j = j, I'élément de I que 'on a fixé plus haut. On a
dp(sj(a)) = dp(a) — 1, c’est-a-dire (o, ) =b > 0.
(a) Si (@i, a) > 0, on pose T(i, ) = yP@)(y — 1).
(b) Si (e, ) =0, alors T'(i, «) est défini par :

{ yT(i,s5()) si (a;,a5) =0,
(y = DT, s(a)) +yT(4, sis5()) st (ai, ;) = 1.

(c) Si(aj,a) = —a < 0, alors T'(i, ) est défini par :

yT'(i,s5()) si (aj,a5) =0,

(y = 1T, s5(a)) +yT'(J,sisj()) si (o, 05) =—1 et b>a,
T(j,si(c)) + (y — 1)T(4, s (x)) si (aj,a5) =—1 et b=aq,
YT (i, 55(0)) + TG 55(0)) + yP@1(1 = y) i {asa5) =1 et b<a.

Lemme 11.1.6 ([Par02, 3.3 et 3.4]). Si dp(«) > 2, le polynome T(i,«) ne dépend pas du
choiz de Uélément j € I tel que dp(sj(a)) = dp(a) — 1.

Théoréme 11.1.7 ([Par02, 3.6, 3.7 et 3.8]). Pour tout i € I, on note Vs, l’endomorphisme
de H défini sur la base (€q)qcao+ par :

7/}82‘(604) = 9031'(601) + IT(i, a)eﬂéi'

Alors s, € GL(H) et lapplication s; — s, se prolonge en un morphisme de monoides
Y Bt — GL(H), b — .

De plus, comme GL(H) est un groupe, le morphisme 1 induit un morphisme de groupes
Ygr : Br — GL(H), b — (Ygr)p.
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11.2 Sur la fidélité de la représentation de Krammer-Paris.

Soit I un graphe de Coxeter simplement lacé et sans triangle. Soient ¢ : Bf — GL(H)
et g : Br — GL(H) les représentations de Krammer-Paris du monoide BT = BF et du
groupe B = Br respectivement.

En suivant les idées de [Hée04], nous interprétons ici la démonstration de la fidélité de
la représentation ¢ : BT — GL(H), donnée dans [Par02, section 4], avec les outils et la
terminologie introduits dans les sections 10.2 et 10.3 ci-dessus.

Comme 9 est a valeurs dans un groupe, il suffit, pour démontrer l'injectivité de ¢, de
démontrer que c’est un morphisme de Krammer (cf. Lemme 10.3.2), et il suffit pour cela de
démontrer qu'un morphisme composé 7 o 1 est un morphisme de Krammer.

e Par construction, le morphisme 1 est a valeurs dans le sous-monoide de GL(H) consti-
tué des automorphismes de H dont la matrice dans la base (eq),cop+ est & coefficients
polynomiaux. Si 'on remplace z par 0 dans ces matrices, on retrouve le morphisme
¢ = ez—0 0% : BT — End(HJ) de la définition 11.1.2 (puisque les morphismes ¢ et
€z=0 0 1 coincident sur le sous-ensemble générateur S = {s; | i € [} de B™).

e Soient i € I et a € ®F et considérons 1'élément s, (e,) de Hg. Si I'on remplace I'in-
déterminée y par une valeur yo €10, 1[, alors les coefficients suivant la base (eg)geca+
de @5, (eq) sont positifs ou nuls. Si I'on identifie les endomorphismes du R-espace vec-
toriel ©geqp+Reg a leur matrice dans la base (eg)geqp+, on obtient donc un morphisme
P0 = Ey—y, © ¢ : Bfr — Matg+(RT).

e Considérons le morphisme 71 0 g : Bft — Bin(®"), b — Ry. Vu la définition de ¢ (cf.
définition 11.1.2), la relation binaire R; = Rs,, pour i € I, est donnée par :

aRB "~ i(f), ou
a=pet (w,a) <0
e Posons p =107 0 : Blf — 73(<I>+)P(‘I’+), b+ fr, = fp. Pour ¢ € I, notons plus
simplement f; = fs,.

Proposition 11.2.1. Le morphisme t30p : Bff — 73(<I>+)P(q’+), b fy est donné, pour tout
i€l ettout X C®T, par :

fiX)={a;} U {a€®"|{a,a)=0 et ac X}
U {a€®" | (a,a)>0,a#aq;, e s(a)e X}
U {a€®" | (aa) <0 et a, s;i(a) € X}

Démonstration. On a f;(X) = {a € ®T | si B € ®T et aR;3, alors 3 € X} (cf. section
10.2). Si a = ay, alors il n’existe pas de racine positive 3 telle que aR;3, donc a; € f;(X).
Considérons & présent une racine o € @ distincte de a;. Si {a;, ) > 0, alors « n’est en
relation R; qu’avec la racine positive s;(a), on a donc a € f;(X) si et seulement si s;(a) € X.
Si (a;, ) < 0, alors o n’est en relation R; qu’avec les deux racines positives s;(a) et «, on a
donc a € f;(X) si et seulement si o, s;(a) € X. O

Corollaire 11.2.2. L’élément O de P(®T) est un élément de Krammer pour le morphisme
T30p: Bt — P@H)P@) (donc ®F est un élément de Krammer pour p).
En particulier, la représentation 1 : Bf: — GL(H) est fidéle.
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Démonstration. La proposition 11.2.1 montre que l'action de BT dans P(®7), définie par
le morphisme 73 0 p : BT — P(®1)P(®") | coincide avec I'action  définie dans [Par02, 4.4].
Le résultat [Par02, 4.9] montre alors (en particulier) que () est un élément de Krammer pour
730 p (donc ®T est un élément de Krammer pour p).

Le morphisme 73 0 p (ou p) est donc un morphisme de Krammer. Comme 73 0 p (ou p)
est obtenu en composant ¥ par la gauche, le morphisme 9 est également un morphisme de
Krammer. Enfin, comme 1 est a valeurs dans un groupe, ¥ est injectif, d’apres le lemme
10.3.2. O

Corollaire 11.2.3 ([Par02, section 1]). Supposons I' simplement lacée, sans triangle et
sphérique, c’est-a-dire de type A, D ou E. Alors la représentation 1y, : Br — GL(H) est
fidele.

A ma connaissance, on ne sait pas si la représentation 1,4, est fidele pour toute matrice
de Coxeter simplement lacée et sans triangle.

Remarque 11.2.4. Soit I' un graphe de Coxeter simplement lacé.
e Soient a, B € . Alors @r N (a +ZB) = {a, sg(a)}.
En effet, posons p = («a, 3) € Z. On a sg(a) = a—pf3, donc {a, sg(a)} C SrN(a+7Zp).
Réciproquement, si v = a + ¢f € ®r, alors (v,7) = (a, @) + 2pq + ¢%(3, 3), et comme
(o, = (B,0) = (v,7) =2,onaq(p+q) =0.81¢g=0,onay= «; sinon, on a
q = —p, donc v = sg().
e On en déduit que, pour a, 3 € ®t et i € I, on a :

aR;} < il existe n € N tel que a = s;() — na;.

Ces relations binaires R; sont donc ’analogue, pour les systeémes de racines standard,
des relations binaires définies par F. Digne dans [Dig03, 3.4] pour les systémes de
racines cristallographiques réduits.

11.3 Action d’un groupe d’automorphismes du graphe.

On conserve les notations des sections précédentes : I' est une matrice de Coxeter simple-
ment lacée sans triangle, ® est le systeme de racines standard associé a I' dans le R-espace
vectoriel V, et ¢ : Bf — GL(H) (resp. tgr : Br — GL(H)) est la représentation de
Krammer-Paris du monoide (resp. du groupe) d’Artin-Tits associé a T.

La forme bilinéaire (., .) sur V est clairement invariante par Aut(I') (cf. section 10.1).
De plus, les éléments de Aut(T") agissent sur ®T, donc agissent sur H par permutation de la
base. Si G est un sous-groupe de Aut(T"), la proposition 11.3.2 ci-dessous montre (grace a la
remarque 11.3.1) que, via ¢ (resp. ¥, ), (B¥)Y (resp. BY) stabilise HC.

Remarques 11.3.1. Soit G un sous-groupe de Aut(T"). Supposons que BT (resp. B) et G
agissent sur un ensemble E, de sorte que, pour tous i € I, 0 € Gete € E, 0-(s;-€) =
So(i) - (0 -€). Alors (BT)Y (resp. BY) stabilise EC.

Lemme 11.3.2. Soient 0 € Aut(T'), i € I et « € ®T. Alors :

1. U(sti(ea)) - @Sa(i)(eo(a))7
2. T(o(i),o0(a)) =T(i,cx).
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On en déduit que l'on a o(1s,(€a)) = Vs, (€s(a))-

Démonstration. On obtient le premier point en comparant directement les formules de défi-
nition de ¢s, (€a) et de s, (€x(a)); Tappelées en 11.1.2 ci-dessus (noter que I'on a (o, a;) =
(7(0), ogey).

Notons que, pour tout a € ®*, on a dp(a) = dp(c(a)). On montre le second point
par récurrence sur dp(a) = dp(o(a)). Si dp(a) = 1, le résultat est clair. Supposons donc
dp(a) > 2, et fixons j € I tel que dp(s;j(a)) = dp(a) — 1. Alors I'élément o (j) de I est tel que
dp(s4(j)(0(a))) = dp(o(a)) — 1. On obtient le résultat par un examen des formules rappelées
en 11.1.5 ci-dessus, appliquées avec les indices j (pour T'(i,«)) et o(j) (pour T(o(i),o())),
ce qui est possible grace au lemme 11.1.6, et par ’hypothese de récurrence. ]

a(7)

Proposition 11.3.3. Soient I' un graphe de Coxeter simplement lacé et sans triangle et
G un sous-groupe de Aut(L'). Les représentations ¢ : BT — GL(H) et ¢g : B — GL(H)
induisent des représentations :

% (BN — GL(HY), b (),
Yo BY— GLHY), b ((Ygr)p) e

Démonstration. Cela résulte de la remarque 11.3.1 et du lemme 11.3.2. ]

Rappelons que le sous-monoide (BT)% de B est (isomorphe &) un monoide d’Artin-Tits
Blfj (cf. [Mic99, Cri00], ou la proposition 8.3.1 ci-dessus), o1, si 'on note .J I'ensemble des
orbites sphériques de I sous G, et J leur réunion, la matrice T est le type de la partition
sphérique J de T';, au sens de la définition 7.1.1 ci-dessus. Voici le résultat principal de cette
partie :

Théoréme 11.3.4. Soient I' un graphe de Coxeter simplement lacé et sans triangle et G un
sous-groupe de Aut(T'). Supposons que toute orbite de ® sous G soit finie (ce qui est le cas
par exemple si G est fini). Alors la représentation ¢¥© : (BT)® — GL(HY) est fidele.

Démonstration. Le sous-monoide (BT)¢ de Bt est (isomorphe &) un monoide d’Artin-Tits
Blff , et, pour tout b € (BT)% = Blif , les formes normales & gauche de b dans Blif et dans BT
coincident, ¢’est-a-dire que, si 'on note L : B; — (Bf+ )red U'application définie comme dans
la section 10.3, on a, pour tout b € (BT)% = Blff, Pégalité L(b) = L(b) (cf. [Mic99], ou la
proposition 8.4.3 ci-dessus).

Pour montrer que le morphisme ¢ : Bt — GL(HS) est injectif, il suffit, d’apres le
lemme 10.3.2, de montrer que c’est un morphisme de Krammer (puisque GL(HG) est un
groupe). Soient donc a, b € BY tels que (Ya) e = (Y1) e et montrons que L(a) = L(b).

Soit © € ®1/G une orbite de ®* sous G. Le cardinal de © est supposé fini, on peut donc
considérer 1'élément eg = Y .o €a de H. On a clairement eg € HE, donc 1,(e0) = p(eo).
On a donc, en remplagant x par 0, p.(eg) = ¢p(eo), et, en remplagant y par une valeur
yo €]0,1[, (vo(a))(ee) = (po(b))(ee) (cf. section 11.2). On en déduit que f,(0©) = f,(O),
puisque ces ensembles sont les ensembles d’indices des éléments de la base (eq),cap+ qui
apparaissent dans la décomposition suivant cette base de I’élément (¢p(a))(ee) = (¢o(b))(eo)
de ®ycp+Rey (cf. Propriétés 10.2.1).

Comme I’ensemble ®* est la réunion de ses orbites sous G, on a (cf. Propriétés 10.2.1) :

fa@h) = |J fu@) = |J £O)=rf@".

Ocdt/G 0cdt/G
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Or ®* est un élément de Krammer pour le morphisme p : Bt — P(@®H)P@®D) b f
(cf. corollaire 11.2.2), donc Végalité fo(®F) = fp(@*) implique L(a) = L(b). On a alors le
résultat puisque L(a) = L(a) et L(b) = L(b). O

Corollaire 11.3.5. Soient I un graphe de Cozeter simplement lacé et sans triangle et G un
sous-groupe de Aut(T). Supposons que toute orbite de ®t sous G soit finie et que le graphe
I' soit sphérique (ce qui est le cas par exemple si I' est sphérique). Alors la représentation

(1hgr) : B¢ — GL(HC) est fidéle.

Démonstration. Le graphe I est sphérique, donc le sous-groupe B¢ de B s’identifie au groupe
d’Artin-Tits By (cf. [DP99, Mic99, CriOO] ou la proposition 8.3.1 ci-dessus), qui est le groupe
des fractions du monoide B+ (B+) (au sens de la remarque 6.2.5 ci-dessus). L’injectivité

de (thgr)¢ résulte alors de celle de @, O

Remarques 11.3.6. La proposition 11.3.3 ci-dessus est ’analogue, pour la représentation
de [Par02], du corollaire [Dig03, 3.11], et le théoreme 11.3.4 celui du résultat suivant [Dig03,
3.11], sur l'injectivité de la représentation induite.

e En particulier, le corollaire 11.3.5 généralise a tous les automorphismes des graphes
de Coxeter de type A, D et E le résultat de [Dig03], sur les automorphismes d’ordre
2 de Ay,—1 (n = 2) et de Ej et les automorphismes d’ordre 3 de Dy. De plus, notre
raisonnement évite les vérifications cas par cas faites dans [Dig03].

e Soient I' un graphe de Coxeter de type A, D ou E et ¢ un automorphisme (non
trivial) de T'. Soit ® = ®r le systéme de racines standard associé a I' dans le R-espace
vectoriel V = @;erRa;. D’aprés [Car72, Ch. 13], Pensemble ® = {ag | © € ®/5}, ou
ag = \Té| Y aco @, est un systeme de racines cristallographique (fini) dans le R-espace
vectoriel V7, de groupe de Weyl (Wr)? ; si O est une orbite de I sous o, I'élément o
de (Wr)? agit sur V7 par une réflexion de vecteur ap = ayq,jico} = ‘%' Y ico i
Le type (c’est-a-dire le graphe de Dynkin) du systéme de racines P est déterminé de la
fagon suivante (cf. [Car72, Ch. 13]) :

— si o est Pautomorphisme d’ordre 2 de Ag,—1, n = 2 (resp. Aoy, n > 2, resp. Dyiq,
n > 3), alors ® est de type C), (resp. BCy, resp. By).

*—o *—o
A2n— :> A2n Dn+1 o—eo .<:

(n>2) (n>2) (n>3)
c, e—e: oéo BC, e—e: o#o B, e—e: oé:o

— si o est un des automorphismes d’ordre 3 de Dy (resp. 'automorphisme d’ordre 2
de Eg), alors @ est de type G (resp. de type Fy).

R e
! !
Gy o F, eo—e==e—o

e L’application O — «ag définit une bijection de ®/o sur P, et de dt/o sur ®*. On peut

donc, via cette bijection, indexer la base (eg)ocapt/s de H7, olt eg = > g €a, Par

I’ensemble des racines positives ® du systéme de racines ®.
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Suivons la méme démarche que dans [Dig03] et dans la section 11.2. On peut vérifier
que, si O est une orbite de I sous o et ©' une orbite de ®* sous o, les coefficients
suivant la base (eg)ecat/s de (%), (eer) sont polynomiaux (en z et y).

En remplagant z par 0, on obtient un morphisme ¢% : (BY)% — End($geca+/,Q[y]-co),
b (¢%)p. Ce morphisme ¢ est en fait le morphisme (B*)% — End((H7)Y) induit
par ¢.

En remplacant y par une valeur yo €]0, 1], et en identifiant les éléments du monoide
End(®eca+/sRee) a leur matrice dans la base (eg)oca+/q; il se trouve que I'on obtient
un morphisme (¢%)g : (BT)Y — Matg+/,(RT).

Considérons alors le morphisme 71 o (¢%)g : (BT)¢ — Bin(®%/0), b — Ry. Il semble

(mais nous n’avons pas de preuve rédigée) que, pour toute orbite O de I sous o et tous
0, 0 € /0, on ait :

ORA,0 < il existe n € N tel que ag = ro(aer) — nao.

On retrouverait ainsi des relations binaires sur ®* analogues & celles de [Dig03, 3.4].
Ceci fournirait, grace aux résultats de [Dig03], une nouvelle preuve de l'injectivité de
la représentation 17, dans tous les cas sauf celui de la symétrie de Ag, (n > 2), qui fait
intervenir le systéeme de racines non réduit BC),, puisque le raisonnement de [Dig03]
suppose les systemes de racines réduits.
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Résumé

Cette these est une contribution a ’étude combinatoire des groupes de Coxeter et des
groupes d’Artin-Tits. Dans la premiere partie, nous complétons la description du groupe des
automorphismes d’un groupe de Coxeter a angles droits en étudiant le second des deux sous-
groupes qui apparaissent dans la décomposition en produit semi-direct établie par Tits (le
premier est décrit par Miihlherr). Nous retrouvons ainsi le résultat de Radcliffe sur la rigidité
des groupes de Coxeter a angles droits. Dans la deuxiéme partie, nous introduisons et étudions
la notion de sous-monoide d’un monoide d’Artin-Tits induit par une partition admissible
du graphe de Coxeter, au sens de Miihlherr. Nous montrons qu’un tel sous-monoide est
un monoide d’Artin-Tits, et que cette notion généralise et unifie les situations des sous-
monoides des points fixes d’un monoide d’Artin-Tits sous I'action d’automorphismes du
graphe, et des LCM-homomorphismes de Crisp et Godelle. Nous achevons la classification des
partitions admissibles des graphes de Coxeter sphériques, commencée par Miihlherr ; elle nous
fournit la classification des LCM-homomorphismes de Crisp. Dans la troisiéme partie, nous
étudions la représentation de Krammer-Paris d’un monoide d’Artin-Tits de type simplement
lacé et sans triangle. Le sous-monoide des points fixes d’un tel monoide sous ’action d’un
groupe d’automorphismes du graphe stabilise le sous-espace des points fixes de ’espace de
la représentation sous ’action de ce groupe. Nous utilisons des notions développées par Hée
pour prouver que la représentation ainsi obtenue est fidele. Cela généralise, en évitant tout
cas par cas, des résultats établis par Digne dans les cas sphériques.

Mots-clés: groupes de Coxeter, groupes d’Artin-Tits, monoides d’Artin-Tits, rigidité, auto-
morphismes, partitions admissibles, représentations.

Abstract

This thesis is a contribution to the combinatorical study of Coxeter groups and Artin-
Tits groups. In the first part, we complete the description of the automorphism group of a
right-angled Coxeter group, by studying the second of the two subgroups that appear in
the semi-direct product established by Tits (the first one is described by Miihlherr). We
thus recover Radcliffe’s result on rigidity of right-angled Coxeter groups. In the second part,
we introduce and study the notion of submonoids of an Artin-Tits monoid induced by an
admissible partition of the associated Coxeter graph, in the sense of Miihlherr. We show
that such a submonoid is an Artin-Tits monoid, and that this notion generalizes and unifies
the situation of submonoids of fixed elements of an Artin-Tits monoid under the action of
graph automorphisms, and the notion of LCM-homomorphisms of Crisp and Godelle. We
complete Miihlherr’s classification of admissible partitions of spherical Coxeter graphs; this
leads us to the classification of Crisp’s LCM-homomorphisms. In the third part, we study the
Krammer-Paris representation of an Artin-Tits monoid of simply laced type without triangle.
The submonoid of fixed elements of such a monoid under the action of a group of graph
automorphisms stabilizes the subspace of fixed points of the space of the representation under
the action of this group. We use notions developped by Hée to show that the representation
obtained in this way is faithful. This generalizes, without any case-by-case enumeration,
results established by Digne in the spherical case.

Keywords: Coxeter groups, Artin-Tits groups, Artin-Tits monoids, rigidity, automorphisms,
admissible partitions, representations.



