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Introduction

Fil directeur. Dans son livre « Physique quantique et représentation du monde », Erwin
Schrodinger écrit (les expressions en italique sont soulignées par lui) : « tout scientifique
devrait a long terme étre capable d’expliquer a nimporte qui ce qu’il a fait et la raison pour
laquelle il I’a fait ».

Je suis un informaticien, spécialisé dans le domaine mathématique de la simplification des
systémes d’équations différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles polynomiales. J’ai
inventé pendant ma thése |7, 9] un bel algorithme théorique sur ce sujet, nommé Rosenfeld—
Grobner. Les années qui ont suivi, j’en ai beaucoup travaillé la théorie [10, 8, 12, 11]. Au-
jourd’hui, j’essaie de le « rendre utile ».

Je m’explique : 1'algorithme Rosenfeld Gribner a beaucoup d’applications théoriques
que je ne trouve pas treés ... satisfaisantes. C’est subjectif bien siir. Voici un exemple un peu
caricatural : Rosenfeld Grobner permet de décider si un systéme quelconque d’équations
différentielles polynomiales admet au moins une solution analytique. C’est une application
trés importante d’un point de vue théorique mais sans véritable intérét pratique. J'ai étudié
de nombreux systémes différentiels. Ils ont tous des solutions, pour des raisons évidentes qui
tiennent a leur conception.

Je suis plutot a la recherche d’applications convaincantes en physique, chimie ou biologie.
Trois difficultés apparaissent. La premiére : il faut « créer la demande ». Les praticiens des
domaines scientifiques visés ne sont pas habitués a utiliser les méthodes que nous proposons.
Rosenfeld Grobner résout un probléme théorique qui est resté quasiment ouvert jusqu’a son
invention. Que font alors les praticiens confrontés a de tels problémes? Ils résolvent « a la
main » leurs cas particuliers [103] ou les reformulent.

Deuxiéme difficulté : la théorie mathématique sur laquelle Rosenfeld—Grobner s’appuie
n’est connue que d’une petite minorité de scientifiques. Il s’agit de « I'algébre différentielle ».
Elle a été inventée au cours de la premiére moitié du vingtiéme siécle a la grande époque de la
géométrie algébrique ol ont été mises au point la théorie des anneaux Noethériens, la théorie
des idéaux ... Joseph Fels Ritt écrit dans 'introduction de son livre [86] qu’il a été trés
impressionné par le livre « Die Moderne Algebra » de Bruno Louis Van Der Waerden et qu’il
a souhaité développer une théorie équivalente pour les équations différentielles. L’algébre
différentielle est une trés belle théorie algébrique des équations différentielles mais il reste a
la populariser auprés du grand public scientifique.

Troisieme difficulté : 'algorithmique de Rosenfeld Grobner est difficile. D'une part, méme
pour qui connait ’algeébre différentielle, I'algorithmique s’appuie sur des arguments d’algéebre



commutative non élémentaires (le « unmizedness theorem » de Francis Sowerby Macaulay
pour ne citer que lui) qui avaient échappé aux spécialistes jusqu’aux années 1995 2000.
D’autre part, il est tres difficile d'implanter I'algorithme en dehors d'un systéme de calcul
formel. L’implantation que j’ai réalisée dans les bibliothéques BLAD en langage C est assez
minimale. Elle comporte quarante mille lignes de code dont vingt—cinq mille pour le seul
calcul du pged de deux polynomes en plusieurs indéterminées et a coefficients entiers. Le
public de physiciens, chimistes ou biologistes que j'aimerais séduire programme la plupart
du temps en FORTRAN ou en C. Pour les convaincre d’utiliser Rosenfeld Grébner, il est
donc inutile d’écrire des articles de recherche dans des journaux de calcul formel : il faut
fournir un composant logiciel (par exemple une bibliothéque) prét a I’'emploi.

Applications. Je ne connais que deux applications (au sens expliqué plus haut) d’un
algorithme d’élimination en algébre différentielle tel que Rosenfeld-Gribner. La premiére
concerne le probléme de I'estimation des valeurs des paramétres d’'un systéme dynamique
a partir d’observations (de mesures), lorsque toutes les variables du systéme dynamique ne
sont pas observées. Cette application a été inventée par Ghislaine Joly Blanchard, Lilianne
Denis—Vidal et Céline Noiret qui ont travaillé en collaboration avec Michel Petitot. Elle est
exposée dans la thése [75] de Céline Noiret. L’étude de Iidentifiabilité locale ou globale d'un
systéme par des méthodes d’élimination différentielle est un probléme ancien [105, 42, 78, 32,
34, 33, 64] et toujours actuel [3, 93]. L’originalité de la thése de Céline Noiret réside d’une
part dans 'utilisation d’algorithmes d’élimination différentielle rigoureux, d’autre part dans
I’étude compléte d’exemples, c¢’est—a—dire jusqu’a I'estimation finale des paramétres. C’est ce
probléme qui a motivé I'écriture des bibliothéques BLAD dés les années 2000. J’ai monté avec
Lilianne Denis-Vidal le projet LEPISME (pour « logiciel dédié a ’estimation de paramétres
et a lidentification systématique de modeéles ») qui a requ un financement MathSTIC en
2003. La premiére version d’'un logiciel dédié a 'estimation de paramétres a été réalisée en
aott 2004 en méme temps que la premiére version des bibliothéques BLAD. Ce logiciel a
été concu en vue d’une application en biologie. Il a été programmé par Francois Lemaire,
Thibaut Henin et moi en juillet—aotit 2004 et a donné lieu a l'article [6]. Nous avons répondu
sans succes courant 2005 & un appel a projets INSERM INRIA CNRS pour financer la
continuation de notre logiciel. Ce retour d’informations nous conduit a reprendre la réflexion
sur le futur de notre projet, en collaboration avec Alexandre Sedoglavic, Philippe Durif et
d’autres. Paralléelement, Leopold Weinberg a commencé en 2003 une thése coencadrée par
Nour-Eddine Oussous et moi sur I’aspect « identification de modéles » de LEPISME a partir
des idées exposées dans [76].

LLa seconde application que je connaisse vient d’un probléme d’étude d’un modéle d’hor-
loge « circadienne » (c’est a dire d’horloge de période approximativement égale a vingt
quatre heures) dans un organisme unicellulaire [103|. Dans ce contexte, un algorithme tel
que Rosenfeld—Grobner permet d’automatiser une partie d’un processus de réduction de mo-
déles, ce qui permet de déterminer des intervalles de valeurs pour les paramétres du modéle
pour lesquelles les trajectoires des variables du systéme oscillent, c’est & dire se comportent
comme des horloges. Cette perspective d’application est récente : elle est apparue au cours



du stage de Master 2 Recherche de Natacha Skrzypczak en 2005 qui était coencadré par
Michel Petitot et moi. Nous sommes entrés récemment en contact avec I'un des auteurs de
'article [103] sur ce sujet. Les discussions qui ont suivi nous ont amenés & amorcer ’étude
d’un modéle beaucoup plus gros (plus de trois cents variables et deux cents réactions), en
interaction avec 1'un des auteurs de 'article [77]| qui le présente.

Activité de I’équipe. Bien que I'équipe « calcul formel » continue son activité de re-
cherche dans son cceur de métier, on voit qu’un effort trés important est effectué depuis
quelques années pour trouver des applications dans les sciences du vivant. [.’équipe fait par-
tie depuis 2004 de I'Institut de Recherches Interdisciplinaires créé a l'initiative de Bernard
Vandenbunder. Le cours de Master 2 Recherche de I'équipe s’est spécialisé sur la modéli-
sation des phénoménes biologiques. Nous nous intéressons de prés au langage SBML (pour
« Systems Biology Markup Language »), une variante de XML qui constitue un standard de
représentation des modéles biologiques : nous prévoyons de I'adopter dans le cadre de notre
projet LEPISME et le mémoire de Master 2 Recherche de Natacha Skrzypczak en 2005 lui
était a moitié consacré. Michel Petitot, Francois Lemaire et moi participons depuis 2004 a
un groupe de travail consacré a la modélisation du rythme circadien d’une algue verte. Ce
groupe de travail est composé de membres de plusieurs disciplines différentes dont le bio-
logiste Francois—Yves Bouget, spécialiste de 'algue verte et le physicien Marc Lefranc.

Logiciels de calcul formel. Pour populariser 1’algebre différentielle et en faciliter I'em-
ploi, j'ai développé deux logiciels importants de calcul formel. En 1995 1996, j’ai réalisé le
paquetage diffalg en MAPLE lors d’un stage post doctoral au Symbolic Computation Group
de l'université de Waterloo, Ontario, Canada. L’algorithme Rosenfeld-Grébner en consti-
tue le coeur. Ce paquetage est depuis distribué avec la bibliothéque standard du logiciel
MAPLE. Plusieurs personnes ’ont amélioré au fil des ans, et interfacé avec d’autres solveurs
de MAPLE. Je pense en particulier & Evelyne Hubert, Allan D. Wittkopf et a Francois
Lemaire.

A partir de 2000, j’ai commencé a réaliser les bibliothéques BLAD en langage C. La
premiére version a été terminée en aoiit 2004. Ces bibliothéques constituent une sorte d’ana-
logue de diffalg mais il y a deux différences importantes : d’abord les bibliothéques BLAD
sont « open source » et protégées par la licence LGPL alors que diffalg est un paquetage
d’un logiciel propriétaire ; ensuite, BLAD est un ensemble de bibliothéques destinées a étre
appelées par un autre programme alors que diffalg est congu pour étre utilisé interactive-
ment. Les deux logiciels correspondent a des usages différents et sont donc complémentaires.
L’idée de développer BLAD m’est venue au cours de mes participations au groupe de tra-
vail du projet INRIA SPACES, suite a plusieurs discussions avec Jean Charles Faugére et
Fabrice Rouillier qui m’ont convaincu de I'importance de réaliser des chaines logicielles les
plus complétes possibles mettant en ceuvre de I’élimination différentielle. C’est en réalisant
de telles chaines qu’on peut déterminer si une théorie s’applique ou pas et, si c’est le cas,
ot sont les goulots d’étranglement. Jean—Charles Faugére et Fabrice Rouillier m’ont aussi



fourni le mécanisme de gestion de la mémoire [38] qui est employé dans leurs logiciels.

Etait ce une bonne idée de consacrer quatre ans au développement des bibliothéques
BLAD? Je pense que oui mais un critére de réussite convaincant serait l'intégration de
BLAD dans une grande bibliothéque de calcul numérique telle que la Gnu Scientific Library
ou dans un logiciel tel que scilab. Ce qui manque considérablement aux versions actuelles des
bibliothéques BLAD et qui freine peut étre cette intégration, c’est ’absence d’intégrateurs
numériques applicables aux « chaines différentielles réguliéres » produites par Rosenfeld
Grébner. Ce sujet m’intéresse de trés prés en ce moment. Une difficulté vient du fait que les
chaines différentielles réguliéres définissent souvent, des systémes implicites et raides.

Est—ce une bonne idée d’essayer d’associer des méthodes symboliques exactes telles que
celles fournies par BLAD et des méthodes numériques inexactes? La encore, je pense que
oui. La question a été posée lors de mes visites au séminaire de SPACES. Je pense que la
donne est différente pour les systémes différentiels et pour les systémes polynomiaux (spécia-
lité de SPACES). D’un point de vue théorique et algorithmique, les deux domaines sont trés
proches mais pas du point de vue des applications. Les méthodes (bases de Grobner, chaines
réguliéres) disponibles pour les systémes polynomiaux peuvent se présenter comme des alter-
natives aux méthodes numériques (méthode de Newton). C’est tout a fait sensé, par exemple
dans le domaine des systémes polynomiaux qui n’ont qu’'un nombre fini de solutions com-
plexes, parce qu’on dispose d’algorithmes exacts et efficaces d’isolation de racines. Sous un
angle beaucoup plus théorique, ce point de vue est conforté par les résultats de l'article [18].
Pour les équations différentielles par contre, je ne connais pas d’algorithmes pouvant jouer
un role similaire a 'exception peut étre de méthodes par intervalles [47] mentionnées dans
[45, page 49]. La coopération symbolique numérique me semble donc indispensable ... pour
les méthodes symboliques.

Le mémoire. J'ai rédigé les cent quatre vingts pages et plus qui suivent en cherchant a
expliquer la théorie et I'algorithmique sur lesquelles j’ai travaillé comme je pourrais essayer
de la présenter a un scientifique non spécialiste du sujet. J’ai essayé d’expliquer plutot que
de prouver et je me suis efforcé de présenter en méme temps les bibliothéques BLAD.

Le mémoire comporte quatre parties. Les trois premiéres commencent par une sorte
de tutoriel. Je me suis servi pour les réaliser d'un support que j’ai rédigé pour 1’école d’été
Open Software for Algebraic and Geometric Computations tenue en septembre 2005 a Sophia
Antipolis ou j’ai présenté BLAD. Chaque tutoriel est con¢u pour présenter a un néophyte
(parfois éclairé) les notions qui sont étudiées plus théoriquement dans les chapitres suivants.

La premiére partie correspond & une prise de contact avec l'algébre différentielle. Le
tutoriel introductif est une introduction a I’élimination différentielle par analogie avec le pivot
de Gauss. Le chapitre suivant présente des notions de base un peu « calculatoires ». Le dernier
chapitre tente une présentation originale des notions de solution qui sont compatibles avec
les algorithmes d’élimination différentielle qui nous concernent. Ce dernier chapitre résume
de nombreuses années de réflexion menées dans 1I’équipe. Il expose aussi 1'un des résultats
les plus importants de la thése [62] de Francois Lemaire.

LLa seconde partie présente les objets produits par I’élimination différentielle : les « chaines
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différentielles réguliéres ». Le tutoriel introductif est directement inspiré du projet LEPISME.
L’algorithme utilisé est une variante spécialisée de Rosenfeld Grobner nommée PARDI. Trois
chapitres suivent. Le premier présente les chaines réguliéres algébriques puis différentielles
au travers de l'algorithme d’Euclide. Il reprend la progression que j’avais suivie lorsque
jassurais un demi—cours dans la filiere « calcul formel » du DEA Algorithmique a Paris
VI en 2000 2002. Le chapitre suivant présente des applications algorithmiques immédiates
des chaines réguliéres. I’existence d'un algorithme de forme normale me permet de donner
une présentation nouvelle de quelques constructions connues (développement en série de
solutions de systémes différentiels). Le troisiéme chapitre est dense : j’y ai refait les preuves
des théorémes clefs qui justifient la construction des chaines réguliéres. La preuve unifiée de
I'équidimensionnalité des idéaux de la forme (A) : IF° et de ceux de la forme (A) : ST qui
s’y trouve est originale.

La troisiéme partie est consacrée au probléme du calcul de la représentation d’un systéme
différentiel quelconque par une famille finie de chaines différentielles réguliéres. Le tutoriel
introductif consiste en une analyse de 'article [103]. On y explique les motivations et la
démarche des auteurs et on montre a quelle étape un algorithme tel que Rosenfeld—Gribner
aurait pu étre utilisé. Le chapitre suivant présente une version de Rosenfeld Grébner moder-
nisée, proche de I'implantation en BLAD et des derniéres améliorations apportées a diffalg
par Francois Lemaire. On y donne aussi des résultats récents, permettant d’optimiser les
mécanismes de complétion pour les systémes aux dérivées partielles.

La quatriéme partie ne comporte qu’un chapitre qui décrit les principaux choix de concep-
tion que j’ai faits pour les bibliothéques BLAD.

On ne trouve pas dans ce mémoire de comparaisons de performances entre BLAD et
d’autres logiciels. Ce serait prématuré : les effectuer me pousserait naturellement a optimiser
BLAD or on n’optimise pas un logiciel en cours de développement. C’est un principe de génie
logiciel. Il faut d’abord réaliser des programmes d’application qui utilisent BLAD et ensuite
seulement déterminer ce qu’il convient d’optimiser. Voici deux anecdotes pour étayer mes
affirmations.

Dans le cadre du projet LEPISME, on s’est apercu sur des exemples que les limitations
de la méthode étaient dues a des problémes numériques (évaluation numérique imprécise des
dérivées d’ordre deux et plus) et pas a I’élimination différentielle. Optimiser BLAD est donc
sans intérét dans ce contexte.

Lors de la mise au point de I'algorithme PARDI en 2001, Francois Lemaire et moi compa-
rions les performances en temps de calcul d’une implantation MAPLE avec une implantation
en une vieille version de BLAD en C++ sur 'exemple des équations d’Euler pour un fluide
incompressible en deux dimensions. Chaque fois qu'une implantation avait de meilleures
performances que ’autre, nous en cherchions la raison et nous améliorions I’autre en consé-
quence. Il s’agissait a chaque fois d'un choix heuristique plus ou moins judicieux. Au bout
du compte, PARDI en BLAD a largement surpassé PARDI en MAPLE mais le code de
I'implantation de PARDI en BLAD était devenue difficile a lire et donc a faire évoluer. J’ai
finalement supprimé toutes ces optimisations lorsque j’ai refondu BLAD en langage C.
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Enseignement. FEn annexe du mémoire, on trouve une copie de la plupart des articles que
j’ai écrits, la documentation technique des bibliothéques BLA D mais aussi trois supports de
cours que j’ai rédigés. Les enseignements que j’assure sont liés & mon activité de recherche.

L’unité d’enseignement « calcul formel et sciences de la matiéres » est un cours de pro-
grammation destiné a de futurs physiciens et chimistes. Il est con¢u avec des membres de
I’'UFR de physique et s’adresse a des étudiants de deuxiéme année de licence. Les étudiants y
revoient pour commencer des notions de programmation qu’ils ont apprises en premiére an-
née. On les révise et on montre comment elles se traduisent dans le langage de programmation
de MAPLE. Le cours évolue ensuite vers I’étude des équations différentielles : méthodes nu-
meériques (Euler et Runge-Kutta) puis analyse qualitative des systémes différentiels linéaires
en deux variables et a coefficients constants (role des valeurs propres de la matrice des coef-
ficients du systéme). L’emploi d’un logiciel de calcul formel confére une originalité certaine
a cet enseignement : il permet aux étudiants de mener des « démonstrations assistées par
ordinateur » dont tous les calculs symboliques sont menés par logiciel (preuve que la méthode
d’Euler est d’ordre 1, calcul des équations définissant les coefficients de Runge-Kutta).

L’unité d’enseignement « systémes polynomiaux, que signifie : résoudre ? » est une unité
optionnelle de la licence informatique. Elle présente une chaine logicielle dédiée a la résolution
réelle exacte de systémes polynomiaux ayant un nombre fini de solutions complexes (un calcul
de base de Grobner pour un ordre d’élimination suivi d’un algorithme d’isolation de racines
réelles). Ce cours a été congu avec Fabrice Rouillier qui y présente une application a la
commande de robots paralléles. De nombreux spécialistes de calcul formel ont contribué a
son amélioration.

L’unité d’enseignement « algorithmique » est une unité de la deuxiéme année de la licence
mention informatique. J'y présente la programmation linéaire, I’algorithme du simplexe et
des algorithmes de base (preuves et implantation) de la théorie des graphes. Le logiciel
AMPL est utilisé pour modéliser par programmes linéaires (en variables réelles et entiéres)
des problémes d’optimisation énoncés en Francais. J'essaie a la fois de fournir des bases
solides aux étudiants qui poursuivront en Master et d’apprendre un outil immeédiatement
utilisable en entreprise aux étudiants qui quitteront le cursus universitaire avec une licence.
En enseignement aussi, il me parait important de lier les théories a leurs applications.

Chronologie.
1990. Je m’inscris en thése sous la direction de Gérard Jacob.
1994. Je soutiens ma thése [7].

1995. Premiére publication [9] sur Rosenfeld-Gréobner avec Daniel Lazard, Francois Ollivier
et Michel Petitot. Je pars pour un stage post—doctoral d'un an au Symbolic Compu-
tation Group de I'université de Waterloo (Ontario). Je réalise la premiére version du
paquetage diffalg pour MAPLE 5.

1996. Je suis élu Maitre de Conférences. Mon travail se concentre sur la théorie et 1’algo-
rithmique de Rosenfeld—Gribner.

1997. Deuxiéme article [10] en commun avec Daniel Lazard, Frangois Ollivier et Michel
Petitot. Je me marie.
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1998. Francois Lemaire s’inscrit en thése. Je coencadre cette thése avec Gérard Jacob.
1999. Article [8]. Naissance de Hugo. Achat d’une maison avec beaucoup de travaux.

2000. Article [12] commun avec Frangois Lemaire. J'obtiens une délégation CNRS de deux
ans. Mon projet consistait a améliorer le paquetage diffalg. Je profite de ma déléga-
tion pour participer au séminaire du projet INRIA SPACES. J'assure pendant deux
ans un demi cours dans la filiére « calcul formel » du DEA Algorithmique & Paris.
Début d’implantation des bibliothéques BLAD. Marc Moreno Maza est élu Maitre de
Conférences.

2001. Article [11] en commun avec Marc Moreno Maza et Frangois Lemaire. Article [15]
en commun avec Sylvain Neut. Premiers contacts avec Bernard Vandenbunder pour la
mise en place de I'Institut de Recherche Interdisciplinaire. Naissance de Sophie.

2002. Francois Lemaire soutient sa thése et part en stage post—doctoral d’'un an et demi
au centre ORCCA de 'université Western Ontario de London (Ontario). Il apporte au
paquetage diffalg les améliorations décrites dans [12, 11| (j’aurais eu les plus grandes
difficultés a effectuer ces modifications depuis Lille). Marc Moreno Maza quitte son
poste de Maitre de Conférences pour un poste permanent au centre ORCCA. Je m’ins-
cris en HDR a l'occasion de la soutenance de Frangois Lemaire. Ma délégation CNRS
se termine. Je prends la responsabilité de la licence de 'TUP GMI et je m’investis
dans la préparation de la réforme LMD. Je suis co-organisateur local de la conférence
internationale de calcul formel ISSAC 2002.

2003. Alexandre Sedoglavic est élu Maitre de Conférences. Un financement MathSTIC est
accordé pour le projet LEPISME. Gérard Jacob prend sa retraite. Il est remplacé a
la direction de I'équipe par Michel Petitot. Je reprends le cours d’algorithmique qu’il
assurait en licence informatique. Leopold Weinberg est recruté sur un poste de PRAG
et s’inscrit en theése. Je coencadre sa thése avec Nour Eddine Oussous. Je crée avec
Fabrice Rouillier et Eric Wegrzynowski un cours en deuxiéme année de DEUG intitulé
« systémes polynomiaux, que signifie : résoudre? » consacré a la résolution réelle de
systémes polynomiaux n’ayant qu’'un nombre fini de solutions complexes.

2004. Achévement de la premiére version des bibliothéques BLAD et du logiciel LEPISME.
Article |6] en commun avec Lilianne Denis—Vidal, Thibaut Henin et Frangois Lemaire.
Début du groupe de travail sur la modélisation du rythme circadien chez 1’algue verte.

2005. Francois Lemaire est élu Maitre de Conférences. Stage de Master 2 Recherche de
Natacha Skrzypczak coencadré par Michel Petitot et moi.

2006. Stage de Master 2 Recherche d’Asli Urgiiplii coencadré par Alexandre Sedoglavic,
Frangois Lemaire et moi. Article [13] en commun avec Frangois Lemaire et Marc Moreno
Maza.
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Premiére partie
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Chapitre 1

Introduction a I’élimination différentielle
et aux logiciels

Ce chapitre constitue une introduction aussi élémentaire que possible a I’élimination
différentielle et a I'utilisation des deux outils logiciels que sont le paquetage diffalg de MAPLE
et les bibliothéques BLAD. On présente 1’élimination différentielle par analogie avec le pivot
de Gauss. Essentiellement, on montre dans ce chapitre le role que jouent les ordres sur les
indéterminées dans les algorithmes d’élimination et la facon dont on spécifie ces ordres dans
quelques paquetages MAPLE et dans BLAD. On en profite pour introduire par la pratique
plusieurs notions qui sont approfondies dans les chapitres suivants. Les bibliothéques BLAD
sont accessibles a 'URL http://www.lifl.fr/"boulier/BLAD.

1.1 L’élimination de Gauss

L’élimination différentielle est un procédé qui transforme un systéme d’équations diffé-
rentielles en un autre systéme équivalent (en un sens & préciser) mais plus facile a résoudre.
C’est 1a, mais dans un cadre plus compliqué, le principe méme de I’élimination de Gauss
qu’on rappelle sur un exemple, en utilisant le paquetage LinearAlgebra de MAPLE 9.

A\

with (LinearAlgebra):
S1 :=[x - 3%y - z = 4, 2%x - y + 3%z = 5];
S1 :=[x-3y-z=4,2x-y+3z-=25]

\4

> A, b := GenerateMatrix (S1, [x, y, z]):

> Abl (=< A | b >;
[1 -3 -1 4]
Abl := ]
[2 -1 3 5]
> Ab2 := GaussianElimination (Abl);
[1 -3 -1 4]
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Ab2 = [ ]
[0 5 5 -3]

> 52 := GenerateEquations (Ab2, [x, y, zl);
S2 :=[x-3y-z=4,5y+5z-=-3]

L’application du pivot de Gauss sur le systéme S; produit un systéme équivalent (c’est a
dire ayant mémes solutions) S, dont la derniére équation ne comporte pas I'indéterminée .
Le pivot de Gauss a « éliminé » x. Pourquoi I'indéterminée éliminée est elle x 7 Parce que,
dans la matrice (A | b), les coefficients de x apparaissent sur la premiére colonne et donc parce
que la liste d’indéterminées fournie en deuxiéme parameétre a la fonction GenerateEquations
commence par x. Dans la théorie de la simplication algébrique, il est classique de dire qu’une
telle liste fournit un « ordre » sur ’ensemble des variables. Les plus grandes variables vis
a vis de cet ordre sont celles qui figurent le plus a gauche dans la liste :

[T, y,2]=x>y> 2.

Résumons nous : I’élimination de Gauss est un procédé qui prend deux paramétres en entrée :
un systéme linéaire et un ordre sur les indéterminées. Elle transforme le systéme en un
systéme équivalent dans lequel certaines indéterminées sont éliminées. Plus I'indéterminée
est grande vis—a-vis de 'ordre, plus elle est susceptible d’étre éliminée.

1.2 L’élimination algébrique

Le principe de I’élimination de Gauss se généralise aux systémes d’équations polyno-
miales. On obtient ce qu’on appelle « I'élimination algébrique ». Il y a au moins deux gé-
néralisations possibles qui conduisent soient & la théorie des « bases de Grobner » soit a la
théorie des « chaines réguliéres ». On se concentre ici uniquement sur la seconde. Un algo-
rithme de décomposition en chaines réguliéres est un procédé qui prend en entrée un systéme
d’équations polynomiales et un ordre sur les indéterminées. Il transforme le systéme d’entrée
en une famille de « chaines réguliéres ». Une chaine réguliére est un systéme d’équations
polynomiales qui satisfait entre autres, la propriété suivante : chaque équation introduit au
moins une indéterminée en suivant 1'ordre fourni en paramétre (on dit aussi que le systéme
est « triangulaire » ). Tout systéme triangulaire n’est pas une chaine réguliére mais les autres
propriétés importantes sont trop techniques pour étre décrites dans cette section. Prenons
un exemple. Avec les paramétres suivants

systeme : 22 —1=0, (z+1)(x—y—1)=0,
(y+1)(x—y—2)=0, 22—y*—2zy—1=0,
ordre : x>y >z,
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un algorithme de décomposition en chaines réguliéres pourrait produire la famille suivante
de trois chaines réguliéres (le résultat n’est pas défini de fagon unique) :

premiere chaine : z—1=0, z—y—1=0;
deuxieme chaine : z+1=0, z—y+1=0;
troisieme chaine : z+1=0, y+1=0, 22—4=0.

Le systéme initial est équivalent a la famille de chaines produite : toute solution du systéme
initial est solution d’au moins une chaine réguliére et réciproquement. Dans chaque chaine, la
premiére équation introduit I'indéterminée z (x et y sont éliminés). Dans les deux premiéres
chaines, la deuxiéme équation introduit x et y. Dans la troisiéme chaine, la deuxiéme équation
introduit y (z est éliminé) alors que la derniére équation introduit x. Le fait que z n’apparaisse
que dans la premiére équation est un hasard da a 'exemple.

Pourquoi la sortie de 'algorithme est—elle une famille de systémes et pas un seul systéme
comme dans le cas de I’élimination de Gauss? Dit autrement, pourquoi y a t il des « scin-
dages » ou des « discussions de cas » 7 C’est parce que, dans la théorie des chaines réguliéres,
une équation telle que

z+)(z—y—1)=0

est vue comme I’équation

CERUES)

N z+1
qui se simplifie en

r=y+1

sous réserve que z+ 1 # 0. Le cas 2+ 1 = 0 ne doit pas étre oublié et doit étre traité séparé-
ment : un scindage survient. L’indéterminée en partie gauche de I'équation est la plus grande

indéterminée qui figure dans I'équation vis a vis de l'ordre. On I'appelle « I'indéterminée
principale » de I'équation.

1.2.1 Elimination en MAPLE

Le paquetage Triade de MAPLE a été concu et réalisé par Francois Lemaire, Yuzhen Xie
et Marc Moreno Maza. Il est incorporé dans MAPLE 10 sous le nom RegularChains [61].
Il fournit un algorithme de décomposition en chaines réguliéres, du nom de Triangularize.
Le voici, appliqué sur I’exemple. La sortie est un peu différente de celle présentée ci—dessus.
[’ordre sur les indéterminées est défini lors de la création du polynomial _ring.

> with(Triade);
[ChainTools, DisplayPolynomialRing, Equations, ExtendedRegularGcd, Inequations,

Initial, Inverse, IsRegular, MainDegree, MainVariable, MatrixCombine,

MatrixTools, NormalForm, PolynomialRing, Rank, RegularGced,
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RegularizeInitial, Separant, SparsePseudoRemainder, Tail, Triangularize]

\Y%

R := PolynomialRing([x,y,z]);
R := polynomial_ring

> sys := [z72 - 1, (z+1)*(x-y-1), (y+1)*(x-y-2), x°2 - y°2 - 2*zxy -1]:

> result := Triangularize (sys, R);
result := [regular_chain, regular_chain, regular_chain]

> Equations(result[1], R);
-y +x+1, z + 1]

> Equations(result[2], R);
x -y -1, z - 1]

> Equations(result[3], R);
[x_2’y+1,z+1:|

1.2.2 Elimination avec BLAD

On peut également calculer des décompositions en chaines réguliéres grace a I'algorithme
Rosenfeld-Grdobner bien que cet algorithme ait été congu pour traiter des systémes différen-
tiels. Voici un programme en langage C effectuant la décomposition grace aux bibliothéques
BLAD.

/* File algebraic.c */
#include "bad.h"

int main ()

{ bav_Iordering r;
struct bad_intersectof_regchain ideal;
struct bap_tableof_polynom_mpz eqns, ineqns;
struct baO_mark M;

bad_restart (0, 0);

baO_record (&M);

baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [], blocks = [x, y, z])",
"YJordering", &r);

bav_R_push_ordering (r);

bad_init_intersectof_regchain (&ideal);

baO_sscanf2 ("intersectof_regchain ([1, \

[autoreduced, primitive, normalized])",

"Jintersectof_regchain", &ideal);
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baO_init_table ((balO_table)&eqns);
baO_init_table ((baO_table)&ineqns);
baO_sscanf2 ("[z"2 - 1, (z + D*(x -y - 1), (y + D*x(x -y - z), \

x"2 - y~2 - 2*z*xy - 11", "Yt[%Az]", &eqns);
bad_Rosenfeld_Groebner (&ideal, &eqns, &ineqns, (bav_tableof_variable)O);
baO_printf ("/intersectof_regchain\n", &ideal);
bav_R_pull_ordering ();
ba0_restore (&M);
bad_terminate (baO_init_level);
return 0;

Ce programme C peut étre compilé pour produire un exécutable. On donne ci—dessous
une commande de compilation utilisant gce pour les machines fonctionnant sous UNIX. On
a supposé que la Gnu Multiple Precision Library (GMP) était installée dans /usr/local/gmp
(sous répertoires include et lib). On a supposé que les bibliothéques BLAD étaient installées
dans /usr/local/blad (sous—répertoires include et lib).

$ gcc -I/usr/local/gmp/include -I/usr/local/blad/include algebraic.c
$ gcc -L/usr/local/gmp/lib -L/usr/local/blad/1lib \
-Wl,-rpath /usr/local/gmp/lib -Wl,-rpath /usr/local/blad/lib \
algebraic.o -lbad -lbap -lbav -1ba0 -lgmp

Il est bien siir recommandé d’utiliser un « makefile ». Voici le mien.

GMPROOT = /usr/local/gmp
BLADROQOT = /usr/local/blad
CFLAGS = -g -Wall
LDFLAGS = -g -L${GMPROOT}/1lib -L${BLADROOT}/1ib \
-Wl,-rpath ${GMPROOT}/1ib -W1,-rpath ${BLADROOT}/1ib
CPPFLAGS = -I${GMPROOT}/include -I${BLADROOT}/include
CC = gcc
LIBS = -lbad -lbap -lbav -1ba0 -lgmp
h: h.c

$(CC) $(CPPFLAGS) $(CFLAGS) $(LDFLAGS) $< $(LIBS) -o $@

Voici le résultat obtenu a I’exécution. Le systéme initial est représenté sous la forme d’une
« intersection » de trois chaines réguliéres. Le terme regchain est la contraction de reqular
chain. Pourquoi « intersection » 7 L’ensemble des solutions du systéme initial est 'union
des ensembles de solutions des trois chaines. Par conséquent, I'idéal défini par le systéme
initial est 'intersection des idéaux définis par les trois chaines. Les chaines réguliéres ainsi
que leur intersection sont affublées de qualificatifs qui décrivent des propriétés particuliéres
des chaines. Ces propriétés sont trop techniques pour étre décrites dans cette section. Voir
la section 5.6, page 84.

$ ./algebraic
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intersectof_regchain ([regchain ([z - 1, x - y - 1], [autoreduced,
primitive, normalized]), regchain ([z + 1, x - y + 1], [autoreduced,
primitive, normalized ]), regchain ([z + 1, y + 1, x~2 - 4], [autoreduced,
primitive, normalized])], [autoreduced, primitive, normalized])

Commentons un peu le programme C. Les fonctions, les types et les structures de données
des bibliothéques BLAD sont préfixées par bal), bav, bap ou bad suivant la bibliothéque a
laquelle elles appartiennent. La bibliothéque ba0 gére la mémoire, les exceptions, les entrées—
sorties et quelques structures de données génériques. La bibliothéque bav gére les variables
(les indéterminées) et en particulier les ordres sur les variables. La bibliothéque bap contient
tous les algorithmes qui sont censés s’appliquer & des polynomes (mais pas des systémes
de polynémes). La plus importante fonctionnalité qu’elle offre est le calcul du plus grand
diviseur commun de deux polynémes en plusieurs indéterminées et a coefficients entiers. La
bibliothéque bad contient les algorithmes qui s’appliquent a des systémes de polyndmes et
en particulier, une implantation de Rosenfeld—Grobner.

Tout appel aux bibliothéques BLAD doit étre inclus dans ce qu’on appelle une « suite
d’appels aux bibliothéques BLAD », qui commence par un appel & bad_ restart et se termine
par un appel a bad_ terminate. Les paramétres fournis a bad_ restart sont des limites en
temps et en espace mémoire données pour les calculs (un zéro indique qu’on ne donne pas
de limite). La variable M a un role lié a la gestion de la mémoire que je ne commente pas
davantage ici.

La fonction ball_sscanf?2 est une variante de la fonction sscanf offerte par la bibliothéque
standard du langage C. Voici un petit rappel pour ceux qui auraient oublié leurs bases de
C. En C, l'instruction suivante lit un entier sur I’entrée standard et affecte le résultat a la
variable z. La chaine de caractéres "%d" qui constitue le premier paramétre de 'appel a
scanf est un « format » qui décrit la nature de ce qui doit étre lu. Le dernier paramétre est
I’adresse de la variable destinée a recevoir le résultat.

{ int x;
scanf ("%d", &x);
}

La fonction scanf admet plusieurs variantes. L'une d’elles est la fonction sscanf qui lit des
données dans une chaine de caractéres plutot que sur 'entrée standard. Ce premier paramétre
est en premiére place. Dans I'exemple suivant, I’entier 421 est lu et affecté a x.

{ int x;
sscanf ("421", "%d4", &x);
}

La fonction bal0 sscanf? est construite sur le méme principe que sscanf mais elle offre une
variété de formats plus importante. L’extrait de code suivant lit 'ordre x > y > z et I'affecte
a la variable r

{ Dbav_Iordering r;
baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [], blocks = [x, y, z])",
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"Yordering", &r);

3

Dans le programme, cet ordre est ensuite « empilé » (appel & bav_R_ push_ordering) sur
une pile prédéfinie d’ordres et devient I’ordre courant, c’est a dire celui qui est implicitement
utilisé dans la suite des opérations.

L’extrait de code suivant lit un tableau de polyndmes en plusieurs indéterminées et a
coefficients entiers. Le format "%Az" désigne les polyndmes en plusieurs indéterminées et a
coefficients entiers. Le format "%t [%Az]" désigne les tableaux de tels polynomes. Le tableau
eqns doit étre initialisé avant de pouvoir étre utilisé. L.e schéma de programmation est calqué
sur celui de la GMP.

{ struct bap_tableof_polynom_mpz eqns;

baO_init_table ((balO_table)&eqns);
baO_sscanf2 ("[z°2 - 1, (z + Dx(x -y - 1), (y + D*(x -y - z), \
x"2 - y~2 - 2*zxy - 11", "Yt[/%Az]", &eqns);
}

[’extrait suivant effectue I’élimination en appelant Rosenfeld Gréobner. Tout d’abord, la va-
riable ideal, destinée a recevoir le résultat de I'élimination est initialisée. Puis on lui affecte
une intersection « vide » de chaines réguliéres. Le but est ici uniquement de positionner a
vrai les indicateurs signifiant qu'on désire des chaines « autoréduites », « primitives » et
« fortement normalisées ». Enfin, Rosenfeld Grébner est appelé. Je ne commente pas les
deux derniers parameétres de ’appel de fonction, qui ne sont pas utilisés.

{ struct bad_intersectof_regchain ideal;

bad_init_intersectof_regchain (&ideal);
baO_sscanf2 ("intersectof_regchain ([1, \
[autoreduced, primitive, normalized])",
"Jintersectof_regchain", &ideal);
bad_Rosenfeld_Groebner (&ideal, &eqns, &ineqns, (bav_tableof_variable)O);

1.3 L’élimination différentielle

Le principe de I'élimination algébrique et le concept de chaines réguliéres se généralise
au cas différentiel. Les indéterminées ne représentent plus des nombres mais des fonctions
analytiques. Le systéme suivant est un exemple de systéme de deux équations différentielles
polynomiales. Le « point » au dessus d'une indéterminée désigne sa dérivée premiére (nota-
tion des « fluxions »). Une solution du systéme suivant est un couple (u(t), v(t)) de fonctions
du temps.

W —40=0, v—u+1=0.
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[’élimination différentielle est un procédé qui prend en entrée un systéeme d’équations
polynomiales différentielles et un ordre sur I’ensemble infini de toutes les dérivées de u et
de v. De tels ordres, lorsqu’ils satisfont certaines conditions techniques, sont appelés des
« classements » (« rankings » en Anglais). Elle transforme le systéme fourni en entrée en
une famille équivalente de « chaines différentielles réguliéres ». Fixons par exemple 'ordre

> USUSUS >0 >0 > .

L’algorithme Rosenfeld—Grobner, appliqué au systéme et a I’ordre ci—dessus produit la famille
suivante de deux chaines différentielles réguliéres :

premiére chaine : 2 —40=0, u—0—1=0;
seconde chaine : =0, u—1=0;

Dans la premiére équation de chaque chaine I'indéterminée différentielle u et toutes ses déri-
vées sont éliminées. La famille est équivalente au systéme initial : toute solution analytique
du systéeme initial est une solution analytique de 'une des deux chaines et réciproquement.
Les solutions analytiques de la premiére chaine sont

(t + 02)3

T u(t) =1+ (t+c)? ¢, e eC.

U(t) =+

Les solutions analytiques de la seconde chaine sont

1.3.1 Elimination en MAPLE

J’ai réalisé le paquetage diffalg 1995 1996. Le paquetage a ensuite été fortement amélioré
par plusieurs personnes et en particulier par Evelyne Hubert et (plus récemment) par Francois
Lemaire. L’implantation de Rosenfeld—Grdbner est plus ancienne que celle de BLAD. Elle
produit aussi des chaines différentielles réguliéres bien que 'appellation « chaine différentielle
réguliére » n’ai pas encore été inventée lors de la réalisation du paquetage (elle date de la
thése de Francgois Lemaire en 2002).

[’ordre est défini au moment de la création de I’ODE_ ring. Les dérivées des indéterminées
différentielles sont notées au moyen de listes de dérivations : par exemple, u[t] désigne u et
ult,t] désigne . Pour contourner une limitation de MAPLE, on note u[] pour u.

> with (diffalg);
[Rosenfeld_Groebner, belongs_to, delta_leader, delta_polynomial, denote,

derivatives, differential_ring, differential_sprem, differentiate,
equations, essential_components, field_extension, greater, inequations,

initial, initial_conditions, is_orthonomic, leader, power_series_solution,

22



preparation_polynomial, print_ranking, rank, reduced, reduced_form,
rewrite_rules, separant]

> R := differential_ring (derivations = [t], ranking = [u, v]);
R := ODE_ring

> ideal := Rosenfeld_Groebner ([u[t]~2 - 4x%v, v[t] - u + 1], R);
ideal := [characterizable, characterizable]

> equations (ideal [1]);
2
[-v[t] +ull - 1, v[it, t] - 4 v[1]

> equations (ideal [2]);
(-1 + ull, v[I]

1.3.2 Elimination différentielle avec BLAD

Le programme C ci dessous applique Rosenfeld Grobner sur I’'exemple. 11 est trés proche
du programme donné dans la section précédente. La principale différence est le qualificatif
differential utilisé pour initialiser la variable ideal.

La bibliotheque BLAD offre en fait un concept unifié de chaine réguliére qui peut étre ou
non différentielle. Cette unification de concept, suggerée dans la thése de Francois Lemaire,
n’est pas encore réalisée dans les paquetages MAPLE.

/* File differential.c */
#include "bad.h"

int main ()

{ bav_Iordering r;
struct bad_intersectof_regchain ideal;
struct bap_tableof_polynom_mpz eqns, ineqns;
struct baO_mark M;

bad_restart (0, 0);
ba0_record (&M);
baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [t], blocks = [u, v])",
"YJordering", &r);
bav_R_push_ordering (r);
bad_init_intersectof_regchain (&ideal);
baO_sscanf2 ("intersectof_regchain ([1, \
[differential, autoreduced, primitive, normalized])",
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"Jintersectof_regchain", &ideal);
baO_init_table ((baO_table)&eqns);
baO_init_table ((baO_table)&ineqns);
baO_sscanf2 ("[ult]~2 - 4xv[t], v[t] - u + 11", "%t[%Az]", &eqns);
bad_Rosenfeld_Groebner (&ideal, &eqns, &ineqns, (bav_tableof_variable)O);
baO_printf ("/intersectof_regchain\n", &ideal);
bav_R_pull_ordering ();
ba0_restore (&M);
bad_terminate (baO_init_level);
return 0;

Le programme ci dessus peut étre compilé (voir une commande dans la section précé-
dente). On obtient a I'exécution :

$ ./differential

intersectof_regchain ([regchain ([v[t,t]~2 - 4xv[t], u - v[t] - 1], [
differential, autoreduced, primitive, squarefree, coherent, normalized]),
regchain ([v[t], u - 1], [differential, autoreduced, primitive, squarefree,
coherent , normalized])], [differential, autoreduced, primitive, squarefree,
coherent, normalized])

1.3.3 Autres classements

Le classement, donné ci—dessus est un « classement d’élimination ». Un autre type tres
important de classement est constitué des classements « compatibles avec 'ordre total »
(« orderly » en Anglais). Vis-a-vis de ces classements, plus une indéterminée est dérivée
(plus elle est d’ordre élevé) plus elle est grande. Voici un exemple de tel classement

> USVSUSV > US> .
En BLAD, il est noté (remarquer les deux niveaux de crochets) :
ordering (derivations = [t], blocks = [[u, v]])

Avec trois indéterminées différentielles ou plus, il est possible de définir des classements
encore plus généraux, trés utiles aussi. Par exemple,

e SUSWSWS o S>USUS>US>0 > US> .

Vis a vis de ce classement, toute dérivée de w est plus grande que toute dérivée de u ou de v
alors que les dérivées de u et de v sont ordonnées entre elles suivant un classement compatible
avec 'ordre total. On appelle cette sorte de classement un « classement d’élimination par
blocs ». On le note souvent de fagon abrégée :

w > (u, v).
On le note en BLAD :

ordering (derivations = [t], blocks = [w, [u, v]])
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Chapitre 2

Arithmétique des polynomes différentiels

Ce chapitre présente des notions sans difficulté que je supposerai connues dans les cha-
pitres suivants. Je I’ai émaillé de petits exercices (corrigés) et en particulier de petits exercices
de programmation utilisant les bibliothéques BLAD.

2.1 Polynétmes non différentiels

Soit K un corps commutatif et de caractéristique nulle. Soit X un alphabet, éventuel-
lement infini, d’indéterminées sur K. On note K[X]| I'anneau des polynomes construits sur
Ialphabet X et a coefficients dans K. On suppose X totalement ordonné et on considére
un polynome f € K[X]|\ K. On appelle « indéterminée principale » de f la plus grande
des indéterminées z € X qui figure dans f c’est-a-dire telle que deg(f, ) # 0. On la note
Id f. Notons d = deg(f, ). Le monome z¢ est appelé le « rang » de f. Le coefficient de 24
dans f est I’ « initial » de f. Le polynéme 0f/0x est le « séparant » de f. Ce sont tous les
deux des polynomes de K[X].

Exercice 1 Quel est initial du polynéme 32>y — x2® +y + 5z —y> (en supposant v > y) ?
Ecrire un programme C utilisant BLAD qui calcule et affiche l'initial du polynome.

Exercice 2 Quel est le séparant du polynome précédent ?
Exercice 3 Dans quel cas linitial d’un polynome est il égal a son séparant ?

Un ensemble fini de polynomes est dit « triangulaire » si les indéterminées principales de
ses éléments sont toutes distinctes.

Soit g € K[X] un autre polynome. Supposons que l'initial de f appartienne a K. On
peut alors calculer le quotient g et le reste r de la division euclidienne de g par f, vus comme
des polynomes en I'indéterminée z et a coefficients dans 'anneau K[X \ {z}].

t
L
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Le couple (g, r) est défini de fagon unique. Il satisfait

deg(r, [L‘) < deg(fv I)? g=rfq+r

On note quo(g, f,z) le quotient et rem(g, f,x) le reste ou parfois quo(g, f) et rem(g, f)
lorsqu’aucune ambiguité n’est a craindre. Si l'initial de f n’appartient pas a K, la division
euclidienne de g par f n’est plus possible : il n’y a aucune raison que l'initial de f divise
exactement le coefficient principal de g par rapport a z. On dispose toutefois de I’algorithme
de « pseudo—division » qui consiste & multiplier g par une puissance de I'initial de f suffisante
pour que les divisions par l'initial de f tombent juste. En notant iy l'initial de f et a =

deg(fv I) - deg(gwr) + 1;
%9 }i
r|q

Exercice 4 Effectuer la pseudo—division de ax? + bx + ¢ par dx + e. On suppose que l'in-
déterminée principale des deux polynomes est x. Fcrire un programme C utilisant BLAD qui
effectue la pseudo division et affiche le résultat.

Le couple (g, ) est défini de fagon unique. Il satisfait

deg(r,z) <deg(f,x), ifg=[fq+r

On note pquo(g, f,x) le pseudo—quotient et prem(g, f,z) le pseudo-reste de f par g ou
parfois pquo(g, f) et prem(g, f) lorsqu’aucune ambiguité n’est a craindre. En fait, plusieurs
variantes de I’algorithme de pseudo division sont disponibles (on peut en particulier prendre
parfois a < deg(f,z) — deg(g,x) + 1). 1l peut étre utile d’utiliser plusieurs variantes de
I’algorithme de pseudo—division dans un logiciel : dans certains cas, on peut vouloir chercher
I’exposant a le plus petit possible pour éviter le grossissement des données ; dans le contexte
de I"algorithme des sous-résultants, on est obligé de prendre a = deg( f, ) —deg(g, x)+1 pour
que les divisions exactes mises en ceuvre dans cet algorithme tombent juste. Pour couvrir
tous les cas, nous dirons que le couple (g, r) n’est pas défini de facon unique mais qu’il satisfait
dans tous les cas

deg(r,z) < deg(f,z), 3a>0,1d5g9=fq+r

Soit F' C K[X]\ K un ensemble ni nécessairement triangulaire ni méme nécessairement fini.
On définit prem(g, F') comme 'un des résultats possibles de I’algorithme suivant.

fonction prem(g, F')
début
ri—g
tant que 3 f € F, deg(r,1d f) > deg(f,1d f) faire
r:— prem(r, f,1d f)
fait
retourner r

fin
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Sans précision supplémentaire, rien ne garantit que la fonction termine. Ces précisions
(utilisation de « classements ») sont données dans les sections qui suivent. On suppose donc
que le calcul termine. Le pseudo reste r = prem(g, F') n’est pas nécessairement défini de
fagon unique mais il satisfait dans tous les cas les propriétés suivantes :

1. r est « algébriquement réduit » par rapport a F', c’est a dire que pour tous f € F on
a deg(r,1d f) < deg(f,1d f)

2. il existe un produit de puissances h d’initiaux d’éléments de F' tel que hg =r mod (F)
ou (F') désigne I'idéal engendré par les éléments de F'.

Un ensemble F' dont tous les éléments sont algébriquement réduits les uns par rapport aux
autres est dit « algébriquement autoréduit ».

Exercice 5 Trouver un ordre sur l'ensemble {x, y} tel que F = {z* xy — 1} soit algébri-
quement autoréduit.

Soit E un ensemble de polynomes différentiels n’appartenant pas a K (sauf peut—étre
zéro). Un sous—ensemble algébriquement autoréduit F' de E est un « ensemble caractéristique
algébrique » de E si E ne contient aucun élément non nul algébriquement réduit par rapport
arF.

Exercice 6 Montrer que si F' est un ensemble caractéristique algébrique d’un idéal E alors,
quel que soit f € E on a prem(f, F) = 0.

2.1.1 Saturations

Si 2 est un idéal d’un anneau R et M C R est une famille multiplicative, on définit la
saturation de 2 par M comme I’ensemble

A:-M={feR|ImeM, mfecd}

Si S = {s1,...,5} on note S® = {si'---sf* | £,..., 4, > 0} la famille multiplicative
engendrée par S.

Exercice 7 Soit F = {(z + 1)y, * — 1} un systéme. On prend l'ordre y > x. Décrire
lensemble des solutions des idéaux (F') et (F'): 1. Montrer que F' n’est pas un ensemble
caractéristique algébrique de l'idéal (F): I3°.

Exercice 8 Montrer que si prem(f, F)) =0 alors f € (F): I ou Ir désigne ’ensemble des
initioqur des éléments de F.

Exercice 9 Montrer que A : M est un idéal contenant 2.
Exercice 10 Dans un anneau neethérien, tout idéal A est une intersection d’idéaux « pri-
maires », c¢’est—a—dire d’idéaux qy,...,q; tels que

abeq,=[aceq ou In>0 0"€q.

Montrer que : M est l'intersection des idéauz primaires q; tels que q; N M = ().
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2.2 Polyndomes différentiels

On appelle « dérivation » sur un anneau R toute application 6 : R — R satisfaisant les
axiomes des dérivations :

d(a+b)=0d(a)+0(b), d(ab)=0d(a)b+ ad(b), (Va,beR)

Un « anneau différentiel » est un anneau muni d’un nombre fini de dérivations supposées
commuter entre elles :

5.(5(a) = 8,(6:(a)  (Va, be R).

De la méme fagon, un « corps différentiel » est un anneau différentiel qui est aussi un corps.

Exercice 11 Montrer que les aziomes des dérivations impliquent que §(0) =0, 6(1) = 0 et
plus généralement que 6(z) = 0 pour tout z € Z.

Exercice 12 Soient a, b € R tels que 1/b € R. Montrer que les aziomes des dérivations
impliquent :
5(9) - d(a)b+ad(b)
(b) B b2

En algébre différentielle, on manipule des systémes finis d’'un anneau de polyndémes dif-
férentiels R = K{U} muni d’'un ensemble de dérivations {dy,...,d,,}. L'ensemble U =
{uy,...,u,} est 'ensemble des « indéterminées différentielles ». L’anneau des coefficients K
est un corps différentiel commutatif de caractéristique nulle. L’ensemble {¢1,...,d,,} en-
gendre un monoide commutatif pour I'opération de composition. On le note

© = {696 | a,... an € N

Les éléments de © sont les « opérateurs de dérivation ». Dans cette théorie, on se restreint
donc a des opérateurs de dérivation commutatifs. Si 0 = 7' ---Jd% est un opérateur de
dérivation, on définit son « ordre » comme

ordd =a; + -+ ay,.

Si = 0%---0% et @ = §...5% sont deux opérateurs de dérivation, on note fp =
§utbr . gamtbn Si de plus a; > b; pour tous 1 < i < m, on note /@ = 5470 ... §am=bm,
Le monoide O agit sur I’ensemble des indéterminées différentielles U, engendrant 1’ensemble
infini OU des « dérivées ». Les polynomes différentiels de R peuvent ainsi étre vus comme
des polynomes au sens habituel sur I'alphabet infini des dérivées : R = K[OU].

Un « classement » est une relation d’ordre total sur OU compatible avec I'action des
dérivations sur OU, c¢’est—a—dire qui satisfait les deux axiomes suivants :

1. v<6v (VveoU, §c0)
2. v<w=0v<buw Vv, weBlU, 0 €0)
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On distingue plusieurs types de classements. Les trois qui suivent sont importants bien que
nous ne devions pas nous en servir dans ce chapitre. Les définitions sont données pour
deux indéterminées différentielles. Elles se généralisent aisément & un nombre quelconque
d’indéterminées différentielles.

1. Les classements d’élimination.

Soient u, v € U deux indéterminées différentielles. On dit qu’'un classement « éli-
mine » u, ce qu'on note

u>v si Qu> v V0, ¢e€0).

2. Les classements compatibles avec I'ordre total.

Soient u, v € U deux indéterminées différentielles. On dit qu’un classement est « com-
patible avec 'ordre total » pour u et v si

ordf < ord ¢ = Ou < v V0, ¢e0).

3. Les classements de Riquier.

Soient u, v € U deux indéterminées différentielles. On dit qu'un classement est « de
Riquier » pour u et v si

u < pu < Ov < pu V0, ¢e0).

Exercice 13 Pour chacun des extraits de classements suivants, indiquer s’il reléve de 'un
des types précédents. Les indéterminées différentielles sont u et v. les dérivations o, et d,
sont notées en indice.

1o > Uy > Uy > Uy > Uy > U > > Vg > Ugy > Uy > Uy > Uy > V.
2.0 > Uy > Ugy > Uyy > Ugg > Ugy > Vyy > Ug > Uy > Uy > Uy > U > 0.
o > Uy > Ugy > Uy > Vyy > Ugy > Uy > Uy > Uy > Uy > Uy > U > 0.

Supposons OU ordonné suivant un classement. Toutes les définitions données dans la
section précédente s’appliquent aux polynémes différentiels, si ce n’est qu’on dit « dérivée
dominante » au lieu d’indéterminée principale.

Exercice 14 Donner, vis—a—vis de chacun des classements ci—dessus, la dérivée dominante
A . - N 2 5 . a7 .
du polyndme différentiel u, vy, +u; — 3. Ecrire un programme C, utilisant BLAD, qui calcule

et affiche ces dérivées dominantes.

Proposition 1 Soient f € R\ K un polynome différentiel et 0 € © un opérateur de dériva-
tion d’ordre non nul. Le séparant de f est l’initial de 0 f.

Preuve C’est une conséquence des axiomes des classements. O
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2.2.1 La réduction de Ritt

[’appellation vient du nom du véritable fondateur de I’algebre différentielle : Joseph
Fels Ritt. Soient ¢ € R un polynome différentiel et ¥ C R un ensemble fini de polynémes
différentiels. On définit le « reste partiel » de g par F pour la réduction de Ritt par

reste partiel(g, F') = prem(g, {OF} \ F).
On définit le « reste complet » de g par F' pour la réduction de Ritt par
reste complet(g, F') = prem(g, OF).

Les remarques faites au sujet de la pseudo division s’appliquent a fortiori pour la réduction
de Ritt : « le » reste partiel et « le » reste complet de g par F' pour la réduction de Ritt ne sont
pas définis de facon unique. Si on les programme naturellement, ¢’est—a—dire en cherchant
a réduire d’abord les dérivées les plus grandes vis a vis du classement, ces algorithmes de
réduction terminent. On le démontre en la section 2.4. Notons [F] le plus petit « idéal
différentiel » engendré par F' dans R, c’est a dire le plus petit idéal de R contenant F' et
stable sous 'action des dérivations (c’est-a-dire tel que p € [F] = 0p € [F] pour toute
dérivée Op de p). Le polynome différentiel r = reste partiel(g, F') satisfait les propriéteés :

1. il est « partiellement réduit » par rapport a F', c’est a dire algébriquement réduit par
rapport a {OF} \ F;
2. il existe un produit de puissances h de séparants d’éléments de F' tels que hg = r
mod [F].
Le polynome différentiel r = reste _complet(g, F') satisfait les propriétés :
1. il est « complétement réduit » par rapport a F', c’est—a—dire algébriquement réduit par
rapport & OF;

2. il existe un produit de puissances h d’initiaux et de séparants d’éléments de F' tels que
hg=r mod [F].

Exercice 15 Calculer le reste partiel et le reste complet de g = Uy, +u, par F = {u +u, +
u}. Eerire un programme C, utilisant BLAD, qui calcule et affiche ces deux restes.

Exercice 16 Montrer que u? € [uuy).

Un ensemble F' dont tout élément est partiellement réduit par rapport a tous les autres
est dit « partiellement autoréduit ». Un ensemble F' dont tout élément est complétement
réduit par rapport a tous les autres est dit « complétement autoréduit ». Soit £ C R un
ensemble de polynomes différentiels n’appartenant pas a K (sauf peut étre zéro). Un sous
ensemble complétement autoréduit F' de F est un « ensemble caractéristique différentiel »
de E si E ne comporte aucun élément non nul complétement réduit par rapport a F.

Exercice 17 Montrer que si F' est un ensemble caractéristique différentiel d’un idéal diffé-
rentiel E alors, quel que soit f € E on a reste complet(f, F') = 0.

Exercice 18 Notons Sg l'ensemble des séparants des éléments de F et Hp l’ensemble des
initiaux et des séparants des éléments de F. Montrer que si reste partiel(f, F') = 0 alors
f € [F]:S%°. Montrer que si reste_complet(f, F') =0 alors f € [F]: H.
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2.3 Correction des exercices

Corrigé de I'exercice 1. L’initial est 3y — 1. Voici un programme C calculant I'initial.

La séquence d’appels aux bibliothéques BLAD est encadrée par des appels a bap restart
et & bap terminate au lieu de bad_restart et bad_terminate. Cela indique que le programme
utilise pas les bibliothéques ba0), bav et bap mais pas la bibliothéque bad.

Pourquoi la variable initial est elle initialisée en tant que polynéme « readonly », c’est
a dire en tant que polyndéme « en lecture seule » 7 Ce n’est pas indispensable mais c’est
plus efficace. La fonction bap initial polynom mpz ne construit pas vraiment un nouveau
polynome. Elle affecte a la variable initial un polyndéme qui partage des données avec A.
Par sécurité, cette fonction positionne un indicateur dans la variable initial interdisant
que le contenu de cette variable soit modifié (sans cela, toute modification faite sur ini-
tial modifierait A par « effet de bord »). Sachant cela, il est possible d’optimiser le code
en initialisant instial de facon « incompléte ». Cette sorte d’initialisation est réalisée par
bap init readonly polynom mpz.

/* File exercice_1l.c x/
#include "bap.h"

int main ()

{ Dbav_Iordering r;
struct bap_polynom_mpz A, initial;
struct baO_mark M;

bap_restart (0, 0);
ba0_record (&M);

baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [], blocks = [x, y1)",
"Yordering", &r);
bav_R_push_ordering (r);

bap_init_polynom_mpz (&A);

baO_sscanf2 ("3*x"2*y - x°2 + y + b*x - y~3", "JAz", &A);
bap_init_readonly_polynom_mpz (&initial);
bap_initial_polynom_mpz (&initial, &A);

baO_printf ("initial = %Az\n", &initial);

bav_R_pull_ordering ();
ba0_restore (&M);

bap_terminate (baO_init_level);
return 0;

3

Voici I’affichage obtenu a I’exécution.
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$ ./exercice_1
initial = 3*y - 1

O

Corrigé de I'exercice 2. Le séparant est 6zy —2x + 5. O

Corrigé de 'exercice 3. Quand le polynome est de degré 1 en son indéterminée principale. O

Corrigé de 'exercice 4. Avant d’effectuer la division, on multiplie le polynome a diviser par
d?*. Le pseudo—quotient est daz+ (db—ae) ; le pseudo-reste d? c—dbe+ae?. Voici comment
procéder en BLAD.

/* File exercice_4.c */
#include "bap.h"

int main ()

{ bav_Iordering r;
bav_Idegree deg;
struct bap_polynom_mpz A, B, Q, R;
struct baO_mark M;

bap_restart (0, 0);
baO_record (&M);

baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [], blocks = [x, a, b, c, d, e])",
"Yordering", &r);
bav_R_push_ordering (r);

bap_init_polynom_mpz (&A);
bap_init_polynom_mpz (&B);

baO_sscanf2 ("a*x~2 + b*xx + c", "%Az", &A);
baO_sscanf2 ("dxx + e", "}Az", &B);
bap_init_polynom_mpz (&Q);
bap_init_polynom_mpz (&R);

bap_pseudo_division_polynom_mpz (&Q, &R, &deg, &A, &B);
baO_printf ("Q = %Az, R = %Az, deg = %d\n", &Q, &R, deg);

bav_R_pull_ordering ();
ba0_restore (&M);

bap_terminate (baO_init_level);
return 0;

3

Voici le résultat obtenu a 1'exécution.
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$ ./exercice_4
Q = x*¥axd - axe + bxd, R = axe”2 - bxdxe + cxd~2, deg = 2

O

Corrigé de I'exercice 5. Prendre y > x. O

Corrigé de 'exercice 6. Soient f € E et r = prem(f, F). D’aprés les spécifications de prem,
le pseudo reste r est algébriquement réduit par rapport a F' et appartient & £. D’apreés la
définition d’un ensemble caractéristique, » = 0. O

Corrigé de l'exercice 7. I’ensemble des initiaux est [ = {z + 1, 1}. L’idéal (F') admet pour
solutions la droite x = —1 et le point (x,y) = (1,0). L’idéal (F') : I2° n’admet que le point
pour solution. Comme (z+1)(x —1) € (F)onaxz—1 € (F):1p°. Le polynome x — 1 est non
nul et algébriquement réduit par rapport a ' donc F' n’est pas un ensemble caractéristique
algébrique de (F): Ip°. O

Corrigé de 'exercice 8. Si prem(f, F') = 0 alors, d’aprés les spécifications de prem, il existe
un élément h de la famille multiplicative engendrée par I tel que h f € (F'). Par conséquent,
fe(F):IX. O

Corrigé de 'exercice 9. Toute famille multiplicative contient 1. Par conséquent, A C 20 : M.
Montrons que 2 : M est un idéal c¢’est-a—dire un ensemble stable par addition interne et
par multiplication par un élément R. Si a, a’ € 2 : M alors il existe m, m’ € M tels que
ma, m'a" € A. D’une part mm’ (a+a’') € A, d’autre part mm’ € M et donc a+a’ € A: M.
Siae®A:Metre R alors il existe m € M tel que ma € 2. Par conséquent mra € 2 et
raceA:M. O

Corrigé de I’exercice 10.
Supposons que q; "M = pour 1 < i < set que q; " M # () pour s < i < t. On doit
montrer que

A-M=q,N---Ngqs.

L’inclusion C de gauche a droite. Si a € A : M alors il existe m € M tel que ma € 2. Soit
1 <7 < s un indice. D'une part ma € q;, d’autre part, aucune puissance de m n’appartient
a q;. D’aprés la définition des idéaux primaires, a € g;.

L’inclusion D de droite a gauche. Soit a € q; pour 1 < i < s. Pour s < 5 < ¢, il existe
m; € M tel que m; € q;. Le produit m des m; pour s < j <t appartient donc a tous les
idéaux q; (pour s < j < t). Par conséquent, ma € q; pour 1 < k <t c’est-a-dire & A et
doncaeA: M. O

Corrigé de l'exercice 11. D’aprés le premier axiome, 6(0) = 6(0 +0) = 26(0). D’aprés le
deuxiéme axiome, (1) = d(1x 1) =24(1). Pour z ¢ {0, 1}, on peut procéder par récurrence.
a

Corrigé de I'exercice 12.
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On a (a/b) x b =a et donc 6((a/b) x b) = d(a/b) x b+ (a/b) x §(b) = d(a). D

Corrigé de I’exercice 13.

1. Ce classement élimine u. C’est aussi un classement de Riquier. Les dérivées de u sont
ordonnées suivant un classement compatible avec I’ordre total, de méme que les dérivées
de v.

2. Ce classement est a la fois compatible avec 1'ordre total et de Riquier.
3. Ce classement est compatible avec I'ordre total mais n’est pas de Riquier.
O

Corrigé de I'exercice 14. Respectivement u,, vy, et v,,.

La syntaxe des classements utilisée aussi bien dans le paquetage diffalg que dans les
bibliothéques BLAD permet de définir les deux premiers classements mais pas le troisiéme.
Le programme C suivant extrait la dérivée dominante (le « leader ») du polynome vis a vis
des deux premiers classements et 'affiche & I'écran.

/* File exercice_14.c */
#include "bap.h"

int main ()

{ Dbav_Iordering r;
bav_variable v;
struct bap_polynom_mpz A;
struct baO_mark M;

bap_restart (0, 0);
ba0_record (&M);
/* First ranking */
baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [x, y], blocks = [u, vI)",
"YJordering", &r);
bav_R_push_ordering (r);
bap_init_polynom_mpz (&A);
baO_sscanf2 ("ulyl*vly,y]l + ulx]~2 - 3", "}Az", &A);
v = bap_leader_polynom_mpz (&A);
baO_printf ("leader = %v\n", v);
bav_R_pull_ordering () ;
/* Second ranking */
baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [x, y], blocks = [[u, v]])",
"Yfordering", &r);
bav_R_push_ordering (r);
bap_sort_polynom_mpz (&A, &A);
v = bap_leader_polynom_mpz (&A);
baO_printf ("leader = %v\n", v);
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bav_R_pull_ordering ();
baO_restore (&M);

bap_terminate (baO_init_level);
return 0;

Quelle est 1'utilité de I'appel & bap_sort polynom_mpz? La quasi totalité des fonctions de
manipulation de polynémes supposent que les monémes qui constituent les polynémes sont
ordonnés en fonction du classement courant. C’est le cas de bap leader polynom mpz. Les
mondmes qui constituent le polynéme A sont naturellement ordonnés en fonction du premier
classement, qui est le classement courant au moment de la création de ce polynome. Pour
pouvoir obtenir la dérivée dominante de A vis a vis du deuxiéme classement, il suffit donc
de réordonner les monémes de A avant d’appeler a nouveau bap _leader polynom_mpz. Ce
travail est réalisé par bap sort polynom mpz.
Voici I'affichage obtenu en exécutant ce programme :

$ ./exercice_14
leader = ulx]
leader = vly,yl

O

Corrigé de I'exercice 15.

Notons f = u? + u, + u. Sa dérivée dominante est u, quel que soit le classement. Le
polynome g n’est pas partiellement réduit par rapport & f puisqu’une dérivée propre u,x de
la dérivée dominante de f y figure avec un coefficient non nul. Pour calculer le reste partiel
de g par f, on commence par dériver f suivant ¢, ce qui donne

Le polynome s; = 2u, + 1 est a la fois le séparant de f et l'initial de f,. On effectue la
pseudo division de g par f,, vus comme des polyndémes en u,, ce qui donne un premier reste

r = prem(g, f;) = 2ui

et une relation
sfg=r mod (f;).

Le polynéme r est partiellement réduit par rapport a f. Il s’agit donc du reste partiel de ¢
par f. Il n’est toutefois pas complétement réduit par rapport a f. On le pseudo-réduit par f,
tous deux vus comme des polynémes en u,, ce qui donne un deuxiéme reste

' = prem(r, f) = —2u, - 2u

et une relation

spg=r" mod (f, f)
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ou encore, en notant [f] I'idéal différentiel engendré par f,
spg=r" mod [f].

Le polynome r’ est complétement réduit par rapport a f. Il s’agit donc du reste complet de g
par f. Voici une facon de procéder avec BLAD.

L’interface des bibliothéques ne fournit pas d’implantation de 1’algorithme de réduction
de Ritt par un ensemble quelconque. On dispose par contre dans bad de la réduction de Ritt
par une « chaine réguliére ». Cette notion est définie dans un autre chapitre. Il suffit ici de
savoir que tout polynome (différentiel) constitue une chaine réguliére (différentielle).

La fonction bad_ reduce_ polynom_ by regchain attend six paramétres. Les deux premiers
sont destinés a recevoir le reste R et le produit de puissances H d’initiaux et de séparants
d’éléments de la chaine utilisés lors de la réduction. Ce ne sont pas des polynémes mais
des « produits » c’est—a—dire des polynomes sous forme factorisée : les implantations les
plus efficaces de 1’algorithme sont en effet concues pour détecter certaines factorisations et
pour effectuer les réductions facteur par facteur. Le troisiéme paramétre est le polynome A
a réduire. Le quatriéme, la chaine avec laquelle réduire. Le cinquiéme est un élément d’un
type énuméré indiquant si la réduction doit étre partielle ou compléte. Le sixiéme est un
élément d’'un type énuméré indiquant si on souhaite ou non que la dérivée dominante de A
soit réduite.

/* File exercice_15.c */
#include "bad.h"

int main ()

{ bav_Iordering r;
struct bad_regchain C;
struct bap_product_mpz R;
struct bap_polynom_mpz A;
struct baO_mark M;

bad_restart (0, 0);
baO_record (&M);

baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [x], blocks = [ul)",
"Yfordering", &r);
bav_R_push_ordering (r);

bad_init_regchain (&C);
baO_sscanf2 ("regchain ([u[x]"2 + ul[x] + ul, [differentiall)",

"YJregchain", &C);

bap_init_polynom_mpz (&A);
baO_sscanf2 ("ulx,x] + ulx]", "%Az", &A);
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bap_init_product_mpz (&R);

bad_reduce_polynom_by_regchain
(&R, (bap_product_mpz)0, &A, &C, bad_partial_reduction,
bad_all_derivatives_to_reduce);

baO_printf ("reste partiel = %Pz\n", &R);

bad_reduce_polynom_by_regchain
(&R, (bap_product_mpz)0, &A, &C, bad_full_reduction,
bad_all_derivatives_to_reduce);

baO_printf ("reste complet = %Pz\n", &R);

bav_R_pull_ordering ();
baO_restore (&M);

bad_terminate (baO_init_level);
return O;

Voici le résultat obtenu en exécutant le programme :

$ ./exercice_15
reste partiel
reste complet

2%xul[x] "2
2% (-ulx] - u)

O

Corrigé de I’exercice 16.
La dérivée uu,, + u? de uu, appartient a I'idéal différentiel [uu,]. On trouve

Uy (U Uy + UZ) — Ugs (W) = UD€ [Uuy).
O

Corrigé de I'exercice 17. La démonstration est essentiellement la méme que dans le cas algé-
brique (exercice 6). O

Corrigé de I'exercice 18 La démonstration est essentiellement la méme que dans le cas algé-
brique (exercice 8). O

2.4 Finitude

Les démonstrations de presque tous les résultats de « finitude » en algébre différentielle
(le fait que les classements soient des bons ordres, que les ensembles caractéristiques et
les chaines différentielles réguliéres soient finies, que les algorithmes s’arrétent) peuvent se
réduire a la démonstration de la finitude du « mécanisme de complétion » suivant.
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Commencons par un exemple et supposons qu’il n’y ait qu’'une seule indéterminée dif-
férentielle u et deux dérivations d, et d,. On peut représenter I'’ensemble des dérivées de u
sur un diagramme en deux dimensions : I’axe des x pour la dérivation d,, 'axe des y pour
la dérivation d,. Toute dérivée 62t (521 u est représentée par le point de coordonnées (ay, by).
On hachure 'ensemble de ses dérivées. Avec a; = 3 et by = 1 on obtient :

Y
4

T T T T
1 2 3 4 =z
Considérons maintenant une deuxiéme dérivée §22 (522 u dont le point associé se trouve
dans la partie non hachurée du diagramme. Reportons la et hachurons I’ensemble des dérivées
des deux dérivées. On peut prendre par exemple ay = 2 et by = 2, ce qui donne

)
4

1 2 3 4 T

Considérons une troisiéme dérivée 622 623 u dont le point associé se trouve a nouveau dans
la partie non hachurée du diagramme. Reportons la et hachurons I’ensemble des dérivées des
trois dérivées. En prenant as = 0 et b3 = 3 on obtient :

W
7

)
4

1
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On « voit bien » qu’on ne pourra pas continuer ainsi indéfiniment. On peut remarquer
qu’a cette étape ci, on ne peut pas borner le nombre d’étapes qu’il est encore possible
d’effectuer mais, qu’aprés au plus cing étapes les points situés dans la partie non hachurée
du diagramme seront en nombre fini.

On peut généraliser ce mécanisme de complétion au cas d’'une indéterminée différentielle
et de m dérivations. Algébriquement, on considére une suite (f;u) de dérivées

Olu, 62’&, 93u,

telle que pour tout indice i, la dérivée O;u n’est la dérivée d’aucune des dérivées qui la
précédent.
Le lemme suivant est équivalent au lemme de Dickson [31].

Lemme 1 La suite (;u) est finie.

Preuve Par récurrence sur le nombre m de dérivations.

La base m = 1 est triviale.

Le cas général. Hypothése de récurrence : toute suite vérifiant la méme condition que (6;u)
pour m — 1 dérivations est finie. A tout opérateur § = 6% ---§% on associe 'opérateur
« tronqué » ¢ = oyt -+ ot

On tient un raisonnement par I’absurde en utilisant le fait que toute suite infinie d’entiers
naturels contient une sous-suite infinie croissante. Supposons que la suite (6;u) soit infinie.
Elle contient alors une sous suite (6;u) pour j € J infini, telle que I'exposant de &, soit
croissant. La suite (¢;u) pour j € J des opérateurs tronqués est alors infinie, vérifie la méme
condition que (6;u) mais pour m — 1 dérivations.

Cette contradiction avec I’hypothése de récurrence prouve le lemme. O

La preuve précédente n’est pas constructive. Une preuve constructive du lemme de Dick-
son a été récemment mise au point par Hervé Perdry dans sa thése [81]. Ce résultat se
généralise immédiatement au cas de n indéterminées différentielles et m dérivations. Graphi-
quement, il faut représenter OU par n diagrammes en m dimensions. Algébriquement, on
considére une suite (v;) de dérivées

U1, U2, U3,

telle que pour tout indice ¢ la dérivée v; n’est la dérivée d’aucune des dérivées qui la pré-
cédent. Parce que le nombre d’indéterminées différentielles est fini, si cette suite était infinie,
elle contiendrait une sous suite infinie composée de dérivées d’une seule indéterminée diffé-
rentielle!, ce qui est impossible d’aprés le lemme.

Proposition 2 Tout classement est un bon ordre.

'D’aprés le théoréme de Ramsey, dont la formulation la plus élémentaire est : un ensemble infini de jetons
soit verts soit jaunes contient une infinité de jetons verts ou une infinité de jetons jaunes.

2Un « bon ordre » sur un ensemble E est une relation d’ordre telle que toute suite strictement décroissante
d’éléments de E soit finie.
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Preuve C’est un corollaire immédiat du lemme. En effet, si (v;) est une suite strictement
décroissante de dérivées pour un classement alors, d’aprés le premier axiome des classements,
toute dérivée v; n'est la dérivée d’aucune des dérivées qui la précedent. O

Proposition 3 Tout ensemble complétement autoréduit de dérivées est fini.

Preuve C’est un corollaire immédiat du lemme.

Enumérons les éléments d’un ensemble complétement autoréduit de dérivées suivant un
ordre quelconque (par exemple d’aprés un classement). On obtient une suite (v;) de dérivées
telle que, pour tout indice ¢, la dérivée v; n’est la dérivée d’aucune de celles qui la précédent.
O

Proposition 4 Tout ensemble caractéristique différentiel est fini.

Preuve L’ensemble des dérivées dominantes d’un ensemble caractéristique différentiel est
un ensemble complétement autoréduit de dérivées. O

Proposition 5 Pour peu qu’on les programme « naturellement », les algorithmes de réduc-
tion de Ritt terminent.

Preuve Programmer naturellement les algorithmes de réduction de Ritt signifie qu’a chaque
étape on cherche a réduire, dans le reste courant, la plus grande dérivée possible. La suite
de ces dérivées est strictement décroissante et donc finie. O

Plusieurs algorithmes de complétion en algébre différentielle sont amenés a construire une
suite d’ensembles de polynomes (A;) dont I’ensemble des dérivées dominantes est autoréduit.
L’ensemble A;.; s’obtient a partir de A; et d'un polynéme différentiel p; dont le rang est
réduit par rapport & A; par une opération du type :

A1 = {pi} U{q € A; | 1dq n’est pas une dérivée de 1dp;}.
Proposition 6 Toute suite (A;) ainsi construite est finie.

Preuve C’est un corollaire immédiat du lemme. Formons la suite (v%) des rangs des poly-
nomes p; et supposons la infinie. Comme un degré ne peut pas décroitre indéfiniment, elle
contient une sous suite de rangs (vjj) pour j € J infini dont les dérivées sont toutes dis-
tinctes. Pour tout j € J, la dérivée v; n’est la dérivée d’aucune des dérivées qui la précédent.
O
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Chapitre 3

Solutions d’un systéme différentiel

Dans tous les cours que j'ai assurés, j’ai rencontré la difficulté pédagogique d’expliquer
ce qu’est une solution d’un systéme de polynomes différentiels X en n indéterminées diffé-
rentielles, m dérivations et a coefficients dans un corps différentiel (mettons Q pour fixer
les idées). Cette difficulté constitue peut—étre le principal obstacle a la popularisation de la
théorie : 'algébre différentielle.

Selon cette théorie en effet, une solution n’est pas la donnée de n fonctions de m va-
riables mais de n quantités, appartenant a une extension de corps différentielle du corps des
coefficients de 3 et qui annule le systéme (ce que jappellerai par la suite une « solution
abstraite » de X).

Ce point de vue est en fait I’analogue du point de vue classique pour les systémes polyno-
miaux usuels (une solution d’un systéme de polyndémes en n indéterminées et a coefficients
rationnels est un n uplet de valeurs appartenant a une extension de corps finie de Q) mais
il est beaucoup moins intuitif. Pour les systémes polynomiaux usuels, on peut poser qu’on
cherche des solutions dans le corps des nombres complexes (puisque toute extension de corps
finie de Q s’injecte dans C). On ne dispose pas dans le cas différentiel d’'un analogue du corps
des nombres complexes qui soit aussi « familier » pour la grande majorité des scientifiques
que ne l'est C.

Dans son livre fondateur [86], Joseph Ritt ne néglige pas du tout le point de vue tra-
ditionnel (a la différence d’Ellis Robert Kolchin [56]). Tl présente dans I'ordre, les systémes
de polynomes différentiels, la théorie des idéaux de polynémes différentiels, les solutions
abstraites et fait une correspondance rapide avec ce qu’il appelle le « cas analytique » ¢’est—
a—dire des solutions sous la forme de fonctions méromorphes : il écrit page 23 de son livre
que les définitions données et les raisonnements tenus pour les solutions abstraites restent
valables dans le « cas analytique ».

Dans le chapitre qui suit, je vais tenter une présentation un peu différente de celle de
Joseph Ritt. Une démarche d’informaticien, peut—étre plus pédagogique : plutdét que de
définir a priori ce qu’est une solution et d’en déduire les manipulations algorithmiques qu’elle
autorise, je pars des manipulations algorithmiques qu’on souhaite pouvoir effectuer et j'en
déduis quelles conditions toute définition de solution doit satisfaire. Je montre ensuite qu’au
moins trois définitions conviennent : celle des solutions abstraites, celle des solutions en série
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formelle et celle des solutions analytiques. Pour cette derniére, je m’appuie sur un résultat
récent di a Frangois Lemaire (bien que la chose soit connue depuis les travaux de Ritt et de
Seidenberg).

Ce chapitre doit beaucoup aux textes d’Abraham Seidenberg |94, 96, 97| qui a éprouvé
lui aussi le besoin de revenir sur les explications données par Joseph Ritt.

3.1 Deux régles d’inférence et un théoréme

On se donne un sous-ensemble fini > d’'un anneau de polynomes différentiels R =
K{uy, ..., u,} muni de m dérivations abstraites d1, ..., 0, ¢’est-a—dire m opérations unaires
satisfaisant les axiomes des dérivations :

d(a+0b)=06(a)+(b), d(ab)=20d(a)b+ ad(b), (Va,beR)
supposées commuter entre elles :
5.(5,(a)) = 6,(0:(a))  (Ya,be R).

L’anneau des coefficients K est un corps différentiel commutatif de caractéristique nulle (on
prend souvent K = Q). Les « indéterminées différentielles » wu; sont vues comme de simples
symboles. Naivement, une « solution » de 3, ¢’est un n—uplet (4, ..., u,) de « valeurs » qui,
substituées dans les équations de X2, donnent zéro. Dans ce chapitre, on se pose le probléme de
la nature des valeurs u;, c’est a dire du type de structure algébrique G a laquelle elles peuvent
appartenir. La démarche est la suivante : on part des raisonnements tenus et on en déduit
des conditions sur GG. Beaucoup de manipulations algorithmiques en algébre différentielle,
font usage de deux régles d’inférence et d’un théoréme. Les régles d’inférence sont, pour tous
polynomes différentiels p, ¢ € R :

1. p=0= 0p =0 ou Op désigne une dérivée de p d’ordre quelconque,

2. pg=0=[p=0ouq=0]|.
Avec une autre formulation, la premiére régle exprime que toute solution de p = 0 est solution
de 6p = 0; la deuxiéme que toute solution de pg = 0 annule I'un ou I'autre des facteurs. Le

théoréme clef est un Nullstellensatz [94|. Voir [108, chapter VII, paragraph 3, Theorem 14|
pour la version non différentielle classique.

Théoréme 1 (Nullstellensatz)
Tout idéal différentiel' radical de R est une intersection d’idéaux différentiels premiers
(cette intersection est finie et unique lorsqu’elle est rendue minimale).

Un sous—ensemble non vide A d’un anneau R est un idéal de R s’il vérifie :
pefetged =p+qge, [peAetge R =pgel

Si ¥ C R on note (X) le plus petit idéal de R contenant 3. Un idéal A d’'un anneau différentiel R est un
idéal différentiel de R s’il vérifie
peA=0pe
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3.2 Les régles d’inférence

Prenons pour premier exemple un systéme différentiel ordinaire formé de 'unique équa-
tion (un célébre exemple de Joseph Ritt) :

u? —4u=0.

La premiére régle d’inférence implique qu'on ne change pas les solutions de ce systéme en
lui ajoutant les dérivées de I’'équation

2 _
us —4u =0,
2Up Ugy — du, =0,
2 _
2Ug Ugpy — 2U5, — 4Ugy = 0,

On observe que la deuxiéme équation se factorise :
21Uy Uy — 4ty = 2 Uy (Uge — 2).

La deuxiéme régle d’inférence implique que les solutions du systéme annulent le premier ou
le deuxiéme facteur.

Up (Upe —2) =0 = u, =0 ou ug —2=0.
Par conséquent, le systéme est équivalent a une disjonction de deux systémes :

{ui—élu:(), {ui—élu:(),
ou

u, =0 Upe — 2 =0

Si on résout au sens de 'analyse traditionnelle les deux systémes obtenus, on trouve effec-
tivement deux solutions de I’équation initiale : la fonction nulle u(x) = 0 et la famille de
paraboles u(x) = (z 4 ¢)? ou ¢ est une constante.

Au sens de I'analyse traditionnelle toujours, la premiére régle d’inférence implique qu’on
cherche des solutions qui soient des fonctions indéfiniment dérivables (sur un ouvert qui
reste & préciser). C’est une restriction. Considérons la fonction f d’une variable réelle, nulle
sur R~ et égale & 22 sur R, Elle n’est qu’'une seule fois dérivable en 2 = 0. Si on cherche des
solutions sur un ouvert contenant zéro alors cette solution u = f est « perdue ». Bien sir,
elle ne 'est pas si on cherche des solutions sur un intervalle ouvert ne contenant pas zéro.

ou fp désigne une dérivée quelconque de p. Si ¥ C R on note [X] le plus petit idéal différentiel de R
contenant Y. Si 2 est un idéal d’'un anneau R on définit le radical de 2 comme l’ensemble de tous les
éléments de R dont une puissance appartient & A

\/ﬁ:{peRanO, p" e AL

Le radical d’'un idéal est un idéal. Le radical d’un idéal différentiel est un idéal différentiel. Un idéal radical
est un idéal égal a son radical. Un idéal 2 est premier sipg € p = [p € p ou g € p].
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Considérons, comme deuxiéme exemple la fonction f d'une variable réelle, nulle sur R™,

égale a ¢« sur RT et la fonction g dont le graphe est symétrique a celui de f par rapport a
I'axe des ordonnées. Ces deux fonctions sont indéfiniment dérivables mais non analytiques®
dans tout ouvert contenant zéro. Le couple (u, v) = (f, g) est solution de ’équation

uv =20

de 'anneau de polynomes différentiels Q(x){u, v} muni de la dérivation §, = 9/0x. L’appli-
cation de la deuxiéme régle d’inférence produit la disjonction

u=0 ou v=0.

Si on cherche des solutions sur un ouvert contenant zéro alors le couple de fonctions (u, v) =
(f, g) est solution du systéme initial mais d’aucun des deux systémes obtenus aprés scindage :
elle est « perdue ». Bien str, elle ne I'est pas si on cherche des solutions sur un ouvert ne
contenant pas zéro. Synthétisons. Les deux régles d’inférence impliquent que

1. les structures algébriques GG dans lesquelles on cherche des solutions de ¥ soient des
anneaux différentiels (et méme des algébres différentielles sur K) intégres ;

2. quel que soit p appartenant au radical de I'idéal différentiel engendré par X, I’équation
p = 0 est conséquence de X.

3.3 Trois versions du théoréme des zéros

3.3.1 Solutions abstraites

La premiére version est une conséquence directe des raisonnements tenus précédemment
et du théoréme clef.

Théoréme et définition 1 (théoréme des zéros pour les solutions abstraites)
Définissons une solution « abstraite » de ¥ comme la donnée

1. d’une extension de corps différentielle G de K,
2. d’un n uplet (uy,...,u,) € G" qui annule les éléments de .

Alors un polynome différentiel p € R s’annule sur toutes les solutions abstraites de X si et
seulement sip € \/[X]. En particulier ¥ est sans solution abstraite si et seulement si 1 € [X].

20n dit qu'une fonction f d’une variable réelle ou complexe z, définie au voisinage de xq est développable
en série entiére en x s'il existe une série formelle S(X) = > a,, X" dont le rayon de convergence soit non
nul et qui satisfasse a

fla) = Zan (x —z0)" pour |z — x| assez petit.

On dit qu’une fonction f d’une variable réelle ou complexe x, définie dans un ouvert & est analytique dans &
si elle est, développable en série entiére pour tout xg € .
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Preuve L’implication de droite & gauche est immédiate (cf. les raisonnements tenus plus
haut).

[’autre implication. On considére un polynome différentiel p ¢ \/E et on montre que X
admet une solution abstraite qui n’annule pas p. Le théoréme 1 implique qu’il existe un idéal
différentiel premier p qui contient X mais pas p. ’anneau R/p est un anneau intégre puisque p
est premier et différentiel® puisque p est différentiel. Il suffit de prendre pour G le corps

différentiel des fractions de R/p et pour uy, . .., , les images des indéterminées différentielles
uy,...,u, par le morphisme naturel ¢ : R — G. Evaluer un polynome différentiel en
(U1, ...,u,) c’est prendre son image par ¢. Tous les éléments de X s’évaluent donc en zéro.

Le polynéme p s’évalue en une quantité différente de zéro. O

Les solutions abstraites sont peut—étre complétement satisfaisantes d’un point de vue al-
gébrique mais, en pratique, on aimerait quand méme pouvoir interpréter les dérivations abs-
traites comme des dérivations par rapport a des variables indépendantes (0; = 0/dx;) et on
aimerait que les solutions soient des n uplets de « fonctions » de m variables u;(z1,. .., %)

3.3.2 Solutions en séries formelles

Nous allons commencer par faire la moitié du chemin et chercher des solutions dont
les composantes u; soient des séries formelles. On interpréte donc les dérivations abstraites
comme des dérivations par rapport a des variables indépendantes (6; = 0/0x;) et on cherche
des solutions de la forme

ai a
7=y ¢ s ML
J 7,41,---,am al! L. &m!

3Par analogie avec un cas simple. Par définition, Z/nZ est I’'ensemble des n classes d’équivalence pour la
relation d’équivalence « modulo n » c’est a dire modulo I'idéal (n) = nZ de 'anneau Z. On munit Z/nZ
d’une structure d’anneau en posant (la « barre » signifie « classe d’équivalence ») :

G+b=a+b etaxb=axb.

La définition a un sens parce que la classe de a + b (resp. a x b) ne dépend que des classes de a et de b et
non des représentants choisis. Par exemple, pour n = 5 on vérifie que

1 = 6 1 = 6
+ + x X
3 = 13 3 = -2
I I I I
4 = 19 3 = -12

Si 2 est un idéal d’'un anneau R quelconque, on construit I'anneau quotient R/2d exactement de la méme
fagon. Si maintenant 2 est un idéal différentiel d’un anneau différentiel R on peut munir Panneau R/ d’une
structure d’anneau différentiel en posant, pour toute dérivation ¢

da = da.

La aussi, parce que l'idéal est différentiel, la classe de la dérivée de a ne dépend que de la classe de a et pas
du représentant choisi.
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Les coefficients cjq,, 4, appartiennent a une structure qui reste a préciser. On verra qu’il
suffit de les prendre dans une extension algébrique de K qui dépend du systéme considéré.
Remarque : la série ci dessus est centrée sur l'origine pour faire simple mais les raisonne-
ments tenus se généralisent immédiatement a des séries centrées en un élément quelconque
de R™. Autre remarque : le cadre ci—dessus couvre aussi le cas de systémes différentiels dont
les coefficients appartiennent a Q(z1, ..., x,,). Il suffit en effet de coder chaque variable in-
dépendante x; par une indéterminée différentielle z; et d’ajouter au systéme considéré les
équations 0, z; = 1 si @ = j et 0 sinon. Nous supposons donc sans perte de généralité que K
est un corps de constantes.

Commengons par un exemple : 'idéal différentiel A = [u2 —4 u| de 'anneau de polynomes
différentiels R = Q{u} muni d'une unique dérivation ¢,. On « regarde » 2 comme un idéal
non différentiel de 'anneau Q[u, u;, Uz, -..] €t on considére une de ses solutions @ (dans
une extension de corps Gy du corps de base Q des équations). Concrétement, sur I'exemple,
4 est une solution du systéme formé de p et de I'infinité de ses dérivées

2 _
us —4u =0,
2Up Ugy — du, =0,
2 _
2Ug Upgy — 2u5, — 4 Uzy = 0,

Par exemple
U= (U, Uy, Ugg, -..) =(9,6,2,0,...).

J’appelle une telle solution une « solution purement algébrique » de 2. Plus formellement,

Définition 1 (solution purement algébrique)

Soient A un idéal différentiel d’un anneau de polynomes différentiels K{U} et ¢ une
application de [’ensemble des dérivées OU dans une extension de corps non différentielle G
de K. L’application ¢, qui se prolonge de facon unique en un morphisme d’anneau non
différentiel K|OU| — G, est une « solution purement algébrique » de A si p2A = (0).

Formons la série

~

uiBiB

2
9 i

u = u+ly,x+

et substituons la dans u2 — 4u = 0 vue comme une équation différentielle, la dérivation §,
étant 0/0w.

~

— ~ ~ Ugza 2

Uy = ux+umx+7x + -
W = U+ 20Uy Ugp T+ -

€T €T T Y'xrx

U —4u = (02 —44) + (20, lgy — 40y) T+ - - -

xT

|
=
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On constate que les coefficients de la série T2 — 47 sont donnés par p et ses dérivées évalués
sur @ c'est a dire p(@), p.(@), ... Tous les coefficients de la série sont donc nuls. La série u
est donc une solution de I’équation différentielle. On peut d’ailleurs montrer sur cet exemple
précis que les valeurs u,x sont nulles pour k& > 3. La série w est donc le polynome u =
9+ 6z + 2% On a trouvé l'une des paraboles u(z) = (z + 3)*.

Inversement, supposons que la série formelle

_ .
soit une solution de l'idéal différentiel 2. Alors, quel que soit p € 2, la série
_ N
p() = 3 pur(i);

est identiquement nulle, donc p,x (@) = 0 pour tout k et donc @ est une solution purement
algébrique de 2.

Le raisonnement tenu sur l'exemple se généralise. Soit 2 un idéal différentiel de R =

K{uy,...,u,} munide dérivations 9/0x; pour 1 < ¢ < m. Un n-uplet (@, ..., U,) de séries
formelles
I(lll cen x%@m
=) ¢ it T <j<
u.] ijalr“)am CL1' .. .am! (]' — ] — n)

(dont les coefficients ¢;q,, .4, appartiennent & une extension de corps (non différentielle) G,
du corps de base K) constitue une solution de 2 si et seulement si I'application

gorttamy,
81,(111 oo Opam = Cjar,am
m

constitue une solution purement algébrique de 2[. On en déduit le

Théoréme et définition 2 (théoréme des zéros pour les solutions en série formelle)
Définissons une solution en série formelle de ¥ comme la donnée

1. d’une extension de corps non différentielle Gy de K (on peut prendre Go = C dans
tous les cas),

2. d’unn uplet (y,...,u,) € G=Gollx1,...,xn]|" qui annule les éléments de X.

Alors un polynome différentiel p € R s’annule sur toutes les solutions en série formelle
de ¥ si et seulement si p € \/[X]. En particulier & est sans solution en série formelle si et
seulement si 1 € [X].

Preuve L’implication de droite a gauche est immédiate.

L’implication de gauche a droite. On considére un polynome différentiel p ¢ \/E et on
montre que X admet une solution en série formelle qui n’annule pas p. Le théoréme 1 implique
qu’il existe un idéal différentiel premier p qui contient > mais pas p. D’aprés le théoréme des
zéros (la version purement algébrique) p admet une solution purement algébrique dans une
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extension de corps non différentielle Gy de K (et donc une solution en série formelle dans
Gollz1, ..., x,]] d’aprés ce qui précéde) qui n’annule pas p. O

On montre en section 6.1.4, page 97 comment calculer le développement en série formelle
d’un idéal différentiel présenté par un ensemble caractéristique différentiel (ou une chaine
différentielle réguliére).

3.3.3 Solutions analytiques

Il ne reste plus qu’a parcourir la deuxiéme moitié du chemin commencé en section 3.3.2 :
démontrer que si p est un idéal différentiel premier et p ¢ p alors p admet une solution en
série formelle, qui converge dans un ouvert & et qui n’annule pas p.

Proposition 7 Il suffit de montrer que tout idéal différentiel premier admet une solution
analytique.

Preuve On veut montrer que si p est un idéal différentiel premier et p ¢ p alors p admet
une solution analytique qui n’annule pas p. Considérons l'idéal différentiel [p, pu, 1 — 1]
ol U, 1 est une nouvelle indéterminée différentielle. Cet idéal admet des solutions abstraites
(ou en série formelle) d’aprés les hypothéses et I'un des théorémes des zéros que nous avons
déja démontrés. Il est donc différent de I'idéal unité et est contenu dans un idéal différentiel
premier p’ de R{u,,1}. D'une part, aucune solution de p’ n’annule p d’autre part, il y a
bijection entre les solutions de p’ et les solutions de p qui n’annulent pas p. 1l suffit donc de
démontrer que p’ admet au moins une solution analytique et donc que tout idéal différentiel
premier admet une solution analytique. O

La démonstration en est faite dans la proposition 9. Le résultat est connu depuis les
travaux de Charles Riquier [85]. Le théoréme de Riquier, qui est une généralisation du théo-
réme de Cauchy Kovalevska, est a la base de théorémes de Joseph Ritt [86] et du [96, 97,
Embedding Theorem| d’Abraham Seidenberg. Ariane Péladan Germa a bien clarifi¢ dans sa
theése |80] le lien existant entre les ensembles caractéristiques et les hypothéses du théoréme
de Riquier. Récemment, Fran¢ois Lemaire a complétement redémontré |62, Théoréeme d’ana-
lyticité, page 50| ce dernier avec un formalisme plus moderne et en séparant distinctement,
la preuve d’existence de solutions en séries formelles de la preuve d’analyticité. C’est sur ce
dernier travail que je m’appuie ici.

Proposition 8 (théoréme d’analyticité)

Soit C' un ensemble caractéristique différentiel (ou encore une chaine différentielle régu-
liere) représentant un idéal différentiel premier p pour un classement a la fois de Riquier et
compatible avec Uordre total'. Soient L l'ensemble des dérivées dominantes de C' et N [’en-
semble de toutes les dérivées qui ne sont les dérivées d’aucun élément de L. Soit (uy,. .., uy,)
une solution en série formelle de p, les coefficients cjq,. . 4, des séries étant pris dans un

4cf. chapitre 2.

48



sous corps Go du corps des nombres complexes. Soit (U, ..., Uy,) la « restriction & N » de
la solution :

ail a
u.] - Cj7al7“'7am ' '
a!- - apy!

deﬁn?le p(Ilr Cj7a17"'7am = Cj7a17"'7am 87/
aa1+"'+amuj

—F—— €N
Oxf* - - - Oxdm

et zéro sinon. Les séries u; sont toutes analytiques au voisinage de l'origine si et seulement
s1 les séries wj le sont aussi.

Proposition 9 Tout idéal différentiel premier admet une solution analytique.

Preuve On s’appuie dans cette preuve sur la notion d’ensemble caractéristique différentiel
(ou encore de chaine différentielle réguliére) qui est développée dans le chapitre 5.

Tout idéal différentiel premier peut étre présenté par un ensemble caractéristique diffé-
rentiel C' pour un classement de Riquier compatible avec I'ordre total. Soient N 1’ensemble
des dérivées sous les escaliers et X I'ensemble des dérivées dominantes de C'. Le systéme C,
vu comme un systéme non différentiel de Q[X U N] admet une infinité de solutions ayant
un nombre fini de coordonnées non nulles. D’aprés la proposition 32, page 100 et pour peu
qu’elles n’annulent pas certains polynémes en nombre fini qui dépendent de C', ces solutions
définissent des séries formelles solutions de 'idéal différentiel premier. Les restrictions & N
de ces séries sont analytiques (ce sont des polynomes). D’aprés la proposition précédente, les
séries elles mémes sont analytiques. O

Ilustrons la proposition 8 sur un exemple (linéaire) célébre® : I'équation de la chaleur

OPu  Ou

x2 Ot
Cette équation forme un ensemble caractéristique de l'idéal différentiel qu’elle engendre,
quel que soit le classement choisi. Sur cet exemple, la seule chose qui dépende du classement
c’est la dérivée dominante de I’équation. Si le classement est compatible avec I'ordre total, la
dérivée dominante est 9%u/0x? sinon c’est Ou/0t. Pour montrer I'importance des hypothéses,
supposons que la dérivée dominante soit du/0t. La solution purement algébrique

ak+€u

oxkott

de I'équation de la chaleur fournit un solution en série formelle
B (k+20)! , ,

5Historiquement, c’est I’exemple dont s’est servie Sophie Kovalevska pour montrer I’importance d’expri-
mer les variables les plus dérivées en fonction des autres, c’est & dire 'importance des classements compa-
tibles avec ’ordre total.

— (k4 20)!
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Pour z > 0 et £ > 0 la série ne converge pas puisqu’elle croit plus vite que la série divergente

bien connue :
Z 0.

o
=< — >
N {axk’k—o}

de la série formelle est bien une série convergente :

1

La proposition (le théoréme de Cauchy-Kovalevska suffit) nous indique que cette situation
ne se produit pas si la dérivée dominante est 9?u/dz*. L’exemple suivant, dit & Frangois
Lemaire [60], montre I'importance des classements de Riquier.

Pourtant, la restriction a

0*u ’u  0*u 0*v 0*v 0*v

2 oot o TV o owor w2 T W

On choisit les deux membres gauches des équations comme dérivées dominantes du systéme.
Il faut pour cela que le classement choisi ne soit pas de Riquier. Il peut par contre étre
compatible avec I'ordre total. L’ensemble N est formé des dérivées de u dérivées au plus une
fois par rapport a x et des dérivées de v dérivées au plus une fois par rapport a t. On peut
former une solution en série formelle (@, T) dont la restriction a N est définie par

ou ov

u(0,t) = — (0,t) = €', T(x,0) = — (z,0) = €".

(0.8) = 52 (0,1 (,0) = 5 (2,0)

On peut montrer que les séries w et ¥ ne sont pas analytiques au voisinage de l'origine.

Pourtant la restriction & N de la solution l'est.

Théoréme et définition 3 (théoréme des zéros pour les fonctions analytiques)
Définissons une solution analytique de > comme la donnée d’un n—uplet de fonctions
(U1, ...,u,) de m variables réelles ou complexes, analytiques dans un ouvert 9.
Alors un polynome différentiel p € R s’annule sur toutes les solutions analytiques de 3

si et seulement si p € \/[3]. En particulier 2 est sans solution analytique si et seulement si
1ex].

Pour des fonctions de m variables complexes, les propriétés suivantes sont équivalentes :
étre une fois dérivable (c’est—a—dire holomorphe), étre indéfiniment dérivable et étre analy-
tique. Ce n’est pas le cas pour les fonctions de m variables réelles (cf. les exemples donnés
en début de chapitre).

Il est remarquable que le théoréme des zéros est valable aussi pour les fonctions indéfini-
ment dérivables de m variables réelles. En effet, si p € \/ﬁ alors toute solution indéfiniment
dérivable de X est solution de p (c’est immédiat si p € [X] et, si une puissance d’une fonction
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indéfiniment dérivable p est nulle sur un ouvert alors p est nulle sur cet ouvert). Inverse-
ment, si p ¢ /]3] alors ¥ admet une solution analytique (et donc indéfiniment dérivable)
qui n’annule pas p.

C’est le « mécanisme de scindages » qui est faux pour les fonctions indéfiniment dérivables
de m variables réelles : I'ensemble des solutions indéfiniment dérivables de I’équation uv =0
contient des solutions qui ne sont ni solution de v = 0 ni solution de v = 0.

Enfin, I'usage du théoréme des zéros nous force a chercher des fonctions analytiques a
image dans C mais pas nécessairement des fonctions analytiques de m variables complexes.
Par exemple, 'équation « différentielle »

w’+1=0

de I'anneau de polynomes différentiels R = Q{u}, muni de la dérivation 6, admet pour
solutions les fonctions u(x) = =i. Ces fonctions constantes sont a image dans C mais la
variable x peut étre aussi bien une variable réelle que complexe.

On n’a rien précisé au sujet du domaine Z pour éviter certains problémes d’indécidabilité.
La section 6.1.5 page 100 fournit quelques précisions.
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Deuxiéme partie

La théorie des chaines différentielles
réguliéres
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Chapitre 4

Elimination différentielle et estimation
de parameétres

Comme dans la partie précédente, je commence par montrer comment on peut utiliser
certains outils algébriques et algorithmiques. Ces outils sont étudiés de facon approfondie
dans les chapitres suivants.

On décrit dans ce chapitre une application de I’élimination différentielle et en particulier
des algorithmes de changement de classement dans les chaines différentielles réguliéres. Cette
application est mise en ceuvre dans le projet LEPISME dont le principe, mis au point par Li-
lianne Denis—Vidal, Ghislaine Joly-Blanchard et Céline Noiret |30], est exposé dans la thése
[75]. Cette application consiste a tenter d’estimer les valeurs de paramétres de systémes dy-
namiques dont toutes les variables ne sont pas « observées ». Lorsque toutes les variables sont
observées, la méthode fonctionne toujours mais n’a plus besoin d’élimination différentielle.
[’étude de l'identifiabilité locale ou globale d’un systéme par des méthodes d’élimination
différentielle est un probléme ancien |105, 42, 78, 32, 34, 33, 64] et toujours actuel |3, 93].
L’originalité de la thése de Céline Noiret réside d’une part dans I'utilisation d’algorithmes
d’élimination différentielle rigoureux, d’autre part dans I’étude compléte d’exemples, ¢’est—
a dire jusqu’a l'estimation finale des paramétres. Elle mélange calcul symbolique et calcul
numérique. En pratique, elle suppose qu’on dispose d’'une modélisation précise des phéno-
meénes qu’on observe et d’un nombre suffisant de mesures suffisamment précises. Dans le
cadre du projet LEPISME, nous avons tenté de Uappliquer a des systémes issus de la bio-
logie. Bien que la méthode ait été appliquée avec un certain succés en pharmacocinétique
[27, 102|, je pense que la biologie n’est probablement pas le domaine le plus adapté a la mé-
thode : les modéles sont souvent approximatifs et les mesures fortement bruitées. Je vais tout
de méme présenter I'application & partir d'un exemple issu de la biologie mais en présentant
le probléme comme un « challenge » académique plutdt que comme une vraie application.

Le diagramme suivant représente ce qu’on appelle un « modéle & compartiments » tel
qu’on les présente dans [20]. Les deux compartiments représentent le sang et un organe. Un
médicament est injecté dans le sang. Il peut passer du sang dans I'organe, revenir de I'organe
dans le sang. Il peut aussi sortir du systéme, sous I'action des reins par exemple. On précise
le modéle en énoncant des hypothéses sur la nature des échanges. On suppose ici que les

93



échanges entre les deux compartiments sont linéaires, c’est a dire que, sur tout intervalle de
temps suffisamment petit, la concentration de médicament passant du compartiment ¢ au
compartiment j est proportionnelle & la concentration de médicament dans le compartiment i.
La constante de proportionnalité est un paramétre du modéle. Elle est notée k;;. On suppose
aussi que l’échange entre le compartiment 1 et les reins suit une loi de type « Michaelis—
Menten ». Cette loi est plus difficile a expliquer. Elle se dérive normalement a partir de la
« loi d’action de masse » en chimie sous certaines hypothéses. Elle fait apparaitre un terme
non linéaire dans les équations qui dépend de deux paramétres : une vitesse maximale V, et
une autre constante k..

échange linéaire

k
échange de type Michaelis-Menten 12

ke;‘/e /\

sang organe
compartiment 1 compartiment 2

\/

ka1

échange linéaire

A partir du diagramme ci-dessus, il est possible de dériver automatiquement un systéme
différentiel non linéaire. On associe & chaque compartiment 1 et 2 une fonction du temps
x1(t) et xo(t) représentant la concentration de médicament qui s’y trouve a tout instant ¢.
Pour construire les équations différentielles, il suffit de considérer les échanges les uns apres
les autres. Chaque échange ajoute un terme au membre droit de I’équation différentielle qui
régit le compartiment de départ (avec un signe moins) et le méme terme (avec un signe
plus) au membre droit de I’équation différentielle qui régit le compartiment d’arrivée, ce qui
implique qu’il y a conservation du médicament. Attention au piége : ce sont les quantités de
médicament qui sont conservées alors que échanges sont calculés a partir des concentrations.
Pour simplifier, on suppose ci—dessous que les deux compartiments ont un volume unitaire
et on confond les deux notions. On obtient par ce procédé un systéme de deux équations
différentielles non linéaires dépendant de quatre paramétres : ko, koy, k. et V.. La seconde
est soit linéaire soit polynomiale (¢a dépend de la fagon dont on voit les paramétres). La
premiére est une fraction rationnelle mais elle est équivalente a une équation polynomiale : on
peut la multiplier par son dénominateur dont on est siir qu’il n’est jamais nul : les paramétres
sont tous des réels positifs et les concentrations aussi.

Ve

1 = —kipxy 4 ko 2o — bt
e 1

Ty = kipwy — ko s
On en a fini avec le modéle générique. On s’intéresse maintenant a une instance (a un cas
particulier) de ce modéle. Dans ce cas particulier, on dispose de quelques informations sur les

parametres : on suppose que ki et ko sont totalement inconnus, qu’on connait un intervalle
de valeurs 70 < V_, < 110 pour V, (il est assez réaliste de supposer connues des fourchettes
e e
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de valeurs pour les paramétres) et que k., = 7 est connu (c’est nettement moins réaliste
quoiqu’il arrive qu’on puisse normaliser les équations en divisant chaque paramétre par I'un
d’eux). Surtout, on dispose de quelques informations sur les compartiments : on suppose
que le compartiment 1 est « observé », c¢’est—a—dire qu’on dispose d’un fichier de mesures
pour z(t) mais que le compartiment 2 ne l'est pas. On sait juste qu’initialement z5(0) = 0
c’est a dire que 'organe ne contient pas de médicament initialement. Pour fixer les idées,
voici un extrait du fichier de mesures dont on dispose pour z;(t).

t x1(t)
.00000e-01 5.00000e+01
.00000e-02 4.45078e+01
.00000e-01 3.93623e+01

= o1 O &
D

.40000e+00 6.63179e-02
1.45000e+00 5.72966e-02
1.50000e+00 4.95270e-02

- .

Le « challenge académique » posé est le suivant : le fichier de mesures ci dessus a été engendré
a partir du systéeme différentiel, par intégration numérique pour certaines valeurs des trois
paramétres ki, koy et V.. Il s’agit de retrouver les valeurs de ces paramétres.

4.1 Une solution purement numérique

Il existe une solution purement numérique pour résoudre ce probléme, basée sur une
technique de moindres carrés non linéaires ¢’est—a—dire sur une méthode de Newton (plus
précisément, une méthode de Gauss—Newton et méme mieux une méthode de Levenberg—
Marquardt). L’idée est trés simple : on tire « au hasard » des valeurs initiales pour les
trois parameétres et on intégre numériquement le systéme différentiel avec ces valeurs. On
obtient une « courbe simulée ». On la compare a la « courbe observée » donnée par le fichier
de mesures. On définit 'erreur entre les deux courbes comme la somme, pour toutes les
abscisses, des carrés des écarts entre les ordonnées des deux courbes. Si les deux courbes ne
sont pas assez proches, on utilise la méthode de Levenberg-Marquardt pour améliorer les
valeurs des parameétres. On recommence jusqu’'a ce que l'erreur soit suffisamment petite ou
que la méthode ait atteint un point stationnaire.

Essayons. On prend pour les trois paramétres les valeurs initiales suivantes :

‘/e - 70, klg - 45, ]{321 - 15

On obtient les deux courbes suivantes. Les calculs numériques (intégration numérique des
équations différentielles, méthode de Levenberg—Marquardt) ont été effectués par la Gnu
Scientific Library (GSL). Le graphique est obtenu grace au logiciel gnuplot.
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Aprés quelques itérations de la méthode de Levenberg Marquardt, on finit par obtenir
les valeurs des paramétres et le graphique suivants.
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La méthode purement numérique semble fonctionner parfaitement mais les valeurs obte-
nues sont fausses. La méthode de Levenberg—Marquardt s’est arrétée dans un minimum local.
Avant de présenter la méthode mixte symbolique numérique, dite de 1'idéal entrée sortie,
voici deux commentaires.

4.1.1 Identifiabilité

Le modéle est ce qu’on appelle « globalement identifiable ». C’est a dire qu’en théorie, a
toute courbe z1(t) correspond un unique jeu de valeurs pour les trois paramétres. La difficulté
vient en pratique du fait que la fonction x;(¢) n’est pas parfaitement connue : on ne dispose
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que d'une approximation discréte de son graphe.

4.1.2 Matrice de sensibilité de Fisher

La méthode de Levenberg Marquardt est une méthode de Newton. Elle a besoin d'une
« dérivée ». La dérivée qui nous intéresse ici, c’est celle qui donne la sensibilité du graphe de
x1(t) par rapport a une petite variation de I'un des trois paramétres. Pour tout 1 <i < 2 et
pour tout paramétre p, on définit

sinlt) 7 2.

Il'y a donc 2 x 3 = 6 fonctions s, ,(t). On ne connait pas ces fonctions mais on peut calculer
des équations différentielles qui les définissent. Voici le calcul pour sg .

%Sz,km = % g/f; = 0(/312 d(f = 6212 (/ﬁz 1 — ko 1752) = o1 + k12 S1,k1o — ka1 52,k1o-
On obtient ainsi une matrice 2 x 3 d’équations différentielles ordinaires, dite matrice de
sensibilité de Fisher, qui doivent étre intégrées numériquement en méme temps que les deux
équations différentielles initiales. On voit que méme dans le cadre d’'une méthode purement
numérique, il vaut mieux engendrer automatiquement ces équations avec des bibliothéques
symboliques telles que BLAD que les calculer a la main.

Dans le calcul ci dessus, on a fait commuter la dérivation totale par rapport au temps et
la dérivée partielle par rapport & p. Comment cela se justifie—t—il? On regarde les variables
du modéle comme des fonctions du temps et des paramétres. Soit z(p,t) une telle fonction.
On s’intéresse a I'effet d’une petite perturbation du paramétre p sur la fonction. Il suffit pour
cela de s’intéresser au développement limité suivant, qu’'on a tronqué a I’ordre 1 :

z(p+e,t)=xz(p,t)+e 235(p, t).
dp
On s’intéresse maintenant a 'effet d’une petite perturbation du paramétre p sur la dérivée par
rapport au temps de la fonction. Il y a deux facons de le faire. L.a premiére consiste a dériver
le développement limité ci dessus. Le point clef, c’est qu’on suppose que la perturbation e
ne dépend pas du temps. On obtient :

gaz:( t)+6gix( t)
at P at ap D

La seconde fagon de faire consiste a calculer le développement limité de la dérivée de = par
rapport au temps. On obtient :

d
ax(p+8vt):

d 0 d
—x(p,t) + ¢ =— —z(p, ).

Lo =
Pret =4 dp dt

dt

En comparant les deux formules, on déduit que la dérivation totale par rapport au temps et
la dérivation partielle par rapport &  commutent.
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4.2 Méthode symbolique numérique

La méthode précédente a un défaut : elle s’appuie sur des moindres carrés non linéaires qui
supposent qu’on connaisse ¢ prior: une bonne approximation des valeurs des paramétres. En
utilisant conjointement de I’élimination différentielle ainsi que des moindres carrés linéaires
(qui ne supposent la connaissance a priori d’aucun jeu de valeurs!) on peut proposer une
premiére approximation des paramétres qui peut servir de jeu de valeurs initial pour la
méthode purement numérique décrite ci—dessus.

On cherche & éliminer les variables non observées du modéle. En d’autres termes, on
cherche, par élimination différentielle, & calculer une équation différentielle qui soit consé-
quence des équations du modéle mais qui ne dépende que de la variable observée x;, de ses
dérivées d’ordre quelconque et des paramétres. Pour cela, on pourrait utiliser ’algorithme
Rosenfeld Grébner mais on préfére utiliser 1’algorithme PARDI (il s’agit en fait ici de sa
variante PODI pour les systémes différentiels ordinaires), plus spécialisé et donc plus effi-
cace, de changement de classement dans les chaines réguliéres différentielles. La théorie de
cet algorithme est développée dans les chapitres qui suivent. Dans ce chapitre, il suffit de
savoir que PODI prend en entrée une chaine différentielle réguliére C' pour un classement r
ainsi qu’un autre classement 7. Il retourne une chaine différentielle réguliére C' pour le clas-
sement 7, équivalente a C. Il y a une restriction technique : I'idéal différentiel premier défini
par C' doit étre premier. On admet que tout systéme de la forme

T; = fz(xj)

ol les fonctions f; sont des fractions rationnelles forme une chaine différentielle réguliére
« évidente » vis a vis de tout classement compatible avec 'ordre total sur les variables z;
(voir section 6.1.1, page 86). On admet aussi que I'idéal différentiel défini par un tel systéme
est premier. Le programme C suivant utilise PARDI pour éliminer x, des équations du

modéle.

/* File change_ordering.c */
#include "bad.h"

int main ()

{ struct bad_regchain C, Cbar;
bav_Iordering r, rbar;
struct baO_mark M;

bad_restart (0, 0);
ba0_record (&M);
/%
The natural ordering
*/
baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [t], \
blocks = [[x1, x2], [k12, k21, ke, Vell)", "/ordering", &r);
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bav_R_push_ordering (r);

/%
The model equations
*/
bad_init_regchain (&C);
baO_sscanf?2
("regchain ([x1[t] + k12xx1 - k21xx2 + Vexx1l/(ke + x1), \
x2[t] - k12*x1 + k21*x2, \
k12[t], k21[t], kel[t], Velt]l]l, \
[prime, differential, autoreduced, squarefree, primitive])",
"Jregchain", &C);
/%
The target ordering
*/
baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [t], \
blocks = [x2, [x1, kel, [k12, k21, Vell)", "Yordering", &rbar);
bad_init_regchain (&Cbar);
baO_sscanf2 ("regchain ([], [autoreduced, squarefree, primitive])",
"YJregchain", &Cbar);
/%
Change of ordering over C. Result in Cbar.
*/
bad_pardi (&Cbar, rbar, &C);
baO_printf ("%regchain\n", &Cbar);
/%
Exit
*/
bav_R_pull_ordering ();
ba0_restore (&M);
bad_terminate (baO_init_level);
return 0;
¥

Le programme commence par créer un classement vis a vis duquel les équations du modéle
forment une chaine différentielle réguliére évidente. On remarque que les paramétres du
modeéle sont vus comme des indéterminées différentielles, ¢’est—a—dire comme des fonctions
du temps. Plutot que de fixer un pur classement, compatible avec I'ordre total, on préfére un
classement d’élimination par blocs :

(variables) > (parameétres).

Le programme affecte ensuite a la chaine réguliére C' les équations du modele. L'idéal défini
par la chaine est différentiel et premier. On ajoute aux équations du modéle quatre équations
supplémentaires signifiant que les paramétres sont des constantes. Le classement cible est
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ensuite défini. 11 s’agit 1a aussi d’un classement d’élimination par blocs :
(vars non observées) > (vars observées + param connu) >> (params inconnus).

Une chaine différentielle réguliére vide C' est créée et initialisée avec quelques « propriétés
désirées » puis PARDI est appelé. Voici le résultat obtenu a I’exécution.

$ ./change_ordering

regchain ([Vel[t], k21[t], k12[t], kelt], x1[t,tI*x1"2 + 2*x1[t,t]l*xlxke + x1[t,
t]*ke 2 + x1[t]*x1°2%k12 + x1[t]*x1-2%k21 + 2*x1[t]*x1xke*k12 + 2*x1[t]*x1xkex*
k21 + x1[t]xke~2xk12 + x1[t]*ke~2xk21 + x1[t]*kexVe + x1°2xk21*Ve + xlxkexk21x
Ve, x2*x1*k21 + x2*kexk21 - x1[t]l*x1l - x1[tl*ke - x1°2*k12 - xlxkexkl12 - x1x*Ve]
, [differential, prime, autoreduced, primitive, squarefree, coherent])

[.’équation qui nous intéresse est la cinquiéme. On I'appelle « équation entrée sortie ». En

N

regroupant entre crochets les « blocs de paramétres » a estimer on peut I'écrire :
iy (21 + ke)® 4 [kig + ko] @1 (21 + ke)? 4 [Ve] @1 ke + [ka1 Vo] @1 (21 + ke) = 0.

Cette équation nous apprend que le modeéle est globalement identifiable. En effet, supposons
les fonctions x1, &1 et 7 « connues ». On peut alors les évaluer pour trois valeurs de t et
remplacer le paramétre connu k. par sa valeur. On obtient ainsi un systéme d’équations
linéaires exactement déterminé dont les inconnues sont les blocs de paramétres. Ce systéme
admet une unique solution. Les valeurs des blocs étant fixées, il est évident (sur cet exemple!)
que les valeurs des paramétres le sont aussi. CQFD.

En pratique, la fonction x; est connue d’aprés le fichier de mesures et on peut essayer
d’estimer numériquement les valeurs de la dérivée premiére z; et de la dérivée seconde. En
I’absence de bruits, la dérivée premiére est assez bien estimée mais ce n’est pas forcément le
cas de la dérivée seconde. Pour tenter de pallier les erreurs dues a ces approximations numé-
riques, on construit donc un systéme linéaire surdéterminé qu’on résout par une méthode de
moindres carrés linéaires. Sur I'exemple, voici la solution obtenue :

[klg + le] - 21, [‘/e] == 8729, [k’gl ‘/e] - 14401

On dispose des valeurs des blocs de paramétres. Il reste a trouver les valeurs des paramétres
en résolvant le systéme ci—dessus, vu comme un systéme algébrique dont les indéterminées
sont les parameétres du modéle. C’est trés facile sur I'exemple et on obtient :

‘/e - 8729, klg - 045, le == 165

Le jeu de valeurs ci-dessus peut maintenant étre utilisé comme jeu de valeurs initiales pour
la méthode purement numérique décrite précédemment. Toujours sur I’exemple, on trouve
les valeurs correctes des paramétres :

V, =101, k=05, Ky =3.

60



4.2.1 Les difficultés

Dans le cas général, rien ne permet de garantir que les valeurs proposées par la méthode
symbolique-numeérique conduisent bien la méthode purement numérique dans le minimum
global.

Le probléme de 'estimation de paramétres n’a de sens que pour des modéles identifiables
au moins localement mais tester cette propriété ne représente pas une vraie difficulté. On
dispose pour cela d’algorithmes semi numériques efficaces tels que ceux mis au point par
Alexandre Sedoglavic dans |93]. Il s’agit d’algorithmes probabilistes pour lesquels on dispose
d’une estimation de la probabilité d’erreur, qu’on peut diminuer a volonté.

Une importante difficulté réside dans 'estimation numérique des dérivées, surtout en
présence de données bruitées. Nous avons procédé en calculant des polynomes d’interpolation
passant par les points du fichier de mesures et en estimant les dérivées sur les polyndomes
interpolants. On peut essayer d’atténuer I'effet du bruit en remplacant autant que possible les
équations différentielles par des équations intégrales comme le suggére Lilianne Denis—Vidal
dans [29] mais ce n’est pas toujours possible.

Il reste une derniére importante difficulté, qui n’est résolue que partiellement dans le
logiciel actuel : il peut exister des relations algébriques entre les blocs de paramétres. Sur
I'exemple, il n’y en a pas. Mais supposons que la relation entrée sortie ait comporté les blocs
suivants, de telle sorte que le troisiéme bloc soit le produit des deux premiers.

Vel, [kl [Ve kanl.

Lors de la résolution par moindres carrés linéaires du systéme surdéterminé, il est certain que
les valeurs numériques attribuées aux blocs de paramétres ne satisferaient pas cette relation.
Par conséquent, lors de la résolution algébrique finale, ot on tente de déduire les valeurs des
paramétres a partir des valeurs des blocs, on trouverait en toute rigueur un systéme sans
solution.

La thése |75] fournit une solution a ce probléme : il suffit de résoudre le systéme algébrique
final par une méthode de moindres carrés non linéaires : on minimise la somme des carrés
des équations. C’est un peu dommage parce qu’on retrouve le probléme de choisir un jeu de
valeurs initiales pour les paramétres.

Je pense qu’il serait trés intéressant de mettre au point une méthode symbolique, basée
sur de I’élimination algébrique. En effet, non seulement on obtiendrait la solution cherchée
mais on pourrait décider si le systéme a un nombre fini de solutions et, dans 'affirmative,
obtenir toutes ces solutions. On résoudrait ainsi non seulement le probléme de ’estimation
des parameétres mais aussi en quelque sorte le probléme de I'identifiabilité du modéle. Quand
le systéme algébrique a un nombre infini de solutions, c’est que le modéle n’est pas identifiable
et que 'estimation de paramétres n’a aucun sens. Quand le systéme algébrique a un nombre
fini de solutions, c¢’est que le systéme est identifiable.

Est—ce déraisonnable de penser utiliser une méthode fondée sur I’élimination algébrique ?
Je ne pense pas, pour peu que le systéme dynamique comporte de nombreuses variables
observées (au moins la moitié). Dans ce cas, I’élimination différentielle est vite faite, elle
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ne fait pas grossir les relations entrées sorties, les blocs de paramétres sont petits et les
éliminations algébriques devraient étre peu cotiteuses.

Toutes ces difficultés ont une contrepartie que je trouve trés positive : ils sont nombreux,
ceux qui prétendent que les méthodes d’élimination différentielle sont inutilisables en pratique
en raison de leur complexité. Mais on voit bien que les difficultés énoncées ci—dessus sont
principalement dues a la partie numérique de la chaine de traitement et pas a I’élimination
différentielle.

4.2.2 L’implantation

Un premier jet de la méthode décrite ci-dessus a été complétement programmé dans le
cadre du projet LEPISME. La Gnu Scientific Library a été utilisée pour interpoler les fichiers
de mesures disponibles pour les variables observées (des splines d’ordre 3 ont été utilisées),
évaluer numériquement les dérivées et appliquer la méthode des moindres carrés linéaires.

Francois Lemaire a réalisé un prototype d’interface en langage JAVA a partir d’un pre-
mier jet di & Thibaut Henin. Natacha Skrzypczak a étudié [98] de fagon approfondie le
langage SBML qui constitue un standard de description de modéles biologiques. C’est une
variante de XML. L’utilisation de ce standard devrait nous permettre d’améliorer I'interopé-
rabilité de nos logiciels avec ceux des autres et en particulier des éditeurs de modéles tels
que CellDesigner.

La méthode est assez compliquée : elle enchaine plusieurs étapes : élimination diffé-
rentielle, simplification heuristique des relations entrées sorties, estimation des blocs de
paramétres par moindres carrés linéaires, résolution de systémes d’équations algébriques,
moindres carrés non linéaires. Pour chacune de ces étapes, plusieurs méthodes sont souvent
disponibles (& commencer par le choix entre la méthode purement numérique ou la méthode
mixte symbolique-numérique).

Idéalement, le logiciel devrait pouvoir étre assemblé a la demande par son utilisateur
en sélectionnant les méthodes qu’il souhaite utiliser. Idéalement, le logiciel devrait décrire
synthétiquement a I'utilisateur la nature des problémes rencontrés en cas d’échec pour l'aider
dans son choix. C’est bien stir beaucoup plus facile a dire qu’a faire et 'implantation actuelle
du logiciel n’offre pas cette souplesse.

Les bibliothéques BLAD comportent toutefois un mécanisme qui rend possible ce type
d’implantation : au début de toute suite d’appels aux bibliothéques BLAD, il est possible
de spécifier des limites en temps de calcul et en espace mémoire & ne pas dépasser avant la
fin de la suite d’appels. Dans le cas ol ces bornes sont atteintes, une exception est levée qui
permet au programme appelant non seulement de reprendre la main mais aussi de récupérer
un environnement de travail propre : toutes les ressources consommeées par les bibliothéques
BLAD lors de la suite d’appels sont libérées. Cette fonctionnalité est indispensable : en effet,
il est impossible de prévoir a ’avance le temps de calcul ou I’espace mémoire consommé par
les algorithmes connus d’élimination algébrique et différentielle (& la différence de 1’élimina-
tion de Gauss par exemple, pour laquelle on dispose de bornes de complexité qui décrivent
fidelement le comportement de 1'algorithme) et personne ne voudrait utiliser une fonction
logicielle au comportement aussi imprévisible. Enfoncons le clou : on rencontre réguliérement
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des systémes impossibles a résoudre en pratique alors que des variantes syntaxiquement trés
proches se résolvent instantanément.

Le programme C ci dessous montre sur un exemple minimal comment les bibliothéques
BLAD (il suffit de ba0 en 'occurence) permettent de mettre en ceuvre ce mécanisme.

/* File out_of_time.c */
#include "baO.h"

int main ()

{ struct baO_mark M;
struct baO_exception_code code;
void* pointer;

baO_restart (5, 128);
ba0_record (&M);

BAO_PUSH_EXCEPTION (code);
if (baO_exception_is_raised (code))
{ if (baO_mesgerr == BAO_ERRALR)
baO_fprintf (stderr, "error: the program ran out of time\n");
else if (baO_mesgerr == BAO_ERROOM)
baO_fprintf (stderr, "error: the program ran out of memory\n");
pointer = baO_alloc (10);
printf ("%x\n", pointer);
baO_restore (&M);
ba0O_terminate (baO_init_level);
return 1;

pointer = baO_alloc (10);
printf ("%x\n", pointer);
do { } while (true);

baO_restore (&M);
ba0O_terminate (baO_init_level);
return 0;

Les deux paramétres fournis a bal restart spécifient les bornes & ne pas dépasser : 5
secondes et 128 Mo. Un point de traitement d’exception est posé (une sorte d’équivalent de
try en C+-+). Ensuite vient la suite d’instructions a exécuter dans le cas ot une exception
tente de remonter (une sorte d’équivalent de catch). Le traitement d’exception consiste ici
simplement & tester la nature de I’exception, & imprimer un message sur l’erreur standard
et & arréter le processus avec un code de retour indiquant une fin anormale. Le programme
principal alloue une zone de 10 octets a la variable pointer puis entre dans une boucle infinie.
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Au bout d’a peu prés 5 secondes 'exception BA() ERRALR est automatiquement levée et
les instructions de traitement d’exceptions sont exécutées. Les 10 octets alloués a pointer
sont automatiquement restitués au systéme de gestion de la mémoire. Cela se voit au fait
que les deux valeurs affichées sont identiques. Voici I'affichage obtenu a ’exécution :

$./out_of _time

£630£008

error: the program ran out of time
£630£008

On trouve dans le code des bibliothéques BLAD plusieurs endroits o des points de
traitement d’exceptions sont posés et ou des exceptions sont levées. Parmi ces exceptions,
certaines sont trés faciles a traiter a I'intérieur de la bibliothéque (un nombre premier « mal-
chanceux » ou un diviseur de zéro est découvert, un algorithme heuristique échoue ...) et
d’autres impossibles a traiter (typiquement, des dépassements des bornes en temps et en
espace attribuées aux calculs). A Textérieur de la bibliothéque, les roles sont inversés : les
exceptions faciles a traiter ne le sont plus du tout alors que les dépassements des bornes en
temps et en espace se gérent trés naturellement.
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Chapitre 5

Algébre différentielle et simplification
canonique

Ce chapitre aurait pu s’intituler « 1’algébre commutative et différentielle racontée par
I’algorithme d’Euclide ». Les idées qui y sont exposées sont le résultat d’au moins dix ans
de travail (1990 — 2000) dans plusieurs équipes. Les articles de Mickael Kalkbrener [54] et
de Daniel Lazard [58] sont les articles « fondateurs » dans le domaine purement algébrique.
La clarification et la correction des idées initiales a ensuite été faite par des étudiants de
Daniel Lazard : Renaud Rioboo, Marc Moreno Maza et Philippe Aubry [71, 69, 1, 70]. J’ai
adapté leurs résultats au cas différentiel en collaboration avec Frangois Lemaire |62 et Marc
Moreno Maza. La construction des formes normales est due a Frangois Lemaire et 4 moi [12].
La présentation que je fais ici du cas différentiel est originale.

Soit 2 un idéal d’'un anneau de polyndémes R. On cherche un simplificateur canonique
pour la relation d’équivalence modulo 2. [’idéal 2l est présenté, en un sens qui reste a
préciser, par un systéme d’équations polynomiales A. Les équations de A sont interprétées
comme un systéme de réécriture. Pour fixer les idées, supposons que I’équation en quatre
indéterminées xy — 2zt = 0 fasse partie de A. Il y a deux grandes facons de l'interpréter
comme une régle de réécriture. Soit on la regarde comme une régle permettant de réécrire
I'un des monoémes en l'opposé de I'autre soit on la regarde comme une régle permettant de
réécrire I'une des variables en une fraction rationnelle :

2zt
Ty —— 2t ou r— —-

Y

Dans le premier cas, I'idéal 2 est I'idéal engendré par A, la forme normale d’un polyndéme
de R est un polynéome de R et on aboutit & la théorie des bases de Grobner. Dans le second
cas, I'idéal 2 est 1'idéal engendré par A mais saturé par les dénominateurs des membres droits
des régles de réécriture, la forme normale d’un polyndéme de R est une fraction rationnelle
et on aboutit a la théorie des systémes triangulaires. C’est a cette derniére approche que je
m’intéresse dans ce chapitre parce que c¢’est la seule qui se soit généralisée de facon satisfai-
sante aux équations différentielles. Les lecteurs intéressés trouveront en annexe le support
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d'un cours qui présente la théorie des bases de Grébner & des étudiants de premier cycle
universitaire.

On a utilisé 'expression « forme normale » ci dessus sans la définir précisément. Ce
chapitre se propose justement d’en construire la définition petit a petit. Pour le moment, on
se contentera de la définition suivante.

Définition 2 (définition imprécise des formes normales)

On appelle forme normale d’un polynome f € R par un systéme de réécriture A toute
fraction rationnelle p/q appartenant au corps des fractions de R, équivalente a f modulo
l’idéal défini par le systéme de réécriture A, dont le numérateur et le dénominateur sont
irréductibles par A.

On rappelle qu'une congruence f = p/q mod 2 n’a de sens que si ¢ est régulier modulo 2.
Voici les propriétés désirées :

1. la forme normale d’'un polynéme f doit étre unique et ne dépendre que de la classe
d’équivalence de f modulo 2 ;

2. la forme normale d’un polynéme f doit étre calculable.

Les deux problémes clefs sont, étant donnés un élément f € R et I'idéal 2
1. décider si f =0 dans R/,
2. décider si f est diviseur de zéro dans R/2L.

Rappelons qu’un élément a d’un anneau R divise zéro si a # 0 et s’il existe b€ R, b # 0
tel que ab = 0. Les qualificatifs « non diviseur de zéro » et « régulier » sont synonymes.
Un élément a € R est inversible s’il admet un inverse dans R, c¢’est—a—dire s’il existe b € R
tel que ab = 1. Tout élément inversible est régulier (puisque si ab = 1 et ac = 0 alors
0= (ac)b= (ab)c=c). La réciproque est fausse.

5.1 Un polyndéme en une indéterminée

Il s'agit du cas d’un idéal 0 = (p) engendré par un seul élément dans un anneau de
polynomes en une indéterminée et a coefficients dans un corps K.

5.1.1 Définition de la forme normale

Définition 3 On appelle forme normale d’un polynéme f par p tout polynome g équivalent
a f modulo A et tel que deg(g) < deg(p).

Une forme normale d'un polynome f modulo 2 est le reste de la division euclidienne de f
par p. Elle existe donc et il est bien connu qu’elle est unique.

NF(f, A) = rem({, p).
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5.1.2 Deécider de la nullité et de ’inversibilité

Proposition 10 Décider si f = 0 dans R/ revient & décider si le reste de la division
euclidienne de f par p est nul.

Proposition 11 Décider si f est régulier dans R/ revient a décider si le pged de f et de p
vaut 1.

Preuve Un élément de R appartient a 2 si et seulement s’il est un multiple de p. Dire que f
divise zéro dans R/2, c’est dire qu’il existe un élément h tel que fh est multiple de p mais
que ni f ni A ne le sont. C’est dire en d’autres termes que f et p ont un diviseur commun g
non trivial (tel que 0 < degg < degp). O

5.1.3 Algorithmique

[’algorithme d’Euclide suffit pour calculer le pged de deux polynomes. Voici I'algorithme
d’Euclide étendu.

fonction Euclide étendu (a, b)

début
U:— (1,0, a)
Vi (0,1,0b)

tant que v # 0 faire
q := le quotient de la division euclidienne de ug par vs

T:=V
Vi=U-qV
U:—T

fait

¢ := le coefficient de 2z9°8%s dans us
1

retourner — U
_ c
fin

Le calcul se fait en paralléle sur les trois composantes des vecteurs U et V. Voici quelques
« invariants de boucle » (propriétés vraies a chaque fois qu’on évalue le test v3 # 0) :

1. uya+ usb =us et via+ v b = vs,

2. I'ensemble des diviseurs communs de a et de b est égal a ’ensemble des diviseurs
communs de uz et de vs.

Par conséquent, lorsque la boucle s’arréte, le plus grand diviseur commun de a et de b est
égal au plus grand diviseur commun de uz et de zéro, c’est & dire & ug et on obtient une
identité de Bézout :

uy a + ug b = ug = pged(a, b).

On en déduit la fonction suivante.
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fonction inverse_ algébrique (a, p)
début
(u, ug, uz) :— Euclide_étendu (a, p)
si ug # 1 alors
le calcul échoue car a divise zéro modulo A
sinon
Uy
fin si

fin

Prenons par exemple p = 22 — 2 et f = z. La fonction Fuclide étendu, appliquée a f et
a p retourne l'identité de Bézout

r —1
up f +uzp=uz avec (ulu U2, U3) = (57 o 1) .

On en déduit que modulo I'idéal 20 = (p) on a

N8

T
On retrouve la relation bien connue :

1 V2

V22
5.2 Systémes triangulaires unitaires comportant autant
d’équations que d’inconnues

Il s’agit du cas ou R = Klz1,...,x,] et A = {f1, ..., fu} est un systéme triangulaire
unitaire tel que ldp; = z;. Par « unitaire » on entend que les éléments de A ont tous 1
pour coefficient initial. Ici, I'idéal 2 = (A). Un systéme triangulaire et unitaire est une base
de Grébner de I'idéal qu’il engendre. La notion de forme normale que nous allons établir
coincide avec celle des bases de Grobner.

5.2.1 Définition de la forme normale

Définition 4 On appelle forme normale d’un polynéme f par un systeme A tout polynéme p
équivalent a f modulo A et tel que deg(p, z;) < deg(fi, ;) pour tous 1 <i < n.

Le lemme clef est le suivant.

Lemme 2 Si p est un polynome de l'idéal A tel que deg(p, x;) < deg(fi, x;) pour tous
1 <i<nalorsp=0.
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Preuve Notons dj = deg(fr,zr). On suppose p € A et deg(p, x1) < di pour 1 < k < n et
on cherche a conclure que p = 0. Comme p € 2 on a une formule p = Ay fi + -+ ¢ f. Si
k = 0 alors p = 0 et le lemme est prouvé. Supposons donc qu’on ait affaire & une formule
de longueur £ > 0 avec A\, # 0, notons f, = xik + gi et substituons a:Z’“ — fr — g dans
A1, oo, Ag—1. On obtient une nouvelle formule p = p; f1 + - - + g fr q’on peut réarranger
de telle sorte que deg(u;, ) < di pour 1 < i < k. Comme deg(p, zx) < di et deg(f;, xx) =0
pour 1 < ¢ < k on conclut que g = 0. On a donc obtenu pour p, une nouvelle formule de
longueur strictement inférieure a k. En continuant de proche en proche, on déduit que p = 0.
O

Proposition 12 La forme normale d’un polynéme f par un systéme A est unique. Deuz
polyndmes équivalents modulo A ont méme forme normale.

Preuve Il suffit de montrer que deux polynémes f et f’ équivalents modulo 2 ont méme
forme normale. Soient g une forme normale de f et ¢’ une forme normale de f’. Le polynome
g — ¢’ est une forme normale et appartient a 1idéal. Il doit donc étre nul. O

Proposition 13 La définition de la forme normale est algorithmique.

Preuve Le polyndéme suivant constitue une forme normale du polynéme f.

NF(fa A) = rem(f, A) = rem(. : 'rem(rem(f> fm xn)a fnfb xnfl) M) f1> 1‘1)-

O

5.2.2 Deécider de la nullité et de ’inversibilité

Proposition 14 Décider si f = 0 dans R/ revient o décider si rem(f, A) = 0. Plus
généralement, décider si f € K dans R/ revient a décider si rem(f, A) € K.

Intéressons—nous maintenant au test d’inversibilité dans R/2L.

On dispose d’une généralisation naturelle de I’algorithme d’Euclide étendu. Soient a et b
deux polynomes d’indéterminée principale ;. Notons Ry 1 = Klxq, ..., x5_1]. On voit
les polyndémes a et b comme polyndémes en z; et a coefficients pris modulo 2 c’est a dire
comme des éléments de (Rg_1/(ANRy—_1))[zx] et on cherche a calculer une identité de Bézout
u1 a + us b = ug dans cet anneau.

On cherche donc a généraliser Fuclide étendu en un algorithme d’entéte Fuclide étendu
(a, b, x, A). Les deux premiéres instructions d’ Fuclide_ étendun’ont pas besoin d’étre chan-
gées. On peut décider de I’égalité a zéro modulo 2 (cf. les propositions c¢i dessus). On peut
donc déterminer le degré d’un polynome a coefficients modulo 2 et en particulier réaliser le
test v3 # 0. Le calcul de I'inverse d'un élément de Ry_1 /(2N Ry_1) reste la derniére opération
non évidente a réaliser : on la trouve explicitement a la fin de la boucle et implicitement
dans la division euclidienne. On utilise pour cela la fonction suivante.
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fonction inverse algébrique (a, A)
début
si a € K alors
si a # 0 alors
1/a
sinon
le calcul d’inverse échoue (division par zéro)
fin si
sinon
soit x; 'indéterminée principale de a
(u1, ug, us) := Euclide étendu (a, f;, x;, A)
si uz # 1 alors
le calcul d’inverse échoue (inversion d'un diviseur de zéro)
sinon
Uy
fin si
fin si

fin
Voici I'algorithme Fuclide étendu généralisé.

fonction Euclide étendu (a, b, z;, A)

début
U:— (1,0, a)
Vi (0,1,b)

tant que vz # 0 faire
q := le quotient de la division euclidienne de ug par vs

T =V
Vi=U-qV
U:.—T

fait

. d
¢ :— le coefficient de x;*®*"® dans us
retourner inverse algébrique (¢, A) U

fin

Terminaison. Les fonctions inverse algébrique et Euclide étendu s’appellent récursive-
ment I'une I'autre. Les calculs terminent dans tous les cas parce que I'indéterminée principale
x; décroit strictement a chaque appel a Euclide étendu.

Correction. Point clef : les invariants de boucle de la version généralisée de Fuclide étendu
sont les mémes que ceux de la version traditionnelle. Précisément,

1. uya+ usb =us mod A et via+vyb=wv3 mod A,
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2. dans (Ry_1/(2 N Rk_1))[zk], 'ensemble des diviseurs communs de a et de b est égal a
I’ensemble des diviseurs communs de us et de vs.

Noter que la preuve du deuxiéme invariant ne fait intervenir que des opérations d’anneau. Il
n’est pas nécessaire de supposer 1’anneau factoriel. Ces invariants ont deux corollaires.

1. si la fonction inverse algébrique termine normalement son exécution, 1’élément re-
tourné wu; est un inverse de a dans Rx_1 /(2N Ry_1) et a fortiori dans R/,

2. si ug # 1 alors ug est un facteur non trivial de f; dans (Rx_1/(A N Ri_1))[xx].

Il est normal que le calcul puisse échouer puisque R/2 n’est pas nécessairement intégre.
Cela n’implique pas d’ailleurs que a soit un diviseur de zéro puisque la fonction est amenée
a tester I'inversibilité d’éléments autres que a. En cas d’échec, une factorisation d’un f; €
A est exhibée. Cette factorisation f; = gh (les facteurs s’obtiennent par simple division
euclidienne) permet de scinder le systéme A en deux systémes triangulaires unitaires, obtenus
en remplacant f; par I'un ou l'autre de ses facteurs. Pour résumer,

Proposition 15 La fonction inverse algébrique, appliquée a un polynome f et a A, soit
prouve que [ est inversible dans R/ soit permet de scinder le systéme A en deux systémes
plus simples.

Si on ne s’intéresse qu’au test d’inversibilité et non au calcul de I'inverse, on peut utiliser
une version non étendue de I’algorithme d’Euclide. La version non étendue est nettement
moins cotuteuse : le pged de deux polynomes est petit (il vaut souvent 1) mais les coefficients
des identités de Bézout sont gros. La fonction inverse algébrique ne fournit qu'un algorithme
de semi—décision. On peut la compléter pour obtenir un algorithme de décision mais c’est 1a
a mon avis un probléme peu intéressant en pratique. Considérons par exemple le systéme A
formé des deux équations suivantes :

24w —2=0, 21-1=0.

La fonction inverse_ algébrique, appliquée au polyndome 3z, retourne son inverse (rox +
215)/9. La fonction inverse algébrique, appliquée au polynome z; + x5 échoue. Elle exhibe
la factorisation 2 —1 = (z; —1)(z;+1) qui permet de scinder le systéme A en deux systémes
plus simples :

r5-1=0, ,-1=0 ou 23-3=0, z;+1=0.

Pour paraphraser Michel Demazure |26, page 42|, les idéaux décrits par des systémes trian-
gulaires admettant autant d’équations que d’inconnues sont des « idéaux premiers a usage
commercial » : ce sont des idéaux qui se comportent comme des idéaux premiers jusqu’a—
ce qu'on découvre qu’ils ne le sont pas. Dans le domaine du calcul formel, cette idée est
connue sous le nom de « principe D® » du nom des auteurs de [35] : Jean Della Dora, Claire
Dicrescenzo et Dominique Duval.

Le programme C suivant montre comment ce mécanisme est implanté dans les biblio-
theques BLAD. La chaine réguliére précédente est lue et affectée a C. Les deux polyndmes
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sont lus et affectés au tableau de polynomes 7. Une boucle calcule leur inverse algébrique
et imprime soit 'inverse soit le diviseur de zéro exhibé. En BLAD, les tableaux sont des
structures a trois champs : un champ alloc contenant le nombre d’éléments alloués au ta-
bleau, un champ size contenant le nombre d’éléments utilisés dans le tableau et un champ
tab qui pointe sur les éléments. Comme il est normalement rarissime qu’un calcul d’inverse
algébrique échoue, la fonction bad_ invert polynom_mod_ regchain est programmeée pour le-
ver une exception lorsque cet événement se produit. Il s’agit d’'une variante du mécanisme
présenté au chapitre précédent qui permet a la fonction qui 1éve ’exception de retourner un
objet (ici le diviseur de zéro exhibé) a la fonction qui traite 'exception. Le diviseur de zéro
est retourné via la variable ddz.

/* File inverse_algebrique.c */
#include "bad.h"

int main ()

{ Dbav_Iordering r;
struct bad_regchain C;
struct bap_product_mpz U, G;
struct bap_tableof_polynom_mpz T;
bap_polynom_mpz ddz;
struct baO_exception_code code;
struct baO_mark M;
int i;

bad_restart (0, 0);

ba0_record (&M);

baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [], blocks = [x2, x1])",
"Yordering", &r);

bav_R_push_ordering (r);

bad_init_regchain (&C);

ba0_sscanf2 ("regchain ([x2°2 + x1 - 2, x1°2 - 1], [1)", "Yregchain", &C);

baO_init_table ((baO_table)&T);

bap_init_product_mpz (&U);

bap_init_product_mpz (&G);

baO_sscanf2 ("[3*x2, x1 + x2]1", "%t[%Az]", &T);

for (1 = 0; i < T.size; i++)

{ BAO_PUSH_EXCEPTION (code);

if (baO_exception_is_raised (code))

{ baO_printf ("Inversion of }Az failed. ", T.tab [i]);
baO_printf ("Zero divisor found : %Az\n", ddz);
} else

{ bad_invert_polynom_mod_regchain (&U, &G, T.tab [i], &C, &ddz);
ba0_pull_exception (code);
baO_printf ("Inversion of }Az succeeded\n", T.tab [i]);

72



balO_printf
("%Pz * %Az = Pz modulo Y%regchain\n", &U, T.tab [i], &G, &C);

}

baO_restore (&M);

bad_terminate (baO_init_level);
return 0;

Voici I’affichage obtenu a 1’exécution.

Inversion of 3*x2 succeeded
x2%(x1 + 2) * 3*x2 = 9 modulo regchain ([x1°2 - 1, x2°2 + x1 - 2], [1)
Inversion of x2 + x1 failed. Zero divisor found : x1 - 1

Les bibliothéeques BLAD offrent aussi une fonction nommeée bad check reqularity poly-
nom_ mod_ regchain qui vérifie qu'un polyndome passé en paramétre est inversible (mais sans
calculer I'inverse) et qui léve une exception sinon.

5.3 Systémes triangulaires

Il s’agit du cas oo R = Klxy,...,xp,t1,... ty] et A = {f1, ..., fu} est un systéme
triangulaire tel que 1d f; = x;. Les z; sont les indéterminées principales du systéme, les t;
les indéterminées non principales. Comme on ne suppose pas A unitaire, on ne dispose plus
de I'algorithme de division euclidienne. On cherche alors des méthodes de décision fondés
sur 1’algorithme disponible le plus proche : I’algorithme de pseudo division, noté prem. Si
[ € R est pseudo réduit a zéro alors f € (A): IF° ou I désigne 'ensemble des initiaux des
éléments de A. L’idéal qu’on est donc naturellement amené a associer au systéme n’est donc
plus I'idéal engendré par A mais' A = (A): 1.

5.3.1 Le point clef et la définition des chaines réguliéres

Le point clef ci dessous est démontré dans le chapitre 7.

Point clef 1 Décider de la nullité ou de la réqularité dans R/ est strictement équivalent
a décider de la nullité ou de la régularité dans Ry/g ot Ry = K(t1, ..., tm)|x1, ..., x,] est
Uanneau de polyndmes obtenu en « faisant passer les indéterminées non principales dans le
corps des coefficients » et Ay = (A) 1 IS° dans Ry.

14 Oui ... mais si on s’intéresse quand méme a I'idéal (A)? »
« Eh bien, soit on I'étudie directement avec les bases de Grébner soit on le décompose en une intersection
d’idéaux de la forme (A) : IS° avec A triangulaire. Des méthodes existent pour cela dont je ne parlerai pas
dans ce chapitre. Pour étre tout—a—fait correct, je précise que ces méthodes ne représentent pas exactement
Iidéal (A) mais un idéal compris entre (A) et son radical.
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Ce théoréme s’applique a I'idéal (A):I3°. Tl est faux pour I'idéal (A). Plagons nous dans Ry.
Nous sommes presque ramenés au probléme précédent. « Presque » parce que, si le systéme A
admet autant d’équations que d’inconnues, il n’est pas unitaire. On cherche une condition
suffisante pour le rendre unitaire. Considérons f;. Le coefficient initial ¢; de f; appartient
a K(ty, ..., ty). Son inverse ¢; existe. On ne change pas l'idéal 2y en remplacant f; par
le polynéme unitaire f| = ¢, f;. Considérons ensuite f;. Son coefficient initial ¢, appartient
a K(t1, ..., tym)[z1]. On peut tenter de I'inverser avec 1'algorithme inverse_ algébrique de la
section précédente. C’est possible parce que ce calcul ne fait intervenir que f/, qui est unitaire,
et pas fa, ..., fn qui ne le sont pas. Supposons que son inverse ¢, (modulo I'idéal (f) C 2
donc) existe. On ne change pas 'idéal 2y en remplacant fo par f; = ¢ fo. On voit, en
continuant de proche en proche, que dans Ry, si pour tout 1 < k < n, le coefficient initial de fj,
est inversible modulo 'idéal (f1, ..., fr_1) alors A est équivalent a un systéme triangulaire
unitaire comportant autant d’équations que d’inconnues. Ce sont de tels systémes qu’on
appelle des chaines réguliéres. La définition suivante synthétise tous ces raisonnements.

Définition 5 Un ensemble triangulaire A est une chaine réguliére si pour tout 2 < k < n le
coefficient initial de fy, est régulier modulo l'idéal (f1, ..., fe_1): (i1 - ix_1)>.

Les chaines réguliéres sont des ensembles équivalents a des systémes triangulaires unitaires
comportant autant d’équations que d’inconnues pour peu qu’on fasse passer les indéterminées
non principales dans le corps des coefficients. Dans cette définition encore, c’est le fait de
saturer par les initiaux qui permet de faire passer les indéterminées non principales dans le
corps des coefficients. Considérons par exemple le systéme A suivant de R = K[t, x1, x3).

(x1+ 1) a54+z,+1=0, ta?—1=0.

On a Ry = K(t)[z1, z3]. Construisons Ay de proche en proche. On rend unitaire la premiére
équation sans difficulté :

(x1+ V) as5+z+1=0, z7—1/t=0.

La fonction inverse algébrique permet de calculer I'inverse ¢ (zq —1)/(1 —t) de l'initial 21 +
1 de la deuxiéme équation, modulo lI'idéal engendré par la premiére. On obtient ainsi le
systéme Ag suivant.

2 t(.fEl—l) t(.fEl—l)

x5 + T Ty + T3 =0, 2°—-1/t=0.

Le systéeme A constitue donc une chaine réguliére. La fonction suivante soit, prouve qu’un
ensemble triangulaire A est une chaine réguliére soit, exhibe une factorisation d’un élément
de A qui permet de scinder A en deux systémes plus simples.

fonction est_une_ chaine_réguliére (A)
début
AO — @
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pour 7 variant de 1 a n faire
¢ :— le coefficient dominant de f;
¢ :— inverse_algébrique (¢, Ag) dans K(t1, ... ,tm)[x1,. .., Ti 1]
si le calcul d’inverse a échoué alors
retourner faux

fin si

AO — AO U {rem(éfi, Ao)}
fin
retourner vrai

fin

5.3.2 Décider de la nullité et de la régularité

Le « point clef » étant admis, les deux propositions ci—dessous sont immeédiates.

si prem(f, A) = 0.

Proposition 17 Soit A une chaine réguliére. Décider si f est réqulier dans R/ revient a
décider si f est inversible dans Ry /2.

5.3.3 Définition de la forme normale

Définition 6 On appelle forme normale d’un polynéme f par une chaine réquliere A toute
fraction rationnelle de la forme suivante telle que f = p/q mod A et deg(p, x;) < deg(p;, ;)
pour tous 1 <1< n :

NF,,(f, A) = g € Kty ... ty)a1, ... ]

Le fait que g € Kty, ..., ;] assure que ¢ est régulier dans R/ et donc que la congruence
f =p/q mod 2 est sensée.

Proposition 18 La forme normale d’un polynéme f par une chaine réquliere A est unique.
Deux polynémes équivalents modulo 2 ont méme forme normale.

Preuve Il suffit de montrer que deux polynémes équivalents modulo 2l ont méme forme
normale. On suppose f = g mod A et NFy,(f, A) = p/q et NF,,(g, A) = r/s. Alors
sp —qr € 2. Parce que les dénominateurs g et s ne dépendent que des variables ¢;, le
polynéme sp — qr est irréductible par A (il est égal a son propre pseudo-reste par A).
D’aprés 'une des propositions ci—dessus, il doit étre nul. O

Proposition 19 La définition des formes normales est algorithmique.
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Preuve Soient f un polynome et A une chaine réguliére de R. Soit Ag le systéme de Ry trian-
gulaire, unitaire, comportant autant d’équations que d’inconnues, auquel A est équivalente.
La fraction rationnelle rem(f, Ag) est une forme normale de f par A. O

Reprenons 'exemple précédent.
(Il — 1)[E2+[E1 -1

NFalg(x% x%, A) = rem(x% x%, Ap) = 1

5.4 Systémes différentiels ordinaires

Il s’agit du cas ot 'anneau de polynémes différentiels R = K{U} est muni d’une seule dé-
rivation et ou le systéme A = {fi, ..., fa} est « différentiellement triangulaire », ¢’est—a—dire
ol aucune dérivée dominante? d'un polynéme de A n’est la dérivée de la dérivée dominante
d’un autre polynéme de A. Dans le cas d’une seule dérivation, un systéme différentiellement
triangulaire est un systéme dont les dérivées dominantes sont des dérivées d’indéterminées
différentielles de U distinctes deux—a—deux. On ne suppose pas A partiellement autoréduit
(c’est une nouveauté). On suppose I'ensemble OU des dérivées muni d'un « classement ».
Voici un exemple avec trois indéterminées différentielles : u, v et w.. L’anneau de poly-
nomes différentiels est R = K{u, v, w}. L’ensemble OU est ordonné suivant un classement
d’élimination :

W< <W< - <v<o<v< - <u<u<u< -

L’ensemble des dérivées dominantes du systéme A suivant est X = {4, 0}. Le systéme est
bien différentiellement triangulaire.

VP +o+w=0, vu+u=0.

Tout systéme différentiel A est équivalent & un systéme algébrique infini © A, formé des
polynomes de A et de leurs dérivées d’ordre quelconque. Voici un extrait du systéme ©A
associé a ’exemple ci dessus.
( +o+w = 0
20+ 1) v +w
204+1)7v+204+w = 0

I
o

vut+u = 0
i+ (v+1u = 0

\

Le systéeme ©A est triangulaire parce que A est différentiellement triangulaire et qu’on se
restreint & une unique dérivation. Les coefficients initiaux de © A sont les coefficients initiaux
et les séparants de A. Ces polynomes sont en nombre fini. On cherche naturellement a
généraliser la construction des chaines réguliéres établie en section 5.3 a ces systémes infinis.
L’idéal représenté par un systéme différentiel A est donc A = (0©A): IS = [A] : HF.

20n dit « dérivée dominante » au lieu d’ « indéterminée principale » dans le cas différentiel.
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5.4.1 La définition des chaines différentielles réguliéres

On commence par définir ce qu’on appelle les « dérivées sous I’escalier » d’un systéme A
qui jouent pour les systémes différentiels le role des indéterminées ¢4, . .., t,, de la section 5.3.
L’expression « escalier » prendra tout son sens lorsqu’on traitera les systémes aux dérivées
partielles.

Définition 7 Soient A un systéme de R = K{U} et X ['ensemble des dérivées dominantes
de A. On appelle dérivées sous l'escalier de A l'ensemble T = QU \ ©X des dérivées qui ne
sont la dérivée d’aucune dérivée dominante de A.

Sur 'exemple précédent, I'ensemble des dérivées sous 'escalier de A est I’ensemble infini
T = {u, v, w, w, W, ...}

La proposition ci—-dessous est une généralisation trés naturelle du point clef 1. Cette géné-
ralisation ne coule pas de source parce que la démonstration du point clef 1 s’appuie sur les
théorémes de Lasker Ncether et de Macaulay qui ne s’appliquent qu’a des anneaux ncethe-
riens or les anneaux de polynomes différentiels ne sont pas noetheriens. Pour un argument
précis, voir le théoréme 11, page 121.

Proposition 20 Décider de la nullité ou de la régularité dans R/ est strictement équivalent
a décider de la nullité ou de la régularité dans Ry/Uy ot Ry = K(T)[©X] est 'anneau de
polyndmes obtenu en « faisant passer les dérivées sous l’escalier de A dans le corps des
coefficients » et Ay = (OA) : Ig5 dans Ry.

Définition 8 Un systéme différentiel ordinaire A est une chaine différentielle réguliére st © A
est une chaine réguliére.

Cette définition est algorithmique. Ce n’est pas évident parce que ©A est infini. On
montre sur 'exemple comment prouver que A est une chaine différentielle réguliére. On éta-
blit I'algorithme ensuite. Il suffit de procéder par dérivée dominante croissante. On considére
le polynome f; = 0>+ 9+ w. Il est unitaire et constitue donc une chaine réguliére de K[v, w].
Le séparant de f; est le polynéme 20+ 1. Un appel a la fonction inverse algébrique permet
de calculer son inverse. )

I 20+1
20+1 1—4w
Ce calcul est justifié implicitement par la proposition 20. Il ne fait intervenir que la chaine
réguliére fi1. On considére le polyndme fo = v u + u. Pour calculer I'inverse de son initial, la
fonction inverse_ algébrique doit utiliser une dérivée de f;. On voit la I'importance de vérifier
que le séparant de f; est inversible avant de considérer f5. Le calcul d’inverse produit :

1 20+1

v w

On a montré la régularité des initiaux de tous les polynomes de ©A. Le systéme A est
donc bien une chaine différentielle réguliére. La fonction suivante fournit un algorithme qui
décide, dans le cas d’une seule dérivation, si un systéme différentiellement triangulaire A est
une chaine différentielle réguliére.
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fonction est_une_ chaine_ différentielle réguliére (A)
début
X :— l'ensemble des dérivées dominantes de A
T := I'ensemble des dérivées sous l'escalier de A
A =10
pour 7 variant de 1 a n faire
¢ :— l'initial de f;
¢ :— inverse_ algébrique (¢, ©A’) dans K(T)[©X]
si le calcul d’inverse a échoué alors
retourner faux
fin si
s :— le séparant de f;
s = inverse_ algébrique (s, @A U{f;}) dans K(T')[©X]
si le calcul d’inverse a échoué alors
retourner faux

fin si

A = A U{f}
fait
retourner vrai

fin
Un systéme différentiel A est une chaine différentielle réguliére si © A est équivalent a
un systéme (©A)y triangulaire unitaire, comportant une équation par inconnue, pour peu

qu’on fasse passer les dérivées sous l'escalier dans le corps des coefficients. Voici un extrait
du systéme (©A), sur 'exemple.

( V+o4+w = 0
b

e (204W) (204+1)
v =0
_u(21.'1+1) : 0
L (Fna@in g

5.4.2 Décider de la nullité et de la régularité
La proposition 20 étant admise, les deux propositions ci—dessous sont immeédiates.

Proposition 21 Soit A une chaine différentielle réquliére. Décider si f = 0 dans R/
revient & décider si prem(f, ©A) = 0, c’est-a-dire si le reste complet de f par A pour la
réduction de Ritt est nul.

Proposition 22 Soient A une chaine différentielle réguliére. Décider si f est régulier dans
Vanneau R/ revient a décider si f est régulier dans Ry /2.
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On peut aussi montrer (formulation plus classique) que décider si f est régulier dans
'anneau R/ revient a décider si le reste partiel de f par A pour la réduction de Ritt est
régulier modulo I'idéal non différentiel défini par A.

5.4.3 Définition de la forme normale

Définition 9 Soient A une chaine différentielle réquliere, X ’ensemble de ses dérivées do-
minantes et T I’ensemble des dérivées sous l’escalier de A. On appelle forme normale d’un po-
lynome différentiel f par A toute fraction rationnelle de la forme suivante, telle que f = p/q

mod A et deg(p, 1d f;) < deg(f;, 1d fi) pour tout f; € A.

NF(f, A) = g € K(T)[X]

La proposition 20 implique que tout polynome non nul de K77 est régulier dans R/2(. La
congruence énoncée dans la définition ci dessus est donc sensée. La preuve de la proposition
suivante est calquée sur celle de la proposition 18.

Proposition 23 La forme normale d’un polynome différentiel f par une chaine différentielle
réquliere A est unique. Deux polyndmes différentiels équivalents modulo A ont méme forme
normale.

Proposition 24 La définition des formes normales est algorithmique.

Preuve Soient f un polynome différentiel et A une chaine différentielle réguliére. La fraction
rationnelle suivante est une forme normale de f par A.

NF(f> A) = NFalg(f> @A>

O

Le programme C suivant montre comment on peut calculer la forme normale d’une frac-
tion rationnelle de polynomes différentiels en BLAD. Le calcul de la forme normale implique
un calcul d’inverse algébrique. Ce calcul peut échouer. Une exception est donc susceptible
d’étre levée. Dans I'exemple, on choisit de ne pas poser de point de traitement d’excep-
tions. Comme la fraction est peu lisible, on factorise complétement son numérateur et son
dénominateur et on affiche le résultat.

/* File normal_form.c */
#include "bad.h"

int main ()

{ bav_Iordering r;

struct bap_product_mpz numer, denom;
struct bap_ratfrac_mpz A, NF;
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struct bad_regchain C;
struct baO_mark M;

bad_restart (0, 0);
baO_record (&M);

baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [t], blocks = [u, v, w])",
"Yfordering", &r);
bav_R_push_ordering (r);

bad_init_regchain (&C);
bap_init_ratfrac_mpz (&A);
bap_init_ratfrac_mpz (&NF);

baO_sscanf?2
("regchain ([v[t]~2 + v[t] + w, v[t,tI*ult] + ul, [differentiall)",
"Y%regchain", &C);

baO_sscanf2 ("ult,t]/v[t]", "%Qz", &A);

bad_normal_form_ratfrac_mod_regchain (&NF, &A, &C, (bap_polynom_mpz*)0);
baO_printf ("normalf form (%Qz) = %Qz\n", &A, &NF);

bap_init_product_mpz (&numer);
bap_init_product_mpz (&denom) ;
bap_factor_polynom_mpz (&numer, &NF.numer);
bap_factor_polynom_mpz (&denom, &NF.denom);
baO_printf ("numer = %Pz\n", &numer);
baO_printf ("denom = %Pz\n", &denom);

baO_restore (&M);
bad_terminate (baO_init_level);
return 0;

Voici I’affichage obtenu a I’exécution.

$ ./normal_form

normalf form ((ult,t])/(v[t])) = (8xuxv[t] " 2*%w[t,t]l*w - 2%uxv[t] " 2*w[t,t] - 4xu
xv[t]~2*xwt] "2 + 12xuxv[t]l*xw[t,t]l*w - 3*xuxv[tl*wlt,t] - 6*uxv[t]l*w[t]~2 + 16*ux
v[it]l*w~2 - 8xuxv[t]*w + uxv[t] + 4xukwl[t,t]*w - uxw[t,t] - 2*%uxw[t]"2 + 16%uxw"
2 - 8xuxw + u)/(4*xw[t] "2*w~2 - w[t] 2*w)

numer = wk(8*xv[tl*wlt,tl*w - 2xv[t]I*wlt,t] - 4xv[t]I*w[t]~2 + 4*xw[t,t]*w - w[t,t
1 - 2*%w[t]"2 + 16%w~2 - 8w + 1)*(v[t] + 1)

denom = w[t] 2%w*(4*w - 1)
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5.5 Systémes aux dérivées partielles

On s’intéresse a des systémes oil 'anneaun de polynomes différentiels R = K{U} est muni
de plusieurs dérivations d1, ..., d,, supposées commuter entre elles. Considérons le systéme A
suivant :
uy, —v=0, wu,=0.

Supposons que le classement impose u, > v. Le systéme A est différentiellement triangulaire
mais ©A n’est pas triangulaire. Il comporte deux équations de dérivée dominante wuy, :

Ugy —Vy =0, Uy = 0.

Cette non triangularité de ©A pose des difficultés. L'idéal différentiel [A] engendré par les
deux polynomes différentiels contient v, mais v, n’est pas réduit a zéro par © A. Autre formu-
lation du probléme : certains polynomes différentiels peuvent avoir plusieurs formes normales
différentes, en supposant qu’on utilise tel quel I'algorithme établi dans le cas différentiel or-
dinaire. C’est le cas de uy,, :

NF(ugy, A) =v, ou NF(uy, A)=0.

Derniére conséquence de la non triangularité de ©A : I'algorithme de calcul d’inverse al-
gébrique peut donner des résultats faux. Le polynéme v, est nul modulo I'idéal différentiel
engendré par A mais il ne dépend que de dérivées sous l'escalier de A. Il serait considéré
comme inversible par la fonction inverse algébrique.

Les difficultés énoncées ci dessus peuvent se résoudre au prix d’une condition supplé-
mentaire : la « cohérence ». Le théoréme clef est le « lemme de Rosenfeld » qui est énoncé
précisément dans le chapitre 7. On se contente ici d’énoncer informellement 1'idée sous
jacente en s’appuyant sur la construction des formes normales.

Bien qu’il ne soit pas triangulaire, on souhaite pouvoir traiter © A comme un systéme
triangulaire, de facon a pouvoir appliquer dans le cas des systémes aux dérivées partielles
les constructions faites dans le cas différentiel ordinaire. Informellement, dire qu’un systéme
est « cohérent » c’est dire que deux équations quelconques de © A qui ont la méme dérivée
dominante v sont en fait « la méme équation » modulo I'idéal défini par les équations de © A
de dérivée dominante strictement, inférieure & v. On peut tester si deux équations s; v+ q; et
So v+qo sont « la méme équation », en testant que les deux fractions rationnelles g, /s1 et g2/ 2
ont méme forme normale et en utilisant I'algorithme établi pour les systémes différentiels
ordinaires, pour peu qu'on procéde a ces vérifications par dérivée croissante. Dernier point,
et non des moindres : bien qu’il y ait une infinité de paires d’équations appartenant & ©A
de méme dérivée dominante, il n’y a qu'un nombre fini de tests a effectuer.

La fonction suivante précise quelques aspects du texte ci—dessus. Elle s’applique a4 un
systéme différentiellement triangulaire A qu’on ne suppose pas partiellement autoréduit (c’est
une nouveauté). Pour toute dérivée v, on note (O A)., (respectivement (©A)<,) 'ensemble
des éléments de ©A de dérivée dominante strictement inférieure (respectivement inférieure
ou égale) a v. Pour toute paire {v, w} de dérivées d'une méme indéterminée différentielle,

81



on note pped(v,w) la plus petite dérivée commune de v et de w. Si X est un ensemble de
dérivées, on note

pped(X) = {ppcd(v, w) | v, w € X, sont dérivées d’'une méme indéterminée différentielle}.

La fonction met en ceuvre le schéma de preuve utilisé par Abraham Seidenberg dans [95,
Theorem VI|. La justification s’appuie sur les théorémes 10 et 11, page 121. Le fait que les
dérivées de Y soient traitées par ordre croissant est important : pour toute dérivée v de Y, les
calculs de formes normales sont effectués modulo (©A) ., dont I'algorithme a précédemment
établi qu’il est équivalent & une chaine réguliére.

fonction est_une_ chaine_auz_dérivées partielles réguliére (A)
début
T := l'ensemble des dérivées sous 'escalier de A
X := l'ensemble des dérivées dominantes de A
Y := X Uppcd(X)
pour v € Y par ordre croissant suivant le classement faire
si v est la dérivée dominante d'un f € A alors
¢ := l'initial de f
¢ := inverse_ algébrique (¢, (©A)<,) dans K(T)[©X]
si le calcul d’inverse a échoué alors
retourner faux
fin si
s :— le séparant de f
§ := inverse_ algébrique (s, (OA)<,) dans K(T')[OX]
si le calcul d’inverse a échoué alors
retourner faux
fin si
sinon
Soient fi,...,fr € Aet 01,...,0, € O tels que 0, f; = s; v+ ¢; pour tous 1 <1 < k
pour i de 1 & k — 1 faire
si NF(qi/si, (OA) ) # NF(qiv1/Si+1, (OA) <) alors
retourner faux
fin si
fait
fin si
fait
retourner vrai
fin
Les affirmations ci dessus étant admises, les tests de nullité et de régularité dans R/[A]:

HZ° ainsi que l'algorithme de forme normale sont exactement les mémes pour les sys-
témes aux dérivées partielles cohérents que pour les systémes différentiels ordinaires. A titre

82



d’exemple, appliquons la fonction précédente sur le systéme A = {f1, f2, f3, f1} suivant :
Uy Uy
4
pour le classement compatible avec 1'ordre total suivant :

Ugg — Uy = 0, v, —

=0, u§—4u:0, u§—2u:0

U<V < Uy < Up < Vy < Vp < Uyy < Ugy < Ugg < Uy < -+

Il est différentiellement triangulaire. ’ensemble de ses dérivées dominantes est 1’ensemble
X = {v4a, vy, Us, uy}. L'ensemble T = {u, v, v, } des dérivées sous les escaliers de A est fini.
Les voici représentées graphiquement. Il y a un diagramme par indéterminée différentielle,
un axe par dérivation. On reporte les dérivées dominantes sous la forme de disques noirs et
on hachure leurs dérivées. Les dérivées sous les escaliers sont les dérivées non hachurées.

Yy
2 4

Y

%///// W
.

n a ppc = {v Uy ¥. Graphiquement, ces dérivées correspondent aux angles des
O d(X vy, Uzy b Graph t, d dent les d
marches des escaliers. Les dérivées a considérer sont donc dans 'ordre

1

NN

T T
v 1 2 3 =z

Uy, Ugy Uy, Ugy, Vzg, Vzay-

Etape 1 : la dérivée u,. Le polynéme f; = ufl — 2u est unitaire. Son séparant admet pour
inverse le polynome u,/(2u) € K(T)[u,]. Etape 2 : la dérivée u,. Le polynome f3 = u2 —4u
est unitaire. Son séparant admet pour inverse le polynome u,/(4u) € K(T)[u,, u,). Etape 3 :
la dérivée v,. Le polynome f, admet 1 pour initial et pour séparant. Etape 4 : la dérivée Ugy.
C’est la plus petite dérivée commune des dérivées dominantes de f; et de fs.

5$f4:2uyuwy+2uxa 5yf3:2uxuxy+4uy'
Les calculs donnent deux formes normales égales :

=NF ( (@A)<umy> — Uy, — NF (—
Uy’

Ug Uy 2uy

2u

Uy Uy
2u

Uy (G)A)@my) B
Etape 5 : la dérivée v,,. Le polynéme f; = v,, — u, admet 1 pour initial et pour séparant.
Etape 6 : la dérivée v,,,. C’est la plus petite dérivée commune des dérivées dominantes
de f; et de fy. Les calculs donnent deux formes normales égales (elles sont aussi égales aux
précédentes mais c¢’est un hasard di a 'exemple) :

Q—/Uy = NF (uxy7 (®A)<vzmy) — UIIZ} - NF v 4 . y? (®A)<vzmy> =
04+2X2Xug+0 Uy U
NF 4 £ 9 (@A)<’Uzzy> - Z—U/y.
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La fonction retourne vrai. Le systéme de quatre polynomes différentiels constitue bien une
chaine différentielle réguliére.

5.6 Attributs des chaines différentielles réguliéres

Dans les bibliothéques BLAD, une chaine réguliére peut porter deux types d’attributs :
les attributs « structurels » qui ne peuvent pas étre changés par algorithme (ce sont des
propriétés de I'idéal défini par la chaine) et les attributs « désirés » qui peuvent, eux, étre
obtenus par algorithme (ce sont des propriétés de la chaine elle méme). Soit A une chaine
réguliere. Il y a deux attributs structurels :

differential s'il est satisfait, I'idéal défini par A est 'idéal différentiel [A] : H3° sinon, c’est
l'idéal non différentiel (A) : I3°.

prime s’il est satisfait, I’idéal défini par A est premier sinon il ne ’est pas nécessairement.

Il y a cinq attributs désirés. On les énonce en employant le vocabulaire différentiel :

autoreduced s’il est satisfait, la chaine est complétement autoréduite.

primitive s’il est satisfait, chacun des polynémes qui constituent la chaine est « primitif »
dans le sens suivant : si on le regarde comme un polynome en sa dérivée dominante et
a coefficients dans I'anneau des polynomes en les autres dérivées alors le pged de ses
coefficients vaut 1.

normalized s’il est satisfait, les initiaux des polyndémes de la chaine ne dépendent d’aucune
des dérivées dominantes de la chaine.

squarefree s’il est satisfait, le séparant de chaque polyndéme p; de la chaine est inversible
modulo I'idéal défini par les polyndémes pq,...,p; € A de dérivée dominante inférieure
ou égale a la dérivée dominante de p;. Si 'attribut structurel differential est satisfait
alors I'attribut squarefree I’est aussi.

coherent s’il est satisfait, la chaine différentielle réguliére A est cohérente. Ce qualificatif
n’est pertinent que pour les systémes aux dérivées partielles.

[’attribut « normalized » correspond en fait & la propriété de « normalisation forte »
décrite dans [12]. Satisfaire cette propriété peut étre cotiteux puisque cela nécessite en général
des calculs d’inverses algébriques.

Concrétement, I'attribut « squarefree » est satisfait si la fonction inverse algébrique (ou
plutdt sa variante qui n’explicite pas les inverses mais teste leur existence) permet d’inverser
chaque séparant modulo I'idéal défini par la chaine. Le qualificatif « squarefree » (on dit
aussi « sans facteur carré » ou « séparable ») a été choisi par analogie avec le cas des
polynomes en une indéterminée a coefficients dans un corps. Prenons I’exemple du polyndéme
p = (x+1)?(z — 2). Son séparant p/0xr = (x + 1) (3x — 1) contient en facteur le facteur
irréductible multiple (appelé encore « facteur carré ») de p. Le séparant de p n’est donc
pas inversible modulo l'idéal engendré par p. Un polynéme p dont le séparant est inversible
modulo l'idéal (p) est un polynome dont tous les facteurs irréductibles sont simples : un
polynome sans facteur carré.
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Proposition 25 Si A est une chaine réquliére sans facteur carré alors (A):15° = (A): H3°.
Preuve L’inclusion (A):15° C (A): HS est claire. L’autre inclusion. Soit p € (A): H3. 1l
existe alors un produit h de séparants de A tel que hp € (A):I5° c’est a dire tel que hp =0
dans R/(A):I3°. Comme h est régulier dans cet anneau, p =0 et donc p € (A): I5°. O

La proposition suivante est un corollaire du lemme de Lazard. Elle est plus difficile a
prouver que la précédente. Voir [13, Corollary 3.3| par exemple.

Proposition 26 Si A est une chaine (différentielle) réguliére sans facteur carré alors l'idéal
(différentiel) qu’elle définit est radical.
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Chapitre 6

Applications algorithmiques des chaines
différentielles réguliéres

Ce chapitre décrit plusieurs applications algorithmiques directes du chapitre 5. Ce sont
des applications internes a la théorie. Le chapitre est découpé en deux parties. Dans la pre-
miére, on considére des applications de ’algorithme de forme normale modulo un idéal défini
par une chaine différentielle réguliére. Dans la seconde, on présente les idées maitresses d’al-
gorithmes pour calculer des chaines différentielles réguliéres en s’appuyant uniquement sur
I’algorithmique du chapitre 5. Les détails sont disponibles dans les articles joints en annexe.
L’algorithme général Rosenfeld-Grobner n’est pas présenté ici mais dans le chapitre 9.

6.1 Applications de I’algorithme de forme normale

6.1.1 Un critére de primalité

La proposition suivante généralise un peu un théoréme classique de Ritt sur les systémes
« orthonomiques » c’est—a—dire les systémes ou les dérivées dominantes apparaissent linéai-
rement avec un initial égal a 1. C’est surtout 'argument de la preuve du critére qui est
intéressant : un polynéme ne peut diviser zéro modulo I’idéal défini par un chaine réguliére
que s'il fait échouer la fonction inverse_ algebrique et exhibe donc une factorisation d’un élé-
ment de la chaine. On peut 'adapter au cas par cas pour démontrer que certains idéaux sont
premiers. On doit aussi pouvoir s’en inspirer pour obtenir des algorithmes de décomposition
en idéaux premiers.

Proposition 27 Soit A = {p1,...,p:} une chaine différentielle réguliére d’un anneau de
polynomes différentiels R. Si deg(p;, 1dp;) = 1 pour tous 1 < i <t alors l'idéal différentiel

[A]: HF® est premier.

Preuve Si l'idéal n’était pas premier, alors il existerait un polynéome p € R non inversible
modulo [A] : H3°. L’appel de fonction inverse algebrique (p, A) échouerait en exhibant une
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factorisation non triviale d’'un p; € A mais c¢’est impossible parce que les polynémes p; sont
de degré 1 en leur dérivée dominante. O

Pour une chaine différentielle orthonomique A, il existe une autre preuve, fondée sur
'existence de 'algorithme de forme normale : 'anneau R/[A]: HF® est isomorphe a l'algébre
des formes normales modulo A. Si A est orthonomique alors ’algébre des formes normales
est une algebre libre : c¢’est 'anneau des polyndmes en les dérivées sous les escaliers de A.
C’est un anneau intégre donc 1'idéal est premier.

6.1.2 Détecter des dépendances linéaires dans un anneau quotient

Soient A une chaine réguliére (éventuellement différentielle) d'un anneau R et 2 I'idéal
qu’elle définit. Disposer d’un algorithme de forme normale permet de tester 1’égalité entre
deux expressions dans 'anneau R/2l. C’est une application des formes normales bien connue
des spécialistes de la théorie de la réécriture. En algébre commutative et différentielle en tous
cas, on dispose d’une application supplémentaire, qui est au ceeur de 'algorithme FGLM [41] :
elles permettent de chercher des dépendances linéaires entre éléments de R/2. L’argument
est élémentaire : si R est une algébre sur K alors toute combinaison linéaire sur K de formes
normales est encore une forme normale. Soit {g1, ..., gy} une famille d’éléments de R. On
cherche des coefficients A{,..., A\, € K tels que

Mo+ -+ gr=0 mod .
Il suffit de chercher (et c’est suffisant) des coefficients Ay, ..., A\; € K tels que

A titre d’exemple, reprenons le systéme A = {f1, fo, f3, fu} suivant :

Ug Uy

1 =0, ui—4u=0, u,—2u=0

Vgg — Ug = 07 Vy —
pour le classement compatible avec 1'ordre total :
U<V < Uy <Up KUy < VUp < Uyy < Ugy < Ugg < Uy < -

et cherchons s'il existe une équation différentielle linéaire a coefficients rationnels ne dépen-
dant que de v et de ses dérivées dans l'idéal différentiel défini par la chaine différentielle
réguliére.

Il suffit d’énumérer les dérivées de v, de calculer leur forme normale par la chaine diffé-
rentielle réguliére connue et de chercher des dépendances linéaires. On le fait ici a 1'ceil nu
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mais on peut automatiser le procédé par un pivot de Gauss :

dérivée | forme normale

) v

Uy U

Uy LY

4

Vg Vg
Uy

/l) —
yy 2
Uzy Uy
/UII ux

On voit immédiatement que v,, — 2v,, € 2. Et cette équation est nécessairement d’ordre
minimale parmi celles qu’on cherche. On peut aussi s’intéresser aux équations non linéaires.
On voit immédiatement que v,y v, — 2v, € 2.

Dans le cas trés fréquent des systémes orthonomiques, les algébres de formes normales
sont des algébres libres. On peut donc évaluer numériquement les formes normales et chercher
des dépendances linéaires entre des vecteurs de nombres.

J’ai publié ces idées avec quelques approfondissements fondés sur I'usage des différentielles
de Kéhler (voir ci dessous) dans [8].

6.1.3 Calculer dans les modules de différentielles de Kahler

Avant de présenter algébriquement les modules de différentielles de Kéhler, je présente
une fagon de les comprendre. Considérons le polynome
y — 2.
La variété algébrique qu’il définit (I'ensemble des zéros du polynome) forme une parabole.
La différentielle de ce polynéme est 1’expression linéaire

dy — 2xdx

qu’on peut interpréter comme suit : si on identifie 'axe des x et I’axe des dx d'une part, I'axe
des y et celui des dy d’autre part, alors en tout zéro (z, y) € R?* du polynoéme, ’ensemble
des couples (dz, dy) € R? tels que dy — 2z dx = 0 décrit la tangente a la parabole en (z, y).
Sur le graphique suivant, on a tracé la parabole ainsi que la droite dy — 2z dxz = 0 pour

(.T, y) = (_17 1)'

88



-3 -2 -1 0 1 2

[La méme construction s’applique aux équations différentielles ordinaires

partielles. Considérons le polynome différentiel ordinaire
2

T — .
La variété algébrique différentielle qu’il définit est I’ensemble de fonctions
1
z(t)=——— ouceR.
t—c

Pour chacune des fonctions ci dessus, on a

. 1
RErD

3

et aux dérivées

Pour une valeur de ¢ fixée, 'ensemble des triplets (¢, z(t), @(t)) décrit une courbe dans R?

dont voici un exemple.
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La différentielle du polynéme différentiel & — 22 est I’expression linéaire
dz —2xdx

qu’on peut interpréter comme suit : si on identifie I'axe des x et 'axe des dx, 'axe des &
et I'axe des di, I’axe des ¢ avec I'axe des dt, alors en tout point (¢, x(t), @(t)) de la courbe,
’ensemble des triplets (¢, dz(t), di(t)) décrit un plan, tangent en (¢, x(t), ©(t)), et perpen-
diculaire au plan (x, ). Pour obtenir la tangente a la courbe, il faudrait intersecter ce plan
avec le plan défini par la forme de contact dz — 2 dt mais ce n’est pas nécessaire pour notre
explication. Projetons maintenant les graphiques sur le plan (z, ©). La courbe devient une
parabole (x(t), @(t)). Les plans tangents deviennent des tangentes (dx(¢), di(t)) a la para-
bole. Si on intégre le polynome différentiel pour une certaine condition initiale on obtient
un point qui se déplace au cours du temps le long de la parabole. Si on intégre en méme
temps sa différentielle pour une autre condition initiale, on obtient un vecteur tangent a la
parabole qui se déplace avec le point. Sur 'exemple, les intégrations peuvent étre menées
formellement. Elles consistent a résoudre le systéme

t—2>=0, di—2zdr=0.

On trouve
)= ——1 et da(t) = — i, d €R
x(t) = — e z(t) = ——, oucc
t—c (t—c)?
et donc en évaluant les équations du systéme
1 2¢
et di(t) =—

=G =

Le graphique suivant a été obtenu pour un couple (¢, ) fixé, en faisant varier ¢ sur un in-
tervalle et en évaluant les quatre fractions rationnelles ci dessus. Pour garder un graphique
lisible, on n’a tracé que trois vecteurs (dz(t), di(t)) d’origine (x(t), #(t)) et on les a norma-
lisés. On constate visuellement qu’ils sont tangents & la parabole.

12 T T T T T T

z
10 .
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Derniére constatation : I'opération « d », qui a un polyndéme différentiel associe sa différen-
tielle, commute avec la dérivation par rapport au temps. La fonction di(t), dont I'expression
analytique est donnée ci dessus, est égale non seulement a 2 z(t) dz(t) mais aussi a la dérivée
par rapport au temps de la fonction dz(¢). Dit autrement,

d(i(1)) = da(t).

En un sens, c’est évident mais on peut prendre un autre exemple pour achever de se
convaincre : considérons la différentielle de la dérivée du polyndome différentiel qui nous
sert d’exemple. Elle permet de définir di.

d( —22%) =di —2xdi — 24 dx.

On obtient la valeur de dZ en remplacant z, #, dz, di par leur valeur. On constate qu’on
trouve la méme fonction qu’en dérivant dz par rapport au temps :

/
Q= 2¢ .
(t—c)t

Formalisation

Les calculs menés sur 'exemple se généralisent. Ils sont formalisés dans la théorie des
différentielles d'Erwin Kéhler [53] (voir aussi [37, chapitre 16]) dont I'adaptation au cas des
systémes différentiels est due a Joseph Johnson [52].

Définition 10 St K est un corps et G est une algébre sur K alors le module des diffé-
rentielles de Kdihler de G sur K, noté Qg i, est le module sur G engendré par l’ensemble

{db| b e G} tel que
db+¥b) = db+dv pour tous b, V' € G
dv) = bdb +bdb pour tousb, b € G
da = 0 pour tout a € K

[’opérateur « d » commute avec les dérivations :

Proposition 28 Si K est un corps différentiel et G est une algebre différentielle sur K
alors Qq/k peut étre canoniquement muni d’une structure de module différentiel sur G tel
que, pour toute dérivation & sur G, on ait dob = 9 db.

Preuve Voir |52, Proposition, page 93|. O

Le théoréme suivant est purement algébrique. Il est trés important algorithmiquement
parce qu’il permet de réduire la question de l'existence d'une dépendance algébrique entre
des éléments en la question de I'existence d'une dépendance linéaire entre leurs différentielles.
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Théoréme 2 St K est un corps de caractéristique nulle et G est une extension de corps de K
alors les éléments ny,...,n, de G sont algébriquement indépendants sur K si et seulement
st les éléments dny, ..., dn, sont linéairement indépendants sur G.

Preuve Voir |37, Theorem 16.14, page 400| ou [52, Lemma, page 94|. O

On verra qu’on va appliquer le théoréme 2 dans le cas ol G est le corps des fractions
du quotient R/p d’un anneau de polynémes R par I'un de ses idéaux premiers, lui-méme
présenté par une chaine différentielle réguliére. En général, les chaines différentielles réguliéres
ne définissent pas des idéaux premiers mais des idéaux radicaux (lemme de Lazard). L’anneau
total des fractions' de 'anneau R/2l dans le cas ou 2l est radical n’est pas un corps mais un
« produit de corps » c¢’est—a—dire un anneau produit dont les composantes sont des corps.
C’est méme un produit de corps différentiels dans le cas ou 2 est un idéal différentiel (lifting
du lemme de Lazard). Avec des mots simples, cela ne change rien sur le fond puisqu’il suffit de
traiter 'anneau total des fractions de R/2( comme un corps jusqu’a ce qu’on s'apercgoive qu'’il
ne l'est pas (principe D). Plus rigoureusement, il suffit d’appliquer la proposition suivante.

Proposition 29 Si G4,...,G, sont des algébres sur K et G = Gy X --- X G, alors
Qa/k = Qayyx X -+ X Qa, /K-

Preuve |37, Proposition 16.10, page 398|. O

Forme normale d’une différentielle de Kahler

Soit A une chaine différentielle réguliére d'un anneau R = K{U} pour un classement &.
En s’appuyant sur le fait que 'opérateur « d » commute avec les dérivations, on assimile
la différentielle du de chaque indéterminée différentielle w € U a une nouvelle indéterminée
différentielle. On étend le classement & en un classement noté

do > 0

de la facon suivante :

1. toute dérivée de OdU est supérieure a toute dérivée de OU ;

2. les dérivées de ©OU sont ordonnées suivant O ;

3. pour toutes dérivées dv, dw € ©dU on pose dv < dw si et seulement si v < w.
A titre d’exemple, reprenons le systéme A = {f1, fo, f3, fu} suivant :

Uy Uy

_ 2 _ 2 _
1 =0, wu;—4u=0, u,—2u=0

gy — Uy = 0, v, —

'T’anneau total des fractions d’un anneau R s’obtient en rendant inversibles tous les non diviseurs de
zéro de R. Si R est intégre, son anneau total des fractions est égal & son corps des fractions.
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pour le classement compatible avec 1'ordre total :
T D Uy D Ugg > Ugy > Uy > Uy > Uy > Uy > Uy >V > U

L’ensemble dA est

 ug duy 4 uy du,
4

dvg, —du, =0, dv, =0, 2u,du, —4du=0, 2u,du, —2du=0.

Le classement d& > O est
o >duy > duy >duy >dv>du> o> vy > up > uy >0 > .

Proposition 30 Si A est une chaine différentielle réguliére de K{U} pour un classement
O alors AU dA est une chaine différentielle réguliere de K{U U dU} pour le classement
do > 0.

Preuve On note 2A l'idéal différentiel défini par la chaine A. Si p € A admet v pour
dérivée dominante alors dp admet dv pour dérivée dominante et le séparant de p pour
initial et séparant. Le systéme dA est donc différentiellement triangulaire. Les initiaux et les
séparants de ce systéme vérifient les mémes conditions de régularité que ceux de A. Reste,
dans le cas des systémes aux dérivées partielles, le probléme de la cohérence. Considérons
le A—polynome engendré par deux éléments de dA complétement réduit par A U dA pour
la réduction de Ritt. Tl est nécessairement nul puisqu’il fournirait autrement une relation
linéaire sur I'anneau total des fractions G de R/ entre les différentielles des dérivées sous
les escaliers de A (on utilise le fait que les classements sur & et d& correspondent) et donc,
d’aprés le théoréme 2, une dépendance algébrique entre les dérivées sous les escaliers de A.
Or I’ensemble des dérivées sous les escaliers de A est algébriquement indépendant modulo 2.
Le systéme A UdA est donc cohérent. O

Avant d’énoncer la définition suivante, on note que l'algorithme de calcul de la forme
normale d’un polynome différentiel modulo une chaine différentielle réguliére s’étend sans
difficulté au calcul de la forme normale d’une fraction rationnelle différentielle modulo une
chaine différentielle réguliére. Cette extension de I'algorithme de forme normale permet ainsi
de calculer dans un produit de corps différentiel présenté par générateurs et relations.

Définition 11 Soient A une chaine différentielle réguliére de R = K{U} et 2 l'idéal diffé-
rentiel qu’elle définit. Soit G l'anneau total des fractions de R/A. Pour toute différentielle
b € Qg/x on définit la forme normale de b dans Qg x comme la forme normale de b, vue
comme une fraction rationnelle de deux polynomes de K{UUAU} par la chaine différentielle
réquliere A UdA :

NF (b) = NF(b, AUdA).

Qg K
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Calculons a titre d’exemple les formes normales des différentielles dvy, et dv, dans Qg k
ou G est I'anneau total des fractions de R/2 et A est I'idéal défini par la chaine différen-
tielle réguliére A ci dessus. Pour simplifier les calculs, on commence par calculer les formes
normales des dérivées vy, et v, par la chaine A (en fait, il suffit de consulter le tableau de
la section 6.1.2, page 87). On calcule ensuite les formes normales des différentielles de ces
fractions rationnelles.

NF (dvyy) =NF (%, AUdA) = NF (d_u’ AUdA) _ jf_xdu'
u

Qa/r x

Ugp U
— Y du.
4u

NF (dv,) = NF

Qg K

4

On observe que ces deux formes normales sont linéairement dépendantes sur GG puisqu’on a

<u$duy+uydu$’ AUdA) _

Uy dvy, — dv, = 0.

Le théoréme 2 s’applique : les dérivées v, et v, sont algébriquement dépendantes sur K
modulo I'idéal 2[. En énumérant les formes normales des termes de la forme vy, UZ par degré
total croissant, on vérifie que
4 2
v, — 20, € 2.

Le programme C suivant vérifie les calculs ci dessus. Les trois premiéres formes normales
calculées sont les formes normales de trois différentielles de Kéhler. Elles sont calculées en
appliquant la définition 11 a la lettre. Les formes normales qui suivent sont des formes

normales de termes de la forme vgy vz.

/* File dfglm.c */
#include "bad.h"

int main ()
{ bav_Iordering r;
struct bap_tableof_ratfrac_mpz T;
struct bap_ratfrac_mpz NF;
struct bad_regchain C;
struct baO_mark M;
int i;

bad_restart (0, 0);
baO_record (&M);

baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [x, y], blocks = [[dv, dul, [v, ull)",
"YJordering", &r);
bav_R_push_ordering (r);
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bad_init_regchain (&C);
bap_init_ratfrac_mpz (&NF);
baO_init_table ((baO_table)&T);
/%
The system A union dA
*/
baO_sscanf?2
("regchain ([dv[x,x] - dulx], vIx,x] - ulx], \
dvly]l - (ulxl*duly] + ulyl*dulx])/4, vly]l - ulxl*ulyl/4, \
2%ul[x]*dulx] - 4*du, ulx]"2 - 4xu, \
2xulyl*duly] - 2xdu, ulyl~2 - 2%ul, \
[prime, differential, coherent, squarefree, autoreduced, primitive])",
"Jregchain", &C);
baO_sscanf2 ("[dv, dvlyl, dvly,yl, \
1, vly,yl, viyl, vly,yl1~2, viy,yl*vlyl, vlyl-2, vly,yl~41",
"%t [4Qz]", &T);

for (1 = 0; i < T.size; i++)
{ Dbad_normal_form_ratfrac_mod_regchain
(&NF, T.tab [i], &C, (bap_polynom_mpz*)O0);
baO_printf ("normalf form (%Qz) = %Qz\n", T.tab [i], &NF);

baO_restore (&M);
bad_terminate (baO_init_level);
return 0;

Voici les affichages obtenus a I'exécution.

normalf form (dv) = dv

normalf form (dvlyl) = (duxulx]*uly]l)/(4*u)
normalf form (dvly,yl) = (du*ulx])/(4*u)
normalf form (1) = 1

normalf form (vly,yl) = (ulx])/(2)

normalf form (v[yl) = (ulxl*ulyl)/(4)
normalf form (v[y,yl"2) = u

normalf form (v[y,yl*vlyl) = (ulyl*u)/(8)
normalf form (v[yl~2) = (u~2)/(2)

normalf form (v[y,y]~4) = u~2

Les raisonnements tenus sur 'exemple se généralisent.

Proposition 31 Un ensemble de dérivées {vy,...,v.} de OU est algébriguement indépen-
dant sur K si l’ensemble des formes normales de ses différentielles, vues comme des vecteurs
d’éléments de G dans la base ©AU, est linéairement indépendant sur G.
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On remarque que les tests de dépendance linéaire entre les différentielles doivent étre effec-
tués au dessus d’un corps différentiel (et méme d’un produit de corps différentiels) présenté
par générateurs et relations. Il faut étre capable de reconnaitre zéro dans G. L’algorithme
de forme normale en fait plus mais suffit pour cela.

Dans certains cas, ou les algébres de formes normales sont des algébres libres, on peut
utiliser des algorithmes semi numériques en évaluant les formes normales en des nombres et
en cherchant les dépendances linéaires entre vecteurs de nombres. Cette situation se produit
pour les équations d'Euler pour un fluide incompressible (voir en section 6.2.3, page 105).
En utilisant un algorithme semi-numérique (et donc probabiliste), j’ai pu (presque) établir
que l'idéal différentiel engendré par les équations contient un polynéme différentiel qui ne
dépend que des dérivées suivantes de la pression :

Ptz pttxxya pttxyya pttyyya Ptezzz, ptxxxya ptmsyya ptxyygp ptyyyy> Prrzzz; pmcmcya pxmcyya
pxxyyya pxyyyya pyyyyya DPttxa, pttyy> Ptraza, ptxxya ptxyya ptyyya Prrra, pxmcya pmcyya pxyygp pyyyy>
Ptzay Ptays Ptyys Praxs Przyy Pzyys Pyyys Pzxy Pzys Pyys Pxs Dy

Application aux algorithmes de changement de classement

Soit A une chaine différentielle réguliére pour un certain classement ¢ d’un anneau
de polynomes différentiels R = K{U}. On cherche une chaine différentielle réguliére A
définissant le méme idéal différentiel 2 que A mais pour un autre classement .

[La méthode décrite ci dessus permet de déterminer, étant donné un ensemble de dérivées
{v1,...,0.} C OU, si AN KJvy,...,v,] contient un polynéme non nul ou pas. Supposons
qu’'on sache que AN K[vy,...,v,] # (0). On peut alors énumérer les termes de la forme
vyt - % par degré total croissant jusqu’a détecter une dépendance linéaire sur K entre eux
par la méthode décrite en section 6.1.2. On obtient ainsi & coup siir un élément non nul de
AN Kvy, ..., 0.

Dans le cadre du probléme de changement de classement, 1'idée consiste a s'intéresser a des
ensembles {vq, ..., v} dont les éléments sont aussi petits que possible vis a vis du nouveau
classement & et donc a chercher des polynomes différentiels de petite dérivée dominante
vis—a-vis de @ dans lespoir qu’ils aideront & calculer la chaine différentielle réguliére A.
Cette idée est confortée par le fait que les polynomes différentiels intermédiaires engendrés
par des algorithmes de facture classique tels que PARDI sont souvent beaucoup plus gros
que les polynomes de A.

Dans le cas particulier d’un idéal différentiel 2 dont les solutions dépendent d’un nombre
fini de constantes arbitraires, on sait que le nombre de dérivées sous les escaliers de toutes les
chaines différentielles qui décrivent 2 est toujours le méme : c’est le nombre de constantes
arbitraires’. On peut alors appliquer un schéma algorithmique trés fortement inspiré de
celui de I'algorithme FGLM [41] pour calculer, pour chaque polynéme de la chaine cible A,
I’ensemble des dérivées dont il dépend. Remarquer que les polynomes ainsi obtenus ne sont

2Ce nombre de constantes arbitraires est le degré de transcendance du corps des fractions de R/p sur K
ot p désigne un idéal différentiel premier minimal sur 2 quelconque (lifting du lemme de Lazard).
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pas nécessairement des éléments de la chaine A : il ne sont pas forcément de degré minimal
en leur dérivée dominante et il n’y a aucune raison que leur coefficient dominant satisfasse
les conditions de régularité nécessaires.

6.1.4 Calculer des solutions en série formelle

Dans le texte qui suit, on appelle « solution (en série) d’une chaine différentielle régu-
liere A » toute solution de I'idéal différentiel [A]: H3°. L'utilisation d’un algorithme de forme
normale n’est pas indispensable pour expliquer comment calculer des développements en
série formelle de solutions de chaines différentielles réguliéres |10, 89| mais elle simplifie la
présentation.

Soit A une chaine différentielle réguliére d’'un anneau de polynomes différentiels R =
K{uy,...,u,} muni de m dérivations. On suppose dans cette section que K = Q et que
les m dérivations sont les m dérivées partielles par rapport a m variables indépendantes
T1y.vny L. Si

aa1+“'+am

= al—
axl A 'ax?nm

0

est un opérateur de dérivations, on note 0! = a,!---a,,! et 2% = 2{' - - - a%". Avec ces nota-
tions, les solutions en série formelle de I'idéal [A]: H3° centrées en I'origine sont des n uplets
(41, ..., uy) définis par :

I9

0€0 ’
Pour obtenir une expression des solutions en série formelle de I'idéal différentiel [A] : HS®
qui ne dépende que des dérivées sous les escaliers de A et, éventuellement, des dérivées
dominantes de A, il suffit de remplacer chaque dérivée 6 u; dans la somme ci-dessus par sa

forme normale :

$9

;=Y NF(0u;, A)(0,...,0) T
0cO )

Le calcul du développement en série formelle des solutions d’une chaine différentielle
réguliére n’est pas implanté en BLAD (par contre, il l'est en diffalg). On peut toutefois
facilement calculer les formes normales des dérivées qui figurent dans les séries. C’est ce que
fait le programme C suivant sur le systéme A :

Uy Uy

o 2 _ 2 _
1 =0, w,—4u=0, u,—2u=0

Uga — Uy = 0, 1y
pour le classement compatible avec 1'ordre total suivant :
U<V < Uy <Up KUy < VUp < Uyy < Ugy < Ugg < Uy < -

/* File serie_formelle.c */

#include "bad.h"
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int main Q)
{  bav_Iordering r;
struct bap_tableof_polynom_mpz T;
struct bap_ratfrac_mpz NF;
struct bad_regchain C;
struct balO_mark M;
int i;

bad_restart (0, 0);
baO_record (&M);
baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [x, y], blocks = [[v, ull)",
"Yordering", &r);
bav_R_push_ordering (r);
bad_init_regchain (&C);
baO_sscanf?2
("regchain ([vx,x] - ulx], vlyl - ulxl*ulyl/4, \
ulx]~2 - 4xu, uly]l~2 - 2%u], [differentiall)",
"Y%regchain", &C);
baO_init_table ((baO_table)&T);
baO_sscanf2 ("[u, ulx], ulyl, ulx,x], ulx,yl, uly,yl, \
ulx,x,x], ulx,x,y], ulx,y,yl, uly,y,yl, \
v, vlx]l, vlyl, vix,x], vix,yl, vly,yl, \
vix,x,x], vlx,x,y], vilx,y,yl, vly,y,yl, vIx,x,x,x], \
vix,x,x,y], vilx,x,y,y], vIlx,y,y,yl, vly,y,y,y11",
"ht [hAz]", &T);
bap_init_ratfrac_mpz (&NF);
for (1 = 0; i < T.size; i++)
{ bad_normal_form_polynom_mod_regchain
(&NF, T.tab [i], &C, (bap_polynom_mpz*)0);
baO_printf ("normalf form (%Az) = %Qz\n", T.tab [i], &NF);
}
baO_restore (&M);
bad_terminate (baO_init_level);
return 0;

Voici les résultats affichés par le programme.

normalf form (u) = u
normalf form (ulx])

ul[x]

normalf form (ulyl) = ulyl

normalf form (ulx,x]) = 2

normalf form (ulx,yl) = (ulxl*ulyl)/(2*u)
normalf form (uly,y]) =1

normalf form (ulx,x,x]) =0
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normalf form (ulx,x,y]) = 0
normalf form (ulx,y,y]) =0
normalf form (uly,y,y]l) =0

normalf form (v) =

normalf form (v[x]) = v[x]

normalf form (v[yl) = (ulxl*ulyl)/(4)
normalf form (v[x,x]) u[x]

normalf form (v[x,y]) = uly]

normalf form (vly,yl) = (ulx])/(2)

normalf form (v[x,x,x]) = 2

normalf form (v[x,x,y]) = (ulx]*ulyl)/(2%u)
normalf form (v[x,y,y]l) =1

normalf form (v[y,y,yl) = (ulx]*ulyl)/(4xu)
normalf form (v[x,x,x,x]) =0

normalf form (v[x,x,x,y]) =0

normalf form (v[x,x,y,yl]) =0

normalf form (v[x,y,y,yl) =0

normalf form (v[y,y,y,yl]) =0

On constate que les formes normales des dérivées de u d’ordre 3 et des dérivées de v
d’ordre 4 sont nulles, ce qui prouve que les séries formelles @ et © sont respectivement des
polynomes de degré deux et trois.

On cherche des développements en série centrés sur l'origine. Il reste donc a évaluer les
formes normales ci dessus en (z, y) = (0, 0). Les dérivées sous les escaliers de A sont u, v
et v,. On voit qu’on peut choisir pour «(0,0) une valeur quelconque non nulle et des valeurs
quelconques pour v(0,0) et v,(0,0). Les autres dérivées figurant dans les formes normales
sont des dérivées dominantes u, et u, de A. Les valeurs qu'on leur attribue doivent étre
compatibles avec les équations de A (les équations différentielles imposent des égalités entre
fonctions c’est a dire pour toutes les valeurs de z et de y et donc, en particulier, a I'origine).
Les équations a satisfaire sont ici :

u,(0,0)* — 4u(0,0) =0, u,(0,0)> —2u(0,0) = 0.

Choisissons donc trois constantes arbitraires cg, ¢, co € R telles que ¢g # 0 et ¢, co > 0
puis posons

(u(0,0), v(0,0), v,(0,0), u(0,0), u,(0,0)) = (co, c1, 2, 21/0, V2 ¢p).

On trouve les séries formelles (des polynomes dans ce cas ci) :
1
u($7y) = CO+2\/%Z'+ \/260y+x2 +\/§xy+ §y2’

\/C
cox2+\/200xy+70y2
V2 o, L V2

+ 3x+ my—l—émy—l—my

v(z,y) =
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En cherchant un peu, on voit que la condition u(0,0) # 0 est superflue sur cet exemple
mais ce n’est pas le cas sur un exemple quelconque.

Les raisonnements tenus ci dessus se généralisent a un systéme quelconque. La seule dif-
ficulté consiste a attribuer aux dérivées sous les escaliers de A des valeurs qui n’annulent pas
les dénominateurs des formes normales. Ce n’est, pas bien difficile puisque ces dénominateurs
sont dans tous les cas des produits de puissances des dénominateurs des formes normales
des inverses des initiaux et des séparants des éléments de A. Il n’y a donc dans tous les cas
qu’un nombre fini d’inéquations (# 0) a considérer.

Proposition 32 (construction des séries formelles solutions)

Soit A une chaine différentielle réguliere de Q{U}. Soient N ’ensemble des dérivées sous
les escaliers et X [’ensemble des dérivées dominantes de A. Toute solution du systéeme A,
vu comme un systéme non différentiel de Q[X U N, qui n’annule pas les dénominateurs des
formes normales des inverses des initiaux et des séparants de A, se prolonge en une unique
série formelle solution du systéeme différentiel A.

On obtient une formulation plus simple en demandant que la solution du systéme A
n’annule pas les initiaux et les séparants des éléments de A. Les deux formulations sont
justes mais pas tout a fait équivalentes.

La méthode exposée dans la section qui précéde n’est pas trés efficace. Voir [51] pour
une méthode nettement meilleure, fondée sur un schéma de Newton, mais restreinte a une
certaine classe de chaines différentielles réguliéres.

6.1.5 Un résultat d’indécidabilité

On a montré dans la section précédente comment calculer des développements en série
formelle a partir d’'une chaine différentielle réguliére pour tout jeu de conditions initiales qui
n’annule pas les dénominateurs des formes normales des inverses des initiaux et des séparants
de A. Cette restriction est parfois superfluie comme 1I’a montré 'exemple précédent. Parfois
elle ne I'est pas, comme le montre le résultat suivant di a Jan Denef et Leonard Lipshitz
[28, Theorem 4.11]. Soit p € Z[ay, ..., a,] un polynéme quelconque et u une indéterminée
différentielle. L’expression suivante définit une équation aux dérivées partielles linéaires :

0 0
— e Ty = 0. 1
P (xl ory’ T 8xm) u 0 (6.1)

Prenons par exemple P(ay, az) = 3a? + 2ay. Alors

oo @ ON L a0 (0N (0
T 81’1’ 2 81’2 o= T 81’1 = 81’1 b 2 81’2 b

= 311 — (1 ug,) + 22 Uy,
1

Ox

2
= 33X Ugyz, + 371 Uz, + 2T2 Ug,.
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Remarque 1. Si on substitue une série formelle

7 — ail a
u = g Cay,sam L1 " X"

ai;...,am

dont les coefficients ¢4, ., restent a déterminer dans I’équation (6.1), on obtient une ex-

pression :

9 0
u = g ai a
P<x1 axla-.-yxm axm u = Cal,...,am P(a17“‘?a/m)x1 ...xmm'
a1;..-,Gm

1 1
al... am: _ ] e — ] .
> ot = (=) (120

ai,...,am

m

Remarque 2.

En combinant les deux remarques, on conclut que, pour que l'équation aux dérivées
partielles suivante

P 0 0 1 1
=y —— U = [ — ) [ ———
Yor ™ Oy 1—a 11—,

ait une solution en série formelle @ (qui si elle existe, est convergente), il est nécessaire et
suffisant que les coefficients ¢, . 4, satisfassent :

m

1
C =
ot Plag, . )
et donc que P(ay,...,ay,) # 0 pour tous (ai,...,a,) € N™. D’aprés un célébre théoréme
[68] de Yu Matijasevic, le probléme de déterminer si un polynome de Zlay, ..., a,,| admet

une solution en nombres entiers est indécidable pour m > 9 (réponse négative au dixiéme
probléme de Hilbert).

Ce résultat s’étend immédiatement aux systémes aux dérivées partielles polynomiaux
dont les coefficients ne dépendent pas des variables indépendantes x;, ¢’est—a—dire au cadre
dans lequel nous nous sommes le plus souvent placés dans ce document. Il suffit de coder
chaque variable dépendante z; par une indéterminée différentielle z; et de s’intéresser au
systéeme A suivant :

0 0
(1—zl)~-~(1—zm)P(zla—xl,...,zm%) u = 1

9
a.ij

z; = 1si1=7et0sinon.

Le systéme A est une chaine différentielle réguliére pour tout classement tel que u >
(21,..., 2m). Tous les mondomes de la premiére équation de A admettent 1'une des indeé-
terminées différentielles z; en facteur. Par conséquent, l'initial de la premiére équation de A
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est de la forme 2! (1 — z1)--- (1 — z,,) ou r est un entier positif et 1 < i < m est un in-
dice. Les indéterminées z; étant des dérivées sous les escaliers de A, cet initial est égal au
dénominateur de la forme normale de son inverse.

Pour calculer un développement en série formelle en un point (ay, ..., a,) € R™ du sys-
téeme précédent, il faut procéder comme on I’a expliqué dans la section 6.1.4. Attention au
fait que les valeurs attribuées aux dérivées zq, ..., z, sont alors nécessairement les nombres
ai, ..., q,. Le développement en série construit par Jan Denef et Leonard Lipshitz est cen-
tré en (q,...,q,) = (0,...,0) or ces conditions initiales annulent l'initial de la premiére
équation de A. Elles sont évitées par la proposition 32 et il n’y a donc (heureusement !)
pas de contradiction entre tous ces résultats. Le théoréme de Denef et Lipshitz conduit a la
proposition suivante, qui explique pourquoi on a pris soin de ne jamais préciser 'ouvert &
dans le chapitre 3.

Proposition 33 (corollaire des résultats de Denef et Lipshitz)

Le probleme « étant donnés une chaine différentielle réguliére A et un point (aq, ..., ap) €
Q™, déterminer si l'idéal différentiel [A] - HF® admet une solution en série formelle centrée
en (a1, ..., 0q,) » est indécidable.

6.2 Algorithmes de calcul de chaines réguliéres

6.2.1 L’algorithme reg characteristic

Il s’agit d'un algorithme non différentiel qu’on peut appliquer soit dans une situation
purement algébrique soit sur des systémes différentiels qui satisfont les hypothéses du lemme
de Rosenfeld. Le principe de I'algorithme est fortement inspiré de I'algorithme lez Triangular
dont le principe est di & Daniel Lazard dans [59] et qui est bien clarifié dans la thése [69]
de Marc Moreno Maza. C’est Daniel Lazard qui m’a suggeré de I'appliquer dans le cadre
différentiel lors d’un séminaire tenu a la fin de 'année 1996.

L’algorithme reg characteristic prend en entrée un systéme A = 0, S # 0 d’un anneau
de polynomes Klty, ..., tm, T1,...,2,]. Le systéme A est triangulaire. L’ensemble S contient
les initiaux et séparants de A mais pas seulement. Il produit en sortie une famille finie de
chaines réguliéres C', ..., C} telles que

(A): 8% = (Cy): HX M-~ (Cy) : HE.

La famille produite peut étre vide, ce qui signifie que (A): S est I'idéal unité. On peut
montrer grace au théoréme des zéros et au lemme de Lazard que I'idéal (A) : S est I'idéal
des polynomes qui s’annulent sur toutes les solutions du systéme A =0, S # 0. L’idée clef
mise en ceuvre est rappelée dans la proposition suivante.

Proposition 34 Soit A un idéal d’un anneau R et m un élément de R. L’idéal A:m> =2
si et seulement si m est régulier dans R/2.
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[’algorithme applique I'idée en utilisant les méthodes décrites dans le chapitre 5. Il com-
mence par transformer A en une chaine réguliére puis il teste la régularité des éléments de S
modulo 'idéal défini par la chaine. Tout élément prouvé régulier est supprimé. 11 peut bien
sir advenir qu’un test de régularité échoue. Dans ce cas, une factorisation d’un élément de A
est exhibée qui donne lieu a un scindage en deux branches. Il arrive fréquemment que 'un
des deux facteurs exhibés soit un facteur d’'un élément de S. Dans ce cas, on ne garde qu’une
seule des deux branches. Il peut aussi arriver qu'un élément de S soit dans 1'idéal défini
par A. Dans ce cas, I'idéal (A): S est I'idéal unité.

L’algorithme reg characteristic est appliqué par I'algorithme Rosenfeld—Gribner sur les
« systémes différentiels réguliers » produits a la fin du traitement purement différentiel, aussi
bien dans le paquetage diffalg de MAPLE 9 que dans les bibliothéques BLAD. L’implantation
en MAPLE 9 est due a Frangois Lemaire. Cette application est suggerée dans [10] et publiée
par Francois Lemaire et moi dans [12]. I.’ancienne méthode suggerée dans |7, 9] et implantée
dans les premiéres versions de diffalg consistait a calculer une base de Grobner de l'idéal
(A) : S en utilisant le truc de Rabinovitch. En notant s le produit des éléments de S, il
s’agissait d’introduire une nouvelle indéterminée x,, 1 et d’appliquer :

(A): 8 = (A, 2,015 —1)NR.

[’ancienne méthode présentait le gros inconvénient d’expliciter les inverses algébriques des
éléments de S et de ne pas tenir compte de la structure triangulaire de A. L’algorithme
reqg characteristic exploite cette structure, teste l'existence des inverses mais ne les calcule
pas.

Il existe une autre variante de reg characteristic qui s’applique dans le cadre d’algo-
rithmes de changement d’ordre sur les indéterminées dans les chaines réguliéres. On cherche
a calculer une décomposition en chaines réguliéres de 'idéal (A): S pour un ordre & sur les
indéterminées. On suppose qu’on connait a ’avance une chaine réguliére de I'idéal (A): S
mais pour un ordre sur les indéterminées autre que . On se sert de la chaine connue pour
couper des branches lors des scindages. En particulier, lorsqu’on dispose d’une telle chaine
et qu’on sait a 'avance que I'idéal (A): S est premier, I'algorithme reg characteristic peut
étre implanté sans jamais produire le moindre scindage. En effet, chaque fois qu'une facto-
risation d'un élément de A est exhibée, on ne garde que le facteur qui appartient a 1’idéal
(A):S°°. La chaine connue est utilisée pour effectuer le test d’appartenance. Cette situation
se produit en fin de traitement dans l'algorithme PARDI.

Le programme C suivant montre une implantation de reg characteristic. Dans cette im-
plantation, on suppose que le systéme A initial est déja une chaine réguliére. Le premier
paramétre de la fonction est une intersection (un tableau) de chaines réguliéres. La chaine
réguliére en fin de tableau est la chaine A. Le deuxiéme paramétre est la liste d’inéquations S.
Le troisieme paramétre est optionnel. S’il est présent, il est censé étre une chaine réguliére
(pour un autre ordre sur les indéterminées) de l'idéal (A) : S°°. La fonction supprime la
chaine A du tableau puis ajoute en fin de tableau les chaines réguliéres calculées. Ce méca-
nisme peut sembler alambiqué. Il minimise les allocations dynamiques dans les deux cas de
figure qui se produisent presque systématiquement : le cas ou I'idéal (A): S est représenté
par zéro ou une chaine réguliére.
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/* File reg_characteristic.c */
#include "bad.h"

int main ()

{ Dbav_Iordering r;
struct bad_intersectof_regchain tabC;
bap_listof_polynom_mpz S;
struct balO_mark M;

bad_restart (0, 0);
baO_record (&M);
baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [], blocks = [x, y1)",
"Yordering", &r);
bav_R_push_ordering (r);
bad_init_intersectof_regchain (&tabC);
baO_sscanf2 ("intersectof_regchain \
([regchain ([y~2 - 1, (x + 2)*(x - y)I1, \
[autoreduced])], [autoreduced])",
"Jintersectof_regchain", &tabC);
baO_sscanf2 ("[(y~2 + 2)*(y - D)*(x + 3)1", "%1[%Az]", &S);
bad_reg_characteristic_regchain (&tabC, S, (bad_regchain)O);
baO_printf ("/intersectof_regchain\n", &tabC);

baO_restore (&M);
bad_terminate (baO_init_level);
return 0;

La chaine réguliere est A = {y*—1, (z+2) (x—y)}. La liste S comporte le seul polynome
(y* +2) (y — 1) (x + 3) qui comporte en facteur un facteur d'un élément de A. La chaine
est simplifiée par reg characteristic. Aucun scindage n’est produit. Le troisiéme paramétre
optionnel de la fonction n’est pas utilisé. Les chaines réguliéres calculées sont complétement
autoréduites.

$ ./reg_characteristic
intersectof_regchain ([regchain ([y + 1, x°2 + 3*x + 2], [autoreduced])], [
autoreduced])

6.2.2 L’algorithme regalise

Il s’agit la aussi d'un algorithme non différentiel qui peut étre appliqué soit dans une
situation purement algébrique soit sur des systémes différentiels qui satisfont les hypothéses
du lemme de Rosenfeld. Cet algorithme a été mis au point par Francois Lemaire, Marc

104



Moreno Maza et moi pour une version longue d’un article sur PARDI qui n’a jamais été
publiée.

[’algorithme regalise s’applique dans le cadre d’algorithmes de changement d’ordre sur les
indéterminées dans les chaines réguliéres. Il prend en entrée un systéme A =0, S # 0 d'un
anneau de polynémes R = K|ty,...,t,, x1,..., T,]. Le systéme A est triangulaire pour un
certain ordre sur les indéterminées &. Les initiaux et les séparants de A appartiennent a S.
L’idéal (A): S est supposé premier. L’algorithme prend aussi en entrée chaine réguliére C'
telle que (A): S = (C): HZ. En pratique, C' est un chaine réguliére de (A) : S mais
pour un ordre sur les indéterminées autre que ¢. L’algorithme produit en sortie une chaine

réguliere C' pour Pordre @ telle que (A): S = (C): H.

Voici le principe de I'algorithme. On sait que (A): H3® C (C):HZ°. On utilise les méthodes
décrites dans le chapitre 5 pour transformer A en une chaine réguliére, pour tester que les
éléments de C appartiennent a (A) : H3® et que les éléments de He sont réguliers modulo
cet idéal. Si ces tests sont tous positifs, on a Iautre inclusion (A): HS® D (C): HZ° donc
I’égalité entre les idéaux et A est la chaine C recherchée. Bien siir, un élément p € C' peut ne
pas appartenir a I'idéal (A): H3° mais c’est alors nécessairement un diviseur de zéro modulo
cet idéal. Pourquoi ? Parce que (C'): HZ° s’obtient a partir de (A) : H3® par un procédé de
saturation : ¢’est donc un idéal premier associé a (A): H3°. Tl suffit alors de tester la régularité
de p modulo (A): H3® par les méthodes du chapitre 5. Ce test échoue nécessairement et exhibe
une factorisation d’un élément de A. On se sert de la chaine connue C' pour déterminer lequel
des deux facteurs appartient a I'idéal (C'): HZ° et ne garder que celui-la. De méme, un élément
de H¢ peut étre un diviseur de zéro modulo (A) : H3°. Dans ce cas aussi, une factorisation
d’un élément de A est exhibée. On se sert de la chaine connue C' pour déterminer lequel des
deux facteurs appartient a I'idéal (C') : HZ® et ne garder que celui 1.

Par rapport a I'une des variantes de reg characteristic décrites ci—dessus, I'algorithme
regalise présente ’avantage de ne pas dépendre de S du tout. Il est donc plus efficace lorsque
la liste S est volumineuse ou lorsqu’elle comporte des polynémes volumineux. Dans le cas
différentiel par exemple, la chaine connue est souvent formée de petits polyndmes d’initiaux
et de séparants égaux a 1. L’algorithme est dans ce cas trés rapide.

6.2.3 L’algorithme PARDI (PODI)

Il s’agit initialement d'un algorithme pour les systémes aux dérivées partielles : I’acronyme
PARDI signifie « Prime pARtial Differential Ideal ». On peut évidemment I'appliquer aux
systémes différentiels ordinaires et aux systémes non différentiels. Dans ces contextes, PARDI
se simplifie et on appelle respectivement PODI (pour « Prime Ordinary Differential Ideal »)
et PALGIE (pour « Prime ALGebraic IdEal ») les algorithmes simplifiés. Il a été mis au
point par Frangois Lemaire, Marc Moreno Maza et moi et publié dans [11]. Pour éviter
d’avoir a décrire en cette fin de chapitre les mécanismes de complétion propres aux systémes
aux dérivées partielles, je choisis de décrire PODI plutét que PARDI.

L’algorithme PODI prend en entrée une chaine différentielle réguliére C' pour un clas-
sement ¢ ainsi qu'un autre classement ¢. L’idéal différentiel 2 défini par la chaine C est
supposé étre premier. L’algorithme produit en sortie une chaine différentielle réguliére C
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pour le classement & équivalente a C' dans le sens ou

Q[d:f[c] : Hgo = [C] : Hgo

PARDI met en ceuvre plusieurs idées.

Idée 1 : pas de scindage. Le calcul de la chaine différentielle réguliére C' peut étre effectué
sans procéder a aucun scindage : la chaine connue C' permet de déterminer a chaque étape
de I'algorithme si un polyndme donné appartient ou non a I'idéal 2. Dans des contextes plus
généraux, ol on ne dispose pas d’une telle chaine, les algorithmes sont amenés a procéder a
des discussions de cas. C’est le cas de Rosenfeld Gribner par exemple. Cette premiére idée est
due & Francois Ollivier et présentée dans sa thése |78, page 97|. Je I’ai d’ailleurs implantée dés
la premiére version du paquetage diffalg de MAPLE : il suffit de passer la chaine différentielle
réguliére connue en paramétre supplémentaire a la fonction Rosenfeld—Grobner de diffalg.

Idée 2 : un algorithme incrémental. Les algorithmes PALGIFE et PODI peuvent étre
implantés en utilisant une liste P d’équations a traiter et une liste A d’équations déja traitées.
Initialement, P contient les éléments de C' et A est vide. A la fin des calculs, P est vide
et A contient la chaine C. A chaque itération, une équation de P est extraite de la liste,
traitée pour fournir éventuellement une nouvelle équation de A. Le traitement peut amener
a introduire de nouvelles équations dans P. L’appellation « équation déja traitée » est un
peu trompeuse pour les éléments de A dans la mesure ou 'algorithme peut étre amené a
simplifier (voire & supprimer) les anciennes en utilisant les nouvelles. Dans le cas des systémes
aux dérivées partielles, une liste de paires critiques doit aussi étre gérée comme en section 9.4,
page 147.

Idée 3 : établir une relation professeur—étudiant. Tout polynome réduit a zéro par la
chaine connue C doit au bout du compte I'étre aussi par la chaine en construction C. S’il ne
I'est pas, il doit étre rajouté a la liste des équations a traiter de telle sorte que 1’étudiant C
« apprenne » les polyndmes réduits a zéro par le professeur C.

Idée 4 : s’assurer du rang des polynémes. Soit p = azv?+---+a;, v+ ag un polynéme
différentiel de dérivée dominante v. Notons R, l'anneau des polynomes différentiels de
dérivée dominante strictement inférieure a v et A, I'idéal 2 N R_,. On peut s’assurer du
degré de p en tant qu’élément de (AN R_,)[v] en déterminant si ag € A_,. 1l suffit pour cela
de tester si aq est réduit & zéro par la chaine connue. Si ag € A, on simplifie le polyndme en
le remplacant par p — agv?. Si le coefficient aqy ¢ A, on peut encore tester si son séparant
s =dagv™' 4+ -+ a; appartient a cet idéal. Si c’est le cas, on simplifie le polynome en le
remplacant par dp — v s.

Idée 5 : les racines communes de deux polyndémes sont les racines de leur pgcd.
C’est un principe bien connu pour les polynémes en une indéterminée a coefficients dans un
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corps mais généralement trés difficile & mettre en ceuvre dans les algorithmes généraux de
décomposition en chaines réguliéres.

Le probléme d’un tel calcul se pose lorsqu’une équation a traiter p; extraite de P a méme
dérivée dominante v qu'une équation déja traitée py € A. Alors, en notant R_, 'anneau
des polynomes différentiels de dérivée dominante strictement inférieure a v et A, 'idéal
AN Ry, ces deux polyndomes ont un pged non trivial g dans (R.,/A-,)[v] et il suffit de
remplacer py par g dans A.

Comment calculer ce pged? On remarque d’abord que la chaine réguliére connue C' per-
met de reconnaitre zéro dans R, /2. Il est donc possible d’appliquer au moins I’algorithme
d’Euclide naif. Maintenant, on voudrait pouvoir appliquer un algorithme un peu plus efficace.
A défaut de méthodes modulaires qui commencent seulement & étre mises au point [14, 24|
on voudrait utiliser des implantations sophistiquées [36, 65| de I’algorithme de calcul de la
suite des sous résultants. La seule difficulté consiste a réaliser dans R, /2, les divisions
exactes prédites par la théorie des sous—résultants et mises en ceuvre avec subtilité par ces
méthodes. Cette difficulté se léve de la facon la plus élémentaire qui soit : il suffit de mener
les calculs comme dans R_,[v] et de s’assurer uniquement? que les coefficients dominants des
sous résultants calculés sont non nuls modulo 2_,. Si 'un des sous résultants a un coeffi-
cient dominant nul modulo A, il suffit de le simplifier et de réamorcer le calcul de la suite
a partir de ce sous—résultant et de celui qui le précéde.

Une application en BLAD de PODI est décrite dans le chapitre 4.

Equations d’Euler pour un fluide incompressible

Dans le cadre des systémes aux dérivées partielles, des implantations en BLAD et en
MAPLE de I'algorithme PARDI ont permis de mener a terme en 2001 des éliminations qui
n’avaient jamais pu l'étre. Le plus gros exemple traité concerne les équations d’Euler pour
un fluide incompressible :

T4+ (@-V)T+Vp=0, Vi=0.

En deux dimensions, en notant v = (vl v?) et V= (0/0x, 0/Jy), on obtient trois équations
différentielles polynomiales :

1, .11 2.1 _ 2., ,1.2 22 _ 1, .2 _
v v, Fvtu, +pe =0, v Fvvy +otv, +py, =0, v +v, =0.

Il y a trois indéterminées différentielles v!, v? (composantes de la vitesse) et la pression p.
Elles dépendent de trois variables indépendantes x, y (variables d’espace) et le temps t. Pour
un certain classement compatible avec 'ordre total, 'algorithme Rosenfeld—Grébner produit
I'unique chaine différentielle réguliére C' suivante :

2 1 212 1,21 2 1 1,2 2. 1,2, 2 92
Pex + 2030, +2(0))" +pyy, v VTV, Fpe— v, v, U, Uy, v U U U, Dy

30n sait par exemple qu'il existe deux représentations courantes des éléments de Z/nZ : soit les entiers
de 0 A n — 1 soit les entiers de —(n — 1)/2 & (n — 1)/2. Le choix de la représentation dépend des besoins
de l'algorithme qui 'utilise. Pour I’algorithme PARDI, nous avons choisi une représentation des éléments de
R, /2., qui simplifie les divisions exactes.
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Cette chaine définit un idéal différentiel premier p (il s’agit d’'un systéme orthonomique et
cohérent). Voir en section 6.1.1. Pour le classement d’élimination par blocs suivant

(p, v') > degrevlex(v?)

avec t > x > y, les implantations de PARDI ont permis de calculer une chaine différentielle
réguliére C de p. Cette chaine est trop grosse pour étre écrite ici (le fichier fait 600 Ko). Elle
comporte sept équations dépendant de cinquante dérivées différentes des trois indéterminées
différentielles. Voici le rang de la chaine

1 2 2 2 2
{pm pya v, vmcmcb vxmctt’ vmcytt’ Ux:t:ryyt .

L’escalier correspondant a I'indéterminée différentielle v? est le suivant :

Ce calcul correspond davantage a un « challenge calculatoire » qu’a une véritable appli-
cation. Il avait été mené partiellement par Jean—Frangois Pommaret dans [82] et par moi
dans ma thése [7]. Un probléme calculatoire toujours ouvert consiste a éliminer les deux
composantes de la vitesse.
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Chapitre 7

Fondements algébriques des systémes
triangulaires

Ce chapitre expose les preuves des théorémes qui fondent la théorie des systémes trian-
gulaires. On commence par deux théorémes non différentiels : le théoréme de Macaulay et le
lemme de Lazard et on continue par deux théorémes différentiels : le lemme de Rosenfeld et
le « lifting » du lemme de Lazard dans le contexte différentiel.

C’est a I'occasion de la controverse au sujet de la preuve du « lemme de Lazard » |9,
Lemma 2| que Sally Morrison a mis en évidence [72] I'importance du théoréme de Macaulay
pour les systémes triangulaires. La preuve de Sally Morrison est publiée dans [73|. C’est his-
toriquement la premiére preuve compléte du lemme de Lazard. La controverse ne concernait
que les idéaux de la forme (A) : S° qui apparaissent naturellement dans le cas différentiel
mais le probléme soulevé concernait tout autant les idéaux de la forme (A): I3° dans le cas
algébrique. La preuve de |2, Theorem 5.1] souffre de ce probléme et n’a été corrigée que dans
la thése de Philippe Aubry [1]. Ce dernier n’utilise pas explicitement le théoréme de Macau-
lay mais les propriétés des « suites réguliéres » dans les anneaux « de Cohen-Macaulay »
qui sont les anneaux dans lesquels le théoréme de Macaulay s’applique!

Quel est le probléme ? Notons %, . .., t,, les indéterminées dont un systéme triangulaire A
dépend et qui ne sont pas des indéterminées principales de A. Les preuves de [2, Theorem
5.1] et |9, Lemma 2| utilisent implicitement le fait suivant : tout polyndéme non nul qui ne
dépend que de tq,...,t,, est régulier modulo I'idéal défini par A. Cette hypothése est vraie
mais ne saurait étre considérée comme évidente.

Dans le cas algébrique, mentionnons le résultat d’équidimensionnalité de Shang Ching
Chou et Xiao Shan Gao [21] malheureusement insuffisant (il ne résout pas la probléme des
« premiers immergés »). Dans le cas différentiel, mentionnons une jolie preuve élémentaire
de Frangois Ollivier [79|, reprise dans [10], qui évite 'emploi du théoréme de Macaulay mais
ne s’applique qu’aux idéaux de la forme (A) : SG°. La formulation ci-dessous, qui traite en
méme temps les idéaux de la forme (A): I3° et (A) : ST est de moi. Je I'ai publiée avec
Frangois Lemaire et Marc Moreno Maza dans [13].

Pour la partie différentielle, disons que 'appellation « lemme de Rosenfeld » laisse injus-
tement dans 'ombre un théoréme d’Abraham Seidenberg [95, Theorem VI| qui contient déja
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sous une forme fort technique les idées clarifiées et un peu généralisées du lemme d’Azriel
Rosenfeld [87|. Dans son livre Ellis Robert Kolchin généralise le lemme de Rosenfeld mais
le « découpe » en deux parties [56, chapter III, section 8, page 136; remarques page 167],
ce qui a pour effet de masquer le fait que les hypothéses de Rosenfeld sont algorithmiques.
Le « lifting » du lemme de Lazard dans le contexte différentiel comporte deux parties. La
premiére (la radicalité des idéaux différentiels de la forme [A] : H3°) est publiée dans [9] par
Daniel Lazard, Francois Ollivier, Michel Petitot et moi. L.a seconde a semble t il été trouvée
indépendemment par Evelyne Hubert [50] et les auteurs cités ci dessus dans [10].

7.1 L’équidimensionnalité

Dans cette section, on démontre le théoréme 3 qui constitue une version généralisée du
point clef 1, page 73, qu'on a admis au chapitre 5. On considére un systéme triangulaire
A ={p1,...,pn} de Panneau R = Klzy,...,x,,1t1,...,t,]. Chaque polynome p; admet z;
pour indéterminée principale. On note 2 I'idéal (A):h° de R ou h désigne soit le produit des
initiaux des éléments de A soit le produit des séparants des éléments de A. L’idéal 2 peut
fort bien étre trivial (prendre A = {x;, x; x2}). Nous supposons que ce n’est pas le cas. On
note Ry = K(t1, ..., ty)[z1, ..., x,] 'anneau obtenu en « faisant passer les indéterminées
non principales dans le corps des coefficients » et 2y I'idéal (A) : A de Ry. On M la famille
multiplicative formée des éléments non nuls de K[ty ..., t,]. L’anneau Ry est égal a 'anneau
localise M~ R. Tout élément de R/, qui est isomorphe & (M/A)"*(R/2), est de la forme
a/bavec a € R/A et b e M/

Théoréme 3 (reformulation du point clef 1)

Décider de la nullité ou de la régularité dans R/ est strictement équivalent a décider de
la nullité ou de la régularité dans Ro/%o.

Plus précisément, un élément a de R/ est nul (resp. régulier) si et seulement si tout
élément a/b de Ry/Uy est nul (resp. régulier).

Proposition 35 Pour démontrer le théoreme 3, il suffit de démontrer que tout élément
de M/ est régulier.

Preuve C’est une proposition trés classique. Si tout élément de M /2 est régulier alors Ry /2o
est un sous anneau de I'anneau total des fractions de R/ [108, chapter TV, paragraph 9.
La proposition découle alors de [108, chapter I, paragraph 19, Corollary 1|. O

On rappelle le célébre théoréme de Lasker Noether [108, chapter TV, Theorems 4 et 6] ou
[101, sections 15.4 et 15.5].

Théoréme 4 (théoréeme de Lasker Nether)

Dans un anneau nethérien, tout idéal est une intersection finie d’idéauz primaires. Toute
représentation d’un idéal comme intersection d’idéaux primaires peut étre minimalisée en
supprimant d’une part les idéaur primaires redondants et en regroupant d’autre part les
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1déaux primaires dont l’intersection est elle méme un idéal primaire. La décomposition mi-
nimale ainsi obtenue d’un idéal n’est pas définie de facon unique. Par contre, le nombre de
composantes et les radicauz des composantes primaires (qu’on appelle les idéaur premiers
« associés » a l'idéal) le sont.

[’anneau R est noethérien. En combinant le théoréme de Lasker Ncether et la proposi-
tion 35, on obtient la proposition suivante.

Proposition 36 Pour démontrer le théoréme 3, il suffit de démontrer qu’aucun idéal pre-
mier associé a A ne rencontre M.

Preuve D’aprés [108, chapter TV, paragraph 6, Corollary 3|, si M ne rencontre aucun des
idéaux premiers associés a 2 alors tout élément de M /2l est régulier. Le théoréme 3 découle
alors de la proposition 35. O

Définition 12 La dimension dimyp d’un idéal premier p d’un anneau de polynémes R a
coefficients dans un corps K est le degré de transcendance du corps des fractions de R/p
sur K. La dimension dim*B d’un idéal B quelconque de R est le mazimum des dimensions
des idéaur premiers associés a $B.

Le reste de cette section est entiérement consacré a la démonstration du théoréme suivant
dont le théoréme 3 est un corollaire. Cette reformulation du théoréme 3 est souvent utile
pour rédiger des preuves.

Théoréme 5 Les idéaur premiers associés a U sont de dimension m et ne rencontrent
pas M.

Pour pouvoir appliquer le théoréme de Macaulay (ce qu’on cherche a faire), il faut se
débarrasser de la saturation par h. On utilise pour cela le truc de Rabinowitsch [101, section
16.5]. On introduit une nouvelle indéterminée x,, 1 et un nouveau polynoéme p, 1 = hz, 1 —
1. On note A" = AU {pns1} le systéme triangulaire de 'anneau R’ = R|x,.;] obtenu
en adjoignant p,,; & A. On note 2" 1'idéal (A") de R’. Considérons les deux morphismes
d’anneaux canoniques suivants :

R~ h'ReR/(pps) —— R.

L’isomorphisme h 'R ~ R'/(p, 1) est classique |37, Exercise 2.2, page 79| : chaque élément
de R est mis en correspondance avec lui méme, x,,; correspond avec h~!. Le morphisme ¢
est la localisation en h. Le morphisme 7 est le passage au quotient par 'idéal (p,.1). Si B
est un idéal de R, on note h™'9B ou (¢B) l'idéal de h™'R engendré par ¢9B. Si B’ est un
idéal de R' alors 8B’ est un idéal de 7R’ = R'/(pp+1)-

Lemme 3 L’idéal ' n’est pas trivial. Si l'intersection q; N ---N(q.. est une décomposition
primaire minimale de lidéal A" alors ¢~ (wqy)N- - NP~ (7q..) est une décomposition primaire
minimale de ['idéal 2.
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Preuve On utilise la notation des « extensions » et des « contractions » définie dans [108,
chapter TV, paragraph 8| vis a vis du morphisme ¢ de telle sorte que (¢2() = 2°. L’idéal 72’
est égal a I'idéal (¢2) puisque ces deux idéaux admettent une méme famille génératrice : A.
D’aprés [108, chapter IV, Theorem 15 (a)] on a 2 = 2 puisque 2 = A : h>°. Comme 2
n’est pas trivial, les idéaux 2A¢ et 2’ ne le sont donc pas non plus.

Considérons maintenant une décomposition primaire minimale g} N---Nq.. de 'idéal A'.
D’aprés [108, chapter TV, paragraph 5, Remark concerning passage to a residue class ring|,
mq) N --- N g, est une décomposition primaire minimale de 7" = 2°. Comme 2 = A,
d’aprés [108, chapter IV, Theorem 15 (b) et les commentaires qui précédent|, les idéaux
premiers associés a 2 ne rencontrent pas M. D’aprés [108, chapter IV, Theorem 17|, inter-
section ¢~ (mq}) NN ¢~ (rql) est une décomposition primaire minimale de . O

Proposition 37 Pour démontrer le théoreme 5, il suffit de montrer que les idéauz premiers
associés a A sont de dimension m et ne rencontrent pas M.

Preuve Soit p’ un idéal premier associé a A’ et p = ¢~ (7p’) I'idéal premier associé a 2
qui lui correspond d’aprés le lemme 3. Soit @ un élément du sous—anneau R de R’. Alors
a € p’ si et seulement si a/1 € mp’ et a/1 € 7p’ si et seulement si a € p. Par conséquent, si
p’ ne rencontre pas M alors p non plus et dimp > m. Si de plus dimp’ = m alors z1,...,x,
dépendent forcément algébriquement de tq,...,t,, modulo p’. Donc z1,...,z, dépendent
algébriquement de t,,...,%,, modulo p et dimp < m. En combinant les deux inégalités, on
conclut que dimp =m. O

On distingue deux types d’idéaux premiers associés a un idéal 2 : les premiers « isolés » ou
« minimaux » d’une part et les premiers « immergés » d’autre part. Les premiers minimaux
sont appelés ainsi parce qu’ils sont minimaux pour la relation d’inclusion dans la famille
des idéaux premiers qui contiennent 2. Un premier immergé est donc un premier associé qui
contient un premier minimal (dans le contexte des idéaux de polynomes, la variété algébrique
d’un premier immergé est incluse (immergée) dans celle du premier minimal qu’il contient).

On comprend qu’on arrive assez bien a cerner les premiers minimaux (dans le contexte des
idéaux de polynomes en tous cas) : comme ils correspondent aux composantes irréductibles
de la variété algébrique de 1'idéal 1 [108, chapter VII, paragraph 3, Corollary 3 to Hilbert’s
Nullstellensatz|, on peut les « capter » par des raisonnements sur les solutions de l'idéal.
Par contre les idéaux premiers immergés sont beaucoup plus difficiles & cerner : ils n’ont
pas de sens géométrique aussi simple — a ma connaissance. Voir toutefois 'interprétation
géométrique exposée dans |37, section 3.8|.

Pour le probléme qui nous concerne, le lemme 4 régle facilement le cas des idéaux premiers
minimaux sur 2. Pour le probléme posé par les premiers immergés, on utilise un théoréme
« dur » : le théoréme de Macaulay ... qui prouve qu’il n’y en a pas!

On rappelle le théoréme de I'idéal principal [108, chapter VII, Theorem 22|.

Théoréme 6 (théoréeme de l’idéal principal)
Si un idéal A d’un anneau R = K|xq,...,x,| admet une famille génératrice formée de h
éléments (1 < h <n) alors dim2 > n — h.
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Revenons a ’étude de 'idéal ' de R'.

Lemme 4 La dimension de Uidéal ' est m. De plus, aucun idéal premier associé a A de
dimension m (et donc minimal sur ') ne rencontre M.

Preuve Ce lemme est prouvé dans [21]| dans le cas ou h est le produit des initiaux de A.
Considérons un idéal premier p’ associé a A’

Considérons d’abord le cas ot h est le produit des initiaux des éléments de A. Alors
aucun de ces initiaux n’appartient a p’ (sinon p’, qui contient hx,.; — 1, contiendrait 1).
Donc les quantités xy, ..., 7,11 dépendent algébriquement de ty,..., ¢, sur K dans R'/p’
(les polynomes de A’ ne peuvent pas dégénérer du tout modulo p’).

Considérons maintenant le cas ot h est le produit des séparants des éléments de A.
Soit py = agxd + -+ + a1 x4 + ag un quelconque élément de A’. Comme son séparant s, =
dag x?’l +---4a; n’appartient pas a p’, au moins un des coefficients agy, . .., a; n’appartient
pas a cet idéal. Donc les quantités x1, ..., x, 1 dépendent algébriquement de ¢4, ... ¢, sur K
dans R'/p’ (les polynomes de A’ ne peuvent pas dégénérer complétement modulo p’).

Dans les deux cas, x1, ..., 2,41 dépendent algébriquement de ¢, ..., ¢, sur K dans R'/p’.
On en conclut primo que dimp’ < m et donc que dim2" < m et secundo que si dimp’ = m
alors p' N M = {).

[’idéal 21" admet une famille génératrice formée de n + 1 éléments dans un anneau de
polynomes en n +m + 1 indéterminées. D’aprés le théoréme de 1'idéal principal dim 2" > m.
En combinant les deux inégalités, on conclut que dim ' = m. O

La proposition suivante, combinée a la proposition 37, conclut la démonstration du théo-
réme 3.

Proposition 38 Les idéaur premiers associés a A" sont de dimension m et ne rencontrent
pas M.

Preuve [’idéal 2" admet une famille génératrice formée de n+1 éléments dans un anneau de
polyndomes en n+m+ 1 indéterminées. D’aprés le lemme 4, sa dimension est m. Le théoréme
de Macaulay peut donc s’appliquer : tous ses idéaux premiers associés sont de dimension m.
D’aprés le lemme 4, aucun de ses idéaux premiers associés ne rencontre M. O

J’ai retranscrit la preuve du théoréme de Macaulay telle qu’elle est donnée dans [108,
chapter VII, Theorem 26|, augmentée de quelques commentaires. C’est un beau morceau
d’algeébre commutative.

Théoréme 7 (théoréeme de Macaulay)

Si un idéal A d’un anneau R = K|xq,...,x,| admet une famille génératrice formée de h
éléments (1 < h < n) et si dimA = n — h alors tous les premiers associés a 2 sont de
dimension n — h.
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Preuve On considére une famille génératrice {py, ..., pn} de 2. La preuve est une récurrence
sur h.

La base h = 0 est triviale.

Soit p un premier associé a 2, de dimension d.

Comme dim %2 = n — h on a nécessairement d < n — h.

Renumérotons les indéterminées de telle sorte que p N K|xy,...,z4] = (0). Notons M
la famille multiplicative formée par les éléments non nuls de Klzy,...,z4] et plagons nous
dans I'anneau de polynomes M 'R = K(xy,...,2q)[Tas1, .- -, Tn)-

Les premiers associés a M2 sont de la forme M ~1p’ otl p’ est associé a 2 et ne rencontre
pas M. La dimension de ces idéaux-1a chute exactement de d et donc dim M ~!'2A < n—d—h.
Par ailleurs dim M~ > n — d — h puisque cet idéal est engendré par h éléments dans un
anneau de polynomes en n — d indéterminées (théoréme de I'idéal principal). Par conséquent
dim M A=n—d— h.

On voit également que 'idéal M ~1p est associé & M2 et a pour dimension zéro.

Il suffit donc, en revenant aux notations du théoréme, de montrer que si n — h > 0 et
dimp = 0 alors p n’est pas associé a .

On considére 'idéal B = (p1,...,pn_1)-

J'affirme que dim 8 = n—h+1. Preuve. D’aprés le théoréme de 1’idéal principal, dim 8 >
n — h + 1. Supposons dim®B > n — h + 1. Alors 9B aurait un premier associé p’ tel que
dimp’ > n—h+1et (p', pp) aurait un premier associé p” tel que dimp” > n—h (théoréme de
I'idéal principal a nouveau). C’est impossible puisque 2 C p” et dim 2 = n— h. L’affirmation
est donc prouvée.

[’hypothése de récurrence s’applique une premiére fois : tous les premiers associés a B
ont pour dimension n — h + 1. Notons les py,...,p, et rajoutons a cette liste les premiers
Pri1,- .., P associés a A qui sont exactement de dimension n — h. Aucun idéal de cette liste
n’est maximal (on a supposé n — h > 0).

Admettons qu’on puisse construire un polynome y; = x;,+¢ (21, ..., ;1) (pour un certain
1 <t <n) tel que y; soit transcendant sur K modulo p; (pour 1 <i < 177).

Comme dim p = 0 on voit que y; est algébrique sur K modulo p et on note f le polynome
minimal de y; modulo p. On voit que f € p et que f ¢ p; puisque y; est transcendant sur K
modulo p; (pour 1 <1 <7’).

On considére un élément a € R tel que ap C A. Jaffirme qu’il suffit de montrer que
a € 2 pour conclure la preuve du théoréme de Macaulay. Preuve. Notons q; les composantes
d’une décomposition primaire minimale de 2 (pour 1 < j < s). Supposons que p soit associé
a 2 et a q;. Alors il existe un exposant p tel que p” C q; (c’est une propriété des idéaux
primaires dans les anneaux ncethériens). On peut alors prendre @ € pP~t N g N --- N g, et
donc a ¢ 2A tel que ap C 2. L’affirmation est prouvée.

Onaaf e A= (B, p,) donc il existe b € R tel que a f +bp, € B et bp, € (B, f).

Jaffirme que py, n’appartient & aucun des premiers associés a (28, f). Preuve. Dans 'an-
neau de polynomes R/(f) = K(y,)[x1, ..., Ti—1, Ttt1, - - ., Ty, considérons U'idéal (B, f)/(f).
Il est engendré par h — 1 éléments. Sa dimension est n — h car f a été choisi en dehors des
premiers associés 4 B dont on a prouvé qu’ils ont tous pour dimension n — h + 1. Comme
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R/(f) est un anneau de polynomes en n— 1 indéterminées au dessus d’un corps, I’hypothése
de récurrence s’applique une seconde fois : tous les premiers associés a (8, f)/(f) ont pour
dimension n — h.

Les premiers associés a (B, f) sont donc eux—aussi de dimension n — h.

Si un premier associé a (B, f) contenait py, il serait aussi associé a 2 (puisque dim 2 =
n — h). C'est impossible puisqu’il contient f et qu'on a choisi f en dehors des premiers
associés a 2 de dimension n — h.

[’affirmation est donc prouvée.

Maintenant bp, € (B, f). Comme p; n’appartient a aucun des premiers associés a cet
idéalon a b € (B, f) (propriété des idéaux primaires). Il existe donc ¢ € R tel que b—c f € B.
Cette relation, combinée avec a f — bpy, € B, montre que (a — cpy) f € B. Comme f a
été choisi en dehors des premiers associés a B on conclut que a — cp, € B et donc que
a€ (B, pp) =2

La preuve du théoréme de Macaulay est terminée.

Il reste simplement & montrer la construction du polynéme y;. On se donne une famille
d’idéaux premiers non maximaux py, ..., p,» de R. On montre qu’il existe un indice 1 <t <n
et un polynome ¢(zq,...,24 1) tel que vy, = zy + ¢(xq,...,241) soit transcendant sur K
modulo chaque p;.

On forme un tableau & double entrée. Les indices de ligne sont les z;. Les indices de
colonne sont les p;. Aux coordonnées (x;, p;), on place un 7" ou un A suivant que z; est
transcendant ou algébrique sur K modulo p;. On procéde a des permutations de colonne (on
renumérote les p;). On commence par placer le plus a gauche possible tous les p; tels que z;
est transcendant sur £ modulo p;. La premieére ligne ressemble alors a

‘Pl ‘ ‘prlfl ‘Prl ‘ ‘Pr'
1’1‘ “T‘A“A
On considére ensuite les p; qui restent (ceux d’indice supérieur ou égal a ). On place le
plus a gauche ceux tels que x, est transcendant sur k¥ modulo p;. Les deux premiéres lignes
ressemblent alors a

‘pl ‘ ‘pm—l‘ph ‘ ‘pm—l ‘pm ‘ ‘pT’
.. T Al T A Al 1T A
NMEIREIHEF
En continuant ainsi, on finit par atteindre (& un certain indice 1 <t < n) le bord droit du
tableau avec des T' (nécessairement puisque les idéaux sont supposés non maximaux). Sur K,
modulo p,.,, ..., p on a z; transcendant, x4, ..., x;_1 algébriques et donc z; +¢(zq, ..., x4 1)
transcendant quel que soit le polynome ¢(z1, ..., 2, 1).
Considérons maintenant 1'un des idéaux p; pour 7,_; < j < 7. On a z;_; transcendant
sur K modulo p;.
J’affirme qu'il existe au plus un exposant a tel que z; — 7 ; est algébrique sur K modulo

p;. Preuve. Si un autre tel exposant b existait, la différence z¢ ; — 22 | (et donc z;_;) serait
algébrique sur K modulo p;. L’affirmation est donc prouvée.

T
X2
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Il existe donc un exposant c tel que x; — zy_; est transcendant sur K modulo tous les
idéaux p,,_,,...,p,—1. Ce polynome est donc transcendant sur K modulo p,, ,,...,p.
En continuant de proche en proche, on forme le polynome ¢ désiré. O

7.2 Le lemme de Lazard

Daniel Lazard m’a communiqué le « lemme de Lazard » avec un schéma de preuve
quinze jours avant la soutenance de ma thése |7|. Je n’ai pas eu le temps de 'y insérer. 1l a
été publié pour la premiére fois dans |9] avec une preuve incompléte. En plus des résultats
cités dans l'introduction de ce chapitre, mentionnons les preuves dues a Josef Schicho et
Ziming Li [91], Evelyne Hubert [50] et Brahim Sadik [90]. C’est Ziming Li qui a remarqué le
premier que le lemme de Lazard permettait de mener certains calculs « en dimension zéro »
(communication orale lors d’une série de séminaires organisée en 1995 au City College de
New York par William Sit et Raymond Hobbler).

On adapte les notations fixées au début de la section 7.1. On considére un systéme
triangulaire A = {py,...,p,} de Panneau R = K{z1,...,x,,11,...,t,]. Chaque polynome p;
admet z; pour indéterminée principale. On ne s’intéresse dans cette section qu’a I'idéal A =
(A):S%°. On suppose ici aussi qu’il n’est pas trivial. On note Ry = K (ty, ..., tm)[T1, ..., Ty
I’anneau obtenu en « faisant passer les indéterminées non principales dans le corps des
coefficients » et A, I'idéal (A) : ST° de Ry. On note M la famille multiplicative de R formée
des éléments non nuls de K[ty ..., t,].

Théoréme 8 (lemme de Lazard)
Lidéal A est radical.
Les idéaux premiers minimauz sur 2l sont de dimension m et ne rencontrent pas M.

Proposition 39 Pour démontrer le théoréeme 8, il suffit de démontrer que AUy est radical.

Preuve La seconde affirmation du théoréme est un corollaire du théoréme 5. Supposons
I'idéal 2y radical. Alors anneau Ry/2ly ne contient aucun élément nilpotent!’ d’apreés [108,
chapter TV, Theorem 10 et Corollary|. Par conséquent, R/2 n’en contient pas non plus
d’aprés le théoréme 3 (parce que si @ € R/ est non nul alors son image a/1 dans Ry/2 est
non nulle aussi; si une puissance a® de a était nulle alors son image (a/1)? le serait aussi et
I'anneau Ry/%y contiendrait des éléments nilpotents). Donc 2 est radical et la proposition
est prouvée. O

On démontre que Ry/%y est isomorphe a un produit de corps. Comme un produit de
corps ne contient pas d’élément nilpotent, I'idéal 2, est radical et le lemme de Lazard est
prouvé.

'Un élément nilpotent d'un anneau R est un élément non nul de R dont une puissance est nulle.
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Rappelons que si Ry, ..., R sont des anneaux, alors le produit cartésien S = Ry X+ - X Ry,
peut étre muni d’une structure d’anneau, appelé « anneau produit ». Les éléments de .S sont
des k uplets. Le zéro de S est (0,...,0). L’élément un de S est (1,...,1). L’addition et la
multiplication de deux éléments de S se font composante par composante. On voit donc que
si les anneaux R; ne comportent aucun élément nilpotent alors S n’en contient pas non plus.
C’est en particulier le cas si les anneaux R; sont des corps. Le théoréme suivant est une
généralisation du théoréme des restes chinois |37, Exercise 2.6, page 79]. La démonstration
est aussi facile que dans le cas des entiers. On le trouve aussi mais sous une forme un peu
différente dans [108, chapter III, paragraph 13, Theorem 32|. Il y est formulé en termes
de sommes directes d’anneaux au lieu de produits (les deux notions coincident lorsque les
sommes et les produits sont finis). Les régles pour additionner et multiplier les éléments
d’une somme directe sont données dans [108, chapter II1, paragraph 13, Theorem 30].

Lemme 5 (théoréme des restes chinois)
Si Ay, ... Ay sont des idéauxr de R tels que R; + R; = R dés que © # j alors 'anneau
R/ N---NAy) est isomorphe a lanneau produit (R/Aq) X --- x (R/Uy).

La proposition ci dessous conclut la démonstration du lemme de Lazard. Le schéma de
peuve est le schéma original de Daniel Lazard.

Proposition 40 L’anneau Ry/2y est isomorphe a un produit de corps.

Preuve I’anneau Ry/%dy peut se construire incrémentalement : il est isomorphe a I’an-
neau S, défini par
So=K(t,. . tm), Si=Sialwl/(pi) 57

La démonstration est une récurrence sur n.

La base n = 0 est triviale.

Supposons que S,_; soit un produit de corps K; x --- x K,. Alors S, est isomorphe
au produit (1 < j < r) des anneaux K;[z,]/(p,) : s5°. La seule chose a vérifier (mais c’est
immédiat) c’est que I'image du séparant s,, de p,, dans K;[z,] est égale au séparant de I'image
de p, dans cet anneau.

Donc, dans Kj[x,], I'idéal (p,,): s0° est engendré par le produit des facteurs irréductibles
simples de p,,. Il est donc l'intersection des idéaux maximaux m, engendrés par ces facteurs.
D’aprés le théoréme des restes chinois, K;[z,]/(p,) : si° est isomorphe au produit des corps
K;[x,]/m,. D’aprés les axiomes des produits (I’associativité) I'anneau S, est un produit de
corps. O

7.3 Le lemme de Rosenfeld

Le lemme de Rosenfeld est publié en 1959 dans [87]. Azriel Rosenfeld améliore ainsi (selon
ses propres dires) un théoréme dont la premiére version est due & Abraham Seidenberg [95,
Theorem 6|. Il existe plusieurs formulations du lemme. Je donne ci—dessous une des plus
simples que je connaisse, trés proche du texte de 1959.
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On note R = K{U} un anneau de polynomes différentiels muni de plusieurs dérivations
01,...,0, supposées commuter entre elles. On suppose fixé un classement quelconque sur
I’ensemble ©U. On considére un systéme A partiellement autoréduit et différentiellement
triangulaire (aucun polynéme de A ne comporte une dérivée d'une des dérivées dominantes
de A et ces derniéres sont distinctes deux—a—deux).

Soit {p1, p2} une « paire critique » de A c’est a dire une paire de polynomes de A dont les
dérivées dominantes 6; u et 05 u sont des dérivées d’une méme indéterminée différentielle © €
U. On note 015 u la plus petite dérivée commune de 6; u et de 6, u. En raison des hypothéses
de triangularité faites sur A on a fpu # 6, u et 015 u # Gy u. On définit le A-polynome
engendré par la paire critique par la formule suivante, ol s; et sy désignent les séparants
de p; et de py et ol 015/6; désigne l'opérateur de dérivation p; € © tel que 615 = 6; p; :

9 12 612

A(Pb p2) 92 P2 — S2 — 91

Le A—polynome est construit de telle sorte que sa dérivée dominante est strictement inférieure
a 912.

Définition 13 (paire critique résolue)

Une paire critique {p1, p2} de A est dite résolue s’il existe un produit de puissances h
d’initiauz et de séparants de A tel que h A(py, p2) appartienne a l'idéal engendré par l'en-
semble (OA) g, des éléments de ©OA de dérivée dominante strictement inférieure a 612 u.

Proposition 41 (critére algorithmique)
Soit {p1, p2} une paire critique de A. Si le reste complet de A(py, p2) par A pour la
réduction de Ritt est nul alors la paire critique {p1, p2} est résolue.

Théoréme 9 (lemme de Rosenfeld)

Soit A un systéme partiellement autoréduit et différentiellement triangulaire d’un anneau
R = K{U}.

Si toutes les paires critiques de A sont résolues (propriété dite de « cohérence ») alors
tout polynome différentiel appartenant a 'idéal différentiel [A]: HS®, partiellement réduit par
rapport & A, appartient a l'idéal non différentiel (A): HFC.

Preuve Par induction transfinie.

Soient A = {p1,...,pn} et f € [A] 1 HS® un polynome différentiel partiellement réduit
par rapport a A. Il existe un produit de puissances h d’initiaux et de séparants de A et un
nombre fini de polynomes différentiels b, ; non nuls tels que

hf= Zwasopz.

z,oe@z 1

%)



On suppose f ¢ (A): H3° et on cherche une contradiction. Dans la formule (.%) apparaissent
donc des dérivées propres des dérivées dominantes de A. Notons v(.%) la plus petite d’entre
elles pour le classement. Et parmi toutes les formules (.%) possibles, on en choisit une telle
que v(.#) soit minimale. Cette dérivée minimale existe parce que les classements sont des
bons ordres. On cherche a construire une autre formule (.%’) telle que v(F') < v(F). Cette
contradiction avec I’hypothése de minimalité prouvera le théoréme.

On note v(.%) = Ou et on suppose que Hu est une dérivée propre des dérivées dominantes
O1u,...,0,u des polynomes différentiels py, ..., pr € A en renumérotant les éléments de A si
nécessaire. On note (0/6,) p; = s; Bu-+ry. On applique la substitution suivante sur la formule
(F) :

(0/01) p1 —m1

S1

Ou —

et on multiplie le résultat par une puissance appropriée o du séparant s; pour chasser les
dénominateurs des fractions rationnelles. On note v; = 6/ ppem(6;, 0;) pour 2 < j < k. On
obtient une formule qui peut s’écrire comme suit, oti ¢, d; et les e, ; désignent des polynomes
en nombre fini et dont les lignes (7.2) et (7.3) ne font figurer que des dérivées strictement
inférieures a v(F) :

0
sthf = Ce_lpl (7.1)
+ Zde(vjpl,vjpj) (7.2)
7j=2
+ DD i b (7.3)
peO j=1

La dérivée dominante du polynome s h f est elle-aussi strictement inférieure a v(.#). La
dérivée v(.F) ne figure donc que comme dérivée dominante du polynome (0/60;)p;. Par
conséquent le polynome c est nécessairement nul.

Si A est un systéme différentiel ordinaire, la somme (7.2) est vide et la ligne (7.3) fournit
la formule (.#') recherchée.

Supposons que A soit un systéme aux dérivées partielles. Toutes les paires critiques
{p1, p;} sont résolues par hypothése. D’aprés le lemme ci dessous, toutes les paires critiques
{~;p1, vjp;} le sont aussi. Quitte & multiplier & nouveau les deux membres de la formule
par une puissance appropriée d’initiaux et de séparants de A on conclut que la somme (7.2)
appartient a l'idéal engendré par des éléments de ©A de dérivée dominante strictement
inférieure & v(.#). La somme des deux lignes (7.2) et (7.3) fournit donc la formule (.%#’)
recherchée. O

Lemme 6 Soient {p1, p2} une paire critique résolue de A et v € © un opérateur de dériva-

tion quelconque.
La paire critique {7y p1, ¥ p2} est résolue.
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Preuve Par récurrence sur I'ordre de 7. On remarque pour commencer que

v 612 g v 012
0, b2 2 o

A(yp1, vp2) = s1 pr-
Base de la récurrence. Si l'ordre est nul alors {yp1, 7p2} = {p1, p2} qui est résolue.

Cas général. On décompose v = § A avec 9§ opérateur d’ordre 1. On suppose par récurrence
que {Ap1, Apa} est résolue. On veut montrer que {7 py, vp2} l'est aussi. On note ¢ = \byy
et 6 = 0p = ~v015. D’aprés 'hypothése de récurrence il existe un produit de puissances
h d’initiaux et de séparants de A tel que hA(Ap;, Apy) appartienne a l'idéal engendré
par I'ensemble (OA).,, des éléments de ©A de dérivée dominante strictement inférieure
a pu. Dérivons cette expression et multiplions la & nouveau par h. On obtient une somme
(6h) h A(Xp1, Apa) + h? 5 A(Apy, Aps) dont le premier terme appartient a I'idéal engendré
par (OA) ,,. Comme (©A).y, est inclus dans (©A).4, on conclut que le deuxiéme terme
de la somme appartient a I'idéal engendré par (©A)g,. Développons ce deuxiéme terme :

h25A(Ap1, )\pg) = h25{81 ei;pg — So e—splpl} (74)
_ g2 P b
_ {(531) g~ (0s) pl} (7.5)
0 0
+ h2{81 0—2]92 — S 9_1p1}' (7.6)

Les polynomes ¢/6; p; figurant ligne 7.5 appartiennent & l'idéal engendré par (©A)<,y,
lui-méme inclus dans 'idéal engendré par (©A).p,. Par conséquent, I'expression figurant
ligne 7.6, qui n’est autre que h®> A(ypi, 7ps), appartient elle-aussi a cet idéal. La paire
critique {7y p1, yp2} est donc résolue. O

7.3.1 La version de Seidenberg

Je donne ci—dessous une autre formulation possible du lemme de Rosenfeld, plus proche
de la version initiale de Seidenberg. Tout d’abord, il faut affuter la définition des paires
critiques résolues. La définition ci dessous est plus restrictive que la précédente mais reste
compatible avec le critére algorithmique! Si v est une dérivée quelconque, on note (©A)<,
I'ensemble des éléments de ©A de dérivée dominante inférieure ou égale a v, on note (H4)<,
I'ensemble des initiaux des éléments de (©A)<, et R<, 'anneau des polynomes différentiels
de dérivée dominante inférieure ou égale a v.

Définition 14 (paire critique résolue, autre formulation)
Une paire critique {p1, p2} de A est dite résolue s’il existe un produit de puissances h
d’éléments de (Ha)<g,u tel que h A(py, p2) appartienne a l'idéal engendré par l’ensemble

(@A)<912u'
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Théoréme 10 (lemme de Rosenfeld, autre formulation)

Soient A un systéme différentiellement triangulaire (mais non nécessairement partielle-
ment autoréduit) d'un anneau R = K{U} et v une dérivée quelconque de OU.

Si toutes les paires critiques de A sont résolues alors

[Al: H® N Rey = (OA) <o)  (Ha) S,

7.4 Le « lifting » du lemme de Lazard

C’est une conséquence des lemmes de Lazard et de Rosenfeld qui est publiée dans [10].
On I'appuie sur la version de Rosenfeld du lemme de Rosenfeld. La jolie preuve du deuxiéme
point du théoréme est due & Michel Petitot. Ce théoréme implique que la décomposition en
chaines différentielles réguliéres d’un idéal différentiel présenté par un systéme A satisfaisant
les hypothéses ci-dessous est un probléme non différentiel. Ce résultat-1a est di a Evelyne
Hubert dans [50].

Théoréme 11 (lifting du lemme de Lazard)

Soient A un systeme partiellement autoréduit, différentiellement triangulaire et cohérent
d’un anneau R = K{U} et Ry l'anneau des polynomes différentiels partiellement réduits par
rapport a A.

L’idéal différentiel [A]: HF® est radical.

Il y a bijection entre les idéauz différentiels premiers py, ..., p, minimauz sur [A]: HFC et
les idéaux premiers by, ..., b, minimaux sur (A):HS°. La bijection est donnée par b; = p;NRy.

Preuve On suppose qu'une puissance p* d'un polynéme différentiel p appartient a 1'idéal
[A] : HF. On montre que p appartient a cet idéal. Soit p le reste partiel de p par A pour la
réduction de Ritt. D’aprés le lemme de Rosenfeld, p* appartient a lidéal (A): H®. D’aprés
le lemme de Lazard, p aussi appartient a cet idéal. Les polynomes p et p sont liés par une
relation de la forme suivante, ot h désigne un produit de puissances de séparants de A :

hp=p mod [A]

Comme p appartient a [A] : H3°, le polyndme p aussi et la radicalité de 'idéal différentiel
[A] : H® est prouvée.

Le deuxiéme point du théoréme. Les idéaux b; sont premiers et leur intersection est égale
a (A): H3. Tl suffit donc de montrer qu’aucun d’eux n’est redondant. On suppose que by est
redondant et on cherche une contradiction en montrant que p; 'est alors lui—aussi. Soient p
un polyndme différentiel appartenant a I'intersection po M- - - NPy et p son reste partiel par A
pour la réduction de Ritt. Ce reste partiel p appartient a I'intersection by N --- N by et donc
aussi a 'idéal (A) : H3® puisqu’on a supposé b; redondant. Les polynomes p et p sont liés
par une relation de la forme suivante, ou h désigne un produit de puissances de séparants
de A :

hp=p mod [A]

Comme p appartient a [A] : H3°, le polynome p aussi et Iidéal différentiel premier p; est
redondant. O
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Troisiéme partie

Les mécanismes de scindages et de
complétion
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Chapitre 8

Etude d’un systéme lent-rapide

Comme dans les parties précédentes, on commence par montrer une application des mé-
thodes qui sont approfondies ensuite. 11 s’agit ici de I'algorithme Rosenfeld Grobner qui est
fondé entre autres sur une technique de discussion de cas, ou de scindages. L’application
présentée concerne les équations différentielles ordinaires.

On étudie dans ce chapitre un article de biologie [103]. L'une des étapes décrite dans
I’article et menée interactivement en MATHEMATICA par ses auteurs, aurait pu étre menée
automatiquement en utilisant une méthode d’élimination en algébre différentielle. La plus
grande partie du travail sur lequel je m’appuie pour rédiger ce chapitre est due a Natacha
Skrzypczak [98] sous la direction de Michel Petitot.

L’article [103] étudie un modéle d’horloge circadienne, ¢’est-a—dire d’horloge de période
approximativement égale & 24 heures. Cette horloge, qui est mise en ceuvre par des réactions
biochimiques au coeur d’une cellule, est modélisée par un systéme de 9 équations différentielles
ordinaires en 9 indéterminées différentielles, dépendant de paramétres. Dans la premiére par-
tie de I'article, les auteurs cherchent quelles conditions les paramétres doivent satisfaire pour
que le systéme différentiel ait un comportement oscillant, ¢’est—a—dire se comporte comme
une horloge. Voici leur idée : il est possible d’approximer le systéme initial de 9 équations
en 9 inconnues par un systéme de 2 équations en 2 inconnues et les valeurs des parameétres
pour lesquelles les deux systémes oscillent devraient approximativement correspondre (ils le
vérifient expérimentalement). Pourquoi un systéme de 2 équations en 2 inconnues? Parce
que dans ce contexte, des théorémes particuliers s’appliquent et notamment le théoréme
de Poincaré-Bendixson |45, Theorem 16.1| qui fournit les conditions recherchées. Dans la
deuxiéme partie de 'article, les auteurs montrent que méme lorsque les paramétres ont des
valeurs telles que le systéme ne devrait pas osciller, la présence de bruit peut le faire osciller
quand méme.

Que dit le théoréme de Poincaré—Bendixson et comment 'applique—t—on ici? Informel-
lement, le théoréme dit que si les trajectoires d’un systéme différentiel autonome en deux
indéterminées différentielles restent confinées dans une région bornée et si le systéme n’admet
aucun point fixe attractif dans cette région alors la région contient des cycles limites. Les
modéles différentiels de systémes biologiques sont toujours autonomes (c’est a dire que les
équations ne dépendent pas explicitement du temps). Les trajectoires sont confinées parce
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qu’elles décrivent des phénomeénes biologiques et ne peuvent donc pas tendre vers l'infini.
Pourquoi s’intéresser a des cycles limites? Parce que la présence d'un cycle limite dans
'espace des phases (c’est a dire en projetant les trajectoires des deux variables sur le plan
perpendiculaire & I’axe du temps) correspond & un comportement oscillant des deux variables
— ce qu’on cherche. Le systéme considéré admet un unique point fixe (pour des valeurs des
variables ayant un sens biologique). On étudie sa stabilité en linéarisant le systéme diffé-
rentiel en son voisinage et en étudiant le signe des parties réelles des valeurs propres de la
matrice M des coefficients du systéme linéarisé : le point est instable si et seulement si I'une
des deux valeurs propres a une partie réelle positive. Les auteurs négligent le cas de deux
valeurs propres réelles de signe contraire (cas d’un point fixe de type « col ») et je ne sais
pas pourquoi. Si on excepte ce cas, les parties réelles des valeurs propres de la matrice M
ont méme signe, qui est égal au signe de la trace de la matrice, c’est a dire de la somme des
éléments diagonaux de M. Il suffit donc de discuter du signe de cette trace, qui dépend des
parameétres du modéle.

8.1 Le modéle initial

Le modéle comporte deux génes : un activateur <7 et un répresseur Z qui sont transcrits
en ARN messagers M, et Mg. Les ARN messagers sont ensuite eux-mémes traduits en
protéines A et R. La protéine A se fixe sur le promoteur du géne .o7. Ce faisant, elle accélére
la transcription de & en ARN messager. Le protéine A se fixe aussi sur le promoteur du
géne Z. Ce faisant, elle accélére aussi la transcriprion de Z en ARN messager. Les deux
protéines A et R réagissent entre elles et produisent un complexe C'. On voit qu’en produisant
de la protéine A, le géne o/ a tendance a accelérer la réaction alors qu’en produisant de la
protéine R qui capture A pour former le complexe C, le géne % a tendance a freiner la
réaction. Les 9 variables du modeéle sont les suivantes :

M 4 désigne la concentration d’ARN messager produit par o7 ;
Mp désigne la concentration d’ARN messager produit par % ;

— A, R et C désignent les concentrations de protéines A, R et C.

Pour chacun des génes &7 et Z on introduit deux variables afin de distinguer la situation ot
la protéine A n’est pas fixée sur le promoteur du géne de la situation ou la protéine A est
fixée sur le promoteur. On obtient donc quatre variables. Ces quatre variables ne sont pas
des concentrations puisque, pour le type d’organisme extrémement simple considéré, on peut
penser qu’il n'y a qu’un seul exemplaire de chacun des génes dans la cellule. Il faut plutot
les voir comme des espérances.

— D4 représente I'état du géne o sur le promoteur duquel la protéine A n’est pas fixée;

D', représente I'état du géne o7 sur le promoteur duquel la protéine A est fixée;
Dpg représente 'état du géne & sur le promoteur duquel la protéine A n’est pas fixée;
D', représente I'état du géne Z sur le promoteur duquel la protéine A est fixée;
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Voici les équations du modéle ainsi qu'une représentation graphique.

Da
Dg
D,
Dp,

Mg
A
R
C

04D}y —va ADa,

Or Dy — Yr A Dp,

YaADy— 04

YrRADg — 0g Dpy,

ay DYy +aaDa— 0y, Ma,

QR D;%—FOZRDR—(SMR MR,

BaMa+ 04Dy +0r Dy —YaADA—VrADr —7c AR — 64 A,
BrMgr —vc AR+ 04C — g R,

’}/CAR—(;AC.

Les lettres grecques désignent des constantes. Les équations sont polynomiales de degré deux.
Les non linéarités sont dues a la loi d’action de masse.
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Comment déduit-on un systéme d’équations différentielles d’un tel modéle ? Il suffit de
considérer les échanges (les fleches) les uns aprés les autres comme on I'a fait au chapitre 4.
Chaque échange ajoute un terme positif dans le membre droit de I’équation qui définit la cible
de I’échange ainsi qu'un terme négatif dans le membre droit des équations qui définissent la
ou les sources. La plupart des échanges (ceux & une source et une cible) sont linéaires. Ils

sont notés

X —Y.

Lorsque la source X est une protéine, on obtient

X:—aX, Y =aX.

Lorsque la source est de ’ADN ou de ’'ARN messager, les équations obtenues sont un peu
différentes dans la mesure ot ’ADN et ’ARN ne sont pas consommeés par la réaction. On
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obtient alors seulement

Y =alX.
Certaines fleches n'ont pas de cible. Elles indiquent que la source se dégrade. L.’échange
est supposé linéaire. Les protéines peuvent se dégrader. L’ARN messager aussi. Les autres
réactions font intervenir deux réactants. Elles sont notées

X+7Z —>Y.

Les équations se construisent alors en utilisant la loi d’action de masse qui dit en substance
que sur un petit intervalle de temps, la quantité de Y produit est proportionnelle au produit
des concentrations des réactants X et Z. La réaction est faible lorsque I'un des deux réactants
vient & manquer. Elle est forte lorsque les deux concentrations sont élevées. On obtient les
équations suivantes :

X=-aXZ Z=-aXZ Y=aXZ.

Appliquons maintenant ces considérations générales sur I’exemple.

La figure suivante représente les deux protéines A et C' réagissant pour fournir du com-
plexe C suivant la loi d’action de masse (constante v¢). Le complexe peut se casser et produit
alors de la protéine R suivant un échange linéaire (constante d4). Les deux protéines A et R
peuvent aussi se dégrader (constantes 04 et dg).

alel
h /‘\5}{ A = _5AA_VCAR7

)+ (») R = —0rR—7cAR+6,C,

C = VcAR—(SAC.

La figure suivante montre la contribution du géne o7 sur le promoteur duquel la protéine A
est fixée dans la production d’ARN messager. Cette transcription ne détruit pas le géne 7.
Elle est assimilée a un échange linéaire de constante as. L’ARN messager est traduit en
protéine A. Cette traduction ne modifie pas la concentration d’ARN messager. Elle est
assimilée a un échange linéaire de constante (4. Parallélement, 'ARN messager peut se
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dégrader (constante dyy, ).

Oy
\ Ba
Ma N\ ANANN/
/

pictogramme de ’ARN messager ayr

pictogramme représentant
le géne & sur le promoteur

duquel la protéine A est fixée. — -,
(4] Dy =0
) _ /
o MA = OdA/DA—(SMAMA,
A A = [BaMy

La figure suivante décrit la fixation de la protéine A sur le promoteur du géne 7. La
protéine A peut se fixer sur le promoteur du géne .«7. Cette réaction « produit » du géne <7 sur
le promoteur duquel la protéine A est fixée. Elle suit la loi d’action de masse (constante 7y4).
La protéine A peut aussi se détacher du promoteur de . Cette réaction « produit » du
géne o7 sur le promoteur duquel la protéine A n’est pas fixée suivant une loi linéaire de
constante 64.

@

YA
77\_/ - :
D, 04 , Dy = —yaADa+04 D),

14 = P)/AADA_QADA-

8.2 Réduction exacte du modéle

On commence par réduire le modéle initial en cherchant des lois de conservation et en
particulier, sur ce type de modéle, des lois linéaires. Ici on trouve deux lois de conservation
linéaires :

D4+ D'y = Da, = constante, Dg + Dy, = Dg, = constante.

Comme 'ont remarqué Michel Petitot et Natacha Skrzypczak, ce type de loi, qui survient
trés naturellement dans ce genre de modéle, peut s’obtenir symboliquement trés facilement.
On commence par nommer chaque terme figurant dans le membre droit des équations par
une inconnue. Par exemple, les équations définissant Dy et D’

Ds = 04D —7aADa,
D:4 = ’}/AADA—(QAD;‘
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peuvent se noter comme suit, en introduisant deux inconnues vy et vy :

DA = U1 — Vg,
!/
Dy, = v — .

Il suffit ensuite de procéder a une élimination linéaire (& un pivot de Gauss par exemple)
sur le systéme ci-dessus en adoptant 'ordre sur les variables suivant : (vy, vy) > (DA, qu)
pour obtenir la relation
qu’on traduit en

Da+ D!y = constante.

Chacune des lois de conservation ainsi trouvées permet de supprimer une des équations
différentielles du modéle. On obtient ainsi un nouveau systéme de 7 équations différentielles
en 7 indéterminées différentielles, strictement équivalent au systéme initial. Le systéme ci
dessous a été obtenu de cette maniére en éliminant D’y et D'.

1:7,4 = 04(Da, —Da) =74 D4 A,
DR Or (DRO - DR) — YR Dr A,
MA = Oéiq(DAO_DA)“—OCADA_(SMAMAa

MR = 04;2 (DRO — DR) +QRDR_6MR MR,

A = PaMy+04(Day — Da)+ 0 (Dgr, — Dr)
. —A(yaDa+7vrDr+vc R+ d4),

R = BrMr—vAR+64C —0rR,

C = vwwAR-06,C.

8.3 Le modéle en BLAD aprés réduction exacte

Le systéme différentiel ci—dessus forme une chaine différentielle réguliére pour tout clas-
sement compatible avec I'ordre total sur les indéterminées différentielles :

(variables) > (parameétres).

Le programme C suivant commence par définir un tel classement. Le systéme est alors
affecté a une chaine différentielle réguliére, nommée equadiffs. On remarque que, bien que
les chaines réguliéres soient constituées de polynomes, les parseurs autorisent l'entrée de
fractions rationnelles, dans la mesure ol les dénominateurs des fractions sont les initiaux des
polynomes.

La boucle finale montre comment on peut utiliser ’algorithme de forme normale modulo
une chaine différentielle réguliére pour spécialiser les équations différentielles en les valeurs
des paramétres. Les valeurs attribuées ici sont celles considérées par les auteurs de [103] en
deuxiéme page. On utilise une chaine réguliére params pour lier les paramétres et les valeurs
numeériques. Pour spécialiser une équation différentielle, il suffit de calculer sa forme normale
modulo params.
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/* File natural_ordering.c */
#include "bad.h"

int main ()

{
struct bad_regchain params, equadiffs;
struct bap_ratfrac_mpz Q;
bav_Iordering r;
struct baO_mark M;
int i;

bad_restart (0,0);
baO_record (&M);
/%
The natural ordering involves an orderly block for Ma, Da, Dr, Mr, A, R, C
and another block for the parameters.
*/
baO_sscanf?2
("ordering (derivations = [t], \
blocks = [[Ma, Da, Dr, Mr, A, R, C], \
[alphaA, alphaA_, alphaR, alphaR_, betaA, betaR, \
deltaMa, deltaMr, deltaA, deltaR, \
gammalA, gammaR, gammaC, thetaA, thetaR, Da0O, Dr0]])",
"YJordering", &r);
bav_R_push_ordering (r);
/*
The parameters values are stored in a regular chain
*/
bad_init_regchain (&params);
baO_sscanf?2
("regchain (\
[alphaA - 50, alphaA_ - 500, alphaR - 1/100, alphaR_ - 50,\
betadA - 50, betaR - 5, \
deltaMa - 10, deltaMr - 1/2, deltaA - 1, \
deltaR - 1/5, \
gammad - 1, gammaR - 1, gammaC - 2,\
thetaA - 50, thetaR - 100,\
Da0 - 1, DrO - 11, \
[prime, autoreduced, primitive, squarefree, normalized])",
"Yregchain", &params);
/%
The 7 ODE initial system forms a regular differential chain.
*/
bad_init_regchain (&equadiffs);
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baO_sscanf?2
("regchain (\

[Dal[t] - (thetaA*(Da0 - Da) - gammaA#DaxA),\

Dr([t] (thetaR*(Dr0O - Dr) - gammaR#Dr*A),\

Malt] (alphaA_x(Da0 - Da) + alphaAxDa - deltaMaxMa),\

A[t] - (betaA*Ma + thetaA*(Da0 - Da) + thetaR*x(DrO - Dr)\
- Ax(gammaA*Da + gammaR#Dr + gammaC*R + deltad)),\

Mr[t] - (alphaR_*(Dr0 - Dr) + alphaR*Dr - deltaMr#*Mr),\

R[t] - (betaR*Mr - gammaC*A*R + deltaA*C - deltaR*R),\

C[t] - (gammaCxA*R - deltaA*C)],\

[prime, differential, autoreduced, primitive, squarefree, \

coherent, normalized])",

"fregchain", &equadiffs);
/*
To specialize the ODE system with the parameters values, it suffices
to use a normal form algorithm.

*/
bap_init_ratfrac_mpz (&Q);
for (i = 0; i < equadiffs.decision_system.size; i++)
{ bad_normal_form_polynom_mod_regchain
(&Q, equadiffs.decision_system.tab [i],
&params, (bap_polynom_mpz*)O0);
baO_printf ("%Qz\n", &Q);
}
/%
Exit
*/
bav_R_pull_ordering () ;
baO_restore (&M);
bad_terminate (baO_init_level);
return 0;
}

Voici I'affichage obtenu en exécutant le programme.

$ ./natural_ordering

parameters = regchain ([DrO - 1, DaO - 1, thetaR - 100, thetaA - 50, gammaC - 2
, gammaR - 1, gammaA - 1, 5*%deltaR - 1, deltaA - 1, 2*%deltaMr - 1, deltaMa - 10
, betaR - 5, betaA - 50, alphaR_ - 50, 100*alphaR - 1, alphaA_ - 500, alphaA -

50], [prime, autoreduced, primitive, squarefree, normalized])

system = regchain ([C[t] - A*RxgammaC + CxdeltaA, R[t] - Mr*betaR + A*RxgammaC
+ RxdeltaR - CxdeltaA, A[t] - MaxbetaA + DaxAxgammaA + DaxthetaA + DrxA*gammaR
+ DrxthetaR + A*R+*gammaC + AxdeltaA - thetaA*Da0 - thetaR*DrO, Mr[t] - Drx

alphaR + DrxalphaR_ + MrxdeltaMr - alphaR_*DrO, Dr[t] + DrxAxgammaR + DrxthetaR
- thetaR*DrO, Dal[t] + Da*AxgammaA + Da*thetaA - thetaA*DaO, Ma[t] + MaxdeltaMa
- DaxalphaA + Dax*alphaA_ - alphaA_xDa0O], [differential, prime, autoreduced,
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primitive, squarefree, coherent, normalized])

C[t] - 2%A*R + C

5xR[t] - 25*Mr + 10*A*R + R - 5%C

A[t] - 50%Ma + DaxA + 50*Da + Dr*A + 100*Dr + 2*xA*R + A - 150
100*xMr [t] + 4999*Dr + 50*Mr - 5000

Dr[t] + Dr*A + 100*#Dr - 100

Da[t] + Da*A + 50%Da - 50

Ma[t] + 10#Ma + 450%Da - 500

8.4 Approximation du modéle

On cherche a approximer un systéme de 7 équations différentielles en 7 variables par un
systéme de 2 équations en 2 variables. Pour éliminer 5 variables, I'idée consiste a séparer
ces derniéres en variables « lentes » et « rapides ». Voici lI'idée, énoncée informellement.
Considérons un systéme différentiel de la forme suivante, ot € désigne une petite constante
positive :

= f(z,y), ey=gz, v).

En un point (z, y) € R? quelconque et en particulier au voisinage des conditions initiales,
la vitesse y est grande : la variable y est rapide et tend trés rapidement vers une région
de R? o g(z, y) ~ 0. Face a un tel systéme, il est donc raisonnable de penser que, aprés une
premiére phase transitoire, le systéme peut étre approché par le systéme suivant :

I:f(l', y)? O:g(l’, y)

De tels systémes, qui mélangent équations différentielles et équations purement algébriques
ne sont pas simples a intégrer numériquement. En particulier, les intégrateurs numériques ne
peuvent généralement pas garantir que les trajectoires des variables du systémes restent sur
la variété g(z, y) = 0. De méme, lorsque le systéme comporte plusieurs équations algébriques
gi = 0, il peut exister entre les variables du systéme des relations « cachées » conséquences
des g; qui doivent étre satisfaites. L’élimination différentielle permet en quelque sorte de
simplifier de tels systémes afin de supprimer ces relations cachées.

Les auteurs de Particle [103| ont choisi de considérer que 5 des 7 variables du systéme
sont rapides et que les 2 autres (R et C') sont lentes, ce qui les a conduit a s’intéresser au
systeme différentiel algébrique suivant :

0 = 64(Day,— Da) —vaD4A,

0 = QR (DRO - DR) —’}/RDRA,

0 = Oé%(DAO—DA)—l—OéADA—&\/[AMA,

0 = Oé;% (DRO — DR) +OéRDR — 5MR MR,

0 = BaMy+04(Ds, —Da)+0g(Dr, — Dr)
—A(yaDa+vrDr+vc R+ d4),

R = BrMp—7cAR+04C —0pR,

C veAR—64C.
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Ils ont ensuite procédé a une élimination différentielle interactivement en MATHEMA-
TICA pour obtenir le modéle réduit qu’ils cherchaient. Les bibliothéques BLAD et en parti-
culier I'algorithme Rosenfeld Grobner permettent d’automatiser ce calcul. Le programme C
suivant, effectue cette simplification. C’est une extension du précédent.

/* File differential_elimination.c */
#include "bad.h"

int main ()

{
struct bad_regchain params, equadiffs;
struct bad_intersectof_regchain ideal;
bap_ratfrac_mpz Q;
struct bap_tableof_polynom_mpz eqns, ineqns;
struct bap_polynom_mpz poly;
struct bav_tableof_variable fast_vars;
bav_Iordering r, s;
bav_variable v;
struct baO_mark M;
int i;
bad_restart (0,0);
baO_record (&M);
baO_init_table ((balO_table)&fast_vars);
/%
Ordering w.r.t. which the input system is a regular chain.
*/
baO_sscanf?2
("ordering (derivations = [t], \
blocks = [[Ma, Da, Dr, Mr, A, R, C], \
[alphaA, alphaA_, alphaR, alphaR_, betaA, betaR, \
deltaMa, deltaMr, deltaA, deltaR, \
gammalA, gammaR, gammaC, thetaA, thetaR, Da0O, Dr0]]1)",
"Yordering", &r);
bav_R_push_ordering (r);
/%
The parameters values. They are stored in a regular chain.
*/

bad_init_regchain (&params);
baO_sscanf?2
("regchain (\
[alphalA - 50, alphaA_ - 500, alphaR - 1/100, alphaR_ - 50,\
betaA - 50, betaR - 5, \
deltaMa - 10, deltaMr - 1/2, deltaA - 1, \
deltaR - 1/5, \
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gammad - 1, gammaR - 1, gammaC - 2,\
thetaA - 50, thetaR - 100,\
Da0 - 1, Dr0 - 1], \
[prime, autoreduced, primitive, squarefree, normalized])",
"%regchain", &params);
baO_printf ("parameters = Jregchain\n", &params);

/%
The input system.
*/
bad_init_regchain (&equadiffs);
baO_sscanf2
("regchain (\
[Dal[t] - (thetaA*(Da0 - Da) - gammaA#DaxA),\
Dr[t] - (thetaR*(Dr0 - Dr) - gammaR*Drx*A),\
Ma[t] - (alphaA_*(Da0 - Da) + alphaA*Da - deltaMa*Ma),\
Alt] - (betaA#*Ma + thetaA*(Da0 - Da) + thetaR#(Dr0O - Dr)\
- Ax(gammaA*Da + gammaR#Dr + gammaC*R + deltald)),\
Mr[t] - (alphaR_*(Dr0 - Dr) + alphaR*Dr - deltaMr#*Mr),\
R[t] - (betaR*Mr - gammaC*A*R + deltaA*C - deltaR*R),\
C[t] - (gammaCxA*R - deltaAxC)],\
[prime, differential, autoreduced, primitive, squarefree, \
coherent, normalized])",
"%regchain", &equadiffs);
baO_printf ("system = %regchain\n", &equadiffs);
/%
The ranking w.r.t. which computations must be performed.
The fast variables (assumed to be steady).
*/
ba0O_sscanf2
("ordering (derivations = [t], \
blocks = [[Ma, Da, Dr, Mr], [A, R, CI, \
[alphaA, alphaA_, alphaR, alphaR_, betaA, betaR, \
deltaMa, deltaMr, deltaA, deltaR, \
gammalA, gammaR, gammaC, thetaA, thetaR, Da0O, Dr0]])",
"Yordering", &s);
baO_sscanf2 ("[Da, Dr, Ma, Mr, Al", "%t[%v]", &fast_vars);
/%

Construction of the table of the equations to be processed.
The parameters values are substituted to the parameters.
Every differential equation x’ = f(x) s.t. x is a fast variable
is replaced by f(x) =0
All equations are converted from ordering r to ordering s.
*/
baO_init_table ((baO_table)&eqns);
baO_realloc2_table ((baO_table)&eqns, equadiffs.decision_system.size,

133



(baO_new_function*)bap_new_polynom_mpz) ;
bap_init_polynom_mpz (&poly);
for (i = 0; 1 < equadiffs.decision_system.size; i++)

{ Q = bap_new_ratfrac_mpz ();
v = bap_leader_polynom_mpz (equadiffs.decision_system.tab [i]);
v = bav_order_zero_variable (v);

if (baO_member_table (v, (baO_table)&fast_vars))
{ bap_reductum_polynom_mpz
(&poly, equadiffs.decision_system.tab [i]);
bav_R_push_ordering (s);
bap_sort_polynom_mpz (&poly, &poly);
} else
{ bav_R_push_ordering (s);
bap_sort_polynom_mpz (&poly, equadiffs.decision_system.tab [i]);
}
bad_normal_form_polynom_mod_regchain
(Q, &poly, &params, (bap_polynom_mpz*)0);
bap_set_polynom_mpz (eqns.tab [eqns.size++], &Q->numer);
bav_R_pull_ordering () ;

¥
baO_printf ("equations to process = %t[%Az]\n", &eqns);
/%
Call to Rosenfeld_Groebner
*/
bav_R_push_ordering (s);
bad_reduction_strategy = bad_gcd_prem_and_factor_reduction_strategy;
bad_init_intersectof_regchain (&ideal);
baO_sscanf?2
("intersectof_regchain ([], [differential, autoreduced, primitive, \
squarefree, coherent, normalized])", "Jintersectof_regchain", &ideal);
baO_init_table ((baO_table)&ineqns);
bad_Rosenfeld_Groebner (&ideal, &eqns, &ineqns, (bav_tableof_variable)O);
baO_printf
("result of differential elimination = %intersectof_regchain\n",
&ideal);
/%
Exit from the program
*/
bav_R_pull_ordering ();
bav_R_pull_ordering ();
ba0_restore (&M);
bad_terminate (baO_init_level);
return 0;
¥

Pour procéder a I’élimination différentielle, on crée un classement s qui élimine les va-
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riables rapides. Ce devrait étre
(variables rapides) > (variables lentes) > (paramétres).

Toutefois, pour reproduire exactement le résultat obtenu dans [103] et pour éviter de faire
grossir inutilement les données, on garde la variable A dans le deuxiéme bloc, c’est a dire
parmi les variables lentes. Remarquer que le classement s n’est pas empilé, de telle sorte que
le classement courant est toujours le classement r défini en section 8.3.

Les 5 variables rapides sont enregistrées dans un tableau de variables nommé fast vars. Le
tableau eqns des équations du systéme différentiel algébrique est ensuite rempli. L.’algorithme
de forme normale est utilisé pour spécialiser les équations en les valeurs des paramétres. On
applique le traitement suivant a tout élément p du tableau equadiffs : si la dérivée dominante
de p est la dérivée d’une variable rapide alors le « reductum » de p est enregistré dans la
table sinon, c¢’est p lui-méme qui est enregistré. On rappelle que le reductum d’un polynome
&+ f(z, y) de dérivée dominante & est le polynome f(z, y).

Les appels a bap__sort_polynom__mpz permettent de réordonner les monomes qui consti-
tuent les équations en fonction du classement s. La variable ideal est initialisée. Elle est
destinée & recevoir le résultat de I’élimination. Un choix heuristique est effectué sur la fa-
con de procéder aux réductions de Ritt. Le classement s est empilé et devient le classement
courant. L’élimination différentielle est effectuée par un appel & Rosenfeld—Gribner.

Exécutons ce programme. Il se trouve qu'une seule chaine différentielle réguliére est pro-
duite : I'exemple n’a pas produit de scindage. Les trois premiéres équations de la chaine sont
celles données par les auteurs de [103| au bas de la deuxiéme page. Les équations sont ici
spécialisées.

$ ./differential_elimination

equations to process = [C[t] - 2*A*R + C, -25xMr + 5*R[t] + 10*A*R + R - 5xC, -
50*Ma + DaxA + 50*Da + Dr*A + 100*Dr + 2*%A*R + A - 150, 4999*Dr + 50*xMr - 5000
, DrxA + 100*%Dr - 100, Da*A + 50*Da - 50, 10*Ma + 450*Da - 500]

result of differential elimination = intersectof_regchain ([regchain ([2*A~2*R
+ A~2 + 100%A*R - 2450%A - 12500, C[t] - 2*A*R + C, 1000#R[t]*R + 24250*R[t]
+ 2000*%A*R~2 + 38502*xA*R - 4999xA + 200%R~2 - 1000%R*xC + 4750%R - 24250%C +
622450, 5000*Mr*R + 121250*Mr - 9998%A%R - 4999%A - 100*R + 622450, 100*Dr*R +
2425%xDr + 2*%A*R + A - 100%R - 2550, 2250*%Da + 2*%A*R + A - 2500, 50%Ma - 2xAxR
- A], [differential, autoreduced, primitive, squarefree, coherent, normalized]
)1, [differential, autoreduced, primitive, squarefree, coherent, normalized])

Peut—on effectuer I’élimination différentielle sur le systéme générique, c¢’est—a—dire avec
des paramétres symboliques ? Il y a en fait une difficulté. Si on applique Rosenfeld Grébner
sur le systéme générique on va traiter les paramétres comme de simples indéterminées diffé-
rentielles et, méme si on ajoute des équations supplémentaires signifiant que les paramétres
sont des constantes, Rosenfeld—Gribner risque de se lancer dans des calculs compliqués et
de discuter de la nature du résultat de I’élimination en fonction de 'annulation ou de la non
annulation de diverses relations algébriques entre les paramétres.
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Ces discussions de cas sont sans objet. Les paramétres sont attachés a des valeurs qui ne
sont pas tres précises et qui peuvent varier expérimentalement. Il faudrait pouvoir signifier
a l'algorithme de ne considérer séparément aucun cas ou une relation algébrique entre les
parameétres serait satisfaite. Dans le paquetage diffalg de MAPLE, c¢’est possible en « faisant
entrer les paramétres dans le corps des coefficients » des équations. En BLAD, il suffit
d’enregistrer les paramétres dans un tableau de de passer ce tableau en quatriéme paramétre
a la fonction bad_ Rosenfeld_ Groebner. Cette fonctionnalité est prévue dans 'interface de la
fonction. Elle n’est pas encore implantée dans la version 1.4 des bibliothéques.

8.5 Simulation numérique

On trouve ci dessous plusieurs courbes obtenues par simulation numérique a partir du
résultat de I’élimination différentielle. De telles routines de simulation numérique ne figurent
pas dans les bibliothéques BLAD bien que l'inclusion d’un intégrateur numérique général
pour chaines différentielles réguliéres soit un de mes objectifs importants & court terme.

Certains des calculs qui ont produit les courbes ci dessous ont été réalisés avec la Gnu
Scientific Library. J’ai programmé une variante de 'intégrateur RadaullA congu par Ernst
Hairer (avec un pas fixe) [46, page 72| qui se comporte expérimentalement plutot bien face a
des systémes « raides ». Les systémes obtenus apreés élimination différentielle sur des systémes
mélangeant équations différentielles et algébriques semblent souvent raides. Les courbes ont
été tracées avec gnuplot. Voici R(t) et C(t) en fonction de t.

1600 T T T T T T T T

1400

1200

1000

800

600

400

200

0 I I 1 I I I I
0 b) 10 15 20 25 30 35 40 45

Voici le cycle limite obtenu & partir des courbes précédentes. La fonction R(t) est en
abscisse. La fonction C(t) est en ordonnée.
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8.5.1 Difficultés de 'intégration numérique

La simulation numérique précédente présente une difficulté : il faut résoudre a chaque
pas une équation implicite en la variable A. Le systéme a intégrer est en effet de la forme

filA,R)=0, C=f(A R C), R=f;(A R, C)

ou fi1, fo et f3 sont des fonctions polynémes. Pour intégrer numériquement les équations,
il faut pouvoir les évaluer or f; est implicite. Il faut alors « suivre » la racine réelle de f;
initialement choisie & chaque modification de R. J’ai procédé de la facon suivante. Etant
donné un couple de réels (R, C'), 'algorithme calcule toutes les valeurs réelles possibles de A
en utilisant un algorithme d’isolation de racines réelles en une variable |22, 88|. La bonne
racine est ici la plus grande des deux. Le triplet (A, R, C') étant connu, il ne reste plus qu’a
calculer fo(A, R, C) et f3(A, R, C).

Sur cet exemple, on dispose d’'une autre facon de contourner la difficulté : il suffit de
modifier 1égérement le classement et de ranger les variables lentes de la fagon R > A > C
au lieu de A > R > C'. On obtient ainsi un systéme a intégrer numériquement de la forme

R=gi(A), C=g(A R C), A=gA R, C)
ol g1, go et g3 sont des fonctions polyndmes. Voici les détails obtenus avec BLAD.

$ ./differential_elimination

result of differential elimination = intersectof_regchain ([regchain ([2%R*A~2
+ 100%R*A + A~2 - 2450%A - 12500, C[t]*A + BO*C[t] + A~2 + A*C - 2450%A + 50%*C
- 12500, 12500%A[t]*A~3 + 1375000%A[t]*A~2 + 15625000%A[t]1*A + 312500000*A[t]
+ 10%A~6 + 10%A~5xC - 17999%A~5 + 2000%A~4*C - 3252200%xA~4 + 125000%A~3*C -
129115000%A~3 + 2500000*%A~2*C - 638875000%A~2 - 62500000%A, MrxA + 100%Mr - 100
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*A - 2, Dr*A + 100*Dr - 100, Da*A + 50%Da - 50, Ma*A + 50*Ma - 50*A - 250], [
differential, autoreduced, primitive, squarefree, coherent, normalized]),
regchain ([3700%C~2 - 2015100%C + 1842117993, 80282xA - 1850%C + 905185], [
differential, autoreduced, primitive, squarefree, coherent, normalized])], [
differential, autoreduced, primitive, squarefree, coherent, normalized])

Le résultat obtenu peut surprendre certains lecteurs. On lit en effet réguliérement que,
pour approximer un systéme différentiel comme nous I’avons fait, « il suffit de poser que les
dérivées des variables rapides sont nulles ». Ce type d’affirmation conduit & des contradic-
tions. En effet, la variable A fait partie des variables rapides. Si on pose sa dérivée nulle,
comment se fait il qu’on trouve une équation A = 93(A, R, C')?7 Réponse : on ne pose pas
la dérivée des variables rapides égale & zéro; on simplifie les équations différentielles qui
définissent les variables lentes sur la variété algébrique obtenue en posant nuls les membres
droits des équations différentielles qui définissent les variables rapides!
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Chapitre 9

Simplification de systémes différentiels

Ce chapitre décrit 'algorithme Rosenfeld-Grobner. On commence par traiter a la main
deux exemples : un exemple différentiel ordinaire et un exemple aux dérivées partielles. On
donne ensuite le schéma de principe de I'algorithme. Dans la derniére partie du chapitre, on
détaille un peu I'implantation faite en BLAD. On décrit en particulier un mécanisme qui
évite d’engendrer des paires critiques inutiles dans le cas des systémes aux dérivées partielles
et un mécanisme qui évite d’engendrer des discussions de cas inutiles lors du traitement de
certains sous problémes purement algébriques. Dans ce domaine, des progrés supplémen-
taires significatifs peuvent certainement étre encore apportés, en s’appuyant sur les résultats
de Marc Moreno Maza [70).

L’algorithme Rosenfeld-Gribner prend en entrée un systéme X de polynomes différentiels
et un classement arbitraires. Il produit en sortie une famille finie de chaines différentielles
réguliéres (', ..., ;. La famille produite en sortie est équivalente au systéme initial dans
le sens o toute solution analytique (sur un ouvert 2 qu’on ne précise pas) de ¥ est une
solution analytique de I'un des idéaux différentiels [C;] : HZ® représentés par les chaines et
réciproquement. Dit autrement en utilisant la correspondance entre idéaux et variétés définie
par le théoréme des zéros, la famille produite est équivalente au systéme initial dans le sens
ol :

V] = (G2 HE -0 (G HE

LLa décomposition calculée n’est pas minimale. Rendre minimale une telle décomposition est
un probléme ouvert pour les systémes différentiels. Schématiquement, I’algorithme Rosenfeld—
Grobner comporte deux étapes : une étape différentielle puis une étape purement algébrique.
L’étape différentielle consiste a représenter Y par une famille de « systémes différentiels régu-
liers » A; =0, S; # 0 qui sont des systémes qui ne sont pas encore des chaines différentielles
réguliéres mais auxquels les lemmes de Lazard et de Rosenfeld s’appliquent déja. La seconde
étape consiste a transformer chacun des systémes différentiels réguliers en une famille finie
de chaines différentielles réguliéres.

La premiére étape applique une idée élémentaire : parmi les solutions de I’équation a x +
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b =0, il y a celles qui annulent a et celles qui n’annulent pas a. En d’autres termes

b
ar+b=0 & a=0,b=0 ou z=—— a#0]|.
a

A cette idée s’ajoute un probléme particulier & régler dans le cas des systémes aux dérivées
partielles : la « cohérence ».

Il semble qu’Abraham Seidenberg |95] ait été le premier & appliquer les méthodes décrites
ci dessus (scindages, résolution du probléme de cohérence, correspondance entre idéaux et
variétés grace au théoréme des zéros) aux systémes de polynomes différentiels mais Seiden-
berg ne disposait pas en 1956 des méthodes (bases de Grébner, chaines réguliéres) permettant
d’effectuer les traitements purement algébriques nécessaires sur les systémes différentiels ré-
guliers. Il se limitait aux purs classements d’élimination. Surtout, il ne cherchait pas a calculer
une représentation du radical de I'idéal différentiel engendré par un systéme afin de pouvoir,
par exemple, en étudier les solutions. Il cherchait un algorithme de principe, prenant en pa-
rameétre un systéme et un polynéme, décidant si le polynéme appartient au radical de I'idéal
défini par le systéme, c’est—a—dire un algorithme a résultat booléen.

Avant lui, Joseph Fels Ritt a proposé [86] un algorithme pour représenter le radical
d’un idéal différentiel présenté par une famille de polynomes sous la forme d’une intersec-
tions d’idéaux présentés par des ensembles caractéristiques (ou des chaines différentielles
réguliéres) définissant des idéaux différentiels premiers : Ritt ne dispose pas du théoréme
d’équidimensionnalité des idéaux définis par des chaines réguliéres qui lui permettraient de
considérer le cas général. De plus, son algorithme ne s’applique qu’aux systémes différentiels
ordinaires (Ritt ne dispose pas non plus des théorémes de Seidenberg et de Rosenfeld) et
procéde a des factorisations complétes sur des tours d’extensions algébriques du corps des
coefficients des équations. Cette opération est algorithmique [99] mais trés cotiteuse.

Aprés Seidenberg, Ellis Robert Kolchin a généralisé [56] les méthodes de Ritt mais y a
introduit des étapes non algorithmiques. On ne peut donc plus vraiment parler d’algorithme.

Les idées de Seidenberg ont été reprises ensuite par de trés nombreux auteurs, en par-
ticulier par Wu Wen Tsiin [100] dans le contexte différentiel ordinaire mais sans faire la
correspondance entre les variétés et les idéaux et surtout sans procéder a la simplification
purement algébrique finale des systémes produits a la fin de 'étape différentielle. Au dé-
but des années 1990, Elizabeth Mansfield a réalisé [67] un algorithme de simplification de
systémes différentiels polynomiaux qui s’applique aux systémes aux dérivées partielles. Elle
a utilisé une implantation en MAPLE de son logiciel diffgrob pour traiter de nombreux
exemples et a étendu les fonctionnalités de son paquetage en dehors du cadre de 1’algebre
différentielle (son paquetage permet de traiter des fonctions composées par exemple). Les
bases théoriques de diffgrob ne sont pas aussi rigoureuses que celles de Rosenfeld—-Gribner.
Un autre algorithme de simplification de systémes différentiels a été proposé [84| par Gre-
gory J. Reid, Allan D. Wittkopf et Alan Boulton. Voir aussi 'article [83] de Gregory J. Reid,
P. Lin et Allan Wittkopf pour une application plus spécifique aux problémes différentiels
algébriques. I’algorithme 7rif présente la particularité de séparer les systémes différentiels,
d’une part en une partie différentielle explicite (les dérivées dominantes des polynémes ap-
paraissent linéairement), d’autre part en une variété différentiable sur laquelle les équations
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différentielles sont définies. Dans le cas de systémes polynomiaux, la variété différentiable
est présentée via une variété algébrique formée de polyndomes différentiels d’ordre zéro. La
théorie de rif a été concue pour le contexte des systémes différentiels analytiques qui est plus
général que le contexte des systémes polynomiaux. Dans ce contexte, on ne dispose d’aucun
analogue satisfaisant du lemme de Rosenfeld.

Dans ma theése [7], j’ai repris I'idée de Seidenberg et en quelque sorte terminé le travail
amorcé en montrant d’une part qu’on pouvait utiliser 'algorithme de bases de Grobner
pour effectuer la simplification purement algébrique finale et d’autre part, dans le cadre des
systémes aux dérivées partielles, comment le lemme de Rosenfeld [87] pouvait étre appliqué.
Ce résultat, augmenté du lemme de Lazard, a ensuite été publié par Daniel Lazard, Michel
Petitot, Frangois Ollivier et moi dans |9].

En 1995 1996, j’ai concu et réalisé la premiére version du paquetage diffalg de MAPLE
lors de mon stage post doctoral au Symbolic Computation Group de l'université de Wa-
terloo (Ontario, Canada). La premiére implantation de Rosenfeld—Grébner qui y figure est
assez sophistiquée. Elle est décrite dans I'article [10]. Evelyne Hubert, Allan D. Wittkopf et
Francois Lemaire ont amélioré diffalg et 'ont interfacé avec les autres solveurs d’équations
différentielles de MAPLE durant les années qui ont suivi.

Entre 1995 et 2000, un important travail a été effectué sur la théorie et I'algorithmique
de la seconde partie de I'algorithme. C’est Evelyne Hubert qui la premiére a montré [49]
que cette seconde partie est bien un probléme purement algébrique. Francois Lemaire et moi
avons montré [12] comment le principe de I'algorithme lexTriangular pouvait étre appliqué
pour éviter tout recours aux bases de Grobner. I’algorithme reg  characteristic ainsi obtenu
est décrit dans le chapitre 6.

De nombreuses variantes de Rosenfeld Grébner ont été publiées. Ziming Li et Dongming
Wang ont présenté dans [63] une méthode trés proche fondée sur les méthodes de calcul
d’ensembles triangulaires du deuxiéme auteur. Une autre méthode, fondée sur de nombreux
calculs de bases de Grobner, a été développée par I'équipe d’Abdelillah Kandri Rody dans
la thése d’'Hamid Maarouf [66] et I'article [16] de Driss Bouziane, Abdelillah Kandri Rody
et Hamid Maarouf.

9.1 Rosenfeld—Grobner sur deux exemples

Dans cette section, on traite a la main deux exemples pour illustrer les grands principes
de I'algorithme.

Définition 15 (systéme différentiel régulier)
Un systéme différentiel régulier est un systeme A =0, S # 0 d’équations et d’inéquations
différentielles polynomiales d’un anneau de polynémes différentiels R tel que

1. A est partiellement autoréduit et triangulaire,

2. S contient les initiauz et les séparants des éléments de A et me comporte que des
polynomes différentiels partiellement réduits par rapport a A,

3. A est « cohérent ».
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La définition de la cohérence est donnée section 7.3, page 117. Les systémes différentiels
réguliers sont des systémes auxquels les théorémes décrits au chapitre 7 s’appliquent. On
peut résumer leurs propriétés les plus utiles par le théoréme suivant.

Théoréme 12 Soient A = 0, S # 0 un systeme différentiel régulier et p un polyndéme
différentiel.

1. L’idéal (A): S est radical.

2. L’idéal différentiel [A] : S°° est radical.

3. Le polynome p appartient a [A]: S si et seulement si le reste partiel de p par A pour
la réduction de Ritt appartient a (A): S°.

4. Le polynéome p s’annule sur toute solution du systéme si et seulement si p appartient a

[A] : S°°.

9.1.1 Un exemple différentiel ordinaire

La condition de cohérence est trivialement vérifiée par de tels systéemes. On considére
le systéme suivant de I'anneau de polynomes différentiels R = Q{u,v} muni d’une seule
dérivation 9.

(31) Upe +0 =0, u2+v=0.

On choisit un classement u > v qui élimine u et ses dérivées. Il n’y a qu’un seul tel classement.
Les dérivées dominantes des équations sont respectivement u,, et u,. L.a premiére équation
n’est pas partiellement réduite par rapport a la seconde puisqu’elle comporte une dérivée de
la dérivée dominante de la seconde. Pour la réduire, on applique 'algorithme de réduction
de Ritt, ce qui revient en pratique a procéder ainsi : on dérive une fois la deuxiéme équation

2Up Ugy + v, =0

et on remplace u,, par —v,/(2u,) dans la premiére, ce qui donne

(%
+v=0.

2 Uy

On remplace ensuite la premiére équation par 1I’équation réduite ou, plus précisément, par
son numérateur puisqu’on s’intéresse aux solutions du systéme. On pose que u, # 0 et on
considére séparément les solutions de (X;) qui annulent u,. On obtient un « scindage' »
de (31) en deux systémes

(32) Upe +v =0, uv24+v=0 u,=0

1On a déja rencontré des scindages au chapitre 5 mais il s’agissait de scindages de complétement différents
de ceux pratiqués ci—dessus. Dans sa thése [69], Marc Moreno Maza qualifie les scindages pratiqués ci—dessus
de « scindages de premiére espéce » et ceux décrits au chapitre 5 de « scindages de deuxiéme espéce ».
Les scindages de premiére espéce sont des scindages qui permettent de séparer les solutions qui annulent un
initial ou un séparant de celles qui ne I’annulent pas. Les scindages de deuxiéme espéce (beaucoup plus rares
et plus intéressants) surviennent lorsqu’on découvre qu’une équation se factorise.
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et
(323) 20U, —v, =0, ul+v=0, u,#D0.

Considérons (X,). En reportant la troisiéme équation dans la deuxiéme et sa dérivée premiére
dans la premiére équation, on obtient v = 0. Ce systéme se simplifie donc en un systéme

différentiel régulier
(24) uiB - 07 v = O

dont les solutions sont u(x) = ¢ et v(z) = 0 ou c¢ désigne une constante arbitraire. Le
systéme (X4) est une chaine différentielle réguliére. Considérons le systéme (X3) laissé en
suspens. Les deux premiéres équations ont méme dérivée dominante. Le systéme n’est donc
pas triangulaire. Pour le rendre triangulaire, on applique ’algorithme de réduction de Ritt, ce
qui revient a procéder comme suit : on remplace u, par v,/(2v) dans la deuxiéme équation,

Vg \ 2
<—> +v=0.
2v

Comme précédemment, on remplace la deuxiéme équation par le numérateur de I’'équation
réduite sous réserve que v # 0 et on considére séparément les solutions de (X3) qui annulent v.

On obtient un scindage de (33) en deux systémes

ce qui donne :

(3s5) 20U, — v, =0, ui+v=0, v=0, u,#0

et
(3) 20Uy —v, =0, v2+40° =0, u,#0, v#0.

Considérons le systéme (X5). L'équation v = 0 réduit a zéro (par la réduction de Ritt)
la premiére équation. Elle permet aussi de simplifier la deuxiéme équation. On obtient un
systéme

(37) ul=0, v=0, wu,#D0.

Le systéme (X7) est un systéme différentiel régulier. L’algorithme reg characteristic peut lui
étre appliqué ce qui démontre, par un calcul de pged entre I'équation u2 = 0 et I'inéquation
uz # 0, que le systéme n’a aucune solution. Revenons a (3g). Ce systéme n’est pas encore un
systéme différentiel régulier parce que le séparant 2v, de la deuxiéme équation ne fait pas
partie des inéquations. Il suffit de procéder a un scindage supplémentaire et de considérer
séparément les solutions de (3g) qui annulent v, de celles qui ne 'annulent pas. On obtient
deux systémes

(3s) 20Uy —v, =0, v24+40°=0, v, =0, u,#0, v#D0.

(3) 20Uy —v, =0, v24+40°=0, v, #0, uy,#0, v#D0.

Des raisonnements similaires & ceux tenus pour (¥7) s’appliquent au systéme (Xg) qui n’a
aucune solution. Le systéme (Xg) est un systéme différentiel régulier. L’ensemble de ses équa-
tions forme méme une chaine différentielle réguliére. On peut donc supprimer I'inéquation
u; # 0 qui ne fait pas partie des initiaux et des séparants de la chaine. Les solutions de
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(Xg) sont u(z) = ¢; — In(xz + ¢) et v(z) = —1/(x + c3)? ol ¢; et ¢y sont deux constantes
arbitraires. Voici résumé, I'arbre des scindages effectués ci dessus.

Sy o { u(z)
/ 0
Y7 sans solution

v(x)
31
YA 0
Y8 sans solution

¢,
0

Yo

{u(x) = clflnl(erCQ),
(z + c2)?

Toute solution du systéme (1) est solution de (X4) ou de (X9). Réciproquement, les
solutions de (X3;) et de (Xg) sont solutions de (3;). En utilisant le théoréme 12, page 142,
on obtient

\/[um + v, U2 4+ v] = [ug, V] N2V U — v, vz —1—41)3] H(vwg)™.

En utilisant les propriétés des chaines différentielles réguliéres, on obtient aussi : un polynéme
différentiel p appartient au radical de I'idéal différentiel engendré par (3;) si et seulement si
il est réduit a zéro pour la réduction de Ritt, a la fois par (X4) et par (Xg). C’est le cas par
exemple du polynéme v,, + 6 v2.

9.1.2 Un exemple aux dérivées partielles

Considérons le systéme { f1, fo, f3} suivant de I'anneau de polynomes différentiels Q{u, v}
muni de deux dérivations d, et 9.

(3) u§—4u:0, Uy —vyu=0, v,=0.
On choisit le classement compatible avec I'ordre total et de Riquier suivant :
C 2> Ugy > Ugy > Uyy > Ugg > Ugy > Uyy > Uy > Uy > Uy > Uy > U > V.

Les dérivées dominantes des trois équations sont donc respectivement u,, u, et v,. Le systéme
est triangulaire et partiellement autoréduit. Est il cohérent ? Les deux premiéres équations
forment une paire critique { f1, fo}. Pour former le A polynome, on calcule la dérivée par ¢,
de la premiére équation

590 fl = 2uyuxy - 4uxa
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et la dérivée par d, de la seconde, qu'on multiplie par le séparant 2w, de la premiére
2uy 0y fo = 2Uy(Ugy — Vay U — Vg Uy).

On obtient le A polynéme par soustraction :
A(fr, f2) = 2uuy vy + 2u§v$ — 4u,.

Pour réduire ce A polynome par (X;) pour la réduction de Ritt, il suffit, de calculer son
pseudo reste successivement par ¢, f3, fi et fo. On obtient une quatriéme équation f; =
uv, = 0 qu’on rajoute au systéme :

(32) uz—llu:(), Uy —vyu=0, v,=0, wuv,=0.

[’ajout de cette quatriéme équation a pour effet de résoudre la paire critique {fi, fo} et
d’engendrer une nouvelle paire critique { f3, f1}. Avant de former le A—polynéme, on procéde
a un scindage sur l'initial de f;. On considére séparément les solutions de (X2) qui annulent u
de celles qui ne 'annulent pas. On obtient deux systémes :

(323) u§—4u:0, Uy —vyu=0, v,=0, wv,=0, u=0

et
(34) uz—llu:(), u; =0, v,=0, v,=0, u#0.

Le systéme (X3) se simplifie considérablement en un systéme
(25) Uy = 0, u =0

qui constitue un systéme différentiel régulier et méme une chaine différentielle réguliére. Ses
solutions sont u(x, y) = 0 et v(x, y) = p(z) on p(z) désigne une fonction arbitraire de z.

Considérons le systéme (34). La paire critique {f1, fo} est résolue. La paire critique
{fs, fa} Vest aussi puisque A(fs, fi) = 0. Ce systéme est donc cohérent. Ce n’est pas en-
core un systeme différentiel régulier parce que le séparant u, de f; ne fait pas partie des
inéquations. On procéde alors a un scindage de (3;) en deux systémes :

(3s5) u§—4u:0, u, =0, v,=0, v,=0, u,=0, u#0

et
(3) u§—4u:(), u; =0, v,=0, v,=0, u,#0, u#0.

Le systéme (X5) n’a aucune solution : la nouvelle équation u, = 0 permet de simplifier la
premiére et d’obtenir u = 0, ce qui est incompatible avec I'inéquation u # 0. Le systéme
(3J6) est un systéme différentiel régulier. L’ensemble de ses équations forme méme une chaine
différentielle réguliére. L’algorithme reg characteristic permet de prouver que l’'inéquation
u # 0, qui ne fait pas partie des initiaux et des séparants de la chaine, est réguliére modulo
I'idéal défini par la chaine. On la supprime donc. Les solutions de (3¢) sont u(z, y) = (y+c;)?
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et v(x, y) = ¢z Ol ¢1 et cp sont deux constantes arbitraires. Voici résumé I'arbre des scindages
effectués ci dessus.

u(z,y) = 0,

%

? { v(z,y) = @)

s sans solution
40
D} Yo ——————= 4
{f1, f2} non traitée {f1, f2} résolue cohérent, uy 70
{f3, fa} non traitée o w(z,y) = (y+c1)?,
U($7 y) = c2

Comme dans le cas différentiel ordinaire, toute solution de (X;) est solution de (X3) ou
de (X¢). Réciproquement, toute solution de (X3) ou de () est solution de (31). En utilisant
le théoréeme 12, page 142, on obtient :

\/[uz — AU, Uy — Vg U, vy = [u, vy N Ul —du, ug, vy, V]t (1y)>

En appliquant les propriétés des chaines différentielles réguliéres, on obtient aussi : un po-
lynome différentiel p appartient au radical de l'idéal différentiel engendré par () si et
seulement si il est réduit a zéro pour la réduction de Ritt a la fois par (23) et par (Xg). On
voit que ni u ni v, n’appartiennent a cet idéal alors que leur produit si. Le radical de I’idéal

différentiel engendré par (3;) n’est donc pas premier.

9.2 Le probléme de l'inclusion des composantes

Soient A et B deux chaines différentielles réguliéres. Il est trés facile de décider si elles
définissent le méme idéal différentiel. Les deux chaines doivent avoir le méme rang et il suffit
de tester que chacune des deux réduit tous les polynémes de 'autre a zéro par la réduction
de Ritt. Tl est méme démontré dans [10] qu’en imposant quelques conditions sur les chaines,
il suffit de tester qu’elles sont syntaxiquement égales.

Mais méme en supposant, pour simplifier, que les idéaux différentiels qu’elles définissent,
soient premiers, on ne connait pas d’algorithme qui décide de l'inclusion entre les deux
idéaux différentiels. On ne dispose que d'un critére : si A est réduit a zéro par B et si
les initiaux et séparants de A sont réguliers modulo 'idéal différentiel [B]: H3° alors on a
[A]: HS® C [B]: HZ®. Si par contre A est réduit a zéro par B et I'un des initiaux ou séparants
de A est nul ou divise zéro modulo [B]: HZ° alors on ne connait aucun moyen de conclure
dans le cas général.

Un exemple illustre un peu la difficulté dans le cas d’une seule équation, ot on dispose
justement d’un algorithme de décision fondé sur le [56, Low Power Theorem| (voir aussi [49]).
Bien que les deux polynomes différentiels soient trés ressemblants, on a [u2 — 4 u]: ul® ¢ [u]
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: ©° C [u]. Dans le premier cas en effet, en dérivant une fois le polynome
différentiel u2 — 4w et en divisant par u,, on trouve que u,, — 2 € [u? — 4 u]: ul® alors que
Uze — 2 ¢ [u]. Une telle factorisation ne survient pas si on dérive une fois u? — 4u?. Cela
ne suffit bien sir pas a prouver l'inclusion : une telle simplification pourrait s’appliquer a
un polynéme différentiel obtenu en dérivant plus qu'une fois u? — 4u3. Le [56, Low Power
Theorem|, qui permet de prouver que cela ne se produit pas est un théoréme difficile, dont
le preuve occupe plus de cinquante pages du livre d’Ellis Robert Kolchin.

mais [u2 — 4u?] : u°

9.3 Extension de la notion de paire critique

On étend pour les besoins des algorithmes la notion de paire critique a des situations
non différentiellement triangulaires. Soit {p1, po} une « paire critique » c’est a dire une
paire de polyndomes dont les dérivées dominantes 6; u et 6y u sont des dérivées d’'une méme
indéterminée différentielle. On note 615 u la plus petite dérivée commune de 6, u et de 05 u.
Considérons d’abord le cas ot 0o u # 01 u et 015 u # O u. On retrouve la situation décrite
en section 7.3, page 117. Ces paires critiques 1a sont appelées des « paires normales ». On
définit le A polynome engendré par la paire critique par la formule suivante, ot s; et s9
désignent les séparants de p; et de py et on #15/6; désigne 'opérateur de dérivation ¢; € ©

tel que B9 = 6; p; : . ;
12 12

A(Pb p2) ;fsl Em — S2 e—lpl-

Considérons maintenant le cas ol 'une des deux dérivées dominantes est une dérivée de
l'autre. Mettons que le rang de p, soit supérieur a celui de p; (le cas de 1'égalité ne se
produit pas). Le A polynoéme engendré par la paire critique est alors défini par la formule
suivante :

0o

A(Pb p2) Cifpl"em <p2, 9—1291) .

Le calcul du A—polynome correspondant a une réduction, on appelle de telles paires critiques
des « paires de réduction ».

9.4 Pseudo—code de Rosenfeld—Grobner

La fonction suivante recoit en paramétre un systéme d’équations et d’inéquations poly-
nomiales différentielles Ay = 0, Sy # 0 ainsi qu’'un classement &. Elle retourne une liste de
chaines différentielles réguliéres C', ..., C; telle que

[Ao]Sgoz[Cl]Hgfﬁﬂ[Ct]Hg?

Un systéme en cours de traitement est représenté par un « quadruplet » (A, D, P, S) ou A
est I'ensemble des équations « déja traitées », D est I’ensemble des paires critiques a traiter,
P est I'ensemble des équations a traiter et S est ’ensemble des inéquations.

147



La fonction s’appuie sur deux sous fonctions : reg characteristic déja décrite au cha-
pitre 6 et compléter décrite juste apres.

Les scindages sont gérés au moyen d’une liste A Faire de quadruplets a traiter et une liste
Fait de chaines différentielles réguliéres déja calculées. Les deux rajouts de quadruplets a
la liste AFuire effectués juste avant 'appel a compléter correspondent & deux scindages. Le
premier correspond au cas ot l'initial du polyndéme p est nul. Le second correspond au cas
ou l'initial est non nul et le séparant est nul. L’appel a compléter traite le cas ou ni I'initial
ni le séparant ne sont nuls.

L’expression « extraire un élément e d’une liste L » signifie qu’on affecte a e 'un des
éléments de L (par exemple le premier) puis qu’on retire cet élément de la liste.

fonction Rosenfeld—-Grobner (Ao, So, O)
début
AFaire :— [(, 0, Ao, So)]
Fait .= []
tant que AFuaire # || faire
Extraire un quadruplet (A, D, P, S) de AFuaire
si D= P =0 alors
Réduire partiellement les éléments de A les uns par rapport aux autres
si cette opération n’a pas modifié le rang de A alors
Réduire partiellement les éléments de S par rapport a A
Rajouter a Fuait les chaines différentielles réguliéres obtenues
en appliquant reg characteristic au systéme A =0, S # 0

fin si
sinon

si P +# () alors
Extraire un polynome p de P

sinon
Extraire une paire critique {p;, p2} de D
p i Alpr, p2)

fin si

p = reste complet(p, A)
si p =0 alors
Rajouter le quadruplet (A, D, P, S) a la liste AFaire

sinon
Soient v?, i et s le rang, 'initial et le séparant de p
g = p—iv?
qs = dp—vs

Rajouter (A, D, PU{i, ¢;}, S) a la liste AFaire
Rajouter (A, D, PU{s, qs}, SU{i}) a la liste AFaire
Rajouter compléter ((A, D, P, S), p) a la liste AFaire
fin si
fin si
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fait
retourner Fait

fin

La fonction compléter insére la nouvelle équation dans la liste A des équations déja
traitées. Comme on souhaite maintenir cette liste différentiellement triangulaire, on en retire
tous les polyndémes p; dont la dérivée dominante est une dérivée de la dérivée dominante
de p. Ces équations supprimées de A ne sont pas perdues : on les retrouve dans la liste D
des paires critiques a 'intérieur de paires de réduction.

fonction compléter ((A, D, P, S), p)
début

A := {p} union I'ensemble des éléments de A dont la dérivée dominante n’est pas

_une dérivée de la dérivée dominante de p

D :— D union I'ensemble de toutes les paires critiques qu’il est possible

de former entre p et un élément de A

P.=P

S := S union 'ensemble formé de l'initial et du séparant de p

retourner (A, D, P, S)
fin

Voici quelques propriétés maintenues invariantes pour tous les quadruplets manipulés par
I’algorithme :

1. A est différentiellement triangulaire ;

2. S contient les initiaux et les séparants des éléments de A;

3. les paires critiques de D sont soit des paires de réduction soit des paires normales.

A tout quadruplet on peut associer I'idéal différentiel :

VIAUA(D)UP]: S

ou A(D) désigne I'ensemble des A-polynomes engendrés par les paires critiques de D (on
peut en fait se restreindre aux A—polynomes engendrés par des paires de réduction, nous y
reviendrons ultérieurement). Voici le principal invariant de boucle de 'algorithme : 1'idéal

[Ag] : S§° est Vintersection des idéaux différentiels définis par les quadruplets de la liste
AFaire et des idéaux différentiels définis par les chaines différentielles réguliéres de la liste
Fazt.

Proposition 42 La fonction Rosenfeld Grobner termine quelles que soient les valeurs de
ses parametres.

Preuve La fonction construit un arbre de scindages dont les nceuds sont des quadruplets.
Il suffit de montrer que chaque branche est de longueur finie. Considérons une branche
quelconque. Les quadruplets qui y figurent ont été engendrés soit par un appel a la fonction
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compléter soit par un scindage sur l'initial ou le séparant du polyndéme p soit suite a la
réduction a zéro de p.

Il n’y a que la fonction compléter qui modifie la liste A. Elle insére dans cette liste diffé-
rentiellement triangulaire un polynéme complétement réduit par rapport a A. Les arguments
développés en section 2.4, page 37 montrent qu’elle ne peut étre appelée qu'un nombre fini
de fois. Cette fonction est aussi la seule a rajouter des paires critiques dans la liste D. Le
long de cette branche, I’ensemble de toutes les paires critiques stockées au moins une fois
dans D est donc fini et seul un nombre fini de A polynémes est calculé. Pour simplifier la
suite de la démonstration, on peut donc tricher un peu, supposer que D n’existe pas et que
tous ces A—polyndmes sont présents depuis le début des calculs dans la liste P.

Les deux autres opérations susceptibles d’engendrer un quadruplet consistent a extraire
un polynoéme de la liste P puis a le remplacer par au plus deux polynémes de rang plus petit
que lui. Ces deux opérations la aussi ne peuvent étre effectuées qu'un nombre fini de fois.

Toutes les branches de I'arbre de scindages sont donc de longueur finie et I'algorithme
s’arréte dans tous les cas. O

9.5 Optimisation du mécanisme de complétion

On cherche a éviter au maximum d’engendrer des paires critiques dont les A polynomes
se réduisent a zéro. Dans le contexte des bases de Grobner, on dispose des « critéres de
Buchberger » [17, 43| et plus récemment du résultat quasi optimal de Jean Charles Faugeére
[40] dans un contexte restreint. J’ai publié avec Daniel Lazard, Francois Ollivier et Michel
Petitot dans [10] un analogue des critéres de Buchberger dans le contexte différentiel mais
je ne trouve pas ces analogues trés satisfaisants : ils sont compliqués a prouver et sont plus
limités que les critéres de Buchberger. Plus récemment, j’ai mis au point dans [5| un nouveau
critére beaucoup plus simple, complémentaire de ceux publiés dans [10]|. En fait, la version
abstraite de ce nouveau critére est trés connue. La seule difficulté consiste & bien comprendre
les roles respectifs des paires critiques normales et des paires de réduction dans un algorithme
tel que l'algorithme précédent.

Considérons un appel compléter ((A, D, P, S), p) et intéressons nous aux nouvelles paires
critiques insérées dans D. Aprés 'appel, les paires critiques normales de D contiennent des
éléments qui sont encore présents dans A alors que les paires de réduction de D sont de la
forme {p;, p} ot p; est un polynoéme qui est présent dans A au moment de I'appel mais qui
ne 'est plus a la fin. On voit donc qu’a la fin de I'appel, si on supprime une paire normale
de D, I'idéal différentiel défini par le quadruplet n’est pas modifié. Par contre, si on supprime
une paire de réduction de D, I'idéal différentiel défini par le quadruplet est modifié : on perd
un des générateurs de I'idéal.

Maintenant, quelles paires critiques normales peut—on se permettre de supprimer ? Ces
paires critiques—la sont uniquement destinées a assurer la cohérence de 'ensemble A. Dés
qu'un polyndome différentiel est extrait de A, on peut donc supprimer toute paire critique
normale dans laquelle il figure.

Proposition 43 (critére pour supprimer des paires critiques)
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On peut supprimer de D toute paire critique normale dont un élément au moins n’appar-
tient pas a A.

9.6 Sous problémes algébriques

Un sous—probléme algébrique survient dans Rosenfeld—Gribner lorsque le nouveau poly-
nome p réduit par rapport & A a méme dérivée dominante qu'un polynome p; de A.

Ce cas—la n’est pas différencié des autres dans le pseudo—code précédent. Une paire de
réduction {p;, p} est créée. Le A polyndome engendré par cette paire n’est autre que le
pseudo reste prem(p;, p). En supposant que cette paire soit immédiatement traitée a 'itéra-
tion suivante de Rosenfeld Grobner, on voit que 1’algorithme commence & émuler une version
naive de I'algorithme d’Euclide. De plus, a chaque étape

1. deux scindages sont effectués : un sur I'initial et un sur le séparant du pseudo-reste
courant ;

2. des paires critiques normales engendrées par le pseudo reste courant et les autres poly-
nomes de A sont stockées dans D (note : ces paires sont supprimées a I’étape suivante
si on applique la proposition précédente).

On optimise les calculs en appliquant la méme idée que dans PARDI : les racines com-
munes de deux polynémes sont les racines de leur pged. Il suffit donc de remplacer le po-
lynome p; de A par le pged de p; et de p ou plus précisément par le dernier sous—résultant
non nul de la suite des sous résultants définie par les deux polynomes. Pour s’assurer que ce
dernier sous résultant est correct, il suffit de stocker les initiaux de tous les sous résultants
intermédiaires dans la liste S des inéquations. Il faut aussi, pour ne pas perdre de solutions,
engendrer a chaque étape un quadruplet considérant le cas ou I'initial du sous-résultant cou-
rant est nul mais on évite tous les scindages sur les séparants des sous-résultants. On évite
aussi d’engendrer des paires critiques normales a chaque calcul de sous résultant. Enfin, on
peut appliquer une méthode sophistiquée |36, 65] pour calculer la suite.

9.7 Reéduction de problémes algébriques et complexité

Il existe deux facons de réduire un probléme d’élimination algébrique en un probléme
d’élimination différentielle. La premiére facon consiste a regarder les indéterminées du sys-
téme polynomial & simplifier comme des fonctions constantes plutot que comme des nombres
et a regarder les équations polynomiales comme des équations différentielles d’ordre zéro.

[’application d'un algorithme de décomposition en chaines différentielles réguliéres sur
un tel systéme produit les mémes chaines que celles que pourrait produire un algorithme de
décomposition en chaines réguliéres non différentiel.

La seconde facon consiste a coder le systéme polynomial initial en un systéme aux dérivées
partielles linéaires, en une indéterminée différentielle et a coefficients constants. On illustre
le codage sur un exemple : le systéme S suivant de Q[z, vy, 2]

?y+32—1=0, Ta+yz—2=0
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se code en le systéme aux dérivées partielles linéaire Sy suivant de R = Q{u} muni des
dérivations 0, 0y, 0,

Upgy +3U; —u =0, Tuz+uy, —2u=0.

Que se passe t il si on calcule une base de Grébner réduite GGy de 1'idéal engendré par S
dans Q[z, y, z] pour un ordre admissible quelconque et si on applique le méme procédé de
codage sur les polynomes de GG; 7 On obtient une chaine différentielle réguliére C; complé-
tement réduite pour le classement sur ©{u} induit par 'ordre admissible. Cette chaine est
égale a celle qu’on aurait obtenue en appliquant Rosenfeld Grébner sur Sy (on remarque
que Rosenfeld Grébner ne produit aucun scindage si on 'applique a un systéme différentiel
linéaire) or Ernst Wilhelm Mayr et Klaus Kiihnle ont montré [57| le théoréme suivant [104,
Theorem 21.40].

Théoréme 13 Le probleme du calcul d’une base de Gribner réduite est expspace—complet.

On en déduit la proposition suivante qui donne une idée de la complexité du résultat
de l'algorithme Rosenfeld Grobner et non de 1’algorithme lui méme, qui est nécessairement
pire.

Proposition 44 Le probléeme du calcul d’une chaine différentielle réquliere complétement
réduite est expspace—dur.

Comme le font remarquer Joachim von zur Gathen et Jiirgen Gerhard, le résultat de
Mayr et Kiihnle est obtenu en considérant des systémes de nature plus « combinatoire » que
« géométrique » et on est en droit d’espérer que les problémes différentiels « naturels » sont
plus faciles a résoudre que les problémes « combinatoires ».
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Quatriéme partie

Les bibliothéques BLAD
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Chapitre 10

Conception des bibliothéques BLAD

« Comme souvent a ce stade, la réussite de l'idée dépend au moins autant
de l’énergie consacrée a sa réalisation que de ses qualités initiales. »

Anonyme

La conception des bibliothéques BLAD remonte a peu prés a 2000. J'ai réalisé deux
versions en C-++ puis deux versions en langage C. La seconde version en C correspond a
la version actuelle. Elle fait approximativement quarante mille lignes de code, ce qui est
peu, comparativement aux quatre vingt mille de la Gnu Multiple Precision Library ou des
deux cent mille de la Gnu Scientific Library. Jai développé les bibliothéques sur plusieurs
architectures en particulier sur des machines disposant de processeurs INTEL, fonctionnant
sous LINUX et sur une station SUN BLADE 100, disposant d’un processeur SPARC de 64
bits, fonctionnant sous SOLARIS 9.

10.1 Premiers choix

10.1.1 Eviter d’écrire un systéme de calcul formel

J’ai voulu éviter de me perdre dans la tentative d’écriture d’un systéme de calcul for-
mel, qui est une tache impossible pour une personne seule. Je suis donc parti d'un projet
d’application utilisant I’élimination différentielle (celui décrit dans le chapitre 4) et je n’ai
développé a peu de choses prés que les outils nécessaires a sa réalisation.

J’ai été fortement impressionné par la conception de la Gnu Multiple Precision Library
de Torbjorn Granlund. J'ai essayé de réaliser un analogue de cette bibliothéque (qui ne gére
« que » les grands nombres) pour les systémes de polynomes différentiels.

10.1.2 Le choix de la licence

J’ai longtemps hésité entre la General Public License (GPL en abrégé) et la Lesser General
Public License (LGPL en abrégé). Jai finalement choisi la seconde qui est moins coercitive.
Les deux licences stipulent que les bibliothéques sont « open source ». Quelle est la différence
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principale entre les deux? La GPL est « contagieuse » alors que le LGPL ne l'est pas.
En d’autres termes, seul un programme sous GPL peut utiliser une bibliothéque sous GPL
alors que tout programme (méme un programme non « open source ») peut utiliser une
bibliothéque sous LGPL. La Gnu Multiple Precision Library est protégée par la LGPL. Elle
est utilisée par le logiciel MAPLE qui n’est pas « open source ». La Gnu Scientific Library est
protégée par la GPL. Nos logiciels développés dans le cadre du projet LEPISME 1'utilisent.
Nous sommes donc obligés de les protéger par la GPL. Je rencontre déja des difficultés
a populariser les méthodes d’élimination différentielles. Je n’ai pas voulu en ajouter une
supplémentaire en adoptant une licence trop contraignante.

10.1.3 Le choix du langage

J’ai beaucoup hésité sur le langage. Je voulais impérativement un langage assez largement
répandu. Je cherchais aussi un langage qui me permette d’écrire une bibliothéque qui puisse
étre appelée depuis un programme principal écrit en C ou en FORTRAN. Voici quelques
langages auxquels j’ai pensé :

ALDOR Un probléme de diffusion. Ce langage semblait pourtant tout a fait adapté a mon
projet. Mais il n’existait qu’une centaine de développeurs ALDOR au monde et un seul
compilateur, maintenu par une seule équipe universitaire.

CAML J’ai craint aussi un probléme de diffusion.

JAVA Un bon candidat, utilisé par ILOG pour la réalisation de ses solveurs il me semble.
Mais, s’il n’est pas trop difficile d’utiliser une bibliothéque C & partir d’'une application
principale écrite en JAVA, I'inverse parait plus difficile.

J’ai commencé par tenter des réalisations en C++-. J'ai rencontré deux difficultés. La pre-
miére était liée aux compilateurs : des programmes C++ qui me semblaient pourtant res-
pecter la norme ANSI étaient acceptés par certains compilateurs mais pas par d’autres. Des
optimiseurs de code avaient des comportement erratiques : des instructions de lancement
d’exceptions (throw) n’avaient plus aucun effet lorsqu’on optimisait le code. Il y avait des
erreurs dans le mécanisme d’instanciation des templates : le compilateur oubliait de générer
le code correspondant a certaines fonctions, ce qui provoquait une erreur a I’édition des liens.
La deuxiéme difficulté était davantage une déception. Le langage C++ fournit des mé-
canismes en apparence trés séduisants pour la réalisation de bibliothéques de calcul formel :
héritage, généricité, possibilité de redéfinir les opérateurs arithmétiques pour améliorer la
lisibilité du code, possibilité de redéfinir 'affectation et le constructeur de recopie pour im-
planter un « garbage collector » automatique. Ces mécanismes se sont avérés inadaptés.
Une premiére idée consiste a chercher une solution fondée sur le mécanisme d’héritage.
On aboutit assez vite a des héritages multiples, ot les structures algébriques (les anneaux de
polynémes par exemple) sont implantées par des classes et ou les éléments de ces structures
(les polynomes) sont implantés par d’autres classes qui contiennent une référence vers la
structure a laquelle ils sont mathématiquement censés appartenir. Le résultat est une im-
plantation assez lourde et inefficace a ’exécution. Le code est trés volumineux en raison de
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tous les raffinements nécessaires a la bonne description des structures mathématiques. Voici
deux exemples.

Pour implanter les polynomes en une indéterminée, on est conduit a distinguer ceux pour
lesquels on dispose d’un algorithme de division euclidienne des autres. Une solution naturelle
consiste a déclarer une classe A pour les polynomes généraux et une classe B qui hérite de A
pour les polyndémes qui disposent d'une division euclidienne. Ce type d’héritage ou la classe
B qui hérite ajoute des fonctionnalités mais pas de « champs » (c’est a dire des zones de
stockage de données) a la classe A dont elle hérite est trés fréquent en calcul formel. C’est
méme le seul type d’héritage dont on ait vraiment besoin dans ce domaine. Mais comme
le mécanisme d’héritage C++ est congu pour gérer le cas général, on est obligé d’écrire un
nombre non négligeable de lignes de code pour expliquer que les instances de B doivent étre
gérées (affectation, constructeur de recopie qui ne sont pas hérités) exactement de la méme
facon que les instances de A. Tout ce code sans intérét sur le fond dilue le code des fonctions
ou il se passe réellement quelque chose. Dans le cas de deux classes, ce n’est pas trés génant
mais on peut vite aboutir pour les seuls polyndmes en une indéterminée a quelques dizaines
de classes.

Méme l'anneau Z des entiers n’est pas simple : pour les applications en algébre diffé-
rentielle, il faut le concevoir dés le début comme un anneau différentiel, ce qui n’est pas
vraiment naturel.

Le systéme de calcul formel AXIOM illustre parfaitement la lourdeur a laquelle on aboutit
lorsqu’on pousse cette logique au bout. Et AXIOM s’appuie sur un langage de programmation
spécialement congu pour gérer ce genre de difficultés (langage dont ALDOR est issu), ce qui
n’est pas le cas de C+-+.

[.’idée qui vient ensuite consiste a utiliser le mécanisme des templates pour implanter
du code générique. On aboutit & une solution plus naturelle avec un code plus rapide. Un
gros avantage vient du fait qu’on n’est pas obligé de coder les fonctions qu’on n’utilise pas.
Un gros inconvénient : le code qu’on écrit n’est pas compilé tant qu’il n’est pas appelé, ce
qui fait qu’'on peut étre amené a corriger des erreurs de syntaxe dans des fonctions qu’on
a écrites plusieurs mois auparavant mais qu’'on n’a jamais eu l'occasion de compiler. Ces
difficultés sont gérables pour du code simple (des listes génériques par exemple) mais, pour
les polynomes en plusieurs indéterminées, on aboutit a quelques dizaines de milliers de lignes
de templates trés pénibles & manipuler.

La possibilité de redéfinir les opérateurs arithmétiques est assez peu utile. D’abord, quand
les algorithmes commencent a se sophistiquer, ces opérations se diluent fortement dans le
code. Ensuite, pour pouvoir vraiment manipuler les polynémes comme on manipule des
double (des instructions telles que « return (a + b)*c » avec a, b, ¢ polyndomes) il faut
implanter des mécanismes de garbage collector assez cotiteux. J'avais implanté un mécanisme
a base de compteurs de références qui étaient incrémentés et décrémentés par I'affectation, le
constructeur de recopie et le destructeur. Par conséquent, chaque fois qu'un polyndome était
passé en paramétre & une fonction, son compteur de référence était incrémenté au moment
de 'appel et décrémenté a la fin. J’ai fini par trouver que c¢’était cher payer le luxe de pouvoir
écrire des expressions telles que celle donnée ci—dessus.
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Toutes ces réflexions conduisent a programmer en C++ de facon « ascétique » en se
forcant a n’exploiter qu'un sous ensemble assez réduit des mécanismes offerts par le langage.
Lorsqu’on développe une bibliothéque sur plusieurs années, il est humainement trés difficile
de s’astreindre a une telle discipline. Tant qu’a faire, autant programmer en C.

Je ne suis pas le premier a raisonner ainsi. Jean—Charles Faugére et Fabrice Rouillier ont
eux aussi (avant moi) commencé a implanter en C+-+ leur chaine logicielle GB+ RS puis
sont revenus au langage C pour des raisons trés similaires.

10.2 Structure générale des bibliothéques

Les grands entiers sont gérés par la Gnu Multiple Precision. 11 y a quatre bibliothéques,
construites les unes au dessus des autres.

ba0 Cette bibliothéque gére la mémoire, les entrées—sorties, les parseurs et le mécanisme des
exceptions. Elle gére aussi quelques structures de données simples, dont les tableaux
génériques.

bav Cette bibliothéque gére les variables, c’est a dire les indéterminées différentielles, les
dérivations (variables indépendantes), les dérivées (variables dépendantes) et les clas-
sements. Elle gére aussi quelques structures de données simples comme les « termes »
¢’est—a—dire les produits de puissances de variables.

bap Cette bibliothéque gére les polynomes. Sa principale fonctionnalité est le pged de deux
polynomes en plusieurs variables et a coefficients entiers. Ce calcul nécessite 1'usage
de polynomes a coefficients entiers modulaires (entiers machine et grands entiers).
La bibliothéque fournit aussi quelques fonctionnalités sur les polynomes a coefficients
rationnels et sur les fractions rationnelles.

bad Cette bibliothéque gére les chaines réguliéres, différentielles ou non. Elle implante
PARDI, Rosenfeld-Gribner et 'algorithme de forme normale.

Pour faciliter leur portabilité, les bibliothéques BLAD sont développées grace au mécanisme
autoconf+automake-+libtool. Ce mécanisme permet aussi de maintenir facilement la docu-
mentation et des batteries de tests. J'utilise cvs pour gérer les différentes versions.

10.3 La gestion de la mémoire et le garbage collector

Le garbage collector n’est pas automatique. Il doit étre intégré lors de I'écriture des algo-
rithmes. Deux mécanismes sont fournis : un mécanisme a base de deux piles et le mécanisme
inventé par Jean—Charles Faugére [38]. La mémoire est organisée logiquement en plusieurs
piles (appelées stacks). D’un point de vue interne, chaque pile est une liste chainée de cellules
qui font typiquement quelques dizaines de megaoctets chacune. Ce découpage en cellules est
transparent pour les fonctions qui réclament ou restituent de la mémoire. Dans chaque pile,
on distingue la partie occupée de la pile de la partie libre. La frontiére entre ces deux parties
est indiquée par un « sommet de pile ». Ce mécanisme rend trés rapides les allocations et les
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désallocations de mémoire dans la pile : il suffit de déplacer le sommet de pile. Il y a deux
« piles d’usage courant » : la pile principale et la pile secondaire. [.’appellation est trompeuse
parce qu’elles jouent des roles interchangeables. Il existe d’autres piles ayant des roles tres
spécialisés qu’on décrit plus loin.

sommet de pile

/

partie occupée partie libre

10.3.1 Le mécanisme & deux piles

Le schéma de programmation utilisé dans les bibliothéques BLAD est procédural : les
procédures regoivent en argument leurs données (paramétres en entrée) ainsi que les adresses
des variables destinées a recevoir leur résultat (parameétres en sortie). A chaque appel a une
procédure, 'une des deux piles d'usage courant est la « pile courante », 'autre est la « pile
auxiliaire ». La pile courante est la pile dans laquelle se font les allocations mémoires. Les
variables et les procédures de la bibliothéque respectent les conventions suivantes :

1. aucune structure de données n’est répartie sur les deux piles d’usage courant en méme
temps;

2. tout paramétre en sortie d’une fonction ne peut pointer que sur des zones appartenant
a la pile courante.

Au début de 'appel sommet de pile
pile courante partie libre
| 7
paramétres en entrée / sommet de pile
paramétre en sortie \L
N\

partie libre

pile auxiliaire

Typiquement, le corps de chaque fonction commence par une instruction qui échange les
roles des deux piles. L’adresse du sommet de la pile courante (I’ancienne pile auxiliaire) est
mémorisée dans une variable locale M. De la mémoire est allouée dans la pile courante pour
les variables locales a la fonction et les calculs intermédiaires peuvent commencer.
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A la fin des calculs intermédiaires sommet de pile

pile auxiliaire partie libre
| 7
paramétres en entrée / M sommet de pile
paramétre en sortie w \L
N\

pile courante partie libre

variables locales

A la fin de ces calculs, une instruction échange a nouveau les roles des deux piles : on se
retrouve dans la situation qui prévalait au début de I'appel. Le résultat de la fonction est
stocké dans les paramétres en sortie (cette affectation peut consommer de la place dans la
pile courante). Le sommet de la pile auxiliaire est replacé a 'adresse mémorisée dans M, ce
qui a pour effet de libérer toute la mémoire attribuée aux variables locales.

A la fin de I’appel mémoire supplémentaire sommet de pile
allouée au paramétre en sortie \L
N
pile courante : partie libre
| 7 N
parameétres en entrée / sommet de pile la mémoire allouée aux
paramétre en sortie ¢ variables locales est récupérée
N1 /o
pile auxiliaire © partie:libre

En réfléchissant un peu, on s’apercoit que ce mécanisme fonctionne récursivement. Il
est bien adapté au style de programmation fortement récursif qu’on rencontre dans les al-
gorithmes dédiés aux chaines réguliéres. Il présente 'inconvénient d’induire de nombreuses
recopies d’objets. Cet inconvénient présente un avantage : les données sont stockées en mé-
moire dans 'ordre dans lequel elles sont lues, ce qui minimise les sauts de pages mémoire
et optimise le fonctionnement, du cache de I'ordinateur et de la zone de swap. Par compa-
raison, les performances de MAPLE, qui disperse complétement ses données en mémoire,
s’effondrent totalement dés que la zone de swap est utilisée. Le programme C suivant qui
calcule un produit vectoriel illustre le mécanisme a deux piles.

#include "baO.h"

void wedge (baO_tableof_int_p R, baO_tableof_int_p A, baO_tableof_int_p B)
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{ struct baO_tableof_int_p T;
struct balO_mark M;
// La variable résultat R pointe dans

// la pile courante
baO_push_another_stack (); // échange les rdles des piles
baO_record (&M); // mémorise le sommet de la pile

// courante (ancienne pile auxiliaire)
baO_init_table ((baO_table)&T); // variable auxiliaire T allouée (on

// ne peut pas modifier R qui

// pourrait &tre égale & A).

baO_realloc_table ((baO_table)&T, 3);
T.size = 3;

T.tab [0] = A->tab [1]*B->tab [2] - A->tab [2]*B->tab [1];
T.tab [1] = - A->tab [0]*B->tab [2] + A->tab [2]*B->tab [0];
T.tab [2] = A->tab [0]*B->tab [1] - A->tab [1]*B->tab [0];
baO_pull_stack (); // rend aux deux piles le rdle

// qu’elles avaient lors de 1’appel
// affecte T & R

baO_set_table ((baO_table)R, (baO_table)&T);

baO_restore (&M); // libére la mémoire allouée a T.

int main ()
{ baO_tableof_int_p R, A, B;

ba0O_restart (0, 0);

R = (baO_tableof_int_p)bal_new_table ();
A = (baO_tableof_int_p)bal_new_table ();
B = (baO_tableof_int_p)bal_new_table ();

baO_sscanf2 ("[2, 3, 41", "%t[%dl", A);
baO_sscanf2 ("[3, 1, -2]", "%tl[%d]l", B);

wedge (R, A, B);
baO_printf ("%t[%d] ~ %t[%d] = %t[%d]\n", A, B, R);

ba0O_terminate (baO_init_level);
return 0;
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10.3.2 Le mécanisme de Faugére

Ce mécanisme n’utilise qu'une seule pile. Il est bien adapté aux algorithmes fortement
itératifs qui consomment relativement peu de mémoire i chaque itération. Au début d’un
appel de fonction, une instruction mémorise le sommet de pile dans une variable locale M.

Au début de 'appel sommet de pile
M \¢
C artie libre
E p

A chaque itération, la fonction consomme de la mémoire dans la pile. Entre M et le
nouveau sommet de pile on trouve de la mémoire attribuée aux variables locales (qu’on veut
récupérer) et de la mémoire attribuée pour stocker le résultat (qu'on veut préserver).

A la fin des calculs intermédiaires M sommet de pile
- T e A
C : : : partie libre
E | B | : . . D . .
- — — e

mémoire attribuée

ésultat .
resufta A une variable locale

Lorsque le calcul se termine, la fonction passe en paramétre au garbage collector la valeur
de M et I'adresse de la variable résultat. En général, le résultat est constitué par plusieurs
petites zones mémoire qui pointent les unes sur les autres. Le garbage collector tasse le contenu
de la variable résultat juste au dessus de M en supprimant les « trous » qui existent entre
les petites zones mémoires constitutives du résultat puis il déplace le sommet de pile en M
augmenté de la taille du résultat. Les petites zones mémoires constitutives du résultat sont
tassées en respectant 'ordre dans lequel elles sont rangées dans la pile. Les petites zones
mémoires référencées plusieurs fois ne sont pas dupliquées. Les structures circulaires sont
autorisées.

A la fin de I’appel M sommet de pile

partie libre

Q
=

s

3

résultat

Ce garbage collector peut s'implanter par 1’algorithme suivant.

1. Parcourir le résultat a partir de sa racine en enregistrant dans un tableau auxiliaire des
structures composées de deux champs : I’adresse et la taille des petites zones mémoires
rencontrées. Il suffit de stocker les adresses des zones qui sont rangées au—dessus de M.
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A la fin de ce parcours, le nombre des petites zones mémoires est connu.

2. Affecter & un deuxiéme tableau auxiliaire les adresses des structures créées ci dessus.
Trier ce deuxiéme tableau par ordre croissant des adresses des petites zones mémoires.

3. Tasser les petites zones mémoires au—dessus de M. Parcourir pour cela le deuxiéme
tableau auxiliaire. Enregistrer la nouvelle adresse des petites zones mémoires a la place
de I'ancienne dans le premier tableau auxiliaire.

4. Mettre a jour les pointeurs internes des petites zones mémoires entre elles. Il suffit
pour cela de parcourir le résultat a partir de sa racine exactement dans le méme ordre
qu’en 1. Les bonnes adresses s’obtiennent en parcourant séquentiellement le premier
tableau auxiliaire.

On détecte facilement si une zone mémoire est référencée plusieurs fois. On évite ainsi facile-
ment de dupliquer une telle zone. L’algorithme n’est pas géné par les structures circulaires.
Tasser les petites zones mémoires en respectant l'ordre dans lequel elles sont rangées dans
la pile évite aussi un probléme de type « sac a dos » qui pourrait survenir en raison du
morcellement des piles en cellules.

Ce garbage collector peut étre appelé a chaque itération. Pour éviter de gaspiller du temps
de calcul, on peut alors implanter une variante qui teste si la pile est proche de la saturation
ou pas et qui ne récupére la mémoire que dans le cas ot la pile est proche de la saturation.
Le programme C suivant montre comment utiliser I'implantation en BLAD du mécanisme
de Faugere.

#include "baO.h"

void wedge (baO_tableof_int_p R, baO_tableof_int_p A, baO_tableof_int_p B)
{ struct baO_tableof_int_p T;

baO_init_table ((baO_table)&T);
baO_realloc_table ((baO_table)&T, 3);
T.size = 3

[ R

T.tab [0] = A->tab [1]*B->tab [2] - A->tab [2]*B->tab [1];
T.tab [1] = - A->tab [0]*B->tab [2] + A->tab [2]*B->tab [0];
T.tab [2] = A->tab [0]*B->tab [1] - A->tab [1]*B->tab [0];

baO_set_table ((baO_table)R, (baO_table)&T);

int main ()
{ struct baO_mark M;
baO_tableof_int_p R, A, B;

baO_restart (0, 0);

baO_record (&M); // enregistre le sommet de pile
// dans M

R = (balO_tableof_int_p)bal_new_table ();
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=
]

(ba0_tableof_int_p)bal_new_table ();
(baO_tableof_int_p)balO_new_table ();

5]
1]

baO_sscanf2 ("[2, 3, 41", "%t[%dl", A);
baO_sscanf2 ("[3, 1, -2]1", "%t[%dl", B);

wedge (R, A, B); // la mémoire est gaspillée

baO_garbage ("%t[%kdl", &M, &R); // appel du garbage collector
// Le contenu de R est tassé
// au-dessus de M.

ba0_printf ("result = %t[%d]\n", R);

baO_terminate (baO_init_level);

return 0;

10.3.3 Avantage du style procédural

C’est le style adopté par Torbjorn Granlund pour la Gnu Multiple Precision Library. Le
fait que les procédures recoivent en parameétre ’adresse des variables destinées a recevoir les
résultats présente deux avantages sur un style fonctionnel.

Premier avantage : une procédure peut tester si la variable résultat dispose d’assez de
mémoire pour recevoir le résultat et donc éviter d’allouer de la mémoire dans beaucoup de
cas.

Deuxiéme avantage : une procédure peut tester si son paramétre en sortie est égal a I'un
de ses paramétres en entrée et implanter un code optimisé pour ce cas. Cette situation est
vraiment trés fréquente : les instructions de la forme « a = a + b » sont beaucoup plus
courantes que les instructions de la forme « a = b + ¢ ».

10.3.4 Le mécanisme de gestion d’exceptions

Il est implanté par un mécanisme fondé sur les fonctions setjmp et longjmp de la biblio-
theéque standard du langage C. Une pile de points de traitement d’exceptions est implantée.
La seule difficulté dans la gestion des exceptions réside dans le probléme de récupérer la
mémoire allouée aux variables locales entre le moment ot le point de traitement d’exception
est posé et le moment ol I'exception est levée. C’est facile avec les mécanismes de gestion de
la mémoire décrits ci—dessus : il suffit de mémoriser les valeurs des sommets des deux piles
d’usage courant lors de la pose du point d’exception et de restaurer ces valeurs au moment
ol 'exception est levée. Ce mécanisme impose des restrictions sur le style de programmation
qui ne se sont pas avérées trés contraignantes a 1'usage. Un mécanisme de levée d’exception
avec valeur de retour récupérée au niveau du point de traitement d’exception est implanté
aussi. Il utilise a la fois le mécanisme a deux piles et le mécanisme de Faugére pour préserver
la valeur de retour au moment de la restauration des deux sommets de pile.
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10.4 Les variables et les classements

Les bibliothéques BLAD permettent de manipuler dans le cadre d’'une méme « suite
d’appels » un seul anneau de polynomes différentiels. Cet anneau peut étre muni en méme
temps de plusieurs classements — et plus généralement d’ordres sur les dérivées qui ne sont
pas des classements. Mathématiquement, les seuls anneaux de polyndémes qu’il est possible
de définir sont de la forme

Zlxy, ..., xm{u, ..., uy}

ol x1,..., T, désignent des variables indépendantes et uq, ..., u, des indéterminées différen-
tielles. L’ensemble des dérivations est I’ensemble des dérivées partielles par rapport aux m
variables indépendantes.

Dans les bibliothéques BLAD, une « variable » est soit une variable indépendante soit
une dérivée d’'une des indéterminées différentielles. Elles sont codées par des structures de
données qui ne sont pas dupliquées. Le test d’égalité entre deux variables est donc trés rapide.
Toutes les variables sont stockées dans une pile spéciale. Une variable créée lors d’une suite
d’appels n’est pas détruite avant le fin de cette suite.

Plusieurs classements peuvent étre définis en méme temps. Les comparaisons de variables
vis a vis des différents classements sont effectuées ainsi : chaque fois qu'un classement est
créé, toutes les variables créées recoivent un numéro d’ordre pour ce classement ; chaque fois
qu’une variable est créée, tous les numéros de toutes les variables vis—a—vis de tous les clas-
sements sont recalculés. On compare les variables en comparant leur numéro. Ce mécanisme
est un peu pénalisant au début de I’exécution d'un programme standard, c’est a dire au
moment ol la plupart des variables sont créées. Il permet d’accélérer les comparaisons de va-
riables ensuite. J’ai fait le pari qu’on ne dépasserait jamais en pratique une ou deux centaines
de variables et quelques classements mais si on code un calcul de bases de Grobner en un
calcul de chaine différentielle réguliére de telle sorte que chaque variable de BLAD code un
terme du systéme polynomial (voir section 9.7), on risque d’obtenir de piétres performances.

Des ordres sur les variables plus généraux que les classements peuvent étre définis. Ils
sont utiles dans le cadre de certains algorithmes non différentiels ot il est souhaitable de
privilégier I'une des variables apparaissant dans un polynome plutot que les autres. C’est
le cas de certains algorithmes de pged de polynomes en plusieurs variables ot 'on évalue
toutes les variables sauf une de facon a se ramener a un calcul de pged de polynémes en une
variable et ou 'on conclut par une remontée de Hensel. Pour que la remontée de Hensel (point
pénalisant de 1'algorithme) soit efficace, il faut que le coefficient dominant de la variable
privilégiée soit aussi petit que possible. On définit de tels ordres en BLAD en partant d’un
classement et en précisant les variables qui doivent étre considérées comme supérieures a
toutes les autres. Voici un exemple :

#tinclude "bav.h"
int main ()

{

struct baO_mark M;
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bav_tableof_variable T;
bav_Iordering r, s, t;

bav_restart (0, 0);
baO_record (&M);
/%

Les deux premiers ordres sont

*/

baO_sscanf2

("ordering (derivations

baO_sscanf2

("ordering (derivations

baO_sscanf2

("ordering (derivations

"YJordering", &t);
/%

Le format "/t[/v]" indique une

*/

bav_R_push_ordering (r);

des classements, pas le dernier.

[x,y], blocks = [u,v])", "Jordering", &r);
[x,y], blocks = [v,u]l)", "Jordering", &s);

[x,y], blocks = [v,u], varmax = [ul[x]])",

table de variables.

T = (bav_tableof_variable)baO_new_table ();
baO_sscanf2 ("[ulx], ulx,yl, u, v, viyl, vIx,yll", "%htl%vl", T);

bav_sort_tableof_variable (T);
baO_printf ("w.r.t. Yordering\nsorted table

bav_R_push_ordering (s);

bav_sort_tableof_variable (T);
baO_printf ("w.r.t. %ordering\nsorted table

bav_R_push_ordering (t);

bav_sort_tableof_variable (T);
baO_printf ("w.r.t. jordering\nsorted table

bav_terminate (baO_init_level);

return 0;

Voici I'affichage obtenu a I'exécution.

$ ./bav_variables
w.r.t. ordering (derivations

[x, yl, blocks

htlhvI\n", r, T);

htlhvl\n", s, T);

%t lhvi\n", t, T);

= [griexA[ul, grlexA[v]])

sorted table = [v, vlyl, vIx,yl, u, ulx], ulx,yl]

w.r.t. ordering (derivations

[x, yl, blocks

= [grlexA[v], grlexA[ul])

sorted table = [u, ulx], ulx,yl, v, vlyl, vix,yl]

w.r.t. ordering (derivations
varmax = [u[x]])

[x, yl, blocks

= [griexA[v], grlexA[ul],

sorted table = [u, ulx,yl, v, vlyl, vIx,y]l, ulx]]



10.5 Les polyndémes

10.5.1 Choix de la représentation

La représentation que j'ai choisie est une variante de la représentation distribuée qui
ne pénalise pas (trop) l'accés aux coefficients d’un polynome vis—a—vis d’'un sous—ensemble
des variables dont il dépend. J’ai la—aussi beaucoup hésité. Voici des choix types (il y en a
d’autres, que je n’ai pas considérés, comme des représentations par « programmes d’évalua-
tion » ou « straight lines programs ») :

représentation distribuée. Un polynome est donné par une liste de termes (c’est—a—dire
de produits de puissances de variables) et une liste de coefficients numériques. Elle est
avantageuse pour tous les algorithmes qui regardent les polyn6mes comme des vecteurs
de coefficients (algorithme de Buchberger, algorithme FGLM, contenu numérique). Elle
permet de compresser les termes des polynomes. Elle ne privilégie pas trop 'une des
variables par rapport aux autres. Elle est pénalisante pour tous les algorithmes qui
ont besoin d’accéder aux coefficients d’'un polynéme vis—a—vis d’un sous—ensemble des
variables dont il dépend (algorithmes sur les chaines réguliéres).

représentation en arbre. C’est la représentation de MAPLE (sauf que MAPLE emploie
des graphes acycliques plutot que des arbres). Un polynoéme est donné par un nceud
représentant une opération (somme ou produit) et les opérandes sur lesquels elle agit,
qui sont d’autres polyndmes. Elle présente I'avantage d’étre trés souple d’emploi et
de permettre de généraliser les polynomes a des expressions quelconques. Elle peut
étre tres utile dans le cadre de certains algorithmes ou elle permet de conserver les
polynomes sous forme factorisée (algorithmes sur les chaines réguliéres, implantation
de fractions rationnelles, dont les dénominateurs sont souvent des produits). Elle rend
inefficaces certains petits algorithmes fréquemment appelés (extraction de la dérivée
dominante, du monome de téte, et méme reconnaissance de zéro).

représentation récursive. Un polynome en plusieurs variables est représenté récursive-
ment a partir de polyndmes en une variable. Un polynéme est donc soit un coefficient
numérique soit un polynéme en une variable privilégiée et a coefficients dans les poly-
nomes en les variables restantes. Elle est avantageuse pour les algorithmes qui regardent
les polynomes justement de cette fagon 1a (algorithmes sur les chaines réguliéres). Elle
est incompressible (elle est truffée de pointeurs et de coefficients numériques). Elle est
pénalisante pour tous les algorithmes qui regardent les polyndémes comme des vecteurs
de coefficients. Elle privilégie beaucoup 'une des variables vis—a—vis des autres.

Les trois représentations ont des avantages et des inconvénients. Il est trés difficile de
savoir au vu des expériences des autres lesquelles sont les plus efficaces. En effet, une fois
choisie une représentation, les développeurs de code en calcul formel adoptent rapidement
un style de programmation qui privilégie la représentation choisie, ce qui biaise les com-
paraisons de performance. Ceux qui adoptent une représentation récursive ont tendance a
programmer par récurrence sur la variable principale (Marc Moreno Maza en ALDOR),
ceux qui adoptent une représentation distribuée ont tendance a programmer itérativement

166



en énumérant les termes (moi en BLAD) et plus d'une fonction MAPLE tire parti du fait
que les données ne sont pas fortement structurées (variable privilégiée sélectionnée suivant
des critéres heuristiques).

J’ai craint, en choisissant la représentation MAPLE, de retrouver certains défauts que
j’avais rencontrés lors du développement de diffalg. J'avais déja plusieurs fois testé la re-
présentation récursive. Je voulais pouvoir compresser les polynomes et je craignais d’étre
pénalisé dans I'implantation du pged de deux polynomes en plusieurs variables par une re-
présentation qui privilégierait trop I'une des variables et pas forcément la bonne. J’ai donc
choisi une variante de la représentation distribuée en essayant d’atténuer le coiit des accés
aux coefficients d’un polynome vis—a—vis de sa variable principale.

10.5.2 Reéalisation

Chaque polynéme en BLAD est construit en deux couches. La couche du bas implante
une combinaison linéaire ordonnée de termes (une « clot »). La couche du haut implante le
polynome proprement dit. Supposons que l'ordre sur les variables soit x > y > z et prenons
I’exemple du polynéme

A= -2y +102y2* —3zy+ 522+ 2° — 2.

La clot de A est le tableau des six termes et des six coefficients suivant. Le polyndéme A est
essentiellement un pointeur sur sa clot.

-1 10 -3 5 1 -2

/

clot

N a?y zyz? | zy 2 1

Affectons maintenant & un polynome B le coefficient de x dans A. Le polynéme B, qui
vaut 10y 22 — 3y + 5 z, est obtenu en BLAD sans dupliquer le polynéme A. Essentiellement,
il est décrit comme la somme de tous les monomes de la clot de A entre les indices 2 et 4,
divisés par le terme .

-1 10 -3 5 1 -2
/
clot
A
N z?y zyz® | xy Tz 22 1
premier
clot monome

dernier monéme

diviser tous les mon6mes par x
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Affectons maintenant a un polynéme C' le coefficient de 2% dans A. Le polynome C, qui
vaut 10z y + 1, est obtenu en BLAD sans dupliquer le polynéme A. Il est décrit comme la
somme de certains monomes de la clot de A divisés par z?. Comme ces monoémes ne sont pas
consécutifs, leur liste est donnée par un tableau d’indirections.

-1 10 -3 5 1 -2
/
clot
A
N z?y zy2? zy Tz 22 1
T
C tableau d’indirection pour les monomes

2

diviser les mon6mes par z

Ce mécanisme peut induire des effets de bord pervers. Le style de programmation est
procédural on I’a dit : les procédures recoivent en parameétre les variables dans lesquelles elles
doivent enregistrer leurs résultats et cherchent a récupérer autant que possible la mémoire
déja allouée a ces variables. Que se passerait—il si on demandait d’affecter & C' la somme de
deux polynomes ? Si on modifie la clot de C, les polynomes A et B sont modifiés par effet de
bord! J’ai interdit cette situation en attribuant un booléen readonly a tous les polynémes.
Les polynomes créés de toute piéce (comme A) peuvent étre modifiés : leur booléen vaut
fauzx. Par contre les polynomes comme B et C obtenus par sélection de mondémes dans un
autre polyndme ne peuvent pas étre modifiés : leur booléen vaut vrai. La régle ci—dessus
n’interdit pas tous les effets de bord : si on modifie A, on modifie aussi B et C'. On pourrait
la renforcer mais ¢a ne semble pas nécessaire en pratique.

J'ai choisi d’implanter les clot sous la forme de deux tableaux (il s’agit en fait de tableaux
dynamiques) et non sous la forme d’un tableau de couples (terme, coefficient) pour pouvoir
mieux compresser les données. Par exemple, dans le cas des polyndmes a coefficients petits
entiers modulaires, qui prennent chacun la taille d'un demi-pointeur, j’évite ainsi de perdre
de la place pour des raisons d’alignement de mots en mémoire.

Plusieurs codages sont possibles pour les termes. Le codage choisi peut varier d'un poly-
nome (d'une clot plutot) a l'autre. 11y a le codage simple, le codage compressé et le codage
par hachage. Le codage simple n’appelle pas de commentaire.

Le codage compressé, qui est le codage par défaut, est obtenu ainsi : on maintient pour
chaque polyndme la liste des variables dont il dépend avec leur degré. J'appelle cette liste le
« rang total » du polynome. Pour la plupart des opérations arithmétiques, il est trés facile de
déterminer le rang total du résultat a partir des rangs totaux des opérandes. Ce rang total
fournit, pour chaque variable, le nombre minimal de bits nécessaire pour coder son degré
(c’est la partie entiére du logarithme en base deux plus un du degré figurant dans le rang
total si je me souviens bien). Dans chaque terme de la clot, on réserve, pour chaque variable
dont dépend le polynome, le nombre minimal de bits nécessaires et on code le degré sur ce
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nombre de bits.

Lorsqu’on utilise le codage par hachage, les termes sont stockés dans une table de ha-
chage, capable de se redimensionner toute seule, gérée par une technique d’adressage ouvert,
en utilisant la variante dite du double hachage [23, chapitre 11]. Cette table est stockée dans
une pile spéciale. Les termes stockés dans la table ne sont pas dupliqués, ce qui accélére
les tests d’égalité. C'est trés intéressant dans le cadre d’algorithmes qui regardent les poly-
nomes comme des vecteurs de coefficients et pour lesquels un terme ne sert qu’a désigner
une colonne d’une matrice (algorithme FGLM, algorithme de réduction de Jean Charles
Faugeére [39], fondés sur des méthodes d’algébre linéaire). Deux tableaux sont utilisés : G
et H. Le tableau GG est rempli en incrémentant un indice (noté « libre » dans le graphique
ci—dessous). Un terme est identifié par son indice dans G. Les éléments de GG sont des poin-
teurs vers des entrées de H. Le éléments du tableau H contiennent deux champs : le terme
et I'identifiant du terme, c’est a dire son indice dans G. La taille de H est un nombre pre-
mier p, comme il se doit pour la technique du double hachage. Soit & stocker un terme dans la
table. On calcule une clef primaire ¢; et une clef secondaire ¢y, qui sont des entiers modulo p.
On détermine rapidement en parcourant H & partir de 'indice ¢; et en incrémentant de c;
modulo p si le terme figure déja dans H. Si c’est le cas, on retourne son identifiant sinon on
le stocke dans H et l'indice « libre » de GG fournit son identifiant. Pour parcourir I’ensemble
de tous les termes créés, il suffit de parcourir G. Si la table H est remplie & plus d’un tiers, on
la redimensionne. Pour ventiler dans le nouveau tableau H les termes présents dans 'ancien,
il suffit de parcourir G, calculer les nouvelles clefs primaires et secondaires de tous les termes
et de les stocker dans le nouveau tableau comme on 1’a décrit ci dessus. Redimensionner H
ne modifie pas les identifiants des termes.

libre
1 9 3 \L les indices dans G servent

a identifier les termes

la taille de H
est un nombre premier

La table contient les termes z2 vy, zz et zy 2.

=y Tz rTYz

10.5.3 TItérateurs de coefficients

Il est impensable de manipuler directement des structures de données aussi compliquées.
Les bibliothéques BLAD fournissent donc des itérateurs et des créateurs de polynomes. Le
programme C suivant montre comment utiliser I'un des deux itérateurs. On y considére un
polynome A € Z[x, y, z]. L’ordre sur les variables est © > y > z. Dans la premiére boucle, on
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le regarde comme un polynéme de 'anneau Z|[z|[z, y] c’est & dire comme un polynome en les
variables x et y et a coefficients dans I'anneau Z|[z]. Dans la deuxiéme boucle, on le regarde
comme un polynéome de Z[z, y][z], c’est a dire comme un polynéme en z et a coefficients
dans Z[x, y]. Pour cela, un deuxiéme ordre sur les variables est créé (il s’agit de z > y > z)
et le polynome A est trié (résultat dans B). Attention au fait que le tri ne modifie pas A.
Un tableau d’indirections est créé vers les mondmes de la clot de A et c¢’est ce tableau qui
est trié vis a vis du deuxiéme ordre sur les variables. Le polynéme B est un polynéme du
méme type que le polynome C' représenté graphiquement un peu plus haut.

#include <bap.h>

int main Q)

{ struct bap_polynom_mpz A, B, coeff;
struct bap_itercoeff_mpz iter;
struct bav_term term;
bav_Iordering r;
bav_variable v;

bap_restart (0, 0);

baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [], blocks = [x,y,z])",
"%ordering", &r);

bav_R_push_ordering (r);

bap_init_polynom_mpz (&A);

baO_sscanf2 ("xxy*z~2 - 3*x*z + z"2 - y*x~2 - 1", "JAz", &A);

baO_sscanf2 ("y", "%v", &v);

bap_init_polynom_mpz (&coeff);

bav_init_term (&term);

baO_printf ("Polynomial : %Az\n", &A);

bap_begin_itercoeff_mpz (&iter, &A, v);

while (! bap_outof_itercoeff_mpz (&iter))

{  Dbap_term_itercoeff_mpz (&term, &iter);
bap_coeff_itercoeff_mpz (&coeff, &iter);
baO_printf ("coeff = %Az, term = Yterm\n", &coeff, &term);
bap_next_itercoeff_mpz (&iter);

}

bap_close_itercoeff_mpz (&iter);

baO_sscanf2 ("ordering (derivations = [], blocks = [z,y,x])",
"%ordering", &r);

bav_R_push_ordering (r);

bap_init_readonly_polynom_mpz (&B);

bap_sort_polynom_mpz (&B, &A);

baO_sscanf2 ("z", "%v", &v);

baO_printf ("Polynomial : %Az\n", &B);

bap_begin_itercoeff_mpz (&iter, &B, v);

while (! bap_outof_itercoeff_mpz (&iter))
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{  Dbap_term_itercoeff_mpz (&term, &iter);
bap_coeff_itercoeff_mpz (&coeff, &iter);
baO_printf ("coeff = %Az, term = %term\n", &coeff, &term);
bap_next_itercoeff_mpz (&iter);

}

bap_close_itercoeff_mpz (&iter);

bap_terminate (baO_init_level);

return 0;

Voici I'affichage obtenu a I'exécution.

$ ./bap_iterator
Polynomial : -x"2%y + x*y*z~2 - 3¥x*z + z72 - 1
coeff

-1, term = x"2x%y

coeff = z72, term = xxy
coeff = -3%z, term = x
coeff = z72 - 1, term = 1

Polynomial : z"2%y*x + z72 - 3*z*x - y*x~2 - 1
coeff
coeff
coeff = -y*x~2 - 1, term =1

y*x + 1, term = z72

-3*x, term = z

Il existe un autre type d’itérateur, spécialisé pour énumeérer des couples de la forme
(coefficient numérique, terme). Il existe aussi un créateur de polyndomes qui permet de les
construire en énumérant leurs mondmes sous la forme de couples (coefficient numérique,
terme).

En résumé, je me suis inspiré de mécanismes de manipulation de fichiers dans les langages
de programmation traditionnels (fichiers séquentiels et séquentiels indexés). J’ai atteint en
BLAD des polynémes de prés d’un million de mondémes. Il me semble assez raisonnable de
manipuler un polyndéme de cette taille comme on manipulerait un fichier ou méme une base de
données. J’ai d’ailleurs envisagé de permettre le stockage de certains polynémes directement
sur mémoire de masse, de facon transparente pour les procédures qui les manipulent. La
représentation choisie pour les polynomes n’est pas destinée a pulvériser des records de
vitesse. J’ai plutot tenté d’économiser la mémoire.

10.5.4 Addition et multiplication

[’addition de deux polynomes est un algorithme simple qui s’apparente a la fusion de
deux listes triées. Pour I'addition d’une famille de polynomes, j’ai implanté la structure
des « geobuckets » préconisée par Thomas Yan dans [107|. L’idée consiste a organiser les
sommes intermédiaires de fagon a toujours additionner des polynomes de tailles comparables.
Concrétement, un geobucket est un tableau G de polynomes vérifiant la propriété suivante :
pour tout indice 4, la longueur du polynéme Gj; est comprise entre 2¢ et 2+,
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Pour la multiplication de deux polyndémes, j’ai implanté 'algorithme élémentaire avec
un raffinement. Soit & multiplier deux polynémes A et B construits sur des alphabets res-
pectifs X4 et Xp. L’algorithme commence par déterminer les alphabets Y g = X4 N X5,
Ya=Xa\Yapet Yp = Xp\Yap. Les polynomes A et B sont réordonnés de fagon a étre re-
gardés comme des polynomes de Z[Yap|[Ya] et de Z[Yap|[Y5]. L’algorithme de multiplication
élémentaire n’est ensuite appliqué que sur les coefficients dans Z[Y4p] des deux polynomes.
Réordonner les deux polyndémes n’exige pas de reconstruire les polynomes : les itérateurs de
coefficients sont employés pour cela.

Je n’ai pas implanté les algorithmes d’Anatolii Karatsuba et Ofman Yu [55] ou d’Arnold
Schonhage et Viktor Strassen [92]|. Ces algorithmes, con¢us pour des polynomes en une
variable peuvent s’appliquer a des polynémes en plusieurs variables : il suffit de regarder ces
derniers comme des polynémes en une variable privilégiée et a coefficients dans les polynomes
en les autres variables. L.a représentation récursive des polynémes est mieux adaptée a ce
type d’algorithme. La représentation que j’ai adoptée convient aussi : il suffit d’utiliser les
itérateurs de coefficients pour émuler une représentation récursive.

10.5.5 Le pgcd de deux polyndmes

C’est I'algorithme le plus difficile implanté dans les bibliothéques BLA D. Sur les quarante
mille lignes des bibliothéques, j’estime qu’il y en a vingt cinq mille rien que pour le pged.
J’ai essayé d’implanter un algorithme proche de celui de MAPLE dont les grandes lignes
sont décrites dans le livre [44] de Keith O. Geddes, Stephen Czapor et George Labahn mais
la mise en ceuvre en MAPLE est plus subtile que ce décrit le livre. Les algorithmes décrits
sont spécialisés pour le cas des polynomes a coefficients entiers.

Plusieurs méthodes sont implantées. Certaines sont trés rapides mais peuvent échouer,
comme le pged heuristique décrit dans [19] et dans [44, page 320]. L’algorithme appelé
lorsque tous les autres ont échoué est le « extended Zassenhaus ged algorithm » [74] di & Joel
Moses et David Yun (voir [44, page 314]) qui évalue toutes les variables des polynémes dont
on cherche le pged sauf une (privilégiée), qui calcule le pged des polynomes évalués et qui
remonte le résultat en utilisant un schéma inspiré du « lemme de Hensel » [48|. Le lemme de
Kurt Wilhelm Sebastian Hensel est au départ un lemme théorique concernant les nombres
p—adiques |108, chapter VIII, paragraph 7| et il semble que Hans Julius Zassenhaus ait été
le premier a I'adapter dans [109] pour les calculs de pged et de factorisation de polynomes.
Joel Moses et David Yun ont donc baptisé leur algorithme en son honneur.

Toute la difficulté pratique réside dans la remontée de Hensel. Le probléme consiste a
bien gérer les coefficients initiaux des polyndmes vis—a—vis de la variable privilégiée, de facon
a éviter de calculer leurs inverses algébriques modulo différents idéaux. La solution adoptée
en MAPLE et en BLAD est due a Paul Shyh Horng Wang [106]. C’est au départ une idée qui
s'applique a la factorisation compléte d’un polynéme f en plusieurs variables : connaissant
une factorisation compléte de l'initial de f vis—a—vis de la variable privilégiée et une facto-
risation du polynéme f” obtenu en évaluant toutes les autres variables de f, il est (souvent)
possible d’attribuer chacun des facteurs de l'initial aux facteurs de f’. Cette connaissance
permet d’éviter la croissance des données lors de la remontée de Hensel mais la factorisa-
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tion compléte de polynémes en plusieurs variables qu’elle nécessite est un procédé coiiteux.
[’astuce consiste a bien choisir la variable privilégiée de fagon a factoriser complétement des
initiaux aussi petits que possible.

La factorisation compléte de polynomes en plusieurs variables applique en fait des mé-
canismes trés proches de ceux mis en ceuvre pour le pged; évaluer toutes les variables sauf
une, factoriser complétement le polyndéme en une variable obtenu et remonter le résultat en
utilisant un schéma inspiré du lemme de Hensel. Pour la factorisation des polynomes en une
variable, je n’ai implanté que la méthode élémentaire d’Elwyn Ralph Berlekamp [4] (voir
aussi |44, page 347| ou encore le livre en Frangais |25, chapitre 4| de James Davenport, Yvon
Siret et Evelyne Tournier).

La réalisation de ces algorithmes nécessite des polynémes non seulement a coefficients
entiers mais aussi a coefficients entiers modulo p ou p est soit un entier machine soit un
grand entier. Des polynomes a coefficients rationnels sont aussi un peu utiles, ne serait ce
que pour les entrées-sorties. Pour éviter de coder quatre fois les mémes choses, j’ai « bricolé »
un mécanisme me fournissant un peu de généricité sur les coefficients des polynomes. Le code
générique ainsi obtenu est instancié sur les quatre types de coefficients numériques par des
filtres écrits grace a I'utilitaire UNIX sed.
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Conclusion

Méme si je continue a travailler la théorie des algorithmes dédiés a I’élimination différen-
tielle, je consacre de plus en plus de mon temps a leur chercher des applications, notamment
dans le domaine de la modélisation en biologie. Plus précisément, je cherche des applications
qui nécessitent la mise au point de chaines logicielles qui puissent, profiter ponctuellement
d’un outil simple d’emploi dédié a I’élimination différentielle. J’ai réalisé les bibliothéques
BLAD dans ce but et je les considére comme le principal résultat de mon activité de re-
cherche de ces cinq derniéres années. Mon expérience passée avec diffalg, I'expérience des
autres avec GB+RS, GMP, Triade etc ... montrent 'importance que peuvent prendre des
logiciels lorsqu’ils sont bien réalisés. Le développement de chacun de ces logiciels a toujours
pris énormément de temps et d’énergie a leurs auteurs : il faut donc bien les réaliser avant
de chercher des applications.

Dans le domaine théorique, 1I'é¢tude et l'adaptation d’intégrateurs numériques d’équa-
tions différentielles qui puissent étre appliqués aux chaines différentielles réguliéres produites
par les algorithmes d’élimination différentielle constitue un objectif essentiel. En effet, les
applications a la modélisation en biologie approfondies dans I’équipe calcul formel (projet
LEPISME, réduction de modéles) montrent I'importance de prolonger les calculs symbo-
liques par des calculs numériques et notamment (dans le cadre de la réduction de modéles)
par de lintégration d’équations différentielles. A quoi servirait-il en effet d’automatiser la
phase d’élimination différentielle si le traitement qui la suit doit étre mené manuellement ?

Dans le domaine des applications, je pense que la présentation, I'interface  la concep-
tion des composants logiciels que nous produisons est beaucoup plus importante que
leur capacité de calcul brute. C’est elle qui déterminera si I’élimination différentielle doit se
diffuser auprés du grand public scientifique ou pas. Dans le monde de la recherche en cal-
cul formel, ¢’est un aspect malheureusement considérablement négligé : le monde du calcul
formel est majoritairement peuplé de mathématiciens qui confondent informatique et algo-
rithmique. I.’algorithmique est une discipline trés proche des mathématiques. La conception
de logiciels, c’est autre chose.

Les retours d’information recus sur notre proposition de continuation du projet LEPISME
me font penser qu’il vaut mieux développer une bibliothéque dédiée a 'estimation de para-
métres qu'un logiciel fermé : la méthode mise en ceuvre dans LEPISME enchaine plusieurs
étapes qui peuvent chacune étre effectuées de plusieurs fagons. Je pense qu’il est préférable
de laisser plus de souplesse a 'utilisateur. Si mon analyse est juste, on voit que l'erreur a
corriger est une erreur de conception de logiciel et pas une erreur théorique.

174



Les moyens modernes ont permis aux biologistes d’amasser de gigantesques quantités de
données. La difficulté consiste a les gérer. C’est cette difficulté qui a été mise en avant par
Bernard Vandenbunder lors de la création de I'Institut de Recherche Interdisciplinaire. C’est
elle aussi qui a motivé la mise au point du langage SBML : le volumineux modéle SBML que
nous étudions en ce moment a été construit manuellement, via une interface graphique, a
partir d’une liste de 242 articles. On se doute bien que de tels modéles comportent des erreurs.
Il ne sert donc a rien d’essayer de leur appliquer des calculs et des raisonnements algébriques
sophistiqués. Le premier travail des auteurs de tels modéles va probablement consister a
essayer de les valider et de les corriger peu a peu. Je pense que les chaines logicielles qui
serviront ce but pourront avoir I'usage de bibliothéques d’élimination différentielle, ne serait—
ce que pour mener certains calculs simples de préparation d’équations. Encore faut—il que
ces bibliothéques soient simples d’emploi.

Pour que ce veceu se réalise et pour prendre en compte une remarque qui nous a été
adressée au sujet de LEPISME, je suis entré en contact avec les auteurs de ces modéles pour
interagir trés tot avec eux. C’est plus facile a faire dans le cadre ci—dessus que ce ne I’était
dans le cadre du projet LEPISME.
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