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Remeriements� Une journée existe et la préédente existe et elle qui préède la préédente, et elle d'avant . . . et ellessont bien agglutinées, des dizaines ensemble, des trentaines, des années entières, et on n'arrive pas à vivre,soi, mais seulement à vivre la vie, et l'on est tout étonné.L'homme du pays de la Magie sait bien ela. Il sait que la journée existe et très forte, très soudée, etqu'il doit faire e que la journée ne tient pas à faire.Il herhe don à sortir sa journée du mois. C'est l'attraper qui est di�ile. Et e n'est pas le matin qu'ony arriverait. Mais vers deux heures de l'après�midi, il ommene à la faire bouger, vers deux heures, ellebasule, elle basule ; là, il faut être tout à son a�aire, peser, tenir, lâher, déharger, onvoyer par�dessus.En�n il la détourne, la hevauhe. Il s'en rend maître. Et vite à l'important, vite, obligé qu'il sera �hélas ! � à abandonner la journée à l'enlenhement des suivantes au plus tard vers minuit. Mais que faire ?C'est là le tribut à l'existene animale. � Au pays de la MagieHenri MihauxMes premiers remeriements vont à Isabelle, Hugo et Sophie qui me demandent bien sûrbeauoup de temps mais me donnent la fore et l'équilibre néessaires pour mener e travail.Je remerie tous les membres du jury et en partiulier les trois rapporteurs de e mémoire.Daniel Lazard était déjà un des rapporteurs de ma thèse de troisième yle. Une partieimportante des résultats que j'expose lui est due soit diretement soit par l'intermédiairede ses étudiants. J'ai renontré Greg Reid pour la première fois en 1995. Depuis dix ans,nous avons eu de nombreux éhanges très frutueux. Je onnais beauoup moins bien ClaudeGomez. En aeptant de rédiger un rapport sur e mémoire, dont le ontenu est éloigné deson domaine de reherhe, Claude Gomez m'apporte un avis très important pour le futur.Je remerie tous les membres de l'équipe de alul formel du LIFL, en partiulier GérardJaob qui m'a enadré dans la préparation de ette habilitation à diriger des reherhes,François Lemaire et Alexandre Sedoglavi qui ont relu e doument, Mihel Petitot quidirige l'équipe, Nour-Eddine Oussous, Leopold Weinberg, Hoang Ngo Minh, Raouf Dridi,Nataha Skrzypzak et Asli Ürgüplü. Sans oublier ni Sylvain Neut ni Mar Moreno Maza.Je remerie en�n Lilianne Denis�Vidal, Ghislaine Joly�Blanhard, Mar Lefran, François�Yves Bouget et tous les membres du groupe de travail onsaré à la modélisation du yleellulaire d'ostreoous tauri. Ils m'apportent les appliations qui aiguillent mon travail.Le 13 mars 2006,François Boulier 2
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IntrodutionFil direteur. Dans son livre � Physique quantique et représentation du monde �, ErwinShrödinger érit (les expressions en italique sont soulignées par lui) : � tout sienti�quedevrait à long terme être apable d'expliquer à n'importe qui e qu'il a fait et la raison pourlaquelle il l'a fait �.Je suis un informatiien, spéialisé dans le domaine mathématique de la simpli�ation dessystèmes d'équations di�érentielles ordinaires ou aux dérivées partielles polynomiales. J'aiinventé pendant ma thèse [7, 9℄ un bel algorithme théorique sur e sujet, nommé Rosenfeld�Gröbner. Les années qui ont suivi, j'en ai beauoup travaillé la théorie [10, 8, 12, 11℄. Au-jourd'hui, j'essaie de le � rendre utile �.Je m'explique : l'algorithme Rosenfeld�Gröbner a beauoup d'appliations théoriquesque je ne trouve pas très . . . satisfaisantes. C'est subjetif bien sûr. Voii un exemple un peuariatural : Rosenfeld�Gröbner permet de déider si un système quelonque d'équationsdi�érentielles polynomiales admet au moins une solution analytique. C'est une appliationtrès importante d'un point de vue théorique mais sans véritable intérêt pratique. J'ai étudiéde nombreux systèmes di�érentiels. Ils ont tous des solutions, pour des raisons évidentes quitiennent à leur oneption.Je suis plut�t à la reherhe d'appliations onvainantes en physique, himie ou biologie.Trois di�ultés apparaissent. La première : il faut � réer la demande �. Les pratiiens desdomaines sienti�ques visés ne sont pas habitués à utiliser les méthodes que nous proposons.Rosenfeld�Gröbner résout un problème théorique qui est resté quasiment ouvert jusqu'à soninvention. Que font alors les pratiiens onfrontés à de tels problèmes ? Ils résolvent � à lamain � leurs as partiuliers [103℄ ou les reformulent.Deuxième di�ulté : la théorie mathématique sur laquelle Rosenfeld�Gröbner s'appuien'est onnue que d'une petite minorité de sienti�ques. Il s'agit de � l'algèbre di�érentielle �.Elle a été inventée au ours de la première moitié du vingtième sièle à la grande époque de lagéométrie algébrique où ont été mises au point la théorie des anneaux N÷thériens, la théoriedes idéaux . . . Joseph Fels Ritt érit dans l'introdution de son livre [86℄ qu'il a été trèsimpressionné par le livre � Die Moderne Algebra � de Bruno Louis Van Der Waerden et qu'ila souhaité développer une théorie équivalente pour les équations di�érentielles. L'algèbredi�érentielle est une très belle théorie algébrique des équations di�érentielles mais il reste àla populariser auprès du grand publi sienti�que.Troisième di�ulté : l'algorithmique de Rosenfeld�Gröbner est di�ile. D'une part, mêmepour qui onnaît l'algèbre di�érentielle, l'algorithmique s'appuie sur des arguments d'algèbre7



ommutative non élémentaires (le � unmixedness theorem � de Franis Sowerby Maaulaypour ne iter que lui) qui avaient éhappé aux spéialistes jusqu'aux années 1995�2000.D'autre part, il est très di�ile d'implanter l'algorithme en dehors d'un système de alulformel. L'implantation que j'ai réalisée dans les bibliothèques BLAD en langage C est assezminimale. Elle omporte quarante mille lignes de ode dont vingt�inq mille pour le seulalul du pgd de deux polyn�mes en plusieurs indéterminées et à oe�ients entiers. Lepubli de physiiens, himistes ou biologistes que j'aimerais séduire programme la plupartdu temps en FORTRAN ou en C. Pour les onvainre d'utiliser Rosenfeld�Gröbner, il estdon inutile d'érire des artiles de reherhe dans des journaux de alul formel : il fautfournir un omposant logiiel (par exemple une bibliothèque) prêt à l'emploi.Appliations. Je ne onnais que deux appliations (au sens expliqué plus haut) d'unalgorithme d'élimination en algèbre di�érentielle tel que Rosenfeld�Gröbner. La premièreonerne le problème de l'estimation des valeurs des paramètres d'un système dynamiqueà partir d'observations (de mesures), lorsque toutes les variables du système dynamique nesont pas observées. Cette appliation a été inventée par Ghislaine Joly�Blanhard, LilianneDenis�Vidal et Céline Noiret qui ont travaillé en ollaboration ave Mihel Petitot. Elle estexposée dans la thèse [75℄ de Céline Noiret. L'étude de l'identi�abilité loale ou globale d'unsystème par des méthodes d'élimination di�érentielle est un problème anien [105, 42, 78, 32,34, 33, 64℄ et toujours atuel [3, 93℄. L'originalité de la thèse de Céline Noiret réside d'unepart dans l'utilisation d'algorithmes d'élimination di�érentielle rigoureux, d'autre part dansl'étude omplète d'exemples, 'est�à�dire jusqu'à l'estimation �nale des paramètres. C'est eproblème qui a motivé l'ériture des bibliothèques BLAD dès les années 2000. J'ai monté aveLilianne Denis�Vidal le projet LÉPISME (pour � logiiel dédié à l'estimation de paramètreset à l'identi�ation systématique de modèles �) qui a reçu un �nanement MathSTIC en2003. La première version d'un logiiel dédié à l'estimation de paramètres a été réalisée enaoût 2004 en même temps que la première version des bibliothèques BLAD. Ce logiiel aété onçu en vue d'une appliation en biologie. Il a été programmé par François Lemaire,Thibaut Henin et moi en juillet�août 2004 et a donné lieu à l'artile [6℄. Nous avons répondusans suès ourant 2005 à un appel à projets INSERM�INRIA�CNRS pour �naner laontinuation de notre logiiel. Ce retour d'informations nous onduit à reprendre la ré�exionsur le futur de notre projet, en ollaboration ave Alexandre Sedoglavi, Philippe Durif etd'autres. Parallèlement, Leopold Weinberg a ommené en 2003 une thèse oenadrée parNour�Eddine Oussous et moi sur l'aspet � identi�ation de modèles � de LÉPISME à partirdes idées exposées dans [76℄.La seonde appliation que je onnaisse vient d'un problème d'étude d'un modèle d'hor-loge � iradienne � ('est�à�dire d'horloge de période approximativement égale à vingtquatre heures) dans un organisme uniellulaire [103℄. Dans e ontexte, un algorithme telque Rosenfeld�Gröbner permet d'automatiser une partie d'un proessus de rédution de mo-dèles, e qui permet de déterminer des intervalles de valeurs pour les paramètres du modèlepour lesquelles les trajetoires des variables du système osillent, 'est�à�dire se omportentomme des horloges. Cette perspetive d'appliation est réente : elle est apparue au ours8



du stage de Master 2 Reherhe de Nataha Skrzypzak en 2005 qui était oenadré parMihel Petitot et moi. Nous sommes entrés réemment en ontat ave l'un des auteurs del'artile [103℄ sur e sujet. Les disussions qui ont suivi nous ont amenés à amorer l'étuded'un modèle beauoup plus gros (plus de trois ents variables et deux ents réations), eninteration ave l'un des auteurs de l'artile [77℄ qui le présente.Ativité de l'équipe. Bien que l'équipe � alul formel � ontinue son ativité de re-herhe dans son ÷ur de métier, on voit qu'un e�ort très important est e�etué depuisquelques années pour trouver des appliations dans les sienes du vivant. L'équipe fait par-tie depuis 2004 de l'Institut de Reherhes Interdisiplinaires réé à l'initiative de BernardVandenbunder. Le ours de Master 2 Reherhe de l'équipe s'est spéialisé sur la modéli-sation des phénomènes biologiques. Nous nous intéressons de près au langage SBML (pour� Systems Biology Markup Language �), une variante de XML qui onstitue un standard dereprésentation des modèles biologiques : nous prévoyons de l'adopter dans le adre de notreprojet LÉPISME et le mémoire de Master 2 Reherhe de Nataha Skrzypzak en 2005 luiétait à moitié onsaré. Mihel Petitot, François Lemaire et moi partiipons depuis 2004 àun groupe de travail onsaré à la modélisation du rythme iradien d'une algue verte. Cegroupe de travail est omposé de membres de plusieurs disiplines di�érentes dont le bio-logiste François�Yves Bouget, spéialiste de l'algue verte et le physiien Mar Lefran.Logiiels de alul formel. Pour populariser l'algèbre di�érentielle et en failiter l'em-ploi, j'ai développé deux logiiels importants de alul formel. En 1995�1996, j'ai réalisé lepaquetage di�alg en MAPLE lors d'un stage post�dotoral au Symboli Computation Groupde l'université de Waterloo, Ontario, Canada. L'algorithme Rosenfeld�Gröbner en onsti-tue le ÷ur. Ce paquetage est depuis distribué ave la bibliothèque standard du logiielMAPLE. Plusieurs personnes l'ont amélioré au �l des ans, et interfaé ave d'autres solveursde MAPLE. Je pense en partiulier à Évelyne Hubert, Allan D. Wittkopf et à FrançoisLemaire.À partir de 2000, j'ai ommené à réaliser les bibliothèques BLAD en langage C. Lapremière version a été terminée en août 2004. Ces bibliothèques onstituent une sorte d'ana-logue de di�alg mais il y a deux di�érenes importantes : d'abord les bibliothèques BLADsont � open soure � et protégées par la liene LGPL alors que di�alg est un paquetaged'un logiiel propriétaire ; ensuite, BLAD est un ensemble de bibliothèques destinées à êtreappelées par un autre programme alors que di�alg est onçu pour être utilisé interative-ment. Les deux logiiels orrespondent à des usages di�érents et sont don omplémentaires.L'idée de développer BLAD m'est venue au ours de mes partiipations au groupe de tra-vail du projet INRIA SPACES, suite à plusieurs disussions ave Jean�Charles Faugère etFabrie Rouillier qui m'ont onvainu de l'importane de réaliser des haînes logiielles lesplus omplètes possibles mettant en ÷uvre de l'élimination di�érentielle. C'est en réalisantde telles haînes qu'on peut déterminer si une théorie s'applique ou pas et, si 'est le as,où sont les goulots d'étranglement. Jean�Charles Faugère et Fabrie Rouillier m'ont aussi9



fourni le méanisme de gestion de la mémoire [38℄ qui est employé dans leurs logiiels.Était�e une bonne idée de onsarer quatre ans au développement des bibliothèquesBLAD ? Je pense que oui mais un ritère de réussite onvainant serait l'intégration deBLAD dans une grande bibliothèque de alul numérique telle que la Gnu Sienti� Libraryou dans un logiiel tel que silab. Ce qui manque onsidérablement aux versions atuelles desbibliothèques BLAD et qui freine peut�être ette intégration, 'est l'absene d'intégrateursnumériques appliables aux � haînes di�érentielles régulières � produites par Rosenfeld�Gröbner. Ce sujet m'intéresse de très près en e moment. Une di�ulté vient du fait que leshaînes di�érentielles régulières dé�nissent souvent des systèmes impliites et raides.Est�e une bonne idée d'essayer d'assoier des méthodes symboliques exates telles queelles fournies par BLAD et des méthodes numériques inexates ? Là enore, je pense queoui. La question a été posée lors de mes visites au séminaire de SPACES. Je pense que ladonne est di�érente pour les systèmes di�érentiels et pour les systèmes polynomiaux (spéia-lité de SPACES). D'un point de vue théorique et algorithmique, les deux domaines sont trèsprohes mais pas du point de vue des appliations. Les méthodes (bases de Gröbner, haînesrégulières) disponibles pour les systèmes polynomiaux peuvent se présenter omme des alter-natives aux méthodes numériques (méthode de Newton). C'est tout�à�fait sensé, par exempledans le domaine des systèmes polynomiaux qui n'ont qu'un nombre �ni de solutions om-plexes, pare qu'on dispose d'algorithmes exats et e�aes d'isolation de raines. Sous unangle beauoup plus théorique, e point de vue est onforté par les résultats de l'artile [18℄.Pour les équations di�érentielles par ontre, je ne onnais pas d'algorithmes pouvant jouerun r�le similaire à l'exeption peut�être de méthodes par intervalles [47℄ mentionnées dans[45, page 49℄. La oopération symbolique�numérique me semble don indispensable . . . pourles méthodes symboliques.Le mémoire. J'ai rédigé les ent quatre vingts pages et plus qui suivent en herhant àexpliquer la théorie et l'algorithmique sur lesquelles j'ai travaillé omme je pourrais essayerde la présenter à un sienti�que non spéialiste du sujet. J'ai essayé d'expliquer plut�t quede prouver et je me suis e�oré de présenter en même temps les bibliothèques BLAD.Le mémoire omporte quatre parties. Les trois premières ommenent par une sortede tutoriel. Je me suis servi pour les réaliser d'un support que j'ai rédigé pour l'éole d'étéOpen Software for Algebrai and Geometri Computations tenue en septembre 2005 à SophiaAntipolis où j'ai présenté BLAD. Chaque tutoriel est onçu pour présenter à un néophyte(parfois élairé) les notions qui sont étudiées plus théoriquement dans les hapitres suivants.La première partie orrespond à une prise de ontat ave l'algèbre di�érentielle. Letutoriel introdutif est une introdution à l'élimination di�érentielle par analogie ave le pivotde Gauss. Le hapitre suivant présente des notions de base un peu � alulatoires �. Le dernierhapitre tente une présentation originale des notions de solution qui sont ompatibles aveles algorithmes d'élimination di�érentielle qui nous onernent. Ce dernier hapitre résumede nombreuses années de ré�exion menées dans l'équipe. Il expose aussi l'un des résultatsles plus importants de la thèse [62℄ de François Lemaire.La seonde partie présente les objets produits par l'élimination di�érentielle : les � haînes10



di�érentielles régulières �. Le tutoriel introdutif est diretement inspiré du projet LÉPISME.L'algorithme utilisé est une variante spéialisée de Rosenfeld�Gröbner nommée PARDI. Troishapitres suivent. Le premier présente les haînes régulières algébriques puis di�érentiellesau travers de l'algorithme d'Eulide. Il reprend la progression que j'avais suivie lorsquej'assurais un demi�ours dans la �lière � alul formel � du DEA Algorithmique à ParisVI en 2000�2002. Le hapitre suivant présente des appliations algorithmiques immédiatesdes haînes régulières. L'existene d'un algorithme de forme normale me permet de donnerune présentation nouvelle de quelques onstrutions onnues (développement en série desolutions de systèmes di�érentiels). Le troisième hapitre est dense : j'y ai refait les preuvesdes théorèmes lefs qui justi�ent la onstrution des haînes régulières. La preuve uni�ée del'équidimensionnalité des idéaux de la forme (A) : I∞A et de eux de la forme (A) : S∞A quis'y trouve est originale.La troisième partie est onsarée au problème du alul de la représentation d'un systèmedi�érentiel quelonque par une famille �nie de haînes di�érentielles régulières. Le tutorielintrodutif onsiste en une analyse de l'artile [103℄. On y explique les motivations et ladémarhe des auteurs et on montre à quelle étape un algorithme tel que Rosenfeld�Gröbneraurait pu être utilisé. Le hapitre suivant présente une version de Rosenfeld�Gröbner moder-nisée, prohe de l'implantation en BLAD et des dernières améliorations apportées à di�algpar François Lemaire. On y donne aussi des résultats réents, permettant d'optimiser lesméanismes de omplétion pour les systèmes aux dérivées partielles.La quatrième partie ne omporte qu'un hapitre qui dérit les prinipaux hoix de onep-tion que j'ai faits pour les bibliothèques BLAD.On ne trouve pas dans e mémoire de omparaisons de performanes entre BLAD etd'autres logiiels. Ce serait prématuré : les e�etuer me pousserait naturellement à optimiserBLAD or on n'optimise pas un logiiel en ours de développement. C'est un prinipe de génielogiiel. Il faut d'abord réaliser des programmes d'appliation qui utilisent BLAD et ensuiteseulement déterminer e qu'il onvient d'optimiser. Voii deux anedotes pour étayer mesa�rmations.Dans le adre du projet LÉPISME, on s'est aperçu sur des exemples que les limitationsde la méthode étaient dues à des problèmes numériques (évaluation numérique impréise desdérivées d'ordre deux et plus) et pas à l'élimination di�érentielle. Optimiser BLAD est donsans intérêt dans e ontexte.Lors de la mise au point de l'algorithme PARDI en 2001, François Lemaire et moi ompa-rions les performanes en temps de alul d'une implantation MAPLE ave une implantationen une vieille version de BLAD en C++ sur l'exemple des équations d'Euler pour un �uideinompressible en deux dimensions. Chaque fois qu'une implantation avait de meilleuresperformanes que l'autre, nous en herhions la raison et nous améliorions l'autre en onsé-quene. Il s'agissait à haque fois d'un hoix heuristique plus ou moins judiieux. Au boutdu ompte, PARDI en BLAD a largement surpassé PARDI en MAPLE mais le ode del'implantation de PARDI en BLAD était devenue di�ile à lire et don à faire évoluer. J'ai�nalement supprimé toutes es optimisations lorsque j'ai refondu BLAD en langage C.11



Enseignement. En annexe du mémoire, on trouve une opie de la plupart des artiles quej'ai érits, la doumentation tehnique des bibliothèques BLAD mais aussi trois supports deours que j'ai rédigés. Les enseignements que j'assure sont liés à mon ativité de reherhe.L'unité d'enseignement � alul formel et sienes de la matières � est un ours de pro-grammation destiné à de futurs physiiens et himistes. Il est onçu ave des membres del'UFR de physique et s'adresse à des étudiants de deuxième année de liene. Les étudiants yrevoient pour ommener des notions de programmation qu'ils ont apprises en première an-née. On les révise et on montre omment elles se traduisent dans le langage de programmationde MAPLE. Le ours évolue ensuite vers l'étude des équations di�érentielles : méthodes nu-mériques (Euler et Runge�Kutta) puis analyse qualitative des systèmes di�érentiels linéairesen deux variables et à oe�ients onstants (r�le des valeurs propres de la matrie des oef-�ients du système). L'emploi d'un logiiel de alul formel onfère une originalité ertaineà et enseignement : il permet aux étudiants de mener des � démonstrations assistées parordinateur � dont tous les aluls symboliques sont menés par logiiel (preuve que la méthoded'Euler est d'ordre 1, alul des équations dé�nissant les oe�ients de Runge�Kutta).L'unité d'enseignement � systèmes polynomiaux, que signi�e : résoudre ? � est une unitéoptionnelle de la liene informatique. Elle présente une haîne logiielle dédiée à la résolutionréelle exate de systèmes polynomiaux ayant un nombre �ni de solutions omplexes (un alulde base de Gröbner pour un ordre d'élimination suivi d'un algorithme d'isolation de rainesréelles). Ce ours a été onçu ave Fabrie Rouillier qui y présente une appliation à laommande de robots parallèles. De nombreux spéialistes de alul formel ont ontribué àson amélioration.L'unité d'enseignement � algorithmique � est une unité de la deuxième année de la lienemention informatique. J'y présente la programmation linéaire, l'algorithme du simplexe etdes algorithmes de base (preuves et implantation) de la théorie des graphes. Le logiielAMPL est utilisé pour modéliser par programmes linéaires (en variables réelles et entières)des problèmes d'optimisation énonés en Français. J'essaie à la fois de fournir des basessolides aux étudiants qui poursuivront en Master et d'apprendre un outil immédiatementutilisable en entreprise aux étudiants qui quitteront le ursus universitaire ave une liene.En enseignement aussi, il me paraît important de lier les théories à leurs appliations.Chronologie.1990. Je m'insris en thèse sous la diretion de Gérard Jaob.1994. Je soutiens ma thèse [7℄.1995. Première publiation [9℄ sur Rosenfeld�Gröbner ave Daniel Lazard, François Ollivieret Mihel Petitot. Je pars pour un stage post�dotoral d'un an au Symboli Compu-tation Group de l'université de Waterloo (Ontario). Je réalise la première version dupaquetage di�alg pour MAPLE 5.1996. Je suis élu Maître de Conférenes. Mon travail se onentre sur la théorie et l'algo-rithmique de Rosenfeld�Gröbner.1997. Deuxième artile [10℄ en ommun ave Daniel Lazard, François Ollivier et MihelPetitot. Je me marie. 12



1998. François Lemaire s'insrit en thèse. Je oenadre ette thèse ave Gérard Jaob.1999. Artile [8℄. Naissane de Hugo. Ahat d'une maison ave beauoup de travaux.2000. Artile [12℄ ommun ave François Lemaire. J'obtiens une délégation CNRS de deuxans. Mon projet onsistait à améliorer le paquetage di�alg. Je pro�te de ma déléga-tion pour partiiper au séminaire du projet INRIA SPACES. J'assure pendant deuxans un demi�ours dans la �lière � alul formel � du DEA Algorithmique à Paris.Début d'implantation des bibliothèques BLAD. Mar Moreno Maza est élu Maître deConférenes.2001. Artile [11℄ en ommun ave Mar Moreno Maza et François Lemaire. Artile [15℄en ommun ave Sylvain Neut. Premiers ontats ave Bernard Vandenbunder pour lamise en plae de l'Institut de Reherhe Interdisiplinaire. Naissane de Sophie.2002. François Lemaire soutient sa thèse et part en stage post�dotoral d'un an et demiau entre ORCCA de l'université Western Ontario de London (Ontario). Il apporte aupaquetage di�alg les améliorations dérites dans [12, 11℄ (j'aurais eu les plus grandesdi�ultés à e�etuer es modi�ations depuis Lille). Mar Moreno Maza quitte sonposte de Maître de Conférenes pour un poste permanent au entre ORCCA. Je m'ins-ris en HDR à l'oasion de la soutenane de François Lemaire. Ma délégation CNRSse termine. Je prends la responsabilité de la liene de l'IUP GMI et je m'investisdans la préparation de la réforme LMD. Je suis o-organisateur loal de la onféreneinternationale de alul formel ISSAC 2002.2003. Alexandre Sedoglavi est élu Maître de Conférenes. Un �nanement MathSTIC estaordé pour le projet LÉPISME. Gérard Jaob prend sa retraite. Il est remplaé àla diretion de l'équipe par Mihel Petitot. Je reprends le ours d'algorithmique qu'ilassurait en liene informatique. Leopold Weinberg est reruté sur un poste de PRAGet s'insrit en thèse. Je oenadre sa thèse ave Nour�Eddine Oussous. Je rée aveFabrie Rouillier et Éri Wegrzynowski un ours en deuxième année de DEUG intitulé� systèmes polynomiaux, que signi�e : résoudre ? � onsaré à la résolution réelle desystèmes polynomiaux n'ayant qu'un nombre �ni de solutions omplexes.2004. Ahèvement de la première version des bibliothèques BLAD et du logiiel LÉPISME.Artile [6℄ en ommun ave Lilianne Denis�Vidal, Thibaut Henin et François Lemaire.Début du groupe de travail sur la modélisation du rythme iradien hez l'algue verte.2005. François Lemaire est élu Maître de Conférenes. Stage de Master 2 Reherhe deNataha Skrzypzak oenadré par Mihel Petitot et moi.2006. Stage de Master 2 Reherhe d'Asli Ürgüplü oenadré par Alexandre Sedoglavi,François Lemaire et moi. Artile [13℄ en ommun ave François Lemaire et Mar MorenoMaza.
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Chapitre 1Introdution à l'élimination di�érentielleet aux logiielsCe hapitre onstitue une introdution aussi élémentaire que possible à l'éliminationdi�érentielle et à l'utilisation des deux outils logiiels que sont le paquetage di�alg de MAPLEet les bibliothèques BLAD. On présente l'élimination di�érentielle par analogie ave le pivotde Gauss. Essentiellement, on montre dans e hapitre le r�le que jouent les ordres sur lesindéterminées dans les algorithmes d'élimination et la façon dont on spéi�e es ordres dansquelques paquetages MAPLE et dans BLAD. On en pro�te pour introduire par la pratiqueplusieurs notions qui sont approfondies dans les hapitres suivants. Les bibliothèques BLADsont aessibles à l'URL http://www.li�.fr/̃ boulier/BLAD.1.1 L'élimination de GaussL'élimination di�érentielle est un proédé qui transforme un système d'équations di�é-rentielles en un autre système équivalent (en un sens à préiser) mais plus faile à résoudre.C'est là, mais dans un adre plus ompliqué, le prinipe même de l'élimination de Gaussqu'on rappelle sur un exemple, en utilisant le paquetage LinearAlgebra de MAPLE 9.> with (LinearAlgebra):> S1 := [x - 3*y - z = 4, 2*x - y + 3*z = 5℄;S1 := [x - 3 y - z = 4, 2 x - y + 3 z = 5℄> A, b := GenerateMatrix (S1, [x, y, z℄):> Ab1 := < A | b >; [1 -3 -1 4℄Ab1 := [ ℄[2 -1 3 5℄> Ab2 := GaussianElimination (Ab1);[1 -3 -1 4℄15



Ab2 := [ ℄[0 5 5 -3℄> S2 := GenerateEquations (Ab2, [x, y, z℄);S2 := [x - 3 y - z = 4, 5 y + 5 z = -3℄L'appliation du pivot de Gauss sur le système S1 produit un système équivalent ('est�à�dire ayant mêmes solutions) S2 dont la dernière équation ne omporte pas l'indéterminée x.Le pivot de Gauss a � éliminé � x. Pourquoi l'indéterminée éliminée est�elle x ? Pare que,dans la matrie 〈A | b〉, les oe�ients de x apparaissent sur la première olonne et don pareque la liste d'indéterminées fournie en deuxième paramètre à la fontion GenerateEquationsommene par x. Dans la théorie de la simpliation algébrique, il est lassique de dire qu'unetelle liste fournit un � ordre � sur l'ensemble des variables. Les plus grandes variables vis�à�vis de et ordre sont elles qui �gurent le plus à gauhe dans la liste :
[x, y, z] ≡ x > y > z.Résumons�nous : l'élimination de Gauss est un proédé qui prend deux paramètres en entrée :un système linéaire et un ordre sur les indéterminées. Elle transforme le système en unsystème équivalent dans lequel ertaines indéterminées sont éliminées. Plus l'indéterminéeest grande vis�à�vis de l'ordre, plus elle est suseptible d'être éliminée.1.2 L'élimination algébriqueLe prinipe de l'élimination de Gauss se généralise aux systèmes d'équations polyno-miales. On obtient e qu'on appelle � l'élimination algébrique �. Il y a au moins deux gé-néralisations possibles qui onduisent soient à la théorie des � bases de Gröbner � soit à lathéorie des � haînes régulières �. On se onentre ii uniquement sur la seonde. Un algo-rithme de déomposition en haînes régulières est un proédé qui prend en entrée un systèmed'équations polynomiales et un ordre sur les indéterminées. Il transforme le système d'entréeen une famille de � haînes régulières �. Une haîne régulière est un système d'équationspolynomiales qui satisfait entre autres, la propriété suivante : haque équation introduit aumoins une indéterminée en suivant l'ordre fourni en paramètre (on dit aussi que le systèmeest � triangulaire �). Tout système triangulaire n'est pas une haîne régulière mais les autrespropriétés importantes sont trop tehniques pour être dérites dans ette setion. Prenonsun exemple. Ave les paramètres suivantssystème : z2 − 1 = 0, (z + 1)(x− y − 1) = 0,

(y + 1)(x− y − z) = 0, x2 − y2 − 2 z y − 1 = 0,ordre : x > y > z,
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un algorithme de déomposition en haînes régulières pourrait produire la famille suivantede trois haînes régulières (le résultat n'est pas dé�ni de façon unique) :première haîne : z − 1 = 0, x− y − 1 = 0 ;deuxième haîne : z + 1 = 0, x− y + 1 = 0 ;troisième haîne : z + 1 = 0, y + 1 = 0, x2 − 4 = 0.Le système initial est équivalent à la famille de haînes produite : toute solution du systèmeinitial est solution d'au moins une haîne régulière et réiproquement. Dans haque haîne, lapremière équation introduit l'indéterminée z (x et y sont éliminés). Dans les deux premièreshaînes, la deuxième équation introduit x et y. Dans la troisième haîne, la deuxième équationintroduit y (x est éliminé) alors que la dernière équation introduit x. Le fait que z n'apparaisseque dans la première équation est un hasard dû à l'exemple.Pourquoi la sortie de l'algorithme est�elle une famille de systèmes et pas un seul systèmeomme dans le as de l'élimination de Gauss ? Dit autrement, pourquoi y a�t�il des � sin-dages � ou des � disussions de as � ? C'est pare que, dans la théorie des haînes régulières,une équation telle que
(z + 1)(x− y − 1) = 0est vue omme l'équation

x =
(z + 1)(y + 1)

z + 1qui se simpli�e en
x = y + 1sous réserve que z +1 6= 0. Le as z +1 = 0 ne doit pas être oublié et doit être traité séparé-ment : un sindage survient. L'indéterminée en partie gauhe de l'équation est la plus grandeindéterminée qui �gure dans l'équation vis�à�vis de l'ordre. On l'appelle � l'indéterminéeprinipale � de l'équation.1.2.1 Élimination en MAPLELe paquetage Triade de MAPLE a été onçu et réalisé par François Lemaire, Yuzhen Xieet Mar Moreno Maza. Il est inorporé dans MAPLE 10 sous le nom RegularChains [61℄.Il fournit un algorithme de déomposition en haînes régulières, du nom de Triangularize.Le voii, appliqué sur l'exemple. La sortie est un peu di�érente de elle présentée i�dessus.L'ordre sur les indéterminées est dé�ni lors de la réation du polynomial_ring.> with(Triade);[ChainTools, DisplayPolynomialRing, Equations, ExtendedRegularGd, Inequations,Initial, Inverse, IsRegular, MainDegree, MainVariable, MatrixCombine,MatrixTools, NormalForm, PolynomialRing, Rank, RegularGd,17



RegularizeInitial, Separant, SparsePseudoRemainder, Tail, Triangularize℄> R := PolynomialRing([x,y,z℄);R := polynomial_ring> sys := [z^2 - 1, (z+1)*(x-y-1), (y+1)*(x-y-z), x^2 - y^2 - 2*z*y -1℄:> result := Triangularize (sys, R);result := [regular_hain, regular_hain, regular_hain℄> Equations(result[1℄, R); [-y + x + 1, z + 1℄> Equations(result[2℄, R); [x - y - 1, z - 1℄> Equations(result[3℄, R); [x - 2, y + 1, z + 1℄1.2.2 Élimination ave BLADOn peut également aluler des déompositions en haînes régulières grâe à l'algorithmeRosenfeld�Gröbner bien que et algorithme ait été onçu pour traiter des systèmes di�éren-tiels. Voii un programme en langage C e�etuant la déomposition grâe aux bibliothèquesBLAD./* File algebrai. */#inlude "bad.h"int main (){ bav_Iordering r;strut bad_intersetof_reghain ideal;strut bap_tableof_polynom_mpz eqns, ineqns;strut ba0_mark M;bad_restart (0, 0);ba0_reord (&M);ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [℄, bloks = [x, y, z℄)","%ordering", &r);bav_R_push_ordering (r);bad_init_intersetof_reghain (&ideal);ba0_ssanf2 ("intersetof_reghain ([℄, \[autoredued, primitive, normalized℄)","%intersetof_reghain", &ideal);18



ba0_init_table ((ba0_table)&eqns);ba0_init_table ((ba0_table)&ineqns);ba0_ssanf2 ("[z^2 - 1, (z + 1)*(x - y - 1), (y + 1)*(x - y - z), \x^2 - y^2 - 2*z*y - 1℄", "%t[%Az℄", &eqns);bad_Rosenfeld_Groebner (&ideal, &eqns, &ineqns, (bav_tableof_variable)0);ba0_printf ("%intersetof_reghain\n", &ideal);bav_R_pull_ordering ();ba0_restore (&M);bad_terminate (ba0_init_level);return 0;} Ce programme C peut être ompilé pour produire un exéutable. On donne i�dessousune ommande de ompilation utilisant g pour les mahines fontionnant sous UNIX. Ona supposé que la Gnu Multiple Preision Library (GMP) était installée dans /usr/loal/gmp(sous�répertoires inlude et lib). On a supposé que les bibliothèques BLAD étaient installéesdans /usr/loal/blad (sous�répertoires inlude et lib).$ g -I/usr/loal/gmp/inlude -I/usr/loal/blad/inlude algebrai.$ g -L/usr/loal/gmp/lib -L/usr/loal/blad/lib \-Wl,-rpath /usr/loal/gmp/lib -Wl,-rpath /usr/loal/blad/lib \algebrai.o -lbad -lbap -lbav -lba0 -lgmpIl est bien sûr reommandé d'utiliser un � make�le �. Voii le mien.GMPROOT = /usr/loal/gmpBLADROOT = /usr/loal/bladCFLAGS = -g -WallLDFLAGS = -g -L${GMPROOT}/lib -L${BLADROOT}/lib \-Wl,-rpath ${GMPROOT}/lib -Wl,-rpath ${BLADROOT}/libCPPFLAGS = -I${GMPROOT}/inlude -I${BLADROOT}/inludeCC = gLIBS = -lbad -lbap -lbav -lba0 -lgmp%: %. $(CC) $(CPPFLAGS) $(CFLAGS) $(LDFLAGS) $< $(LIBS) -o $�Voii le résultat obtenu à l'exéution. Le système initial est représenté sous la forme d'une� intersetion � de trois haînes régulières. Le terme reghain est la ontration de regularhain. Pourquoi � intersetion � ? L'ensemble des solutions du système initial est l'uniondes ensembles de solutions des trois haînes. Par onséquent, l'idéal dé�ni par le systèmeinitial est l'intersetion des idéaux dé�nis par les trois haînes. Les haînes régulières ainsique leur intersetion sont a�ublées de quali�atifs qui dérivent des propriétés partiulièresdes haînes. Ces propriétés sont trop tehniques pour être dérites dans ette setion. Voirla setion 5.6, page 84.$ ./algebrai 19



intersetof_reghain ([reghain ([z - 1, x - y - 1℄, [autoredued,primitive, normalized℄), reghain ([z + 1, x - y + 1℄, [autoredued,primitive, normalized ℄), reghain ([z + 1, y + 1, x^2 - 4℄, [autoredued,primitive, normalized℄)℄, [autoredued, primitive, normalized℄)Commentons un peu le programme C. Les fontions, les types et les strutures de donnéesdes bibliothèques BLAD sont pré�xées par ba0, bav, bap ou bad suivant la bibliothèque àlaquelle elles appartiennent. La bibliothèque ba0 gère la mémoire, les exeptions, les entrées�sorties et quelques strutures de données génériques. La bibliothèque bav gère les variables(les indéterminées) et en partiulier les ordres sur les variables. La bibliothèque bap ontienttous les algorithmes qui sont ensés s'appliquer à des polyn�mes (mais pas des systèmesde polyn�mes). La plus importante fontionnalité qu'elle o�re est le alul du plus granddiviseur ommun de deux polyn�mes en plusieurs indéterminées et à oe�ients entiers. Labibliothèque bad ontient les algorithmes qui s'appliquent à des systèmes de polyn�mes eten partiulier, une implantation de Rosenfeld�Gröbner.Tout appel aux bibliothèques BLAD doit être inlus dans e qu'on appelle une � suited'appels aux bibliothèques BLAD �, qui ommene par un appel à bad_restart et se terminepar un appel à bad_terminate. Les paramètres fournis à bad_restart sont des limites entemps et en espae mémoire données pour les aluls (un zéro indique qu'on ne donne pasde limite). La variable M a un r�le lié à la gestion de la mémoire que je ne ommente pasdavantage ii.La fontion ba0_ssanf2 est une variante de la fontion ssanf o�erte par la bibliothèquestandard du langage C. Voii un petit rappel pour eux qui auraient oublié leurs bases deC. En C, l'instrution suivante lit un entier sur l'entrée standard et a�ete le résultat à lavariable x. La haîne de aratères "%d" qui onstitue le premier paramètre de l'appel àsanf est un � format � qui dérit la nature de e qui doit être lu. Le dernier paramètre estl'adresse de la variable destinée à reevoir le résultat.{ int x;sanf ("%d", &x);}La fontion sanf admet plusieurs variantes. L'une d'elles est la fontion ssanf qui lit desdonnées dans une haîne de aratères plut�t que sur l'entrée standard. Ce premier paramètreest en première plae. Dans l'exemple suivant, l'entier 421 est lu et a�eté à x.{ int x;ssanf ("421", "%d", &x);}La fontion ba0_ssanf2 est onstruite sur le même prinipe que ssanf mais elle o�re unevariété de formats plus importante. L'extrait de ode suivant lit l'ordre x > y > z et l'a�eteà la variable r{ bav_Iordering r;ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [℄, bloks = [x, y, z℄)",20



"%ordering", &r);}Dans le programme, et ordre est ensuite � empilé � (appel à bav_R_push_ordering) surune pile prédé�nie d'ordres et devient l'ordre ourant, 'est�à�dire elui qui est impliitementutilisé dans la suite des opérations.L'extrait de ode suivant lit un tableau de polyn�mes en plusieurs indéterminées et àoe�ients entiers. Le format "%Az" désigne les polyn�mes en plusieurs indéterminées et àoe�ients entiers. Le format "%t[%Az℄" désigne les tableaux de tels polyn�mes. Le tableaueqns doit être initialisé avant de pouvoir être utilisé. Le shéma de programmation est alquésur elui de la GMP.{ strut bap_tableof_polynom_mpz eqns;ba0_init_table ((ba0_table)&eqns);ba0_ssanf2 ("[z^2 - 1, (z + 1)*(x - y - 1), (y + 1)*(x - y - z), \x^2 - y^2 - 2*z*y - 1℄", "%t[%Az℄", &eqns);}L'extrait suivant e�etue l'élimination en appelant Rosenfeld�Gröbner. Tout d'abord, la va-riable ideal, destinée à reevoir le résultat de l'élimination est initialisée. Puis on lui a�eteune intersetion � vide � de haînes régulières. Le but est ii uniquement de positionner àvrai les indiateurs signi�ant qu'on désire des haînes � autoréduites �, � primitives � et� fortement normalisées �. En�n, Rosenfeld�Gröbner est appelé. Je ne ommente pas lesdeux derniers paramètres de l'appel de fontion, qui ne sont pas utilisés.{ strut bad_intersetof_reghain ideal;bad_init_intersetof_reghain (&ideal);ba0_ssanf2 ("intersetof_reghain ([℄, \[autoredued, primitive, normalized℄)","%intersetof_reghain", &ideal);bad_Rosenfeld_Groebner (&ideal, &eqns, &ineqns, (bav_tableof_variable)0);}1.3 L'élimination di�érentielleLe prinipe de l'élimination algébrique et le onept de haînes régulières se généraliseau as di�érentiel. Les indéterminées ne représentent plus des nombres mais des fontionsanalytiques. Le système suivant est un exemple de système de deux équations di�érentiellespolynomiales. Le � point � au�dessus d'une indéterminée désigne sa dérivée première (nota-tion des � �uxions �). Une solution du système suivant est un ouple (u(t), v(t)) de fontionsdu temps.
u̇2 − 4 v̇ = 0, v̇ − u + 1 = 0.21



L'élimination di�érentielle est un proédé qui prend en entrée un système d'équationspolynomiales di�érentielles et un ordre sur l'ensemble in�ni de toutes les dérivées de u etde v. De tels ordres, lorsqu'ils satisfont ertaines onditions tehniques, sont appelés des� lassements � (� rankings � en Anglais). Elle transforme le système fourni en entrée enune famille équivalente de � haînes di�érentielles régulières �. Fixons par exemple l'ordre
· · · > ü > u̇ > u > · · · > v̈ > v̇ > v.L'algorithmeRosenfeld�Gröbner, appliqué au système et à l'ordre i�dessus produit la famillesuivante de deux haînes di�érentielles régulières :première haîne : v̈2 − 4 v̇ = 0, u− v̇ − 1 = 0 ;seonde haîne : v̇ = 0, u− 1 = 0 ;Dans la première équation de haque haîne l'indéterminée di�érentielle u et toutes ses déri-vées sont éliminées. La famille est équivalente au système initial : toute solution analytiquedu système initial est une solution analytique de l'une des deux haînes et réiproquement.Les solutions analytiques de la première haîne sont

v(t) = c1 +
(t + c2)

3

3
, u(t) = 1 + (t + c2)

2, c1, c2 ∈ C.Les solutions analytiques de la seonde haîne sont
v(t) = c, u(t) = 1, c ∈ C.1.3.1 Élimination en MAPLEJ'ai réalisé le paquetage di�alg 1995�1996. Le paquetage a ensuite été fortement améliorépar plusieurs personnes et en partiulier par Évelyne Hubert et (plus réemment) par FrançoisLemaire. L'implantation de Rosenfeld�Gröbner est plus anienne que elle de BLAD. Elleproduit aussi des haînes di�érentielles régulières bien que l'appellation � haîne di�érentiellerégulière � n'ai pas enore été inventée lors de la réalisation du paquetage (elle date de lathèse de François Lemaire en 2002).L'ordre est dé�ni au moment de la réation de l'ODE_ring. Les dérivées des indéterminéesdi�érentielles sont notées au moyen de listes de dérivations : par exemple, u[t℄ désigne u̇ etu[t,t℄ désigne ü. Pour ontourner une limitation de MAPLE, on note u[℄ pour u.> with (diffalg);[Rosenfeld_Groebner, belongs_to, delta_leader, delta_polynomial, denote,derivatives, differential_ring, differential_sprem, differentiate,equations, essential_omponents, field_extension, greater, inequations,initial, initial_onditions, is_orthonomi, leader, power_series_solution,22



preparation_polynomial, print_ranking, rank, redued, redued_form,rewrite_rules, separant℄> R := differential_ring (derivations = [t℄, ranking = [u, v℄);R := ODE_ring> ideal := Rosenfeld_Groebner ([u[t℄^2 - 4*v, v[t℄ - u + 1℄, R);ideal := [haraterizable, haraterizable℄> equations (ideal [1℄); 2[-v[t℄ + u[℄ - 1, v[t, t℄ - 4 v[℄℄> equations (ideal [2℄); [-1 + u[℄, v[℄℄1.3.2 Élimination di�érentielle ave BLADLe programme C i�dessous applique Rosenfeld�Gröbner sur l'exemple. Il est très prohedu programme donné dans la setion préédente. La prinipale di�érene est le quali�atifdi�erential utilisé pour initialiser la variable ideal.La bibliothèque BLAD o�re en fait un onept uni�é de haîne régulière qui peut être ounon di�érentielle. Cette uni�ation de onept, suggerée dans la thèse de François Lemaire,n'est pas enore réalisée dans les paquetages MAPLE./* File differential. */#inlude "bad.h"int main (){ bav_Iordering r;strut bad_intersetof_reghain ideal;strut bap_tableof_polynom_mpz eqns, ineqns;strut ba0_mark M;bad_restart (0, 0);ba0_reord (&M);ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [t℄, bloks = [u, v℄)","%ordering", &r);bav_R_push_ordering (r);bad_init_intersetof_reghain (&ideal);ba0_ssanf2 ("intersetof_reghain ([℄, \[differential, autoredued, primitive, normalized℄)",23



"%intersetof_reghain", &ideal);ba0_init_table ((ba0_table)&eqns);ba0_init_table ((ba0_table)&ineqns);ba0_ssanf2 ("[u[t℄^2 - 4*v[t℄, v[t℄ - u + 1℄", "%t[%Az℄", &eqns);bad_Rosenfeld_Groebner (&ideal, &eqns, &ineqns, (bav_tableof_variable)0);ba0_printf ("%intersetof_reghain\n", &ideal);bav_R_pull_ordering ();ba0_restore (&M);bad_terminate (ba0_init_level);return 0;} Le programme i�dessus peut être ompilé (voir une ommande dans la setion préé-dente). On obtient à l'exéution :$ ./differentialintersetof_reghain ([reghain ([v[t,t℄^2 - 4*v[t℄, u - v[t℄ - 1℄, [differential, autoredued, primitive, squarefree, oherent, normalized℄),reghain ([v[t℄, u - 1℄, [differential, autoredued, primitive, squarefree,oherent , normalized℄)℄, [differential, autoredued, primitive, squarefree,oherent, normalized℄)1.3.3 Autres lassementsLe lassement donné i�dessus est un � lassement d'élimination �. Un autre type trèsimportant de lassement est onstitué des lassements � ompatibles ave l'ordre total �(� orderly � en Anglais). Vis�à�vis de es lassements, plus une indéterminée est dérivée(plus elle est d'ordre élevé) plus elle est grande. Voii un exemple de tel lassement
· · · > ü > v̈ > u̇ > v̇ > u > v.En BLAD, il est noté (remarquer les deux niveaux de rohets) :ordering (derivations = [t℄, bloks = [[u, v℄℄)Ave trois indéterminées di�érentielles ou plus, il est possible de dé�nir des lassementsenore plus généraux, très utiles aussi. Par exemple,

· · · > ẅ > ẇ > w > · · · > ü > v̈ > u̇ > v̇ > u > v.Vis�à�vis de e lassement, toute dérivée de w est plus grande que toute dérivée de u ou de valors que les dérivées de u et de v sont ordonnées entre elles suivant un lassement ompatibleave l'ordre total. On appelle ette sorte de lassement un � lassement d'élimination parblos �. On le note souvent de façon abrégée :
w ≫ (u, v).On le note en BLAD :ordering (derivations = [t℄, bloks = [w, [u, v℄℄)24



Chapitre 2Arithmétique des polyn�mes di�érentielsCe hapitre présente des notions sans di�ulté que je supposerai onnues dans les ha-pitres suivants. Je l'ai émaillé de petits exeries (orrigés) et en partiulier de petits exeriesde programmation utilisant les bibliothèques BLAD.2.1 Polyn�mes non di�érentielsSoit K un orps ommutatif et de aratéristique nulle. Soit X un alphabet, éventuel-lement in�ni, d'indéterminées sur K. On note K[X] l'anneau des polyn�mes onstruits surl'alphabet X et à oe�ients dans K. On suppose X totalement ordonné et on onsidèreun polyn�me f ∈ K[X] \ K. On appelle � indéterminée prinipale � de f la plus grandedes indéterminées x ∈ X qui �gure dans f 'est�à�dire telle que deg(f, x) 6= 0. On la note
ld f . Notons d = deg(f, x). Le mon�me xd est appelé le � rang � de f . Le oe�ient de xddans f est l' � initial � de f . Le polyn�me ∂f/∂x est le � séparant � de f . Ce sont tous lesdeux des polyn�mes de K[X].Exerie 1 Quel est l'initial du polyn�me 3 x2 y − x2 + y + 5 x− y3 (en supposant x > y) ?Érire un programme C utilisant BLAD qui alule et a�he l'initial du polyn�me.Exerie 2 Quel est le séparant du polyn�me préédent ?Exerie 3 Dans quel as l'initial d'un polyn�me est�il égal à son séparant ?Un ensemble �ni de polyn�mes est dit � triangulaire � si les indéterminées prinipales deses éléments sont toutes distintes.Soit g ∈ K[X] un autre polyn�me. Supposons que l'initial de f appartienne à K. Onpeut alors aluler le quotient q et le reste r de la division eulidienne de g par f , vus ommedes polyn�mes en l'indéterminée x et à oe�ients dans l'anneau K[X \ {x}].
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Le ouple (q, r) est dé�ni de façon unique. Il satisfait
deg(r, x) < deg(f, x), g = f q + r.On note quo(g, f, x) le quotient et rem(g, f, x) le reste ou parfois quo(g, f) et rem(g, f)lorsqu'auune ambiguité n'est à raindre. Si l'initial de f n'appartient pas à K, la divisioneulidienne de g par f n'est plus possible : il n'y a auune raison que l'initial de f diviseexatement le oe�ient prinipal de g par rapport à x. On dispose toutefois de l'algorithmede � pseudo�division � qui onsiste à multiplier g par une puissane de l'initial de f su�santepour que les divisions par l'initial de f tombent juste. En notant if l'initial de f et a =

deg(f, x)− deg(g, x) + 1,
iaf g f
r qExerie 4 E�etuer la pseudo�division de a x2 + b x + c par d x + e. On suppose que l'in-déterminée prinipale des deux polyn�mes est x. Érire un programme C utilisant BLAD quie�etue la pseudo�division et a�he le résultat.Le ouple (q, r) est dé�ni de façon unique. Il satisfait

deg(r, x) < deg(f, x), iaf g = f q + r.On note pquo(g, f, x) le pseudo�quotient et prem(g, f, x) le pseudo�reste de f par g ouparfois pquo(g, f) et prem(g, f) lorsqu'auune ambiguité n'est à raindre. En fait, plusieursvariantes de l'algorithme de pseudo�division sont disponibles (on peut en partiulier prendreparfois a < deg(f, x) − deg(g, x) + 1). Il peut être utile d'utiliser plusieurs variantes del'algorithme de pseudo�division dans un logiiel : dans ertains as, on peut vouloir herherl'exposant a le plus petit possible pour éviter le grossissement des données ; dans le ontextede l'algorithme des sous�résultants, on est obligé de prendre a = deg(f, x)−deg(g, x)+1 pourque les divisions exates mises en ÷uvre dans et algorithme tombent juste. Pour ouvrirtous les as, nous dirons que le ouple (q, r) n'est pas dé�ni de façon unique mais qu'il satisfaitdans tous les as
deg(r, x) < deg(f, x), ∃ a ≥ 0, iaf g = f q + r.Soit F ⊂ K[X] \K un ensemble ni néessairement triangulaire ni même néessairement �ni.On dé�nit prem(g, F ) omme l'un des résultats possibles de l'algorithme suivant.fontion prem(g, F )début

r := gtant que ∃ f ∈ F, deg(r, ld f) ≥ deg(f, ld f) faire
r := prem(r, f, ld f)faitretourner r�n 26



Sans préision supplémentaire, rien ne garantit que la fontion termine. Ces préisions(utilisation de � lassements �) sont données dans les setions qui suivent. On suppose donque le alul termine. Le pseudo�reste r = prem(g, F ) n'est pas néessairement dé�ni defaçon unique mais il satisfait dans tous les as les propriétés suivantes :1. r est � algébriquement réduit � par rapport à F , 'est�à�dire que pour tous f ∈ F ona deg(r, ld f) < deg(f, ld f) ;2. il existe un produit de puissanes h d'initiaux d'éléments de F tel que h g = r mod (F )où (F ) désigne l'idéal engendré par les éléments de F .Un ensemble F dont tous les éléments sont algébriquement réduits les uns par rapport auxautres est dit � algébriquement autoréduit �.Exerie 5 Trouver un ordre sur l'ensemble {x, y} tel que F = {x2, x y − 1} soit algébri-quement autoréduit.Soit E un ensemble de polyn�mes di�érentiels n'appartenant pas à K (sauf peut�êtrezéro). Un sous�ensemble algébriquement autoréduit F de E est un � ensemble aratéristiquealgébrique � de E si E ne ontient auun élément non nul algébriquement réduit par rapportà F .Exerie 6 Montrer que si F est un ensemble aratéristique algébrique d'un idéal E alors,quel que soit f ∈ E on a prem(f, F ) = 0.2.1.1 SaturationsSi A est un idéal d'un anneau R et M ⊂ R est une famille multipliative, on dé�nit lasaturation de A par M omme l'ensemble
A : M = {f ∈ R | ∃ m ∈M, m f ∈ A}.Si S = {s1, . . . , st} on note S∞ = {sℓ1

1 · · · sℓt
t | ℓ1, . . . , ℓt ≥ 0} la famille multipliativeengendrée par S.Exerie 7 Soit F = {(x + 1) y, x2 − 1} un système. On prend l'ordre y > x. Dérirel'ensemble des solutions des idéaux (F ) et (F ) : I∞F . Montrer que F n'est pas un ensemblearatéristique algébrique de l'idéal (F ) : I∞F .Exerie 8 Montrer que si prem(f, F ) = 0 alors f ∈ (F ) : I∞F où IF désigne l'ensemble desinitiaux des éléments de F .Exerie 9 Montrer que A : M est un idéal ontenant A.Exerie 10 Dans un anneau n÷thérien, tout idéal A est une intersetion d'idéaux � pri-maires �, 'est�à�dire d'idéaux q1, . . . , qt tels que

a b ∈ qi ⇒ [a ∈ qi ou ∃ n ≥ 0, bn ∈ qi] .Montrer que A : M est l'intersetion des idéaux primaires qi tels que qi ∩M = ∅.27



2.2 Polyn�mes di�érentielsOn appelle � dérivation � sur un anneau R toute appliation δ : R→ R satisfaisant lesaxiomes des dérivations :
δ(a + b) = δ(a) + δ(b), δ(a b) = δ(a) b + aδ(b), (∀ a, b ∈ R)Un � anneau di�érentiel � est un anneau muni d'un nombre �ni de dérivations supposéesommuter entre elles :

δi(δj(a)) = δj(δi(a)) (∀ a, b ∈ R).De la même façon, un � orps di�érentiel � est un anneau di�érentiel qui est aussi un orps.Exerie 11 Montrer que les axiomes des dérivations impliquent que δ(0) = 0, δ(1) = 0 etplus généralement que δ(z) = 0 pour tout z ∈ Z.Exerie 12 Soient a, b ∈ R tels que 1/b ∈ R. Montrer que les axiomes des dérivationsimpliquent :
δ
(a

b

)
=

δ(a) b + a δ(b)

b2
·En algèbre di�érentielle, on manipule des systèmes �nis d'un anneau de polyn�mes dif-férentiels R = K{U} muni d'un ensemble de dérivations {δ1, . . . , δm}. L'ensemble U =

{u1, . . . , un} est l'ensemble des � indéterminées di�érentielles �. L'anneau des oe�ients Kest un orps di�érentiel ommutatif de aratéristique nulle. L'ensemble {δ1, . . . , δm} en-gendre un monoïde ommutatif pour l'opération de omposition. On le note
Θ = {δa1

1 · · · δam
m | a1, . . . , am ∈ N}.Les éléments de Θ sont les � opérateurs de dérivation �. Dans ette théorie, on se restreintdon à des opérateurs de dérivation ommutatifs. Si θ = δa1

1 · · · δam
m est un opérateur dedérivation, on dé�nit son � ordre � omme

ord θ = a1 + · · ·+ am.Si θ = δa1

1 · · · δam
m et ϕ = δb1

1 · · · δbm
m sont deux opérateurs de dérivation, on note θϕ =

δa1+b1
1 · · · δam+bm

m . Si de plus ai ≥ bi pour tous 1 ≤ i ≤ m, on note θ/ϕ = δa1−b1
1 · · · δam−bm

m .Le monoïde Θ agit sur l'ensemble des indéterminées di�érentielles U , engendrant l'ensemblein�ni ΘU des � dérivées �. Les polyn�mes di�érentiels de R peuvent ainsi être vus ommedes polyn�mes au sens habituel sur l'alphabet in�ni des dérivées : R = K[ΘU ].Un � lassement � est une relation d'ordre total sur ΘU ompatible ave l'ation desdérivations sur ΘU , 'est�à�dire qui satisfait les deux axiomes suivants :1. v ≤ θv (∀ v ∈ ΘU, θ ∈ Θ)2. v < w ⇒ θv < θw (∀ v, w ∈ ΘU, θ ∈ Θ)28



On distingue plusieurs types de lassements. Les trois qui suivent sont importants bien quenous ne devions pas nous en servir dans e hapitre. Les dé�nitions sont données pourdeux indéterminées di�érentielles. Elles se généralisent aisément à un nombre quelonqued'indéterminées di�érentielles.1. Les lassements d'élimination.Soient u, v ∈ U deux indéterminées di�érentielles. On dit qu'un lassement � éli-mine � u, e qu'on note
u≫ v si θu > φv (∀ θ, φ ∈ Θ).2. Les lassements ompatibles ave l'ordre total.Soient u, v ∈ U deux indéterminées di�érentielles. On dit qu'un lassement est � om-patible ave l'ordre total � pour u et v si

ord θ < ordφ⇒ θu < φv (∀ θ, φ ∈ Θ).3. Les lassements de Riquier.Soient u, v ∈ U deux indéterminées di�érentielles. On dit qu'un lassement est � deRiquier � pour u et v si
θu < φu⇔ θv < φv (∀ θ, φ ∈ Θ).Exerie 13 Pour haun des extraits de lassements suivants, indiquer s'il relève de l'undes types préédents. Les indéterminées di�érentielles sont u et v. les dérivations δx et δysont notées en indie.1. · · · > uxy > uyy > ux > uy > u > · · · > vxx > vxy > vyy > vx > vy > v.2. · · · > uxx > uxy > uyy > vxx > vxy > vyy > ux > uy > vx > vy > u > v.3. · · · > uxx > uxy > uyy > vyy > vxy > vxx > ux > uy > vy > vx > u > v.Supposons ΘU ordonné suivant un lassement. Toutes les dé�nitions données dans lasetion préédente s'appliquent aux polyn�mes di�érentiels, si e n'est qu'on dit � dérivéedominante � au lieu d'indéterminée prinipale.Exerie 14 Donner, vis�à�vis de haun des lassements i�dessus, la dérivée dominantedu polyn�me di�érentiel uy vyy +u2

x−3. Érire un programme C, utilisant BLAD, qui aluleet a�he es dérivées dominantes.Proposition 1 Soient f ∈ R \K un polyn�me di�érentiel et θ ∈ Θ un opérateur de dériva-tion d'ordre non nul. Le séparant de f est l'initial de θf .Preuve C'est une onséquene des axiomes des lassements.29



2.2.1 La rédution de RittL'appellation vient du nom du véritable fondateur de l'algèbre di�érentielle : JosephFels Ritt. Soient g ∈ R un polyn�me di�érentiel et F ⊂ R un ensemble �ni de polyn�mesdi�érentiels. On dé�nit le � reste partiel � de g par F pour la rédution de Ritt par
reste_partiel(g, F ) = prem(g, {ΘF} \ F ).On dé�nit le � reste omplet � de g par F pour la rédution de Ritt par

reste_complet(g, F ) = prem(g, ΘF ).Les remarques faites au sujet de la pseudo�division s'appliquent a fortiori pour la rédutionde Ritt : � le � reste partiel et � le � reste omplet de g par F pour la rédution de Ritt ne sontpas dé�nis de façon unique. Si on les programme naturellement, 'est�à�dire en herhantà réduire d'abord les dérivées les plus grandes vis�à�vis du lassement, es algorithmes derédution terminent. On le démontre en la setion 2.4. Notons [F ] le plus petit � idéaldi�érentiel � engendré par F dans R, 'est�à�dire le plus petit idéal de R ontenant F etstable sous l'ation des dérivations ('est�à�dire tel que p ∈ [F ] ⇒ θp ∈ [F ] pour toutedérivée θp de p). Le polyn�me di�érentiel r = reste_partiel(g, F ) satisfait les propriétés :1. il est � partiellement réduit � par rapport à F , 'est�à�dire algébriquement réduit parrapport à {ΘF} \ F ;2. il existe un produit de puissanes h de séparants d'éléments de F tels que h g = r
mod [F ].Le polyn�me di�érentiel r = reste_complet(g, F ) satisfait les propriétés :1. il est � omplètement réduit � par rapport à F , 'est�à�dire algébriquement réduit parrapport à ΘF ;2. il existe un produit de puissanes h d'initiaux et de séparants d'éléments de F tels que
h g = r mod [F ].Exerie 15 Caluler le reste partiel et le reste omplet de g = uxx +ux par F = {u2

x +ux +
u}. Érire un programme C, utilisant BLAD, qui alule et a�he es deux restes.Exerie 16 Montrer que u3

x ∈ [u ux].Un ensemble F dont tout élément est partiellement réduit par rapport à tous les autresest dit � partiellement autoréduit �. Un ensemble F dont tout élément est omplètementréduit par rapport à tous les autres est dit � omplètement autoréduit �. Soit E ⊂ R unensemble de polyn�mes di�érentiels n'appartenant pas à K (sauf peut�être zéro). Un sous�ensemble omplètement autoréduit F de E est un � ensemble aratéristique di�érentiel �de E si E ne omporte auun élément non nul omplètement réduit par rapport à F .Exerie 17 Montrer que si F est un ensemble aratéristique di�érentiel d'un idéal di�é-rentiel E alors, quel que soit f ∈ E on a reste_complet(f, F ) = 0.Exerie 18 Notons SF l'ensemble des séparants des éléments de F et HF l'ensemble desinitiaux et des séparants des éléments de F . Montrer que si reste_partiel(f, F ) = 0 alors
f ∈ [F ] : S∞F . Montrer que si reste_complet(f, F ) = 0 alors f ∈ [F ] : H∞F .30



2.3 Corretion des exeriesCorrigé de l'exerie 1. L'initial est 3 y − 1. Voii un programme C alulant l'initial.La séquene d'appels aux bibliothèques BLAD est enadrée par des appels à bap_restartet à bap_terminate au lieu de bad_restart et bad_terminate. Cela indique que le programmeutilise pas les bibliothèques ba0, bav et bap mais pas la bibliothèque bad.Pourquoi la variable initial est�elle initialisée en tant que polyn�me � readonly �, 'est�à�dire en tant que polyn�me � en leture seule � ? Ce n'est pas indispensable mais 'estplus e�ae. La fontion bap_initial_polynom_mpz ne onstruit pas vraiment un nouveaupolyn�me. Elle a�ete à la variable initial un polyn�me qui partage des données ave A.Par séurité, ette fontion positionne un indiateur dans la variable initial interdisantque le ontenu de ette variable soit modi�é (sans ela, toute modi�ation faite sur ini-tial modi�erait A par � e�et de bord �). Sahant ela, il est possible d'optimiser le odeen initialisant initial de façon � inomplète �. Cette sorte d'initialisation est réalisée parbap_init_readonly_polynom_mpz./* File exerie_1. */#inlude "bap.h"int main (){ bav_Iordering r;strut bap_polynom_mpz A, initial;strut ba0_mark M;bap_restart (0, 0);ba0_reord (&M);ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [℄, bloks = [x, y℄)","%ordering", &r);bav_R_push_ordering (r);bap_init_polynom_mpz (&A);ba0_ssanf2 ("3*x^2*y - x^2 + y + 5*x - y^3", "%Az", &A);bap_init_readonly_polynom_mpz (&initial);bap_initial_polynom_mpz (&initial, &A);ba0_printf ("initial = %Az\n", &initial);bav_R_pull_ordering ();ba0_restore (&M);bap_terminate (ba0_init_level);return 0;}Voii l'a�hage obtenu à l'exéution. 31



$ ./exerie_1initial = 3*y - 1Corrigé de l'exerie 2. Le séparant est 6 x y − 2 x + 5.Corrigé de l'exerie 3. Quand le polyn�me est de degré 1 en son indéterminée prinipale.Corrigé de l'exerie 4. Avant d'e�etuer la division, on multiplie le polyn�me à diviser par
d2. Le pseudo�quotient est d a x+(d b−a e) ; le pseudo�reste d2 c−d b e+a e2. Voii ommentproéder en BLAD./* File exerie_4. */#inlude "bap.h"int main (){ bav_Iordering r;bav_Idegree deg;strut bap_polynom_mpz A, B, Q, R;strut ba0_mark M;bap_restart (0, 0);ba0_reord (&M);ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [℄, bloks = [x, a, b, , d, e℄)","%ordering", &r);bav_R_push_ordering (r);bap_init_polynom_mpz (&A);bap_init_polynom_mpz (&B);ba0_ssanf2 ("a*x^2 + b*x + ", "%Az", &A);ba0_ssanf2 ("d*x + e", "%Az", &B);bap_init_polynom_mpz (&Q);bap_init_polynom_mpz (&R);bap_pseudo_division_polynom_mpz (&Q, &R, &deg, &A, &B);ba0_printf ("Q = %Az, R = %Az, deg = %d\n", &Q, &R, deg);bav_R_pull_ordering ();ba0_restore (&M);bap_terminate (ba0_init_level);return 0;}Voii le résultat obtenu à l'exéution. 32



$ ./exerie_4Q = x*a*d - a*e + b*d, R = a*e^2 - b*d*e + *d^2, deg = 2Corrigé de l'exerie 5. Prendre y > x.Corrigé de l'exerie 6. Soient f ∈ E et r = prem(f, F ). D'après les spéi�ations de prem,le pseudo�reste r est algébriquement réduit par rapport à F et appartient à E. D'après ladé�nition d'un ensemble aratéristique, r = 0.Corrigé de l'exerie 7. L'ensemble des initiaux est IF = {x + 1, 1}. L'idéal (F ) admet poursolutions la droite x = −1 et le point (x, y) = (1, 0). L'idéal (F ) : I∞F n'admet que le pointpour solution. Comme (x+1)(x−1) ∈ (F ) on a x−1 ∈ (F ) : I∞F . Le polyn�me x−1 est nonnul et algébriquement réduit par rapport à F don F n'est pas un ensemble aratéristiquealgébrique de (F ) : I∞F .Corrigé de l'exerie 8. Si prem(f, F ) = 0 alors, d'après les spéi�ations de prem, il existeun élément h de la famille multipliative engendrée par IF tel que h f ∈ (F ). Par onséquent,
f ∈ (F ) : I∞F .Corrigé de l'exerie 9. Toute famille multipliative ontient 1. Par onséquent, A ⊂ A : M .Montrons que A : M est un idéal 'est�à�dire un ensemble stable par addition interne etpar multipliation par un élément R. Si a, a′ ∈ A : M alors il existe m, m′ ∈ M tels que
m a, m′ a′ ∈ A. D'une part m m′ (a+a′) ∈ A, d'autre part m m′ ∈M et don a+a′ ∈ A :M .Si a ∈ A : M et r ∈ R alors il existe m ∈ M tel que m a ∈ A. Par onséquent m r a ∈ A et
r a ∈ A : M .Corrigé de l'exerie 10.Supposons que qi ∩M = ∅ pour 1 ≤ i ≤ s et que qi ∩M 6= ∅ pour s < i ≤ t. On doitmontrer que

A : M = q1 ∩ · · · ∩ qs.L'inlusion ⊂ de gauhe à droite. Si a ∈ A : M alors il existe m ∈ M tel que m a ∈ A. Soit
1 ≤ i ≤ s un indie. D'une part m a ∈ qi, d'autre part, auune puissane de m n'appartientà qi. D'après la dé�nition des idéaux primaires, a ∈ qi.L'inlusion ⊃ de droite à gauhe. Soit a ∈ qi pour 1 ≤ i ≤ s. Pour s < j ≤ t, il existe
mj ∈ M tel que mj ∈ qj . Le produit m des mj pour s < j ≤ t appartient don à tous lesidéaux qj (pour s < j ≤ t). Par onséquent, m a ∈ qk pour 1 ≤ k ≤ t 'est�à�dire à A etdon a ∈ A : M .Corrigé de l'exerie 11. D'après le premier axiome, δ(0) = δ(0 + 0) = 2 δ(0). D'après ledeuxième axiome, δ(1) = δ(1×1) = 2 δ(1). Pour z /∈ {0, 1}, on peut proéder par réurrene.Corrigé de l'exerie 12. 33



On a (a/b)× b = a et don δ((a/b)× b) = δ(a/b)× b + (a/b)× δ(b) = δ(a).Corrigé de l'exerie 13.1. Ce lassement élimine u. C'est aussi un lassement de Riquier. Les dérivées de u sontordonnées suivant un lassement ompatible ave l'ordre total, de même que les dérivéesde v.2. Ce lassement est à la fois ompatible ave l'ordre total et de Riquier.3. Ce lassement est ompatible ave l'ordre total mais n'est pas de Riquier.Corrigé de l'exerie 14. Respetivement ux, vyy et vyy.La syntaxe des lassements utilisée aussi bien dans le paquetage di�alg que dans lesbibliothèques BLAD permet de dé�nir les deux premiers lassements mais pas le troisième.Le programme C suivant extrait la dérivée dominante (le � leader �) du polyn�me vis�à�visdes deux premiers lassements et l'a�he à l'éran./* File exerie_14. */#inlude "bap.h"int main (){ bav_Iordering r;bav_variable v;strut bap_polynom_mpz A;strut ba0_mark M;bap_restart (0, 0);ba0_reord (&M);/* First ranking */ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [x, y℄, bloks = [u, v℄)","%ordering", &r);bav_R_push_ordering (r);bap_init_polynom_mpz (&A);ba0_ssanf2 ("u[y℄*v[y,y℄ + u[x℄^2 - 3", "%Az", &A);v = bap_leader_polynom_mpz (&A);ba0_printf ("leader = %v\n", v);bav_R_pull_ordering ();/* Seond ranking */ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [x, y℄, bloks = [[u, v℄℄)","%ordering", &r);bav_R_push_ordering (r);bap_sort_polynom_mpz (&A, &A);v = bap_leader_polynom_mpz (&A);ba0_printf ("leader = %v\n", v); 34



bav_R_pull_ordering ();ba0_restore (&M);bap_terminate (ba0_init_level);return 0;}Quelle est l'utilité de l'appel à bap_sort_polynom_mpz ? La quasi totalité des fontions demanipulation de polyn�mes supposent que les mon�mes qui onstituent les polyn�mes sontordonnés en fontion du lassement ourant. C'est le as de bap_leader_polynom_mpz. Lesmon�mes qui onstituent le polyn�me A sont naturellement ordonnés en fontion du premierlassement, qui est le lassement ourant au moment de la réation de e polyn�me. Pourpouvoir obtenir la dérivée dominante de A vis�à�vis du deuxième lassement, il su�t donde réordonner les mon�mes de A avant d'appeler à nouveau bap_leader_polynom_mpz. Cetravail est réalisé par bap_sort_polynom_mpz.Voii l'a�hage obtenu en exéutant e programme :$ ./exerie_14leader = u[x℄leader = v[y,y℄Corrigé de l'exerie 15.Notons f = u2
x + ux + u. Sa dérivée dominante est ux quel que soit le lassement. Lepolyn�me g n'est pas partiellement réduit par rapport à f puisqu'une dérivée propre uxx dela dérivée dominante de f y �gure ave un oe�ient non nul. Pour aluler le reste partielde g par f , on ommene par dériver f suivant δx, e qui donne

fx = (2 ux + 1) uxx + ux.Le polyn�me sf = 2 ux + 1 est à la fois le séparant de f et l'initial de fx. On e�etue lapseudo�division de g par fx, vus omme des polyn�mes en uxx e qui donne un premier reste
r = prem(g, fx) = 2 u2

xet une relation
sf g = r mod (fx).Le polyn�me r est partiellement réduit par rapport à f . Il s'agit don du reste partiel de gpar f . Il n'est toutefois pas omplètement réduit par rapport à f . On le pseudo�réduit par f ,tous deux vus omme des polyn�mes en ux, e qui donne un deuxième reste

r′ = prem(r, f) = −2 ux − 2 uet une relation
sf g = r′ mod (f, fx)35



ou enore, en notant [f ] l'idéal di�érentiel engendré par f ,
sf g = r′ mod [f ].Le polyn�me r′ est omplètement réduit par rapport à f . Il s'agit don du reste omplet de gpar f . Voii une façon de proéder ave BLAD.L'interfae des bibliothèques ne fournit pas d'implantation de l'algorithme de rédutionde Ritt par un ensemble quelonque. On dispose par ontre dans bad de la rédution de Rittpar une � haîne régulière �. Cette notion est dé�nie dans un autre hapitre. Il su�t ii desavoir que tout polyn�me (di�érentiel) onstitue une haîne régulière (di�érentielle).La fontion bad_redue_polynom_by_reghain attend six paramètres. Les deux premierssont destinés à reevoir le reste R et le produit de puissanes H d'initiaux et de séparantsd'éléments de la haîne utilisés lors de la rédution. Ce ne sont pas des polyn�mes maisdes � produits � 'est�à�dire des polyn�mes sous forme fatorisée : les implantations lesplus e�aes de l'algorithme sont en e�et onçues pour déteter ertaines fatorisations etpour e�etuer les rédutions fateur par fateur. Le troisième paramètre est le polyn�me Aà réduire. Le quatrième, la haîne ave laquelle réduire. Le inquième est un élément d'untype énuméré indiquant si la rédution doit être partielle ou omplète. Le sixième est unélément d'un type énuméré indiquant si on souhaite ou non que la dérivée dominante de Asoit réduite./* File exerie_15. */#inlude "bad.h"int main (){ bav_Iordering r;strut bad_reghain C;strut bap_produt_mpz R;strut bap_polynom_mpz A;strut ba0_mark M;bad_restart (0, 0);ba0_reord (&M);ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [x℄, bloks = [u℄)","%ordering", &r);bav_R_push_ordering (r);bad_init_reghain (&C);ba0_ssanf2 ("reghain ([u[x℄^2 + u[x℄ + u℄, [differential℄)","%reghain", &C);bap_init_polynom_mpz (&A);ba0_ssanf2 ("u[x,x℄ + u[x℄", "%Az", &A);36



bap_init_produt_mpz (&R);bad_redue_polynom_by_reghain(&R, (bap_produt_mpz)0, &A, &C, bad_partial_redution,bad_all_derivatives_to_redue);ba0_printf ("reste partiel = %Pz\n", &R);bad_redue_polynom_by_reghain(&R, (bap_produt_mpz)0, &A, &C, bad_full_redution,bad_all_derivatives_to_redue);ba0_printf ("reste omplet = %Pz\n", &R);bav_R_pull_ordering ();ba0_restore (&M);bad_terminate (ba0_init_level);return 0;}Voii le résultat obtenu en exéutant le programme :$ ./exerie_15reste partiel = 2*u[x℄^2reste omplet = 2*(-u[x℄ - u)Corrigé de l'exerie 16.La dérivée u uxx + u2
x de u ux appartient à l'idéal di�érentiel [u ux]. On trouve

ux (u uxx + u2
x)− uxx (u ux) = u3

x ∈ [u ux].Corrigé de l'exerie 17. La démonstration est essentiellement la même que dans le as algé-brique (exerie 6).Corrigé de l'exerie 18 La démonstration est essentiellement la même que dans le as algé-brique (exerie 8).2.4 FinitudeLes démonstrations de presque tous les résultats de � �nitude � en algèbre di�érentielle(le fait que les lassements soient des bons ordres, que les ensembles aratéristiques etles haînes di�érentielles régulières soient �nies, que les algorithmes s'arrêtent) peuvent seréduire à la démonstration de la �nitude du � méanisme de omplétion � suivant.37



Commençons par un exemple et supposons qu'il n'y ait qu'une seule indéterminée dif-férentielle u et deux dérivations δx et δy. On peut représenter l'ensemble des dérivées de usur un diagramme en deux dimensions : l'axe des x pour la dérivation δx, l'axe des y pourla dérivation δy. Toute dérivée δa1

x δb1
y u est représentée par le point de oordonnées (a1, b1).On hahure l'ensemble de ses dérivées. Ave a1 = 3 et b1 = 1 on obtient :

x

y

1 2 3 4123
4

Considérons maintenant une deuxième dérivée δa2

x δb2
y u dont le point assoié se trouvedans la partie non hahurée du diagramme. Reportons la et hahurons l'ensemble des dérivéesdes deux dérivées. On peut prendre par exemple a2 = 2 et b2 = 2, e qui donne

x

y

1 2 3 4123
4

Considérons une troisième dérivée δa3

x δb3
y u dont le point assoié se trouve à nouveau dansla partie non hahurée du diagramme. Reportons la et hahurons l'ensemble des dérivées destrois dérivées. En prenant a3 = 0 et b3 = 3 on obtient :

x

y

1 2 3 4123
4

38



On � voit bien � qu'on ne pourra pas ontinuer ainsi indé�niment. On peut remarquerqu'à ette étape�i, on ne peut pas borner le nombre d'étapes qu'il est enore possibled'e�etuer mais, qu'après au plus inq étapes les points situés dans la partie non hahuréedu diagramme seront en nombre �ni.On peut généraliser e méanisme de omplétion au as d'une indéterminée di�érentielleet de m dérivations. Algébriquement, on onsidère une suite (θiu) de dérivées
θ1u, θ2u, θ3u, . . .telle que pour tout indie i, la dérivée θiu n'est la dérivée d'auune des dérivées qui lapréèdent.Le lemme suivant est équivalent au lemme de Dikson [31℄.Lemme 1 La suite (θiu) est �nie.Preuve Par réurrene sur le nombre m de dérivations.La base m = 1 est triviale.Le as général. Hypothèse de réurrene : toute suite véri�ant la même ondition que (θiu)pour m − 1 dérivations est �nie. À tout opérateur θ = δa1

1 · · · δam
m on assoie l'opérateur� tronqué � φ = δa1

1 · · · δam−1

m−1 .On tient un raisonnement par l'absurde en utilisant le fait que toute suite in�nie d'entiersnaturels ontient une sous�suite in�nie roissante. Supposons que la suite (θiu) soit in�nie.Elle ontient alors une sous�suite (θju) pour j ∈ J in�ni, telle que l'exposant de δm soitroissant. La suite (φju) pour j ∈ J des opérateurs tronqués est alors in�nie, véri�e la mêmeondition que (θiu) mais pour m− 1 dérivations.Cette ontradition ave l'hypothèse de réurrene prouve le lemme.La preuve préédente n'est pas onstrutive. Une preuve onstrutive du lemme de Dik-son a été réemment mise au point par Hervé Perdry dans sa thèse [81℄. Ce résultat segénéralise immédiatement au as de n indéterminées di�érentielles et m dérivations. Graphi-quement, il faut représenter ΘU par n diagrammes en m dimensions. Algébriquement, ononsidère une suite (vi) de dérivées
v1, v2, v3, . . .telle que pour tout indie i la dérivée vi n'est la dérivée d'auune des dérivées qui la pré-èdent. Pare que le nombre d'indéterminées di�érentielles est �ni, si ette suite était in�nie,elle ontiendrait une sous�suite in�nie omposée de dérivées d'une seule indéterminée di�é-rentielle1, e qui est impossible d'après le lemme.Proposition 2 Tout lassement est un bon ordre2.1D'après le théorème de Ramsey, dont la formulation la plus élémentaire est : un ensemble in�ni de jetonssoit verts soit jaunes ontient une in�nité de jetons verts ou une in�nité de jetons jaunes.2Un � bon ordre � sur un ensemble E est une relation d'ordre telle que toute suite stritement déroissanted'éléments de E soit �nie. 39



Preuve C'est un orollaire immédiat du lemme. En e�et, si (vi) est une suite stritementdéroissante de dérivées pour un lassement alors, d'après le premier axiome des lassements,toute dérivée vi n'est la dérivée d'auune des dérivées qui la préèdent.Proposition 3 Tout ensemble omplètement autoréduit de dérivées est �ni.Preuve C'est un orollaire immédiat du lemme.Énumérons les éléments d'un ensemble omplètement autoréduit de dérivées suivant unordre quelonque (par exemple d'après un lassement). On obtient une suite (vi) de dérivéestelle que, pour tout indie i, la dérivée vi n'est la dérivée d'auune de elles qui la préèdent.Proposition 4 Tout ensemble aratéristique di�érentiel est �ni.Preuve L'ensemble des dérivées dominantes d'un ensemble aratéristique di�érentiel estun ensemble omplètement autoréduit de dérivées.Proposition 5 Pour peu qu'on les programme � naturellement �, les algorithmes de rédu-tion de Ritt terminent.Preuve Programmer naturellement les algorithmes de rédution de Ritt signi�e qu'à haqueétape on herhe à réduire, dans le reste ourant, la plus grande dérivée possible. La suitede es dérivées est stritement déroissante et don �nie.Plusieurs algorithmes de omplétion en algèbre di�érentielle sont amenés à onstruire unesuite d'ensembles de polyn�mes (Ai) dont l'ensemble des dérivées dominantes est autoréduit.L'ensemble Ai+1 s'obtient à partir de Ai et d'un polyn�me di�érentiel pi dont le rang estréduit par rapport à Ai par une opération du type :
Ai+1 = {pi} ∪ {q ∈ Ai | ld q n'est pas une dérivée de ld pi}.Proposition 6 Toute suite (Ai) ainsi onstruite est �nie.Preuve C'est un orollaire immédiat du lemme. Formons la suite (vdi

i ) des rangs des poly-n�mes pi et supposons la in�nie. Comme un degré ne peut pas déroître indé�niment, elleontient une sous�suite de rangs (v
dj

j ) pour j ∈ J in�ni dont les dérivées sont toutes dis-tintes. Pour tout j ∈ J , la dérivée vj n'est la dérivée d'auune des dérivées qui la préèdent.
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Chapitre 3Solutions d'un système di�érentielDans tous les ours que j'ai assurés, j'ai renontré la di�ulté pédagogique d'expliquere qu'est une solution d'un système de polyn�mes di�érentiels Σ en n indéterminées di�é-rentielles, m dérivations et à oe�ients dans un orps di�érentiel (mettons Q pour �xerles idées). Cette di�ulté onstitue peut�être le prinipal obstale à la popularisation de lathéorie : l'algèbre di�érentielle.Selon ette théorie en e�et, une solution n'est pas la donnée de n fontions de m va-riables mais de n quantités, appartenant à une extension de orps di�érentielle du orps desoe�ients de Σ et qui annule le système (e que j'appellerai par la suite une � solutionabstraite � de Σ).Ce point de vue est en fait l'analogue du point de vue lassique pour les systèmes polyno-miaux usuels (une solution d'un système de polyn�mes en n indéterminées et à oe�ientsrationnels est un n�uplet de valeurs appartenant à une extension de orps �nie de Q) maisil est beauoup moins intuitif. Pour les systèmes polynomiaux usuels, on peut poser qu'onherhe des solutions dans le orps des nombres omplexes (puisque toute extension de orps�nie de Q s'injete dans C). On ne dispose pas dans le as di�érentiel d'un analogue du orpsdes nombres omplexes qui soit aussi � familier � pour la grande majorité des sienti�quesque ne l'est C.Dans son livre fondateur [86℄, Joseph Ritt ne néglige pas du tout le point de vue tra-ditionnel (à la di�érene d'Ellis Robert Kolhin [56℄). Il présente dans l'ordre, les systèmesde polyn�mes di�érentiels, la théorie des idéaux de polyn�mes di�érentiels, les solutionsabstraites et fait une orrespondane rapide ave e qu'il appelle le � as analytique � 'est�à�dire des solutions sous la forme de fontions méromorphes : il érit page 23 de son livreque les dé�nitions données et les raisonnements tenus pour les solutions abstraites restentvalables dans le � as analytique �.Dans le hapitre qui suit, je vais tenter une présentation un peu di�érente de elle deJoseph Ritt. Une démarhe d'informatiien, peut�être plus pédagogique : plut�t que dedé�nir a priori e qu'est une solution et d'en déduire les manipulations algorithmiques qu'elleautorise, je pars des manipulations algorithmiques qu'on souhaite pouvoir e�etuer et j'endéduis quelles onditions toute dé�nition de solution doit satisfaire. Je montre ensuite qu'aumoins trois dé�nitions onviennent : elle des solutions abstraites, elle des solutions en série41



formelle et elle des solutions analytiques. Pour ette dernière, je m'appuie sur un résultatréent dû à François Lemaire (bien que la hose soit onnue depuis les travaux de Ritt et deSeidenberg).Ce hapitre doit beauoup aux textes d'Abraham Seidenberg [94, 96, 97℄ qui a éprouvélui aussi le besoin de revenir sur les expliations données par Joseph Ritt.3.1 Deux règles d'inférene et un théorèmeOn se donne un sous�ensemble �ni Σ d'un anneau de polyn�mes di�érentiels R =
K{u1, . . . , un} muni de m dérivations abstraites δ1, . . . , δm, 'est�à�dire m opérations unairessatisfaisant les axiomes des dérivations :

δ(a + b) = δ(a) + δ(b), δ(a b) = δ(a) b + aδ(b), (∀ a, b ∈ R)supposées ommuter entre elles :
δi(δj(a)) = δj(δi(a)) (∀ a, b ∈ R).L'anneau des oe�ients K est un orps di�érentiel ommutatif de aratéristique nulle (onprend souvent K = Q). Les � indéterminées di�érentielles � ui sont vues omme de simplessymboles. Naïvement, une � solution � de Σ, 'est un n�uplet (u1, . . . , un) de � valeurs � qui,substituées dans les équations de Σ, donnent zéro. Dans e hapitre, on se pose le problème dela nature des valeurs ui, 'est�à�dire du type de struture algébriqueG à laquelle elles peuventappartenir. La démarhe est la suivante : on part des raisonnements tenus et on en déduitdes onditions sur G. Beauoup de manipulations algorithmiques en algèbre di�érentielle,font usage de deux règles d'inférene et d'un théorème. Les règles d'inférene sont, pour touspolyn�mes di�érentiels p, q ∈ R :1. p = 0⇒ θp = 0 où θp désigne une dérivée de p d'ordre quelonque,2. p q = 0⇒ [p = 0 ou q = 0].Ave une autre formulation, la première règle exprime que toute solution de p = 0 est solutionde θp = 0 ; la deuxième que toute solution de p q = 0 annule l'un ou l'autre des fateurs. Lethéorème lef est un Nullstellensatz [94℄. Voir [108, hapter VII, paragraph 3, Theorem 14℄pour la version non di�érentielle lassique.Théorème 1 (Nullstellensatz)Tout idéal di�érentiel1 radial de R est une intersetion d'idéaux di�érentiels premiers(ette intersetion est �nie et unique lorsqu'elle est rendue minimale).1Un sous�ensemble non vide A d'un anneau R est un idéal de R s'il véri�e :

[p ∈ A et q ∈ A]⇒ p + q ∈ A, [p ∈ A et q ∈ R]⇒ p q ∈ A.Si Σ ⊂ R on note (Σ) le plus petit idéal de R ontenant Σ. Un idéal A d'un anneau di�érentiel R est unidéal di�érentiel de R s'il véri�e
p ∈ A⇒ θp ∈ A42



3.2 Les règles d'inférenePrenons pour premier exemple un système di�érentiel ordinaire formé de l'unique équa-tion (un élèbre exemple de Joseph Ritt) :
u2

x − 4 u = 0.La première règle d'inférene implique qu'on ne hange pas les solutions de e système enlui ajoutant les dérivées de l'équation





u2
x − 4 u = 0,

2 ux uxx − 4 ux = 0,
2 ux uxxx − 2 u2

xx − 4 uxx = 0,...On observe que la deuxième équation se fatorise :
2 ux uxx − 4 ux = 2 ux (uxx − 2).La deuxième règle d'inférene implique que les solutions du système annulent le premier oule deuxième fateur.

ux (uxx − 2) = 0 ⇒ ux = 0 ou uxx − 2 = 0.Par onséquent, le système est équivalent à une disjontion de deux systèmes :
{

u2
x − 4 u = 0,

ux = 0
ou {

u2
x − 4 u = 0,

uxx − 2 = 0Si on résout au sens de l'analyse traditionnelle les deux systèmes obtenus, on trouve e�e-tivement deux solutions de l'équation initiale : la fontion nulle u(x) = 0 et la famille deparaboles u(x) = (x + c)2 où c est une onstante.Au sens de l'analyse traditionnelle toujours, la première règle d'inférene implique qu'onherhe des solutions qui soient des fontions indé�niment dérivables (sur un ouvert quireste à préiser). C'est une restrition. Considérons la fontion f d'une variable réelle, nullesur R− et égale à x2 sur R+. Elle n'est qu'une seule fois dérivable en x = 0. Si on herhe dessolutions sur un ouvert ontenant zéro alors ette solution u = f est � perdue �. Bien sûr,elle ne l'est pas si on herhe des solutions sur un intervalle ouvert ne ontenant pas zéro.où θp désigne une dérivée quelonque de p. Si Σ ⊂ R on note [Σ] le plus petit idéal di�érentiel de Rontenant Σ. Si A est un idéal d'un anneau R on dé�nit le radial de A omme l'ensemble de tous leséléments de R dont une puissane appartient à A

√
A = {p ∈ R | ∃n ≥ 0, pn ∈ A}.Le radial d'un idéal est un idéal. Le radial d'un idéal di�érentiel est un idéal di�érentiel. Un idéal radialest un idéal égal à son radial. Un idéal A est premier si p q ∈ p⇒ [p ∈ p ou q ∈ p].43



Considérons, omme deuxième exemple la fontion f d'une variable réelle, nulle sur R−,égale à e−
1

x2 sur R+ et la fontion g dont le graphe est symétrique à elui de f par rapport àl'axe des ordonnées. Ces deux fontions sont indé�niment dérivables mais non analytiques2dans tout ouvert ontenant zéro. Le ouple (u, v) = (f, g) est solution de l'équation
u v = 0de l'anneau de polyn�mes di�érentiels Q(x){u, v} muni de la dérivation δx = ∂/∂x. L'appli-ation de la deuxième règle d'inférene produit la disjontion

u = 0 ou v = 0.Si on herhe des solutions sur un ouvert ontenant zéro alors le ouple de fontions (u, v) =
(f, g) est solution du système initial mais d'auun des deux systèmes obtenus après sindage :elle est � perdue �. Bien sûr, elle ne l'est pas si on herhe des solutions sur un ouvert neontenant pas zéro. Synthétisons. Les deux règles d'inférene impliquent que1. les strutures algébriques G dans lesquelles on herhe des solutions de Σ soient desanneaux di�érentiels (et même des algèbres di�érentielles sur K) intègres ;2. quel que soit p appartenant au radial de l'idéal di�érentiel engendré par Σ, l'équation

p = 0 est onséquene de Σ.3.3 Trois versions du théorème des zéros3.3.1 Solutions abstraitesLa première version est une onséquene direte des raisonnements tenus préédemmentet du théorème lef.Théorème et dé�nition 1 (théorème des zéros pour les solutions abstraites)Dé�nissons une solution � abstraite � de Σ omme la donnée1. d'une extension de orps di�érentielle G de K,2. d'un n�uplet (u1, . . . , un) ∈ Gn qui annule les éléments de Σ.Alors un polyn�me di�érentiel p ∈ R s'annule sur toutes les solutions abstraites de Σ si etseulement si p ∈
√

[Σ]. En partiulier Σ est sans solution abstraite si et seulement si 1 ∈ [Σ].2On dit qu'une fontion f d'une variable réelle ou omplexe x, dé�nie au voisinage de x0 est développableen série entière en x0 s'il existe une série formelle S(X) =
∑

an Xn dont le rayon de onvergene soit nonnul et qui satisfasse à
f(x) =

∑
an (x− x0)

n pour |x− x0| assez petit.On dit qu'une fontion f d'une variable réelle ou omplexe x, dé�nie dans un ouvert D est analytique dans Dsi elle est développable en série entière pour tout x0 ∈ D .44



Preuve L'impliation de droite à gauhe est immédiate (f. les raisonnements tenus plushaut).L'autre impliation. On onsidère un polyn�me di�érentiel p /∈
√

[Σ] et on montre que Σadmet une solution abstraite qui n'annule pas p. Le théorème 1 implique qu'il existe un idéaldi�érentiel premier p qui ontient Σ mais pas p. L'anneau R/p est un anneau intègre puisque pest premier et di�érentiel3 puisque p est di�érentiel. Il su�t de prendre pour G le orpsdi�érentiel des frations de R/p et pour u1, . . . , un les images des indéterminées di�érentielles
u1, . . . , un par le morphisme naturel φ : R → G. Évaluer un polyn�me di�érentiel en
(u1, . . . , un) 'est prendre son image par φ. Tous les éléments de Σ s'évaluent don en zéro.Le polyn�me p s'évalue en une quantité di�érente de zéro.Les solutions abstraites sont peut�être omplètement satisfaisantes d'un point de vue al-gébrique mais, en pratique, on aimerait quand même pouvoir interpréter les dérivations abs-traites omme des dérivations par rapport à des variables indépendantes (δi = ∂/∂xi) et onaimerait que les solutions soient des n�uplets de � fontions � de m variables uj(x1, . . . , xm).3.3.2 Solutions en séries formellesNous allons ommener par faire la moitié du hemin et herher des solutions dontles omposantes uj soient des séries formelles. On interprète don les dérivations abstraitesomme des dérivations par rapport à des variables indépendantes (δi = ∂/∂xi) et on herhedes solutions de la forme

uj =
∑

cj,a1,...,am

xa1

1 · · ·xam
m

a1! · · ·am!
·3Par analogie ave un as simple. Par dé�nition, Z/nZ est l'ensemble des n lasses d'équivalene pour larelation d'équivalene � modulo n � 'est�à�dire modulo l'idéal (n) = nZ de l'anneau Z. On munit Z/nZd'une struture d'anneau en posant (la � barre � signi�e � lasse d'équivalene �) :

a + b = a + b, et a× b = a× b.La dé�nition a un sens pare que la lasse de a + b (resp. a × b) ne dépend que des lasses de a et de b etnon des représentants hoisis. Par exemple, pour n = 5 on véri�e que
1 = 6
+ +
3 = 13
‖ ‖
4 = 19

1 = 6
× ×
3 = −2
‖ ‖
3 = −12Si A est un idéal d'un anneau R quelonque, on onstruit l'anneau quotient R/A exatement de la mêmefaçon. Si maintenant A est un idéal di�érentiel d'un anneau di�érentiel R on peut munir l'anneau R/A d'unestruture d'anneau di�érentiel en posant, pour toute dérivation δ

δa = δa.Là aussi, pare que l'idéal est di�érentiel, la lasse de la dérivée de a ne dépend que de la lasse de a et pasdu représentant hoisi. 45



Les oe�ients cj,a1,...,am appartiennent à une struture qui reste à préiser. On verra qu'ilsu�t de les prendre dans une extension algébrique de K qui dépend du système onsidéré.Remarque : la série i�dessus est entrée sur l'origine pour faire simple mais les raisonne-ments tenus se généralisent immédiatement à des séries entrées en un élément quelonquede Rm. Autre remarque : le adre i�dessus ouvre aussi le as de systèmes di�érentiels dontles oe�ients appartiennent à Q(x1, . . . , xm). Il su�t en e�et de oder haque variable in-dépendante xi par une indéterminée di�érentielle zi et d'ajouter au système onsidéré leséquations δj zi = 1 si i = j et 0 sinon. Nous supposons don sans perte de généralité que Kest un orps de onstantes.Commençons par un exemple : l'idéal di�érentiel A = [u2
x−4 u] de l'anneau de polyn�mesdi�érentiels R = Q{u} muni d'une unique dérivation δx. On � regarde � A omme un idéalnon di�érentiel de l'anneau Q[u, ux, uxx, . . .] et on onsidère une de ses solutions û (dansune extension de orps G0 du orps de base Q des équations). Conrètement, sur l'exemple,

û est une solution du système formé de p et de l'in�nité de ses dérivées





u2
x − 4 u = 0,

2 ux uxx − 4 ux = 0,
2 ux uxxx − 2 u2

xx − 4 uxx = 0,...Par exemple
û = (û, ûx, ûxx, . . .) = (9, 6, 2, 0, . . .).J'appelle une telle solution une � solution purement algébrique � de A. Plus formellement,Dé�nition 1 (solution purement algébrique)Soient A un idéal di�érentiel d'un anneau de polyn�mes di�érentiels K{U} et φ uneappliation de l'ensemble des dérivées ΘU dans une extension de orps non di�érentielle G0de K. L'appliation φ, qui se prolonge de façon unique en un morphisme d'anneau nondi�érentiel K[ΘU ]→ G0, est une � solution purement algébrique � de A si φA = (0).Formons la série

u = û + ûx x +
ûxx

2
x2 + · · ·et substituons la dans u2

x − 4 u = 0 vue omme une équation di�érentielle, la dérivation δxétant ∂/∂x.
ux = ûx + ûxx x +

ûxxx

2
x2 + · · ·

u2
x = û2

x + 2 ûx ûxx x + · · ·
u2

x − 4 u = (û2
x − 4 û) + (2 ûx ûxx − 4 ûx) x + · · ·

= 0. 46



On onstate que les oe�ients de la série u2
x − 4 u sont donnés par p et ses dérivées évaluéssur û 'est�à�dire p(û), px(û), . . . Tous les oe�ients de la série sont don nuls. La série uest don une solution de l'équation di�érentielle. On peut d'ailleurs montrer sur et exemplepréis que les valeurs ûxk sont nulles pour k ≥ 3. La série u est don le polyn�me u =

9 + 6 x + x2. On a trouvé l'une des paraboles u(x) = (x + 3)2.Inversement, supposons que la série formelle
u =

∑
ûxk

xk

k!soit une solution de l'idéal di�érentiel A. Alors, quel que soit p ∈ A, la série
p(u) =

∑
pxk(û)

xk

k!est identiquement nulle, don pxk(û) = 0 pour tout k et don û est une solution purementalgébrique de A.Le raisonnement tenu sur l'exemple se généralise. Soit A un idéal di�érentiel de R =
K{u1, . . . , un} muni de dérivations ∂/∂xi pour 1 ≤ i ≤ m. Un n�uplet (u1, . . . , un) de sériesformelles

uj =
∑

cj,a1,...,am

xa1

1 · · ·xam
m

a1! · · ·am!
(1 ≤ j ≤ n)(dont les oe�ients cj,a1,...,am appartiennent à une extension de orps (non di�érentielle) G0du orps de base K) onstitue une solution de A si et seulement si l'appliation

∂a1+···+amuj

∂xa1

1 · · ·∂xam
m

7→ cj,a1,...,amonstitue une solution purement algébrique de A. On en déduit leThéorème et dé�nition 2 (théorème des zéros pour les solutions en série formelle)Dé�nissons une solution en série formelle de Σ omme la donnée1. d'une extension de orps non di�érentielle G0 de K (on peut prendre G0 = C danstous les as),2. d'un n�uplet (u1, . . . , un) ∈ G = G0[[x1, . . . , xm]]n qui annule les éléments de Σ.Alors un polyn�me di�érentiel p ∈ R s'annule sur toutes les solutions en série formellede Σ si et seulement si p ∈
√

[Σ]. En partiulier Σ est sans solution en série formelle si etseulement si 1 ∈ [Σ].Preuve L'impliation de droite à gauhe est immédiate.L'impliation de gauhe à droite. On onsidère un polyn�me di�érentiel p /∈
√

[Σ] et onmontre que Σ admet une solution en série formelle qui n'annule pas p. Le théorème 1 impliquequ'il existe un idéal di�érentiel premier p qui ontient Σ mais pas p. D'après le théorème deszéros (la version purement algébrique) p admet une solution purement algébrique dans une47



extension de orps non di�érentielle G0 de K (et don une solution en série formelle dans
G0[[x1, . . . , xm]] d'après e qui préède) qui n'annule pas p.On montre en setion 6.1.4, page 97 omment aluler le développement en série formelled'un idéal di�érentiel présenté par un ensemble aratéristique di�érentiel (ou une haînedi�érentielle régulière).3.3.3 Solutions analytiquesIl ne reste plus qu'à parourir la deuxième moitié du hemin ommené en setion 3.3.2 :démontrer que si p est un idéal di�érentiel premier et p /∈ p alors p admet une solution ensérie formelle, qui onverge dans un ouvert D et qui n'annule pas p.Proposition 7 Il su�t de montrer que tout idéal di�érentiel premier admet une solutionanalytique.Preuve On veut montrer que si p est un idéal di�érentiel premier et p /∈ p alors p admetune solution analytique qui n'annule pas p. Considérons l'idéal di�érentiel [p, p un+1 − 1]où un+1 est une nouvelle indéterminée di�érentielle. Cet idéal admet des solutions abstraites(ou en série formelle) d'après les hypothèses et l'un des théorèmes des zéros que nous avonsdéjà démontrés. Il est don di�érent de l'idéal unité et est ontenu dans un idéal di�érentielpremier p′ de R{un+1}. D'une part, auune solution de p′ n'annule p d'autre part, il y abijetion entre les solutions de p′ et les solutions de p qui n'annulent pas p. Il su�t don dedémontrer que p′ admet au moins une solution analytique et don que tout idéal di�érentielpremier admet une solution analytique.La démonstration en est faite dans la proposition 9. Le résultat est onnu depuis lestravaux de Charles Riquier [85℄. Le théorème de Riquier, qui est une généralisation du théo-rème de Cauhy�Kovalevska, est à la base de théorèmes de Joseph Ritt [86℄ et du [96, 97,Embedding Theorem℄ d'Abraham Seidenberg. Ariane Péladan�Germa a bien lari�é dans sathèse [80℄ le lien existant entre les ensembles aratéristiques et les hypothèses du théorèmede Riquier. Réemment, François Lemaire a omplètement redémontré [62, Théorème d'ana-lytiité, page 50℄ e dernier ave un formalisme plus moderne et en séparant distintementla preuve d'existene de solutions en séries formelles de la preuve d'analytiité. C'est sur edernier travail que je m'appuie ii.Proposition 8 (théorème d'analytiité)Soit C un ensemble aratéristique di�érentiel (ou enore une haîne di�érentielle régu-lière) représentant un idéal di�érentiel premier p pour un lassement à la fois de Riquier etompatible ave l'ordre total4. Soient L l'ensemble des dérivées dominantes de C et N l'en-semble de toutes les dérivées qui ne sont les dérivées d'auun élément de L. Soit (u1, . . . , un)une solution en série formelle de p, les oe�ients cj,a1,...,am des séries étant pris dans un4f. hapitre 2. 48



sous�orps G0 du orps des nombres omplexes. Soit (ũ1, . . . , ũn) la � restrition à N � dela solution :
ũj =

∑
c̃j,a1,...,am

xa1

1 · · ·xam
m

a1! · · ·am!dé�nie par c̃j,a1,...,am = cj,a1,...,am si
∂a1+···+amuj

∂xa1

1 · · ·∂xam
m

∈ Net zéro sinon. Les séries ũj sont toutes analytiques au voisinage de l'origine si et seulementsi les séries uj le sont aussi.Proposition 9 Tout idéal di�érentiel premier admet une solution analytique.Preuve On s'appuie dans ette preuve sur la notion d'ensemble aratéristique di�érentiel(ou enore de haîne di�érentielle régulière) qui est développée dans le hapitre 5.Tout idéal di�érentiel premier peut être présenté par un ensemble aratéristique di�é-rentiel C pour un lassement de Riquier ompatible ave l'ordre total. Soient N l'ensembledes dérivées sous les esaliers et X l'ensemble des dérivées dominantes de C. Le système C,vu omme un système non di�érentiel de Q[X ∪ N ] admet une in�nité de solutions ayantun nombre �ni de oordonnées non nulles. D'après la proposition 32, page 100 et pour peuqu'elles n'annulent pas ertains polyn�mes en nombre �ni qui dépendent de C, es solutionsdé�nissent des séries formelles solutions de l'idéal di�érentiel premier. Les restritions à Nde es séries sont analytiques (e sont des polyn�mes). D'après la proposition préédente, lesséries elles�mêmes sont analytiques.Illustrons la proposition 8 sur un exemple (linéaire) élèbre5 : l'équation de la haleur
∂2u

∂x2
=

∂u

∂t
·Cette équation forme un ensemble aratéristique de l'idéal di�érentiel qu'elle engendre,quel que soit le lassement hoisi. Sur et exemple, la seule hose qui dépende du lassement'est la dérivée dominante de l'équation. Si le lassement est ompatible ave l'ordre total, ladérivée dominante est ∂2u/∂x2 sinon 'est ∂u/∂t. Pour montrer l'importane des hypothèses,supposons que la dérivée dominante soit ∂u/∂t. La solution purement algébrique

∂k+ℓu

∂xk∂tℓ
7→ (k + 2ℓ)!de l'équation de la haleur fournit un solution en série formelle

u(x, t) =
∑ (k + 2ℓ)!

k! ℓ!
xk tℓ.5Historiquement, 'est l'exemple dont s'est servie Sophie Kovalevska pour montrer l'importane d'expri-mer les variables les plus dérivées en fontion des autres, 'est�à�dire l'importane des lassements ompa-tibles ave l'ordre total. 49



Pour x > 0 et t > 0 la série ne onverge pas puisqu'elle roît plus vite que la série divergentebien onnue : ∑
ℓ! tℓ.Pourtant, la restrition à

N =

{
∂ku

∂xk
| k ≥ 0

}de la série formelle est bien une série onvergente :
u(x, 0) =

∑
xk =

1

1− x
·La proposition (le théorème de Cauhy�Kovalevska su�t) nous indique que ette situationne se produit pas si la dérivée dominante est ∂2u/∂x2. L'exemple suivant, dû à FrançoisLemaire [60℄, montre l'importane des lassements de Riquier.

∂2u

∂x2
=

∂2u

∂x ∂t
+

∂2u

∂t2
+ v,

∂2v

∂t2
=

∂2v

∂x ∂t
+

∂2v

∂x2
+ u.On hoisit les deux membres gauhes des équations omme dérivées dominantes du système.Il faut pour ela que le lassement hoisi ne soit pas de Riquier. Il peut par ontre êtreompatible ave l'ordre total. L'ensemble N est formé des dérivées de u dérivées au plus unefois par rapport à x et des dérivées de v dérivées au plus une fois par rapport à t. On peutformer une solution en série formelle (u, v) dont la restrition à N est dé�nie par

u(0, t) =
∂u

∂x
(0, t) = et, v(x, 0) =

∂v

∂t
(x, 0) = ex.On peut montrer que les séries u et v ne sont pas analytiques au voisinage de l'origine.Pourtant la restrition à N de la solution l'est.Théorème et dé�nition 3 (théorème des zéros pour les fontions analytiques)Dé�nissons une solution analytique de Σ omme la donnée d'un n�uplet de fontions

(u1, . . . , un) de m variables réelles ou omplexes, analytiques dans un ouvert D.Alors un polyn�me di�érentiel p ∈ R s'annule sur toutes les solutions analytiques de Σsi et seulement si p ∈
√

[Σ]. En partiulier Σ est sans solution analytique si et seulement si
1 ∈ [Σ].Pour des fontions de m variables omplexes, les propriétés suivantes sont équivalentes :être une fois dérivable ('est�à�dire holomorphe), être indé�niment dérivable et être analy-tique. Ce n'est pas le as pour les fontions de m variables réelles (f. les exemples donnésen début de hapitre).Il est remarquable que le théorème des zéros est valable aussi pour les fontions indé�ni-ment dérivables de m variables réelles. En e�et, si p ∈√

[Σ] alors toute solution indé�nimentdérivable de Σ est solution de p ('est immédiat si p ∈ [Σ] et, si une puissane d'une fontion50



indé�niment dérivable p est nulle sur un ouvert alors p est nulle sur et ouvert). Inverse-ment, si p /∈
√

[Σ] alors Σ admet une solution analytique (et don indé�niment dérivable)qui n'annule pas p.C'est le � méanisme de sindages � qui est faux pour les fontions indé�niment dérivablesde m variables réelles : l'ensemble des solutions indé�niment dérivables de l'équation u v = 0ontient des solutions qui ne sont ni solution de u = 0 ni solution de v = 0.En�n, l'usage du théorème des zéros nous fore à herher des fontions analytiques àimage dans C mais pas néessairement des fontions analytiques de m variables omplexes.Par exemple, l'équation � di�érentielle �
u2 + 1 = 0de l'anneau de polyn�mes di�érentiels R = Q{u}, muni de la dérivation δx admet poursolutions les fontions u(x) = ±i. Ces fontions onstantes sont à image dans C mais lavariable x peut être aussi bien une variable réelle que omplexe.On n'a rien préisé au sujet du domaine D pour éviter ertains problèmes d'indéidabilité.La setion 6.1.5 page 100 fournit quelques préisions.
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Deuxième partieLa théorie des haînes di�érentiellesrégulières
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Chapitre 4Élimination di�érentielle et estimationde paramètresComme dans la partie préédente, je ommene par montrer omment on peut utiliserertains outils algébriques et algorithmiques. Ces outils sont étudiés de façon approfondiedans les hapitres suivants.On dérit dans e hapitre une appliation de l'élimination di�érentielle et en partiulierdes algorithmes de hangement de lassement dans les haînes di�érentielles régulières. Cetteappliation est mise en ÷uvre dans le projet LÉPISME dont le prinipe, mis au point par Li-lianne Denis�Vidal, Ghislaine Joly�Blanhard et Céline Noiret [30℄, est exposé dans la thèse[75℄. Cette appliation onsiste à tenter d'estimer les valeurs de paramètres de systèmes dy-namiques dont toutes les variables ne sont pas � observées �. Lorsque toutes les variables sontobservées, la méthode fontionne toujours mais n'a plus besoin d'élimination di�érentielle.L'étude de l'identi�abilité loale ou globale d'un système par des méthodes d'éliminationdi�érentielle est un problème anien [105, 42, 78, 32, 34, 33, 64℄ et toujours atuel [3, 93℄.L'originalité de la thèse de Céline Noiret réside d'une part dans l'utilisation d'algorithmesd'élimination di�érentielle rigoureux, d'autre part dans l'étude omplète d'exemples, 'est�à�dire jusqu'à l'estimation �nale des paramètres. Elle mélange alul symbolique et alulnumérique. En pratique, elle suppose qu'on dispose d'une modélisation préise des phéno-mènes qu'on observe et d'un nombre su�sant de mesures su�samment préises. Dans leadre du projet LÉPISME, nous avons tenté de l'appliquer à des systèmes issus de la bio-logie. Bien que la méthode ait été appliquée ave un ertain suès en pharmaoinétique[27, 102℄, je pense que la biologie n'est probablement pas le domaine le plus adapté à la mé-thode : les modèles sont souvent approximatifs et les mesures fortement bruitées. Je vais toutde même présenter l'appliation à partir d'un exemple issu de la biologie mais en présentantle problème omme un � hallenge � aadémique plut�t que omme une vraie appliation.Le diagramme suivant représente e qu'on appelle un � modèle à ompartiments � telqu'on les présente dans [20℄. Les deux ompartiments représentent le sang et un organe. Unmédiament est injeté dans le sang. Il peut passer du sang dans l'organe, revenir de l'organedans le sang. Il peut aussi sortir du système, sous l'ation des reins par exemple. On préisele modèle en énonçant des hypothèses sur la nature des éhanges. On suppose ii que les53



éhanges entre les deux ompartiments sont linéaires, 'est�à�dire que, sur tout intervalle detemps su�samment petit, la onentration de médiament passant du ompartiment i auompartiment j est proportionnelle à la onentration de médiament dans le ompartiment i.La onstante de proportionnalité est un paramètre du modèle. Elle est notée kij. On supposeaussi que l'éhange entre le ompartiment 1 et les reins suit une loi de type � Mihaelis�Menten �. Cette loi est plus di�ile à expliquer. Elle se dérive normalement à partir de la� loi d'ation de masse � en himie sous ertaines hypothèses. Elle fait apparaître un termenon linéaire dans les équations qui dépend de deux paramètres : une vitesse maximale Ve etune autre onstante ke.
ompartiment 1 ompartiment 2

organesang k12

k21

ke, Ve

éhange de type Mihaelis-Menten éhange linéaire
éhange linéaireÀ partir du diagramme i�dessus, il est possible de dériver automatiquement un systèmedi�érentiel non linéaire. On assoie à haque ompartiment 1 et 2 une fontion du temps

x1(t) et x2(t) représentant la onentration de médiament qui s'y trouve à tout instant t.Pour onstruire les équations di�érentielles, il su�t de onsidérer les éhanges les uns aprèsles autres. Chaque éhange ajoute un terme au membre droit de l'équation di�érentielle quirégit le ompartiment de départ (ave un signe moins) et le même terme (ave un signeplus) au membre droit de l'équation di�érentielle qui régit le ompartiment d'arrivée, e quiimplique qu'il y a onservation du médiament. Attention au piège : e sont les quantités demédiament qui sont onservées alors que éhanges sont alulés à partir des onentrations.Pour simpli�er, on suppose i�dessous que les deux ompartiments ont un volume unitaireet on onfond les deux notions. On obtient par e proédé un système de deux équationsdi�érentielles non linéaires dépendant de quatre paramètres : k12, k21, ke et Ve. La seondeest soit linéaire soit polynomiale (ça dépend de la façon dont on voit les paramètres). Lapremière est une fration rationnelle mais elle est équivalente à une équation polynomiale : onpeut la multiplier par son dénominateur dont on est sûr qu'il n'est jamais nul : les paramètressont tous des réels positifs et les onentrations aussi.
ẋ1 = −k12 x1 + k21 x2 −

Ve x1

ke + x1
,

ẋ2 = k12 x1 − k21 x2.On en a �ni ave le modèle générique. On s'intéresse maintenant à une instane (à un aspartiulier) de e modèle. Dans e as partiulier, on dispose de quelques informations sur lesparamètres : on suppose que k12 et k21 sont totalement inonnus, qu'on onnaît un intervallede valeurs 70 ≤ Ve ≤ 110 pour Ve (il est assez réaliste de supposer onnues des fourhettes54



de valeurs pour les paramètres) et que ke = 7 est onnu ('est nettement moins réalistequoiqu'il arrive qu'on puisse normaliser les équations en divisant haque paramètre par l'und'eux). Surtout, on dispose de quelques informations sur les ompartiments : on supposeque le ompartiment 1 est � observé �, 'est�à�dire qu'on dispose d'un �hier de mesurespour x1(t) mais que le ompartiment 2 ne l'est pas. On sait juste qu'initialement x2(0) = 0'est�à�dire que l'organe ne ontient pas de médiament initialement. Pour �xer les idées,voii un extrait du �hier de mesures dont on dispose pour x1(t).# t x1(t)0.00000e-01 5.00000e+015.00000e-02 4.45078e+011.00000e-01 3.93623e+01...1.40000e+00 6.63179e-021.45000e+00 5.72966e-021.50000e+00 4.95270e-02Le � hallenge aadémique � posé est le suivant : le �hier de mesures i�dessus a été engendréà partir du système di�érentiel, par intégration numérique pour ertaines valeurs des troisparamètres k12, k21 et Ve. Il s'agit de retrouver les valeurs de es paramètres.4.1 Une solution purement numériqueIl existe une solution purement numérique pour résoudre e problème, basée sur unetehnique de moindres arrés non linéaires 'est�à�dire sur une méthode de Newton (pluspréisément, une méthode de Gauss�Newton et même mieux une méthode de Levenberg�Marquardt). L'idée est très simple : on tire � au hasard � des valeurs initiales pour lestrois paramètres et on intègre numériquement le système di�érentiel ave es valeurs. Onobtient une � ourbe simulée �. On la ompare à la � ourbe observée � donnée par le �hierde mesures. On dé�nit l'erreur entre les deux ourbes omme la somme, pour toutes lesabsisses, des arrés des éarts entre les ordonnées des deux ourbes. Si les deux ourbes nesont pas assez prohes, on utilise la méthode de Levenberg�Marquardt pour améliorer lesvaleurs des paramètres. On reommene jusqu'à�e que l'erreur soit su�samment petite ouque la méthode ait atteint un point stationnaire.Essayons. On prend pour les trois paramètres les valeurs initiales suivantes :
Ve = 70, k12 = 4.5, k21 = 1.5.On obtient les deux ourbes suivantes. Les aluls numériques (intégration numérique deséquations di�érentielles, méthode de Levenberg�Marquardt) ont été e�etués par la GnuSienti� Library (GSL). Le graphique est obtenu grâe au logiiel gnuplot.
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referene urve of x1k21=1.5 k12=4.5 Ve=70. error=3.3e+01 : x1

Après quelques itérations de la méthode de Levenberg�Marquardt, on �nit par obtenirles valeurs des paramètres et le graphique suivants.
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referene urve of x1k21=.16 k12=.76 Ve=82.8 error=2.8e-01 : x1

La méthode purement numérique semble fontionner parfaitement mais les valeurs obte-nues sont fausses. La méthode de Levenberg�Marquardt s'est arrêtée dans un minimum loal.Avant de présenter la méthode mixte symbolique�numérique, dite de l'idéal entrée�sortie,voii deux ommentaires.4.1.1 Identi�abilitéLe modèle est e qu'on appelle � globalement identi�able �. C'est�à�dire qu'en théorie, àtoute ourbe x1(t) orrespond un unique jeu de valeurs pour les trois paramètres. La di�ultévient en pratique du fait que la fontion x1(t) n'est pas parfaitement onnue : on ne dispose56



que d'une approximation disrète de son graphe.4.1.2 Matrie de sensibilité de FisherLa méthode de Levenberg�Marquardt est une méthode de Newton. Elle a besoin d'une� dérivée �. La dérivée qui nous intéresse ii, 'est elle qui donne la sensibilité du graphe de
x1(t) par rapport à une petite variation de l'un des trois paramètres. Pour tout 1 ≤ i ≤ 2 etpour tout paramètre p, on dé�nit

si,p(t) =
def

∂xi(t)

∂p
·Il y a don 2× 3 = 6 fontions si,p(t). On ne onnaît pas es fontions mais on peut alulerdes équations di�érentielles qui les dé�nissent. Voii le alul pour s2,k12

.
d

dt
s2,k12

=
d

dt

∂ x2

∂ k12
=

∂

∂ k12

dx2

dt
=

∂

∂ k12
(k12 x1 − k21 x2) = x1 + k12 s1,k12

− k21 s2,k12
.On obtient ainsi une matrie 2 × 3 d'équations di�érentielles ordinaires, dite matrie desensibilité de Fisher, qui doivent être intégrées numériquement en même temps que les deuxéquations di�érentielles initiales. On voit que même dans le adre d'une méthode purementnumérique, il vaut mieux engendrer automatiquement es équations ave des bibliothèquessymboliques telles que BLAD que les aluler à la main.Dans le alul i�dessus, on a fait ommuter la dérivation totale par rapport au temps etla dérivée partielle par rapport à p. Comment ela se justi�e�t�il ? On regarde les variablesdu modèle omme des fontions du temps et des paramètres. Soit x(p, t) une telle fontion.On s'intéresse à l'e�et d'une petite perturbation du paramètre p sur la fontion. Il su�t pourela de s'intéresser au développement limité suivant, qu'on a tronqué à l'ordre 1 :

x(p + ε, t) = x(p, t) + ε
∂

∂ p
x(p, t).On s'intéresse maintenant à l'e�et d'une petite perturbation du paramètre p sur la dérivée parrapport au temps de la fontion. Il y a deux façons de le faire. La première onsiste à dériverle développement limité i�dessus. Le point lef, 'est qu'on suppose que la perturbation εne dépend pas du temps. On obtient :

d

dt
x(p + ε, t) =

d

dt
x(p, t) + ε

d

dt

∂

∂ p
x(p, t).La seonde façon de faire onsiste à aluler le développement limité de la dérivée de x parrapport au temps. On obtient :

d

dt
x(p + ε, t) =

d

dt
x(p, t) + ε

∂

∂ p

d

dt
x(p, t).En omparant les deux formules, on déduit que la dérivation totale par rapport au temps etla dérivation partielle par rapport à x ommutent.57



4.2 Méthode symbolique�numériqueLa méthode préédente a un défaut : elle s'appuie sur des moindres arrés non linéaires quisupposent qu'on onnaisse a priori une bonne approximation des valeurs des paramètres. Enutilisant onjointement de l'élimination di�érentielle ainsi que des moindres arrés linéaires(qui ne supposent la onnaissane a priori d'auun jeu de valeurs !) on peut proposer unepremière approximation des paramètres qui peut servir de jeu de valeurs initial pour laméthode purement numérique dérite i�dessus.On herhe à éliminer les variables non observées du modèle. En d'autres termes, onherhe, par élimination di�érentielle, à aluler une équation di�érentielle qui soit onsé-quene des équations du modèle mais qui ne dépende que de la variable observée x1, de sesdérivées d'ordre quelonque et des paramètres. Pour ela, on pourrait utiliser l'algorithmeRosenfeld�Gröbner mais on préfère utiliser l'algorithme PARDI (il s'agit en fait ii de savariante PODI pour les systèmes di�érentiels ordinaires), plus spéialisé et don plus e�-ae, de hangement de lassement dans les haînes régulières di�érentielles. La théorie deet algorithme est développée dans les hapitres qui suivent. Dans e hapitre, il su�t desavoir que PODI prend en entrée une haîne di�érentielle régulière C pour un lassement rainsi qu'un autre lassement r̄. Il retourne une haîne di�érentielle régulière C̄ pour le las-sement r̄, équivalente à C. Il y a une restrition tehnique : l'idéal di�érentiel premier dé�nipar C doit être premier. On admet que tout système de la forme
ẋi = fi(xj)où les fontions fi sont des frations rationnelles forme une haîne di�érentielle régulière� évidente � vis�à�vis de tout lassement ompatible ave l'ordre total sur les variables xi(voir setion 6.1.1, page 86). On admet aussi que l'idéal di�érentiel dé�ni par un tel systèmeest premier. Le programme C suivant utilise PARDI pour éliminer x2 des équations dumodèle./* File hange_ordering. */#inlude "bad.h"int main (){ strut bad_reghain C, Cbar;bav_Iordering r, rbar;strut ba0_mark M;bad_restart (0, 0);ba0_reord (&M);/* The natural ordering*/ ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [t℄, \bloks = [[x1, x2℄, [k12, k21, ke, Ve℄℄)", "%ordering", &r);58



bav_R_push_ordering (r);/* The model equations*/ bad_init_reghain (&C);ba0_ssanf2("reghain ([x1[t℄ + k12*x1 - k21*x2 + Ve*x1/(ke + x1), \x2[t℄ - k12*x1 + k21*x2, \k12[t℄, k21[t℄, ke[t℄, Ve[t℄℄, \[prime, differential, autoredued, squarefree, primitive℄)","%reghain", &C);/* The target ordering*/ ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [t℄, \bloks = [x2, [x1, ke℄, [k12, k21, Ve℄℄)", "%ordering", &rbar);bad_init_reghain (&Cbar);ba0_ssanf2 ("reghain ([℄, [autoredued, squarefree, primitive℄)","%reghain", &Cbar);/* Change of ordering over C. Result in Cbar.*/ bad_pardi (&Cbar, rbar, &C);ba0_printf ("%reghain\n", &Cbar);/* Exit*/ bav_R_pull_ordering ();ba0_restore (&M);bad_terminate (ba0_init_level);return 0;}Le programme ommene par réer un lassement vis�à�vis duquel les équations du modèleforment une haîne di�érentielle régulière évidente. On remarque que les paramètres dumodèle sont vus omme des indéterminées di�érentielles, 'est�à�dire omme des fontionsdu temps. Plut�t que de �xer un pur lassement ompatible ave l'ordre total, on préfère unlassement d'élimination par blos :
(variables)≫ (paramètres).Le programme a�ete ensuite à la haîne régulière C les équations du modèle. L'idéal dé�nipar la haîne est di�érentiel et premier. On ajoute aux équations du modèle quatre équationssupplémentaires signi�ant que les paramètres sont des onstantes. Le lassement ible est59



ensuite dé�ni. Il s'agit là aussi d'un lassement d'élimination par blos :
(vars non observées)≫ (vars observées + param onnu)≫ (params inonnus).Une haîne di�érentielle régulière vide C̄ est réée et initialisée ave quelques � propriétésdésirées � puis PARDI est appelé. Voii le résultat obtenu à l'exéution.$ ./hange_orderingreghain ([Ve[t℄, k21[t℄, k12[t℄, ke[t℄, x1[t,t℄*x1^2 + 2*x1[t,t℄*x1*ke + x1[t,t℄*ke^2 + x1[t℄*x1^2*k12 + x1[t℄*x1^2*k21 + 2*x1[t℄*x1*ke*k12 + 2*x1[t℄*x1*ke*k21 + x1[t℄*ke^2*k12 + x1[t℄*ke^2*k21 + x1[t℄*ke*Ve + x1^2*k21*Ve + x1*ke*k21*Ve, x2*x1*k21 + x2*ke*k21 - x1[t℄*x1 - x1[t℄*ke - x1^2*k12 - x1*ke*k12 - x1*Ve℄, [differential, prime, autoredued, primitive, squarefree, oherent℄)L'équation qui nous intéresse est la inquième. On l'appelle � équation entrée�sortie �. Enregroupant entre rohets les � blos de paramètres � à estimer on peut l'érire :
ẍ1 (x1 + ke)

2 + [k12 + k21] ẋ1 (x1 + ke)
2 + [Ve] ẋ1 ke + [k21 Ve] x1 (x1 + ke) = 0.Cette équation nous apprend que le modèle est globalement identi�able. En e�et, supposonsles fontions x1, ẋ1 et ẍ1 � onnues �. On peut alors les évaluer pour trois valeurs de t etremplaer le paramètre onnu ke par sa valeur. On obtient ainsi un système d'équationslinéaires exatement déterminé dont les inonnues sont les blos de paramètres. Ce systèmeadmet une unique solution. Les valeurs des blos étant �xées, il est évident (sur et exemple !)que les valeurs des paramètres le sont aussi. CQFD.En pratique, la fontion x1 est onnue d'après le �hier de mesures et on peut essayerd'estimer numériquement les valeurs de la dérivée première ẋ1 et de la dérivée seonde. Enl'absene de bruits, la dérivée première est assez bien estimée mais e n'est pas forément leas de la dérivée seonde. Pour tenter de pallier les erreurs dues à es approximations numé-riques, on onstruit don un système linéaire surdéterminé qu'on résout par une méthode demoindres arrés linéaires. Sur l'exemple, voii la solution obtenue :

[k12 + k21] = 2.1, [Ve] = 87.29, [k21 Ve] = 144.01.On dispose des valeurs des blos de paramètres. Il reste à trouver les valeurs des paramètresen résolvant le système i�dessus, vu omme un système algébrique dont les indéterminéessont les paramètres du modèle. C'est très faile sur l'exemple et on obtient :
Ve = 87.29, k12 = 0.45, k21 = 1.65.Le jeu de valeurs i�dessus peut maintenant être utilisé omme jeu de valeurs initiales pourla méthode purement numérique dérite préédemment. Toujours sur l'exemple, on trouveles valeurs orretes des paramètres :

Ve = 101, k12 = 0.5, k21 = 3.60



4.2.1 Les di�ultésDans le as général, rien ne permet de garantir que les valeurs proposées par la méthodesymbolique�numérique onduisent bien la méthode purement numérique dans le minimumglobal.Le problème de l'estimation de paramètres n'a de sens que pour des modèles identi�ablesau moins loalement mais tester ette propriété ne représente pas une vraie di�ulté. Ondispose pour ela d'algorithmes semi�numériques e�aes tels que eux mis au point parAlexandre Sedoglavi dans [93℄. Il s'agit d'algorithmes probabilistes pour lesquels on disposed'une estimation de la probabilité d'erreur, qu'on peut diminuer à volonté.Une importante di�ulté réside dans l'estimation numérique des dérivées, surtout enprésene de données bruitées. Nous avons proédé en alulant des polyn�mes d'interpolationpassant par les points du �hier de mesures et en estimant les dérivées sur les polyn�mesinterpolants. On peut essayer d'atténuer l'e�et du bruit en remplaçant autant que possible leséquations di�érentielles par des équations intégrales omme le suggère Lilianne Denis�Vidaldans [29℄ mais e n'est pas toujours possible.Il reste une dernière importante di�ulté, qui n'est résolue que partiellement dans lelogiiel atuel : il peut exister des relations algébriques entre les blos de paramètres. Surl'exemple, il n'y en a pas. Mais supposons que la relation entrée�sortie ait omporté les blossuivants, de telle sorte que le troisième blo soit le produit des deux premiers.
[Ve], [k21], [Ve k21].Lors de la résolution par moindres arrés linéaires du système surdéterminé, il est ertain queles valeurs numériques attribuées aux blos de paramètres ne satisferaient pas ette relation.Par onséquent, lors de la résolution algébrique �nale, où on tente de déduire les valeurs desparamètres à partir des valeurs des blos, on trouverait en toute rigueur un système sanssolution.La thèse [75℄ fournit une solution à e problème : il su�t de résoudre le système algébrique�nal par une méthode de moindres arrés non linéaires : on minimise la somme des arrésdes équations. C'est un peu dommage pare qu'on retrouve le problème de hoisir un jeu devaleurs initiales pour les paramètres.Je pense qu'il serait très intéressant de mettre au point une méthode symbolique, baséesur de l'élimination algébrique. En e�et, non seulement on obtiendrait la solution herhéemais on pourrait déider si le système a un nombre �ni de solutions et, dans l'a�rmative,obtenir toutes es solutions. On résoudrait ainsi non seulement le problème de l'estimationdes paramètres mais aussi en quelque sorte le problème de l'identi�abilité du modèle. Quandle système algébrique a un nombre in�ni de solutions, 'est que le modèle n'est pas identi�ableet que l'estimation de paramètres n'a auun sens. Quand le système algébrique a un nombre�ni de solutions, 'est que le système est identi�able.Est�e déraisonnable de penser utiliser une méthode fondée sur l'élimination algébrique ?Je ne pense pas, pour peu que le système dynamique omporte de nombreuses variablesobservées (au moins la moitié). Dans e as, l'élimination di�érentielle est vite faite, elle61



ne fait pas grossir les relations entrées�sorties, les blos de paramètres sont petits et leséliminations algébriques devraient être peu oûteuses.Toutes es di�ultés ont une ontrepartie que je trouve très positive : ils sont nombreux,eux qui prétendent que les méthodes d'élimination di�érentielle sont inutilisables en pratiqueen raison de leur omplexité. Mais on voit bien que les di�ultés énonées i�dessus sontprinipalement dues à la partie numérique de la haîne de traitement et pas à l'éliminationdi�érentielle.4.2.2 L'implantationUn premier jet de la méthode dérite i�dessus a été omplètement programmé dans leadre du projet LÉPISME. La Gnu Sienti� Library a été utilisée pour interpoler les �hiersde mesures disponibles pour les variables observées (des splines d'ordre 3 ont été utilisées),évaluer numériquement les dérivées et appliquer la méthode des moindres arrés linéaires.François Lemaire a réalisé un prototype d'interfae en langage JAVA à partir d'un pre-mier jet dû à Thibaut Henin. Nataha Skrzypzak a étudié [98℄ de façon approfondie lelangage SBML qui onstitue un standard de desription de modèles biologiques. C'est unevariante de XML. L'utilisation de e standard devrait nous permettre d'améliorer l'interopé-rabilité de nos logiiels ave eux des autres et en partiulier des éditeurs de modèles telsque CellDesigner.La méthode est assez ompliquée : elle enhaîne plusieurs étapes : élimination di�é-rentielle, simpli�ation heuristique des relations entrées�sorties, estimation des blos deparamètres par moindres arrés linéaires, résolution de systèmes d'équations algébriques,moindres arrés non linéaires. Pour haune de es étapes, plusieurs méthodes sont souventdisponibles (à ommener par le hoix entre la méthode purement numérique ou la méthodemixte symbolique�numérique).Idéalement, le logiiel devrait pouvoir être assemblé à la demande par son utilisateuren séletionnant les méthodes qu'il souhaite utiliser. Idéalement, le logiiel devrait dériresynthétiquement à l'utilisateur la nature des problèmes renontrés en as d'éhe pour l'aiderdans son hoix. C'est bien sûr beauoup plus faile à dire qu'à faire et l'implantation atuelledu logiiel n'o�re pas ette souplesse.Les bibliothèques BLAD omportent toutefois un méanisme qui rend possible e typed'implantation : au début de toute suite d'appels aux bibliothèques BLAD, il est possiblede spéi�er des limites en temps de alul et en espae mémoire à ne pas dépasser avant la�n de la suite d'appels. Dans le as où es bornes sont atteintes, une exeption est levée quipermet au programme appelant non seulement de reprendre la main mais aussi de réupérerun environnement de travail propre : toutes les ressoures onsommées par les bibliothèquesBLAD lors de la suite d'appels sont libérées. Cette fontionnalité est indispensable : en e�et,il est impossible de prévoir à l'avane le temps de alul ou l'espae mémoire onsommé parles algorithmes onnus d'élimination algébrique et di�érentielle (à la di�érene de l'élimina-tion de Gauss par exemple, pour laquelle on dispose de bornes de omplexité qui dérivent�dèlement le omportement de l'algorithme) et personne ne voudrait utiliser une fontionlogiielle au omportement aussi imprévisible. Enfonçons le lou : on renontre régulièrement62



des systèmes impossibles à résoudre en pratique alors que des variantes syntaxiquement trèsprohes se résolvent instantanément.Le programme C i�dessous montre sur un exemple minimal omment les bibliothèquesBLAD (il su�t de ba0 en l'ourene) permettent de mettre en ÷uvre e méanisme./* File out_of_time. */#inlude "ba0.h"int main (){ strut ba0_mark M;strut ba0_exeption_ode ode;void* pointer;ba0_restart (5, 128);ba0_reord (&M);BA0_PUSH_EXCEPTION (ode);if (ba0_exeption_is_raised (ode)){ if (ba0_mesgerr == BA0_ERRALR)ba0_fprintf (stderr, "error: the program ran out of time\n");else if (ba0_mesgerr == BA0_ERROOM)ba0_fprintf (stderr, "error: the program ran out of memory\n");pointer = ba0_allo (10);printf ("%x\n", pointer);ba0_restore (&M);ba0_terminate (ba0_init_level);return 1;}pointer = ba0_allo (10);printf ("%x\n", pointer);do { } while (true);ba0_restore (&M);ba0_terminate (ba0_init_level);return 0;} Les deux paramètres fournis à ba0_restart spéi�ent les bornes à ne pas dépasser : 5seondes et 128 Mo. Un point de traitement d'exeption est posé (une sorte d'équivalent detry en C++). Ensuite vient la suite d'instrutions à exéuter dans le as où une exeptiontente de remonter (une sorte d'équivalent de ath). Le traitement d'exeption onsiste iisimplement à tester la nature de l'exeption, à imprimer un message sur l'erreur standardet à arrêter le proessus ave un ode de retour indiquant une �n anormale. Le programmeprinipal alloue une zone de 10 otets à la variable pointer puis entre dans une boule in�nie.63



Au bout d'à peu près 5 seondes l'exeption BA0_ERRALR est automatiquement levée etles instrutions de traitement d'exeptions sont exéutées. Les 10 otets alloués à pointersont automatiquement restitués au système de gestion de la mémoire. Cela se voit au faitque les deux valeurs a�hées sont identiques. Voii l'a�hage obtenu à l'exéution :$./out_of_timef630f008error: the program ran out of timef630f008On trouve dans le ode des bibliothèques BLAD plusieurs endroits où des points detraitement d'exeptions sont posés et où des exeptions sont levées. Parmi es exeptions,ertaines sont très failes à traiter à l'intérieur de la bibliothèque (un nombre premier � mal-haneux � ou un diviseur de zéro est déouvert, un algorithme heuristique éhoue . . .) etd'autres impossibles à traiter (typiquement, des dépassements des bornes en temps et enespae attribuées aux aluls). À l'extérieur de la bibliothèque, les r�les sont inversés : lesexeptions failes à traiter ne le sont plus du tout alors que les dépassements des bornes entemps et en espae se gèrent très naturellement.
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Chapitre 5Algèbre di�érentielle et simpli�ationanoniqueCe hapitre aurait pu s'intituler � l'algèbre ommutative et di�érentielle raontée parl'algorithme d'Eulide �. Les idées qui y sont exposées sont le résultat d'au moins dix ansde travail (1990 � 2000) dans plusieurs équipes. Les artiles de Mikael Kalkbrener [54℄ etde Daniel Lazard [58℄ sont les artiles � fondateurs � dans le domaine purement algébrique.La lari�ation et la orretion des idées initiales a ensuite été faite par des étudiants deDaniel Lazard : Renaud Rioboo, Mar Moreno Maza et Philippe Aubry [71, 69, 1, 70℄. J'aiadapté leurs résultats au as di�érentiel en ollaboration ave François Lemaire [62℄ et MarMoreno Maza. La onstrution des formes normales est due à François Lemaire et à moi [12℄.La présentation que je fais ii du as di�érentiel est originale.Soit A un idéal d'un anneau de polyn�mes R. On herhe un simpli�ateur anoniquepour la relation d'équivalene modulo A. L'idéal A est présenté, en un sens qui reste àpréiser, par un système d'équations polynomiales A. Les équations de A sont interprétéesomme un système de réériture. Pour �xer les idées, supposons que l'équation en quatreindéterminées x y − z t = 0 fasse partie de A. Il y a deux grandes façons de l'interpréteromme une règle de réériture. Soit on la regarde omme une règle permettant de réérirel'un des mon�mes en l'opposé de l'autre soit on la regarde omme une règle permettant deréérire l'une des variables en une fration rationnelle :
x y −−−→ z t ou x −−−→ z t

y
·Dans le premier as, l'idéal A est l'idéal engendré par A, la forme normale d'un polyn�mede R est un polyn�me de R et on aboutit à la théorie des bases de Gröbner. Dans le seondas, l'idéal A est l'idéal engendré par A mais saturé par les dénominateurs des membres droitsdes règles de réériture, la forme normale d'un polyn�me de R est une fration rationnelleet on aboutit à la théorie des systèmes triangulaires. C'est à ette dernière approhe que jem'intéresse dans e hapitre pare que 'est la seule qui se soit généralisée de façon satisfai-sante aux équations di�érentielles. Les leteurs intéressés trouveront en annexe le support65



d'un ours qui présente la théorie des bases de Gröbner à des étudiants de premier yleuniversitaire.On a utilisé l'expression � forme normale � i�dessus sans la dé�nir préisément. Cehapitre se propose justement d'en onstruire la dé�nition petit à petit. Pour le moment, onse ontentera de la dé�nition suivante.Dé�nition 2 (dé�nition impréise des formes normales)On appelle forme normale d'un polyn�me f ∈ R par un système de réériture A toutefration rationnelle p/q appartenant au orps des frations de R, équivalente à f modulol'idéal dé�ni par le système de réériture A, dont le numérateur et le dénominateur sontirrédutibles par A.On rappelle qu'une ongruene f = p/q mod A n'a de sens que si q est régulier modulo A.Voii les propriétés désirées :1. la forme normale d'un polyn�me f doit être unique et ne dépendre que de la lassed'équivalene de f modulo A ;2. la forme normale d'un polyn�me f doit être alulable.Les deux problèmes lefs sont, étant donnés un élément f ∈ R et l'idéal A1. déider si f = 0 dans R/A,2. déider si f est diviseur de zéro dans R/A.Rappelons qu'un élément a d'un anneau R divise zéro si a 6= 0 et s'il existe b ∈ R, b 6= 0tel que a b = 0. Les quali�atifs � non diviseur de zéro � et � régulier � sont synonymes.Un élément a ∈ R est inversible s'il admet un inverse dans R, 'est�à�dire s'il existe b ∈ Rtel que a b = 1. Tout élément inversible est régulier (puisque si a b = 1 et a c = 0 alors
0 = (a c) b = (a b) c = c). La réiproque est fausse.5.1 Un polyn�me en une indéterminéeIl s'agit du as d'un idéal A = (p) engendré par un seul élément dans un anneau depolyn�mes en une indéterminée et à oe�ients dans un orps K.5.1.1 Dé�nition de la forme normaleDé�nition 3 On appelle forme normale d'un polyn�me f par p tout polyn�me g équivalentà f modulo A et tel que deg(g) < deg(p).Une forme normale d'un polyn�me f modulo A est le reste de la division eulidienne de fpar p. Elle existe don et il est bien onnu qu'elle est unique.

NF(f, A) = rem(f, p).66



5.1.2 Déider de la nullité et de l'inversibilitéProposition 10 Déider si f = 0 dans R/A revient à déider si le reste de la divisioneulidienne de f par p est nul.Proposition 11 Déider si f est régulier dans R/A revient à déider si le pgd de f et de pvaut 1.Preuve Un élément de R appartient à A si et seulement s'il est un multiple de p. Dire que fdivise zéro dans R/A, 'est dire qu'il existe un élément h tel que f h est multiple de p maisque ni f ni h ne le sont. C'est dire en d'autres termes que f et p ont un diviseur ommun gnon trivial (tel que 0 < deg g < deg p).5.1.3 AlgorithmiqueL'algorithme d'Eulide su�t pour aluler le pgd de deux polyn�mes. Voii l'algorithmed'Eulide étendu.fontion Eulide_étendu (a, b)début
U := (1, 0, a)
V := (0, 1, b)tant que v3 6= 0 faire

q := le quotient de la division eulidienne de u3 par v3

T := V
V := U − q V
U := Tfait

c := le oe�ient de xdeg u3 dans u3retourner 1

c
U�n Le alul se fait en parallèle sur les trois omposantes des veteurs U et V . Voii quelques� invariants de boule � (propriétés vraies à haque fois qu'on évalue le test v3 6= 0) :1. u1 a + u2 b = u3 et v1 a + v2 b = v3,2. l'ensemble des diviseurs ommuns de a et de b est égal à l'ensemble des diviseursommuns de u3 et de v3.Par onséquent, lorsque la boule s'arrête, le plus grand diviseur ommun de a et de b estégal au plus grand diviseur ommun de u3 et de zéro, 'est�à�dire à u3 et on obtient uneidentité de Bézout :

u1 a + u2 b = u3 = pgcd(a, b).On en déduit la fontion suivante. 67



fontion inverse_algébrique (a, p)début
(u1, u2, u3) := Eulide_étendu (a, p)si u3 6= 1 alorsle alul éhoue ar a divise zéro modulo Asinon

u1�n si�n Prenons par exemple p = x2 − 2 et f = x. La fontion Eulide_étendu, appliquée à f età p retourne l'identité de Bézout
u1 f + u2 p = u3 ave (u1, u2, u3) =

(
x

2
,
−1

2
, 1

)
.On en déduit que modulo l'idéal A = (p) on a

1

x
=

x

2
·On retrouve la relation bien onnue :

1√
2

=

√
2

2
·5.2 Systèmes triangulaires unitaires omportant autantd'équations que d'inonnuesIl s'agit du as où R = K[x1, . . . , xn] et A = {f1, . . . , fn} est un système triangulaireunitaire tel que ld pi = xi. Par � unitaire � on entend que les éléments de A ont tous 1pour oe�ient initial. Ii, l'idéal A = (A). Un système triangulaire et unitaire est une basede Gröbner de l'idéal qu'il engendre. La notion de forme normale que nous allons établiroïnide ave elle des bases de Gröbner.5.2.1 Dé�nition de la forme normaleDé�nition 4 On appelle forme normale d'un polyn�me f par un système A tout polyn�me péquivalent à f modulo A et tel que deg(p, xi) < deg(fi, xi) pour tous 1 ≤ i ≤ n.Le lemme lef est le suivant.Lemme 2 Si p est un polyn�me de l'idéal A tel que deg(p, xi) < deg(fi, xi) pour tous

1 ≤ i ≤ n alors p = 0. 68



Preuve Notons dk = deg(fk, xk). On suppose p ∈ A et deg(p, xk) < dk pour 1 ≤ k ≤ n eton herhe à onlure que p = 0. Comme p ∈ A on a une formule p = λ1 f1 + · · ·+ λk fk. Si
k = 0 alors p = 0 et le lemme est prouvé. Supposons don qu'on ait a�aire à une formulede longueur k > 0 ave λk 6= 0, notons fk = xdk

k + gk et substituons xdk
k → fk − gk dans

λ1, . . . , λk−1. On obtient une nouvelle formule p = µ1 f1 + · · ·+ µk fk qu'on peut réarrangerde telle sorte que deg(µi, xk) < dk pour 1 ≤ i < k. Comme deg(p, xk) < dk et deg(fi, xk) = 0pour 1 ≤ i < k on onlut que µk = 0. On a don obtenu pour p, une nouvelle formule delongueur stritement inférieure à k. En ontinuant de prohe en prohe, on déduit que p = 0.Proposition 12 La forme normale d'un polyn�me f par un système A est unique. Deuxpolyn�mes équivalents modulo A ont même forme normale.Preuve Il su�t de montrer que deux polyn�mes f et f ′ équivalents modulo A ont mêmeforme normale. Soient g une forme normale de f et g′ une forme normale de f ′. Le polyn�me
g − g′ est une forme normale et appartient à l'idéal. Il doit don être nul.Proposition 13 La dé�nition de la forme normale est algorithmique.Preuve Le polyn�me suivant onstitue une forme normale du polyn�me f .

NF(f, A) = rem(f, A) = rem(. . . rem(rem(f, fn, xn), fn−1, xn−1) . . . , f1, x1).5.2.2 Déider de la nullité et de l'inversibilitéProposition 14 Déider si f = 0 dans R/A revient à déider si rem(f, A) = 0. Plusgénéralement, déider si f ∈ K dans R/A revient à déider si rem(f, A) ∈ K.Intéressons�nous maintenant au test d'inversibilité dans R/A.On dispose d'une généralisation naturelle de l'algorithme d'Eulide étendu. Soient a et bdeux polyn�mes d'indéterminée prinipale xk. Notons Rk−1 = K[x1, . . . , xk−1]. On voitles polyn�mes a et b omme polyn�mes en xk et à oe�ients pris modulo A 'est�à�direomme des éléments de (Rk−1/(A∩Rk−1))[xk] et on herhe à aluler une identité de Bézout
u1 a + u2 b = u3 dans et anneau.On herhe don à généraliser Eulide_étendu en un algorithme d'entête Eulide_étendu
(a, b, xk, A). Les deux premières instrutions d'Eulide_étendu n'ont pas besoin d'être han-gées. On peut déider de l'égalité à zéro modulo A (f. les propositions i�dessus). On peutdon déterminer le degré d'un polyn�me à oe�ients modulo A et en partiulier réaliser letest v3 6= 0. Le alul de l'inverse d'un élément de Rk−1/(A∩Rk−1) reste la dernière opérationnon évidente à réaliser : on la trouve expliitement à la �n de la boule et impliitementdans la division eulidienne. On utilise pour ela la fontion suivante.69



fontion inverse_algébrique (a, A)débutsi a ∈ K alorssi a 6= 0 alors1/asinonle alul d'inverse éhoue (division par zéro)�n sisinonsoit xi l'indéterminée prinipale de a
(u1, u2, u3) := Eulide_étendu (a, fi, xi, A)si u3 6= 1 alorsle alul d'inverse éhoue (inversion d'un diviseur de zéro)sinon

u1�n si�n si�n Voii l'algorithme Eulide_étendu généralisé.fontion Eulide_étendu (a, b, xi, A)début
U := (1, 0, a)
V := (0, 1, b)tant que v3 6= 0 faire

q := le quotient de la division eulidienne de u3 par v3

T := V
V := U − q V
U := Tfait

c := le oe�ient de xdeg u3

i dans u3retourner inverse_algébrique (c, A) U�n Terminaison. Les fontions inverse_algébrique et Eulide_étendu s'appellent réursive-ment l'une l'autre. Les aluls terminent dans tous les as pare que l'indéterminée prinipale
xi déroît stritement à haque appel à Eulide_étendu.Corretion. Point lef : les invariants de boule de la version généralisée de Eulide_étendusont les mêmes que eux de la version traditionnelle. Préisément,1. u1 a + u2 b = u3 mod A et v1 a + v2 b = v3 mod A,70



2. dans (Rk−1/(A ∩ Rk−1))[xk], l'ensemble des diviseurs ommuns de a et de b est égal àl'ensemble des diviseurs ommuns de u3 et de v3.Noter que la preuve du deuxième invariant ne fait intervenir que des opérations d'anneau. Iln'est pas néessaire de supposer l'anneau fatoriel. Ces invariants ont deux orollaires.1. si la fontion inverse_algébrique termine normalement son exéution, l'élément re-tourné u1 est un inverse de a dans Rk−1/(A ∩Rk−1) et a fortiori dans R/A,2. si u3 6= 1 alors u3 est un fateur non trivial de fi dans (Rk−1/(A ∩ Rk−1))[xk].Il est normal que le alul puisse éhouer puisque R/A n'est pas néessairement intègre.Cela n'implique pas d'ailleurs que a soit un diviseur de zéro puisque la fontion est amenéeà tester l'inversibilité d'éléments autres que a. En as d'éhe, une fatorisation d'un fi ∈
A est exhibée. Cette fatorisation fi = g h (les fateurs s'obtiennent par simple divisioneulidienne) permet de sinder le système A en deux systèmes triangulaires unitaires, obtenusen remplaçant fi par l'un ou l'autre de ses fateurs. Pour résumer,Proposition 15 La fontion inverse_algébrique, appliquée à un polyn�me f et à A, soitprouve que f est inversible dans R/A soit permet de sinder le système A en deux systèmesplus simples.Si on ne s'intéresse qu'au test d'inversibilité et non au alul de l'inverse, on peut utiliserune version non étendue de l'algorithme d'Eulide. La version non étendue est nettementmoins oûteuse : le pgd de deux polyn�mes est petit (il vaut souvent 1) mais les oe�ientsdes identités de Bézout sont gros. La fontion inverse_algébrique ne fournit qu'un algorithmede semi�déision. On peut la ompléter pour obtenir un algorithme de déision mais 'est làà mon avis un problème peu intéressant en pratique. Considérons par exemple le système Aformé des deux équations suivantes :

x2
2 + x1 − 2 = 0, x2

1 − 1 = 0.La fontion inverse_algébrique, appliquée au polyn�me 3 x2, retourne son inverse (x2 x1 +
2 x2)/9. La fontion inverse_algébrique, appliquée au polyn�me x1 + x2 éhoue. Elle exhibela fatorisation x2

1−1 = (x1−1)(x1+1) qui permet de sinder le système A en deux systèmesplus simples :
x2

2 − 1 = 0, x1 − 1 = 0 ou x2
2 − 3 = 0, x1 + 1 = 0.Pour paraphraser Mihel Demazure [26, page 42℄, les idéaux dérits par des systèmes trian-gulaires admettant autant d'équations que d'inonnues sont des � idéaux premiers à usageommerial � : e sont des idéaux qui se omportent omme des idéaux premiers jusqu'à�e qu'on déouvre qu'ils ne le sont pas. Dans le domaine du alul formel, ette idée estonnue sous le nom de � prinipe D5 � du nom des auteurs de [35℄ : Jean Della Dora, ClaireDiresenzo et Dominique Duval.Le programme C suivant montre omment e méanisme est implanté dans les biblio-thèques BLAD. La haîne régulière préédente est lue et a�etée à C. Les deux polyn�mes71



sont lus et a�etés au tableau de polyn�mes T . Une boule alule leur inverse algébriqueet imprime soit l'inverse soit le diviseur de zéro exhibé. En BLAD, les tableaux sont desstrutures à trois hamps : un hamp allo ontenant le nombre d'éléments alloués au ta-bleau, un hamp size ontenant le nombre d'éléments utilisés dans le tableau et un hamptab qui pointe sur les éléments. Comme il est normalement rarissime qu'un alul d'inversealgébrique éhoue, la fontion bad_invert_polynom_mod_reghain est programmée pour le-ver une exeption lorsque et événement se produit. Il s'agit d'une variante du méanismeprésenté au hapitre préédent qui permet à la fontion qui lève l'exeption de retourner unobjet (ii le diviseur de zéro exhibé) à la fontion qui traite l'exeption. Le diviseur de zéroest retourné via la variable ddz./* File inverse_algebrique. */#inlude "bad.h"int main (){ bav_Iordering r;strut bad_reghain C;strut bap_produt_mpz U, G;strut bap_tableof_polynom_mpz T;bap_polynom_mpz ddz;strut ba0_exeption_ode ode;strut ba0_mark M;int i;bad_restart (0, 0);ba0_reord (&M);ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [℄, bloks = [x2, x1℄)","%ordering", &r);bav_R_push_ordering (r);bad_init_reghain (&C);ba0_ssanf2 ("reghain ([x2^2 + x1 - 2, x1^2 - 1℄, [℄)", "%reghain", &C);ba0_init_table ((ba0_table)&T);bap_init_produt_mpz (&U);bap_init_produt_mpz (&G);ba0_ssanf2 ("[3*x2, x1 + x2℄", "%t[%Az℄", &T);for (i = 0; i < T.size; i++){ BA0_PUSH_EXCEPTION (ode);if (ba0_exeption_is_raised (ode)){ ba0_printf ("Inversion of %Az failed. ", T.tab [i℄);ba0_printf ("Zero divisor found : %Az\n", ddz);} else{ bad_invert_polynom_mod_reghain (&U, &G, T.tab [i℄, &C, &ddz);ba0_pull_exeption (ode);ba0_printf ("Inversion of %Az sueeded\n", T.tab [i℄);72



ba0_printf("%Pz * %Az = %Pz modulo %reghain\n", &U, T.tab [i℄, &G, &C);}}ba0_restore (&M);bad_terminate (ba0_init_level);return 0;}Voii l'a�hage obtenu à l'exéution.Inversion of 3*x2 sueededx2*(x1 + 2) * 3*x2 = 9 modulo reghain ([x1^2 - 1, x2^2 + x1 - 2℄, [℄)Inversion of x2 + x1 failed. Zero divisor found : x1 - 1Les bibliothèques BLAD o�rent aussi une fontion nommée bad_hek_regularity_poly-nom_mod_reghain qui véri�e qu'un polyn�me passé en paramètre est inversible (mais sansaluler l'inverse) et qui lève une exeption sinon.5.3 Systèmes triangulairesIl s'agit du as où R = K[x1, . . . , xn, t1, . . . , tm] et A = {f1, . . . , fn} est un systèmetriangulaire tel que ld fi = xi. Les xi sont les indéterminées prinipales du système, les tiles indéterminées non prinipales. Comme on ne suppose pas A unitaire, on ne dispose plusde l'algorithme de division eulidienne. On herhe alors des méthodes de déision fondéssur l'algorithme disponible le plus prohe : l'algorithme de pseudo�division, noté prem. Si
f ∈ R est pseudo�réduit à zéro alors f ∈ (A) : I∞A où IA désigne l'ensemble des initiaux deséléments de A. L'idéal qu'on est don naturellement amené à assoier au système n'est donplus l'idéal engendré par A mais1 A = (A) : I∞A .5.3.1 Le point lef et la dé�nition des haînes régulièresLe point lef i�dessous est démontré dans le hapitre 7.Point lef 1 Déider de la nullité ou de la régularité dans R/A est stritement équivalentà déider de la nullité ou de la régularité dans R0/A0 où R0 = K(t1, . . . , tm)[x1, . . . , xn] estl'anneau de polyn�mes obtenu en � faisant passer les indéterminées non prinipales dans leorps des oe�ients � et A0 = (A) : I∞A dans R0.1� Oui . . . mais si on s'intéresse quand même à l'idéal (A) ? �� Eh bien, soit on l'étudie diretement ave les bases de Gröbner soit on le déompose en une intersetiond'idéaux de la forme (A) : I∞A ave A triangulaire. Des méthodes existent pour ela dont je ne parlerai pasdans e hapitre. Pour être tout�à�fait orret, je préise que es méthodes ne représentent pas exatementl'idéal (A) mais un idéal ompris entre (A) et son radial.73



Ce théorème s'applique à l'idéal (A) : I∞A . Il est faux pour l'idéal (A). Plaçons�nous dans R0.Nous sommes presque ramenés au problème préédent. � Presque � pare que, si le système Aadmet autant d'équations que d'inonnues, il n'est pas unitaire. On herhe une onditionsu�sante pour le rendre unitaire. Considérons f1. Le oe�ient initial c1 de f1 appartientà K(t1, . . . , tm). Son inverse c1 existe. On ne hange pas l'idéal A0 en remplaçant f1 parle polyn�me unitaire f ′
1 = c1 f1. Considérons ensuite f2. Son oe�ient initial c2 appartientà K(t1, . . . , tm)[x1]. On peut tenter de l'inverser ave l'algorithme inverse_algébrique de lasetion préédente. C'est possible pare que e alul ne fait intervenir que f ′

1, qui est unitaire,et pas f2, . . . , fn qui ne le sont pas. Supposons que son inverse c2 (modulo l'idéal (f ′
1) ⊂ A0don) existe. On ne hange pas l'idéal A0 en remplaçant f2 par f ′

2 = c2 f2. On voit, enontinuant de prohe en prohe, que dans R0, si pour tout 1 ≤ k ≤ n, le oe�ient initial de fkest inversible modulo l'idéal (f1, . . . , fk−1) alors A est équivalent à un système triangulaireunitaire omportant autant d'équations que d'inonnues. Ce sont de tels systèmes qu'onappelle des haînes régulières. La dé�nition suivante synthétise tous es raisonnements.Dé�nition 5 Un ensemble triangulaire A est une haîne régulière si pour tout 2 ≤ k ≤ n leoe�ient initial de fk est régulier modulo l'idéal (f1, . . . , fk−1) : (i1 · · · ik−1)
∞.Les haînes régulières sont des ensembles équivalents à des systèmes triangulaires unitairesomportant autant d'équations que d'inonnues pour peu qu'on fasse passer les indéterminéesnon prinipales dans le orps des oe�ients. Dans ette dé�nition enore, 'est le fait desaturer par les initiaux qui permet de faire passer les indéterminées non prinipales dans leorps des oe�ients. Considérons par exemple le système A suivant de R = K[t, x1, x2].

(x1 + 1) x2
2 + x1 + 1 = 0, t x2

1 − 1 = 0.On a R0 = K(t)[x1, x2]. Construisons A0 de prohe en prohe. On rend unitaire la premièreéquation sans di�ulté :
(x1 + 1) x2

2 + x1 + 1 = 0, x2
1 − 1/t = 0.La fontion inverse_algébrique permet de aluler l'inverse t (x1− 1)/(1− t) de l'initial x1 +

1 de la deuxième équation, modulo l'idéal engendré par la première. On obtient ainsi lesystème A0 suivant.
x2

2 +
t (x1 − 1)

1− t
x2 +

t (x1 − 1)

1− t
= 0, x2

1 − 1/t = 0.Le système A onstitue don une haîne régulière. La fontion suivante soit, prouve qu'unensemble triangulaire A est une haîne régulière soit, exhibe une fatorisation d'un élémentde A qui permet de sinder A en deux systèmes plus simples.fontion est_une_haîne_régulière (A)début
A0 := ∅ 74



pour i variant de 1 à n faire
c := le oe�ient dominant de fi

c̄ := inverse_algébrique (c, A0) dans K(t1, . . . , tm)[x1, . . . , xi−1]si le alul d'inverse a éhoué alorsretourner faux�n si
A0 := A0 ∪ {rem(c̄ fi, A0)}�nretourner vrai�n5.3.2 Déider de la nullité et de la régularitéLe � point lef � étant admis, les deux propositions i�dessous sont immédiates.Proposition 16 Soit A une haîne régulière. Déider si f = 0 dans R/A revient à déidersi prem(f, A) = 0.Proposition 17 Soit A une haîne régulière. Déider si f est régulier dans R/A revient àdéider si f est inversible dans R0/A0.5.3.3 Dé�nition de la forme normaleDé�nition 6 On appelle forme normale d'un polyn�me f par une haîne régulière A toutefration rationnelle de la forme suivante telle que f = p/q mod A et deg(p, xi) < deg(pi, xi)pour tous 1 ≤ i ≤ n :

NFalg(f, A) =
p

q
∈ K(t1, . . . , tm)[x1, . . . , xn]Le fait que q ∈ K[t1, . . . , tm] assure que q est régulier dans R/A et don que la ongruene

f = p/q mod A est sensée.Proposition 18 La forme normale d'un polyn�me f par une haîne régulière A est unique.Deux polyn�mes équivalents modulo A ont même forme normale.Preuve Il su�t de montrer que deux polyn�mes équivalents modulo A ont même formenormale. On suppose f = g mod A et NFalg(f, A) = p/q et NFalg(g, A) = r/s. Alors
s p − q r ∈ A. Pare que les dénominateurs q et s ne dépendent que des variables ti, lepolyn�me s p − q r est irrédutible par A (il est égal à son propre pseudo�reste par A).D'après l'une des propositions i�dessus, il doit être nul.Proposition 19 La dé�nition des formes normales est algorithmique.75



Preuve Soient f un polyn�me et A une haîne régulière de R. Soit A0 le système de R0 trian-gulaire, unitaire, omportant autant d'équations que d'inonnues, auquel A est équivalente.La fration rationnelle rem(f, A0) est une forme normale de f par A.Reprenons l'exemple préédent.
NFalg(x

2
1 x2

2, A) = rem(x2
1 x2

2, A0) =
(x1 − 1) x2 + x1 − 1

t− 1
·5.4 Systèmes di�érentiels ordinairesIl s'agit du as où l'anneau de polyn�mes di�érentiels R = K{U} est muni d'une seule dé-rivation et où le système A = {f1, . . . , fn} est � di�érentiellement triangulaire �, 'est�à�direoù auune dérivée dominante2 d'un polyn�me de A n'est la dérivée de la dérivée dominanted'un autre polyn�me de A. Dans le as d'une seule dérivation, un système di�érentiellementtriangulaire est un système dont les dérivées dominantes sont des dérivées d'indéterminéesdi�érentielles de U distintes deux�à�deux. On ne suppose pas A partiellement autoréduit('est une nouveauté). On suppose l'ensemble ΘU des dérivées muni d'un � lassement �.Voii un exemple ave trois indéterminées di�érentielles : u, v et w.. L'anneau de poly-n�mes di�érentiels est R = K{u, v, w}. L'ensemble ΘU est ordonné suivant un lassementd'élimination :

w < ẇ < ẅ < · · · < v < v̇ < v̈ < · · · < u < u̇ < ü < · · ·L'ensemble des dérivées dominantes du système A suivant est X = {u̇, v̇}. Le système estbien di�érentiellement triangulaire.
v̇2 + v̇ + w = 0, v̈ u̇ + u = 0.Tout système di�érentiel A est équivalent à un système algébrique in�ni ΘA, formé despolyn�mes de A et de leurs dérivées d'ordre quelonque. Voii un extrait du système ΘAassoié à l'exemple i�dessus.






v̇2 + v̇ + w = 0
(2 v̇ + 1) v̈ + ẇ = 0

(2 v̇ + 1)
...
v + 2 v̈ + ẅ = 0...

v̈ u̇ + u = 0
v̈ ü + (

...
v + 1) u̇ = 0...Le système ΘA est triangulaire pare que A est di�érentiellement triangulaire et qu'on serestreint à une unique dérivation. Les oe�ients initiaux de ΘA sont les oe�ients initiauxet les séparants de A. Ces polyn�mes sont en nombre �ni. On herhe naturellement àgénéraliser la onstrution des haînes régulières établie en setion 5.3 à es systèmes in�nis.L'idéal représenté par un système di�érentiel A est don A = (ΘA) : I∞ΘA = [A] : H∞A .2On dit � dérivée dominante � au lieu d' � indéterminée prinipale � dans le as di�érentiel.76



5.4.1 La dé�nition des haînes di�érentielles régulièresOn ommene par dé�nir e qu'on appelle les � dérivées sous l'esalier � d'un système Aqui jouent pour les systèmes di�érentiels le r�le des indéterminées t1, . . . , tm de la setion 5.3.L'expression � esalier � prendra tout son sens lorsqu'on traitera les systèmes aux dérivéespartielles.Dé�nition 7 Soient A un système de R = K{U} et X l'ensemble des dérivées dominantesde A. On appelle dérivées sous l'esalier de A l'ensemble T = ΘU \ ΘX des dérivées qui nesont la dérivée d'auune dérivée dominante de A.Sur l'exemple préédent, l'ensemble des dérivées sous l'esalier de A est l'ensemble in�ni
T = {u, v, w, ẇ, ẅ, . . .}.La proposition i�dessous est une généralisation très naturelle du point lef 1. Cette géné-ralisation ne oule pas de soure pare que la démonstration du point lef 1 s'appuie sur lesthéorèmes de Lasker�N÷ther et de Maaulay qui ne s'appliquent qu'à des anneaux n÷the-riens or les anneaux de polyn�mes di�érentiels ne sont pas n÷theriens. Pour un argumentpréis, voir le théorème 11, page 121.Proposition 20 Déider de la nullité ou de la régularité dans R/A est stritement équivalentà déider de la nullité ou de la régularité dans R0/A0 où R0 = K(T )[ΘX] est l'anneau depolyn�mes obtenu en � faisant passer les dérivées sous l'esalier de A dans le orps desoe�ients � et A0 = (ΘA) : I∞ΘA dans R0.Dé�nition 8 Un système di�érentiel ordinaire A est une haîne di�érentielle régulière si ΘAest une haîne régulière.Cette dé�nition est algorithmique. Ce n'est pas évident pare que ΘA est in�ni. Onmontre sur l'exemple omment prouver que A est une haîne di�érentielle régulière. On éta-blit l'algorithme ensuite. Il su�t de proéder par dérivée dominante roissante. On onsidèrele polyn�me f1 = v̇2 + v̇+w. Il est unitaire et onstitue don une haîne régulière de K[v̇, w].Le séparant de f1 est le polyn�me 2 v̇ + 1. Un appel à la fontion inverse_algébrique permetde aluler son inverse.

1

2 v̇ + 1
=

2 v̇ + 1

1− 4 w
·Ce alul est justi�é impliitement par la proposition 20. Il ne fait intervenir que la haînerégulière f1. On onsidère le polyn�me f2 = v̈ u̇ + u. Pour aluler l'inverse de son initial, lafontion inverse_algébrique doit utiliser une dérivée de f1. On voit�là l'importane de véri�erque le séparant de f1 est inversible avant de onsidérer f2. Le alul d'inverse produit :

1

v̈
= −2 v̇ + 1

ẇ
·On a montré la régularité des initiaux de tous les polyn�mes de ΘA. Le système A estdon bien une haîne di�érentielle régulière. La fontion suivante fournit un algorithme quidéide, dans le as d'une seule dérivation, si un système di�érentiellement triangulaire A estune haîne di�érentielle régulière. 77



fontion est_une_haîne_di�érentielle_régulière (A)début
X := l'ensemble des dérivées dominantes de A
T := l'ensemble des dérivées sous l'esalier de A
A′ := ∅pour i variant de 1 à n faire

c := l'initial de fi

c̄ := inverse_algébrique (c, ΘA′) dans K(T )[ΘX]si le alul d'inverse a éhoué alorsretourner faux�n si
s := le séparant de fi

s̄ := inverse_algébrique (s, ΘA′ ∪ {fi}) dans K(T )[ΘX]si le alul d'inverse a éhoué alorsretourner faux�n si
A′ := A′ ∪ {fi}faitretourner vrai�n Un système di�érentiel A est une haîne di�érentielle régulière si ΘA est équivalent àun système (ΘA)0 triangulaire unitaire, omportant une équation par inonnue, pour peuqu'on fasse passer les dérivées sous l'esalier dans le orps des oe�ients. Voii un extraitdu système (ΘA)0 sur l'exemple.






v̇2 + v̇ + w = 0

v̈ + ẇ (2 v̇+1)
1−4 w

= 0...
v + (2 v̈+ẇ) (2 v̇+1)

1−4 w
= 0...

u̇− u (2 v̇+1)
ẇ

= 0

ü− (
...
v +1) u̇ (2 v̇+1)

ẇ
= 0...5.4.2 Déider de la nullité et de la régularitéLa proposition 20 étant admise, les deux propositions i�dessous sont immédiates.Proposition 21 Soit A une haîne di�érentielle régulière. Déider si f = 0 dans R/Arevient à déider si prem(f, ΘA) = 0, 'est�à�dire si le reste omplet de f par A pour larédution de Ritt est nul.Proposition 22 Soient A une haîne di�érentielle régulière. Déider si f est régulier dansl'anneau R/A revient à déider si f est régulier dans R0/A0.78



On peut aussi montrer (formulation plus lassique) que déider si f est régulier dansl'anneau R/A revient à déider si le reste partiel de f par A pour la rédution de Ritt estrégulier modulo l'idéal non di�érentiel dé�ni par A.5.4.3 Dé�nition de la forme normaleDé�nition 9 Soient A une haîne di�érentielle régulière, X l'ensemble de ses dérivées do-minantes et T l'ensemble des dérivées sous l'esalier de A. On appelle forme normale d'un po-lyn�me di�érentiel f par A toute fration rationnelle de la forme suivante, telle que f = p/q
mod A et deg(p, ld fi) < deg(fi, ld fi) pour tout fi ∈ A.

NF(f, A) =
p

q
∈ K(T )[X]La proposition 20 implique que tout polyn�me non nul de K[T ] est régulier dans R/A. Laongruene énonée dans la dé�nition i�dessus est don sensée. La preuve de la propositionsuivante est alquée sur elle de la proposition 18.Proposition 23 La forme normale d'un polyn�me di�érentiel f par une haîne di�érentiellerégulière A est unique. Deux polyn�mes di�érentiels équivalents modulo A ont même formenormale.Proposition 24 La dé�nition des formes normales est algorithmique.Preuve Soient f un polyn�me di�érentiel et A une haîne di�érentielle régulière. La frationrationnelle suivante est une forme normale de f par A.

NF(f, A) = NFalg(f, ΘA).Le programme C suivant montre omment on peut aluler la forme normale d'une fra-tion rationnelle de polyn�mes di�érentiels en BLAD. Le alul de la forme normale impliqueun alul d'inverse algébrique. Ce alul peut éhouer. Une exeption est don suseptibled'être levée. Dans l'exemple, on hoisit de ne pas poser de point de traitement d'exep-tions. Comme la fration est peu lisible, on fatorise omplètement son numérateur et sondénominateur et on a�he le résultat./* File normal_form. */#inlude "bad.h"int main (){ bav_Iordering r;strut bap_produt_mpz numer, denom;strut bap_ratfra_mpz A, NF; 79



strut bad_reghain C;strut ba0_mark M;bad_restart (0, 0);ba0_reord (&M);ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [t℄, bloks = [u, v, w℄)","%ordering", &r);bav_R_push_ordering (r);bad_init_reghain (&C);bap_init_ratfra_mpz (&A);bap_init_ratfra_mpz (&NF);ba0_ssanf2("reghain ([v[t℄^2 + v[t℄ + w, v[t,t℄*u[t℄ + u℄, [differential℄)","%reghain", &C);ba0_ssanf2 ("u[t,t℄/v[t℄", "%Qz", &A);bad_normal_form_ratfra_mod_reghain (&NF, &A, &C, (bap_polynom_mpz*)0);ba0_printf ("normalf form (%Qz) = %Qz\n", &A, &NF);bap_init_produt_mpz (&numer);bap_init_produt_mpz (&denom);bap_fator_polynom_mpz (&numer, &NF.numer);bap_fator_polynom_mpz (&denom, &NF.denom);ba0_printf ("numer = %Pz\n", &numer);ba0_printf ("denom = %Pz\n", &denom);ba0_restore (&M);bad_terminate (ba0_init_level);return 0;}Voii l'a�hage obtenu à l'exéution.$ ./normal_formnormalf form ((u[t,t℄)/(v[t℄)) = (8*u*v[t℄^2*w[t,t℄*w - 2*u*v[t℄^2*w[t,t℄ - 4*u*v[t℄^2*w[t℄^2 + 12*u*v[t℄*w[t,t℄*w - 3*u*v[t℄*w[t,t℄ - 6*u*v[t℄*w[t℄^2 + 16*u*v[t℄*w^2 - 8*u*v[t℄*w + u*v[t℄ + 4*u*w[t,t℄*w - u*w[t,t℄ - 2*u*w[t℄^2 + 16*u*w^2 - 8*u*w + u)/(4*w[t℄^2*w^2 - w[t℄^2*w)numer = u*(8*v[t℄*w[t,t℄*w - 2*v[t℄*w[t,t℄ - 4*v[t℄*w[t℄^2 + 4*w[t,t℄*w - w[t,t℄ - 2*w[t℄^2 + 16*w^2 - 8*w + 1)*(v[t℄ + 1)denom = w[t℄^2*w*(4*w - 1) 80



5.5 Systèmes aux dérivées partiellesOn s'intéresse à des systèmes où l'anneau de polyn�mes di�érentiels R = K{U} est munide plusieurs dérivations δ1, . . . , δm supposées ommuter entre elles. Considérons le système Asuivant :
ux − v = 0, uy = 0.Supposons que le lassement impose ux > v. Le système A est di�érentiellement triangulairemais ΘA n'est pas triangulaire. Il omporte deux équations de dérivée dominante uxy :

uxy − vy = 0, uxy = 0.Cette non triangularité de ΘA pose des di�ultés. L'idéal di�érentiel [A] engendré par lesdeux polyn�mes di�érentiels ontient vy mais vy n'est pas réduit à zéro par ΘA. Autre formu-lation du problème : ertains polyn�mes di�érentiels peuvent avoir plusieurs formes normalesdi�érentes, en supposant qu'on utilise tel quel l'algorithme établi dans le as di�érentiel or-dinaire. C'est le as de uxy :
NF(uxy, A) = vy ou NF(uxy, A) = 0.Dernière onséquene de la non triangularité de ΘA : l'algorithme de alul d'inverse al-gébrique peut donner des résultats faux. Le polyn�me vy est nul modulo l'idéal di�érentielengendré par A mais il ne dépend que de dérivées sous l'esalier de A. Il serait onsidéréomme inversible par la fontion inverse_algébrique.Les di�ultés énonées i�dessus peuvent se résoudre au prix d'une ondition supplé-mentaire : la � ohérene �. Le théorème lef est le � lemme de Rosenfeld � qui est énonépréisément dans le hapitre 7. On se ontente ii d'énoner informellement l'idée sous�jaente en s'appuyant sur la onstrution des formes normales.Bien qu'il ne soit pas triangulaire, on souhaite pouvoir traiter ΘA omme un systèmetriangulaire, de façon à pouvoir appliquer dans le as des systèmes aux dérivées partiellesles onstrutions faites dans le as di�érentiel ordinaire. Informellement, dire qu'un systèmeest � ohérent � 'est dire que deux équations quelonques de ΘA qui ont la même dérivéedominante v sont en fait � la même équation � modulo l'idéal dé�ni par les équations de ΘAde dérivée dominante stritement inférieure à v. On peut tester si deux équations s1 v + q1 et

s2 v+q2 sont � la même équation �, en testant que les deux frations rationnelles q1/s1 et q2/s2ont même forme normale et en utilisant l'algorithme établi pour les systèmes di�érentielsordinaires, pour peu qu'on proède à es véri�ations par dérivée roissante. Dernier point,et non des moindres : bien qu'il y ait une in�nité de paires d'équations appartenant à ΘAde même dérivée dominante, il n'y a qu'un nombre �ni de tests à e�etuer.La fontion suivante préise quelques aspets du texte i�dessus. Elle s'applique à unsystème di�érentiellement triangulaireA qu'on ne suppose pas partiellement autoréduit ('estune nouveauté). Pour toute dérivée v, on note (ΘA)<v (respetivement (ΘA)≤v) l'ensembledes éléments de ΘA de dérivée dominante stritement inférieure (respetivement inférieureou égale) à v. Pour toute paire {v, w} de dérivées d'une même indéterminée di�érentielle,81



on note ppcd(v, w) la plus petite dérivée ommune de v et de w. Si X est un ensemble dedérivées, on note
ppcd(X) = {ppcd(v, w) | v, w ∈ X, sont dérivées d'une même indéterminée di�érentielle}.La fontion met en ÷uvre le shéma de preuve utilisé par Abraham Seidenberg dans [95,Theorem VI℄. La justi�ation s'appuie sur les théorèmes 10 et 11, page 121. Le fait que lesdérivées de Y soient traitées par ordre roissant est important : pour toute dérivée v de Y , lesaluls de formes normales sont e�etués modulo (ΘA)<v dont l'algorithme a préédemmentétabli qu'il est équivalent à une haîne régulière.fontion est_une_haîne_aux_dérivées_partielles_régulière (A)début

T := l'ensemble des dérivées sous l'esalier de A
X := l'ensemble des dérivées dominantes de A
Y := X ∪ ppcd(X)pour v ∈ Y par ordre roissant suivant le lassement fairesi v est la dérivée dominante d'un f ∈ A alors

c := l'initial de f
c̄ := inverse_algébrique (c, (ΘA)<v) dans K(T )[ΘX]si le alul d'inverse a éhoué alorsretourner faux�n si
s := le séparant de f
s̄ := inverse_algébrique (s, (ΘA)≤v) dans K(T )[ΘX]si le alul d'inverse a éhoué alorsretourner faux�n sisinonSoient f1, . . . , fk ∈ A et θ1, . . . , θk ∈ Θ tels que θifi = si v + qi pour tous 1 ≤ i ≤ kpour i de 1 à k − 1 fairesi NF(qi/si, (ΘA)<v) 6= NF(qi+1/si+1, (ΘA)<v) alorsretourner faux�n sifait�n sifaitretourner vrai�n Les a�rmations i�dessus étant admises, les tests de nullité et de régularité dans R/[A] :

H∞A ainsi que l'algorithme de forme normale sont exatement les mêmes pour les sys-tèmes aux dérivées partielles ohérents que pour les systèmes di�érentiels ordinaires. À titre82



d'exemple, appliquons la fontion préédente sur le système A = {f1, f2, f3, f4} suivant :
vxx − ux = 0, vy −

ux uy

4
= 0, u2

x − 4 u = 0, u2
y − 2 u = 0pour le lassement ompatible ave l'ordre total suivant :

u < v < uy < ux < vy < vx < uyy < uxy < uxx < vyy < · · ·Il est di�érentiellement triangulaire. L'ensemble de ses dérivées dominantes est l'ensemble
X = {vxx, vy, ux, uy}. L'ensemble T = {u, v, vx} des dérivées sous les esaliers de A est �ni.Les voii représentées graphiquement. Il y a un diagramme par indéterminée di�érentielle,un axe par dérivation. On reporte les dérivées dominantes sous la forme de disques noirs eton hahure leurs dérivées. Les dérivées sous les esaliers sont les dérivées non hahurées.

u v xx

yy

1 2

1

2

1

2

1 2 3On a ppcd(X) = {vxxy, uxy}. Graphiquement, es dérivées orrespondent aux angles desmarhes des esaliers. Les dérivées à onsidérer sont don dans l'ordre
uy, ux, vy, uxy, vxx, vxxy.Étape 1 : la dérivée uy. Le polyn�me f4 = u2

y − 2 u est unitaire. Son séparant admet pourinverse le polyn�me uy/(2 u) ∈ K(T )[uy]. Étape 2 : la dérivée ux. Le polyn�me f3 = u2
x− 4 uest unitaire. Son séparant admet pour inverse le polyn�me ux/(4 u) ∈ K(T )[uy, ux]. Étape 3 :la dérivée vy. Le polyn�me f2 admet 1 pour initial et pour séparant. Étape 4 : la dérivée uxy.C'est la plus petite dérivée ommune des dérivées dominantes de f4 et de f3.

δx f4 = 2 uy uxy + 2 ux, δy f3 = 2 ux uxy + 4 uy.Les aluls donnent deux formes normales égales :
ux uy

2 u
= NF

(
−ux

uy
, (ΘA)<uxy

)
←− uxy −→ NF

(
−2 uy

ux
, (ΘA)<uxy

)
=

ux uy

2 u
·Étape 5 : la dérivée vxx. Le polyn�me f1 = vxx − ux admet 1 pour initial et pour séparant.Étape 6 : la dérivée vxxy. C'est la plus petite dérivée ommune des dérivées dominantesde f1 et de f2. Les aluls donnent deux formes normales égales (elles sont aussi égales auxpréédentes mais 'est un hasard dû à l'exemple) :

ux uy

2 u
= NF

(
uxy, (ΘA)<vxxy

)
←− vxxy −→ NF

(
uxxx uy + 2 uxx uxy + ux uxxy

4
, (ΘA)<vxxy

)
=

NF

(
0 + 2× 2× uxy + 0

4
, (ΘA)<vxxy

)
=

ux uy

2 u
·83



La fontion retourne vrai. Le système de quatre polyn�mes di�érentiels onstitue bien unehaîne di�érentielle régulière.5.6 Attributs des haînes di�érentielles régulièresDans les bibliothèques BLAD, une haîne régulière peut porter deux types d'attributs :les attributs � struturels � qui ne peuvent pas être hangés par algorithme (e sont despropriétés de l'idéal dé�ni par la haîne) et les attributs � désirés � qui peuvent, eux, êtreobtenus par algorithme (e sont des propriétés de la haîne elle�même). Soit A une haînerégulière. Il y a deux attributs struturels :di�erential s'il est satisfait, l'idéal dé�ni par A est l'idéal di�érentiel [A] :H∞A sinon, 'estl'idéal non di�érentiel (A) : I∞A .prime s'il est satisfait, l'idéal dé�ni par A est premier sinon il ne l'est pas néessairement.Il y a inq attributs désirés. On les énone en employant le voabulaire di�érentiel :autoredued s'il est satisfait, la haîne est omplètement autoréduite.primitive s'il est satisfait, haun des polyn�mes qui onstituent la haîne est � primitif �dans le sens suivant : si on le regarde omme un polyn�me en sa dérivée dominante età oe�ients dans l'anneau des polyn�mes en les autres dérivées alors le pgd de sesoe�ients vaut 1.normalized s'il est satisfait, les initiaux des polyn�mes de la haîne ne dépendent d'auunedes dérivées dominantes de la haîne.squarefree s'il est satisfait, le séparant de haque polyn�me pi de la haîne est inversiblemodulo l'idéal dé�ni par les polyn�mes p1, . . . , pi ∈ A de dérivée dominante inférieureou égale à la dérivée dominante de pi. Si l'attribut struturel di�erential est satisfaitalors l'attribut squarefree l'est aussi.oherent s'il est satisfait, la haîne di�érentielle régulière A est ohérente. Ce quali�atifn'est pertinent que pour les systèmes aux dérivées partielles.L'attribut � normalized � orrespond en fait à la propriété de � normalisation forte �dérite dans [12℄. Satisfaire ette propriété peut être oûteux puisque ela néessite en généraldes aluls d'inverses algébriques.Conrètement, l'attribut � squarefree � est satisfait si la fontion inverse_algébrique (ouplut�t sa variante qui n'expliite pas les inverses mais teste leur existene) permet d'inverserhaque séparant modulo l'idéal dé�ni par la haîne. Le quali�atif � squarefree � (on ditaussi � sans fateur arré � ou � séparable �) a été hoisi par analogie ave le as despolyn�mes en une indéterminée à oe�ients dans un orps. Prenons l'exemple du polyn�me
p = (x + 1)2 (x − 2). Son séparant ∂p/∂x = (x + 1) (3 x− 1) ontient en fateur le fateurirrédutible multiple (appelé enore � fateur arré �) de p. Le séparant de p n'est donpas inversible modulo l'idéal engendré par p. Un polyn�me p dont le séparant est inversiblemodulo l'idéal (p) est un polyn�me dont tous les fateurs irrédutibles sont simples : unpolyn�me sans fateur arré. 84



Proposition 25 Si A est une haîne régulière sans fateur arré alors (A) :I∞A = (A) :H∞A .Preuve L'inlusion (A) : I∞A ⊂ (A) :H∞A est laire. L'autre inlusion. Soit p ∈ (A) :H∞A . Ilexiste alors un produit h de séparants de A tel que h p ∈ (A) :I∞A 'est�à�dire tel que h p = 0dans R/(A) : I∞A . Comme h est régulier dans et anneau, p = 0 et don p ∈ (A) : I∞A .La proposition suivante est un orollaire du lemme de Lazard. Elle est plus di�ile àprouver que la préédente. Voir [13, Corollary 3.3℄ par exemple.Proposition 26 Si A est une haîne (di�érentielle) régulière sans fateur arré alors l'idéal(di�érentiel) qu'elle dé�nit est radial.
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Chapitre 6Appliations algorithmiques des haînesdi�érentielles régulièresCe hapitre dérit plusieurs appliations algorithmiques diretes du hapitre 5. Ce sontdes appliations internes à la théorie. Le hapitre est déoupé en deux parties. Dans la pre-mière, on onsidère des appliations de l'algorithme de forme normale modulo un idéal dé�nipar une haîne di�érentielle régulière. Dans la seonde, on présente les idées maîtresses d'al-gorithmes pour aluler des haînes di�érentielles régulières en s'appuyant uniquement surl'algorithmique du hapitre 5. Les détails sont disponibles dans les artiles joints en annexe.L'algorithme général Rosenfeld�Gröbner n'est pas présenté ii mais dans le hapitre 9.6.1 Appliations de l'algorithme de forme normale6.1.1 Un ritère de primalitéLa proposition suivante généralise un peu un théorème lassique de Ritt sur les systèmes� orthonomiques � 'est�à�dire les systèmes où les dérivées dominantes apparaissent linéai-rement ave un initial égal à 1. C'est surtout l'argument de la preuve du ritère qui estintéressant : un polyn�me ne peut diviser zéro modulo l'idéal dé�ni par un haîne régulièreque s'il fait éhouer la fontion inverse_algebrique et exhibe don une fatorisation d'un élé-ment de la haîne. On peut l'adapter au as par as pour démontrer que ertains idéaux sontpremiers. On doit aussi pouvoir s'en inspirer pour obtenir des algorithmes de déompositionen idéaux premiers.Proposition 27 Soit A = {p1, . . . , pt} une haîne di�érentielle régulière d'un anneau depolyn�mes di�érentiels R. Si deg(pi, ld pi) = 1 pour tous 1 ≤ i ≤ t alors l'idéal di�érentiel
[A] : H∞A est premier.Preuve Si l'idéal n'était pas premier, alors il existerait un polyn�me p ∈ R non inversiblemodulo [A] :H∞A . L'appel de fontion inverse_algebrique (p, A) éhouerait en exhibant une86



fatorisation non triviale d'un pi ∈ A mais 'est impossible pare que les polyn�mes pi sontde degré 1 en leur dérivée dominante.Pour une haîne di�érentielle orthonomique A, il existe une autre preuve, fondée surl'existene de l'algorithme de forme normale : l'anneau R/[A] :H∞A est isomorphe à l'algèbredes formes normales modulo A. Si A est orthonomique alors l'algèbre des formes normalesest une algèbre libre : 'est l'anneau des polyn�mes en les dérivées sous les esaliers de A.C'est un anneau intègre don l'idéal est premier.6.1.2 Déteter des dépendanes linéaires dans un anneau quotientSoient A une haîne régulière (éventuellement di�érentielle) d'un anneau R et A l'idéalqu'elle dé�nit. Disposer d'un algorithme de forme normale permet de tester l'égalité entredeux expressions dans l'anneau R/A. C'est une appliation des formes normales bien onnuedes spéialistes de la théorie de la réériture. En algèbre ommutative et di�érentielle en tousas, on dispose d'une appliation supplémentaire, qui est au ÷ur de l'algorithmeFGLM [41℄ :elles permettent de herher des dépendanes linéaires entre éléments de R/A. L'argumentest élémentaire : si R est une algèbre sur K alors toute ombinaison linéaire sur K de formesnormales est enore une forme normale. Soit {g1, . . . , gk} une famille d'éléments de R. Onherhe des oe�ients λ1, . . . , λk ∈ K tels que
λ1 g1 + · · ·+ λk gk = 0 mod A.Il su�t de herher (et 'est su�sant) des oe�ients λ1, . . . , λk ∈ K tels que

λ1 NF(g1, A) + · · ·+ λk NF(gk, A) = 0.À titre d'exemple, reprenons le système A = {f1, f2, f3, f4} suivant :
vxx − ux = 0, vy −

ux uy

4
= 0, u2

x − 4 u = 0, u2
y − 2 u = 0pour le lassement ompatible ave l'ordre total :

u < v < uy < ux < vy < vx < uyy < uxy < uxx < vyy < · · ·et herhons s'il existe une équation di�érentielle linéaire à oe�ients rationnels ne dépen-dant que de v et de ses dérivées dans l'idéal di�érentiel dé�ni par la haîne di�érentiellerégulière.Il su�t d'énumérer les dérivées de v, de aluler leur forme normale par la haîne di�é-rentielle régulière onnue et de herher des dépendanes linéaires. On le fait ii à l'÷il nu
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mais on peut automatiser le proédé par un pivot de Gauss :dérivée forme normale
v v

vy
ux uy

4
vx vx

vyy
ux

2
vxy uy

vxx uxOn voit immédiatement que vxx − 2 vyy ∈ A. Et ette équation est néessairement d'ordreminimale parmi elles qu'on herhe. On peut aussi s'intéresser aux équations non linéaires.On voit immédiatement que vxy vyy − 2 vy ∈ A.Dans le as très fréquent des systèmes orthonomiques, les algèbres de formes normalessont des algèbres libres. On peut don évaluer numériquement les formes normales et herherdes dépendanes linéaires entre des veteurs de nombres.J'ai publié es idées ave quelques approfondissements fondés sur l'usage des di�érentiellesde Kähler (voir i�dessous) dans [8℄.6.1.3 Caluler dans les modules de di�érentielles de KählerAvant de présenter algébriquement les modules de di�érentielles de Kähler, je présenteune façon de les omprendre. Considérons le polyn�me
y − x2.La variété algébrique qu'il dé�nit (l'ensemble des zéros du polyn�me) forme une parabole.La di�érentielle de e polyn�me est l'expression linéaire

dy − 2 x dxqu'on peut interpréter omme suit : si on identi�e l'axe des x et l'axe des dx d'une part, l'axedes y et elui des dy d'autre part, alors en tout zéro (x, y) ∈ R2 du polyn�me, l'ensembledes ouples (dx, dy) ∈ R2 tels que dy− 2 x dx = 0 dérit la tangente à la parabole en (x, y).Sur le graphique suivant, on a traé la parabole ainsi que la droite dy − 2 x dx = 0 pour
(x, y) = (−1, 1).
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y − x2 = 0
dy + 2 dx = 0

La même onstrution s'applique aux équations di�érentielles ordinaires et aux dérivéespartielles. Considérons le polyn�me di�érentiel ordinaire
ẋ− x2.La variété algébrique di�érentielle qu'il dé�nit est l'ensemble de fontions

x(t) = − 1

t− c
où c ∈ R.Pour haune des fontions i�dessus, on a

ẋ(t) =
1

(t− c)2
·Pour une valeur de c �xée, l'ensemble des triplets (t, x(t), ẋ(t)) dérit une ourbe dans R3dont voii un exemple.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t

-3.5-3 -2.5-2 -1.5-1 -0.50
x

024681012ẋ
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La di�érentielle du polyn�me di�érentiel ẋ− x2 est l'expression linéaire
dẋ− 2 x dxqu'on peut interpréter omme suit : si on identi�e l'axe des x et l'axe des dx, l'axe des ẋet l'axe des dẋ, l'axe des t ave l'axe des dt, alors en tout point (t, x(t), ẋ(t)) de la ourbe,l'ensemble des triplets (t, dx(t), dẋ(t)) dérit un plan, tangent en (t, x(t), ẋ(t)), et perpen-diulaire au plan (x, ẋ). Pour obtenir la tangente à la ourbe, il faudrait interseter e planave le plan dé�ni par la forme de ontat dx− ẋ dt mais e n'est pas néessaire pour notreexpliation. Projetons maintenant les graphiques sur le plan (x, ẋ). La ourbe devient uneparabole (x(t), ẋ(t)). Les plans tangents deviennent des tangentes (dx(t), dẋ(t)) à la para-bole. Si on intègre le polyn�me di�érentiel pour une ertaine ondition initiale on obtientun point qui se déplae au ours du temps le long de la parabole. Si on intègre en mêmetemps sa di�érentielle pour une autre ondition initiale, on obtient un veteur tangent à laparabole qui se déplae ave le point. Sur l'exemple, les intégrations peuvent être menéesformellement. Elles onsistent à résoudre le système

ẋ− x2 = 0, dẋ− 2 x dx = 0.On trouve
x(t) = − 1

t− c
et dx(t) =

c′

(t− c)2
, où c, c′ ∈ Ret don en évaluant les équations du système

ẋ(t) =
1

(t− c)2
et dẋ(t) = − 2 c′

(t− c)3
·Le graphique suivant a été obtenu pour un ouple (c, c′) �xé, en faisant varier t sur un in-tervalle et en évaluant les quatre frations rationnelles i�dessus. Pour garder un graphiquelisible, on n'a traé que trois veteurs (dx(t), dẋ(t)) d'origine (x(t), ẋ(t)) et on les a norma-lisés. On onstate visuellement qu'ils sont tangents à la parabole.
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Dernière onstatation : l'opération � d �, qui à un polyn�me di�érentiel assoie sa di�éren-tielle, ommute ave la dérivation par rapport au temps. La fontion dẋ(t), dont l'expressionanalytique est donnée i�dessus, est égale non seulement à 2 x(t) dx(t) mais aussi à la dérivéepar rapport au temps de la fontion dx(t). Dit autrement,
d(ẋ(t)) =

˙̂
dx(t).En un sens, 'est évident mais on peut prendre un autre exemple pour ahever de seonvainre : onsidérons la di�érentielle de la dérivée du polyn�me di�érentiel qui noussert d'exemple. Elle permet de dé�nir dẍ.

d(ẍ− 2 x ẋ) = dẍ− 2 x dẋ− 2 ẋdx.On obtient la valeur de dẍ en remplaçant x, ẋ, dx, dẋ par leur valeur. On onstate qu'ontrouve la même fontion qu'en dérivant dẋ par rapport au temps :
dẍ =

6 c′

(t− c)4
·FormalisationLes aluls menés sur l'exemple se généralisent. Ils sont formalisés dans la théorie desdi�érentielles d'Erwin Kähler [53℄ (voir aussi [37, hapitre 16℄) dont l'adaptation au as dessystèmes di�érentiels est due à Joseph Johnson [52℄.Dé�nition 10 Si K est un orps et G est une algèbre sur K alors le module des di�é-rentielles de Kähler de G sur K, noté ΩG/K , est le module sur G engendré par l'ensemble

{db | b ∈ G} tel que
d(b + b′) = db + db′ pour tous b, b′ ∈ G

d(b b′) = b db′ + b′ db pour tous b, b′ ∈ G
da = 0 pour tout a ∈ KL'opérateur � d � ommute ave les dérivations :Proposition 28 Si K est un orps di�érentiel et G est une algèbre di�érentielle sur Kalors ΩG/K peut être anoniquement muni d'une struture de module di�érentiel sur G telque, pour toute dérivation δ sur G, on ait d δb = δ db.Preuve Voir [52, Proposition, page 93℄.Le théorème suivant est purement algébrique. Il est très important algorithmiquementpare qu'il permet de réduire la question de l'existene d'une dépendane algébrique entredes éléments en la question de l'existene d'une dépendane linéaire entre leurs di�érentielles.91



Théorème 2 Si K est un orps de aratéristique nulle et G est une extension de orps de Kalors les éléments η1, . . . , ηr de G sont algébriquement indépendants sur K si et seulementsi les éléments dη1, . . . , dηr sont linéairement indépendants sur G.Preuve Voir [37, Theorem 16.14, page 400℄ ou [52, Lemma, page 94℄.On verra qu'on va appliquer le théorème 2 dans le as où G est le orps des frationsdu quotient R/p d'un anneau de polyn�mes R par l'un de ses idéaux premiers, lui�mêmeprésenté par une haîne di�érentielle régulière. En général, les haînes di�érentielles régulièresne dé�nissent pas des idéaux premiers mais des idéaux radiaux (lemme de Lazard). L'anneautotal des frations1 de l'anneau R/A dans le as où A est radial n'est pas un orps mais un� produit de orps � 'est�à�dire un anneau produit dont les omposantes sont des orps.C'est même un produit de orps di�érentiels dans le as où A est un idéal di�érentiel (liftingdu lemme de Lazard). Ave des mots simples, ela ne hange rien sur le fond puisqu'il su�t detraiter l'anneau total des frations de R/A omme un orps jusqu'à�e qu'on s'aperçoive qu'ilne l'est pas (prinipe D5). Plus rigoureusement, il su�t d'appliquer la proposition suivante.Proposition 29 Si G1, . . . , Gr sont des algèbres sur K et G = G1 × · · · ×Gr alors
ΩG/K = ΩG1/K × · · · × ΩGr/K .Preuve [37, Proposition 16.10, page 398℄.Forme normale d'une di�érentielle de KählerSoit A une haîne di�érentielle régulière d'un anneau R = K{U} pour un lassement O .En s'appuyant sur le fait que l'opérateur � d � ommute ave les dérivations, on assimilela di�érentielle du de haque indéterminée di�érentielle u ∈ U à une nouvelle indéterminéedi�érentielle. On étend le lassement O en un lassement noté

dO ≫ Ode la façon suivante :1. toute dérivée de ΘdU est supérieure à toute dérivée de ΘU ;2. les dérivées de ΘU sont ordonnées suivant O ;3. pour toutes dérivées dv, dw ∈ ΘdU on pose dv < dw si et seulement si v < w.À titre d'exemple, reprenons le système A = {f1, f2, f3, f4} suivant :
vxx − ux = 0, vy −

ux uy

4
= 0, u2

x − 4 u = 0, u2
y − 2 u = 01L'anneau total des frations d'un anneau R s'obtient en rendant inversibles tous les non diviseurs dezéro de R. Si R est intègre, son anneau total des frations est égal à son orps des frations.92



pour le lassement ompatible ave l'ordre total :
· · · > vyy > uxx > uxy > uyy > vx > vy > ux > uy > v > u.L'ensemble dA est

dvxx − dux = 0, dvy −
ux duy + uy dux

4
= 0, 2 ux dux − 4 du = 0, 2 uy duy − 2 du = 0.Le lassement dO ≫ O est

· · · > dvy > dux > duy > dv > du > · · · > vy > ux > uy > v > u.Proposition 30 Si A est une haîne di�érentielle régulière de K{U} pour un lassement
O alors A ∪ dA est une haîne di�érentielle régulière de K{U ∪ dU} pour le lassement
dO ≫ O.Preuve On note A l'idéal di�érentiel dé�ni par la haîne A. Si p ∈ A admet v pourdérivée dominante alors dp admet dv pour dérivée dominante et le séparant de p pourinitial et séparant. Le système dA est don di�érentiellement triangulaire. Les initiaux et lesséparants de e système véri�ent les mêmes onditions de régularité que eux de A. Reste,dans le as des systèmes aux dérivées partielles, le problème de la ohérene. Considéronsle ∆�polyn�me engendré par deux éléments de dA omplètement réduit par A ∪ dA pourla rédution de Ritt. Il est néessairement nul puisqu'il fournirait autrement une relationlinéaire sur l'anneau total des frations G de R/A entre les di�érentielles des dérivées sousles esaliers de A (on utilise le fait que les lassements sur O et dO orrespondent) et don,d'après le théorème 2, une dépendane algébrique entre les dérivées sous les esaliers de A.Or l'ensemble des dérivées sous les esaliers de A est algébriquement indépendant modulo A.Le système A ∪ dA est don ohérent.Avant d'énoner la dé�nition suivante, on note que l'algorithme de alul de la formenormale d'un polyn�me di�érentiel modulo une haîne di�érentielle régulière s'étend sansdi�ulté au alul de la forme normale d'une fration rationnelle di�érentielle modulo unehaîne di�érentielle régulière. Cette extension de l'algorithme de forme normale permet ainside aluler dans un produit de orps di�érentiel présenté par générateurs et relations.Dé�nition 11 Soient A une haîne di�érentielle régulière de R = K{U} et A l'idéal di�é-rentiel qu'elle dé�nit. Soit G l'anneau total des frations de R/A. Pour toute di�érentielle
b ∈ ΩG/K on dé�nit la forme normale de b dans ΩG/K omme la forme normale de b, vueomme une fration rationnelle de deux polyn�mes de K{U ∪dU} par la haîne di�érentiellerégulière A ∪ dA :

NF
ΩG/K

(b) = NF(b, A ∪ dA).
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Calulons à titre d'exemple les formes normales des di�érentielles dvyy et dvy dans ΩG/Koù G est l'anneau total des frations de R/A et A est l'idéal dé�ni par la haîne di�éren-tielle régulière A i�dessus. Pour simpli�er les aluls, on ommene par aluler les formesnormales des dérivées vyy et vy par la haîne A (en fait, il su�t de onsulter le tableau dela setion 6.1.2, page 87). On alule ensuite les formes normales des di�érentielles de esfrations rationnelles.
NF

ΩG/K

(dvyy) = NF

(
dux

2
, A ∪ dA

)
= NF

(
du

ux
, A ∪ dA

)
=

ux

4 u
du.

NF
ΩG/K

(dvy) = NF

(
ux duy + uy dux

4
, A ∪ dA

)
=

ux uy

4 u
du.On observe que es deux formes normales sont linéairement dépendantes sur G puisqu'on a

uy dvyy − dvy = 0.Le théorème 2 s'applique : les dérivées vyy et vy sont algébriquement dépendantes sur Kmodulo l'idéal A. En énumérant les formes normales des termes de la forme va
yy vb

y par degrétotal roissant, on véri�e que
v4

yy − 2 v2
y ∈ A.Le programme C suivant véri�e les aluls i�dessus. Les trois premières formes normalesalulées sont les formes normales de trois di�érentielles de Kähler. Elles sont alulées enappliquant la dé�nition 11 à la lettre. Les formes normales qui suivent sont des formesnormales de termes de la forme va

yy vb
y./* File dfglm. */#inlude "bad.h"int main (){ bav_Iordering r;strut bap_tableof_ratfra_mpz T;strut bap_ratfra_mpz NF;strut bad_reghain C;strut ba0_mark M;int i;bad_restart (0, 0);ba0_reord (&M);ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [x, y℄, bloks = [[dv, du℄, [v, u℄℄)","%ordering", &r);bav_R_push_ordering (r); 94



bad_init_reghain (&C);bap_init_ratfra_mpz (&NF);ba0_init_table ((ba0_table)&T);/* The system A union dA*/ ba0_ssanf2("reghain ([dv[x,x℄ - du[x℄, v[x,x℄ - u[x℄, \dv[y℄ - (u[x℄*du[y℄ + u[y℄*du[x℄)/4, v[y℄ - u[x℄*u[y℄/4, \2*u[x℄*du[x℄ - 4*du, u[x℄^2 - 4*u, \2*u[y℄*du[y℄ - 2*du, u[y℄^2 - 2*u℄, \[prime, differential, oherent, squarefree, autoredued, primitive℄)","%reghain", &C);ba0_ssanf2 ("[dv, dv[y℄, dv[y,y℄, \1, v[y,y℄, v[y℄, v[y,y℄^2, v[y,y℄*v[y℄, v[y℄^2, v[y,y℄^4℄","%t[%Qz℄", &T);for (i = 0; i < T.size; i++){ bad_normal_form_ratfra_mod_reghain(&NF, T.tab [i℄, &C, (bap_polynom_mpz*)0);ba0_printf ("normalf form (%Qz) = %Qz\n", T.tab [i℄, &NF);}ba0_restore (&M);bad_terminate (ba0_init_level);return 0;}Voii les a�hages obtenus à l'exéution.normalf form (dv) = dvnormalf form (dv[y℄) = (du*u[x℄*u[y℄)/(4*u)normalf form (dv[y,y℄) = (du*u[x℄)/(4*u)normalf form (1) = 1normalf form (v[y,y℄) = (u[x℄)/(2)normalf form (v[y℄) = (u[x℄*u[y℄)/(4)normalf form (v[y,y℄^2) = unormalf form (v[y,y℄*v[y℄) = (u[y℄*u)/(8)normalf form (v[y℄^2) = (u^2)/(2)normalf form (v[y,y℄^4) = u^2Les raisonnements tenus sur l'exemple se généralisent.Proposition 31 Un ensemble de dérivées {v1, . . . , vr} de ΘU est algébriquement indépen-dant sur K si l'ensemble des formes normales de ses di�érentielles, vues omme des veteursd'éléments de G dans la base ΘdU , est linéairement indépendant sur G.95



On remarque que les tests de dépendane linéaire entre les di�érentielles doivent être e�e-tués au�dessus d'un orps di�érentiel (et même d'un produit de orps di�érentiels) présentépar générateurs et relations. Il faut être apable de reonnaître zéro dans G. L'algorithmede forme normale en fait plus mais su�t pour ela.Dans ertains as, où les algèbres de formes normales sont des algèbres libres, on peututiliser des algorithmes semi�numériques en évaluant les formes normales en des nombres eten herhant les dépendanes linéaires entre veteurs de nombres. Cette situation se produitpour les équations d'Euler pour un �uide inompressible (voir en setion 6.2.3, page 105).En utilisant un algorithme semi�numérique (et don probabiliste), j'ai pu (presque) établirque l'idéal di�érentiel engendré par les équations ontient un polyn�me di�érentiel qui nedépend que des dérivées suivantes de la pression :
pttxxx, pttxxy, pttxyy, pttyyy, ptxxxx, ptxxxy, ptxxyy, ptxyyy, ptyyyy , pxxxxx, pxxxxy, pxxxyy,

pxxyyy, pxyyyy, pyyyyy, pttxx, pttyy, ptxxx, ptxxy, ptxyy, ptyyy, pxxxx, pxxxy, pxxyy, pxyyy, pyyyy,
ptxx, ptxy, ptyy, pxxx, pxxy, pxyy, pyyy, pxx, pxy, pyy, px, pyAppliation aux algorithmes de hangement de lassementSoit A une haîne di�érentielle régulière pour un ertain lassement O d'un anneaude polyn�mes di�érentiels R = K{U}. On herhe une haîne di�érentielle régulière Ādé�nissant le même idéal di�érentiel A que A mais pour un autre lassement Ō.La méthode dérite i�dessus permet de déterminer, étant donné un ensemble de dérivées

{v1, . . . , vr} ⊂ ΘU , si A ∩ K[v1, . . . , vr] ontient un polyn�me non nul ou pas. Supposonsqu'on sahe que A ∩ K[v1, . . . , vr] 6= (0). On peut alors énumérer les termes de la forme
va1

1 · · · var
r par degré total roissant jusqu'à déteter une dépendane linéaire sur K entre euxpar la méthode dérite en setion 6.1.2. On obtient ainsi à oup sûr un élément non nul de

A ∩K[v1, . . . , vr].Dans le adre du problème de hangement de lassement, l'idée onsiste à s'intéresser à desensembles {v1, . . . , vr} dont les éléments sont aussi petits que possible vis�à�vis du nouveaulassement Ō et don à herher des polyn�mes di�érentiels de petite dérivée dominantevis�à�vis de Ō dans l'espoir qu'ils aideront à aluler la haîne di�érentielle régulière Ā.Cette idée est onfortée par le fait que les polyn�mes di�érentiels intermédiaires engendréspar des algorithmes de fature lassique tels que PARDI sont souvent beauoup plus grosque les polyn�mes de Ā.Dans le as partiulier d'un idéal di�érentiel A dont les solutions dépendent d'un nombre�ni de onstantes arbitraires, on sait que le nombre de dérivées sous les esaliers de toutes leshaînes di�érentielles qui dérivent A est toujours le même : 'est le nombre de onstantesarbitraires2. On peut alors appliquer un shéma algorithmique très fortement inspiré deelui de l'algorithme FGLM [41℄ pour aluler, pour haque polyn�me de la haîne ible Ā,l'ensemble des dérivées dont il dépend. Remarquer que les polyn�mes ainsi obtenus ne sont2Ce nombre de onstantes arbitraires est le degré de transendane du orps des frations de R/p sur Koù p désigne un idéal di�érentiel premier minimal sur A quelonque (lifting du lemme de Lazard).96



pas néessairement des éléments de la haîne Ā : il ne sont pas forément de degré minimalen leur dérivée dominante et il n'y a auune raison que leur oe�ient dominant satisfasseles onditions de régularité néessaires.6.1.4 Caluler des solutions en série formelleDans le texte qui suit, on appelle � solution (en série) d'une haîne di�érentielle régu-lière A � toute solution de l'idéal di�érentiel [A] :H∞A . L'utilisation d'un algorithme de formenormale n'est pas indispensable pour expliquer omment aluler des développements ensérie formelle de solutions de haînes di�érentielles régulières [10, 89℄ mais elle simpli�e laprésentation.Soit A une haîne di�érentielle régulière d'un anneau de polyn�mes di�érentiels R =
K{u1, . . . , un} muni de m dérivations. On suppose dans ette setion que K = Q et queles m dérivations sont les m dérivées partielles par rapport à m variables indépendantes
x1, . . . , xm. Si

θ =
∂a1+···+am

∂xa1

1 · · ·∂xam
mest un opérateur de dérivations, on note θ! = a1! · · ·am! et xθ = xa1

1 · · ·aam
m . Ave es nota-tions, les solutions en série formelle de l'idéal [A] :H∞A entrées en l'origine sont des n�uplets

(ū1, . . . , ūn) dé�nis par :
ūj =

∑

θ∈Θ

θ uj(0, . . . , 0)
xθ

θ!
·Pour obtenir une expression des solutions en série formelle de l'idéal di�érentiel [A] : H∞Aqui ne dépende que des dérivées sous les esaliers de A et, éventuellement, des dérivéesdominantes de A, il su�t de remplaer haque dérivée θ uj dans la somme i�dessus par saforme normale :

ūj =
∑

θ∈Θ

NF(θ uj, A)(0, . . . , 0)
xθ

θ!
·Le alul du développement en série formelle des solutions d'une haîne di�érentiellerégulière n'est pas implanté en BLAD (par ontre, il l'est en di�alg). On peut toutefoisfailement aluler les formes normales des dérivées qui �gurent dans les séries. C'est e quefait le programme C suivant sur le système A :

vxx − ux = 0, vy −
ux uy

4
= 0, u2

x − 4 u = 0, u2
y − 2 u = 0pour le lassement ompatible ave l'ordre total suivant :

u < v < uy < ux < vy < vx < uyy < uxy < uxx < vyy < · · ·/* File serie_formelle. */#inlude "bad.h" 97



int main (){ bav_Iordering r;strut bap_tableof_polynom_mpz T;strut bap_ratfra_mpz NF;strut bad_reghain C;strut ba0_mark M;int i;bad_restart (0, 0);ba0_reord (&M);ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [x, y℄, bloks = [[v, u℄℄)","%ordering", &r);bav_R_push_ordering (r);bad_init_reghain (&C);ba0_ssanf2("reghain ([v[x,x℄ - u[x℄, v[y℄ - u[x℄*u[y℄/4, \u[x℄^2 - 4*u, u[y℄^2 - 2*u℄, [differential℄)","%reghain", &C);ba0_init_table ((ba0_table)&T);ba0_ssanf2 ("[u, u[x℄, u[y℄, u[x,x℄, u[x,y℄, u[y,y℄, \u[x,x,x℄, u[x,x,y℄, u[x,y,y℄, u[y,y,y℄, \v, v[x℄, v[y℄, v[x,x℄, v[x,y℄, v[y,y℄, \v[x,x,x℄, v[x,x,y℄, v[x,y,y℄, v[y,y,y℄, v[x,x,x,x℄, \v[x,x,x,y℄, v[x,x,y,y℄, v[x,y,y,y℄, v[y,y,y,y℄℄","%t[%Az℄", &T);bap_init_ratfra_mpz (&NF);for (i = 0; i < T.size; i++){ bad_normal_form_polynom_mod_reghain(&NF, T.tab [i℄, &C, (bap_polynom_mpz*)0);ba0_printf ("normalf form (%Az) = %Qz\n", T.tab [i℄, &NF);}ba0_restore (&M);bad_terminate (ba0_init_level);return 0;} Voii les résultats a�hés par le programme.normalf form (u) = unormalf form (u[x℄) = u[x℄normalf form (u[y℄) = u[y℄normalf form (u[x,x℄) = 2normalf form (u[x,y℄) = (u[x℄*u[y℄)/(2*u)normalf form (u[y,y℄) = 1normalf form (u[x,x,x℄) = 0 98



normalf form (u[x,x,y℄) = 0normalf form (u[x,y,y℄) = 0normalf form (u[y,y,y℄) = 0normalf form (v) = vnormalf form (v[x℄) = v[x℄normalf form (v[y℄) = (u[x℄*u[y℄)/(4)normalf form (v[x,x℄) = u[x℄normalf form (v[x,y℄) = u[y℄normalf form (v[y,y℄) = (u[x℄)/(2)normalf form (v[x,x,x℄) = 2normalf form (v[x,x,y℄) = (u[x℄*u[y℄)/(2*u)normalf form (v[x,y,y℄) = 1normalf form (v[y,y,y℄) = (u[x℄*u[y℄)/(4*u)normalf form (v[x,x,x,x℄) = 0normalf form (v[x,x,x,y℄) = 0normalf form (v[x,x,y,y℄) = 0normalf form (v[x,y,y,y℄) = 0normalf form (v[y,y,y,y℄) = 0On onstate que les formes normales des dérivées de u d'ordre 3 et des dérivées de vd'ordre 4 sont nulles, e qui prouve que les séries formelles ū et v̄ sont respetivement despolyn�mes de degré deux et trois.On herhe des développements en série entrés sur l'origine. Il reste don à évaluer lesformes normales i�dessus en (x, y) = (0, 0). Les dérivées sous les esaliers de A sont u, vet vx. On voit qu'on peut hoisir pour u(0, 0) une valeur quelonque non nulle et des valeursquelonques pour v(0, 0) et vx(0, 0). Les autres dérivées �gurant dans les formes normalessont des dérivées dominantes ux et uy de A. Les valeurs qu'on leur attribue doivent êtreompatibles ave les équations de A (les équations di�érentielles imposent des égalités entrefontions 'est�à�dire pour toutes les valeurs de x et de y et don, en partiulier, à l'origine).Les équations à satisfaire sont ii :
ux(0, 0)2 − 4 u(0, 0) = 0, uy(0, 0)2 − 2 u(0, 0) = 0.Choisissons don trois onstantes arbitraires c0, c1, c2 ∈ R telles que c0 6= 0 et c1, c2 ≥ 0puis posons

(u(0, 0), v(0, 0), vx(0, 0), ux(0, 0), uy(0, 0)) = (c0, c1, c2, 2
√

c0,
√

2 c0).On trouve les séries formelles (des polyn�mes dans e as�i) :
u(x, y) = c0 + 2

√
c0 x +

√
2 c0 y + x2 +

√
2x y +

1

2
y2,

v(x, y) = c1 + c2 x +

√
2 c0

2
y +
√

c0 x2 +
√

2 c0 x y +

√
c0

2
y2

+
1

3
x3 +

√
2

2
x2 y +

1

2
x y2 +

√
2

12
y3.99



En herhant un peu, on voit que la ondition u(0, 0) 6= 0 est super�ue sur et exemplemais e n'est pas le as sur un exemple quelonque.Les raisonnements tenus i�dessus se généralisent à un système quelonque. La seule dif-�ulté onsiste à attribuer aux dérivées sous les esaliers de A des valeurs qui n'annulent pasles dénominateurs des formes normales. Ce n'est pas bien di�ile puisque es dénominateurssont dans tous les as des produits de puissanes des dénominateurs des formes normalesdes inverses des initiaux et des séparants des éléments de A. Il n'y a don dans tous les asqu'un nombre �ni d'inéquations ( 6= 0) à onsidérer.Proposition 32 (onstrution des séries formelles solutions)Soit A une haîne di�érentielle régulière de Q{U}. Soient N l'ensemble des dérivées sousles esaliers et X l'ensemble des dérivées dominantes de A. Toute solution du système A,vu omme un système non di�érentiel de Q[X ∪N ], qui n'annule pas les dénominateurs desformes normales des inverses des initiaux et des séparants de A, se prolonge en une uniquesérie formelle solution du système di�érentiel A.On obtient une formulation plus simple en demandant que la solution du système An'annule pas les initiaux et les séparants des éléments de A. Les deux formulations sontjustes mais pas tout�à�fait équivalentes.La méthode exposée dans la setion qui préède n'est pas très e�ae. Voir [51℄ pourune méthode nettement meilleure, fondée sur un shéma de Newton, mais restreinte à uneertaine lasse de haînes di�érentielles régulières.6.1.5 Un résultat d'indéidabilitéOn a montré dans la setion préédente omment aluler des développements en sérieformelle à partir d'une haîne di�érentielle régulière pour tout jeu de onditions initiales quin'annule pas les dénominateurs des formes normales des inverses des initiaux et des séparantsde A. Cette restrition est parfois super�ue omme l'a montré l'exemple préédent. Parfoiselle ne l'est pas, omme le montre le résultat suivant dû à Jan Denef et Leonard Lipshitz[28, Theorem 4.11℄. Soit p ∈ Z[a1, . . . , am] un polyn�me quelonque et u une indéterminéedi�érentielle. L'expression suivante dé�nit une équation aux dérivées partielles linéaires :
P

(
x1

∂

∂x1

, . . . , xm
∂

∂xm

)
u = 0. (6.1)Prenons par exemple P (a1, a2) = 3 a2

1 + 2 a2. Alors
P

(
x1

∂

∂x1
, x2

∂

∂x2

)
u = 3 x1

∂

∂x1

(
x1

∂

∂x1
u

)
+ 2

(
x2

∂

∂x2

)
u

= 3 x1
∂

∂x1
(x1 ux1

) + 2 x2 ux2

= 3 x2
1 ux1x1

+ 3 x1 ux1
+ 2 x2 ux2

.100



Remarque 1. Si on substitue une série formelle
ū =

∑

a1,...,am

ca1,...,am xa1

1 · · ·xam
mdont les oe�ients ca1,...,am restent à déterminer dans l'équation (6.1), on obtient une ex-pression :

P

(
x1

∂

∂x1

, . . . , xm
∂

∂xm

)
ū =

∑

a1,...,am

ca1,...,am P (a1, . . . , am) xa1

1 · · ·xam
m .Remarque 2.

∑

a1,...,am

xa1

1 · · ·xam
m =

(
1

1− x1

)
· · ·

(
1

1− xm

)
.En ombinant les deux remarques, on onlut que, pour que l'équation aux dérivéespartielles suivante

P

(
x1

∂

∂x1

, . . . , xm
∂

∂xm

)
u =

(
1

1− x1

)
· · ·

(
1

1− xm

)ait une solution en série formelle ū (qui si elle existe, est onvergente), il est néessaire etsu�sant que les oe�ients ca1,...,am satisfassent :
ca1,...,am =

1

P (a1, . . . , am)et don que P (a1, . . . , am) 6= 0 pour tous (a1, . . . , am) ∈ Nm. D'après un élèbre théorème[68℄ de Yu Matijasevi, le problème de déterminer si un polyn�me de Z[a1, . . . , am] admetune solution en nombres entiers est indéidable pour m ≥ 9 (réponse négative au dixièmeproblème de Hilbert).Ce résultat s'étend immédiatement aux systèmes aux dérivées partielles polynomiauxdont les oe�ients ne dépendent pas des variables indépendantes xi, 'est�à�dire au adredans lequel nous nous sommes le plus souvent plaés dans e doument. Il su�t de oderhaque variable dépendante xi par une indéterminée di�érentielle zi et de s'intéresser ausystème A suivant :
(1− z1) · · · (1− zm) P

(
z1

∂

∂x1

, . . . , zm
∂

∂xm

)
u = 1

∂

∂xj
zi = 1 si i = j et 0 sinon.Le système A est une haîne di�érentielle régulière pour tout lassement tel que u ≫

(z1, . . . , zm). Tous les mon�mes de la première équation de A admettent l'une des indé-terminées di�érentielles zi en fateur. Par onséquent, l'initial de la première équation de A101



est de la forme zr
i (1 − z1) · · · (1 − zm) où r est un entier positif et 1 ≤ i ≤ m est un in-die. Les indéterminées zj étant des dérivées sous les esaliers de A, et initial est égal audénominateur de la forme normale de son inverse.Pour aluler un développement en série formelle en un point (α1, . . . , αm) ∈ Rm du sys-tème préédent, il faut proéder omme on l'a expliqué dans la setion 6.1.4. Attention aufait que les valeurs attribuées aux dérivées z1, . . . , zm sont alors néessairement les nombres

α1, . . . , αm. Le développement en série onstruit par Jan Denef et Leonard Lipshitz est en-tré en (α1, . . . , αm) = (0, . . . , 0) or es onditions initiales annulent l'initial de la premièreéquation de A. Elles sont évitées par la proposition 32 et il n'y a don (heureusement !)pas de ontradition entre tous es résultats. Le théorème de Denef et Lipshitz onduit à laproposition suivante, qui explique pourquoi on a pris soin de ne jamais préiser l'ouvert Ddans le hapitre 3.Proposition 33 (orollaire des résultats de Denef et Lipshitz)Le problème � étant donnés une haîne di�érentielle régulière A et un point (α1, . . . , αm) ∈
Qm, déterminer si l'idéal di�érentiel [A] : H∞A admet une solution en série formelle entréeen (α1, . . . , αm) � est indéidable.6.2 Algorithmes de alul de haînes régulières6.2.1 L'algorithme reg_harateristiIl s'agit d'un algorithme non di�érentiel qu'on peut appliquer soit dans une situationpurement algébrique soit sur des systèmes di�érentiels qui satisfont les hypothèses du lemmede Rosenfeld. Le prinipe de l'algorithme est fortement inspiré de l'algorithme lexTriangulardont le prinipe est dû à Daniel Lazard dans [59℄ et qui est bien lari�é dans la thèse [69℄de Mar Moreno Maza. C'est Daniel Lazard qui m'a suggeré de l'appliquer dans le adredi�érentiel lors d'un séminaire tenu à la �n de l'année 1996.L'algorithme reg_harateristi prend en entrée un système A = 0, S 6= 0 d'un anneaude polyn�mes K[t1, . . . , tm, x1, . . . , xn]. Le système A est triangulaire. L'ensemble S ontientles initiaux et séparants de A mais pas seulement. Il produit en sortie une famille �nie dehaînes régulières C1, . . . , Ck telles que

(A) : S∞ = (C1) : H∞C1
∩ · · · ∩ (Ck) : H∞Ck

.La famille produite peut être vide, e qui signi�e que (A) : S∞ est l'idéal unité. On peutmontrer grâe au théorème des zéros et au lemme de Lazard que l'idéal (A) : S∞ est l'idéaldes polyn�mes qui s'annulent sur toutes les solutions du système A = 0, S 6= 0. L'idée lefmise en ÷uvre est rappelée dans la proposition suivante.Proposition 34 Soit A un idéal d'un anneau R et m un élément de R. L'idéal A :m∞ = Asi et seulement si m est régulier dans R/A. 102



L'algorithme applique l'idée en utilisant les méthodes dérites dans le hapitre 5. Il om-mene par transformer A en une haîne régulière puis il teste la régularité des éléments de Smodulo l'idéal dé�ni par la haîne. Tout élément prouvé régulier est supprimé. Il peut biensûr advenir qu'un test de régularité éhoue. Dans e as, une fatorisation d'un élément de Aest exhibée qui donne lieu à un sindage en deux branhes. Il arrive fréquemment que l'undes deux fateurs exhibés soit un fateur d'un élément de S. Dans e as, on ne garde qu'uneseule des deux branhes. Il peut aussi arriver qu'un élément de S soit dans l'idéal dé�nipar A. Dans e as, l'idéal (A) : S∞ est l'idéal unité.L'algorithme reg_harateristi est appliqué par l'algorithme Rosenfeld�Gröbner sur les� systèmes di�érentiels réguliers � produits à la �n du traitement purement di�érentiel, aussibien dans le paquetage di�alg de MAPLE 9 que dans les bibliothèques BLAD. L'implantationen MAPLE 9 est due à François Lemaire. Cette appliation est suggerée dans [10℄ et publiéepar François Lemaire et moi dans [12℄. L'anienne méthode suggerée dans [7, 9℄ et implantéedans les premières versions de di�alg onsistait à aluler une base de Gröbner de l'idéal
(A) : S∞ en utilisant le tru de Rabinovith. En notant s le produit des éléments de S, ils'agissait d'introduire une nouvelle indéterminée xn+1 et d'appliquer :

(A) : S∞ = (A, xn+1 s− 1) ∩ R.L'anienne méthode présentait le gros inonvénient d'expliiter les inverses algébriques deséléments de S et de ne pas tenir ompte de la struture triangulaire de A. L'algorithmereg_harateristi exploite ette struture, teste l'existene des inverses mais ne les alulepas.Il existe une autre variante de reg_harateristi qui s'applique dans le adre d'algo-rithmes de hangement d'ordre sur les indéterminées dans les haînes régulières. On herheà aluler une déomposition en haînes régulières de l'idéal (A) :S∞ pour un ordre O sur lesindéterminées. On suppose qu'on onnaît à l'avane une haîne régulière de l'idéal (A) : S∞mais pour un ordre sur les indéterminées autre que O . On se sert de la haîne onnue pourouper des branhes lors des sindages. En partiulier, lorsqu'on dispose d'une telle haîneet qu'on sait à l'avane que l'idéal (A) :S∞ est premier, l'algorithme reg_harateristi peutêtre implanté sans jamais produire le moindre sindage. En e�et, haque fois qu'une fato-risation d'un élément de A est exhibée, on ne garde que le fateur qui appartient à l'idéal
(A) :S∞. La haîne onnue est utilisée pour e�etuer le test d'appartenane. Cette situationse produit en �n de traitement dans l'algorithme PARDI.Le programme C suivant montre une implantation de reg_harateristi. Dans ette im-plantation, on suppose que le système A initial est déjà une haîne régulière. Le premierparamètre de la fontion est une intersetion (un tableau) de haînes régulières. La haînerégulière en �n de tableau est la haîne A. Le deuxième paramètre est la liste d'inéquations S.Le troisième paramètre est optionnel. S'il est présent, il est ensé être une haîne régulière(pour un autre ordre sur les indéterminées) de l'idéal (A) : S∞. La fontion supprime lahaîne A du tableau puis ajoute en �n de tableau les haînes régulières alulées. Ce méa-nisme peut sembler alambiqué. Il minimise les alloations dynamiques dans les deux as de�gure qui se produisent presque systématiquement : le as où l'idéal (A) : S∞ est représentépar zéro ou une haîne régulière. 103



/* File reg_harateristi. */#inlude "bad.h"int main (){ bav_Iordering r;strut bad_intersetof_reghain tabC;bap_listof_polynom_mpz S;strut ba0_mark M;bad_restart (0, 0);ba0_reord (&M);ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [℄, bloks = [x, y℄)","%ordering", &r);bav_R_push_ordering (r);bad_init_intersetof_reghain (&tabC);ba0_ssanf2 ("intersetof_reghain \([reghain ([y^2 - 1, (x + 2)*(x - y)℄, \[autoredued℄)℄, [autoredued℄)","%intersetof_reghain", &tabC);ba0_ssanf2 ("[(y^2 + 2)*(y - 1)*(x + 3)℄", "%l[%Az℄", &S);bad_reg_harateristi_reghain (&tabC, S, (bad_reghain)0);ba0_printf ("%intersetof_reghain\n", &tabC);ba0_restore (&M);bad_terminate (ba0_init_level);return 0;} La haîne régulière est A = {y2−1, (x+2) (x−y)}. La liste S omporte le seul polyn�me
(y2 + 2) (y − 1) (x + 3) qui omporte en fateur un fateur d'un élément de A. La haîneest simpli�ée par reg_harateristi. Auun sindage n'est produit. Le troisième paramètreoptionnel de la fontion n'est pas utilisé. Les haînes régulières alulées sont omplètementautoréduites.$ ./reg_harateristiintersetof_reghain ([reghain ([y + 1, x^2 + 3*x + 2℄, [autoredued℄)℄, [autoredued℄)6.2.2 L'algorithme regaliseIl s'agit là aussi d'un algorithme non di�érentiel qui peut être appliqué soit dans unesituation purement algébrique soit sur des systèmes di�érentiels qui satisfont les hypothèsesdu lemme de Rosenfeld. Cet algorithme a été mis au point par François Lemaire, Mar104



Moreno Maza et moi pour une version longue d'un artile sur PARDI qui n'a jamais étépubliée.L'algorithme regalise s'applique dans le adre d'algorithmes de hangement d'ordre sur lesindéterminées dans les haînes régulières. Il prend en entrée un système A = 0, S 6= 0 d'unanneau de polyn�mes R = K[t1, . . . , tm, x1, . . . , xn]. Le système A est triangulaire pour unertain ordre sur les indéterminées O . Les initiaux et les séparants de A appartiennent à S.L'idéal (A) : S∞ est supposé premier. L'algorithme prend aussi en entrée haîne régulière Ctelle que (A) : S∞ = (C) : H∞C . En pratique, C est un haîne régulière de (A) : S∞ maispour un ordre sur les indéterminées autre que O . L'algorithme produit en sortie une haînerégulière C̄ pour l'ordre O telle que (A) : S∞ = (C̄) : H∞̄
C
.Voii le prinipe de l'algorithme. On sait que (A):H∞A ⊂ (C):H∞C . On utilise les méthodesdérites dans le hapitre 5 pour transformer A en une haîne régulière, pour tester que leséléments de C appartiennent à (A) : H∞A et que les éléments de HC sont réguliers moduloet idéal. Si es tests sont tous positifs, on a l'autre inlusion (A) : H∞A ⊃ (C) : H∞C donl'égalité entre les idéaux et A est la haîne C̄ reherhée. Bien sûr, un élément p ∈ C peut nepas appartenir à l'idéal (A) :H∞A mais 'est alors néessairement un diviseur de zéro moduloet idéal. Pourquoi ? Pare que (C) : H∞C s'obtient à partir de (A) : H∞A par un proédé desaturation : 'est don un idéal premier assoié à (A):H∞A . Il su�t alors de tester la régularitéde p modulo (A):H∞A par les méthodes du hapitre 5. Ce test éhoue néessairement et exhibeune fatorisation d'un élément de A. On se sert de la haîne onnue C pour déterminer lequeldes deux fateurs appartient à l'idéal (C):H∞C et ne garder que elui�là. De même, un élémentde HC peut être un diviseur de zéro modulo (A) : H∞A . Dans e as aussi, une fatorisationd'un élément de A est exhibée. On se sert de la haîne onnue C pour déterminer lequel desdeux fateurs appartient à l'idéal (C) : H∞C et ne garder que elui�là.Par rapport à l'une des variantes de reg_harateristi dérites i�dessus, l'algorithmeregalise présente l'avantage de ne pas dépendre de S du tout. Il est don plus e�ae lorsquela liste S est volumineuse ou lorsqu'elle omporte des polyn�mes volumineux. Dans le asdi�érentiel par exemple, la haîne onnue est souvent formée de petits polyn�mes d'initiauxet de séparants égaux à 1. L'algorithme est dans e as très rapide.6.2.3 L'algorithme PARDI (PODI)Il s'agit initialement d'un algorithme pour les systèmes aux dérivées partielles : l'aronymePARDI signi�e � Prime pARtial Di�erential Ideal �. On peut évidemment l'appliquer auxsystèmes di�érentiels ordinaires et aux systèmes non di�érentiels. Dans es ontextes, PARDIse simpli�e et on appelle respetivement PODI (pour � Prime Ordinary Di�erential Ideal �)et PALGIE (pour � Prime ALGebrai IdEal �) les algorithmes simpli�és. Il a été mis aupoint par François Lemaire, Mar Moreno Maza et moi et publié dans [11℄. Pour éviterd'avoir à dérire en ette �n de hapitre les méanismes de omplétion propres aux systèmesaux dérivées partielles, je hoisis de dérire PODI plut�t que PARDI.L'algorithme PODI prend en entrée une haîne di�érentielle régulière C pour un las-sement O ainsi qu'un autre lassement Ō. L'idéal di�érentiel A dé�ni par la haîne C estsupposé être premier. L'algorithme produit en sortie une haîne di�érentielle régulière C̄105



pour le lassement Ō équivalente à C dans le sens où
A =

def
[C] : H∞C = [C̄] : H∞̄C .PARDI met en ÷uvre plusieurs idées.Idée 1 : pas de sindage. Le alul de la haîne di�érentielle régulière C̄ peut être e�etuésans proéder à auun sindage : la haîne onnue C permet de déterminer à haque étapede l'algorithme si un polyn�me donné appartient ou non à l'idéal A. Dans des ontextes plusgénéraux, où on ne dispose pas d'une telle haîne, les algorithmes sont amenés à proéder àdes disussions de as. C'est le as de Rosenfeld�Gröbner par exemple. Cette première idée estdue à François Ollivier et présentée dans sa thèse [78, page 97℄. Je l'ai d'ailleurs implantée dèsla première version du paquetage di�alg de MAPLE : il su�t de passer la haîne di�érentiellerégulière onnue en paramètre supplémentaire à la fontion Rosenfeld�Gröbner de di�alg.Idée 2 : un algorithme inrémental. Les algorithmes PALGIE et PODI peuvent êtreimplantés en utilisant une liste P d'équations à traiter et une liste A d'équations déjà traitées.Initialement, P ontient les éléments de C et A est vide. À la �n des aluls, P est videet A ontient la haîne C̄. À haque itération, une équation de P est extraite de la liste,traitée pour fournir éventuellement une nouvelle équation de A. Le traitement peut amenerà introduire de nouvelles équations dans P . L'appellation � équation déjà traitée � est unpeu trompeuse pour les éléments de A dans la mesure où l'algorithme peut être amené àsimpli�er (voire à supprimer) les aniennes en utilisant les nouvelles. Dans le as des systèmesaux dérivées partielles, une liste de paires ritiques doit aussi être gérée omme en setion 9.4,page 147.Idée 3 : établir une relation professeur�étudiant. Tout polyn�me réduit à zéro par lahaîne onnue C doit au bout du ompte l'être aussi par la haîne en onstrution C̄. S'il nel'est pas, il doit être rajouté à la liste des équations à traiter de telle sorte que l'étudiant C̄� apprenne � les polyn�mes réduits à zéro par le professeur C.Idée 4 : s'assurer du rang des polyn�mes. Soit p = ad vd + · · ·+a1 v+a0 un polyn�medi�érentiel de dérivée dominante v. Notons R<v l'anneau des polyn�mes di�érentiels dedérivée dominante stritement inférieure à v et A<v l'idéal A ∩ R<v. On peut s'assurer dudegré de p en tant qu'élément de (A∩R<v)[v] en déterminant si ad ∈ A<v. Il su�t pour elade tester si ad est réduit à zéro par la haîne onnue. Si ad ∈ A<v on simpli�e le polyn�me enle remplaçant par p− ad vd. Si le oe�ient ad /∈ A<v, on peut enore tester si son séparant

s = d ad vd−1 + · · ·+ a1 appartient à et idéal. Si 'est le as, on simpli�e le polyn�me en leremplaçant par d p− v s.Idée 5 : les raines ommunes de deux polyn�mes sont les raines de leur pgd.C'est un prinipe bien onnu pour les polyn�mes en une indéterminée à oe�ients dans un106



orps mais généralement très di�ile à mettre en ÷uvre dans les algorithmes généraux dedéomposition en haînes régulières.Le problème d'un tel alul se pose lorsqu'une équation à traiter p1 extraite de P a mêmedérivée dominante v qu'une équation déjà traitée p2 ∈ A. Alors, en notant R<v l'anneaudes polyn�mes di�érentiels de dérivée dominante stritement inférieure à v et A<v l'idéal
A ∩ R<v, es deux polyn�mes ont un pgd non trivial g dans (R<v/A<v)[v] et il su�t deremplaer p2 par g dans A.Comment aluler e pgd ? On remarque d'abord que la haîne régulière onnue C per-met de reonnaître zéro dans R<v/A<v. Il est don possible d'appliquer au moins l'algorithmed'Eulide naïf. Maintenant, on voudrait pouvoir appliquer un algorithme un peu plus e�ae.À défaut de méthodes modulaires qui ommenent seulement à être mises au point [14, 24℄on voudrait utiliser des implantations sophistiquées [36, 65℄ de l'algorithme de alul de lasuite des sous�résultants. La seule di�ulté onsiste à réaliser dans R<v/A<v les divisionsexates prédites par la théorie des sous�résultants et mises en ÷uvre ave subtilité par esméthodes. Cette di�ulté se lève de la façon la plus élémentaire qui soit : il su�t de menerles aluls omme dans R<v[v] et de s'assurer uniquement3 que les oe�ients dominants dessous�résultants alulés sont non nuls modulo A<v. Si l'un des sous�résultants a un oe�-ient dominant nul modulo A<v, il su�t de le simpli�er et de réamorer le alul de la suiteà partir de e sous�résultant et de elui qui le préède.Une appliation en BLAD de PODI est dérite dans le hapitre 4.Équations d'Euler pour un �uide inompressibleDans le adre des systèmes aux dérivées partielles, des implantations en BLAD et enMAPLE de l'algorithme PARDI ont permis de mener à terme en 2001 des éliminations quin'avaient jamais pu l'être. Le plus gros exemple traité onerne les équations d'Euler pourun �uide inompressible :

~v + (~v · ~∇)~v + ~∇p = ~0, ~∇~v = 0.En deux dimensions, en notant ~v = (v1, v2) et ~∇ = (∂/∂x, ∂/∂y), on obtient trois équationsdi�érentielles polynomiales :
v1

t + v1v1
x + v2v1

y + px = 0, v2
t + v1v2

x + v2v2
y + py = 0, v1

x + v2
y = 0.Il y a trois indéterminées di�érentielles v1, v2 (omposantes de la vitesse) et la pression p.Elles dépendent de trois variables indépendantes x, y (variables d'espae) et le temps t. Pourun ertain lassement ompatible ave l'ordre total, l'algorithme Rosenfeld�Gröbner produitl'unique haîne di�érentielle régulière C suivante :

pxx + 2 v2
x v1

y + 2 (v2
y)

2 + pyy, v1
t + v2 v1

y + px − v2
y v1, v1

x + v2
y , v2

t + v1 v2
x + v2 v2

y + py.3On sait par exemple qu'il existe deux représentations ourantes des éléments de Z/nZ : soit les entiersde 0 à n − 1 soit les entiers de −(n − 1)/2 à (n − 1)/2. Le hoix de la représentation dépend des besoinsde l'algorithme qui l'utilise. Pour l'algorithme PARDI, nous avons hoisi une représentation des éléments de
R<v/A<v qui simpli�e les divisions exates. 107



Cette haîne dé�nit un idéal di�érentiel premier p (il s'agit d'un système orthonomique etohérent). Voir en setion 6.1.1. Pour le lassement d'élimination par blos suivant
(p, v1)≫ degrevlex(v2)ave t > x > y, les implantations de PARDI ont permis de aluler une haîne di�érentiellerégulière C de p. Cette haîne est trop grosse pour être érite ii (le �hier fait 600 Ko). Elleomporte sept équations dépendant de inquante dérivées di�érentes des trois indéterminéesdi�érentielles. Voii le rang de la haîne

{px, py, v1, v2
xxxxt, v2

xxxtt, v2
xxytt, v2

xxxyyt}.L'esalier orrespondant à l'indéterminée di�érentielle v2 est le suivant :

x

y

t

v2

Ce alul orrespond davantage à un � hallenge alulatoire � qu'à une véritable appli-ation. Il avait été mené partiellement par Jean�François Pommaret dans [82℄ et par moidans ma thèse [7℄. Un problème alulatoire toujours ouvert onsiste à éliminer les deuxomposantes de la vitesse.
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Chapitre 7Fondements algébriques des systèmestriangulairesCe hapitre expose les preuves des théorèmes qui fondent la théorie des systèmes trian-gulaires. On ommene par deux théorèmes non di�érentiels : le théorème de Maaulay et lelemme de Lazard et on ontinue par deux théorèmes di�érentiels : le lemme de Rosenfeld etle � lifting � du lemme de Lazard dans le ontexte di�érentiel.C'est à l'oasion de la ontroverse au sujet de la preuve du � lemme de Lazard � [9,Lemma 2℄ que Sally Morrison a mis en évidene [72℄ l'importane du théorème de Maaulaypour les systèmes triangulaires. La preuve de Sally Morrison est publiée dans [73℄. C'est his-toriquement la première preuve omplète du lemme de Lazard. La ontroverse ne onernaitque les idéaux de la forme (A) : S∞A qui apparaissent naturellement dans le as di�érentielmais le problème soulevé onernait tout autant les idéaux de la forme (A) : I∞A dans le asalgébrique. La preuve de [2, Theorem 5.1℄ sou�re de e problème et n'a été orrigée que dansla thèse de Philippe Aubry [1℄. Ce dernier n'utilise pas expliitement le théorème de Maau-lay mais les propriétés des � suites régulières � dans les anneaux � de Cohen�Maaulay �qui sont les anneaux dans lesquels le théorème de Maaulay s'applique !Quel est le problème ? Notons t1, . . . , tm les indéterminées dont un système triangulaire Adépend et qui ne sont pas des indéterminées prinipales de A. Les preuves de [2, Theorem5.1℄ et [9, Lemma 2℄ utilisent impliitement le fait suivant : tout polyn�me non nul qui nedépend que de t1, . . . , tm est régulier modulo l'idéal dé�ni par A. Cette hypothèse est vraiemais ne saurait être onsidérée omme évidente.Dans le as algébrique, mentionnons le résultat d'équidimensionnalité de Shang�ChingChou et Xiao�Shan Gao [21℄ malheureusement insu�sant (il ne résout pas la problème des� premiers immergés �). Dans le as di�érentiel, mentionnons une jolie preuve élémentairede François Ollivier [79℄, reprise dans [10℄, qui évite l'emploi du théorème de Maaulay maisne s'applique qu'aux idéaux de la forme (A) : S∞A . La formulation i�dessous, qui traite enmême temps les idéaux de la forme (A) : I∞A et (A) : S∞A est de moi. Je l'ai publiée aveFrançois Lemaire et Mar Moreno Maza dans [13℄.Pour la partie di�érentielle, disons que l'appellation � lemme de Rosenfeld � laisse injus-tement dans l'ombre un théorème d'Abraham Seidenberg [95, Theorem VI℄ qui ontient déjà109



sous une forme fort tehnique les idées lari�ées et un peu généralisées du lemme d'AzrielRosenfeld [87℄. Dans son livre Ellis Robert Kolhin généralise le lemme de Rosenfeld maisle � déoupe � en deux parties [56, hapter III, setion 8, page 136 ; remarques page 167℄,e qui a pour e�et de masquer le fait que les hypothèses de Rosenfeld sont algorithmiques.Le � lifting � du lemme de Lazard dans le ontexte di�érentiel omporte deux parties. Lapremière (la radialité des idéaux di�érentiels de la forme [A] :H∞A ) est publiée dans [9℄ parDaniel Lazard, François Ollivier, Mihel Petitot et moi. La seonde a semble�t�il été trouvéeindépendemment par Évelyne Hubert [50℄ et les auteurs ités i�dessus dans [10℄.7.1 L'équidimensionnalitéDans ette setion, on démontre le théorème 3 qui onstitue une version généralisée dupoint lef 1, page 73, qu'on a admis au hapitre 5. On onsidère un système triangulaire
A = {p1, . . . , pn} de l'anneau R = K[x1, . . . , xn, t1, . . . , tm]. Chaque polyn�me pi admet xipour indéterminée prinipale. On note A l'idéal (A) :h∞ de R où h désigne soit le produit desinitiaux des éléments de A soit le produit des séparants des éléments de A. L'idéal A peutfort bien être trivial (prendre A = {x1, x1 x2}). Nous supposons que e n'est pas le as. Onnote R0 = K(t1, . . . , tm)[x1, . . . , xn] l'anneau obtenu en � faisant passer les indéterminéesnon prinipales dans le orps des oe�ients � et A0 l'idéal (A) : h∞ de R0. On M la famillemultipliative formée des éléments non nuls de K[t1, . . . , tm]. L'anneau R0 est égal à l'anneauloalisé M−1 R. Tout élément de R0/A0, qui est isomorphe à (M/A)−1(R/A), est de la forme
a/b ave a ∈ R/A et b ∈M/A.Théorème 3 (reformulation du point lef 1)Déider de la nullité ou de la régularité dans R/A est stritement équivalent à déider dela nullité ou de la régularité dans R0/A0.Plus préisément, un élément a de R/A est nul (resp. régulier) si et seulement si toutélément a/b de R0/A0 est nul (resp. régulier).Proposition 35 Pour démontrer le théorème 3, il su�t de démontrer que tout élémentde M/A est régulier.Preuve C'est une proposition très lassique. Si tout élément de M/A est régulier alors R0/A0est un sous�anneau de l'anneau total des frations de R/A [108, hapter IV, paragraph 9℄.La proposition déoule alors de [108, hapter I, paragraph 19, Corollary 1℄.On rappelle le élèbre théorème de Lasker�N÷ther [108, hapter IV, Theorems 4 et 6℄ ou[101, setions 15.4 et 15.5℄.Théorème 4 (théorème de Lasker�N÷ther)Dans un anneau n÷thérien, tout idéal est une intersetion �nie d'idéaux primaires. Toutereprésentation d'un idéal omme intersetion d'idéaux primaires peut être minimalisée ensupprimant d'une part les idéaux primaires redondants et en regroupant d'autre part les110



idéaux primaires dont l'intersetion est elle�même un idéal primaire. La déomposition mi-nimale ainsi obtenue d'un idéal n'est pas dé�nie de façon unique. Par ontre, le nombre deomposantes et les radiaux des omposantes primaires (qu'on appelle les idéaux premiers� assoiés � à l'idéal) le sont.L'anneau R est n÷thérien. En ombinant le théorème de Lasker�N÷ther et la proposi-tion 35, on obtient la proposition suivante.Proposition 36 Pour démontrer le théorème 3, il su�t de démontrer qu'auun idéal pre-mier assoié à A ne renontre M .Preuve D'après [108, hapter IV, paragraph 6, Corollary 3℄, si M ne renontre auun desidéaux premiers assoiés à A alors tout élément de M/A est régulier. Le théorème 3 déoulealors de la proposition 35.Dé�nition 12 La dimension dim p d'un idéal premier p d'un anneau de polyn�mes R àoe�ients dans un orps K est le degré de transendane du orps des frations de R/psur K. La dimension dim B d'un idéal B quelonque de R est le maximum des dimensionsdes idéaux premiers assoiés à B.Le reste de ette setion est entièrement onsaré à la démonstration du théorème suivantdont le théorème 3 est un orollaire. Cette reformulation du théorème 3 est souvent utilepour rédiger des preuves.Théorème 5 Les idéaux premiers assoiés à A sont de dimension m et ne renontrentpas M .Pour pouvoir appliquer le théorème de Maaulay (e qu'on herhe à faire), il faut sedébarrasser de la saturation par h. On utilise pour ela le tru de Rabinowitsh [101, setion16.5℄. On introduit une nouvelle indéterminée xn+1 et un nouveau polyn�me pn+1 = h xn+1−
1. On note A′ = A ∪ {pn+1} le système triangulaire de l'anneau R′ = R[xn+1] obtenuen adjoignant pn+1 à A. On note A′ l'idéal (A′) de R′. Considérons les deux morphismesd'anneaux anoniques suivants :

R
φ−−−→ h−1 R ≃ R′/(pn+1)

π←−−− R′.L'isomorphisme h−1R ≃ R′/(pn+1) est lassique [37, Exerise 2.2, page 79℄ : haque élémentde R est mis en orrespondane ave lui�même, xn+1 orrespond ave h−1. Le morphisme φest la loalisation en h. Le morphisme π est le passage au quotient par l'idéal (pn+1). Si Best un idéal de R, on note h−1B ou (φB) l'idéal de h−1R engendré par φB. Si B′ est unidéal de R′ alors πB′ est un idéal de πR′ = R′/(pn+1).Lemme 3 L'idéal A′ n'est pas trivial. Si l'intersetion q′1 ∩ · · · ∩ q′r est une déompositionprimaire minimale de l'idéal A′ alors φ−1(πq′1)∩· · ·∩φ−1(πq′r) est une déomposition primaireminimale de l'idéal A. 111



Preuve On utilise la notation des � extensions � et des � ontrations � dé�nie dans [108,hapter IV, paragraph 8℄ vis�à�vis du morphisme φ de telle sorte que (φA) = Ae. L'idéal πA′est égal à l'idéal (φA) puisque es deux idéaux admettent une même famille génératrie : A.D'après [108, hapter IV, Theorem 15 (a)℄ on a A = Aec puisque A = A : h∞. Comme An'est pas trivial, les idéaux Ae et A′ ne le sont don pas non plus.Considérons maintenant une déomposition primaire minimale q′1 ∩ · · · ∩ q′r de l'idéal A′.D'après [108, hapter IV, paragraph 5, Remark onerning passage to a residue lass ring℄,
πq′1 ∩ · · · ∩ πq′r est une déomposition primaire minimale de πA′ = Ae. Comme A = Aec,d'après [108, hapter IV, Theorem 15 (b) et les ommentaires qui préèdent℄, les idéauxpremiers assoiés à A ne renontrent pas M . D'après [108, hapter IV, Theorem 17℄, l'inter-setion φ−1(πq′1) ∩ · · · ∩ φ−1(πq′r) est une déomposition primaire minimale de A.Proposition 37 Pour démontrer le théorème 5, il su�t de montrer que les idéaux premiersassoiés à A′ sont de dimension m et ne renontrent pas M .Preuve Soit p′ un idéal premier assoié à A′ et p = φ−1(πp′) l'idéal premier assoié à Aqui lui orrespond d'après le lemme 3. Soit a un élément du sous�anneau R de R′. Alors
a ∈ p′ si et seulement si a/1 ∈ πp′ et a/1 ∈ πp′ si et seulement si a ∈ p. Par onséquent, si
p′ ne renontre pas M alors p non plus et dim p ≥ m. Si de plus dim p′ = m alors x1, . . . , xndépendent forément algébriquement de t1, . . . , tm modulo p′. Don x1, . . . , xn dépendentalgébriquement de t1, . . . , tm modulo p et dim p ≤ m. En ombinant les deux inégalités, ononlut que dim p = m.On distingue deux types d'idéaux premiers assoiés à un idéalA : les premiers � isolés � ou� minimaux � d'une part et les premiers � immergés � d'autre part. Les premiers minimauxsont appelés ainsi pare qu'ils sont minimaux pour la relation d'inlusion dans la familledes idéaux premiers qui ontiennent A. Un premier immergé est don un premier assoié quiontient un premier minimal (dans le ontexte des idéaux de polyn�mes, la variété algébriqued'un premier immergé est inluse (immergée) dans elle du premier minimal qu'il ontient).On omprend qu'on arrive assez bien à erner les premiers minimaux (dans le ontexte desidéaux de polyn�mes en tous as) : omme ils orrespondent aux omposantes irrédutiblesde la variété algébrique de l'idéal A [108, hapter VII, paragraph 3, Corollary 3 to Hilbert'sNullstellensatz℄, on peut les � apter � par des raisonnements sur les solutions de l'idéal.Par ontre les idéaux premiers immergés sont beauoup plus di�iles à erner : ils n'ontpas de sens géométrique aussi simple � à ma onnaissane. Voir toutefois l'interprétationgéométrique exposée dans [37, setion 3.8℄.Pour le problème qui nous onerne, le lemme 4 règle failement le as des idéaux premiersminimaux sur A. Pour le problème posé par les premiers immergés, on utilise un théorème� dur � : le théorème de Maaulay . . . qui prouve qu'il n'y en a pas !On rappelle le théorème de l'idéal prinipal [108, hapter VII, Theorem 22℄.Théorème 6 (théorème de l'idéal prinipal)Si un idéal A d'un anneau R = K[x1, . . . , xn] admet une famille génératrie formée de héléments (1 ≤ h ≤ n) alors dim A ≥ n− h. 112



Revenons à l'étude de l'idéal A′ de R′.Lemme 4 La dimension de l'idéal A′ est m. De plus, auun idéal premier assoié à A′ dedimension m (et don minimal sur A′) ne renontre M .Preuve Ce lemme est prouvé dans [21℄ dans le as où h est le produit des initiaux de A.Considérons un idéal premier p′ assoié à A′.Considérons d'abord le as où h est le produit des initiaux des éléments de A. Alorsauun de es initiaux n'appartient à p′ (sinon p′, qui ontient h xn+1 − 1, ontiendrait 1).Don les quantités x1, . . . , xn+1 dépendent algébriquement de t1, . . . , tm sur K dans R′/p′(les polyn�mes de A′ ne peuvent pas dégénérer du tout modulo p′).Considérons maintenant le as où h est le produit des séparants des éléments de A.Soit pℓ = ad xd
ℓ + · · · + a1 xℓ + a0 un quelonque élément de A′. Comme son séparant sℓ =

d ad xd−1
ℓ + · · ·+ a1 n'appartient pas à p′, au moins un des oe�ients ad, . . . , a1 n'appartientpas à et idéal. Don les quantités x1, . . . , xn+1 dépendent algébriquement de t1, . . . , tm sur Kdans R′/p′ (les polyn�mes de A′ ne peuvent pas dégénérer omplètement modulo p′).Dans les deux as, x1, . . . , xn+1 dépendent algébriquement de t1, . . . , tm sur K dans R′/p′.On en onlut primo que dim p′ ≤ m et don que dim A′ ≤ m et seundo que si dim p′ = malors p′ ∩M = ∅.L'idéal A′ admet une famille génératrie formée de n + 1 éléments dans un anneau depolyn�mes en n + m + 1 indéterminées. D'après le théorème de l'idéal prinipal dim A′ ≥ m.En ombinant les deux inégalités, on onlut que dim A′ = m.La proposition suivante, ombinée à la proposition 37, onlut la démonstration du théo-rème 3.Proposition 38 Les idéaux premiers assoiés à A′ sont de dimension m et ne renontrentpas M .Preuve L'idéal A′ admet une famille génératrie formée de n+1 éléments dans un anneau depolyn�mes en n+m+1 indéterminées. D'après le lemme 4, sa dimension est m. Le théorèmede Maaulay peut don s'appliquer : tous ses idéaux premiers assoiés sont de dimension m.D'après le lemme 4, auun de ses idéaux premiers assoiés ne renontre M .J'ai retransrit la preuve du théorème de Maaulay telle qu'elle est donnée dans [108,hapter VII, Theorem 26℄, augmentée de quelques ommentaires. C'est un beau moreaud'algèbre ommutative.Théorème 7 (théorème de Maaulay)Si un idéal A d'un anneau R = K[x1, . . . , xn] admet une famille génératrie formée de héléments (1 ≤ h ≤ n) et si dim A = n − h alors tous les premiers assoiés à A sont dedimension n− h. 113



Preuve On onsidère une famille génératrie {p1, . . . , ph} de A. La preuve est une réurrenesur h.La base h = 0 est triviale.Soit p un premier assoié à A, de dimension d.Comme dim A = n− h on a néessairement d ≤ n− h.Renumérotons les indéterminées de telle sorte que p ∩ K[x1, . . . , xd] = (0). Notons Mla famille multipliative formée par les éléments non nuls de K[x1, . . . , xd] et plaçons�nousdans l'anneau de polyn�mes M−1R = K(x1, . . . , xd)[xd+1, . . . , xn].Les premiers assoiés à M−1A sont de la forme M−1p′ où p′ est assoié à A et ne renontrepas M . La dimension de es idéaux�là hute exatement de d et don dim M−1A ≤ n−d−h.Par ailleurs dim M−1A ≥ n − d − h puisque et idéal est engendré par h éléments dans unanneau de polyn�mes en n−d indéterminées (théorème de l'idéal prinipal). Par onséquent
dim M−1A = n− d− h.On voit également que l'idéal M−1p est assoié à M−1A et a pour dimension zéro.Il su�t don, en revenant aux notations du théorème, de montrer que si n − h > 0 et
dim p = 0 alors p n'est pas assoié à A.On onsidère l'idéal B = (p1, . . . , ph−1).J'a�rme que dim B = n−h+1. Preuve. D'après le théorème de l'idéal prinipal, dim B ≥
n − h + 1. Supposons dim B > n − h + 1. Alors B aurait un premier assoié p′ tel que
dim p′ > n−h+1 et (p′, ph) aurait un premier assoié p′′ tel que dim p′′ > n−h (théorème del'idéal prinipal à nouveau). C'est impossible puisque A ⊂ p′′ et dim A = n−h. L'a�rmationest don prouvée.L'hypothèse de réurrene s'applique une première fois : tous les premiers assoiés à Bont pour dimension n − h + 1. Notons�les p1, . . . , pr et rajoutons à ette liste les premiers
pr+1, . . . , pr′ assoiés à A qui sont exatement de dimension n−h. Auun idéal de ette listen'est maximal (on a supposé n− h > 0).Admettons qu'on puisse onstruire un polyn�me yt = xt+φ(x1, . . . , xt−1) (pour un ertain
1 ≤ t ≤ n) tel que yt soit transendant sur K modulo pi (pour 1 ≤ i ≤ r′).Comme dim p = 0 on voit que yt est algébrique sur K modulo p et on note f le polyn�meminimal de yt modulo p. On voit que f ∈ p et que f /∈ pi puisque yt est transendant sur Kmodulo pi (pour 1 ≤ i ≤ r′).On onsidère un élément a ∈ R tel que a p ⊂ A. J'a�rme qu'il su�t de montrer que
a ∈ A pour onlure la preuve du théorème de Maaulay. Preuve. Notons qj les omposantesd'une déomposition primaire minimale de A (pour 1 ≤ j ≤ s). Supposons que p soit assoiéà A et à q1. Alors il existe un exposant ρ tel que pρ ⊂ q1 ('est une propriété des idéauxprimaires dans les anneaux n÷thériens). On peut alors prendre a ∈ pρ−1 ∩ q2 ∩ · · · ∩ qs etdon a /∈ A tel que a p ⊂ A. L'a�rmation est prouvée.On a a f ∈ A = (B, ph) don il existe b ∈ R tel que a f + b ph ∈ B et b ph ∈ (B, f).J'a�rme que ph n'appartient à auun des premiers assoiés à (B, f). Preuve. Dans l'an-neau de polyn�mes R/(f) = K(yt)[x1, . . . , xt−1, xt+1, . . . , xn], onsidérons l'idéal (B, f)/(f).Il est engendré par h− 1 éléments. Sa dimension est n − h ar f a été hoisi en dehors despremiers assoiés à B dont on a prouvé qu'ils ont tous pour dimension n − h + 1. Comme114



R/(f) est un anneau de polyn�mes en n−1 indéterminées au�dessus d'un orps, l'hypothèsede réurrene s'applique une seonde fois : tous les premiers assoiés à (B, f)/(f) ont pourdimension n− h.Les premiers assoiés à (B, f) sont don eux�aussi de dimension n− h.Si un premier assoié à (B, f) ontenait ph, il serait aussi assoié à A (puisque dim A =
n − h). C'est impossible puisqu'il ontient f et qu'on a hoisi f en dehors des premiersassoiés à A de dimension n− h.L'a�rmation est don prouvée.Maintenant b ph ∈ (B, f). Comme ph n'appartient à auun des premiers assoiés à etidéal on a b ∈ (B, f) (propriété des idéaux primaires). Il existe don c ∈ R tel que b−c f ∈ B.Cette relation, ombinée ave a f − b ph ∈ B, montre que (a − c ph) f ∈ B. Comme f aété hoisi en dehors des premiers assoiés à B on onlut que a − c ph ∈ B et don que
a ∈ (B, ph) = A.La preuve du théorème de Maaulay est terminée.Il reste simplement à montrer la onstrution du polyn�me yt. On se donne une familled'idéaux premiers non maximaux p1, . . . , pr′ de R. On montre qu'il existe un indie 1 ≤ t ≤ net un polyn�me φ(x1, . . . , xt−1) tel que yt = xt + φ(x1, . . . , xt−1) soit transendant sur Kmodulo haque pj.On forme un tableau à double entrée. Les indies de ligne sont les xi. Les indies deolonne sont les pj. Aux oordonnées (xi, pj), on plae un T ou un A suivant que xi esttransendant ou algébrique sur K modulo pj . On proède à des permutations de olonne (onrenumérote les pj). On ommene par plaer le plus à gauhe possible tous les pj tels que x1est transendant sur k modulo pj . La première ligne ressemble alors à

p1 · · · pr1−1 pr1
· · · pr′

x1 T · · · T A · · · AOn onsidère ensuite les pj qui restent (eux d'indie supérieur ou égal à r1). On plae leplus à gauhe eux tels que x2 est transendant sur k modulo pj. Les deux premières lignesressemblent alors à
p1 · · · pr1−1 pr1

· · · pr2−1 pr2
· · · pr′

x1 T · · · T A · · · A A · · · A
x2 T · · · T A · · · AEn ontinuant ainsi, on �nit par atteindre (à un ertain indie 1 ≤ t ≤ n) le bord droit dutableau ave des T (néessairement puisque les idéaux sont supposés non maximaux). Sur K,modulo prt , . . . , pr′ on a xt transendant, x1, . . . , xt−1 algébriques et don xt +φ(x1, . . . , xt−1)transendant quel que soit le polyn�me φ(x1, . . . , xt−1).Considérons maintenant l'un des idéaux pj pour rt−1 ≤ j < rt. On a xt−1 transendantsur K modulo pj .J'a�rme qu'il existe au plus un exposant a tel que xt−xa

t−1 est algébrique sur K modulo
pj. Preuve. Si un autre tel exposant b existait, la di�érene xa

t−1 − xb
t−1 (et don xt−1) seraitalgébrique sur K modulo pj. L'a�rmation est don prouvée.115



Il existe don un exposant c tel que xt − xc
t−1 est transendant sur K modulo tous lesidéaux prt−1

, . . . , prt−1. Ce polyn�me est don transendant sur K modulo prt−1
, . . . , pr′.En ontinuant de prohe en prohe, on forme le polyn�me φ désiré.7.2 Le lemme de LazardDaniel Lazard m'a ommuniqué le � lemme de Lazard � ave un shéma de preuvequinze jours avant la soutenane de ma thèse [7℄. Je n'ai pas eu le temps de l'y insérer. Il aété publié pour la première fois dans [9℄ ave une preuve inomplète. En plus des résultatsités dans l'introdution de e hapitre, mentionnons les preuves dues à Josef Shiho etZiming Li [91℄, Évelyne Hubert [50℄ et Brahim Sadik [90℄. C'est Ziming Li qui a remarqué lepremier que le lemme de Lazard permettait de mener ertains aluls � en dimension zéro �(ommuniation orale lors d'une série de séminaires organisée en 1995 au City College deNew York par William Sit et Raymond Hobbler).On adapte les notations �xées au début de la setion 7.1. On onsidère un systèmetriangulaire A = {p1, . . . , pn} de l'anneau R = K[x1, . . . , xn, t1, . . . , tm]. Chaque polyn�me piadmet xi pour indéterminée prinipale. On ne s'intéresse dans ette setion qu'à l'idéal A =

(A) :S∞A . On suppose ii aussi qu'il n'est pas trivial. On note R0 = K(t1, . . . , tm)[x1, . . . , xn]l'anneau obtenu en � faisant passer les indéterminées non prinipales dans le orps desoe�ients � et A0 l'idéal (A) : S∞A de R0. On note M la famille multipliative de R forméedes éléments non nuls de K[t1, . . . , tm].Théorème 8 (lemme de Lazard)L'idéal A est radial.Les idéaux premiers minimaux sur A sont de dimension m et ne renontrent pas M .Proposition 39 Pour démontrer le théorème 8, il su�t de démontrer que A0 est radial.Preuve La seonde a�rmation du théorème est un orollaire du théorème 5. Supposonsl'idéal A0 radial. Alors l'anneau R0/A0 ne ontient auun élément nilpotent1 d'après [108,hapter IV, Theorem 10 et Corollary℄. Par onséquent, R/A n'en ontient pas non plusd'après le théorème 3 (pare que si a ∈ R/A est non nul alors son image a/1 dans R0/A0 estnon nulle aussi ; si une puissane ad de a était nulle alors son image (a/1)d le serait aussi etl'anneau R0/A0 ontiendrait des éléments nilpotents). Don A est radial et la propositionest prouvée.On démontre que R0/A0 est isomorphe à un produit de orps. Comme un produit deorps ne ontient pas d'élément nilpotent, l'idéal A0 est radial et le lemme de Lazard estprouvé.1Un élément nilpotent d'un anneau R est un élément non nul de R dont une puissane est nulle.116



Rappelons que si R1, . . . , Rk sont des anneaux, alors le produit artésien S = R1×· · ·×Rkpeut être muni d'une struture d'anneau, appelé � anneau produit �. Les éléments de S sontdes k�uplets. Le zéro de S est (0, . . . , 0). L'élément un de S est (1, . . . , 1). L'addition et lamultipliation de deux éléments de S se font omposante par omposante. On voit don quesi les anneaux Ri ne omportent auun élément nilpotent alors S n'en ontient pas non plus.C'est en partiulier le as si les anneaux Ri sont des orps. Le théorème suivant est unegénéralisation du théorème des restes hinois [37, Exerise 2.6, page 79℄. La démonstrationest aussi faile que dans le as des entiers. On le trouve aussi mais sous une forme un peudi�érente dans [108, hapter III, paragraph 13, Theorem 32℄. Il y est formulé en termesde sommes diretes d'anneaux au lieu de produits (les deux notions oïnident lorsque lessommes et les produits sont �nis). Les règles pour additionner et multiplier les élémentsd'une somme direte sont données dans [108, hapter III, paragraph 13, Theorem 30℄.Lemme 5 (théorème des restes hinois)Si A1, . . .Ak sont des idéaux de R tels que Ri + Rj = R dès que i 6= j alors l'anneau
R/(A1 ∩ · · · ∩Ak) est isomorphe à l'anneau produit (R/A1)× · · · × (R/Ak).La proposition i�dessous onlut la démonstration du lemme de Lazard. Le shéma depeuve est le shéma original de Daniel Lazard.Proposition 40 L'anneau R0/A0 est isomorphe à un produit de orps.Preuve L'anneau R0/A0 peut se onstruire inrémentalement : il est isomorphe à l'an-neau Sn dé�ni par

S0 = K(t1, . . . , tm), Si = Si−1[xi]/(pi) : s∞i .La démonstration est une réurrene sur n.La base n = 0 est triviale.Supposons que Sn−1 soit un produit de orps K1 × · · · × Kr. Alors Sn est isomorpheau produit (1 ≤ j ≤ r) des anneaux Kj[xn]/(pn) : s∞n . La seule hose à véri�er (mais 'estimmédiat) 'est que l'image du séparant sn de pn dans Kj[xn] est égale au séparant de l'imagede pn dans et anneau.Don, dans Kj [xn], l'idéal (pn) : s∞n est engendré par le produit des fateurs irrédutiblessimples de pn. Il est don l'intersetion des idéaux maximaux mℓ engendrés par es fateurs.D'après le théorème des restes hinois, Kj [xn]/(pn) : s∞n est isomorphe au produit des orps
Kj [xn]/mℓ. D'après les axiomes des produits (l'assoiativité) l'anneau Sn est un produit deorps.7.3 Le lemme de RosenfeldLe lemme de Rosenfeld est publié en 1959 dans [87℄. Azriel Rosenfeld améliore ainsi (selonses propres dires) un théorème dont la première version est due à Abraham Seidenberg [95,Theorem 6℄. Il existe plusieurs formulations du lemme. Je donne i�dessous une des plussimples que je onnaisse, très prohe du texte de 1959.117



On note R = K{U} un anneau de polyn�mes di�érentiels muni de plusieurs dérivations
δ1, . . . , δm supposées ommuter entre elles. On suppose �xé un lassement quelonque surl'ensemble ΘU . On onsidère un système A partiellement autoréduit et di�érentiellementtriangulaire (auun polyn�me de A ne omporte une dérivée d'une des dérivées dominantesde A et es dernières sont distintes deux�à�deux).Soit {p1, p2} une � paire ritique � de A 'est�à�dire une paire de polyn�mes de A dont lesdérivées dominantes θ1 u et θ2 u sont des dérivées d'une même indéterminée di�érentielle u ∈
U . On note θ12 u la plus petite dérivée ommune de θ1 u et de θ2 u. En raison des hypothèsesde triangularité faites sur A on a θ12 u 6= θ1 u et θ12 u 6= θ2 u. On dé�nit le ∆�polyn�meengendré par la paire ritique par la formule suivante, où s1 et s2 désignent les séparantsde p1 et de p2 et où θ12/θi désigne l'opérateur de dérivation ϕi ∈ Θ tel que θ12 = θi ϕi :

∆(p1, p2) =
def

s1
θ12

θ2
p2 − s2

θ12

θ1
p1.Le ∆�polyn�me est onstruit de telle sorte que sa dérivée dominante est stritement inférieureà θ12.Dé�nition 13 (paire ritique résolue)Une paire ritique {p1, p2} de A est dite résolue s'il existe un produit de puissanes hd'initiaux et de séparants de A tel que h ∆(p1, p2) appartienne à l'idéal engendré par l'en-semble (ΘA)<θ12u des éléments de ΘA de dérivée dominante stritement inférieure à θ12 u.Proposition 41 (ritère algorithmique)Soit {p1, p2} une paire ritique de A. Si le reste omplet de ∆(p1, p2) par A pour larédution de Ritt est nul alors la paire ritique {p1, p2} est résolue.Théorème 9 (lemme de Rosenfeld)Soit A un système partiellement autoréduit et di�érentiellement triangulaire d'un anneau

R = K{U}.Si toutes les paires ritiques de A sont résolues (propriété dite de � ohérene �) alorstout polyn�me di�érentiel appartenant à l'idéal di�érentiel [A] :H∞A , partiellement réduit parrapport à A, appartient à l'idéal non di�érentiel (A) : H∞A .Preuve Par indution trans�nie.Soient A = {p1, . . . , pn} et f ∈ [A] : H∞A un polyn�me di�érentiel partiellement réduitpar rapport à A. Il existe un produit de puissanes h d'initiaux et de séparants de A et unnombre �ni de polyn�mes di�érentiels bϕ,i non nuls tels que
h f =

∑

ϕ∈Θ

n∑

i=1

bϕ,i ϕ pi

︸ ︷︷ ︸
(F )

.
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On suppose f /∈ (A) :H∞A et on herhe une ontradition. Dans la formule (F ) apparaissentdon des dérivées propres des dérivées dominantes de A. Notons v(F ) la plus petite d'entreelles pour le lassement. Et parmi toutes les formules (F ) possibles, on en hoisit une telleque v(F ) soit minimale. Cette dérivée minimale existe pare que les lassements sont desbons ordres. On herhe à onstruire une autre formule (F ′) telle que v(F ′) < v(F ). Cetteontradition ave l'hypothèse de minimalité prouvera le théorème.On note v(F ) = θu et on suppose que θu est une dérivée propre des dérivées dominantes
θ1 u, . . . , θk u des polyn�mes di�érentiels p1, . . . , pk ∈ A en renumérotant les éléments de A sinéessaire. On note (θ/θ1) p1 = s1 θu+r1. On applique la substitution suivante sur la formule
(F ) :

θu −→ (θ/θ1) p1 − r1

s1et on multiplie le résultat par une puissane appropriée α du séparant s1 pour hasser lesdénominateurs des frations rationnelles. On note γj = θ/ ppcm(θ1, θj) pour 2 ≤ j ≤ k. Onobtient une formule qui peut s'érire omme suit, où c, dj et les eϕ,j désignent des polyn�mesen nombre �ni et dont les lignes (7.2) et (7.3) ne font �gurer que des dérivées stritementinférieures à v(F ) :
sα
1 h f = c

θ

θ1

p1 (7.1)
+

k∑

j=2

dj ∆(γj p1, γj pj) (7.2)
+

∑

ϕ∈Θ

n∑

j=1

eϕ,j ϕ pj. (7.3)La dérivée dominante du polyn�me sα
i h f est elle�aussi stritement inférieure à v(F ). Ladérivée v(F ) ne �gure don que omme dérivée dominante du polyn�me (θ/θ1) p1. Paronséquent le polyn�me c est néessairement nul.Si A est un système di�érentiel ordinaire, la somme (7.2) est vide et la ligne (7.3) fournitla formule (F ′) reherhée.Supposons que A soit un système aux dérivées partielles. Toutes les paires ritiques

{p1, pj} sont résolues par hypothèse. D'après le lemme i�dessous, toutes les paires ritiques
{γj p1, γj pj} le sont aussi. Quitte à multiplier à nouveau les deux membres de la formulepar une puissane appropriée d'initiaux et de séparants de A on onlut que la somme (7.2)appartient à l'idéal engendré par des éléments de ΘA de dérivée dominante stritementinférieure à v(F ). La somme des deux lignes (7.2) et (7.3) fournit don la formule (F ′)reherhée.Lemme 6 Soient {p1, p2} une paire ritique résolue de A et γ ∈ Θ un opérateur de dériva-tion quelonque.La paire ritique {γ p1, γ p2} est résolue.119



Preuve Par réurrene sur l'ordre de γ. On remarque pour ommener que
∆(γ p1, γ p2) = s1

γ θ12

θ2
p2 − s2

γ θ12

θ1
p1.Base de la réurrene. Si l'ordre est nul alors {γ p1, γ p2} = {p1, p2} qui est résolue.Cas général. On déompose γ = δ λ ave δ opérateur d'ordre 1. On suppose par réurreneque {λ p1, λ p2} est résolue. On veut montrer que {γ p1, γ p2} l'est aussi. On note ϕ = λ θ12et θ = δ ϕ = γ θ12. D'après l'hypothèse de réurrene il existe un produit de puissanes

h d'initiaux et de séparants de A tel que h ∆(λ p1, λ p2) appartienne à l'idéal engendrépar l'ensemble (ΘA)<ϕu des éléments de ΘA de dérivée dominante stritement inférieureà ϕ u. Dérivons ette expression et multiplions�la à nouveau par h. On obtient une somme
(δh) h ∆(λ p1, λ p2) + h2 δ ∆(λ p1, λ p2) dont le premier terme appartient à l'idéal engendrépar (ΘA)<ϕu. Comme (ΘA)<ϕu est inlus dans (ΘA)<θu on onlut que le deuxième termede la somme appartient à l'idéal engendré par (ΘA)<θu. Développons e deuxième terme :

h2δ∆(λ p1, λ p2) = h2δ
{
s1

ϕ

θ2

p2 − s2
ϕ

θ1

p1

} (7.4)
= h2

{
(δs1)

ϕ

θ2

p2 − (δs2)
ϕ

θ1

p1

} (7.5)
+ h2

{
s1

θ

θ2

p2 − s2
θ

θ1

p1

}
. (7.6)Les polyn�mes ϕ/θi pi �gurant ligne 7.5 appartiennent à l'idéal engendré par (ΘA)≤ϕu,lui�même inlus dans l'idéal engendré par (ΘA)<θu. Par onséquent, l'expression �gurantligne 7.6, qui n'est autre que h2 ∆(γ p1, γ p2), appartient elle�aussi à et idéal. La paireritique {γ p1, γ p2} est don résolue.7.3.1 La version de SeidenbergJe donne i�dessous une autre formulation possible du lemme de Rosenfeld, plus prohede la version initiale de Seidenberg. Tout d'abord, il faut a�uter la dé�nition des pairesritiques résolues. La dé�nition i�dessous est plus restritive que la préédente mais resteompatible ave le ritère algorithmique ! Si v est une dérivée quelonque, on note (ΘA)≤vl'ensemble des éléments de ΘA de dérivée dominante inférieure ou égale à v, on note (HA)≤vl'ensemble des initiaux des éléments de (ΘA)≤v et R≤v l'anneau des polyn�mes di�érentielsde dérivée dominante inférieure ou égale à v.Dé�nition 14 (paire ritique résolue, autre formulation)Une paire ritique {p1, p2} de A est dite résolue s'il existe un produit de puissanes hd'éléments de (HA)<θ12u tel que h ∆(p1, p2) appartienne à l'idéal engendré par l'ensemble

(ΘA)<θ12u.
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Théorème 10 (lemme de Rosenfeld, autre formulation)Soient A un système di�érentiellement triangulaire (mais non néessairement partielle-ment autoréduit) d'un anneau R = K{U} et v une dérivée quelonque de ΘU .Si toutes les paires ritiques de A sont résolues alors
[A] : H∞A ∩ R≤v = ((ΘA)≤v) : (HA)∞≤v.7.4 Le � lifting � du lemme de LazardC'est une onséquene des lemmes de Lazard et de Rosenfeld qui est publiée dans [10℄.On l'appuie sur la version de Rosenfeld du lemme de Rosenfeld. La jolie preuve du deuxièmepoint du théorème est due à Mihel Petitot. Ce théorème implique que la déomposition enhaînes di�érentielles régulières d'un idéal di�érentiel présenté par un système A satisfaisantles hypothèses i�dessous est un problème non di�érentiel. Ce résultat�là est dû à ÉvelyneHubert dans [50℄.Théorème 11 (lifting du lemme de Lazard)Soient A un système partiellement autoréduit, di�érentiellement triangulaire et ohérentd'un anneau R = K{U} et R0 l'anneau des polyn�mes di�érentiels partiellement réduits parrapport à A.L'idéal di�érentiel [A] : H∞A est radial.Il y a bijetion entre les idéaux di�érentiels premiers p1, . . . , pn minimaux sur [A] :H∞A etles idéaux premiers b1, . . . , bn minimaux sur (A):H∞A . La bijetion est donnée par bi = pi∩R0.Preuve On suppose qu'une puissane pk d'un polyn�me di�érentiel p appartient à l'idéal

[A] : H∞A . On montre que p appartient à et idéal. Soit p̄ le reste partiel de p par A pour larédution de Ritt. D'après le lemme de Rosenfeld, p̄k appartient à l'idéal (A) :H∞A . D'aprèsle lemme de Lazard, p̄ aussi appartient à et idéal. Les polyn�mes p et p̄ sont liés par unerelation de la forme suivante, où h désigne un produit de puissanes de séparants de A :
h p ≡ p̄ mod [A].Comme p̄ appartient à [A] : H∞A , le polyn�me p aussi et la radialité de l'idéal di�érentiel

[A] : H∞A est prouvée.Le deuxième point du théorème. Les idéaux bi sont premiers et leur intersetion est égaleà (A) :H∞A . Il su�t don de montrer qu'auun d'eux n'est redondant. On suppose que b1 estredondant et on herhe une ontradition en montrant que p1 l'est alors lui�aussi. Soient pun polyn�me di�érentiel appartenant à l'intersetion p2∩· · ·∩pk et p̄ son reste partiel par Apour la rédution de Ritt. Ce reste partiel p̄ appartient à l'intersetion b2 ∩ · · · ∩ bk et donaussi à l'idéal (A) : H∞A puisqu'on a supposé b1 redondant. Les polyn�mes p et p̄ sont liéspar une relation de la forme suivante, où h désigne un produit de puissanes de séparantsde A :
h p ≡ p̄ mod [A].Comme p̄ appartient à [A] : H∞A , le polyn�me p aussi et l'idéal di�érentiel premier p1 estredondant. 121



Troisième partieLes méanismes de sindages et deomplétion
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Chapitre 8Étude d'un système lent�rapideComme dans les parties préédentes, on ommene par montrer une appliation des mé-thodes qui sont approfondies ensuite. Il s'agit ii de l'algorithme Rosenfeld�Gröbner qui estfondé entre autres sur une tehnique de disussion de as, ou de sindages. L'appliationprésentée onerne les équations di�érentielles ordinaires.On étudie dans e hapitre un artile de biologie [103℄. L'une des étapes dérite dansl'artile et menée interativement en MATHEMATICA par ses auteurs, aurait pu être menéeautomatiquement en utilisant une méthode d'élimination en algèbre di�érentielle. La plusgrande partie du travail sur lequel je m'appuie pour rédiger e hapitre est due à NatahaSkrzypzak [98℄ sous la diretion de Mihel Petitot.L'artile [103℄ étudie un modèle d'horloge iradienne, 'est�à�dire d'horloge de périodeapproximativement égale à 24 heures. Cette horloge, qui est mise en ÷uvre par des réationsbiohimiques au ÷ur d'une ellule, est modélisée par un système de 9 équations di�érentiellesordinaires en 9 indéterminées di�érentielles, dépendant de paramètres. Dans la première par-tie de l'artile, les auteurs herhent quelles onditions les paramètres doivent satisfaire pourque le système di�érentiel ait un omportement osillant, 'est�à�dire se omporte ommeune horloge. Voii leur idée : il est possible d'approximer le système initial de 9 équationsen 9 inonnues par un système de 2 équations en 2 inonnues et les valeurs des paramètrespour lesquelles les deux systèmes osillent devraient approximativement orrespondre (ils levéri�ent expérimentalement). Pourquoi un système de 2 équations en 2 inonnues ? Pareque dans e ontexte, des théorèmes partiuliers s'appliquent et notamment le théorèmede Poinaré�Bendixson [45, Theorem 16.1℄ qui fournit les onditions reherhées. Dans ladeuxième partie de l'artile, les auteurs montrent que même lorsque les paramètres ont desvaleurs telles que le système ne devrait pas osiller, la présene de bruit peut le faire osillerquand même.Que dit le théorème de Poinaré�Bendixson et omment l'applique�t�on ii ? Informel-lement, le théorème dit que si les trajetoires d'un système di�érentiel autonome en deuxindéterminées di�érentielles restent on�nées dans une région bornée et si le système n'admetauun point �xe attratif dans ette région alors la région ontient des yles limites. Lesmodèles di�érentiels de systèmes biologiques sont toujours autonomes ('est�à�dire que leséquations ne dépendent pas expliitement du temps). Les trajetoires sont on�nées pare123



qu'elles dérivent des phénomènes biologiques et ne peuvent don pas tendre vers l'in�ni.Pourquoi s'intéresser à des yles limites ? Pare que la présene d'un yle limite dansl'espae des phases ('est�à�dire en projetant les trajetoires des deux variables sur le planperpendiulaire à l'axe du temps) orrespond à un omportement osillant des deux variables� e qu'on herhe. Le système onsidéré admet un unique point �xe (pour des valeurs desvariables ayant un sens biologique). On étudie sa stabilité en linéarisant le système di�é-rentiel en son voisinage et en étudiant le signe des parties réelles des valeurs propres de lamatrie M des oe�ients du système linéarisé : le point est instable si et seulement si l'unedes deux valeurs propres a une partie réelle positive. Les auteurs négligent le as de deuxvaleurs propres réelles de signe ontraire (as d'un point �xe de type � ol �) et je ne saispas pourquoi. Si on exepte e as, les parties réelles des valeurs propres de la matrie Mont même signe, qui est égal au signe de la trae de la matrie, 'est�à�dire de la somme deséléments diagonaux de M . Il su�t don de disuter du signe de ette trae, qui dépend desparamètres du modèle.8.1 Le modèle initialLe modèle omporte deux gènes : un ativateur A et un répresseur R qui sont transritsen ARN messagers MA et MR. Les ARN messagers sont ensuite eux�mêmes traduits enprotéines A et R. La protéine A se �xe sur le promoteur du gène A . Ce faisant, elle aélèrela transription de A en ARN messager. Le protéine A se �xe aussi sur le promoteur dugène R. Ce faisant, elle aélère aussi la transriprion de R en ARN messager. Les deuxprotéines A et R réagissent entre elles et produisent un omplexe C. On voit qu'en produisantde la protéine A, le gène A a tendane à aelérer la réation alors qu'en produisant de laprotéine R qui apture A pour former le omplexe C, le gène R a tendane à freiner laréation. Les 9 variables du modèle sont les suivantes :� MA désigne la onentration d'ARN messager produit par A ;� MR désigne la onentration d'ARN messager produit par R ;� A, R et C désignent les onentrations de protéines A, R et C.Pour haun des gènes A et R on introduit deux variables a�n de distinguer la situation oùla protéine A n'est pas �xée sur le promoteur du gène de la situation où la protéine A est�xée sur le promoteur. On obtient don quatre variables. Ces quatre variables ne sont pasdes onentrations puisque, pour le type d'organisme extrêmement simple onsidéré, on peutpenser qu'il n'y a qu'un seul exemplaire de haun des gènes dans la ellule. Il faut plut�tles voir omme des espéranes.� DA représente l'état du gène A sur le promoteur duquel la protéine A n'est pas �xée ;
D′

A représente l'état du gène A sur le promoteur duquel la protéine A est �xée ;� DR représente l'état du gène R sur le promoteur duquel la protéine A n'est pas �xée ;
D′

R représente l'état du gène R sur le promoteur duquel la protéine A est �xée ;
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Voii les équations du modèle ainsi qu'une représentation graphique.
ḊA = θA D′

A − γA A DA,

ḊR = θR D′
R − γR A DR,

Ḋ′
A = γA A DA − θA D′

A,

Ḋ′
R = γR A DR − θR D′

R,

ṀA = αA′ D′
A + αA DA − δMA

MA,

ṀR = αR′ D′
R + αR DR − δMR

MR,

Ȧ = βA MA + θA D′
A + θR D′

R − γA A DA − γR A DR − γC A R− δA A,

Ṙ = βR MR − γC A R + δA C − δR R,

Ċ = γC A R− δA C.Les lettres greques désignent des onstantes. Les équations sont polynomiales de degré deux.Les non linéarités sont dues à la loi d'ation de masse.
R+A

C

A A

A A

+ +

αA

γA

θA

γR

θRDA D′

A DR D′

R

αR′

αA′

αR

MA MR

δMA

δMR

βA

βR

δR

δA

γC

δA

Comment déduit�on un système d'équations di�érentielles d'un tel modèle ? Il su�t deonsidérer les éhanges (les �èhes) les uns après les autres omme on l'a fait au hapitre 4.Chaque éhange ajoute un terme positif dans le membre droit de l'équation qui dé�nit la iblede l'éhange ainsi qu'un terme négatif dans le membre droit des équations qui dé�nissent laou les soures. La plupart des éhanges (eux à une soure et une ible) sont linéaires. Ilssont notés
X −−−→

α
Y.Lorsque la soure X est une protéine, on obtient

Ẋ = −α X, Ẏ = α X.Lorsque la soure est de l'ADN ou de l'ARN messager, les équations obtenues sont un peudi�érentes dans la mesure où l'ADN et l'ARN ne sont pas onsommés par la réation. On125



obtient alors seulement
Ẏ = α X.Certaines �èhes n'ont pas de ible. Elles indiquent que la soure se dégrade. L'éhangeest supposé linéaire. Les protéines peuvent se dégrader. L'ARN messager aussi. Les autresréations font intervenir deux réatants. Elles sont notées

X + Z −−−→
α

Y.Les équations se onstruisent alors en utilisant la loi d'ation de masse qui dit en substaneque sur un petit intervalle de temps, la quantité de Y produit est proportionnelle au produitdes onentrations des réatants X et Z. La réation est faible lorsque l'un des deux réatantsvient à manquer. Elle est forte lorsque les deux onentrations sont élevées. On obtient leséquations suivantes :
Ẋ = −α X Z, Ż = −α X Z, Ẏ = α X Z.Appliquons maintenant es onsidérations générales sur l'exemple.La �gure suivante représente les deux protéines A et C réagissant pour fournir du om-plexe C suivant la loi d'ation de masse (onstante γC). Le omplexe peut se asser et produitalors de la protéine R suivant un éhange linéaire (onstante δA). Les deux protéines A et Rpeuvent aussi se dégrader (onstantes δA et δR).

R+A

C

δR

δA

γC

δA Ȧ = −δA A− γC A R,

Ṙ = −δR R− γC A R + δA C,

Ċ = γC A R− δA C.La �gure suivante montre la ontribution du gène A sur le promoteur duquel la protéine Aest �xée dans la prodution d'ARN messager. Cette transription ne détruit pas le gène A .Elle est assimilée à un éhange linéaire de onstante αA′ . L'ARN messager est traduit enprotéine A. Cette tradution ne modi�e pas la onentration d'ARN messager. Elle estassimilée à un éhange linéaire de onstante βA. Parallèlement, l'ARN messager peut se
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dégrader (onstante δMA
).

A

A

D′

A

αA′

MA

δMA

βApitogramme de l'ARN messagerle gène A sur le promoteurduquel la protéine A est �xée.pitogramme représentant
Ḋ′

A = 0,

ṀA = αA′ D′
A − δMA

MA,

Ȧ = βA MALa �gure suivante dérit la �xation de la protéine A sur le promoteur du gène A . Laprotéine A peut se �xer sur le promoteur du gène A . Cette réation � produit � du gène A surle promoteur duquel la protéine A est �xée. Elle suit la loi d'ation de masse (onstante γA).La protéine A peut aussi se détaher du promoteur de A . Cette réation � produit � dugène A sur le promoteur duquel la protéine A n'est pas �xée suivant une loi linéaire deonstante θA.
A

A

+
γA

θADA D′

A

ḊA = −γA A DA + θA D′
A,

Ḋ′
A = γA A DA − θA D′

A.8.2 Rédution exate du modèleOn ommene par réduire le modèle initial en herhant des lois de onservation et enpartiulier, sur e type de modèle, des lois linéaires. Ii on trouve deux lois de onservationlinéaires :
DA + D′

A = DA0
= onstante, DR + D′

R = DR0
= onstante.Comme l'ont remarqué Mihel Petitot et Nataha Skrzypzak, e type de loi, qui survienttrès naturellement dans e genre de modèle, peut s'obtenir symboliquement très failement.On ommene par nommer haque terme �gurant dans le membre droit des équations parune inonnue. Par exemple, les équations dé�nissant DA et D′

A

ḊA = θA D′
A − γA A DA,

Ḋ′
A = γA A DA − θA D′

A127



peuvent se noter omme suit, en introduisant deux inonnues v1 et v2 :
ḊA = v1 − v2,

Ḋ′
A = v2 − v1.Il su�t ensuite de proéder à une élimination linéaire (à un pivot de Gauss par exemple)sur le système i�dessus en adoptant l'ordre sur les variables suivant : (v1, v2)≫ (ḊA, Ḋ′

A)pour obtenir la relation
ḊA + Ḋ′

A = 0qu'on traduit en
DA + D′

A = onstante.Chaune des lois de onservation ainsi trouvées permet de supprimer une des équationsdi�érentielles du modèle. On obtient ainsi un nouveau système de 7 équations di�érentiellesen 7 indéterminées di�érentielles, stritement équivalent au système initial. Le système i�dessous a été obtenu de ette manière en éliminant D′
A et D′

R.
ḊA = θA(DA0

−DA)− γA DA A,

ḊR = θR (DR0
−DR)− γR DR A,

ṀA = α′
A (DA0

−DA) + αA DA − δMA
MA,

ṀR = α′
R (DR0

−DR) + αR DR − δMR
MR,

Ȧ = βA MA + θA (DA0
−DA) + θR (DR0

−DR)
−A (γA DA + γR DR + γC R + δA),

Ṙ = βR MR − γC A R + δA C − δR R,

Ċ = γC A R− δA C.8.3 Le modèle en BLAD après rédution exateLe système di�érentiel i�dessus forme une haîne di�érentielle régulière pour tout las-sement ompatible ave l'ordre total sur les indéterminées di�érentielles :
(variables)≫ (paramètres).Le programme C suivant ommene par dé�nir un tel lassement. Le système est alorsa�eté à une haîne di�érentielle régulière, nommée equadi�s. On remarque que, bien queles haînes régulières soient onstituées de polyn�mes, les parseurs autorisent l'entrée defrations rationnelles, dans la mesure où les dénominateurs des frations sont les initiaux despolyn�mes.La boule �nale montre omment on peut utiliser l'algorithme de forme normale moduloune haîne di�érentielle régulière pour spéialiser les équations di�érentielles en les valeursdes paramètres. Les valeurs attribuées ii sont elles onsidérées par les auteurs de [103℄ endeuxième page. On utilise une haîne régulière params pour lier les paramètres et les valeursnumériques. Pour spéialiser une équation di�érentielle, il su�t de aluler sa forme normalemodulo params. 128



/* File natural_ordering. */#inlude "bad.h"int main (){ strut bad_reghain params, equadiffs;strut bap_ratfra_mpz Q;bav_Iordering r;strut ba0_mark M;int i;bad_restart (0,0);ba0_reord (&M);/* The natural ordering involves an orderly blok for Ma, Da, Dr, Mr, A, R, Cand another blok for the parameters.*/ ba0_ssanf2("ordering (derivations = [t℄, \bloks = [[Ma, Da, Dr, Mr, A, R, C℄, \[alphaA, alphaA_, alphaR, alphaR_, betaA, betaR, \deltaMa, deltaMr, deltaA, deltaR, \gammaA, gammaR, gammaC, thetaA, thetaR, Da0, Dr0℄℄)","%ordering", &r);bav_R_push_ordering (r);/* The parameters values are stored in a regular hain*/ bad_init_reghain (&params);ba0_ssanf2("reghain (\[alphaA - 50, alphaA_ - 500, alphaR - 1/100, alphaR_ - 50,\betaA - 50, betaR - 5, \deltaMa - 10, deltaMr - 1/2, deltaA - 1, \deltaR - 1/5, \gammaA - 1, gammaR - 1, gammaC - 2,\thetaA - 50, thetaR - 100,\Da0 - 1, Dr0 - 1℄, \[prime, autoredued, primitive, squarefree, normalized℄)","%reghain", &params);/* The 7 ODE initial system forms a regular differential hain.*/ bad_init_reghain (&equadiffs); 129



ba0_ssanf2("reghain (\[Da[t℄ - (thetaA*(Da0 - Da) - gammaA*Da*A),\Dr[t℄ - (thetaR*(Dr0 - Dr) - gammaR*Dr*A),\Ma[t℄ - (alphaA_*(Da0 - Da) + alphaA*Da - deltaMa*Ma),\A[t℄ - (betaA*Ma + thetaA*(Da0 - Da) + thetaR*(Dr0 - Dr)\- A*(gammaA*Da + gammaR*Dr + gammaC*R + deltaA)),\Mr[t℄ - (alphaR_*(Dr0 - Dr) + alphaR*Dr - deltaMr*Mr),\R[t℄ - (betaR*Mr - gammaC*A*R + deltaA*C - deltaR*R),\C[t℄ - (gammaC*A*R - deltaA*C)℄,\[prime, differential, autoredued, primitive, squarefree, \oherent, normalized℄)","%reghain", &equadiffs);/* To speialize the ODE system with the parameters values, it suffiesto use a normal form algorithm.*/ bap_init_ratfra_mpz (&Q);for (i = 0; i < equadiffs.deision_system.size; i++){ bad_normal_form_polynom_mod_reghain(&Q, equadiffs.deision_system.tab [i℄,&params, (bap_polynom_mpz*)0);ba0_printf ("%Qz\n", &Q);}/* Exit*/ bav_R_pull_ordering ();ba0_restore (&M);bad_terminate (ba0_init_level);return 0;} Voii l'a�hage obtenu en exéutant le programme.$ ./natural_orderingparameters = reghain ([Dr0 - 1, Da0 - 1, thetaR - 100, thetaA - 50, gammaC - 2, gammaR - 1, gammaA - 1, 5*deltaR - 1, deltaA - 1, 2*deltaMr - 1, deltaMa - 10, betaR - 5, betaA - 50, alphaR_ - 50, 100*alphaR - 1, alphaA_ - 500, alphaA -50℄, [prime, autoredued, primitive, squarefree, normalized℄)system = reghain ([C[t℄ - A*R*gammaC + C*deltaA, R[t℄ - Mr*betaR + A*R*gammaC+ R*deltaR - C*deltaA, A[t℄ - Ma*betaA + Da*A*gammaA + Da*thetaA + Dr*A*gammaR+ Dr*thetaR + A*R*gammaC + A*deltaA - thetaA*Da0 - thetaR*Dr0, Mr[t℄ - Dr*alphaR + Dr*alphaR_ + Mr*deltaMr - alphaR_*Dr0, Dr[t℄ + Dr*A*gammaR + Dr*thetaR- thetaR*Dr0, Da[t℄ + Da*A*gammaA + Da*thetaA - thetaA*Da0, Ma[t℄ + Ma*deltaMa- Da*alphaA + Da*alphaA_ - alphaA_*Da0℄, [differential, prime, autoredued,130



primitive, squarefree, oherent, normalized℄)C[t℄ - 2*A*R + C5*R[t℄ - 25*Mr + 10*A*R + R - 5*CA[t℄ - 50*Ma + Da*A + 50*Da + Dr*A + 100*Dr + 2*A*R + A - 150100*Mr[t℄ + 4999*Dr + 50*Mr - 5000Dr[t℄ + Dr*A + 100*Dr - 100Da[t℄ + Da*A + 50*Da - 50Ma[t℄ + 10*Ma + 450*Da - 5008.4 Approximation du modèleOn herhe à approximer un système de 7 équations di�érentielles en 7 variables par unsystème de 2 équations en 2 variables. Pour éliminer 5 variables, l'idée onsiste à sépareres dernières en variables � lentes � et � rapides �. Voii l'idée, énonée informellement.Considérons un système di�érentiel de la forme suivante, où ε désigne une petite onstantepositive :
ẋ = f(x, y), ε ẏ = g(x, y).En un point (x, y) ∈ R2 quelonque et en partiulier au voisinage des onditions initiales,la vitesse ẏ est grande : la variable y est rapide et tend très rapidement vers une régionde R2 où g(x, y) ≃ 0. Fae à un tel système, il est don raisonnable de penser que, après unepremière phase transitoire, le système peut être approhé par le système suivant :
ẋ = f(x, y), 0 = g(x, y).De tels systèmes, qui mélangent équations di�érentielles et équations purement algébriquesne sont pas simples à intégrer numériquement. En partiulier, les intégrateurs numériques nepeuvent généralement pas garantir que les trajetoires des variables du systèmes restent surla variété g(x, y) = 0. De même, lorsque le système omporte plusieurs équations algébriques

gi = 0, il peut exister entre les variables du système des relations � ahées � onséquenesdes gi qui doivent être satisfaites. L'élimination di�érentielle permet en quelque sorte desimpli�er de tels systèmes a�n de supprimer es relations ahées.Les auteurs de l'artile [103℄ ont hoisi de onsidérer que 5 des 7 variables du systèmesont rapides et que les 2 autres (R et C) sont lentes, e qui les a onduit à s'intéresser ausystème di�érentiel�algébrique suivant :
0 = θA(DA0

−DA)− γA DA A,
0 = θR (DR0

−DR)− γR DR A,
0 = α′

A (DA0
−DA) + αA DA − δMA

MA,
0 = α′

R (DR0
−DR) + αR DR − δMR

MR,
0 = βA MA + θA (DA0

−DA) + θR (DR0
−DR)

−A (γA DA + γR DR + γC R + δA),

Ṙ = βR MR − γC A R + δA C − δR R,

Ċ = γC A R− δA C. 131



Ils ont ensuite proédé à une élimination di�érentielle interativement en MATHEMA-TICA pour obtenir le modèle réduit qu'ils herhaient. Les bibliothèques BLAD et en parti-ulier l'algorithme Rosenfeld�Gröbner permettent d'automatiser e alul. Le programme Csuivant e�etue ette simpli�ation. C'est une extension du préédent./* File differential_elimination. */#inlude "bad.h"int main (){ strut bad_reghain params, equadiffs;strut bad_intersetof_reghain ideal;bap_ratfra_mpz Q;strut bap_tableof_polynom_mpz eqns, ineqns;strut bap_polynom_mpz poly;strut bav_tableof_variable fast_vars;bav_Iordering r, s;bav_variable v;strut ba0_mark M;int i;bad_restart (0,0);ba0_reord (&M);ba0_init_table ((ba0_table)&fast_vars);/* Ordering w.r.t. whih the input system is a regular hain.*/ ba0_ssanf2("ordering (derivations = [t℄, \bloks = [[Ma, Da, Dr, Mr, A, R, C℄, \[alphaA, alphaA_, alphaR, alphaR_, betaA, betaR, \deltaMa, deltaMr, deltaA, deltaR, \gammaA, gammaR, gammaC, thetaA, thetaR, Da0, Dr0℄℄)","%ordering", &r);bav_R_push_ordering (r);/* The parameters values. They are stored in a regular hain.*/ bad_init_reghain (&params);ba0_ssanf2("reghain (\[alphaA - 50, alphaA_ - 500, alphaR - 1/100, alphaR_ - 50,\betaA - 50, betaR - 5, \deltaMa - 10, deltaMr - 1/2, deltaA - 1, \deltaR - 1/5, \ 132



gammaA - 1, gammaR - 1, gammaC - 2,\thetaA - 50, thetaR - 100,\Da0 - 1, Dr0 - 1℄, \[prime, autoredued, primitive, squarefree, normalized℄)","%reghain", &params);ba0_printf ("parameters = %reghain\n", &params);/* The input system.*/ bad_init_reghain (&equadiffs);ba0_ssanf2("reghain (\[Da[t℄ - (thetaA*(Da0 - Da) - gammaA*Da*A),\Dr[t℄ - (thetaR*(Dr0 - Dr) - gammaR*Dr*A),\Ma[t℄ - (alphaA_*(Da0 - Da) + alphaA*Da - deltaMa*Ma),\A[t℄ - (betaA*Ma + thetaA*(Da0 - Da) + thetaR*(Dr0 - Dr)\- A*(gammaA*Da + gammaR*Dr + gammaC*R + deltaA)),\Mr[t℄ - (alphaR_*(Dr0 - Dr) + alphaR*Dr - deltaMr*Mr),\R[t℄ - (betaR*Mr - gammaC*A*R + deltaA*C - deltaR*R),\C[t℄ - (gammaC*A*R - deltaA*C)℄,\[prime, differential, autoredued, primitive, squarefree, \oherent, normalized℄)","%reghain", &equadiffs);ba0_printf ("system = %reghain\n", &equadiffs);/* The ranking w.r.t. whih omputations must be performed.The fast variables (assumed to be steady).*/ ba0_ssanf2("ordering (derivations = [t℄, \bloks = [[Ma, Da, Dr, Mr℄, [A, R, C℄, \[alphaA, alphaA_, alphaR, alphaR_, betaA, betaR, \deltaMa, deltaMr, deltaA, deltaR, \gammaA, gammaR, gammaC, thetaA, thetaR, Da0, Dr0℄℄)","%ordering", &s);ba0_ssanf2 ("[Da, Dr, Ma, Mr, A℄", "%t[%v℄", &fast_vars);/* Constrution of the table of the equations to be proessed.The parameters values are substituted to the parameters.Every differential equation x' = f(x) s.t. x is a fast variableis replaed by f(x) = 0All equations are onverted from ordering r to ordering s.*/ ba0_init_table ((ba0_table)&eqns);ba0_reallo2_table ((ba0_table)&eqns, equadiffs.deision_system.size,133



(ba0_new_funtion*)bap_new_polynom_mpz);bap_init_polynom_mpz (&poly);for (i = 0; i < equadiffs.deision_system.size; i++){ Q = bap_new_ratfra_mpz ();v = bap_leader_polynom_mpz (equadiffs.deision_system.tab [i℄);v = bav_order_zero_variable (v);if (ba0_member_table (v, (ba0_table)&fast_vars)){ bap_redutum_polynom_mpz(&poly, equadiffs.deision_system.tab [i℄);bav_R_push_ordering (s);bap_sort_polynom_mpz (&poly, &poly);} else{ bav_R_push_ordering (s);bap_sort_polynom_mpz (&poly, equadiffs.deision_system.tab [i℄);}bad_normal_form_polynom_mod_reghain(Q, &poly, &params, (bap_polynom_mpz*)0);bap_set_polynom_mpz (eqns.tab [eqns.size++℄, &Q->numer);bav_R_pull_ordering ();}ba0_printf ("equations to proess = %t[%Az℄\n", &eqns);/* Call to Rosenfeld_Groebner*/ bav_R_push_ordering (s);bad_redution_strategy = bad_gd_prem_and_fator_redution_strategy;bad_init_intersetof_reghain (&ideal);ba0_ssanf2("intersetof_reghain ([℄, [differential, autoredued, primitive, \squarefree, oherent, normalized℄)", "%intersetof_reghain", &ideal);ba0_init_table ((ba0_table)&ineqns);bad_Rosenfeld_Groebner (&ideal, &eqns, &ineqns, (bav_tableof_variable)0);ba0_printf("result of differential elimination = %intersetof_reghain\n",&ideal);/* Exit from the program*/ bav_R_pull_ordering ();bav_R_pull_ordering ();ba0_restore (&M);bad_terminate (ba0_init_level);return 0;} Pour proéder à l'élimination di�érentielle, on rée un lassement s qui élimine les va-134



riables rapides. Ce devrait être
(variables rapides)≫ (variables lentes)≫ (paramètres).Toutefois, pour reproduire exatement le résultat obtenu dans [103℄ et pour éviter de fairegrossir inutilement les données, on garde la variable A dans le deuxième blo, 'est�à�direparmi les variables lentes. Remarquer que le lassement s n'est pas empilé, de telle sorte quele lassement ourant est toujours le lassement r dé�ni en setion 8.3.Les 5 variables rapides sont enregistrées dans un tableau de variables nommé fast_vars. Letableau eqns des équations du système di�érentiel�algébrique est ensuite rempli. L'algorithmede forme normale est utilisé pour spéialiser les équations en les valeurs des paramètres. Onapplique le traitement suivant à tout élément p du tableau equadi�s : si la dérivée dominantede p est la dérivée d'une variable rapide alors le � redutum � de p est enregistré dans latable sinon, 'est p lui�même qui est enregistré. On rappelle que le redutum d'un polyn�me

ẋ + f(x, y) de dérivée dominante ẋ est le polyn�me f(x, y).Les appels à bap_sort_polynom_mpz permettent de réordonner les mon�mes qui onsti-tuent les équations en fontion du lassement s. La variable ideal est initialisée. Elle estdestinée à reevoir le résultat de l'élimination. Un hoix heuristique est e�etué sur la fa-çon de proéder aux rédutions de Ritt. Le lassement s est empilé et devient le lassementourant. L'élimination di�érentielle est e�etuée par un appel à Rosenfeld�Gröbner.Exéutons e programme. Il se trouve qu'une seule haîne di�érentielle régulière est pro-duite : l'exemple n'a pas produit de sindage. Les trois premières équations de la haîne sontelles données par les auteurs de [103℄ au bas de la deuxième page. Les équations sont iispéialisées.$ ./differential_eliminationequations to proess = [C[t℄ - 2*A*R + C, -25*Mr + 5*R[t℄ + 10*A*R + R - 5*C, -50*Ma + Da*A + 50*Da + Dr*A + 100*Dr + 2*A*R + A - 150, 4999*Dr + 50*Mr - 5000, Dr*A + 100*Dr - 100, Da*A + 50*Da - 50, 10*Ma + 450*Da - 500℄result of differential elimination = intersetof_reghain ([reghain ([2*A^2*R+ A^2 + 100*A*R - 2450*A - 12500, C[t℄ - 2*A*R + C, 1000*R[t℄*R + 24250*R[t℄+ 2000*A*R^2 + 38502*A*R - 4999*A + 200*R^2 - 1000*R*C + 4750*R - 24250*C +622450, 5000*Mr*R + 121250*Mr - 9998*A*R - 4999*A - 100*R + 622450, 100*Dr*R +2425*Dr + 2*A*R + A - 100*R - 2550, 2250*Da + 2*A*R + A - 2500, 50*Ma - 2*A*R- A℄, [differential, autoredued, primitive, squarefree, oherent, normalized℄)℄, [differential, autoredued, primitive, squarefree, oherent, normalized℄)Peut�on e�etuer l'élimination di�érentielle sur le système générique, 'est�à�dire avedes paramètres symboliques ? Il y a en fait une di�ulté. Si on applique Rosenfeld�Gröbnersur le système générique on va traiter les paramètres omme de simples indéterminées di�é-rentielles et, même si on ajoute des équations supplémentaires signi�ant que les paramètressont des onstantes, Rosenfeld�Gröbner risque de se laner dans des aluls ompliqués etde disuter de la nature du résultat de l'élimination en fontion de l'annulation ou de la nonannulation de diverses relations algébriques entre les paramètres.135



Ces disussions de as sont sans objet. Les paramètres sont attahés à des valeurs qui nesont pas très préises et qui peuvent varier expérimentalement. Il faudrait pouvoir signi�erà l'algorithme de ne onsidérer séparément auun as où une relation algébrique entre lesparamètres serait satisfaite. Dans le paquetage di�alg de MAPLE, 'est possible en � faisantentrer les paramètres dans le orps des oe�ients � des équations. En BLAD, il su�td'enregistrer les paramètres dans un tableau de de passer e tableau en quatrième paramètreà la fontion bad_Rosenfeld_Groebner. Cette fontionnalité est prévue dans l'interfae de lafontion. Elle n'est pas enore implantée dans la version 1.4 des bibliothèques.8.5 Simulation numériqueOn trouve i�dessous plusieurs ourbes obtenues par simulation numérique à partir durésultat de l'élimination di�érentielle. De telles routines de simulation numérique ne �gurentpas dans les bibliothèques BLAD bien que l'inlusion d'un intégrateur numérique généralpour haînes di�érentielles régulières soit un de mes objetifs importants à ourt terme.Certains des aluls qui ont produit les ourbes i�dessous ont été réalisés ave la GnuSienti� Library. J'ai programmé une variante de l'intégrateur RadauIIA onçu par ErnstHairer (ave un pas �xe) [46, page 72℄ qui se omporte expérimentalement plut�t bien fae àdes systèmes � raides �. Les systèmes obtenus après élimination di�érentielle sur des systèmesmélangeant équations di�érentielles et algébriques semblent souvent raides. Les ourbes ontété traées ave gnuplot. Voii R(t) et C(t) en fontion de t.
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Voii le yle limite obtenu à partir des ourbes préédentes. La fontion R(t) est enabsisse. La fontion C(t) est en ordonnée.
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8.5.1 Di�ultés de l'intégration numériqueLa simulation numérique préédente présente une di�ulté : il faut résoudre à haquepas une équation impliite en la variable A. Le système à intégrer est en e�et de la forme
f1(A, R) = 0, Ċ = f2(A, R, C), Ṙ = f3(A, R, C)où f1, f2 et f3 sont des fontions polyn�mes. Pour intégrer numériquement les équations,il faut pouvoir les évaluer or f1 est impliite. Il faut alors � suivre � la raine réelle de f1initialement hoisie à haque modi�ation de R. J'ai proédé de la façon suivante. Étantdonné un ouple de réels (R, C), l'algorithme alule toutes les valeurs réelles possibles de Aen utilisant un algorithme d'isolation de raines réelles en une variable [22, 88℄. La bonneraine est ii la plus grande des deux. Le triplet (A, R, C) étant onnu, il ne reste plus qu'àaluler f2(A, R, C) et f3(A, R, C).Sur et exemple, on dispose d'une autre façon de ontourner la di�ulté : il su�t demodi�er légèrement le lassement et de ranger les variables lentes de la façon R > A > Cau lieu de A > R > C. On obtient ainsi un système à intégrer numériquement de la forme
R = g1(A), Ċ = g2(A, R, C), Ȧ = g3(A, R, C)où g1, g2 et g3 sont des fontions polyn�mes. Voii les détails obtenus ave BLAD.$ ./differential_eliminationresult of differential elimination = intersetof_reghain ([reghain ([2*R*A^2+ 100*R*A + A^2 - 2450*A - 12500, C[t℄*A + 50*C[t℄ + A^2 + A*C - 2450*A + 50*C- 12500, 12500*A[t℄*A^3 + 1375000*A[t℄*A^2 + 15625000*A[t℄*A + 312500000*A[t℄+ 10*A^6 + 10*A^5*C - 17999*A^5 + 2000*A^4*C - 3252200*A^4 + 125000*A^3*C -129115000*A^3 + 2500000*A^2*C - 638875000*A^2 - 62500000*A, Mr*A + 100*Mr - 100137



*A - 2, Dr*A + 100*Dr - 100, Da*A + 50*Da - 50, Ma*A + 50*Ma - 50*A - 250℄, [differential, autoredued, primitive, squarefree, oherent, normalized℄),reghain ([3700*C^2 - 2015100*C + 1842117993, 80282*A - 1850*C + 905185℄, [differential, autoredued, primitive, squarefree, oherent, normalized℄)℄, [differential, autoredued, primitive, squarefree, oherent, normalized℄)Le résultat obtenu peut surprendre ertains leteurs. On lit en e�et régulièrement que,pour approximer un système di�érentiel omme nous l'avons fait, � il su�t de poser que lesdérivées des variables rapides sont nulles �. Ce type d'a�rmation onduit à des ontradi-tions. En e�et, la variable A fait partie des variables rapides. Si on pose sa dérivée nulle,omment se fait�il qu'on trouve une équation Ȧ = g3(A, R, C) ? Réponse : on ne pose pasla dérivée des variables rapides égale à zéro ; on simpli�e les équations di�érentielles quidé�nissent les variables lentes sur la variété algébrique obtenue en posant nuls les membresdroits des équations di�érentielles qui dé�nissent les variables rapides !
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Chapitre 9Simpli�ation de systèmes di�érentielsCe hapitre dérit l'algorithme Rosenfeld�Gröbner. On ommene par traiter à la maindeux exemples : un exemple di�érentiel ordinaire et un exemple aux dérivées partielles. Ondonne ensuite le shéma de prinipe de l'algorithme. Dans la dernière partie du hapitre, ondétaille un peu l'implantation faite en BLAD. On dérit en partiulier un méanisme quiévite d'engendrer des paires ritiques inutiles dans le as des systèmes aux dérivées partielleset un méanisme qui évite d'engendrer des disussions de as inutiles lors du traitement deertains sous�problèmes purement algébriques. Dans e domaine, des progrès supplémen-taires signi�atifs peuvent ertainement être enore apportés, en s'appuyant sur les résultatsde Mar Moreno Maza [70℄.L'algorithme Rosenfeld�Gröbner prend en entrée un système Σ de polyn�mes di�érentielset un lassement arbitraires. Il produit en sortie une famille �nie de haînes di�érentiellesrégulières C1, . . . , Ct. La famille produite en sortie est équivalente au système initial dansle sens où toute solution analytique (sur un ouvert D qu'on ne préise pas) de Σ est unesolution analytique de l'un des idéaux di�érentiels [Ci] : H∞Ci
représentés par les haînes etréiproquement. Dit autrement en utilisant la orrespondane entre idéaux et variétés dé�niepar le théorème des zéros, la famille produite est équivalente au système initial dans le sensoù : √

[Σ] = [C1] : H∞C1
∩ · · · ∩ [Ct] : H∞Ct

.La déomposition alulée n'est pas minimale. Rendre minimale une telle déomposition estun problème ouvert pour les systèmes di�érentiels. Shématiquement, l'algorithmeRosenfeld�Gröbner omporte deux étapes : une étape di�érentielle puis une étape purement algébrique.L'étape di�érentielle onsiste à représenter Σ par une famille de � systèmes di�érentiels régu-liers � Ai = 0, Si 6= 0 qui sont des systèmes qui ne sont pas enore des haînes di�érentiellesrégulières mais auxquels les lemmes de Lazard et de Rosenfeld s'appliquent déjà. La seondeétape onsiste à transformer haun des systèmes di�érentiels réguliers en une famille �niede haînes di�érentielles régulières.La première étape applique une idée élémentaire : parmi les solutions de l'équation a x +
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b = 0, il y a elles qui annulent a et elles qui n'annulent pas a. En d'autres termes
a x + b = 0 ⇔

[
a = 0, b = 0 ou x = − b

a
, a 6= 0

]
.À ette idée s'ajoute un problème partiulier à régler dans le as des systèmes aux dérivéespartielles : la � ohérene �.Il semble qu'Abraham Seidenberg [95℄ ait été le premier à appliquer les méthodes déritesi�dessus (sindages, résolution du problème de ohérene, orrespondane entre idéaux etvariétés grâe au théorème des zéros) aux systèmes de polyn�mes di�érentiels mais Seiden-berg ne disposait pas en 1956 des méthodes (bases de Gröbner, haînes régulières) permettantd'e�etuer les traitements purement algébriques néessaires sur les systèmes di�érentiels ré-guliers. Il se limitait aux purs lassements d'élimination. Surtout, il ne herhait pas à alulerune représentation du radial de l'idéal di�érentiel engendré par un système a�n de pouvoir,par exemple, en étudier les solutions. Il herhait un algorithme de prinipe, prenant en pa-ramètre un système et un polyn�me, déidant si le polyn�me appartient au radial de l'idéaldé�ni par le système, 'est�à�dire un algorithme à résultat booléen.Avant lui, Joseph Fels Ritt a proposé [86℄ un algorithme pour représenter le radiald'un idéal di�érentiel présenté par une famille de polyn�mes sous la forme d'une interse-tions d'idéaux présentés par des ensembles aratéristiques (ou des haînes di�érentiellesrégulières) dé�nissant des idéaux di�érentiels premiers : Ritt ne dispose pas du théorèmed'équidimensionnalité des idéaux dé�nis par des haînes régulières qui lui permettraient deonsidérer le as général. De plus, son algorithme ne s'applique qu'aux systèmes di�érentielsordinaires (Ritt ne dispose pas non plus des théorèmes de Seidenberg et de Rosenfeld) etproède à des fatorisations omplètes sur des tours d'extensions algébriques du orps desoe�ients des équations. Cette opération est algorithmique [99℄ mais très oûteuse.Après Seidenberg, Ellis Robert Kolhin a généralisé [56℄ les méthodes de Ritt mais y aintroduit des étapes non algorithmiques. On ne peut don plus vraiment parler d'algorithme.Les idées de Seidenberg ont été reprises ensuite par de très nombreux auteurs, en par-tiulier par Wu Wen�Tsün [100℄ dans le ontexte di�érentiel ordinaire mais sans faire laorrespondane entre les variétés et les idéaux et surtout sans proéder à la simpli�ationpurement algébrique �nale des systèmes produits à la �n de l'étape di�érentielle. Au dé-but des années 1990, Elizabeth Mans�eld a réalisé [67℄ un algorithme de simpli�ation desystèmes di�érentiels polynomiaux qui s'applique aux systèmes aux dérivées partielles. Ellea utilisé une implantation en MAPLE de son logiiel di�grob pour traiter de nombreuxexemples et a étendu les fontionnalités de son paquetage en dehors du adre de l'algèbredi�érentielle (son paquetage permet de traiter des fontions omposées par exemple). Lesbases théoriques de di�grob ne sont pas aussi rigoureuses que elles de Rosenfeld�Gröbner.Un autre algorithme de simpli�ation de systèmes di�érentiels a été proposé [84℄ par Gre-gory J. Reid, Allan D. Wittkopf et Alan Boulton. Voir aussi l'artile [83℄ de Gregory J. Reid,P. Lin et Allan Wittkopf pour une appliation plus spéi�que aux problèmes di�érentiels�algébriques. L'algorithme rif présente la partiularité de séparer les systèmes di�érentiels,d'une part en une partie di�érentielle expliite (les dérivées dominantes des polyn�mes ap-paraissent linéairement), d'autre part en une variété di�érentiable sur laquelle les équations140



di�érentielles sont dé�nies. Dans le as de systèmes polynomiaux, la variété di�érentiableest présentée via une variété algébrique formée de polyn�mes di�érentiels d'ordre zéro. Lathéorie de rif a été onçue pour le ontexte des systèmes di�érentiels analytiques qui est plusgénéral que le ontexte des systèmes polynomiaux. Dans e ontexte, on ne dispose d'auunanalogue satisfaisant du lemme de Rosenfeld.Dans ma thèse [7℄, j'ai repris l'idée de Seidenberg et en quelque sorte terminé le travailamoré en montrant d'une part qu'on pouvait utiliser l'algorithme de bases de Gröbnerpour e�etuer la simpli�ation purement algébrique �nale et d'autre part, dans le adre dessystèmes aux dérivées partielles, omment le lemme de Rosenfeld [87℄ pouvait être appliqué.Ce résultat, augmenté du lemme de Lazard, a ensuite été publié par Daniel Lazard, MihelPetitot, François Ollivier et moi dans [9℄.En 1995�1996, j'ai onçu et réalisé la première version du paquetage di�alg de MAPLElors de mon stage post�dotoral au Symboli Computation Group de l'université de Wa-terloo (Ontario, Canada). La première implantation de Rosenfeld�Gröbner qui y �gure estassez sophistiquée. Elle est dérite dans l'artile [10℄. Évelyne Hubert, Allan D. Wittkopf etFrançois Lemaire ont amélioré di�alg et l'ont interfaé ave les autres solveurs d'équationsdi�érentielles de MAPLE durant les années qui ont suivi.Entre 1995 et 2000, un important travail a été e�etué sur la théorie et l'algorithmiquede la seonde partie de l'algorithme. C'est Évelyne Hubert qui la première a montré [49℄que ette seonde partie est bien un problème purement algébrique. François Lemaire et moiavons montré [12℄ omment le prinipe de l'algorithme lexTriangular pouvait être appliquépour éviter tout reours aux bases de Gröbner. L'algorithme reg_harateristi ainsi obtenuest dérit dans le hapitre 6.De nombreuses variantes de Rosenfeld�Gröbner ont été publiées. Ziming Li et DongmingWang ont présenté dans [63℄ une méthode très prohe fondée sur les méthodes de aluld'ensembles triangulaires du deuxième auteur. Une autre méthode, fondée sur de nombreuxaluls de bases de Gröbner, a été développée par l'équipe d'Abdelillah Kandri Rody dansla thèse d'Hamid Maârouf [66℄ et l'artile [16℄ de Driss Bouziane, Abdelillah Kandri Rodyet Hamid Maârouf.9.1 Rosenfeld�Gröbner sur deux exemplesDans ette setion, on traite à la main deux exemples pour illustrer les grands prinipesde l'algorithme.Dé�nition 15 (système di�érentiel régulier)Un système di�érentiel régulier est un système A = 0, S 6= 0 d'équations et d'inéquationsdi�érentielles polynomiales d'un anneau de polyn�mes di�érentiels R tel que1. A est partiellement autoréduit et triangulaire,2. S ontient les initiaux et les séparants des éléments de A et ne omporte que despolyn�mes di�érentiels partiellement réduits par rapport à A,3. A est � ohérent �. 141



La dé�nition de la ohérene est donnée setion 7.3, page 117. Les systèmes di�érentielsréguliers sont des systèmes auxquels les théorèmes dérits au hapitre 7 s'appliquent. Onpeut résumer leurs propriétés les plus utiles par le théorème suivant.Théorème 12 Soient A = 0, S 6= 0 un système di�érentiel régulier et p un polyn�medi�érentiel.1. L'idéal (A) : S∞ est radial.2. L'idéal di�érentiel [A] : S∞ est radial.3. Le polyn�me p appartient à [A] : S∞ si et seulement si le reste partiel de p par A pourla rédution de Ritt appartient à (A) : S∞.4. Le polyn�me p s'annule sur toute solution du système si et seulement si p appartient à
[A] : S∞.9.1.1 Un exemple di�érentiel ordinaireLa ondition de ohérene est trivialement véri�ée par de tels systèmes. On onsidèrele système suivant de l'anneau de polyn�mes di�érentiels R = Q{u, v} muni d'une seuledérivation δx.

(Σ1) uxx + v = 0, u2
x + v = 0.On hoisit un lassement u≫ v qui élimine u et ses dérivées. Il n'y a qu'un seul tel lassement.Les dérivées dominantes des équations sont respetivement uxx et ux. La première équationn'est pas partiellement réduite par rapport à la seonde puisqu'elle omporte une dérivée dela dérivée dominante de la seonde. Pour la réduire, on applique l'algorithme de rédutionde Ritt, e qui revient en pratique à proéder ainsi : on dérive une fois la deuxième équation

2 ux uxx + vx = 0et on remplae uxx par −vx/(2 ux) dans la première, e qui donne
− vx

2 ux
+ v = 0.On remplae ensuite la première équation par l'équation réduite ou, plus préisément, parson numérateur puisqu'on s'intéresse aux solutions du système. On pose que ux 6= 0 et ononsidère séparément les solutions de (Σ1) qui annulent ux. On obtient un � sindage1 �de (Σ1) en deux systèmes

(Σ2) uxx + v = 0, u2
x + v = 0, ux = 01On a déjà renontré des sindages au hapitre 5 mais il s'agissait de sindages de omplètement di�érentsde eux pratiqués i�dessus. Dans sa thèse [69℄, Mar Moreno Maza quali�e les sindages pratiqués i�dessusde � sindages de première espèe � et eux dérits au hapitre 5 de � sindages de deuxième espèe �.Les sindages de première espèe sont des sindages qui permettent de séparer les solutions qui annulent uninitial ou un séparant de elles qui ne l'annulent pas. Les sindages de deuxième espèe (beauoup plus rareset plus intéressants) surviennent lorsqu'on déouvre qu'une équation se fatorise.142



et
(Σ3) 2 v ux − vx = 0, u2

x + v = 0, ux 6= 0.Considérons (Σ2). En reportant la troisième équation dans la deuxième et sa dérivée premièredans la première équation, on obtient v = 0. Ce système se simpli�e don en un systèmedi�érentiel régulier
(Σ4) ux = 0, v = 0dont les solutions sont u(x) = c et v(x) = 0 où c désigne une onstante arbitraire. Lesystème (Σ4) est une haîne di�érentielle régulière. Considérons le système (Σ3) laissé ensuspens. Les deux premières équations ont même dérivée dominante. Le système n'est donpas triangulaire. Pour le rendre triangulaire, on applique l'algorithme de rédution de Ritt, equi revient à proéder omme suit : on remplae ux par vx/(2 v) dans la deuxième équation,e qui donne : ( vx

2 v

)2

+ v = 0.Comme préédemment, on remplae la deuxième équation par le numérateur de l'équationréduite sous réserve que v 6= 0 et on onsidère séparément les solutions de (Σ3) qui annulent v.On obtient un sindage de (Σ3) en deux systèmes
(Σ5) 2 v ux − vx = 0, u2

x + v = 0, v = 0, ux 6= 0et
(Σ6) 2 v ux − vx = 0, v2

x + 4 v3 = 0, ux 6= 0, v 6= 0.Considérons le système (Σ5). L'équation v = 0 réduit à zéro (par la rédution de Ritt)la première équation. Elle permet aussi de simpli�er la deuxième équation. On obtient unsystème
(Σ7) u2

x = 0, v = 0, ux 6= 0.Le système (Σ7) est un système di�érentiel régulier. L'algorithme reg_harateristi peut luiêtre appliqué e qui démontre, par un alul de pgd entre l'équation u2
x = 0 et l'inéquation

ux 6= 0, que le système n'a auune solution. Revenons à (Σ6). Ce système n'est pas enore unsystème di�érentiel régulier pare que le séparant 2 vx de la deuxième équation ne fait paspartie des inéquations. Il su�t de proéder à un sindage supplémentaire et de onsidérerséparément les solutions de (Σ6) qui annulent vx de elles qui ne l'annulent pas. On obtientdeux systèmes
(Σ8) 2 v ux − vx = 0, v2

x + 4 v3 = 0, vx = 0, ux 6= 0, v 6= 0.

(Σ9) 2 v ux − vx = 0, v2
x + 4 v3 = 0, vx 6= 0, ux 6= 0, v 6= 0.Des raisonnements similaires à eux tenus pour (Σ7) s'appliquent au système (Σ8) qui n'aauune solution. Le système (Σ9) est un système di�érentiel régulier. L'ensemble de ses équa-tions forme même une haîne di�érentielle régulière. On peut don supprimer l'inéquation

ux 6= 0 qui ne fait pas partie des initiaux et des séparants de la haîne. Les solutions de143



(Σ9) sont u(x) = c1 − ln(x + c2) et v(x) = −1/(x + c2)
2 où c1 et c2 sont deux onstantesarbitraires. Voii résumé, l'arbre des sindages e�etués i�dessus.

Σ1

Σ2

ux = 0

Σ3

Σ6

Σ4

Σ5 Σ7

Σ8

Σ9

ux 6= 0

v = 0

v 6= 0

vx = 0

vx 6= 0



u(x) = c,
v(x) = 0 sans solutionsans solution

8

<

:

u(x) = c1 − ln(x + c2),

v(x) = −
1

(x + c2)2Toute solution du système (Σ1) est solution de (Σ4) ou de (Σ9). Réiproquement, lessolutions de (Σ4) et de (Σ9) sont solutions de (Σ1). En utilisant le théorème 12, page 142,on obtient
√

[uxx + v, u2
x + v] = [ux, v] ∩ [2 v ux − vx, v2

x + 4 v3] : (v vx)
∞.En utilisant les propriétés des haînes di�érentielles régulières, on obtient aussi : un polyn�medi�érentiel p appartient au radial de l'idéal di�érentiel engendré par (Σ1) si et seulement siil est réduit à zéro pour la rédution de Ritt, à la fois par (Σ4) et par (Σ9). C'est le as parexemple du polyn�me vxx + 6 v2.9.1.2 Un exemple aux dérivées partiellesConsidérons le système {f1, f2, f3} suivant de l'anneau de polyn�mes di�érentiels Q{u, v}muni de deux dérivations δx et δy.

(Σ1) u2
y − 4 u = 0, ux − vx u = 0, vy = 0.On hoisit le lassement ompatible ave l'ordre total et de Riquier suivant :

· · · > uxx > uxy > uyy > vxx > vxy > vyy > ux > uy > vx > vy > u > v.Les dérivées dominantes des trois équations sont don respetivement uy, ux et vy. Le systèmeest triangulaire et partiellement autoréduit. Est�il ohérent ? Les deux premières équationsforment une paire ritique {f1, f2}. Pour former le ∆�polyn�me, on alule la dérivée par δxde la première équation
δx f1 = 2 uy uxy − 4 ux,144



et la dérivée par δy de la seonde, qu'on multiplie par le séparant 2 uy de la première
2 uy δy f2 = 2 uy(uxy − vxy u− vx uy).On obtient le ∆�polyn�me par soustration :
∆(f1, f2) = 2 u uy vxy + 2 u2

y vx − 4 ux.Pour réduire e ∆�polyn�me par (Σ1) pour la rédution de Ritt, il su�t, de aluler sonpseudo�reste suessivement par δx f3, f1 et f2. On obtient une quatrième équation f4 =
u vx = 0 qu'on rajoute au système :

(Σ2) u2
y − 4 u = 0, ux − vx u = 0, vy = 0, u vx = 0.L'ajout de ette quatrième équation a pour e�et de résoudre la paire ritique {f1, f2} etd'engendrer une nouvelle paire ritique {f3, f4}. Avant de former le ∆�polyn�me, on proèdeà un sindage sur l'initial de f4. On onsidère séparément les solutions de (Σ2) qui annulent ude elles qui ne l'annulent pas. On obtient deux systèmes :

(Σ3) u2
y − 4 u = 0, ux − vx u = 0, vy = 0, u vx = 0, u = 0et

(Σ4) u2
y − 4 u = 0, ux = 0, vy = 0, vx = 0, u 6= 0.Le système (Σ3) se simpli�e onsidérablement en un système

(Σ5) vy = 0, u = 0qui onstitue un système di�érentiel régulier et même une haîne di�érentielle régulière. Sessolutions sont u(x, y) = 0 et v(x, y) = ϕ(x) où ϕ(x) désigne une fontion arbitraire de x.Considérons le système (Σ4). La paire ritique {f1, f2} est résolue. La paire ritique
{f3, f4} l'est aussi puisque ∆(f3, f4) = 0. Ce système est don ohérent. Ce n'est pas en-ore un système di�érentiel régulier pare que le séparant uy de f1 ne fait pas partie desinéquations. On proède alors à un sindage de (Σ4) en deux systèmes :

(Σ5) u2
y − 4 u = 0, ux = 0, vy = 0, vx = 0, uy = 0, u 6= 0et

(Σ6) u2
y − 4 u = 0, ux = 0, vy = 0, vx = 0, uy 6= 0, u 6= 0.Le système (Σ5) n'a auune solution : la nouvelle équation uy = 0 permet de simpli�er lapremière et d'obtenir u = 0, e qui est inompatible ave l'inéquation u 6= 0. Le système

(Σ6) est un système di�érentiel régulier. L'ensemble de ses équations forme même une haînedi�érentielle régulière. L'algorithme reg_harateristi permet de prouver que l'inéquation
u 6= 0, qui ne fait pas partie des initiaux et des séparants de la haîne, est régulière modulol'idéal dé�ni par la haîne. On la supprime don. Les solutions de (Σ6) sont u(x, y) = (y+c1)

2145



et v(x, y) = c2 où c1 et c2 sont deux onstantes arbitraires. Voii résumé l'arbre des sindagese�etués i�dessus.
Σ1 Σ2

Σ3

u = 0



u(x, y) = 0,
v(x, y) = ϕ(x)

u 6= 0

{f1, f2} non traitée {f1, f2} résolue
{f3, f4} non traitée Σ4ohérent Σ5 sans solution

Σ6



u(x, y) = (y + c1)2,
v(x, y) = c2

uy = 0

uy 6= 0Comme dans le as di�érentiel ordinaire, toute solution de (Σ1) est solution de (Σ3) oude (Σ6). Réiproquement, toute solution de (Σ3) ou de (Σ6) est solution de (Σ1). En utilisantle théorème 12, page 142, on obtient :
√

[u2
y − 4 u, ux − vx u, vy] = [u, vy] ∩ [u2

y − 4 u, ux, vy, vx] : (uy)
∞.En appliquant les propriétés des haînes di�érentielles régulières, on obtient aussi : un po-lyn�me di�érentiel p appartient au radial de l'idéal di�érentiel engendré par (Σ1) si etseulement si il est réduit à zéro pour la rédution de Ritt à la fois par (Σ3) et par (Σ6). Onvoit que ni u ni vx n'appartiennent à et idéal alors que leur produit si. Le radial de l'idéaldi�érentiel engendré par (Σ1) n'est don pas premier.9.2 Le problème de l'inlusion des omposantesSoient A et B deux haînes di�érentielles régulières. Il est très faile de déider si ellesdé�nissent le même idéal di�érentiel. Les deux haînes doivent avoir le même rang et il su�tde tester que haune des deux réduit tous les polyn�mes de l'autre à zéro par la rédutionde Ritt. Il est même démontré dans [10℄ qu'en imposant quelques onditions sur les haînes,il su�t de tester qu'elles sont syntaxiquement égales.Mais même en supposant, pour simpli�er, que les idéaux di�érentiels qu'elles dé�nissentsoient premiers, on ne onnaît pas d'algorithme qui déide de l'inlusion entre les deuxidéaux di�érentiels. On ne dispose que d'un ritère : si A est réduit à zéro par B et siles initiaux et séparants de A sont réguliers modulo l'idéal di�érentiel [B] : H∞B alors on a

[A] :H∞A ⊂ [B] :H∞B . Si par ontre A est réduit à zéro par B et l'un des initiaux ou séparantsde A est nul ou divise zéro modulo [B] : H∞B alors on ne onnaît auun moyen de onluredans le as général.Un exemple illustre un peu la di�ulté dans le as d'une seule équation, où on disposejustement d'un algorithme de déision fondé sur le [56, Low Power Theorem℄ (voir aussi [49℄).Bien que les deux polyn�mes di�érentiels soient très ressemblants, on a [u2
x − 4 u] : u∞x 6⊂ [u]146



mais [u2
x − 4 u3] : u∞x ⊂ [u]. Dans le premier as en e�et, en dérivant une fois le polyn�medi�érentiel u2

x − 4 u et en divisant par ux, on trouve que uxx − 2 ∈ [u2
x − 4 u] : u∞x alors que

uxx − 2 /∈ [u]. Une telle fatorisation ne survient pas si on dérive une fois u2
x − 4 u3. Celane su�t bien sûr pas à prouver l'inlusion : une telle simpli�ation pourrait s'appliquer àun polyn�me di�érentiel obtenu en dérivant plus qu'une fois u2

x − 4 u3. Le [56, Low PowerTheorem℄, qui permet de prouver que ela ne se produit pas est un théorème di�ile, dontle preuve oupe plus de inquante pages du livre d'Ellis Robert Kolhin.9.3 Extension de la notion de paire ritiqueOn étend pour les besoins des algorithmes la notion de paire ritique à des situationsnon di�érentiellement triangulaires. Soit {p1, p2} une � paire ritique � 'est�à�dire unepaire de polyn�mes dont les dérivées dominantes θ1 u et θ2 u sont des dérivées d'une mêmeindéterminée di�érentielle. On note θ12 u la plus petite dérivée ommune de θ1 u et de θ2 u.Considérons d'abord le as où θ12 u 6= θ1 u et θ12 u 6= θ2 u. On retrouve la situation dériteen setion 7.3, page 117. Ces paires ritiques�là sont appelées des � paires normales �. Ondé�nit le ∆�polyn�me engendré par la paire ritique par la formule suivante, où s1 et s2désignent les séparants de p1 et de p2 et où θ12/θi désigne l'opérateur de dérivation ϕi ∈ Θtel que θ12 = θi ϕi :
∆(p1, p2) =

def
s1

θ12

θ2
p2 − s2

θ12

θ1
p1.Considérons maintenant le as où l'une des deux dérivées dominantes est une dérivée del'autre. Mettons que le rang de p2 soit supérieur à elui de p1 (le as de l'égalité ne seproduit pas). Le ∆�polyn�me engendré par la paire ritique est alors dé�ni par la formulesuivante :

∆(p1, p2) =
def

prem

(
p2,

θ2

θ1
p1

)
.Le alul du ∆�polyn�me orrespondant à une rédution, on appelle de telles paires ritiquesdes � paires de rédution �.9.4 Pseudo�ode de Rosenfeld�GröbnerLa fontion suivante reçoit en paramètre un système d'équations et d'inéquations poly-nomiales di�érentielles A0 = 0, S0 6= 0 ainsi qu'un lassement O . Elle retourne une liste dehaînes di�érentielles régulières C1, . . . , Ct telle que

√
[A0] : S∞0 = [C1] : H∞C1

∩ · · · ∩ [Ct] : H∞Ct
.Un système en ours de traitement est représenté par un � quadruplet � 〈A, D, P, S〉 où Aest l'ensemble des équations � déjà traitées �, D est l'ensemble des paires ritiques à traiter,

P est l'ensemble des équations à traiter et S est l'ensemble des inéquations.147



La fontion s'appuie sur deux sous�fontions : reg_harateristi déjà dérite au ha-pitre 6 et ompléter dérite juste après.Les sindages sont gérés au moyen d'une liste AFaire de quadruplets à traiter et une listeFait de haînes di�érentielles régulières déjà alulées. Les deux rajouts de quadruplets àla liste AFaire e�etués juste avant l'appel à ompléter orrespondent à deux sindages. Lepremier orrespond au as où l'initial du polyn�me p est nul. Le seond orrespond au asoù l'initial est non nul et le séparant est nul. L'appel à ompléter traite le as où ni l'initialni le séparant ne sont nuls.L'expression � extraire un élément e d'une liste L � signi�e qu'on a�ete à e l'un deséléments de L (par exemple le premier) puis qu'on retire et élément de la liste.fontion Rosenfeld�Gröbner (A0, S0, O)débutAFaire := [〈∅, ∅, A0, S0〉]Fait := []tant que AFaire 6= [] faireExtraire un quadruplet 〈A, D, P, S〉 de AFairesi D = P = ∅ alorsRéduire partiellement les éléments de A les uns par rapport aux autressi ette opération n'a pas modi�é le rang de A alorsRéduire partiellement les éléments de S par rapport à ARajouter à Fait les haînes di�érentielles régulières obtenuesen appliquant reg_harateristi au système A = 0, S 6= 0�n sisinonsi P 6= ∅ alorsExtraire un polyn�me p de PsinonExtraire une paire ritique {p1, p2} de D
p := ∆(p1, p2)�n si

p := reste_complet(p, A)si p = 0 alorsRajouter le quadruplet 〈A, D, P, S〉 à la liste AFairesinonSoient vd, i et s le rang, l'initial et le séparant de p
qi := p− i vd

qs := d p− v sRajouter 〈A, D, P ∪ {i, qi}, S〉 à la liste AFaireRajouter 〈A, D, P ∪ {s, qs}, S ∪ {i}〉 à la liste AFaireRajouter ompléter (〈A, D, P, S〉, p) à la liste AFaire�n si�n si 148



faitretourner Fait�n La fontion ompléter insère la nouvelle équation dans la liste A des équations déjàtraitées. Comme on souhaite maintenir ette liste di�érentiellement triangulaire, on en retiretous les polyn�mes pi dont la dérivée dominante est une dérivée de la dérivée dominantede p. Ces équations supprimées de A ne sont pas perdues : on les retrouve dans la liste Ddes paires ritiques à l'intérieur de paires de rédution.fontion ompléter (〈A, D, P, S〉, p)début
Ā := {p} union l'ensemble des éléments de A dont la dérivée dominante n'est pasune dérivée de la dérivée dominante de p
D̄ := D union l'ensemble de toutes les paires ritiques qu'il est possiblede former entre p et un élément de A
P̄ := P
S̄ := S union l'ensemble formé de l'initial et du séparant de pretourner 〈Ā, D̄, P̄ , S̄〉�n Voii quelques propriétés maintenues invariantes pour tous les quadruplets manipulés parl'algorithme :1. A est di�érentiellement triangulaire ;2. S ontient les initiaux et les séparants des éléments de A ;3. les paires ritiques de D sont soit des paires de rédution soit des paires normales.À tout quadruplet on peut assoier l'idéal di�érentiel :

√
[A ∪∆(D) ∪ P ] : S∞où ∆(D) désigne l'ensemble des ∆�polyn�mes engendrés par les paires ritiques de D (onpeut en fait se restreindre aux ∆�polyn�mes engendrés par des paires de rédution, nous yreviendrons ultérieurement). Voii le prinipal invariant de boule de l'algorithme : l'idéal√

[A0] : S∞0 est l'intersetion des idéaux di�érentiels dé�nis par les quadruplets de la listeAFaire et des idéaux di�érentiels dé�nis par les haînes di�érentielles régulières de la listeFait.Proposition 42 La fontion Rosenfeld�Gröbner termine quelles que soient les valeurs deses paramètres.Preuve La fontion onstruit un arbre de sindages dont les n÷uds sont des quadruplets.Il su�t de montrer que haque branhe est de longueur �nie. Considérons une branhequelonque. Les quadruplets qui y �gurent ont été engendrés soit par un appel à la fontion149



ompléter soit par un sindage sur l'initial ou le séparant du polyn�me p soit suite à larédution à zéro de p.Il n'y a que la fontion ompléter qui modi�e la liste A. Elle insère dans ette liste di�é-rentiellement triangulaire un polyn�me omplètement réduit par rapport à A. Les argumentsdéveloppés en setion 2.4, page 37 montrent qu'elle ne peut être appelée qu'un nombre �nide fois. Cette fontion est aussi la seule à rajouter des paires ritiques dans la liste D. Lelong de ette branhe, l'ensemble de toutes les paires ritiques stokées au moins une foisdans D est don �ni et seul un nombre �ni de ∆�polyn�mes est alulé. Pour simpli�er lasuite de la démonstration, on peut don triher un peu, supposer que D n'existe pas et quetous es ∆�polyn�mes sont présents depuis le début des aluls dans la liste P .Les deux autres opérations suseptibles d'engendrer un quadruplet onsistent à extraireun polyn�me de la liste P puis à le remplaer par au plus deux polyn�mes de rang plus petitque lui. Ces deux opérations�là aussi ne peuvent être e�etuées qu'un nombre �ni de fois.Toutes les branhes de l'arbre de sindages sont don de longueur �nie et l'algorithmes'arrête dans tous les as.9.5 Optimisation du méanisme de omplétionOn herhe à éviter au maximum d'engendrer des paires ritiques dont les ∆�polyn�messe réduisent à zéro. Dans le ontexte des bases de Gröbner, on dispose des � ritères deBuhberger � [17, 43℄ et plus réemment du résultat quasi�optimal de Jean�Charles Faugère[40℄ dans un ontexte restreint. J'ai publié ave Daniel Lazard, François Ollivier et MihelPetitot dans [10℄ un analogue des ritères de Buhberger dans le ontexte di�érentiel maisje ne trouve pas es analogues très satisfaisants : ils sont ompliqués à prouver et sont pluslimités que les ritères de Buhberger. Plus réemment, j'ai mis au point dans [5℄ un nouveauritère beauoup plus simple, omplémentaire de eux publiés dans [10℄. En fait, la versionabstraite de e nouveau ritère est très onnue. La seule di�ulté onsiste à bien omprendreles r�les respetifs des paires ritiques normales et des paires de rédution dans un algorithmetel que l'algorithme préédent.Considérons un appel ompléter (〈A, D, P, S〉, p) et intéressons�nous aux nouvelles pairesritiques insérées dans D. Après l'appel, les paires ritiques normales de D ontiennent deséléments qui sont enore présents dans A alors que les paires de rédution de D sont de laforme {pi, p} où pi est un polyn�me qui est présent dans A au moment de l'appel mais quine l'est plus à la �n. On voit don qu'à la �n de l'appel, si on supprime une paire normalede D, l'idéal di�érentiel dé�ni par le quadruplet n'est pas modi�é. Par ontre, si on supprimeune paire de rédution de D, l'idéal di�érentiel dé�ni par le quadruplet est modi�é : on perdun des générateurs de l'idéal.Maintenant, quelles paires ritiques normales peut�on se permettre de supprimer ? Cespaires ritiques�là sont uniquement destinées à assurer la ohérene de l'ensemble A. Dèsqu'un polyn�me di�érentiel est extrait de A, on peut don supprimer toute paire ritiquenormale dans laquelle il �gure.Proposition 43 (ritère pour supprimer des paires ritiques)150



On peut supprimer de D toute paire ritique normale dont un élément au moins n'appar-tient pas à A.9.6 Sous�problèmes algébriquesUn sous�problème algébrique survient dans Rosenfeld�Gröbner lorsque le nouveau poly-n�me p réduit par rapport à A a même dérivée dominante qu'un polyn�me pi de A.Ce as�là n'est pas di�érenié des autres dans le pseudo�ode préédent. Une paire derédution {pi, p} est réée. Le ∆�polyn�me engendré par ette paire n'est autre que lepseudo�reste prem(pi, p). En supposant que ette paire soit immédiatement traitée à l'itéra-tion suivante de Rosenfeld�Gröbner, on voit que l'algorithme ommene à émuler une versionnaïve de l'algorithme d'Eulide. De plus, à haque étape1. deux sindages sont e�etués : un sur l'initial et un sur le séparant du pseudo�resteourant ;2. des paires ritiques normales engendrées par le pseudo�reste ourant et les autres poly-n�mes de A sont stokées dans D (note : es paires sont supprimées à l'étape suivantesi on applique la proposition préédente).On optimise les aluls en appliquant la même idée que dans PARDI : les raines om-munes de deux polyn�mes sont les raines de leur pgd. Il su�t don de remplaer le po-lyn�me pi de A par le pgd de pi et de p ou plus préisément par le dernier sous�résultantnon nul de la suite des sous�résultants dé�nie par les deux polyn�mes. Pour s'assurer que edernier sous�résultant est orret, il su�t de stoker les initiaux de tous les sous�résultantsintermédiaires dans la liste S des inéquations. Il faut aussi, pour ne pas perdre de solutions,engendrer à haque étape un quadruplet onsidérant le as où l'initial du sous�résultant ou-rant est nul mais on évite tous les sindages sur les séparants des sous�résultants. On éviteaussi d'engendrer des paires ritiques normales à haque alul de sous�résultant. En�n, onpeut appliquer une méthode sophistiquée [36, 65℄ pour aluler la suite.9.7 Rédution de problèmes algébriques et omplexitéIl existe deux façons de réduire un problème d'élimination algébrique en un problèmed'élimination di�érentielle. La première façon onsiste à regarder les indéterminées du sys-tème polynomial à simpli�er omme des fontions onstantes plut�t que omme des nombreset à regarder les équations polynomiales omme des équations di�érentielles d'ordre zéro.L'appliation d'un algorithme de déomposition en haînes di�érentielles régulières surun tel système produit les mêmes haînes que elles que pourrait produire un algorithme dedéomposition en haînes régulières non di�érentiel.La seonde façon onsiste à oder le système polynomial initial en un système aux dérivéespartielles linéaires, en une indéterminée di�érentielle et à oe�ients onstants. On illustrele odage sur un exemple : le système S1 suivant de Q[x, y, z]

x2 y + 3 z − 1 = 0, 7 x + y z − 2 = 0151



se ode en le système aux dérivées partielles linéaire S2 suivant de R = Q{u} muni desdérivations δx, δy, δz

uxxy + 3 uz − u = 0, 7 ux + uyz − 2 u = 0.Que se passe�t�il si on alule une base de Gröbner réduite G1 de l'idéal engendré par S1dans Q[x, y, z] pour un ordre admissible quelonque et si on applique le même proédé deodage sur les polyn�mes de G1 ? On obtient une haîne di�érentielle régulière C1 omplè-tement réduite pour le lassement sur Θ{u} induit par l'ordre admissible. Cette haîne estégale à elle qu'on aurait obtenue en appliquant Rosenfeld�Gröbner sur S2 (on remarqueque Rosenfeld�Gröbner ne produit auun sindage si on l'applique à un système di�érentiellinéaire) or Ernst Wilhelm Mayr et Klaus Kühnle ont montré [57℄ le théorème suivant [104,Theorem 21.40℄.Théorème 13 Le problème du alul d'une base de Gröbner réduite est expspae�omplet.On en déduit la proposition suivante qui donne une idée de la omplexité du résultatde l'algorithme Rosenfeld�Gröbner et non de l'algorithme lui�même, qui est néessairementpire.Proposition 44 Le problème du alul d'une haîne di�érentielle régulière omplètementréduite est expspae�dur.Comme le font remarquer Joahim von zur Gathen et Jürgen Gerhard, le résultat deMayr et Kühnle est obtenu en onsidérant des systèmes de nature plus � ombinatoire � que� géométrique � et on est en droit d'espérer que les problèmes di�érentiels � naturels � sontplus failes à résoudre que les problèmes � ombinatoires �.

152



Quatrième partieLes bibliothèques BLAD
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Chapitre 10Coneption des bibliothèques BLAD� Comme souvent à e stade, la réussite de l'idée dépend au moins autantde l'énergie onsarée à sa réalisation que de ses qualités initiales. �AnonymeLa oneption des bibliothèques BLAD remonte à peu près à 2000. J'ai réalisé deuxversions en C++ puis deux versions en langage C. La seonde version en C orrespond àla version atuelle. Elle fait approximativement quarante mille lignes de ode, e qui estpeu, omparativement aux quatre vingt mille de la Gnu Multiple Preision Library ou desdeux ent mille de la Gnu Sienti� Library. J'ai développé les bibliothèques sur plusieursarhitetures en partiulier sur des mahines disposant de proesseurs INTEL, fontionnantsous LINUX et sur une station SUN BLADE 100, disposant d'un proesseur SPARC de 64bits, fontionnant sous SOLARIS 9.10.1 Premiers hoix10.1.1 Éviter d'érire un système de alul formelJ'ai voulu éviter de me perdre dans la tentative d'ériture d'un système de alul for-mel, qui est une tâhe impossible pour une personne seule. Je suis don parti d'un projetd'appliation utilisant l'élimination di�érentielle (elui dérit dans le hapitre 4) et je n'aidéveloppé à peu de hoses près que les outils néessaires à sa réalisation.J'ai été fortement impressionné par la oneption de la Gnu Multiple Preision Libraryde Torbjörn Granlund. J'ai essayé de réaliser un analogue de ette bibliothèque (qui ne gère� que � les grands nombres) pour les systèmes de polyn�mes di�érentiels.10.1.2 Le hoix de la lieneJ'ai longtemps hésité entre laGeneral Publi Liense (GPL en abrégé) et la Lesser GeneralPubli Liense (LGPL en abrégé). J'ai �nalement hoisi la seonde qui est moins oeritive.Les deux lienes stipulent que les bibliothèques sont � open soure �. Quelle est la di�érene154



prinipale entre les deux ? La GPL est � ontagieuse � alors que le LGPL ne l'est pas.En d'autres termes, seul un programme sous GPL peut utiliser une bibliothèque sous GPLalors que tout programme (même un programme non � open soure �) peut utiliser unebibliothèque sous LGPL. La Gnu Multiple Preision Library est protégée par la LGPL. Elleest utilisée par le logiiel MAPLE qui n'est pas � open soure �. La Gnu Sienti� Library estprotégée par la GPL. Nos logiiels développés dans le adre du projet LÉPISME l'utilisent.Nous sommes don obligés de les protéger par la GPL. Je renontre déjà des di�ultésà populariser les méthodes d'élimination di�érentielles. Je n'ai pas voulu en ajouter unesupplémentaire en adoptant une liene trop ontraignante.10.1.3 Le hoix du langageJ'ai beauoup hésité sur le langage. Je voulais impérativement un langage assez largementrépandu. Je herhais aussi un langage qui me permette d'érire une bibliothèque qui puisseêtre appelée depuis un programme prinipal érit en C ou en FORTRAN. Voii quelqueslangages auxquels j'ai pensé :ALDOR Un problème de di�usion. Ce langage semblait pourtant tout�à�fait adapté à monprojet. Mais il n'existait qu'une entaine de développeurs ALDOR au monde et un seulompilateur, maintenu par une seule équipe universitaire.CAML J'ai raint aussi un problème de di�usion.JAVA Un bon andidat, utilisé par ILOG pour la réalisation de ses solveurs il me semble.Mais, s'il n'est pas trop di�ile d'utiliser une bibliothèque C à partir d'une appliationprinipale érite en JAVA, l'inverse paraît plus di�ile.J'ai ommené par tenter des réalisations en C++. J'ai renontré deux di�ultés. La pre-mière était liée aux ompilateurs : des programmes C++ qui me semblaient pourtant res-peter la norme ANSI étaient aeptés par ertains ompilateurs mais pas par d'autres. Desoptimiseurs de ode avaient des omportement erratiques : des instrutions de lanementd'exeptions (throw) n'avaient plus auun e�et lorsqu'on optimisait le ode. Il y avait deserreurs dans le méanisme d'instaniation des templates : le ompilateur oubliait de générerle ode orrespondant à ertaines fontions, e qui provoquait une erreur à l'édition des liens.La deuxième di�ulté était davantage une déeption. Le langage C++ fournit des mé-anismes en apparene très séduisants pour la réalisation de bibliothèques de alul formel :héritage, génériité, possibilité de redé�nir les opérateurs arithmétiques pour améliorer lalisibilité du ode, possibilité de redé�nir l'a�etation et le onstruteur de reopie pour im-planter un � garbage olletor � automatique. Ces méanismes se sont avérés inadaptés.Une première idée onsiste à herher une solution fondée sur le méanisme d'héritage.On aboutit assez vite à des héritages multiples, où les strutures algébriques (les anneaux depolyn�mes par exemple) sont implantées par des lasses et où les éléments de es strutures(les polyn�mes) sont implantés par d'autres lasses qui ontiennent une référene vers lastruture à laquelle ils sont mathématiquement ensés appartenir. Le résultat est une im-plantation assez lourde et ine�ae à l'exéution. Le ode est très volumineux en raison de155



tous les ra�nements néessaires à la bonne desription des strutures mathématiques. Voiideux exemples.Pour implanter les polyn�mes en une indéterminée, on est onduit à distinguer eux pourlesquels on dispose d'un algorithme de division eulidienne des autres. Une solution naturelleonsiste à délarer une lasse A pour les polyn�mes généraux et une lasse B qui hérite de Apour les polyn�mes qui disposent d'une division eulidienne. Ce type d'héritage où la lasse
B qui hérite ajoute des fontionnalités mais pas de � hamps � ('est�à�dire des zones destokage de données) à la lasse A dont elle hérite est très fréquent en alul formel. C'estmême le seul type d'héritage dont on ait vraiment besoin dans e domaine. Mais ommele méanisme d'héritage C++ est onçu pour gérer le as général, on est obligé d'érire unnombre non négligeable de lignes de ode pour expliquer que les instanes de B doivent êtregérées (a�etation, onstruteur de reopie qui ne sont pas hérités) exatement de la mêmefaçon que les instanes de A. Tout e ode sans intérêt sur le fond dilue le ode des fontionsoù il se passe réellement quelque hose. Dans le as de deux lasses, e n'est pas très gênantmais on peut vite aboutir pour les seuls polyn�mes en une indéterminée à quelques dizainesde lasses.Même l'anneau Z des entiers n'est pas simple : pour les appliations en algèbre di�é-rentielle, il faut le onevoir dès le début omme un anneau di�érentiel, e qui n'est pasvraiment naturel.Le système de alul formel AXIOM illustre parfaitement la lourdeur à laquelle on aboutitlorsqu'on pousse ette logique au bout. Et AXIOM s'appuie sur un langage de programmationspéialement onçu pour gérer e genre de di�ultés (langage dont ALDOR est issu), e quin'est pas le as de C++.L'idée qui vient ensuite onsiste à utiliser le méanisme des templates pour implanterdu ode générique. On aboutit à une solution plus naturelle ave un ode plus rapide. Ungros avantage vient du fait qu'on n'est pas obligé de oder les fontions qu'on n'utilise pas.Un gros inonvénient : le ode qu'on érit n'est pas ompilé tant qu'il n'est pas appelé, equi fait qu'on peut être amené à orriger des erreurs de syntaxe dans des fontions qu'ona érites plusieurs mois auparavant mais qu'on n'a jamais eu l'oasion de ompiler. Cesdi�ultés sont gérables pour du ode simple (des listes génériques par exemple) mais, pourles polyn�mes en plusieurs indéterminées, on aboutit à quelques dizaines de milliers de lignesde templates très pénibles à manipuler.La possibilité de redé�nir les opérateurs arithmétiques est assez peu utile. D'abord, quandles algorithmes ommenent à se sophistiquer, es opérations se diluent fortement dans leode. Ensuite, pour pouvoir vraiment manipuler les polyn�mes omme on manipule desdouble (des instrutions telles que � return (a + b)* � ave a, b, c polyn�mes) il fautimplanter des méanismes de garbage olletor assez oûteux. J'avais implanté un méanismeà base de ompteurs de référenes qui étaient inrémentés et dérémentés par l'a�etation, leonstruteur de reopie et le destruteur. Par onséquent, haque fois qu'un polyn�me étaitpassé en paramètre à une fontion, son ompteur de référene était inrémenté au momentde l'appel et dérémenté à la �n. J'ai �ni par trouver que 'était her payer le luxe de pouvoirérire des expressions telles que elle donnée i�dessus.156



Toutes es ré�exions onduisent à programmer en C++ de façon � asétique � en seforçant à n'exploiter qu'un sous�ensemble assez réduit des méanismes o�erts par le langage.Lorsqu'on développe une bibliothèque sur plusieurs années, il est humainement très di�ilede s'astreindre à une telle disipline. Tant qu'à faire, autant programmer en C.Je ne suis pas le premier à raisonner ainsi. Jean�Charles Faugère et Fabrie Rouillier onteux�aussi (avant moi) ommené à implanter en C++ leur haîne logiielle GB+RS puissont revenus au langage C pour des raisons très similaires.10.2 Struture générale des bibliothèquesLes grands entiers sont gérés par la Gnu Multiple Preision. Il y a quatre bibliothèques,onstruites les unes au�dessus des autres.ba0 Cette bibliothèque gère la mémoire, les entrées�sorties, les parseurs et le méanisme desexeptions. Elle gère aussi quelques strutures de données simples, dont les tableauxgénériques.bav Cette bibliothèque gère les variables, 'est�à�dire les indéterminées di�érentielles, lesdérivations (variables indépendantes), les dérivées (variables dépendantes) et les las-sements. Elle gère aussi quelques strutures de données simples omme les � termes �'est�à�dire les produits de puissanes de variables.bap Cette bibliothèque gère les polyn�mes. Sa prinipale fontionnalité est le pgd de deuxpolyn�mes en plusieurs variables et à oe�ients entiers. Ce alul néessite l'usagede polyn�mes à oe�ients entiers modulaires (entiers mahine et grands entiers).La bibliothèque fournit aussi quelques fontionnalités sur les polyn�mes à oe�ientsrationnels et sur les frations rationnelles.bad Cette bibliothèque gère les haînes régulières, di�érentielles ou non. Elle implantePARDI, Rosenfeld�Gröbner et l'algorithme de forme normale.Pour failiter leur portabilité, les bibliothèques BLAD sont développées grâe au méanismeautoonf+automake+libtool. Ce méanisme permet aussi de maintenir failement la dou-mentation et des batteries de tests. J'utilise vs pour gérer les di�érentes versions.10.3 La gestion de la mémoire et le garbage olletorLe garbage olletor n'est pas automatique. Il doit être intégré lors de l'ériture des algo-rithmes. Deux méanismes sont fournis : un méanisme à base de deux piles et le méanismeinventé par Jean�Charles Faugère [38℄. La mémoire est organisée logiquement en plusieurspiles (appelées staks). D'un point de vue interne, haque pile est une liste haînée de ellulesqui font typiquement quelques dizaines de megaotets haune. Ce déoupage en ellules esttransparent pour les fontions qui rélament ou restituent de la mémoire. Dans haque pile,on distingue la partie oupée de la pile de la partie libre. La frontière entre es deux partiesest indiquée par un � sommet de pile �. Ce méanisme rend très rapides les alloations et les157



désalloations de mémoire dans la pile : il su�t de déplaer le sommet de pile. Il y a deux� piles d'usage ourant � : la pile prinipale et la pile seondaire. L'appellation est trompeusepare qu'elles jouent des r�les interhangeables. Il existe d'autres piles ayant des r�les trèsspéialisés qu'on dérit plus loin.
partie oupée partie libresommet de pile

10.3.1 Le méanisme à deux pilesLe shéma de programmation utilisé dans les bibliothèques BLAD est proédural : lesproédures reçoivent en argument leurs données (paramètres en entrée) ainsi que les adressesdes variables destinées à reevoir leur résultat (paramètres en sortie). À haque appel à uneproédure, l'une des deux piles d'usage ourant est la � pile ourante �, l'autre est la � pileauxiliaire �. La pile ourante est la pile dans laquelle se font les alloations mémoires. Lesvariables et les proédures de la bibliothèque respetent les onventions suivantes :1. auune struture de données n'est répartie sur les deux piles d'usage ourant en mêmetemps ;2. tout paramètre en sortie d'une fontion ne peut pointer que sur des zones appartenantà la pile ourante.
partie libresommet de pile

sommet de pile partie libre
pile ourante
pile auxiliaireparamètres en entrée paramètre en sortie
Au début de l'appel

Typiquement, le orps de haque fontion ommene par une instrution qui éhange lesr�les des deux piles. L'adresse du sommet de la pile ourante (l'anienne pile auxiliaire) estmémorisée dans une variable loale M . De la mémoire est allouée dans la pile ourante pourles variables loales à la fontion et les aluls intermédiaires peuvent ommener.
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partie libresommet de pile
paramètres en entrée paramètre en sortiepile ourante

pile auxiliaire
partie libresommet de pileM

À la �n des aluls intermédiaires

variables loalesÀ la �n de es aluls, une instrution éhange à nouveau les r�les des deux piles : on seretrouve dans la situation qui prévalait au début de l'appel. Le résultat de la fontion eststoké dans les paramètres en sortie (ette a�etation peut onsommer de la plae dans lapile ourante). Le sommet de la pile auxiliaire est replaé à l'adresse mémorisée dans M , equi a pour e�et de libérer toute la mémoire attribuée aux variables loales.
partie libreparamètres en entrée paramètre en sortie

sommet de pileÀ la �n de l'appel mémoire supplémentaireallouée au paramètre en sortie
sommet de pilepartie librela mémoire allouée auxvariables loales est réupéréepile ourante

pile auxiliaireEn ré�éhissant un peu, on s'aperçoit que e méanisme fontionne réursivement. Ilest bien adapté au style de programmation fortement réursif qu'on renontre dans les al-gorithmes dédiés aux haînes régulières. Il présente l'inonvénient d'induire de nombreusesreopies d'objets. Cet inonvénient présente un avantage : les données sont stokées en mé-moire dans l'ordre dans lequel elles sont lues, e qui minimise les sauts de pages mémoireet optimise le fontionnement du ahe de l'ordinateur et de la zone de swap. Par ompa-raison, les performanes de MAPLE, qui disperse omplètement ses données en mémoire,s'e�ondrent totalement dès que la zone de swap est utilisée. Le programme C suivant quialule un produit vetoriel illustre le méanisme à deux piles.#inlude "ba0.h"void wedge (ba0_tableof_int_p R, ba0_tableof_int_p A, ba0_tableof_int_p B)159



{ strut ba0_tableof_int_p T;strut ba0_mark M; // La variable résultat R pointe dans// la pile ouranteba0_push_another_stak (); // éhange les r�les des pilesba0_reord (&M); // mémorise le sommet de la pile// ourante (anienne pile auxiliaire)ba0_init_table ((ba0_table)&T); // variable auxiliaire T allouée (on// ne peut pas modifier R qui// pourrait être égale à A).ba0_reallo_table ((ba0_table)&T, 3);T.size = 3;T.tab [0℄ = A->tab [1℄*B->tab [2℄ - A->tab [2℄*B->tab [1℄;T.tab [1℄ = - A->tab [0℄*B->tab [2℄ + A->tab [2℄*B->tab [0℄;T.tab [2℄ = A->tab [0℄*B->tab [1℄ - A->tab [1℄*B->tab [0℄;ba0_pull_stak (); // rend aux deux piles le r�le// qu'elles avaient lors de l'appel// affete T à Rba0_set_table ((ba0_table)R, (ba0_table)&T);ba0_restore (&M); // libère la mémoire allouée à T.}int main (){ ba0_tableof_int_p R, A, B;ba0_restart (0, 0);R = (ba0_tableof_int_p)ba0_new_table ();A = (ba0_tableof_int_p)ba0_new_table ();B = (ba0_tableof_int_p)ba0_new_table ();ba0_ssanf2 ("[2, 3, 4℄", "%t[%d℄", A);ba0_ssanf2 ("[3, 1, -2℄", "%t[%d℄", B);wedge (R, A, B);ba0_printf ("%t[%d℄ ^ %t[%d℄ = %t[%d℄\n", A, B, R);ba0_terminate (ba0_init_level);return 0;}
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10.3.2 Le méanisme de FaugèreCe méanisme n'utilise qu'une seule pile. Il est bien adapté aux algorithmes fortementitératifs qui onsomment relativement peu de mémoire à haque itération. Au début d'unappel de fontion, une instrution mémorise le sommet de pile dans une variable loale M .
partie libresommet de pileC EAu début de l'appel M

À haque itération, la fontion onsomme de la mémoire dans la pile. Entre M et lenouveau sommet de pile on trouve de la mémoire attribuée aux variables loales (qu'on veutréupérer) et de la mémoire attribuée pour stoker le résultat (qu'on veut préserver).
C E partie libresommet de pileM B A Drésultat

À la �n des aluls intermédiaires
mémoire attribuéeà une variable loaleLorsque le alul se termine, la fontion passe en paramètre au garbage olletor la valeurde M et l'adresse de la variable résultat. En général, le résultat est onstitué par plusieurspetites zones mémoire qui pointent les unes sur les autres. Le garbage olletor tasse le ontenude la variable résultat juste au�dessus de M en supprimant les � trous � qui existent entreles petites zones mémoires onstitutives du résultat puis il déplae le sommet de pile en Maugmenté de la taille du résultat. Les petites zones mémoires onstitutives du résultat sonttassées en respetant l'ordre dans lequel elles sont rangées dans la pile. Les petites zonesmémoires référenées plusieurs fois ne sont pas dupliquées. Les strutures irulaires sontautorisées.

C E M B Arésultat Dsommet de pilepartie libreÀ la �n de l'appel
Ce garbage olletor peut s'implanter par l'algorithme suivant.1. Parourir le résultat à partir de sa raine en enregistrant dans un tableau auxiliaire desstrutures omposées de deux hamps : l'adresse et la taille des petites zones mémoiresrenontrées. Il su�t de stoker les adresses des zones qui sont rangées au�dessus de M .161



À la �n de e parours, le nombre des petites zones mémoires est onnu.2. A�eter à un deuxième tableau auxiliaire les adresses des strutures réées i�dessus.Trier e deuxième tableau par ordre roissant des adresses des petites zones mémoires.3. Tasser les petites zones mémoires au�dessus de M . Parourir pour ela le deuxièmetableau auxiliaire. Enregistrer la nouvelle adresse des petites zones mémoires à la plaede l'anienne dans le premier tableau auxiliaire.4. Mettre à jour les pointeurs internes des petites zones mémoires entre elles. Il su�tpour ela de parourir le résultat à partir de sa raine exatement dans le même ordrequ'en 1. Les bonnes adresses s'obtiennent en parourant séquentiellement le premiertableau auxiliaire.On détete failement si une zone mémoire est référenée plusieurs fois. On évite ainsi faile-ment de dupliquer une telle zone. L'algorithme n'est pas gêné par les strutures irulaires.Tasser les petites zones mémoires en respetant l'ordre dans lequel elles sont rangées dansla pile évite aussi un problème de type � sa à dos � qui pourrait survenir en raison dumorellement des piles en ellules.Ce garbage olletor peut être appelé à haque itération. Pour éviter de gaspiller du tempsde alul, on peut alors implanter une variante qui teste si la pile est prohe de la saturationou pas et qui ne réupère la mémoire que dans le as où la pile est prohe de la saturation.Le programme C suivant montre omment utiliser l'implantation en BLAD du méanismede Faugère.#inlude "ba0.h"void wedge (ba0_tableof_int_p R, ba0_tableof_int_p A, ba0_tableof_int_p B){ strut ba0_tableof_int_p T;ba0_init_table ((ba0_table)&T);ba0_reallo_table ((ba0_table)&T, 3);T.size = 3;T.tab [0℄ = A->tab [1℄*B->tab [2℄ - A->tab [2℄*B->tab [1℄;T.tab [1℄ = - A->tab [0℄*B->tab [2℄ + A->tab [2℄*B->tab [0℄;T.tab [2℄ = A->tab [0℄*B->tab [1℄ - A->tab [1℄*B->tab [0℄;ba0_set_table ((ba0_table)R, (ba0_table)&T);}int main (){ strut ba0_mark M;ba0_tableof_int_p R, A, B;ba0_restart (0, 0);ba0_reord (&M); // enregistre le sommet de pile// dans MR = (ba0_tableof_int_p)ba0_new_table ();162



A = (ba0_tableof_int_p)ba0_new_table ();B = (ba0_tableof_int_p)ba0_new_table ();ba0_ssanf2 ("[2, 3, 4℄", "%t[%d℄", A);ba0_ssanf2 ("[3, 1, -2℄", "%t[%d℄", B);wedge (R, A, B); // la mémoire est gaspilléeba0_garbage ("%t[%d℄", &M, &R); // appel du garbage olletor// Le ontenu de R est tassé// au-dessus de M.ba0_printf ("result = %t[%d℄\n", R);ba0_terminate (ba0_init_level);return 0;}10.3.3 Avantage du style proéduralC'est le style adopté par Torbjörn Granlund pour la Gnu Multiple Preision Library. Lefait que les proédures reçoivent en paramètre l'adresse des variables destinées à reevoir lesrésultats présente deux avantages sur un style fontionnel.Premier avantage : une proédure peut tester si la variable résultat dispose d'assez demémoire pour reevoir le résultat et don éviter d'allouer de la mémoire dans beauoup deas.Deuxième avantage : une proédure peut tester si son paramètre en sortie est égal à l'unde ses paramètres en entrée et implanter un ode optimisé pour e as. Cette situation estvraiment très fréquente : les instrutions de la forme � a = a + b � sont beauoup plusourantes que les instrutions de la forme � a = b +  �.10.3.4 Le méanisme de gestion d'exeptionsIl est implanté par un méanisme fondé sur les fontions setjmp et longjmp de la biblio-thèque standard du langage C. Une pile de points de traitement d'exeptions est implantée.La seule di�ulté dans la gestion des exeptions réside dans le problème de réupérer lamémoire allouée aux variables loales entre le moment où le point de traitement d'exeptionest posé et le moment où l'exeption est levée. C'est faile ave les méanismes de gestion dela mémoire dérits i�dessus : il su�t de mémoriser les valeurs des sommets des deux pilesd'usage ourant lors de la pose du point d'exeption et de restaurer es valeurs au momentoù l'exeption est levée. Ce méanisme impose des restritions sur le style de programmationqui ne se sont pas avérées très ontraignantes à l'usage. Un méanisme de levée d'exeptionave valeur de retour réupérée au niveau du point de traitement d'exeption est implantéaussi. Il utilise à la fois le méanisme à deux piles et le méanisme de Faugère pour préserverla valeur de retour au moment de la restauration des deux sommets de pile.163



10.4 Les variables et les lassementsLes bibliothèques BLAD permettent de manipuler dans le adre d'une même � suited'appels � un seul anneau de polyn�mes di�érentiels. Cet anneau peut être muni en mêmetemps de plusieurs lassements � et plus généralement d'ordres sur les dérivées qui ne sontpas des lassements. Mathématiquement, les seuls anneaux de polyn�mes qu'il est possiblede dé�nir sont de la forme
Z[x1, . . . , xm]{u1, . . . , un}où x1, . . . , xm désignent des variables indépendantes et u1, . . . , un des indéterminées di�éren-tielles. L'ensemble des dérivations est l'ensemble des dérivées partielles par rapport aux mvariables indépendantes.Dans les bibliothèques BLAD, une � variable � est soit une variable indépendante soitune dérivée d'une des indéterminées di�érentielles. Elles sont odées par des strutures dedonnées qui ne sont pas dupliquées. Le test d'égalité entre deux variables est don très rapide.Toutes les variables sont stokées dans une pile spéiale. Une variable réée lors d'une suited'appels n'est pas détruite avant le �n de ette suite.Plusieurs lassements peuvent être dé�nis en même temps. Les omparaisons de variablesvis�à�vis des di�érents lassements sont e�etuées ainsi : haque fois qu'un lassement estréé, toutes les variables réées reçoivent un numéro d'ordre pour e lassement ; haque foisqu'une variable est réée, tous les numéros de toutes les variables vis�à�vis de tous les las-sements sont realulés. On ompare les variables en omparant leur numéro. Ce méanismeest un peu pénalisant au début de l'exéution d'un programme standard, 'est�à�dire aumoment où la plupart des variables sont réées. Il permet d'aélérer les omparaisons de va-riables ensuite. J'ai fait le pari qu'on ne dépasserait jamais en pratique une ou deux entainesde variables et quelques lassements mais si on ode un alul de bases de Gröbner en unalul de haîne di�érentielle régulière de telle sorte que haque variable de BLAD ode unterme du système polynomial (voir setion 9.7), on risque d'obtenir de piètres performanes.Des ordres sur les variables plus généraux que les lassements peuvent être dé�nis. Ilssont utiles dans le adre de ertains algorithmes non di�érentiels où il est souhaitable deprivilégier l'une des variables apparaissant dans un polyn�me plut�t que les autres. C'estle as de ertains algorithmes de pgd de polyn�mes en plusieurs variables où l'on évaluetoutes les variables sauf une de façon à se ramener à un alul de pgd de polyn�mes en unevariable et où l'on onlut par une remontée de Hensel. Pour que la remontée de Hensel (pointpénalisant de l'algorithme) soit e�ae, il faut que le oe�ient dominant de la variableprivilégiée soit aussi petit que possible. On dé�nit de tels ordres en BLAD en partant d'unlassement et en préisant les variables qui doivent être onsidérées omme supérieures àtoutes les autres. Voii un exemple :#inlude "bav.h"int main (){ strut ba0_mark M; 164



bav_tableof_variable T;bav_Iordering r, s, t;bav_restart (0, 0);ba0_reord (&M);/*Les deux premiers ordres sont des lassements, pas le dernier.*/ ba0_ssanf2("ordering (derivations = [x,y℄, bloks = [u,v℄)", "%ordering", &r);ba0_ssanf2("ordering (derivations = [x,y℄, bloks = [v,u℄)", "%ordering", &s);ba0_ssanf2("ordering (derivations = [x,y℄, bloks = [v,u℄, varmax = [u[x℄℄)","%ordering", &t);/* Le format "%t[%v℄" indique une table de variables.*/ bav_R_push_ordering (r);T = (bav_tableof_variable)ba0_new_table ();ba0_ssanf2 ("[u[x℄, u[x,y℄, u, v, v[y℄, v[x,y℄℄", "%t[%v℄", T);bav_sort_tableof_variable (T);ba0_printf ("w.r.t. %ordering\nsorted table = %t[%v℄\n", r, T);bav_R_push_ordering (s);bav_sort_tableof_variable (T);ba0_printf ("w.r.t. %ordering\nsorted table = %t[%v℄\n", s, T);bav_R_push_ordering (t);bav_sort_tableof_variable (T);ba0_printf ("w.r.t. %ordering\nsorted table = %t[%v℄\n", t, T);bav_terminate (ba0_init_level);return 0;}Voii l'a�hage obtenu à l'exéution.$ ./bav_variablesw.r.t. ordering (derivations = [x, y℄, bloks = [grlexA[u℄, grlexA[v℄℄)sorted table = [v, v[y℄, v[x,y℄, u, u[x℄, u[x,y℄℄w.r.t. ordering (derivations = [x, y℄, bloks = [grlexA[v℄, grlexA[u℄℄)sorted table = [u, u[x℄, u[x,y℄, v, v[y℄, v[x,y℄℄w.r.t. ordering (derivations = [x, y℄, bloks = [grlexA[v℄, grlexA[u℄℄,varmax = [u[x℄℄)sorted table = [u, u[x,y℄, v, v[y℄, v[x,y℄, u[x℄℄165



10.5 Les polyn�mes10.5.1 Choix de la représentationLa représentation que j'ai hoisie est une variante de la représentation distribuée quine pénalise pas (trop) l'aès aux oe�ients d'un polyn�me vis�à�vis d'un sous�ensembledes variables dont il dépend. J'ai là�aussi beauoup hésité. Voii des hoix types (il y en ad'autres, que je n'ai pas onsidérés, omme des représentations par � programmes d'évalua-tion � ou � straight lines programs �) :représentation distribuée. Un polyn�me est donné par une liste de termes ('est�à�direde produits de puissanes de variables) et une liste de oe�ients numériques. Elle estavantageuse pour tous les algorithmes qui regardent les polyn�mes omme des veteursde oe�ients (algorithme de Buhberger, algorithme FGLM, ontenu numérique). Ellepermet de ompresser les termes des polyn�mes. Elle ne privilégie pas trop l'une desvariables par rapport aux autres. Elle est pénalisante pour tous les algorithmes quiont besoin d'aéder aux oe�ients d'un polyn�me vis�à�vis d'un sous�ensemble desvariables dont il dépend (algorithmes sur les haînes régulières).représentation en arbre. C'est la représentation de MAPLE (sauf que MAPLE emploiedes graphes ayliques plut�t que des arbres). Un polyn�me est donné par un n÷udreprésentant une opération (somme ou produit) et les opérandes sur lesquels elle agit,qui sont d'autres polyn�mes. Elle présente l'avantage d'être très souple d'emploi etde permettre de généraliser les polyn�mes à des expressions quelonques. Elle peutêtre très utile dans le adre de ertains algorithmes où elle permet de onserver lespolyn�mes sous forme fatorisée (algorithmes sur les haînes régulières, implantationde frations rationnelles, dont les dénominateurs sont souvent des produits). Elle rendine�aes ertains petits algorithmes fréquemment appelés (extration de la dérivéedominante, du mon�me de tête, et même reonnaissane de zéro).représentation réursive. Un polyn�me en plusieurs variables est représenté réursive-ment à partir de polyn�mes en une variable. Un polyn�me est don soit un oe�ientnumérique soit un polyn�me en une variable privilégiée et à oe�ients dans les poly-n�mes en les variables restantes. Elle est avantageuse pour les algorithmes qui regardentles polyn�mes justement de ette façon�là (algorithmes sur les haînes régulières). Elleest inompressible (elle est tru�ée de pointeurs et de oe�ients numériques). Elle estpénalisante pour tous les algorithmes qui regardent les polyn�mes omme des veteursde oe�ients. Elle privilégie beauoup l'une des variables vis�à�vis des autres.Les trois représentations ont des avantages et des inonvénients. Il est très di�ile desavoir au vu des expérienes des autres lesquelles sont les plus e�aes. En e�et, une foishoisie une représentation, les développeurs de ode en alul formel adoptent rapidementun style de programmation qui privilégie la représentation hoisie, e qui biaise les om-paraisons de performane. Ceux qui adoptent une représentation réursive ont tendane àprogrammer par réurrene sur la variable prinipale (Mar Moreno Maza en ALDOR),eux qui adoptent une représentation distribuée ont tendane à programmer itérativement166



en énumérant les termes (moi en BLAD) et plus d'une fontion MAPLE tire parti du faitque les données ne sont pas fortement struturées (variable privilégiée séletionnée suivantdes ritères heuristiques).J'ai raint, en hoisissant la représentation MAPLE, de retrouver ertains défauts quej'avais renontrés lors du développement de di�alg. J'avais déjà plusieurs fois testé la re-présentation réursive. Je voulais pouvoir ompresser les polyn�mes et je raignais d'êtrepénalisé dans l'implantation du pgd de deux polyn�mes en plusieurs variables par une re-présentation qui privilégierait trop l'une des variables � et pas forément la bonne. J'ai donhoisi une variante de la représentation distribuée en essayant d'atténuer le oût des aèsaux oe�ients d'un polyn�me vis�à�vis de sa variable prinipale.10.5.2 RéalisationChaque polyn�me en BLAD est onstruit en deux ouhes. La ouhe du bas implanteune ombinaison linéaire ordonnée de termes (une � lot �). La ouhe du haut implante lepolyn�me proprement dit. Supposons que l'ordre sur les variables soit x > y > z et prenonsl'exemple du polyn�me
A = −x2 y + 10 x y z2 − 3 x y + 5 x z + z2 − 2.La lot de A est le tableau des six termes et des six oe�ients suivant. Le polyn�me A estessentiellement un pointeur sur sa lot.

A

lot −1 −3

x y z2x2 y

1

1z2x y

5

x z

10 −2

A�etons maintenant à un polyn�me B le oe�ient de x dans A. Le polyn�me B, quivaut 10 y z2− 3 y + 5 z, est obtenu en BLAD sans dupliquer le polyn�me A. Essentiellement,il est dérit omme la somme de tous les mon�mes de la lot de A entre les indies 2 et 4,divisés par le terme x.
A

lot −1 −3

x y z2x2 y

1

1z2x y

5

x z

10 −2

premiermon�me dernier mon�mediviser tous les mon�mes par xB

lot
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A�etons maintenant à un polyn�me C le oe�ient de z2 dans A. Le polyn�me C, quivaut 10 x y + 1, est obtenu en BLAD sans dupliquer le polyn�me A. Il est dérit omme lasomme de ertains mon�mes de la lot de A divisés par z2. Comme es mon�mes ne sont pasonséutifs, leur liste est donnée par un tableau d'indiretions.
A

lot −1 −3

x y z2x2 y

1

1z2x y

5

x z

10 −2

C

lot diviser les mon�mes par z2

tableau d'indiretion pour les mon�mesCe méanisme peut induire des e�ets de bord pervers. Le style de programmation estproédural on l'a dit : les proédures reçoivent en paramètre les variables dans lesquelles ellesdoivent enregistrer leurs résultats et herhent à réupérer autant que possible la mémoiredéjà allouée à es variables. Que se passerait�il si on demandait d'a�eter à C la somme dedeux polyn�mes ? Si on modi�e la lot de C, les polyn�mes A et B sont modi�és par e�et debord ! J'ai interdit ette situation en attribuant un booléen readonly à tous les polyn�mes.Les polyn�mes réés de toute pièe (omme A) peuvent être modi�és : leur booléen vautfaux. Par ontre les polyn�mes omme B et C obtenus par séletion de mon�mes dans unautre polyn�me ne peuvent pas être modi�és : leur booléen vaut vrai. La règle i�dessusn'interdit pas tous les e�ets de bord : si on modi�e A, on modi�e aussi B et C. On pourraitla renforer mais ça ne semble pas néessaire en pratique.J'ai hoisi d'implanter les lot sous la forme de deux tableaux (il s'agit en fait de tableauxdynamiques) et non sous la forme d'un tableau de ouples (terme, oe�ient) pour pouvoirmieux ompresser les données. Par exemple, dans le as des polyn�mes à oe�ients petitsentiers modulaires, qui prennent haun la taille d'un demi�pointeur, j'évite ainsi de perdrede la plae pour des raisons d'alignement de mots en mémoire.Plusieurs odages sont possibles pour les termes. Le odage hoisi peut varier d'un poly-n�me (d'une lot plut�t) à l'autre. Il y a le odage simple, le odage ompressé et le odagepar hahage. Le odage simple n'appelle pas de ommentaire.Le odage ompressé, qui est le odage par défaut, est obtenu ainsi : on maintient pourhaque polyn�me la liste des variables dont il dépend ave leur degré. J'appelle ette liste le� rang total � du polyn�me. Pour la plupart des opérations arithmétiques, il est très faile dedéterminer le rang total du résultat à partir des rangs totaux des opérandes. Ce rang totalfournit, pour haque variable, le nombre minimal de bits néessaire pour oder son degré('est la partie entière du logarithme en base deux plus un du degré �gurant dans le rangtotal si je me souviens bien). Dans haque terme de la lot, on réserve, pour haque variabledont dépend le polyn�me, le nombre minimal de bits néessaires et on ode le degré sur e168



nombre de bits.Lorsqu'on utilise le odage par hahage, les termes sont stokés dans une table de ha-hage, apable de se redimensionner toute seule, gérée par une tehnique d'adressage ouvert,en utilisant la variante dite du double hahage [23, hapitre 11℄. Cette table est stokée dansune pile spéiale. Les termes stokés dans la table ne sont pas dupliqués, e qui aélèreles tests d'égalité. C'est très intéressant dans le adre d'algorithmes qui regardent les poly-n�mes omme des veteurs de oe�ients et pour lesquels un terme ne sert qu'à désignerune olonne d'une matrie (algorithme FGLM, algorithme de rédution de Jean�CharlesFaugère [39℄, fondés sur des méthodes d'algèbre linéaire). Deux tableaux sont utilisés : Get H . Le tableau G est rempli en inrémentant un indie (noté � libre � dans le graphiquei�dessous). Un terme est identi�é par son indie dans G. Les éléments de G sont des poin-teurs vers des entrées de H . Le éléments du tableau H ontiennent deux hamps : le termeet l'identi�ant du terme, 'est�à�dire son indie dans G. La taille de H est un nombre pre-mier p, omme il se doit pour la tehnique du double hahage. Soit à stoker un terme dans latable. On alule une lef primaire c1 et une lef seondaire c2, qui sont des entiers modulo p.On détermine rapidement en parourant H à partir de l'indie c1 et en inrémentant de c2modulo p si le terme �gure déjà dans H . Si 'est le as, on retourne son identi�ant sinon onle stoke dans H et l'indie � libre � de G fournit son identi�ant. Pour parourir l'ensemblede tous les termes réés, il su�t de parourir G. Si la table H est remplie à plus d'un tiers, onla redimensionne. Pour ventiler dans le nouveau tableau H les termes présents dans l'anien,il su�t de parourir G, aluler les nouvelles lefs primaires et seondaires de tous les termeset de les stoker dans le nouveau tableau omme on l'a dérit i�dessus. Redimensionner Hne modi�e pas les identi�ants des termes.G 1 3

libre
2

231

x y zx zx2 y

H
la taille de Hest un nombre premierà identi�er les termesles indies dans G servent

La table ontient les termes x2 y, x z et x y z.
10.5.3 Itérateurs de oe�ientsIl est impensable de manipuler diretement des strutures de données aussi ompliquées.Les bibliothèques BLAD fournissent don des itérateurs et des réateurs de polyn�mes. Leprogramme C suivant montre omment utiliser l'un des deux itérateurs. On y onsidère unpolyn�me A ∈ Z[x, y, z]. L'ordre sur les variables est x > y > z. Dans la première boule, on169



le regarde omme un polyn�me de l'anneau Z[z][x, y] 'est�à�dire omme un polyn�me en lesvariables x et y et à oe�ients dans l'anneau Z[z]. Dans la deuxième boule, on le regardeomme un polyn�me de Z[x, y][z], 'est�à�dire omme un polyn�me en z et à oe�ientsdans Z[x, y]. Pour ela, un deuxième ordre sur les variables est réé (il s'agit de z > y > x)et le polyn�me A est trié (résultat dans B). Attention au fait que le tri ne modi�e pas A.Un tableau d'indiretions est réé vers les mon�mes de la lot de A et 'est e tableau quiest trié vis�à�vis du deuxième ordre sur les variables. Le polyn�me B est un polyn�me dumême type que le polyn�me C représenté graphiquement un peu plus haut.#inlude <bap.h>int main (){ strut bap_polynom_mpz A, B, oeff;strut bap_iteroeff_mpz iter;strut bav_term term;bav_Iordering r;bav_variable v;bap_restart (0, 0);ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [℄, bloks = [x,y,z℄)","%ordering", &r);bav_R_push_ordering (r);bap_init_polynom_mpz (&A);ba0_ssanf2 ("x*y*z^2 - 3*x*z + z^2 - y*x^2 - 1", "%Az", &A);ba0_ssanf2 ("y", "%v", &v);bap_init_polynom_mpz (&oeff);bav_init_term (&term);ba0_printf ("Polynomial : %Az\n", &A);bap_begin_iteroeff_mpz (&iter, &A, v);while (! bap_outof_iteroeff_mpz (&iter)){ bap_term_iteroeff_mpz (&term, &iter);bap_oeff_iteroeff_mpz (&oeff, &iter);ba0_printf ("oeff = %Az, term = %term\n", &oeff, &term);bap_next_iteroeff_mpz (&iter);}bap_lose_iteroeff_mpz (&iter);ba0_ssanf2 ("ordering (derivations = [℄, bloks = [z,y,x℄)","%ordering", &r);bav_R_push_ordering (r);bap_init_readonly_polynom_mpz (&B);bap_sort_polynom_mpz (&B, &A);ba0_ssanf2 ("z", "%v", &v);ba0_printf ("Polynomial : %Az\n", &B);bap_begin_iteroeff_mpz (&iter, &B, v);while (! bap_outof_iteroeff_mpz (&iter))170



{ bap_term_iteroeff_mpz (&term, &iter);bap_oeff_iteroeff_mpz (&oeff, &iter);ba0_printf ("oeff = %Az, term = %term\n", &oeff, &term);bap_next_iteroeff_mpz (&iter);}bap_lose_iteroeff_mpz (&iter);bap_terminate (ba0_init_level);return 0;}Voii l'a�hage obtenu à l'exéution.$ ./bap_iteratorPolynomial : -x^2*y + x*y*z^2 - 3*x*z + z^2 - 1oeff = -1, term = x^2*yoeff = z^2, term = x*yoeff = -3*z, term = xoeff = z^2 - 1, term = 1Polynomial : z^2*y*x + z^2 - 3*z*x - y*x^2 - 1oeff = y*x + 1, term = z^2oeff = -3*x, term = zoeff = -y*x^2 - 1, term = 1Il existe un autre type d'itérateur, spéialisé pour énumérer des ouples de la forme(oe�ient numérique, terme). Il existe aussi un réateur de polyn�mes qui permet de lesonstruire en énumérant leurs mon�mes sous la forme de ouples (oe�ient numérique,terme).En résumé, je me suis inspiré de méanismes de manipulation de �hiers dans les langagesde programmation traditionnels (�hiers séquentiels et séquentiels indexés). J'ai atteint enBLAD des polyn�mes de près d'un million de mon�mes. Il me semble assez raisonnable demanipuler un polyn�me de ette taille omme on manipulerait un �hier ou même une base dedonnées. J'ai d'ailleurs envisagé de permettre le stokage de ertains polyn�mes diretementsur mémoire de masse, de façon transparente pour les proédures qui les manipulent. Lareprésentation hoisie pour les polyn�mes n'est pas destinée à pulvériser des reords devitesse. J'ai plut�t tenté d'éonomiser la mémoire.10.5.4 Addition et multipliationL'addition de deux polyn�mes est un algorithme simple qui s'apparente à la fusion dedeux listes triées. Pour l'addition d'une famille de polyn�mes, j'ai implanté la struturedes � geobukets � préonisée par Thomas Yan dans [107℄. L'idée onsiste à organiser lessommes intermédiaires de façon à toujours additionner des polyn�mes de tailles omparables.Conrètement, un geobuket est un tableau G de polyn�mes véri�ant la propriété suivante :pour tout indie i, la longueur du polyn�me Gi est omprise entre 2i et 2i+1.171



Pour la multipliation de deux polyn�mes, j'ai implanté l'algorithme élémentaire aveun ra�nement. Soit à multiplier deux polyn�mes A et B onstruits sur des alphabets res-petifs XA et XB. L'algorithme ommene par déterminer les alphabets YAB = XA ∩ XB,
YA = XA \YAB et YB = XB \YAB. Les polyn�mes A et B sont réordonnés de façon à être re-gardés omme des polyn�mes de Z[YAB][YA] et de Z[YAB][YB]. L'algorithme de multipliationélémentaire n'est ensuite appliqué que sur les oe�ients dans Z[YAB] des deux polyn�mes.Réordonner les deux polyn�mes n'exige pas de reonstruire les polyn�mes : les itérateurs deoe�ients sont employés pour ela.Je n'ai pas implanté les algorithmes d'Anatolii Karatsuba et Ofman Yu [55℄ ou d'ArnoldShönhage et Viktor Strassen [92℄. Ces algorithmes, onçus pour des polyn�mes en unevariable peuvent s'appliquer à des polyn�mes en plusieurs variables : il su�t de regarder esderniers omme des polyn�mes en une variable privilégiée et à oe�ients dans les polyn�mesen les autres variables. La représentation réursive des polyn�mes est mieux adaptée à etype d'algorithme. La représentation que j'ai adoptée onvient aussi : il su�t d'utiliser lesitérateurs de oe�ients pour émuler une représentation réursive.10.5.5 Le pgd de deux polyn�mesC'est l'algorithme le plus di�ile implanté dans les bibliothèques BLAD. Sur les quarantemille lignes des bibliothèques, j'estime qu'il y en a vingt inq mille rien que pour le pgd.J'ai essayé d'implanter un algorithme prohe de elui de MAPLE dont les grandes lignessont dérites dans le livre [44℄ de Keith O. Geddes, Stephen Czapor et George Labahn maisla mise en ÷uvre en MAPLE est plus subtile que e dérit le livre. Les algorithmes déritssont spéialisés pour le as des polyn�mes à oe�ients entiers.Plusieurs méthodes sont implantées. Certaines sont très rapides mais peuvent éhouer,omme le pgd heuristique dérit dans [19℄ et dans [44, page 320℄. L'algorithme appelélorsque tous les autres ont éhoué est le � extended Zassenhaus gd algorithm � [74℄ dû à JoelMoses et David Yun (voir [44, page 314℄) qui évalue toutes les variables des polyn�mes donton herhe le pgd sauf une (privilégiée), qui alule le pgd des polyn�mes évalués et quiremonte le résultat en utilisant un shéma inspiré du � lemme de Hensel � [48℄. Le lemme deKurt Wilhelm Sebastian Hensel est au départ un lemme théorique onernant les nombres
p�adiques [108, hapter VIII, paragraph 7℄ et il semble que Hans Julius Zassenhaus ait étéle premier à l'adapter dans [109℄ pour les aluls de pgd et de fatorisation de polyn�mes.Joel Moses et David Yun ont don baptisé leur algorithme en son honneur.Toute la di�ulté pratique réside dans la remontée de Hensel. Le problème onsiste àbien gérer les oe�ients initiaux des polyn�mes vis�à�vis de la variable privilégiée, de façonà éviter de aluler leurs inverses algébriques modulo di�érents idéaux. La solution adoptéeen MAPLE et en BLAD est due à Paul Shyh�Horng Wang [106℄. C'est au départ une idée quis'applique à la fatorisation omplète d'un polyn�me f en plusieurs variables : onnaissantune fatorisation omplète de l'initial de f vis�à�vis de la variable privilégiée et une fato-risation du polyn�me f ′ obtenu en évaluant toutes les autres variables de f , il est (souvent)possible d'attribuer haun des fateurs de l'initial aux fateurs de f ′. Cette onnaissanepermet d'éviter la roissane des données lors de la remontée de Hensel mais la fatorisa-172



tion omplète de polyn�mes en plusieurs variables qu'elle néessite est un proédé oûteux.L'astue onsiste à bien hoisir la variable privilégiée de façon à fatoriser omplètement desinitiaux aussi petits que possible.La fatorisation omplète de polyn�mes en plusieurs variables applique en fait des mé-anismes très prohes de eux mis en ÷uvre pour le pgd ; évaluer toutes les variables saufune, fatoriser omplètement le polyn�me en une variable obtenu et remonter le résultat enutilisant un shéma inspiré du lemme de Hensel. Pour la fatorisation des polyn�mes en unevariable, je n'ai implanté que la méthode élémentaire d'Elwyn Ralph Berlekamp [4℄ (voiraussi [44, page 347℄ ou enore le livre en Français [25, hapitre 4℄ de James Davenport, YvonSiret et Évelyne Tournier).La réalisation de es algorithmes néessite des polyn�mes non seulement à oe�ientsentiers mais aussi à oe�ients entiers modulo p où p est soit un entier mahine soit ungrand entier. Des polyn�mes à oe�ients rationnels sont aussi un peu utiles, ne serait�eque pour les entrées-sorties. Pour éviter de oder quatre fois les mêmes hoses, j'ai � briolé �un méanisme me fournissant un peu de génériité sur les oe�ients des polyn�mes. Le odegénérique ainsi obtenu est instanié sur les quatre types de oe�ients numériques par des�ltres érits grâe à l'utilitaire UNIX sed.
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ConlusionMême si je ontinue à travailler la théorie des algorithmes dédiés à l'élimination di�éren-tielle, je onsare de plus en plus de mon temps à leur herher des appliations, notammentdans le domaine de la modélisation en biologie. Plus préisément, je herhe des appliationsqui néessitent la mise au point de haînes logiielles qui puissent pro�ter pontuellementd'un outil simple d'emploi dédié à l'élimination di�érentielle. J'ai réalisé les bibliothèquesBLAD dans e but et je les onsidère omme le prinipal résultat de mon ativité de re-herhe de es inq dernières années. Mon expériene passée ave di�alg, l'expériene desautres ave GB+RS, GMP, Triade et . . . montrent l'importane que peuvent prendre deslogiiels lorsqu'ils sont bien réalisés. Le développement de haun de es logiiels a toujourspris énormément de temps et d'énergie à leurs auteurs : il faut don bien les réaliser avantde herher des appliations.Dans le domaine théorique, l'étude et l'adaptation d'intégrateurs numériques d'équa-tions di�érentielles qui puissent être appliqués aux haînes di�érentielles régulières produitespar les algorithmes d'élimination di�érentielle onstitue un objetif essentiel. En e�et, lesappliations à la modélisation en biologie approfondies dans l'équipe alul formel (projetLÉPISME, rédution de modèles) montrent l'importane de prolonger les aluls symbo-liques par des aluls numériques et notamment (dans le adre de la rédution de modèles)par de l'intégration d'équations di�érentielles. À quoi servirait�il en e�et d'automatiser laphase d'élimination di�érentielle si le traitement qui la suit doit être mené manuellement ?Dans le domaine des appliations, je pense que la présentation, l'interfae � la onep-tion � des omposants logiiels que nous produisons est beauoup plus importante queleur apaité de alul brute. C'est elle qui déterminera si l'élimination di�érentielle doit sedi�user auprès du grand publi sienti�que ou pas. Dans le monde de la reherhe en al-ul formel, 'est un aspet malheureusement onsidérablement négligé : le monde du alulformel est majoritairement peuplé de mathématiiens qui onfondent informatique et algo-rithmique. L'algorithmique est une disipline très prohe des mathématiques. La oneptionde logiiels, 'est autre hose.Les retours d'information reçus sur notre proposition de ontinuation du projet LÉPISMEme font penser qu'il vaut mieux développer une bibliothèque dédiée à l'estimation de para-mètres qu'un logiiel fermé : la méthode mise en ÷uvre dans LÉPISME enhaîne plusieursétapes qui peuvent haune être e�etuées de plusieurs façons. Je pense qu'il est préférablede laisser plus de souplesse à l'utilisateur. Si mon analyse est juste, on voit que l'erreur àorriger est une erreur de oneption de logiiel et pas une erreur théorique.174



Les moyens modernes ont permis aux biologistes d'amasser de gigantesques quantités dedonnées. La di�ulté onsiste à les gérer. C'est ette di�ulté qui a été mise en avant parBernard Vandenbunder lors de la réation de l'Institut de Reherhe Interdisiplinaire. C'estelle aussi qui a motivé la mise au point du langage SBML : le volumineux modèle SBML quenous étudions en e moment a été onstruit manuellement, via une interfae graphique, àpartir d'une liste de 242 artiles. On se doute bien que de tels modèles omportent des erreurs.Il ne sert don à rien d'essayer de leur appliquer des aluls et des raisonnements algébriquessophistiqués. Le premier travail des auteurs de tels modèles va probablement onsister àessayer de les valider et de les orriger peu à peu. Je pense que les haînes logiielles quiserviront e but pourront avoir l'usage de bibliothèques d'élimination di�érentielle, ne serait�e que pour mener ertains aluls simples de préparation d'équations. Enore faut�il quees bibliothèques soient simples d'emploi.Pour que e v÷u se réalise et pour prendre en ompte une remarque qui nous a étéadressée au sujet de LÉPISME, je suis entré en ontat ave les auteurs de es modèles pourinteragir très t�t ave eux. C'est plus faile à faire dans le adre i�dessus que e ne l'étaitdans le adre du projet LÉPISME.
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