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Résumé

Cette these est consacrée a la résolution de trois types de probléemes fondamen-
taux qui apparaissent en analyse fonctionnelle hilbertienne non-linéaire et dans ses
applications : les problemes d’équilibre pour les bifonctions monotones, les problemes
de point fixe pour les contractions, et les problemes d’inclusion pour les opérateurs
monotones. Notre objectif est d’élaborer de nouvelles méthodes d’approximation
et de construction de solutions pour ces problemes et d’étudier leur comporte-
ment asymptotique. Dans un premier temps, nous proposons de nouvelles pertur-
bations visqueuses et visco-pénalisées de ces problemes, et étudions le comportement
asymptotique des courbes d’approximation associées quand la perturbation devient
évanescente. Nous étudions ensuite les propriétés de divers systemes dynamiques dis-
crets et continus associés a ces courbes. Cette étude débouche en particulier sur de
nouveaux algorithmes, dont la convergence est établie. Des applications numériques
a des problemes de restauration en traitement de I'image sont fournies pour illustrer
la mise en ceuvre et les performances de certains des algorithmes proposés.

Mots-clés : analyse convexe, courbe d’approximation, viscosité évanescente,
régularisation, pénalisation, inéquation variationnelle, méthode itérative, opérateur
maximal monotone, contraction, probleme d’équilibre, systeme dynamique, théorie
du point fixe, restauration d’image.

Abstract

This thesis is devoted to solving three basic types of problems which arise in non-
linear hilbertian functional analysis and its applications : equilibrium problems for
monotone bifunctions, fixed point problems for nonexpansive operators, and inclusion
problems for monotone operators. Our aim is to devise new methods to approximate
and construct solutions to these problems, and to study their asymptotic behavior.
We first propose new viscous and visco-penalized perturbations for these problems
and investigate the asymptotic behavior of the associated approximating curves as
the perturbation vanishes. We then study the properties of discrete and continuous
dynamical systems associated with these approximating curves. This investigation
gives rise in particular to new algorithms, the convergence of which is established.
Numerical applications to image restoration problems are provided to illustrate the
implementation and the performance of some of the proposed algorithms.

Keywords : convex analysis, approximating curve, vanishing viscosity, regu-
larization, penalization, variational inequality, iterative method, maximal monotone
operator, nonexpansive operator, equilibrium problem, dynamical system, fixed-point
theory, image restoration.
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Notations et glossaire

e H : espace de Hilbert réel.

e 2™ : la famille des sous-ensembles de H.

e (- |+) : produit scalaire de H.

e || - || : norme de H, induite par le produit scalaire (- | -).

e — : convergence faible dans H.

e — : convergence forte dans H.

e Io(H) = {f: H — ]—o0,+00] | f propre, convexe et semi-continue inférieurement }.

o L7([a,b; H) = {f: [a,b] — H | f mesurable et fab | F(©)|[Pde < +o0}, ol p € [1, +00]
et (a,b) € R2

o ds(z) = ;gg |z — y|| : la distance d’un point € H a '’ensemble S C H.

e Pg : le projecteur sur I'ensemble convexe fermé non-vide S C H.
e .5 : la fonction indicatrice de ’ensemble S C H, définie par

0, si xeS;
+oo, si x¢S.

(VSL’ c H) LS(LL’) = {

e 15 : la fonction caractéristique de I’ensemble S C ‘H, définie par

1, si z€S;
(VSL’ c H) 15(5(3) = {07 sz ¢ g
e FixT = {z € H | Tz =z} : I'ensemble des points fixes de T: H — H.
e dom A = {z eEH|Ax # @} : le domaine de I'opérateur multivoque A: H — 27¢,
o ran A = |J, cgom 4 A7 : 'image de I'opérateur multivoque A: ‘H — oM,
o gr A= {(z,u) € H? | u € Az} : le graphe de l'opérateur multivoque A: H — 2.
e A~! : lopérateur inverse de l'opérateur multivoque A: H — 2%, défini par son graphe,

gr A~ ={(u,z) € H?| (z,u) € gr A}.

o Jy= (Id+A)~!: la résolvante de I'opérateur multivoque A: H — 2.

o "A=(yId+A~") "' = (Id —.J,4)/7 : P'approximation de Yosida d’indice v € ]0, +o0]
de I'opérateur multivoque A: H — 277,

o A, S A :la famille d’opérateurs (A, )nen converge en graphe vers 'opérateur A quand
n — 400, i.e., pour tout (z,u) € grA et n € N il existe (x,,u,) € grA, tel que
T, — T et u, — u.

e dom f = {z € H| f(z) < +o0} : le domaine d’une fonction f: H — [—o0, +00].

e Of : le sous-différentiel d’une fonction propre f: H — |—o0, +00], défini par

(Ve eH) Of(x) ={ueH|(VyeH) (y—= |u)+ f(z) < )}

x1



e Argming f : I'ensemble des minimiseurs de f: H — |—o00, +o0] sur S C H.
e argming f : le minimiseur de f: H — |—o00, +00] sur S C H.
e prox; = Jp; : Iopérateur proximal associé a la fonction f € I'o(H), défini par

(Vo €M) prox,(z) = argmin,ey (f(y) + = —y]*/2).

e Ng = Oig : I'opérateur cone-normal associé a ’ensemble convexe non-vide S C H,
ie.,

{fueH|(VyeS) (y—a|u)y<0}, si zelb;
o, siox ¢S

(Vx € H) Ng(z) = {
o T': 'H — 'H est une quasi-contraction si
(V(z,y) € H x FixT) ||Tz —y|| < ||z —y]|.
e T': 'H — 'H est une contraction si
(V(z.y) e H?) [T =Tyl < [l -yl
e T: H — H est une contraction stricte il existe 6 € [0, 1] tel que
(V(z.y) e H?) ||Tx — Tyl < 0]z —yl|.
e T: 'H — 'H est une contraction ferme si
(V(z,y) € H?) ||Tw = Ty|* < (Tz —Ty |z —y).
o A: H — 2™ est monotone si (V(z,u) € gr A) (V(y,v) € grd) (x—y |u—v) >0, et
mazimal monotone si, de plus, il n’existe pas d’opérateur monotone B: H — 2™ tel

que grA C grB et A+# B.
o A: H — 2™ est strictement monotone si

(V(z,u) e grA)(V(y,v) egrAd) z#y = (r—ylu—v)>0.

o A:H — 27 est uniformément monotone s’il existe une fonction croissante
c: [0,400][ — [0,400] ne s’annulant qu’en 0 et vérifiant lim;_, o ¢(t)/t = 400 telle
que

(V(z,u) € grA) (V(y,v) € grd) (z—y|u—v)=c(lz—yl)
o A: H — 2™ est fortement monotone s'il existe p € |0, +oo[ tel que

(V(a.u) € grA) (v(y.v) € gr ) {z—y |u—v) > plla—yl
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Présentation générale et objectifs

Cette these est consacrée a la résolution de trois types de problémes fondamen-
taux qui apparaissent en analyse fonctionnelle hilbertienne non-linéaire et dans ses
applications : les problemes d’équilibre, les problemes de point fixe et les problemes
d’inclusion. Dans leur expression la plus simple, ces problemes s’écrivent sous la
forme suivante (dorénavant, H désignera un espace hilbertien réel) :

— Probleme d’équilibre :

trouver T € K telque (Vye€ K) F(Z,y) >0, (1.1)

ou K est un sous-ensemble non-vide de ‘H et F' est une application de K x K
vers R.
— Probleme de point fixe :

trouver Te€H telque 17 =7, (1.2)

ou 7" est un opérateur monovoque de H vers H.
— Probleme d’inclusion :

trouver T € H tel que 0 € Az, (1.3)

oll A est un opérateur multivoque de H vers 2.

Ces formulations offrent un cadre flexible pour modéliser une multitude de problemes
issus de disciplines telles que 'optimisation, I’économie, la finance, la théorie de la
décision, la mécanique, l'optique, la théorie des jeux, le traitement du signal et de
Vimage [2], [5], [9], [10], [12], [13], [14], [17], 18], [20]. [24]. [25], [26], [27], [28], [29]
[32], [33], [34], [35].

Nous ne nous proposons pas d’examiner 1'existence et/ou 'unicité des solutions
de ces problémes puisque ces questions sont déja bien maitrisées [3], [6], [19], [23],
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25], [33], [35]. Notre objectif sera d’élaborer de nouvelles méthodes d’approximation
et de construction de ces solutions et d’étudier leur comportement asymptotique.
Ces méthodes peuvent étre classifiées comme suit :

— Courbes d’approximation (Chapitres 3 et 4) : on construit une famille de
versions perturbées du probleme initial, qui admettent des solutions uniques.
Nous étudierons les propriétés de convergence de la famille de ces solutions (la
courbe d’approximation), quand le terme de perturbation devient évanescent.

— Méthodes itératives (Chapitres 2, 5 et 6) : il s’agit de construire, a partir d’un
point initial, une suite dans H, via un systeme dynamique discret du premier
ordre. Nous nous intéresserons a la convergence faible ou forte d’une telle suite
vers une solution du probleme.

— Systémes dynamiques continus du premier ordre (Chapitre 5) : un tel systeme
dynamique produit une fonction de [0, +oc[ vers H en tant que solution d’une
inclusion d’évolution avec condition initiale. Nous étudierons le comportement
asymptotique d’une telle fonction.

Nous montrerons que, dans la plupart des cas, ces méthodes ont comme limite
un élément identifiable dans ’ensemble des solutions, a savoir la solution d’une
inéquation variationnelle strictement monotone. Le lien entre les trois points ci-dessus
est le suivant : 'étude des courbes d’approximation est motivée par le fait qu’elles
suggerent naturellement (en ajoutant un terme de vitesse) des systemes dynamiques
discrets et continus; d’autre part, elles peuvent étre utilisées pour établir la conver-
gence des trajectoires de ces systemes dynamiques.

La principale motivation de nos travaux est de fournir de nouveaux outils pour
la modélisation et la résolution de problemes d’analyse non-linéaire appliquée. Nous
nous restreindrons aux problemes variationnels convexes, aux problemes d’équilibre
monotones, aux problemes de point fixe pour les quasi-contractions et aux problemes
d’inclusion monotone. Ce cadre nous permettra a la fois de disposer d’outils puis-
sants (analyse convexe, théorie des opérateurs monotones, théorie des opérateurs
contractants) et de viser un vaste champ d’application pour des problémes concrets.

1.2 Organisation de la these

Dans cette section nous exposons brievement les résultats saillants que nous
avons obtenus. Une présentation plus détaillée de ces résultats est donnée en début
de chaque chapitre.

Au Chapitre 2, notre objectif est de proposer de nouveaux algorithmes pour
résoudre un systeme de problemes d’équilibre, i.e.,

trouver T € K telque (Viel)(Vye K) Fi(z,y) >0, (1.4)

ou K # & est un convexe fermé de H et (F});c; est une famille dénombrable de
bifonctions de K? vers R. Dans un premier temps, nous montrons que l'on peut



associer une résolvante Jr a toute bifonction F' vérifiant des hypotheses convenables.
Ensuite, nous donnons des exemples mettant en évidence le cadre unifié que (1.4)
fournit pour certains problemes d’inclusion monotone et d’optimisation.

Dans un deuxieme temps, en nous basant sur des résultats de [4] et [11], nous
proposons deux nouvelles méthodes itératives par blocs utilisant des combinaisons
convexes extrapolées des résolvantes (Jg,)ier :

— La premiere, de type « Fejér-monotone », converge faiblement vers une solution

de (1.4).
— La seconde, de type « Haugazeau », converge fortement vers une solution de
(1.4), a distance minimale d’un point donné.
Dans le cas d'une seule bifonction, nous obtenons la convergence forte d’un algo-
rithme avec « point d’ancrage » vers une solution particuliere de (1.4). Ensuite, nous
étudions le probleme décomposé

trouver Te€ K telque (Vye K) Fo(Z,y)+ (BT |y—T) >0, (1.5)

on Fy: K2 — R et B: H — 'H satisfont certaines propriétés. Deux méthodes
itératives de décomposition explicite-implicite (i.e., utilisant B et Jg, séparément)
sont étudiées pour résoudre (1.5) :
— Une méthode de type « Fejér-monotone », faiblement convergente vers une
solution de (1.5).
— Une méthode de type « Haugazeau », fortement convergente vers une solution
particuliere de (1.5).
Finalement, nous considérons le probleme de la construction de solutions approchées
pour un systeme incompatible de problemes d’équilibre, i.e., quand (1.4) n’admet
pas de solution. Le travail de ce chapitre a fait I'objet de la publication [15].

Au Chapitre 3, nous étudions diverses courbes d’approximation pour résoudre
des extensions des problemes (1.2) et (1.3). Plus précisément, nous cherchons tout
d’abord a trouver un point fixe commun & une famille de contractions (7%).¢o,1[ sur
‘H. La courbe considérée est

(Ve €]0,1]) z.=T1. (935 +e(QSex. — xe)), (1.6)

oll @: H — H est une contraction stricte et (S;)-cjo,11: H — H sont des opérateurs
convenablement choisis. Comme cas particulier, nous étudierons la courbe

(Ve €]0,1)) w. = TLw. + £(QS.Trw, — Tow.). (1.7)

Ensuite, nous nous proposons de trouver un zéro commun a une famille d’opérateurs
maximaux monotones multivoques (A.).¢jo,1f sur H. La courbe considérée est

(V&? S ]07 1[) 0€ Asye + €Vy€7 (18)

ou V:H — 2" est un opérateur strictement monotone. Nos résultats sont les sui-
vants :



— Sous des hypotheses adéquates, nous montrons que les familles (x.)-cj0,1] et
(Ye)eejo, sont définies de maniere unique.

— Nous obtenons la convergence forte, quand € | 0, de la courbe (x.):cj0,1| vers
le point g = P(Qx), ou P est le projecteur sur ’ensemble des points fixes
communs & la famille (77).¢p,1[.

— Nous démontrons la convergence forte, quand € | 0, de la courbe (y.)-cj0,1] vers
le point yo € H vérifiant 0 € Nyg + Vyp, ou N est I'opérateur cone-normal
associé a I'ensemble des zéros communs a la famille (A.).cpo,1[.

Nos résultats englobent et étendent de nombreux résultats existant dans la
littérature. On retrouvera en particulier les résultats classiques de Browder [7] et
de Tikhonov [30]. Les travaux présentés dans ce chapitre ont fait 'objet de 'article

[16].
Au Chapitre 4, nous nous fixons comme objectif de résoudre le probleme
trouver 7 € H tel que 0 € AT + B7, (1.9)

ol A, B: H — 2™ sont deux opérateurs maximaux monotones tels que A + B soit
maximal monotone. Nous considérons la courbe d’approximation

(Ve €]0,1]) O€ d)(e)Aze,(b(e) + Bz ge) + €V 2 4(c), (1.10)

ot ¢: ]0,1[ — ]0,1[, *®©A dénote 'approximation de Yosida de A et V:H — H
est un opérateur strictement monotone. Nous présentons un exemple qui met en
évidence le fait que la convergence de la famille (2. 4(c))ccjo,1] e peut pas étre déduite
de celle de la famille (y.).cjo,1[, définie dans (1.8). Sous des hypotheses adéquates,
nous démontrons que la courbe (2 ¢())eclo,1| est définie de maniere unique dans
(1.10) et qu’elle converge fortement, quand € | 0, vers le point zy € H satisfaisant a
I'inéquation variationnelle

0e N(A+B)71020+VZ0, (111)

ou Niayp)-19 est 'opérateur cone-normal associé¢ a I'ensemble des zéros de I'opérateur
A+ B. Un résultat classique d’Attouch et Cominetti [1] sur des problemes de mini-
misation (voir aussi Torralba [31]) est ainsi généralisé.

Au Chapitre 5, nous étudions le comportement asymptotique des trajectoires
de nouveaux systemes dynamiques continus et discrets du premier ordre associés a
la courbe d’approximation (1.8). L’objectif est de

trouver T € H telque 0€ Ny-197 + V7, (1.12)

ol A: H — 2M est un opérateur maximal monotone admettant des zéros et
V. H — H est un opérateur fortement monotone. Tout d’abord, nous supposons
que l'inclusion d’évolution

{—u(t) € Au(t) +e(t)Vu(t), t > 0,

u(0) =ug € H (1.13)



admet une solution unique, ou e: [0, +o00[ — ]0, 1] vérifie ¢(t) | 0 quand ¢t — +oc.
Sous certaines hypotheses sur la fonction &, nous démontrons que

[u(t) = Yol = 0 quand ¢ — +oo0, (1.14)

ol (Ye(r))te 0,400 €St définie dans (1.8), avec A. = A. Nous obtenons ainsi la conver-
gence forte de u(t) vers yo quand ¢t — 400, ol Yy est la solution de (1.12). Dans le
cas particulier ot V' = Id, ce probleme est bien connu [8], [22]. Dans un deuxieme
temps, nous considérons un systeme dynamique discret du premier ordre associé a
(1.8), a savoir le schéma implicite inexact

u €H et (VneN) — (un+1 — un)/an € Aupir + BV +e,,  (1.15)

ol (ey,)nen joue le role d’une suite d’erreurs. Sous des hypotheéses adéquates sur les
suites ()nen €t (Bn)nen, nous établissons la convergence forte de (u,)nen vers la
solution yo de (1.12). Nous en déduisons ensuite la convergence forte vers y, du
schéma explicite

vw€eEH e (VneN) — (vn+1 — vn) Ja, = Av, + B, Vv, (1.16)

ou A et V sont des opérateurs monotones monovoques.

Au Chapitre 6, nous proposons un schéma itératif général pour trouver une solu-
tion particuliere d’une extension du probleme (1.2). Plus précisément, nous cherchons
a trouver un point fixe commun a une famille de quasi-contractions (7},),en sur H.
Etant données une suite (v, )ney dans ]0, 1] convergeant « lentement » vers 0, une
famille de quasi-contractions (S, ),en €t une contraction stricte (), nous considérons
I’algorithme

u €H et (Vn €N) upi = @, Q(Spun) + (1 — o) Tty (1.17)

Sous des hypotheses adéquates, nous montrons la convergence forte de (uy)nen vers
xg = P(Qxg), ou P est le projecteur sur ’ensemble des points fixes communs a la
famille (7},),en. Ensuite, nous en déduisons la convergence forte vers le méme point
xo de I'algorithme

v €M et (Vn€N) vy = Top1 (0 Q(Spvn) + (1 — a)vy). (1.18)

Notons que (1.17) et (1.18) peuvent étre vus comme des systemes dynamiques dis-
crets correspondant aux courbes d’approximation (1.7) et (1.6), respectivement. Di-
verses applications aux problemes d’équilibre, d’inclusion monotone et d’optimisation
sont considérées. En particulier, nous retrouvons des résultats de convergence des
méthodes du gradient et du gradient projeté pour des fonctions convexes lisses. Ce
travail fait 'objet de la publication [21]. Ensuite, dans la Section 6.4, nous proposons
une application concrete de I'algorithme (1.17) au probleme de la restauration d’une
image numérique. Il s’agit de résoudre un probléeme variationnel sous contraintes



multiples. En traitement de I'image, ce type d’approche a jusqu’a présent été limité
a des colits quadratiques et nos résultats permettent de les étendre au dela.

Au Chapitre 7, nous concluons ce mémoire et nous présentons quelques questions

que nous envisageons de poursuivre dans nos recherches futures.
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Chapitre 2

Algorithmes pour la résolution de
systemes de problemes d’équilibre

2.1 Description et résultats principaux

Dans sa généralité, le probleme (1.1) englobe les problemes d’inéquations varia-
tionnelles, les problemes de minimisation, les problemes de point-selle, les équilibres
de Nash dans les jeux non-coopératifs, les équilibres walrasien dans les économies
d’échange, les problemes d’équilibre vectoriel et certains probléemes de point fixe [2],
[7], [15], [17], [26]. Dans ce chapitre, nous nous placerons dans un cadre plus restreint
qui exclura certains de ces problemes (la plupart des équilibres de Nash en particu-
lier) mais qui sera propice au développement et a 1’analyse de nouveaux algorithmes
couvrant de nombreux cas importants dans les applications.

Nous nous proposons de résoudre un systeme de problemes d’équilibre dans un
espace de Hilbert réel H. Plus précisément, fixons un sous-ensemble non-vide convexe
fermé K de H et une famille dénombrable (F});c; de bifonctions de K? vers R. On
cherche a

trouver x € K tel que (Vi € I)(Vy € K) Fi(z,y) > 0. (2.1)

Nous nous intéresserons également au probleme de trouver la meilleure approxima-
tion d’un point a € H dans 1’ensemble des solutions de (2.1), i.e., au probleme de

projeter a sur S = m Si,
iel

ou (Viel) S;={zeK|(VyeK) Fyz,y)>0}. (22)

Ces généralisations du probleme (1.1), qui n’ont pas été envisagées dans la littérature,
permettent de retrouver diverses formulations du probleme d’admissibilité convexe



3], [5], [12], [13]. Notre principal objectif est de développer de nouveaux algorithmes
pour résoudre (2.1) et (2.2), et d’étudier leur comportement asymptotique sous les
hypotheses suivantes imposées aux bifonctions (F});c;. Soulignons que, méme dans
le cas d’une seule bifonction, nos résultats sont originaux.

Condition 2.1.1 La bifonction F: K? — R satisfait aux propriétés suivantes :
(i) (Vx € K) F(z,z) =0.
(i) (V(z,y) € K?) F(z,y)+ F(y,z) <0.
(iii) Pour tout x € K, F(z,-): K — R est convexe et semi-continue inférieurement.
(iv) (Y(z,y,2) € K?) ET:%F((l —e)r+ez,y) < F(z,y).

Il est a remarquer que ces conditions sur une bifonction F' font partie des hy-
potheses qui garantissent I'existence d’une solution du probleme d’équilibre, c’est-a-
dire, l'existence d'un point z € K tel que (Vy € K) F(x,y) > 0 (voir [7, Theorem 1]).
A toute bifonction F vérifiant la Condition 2.1.1 on peut associer une contraction
ferme (nécessairement monovoque), définie partout. On rappelle quun opérateur
T:H — H est une contraction ferme si

(V(a.y) € H2) [Tz = Ty|* < (Ta =Ty |z —y). (23)
Définition 2.1.2 La résolvante d’une bifonction F: K* — R est l'opérateur

JprH =282 {zeK|(WeK) Flz,y)+(z—z |y—=2)>0}. (24)

On montre que, si F' satisfait a la Condition 2.1.1, alors Jg est une contraction
ferme de domaine H telle que Fix Jp = {x € K | (Vy € K) F(z,y) >0} (voir le
Lemme 2.2.13).

Plusieurs exemples de bifonctions F' vérifiant la Condition 2.1.1 et les résolvantes
associées sont présentés dans le Lemme 2.2.16, en voici quelques-uns :

(i) Soit A: H — 2" un opérateur maximal monotone tel que K C int dom A.
Posons

(V(z,y) € K*) F(z,y) =max (u |y —z). (2.5)

u€EAx

Alors F satisfait a la Condition 2.1.1 et Jp = (Id+A + NK)_l = Jatn,- On
déduit & partir de cet exemple que si A: H — 27 est un opérateur maximal
monotone de domaine H alors la résolvante de la bifonction ' donnée par (2.5)
coincide avec la résolvante J4 de A.

(ii) Soit f € I'o(H) telle que K C dom f. Posons
(V(z,y) € K?) F(z,y) = fy) - f(@). (2.6)

Alors F satisfait & la Condition 2.1.1 et Jp = (Id+9(f + LK))_1 = Prox;,, .
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On présente maintenant les résultats principaux de convergence vers les solutions
de (2.1) et (2.2) de nouveaux algorithmes itératifs par blocs. Les opérateurs (T}, ) en
qui y apparaissent sont associés aux bifonctions (F;);e; de la fagon suivante.

Procédure 2.1.3 On fize 6 € |0,1[. Pour tout n € N, x, € H est donné et on
construit T,, comme suit :

0 o+1,CI, I, fini
O (Vi€ I,) vin €]0,+00l.
O (Vi€ l,) win€[0,1], > i) win=1c¢t

||J7j,nFj$n - $n|| = max ||‘]’Yi,nFixn — Zlﬁ'nH
icl,

Win > 0.

(37 € 1) {

O (Vo € H) Au(x) € [0, L(x, (Jy, . 5)iert» Wim)ierr )], on I = {i € I | win > 0}
et Uopérateur L est défini par

(VreH)  L(w (Funricrts @indiers ) =

( § : 2
LULH|L] inF L $|
ielb
5, St T ¢ ﬂ Si;
iel,;
§ :u}Ln‘]V@nfﬁ:E - "
il
1, st x € ﬂ S;.
\ iel,f

OT,H—-H:z—z+ \(x) (Zz‘em Wiy T — ).

Dans la suite de ce chapitre, on dénote par Q(z,y, z) la projection de z sur
H(:L',y)ﬂH(y,z), ou (l’,y,Z) €H3 et H(Z’,y) = {u €EH | <U—y |Zl§'—y> SO}

Théoréme 2.1.4 Soit (F})cr une famille dénombrable de bifonctions de K? vers R.
On suppose que la Condition 2.1.1 est vérifiée par (F});er et que l'ensemble S introduit
en (2.2) est non-vide. Soit (T,)nen une famille d’opérateurs construits d’aprés la
Procédure 2.1.3. On suppose qu’il existe des entiers strictement positifs (M;);c; tels
que

TL—|—M,L—1

Vin)elIxN)yie |J I, (2.7)
k=n

et de plus que, pour tout i € I et pour toute suite strictement croissante (p)nen dans
N telle que i € (,,cn LIpn, 00 @ infrenvip, > 0. Alors, on a les résultats suivants.
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(i) Etant donnés e €]0,1] et xo € H, on pose
(VneN) zpp1 =2, + (2 — ) (T, — ). (2.8)

Alors, la suite (x,)nen converge faiblement vers une solution de (2.1).

(ii) On pose yo = a et

(V?’L € N) Yn+1 = Q(yOa Yn,s Tnyn) (29)

Alors, la suite (y,)nen converge fortement vers l'unique solution de (2.2).

Quand la famille (F;);e; se réduit a une seule bifonction F', le probleme (2.2) se
réécrit

projeter asur S = {z € K | (Vy € K) F(z,y) > 0}. (2.10)

Dans ce cas, en plus de l'itération (2.9), une autre méthode pour trouver la solution
de (2.10) est étudiée dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.5 Soit F' une bifonction de K? vers R vérifiant la Condition 2.1.1
et telle que l'ensemble S de (2.10) soit non-vide. Soit (Y, )nen une suite dans 10, 4+00|
telle que 7, — —+o0o et soit (ap)nen une suite dans |0,1] telle que o, — 0 et
Y nen On = F00. On fize 1y = a et on pose

(Vn € N) zpp1 = ana+ (1 — ap) (Jy, r2n + €2), (2.11)

ot (en)nen est une suite dans H. Alors, si Y _yllen]| < +00, la suite (z,)nen
converge fortement vers la solution de (2.10).

Une variante du Théoreme 2.1.5 sans les erreurs (e,),eny ainsi que d’autres
méthodes pour résoudre un probleme plus général que (2.10) seront obtenues au
Chapitre 6 (Corollaire 6.2.19).

On considére maintenant le probleme (2.1) avec une seule bifonction F' sous la
forme particuliere

trouver z € K tel que (Vy € K) Fo(x,y)+ (Bx |y —x) >0, (2.12)

ou Fy: K% — R satisfait & la Condition 2.1.1 et B: H — H est tel que 3B soit une
contraction ferme, o 5 € |0, +o0[. Alors, le probleme (2.2) s’écrit

projeter asur S = {z € K | (Vy € K) Fy(z,y)+ (Bz |y—z) >0}.  (2.13)

Sous ces hypotheses sur Fy et B, on propose les méthodes de décomposition suivantes
pour trouver les solutions de (2.12) et (2.13).
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Théoréme 2.1.6 On suppose que 'ensemble S de (2.13) est non-vide.
(i) Soient (An)nen une suite dans ]0,1] et (7, )nen une suite dans |0, 20| telles que

1nf A >0 et 0< 1nf Yo < SUP Y, < 20. (2.14)
neN

Etant donnés zy € H et deuz suites (an)nen et (by)nen dans H, on pose
(VneN) zpp =z, + N\, (J%FO( — Yu(Bz, + b )) +a, — :cn) (2.15)

Alors, si ) oy llan|| < +oo et Yoy |ball < +00, la suite (z,)nen converge
faiblement vers une solution de (2.12).

(ii) Soient v €]0,20] et (An)nen une suite dans ]0,1/2] telle que inf,en A, > 0.
Pour tout n € N on pose T,, = Id +)\n(J7FO(Id —vB) — Id). Alors, la suite
(Yn )nen produite par la méthode (2.9) converge fortement vers ['unique solution
de (2.13).

Dans la Section 2.2.6 on étudie les problemes (2.1) et (2.2) dans le cas d’'un
nombre fini de bifonctions (F;);er, I = {0,...,m}, lorsque I'ensemble des solutions
S est vide. Dans ce cas, on introduit les approximations de Yosida associées aux
bifonctions (F})1<i<m, i.e., les opérateurs (*F}) <<, définis par

PF: = R (ayy) > (o = Jpma |y —x) /i ol p € 10,400 (2.16)

Notons que les opérateurs (”F;)i<;<m sont bien définis car on fait I'hypothese que
les bifonctions (F})i<;<m vérifient la Condition 2.1.1. On considere alors le probleme
de

m

trouver = € K tel que (Vy € K) Fy(x,y) + Z PiF(x,y) >0, (2.17)
i=1

dont 'ensemble de solutions est noté par G. Le lien avec le probleme (2.1) est le
suivant

S C G et de plus, si S # @, alors S = G. (2.18)

On remarque que le probleme (2.17) est un cas particulier de (2.12) en choisissant

" Id—J, 1
B=Y —_Znl [ — (2.19)
; > i1 L/ pi

En appliquant le Théoreme 2.1.6 a la bifonction Fy et a 'opérateur B défini dans
(2.19), on obtient le résultat suivant sur I'approximation des solutions de (2.1).
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Théoréme 2.1.7 On suppose que l'ensemble G est non-vide. Soient (A,)nen une
suite dans ]0,1] et (yn)nen une suite dans 0,2/, p; 1) telles que

inf A\, >0 et 0 < inf~, < < 2
inf A, e int v, < sUp Yy < —<m——3-
nel nel neN P

Etant donnés xo € H et, pour tout n € N, a, € H et (bin)i<i<m € H™, on pose

(2.20)

(Vn € N) 201 = a0+ Ny (J%FO <$n+7nZ(inFixn+bi,n —xn)/pi> +ay, —xn)

- (2.21)

Alors, si Y yllan]] < 400 et maxicicm Y oy |binll < 400, la suite (z)nen
converge faiblement vers une solution de (2.17).

Quelques liens entre tous ces résultats de convergence vers une solution du
probleme (2.1) et des résultats bien connus (comme la méthode des projections cy-
cliques ou paralleles pour le probleme d’admissibilité convexe, la méthode explicite-
implicite pour trouver un zéro de la somme de deux opérateurs maximaux mono-
tones) sont mis en évidence dans les remarques 2.2.21, 2.2.32 et 2.2.38.

2.2 Article en anglais

EQUILIBRIUM PROGRAMMING IN HILBERT SPACES!

Abstract : Several methods for solving systems of equilibrium problems in
Hilbert spaces — and for finding best approximations thereof — are presented and their
convergence properties are established. The proposed methods include proximal-like
block-iterative algorithms for general systems, as well as regularization and splitting
algorithms for single equilibrium problems. The problem of constructing approximate
equilibria in the case of inconsistent systems is also considered.

2.2.1 Introduction

Let ‘H be a real Hilbert space, let K be a nonempty closed convex subset of ‘H,
and let (F});er be a countable family of bifunctions from K? to R. We address the

'P. L. Combettes and S. A. Hirstoaga, Equilibrium programming in Hilbert spaces, Journal of
Nonlinear and Convex Analysis, vol. 6, no. 1, pp. 117-136, 2005.

14



broad class of problems whose basic formulation reduces to solving the system of
equilibrium problems

find z € K such that (Vi e I)(Vy € K) Fj(xz,y) > 0. (2.22)

In the case of a single equilibrium, i.e., I is a singleton, the formulation (2.22) was
shown in [7, 26| to cover monotone inclusion problems, saddle point problems, varia-
tional inequality problems, minimization problems, Nash equilibria in noncooperative
games, vector equilibrium problems, as well as certain fixed point problems (see also
[17]). The above formulation extends this formalism to systems of such problems, co-
vering in particular various forms of feasibility problems [3, 13]. We shall also address
the problem of finding a best approximation to a point a € H from the solutions to
(2.22), namely

project a onto S = ﬂS,-, where (Viel) S; = {z eK|(VyeK) Fi(z,y) > O}.
i€l

(2.23)

Our main objective is to devise algorithms for solving (2.22) and (2.23) and to
analyze their asymptotic behavior under the standing assumption that the bifunc-
tions (F;);er all satisfy the following set of standard properties.

Condition 2.2.1 The bifunction F': K? — R is such that :
(i) (Vx € K) F(x,z)=0.
(i) (V(z,y) € K?) F(z,y)+ F(y,z) <0.
(iii) For every x € K, F(x,-): K — R is lower semicontinuous and convex.
(iv) (Y(z,y,2) € K?) ET:%F((l —e)r+ez,y) < F(z,y).

While some methods have been proposed to solve (2.22) in this context in the case of
a single bifunction (see [24, 25] and, in the case of Euclidean spaces, [15, 19, 22]), we
are not aware of any result for systems of equilibrium problems. In addition, there
does not seem to be any iterative algorithm in the literature to solve (2.23), even in
the case of a single bifunction. Our analysis will also bring to light new connections
between equilibrium programming and standard optimization methods.

The remainder of the paper is organized as follows. In section 2.2.2, we define
our notation and provide technical facts that will be used in subsequent sections.
In section 2.2.3, we establish convergence results for parallel, proximal-like, block-
iterative methods to solve (2.22) and (2.23). In the case of a single equilibrium
problem, an alternative approach to (2.23) based on regularization ideas is presented
in section 2.2.4. In section 2.2.5, we address problems with a single bifunction which
can be split into two components, and devise forward-backward-like algorithms for
solving them. In section 2.2.6, these results are applied to the problem of finding
approximate solutions to (2.22) and (2.23) in the inconsistent case, i.e., when S = @&.
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2.2.2 Notation and preliminary results
2.2.2.1 Notation

Throughout the paper N denotes the set of nonnegative integers and H is a
real Hilbert space with scalar product (- |-), norm || - ||, and distance d. K is a
fixed nonempty closed convex subset of H and Id denotes the identity operator on
‘H. The expressions z,, — z and z,, — x denote respectively the weak and strong
convergence to z of a sequence (z,)nen in H, and (x, ) en its set of weak cluster
points. The class of all proper, lower semicontinuous, convex functions from H to
| =00, +0o0] is denoted by I'o(H). Now let C' be a subset of H. Then int C' is the
interior of C, d¢ its distance function, and ¢ its indicator function, which takes the
value 0 on C' and 400 on its complement. If C' is nonempty, closed, and convex,
then Pr denotes the projection operator onto C. Finally, FixT = {z € H | Tx = x}
denotes the set of fixed points of an operator 7': H — H.

2.2.2.2 Set-valued operators

Let A: H — 2™ be a set-valued operator. The sets dom A = {z € H | Az # @}
and gr A = {(z,u) € H? | u € Az} are the domain and the graph of A, respectively.
The inverse A~! of A is the set-valued operator with graph {(u,z) € H?* | u € Az}.
The resolvent of A is J4 = (Id+A)~! and its Yosida approximation of index v €
10, +o0] is

A = M_ (2.24)
v
Moreover, A is monotone if
(V(z,u) € grA)(V(y,v) €grd) (z—y[u—v)=0, (2.25)

and maximal monotone if, furthermore, gr A is not properly contained in the graph
of any monotone operator B: H — 2" If A is monotone, then J, is single-valued on
dom Jy ; in addition, if A is maximal monotone, then dom J,4 = H (see [1, section 3.5]
for details).

Lemma 2.2.2 Let A: H — 2" be a mazimal monotone operator and let v €
10, +00[. Then

1
J( 'yA) =1Id —l-ﬁ (J('y—i-l)A — Id) . (2.26)
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Proof. Let (x,y) € H?. Then

-1
=Tyt & Y= <VT+11d—%J,YA) x
& (y+ 1y —vxr=Jyay
& ye(y+y—yz+7A((y+ Dy — )
s v—yeA((y+1)y—2)
& o= ((v+Dy—z) € (v + DA((y+ Dy — 1)
& (Y+ 1Dy =77 = Jyp1)aT
& y=x+ ﬁ (Jiyr1ya7 — ) . (2.27)

The subdifferential of a proper function f: H — |—o0,+0o0] is the set-valued
operator

Of H—2"o—{ueH|(VyeH) (y—z|u)+ f(z) < f(y)}. (2.28)

The normal cone operator of a nonempty closed convex set C' C ‘H is Ng = Oie. If
f €To(H), then Jf is maximal monotone and

prox; = Jos (2.29)

is Moreau’s proximity operator [23]; moreover, the Moreau envelope of index v €
10, +o0[ of f is the function f: z +— minyey f(y) + %Hx — )%

Lemma 2.2.3 Let f € I'y(H) and v € |0, +oo[. Then

1
prox(yf> =1Id +ﬁ (prox(wl)f —1d). (2.30)

Proof. Since [23, Proposition 7.d] implies that 9( 7f) = "(9f), it suffices to set A = 9 f
in Lemma 2.2.2. 0

2.2.2.3 Nonlinear operators

Definition 2.2.4 Let T: 'H — H be a single-valued operator with dom7T = H.
Then T

(i) belongs to the class ¥ [4] if (V(z,y) € Hx FixT) (y—Tx |z —Tz) <0;
(ii) is nonexpansive if (V(z,y) € H?) || Tz — Tyl < ||z — yl|;
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(iii) is firmly nonexpansive if (V(z,y) € H?) [Tz —Ty|* < Tz —Ty |z —y);

(iv) is a-averaged for some o € ]0,1[ if "= (1 — o) Id +«a R for some nonexpansive
operator R: dom R = H — H [10]. The class of a-averaged operators on H is
denoted by A(a).

The following relationships exist between these types of operators (see, e.g., [4, Pro-
position 2.3] and [14, Lemma 2.1)) :

T €% <« Tisfirmly nonexpansive < Id—T is firmly nonexpansive

\ i (2.31)

T is nonexpansive T € A(3).

Lemma 2.2.5 [13, Proposition 2.4] Let (T;);er be a finite family of operators in ¥
such that C = (o, FixT; # @ and let (w;)ier be real numbers in 0,1] such that
Y ic;wi = L. Define

Zie[ wi|| Tix — IHZ

(2 € ) Lz (Tier, (whier) = { | sorwie — o 7 756 o)
1, otherwise,
and
T:H—-H:x—x+ \z) <ZwiTix—x) :
theE;e 0< Az) < L(z, (T3)ier, (wz')ie[). (2.33)
Then :

(i) For all x € H, L(z, (T})icr, (wi)icr) is a well defined number in [1, 400,
(i) FixT = C.
(iii) 7 € 7.

2.2.2.4 Convergence of two T-class algorithms

Algorithm 2.2.6 Given € €0, 1] and xy € H, a sequence (z,)nen is constructed
inductively as follows : for every n € N, select T,, € T and set z,41 = z, + (2 —
eV Thay — xp).

Theorem 2.2.7 Let (x,)nen be an arbitrary orbit of Algorithm 2.2.6 and let C' be a
nonempty closed convex subset of H such that C' C [,y FixT,. Then :
(i) (n)nen @s bounded.

(i) Y, en lTns1 — 2> <400 and Y, o 1Ty — 2 ||* < 4o00.
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(ili) (@n)nen converges weakly to a point in C if and only if W(x,)neny C C.

Proof. For C = (N, oy FixT,,, this is precisely [4, Theorem 2.9]. However, in view of
[4, Proposition 2.1], the results remain true as stated above. [

The second algorithm, which goes back to [18] (see also [12]), concerns the best
approximation of the point a in (2.23).

Algorithm 2.2.8

Step 0. Set n =0 and zg = a.

Step 1. Select T;, € X.

Step 2. Set m, = (o — 2 | T — Thtn ), fn = |70 — Tul|?, vn = |20 — Thx,ll?, and
Pn = Ml — T

Step 3. If p, = 0 and 7, < 0, then stop ; otherwise set
T,x,, if p, =0 and 7w, > 0;

zo + (14 7, /vp) (Thzn — ), if p, >0 and 7,v, > pp;

Tpn + &(Wn(ﬂfo - xn) + :un(Tnxn - xn))> if Pn > 0 and Tln < Pn-

n

Lptl =

(2.34)
Step 4. Set n =n+ 1 and go to Step 1.

As shown in [4, Proposition 3.4(v)], the above algorithm does generate an infinite

sequence (,)nen for any starting point 2y € H provided that (,.y Fix T, # @.

Theorem 2.2.9 Let (z,)nen be an arbitrary orbit of Algorithm 2.2.8 and let C be a
nonempty closed convex subset of H such that C' C (,cn FixT,. Then :
(i) (n)nen @s bounded.
(i) Y, en lTns1 — za|* <400 and Y, o 1Ty — 20 ||* < 4o00.
(i) (zn)neny converges strongly to the projection of a onto C if and only if
W(x,)nen C C.

Proof. For C = (1, oy Fix T,,, this is precisely [4, Theorem 3.5(ii)&(v)&(iv)]. However,
an inspection of the proofs of [4, section 3] shows that the assertions remain true as
stated above. O

2.2.2.5 Convergence of compositions of averaged operators

Algorithm 2.2.10 Fix 2y € H and, for every n € N, set

Lnt+1 = T, + )\n (Tl,n (T2,nxn + e2,n) + €1n — xn)v (235>
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where T}, € A(ay,) and Ty, € A(agy,), with (aq,, as,) € 0, 1[2, (€1.m, €2n) € H?,
and A, €10, 1].

In the above iteration, e;, and es, model errors induced by the inexact evalua-
tion of the operators T, and T3, respectively.

Theorem 2.2.11 [14, Theorem 6.3] Suppose that the following conditions are satis-
fied.

(i) G=Npen Fix (T1,213,) # 2.

(ii) lim A, > 0, limay, < 1, and limay, < 1.

(iii) For every subsequence (x, )nen Of an orbit (z,)nen generated by Algorithm
2.2.10, we have

(Ve € G) Y N1(1d ~T1)Topan + (1d ~Th, )| < +oo

neN
(Vz € G) Y (1d=Typ)z, — (Id =Tp,)z|* < 400
neN = z€e(.
ZHTl,nTlnxn — 2,|]? < 400
neN
L Lk, — Z

(2.36)

(iv) Ynenllernl] <400 and Y-,y llean|l < +oo.
Then every orbit of Algorithm 2.2.10 converges weakly to a point in G.
2.2.2.6 Resolvents of bifunctions

The following notion appears implicitly in [7].

Definition 2.2.12 The resolvent of a bifunction F': K? — R is the set-valued ope-
rator

JriH—=28 2 {zeK|(VyeK) F(z,y)+(z—x |y—2) >0}. (2.37)

Lemma 2.2.13 Suppose that F': K* — R satisfies Condition 2.2.1 and let
Sp={z€K|(VyeK) F(z,y) > 0}. (2.38)
Then :
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(i) dom Jp =H.

(ii) JFg is single-valued and firmly nonexpansive.
(i) FixJp = Sp.
(iv) Sk is closed and convex.

Proof. (i) : [7, Corollary 1] asserts that for every x € ‘H there exists a point z € K
such that

Vye K) F(z,y)+(z—x |y—=z) >0. (2.39)

(ii) : This statement is implicitly given in [7, p. 135], we provide the details for
completeness. Fix (z,2') € H? and let z € Jpz, 2/ € Jpa'. Then F(z,2/) >
(t—2z |2 —2z)and F(2,2) > (&' — 2 | 2z — 2'). Therefore, by Condition 2.2.1(ii),
0> F(z,2)+ F(2,2) >{(x—a")— (2 —2') | 2/ — z), hence

(x—a' |z=2)> ||z = 2|~ (2.40)

In particular, for x = 2/, we obtain z = 2/, which implies that Jp is single-valued.
In turn, we derive from (2.40) that Jr is firmly nonexpansive. (iii) : Take x € K.
Thenz € FixJp s x=Jpr & (VWeK) Flr,y)+{(x—xz |y—x) > 04 (Vy € K)
F(z,y) >0 < x € Sp. (iv) : Follows from (iii), (ii), and (2.31) since the fixed point
set of a nonexpansive operator is closed and convex [16, Proposition 1.5.3]. O

Lemma 2.2.14 Suppose that F: K* — R satisfies Condition 2.2.1. Let (x,,)nen be
a sequence in H and (Vn)nen @ sequence in |0, +oo[. Define

(VneN) z, =J, rr, and u, = (T, — 2,)/7n, (2.41)
and suppose that

Zn — x  and U, — u. (2.42)
Then x € K and (Vy € K) F(z,y)+ (u |z —y) > 0.

Proof. It follows from Lemma 2.2.13(i)&(ii) that the sequence (z,)nen is well defined
and from (2.37) that it lies in K, which is weakly closed. Therefore x € K. On the
other hand, it follows from Condition 2.2.1(iii) that F(y,-) is weak lower semicon-
tinuous for every y € K. Therefore, we derive from Condition 2.2.1(ii), (2.41), and
(2.37) that

(2.43)

where the last equality follows from (2.42) and the sequential continuity of (- | -) on
Hstrong x Hveak Now fix y € K and define, for every ¢ € ]0,1], z. = (1 — &)z + ey.
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Then, for every ¢ € |0, 1], z. € K by convexity of K and, in turn, Condition 2.2.1(i),
Condition 2.2.1(iii), and (2.43) yield

0 - F(x€7x€)
< (1 —e)F(x.,x) +eF (2., y)
< (1—-¢)(u|z—z.)+eF(z.,y)

e(l—e){ul|z—y)+eF(z.,vy), (2.44)

whence F(z.,y) > (1 —¢)(u |y — ). In view of Condition 2.2.1(iv), we conclude
that F(z,y) > lir(%F(:ca,y) >(uly—x).0

Next, we recall an important technical fact that will be required subsequently.

Lemma 2.2.15 [7, Lemma 1] Let Cy and Cy be two nonempty convex subsets of
H such that Cy is weakly compact. Let the function ®: C; x Cy — R be concave
and upper semicontinuous in the first argument, and convex in the second argument.
Assume furthermore that

(Vy € Cy) max O (u,y) > 0. (2.45)
Then
(Fue Ch)(Vy € Cy) P(u,y) > 0. (2.46)

We complete this section with concrete examples of resolvents of bifunctions.

Lemma 2.2.16 Let A: H — 2™ be a mazximal monotone operator, let f € To(H),
let C C H be a nonempty closed convex set, and let jn € 10, 400].

(i) Suppose that K C intdom A and set

(V(z,y) € K7) F(z,y) = max(u |y —x). (2.47)
Then F satisfies Condition 2.2.1 and Jp = Ja4n, -
(ii) Set
K=H and (V(x,y)€H?) F(z,y) = ("zx |y — ). (2.48)

Then F' satisfies Condition 2.2.1 and Jgp = 1d +ﬁ (J(u+1)A — Id).
(iif) Set
K=H and (V(z,y) € H*) F(z,y) = (z — prox, x|y —x) /p. (2.49)

Then F' satisfies Condition 2.2.1 and Jp = 1d +ﬁ(prox(“+1)f —1d).
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(iv) Set
K=H and (V(x,y) € H*) F(z,y)=(x — Pox |y —2) /u.  (2.50)
Then F satisfies Condition 2.2.1 and Jp = 1d +ﬁ(Pc —1d).
(v) Suppose that K C dom f and set

(V(z,y) € K?) F(z,y) = f(y) — f(2). (2.51)
Then F satisfies Condition 2.2.1 and Jp = prox,,, .

Proof. (i) : By [27, Theorem 2.28|, A is locally bounded on int dom A. Therefore, it
follows from [1, Proposition 3.5.6.1] that the sets (Ax).cx are weakly compact and
that, for every (x,y) € K2, the weakly continuous function (- | y — ) achieves its
maximum over Az. Hence, F' is well defined. In addition, F’ satisfies Condition 2.2.1 :
Indeed, item (i) there is obvious, item (ii) follows at once from the monotonicity of
A, and item (iii) from the fact that F'(x,-) is the supremum of the family of lower
semicontinuous convex functions ({(u |+ — x))uca,. Finally, to establish item (iv) in
Condition 2.2.1, let us observe that our assumptions imply that A |intqom 4 1S & weak-
usco operator [27, section 7]|. Hence, it follows from [6, Théoreme VI1.3.2] that, for
every y € K, F(-,y) is upper semicontinuous and, therefore, that Condition 2.2.1(iv)
holds. Now take x and z in ‘H. Then Lemma 2.2.13(ii) and (2.37) yield

z=Jprsze K and (Yye€ K) mix(y—z\u—l—z—x)zo
ucAz

SzeK and JueAz)VyeK) (y—z|ut+z—2)>0 (2.52)

& (Jue Az) x —z—u € Ngz

S x €z+ Az + Nigz

& z=(Id+A+ Ng) '

& 2= JaNg T, (2.53)
where we have used Lemma 2.2.15 (with C; = Az, Cy = K, and ®(u,y) =
(y—z |u+z—x))toget (2.52). (ii) : *A is a single-valued maximal monotone ope-
rator with domain H [1, Theorem 3.5.9]. Using this operator in (2.47) yields (2.48),
and it follows from (i) that Jp = J i), which proves the assertion via Lemma 2.2.2.
(iii) : Set A = O0f in (ii) and use (2.24) and (2.29). (iv) : Set f = ¢¢ in (iii). (v) : It
is easily verified that F' satisfies Condition 2.2.1. Now take x and z in H. Then it
follows from (2.37), (2.51), and (2.28) that

z=Jpr & z€K and (VWeK) (y—z|xz—2)+ f(2) < fy)
& WeH) (y—z|lx—2)+ f(2)+k(2) < fly) +ix(y)
& r—z2z€0(f+k)(2)
& 2 =Dprox;,,, T. (2.54)
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Remark 2.2.17 In all of the above examples, the function F'(-,y) is actually upper
semicontinuous for every y € K.

2.2.3 Block-iterative algorithms

The main objective of this section is to apply Theorem 2.2.7 and Theorem 2.2.9
with a suitable choice of the sequence (T},),en to solve (2.22) and (2.23). It is recalled
that (F;);e; is a countable (finite or countably infinite) family of bifunctions from
K? to R which all satisfy Condition 2.2.1. We shall use the following construction,
in which the operator L is defined by (2.32).

Procedure 2.2.18 Fix 0 € |0, 1[. At every iteration n € N, z,, is available and T,
is constructed according to the following steps.

0 o +#1,Cl, I, finite.
O (Vi€ l,) vin €]0,400].
O (Vi€ ly) win€[0,1], > e, win=1,and

5 50m — | = ax [ i — |

(37 € 1) {

Win 2 0.

O (Vo € H) M(a) € [0,L(2, (Jyr)icrts (Win)ier+) ], where I = {i € I, |
Wi > 0}.
0T H—=H: o= x4+ @) (Cies Windy,m% — ).
Condition 2.2.19
(i) The set S in (2.23) is nonempty.
(ii) (7h)nen is constructed as in Procedure 2.2.18.

(iii) There exist strictly positive integers (M;);er such that

(V(i,n) e I xN) i€ n+u_ I. (2.55)

k=n

(iv) For every i € I and every strictly increasing sequence (p,)neny in N such that
i € Mnen Ipns IfnenYip, > 0.
Theorem 2.2.20 Suppose that Condition 2.2.19 is satisfied. Then :
(i) BEwvery orbit of Algorithm 2.2.6 converges weakly to a solution to (2.22).

(ii) Ewvery orbit of Algorithm 2.2.8 converges strongly to the unique solution to
(2.23).
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Proof. We are going to show that the two assertions follow from Theorem 2.2.7
and Theorem 2.2.9 with C' = S. We first observe that Lemma 2.2.13(iv) guarantees
that the sets (S;)ie; in (2.23) are closed and convex. Accordingly, it follows from
Condition 2.2.19(i) that S is nonempty, closed, and convex. Problem (2.23) there-
fore possesses a unique solution. Moreover, for all n € N, the weights (w;,);c;+ are
real numbers in 0, 1] such that ). ;+ w;, = 1. On the other hand, it follows from
Lemma 2.2.13(1)&(ii) and (2.31) that

(VneN)(Viel,) J, ,r €T (2.56)
Therefore, Lemma 2.2.5(iii) yields
(VneN) T, €. (2.57)
Furthermore, we derive from (2.23), Lemma 2.2.13(iii), and Lemma 2.2.5(ii) that
(VneN) §=(8 c () FixJy,,r, =FixT,. (2.58)
iel ielt

Therefore S C (1, ey FixT,,. Now let i be an index in I, let (x,)nen be a sequence
generated by either algorithm, and let x € 20(x,, )nen, say zx, — x. Then, in view
of Theorem 2.2.7(iii) and Theorem 2.2.9(iii), it is enough to show that x € S;, i.e.,

re K and (Vye K) F(x,y)>0. (2.59)

Theorem 2.2.7(ii) and Theorem 2.2.9(ii) assert that Y,y [|[Znt1 — Zn|* < +o00 and
> e 1T — 2] < +o0. Now fix z € S and set § = sup,cy ||z, — z|. Then
B < +00 by Theorem 2.2.7(i) and Theorem 2.2.9(i). On the other hand, we derive
from (2.56), (2.58), and Definition 2.2.4(i) that

(VR € N)(Vj € L) || Jo;nr;@n — > < (2 =20 | Iy 0 — @ ) - (2.60)

Thus, it follows from Procedure 2.2.180, (2.60), the Cauchy-Schwarz inequality, and
Procedure 2.2.180&[] that

) 2
(Vn € N) (55%2}}( |y ;0 — Tn||” < E Wi || Ly Fy T — @]
" jeln
: : wjynJ'Yj,nFjJ:n - J;n >

S <Z — T
J€In

S ﬁ E wj,nJ’yj’nijn — T

jELT
)\n n
< b 5@ ) Z Wjndy, W F;Tn — Tn
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Therefore, since T,x,, — x, — 0, we obtain

max |y, ;00 — || — 0. (2.62)

After passing to a subsequence of (zy, )nen if necessary, we assume that, for every
n €N, k,+1 > k,+ M,;. Then Condition 2.2.19(iii) asserts that there exists a sequence
(Pn)nen in N such that

(VneN) k, <p, <k,+M,—1<ky1 <ppy1 and i€l,. (2.63)

However, z,, — xx, — 0 since > [|Zns1 — 2,]]* < +o0 and

k7L+Mi_2
(e N) llzg,—ai,l € Y o=l S VAT [ laes — a2 (2:64
I=kn 1>kn

Hence, x,, — x. On the other hand, we derive from (2.62) and (2.63) that

Zpn — Lp

. . — 0, where (YneN) z, =J,, rTp,. (2.65)

In turn, we obtain

Zp, — X. (2.66)

n

Now set, for every n € N, w,, = (2, — 2,)/%ip,- Then (2.65) and Condi-
tion 2.2.19(iv) imply that

Uy, — 0. (2.67)

n

Altogether, it follows from (2.66), (2.67), and Lemma 2.2.14 that (2.59) is satisfied.
g

Remark 2.2.21

e By considering the special cases described in Lemma 2.2.16, one can recover
from Theorem 2.2.20 various convergence results for block-iterative methods
involving resolvents of maximal monotone operators, proximity operators, or
projection operators (see [4] and [13] and the references therein). For instance,
suppose that I = {1, ..., m} and that (S;);c; is a family of closed convex sets
in H with associated projection operators (P;);c;. Now fix ¢ € ]0,1[, define
i: N —I:n— (nmodulom)+ 1, and set

K=H and (Vi I)(¥(z,y) € H?) Fy(z,y)=(x— Pax |y—=z)/(1—¢).
(2.68)

Then it follows from Lemma 2.2.16(iv) that, for every ¢ € I, F; satisfies
Condition 2.2.1 and Jr, = Id +(P;, — 1Id)/(2 — €). Now set

(VneN) A\, =1, I, ={i(n)}, and yipyn = 1. (2.69)

26



Then Theorem 2.2.20(i) states that, if S =(1,.; S; # @, the sequence produ-
ced by the cyclic projections method

ro€H and (Yn€N) x4 = Py, (2.70)

converges weakly to a point in S. This classical result is due to Bregman [8,
Theorem 1].

e It follows from the analysis of [13] that the conclusion of Theorem 2.2.20(i)
remains true if certain errors are present in evaluation of the resolvents in
Procedure 2.2.18.

In the case when the family (F});c; consists of a single bifunction F', Problem
(2.22) reduces to

find x € K such that (Vy € K) F(x,y) > 0. (2.71)

Moreover, we have L = 1 and, for A\, = 1/(2 — ¢) in Procedure 2.2.18, the iteration
described by Algorithm 2.2.6 assumes the form

o€ K and (VneN) z,44 =J,, px,, where v, € ]0,+oo]. (2.72)

Theorem 2.2.20(i) states that every sequence (x,,),en so constructed converges weakly
to a solution to (2.71) provided that inf,en 7, > 0 (see also [15, 22, 24, 25] for related
results). This statement can be refined as follows.

Theorem 2.2.22 Suppose that F': K? — R satisfies Condition 2.2.1 and that the set
S of solutions to (2.71) is nonempty. Let (x,)nen be an arbitrary sequence generated
by (2.72), where Y, V2 = +00. Then (z,)nen converges weakly to a point in S.

Proof. Let n € N. It follows from (2.72) and (2.37) that

0 S ’}/nF(l’n-i-la xn+2) + <$n+1 — Ty | Tpyo — $n+1> (2 73)
0 S 7n+1F(xn+2a xn-i—l) + <$n+2 — Tp+1 | Tn4+1 — $n+2> .
Now set z, = J,, pz, and u, = (T, — 2,,)/¥n. Then (2.73) yields
<'U/n | Lp42 — xn+1> S F(xn‘l'l’ ITL+2> (274)
(Ung1 | Tpg1 — Tny2) < F(Tpq2, Tng)
and it therefore follows from Condition 2.2.1(ii) that
(Un = Uns1 | Tpgo — Tny1) < F(Tnyr, Tny2) + F(Tpgo, Tngr) < 0. (2.75)

Consequently, we have (u,11 — u, |uyy1) < 0 and, by Cauchy-Schwarz, ||u,1] <
||wn]||. Therefore

(lten||)nen converges. (2.76)
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Let us now apply Theorem 2.2.7 with (7},)nen = (J, 7 )nen. We first obtain from
Theorem 2.2.7(ii) that Y, .y V2|unll®> = D ex 120 — @al]? < +o0. Since Y, 72 =
+o0, it follows that lim ||u,|| = 0 and, consequently, (2.76) yields u, — 0. Now
suppose that zy, — x. Then, in view of Theorem 2.2.7(iii), it remains to show that
x € 5. As seen above,

ug, — 0. (2.77)
On the other hand, since z, — x,, — 0, we have

2k, — . (2.78)

n

Combining (2.77), (2.78), and Lemma 2.2.14, we conclude that = solves (2.71). O

Remark 2.2.23 Consider the setting of Lemma 2.2.16(i) with K = H. Then, for
every n € N, J, p = (Id +7,A)~" reduces to the usual resolvent of v,A and Theo-
rem 2.2.22 therefore corresponds to [9, Proposition 8] (see also [10, Theorem 2.6(a)]).

2.2.4 A regularization method

In this section, we suppose that the family (F;);c; consists of a single bifunction
F'. Then the problem (2.23) of finding the best approximation to the point a becomes

project a onto S = {z € K | (Vy € K) F(z,y) > 0}. (2.79)
We now describe an alternative to Theorem 2.2.20(ii) to solve this problem.

Algorithm 2.2.24

Step 0. Set n =0 and zg = a.

Step 1. Let a,, € ]0,1[, 7, € ]0,400[, and e, € H.
Step 2. Set x,.1 = ana+ (1 — ay) (J%pxn +en).
Step 3. Set n =n+ 1 and go to Step 1.

We shall study this iterative scheme in the context described below.

Condition 2.2.25
(i) The set S in (2.79) is nonempty.
(ii) oy — 0 and ) _a, = +oo.
(iii) 7n — +oo.
)

(V) Y e lleall < +oo.
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Theorem 2.2.26 Suppose that F: K? — R satisfies Condition 2.2.1 and that
Condition 2.2.25 is satisfied. Then every orbit of Algorithm 2.2.24 converges strongly
to the unique solution to (2.79).

Proof. In view of Lemma 2.2.13(iv) and Condition 2.2.25(i), Problem (2.79) does
possess a unique solution. Now let (z,,),en be an orbit of Algorithm 2.2.24 and set

(VneN) z, =J, pr, and wu, = (T, — 2,)/Vn. (2.80)
It follows from Lemma 2.2.13(i)—(iii), and (2.31) that

(Vx € S)(Vn e N) ||z, — || = || Sy, pzn — Sy, rx| < ||2n — 2| (2.81)
Therefore

(Vo € S)(Vn € N) ||z,1 — x|
< anlla — @l + (1 — o) (|20 — 2]l + lleall)
< anlla — 2| + (1 = an)l[zn — 2] + [lenll. (2.82)

Since xy = a, we obtain by induction

(Vo € S)(Vn € N) [lzp — 2l < fla—z] + D [lel. (2.83)

k=0

Hence, it follows from Condition 2.2.25(iv) that (x,),en is bounded and, in turn,
from (2.81) that (z,)nen is bounded. Consequently, (x,, — z,)nen is bounded and we
derive from (2.80) and Condition 2.2.25(iii) that

u, — 0. (2.84)
Now let (zg, )nen be a subsequence of (z,),en such that
<CL—PSCL|an—PSCL>—>m<CL—PSa|Zn—PSCL>, (285)

and such that (zy, )nen converges weakly to some point z € H. Then it follows from
(2.84) and Lemma 2.2.14 that z € S. We therefore deduce from Lemma 2.2.13(iv)
and the standard characterization of projections onto convex sets that

(a — Psa | zy, — Psa) — (a — Psa | z — Psa) < 0. (2.86)
Therefore, (2.85) and Condition 2.2.25(iv) imply that

lim (a — Psa | z, + e, — Psa) < 0. (2.87)
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Next, we observe that
(Vn € N) ||zps1 — Psal]® = ||an(a — Psa) + (1 — ) (2, + €, — Psa)|?
=a?|la — Psal|® + (1 — a,)?||z, + €, — Psall?
+ 2a,(1 — ) (a — Psa | z, + €, — Psa)
< a2lla— Psall® + (1 = aw)(||20 — Poall + leal])”
+ 20, (1 — ) (@ — Psa | z, + €, — Psa) . (2.88)

Now let us fix € € ]0, +oo[. We infer from Condition 2.2.25(ii)&(iv) and (2.87) the
existence of an index ¢ € N such that, for every n > g,

anlla—Psal® <e, Y el <e, and (a— Psa |z, +e, — Psa) <e. (2.89)

k>q

Thus, it follows from (2.88), (2.89), and (2.81) that, for every n > ¢,

3ane + (1 — an)(||zn — Psal]® + 5||en||)
3ane + (1 — ) ||z — Psall* + Blenl, (2.90)

|Zp1 — Psal* <
<

where 3 = sup,,cy (|len]| 4 2|2, — Psal]) < 4-oco. Hence, we obtain by induction that,
for every n > g,

n

J2ns = Psall” < 3(1=T[(1—aw))e

k=q
n

+ (H(l — Oék)) lzg — Psall® + 5 llexll- (2.91)

k=q k=q

However, it follows from Condition 2.2.25(ii) that [[;_,(1 — ax) — 0 [21, Theo-
rem 3.7.7]. Therefore, (2.91), Condition 2.2.25(iv), and (2.89) yield

lim ||z, — Psal® < 3=+ 3 [lexll <e(3+ ), (2.92)

k>q
and hence we conclude that ||z, — Psa|* — 0.0

Remark 2.2.27 Consider the setting of Lemma 2.2.16(i) with K = H. Then, for
every n € N, J, p = (Id +7,A)~" and Theorem 2.2.26 therefore corresponds to [20,
Theorem 1].
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2.2.5 Splitting

In this section, we return to the single equilibrium problem (2.71) in instances
when the bifunction F' can be broken up into the sum of two terms, say
F: (2,y) — Fy(z,y)+(Bzx |y —z), where Fy: K* - R and B: H — H. (2.93)
In this scenario, (2.71) becomes

find x € K such that (Vy € K) Fy(x,y)+ (Bx |y —ax) > 0. (2.94)

Our objective is to devise a splitting algorithm in which the bifunction Fj and the
operator B are employed in separate steps at each iteration. It is assumed throughout
this section that

Fy: K* — R satisfies Condition 2.2.1 (2.95)
and that
BB is firmly nonexpansive on dom B = H, for some 3 € |0, +o0]. (2.96)

Moreover, we denote by G the set of solutions to (2.94), i.e.,
G={zeK|(VyeK) Fy(z,y)+ (Bx |y —z) > 0}. (2.97)

Remark 2.2.28 The bifunction F' defined in (2.93) satisfies Condition 2.2.1. In-
deed, by (2.96), B is continuous and monotone on H, hence maximal monotone
[1, Proposition 3.5.7]. Thus, it follows from Lemma 2.2.16(i) that the bifunction
(z,y) — (Bzx |y — x) satisfies Condition 2.2.1. In view of (2.95), so does the sum F
in (2.93).

Proposition 2.2.29 Let v € ]0,20[ and set
Sk ={x € K| Bz =0 and (Vy € K) Fy(z,y) > 0}.

Then :
(i) G =Fix J,p,(Id—yB).
(i)

(iii) G is closed and convex.

(iv) Suppose that Sg, 5 # @. Then G = Sk, B.

JyFy ( Id —WB) 1S nonexrpansive.

Proof. Note that, by (2.95) and Lemma 2.2.13(i), dom J,5, = H. (i) : Let z € H.
Then, in view of (2.37) and Lemma 2.2.13(ii),

reG & reK and Vye K) Fy(r,y)+(Bx |y—z)>0
< z €K and (Vy € K) vFy(z,y)+{(x — (x —yBz) |[y—x) >0

& = Jyp(z—yBz). (2.98)
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(ii) : It follows from (2.96) and (2.31) that 5B € A(%) and hence from [14, Lemma 2.3]
that Id —yB € A(g5). On the other hand, (2.95), Lemma 2.2.13(ii) and (2.31) yield

Jyry € A(%) Hence J,g, and Id —yB are nonexpansive and so is their composition.
(iii) : The assertion follows from (ii), (i), and [16, Proposition 1.5.3]. Alternatively,
this claim follows from Remark 2.2.28 and Lemma 2.2.13(iv). (iv) : Set T} = J,g,
and Ty = Id —yB. Then, on the one hand, (i) yields Fix7i7T» = G and, on the
other hand, Lemma 2.2.13(iii) yields FixT; N FixT, = Sk, 5. Now, as seen above,
the operators 77 and T are averaged. Therefore it follows from [10, Lemma 2.1] that
FixTi NFixTy, # @ = FixT) N Fix T, = Fix T T, which completes the proof. 0

We now describe a splitting algorithm and analyze its convergence.

Algorithm 2.2.30
Step 0. Fix xp € ‘H and set n = 0.
Step 1. Take A\, € 10,1}, v, € ]0,205], a, € H, and b,, € H.

Step 2. Set x,11 =z, + A\, (J%FO (:cn — Yu(Bz, + bn)) + a, — :cn)
Step 3. Set n =n+ 1 and go to Step 1.

Theorem 2.2.31 Suppose that the following conditions are satisfied :
(i) G # 2.
(i) lim A, >0 and 0 < lim~y, < lim~y, < 24.
(iii) > ey llan|l < 400 and -, [|ba]l < +o0.
Then every orbit of Algorithm 2.2.30 converges weakly to a point in G.

Proof. Let (x,)nen be an arbitrary orbit of Algorithm 2.2.30. Set
(VvneN) Ty, =J,r and Tb, =Id—,B. (2.99)

Then the update rule at Step 2 of Algorithm 2.2.30 assumes the form given in (2.35)
and, moreover, it follows from (2.95), Lemma 2.2.13(i)&(ii) and (2.31) that (77 ,,)nen
lies in A(3). Likewise, it follows from (2.96) and (2.31) that 3B € A(3) and hence
from [14, Lemma 2.3] that (Vn € N) T3, € A(33). Thus, Algorithm 2.2.30 is a
special case of Algorithm 2.2.10 with a3, = 1/2, as,, = 7./(20), €1, = an, and
€an = —Vnb,. We shall show that all the conditions of Theorem 2.2.11 are satisfied.
First, Proposition 2.2.29(i) yields

G = () Fix (T1,n o). (2.100)
neN
Hence, item (i) in Theorem 2.2.11 is implied by (i) above. Moreover, items (ii) and

(iv) in Theorem 2.2.11 are implied by (ii) and (iii) above. Let us now verify item (iii)
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in Theorem 2.2.11. To this end, let us fix a suborbit (zj, )nen of Algorithm 2.2.30,
x € G, and set

Tn — Zn

(Vn eN) z, =J,.p(z, —vBx,) and u, = o Bz, (2.101)
In view of (2.99) and (ii), (2.36) holds if
u, — —Bx
Bn = Bo = e (2.102)

Zn — Tp — 0

Ty — Z

n

Since B is continuous and monotone on H, it is maximal monotone [1, Proposi-
tion 3.5.7]. Therefore gr B is sequentially weakly-strongly closed in ‘H? [1, Propo-
sition 3.5.6.2], and the conditions z;, — 2z and Bz, — Bz imply Bx = Bz.
Consequently, the condition z, — x, — 0 yields

2k, — 2z and wug, — —Bz. (2.103)
It therefore follows from (2.101) and Lemma 2.2.14 that

ze K and (Vye K) Fy(z,y)+(Bz |y—=z) >0, (2.104)
i.e., z € G. Therefore, the conclusion follows from Theorem 2.2.11. O

Remark 2.2.32 We point out some connections between Theorem 2.2.31 and exis-
ting results.
(i) In the special case when v, = v, A, =1, a,, = 0, and b,, = 0, Theorem 2.2.31
follows from [25, Theorem 1].
(i) As in Lemma 2.2.16(i), let A: H — 2™ be a maximal monotone operator such

that K C int dom A and set Fy: K? — R: (z,y) — max,ea, (u |y — x). Then
x € Hsolves (2.94) < x€ K and (Vy € K) mix<u+Bx ly—a)>0
ucAx

& x € Kand (Ju e Azx)(Vy € K)

(u+Bzx |y—x)>0 (2.105)
& (Jue Ax) —u— Bx € Nz
& 0¢€ Az + Bx + Ngu, (2.106)

where we have used Lemma 2.2.15 to get (2.105). Thus, (2.94) coincides with
the problem of finding a zero of A + B + Ng. In particular, if K = H, then
JonFo = Jyna by Lemma 2.2.16(i) and therefore Algorithm 2.2.30 produces the
forward-backward iteration

Tpil = Tp + Ay (J%A (:)sn — Yn(Bz, + bn)) +a, — xn), (2.107)

for finding a zero of A + B. In this context, for A\, =1, a, = 0, and b, = 0,
Theorem 2.2.31 corresponds to [28, Proposition 1(c)].
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We now turn to the problem of finding the best approximation to a point a € ‘H
from G.

Theorem 2.2.33 Lete €]0,1] and v € ]0,205], and let (x,)nen be an arbitrary orbit
of Algorithm 2.2.8 generated with

(Vn € N) T, =Id+\, (Jyp,(Id —yB) = Id), where e < X, <1/2.  (2.108)

Then :
(i) If G # @, (xn)nen converges strongly to Pga.
(i) If G =@, ||z, — +oo.

Proof. In view of Proposition 2.2.29(i)&(ii), the assertions follow from [4, Corol-
lary 6.6(ii)]. O

2.2.6 Inconsistent problems

We now consider problems (2.22) and (2.23) with finitely many sets, say I =
{0,...,m}. In this section we aim at solving these problems when the assumption
S # @ is relaxed. We shall use the following notion, which was introduced in [25].

Definition 2.2.34 The Yosida approzimation of index p € ]0, 4+o00| of a bifunction
F: K* — R s the set-valued operator °F: H* — 2%: (z,y) — (z — J,px |y — ) /p.

In the present context, (2.22) becomes
find z € K such that (Vi € {0,...,m})(Vy € K) Fi(x,y) > 0. (2.109)

We recall that its set of solutions is denoted by S, while each F; satisfies Condi-
tion 2.2.1. Now, let us fix (p;)1<i<m in |0, +00[. When (2.109) has no solution, it can
be approximated by the problem

m

find z € K such that (Vy € K) Fo(z,y) + Z Pifi(z,y) >0, (2.110)

i=1

in which the bifunctions (F})i<;<, have been replaced by their Yosida approxima-
tions, which are single-valued operators by Lemma 2.2.13(ii). This approximation
is justified by item (iii) below. We henceforth denote by G the set of solutions to
(2.110).

Proposition 2.2.35 Let v € ]0,2/(>7, pi')[. Then :

7

(i) G =FixJyp, (Id+v 30 (Jor — 1d) /).
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(ii) G is closed and conve.
(iii) Suppose that S # &. Then G = S.

Proof. Problem (2.110) is a special case of Problem (2.94)—(2.96) with

m

Id—J,.F 1
B = — il and b= =—- (2.111)
; > i1 L/ pi

Indeed, set (Vi € {1,...,m}) w; = B/p;. Then > " w; = 1. Moreover, it follows from
Lemma 2.2.13(ii) and (2.31) that the operators (Id —J,,r, )1<i<m are firmly nonexpan-
sive. Therefore, their convex combination B =Y ", w;(Id —J,,F,) is also firmly no-
nexpansive. Hence (2.95) and (2.96) hold and we can apply Proposition 2.2.29(i)&(iii)
to obtain at once (i) and (ii). To show (iii), we first observe that Lemma 2.2.13(iii)
asserts that

S = SpoﬂﬂFixinFi, where Sp, = {z € K| (Vy € K) Fy(z,y) > 0}. (2.112)
i=1

Now suppose that S # @. Then (*, FixJ, 5, # @ and it therefore follows from
(2.31) and Lemma 2.2.5(ii) with A = 1 that Fix > " | w;J,.m = (o, Fix J,,r,. Conse-
quently, it results from (2.111) that

(VzreH) Br=0 & xeFD{ZwZ iFy = ﬂleJ”, (2.113)

=1

and we deduce from (2.112) that S coincides with the set Sg, g introduced in Pro-
position 2.2.29. Hence Sp, g # @ and Proposition 2.2.29(iv) yields G = Sp, p = S.
g

Specializing Algorithm 2.2.30 and Theorem 2.2.31 to (2.111), we obtain the
following result.

Algorithm 2.2.36

Step 0. Fix x¢p € ‘H and set n = 0.

Step 1. Take A, €10,1], v, €]0,2/(37, pi )|, an € H, and (b; ) 1<i<m € H™.
Step 2. Set x,11 = Tp+ A\, (J%FO (:cn Y0 e (T T+ by gy — xn)/pl) +a, — xn) )
Step 3. Set n =n+ 1 and go to Step 1.

Corollary 2.2.37 Suppose that the following conditions are satisfied.

(i) G #@.
(i) lim A, >0 and 0 < lim~, <Timy, <2/(3°7, o).
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(111) ZnEN HanH < +00 and maxj<i<m ZneN Hbl,nH < +00.
Then every orbit of Algorithm 2.2.36 converges weakly to a point in G.

Likewise, a direct reformulation of Theorem 2.2.33 for the scenario (2.111) yields
a sequence that converges strongly to the best approximation to a point a € ‘H from
the solutions to (2.110).

Remark 2.2.38 Let (S;)1<i<m be a family of closed convex sets in H with associated
projection operators (P;)1<i<m, and let (p;)1<i<m be numbers in [1,4+o00[ such that
> 1/p; = 1. Now set

K=H, F;, =0, and (Vi€ {1,...,m}) (¥(z,y) € H?)
Fi(z,y) = (&,(y) - &, (x)) /2. (2.114)
Then (2.109) corresponds to the basic convex feasibility problem of finding a
point in S = (N, S; and the bifunctions (F;)i<i<m satisfy Condition 2.2.1 by

Lemma 2.2.16(v). Now let (Vi € {1,...,m}) f; = pid% /2 = "Piug. Then it fol-
lows from Lemma 2.2.16(v) and Lemma 2.2.3 that

(Wi € {1,...,m}) Jor, = prox; =Id +pi ~(P; ~1d). (2.115)

Thus, we deduce from Proposition 2.2.35(i) that the set of solutions to (2.110) is
G =FixY ", J,r/pi. Now set (Vi € {1,...,m}) w; =1/(p; +1). Then z € G &
Yiwi(e—Pr) =0e VY " wdt(r) = 0. Hence, G = Argmin ) ;" | w;d% . On
the other hand, Corollary 2.2.37 with A\, = 1, a,, = 0, and b;,, = 0 asserts that, if
G # @ and if (yu)nen € 10,2[" satisfies 0 < lim~, < lim~y, < 2, every sequence
(Zn )nen generated by the iteration

xo€H and (VneN) z,01 =2, + T Zwi(P,-xn —xy) (2.116)
i=1

converges weakly to a point in G. This framework was considered in [11] to deal with
inconsistent signal feasibility problems.

2.3 Bibliographie

[1] J. P. Aubin and H. Frankowska, Set-Valued Analysis, Birkhduser, Boston, MA,
1990.

[2] J. P. Aubin, Optima and Equilibria — An Introduction to Nonlinear Analysis,
2nd ed., Springer-Verlag, Berlin, 1998.

[3] H. H. Bauschke and J. M. Borwein, On projection algorithms for solving convex
feasibility problems, SIAM Rev., 38, 367426, 1996.

36



[4]

[14]
[15]
[16]
[17]
[18]
[19]
[20]

[21]

H. H. Bauschke and P. L. Combettes, A weak-to-strong convergence principle
for Fejér-monotone methods in Hilbert spaces, Math. Oper. Res., 26, 248-264,
2001.

H. H. Bauschke, P. L. Combettes, and D. R. Luke, Hybrid projection-reflection
method for phase retrieval, J. Opt. Soc. Amer. A, 20, 1025-1034, 2003.

C. Berge, Espaces Topologiques, Fonctions Multivoques, 2nd ed., Dunod, Paris,
1966.

E. Blum and W. Oettli, From optimization and variational inequalities to equi-
librium problems, Math. Student, 63, 123145, 1994.

L. M. Bregman, The method of successive projection for finding a common point
of convex sets, Soviet Math. Dokl., 6, 688—692, 1965.

H. Brézis and P. L. Lions, Produits infinis de résolvantes, Israel J. Math., 29,
329-345, 1978.

R. E. Bruck and S. Reich, Nonexpansive projections and resolvents of accretive
operators in Banach spaces, Houston J. Math., 3, 459-470, 1977.

P. L. Combettes, Inconsistent signal feasibility problems : Least-squares solu-
tions in a product space, IEEE Trans. Signal Process., 42, 2955-2966, 1994.

P. L. Combettes, Strong convergence of block-iterative outer approximation me-
thods for convex optimization, SIAM J. Control Optim., 38, 538565, 2000.

P. L. Combettes, Quasi-Fejérian analysis of some optimization algorithms, in
Inherently Parallel Algorithms for Feasibility and Optimization (D. Butnariu,
Y. Censor, and S. Reich, eds.), 115-152, Elsevier, New York, 2001.

P. L. Combettes, Solving monotone inclusions via compositions of nonexpansive
averaged operators, Optimization, 53, 475-504, 2004.

S. D. Flam and A. S. Antipin, Equilibrium programming using proximal-like
algorithms, Math. Program., 78, 29-41, 1997.

K. Goebel and S. Reich, Uniform Convexity, Hyperbolic Geometry, and Nonez-
pansive Mappings, Marcel Dekker, New York, 1984.

A. Gopfert, H. Riahi, C. Tammer, and C. Zalinescu, Variational Methods in
Partially Ordered Spaces, Springer-Verlag, New York, 2003.

Y. Haugazeau, Sur les Inéquations Variationnelles et la Minimisation de Fonc-
tionnelles Convexes, These, Université de Paris, Paris, France, 1968.

A. N. Tusem and W. Sosa, Iterative algorithms for equilibrium problems, Opti-
mization, 52, 301-316, 2003.

S. Kamimura and W. Takahashi, Approximating solutions of maximal monotone
operators in Hilbert spaces, J. Approx. Theory, 106, 226-240, 2000.

K. Knopp, Infinite Sequences and Series, Dover, New York, 1956.

37



[22]
23]
[24]

[25]

2]
[27]

28]

I. V. Konnov, Application of the proximal point method to nonmonotone equi-
librium problems, J. Optim. Theory Appl., 119, 317-333, 2003.

J. J. Moreau, Proximité et dualité dans un espace hilbertien, Bull. Soc. Math.
France, 93, 273-299, 1965.

A. Moudafi, Second-order differential proximal methods for equilibrium pro-
blems, J. Inequal. Pure Appl. Math., 4, art. 18, 2003.

A. Moudafi and M. Théra, Proximal and dynamical approaches to equilibrium
problems, in Ill-Posed Variational Problems and Regularization Techniques, (M.
Théra and R. Tichatschke, eds.), 187-201. Lecture Notes in Economics and
Mathematical Systems, 477, Springer-Verlag, New York, 1999.

W. Oettli, A remark on vector-valued equilibria and generalized monotonicity,
Acta Math. Vietnamica, 22, 215-221, 1997.

R. R. Phelps, Convex Functions, Monotone Operators and Differentiability, 2nd
ed., Springer-Verlag, New York, 1993.

P. Tseng, Applications of a splitting algorithm to decomposition in convex pro-
gramming and variational inequalities, SIAM J. Control Optim., 29, 119-138,
1991.

38



Chapitre 3

Courbes d’approximation pour les
contractions et les opérateurs
monotones

3.1 Description et résultats principaux

En analyse non-linéaire, une méthode classique pour résoudre un probleme ad-
mettant plusieurs solutions est de lui associer une famille de problemes perturbés
admettant des solutions uniques. Sous des hypotheses adéquates, en passant a la
limite lorsque la perturbation devient évanescente, la famille de solutions de ces
problemes converge vers une solution particuliere du probleme initial. On appelle
courbe d’approximation, la famille des solutions des problemes perturbés.

Dans ce chapitre on applique le principe ci-dessus pour résoudre des problemes
de point fixe de contraction et d’inclusion monotone. Notre démarche consiste a
introduire de nouvelles courbes d’approximation et a étudier leurs propriétés asymp-
totiques. La limite z atteinte par ces courbes est la solution d’une inéquation varia-
tionnelle du type

0 € Noxg + Vl'(), (31)

ol V: H — 2" est un opérateur strictement monotone et N¢ est I'opérateur cone-
normal de I’ensemble C' des solutions du probléme initial.

Le premier probleme traité est de trouver un point fixe commun particulier &
une famille de contractions. Plus précisément, étant données une contraction stricte
Q: H — H et une famille de contractions (71%).cjo,;f de H vers H telle que C' =
Neepo,i FixTe # @, on cherche &

trouver xy € H tel que xg = Po(Qxo), (3.2)
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ou P¢ est l'opérateur de projection sur C'. La solution z( est définie de maniere unique
dans (3.2) en vertu du Théoreme de Banach-Picard appliqué a la contraction stricte
Pc@. Notons que I'équation xg = Po(Qxg) est équivalente a l'inclusion 0 € Noxg +
(Id =Q)zp et que Id —@Q) est un opérateur fortement monotone (des exemples de telles
solutions xy pour des choix particuliers de ) sont donnés dans I'Exemple 3.2.4).
Pour étudier de nouvelles courbes d’approximation pour la solution zy de (3.2), il est
pertinent d’introduire la notion suivante, qui généralise a une famille de contractions
le principe de demi-fermeture en 0 d’'une contraction.

Définition 3.1.1 Soient (T;).cjo1] une famille d’opérateurs de H vers H et (x.)ec)o,1[
une famille dans H. On dit que (z.)zcjo,1[ est T-focalisée par rapport a (1;)-cjoq1[ Si,
pour tout x € H et toute suite (€,)nen dans |0, 1] telle que €, | 0,

(2., =~ 2 et a., -T2, —0] = (Vee€l0,1]) T.o =z (3.3)

Notre premier résultat est le suivant.

Théoreme 3.1.2 Soient (T;)eci01] €t (S:)eco1 deur familles de contractions de
H wvers H et soit Q: H — H wune contraction stricte. Supposons que C =
ﬂee}OJ[FiXT6 # &. Alors, il existe un point unique xo € C tel que xy = Po(Qx).
Définissons a présent

(Ve €]0,1]) z. =T (SL’E +e(QSex. — xg)) (3.4)

Alors, la famille (x.)ecoq1) est définie de maniere unique. De plus, si C' C
ﬂse}o,nFiX Se, 80 (T2)eeoa) est T-focalisée par rapport a (1.)scpoa et si, pour tout
x € H et toute suite (¢,)nen dans |0, 1] telle que €, | 0, on a

(2., v2€C et z., -T2, —0] = 5 2,6 >z (3.5)
alors . — xo quand € | 0.

Par une manipulation simple, on obtient une autre courbe d’approximation pour
la solution xq de (3.2) : sous les hypotheses du Théoreme 3.1.2, considérons la famille
(72)ze)0,1[ définie en (3.4) et posons (Ve € ]0,1]) y. = x. + £(QS-2. — x.). Alors on
montre facilement que

(Ve €0,1) ye = Teye + e(QSTeye — Teye), (3.6)

et on déduit que y. — x. — 0 quand ¢ | 0, donc que y. — x9 quand € | 0.

Le deuxieme objectif de ce chapitre est d’étudier le probleme de trouver un
zéro commun particulier a une famille d’opérateurs maximaux monotones. Plus
précisément, on se donne une famille d’opérateurs maximaux monotones (A)-cpo,1[

40



de H vers 2™ telle que C = Necoa A 10 # @ et un opérateur strictement monotone
V:H — 2M. On se propose alors de résoudre le probleme de

trouver zg € H tel que 0 € Neoag + Vo, (3.7)

qui admettra une solution unique sous nos hypotheses (cf. [8, Théoremes 3 et 4]).
Notre deuxieme résultat est basé sur la notion suivante.

Définition 3.1.3 Soient (A:).cjo1 une famille d’opérateurs mazimauz monotones
de H vers 2™ et (x.)ce01] une famille dans H. On dit que (x.)ce0,] est A-focalisée
par rapport & (Ac)ecpoay si, pour tout x € H et toute suite (€,)nen dans |0,1[ telle
que g, | 0,

(2., =2 et Az, —0] = (Ve€]0,1]) 0€ A (3.8)

La convergence d'une premiere courbe d’approximation vers le point xq défini
dans (3.7) est établie ci-dessous.

Théoreme 3.1.4 Soit (A:)ccjo] une famille d’opérateurs mazimauxr monotones de
H wvers 27 telle que C' = (.o A-'0 # @ et soit Vi domV = H — 2" un
opérateur mazximal monotone et c-uniformément monotone. Il existe alors un point
unique xo € H tel que 0 € Noxg + Vg. Définissons a présent

(Ve €]0,1]) 0€ Acx. + V.. (3.9)

Alors, la famille (x.)ecio,1[ est définie de maniére unique. De plus, si V' est borné sur
tout borné de 'H et si (x:)ecpo,1 est A-focalisée par rapport a (Az)ecpo1[, alors x. — xo
quand € | 0.

Il est & remarquer qu'il existe un lien entre (3.4) et (3.9). Soit Q: H — H une
contraction stricte et soit V = Id —(@). L’opérateur V' vérifie alors les hypotheses du
Théoreme 3.1.4 et (3.9) peut étre réécrite sous la forme

(Ve €10,1)) 2. = Ja. (2 +e(Qu. — z.)). (3.10)

On sait que F': ' H — H est une contraction ferme si et seulement si F' = Jyu, i.e.,
F est la résolvante d’un opérateur maximal monotone A: H — 2" [12]; dans ce cas
Fix F = A710. Ce résultat nous permet de réécrire (3.10) sous la forme

(Vg E]Ole Le :Fe(xe_'_g(st_xe))a (311)

oll (F)z¢)0,1[ est une famille de contractions fermes de domaine . Par conséquent,
dans le Théoreme 3.1.2 (avec S. = Id), les conclusions restent vraies si on renforce
I’hypothese sur les opérateurs 7T, en imposant qu’ils soient contractions fermes, mais
on relaxe la condition sur () en imposant seulement que V = Id —(@) vérifie les
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hypotheses du Théoreme 3.1.4. Notons qu’il existe des opérateurs V satisfaisant a
ces trois hypotheses sans que Id —V soit contraction stricte : par exemple, dans
H = R il suffit de poser V: R — R: z — 0z, avec 0 € [2,400].

Supposons maintenant que V' soit univoque dans le Théoreme 3.1.4. Alors on
peut définir une deuxieme courbe d’approximation par

(Ve €10,1]) ye = Jaye — eV Jaye.. (3.12)

Cette courbe converge vers le point xy défini dans (3.7) quand ¢ | 0 si les hypotheses
du Théoreme 3.1.4 sont satisfaites (voir la Remarque 3.2.20(ii)).

En guise d’illustration, voici deux cas particuliers des Théoremes 3.1.2 et 3.1.4
qui nous permettent de retrouver des résultats classiques sur l'approximation des
points fixes de contractions et sur la minimisation de fonctions convexes.

e Soient a € H et T: H — 'H une contraction telle que FixT # &. En prenant
T.=T, S: =1d et Q: x — a, (3.6) se réduit a

(Ve €]0,1) y- =ca+ (1 —¢)Ty.. (3.13)

D’apres le Théoreme 3.1.2, (y2)ee)0,1 converge fortement, quand € | 0, vers z,
le point fixe de T le plus proche de a (on retrouve ainsi un résultat classique
de Browder, [9, Theorem 2).

e Soit f € I'o(H) telle que Argmin f # @, soit df le sous-différentiel de f et
soit g: H — R une fonction fortement convexe et bornée sur tout borné de
H. Posons A, = 0f et V. = 0g. Alors le point z. défini dans (3.9) est le
minimiseur de f 4 eg et la famille (2.).¢),1[ est A-focalisée par rapport a df,
car le graphe d’un opérateur maximal monotone est séquentiellement fermé
dans H™Ple x Hfrt D’apres le Théoreme 3.1.4, (72)ze)0,1] converge fortement,
quand € | 0, vers zg, le minimiseur de g sur Argmin f. Le cas g = | - |?
correspond a la régularisation classique de Tikhonov [27].

On conclut la Section 3.2 en présentant une autre courbe d’approximation
convergeant vers le point xy défini dans (3.2). Soient (7%)scjo1[ €t (Se)eejo deux
familles de contractions de H vers H telles que

o#C= () FixT. C () FixS.. (3.14)

c€]o,1] €€]0,1]

Soient (): ‘H — H une contraction stricte et xy € C tel que g = Po(Qxp). On
définit

€ 1
1 = —QS.x. + —T.x.. 1
(Ve €10.1) ze = ;——QS.a. + T (3.15)
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Si, de plus, (2.)ccp,1[ est T-focalisée par rapport a (1)ccp,1[ et la condition donnée
dans (3.5) est vérifiée, alors d’apres le Théoreme 3.1.2, on obtient x. — xy quand
e | 0. En effet, (3.15) est équivalent a

(Ve €]0,1]) ze = Jua-1. (:E6 +e(QScx. — :17,3)) (3.16)

et, de plus, (Ve € ]0,1]) FixJu-r. = FixT.. Au Chapitre 6 on démontrera la
convergence vers xo d’un systeme dynamique discret associé a la courbe définie dans
(3.15).

Dans la Section 3.3 on étudie une version inexacte de la courbe d’approximation
définie dans (3.9). Plus précisément, sous les hypotheses du Théoreme 3.1.4, on
remplace la famille définie dans (3.9) par

(Ve €]0,1[) 0 € Az + eV, + e, (3.17)

ol (ec)eejo] est une famille dans H telle que e./e — 0 quand € | 0. Dans ces
conditions, on démontre, par deux méthodes différentes, que cette nouvelle famille
converge fortement vers le point z défini dans (3.7). Deux cas particuliers sont mis en
évidence a la fin de la section, ou ’on fournit des exemples pour lesquels la condition
de A-focalisation est vérifiée.

3.2 Article en anglais

APPROXIMATING CURVES FOR NONEXPANSIVE
AND MONOTONE OPERATORS!

Abstract : A classical tool in nonlinear analysis is the notion of an approxi-
mating curve, whereby a particular solution to a nonuniquely solvable problem is
obtained as the limit of the solutions to uniquely solvable perturbed problems. We
introduce and analyze new types of approximating curves for nonexpansive fixed
point problems and monotone inclusion problems in Hilbert spaces. The solution
attained by these curves solves a strictly monotone variational inequality over the
original solution set. Various special cases are discussed.

3.2.1 Introduction

In nonlinear analysis, a common approach to solving a problem with multiple
solutions is to replace it by a family of perturbed problems admitting a unique so-
lution, and to obtain a particular original solution as the limit of these perturbed

IP. L. Combettes and S. A. Hirstoaga, Approximating curves for nonexpansive and monotone
operators, Journal of Convex Analysis, vol. 13, no. 3/4, 2006. Soumis le 12 avril 2005 et accepté le
6 juillet 2005.
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solutions as the perturbation vanishes. This principle arises for instance in minimi-
zation problems (Tikhonov regularization [2, 27]), in partial differential equations
(viscosity solutions [30, Section 33.11]), in monotone inclusions [30, Section 32.18],
in variational inequalities [9], in evolution equations (elliptic regularization [20, Cha-
pitre 3]), and in fixed point theory (approximating curves [17]); further examples
will be found in [3, 26, 30] and the references therein. For the sake of illustration, let
us consider two examples in a Hilbert space H.
e Let T be a nonexpansive operator defined on H, and suppose that the set Fix T
of its fixed points is nonempty. Given a € H, a classical way to perturb the
basic fixed point equation z = Tz is to add to T" a viscosity term e(a — T'),
which yields z. = ca + (1 — €)Tz., where ¢ € |0,1]. As the viscosity term
vanishes, i.e., as € — 0, the approximating curve (z.).cj,1f converges strongly
to the best approximation xq to a from Fix T" [9]. A simple manipulation shows
that the same result holds for the approximating curve defined by

(Ve €10,1]) 2. =T (z. +e(a—z.)). (3.18)

e Let A: 'H — 2™ be a maximal monotone operator with zeros. Given ¢ € |0, 1],
consider the perturbation 0 € Ax. + ex. of the inclusion 0 € Az. Then
the approximating curve (z.).¢j,1f converges strongly to the zero zo of A of
minimal norm as ¢ — 0 [11].

Besides their importance in the problems mentioned above, approximating curves
are also relevant to numerical methods since understanding their properties is cen-
tral in the analysis of parent continuous [3, 22, 24| and discrete [5, 13, 18, 29|
dynamical systems (see also [14] for an application of such dynamical systems to
concrete problems). The goal of this paper is to analyze the properties of new types
of approximating curves for fixed point and monotone inclusion problems. The li-
mit attained by these curves is the solution of the general variational inequality
0 € Noxg + Vg, where Ne denotes the normal cone operator to the original solu-
tion set C' and V: H — 2 is a suitable strictly monotone operator.

Throughout, H is a real Hilbert space with scalar product (- | -), norm || - ||, and
identity operator Id. In addition, P denotes the projector onto a nonempty closed
convex subset C' of H, and N¢: H — 2™ its normal cone operator, i.e.,

N, .xH{{UEHI(VyeC) (y—z |u) <0}, ifzeC;
C-

] (3.19)
16} otherwise.

Y

As is customary, — and — denote, respectively, strong and weak convergence.

3.2.2 Nonexpansive fixed point problems

The domain and fixed point set of an operator T': ‘H — H are denoted by dom T’
and Fix T, respectively. Recall that T is nonexpansive if it is Lipschitz-continuous
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with constant 1, firmly nonexpansive if 27 — Id is nonexpansive, and a strict contrac-
tion if it is Lipschitz-continuous with a constant in [0, 1[. It will be convenient to
introduce the following notion.

Definition 3.2.1 Let (7%).¢jo,1; be a family of operators from H to ‘H with domain
H and let (z:)-cjo; be a family in H. Then (2.).cp0,1[ is T-focused with respect to
(T%)eepo,1 if, for every o € H and every sequence (&, )nen in |0, 1 such that ¢, | 0,

(2., = 2z and z., —T. 2., —0] = (Vee]0,1]) Tiox=u. (3.20)

Example 3.2.2 Let T: domT" = ‘H — H be a nonexpansive operator such that
FixT # @, let (A\.)z¢jo,1) be a family in |0, 1] such that inf.¢jo1; Ac > 0, set (Ve € ]0, 1])
T, = Id +A.(T—1d), and take (x.)-cpo,1( in H. Then (z.).cjo,q1( is T-focused with respect
to (Ta)ae}o,l[-

Proof. Suppose that ]0,1] 3 ¢, | 0, ., — =z, and z., — 1., x., — 0. Then, since
inf.cj01; A > 0, we obtain 2., =Tz, — 0 and the demiclosed principle [10, Lemma 2]
yields z € FixT = FixT.. O

Our first result concerns the convergence of a generalization of (3.18).

Theorem 3.2.3 Let (T%).cj0,1) and (S:)zcjo,1) be families of nonexpansive operators
from 'H to H with domain H, let Q: dom Q) = H — H be a strict contraction, and
suppose that C = mae]o,l[FiXTa # &. Then there exists a unique point xg € C' such
that xo = Po(Q o). Now set

(Ve €10,1)) 2. = T.(z. 4+ e(QS:z. — x.)). (3.21)
Then (x
to (1)
in 0,1

Te)eclo1 15 uniquely defined. In addition, if (x.)ecpoy is T-focused with respect
=€]0,1[> C' C ﬂ€€0 y(Fix Se, and, for every x € H cmd every sequence (&p)nen
[ such that e, | 0,

2., >2z€C and z.,-T.,2.,—0] = S, 2, —= (3.22)
then x. — x¢ as € — 0.

Proof. Let € € ]0,1[. Since 7} is nonexpansive, Fix T} is closed and convex [17, Pro-
position 1.5.3] and, therefore, C' is a nonempty closed convex set. As a result, since
P is nonexpansive and () is a strict contraction, Po() is a strict contraction, and it
follows from the standard Banach-Picard theorem that the point x is uniquely defi-
ned. Likewise, since S; is nonexpansive, the composition ()S; is a strict contraction.
In turn, eQS. + (1 — €)Id is a strict contraction and so is 7. (z—:QSE +(1—¢) Id).
Hence, the point z. is uniquely defined in (3.21).
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To show the last assertion, let 6 € [0, 1[ be the Lipschitz constant of ¢ and let
x be a point in C. Then we deduce from (3.21) that

(Ve €10,1]) ||lze — || = || Te(eQS:ze + (1 — €)z.) — Toa]
< |le@QScxe + (1 — &)z, — x|
= [le(QSexe — QSex) + (1 —&)(z. — x) + e(Qz — )|
< || Sewe — Sex|| + (1 — &) [|lze — 2| + £||Qz — ||

< (1—ce+eb)||z. — z|| + ¢||Qx — x||. (3.23)
Hence,
(Ve €10,1]) ||z — 2] < HQiT 7“ (3.24)
Consequently, (2.)¢o,1[ is bounded and, since
(Ve €]0,1]) [[@Sez: — zc|| < [|QSex: — QSex|| + ||z — Q|
< Ollze — 2| + [z — Qufl, (3.25)
we obtain
8= sup ||QS:x: — x| < +00. (3.26)
€€]0,1[
Now set (Ve € ]0,1]) y. = z. + e(QS.x — x.). Then (3.21) yields
(Vy € C)(Ve €]0,1]) %|QSexe — z.|* + 26 (QScw. — 7. | 7. — y)
= ||ya - Taya||2 +2 <ya - Taya | Taya - y>
= [lye = ylI> = I 7oy — y1? (3.27)
> 0.
Therefore, by (3.26),
5 , e
(‘v’y € O)(Va? € ]0> 1[) <ZE€ - QS@T& | Te — y> S 5”@&3%3 - Ia” S 7 (328)

Hence, using Cauchy-Schwarz, we obtain

(Vy € C)(Ve €10,1]) (1 —0)[|z- —ylI?
< e —yl* = lz- — y|| - [|QS-z. — QS:y||
<|lze —yl* — (2. —y | @S-z — QS:y)
= ((Id-QS.)z: — (1d—-QS.)y |z —y)

2
< ey Q) (329)
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Next, we derive from (3.21) and (3.26) that

(Ve €10,1]) |lze — Tex.|| = [| T2 (xs +e(QSexe — xs)) —Tox||

<el|QS:x. — x| (3.30)
<epf. (3.31)

Thus,
lirré |ze — Toxc|| = 0. (3.32)

To complete the proof, let (e,,)neny be an arbitrary sequence in |0, 1] such that
€n | 0. Then it is enough to show that x., — xy. Let w be a weak cluster point
of (¢, )nen, say 2., — w. Then it follows from (3.32) and (3.20) that w € C.
Therefore, (3.29) yields

(YneN) (1 —0)|z., —w|*< +(x., —w | Qu —w), (3.33)

£n?

2
which implies that z., ~— w. Consequently, by (3.32) and (3.22), we obtain
Se,, Te,,, — w and, therefore, (3.28) results in

(vy E C) <$€k7l - QS&kankn } x&‘kn - y> - <'UJ - Q'UJ | w — y>
< @ (e, — QS:, xe, |2, —y) < 0. (3.34)
We thus obtain sup .o (w — Quw |w —y) < 0, ie, w = Pc(Qw). Since z is the
unique fixed point of Po(@Q, we have w = zy. Accordingly, the bounded sequence

(xe, Jnen admits xy as its unique weak cluster point, whence z., — xy. In turn, it
follows from (3.33) that x., — .0

Example 3.2.4 Using the standard characterization of the projection onto a convex
set, the limit xy of the approximating curve (x.).jo,1| in Theorem 3.2.3 is the solution
to the variational inequality

g€ C and (VMyeC) (y—uxo | Qrg—x9) <O0. (3.35)

Here are some specific examples, where 0 < a < 3 < +00.

(i) Suppose that V: domV = H — H is a-strongly monotone (i.e., V — «ald is
monotone) and Lipschitz-continuous with constant 3, and let v € 10, 2a/3?[.
Then @ = Id —+V is a strict contraction with constant § = /1 — y(2a — 32)
and z( is the unique solution to the variational inequality

g€ C and (VyeC) (y—uaxo | Vag) > 0. (3.36)
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(ii) Suppose that V: domV = H — H is a-strongly monotone and that V/j
is firmly nonexpansive, and let v € ]0,2/8[. Then @ = Id —+V is a strict
contraction with constant § = /1 — ay(2 — 37) (this constant is smaller than
that given in [15, Theorem 2]). Indeed, for every x and y in H, we have

1Qz — Qyl* =z —ylI> =2y (x —y | Vz = Vy) + ?[Va — Vy|?
<|z—yl*=v2=57)(x—y | Vz—Vy)
< (1= ay(2—8)llz -yl (3.37)

Here, x( is the unique solution to (3.36).

(iii) Suppose that ¢: H — R is convex and differentiable, and that V¢ is a-strongly
monotone and Lipschitz-continuous with constant . Then it follows from [4,
Corollaire 10] that Vy/( is firmly nonexpansive. Hence, we deduce from (ii)
that @ = Id —yV is a strict contraction for v € ]0,2/5[. In this case, zq is
the unique minimizer of ¢ over C.

(iv) A special case of (iii) is when ¢: H — R is convex, twice continuously Fréchet-
differentiable, and that

(V(z,y) € H) allyll* < (y [ VZe(@)y) < Blyl*. (3.38)

This follows from [15, Theorem 4].
(v) Let a € H and suppose that Q: x — a. Then z, is the projection of a onto C.

Remark 3.2.5 In Theorem 3.2.3, Fix T, may vary with €. For instance, let (C;)-jo,1
be closed convex subsets of H such that C' = nae}o,uca # @ and such that the
associated projectors (T%).cjoq( satisfy (Vo € H) T.a — Pcx as e — 0. Furthermore,
fix a € H and set Q: 2 +— a and S. = Id. Then (Ve € ]0,1]) FixT. = C. and (3.21)
=z, = 1T. (935 +e(a — [ta)) = T.a. Therefore, (3.22) holds trivially and (z.).cjo,1 is
J-focused with respect to (1%).cp,1. Indeed, z. — x & T.a — x. However, since
T.a — Pga, we obtain x = Pga € C.

Remark 3.2.6 Let (V7).cp,1[ be a family of operators from H to H with domain
H which uniquely define a curve (z.).cjoq[ via the equations (Ve € ]0,1]) z. =
T.(Id —eV.)x.. Set (Ve € 10,1]) y. = x. — eVox.. Then

(Ve €10,1) y. = (Id —eV.)T.y.. (3.39)
Thus, if z. — 29 as ¢ — 0 and (Vzx.).c),1[ is bounded, we also have y. —
as ¢ — 0. This simple observation yields the following alternative approximating

curve result. Let us make the same assumptions as in Theorem 3.2.3 and let us set
(Ve €]0,1]) V. =1d—-QS.. Then (3.39) becomes

(vg S ]0’ 1[) Y. = eQSTLy. + (1 — €)Taya- (3.40)
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In view of (3.26), the family (V.z.).c0,1[ is bounded. Therefore, Theorem 3.2.3 yields
Y. — x9 = Po(Qxo) as € — 0. In particular, if a € H, Q: x — a, T. = T, and
Se = 1d, we recover the classical result [9, Theorem 2] alluded to in Section 3.2.1 (see
also [10, Theorem 1] and [18, Theorem 1] for alternate proofs of this result).

Remark 3.2.7 (Infeasible case) Suppose that we make the same assumptions as
in Theorem 3.2.3, except that C' = @ and D = mee]o,l[FiXSa #+ O (e.g., S =
Id). Then ||z.|| — 400 as ¢ — 0. Indeed, otherwise there would exist a bounded
sequence (., )nen, Where |0,1[ 3 ¢, | 0. Taking x € D in (3.25), we would obtain
the boundedness of (QS., ., — ¢, )nen and it would follow from (3.30) that T;, x., —
Z., — 0. On the other hand, we could extract a subsequence (Iakn)neN such that
z., — w. However, the T-focused assumption would yield w € C, which is absurd.

We close this section with a special case of Theorem 3.2.3.

Corollary 3.2.8 Let T: domT = 'H — 'H be a nonexpansive operator such that
FixT # @ and let Q: dom @ =H — H be a strict contraction. Then there exists a
unique point xo € FixT such that xo = Prixr(Q o). Now let (X:)zcjo,1] and (jic)ecloq]
be families in [0,1] such that inf.cjo1[ Ae > 0 and set

(Ve €10,1]) z. = (Id+X(T —1d)) (2. +e(Q (- + pe(Tze — 3.)) — z.)). (3.41)

Then (xc)ecioq s uniquely defined and x. — xo as € — 0.

Proof. Set C' = FixT and, for every ¢ € |0,1], 7. = Id+A(T —Id) and S. =
Id +p. (T —1d). Then, for every ¢ € |0, 1[, 7 and S. are nonexpansive, and Fix S, = C
or H, according as 0 < p. < 1 or g = 0. On the other hand, since inf.gjo 1A >
0, FixT. = C. Altogether, @ # C = ﬂae}o,l[FiXTa C ﬂae}o,l[FiXSa- Moreover,
Example 3.2.2 shows that (z.).c01[ is T-focused with respect to (7%)scj,1[, While
(3.22) is readily verified. Thus, the result is a special case of Theorem 3.2.3. O

In particular, setting @: © — a and A, = 1 in Corollary 3.2.8, we recover the
fact that the limit of the approximating curve (3.18) is the best approximation to a
from FixT.

3.2.3 Monotone inclusion problems

Let A: H — 2" be a set-valued operator. The sets dom A = {x € H | Ax # O},
ranA = {u € H | (3z € H) u € Az}, and grA = {(z,u) € H*> | u € Ax}
are the domain, the range, and the graph of A, respectively. The inverse A~! of
A is the set-valued operator with graph {(u,z) € H? | u € Az}, the resolvent
of Ais Jy = (Id4+A)7!, and its Yosida approximation of index v € ]0,+o0o is
"A = (Id —J,4)/v. Moreover, A is monotone if

(V(z,u) € grA)(V(y,v) €grAd) (xr—y |u—v)>0, (3.42)
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and maximal monotone if, furthermore, gr A is not properly contained in the graph of
any monotone operator B: H — 2% If A is monotone and dom A # @, the associated
Fitzpatrick function [16] is the proper lower semicontinuous convex function f4: H X
H — |—00,400] defined by

(V(z,w) e HXH) falz,w)=(x |w)+ sup (r—y|v—w). (3.43)

(y,v)€gr A

Definition 3.2.9 Let (A.).c,11 be a family of maximal monotone operators from
H to 2™ and let (z.).cpo,1( be a family in H. Then (z.).qo,1 is A-focused with respect
to (A:)zep,p if, for every x € H and every sequence (,)nen in ]0, 1] such that e, | 0,

[z., =z and 'A.z., —0] = (Vee]0,1]) 0€ A.x. (3.44)

Example 3.2.10 Let (A.).j01 be a family of maximal monotone operators from
H to 2" which graph-converges to some maximal monotone operator A: H — 2%
such that A=10 = ﬂge]m[ AZ10, and take (z.).cj0,1; in H. Then (z.)-¢p,1 is A-focused
with respect to (A.)zeo.1[-

Proof. Suppose that 10,1[ 2 €, | 0, 2., — =z, and 'A. z., — 0. Then Ju_z., —
z and 'A. z., — 0, while (Vn € N) (Ja_ 2., 'Ac,z.,) € grA.,. Therefore, |1,
Proposition 3.59] yields (z,0) € gr A. O

We start with an application of Theorem 3.2.3.

Corollary 3.2.11 Let (A.).co.1) be a family of maximal monotone operators from
H to 2™ such that C' = ﬂae}o,uAe_lo #+ @ and let Q: dom@Q = H — H be a strict
contraction. Then there exists a unique point xo € C such that v = Po(Q xo). Now
take (pe)ecjoap and (Ve)eepoap tn [0, 2] such that inf.qo1; pe > 0, and set

(Ve €10,1]) 2. = (Id+p:(Ja. —1d)) (zc +(Q (2 + ve(Ja.ze —x.)) —2.)). (3.45)

Then the family (x)ecio,1[ 45 uniquely defined. In addition, if (x).cjo,1[ 45 A-focused
with respect to (Az)eejoa], then x. — x9 as e — 0.

Proof. Set (Ve € 10,1[) T: = Id+p.(Ja, —Id) and S. = Id +v.(J4. — Id). For every
e €10, 1], since A. is maximal monotone, 2.J4. — Id is nonexpansive with domain H
and fixed point set A-10 [17, Section 1.11] ; consequently, T, and S. are nonexpansive,
FixT. = AZ'0 (since p. > 0), and FixS. = AZ'0 or H, according as 0 < v, < 2
or v = 0. Consequently, @ # C' = (g, FixT: C [).gg, Fix S.. Now take ]0,1[ >
en | 0. Since inf g0 p- > 0, 2, — 1L, 2., — 0 = A, x.. — 0, and it follows from
(3.44) that (2.)ccjo,1] is T-focused with respect to (7;).cjoq[- Finally, suppose that
z., -2 €C.Then 2., — T, 2., — 0= 2"A. 2. || = 0= 1. | 'A., 2. || — 0=
|xe, — Se,xe, || = 0= S, z., — x. Hence, (3.22) holds. Altogether, since (3.45) is
a special case of (3.21), the claims follow from Theorem 3.2.3. O
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Corollary 3.2.12 Let (A:)ecpo,1[ be a family of mazimal monotone operators from
H to 2 such that C = ﬂ€€}071[A;10 #+ @& and let V = Id —Q, where Q: dom Q) =
H — 'H s a strict contraction. Then there exists a unique point xqg € C such that
xg = Po(xg — Vxg). Now let

(Ve €]0,1]) 0€ Acx. + V.. (3.46)

Then the family (z)ccjo) 75 uniquely defined. In addition, if (z)ceo,] is A-focused
with respect to (Az)ecjoa), then x. — x9 as e — 0.

Proof. Setting p. = 1 and v. = 0 in (3.45), we obtain (3.46). We can then apply
Corollary 3.2.11. 0

Remark 3.2.13 We can rewrite (3.46) as (Ve € ]0,1]) 2. = Ja_j-(z. — Va.). In
particular, for A, = A and V' = Id, we obtain

(Ve €]0,1]) 2. = Ja/0. (3.47)

(i) In this case, Corollary 3.2.12 coincides with [11, Lemma 1], i.e., J4/:0 — P4-1,0
as € — 0 (here (3.44) follows from the fact that, by maximal monotonicity of A,
gr A is sequentially weakly-strongly closed in H x H). This result can be traced
back to [21] (see also [24, Theorem 1 and Remark 2] for a Banach space version,
and [9, Theorem 1] for a related result; moreover, Remark 3.2.7 corresponds
to [23, Theorem 2|, i.e., ||z.|| — 400 if 0 ¢ ran A).

(ii) Let U: H — 2™ be a maximal monotone operator, let x € H, and let A =
U~' — z. Then (3.47) becomes (Ve € ]0,1[) x. = “Ux. Therefore, (i) asserts
that

(a) if x € dom U, that is 0 € ran A, then z. — Py-10 = Py,0 ase — 0;
(b) if x ¢ dom U, that is 0 ¢ ran A, then ||z.|| — +o00 as ¢ — 0.

This classical result can be found in [7, Proposition 2.6(iii)&(iv)].

In Corollary 3.2.12, the approximating curve (3.46) converges strongly to the
solution xy to the variational inequality

0e N( )ZL’Q + VZBQ, (348)

ﬂse]o,l[ A;lo

where V' is a special type of single-valued strongly monotone operator (see
Example 3.2.4 for specific examples). In Theorem 3.2.18 below, we extend this re-
sult to a more general type of set-valued strictly monotone operator V. First, we
require the following facts, starting with a generalization of the notion of strong
monotonicity.
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Definition 3.2.14 Let V: H — 2™ be a set-valued operator with dom V' # & and
let ¢: [0,400[ — [0,4+00] be a nondecreasing function that vanishes only at 0 and
such that lim;_ . ¢(t)/t = +o00. Then V' is c-uniformly monotone if

(V(z,u) € grV)(V(y,v) € grV) (z—y [u—wv)=c(z —yl)) (3.49)
If c: t — at? for some a € ]0, +oo[, then V is a-strongly monotone.

Lemma 3.2.15 Let V: H — 2" be a c-uniformly monotone operator. Then
(dom V) x H C dom fy .

Proof. Fix (x,u) € grV and w € H, and set v = |ju — w| and ¢: [0,+00] —
R:t — t — c(t). Since limy_, o c(t)/t = 400, we can find 7 € [0, +o00[ such that
Y(t) < 0 =1(0) whenever t > 7. Thus, Supc(g 4o ¥(t) = SUDep,- Y () < T < +00.
Therefore, (3.43), (3.49), and Cauchy-Schwarz yield

fv(z,w)—(x |w)y= sup (z—y|lv—u)+{r—y |u—w)
(y,v)egrV

< sup Y(flz —yl) < +oo. (3.50)
yedom V

In other words, (z,w) € dom fy. O

Lemma 3.2.16 Let A,V : H — 2" be mazimal monotone operators such that A+V

1s mazximal monotone and V is c-uniformly monotone. Suppose that, in addition,
(dom A) x (ran A) C dom f4 or dom A C dom V. Then :

(i) ran(A+V)="H.
(ii) The inclusion 0 € Az + Va admits a unique solution.

Proof. (i) : Fix (y,v) € grV. Then (3.49) yields

(V(z,u) € gr V) |lz =yl [lull = (z —y [u)
=@-ylu—v)+{&—y|v)

z cllz =yll) = llz =yl - o]l (3.51)
Accordingly, since lim; o c(t)/t = 400, we have lim edom v infuev, ||ul| = +o0
ll#]|—+o0

whenever dom V' is unbounded. It then follows from [30, Corollary 32.35] that ran V' =
H and, in turn, from Lemma 3.2.15 that (dom V) x (ranV) = (domV) x H C

dom fi,. We then deduce from the Brézis-Haraux theorem [8, Théoremes 3 and 4]
that intran(A + V) = int(ran A +ran V') = H.

(ii) : Since A is monotone and V is strictly monotone, A4V is strictly monotone.
Hence, the inclusion 0 € Az + Vx has at most one solution. Existence follows from

(i). O
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Remark 3.2.17 Fitzpatrick functions have recently been shown to be remarkably
useful in establishing concise proofs of various key results in monotone operator
theory (see [6, 25] and the references therein). In the same vein, S. Simons (perso-
nal communication, April 7, 2005) has produced a new proof of the Brézis-Haraux
theorem in Banach spaces.

Theorem 3.2.18 Let (A:)-cp,1] be a family of mazimal monotone operators from 'H
to 2 such that C' = ().qoy A-'0 # @ and let V: domV = H — 27 be a mazimal
monotone operator which is c-uniformly monotone. Then there exists a unique point
zo € H such that 0 € Noxg + Vg, Now let

(Ve €]0,1]) 0 € Az, + V.. (3.52)

Then the family (xc)ocoa] @5 uniquely defined. In addition, if V' maps every bounded
subset into a bounded subset and if (xc)ccjo) 15 A-focused with respect to (Az)eejoa],
then x. — x9 as € — 0.

Proof. By maximal monotonicity, the sets (AZ'0).cp,1; are closed and convex, and
so is therefore C. Accordingly, N is maximal monotone and, since domV = H,
Lemma 3.2.16(ii) guarantees that xy is uniquely defined. Likewise, it follows from
(3.52) and Lemma 3.2.16(ii) that (z.)-jo,1 is uniquely defined.

To show the last assertion, we first derive from (3.52) that there exists a family
(ba)ae]o,l[ such that

(Ve €]0,1]) b. € Va. and —eb. € A.x.. (3.53)

Now fix x € C'and u € Vz. Then (Ve € ]0,1]) 0 € A.z. Hence, in view of (3.53), the
monotonicity of the operators (A:).ejoq1; yields

(Ve €]0,1]) (z —=x. |b:) >0, (3.54)
while the c-uniform monotonicity of V' yields

(Ve €]0,1)) (z — = |u—be) > c(l|lz — =) (3.55)
Adding (3.54) and (3.55) we obtain

(Ve €]0,1) (z—=: |u) = c(flz —z.]), (3.56)
and therefore

(Ve €10, 1]) flz =zl - lull = e(llz — zc]). (3.57)

Consequently, since limy_, o ¢(t)/t = 400, (2-)-cjo,1] is bounded. In turn, it follows
from the boundedness of V' on bounded sets that

B = sup ||b.]] < +o0. (3.58)
€€]0,1[
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Now, observe that the monotonicity of the operators (A:).cjo,1] and (3.53) yield

(Ve €]0,1))(Vy € C) (z- —y |b:) <0. (3.59)
Likewise,
—eb, € Az, 1 1
= AE € Aa et ba <0
{ Nz, € A x. < v ‘ Teme >

= | Azl < ellbell < e, (3.60)

where the last implication follows from Cauchy-Schwarz and (3.58). We have thus
shown that

lim || "Aca.|| = 0. (3.61)

Now let (£,)nen be an arbitrary sequence in ]0,1[ such that ¢, | 0. Then it
remains to show that x., — xo. To this end, take a weak cluster point of (z.,)nen,
say T, — w. Then it follows from (3.61) and (3.44) that w € C. In turn, (3.56)
implies that z., — w. Moreover, in view of (3.58), passing to a further subsequence
if necessary, we assume that (b, )nen converges weakly, say b., — wv. Since V is
maximal monotone, its graph is sequentially strongly-weakly closed in H x H and
therefore v € Vw. Altogether, x., — w, b., — v, and hence (3.59) yields

n

(Vy € C) (e, —y |bey, ) = (w—y|v) < @ (xe, —y | be,) <0. (3.62)

Consequently, sup,cc(w —y |v) < 0 and, therefore, —v € Now. Recalling that
v € Vw, we obtain 0 € New + Vw. However, since the inclusion 0 € Noxg + Vg
admits a unique solution, w = z; is the unique weak cluster point of (z., ),en and
therefore x., — xy. Invoking (3.56), we conclude that z., — x¢.0

Remark 3.2.19 (Infeasible case) Suppose that we make the same assumptions
as in Theorem 3.2.18, except that C' = @. Then ||z.|| — 400 as ¢ — 0. Indeed,
otherwise there would exist a bounded sequence (z.,)nen, where |0,1[ 3 ¢, | 0.
Hence, the sequence (b, )nen given by (3.53) would also be bounded and, as in
(3.60), we would get ||'A., ., || < &,]b-, || — 0. Furthermore, we could extract a
subsequence (7., )nen such that z., — w, and (3.44) would force w € C' = @.

Remark 3.2.20

(i) As seen in Example 3.2.10, the A-focused condition holds in Theorem 3.2.18
when (A.).cp0,1] graph-converges to a maximal monotone operator A: H — 2%
such that A710 = Neego.n AZ10. In such instances, 0 € Ny-19z9 + Vo.
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(ii) Suppose that V is single-valued in Theorem 3.2.18. Then z. — x¢y = Po(xg —
Vo) as € — 0. However, as shown in (3.58), the family (Vx.).cj,1 is bounded.
On the other hand, (3.52) can be rewritten as

(Ve €10,1]) z. = Ja. (Id—eV)z.. (3.63)

Consequently, it follows from the observation made in Remark 3.2.6 that, under
the same assumptions as in Theorem 3.2.18, the approximating curve defined
by (Ve €]0,1]) y. = 2. —eVa,, ie., by

(V& S ]07 1[) Ye = JAsys - 5VJA5yea (364)

converges strongly to zy as € — 0.
(iii) Consider the special case when A. = A. Then (3.52) reduces to

(Ve €]0,1]) 0 € Az, + V.. (3.65)

In this context, a result related to Theorem 3.2.18 — though based on different
assumptions — is [30, Theorem 32.K]. If we further specialize by imposing that
V' be strongly monotone, then Theorem 3.2.18 and Remark 3.2.19 reduce to
[19, Proposition 2.1]. Finally, when A is the subdifferential of a proper lower
semicontinuous convex function f: H — |—o00,400] and V' the subdifferential
of a uniformly convex function g: H — R, x. in (3.65) is the minimizer of
f + eg, and we obtain the Tikhonov regularization setting (see [2, Section 5]
for related results and [27] for classical work).

3.2.4 Further nonexpansive fixed point results

In this section, we derive from the results of Section 3.2.3 additional approxi-
mating curves for fixed point problems.

As seen in Example 3.2.4(i)&(ii), Theorem 3.2.3 asserts that if V: domV =
‘H — 'H is strongly monotone and possesses additional properties then, for some
suitable v € ]0, +o0[, the limit o of the approximating curve

(Ve €]0,1]) 2. = T.(z. +e((Id—V)S.z. — 2.)), (3.66)

as € — 0, solves the variational inequality (3.36). We now investigate an alternative
approximating curve, which allows for a more general type of operator V.

Corollary 3.2.21 Let (1.).cj0.; be a family of nonexpansive operators from H to H
with domain 'H such that C' = mae}o,l[FiXTa # & and let V: domV =H — H be
a mazimal monotone operator which is c-uniformly monotone. Then there exists a
unique point o € C' such that o = Po(xg — Vxg). Now set

(Ve €10,1)) 2. = To(z. —eVa.) —eVa.. (3.67)
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Then (2)ecpo,1] s uniquely defined. In addition, if V. maps every bounded subset into
a bounded subset and (c).cjoq( is T-focused with respect to (1%)ecjoa[, then . — xo
as € — 0.

Proof. Set (Ve €]0,1]) F. = (T-+1d)/2 and A, = F-'—Id. Since (F.).gpo,1[ is a family
of firmly nonexpansive operators with domain H, (A:)cejo,1[ is a family of maximal
monotone operators [17, Section 1.11]. Moreover, it follows from Definitions 3.2.1
and 3.2.9 that (z.).¢0,1[ is A-focused with respect to (A.).cjo)- Finally, since (3.67)
is equivalent to (3.63), which is itself equivalent to (3.52), the results follow from
Theorem 3.2.18. 0

We conclude with two results on the approximation of a particular fixed point
of a nonexpansive operator.

Corollary 3.2.22 Let T: domT = H — H be a nonexpansive operator such that
FixT # @, let (A\.)zc01] be a family in 10,1] such that inf.cpipAe > 0, and let
V:domV =H — H be a mazimal monotone operator which is c-uniformly mono-
tone. Then there exists a unique point o € FixT such that xy = Prixr(xo — Vo).
Now set

e — 2
(Ve €10,1]) 2. = T(a. — Vi) + 2 — (3.68)

Then (2)ecpo,1 s uniquely defined. In addition, if V. maps every bounded subset into
a bounded subset, then x. — xy as e — 0.

Proof. Set (Ve € ]0,1[) T. = Id +A.(T'—1d) in Corollary 3.2.21 and use Example 3.2.2.
u

Corollary 3.2.23 Let T': domT' = H — 'H be a nonexpansive operator such that
FixT # @ and let V: domV = H — H be a mazimal monotone operator which
1s c-uniformly monotone. Then there exists a unique point xo € FixT such that
xo = Prixr(x0 — Vo). Now set

(Ve €10,1]) e =Tz, — V.. (3.69)

Then (x2)ecpo,1[ s uniquely defined. In addition, if V' maps every bounded subset into
a bounded subset, then x. — xy as e — 0.

Proof. 1t suffices to set A, = Id —T in Theorem 3.2.18. To check (3.44), take ]0,1[ >
en 1 0, 2., — x, and 'A. x., — 0. Letting (Vn € N) p, = Ja_ z.,, we obtain
pn — x and p, — Tp, = A.,pn = T, — P — 0. Then the demiclosed principle [10,
Lemma 2| yields z € FixT = AZ10. O

In particular, if V =1d —@Q), where ): dom ) = H — H is a strict contraction,
then (3.69) reduces to
€
e+1

(Ve €]0,1]) z. = Q. + Tz, (3.70)

e+1
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and Corollary 3.2.23 reduces to [22, Theorem 2.1].

3.3 Courbes d’approximation perturbées pour les
opérateurs monotones

Dans cette section, on montre que I’évaluation de la courbe d’approximation
décrite dans (3.52) peut étre faite d'une fagon inexacte (voir [28, Theorem 4.3],
[28, Corollary 7.2] pour des résultats de convergence pour courbes d’approximation
perturbées plus simples). La premiére démonstration du résultat suivant suit celle
du Théoreme 3.2.18.

Théoreme 3.3.1 Soit (A:)ccio] une famille d’opérateurs mazimauxr monotones de
H wvers 2™ telle que C = ﬂee]o’l[Aglo # @ et soit V: domV = H — 2" un
opérateur mazimal monotone et c-uniformément monotone. Alors il existe un point
unique xo € H tel que 0 € Nowxo + Vg, Soit a présent (e:)ecjo1) une famille de 'H
telle que e./e — 0 quand € | 0. Alors il existe une famille unique (x.)ecjo,] dans H
telle que

(Ve €10,1]) 0 € Acz. + eV, +e.. (3.71)

De plus, si V' est borné sur tout borné de H et si (v)-cjoq] est A-focalisée par rapport

\

a (Ag)ecpo,1[, alors x. — xo quand € | 0.

Démonstration. Les opérateurs (A:)-c)o,1] sont maximaux monotones, ce qui implique
que les ensembles (AZ 10)56}0,1[ sont convexes et fermés, et donc que C' 'est aussi. Par
conséquent, N¢ est maximal monotone et, vu que dom V' = H, le Lemme 3.2.16 im-
plique que z est défini de maniere unique. De méme, en appliquant le Lemme 3.2.16
aux opérateurs A, et eV +e., on déduit que la famille (x.).cjo,1| est définie de maniere
unique dans (3.71).

Pour montrer la convergence de (x.):cjo,1] vers xo on déduit tout d’abord de
(3.71) l'existence d'une famille (v.).jo1 qui vérifie

(Ve €]0,1]) v. €V, et —ecv.—e. € Axe. (3.72)

On fixe maintenant x € C et v € V. Alors (Ve € ]0,1[) 0 € A.z. Donc, d’apres
(3.72), la monotonie de (A.):cjo,1] entraine que

(Ve €10,1]) <x g

e
v+ =)0, (3.73)
tandis que la monotonie c-uniforme de V' conduit a

(Ve el0,1) (& —a |u—b) > ez — ). (3.74)
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En additionnant (3.73) et (3.74) on obtient

(Ve €10,1]) <a: -

u+%> > ||z — a.])). (3.75)

D’apres Cauchy-Schwarz et en raison de la bornitude de (e./€)cejo,1], il existe v €
10, +o0[ tel que

(v €10.10) Al =l = o = ] - [[u+ =] = e(llz = ). (3.76)

On en déduit, en utilisant le fait que lim,_, ;o ¢(t) /t = 400, que (2.)-cjo,1] €st bornée.
Comme V est borné sur tout borné de H, on obtient que

8= sup ||ve]l < +o0. (3.77)
€€]0,1[

D’apres (3.72) et en raison de la monotonie des opérateurs (A:):cjo,1[, on a
(Ve €10,1])(¥y € C) <x _y ) ve + %> <0. (3.78)
De meéme,

{—z—:va —e. € A.x,

1AI EAJA$ <1A5$5}1A6x6+gvg+65>§0

= MAeze]| < ellvell + llecll < B+ [lec]], (3.79)

ou l'on a utilisé Cauchy-Schwarz et (3.77) pour obtenir (3.79). On vient de montrer
que

ligl | *A.z.| = 0. (3.80)

Soit a présent (e,)neny une suite dans |0, 1] telle que &, | 0 lorsque n — +o00. Notre
but étant de montrer que x., — x¢, on prend un point w € H faiblement adhérent a
(<, Jnen, disons z., ~— w. D’apres (3.80), 'hypothese que (. ).cjo,1[ est A-focalisée,
entraine que w € C. De plus, (3.75) implique que z., — w. A partir de (3.77), quitte
a passer a une sous-suite si nécessaire, on suppose que (v, )nen converge faiblement,
disons v, — v. On en déduit que v € Vw, en utilisant la fait que le graphe de
I'opérateur maximal monotone V est séquentiellement fermé dans H©™ x H@iPle. En
résumé, ., — w, v, — v et donc (3.78) implique que

(Vy € C) <xakn —y

€ep
#5220
n

< Tm <x y

n—-4o0o
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Par conséquent, sup,cq (w —y [v) < 0, et donc —v € Nogw. Comme v € Vw, on
obtient 0 € Now + Vw. Néanmoins, l'inclusion 0 € Nozg + Vg admet une solution
unique, donc w = xq est 'unique point faiblement adhérent a (., ),en, ce qui entraine
que x., — xo. D’apres (3.75), on conclut que z., — x¢. 0

Nous proposons a présent une deuxieme démonstration du Théoreme 3.3.1 qui
répose sur la conclusion du Théoreme 3.2.18. Plus précisément, on montre que 1’écart
entre les courbes d’approximation définies dans (3.52) et (3.71) tend vers 0 quand
| 0.

Démonstration. L’existence et 'unicité de zg et (2 )-¢jo,1) résultent des raisonnements
faits au début de la premiere démonstration.

D’apres le Théoreme 3.2.18, il existe une famille unique (y.)cejo,1f dans H telle
que

(Ve €]0,1]) 0 € Ay +eVye. (3.82)
Soit € € 10, 1[. Alors il existe w. € Vy. et z. € V. tels que
—cw, € Ay. et —ez. —e. € Aoz, (3.83)

En invoquant la monotonie de A., on obtient

0§<y5—11E za+%—wa>, (3.84)

tandis que la monotonie c-uniforme de V' entraine que

c(llye = zell) < {ye — e [we — z) .

En additionnant cette derniere inégalité a (3.84), on obtient, en utilisant Cauchy-
Schwarz, que

65

<)

(ve €10,1) e(lly. - zcll) < (p. — =

€e
< e — el ], (359
Donc, puisque la famille (e./€).cj0,1] est bornée, il existe n € 0, +oo[ tel que
(ve e 0,1 U=z (3.86)

lye — ||

Puisque limy_. 4o c(t)/t = +o00, on en déduit que que la famille (||y. — @c||)ecpo 1]
est bornée. Donc (3.85) nous donne ||y. — x.|| — 0 lorsque ¢ | 0. Il s’ensuit que,
puisque (2:)scjo,1 est A-focalisée par rapport a (A:)ccjo1[, (¥e)=clo,1] I'est également.
En appliquant le Théoreme 3.2.18, on conclut que z. — xg lorsque € | 0. 0

On conclut ce chapitre en présentant deux corollaires de Théoreme 3.3.1. Ils
fournissent deux exemples simples pour lesquels la condition de A-focalisation est
vérifiée.
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Corollaire 3.3.2 Soit A un opérateur mazimal monotone de H vers 2™ tel que
C = A0 # @ et soit V: domV = H — 2" un opérateur mazimal monotone
et c-uniformément monotone. Alors il existe un point unique xq € H tel que 0 €
Nexg 4+ V. Soit a présent (e:)-cjoa une famille de 'H telle que e./e — 0 quand
e 1 0 et soit ¢ une fonction de ]0,1[ vers |0, 1] telle que ¢(¢) — 0 quand € | 0. Alors
il existe une famille unique (z.)scjoa) dans H telle que

(Ve €10,1]) 0 € ?©Ax, + eV, +e.. (3.87)

De plus, si V' est borné sur tout borné de 'H, alors r. — xg quand € | 0.

Démonstration. En utilisant le fait que #©)4 | quand € | 0 (cf. [1, p. 360]) et le fait
que (Ve €]0,1[) A=10 = (*©)A4)~10, on obtient comme dans 'Exemple 3.2.10 que la
condition de A-focalisation est vérifiée. On conclut en appliquant le Théoreme 3.3.1.
O

Corollaire 3.3.3 Soit A un opérateur maximal monotone de H wvers 2™ tel que
C = A0 # @ et soit V: domV = H — 2" un opérateur mazimal monotone
et c-uniformément monotone. Alors il existe un point unique xo € H tel que 0 €
Nexg 4+ Vag. Soit a présent (e:)-cjoa une famille de 'H telle que e./e — 0 quand
e | 0. Alors il existe une famille unique (x:)zcpo.1) dans H telle que

(Ve €]0,1]) 0 € Az, + eV, + e.. (3.88)
De plus, si V' est borné sur tout borné de 'H, alors r. — xg quand € | 0.

Démonstration. Une conséquence immédiate du Théoreme 3.3.1 avec A, = A, car le
graphe de 'opérateur maximal monotone A est séquentiellement fermé dans H™Ple x
HPrt ce qui fournit la condition de focalisation. [
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Chapitre 4

Visco-pénalisation des problemes
d’inclusion monotone

4.1 Introduction

Au Chapitre 3 nous avons étudié le comportement asymptotique de courbes
d’approximation pour résoudre le probleme de trouver un zéro commun particulier
a une famille d’opérateurs maximaux monotones (A:)scjo,1[. Dans ce chapitre, on
considere une application de ces résultats a la résolution du probleme

trouver x € H tel que 0¢€ Az + Bz, (4.1)

ou A, B: H — 2" sont deux opérateurs maximaux monotones tels que A + B soit
maximal monotone.

Une approximation classique de (4.1) consiste a pénaliser I'un des opérateurs
dans (4.1), en considérant le probleme (voir [9] pour le cas euclidien et [5] pour le
cas hilbertien)

trouver z. € H tel que 0 € ®Az. + Bz, (4.2)

otte € ]0, 1. On peut alors étudier le comportement asymptotique de (2.)-¢j0,1f quand
e | 0. Malheureusement, le probleme (4.2) n’admet en général pas de solution sous
nos hypotheses sur A et B. De plus, méme si on suppose l'existence et I'unicité
d’une telle solution z., ceci n’assure pas la convergence de la famille (ze)ge]ovl[ vers
une solution particuliere de (4.1) (cf. [9, Section 4]).

Comme on I'a vu au Chapitre 3, on peut associer a (4.1) le probleme viscosifié
trouver wz. € H tel que 0¢€ Ax. + Bz, +eVa,, (4.3)

oune € 0,1 et V: H — H est un opérateur strictement monotone convenable. En
appliquant le Théoreme 3.2.18, ou 'on pose A. = A + B, on obtient la convergence
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forte, quand € | 0, de la famille (z.).c),1[ vers la solution de (4.1) satisfaisant a
I'inéquation variationnelle

0e N(A-}-B)*loxo + V. (44)

Néanmoins, la résolution de l'inclusion (4.3) peut s’avérer difficile, en raison de la
présence de deux opérateurs multivoques. En général, la résolution d’une inclusion
impliquant un seul opérateur multivoque est bien plus aisée [8].

A la lumicre de ces remarques, on associe au probleme (4.1) un probleme
visco-pénalisé en remplacant A par son approximation de Yosida dans (4.3). Plus
précisément, étant données une fonction ¢: ]0,1[ — |0, 1] et une famille (e.).cjo1; de
‘H, on considere le probleme perturbé

trouver y. 4. € H tel que 0 € ¢(E)Ay€7¢(€) + BYe o(e) + €V Ye,p(e) + €2, (4.5)

oune €]0,1[ et V:H — H est un opérateur maximal monotone. Sous des hypotheses
convenables, on démontre que la famille (y. 4())ecjo,1[ est définie de maniere unique
et qu’elle converge, quand ¢ | 0, vers la solution xy de (4.1) satisfaisant a (4.4)
(Théoreme 4.3.1). Remarquons que la solution de (4.5) est caractérisée par I’équation
de point fixe

Yeoe) = Jote)B (o) aYe60:) — €0(E)VYr ) — D(€)ee).
De tels problemes sont analysés dans [8].

[lustrons le probleme (4.5) dans le cadre particulier d’'un probléme d’optimi-
sation. Plus précisément, étant donnés un convexe fermé non-vide S C H et une
fonction f € I'y(H), on considere le probleme

trouver x € Argming f = Argming (f + ¢g). (4.6)

L’approche classique de Tikhonov consiste a associer a ce probleme le probleme
viscosifié

-1
2

) = argming, (f + s+ EH 2”2) .4

trouver z. = argming < f+e
ou ¢ € ]0,1[. En pénalisant la contrainte représentée par S, on aboutit au probleme
visco-pénalisé sans contrainte

d2 12

trouver y. 4 = argming, | f + = 4 eu , (4.8)
’ 2¢ 2

oll (¢,¢) €]0,1[>. Un tel probleme est étudié dans [12]. Posons A = Ng ('opérateur

cone-normal de S), B = df et V = Id. Sous I'hypothese générale de qualification que

cone (S — dom f) soit un sous-espace vectoriel fermé (condition de Attouch-Brézis
[3]), (4.6) est équivalent & (4.1), (4.7) est équivalent & (4.3) et (4.8) a (4.5).
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Remarque 4.1.1 Soit (A.):cjo,1] une famille d’'opérateurs maximaux monotones de
H vers 2™ telle que C' = ﬂee]O’l[Aglo #+ @. On a vu dans 'Exemple 3.2.10 que
la famille (z.).ejo,1] est A-focalisée par rapport a (A:)eejoaf si (Ae)eejo,1) converge en
graphe vers un opérateur maximal monotone A: H — 2 tel que C' = A~'0. Notons
que l'inclusion C C A0 est toujours satisfaite sous I’hypothese A, S oA quand
e | 0. Néanmoins, comme le montre I'exemple suivant, 'inclusion peut étre stricte.
De plus, on donnera dans la Remarque 4.1.3 un exemple de famille dans H qui n’est
pas A-focalisée par rapport a (A:):cjo1]-

Exemple 4.1.2 On considere H = R et les opérateurs A, B: R — 2% définis par

| —o00,—1], si x=-1; | — o0, 1], si z=-—1;
Ar = ¢ —1, sio xel]-1,1[; et Br=(1, sioxze|-1,1[;
[—1,400], si z=1, [1,+oc0], si z=1
(4.9)

Donc, dom A = dom B = [—1,1]. Alors, dom(A + B) = [—1,1] et

|—00,0], si x=-1;
(Ve e [-1,1]) (A+B)x =10, siozel-1,1[; (4.10)
[0,4+00[, si z=1.

On voit aisément que A, B et A+ B sont maximaux monotones. Maintenant, fixons
une fonction ¢: |0,1[ — ]0,1] telle que ¢(¢) — 0 quand £ | 0. Alors, d’apres |6,
Proposition 2.6(i)&Lemme 2.4], pour tout ¢ € )0, 1], 'opérateur **) A+ B est maximal
monotone. De plus, d’apres [2, Proposition 5.3], *®JA+ B S A+B quand € | 0. En
utilisant le fait que (Ve € ]0,1]) *©A = (4(c)Id +A‘1)_1, il vient

(x+1)/o(e), si z€]-o0,—1—¢(c)];
(Ve €10,1)) “CAz ={ -1, size]-1—¢e),1—¢(e)|; (4.11)
(x—1)/p(e), si z€[l— (), +oo].
Donc, (Ve € ]0,1[) dom (?©A+B) = [-1,1] et
| =00, 0], siox=—1;
(Ve €0, 1) (YOA+B)z =" st wel-11-9);

(x—=1)/op(e)+1, si zel[l—a(e),1];
[1, +o0l, six=1.

(4.12)

Par conséquent, en posant (Ve € |0, 1[) A. = €A+ Bet A=A+ B, on obtient

C= () A7'0= (] [-L1-¢(c)] et AT'0O=[-1,1]. (4.13)

c€]0,1] €€]0,1]
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Donc, C'=[-1,1 =], ou d = sup ¢(e) € |0, 1]. Puisque 1 — § < 1, on conclut que
€€]0,1]
I'inclusion C' C A~0 est stricte.

Remarque 4.1.3 Considérons le cadre de l'exemple précédent et, de plus, soit
V:R — R défini par V =1d —1. Alors, pour tout ¢ € |0, 1], on a

|—o0, —2¢], six=-—1,;
(A4 B+eVye = ST, dorelLl ol gy
(e+1/p)x+1—c—1/¢, si xzel[l—ope)l];
[1, 400l si x=1.
Donc, la courbe d’approximation (.).¢j,1[ définie dans (3.71), i.e.,
(Ve €]0,1)) 0€ *©DAx, + B, + eV, +e. (4.15)
devient, dans le cas e, = 0,
9(¢)
1 c=1—-— 4.16
eel01) o =1- A0 (4.16)

La famille (z.).¢01; nest pas A-focalisée par rapport a (?CEA + B)-cjo], puisque
e — lquand e | Oet 1 ¢ C = mee]o,l[(¢(€)“4 + B)710. Ceci nous interdit d’uti-
liser le Théoreme 3.3.1 pour établir la convergence de la courbe d’approximation
(22)ze)0,1[ Vers un zéro commun a la famille (d’(E)A + B)cjo,1]- En fait, la conclusion
du Théoreme 3.3.1 n’est pas vraie. En effet, soit g € R le point unique satisfaisant
a l'inclusion 0 € Nexg + Vg, ie., v9g = Po(1) =1 = 4. Puisque 1 — 0 # 1, (22)-c)0,1
ne converge pas vers ro quand € | 0.

Dans ce chapitre, on verra que, sous des hypotheses adéquates, une courbe d’ap-
proximation du type de celle définie dans (4.15) a comme limite un zéro particulier

de A+ B.

4.2 Reésultats préliminaires

Le résultat suivant est une conséquence immédiate du Théoreme 3.3.1, ou l'on
prend A, = A+ B.

Corollaire 4.2.1 Soient A et B deux opérateurs mazimaux monotones de H vers
2" tels que A + B soit mazimal monotone. Supposons que C = (A + B)7'0 # @
et que V: domV = H — 2™ soit mazimal monotone et c-uniformément monotone.
Alors il existe un point unique xo € H tel que 0 € Nexog+Vag. De plus, soit (ec)eejo]
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une famille de H telle que e./e — 0 quand ¢ | 0. Alors il existe une famille unique
(%e)eejoa] dans H telle que

(Ve €]0,1]) 0 € (A+ B)z. +eVa. +e.. (4.17)
Enfin, si V' est borné sur tout borné de H, alors r. — xg quand ¢ | 0.

Le résultat principal de ce chapitre fait appel au théoreme suivant.

Théoreme 4.2.2 Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones de H wvers
2" Soit V: H — 2" un opérateur mazimal monotone et c-uniformément monotone.
Supposons que V' soit borné sur tout borné de H. Alors :

(1) Pour tout§ € )0, 1] il existe un point unique zs € H tel que 0 € °Azs+Bzs+V 2.
(ii) Les conditions suivantes sont équivalentes :
(a) Il existe un point unique zy € H tel que 0 € Azg + Bzo + V2.
(b) La famille (°Azs)sepoq est bornée.
(iii) Si l'une des conditions de (ii) est vérifiée, alors zs — zy quand § | 0.
Démonstration. Remarquons tout d’abord que domV = H. En effet, d’apres [6,
Théoreéme 2.3, le fait que V est localement borné implique que V! est surjectif.

(i) : Soit § € |0,1[. D’apres [6, Proposition 2.6(i) et Lemme 2.4], 'opérateur
%4 4+ B est maximal monotone. On applique le Lemme 3.2.16 aux opérateurs °A + B
et V pour montrer que zs est défini de maniere unique dans (i).

(ii) : Supposons que la condition (ii)(a) soit vérifiée. Alors il existe zy € H tel
que 0 € Azg+ Bzy + Vzy (20 est unique car A+ B + V est strictement monotone).
Fixons ¢ € ]0,1[. Alors, d’apres (i), on déduit qu’il existe vg € Vzy, ag € Az et
vs € Vzs tels que

—vg—ag € Bzg et —uvs — %Azs € Bzs. (4.18)
D’une part, la monotonie de B implique que

(25— 20 | ap — PAzs ) > (25 — 20 | V5 — o), (4.19)
et, en invoquant la monotonie de V', on obtient

(z5 — 20 | @o — *Azs ) > 0. (4.20)

D’autre part, les inclusions ay € Az et %Az € A(Jsazs), et la monotonie de A
conduisent a 'inégalité

<ZQ - J(;Az(; ap — 6A25> Z 0. (4.21)
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En additionnant (4.20) et (4.21), on obtient

0< <25 — Jsazs } ag — ‘5Az§> =9 (<5Az5 | a0> — | ‘5Az5||2) (4.22)
et, en utilisant Cauchy-Schwarz, on déduit que

(V6 €10,1) [ °Az| < llaol. (4.23)

Réciproquement, supposons que la famille (°Azy) sejo,1[ soit bornée. Il suffit de montrer
'existence de zg € H tel que 0 € Azg+ Bzp+ V2o (I'unicité d’un tel point zg résulte
de la stricte monotonie de A+ B + V).

Tout d’abord, on montre que ||z — z|| — 0 quand 6 | 0 et ¢ | 0. Fixons
(6,€) €10,1%. D’aprés (i), il existe vs € Vzs et v € V2 tels que

—vs — %425 € Bzs et —w. — ‘Az, € Bz,. (4.24)

De plus, la monotonie de B et la monotonie c-uniforme de V' entrainent

c(llzs — 2||) < (25 — 2 | ‘Az — °Azs ). (4.25)

Par ailleurs, les inclusions ‘Az, € A(J.az) et °Az; € A(J5425), et la monotonie de
A conduisent a 'inégalité

0 S <J€AZ€ — J5A25 ‘ 6AZE — 5AZ5>. (426)

En additionnant (4.25) et (4.26) et en utilisant Cauchy-Schwarz, on obtient

<6AzE — OAzs } 0%Az5 — € EAz6>
| ‘Aze — %Azs||||6 °Azs — € Az||. (4.27)

c(llzs = zl) <
<

En utilisant le fait que les familles (5Az5)56}071[ et (“Azc)ecoa] sont bornées, on en
déduit que

|26 — 2] =0 quand 0] 0 et €]O0. (4.28)
Soit a présent (d,)nen une suite dans ]0, 1] telle que d,, | 0 quand n — +o0. Il résulte

de (4.28) que (zs, )nen est une suite de Cauchy. Donc il existe 2o € H tel que z5, — 2.

D’une part, la bornitude de (°*Azs )nen entraine Pexistence d’un point @ € H
et d'une sous-suite (0, Jnen de (0n)nen tels que 5’“’1Az5kn — @ quand n — +o0. En

utilisant le fait que °=A S A quand n — +oo (cf. [1, p. 360]) et en appliquant [1,
Proposition 3.59], on obtient @ € Az.

D’autre part, puisque la suite (zs, )nen est bornée et que V' est borné sur tout
borné de H, on obtient la bornitude de (vs, ),en. Quitte & passer a une sous-suite si
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nécessaire, on suppose qu’il existe v € H tel que vs, — v. On déduit de la propriété
de fermeture séquentielle du graphe de V dans HP™ x Hf@Ple que 7 € V2.

Ensuite, on remarque que
—v5, — nAzs, — —T—a. (4.29)

En faisant appel a (4.18) et au fait que z5, — 20, on déduit en utilisant la fermeture
séquentielle du graphe de B dans HPt x H™Pe que —7 — @ € Bz. En résumé, les
inclusions @ € Azy, 7 € Vzy et —v —a € Bzy donnent 0 € Azy + Bzg + V 2.

(iii) : Supposons qu’il existe zg € H tel que 0 € Azy + Bzy + V2. Alors il
existe vg € Vzg, ag € Azy et vs € Vzs qui vérifient (4.18). La monotonie de B et la
monotonie c-uniforme de V' conduisent a

c(||zs — 2o0l|) < (25 — 20 | a0 — PAzs ) . (4.30)

En additionnant la derniére inégalité a (4.21) et en utilisant Cauchy-Schwarz on
obtient

c(llzs = zoll) < 0l °Azs]| (laoll — || "Azs]l)- (4.31)

La bornitude de (5Az5)5€]0,1[ entraine alors que zs — zo quand ¢ | 0. O

Remarque 4.2.3 Etant donné h € H, posons V: H — H, V = Id —h. Alors, dans
ce cas particulier, le Théoreme 4.2.2 découle de [7, Section 2].

Remarque 4.2.4 Soient (A;)i<;<m des opérateurs maximaux monotones de H vers
2" et soit V: domV = H — 27 un opérateur maximal monotone, fortement mono-
tone et borné sur tout borné de H. Considérons le probleme de

trouver zo € H tel que 0 € Z Aizog + V2. (4.32)

i=1

Pour résoudre (4.32) on considére un probléme pénalisé associé, ou les opérateurs
(Ai)1<i<m sont remplacés par leurs approximations de Yosida, (6Ai>1§igm. Plus
précisément, pour tout § € |0, 1] il existe un unique zs € H tel que

0€) Az + V. (4.33)

i=1

Pour ¢ € ]0,+o0[ fixé, le probleme (4.33) est considéré dans [8], ou certains liens
avec (4.32) et des problémes connexes sont établis. Sous nos hypotheses, le probleme
(4.32) admet une solution (automatiquement unique) zy si et seulement si, il existe
v € 10, +o0] tel que

(V6 €]0,1[) >[I °Aszs|* < . (4.34)

1=1
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De plus, si 'une de ces conditions est vérifiée, alors z5 — 2o quand ¢ | 0.

En effet, on applique le Théoreme 4.2.2 aux opérateurs suivants qui sont définis
sur la somme hilbertienne directe H™ : 'opérateur multivoque

A H™ = 217 (2, xy) > Ay X - X A, (4.35)
I'opérateur cone-normal Np: H™ — 27" associé a 'ensemble

D={(z,...,x) e H" |z € H}, (4.36)
et 'opérateur de viscosité

ViH™ = 27" (2, xy) = Vg x - x Vi, (4.37)
Dans ce cadre, le probleme (4.32) se réécrit

trouver zy € H tel que 0 € A(zo, ..., 20) + Np(z0,...,20) + V(20,...,20), (4.38)

tandis que le probléeme pénalisé (4.33) est équivalent a

trouver z; € H tel que 0 € %A(zs, ..., 25) + Np(zs,. .., 25) +V(zs,. .-, 25). (4.39)

4.3 Reésultat principal

Nous sommes maintenant en mesure de démontrer le résultat principal de ce
chapitre.

Théoreme 4.3.1 Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones de H wvers
2" tels que A + B soit mazimal monotone et C = (A + B)7'0 # &. Supposons que
V:domV = H — 2" soit mazimal monotone et c-uniformément monotone. Soit
(€c)ecjon] une famille de H telle que e./e — 0 quand € | 0 et soit ¢: ]0,1[ — ]0,1]
une fonction telle que ¢(¢)/e — 0 quand ¢ | 0. Alors :

(i) Il existe un unique xo € dom AN dom B tel que 0 € Niayp)-1070 + Vo,
(ii) Pour tout € € 0,1[ il existe un unique ye o) € H tel que

0e ¢(£)Ay€7¢(€) + Byg,(b(g) + EVyg,(b(g) + e.. (4.40)

(iii) De plus, si xo € int dom A U int dom B, si ¢ est continue et si V' est borné sur
tout borné de H, alors y. ¢c) — xo quand € | 0.
Démonstration. (i) : Le Lemme 3.2.16 garantit que xy est défini de maniere unique.

(ii) : Soit € € ]0,1[. D’apres [6, Proposition 2.6(i) et Lemme 2.4], I'opérateur
%€)4 + B est maximal monotone. En appliquant le Lemme 3.2.16 aux opérateurs
%A+ B et €V + e., on obtient que Ye o(c) est défini de maniere unique dans (4.40).
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(iii) : Montrons qu’il existe g9 € ]0,1[ et 7 > 0 tel que

(v €0, ca) ellyeu — ) < 72, (4.41)

ol . est défini dans (4.17). On aura donc y. 4.) — . — 0 quand € | 0 et, en
appliquant le Corollaire 4.2.1 on conclura que y. 4() — ¥ quand € | 0.

Donnons-nous une fonction p: ]0,1[ — ]0,1[. En raisonnant comme ci-dessus,
on obtient que pour tout € € ]0, 1] il existe un unique y. o) € H tel que

0e Q(E)Aya7g(a) + Bya,g(g) + gvy579(5) + e.. (4.42)

On en déduit, en utilisant (4.40), que pour tout € € ]0, 1] il existe w. € V. 4() et
Ve € Ve o(e) tels que

— ( ¢(€)Aya7¢(a)) —EWe—€: € By&(;,(a) et — ( Q(E)Aya,g(a)) —EUs—€: € Bya,g(a)- (443)
D’une part, la monotonie de B entraine
(Ve €10,1) 0 < (Yerse) — Yerote) | “PAYe o) — “OAye (o) +eve —ew, ), (4.44)

et, en invoquant la monotonie c-uniforme de V, on obtient

(Ve €]0,1))  ec(llyep() = Yeroo) 1)
< (Yeste) = Yeo®) | “FAYepe) — "OAY ) ) - (4.45)
D’autre part, les inclusions
(Ve €]0,1))  “Ohyeye) € AlJye)a¥ene));
(Ve €]0,1)  “PAy sy € A(Joe)aYe,006):
et la monotonie de A conduisent a I'inégalité
(Ve €]0,1)) 0 < (Joeyale,oe) — Joerabeste) | “OAYe oe) — “FAye ) ). (4.47)
En additionnant (4.45) et (4.47), on obtient que, pour tout € € |0, 1],

(4.46)

ec([|Ye,6(6) = Y,00011)
< <¢ (2) “CAye g — 0(8) “PAye ooy | “OAYe o) — POAYe (e )
—0(e)]| ““Aye o) ||” — 3| “OAye e[|
+ <d>(€) o(e ))( DAY o6 | "PAYeie))
< —=0(&)| XAz o) |” = 30| O Ayeoie ||

+000) (|| 29402 0 |7/4 4 || Oy g0 )
+ (5)(H¢(€Ay sl /4+ || 2Py o H2) (4.48)
S @ 4 )Ays,g(s ‘I'—H (E)Ayz-:,qﬁ(s 2> (449)




ou (4.48) a été déduite de I'inégalité
Jul?
4

(V(u,v) € H?)  (u]v) < min{ + [Jv]|?, Iel” + ||u||2} (4.50)

4

On considere a présent une suite de fonctions (o,)nen de |0, 1 vers ]0, 1] telle que,
pour tout € € ]0,1[, 0,(¢) | 0 quand n — +oo. Soit € € ]0,1[. En appliquant le
Théoreme 4.2.2(ii) aux opérateurs A, B et €V + e., on obtient (cf. Corollaire 4.2.1)
la bornitude de (gn(s)Aye,gn(s))n oy Plus précisément, en suivant les étapes de la
démonstration du Théoreme 4.2.2(ii), on obtient I'existence d’un point a. € Az,
tel que

—a. € Bx.+eVx,. +e. (4.51)
et

(VneN) |

@ EAYe g0 || < el (4.52)

On suppose maintenant que xy € intdom A (si zg € int dom B, on fera un raison-
nement similaire). D’apres [11, Theorem 1], A est localement borné au point xq. Il
existe donc p € ]0,+o0[ tel que A(B(xzo;p)) soit borné. D’apres le Corollaire 4.2.1,
xe — 9 quand £ | 0 et donc il existe gy € |0, 1] tel que (V»s E]O,eo[) xe € B(xo; p).
On en déduit que (ac)ecjoe est bornée. Par suite, (4.52) entraine l'existence d'un
réel 7 € |0, 4+o00] tel que

(Ve €]0,20))(vn € N) || 2CAy, ,.o|I" < 4r. (4.53)

En remplagant dans (4.49) la fonction g par chacune des fonctions g, on obtient

On\€ c
(Ve €]0,e0[)(Yn € N)  ec(||Ye.6(c) = Ye,on(e) ) < ¢(5)7+#H o )Ays,¢(e)H2- (4.54)

On déduit du Théoreme 4.2.2(iii) que, pour tout € € ]0,0[, Ye pn(e) — Ze quand
n — +00, ou x. est défini dans (4.17). En passant a la limite quand n — 400 dans
(4.54) et en utilisant la continuité de ¢, on obtient

¢(e)

(Ve €10,20])  clllgepe) — zl) < 7 (4.55)

Donc (4.41) est vérifiée. On conclut que y. 4y — 2o quand ¢ | 0.0

Notre premier corollaire est le suivant.
Corollaire 4.3.2 Soient f € T'o(H) une fonction telle que dom f soit ouvert et
S # @ un conveze fermé de H tel que S Ndom f # & et Argming f # @. Soient

(€2)eepo1f une famille de 'H telle que e./e — 0 quand € | 0 et ¢: |0,1][ — 0, 1[ une
fonction telle que ¢p(e)/e — 0 quand e | 0. Alors :
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(i) Il existe un unique xo € S tel que To = Pargming £(0).

(ii) Pour tout € € ]0,1[ il existe un unique ye o) € H tel que

] d2 12
Y, () = Argming, <f + 2¢€5) te H 2” >, (4.56)
au sens ou —e, € 8<f + 2¢(€) + %)y€ é(e) -
(iii) ¥e¢(e) — o quand € | 0.
Démonstration. On applique le Théoreme 4.3.1 aux opérateurs A = Ng, B = 0f et
V' = Id. Nos hypotheses impliquent que A+B = 9(f+ts) et (A+B)~'0 = Argming f.

(i) : L’existence de x( résulte de I’équivalence

0e N(A-}-B)*lol’o +x9 &  x9= PArgminSf(0)~ (457)
. d3 2
(i) : Pour tout € € ]0,1[, on a *©4 = V( e )> et V.=V(]|-]*/2). Donc, la
famille (y. g(c))sejo,1) est définie de maniere unique dans (4.56).

(ili) : La convergence forte de (Y. g4())ecloq] Vers xo est une conséquence
immédiate du Théoreme 4.3.1(iii). En effet, le fait que dom f est ouvert conduit
a rog € intdom B = dom B et de plus, l'opérateur V = Id vérifie les conditions du
Théoreme 4.3.1 avec ¢: [0, 400 — [0, +o00[ : t — 2.0

Remarque 4.3.3 Le résultat précédent généralise [4, Example (The Penalization-
Viscosity Approximation), p. 531], ou l'on suppose de plus que la fonction f est
Lipschitz sur H et que (Ve € ]0,1[) e. =0, ¢(g) = &, on 0 € ]1, +00].

Un deuxieme corollaire du Théoreme 4.3.1 est obtenu en prenant V' = Id et
e. = 0.

Corollaire 4.3.4 Soient A et B deux opérateurs maximaux monotones de H vers 2™
tels que A+ B soit maximal monotone et C = (A+B)7'0 # &. Soit ¢: 10,1 — 10, 1]
une fonction telle que ¢(e)/e — 0 quand ¢ | 0. Alors :

(i) Il existe un unique xo € dom A Ndom B tel que o = Paip)-10(0).
(ii) Pour tout € € ]0,1[ il existe un unique y. o) € H tel que

0€ ¢(E)Ay€,¢(€) + Bye,d)(e) + EYe d(e)- (458)

(iii) De plus, si x¢ € int dom A U int dom B, alors y. 4(-) — o quand € | 0.
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Remarque 4.3.5 Dans [10, Theorem 3], la conclusion (iii) du corollaire précédent
est annoncée sans 'hypothese

xo € int dom A U int dom B. (4.59)

Toutefois, la démonstration de ce résultat est peu convaincante car sans I’hypothese
(4.59), l'existence d'un réel 7 € ]0,4o00], indépendant de ¢ et vérifiant (4.53), ne
nous parait pas garantie.
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Chapitre 5

Etude du comportement
asymptotique de systemes
dynamiques viscosifiés

5.1 Introduction

En étudiant le comportement asymptotique de courbes d’approximation, dans
la Section 3.2.3, on a fait une analyse statique du probleme

trouver x € H tel que 0€ Ny-19x+ Va, (5.1)

ol A: H — 2™ est un opérateur maximal monotone et V: H — H un opérateur
strictement monotone. Dans ce chapitre on applique les résultats du Chapitre 3 a
I’étude asymptotique de systemes dynamiques continus et discrets du premier ordre,
basés sur la courbe définie dans (3.65), i.e.,

(Vv €]0,1]) 0¢€ Az, +vVz,, (5.2)

pour résoudre le probleme (5.1). Plus précisément, on montre que, sous certaines
hypotheses sur les parametres, les courbes d’approximation et les trajectoires des
systemes dynamiques associés sont arbitrairement proches asymptotiquement (cf.
(5.17)). On obtiendra ainsi la convergence forte de ces trajectoires vers la solution
xo de (5.1). Les premiers travaux ou ce principe a été appliqué sont [17] dans le
cadre de la construction d'un point fixe d’une contraction, et [10] dans le cadre de
la construction d’un zéro d’un opérateur maximal monotone (voir aussi [1], [2], [12],
[13], [21], [23], [24]). Les systemes dynamiques considérés dans ce chapitre étant plus
généraux, nous étendrons en particulier ces résultats.
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5.1.1 Le probleme classique

Considérons le probleme classique de trouver un zéro d’un opérateur maximal
monotone A: H — 2%, ie.,

trouver x € H tel que 0 € Az, (5.3)

sous I’hypothese 0 € ran A. Le systeme dynamique continu du premier ordre associé
a (5.3) est 'inclusion d’évolution (on utilise la notation standard u = du/dt)

u(0)=ug € H et —au(t) € Au(t). (5.4)

Un résultat classique ([7, Théoreme 3.1] ou [27, Proposition IV.3.1]) garantit que, si
ug € dom A, le probleme (5.4) admet une solution unique u: [0, +00[ — H, Lipschitz
continue sur tout intervalle [0, T'], satisfaisant a I'inclusion de (5.4) pour presque tout
t € ]0,+oo[. L’étude du comportement asymptotique de cette solution remonte au
moins a [14], ou 'on a démontré que la bornitude de la trajectoire engendrée par
(5.4) est équivalente a la solvabilité du probleme (5.3), i.e.,

AN0#2 &  (YugedomA) sup [u(t)] < +oo. (5.5)
te]0,+o0]

Notons que, si A est une rotation de 7/2 dans H = R?, alors u(t) n’admet pas de
limite quand t — 400 (cf. [7, Section III1.5]). Cependant, sous certaines hypotheses
sur l'opérateur A, on peut établir la convergence (faible ou forte) de wu(t) vers un
point de A7'0 quand ¢t — +oo (voir [7, Chapitre 3], [22, Chapter 2] pour des résultats
obtenus dans cette direction). Par exemple, si A = df, ou f € I'o(H) est telle que
Argmin f # &, alors on a [11]

(Vup € dom f) u(t) = x € Argmin f = A0 quand ¢ — +oo0. (5.6)

Précisons qu’il n’y a pas convergence forte en général dans (5.6) (cf. le contre-exemple
de [3]). En conclusion, si A est un opérateur maximal monotone, alors la trajectoire
engendrée par (5.4) ne converge pas forcément (au sens précisé ci-dessus) et de plus,
méme si elle converge, on ne peut pas préciser quel point de A710 est cette limite.

On peut aussi associer a (5.3) deux systemes dynamiques discrets du premier
ordre, a savoir le schéma explicite

u €H et (VneN) — w € Au,, (5.7)

et le schéma implicite

u €M et (VneN) — % € Ay, (5.8)
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ol (v, )nen est une suite dans |0, +oo[. Le schéma implicite défini dans (5.8), baptisé
« algorithme du point proximal »[25], possede des propriétés similaires & sa contrepar-
tie continue (5.4). En effet, sous '’hypothese A7*0 # @ et sous certaines conditions
sur (, )nen, la suite (uy,),en définie dans (5.8) converge faiblement, quand n — 400,
vers un élément, non identifiable en général de A~'0 [8], [25]. De plus, la convergence
n’est pas forte (cf. les contre-exemples de [4] ou de [15]).

5.1.2 Discussion

Dans la Section 5.1.1 nous avons mis en lumiere certaines limitations du compor-
tement asymptotique des méthodes classiques (5.4) et (5.8) pour résoudre le probleme
(5.3) : pour ces méthodes on ne peut espérer, sous des hypotheses générales; que la
convergence faible et, par ailleurs, la limite atteinte n’est pas identifiable dans I’en-
semble de solutions.

Notons tout d’abord, que dans de nombreuses applications telles que le traite-
ment analogique ou optique du signal et de I'image, il est primordial d’obtenir des
résultats de convergence forte plutot que de convergence faible, cette derniere ne
correspondant en général pas a une contrainte physique pertinente. Cet aspect a été
mis en évidence en particulier dans [5, Section 1]. Le résultat principal de [5] porte
sur le passage d'une méthode (de type « Fejér-monotone ») faiblement convergente en
général, a une méthode (de type « Haugazeau ») qui assure la convergence forte sous
les mémes hypotheses. De plus, la limite d’un algorithme de type « Haugazeau » est
identifiée comme la meilleure approximation d’un point donné. Un tel algorithme a
été déja utilisé au Chapitre 2 (Sections 2.2.3 et 2.2.5) pour résoudre un systeme de
problemes d’équilibre.

Il faut aussi remarquer que la convergence forte, qui est naturellement
intéressante en soi par rapport a la convergence faible, se traduit souvent par un
meilleur comportement dans le cas des problemes de minimisation. Par exemple,
dans [15], il est démontré que si A = df, ou f € I'y(H), alors la suite (uy,)nen définie
dans (5.8) vérifie, sous I'hypothese " o — 400 quand n — +oo,

Flun) — f(z) = O <2;) (5.9)

i=1 Qi

ou x € Argmin f. Mais si u,, — x quand n — 400, alors on a

i=1 %

flun) = f(z) =0 (%) : (5.10)

Récemment, il a été établi dans [16] le méme comportement asymptotique de la
solution u de (5.4) quand A = Jf, ou f € I'o(H). Ainsi, quand (5.6) est satisfaite, si
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x € Argmin f, alors

fu(t) = f(z) = O(1/1). (5.11)
En revanche, si u(t) — = quand ¢ — +o00, alors on a
fut) = f(z) = o(1/1). (5.12)

5.1.3 Le probleme viscosifié

A la lumiere des remarques de la Section 5.1.2, nous sommes conduits & élaborer
d’autres systemes dynamiques, dont les trajectoires convergent fortement vers une
solution particuliere de (5.3). Tout d’abord, remarquons que (5.3) est équivalent a

trouver x € H tel que 0€ Ny-19z, (5.13)

ol N4-17 dénote I'opérateur cone-normal associé a I’ensemble convexe et fermé A~10.
On viscosifie ce probleme, en considérant le probleme

trouver z € H tel que 0 € Ny-igx+ Vo, (5.14)

ou V:H — H est tel que (5.14) admette une solution unique z,. Notre but étant de
résoudre (5.14), nous considérons, comme au Chapitre 3, le probleme

pour tout v €10,1] trouver =z, € H telque 0¢€ Az, +vVzx,, (5.15)

ou V:H — 'H est un opérateur maximal monotone, convenablement choisi pour
que (5.15) admette une solution unique et, de plus, pour que (z,),cj0,1] converge
fortement vers la solution de (5.14) quand v | 0 (voir le Corollaire 3.3.3).

En raisonnant comme dans la Section 5.1.1, on associe a la courbe d’approxi-
mation définie dans (5.15), le systeme dynamique continu du premier ordre

w(0) =up € H et —ult) € Ault) + =(t)Vu(t), (5.16)

ou e: [0,+o00[ — |0, 1] vérifie (t) | 0 quand ¢ — +oo. En supposant que cette
inclusion d’évolution admet une solution unique u: [0,4+00] — H (dans un sens a
préciser), on montrera dans la Section 5.2 que, sous des hypotheéses convenables sur
la fonction e, u(t) converge fortement, quand ¢ — +oo, vers la solution de (5.14).
Plus précisément, on démontrera (Proposition 5.2.6 et Théoreme 5.2.9) que

|u(t) — ze|| = 0 quand ¢ — +o0, (5.17)

puis on utilisera le Corollaire 3.3.3 qui affirme que x.4) — 2o quand ¢ — +o00, o1 7
satisfait a (5.14).
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Dans la Section 5.3, on considere tout d’abord un systeme dynamique discret
du premier ordre associé a (5.15), a savoir le schéma implicite

— e Aupg + BVt + e, (5.18)

up € H et (Vn €N)
ol (€ )nen joue le role d'une suite d’erreurs dans H et (ay,)nen €t (5n)nen sont deux
suites dans |0, +oo[ vérifiant des hypotheses convenables. Premiérement, dans la
Proposition 5.3.1, on établit la convergence forte de (u,)nen vers la solution xy de
(5.14). Ensuite, on en déduit la convergence forte du schéma explicite

v €H et (VneN) — U"HQJ = Av, + 6,V u,, (5.19)

Vers xg.

Enfin, dans les deux sections, on considere les cas particuliers A = 0f et A =
Id =T, ou f est une fonction de I'o(H) et T': H — H est une contraction. Ainsi, on
retrouve et on généralise des résultats connus sur la construction d’un minimiseur de
f et sur la construction d’'un point fixe de 7.

5.2 Systemes dynamiques continus

Dans cette section on étudie le comportement asymptotique de la solution de
I'inclusion d’évolution

{0 € u(t) + Au(t) + e(O)Vu(t), (5.20)
U(O) =Ug € H.

Plus précisément, en supposant que V: H — H est maximal monotone, fortement
monotone, et borné sur tout borné de H et que la fonction € décroit lentement vers
0 (e.g. f0+°° e(t)dt = +00), on montrera que la solution u de (5.20) vérifie u(t) — zg
quand ¢ — +o00, ou xy € H satisfait a (5.14). Nous devons tout d’abord définir une
notion de solution pour un tel systeme dynamique.

Définition 5.2.1 Soit (a,b) € R?. On dit qu'une fonction u: [a,b] — H est ab-
solument continue si pour tout n € 0,400, il existe § € ]0,4o00]| tel que pour
toute suite d’intervalles (Jou,, Bnl)nen dans [a,b], deux a deux disjoints et vérifiant

ZnEN(ﬁ" - a") < 6’ on aZt EnEN ||u(/6n) - U(Oén)H < UE

Remarque 5.2.2 On rappelle (cf. [7, p. 143]) que u: [a,b] — H est absolument
continue si et seulement s’il existe une fonction ¢ € L'([a, b]; R) telle que

(V(s,t) € [a,b?) s<t = Hu(t)—u(s)“ﬁ/gp(r)dr. (5.21)
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En invoquant la réflexivité de H, ceci est encore équivalent (cf. [7, Corollaire A.2] ou
[27, Theorem I11.1.7]) au fait qu’il existe une fonction v € L!([a, b]; H) telle que

(Vt € [a,b])  u(t) =u(a) +/ v(r)dr. (5.22)

En particulier, toute fonction absolument continue w: [a,b] — H est différentiable
presque partout sur Ja, b[ et la fonction ¢ — ||0(t)|| appartient & L!([a,b]; R).

Définition 5.2.3 Soit (A)icjo,+00] une famille d’opérateurs de H wvers 2" On dit
qu’une fonction continue w: [0,4o00[ — H est une solution du probleme 0 € u(t) +
Agu(t) si

(i) w est absolument continue sur tout compact de [0, +00],

(ii) pour presque tout t € ]0,+o00[, on a 0 € u(t) + Au(t).

Remarque 5.2.4
(i) Dans [7, Définition 3.1] et [18, p. 2], si la propriété (i) dans la Définition 5.2.3
est remplacée par la condition plus faible

(') u est absolument continue sur tout compact de |0, +oo],
alors u est appelée une solution forte (ou simplement solution dans [27, p. 171]).

(i) Si (A¢)iefo,+oo[ st une famille d’opérateurs monotones, alors le probleme

{0 € u(t) + Au(t), pour presque tout ¢t € ]0, +o0 (5.23)

u(0) = ug

admet au plus une solution au sens de la Définition 5.2.3. En effet, suppo-
sons que u et v soient des solutions de (5.23). Alors, pour presque tout ¢ €
10, +00], la monotonie de A; entraine (—u(t) + v(t) | u(t) — v(t)) > 0, ou encore
Llu(t)—v(t)]|* < 0. Donc, pour tout ¢ € [0, +o00[, [Ju(t)—v(t)]| < [|u(0)—v(0)]|.
Puisque u(0) = v(0) = ugp, on conclut que u = v.

(iii) Si A; = A, on A: H — 2™ est un opérateur maximal monotone, alors (5.23)
admet une unique solution au sens de la Définition 5.2.3, des que ug € dom A
(cf. [7, Théoreme 3.1], [27, Proposition IV.3.1]).

Des résultats d’existence de solutions, au sens de la Définition 5.2.3, pour des
problemes proches de (5.20) se trouvent par exemple dans [6], [9], [27, Chapter IV],
28] et leurs bibliographies. Le résultat suivant de type « Gronwall » sera utilisé dans
la suite.

Lemme 5.2.5 Soit 7 € |0,400[ et soient f: [0,7] — [0,400[ une fonction absolu-
ment continue et g: [0,7] — [0,+00[ et h: [0,7] — R deux fonctions de L'([0, 7]; R)
telles que pour presque tout t € 10, 7] on ait

SH(0) < (1) 7(0) + 90/ 7). (524
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Alors pour tout t € [0, 7] :

V() </ f(0)exp ( — H(t)) +/0 g(r)exp (H(r) — H(t))dr, (5.25)

ot (Yt € [0,7]), H(t) = [y h(s)ds.

Démonstration. On prend o = 1/2 dans [27, Lemma IV .4.1]. O

Le résultat qui suit est une extension directe du [2, Theorem 3.3], ou 'on rem-
place la famille (Of (-, V))vejo,1] des sous-différentiels de fonctions fortement convexes
par une famille (A,),c01; d’opérateurs maximaux monotones et fortement mono-
tones, Of par un opérateur maximal monotone A et Argmin f par A~'0. Cette
extension est déja suggérée dans [20].

Proposition 5.2.6 Soit (A,),c0,1] une famille d’opérateurs mazimaux monotones
de H wvers 2™ telle que pour tout v € )0, 1] il existe a(v) € ]0,+o0| tel que A, soit
a(v)-fortement monotone et la fonction a: |0,1[ — |0, +oo[ soit continue. Suppo-
sons que, pour tout v € )0, 1], il existe un unique x, € H tel que 0 € A,x,. De plus,
supposons que la fonction

z: [0,1[=H: v—uzx, (5.26)
soit absolument continue sur tout intervalle [vy,v5] C |0, 1] et que

H%H < % p.p. sur 0, 1], (5.27)

ot ¢: 10,1[ — 0,400 est une fonction continue. Soit e: [0,+o00] — ]0,1[ une
fonction strictement décroissante de classe C' telle que

li t) =0, t))dt =+ t i = 0. 5.28
Jim =0 =0, [ afe)i= oo et ip T =0 (629
On suppose a présent que le probleme
0 €u(t)+ Ag(t)u(t), (5 29)
u(0) = ug '

admette une solution au sens de la Définition 5.2.8 (unique d’apres la Re-
marque 5.2.4(ii)). Alors u(t) — x((t)) — 0 quand t — +o0.

Démonstration. Pour presque tout ¢t € ]0, +o0[ on a

0e Ae(t)x(a(t)) et — u(t) e Ae(t)u(t). (5.30)
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Puisque les opérateurs (A )i~ sont fortement monotones, on obtient que, pour
presque tout t € |0, 400/,

a(e(®) [z (e(t) —u@)|] < (ult) |z(e(t) —u(t)). (5.31)

La fonction f: ¢ — [lz(e(t)) — u(t)||? est absolument continue sur tout intervalle
[0,7], ot 7 € ]0,+00[. En effet, pour tout 7 € ]0,+oo[, la fonction ¢ — z(e(t))
est absolument continue sur [0, 7] en tant que composée de la fonction absolument
continue x et de la fonction e, qui est Lipschitz sur [0, 7]. D’apres '’hypothese sur
u, on déduit que la fonction t — z(e(t)) — u(t) est absolument continue sur [0, 7].
Comme la fonction w +— ||w]||? est Lipschitz sur les bornés de H, on conclut que f
est absolument continue sur [0, 7].

Donc, en invoquant la Remarque 5.2.2, pour presque tout ¢t € ]0,400], on a
5 g 1u®) —z(=(0)) I = (a(t) [ut) —=(e(1))
— &(t) <%(5(t)) | u(t) — z(=(t)) >

< —a(e(t) ult) - 2((t) I
— )| 5 (e (6) || Iutt) — ()] (5.32)

ou l'on a utilisé (5.31), Cauchy-Schwarz et la décroissance de la fonction e. Les

fonctions f, h: t — a(e(t)) et g: t — —é(t)Hz—i(e(t)) = ’)d($d: °) (t)H vérifient les

hypotheéses du Lemme 5.2.5. Ainsi, on obtient que pour tout ¢ € [0, +o0],

lu(t) — =(=(t))

< exp ( — /Ot a(e(s))ds) |z (£(0)) — ug|| — exp ( - /Ot a(s(s))ds)
X /Oté(r)H%(e(r)) H exp (/Ora(e(s))ds> dr
< exp ( — /Ot a(e(s))ds) |z (£(0)) — ug|| — exp ( - /Ot a(e(s))ds)

X /Ot (i((?)) exp (/Ora(e(s))ds) dr, (5.33)

ou 'on a utilisé (5.27) pour déduire la deuxieme inégalité. D’apres (5.28)

t——+o0

lim exp </0ta(5(s))ds> = 400. (5.34)
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Dong, la regle de ’'Héopital [26, Théoréme 5.13] entraine que

bog(r) r v N

lim /0 ¢(e(r) o </0 (e )d =
t——+o00 t t——+oo ox(e(t (béft .
exp (/0 a(a(s))d5> () (=(1))

(5.35)

On en déduit, en passant a la limite quand ¢t — +o00 dans (5.33) et en utilisant (5.28),
que tliin Ju(t) — z(e(t))|| = 0.0

Remarque 5.2.7 Soit f € I'y(H). En choisissant A = 0f, (5.3) devient un probleme
de minimisation convexe, i.e.,

trouver xg € H tel que (Vy € H) f(xo) < f(y). (5.36)

On considere une famille de fonctions (f,),e01; dans Io(H) telles que, pour tout
€ 10,1, f, soit a(v)-fortement convexe et que minyey f,(y) soit atteint en un
point unique z,. Dans ce cadre, la Proposition 5.2.6 se réduit a [2, Theorem 3.3].

Pour démontrer le résultat principal de cette section, nous avons besoin du
résultat suivant, qui est proche d’un résultat de [13].

Lemme 5.2.8 Soit €: [0,400[ — ]0,1[ une fonction strictement décroissante de
classe C* telle que th+m e(t) =0. Alors

Jim :(%)2 —0 = /0 T o(t)dt = too. (5.37)

Démonstration. Montrons que exp (fot E(S)ds) — 400 quand t — +o00. Considérons
la fonction

@: [0,400] = ]0,+00]: t+ &(t)exp (/Ota(s)ds>. (5.38)

Alors,

(Vt € [0,+00]) @(t) =e(t)*exp (/0 €(S)d8> (1 + 5(%)2) (5.39)
1 existe donc ¢y € ]0, +oo] tel que (V¢ € [to, +00]) ¢(t) > 0. Donc
(Vt € [to, +o0[)  @(t) > o(to)- (5.40)
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Par conséquent,

(Vt € [to, +o0]) exp (/ta(s)ds> > @(to). (5.41)

En utilisant le fait que () | 0 quand t — 400, on en déduit que exp (f(f 5(s)ds) —
+00 quand t — 400 et donc que fga(s)ds — +o0o quand t — +o0. O

Théoréme 5.2.9 Soit A: H — 2" un opérateur mazimal monotone tel que C =
A0 # @ et soit Vi H — H un opérateur maximal monotone, p-fortement mono-
tone et borné sur tout borné de H. Soit £: [0, +oo[ — |0, 1] une fonction strictement
décroissante de classe C' telle que

E(t)

tEerooE(t) =0 et Jm (1) = 0. (5.42)
On suppose a présent que le probleme
1(t Au(t t)Vul(t
0 € a(t) + Au(t) + <)V ul?), 513
u(0) = ug

admette une solution au sens de la Définition 5.2.3 (unique d’aprés la Re-
marque 5.2.4(ii)). Alors, il existe un point unique xy € C' tel que 0 € Noxg+ Vg et
u(t) — xy quand t — +oo.

Démonstration. D’apres le Corollaire 3.3.3, zy est défini de maniere unique et, pour
tout v € ]0, 1], il existe un unique z, € H tel que 0 € Az, +vVz,. De plus, x, — x
quand v | 0. Alors, en considérant la fonction

z: |0, = H: vy, (5.44)

on déduit d’apres (5.42), que z(£(t)) — 2o quand ¢ — +o0. Ainsi, la conclusion de la
Proposition 5.2.6 conduira a u(t) — xy quand ¢ — +o0. Il reste donc a vérifier que les
hypotheses de la Proposition 5.2.6 sont satisfaites. Posons (Vv € |0,1]) A, = A+vV
et a(v) = pv. Il suffit de montrer que x est absolument continue sur chaque intervalle
[1,15] de 0, 1] et de trouver une fonction ¢: |0, 1[ — |0, +oo[ qui vérifie (5.27).

Il est facile de vérifier que l'inclusion 0 € Ax, + vV, se réécrit x, = Ja(x, —
vVw,). Alors, en utilisant le fait que J4 est une contraction ferme, i.e.,

(V(v,w) € H?) || Jav — Jaw|]* < (Jav — Jaw |v—w), (5.45)
on obtient
(VO 1) €10,12)  [lza — mu]> < (o — 2, |23 — 2 — AVay + pVz,), (5.46)
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d'ot,

(V(\, 1) €10,1[%) 0

IN

(X — ), | nVx, — AVay)
= (za—a, | (p =NV, +AXVz, —Vz)))
< p = AVl flzx — 2l
+A(xy —xy |V, —Vay). (5.47)

D’apres nos hypotheses, V' est borné sur tout borné de H. Donc, v =
SUP,ejo.1( |V 2ull < +00 et, en invoquant la monotonie forte de V, (5.47) nous conduit
a

(YO 1) €10,12) 0 < Al = Al lan — 2] — pAlar — ] (5.48)
soit encore
A\ —
() €0F) s =z < 22TH (5.49)

On en déduit que la fonction x est Lipschitz sur chaque intervalle [vq, 5] de ]0,1] et
que (5.27) est vérifiée avec ¢: |0,1[ — ]0,+o0[: v — (p/y)v. O

Remarque 5.2.10 Des résultats tres proches du Théoreme 5.2.9 dans le cas parti-

culier V = 1d —a (a € H fixé) ont été obtenus dans [9] et [19], dans certains espaces
de Banach.

Prenons f € I'g(H) et posons A =0f, V =Idete: t — (t+7)"% otta € ]0,1] et
T € ]0,400][. Alors, le Théoreme 5.2.9 se réduit au corollaire suivant qui correspond
a [2, Proposition 3.4].

Corollaire 5.2.11 Soit f € To(H) telle que Argmin f # @. Soient a € |0,1] et
ug € dom f. Supposons que le probleme
0 € a(t) + Of (ul(t t+7) (1),
i(e) + OF (u() + (¢ + 7)*u(t) 550
u(0) = ug
admette une solution au sens de la Définition 5.2.8 (unique d’apres la Re-
marque 5.2.4(ii)). Alors u(t) converge fortement quand t — 400 vers le minimiseur
de f de norme minimale.

Posons A=1d—-T et V =1d —Q, ouT: ‘H — H est une contraction et Q: H —
‘H est une contraction stricte. Dans ce cas particulier, le Théoreme 5.2.9 implique
la convergence forte des trajectoires d'un systeme dynamique continu du premier
ordre vers un point fixe identifiable de T'. Ce systeme peut étre associé a la courbe
d’approximation définie dans (3.70), i.e.,

1 €
v 0,1 . =—7"Tx,
(veel0,1) = 1+e¢ v +1+5

Q.. (5.51)
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Corollaire 5.2.12 Soit T: ' H — H une contraction telle que FixT # @& et soit
Q: H — H une contraction stricte. Soit €: [0, +oo[ — ]0, 1] une fonction strictement
décroissante de classe C qui vérifie (5.42). Supposons que le probléme

1 1 e(t)

mu(t) +u(t) = Te?(t)TU(t) +

u(0) = ug

(5.52)

admette une solution au sens de la Définition 5.2.3 (unique d’aprés la Re-
marque 5.2.4(ii)). Alors u(t) converge fortement quand t — —+oo vers le point fize
xg de T qui vérifie xg = Prix7(QT0).

5.3 Systemes dynamiques discrets

Dans cette section on montre la convergence des trajectoires des systemes dy-
namiques discrets (5.18) et (5.19) vers la solution zy de (5.14). Les deux résultats
suivants sont a rapprocher de [24, Theorem 1] et de [24, Theorem 2].

Proposition 5.3.1 Soit A: H — 2™ un opérateur mazimal monotone tel que
C = A710# @ et s0it V: H — H un opérateur mazimal monotone et p-fortement
monotone. Alors il existe un point unique o € H tel que 0 € Noxg + Vg, Soient
(n)nen €t (Bn)nen deux suites dans |0, +oo telles que

Bal0, ) B, =+00 et lim Pus =B _ (5.53)

2
e n—+00 Oén+1/6n+1

Etant donnés ug € H et (ay)nen une suite dans H, on considére la méthode implicite
(Vn € N) upi1 € Uy — an(Atpyt + oV ni1) + an. (5.54)

SiV est borné sur tout borné de H et si ), . |lan| < 400 ou ay/(0nfB,) — 0 quand
n — 400, alors (uy)nen converge fortement vers xo quand n — +oo.

Démonstration. D’apres le Corollaire 3.3.3, zy est défini de maniere unique et, pour
tout v € ]0,1], il existe un unique z, € H tel que 0 € Az, + vVz,. De plus,
x, — xo quand v | 0. En utilisant [24, Proposition 2|, la limite forte de (u,)nen
quand n — +oo existe et est égale a la limite forte de (,),¢j0,1f quand v | 0. On en
déduit que (uy,)nen converge fortement vers xg. O

Remarque 5.3.2 Si on prend dans (5.54) 5, = 0 et a,, = 0, on obtient alors ’algo-
rithme du point proximal

(Vn € N) wupi1 = Jo, Alin. (5.55)
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Sous des hypotheses convenables sur (v, )nen, la convergence faible de (5.55) vers un
zéro, non identifiable en général, de A, a été démontrée dans [8] et [25]. En s’appuyant
sur les résultats de [3], [15] a donné un exemple de fonction f € I'g(H) pour laquelle,
si A = 0f, la suite définie dans (5.55) ne converge pas fortement vers un minimiseur

de f.

La proposition précédente peut étre utilisée pour établir la convergence d’un
schéma explicite.

Corollaire 5.3.3 Soit A: H — H un opérateur mazimal monotone et lipschitzien
tel que C = A0 # @ et soit V: H — H un opérateur mazimal monotone, p-
fortement monotone et uniformément continu. Alors il existe un point unique o € H
tel que 0 € Nexog + V. Soient par ailleurs (a)nen €t (On)nen deux suites dans
10, +o00] telles que, pour tout n € N, a,, (14 5,) <1 et

. Qan . /Gn-i-l - /Gn
Gn 10, pf, =400, lim — =0 et lim —— =0. 5.56
Etant donné vy € H, on considére la méthode explicite
(Vn € N) v,01 = v, — an(Av, + BV uy). (5.57)

Si V' est borné sur tout borné de H, et la suite (v,)nen est bornée, alors (vn)nen
converge fortement vers xo quand n — +00.

Démonstration. Posons

(Vn € N) a, = a,(Avy1 + BV uaa1) — an(Av, + BV v,). (5.58)
Alors, la suite (v,)neny définie dans (5.57), satisfait

(Vn € N) v,11 = v, — an(Avuss + BV ons1) + an. (5.59)

Il suffit de montrer que a,/(a,3,) — 0 quand n — +oo. Ainsi, les hypotheses de
la Proposition 5.3.1 seront vérifiées et on en déduira que v, — xy quand n — +o0.
D’apres (5.58),

an, 1

anﬂn = E(A’UTHJ - Avn) + (V’Un+1 - an) (560)

Soit 0 € ]0, +o00[ la constante de Lipschitz de A. Alors, d’apres (5.57), on obtient

(Vn € N)

(‘v’n € N) HAUn-i-l - AUHH < 6)an-I-l - Un”
= Oa,||Av, + 5.V v,
< Ovyay, (5.61)
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ol ¥ = sup,ey ||Avy, + BV u,|| < 400, car les suites (vy)nen €t (Bn)nen sont bornées
et les opérateurs A et V sont bornés sur les bornés de H. En utilisant le fait que
an/B, — 0 quand n — +oo, on déduit de (5.61) que 1/ﬁn(Avn+1 — Avn) — 0
quand n — +oo. De plus, (5.57) conduit a (Vn € N) |v,e1 — va|| < v, d'on,
Upt1 — Uy, — 0 quand n — +o0. Par la continuité uniforme de V', on déduit que
Vu,i1 — Vo, — 0 quand n — 4o00. En conclusion, d’apres (5.60), on obtient que
an/(anf,) — 0 quand n — +oo. En appliquant la Proposition 5.3.1, on conclut que
(Un )nen converge fortement vers xg quand n — 4o00. 0

Remarque 5.3.4 Les conditions imposées dans le Corollaire 5.3.3 aux suites
(tn)nen et (Bn)nen sont vérifiées si, par exemple,

1 1

(VneN) a, = —— et ﬁn=m>

NG (5.62)

olt ng € N est suffisament grand et (a,b) € |0, 1[> vérifient b < a et a + b < 1.

Si T:H — H est une contraction et (): H — H une contraction stricte, alors
les opérateurs A =1d =T et V = Id —@Q vérifient les hypotheses du Corollaire 5.3.3.
On obtient alors le résultat suivant sur la construction d’un point fixe particulier de
T. 1l est & comparer au [23, Theorem 2.2].

Corollaire 5.3.5 Soit T: H — H une contraction telle que FixT # @& et soit
Q: H — H une contraction stricte. Soient (u)nen €t (Bn)neny deux suites dans
10, +o00] telles que, pour tout n € N, a,, (14 3,) <1 et

. Qap . /Gn-i-l - ﬁn
Gn 10, B, =400, lim — =0 et lim —— =0. 5.63
nezl:\l n—-+oo ﬁn n—-+o0o an+1/672L+1 ( )
Etant donné vy € ‘H, on pose
(Vn € N) v,01 = T, + 0, 5,Qup, + (1 — iy — B U (5.64)

Alors, il existe un point unique xo € H tel que xo = Prix7(QT0), et de plus, si la
suite (vp)nen €St bornée, alors elle converge fortement vers xo quand n — +o0.

Démonstration. On pose A =1d —T et V = 1d —Q. On vérifie aisément que A et V

satisfont aux conditions imposées dans le Corollaire 5.3.3 et que, dans ce contexte,
(5.57) se réduit a (5.64). 0
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Chapitre 6

Systemes dynamiques discrets
pour la sélection de points fixes

6.1 Description et résultats principaux

Le probleme principal traité dans ce chapitre est de sélectionner un point fixe
commun a une famille de contractions. Au Chapitre 3 (Sections 3.2.2 et 3.2.4), nous
avons proposé des courbes d’approximation qui convergent fortement vers un tel
point. Le but est a présent d’analyser le comportement asymptotique de méthodes
itératives associées a ces courbes afin d’obtenir des algorithmes pratiques. Nous al-
lons obtenir la convergence forte de deux types d’itérations; cette analyse nous per-
mettra d’englober et d’étendre de nombreux résultats existants. Des applications
aux problemes d’équilibre, d’inclusion monotone et de restauration d’une image
numérique seront déduites en mettant ces problemes sous la forme d’un probleme de
point fixe.

Il est a remarquer que la convergence des trajectoires des systemes dynamiques
discrets proposés sera démontrée directement, sans faire appel aux résultats de
convergence des trajectoires des courbes d’approximation associées (méthode uti-
lisée au Chapitre 5).

Le résultat principal de ce chapitre est le suivant.

Théoréme 6.1.1 Soient (T),)nen €t (Sn)nen deuz familles de quasi-contractions de
H vers 'H telles que

@ # C=()FixT, C [ FixS,. (6.1)

neN neN

Soient Q: H — H une contraction stricte et (ay,)nen une suite dans |0, 1] telle que
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an — 0 et ) yan = +00. Etant donné zo € H, on pose
(Vn € N) xp1 = anQ(Snzy) + (1 — o) Thy. (6.2)
Si, pour toute sous-suite (xy, Jnen de (Tp)nen, 0N a

Tk, — T
= xe(|
Tpt1 — IThxy — 0

alors la suite (x,)nen converge fortement, quand n — 400, vers l'unique point T € C
vérifiant T = Po(QT).

Remarquons que l'itération définie dans (6.2) correspond a la courbe d’approxi-
mation pour résoudre T = Pc(QT), introduite au Chapitre 3 dans (3.15).

La conclusion du Théoréme 6.1.1 reste vraie si on consideére deux familles de
contractions (7}, )nen €t (Sn)nen €t, & la place de (6.2), on emploie I'algorithme

yo € Hest fixé et (Vn € N) yp1 = Thiq (anQ(Snyn) +(1- an)yn). (6.3)

Cette méthode itérative peut étre associée a la courbe d’approximation (3.4) dont la
convergence vers T = Po(QT) a été établie dans le Théoreme 3.1.2.

Dans la Section 6.2.3, on présente diverses applications du Théoreme 6.1.1. On
obtient ainsi des résultats de convergence vers un point 7 € C vérifiant T = Po(Q7T),
ou C est I'ensemble des solutions (qui sera précisé dans chaque cas) et Q: H — H
est une contraction stricte.

Donnons-nous deux familles finies de contractions (R;)1<j<m €t (Sj)1<j<m de H
vers ‘H telles que C' = (1, Fix ; C (/L Fix S; et

Dans ces conditions, on a le résultat suivant.

Corollaire 6.1.2 Soit (o )nen une suite dans |0, 1] telle que oy, — 0 et Y o =
+00. Soient xg € H et yo = R,,xo et, pour tout n € N, on définit

Tp41 = aanl(n)In + (1 - an)Rl(n)xn (65)
et
Yn+1 = Ri(n—l—l) (anQS1(n)yn + (1 - an)yn)a (66)

oti(n) = ((m—n—1) mod m)+1. Si (a)nen vérifie l'une des conditions suivantes :

(i) ZneN | — | < +00,
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(i) apym/on — 1,
(iii) (an+m - O‘n)/agﬁm - O>
(iv) 1/apnsm — 1/a, — 0,

alors () nen €t (Yn)nen convergent fortement vers T = Po(QT).

Ce corollaire nous permet de retrouver des résultats classiques sur la convergence
des itérations de type Krasnosel’skil-Mann ou la convergence des méthodes du gra-
dient et du gradient projeté vers les minima de certaines fonctions convexes (voir la
Remarque 6.2.10 pour plus de détails). En guise d’illustration, voici une conséquence
immédiate du Corollaire 6.1.2, portant sur la convergence d'un algorithme vers la
solution d’un probléeme de minimisation sous contrainte du type point fixe.

Soit f: H — R une fonction convexe et différentiable telle que Vf soit o-
fortement monotone et [-Lipschitz, ou f > 6 > 0. D’apres I'Exemple 3.2.4(iii),
Vopérateur Q = Id —yV f est une contraction stricte pour tout v € ]0,2/3[. Alors,
étant donnés un point xy € H et une contraction R: 'H — H admettant des points
fixes, on pose

(Vn € N) 2,41 = a,(Id =V )z, + (1 — o) Ry, (6.7)

ol (an)nen est une suite dans |0, 1] qui vérifie a,, — 0, Y, -y @ = 400 et I'une des
conditions (i)—(iv) du Corollaire 6.1.2, avec m = 1. En prenant S; = Id et R; = R
dans (6.5), on obtient, d’apres le Corollaire 6.1.2, la convergence forte de la suite
(Zn )nen définie dans (6.7) vers T = PpixR(E — 7Vf(f)), i.e., le minimiseur de f sur
I'ensemble Fix 1.

La deuxieme partie de la Section 6.2.3 porte sur le probleme de trouver un zéro
particulier d’'un opérateur maximal monotone A: ‘H — 2% plus précisément, trouver
7€ C = A710 tel que T = Po(Q) ('ensemble C est supposé non-vide). Le résultat
suivant est une conséquence simple du Théoreme 6.1.1.

Corollaire 6.1.3 Soient A: H — 2" un opérateur mazimal monotone et Q: H —
H une contraction stricte. Soit (Vn)nen une suite dans |0, +oo[ telle que v, — +o00

et 50it (0 )nen une suite dans 10,1 telle que a,, — 0 et Y g, = +00. Soient

(tn )nen une suite dans [0, 2] et (pn)nen une suite dans 0, +o00l. Etant donnés xo € 'H
et yo = Jy,a%0, on pose

(Vn € N) Zpi1 = anQ(zn + pn(Jpoan — 24)) + (1 — ) Sy, an (6.8)
et

(Vn € N) yns1 = Jy, 104 (%Q(yn + tin(Jp Y — Yn)) + (1 = an)yn>- (6.9)

Alors (Tp)nen €t (Yn)nen convergent fortement vers T = Pa-19(QT).
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Si A: H — 2™ peut étre décomposé sous la forme A = Ay + Ay, olt Ay, Ao: H —
27 sont des opérateurs maximaux monotones tels que 3A, soit une contraction
ferme pour 5 € ]0, +o0[, on obtient la convergence de deux itérations qui utilisent
séparément A, et la résolvante de A; (méthode a pas explicite-implicite).

Corollaire 6.1.4 Soient A;: H — 2™ et Ay: H — H des opérateurs mazimaus
monotones tels que Ay soit une contraction ferme pour € |0, +o0[ et soit Q: H —
H une contraction stricte. Soit v € ]0,20] et soit (o, )nen une suite dans |0, 1] telle
que o, — 0 et Y- oy, = +00. Etant donnés xo € H et yo = Joa, (To — YAs70), on
pose

(Vn e N) zp41 = 0, Quy + (1 — ) Jya, (l’n — ’}/Agllfn) (6.10)
et

(V?’L € N) Yn+1 = ‘]’YA1 (anQyn + (1 - an)yn - 7A2 (anQyn + (1 - an)yn)) . (611)

Si () nen vérifie l'une des conditions suivantes :

(1) D nenl@ntr — an| < +oo,
(il) apa1/an — 1,
(iii) (O‘n+1 - an) /O‘EL—H — 0,
(iv) 1/aps1 — 1/, — 0,

alors (Tp)nen €t (Yn)nen convergent fortement vers T = Pa, 1 a,)-10(QT).

Des méthodes itératives analogues a celles présentées dans le Corollaire 6.1.3
peuvent étre déduites pour résoudre un probleme d’équilibre. Donnons-nous un
convexe fermé non-vide K de H et une bifonction F': K2 — R qui satisfait a la
Condition 2.1.1. L’ensemble des solutions C' est, dans ce cas, I’ensemble des points
x € K tels que (Vy € K) F(z,y) > 0. Alors on sait que I'on peut définir Jp, la
résolvante d’une telle bifonction F' et, de plus, que Fix Jp = C' (cf. Chapitre 2). Dans
ce contexte, on peut réécrire le Corollaire 6.1.3 en remplagant I'opérateur maximal
monotone A par la bifonction F' et les résolvantes de A par celles de F. On obtient
ainsi la convergence forte de deux itérations de type (6.8) et (6.9) vers un point
particulier = de C'.

Dans la Section 6.3 on étudie une version perturbée de l'itération (6.2). Plus
précisément, a la place de (6.2), on considere 'algorithme

o €H et (YneN) x4 = ,Q(Snxn, +dy) + (1 — ay)(Thx, +e,), (6.12)

ol (dp)nen et (e, )nen sont deux suites dans H. Alors, en supposant de plus la somma-
bilité absolue des suites d’erreurs (d,, )nen et (€,)nen, la conclusion du Théoreme 6.1.1
reste vraie.
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Dans la Section 6.4 on applique le résultat sur la convergence de 'algorithme
défini dans (6.7) au probleme de la restauration d’une image numérique. Plus
précisément, dans l'esprit de I’approche ensembliste [10], on cherche a restaurer une
image a partir de contraintes disponibles que 'on décompose en contraintes dures
(issues par exemple de connaissances a priori fiables) et contraintes douces (dues
par exemple aux données observées incertaines) [16]. L’objectif sera alors de trouver
I'image T € H (H sera 'espace des images) qui satisfait aux contraintes dures (5;);er
et qui viole le moins les contraintes douces. Ce probleme peut étre mis sous la forme
abstraite suivante :

trouver T € ﬂSZ- tel que f(T) = minf(ﬂ SZ), (6.13)
i€l iel

ou (S;)ies sont des sous-ensembles convexes fermés de H représentant les contraintes

dures et f € I'g(H) une fonction pénalisant la violation des contraintes douces. Pour

résoudre le probleme (6.13), on considérera un algorithme de type (6.7). Dans la

Section 6.4.3, nous mettons en ceuvre cet algorithme dans un probleme concret de

restauration d’images floues et bruitées.

6.2 Article en anglais

ITERATIVE SELECTION METHODS FOR
COMMON FIXED POINT PROBLEMS!

Abstract : Many problems encountered in applied mathematics can be recast
as the problem of selecting a particular common fixed point of a countable family of
quasi-nonexpansive operators in a Hilbert space. We propose two iterative methods
to solve such problems. Our convergence analysis is shown to cover a variety of exis-
ting results in this area. Applications to solving monotone inclusion and equilibrium
problems are considered.

6.2.1 Introduction

Let 'H be a real Hilbert space and let T': ' H — H be a nonexpansive operator
such that its fixed points set, Fix T, is not empty. A classical iterative method to
find the fixed point of T of minimal norm is

fix zo € H and set (Vn € N) 2,41 = (1 — a,) Tz, (6.14)

1S. A. Hirstoaga, “Iterative selection methods for common fixed point problems”, & paraitre
dans Journal of Mathematical Analysis and Applications. Soumis le 14 juillet 2005 et accepté le 20
décembre 2005.
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where (o, )nen is in ]0, 1[. The strong convergence of this iteration, under suitable
assumptions on (a,)nen, is shown in [22]. Since then, various extensions of this result
have been proposed. Thus, in [25] and [32], given a € H, the method (6.14) takes
the form

fix xo € H and set (Vn € N) 2,41 = ana+ (1 — o) Ty, (6.15)

with new assumptions on the sequence (o, )nen. The convergence properties of (6.15),
for particular choices of the operator T', is analyzed in [11] and [25] and some appli-
cations to concrete problems are considered in [14]. In [4], (6.15) is extended to an
iterative scheme which employs a finite family of operators activated cyclically. In
[19] and [33], (6.15) is generalized to

fix o € H and set (Vn € N) z,.1 =Tz, — a,vA(Tx,), (6.16)

for some vy € ]0,4+o00[ and some suitable strongly monotone operator A: H — H.
Using a different approach, [26] extended (6.15) to

fix o € H and set (Vn € N) z,11 = @,Qz, + (1 — )Ty, (6.17)

where (): 'H — H is a strict contraction.

The goal of this paper is to bring together and extend the above results by
investigating the convergence of the iteration

fix xgo € H and set (Vn € N) z,41 = @, Q(Spxn) + (1 — )Ty, (6.18)

where (o )nen is in 0,1, Q: H — H is a strict contraction, and (S,)neny and
(T,)nen are sequences of quasi-nonexpansive operators from H to H such that
D # Mpen FixT, C (,en Fix S,. Our main result states that, if we suppose in
addition that

a, — 0 and Zan = 400, (6.19)
and that for every subsequence (xy, )nen of the sequence given in (6.18),

{z’“" v = ze()FixT, (6.20)

Tpy1 — Inx, — 0 neN

then the sequence defined in (6.18) converges strongly to the unique point T in
N,en Fix T, which satisfies T = P(QT), where P is the projection operator onto

Npen Fix T,

Throughout the paper, H is a real Hilbert space with scalar product (- | -), norm
|- ||, and identity operator Id. In addition, P denotes the projection operator onto a
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nonempty closed convex subset C' of H. As is customary, — and — denote, respec-
tively, strong and weak convergence. The fixed points set of an operator T: H — H
is denoted by FixT. Recall that 7" is nonexpansive if it is Lipschitz continuous with
constant 1, a strict contraction if it is Lipschitz continuous with constant in [0, 1],
firmly nonexpansive if 27" — Id is nonexpansive, and quasi-nonexpansive if

(Va € H)(Vy € FixT) |[Ta - yl| < [z -y (6.21)

Definition (6.21) goes back at least to [20] (see also [5] and [6] for examples of
quasi-nonexpansive operators). Let A: H — 2™ be a set-valued operator. The set
grA = {(v,u) € H?® | u € Az} is the graph of A, the inverse A~ of A is the
set-valued operator with graph {(u,z) € H? | u € Az} and the resolvent of A is
Ja = (Id+A)~*. Moreover, A is monotone if

(V(x,u) € grA)(V(y,v) €grd) (x—y |u—v) >0, (6.22)

and maximal monotone if, furthermore, gr A is not properly contained in the graph
of any monotone operator B: H — 27 It is well-known that the resolvent of a
maximal monotone operator A, J4 is a firmly nonexpansive operator on H and that
Fix J, = A710.

The paper is organized as follows. In section 2 we establish a strong convergence
result for the algorithm given in (6.18). Section 3 is entirely devoted to the study of
the generalizations of existing results ; we first address problems with a finite number
of operators and next consider applications in monotone inclusion and equilibrium
problems.

6.2.2 A selection method for a fixed point problem

Let (T),)nen and (S,,)nen be families of quasi-nonexpansive operators from H to
‘H such that

@ # C=(|FixT, C [ FixS,, (6.23)
neN neN

and let Q): 'H — H be a strict contraction. We consider the problem
find 7 € H such that T = Po(Q7T), (6.24)

which has a unique solution. Indeed, since T}, is quasi-nonexpansive, Fix T}, is closed
and convex [6, Propositions 2.3 and 2.6(ii)] and, therefore, C' is a nonempty closed
convex set. Hence, Pg is nonexpansive and Po(Q) is a strict contraction. It then follows
from the standard Banach-Picard theorem that the point Z is uniquely defined in
(6.24).

The algorithm under consideration is the following.
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Algorithm 6.2.1

Step 0. Fix xp € ‘H and set n = 0.

Step 1. Let o, €10, 1].

Step 2. Set Z,11 = @, Q(Spxy) + (1 — ) Thxy.
Step 3. Set n =n+ 1 and go to Step 1.

We shall study this iterative scheme under the following conditions.

Condition 6.2.2
(i) @ # C =,en Fix T, C ), cn Fix Sy
(ii) oy, — O and ), oy = +00.

(iii) for every suborbit (zy, )nen of the Algorithm 6.2.1,

Tk, — T
= xe(l.
Tpr1 — LTz, — 0

Remark 6.2.3 There exist operators which are quasi-nonexpansive but not nonex-
pansive, and which satisfy Condition 6.2.2(iii). In H = R, take, for example, S,, = Id
and T,, = T where T: R — R is defined by

0, if ©<1;

6.25
x —1/2, otherwise. (6.25)

(Vx € R) T:c:{

Set Q: x — 0 and (ap)nen = (1/n), - Then C' = {0} and Algorithm 6.2.1 becomes

>

1
n—+2

fix xo € R and set (Vn € N) x,.; = <1 — >Txn. (6.26)

If 290 < 1 then (Vn € Nyn > 0) z,, = 0 and Condition 6.2.2(iii) is automatically
satisfied. If zp > 1 then there exists an integer p > 2, such that

plp+1) 1 (p+D(p+2) 1 1 p(p—1)
Ty € ] 1 - 5, 4 - 5] and Lp—1 = — (IO - T) (627)

Then, Tx,_; = 0, hence, (Yn > p) x, = 0, from which we deduce that Condi-
tion 6.2.2(iii) is satisfied.

Theorem 6.2.4 Suppose that Condition 6.2.2 is satisfied. Then every orbit of Al-
gorithm 6.2.1 converges strongly to the unique solution T to (6.24).
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Proof. Let (z,,)nen be an orbit of Algorithm 6.2.1 and let T € C' be defined by (6.24).
We first show that

(Tn)nen is bounded. (6.28)

Let 6 € [0, 1] be the Lipschitz constant of @ and let x € C' be fixed. Then

(Vn €N) [z —2ll < [lzn — an@r — (1 = an)z| + [lanQx + (1 — an)z — 2|

= [Jan(Q(Shwn) — Q) + (1 — ) (T, — )|
+o,[|Qr — x|
< (1= 1 =0)an)|zn — 2| + u||Qz — 2. (6.29)

Let M = max <||x0 —z|, |Qx — z|| /(1 — 9)) Thus, we obtain by induction that

(Vn €N) ||z, — 2| < M, (6.30)

hence, (z,)nen is bounded. Consequently, it follows from Condition 6.2.2(i) that the
sequences (1, )nen, (SnTn)nen, and (Q(Snxn))neN are also bounded. Therefore

neN

Next, we shall show that for every € € ]0, +-00[ there exists an index ¢ € N such that
for every integer n > q

|2 — T < (1= (1= B)an) 20 — T|? + Secr. (6.32)

Using induction, this will allow us to conclude that ||z, —Z||> — 0. In order to prove
(6.32), we first show that

lim (T2, — 7 | QT —T) < 0. (6.33)
Indeed, let (x, )nen be a subsequence of (x,)nen such that

(Ty, 17,1 — T | QT —7) = lim (T2, — 7 | QT — T), (6.34)
and such that (xy, )nen converges weakly to some point w € H. Since

(Vn € N) lzni1 — Tozn| = anl|Q(Span) — Tozal, (6.35)

by (6.31), Condition 6.2.2(ii) implies that x,.; — Tz, — 0. Then it follows from
Condition 6.2.2(iii) that w € C and from (6.24) and the standard characterization
of projections onto convex sets that

(QT —T | Ty, 171, 1 —T) = {(QT —T |w—7) <0. (6.36)
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Hence, we infer from (6.34) and (6.36) that
lim (T,z, —7 | Q7 —T) <0, (6.37)
The second step for proving (6.32) is to observe that for every n € N,
2 =77 = f2p41 — QT — (1 — an)7|* + |0, QT + (1 — )T — 7|2
+2 (1 — QT — (1 — )T | @, QT + (1 — v, )T — T)
= [lan(Q(Snrn) — QF) + (1 — ap)(Thwn — E)Hz + a?z”Qf - f||2

< (1= (1 =)z, — 7| + a2 Q7 — 7|2

+2a, (Thx, — T | QT —T)

—G—QOzi( <Q(Snxn) —Thx, | QT — f> - HQE _f||2)
< (1= (1 =)z, — 7| + 2]|QT — 7| +

+2a, (Thx, — T | QT —T)
+205 (Q(Spwn) — Tywn | QT —T) . (6.38)
Now let us fix € € ]0,400[. We infer from Condition 6.2.2(ii), (6.37), the Cauchy-
Schwarz inequality, and (6.31), the existence of an index ¢ € N such that, for every
integer n > q,
]| QT —T|* < ¢,
(Thx, —T | QT —T) < e, and (6.39)
an (Q(Spxy) — Thx, | QT —T) < e.
Next, we deduce from (6.38) and (6.39) that, for every integer n > ¢,
21 — Z)* < (1= (1= 0)aw) |lzn — Z|* + Seau,. (6.40)

Hence, we obtain by induction that

(V0 >q) [on =2 < T (1= (1= 0)ap)) oy — 7

k=q
n

* 15—€9<1_H(1_(1_9)O‘k)>- (6.41)

k=q

By Condition 6.2.2(ii), (1 —0)ayp — +o00 as n — +oo, and therefore, it follows
k=q

from [24, Theorem 3.7.7] that H(l — (1 —=6)ay)) — 0 as n — —+oo. Thus, (6.41)
k=q

yields

— oe
lim ||z, — 7||* <

42
=1-¢ (6.42)
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and we conclude that ||z, — Z||* — 0.0
Remark 6.2.5 (An extension) Consider the algorithm

Algorithm 6.2.6

Step 0. Fix xp € ‘H and set n = 0.

Step 1. Let a,, € ]0,1[ and A, € ]0, 1].

Step 2. Set Z,11 = @, Q(Snry) + (1 — ) (xn + \(Thz, — xn))
Step 3. Set n =n+ 1 and go to Step 1.

Now suppose that A, — 1, Condition 6.2.2(i)&(ii) are satisfied, and that for every
suborbit (zy, )nen of Algorithm 6.2.6,

Tl ’ = zeC. (6.43)
Tpt1 — Tz, — 0

Then every orbit of Algorithm 6.2.6 converges strongly to the unique solution to
(6.24). Indeed set R,, = Id +A,(T,, — Id). Then we have

|Zns1 — Tl = |2n41 — Rutn — (1 = X)) (Thn — 2,) ||
< wngr — Rpan || + (1 = M) | Than — 24|
< Nzpy1 — Roza|| + (1 — M), (6.44)

where = sup, ey || Tn — 25| < 400 (indeed, if z € C, then (Vn € N) || T2, —z,| <
|\ Thxn — 2| + ||z — 2| < 2|z, — 2]| < 400 by (6.28)). Hence 41 — Ryx, — 0
= Zpy1 — Tnr, — 0. Therefore (6.43) implies that for every suborbit (zg,)nen of
Algorithm 6.2.6,

Tk, — T
= xel.
Tp+1 — Rpzy — 0

We therefore obtain the convergence of (z,),en to the unique solution to (6.24) since
Npen Fix Ry, = (,en Fix T, = C.

Remark 6.2.7 (An alternative iterative method) Let (7},),en and (S,,)nen be
families of nonexpansive operators from H to H such that Condition 6.2.2(i) is satis-
fied and let @): H — H be a strict contraction. Then, for every n € N, the operator
SyT,, is nonexpansive and Condition 6.2.2(i) implies that @ # C' = (), oy Fix T, C
Npen Fix(S,T,,). Now let (a,)nen be a sequence in |0, 1] and let (x,,),en be given by

fix o € H and set (Vn € N) z,11 = 0, Q(S,Thxy) + (1 — )Tz, (6.45)

If, in addition, we suppose that Condition 6.2.2(ii) and Condition 6.2.2(iii) are satis-
fied, then by Theorem 6.2.4, the sequence given in (6.45) converges strongly to the
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unique solution to (6.24). In this setting, we obtain the following alternative iterative
method for solving (6.24). Let us set (Vn € N) y,, = T,,z,,. Then

Yo = T()SCO and (Vn S N) Yn+1 = Tn+1 (anQ(Snyn) + (1 — Oén)yn) (646)

By (6.35) and Condition 6.2.2(ii), we have z,,41 — y, — 0. Hence, y,, — T, where T
is given by (6.24).

6.2.3 Applications

In the previous section, we proved that the orbits of Algorithm 6.2.1 converge
strongly to a particular common fixed point of a countable family of quasi-
nonexpansive operators. This result provides a unified framework to recover and
generalize known results.

6.2.3.1 Finitely many operators

The main problem we investigate in this section consists of finding a particular
common fixed point of a finite family of nonexpansive operators. More precisely, let
Q: H — H be a strict contraction and let (R;)i<j<m: H — H be nonexpansive
operators. Then Problem (6.24) becomes

find T € H such that Z = Pnyn pix g, (Q7). (6.47)

Corollary 6.2.8 Let ): H — H be a strict contraction and let (R;)i<j<m and
(Sj)i<j<m be monexpansive operators from H to H such that C = ()L, FixR; C
N2, FixS; and

Let (o) nen be a sequence in |0, 1] which satisfies

a, — 0 and Zan = 400, (6.49)

and any of the following conditions :

(1) Z|an+m - O‘n‘ < +OO,

neN

(i) = 1,
n

(iif) Zntm T %

2
an+m

— 0,
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1 1
(iv) —— —=0.
an+m (679

Given g € H and yo = Ryxg, set, for every n € N,

and

Yn+1 = Ri(n—i—l) (anQ(Sl(n)yn) + (1 - an)yn)a (651)

where i(n) = ((m—n—1) mod m)+1. Then (z,)nen and (yn)nen converge strongly
to the unique solution T to (6.47).

Remark 6.2.9 We give some examples of operators for which the assumption (6.48)
holds.

(i) Let (Rj)i<j<m: H — H be nonexpansive operators such that, for every j €
{1,...,m},

(Vz € H\FixR;) (Vy € FixR,) ||Rjz —y| < ||z — . (6.52)

By [5, Proposition 2.10(i)], if we suppose m;n:1 Fix R; # @, then (6.48) is
satisfied.

(ii) Let (Rj)1<j<m be averaged operators (see [15, Definition 1.1]). Then, by [5,
Lemma 2.4(iv)], they satisfy (6.52) (see also [15, Lemma 2.2(iv)]). In particular,
if (o, FixR; # @ and (Rj)i<j<m are firmly nonexpansive, then (6.48) is
satisfied.

Proof. Remark that (6.50) is a particular instance of Algorithm 6.2.1 by choosing
(Vn € N) T, = Ry and S, = Si,,). We prove that every orbit (z,)nen of (6.50)
satisfies Condition 6.2.2(iii). Let 6 € [0, 1[ be the Lipschitz constant of Q). Then, for
every n € N

|Znsmt1 — Tng1| < ||O‘n+mQSi(n)ZEn+m +(1— O‘n-l-m)Ri(n):En—i-m - O‘n-l-mQSi(n)xn
—(1 — an+m)Ri(n)xn|| + ||Oén+mQSi(n)xn
—l—(l — Ozn_,_m)Ri(n):L”n — OanSi(n):L”n — (1 — an)Ri(n)an
= Han-i-m(QSi(n)fEn—i-m - QSi(n)zn)
+(1 = ) (Bign) Tt — Rigny ) ||
Hnpm — | - ||QSi(n)$n - Ri(n)an
< (1 - (1~ 9>O‘n+m) |Znim — Tl + Blanim — anl, (6.53)
where 3 = sup,,cy || @Sin)Tn — Rign)®n|| < 4+00. Next, we show that (6.53) coupled
with any of conditions (i)—(iv) leads to ||z,tm — zn|| — 0. To this end, let us fix

e € 10, +o0l.
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— Suppose that Z|an+m — ay| < 400. Then, we obtain by induction that, for
neN
every (n,p) € N? such that n > p, we have

| Znsme1 —Tng || < H (1_(1_9)ak+m> pr-‘,-m_po_'_ﬁZ |k ym—a|. (6.54)

k=p k=p

It follows from (6.49) and [24, Theorem 3.7.7] that, for every p € N, H(l —

k=p
(1 = 0)agsm) — 0 as n — +oo. Therefore, (6.54) and (i) yield
(Vp € N) Tm [|@nsm — Tull € B [Cpm — 0. (6.55)
k=p

Hence, again by (i), we obtain ||z, 41m — .|| — 0.
Qnim 1. Then (6.53) implies that, for every n € N,

— Now suppose that

n

| Zngma1 = Tns1| < (1 —(1 _e)an—l—m) |Znam —Tn ||+ Ban

Antm
-1 @
5 (6.56)

n

Hence, by (ii), we deduce the existence of an index ¢ € N, such that, for every
integer n > q,

| Zname1 — Tng1| < (1 —(1- G)O‘n+m> |Znim — ol + Bean. (6.57)

Thus, we obtain by induction,that, for every integer n > g,
[EE Y | H (1 - (1= e)ak-i-m) [Zq4m — @4l

k=q
+1ﬂ_59<1—1i[(1—(1—9)ak)). (6.58)
Since ﬁ(l — (1 = 0)a4m) — 0 and ﬁ(f- (1 —0)ow) — 0 as n — +oo,
(6.58) vields .
Be

(6.59)

lim |Zntma1 — Toa || <

1-6
Hence, we conclude that ||2,1., — z,|| — 0.
% 0. Then (6.53) implies that, for every n € N,

n+m

2
an+m

o
— Assume now that

|an m — On
|Zntmt1—Tnta || < (1_(1_9)an+m)||In+m_$n||+ﬁan+m+2—' (6.60)
n+m
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Hence, by (iii), we deduce the existence of an index r € N, such that, for every
integer n > r,

| Zngme1 — Tng1] < (1 —(1- G)O‘n+m) |Znim — Tnll + Benim.  (6.61)

By using the same arguments as before, we obtain ||z,4m — s| — 0.

1
— — — 0. Then (6.53) implies that, for every n € N,
Qntm Qp,

— Suppose that

‘an—l—m - O‘n‘

[Zntmr1 —Tnta ]| < (1_(1_9)an+m)Hxn-i-m_xnn‘l'ﬁan . (6.62)

n“n+m
Hence, by (iv), we deduce the existence of an index k € N, such that, for every
integer n > k,

[ZTntmt1 = Tnaa || < (1 —(1- Q)O‘n-i-m) [Zntm — @nl| + Bean. (6.63)

Using induction as before, we obtain ||,1m — .|| — 0.
Consequently, we have proved in all cases that ||z,4m — .|| — 0. Remark that
Tpt1 — Rinyrn, — 0 is a direct consequence of (6.50) and (6.49). Proceeding as in
the proof of Claim 6 of [4, Theorem 3.1], we deduce from the last two convergence
results that

Ty — Ri(n+m—1) ce Ri(n)xn — 0. (664)

Now let w € H and let (zy, )nen be a suborbit of (6.50) such that xy, — w (such
a point exists since (x,)nen is bounded). Then there exist 7 € {1,...,m} and a

subsequence (i, )nen Of (kn)nen such that (Vn € N) i(l,) = 7. Hence, we infer from
(6.64) that

l’lkn — Rj_l e RlRm e le’lkn — O, (665)

with the convention Ry = R,,. In view of the demiclosed principle [9, Lemma 2] ap-
plied to R;_1 ... R1R,, ... R;, we obtain from (6.65) and (6.48) that w € C. We have
thus established that Condition 6.2.2(iii) is valid for every orbit of (6.50). This shows
the strong convergence of the sequence (x,),en to the unique point T = Po(QT) by
applying Theorem 6.2.4.

Proceeding as in Remark 6.2.7, we now consider (6.50) in which Sj(,) is replaced
by Sim)Rin)- As shown above, x,, — 7. In this case, the sequence given in (6.51)
satisfies (Vn € N) y,, = Ri(n)®,. Hence 2,11 —y, — 0 and y,, — 7. 0

Remark 6.2.10 Next, we distinguish three particular cases of Corollary 6.2.8, which
capture and extend several known results. We suppose that the sequence (o, )pen in
10, 1] satisfies (6.49) and any of conditions (i)—(iv) in Corollary 6.2.8.
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(i) Considering Sip,) = Id and a fixed zy € H, the iteration (6.50) becomes
(Vn € N) 11 = anQuy + (1 — o) Rign) - (6.66)

(a) Let 0 €]0,1], let Q: z — Oz, and suppose that the condition (6.48) on
the nonexpansive operators (R;)1<;<m is satisfied. Then (6.66) becomes a
Krasnosel’skii-Mann-like iterative scheme whose strong limit is the point
in (M, Fix R; of minimal norm.

(b) Let Rix,) = Id. Then (6.66) is a Krasnosel’skii-Mann-type iteration for the
strict contraction ), which strongly converges to the fixed point of Q.

(c) If we choose Rin,) = @, then C' = Fix @ and (6.66) becomes the classical
Banach-Picard iteration for the strict contraction @). By Corollary 6.2.8,
it converges to the unique fixed point of Q.

(d) Let us consider Q: = +— a € H in (6.66). Then, Corollary 6.2.8 reduces to
[4, Theorem 3.1], [28, Theorem 4.1].

(ii) We consider now (Vn € N) S,y = Ri») and we suppose that condition (6.48)
is satisfied. If zy € H is fixed then Algorithm (6.50) becomes

(Vn € N) z,11 = 0, Q(Rign)Tn) + (1 — ) Ritn) - (6.67)

(a) Let A: H — H be a-strongly monotone (i.e., A — oId is monotone) and
Lipschitz continuous with constant 3, and let v €]0, 2«c/3%[. Then, by [21,
Theorem 2], @ = Id —yA is a strict contraction, and the iteration (6.67)
becomes

(Vn € N) 2p41 = RignyTyn — 0 YA(Ri(n)n). (6.68)

Applying Corollary 6.2.8, we obtain the strong convergence of the algo-
rithm (6.68) to the point T = Fnm ricr, (T — 7AT), le., to the point
T e ﬂ;ﬂzl Fix R; which satisfies the variational inequality

(vy eN Fiij> ly — T | AT) > 0. (6.69)
j=1
We thus recover [33, Theorem 3.3].

(b) Let f: H — ]—o00,+00] be a convex, twice continuously Fréchet-
differentiable function, and suppose that there exist g > p > 0 such
that

(V(z,y) € H) plyl® < (V*f(@)y [y) < Allyl* (6.70)

Then, by [21, Theorem 4], the Fréchet derivative V f is ji-lipschitzian and
p-strongly monotone. Let v €]0,2/f[, hence, by [21, Theorem 2], Id =V f
is a strict contraction. Considering A = V f, (6.68) becomes

(Vn € N) Tyl = Ri(n)xn — Ozn’ny(Ri(n)SL’n). (6.71)
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Applying Corollary 6.2.8, the iteration (6.71) converges strongly to T €
M=, Fix R; which satisfies

@@e(]mx@)<y—f|Vﬂ@>zo. (6.72)

Since f is convex and Gateaux-differentiable over (L, Fix R;, we de-
duce from (6.72) that 7 is the unique minimizer of the function f over
N2, Fix R;. We thus recover [19, Theorem 3.7].

(c) If we consider the function f with the properties mentioned in item (ii)(b)
above and if R;,) = Id in (6.71), then we obtain the strong convergence
of the classical gradient iteration [21, Theorem 6] to the minimizer of f
over ‘H.

(iii) Now let (Vj € {1,...,m}) S; = Id and R; = Pg, be the projection operators
associated with a family (C})i<;j<m of nonempty closed convex sets in H such
that ();_, C; # @. Since (Pc;)1<j<m are firmly nonexpansive, the condition
(6.48) 1s satisfied via Remark 6.2.9(ii). Fix yo € C,,. Then the Algorithm
(6.51) becomes

(Vn € N) yni1 = FPoy,,, (anQyn +(1- an)yn). (6.73)

(a) If, in addition, @: x — 0, then (6.73) is a cyclic projection method for
finding the point in ﬂ;nzl C; of minimal norm. Note that, if a,, = 0 in
(6.73), then (y,)nen converges weakly to an unspecified point in (72, Cj
[8, Theorem 1].

(b) Let f be a function with the properties mentioned in item (ii)(b) above.
Let v €]0,2/p[ and let @ = Id —yV f. Then the iteration in (6.73) assumes
the form of a projected gradient-type method

(\V/TL € N) Ynt+1 = PCi(n+1) (yn - O‘n’yvf(yn)) (674)
By Corollary 6.2.8, (y,)nen converges strongly to the minimizer of f over
m;’n:1 Cj'

We now turn to the case of a single operator.

Corollary 6.2.11 Suppose that QQ: ' H — H is a strict contraction and that R: 'H —
‘H is a nonexpansive operator such that

C =FixR# @. (6.75)
Let (an)nen be a sequence in |0, 1[ which satisfies
a, — 0 and Zan = +o00, (6.76)
neN

and any of the following conditions :
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neN
Optq
1 1
(i) “t 1
(i) 2t g,
an—l—l
1 1
(iv) —— —0.
Apt1 (679

Given xy € H and yo = Rxg, set, for every n € N,
Tpt1 = ,Qr, + (1 — o) Ry, (6.77)
and

Then (z)nen and (Yn)nen converge strongly to T = Po(QT).
Proof. A direct consequence of Corollary 6.2.8 with m = 1.0

Remark 6.2.12 We point out some connections between Corollary 6.2.11 and exis-
ting results.
— The iteration (6.77) in the case of @:  — 0 was shown in [22] to converge
under more restrictive conditions on (o, )pen-
— Let Q: x — a € H in (6.77) in the Corollary above. Then we recover [32,
Theorem 2] and [25, Théoreme 1]. We also recover the case of an arbitrary
strict contraction @ in [26, Theorem 2.2].
— Consider the nonexpansive operators (R;)1<j<m from H to H such that C' =
=, Fix R; satisfies (6.48) and

O = Fix (éwjf%j), (6.79)

where (w))1<j<m are fixed numbers in ]0, 1] such that > ™ | w; = 1. We observe
that if we consider (6.77) and (6.78) with the particular choices R = R,,, . .. Ry,
respectively R = Z;nzl w;R;, we obtain alternative iterative methods to (6.50)
and (6.51) for solving (6.47).

— Let (R;)ien be a countable family of firmly nonexpansive operators on H and
let (w;)ien be in |0,1] such that }°._w; = 1. Thus we can define on H the
firmly nonexpansive operator R = .\ w;R;. Applying Corollary 6.2.11 to R
and to Q: x — a € H, we recover [11, Théoreme 3.
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6.2.3.2 Zeros of maximal monotone operators

In this section, we describe applications of the previous results to finding par-
ticular solutions to monotone inclusion problems. Precisely, let A: H — 2" be a
maximal monotone operator and consider the inclusion problem

find z € H such that 0 € Az, (6.80)
to which a solution is supposed to exist.

Lemma 6.2.13 Let A: H — 2" be a mazimal monotone operator. Then :
—J
(i) [3, Theorem 3.5.9.i)] (Y € H) (Vv € 0, -+oo]) (J,YAI, M) € gr A.

(ii) /3, Proposition 3.5.6.2] If (Zn,Un)nen in gr A and (z,u) € H? are such that
Tn — x and u, — u, then (x,u) € gr A.

The next result is a simple consequence of Remarks 6.2.5 and 6.2.7.

Corollary 6.2.14 Let Q: H — H be a strict contraction and let A: H — 2™ be a
mazimal monotone operator. Let (Y, )nen be a sequence in |0, +o0o] such that ~, —
+00 and let (ap,)nen be a sequence in |0, 1] such that

a, — 0 and Zan = 400. (6.81)

Let (fn)nen be a sequence in [0,2], (pn)nen in |0, 400], and let (A\,)nen be a sequence
in |0, 1] such that A, — 1. Given xy € H and yo = J a0, set, for everyn € N,

Lp41 = OKnQ(In + /J/n(JpnAxn - xn)) + (1 - an) (xn + An(JWnAxn - xn)) (682)
and

Yn+1 = J“/n+1A (anQ(yn =+ :un(']pnAyn - yn)) + (1 - an>yn> . (683)

Then (z,)nen and (Yn)nen converge strongly to the solution T to (6.80) which satisfies
T = PAflo(Qf).

Proof. Set (Vvn € N) T,, = J,, 4 and S,, = Id +1,,(J,, 4 — Id). Then for every n € N,
T,, is firmly nonexpansive, S, is nonexpansive and A=10 = Fix T}, = Fix.S,. Hence,
Condition 6.2.2(i)&(ii) are satisfied. As seen in Remark 6.2.5, it remains to check
the implication

Thp+1 — X _
* = zeA.
Tpt1 — Tz, — 0
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Suppose that xp 3 — z and x,.1 — Tz, — 0. We obtain on the one hand that
Jy, ATk, — x. On the other hand, since (7,2, — Zpn)nen is bounded and v, —
+00, we have (T,r,, — v,)/7 — 0, hence, (vx, — Jy, aTk,)/V, — 0. By applying
Lemma 6.2.13(1)&(ii), it follows that z € A~'0. By Remark 6.2.5, x,, — T and, by
Remark 6.2.7, y, — 7. 0

Remark 6.2.15
— When @Q: x — a € H, Corollary 6.2.14 corresponds to [23, Theorem 1]. In
this case, (6.82) can be written as

fix 2o € H and set (Vn € N)
Tni1 = ana + (1 = ap) (2 + Aoy 420 — 32)). (6.84)

Moreover, (z,)nen converges strongly to the zero of A which is closest to a.
— Now let p, =0, A\, = 1, and Q: = — 6z for some 6§ €]0, 1[. Then (6.82)
becomes

fix xo € H and set (Vn € N) z,41 = a0z, + (1 — ) S, 42,.  (6.85)

Hence, (z,)nen converges strongly to the zero of A of minimal norm. If a,, =0
and inf,cn 7y, > 0, this iteration is the standard proximal point algorithm,
which converges weakly to an unspecified zero of A [29, Theorem 1] (see also
[15, Corollary 4.5] for extensions).

We now consider the case when the Problem (6.80) assumes the form
find z € H such that 0 € Az + Bz, (6.86)

where A, B: ‘H — 2™ are maximal monotone operators such that 3B is firmly nonex-
pansive for some [ € ]0,4o00]. In this setting, we propose two forward-backward-like
splitting algorithms.

Corollary 6.2.16 Let A: H — 2" and B: H — H be mazimal monotone operators

such that BB is firmly nonexpansive for some 3 € 10, +o00|, and let Q: H — H be a
strict contraction. Let v €]0,20] and let (o, )nen be a sequence in |0, 1] which satisfies

a, — 0 and Zan = +o0, (6.87)
and any of conditions (i)-(iv) in Corollary 6.2.11. Given xog € H and yo = Jya(zo —
vBxy), set, for everyn € N,

Lntl = O‘ann + (1 - O‘n)t]«/A (xn - fVan)a (688>
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and
Yn+1 = J—yA <anQyn + (1 - an)yn - ’VB (anQyn + (1 - an)yn)> : (689)

Then (z,)nen and (Yn)nen converge strongly to the solution T to (6.86) which satisfies
T = Playp)-10(QT).

Proof. Fix v €]0,20] and set R = J,4(Id —yB). By [21, Theorem 2], Id —yB is a
nonexpansive operator, hence R is nonexpansive. Moreover, (A + B)7'0 = Fix R.
Since (6.88) and (6.89) are special cases of (6.77) and (6.78) respectively, the claims
follow from Corollary 6.2.11. 0

6.2.3.3 Applications to equilibrium problem

Let K be a nonempty closed convex subset of H, and let F' be a bifunction
from K? to R. In this section, we address the broad class of problems whose basic
formulation reduces to solving the equilibrium problem

find x € K such that (Vy € K) F(z,y) >0, (6.90)

whose solution set is denoted by C' and is supposed nonempty (see [7] for examples
of problems which can be covered by (6.90)).

Our aim is to apply Remarks 6.2.5 and 6.2.7 to find a particular solution to (6.90).
Throughout this section, we suppose that the bifunction F' satisfies the following set
of standard properties.

Condition 6.2.17 The bifunction F': K? — R is such that :
(i) (Vx € K) F(x,z)=0.
(ii) (V(z,y) € K?) F(z,y)+ F(y,z) <0.
(iii) For every x € K, F(x,-): K — R is lower semicontinuous and convex.
(iv) (V(x,y,2) € K?) E@F((l — &)z +ez,y) < Flz,y).

In this setting, it was implicitly shown in [7] that is possible to associate with F' a
resolvent operator Jrp: H — K defined by
(VxreH) Jppe K and (Vy € K) F(Jpx,y)+(Jpr —x |y — Jpx) > 0. (6.91)

Moreover, we can show that Jr is a firmly nonexpansive operator such that Fix Jp =
C' (see [7], [27], and [17, Lemma 2.12] for details).

Lemma 6.2.18 [17, Lemma 2.13] Suppose that F: K* — R satisfies Condi-
tion 6.2.17. Let (x,)nen be a sequence in H and (Vn)nen @ sequence in |0, 4o0].
Define

(VneN) z, =J,rx, and u, = (Ty — 20)/Vn, (6.92)
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and suppose that
2 — o and u, — u. (6.93)
Then x € K and (Vy € K) F(z,y)+ (u |z —y) > 0.

Considering Algorithm 6.2.1 and (6.46) with the choice of (T},)nen and (Sy)nen as
relaxed resolvents of F', we obtain the following result.

Corollary 6.2.19 Let Q: H — H be a strict contraction and let F: K? — R be
a bifunction satisfying Condition 6.2.17. Let (Y,)nen be a sequence in |0, 4+00] such
that 7, — 400 and let (a,)nen be a sequence in |0, 1] such that

a, — 0 and Zozn = +00. (6.94)

Let (fin)nen be a sequence in [0,2], (pn)nen in |0, +00[, and let (An)nen be a sequence
in 10, 1] such that A, — 1. Given o € H and yo = J,rxo, set, for everyn € N

Tpt+1 = anQ(zn + ,un(‘]pann - xn)) + (1 - an) (xn + An(J77Lan - ZL’n)> (695)

and
Ynt1 = JvnHF(O‘nQ(yn + Nn(JpnFyn - yn)) + (1 - O‘n)yn) (6.96)

Then (z,)nen and (Yn)nen converge strongly to the solution T to (6.90) which satisfies
T = Pc(QT)

Proof. Set (Vn € N) T,, = J,,r and S,, = Id+u,(J,,r — Id). Then, for every n €
N, by [17, Lemma 2.12] T,, is firmly nonexpansive, S,, is nonexpansive, and C' =
Fix T,, = Fix S,,. Hence, Condition 6.2.2(i)&(ii) are satisfied. As seen in Remark 6.2.5,
it remains to check the implication

Thntt — T = xe(C
Tp+1 — LTz, — 0

Suppose that xp 3 — z and x,.1 — Tz, — 0. We obtain on the one hand that
Jy,.. FT, — 2. Onthe other hand, since (T,,2,,—, )nen is bounded and 7, — +o0, we
have (T2, —,) /7 — 0, hence, (x4, —J,, r¥k,)/Vr, — 0. In view of Lemma 6.2.18,
it follows that x € C'. By Remark 6.2.5, x,, — T and by Remark 6.2.7, y, — 7. O

Remark 6.2.20 In the case when : x — a € ‘H and )\, = 1, the strong conver-
gence of (6.95) follows from [17, Theorem 4.3].
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6.3 Convergence de I’Algorithme 6.2.1 avec per-
turbations

Le résultat suivant montre que le Théoreme 6.1.1 reste vrai si les évaluations des
opérateurs S, et T, sont faites de facon approchée, pourvu que les erreurs induites
soient absolument sommables.

Théoréme 6.3.1 Soient (T),)nen €t (Sn)nen des familles de quasi-contractions de H
dans H telles que

@ # C = ()FixT, C [ | FixS,. (6.97)

neN neN

Soient QQ: H — H une contraction stricte et (o, )nen une suite dans |0, 1] telle que
an — 0 ety o, = +o0. Etant données les suites (dp)nen €t (€n)nen dans H et
xo € 'H, on pose

(Vn € N) 2,41 = 0, Q(Spzy + dp) + (1 — o) (Thx, + €5). (6.98)

Si Y pen lldnll < +00, Y enllen|l < 400 et, pour toute sous-suite (xp,)nen de
(zn)neN;

T = 2€C, (6.99)
Tpt1 — Tz, — 0

alors la suite (x,)nen converge fortement, quand n — +o0o, vers l'unique point T € C
vérifiant T = Po(QT).

Démonstration. D’apres le théoreme classique de Banach-Picard appliqué a la
contraction stricte Po@, le point T € C' vérifiant T = Po(QT) est défini de maniere
unique. Premiérement, on montre que la suite (z,),eny définie en (6.98) est bornée.
Soit 0 € [0, 1] la constante de Lipschitz de @ et fixons x € C. Alors

(Vn € N) |[[zni1 — ] [ 201 — anQz — (1 — o)z + [lanQz 4 (1 — o)z — x|
lan (Q(Spay + dn) — Q) + (1 — ) (Thn, — x + €,)]]

+an||Qr — x|
< O‘neHsnxn - x” + ||dnH + (1 - an)HTnIn - x” + ||en||
+ap||Qz — |
< (1= (1 =0)an)||zn — 2| + [ldnll + lenl
+a,||Qx — z||. (6.100)
Posons
Mzmax(”a:o—:17||,||Q:17—x||/(1—9)). (6.101)
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Alors on déduit par récurrence que
(Vn € N) Jlzppr —all <M+ [ldll + Y llexll (6.102)
k=0 k=0

d’ou la bornitude de la suite (z,)nen. D’apres (6.97), on obtient que les suites
(Tnn)nen, (SuZn)nen, et (Q(Snzyn + d"))neN sont bornées, donc

B =sup [|Q(Spxn + dn) — Thz,|| < +o00. (6.103)

neN

Maintenant, on se propose de démontrer que, pour tout € € |0,+o0[, il existe un
q € N tel que pour tout entier n > g,

s = 7" < (1= (1= O)ow) 2 — Z|* + 5ecv + (lldnll + llenll),  (6.104)

ot v = sup,ey (||dall + llenll + 2/|z — Z||) < +o00. Par récurrence, on va en conclure
que ||z, — T||* — 0. Pour démontrer (6.104), on vérifie premiérement que

lim (T,z, —T+e, | QT —7) <O0. (6.105)
En effet, soit (2, )nen une sous-suite de (2, ),en telle que

(Ty, 17,1 — T | QT —7) = lim (T2, — 7 | QT — T), (6.106)
et telle que (zy, )nen converge faiblement vers un point w € H. Puisque

(Vn € N) ||zpe1 — Tozn|l < an||Q(Snxy + dy) — Ty || + (1 — a)llenl|, (6.107)

on déduit de (6.103), et du fait que a,, — 0 et e, — 0, que x, 1 — Tz, — 0. Alors
(6.99) implique que w € C' et, d’apres la caractérisation variationnelle de Pg, on
obtient que

(QT —T | Tk, 17,1 —T) = (QT—T |w—7) <0. (6.108)

Au vu de (6.106) et (6.108), lim (T,z, — % | QT —T) < 0 et, comme e, — 0, on
obtient

m (T2, — T+ ¢, | QT — ) < 0. (6.109)
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La deuxiéme étape de la démonstration de (6.104) consiste a remarquer que, pour
tout n € N,

201 — T2
= | Tni1 — QT — (1 — )7 || + |0 QT + (1 — )T — ||
+2(xp1 — QT — (1 — )T | QT+ (1 — )T — )
= [lan(Q(Spzy + dn) — QF) + (1 — @) (Tnan — T+ e,) || + g |QT — 7|
+ 200, (Thxy — T+ e, | QT —7T)
+ 202 (Q(Spxp +dp) — QT — Tpay +T — €, | QT — T)
2
< (1= (1 = O)aw)llzn = 7 + andlldall + (1 = a)llenl])” + a2]1Q7 - 7
+ 20, (Thxy, — T+ e, | QT —T)
+ 202 (Q(Spxp +dy) — QT — Tpay +T — €, | QT — T)
2 _ 2 _ —
< (1= (1 =0)an) ([lon =zl + [[dall + [len]l)” + ap]| QT — 7|
+ 20, (Thx, —T+e, | QT —T)
+ 20 ((Q(Spay + dn) — Tnzn — e, | QT —T) — || QT — )
< (1= (1= 0)an) (llzn = 2 + 5 (dull + llenl) ) + a2 1Q7 - 7
+ 200, (Thxy — T+ e, | QT —7T)
+ 202 (Q(Spxp +dy) — Ty — €, | QT —T)
< (1= =0)an)llzn —Z)* +(ldu]l + lleal)) + arllQT — 7|
+ 20, (Thxy — T+ e, | QT —T)
+ 202 (Q(Spzn + dy) — Ty — e, | QT — 7). (6.110)
On fixe maintenant € € 0, 4o00[. On déduit alors du fait que o, — 0, >, . [|dn]| <

400, Y enllen]] < +o0, (6.109), ainsi que de I'inégalité de Cauchy-Schwarz et de
(6.103), l'existence d’un entier ¢ € N tel que, pour tout entier n > g,

QT —Z|IP <&, Y ldll <e Yo, llerll <e
(Tho, —T+e, | QT —T) <e et (6.111)
an (Q(Spzn +dy) — Thx, —e, | QT —T) < e.

On tire alors de (6.110) et (6.111) que, pour tout entier n > g,

lnar — I < (1= (1 = O)an) 2w — T + ety +7(ldull + lleal)).  (6.112)
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Par récurrence, on en déduit que

(Vn>q) [on —2)* < [T -0 =0)aw)) e, -7

k=q

+1‘L’)_€9(1—H(1—(1—9)a,€)>
+7<Z||dk’| +Z||ekH>- (6.113)

Puisque ), .y, = +00, on obtient 77 (1—6)ay — +00 lorsque n — +o00. D’apres

[24, Theorem 3.7.7], on en déduit que H(l — (1 =0)ay)) — 0 lorsque n — +o0.
k=q
Donc, d’apres (6.113) et (6.111), on obtient

- _ He
fin e, — 7 < +7<Z tAES> rmu)

k>q k>q

§5(139+2y>, (6.114)

ce qui nous permet de conclure que ||z, — Z||> — 0. O

6.4 Application a la restauration d’images

6.4.1 Introduction

Dans le domaine de la restauration d’images, il y a de nombreux exemples de
problemes qui se formulent sur la base d’un critere d’admissibilité, au sens ou une
solution est dite acceptable si elle satisfait a toutes les contraintes disponibles (V;);cs
[10], [12], [30], [31]. En désignant I’espace des images par H et par S; le sous-ensemble
de H des images vérifiant la contrainte W;, le probleme d’admissibilité se met sous
la forme

trouver T € mSi ={z e H | (Vi eI) = satisfait & ¥, }. (6.115)
iel

Dans les problemes de restauration, ces contraintes proviennent des connaissances
a priori (sur I'image originale, 'opérateur de dégradation) et des données observées
('image dégradée). Ainsi, une solution d’un tel probleme est toute image T € H qui,
a la lumiere des connaissances a priori, a pu engendrer les données observées. Comme
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de nombreux exemples le montrent (voir [12, Section IV] et sa bibliographie), bon
nombre de contraintes couramment utilisées en traitement de I'image conduisent a
des sous-ensembles S; convexes et fermés.

A partir de considérations physiques ou empiriques, dans certains problemes, il
peut étre souhaitable d’extraire une solution particuliere de (6.115) (i.e., une image
admissible), en minimisant sur (,.,; S; (supposé non-vide) une certaine fonction f
de I'y(H). Le probleme de restauration devient alors [14], [16]

trouver 7 € S = ﬂ S; tel que f(T) = min f(.5). (6.116)

el

6.4.2 Décomposition en contraintes dures et douces

En restauration d’image, les contraintes dures, qui peuvent étre dégagées a partir
de connaissances a priori fiables (par exemple, la positivité des pixels d’une image) co-
existent souvent avec des contraintes douces, issues de connaissances plus incertaines
[16]. Une contrainte douce peut apparaitre notamment quand l’ensemble associé est
de la forme

Si={zeH]| filz) <&} (6.117)

Si la valeur de &; est incertaine (a cause de mesures bruitées ou de connaissances
a priori imprécises), alors I'ensemble S; correspond a une contrainte douce et on
ne cherchera pas a imposer la contrainte f;(x) < &; exactement. Dans de telles
situations on cherchera a minimiser une fonction f agrégeant les contraintes douces
sur I'intersection des ensembles représentant les contraintes dures, d’ou la formulation
(6.116) (cf. [14] et [16] pour des exemples concrets).

Dans la suite, on considere le cadre suivant. On dispose de ¢ contraintes douces
associées a des convexes fermés (Cy)i<k<q, €t de p observations y; = L;T + u;, ou
chaque L; est un opérateur linéaire et borné, et ol u; représente un bruit inconnu.
Etant donnés des poids (wg)1<k<q €t (0;)1<j<p dans ]0,4+o0[, on pose

q p
fH=R: o0 wdy (v)+ )61 Lz — ys* (6.118)
j=1

k=1

Par ailleurs, les sous-ensembles convexes fermés (.S;)i1<;<m de H représenteront les
contraintes dures. Notons que f est Fréchet-différentiable partout et que son gradient
est Lipschitz.

En guise d’illustration, on examine le cas particulier de la fonction f: H — R

définie par

(@) gllol?
0
2 * 2

fia— (6.119)
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oud € ]0,+oo[ et C C H est un convexe fermé non-vide. Cette fonction traduit
le manque d’information sur une constante permettant de borner 'énergie ||7]|? de
I'image originale ', ainsi que la nature incertaine de la contrainte C'. Il est clair que
f € To(H) et, de plus, que f est Fréchet-différentiable avec gradient [2]

Vi=(6+1)Id—P. (6.120)

On montre aisément qu'un tel opérateur est J-fortement monotone et (6 + 1)-
Lipschitz. D’apres 'Exemple 3.2.4(iii), pour tout v € ]0,2/(6 + 1)[, I'opérateur

Q=1d—Vf=(1-~(+1))Id+yPc (6.121)

est une contraction stricte. On désigne par (P;)1<i<m les projecteurs associés aux
contraintes dures (.5;)1<;j<m. Alors, puisque les opérateurs (P;);<;<, sont des contrac-
tions fermes sur H, il est en de méme de 'opérateur

1
R=—) P, (6.122)
De plus, vu que (-, S; est supposé non-vide, on a [5, Proposition 2.12]
Fix R = (). (6.123)

1=1

Dans ce contexte, le probleme de minimisation sur (-, S; de la fonction définie dans
(6.119) se réécrit sous la forme

trouver T € H tel que T = PFiXR((Id —WVf)f), (6.124)

ou Prixr est le projecteur sur ’ensemble des points fixes de R. Ensuite, en tenant
compte du fait que R est une contraction ferme, on déduit que 'opérateur

T =Id+AR—1d), ot A€]0,2], (6.125)

est une contraction avec Fix T = Fix R [15].

L’objectif étant d’atteindre la solution du probleme (6.124), on illustrera d’un
point de vue numérique la convergence de 'algorithme suivant (étudié théoriquement
dans la Section 6.2.3.1) :

xg € H est fixé et (VneN) z,11 =a,(Id—Vf)z, +(1—a,)Tx,, (6.126)

ou T est donné par (6.125) et (6.122), et (ay,)nen est une suite dans |0, 1] telle que
ap — 0et Y _ya, = +00, et telle que 'une des conditions (i)-(iv) du Corol-
laire 6.2.11 soit vérifiée.
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FiG. 6.1 — Image originale.

6.4.3 Résultats numériques

Dans cette section, on considere un probleme concret de restauration d’image
numérique, similaire aux problemes de [12, Section VI.D], [13, Section VI.B| et [14,
Section VI.BJ.

Une image discrete peut étre représentée par une matrice réelle [&,n]o<mn<n—1
de taille N x N, dont les éléments donnent les niveaux de gris de 'image. On prendra
N = 256 et on représentera une image x de taille N x N par un vecteur de longueur
N2 (& )o<w<nz_1, dont la k®™° composante sera &, ,, ot k = mN + n. L’espace des
images sera donc l'espace euclidien H = RV 2.

L’image originale = (Fig. 6.1) est rendue floue par convolution avec un noyau
uniforme carré. L’image dégradée y est obtenue en ajoutant a I'image floue un bruit
blanc gaussien de moyenne nulle. On a donc a résoudre le probleme d’estimer 'image
Z a partir de I'image observée

y=Lz+u, (6.127)
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FiG. 6.2 — Image dégradée.

ol la matrice N? x N2, L, associée au noyau et la distribution des composantes du
bruit u sont connues. La taille du noyau uniforme de convolution est 9 x 9. Le niveau
du bruit est choisi de maniere a ce que le rapport image floue/bruit soit

101logy, (|| LZ]1/||ul?) = 31.57 dB. (6.128)

L’image dégradée est donnée dans la Fig. 6.2. On montre dans la Fig. 6.3 'image
restaurée par le filtre classique de Wiener [1].

Les informations a priori sur =, L et u, a partir desquelles on estimera l'image
T, se traduisent par quatre contraintes dures et deux contraintes douces. On utilisera
les contraintes dures suivantes [12, Section IV.C], [14, Section VI.B.1] :
- S =10, —l—oo[N2, Iensemble des images positives.
- Sy = {z EH | |ly—Lz|]* < 5}, I’ensemble des images produisant une image
résiduelle dont la variance est consistante avec celle du bruit.
- S;={z€H | |{y—Lz|1)| <7}, ensemble des images produisant une
image résiduelle dont la moyenne est consistante avec celle du bruit (1 est le
vecteur dont les composantes sont égales a 1).
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F1a. 6.3 — Image restaurée avec le filtre de Wiener.

= Su=Npen {zeH| |y/—Tz|2(k, [) < n}, l'ensemble des images produisant
une image résiduelle dont le périodogramme est consistant avec celui du bruit
(D ={1,...,N/2 — 1} x {1,..., N — 1} et ~ représente la transformée de
Fourier discrete bidimensionnelle).

Pour le calcul des bornes ¢, 7 et n a partir de la distribution du bruit, on consultera
[12] et [18].

On suppose a présent que ’on connait approximativement une partie de la trans-
formée de Fourier de I'image originale ¥ dans les basses fréquences [13, Section VI.A].
L’ensemble correspondant a cette contrainte douce est

C={zeM|Zlx =Tk}, (6.129)

ol 1g est la fonction caractéristique de K, et ot K contient ’ensemble des couples
de fréquences dans {0,..., N/8 — 1}? ainsi que ceux résultant des propriétés de
symétrie de la transformée de Fourier discrete bidimensionnelle d’une image réelle.
On supposera également que I’énergie de ¥ est « limitée », mais qu’on ne dispose pas
de borne précise. Ces hypotheses nous conduisent au cout (6.119).
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F1G. 6.4 — Image restaurée avec ’algorithme proposé.

Etant données ces contraintes, on illustrera la convergence dune méthode
itérative du type (6.126), utilisant les projecteurs associés aux convexes représentant
les contraintes (voir [12], [13] et [14] pour les expressions de ces projecteurs). Plus
précisément, en prenant § = 1/10 dans (6.119) et en choisissant v = 10/11, (6.121)
se réduit a Id —yV f = 10P¢/11. Dans ce cas particulier, algorithme (6.126) s’écrit
sous la forme

10, A o
2g=0 et (VneN) x4 = TPcocn—l—(l—an) (xn—l—z ;(Pixn—xn)>, (6.130)

ou l'on a choisi o, = 1/(20 + n) et A = 1,99. L’'image restaurée de la Fig. 6.4
est obtenue apres 400 itérations de I'algorithme (6.130). La progression de l'orbite
(n)nen est illustrée dans la Fig. 6.5, ou 'erreur quadratique moyenne normalisée est

(Yne€N) E, =10logy (. — 7|2/ [7?). (6.131)

On atteint rapidement un niveau de convergence acceptable de —40 dB, soit 1% sur
la norme de 'erreur. Ce niveau a été atteint en 70 itérations, soit 13,6 secondes sur
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F1G. 6.5 — Comportement asymptotique.

une machine sous Linux avec un processeur Pentium standard cadencé a 3,2 GHz.
L’algorithme a été programmé en C++.

Il est a noter que les méthodes de restauration existantes de ce type sont li-
mitées au couts quadratiques et que leur mise en ceuvre est moins flexible [14]. Nos
résultats théoriques s’affranchissent de ces limitations et nos expériences numériques
préliminaires ouvrent de nouvelles perspectives dans ce domaine. Soulignons enfin
que les algorithmes proposés dans ce chapitre sont tres simples a mettre en ceuvre
en comparaison avec d’autres méthodes d’optimisation sous contraintes.
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Chapitre 7

Conclusions et perspectives

Cette these a porté sur la construction et ’approximation de solutions pour trois
types de problemes fondamentaux en analyse non-linéaire hilbertienne appliquée :
les problemes d’équilibre, les problemes de point fixe et les problemes d’inclusion.

Au Chapitre 2, nous avons proposé de nouvelles méthodes pour résoudre les
systemes de problemes d’équilibre. Nous avons ainsi construit divers algorithmes de
type proximal, convergeant fortement ou faiblement vers une solution du systeme,
identifiable dans plusieurs cas.

Dans un deuxieme temps, nous avons considéré dans les Chapitres 3 et 4 des
perturbations visqueuses et visco-pénalisées des problemes de point fixe et d’inclu-
sion monotone. Une solution particuliere de ces problemes a été construite en tant
que limite forte de diverses courbes d’approximation qui généralisent les courbes
classiques.

Finalement, aux Chapitres 5 et 6, nous avons étudié le comportement asymp-
totique de nouveaux systemes dynamiques continus et discrets du premier ordre,
associés aux courbes d’approximation introduites au Chapitre 3. On a établi des
résultats de convergence forte de ces systemes dynamiques vers une solution parti-
culiere d’un probleme de point fixe ou d’inclusion monotone. Une application concrete
en restauration d’image a été utilisée pour illustrer la mise en ceuvre d’un des algo-
rithmes proposés.

Nous ébauchons a présent quelques perspectives dans la continuation de la these.
D’une part, il s’agit de questions liées au développement des méthodes numériques
et, d’autre part, de problemes théoriques que nous envisageons de poursuivre dans
nos recherches futures.

Tout d’abord, il est important de tester les algorithmes proposés dans cette these
sur divers problemes inverses, dans la lignée des résultats préliminaires présentés
dans la Section 6.4.3, qui n’illustrent que de maniere tres limitée le potentiel de ces
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méthodes.

Au Chapitre 2, un systeme dynamique discret de type « Haugazeau » a été
utilisé pour résoudre des problemes d’équilibre. Du point de vue théorique, il serait
intéressant de définir un systeme dynamique continu associé a ce type de méthode et
d’étudier son comportement asymptotique. Cette question a été déja suggérée dans
[6] dans un contexte particulier.

D’un autre point de vue, il serait intéressant d’appliquer les méthodes
développées au Chapitre 2 dans le cadre abstrait d’'un probléeme d’équilibre, pour
résoudre des problemes issus de 1’économie, de la finance et de la théorie des jeux.
Dans ce contexte, il est important de considérer des bifonctions F' vérifiant des hy-
potheses plus générales que la Condition 2.1.1. Il s’agit notamment de relaxer la
condition de monotonie sur F' qui n’est pas vérifiée par les bifonctions intervenant
dans les modeles walrasien et les jeux non-coopératifs a n personnes. Récemment,
des résultats d’existence d'un équilibre pour des bifonctions non monotones ont été
obtenus dans [7]. Une idée a explorer serait de remplacer la monotonie de F' par
une notion voisine de la cohypomonotonie d'un opérateur multivoque (voir [4], ou
cette notion a été utilisée pour résoudre des systemes d’inclusions non monotones)
qui assurerait l'existence d’un équilibre pour F', et ensuite, d’étudier I'existence de
la résolvante associée a F' et le comportement asymptotique de méthodes itératives
qu’elle engendre.

Une autre direction de recherche a poursuivre est d’élaborer des systemes dy-
namiques continus et discrets associés a la courbe d’approximation du Chapitre 4 et
d’étudier leur comportement asymptotique, en vue de la résolution d'un probleme
d’inclusion monotone. Récemment, dans [5], un tel travail a été fait pour une courbe
d’approximation de pénalisation pour résoudre un probleme de minimisation sous
contraintes. Dans le méme esprit, une solution identifiable d’'un probleme d’optimi-
sation sous contraintes, a été atteinte par un systeme dynamique continu du premier
ordre, associé a une courbe de visco-pénalisation [2].

Dans le prolongement du point précédent, il serait intéressant de proposer et
d’étudier un schéma itératif général (dans I'esprit de celui de [1]) qui pourrait offrir un
cadre unifié pour diverses méthodes d’approximation apparaissant dans la program-
mation convexe, comme par exemple, la méthode de viscosité (ou la régularisation
de Tikhonov), la méthode de pénalité-barriere [1], [5], I'approximation log-exp [1],
[5] et les méthodes itératives envisagées dans la continuation du Chapitre 4.

Enfin, il nous a été signalé par H. Attouch qu’en utilisant une approche
développée dans [3], il devrait étre possible de relaxer la condition (5.42) dans le
Théoreme 5.2.9. Cette piste sera poursuivie.

Paris, juin 2006.

128



7.1 Bibliographie

1]

F. Alvarez, M. Carrasco, and K. Pichard : Convergence of a hybrid projection-
proximal point algorithm coupled with approximation methods in convex opti-
mization, Math. Oper. Res. 30 (2005) 966-984.

H. Attouch and R. Cominetti : A dynamical approach to convex minimization
coupling approximation with the steepest descent method, J. Differential Equa-
tions 128 (1996) 519-540.

H. Attouch and M.-O. Czarnecki : Asymptotic control and stabilization of nonli-
near oscillators with non-isolated equilibria, J. Differential Equations 179 (2002),
278-310.

P. L. Combettes and T. Pennanen : Proximal methods for cohypomonotone
operators, STAM J. Control Optim. 43 (2004) 731-742.

R. Cominetti and M. Courdurier : Coupling general penalty schemes for convex
programming with the steepest descent and the proximal point algorithm, STAM
J. Optim. 13 (2002) 745-765.

O. Giiler : Convergence rate estimates for the gradient differential inclusion,
Optim. Methods Softw. 20 (2005) 729-735.

A. Jofre, R. T. Rockafellar, and R. J.-B. Wets : A variational inequality scheme
for determining an economic equilibrium of classical or extended type, in Varia-
tional analysis and applications, Nonconvex Optim. Appl., 79 (2005) 553-577.

129



