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ANALYSE DE FRONT D’ ONDE POUR LES OPTIQUES ADAPTATIVES DE NOUVELLE ǴENÉRATION

La performance d’un système d’optique adaptative (AO) estintrinsèquement liée à sa capacité à mesurer les déformations
subies par le front d’onde incident lors de sa traversée de l’atmosphère. Or un certain nombre de limitations restreignent
l’efficacité de cette analyse de front d’onde. Les plus importantes sont le bruit de mesure et l’anisoplanétisme. Le premier li-
mite la magnitude des objets astronomiques pouvant servir de guides aux systèmes d’AO, tandis que le second restreint leur
champ corrigé à quelques dizaines de secondes d’arc, du fait de la distribution volumique de la turbulence atmosphérique.
A elles deux, ces limitations réduisent à quelques pourcents la couverture de ciel des instruments assistés par AO. Pour
cette raison, les nouvelles générations d’optiques adaptatives ont pour objectif soit la très haute performance, impliquant
entre autres une bonne robustesse au bruit de mesure, soit l’élargissement du champ corrigé, impliquant la connaissance
de la répartition 3D de la turbulence atmosphérique. Pources systèmes d’AO à large champ, il est indispensable d’utiliser
plusieurs directions d’analyse. La problématique de l’analyse de front d’onde s’articule alors autour de trois pôles : les
étoiles guides dont on dispose pour effectuer la multi-analyse, le concept d’analyse de front d’onde considéré pourmesurer
le volume de turbulence et la capacité des senseurs de frontd’onde à fournir des mesures de qualité. L’objectif de cette
thèse est d’étudier chacun de ces trois aspects. Ainsi, une redéfinition de la notion de couverture de ciel est propos´ee pour
les AO à large champ, permettant de prendre en compte le nombre d’étoiles guides et leur magnitude, mais également la
fraction du champ scientifique qu’elles permettent de couvrir, le concept d’analyse de front d’onde considéré et l’objectif
de performance de l’instrument. Par ailleurs une étude comparative des concepts d’analyse de front d’ondeStar Oriented
et Layer Orientedest présentée, sur laquelle on s’appuie pour proposer uneoptimisation de chaque concept. On montre
ainsi qu’une fois optimisés ils présentent tous deux des performances très proches. Enfin, on propose dans un troisi`eme
temps une étude comparative de plusieurs estimateurs de pente pour l’analyseur Shack-Hartmann. On étudie en particulier
l’estimateur centre de gravité pondéré, qui offre à la fois une bonne robustesse au bruit et de bonnes propriétés de linéarité.
Cette dernière étude est utile aussi bien pour l’AO à large champ que pour l’AO à très haute performance.

MOTS CLÉS : OPTIQUE ADAPTATIVE, ANALYSE DE FRONT D’ ONDE, STAR ORIENTED, LAYER ORIENTED, SHACK-
HARTMANN , COUVERTURE DE CIEL, MULTI -ANALYSE .

WAVEFRONT ANALYSIS FOR NEW GENERATION ADAPTIVE OPTICS SYSTEMS

The performance of an adaptive optics (AO) system is intrinsically related to its capacity to measure the deformations
of the incoming wavefront its propagation trough the atmosphere. However some limitations restrict the efficiency of this
wavefront analysis. The main ones are the measurement noiseand the anisoplanatism. The first one limits the magnitude
of the astronomical objects that are likely to guide the AO systems, while the second one restricts their corrected field to a
few tens of arcseconds, due to the volumic distribution of the atmospheric turbulence. Together, these limitations reduce to
a few percents the sky coverage of the instruments assisted by AO. For this reason, rising generation of AO systems aims
at either the very high performance, implying in particulara good robustness to measurement noise, or the widening of
the corrected field, implying the knowledge of the 3D distribution of the atmospheric turbulence. For these wide field AO
systems, it is essential to use several directions of analysis. The wavefront analysis problem is then articulated around three
items : the guides stars one has to carry out for the multi-analysis, the wavefront sensing concept considered to measure
the volume of turbulence and the capacity of the wavefront sensors to provide good measurements. The purpose of this
PhD thesis is to study each one of these three aspects. Hence aredefinition of the concept of sky coverage is proposed for
wide field AO. The definition suggested here takes into account the number of guide stars and their magnitude, but also the
fraction of the scientific field that is really covered, the considered wavefront sensing concept and the expected performance
of the instrument. Concerning the wavefront sensing concepts, a comparative study of the Star Oriented and Layer Oriented
concepts is presented and an optimization is proposed for each one, leading to very close performance. Finally, a compari-
son of different wavefront slope estimators is proposed forthe Shack-Hartmann wavefront sensor. In particular, a weighted
center of gravity estimator is studied, that offers a good robustness to noise and good properties of linearity. This last study
is usefull as well for wide field AO as for very high performance AO.

KEYWORDS: ADAPTIVE OPTICS, WAVEFRONT SENSING, STAR ORIENTED, LAYER ORIENTED, SHACK-HARTMANN ,
SKY COVERAGE, MULTI -ANALYSIS .
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peux bien l’avouer maintenant), mais il faut reconnaı̂tre que travailler avec eux est sans doute la
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7.3.3 Caractérisation des aberrations statiques . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . 137
7.3.4 Introduction de la turbulence . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . 138
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B.2.3 Cas particulier : spot à profil gaussien . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . . 315



TABLE DES MATIÈRES xiii
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8.9 Evolution de la corrélation spatiale des 5 premiers ordres radiaux de Zernike. . . . . 166
8.10 Effet du profil de turbulence. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . . . . . 167
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8.18 GLAO sur un champ de 3 arcmin avec 7 étoiles guides rejetées en bord de champ. . . 177
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10.21Effet des déformations turbulentes du spot sur un CdGseuillé. . . . . . . . . . . . . 220
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de respecter la terminologie couramment employée dans tous les laboratoires scientifiques, français
comme internationaux. J’adresse cependant mes excusesà ceux que ce choix pourrait heurter.
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DM Deformable Mirror, miroir déformable
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GL Ground Layer, couche turbulente localisée au sol
GLAO Ground Layer Adaptive Optics
GS Guide Star, étoile guide
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Introduction

Depuis la nuit des temps, les phénomènes astronomiques ont participé à la structuration des
sociétés et de la pensée humaines, en permettant aux hommes de définir des références spatiales,
temporelles et spirituelles communes. Ils ont permis l’élaboration des calendriers, fourni les
références indispensables à l’exploration et la cartographie de la Terre, et ont été à la base du
développement spirituel des communautés primitives parles cultes religieux qui leur étaient voués.
Cette omniprésence dans la vie des hommes a de tout temps motivé leur insatiable curiosité et fait de
l’astronomie un des moteurs de l’évolution de l’humanité.

Au cours son histoire, l’astronomie a connu trois révolutions majeures, chacune motivée par
l’utilisation de nouveaux moyens d’observation. A la Renaissance, l’utilisation des premières lunettes
et la multiplication des observatoires provoquent une mutation profonde de l’astronomie, qui devient
une science exacte en abandonnant ses composantes ésotériques et spirituelles et en se dotant d’une
méthodologie de l’analyse des observations. A la fin du XIXe siècle, l’application des méthodes
spectroscopiques à l’astronomie signe l’avènement de l’astrophysique. L’analyse de la lumière donne
alors accès aux propriétés physico-chimiques des corpscélestes, mais aussi à leur histoire et à celle
de l’univers. La troisième révolution est contemporaine, et a pour origine la démultiplication des
moyens d’acquisition et de traitement des données apport´es par l’électronique et l’informatique. Au
cours de cette évolution, les astronomes n’ont cessé d’augmenter le diamètre des collecteurs de leurs
instruments, afin de pouvoir observer avec le plus de précision possible des objets de magnitude
toujours plus élevée. Le flux de photons collecté par un instrument est en effet proportionnel à
sa surface collectrice, et sa résolution théorique proportionnelle à son diamètre. Ainsi, les grands
télescopes actuellement en opération ont un diamètre del’ordre de la dizaine de mètres, et le XXIe

siècle verra l’avènement des ELTs (Extremely Large Telescopes), avec des diamètres allant de 20m à
40m. Malheureusement, si ces dimensions permettent bel et bien de collecter un nombre croissant de
photons, la résolution de ces instruments reste limitée `a celle d’un télescope de quelques dizaines de
centimètres par la turbulence atmosphérique.

De fait, parmi tous les apports de l’électronique et de l’informatique à l’astronomie moderne, la
très récente capacité à s’affranchir partiellement des effets optiques de la turbulence atmosphérique
est l’une des plus spectaculaires car elle a permis de multiplier environ par 10 la résolution des grands
télescopes terrestres. Dès 1953, Babcock [Babcock 1953]propose le premier un concept d’instrument
capable de mesurer et de corriger en temps réel les effets optiques de la turbulence atmosphérique :
l’optique adaptative (adaptive optics, AO). Il faudra toutefois attendre une quarantaine d’années avant
que le premier système d’optique adaptative pour l’astronomie (COME ON, en 1990 [Kern et al.
1990, Rousset et al. 1990]) arrive sur le ciel. Depuis, la quasi-totalité des grands observatoires sont
équipés de systèmes d’optique adaptative. Toutefois, si ces systèmes ont permis d’obtenir des images
d’une qualité sans précédent, leur performance et leur champ d’application restent limités. En effet,
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2 INTRODUCTION

deux sources d’erreurs viennent principalement restreindre le type d’objets célestes observables avec
une AO : le bruit de mesure et l’anisoplanétisme. Le premierrestreint les cibles potentielles aux objets
les plus brillants, la magnitude limite des systèmes actuellement en opération étant de l’ordre de
V=16 à 17. Le second, dû à la répartition verticale de la turbulence dans le volume d’atmosphère situé
à l’aplomb de l’instrument, limite le champ corrigé à quelques dizaines de secondes d’arc. A elles
deux, ces deux limitations restreignent à quelques pourcents la couverture de ciel des instruments
assistés par AO.

Dès 1975, Dicke [Dicke 1975] propose une généralisationdu système d’AO proposé par Babcock
afin d’étendre le champ corrigé à quelques minutes d’arc.Le principe de ce concept d’optique
adaptative multi-conjuguée (Multi-conjugate Adaptive Optics, MCAO) est de multiplier les sources
guides dans le champ afin de pouvoir reconstruire et corrigerle volume de turbulence grâce à
plusieurs miroirs déformables. Depuis, plusieurs concepts d’optique adaptative à large champ ont
été proposés, pour répondre à des objectifs scientifiques spécifiques : le GLAO (Ground Layer
Adaptive Optics) pour corriger spécifiquement la turbulence localisée auvoisinage de la pupille du
télescope, permettant ainsi une correction partielle mais uniforme sur un très large champ, la MOAO
(Multi-Ojbect Adaptive Optics) pour apporter une haute correction dans quelques directions du
champ. Le point commun de ces optiques adaptatives à large champ est de nécessiter la connaissance
du volume de turbulence, et donc une analyse de front d’onde utilisant plusieurs étoiles guides.

Dans le concept initialement proposé, le système de MCAO mesure indépendamment le front
d’onde dans chacune des directions matérialisées par lesétoiles guides (typiquement 4 à 6 étoiles),
puis ces mesures sont utilisées pour commander plusieurs miroirs déformables (typiquement 2 à
3 miroirs), chacun étant conjugué optiquement à une couche à corriger. Simple dans son énoncé,
ce concept, ditStar Oriented(SO) n’en pose pas moins des problèmes pour son applicationà
l’astronomie, du fait de la faiblesse et de la rareté des sources guides. Pour cette raison, un concept
alternatif, ditLayer Oriented(LO), a été proposé [Ragazzoni 1999] dans lequel l’analyse de front
d’onde ne se fait plus par direction d’étoiles guides, maispar couche turbulente corrigée, chaque
couche étant illuminée par la totalité des étoiles guides prises en compte. Le nombre d’étoiles guides
étant généralement supérieur au nombre de miroirs déformables, on comprend aisément que le
conceptLayer Orientedest moins sensible au bruit que le conceptStar Oriented. En revanche, les
informations issues des différentes directions d’analyse étant combinées avant le processus d’analyse
du front d’onde, on paye cette meilleure robustesse par une perte d’information sur le volume de
turbulence.

Dès lors, plusieurs problèmes se posent pour évaluer la performance de l’un ou l’autre de ces
concepts, et plus généralement de la multi-analyse. Le premier est le nombre et la magnitude limite
des étoiles guides nécessaires à une reconstruction efficace du front d’onde. Des caractéristiques
requises pour les étoiles guides va dépendre la couverture de ciel de l’instrument. En particulier,
plus les étoiles guides devront être nombreuses et lumineuses et plus la couverture de ciel sera
restreinte. Notons cependant qu’en la matière, le développement de la technologie des étoiles Laser
permettra en théorie de produire des instruments dont la couverture de ciel avoisinera les 100 %.
Le second problème, à l’autre bout de la chaı̂ne d’information, est celui de la robustesse au bruit
des senseurs de front d’onde utilisés pour effectuer la mesure. Plus ils pourront travailler à faible
flux, plus la contrainte sur la magnitude limite des étoilesguides sera relaxée, et meilleure sera la
couverture de ciel de l’instrument. Enfin, le troisième problème est celui du concept d’analyse de
front d’onde envisagé qui, en privilégiant soit une meilleure gestion du bruit, soit la reconstruction du
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volume turbulent, influe fortement sur les performances de l’analyse de front d’onde. Le problème de
l’analyse de front d’onde pour l’AO à large champ est donc unproblème triple, chacun des aspects
interagissant fortement avec les deux autres.

L’objectif du travail présenté ici est d’étudier chaquepoint et de proposer des outils permettant
au mieux de caractériser, et le cas échéant d’améliorerla performance de l’analyse de front d’onde.
Dans la première partie, on présente un rappel des bases indispensables à la bonne compréhension
de ce travail. Le premier chapitre est consacré à la présentation des effets de la turbulence sur
l’imagerie. Le chapitre 2 présente le principe de l’optique adaptative, ses principaux constituants et
son budget d’erreur. Le chapitre 3 est consacré à la présentations des enjeux scientifiques motivant le
développement des optiques adaptatives de nouvelle gén´eration. Le chapitre 4 présente les concepts
d’analyse de front d’ondeStar OrientedetLayer Oriented, introduit la problématique de l’analyse de
front d’onde et motive l’approche développée dans la suite de ce manuscrit.

La partie II présente une étude de la notion de couverture de ciel pour l’optique adaptative à large
champ. On propose une redéfinition de la notion de couverture de ciel pour la multi-analyse, prenant
en compte le nombre d’étoiles et leur magnitude, mais aussileur répartition dans le champ.

La partie III de ce manuscrit est consacrée à l’étude de performance et à l’optimisation des deux
concepts d’analyse de front d’onde présentés ci-dessus.Cette étude est effectuée dans le cadre d’une
optique adaptative à large champ : le GLAO. Le chapitre 6 pr´esente une étude comparative duStar
Oriented et du Layer Oriented, basée sur le développement d’un modèle analytique de lamesure
effectuée dans chaque cas. Cette étude débouche sur la proposition d’algorithmes d’optimisation
de la mesure pour les deux concepts. Le chapitre 7 présente la validation expérimentale effectuée
sur le démonstrateur d’optique adaptative multi-conjuguée MAD de l’ESO (observatoire austral
européen) pour l’optimisation duStar Oriented. Le chapitre 8, quant à lui, reprend la problématique
de l’optimisation de l’analyse de front d’onde dans le cadreplus général de l’optimisation de la
performance globale du GLAO.

Enfin, la partie IV s’intéresse à l’étude comparative desdifférents algorithmes de mesure du sen-
seur de front d’onde Shack-Hartmann. Le chapitre 9 propose une revue des estimateurs optimaux ML
et MAP de la pente locale du front d’onde. Les chapitres 10, 11et 12 proposent une étude détaillée de
trois modes de détermination de la pente locale : le centre de gravité, le centre de gravité pondéré et
la corrélation.
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Première partie

Turbulence atmosph́erique et optiques
adaptatives
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Chapitre 1

Effets optiques de la turbulence
atmosph́erique

Sans correction Avec correction

FIG. 1.1 – Image d’une étoile triple vue par le télescope de 1.52 m de l’observatoire de Haute Pro-
vence, en présence de turbulence atmosphérique (à gauche), et avec correction de ses effets (à droite)
par le banc d’optique adaptative BOA de l’ONERA.

L’atmosphère terrestre est un fluide en perpétuelle interaction avec son environnement. Le soleil
et la terre sont les deux principaux intervenants dans son bilan énergétique : le soleil grâce au flux
radiatif qu’il émet, la terre principalement grâce au fluxlumineux qu’elle réfléchit, aux frottements
visqueux dont la basse atmosphère est le site (couche limite atmosphérique), et à l’évaporation de
l’eau à l’aplomb des océans. Combinés, ces échanges de matière et d’énergie font de l’atmosphère
un milieu inhomogène constitué de masses d’air de température, pression et d’humidité différentes.
Les interfaces entre ces masses d’air sont le site de formation de couches limites, au sein de
laquelle les caractéristiques physiques (pression, température, hygrométrie) du fluide tendent à
s’uniformiser. Du fait de la viscosité de l’air, ce processus est turbulent et l’homogénéisation se
fait par transfert d’énergie cinétique des tourbillons les plus gros vers les plus petits. Les couches
turbulentes ainsi formées sont donc le siège de variations locales des propriétés physiques de l’air sur
de petites échelles spatiales (typiquement quelques dizaines de centimètres), qui s’accompagnent de
fluctuations d’indice de réfraction de l’air et perturbentla propagation des ondes électromagnétiques.
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En astronomie, ces perturbations sont pénalisantes dès que la pupille du télescope a un diamètre
supérieur à la taille caractéristique des tourbillons ayant perturbé le front de l’onde électromagnétique
collectée. La résolution des images devient alors fonction de l’intensité de la turbulence au dessus
du télescope. L’intérêt scientifique des images ainsi obtenues s’en trouve considérablement diminué
(Fig. 1.1), et c’est précisément pour contrecarrer ces effets de la turbulence atmosphérique que les
systèmes d’optique adaptative sont conçus. Toutefois, une bonne connaissance des propriétés de la
turbulence est indispensable à la mise en œuvre de tels systèmes. On présente dans le paragraphe
(1.1) une description statistique des déformations subies par le front d’onde incident à la traversée de
l’atmosphère. On définit ensuite au paragraphe (1.2) les observables permettant de caractériser ces
déformations. Puis, après avoir présenté le formalisme de description de la phase turbulente utilisé
dans la suite de ce travail (paragraphe 1.3), on décrira leseffets de la turbulence sur les images des
télescopes (paragraphe 1.4).

1.1 Propriétés statistiques de la phase turbulente

Les propriétés optiques de l’atmosphère sont intimement liées aux caractéristiques des couches
turbulentes qui la composent. Dans chacune de ces couches, la turbulence se développe sur une
gamme de distances que l’on appelle ledomaine inertiel,et qui est borné par deux échelles de
distances :

– L’ échelle externe, qui est la taille caractéristique de l’écoulement turbulent, c’est-à-dire
l’épaisseur de la couche turbulente ; c’est aussi la taillecaractéristique des plus gros tour-
billons ; elle est généralement notéeL0 et vaut typiquement de10 à102 mètres.

– L’ échelle interne, qui est l’échelle caractéristique de la dissipation de l’énergie cinétique par
frottements visqueux ; c’est aussi la taille caractéristique des plus petits tourbillons ; elle est
généralement notéel0 et vaut typiquement10−3 à10−2 mètres.

Comprendre les comportements du fluide turbulent dans le domaine inertiel est indispensable
pour remédier à ses effets optiques. Les hypothèses fondatrices de cette étude et les deux modèles
de turbulence que nous serons amenés à utiliser par la suite sont présentés succinctement dans le
paragraphe suivant. Une étude plus détaillée est disponible dans [Roddier 1981]. Ces hypothèses sont
ensuite exploitées pour caractériser les propriétés statistiques des fluctuations d’indice au sein d’une
couche turbulente.

1.1.1 Hypoth̀eses de travail

1.1.1.1 Hypoth̀ese SLIT

On supposera dans la suite que le système optique{ atmosphère + télescope} est un système
linéaire et invariant dans le temps. Cela suppose en particulier que les propriétés statistiques de la
turbulence (valeur moyenne, variance des variables d’int´erêt) sont invariantes sur une échelle de temps
correspondant à la durée caractéristique d’une séquence de travail. On suppose également qu’il en est
de même pour le télescope.
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1.1.1.2 Turbulence localement stationnaire et isotropèa petite échelle

Les propriétés statistiques de la turbulence sont supposées invariantes spatialement et isotropes
dans le domaine inertiel.

1.1.1.3 Atmosph̀ere est non absorbante et non diffusante

On ne tiendra pas compte dans ce travail de la perte d’intensité lumineuse due à l’absorption et à
la diffusion atmosphériques.

1.1.1.4 Hypoth̀ese des couches minces

La turbulence est supposée localisée dans une série de couches dont l’épaisseur est suffisamment
faible pour pouvoir négliger les effets de diffraction et de diffusion à leur traversée. L’atmosphère peut
donc être modélisée par une succession d’écrans de phase d’épaisseur nulle. Le bien-fondé de cette
hypothèse est justifié dans le paragraphe (1.2).

1.1.1.5 Turbulenceà statistique gaussienne

Les couches turbulentes sont suffisamment éloignées les unes des autres pour que l’on puisse les
considérer statistiquement indépendantes les unes des autres. D’après le théorème central limite, le
déphasage résultant de la traversée de ces couches suit alors une loi statistique gaussienne à moyenne
nulle.

1.1.1.6 L’hypothèse du champ proche

Les couches turbulentes sont situées dans les premiers kilomètres de l’atmosphère, c’est à dire
au plus près du collecteur du télescope. On se trouve donc en situation de champ proche. Cela nous
permet de faire l’hypothèse que les effets de scintillation liés à la turbulence sont négligeables devant
les effets de phase.

1.1.1.7 Les mod̀eles de turbulence

Plusieurs modèles ont été proposés pour caractériserles propriétés statistiques de la turbulence
atmosphérique. Dans le modèle de Kolmogorov [Kolmogorov1941], la turbulence atmosphérique est
supposéepleinement d́evelopṕee, c’est-à-dire que le transfert de l’énergie cinétique alieu à toutes
les échelles spatiales. Autrement dit, ce modèle ne tientpas compte des échelles interne et externe
caractérisant les dimensions extrémales des tourbillons. Pour cette raison, il ne rend pas compte
de tous les phénomènes observés. Ce modèle sera cependant largement suffisant dans l’étude de la
plupart des phénomènes qui nous occuperont ici, et c’est lui que nous utiliserons par défaut. Quand
la prise en compte des échelles externe et interne sera nécessaire, nous utiliserons le modèle de Von
Karman [von Karman 1948].

A partir de ces hypothèses, on peut construire un modèle decomportement statistique des fluctua-
tions de l’indice de réfraction au sein d’une couche turbulente. On présente succinctement les points
clés de ce modèle dans le paragraphe suivant.
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1.1.2 Propriétés statistiques des fluctuations d’indice de réfraction dans une couche
turbulente

Dans cette partie nous nous intéressons aux fluctuations d’indice de réfraction d’une unique
couche turbulente, supposée mince et perpendiculaire à l’axe optique (cf. § 1.1.1). Soit∆n (r, h0, t)
la fluctuation d’indice de réfraction au pointr, à l’instantt, dans la couches située à l’altitudeh0 et
d’épaisseurδh. Par définition on a :

∆n (r, h0, t) = n (r, h0, t) − 〈n (r, h0, t)〉 (1.1)

Où〈.〉 représente la moyenne statistique de la grandeur incluse.Dans le cadre du modèle de Kolmogo-
rov, la fonction de structure des fluctuations de l’indice deréfraction suit la loi d’Obukhov [Obukhov
1949]. Ainsi, à une altitudeh0 donnée, on a :

D∆n (ρ, h0) =
〈
(n (r, h0, t) − n (r + ρ, h0, t))

2
〉

D∆n (ρ, h0) = C2
n (h0) ρ

2
3 (1.2)

Où C2
n (h0) est la constante de structure des fluctuations d’indice dansla couche considérée (à

l’altitude h0). Dans le cadre du modèle de turbulence de Von Karman, la fonction de structure est
modifiée par l’introduction de l’échelle externe [Consortini et al. 1973] :

D∆n (ρ, h0) = C2
n (h0)

(
0.307 L

2
3
0 − 0.366 (ρL0)

1
3 K1/3

(
2π

ρ

L0

))
(1.3)

OùK1/3 est la fonction de Bessel modifiée de seconde espèce d’ordre 1/3.
En utilisant le même formalisme, on peut exprimer la densité spectrale de puissance (DSP) des

fluctuations d’indice :

Kolmogorov : W∆n (f , h0) = 0.033 (2π)−
2
3 C2

n (h0) f
− 11

3 (1.4)

Von Karman : W∆n (f , h0) = 0.033 (2π)−
2
3 C2

n (h0)

((
1

L0

)2

+ f2

)− 11
6

e−(fl0)2 (1.5)

1.1.3 Propriétés statistiques des fluctuations de phase d’une onde plane perturb ée par
la turbulence atmosph́erique

Les propriétés statistiques d’une onde plane perturbéepar la traversée d’une couche turbulente
se déduisent de la statistique des fluctuations d’indice deréfraction au sein de la couche. En utilisant
l’hypothèse de statistique gaussienne de la turbulence (§1.1.1), on peut exprimerDϕ en utilisant la
description des fluctuations d’indice de réfraction développée au paragraphe (1.1) [Roddier 1981].
Dans le cadre du modèle de turbulence de Kolmogorov, on obtient :

Dϕ (ρ, h0) = 2.91 k2 ρ
5
3 C2

n (h0) δh0 (1.6)

Cette dernière expression est valide siρ est faible devant l’épaisseur de la couche turbulente1. A

1Cette hypothèse n’est pas en contradiction avec celle des couches minces.
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l’issue de la traversée de la totalité des couches atmosphériques (i.e.dans la pupille), on a :

φ (r, t) =

L∑

ℓ=1

ϕ (r, hℓ, t) ≡
L∑

ℓ=1

ϕℓ (r, t) (1.7)

D’où l’expression de la fonction de structure de la phase dans la pupille, pour le modèle de Kol-
mogorov :

Dφ (ρ) = 2.91 k2 ρ
5
3

∫ ∞

0
C2

n (h) dh (1.8)

et l’expression de sa DSP :

Wφ (f) = 0.033 (2π)−
2
3 k2f−

11
3

∫ ∞

0
C2

n (h) dh (1.9)

Ces expressions permettent de mettre en évidence les paramètres d’importance pour décrire les
effets optiques de la turbulence. On examine en détail ces paramètres ci-dessous.

1.2 Caract́erisation des effets optiques de la turbulence

1.2.1 Constante de structure des fluctuations d’indice

FIG. 1.2 – Profils deC2
n (h) pour les sites de Paranal et du Dome C.

D’après les équations (1.8) et (1.9), la constante de structure des fluctuations d’indice est un
paramètre essentiel pour décrire les effets optiques de la turbulence atmosphérique puisqu’elle
caractérise la force de la turbulence à une altitude donn´ee. La qualité d’un site d’observation peut
donc être caractérisée par son profil deC2

n (h). C’est ce que montre la figure (1.2), qui représente les
profils deC2

n (h) des sites de Cerro Paranal, au Chili (données fournies par le groupe de travail pour
l’optique adaptative de l’ESO) et du Dôme C, en Antarctique[Agabi et al. 2006].
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Expérimentalement, de tels profils sont obtenus par lâchers de ballons sondes [Barletti et al. 1977,
Lawrence et al. 2004, Sarazin 1996] ou par utilisation d’instruments au sol utilisant la scintillation
des étoiles (SCIDAR généralisé [Klückers et al. 1998,Avila et al. 2001, Wilson et al. 2003], DIMM
et MASS [Tokovinin et al. 2003a, Kornilov et al. 2003, Tokovinin et al. 2005]) qui déduisent le profil
de turbulence de mesures de la scintillation différentielle entre deux étoiles.

Comme on le verra au paragraphe 4.1.2, la connaissance des profils deC2
n à l’aplomb des sites des

grands télescopes terrestres est précieuse car elle permet l’introduction d’a priori sur la turbulence
dans la reconstruction du front d’onde.

1.2.2 Param̀etre de Fried

Si la connaissance de la répartition en altitude de la turbulence est primordiale dans certains do-
maines de l’optique instrumentale pour l’astronomie, il n’est pas toujours nécessaire d’avoir une pleine
connaissance du profil deC2

n. Ainsi, lorsque l’on fait l’image d’une source ponctuelle au foyer d’un
télescope, le paramètre d’intérêt pour caractériserla turbulence est plutôt l’intégrale deC2

n le long
du chemin optique suivi par la lumière. On caractérise alors la turbulence vue depuis le sol par son
paramètre de Friedr0, défini par l’équation (1.10) :

r0 =

(
0.42

(
2π

λ

)2( 1

cos γ

)∫ ∞

0
C2

n (h) dh

)− 3
5

(1.10)

Dans cette équation,λ est la longueur d’onde d’imagerie etγ est l’angle zénithal de la direction
d’observation. Ainsi défini,r0 a la dimension d’une distance, et correspond en fait à la taille ca-
ractéristique d’une cellule turbulente. On remarque quer0 est une grandeur chromatique puisqu’elle
dépend de la longueur d’onde d’imagerie (proportionnelleà λ6/5). En utilisant cette définition, on
peut exprimer plus simplement les équations (1.8) et (1.9):

Dφ (ρ) = 6.88

(
ρ

r0

)5
3

(1.11)

Wφ (f) = 0.023 r
− 5

3
0 f−

11
3 (1.12)

1.2.3 Seeing

Le seeing d’un site d’observation est la résolution angulaire que l’on peut espérer atteindre lors de
la formation de l’image d’une source ponctuelle - située àl’infini - en présence de turbulence. Lorsque
le diamètre de la pupille du télescope est grand devant le paramètre de Fried de la turbulence, c’est
en effetr0 qui caractérise la résolution du système optique car c’est lui qui caractérise le plus petit
élément diffractant du système{ atmosphère + télescope}. Le seeings est alors donné par la relation
(1.13) :

s = 0.98
λ

r0
(rad) (1.13)

Ainsi défini,s est le diamètre angulaire de l’image d’une source ponctuelle localisée à l’infini (cf. §
1.4), que l’on obtiendrait en l’absence de turbulence, avecune pupille de télescope de diamètrer0. On
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remarque quer0 évoluant enλ6/5 (cf eq. 1.10), le seeing est quasiment achromatique (proportionnel à
λ−1/5). SiD est le diamètre du collecteur du télescope, la dégradation de l’image peut être caractérisée
par l’élargissement de la tache dû à la turbulence :

η =

diamètre PSF avec turbulence︷ ︸︸ ︷
(λ/r0)

(λ/D)︸ ︷︷ ︸
diamètre PSF sans turbulence

=
D

r0
(pourD ≫ r0) (1.14)

1.2.4 Domaine isoplańetique

FIG. 1.3 – Le phénomène d’anisoplanétisme.

Une des caractéristiques importantes de la turbulence atmosphérique est le phénomène d’ani-
soplanétisme,qui limite la largeur du champ corrigé par le système d’optique adaptative. Comme
le montre le schéma de la Fig. (1.3), ce phénomène est principalement dû à la turbulence localisée
en altitude. En effet, dès que la direction d’imagerie s’écarte de la direction d’analyse, le volume
de turbulence traversé par l’onde lumineuse utilisée pour l’analyse de front d’onde est différent
du volume turbulent affectant la voie d’imagerie. Le domaine isoplanétique d’un télescope assisté
par AO varie ainsi de quelques secondes d’arc à une dizaine de secondes d’arc, selon le profil de
turbulence du site d’observation et la longueur d’onde d’imagerie.

On caractérise cette limitation en évaluant l’angle isoplanétique du site d’observation. On retiendra
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ici la définition de Fried [Fried 1982], d’après laquelle l’angle isoplanétique est la distance angulaire
par rapport à l’axe optique pour laquelle l’erreur d’estimation de la phase turbulente reste inférieure à
1 rad2 en variance. Roddier [Roddier 1981] a exprimé cet angle en fonction du paramètre de Fried de
la turbulence et de son profil :

θ0 = 0.314
r0
h̄
, avec : h̄ =

(∫∞
0 h5/3C2

n (h) dh∫∞
0 C2

n (h) dh

)3/5

(1.15)

L’angle isoplanétique est chromatique car il dépend der0. A titre d’exemple, il est de l’ordre de
1.8 arcsec à 0.5 µm pour le site de Paranal. Le site du Dôme C, en Antarctique, b´enéficie quant à
lui d’un domaine isoplanétique exceptionnellement grand(4.5 arcsec à0.5 µm) car l’essentiel de la
turbulence y est concentré dans les trente premiers mètres de l’atmosphère (cf. § 1.2.1, fig. 1.2).

Ce paragraphe nous a permis de caractériser statistiquement les fluctuations de phase d’une onde
plane après la traversée de la turbulence atmosphérique. Comme nous venons de le dire, cette ca-
ractérisation est essentielle pour l’alimentation des modèles de turbulence qu’utilisent les systèmes
d’optique adaptative. Mais il est également essentiel pour ces systèmes de caractériser instantanément
les fluctuations de phase du front d’onde incident. Pour ce faire, on décompose la phase turbulente
sur une base de modes appropriée. Nous présentons dans la suite la base des modes de Zernike, très
couramment utilisée en optique.

1.3 Décomposition modale de la phase turbulente.

Lorsqu’on travaille sur des phases turbulentes, il est utile de pouvoir les caractériser par rapport
à une base donnée de modes spatiaux. On travaillera dans lasuite en décomposant les phases sur la
base des modes de Zernike, qui a le triple avantage d’être d´ecrite analytiquement par les polynômes
du même nom, d’être définie sur une pupille circulaire2 et de décrire les aberrations optiques les
plus courantes. De plus, un travail considérable d’étudedes propriétés statistiques des projections des
phases turbulentes sur ces modes a déjà été fait [Noll 1976, Rigaut and Gendron 1992, Chassat 1992,
Roddier 1999].

1.3.1 La base des modes de Zernike

1.3.1.1 D́efinition et représentation des modes de Zernike

Les modes de Zernike s’expriment comme le produit d’une fonction radiale et d’une fonction
angulaire :

Zp (ρ, θ) =
√
n+ 1






Rm
n (ρ)

√
2 cosmθ ( p pair)

Rm
n (ρ)

√
2 sinmθ ( p impair)




m 6= 0

Rm
n (ρ) }m = 0

(1.16)

2Notons que lorsqu’on travaille sur le volume de turbulence,le domaine d’intérêt pour la description de la phase turbu-
lente est la projection de la pupille d’entrée du télescope à l’altitude et dans la direction voulues - la méta-pupille.
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Dans ces expressions,n est l’ordre radial etm l’ordre azimutal du polynôme d’indicep. Les
fonctions radiales sont données par :

Rm
n (ρ) =






n−m
2∑

s=0

(−1)s(n−s)!

s!(n+m
2

−s)!(n−m
2

−s)!
ρn−2s si (n−m) pair

0 si (n−m) impair

(1.17)

Les 10 premiers polynômes de Zernike sont exprimés et représentés dans la figure (1.4).

Zp (ρ, θ) m=0 m=1 m=2 m=3

n=0 Z1 = 1

piston

n=1
n

Z2
Z3

o

= 2ρ
˘

cos θ

sin θ

¯

tip, tilt

n=2 Z4 =
√

3
“

2ρ2 − 1
”

n

Z5
Z6

o

=
√

6ρ2
˘

sin 2θ

cos 2θ

¯

défocalisation astigmatisme

n=3
n

Z7
Z8

o
=

√
8

`
3ρ3 − 2ρ

´ n
sin θ
cos θ

o n

Z9
Z10

o

=
√

8ρ3
˘

sin 3θ

cos 3θ

¯

Coma Trifoil

FIG. 1.4 – Expressions analytiques, représentation et nom desdix premiers modes de Zernike.

1.3.1.2 Orthonormalité

La base des polynômes de Zernike est orthonormée. En effet, en appelantP (ρ) la fonction pu-
pille :

P (ρ) =






1
πR2 si|ρ|

R ≤ 1

0 sinon
(1.18)

On a :
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∫∫
P (ρ)Zp (ρ)Zq (ρ) dρ = δqp (1.19)

1.3.1.3 Transforḿee de Fourier

Chaque polynôme admet une transformée de Fourier définiepar :

FZp (k) =

∫∫
P (ρ)Zp (ρ) e2iπk·ρ dρ

FZp (k) =
√
n+ 1

Jn+1 (2πk)

πk






(−1)
n−m

2 im
√

2






cosmφ ( p pair)

sinmφ ( p impair)




m 6= 0

(−1)
n
2

}
m = 0

(1.20)

OùJn (x) est la fonction de Bessel de première espèce d’ordre n :

Jn (x) =
(x

2

)n
∞∑

s=0

(−1)s

22ss! (n+ s)!
x2s (1.21)

1.3.2 D́ecomposition de la phase turbulente et propríetés statistiques des coefficients
de Zernike

Une phase turbulenteϕ (ρ) se décompose de façon unique sur la base des polynômes de Zernike :

∀ p, ap =

∫∫
P (ρ)ϕ (ρ)Zp (ρ) dρ (1.22)

Toutefois, en optique adaptative, on s’intéresse aux perturbations de la phase par rapport à son
profil non perturbé, à l’exception du piston. En effet, pour un système mono-pupille il n’y a aucun
moyen de connaı̂tre le premier des modes de Zernike. Dans la pratique, les phases turbulentes ne sont
donc décrites qu’à l’aide des polynômes d’indice≥ 2. On peut alors écrire :

P (ρ)ϕ (ρ) =

∞∑

p=2

apZp (ρ) (1.23)

Comme dans ce cas〈ϕ (ρ)〉turb = 0, on a :

σ2
ϕ =

〈∫∫
(P (ρ)ϕ (ρ))2

〉

turb

=

∞∑

p=2

〈
a2

p

〉
turb

(1.24)
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En supposant que la turbulence suit une loi de type Kolmogorov, Noll [Noll 1976] a calculé les
covariances des coefficients de Zernike de la phase turbulente :

〈ap aq〉turb = 3.895
√

(np + 1) (nq + 1) (−1)
np+nq−2mp

2 δmpmq

(
D

r0

) 5
3

×
∫ ∞

0
k−

14
3 Jnp+1 (k) Jnq+1 (k) dk

= 3.895
√

(np + 1) (nq + 1) (−1)
np+nq−2mp

2 δmpmq

(
D

r0

) 5
3

×
2−

14
3 Γ
(

14
3

)
Γ
(

np+nq− 14
3

+3

2

)

Γ
(−np+nq+ 14

3
+1

2

)
Γ
(

np−nq+ 14
3

+1

2

)
Γ
(

np+nq+ 14
3

+3

2

) (1.25)

La figure (1.5) représente la matrice de Noll de covariance des polynômes jusqu’à l’ordre radial
16, pour une turbulence caractérisée parD/r0 = 1. Cette matrice n’est pas diagonale : certains modes
sont statistiquement intercorrélés. La sommation de l’´equation (1.25) permet de donner une expression
de la variance de la phase turbulente en fonction deD

r0
:

σ2
ϕ =

∞∑

p=2

〈
a2

p

〉
turb

≃ 1.03

(
D

r0

) 5
3

(1.26)

Cependant le modèle de turbulence Kolmogorov ne tient pas compte de la grande échelleL0 de
la turbulence (cf. § 1.1). Or la grande échelle a une influence non négligeable sur les tous premiers
modes spatiaux. Ainsi, pour le tip/tilt (n = 1), il est nécessaire d’introduire une correction à la relation
(1.26) :

σ2
n=1 ≃ σ2

n=1, Noll

(
1 − 0.77

(
2πD

L0

) 1
3

+ 0.09

(
2πD

L0

)2

− 0.054

(
2πD

L0

) 7
3

+ · · ·
)

(1.27)

Des corrections du même type sont à appliquer pour les autres modes, dont on pourra trouver
le calcul exact dans [Conan 2000]. Par ailleurs, la diagonale de la matrice de covariance donne la
variance des modes spatiaux de la phase. Les premiers modes sont les plus énergétiques, et la variance

des coefficients de Zernike décroit en fonction de l’ordre radial en suivant une loi en(np + 1)−
11
3 .
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FIG. 1.5 – Matrice des covariances des coefficients de Zernike d’une phase turbulente.D/r0 = 1,
statistique de Kolmogorov.
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1.4 Imagerie optiqueà travers la turbulence

Maintenant que l’on connaı̂t les propriétés statistiques des fluctuations de phase à l’entrée du
télescope, il est possible de caractériser les déformations de ses images. On procède en deux temps.
Nous caractériserons d’abord les images instantanées obtenues au plan focal du télescope (images
courtes poses), puis les images longues poses, qui réalisent un moyennage temporel des fluctuations
de phase.

Le télescope est un système optique qui peut être modélisé très simplement par une lentille mince :
il réalise en effet la focalisation d’un faisceau lumineux. On peut caractériser ses images par sa fonc-
tion d’étalement de point (en anglaisPoint Spread Function, PSF), définie comme l’image au foyer du
télescope d’une source ponctuelle située à l’infini. La théorie de la diffraction de Fraunhöfer permet
d’exprimer cette PSF comme le module au carré de la transformée de Fourier de l’onde électro-
magnétique incidente. Cette onde est diaphragmée par la pupille du télescope. Afin d’en tenir compte,
on définit la fonction pupille du télescope. Pour une pupille circulaire, de rayonRPUP et de surface
SPUP , on a :

P (ρ) =

{ 1
SPUP

si |ρ| ≤ RPUP

0 ailleurs
(1.28)

Alors la PSF du système s’écrit :

PSF (r) ∝ ‖F {ψ (ρ)P (ρ)} ‖2 (1.29)

oùψ (ρ) est l’amplitude complexe du champ électro-magnétique etF {·} est la transformée de Fourier
de la fonction incluse. En l’absence de turbulence la PSF d’un système optique dépend de la forme de
sa fonction de pupille. Ainsi,

Pour une pupille circulaire : PSF (r) ∝
(
J1 (kDr)

kDr

)2

Pour une pupille carrée :PSF (r) ∝
(
sin (kDx)

kDx

)2

·
(
sin (kDy)

kDy

)2

oùr (x, y) est le vecteur coordonnée dans la plan focal,k =
(

2π
λ

)
est le vecteur d’onde etD est la

taille caractéristique de la pupille (diamètre ou arête, selon la forme). Dans les deux cas précédents, la
largeur du pic central de la PSF est porportionnelle à(λ/D). En l’absence de turbulence, le pouvoir
de résolution de l’instrument augmente donc avec la taillede sa pupille.

En présence de turbulence, les fluctuations de phases décrites précédemment (§ 1.1.3) dégradent
la PSF du système. La déformation subie par l’image dépend alors de la nature du plus petit élément
diffractant : s’il s’agit de la pupille, la PSF de l’instrument conservera sa forme de tache d’Airy,
légèrement déformée, et sa largeur à mi-hauteur (FWHM) sera de l’ordre de(λ/D). Si la turbulence
est le facteur limitant de la résolution de l’instrument, alors la PSF du télescope est constituée
de tavelures (speckles) de dimension caractéristique(λ/D) regroupées dans une tache de taille
caractéristique(λ/r0). La résolution du système est alors directement caractérisée par le paramètre
de Fried de la turbulence (§ 1.2.2).
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L’évolution temporelle de la turbulence se traduit au niveau de la PSF du système par un
déplacement desspeckleset une déformation de la tache image. Ces phénomènes étant dus à l’action
conjuguée d’un grand nombre d’évènements indépendants, la statistique de déplacement desspeckles
est gaussienne et l’image obtenue en intégrant un grand nombre d’images courtes poses a l’allure
d’une gaussienne dont la FWHM est de l’ordre deλ

r0
.
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L’optique adaptative

FIG. 2.1 – Schéma de principe d’un système d’optique adaptative.
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Une optique adaptative est un système assurant la correction en temps réel des perturbations
du front d’onde dues à la turbulence atmosphérique. Pour assurer sa fonction un tel système doit
comprendre trois éléments clés (voir fig. 2.1) :

– L’analyseur (ou senseur) de front d’onde (wave-front sensor, WFS), dont le rôle est de mesurer
les déformations du front d’onde incident,

– Le miroir déformable (deformable mirror, DM), qui imprime au front d’onde incident une
déformation complémentaire de celle qui a été détect´ee par l’analyseur,

– La commande (real time computer, RTC), qui pilote le miroir déformable à partir des mesures
du senseur de front d’onde.

On détaille la description de chacun de ces éléments dansles paragraphes suivants. On présente
ensuite un budget d’erreur pour l’optique adaptative.

2.1 Analyse de front d’onde

Le senseur de front d’onde est le sous-système de l’optiqueadaptative chargé de mesurer la
déformation du front d’onde incident. Dans les applications de l’analyse de front d’onde pour
l’astronomie, on demande essentiellement à ces senseurs une bonne robustesse au bruit et un temps
de mesure de la phase compatible avec le caractère temps réel du système (de l’ordre de quelques
millisecondes). Pour les senseurs amenés à travailler enboucle ouverte ou en correction partielle, la
plage de linéarité sera une contrainte supplémentaire.

Plusieurs types de senseurs de front d’onde ont été proposés. Les plus utilisés en optique adaptative
sont présentés brièvement ci-dessous. Une descriptionplus complète est disponible dans [Rousset
1999]. On traite d’abord les techniques en plan focal, avantde s’intéresser aux techniques en plan
pupille.

2.1.1 L’analyse de front d’onde en plan focal

Ces techniques utilisent directement les propriétés de l’image au plan focal du télescope (ou dans
son proche voisinage) pour caractériser les déformations du front d’onde. Leur intérêt est de prendre
en compte la totalité du chemin optique, de l’atmosphère jusqu’aux optiques de la caméra d’imagerie,
dans l’évaluation des aberrations subies par le front d’onde incident. Pour cette raison, elles sont
utilisées pour l’estimation des aberrations non communesdu système d’AO (cf. § 2.4). On présente
dans un premier temps le principe duphase retrieval, puis sa généralisation, la diversité de phase.

2.1.1.1 Phase retrieval

La technique duphase retrievaltraite le problème inverse de l’imagerie optique à travers l’at-
mosphère turbulente abordée au paragraphe (1.4) : on cherche à reconstituer les déformations du front
d’onde d’après l’image d’un objet connu ou inconnu obtenueau foyer du télescope. Le système op-
tique étant supposé linéaire et invariant, l’imagei d’un objeto s’écrit :

i = htur ⊗ o+ Bruit (2.1)

Oùhtur est la PSF du système optique soumis à la turbulence et⊗ représente le produit de convo-
lution. On peut écrirehtur comme la transformée de Fourier inverse de l’OTF du système, elle-même
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caractérisant la fonction d’auto-corrélation de la fonction pupille du télescope :

htur = F−1 (OTF ) = F−1
(
eiφturP ⋆ eiφturP

)
(2.2)

La technique du phase retrieval est limitée dans son utilisation par la pluralité des solutions de
l’inversion de l’équation (2.1). Il suffit pour s’en convaincre de remarquer que d’après l’équation
(2.2), deux phases opposées conduisent à la même PSFhtur. Plus généralement, si l’on utilise une
décomposition modale de la phase turbulente, par exemple sur la base des polynômes de Zernike (cf.
§ 1.3), il y a indétermination du signe des projections de laphase sur tous les polynômes d’ordres
radiaux pairs (cf. [Blanc 2002] Annexe B). Plusieurs techniques ont été proposées pour venir à bout
de cette indétermination [Fienup 1982, Carrano et al. 1998, Gonsalves 2001]. Une solution consiste
à introduire de l’information supplémentaire dans le traitement du problème. Gonsalves [Gonsalves
1976- 1982] a proposé d’utiliser une seconde image, dans laquelle une aberration est connue : on fait
alors de la diversité de phase.

2.1.1.2 Diversit́e de phase

La diversité de phase (voir [Mugnier et al. 2006] pour une description complète) utilise deux
images, dont l’une est déformée par une aberration connue, pour retrouver la phase dans la pupille du
télescope. L’aberration introduite dans la seconde imageest généralement une défocalisation, car elle
est simple à mettre en œuvre et à maı̂triser : il suffit de déplacer légèrement le détecteur d’une distance
connue, ou bien de l’appliquer grâce au miroir déformable. Les deux images fournissent un système
d’équations à résoudre :

{
if =

(
F−1

(
Peiφtur ⋆ Peiφtur

))
⊗ o + Bruitf

id =
(
F−1

(
Pei(φtur+φd) ⋆ Pei(φtur+φd)

))
⊗ o + Bruitd

Toutefois, la résolution du problème de la détermination de la phase n’est pas triviale car elle
nécessite la connaissance de l’objet. Lorsque l’objet estmal connu, on utilise des techniques de recons-
truction myopes, lesquelles estiment conjointement la phase et l’objet. Par ailleurs, cette technique est
sensible au chromatisme puisqu’elle est basée sur la théorie de la diffraction. Elle est toutefois très
utilisée en instrumentation pour l’astronomie, en particulier pour la calibration des aberrations fixes
des instruments [Sauvage et al. 2005].

L’analyse de front d’onde peut également se faire en travaillant directement sur de front d’onde
incident. Pour cela, on se place en plan pupille. Les grandeurs mesurées dépendent ainsi linéairement
de la phase, ce qui simplifie le problème d’inversion. Cependant, cela sous-entend généralement de
travailler dans une voie auxiliaire à la voie d’imagerie.

2.1.2 Analyseurs en plan pupille

2.1.2.1 Analyseur de courbure

Le principe de l’analyseur de courbure [Roddier 1988, Rigaut et al. 1994, Véran 1997] est
d’observer la répartition de l’énergie lumineuse dans deux plans parallèles situés à égale distance
de part et d’autre la pupille. Si le front d’onde incident estparfaitement plan, les deux plans sont
éclairés uniformément. Si le front d’onde est perturbé, ses portions convergeant vers la pupille se
remarqueront par un déficit d’éclairement dans le plan amont de la pupille et un excès dans le plan
aval. Inversement, les portions du front d’onde divergentes se traduiront par un excès d’éclairement
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FIG. 2.2 – Principe de l’analyse de front d’onde avec un analyseur de courbure.

dans le plan amont et un déficit dans le plan aval (cf. Fig. 2.2). La différence d’intensité lumineuse
entre les deux plans de mesure dépend linéairement du Laplacien de la phase du front d’onde
[Roddier 1981].

Bien que cet analyseur fasse preuve d’une bonne robustesse au bruit et à la scintillation, son
utilisation en AO reste limitée, principalement à cause de la difficulté d’avoir accès simultanément
à une large gamme de modes spatiaux. En effet, le domaine desfréquences spatiales observables
avec un analyseur de courbure est fonction de la distance de défocalisation utilisée. Si on souhaite une
correction à haute performance, il est alors nécessaire d’utiliser l’analyseur de courbure avec plusieurs
distances de défocalisation (au moins 2), afin de couvrir toute la gamme des modes à corriger.

2.1.2.2 Pyramide

L’analyseur à pyramide [Ragazzoni 1996] reprend et généralise le principe du couteau de
Foucault. Le principe est de focaliser le front d’onde incident sur le sommet d’un prisme pyramidal,
dont les quatre faces dévient la lumière incidente selon des directions différentes (cf. fig. 2.3). Une
optique de relais permet de créer quatre images de la pupille du télescope. Le signal obtenu dans le
plan des pupilles ré-imagées est modulé par un petit déplacement circulaire du foyer de l’instrument
autour du sommet du prisme pouvant être obtenu par le biais d’un miroir de tip-tilt. Le rôle de
cette modulation est d’améliorer la dynamique et la linéarité du senseur. L’analyse des variations
d’intensité entre les images de la pupille permet alors d’accéder au gradient de la phase du front
d’onde incident [Ragazzoni 1996, Vérinaud 2004].

Cet analyseur est de conception récente mais est prometteur par sa sensibilité et sa robustesse au
bruit. On verra également plus loin qu’il a le mérite de permettre la recombinaison des fronts d’onde
issus de plusieurs directions d’analyse avant le processusde détection des phases ré-imagées, ce
qui en fait un bon candidat pour la multi-analyse de front d’onde en concept Layer Oriented (cf. § 4.2).
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FIG. 2.3 – Principe de l’analyse de front d’onde avec un analyseur à pyramide.

2.1.2.3 Shack-Hartmann

C’est le senseur de front d’onde plus couramment utilisé enoptique adaptative, pour sa relative
simplicité de mise en œuvre et sa maturité. Un senseur Shack-Hartmann (SH) échantillonne spatiale-
ment le front d’onde incident grâce à une matrice de micro-lentilles, au plan focal desquelles on place
un détecteur pour enregistrer les sous-images. La partie gauche de la figure (2.4) présente un schéma
de principe de ce dispositif.

Le déplacement d’un spot dans le plan focal d’une micro-lentille dépend linéairement de l’angle
d’arrivée de la portion de front d’onde imagée. La partie droite de la figure (2.4) représente la situation.
Si on appelleCx la position du spot selon l’axe(Ox), d la taille de la sous-pupille etf , la focale de la
micro-lentille, alors le déplacement∆Cx du spot s’écrit :

∆Cx = f · tanαx (2.3)

oùαx est l’angle d’arrivée moyen du front d’onde incident sur lamicro-lentille :

αx =
δx
d

=
λ

2πd

∫ d

0

∫ d

0

∂

∂x
(φ (x, y)) dx dy (2.4)

où δx est la différence de chemin optique de bord à bord de sous-pupille (cf. Fig. 2.4). L’angle
d’arrivée sur une sous-pupille est produit par la travers´ee de l’ensemble du volume turbulent, dont on
a vu qu’il est constitué d’une succession de couches mincesindépendantes (cf. § 1.1.1). En vertu du
théorème central limite, l’angleα est donc caractérisé par une statistique gaussienne centrée, dont la
variance a été estimée par [Fante 1975, Dessenne 1998] :

σ2
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FIG. 2.4 – Principe de l’analyse de front d’onde avec un senseur Shack-Hartmann.

Par ailleurs, tel qu’il est défini dans l’équation (2.4), l’angle d’arrivéeα est achromatique. On
en profite généralement pour effectuer l’analyse de frontd’onde dans le visible, ce qui permet à la
fois de gagner en résolution et de conserver les photons infra-rouges pour la seule voie d’imagerie.
De plus, la voie d’analyse est ainsi moins sensible au bruit généré par le rayonnement thermique de
l’environnement. Finalement, en introduisant le nombre d’ondek = 2π

λ et la différence de phase de
bord à bord de sous-pupille∆φx = kδx, le déplacement du spot s’exprime :

∆Cx =
λf

2πd
· ∆φx (2.6)

Le déplacement∆Cx est mesuré par rapport à une position de référence, mesurée hors at-
mosphère en utilisant une source de calibration placée juste en aval de la séparatrice du système
d’AO (cf. fig. 2.1). Pour un système optique parfait, la position de référence coı̈ncide avec le foyer
de la sous-pupille. Dans la pratique, elle en diffère du fait des aberrations statiques du système. Ces
aberrations sont présentes tout au long du trajet optique et peuvent être séparées en deux catégories :

– Les aberrations situées en amont de la séparatrice (cf. Fig. 2.1), vues à la fois par la voie d’ima-
gerie et par la voie d’analyse. Elles ont pour le système d’AO le même statut que les aberrations
dynamiques dues à la turbulence, et seront mesurées et corrigées de la même façon.

– Les aberrations non communes (cf. § 2.4.3.6), au sein desquelles on distingue :
◦ Les aberrations situées en aval de la séparatrice sur la voie d’analyse. Elles sont vues par

l’analyseur de front d’onde, mais n’affectent pas la voie d’imagerie. Ce sont ces aberrations
que l’on calibre en mesurant les positions de référence lorsque le senseur SH est illuminé par
la source de référence.

◦ Les aberrations situées en aval de la séparatrice sur la voie d’imagerie, généralement appelées
aberrations résiduelles. Elles ne sont pas vues par le senseur de front d’onde. On utilise
généralement des techniques en plan focal (cf. § 2.1.1) pour les mesurer [Sauvage et al.
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2005]. Elles sont prises en compte en corrigeant les pentes de référence du Shack-Hartmann
en conséquence.

Un senseur de Shack-Hartmann permet ainsi d’avoir accès àune image échantillonnée du
front d’onde incident. La qualité de la reconstruction du front d’onde sera limitée par le pas des
micro-lentilles, qui influera sur la restitution des hautesfréquences spatiales de la phase, et par la
qualité de la mesure du déplacement d’un spot au plan focald’une micro-lentille1. On s’intéressera
particulièrement à ce point dans la partie (IV) de ce manuscrit. Disons simplement ici que la position
du spot dans le plan focal d’une sous-pupille est généralement déterminée en estimant son barycentre,
éventuellement en seuillant au préalable l’image pour atténuer les effets du bruit. Trois sources
principales d’erreur viennent alors dégrader l’estimation de la pente locale du front d’onde (cf. Fig.
2.5) :

– Le bruit de détecteur, dont l’impact sur l’estimation de la pente locale du front d’onde a été
évalué par Rousset [Rousset 1999] dans l’approximation d’un spot gaussien :

σ2
∆φ =

π2

3

(
σRON

Nph

)2(N2
S

ND

)2

(2.7)

Dans cette équation,σ2
∆φ est la variance de la différence de phase de bord à bord de lasous-

pupille (enrad2), σRON est l’écart-type du bruit de détecteur (en photo-électrons par pixel et
par trame),Nph est le flux récolté dans la sous-pupille (en photo-électrons par sous-pupille et
par trame),N2

S est le nombre de pixels utilisés pour la détermination du barycentre du spot et
ND correspond à la largeur à mi-hauteur du spoten l’absence de turbulence(à la diffraction),
exprimée en pixel.

– Le bruit de photons, dont Rousset a également décrit l’effet sur la variance de la pente locale
du front d’onde [Rousset 1999] :

σ2
∆φ =

π2

2 Nph

(
NT

ND

)2

(2.8)

où Nph et ND ont la même signification que pour l’équation (2.7) etNT est la largeur à
mi-hauteur du spotturbulentexprimée en pixel.

– La forme du spot, dépendant de l’intensité de la turbulence et des paramètres du senseur de
front d’onde. Cette dernière source d’erreur est constante quel que soit le flux disponible pour
réaliser l’estimation de pente.

Le senseur de Shack -Hartmann étant à ce jour le plus largement utilisé en optique adaptative,
c’est avant tout à cet analyseur que nous nous intéresserons dans la suite. Une partie des travaux
présentés ici lui est consacrée (cf partie IV). Sauf mention contraire, les analyseurs considérés dans la
suite de cette thèse seront par défaut des senseurs Shack-Hartmann. La partie suivante introduit une
modélisation analytique de l’analyse de front d’onde.

1Ajoutons que le temps d’intégration et de lecture du détecteur sera le premier poste d’erreur temporelle de la recons-
truction. Nous aborderons ce point dans le paragraphe 2.2.
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Detector Noise Photon Noise Turbulence effects

FIG. 2.5 – Domaines de prédominance du bruit de détecteur, du bruit de photons et des erreurs
dues aux déformations turbulentes du spot selon le flux disponible pour la mesure dans une sous-
pupille d’un senseur Shack-Hartmann. Les flux de transitionentre les trois domaines dépendent des
caractéristiques du senseur et de la turbulence.

2.1.3 Mod́elisation de la mesure d’un analyseur de front d’onde.

Pour pouvoir reconstruire la phase à partir des mesures d’un analyseur de front d’onde, on a
besoin de connaı̂tre la relation de passage qui lie ses mesures à la phase incidente. Cette relation,
ou plutôt un modèle analytique de cette relation, sera utilisé ensuite au niveau de la commande.
Nous nous limiterons ici au cas des analyseurs linéaires. C’est le cas de tous ceux qui mesurent des
gradients de phase, et en particulier du senseur de Shack-Hartmann.

Soientm le vecteur des mesures d’un tel senseur. Comme on l’a vu précédemment, ces mesures
sont affectées par les bruits de photons et de détecteur. Si l’analyseur est linéaire,m s’écrit :

m = D · Φ + B (2.9)

D est appelée la matrice d’interaction du senseur de front d’onde. EtB est le vecteur des termes de
bruit affectant chaque mesure. Tout le problème est alors de retrouverΦ à partir des mesuresm. C’est
la problématique de la reconstruction du front d’onde.
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2.2 Reconstruction du front d’onde

L’étape de reconstruction est celle qui, à partir des mesures effectuées par l’analyseur de front
d’onde (les pentes locales sur les sous-pupilles d’un Shack-Hartmann, par exemple) permet de
produire la phase à appliquer en correction sur le miroir d´eformable. Dans cette opération, l’ordre
dans lequel l’analyseur de front d’onde et le miroir déformable interviennent le long du chemin
optique n’est pas anodin.

En effet, on peut envisager deux architectures pour un syst`eme d’optique adaptative. La première
est une architecture en boucle ouverte, dans laquelle le miroir déformable est situé en aval de la
séparation entre la voie d’analyse et la voie d’imagerie. Dans ce cas il n’est pas vu par l’analyseur de
front d’onde, et le diagramme de Block de la boucle d’AO est donné par la figure (2.6).

FIG. 2.6 – Schéma de Block d’une optique adaptative en boucle ouverte.

La seconde architecture correspond à un fonctionnement enboucle fermée. Dans ce cas, le miroir
déformable est vu par l’analyseur de front d’onde, qui mesure à l’instantt le résidu de correction de
la phase turbulente mesuré à l’instantt − δt, δt étant la durée d’une phase d’acquisition/correction
de la boucle d’AO. C’est l’architecture représentée par la figure (2.1). Le diagramme de Block d’une
AO en boucle fermée est donné par la figure (2.7).

FIG. 2.7 – Schéma de Block d’une optique adaptative en boucle fermée.

La situation boucle fermée a un double avantage : elle relaxe une partie des contraintes de per-
formance de l’analyseur de front d’onde car les perturbations à mesurer sont de moindre amplitude.
De plus, elle permet d’avoir un retour sur le comportement dumiroir déformable, puisqu’il est
vu par l’analyseur. Cependant, la commande doit tenir compte du fait que l’analyseur ne mesure
pas la turbulence brute mais un résidu constitué à la foisde défauts de correction et de l’évolution
temporelle de la turbulence entre l’instant de la mesure et l’instant où la correction est appliquée.

Dans l’architecture en boucle ouverte (cf. Fig. 2.6), l’analyseur de front d’onde voit la turbu-
lence brute, ce qui simplifie la commande du miroir déformable. Toutefois, il n’y a alors pas de
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contre-réaction possible au comportement du miroir déformable, ce qui est susceptible de poser des
problèmes de stabilité de la performance de la boucle. Cette architecture pose donc elle aussi des
problèmes spécifiques. On note en outre que même un système prévu pour fonctionner en boucle
fermée est amené à travailler transitoirement en boucleouverte lors des phases d’accrochage de la
boucle d’optique adaptative.

On traite ici le problème de la reconstruction pour les deuxcas d’architecture.

2.2.1 Reconstruction en boucle ouverte

En boucle ouverte, l’analyseur de front d’onde voit directement les déformations du front d’onde
dues à la turbulence. Dans la mesure où l’on ne tient pas compte du problème de scintillation, la
grandeur à corriger est la phase de l’onde électromagnétique incidente. De plus, on considère ici le
cas d’un système sans effet temporel, c’est-à-dire que l’on suppose que les étapes de mesure et de
reconstruction n’introduisent aucun retard dans la boucle. On intègrera ces problèmes de retard à la
problématique de la reconstruction dans le paragraphe consacré à la boucle fermée.

L’erreur d’estimation de la phase du front d’onde incident est définie par l’expression :

∆Φres (ρ) = Φ (ρ) − Φ̂ (ρ)

Où Φ (ρ) est la phase turbulente vraie dans la pupille etΦ̂ (ρ) est la phase estimée.∆Φres est
caractérisée statistiquement par sa valeur moyenne, quicaractérise le biais de l’estimation, et par sa
variance, qui caractérise sa robustesse au bruit. Cependant, en supposant que :

– La phase turbulente suit une statistique gaussienne à moyenne nulle,
– L’analyseur a une réponse linéaire,
– Le bruit affectant les mesures de l’analyseur a une statistique gaussienne à moyenne nulle,

on montre que la phase résiduelle est à moyenne nulle. La qualité de la reconstruction est alors
caractérisée uniquement par la variance de la phase résiduelle dans la pupille :

σ2
res =

1

SPUP

∫∫

PUP

〈
‖Φ (ρ) − Φ̂ (ρ) ‖2

〉
dρ (2.10)

La minimisation de ce critère de variance de la phase résiduelle permet de définir la reconstruction
optimale de la phase. On peut réaliser cette minimisation de deux façons, selon que l’on dispose
ou non d’informations sur le système et la turbulence. Dansles paragraphes qui suivent, une simple
minimisation au sens des moindres carrés est présentée.Mais le reconstructeur à envisager est différent
selon que l’on raisonne dans l’espace des mesures du senseurde front d’onde ou dans l’espace des
phases reconstruites.
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2.2.1.1 Estimation dans l’espace des mesures du senseur de front d’onde.

Soitm le vecteur des mesures du senseur de front d’onde. D’après l’équation (2.9), on a :

m = D · Φ + B

En l’absence de toute informationa priori sur la turbulence et le bruit, on recherche la phase
estimée telle que :

m̂ = D · Φ̂

Pour cela, on recherche la mesurêm permettant de minimiser la distance entrem etm̂ :

Φ̂ /
∂

∂Φ̂

(
‖m − DΦ̂‖2

)
= 0

où D est la matrice d’interaction du senseur de front d’onde (cf.eq. 2.9). La résolution de cette
équation est triviale :

Φ̂ =
(
D

t
D
)†

D
tm (2.11)

Où M† est la matrice inverse généralisée de la matriceM. La matriceR =
(
DtD

)†
Dt est le

reconstructeur optimal de la phase au sens des moindres carrés. Cependant, il ne prend pas en compte
les connaissancesa priori dont on dispose sur la statistique de la phase et du bruit.

2.2.1.2 Reconstruction optimale

On cherche maintenant directement le reconstructeurR défini par la relationΦ̂ = R · m en
cherchant directement à minimiser la variance de phase résiduelle :

σ2
res =

1

SPUP

∫∫ 〈
‖Φ (ρ) − Φ̂ (ρ) ‖2

〉

time
dρ

=
1

SPUP

∫∫ 〈
‖Φ (ρ) − Rm‖2

〉
time

dρ

=
1

SPUP

∫∫ 〈
‖Φ (ρ) − R (DΦ (ρ) + B) ‖2

〉
time

dρ

Minimiser la variance de phase par rapport àR aboutit à :

R = CΦD
t
(
DCΦD

t + Cb

)−1
(2.12)

Où CΦ est la matrice de covariance de la phase turbulente,Cb est le vecteur du bruit affectant
les mesuresm et D est la matrice de passage du senseur de front d’onde. Se placer directement
dans l’espace des phases mesurées et reconstruites nous permet donc de prendre en compte dans
la reconstruction la connaissance que l’on a de la statistique de la turbulence, de celle du bruit, et du
senseur de front d’onde. Cela permet de réguler la prise en compte de la mesure dans la reconstruction,
en fonction notamment son rapport signal à bruit (Signal to Noise Ratio, SNR).
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2.2.2 Reconstruction en boucle ferḿee

En boucle fermée le problème est différent car les effetscorrectifs du miroir sont vus par
l’analyseur de front d’onde, qui ne mesure que le résidu de correction. De plus, ce résidu est constitué
d’un terme dû à l’erreur d’estimation de la phase turbulente mesurée et d’un terme dû à l’évolution
temporelle de la phase turbulente entre le moment de l’acquisition de la mesure du front d’onde et
celui de l’application de la phase corrigée sur le miroir d´eformable.

On comprend dès lors que la reconstruction en boucle fermée ne peut pas ignorer les aspects
temporels de la boucle, et qu’il est indispensable de disposer de modèles d’évolution de la turbulence
et de la boucle d’optique adaptative pour réaliser la reconstruction optimale. De plus, la reconstruction
optimale devra intégrer l’étape de projection de la phasereconstruite sur le miroir déformable, et
prend alors une dimension allant bien au delà des problématiques de l’analyse de front d’onde. De
fait, elle est généralement traitée de façon globale dans le cadre de la commande du miroir déformable.

Pour cette raison, on ne s’étendra pas ici sur cette problématique. On rappelle simplement qu’une
solution de la reconstruction optimale en boucle fermée consiste à décrire l’ensemble de la boucle
dans le cadre d’un modèle d’état et à utiliser une reconstruction linéaire quadratique [Gendron and
Léna 1994, Wiberg and Gavel 2004] associée à un filtre de Kalman [Petit et al. 2004, Le Roux et al.
2004].

Une fois la phase reconstruite, il faut l’appliquer sur le miroir déformable. On présente cet élément
et sa commande dans le paragraphe suivant.

2.3 Correction du front d’onde

Le miroir déformable est constitué d’une lame de matériau réfléchissant dont on contrôle la
forme grâce à des éléments électromécaniques. Plusieurs technologies existent, dont on trouvera
une description détaillée dans [Hardy 1998] et [Séchaud1999]. On présente brièvement ici les
technologies les plus utilisées.

Les miroirs déformables les plus communément utilisés actuellement en AO sont les miroirs
SAM (Stacked Actuators Mirror), dans lesquels la surface est contrôlée par un réseau d’action-
neurs piézo-électriques. Ces actionneurs déforment lasurface réfléchissante en lui appliquant des
contraintes orthogonales, ce qui permet de créer des gradients locaux de phase. Ces analyseurs sont
généralement utilisés conjointement à un senseur Shack-Hartmann.

Les miroirs bimorphes utilisent une autre technologie, dans laquelle les électrodes sont intégrées
dans la surface réfléchissante, entre deux couches de mat´eriaux diélectriques. Les actionneurs
impriment alors des contraintes longitudinales à la surface réfléchissante qui influent sur sa courbure.
La géométrie des électrodes étant de plus circulaire, ces miroirs sont utilisés de préférence avec les
analyseurs de courbure.

Ces deux technologies sont désormais matures et équipentla totalité des systèmes d’AO fonction-
nant actuellement sur le ciel. Toutefois, de nouvelles technologies sont en cours de développement
afin de pourvoir aux nouvelles exigences des systèmes d’AO actuellement en cours d’étude, dont
certains exigent la multiplication du nombre d’actionneurs (Extremely Large Telescopes, AO à très
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haut degré de correction). Ces technologies sont principalement les miroirs magnétiques [Charton
et al. 2003], les MOEMS [Liotard et al. 2004], ou le contrôlede phase par traversée de cristaux
liquides [Love et al. 1995].

Tous ces miroirs ont pour point commun d’être contrôlés par application de tensions de com-
mande à partir des informations sur la phase issues du senseur de front d’onde. Entre les deux, le
calculateur temps réel est chargé de gérer à la fois la reconstruction de front d’onde, la commande
du miroir déformable, mais aussi les erreurs temporelles et la stabilité du système. Tous ces aspects
sont inter-dépendants, et une approche optimale du probl`eme ne peut se concevoir qu’en prenant
en compte globalement tous ces facteurs [Ellerbroek 1994, Dessenne 1998, Le Roux 2003, Petit 2006].

Cependant, pour les problèmes qui nous occuperont au long de ce manuscrit, nous supposerons
que les aspects spatiaux et temporels de la commande peuventêtre traités séparément, et nous
nous contenterons d’aborder les aspects spatiaux. Qui plusest, nous considèrerons toujours dans
la suite un miroir déformable capable de reproduire parfaitement lesPmax premiers modes de Zernike.

Chacun des éléments d’une optique adaptative introduit des erreurs dans la correction. On présente
un budget d’erreur pour l’AO dans le paragraphe suivant.

2.4 Budget d’erreur d’une optique adaptative

Les causes limitant la qualité de la correction par optiqueadaptative sont multiples. Certaines sont
liées aux limites des modèles utilisés dans la boucle d’AO pour la reconstruction et la commande,
d’autres plus simplement au bruit affectant la mesure du front d’onde ou encore aux aspects temporels.
On donne dans la suite de cette partie un aperçu de chacune deces sources d’erreurs.

2.4.1 Erreurs duesà la modélisation de l’atmosph̀ere

La description des phénomènes turbulents que nous avons présenté au paragraphe (1.1) est basée
sur un certain nombre d’hypothèses (cf. § 1.1.1) dont la validité est limitée. Parmi les phénomènes
qui ne sont pas gérés par la boucle d’AO, la scintillation et les effets de réfraction différentielle
représentent des sources d’erreur liées à la modélisation des propriétés de la turbulence atmosphérique.

La scintillation est sensible principalement en propagation endoatmosphérique et nécessite pour
être corrigée une prise en charge du volume de turbulence,telle qu’on l’assure pour des raisons
différentes en MCAO (cf. 3.2.2). Toutefois elle n’est généralement pas limitante pour les systèmes
dédiés à l’astronomie. Les phénomènes de réfractiondifférentielle interviennent lorsque la longueur
d’onde d’analyse et la longueur d’onde d’imagerie diffèrent. Dans ce cas, l’indice de réfraction
étant chromatique, le chemin optique suivi par la lumièreà la longueur d’onde d’analyse n’est
pas exactement le même que celui qui est suivi par la lumière à la longueur d’onde d’imagerie.
En conséquence, la correction appliquée sur la voie d’imagerie diffère légèrement de la correction
nécessaire.
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2.4.2 L’anisoplańetisme

Le phénomène d’anisoplanétisme (cf § 1.2.4) limite à quelques secondes d’arc le champ corrigé
par optique adaptative. Son effet est limitant lors de l’imagerie de scènes étendues, ou lorsque l’objet
d’intérêt scientifique est trop peu lumineux pour servir de guide à l’analyse de front d’onde et que
l’on est contraint de choisir une autre source guide.

L’erreur d’anisoplanétisme peut être caractérisée enquantifiant la décorrélation angulaire de la
phase turbulente. Ce problème a déjà été étudié à plusieurs reprises [Chassat 1992, Molodij 1996,
Fusco 2000]. On effectue ici une simple synthèse des résultats que nous serons amenés à exploiter
par la suite.

Soientφ (r,α1) et φ (r,α2) les phases turbulentes mesurées au pointr de la pupille dans les
directionsα1 etα2. La fonction de corrélation de ces phases s’exprime :

Cα1, α2 (r) = 〈φ (r,α1) · φ (r,α2)〉time

En exprimantφ (r,α1) etφ (r,α2) en fonction de leurs composantes de Zernike, et en supposant
la turbulence stationnaire, on a :

Cα1, α2 (r) =

〈 ∞∑

p=2

∞∑

q=2

ap (α1) aq (α2)Zp (r)Zq (r)

〉

time

Cα1, α2 (r) =

∞∑

p=2

∞∑

q=2

〈ap (0) aq (δα)〉time Zp (r)Zq (r) (2.13)

où on a poséδα = α1 − α2. Chassat [Chassat 1992] a exprimé la décorrélation angulaire de
modes de Zernike en considérant le modèle de Kolmogorov (§1.1.1) :
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Où Ipq est définie par l’expression suivante, dans laquellenp etmp (respectivementnq etmq)
sont les ordres radiaux et azimutaux du polynôme d’indicep (resp.q) :
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Dans cette relation,K+
pq etK−

pq sont définis dans le tableau suivant :

K+
pq mp = 0 mp 6= 0, p pair mp 6= 0, p impair

mq = 0 1
√

2 0

mq 6= 0, q pair (−1)mq
√

2 (−1)mq 0

mq 6= 0, q impair 0 0 (−1)mq+1

K−
pq mp = 0 mp 6= 0, p pair mp 6= 0, p impair

mq = 0 0 0 0
mq 6= 0, q pair 0 spq 0

mq 6= 0, q impair 0 0 spq

Et spq = signe(mp −mq) si (mp −mq) impair etspq = 1 si (mp −mq) pair

Cette relation permet d’estimer analytiquement et numériquement [Fusco 2000] les corrélations
angulaires des modes de Zernike et, partant, la variance de l’erreur d’anisoplanétisme. Pour ce faire,
il suffit d’exprimer la variance de la différence de phase entre un front d’onde arrivant en incidence
normale par rapport à l’axe optique et d’un front d’onde arrivant avec une incidenceδα :

σ2
aniso (δα) =

1

SPUP

∫∫

SPUP

〈
(φ (r, 0) − φ (r, δα))2

〉

time
dr

=
1

SPUP

∫∫

SPUP

〈
φ2 (r, 0)

〉
time

+
〈
φ2 (r, δα)

〉
time

− 2 〈φ (r, 0)φ (r, δα)〉time dr

= 2

(
σ2

turb −
1

SPUP

∫∫

SPUP

Cδα (r) dr

)

D’où finalement : σ2
aniso (δα) = 2



σ2
turb −

∞∑

p=2

〈ap (0) ap (δα)〉time



 (2.15)

Car on a par définition
∫∫

SPUP
Zp (r)Zq (r) r = δqp, où cette foisδqp est le symbole de

Kröenecker.

Ce problème d’anisoplanétisme est très limitant pour certains champs applicatifs de l’optique
adaptative. Il se traduit en premier lieu par une limitationdrastique de la portion de ciel accessible aux
instruments équipés d’une AO. On peut le résoudre en partie en utilisant la connaissance à priori que
l’on a de la turbulence, et en particulier de sa corrélationspatiale : on réalise alors une optimisation
hors axe [Petit 2006]. Cependant ce procédé n’est pas applicable pour l’imagerie de scènes étendues.
On verra plus loin que la solution consiste alors à multiplier les directions d’analyse pour accéder à
la connaissance de la répartition volumique de la turbulence.
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2.4.3 Erreurs duesà la boucle d’AO

Les erreurs dues à la boucle d’AO sont intimement liées à la technologie utilisée dans les compo-
sants de la boucle : analyseur de surface d’onde, détecteuret miroir déformable pour l’essentiel.

2.4.3.1 Erreur temporelle

La boucle d’optique adaptative contient deux éléments introduisant des retards de la commande
sur l’évolution de la turbulence : le détecteur de l’analyseur de front d’onde et la commande. Des
deux, c’est généralement le premier qui génère le plus grand retard. Ainsi, la boucle d’AO est
rythmée temporellement par l’acquisition des mesures de phase. A l’instar de ce que qui se passe
pour l’anisoplanétisme, le retard de la boucle sur la turbulence génère une erreur, qu’il est possible de
compenser en partie en utilisant un modèle d’évolution temporelle de la turbulence [Conan 1994].

2.4.3.2 Erreur de sous-mod́elisation

L’erreur de sous-modélisation est l’erreur que l’on commet en n’estimant et corrigeant qu’un
nombre fini de modes spatiaux de la phase turbulente. Cette erreur est intrinsèquement liée au pas
d’échantillonnage spatial du senseur de front d’onde et dumiroir déformable, les deux agissant
comme des filtres passe bas sur les fréquences spatiales de la turbulence.

La connaissance des propriétés statistiques de la phase turbulente permet de prédire la variance de
la phase après correction parfaite de sesjmax premiers modes de Zernike [Conan 1994]. Soitnmax le
dernier ordre radial de Zernike complètement corrigé, alors :

σ2
res ≃ 0.458 (nmax + 1)−

5
3

(
D

r0

)5
3

(2.16)

OùD est le diamètre de l’instrument etr0 le paramètre de Fried de la turbulence (cf. § 1.2.2).

Remarquons également que le fait de ne corriger qu’un nombre fini de modes a une influence
sur l’expression de la variance de l’erreur anisoplanétique donnée plus haut par l’équation (2.15). En
prenant en compte la sous-modélisation, cette expressiondevient [Fusco 2000] :

σ2
aniso, ss mod . (δα) = 2

Pmax∑

p=2

(〈
a2

p (0)
〉
time

− 〈ap (0) ap (δα)〉time

)
+

∞∑

p=Pmax+1

〈
a2

p (0)
〉
time

(2.17)
Des modifications du même ordre devraient être prises en compte également pour la ca-

ractérisation de l’erreur temporelle de la boucle.

2.4.3.3 Aliasing

L’erreur d’aliasing est intrinsèquement liée à l’échantillonnage de la surface d’onde par l’ana-
lyseur. Ainsi, si on prend l’exemple d’un senseur Shack-Hartmann (cf. § 2.1.2.3), l’échantillonnage
du front d’onde incident par la galette de micro-lentille provoque dans l’espace de Fourier une
périodisation du signal qui s’accompagne d’un repliementdes fréquences spatiales supérieures à
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1/2d, d étant le pas d’échantillonnage du front d’onde (i.e. la taille d’une microlentille).

On verra lors de la description d’un système d’optique adaptative à très haute performance (cf. §
3.1) qu’il est possible de diminuer sensiblement cette erreur en réalisant un filtrage des fréquences
spatiales de la turbulence avant l’estimation de la pente dufront d’onde.

2.4.3.4 Propagation du bruit

La propagation du bruit est un élément déterminant du budget d’erreur d’une AO. Elle est liée à la
mesure de la phase turbulente et à au processus de reconstruction. Quel que soit l’analyseur envisagé
(cf. § 2.1), l’information sur la phase turbulente est à un moment donné codée en terme d’intensité
lumineuse lue sur un détecteur. A ce moment, la mesure est d´egradée par du bruit de photon et du
bruit de détecteur. Ensuite, la propagation du bruit lors du processus de reconstruction dépend de
l’algorithme de reconstruction utilisé (cf. 2.2). Elle a ´eté modélisée par Rigaut et Gendron [Rigaut and
Gendron 1992] pour une reconstruction de la phase turbulente sur la base des modes de Zernike. La
part du bruit total propagé (en variance) sur le mode d’ordre radialn et d’ordre azimutalm est donnée
par les relations :

pn, m = 0.295 (n+ 1)2.05 si n = m

pn, m = 0.174 (n+ 1)2 si n 6= m (2.18)

2.4.3.5 Erreurs de calibration

On a vu (cf. 2.2) que la reconstruction de front d’onde et la commande intègrent des modèles
de la turbulence et des différents éléments de la boucle permettant d’améliorer la performance de
l’AO. Toutefois ces modèles sont susceptibles eux-mêmesde comporter des erreurs, ou bien d’être
victimes d’obsolescence du fait de dérives des conditionsde fonctionnement de la boucle. Des erreurs
de calibration apparaissent alors. Des procédures de re-calibration sont mises en place pour recaler
les modèles, mais elles sont coûteuses en temps. Leur occurrence est donc réduite au strict minimum
pour les systèmes fonctionnant sur le ciel. Les algorithmes de reconstruction actuellement en cours
d’évaluation offrent quant à eux la possibilité d’estimer conjointement la phase à mesurer et certains
paramètres des modèles utilisés, ce qui facilite grandement le recalage des modèle. On pourra alors
envisager de tirer partie des temps morts des runs d’observation pour recalibrer le système.

2.4.3.6 Les aberrations non communes (NCPA)

On désigne par aberrations non communes (non common path aberrations, NCPA) toutes les
aberrations différentielles entre la voie d’analyse et lavoie d’imagerie de l’instrument. Elles se
séparent en deux catégories :

– Les aberrations situées en aval de séparatricesur la voie d’analyse. Elles sont vues par l’analy-
seur de front d’onde, mais n’affectent pas la voie d’imagerie. La compensation de ces aberra-
tions entre généralement dans la procédure de calibration de l’analyseur de front d’onde. Ainsi,
pour le Shack-Hartman (§ 2.1.2.3), on les calibre en mesurant les pentes de référence lorsque le
senseur Shack-Hartmann est illuminé par une source de référence située au voisinage immédiat
de la lame séparatrice.
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– Les aberrations situées en aval de séparatricesur la voie d’imagerie. Elles ne sont pas vues
par le senseur de front d’onde. On utilise généralement des techniques en plan focal pour les
mesurer (cf. § 2.1.1). Pour le Shack-Hartmann, elles sont prises en compte en utilisant les
pentes de référence (technique de pré-compensation [Sauvage et al. 2005]).

2.5 Propriétés de l’image corriǵee par AO

2.5.1 Caract́eristiques de l’image en correction partielle

Les caractéristiques des images corrigées par optique adaptative ont été largement étudiées
[Roddier and Roddier 1986, Conan 1994, Fusco 2000], que ce soit en longue pose ou en courte pose.
On rappelle ici brièvement les points les plus importants.

FIG. 2.8 – PSF courte pose et longue pose d’un instrument corrig´e par optique adaptative.

La PSF courte pose d’un système corrigé par optique adaptative (fig. 2.8, gauche) est constituée
d’un pic central autour duquel des tavelures (speckles) de moindre intensité persistent. Le pic central
est le résultat de la correction des bas ordres de la turbulence par l’optique adaptative, tandis que les
tavelures résiduelles sont la manifestation des modes noncorrigés. Elles évoluent dans le temps, si
bien qu’une moyenne temporelle des images courte pose peut se modéliser comme la superposition
d’un pic cohérent de largeur à mi-hauteurλ/DPUP (avecλ, la longueur d’onde d’imagerie etDPUP ,
le diamètre de la pupille du télescope) et d’un halo gaussien de diamètreλ/r0 (r0 étant le paramètre
de Fried de la turbulence) (fig. 2.8, droite).

2.5.2 Caract́erisation de la qualité d’une image corriǵee par AO.

Quantifier la performance d’un instrument incluant une optique adaptative est avant tout un
problème de point de vue et de choix de critère. Selon que l’on cherche à évaluer les performances
de l’optique adaptative ou la qualité de l’image sur la voieimagerie le critère pertinent ne sera pas
le même. De même, il pourra être différent selon le degr´e de correction de l’image. Toutefois, à la
lumière de ce qui a été dit au paragraphe précédent (§ 2.5.1), il existe des relations entre ces critères.
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2.5.2.1 Variance de phase ŕesiduelle

La variance de la phase après correction par l’optique adaptative est le critère le plus couramment
utilisé pour quantifier les performances d’une AO car il permet de travailler directement sur la gran-
deur sur laquelle le système agit. Elle permet de prendre encompte la totalité du budget d’erreur de
l’AO. Pour une direction donnéeα du champ, elle est définie par :

σ2
res (α) =

1

SPUP

∫∫

SPUP

〈
‖φ (r, α) − φcorr (r, α) ‖2

〉
time

dr (2.19)

Si la variance de phase résiduelle est le paramètre d’int´erêt pour estimer les performances d’une
AO, il n’est pas le mieux adapté pour décrire la qualité del’image corrigée. Les trois critères présentés
dans la suite sont plus adaptés à ce type de description.

2.5.2.2 Les param̀etres caract́erisant la PSF de l’instrument

Le critère d’intérêt sur la PSF change selon les applications de l’instrument.

Le rapport de Strehl (Strehl Ratio, SR) [Strehl 1902] est un critère particuli`erement bien adapté
à la caractérisation de systèmes à haute correction, ayant pour but de réaliser de l’imagerie à haute
résolution angulaire. Il quantifie l’écart par rapport aucas purement diffractif de la PSF de l’instrument
corrigé par AO. La définition la plus largement utilisée du rapport de Strehl est basée sur l’intensité
lumineuse au foyer de l’instrument. Il est alors défini comme le rapport de l’intensité lumineuse au
foyer dans le cas corrigé sur l’intensité au foyer dans le cas purement limité par la diffraction :

SR (0) =
Icorr (0)

Idiff (0)
(2.20)

Notons que l’on peut étendre cette définition à l’ensemble du champ corrigé, en fonction de la
direction d’imagerie. Bien que le rapport de Strehl soit un critère lié à la PSF de l’instrument, il est
possible de le relier très simplement à la variance de la phase résiduelle, en appliquant l’approximation
de Maréchal [Born and Wolf 1980] :

SR ≃ Ec = e−σ2
∆φ (2.21)

OùEc est l’énergie cohérente de la PSF, c’est-à-dire l’énergie du pic central de la PSF corrigée
intégrée sur la FWHM du pic. Le rapport de Strehl décroit très vite lorsque la performance du système
est dégradée, ce qui en fait un critère pour l’imagerie àhaute résolution.

L’ énergie lumineuse int́egrée sur une petite surface du plan focal image est un critère de qualité
de l’image plus pertinent lorsque le rôle de l’optique adaptative n’est pas d’atteindre la limite de
diffraction de l’instrument mais simplement d’améliorerla concentration de l’énergie lumineuse. On
utilise indifféremment en astronomie des critères d’énergie encerclée ou d’énergie encadrée (EE dans
les deux cas), qui représentent la fraction d’énergie lumineuse récupérée dans un élément de surface
carré ou circulaire au foyer de l’instrument :

EEx =

∫∫
Sx
Icorr (ρ) dρ

∫∫∞
−∞ Icorr (ρ) dρ

(2.22)
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La taille angulaire caractéristique de l’élément d’intégrationx est généralement exprimée en se-
condes d’arc. Ce paramètre est utilisé en particulier pour les applications de spectro-imagerie de l’op-
tique adaptative, dans lesquelles l’élément de surface d’intégration peut être un pixel du détecteur, ou
bien l’entrée d’une fibre optique. On comprend alors que la géométrie de l’élément d’intégration est
adaptée en fonction de la géométrie de l’élément devant recevoir le flux lumineux.

Enfin, la largeur à mi-hauteur de la PSF corriǵee (FWHM) est un critère très intéressant en
correction partielle car il permet à la fois de caractériser la concentration du flux lumineux dans la PSF
corrigée et ses éventuelles dissymétries (en mesurant la FWHM dans deux directions orthogonales).

2.6 Conclusion

On a présenté dans ce chapitre les différents élémentsconstituant la boucle d’optique adaptative,
leur rôle et leurs limitations. Des différents postes d’erreurs dont nous avons fait mention au
paragraphe (2.4), les deux qui limitent actuellement le plus les objectifs scientifiques accessibles
par les instruments corrigés par AO concernent l’analyse du front d’onde. Il s’agit du bruit sur la
mesure de la phase et de l’anisoplanétisme. Le bruit de mesure contraint la magnitude limite des
objets observables. L’anisoplanétisme, en limitant le champ corrigé par l’optique adaptative, dégrade
l’imagerie de scène étendues. Les effets conjugués de ces deux postes d’erreur limitent la couverture
de ciel des instruments assistés par AO, c’est-à-dire la fraction du ciel sur laquelle le système fournit
ses performances nominales.

Les systèmes d’optique adaptative en projet ont presque tous pour objectif de dépasser les perfor-
mances des systèmes actuels sur l’un ou l’autre de ces postes d’erreur. On présente ces concepts dans
le chapitre suivant.



Chapitre 3

Les nouveaux enjeux de l’optique
adaptative

Comme nous l’avons vu au chapitre précédent, l’optique adaptative classique permet d’obtenir
des images haute résolution de scènes peu étendues (quelques secondes d’arc) dans lesquelles il
existe une source guide suffisamment brillante (jusqu’à des magnitudes visibles de 16 à 17). Pour
révolutionnaire que soit la qualité des images obtenues en comparaison d’une image sans correction
de la turbulence, l’intérêt de ce système n’en est pas moins restreint par sa faible couverture de ciel,
due précisément au besoin d’une source guide brillante ettrès proche de l’objet d’intérêt scientifique.

Pourtant, tous les domaines de l’astronomie moderne pourraient tirer profit de l’amélioration de
la sensibilité et/ou de l’élargissement du champ corrig´e par AO. Nous n’avons pas ici la prétention
de dresser une liste exhaustive de tous les objectifs scientifiques qui pourront être accessibles grâce
aux futures générations d’instruments. Un travail trèscomplet à ce sujet peut être trouvé dans [Hook
2005]. On cite simplement dans ce chapitre quelques uns des objectifs d’observations principaux qui
sont à l’origine du développement de nouveaux concepts d’optique adaptative. On décrit à chaque fois
le(s) concept(s) dédiés en priorité à la réalisation de ces objectifs.

3.1 Détection de plaǹetes extra-solaires

3.1.1 Objectifs scientifiques

La détection, l’imagerie et la caractérisation de planètes extra-solaires est l’un des enjeux
scientifiques majeurs de l’astronomie du XXIe siècle. Depuis la première détection il y a une dizaine
d’années [Mayor and Queloz 1995], plus de 200 exoplanètesont été répertoriées dans un rayon de
100 parsecs autour du système solaire. Toutes (sauf quelques unes, on y revient plus loin) ont été
détectées de façon indirecte, soit par détection des transits de la planète devant son étoile hôte, soit
par détection de ses effets gravitationnels sur son étoile, en mesurant les variations de la vitesse
radiale de cette dernière ou encore par un effet de lentillegravitationnelle.

41
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Toutes les stratégies observationnelles sont exploitées pour compléter et enrichir le catalogue des
exoplanètes, et surtout caractériser leur composition physico-chimique. Plusieurs projets spatiaux
sont actuellement en cours de développement, en particulier les projets COROT1 [Rouan et al.
1999, Baglin 2003], DARWIN2 [Leger et al. 1996] et TPF3 [Beichman 1998]. L’astronomie au sol
n’est pas en reste puisque plusieurs instruments entièrement ou partiellement dédiés à la détection
d’exoplanètes sont actuellement en opération ou en coursde développement. On peut citer en
particulier ELODIE4 [Baranne et al. 1996], HARPS5 [Santos et al. 2004], les instruments du VLTI6

[Glindemann et al. 2000] et SPHERE7 [Beuzit et al. 2006]. Ajoutons que la recherche d’exoplanètes
est également une des pierres angulaires des projets d’ELTs8.

L’apport de l’optique adaptative sera primordial pour les instruments basés au sol puisqu’il s’agit
de détecter des objets situés à quelques centaines de milli-arcsecondes de leur étoiles hôte et106 à
1010 fois moins brillantes. Toutefois, la première image d’uneexoplanète obtenue très récemment
[Chauvin et al. 2005] avec l’instrument NACO (NAOS CONICA) [Rousset et al. 2003] du VLT laisse
présager du succès de ces projets instrumentaux. Parmi les instruments cités ci-dessus, nous allons
développer le cas de SPHERE, car son ambition induit des sp´ecifications de très hautes performances
pour le système d’optique adaptative dont il est équipé,au point qu’une dénomination spécifique a
été attribuée à celui-ci : on parle désormais de XAO (eXtreme AO).

L’objectif scientifique principal de SPHERE est de réaliser l’imagerie et la spectroscopie de l’at-
mosphère de planètes de type ”Jupiter chaud”, afin d’en déterminer la composition et la physique.
Avec ses performances, SPHERE permettra également l’étude des étoiles faibles de type naines
brunes, de réaliser la spectro-imagerie des disques proto-planétaires autour d’étoiles jeunes, et per-
mettra également d’approfondir notre connaissance du système solaire par l’étude des objets petits et
froids tels que les astéroı̈des et satellites des géantesgazeuses. Pour répondre à son objectif principal,
SPHERE sera constitué principalement d’un coronographe `a masque de phase [Rouan et al. 2000]
permettant d’éteindre la lumière de l’étoile hôte, d’une optique adaptative à très haute performance,
SAXO (Sphere Adaptive optics eXtreme Observation) [Fusco et al. 2006] et d’une caméra infra-rouge
(IRDIS). L’objectif de SAXO est non seulement de permettre de résoudre la planète, mais également
de permettre une stabilisation de l’image suffisante pour que le coronographe puisse éteindre l’étoile
hôte avec un maximum d’efficacité. On présente les contraintes spécifiques que la XAO dans le para-
graphe suivant, au travers de l’exemple de SPHERE.

1COnvection, ROtation and planetary Transits. Micro-mission du CNES (Centre National des Etudes Spatiales), dédiée
entre autres à la détection des transits de planètes de type exo-terres.

2Interféromètre infrarouge spatial de l’ESA (European Space Agency), dédié à l’analyse spectrale de l’atmosphère des
exoplanètes, dans le but d’y repérer des traceurs de vie.

3Terrestrial Planet Finder. Projet de la NASA (National Aeronautics and Space Administration), constitué d’un télescope
avec coronographe (TPF-C) et d’un télecsope avec interféromètre infra-rouge (TPF-I), tous deux mis en orbite et dédiés à
la détection de planètes de type exo-terres.

4Spectrographe installé sur le télescope de 1.93m de l’Observatoire de Haute Provence et dédié à la mesure des vitesses
radiales.

5High Accuracy Radial Velocity Planet Searcher. Spectrographe visible à très haute résolution en opération sur le
télescope de 3.6m de l’ESO, à la Silla (Chili), dédié à la mesure des vitesses radiales des étoiles.

6mode interférométrique du VLT.
7Spectro-Polarimetric High contrast Exoplanet REsearch. Instrument de seconde génération du VLT dédié à l’imagerie

direct et à la spectroscopie de l’atmosphère d’”exo-jupiters”.
8Extremely Large Telescopes, projets d’instruments monopupilles de 20 à 50 mètres de diamètre.
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3.1.2 La XAO

Le concept de XAO n’apporte pas de réelle nouveauté par rapport à l’optique adaptative classique
que nous avons abordé au chapitre 2, si ce n’est qu’à l’exception de l’erreur anisoplanétique, tous
les facteurs entrant dans le budget d’erreur doivent être analysés et contraints. L’objectif est en effet
d’atteindre un rapport de Strehl supérieur à 90 % sur axe enbande H (1, 3 µm ≤ λ ≤ 2 µm). A
titre de comparaison, NAOS, le système d’optique adaptative installé sur le télescope Yepun du VLT,
permet d’atteindre 60 % de rapport de Strehl à2, 2 µm, ce qui correspond à 40 % en bande H. Passer
de 40 % à 90 % de rapport de Strehl implique de gagner environ un facteur 9 sur la variance de
phase résiduelle à la longueur d’onde de la caméra d’imagerie (i.e. à1, 6 µm). Pour arriver à ces fins,
plusieurs éléments du concept de l’AO doivent être revus:

– Il est indispensable de corriger un grand nombre de modes, ce qui implique un miroir
déformable à grand nombre d’actionneurs et un analyseur ´echantillonnant fortement le plan de
la pupille. Le choix de l’analyseur s’étant porté sur un Shack-Hartmann, dont le comportement
est bien connu et la technologie est éprouvée, SAXO sera équipée d’un SH de40 × 40
sous-pupilles couplé à un miroir déformable de41× 41 actionneurs. Ceci permettra de corriger
plus de 1300 modes.

– Il est également nécessaire de minimiser l’erreur temporelle : la fréquence nominale de
fonctionnement de SAXO sera de1, 2 kHz, soit plus du double de l’actuel NAOS (500 Hz).

– Si l’on multiplie le nombre de sous-pupilles et que l’on diminue le temps d’intégration, il est
indispensable de choisir un détecteur très peu bruyant : SAXO sera équipé d’un détecteur à
multiplication d’électrons (de type EMCCD [Denvir and Conroy 2003]), caractérisé par un très
faible bruit de détecteur équivalent (< 1e− par pixel et par trame).

– La mesure de la pente locale du front d’onde au niveau d’une sous-pupille doit être optimisée
pour améliorer sa linéarité, sa fiabilité et la propagation du bruit. Dans SAXO, tous les points
sont contrôlés : échantillonnage du spot, filtrage du plan focal pour éliminer les problèmes de
repliement des hautes fréquences, et algorithme de mesurede la position du spot [Fusco et al.
2004, Nicolle et al. 2004].

– L’estimation des aberrations non communes par diversitéde phase a également été améliorée
[Sauvage et al. 2005].

– Enfin, la commande de l’optique adaptative doit non seulement être capable de gérer de façon
optimale la reconstruction du front d’onde, mais également assurer une stabilité maximale de
la boucle, et en particulier sa robustesse vis-à-vis des vibrations du télescope [Petit et al. 2004,
Fusco et al. 2006].

La XAO est donc un système d’optique adaptative simple conjuguée, dans laquelle les com-
posants, la commande et les pré et post traitements ont tousété optimisés afin de fournir une
performance jamais atteinte à ce jour. L’un des rares éléments du budget d’erreur qu’il n’a pas été
nécessaire de travailler est l’anisoplanétisme, la performance maximale étant recherchée sur axe pour
un maximum d’effet du coronographe. La XAO est en fait la seule optique adaptative de nouvelle
génération à ne pas rechercher un champ corrigé élargi. On présente ci-dessous les cibles scientifiques
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qui justifient l’extension du champ corrigé et les conceptsd’AO proposé pour répondre à ce besoin.

3.2 L’étude deśetoiles et des populations stellaires

3.2.1 Objectifs scientifiques

La compréhension de la formation et de l’évolution des étoiles suscite l’intérêt toujours renouvelé
des astronomes car elle seule peut nous permettre de comprendre les origines et l’évolution de notre
propre système solaire. La vérification et l’enrichissement des modèles d’évolution actuellement
accrédités ne peut se faire qu’en confrontant ces modèles à un grand nombre d’observations intra et
extra galactiques. Les objectifs scientifiques en vue sont multiples :

– Enrichissement des données pour l’étude de la fonction de masse initiale des étoiles [Miller and
Scalo 1979, Kroupa 2001]. Ces données sont actuellement biaisées vers les étoiles massives du
fait de la sensibilité limitée des instruments. L’objectif est de pouvoir accumuler les données
sur les étoiles faibles et les naines brunes. L’étude de lafonction de masse initiale des étoiles
dans les nuages de Magellan et les amas globulaires est également un enjeu scientifique majeur,
qui permet de comparer notre Galaxie avec ses proches voisines [Koen 2006].

– Histoire et évolution des étoiles dans les galaxies proches et lointaines : détermination de
leur masse, leur age et leur métallicité. Déterminationdu taux de formation d’étoiles, étude
des disques d’accrétion, des étoiles jeunes et des disques proto-planétaires [Worthey 1994].
Etude des processus d’enrichissement chimique du milieu interstellaire par les Super Novea,
[Matteucci and Greggio 1986, Rocha Pinto et al. 2000a-b].

– Etude des propriétés et du mouvement des étoiles du milieu inter-galactique et évolution
galactique.

L’observation des systèmes stellaires nécessite maintenant des instruments capables de travailler
à la limite de diffraction sur des champs plus larges que ceux de l’actuelle optique adaptative.
L’optique adaptative multiconjuguée, présentée ci-dessous, a précisément vocation à fournir une telle
corrrection.

3.2.2 L’optique adaptative multi-conjuguée

L’idée de l’optique adaptative multiconjuguée (MCAO) a ´eté proposée pour la première fois
par Dicke [Dicke 1975], puis reprise par Beckers en 1988 [Beckers 1988]. L’idée est de multiplier
les directions d’analyse dans le champ afin d’accéder à la connaissance du volume de turbulence
et de corriger celui-ci grâce à plusieurs miroirs déformables conjugués optiquement aux altitudes
adéquates [Tallon et al. 1992, Ellerbroek 1994, Fusco et al. 1999- 2001]. La figure (3.1) propose
un schéma de principe de ce concept. L’objectif est d’obtenir une correction proche de la limite de
diffraction d’un champ de 1 à 2 minutes d’arc [Ellerbroek etal. 2003]. Pour ce faire, les systèmes
actuellement en cours de projet utilisent 3 à 8 senseurs de front d’onde pour analyser le volume
turbulent et commander 2 à 3 miroirs déformables.
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FIG. 3.1 – Schéma de principe d’une optique adaptative multiconjuguée (MCAO)

Deux problèmes font d’un système de MCAO une gageure technologique :

– Il faut trouver des étoiles guides suffisamment brillantes. Celles-ci étant rares, plusieurs
solutions sont actuellement en cours d’évaluation pour garantir une couverture de ciel accep-
table. Ainsi, au lieu du conceptStar Orientedproposé par Beckers, dans lequel la mesure est
faite indépendamment dans chaque direction d’étoile guide, un concept alternatif, ditLayer
Oriented [Ragazzoni 1999, Raggazzoni et al. 2002] a été proposé, dans lequel le flux des
étoiles est utilisé collectivement pour déterminer directement la turbulence à l’altitude des
miroirs déformables. Un tel concept permettrait d’utiliser des étoiles plus faibles et d’améliorer
ainsi la couverture de ciel de l’instrument. On reviendra endétail sur les qualités et les
limitations de ces deux concepts d’analyse de front d’onde dans le chapitre 4 et dans la partie
III. D’autre part, les nouvelles technologies de détecteur à faible bruit arrivant actuellement à
maturité [Denvir and Conroy 2003, Foppiani et al. 2003, Daigle et al. 2004] permettront une
meilleure sensibilité des senseurs de front d’onde, et offriront la possibilité d’utiliser les étoiles
guides plus faibles. Enfin, une autre voie explorée pour am´eliorer la couverture de ciel de ces
systèmes est leur assistance par une constellation d’étoiles Laser [Foy and Labeyrie 1985,
Parenti and Sasiela 1994, Le Louarn et al. 1998]. Cette technique est actuellement en cours
de développement pour plusieurs télescopes [D’Orgeville et al. 2002, Tokovinin et al. 2003b],
et a déjà commencé à fournir des résultats prometteurs[Lloyd Hart et al. 2006]. Toutefois,
un certain nombre de problèmes technologiques ou fondamentaux persistent [Tallon and Foy
1990, Rigaut and Gendron 1992, Neyman 1996, Ellerbroek and Rigaut 2001].

– Le grand nombre de degrés de liberté d’un système constitué de plusieurs senseurs de front
d’onde et de plusieurs miroirs déformables pose des probl`emes de mise à l’échelle et de temps
de réponse des lois de commande [Petit 2006].

En réponse aux interrogations levées par ces problèmes,l’ESO a développé un démonstrateur
de MCAO, MAD [Marchetti et al. 2003] (Multiconjugate Ao Demonstrator, cf. § 7). Sa mise sur le
ciel prochaine permettra de tirer les premières conclusions sur les solutions proposées. Néanmoins,
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des études poussées sont encore nécessaires à l’identification des points durs et des avantages de
tels systèmes. Le travail présenté dans ce manuscrit entre précisément dans ce cadre général, pour la
partie analyse de front d’onde.

3.3 L’exploration extra-galactique

3.3.1 Objectifs scientifiques

Une troisième classe d’objectifs scientifiques d’envergure pour l’astronomie des prochaines
années est l’exploration extra-galactique. L’étude desnoyaux actifs de galaxies et des galaxies
primordiales sont deux objectifs d’observation particulièrement importants car de leur étude dépend
la vérification des modèles actuels sur la genèse et l’évolution des galaxies et de l’univers. Les
objectifs scientifiques principaux des instruments dédi´es à l’observation extragalactique sont :

– L’étude de la fonction de masse initiale dans les galaxiesprimordiales [Nakamura and Umemura
2002].

– L’études de la composition des galaxies primordiales en ´eléments légers [Izotov et al. 1994] et
des processus d’ensemencement du milieu interstellaire par les Super Novae [Wada and Ven-
katesan 2003].

– Le recalage des échelles de distances extra-galactiqueset la mesure de la constante de Hubble
[Freedman et al. 2001].

– L’étude des galaxies actives [Marscher et al. 2002, Mobasher et al. 2005, Croton et al. 2006].
– L’étude de la formation des amas de galaxies [Hamilton et al. 1991].

L’astronomie extragalactique est limitée par l’extrêmefaiblesse de la luminosité des objets à ob-
server. De plus, la totalité des sujets cités ci-dessus nepeuvent être traités par l’astronomie au sol
car certains nécessitent des observations dans des gammesde longueur d’onde inaccessibles sur Terre
(Gamma, X, ou infra-rouge lointain et sub-millimétrique). Concernant les projets spatiaux, un effort
considérable a été fait puisque l’ESA a fait de la missionHerschel9 l’une des quatre pierres angulaires
de son programme scientifiquehorizon 200010. Toutefois, de nombreuses observations peuvent être
réalisées au sol, en particulier en bandes J et K (de1 à 2, 5 µm). Du fait de la faible magnitude des
objets d’intérêt scientifique, il est nécessaire d’améliorer la PSF des instruments, et donc d’utiliser une
optique adaptative. Mais celle-ci ne peut être asservie sur les galaxies. Deux concepts d’optique adap-
tative sont actuellement en cours d’étude pour permettre les observations extra-galactiques : L’optique
adaptative dédiée à la correction de la couche turbulence proche du sol (GLAO) et l’optique adaptative
multi-objet (MOAO).
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FIG. 3.2 – Schéma de principe d’une optique adaptative dédiée à la correction de la turbulence proche
du sol (GLAO).

3.3.2 L’optique adaptativeground layer et l’optique adaptative multi-objet

3.3.2.1 GLAO

L’objectif d’un systèmeGround Layer Adaptive Optics(GLAO) [Rigaut 2001, Tokovinin et al.
2004] est d’assurer une correction partielle et uniforme sur un large champ : typiquement d’une
dizaine de minutes d’arc de diamètre. Comme son nom l’indique, l’objectif du GLAO pour répondre
à cette question est de corriger la turbulence localisée `a proximité de la pupille du télescope. En effet,
la couche au sol est à la fois la couche qui concentre la plus grande part de la turbulence (cf. § 1.2.1)
et la couche pour laquelle le domaine isoplanétique (cf. § 2.4.2) est le plus large, ce qui garantira une
certaine uniformité de la correction. A l’instar de la MCAO, il est donc indispensable de connaı̂tre
la répartition en altitude de la turbulence, et donc de disposer de plusieurs sources guides dans le
champ. Cependant l’objectif n’est pas ici d’atteindre la r´esolution maximale du télescope, mais
simplement de concentrer l’énergie lumineuse dans la PSF.Par contre, l’obtention d’une correction
la plus uniforme possibledans le champ est une spécification forte pour un GLAO, puisque l’on doit
pouvoir effectuer des mesures photométriques sur les objets d’intérêt scientifique.

On peut s’interroger sur la nécessité d’ériger l’uniformité de correction en contrainte de per-
formance pour le GLAO. En effet, privilégier l’uniformit´e de correction peut amener à dégrader
intentionnellement la performance de l’instrument en certaines directions du champ. L’analyse de
front d’onde permettant en théorie de connaı̂tre l’état du volume de turbulence, il serait pourtant
possible d’estimer les caractéristiques de la PSF en chaque point du champ, et de traitera posteriori
l’image en conséquence [Fusco et al. 2000]. Cependant, certaines applications, par exemple la
spectro-photométrie de champs de galaxies, ne peuvent semble-t-il pas bénéficier d’un tel post-
traitement et nécessiteraient effectivement une PSF uniforme dans le champ.

Par ailleurs, la réflexion sur les ELTs a permis l’émergence de nouvelles perspectives d’utilisation

9Télescope spatial de3, 5m observant depuis le point de Lagrange L2 les galaxies lointaines dans l’infra-rouge lointain
et le sub-millimétrique.

10Les quatre pierres angulaires du programme scientifique de l’ESA sont les missions Cluster-SOHO (étude du soleil et
de ses intéractions avec la Terre), XMM-Newton (Etude des phénomènes violents de la galaxie dans le domaine X), Darwin
(détection d’exo-terres) et Herschel (exploration extra-galactique).
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du concept GLAO : l’idée fait en effet son chemin d’utiliserdes miroirs secondaires adaptatifs pour
fournir un premier étage de correction de la turbulence [Brusa and del Vecchio 1998]. La correction
fournie devra alors être profitable à tous les instrumentssusceptibles de se greffer sur le télescope. Il
faut donc que ce soit une correction large champ et uniforme.De plus, pour que son utilisation soit
quasiment transparente pour les instruments hôtes, il estindispensable que le système soit simple de
conception et d’utilisation.

Concernant l’analyse du front d’onde, une idée largement répandue dans la communauté scien-
tifique est de moyenner la phase mesurée dans différentes directions du ciel. On souhaite ainsi tirer
partie de la décorrélation angulaire de la turbulence d’altitude. Si l’on choisit judicieusement le do-
maine sur lequel moyenner la turbulence, la contribution des couches d’altitude tend à s’annuler et
la phase résultante est principalement due à la turbulence proche du sol. Une étude approfondie de
la performance accessible en moyennant la mesure de la phaseturbulente dans plusieurs directions
d’analyse et une comparaison avec une reconstruction optimale de la turbulence au sol est proposée
dans la partie III de cette thèse.

3.3.2.2 La MOAO

L’optique adaptative multi-objet [Puech et al. 2006], elle, vise à permettre d’atteindre la limite
de diffraction de l’instrument en quelques points d’un très large champ (25 arcmin pour Falcon).
L’objectif est ici de pouvoir résoudre simultanément plusieurs galaxies du champ et d’en réaliser la
spectro-imagerie. Les objets d’intérêt scientifique étant toujours très peu lumineux, la boucle d’op-
tique adaptative est asservie sur plusieurs étoiles brillantes, dont les mesures de front d’onde sont
extrapolées en utilisant des algorithmes d’optimisationhors axe pour estimer le front d’onde turbulent
dans la direction de chaque objet et le corriger grâce à un unique miroir déformable [Gendron et al.
12005, Assémat et al. 2006]. Le système de MOAO est ainsi constitué de plusieurs micro-unités de
correction du front d’onde, chacune étant dédiée à un objet particulier. Chaque miroir déformable est
piloté en boucle ouverte (les senseurs de front d’onde ne voient pas la correction appliquée).

3.4 Conclusion : une AOà large champ indispensable

La quasi-totalité des cibles scientifiques citées ci-dessus nécessitent pour être observées depuis le
sol de s’affranchir partiellement ou totalement de la turbulence atmosphérique sur un champ bien plus
large que le domaine isoplanétique des optiques adaptatives conventionnelles. Le point commun des
AO à large champ présentés ci-dessus est la nécessité de reconstruire le volume de turbulence, et donc
de mesurer la turbulence dans plusieurs directions du champ. On présente dans le chapitre suivant les
deux concepts d’analyse de front d’onde permettant cette opération. On discute ensuite plus largement
de la problématique de l’analyse de front d’onde pour les optiques adaptatives à large champ.



Chapitre 4

Concepts d’analyse de front d’onde pour
l’optique adaptative à large champ

Le point commun des optiques adaptatives à large champ est de nécessiter la connaissance du
volume de turbulence. Ensuite, selon leurs objectifs, elles doivent permettre d’optimiser la correction
dans quelques directions choisies (MOAO), d’obtenir la meilleure correction possible dans un
champ de quelques arcmin (MCAO), ou bien d’améliorer uniformément leseeingdans un champ de
quelques dizaines d’arcmin (GLAO). Le problème peut alorsse décomposer en deux parties :

– Mesurer l’état de la turbulence dans le volume atmosphérique délimité par le champ d’intérêt.
Deux concepts d’analyse de front d’onde ont été proposéspour accéder aux informations
sur le volume. Ils sont présentés dans les sections 4.1 et 4.2. Ils diffèrent sur deux points
fondamentaux : la sensibilité au bruit sur les mesures et laqualité de l’information sur le
volume turbulent. Il est indispensable de caractériser leurs performances.

– Appliquer en conséquence la correction adéquate sur le(s) miroir(s) déformable(s). Cette étape
inclue les aspects reconstruction et les aspects commande de miroir(s). Nous ne considèrerons
pas les problèmes de la commande ici. Nous nous limiterons `a l’étude du problème de la
reconstruction.

Dans un premier temps je présenterai les deux concepts d’analyse de front d’onde actuellement en
cours d’évaluation : leStar Orientedet leLayer Oriented. Je mettrai ensuite en lumière la complexité
de l’étude de la problématique de l’analyse front d’onde d’onde en MCAO et discuterai les choix qui
ont été faits pour mener à bien cette étude.

4.1 Le conceptStar oriented

4.1.1 Principe et mesures

Le conceptStar Orienteda été proposé dès la fin des années 80 [Beckers 1988] comme la
généralisation de l’AO classique. Son schéma de principe est présenté Fig. (4.1). Dans ce concept, la
phase turbulente est mesurée indépendamment dans plusieurs directions du champ. Ces mesures sont
ensuite utilisées pour calculer les phases à appliquer sur les miroirs déformables.

49
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FIG. 4.1 – Le conceptStar Orienteden MCAO : un WFS est conjugué optiquement à chaque étoile
guide du champ.

Ce concept est ditStar Orientedcar un senseur de front d’onde (WFS) est conjugué optiquement
à chaque étoile guide. On obtient ainsi autant de mesures qu’il existe d’étoiles guides dans le champ,
chacune étant dégradée, en particulier par les bruits dephotons et de détecteur. Dans l’hypothèse où
la réponse de l’analyseur de front d’onde est linéaire (cf. § 2.1.3), on mesure ainsi :

{
φk (r) =

L∑

ℓ=1

ϕℓ (r − hℓαk) + Bruitk (r)

}

k∈[1, K⋆]

(4.1)

oùK⋆ est le nombre d’étoiles guides, les{αk}k∈[1, K⋆] sont leurs directions, etBruitk (r) est la

perturbation de phase due aux bruits de photons et de détecteur, dépendant du flux de lakème étoile
guide. Ainsi, ce concept est très sensible au rapport signal à bruit de chaque analyseur, si bien que le
flux est un paramètre critique pour le choix des étoiles guides. Par ailleurs, on mesure à chaque fois
l’intégrale de la phase le long du chemin optique correspondant à chaque étoile guide. Se pose alors le
problème de la reconstruction du volume turbulent. Ce problème a déjà été traité par plusieurs auteurs
(voir en particulier [Fusco 2000, Fusco et al. 2001]). Il estcependant intéressent de reprendre ici ce
raisonnement car on le ré-utilisera à plusieurs reprisesdans la suite de ce manuscrit, en particulier
pour la reconstruction en Layer Oriented (§ 4.2) et pour l’optimisation des deux concepts d’analyse
(Chap. 6).

4.1.2 Reconstruction

4.1.2.1 Objectif

A l’instar du problème de la reconstruction en AO classique(§ 2.2), la détermination d’un
reconstructeur pour l’AO à large champ est nécessairement subordonnée à une recherche de per-
formance du système. Dans tous les cas (MCAO, MOAO ou GLAO),l’objectif est de corriger la
turbulence le mieux possible sur un champ qui peut varier de quelques de minutes d’arc (MCAO) à
quelques dizaines de minutes d’arc (GLAO). Notons que le casde la MOAO est un peu particulier
car le champ corrigé par une unité de correction du système est faible (quelques secondes d’arc).
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Néanmoins plusieurs de ces points de corrections sont répartis sur un très large champ(25 arcmin
pour FALCON), si bien que globalement le système de MOAO requiert une connaissance correcte du
volume de turbulence sur la totalité du champ scientifique.

Du point de vue de l’imagerie, on a vu que le critère d’intérêt pour quantifier la performance
d’une AO classique est le rapport de Strehl, ou de façon équivalente la variance de la phase corrigée
(cf. 1.4). Ces grandeurs gardent tout leur sens en AO à largechamp, à ceci près l’on intéresse à leurs
valeursen tout point du champ d’intérêt scientifique. Dans la perspective de la recherche d’un critère
réduit, on peut donc considérerles valeurs moyennes dans le champdu rapport de Strehl et de la
variance de la phase corrigée.

Comme pour l’étude de la reconstruction en AO classique (§ 2.2), on envisage ici la reconstruction
en boucle ouverte, dans laquelle les analyseurs de fronts d’onde voient la turbulence non corrigée. La
variance de la phase résiduelle dans une directionα du champ s’écrit :

σ2
res (α) =

1

SPUP

∫∫

SPUP

〈
‖Φ (ρ,α) − Φcorr (ρ,α)‖2

〉

time
dρ (4.2)

où Φ (ρ,α) est la phase turbulente vraie au pointρ de la pupille d’entrée du télescope, affec-
tant la directionα du champ etΦcorr (ρ,α) est la phase appliquée en correction par le(s) miroir(s)
déformable(s), vue depuis la pupille du télescope et pourla directionα du champ. Notons que dans
ce travail et dans toute la suite de ce manuscrit, on supposera que le(s) miroir(s) déformable(s) sont
capables de reproduire exactement tous les modes corrigés. On cherche à minimiser la moyenne sur
le champ corrigé de cette variance de phase résiduelle :

〈
σ2

res (α)
〉
α =

1

SFOV

1

SPUP

∫∫

SF OV

∫∫

SPUP

〈
‖Φ (ρ,α) − Φcorr (ρ,α)‖2

〉

time
dρ dα

On utilisera dans la suite la notation suivante qui, bien qu’abusive, a le mérite d’être compacte :

〈
σ2

res (α)
〉
α =

〈〈
‖Φ (ρ,α) − Φcorr (ρ,α)‖2

〉

time, ρ

〉

α
(4.3)

L’objectif est de trouver le reconstructeur qui, à partir des mesures réalisées dans les direc-
tions d’analyse (cf. eq. 4.1), permet de reconstruire la phase Φcorr (ρ,α) la plus proche possible
deΦ (ρ,α).



52 CHAPITRE 4. L’ANALYSE DE FRONT D’ONDE POUR L’AOÀ LARGE CHAMP

4.1.2.2 Reconstruction optimale

FIG. 4.2 – Analyse multi-source de la turbulence atmosphérique. La mesure de la phase dans la pupille
dans différentes directions donne des informations sur larépartition de la turbulence en altitude. La
difficulté est de reconstruire le volume de turbulence et dedéterminer la ou les phase(s) de corrections
à appliquer sur le(s) DM(s).

Nous allons dans un premier temps expliciter les différents termes de l’équation (4.3), afin de
préciser la définition des quantités manipulées et de faire apparaı̂tre le reconstructeur. Dans l’équation
(4.3),Φ (ρ,α) est la somme des contributions des différentes couches turbulentes (cf. Fig. 4.2) :

Φ (ρ,α) =
L∑

ℓ=1

ϕℓ (ρ + hℓα) (4.4)

Φcorr (ρ,α) quant à elle est la somme des corrections de phase à introduire pas le biais les miroirs
déformables :

Φcorr (ρ,α) =

NDM∑

d=1

ϕ̂d (ρ + hdα) (4.5)
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En fait, comme nous l’avons vu au paragraphe (2.2) pour l’AO,on ne peut estimer que la
décomposition deΦ (ρ,α) sur un nombre fini de modes spatiaux. Si on se restreint auxPmax premiers
modes, on peut exprimerΦ (ρ,α) etΦcorr (ρ,α) sous forme vectorielle :

Φ = Pαϕ (4.6)

Φcorr = P DMαϕ̂DM (4.7)

Avec :

Φ =




a1 (α)
...

aPmax (α)


 Vecteur des coefficients de projection deΦ (r, α)

sur la base des modes spatiaux

ϕ =




[
aℓ=1

p

]Pmax

p=1
...[

aℓ=L
p

]Pmax

p=1


 Vecteur des coefficients des phases dans les couches

turbulentes

ϕ̂DM =




[
ad=1

p

]Pmax

p=1
...[

ad=NDM
p

]Pmax

p=1


 Vecteur des coefficients des phases estimées sur

les DMs

Pα Opérateur de projection de la phase des couches

turbulentes dans la pupille

P DMα Opérateur de projection de la phase des DMs

dans la pupille

Notons que dansϕ et ϕ̂DM , les modes de Zernike sont définis à chaque altitude de chaque couche
ou miroir sur la métapupille définie par l’intersection duchamp corrigé avec le plan orthonogal à l’axe
optique et situé à l’altitude considérée. Ainsi, à unealtitudeh donnée, le diamètre de la métapupille
est donnée par :Dmetapup (h) ≃ Dpup + h · θFOV . Les modes de Zernike représentant la turbulence
d’altitude étant définis sur une pupille de diamètre sup´erieur à la pupille d’entrée du télescope, il est
nécessaire de mettre à l’échelle le nombre de modes à prendre en compte en fonction de l’altitude
pour conserver une couverture fréquentielle identique sur la totalité du volume de turbulence :
dans l’expression deϕ ci-dessus, le nombrePmax de modes considérés pour chaque coucheℓ doit
croı̂tre enh2

ℓ . Toutefois, par soucis de simplicité nous avons occulté cet aspect du problème dans les
développements suivants : nous avons considéré un nombre Pmax de modes de Zernike identique
pour toutes les couches turbulentes et tous les miroirs déformables. Notons que cela n’enlève rien à la
validité des raisonnements tenus ici. Par contre, il sera indispensable lors de la simulation numérique
du problème de tenir compte de cette mise à l’échelle.
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L’objectif de la reconstruction est donc, à partir des mesures {φk}k∈[1, K⋆] définies Eq. (4.1),
d’estimer au mieux leŝϕDM afin de minimiser :

〈
σ2

res (α)
〉
α =

〈〈∥∥P αϕ − P DMαϕ̂DM

∥∥2
〉

time, ρ

〉

α
(4.8)

On modélise l’analyse de front d’onde et la reconstructionen se restreignant dans les deux cas aux
processus linéaires. Ainsi on peut écrire :

Pour l’étape d’analyse de front d’onde :Φmes = P GSϕ + B (4.9)

Pour l’étape de reconstruction :̂ϕDM = WΦmes (4.10)

Avec :

Φmes =




[ap (α1)]
Pmax

p=1
...

[ap (αK⋆)]
Pmax

p=1


 Vecteur des coefficients des phases mesurées dans la pupille

dans les directions d’analyse ;

P GS =
(

Pα1 · · · PαK⋆

)
Opérateur de projection des phases (4.11)

des couches d’altitude dans la pupille,

suivant les directions d’analyse ;

B =




B1
...

BK⋆


 Vecteur des coefficients du bruit propagé

sur les modes mesurés.

W Reconstructeur

L’équation (4.8) s’écrit finalement :

〈
σ2

res (α)
〉
α =

〈〈∥∥P αϕ − P DMαW (P GSϕ + B)
∥∥2
〉

time, ρ

〉

α
(4.12)

Il suffit de rechercher le minimum de cette expression par rapport àW pour obtenir le reconstruc-
teur optimal. On obtient [Fusco 2000] :

W =
(〈

P t
DMαP DMα

〉

α

)† 〈
P t

DMαP α

〉

α
CϕP t

GS

(
P GSCϕP t

GS + Cb

)−1
(4.13)
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Dans cette expression :
– Cϕ est la matrice de covariance des phases dans les couches turbulentes. C’est une matrice

carrée, diagonale par blocs, chaque bloc étant la matricede covariance des modes de Zernike
de la phase dans une couche d’indiceℓ. Cϕ est donc de la forme :

Cϕ =




[Cϕ1 ] 0 · · · 0
0 [Cϕ2 ] · · · 0
...

...
. . .

...
0 · · · 0 [CϕL ]


 ,Avec :Cϕℓ

=
[〈
aℓ

i · aℓ
j

〉]Pmax

(i, j)=1

– Cb est la matrice de covariance de bruit des mesures (dimensionsK⋆Pmax × K⋆Pmax) . Si les
mesures sont réalisées indépendamment, c’est une matrice diagonale.

– P GS est l’opérateur de projection des phases des couches turbulentes dans la pupille, défini
par l’équation (4.11).

D’après l’équation (4.13), le reconstructeur optimal enStar Orientedest le produit de deux
opérateurs :

1. Un reconstructeur tomographiqueW tomo, correspondant à une étape de reconstruction des
phases dans les couches d’altitude :{ϕ̂ℓ}ℓ∈[1, L]. Ce reconstructeur s’exprime :

W tomo =
(
P t

GS C
−1
b P GS + C

−1
ϕ

)−1
P t

GS C
−1
b (4.14)

⇔
W tomo = Cϕ P t

GS

(
P GS Cϕ P t

GS + Cb

)−1
(4.15)

W tomo dépend de la configuration des étoiles guides par l’intermédiaire du projecteurP GS , de
leur flux et de la sensibilité au bruit des senseurs de front d’onde via la matrice de covariance de
bruit Cb, et du profil de turbulence viaCϕ. Il réalise le compromis optimal entre l’information
sur le volume turbulent récupérée lors des mesures et le bruit propagé. Si l’on a autant de DMs
que de couches turbulentes, il garantit une performance moyenne dans le champ maximale. Il
suffit d’appliquer directement leŝϕ sur les DMs.

2. Un opérateur de projection de l’estimée du volume turbulent sur le ou les miroir(s)
déformable(s) :

P =
(〈

P t
DMαP DMα

〉

α

)† 〈
P t

DMαPα

〉

α
(4.16)

Cet opérateur est lui indépendant du profil de turbulence et des caractéristiques des étoiles
guides ou des senseurs de front d’onde. Il ne dépend que de ladirection d’imagerie et des
altitudes de conjugaison de(s) DM(s).

4.1.2.3 Conśequences pour l’analyse de front d’onde enStar Oriented

La subdivision du reconstructeur optimal pour le SO en deux opérateurs permet de mieux discer-
ner les attentes en performances pour ce concept. En effet, seul l’opérateur de reconstruction tomo-
graphique du volume turbulent subit l’influence de la performance de l’analyse du front d’onde. C’est
donc cette partie du problème précisément qui doit servir de cadre à l’évaluation de performance du
concept d’analyse.
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4.2 Le conceptLayer oriented

4.2.1 Principe et Mesure

FIG. 4.3 – Le conceptLayer Oriented, dans lequel un WFS est associé à chaque miroir déformable.

Le conceptLayer Orienteda été proposé vers la fin des années 90 [Ragazzoni 1999] comme
une solution possible au problème de bruit limitant les performances du SO et au problème de la
complexité de la reconstruction. Son schéma de principe est présenté Fig. (4.3).

La simplification du problème de la reconstruction vient dufait qu’initialement, le conceptLayer
Orienteda été conçu comme une superposition de boucles d’AO simple, chacune étant conjuguée à
une couche à corriger [Raggazzoni et al. 2002]. On peut ainsi commander chaque miroir déformable
de façon indépendante, et le volume total d’information `a gérer croı̂t linéairement avec le nombre de
couches à corriger, au lieu de croı̂tre avec le nombre d’étoiles guides.

De plus, afin de limiter la sensibilité au bruit, l’idée estici d’utiliser collectivement le flux de
toutes les étoiles guides disponibles dans le champ pour illuminer les senseurs de front d’onde.
Au lieu d’être réparti entre les différentes directionsd’analyse (i.e. typiquement 4 à 8 WFS), le
flux total disponible est réparti entre les altitudes de correction (i.e. 1 à 3 WFS). On réalise un
gain notable sur la sensibilité au bruit de l’ensemble [Ragazzoni 1999, Raggazzoni et al. 2002,
Bello et al. 2003]. De plus, l’indépendance des boucles lesunes par rapport aux autres permet
d’adapter la répartition du flux et les paramètres d’acquisition dans chaque voie d’analyse aux ca-
ractéristiques de chaque couche (force de la turbulence, temps de corrélation)[Raggazzoni et al. 2002].

Cependant l’utilisation collective des informations provenant des différentes directions du champ
pose problème. En effet, dans la pratique, on co-additionne les flux des étoiles guides avant de répartir
le flux total entre les différents senseurs de front d’ondes. Or le processus physique de mesure des
déformations du front d’onde code les informations sur la phase en terme d’intensité lumineuse (cf. §
2.1.2.3). Pour un concept tel que leLayer Oriented, cela signifie que les régions des écrans turbulents
illuminées par les étoiles guides les plus brillantes seront mieux vues par l’analyse de front d’onde
que celles qui correspondent aux étoiles les plus faibles (cf. fig. 4.4 - b). De plus, certaines régions
des couches de basse altitude sont illuminées par plusieurs étoiles guides, auquel cas le flux total
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(a) Répartition homogène du flux (b) Disparités de flux
entre les étoiles guides entre les étoiles guides

FIG. 4.4 – Empreintes de la pupille du télescope dans les directions des étoiles guides sur une couche
d’altitude.

des étoiles co-illuminant la région importe(cf. fig. 4.4 -a). Finalement, la phase mesurée par chaque
analyseur est beaucoup plus complexe que dans le cas duStar Oriented[Fusco et al. 2006]. On mesure
en effet{φn (r)}n∈[1, NDM ] pour chaque DM, avec :

φd (r) =

∑K⋆

k=1NkP (r − hd αk) ×
[∑L

ℓ=1 ϕℓ (r − (hℓ − hd) αk)
]

∑K⋆

k=1NkP (r − hd αk)

+ Bruit

(
λd ×

K⋆∑

k=1

NkP (r − hd αk)

)
(4.17)

Dans cette expression, on retrouve l’effet pondérateur duflux des étoiles guides (Nk). La fonction
P (r − hdαk) est la fonction pupille du télescope projetée à l’altitude de conjugaison du miroir
déformable. Elle matérialise la région que chaque étoile guide permet d’illuminer à l’altitude de
conjugaison dudème miroir. Dans l’expression de la fonction de bruit,λd est la fraction du flux total
collecté envoyée sur ledème analyseur de front d’onde (

∑NDM

d=1 λd = 1).

Ainsi, la phase que l’on mesure n’est pas exactement celle que l’on souhaite estimer mais un
patchwork de cette phase, la connaissance des différentesrégions étant fonction de la fraction du
flux incident servant à les illuminer. De plus, les phases éclairées par les différentes étoiles guides
sont recombinées avant le processus de détection, conduisant à une perte d’information sur le volume
turbulent. Le gain acquis sur la sensibilité au bruit et la complexité de la reconstruction se paie donc
par une perte d’information sur la phase dans le volume turbulent.

4.2.2 Reconstruction

On ne s’intéresse ici qu’à la reconstruction en boucle ouverte. On développe dans un premier
temps l’idée d’une reconstruction couche à couche, chaque phase étant reconstruite indépendamment
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des autres. On traite ensuite de la reconstruction globale.

4.2.2.1 Reconstruction parall̀ele

Considérons pour commencer une unique couche turbulente,d’indice d, située à l’altitudehd.
Supposons qu’elle soit vue par un analyseur de front d’onde et corrigée par un DM. A l’instar de ce
qui se passe en AO classique, la reconstruction est optimalequand on minimise la variance de la phase
résiduelle dans la surface d’intérêt. La différence notable, c’est qu’ici la surface d’intérêt n’est pas la
pupille du télescope, mais la méta-pupille à l’altitudede la couche, c’est-à-dire l’intersection de la
couche et du champ d’intérêt. En appelantθ l’angle d’ouverture du champ d’intérêt (en radians), la
fonction décrivant cette méta-pupille s’écrit :

Pθ, hd
(r) =

{
1

SPθ, hd

si ‖r‖ ≤ Rpup + hd θ

0 ailleurs

Le critère d’intérêt est donc :

σ2
resd

=
1

SPhd
θ

〈∫∫

S
Phd

θ

‖ϕ (ρd) − ϕ̂ (ρd) ‖2 dρd

〉

time

(4.18)

Comme en AO classique (cf. § 2.2), on détermine le reconstructeur optimal en émettant l’hy-
pothèse de linéarité de la mesure et de la reconstruction. On suppose que l’analyseur de front d’onde
permet directement d’accéder à une estimation des coefficients de Zernike de la phase. En utilisant la
même écriture compacte que précédemment pour le SO et enremplaçantϕ (ρd) par le vecteur de ses
coefficients de Zernikeϕd, Eq. (4.18) devient :

σ2
resd

=
〈
‖ϕd − W d

(
P

hd

LO ϕ + B

)
‖2
〉

time
(4.19)

oùP
hd

LO est tel que :P hd

LO ϕ+B = φd (r), φd étant donnée par l’équation (4.17). La minimisation
de l’équation (4.19) permet alors d’exprimer le reconstructeur optimal :

σ2
resd

=

〈
Tr

{(
ϕd − W d

(
P

hd

LO ϕ + B

))(
ϕd − W d

(
P

hd

LO ϕ + B

))t
}〉

time

= σ2
turbd

+ Tr

{
W d

(
P

hd

LOCϕϕ

(
P

hd

LO

)t
+ Cb

)
W t

d − 2 W dP
hd

LOCϕϕd

}

où Cϕϕ est la matrice appeléeCϕ dans le paragraphe (4.1.2) (eq. 4.1) etCϕϕd
=
〈
ϕϕt

d

〉
time

est
la matrice de covariance des coefficients de Zernike de la phaseϕd avec toutes les phases du volume
turbulent. En vertu de l’indépendance statistique des couches turbulentes,Cϕϕd

s’écrit :

Cϕϕd
=




0
...

(〈
ad

i a
d
j

〉)P d
max

(i,j)=1
...
0



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En minimisant cette expression par rapport àW d, on obtient :

∂

∂W

(
σ2

resd

)
= 0

⇔

W d = C
t
ϕϕd

(
P

hd

LO

)t
(

P
hd

LOCϕϕ

(
P

hd

LO

)t
+ Cb

)−1

Par sa structure en superposition de boucles d’AO conjuguées à différentes altitudes, le LO permet
en théorie d’effectuer indépendamment la même opération pour toutes les altitudes de conjugaison. On
peut toutefois s’interroger sur l’efficacité de la correction d’une telle architecture lorsque le nombre de
miroirs déformables est inférieur au nombre de couches turbulentes. L’architecture parallèle peut alors
rendre difficile la restitution du volume global de turbulence, d’autant plus que les couches turbulentes
ne restent pas à altitude constante dans le temps. Dans ce cas, il faut envisager d’utiliser collectivement
les phases mesurées aux différentes altitudes pour commander collectivement les miroirs déformables.
Dans ce cas, le problème se rapproche du problème de la reconstruction tomographique pour leStar
Oriented.

4.2.2.2 Reconstruction optimale

Si l’on souhaite utiliser l’ensemble des mesures pour reconstruire de façon optimale le volume
turbulent, le problème revient, comme au paragraphe (4.1.2) pour leStar Oriented, à vouloir minimi-
ser :

〈
σ2

res (α)
〉
α =

〈〈∥∥∥∥∥

L∑

ℓ=1

ϕℓ (ρ + hℓα) −
NDM∑

d=1

ϕ̂d (ρ + hdα)

∥∥∥∥∥

2〉

time,P

〉

FOV

On remarque que la solution d’optimisation couche à coucheproposée plus haut ne correspond à
la reconstruction tomographique que dans le cas où on dispose d’autant de miroirs déformables qu’il
existe de couches turbulentes. Sinon, le raisonnement à suivre est exactement le même que pour le
Star Oriented :

– On exprime les phases mesurées par chaque WFS :

∀d ∈ [1, NDM ]φd =

[ K⋆∑

k=1

NkP (ρd − hd αk)∑K⋆

k=1NkP (ρd − hd αk)
× P

hd
αk

]
ϕ + Bd = P

hd

LOϕ + Bd

– On exprime
〈
σ2

res (α)
〉
α :

〈
σ2

res (α)
〉
α =

〈〈∥∥Pαϕ − P DMαW (P LOϕ + B)
∥∥2
〉

time

〉

α

OùP LO est la concaténation des matricesP
hd

LO de projection des phases issues des directions
des étoiles guides dans les couches conjuguées aux miroirs déformables.
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– D’après ce qu’on a vu avec le SO, il vient immédiatement :

W LO =
〈
P t

DMαP DMα

〉†
α

〈
P t

DMαPα

〉

α
CϕP t

LO

(
P LOCϕP t

LO + Cb

)−1

La différence entre le reconstructeur optimal pour le SO etcelui du LO tient en fait uniquement
à la nature de la mesure (matérialisée parP GS ou P LO selon le concept) et au bruit (Cb). Ce qui
est intéressant c’est que ces deux points n’apparaissent que dans la partie tomographique du recons-
tructeur. La partie projection ne dépend que de la direction d’ imagerie et de l’altitude des miroirs
déformables. On exploitera ce point dans la partie III de cemanuscrit.

4.3 Conclusion : le triple problème de la multi-analyse

L’analyse de front d’onde pour l’optique adaptative à large champ doit permettre d’accéder à
la répartition volumique de la turbulence. Cela implique d’utiliser plusieurs directions d’analyse, et
donc plusieurs étoiles guides du champ. Plus il y aura d’étoiles guides, meilleure sera la connaissance
du volume de turbulence. Les problèmes commencent à ce moment là, car les étoiles brillantes sont
rares dans le ciel. On comprend dès lors qu’il va falloir faire un compromis entre le nombre d’étoiles
du champ choisies pour servir de guides à l’analyse de frontd’onde et la détérioration de la mesure
due à l’incorporation dans le processus de mesure d’étoiles de plus en plus faibles.

La problématique de l’analyse de front d’onde en MCAO s’organise finalement autour de trois
pôles, fortement liés les uns aux autres :

– L’estimation du nombre d’étoiles pouvant servir de guides à l’AO : leur densité dans le ciel
et l’évolution de cette densité selon les régions du cielconsidérées. Cela permet de définir la
couverture de ciel de l’instrument, qui donne la fraction duciel où l’on pourra atteindre ses
performances nominales.

– La caractérisation des concepts d’analyse de front d’onde Star Orientedet Layer Oriented:
leur capacité à permettre une bonne reconstruction du volume turbulent, leur robustesse au bruit
de mesure, mais aussi le nombre d’étoiles guides nécessaires pour atteindre une performance
requise.

– La caractérisation et si besoin l’amélioration des performances des analyseurs de surface
d’onde.

Ces trois pôles sont fortement interconnectés. Ainsi, l’utilisation d’un analyseur de front d’onde
particulièrement performant à faible flux permettra d’utiliser des étoiles de magnitude plus élevée
pour réaliser l’analyse de front d’onde, ce qui améliorera la couverture de ciel de l’instrument et/ou
pourra être mis à profit pour affiner la reconstruction du volume turbulent.

L’étude de la problématique de l’analyse de front d’onde pour l’optique adaptative à large champ
doit donc prendre en compte chacun de ces points. L’aspect fortement multivariable de cette étude
peut la rendre redoutablement complexe. Il est cependant possible de décomposer le problème en
plusieurs sous-items permettant d’étudier de façon assez simple chaque aspect. Nous commençons
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dans la partie II par nous intéresser à la notion de couverture de ciel pour l’optique adaptative à large
champ. On analysera dans la partie III la performance des deux concepts d’analyse de front d’onde
proposés dans la littérature. Enfin, nous proposerons dans la partie IV une étude de performance de la
mesure de front d’onde réalisée par l’analyseur de Shack-Hartmann.
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Deuxième partie

Etude de la couverture de ciel pour une
AO à large champ

63





Chapitre 5

Notion de couverture de ciel en AOà
large champ

5.1 Position du probl̀eme

La notion de couverture de ciel est très importante pour la définition des instruments astrono-
miques, car elle permet de quantifier la fraction du ciel sur laquelle l’instrument pourra délivrer
sa performance nominale. En optique adaptative classique (cf. chap. 2), cette caractérisation est
relativement simple puisque le système d’optique adaptative est caractérisé par la magnitude limite
des étoiles guides lui permettant d’atteindre ses performances. Dès lors, l’étude de couverture de ciel
se limite à l’étude de la probabilité de trouver au moins une étoile de magnitude inférieure ou égale à
la magnitude limite du système dans un champ donné.

Les choses sont plus compliquées lorsqu’on cherche à transposer cette notion à un système d’AO
à large champ. En effet, la performance du système va dépendre à la fois du nombre d’étoiles guides
disponibles pour l’analyse de front d’onde, de leur magnitude, mais aussi de la façon dont elles sont
réparties dans le champ à corriger et du concept d’analysede front d’onde considéré.

En effet, on a vu au chapitre 4 que dans le cas duStar Oriented, la mesure de phase est réalisée
indépendamment dans chaque direction d’analyse, ce qui signifie que la magnitude de chaque étoile a
une influence sur la performance globale du concept d’analyse. Pour leLayer Oriented, en revanche,
la lumière de toutes les étoiles guides est co-additionn´ee avant d’être répartie entre les senseurs
de front d’onde conjugués aux miroirs déformables. Dans ce cas, c’est la magnitude intégrée des
étoiles et le nombre de senseurs de front d’onde à illuminer qui conditionnent la performance de
chaque senseur et la performance globale de l’analyse. De plus, on a vu dans la section (4.2) que la
performance d’un conceptLayer Orientedest limitée par les écarts de magnitude entre les étoiles
guides (cf. aussi § 6.3.1.2).

Enfin, la performance d’un système d’optique adaptative àlarge champ ne dépendra pas seule-
ment du nombre d’étoiles guides et de leur magnitude, mais ´egalement de leur position dans le
champ. Ce dernier point a un impact tout particulier pour dessystèmes fonctionnant avec des étoiles
guides naturelles.

65
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Une étude de couverture de ciel pour une AO à large champ doit donc prendre en compte de
nombreux éléments qui interagissent entre eux :

– Le nombre d’étoiles guides,
– Leur magnitude individuelleou leur magnitude intégrée,
– Leur répartition dans le champ,
– Le concept d’analyse de front d’onde considéré,
– Le cas échéant, le nombre de miroirs déformables du système d’AO.

De plus, notons que la couverture de ciel dépend inévitablement de la direction du ciel dans
laquelle on observe, les étoiles brillantes étant nettement moins nombreuses lorsqu’on regarde en
direction des pôles galactiques qu’en direction de son plan équatorial. Une étude de couverture de ciel
n’a donc de sens que si elle prend appui sur une description dela répartition des étoiles dans le ciel
observé. Pour ce faire, on peut se baser soit sur des catalogues d’étoiles, soit sur un modèle statistique
de la population galactique. Pour cette raison, on commencera ce chapitre en présentant brièvement le
modèle de populations stellaires dont nous nous sommes servis ici. La troisième section est consacrée
à la redéfinition de la notion de couverture de ciel pour l’AO à large champ, et la quatrième section
de ce chapitre présente une étude de couverture de ciel pour le démonstrateur d’optique adaptative
multiconjuguée MAD de l’observatoire austral européen (ESO) présentée dans l’article [Fusco et al.
2006].

5.2 Le mod̀ele de populations stellaires de Besançon

Comme nous l’avons dit ci-dessus, une étude de couverture de ciel doit prendre appui sur une
description de la répartition en nombre et en magnitude desétoiles susceptibles de servir de guide
au système d’AO dans le ciel observable. Pour cela, on peut utiliser les catalogues issus des grandes
campagnes d’observations astrométriques (Hipparcos [Perryman et al. 1997], 2MASS [Cutri et al.
2003]), mais cette méthode demande l’accès à un grand volume de données et peut se révéler
fastidieuse. Nous avons choisi ici et dans toute la suite de cette thèse d’utiliser un modèle statistique
de synthèse de populations stellaires : le modèle de Besançon [Robin et al. 2003].

Ce modèle permet de synthétiser le contenu de la Galaxie1 à partir d’hypothèses physiques et d’un
modèle d’évolution des populations stellaires. Il fournit le nombre moyen par degré carré d’étoiles de
magnitude inférieure ou égale à une magnitude donnée, la loi de probabilité d’obtenirN étoiles de
magnitude limite donnée étant Poissonnienne. A partir deces données, on peut, comme le montre la
figure 5.1, déduire le nombre moyen d’étoiles de magnitudedonnée contenues dans un champ donné
en fonction de la latitude galactique et synthétiser des champs d’étoiles.

Notons que d’autres modèles de statistiques de populations stellaires existent et sont utilisés.
On pense en particulier au modèle de Bahcall et Soneira [Bahcall and Soneira 1980- 1984], très
largement utilisé outre Atlantique. Les modèles de Bahcall et Besançon sont en fait peu différents,
les deux ayant été recalés sur les résultats des dernières campagnes astrométriques. La principale

1Notons que ce modèle n’est représentatif que de la population de la Voie Lactée, et ne rend pas compte des objets
extra-galactiques. Ce point n’est cependant pas limitant pour les études suivantes, les objets extra-galactiques étant trop peu
lumineux pour servir de guide aux systèmes d’AO.
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FIG. 5.1 – Nombre moyen d’étoiles en fonction de leur magnitudevisible pour un champ de 6 arcmin
et différentes latitudes galactiques. Données obtenuesà partir du modèle de Besançon.

divergence de ces modèles réside dans l’estimation de la population des géantes rouges de faible
luminosité : d’après Hutchings et al. [2002], le modèle de Bahcall surestime légèrement leur densité,
tandis que le modèle de Besançon a plutôt tendance à la sous-estimer. On peut donc considérer que
l’utilisation du modèle de Besançon mènera à une estimation légèrement pessimiste de la couverture
de ciel d’un système d’AO. Toutefois, compte tenu de la faible luminosité des étoiles concernées,
l’importance de ce point devrait rester marginale.

Nous avons donc utilisé le modèle de Besançon pour mener l’étude statistique de la couverture
de ciel que nous présentons dans le paragraphe suivant, ainsi que les études de performances duStar
Oriented, duLayer Orientedet du GLAO présentées dans la partie III.

5.3 Red́efinition de la notion de couverture de ciel pour l’optique adap-
tative à large champ

Comme nous l’avons dit ci-dessus, la couverture de ciel est définie pour l’optique adaptative clas-
sique comme la probabilité d’obtenir au moins une étoile de magnitude inférieure ou égale à la ma-
gnitude limiteMlim de l’instrument dans le champ technique de ce dernier (de rayon r, en arcsec). En
supposant que la densité de probabilité des étoiles suitune loi Poissonnienne, on a [Le Louarn et al.
1998] :

PK⋆>0 (Mlim, r) = 1 − e−
πr2

36002
ν(Mlim) (5.1)

où ν (Mlim) est la densité de probabilité des étoiles de magnitude inférieure àMlim (par degré
carré), pour une latitude galactique donnée.
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Pour l’analyse à large champ, on peut généraliser cette définition en exprimant la probabilité de
trouver au moinsX étoiles de magnitude inférieure àMlim :

PK⋆≥X (Mlim, r) = 1 −
X∑

i=0

PK⋆=X−i (m, r) (5.2)

Dans la pratique, on peut alors définir la couverture de cieldu système d’AO à large champ en ef-
fectuant une étude statistique sur un grand nombre de tirages de champs d’étoiles représentatifs de
la population galactique (le modèle de Besançon, par exemple) et en comptant le nombre de champs
stellaires pour lesquels la condition sur le nombre d’étoiles est remplie [Marchetti et al. 2003]. On a
alors :

SC = 〈η〉 , η =

{
0 si le nombre requis d’étoiles de magnitude≤Mlim n’est pas atteint
1 si le nombre requis d’étoiles de magnitude≤Mlim est atteint

(5.3)
Le problème est que cette définition suppose implicitement que le système fournit des perfor-

mances nominalessur la totalit́e du champ scientifiquedès que le nombre d’étoiles guides requis
est atteint. Or, lorsque le nombre d’étoiles guides est faible, leur répartition dans le champ peut ne
pas permettre de couvrir la totalité du champ d’intérêt scientifique. Pour prendre ce phénomène en
compte, nous avons été amenés à définir quatre champs différents pour l’analyse de front d’onde en
MCAO (voir fig. 3 de l’article présenté ci-après, p. 91) :

– Le champ technique, dans lequel l’analyse de front d’onde recherche les étoiles guides.
– Le champ scientifique, dans lequel l’objectif de performance doit être atteint.
– Le champ observable, qui est le champ dans lequel les étoiles guides permettent d’atteindre

l’objectif de performance.
– Et finalement le plus important : le champ corrigé, qui est l’intersection du champ scientifique

et du champ observable.

Notons que la définition du champ observable peut poser problème. Nous avons choisi pour
l’étude présenté dans [Fusco et al. 2006] de supposer quele système d’AO est dimensionné de sorte
que ses capacités d’interpolation de la turbulence permettent d’atteindre la performance requise sur
la totalité de la surface du polygone défini par les étoiles guides. Le champ ainsi défini par les étoiles
guides est ensuite convolué par l’angle isoplanétique classique.

On peut alors redéfinir la notion de couverture de ciel en optique adaptative à large champ, en
corrigeant la définition conventionnelle de la couverturede ciel par un facteur égal à la fraction du
champ scientifique effectivement corrigée par le système:

SC = 〈µ · η〉 , µ =
SFOVcor

SFOCsci

(5.4)

où η est défini par l’équation (5.3),SFOVcor est la surface du champ corrigé etSFOCsci
est celle

du champ d’intérêt scientifique. le coefficientµ est donc compris entre 0 et 1 et renseigne sur la
performance effectivement atteinte par le système pour une configuration d’étoiles donnée.
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Sur la base de cette nouvelle définition, l’article [Fusco et al. 2006] présente une étude de couver-
ture de ciel pour les modesStar Orientedet Layer Orienteddu démonstrateur d’optique adaptative
multi-conjuguée MAD de l’observatoire austral européen(ESO).

5.4 Etude de couverture de ciel pour MAD

Cette étude est présentée dans l’article [Fusco et al. 2006], reproduit dans les pages suivantes
de ce chapitre. Elle s’appuie sur la redéfinition de la notion de couverture de ciel pour l’optique
adaptative à large champ présentée au paragraphe préc´edent. Cette nouvelle définition est utilisée
pour caractériser les modesStar Orientedet Layer Orientedde MAD. Il est en effet important de
distinguer ces deux concepts d’analyse de front d’onde car pour le Star Oriented, la magnitude de
chaque étoile importe, les mesures étant faites indépendamment dans chaque direction d’analyse (cf.
§ 4.1), tandis que dans le cas duLayer Oriented, c’est la magnitude intégrée, correspondant au flux
total de toutes les étoiles guides qui importe (cf. § 4.2). De plus, on montre plus loin (cf. § 6.3.1.2,
[Nicolle et al. 2006]) que la performance d’un conceptLayer Orientedest également limitée par les
écarts de magnitude entre les étoiles guides.

L’étude de couverture de ciel présenté dans [Fusco et al.2006] montre, comme on pouvait s’y
attendre, que la définition de la couverture de ciel retenuejusqu’alors est optimiste au regard des
performances du système d’AO. Elle souligne également l’importance de l’effet de la géométrie des
étoiles guide dans le champ sur la performance du système.Enfin, l’algorithme de recherche des confi-
guration d’étoiles utilisé pour cette couverture de cielpermet, pour leLayer Oriented, de contraindre
le choix des étoiles guides en fonction d’un écart de magnitude toléré. On montre alors que cette
contrainte supplémentaire a un impact important sur la couverture de ciel du système. Toutefois,
on soulignera plus loin que cette contrainte peut être en partie relaxée en envisageant la possibilité
d’atténuer optiquement les étoiles guides les plus brillantes en plaçant des densités sur les chemins
optiques correspondants (cf. § 6.3.1.2, [Nicolle et al. 2006]).
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ABSTRACT

We propose an improvement of the sky coverage estimation for multiconjugate adaptive optics

(MCAO) systems. A new algorithm is presented which allows us to account for the real

corrected field-of-view surface corrected by an MCAO system [depending on guide star (GS)

positions and system characteristics] as well as the type of strategy (star-oriented or layer-

oriented) considered for the wavefront sensing. An application to the European Southern

Observatory MCAO demonstrator (MAD) system is considered. In the context of this particular

application, the importance of parameters such as the GS geometry, the generalized isoplanatic

angle and the magnitude difference between GSs is highlighted.

Key words: instrumentation: adaptive optics – techniques: high angular resolution.

1 I N T RO D U C T I O N

Adaptive optics (AO) is a powerful technique to correct for the

degradation induced by atmospheric turbulence and to reach the

diffraction limit of large ground-based telescopes. Because of aniso-

planatic effects, the correction is efficient only in a limited field of

view (FoV) around the wavefront sensor (WFS) guide star (GS).

These effects originate from the fact that the turbulence is distributed

in the volume above the telescope. Then, wavefronts from different

directions in the sky have different aberrations. For typical atmo-

spheric conditions and at near-infrared wavelengths, the isoplanatic

domain is only a few tens of arcseconds (Fried 1982). In addition,

AO systems need to have relatively bright GSs [typically lower than

magnitude 16–17 (see Rousset et al. 2002)] to produce a signifi-

cant correction. The combination of these two points dramatically

limits the portion of the sky accessible with classical AO. In order

to extend the FoV, a modification of the classical AO is required,

leading to the concept of multiconjugate AO (MCAO) (Dicke 1975;

Beckers 1988; Ellerbroek & Rigaut 2000). Using a GS asterism to

measure the wavefront in several directions in the FoV and several

deformable mirrors (DMs) conjugated at different selected altitudes

allows the MCAO system to correct for turbulence over a field larger

than the isoplanatic patch.

When the GSs are natural ones, a key point of AO is related to the

part of the sky accessible for a given system performance. This is

provided by a global sky coverage study. Classically, sky coverage

provides the fraction of the sky that contains stars meeting given

⋆E-mail: thierry.fusco@onera.fr

conditions on their fluxes in order to achieve a given system perfor-

mance. The generalization to MCAO implies being able to account

for the number, magnitude and magnitude difference of the natural

GSs (NGSs). Several algorithms have been proposed to deal with

all these parameters (Le Louarn et al. 1998; Marchetti, Ragazzoni

& Diolaiti 2002). Nevertheless, they do not take into account the

relative positions of the stars in the FoV; yet, this parameter is es-

sential to quantify the final performance of a MCAO system (Fusco

et al. 2000). We propose in this article an extension of the ‘classical’

notion of sky coverage (Le Louarn et al. 1998) for MCAO by intro-

ducing additional parameters in the sky coverage algorithm. These

parameters are related to the observing conditions [GS geometry

and magnitude difference between GSs (Raggazzoni et al. 2002),

isoplanatic angle] and to the system itself (WFS concept).

The article is structured as follows. We first recall, in Section 2, the

different approaches already proposed for sky coverage in MCAO.

In Section 3, the wavefront sensing and the reconstruction concepts

in MCAO are briefly described. We particularly highlight the dif-

ference between star- and layer-oriented concepts. In Sections 4 &

5, definitions and descriptions are proposed for the various types

of FoV that must be considered in a MCAO system and which are

mandatory for an accurate sky coverage estimation. In Section 6 a

description of our new approach for sky coverage computation in

MCAO is proposed. Improvements with respect to existing algo-

rithms are highlighted. All of these points are gathered in a new sky

coverage algorithm called ‘surface sky coverage’ (SSC). This new

algorithm uses, as a basic input, a statistical model of the stellar

population, called the Besançon model [see Robin et al. (2003) for

more details] which is described in Section 6.4. Finally, examples of

application are proposed in Section 7 for the MCAO demonstrator

C© 2006 ONERA. Journal compilation C© 2006 RAS
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(MAD) developed at the European Southern Observatory (ESO).

It allows us to compare classical sky coverage estimation with our

new approach and to highlight all the possibilities of the new sky

coverage algorithm.

2 S K Y C OV E R AG E I N M C AO

The notion of sky coverage is rather simple for classical AO. Indeed,

in this case, the system performance can be directly related to the GS

magnitude and its separation from the object of interest (for given

atmospheric conditions). The AO sky coverage is therefore nothing

but a simple count of GSs in a given sky region. Its value is given by

the number of GSs (of magnitude lower than a given limit) multi-

plied by the isoplanatic angle over the global size of the sky region.

Unfortunately, the generalization to MCAO systems is not obvious.

Instead of one single parameter, the final system performance is

given by a combination of multiple factors in interaction.

Two different kinds of studies can be performed to derive sky

coverage information from MCAO design and performance require-

ments.

The first one, which is considered in this article, consists of a

high-level study and, in fact, a generalization of the classical AO

sky coverage estimation. The goal of our approach is rapidly to de-

rive a first estimation of the sky coverage related to a given MCAO

concept and WFS scheme. The idea here is to link the MCAO global

performance to physical information on guide stars (number, mag-

nitudes and positions) and on the system (diameter, FoV, WFS ap-

proaches and WFS devices). A first system analysis allows obser-

vational constraints to be determined (magnitude ranges, number

of GSs, maximum distance between GSs, maximum magnitude dif-

ference between GSs) as a function of system characteristics (FoV,

telescope diameter, system throughput, reconstruction approaches,

WFS device, number of corrected modes . . .) and expected perfor-

mance (correction level and uniformity in the FoV). It is clear that

such a kind of approach will only give tendencies, but it is essential

to explore a large domain of parameters and rapidly to obtain ten-

dencies on general behaviours as well as orders of magnitude for sky

coverage (as a function of galactic position, for instance) for various

Figure 1. SO concept in MCAO. In this WFS concept, one WFS per GS is used and the measurements from all the sensors are combined to control several

DMs.

kinds of MCAO systems. It allows us to obtain the first trade-offs

concerning the system design and to adjust the scientific require-

ments. In particular, it may help us to select the systems for which

laser guide stars are mandatory. It would also help us to provide first

inputs for MCAO systems on future extremely large telescopes.

The second kind of study consists of a complete simulation of

a given MCAO system for a large number of GS configurations

obtained from real star fields or statistical models (Arcidiacono

et al. 2004; Assemat 2004). This approach is complex and time-

consuming (since a lot of simulations have to be performed to reach

a good statistical convergence). Nevertheless, it allows us to ac-

count for complex system characteristics and provide accurate and

exhaustive results. It has to be performed at a final stage of a system

design in order to confirm and refine the global system performance

and the system design.

These two approaches complement each other, and have to be

considered at different stages of the study of a MCAO system. In

any case, information is required on the stellar distribution in the sky

(for various spectral bandwidths). This information can be provided

by:

(i) the direct use of real star fields given by cross-correlation of

catalogues;

(ii) a statistical approach which provides synthesized star fields.

In the following, we have adopted the statistical approach using the

so-called Besançon model (Robin et al. 2003) which will be briefly

presented in Section 6.4.

3 WAV E F RO N T S E N S I N G A N D
R E C O N S T RU C T I O N C O N C E P T S I N M C AO

Wavefront sensing and reconstruction processes are two of the main

issues of any MCAO system. Indeed, an accurate wavefront sensing

concept is essential to obtain pertinent information on the turbulent

volume for which the MCAO has to correct. In addition, these WFS

measurements have to be coupled with an optimal reconstruction

process (see Ellerbroek 1994; Fusco et al. 2001; Le Roux et al.

2004) in order to find the best command to apply on each DM.

C© 2006 ONERA. Journal compilation C© 2006 RAS, MNRAS 370, 174–184
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Two approaches have been proposed so far to measure and correct

for the turbulent volume in MCAO: the star-oriented (SO) and the

layer-oriented (LO) schemes. They are briefly described below.

3.1 The SO concept

In the SO case (see Fig. 1) the wavefront [�
αk
SO(r )] is measured in

each GS direction (αk) by a dedicated WFS as shown in equation (1):

{

�
αk
SO(r )

}K⋆

k=1
=

{

nl
∑

l=1

ϕl
true(r − αkhl ) + Noise(N k)

}K⋆

k=1

, (1)

where ϕl
true represents the true turbulent wavefront in the layer l, N k

is the flux per GS direction, K⋆ is the number of GS directions, nl is

the number of turbulent layers used to estimate the turbulent volume

and hl is the altitude of the lth layer. r stands for the pupil coordinates.

The Noise (.) function depends on the WFS characteristics.

The reconstruction process consists of the computation of the

turbulent volume from the wavefronts measured in the GS directions

followed by a projection on to the DMs in order to obtain the best

correction for a specified field of interest [see Fusco et al. (2001) for

a complete description]. Hence the quality of this process is directly

related to the noisy data of each WFS, i.e. to the magnitude of each

GS.

From a photometric point of view, the only constraint for the

SO concept consists of a limiting magnitude (mlim per GS). mlim is

defined as follows: considering a GS distribution in the technical

FoV and a given set of system characteristics (sampling frequency,

sub-aperture number, detector noise, transition. . .), the MCAO per-

formance is achieved within the corrected FoV when all the GSs

have a magnitude lower than or equal to mlim.

3.2 The LO concept

In the LO case (see Fig. 2), the phase measurement is performed

using one WFS per DM. The WFS device is optically conjugated to

a given altitude hj. In that case, the measured phase [ϕ
WFS layer j

LO (r )]

is much more complex when compared with the SO case as shown

Figure 2. LO concept in MCAO. In this case, there is one WFS per DM (conjugate at the same altitude). The fluxes coming from all the GSs are co-added

before the detection on each WFS.

in equation (2):

{

ϕ
WFS layer j

LO (r )
}nWFS

j=1

=

{

∑

K⋆

k=1

[

ηk N k

∑nl

l=1
ϕl

true(r − αk(h j − hl ))
]

∑

K⋆

k=1
[ηk N kPup(r − αkh j )]

+

1

γ j
Noise

(

γ j

∑

K⋆

k=1
ηk N k[Pup(r − αkh j )]

)

∑

K⋆

k=1
[ηk N kPup(r − αkh j )]

}NWFS

j=1

, (2)

where Pup stands for the pupil function, and γ j represents the flux

separation between the WFS (
∑Nwfs

j=1
γ j = 1) and ηk the optical

attenuation in each GS direction before the flux co-addition on to

the WFS. The main interest of such an approach is the light co-

addition before the detection, which increases the signal-to-noise

ratio per WFS especially when noisy CCDs are considered (Bello

et al. 2003). There is no reconstruction process needed in that case

since the measured phase ϕ
WFS layer j

LO (r ) can be used to control the

DMs directly. Nevertheless, this co-addition has a drawback, the

wavefronts coming from different directions in the FoV being mixed

and weighted by the GS flux [leading to an information loss and a

possible phase estimation problem (Bello et al. 2003; Nicolle et al.

2006)]. As shown in equation (2), the wavefronts coming from the

brighter stars are dominant in the phase measurement process. A

way to deal with GS flux differences is optically to attenuate the

flux of the brighter stars before the detection [ηk coefficients in

equation (2), see Nicolle et al. (2006)]. From a photometric point

of view, the relevant parameters in the LO case are the integrated

flux over all the GSs, the magnitude difference between GSs and the

values of the attenuation coefficients ηk (0 � ηk � 1). Using these

coefficients, one reduces the effects of magnitude difference on the

LO measurement (Nicolle et al. 2005), but it leads to a reduction

of the global available flux and then to an increase of the noise

measurements.

To summarize, if a SO approach is considered, the critical param-

eter would be the GS magnitude, while two parameters would be

used in the LO case: the integrated flux per WFS (or layer) and the

magnitude difference between GSs (including a possible attenuation

coefficient per GS direction).
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Figure 3. Definition of the various notions of FoV in MCAO: the technical

FoV (Tech-FoV) (largest one) in which the GSs have to be found; the sci-

entific FoV (Sci-FoV) (� the technical FoV) in which the required MCAO

performance should be achieved; the corrected FoV (Corr-FoV) in which,

for a given GS configuration, the MCAO performance is actually achieved;

and the observable FoV (Obs-FoV) which represents the part of the scientific

FoV actually corrected for a given GS configuration.

4 VA R I E T I E S O F F OV I N M C AO

Whatever the chosen WFS concept, the use of several bright GSs is

mandatory in order to sense the turbulent volume. These GSs have

to be found in a FoV large enough to ensure a good measurement

of the turbulent volume and thus a good correction in the directions

of interest.

According to the scientific need, the FoV in which GSs have

to be found may be different from the one in which the MCAO

performance has to be achieved.

More generally, in MCAO, four notions of FoV can be defined to

describe the system requirements and final performance fully. This

clearly increases the complexity of the sky coverage estimation.

These four FoV are described below and illustrated in Fig. 3.

4.1 The technical FoV

The technical FoV (Tech-FoV) is the field in which GSs have to

be found in order to sense the turbulent volume. Several constraints

govern the final choice of this field.

(i) Technical constraints related to the telescope and system de-

sign.

(ii) Scientific constraints – that is, the average value and the evo-

lution of the system performance in the field (Strehl ratio, encircled

energy . . .). These constraints are linked to the telescope and sys-

tem design as well as to the atmospheric parameters (seeing, C2
n

profile . . .). In particular, the size of the technical field directly im-

pacts on the performance of a MCAO system since an increase of

the technical FoV implies a larger volume of turbulence to be sensed

and thus a possible increase of tomographic reconstruction error. It

is interesting to mention here that larger telescope diameters may

allow us to deal with larger technical FoVs (Ragazzoni 1999; Fusco

et al. 2000) which should be potentially interesting for a MCAO

system based on NGSs for extremely large telescopes.

4.2 The scientific FoV

The scientific FoV (Sci-FoV) corresponds to the field in which the

scientific targets have to be located and thus in which the system per-

formance has to be achieved. The Sci-FoV can be smaller than the

Tech-FoV depending on the telescope design. The performance to

be achieved in the Sci-FoV depends on the GS separation and mag-

nitudes. For instance, in terms of the Strehl ratio, the performance

SRα (α ⊆ Sci-FoV) can be expressed as follows:

S Rα ≃ e−σ 2
α , (3)

with (see Fusco et al. 2000)

σ 2
α = MαC

{

σ 2
noise,k

}

k
. (4)

Here, Mα is a projection matrix from the reconstructed phase in the

DM on to a given direction α of the Sci-FoV. Mα depends on the

Sci-FoV size, the C2
n and its sampling by the DMs. C{σ 2

noise,k}k is

the noise propagation from the WFS measurements to the tomo-

graphic reconstruction of the volumic phase. C{σ 2
noise,k}k depends

on the GS flux, the WFS characteristics and the GS relative positions.

k stands for the kth GS direction.

From equation (4), it is clear that the MCAO performance in the

Sci-FoV will depend on the following parameters:

(i) the GS relative positions in the Tech-FoV but also with re-

spect to the Sci-FoV (see Sections 4.3 and 4.4) which allow us to

compute Mα;

(ii) the GS limiting magnitudes and GS magnitude difference in

the case of the LO WFS concept.

These parameters should be taken into account in the MCAO sky

coverage in order to provide accurate results. They will be used to

provide conditions on GSs which allow us to ensure that σ 2
α is small

(or uniform) enough to fulfil the performance requirement in the

whole Sci-FoV.

4.3 The corrected FoV

The corrected FoV (Corr-FoV) represents, for a given GS config-

uration, the part of the Tech-FoV actually corrected by the MCAO

system.

The Corr-FoV (see Fig. 3) is equal to the convolution of the surface

defined by the stars within the Tech-FoV with the isoplanatic field.

Note that we have assumed here that the MCAO system is able

to interpolate the wavefront inside the surface defined by the GSs.

Such an approximation is directly linked to the telescope diameter,

the number of corrected modes and the C2
n profile.

4.4 The observable FoV

The observable FoV (Obs-FoV) is the last but also the really im-

portant FoV (from an astronomer’s point of view). It corresponds

to the part of the Sci-FoV actually corrected by the MCAO system

for a given GS configuration. It is nothing but the intersection of the

Corr-FoV with the Sci-FoV:

Obs-FoV = Corr-FoV ∩ Sci-FoV. (5)

It is interesting to note here that when the Tech-FoV is equal to the

Sci-FoV, it automatically implies an equality between the Corr-FoV

and Obs-FoV.
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5 I S O P L A NAT I C A N G L E

In classical AO, the isoplanatic angle is defined as a distance from

the GS position where the AO performance is better than a minimum

requirement, this limit value being usually expressed as a residual

variance or a Strehl ratio. It seems clear that, generally speaking,

this isoplanatic angle should depend on the required performance

(limit value), the system characteristics (actuator number, temporal

sampling frequency . . .), the GS characteristics (flux) and of course

the atmospheric conditions (C2
n profile). A particular case is the θ 0

angle defined by Fried (Fried 1982), which represents the isoplanatic

angle obtained in the case of a perfect AO system (infinite number of

actuators, infinite sampling frequency, no noise) and for a residual

phase smaller than 1 rad2 in the FoV. Under this assumption, Fried

gives a simple expression of θ 0 which only depends on atmospheric

conditions but remains pessimistic for realistic AO systems.

The generalization of the classical AO isoplanatic angle to MCAO

systems is not straightforward, and two points have to be distin-

guished.

(i) The system capability to interpolate and correct for the tur-

bulent volume within the field defined by the GS positions. This

is characterized by the number and the positions of the GSs for

the wavefront interpolation (Fusco et al. 2000) and by the num-

ber of DMs for the turbulent volume correction (Tokovinin et al.

2000). In this paper, we will assume that the MCAO system is well-

dimensioned, i.e. the required performance is achieved in the field

surface delimited by the GS positions. In other words, the choice of

the Tech-FoV is done to ensure an efficient interpolation between

GSs.

(ii) The degradation of the correction outside the corrected area

due to angular decorrelation of the wavefront with respect to the

DM correction. In a first approximation, this decorrelation should

be the same in MCAO and classical AO and barely depends on the

size of the corrected area (large for a MCAO system and equal to a

single point for classical AO). In order to validate this assumption, an

estimation of the isoplanatic angle is obtained on simulation (using

the 100 GS realizations) as a function of a minimum Strehl ratio

Figure 4. Evolution of the generalized isoplanatic angle with respect to

the specification in terms of minimum performance to achieve in the FoV.

Average and rms values (filled circles) obtained for 100 GS configurations

(randomly determined) are considered. The same results (open circles) are

plotted in the case of a classical AO system (using the same parameters for

the turbulence profile). The dashed line represents a linear fit of the measured

isoplanatic values.

specification for a classical AO system and a MCAO one (a MAD-

like system as defined in Section 7.1). The results are presented in

Fig. 4. The isoplanatic angles on classical AO and MCAO are nearly

identical. For this particular system and for a typical Paranal profile,

the evolution of the isoplanatic angle with the minimum Strehl ratio

can be fitted by a linear law. Depending on the chosen criterion,

the isoplanatic angle goes from 50 down to 10 arcsec. This has to

be compared with Fried’s θ 0 of 14.4 arcsec (which is known to be

a pessimistic value) for the considered atmospheric conditions and

imaging wavelengths (2.2 µm). These results allow us to consider

simple AO data to estimate the generalized isoplanatic angle to

be used in the SSC algorithm and thus avoid a complex MCAO

simulation.

6 S K Y C OV E R AG E I N M C AO

6.1 The conventional definition

The performance of a MCAO system depends on the quantity and

quality of the wavefront measurements that can be obtained in the

Tech-FoV. Thus the knowledge of star number and magnitude within

a given region is a key point to study: the conventional MCAO sky

coverage (Le Louarn et al. 1998; Marchetti et al. 2002) provides

this information. It is based on the computation of the probability of

finding stars that meet a set of conditions within one Tech-FoV, in the

region of the sky considered. The classical sky coverage corresponds

to the average number (in per cent) of Tech-FoVs in which the

conditions on stars (number and/or magnitude) are met (Fig. 5)

without any information on GS distributions in the FoV.

Assuming that the stellar distribution follows Poisson statistics,

one can compute the probability P of finding at least one star within

technical FOV

Figure 5. Conventional MCAO sky coverage. The solid line represents the

Tech-FoV, the dashed line the actual Corr-FoV given the GS configuration.

In the classical MCAO sky coverage definition, the Tech-FoV is assumed to

be corrected whatever the GS configuration.
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a given radius r (Le Louarn et al. 1998):

PNstars>0(m, r ) = 1 − exp

[

−
πr 2ν(m)

36002

]

, (6)

where ν(m) is the density of stars brighter than the magnitude m

(per square degree) in a given galactic position (provided by the

Besançon model). The probability of finding more than X stars is

obtained from equation (6):

PNstars>X (m, r ) = 1 −

X
∑

i=0

PNstars=X−i (m, r ). (7)

This relation does not allow us to introduce specific conditions on

stars such as limiting magnitude difference, etc. For this reason, a

simulated process proposed by Marchetti et al. (2002) is considered.

To compute the sky coverage for different conditions (Galactic co-

ordinates, limiting magnitude, FoV, etc.), and in order to account for

GS positions in the FoV, star fields are generated using the following

process. We first define conditions on stars and on the Tech-FoV:

(i) a 1-deg2 field is simulated on 512 × 512 pixels;

(ii) the number of stars is generated using a Poisson distribution

with the mean equal to the stellar density provided by the Galactic

model at this magnitude (Besançon model);

(iii) for each magnitude, the positions of the stars are defined by

a random deviate drawn from a uniform distribution.

The sky coverage is computed using these simulated stellar fields.

We search all of the Tech-FoV (defined as proposed in Section 4.1)

within the 1-deg2 star field in which the searched conditions on

stars are met. The process is repeated typically 500 times and the

sky coverage is obtained by averaging these results.

In the classical sky coverage approach, it is implicitly assumed

that all of the Sci-FoV is corrected if the right number of GSs is found

in the Tech-FoV. In other words, it does not account for the relative

position between GSs within the Tech-FoV. Fig. 5 illustrates this

approximation: the two grey Tech-FoVs (equal here to the scientific

one) contain the searched GSs. In the classical sky coverage, they

have the same weight in the computation, whereas the parts of the

Tech-FoV really sensed by these two stellar configurations are very

different. The results of the classical sky coverage in MCAO are

thus optimistic.

Hence this sky coverage definition needs to be improved. In par-

ticular, accounting for the GS geometry is essential to describe well

the system performance in a given FoV. This leads us to introduce

some new parameters in the sky coverage computation to be as close

as possible to the real description of the MCAO performance in the

FoV and in particular the four FoV definitions (technical, scientific,

corrected and observable) presented in Section 4.

6.2 The ‘surface’ sky coverage definition

In order to refine the sky coverage estimation, the classical approach

defined in the previous section has to be corrected from the relative

position of GSs within the Tech-FoV with respect to the Sci-FoV.

This process is detailed below.

6.2.1 Refinement of the Obs-FoV computation

The computation of the Obs-FoV is obtained using the GS distri-

bution in each Tech-FoV, the turbulence parameters (definition of

an isoplanatic angle which accounts for the turbulence profile and

system expected performance) and the system characteristics (see

Section 5):

(i) the limiting magnitude per GS;

(ii) the integrated magnitude;

(iii) the �m (difference of magnitudes) between GSs;

(iv) the minimum number of WFSs (N WFS,min) required to obtain

a correct wavefront reconstruction (minimum number of GSs); and

(v) the maximum number of WFSs (N WFS,max).

From these data, one can compute the corrected surface from the

available GSs that fulfil flux conditions (limiting GS magnitude per

WFS and/or limit difference of magnitude between GSs) and the

Sci-FoV. Three cases have to be considered for each Tech-FoV.

(i) The number of GSs is smaller than N WFS,min. In that case the

surface value is set to 0.

(ii) The number of GSs is larger than N WFS,min but smaller than

N WFS,max. In that case we compute the largest possible surface in-

cluding all the GSs.

(iii) The number of GSs is larger than N WFS,max. In that case we

compute all the possible surfaces including the maximum number

of GSs and we define the global surface as the union of all the

computed surfaces.

For each case, the surface is obtained by the convolution of the

polygon formed by the GS position with a disc of diameter equal

to the isoplanatic angle (the higher the performance, the smaller the

isoplanatic angle as illustrated in Fig. 4).

The surface optimization is rather simple when only conditions

on individual GS magnitudes are considered (limiting magnitude

per GS). When a condition on the magnitude difference between

GSs is added (including the possibility of dimming the brightest

star as presented in Section 3.2), however, the optimization process

becomes more complex. Indeed, the maximization of the Obs-FoV

has to be performed under the constraint of a maximum flux dif-

ference between GSs in addition to the constraint on GS flux. The

surface maximization algorithm accounts for this kind of attenu-

ation and allows us to find the optimal observable surface for a

given maximum flux difference between GSs (with the possibil-

ity of an attenuation of the brightest star) and a given integrated

flux.

6.3 The ‘surface’ sky coverage computation

The observable surface is introduced in the sky coverage computa-

tion by introducing the ratio between the surface of the Obs-FoV

and the surface of the Sci-FoV in the sky coverage computation.

This new sky coverage definition is called the ‘surface’ sky cover-

age (SSC). For each GS geometry, the fraction of the Sci-FoV really

sensed by the GSs is defined by

µs =
Sobs-fov

Ssci-fov

; (8)

µs is called the weighted coefficient ∈ [0,1].

The smaller the Sci-FoV is in comparison with the Tech-FoV, the

closer to 1 µs should be. The SSC defines the percentage of the sky

that can be observed at a given galactic coordinate for

(i) a given Tech-FoV,

(ii) a given Sci-FoV

(iii) a given system performance:

PSurface
Nstars>X (m, r ) = 〈ηµs〉, (9)
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where η is a Boolean number which is set to 0 when conditions on

GSs in the FoV are not fulfilled and set to 1 otherwise. 〈.〉 stands

for a statistical average on random realizations obtained using a

statistical model of the stellar population (see Section 6.4).

It is interesting to note here that if µs is always set to 1 then,

PSurface
Nstars>X (m, r ) is nothing but the classical sky coverage for MCAO.

6.4 Model of stellar population

The sky coverage algorithm requires a statistical knowledge of the

stellar distribution in the Galaxy. In the following, we have consid-

ered the Besançon model (Robin et al. 2003). This model reproduces

the stellar content of the Galaxy using some physical assumptions

and a scenario of star formation and evolution.

7 S K Y C OV E R AG E E S T I M AT I O N S

7.1 System assumptions

In order to demonstrate the relevance of our approach for sky cover-

age estimation in MCAO, and to highlight the importance of the new

parameters integrated in the algorithm (surface defined by the GS

distributions, isoplanatic angle, magnitude difference between GSs

in the case of LO WFSs), we have considered two MCAO system

configurations.

The first one is based on a SO scheme based on the MAD de-

sign (see Section 7.2) with three WFSs and two DMs. In that case,

Figure 6. Strehl ratio evolution in the Tech-FoV (2 arcmin diameter field) for four GS configurations. Iso-Strehl ratios are plotted. The diamond symbols

represent the GS positions.

the important parameter is the limiting magnitude by WFS, that

is the minimum number of photons required to obtain an accurate

wavefront reconstruction per direction.

The second configuration is based on a LO scheme (see Sec-

tion 7.3) with two measured layers (i.e two WFSs) and two DMs.

Between three and eight GSs are co-added on each WFS and a 50/50

beam splitting between the two measured planes. The upper limit

(eight GSs) is fixed by the number of devices used to collect the

light from each star and to co-add this light on to a single detector.

The lower limit (three GSs) is fixed by the need for an average of the

wavefronts coming from several sky directions in order to isolate

the contribution of the layer to be sensed by the WFS. In addition

to a minimum number of GSs, a limiting magnitude difference �m

between GSs is also mandatory to ensure a good estimation of the

phase in the turbulent layers (Raggazzoni et al. 2002; Nicolle et al.

2005) as presented in Section 3.2. For the LO WFS, the important

parameter is the limiting integrated magnitude (that is the equivalent

magnitude of all the GSs co-added on each WFS) defined as

magint,lim = 2.5 log10

(

0.5

Ngs
∑

i=1

10−0.4magi

)

, (10)

where the 0.5 factor comes from the beam splitting between layers

(that is between WFSs). It is interesting to note that the larger the

number of measured layers, the smaller the flux separation coeffi-

cient.

Both SO and LO WFS performance depend on a limiting magni-

tude (or integrated magnitude in the LO case). It is clear that such
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a value depends both on the required performance of the MCAO

system and on the telescope and system characteristics:

(i) global throughput, imaging and analysis wavelengths, sam-

pling frequency;

(ii) WFS type – Shack–Hartmann, pyramid, curvature . . . ;

(iii) detector characteristics – read-out noise, quantum efficiency.

In the following we will rely on the MAD (MCAO demonstrator,

currently being developed at ESO) to set the main system character-

istics even if several parameters will be modified in order to study

their impact on the system sky coverage (in particular the CCD

characteristics). The MAD bench is composed of two DMs of 66

actuators each (bimorph technology) respectively conjugated at 0

and 7 km from the telescope pupil. We have chosen a MAD-like

configuration because this system already includes a SO (based on

Shack–Hartmann devices) and a LO (based on pyramid devices)

WFS mode.

7.2 The SO mode

Let us first consider the case of SO measurements. As presented

before, three WFSs (that is three GSs) are considered. The Tech-

FoV is a disc of 2 arcmin diameter and the Sci-FoV is equal to the

Tech-FoV. For each WFS a Shack–Hartmann device is considered

with 8 × 8 sub-apertures (8 × 8 pixels per sub-aperture) with a 2.4

FoV diaphragm. Each Shack–Hartmann device can pick up a GS in

the entire FoV.

SNR = 5 SNR = 10

SNR = 25 SNR = 50

Figure 7. Strehl ratio evolution in the Tech-FoV (2 arcmin diameter field) for four SNR on GSs (same SNR per GS). Iso-Strehl ratios are plotted.

Considering first that the GS magnitude is faint enough to ensure

a good wavefront measurement per GS direction, we plot in Fig. 6

the Strehl ratio evolution in the FoV for four GS configurations

(randomly positioned in the FoV). It is clear that the definition of a

corrected surface depends on a criterion on the system performance.

In the following we have chosen to consider a minimum Strehl ratio

(equal to 30 per cent) as a limit value defining the corrected FoV.

This figure highlights the importance of the introduction of a surface

parameter in the sky coverage computation.

As explained before, the SSC algorithm uses an isoplanatic an-

gle (see Section 5) to account for the different corrected surfaces

associated with various performance criteria (the only assumption

is that the required performance is achieved within the GS config-

uration). The surface obtained from the GS positions is convolved

with a isoplanatic angle to provide the estimated corrected surface

for the given GS positions. An estimation of the isoplanatic angle is

obtained as a function of minimum Strehl ratio specifications using

Fig. 4.

The last, but essential, parameter to consider is of course the GS

limiting magnitude. This limiting magnitude depends on a lot of pa-

rameters, from expected system performances to WFS and detector

characteristics, system throughput and atmospheric conditions. The

first point to study is the behaviour of the system performance with

respect to WFS noise for typical atmospheric conditions. In order to

limit the number of variables, we will consider a reduced parameter

on each WFS to characterize its performance. This parameter is a

signal-to-noise ratio (SNR) term which can be defined as the ratio
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of the signal to be measured by the WFS (angle of arrival in the case

of a Shack–Hartmann WFS) to the measurement noise (photon and

detector noise):

SNR =
σ 2

aoa

σ 2
ph + σ 2

detec

. (11)

SNR depends on atmospheric conditions through σ 2
aoa and system

and GS characteristics through σ 2
ph + σ 2

detec. As an example, in

Fig. 7 we plot the two-dimensional map performance obtained for

various SNRs (5, 10, 25, 50) and assuming an equilateral triangular

GS geometry. The three WFSs are assumed to have the same SNR.

A more complete description of the SNR influence is proposed in

Fig. 8 where the averaged Strehl ratio (and its rms fluctuation in the

Tech-FoV) is plotted as a function of the SNR (the same for each

GS). The GS geometry is the same as the one considered in Fig. 7. It

shows that an average Strehl ratio greater than 40 per cent is reached

for a SNR greater than 10. A plateau is achieved for SNRs larger

than 50. In the following we will consider that a SNR of 10 is a

limit to ensure a pertinent wavefront reconstruction. Fig. 9 connects

the WFS SNR to the GS magnitudes for various system sampling

frequencies and assuming a given system throughput (here 2 ×

Figure 8. Average and rms values of the Strehl ratio in the Tech-FoV for

various SNRs on the three WFSs.

Figure 9. Evolution of the WFS SNR as a function of the GS magnitude (R

band) and for various sampling frequencies (from 50 to 500 Hz). A photon

noise limited detector is considered.

Figure 10. Comparison between classical and SSC estimations for various

galactic latitudes and various generalized isoplanatic angles. Two cases have

been considered in terms of limiting GS magnitude per WFS: 16 (upper

panel) and 18 (lower panel). The SO MAD system has been considered.

1010 photon m−2 s−1 for a 0-mag GS) and detector characteristics

(Electron Multiplication CCD with zero read-out noise)

From Figs 4, 8 and 9, it is now possible to use our SSC algorithm

in order to determine the real sky coverage of a MCAO system as a

function of the required performance in the field (that is the gener-

alized isoplanatic angle derived from Fig. 4) and as a function of the

galactic latitude. Because the GS limiting magnitude is extremely

dependent on the system characteristics, we have performed the sky

coverage for two limiting GS magnitudes (16 and 18). The different

plots in Fig. 10 show the overestimation of a classical MCAO sky

coverage with respect to our new SSC algorithm. Of course this

overestimation depends on the generalized isoplanatic angle or, in

other words, on the tolerated performance in the FoV. The lower the

limit performance, the smaller the overestimation should be.

7.3 The LO mode

In addition to its SO mode, the MAD MCAO system has a LO WFS

developed by INAF (Instituto Nazionale di Astro Fisica). In this

mode, eight star-enlarger devices (see Raggazzoni et al. 2002) are

used to pick up the flux coming from eight GSs and to recombine

the beams of these eight GSs on to two pyramid WFSs respectively

conjugated to 0 and 7 km.

C© 2006 ONERA. Journal compilation C© 2006 RAS, MNRAS 370, 174–184



5.4. ETUDE DE COUVERTURE DE CIEL POUR MAD 79

Sky coverage estimation for MCAO systems 183

As explained in Section 3.2, the main difference between SO and

LO from a photometric point of view is that the limiting GS mag-

nitude per WFS of the SO approach is replaced by the integrated

magnitude per WFS (sum of the flux coming from all the GSs af-

ter separation between the two WFSs) and a magnitude difference

per GS. This limiting magnitude difference per GS [essential to en-

sure a good WFS measurement and reconstruction in a LO scheme

as shown in Nicolle et al. (2006)] can be ensured using optical

densities for the brighter GS direction before the beam co-addition.

A complete study of the effect of GS magnitude difference on MAD

performance is beyond the scope of this article, but it is interesting

to study the behaviour of the SSC with respect to this parameter. As

explained in Section 6.3, our algorithm is able to find the set of GSs

maximizing the observable surface under constraints on (i) min-

imum integrated magnitude, and (ii) maximum magnitude differ-

ence. Another constraint is to consider at least three GSs (minimum

value) up to eight GSs (maximum number of star-enlarger devices).

The optimization of the surface defined by the GS position under

the photometric constraints and GS number (3–8) leads to a com-

plex multi-variable iterative process. It is nevertheless possible to

find the optimal GS configuration that fulfils all the photometric

requirements and ensures the largest corrected surface.

Figure 11. SSC as a function of the magnitude gap between GSs for the

LO concept. Upper panel: galactic latitude = 30◦; lower panel: galactic

latitude = 60◦. For each plot, four different integrated magnitudes per WFS

are considered.

Fig. 11 presents the sky coverage estimates obtained with our

algorithm in the LO case and for various maximum differences of

magnitude between GSs. The case of 30◦ (upper plot) and 60◦ (lower

plot) galactic latitude are considered. For each galactic latitude four

integrated magnitudes per WFS are considered: 15, 16, 17 and 18.

As expected, increasing the magnitude gap between GSs leads

to significant improvements in term of sky coverage. Indeed, it

allows us to consider a large number of GSs for a given inte-

grated magnitude, or in other words to increase the number of

photons for a given GS configuration, because the brightest stars

are less (or even no more) optically attenuated before the detec-

tion. Fig. 11 highlights the importance of the authorized gap of

magnitude between GSs in terms of sky coverage. A compromise

has to be found between requirements in terms of wavefront mea-

surement accuracy (which is degraded by the magnitude difference

between GSs in a LO scheme) and the expected sky coverage of the

MCAO system. Such a kind of study will be proposed in a future

paper.

8 C O N C L U S I O N

We have proposed an improvement of the conventional sky cover-

age for MCAO. The new algorithm accounts for different conditions

on GSs (number and flux conditions) as well as (which is new) the

observed surface defined by the GSs. To represent well the diversity

of the MCAO in terms of both concept and expected performance,

four different notions of FoV have been introduced. The new sky

coverage algorithm proposed in this article allows us to deal with SO

and LO WFS concepts, with GS geometry in the FoV, with photo-

metric issues (GS magnitude, integrated magnitude and magnitude

difference between GSs in the case of the LO concept), turbulence

characteristics and system expected performance (through the use

of a generalized isoplanatic angle). An application to the MAD sys-

tem developed at ESO has been considered. In the framework of

this particular application, the importance of parameters such as the

GS geometry, the generalized isoplanatic angle and the difference

magnitude between GSs has been highlighted.
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Chapitre 6

Etude et optimisation de concepts
d’analyse de front d’onde

6.1 Star Oriented, Layer Oriented : comment choisir ?

On a vu au chapitre 3 que deux concepts d’analyse de front d’onde sont actuellement proposés
pour l’optique adaptative à large champ :

– Le conceptStar Oriented(SO), qui mesure indépendamment la phase turbulente dans la direc-
tion de chaque étoile guide.

– Le conceptLayer Oriented(LO), qui mesure directement la turbulence au voisinage de
l’altitude de conjugaison des miroirs déformables en utilisant collectivement la lumière issue
des différentes étoiles guides.

Chacun de ces deux concepts a des atouts qui lui sont propres.En tant que simple extrapolation
d’une technique déjà éprouvée, la mise en œuvre d’un concept SO pourra bénéficier de toute
l’expérience accumulée en AO. De plus, la mesure étant faite indépendamment dans les différentes
directions d’analyse, l’utilisation de ces mesures lors dela reconstruction est totalement adaptable au
type de performance recherché.

Cependant, deux inconvénients majeurs tempèrent ces points positifs. Le premier est la sensibilité
au bruit du concept, chaque phase mesurée étant d’autant plus dégradée que l’étoile servant de
guide à la mesure est faible. Le second est la complexité dusystème. En effet, la multiplication du
nombre de directions d’analyse pèse sur le design optique de l’instrument car elle implique soit
une multiplication des WFS posant un problème d’encombrement du plan focal, soit l’utilisation
d’un seul senseur grand champ, capable d’imager toutes des directions d’analyse à la fois tout en
conservant les propriétés adéquates en terme de vitessede lecture1. Par ailleurs, le SO pose également
difficulté quant à la reconstruction et la commande, la simple mise à l’échelle des algorithmes de
commande optimale utilisés à ce jour étant impossible dufait du volume de calculs à traiter [Le Roux
2003, Petit 2006].

1Soulignons que pour un tel senseur la linéarité de la mesure sera de première importance. Une étude sur ce point est
présentée dans la partie IV.
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En regard, le concept duLayer Orientedbénéficie principalement de deux avantages :

– On passe d’un senseur de front d’onde par étoile guide à 1 senseur de front d’onde par miroir
déformable à commander. Or un système multiconjugué utilise typiquement 4 à 6 étoiles
guides pour corriger 2 à 3 couches turbulentes. Associer les analyseurs de front d’onde aux
miroirs déformables plutôt qu’aux directions d’analysepermet donc de gérer le flux des étoiles
guides de façon à limiter la sensibilité du concept au bruit de détecteur, qui est comme on vient
de le dire la principale limitation du conceptStar Oriented.

– On mesure directement la turbulence au voisinage du miroirdéformable. Cela peut simplifier
le problème de la reconstruction, en traitant chaque couple { senseur + miroir déformable}
comme une boucle d’optique adaptative indépendante (cf. §4.2.2)

Cependant un tel concept soulève lui aussi plusieurs problèmes :

– La mesure est moins riche puisque les informations sur la turbulence provenant des différentes
directions sont combinées avant la détection.

– Plus ennuyeux, les différences d’illumination des couches turbulentes selon le flux des étoiles
guides introduisent une erreur supplémentaire dans la mesure (cf. § 4.2, Fig. 4.4).

– Le problème de la mesure en boucle fermée est également difficile à appréhender : dans le cas
où l’on opterait pour une commande découplée de miroir àmiroir, il est difficile de prendre en
compte l’effet d’un miroir donné sur ce que voient les analyseurs et sur la commande des autres
miroirs. Une solution pourrait être de traiter globalement les mesures au sein d’une commande
optimale, mais l’algorithme de reconstruction aura alors le même degré de complexité que
dans le cas du SO (cf. § 4.2.2).

– Enfin, d’un point de vue pratique, la recombinaison du flux des GS avant la détection n’est pas
triviale. L’analyseur pyramidal (cf. § 2.1.2.2) est mieux adapté pour réaliser cette opération,
mais des problèmes demeurent.

Le choix d’un concept plutôt que l’autre n’est donc pas évident. Un grand nombre de paramètres
interviennent dans les performances de l’un et de l’autre, qu’il convient d’examiner avec le plus grand
soin. Cependant on a vu (§ 4.1.2 & § 4.2.2) que quel que soit le concept considéré, le problème
de la reconstruction peut se décomposer en deux étapes : une étape d’estimation tomographique du
volume turbulent et une étape de projection du volume reconstruit sur les miroirs déformables. De
ces deux étapes, seule l’estimation tomographique dépend du concept d’analyse de front d’onde,
des caractéristiques des étoiles guides et de celles des senseurs de front d’onde. Le nombre de mi-
roirs déformables à commander n’a pas d’influence sur la comparaison des performances des deux
concepts. Pour cette raison, l’étude que nous allons menerdans ce chapitre sera effectuée dans la
cadre de la plus simple des AO à large champ : le GLAO (cf. § 3.3.2.1), dans lequel on ne pilote qu’un
seul DM, généralement conjugué à la pupille du télescope. Cette étude de performance est basée sur
un critère de qualité dont nous justifions le choix ci-dessous.
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6.2 Choix d’un crit ère de performance

6.2.1 Critères de performance en MCAO

On a vu (§ 2.5.2.2) que lorsque l’on cherche à atteindre la limite de diffraction d’un instrument,
la grandeur d’intérêt pour caractériser la qualité de la correction est le rapport de Strehl du système,
défini comme le rapport de l’énergie lumineuse de la PSF corrigée sur l’axe optique sur l’énergie
lumineuse de la PSF en l’absence de toute aberration :

SR =
PSF corrigée (0)

PSF diffraction (0)

Or, d’après l’approximation de Maréchal [Born and Wolf 1980], le rapport de Strehl est lié à la
variance de la phase résiduelle (cf. § 2.5.2.2) par la relation :

SR (0) ∝ e−σ2
res(0), avec : σ2

res (0) =
1

SPUP

∫∫

SPUP

〈
(φ (r,α = 0) − φcorr (r))2

〉

time
dr

oùφ (r, 0) est la phase turbulente au point de vecteur coordonnéer de la pupille et en regardant
dans la direction de l’axe optique. Le système d’optique adaptative travaillant précisément sur la
phase du front d’onde incident, la variance de la phase résiduelle est considérée comme le critère de
performance pertinent pour l’optique adaptative à haute correction.

Dans le cas de l’AO à large champ, la variance de phase résiduelle est toujours le paramètre
d’intérêt puisqu’elle est liée à la grandeur corrigée, mais on s’intéresse à son évolution dans le champ
corrigé, c’est-à-dire en fonction de l’angleα entre la direction d’imagerie et l’axe optique de l’ins-
trument. Si l’on part du principe que le but de l’AO à large champ est d’atteindre une correction
moyenne dans le champ la plus élevée possible, le critèrepertinent devient la moyenne d’ensemble
dans le champ corrigé de la variance de phase résiduelle :

〈
σ2

res (α)
〉
α =

1

Sα

∫∫

Sα

1

SPUP

∫∫

SPUP

〈
(φ (r, α) − φcorr (r, α))2

〉

time
dr dα (6.1)

C’est ce critère sur la phase qui est communément utilisépour évaluer la performance d’un
système de MCAO, et c’est précisément pour cela que nous l’avons utilisé précédemment pour établir
les différents reconstructeurs envisageables pour leStar Orientedet leLayer Oriented. Ce n’est pour-
tant pas nécessairement le critère pertinent lorsque l’on s’intéresse à une AO ne délivrant qu’une
correction partielle, telle que le GLAO (§ 3.3.2.1).

6.2.2 Critères de performance en correction partielle

En effet, du point de vue de l’imagerie, le rapport de Strehl n’est plus un critère pertinent pour
évaluer la qualité de l’image corrigée par un GLAO : on ne cherche plus à se rapprocher de la limite
de diffraction du système, mais simplement à concentrer l’énergie lumineuse dans la PSF. Ainsi
les contraintes de performances d’un GLAO sont généralement exprimées en terme de gain sur
l’énergie encerclée ou la FWHM de la PSF corrigée (cf. § 2.5.2.2). Le problème est qu’il n’existe
pas de relation simple entre l’énergie encerclée ou la FWHM de la PSF du système et la variance
de la phase corrigée [Tokovinin et al. 2004]. Pourtant c’est ce paramètre qui demeure pertinent pour
l’estimation de performance de l’analyse de front d’onde. Il est donc indispensable de contrôler la
bonne adéquation entre l’évolution des critères liés `a la PSF et la variance de phase résiduelle. Nous
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aborderons ce point dans le paragraphe (6.2.4.2).

Avant cela, il faut s’interroger sur la nature de la phase quel’on souhaite mesurer. La configuration
du GLAO nous intéresse pour mener l’étude comparative du SO et du LO car la reconstruction
y est plus simple. Cependant, outre son nombre minimal de miroirs déformables, le GLAO se
distingue des autres systèmes d’AO à large champ par la nécessité d’assurer une correctionla plus
uniforme possibledans le champ. Par ailleurs, le GLAO est conçu comme un syst`eme d’AO simple de
conception et d’utilisation, susceptible de servir de premier étage de correction avant l’intervention
de systèmes d’AO plus sophistiqués permettant d’améliorer spécifiquement certains aspects de la
correction.

Un objectif est donc également de minimiser la complexitédu système. On souhaite pour cela
estimer la phase au sol de la façon la plus simple possible. Une idée largement répandue dans la
communauté scientifique est de moyenner la phase mesurée dans différentes directions du ciel. On
souhaite ainsi tirer partie de la décorrélation angulaire de la turbulence d’altitude. Si l’on choisit judi-
cieusement le domaineD⋆ sur lequel moyenner la turbulence, la contribution des couches d’altitude
tend à s’annuler et la phase moyenne vue par l’instrument est principalement due à la turbulence située
proche du sol. En suivant cette approche, on souhaite en faitmesurer :

ΦdGL
(r) =

1

SD⋆

∫∫

D⋆

φ (r,α) dα, avec : SD⋆ =

∫∫

D⋆

d2α (6.2)

Les conceptsStar Orientedet Layer Orientedpermettront avec plus ou moins de bonheur d’esti-
mer la phaseΦdGL

(r), le critère permettant de quantifier l’acuité de l’estimation étant :

QCGLAO =
1

SP

∫∫

P

〈∥∥ΦdGL
(r) − ΦSO/LO (r)

∥∥2
〉
d2r, avec : SP =

∫∫

P
d2r (6.3)

oùΦSO/LO est la phase de correction estimée d’après les mesures du SO ou du LO.

Plusieurs questions se posent alors :

– A quel objectif de performance correspond la minimisationdu critèreQCGLAO ?
– Quelle est l’adéquation du critèreQCGLAO avec l’évolution de l’énergie encerclée (ou la

FWHM) dans le champ ?
– Quels comportements ce critère permet-il de prévoir pour le LO et le SO ?

Nous allons traiter successivement ces trois questions.



6.2. CHOIX D’UN CRITÈRE DE PERFORMANCE 87

6.2.3 Performance accessible par minimisation deQCGLAO

Nous allons considérer dans un premier temps un cas couramment envisagé pour le GLAO, dans
lequel le champ où l’on sélectionne les étoiles guides est confondu avec le champ d’intérêt scienti-
fique. Dans ce casΦdGL

est la phase moyenne dans le champ à imager, et l’on peut l’écrire de façon
synthétique :

ΦdGL
(r) =

1

SD⋆

∫∫

D⋆

φ (r,α) dα,≡ 〈φ (ρ, α)〉α
On introduit ici une notation qui, bien qu’abusive, aura le mérite de rendre nos équations plus

compactes et plus lisibles : ici et dans la suite, la notation〈·〉α représentera la moyenne d’ensemble
de la quantité incluse sur l’ensemble du champ d’intérêtscientifiqueD⋆.

D’autre part, dans notre définition deΦdGL
(r), on a placé implicitement le DM dans un plan

conjugué à la pupille. Supposons pour le moment de l’on mesure indépendamment la turbulence dans
la direction de chaque étoile guide (cas d’une analyse en SO, mais le raisonnement que nous allons
suivre est tout à fait transposable au concept LO). En prenant en compte ces hypothèses, et en utilisant
les mêmes conventions de notations que pour la section (4.1),QCGLAO s’écrit :

QCGLAO =
〈
‖ 〈P αϕ〉α − P DM0W (P GSϕ + B) ‖2

〉
ρ, time

OùW est le reconstructeur,P GS est l’opérateur de projection des phases turbulentes d’altitude dans
les directions des étoiles guides sur la pupille, etP DM0 est l’opérateur de projection du volume turbu-
lent estimé sur le miroir déformable. Celui-ci étant dans la pupille,P DM0 ne dépend pas de la direc-
tion d’imagerieα. A l’instar des développements analytiques de la section (4.1), on peut développer
l’expression ci-dessus et exprimerQCGLAO en fonction des grandeurs statistiques associées à la tur-
bulence et au bruit :

QCGLAO = Tr
{
〈Pα〉α Cϕ 〈Pα〉tα

}
− 2Tr

{
P DM0WP GSCϕ 〈Pα〉tα

}

+Tr
{
P DM0W

(
P GSCϕP t

GS + Cb

)
W tP t

DM0

}

Cette expression est quasiment identique à celle que l’on obtient en développant l’équation (4.12)
du paragraphe (4.1). En effet, si l’on exprime cette équation en conjuguant l’unique DM à la pupille,
on a :

〈
σ2

res (α)
〉
α = Tr

{
〈PαCϕP α〉tα

}
− 2Tr

{
P DM0WP GSCϕ 〈Pα〉tα

}

+Tr
{
P DM0W

(
P GSCϕP t

GS + Cb

)
W tP t

DM0

}

En fait, les expressions deQCGLAO et
〈
σ2

res (α)
〉
α ne diffèrent que par leur premier terme, qui

n’a pas d’incidence sur le reconstructeur optimal découlant de leur minimisation. Le reconstructeur
W GLAO minimisantQCGLAO aura donc rigoureusement la même expression que celui qui minimise〈
σ2

res (α)
〉
α, et qui est exprimé par l’équation(4.13).QCGLAO est donc un critère de maximisation

de la performance moyenne dans le champ.WGLAO s’exprime :

W GLAO =
(
P t

DM0
P DM0

)†
P t

DM0
〈Pα〉α CϕP t

GS

(
P GSCϕP t

GS + Cb

)−1
(6.4)

Cette expression et sa signification quant à l’objectif de performance appellent quelques re-
marques, en particulier sur les différences entreQCGLAO et

〈
σ2

res (α)
〉
α, et sur l’impact d’un

déplacement du miroir déformable en altitude.
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6.2.3.1 Signification des premiers termes des expressions deQCGLAO et
〈
σ2

res (α)
〉
α

On peut expliciter un peu les premiers termes des expressions deQCGLAO et
〈
σ2

res (α)
〉
α afin

d’en saisir les différences. Concernant
〈
σ2

res (α)
〉
α, ce premier terme a pour expression :

T
〈σ2

res〉α
1 =

〈
PαCϕP t

α
〉
α

=

〈〈
‖Pαϕ‖2

〉

time, ρ

〉

α
, avec P αϕ =

L∑

ℓ=1




Pmax∑

p=1

aℓ
p (α)Zp (ρ − hlα)





=

〈 L∑

ℓ=1

Pmax∑

p=1

L∑

ℓ′=1

Pmax∑

p′=1

〈
aℓ

p (α) aℓ′
p′ (α)

〉

time︸ ︷︷ ︸
=0siℓ′ 6=ℓ

〈
Zp (ρ − hlα)Zp′

(
ρ − h′lα

)〉
ρ︸ ︷︷ ︸

=δpp′

〉

α

=

〈 L∑

ℓ=1

Pmax∑

p=1

(
aℓ

p (α)
)2
〉

α

= σ2
turb

T
〈σ2

res〉α

1 est ici la variance de la phase turbulente, que l’hypothèsede stationnarité de la turbulence
suppose égale dans toutes les directions du champ. Dans l’expression deQCGLAO, maintenant, le
premier terme a pour expression :

TQCGLAO

1 =
〈
‖〈P αϕ〉α‖2

〉

time, ρ
=

L∑

ℓ=1

Pmax∑

p=1

〈〈
aℓ

p (α)
〉2

α

〉

time

=

〈 L∑

ℓ=1

Pmax∑

p=1

(
1

Sℓ
α

)2 ∫∫

Sℓ
α

∫∫

Sℓ
α

aℓ
p (α) aℓ

p

(
α′) dα dα′

〉

time

Ici TQCGLAO

1 n’est pas seulement fonction de la force globale de la turbulence mais de sa
corrélation angulaire dans les différentes couches.

6.2.3.2 Cas du miroir d́eformable conjugúe en altitude

Pour mieux prendre en compte les cas où le DM est conjugué àune altitude non nulle, il faut
définirQCGLAO (α) tel que :

QCGLAO (α) =
〈〈

‖ 〈Φ (ρ, α)〉α − ΦDM (ρ + hDMα) ‖2
〉
ρ

〉

turb, bruit

En minimisant〈QCGLAO (α)〉α on obtient :

W =
(〈

P t
DMαP DMα

〉

α

)† 〈
P t

DMα

〉

α
〈P α〉α CϕP t

GS

(
P GSCϕP t

GS + Cb

)−1
(6.5)

Ce reconstructeur ne diffère du reconstructeur obtenu parminimisation de
〈
σ2

res (α)
〉
α (eq. 4.13)

que par le remplacement de
〈
P t

DMα
Pα

〉

α
par
〈
P t

DMα

〉

α
〈Pα〉α. Alors, minimiserQCGLAO
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plutôt que
〈
σ2

res (α)
〉
α revient à négliger la non superposition des empreintes dela pupille dans le

plan du miroir. Soulignons que cette approximation affecteuniquement la partie projection du recons-
tructeur. Sa partie tomographique reste inchangée, ce quisignifie que l’approximation de

〈
σ2

res (α)
〉
α

parQCGLAO n’a pas d’incidence sur la comparaison des concepts d’analyse de front d’onde.

6.2.3.3 Discussion sur la signification deQCGLAO

A la lumière de ce qui vient d’être démontré, le choix deQCGLAO comme critère de performance
du GLAO est ambivalent. Le point positif est que sa minimisation conduit à la minimisation du critère
de performance utilisé en MCAO (

〈
σ2

res (α)
〉
α) : l’extrapolation de l’analyse de performance des

concepts d’analyse au cas à plusieurs DM en sera plus aisée. Le point négatif, c’est que l’on vient
de démontrer que ce critère ne permet pas de réguler l’uniformité de la correction dans le champ.
Ce problème est d’ailleurs connu [Tokovinin et al. 2001], et la solution proposée est de dissocier de
façonad-hocle champ où trouver les étoiles et le champ où effectuer lacorrection, le premier étant
annulaire et entourant le second. Toutefois, rien ne garantit l’optimalité de ce procédé. On reviendra
au chapitre 8 sur ce problème de l’uniformité de la correction. Cependant, le soucis qui nous occupe
pour l’instant est l’étude de performance du SO et du LO. On vient de démontrer que dans le cadre
du GLAO, l’utilisation du critèreQCGLAO est pertinente pour caractériser les erreurs d’estimation
de la phase. Un point reste cependant en suspens : la corrélation entreQCGLAO et l’évolution des
propriétés de la PSF dans le champ.

6.2.4 Comparaison deQCGLAO et des crit̀eres baśes sur la PSF corriǵee

L’objectif est ici de s’assurer de la cohérence des évolutions du critèreQCGLAO et d’un critère
basé sur les caractéristiques de la PSF corrigée (Energie encerclée ou FWHM). La relation entre ces
deux types de critères n’étant pas exprimable aisément analytiquement, nous avons choisi de travailler
dans le cadre d’une simulation numérique de type Monte-Carlo, dans laquelle on a supposé que l’on
disposait d’un nombre croissant d’étoiles guides, réparties uniformément dans le champ. On expose
d’abord le cadre précis de la simulation, puis les résultats.

6.2.4.1 Conditions de l’́etude

– On s’est placé dans le cas d’un télescope de type VLT, avecune pupille de 8m monolithique ;
on a négligé l’effet de l’occultation centrale sur la PSF et les optiques de relais sont supposées
parfaites, en dehors de leur coefficient de transmission.

– Le champ corrigé est un disque de 8 arcmin, situé au zénith. Les quantités évoluant dans le
champ sont déterminées en suivant un maillage carré de 30arcsec d’arête (Il a été vérifié qu’un
maillage plus serré ne modifie pas les résultats obtenus).

– Les étoiles guides sont réparties uniformément dans cechamp. On a choisi de travailler avec
une maille hexagonale centrée pour le pavage par les étoiles guides. La figure (6.1) montre un
exemple de la disposition des nœuds du maillage du champ et des étoiles guides. Ces dernières
ont toutes la même magnitude (V = 13).

– Le modèle de turbulence utilisé est un modèle simplifié, à deux couches turbulentes, l’une
située dans la pupille du télescope et regroupant 80% de laturbulence, l’autre située à 10 km
d’altitude. La force totale de la turbulence est caractérisée par un seeing de 1 arcsec, ce qui
correspond à un angle isoplanétique de10.3 arcsec à la longueur d’onde d’imagerie (2.2 µm).



90 CHAPITRE 6. ETUDE ET OPTIMISATION DES CONCEPTS SO ET LO

FIG. 6.1 – Exemple de maillage du champ en directions de reconstruction (bleu) et étoiles guides
(rouge). Le champ a un diamètre angulaire de 8 arcmin et on considère une direction de reconstruction
toute les 30 arcsec (soit 197 points au total). Les 19 étoiles guides sont réparties uniformément selon
une maille hexagonale centrée.

– Les WFS sont des Shack Hartmann tous identiques, supposéslinéaires, analysant le front
d’onde incident à0.5 µm, dont les principales caractéristiques ont été empruntées à NAOS :
14 × 14 sous-pupilles et une fréquence d’échantillonnage de 500Hz. Seul le bruit de photons
est pris en compte. Compte tenu de la magnitude des étoiles guides, de la transmission des
optiques de relais et de la fréquence d’échantillonnage,le rapport signal à bruit (SNR) dans
chaque sous-pupille est de 40.

– Enfin, le miroir déformable reconstruit parfaitement les190 premiers modes de Zernike
mesurés par les WFS.

Les résultats présentés ci-après ont été obtenus avec un concept d’analyse Star Oriented, mais on
montrera plus loin (§ 6.3.1.2) que lorsque les étoiles ont toutes le même flux et en l’absence de bruit
de détecteur, les deux concepts sont rigoureusement équivalents.

6.2.4.2 Comparaison deQCGLAO avec des crit̀eres usuels d’́evaluation de la correction d’une
AO

Nous venons de démontrer queQCGLAO est un critère dont la minimisation garantit d’atteindre
le minimum de la valeur moyenne dans le champ de la variance dela phase résiduelle. Notre objectif
est ici de s’assurer qu’un critère sur la phase tel que

〈
σ2

res (α)
〉
α est un critère pertinent pour les

études présentées dans la suite. La figure (6.2) compare donc
〈
σ2

res (α)
〉
α à la valeur moyenne dans

le champ de l’énergie encerclée ou de la FWHM de la PSF corrigée. Le système considéré étant un
système de correction partielle (GLAO), nous n’avons pas jugé opportun de considérer le rapport
de Strehl. La figure (6.2) présente l’évolution des trois critères selon le nombre d’étoiles guides
présentes dans le champ, celles-ci étant uniformément réparties. On note que la tendance d’évolution
des trois critères est identique : ils montrent tous une am´elioration de la performance moyenne dans le
champ en fonction du nombre d’étoiles guides. Cette amélioration se traduit par une décroissance de
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〈
σ2

res (α)
〉
α ( enrad2)

(a) Energie intégrée sur un pixel de 100 mas (b) Largeur à mi hauteur de la PSF corrigée
(en % de l’énergie totale) (en arcsec)

FIG. 6.2 – Comparaison d’un critère sur la phase (
〈
σ2

res (α)
〉
α) avec deux critères usuels de perfor-

mance en imagerie : l’énergie intégrée dans un pixel et lalargeur à mi-hauteur de la PSF.

la variance de phase résiduelle et de la FWHM de la PSF corrigée, et par une croissance de l’énergie
intégrée dans 100 mas. En particulier, on note que les effets de saturation apparaissent pour le même
nombre d’étoiles guides (pour une vingtaine d’étoiles guides). Cette saturation est due à la turbulence
d’altitude, qui n’est pas corrigée par le système GLAO.

Cette étude qualitative montre par l’exemple qu’un critère sur la phase est bien pertinent pour
décrire la qualité d’imagerie accessible avec un système d’AO. Ce résultat était au demeurant
prévisible, puisque la variance de phase résiduelle quantifie la planéité du front d’onde sur la voie
imagerie, c’est-à-dire sa capacité à converger au foyerde l’imageur. Améliorer la planéité de la phase
corrigée se traduit donc nécessairement par une meilleure convergence des rayons lumineux au foyer
de l’instrument, et donc par une amélioration de la concentration de l’énergie lumineuse au foyer de
la voie imagerie (si l’on s’affranchit des aberrations statiques du système).

En particulier, on pourra dans la suite utiliser le critèreQCGLAO comme critère de mesure de la
performance moyenne d’un système GLAO. Cependant nous souhaitons pour l’instant caractériser la
performance d’un composant du GLAO : le bloc d’analyse de front front d’onde. On montre dans la
partie suivante que l’on peut utiliser un critère encore plus simple pour réaliser cette étude.
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6.2.5 D́efinition d’un sous-critère dépendant sṕecifiquement du concept d’analyse
consid́eré

Il reste un dernier point à aborder dans la recherche du critère adéquat pour l’étude de perfor-
mance du SO et du LO. En effet, deux problèmes différents interviennent dans la description de la
performance du GLAO par le critèreQCGLAO :

– Le problème de la discrétisation du domaineD⋆ d’intégration de la phase. Ce point est rattaché
à la problématique de la couverture de ciel. Lorsque l’on confronte deux concepts d’analyse
différents à la même scène, l’erreur de discrétisation est la même pour les deux concepts. On
peut la quantifier en exprimant l’écart entre la moyenne continue de la phase turbulente dans le
champ et la moyenne discrète dans les directions des étoiles guides :

QCdiscret =
1

SP

∫∫

P

〈(
ΦdGL

(r) − 1

K⋆

K⋆∑

k=1

φ (r, αk)

)2〉

time

d2r (6.6)

où ΦdGL
est définie par l’équation (6.2),K⋆ est le nombre d’étoiles guides présentes dans le

domaineD⋆ et les{αk} sont les directions d’analyses définies par ces étoiles. Ainsi défini,
QCdiscret est positif, maximal lorsque l’information sur la phase mesurée est nulle (K⋆ = 0,
pas d’étoile guide) et égal à 0 lorsqu’elle est totale.

– Le problème de la performance du concept d’analyse de front d’onde à proprement parler, lié
au premier problème par la contrainte que le nombre d’étoiles guides à gérer fait peser sur le
choix du concept. L’étude de ce problème peut se ramener àl’étude du critèreQCWFSC :

QCWFSC =
1

SP

∫∫

P

〈(
1

K⋆

K⋆∑

k=1

φ (r, αk) − ΦWFSC (r)

)2〉

time

d2r (6.7)

Où ΦWFSC est la phase reconstruite à partir des mesures issues du concept d’analyse de front
d’onde envisagé.

Il est important de souligner ici que les deux critèresQCdiscret et QCWFSC ne sont pas
indépendants l’un de l’autre. La séparation des problèmes que nous proposons ici n’a pas de sens
dans le cadre d’une étude globale de la performance d’un système d’AO à large champ. Cependant,
des deux sous-critères, seul le second,QCWFSC , dépend du concept d’analyse de front d’onde
considéré. On peut donc mener l’étude comparative des conceptsStar Orientedet Layer Orientedà
l’aide de ce seul sous-critère.

Notons enfin que l’intérêt de décomposer ainsi le problème n’est pas uniquement théorique :
simuler un champ de 8 arcmin par un maillage suffisamment fin pour être représentatif du cas continu
demande énormément de ressources informatiques. Nous venons de démontrer qu’il n’est pas utile de
travailler sur la totalité du champ : mener l’étude comparative en ne tenant compte que des directions
d’analyse suffit. Il sera toutefois absolument indispensable de considérer le critère globalQCGLAO

lorsque l’on s’intéressera à la performance globale du GLAO (cf. chap. 8).
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6.3 Etude de performance des concepts Star Oriented et LayerOrien-
ted

Cette étude de performance repose sur le critèreQCWFSC que nous avons défini au paragraphe
précédent, pour lequel la grandeur à estimer est la moyenne discrète des phases issues des différentes
directions d’analyse. Cette moyenne est appelée dans la suite Φmoy et est définie par :

Φmoy (r) =
1

K⋆

K⋆∑

k=1

φk (r) (6.8)

D’après l’équation (6.7),QCWFSC s’écrit alors :

QCWFSC =
1

SP

∫∫

P

〈
(Φmoy (r) − ΦWFSC (r))2

〉

time
d2r

Où ΦWFSC (r) est la phase moyenne reconstruite d’après les mesures obtenues avec le concept
d’analyse de front d’onde considéré. En reprenant le formalisme développé aux paragraphes 4.1, 4.2
et 6.2.5, on peut exprimerΦmoy comme le vecteur de ses projections sur les modes reconstruits par le
système.

En supposant que le système peut reconstruire des modes de Zernike purs, on peut écrire :

Φmoy =




amoy
1
...

amoy
Pmax


 = Munif P GSϕ (6.9)

où ϕ est le vecteur des coefficients de Zernike des phases turbulentes associées à chaque couche
atmosphérique etP GS est la matrice de projection de ces phases dans la pupille et dans les directions
d’analyse. On introduit iciMunif , qui réalise l’opération de moyennage sur les directionsdes étoiles
guides. Toutes les étoiles guides ayant la même contribution àΦmoy, Munif est de la forme :

Munif =
1

K⋆
×


(IdPmax) , · · · , (IdPmax)︸ ︷︷ ︸

K⋆ fois


 (6.10)

où IdPmax est la matrice identité de rangPmax. On continuera d’utiliser ce formalisme dans la suite
de ce chapitre pour exprimer le critèreQCWFSC pour chaque concept, en fonctions des paramètres
du problème. Ceci nous permettra de mettre en évidence lespoints caractéristiques du comportement
de chaque concept d’analyse et de proposer dans chaque cas une optimisation de la mesure.
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6.3.1 Expression analytique du crit̀ereQCWFSC

6.3.1.1 Cas duStar Oriented

Comme nous l’avons vu précédemment (§ 4.1), le conceptStar Orientedpermet de récupérer
autant de mesures qu’il y a d’étoiles guides, chaque mesureétant la somme des contributions de
toutes les couches turbulentes ayant déformé le front d’onde incident et subissant les dégradations
dues au bruit de mesure. Si on aK⋆ directions d’analyse, on mesure donc :

{
φk (r) =

L∑

ℓ=1

ϕℓ (r − hℓαk) + Bruitk (r)

}

k∈[1, K⋆]

(6.11)

où Bruitk (r) est le terme d’erreur dû au bruit sur la mesure dukème WFS. Ce terme d’erreur
comprend les bruits de mesure proprement dits, c’est-à-dire les bruits de photons et de détecteur,
propagés lors de la reconstruction de la phase et filtrés par la boucle d’optique adaptative. Nous
supposons ici que les senseurs de front d’onde ont une réponse linéaire et que leurs bruits sont les
seules sources d’erreur dans le processus de mesure : en particulier, la prise en compte des erreurs de
sous-modélisation est hors de propos ici. Le vecteurΦmes des phases mesurées dans les différentes
directions d’analyse s’exprime alors :

Φmes = [φk]
K⋆

k=1 = P GSϕ + B (6.12)

Si l’on se limite aux reconstructeurs linéaires, les mesures étant indépendantes, il est possible
d’estimerΦmoy par une combinaison linéaire desφk, chaque mesure étant pondérée par un coefficient
que l’on peut optimiser, en particulier selon le rapport signal à bruit de la mesure. Ainsi l’estimation
deΦmoy faite à partir des mesures du SO peut s’écrire :

ΦSO = MSO (P GSϕ + B) (6.13)

Où MSO est la matrice recombinant les mesures dans les différentes directions d’analyse. L’er-
reur sur la mesure deΦmoy s’écrit :

ΦRESSO
= Φmoy − ΦSO

= (Munif − MSO) P GSϕ − MSOB

Le rôle de la matriceMSO est ici d’exprimer toute la latitude dont on dispose pour utiliser au
mieux chaque mesure. Le choix des coefficients de cette matrice permet de faire un compromis entre
l’information sur la phase contenue dans les mesures et le bruit qui les dégrade. Une façon simple
d’utiliser les mesures du SO est de considérer le casMSO = Munif . Ce cas n’est pas optimal, mais
son étude est intéressante car elle permet de dégager lescomportements types du SO.



6.3. ETUDE DES CONCEPTS SO ET LO 95

Dans ce cas, on a :

ΦRESSO
= −Munif B

QCSO =
〈
‖ΦRESSO

‖2
〉
time

= Tr
{
Munif CBM

t
unif

}

QCSO =

(
1

K⋆

)2 K⋆∑

k=1

σ2
Bk

(6.14)

Dans ce cas, la variance de l’erreur commise sur la mesure de la phaseΦmoy est égale à la
moyenne des variances du bruit sur les mesures. On peut expliciter ces termes en supposant par
exemple que la mesure de front d’onde est réalisée avec dessenseurs de type Shack-Hartmann et
en utilisant les formules classiques d’expression du bruit2 [Rousset 1999, Nicolle et al. 2004]. On
peut alors écrire :

σBk
=

ζk

Nk

+
ξkσ

2
detk

N
2
k

(6.15)

OùNk est le flux moyen par sous-pupille pour lekème WFS, etζk et ξk sont des coefficients as-
sociés respectivement au bruit de photons et au bruit de détecteur, dépendant des conditions de la me-
sure sur lekème WFS (échantillonnage du détecteur, temps d’intégration, algorithme de mesure...voir
chap. 10) et des paramètres de la boucle d’AO (propagation du bruit, gain). En supposant d’une part
que le filtrage de la boucle et la propagation du bruit sur la phase reconstruite sont identiques pour tous
les WFSs, et d’autre part que ces WFSs sont tous identiques entre eux, on peut exprimer globalement
QCSO :

QCSO =

(
1

K⋆

)2 K⋆∑

k=1

(
ζ

Nk

+
ξσ2

det

N
2
k

)

QCSO =
ζ

K⋆

(
1

K⋆

K⋆∑

k=1

(
Nk

)−1

)
+
ξσ2

det

K⋆

(
1

K⋆

K⋆∑

k=1

(
Nk

)−2

)

Soit finalement : QCSO =
ζ

K⋆

〈
1

Nk

〉

K⋆︸ ︷︷ ︸
bruit de photons

+
ξσ2

det

K⋆

〈
1

N
2
k

〉

K⋆︸ ︷︷ ︸
bruit de détecteur

(6.16)

Où 〈·〉K⋆
représente la moyenne arithmétique sur les directions d’analyse de la quantité incluse.

On note que dans le concept SO, la qualité de l’estimation dela phaseGround Layerdépend fortement
du flux incident sur chaque WFS. Cette expression souligne particulièrement que les étoiles guides
de faible luminosité dégradent l’estimation de phase au mieux en raison inverse de leur flux, voire en
raison inverse du carré de leur flux si les capteurs photoniques des WFSs considérés sont bruyants
(CCD). Cette grande sensibilité au bruit constitue le principal inconvénient du concept SO, et l’on a
vu que c’est précisément pour cette raison que le concept LO suscite un grand intérêt. Nous allons
maintenant caractériser ses performances.

2On trouvera plus de précision sur la sensibilité au bruit de l’analyseur SH dans la partie IV de ce manuscrit.
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6.3.1.2 Cas duLayer Oriented

Dans le cas duLayer Orientedmaintenant, on a vu au paragraphe (4.2) qu’une seule mesure
de phase est réalisée pour chaque couche à corriger. Dansle cadre simplifié du GLAO que nous
traitons ici, cela signifie que la mesure de front d’onde utilise un unique senseur, conjugué à la pupille
du télescope. Mais comme précédemment, la phase mesurée est la moyenne des phases incidentes
pondérées par le flux des étoiles guides correspondantes. La phase mesurée par le LO dans le cadre
d’un GLAO s’écrit alors (cf. eq. 4.17) :

ΦLO (r) =

∑K⋆

k=1

(
Nk × φk (r)

)
∑K⋆

k=1Nk

+ BruitNtot
(r)

où lesNk sont les flux moyens des étoiles guides etN tot est le flux total disponible :N tot =∑K⋆

k=1Nk. On remarque que le bruit sur la phase reconstruite est précisément fonction du flux to-
tal. A l’instar de l’approche suivie pour le SO, cette équation peut s’écrire :

ΦLO = MLOP GSϕ + B
(
N tot

)
(6.17)

avec cette fois : MLO =

((
N1

N tot

IdPmax

)
· · ·
(
NK⋆

N tot

IdPmax

))
(6.18)

On note que la matrice de recombinaisonMLO ne s’applique pas au vecteur bruit puisque la
recombinaison des phases a lieu avant le processus de mesure.

QCLO s’exprime donc (Eq. 6.8 et 6.17) :

QCLO =
〈
‖ (Munif − MLO)P GSϕ − B

(
N tot

)
‖2
〉
time

Soit : QCLO = Tr
{
∆P GSCϕP t

GS∆t + CB
}

(6.19)

où la matrice∆ est définie par∆ = (Munif − MLO) et caractérise les écarts de flux des étoiles
guides par rapport au flux moyen :

∆ =
1

N tot

(((〈
N ℓ

〉
K⋆

−Nk

)
IdPmax

)

k=1
· · ·
((〈

N ℓ

〉
K⋆

−Nk

)
IdPmax

)

k=K⋆

)

∆ =
1

N tot

(
(∆kIdPmax)k=1 · · · (∆kIdPmax)k=K⋆

)

où
〈
N ℓ

〉
K⋆

est la moyenne du flux des GS :
〈
N ℓ

〉
K⋆

=
(
N tot/K⋆

)
et ∆k l’écart de flux de la

kème GS par rapport à la moyenne :∆k =
(〈
N ℓ

〉
K⋆

−Nk

)
.

L’équation (6.19) peut s’exprimer de façon plus lisible en réduisant les différents produits
matriciels et en exprimantσ2

BNtot

comme la somme des contributions du bruit de photons et du bruit

de détecteur.
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On obtient finalement :

QCLO =

(
1

N tot

)2



K⋆∑

j=1

K⋆∑

k=1

∆k∆jCjk





︸ ︷︷ ︸
Turbulence

+
ζ

N tot︸ ︷︷ ︸
Bruit de photons

+
ξ σ2

det

N
2
tot︸ ︷︷ ︸

Bruit de détecteur

(6.20)

Dans cette équation,Cjk =
∑Pmax

p=1 〈ap (αj) ap (αk)〉time est la covariance des phases mesurées
dans la pupille dans les directionsαj etαk.

On retrouve dans l’équation (6.20) la dépendance aux bruits de photons et de détecteur de la
réponse du LO, mais celle-ci est fonction du flux total disponible. Cette contribution des bruits est
donc nécessairement plus faible que dans le cas du SO. Cependant, l’erreur d’estimation deφmoy en
concept LO dépend également des écarts de flux entre les étoiles guides et du profil de turbulence
(premier terme de eq. 6.20). Ce terme est une erreur additionnelle due au fait que la phase mesurée
est une moyennepond́eréedes phases issues des différentes directions d’analyse, les coefficients de
pondération étant déterminés par le flux des étoiles guides correspondantes. Ce terme est nul si toutes
les étoiles ont le même flux (car alors∆k = 0 ∀k) et/ou si toute la turbulence est localisée dans la

pupille : alorsCjk = σ2
turb ∀(j, k) et par définition

(∑K⋆

k=1 ∆k

)
= 0.

Le gain obtenu sur le bruit de mesure du LO est ainsi tempérépar un terme de dépendance à la tur-
bulence d’altitude. Il est de première importance de quantifier ce terme d’erreur pour estimer l’apport
d’une analyse de front d’onde en LO par rapport au cas SO. Nousprésentons dans le paragraphe sui-
vant une analyse quantitative des performances des deux concepts, basée sur la simulation numérique
que nous avons présentée au paragraphe 6.2.4.

6.3.2 Evaluation des performances des concepts SO et LO

6.3.2.1 Conditions de l’́etude

Nous avons utilisé au paragraphe 6.2.4 un modèle numérique simplifié de l’analyse et de la
reconstruction du GLAO pour discuter de la pertinence d’un critère de performance attaché à la phase
corrigée. Nous reprenons ici ce modèle et l’utilisons pour mener l’étude des deux concepts d’analyse.
Les conditions sont identiques à celles de la partie (6.2.4), à ceci près qu’il est cette fois indispensable
de prendre en compte les caractéristiques des étoiles guides.

En effet l’étude comparative duStar Orientedet du Layer Orientedprend tout son sens en
présence d’étoiles guides naturelles, car les étoiles brillantes sont rares dans le ciel, et les écarts
de magnitude entre les étoiles peuvent être considérables. Or on vient de démontrer que ces deux
aspects ont une influence sur les performances des concepts.On a donc étudié les performances du
Star Orientedet duLayer Orienteden générant des champs stellaires pour trois latitudes galactiques
différentes (Latitudes 30°N, 60°N et 90°N). A chaque latitude galactique, un millier de champs
stellaires ont été générés, en utilisant le modèle statistique de population galactique présenté en partie
II [Reylé et al. 2004]. Les performances fournies ici sont les performances moyennes observées sur
l’ensemble des tirages.
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Pour chaque champ stellaire, nous avons inclus les étoilesguides dans le processus d’analyse de
front d’onde dans l’ordre croissant de leur magnitude, sanstenir compte de leur répartition dans le
champ. Cette omission est justifiée car nous ne nous intéressons pas à la performance globale du
GLAO mais uniquement à la performance relative des concepts SO et LO. La non prise en compte
de la position relative des étoiles guides est justifiée également par le choix de travailler avec un
modèle simplifié d’atmosphère. On se place ici dans le casd’un modèle de turbulence à deux couches,
caractérisé par un seeing de 1 arcsec, 80 % de la turbulenceétant localisés dans le plan de la pupille
et les 20 % restants étant situés à10 km d’altitude. Avec une pupille de 8m de diamètre on peut,
sans influence notable sur le résultat de l’étude, faire l’approximation que la turbulence de la couche
d’altitude est totalement décorrélée d’une direction d’analyse à l’autre. Cette étude est donc menée
avec l’hypothèse que la turbulence est totalement décorrélée spatialement dans la couche d’altitude.
Ainsi, les coefficients de covarianceCjk de l’équation (6.20) s’expriment :Cjk = σ2

grd + δjkσ
2
alt, σ

2
grd

(respectivementσ2
alt) étant la variance de la phase turbulente au sol (resp. en altitude) etδjk étant le

symbole de Krönecker (δjk = 1 si j = k, nul sinon). De fait, l’équation (6.20) est considérablement
simplifiée :

QCLO = K⋆σ
2
alt ·

(
σ2

Nk

)

K⋆

N
2
tot

+
ζ

N tot

+
ξ σ2

det

N
2
tot

(6.21)

où
(
σ2

Nk

)

K⋆

est la variance du flux stellaire calculé sur l’échantillon desK⋆ étoiles considérées et

N tot est le flux total disponible pour l’analyse de front d’onde. Enfin, pour mener à bien cette étude,
nous avons considéré que les deux concepts incluent des senseurs de front d’onde tous strictement
identiques entre eux. En particulier, il n’y a aucune optimisation (du gain, de l’échantillonnage spatial
ou temporel de la turbulence) en fonction du flux des étoilesguides. Ce dernier point est clairement
défavorable au Star Oriented, mais se révèle utile dans cette première approche pour cerner les com-
portements des deux concepts.

6.3.2.2 Etude de performance

La figure (6.3) montre l’évolution deQCSO et QCLO en fonction du nombre d’étoiles guides
pour des champs stellaires correspondant à des régions proches de l’équateur galactique (Latitude :
30°N, Longitude : 0°). On incorpore les étoiles guides au processus d’analyse par ordre croissant de
magnitude : lorsqu’on considère 4 étoiles, ce sont les quatre plus brillantes du champ, puis on ajoute
au fur et à mesure des étoiles de plus en plus faibles. En regard de l’axe des abscisses, l’axe secondaire
placé en haut des graphiques donne la moyenne arithmétique sur les tirages de champs stellaires de
la magnitude limite des étoiles guides3. On considère que 4 étoiles guides sont indispensables pour
garantir une couverture minimale du champ. De plus, pour desraisons de complexité du système, on
se limite à 20 étoiles guides au maximum.

Les courbes de la figure (6.3) montrent l’évolution deQCSO etQCLO, soit en présence du seul
bruit de photon, soit en ajoutant à ce bruit de photons un faible bruit de détecteur. Pour le Layer
Oriented, on a tracé deux courbes : celle de la performance réelle du LO, et une courbe présentant
la performance qu’aurait le LO si l’erreur liée à la turbulence d’altitude (premier terme de droite de

3Deux approches sont envisageables pour ce type d’études. Dans celle qui est proposée ici, on travaille à nombre d’étoiles
fixe. La magnitude limite desK⋆ étoiles sélectionnées varie alors selon la scène observée. Dans l’article présenté plus loin,
on a travaillé à magnitude limite donnée. C’est alors le nombre d’étoiles guides qui peut varier selon la scène. Toutefois ces
deux approches donnent des résultats tout à fait similaires.
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Latitude Galactique : 30°N

(a) Bruit de photon (b) Bruit de photon + bruit de détecteur
(σdet = 1 e−/pix.)

FIG. 6.3 – Performance duStar Orientedet duLayer Orienteden fonction du nombre d’étoiles.

l’équation (6.21)) était nulle. Cette courbe représente la performance ultime du LO, que l’on ne peut
atteindre que si toute la turbulence est localisée dans la pupille, ou si toutes les étoiles ont le même
flux (cf. § 6.3.1.2). La différence entre cette courbe et celle qui correspond à l’erreur totale du LO
permet d’évaluer l’importance du terme lié à la turbulence d’altitude dans la réponse du LO.

Les deux graphiques de la figure (6.3) permettent de dégagerles tendances de comportement des
concepts SO et LO. Ainsi, comme l’analyse de l’équation (6.16) nous avait permis de le prévoir, la
performance du SO est dégradée lorsque l’on augmente le nombre d’étoiles utilisées pour l’analyse
de front d’onde, car on prend en compte des étoiles de plus enplus faibles. De plus la performance
du SO est fortement dégradée en présence de bruit de détecteur : à nombre d’étoiles guides fixé, la
variance de phase résiduelle du SO est multipliée par 100 par l’ajout d’un faible bruit de détecteur
(partie droite de la figure 6.3). On remarque également que la dégradation de la performance en
fonction du nombre d’étoiles guides est fortement accentuée.

En ce qui concerne le LO, on remarque que l’erreur due à la propagation des bruits de photons et
de détecteur (courbe⋄) diminue lorsqu’on augmente le nombre d’étoiles guides : plus on prend en
compte d’étoiles, plus le flux total augmente et meilleur est le rapport signal à bruit de la mesure.
Cependant l’erreur totale du LO (courbe×) subit peu cette influence. En présence du seul bruit de
photons, la performance du LO est en effet dominée par le terme lié à la turbulence d’altitude. Ce
terme, lui, croit légèrement lors de l’ajout de nouvellesétoiles guides, du fait des écarts de flux entre
les directions d’analyse. En présence de bruit de détecteur, cette influence est toujours sensible et
modère significativement le gain en performance apporté par l’ajout d’étoiles guides supplémentaires.

Ces résultats sont sensibles à la statistique des étoiles guides disponibles. La figure (6.4) permet
de s’en rendre compte en présentant les mêmes résultats pour des latitudes galactiques plus élevées.

Le passage d’une latitude galactique de 30°N à 60°N ou 90°N s’accompagne d’une raréfaction des
étoiles en général, et des étoiles très brillantes en particulier : la moyenne sur les champs considérés
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Latitude Galactique : 60°N

(a) Bruit de photon (b) Bruit de photon + bruit de détecteur
(σdet = 1 e−/pix.)

Latitude Galactique : 90°N

(c) Bruit de photon (d) Bruit de photon + bruit de détecteur
(σdet = 1 e−/pix.)

FIG. 6.4 – Performance duStar Orientedet duLayer Orienteden fonction du nombre d’étoiles guides
pour les latitudes galactiques plus élevées.
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de la magnitude limite des quatre premières étoiles passedeR ≈ 13.5 à 30°N àR ≈ 15.5 pour 60°N
etR ≈ 16.5 pour 90°N4. De plus, pour 90°N de latitude, plus de50% des champs stellaires générés
ont moins de 13 étoiles. On s’est abstenu de représenter les résultats des 2 concepts au delà de 13
étoiles guides pour cette raison. Les conséquences pour l’analyse de front d’onde de la modification
de la statistique des étoiles guides sont de deux ordres :

– La diminution du flux moyen par étoile rend le SO très sensible au bruit, y compris en régime de
bruit de photons. Notons qu’au pôle galactique et en présence de bruit de détecteur (fig. 6.4-d),
QCSO est toujours supérieur à104 rad2, ce qui signifie que les mesures sont inutilisables.

– La diminution du flux total dans le champ rend le LO plus sensible au bruit. Ainsi, en présence
de bruit de détecteur, il passe d’un régime dominé par l’erreur liée à la turbulence d’altitude
(LAT 30°N) à un régime dominé par le bruit (LAT 60°N et 90°N). La dégradation de perfor-
mance qui s’en suit est toutefois bien moindre que celle du SO: elle lui reste inférieure d’un
facteur 10.

Ces résultats permettent de souligner deux points clés dans la recherche de performance pour le
SO et le LO :

– En régime de bruit de photons, la performance duLayer Orientedest principalement dégradée
par le terme lié à la turbulence d’altitude identifié dansl’équation (6.21), au point que ces
performances sont nettement moins bonnes que celles du SO lorsque les étoiles brillantes sont
abondantes (LAT 30°N). Comme on l’a vu lors de l’analyse de larelation (6.21), ce problème
est précisément dû à la coexistence dans le champ d’étoiles de magnitudes très différentes.
L’amélioration des performances du LO passera donc forcément par la maı̂trise de ce problème.

– Le Star Orientedest lui dominé par le bruit. Il est indispensable d’améliorer la gestion de ses
mesures, en particulier lorsque des détecteurs bruyants sont considérés5.

Pour rapprocher les performances du SO de celles du LO, il a été proposé [Bello et al. 2003] de
combiner ses mesures afin de reconstruire numériquement laphase mesurée par un LO. On fait le
point sur l’intérêt de ce mode de reconstruction dans la partie suivante.

6.3.3 LeNumerical Layer Oriented (NLO)

Le principe duNumerical Layer Oriented(NLO) est de reconstituer la phase reconstruite par un
LO à partir des mesures indépendantes d’un SO [Bello et al.2003]. Pratiquement, la matriceMSO de
l’équation (6.13) est fixée de façon à correspondre à lamatriceMLO de l’équation (6.17). Cependant,
ce remplacement de matrice opère sur les mesures bruitées:

ΦNLO = MLO (P GSϕ + B) (6.22)

En posant comme pour le LON tot =
∑K⋆

ℓ=1N ℓ, le flux total disponible dans le champ,
〈
N ℓ

〉
K⋆

=

N tot/K⋆, le flux moyen par étoile guide, et∆k =
(〈
N ℓ

〉
K⋆

−Nk

)
, le critèreQCWFSC s’écrit :

QCNLO =

(
1

N tot

)2 K⋆∑

j=1

K⋆∑

k=1

∆j∆kCjk +

K⋆∑

k=1

(
Nk

N tot

)2

σ2
Bk

(6.23)

4Notons qu’une augmentation de 3 points de la magnitude correspond à une chute de 93 % du flux d’une étoile.
5On comprend également tout l’intérêt que l’on aura à rechercher des technologies de senseurs de fronts d’onde à faible

bruit.
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OùCjk =
∫∫

P 〈φj (r) · φk (r)〉
time

d2r est la covariance dans la pupille des phases en provenance
des directionsαj et αk. On retrouve donc le même terme d’erreur lié à la turbulence d’altitude que
dans le cas du LO. La différence entre le LO et le NLO tient en fait uniquement à la propagation du
bruit de mesure. Explicitons maintenant ce terme de bruit :

K⋆∑

k=1

((
Nk

N tot

)2

× σ2
Bk

)
=

bruit de photons︷ ︸︸ ︷
1

N
2
tot
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(
N

2
k × ζ

Nk

)
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2
tot
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(
N

2
k × ξ σ2

det

N
2
k

)

=
ζ
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2
tot

K⋆∑

k=1

(
Nk

)
+
ξ σ2

det

N
2
tot

K⋆∑

k=1

(1)

=
ζ

N tot

+ K⋆ ·
(
ξ σ2

det
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2
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)

Finalement, on a :

QCNLO =

(
1

N tot

)2 K⋆∑

j=1

K⋆∑

k=1

∆j∆kCjk +
ζ

N tot
︸ ︷︷ ︸

≡QCLO, phot

+K⋆ ·
ξ σ2

det

N
2
tot

(6.24)

Latitude Galactique : 30°N

(a) Bruit de photon (b) Bruit de photon + bruit de détecteur
(σdet = 1 e−/pix.)

FIG. 6.5 – Comparaison duNumerical Layer Orientedavec leStar Orientedet leLayer Orienteden
fonction du nombre d’étoiles guides.

Selon l’équation(6.24), il est toujours possible, en présence du seul bruit de photons, d’obtenir
des performances identiques à celles du LO avec un SO. Il suffit de pondérer les mesures de chaque
WFS par le flux de l’étoile guide correspondante. La partie gauche de la figure (6.5), obtenue dans
les mêmes conditions que les figures (6.3) et (6.4), montre que c’est bien le cas : les performances du
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LO et du NLO sont rigoureusement identiques en l’absence de bruit de détecteur. Cela ne représente
malheureusement pas une amélioration dans le cas où ce dernier est limité par la turbulence d’altitude,
comme présenté ici.

Par contre, en présence de bruit de détecteur, l’équation (6.24) montre que la composante liée
au bruit de l’erreur de mesure du NLO correspond à celle du LOmultipliée par le nombre d’étoiles
guides. On retrouve ce comportement dans la partie droite de la figure (6.5). La reconstruction NLO
apporte au SO un gain sensible en performance en présence debruit de détecteur, bien que ce gain
ne soit pas suffisant pour atteindre les performances du LO. Cependant, choisir pour coefficients de
pondération des phases mesurées la fraction du flux total disponible par direction d’analyse relève d’un
choix ad-hoc, pas nécessairement optimal. On présente dans le paragraphe suivant la détermination
optimale des coefficients de pondération pour le SO ainsi qu’une procédure d’optimisation du LO.

6.4 Optimisation des concepts Star Oriented et Layer Oriented

Cette section explique et développe sous une forme légèrement différente les résultats présentés
dans un article publié dans JOSAA [Nicolle et al. 2006]. L’objectif de ce remaniement est simplement
de permettre une reprise et une comparaison de ces résultats avec ceux qui seront présentés dans le
chapitre 8. L’article publié est présenté à la toute fin du chapitre.

6.4.1 Optimisation de l’utilisation des mesures du SO :

6.4.1.1 D́etermination analytique des coefficients optimaux :

On cherche à utiliser de façon optimale chaque mesure de phase du SO de façon à minimiser
l’erreur de mesure deΦmoy. Cette optimisation est obtenue par l’ajustement des coefficients de la
matriceMSO de l’équation (6.13). SoitΦOSO le vecteur des coefficients de Zernike de la phase
optimale reconstruite à partir desK⋆ mesures indépendantes du SO. En reprenant le même formalisme
que pour le paragraphe (6.3.1), on a :

ΦOSO = MOSO (P GSϕ + B)

Le critèreQCWFSC s’exprime alors :

QCOSO =
〈
‖Munif P GSϕ − MOSO (P GSϕ + B) ‖2

〉
time

Soit : QCOSO = Tr
{
(Munif − MOSO) P GSCϕP t

GS (Munif − MOSO)t (6.25)

+MOSOCBM
t
OSO

}

La combinaison linéaire des phases individuelles est optimale lorsque la matriceMOSO est choisie
de façon à minimiserQCOSO :

∂QCOSO

∂MOSO
= 2

(
MOSO

(
P GSCϕP t

GS + CB
)
− Munif P GSCϕP t

GS

)

∂QCOSO

∂MOSO
= 0

⇔ MOSO = Munif P GSCϕP t
GS

(
P GSCϕP t

GS + CB
)−1

(6.26)
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La matriceMOSO étant différente deMunif (sauf en l’absence de bruit),QCOSO a la même
structure queQCLO etQCNLO : on retrouve un terme d’erreur lié à la turbulence et un terme lié aux
bruits de photons et de détecteur. Il existe toutefois deuxdifférences majeures entreMOSO et par
exempleMNLO (cf. § 6.3.3) :

– Les termes de la matriceMOSO réalisent le compromis optimal entre l’information sur la
turbulence apportée par un élément du vecteurΦmes et le bruit qui l’affecte.

– On n’a fait aucune hypothèse préalable sur la structure de la matriceMOSO. En effet, dans les
cas du LO et du NLO, on applique le même coefficient de pondération à toutes les composantes
modales deΦmes issues d’une même direction d’analyse. Ici, on propose uneoptimisation
mode à mode du calcul de la phase moyenne6.

Cependant, il est possible d’imposer une structure identique à celle deMLO etMNLO. Dans ce
cas la relation6.25 se simplifie :

Si MOSO = ((η1IdPmax) · · · (ηK⋆IdPmax))

AlorsQCOSO =

K⋆∑

j=1

K⋆∑

k=1

(
1

K⋆
− ηj

)(
1

K⋆
− ηk

)
Cjk +

K⋆∑

k=1

η2
kσ

2
Bk

(6.27)

où Cjk =
∫∫

PUP 〈φj (r)φk (r)〉
time

dr est la covariance des phases mesurées dans la pupille dans
les directionsαj etαk et lesηj sont les coefficients de l’optimisation.

Enfin, notons que l’optimisation proposée ici est un processus entièrement numérique. La matrice
MOSO peut être calculée lors de la phase d’initialisation de laboucle d’optique adaptative, en utili-
sant des modèles du système (en particulier des WFSs) et dela turbulence.MOSO peut ensuite être
intégrée à la phase de reconstruction. Reste à voir l’impact de cette optimisation sur la performance
du SO.

6.4.1.2 Comparaison des performances duStar Oriented et du Star Oriented optimisé

On reprend les conditions utilisées précédemment pour ´etudier les performances du SO (cf. §
6.3.2). On s’est placé ici dans le cas simplifié d’une optimisation par étoile guide (et non mode à
mode). C’est donc l’équation 6.27 que nous avons minimisée. La figure 6.6 montre le gain en per-
formance apporté par l’optimisation des coefficientsηk. Si le gain de l’optimisation paraı̂t faible en
présence du seul bruit de photons, il est sensible en présence de bruit de détecteur. Le SO optimisé est
meilleur que le NLO, et a même une performance de l’ordre de celle du LO (cf. fig. 6.3-b). De plus
la gestion des mesures est telle que la dégradation des performances observée précédemment lors de
l’ajoût d’étoiles de faible flux est maitrisée.

6A ne pas confondre avec l’optimisation modale de la mesure, qui en AO désigne usuellement l’optimisation du gain de
la boucle d’AO par mode en fonction du rapport signal à bruitde la mesure et de l’évolution temporelle de la turbulence
[Gendron 1995].



6.4. OPTIMISATION DES CONCEPTS SO ET LO 105

Latitude Galactique : 30°N

(a) Bruit de photon (b) Bruit de photon + bruit de détecteur

FIG. 6.6 – Comparaison du SO optimisé avec leNumerical Layer Orientedet le Star Orienteden
fonction du nombre d’étoiles guides.

6.4.2 Optimisation de l’utilisation des mesures du LO :

6.4.2.1 D́etermination des coefficients optimaux :

Contrairement à ce que nous avons observé pour leStar Oriented, c’est ici le terme lié à la
turbulence d’altitude qui domine et justifie la recherche d’un traitement optimal de la mesure. Pour
atténuer cette erreur (premier terme de l’équation 6.20)il faut limiter les écarts entre les coefficients
de la combinaison linéaire des phases issues des différentes directions d’analyse. La difficulté est
que dans le cas duLayer Orientedla combinaison linéaire des phases incidentes est inhérente au
processus de la mesure : les coefficients de la combinaison sont définis par la fraction du flux total
provenant de chaque direction d’analyse. Le seul moyen donton dispose pour optimiser le LO est
donc d’atténuer le flux des étoiles guides les plus brillantesavantla mesure, afin de limiter les écarts
de flux entre les directions d’analyse.

Cependant cette atténuation des étoiles brillantes diminue le flux total disponible pour la mesure
et augmente en conséquence la part des bruits de photon et dedétecteur dans l’erreur d’estimation.
On peut même montrer qu’aligner le flux de toutes les étoiles guides sur celui de la moins lumineuse
conduit nécessairement à une performance moins bonne quecelle du SO.

Considérons en effet un lot deK⋆ étoiles, caractérisé par leur flux
{
Nk

}K⋆

k=1
et le flux totalN tot =∑K⋆

k=1Nk. AppelonsNmin le flux de l’étoile la plus faible. Alors, par définition,∀k, Nk ≥ Nmin et
concernant le terme de bruit de photons, on peut écrire :
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Nk ≥ Nmin

⇔ 1

Nk

≤ 1

Nmin

⇔
K⋆∑

k=1

1

Nk

≤ K⋆

Nmin

⇔ 1

K2
⋆

K⋆∑

k=1

1

Nk
︸ ︷︷ ︸

bruit de photons SO

≤ 1

K⋆Nmin︸ ︷︷ ︸
bruit de photons LO seuillé

Il y a donc une véritable optimisation à réaliser. Par ailleurs, à l’instar de ce que nous avons fait
pour leStar Oriented, il est possible de gérer mode à mode le rapport signal à bruit de la mesure en
introduisant pour chaque mode reconstruit d’indicep un coefficientηOLO

p adapté. Reprenons l’ex-

pression du critèreQCWFSC pour le LO, en intégrant les coefficients d’atténuation{λk}K⋆

k=1 des flux

des étoiles guides et les coefficients
{
ηOLO

p

}Pmax

p=1
d’optimisation mode par mode de l’utilisation de la

mesure. Exprimons d’abord la phase reconstruite :

ΦOLO =

Pmax∑

p=1

ηOLO
p

( K⋆∑

k=1

λkNk∑K⋆

ℓ=1 λℓN ℓ

ak
p + bp

( K⋆∑

ℓ=1

λℓN ℓ

))
Zp

On peut alors exprimerQCOLO. Il suffit dans l’équation (6.20) de remplacer le flux des étoiles
par leur flux atténué :

QCOLO =
K⋆∑

j=1

K⋆∑

k=1

(
1

K⋆
− ηOLO

p

λjN j∑K⋆

ℓ=1 λℓN ℓ

)(
1

K⋆
− ηOLO

p

λkNk∑K⋆

ℓ=1 λℓN ℓ

)
Cjk (6.28)

+ηOLO
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Soit, en posantNℓ = λℓN ℓ etNtot =
∑K⋆

ℓ=1 Nℓ
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+
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N 2
tot

]

Malheureusement, cette expression n’est pas quadratique en Nℓ, et il n’existe pas de solution
analytique à la minimisation deQCOLO. Des solutions numériques doivent être envisagées. Comme
ηOLO

p dépendra nécessairement desNℓ, l’optimisation des coefficients doit être globale. Cependant,
il faut considérer que dans le cadre d’un système fonctionnant sur le ciel, l’implémentation de l’opti-
misation du LO passe par la mise en place sur le trajet optiquedes différents fronts d’onde incidents,
en amont des recombinateurs, de densités optiques de coefficients d’atténuation conformes à l’optimi-
sation calculée. On entrevoit sans peine la difficulté d’adapter précisément les densités à intégrer au
système. Pour cette raison, on propose ci-dessous une méthode d’optimisation simplifiée, susceptible
d’être plus facilement utilisable dans un système fonctionnant sur ciel.
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6.4.2.2 Proposition d’une proćedure simplifiée d’optimisation

(a) Atténuation des étoiles les plus brillantes (b) Effetdu seuillage sur la performance du LO

FIG. 6.7 – Procédure simplifiée d’optimisation duLayer Oriented.

L’idée est de relâcher autant que possible les contraintes sur le flux des étoiles guides. Pour cela,
plutôt que de chercher l’atténuation de flux optimale pourchaque étoile guide, on propose de se
contenter d’optimiser l’écart de magnitude entre l’étoile guide la plus faible et la plus brillante. On
fixe ainsi un écart de magnitude maximal tolérable par rapport à l’étoile la plus faible. SiMmax est
la magnitude de l’étoile la plus faible et∆Mopt est l’écart de flux optimal calculé, alors toutes les
étoiles de magnitude inférieure àMmax − ∆Mopt seront atténuées de façon à ce que leur magnitude
remonte àMmax − ∆Mopt ; les étoiles dont la magnitude est naturellement compriseentreMmax

etMmax − ∆Mopt ne sont pas atténuées. La figure 6.7 représente la façon dont le seuillage du flux
des étoiles les plus brillantes est réalisé (à gauche),et le gain apporté par l’optimisation de l’écart
de magnitude (à droite). Cette dernière courbe, tracée en considérant toutes les étoiles du champ
jusqu’à la magnitude 18, montre qu’optimiser l’écart de flux entre les étoiles guides peut permettre de
gagner un facteur 10 sur la variance de phase résiduelle parrapport au cas non optimisé. On remarque
également de conformément à ce qui a été dit ci-dessus,ramener le flux de toutes les étoiles au niveau
de la plus faible n’est pas optimal : on peut gagner un facteur4 sur la variance de la phase résiduelle
en optimisant l’écart de flux. Une fois l’écart de flux optimal fixé et le flux des étoiles trop brillantes
atténué, on peut calculer analytiquement les coefficients

[
ηOLO

p

]Pmax

p=2
optimaux.

6.4.2.3 Comparaison des performances duLayer Oriented et du Layer Oriented optimisé.

On reprend les conditions d’études utilisées précédemment pour comparer les performances du
LO et du LO optimisé. La figure 6.8 présente cette comparaison et montre bien la bonne gestion à la
fois du terme lié à la turbulence d’altitude et de la propagation du bruit dans la boucle par la version
optimisée du LO.

Ainsi, lorsque le rapport signal à bruit sur le détecteur est bon (Figs. 6.8 a,b, c et e), c’est
l’optimisation de l’écart de flux entre les étoiles guidesqui permet d’améliorer les performances
du LO. La performance du LO optimisé est alors intermédiaire entre celle du LO classique et la
performance du LO accessible seulement si toute la turbulence est localisée dans la pupille du
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télescope.

Mais lorsque le comportement du LO est dominé par le bruit (Figs. 6.8 d et f), c’est l’optimisation
mode à mode qui apporte le plus grand gain à la performance du LO : le LO optimisé permet alors de
dépasser la performance obtenue avec le LO classique et toute la turbulence localisée dans la pupille.
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Latitude Galactique : 30°N

(a) Bruit de photon (b) Bruit de photon + bruit de détecteur
(σdet = 1 e−/pix.)

Latitude Galactique : 60°N

(a) Bruit de photon (b) Bruit de photon + bruit de détecteur
(σdet = 1 e−/pix.)

Latitude Galactique : 90°N

(a) Bruit de photon (b) Bruits de photons + détecteur
(σdet = 1 e−/pix.)

FIG. 6.8 – Comparaison duLayer Orientedet duLayer Orientedoptimisé en fonction du nombre
d’étoiles guides.
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6.4.3 Comparaison des performances des concepts optimisés

La figure 6.9 compare les performances duStar Orientedet du Layer Orientedoptimisés. On
montre ici que les performances des deux concepts sont trèsproches pour peu qu’on prenne la peine
d’optimiser les mesures. En présence du seul bruit de photons, le SO reste légèrement meilleur
que le LO car on garde une meilleure information sur le volumeturbulent. Notons toutefois que la
performance du LO optimisé pourrait encore être rapprochée de celle du SO optimisé en réalisant une
véritable optimisation telle qu’évoquée au paragrapheprécédent. En présence de bruit de détecteur,
le LO optimisé est cette fois légèrement meilleur que le SO optimisé, ce qui se comprend tout à fait
puisqu’il n’utilise qu’un seul détecteur.

Cette analyse montre qu’il est possible d’obtenir des performances très proches avec un concept
d’analyseStar Orientedet un conceptLayer Oriented. A conditions d’utilisation identiques, la
performance du système n’est donc pas le seul critère d’importance pour orienter le choix d’un
concept d’analyse. Il faut également prendre en compte la complexité de mise en œuvre du concept
d’analyse de front et des éléments qui permettront son optimisation.

Pour le Star Oriented, outre les inconvénients cités au paragraphe 6.1 du chapitre précédent
(complexité de la reconstruction, problèmes de mise à l’échelle de la commande), il est nécessaire
de pouvoir intégrer à la commande un module de calcul des gains optimaux à attribuer à chaque
direction d’analyse. Ce calcul peut être fait hors-boucle, en utilisant les connaissances que l’on a sur
la scène observée (flux des étoiles guides). Cependant, il nécessitera la connaissance du profil de
turbulence au dessus du site d’observation.

Pour le Layer Oriented, l’optimisation nécessite l’introduction d’élémentsoptiques
supplémentaires dans le chemin optique de l’instrument, pour atténuer le flux des étoiles les
plus brillantes. Ces densités optiques devront pouvoir être adaptées à la scène observée et seront
placées sur la voie d’analyse, ce qui risque de poser des problèmes de design optique. De plus
la gestion mode à mode du gain sur de la mesure nécessite également l’intégration d’un module
spécifique à la commande, de structure semblable à celui du SO.
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Latitude Galactique : 30°N

(a) Bruit de photon (b) Bruit de photon + bruit de détecteur
(σdet = 1 e−/pix.)

Latitude Galactique : 60°N

(a) Bruit de photon (b) Bruit de photon + bruit de détecteur
(σdet = 1 e−/pix.)

Latitude Galactique : 90°N

(a) Bruit de photon (b) Bruits de photons + détecteur
(σdet = 1 e−/pix.)

FIG. 6.9 – Comparaison duStar Orientedoptimisé et duLayer Orientedoptimisé en fonction du
nombre d’étoiles guides.
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6.5 Conclusion

Nous avons dans ce chapitre réalisé l’étude de performance des conceptsStar Orientedet Layer
Oriented. Cette étude permet de compléter le tableau des principaux atouts et inconvénients de ces
deux concepts.

– Le conceptStar Orientedpermet une grande liberté d’utilisation des informationssur la turbu-
lence provenant des différentes étoiles guides, mais il est limité par le bruit de détecteur, ce qui
est susceptible de réduire considérablement sa couverture de ciel.

– Le conceptLayer Orientedest clairement optimal en ce qui concerne la sensibilité aubruit de
détecteur, mais il est limité par la turbulence d’altitude, qui dégrade sa performance lorsque
des étoiles guides de flux différents sont utilisées.

Cependant, nous avons mis en évidence qu’il est possible d’améliorer sensiblement la perfor-
mance de l’un et l’autre concept. Nous avons proposé un critère d’optimisation de la prise en compte
des directions d’analyse dans la reconstruction de la phasede correction en fonction du flux de
chaque étoile guide, qui nous a permis d’établir une proc´edure d’optimisation des deux concepts.
Les résultats de ces optimisations ramènent les performances des deux concepts dans des gammes de
performance très proches. De légères différences persistent, inhérentes à la structure des concepts :

– Le conceptStar Orientedoptimisé demeure plus sensible au bruit de détecteur que le Layer
Orientedoptimisé, du fait de son plus grand nombre de senseurs de front d’onde.

– Le conceptLayer Orientedoptimisé demeure légèrement moins bon que leStar Oriented
optimisé en l’absence de bruit de détecteur, en particulier parce que la procédure d’optimisa-
tion proposée ici pour leLayer Orientedne permet pas d’atteindre l’optimalité véritable de
performance.

Toutefois, la performance obtenue avec les concepts optimisés ne devrait pas être le seul argument
d’évaluation de l’efficacité de l’optimisation. En effetles deux concepts ne sont pas égaux devant la
complexité de leur optimisation :

– Dans le cas duStar Oriented, l’optimisation est un processus purement numérique, dans le-
quel les coefficients à affecter à chaque direction d’analyse sont obtenus par résolution d’une
équation matricielle linéaire.

– Dans le cas duLayer Oriented, l’optimisation est un processus à la fois optique et numérique.
En effet, pour diminuer la sensibilité à la turbulence d’altitude, il est nécessaire d’atténuer
optiquement le flux des étoiles guides les plus lumineuses avant la recombinaison des faisceaux
et la détection. Ceci ne peut se faire qu’en plaçant devantces étoiles des densités optiques
dont le coefficient d’atténuation est contrôlable et adaptable à la scène observée, et donc au
prix d’une complexification importante du design optique del’instrument. De plus l’équation
à minimiser pour obtenir les coefficients d’atténuation optimaux des étoiles guides n’est
pas quadratique, si bien qu’une méthode de résolution numérique telle que la méthode des
gradients conjugués est nécessaire.

Enfin, soulignons que dans les deux cas, l’optimisation requiert la connaissance préalable du
profil de turbulence du site d’observation et des caractéristiques des senseurs de front d’onde. L’étude
de la robustesse des optimisations proposées ici aux erreurs de modèle pourra amener des éléments
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de réflexion importants pour juger de leur opportunité.

Cette étude prend appui sur le développement d’un modèleanalytique de la mesure de phase
pour un GLAO. Il semblait important de vérifier les conclusions de cette analyse. Nous avons eu
l’opportunité d’effectuer des mesures sur le démonstrateur d’optique adaptative MAD de l’ESO. Je
présente les résultats de cette série d’expériences dans le chapitre suivant.



114 CHAPITRE 6. ETUDE ET OPTIMISATION DES CONCEPTS SO ET LO

Optimization of star-oriented and layer-oriented
wavefront sensing concepts for ground

layer adaptive optics

Magalie Nicolle, Thierry Fusco, and Vincent Michau

Office National d’Etudes et de Recherches Aérospatiales, BP 72, 92322 Châtillon, France

Gérard Rousset

Observatoire de Paris Meudon, LESIA, 5 place Jules Janssen, 92195 Meudon, France

Jean-Luc Beuzit

Observatoire de Grenoble, BP 53, 38041 Grenoble, France

Received February 3, 2006; accepted March 10, 2006; posted April 6, 2006 (Doc. ID 67687)

Multiconjugate adaptive optics is one of the major challenges in adaptive optics. It requires the measurement
of the volumic distribution of the turbulence. Two wavefront sensing (WFS) concepts have been proposed to
perform the wavefront analysis for such systems: the star-oriented and layer-oriented approaches. We give a
performance analysis and a comparison of these two concepts in the framework of the simplest of the multi-
guide-star adaptive optics systems, that is, ground layer adaptive optics. A phase-related criterion is proposed
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noise ratio on the phase measurement. A comparison of their optimized versions is provided and shows that
one can expect very similar performance with the two optimized concepts. © 2006 Optical Society of America
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1. INTRODUCTION
Although adaptive optics (AO) systems1 enable ground-
based telescopes to provide diffraction-limited images,
their use remains restricted to a small fraction of the sky.
Indeed, their need for a bright reference star and the nar-
rowness of their corrected field of view2 (FOV) strongly re-
duce the number and variety of the accessible targets.3,4

At the same time, many scientific cases could take advan-
tage of a wider corrected FOV. Thus one of the most chal-
lenging aims of next generation turbulence compensation
systems is to increase the field where turbulence is com-
pensated for. Such systems would have many applica-
tions, such as deep field mapping, astrometry, and spec-
troimaging of extended scenes.5

Hence multiconjugate adaptive optics (MCAO)6,7 has
been proposed to achieve diffraction-limited images on
fields typically ten times wider than that of a conven-
tional AO system. Reaching such a performance requires
knowing about the volumic distribution of turbulence,
and thus a wavefront sensing (WFS) concept able to deal
with a multidirectional phase measurement is needed.
Two concepts have been proposed to perform this mea-
surement. They are the star-oriented7 (SO) and layer
oriented8,9 (LO) approaches.

The purpose of this paper is to study the performance
of both WFS concepts, to highlight their advantages and
drawbacks, and to propose algorithms making possible
their optimization. To simplify this study, we have chosen

to perform it in the context of the simplest of the systems
that require a multidirectional phase measurement, that
is, ground layer adaptive optics (GLAO). Moreover, it con-
siders the case of natural guide stars (GSs). The study
could be extended to laser GS asssisted systems, although
the conclusions it could lead to may not be relevant for
such systems. A presentation of the SO and LO phase
measurement concepts adapted to GLAO is provided in
Section 2. In Section 3 a phase-related criterion is pro-
posed to characterize the effects of the noise propagation
on the performance of both WFS concepts. Its expression
is derived in each case and used to perform the study of
the WFS concepts. In Section 4, the optimization of the
concepts is proposed, and the gain in performance that it
provides is analyzed.

2. MEASURING THE GROUND LAYER
TURBULENCE

The GLAO10 concept has been proposed as a solution for
improving uniformly the quality of wide field images
(typically 10 arc min). For this reason GLAO systems aim
at compensating for the boundary layer of the atmo-
sphere, which is at the same time the location of most of
the atmospheric turbulence11–13 and the layer for which
correction remains valid on a wide FOV. Hence a GLAO
system has only one deformable mirror (DM), usually con-
jugated to the pupil of the telescope. As the turbulence
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correction is only partial, GLAO is not supposed to
achieve the diffraction limit. Rather, it has to be consid-
ered a seeing reducer.

Compensating for the ground layer phase perturba-
tions requires measurements of the distribution in alti-
tude of the turbulence. Several phase estimation pro-
cesses can give suitable information on the ground layer
turbulence. The most commonly used is presented in Sub-
section 2.A. Then a brief description of the WFS concepts
used for the phase estimation is provided in Subsection
2.B.

A. Phase To Be Estimated
The optimal way to get knowledge of the ground layer tur-
bulence is to perform an optical tomography14–16 of the at-
mosphere from phase information obtained in various di-
rections of the FOV. A simpler and widely approach is to
take benefit of the angular decorrelation of the phase per-
turbations due to high altitude turbulence by simply av-
eraging the phase perturbations over a given domain D*

of the sky:

�to be estim.�r� =
1

SD*

� �
D*

��r,��d2
�, �1�

where r stands for the pupil plane coordinates, SD*
is the

surface of the domain where the phase has to be aver-
aged, and ��r ,�� is the phase of the wavefront (WF) com-
ing from the direction � :��r ,��=�0

���r−h� ,h�dh (with �

being the phase perturbation due to the turbulent layer
located at the altitude h). Hence the resulting phase that
is measured is due only to the correlated part of the tur-
bulence, which is mainly located at low altitude and forms
the ground layer.

Nevertheless, only a finite number of directions of D*

can be used for the WF analysis: the ones of the stars that
are bright enough to contribute to the WF measurement
process. If there are enough GSs in D*, then �to be estim.�r�
can be approximated by the following expression:

�to be estim.�r� =
1

K*
�
k=1

K*

��r,�k�, �2�

where K* is the number of GSs available in D* and
��r ,�k� is the phase of the WF coming from the direction
of the kth GS.

Note that the study of the shape of the domain D*

where the GSs have to be found is beyond the scope of this
paper (more information can be found on it in Fusco et

al.
17), as well as the way in which the finite average of Eq.

(2) approximates the continuous average of Eq. (1). Here
we are interested only in how WFS concepts make pos-
sible the use of the existing stars to measure the phase
�to be estim. [Eq. (2)]. Hence, in the following, D* is sup-
posed to be superimposed onto the field of interest for the
astronomical observations, and the goal of this paper is to
study how accounting for more and more GSs of this FOV
(with fainter and fainter photon fluxes) modifies the per-
formance of the WFS concepts.

Measuring a phase average over various angular direc-
tions requires specific WFS concepts. They are presented
in Subsection 2.B.

B. Wavefront Sensing Concepts for Ground Layer
Adaptive Optics
The two WFS concepts proposed to perform the measure-
ment of the phase perturbations due to the ground layer
are derived from MCAO. They are the star-oriented (SO)
and the layer-oriented (LO) approaches. Their GLAO ver-
sions are represented in Fig. 1 and discussed in Subsec-
tions 2.B.1 and 2.B.2, respectively.

1. Star-Oriented Wavefront Sensing Concept
In the SO concept [Fig. 1(a)] the WF is measured indepen-
dently in each GS direction by a dedicated WFS device, so
that we get as many measurements as there are GSs in
the FOV, each being corrupted by noise:

��meas.,k�r� = �k�r,�k� + Noise�r,Nk��k��1,K*	, �3�

where ��r ,�k� is the phase coming from the direction of
the kth GS and Noise�r ,Nk� is the noise term related to
the kth WFS device and is dependent on the flux of the
kth GS �Nk�. Note that here and in the following the
��meas.,k�k��1,K*	 are reconstructed phases. It is assumed
that the measurements delivered by the WFS devices al-
low reconstruction of the first Pmax Zernike modes, Pmax

being a function of the size of the WFS subapertures (that
is to say, of the number of subapertures for a given tele-
scope diameter). The reconstruction model used hereafter
accounts only for noise effects on the reconstructed phase.
Aliasing and temporal errors are not considered here,

Fig. 1. (Color online) SO and LO WFS concepts for GLAO.
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first because their effects are negligible when compared
with the noise effects when the signal to noise ratio (SNR)
of the WFS devices is low, and second because in the fol-
lowing all the WFS will be considered identical, leading to
the same order of magnitude of these errors for both the
SO and LO approaches. Hence the ��meas.,k�k��1,K*	 have
the following expression:

"k, �meas.,k�r� = �
p=2

Pmax

ap
meas.,kZp�r�, ap

meas.,k = ap
k + np

k ,

�4�

where ap
k=ap��k� is the projection of ��r ,�k� onto the pth

Zernike mode and np
k is the noise of the kth measurement

propagated on the same mode.18 The K* reconstructed
phases are then recombined to drive the DM.14,16,19 A
simple way to recombine the ��meas.,k�k��1,K*	 is to make an
average of the individual phases:

�SO�r� =
1

K*
�
k=1

K*

��k�r� + Noise�r,Nk�	. �5�

This average is not optimal with regard to the propaga-
tion of the noise, first because Eq. (5) makes no distinction
between the measurements coming from WFS devices
with low SNR and the ones obtained with good SNR, and
second because there is no modal optimization considered
in the reconstruction of the ��meas.,k�k��1,K*	 with respect
to the SNR. This makes the SO approach very sensitive to
noise, especially when faint GSs are considered. To work
around this problem, one can apply two strategies:

• Optimize the phase reconstruction with respect to
the SNR on the WFS; this solution will be explored in
Section 4.
• Use fewer WFS devices; this is the point of the LO con-
cept, presented in Subsection 2.B.2.

2. Layer-Oriented Wavefront Sensing Concept
In the LO concept [Fig. 1(b)] the photon fluxes of several
stars are coadded and sensed simultaneously with one
unique WFS device conjugated to the ground layer.9

Hence only one resultant phase is measured. In the WFS
process the phase information is coded in terms of inten-
sity, so that the measured phase is the average of the
phases in each GS direction weighted by the correspond-

ing GS flux:

�LO =

�
k=1

K*

Nk�k

Ntot

+ Noise�Ntot�, �6�

where �k and Nk are the same as those for Eq. (3) and Ntot

is the total flux provided by all the GSs: Ntot=�k=1
K* Nk. As

only one WFS device is used for the WF perturbation
measurements, only one noise term exists, dependent on
the total flux in the FOV. Finally, just as in the case of the
SO concept, �LO is reconstructed onto the first Pmax

Zernike modes.
The main difference between the two concepts is the

way in which they use the photons coming from the GS.
In the LO approach the flux coaddition made before the

detection increases the SNR of the WFS device,20 but the
WFs coming from different directions in the FOV are
mixed and weighted by the GS flux, leading to a loss of
information and possibly a reconstruction problem.20,21 In
the SO case, WFs are measured separately in different di-
rections without any information loss, but with a lower
sensitivity when noisy detectors are considered.20 It is
rather hard to predict the performance of these two WFS
concepts in conditions close to the ones of on-sky use. We
propose an analytical criterion in Section 3 that makes
possible some study of the performance of the SO and LO
concepts and some comparison between them.

3. CRITERION FOR EVALUATION OF THE
PERFORMANCE OF WAVEFRONT
SENSING CONCEPTS

The performance of an AO system can be assessed by us-
ing criteria based either on the corrected phase or on the
corrected point spread function. When more specifically
considering the WF analysis performance, the use of a
phase-related criterion is more comfortable. This is one of
the reasons that make the residual phase variance a very
commonly used criterion for characterizing AO loop per-
formance. In the case of a wide field AO (MCAO or
GLAO), a suitable criterion for assessing only the effects
of the noise propagation on the WFS concept performance
is the variance of the difference between the phase that
should be reconstructed from the WFS data and the phase
that is actually reconstructed. In the GLAO case, the
phase to be reconstructed is the projection of �to be estim.

[Eq. (2)] onto the first Pmax Zernike modes:

�to be rec.�r� =
1

K*
�
k=1

K*

�
p=1

Pmax

ap
kZp�r�, �7�

where ap
k=ap��k� is the same as that in Eq. (4). The phase

actually reconstructed is �SO [Eq. (5)] or �LO [Eq. (6)], ac-
cording to the considered WFS concept. Basing this per-
formance study on only the Pmax Zernike modes corrected
by the DM excludes the fitting error from the performance
analysis; this error is assumed to be the same for both
concepts. Then the quality criterion (QC) that is proposed
here for the evaluation of both SO and LO performance is

QC
SO
LO� =�� �

P

��to be rec.�r� − �
SO
LO��r�	2d2

r

turb.

.

�8�

The lower this criterion is, the better the considered WFS
concept approximates �to be rec.. This expression is derived
for both the SO and LO approaches in the following sub-
sections.

A. Quality Criterion Expression for the Star-Oriented
Concept
Introducing the expressions for �to be rec. [Eq. (7)] and �SO

[Eq. (5)] into Eq. (8), we get
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QCSO =�� �
P

1

K*
2��

k=1

K*

�k�r� − �
k=1

K*

��k�r�

+ Noisek�r�	�2

d2
r


turb.

.

Then the difference between �SO and �to be estim. is simply
the noise introduced by each WFS device into the recon-
struction process, and QCSO becomes

QCSO =
1

K*
2�

k=1

K*

�Noisek

2 ,

where �Noisek

2 is the variance of the noise in the kth mea-

surement. This average is not optimal because it does not
properly manage a WFS device with a bad SNR, but it
makes possible a first evaluation of the SO concept. What-
ever the type of considered WFS device, each noise term
�Noisek

2 can be expressed22,23 as

�Noisek

2 =
�k

Nk

+
�k�RONk

2

Nk
2

,

where Nk is the statistical average of the flux in one sub-
aperture of the kth WFS device (corresponding to the kth
GS), �RONk

2 is the variance of the CCD readout noise

(RON) of the kth WFS device, and �k ��k� is a numerical
coefficient for the photon (detector) noise that takes into
account the WFS device characteristics (CCD readout
mode and sampling, spot position estimator, etc.), the
propagation of the noise through the reconstruction pro-
cess (number Pmax of reconstructed modes), and the filter-
ing of the AO loop. Assuming that all the WFS param-
eters are identical (that is to say, "k� �1,K*	, �k=�, �k=�,
and �RONk

2 =�RON
2 ), QCSO can simply be written as

�9�

where �·�GS is the arithmetical average over the GS direc-
tions of the included quantity. The first term of Eq. (9)
represents the photon noise error, and the second term
represents the CCD RON error. This model, where the
WFS parameters are all considered identical, is pessimis-
tic with regard to the SO performance. Indeed, on a real
AO system the spatial and temporal sampling frequencies
of the detector of the WFS can be adapted in order to im-
prove the SNR when the corresponding GS is faint. More-
over, as already said in Subsection 2.B, an optimization
could be performed. But this expression clearly shows
that in the SO concept, the quality of the ground layer
phase estimation is highly dependent on the flux on each
WFS device. Indeed, according to Eq. (9) GSs with low
flux make the SO performance decrease at least as the in-
verse of their flux, and even as the inverse of the square of
their flux when noisy detectors are considered. This great
sensitivity to noise is the main drawback of the SO con-
cept. The LO concept has been proposed precisely to deal
with this problem.

B. Quality Criterion Expression for the Layer-Oriented
Concept
Introducing the expressions for �to be rec. [Eq. (2)] and �LO

[Eq. (6)] into Eq. (8), we get

QCLO =�� �
P

��
k=1

K* 
 1

K*

−
Nk

Ntot
��k�r�

− Noise�r,Ntot��2

d2
r


turb.

.

Here it is clear that the linear coefficients affecting the in-
dividual phases �k introduce an additional error source
into the WF measurement process. Besides, as only one
WFS device is used for the WF perturbation measure-
ment, only one term of noise exists, depending on the to-
tal flux in the FOV. Denoting �N��GS=Ntot /K* as the aver-
age flux per GS and �k= �N��GS−Nk as the gap between
the flux of the kth GS and the average flux, and using the
same hypothesis as that for deriving Eq. (9), we get

�10�

where Cjk=�p=0
Pmax�ap��j�ap��k��turb. is the covariance of the

turbulent phase on the first Pmax Zernike modes between
the directions �j and �k and where �, �, and �RON

2 are the
same as those for Eq. (9). Chassat24 showed that by know-
ing the turbulence profile, it is possible to estimate ana-
lytically �ap��j�ap��k��turb. and thus Cjk.

Three terms can be identified in the expression for
QCLO. We recognize in the last two terms of Eq. (10) the
photon and detector noise effects on the phase estimation
performance. In the LO case these terms depend on the
total flux available in the FOV. This means that adding
one GS, even faint, in the WFS process makes this term
decrease. The first term of Eq. (10) is related to the tur-
bulent phase covariance from one GS direction to another.
This error term is due to the inhomogeneities in the rep-
artition of the total flux between the GSs, which prevents
the average of the uncorrelated part of the turbulence
from being null, as expected in Subsection 2.A. If all the
GSs have the same flux �"k ,Nk= �N��GS�, or if all the tur-
bulence is in the pupil plane, then QCLO is sensitive only
to the noise on the WFS and Eq. (10) gets simplified:

QCLO,no turb. term =
�

Ntot

+
��RON

2

Ntot
2

. �11�

In addition, it can be shown that when all the GSs have
the same flux, and if only photon noise is considered, then
the LO and SO WFS concepts are equivalent.

In all the other cases, comparing SO and LO perfor-
mance requires a careful study. Indeed, on the one hand,
the LO approach is much less sensitive to noise than the
SO approach because of the coaddition of the light coming
from all the GSs on its single WFS device. But, on the
other hand, the mismeasurement of the phase due to the
flux differences between the GSs degrades its perfor-
mance, so that it is impossible to predict which WFS con-
cept performs better without a careful study.
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Otherwise, some attempts have been made to render
the SO performance less sensitive to noise by reconstruct-
ing the weighted phase average measured by the LO
method with the individual measurements of the SO
method. This is the numerical layer-oriented20 (NLO)
WFS concept, which is presented next.

C. Quality Criterion Expression for the Numerical
Layer-Oriented Concept
The NLO concept has already been studied.20 Here only a
few results are recalled. The point of the NLO concept is
to treat the independent measurements obtained in a SO
concept so as to reconstruct a phase similar to the one
measured by a LO concept. This introduces into the phase
average some weighting coefficients that are proportional
to the fluxes of the GSs, and thus a discrimination is
made between the phase information coming from bright
GSs and the ones coming from fainter GSs. Hence the
NLO phase can be written as

�NLO =
1

Ntot
�
k=1

K*

Nk��k + Noisek�. �12�

This expression for the reconstructed phase leads to the
following expression for QCNLO:

QCNLO =
1

Ntot
2 �

j=1

K*

�
k=1

K*

�j�kCjk +
�

Ntot

+ K*
 ��RON
2

Ntot
2 � . �13�

The first two terms of this equation are identical to the
ones for QCLO. This means that in the presence of photon
noise only, it is possible to get the same performance with
both the SO and LO methods, by reconstructing a NLO
phase. Unfortunately, the term in Eq. (13) related to the
detector noise corresponds to the LO term multiplied by

the number of GSs. Subsection 3.D compares the perfor-
mance of the SO, LO, and NLO concepts.

D. Comparison of the Star-Oriented, Layer-Oriented,
and Numerical Layer-Oriented Performance
The performance of the WFS concepts described above
can be studied thanks to the mean square error (MSE)
criterion. In Subsection 3.D.1 the conditions of the study
are described. The performance of the WFS concepts is
then analyzed in Subsection 3.D.2.

1. Conditions of the Study
The present study can be described by the following con-
ditions:

• The system is characterized by an 8 m pupil, an
8 arc min FOV, and an imaging wavelength 	ima=2.2 
m.
• The turbulence profile is a test profile, characterized by

1. Seeing of 1 arc sec at 0.5 
m.
2. Outer scale L0=25 m.
3. 80% of the turbulence in the pupil plane and 20%

in an upper layer.
4. Full decorrelation of the phase perturbations in

the upper layer. This makes the covariance Cjk become
Cjk=��grd

2 +��alt

2 �jk, where �jk is the Kronecker symbol

(�jk=1 if j=k, �jk=0 otherwise). With the turbulence pro-
file considered here, we have ��grd

2 =25.2 rad2 and

��alt

2 =6.3 rad2. Moreover, this assumption also makes the
equations for QCLO and QCNLO simpler:

QCLO = K*��alt

2
��

�

2�GS

Ntot
2

+
�

Ntot

+
��RON

2

Ntot
2

,

QCNLO = K*��alt

2
��

�

2�GS

Ntot
2

+
�

Ntot

+
K*��RON

2

Ntot
2

.

• The WFS devices are all identical Shack–Hartmann
type, characterized by the following:

1. There are 14�14 subapertures (which means
190 reconstructed modes).

2. The photon and/or detector noises are simulated,
with �RON=1 e− per pixel.

3. The focal plane is sampled so that the full width
at half-maximum of a diffraction-limited subaperture
spot corresponds to 2 pixels of the camera (Shannon cri-
terion).

4. Phase slopes in the subaperture are measured by
computing the center of gravity of the subimages on win-
dows twice as wide as the turbulent spot. In this case, the
linear coefficients � and � can be determined with expres-
sions derived by Rousset22 and Rigaut and Gendron.18

• Star fields are generated numerically by using a statis-
tical model of the galactic population.25,26 Various pairs
(latitude, longitude) of galactic coordinates are consid-
ered: (30°,0), (60°,0), and (90°, 90°). Figure 2(a) shows the
evolution of the mean number of GSs with respect to the
limiting magnitude for these three sets of galactic coordi-
nates. These curves clearly show that when the working
latitude is high, the number of available GSs is very low.
• For each set of galactic coordinates, 1000 star fields are
generated.
• For each star field, the criteria QCSO [Eq. (9)], QCLO

[Eq. (10)], QCLO, no turb. term [Eq. (11)], and QCNLO [Eq.
(13)] are computed versus the limiting magnitude of the
GSs; increasing the limiting magnitude means consider-
ing in the WFS process more and more GSs, but with
fainter and fainter photon flux. Hence increasing the lim-
iting magnitude means the following:

1. Increasing the number of GSs.
2. In the SO and NLO cases, measuring more indi-

vidual phases, but with lower SNR.
3. In the LO case, increasing the total flux available

for the WFS (integrated flux). Figure 2(b) shows the evo-
lution of the integrated flux in the FOV with respect to
the limiting magnitude. This curve clearly shows that
when the working latitude is high, the integrated flux
saturates earlier than at low galactic latitudes, due to the
fact that faint GSs are scarcer [cf. Fig. 2(a)]. This satura-
tion means that there is not much information to get by
increasing the limiting magnitude of the system.
• For each star field and limiting magnitude we impose
the requirement that there must be at least 4 GSs to per-
form a relevant measurement of the ground layer turbu-
lence; no upper limit is set.
• The results presented here are the averages of the cri-
teria over the star field occurrences, fulfilling the condi-
tion on the minimum number of GSs.
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2. Performance Analysis of the Star-Oriented,
Layer-Oriented, and Numerical Layer-Oriented Wavefront
Sensing Concepts
Figure 3(a) shows the comparison of the performance of
the LO, SO, and NLO WFS concepts when increasing the
limiting magnitude of the considered GS and in the pres-
ence of photon noise only.

In the LO case two curves are plotted: one correspond-
ing to the total error [Eq. (10)] and one for which the term
related to the GS flux dispersion is ignored [Eq. (11)]. This
case mimics a case where all the turbulence would be lo-
cated in the pupil plane or where all the available flux
would be equitably distributed among the GSs. Thus it
represents the best performance achievable with the LO
system. The difference between this case and the true LO
performance is the turbulence-related term of Eq. (10)
[the first term of Eq. (10)]. Concerning this point, Fig. 3(a)
shows that the contribution of the turbulence-related
term prevails in the LO measurement error and even
makes the LO performance worse than the SO one,
whereas the single noise-related term of QCLO

�QCLO, no turb. term� is significantly better than QCSO. Be-
sides, as expected, increasing the GS limiting magnitude
improves the LO performance because it increases the in-
tegrated flux on the single WFS device.

On the contrary, for the SO concept, increasing the lim-
iting magnitude worsens the performance. This is due to
the fact that increasing the limiting magnitude of the GS
implies that more WFS devices with bad SNR are incor-
porated into the WF estimation. Nevertheless, according
to Eq. (9), one can note that an optimal limiting magni-
tude should exist for the SO case. Indeed, the SO perfor-
mance is proportional to the total photon noise on all the
WFS, but also inversely proportional to the square of the
number of GSs. This means that increasing the limiting
magnitude of the GS should be fruitful if the induced in-
crease of the photon noise remains low with respect to the
increase of the number of GSs. But Fig. 3(a) shows that
such a situation may occur only with very bright GSs
(limiting magnitude lower than 15), which is a marginal
situation when considering natural GSs.

Finally, one can note that, as expected, the NLO perfor-

Fig. 2. (a) Mean number of GSs in the simulated star fields with respect to the considered limiting magnitude for various galactic
latitudes, (b) integrated flux with respect to the limiting magnitude.

Fig. 3. Comparison of SO, LO, and NLO performance.
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mance is exactly the same as the LO one when only pho-
ton noise is considered. But because of the turbulence-
related term [first term of Eq. (13)], combining the
individual SO measurements into a NLO measurement
degrades the WF analysis performance.

When some additional detector noise is considered [Fig.
3(b)], the SO performance is dramatically degraded, espe-
cially at high limiting magnitude, that is to say, when
measurements obtained with very faint GSs are included
in the WF estimation process.

On the contrary, with a 1 e− per pixel rms detector
noise, the LO performance is still dominated by the tur-
bulence effects, so that its performance hardly varies with
regard to the case where only photon noise is considered.
But note that with a 3 e− per pixel rms detector noise, the
error due to the detector noise and the one due to the tur-
bulence would have the same order of magnitude.

Finally, one can note that combining the individual SO
measurements in the NLO way improves its performance,
but not sufficiently to be competitive with the true LO
concept, which remains the best because of the integra-
tion of the whole flux on its single WFS device.

These results depend on the GS characteristics and
thus on the working galactic latitude. Figure 4 shows the

influence of the GS statistics on SO and LO behavior.
First, when only photon noise is considered [Fig. 4(a)], one
can note that only the SO performance is sensitive to an
increase of the galactic latitude. Indeed, when increasing
the galactic latitude for which the star fields are simu-
lated, the number of GSs decreases, as shown in Fig. 2,
and bright GSs become scarce. This degrades the SO per-
formance because of its sensitivity to the noise, whereas
the LO performance is still dominated by the turbulence
effects and hardly evolves. This makes the SO perfor-
mance closer to the LO performance.

When some detector noise is considered [Fig. 4(b)], the
SO measurement is still completely hopeless. In the LO
case one can note that increasing the galactic latitude
makes the detector noise effects progressively dominate
its performance. Indeed, the global error (curves with
crosses) becomes almost equal to the error due only to the
noise (curves with diamonds).

All of this analysis makes it possible to highlight key
points in the SO and LO performance:

• The two WFS concepts are not equivalent when only
photon noise is considered. The LO performance is domi-
nated by the turbulence effects, which makes it worse

Fig. 4. Comparison of SO, LO, and NLO performance for high galactic latitudes.
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than the SO one. Nevertheless, this advantage of the SO
approach shrinks when the working galactic latitude in-
creases, because of the bright GS scarcity. Moreover, the
LO performance could be improved by an optimization
aiming at reducing its turbulence-related term.
• When some detector noise is considered, the SO perfor-
mance is dramatically degraded, which is unacceptable.
The combination of the SO measurements into a NLO
scheme brings better results, but not good enough to
make it competitive with the true LO approach. Hence op-
timizing the way in which the SO measurements are com-
bined is mandatory. Concerning the LO method, the de-
tector noise effects and the turbulence effects have almost
the same influence on its performance for a low RON and
a low galactic latitude. In this case the optimization pro-
posed just above (reduction of its turbulence-related term)
should still provide a significant gain. But when consider-
ing detectors with higher RON or regions of the sky where
bright GSs are scarcer, the detector noise effects becomes
dominant, so that a mode-by-mode optimization of the re-
construction should be planned also.

4. OPTIMIZATION OF THE
STAR-ORIENTED PERFORMANCE

As stated in Subsection 3.D.2, the great sensitivity of the
SO method with regard to the noise on the WFS devices
makes its optimization mandatory. This optimization can
be performed rather easily because each phase is inde-
pendently estimated. It is therefore possible to weight in-
dependently each WF measurement in the average pro-
cess, attributing to each a coefficient that accounts for
SNR in the corresponding WFS. But this optimization can
be improved again by accounting for the propagation of
the noise on the reconstructed modes. Hence a mode-by-
mode optimization can be performed, where the coeffi-
cients of the optimization are computed independently for
each mode reconstructed from each WF measurement. Af-
ter exposing the analytical layout of the optimization, a
comparison of the optimized SO approach with the “clas-
sical” one and the NLO approach is performed.

A. Analytical Developments
The SO optimization can be done rather simply by decom-
posing �SO, given by Eq. (5), onto the Zernike polynomi-
als, accounting for the propagation of the noise on the re-
constructed modes18 and introducing linear coefficients:

�OSO�r� =
1

K*
�
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K*

�
p=1

Pmax
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kap

meas.,kZp�r�, �14�
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k are defined in Eq. (4) and

��
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k�k��1,KA	�p��1,Pmax	 are the coefficients to optimize. This

is the best way to perform the optimization because each
mode measured from each GS direction is optimally used
in the reconstruction. Hence Eq. (8) becomes
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where ��p
k�2 is the variance of the noise in the kth WFS

device and propagated onto the pth Zernike
polynomial.18,22 In this expression, the �Zp�p��1,Pmax	 are
Zernike polynomials and thus are orthogonal:
��PZp�r�Zq�r�d2

r=�pq, where �pq stands for the Kronecker
symbol. Hence
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The minimization of QCOSO,p with respect to the �
p
k� pro-

vides their optimal values. This optimization is easy to do
as it corresponds to inverting a linear matrix equation.
Indeed, Eq. (16) can be expressed as

QCOSO,p = �1 − �p�tCp�1 − �p� + �p
t Np
p, �17�

where �p is the vector of the linear coefficients �
p
k� for the

Zernike mode Zp, Cp= ��ap
j ap

k�	jk is the covariance matrix
of the pth Zernike coefficient between the different GS di-
rections, and Np is a diagonal matrix gathering the noise
variances of the WFS devices, still for Zp. One can differ-
entiate this equation with respect to �p and look for the
zeros of the expression of the derivative. Practically
speaking, the inversion of the derivative equation was
easy to realize in the cases that we studied because of the
good conditioning of the problem. Otherwise, it is possible
to invert the derivative equation with a truncated singu-
lar value decomposition algorithm.

In the performance study in Subsection 4.B this optimi-
zation is compared with the “classical” SO and NLO
methods.

B. Comparison of Optimal Star-Oriented
Performance with Star-Oriented and Numerical
Layer-Oriented Performance
Figure 5 shows the comparison of the optimized SO ap-
proach with the classical one and the NLO method in the
same conditions as those for Fig. 3. One can note that the
optimized SO performance is not degraded any longer by
increasing the limiting magnitude of the GSs in the pres-
ence of photon noise as well as when some detector noise
is considered. For high limiting magnitudes, this means
that the faintest GSs have very low weighting coefficients
and are hardly accounted for in the phase reconstruction.

Here again it is important to clarify that this optimiza-
tion method does not pretend to manage a global optimi-
zation of a GLAO system but is only a comparison of sev-
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eral WFS concepts, all involving the same set of star
fields. The analysis of the way in which the ground layer
is actually approximated by an average over the selected
and weighted GS directions is beyond the scope of this pa-
per.

With regard to the noise propagation, the gain of the
SO optimization is very fruitful. After exposing in Section
5 the LO optimization, both WFS concepts will be com-
pared in Section 6.

5. OPTIMIZATION OF THE
LAYER-ORIENTED PERFORMANCE

A. Effect of Dimming the Brightest Guide Stars
As we underlined when commenting on Fig. 3, the LO
performance is degraded by the fact that when there are
some differences of flux among the GSs, the phase mea-
surement is sensitive to the high altitude turbulence [cf.
the first term of Eq. (10)]. Figure 3 showed that this phe-
nomenon can even make the LO performance worse than
the SO performance.

This problem could be solved by nulling the flux differ-
ences among the GSs. Hence the first term of Eq. (10)

would be null, and only the photon and detector noises
would degrade the performance. Doing this means dim-
ming all the GSs to bring their flux to that of one of the
faintest GSs. This is necessarily an optical process, which
has to be done before the light coaddition and the detec-
tion by the WFS device. Therefore it makes the total flux
coming into the WFS device decrease and the term due to
photon and detector noises increase. Hence nulling the
GS flux dispersion is clearly not optimal. It can even be
shown that this always makes the LO performance worse
than the SO performance when considering only the pho-
ton noise. Indeed, if we denote as Nmin the flux of the
faintest GS, then by definition "k� �1,K*	, Nmin�Nk, and
we have

"k
1

Nk

�
1
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Û �
k=1

K* 1

Nk

�
K*
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Û

�

K*
� 1

Nk



GS

�
�
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.

Therefore it is necessary to make a compromise between
the performance degradation due to the turbulence-
related term and the one due to photon and detector
noises. This means optimizing the dimming of the GSs.

Figure 6 illustrates the effect of such an optimization.

Fig. 5. Comparison of the OSO performance with the “classical” and NLO performance.

Fig. 6. Gain brought by dimming the brightest GS for the LO approach.
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This figure has been obtained by simulating 1000 sky
fields corresponding to the galactic latitude 30 °N, with a
limiting magnitude set to 17, computing QCLO for each of
them for different dimmings, and making an average over
the different scenes. Here the dimming of the GSs is not
rigorously optimized. Only the gap in magnitude between
the brightest GS and the faintest one is, with a bin of 1
mag. Hence, when the tolerated gap in magnitude is null,
all the GSs are dimmed, so that they all have the same
flux as that of the faintest one. If a gap of 1 bin of magni-
tude is tolerated, all the GSs of magnitude lower than the
limiting magnitude minus 1 are dimmed, so that their
magnitude is brought back to the limiting magnitude mi-
nus 1B. Figure 6(a) shows a diagram representing this
dimming operation. Figure 6(b) shows the evolution of
QCLO with respect to the gap in magnitude tolerated
among the GSs. This figure shows that as explained in
the proceeding paragraph, it is possible to make a com-
promise between the photon and detector noises and the
GS flux dispersion effects by adapting the dimming of the
GSs. Here optimizing the gap in magnitude leads to QCLO

divided by 30 in the undimmed case (high tolerated gap)
and divided by 2 in the case where all the GSs have the
same flux (null tolerated gap).

The optimal gap in magnitude varies from 0 to 4 when
the limiting magnitude varies from 14 to 20. The higher
the limiting magnitude is, the higher the optimal gap in
magnitude is too, due to the high number of faint GSs. In-
deed, the GS flux variance decreases when increasing the
limiting magnitude because faint GSs are much more nu-
merous than bright ones, as shown by Fig. 7.

Finding the optimal dimming for the GSs is made pos-
sible by using the same analytical formalism as that for
the SO case.

B. Analytical Developments
The optimization of the LO performance by dimming the
brightest stars can be introduced into Eq. (6) thanks to
new coefficients, one per GS, called �	k�k��1,K*	. But an-
other optimization can be considered too. Indeed, just as
in the SO case, a mode-by-mode optimization can be per-
formed when using �LO to approximate �to be estim. Hence
each mode of �LO can be weighted by a coefficient 
p

OLO

depending on the SNR in the WFS device and on the
propagation of the noise onto the Zernike modes.18 Then,
accounting for these two optimizations, we get
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Here the �	k�k��1,K*	 coefficients correspond to the optical
attenuation of each GS �"k ,	k� �0,1	�. Accounting for
this new expression, Eq. (10) becomes
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As already said, the attenuations are done before the
detection process and thus degrade the WFS SNR. As the
optimization of the �
p

OLO�p��1,Pmax	 depends on the WFS
SNR, a global optimization would be required for the
�
p

OLO�p��1,Pmax	 and the �	k�k��1,K*	. Moreover, no analyti-
cal solution can be found for the �	k�k��1,K*	 by trying to
minimize QCOLO. A numerical multivariable minimiza-
tion algorithm would be mandatory, leading to a substan-
tial increase in the computation time. In addition, the
practical realization of the optimal dimming requires a
precision and a system complexity that may be very diffi-
cult to reach for real systems. For these two reasons we
propose a “rough” but more realistic LO optimization:
First, the numerical method described in Subsection 5.A
is used to determine the �	k�k��1,K*	; once these coeffi-
cients are known the �
p

OLO�p��1,Pmax	 are determined by
deriving the analytical solution of the minimization of Eq.
(20). The LO approach optimized in this way is compared
with the “classical” LO approach in Subsection 5.C.

C. Comparison of Optimized Layer-Oriented and
Layer-Oriented Performance
Figure 8 shows the comparison of the optimized LO
method with the classical LO method in the same condi-
tions as those for the previous figures. Note that a “rough”
optimization of the LO concept has been performed, as de-
scribed in the previous paragraph. For this reason, the
optimized LO (OLO) performance may not be as good as it
would be if we could set the GS optical attenuations as
precisely as required. Nevertheless, one can note that,

Fig. 7. Dispersion of the flux of the GSs available in a star field
around the mean flux per GS.
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with or without detector noise, the optimization signifi-
cantly improves the LO performance. Note that at the
considered galactic latitude (30°N), the number and the
brightness of the GSs are important, so that the WFS
SNR is very good, and the optimization that brings the
highest gain is the dimming of the brightest GS.

6. COMPARISON OF OPTIMIZED
LAYER-ORIENTED AND OPTIMIZED
STAR-ORIENTED PERFORMANCE

Figure 9 shows the comparison of the optimized SO (OSO)
and OLO performance at different galactic latitudes. The
optimization of the optical dimming of the OLO concept is
the same as that for Fig. 8.

When only photon noise is considered, the two opti-
mized WFS concepts have almost the same performance.
As said previously, the improvement of the LO perfor-
mance is mainly due to the dimming of the brightest GS,
which made possible the reduction of the turbulence ef-
fects. The OLO performance remains slightly worse than
the OSO performances but could be improved a little if
the OLO optimization were rigorously performed, as ex-
plained in Subsection 5.A. When considering high galactic
latitudes, both WFS concepts have their performance de-
graded in the same way, and the residual phase variance
remains lower than 1 rad2.

When detector noise is considered, the OLO method is
better than the OSO method, due to its smaller number of
wavefront sensors. But when increasing the galactic lati-
tude, this advantage of the LO approach is reduced. This
is due to the fact that the GSs become scarcer and fainter.
Hence only one or two bright GSs gather almost all the
flux available in the FOV, and the way in which the phase
average is performed has not much importance. Hence
the higher the galactic latitude is, the closer the two WFS
concepts are to each other. This result should appear at
lower galactic latitudes if noisier detectors are considered
because the detection limit of the WFS devices is reduced.

Hence the optimization of the SO and LO method
brought a significant gain for both WFS concepts, what-

ever the galactic latitude and the considered limiting
magnitude. Moreover, it made it possible for their perfor-
mances to be very close to each other. Nevertheless, opti-
mizing these two concepts does not have the same cost in
terms of system complexity. Hence the SO optimization is
a software matter, whereas the LO optimization mainly
relies on the optical attenuation of the bright GSs (except
for very high latitudes), the attenuations being a function
of the turbulence conditions and of the GS position and
magnitude. This requires additional optical elements
along the optical path of the GS and could introduce an
optical design upset.

7. CONCLUSION

The analytical modeling of the two WFS concepts for
phase estimation in the framework of a GLAO system has
highlighted key points in the evolution of their perfor-
mance. Concerning the “classical” SO and LO perfor-
mance, it has been underlined that the LO performance is
mainly limited by the error introduced by the mixing and
the weighting of the phase information before detection
whereas the SO performance is significantly limited by
the noise propagation in the reconstruction process, above
all in the presence of detector noise.

For these reasons, optimizing both the SO and LO ap-
proaches is very fruitful. A mode-by-mode optimization
has been proposed for the SO method. It consists in a nu-
merical operation, the proper coefficients being computed
by simple inversion of a linear matrix equation. LO opti-
mization consists in the optical attenuation of the bright-
est GS (to reduce the GS flux differences) and in the
mode-by-mode optimization of the phase reconstruction
thanks to numerical coefficients. The GS attenuations
and the numerical coefficients of the optimization are in-
terdependent and have to be determined together by us-
ing a multivariable minimization algorithm. Neverthe-
less, it has been shown that pretty good results can be
obtained with a crude but more realistic GS attenuation
algorithm, which consists in a simple limitation of the gap

Fig. 8. Comparison of LO and OLO performance.
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in magnitude between the brightest GS and the faintest
one.

The OSO and OLO methods have very similar perfor-
mance in the presence of photon noise; when considering
additional detector noise, the OLO approach remains bet-

ter than the OSO approach, but the difference is much
lower than in the unoptimized cases and decreases when
considering growing galactic latitudes or a noisier WFS
device. In both optimized cases the dependency of the
measurement error with respect to the limiting magni-

Fig. 9. Comparison of OSO and OLO performance.
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tude of the GS is very faint, because both optimizations
manage very well the WFS SNR.

Nevertheless, optimizing these two concepts does not
have the same cost in terms of system complexity. That is,
the SO optimization is just a software matter, whereas
the LO optimization requires some additional optical ele-
ments along the optical path of the GS, these elements
needing to be adaptable to outer parameters such as tur-
bulence conditions and GS properties (magnitude and po-
sition).

Once again, it is necessary to keep in mind that this
study does not mean to present an optimization of the
GLAO system. This work studies only one point of a total
error budget that includes all the other facets of the
GLAO system, i.e., the reconstruction algorithm (tomog-
raphy, for instance), the shape of the domain D* where
GSs are to be found, and the sky coverage problem.

Finally, this study should be fruitful for the perfor-
mance analysis of the first stage of a multiple-FOV WFS
concept,9 with the results presented here probably need-
ing modification with respect to the characteristics of this
concept.
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Chapitre 7

Validation expérimentale de
l’optimisation des concepts SO et LO

Nous avons eu l’opportunité de passer trois jours sur le démonstrateur d’optique adaptative mul-
ticonjuguée de l’Observatoire Austral Européen (ESO) afin de tester, entre autres, la validité de notre
procédure d’optimisation duStar Orientedpour le GLAO. On réalise ici la synthèse des résultats ob-
tenus. On présente d’abord succinctement le banc MAD, avant d’utiliser une partie des résultats pour
la caractérisation du système. Enfin on s’intéresse à lacaractérisation des conceptsStar Orientedet
Layer Oriented, et à l’optimisation du modeStar Oriented.

FIG. 7.1 – Schéma optique du démonstrateur de MCAO de l’ESO, MAD. (crédits : ESO,
www.eso.org)

7.1 Présentation du d́emonstrateur

MAD (Multi-conjugate Adaptive optics Demonstrator, fig. 7.1) est le démonstrateur d’optique
adaptative multiconjuguée de l’ESO [Marchetti et al. 2003]. Son objectif est de démontrer la
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faisabilité et les performances d’une optique à large champ sur le ciel, en présence d’étoiles guides
naturelles. Prévu pour être intégré dans le courant de l’année 2007 sur l’un des télescopes du VLT, il
sera alors le premier système de MCAO pour l’astronomie fonctionnant sur le ciel.

Le champ total de MAD couvre 2 minutes d’arc et est imagé par une caméra infra-rouge
(CAMCAO) [Amorim et al. 2004] de2048 × 2048 pixels carrés de 28 mas de côté. Le champ total
de la caméra étant d’environ une minute d’arc, celle-ci sedéplace dans le plan focal de l’instrument
afin de couvrir la totalité des 2 arcmin.

MAD peut corriger la turbulence grâce à deux miroirs déformables bimorphes (cf. § 2.3) de
60 actionneurs chacun (fig. 7.2 a), l’un étant conjugué à la pupille du télescope et l’autre à8.5 km
d’altitude. Le miroir conjugué à la pupille est monté surune monture tip/tilt (fig. 7.2 b), permettant
de compenser les deux premiers modes de Zernike1 et de conserver la totalité de la dynamique des
miroirs déformables pour la correction des modes d’ordressupérieurs. Ajoutons qu’il est possible
d’utiliser ces miroirs individuellement ou ensemble, et d’explorer ainsi pratiquement tous les concepts
d’AO large champ : MCAO, GLAO ou LTAO [Tokovinin et al. 2004].

(a) Miroir déformable bimorphe (b) Monture Tip/tilt du miroir pupille

FIG. 7.2 – MAD corrige la turbulence grâce à deux miroirs déformables bimorphes (fig. a). Celui qui
est conjugué à la pupille est monté sur une monture tip/tilt (fig. b).(Crédits : ESO)

Concernant l’analyse de front d’onde, MAD pourra fonctionner soit en modeStar Oriented
(SO, cf § 4.1), soit en modeLayer Oriented(LO, cf § 4.2). Cependant, au moment où les données
présentées ici ont été enregistrées, seul le modeStar Orientedétait implanté ; l’intégration du mode
Layer Orientedest prévue pour la fin de l’année 2006. En mode SO [Marchettiet al. 2006], MAD
dispose de trois analyseurs de front d’onde de type Shack-Hartmann (SH, cf § 2.1.2.3) identiques,
dont les caractéristiques sont synthétisées dans le tableau (7.1). Une unité de calibration permet
pré-compenser les aberrations statiques du système par recalage des pentes de référence [Kolb 2005].

Les mesures des senseurs sont ensuite récupérées par le calculateur temps réel, chargé de la
reconstruction du front d’onde. Celle-ci est réalisée par un algorithme intégrateur/proportionnel (cf.
§ 2.3). MAD offre la possibilité d’adapter les gains (intégrateur et proportionnel) de la boucle, mais

1on rappelle qu’en instrumentation monopupille le mode piston n’est jamais considéré.
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Nombre de Sous-pupilles Pixels par
Longueur d’onde

sous-pupilles utiles sous-pupille
0.7± 0.25µm 8× 8 52 8× 8

Echantillonnage
Taille pixel

à la diffraction
Modes de lecture Fréquence maximale

Binnings1 × 1 400 Hz(binning1 × 1)
300 mas Shannon/4

et2 × 2 636 Hz(binning2 × 2)

Bruit de d́etecteur
(indépendant de la fréquence de lecture)

Traitements avant calcul

retrait du fond,
10.2 photon électrons/pixel/trame mise à 0 des pixels négatifs

et fenêtrage6 × 6

TAB . 7.1 – Caractéristiques des senseurs Shack-Hartmann du modeStar Orientedde MAD.

également d’attribuer des gains différents à chacune des voies d’analyse dans la reconstruction. Ces
derniers sont en fait de simples coefficients multiplicatifs appliqués aux pentes mesurées par les
différents analyseurs avant la reconstruction du front d’onde. Cette possibilité d’adapter le gain par
analyseur a été cruciale pour le travail que je présente ici car elle a permis de simuler le comportement
du LO en générant un modeNumerical Layer Oriented(NLO, cf. § 6.3.3) et de tester l’optimisation
du SO en mode GLAO.

(a) MAPS (b) Constellation d’étoiles de MAPS

FIG. 7.3 – MAPS est le module apportant turbulence et sources de références à MAD en labora-
toire.(Crédits : ESO)

Lorsqu’il sera intégré sur le site du VLT, MAD fonctionnera sur le ciel, avec des étoiles guides
naturelles. En laboratoire, il est associé à un générateur de turbulence (Multi-Atmospheric Phase
screens and Stars, MAPS, fig. 7.3 a) [Kolb et al. 2004]. Celui-ci simule la turbulence à l’aide de trois
écrans de phase reproduisant le profil de turbulence atmosphérique à Paranal. Les caractéristiques de
la turbulence ainsi générée sont résumées dans le tableau 7.2. MAPS est également constitué d’une
constellation de sources lumineuses d’intensité variable simulant le ciel (fig. 7.3 b). On peut soit faire
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varier collectivement le flux de toutes les sources, soit introduire des écarts de flux entre elles par
le biais de densités optiques étalonnées. Ces sources servent à la fois de guides à l’analyse de front
d’onde et de points de référence pour estimer la qualité de la correction dans le champ sur la voie
imagerie.

Altitude (km) Vitesse vent (m · s−1) % profil total
Ecran 1 0. 7. 64.
Ecran 2 6. 13. 22.
Ecran 3 8.5 30. 14.

Caractéristiques globales

seeing (arcsec) r0 (cm) τ0 (ms) θ0 (arcsec) L0 (m)
0.84 11.9 3.2 2 22

TAB . 7.2 – Caractéristiques de la turbulence simulée par le g´enérateur MAPS.

7.2 Configurations utilisées pour les tests

Pour cette étude nous avons utilisé MAD en mode AO classique, en fermant la boucle sur l’une
des étoiles guides disponibles, et en mode GLAO, en utilisant trois étoiles du champ pour réaliser la
moyenne (simple ou pondérée) de la phase. La configurationdes étoiles est représentée sur le schéma
de la figure (7.3 b). Nous avons utilisé les étoiles indexées5, 10 et15, régulièrement réparties le long
d’un cercle de diamètre108 arcsec.

Au moment de notre accès au banc, seul le modeStar Orientedétait opérationnel pour la
multi-analyse. Nous avons exploité au maximum les possibilités qu’il nous a offert, en faisant
fonctionner le système enStar Oriented(SO, § 4.1), enNumerical Layer Oriented(NLO, § 6.3.3) ou
bien enStar OrientedOptimisé (OSO, § 6.4.1).

Notre objectif principal étant l’exploitation du mode GLAO du banc, caractérisé par une correction
très partielle, nous avons choisi certains paramètres dela boucle de façon à assurer sa robustesse plus
que sa performance ultime :

1. Nous avons choisi de ne pas calibrer les pentes de référence de ses senseurs de front d’onde.
Ceci se justifie en considérant deux caractéristiques du système :
– La prise en compte des aberrations statiques des voies d’analyse nécessite pour être correcte

la présence d’un plan focal au voisinage immédiat de la lame séparatrice, dans lequel on
place la source de référence. Or cette possibilité n’existe pas sur MAD : l’unité de calibration
est située nettement en amont de la séparatrice, ce qui revient à introduire des erreurs dans la
mesure des pentes de référence.

– De plus, le tableau (7.1) montre que la PSF d’une sous-pupille est fortement sous-
échantillonnée par les pixels du détecteur (4 fois moinsque Shannon). Ce sous-
échantillonnage induit une forte non-linéarité de la mesure du déplacement du spot lorsqu’il
n’est pas centré entre quatre pixels (cf. 10.1.2).

– Enfin, il a été établi au préalable par l’équipe MAD de l’ESO que la non prise en compte des
aberrations statiques sur axe ne dégrade pas significativement les performances du système



7.3. CARACTÉRISATION DU SYST̀EME MAD 131

en GLAO.

2. Les pixels sous-échantillonnant fortement la PSF des sous-pupilles, nous avons décidé de ne
pas utiliser le mode de lecture rapide (binning2 × 2). De plus, afin d’être moins limité par le
bruit de détecteur, nous avons travaillé à une fréquence de 200 Hz, soit la moitié seulement de
la fréquence maximale accessible.

3. Enfin nous avons utilisé une loi de commande de type intégrateur pour reconstruire la phase tur-
bulente (cf. § 2.3). Le retard de correction étant de deux trames, nous avons choisi de travailler
avec un gain de0.3, inférieur au gain optimal mais permettant de travailler `a faible flux.

7.3 Caract́erisation du syst̀eme MAD

7.3.1 Evolution de la performance selon le flux en AO classique

FIG. 7.4 – Evolution de la variance de pente locale aux bords d’une sous-pupille de Shack-Hartmann
en fonction du flux incident.

Avant d’entamer l’analyse de performance pour le GLAO, il était indispensable de réaliser une
série de tests afin de s’approprier les conditions de fonctionnement du démonstrateur. Le premier
test a été de caractériser le comportement des senseurs de front d’onde en fonction du flux. Cette
première étape est importante pour la suite car elle permet de connaı̂tre les différents régimes de
fonctionnement du Shack-Hartmann (cf. § 2.1.2.3) et de choisir la gamme de flux appropriée pour
tester l’optimisation du SO. Nous avons donc tracé sur la figure (7.4) l’évolution de la variance de
la pente locale de la phase corrigée sur une sous-pupille enfonction du flux par sous-pupille. Nous
avons travaillé en AO simple, en boucle fermée et avec ou sans turbulence.
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Comme nous l’avons vu précédemment (cf. § 2.1.2.3), l’évolution de la variance du bruit
sur la mesure du Shack-Hartmann dépend de la source d’erreur dominante. En l’absence de tur-
bulence, la figure (7.4) montre clairement une évolution en1/Nph de la variance de l’erreur de
mesure, ce qui signifie que la mesure est dominée par le bruitde photons. On remarque toute-
fois que les deux points correspondants aux plus faibles fluxs’écartent de la loi en1/Nph, ce qui
peut s’expliquer par l’influence croissante du bruit de détecteur (loi en1/N2

ph) lorsque le flux diminue.

Cette prédominance du bruit de photons étonne lorsqu’on considère les caractéristiques des
senseurs de front d’onde. En effet, le bruit de détecteur étant caractérisé par un écart-type de10.2
photo-électrons/trame/pixel, il devrait dominer la mesure, y compris pour des flux relativement
importants : Un écart important existe entre les mesures relevées sur MAD et le bruit attendu.
Plusieurs hypothèses peuvent expliquer ceci :

– Le fond est soustrait des imagettes du SH avant le calcul despentes ; il est possible que le fond
soustrait soit trop faible ou trop important :
∗ S’il est surestimé, les imagettes sont en fait seuillées ;
∗ S’il est sous-estimé, les mesures de pente sont biaisées vers 0
Dans un cas comme dans l’autre, l’effet du bruit de détecteur sur les mesures de pente est
beaucoup moins marqué que ce qui est prévu par la théorie.

– Les pixels négatifs des imagettes sont mis à 0, ce qui att´enue également l’impact du bruit de
détecteur sur les mesures du SH.

– Enfin, le bruit de détecteur est peut-être moins fort que l’on ne pense, les mesures étant
réalisées à une fréquence de 200 Hz seulement.

Nous ne nous étendrons pas plus sur ce problème ici : notre objectif pour l’instant n’est pas
d’étudier les SH de MAD mais d’en connaı̂tre les régimes defonctionnement pour mieux comprendre
les performances du démonstrateur en GLAO. Une étude approfondie du comportement d’un senseur
Shack-Hartmann est disponible dans la quatrième partie dece manuscrit (cf. en particulier chapitre
10).

Ajoutons simplement qu’en présence de turbulence, le régime de bruit de photons s’arrête très
tôt pour laisser la place au régime de saturation. Le plateau de saturation a un niveau élevé et est
dû aux déformations turbulentes de la tâche image au foyer des sous-pupilles et aux caractéristiques
des sous-pupilles du SH (champ et échantillonnage principalement, cf. Chap. 10). Il est susceptible
de nous gêner pour l’optimisation du SO pour le GLAO. En effet, les trois senseurs de front d’onde
étant identiques et la turbulence étant stationnaire dans le champ, la simple moyenne des mesures
sur les directions d’analyse est déjà optimale en régimede saturation puisque les rapports signal à
bruit sont égaux dans les trois directions d’analyse. Adapter le gain de chaque analyseur en fonction
du flux qu’il reçoit n’a alors pas de sens, et est même délétère puisque cela introduit une erreur
supplémentaire liée à la turbulence d’altitude (cf. § 6.4.1).

On en conclut que l’optimisation duStar Orientedne pourra apporter de gain sensible à la
performance du GLAO que pour des étoiles dont le flux reste dans une gamme allant d’une cinquan-
taine à 500 photons par sous-pupille et par trame. Notons que le cas duLayer Oriented(optique ou
numérique) est différent : à fort flux, la précision de samesure est en effet limitée par la turbulence
d’altitude et les écarts de flux entre les étoiles guides (cf. § 4.2). L’optimisation des écarts de flux
entre les étoiles garde tout son sens. C’est ce que nous mettrons en évidence plus loin par l’étude du
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Numerical Layer Oriented.

7.3.2 Choix d’un critère pour l’analyse des ŕesultats exṕerimentaux

Nous avons basé toute l’étude analytique des concepts d’analyse de front d’onde que nous avons
présenté au chapitre précédent sur un critère de performance lié à la phase estimée : la variance de
l’erreur d’estimation de la moyenne de la phase dans le champ(cf. § 6.2.5). Sur MAD, nous n’avons
évidemment pas accès à une telle grandeur. Les données de sortie du système sont les images longue
pose des étoiles de MAPS. Nous allons donc travailler sur des critères dérivés de ces images : l’énergie
intégrée sur un élément de surface carré du plan focal et le rapport de Strehl, dont on rappelle les
définitions ci-dessous :

EEa =

∫ a
2

x=− a
2

∫ a
2

y=− a
2
PSF (x, y) dx dy

∫∫∞
−∞ PSF (x, y) dx dy

SR =
PSF (0)

PSFdiffraction (0)

La figure (7.5) montre les cartes des énergies encadrées obtenues après fermeture de la boucle
d’optique adaptative dans quatre cas différents et en l’absence de turbulence. Les trois premières cartes
(Fig. 7.5 - a, b et c) montrent la performance obtenue avec uneboucle d’optique adaptative simple as-
servie chaque fois sur une source guide différente (les étoiles d’indices 5, 10 et 15 respectivement). La
quatrième montre la performance obtenue avec une boucle GLAO, la mesure de phase étant dans ce
cas la simple moyenne des mesures des voies d’analyse pointant sur les 3 étoiles précédentes (SO). Le
critère de performance utilisé ici est l’énergie intégrée sur un pixel carré de200 mas de côté. On trouve
en titre de chaque carte la valeur moyenne de l’énergie encadrée sur le champ ainsi que son écart-type.

Dans un système parfait, les quatre cartes doivent être rigoureusement identiques et uniformes.
La figure (7.5) montre que ce n’est pas exactement le cas. On nes’intéresse pas dans l’immédiat
aux causes de ces variations de performance dans le champ : cepoint, très important, est traité dans
le paragraphe suivant. On souhaite simplement ici faire le point sur les différents estimateurs de
performance à notre disposition et en choisir un que l’on puisse utiliser seul en toute confiance.
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Position des étoiles guides.

(a) AO, GS 5 (b) AO, GS 10

(c) AO, GS 15 (d) GLAO, GSs 5, 10 et 15

FIG. 7.5 – Cartes d’énergies encadrées dans200 × 200 mas en l’absence de turbulence. Les cartes
(a), (b) et (c) présentent les résultats en AO classique pour chacune des 3 étoiles guides. La carte (d)
présente le résultat du GLAO.
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On remarque en premier lieu que la performance fluctue d’un point à l’autre au sein d’une même
carte. Ces fluctuations sont de l’ordre de4% d’énergie encadrée en écart-type, ce qui représente6% de
fluctuations relatives par rapport au niveau moyen. Cependant l’énergie est ici intégrée sur un élément
de surface important. Un moyen de mieux voir les fluctuationsde performance quand on considère un
critère intégré tel que l’énergie encadrée est de réduire la taille de l’élément de surface d’intégration
de l’énergie lumineuse. C’est ce que montre la figure (7.6).Quand la taille du domaine d’intégration
diminue, l’énergie moyenne diminue logiquement, et les fluctuations augmentent. On note cependant
sur cette figure que les caractéristiques de la correction dans le champ évoluent de la même façon
pour les quatre configurations envisagées ici (les 3 AO classiques et le GLAO). La comparaison de
performance peut donc être réalisée en fixant une fois pour toutes la taille de l’élément de surface
d’intégration. On a choisi d’intégrer l’énergie dans unpixel carré de 200 mas de côté, taille typique
d’un élément d’intégration pour les applications de spectro-imagerie du GLAO.

(a) Energie encadrée moyenne dans la champ Fluctuations par rapport à la valeur moyenne

FIG. 7.6 – Valeur moyenne et écart-type dans le champ de l’énergie encadrée en fonction de la taille
de l’élément d’intégration.

On peut également accentuer la dynamique de l’évolution de la performance dans le champ
en choisissant le rapport de Strehl comme critère de performance. La figure (7.7) montre ainsi
l’équivalent des cartes de la figure (7.5), la qualité de lacorrection étant exprimée cette fois en rapport
de Strehl. Ici encore, on montre qu’il y a peu de différencesentre les cartes de la figure (7.5) et celles
de la figure (7.7), bien que les fluctuations de ces dernièressoient effectivement plus importantes. Le
critère du rapport de Strehl n’apporte pas de supplément d’information sur qualité de la correction par
rapport au critère d’énergie encadrée. Dans la suite de cette étude on se limitera donc à une analyse
sur l’énergie encadrée dans 200 mas.
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(a) AO, GS 5 (b) AO, GS 10

(c) AO, GS 15 (d) GLAO, GSs 5, 10 et 15

FIG. 7.7 – Cartes des rapports de Strehl en l’absence de turbulence. Les cartes (a), (b) et (c) présentent
les résultats en AO classique pour chacune des 3 étoiles guides. La carte (d) présente le résultat du
GLAO.
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7.3.3 Caract́erisation des aberrations statiques

En l’absence de turbulence, la principale limitation des performances du système réside dans
ses aberrations statiques de champ, visibles sur les cartesde la figure (7.5). On souhaite ici les
caractériser et connaı̂tre ainsi la performance ultime dusystème. Pour un système multi-analyse, on
peut distinguer trois catégories d’aberrations de champ :

– Les aberrations de champ communes : ce sont les aberrationsde champ situées en amont de
la séparatrice sur le trajet optique. Elles sont vues à la fois par les voies d’analyse et la voie
d’imagerie. Mais en AO classique, elle sont vues différemment par le système selon la direction
de l’étoile sur laquelle il est asservi. La correction de ces aberrations est alors maximale dans
la direction de l’étoile guide, mais se dégrade à mesure qu’on s’en éloigne dans le champ.

– Les aberrations de champ non communes : ce sont les aberrations de la voie imagerie. A moins
de mettre en place une procédure spécifique pour leur estimation et leur prise en compte par la
boucle (cf. § 2.4.3.6), ces aberrations ne sont ni vues, ni corrigées par le système d’AO. Leur
impact sur la performance finale est donc le même quel que soit le type d’AO envisagé et quelles
que soient les positions des étoiles guides.

– Les aberrations spécifiques aux voies d’analyse, qui ne sont vues que par le Shack-Hartmann
associé. Elles n’affectent pas la voie d’imagerie, mais sont pourtant corrigées par le système
d’AO, ce qui introduit une dégradation de la performance dusystème. Lorsque les voies
d’analyse sont calibrées, ces aberrations sont automatiquement compensées par la boucle. Ce
n’est pas le cas ici car les pentes de référence des senseurs sont calées sur les centres des
sous-pupilles, pour les raisons données précédemment (§ 7.2).

On estime ici l’impact de ces différentes aberrations sur la performance du système en boucle
fermée. On considère ici et dans la suite l’énergie intégrée sur un pixel carré de200 mas de côté. On
travaille à fort flux et en éclairement uniforme. Les cartes de la figure 7.5 montrent voie d’analyse par
voie d’analyse les aberrations statiques dégradant le niveau de correction dans le champ. On note en
premier lieu que les niveaux d’énergie encadrée dans200 mas sont de l’ordre de 40 à 50 %, ce qui
est élevé et traduit la faiblesse des aberrations.

On constate également de fortes similitudes entre les trois premières cartes (AO classique, figs.
7.5 a, b et c). En réalisant la moyenne des mesures sur les trois voies d’analyse, le GLAO (fig. 7.5
d) permet de lisser les différences entre les directions, mais la tendance commune aux trois voies
demeure. Ce comportement similaire révèle l’influence des aberrations de champ non communes.
C’est le cas en particulier de la dégradation de performance au niveau du coin inférieur gauche des
cartes. Bien que l’effet de ces aberrations sur un critère tel que l’énergie intégrée ne soit pas linéaire,
il est possible de limiter en partie leur influence sur les cartes de correction en soustrayant les cartes
deux à deux. On visualise alors mieux les aberrations spécifiques à l’une ou l’autre des voies et les
aberrations de champ communes. C’est ce que l’on fait sur lescartes résiduelles de la figure (7.8),
représentant les différences point à point entre les cartes (7.5 a), (7.5 b) et (7.5 c).

On note en particulier que ces écarts d’une voie à l’autre sont du même ordre de grandeur,
voire inférieurs aux écarts d’un point à l’autre du champpour une même voie. Ces aberrations
différentielles ne constituent donc pas un facteur dominant dans le comportement de MAD. On
remarque enfin que la configuration GLAO, en réalisant la moyenne des phases dans les différentes
directions, lisse les effets des aberrations internes aux voies d’analyse et des aberrations communes
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(a) AO, GS 5 - GS 10 (b) AO, GS 5 - GS 15 (c) AO, GS 10 - GS 15

FIG. 7.8 – Différences point à point entre les trois premières cartes (AO classique) de la figure 7.5.

de champ, ce qui permet à la fois d’améliorer la performance moyenne dans le champ et de réduire les
fluctuations d’un point du champ à l’autre (7.5 d). Ainsi, pour peu qu’elles soient décorrélées d’une
voie à l’autre, l’influence des aberrations différentielles sur la phase moyenne doit varier en1/

√
3.

La relation entre la phase et l’énergie intégrée n’étant pas linéaire cette loi n’est pas valide lorsqu’on
considère l’énergie encadrée, mais on discerne toutefois nettement l’atténuation des fluctuations dans
le cas du GLAO.

7.3.4 Introduction de la turbulence

7.3.4.1 Absence de correction

La figure 7.9 montre les niveaux de performance du système sans correction, pour les deux profils
atmosphériques que nous avons considéré par la suite : unprofil à une couche au sol (7.9 a) et un profil
à trois couches (7.9 b). On remarque que ces deux cartes sonttrès homogènes. On retrouve toutefois
la dégradation déjà observée précédemment dans la partie inférieure gauche du champ et due aux
aberrations non communes de champ. Celles-ci sont plus visibles dans le cas où seule la turbulence
au niveau du sol est considérée. Cette différence est dueen fait à une différence deseeing(cf. § 1.2.3)
entre les deux profils de turbulence : celui-ci est en effet plus faible lorsque seul l’écran de phase de
la pupille est en place.

7.3.4.2 Turbulence au sol

Une autre caractéristique intéressante du banc est son comportement à fort flux en présence uni-
quement de l’écran de turbulence conjugué à la pupille dutélescope. En effet, si l’écran de phase
est bien conjugué à la pupille, toutes les voies d’analysedoivent voir la même turbulence et resti-
tuer la même carte de correction. En outre cette configuration nous intéresse particulièrement car elle
nous renseigne sur la performance maximale que peut atteindre le GLAO. La figure 7.10 présente les
mêmes cartes que les figures 7.5 et 7.8, en ajoutant l’écrande turbulence conjugué à la pupille du
télescope. Cet écran est caractérisé par un seeing de 0.64 arcsec (cf. tab. 7.2). On remarque une ho-
mogénéisation de la réponse des trois cas d’optique adaptative classique (7.10 - a, b et c) par rapport
au cas sans turbulence (7.5 - a, b et c). Cette uniformisationest visible à la fois dans le champ pour
une voie d’analyse donnée et en un point du champ pour les différentes directions d’analyse. Elle est
le signe que les aberrations statiques du banc deviennent n´egligeables par rapport au résidu turbulent
après correction, ce qui confirme l’analyse du paragraphe (7.3.3). Ceci est également confirmé par
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(a) Ecran au sol seulement (b) 3 écrans de phase
(s = 0.64 arcsec) (s = 0.84 arcsec)

FIG. 7.9 – Energie encadrée dans 200 mas sans correction.

les cartes présentant les différences de réponse d’une configuration d’analyse à l’autre. En effet, les
figures (7.10 - e, f et g) montrent que les fluctuations de performance entre deux directions d’ana-
lyse sont en moyenne de 2 % alors que les fluctuations au sein duchamp pour une même direction
d’analyse sont en moyenne de 2.6 %.

7.3.5 En ŕesuḿe

Le tableau (7.3) résume les performances en énergie encadrée obtenues sur MAD pour le GLAO,
à fort flux, selon la turbulence et la correction appliquée.

Configuration 〈EE200 mas〉FOV (%) σFOV (EE200 mas) (%)

Pas de turbulence, boucle fermée 68.4 3.92
Turbulence au sol, boucle fermée 47.0 2.67
Turbulence au sol, boucle ouverte 8.4 0.79

Turbulence 3 couches, boucle ouverte 6.7 0.40

TAB . 7.3 – Performances en GLAO à fort flux selon la turbulence etla correction appliquée.

7.4 Etude des performances du modeStar Oriented non optimisé, du
Numerical Layer Oriented et du Star Oriented optimisé

Après cette caractérisation du banc, nous avons effectu´e quelques mesures pour analyser les
performances du GLAO avec les trois modes de reconstructionde la phase “Ground Layer” que
nous pouvions tester, à savoir le SO (simple moyenne des phases dans les différentes directions),
le NLO (moyenne pondérée par la fraction du flux total provenant de chaque direction, synthétisant
numériquement le LO) et le OSO (moyenne pondérée avec coefficients optimisés). L’objectif est de



140 CHAPITRE 7. VALIDATION EXPÉRIMENTALE DES SO ET LO OPTIMIŚES

(a) AO, GS 5 (b) AO, GS 10

(c) AO, GS 15 (d) GLAO, GSs 5, 10 et 15

(e) a - b (f) a - c (g) b - c

FIG. 7.10 – Cartes d’énergie encadrée dans 200 mas en présence uniquement de la turbulence proche
du sol (seeing : 0.64 arcsec). Les cartes (a), (b) et (c) présentent les résultats en AO classique pour cha-
cune des 3 étoiles guides. La carte (d) présente le résultat du GLAO. Les cartes (e) à (g) représentent
les différences points à points entre les cartes (a), (b) et (c).
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s’assurer du comportement des trois concepts de reconstruction en présence de turbulence et d’étoiles
guides de flux différents. Nous avons testé le GLAO en quatre points de fonctionnement, correspon-
dant à 4 sets de magnitudes différentes. Les étoiles guides considérées sont toujours les étoiles 5, 10
et 15 de la figure (7.3) ; le tableau 7.4 donne le flux mesuré dans une sous-pupille pleinement éclairée
du Shack-Hartmann pour chaque configuration testée ainsi que leur magnitude équivalente en bande
V.

GS 5 GS 10 GS 15
Configuration

V flux V flux V flux
M000 10.7 1400 10.6 1540 10.5 1690
M102 10.0 2675 8.75 8460 11.67 575
M120 12.6 220 13.3 120 11.7 600
M320 13.8 70 13.2 140 11.4 740

TAB . 7.4 – Magnitude visible des étoiles guides et flux par sous-pupille de SH (en photo-électrons /
sous-pupille / trame) selon la configuration.

7.4.1 LeStar Oriented

On peut tout d’abord analyser le comportement du GLAO enStar Oriented, c’est-à-dire lorsqu’on
réalise la simple moyenne des mesures obtenues dans les différentes directions. La figure (7.11)
montre les cartes de performances obtenues dans les 4 configurations décrites dans le tableau (7.4),
en présence des trois écrans turbulents de MAPS.

La première carte (M 000) a été réalisée à fort flux et enéclairement uniforme. D’après les
mesures de flux effectuées sur le banc et résumées dans le tableau (7.4), on remarque qu’il existe
en réalité des écarts de flux entre les étoiles guides. Toutefois, si on se réfère à la courbe (7.4)
représentant les régimes de fonctionnement des senseursSH en fonction du flux incident, on
remarque que le flux collecté dans les sous-pupilles est telque la boucle fonctionne dans la zone de
saturation des senseurs de fronts d’onde. En définitive, lerapport signal à bruit sur les senseurs est
donc bien le même dans toutes les directions d’analyse.

Cette configuration peut donc servir de référence pour l’analyse : elle donne la performance
ultime du mode GLAO SO pour ce lot d’étoiles et ce profil de turbulence. L’énergie encadrée dans
200 mas est de l’ordre de 16.8% en moyenne sur le champ. En boucle ouverte, elle était de 6.7%
seulement en moyenne. On réalise donc un gain d’un facteur 2.5 sur l’énergie encadrée par rapport au
cas non corrigé. Par ailleurs, les fluctuations dans le champ sont réduites encore du tiers par rapport
au cas vu précédemment où seule la turbulence au sol était considérée (cf. tableau 7.3) : erreurs liées
à la turbulence d’altitude dominent les aberrations statiques du banc.

Les trois autres cartes de la figure (7.11) montrent les effets d’une disparité de flux des étoiles
guides. On voit très clairement sur ces cartes les effets dubruit sur les senseurs de front d’onde dans
la direction des étoiles de faible luminosité. C’est le cas en particulier sur la carte (M 102) dans la
direction de l’étoile 15 (au milieu à gauche) et sur la carte (M320) dans la direction de l’étoile 5
(en haut à droite). En conséquence, la performance moyenne sur le champ chute et l’uniformité de



142 CHAPITRE 7. VALIDATION EXPÉRIMENTALE DES SO ET LO OPTIMIŚES

correction est dégradée : on perd4% d’énergie encadrée entre la carte (M 000) et la carte (M 320), qui
utilise l’étoile la moins lumineuse des 4 configurations testées. Entre les deux mêmes configurations,
l’écart-type des fluctuations d’énergie dans le champ double.

L’alternative proposée auStar Orientedpour limiter les effets du bruit de détecteur est leLayer
Oriented. Il n’a malheureusement pas été possible de le tester exp´erimentalement, mais nous nous
sommes intéressés à son pendant numérique, le NLO.
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FIG. 7.11 – Cartes d’énergie encadrée dans 200 mas pour le GLAOen mode SO.
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7.4.2 LeNumerical Layer Oriented

L’étude du Layer Orientednumérique (NLO) nous intéresse particulièrement parceque son
principe est tel qu’en présence uniquement de bruit de photons il se comporte exactement comme le
Layer Orientedoptique (cf. § 6.3.3). Il faudra toutefois garder ici à l’esprit que la contribution du
bruit de détecteur est multipliée par le nombre de senseurs de front d’onde dans le NLO par rapport
au LO optique (cf. § 6.3.3).

SO NLO

FIG. 7.12 – Cartes d’énergie encadrée dans 200 mas pour le GLAOen mode NLO et en mode SO.
Configuration d’étoiles M 120, turbulence dans la pupille uniquement (s = 0.64 arcsec).

La figure (7.12) compare les cartes d’énergie encadrée du SO et du NLO dans une configuration
où les étoiles ont des flux différents (configuration 120)et où seule la turbulence au sol est considérée.
On note que les deux modes de reconstruction offrent des performances quasiment identiques : elles
diffèrent de moins de 1% d’énergie intégrée en moyenne sur le champ, et les fluctuations au sein de
la carte sont identiques en écart-type. En particulier, onnote la même dégradation de la performance
dans la direction de l’étoile la plus faible. Conformément aux prévisions faites sur la base de l’étude
analytique présentée au paragraphe (6.3.1), le NLO a un comportement identique au SO lorsque la
turbulence est localisée intégralement dans la pupille.

Par contre les choses changent radicalement lorsqu’il existe de la turbulence d’altitude. On
se place pour étudier ce point dans le cas de la configuration(M 102). Cette configuration est
intéressante ici car les flux sur les senseurs sont très forts (cf. tableau 7.4), si bien que la mesure
des WFSs est limitée en variance par les erreurs dues à la troncature des spots Hartmann et que les
rapports signal à bruit sur les senseurs sont égaux (cf. fig. 7.4). De plus les écarts de flux entre les
trois senseurs de front d’onde sont importants. Dans cette situation, comme nous venons de le dire,
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le NLO se comporte exactement comme le ferait un LO optique. La figure (7.13) montre les cartes
d’intensité obtenues dans cette configuration pour le SO etle NLO.

SO NLO

FIG. 7.13 – Cartes d’énergie encadrée dans 200 mas pour le GLAOen mode NLO et en mode SO.
Configuration d’étoiles M 102, 3 couches turbulentes (s = 0.84 arcsec).

On remarque que la performance du NLO est très clairement distordue dans la direction de l’étoile
la plus brillante (ici, l’étoile 10, en bas à droite). On observe également une perte de performance
dans la direction de l’étoile 15 (à gauche) plus importante que dans le cas du SO : la pondération de
la mesure effectuée dans cette direction est trop importante, de l’information est perdue. Le rapport
signal à bruit des WFSs étant identique dans les deux cas, la dégradation observée pour le NLO en
présence des trois écrans de phase ne peut être attribuée qu’aux effets conjugués de la turbulence
d’altitude et des écarts de flux entre les étoiles guides. Avec un écart de magnitudes entre l’étoile
guide la plus forte et la plus faible de seulement une magnitude et demie (cf tab. 7.4), la perte de
performance du NLO par rapport au SO est légèrement supérieure à 1% d’énergie encadrée moyenne,
ce qui reste acceptable, mais les fluctuations dans le champ augmentent de 60%.
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M320 M120

M 000

FIG. 7.14 – Cartes d’énergie encadrée dans 200 mas pour le GLAOen mode NLO, en présence de
turbulence d’altitude.
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Cette dégradation de la performance du NLO se retrouve pourles autres configurations testées.
C’est ce que montre la figure (7.14). On reporte pour mémoiresur cette figure la carte de correction en
configuration (M 000), obtenue en mode SO, et qui sert de réf´erence : elle correspond à la performance
ultime que l’on pourrait atteindre avec un LO à fort flux, l’´eclairement étant quasiment uniforme. On
remarque que par rapport à cette carte, les performances duNLO dans les configurations (M120) et
(M 320) augmentent systématiquement vers l’étoile la plus brillante dès qu’il existe des écarts de flux :
pour les deux configurations de la figure 7.14, la correction est nettement plus forte dans la direction
de l’étoile 15 (à gauche). Pour aller un peu plus loin dans l’analyse, Le tableau 7.5 permet de comparer
les performances moyennes sur le champ pour le SO et le NLO.

Configuration M 000 M102 M120 M320

〈EE200 mas〉FOV SO 15.6 15.7 12.9
(%) NLO

16.8
14.5 14 13.9

stdFOV (EE200 mas) SO 3.40 2.12 3.10
(%) NLO

1.43
5.42 2.63 3.62

TAB . 7.5 – Comparaison des performances du SO et du NLO en présence de turbulence en altitude.

Ce tableau démontre clairement que pour les deux configurations à fort flux (M 102 et M 120) le
SO est meilleur que le NLO2, en performance moyenne comme en uniformité de correction. Le NLO
ne prend le pas sur le SO que lorsque ce dernier a l’un de ses senseurs limité par le bruit de détecteur :
c’est le cas de la configuration M 320, pour laquelle l’analyse de front d’onde dans la direction de
l’étoile 5 ne se fait qu’avec 70 photo-électrons par sous-pupille et par trame. Dans ce cas, le NLO
permet d’obtenir une performance moyenne dans le champ meilleure que celle du SO. Notons que le
LO étant moins sensible au bruit de détecteur que le NLO, cebénéfice sera accentué. Cependant, on
remarque que c’est au prix de l’uniformité de la correction: la performance du NLO fluctue un peu
plus dans le champ.

7.4.3 Optimisation du SO

Grâce au modèle analytique développé précédemment (cf. § 6.4.1), nous avons calculé les
coefficients de gain optimaux pour les voies d’analyse pour les différentes configurations. Le tableau
7.6 donne les valeurs de gains calculées et permet de les comparer avec les coefficients correspondants
au NLO (i.e. les flux relatifs par étoile guide).

La différence principale entre les deux concepts est le critère de pondération : dans le cas du NLO,
la pondération se fait en fonction de la fraction du flux total illuminant chaque voie d’analyse. Dans
le SO optimisé (OSO), c’est la rapport signal à bruit sur les senseurs de front d’onde qui importe. La
différence entre les deux approches est flagrante dans le cas de la configuration M 102 : alors que
les gains affectés aux trois voies sont très différents dans le cas du NLO, ils sont très proches dans
le cas du OSO : les trois coefficients sont quasiment égaux àl’unité, si bien que sa performance est
identique à celle du SO.

2et que le LO puisqu’on est en régime de bruit de photons.
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Configuration M102 M120 M320
η5 = 0.30 η5 = 0.23 η5 = 0.07

Coefficients NLO η10 = 0.57 η10 = 0.13 η10 = 0.15
η15 = 0.13 η15 = 0.64 η15 = 0.78

η5 = 1.03 η5 = 1.03 η5 = 0.45
Coefficients OSO η10 = 1.05 η10 = 0.65 η10 = 0.86

η15 = 0.91 η15 = 1.25 η15 = 1.55

TAB . 7.6 – Coefficients de gain par étoile guide dans le cas du NLOet du SO optimisé.

Les cartes de la figure 7.15 montrent les résultats obtenus avec le OSO dans les deux configura-
tion à plus faible bruit que nous avons testées. On présente dans le tableau 7.7 une comparaison des
performances moyennes dans le champ des trois concepts étudiés ici.

FIG. 7.15 – Cartes d’énergie encadrée dans 200 mas pour le GLAOen mode SO optimisé, en présence
de turbulence d’altitude.

On remarque que les résultats de l’optimisation du SO sont très probants dans le cas de la
configuration (M 320) : l’optimisation du SO permet de dépasser les performances du SO et du
NLO, que ce soit en performance moyenne ou en uniformité. Remarquons toutefois qu’on ne peut
pas complètement extrapoler ces résultats au LO optique :l’un des analyseur étant dominé par le
bruit de détecteur, la performance du NLO est ici nécessairement moins bonne que celle qu’aurait un
véritable LO. Cependant toutes les études analytiques précédemment menées montrent qu’on atteint
de meilleures performances avec un SO optimisé qu’avec un LO (cf. § 6.4.2, [Nicolle et al. 2006]).
C’est pour cette raison que l’optimisation de ce dernier a été proposée dans le paragraphe 6.4.2.
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Configuration M320 M120

〈EE200 mas〉FOV SO 12.9 15.7
(%) NLO 13.9 14

OSO 16. 15.

stdFOV (EE200 mas) SO 3.10 2.12
(%) NLO 3.62 2.63

OSO 2.77 2.24

TAB . 7.7 – Comparaison des performances du SO et du NLO en présence de turbulence en altitude.

Les résultats de l’optimisation sont par contre moins probants dans la configuration (M 120) : Si
le OSO permet effectivement de faire mieux que le NLO, sa performance reste légèrement inférieure
à celle du SO, l’écart étant toutefois inférieur à 1% d’énergie encadrée. Le fait que l’on soit dans une
situation intermédiaire entre le NLO et le SO montre que lescoefficients calculés pour le OSO sont
en fait trop dispersés par rapport à ce qu’ils devraient être.

Le problème vient très certainement d’une mauvaise modélisation du bruit sur la mesure du
front d’onde dans le modèle servant à calculer les coefficients de l’optimisation. En effet, on a vu au
paragraphe (7.3.1) que les résultats de la caractérisation des Shack-Hartmann de MAD a permis de
mettre en évidence une limitation de l’erreur de mesure parles effets de troncature du spot Hartmann
et non par le bruit de photons à fort flux (plus de 500 photo-électrons par sous-pupille et par trame).
De plus on a considéré un bruit de détecteur d’écart-type 10.2 photo-électrons par trame et par pixel.
Cependant on a vu (§ 7.3.1) que plusieurs facteurs modifient ou sont susceptibles de modifier l’impact
du bruit de détecteur sur la mesure. Le point commun de ces facteurs est d’améliorer le rapport signal
à bruit de la mesure.

Or, dans la configuration M 120, le WFS correspondant à l’étoile 10 est limité par le bruit de
détecteur si l’on considère que ce dernier a un écart-type 10.2 photo-électrons/trame/pixel. Mais ce
n’est déjà plus vraiment le cas lorsque l’on met à 0 les pixels négatifs. Ainsi le tableau (7.8) donne la

GS 5 GS 10 GS 15
Sans seuillage à 0 1.03 0.65 1.25
Avec seuillage à 0 1.02 0.89 1.12

TAB . 7.8 – Coefficients de pondération optimaux pour la configuration M 120, selon le bruit de
détecteur.

valeur des coefficients de gain calculés pour le OSO en fonction de l’écart-type du bruit de détecteur.
Il est clair que la sur-estimation du bruit de détecteur conduit à une atténuation trop sévère de la
mesure de l’étoile 10.
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Or les mesures aboutissant à ces résultats n’ont malheureusement pu être dépouillées qu’après
l’acquisition des données sur l’optimisation du GLAO. Lescoefficients affectés à chaque WFS pour
l’optimisation ont donc été calculés à partir d’un mod`ele erroné des WFSs, ne prenant pas en compte
les effets de troncature mentionnés ci-dessus.

Ajoutons enfin que la remarque est également valable pour laconfiguration M 320 : en revoyant
à la baisse l’impact du bruit de détecteur dans le modèle nous permettant de calculer les coefficient
optimaux, on s’aperçoit que la mesure correspondant à l’´etoile 5 est un peu trop atténuée. Cela signifie
que les performances du OSO décrites par la carte de la figure7.15 pourraient être encore meilleures.

7.5 Conclusion

Cette validation expérimentale nous a permis de confirmer plusieurs points importants mis en
évidence par l’étude analytique et numérique proposéeau chapitre 6 :

– L’étude duNumerical Layer Orientednous a permis de confirmer la dégradation importante
des performances d’un conceptLayer Orientedpar la turbulence d’altitude lorsque celui-ci
est confronté à des étoiles guides de flux différents. Cette dégradation de la performance
par rapport à celle du SO est sensible sur la performance moyenne dans le champ corrigé à
fort flux (configurations M102 et M120). Mais elle est surtoutsensible sur l’uniformité de la
performance dans le champ : la correction est nettement dop´ee dans la direction de l’étoile
guide la plus forte, et ce même pour de faibles écarts de magnitude : c’est le cas par exemple
dans la configuration M320, où l’écart de magnitude entre les trois étoiles guides est inférieure
à 1.5 magnitude dans le visible et où le NLO apporte une performance meilleure en valeur
moyenne, mais moins bonne en uniformité que la performancedu SO.

– L’étude duStar Orientedoptimisé nous a permis de confirmer le gain apporté par une gestion
optimale des directions d’analyse dans la reconstruction de la phase à appliquer sur le miroir
déformable du GLAO. Mais elle nous a également permis de souligner l’importance de la
bonne modélisation des senseurs de front d’onde pour l’optimisation du SO. On a ainsi vu avec
l’exemple de la configuration M 320 que la méconnaissance dela loi de comportement des
senseurs vis-à-vis du bruit de détecteur peut rendre la reconstruction légèrement sous-optimale.
Il est également important d’intégrer au modèle de Shack-Hartmann proposé au chapitre 6 une
modélisation du comportement de saturation à très fort flux de la variance de l’erreur de mesure,
sans quoi on s’expose au risque de dégrader inutilement l’uniformité de la correction du GLAO.

L’implantation prochaine sur MAD du modeLayer Orientedet la mise sur le ciel du démonstrateur
devraient apporter de très fructueuses informations pourcompléter cette étude et discuter de l’oppor-
tunité d’une optimisation des concepts SO et LO.

Enfin, certains des résultats proposés ici soulèvent un problème plus général que la comparaison
des conceptsStar OrientedetLayer Oriented: celui de la performance globale du GLAO. On a vu au
paragraphe (3.3.2.1) que la demande de performance est double pour un GLAO, puisque l’on souhaite
à la fois une correction bonne et uniforme dans le champ. Or on a vu au travers de l’exemple de
la configuration M320 que les deux ne sont par nécessairement compatibles : dans cet exemple, la
performance moyenne dans le champ du SO est moins bonne que celle de la reconstruction NLO,
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mais son uniformité est meilleure. Le choix du mode de reconstruction de la phase de correction à
partir des mesures doit donc intégrer et hiérarchiser lesdeux aspects de la performance du GLAO. On
propose une analyse de ce problème dans le chapitre suivant.
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Chapitre 8

Optimisation de la performance d’un
GLAO

8.1 Objectifs et conditions de l’́etude

Dans les deux chapitres précédents, nous avons proposé une optimisation des conceptsStar
Orientedet Layer Orientedpermettant de gérer au mieux le flux provenant des différentes directions
d’analyse et les perturbations de la mesure liées à la turbulence en altitude. L’optimisation ainsi
proposée ne permet pourtant pas d’atteindre la performance optimale d’un système d’optique
adaptative donné. En effet, dans le cas du GLAO, on a vu au paragraphe (6.2.5) que les aspects traités
par l’optimisation proposée au chapitre 6 ne sont pas les seuls facteurs déterminant la performance
globale du système GLAO : la répartition des étoiles guides dans le champ joue également un rôle
important, surtout lorsqu’elles sont rares. Au delà de la comparaisonStar Oriented/ Layer Oriented,
il est donc essentiel d’intégrer à l’optimisation d’un système d’optique adaptative reposant sur la
multi-analyse l’aspect de discrétisation du champ introduit par les étoiles guides.

Nous allons ici traiter le cas particulier de l’optimisation du GLAO. Pour un tel système, on a vu
au chapitre 6 que la recherche de la meilleure performance moyenne dans le champ ne répond qu’à
une partie de la spécification de correction du GLAO : celle d’améliorer la performance moyenne
dans le champ. Ainsi, la question de l’uniformité de la correction n’a pas été prise en compte dans
l’optimisation partielle que nous venons de présenter.

Le fait est que la demande d’uniformité de la correction estdifficile à intégrer dans une analyse
de performance pour deux raisons :

– Cette spécification reste mal définie : on cherche une correction ”la plus uniforme possible”,
sans que la marge de tolérance soit clairement définie.

– La priorité entre la spécification de performance moyenne et l’uniformité de performance n’est
pas explicitement formulée.

On peut raisonnablement partir du principe que c’est la spécification d’amélioration de la PSF
moyenne dans le champ qui prime sur les aspects d’uniformit´e. En effet, dans le cas contraire, le plus
sûr moyen d’arriver à satisfaire la spécification prioritaire (l’uniformité de la correction) serait de ne
rien corriger du tout. Le problème de l’optimisation de la performance du GLAO devient alors un

153
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problème d’optimisation de l’uniformité de correctionsous contraintede garantir une performance
moyenne minimale.

On propose ici une étude en deux temps de l’optimisation globale de la reconstruction du front
d’onde pour le GLAO. Dans une première partie, on quantifie l’impact de la répartition des étoiles
guides dans le champ sur la performance moyenne du GLAO et on analyse le gain apporté par la
reconstruction tomographique par rapport à un simple calcul de phase moyenne. Dans une seconde
partie, on donnera des pistes pour la formalisation du problème de la maximisation de l’uniformité de
la performance dans le champsous contrainted’obtenir une performance moyenne minimale.

Par souci de simplicité, on traitera la totalité de ce chapitre en considérant des mesures
indépendantes dans les différentes directions d’analyse, telles qu’on les obtient avec un SO.

8.2 Optimisation de la performance moyenne dans le champ

On a démontré au chapitre 6 que la minimisation du critèreQCGLAO défini par :

QCGLAO =
〈∥∥φdGL

− φcorr .

∥∥2
〉
, avec :






φdGL
(ρ) = 1

SD⋆

∫∫
D⋆
φ (ρ, α) dα,

φcorr . (ρ) =
∑K⋆

k=1 βk · φ (ρ,αk) + Bruit (ρ)

permet de maximiser la performance moyenne dans le champD⋆ pour un GLAO dont le miroir est
conjugué à la pupille du télescope. Dans ce critère,φdGL

est la moyenne continue de la phase sur
toutes les directions du champ technique. Par la suite, saufmention contraire, on considèrera que le
champ technique où l’on recherche les étoiles guides et lechamp scientifique où la correction doit
être appliquée sont confondus.

La phaseφcorr . est la phase reconstruite à partir des mesures effectuéesdans les différentes
directions d’analyse, et s’écrit comme la combinaison linéaire des phases turbulentes mesurées
dans chaque direction, à laquelle s’ajoute un terme dû à la propagation du bruit de mesure. Dans
l’expression deφcorr ., les coefficientsβk et la fonctionBruit dépendent du concept d’analyse de
front d’onde envisagé (cf. § 6.3.1). On restera ici dans le cadre du conceptStar oriented.

On a vu au chapitre 6 que la minimisation du critèreQCGLAO est assurée lorsque l’on effectue
la reconstruction tomographique du volume turbulent puis sa projection dans la pupille du télescope.
Toutefois, nous n’étions intéressés dans ce chapitre que par la comparaison des concepts d’analyse
de front d’onde. Pour simplifier celle-ci, nous avions scindé QCGLAO en deux, en considérant le
passage de la phase moyenneφdGL

à la phaseφcorr . comme la succession de deux étapes (cf. § 6.2.5) :

– une étape de discrétisation du champ corrigéD⋆ par les étoiles guides présentes dans le champ,
– une étape de combinaison linéaire et de dégradation parle bruit des phases mesurées dans les

différentes directions d’analyse.
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Ce séquençage nous a permis au paragraphe (6.2.5) de définir deux sous-critères issus deQCGLAO :

QCdiscret =

〈∥∥∥∥∥φdGL
− 1

K⋆

K⋆∑

k=1

φk

∥∥∥∥∥

2〉

turb, bruit

(8.1)

QCWFSC =

〈∥∥∥∥∥
1

K⋆

K⋆∑

k=1

φk −
( K⋆∑

k=1

βkφk + Bruit

)∥∥∥∥∥

2〉

turb, bruit

(8.2)

QCdiscret permet d’estimer l’erreur commise en approximant la moyenne continue de la phase sur le
champ par une moyenne discrète sur les directions d’analyse, tandis queQCWFSC permet d’estimer
l’erreur commise dans le processus de mesure et de reconstruction de la phase moyenne. De ces deux
critères, seulQCWFSC subit l’influence du concept d’analyse de front d’onde envisagé, et c’est sur
ce critère que nous avons développé l’étude comparative des deux concepts d’analyse du front d’onde
ainsi que leur optimisation.

Mais de fait, l’optimisation proposée au chapitre 6 occulte une partie du problème. Avant de se
lancer dans une optimisation du GLAO reposant directement sur le critèreQCGLAO, on propose
de quantifier approximativement l’erreur de discrétisation décrite parQCdiscret, afin de juger de
l’opportunité d’une optimisation globale. Une fois établie la nécessité de réaliser l’optimisation
globale, on présentera cette dernière et on la comparera `a l’optimisation orientée concepts d’analyse
proposée au chapitre précédent. Enfin, on s’attachera àévaluer l’importance des fluctuations de
performance dans le champ du GLAO optimisé.

Le travail proposé ici s’appuie en partie sur une simulation numérique End-to-End de l’analyse
du front d’onde pour le GLAO. D’autres études [Tokovinin etal. 2000- 2001] ont utilisé avec profit
une modélisation analytique de l’analyse et de la correction avec un GLAO. Nous avons préféré ici
l’approche numérique de type Monte-Carlo car elle permet une grande liberté d’adaptation des pa-
ramètres et une étude fine des comportements du système. Le modèle numérique et les conditions
dans lesquelles nous avons généré les résultats discutés ci-après sont complexes. Aussi nous semble-
t-il utile de présenter le modèle numérique dans le paragraphe suivant.

8.2.1 Simulation nuḿerique de la reconstruction de front d’onde avec un GLAO

8.2.1.1 Principe du mod̀ele numérique

L’organigramme du modèle numérique utilisé pour l’étude de l’analyse et de la reconstruction de
front d’onde pour le GLAO est présenté sur la figure (8.1). Ce modèle est principalement constitué de
trois modules :

1. Un module de génération des phases turbulentes, qui produit une série d’écrans de phase
turbulents conformes au modèle de turbulence de Von Karman. Ces écrans sont générés à partir
du profil de turbulence, du seeing et de l’échelle externe donnés en entrée, et reproduisent un
volume d’atmosphère turbulent couvrant la totalité du champ imagé par l’instrument. En sortie,
le module fournit les phases obtenues dans la pupille aprèsla traversée du volume selon les
directions d’analyse (étoiles guides) et les directions de reconstruction (imagerie).

2. Un module simulant la mesure des phases dans les directions d’analyse, qui, pour chaque
direction, décompose l’écran de phase sur les modes de Zernike et ajoute du bruit aux
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FIG. 8.1 – Organigramme représentant la simulation numérique de l’analyse de front d’onde pour le
GLAO.
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coefficients mesurés. Le modèle inclut du bruit de photonset du bruit de détecteur, selon la loi
de propagation du bruit donnée par Rigaut et Gendron [Rigaut and Gendron 1992]. On tient
compte du fait qu’en boucle fermée, une partie du bruit est filtré par le gain de la boucle [Conan
1994].

3. Un module de reconstruction et de correction de la phase. Ce module recombine mode à mode
les mesures effectuées dans les différentes directions d’analyse pour reproduire trois phases de
correction :
• Une phase obtenue en moyennant simplement les contributions des différentes directions

d’analyse,
• Une phase reconstruite en utilisant l’optimisation du SO proposée au chapitre 6, l’équation

de recombinaison des directions d’analyse étant donnée par l’équation 6.25.
• Une phase obtenue en réalisant la reconstruction tomographique du volume de turbulence

suivie d’une projection dans la pupille, à laquelle le miroir déformable est conjugué (cf. §
4.1.2). La recombinaison se fait alors selon l’équation 4.15.

La phase résultant de chaque recombinaison est ensuite retranchée de la phase turbulente
dans chaque direction d’imagerie. On estime la variance de la phase résiduelle pour chaque
direction, puis la valeur moyenne ou l’écart-type pour le champ corrigé.

FIG. 8.2 – Profils deC2
n (h) pour les sites de Paranal (crédit : ESO) et du Dome C [Agabi etal. 2006].

Les paramètres d’entrée du modèle se répartissent en six classes :

– Les paramètres de turbulence : il s’agit principalement du profil de turbulenceC2
n (h), de

l’échelle externe et du seeing. Sauf mention contraire, onutilise dans la suite un profil de
turbulence test, constitué de 2 couches : une couche dans lapupille comptant pour80%
de la turbulence totale, et une couche localisée à 10 km, concentrant les20% restants. Le
seeing est alors de 1 arcsec (à 500 nm ; soit un angle isoplan´etiqueθ0 = 1.7 arcsec). Lors de
l’étude de l’effet du profil du turbulence sur la performance de l’optimisation, on considèrera
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également des profils de turbulence modélisant la répartition de la turbulence à l’aplomb du
site de Paranal, au Chili, ou du Dome C, en Antarctique. La figure (8.2) représente les profils
considérés.

– Les paramètres des étoiles guides : leur position dans lechamp et leur magnitude.

– Les paramètres de l’instrument : son diamètre, le diamètre du champ imagé, le type de
recombinaison des phases. On considère toujours dans la suite une pupille de 8m de diamètre.
Le champ corrigé varie selon les résultats présentés etsera précisé au coup par coup.

– Les paramètres de l’analyse de front d’onde : le bruit, la longueur d’onde d’analyse, le nombre
de modes mesurés. Dans les cas présentés ici, nous avons considéré un bruit de détecteur
caractérisé parσdet = 1 e−/pixel et par trame. Le bruit de photons est également simulé. La
longueur d’onde d’analyse est égale à700 nm.

– Les paramètres de l’imagerie : la longueur d’onde d’imagerie, les directions, le type de données
à sortir. L’imagerie est réalisée à une longueur d’ondede 2.2µm. Les résultats présentés ici
seront basés sur la variance de la phase résiduelle dans les directions d’imagerie.

– Les paramètres de simulation : la taille des écrans de phase, le nombre d’itérations sur la
turbulence.

Etant donnés les champs considérés lors des études que nous présentons dans la suite de ce cha-
pitre (de 1 à 10 arcmin), les volumes de données à générer et les temps de calcul sont considérables.
Dans notre recherche des paramètres de simulation assurant des résultats fiablesetun temps de calcul
raisonnable, plusieurs problèmes de type purement numériques se sont posés à nous. Nous disons
quelques mots sur les plus importants de ces problèmes ci-dessous.

8.2.1.2 Echantillonnage du champ̀a corriger

Le premier problème a été celui de la densité de points n´ecessaires dans le champD⋆ pour
simuler avec suffisamment de précision l’intégrale continue de la phase dans le champ corrigéφdGL

.
Ce point est particulièrement sensible pour l’étude du sous-critèreQCdiscret que nous proposons
dans la section suivante. En effet,QCdiscret caractérise précisément l’erreur de discrétisation de la
moyenne de la phase turbulente dans le champ. On propose ici une étude préliminaire permettant
de définir l’échantillonnage nécessaire et suffisant du champ pour que les résultats ultérieurs soient
fiables.

Pour cette étude, on a simulé un champ de 8 arcmin, pavé régulièrement avec un nombre croissant
d’étoiles guides, et on a calculéQCdiscret pour différents pas d’échantillonnage du champD⋆ servant
de support d’intégration àφdGL

. Les directions de discrétisation deφdGL
sont situées aux nœuds d’un

réseau à maille carrée.

La figure (8.3) montre l’évolution de l’estimation deQCdiscret en fonction du pas
d’échantillonnage du champ, pour différents nombres d’´etoiles guides. Plus il y a d’étoiles
guides et plus le maillage doit être fin pour que l’estimation deQCdiscret converge. Autrement dit, si
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FIG. 8.3 – Convergence de l’estimation deQCdiscret selon le paramètre de la maille d’échantillonnage
du champ

le maillage du champD⋆ est trop lâche, l’estimation deQCdiscret est biaisée. En effet, considérons
la différence entre l’intégrale continue

∫∫
D⋆
φ (ρ, α) dα et la somme discrète

∑
k φ (ρ, αk). Pour

chaque directionαk correspondant à une étoiles guide, il existe une infinitéde directions d’imagerie
α sur lesquelles est réalisée la moyenne continue. Les choses sont différentes lorsqu’on discrétise
l’intégrale

∫∫
D⋆
φ (ρ, α) dα sur un maillage : pour chaque direction d’analyse, il n’y a plus qu’un

nombre fini de directions de reconstruction. Si elles sont trop peu nombreuses, la différence globale
entre moyenne discrète et moyenne continue est sous-estimée etQCdiscret est biaisé. Dans la suite,
nous n’irons pas au delà de 19 étoiles guides, donc nous utiliserons un pas d’échantillonnage de 30
arcsec pour estimerφdGL

.

8.2.1.3 Ǵeométries des ŕeseaux d’́etoiles guides et de directions d’imagerie

Pour des raisons identiques à celle qui sont invoquées au paragraphe précédent, il est utile de
faire en sorte que les directions d’analyse ne coı̈ncident pas systématiquement avec des directions
d’imagerie lorsqu’on considère le cas d’étoiles uniformément réparties dans le champ. La solution
proposée ici est de changer de géométrie de réseau, comme le montre la figure (8.4) : on utilise
un réseau à maille hexagonale centrée pour les étoiles guides et un réseau à maille carrée pour les
directions d’imagerie.

8.2.1.4 Inversions de matrices pour la reconstruction tomographique :

Un problème récurent d’inversion de matrices a été constaté au cours de nos études, dès que les
matrices à inverser deviennent trop importantes, car elles sont mal conditionnées. Des problèmes
de convergence des calculs de matrices inverses généralisés se posent alors, avec une propagation
anormale du bruit et une perte de performance pour le GLAO avec tomographie. Les paramètres
externes sensibles sont principalement le nombre de modes corrigés et le nombre de couches
turbulentes dans le profil deC2

n. Pour ces raisons, on a limité le nombre de modes reconstruits dans
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FIG. 8.4 – Exemple de maillage du champ pour l’estimation deQCdiscret et de pavage pour une
répartition uniforme des étoiles guides ; Les nœuds du maillage sont en bleu (pas de 30 arcsec) et les
19 étoiles guides en rouge.

la pupille aux dix premiers ordres radiaux des polynômes deZernike (65 modes reconstruits). Pour la
tomographie, on a également été contraint à limiter la mise à l’échelle du nombre de polynômes de
Zernike reconstruits dans les couches d’altitude : le seuildes ordres radiaux reconstruits en altitude a
été fixé à l’ordre 26.

On s’est également restreint dans nos études à des profilsde turbulence comprenant au maximum
trois couches. Cela signifie que lorsque l’on s’intéressera au profil de turbulence Paranal ou Dome C,
la simulation fonctionnera sur le modèle équivalent à trois couches de l’atmosphère à l’aplomb du site
[Fusco 2000]. La figure (8.2) donne l’allure des profils de turbulence que nous avons considéré pour
les sites de Paranal et du Dome C. Le tableau (8.1) donne leur modèle équivalent à trois couches.

8.2.2 Quantification de l’erreur de mesure dueà la discrétisation du champ par les
GS

On s’intéresse ici à l’évaluation de l’importance de l’erreur due à la discrétisation du champ par
les étoiles guides. Cette erreur peut être quantifiée parl’estimation deQCdiscret, défini par l’équation
(8.1). Les paramètres sensibles de cette étude sont le nombre d’étoiles guides dont on dispose et leur
distribution dans le champ. On étudiera donc l’évolutiondeQCdiscret en fonction du nombre de GS,
dans le cas d’étoiles guides à répartition aléatoire, de type étoiles guides naturelles, et dans le cas
d’étoiles guides artificielles, distribuées uniformément dans le champ. Par contre, le flux des étoiles
n’importe pas dans cette partie du problème puisqu’on se situe en amont du processus de mesure.

On propose une étude numérique du problème, le modèle utilisé ayant été décrit au paragraphe
précédent. Le domaineD⋆ est ici un disque de 8 arcmin de diamètre, discrétisé selon un maillage
carré de paramètre 30 arcsec, conformément aux conclusions de l’étude préliminaire présentée
plus haut (cf. § 8.2.1.2). On utilise le profil de turbulence test (cf. § 8.2.1.1). Les étoiles sont soit
régulièrement espacées le long d’un cercle (si on considère moins de 7 étoiles), soit disposées selon
un pavage régulier hexagonal centré (si l’on dispose de plus de 7 étoiles), soit placées au hasard. Dans
le cas où la répartition des étoiles est aléatoire, on effectue un traitement statistique sur 100 tirages.
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Modèle à 3 couches du profil de Paranal
(seeing@0.5µm = 0.92′′, θ0@2.2µm = 10.5′′)

Altitude (m) 360 4360 12810

C2
n (%) 67 22 11

Modèle à 3 couches du profil du Dome C
(seeing@0.5µm = 1.1′′, θ0@2.2µm = 26.7′′)

Altitude (m) 15 190 7970

C2
n (%) 78 17 5

TAB . 8.1 – Modèles équivalents à 3 couches des profils de turbulence de Paranal et du Dome C.

La figure (8.5) montre l’évolution deQCdiscret selon le nombre d’étoiles guides utilisées pour le
calcul de la moyenne de la phase sur les directions d’analyse. On constate que pour une répartition
aléatoire des étoiles dans le champ,QCdiscret décroit comme l’inverse du nombre d’étoiles guides.
Lorsque le pavage du champ est régulier et que les étoiles sont suffisamment nombreuses (plus de 7),
QCdiscret décroit plus vite, comme le carré de l’inverse du nombre d’étoiles guides. On remarque
également que pour un faible nombre de directions d’analyse (7 GS), le gain à disposer d’étoiles
guides régulièrement réparties dans le champ n’est que faible. L’intérêt des étoiles guides artificielles
réside en fait surtout dans la régularité de la performances obtenue.

Enfin, on signale que le point cassure de la courbe correspondant aux étoiles guides artificielles
observé autour deNGS = 7 doit être considéré comme un artéfact de la simulation numérique : il
coı̈ncide avec le passage à 2 cercles concentriques pour larépartition des étoiles.

8.2.2.1 Comparaison deQCdiscret etQCWFSC

On souhaite comparer les ordres de grandeur des deux termes d’erreurs que sontQCWFSC (eq.
8.2) etQCdiscret (eq. 8.1) afin de quantifier les importances relatives des erreurs de discrétisation
du champ par les étoiles guides et de reconstruction du front d’onde par les concepts d’analyse
optimisés définis au chapitre 6. Pour cela, nous allons nous replacer dans le contexte de la simulation
numérique qui nous a servi à comparer et optimiser les performances du SO et du LO au paragraphe
(6.4.3). On rappelle qu’on avait alors considéré un télescope de 8m observant un champ de 8 arcmin,
peuplé d’étoiles naturelles, et qu’on avait regardé l’´evolution de la performance du SO et du LO en
fonction du nombre d’étoiles guides prises en compte dans l’analyse de front d’onde, leur intégration
au processus d’estimation de la phase se faisant par ordre d´ecroissant de luminosité.

Les résultats de l’analyse de performance et de l’optimisation des concepts ont été vus au
paragraphe (6.4.3). On ré-utilise ici les résultats portant sur la performance des concepts optimisés.
On a vu au moment de la présentation de ces résultats que lesdeux concepts optimisés présentent
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FIG. 8.5 – Evolution deQCdiscret selon le nombre d’étoiles guides et leur répartition dansle champ.

des résultats très proches. En présence de bruit de photons, le SO optimisé présente des résultats
légèrement meilleurs que ceux du LO optimisé, principalement à cause de la complexité de l’op-
timisation de ce dernier. En présence de bruit de détecteur, c’est le LO qui présente les meilleures
performances, car il est intrinsèquement moins sensible au bruit que le concept SO.

Par soucis de clarté et de simplicité, on compare iciQCdiscret avec leQCWFSC correspondant
au concept optimisé le plus performant dans son domaine : leSO optimisé en présence du seul bruit
de photons, et le LO optimisé lorsque le bruit de détecteurest également considéré. On trace dans
les graphiques de la figure (8.6) les données extraites de lafigure (6.9) pour différentes latitudes
galactiques ainsi que l’évolution deQCdiscret pour des étoiles réparties aléatoirement dans le champ,
ces données étant extraites de la figure (8.5).

On retrouve sur la figure (8.6) la décroissance deQCdiscret en fonction du nombre d’étoiles guides
constatée au paragraphe précédent. La performance des concepts optimisés ne variant quasiment
pas avec le nombre d’étoiles (cf. § 6.4), il existe des domaines de pré-dominance de l’un ou l’autre
facteur dans l’erreur globale. Ainsi, pour des directions proches du plan galactique (latitude 30°N),
les étoiles guides sont brillantes et c’est l’erreur quantifiée parQCdiscret qui domine l’erreur globale.
Toutefois, lorsqu’on se rapproche du pôle galactique, la magnitude des étoiles guides augmente et
c’est l’erreur due à la propagation du bruit sur la phase reconstruite qui domine l’erreur globale.

L’optimisation des concepts d’analyse de front d’onde au regard des seules considérations de rap-
port signal à bruit n’est donc pas suffisante pour assurer une performance globale du GLAO (en terme
de valeur moyenne dans le champ de la performance) optimale en toute circonstance. Il est nécessaire
de prendre en compte les aspects de discrétisation du champpar les étoiles guides. Or on n’avait
séparé ces deux aspects au chapitre 6 que pour pouvoir isoler un critère dépendant spécifiquement du
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(a) Bruit de photon (b) Bruit de photon + bruit de détecteur
(σdet = 1 e−/pix.)

FIG. 8.6 – Comparaison des termes d’erreurQCdiscret etQCWFSC pour les concepts SO et LO opti-
misés. Pour chaque type de bruit considéré, on considère le concept conduisant à la plus petite valeur
deQCWFSC. On se souvient toutefois que les deux concepts optimisés fournissent des performances
très proches (cf. fig. 6.9).

concept d’analyse de front d’onde envisagé. En réalité,le problème de l’optimisation doit s’envisager
de manière globale, le critère pertinent étant celui quia été défini au chapitre 6 pour le GLAO :

QCGLAO =

〈∥∥∥∥∥
1

SD⋆

∫∫

D⋆

φ (ρ, α) dα −
(

1

K⋆

K⋆∑

k=1

βk · φk (ρ, αk) + Bruit (ρ)

)∥∥∥∥∥

2〉

turb, bruit

8.2.3 Optimisation de la performance globale du GLAOà fort flux

On a vu au chapitre 6 et rappelé au début de ce chapitre-ci que lorsque que le miroir du GLAO est
conjugué à la pupille du télescope, la minimisation deQCGLAO est assurée en reconstruisant tomo-
graphiquement le volume de turbulence atmosphérique et enle projetant sur le miroir déformable. Le
formalisme analytique permettant d’exprimer le reconstructeur optimal a été développé au paragraphe
(4.1.2) dans le cas du concept SO. Dans le cas où le miroir déformable est conjugué à la pupille du
télescope, le reconstructeur optimal s’écrit :

W =
(
P t

DM0
P DM0

)†
P t

DM0
〈Pα〉α CϕP t

GS

(
P GSCϕP t

GS + Cb

)−1
(8.3)

Où (cf. § 4.1.2) :
– P DM0 est l’opérateur de projection de la phase reconstruite parle miroir déformable dans

la pupille, pour les directions de reconstruction. Le miroir étant dans la pupille,P DM0 est
indépendant de la directionα.

– Pα est l’opérateur de projection des phases turbulentes atmosphériques dans la pupille, pour
une direction de reconstructionα.

– P GS est l’opérateur de projection des phases turbulentes atmosphériques dans la pupille, pour
les directions d’analyse.

– Cϕ est la matrice de covariance des écrans de phase turbulentsatmosphériques.
– Cb est la matrice de covariance du bruit propagé sur les modes reconstruits.
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– 〈·〉α est l’opérateur de moyenne d’ensemble de la quantité incluse sur toutes les directions du
champ corrigé.

– (·)† indique la matrice pseudo-inverse de la matrice indexée.
– (·)t indique la matrice transposée de la matrice indexée.

On cherche dans ce paragraphe à évaluer le gain apporté àfort flux par la tomographie pour le
GLAO. Dans ce cas, les aspects de propagation du bruit dans lareconstruction de la phase à appliquer
au miroir déformable ne sont pas limitants, et seuls la géométrie de la répartition des étoiles guides et
le profil de turbulence ont un impact significatif.

Nous allons donc mener cette étude en quatre étapes :
– Comparaison des performances du GLAO avec simple moyenne des phase turbulentes mesurées

dans les directions d’analyse et avec reconstruction tomographique puis projection pour une
répartition uniforme des étoiles dans le champ.

– Même comparaison en considérant des répartitions aléatoires des étoiles.
– Etude du cas particulier des étoiles Laser : étoiles réparties sur un cercle situé en bord de champ.
– Etude de l’impact du profil de turbulence.

8.2.3.1 Cas d’une ŕepartition uniforme des étoiles dans le champ

On commence cette étude de la tomographie pour le GLAO par lecas d’une répartition uniforme
des étoiles guides dans le champ (cf. § 8.2.1.3). La figure (8.7- a) montre l’évolution de la perfor-
mance du GLAO en fonction du champ corrigé, pour 7 étoiles guides réparties dans le champ selon
un pavage à maille hexagonale centrée. On trace la performance du GLAO lorsque la phaseΦdGL

est
estimée par simple moyenne des phases mesurées dans les différentes directions d’analyse et lorsque
l’on réalise une reconstruction tomographique du volume turbulent avant de projeter celui-ci sur le
miroir déformable. Le profil turbulent utilisé pour obtenir ces résultats est le profil test (cf. 8.2.1.1).
Les autres paramètres de la simulation sont ceux désignés par défaut dans le paragraphe (8.2.1.1).

(a) 7 GS, FOV croissant (b) FOV 6 arcmin, nombre de GS croissant

FIG. 8.7 – Gain apporté par la tomographie pour le GLAO. Répartition uniforme des étoiles dans
le champ. La grandeur d’intérêt est la valeur moyenne sur le champ corrigé de la variance de phase
résiduelle

〈
σ2

res (α)
〉
α.
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On remarque que le gain apporté par la tomographie est trèsfaible lorsque le répartition des
étoiles guides dans le champ est uniforme. Les résultats ´etant exprimés ici en terme de valeur
moyenne sur le champ corrigé de la variance de phase résiduelle, le gain en performance se
traduit par une variance de phase plus faible. Ce résultat ´etait prévisible car un pavage régulier du
champ par les étoiles guides est la condition qui permet le mieux d’approximer la turbulence de la
couche au sol par la moyenne des phases dans les directions d’analyse. La tomographie se démarque
toutefois dans une plage de champ intermédiaire. Ceci s’explique par la structure du volume turbulent :

– Lorsque le champ est très petit (1 arcmin), les mesures réalisées dans les différentes directions
sont fortement corrélées et il y a peu de différence entrela moyenne des phase mesurées dans
les différentes directions et la phase estimée par reconstruction tomographique.

– A l’inverse, lorsque le champ est très étendu, les mesures dans les différentes directions sont
totalement décorrélées, et la tomographie n’apporte plus de gain.

Le domaine favorable à l’utilisation de la tomographie estdonc celui des champs intermédiaires :
de 3 à 6 arcmin avec le profil de turbulence que nous avons considéré ici. Toutefois, notons bien que
la notion de ”champ intermédiaire” dépend fortement du profil de turbulence, comme on le verra au
paragraphe suivant.

D’autre part, la figure (8.7- b) représente la comparaison de performance du GLAO selon
l’algorithme d’estimation choisi à champ fixé, pour un nombre croissant d’étoiles. Comme dans le
cas de la figure (a), on montre ici que le gain apporté par la tomographie est faible. Comme on pouvait
s’y attendre, c’est lorsque les étoiles guides sont les plus rares (3 à 7 étoiles) que la tomographie
s’avère le plus utile.

FIG. 8.8 – Gain apporté par la tomographie sur la valeur moyennedans le champ corrigé de la variance
de la phase corrigée en fonction du nombre d’étoiles guides et du champ corrigé. Les étoiles sont
réparties uniformément dans le champ. Le code couleur indique l’importance de la différence entre〈
σ2

res (α)
〉
α obtenue en estimant la phase de correction par simple moyenne des phases mesurées et〈

σ2
res (α)

〉
α obtenue en utilisant la reconstruction tomographique.
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Une façon synthétique de représenter le gain apporté par la reconstruction tomographique selon
le nombre d’étoiles et le champ est présentée par la figure(8.8). Cette figure montre clairement que
la tomographie peut apporter un gain en performance pour deschamps de 3 à 7 arcmin et lorsque le
nombre d’étoiles guides est inférieur à 10.

Comme nous l’avons souligné plus haut, la gamme de champ dans laquelle la tomographie est
susceptible d’apporter un gain sensible dépend intrinsèquement de la corrélation angulaire de la tur-
bulence localisée dans les couches d’altitude, et donc du profil de turbulence. Nous examinons cet
effet au paragraphe suivant.

8.2.3.2 Influence du profil de turbulence

On a vu au paragraphe (8.2.3.1) que le gain apporté par la tomographie dépend du degré de
corrélation de la turbulence d’altitude sur la largeur du champ corrigé. Ce degré de corrélation dépend
évidemment du diamètre du champ corrigé, mais également du profil de turbulence du site. C’est
ce que montrent les courbes de la figure (8.9), représentantla courbe de corrélation angulaire des
premiers modes de Zernike mesurés dans la pupille pour le profil test défini au paragraphe (8.2.1.1)
et pour le modèle équivalent à 3 couches du profil de Paranal.

(a) Profil test à 2 couches (80% turbulence
dans la pupille,θ0 = 1.7 arcsec @ 0.5µm).

(b) Profil équivalent à trois couches pour Pa-
ranal (64% turbulence dans la pupille,θ0 =
1.8 arcsec @ 0.5µm).

FIG. 8.9 – Evolution de la corrélation spatiale des 5 premiers ordres radiaux de Zernike. On trace ici
la corrélation spatiale entre la direction sur axe et le bord du champ, pour deux profils de turbulence.
Sur l’axe des abscisses, la séparation angulaire est donn´ee enarcmin.

Ces courbes montrent que le degré de corrélation angulaire des premiers modes de Zernike est
bien plus important dans le cas du profil Paranal que dans le cas de notre profil test. Cela est dû à la
prise en compte de couches turbulentes localisées à des altitudes intermédiaires (autour de 5 km). La
conséquence de cette plus forte corrélation est visible sur les courbes de la figure (8.10), obtenue avec
5 étoiles de fort flux situées en bord de champ : le gain apporté par la corrélation pour un champ de 8
arcmin est sensiblement plus important pour le profil Paranal que pour le profil test. Cela signifie en
particulier que les résultats présentés ci-dessus seront plus marqués pour des champs corrigés élevés
en utilisant un profil de turbulence impliquant une meilleurcorrélation angulaire de la turbulence.
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La figure (8.10) montre également que pour le cas du site du Dome C, en Antarctique, la
tomographie n’apporte rien car la quasi-totalité de la turbulence est localisée dans la pupille du
télescope.

(a) Profil test (b) Profil Paranal (c) Profil Dome C.

FIG. 8.10 – Effet du profil de turbulence.

Les effets de décorrélation angulaire de la turbulence localisée en altitude sont de première im-
portance lorsque les étoiles guides sont localisées en bord de champ, comme c’est le cas lors de
l’utilisation d’étoiles Laser. Nous examinons cette situation dans le paragraphe suivant.

8.2.3.3 Cas d’une ŕepartition de type étoiles Laser

On considère ici une géométrie d’étoiles guides typique de ce que l’on pourrait faire avec des
étoiles Laser : les étoiles sont situées en bord de champ car on souhaite éviter à tout prix la pollution
lumineuse du champ d’intérêt scientifique. Elles sont de plus réparties uniformément le long d’un
cercle. On ne s’intéresse qu’aux effets de la répartitiondes étoiles : on ne considère pas le caractère
étendu de ces sources, ni l’effet de cône, ni le problème d’indétermination du tilt.

La figure (8.11) montre les cartes de variance de phase résiduelle dans le champ corrigé pour un
GLAO dans lequel la phase de correction est obtenue par simple moyenne des phases mesurées et
dans le cas d’un GLAO réalisant la tomographie du volume turbulent. Le champ d’intérêt scientifique
a un diamètre de 4 arcmin et 7 étoiles guides sont utilisées.

Dans le cas où la phase de correction correspond à la moyenne des phases mesurées, on
constate que la qualité de la correction est médiocre au centre du champ. Ceci s’explique par la
méconnaissance de la turbulence d’altitude affectant la zone centrale du champ : avec le profil
test que nous utilisons dans cette étude de cas, la couche d’altitude est localisée à 10 km, altitude
pour laquelle l’angle maximal permettant un recouvrement partiel des empreintes de la pupille
dans la couche d’altitude est de2.75 arcmin. Pour un champ corrigé de 4 arcmin, la turbulence
d’altitude n’est pas mesurée dans un disque d’un diamètreenviron égal à 1 arcmin au centre du champ.

On constate sur la même figure que la tomographie permet toutà fait de compenser cette
méconnaissance de la turbulence d’altitude en utilisant la connaissance à priori de la corrélation
angulaire de la turbulence pour reconstruire la couche d’altitude. L’efficacité de la tomographie est
alors telle qu’elle permet de doper la performance du GLAO aucentre du champ, augmentant ainsi à
la fois la performance moyenne dans le champ, mais aussi les variations angulaires de la variance de
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FIG. 8.11 – Gain apporté par la tomographie sur la valeur moyenne dans le champ corrigé de la
variance de la phase résiduelle dans le cas d’étoiles guides situées en bord de champ. Il y a 7 étoiles
guides, de fort flux (SNR = 40 sur les WFS) et de même luminosité. Le champ corrigé a un diamètre
de 4 arcmin.
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phase résiduelle.

(a) étoiles au bord du champ (b) étoiles à 1 arcmin du bord du champ

FIG. 8.12 – Gain apporté par la tomographie sur la valeur moyenne dans le champ corrigé de la
variance de la phase corrigée en fonction du nombre d’étoiles guides et du champ corrigé. Les étoiles
sont en cercle autour du champ.

La figure (8.12) permet d’étendre les conclusions donnéesci-dessus à d’autres configurations.
La figure (8.12 - a) montre l’évolution du gain apporté par la tomographie en fonction du nombre
d’étoiles guides et du champ. Comme dans le cas d’une répartition uniforme d’étoiles guides, ce gain
est le plus manifeste pour les gammes de champ où la corrélation angulaire de la turbulence d’altitude
permet une reconstruction efficace, c’est-à-dire, pour leprofil test considéré ici, pour des champs de
2 à 6 arcmin. On note également que plus le champ corrigé est large, plus on gagne à augmenter le
nombre d’étoiles guides.

Enfin, la figure (8.12 - b) représente le même type de carte que la figure (8.12 - a), les étoiles
guides étant cette fois-ci rejetées à 1 arcmin du bord du champ à corriger, afin de tenir compte du
défocus affectant l’image au plan focal des étoiles Laser(celle-ci étant à distance finie). Notons
que dans ce cas, la reconstruction tomographique permet d’optimiser la correction pour le champ
d’intérêt scientifique. On constate sur la figure (8.12 - b)que cette optimisation est très profitable à la
performance moyenne du GLAO dans le champ corrigé, en particulier pour les petits champs. Cette
amélioration est due au fait que la tomographie permet d’optimiser la performance spécifiquement
dans le champ d’intérêt scientifique, tandis que la reconstruction simple ne permet pas de distinguer
une région du champ à privilégier. Or, pour un champ corrigé de 1 arcmin et des étoiles réparties sur
un cercle de 2 arcmin de diamètre, le champ d’intérêt ne représente que 25 % du champ total sur
lequel la turbulence est mesurée. La tomographie montre alors tout son intérêt.

Un autre cas où la tomographie est susceptible d’apporter un gain important en performance est le
cas où les étoiles guides sont distribuées aléatoirement dans le champ, comme dans le cas des étoiles
naturelles. Nous allons traiter ce cas en deux étapes, en commençant dans le paragraphe suivant par
étudier l’effet de la distribution des étoiles, indépendamment de toute considération de flux.
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8.2.3.4 Cas d’une ŕepartition al éatoire desétoiles dans le champ

On entame ici une analyse sur les performances du GLAO en présence d’étoiles guides na-
turelles. Dans cette première étape, on ne s’intéresse qu’à la gestion de la répartition des étoiles,
indépendamment de toute considération de bruit de mesure. Toutes les étoiles ont donc la même
luminosité et garantissent un bon rapport signal à bruit sur les WFS (SNR = 40).

La figure (8.13) montre le gain apporté par la tomographie lorsque les étoiles guides sont réparties
aléatoirement dans le champ. Afin de dégager un comportement global, indépendant d’une géométrie
d’étoiles particulière, chaque point des cartes de la figure (8.13) correspond au traitement de 50
tirages d’étoiles guides différents.

La figure (8.13 - a) montre le gain moyen observé sur les 50 tirages en utilisant la reconstruction
tomographique. La grandeur d’intérêt est la moyenne sur les tirages d’étoiles de la différence de
performance du GLAO entre le cas où la phase de correction est estimée par simple moyenne des
phases mesurées et le cas de l’utilisation de la tomographie. La performance est ici exprimée en terme
de valeur moyenne dans le champ de la variance de phase résiduelle. On constate que la tomographie
apporte un gain significatif par rapport au simple moyenne des phases mesurée, et ce quels que
soient le champ et le nombre d’étoiles guides. Toutefois, comme précédemment, ce gain est le plus
manifeste pour les champs de 3 à 6 arcmin et pour les petits nombres d’étoiles guides.

La figure (8.13 - b) quantifie la régularité du gain apportépar la tomographie au cours des tirages.
Pour ce faire, on représente la différence entre l’écart-type sur les tirages d’étoiles de la performance
du GLAO pour le cas où la phase de correction est estimée parsimple moyenne des phases mesurées
et le même écart-type pour le cas de l’utilisation de la tomographie. Comme pour la figure (8.13 - a), la
performance est quantifiée par la valeur moyenne dans le champ de la variance de phase résiduelle. On
constate que la performance obtenue en utilisant la reconstruction tomographique est plus régulière
que celle obtenue en moyennant simplement la phase sur les directions d’analyse : la variation de
la performance moyenne d’un tirage à l’autre est moins importante dans le cas de la reconstruction
tomographique que dans le cas de la moyenne.

8.2.4 Influence du rapport signalà bruit sur les WFSs

Les cas étudiés au paragraphe précédent correspondenttous à des cas à très fort flux, où toutes
les étoiles guides ont la même luminosité. Nous allons ici nous intéresser au cas d’étoiles guides
naturelles, réparties aléatoirement dans le champ et ayant des flux différents. On s’intéresse ici à
un tirage d’étoiles, obtenu à partir du modèle de Besançon de la population galactique (cf. § 5.2),
pour une latitude Galactique de 60°N. Ce tirage d’étoiles aété obtenu sur un champ de 8 arcmin ;
11 étoiles guides ont été générées, et nous avons conservé les cinq plus brillantes. La répartition des
étoiles guides dans le champ et leur magnitude sont données par la figure (8.14 - o).

La figure (8.14) montre les cartes de variance de phase résiduelle obtenues avec et sans correction
et en fonction du mode de détermination de la phase de correction. On remarque en premier lieu
qu’on se trouve ici dans une situation où globalement le rapport signal à bruit sur les senseurs de
front d’onde est bon : le GLAO non optimisé donne des résultats très corrects, avec une réduction de
la valeur moyenne dans le champ de la variance de phase résiduelle de60.8% par rapport au cas non
corrigé.
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(a) - Gain moyen sur 50 tirages d’étoiles :〈〈
σ2

res (α)
〉
α

〉
moyenne, 50 lots de GS

−
〈〈
σ2

res (α)
〉
α

〉
tomographie, 50 lots de GS

(b) - Régularité de la performance sur 50 tirages d’étoiles :
σ
(〈
σ2

res (α)
〉
α

)
moyenne, 50 lots de GS

− σ
(〈
σ2

res (α)
〉
α

)
tomographie, 50 lots de GS

FIG. 8.13 – Gain apporté par la tomographie sur la valeur moyenne dans le champ corrigé de la
variance de la phase corrigée en fonction du nombre d’étoiles guides et du champ corrigé. Les étoiles
guides sont réparties aléatoirement dans le champ. Chaque point de la carte représente le gain moyen
obtenu sur 50 tirages d’étoiles.
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(o) Position et magnitude des 5 étoiles guides.

(a) Pas de correction (b) Simple moyenne

(c) Optimisation SNR (d) Tomographie + projection

FIG. 8.14 – Cartes des variances de phase résiduelle après correction par GLAO.
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Le cas dénommé ”optimisation orientée SNR” sur la figure (8.14 - c) est l’optimisation
présentée au chapitre 6. On note qu’elle permet d’améliorer la performance, en apportant un gain
supplémentaire sur la moyenne de la variance de phase résiduelle. On note enfin que la tomographie
(fig. 8.14 - c) permet d’atteindre un gain supplémentaire sur

〈
σ2

res (α)
〉
α. Le tableau (8.2) résume

les gains en performance par rapport au cas non corrigé pourchaque mode d’estimation de la phase
de correction.

Simple moyenne Optimisation SNR Tomographie
Gain sur

〈
σ2

res (α)
〉
α (%) 60.8 62.6 63.5

Gain sur〈EE100 mas (α)〉α (%) 88 121 126

TAB . 8.2 – Gain sur la valeur moyenne dans le champ de la variance de phase résiduelle et de l’énergie
encerclée dans100 mas en fonction du mode d’estimation de la phase de correction.

Nous avions démontré au paragraphe (6.2.5) la bonne adéquation entre la variation de〈
σ2

res (α)
〉
α et celle des caractéristiques de la PSF corrigée. Nous illustrons cette adéquation une

fois encore par la figure (8.15), qui représente le même type de carte que la figure (8.14), pour la
même configuration d’étoiles guides, la grandeur d’intérêt étant cette fois l’énergie intégrée dans un
pixel carré de100 mas de côté. On note que les tendances générales observéesen considérant la
variance de phase résiduelle sont ici confirmées, les gains étant accentués (cf. tab. 8.2). On remarque
également que là où l’estimation de la phase de correction par simple moyenne des mesures obtenues
dans les directions d’analyse ne permet pas d’atteindre le gain d’un facteur 2 généralement imposé
en spécification de performance pour le GLAO, l’optimisation orientée SNR et la tomographie
permettent toutes deux de remplir cette spécification. La tomographie apporte en plus un gain
supplémentaire par rapport à l’optimisation orientée SNR, du fait de la meilleure gestion de la
répartition des étoiles guides dans le champ.

La figure (8.16) montre toutefois que le gain apporté par la tomographie n’est pas toujours sen-
sible. Pour obtenir cette figure, on a conservé le même nombre d’étoiles, ainsi que leurs positions dans
le champ, mais on a imposé une plus grande dispersion dans leur flux. La figure (8.16 - o) donne les
nouvelles magnitudes affectées aux étoiles. Les figures (8.16 a à d) montrent les cartes de performance
dans le champ corrigé pour les différentes méthodes d’estimation de la phase de correction, la gran-
deur d’intérêt étant la variance de la phase résiduelle. On note que sans optimisation, la performance
est tout à fait médiocre, signe d’une propagation importante du bruit sur les senseurs de front d’onde.
Le deuxième point important est que pour cette configuration, l’optimisation orientée SNR et la to-
mographie apportent toutes deux un gain important, par la gestion de rapport signal à bruit qu’elle
permettent (cf. aussi tableau 8.3). Cependant, la tomographie n’apporte pas de gain significatif par
rapport à l’optimisation orientée SNR. Ceci est dû précisément au fait que le bruit de mesure domine
largement la performance du GLAO.

8.2.5 Uniformité de la correction du GLAO optimisé

Jusqu’à maintenant, nous nous sommes exclusivement préoccupés de la performance moyenne
dans le champ du GLAO. Nous avons montré que la reconstruction tomographique du volume
turbulent permet d’améliorer celle-ci, en particulier lorsque les étoiles guides sont peu nombreuses
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(a) Pas de correction (b) Simple moyenne

(c) Optimisation SNR (c) Tomographie + projection

FIG. 8.15 – Cartes des énergies encadrées dans 100 mas après correction par GLAO.

Simple moyenne Optimisation SNR Tomographie
Gain sur

〈
σ2

res (α)
〉
α (%) 57.5 70.4 70.5

Gain sur〈EE100 mas (α)〉α (%) 32 213 213

TAB . 8.3 – Gain sur la valeur moyenne dans le champ de la variance de phase résiduelle et de l’énergie
encerclée dans100 mas en fonction du mode d’estimation de la phase de correction. Tirage à faible
SNR.
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(o) - Position et magnitude des 5 étoiles guides.

(a) Pas de correction (b) Simple moyenne

(c) Optimisation SNR (c) Tomographie + projection

FIG. 8.16 – Cartes des variances de phase résiduelle après correction par GLAO pour un tirage
d’étoiles à faible flux.
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et lorsque la corrélation angulaire de la turbulence d’altitude est suffisante pour permettre une
reconstruction efficace de la turbulence dans les hautes couches de l’atmosphère.

Cependant, comme nous l’avons dit en introduction de ce chapitre, l’amélioration de la per-
formance moyenne dans le champ n’est pas l’unique spécification pour le GLAO. Une demande
importante est l’assurance d’une bonne uniformité de la correction.

Le problème de l’uniformité de la correction du GLAO a déjà été étudié. Ainsi, A. Tokovinin
[Tokovinin 2004] a mis en évidence le fait que la prise en compte d’étoiles guides localisées au centre
du champ est susceptible de doper la correction au centre du champ et de dégrader l’uniformité de
la correction. C’est ce qu’on voit sur la figure (8.17), repr´esentant la carte des corrections obtenues
dans un champ de 3 arcmin de diamètre avec 7 étoiles réparties dans le champ selon une géométrie
hexagonale centrée.

FIG. 8.17 – GLAO sur un champ de 3 arcmin avec 7 étoiles guides dont une au centre du champ
corrigé. Cette étoile dégrade l’uniformité de la correction.

Cette figure montre que l’étoile centrale joue effectivement un rôle ambivalent dans la correction
du GLAO : si elle permet indéniablement d’améliorer la correction moyenne, sa présence dégrade
également l’uniformité de la correction. La solution proposée par A. Tokovinin est de choisir
comme domaine de recherche des étoiles guidesD⋆ un champ annulaire autour du champ d’intérêt
scientifique. En fait on s’est déjà placé dans une telle situation au paragraphe (8.2.3.3), lorsque les
étoiles guides étaient rejetées en bord de champ.

La figure (8.18) montre une carte de correction obtenue dans une situation identique à celle
de la figure (8.17), les sept étoiles guides étant réparties le long d’un cercle en bord de champ.
Conformément aux études antérieurement publiées, cette configuration permet bien, pour le champ
considéré ici, d’atteindre une correction plus uniforme. Toutefois, la situation change si l’on considère
un champ plus large.

La figure (8.19) montre ainsi que pour un champ de 6 arcmin de diamètre, la même configuration
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FIG. 8.18 – GLAO sur un champ de 3 arcmin avec 7 étoiles guides rejetées en bord de champ. La
correction est plus uniforme que dans le cas de la figure (8.17).

FIG. 8.19 – GLAO sur un champ de 6 arcmin avec 7 étoiles guides rejetées en bord de champ. La
correction est dégradée au centre du champ si on ne pratique pas de reconstruction tomographique.
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circulaire des étoiles guides ne permet plus de reconstruire efficacement la turbulence en bord
de champ. Comme nous l’avons vu au paragraphe (8.2.3.3), la tomographie permet alors un gain
significatif sur la performance au centre du champ. C’est quequ’on voit dans la figure (8.19), sur la
carte de droite.

Ainsi, si la tomographie ne permet pas de gérer l’uniformité de la correction, le choixad-hocde la
forme du champ technique (dans lequel on sélectionne les étoiles guides) n’est pas non plus garant de
cette uniformité. On propose dans la suite de ce chapitre des pistes allant dans la sens d’une véritable
reconstruction optimale prenant en compte la contrainte d’uniformité.

8.3 Optimisation de l’uniformit é de la correction dans le champ

Si on veut formaliser l’optimisation de l’uniformité de lacorrection dans le champ, il nous faut
un critère représentatif des fluctuations de la qualité de correction. On propose de considérer ici la
variance sur le domaineD⋆ de la variance de phase résiduelle :

Varα

(
σ2

res (α)
)

=
1

SD⋆

∫∫

D⋆

(
σ2

res (α) −
〈
σ2

res (α)
〉
α

)2
dα

V arα
(
σ2

res (α)
)

=
〈(
σ2

res (α) −
〈
σ2

res (α)
〉
α

)2〉

α
(8.4)

Nous allons dans un premier temps tenter de minimiser ce critère. On se rendra alors compte que
l’on aboutit à des solutions sans intérêt pour l’optiqueadaptative à large champ. On donnera alors
des pistes pour la minimisation deV arα

(
σ2

res (α)
)

sous contrainte de respecter une performance
moyenne

〈
σ2

res (α)
〉
α donnée.

8.3.1 Minimisation de la variance dans le champ corriǵe de la variance de phase
r ésiduelle

Lors de l’étude de la reconstruction optimale pour le SO en MCAO, nous avons exprimé la va-
riance de phase dans une direction du champσ2

res (α) dans un formalisme matriciel (cf. § 4.1.2, eq.
4.12) :

〈
σ2

res (α)
〉
α =

〈〈∥∥P αϕ − P DMαW (P GSϕ + B)
∥∥2
〉

time, ρ

〉

α
(8.5)

Avec :
– ϕ : matrice des projections des phases des couches turbulentes sur la base des polynômes de

Zernike,
– P GS : opérateur de projection des phases des couches d’altitude dans la pupille, suivant les

directions d’analyse,
– B : vecteur des coefficients du bruit propagé sur les modes reconstruits,
– P DMα : opérateur de projection des phases des couches d’altitude dans la pupille, suivant les

directions d’imagerie,
– W : reconstructeur à optimiser.



8.3. OPTIMISATION DE L’UNIFORMITÉ DE LA CORRECTION 179

On s’intéresse ici aux variations de performance dans le champ du GLAO. On choisit comme
critère d’uniformité la variance dans le champ de la variance de phase résiduelle, définie par
l’équation (8.4).

La recherche d’un reconstructeur garantissant d’avoirV arα
(
σ2

res (α)
)

minimale est réalisée par
recherche des zéros de sa dérivée par rapport àW . En utilisant les règles classiques de la dérivation
matricielle (cf. annexe A), on a :

Or :
∂

∂W
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∂

∂W
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〈
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res (α)
〉
α

)2〉

α

)

Le reconstructeurW ne dépend pas de la direction d’imagerie considérée. On adonc :

∂

∂W
(V arα) = 2

〈
∆σ2 (α) · ∂
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(∆σ2 (α))

〉2

α
, avec : ∆σ2 (α) =
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〈
σ2

res (α)
〉
α

)

Pour poursuivre la minimisation, il faut écrire explicitement∆σ2 (α) en fonction de W.

Pour cela, il faut développer l’expression deσ2
res (α) donnée par l’équation (8.5). Si l’on se res-

treint au cas d’un GLAO dont le miroir déformable est conjugué à la pupille du télescope, l’opérateur
P DMα ne dépend plus deα et on peut poser :P DMα = P DM0 . σ2

res (α) s’exprime alors :

σ2
res (α) = Tr {Mα} ,

Avec : Mα = PαCϕP t
α + P DM0W

(
P GSCϕP t

GS + Cb

)
W tP t

DM0

−P DM0WP GSCϕP t
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Alors : ∆σ2 (α) = Tr {∆Mα} ,
avec :∆Mα = Mα − 〈Mα〉α = P DM0WP GSCϕ
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P t

α
〉
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α
)

D’où :
∂Tr {∆Mα}

∂W
= 2P t

DM0
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Soit finalement :
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4P t
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P DM0WP GSCϕ
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P t

α
〉
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· (〈Pα〉α − P α)
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α CϕP t

GS = 0 (8.6)

Il existe deux solutions évidentes à l’équation (8.6) :

– ∀α, (Pα − 〈Pα〉α) = 0, ce qui est possible si et seulement siSD⋆ = 0, c’est-à-dire si l’on
corrige sur axe uniquement. On est ainsi amené au cas de l’optique adaptative classique.
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– W = 0, ce qui veut dire que l’on ne corrige pas.

En dehors de ces deux solutions, il est impossible de résoudre analytiquement l’équation (8.6).
En effet, le problème est mal posé carW est réduit par l’opérateurTrace. De plus, une fois encore,
s’intéresser de façon réductrice à un seul des deux aspects de la performance du GLAO n’a rien
d’optimal. Pour ces raisons, on propose dans la suite des éléments de réflexion pour la réalisation
d’une optimisation sous contrainte.

8.3.2 Minimisation sous contrainte

Notre objectif est ici de minimiserV arα en conservant un champ étendu et en corrigeant au
mieux une partie de la turbulence. L’idée est donc de relaxer la contrainte de maximisation de la
performance moyenne dans le champ et, dans l’espace des solutions vérifiant la contrainte relaxée, de
sélectionner celle qui assure la meilleure uniformité.

On formalise ceci en considérant les critères que nous avons manipulés jusqu’à présent, à savoir
la valeur moyenne et la variance dans le champ de la variance de phase résiduelle. On a en fait un
système de deux équations à résoudre :

〈
σ2

res (α)
〉
α

≤ Σ

∂

∂W

(〈(
σ2

res (α) −
〈
σ2

res (α)
〉
α

)2〉

α

)
= 0

La première équation permet d’isoler un espace des reconstructeurs acceptables pour le GLAO en
terme de correction moyenne. Il faut ensuite minimiser localementV arα dans cet espace. Le problème
est que la seconde de ces équations n’est pas quadratique enW .

8.4 Conclusion

On a vu dans ce chapitre que l’optimisation de la performancemoyenne du GLAO ne doit pas
seulement prendre en compte les problèmes de propagation du bruit de l’analyse de front d’onde mais
également l’erreur de discrétisation du champ par les étoiles guides, en particulier lorsque celles-ci
sont peu nombreuses (moins de 7). L’utilisation d’une proc´edure de reconstruction tomographique
du volume turbulent apporte alors un gain significatif sur laperformance moyenne du GLAO, que ce
soit en présence d’étoiles guides naturelles ou d’étoiles Laser localisées en bord de champ. En ce qui
concerne les étoiles naturelles, on a toutefois pu constater que lorsque les problèmes de propagation
du bruit dominent l’erreur d’estimation de la phase, il n’y apas de gain significatif à utiliser la
reconstruction tomographie plutôt que l’optimisation proposée au chapitre 6.

Par ailleurs, nous avons entamé dans ce chapitre une réflexion plus générale sur la nature de la
performance attendue pour un GLAO. Nous avons montré que tenter d’optimiser la seule uniformité
de la performance amène à des solutions sans intérêt pour l’AO à large champ (faire tendre le diamètre
du champ vers 0 ou bien ne rien reconstruire). La prise en compte de la contrainte d’uniformité de
la correction ne peut donc se faire qu’en réalisant une optimisation sous contrainte de garder une
performance moyenne dans le champ acceptable.



Quatri ème partie

Comparaison d’algorithmes de mesure
du front d’onde pour un senseur

Shack-Hartmann

181





Introduction

L’analyseur de front d’onde est un élément déterminant du système d’optique adaptative car
c’est lui qui quantifie les déformations turbulentes du front d’onde. On a vu au chapitre 2 qu’il
existe une grande variété d’analyseurs, chacun ayant desqualités spécifiques (cf. § 2.1). Parmi eux,
l’analyseur Shack-Hartmann possède le double avantage d’être basé sur une technologie désormais
mature et d’être aisément adaptable dans son design au type de performance demandé. En particulier,
il permet d’obtenir un haut degré de correction en conservant des temps d’acquisition et de calcul
suffisamment faibles pour s’intégrer dans un système fonctionnant en temps réel. Pour ces raisons, il
est actuellement l’analyseur le plus utilisé en optique adaptative : la plupart des grands observatoires
mondiaux (Keck [Wizinowich et al. 2000, van Dam et al. 2004],VLT [Rousset et al. 2003, Fusco
et al. 2006, Herriot et al. 1998]) utilisent ou développentdes instruments dont l’optique adaptative
utilise un senseur Shack-Hartmann.

FIG. 8.20 – Principe de l’analyse de front d’onde avec un senseurShack-Hartmann.

Nous avons donc choisi de concentrer ce travail sur l’étudede la mesure de front d’onde réalisée
par un senseur Shack-Hartmann. On en rappelle le principe sur la figure (8.20). Dans le cadre général
de notre étude (les optiques adaptatives de nouvelle gén´eration, cf. chapitre 3) les spécifications de
performance pour l’analyseur de front d’onde sont très variées et dépendent étroitement du type
d’optique adaptative envisagé. Le design du senseur de front d’onde est à chaque fois le fruit de
l’analyse du budget d’erreur du système d’AO dans son ensemble (cf. § 2.4, [Fusco et al. 2006]).
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Trois aspects déterminent ses performances :

– Le nombre de micro-lentilles échantillonnant le front d’onde incident.
– Les caractéristiques du détecteur.
– L’algorithme d’estimation du déplacement des spots dansle plan focal du Shack-Hartmann.

Le nombre de sous-pupilles est directement lié au nombre d’actionneurs du miroir déformable
(cf. § 2.3) et conditionne avec lui le degré de correction dusystème. Il est donc défini par le nombre
de modes turbulents que l’optique adaptative doit corriger.

Concernant les détecteurs, il s’agit généralement en optique adaptative pour l’astronomie de
capteurs CCD, car les senseurs de front d’onde travaillent dans le visible ou le proche infra-rouge.
Les caractéristiques importantes sont leur rendement quantique, leur temps de lecture, la taille de
leurs pixels et leur niveau de bruit. Une étude poussée desdétecteurs est hors de propos ici. On
considèrera dans la suite des capteurs CCD classiques dontla technologie actuelle génère un bruit de
détecteur de quelques photo-électrons par pixel et par trame pour des fréquences d’échantillonnage
temporel de l’ordre du kilo-Hertz. L’utilisation de capteurs à faibles bruits, L3CCD [Foppiani et al.
2003] ou EMCCD [Denvir and Conroy 2003], est désormais envisagée pour des systèmes à très haut
niveau de performance [Fusco et al. 2005]. Dans ces détecteurs, la réduction du niveau de bruit est
due à la multiplication des photons avant leur détection.La multiplication de photons modifie la
statistique du bruit de mesure [Robbins and Hadwen 2003, Daigle et al. 2004] : les détecteurs faibles
bruits peuvent être considérés comme des capteurs classiques avec un bruit de lecture de l’ordre de
0.5 photo-électrons par pixel et par trame RMS, mais un bruit de photons deux fois plus important
que pour un détecteur classique. De fait, les études menées dans cette partie sur la base de capteurs
CCD classiques ne seront que partiellement transposables aux détecteurs à faible bruit.

Une fois les caractéristiques techniques du senseur définies, c’est finalement la recherche de
méthodes d’estimation performantes de la position des spots Hartmann qui peut permettre d’apporter
un gain sur l’estimation du front d’onde. C’est précisément à ce problème que nous nous attacherons
dans cette partie. Le chapitre 9 présente un bilan des estimateurs optimaux de la position d’un spot
dans le plan focal d’une micro-lentille. Les trois chapitres suivants présentent une étude complète
de trois estimateurs : le centre de gravité (chap. 10), le centre de gravité du spot pondéré par une
fonction de référence (chap. 11), et le maximum du produitde corrélation (chap. 12) du spot par une
référence.



Chapitre 9

Comment estimer la position d’un spotà
partir d’une image pix élisée et bruitée ?

9.1 Cadre et enjeu de l’́etude

Cx∆
d

plan focal
Détecteur au

micro−lentille

Front d’onde 
incident

α m

α m

f

δ

FIG. 9.1 – Relation entre déplacement d’un spot Hartmann au plan focal d’une micro-lentille et pente
moyenne du front d’onde incident.

Comme nous l’avons vu au paragraphe (2.1.2.3), la position d’un spot dans le plan focal d’une
micro-lentille de Shack-Hartmann dépend linéairement de la pente moyenne de la portion de front
d’onde imagée par la sous-pupille (cf. fig. 9.1) :

C = f · tan α (9.1)

Où ~C (Cx, Cy) est la position du spot et~α (αx, αy) est la pente moyenne du front d’onde sur la
sous-pupille (dit aussi angle d’arrivée).
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Il existe alors une relation bijective entre la pente moyenne du front d’onde et le déplacement du
spot :

∆Cx =
λf

2πd
· ∆φx (9.2)

Dans cette expression,λ est la longueur d’onde de l’analyse,f est la distance focale de la micro-
lentille, d la taille d’une sous-pupille et∆φx est la différence de phase de bord à bord de sous-pupille.
Chercher le meilleur estimateur de la pente revient alors àchercher le meilleur estimateur de la
position du spot. Dans un senseur Shack-Hartmann, quatre facteurs viennent perturber la mesure de
la position du spot :

– La surface du détecteur dédiée à chaque sous-pupille est finie. Cela est gênant lorsque les mou-
vements du spot sont tels que celui-ci est amené à sortir partiellement du champ.

– Le détecteur utilisé pour enregistrer le spot est pixélisé et bruyant.
– Le bruit de photons perturbe aussi la mesure.
– La turbulence déforme le spot et peut même l’éclater en un groupe de speckles si le rapport
d/r0 de la taille de la sous-pupille sur le paramètre de Fried de la turbulence (cf. § 1.2.2) est
trop élevé (cf. § 1.4).

Tout le problème est donc d’estimer en temps réel la position d’un spot déformé par la turbulence,
bruité et détecté sur un support de taille finie et pixelisé. En général, le système d’optique adaptative
est défini avec un nombre suffisant de sous-pupilles pour quele rapportd/r0 par sous-pupille reste
faible (inférieur ou de l’ordre de 2 à 3), si bien que les spots Hartmann restent compacts, bien que
déformés. Du fait de la faiblesse des sources guides rencontrées en astronomie (hormis en astronomie
solaire), c’est bien en fait souvent le bruit, et en particulier le bruit de détecteur qui limite la qualité
de la mesure de position.

Plusieurs algorithmes sont utilisés pour estimer le déplacement des spots Hartmann dans les
systèmes actuellement en opération. En astronomie stellaire, où les sources guides sont ponctuelles
et généralement faibles, le plus couramment utilisé estle calcul du barycentre du spot [Rousset et al.
2003], souvent en seuillant celui-ci pour éliminer en partie les problèmes de bruit [Arines and Ares
2002, Ares and Arines 2003]. Une façon radicale de limiter les problèmes liés au bruit de détecteur
est de réduire au strict minimum le nombre de pixels du détecteur, c’est-à-dire de faire une lecture
sur 2 × 2 pixels. Cette approche, dans laquelle la détection se faiten mode ditquatre quadrants
[Tyler and Fried 1982], est principalement utilisée aux Etats Unis [van Dam et al. 2004, Herriot et al.
1998]. Lorsque le Shack-Hartmann fonctionne sur scène étendue, ce qui est le cas en astronomie
solaire [Rimmele and Radick 1998, van der Luehe et al. 2003],dans certaines applications militaires
de l’analyse de front d’onde et lorsque l’optique adaptative est asservie sur une étoile Laser [Bauman
2003], l’estimation de position est faite préférentiellement en utilisant le produit de corrélation de
l’image, soit par elle-même, soit par une image de référence [Michau et al. 1992, Rimmele and
Radick 1998, Poyneer et al. 2005]. Reste alors à déterminer la position du maximum du pic de
corrélation.

Ces différentes techniques ont chacune leur domaine d’application, mais ne sont pas forcément
optimales en toute circonstance.
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On s’attache dans cette partie à définir les estimateurs optimaux de la position d’un spot dans
différentes conditions :

– Bruit de photons ou bruit de détecteur,
– Spot de forme quelconque ou gaussien.

On ne tiendra compte dans l’immédiat ni du caractère fini duchamp par sous-pupille, ni de sa
pixélisation : on traitera la recherche d’estimateur dansun support infini et continu, et on analysera
dans les chapitres suivants les effets du champ et de la pixélisation sur certains estimateurs. Dans un
premier temps, on se base sur une approche de type maximum de vraisemblance, puis on utilise une
approche de type maximuma post́eriori (MAP).

9.2 Estimation au sens du maximum de vraisemblance

On recherche ici l’estimateur optimal du déplacement d’une tache lumineuse dans le plan focal
d’une micro-lentille de Shack-Hartmann, en présence soitd’un bruit de photons (statistique poisson-
nienne), soit d’un bruit de détecteur (statistique gaussienne uniforme). On suppose ici et dans toute la
suite de ce chapitre que l’on connaı̂t parfaitement la formedu spot Hartmann. On cherche simplement
à estimer sa position. Le spot peut alors être considérécomme la manifestation décalée et bruitée de
la PSF - turbulente ou non - d’une sous-pupille de SH. On peut ´ecrire :

s (x) = r (x − x0) + b (x) (9.3)

Avec :
– x (x, y) : vecteur position dans le plan de l’image ;
– x0 (x0, y0) : Position de l’image déplacée ;
– s (x) : image lue sur le détecteur ;
– r (x) : PSF non décalée et non bruitée (supposée connue) ;
– b (x) : Une réalisation du bruit en chaque pointx.

On travaille pour l’instant sansa priori sur la position de la tache. On utilise donc l’estimation au
sens du maximum de vraisemblance (en anglais, Maximum Likelihood, ML). Soitx̂0 une estimation
de la position vraiex0 de la tache. La fonction de vraisemblanceL dex̂0 est par définition :

L (x̂0) = P (s(x) | x̂0) (9.4)

L’estimateur(x̂0)ML qui maximise la vraisemblance vérifie :

(x̂0)ML = arg max
x̂0

{P (s (x) | x̂0)}

(x̂0)ML dépend de la forme de la PSF,r (x), et de la statistique du bruit,b (x). Dans la sec-
tion (9.2.1), on considère un spot de forme quelconque, soumis à un bruit de photons, et on dérive
l’estimateur optimal au sens du maximum de vraisemblance. La section (9.2.2) présente ensuite l’es-
timateur ML pour un spot de forme quelconque, soumis au bruitde détecteur. Enfin, on particularise
ces résultats au cas d’un spot gaussien dans la partie (9.2.3).
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9.2.1 Estimateur ML en présence de bruit de photons

On considère ici un spot de forme quelconque, dégradé pardu bruit de photons. Ce dernier a une
statistique poissonnienne, et l’image est caractériséeen chaque point par :

∀ (x) P (s (x)) =
(µ (x))s(x)

s (x) !
· e−µ(x), avec : µ (x) = r (x − x0) (9.5)

D’après l’équation (9.5), et en considérant que le bruitest décorrélé d’un point à l’autre, l’estima-
teurx̂0 du déplacementx0 du spot s’exprime :

(x̂0)ML = arg max
x̂0

{
P
(
∏

x

s (x)

)}

L’annexe B détaille le raisonnement permettant de déterminer (x̂0)ML : il suffit de passer à la
log-vraisemblance en considérant un support infini et continu. On a alors [Guillaume et al. 1997] :

(x̂0)phot , spot qcq
ML = arg max

x̂0

{∫∫
s (x) ln (r (x − x̂0)) dx

}
(9.6)

L’estimateur optimal au sens du maximum de vraisemblance dela position d’un spot de
forme quelconque dégradé par le bruit de photons est le maximum du produit de corrélation du
spot par le logarithme de son profil non bruité. Utiliser un tel estimateur n’est pas aisé dans la pratique :

– Le profil non bruité du spot n’est pas forcément connu. Il est possible d’en obtenir une bonne
approximation en calculant l’enveloppe moyenne du spot surplusieurs trames, afin de lisser les
effets du bruit de photon. Cependant, lorsque le spot est déformé par la turbulence, moyenner
temporellement l’enveloppe du spot lisse également ses fluctuations de forme, et l’estimateur
perd son optimalité.

– Il faut disposer d’un algorithme efficace et robuste de détection du maximum du produit de
corrélation. Ce dernier point n’est pas évident : faire une simple détection de maximum peut
se révéler dangereux à faible rapport signal à bruit. Deplus, la taille des pixels limite alors
la précision de l’estimation. Dans la pratique, on contourne ces problèmes soit en calculant
le barycentre du pic de corrélation, éventuellement en leseuillant pour atténuer les problèmes
liées au bruit, soit en réalisant un fit quadratique ou gaussien du pic pour estimer la position
de son maximum. La comparaison des résultats de ces différentes techniques est effectuée au
chapitre 12.

9.2.2 Estimateur ML en présence de bruit de d́etecteur

Supposons maintenant que l’on traite toujours une tache à profil quelconque d’intensité lumineuse
sur support infini, mais en présence d’un bruit gaussien uniforme et centré (bruit de détecteur). Cette
fois le bruit a pour caractéristiques :

∀ (x) P (b (x)) =
1

2πσ2
det

e−b2(x)/2σ2
det (9.7)

Oùσdet est identique∀ x.
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On procède de même que précédemment, en introduisant l’expression (9.7) dans l’équation (9.5)
et en passant à la log-vraisemblance de l’estimateurx̂0 (cf. annexe B pour les détails) :

(x̂0)det , spot qcq
ML = arg max

x̂0

{∫∫
s (x) r (x − x̂0) dx

}
(9.8)

L’estimateur optimal au sens du maximum de vraisemblance dela position d’un spot de forme
quelconque dégradé par un bruit gaussien est le maximum duproduit de corrélation du spot bruité par
son profil non bruité. Cet estimateur pose exactement les mˆemes problèmes que l’estimateur ML en
présence de bruit de photons (§ 9.2.1).

9.2.3 Cas particulier d’un spotà profil gaussien

FIG. 9.2 – Approximation de la tache de diffraction d’une sous-pupille carrée par une fonction gaus-
sienne.

Dans les études sur le Shack-Hartmann, le spot est souvent modélisé au premier ordre par une
tache à profil gaussien d’intensité lumineuse. Cette approximation est justifiée par la géométrie et le
design du Shack-Hartmann :

– Les senseurs SH sont généralement constitués d’une matrice de microlentilles carrées. En
l’absence de turbulence, le spot dans le plan focal d’une micro-lentille a donc la forme d’un
sinc2 (cf. § 1.4). Dans un tel spot,91% de l’énergie lumineuse est concentrée dans la tache
centrale de diffraction. Or, comme le montre la figure (9.2),on peut en première approximation
modéliser la tache centrale par une fonction gaussienne.

– Lors de son fonctionnement en présence de turbulence, le Shack-Hartmann est presque toujours
dimensionné de sorte que le rapportd/r0 de la taille de la sous-pupille sur le paramètre de
Fried de la turbulence (cf. § 1.2.2) soit suffisamment faiblepour que le spot Hartmann reste
compact. Dans ce cas l’approximation au premier ordre d’un spot gaussien est également
justifiée.
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Pour ces raisons, on considère par la suite un spot isotrope, à profil gaussien d’intensité lumineuse,
caractérisé par :

r (x) =
R

2πσ2
T

· e−x2/2σ2
T (9.9)

On recherche ici l’estimateur optimal de la position de ce spot, en présence d’un bruit à statistique
Poissonnienne (bruit de photons) puis d’un bruit à statistique gaussienne uniforme (bruit de détecteur).

9.2.3.1 Estimateur ML en présence de bruit de photons

On considère le spot dont l’enveloppe est définie par l’équation (9.9), dégradé par du bruit de
photons. On mesure sa position en considérant un support infini et continu. Le bruit de photons a une
statistique poissonnienne, caractérisée par l’équation (9.5). On peut alors reprendre l’équation (9.6)
obtenue pour un spot à profil quelconque et y introduire l’expression der (x) (eq. 9.9). On obtient :

(x̂0)ML = argmin

{∫∫
s (x) ×

(
(x − x̂0)2

2σ2
T

)
d2x

}

x̂0

Il suffit ensuite de rechercher le minimum de cette expression et la dérivant par rapport ầx0. On a
donc(x̂0)ML tel que :

∂

∂x̂0

[∫∫
s (x) ×

(
(x − x0)

2

2σ2
T

)
d2x

]

x̂0=(x̂0)ML

= 0

D’où :

(x̂0)phot , spot gauss
ML

[∫∫
x · s (x) d2x∫∫
s (x) d2x

,

∫∫
y · s (x) d2x∫∫
s (x) d2x

]
(9.10)

L’estimateur ML de la position d’une tache gaussienne à support infini dégradée par le bruit de
photons est donc le centre de gravité de la tache.

9.2.3.2 Estimateur ML en présence de bruit de d́etecteur

On considère toujours le spot dont l’enveloppe est définiepar l’équation (9.9), mais dégradé cette
fois par du bruit de détecteur. On mesure sa position en considérant un support infini et continu.
Le bruit de détecteur a une statistique gaussienne, caractérisée par l’équation (9.7). On peut alors
reprendre l’équation (9.8) obtenue pour un spot à profil quelconque y et introduire l’expression de
r (x) (eq. 9.9). On obtient :

(x̂0)ML = arg max
x̂0

{∫∫
s (x) × r0 · e−(x−x̂0)

2
/2σ2

T d2x

}

En dérivant cette expression par rapport àx̂0, on obtient (cf. annexe B pour les détails) :

(x̂0)det , spot gauss
ML

[∫∫
x · s (x) · r (x − x̂0) d2x∫∫
s (x) · r (x − x̂0) d2x

,

∫∫
y · s (x) · r (x − x̂0) d2x∫∫
s (x) · r (x − x̂0) d2x

]
(9.11)
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Le meilleur estimateur ML de la position d’une tache gaussienne dégradée par du bruit de
détecteur est donc le centre de gravité de la tache image pondérée par la PSF centrée sur la posi-
tion estimée du spot. Cette équation est problématique car elle est récursive et implique la nécessité
de connaı̂trea priori la position du spot. En l’absence de cette connaissance, la solution s’obtient en
utilisant une relation récurrente pour converger vers l’estimateur ML :

x̂0
n =

∫∫
x · s (x) · r

(
x − x̂0

n−1
)

∫∫
s (x) r

(
x − x̂0

n−1
) , (x̂0)det , spot gauss

ML = lim
n→∞

x̂0
n (9.12)

Dans cette relation, il faut fixer la condition initiale de centrage de la pondérantex0
0. On peut la

fixer de façon arbitraire. Toutefois, il est judicieux de centrer la pondérante soit sur la position de
référence de la sous-pupille, soit sur la position estim´ee à la trame précédente. La première solution
est intéressante pour des systèmes en boucle fermée, dans lesquels le spot se déplace peu autour de
la position de référence. En boucle ouverte ou en correction partielle, on pourra préférer tirer parti de
la corrélation temporelle de la turbulence en centrant la pondérante sur la mesure effectuée à la trame
précédente.

(a) Déplacements successifs (b) Convergence de l’estimation
de la pondérante selon le nombre d’itérations

FIG. 9.3 – Réalisation de l’estimation ML par recentrages successifs de la pondérante du CdG
pondéré. Spot gaussien, non bruité. On atteint une erreur d’estimation de 0.1 % après une dizaine
d’itérations.

La figure (9.3) représente la convergence de l’estimation itérative de la position du spot. L’estima-
teur ML n’est atteint que pour un nombre infini d’itérations. Dans la pratique, on sera nécessairement
amené à limiter le nombre d’estimations successives. On devra alors définir une marge de tolérance
pour l’erreur d’estimation. La figure (9.3) montre que pour un petit déplacement et en l’absence de
bruit, on atteint 0.1 % de précision sur l’estimation après une dizaine d’itérations. Notons que ces
itérations successives doivent être réalisées sur la même image courte pose, c’est-à-dire pour une
seule trame. Cela signifie que lors de l’implantation de cet algorithme dans un système temps réel
le nombre d’itérations successives devra faire l’objet d’un compromis entre la précision souhaitée
pour l’estimation et le temps imparti pour l’estimation de pente du front d’onde. Dans la pratique, on
peut même être contraint à se borner à une estimation unique. On étudie ce cas précisément dans le
chapitre 11.
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Enfin, comme nous l’avons dit plus haut, l’utilisation d’un algorithme récurrent a pour objectif
principal de contourner le problème de l’introduction d’a priori dans l’estimation de position. Il peut
être intéressant au contraire d’introduire explicitement une informationa priori sur la position de
la tache en utilisant une approche de type maximuma posteriori. On étudie le résultat de ce type
d’estimation dans le paragraphe suivant.

9.3 Estimation au sens du maximuma posteriori

L’intérêt de l’estimation MAP est d’intégrer au processus d’estimation une connaissance a priori
sur la position du spot. Cette connaissance peut être acquise en prenant en compte les caractéristiques
de la turbulence atmosphérique à l’aplomb du site d’observation. On a vu au paragraphe (2.1.2.3) que
dans le cadre d’un modèle de turbulence de Von Karman, la variance de l’angle d’arrivée du front
d’onde sur une sous-pupille s’exprime [Fante 1975, Dessenne 1998] :

σ2
αx

= σ2
αy

= 0.162
λ2

d1/3 r
5/3
0

[
1 − 1.6

(
d

L0

)1/3

+ 7.4

(
d

L0

)2

− 9.0

(
d

L0

)7/3

+ · · ·
]

Oùd est la taille de l’ouverture (ici, la sous-pupille),r0 est le paramètre de Fried de la turbulence
etL0 est son échelle externe (avecd ≪ L0). La connaissance des paramètres de la turbulence nous
renseigne donc directement sur la variance du déplacementdu spot. De plus, le déplacement du spot
étant le fruit de fluctuations de phase dont la statistique suit une loi gaussienne (cf. § 1.1), on peut
introduire commea priori un modèle de déplacement du spot suivant une statistique gaussienne.

On supposera donc dans la suite que le déplacement du spot suit une loi statistique gaussienne,
isotrope, centrée sur la position de référence de la sous-pupille x0 et d’écart-typeσ2

x. La probabilité
de trouver la tache à une positionx0 s’exprime alors :

P (x0) =
1

2πσ2
x

e−(x0−x0)
2
/2σ2

x (9.13)

Nous recherchons le meilleur estimateur MAP(x̂0)MAP du déplacementx0 du spot Hartmann
étant données les mesures et lesa priori disponibles sur ces déplacements. On doit maximiser le
critère :

JMAP (x0) = P (x0 | s(x)) =
P (s (x) | x0)P (x0)

P (s (x))

OùP (s (x) | x0) est la vraisemblance dex0. En prenant le logarithme deJMAP (x0), le meilleur
estimateur dex0 au sens MAP est tel que :

(x̂0)MAP = arg max
x0

{ln (L (x0)) + ln (P (x0))} (9.14)

Si on considère un spot Hartmann sur un support continu et infini dont le déplacement est décrit
par la loi de probabilité donnée par l’équation (9.13), on a :

(x̂0)MAP = arg max
x0

{
ln (L (x0)) − (x0 − x0)2

2σ2
x

}
(9.15)
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On retrouve dans la fonction à maximiser le terme de vraisemblance de l’estimateur. Mais ici, ce
terme est régularisé par une fonction quadratique qui discrimine les estimateurs selon leur distance à la
valeur moyennex0 de la loi statistique du déplacement. On peut maintenant particulariser l’équation
(9.15) aux cas du bruit de photon et du bruit de détecteur :

(x̂0)phot , spot qcq
MAP = arg max

x0

{
(s ⋆ ln (r)) (x0) − (x0 − x0)

2

2σ2
x

}
(9.16)

(x̂0)det , spot qcq
MAP = arg max

x0

{
1

σ2
det

(s ⋆ r) (x0) − (x0 − x0)2

2σ2
x

}
(9.17)

De même, on particularise les équations (9.16) et (9.17) au cas d’un spot à profil gaussien (voir
annexe B.2 pour les détails) :

(x̂0)
phot , spot gauss
MAP = µ · x0 + (1 − µ) · (x̂0)ML (9.18)

avec : µ =

(
1 −

(
σx

σT

)2 ∫∫
s (x) dx

)−1

L’estimateur optimal s’écrit comme une combinaison linéaire de l’espérance mathématique de la
position du spot et de son barycentre. Plus précisément, l’utilisation du barycentre comme estimateur
de la position est régularisée par un terme d’a priori, la régularisation étant une fonction de la fiabilité
de l’a priori : plusσx est grand, moins l’a priori a de poids.

(x̂0)det , spot gauss
MAP = µ (x0) · x0 + (1 − µ (x0)) · (x̂0)ML , (9.19)

avec :µ (x0) =

(
1 − σ2

x

σ2
T σ

2
det

∫∫
s (x) r (x − x0) d2x

)−1

De même qu’au paragraphe (9.2.3.2), on aboutit ici à une équation récursive, qui nécessite pour
être résolue l’utilisation d’une relation de récurrence :

x̂0
n = µn−1 · x0 +

(
1 − µn−1

)
·
∫∫

x s (x) r
(
x − x̂0

n−1
)
dx∫∫

s (x) r
(
x − x̂0

n−1
)
dx

(x̂0)
det , spot gauss
MAP = lim

n→∞
x̂0

n, (9.20)

Avec : µn−1 =

(
1 − σ2

x

σ2
T σ

2
det

∫∫
s (x) r

(
x − x̂0

n−1
)
d2x

)−1

Comme précédemment, l’estimateur optimal MAP s’écrit comme une combinaison linéaire de
l’espérance mathématique de la position du spot et de l’estimateur ML. On note qu’ici le coefficient
µ de régularisation dépend à la fois de la fiabilité de l’a priori σ2

x et du bruit de détecteurσ2
det .
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9.4 Discussion sur le choix d’un estimateur

Nous venons de dériver huit estimateurs possibles de la position d’un spot dans le plan focal
d’une sous-pupille de Shack-Hartmann, chacun étant optimal dans un cas précis. Le tableau (9.1)
rappelle les notations employées, les expressions de ces huit estimateurs et les conditions de leur
optimalité.

Les critères de choix d’un estimateur sont :
– la linéarité de sa réponse sur sa plage d’utilisation,
– son biais,
– sa robustesse au bruit,
– Les ressources et le temps de calcul nécessaires.

La criticité de chacun de ces points dépend des caractéristiques du système dans lequel le
Shack-Hartmann est intégré. Ainsi, pour un système de XAO (cf. § 3.1), où le degré de correction
est très élevé et où le spot a très peu de mouvements, la plage de linéarité pourra être restreinte à
de petits déplacements, mais la robustesse au bruit et le caractère non biaisé de la mesure seront
primordiaux. A l’inverse, dans le cas d’un système en boucle ouverte tel que la MOAO (cf. § 3.3.2.2),
les mouvements du spot seront importants et la linéarité du détecteur sera critique. De même, on
pourra tolérer un estimateur biaisé si la mesure est fortement limitée par le bruit de détecteur et que
l’estimateur considéré permet de diminuer la sensibilité au bruit. Cependant, si la commande du
système est basée sur un algorithme de gain modal optimis´e, celui-ci part du postulat que l’estimation
de pente n’est pas biaisée. Ajoutons que dans le cas des ELTsles volumes de données à traiter sont
tels que le problème des temps de calculs se pose.

Finalement, le problème peut s’analyser une fois de plus entermes de gestion d’un budget d’er-
reur. Dans le travail que nous proposons ici, nous ne chercherons pas à quantifier le terme temporel de
ce budget. On se contentera d’analyser tous les aspects “spatiaux” de l’erreur d’estimation de la posi-
tion. Globalement, celle-ci peut être modélisée en exprimant l’estimation de position selon l’équation
suivante [Thomas et al. 2006] :

x̂0 = ρ · x0 + ν (x0)︸ ︷︷ ︸
statique

+ βbruits + εturb︸ ︷︷ ︸
statistique

(9.21)

Dans cette équation,ρ est le coefficient de réponse de l’estimateur, défini de fac¸on à être
indépendant du déplacementx0 ; ν est une fonction de non-linéarité qui lui dépend dex0. Ces deux
termes de l’erreur sont des biais de la mesure. Ils représentent des erreurs statiques, prédictibles, et,
en théorie, calibrables. Les deux derniers termes d’erreur sont de nature statistique, et représentent les
bruits de photon et de détecteur pour le troisième terme, et les erreurs dues aux déformations du spot
sous l’effet de la turbulence pour le quatrième terme. Bienque l’on puisse caractériser ces erreurs en
terme de variance, il est impossible de connaı̂tre ponctuellement leurs effets.

Dans la suite de cette partie, nous caractériserons trois estimateurs choisis parmi ceux que nous
venons d’évoquer. A chaque fois, nous considèrerons ind´ependamment la partie biais et la partie
statistique de l’erreur globale.
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Notation Signification

x0 déplacement vrai du spot

r (x) PSF de la sous-pupille (éventuellement avec turbulence)

s (x) spot décalé et bruité

⋆ produit de corrélation :(f ⋆ g) (x) =
∫∫

f (t) g∗ (t− x) dt

Spot quelconque

ML MAP

Bruit de photons max{s ⋆ ln (r)} max

{
s ⋆ ln (r) − (x̂0−x0)

2

2σ2
x

}

Bruit de détecteur max{s ⋆ r} max

{
s ⋆ r − (x̂0−x0)

2

2σ2
x

}

Spot gaussien

ML MAP

Bruit de photons
RR

x s(x) dxRR
s(x) dx µ x0 + (1 − µ) ·

RR
x s(x) dxRR
s(x) dx

Bruit de détecteur
RR

x s(x) r(x−x̂0) dxRR
s(x) r(x−x̂0) dx

µx̂0
· x0 +

(
1 − µx̂0

)
·

RR
x s(x) r(x−x̂0) dxRR
s(x) r(x−x̂0) dx

TAB . 9.1 – Estimateurs ML et MAP du déplacement d’un spot dans leplan focal d’une sous-pupille
de l’analyseur SH et rappel des notations utilisées.
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Nous allons concentrer cette étude sur les estimateurs dérivés du maximum de vraisemblance, car
ce sont les plus utilisés actuellement : le centre de gravité, le centre de gravité de la tache pondérée
(dit ci-après centre de gravité pondéré) et le maximum du produit de corrélation. Concernant le centre
de gravité pondéré, on ne traitera ici, faute de temps, que de la première itération de l’estimation par
récurrence nécessaire à la véritable estimation ML. Pour la même raison, nous ne développerons pas,
bien qu’elle soit toute à fait intéressante, l’approche de type maximuma posteriori.

Nous quantifierons les effets de plusieurs sources d’erreurs sur les estimateurs considérés :

– L’influence du caractère fini et pixélisé du support de laPSF sur la linéarité des estimateurs,
– L’influence des bruits de photons et de détecteur,
– La méconnaissance de la forme instantanée du spot en présence de turbulence.

Nous commençons cette étude par l’estimateur centre de gravité, car c’est actuellement le plus
largement utilisé.



Chapitre 10

Etude de la performance de l’estimateur
barycentre

Le centre de gravité est l’estimateur de position du spot Hartmann le plus couramment utilisé dans
les systèmes d’optique adaptative pour l’astronomie (Hors astronomie solaire). Cette quasi-unanimité
est due au fait que c’est un estimateur simple, rapide à calculer et peu gourmand en ressources infor-
matiques. De plus, il est directement lié à la pente moyenne du front d’onde incident, et on a démontré
au chapitre précédent qu’il s’agit de l’estimateur optimal au sens du maximum de vraisemblance dans
le cas d’un spot gaussien soumis à du bruit de photons. Cetteoptimalité n’est valide toutefois que
dans le cas d’un support infini et continu. Or dans le cadre d’un senseur Shack-Hartmann, plusieurs
conditions éloignent l’estimateur de ses conditions d’optimalité :

– La zone du détecteur dédiée à une sous-pupille est finie. Le barycentre est donc calculé sur un
support fini.

– Le détecteur enregistrant le spot est pixelisé.
– Il introduit un bruit de lecture dans la mesure.
– Le spot n’est pas gaussien : la PSF hors turbulence d’une sous-pupille carrée a un profil en
sinc2. En présence de faible turbulence (d/r0 ≤ 3, cf. chap. 9), sa forme conserve l’allure
générale d’un profilsinc2, légèrement déformé par les fluctuations des hauts ordres de la
turbulence.

Chacun de ces écarts par rapport aux conditions optimales d’utilisation de l’estimateur barycentre
se traduit par une erreur additionnelle. On a modélisé au paragraphe (9.4) [Thomas et al. 2006] la
réponse de l’estimation de position du spot par l’équation (9.21) :

x̂0 = ρ · x0 + ν (x0)︸ ︷︷ ︸
statique

+βbruits + εturb︸ ︷︷ ︸
statistique

(10.1)

Où ρ est le coefficient de réponse de l’estimateur, indépendant du déplacement du spot,ν est
une fonction de non linéarité, dépendant du déplacement du spot,βbruits est le terme dû aux bruits
de mesure (photons et détecteur) etεturb est l’erreur due à la déformation du spot sous l’effet de la
turbulence. On peut distinguer deux classes dans ces erreurs :

– Les erreurs statiques. Elles sont dues à un coefficient de réponse différent de l’unité et/ou à
une non-linéarité de l’estimateur. Pour une configuration et une position du spot données, elles
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n’évoluent pas au cours du temps, et pour cette raisons, pourraient en théorie être calibrées.
– Les erreurs statistiques. Ce sont les erreurs dues aux bruits de mesure et aux déformations

turbulentes du spot. De par leur origine, il est impossible de prévoir à chaque instant leur
influence sur la mesure. Elles ne sont donc pas calibrables, mais on peut tenter d’en atténuer les
effets, par exemple en seuillant le spot avant d’estimer sa position. Telles qu’elles sont définies
ici, ces erreurs sont quantifiées sur le spot recentré.

Contenir les erreurs statiques de la mesure est primordial dans les cas où le caractère non biaisé
de l’estimateur importe avant tout. C’est le cas lorsque le système d’AO doit fournir un très haut
degré de correction (instrument SPHERE [Fusco et al. 2006,Fusco et al. 2006], par exemple, cf. §
3.1), ou lorsqu’il fonctionne en boucle ouverte (MOAO, cf. §3.3.2.2). Pour les autres types d’optique
adaptative, c’est la robustesse aux erreurs de nature statistique qui primera. Nous allons étudier suc-
cessivement ces deux classes d’erreurs, puis une synthèsenous permettra de dégager les domaines de
prédominance de ces erreurs.

10.1 Erreurs statiques

On mène cette étude en l’absence de toute source de bruit. Le spot et la mesure sont considérés sur
un support bi-dimensionnel, mais par soucis de simplicité, on considère un déplacement uniquement
le long de l’un des axes privilégiés du détecteur. Travaillant avec des spots à profil gaussien ousinc2,
on pourra toutefois, du fait de la séparation des variables, extrapoler totalement les résultats obtenus
au cas d’un déplacement bi-dimensionnel.

On s’intéresse dans un premier temps à l’effet sur la réponse de l’estimation de la taille finie du
support de calcul du centre de gravité. Ce support est défini par l’utilisateur du Shack-Hartmann, et
est borné supérieurement par le champ de la sous-pupille.On traitera ensuite de l’effet de la taille des
pixels.

10.1.1 Effet de la taille du support de calcul du barycentre

On entend ici par support de calcul le domaine d’intégration de la fonction d’intensité lumineuse
caractérisant le spot. Ce support est ici supposé fixe, tandis que le spot se déplace.

10.1.1.1 Cas d’un spot̀a profil gaussien

Plaçons-nous dans un premier temps dans le cas d’un spot à profil gaussien. SoitI (x, y) l’inten-
sité lumineuse du spot. Si le spot est centré sur le point decoordonnées(x0, 0), I (x, y) s’exprime :

I (x, y) =
Nph

2πσ2
T

e−((x−x0)
2+y2)/2σ2

T ,

∫∫ ∞

−∞
I (x, y) dx dy = Nph

Le calcul du centre de gravité du spot sur un support centréet de largeur totale2ℓ est biaisé
dans la direction du déplacement. En effet, le centre de gravité Cx dans la direction du déplacement
s’exprime :

Cx =
1

I0

∫∫ ℓ

−ℓ
x I (x, y) dx dy, Avec : I0 =

∫∫ ℓ

−ℓ
I (x, y) dx dy (10.2)
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La résolution de cette équation donne l’expression suivante pourCx (cf annexe C.2 pour le détail
des calculs) :

Cx = x0 + σT

√
2

π

e
−

„
ℓ+x0
σT

√
2

«2

− e
−

„
ℓ−x0
σT

√
2

«2

Φ
(

ℓ+x0

σT

√
2

)
+ Φ

(
ℓ−x0

σT

√
2

) (10.3)

Où la fonctionΦ est définie par : Φ (t) =
2√
π

∫ t

0
e−u2

du (10.4)

FIG. 10.1 – Représentation graphique de la fonctionΦ(x).

Une représentation graphique de la fonctionΦ est fournie par la figure (10.1). Le biais de
mesure exprimé par l’équation (10.3) s’apparente à la fonction de non-linéaritéν (x0) de l’équation
(10.1). Le coefficient de réponseρ est ici égal à l’unité. Le dénominateur de l’expressiondeν (x0)
fournie par l’équation (10.3) correspond en fait à l’énergie lumineuse effectivement présente dans le
support de calcul du barycentre. Le numérateur, quant à lui, caractérise la dissymétrie du spot tronqué.

L’erreur de non linéarité exprimée par l’équation (10.3) dépend logiquement de la largeur du spot
et du champ utilisé pour le calcul du barycentre. Pour un déplacement nul, on retrouveCx = x0. De
même, pourx0 etσT fixés, on a :
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 = 0 d’où : lim

ℓ→∞
Cx = x0

On retrouve alors le caractère non biaisé de l’estimateursur support infini.

On représente sur la figure (10.2) la réponse de l’estimation de position par barycentre en fonction
du déplacement réel, pour une configuration donnée. On considère ici un spot gaussien, de largeur à
mi-hauteurFWHMT = 2 (unités arbitraires), dont on mesure le déplacement en calculant son centre
de gravité sur un support dont la largeur totale a été fixée à2 × FWHMT

1.

1Il s’agit d’une configuration classique d’utilisation du Shack-Hartmann
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FIG. 10.2 – Calcul du centre de gravité d’un spot gaussien sur support fini : déplacement mesuré
en fonction du déplacement réel. Le support de calcul du barycentre du spot a une largeur de2 ×
FWHMT .

La figure (10.2 - a) montre le profil du spot sur son support fini,pour un déplacement nul. La
figure (10.2 - b) montre l’évolution du déplacement estim´e du spot en fonction de son déplacement
réel. La courbe rouge représente l’estimation théorique calculée d’après la relation (10.3) et les
points (+) représentent l’estimation obtenue en simulant numériquement le problème. Pour la taille
de support considérée ici, on note que l’estimation par centre de gravité n’est fiable que pour de
très faibles déplacements autour de l’origine. Dès que l’on s’en écarte, l’erreur d’estimation croı̂t
rapidement, comme le montre la figure (10.3) (courbe noire).Elle est ainsi d’environ20% pour
un déplacement deFWHMT /2. Ceci est dû au fait que la taille du support de calcul du centre de
gravité est insuffisante : en l’absence de tout déplacement, 2% de l’énergie totale sont tronqués ; au
moindre déplacement, cette perte s’accentue, la dissymétrie du spot également, générant une erreur
d’estimation.

Toutefois, pour de faibles déplacements (amplitude inférieure àFWHMT /2), on peut modéliser
la réponse de l’estimateur barycentre par une relation linéaire dont le cœfficient de réponse est
inférieur à 1. Ainsi, la figure (10.3) montre qu’en prenanten compte un facteur de linéarité de0.9
entre le déplacement vrai et la réponse de l’estimateur, l’erreur d’estimation est très faible pour des
déplacements de l’ordre deFWHMT /10. Avec un coefficient de0.85, il est possible de réduire à
moins5% l’erreur d’estimation pour des déplacements d’amplitudeinférieur àFWHMT /2.

Enfin, la figure (10.4) montre que l’on gagne grandement en linéarité lorsque l’on augmente
la taille du support. En effet, en doublant la taille du support, l’erreur relative d’estimation du
déplacement devient inférieure à1% pour des déplacements inférieurs àFWHMT . Au delà, on
retrouve un comportement similaire à celui que l’on a observé sur un support plus petit car l’énergie
lumineuse perdue lors du déplacement du spot n’est plus négligeable : le spot commence à sortir du
support de calcul du barycentre.
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FIG. 10.3 – Erreur relative d’estimation en fonction de déplacement pour un spot gaussien.

FIG. 10.4 – Calcul du centre de gravité d’un spot gaussien sur support fini : déplacement mesuré
en fonction du déplacement réel. Le support de calcul du barycentre du spot a une largeur de4 ×
FWHMT .
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La plage de linéarité de l’estimateur barycentre dépenddonc de la largeur du support de calcul
du barycentre et des caractéristiques de la tache. En particulier, l’erreur d’estimation croı̂t dès que
quelques pourcents de l’énergie lumineuse sortent du support de calcul. Ce point risque de poser
problème lorsque le spot dont on cherche à mesurer la position a un profil de tache de diffraction
(sinc2 ou Airy). En effet, une partie de l’énergie lumineuse se trouve alors hors du pic central et est
susceptible de perturber la mesure de position. On s’intéresse au cas d’un spot à profilsinc2 dans le
paragraphe suivant.

10.1.1.2 Cas d’un spot̀a profil sinc2

On a vu au paragraphe précédent que l’estimateur barycentre présente des défauts de linéarité dès
qu’une part significative (quelques %) de l’énergie lumineuse sort du support de calcul du barycentre
du spot. Cette étude a été menée dans le cadre d’un spot gaussien car il s’agit de l’approximation au
premier ordre du profil de la tache de diffraction d’une sous-pupille de Shack-Hartmann (cf. § 9.2.3).
Or il existe une différence entre un spot gaussien et un spoten sinc2 : le second possède des lobes
secondaires dans lesquels se retrouvent environ10% de l’énergie lumineuse. Il est donc important de
caractériser l’effet de ces lobes sur l’estimation de position par barycentre.

FIG. 10.5 – Calcul du centre de gravité d’un spot à profilsinc2 sur support fini : déplacement mesuré
en fonction du déplacement réel. Les points (+) correspondent au profil gaussien, tandis que la courbe
rouge rappelle l’expression analytique obtenue pour un spot gaussien (eq. 10.3).

La figure (10.5) montre l’évolution de la mesure du déplacement du spot en fonction de son
déplacement réel pour un spot à profilsinc2 de même FWHM que le spot gaussien du paragraphe
précédent. Comme précédemment le centre de gravité est calculé en utilisant un support dont la
largeur est fixée à2 × FWHMT . La figure (10.5 - a) montre le profil du spot et le compare au profil
gaussien utilisé au paragraphe précédent. En plus des deux lobes secondaires encadrant le pic central,
le profil ensinc2 présente des zéros qui, pour la taille de support considérée ici coı̈ncident avec les
bords de la fenêtre de calcul du barycentre. Ces franges sombres dans la tache de diffraction ont une
conséquence positive sur l’estimation du déplacement duspot : comme le montre la figure (10.5 -
b), elles induisent une meilleure linéarité de l’estimation du déplacement par centre de gravité pour
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de petits déplacements du spot. Ceci est dû au fait que les variations de l’intensité lumineuse et les
dissymétries de la tache sont moins importantes que dans lecas gaussien. Toutefois, le profil de la
tache centrale étant plus piqué que dans le cas gaussien, le biais d’estimation croı̂t plus rapidement
lorsqu’il commence à sortir de la fenêtre de calcul du barycentre. L’estimation du déplacement par
barycentre est moins fiable que dans le cas gaussien pour de forts déplacements (> FWHM/2).

FIG. 10.6 – Erreur relative d’estimation en fonction de déplacement pour un spot gaussien.

L’augmentation de la taille du support de calcul du barycentre fait apparaitre deux autres
différences importantes avec le cas gaussien. C’est ce quemontrent les courbes de la figure (10.6),
représentant pour différentes largeurs de support l’erreur d’estimation du déplacement en fonction
du déplacement réel. Comme dans le cas d’un spot gaussien,on note d’abord que l’élargissement du
support de calcul améliore l’estimation de la position du spot. Mais ici on note deux phénomènes
inobservés dans le cas gaussien :

– Il existe une dérive lente et régulière de l’estimationde position, signe d’un coefficient de
réponseρ différent de 1 entre le déplacement réel et le déplacement estimé. Plus le support de
calcul est large, plus cette dérive est faible.

– On observe des oscillations de l’erreur d’estimation en fonction du déplacement du spot. Ces
oscillations ont une période égale àFWHMT .

Ces deux phénomènes sont dus au déplacement des lobes secondaires dans le support de calcul
du barycentre. La dérive est due à la variation de l’énergie totale générée par le défilement des
lobes secondaires sur le support de calcul du barycentre. Lafigure (10.7) montre un schéma de
principe du phénomène. La variation d’énergie étant due aux lobes de hauts ordres situés en bord
de support, la pente diminue lorsque la taille du support de calcul augmente, car les lobes impliqués
sont moins énergétiques. Les oscillations de l’erreur d’estimation ont la même source et sont dues
à la concentration par paquets (les lobes) de l’énergie lumineuse. Comme nous l’avions noté plus
haut, lorsque les bords du support coı̈ncident avec deux franges sombres de la tache de diffraction,
l’intensité totale dans le support varie peu pour un petit déplacement et l’erreur d’estimation est
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FIG. 10.7 – Le décentrement de la tache de diffraction sur le support de calcul induit une erreur
d’estimation du centroı̈d - Schéma de principe.

localement minimale. D’où une période des oscillations ´egale à la taille d’un lobe, soitFWHMT .

FIG. 10.8 – Effet de la largeur de la bande spectrale du Shack-Hartmann sur le spot à la diffraction. Le
profil représenté en noir est la somme des contributions monochromatiques représentées en couleur.

Ces résultats valent pour un spot à profil purementsinc2, c’est-à-dire pour une mesure mono-
chromatique. Dans la pratique, le flux lumineux incident estpolychromatique2. Le spot est alors la
superposition des contributions de chaque longueur d’onde, et ses lobes secondaires sont atténués.
Toutefois, la figure (10.8) montre que les lobes d’ordre 1 restent visibles. Les effets mentionnés
ci-dessus seront sensibles dès que ces lobes interagirontavec les bords du support.

Les phénomènes que nous avons étudiés jusqu’à maintenant ne sont dus qu’au caractère fini du
support. Ces erreurs d’estimation décroissent très vitelorsque la taille du support augmente. On ne
peut malheureusement pas étendre à loisir le champ utilisé pour le calcul du barycentre. En effet, ce
champ est couvert par les pixels du détecteur, et le processus de détection amène un bruit de lecture

2Dans le cas de SPHERE, la largeur de bande de l’ordre est0.1µm, ce qui est relativement faible, mais nécessaire pour
pouvoir effectuer le filtrage spatial des spots Hartmann et ´eliminer les problèmes d’aliasing.
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proportionnel au nombre de pixels impliqués dans le calculdu centre de gravité. Ceci restreint le
nombre de pixels utilisables pour la mesure. Toutefois, faute de pouvoir augmenter le nombre de
pixels à loisir, on peut en augmenter la taille angulaire enjouant sur la focale des micro-lentilles. On
fait le point sur l’effet de la taille des pixels sur l’estimation de position du spot dans le paragraphe
suivant.

10.1.2 Effet de la taille des pixels du d́etecteur

FIG. 10.9 – Spot gaussien échantillonné à Shannon (critèrede Nyquist,p = FWHMT /2).

L’objet de ce paragraphe est d’étudier l’effet de la pixélisation du support de calcul du barycentre
sur la réponse du Shack-Hartmann, indépendamment de toute autre source d’erreur. Nous proposons
une étude numérique de ce problème. Cette étude a été menée dans les circonstances suivantes :

– Nous utilisons un modèle mono-dimensionnel de sous-pupille de Shack-Hartmann ;
– Le spot est généré avec un échantillonnage à Shannon×500 (soit (FWHMT )pix. = 1000

pixels) ;
– Le support de calcul du centre de gravité du spot a un champ maximum de10×FWHMT pour

limiter les effets de taille de support décrits au paragraphe précédent ;
– Le support est ensuite ré-échantillonné selon différents échantillonnages du spot (cf. fig. 10.9).

Les courbes présentées figure (10.10) représentent l’erreur d’estimation de la position du spot
en fonction de son déplacement réel pour un spot à profil gaussien d’intensité lumineuse et pour
plusieurs tailles de pixels. On remarque que tant que l’échantillonnage du spot est correct, c’est-à-dire
tant que le critère de Nyquist est respecté (pas de pixel≤ FWHMT /2), aucune erreur supplémentaire
n’est générée par la pixélisation du support. Par contre, lorsque les pixels sont trop gros, on perd de
l’information sur la position du spot. L’erreur d’estimation oscille, avec une période correspondant
à la taille du pixel et une amplitude croissant avec elle. Ceci s’explique par la perte d’information
haute fréquence sur le profil d’intensité lumineuse. En effet, pour des tailles de pixels supérieures à
FWHMT /2, La quasi-totalité du spot lumineux peut tenir dans un seulpixel.
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(a) - Petits pixels≤ FWHMT (b) - Gros pixels (≥ FWHMT )

FIG. 10.10 – Erreur d’estimation de la position d’un spot sur un support fini et pixélisé, pour
différentes tailles de pixels. Spot à profil gaussien d’intensité. Les échelles des axes des ordonnées
des deux courbes diffèrent (facteur 100).
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FIG. 10.11 – Oscillation de l’erreur sur la position du spot : lorsque le critère de Nyquist n’est plus
respecté, la taille du pixel génère une erreur périodique sur la mesure de la position du spot.
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Une illustration simpliste de ce cas consiste à considérer le passage sur une barrette de pixels
d’un faisceau lumineux de taille inférieure ou égale à lataille d’un pixel, comme le montre la figure
(10.11). Lorsque le faisceau est exactement centré entre deux pixels, ceux-ci participent tous les
deux au calcul de son centroı̈d et l’erreur d’estimation estnulle. Mais du moment que le faisceau
n’interagit qu’avec un pixel du détecteur, celui-ci devient seul à participer au calcul du centre de
gravité de la tache. celui-ci correspond alors à la position du centre du pixel. De la sorte, on surestime
le déplacement du spot lumineux si celui-ci est sur la première moitié du pixel et on la sous-estime
s’il est situé sur la seconde partie du pixel. Le seul momentoù l’on ne commet pas d’erreur, c’est
quand le spot passe exactement sur le centre du pixel. L’erreur d’estimation oscille donc avec une
période spatiale égale à la taille d’un pixel.

On retrouve ce phénomène sur la figure (10.12), en considérant cette fois un spot à profilsinc2 :
lorsque la taille du pixel est supérieure àFWHMT /2, on commet une erreur d’estimation qui oscille
périodiquement autour de zéro. On note également que quelle que soit la taille du pixel, on retrouve
la dérive signalée au paragraphe (10.1.1.2), due aux variations d’énergie lumineuse totale dans la
fenêtre de calcul du centre de gravité.

(a) - petits pixels≤ FWHMT gros pixels (≥ FWHMT )

FIG. 10.12 – Erreur d’estimation de la position d’un spot sur un support fini et pixélisé, pour
différentes tailles de pixels. Spot à profilsinc2. Sur la figure (a), l’erreur d’estimation a été corrigée
de sa dérive (cf. § 10.1.1.2) pour une meilleure visibilit´e.

Cependant, la figure(10.12 - a) montre également que même lorsque le critère de Nyquist est
respecté, une oscillation demeure, cette fois avec une période constante et égale àFWHMT . Il s’agit
ici de l’erreur d’estimation due à la présence des lobes secondaires qui a été signalée au paragraphe
(10.1.1.2). La présence de cette erreur, de même périodeet d’amplitude tout à fait comparable à celle
des oscillations observées pour un pixel de tailleFWHMT , font quepour un spotà profil sinc2, il
n’y a pas de gain sensible en linéarité à échantillonner la tachèa mieux que Shannon/2 (pas de pixel
= FWHMT ).

Les erreurs statiques dues à la pixélisation du support sont plus importantes en amplitude que
les erreurs liées à la taille du support lorsque le spot estéchantillonné à moins que Shannon/2. Sous
-échantillonner fortement le spot n’est donc pas la solution pertinente au regard des erreurs statiques.
Dès lors, si on souhaite limiter le nombre de pixels pris en compte dans le calcul du barycentre tout
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en limitant les erreurs liées à la taille de la fenêtre de calcul, il faut recentrer la fenêtre de calcul sur
le spot. On peut procéder de deux façons :

– soit définir une fenêtre de calcul restreinte, en la recentrant sur le maximum du spot,
– soit seuiller le spot, de façon à ne garder que les pixels les plus brillants.

On étudie successivement ces deux techniques dans le paragraphe suivant.

Remarque : le cas du quatre quadrant.

Nous avons évoqué dans l’introduction du chapitre 9 l’utilisation courante de l’analyseur Shack-
Hartmann dans un mode de détection dit quatre quadrants, dans lequel le plan focal des sous-pupilles
est échantillonné avec seulement2× 2 pixels. Les pixels sous-échantillonnent alors fortementle spot
dont ils mesurent la position. Conformément à ce que nous venons de voir, les non-linéarités que
cela implique influent sur le gain de la boucle d’optique adaptative dans son ensemble. Dans le cas
du quatre quadrant, des solutions spécifiques peuvent être trouvées, que l’on ne développera par ici.
Ainsi, dans le cas de l’instrument d’optique adaptative de Gemini [Herriot et al. 1998], la modulation
du front d’onde par le système d’optique adaptative est envisagée pour quantifier les non-linéarités du
Shack-Hartmann [Véran and Herriot 2000].

10.1.3 Limitation des erreurs statiques

On considère la mesure de la position d’un spot à profilsinc2 se déplaçant le long de l’axe des
abscisses. Le support de calcul du barycentre est pixeliséde sorte que le spot est échantillonné à
Shannon (pas pixel= FWHMT /2). L’objectif est de minimiser les problèmes de linéarit´e tout en
gardant un faible nombre de pixels. On étudie :

– Le fenêtrage avec recentrage sur le maximum de la tache,
– Le seuillage.

10.1.3.1 Recentrage de la fenêtre de calcul du barycentre

L’objectif est ici de mettre en évidence les effets d’un recentrage sur le maximum d’intensité du
spot de la fenêtre de calcul du barycentre. Pour cela, on considère un spot se déplaçant sur un support
de largeur8 × FWHMT et on calcule son centre de gravité en utilisant une fenêtre de calcul de
largeur2 × FWHMT (soit la taille du pic central de diffraction) centrée sur le maximum d’intensité.
La figure (10.13 - a) compare l’erreur d’estimation par centre de gravité sur fenêtre recentrée avec
l’erreur commise lors du calcul sur centre de gravité sur unsupport de même largeur mais non recentré.

Cette figure montre que l’opération de recentrage a trois effets sur la fonction de non-linéarité
de l’estimateur centre de gravité : elle la périodise, la période de l’erreur d’estimation correspondant
exactement à la taille du pixel, elle y introduit des discontinuités et fait que la fonction de non linéarité
n’est pas à moyenne nulle.

Ces propriétés se comprennent en fait aisément : pour un déplacement nul, le spot est parfaitement
centré entre 2 pixels, il est symétrique et, en l’absence de bruit, l’erreur d’estimation de sa position
est nulle. Dès que le spot subit un petit déplacement, la fenêtre de calcul est recentrée un pixel plus
loin que précédemment (cf. Fig. 10.13 - b). De fait, la mesure effectuée subit un biais égal à celui
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(a)- Périodisation de l’erreur d’estimation. (b) recentrage de la fenêtre.

FIG. 10.13 – Effet du recentrage de la fenêtre de calcul du centre de gravité sur le maximum du spot.
Comparaison avec centre de gravité sur support non recentré.

du calcul sur une fenêtre de même largeur et non recentrée(courbe rouge) pour un déplacement
égal à la différence entre le pas d’un pixel et le déplacement réel du spot. Lorsque le déplacement
réel du spot croı̂t en restant sub-pixélique, la fenêtrede calcul reste centrée sur le même pixel, et le
décalage entre le centre de la fenêtre et le centre du spot décroit, si bien que le biais de l’estimation
décroit également, jusqu’à ce que le spot soit parfaitement centré dans la fenêtre de calcul : l’erreur
d’estimation est alors à nouveau nulle. Pour un déplacement immédiatement supérieur à la taille du
pixel, le centre de la fenêtre se décale à nouveau d’un pixel, et de nouveau l’erreur d’estimation est
maximale et correspond au biais de l’estimation non recentrée pour un déplacement de presque un
pixel. Puis elle décroit à nouveau lorsque le spot rattrape la fenêtre dans son déplacement.

Le recentrage de la fenêtre de calcul du barycentre sur le maximum n’apporte finalement que peu
de bénéfices par rapport au cas non recentré. Son intérêt réside dans le fait de borner les effets de non
linéarité pour les déplacements supérieurs au pixel. Ceci restreint son intérêt au cas des systèmes fonc-
tionnant en boucle ouverte. Cependant, les discontinuités introduites périodiquement dans la réponse
et le fait que la moyenne du biais ne soit pas nulle sont susceptibles de dégrader la performance du
Shack-Hartmann et du système d’AO.

10.1.3.2 Seuillage du spot

Une autre façon de pallier aux problèmes de linéarité del’estimation de la position du spot est de
seuiller ce dernier. Dans la pratique, on peut définir le seuillage de plusieurs façons :

1. En gardant lesn pixels les plus éclairés. Cela garantit de travailler à nombre de pixels constant,
mais est difficilement utilisable dans un système temps réel : un tel seuillage implique de lire
tous les pixels et de les trier avant de sélectionner les plus brillants. Ce sont des opérations
compliquées et coûteuses en temps de calcul du RTC.

2. En gardant les pixels d’intensité supérieure à une valeur seuil, définie soit comme un pourcen-
tage du maximum, soit comme un pourcentage de la dynamique duspot.
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Nous allons dans la suite de ce paragraphe nous intéresser aux deux modes de seuillage. Pour
cela, on utilise le même modèle numérique qu’au paragraphe précédent, avec un spot à profilsinc2

plongé dans un support de largeur8 × FWHMT et constitué de pixels de pasFWHMT /2. Pour le
premier mode de seuillage, on gardera systématiquement les 4 pixels les plus éclairés, afin de tra-
vailler avec le même nombre de pixels qu’au paragraphe précédent. Pour le second mode de seuillage,
nous allons définir les valeurs de seuil en pourcentage du maximum d’intensité du spot. Notons que
notre modèle n’intégrant ni bruit, ni fond, ni dark, la dynamique du spot est égale à son maximum et
qu’une définition des valeurs de seuil par rapport à la dynamique donnerait des résultats identiques.
Un seuillage à75% correspond donc à une valeur de seuil définie par :

VSeuil = max(spot) × 0.75 (10.5)

Si I (x, y) est l’intensité lumineuse du spot, on a alors :

Iseuill ée (x, y) = (I (x, y) − VSeuil) > 0 (10.6)

Il est en effet indispensable de ramener à zéro le minimum de l’intensité seuillée pour éviter d’ajouter
un biais à la mesure.

Seuillageà nombre de pixels constants

FIG. 10.14 – Effet du seuillage à 4 pixels sur l’erreur d’estimation par centre de gravité. Comparaison
avec centre de gravité sur support de 4 pixels recentré surle maximum du spot.

La figure (10.14) montre l’évolution de l’erreur d’estimation de la position du spot en fonction
de son déplacement réel pour un seuillage conservant les 4pixels les plus éclairés. On a tracé sur la
même figure l’erreur d’estimation obtenue en utilisant unefenêtre de calcul comportant également 4
pixels (largeur2 × FWHMT ) et recentrée sur le maximum du spot. On constate qu’à nombre égal
de pixels pris en compte pour le calcul du barycentre, le seuillage offre de meilleures conditions de
linéarité :

– L’amplitude crête-à-crête de l’erreur d’estimation est moins importante,
– La valeur moyenne de l’erreur d’estimation est nulle,
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– On ne constate pas de discontinuité de l’erreur d’estimation en fonction du déplacement.

Ces trois points font qu’à nombre de pixels identiques, ce type de seuillage est nettement
préférable au fenêtrage recentré.

Seuillageà niveau de seuil constant

(a) Faibles seuillages. (b) Forts seuillages.

FIG. 10.15 – Effet du seuillage à valeur fixée sur l’erreur d’estimation par centre de gravité seuillé.
Les valeurs de seuil sont exprimées en pourcentage du maximum du spot.

La figure (10.15) permet d’étudier le comportement du seuillage à valeur de seuil fixée. Glo-
balement, on remarque que la réponse de l’estimateur barycentre ainsi seuillé oscille en fonction
du déplacement, avec une période d’oscillation égale aupas d’un pixel. De plus, les amplitudes et
l’allure de ces oscillations varient fortement en fonctionde la valeur du seuil. La tendance d’ensemble
est que plus on seuille fortement le spot, plus les battements de l’erreur sont importants et plus le
coefficient de non-linéarité de la réponse présente de discontinuités. Ceci est logique dans la mesure
où l’opération de seuillage se rapproche d’un fenêtragerecentré lorsque le niveau de seuil est élevé.
C’est ce que montre la figure (10.16 - a), représentant le nombre moyen de pixels restant après
seuillage sur la totalité de déplacement (soit de 0 à 4 pixels). Cette courbe montre que pour une
valeur de seuil supérieure à5% du maximum, seuls les quatre pixels centraux sont pris en compte en
moyenne. L’amplitude des oscillations est alors proche de celle que l’on obtient en seuillant de façon
à garder exactement quatre pixels. Par contre, quand on seuille fortement le spot, tel que c’est le cas
pour un seuillage à75%, l’estimation du barycentre ne se fait plus que sur deux pixels, et la réponse
de l’estimateur de position devient fortement non-linéaire.

Toutefois, un examen plus attentif des courbes montre que l’évolution de l’amplitude et de la
forme des oscillations en fonction de la valeur de seuil est en fait très complexe. Ainsi, sur la figure
(10.15 - a), on observe qu’un seuillage à25% offre une bien meilleure réponse qu’un seuillage à
10%. Ceci est dû au fait que dans un seuillage à valeur de seuil constante, le nombre de pixels pris
en compte dans le calcul du barycentre varie en fonction de laposition du spot. Cette variation
dépend du niveau de seuil et de la forme du spot. En effet, le nombre de pixels pris en compte
dans le calcul varie beaucoup lorsque la valeur de seuil est telle qu’un ou plusieurs pixels passent
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(a) Nombre moyen de pixels (b) Variance du nombre de pixels

FIG. 10.16 – Nombre de pixels pris en compte dans le calcul du centre de gravité, selon le niveau de
seuillage du spot. On représente ici la valeur moyenne et lavariance des nombres de pixels pour un
déplacement du spot de 0 à 4 pixels.

alternativement en deçà et au delà du seuil au cour du déplacement du spot. Ceci se vérifie sur les
courbes de la figure (10.16-b), montrant l’évolution de la variance du nombre de pixels restant après
seuillage en fonction de la valeur de seuil. On note ainsi quela variabilité du nombre de pixels
après seuillage est beaucoup plus importante pour un seuillage à10% que pour un seuillage à25%,
ce qui explique la relative médiocrité de la réponse de l’estimateur barycentre pour un seuillage à10%.

Les courbes de la figure (10.17) permettent également de comprendre les processus à l’œuvre.
Elles représentent pour plusieurs déplacements du spot l’allure de celui-ci et les niveaux de seuillage.
On remarque ainsi sur la figure (10.17) que pour un seuillage `a 1%, les lobes du deuxième ordre du
spot sont pris en compte dans le calcul du centre de gravité.Cependant, pour les forts déplacements
du spot, ils sortent de la fenêtre de calcul du centre de gravité. Cela se traduit sur la figure (10.15) par
une dérive moyenne de l’erreur d’estimation en fonction dudéplacement du spot pour un seuillage à
1% (cf § 10.1.1.2). Pour les niveaux de seuil plus élevés, cette dérive n’existe plus car les lobes de
hauts ordres ne sont plus pris en compte. Pour des seuils sup´erieurs à5%, le nombre de pixels pris
en compte pour le calcul diminue (voir aussi fig. 10.16) et l’amplitude des oscillations de l’erreur
d’estimation commence à croitre. Pour des valeurs très élevées du seuil, très peu de pixels sont pris
en compte. Typiquement, pour un seuillage à 90 %, Seul le pixel le plus éclairé est pris en compte et
on commet une erreur maximale dès que la tache de diffraction n’est pas centrée soit sur le pixel, soit
entre deux pixels (cf § 10.1.1.2).

10.1.4 Synth̀ese et conclusions sur les erreurs statiques

Le caractère fini et pixelisé du support de calcul du barycentre est source d’erreurs statiques d’es-
timation de la position du spot. On peut exprimer la positionestimée du spot par la relation suivante :

x̂0 = ρℓ · x0 + νℓ (x0) + νpix. (x0)

Où ρℓ est le coefficient de réponse, dépendant de la taille du support de calcul du barycentre,
νℓ (x0) est l’erreur de non-linéarité due à la taille du support et νpix. (x0) est l’erreur de non-linéarité
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(a) Déplacement nul (b) Déplacement de0.12 × FWHMT

(soit1/4 pixel)

(c) Déplacement de0.5 × FWHMT (d) Déplacement de0.37 × FWHMT

(soit1/2 pixel) (soit3/4 pixel)

FIG. 10.17 – Allure du spot et niveaux de seuil (en pourcentage dumaximum) pour quatre positions
du spot.
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due à l’échantillonnage du support. Le tableau 10.1 résume les tendances de ces erreurs dans le cas
d’un spot gaussien et dans le cas d’un spot à profilsinc2.

Support fini

Approximation faibles déplacements
Déplacement quelconque

(|x0| ≤ FWHMT /2)
Spot ρℓ = 1 ρℓ ≤ 1

Gaussien νℓ donnée par eq. (10.3) νℓ ≈ 0

Spot ρℓ ≤ 1 ρℓ ≈ 1
sinc2 νℓ périodique (périodeFWHMT ) νℓ périodique (périodeFWHMT )

Support pixelisé

pixel ≤ FWHMT /2. pixel ≥ FWHMT

Spot Pas d’erreur νpix. périodique
Gaussien Supplémentaire (période : pas pixel)

Spot Pas d’erreur νpix. périodique
sinc2 Supplémentaire (période : pas pixel)

TAB . 10.1 – Effets de la taille et de la pixélisation du support de calcul sur le biais de la mesure de
position par barycentre.

Le biais de l’estimation diminue lorsque la taille du support de calcul du barycentre augmente.
Cela incite à prendre un support de calcul le plus large possible. Cependant, la présence de bruit de
détecteur fait que l’on a généralement plutôt intérêt à limiter le nombre de pixels pris en compte dans
le calcul du barycentre. Pour réaliser ces deux conditions(un large support et peu de pixels), il faut
sous-échantillonner le spot.

Mais si nous avons pu vérifier que le respect du critère de Nyquist (au moins deux pixels
dans la FWHM du spot) permet de pixéliser le détecteur sansajouter d’erreur supplémentaire,
augmenter la taille des pixels par rapport à ce critère revient à introduire des erreurs de non-linéarité
supplémentaires. On a vu toutefois que dans le cas d’un spotà profil sinc2, la présence des lobes
secondaires du spot fait que l’on peut sans perte sensible sur la linéarité se permettre d’échantillonner
le spot à Shannon/2.

On a testé deux méthodes envisageables pour pallier à ceserreurs statiques. Les études menées
montrent que le fait d’utiliser une fenêtre de calcul de taille réduite mais recentrée sur le maximum
d’intensité du spot introduit des discontinuités dans laréponse du détecteur. Ces discontinuités
peuvent être préjudiciables au bon fonctionnement du système d’optique adaptative. Concernant le
seuillage, nous avons vu que s’il est effectué à valeur de seuil constante, la linéarité de la réponse
dépend fortement du niveau de seuil. Il ne suffit pas de s’assurer de conserver un nombre moyen de
pixels suffisant pour éviter les phénomènes de discontinuité. Il faut également s’assurer que le nombre
de pixels restant après seuillage varie peu au gré des déplacements du spot. Ceci est d’autant plus diffi-
cile à réaliser dans la pratique qu’en fonctionnement nominal la turbulence atmosphérique dégrade la
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forme du spot. Finalement, le seul mode de seuillage qui soitréellement performant est aussi le moins
aisé à mettre en œuvre dans un système temps réel : il s’agit du seuillage à nombre de pixels constants.

Cependant, la vocation première du seuillage n’est pas de garantir la linéarité de la réponse
de l’estimateur mais de limiter la propagation du bruit de d´etecteur dans la mesure. Le para-
graphe suivant présente l’étude des effets des différentes sources de bruit sur l’estimation de la
position d’un spot Hartmann. A l’issue de ce paragraphe, unesynthèse de tous les aspects de la
mesure sera proposée et permettra de dégager les conditions où le seuillage du spot présente un intérêt.

10.2 Erreurs statistiques

On s’intéresse dans cette partie aux sources d’erreurs de l’estimation d’origine statistique, à savoir
les bruits de mesure (bruit de photons et bruit de détecteur) et les erreurs liées aux déformations du
spot. La quantification de l’effet de ces sources d’erreur nepeut se faire qu’au sens statistique. On
exprimera ici les erreurs statistiques en termes de variance de l’écart de phase du front d’onde de bord
à bord de sous-pupille :

σ2
∆φ =

〈
(∆φ− 〈∆φ〉time)

2
〉

time

(
rad2

)
, avec : ∆φ =

2πd

λf
.Cx (10.7)

On s’intéresse d’abord à l’effet des bruits de photons et de détecteur. On traitera ensuite l’effet de
la turbulence.

10.2.1 Bruits de mesure

10.2.1.1 Expression analytique de la variance de la phase résiduelle

Les lois de variation de la variance de l’écart de phase de bord à bord de sous-pupille en présence
de bruit de photons et de bruit de détecteur sont bien connues [Rousset 1999] :

σ2
∆φ, phot =

π2

2

1

Nph

(
NT

ND

)2

(10.8)

σ2
∆φ, det =

π2
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σ2
det

N2
ph

(
N2

S

ND

)2

(10.9)

Avec :
– Nph, le nombre moyen de photons collectés par sous-pupille et par trame,
– σdet , l’écart-type du bruit de détecteur (en photo-électrons par pixels et par trame),
– NT , le nombre de pixels inclus dans le FWHM du spot,
– ND, le nombre de pixels inclus dans la PSF de la sous-pupillehors turbulence,
– NS , la taille en pixels de la fenêtre de calcul du barycentre (N2

S est le nombre total de pixels
pris en compte dans l’estimation).

Les expressions (10.8) et (10.9) permettent de dégager deslois de comportement du Shack-
Hartmann qui ont été vérifiées à maintes reprises [Noël 1997, Nicolle et al. 2004, Thomas et al. 2006] :
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– En présence de bruit de photons, la variance de la différence de phase de bord-à-bord de sous-
pupille :
◦ décroit en1/Nph lorsque le nombre de photons collectés dans la pupille augmente,
◦ croı̂t comme le carré de la taille du spot, c’est-à-dire approximativement comme(d/r0)

2, où
d est la taille d’une sous-pupille etr0 le paramètre de Fried de la turbulence.

– En présence de bruit de détecteur, la variance de la diff´erence de phase de bord-à-bord de sous-
pupille :
◦ est proportionnelle à la variance du bruit de détecteur,
◦ décroit en1/N2

ph lorsque le nombre de photons collectés dans la pupille augmente,
◦ croı̂t comme le carré du nombre total de pixels pris en compte dans le calcul du barycentre.

Ces expressions ont toutefois été obtenues en faisant plusieurs hypothèses :
– Spot gaussien, dont l’écart-type a été approximé par la relationσ2

T ≃ FWHMT

2
√

2
.

– Faibles fluctuations du dénominateur de l’expression du barycentre,
Ces trois hypothèses limitent la validité des relations (10.8) et (10.9). On met en évidence et on

propose des solutions aux écarts par rapport aux relationsdans le paragraphe suivant.

10.2.1.2 Ecarts aux comportements pŕevus par Rousset

Correction de l’expression de la variance de diff́erence de phase de bord̀a bord de sous-
pupille en présence de bruit de photons.

Si l’on analyse le détail des calculs de la relation (10.8) présentés dans l’annexe de [Noël 1997], on
se rend compte qu’une approximation a été faite dans la définition du spot gaussien : la relation entre
l’écart-type du spot et sa largeur à mi-hauteur a été approximée. La résolution exacte du problème est
présenté en annexe (D.2) de ce manuscrit. Après correction la relation (10.8) devient :

σ2
∆φ, phot =

π2

2 ln (2)

1

Nph

(
NT

ND

)2

(10.10)

Bien qu’anecdotique, cette correction permet de mieux rendre compte du comportement du Shack-
Hartmann en présence de bruit de photons. Il est toutefois une correction bien plus importante pour
la bonne description du comportement du Shack-Hartmann : laprise du profil ensinc2 du spot.

Prise en compte du profilsinc2 du spot.

Si l’on étudie la réponse du Shack-Hartmann en présence de bruit de photons en considérant une
sous-pupille carrée et non soumise à la turbulence, c’est-à-dire un spot à profilsinc2, il apparaı̂t que la
variance de la pente locale de la phase dépend approximativement linéairement de la taille de la fenêtre
de calcul du barycentre du spot, ce qui n’apparaı̂t pas dans les relations (10.8) et (10.10). La figure
(10.18), tirée de [Thomas et al. 2006], montre ce phénomène, étudié antérieurement dans [Noël 1997].
Cet écart au comportement prévu par le modèle gaussien est dû au fait que la fonctionx2 · sinc2 n’est
pas intégrable sur un support infini. Les lobes secondaires, peu lumineux, ont un faible rapport signal à
bruit et dégradent l’estimation de la pente locale du frontd’onde. On peut caractériser analytiquement
ce phénomène en reprenant le calcul présenté en annexe (D.2) et en utilisant un modèle de spot en
sinc2, intégré sur un support fini. Les détails du calcul sont présentés dans l’article [Thomas et al.
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FIG. 10.18 – Evolution du bruit de mesure en fonction du champ utile pour un spot à profilsinc2

bruité par le bruit de photons. Echantillonnage à Shannon. Figure extraite de [Thomas et al. 2006].

2006]. On aboutit à la relation suivante pour la variance del’erreur d’estimation de la pente locale du
front d’onde :

σ2
∆φ, phot =

4

π Nph

(
NS

ND

)(
1 − sinc

(
π
NS

ND

))∫ π
NS
ND

0
sinc2 (u) du (10.11)

La figure (10.18) montre l’adéquation entre cette description analytique et les résultats d’une
simulation numérique du problème. On observe que l’équation (10.11) décrit fidèlement l’évolution
deσ2

∆φ, phot en fonction de la taille du support de calcul du barycentre. De plus, dès que la taille du
support de calcul du barycentre est supérieure à la largeur totale du spot (NS ≥ 2ND), l’équation
(10.11) se simplifie :
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Une bonne approximation de la variance de l’erreur commise est alors fournie par l’expression
[Thomas et al. 2006] :

σ2
∆φ, phot ≈

2

Nph

(
NS

ND

)
(10.12)

Impact des fluctuations du d́enominateur du barycentre

La troisième limite du modèle de la mesure sous-tendant les équations (10.8, 10.9, 10.10 et 10.11)
est l’hypothèse considérant que les fluctuations de l’intensité totale dans l’imagette sont négligeables.
Ce n’est pas le cas lorsque du bruit de détecteur affecte la mesure et que le flux incident est faible.
En effet, lorsque le rapport signal à bruit de l’image devient de l’ordre de 1, le dénominateur du
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Frehlich

the fluctuations of centroid denominatorGain brought by compensating for

(a)- compensation des fluctuations (b)- seuillage du spot.
du dénominateur du barycentre.

FIG. 10.19 – Gain à très faible flux apporté par la compensation des fluctuations du dénominateur du
barycentre et le seuillage du spot. Spot à profilsinc2 ; bruit de détecteur :σdet = 3 e−/pix./trame.

barycentre fluctue fortement, jusqu’à devenir sporadiquement très faible, ce qui introduit de fortes
erreurs d’estimation de la pente locale. Il en résulte une augmentation de la variance de l’erreur
d’estimation de la pente locale. La figure (10.19) montre ce phénomène. Frehlich[Frehlich 1990] a
proposé de résoudre ce problème en remplaçant à chaqueinstant le dénominateur du barycentre par
la valeur moyenne de l’intensité lumineuse dans la sous-pupille. Comme le montre la figure (10.19),
cette solution permet de retrouver un comportement fidèle `a la loi théorique en1/N2

ph y compris pour
de très faibles flux.

Cependant, cette solution n’a à ce jour jamais été adopt´ee dans un système fonctionnant sur ciel.
En effet, on préfère seuiller le spot. Bien que le seuillage introduise du biais dans la mesure (cf §
10.1.3.2), il contraint en effet bien plus efficacement les effets du bruit de mesure à très faible flux,
comme le montre la figure (10.19 - b). Cette figure montre que leseuillage introduit une saturation
de la variance de l’erreur d’estimation de la pente locale dufront d’onde à très faible flux. Cette
saturation est précisément due au fait que l’opération de seuillage biaise la mesure en sous-estimant
la position du spot lorsque le rapport signal à bruit de l’image est inférieur ou égal à 1[Thomas et al.
2006]. En effet, lorsque le rapport signal à bruit dans l’imagette est trop faible (≤ 1), il est impossible
de savoir si le seuillage se fait par rapport au spot ou à un pixel excité par le bruit de détecteur. Une
opération de seuillage mal conduite peut alors préserveressentiellement des pixels excités par le bruit
[Thomas et al. 2006]. Les propriétés statistiques du bruit de lecture étant uniformes dans le champ,
les pixels excités par le bruit et résistant au seuillage biaisent alors la mesure de position vers le centre
du détecteur. L’utilisation du seuillage doit donc être menée avec attention, dans un soucis constant
de compromis entre le filtrage du bruit de détecteur et la pr´eservation du caractère non biaisé de la
mesure [Arines 2002].

10.2.2 Fluctuations turbulentes de la forme du spot

En dehors des phases de calibration du système d’optique adaptative, le senseur Shack-Hartmann
ne fonctionne qu’en présence de fronts d’onde turbulents.On cherche ici à évaluer l’impact des
déformations turbulentes du spot sur la mesure de pente locale. On s’intéresse d’abord à une esti-
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mation par barycentre sur un support de taille variable, puis on considère le cas d’un spot seuillé.

10.2.2.1 Cas du centre de gravité classique

On s’appuie ici sur une étude numérique présentée dans [Thomas et al. 2006], dans laquelle
on simule la réponse d’une sous-pupille de Shack-Hartmannà la turbulence atmosphérique. Cette
simulation utilise les conditions suivantes :

– Les écrans de phase sont générés en suivant la loi statistique de Kolmogorov, en faisant varier
le rapportd/r0 de la taille de la sous-pupille sur le paramètre de Fried de la turbulence.

– On ne considère ni bruit de photons, ni bruit de détecteur.
– On ne s’intéresse qu’aux effets des déformations du spot. En particulier, on souhaite faire abs-

traction autant que possible des effets de biais détaillés au paragraphe (10.1). Les spots sont
donc recentrés avant le calcul de leur barycentre.

– Le spot est échantillonné à Shannon. On estime sa position par calcul de son barycentre sur un
support carré de taille croissante.

FIG. 10.20 – Effet des déformations turbulentes du spot sur l’erreur d’estimation de la pente locale
du front d’onde par centre de gravité. Echantillonnage à Shannon. Figure extraite de [Thomas et al.
2006].

La figure (10.20), extraite de [Thomas et al. 2006], montre l’évolution de la variance de l’erreur
d’estimation de la pente locale du front d’onde en fonction du rapportd/r0 caractérisant la force de
la turbulence et de la taille du support utilisé pour le calcul du barycentre. Cette courbe montre que
σ2

∆φ, turb évolue en suivant la loi [Thomas et al. 2006] :

σ2
∆φ, turb = K ·W−2 ·

(
d

r0

) 5
3

(10.13)

OùW est la taille du support de calcul du barycentre, exprimée en radians, etK est un coefficient
dépendant entre autres de l’échantillonnage du détecteur. La dépendance enW−2 caractérise la perte
d’énergie lumineuse due à la taille restreinte du support. La dépendance en(d/r0)

5/3 provient quant
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à elle des déformations du spot sous l’effet de la turbulence, et en particulier de son élargissement
[Irwan and Lane 1999].

10.2.2.2 Cas du centre de gravité seuilĺe

On présente dans cette partie une étude similaire à cellequi est décrite au paragraphe précédent,
en seuillant le spot. On ne tient compte ni du bruit de photons, ni de celui de détecteur, et les spots
sont recentrés avant seuillage et traitement. La figure (10.21) montre l’évolution de l’erreur liée aux
déformations turbulentes du spot en fonction du niveau de seuillage et de l’intensité de la turbulence.

FIG. 10.21 – Effet des déformations turbulentes du spot sur l’erreur d’estimation de la pente locale du
front d’onde par centre de gravité seuillé. Echantillonnage à Shannon. Support2 × λf/d.

Les courbes de la figure (10.21) montrent qu’en conditions defaible turbulence (d/r0 ≤ 2) il
existe un niveau de seuillage optimal permettant de minimiser la variance de l’erreur d’estimation
de la pente locale du front d’onde. Ce niveau optimal est de l’ordre de≈ 20% de la dynamique. Ce
comportement s’explique à partir des observations faitesau paragraphe (10.1.3.2) :

– A faible niveau de seuillage, le nombre de pixels pris en compte dans le calcul du centre de
gravité varie beaucoup à cause des lobes secondaires du spot qui, sous l’effet de la turbulence,
sont tantôt conservés, tantôt rejetés par le processusde seuillage. Ce phénomène disparait à
mesure que les lobes de hauts ordres sont définitivement écartés de la mesure du centre de
gravité par l’augmentation du niveau de seuil.

– A fort niveau de seuil, par contre, les effets de non linéarité dus au faible nombre de pixels
restants après seuillage prennent le dessus : plus on seuil, plus le support réel de calcul est
restreint et plus les effets de non linéarité se font sentir.

La figure (10.21) montre de plus qu’en situation de forte turbulence, on gagne à ne pas seuiller le
spot : l’éclatement du spot est tel que les lobes secondaires ne sont plus perceptibles, et seul subsiste
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l’effet de réduction du nombre de pixels utilisés lorsquele niveau de seuil augmente.

Cette étude ayant été réalisée en l’absence de bruit, elle n’est représentative que des performances
à très fort flux du Shack-Hartmann, lorsque son comportement est déterminé par la turbulence du
front d’onde incident. Toutefois la recherche d’un niveau de seuil optimal permettant de minimiser la
variance de la position estimée du spot peut être réalis´ee en prenant en compte les bruits de photons
et de détecteur [Arines 2002].

Ce paragraphe et ceux qui précèdent nous ont permis d’identifier et de quantifier les princi-
pales sources d’erreur de la mesure de pente locale d’une sous-pupille de Shack-Hartmann. Dans la
partie suivante, on introduit une étude synthétique prenant en compte tous les différents aspects vus ici.

10.3 Synth̀ese sur l’estimation de pente par barycentre

Nous avons au début de ce chapitre décrit le budget d’erreur de la mesure de position d’un spot
Hartmann dans le plan focal d’une sous-pupille par la relation (10.1) :

x̂0 = ρ · x0 + ν (x0) + βbruits + εturb

FIG. 10.22 – Réponse de l’estimateur barycentre en fonction del’échantillonnage du détecteur pour
un spot turbulent. La courbe[−−−] représente la variance de l’erreur d’estimation de la pente du
front d’onde pour un détecteur échantillonné à Shannon(8 × 8 pixels). La courbe[− · −] vaut pour
un détecteur échantillonné à Shannon/2 (4 × 4 pixels), et la courbe continue vaut pour un détecteur
quatre quadrants (2 × 2 pixels), échantillonné à Shannon/4. Figure extraite de [Nicolle et al. 2004].

Jusqu’à maintenant, ce chapitre a été consacré à l’analyse de chacun des termes de cette équation.
Nous proposons ici une synthèse par l’analyse de quelques cas choisis. Nous nous appuyons pour
cela sur la première partie de l’article [Nicolle et al. 2004]. L’étude menée dans cet article propose
une analyse à champ constant, fixé à4 × λ f

d . On étudie trois échantillonnages différents du spot :
Shannon, Shannon/2 et Shannon/4. Les trois courbes tracées sur la figure (1) de l’article (reproduite
en figure 10.22) correspondent donc aux trois cas suivants :

– 8 × 8 pixels de pasλf/2d,
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– 4 × 4 pixels de pasλf/d,
– 2 × 2 pixels de pas2λf/d. Ce cas est un cas quatre quadrants, pour lequel les lois d’évolution

de la variance de l’erreur d’estimation de la pente locale dufront d’onde diffère du cas d’un
barycentre classique :






σ2, 4Q , diffraction
∆φ, phot = π2

nph σ2, 4Q , seeing
∆φ, phot = π2

nph ·
(

d
r0

)2

σ2, 4Q , diffraction
∆φ, det = 4π2

(
σlect

nph

)2
σ2, 4Q , seeing

∆φ, det = 4π2
(

σlect

nph

)2
·
(

d
r0

)2
(10.14)

Ajoutons que dans cette simulation, les perturbations du front d’onde incident suivent la statis-
tique de Kolmogorov, avec un rapportd/r0 = 1, et que le front d’onde incident est corrigé de son
tilt avant la formation du spot Hartmann. On considère le bruit de photons et le bruit de détecteur, ce
dernier étant caractérisé parσdet = 3 e−/pixel/trame. Enfin, on a choisi de compenser les fluctuations
du dénominateur de barycentre pour assurer la stabilité `a très faible flux (cf. § 10.2.1.2).

On retrouve sur la figure (10.22) tous les phénomènes évoqués au long de ce chapitre :
– Le bruit de détecteur domine à très faible flux. Pour cette raison, moins le détecteur comporte

de pixels, meilleure est l’estimation de pente.

– Le bruit de photons ne se ressent que pour les détecteurs àfaible nombre de pixels (4 × 4 et
2 × 2 pixels), et de façon transitoire.

– à fort flux, la variance de l’erreur d’estimation de la pente du front d’onde sature à cause
des effets conjugués de non linéarité de l’estimation etdes fluctuations de la forme du spot
sous l’effet de la turbulence. Les effets de non-linéarit´e sont particulièrement sensibles pour le
détecteur quatre quadrants (2 × 2 pixels), pour lequel le niveau de saturation est environ trois
fois supérieur aux deux autres cas. On note également que conformément à ce qui a été dit au
paragraphe (10.1.2), il n’y a aucun gain sur la saturation àéchantillonner le détecteur à mieux
que Shannon/2 (cas4 × 4 pixels).



Chapitre 11

Etude de la performance de l’estimateur
barycentre pondéré

La sensibilité aux effets de support (taille et pixélisation) de l’estimation de position par bary-
centre seuillé ou fenêtré est en partie due au fait que seuillage et fenêtrage sont des opérations non
linéaires. De plus, ces opérations éliminent du processus de mesure des pixels qui, bien qu’ayant un
mauvais rapport signal à bruit, contiennent de l’information. Une façon de récupérer en partie cette
information est d’affecter à chaque pixel de la tache un cœfficient de pondération représentatif de son
rapport signal à bruit avant d’en calculer le barycentre. Cette estimation du déplacement du spot par
centre de gravit́e pond́eré (CdGP) a été proposée dans l’article [Nicolle et al. 2004], reproduit dans
les trois pages suivantes. La pertinence de la proposition du centre de gravité pondéré a été démontrée
au chapitre 9 : il s’agit en effet de l’estimateur optimal au sens du maximum de vraisemblance de la
position d’un spot gaussien dégradé par un bruit de lecture, si la pondérante est centrée sur la position
vraie du spot (cf. § 9.2.3.2).

Le problème est que dans la pratique, on ne connaı̂t pas la position du spot avant de l’avoir
estimée. Comme on l’a vu au chapitre (9), l’unique moyen pour atteintre l’estimateur ML est donc
de procéder par itérations successives, en recentrant àchaque fois la pondérante sur la position
estimée à l’étape de calcul précédente. Ces itérations successives doivent être réalisées sur la même
image courte pose, c’est-à-dire pour une seule trame. La figure (11.1) montre l’effet des recentrages
successifs de la pondérante sur la précision de l’estimation de la position du spot. Pour le déplacement
considéré et en l’absence de bruit, on atteint 0.1 % de précision sur l’estimation après une dizaine
d’itérations.

223
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(a) Déplacements successifs (b) Convergence de l’estimation
de la pondérante selon le nombre d’itérations

FIG. 11.1 – Convergence vers l’estimation ML par recentrages successifs de la pondérante du CdG
pondéré. Spot gaussien, non bruité. On atteint une erreur d’estimation de 0.1 % après une dizaine
d’itérations.

Toutefois, ce procédé itératif est coûteux en temps de calcul et est susceptible de poser des
difficultés d’implantation dans un système temps réel. Pour cette raison, on étudiera ici deux
estimateurs différents :

– L’estimateur ML, calculé en réalisant plusieurs mesures successives du CdGP, la pondérante
étant recentrée au fur et à mesure,

– Un CdGP avec pondérante centrée sur la position de référence de la sous-pupille1, tel qu’il
sera le plus facile à implanter dans un système temps réel. Cet estimateur est en fait l’arrêt à la
première itération de l’estimateur ML.

A l’instar du raisonnement suivi pour l’estimateur barycentre, nous allons dans ce chapitre nous
baser sur le budget d’erreur de l’estimation de position proposé par l’équation (9.21) et en analyser
chacun des termes :

x̂0 = ρ · x0 + ν (x0)︸ ︷︷ ︸
statique

+βbruits + εturb︸ ︷︷ ︸
statistique

(11.1)

On commencera donc l’étude de l’estimateur CdGP par l’analyse des erreurs statiques. On re-
viendra ensuite à sa robustesse vis-à-vis des sources d’erreur de nature statistique, puis on proposera
une validation expérimentale de la performance de l’estimateur avant d’effectuer une synthèse sur les
conditions optimales de son utilisation.

1On peut également tenir compte de la corrélation temporelle de la turbulence en recentrant la pondérante sur la pente
estimée lors de la trame précédente.
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The development of high-performance adaptive optics systems requires the optimization of wave-front sensors
(WFSs) working in the high-order correction regime. We propose a new method to improve the wave-front
slope estimation of a Shack–Hartmann WFS in such a regime. Based on a detailed analysis of the differ-
ent errors in the slope estimation with a classical centroid and with the new method, the gain in terms of
wave-front-sensing accuracy in both the detector and the photon noise regimes is stressed. This improvement
is proposed without major system disruption. © 2004 Optical Society of America
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Adaptive optics (AO; see Roddier1 for a review) is now
widely used in astronomical ground-based telescopes.
One of the most challenging next-generation AO sys-
tems is extreme AO, the goal of which is to achieve
an overall Strehl ratio of better than 90%. Develop-
ment of such a system requires performance improve-
ment of each of its components and particularly of its
wave-front sensor (WFS). Different WFSs are candi-
dates for use in extreme AO systems. Among them is
the Shack–Hartmann (SH) WFS.2 In such a sensor
the local wave-front (WF) slope directly drives the im-
age spot position in each subaperture. Position esti-
mation is generally done by computing the spot’s center
of gravity (COG). This measurement is corrupted by
both photon and detector noise. Windowing or thresh-
olding before the COG calculation may reduce the noise
effects, but these are not the optimal processes for im-
proving the WF estimation.3 However, they are the
most widely used, since they are easy to implement on
a real-time computer.2,4,5

The behavior of the different position estimators is
driven by the WFS [detector sampling and field of view
(FOV)] and by the guide star magnitude. Assuming a
Gaussian spot in a square subaperture to approximate
windowing or thresholding effects on the spot, Rousset
et al.6 showed analytically by deriving the COG that
the noise variance in the local WF estimate, given in
terms of phase difference at the borders of a subaper-
ture (in rad2), is expressed by

�s2
Df�

COG
ph, th �

p2

2 ln�2�Nph

µ
NT

ND

∂2

(1)

for photon noise and

�s2
Df�

COG
det,th �

p2

3

µ
sdet

Nph

∂2µ
NS

2

ND

∂2

(2)

for detector noise, where Nph is the number of de-
tected photons contributing to the COG computation
after thresholding and windowing, NT is the full

width at half-maximum (FWHM) of the subaperture
point-spread function (PSF) in pixels, and ND is
the FWHM of the diffraction-limited PSF in pixels
(ND corresponds to l�d, where d is the subaperture
size; for Nyquist sampling ND � 2), NS

2 is the total
number of pixels used in the COG computation (after
thresholding and windowing), and sdet is the standard
deviation of the detector noise, expressed in electrons
per pixel. In Eq. (1) the true Gaussian FWHM is con-
sidered, which leads to a slightly different numerical
coefficient from the one given in Refs. 2 and 6.

According to Eq. (1), �sDf
2�COG

ph, th is independent of
the size of the COG computation window (assuming
thresholding process). On the contrary, Eq. (2) shows

that �sDf
2�COG

det, th increases dramatically with NS .
These behaviors have been numerically simulated.

The simulation computes images in the focal plane of
a square lenslet by use of incoming turbulent wave
fronts. Shannon-sampled PSFs are first computed in
a large f ield �64 3 64 pixels�. Integration of intensity
on the pixel size is not taken into account. Then the
PSFs are windowed and binned to obtain the effective
FOV and sampling. The reported results correspond
to d�r0 � 1 (where r0 is the Fried parameter), a sub-
aperture size d of 20 cm, a WFS wavelength of 0.7 mm,
and a detector noise of 3e2 per pixel. In this case we
have NT � ND . To take into account the closed-loop
AO correction, we subtract from the incident WF its
angle of arrival and add a random residual angle of
arrival f luctuation corresponding to a phase differ-
ence variance on one subaperture sDFinc

2 � 1022 rad2.
This variance mimics the WF residuals for very good
AO correction. The measurement error is computed
between the estimated spot position and the true posi-
tion. For each simulation case the number of photons
reported in the f igures is Nph, the averaged total num-
ber of detected photons within the lenslet aperture.

Figure 1 shows the simulated measurement error
versus the total number of incident photons in the sub-
aperture. Figure 1 shows two centroid position esti-
mators commonly used for SH WFS in AO7,8: (1) the
COG estimator, for two pixel sizes l�2d and l�d and
a FOV of 4l�d, without any additional windowing or

0146-9592/04/232743-03$15.00/0 © 2004 Optical Society of America
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Fig. 1. WF variance of the COG �2 2 2, pixel size l�2d;
2 ? 2, pixel size l�d) and four-quadrant estimators (2,
pixel size 2l�d); 2 · · ·2, four-quadrant theoretical detec-
tor noise (low f lux) and photon noise (intermediate f lux)
asymptotes.

thresholding, and (2) the four-quadrant estimator, for
a quad-cell detector with 2l�d-wide pixels and a FOV
of 4l�d. Theoretical errors given by the adaptation
of Eqs. (1) and (2) to the four-quadrant are plotted.
Figure 1 reveals three domains of the error variance
curves. At low photon f lux the error is dominated by
detector noise, at moderate f lux photon noise prevails,
and at high f lux a saturation of accuracy is observed.

At high f lux the error saturates whatever the
photon f lux level is. There is no gain in accuracy by
increasing the number of detected photons. This satu-
ration of the accuracy has already been reported.4 It
is linked to the fact that the instantaneous image is
not perfectly symmetrical with respect to the center
of the window because of its residual movement
and because the turbulence distorts its shape. Any
static aberration will also introduce such an effect.
Therefore the window induces an error in the compu-
tation of the centroid by image truncation. We have
verified that this effect diminishes when the size of
the f ield corresponding to the computation window
increases: the saturation level decreases, providing
better accuracy. For FOVs of 4l�d and 8l�d, the
error is close to 0.015 and 0.003 rad2, respectively.
In the case of four-quadrant detection undersampling
of the image is an additional contribution to the satu-
ration of the accuracy, which leads to a higher error
at high f lux than in the two COG cases for the same
FOV. Hence increasing the FOV of the quad cell does
not lead to a substantial reduction of this error. For
the quad cell and the COG this error contributor at
high f lux limits the accuracy. It is in fact correlated
to the turbulence and the residual angle of arrival.
When the turbulence is stronger, the error increases.
For pure turbulent incoming WFs, we have found an
error proportional to �d�r0�5�3.

At moderate f lux the error dependence is close to the
Nph

21 theoretical behavior [Eq. (1)], where Nph is the
number of photons effectively detected in the compu-
tation window. Note that, for a FOV of 4l�d, Nph is
of the order of 90% of Nph. This behavior is observed

near 102 photons for the quad cell but is not clearly
seen for the classical COG. This is due to the rela-
tively low photon noise level given by Eq. (1). Indeed,
the photon noise domain is extremely limited because
of the relatively small size of the computation window
(inducing the saturation of the accuracy) and the de-
tector noise level (3e2 per pixel). At low f lux the er-
ror dependence is close to the theoretical behavior of
Nph

22 Ns
4 [Eq. (2)]. Reducing the number of pixels

to 2 pixels in the quad-cell case significantly decreases
the error variance.

In Fig. 1, Nph � 600 typically corresponds to a vi-
sible magnitude equal to 11 for a WFS exposure time of
2 ms (500-Hz frame rate, SH WFS similar to the one in
Ref. 8). For stars with a magnitude fainter than 11,
the four-quadrant estimator is much better than the
COG because it uses fewer pixels, leading to a lower de-
tector noise contribution. For brighter stars, improv-
ing image sampling (and using the COG) allows us to
achieve better accuracy for a given FOV. We have al-
ready underlined that increasing the FOV also reduces
the error in this case. Hence the number of pixels in
the subaperture image appears to be one of the key pa-
rameters determining the noise performance of the SH
WFS with respect to the number of incident photons.
To cover a large range of photon numbers as required
in astronomy, one image sampling and one FOV are not
sufficient. For such a WFS a CCD is a useful device,
allowing efficient binning and windowing for adapta-
tion of the sensor to the observing conditions, as im-
plemented in NAOS.8

Thresholding, windowing, and binning induce a loss
of information in the image and are not optimal.3 To
account for all the illuminated pixels without amplify-
ing noise, we propose to consider a new centroid esti-
mator [weighted center of gravity (WCOG)], using the
whole subaperture image and a penalizing function
weighting (but not canceling) low signal-to-noise ratio
pixels:

�CWCOG�x �

P
i, j xijWijIijP
i, j Wij Iij

, (3)

where xij is the abscissa of the �i, j � pixel, Wij is its
weighting coeff icient, and Iij is its intensity. If Wij �Q

NS

ij , where
Q

NS

ij is the centered window function
of width NS and is equal to 1, we achieve a windowing
process and Eq. (3) reduces to the COG estimate. Us-
ing the same analytical approach as reported in Ref. 6,
we can derive the new photon and detector noise errors
on the local WF estimation:
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. (5)

Equations (4) and (5) are found by use of Gaussian
profiles for both the spot and the weighting functions.
The weighting function is fully characterized by its
FWHM, NW . Equations (4) and (5) stress that a
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Fig. 2. WF variance for the four-quadrant �2� and the
WCOG (NW � NT �? ? 1 ? ?�, NW � 3NT �? ? � ? ?� and NW �

8NT �? ? D ? ?�, pixel size l�2d for the three curves). 2 · · ·2,
Eqs. (4) (intermediate f lux) and (5) (low f lux); 2 2 2,
COG saturation level.

suitable choice of the width of the weighting function
has to be made. It can be shown9 that, in the case of
Gaussian noise statistics, the WCOG is the maximum
likelihood estimate if the weighting function is the
mean spot intensity. In this case, NW � NT .

We compare in Fig. 2 the WCOG performance with
that of the four-quadrant COG, using the same numeri-
cal simulation as presented in Fig. 1 and Eqs. (4) and
(5). The WCOG curves are plotted for the FWHM of
three weighting functions (NW � NT , NW � 3 NT , and
NW � 8 NT , with ND � 2). One can clearly observe
the gain achieved with our approach at a low light level
(weighting the spot with the mean spot, i.e., NW � NT )
even compared with the four-quadrant case. The er-
ror variance is reduced by a factor of 2 at 100 incident
photons. As for the classical COG, the photon noise
domain is limited.

Equation (5) is valid only for NT
2 1 NW

2 # NS
2.

Indeed, Eq. (5) has been derived assuming an infi-
nite subaperture size, the weighting function acting
as a smooth windowing. When the weighting func-
tion FWHM becomes comparable with the FOV, the
WCOG, error is close to the classical COG error. When
the number of photons is increased (i.e., when trunca-
tion effects dominate), Fig. 2 shows that one must in-
crease the weighting function FWHM to preserve the
efficiency of the WCOG computation from NW � NT to
NW � 8NT . Enlarging the weighting function of the
WCOG improves the WF estimation at high f lux for
the same reasons as the ones given above to explain
the improvement of COG performance when the com-
putation window is increased. Therefore we find the
same error behavior (proportional to �d�r0�5�3 for pure
turbulence) for the WCOG estimator as for the classi-
cal COG. Note that at high photon f lux the only way
to improve the performance further will be to increase
the FOV per subaperture.

The weighting function is introduced into SH WFS
image real-time processing by use of weighting coef-
ficients [see Eq. (3)]. The weighting function allows
easy adaptation of the values of the coefficients with
regard to the guide star magnitude and drifts in
atmospheric conditions. There is no need here to
have different readout modes of the CCD to cover the
large photon f lux range, as there is, for instance, in
Ref. 8. Only one readout mode is required, simplify-
ing the AO system, and adaptation to the observing
conditions is accomplished by the choice of the weight-
ing function FWHM, i.e., the weighting coeff icients.

In conclusion, estimating the spot position in the
focal plane of a SH WFS from the PSF intensity
weighted by the PSF mean value brings a significant
improvement in wave-front measurement accuracy
for low and moderate photon f lux. At high f lux
the weighting function FWHM must be adapted to
obtain the best performance. It has been shown that
for close-to-zero WF f luctuations (closed-loop mode)
the phase slope error budget can be reduced. The
Strehl ratio of large ground-based telescopes using
AO systems can therefore be improved without major
disruption of implementation or real-time computing.
The weighted center of gravity estimate should be
seriously considered for next-generation AO systems,
especially in the case of extreme AO, where the
considered photon f lux is relatively high.

Ms. Nicolle’s e-mail address is magali.nicolle@
onera.fr.
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11.1 Erreurs statiques

A l’instar des études menées pour le centre de gravité (cf§ 10.1), nous allons considérer
successivement l’effet de la taille du support de calcul de l’estimateur, puis l’effet de sa pixélisation.
Nous nous limiterons cependant ici au cas d’un spot gaussien.

Les deux études présentées dans cette partie sont réalisées en l’absence de toute source de bruit.
On traite les deux estimateurs définis au paragraphe préc´edent. Toutefois, dans le cas de l’estimateur
ML, l’absence de bruit nous autorise à remplacer dans nos modélisations le recentrage itératif de
la pondérante par une estimation en une seule étape, la pondérante étant directement centrée sur la
position réelle du spot.

Le spot et la mesure sont considérés sur un support bi-dimensionnel, mais par soucis de simpli-
cité, on considère un déplacement uniquement le long de l’un des axes principaux du support carré.
Travaillant avec des spots à profil gaussien, on pourra toutefois, du fait de la séparation des variables,
extrapoler totalement les résultats obtenus au cas d’un d´eplacement bi-dimensionnel.

11.1.1 Effet de la taille du support

SoitI (x, y) l’intensité lumineuse d’un spot à profil gaussien, centr´e en(x0, 0) :

I (x, y) =
Nph

2πσ2
T

e−((x−x0)
2+y2)/2σ2

T ,

∫∫ ∞

−∞
I (x, y) dx dy = Nph (11.2)

Considérons la pondérante à profil gaussien, de largeur non déterminée, décrite par l’expression :

W (x, y) =
W0

2πσ2
W

e−(x2+y2)/2σ2
W (11.3)

11.1.1.1 Pond́erante centŕee sur la position vraie du spot (∼ estimateur ML)

Dans ce cas, l’équation (11.3) devient :

W (x, y) =
W0

2πσ2
W

e−((x−x0)
2+y2)/2σ2

W

L’image traitée par barycentre, c’est-à-dire le spot pondéré, s’exprime alors :

J (x, y) =
Nph W0

4π2σ2
Tσ

2
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eq , avec :
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Le centre de gravité du spot pondéré s’exprime, dans la direction du déplacement :

Cx =
1

J0

∫∫ ℓ

−ℓ
x J (x, y) dx dy, Avec : J0 =

∫∫ ℓ

−ℓ
J (x, y) dx dy (11.4)

La résolution de cette équation donne l’expression suivante pourCx (cf annexe C.3 pour le détail
des calculs) :

Cpx = x0 + σeq
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Où la fonctionΦ est définie par : Φ (t) =
2√
π

∫ t

0
e−u2

du

Le biais de l’estimation de position est identique à celui de l’estimateur centre de gravité (cf. §
10.1.1.1, eq. 10.3), à ceci près que l’écart-type de la tache imageσT est remplacé par celui de la
tache pondéréeσeq. Comme le montre la figure (11.2), ce point est favorable à l’estimateur CdG
pondéré. En effet, la FWHM du spot pondéré est inférieure à la largeur originelle du spot. Le terme
de non-linéarité de l’estimateur barycentre pondéré est donc moins important que celui du barycentre
simple.

FIG. 11.2 – Comparaison de l’erreur de linéarité du centre de gravité classique et du centre de gravité
pondéré, la pondérante étant centrée sur la position vrais du spot (estimateur ML).

Remarque : Pourx0 etσeq fixés, on retrouve :

lim
ℓ→∞
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
 = 0 d’où : lim

l→∞
Cx = x0

11.1.1.2 Pond́erante centŕee sur le centre du d́etecteur

Cette étude peut être menée en choisissant un point quelconque du détecteur comme centre de la
pondérante. Le paramètre important est la distance entrele centre du spot et celui de la pondérante.
Toutefois, deux positions revêtent un intérêt particulier :

– La référence de la sous-pupille considérée, qui correspond par définition à la position du spot
pour un front d’onde incident plan.

– La position du spot à la trame précédente, qui permet de tirer parti de la corrélation temporelle
de la turbulence.
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Cette étude a été réalisée en l’absence de turbulence,pour un système optique parfait. On a donc
choisi de centrer la pondérante sur le centre du détecteur. Dans ce cas, le spot pondéré s’exprime :

J (x, y) =
Nph W0

4π2σ2
Tσ

2
W

e−((x−x0)
2+y2)/2σ2

T · e−(x2+y2)/2σ2
W

Le centre de gravité du spot pondéré est toujours donné par l’expression (11.4) :

Cx =
1

J0

∫∫ ℓ

−ℓ
x J (x, y) dx dy, Avec : J0 =

∫∫ ℓ

−ℓ
J (x, y) dx dy

Et la résolution de cette équation donne l’expression suivante pourCx (cf annexe C.3 pour le
détail des calculs) :
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FIG. 11.3 – Comparaison de l’effet de taille de support pour le centre de gravité classique et le centre
de gravité pondéré, la pondérante étant centrée sur la position de référence de la sous-pupille.

Lorsque la pondérante reste centrée sur le détecteur sans suivre le spot dans ses déplacements,
la réponse de l’estimateur contient à la fois un élémentde non linéaritéν (x0), de même forme que
celui que l’on a mis en évidence au paragraphe précédent pour une pondérante centrée sur la position
vraie du spot, et un coefficient de réponseρ différent de l’unité. Comme le montre la figure (11.3),
ce dernier point est susceptible de causer de fortes erreursdès que le spot bouge. Toutefois, il est
possible de connaı̂tre la valeur deρ et d’en tenir compte : on connaı̂t la largeur à mi-hauteur dela
pondérante, puisque c’est nous qui l’imposons, et la largeur du spot peut être déduite simplement
d’une mesure du paramètre de Fried de la turbulence ou de l’intégration d’une image longue pose du
spot Hartmann (prenant la précaution de recentrer celui-ci).
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FIG. 11.4 – Différences de largeur et de position de l’image surlaquelle le barycentre est calculé en
fonction de l’estimateur considéré.

La figure (11.3) montre l’effet de la correction du coefficient de réponse de l’estimateur, toujours
pour un spot gaussien et une pondérante de même profil que lespot. Comme au paragraphe précédent,
la linéarité de l’estimateur CdGP est alors meilleure quecelle du simple CdG. Mais elle est aussi
meilleure que celle de l’estimateur ML. Ceci est dû au fait que le spot pondéré est plus proche du centre
du détecteur lorsque la pondérante est centrée sur le détecteur. La figure (11.4) montre les formes et
positions relatives du spot, du spot pondéré de l’estimateur ML et met clairement en évidence le fait
que dans le dernier cas (celui que nous traitons dans ce paragraphe), le spot pondéré est moins tronqué
par le support.

11.1.2 Effet de la taille des pixels

Le fait que le détecteur soit pixélisé revêt plus d’importance lorsqu’on souhaite pondérer le spot
avant de faire la mesure. En effet, un effet délétère du processus de pondération est de diminuer
la largeur à mi-hauteur du spot traité. La taille des pixels étant définie par rapport à la PSF d’une
sous-pupille, lorsque celle-ci est échantillonnée à Shannon, le spot pondéré, hors turbulence, est lui
légèrement sous-échantillonné. Or on a vu au chapitre précédent (cf. § 10.1.2) que dès que le spot
est échantillonné à moins que Shannon, une erreur de non-linéarité périodique apparait, la période
coı̈ncidant avec la taille du pixel.

On retrouve ce phénomène dans le cas du spot pondéré, comme le montre la figure (11.5),
représentant l’erreur d’estimation de la position d’un spot gaussien en fonction de son déplacement
réel. Le spot non pondéré est échantillonné à Shannon/2 (pas pixel =FWHMT ). Cette figure
représente sur un même graphique les effets de non linéarité subis par l’estimateur centre de gravité
(cf. § 10.1.2 pour les explications) et ceux qui affectent l’estimation par pondération du spot, la
pondérante ayant la même largeur à mi-hauteur que le spot. Une troisième courbe montre les effets
de non linéarité affectant l’estimation de position par simple barycentre d’un spot de largeur à
mi-hauteurFWHMT /

√
2.
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FIG. 11.5 – Comparaison l’effet de la taille des pixels pour le centre de gravité classique et le centre
de gravité pondéré, la pondérante étant centrée sur la position vraie du spot.
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On note deux phénomènes :

– Les amplitudes de la fonction de non-linéarité sont effectivement plus importantes dans le cas
du barycentre pondéré (courbe rouge de la figure 11.5) que dans le cas du simple barycentre
(courbe noire). La période de ses oscillations elle ne varie pas, puisqu’elle est liée à la taille
des pixels (cf. § 10.1.2).

– On note de plus que l’amplitude des oscillations de l’erreur d’estimation est environ deux fois
plus importante dans le cas de la mesure du barycentre du spotpondéré que dans le cas de la
mesure du barycentre d’un spot de largeur à mi-hauteurFWHMT /

√
2. Cette différence vient

de l’ordre dans lequel les opérations de traitement du spotsont effectuées dans l’un et l’autre
cas :

◦ Dans le cas du calcul du barycentre pondéré du spot (courberouge de la figure 11.5), le spot
est ré-échantillonné par les pixels du détecteur avantd’être traité par la pondérante.

◦ Le cas du calcul du barycentre du spot de FWHM égale àFWHMT /
√

2 correspond en fait
au cas où il serait possible de pondérer le spotavantson ré-échantillonnage par les pixels du
détecteur.

Le fait de pondérer le spot après son ré-échantillonnage fait donc apparaitre un erreur
supplémentaire. Cette erreur n’est toutefois pas une limitation fondamentale de l’estimateur. En effet,
on pourrait tout à fait envisager d’appliquer au spot un pr´e-traitement le sur-échantillonnant avant
d’effectuer l’opération de pondération. Une telle opération serait cependant inévitablement coûteuse
en temps, et peut-être difficilement implantable dans un algorithme de calcul en temps réel.

11.2 Erreurs statistiques

On étudie dans cette partie l’effet des dégradations du spot dues au bruit de photons, au bruit de
détecteur et à la turbulence atmosphérique. Par soucis de simplicité et de clarté, on restreint cette étude
au cas d’un système d’optique adaptative fonctionnant en boucle fermée. Le spot reste alors toujours
centré au proche voisinage de la position de référence dela sous-pupille, et, pour peu que l’on tienne
compte de la modification du coefficient de réponse de l’estimateur, on peut laisser la pondérante du
spot centrée sur la position de référence sans commettred’erreur importante. On ne traitera donc ici
que du second type de CdG pondéré évoqué en introductionde ce chapitre : celui où la pondérante
reste fixe dans le champ de calcul du CdG pondéré.

11.2.1 Bruits de mesure

11.2.1.1 Expressions analytiques

A l’instar de ce qu’a fait G. Rousset [Rousset 1999] pour l’estimateur centre de gravité, nous
avons exprimé les lois de comportement de la variance de l’erreur d’estimation de la pente locale du
front d’onde lorsque l’estimateur de position est le centrede gravité pondéré. L’article [Nicolle et al.
2004] présente les lois d’évolution de la variance de la pente résiduelle en fonction du flux, lorsque
le spot et la pondérante sont tous deux gaussiens et que la pondérante est centrée sur la position de
référence de la sous-pupille. On obtient les lois de comportement suivantes :
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Bruit de photons :σ2 CdGP
∆φ, phot =
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Bruit de détecteur :σ2 CdGP
∆φ, det =

π3

32 (ln2)2
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σdet
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)2 (
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W

ND
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(11.8)

Avec :
– ND : Largeur à mi-hauteur de la tache de diffraction en pixels :ND = (λf/d)

p , où p est le pas
d’un pixel ;

– NT : Largeur à mi-hauteur du spot (en pixels) ;
– NW : Largeur à mi-hauteur de la fonction de pondération (en pixels).

Les lois de comportement données par les équations (11.7)et (11.8) sont très semblables à celles
du centre de gravité classique (Eqs. 10.8 et 10.9). La principale différence est le comportement en
présence de bruit de détecteur. En effet, l’équation (11.8) montre que la variance résiduelle ne dépend
plus de la taille du support utilisé pour le calcul comme dans le cas du CdG (cf eq. 10.9) mais de la
FWHM de la fonction de pondération. Ce point se comprend aisément car c’est ici la pondérante qui
joue le rôle de fenêtre à bords doux. L’intérêt de la pondération est de permettre la prise en compte,
même en faible proportion, de pixels éloignés du centre du spot et contenant de l’information. Notons
toutefois que l’équation (11.8) n’est valide que dans le cas où la FWHM de la pondérante reste
inférieure au champ disponible pour le calcul du barycentre pondéré. Lorsque que ce n’est plus le
cas, on retrouve un comportement typique du barycentre classique (cf. § 10.2.1).

En présence de bruit de photons, la variance résiduelle garde le même profil que pour un barycentre
classique (bruit proportionnel à1/Nph, cf. § 10.2). Cependant, pour le cas particulierNW = NT , elle
est inférieure d’un facteur9/4 à la variance obtenue dans le cas d’un simple calcul de barycentre.
Ceci ne doit pas surprendre : l’estimateur centre de gravit´e est bien l’estimateurnon biaiśe optimal
en présence de bruit de photons (cf. § 9.2.3.1). Mais on a montré plus haut (§ 11.1.1.2) que sans
précaution, l’estimateur avec pondération est précis´ement biaisé lorsque la pondérante n’est pas re-
centrée sur le spot. Pour débiaiser l’estimateur, il fautcorriger son coefficient de réponse [Thomas
et al. 2006]. En exprimant la mesure du centre de gravité pondéré comme :

xmes =
1

ρ
x̂0 =

σ2
T + σ2

W

σ2
W

x̂0 (11.9)

On obtient : σ2 CdGP, débiaisé
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σ2 CdGP, débiaisé
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La figure (11.6) compare la variance de l’erreur d’estimation de pente avec centre de gravité
pondéré, corrigé ou non de son coefficient de réponse, àcelle que l’on obtient par calcul d’un simple
centre de gravité. Ces courbes ont été obtenues par simple tracé des lois données par les équations
(11.10, 11.11, 11.7, 11.8, 10.9 et 10.10), dans le cas particulier oùNW = NT . Conformément à
ce que l’on pouvait attendre, le CdGP est bien l’estimateur gérant le mieux le bruit de détecteur,
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FIG. 11.6 – Variance de l’erreur d’estimation de pente avec centre de gravité pondéré, corrigé ou non
de son coefficient de réponse ; comparaison avec le centre degravité classique. Champ utilisé pour le
calcul :2 × FWHMT ; échantillonnage à Shannon ; spot et pondérante gaussiens ; bruit de photons et
bruit de détecteur, avecσdet = 3 e−/pix / trame.

y compris lorsqu’il est corrigé de son coefficient de réponse. L’estimateur centre de gravité sans
pré-traitement du spot reste, lui, l’estimateur non biaisé optimal en régime dominé par le bruit de
photons.

Cependant, d’après les équations (11.10) et (11.11), leseffets du bruit de photons et du bruit
de détecteur sur la variance de l’erreur d’estimation de lapente locale du front d’onde dépendent
de la FWHM de la pondérante. La figure (11.7) représente l’´evolution de la variance de l’erreur
d’estimation de la pente locale du front d’onde en fonction de la FWHM de la pondérante, pour
différents flux de photons et pour un spot gaussien. Cette figure montre qu’à flux fixé, il existe une
largeur à mi-hauteur optimale permettant de minimiser l’effet des bruits de photons et de détecteur.
Dans le cas présenté ici d’un spot gaussien, plus le flux de photons est fort, plus la FWHM optimale
augmente, si bien qu’à très fort flux, on gagne à ne plus pondérer le spot avant calcul de son barycentre.

Ces résultats sont légèrement modifiés par la forme du spot. En effet, on a vu au paragraphe
précédent que lorsque la FWHM de la pondérante augmente,le comportement du CdGP tend vers ce-
lui du CdG. L’équation (11.7) n’est alors plus valide et tend vers la limite donnée par l’équation (10.12)
du chapitre précédent. La figure (11.8) montre la conséquence de cet effet : les courbes représentant
la variance de l’erreur d’estimation en fonction de la FWHM de la pondérante sont légèrement plus
piquées, et même à fort flux, on gagne légèrement à optimiser la FWHM de la pondérante.

11.2.2 Fluctuations turbulentes de la forme du spot

Cette étude s’appuie sur l’article [Thomas et al. 2006], dans lequel une analyse similaire à celle
qui est présentée ci-dessus est réalisée à fort flux, afin d’établir un compromis entre les effets du bruit
de photons et les effets liés à la turbulence atmosphérique sur la performance du CdG pondéré. La
figure (11.9 - a), tirée de [Thomas et al. 2006], montre l’effet des fluctuations turbulentes de la forme
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(a) Recherche deNW optimale à flux fixé (b) Evolution deNW opt en fonction du flux.

FIG. 11.7 – Evolution de la variance de l’erreur d’estimation dela pente locale du front d’onde en
fonction de la FWHM de la pondérante, selon le flux de photons. Bruit de photons et bruit de détecteur,
avecσdet = 3 e− / pix. / trame.

FIG. 11.8 – Optimisation de la FWHM de la pondérante en fonctiondu flux, pour un spot à profil
sinc2. Bruit de photons et bruit de détecteur, avecσdet = 3 e− / pix. / trame.
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FIG. 11.9 – Optimisation de la FWHM de la pondérante pour un spotturbulent.

du spot sur la variance de l’erreur d’estimation de la pente locale du front d’onde, en fonction de la
FWHM de la pondérante et de la taille du support de calcul du CdGP. A l’instar de ce qui a été vu au
chapitre 10 pour l’estimateur centre de gravité, la variance de l’erreur d’estimation dépend du champ
utile pour le calcul du centre de gravité. Cependant, dans le cas du CdG pondéré, la notion de champ
utile doit être redéfinie : la figure (11.9 - a) montre que lorsque la FWHM de la pondérante est faible
devant la taille du support de calcul du CdGP, ce n’est plus cette dernière qui importe mais la largeur à
mi-hauteur de la pondérante. De fait, [Thomas et al. 2006] montre que la loi d’évolution de la variance
en fonction de l’intensité de la turbulence devient, pour l’estimateur CdGP :

σ2
∆φ ∝

(
4N−2

W +N−2
S

)( d

r0

)5/3

(11.12)

Dès lors, il est possible, à fort flux, de déterminer une FWHM permettant de faire un compromis entre
le bruit de photons et les effets liés à la turbulence. C’est ce que montre la figure (11.9 - b), extraite
de [Thomas et al. 2006].

Que ce soit pour gérer au mieux le bruit de détecteur ou la turbulence, il est donc toujours
possible d’optimiser la FWHM de la fonction de pondérationafin de minimiser la variance de
l’erreur d’estimation de la pente locale du front d’onde. Cette optimisation s’apparente formellement
à l’optimisation du seuillage lors du calcul d’un simple CdG. Toutefois, il s’agit ici d’une opération
purement logicielle, simple de mise en œuvre et de meilleurelinéarité que le seuillage.

11.3 Validation exṕerimentale

Suite aux études ayant mené à la publication de l’article[Nicolle et al. 2004], l’estimateur centre
de gravité pondéré a été proposé comme algorithme pour le senseur Shack-Hartmann de l’instrument
SPHERE [Fusco et al. 2006, Fusco et al. 2006]. Une étude exp´erimentale a alors été menée pour
valider les lois de comportement de l’estimateur. Cette expérience a été menée au LAOG, à Grenoble,
sous la direction de Jean Luc Beuzit et avec le concours de Guillaume Montagnier. Les pages qui
suivent reproduisent le rapport de validation expérimentale qui a été inclus dans les annexes de la
revue de Phase A de l’instrument SPHERE, appelé alors VLT Planet Finder.
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Rapport d’expérience sur le traitement des imagettes d’un

Shack-Hartmann :

M. Nicolle

8 octobre 2004
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1 Description de l’expérience :

L’expérience a été montée au LAOG par Guillaume Montagnier dans le cadre d’une étude des
effets du déplacement de la pupille du télescope sur la mesure du front d’onde par un Shack-
Hartmann (étude pour VLT-PF). G.M. a travaillé sur un ASO Shack-Hartmann constitué de
40×40 sous-pupilles carrées et au plan focal desquelles se trouvait un détecteur 1024×1024 pixels.

Nous avons profité de cette expérience pour récupérer les données correspondant à la zone cen-
trale du Shack, correspondant à un éclairement uniforme des sous-pupilles. Les images récupérées
sont caractérisées par :

– 8 × 8 sous-pupilles ;
– 16 × 16 pixels par sous-pupille ;
– σlect ≃ 114 e− / pixel / trame.
– ASO éclairé en lumière blanche, en incidence normale et sans turbulence (front d’onde plan) ;
– ND = NT ≈ 6 pixels du détecteur (Echantillonnage à Shannon × 3)
– Le champ par sous-pupille est donc : FOV ≈ 2.7 × λ

d
soit à peine plus de la largeur totale

du pic central de diffraction (2.44 × λ
d
).

Nous avons récupéré pour cette portion de détecteur 100 images de 128×128 pixels, et ce pour
différentes valeurs du flux incident. Nous avons également récupéré les fonds correspondants.

2 Confrontation de l’expérience et de la simulation :

2.1 CDG fenêtré :

Nous allons dans un premier temps confronter les résultats de l’expérience avec ceux de sa
simulation numérique par un modèle E2E et avec les modèles analytiques de comportement.

1
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Fig. 1 – Moyenne des images récupérées à Grenoble. 8 × 8 sous pupilles avec chacune 16 × 16
pixels au plan focal.

Dans le cadre de l’expérience, la donnée à laquelle nous avons directement accès est la variance
du décalage entre la position du CDG et la référence (en pixels). L’expression analytique de la
variance du CDG, exprimée en pixels, est :
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NT est la FWHM du spot en pixels et NS est la taille de la fenêtre en pixels. En utilisant
cette relation, on confronte sur la figure 2 les modèles analytiques et numériques à l’expérience.
Ces courbes permettent de tirer plusieurs conclusions :

⋆ Les résultats des tests pour NS = 4 et NS = 6 ne sont pas satisfaisants ; En effet, si la
simulation donne des résultats identiques à ceux du traitement des images expérimentales,
les deux séries sous-estiment les variances d’erreur de mesure, en particulier à fort flux, c’est-
à-dire dans le domaine où le bruit de photon devient prépondérant. Ce résultat n’est pas
surprenant si l’on considère que l’on tente de mesurer la position d’une PSF en la fenêtrant
sur moins de la moitié de sa FWHM (ND ≃ 6). Dans ce cas, l’hypothèse de support infini
qui sous-tend la dérivation de la partie bruit de photons de l’équation 1 n’est plus valide. On
peut ajouter qu’ici le résultat de la mesure ne semble meilleur que parce que l’on travaille en
absence de turbulence. En toute rigueur, il n’est pas pertinent de mesurer la position d’une
PSF sur une fenêtre couvrant moins de sa tache centrale (ce qui nous amènerait à NS ≥ 12.
En tout état de cause nous nous bornerons dans la suite à des cas NS ≥ 8 pixels.

⋆ Lorsque l’on augmente la taille de la fenêtre, points expérimentaux, simulation et bruit
théorique suivent la même loi. On remarque cependant qu’aux faibles flux la mesure perd
en stabilité. Plus on augmente la taille de la fenêtre et plus ce phénomène perdure lorsque le
flux augmente. Ceci a déjà été repéré lors de l’étude du Shack-Hartmann numérique et est
dû au bruit de détecteur. On avait alors mentionnée la possibilité de limiter ce problème en
introduisant dans le traitement de l’image une compensation des fluctuations de l’intensité
totale du spot.

⋆ Pour les résultats expérimentaux à très forts flux, on observe un accroissement sensible de
la variance de l’erreur de mesure lorsque l’on augmente la taille de la fenêtre. Nous avons
tenté de vérifier que cela ne vient pas d’un recouvrement des PSFs issues des différentes
sous-pupilles. Une simulation de ce problème de recouvrement n’a pas permis de retrouver
ce phénomène. L’hypothèse d’un changement de conditions entre la prise du fonds et la
mesure pourrait expliquer le problème, qui n’intervient que lorsque l’on incorpore au calcul
des pixels ayant un faible RSB.

2
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Fig. 2 – Confrontation Simulation / Expérience sur le cas du CDG fenêtré.
[♦] : Points expérimentaux ; [· · · ] : Simulation numérique, [−−] : Modèle analytique.

3
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2.2 CDG pondéré :

Conformément à ce qui a été exposé précédemment sur le sujet, le centre de gravité pondéré
s’exprime :

(CWCOG)x =

∑

i,j xij · Wij · Iij
∑

i,j Wij · Iij

(2)

Où W est la fonction de pondération (appelée dans la suite pondérante). Sa variance en pixels de
détecteur s’exprime :

(
σ2

∆CX

)WCOG

th
=

N2

T

8 ln(2)Nph

·

(
N2

T + N2

W

2N2

T + N2

W

)2

︸ ︷︷ ︸

Photon

+
π

(
N2

T + N2

W

)2

128 (ln(2))2
·

(
σdet

Nph

)2

︸ ︷︷ ︸

Detecteur

(3)

NT est toujours la FWHM du spot et NW est la FWHM de la pondérante. La figure 3 montre les
premiers tests de validation de la mesure de position par CDG pondéré (WCOG). On y représente
l’erreur de mesure obtenue en pondérant les images avec la moyenne des imagettes. La figure

(a) Simulation sspup indép. (b) Simulation superposition des PSFs

Fig. 3 – Confrontation Simulation / Expérience sur le cas du CDG pondéré, la pondérante étant
l’image moyenne. [∗] : Points expérimentaux ; [· · · ] : Simulation numérique, [−−] : Modèle analy-
tique.

(3) montre l’adéquation entre les résultats expérimentaux, les lois analytiques correspondantes
et la simulation numérique de l’expérience. Dans le cas de la première figure (3-a) la simulation
considère que les sous-pupilles sont indépendantes 2 à 2. Dans le cas de la fig. (3-b) on a simulé
le recouvrement mutuel des PSF issues des différentes sous-pupilles. On remarque que dans le
premier cas de simulation le modèle numérique est optimiste : l’erreur de mesure est sous-estimée ;
il est ici nécessaire de tenir compte du recouvrement des PSFs d’une sous-pupille à l’autre car le
FOV par sous-pupille est trop faible.

La fig.(3-b) montre l’amélioration qu’apporte la prise en compte de ce phénomène dans la simu-
lation numérique. Cette dernière en est sensiblement améliorée, mais toutefois pas suffisamment
pour décrire fidèlement les résultats expérimentaux. Ceci est certainement dû à la forme des spots
expérimentaux. En effet, comme le montre la figure (4-b), la superposition des PSF n’explique
qu’une partie de l’élargissement de ces spots, le reste pouvant être dû à d’éventuelles aberrations
du système. L’examen des images moyennes sous-pupille par sous-pupille (fig. 4-a) ne révélant
pas de différence notable dans la forme du spot d’une sous-pupille à l’autre, il est possible que
le système soit légèrement défocalisé. Enfin, l’écart entre résultats expérimentaux et simulation
numérique est plus visible avec le WCOG pondérant par l’image moyenne qu’avec le CDG fenêtré
ou même le WCOG pondérant par une gaussienne (cf. fig. 5), simplement parce que dans le pre-
mier cas la forme du spot détermine aussi celle de la pondérante.

4
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Fig. 4 – Vue en coupe des spots. En haut, coupe de la moyenne des spots sous-pupille par sous-
pupille ; En bas moyennes des spots sur toutes les sous-pupilles [Noir], Simulation avec sous-pupilles
indépendantes [Rouge] et Simulation avec repliement des PSFs [Bleu]

5
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Fig. 5 – Confrontation Simulation / Expérience sur le cas du CDG pondéré. [+] : Points
expérimentaux pour NW variable ; [· · · ] : Simulation numérique, [−−] : Modèle analytique.

6
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La figure 5 montre les tests de validation du comportement de l’estimateur CDG pondéré
lorsque la FWHM de la pondérante augmente. On a pris en compte les interactions entre sous-
pupilles et la pondérante est une gaussienne. On remarque plusieurs points :

⋆ Pour de petites valeurs de NW (NW < 12), points expérimentaux et modèles analytiques et
numériques sont en bonne adéquation. On remarque ici comme précédemment qu’aux faibles
flux la mesure perd en stabilité.

⋆ Pour NW > 12 pixels, l’effet de support prend le dessus sur l’effet d’élargissement de la
pondérante. La partie bruit de détecteur de la relation 3 ne décrit plus la situation car on
sort de son domaine de validité, qui est restreint aux cas N2

T + N2

W ≤ N2

S .

⋆ La pondération par la tache image moyenne (fig.3-b) donne enfin d’excellents résultats, et
est fittée par la courbe de bruit théorique correspondant à NW = 6 pixels.

3 Comparaison COG / WCOG :

On compare maintenant figure 6 les performances du COG et du WCOG.

Fig. 6 – Comparaison COG / WCOG

On remarque qu’en régime de bruit de détecteur la pondération par l’image moyenne fait à
peine mieux que le fenêtrage sur 8 × 8 pixels. Ceci est dû au fort sur-échantillonnage de la tache

image. En effet, en régime de bruit de détecteur,
(
σ2

∆CX

)WCOG

th
/

(
σ2

∆CX

)COG

th
≈ 1.3 seulement.

Pour avoir un gain meilleur, il est important d’avoir un FOV par sous-pupille plus important. Ceci
sera également indispensable dans le cas du CDG fenêtré dès que l’on intéressera à des mesures
en présence de turbulence (même faible).

7



11.3. VALIDATION EXPÉRIMENTALE 245

4 Conclusions :

⋆ L’analyse des données récupérées a permis de montrer la bonne adéquation entre modèles
analytiques, simulations numériques et résultats expérimentaux, dans le cas du CDG conven-
tionnel comme dans celui du WCOG.

⋆ Le fort sur-échantillonnage du spot gêne l’évaluation des performances du CDG fenêtré et
ne permet pas d’avoir un gain substantiel par l’utilisation du WCOG.

⋆ La dérive observée à fort flux n’a pas été expliquée. Il est possible qu’elle soit due à un
brusque changement dans les conditions expérimentales (Déplacement d’un bafflage ? Obso-
lescence du fond ?).

⋆ Une seconde acquisition de données expérimentales serait bienvenue pour asseoir ces résultats.
Si elle avait lieu, il serait utile de travailler dans une configuration plus classique, avec en
particulier un spot échantillonné à Shannon et un champ par sous-pupille plus étendu (4
×λ/d ?). Il serait bienvenu à cette occasion de prendre en compte l’effet de la turbulence,
tant pour le COG que pour le WCOG, dans la mesure où le positionnement relatif des pa-
liers de saturation est important pour comparer leurs performances respectives. Cela pourrait
enfin être l’occasion de tester la linéarité de l’estimateur WCOG.

8
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11.4 Conclusion sur l’estimateur centre de gravit́e pond́eré

L’estimateur centre de gravité pondéré présente des comportements différents de centre de
gravité, seuillé ou non :

– Lorsqu’il est utilisé dans le but d’atteindre le maximum de vraisemblance (recentrage de la
pondérante par itérations successives), son coefficientde réponse est égal à l’unité. De plus, le
spot pondéré étant plus étroit que le spot brut, l’erreur de non linéarité est plus faible que dans
la cas du CdG.

– Lorsque l’on se restreint à une estimation unique, la pondérante peut être centrée en un point
quelconque du détecteur, bien qu’il soit préférable de la centrer soit sur la position de référence
de la sous-pupille, soit sur la position occupée par le spotà la trame précédente. Dans ce cas, le
coefficient de réponse du CdG pondéré est différent de l’unité, mais peut être connu et corrigé
en connaissant simplement la largeur du spot.

– Contrairement à l’estimateur centre de gravité, le CdG pondéré n’est sensible à la taille du
support ni en présence de bruit de détecteur, ni en présence de bruit de photons, même lorsque
le spot a un profilsinc2. Cela permet de prendre en compte autant de pixels que l’on souhaite
pour réaliser l’estimation de position du spot, et de prendre en compte l’information présente
dans les pixels à mauvais rapport signal à bruit.

– Dans le cas du CdGP, c’est la pondérante qui fait office de fenêtrage du spot. Cela signifie que
la variance de l’erreur d’estimation de la pente locale du front d’onde dépend de la largeur
de la pondérante. Les lois de dépendance ont été écrites, et permettent de mettre en évidence
l’existence d’une largeur optimale permettant de réaliser le meilleur compromis entre les
termes liés au bruit de photons, au bruit de détecteur et aux déformations du spot sous l’effet
de la turbulence. L’adaptation de la FWHM de la pondérante se fait par un processus purement
logiciel, en fonction du flux incident, des caractéristiques géométriques du système et de
l’intensité de la turbulence.

– Enfin, l’utilisation du CdG pondéré nécessite soit un échantillonnage du détecteur adapté
à la taille du spotpond́eré, soit une étape de pré-traitement sur-échantillonnantle spot
avant sa pondération. Cependant, si par rapport à la tachede diffraction de la microlentille
l’échantillonnage optimal est Shannon×

√
2, on peut sans perte sensible de linéarité descendre

à Shannon/
√

2.



Chapitre 12

Etude de la performance de l’estimation
par corr élation

Le centre de gravité (Chap. 10) et le centre de gravité pondéré itératif (Chap. 11) sont les
estimateurs optimaux au sens du maximum de vraisemblance dela position d’un spot gaussien, en
présence respectivement de bruit de photons et de bruit de détecteur (cf. Chap. 9). Pour être proche
de leur condition d’optimalité, il faut donc travailler avec une source guide ponctuelle et en présence
de faible turbulence.

Or certaines applications de l’optique adaptative sortentde ce cadre d’utilisation. C’est le cas en
particulier des systèmes fonctionnant avec des sources guides étendues : l’optique adaptative avec
étoile Laser, l’optique adaptative solaire ou encore des applications dédiées à l’observation de cibles
terrestres. Le postulat d’une image au plan focal d’une sous-pupille ayant un profil gaussien n’est
alors plus adapté à la modélisation du problème.

On a montré (cf. Chap. 9) qu’alors l’estimateur optimal au sens ML est le maximum du produit de
corrélation de l’imagette par une fonction de référenceimpliquant le profil non bruité de l’imagette et
dépendant de la nature statistique du bruit :

Bruit de photons : (x̂0)phot , spot qcq
ML = argmax{(s ⋆ ln (r)) (x̂0)} (12.1)

x̂0

Bruit de détecteur : (x̂0)det , spot qcq
ML = argmax{(s ⋆ r) (x̂0)} (12.2)

(x̂0)

Où s (x) est l’intensité lumineuse dans l’image,r (r) est son profil non bruité et⋆ désigne le
produit de corrélation :(f ⋆ g) (x0) =

∫∫
f∗ (x) · g (x− x0) dx. Tout le problème des estimateurs

à base de corrélation est de détecter de façon sub-pixélique le maximum du produit de corrélation.
Plusieurs solutions ont été proposées pour ce faire : calcul de centre de gravité du pic de corrélation
seuillé [Noël 1997], fit parabolique [Poyneer 2003, Poyneer et al. 2005] ou gaussien [Thomas et al.
2006].

Nous présentons dans ce chapitre deux publications traitant de deux cadres d’application
différents de l’estimation de pente locale du front d’ondepar corrélation. Le premier article [Thomas
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et al. 2006] reste dans le cadre d’une source ponctuelle située à l’infini. Le spot traité est soit gaussien,
soit soumis à la turbulence. [Thomas et al. 2006] compare les performances de plusieurs algorithmes
de recherche du maximum du pic de corrélation entre eux, et avec les algorithmes CdG seuillé et CdG
pondéré. La seconde publication [Michau et al. 2006] traite du cas d’une source étendue et compare
des algorithmes basés sur la corrélation et sur le CdG.

On présente successivement ces deux articles, avant de réaliser une synthèse de leurs conclusions.

12.1 Estimation par corrélation en présence d’une source ponctuelle

Après une étude détaillée des estimateurs CdG et CdG pondéré, reprise dans les chapitres
précédents, l’article [Thomas et al. 2006] compare diff´erents algorithmes d’estimation de la pente
locale du front d’onde par corrélation. Deux points sont abordés :

– La comparaison de différentes méthodes de détection dumaximum du produit de corrélation
d’un spot Hartmann avec une fonction de référence gaussienne.

– La comparaison de l’estimateur basé sur la corrélation retenu avec les estimateurs CdG et CdG
pondéré.

Les algorithmes considérés dans cette étude pour la détection du maximum du produit de
corrélation sont ceux dont la littérature fait référence : le calcul du barycentre du pic de corrélation
seuillé [Noël 1997], le fit quadratique du pic de corrélation [Poyneer 2003, Poyneer et al. 2005] et
son fit gaussien.

On considère ici uniquement le cas d’une source ponctuelle, vue soit en présence de turbulence,
soit en présence d’un tip/tilt aléatoire. Dans ce derniercas, le spot Hartmann est modélisé par un spot
gaussien se déplaçant aléatoirement sur le détecteur,le déplacement suivant une loi normale centrée
d’écart-type0.1 pixel.

Ce modèle de spot gaussien a été utilisé pour l’étude comparative des algorithmes basés sur le
produit de corrélation. La méthodologie employée est r´esumée par les images de la figure (12.1),
représentant un spot gaussien échantillonné à Shannon×4 (8 pixels dans la FWHM) et déplacé de
0.25 pixel, dont le profil recentré sert de référence au produit de corrélation, le même spot dégradé
par du bruit de photons et du bruit de détecteur (3e−/ pixel / trame RMS), le produit de corrélation du
spot et de la référence et une coupe du pic de corrélation avec les résultats des différents algorithmes
d’estimation de sa position.

Cette étude nous a permis de mettre en évidence plusieurs points :

– En premier lieu, on montre que les différents algorithmesd’estimation du maximum du pic de
corrélation offrent des performances pratiquement identiques en présence de bruit de photons
et de bruit de détecteur. Les études présentées dans la suite de l’article [Thomas et al. 2006]
seront donc réalisées en estimant le maximum du pic de corrélation uniquement par calcul du
barycentre du pic seuillé, le niveau de seuil étant adapt´e au rapport signal à bruit du produit de
corrélation.

– Le coefficient de réponse de l’estimateur barycentre du pic de corrélation est égal à l’unité.
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(a) Spot gaussien (b) Spot bruité (bruits de photons
et détecteur,σdet = 3e−/pix./trame).

(a) Produit de corrélation (b) Estimation du maximum
du pic de corrélation

FIG. 12.1 – Conditions de l’étude comparative des algorithmesde détection du maximum du produit
de corrélation menée dans [Thomas et al. 2006].
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De plus, les problèmes de non-linéarité peuvent être g´erés à loisir car on a la maitrise
de l’échantillonnage de la fonction de corrélation. En effet, le produit de corrélation peut
avantageusement être réalisé dans l’espace des transformées de Fourier. Il suffit alors de choisir
un support de taille adéquate pour les transformées de Fourier du spot et de la fonction de
référence pour adapter l’échantillonnage du produit decorrélation.

– En présence du seul bruit de photons, il n’y a pas de différence sensible de comportement selon
que la référence de la corrélation ait un profil gaussien (utilisation de l’eq. 12.2) ou parabolique
(ie le logarithme d’un profil gaussien, utilisation de l’eq. 12.1). La loi de comportement est la
même dans les deux cas, et identique à celle du CdG (cf. § 10.2.1). Ce dernier point ne doit pas
étonner puisque l’estimateur CdG est la particularisation de l’estimateur donné par l’équation
(12.1) au cas d’un spot gaussien (cf. § 9.2.3).

– Par ailleurs, à l’instar de ce que nous avons vu dans le cas du CdG pondéré, la FWHM du
pic de corrélation conditionne la variance de l’erreur d’estimation de la pente locale du front
d’onde en présence de bruit de détecteur.

D’autres lois de comportement peuvent être mises en évidence en considérant un spot déformé
par une faible turbulence (d/r0 ≈ 1). Cette étude est réalisée dans [Thomas et al. 2006] en estimant
le maximum du produit de corrélation par calcul du barycentre du pic seuillé. Les autres modes de
détermination de la position du maximum du pic n’ont pas été envisagés puisqu’on a montré plus
haut qu’il n’y avait pas de différence notable sur le résultat de l’estimation. En présence de faible
turbulence, on montre donc que :

– L’estimateur barycentre du pic de corrélation suit une loi de comportement tout à fait similaire
à celle du CdG et du CdG pondéré : La variance de l’erreur d’estimation de la pente locale
du front d’onde varie proportionnellement à(d/r0)

5/3. Toutefois, là où cette erreur dépendait
de la taille du support de calcul dans le cas du CdG ou de la FWHMde la pondérante dans
le cas du CdG pondéré, c’est ici la FWHM du pic de corrélation qui conditionne son importance.

– La comparaison de l’estimateur barycentre du pic de corrélation avec le CdG, le CdG pondéré
et le quatre quadrants dans deux cas pratiques caractéristiques des conditions d’utilisation
des Shack-Hartmanns : les instruments SAM1 [Tokovinin et al. 2004] et SPHERE2 [Fusco
et al. 2005], montre que quel que soit le flux, il est possible de reproduire la performance de
l’estimateur basé sur la corrélation en réalisant un CdGou un CdG pondéré, la FWHM de la
pondérante étant alors optimisée en fonction du flux.

– Enfin, le choix de l’estimateur garantissant la plus faiblevariance dépend fortement du niveau
de bruit du détecteur du Shack-Hartmann :
◦ Lorsque le bruit du détecteur est relativement élevé, comme dans le cas de SAM

(σdet = 5 e−/pixel/trame), l’estimateur le mieux adapté à la mesure en très faible flux est le
quatre quadrants, pour peu que l’on connaisse avec précision son coefficient de réponse, et
donc la taille du spot. Toutefois, les problèmes de linéarité affectant le quatre quadrants sont

1SOAR Adaptive Module, système d’optique adaptative développé pour le télescope inter-américain SOAR à Cerro
Paranal

2Spectro-Polarimetric High contrast Exoplanet REsearch. Instrument de seconde génération du VLT dédié à l’imagerie
direct et à la spectroscopie de l’atmosphère d’exo-jupiters (cf. § 3.1.
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tels qu’à fort flux, sa performance est significativement d´egradée par rapport aux estimateurs
basés sur le CdG pondéré ou la corrélation.

◦ Lorsque le bruit du détecteur est faible, comme dans le cas de SPHERE, qui repose sur la
technologie des détecteurs à multiplication de photons (EMCCD,σdet ≃ 0.5 e−/pixel/trame),
Le CdG pondéré permet d’atteindre la meilleure performance quel que soit le flux incident,
grâce à l’optimisation de la FWHM de la pondérante.

Finalement le résultat de la comparaison des estimateurs basé sur la corrélation présentée dans
cet article montre que dans le cas d’une source ponctuelle, les estimateurs par corrélation n’apportent
pas de gain significatif en performance. A fort flux, leur performance est identique à celle d’un calcul
de barycentre. A faible flux, il est toujours possible d’atteindre les performances de l’estimateur basé
sur la corrélation en calculant un centre de gravité du spot pondéré, la FWHM de la fonction de
pondération étant optimisée en fonction du flux incident.
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ABSTRACT

Analytical theory is combined with extensive numerical simulations to compare dif-

ferent flavors of centroiding algorithms: thresholding, weighted centroid, correlation,

quad cell. For each method, optimal parameters are defined in function of photon

flux, readout noise, and turbulence level. We find that at very low flux the noise

of quad cell and weighted centroid leads the best result, but the latter method can

provide linear and optimal response if the weight follows spot displacements. Both

methods can work with average flux as low as 10 photons per sub-aperture under

a readout noise of 3 electrons. At high flux levels, the dominant errors come from

non-linearity of response, from spot truncations and distortions and from detector

pixel sampling. It is shown that at high flux, CoG and correlation methods are equiv-

alent (and provide better results than QC) as soon as their parameters are optimized.

Finally, examples of applications are given to illustrate the results obtained in the

paper.

Key words: Atmospheric turbulence, Adaptive Optics, Wavefront sensing, Shack-

Hartmann

1 INTRODUCTION

Adaptive Optics (AO) is nowadays a mature astronomical technique. New varieties of AO, such

as multi-object AO (MOAO) (Gendron et al. 2005) or extreme AO (ExAO) (Fusco et al. 2005)

are being studied. These developments, in turn, put new requirements on wave-front sensing de-
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vices (WFS) in terms of their sensitivity, precision, and linearity. New ideas like pyramid WFS

(Ragazzoni & Farinato 1999; Esposito & Riccardi 2001) are being proposed. Yet, the classical

Shack-Hartmann WFS (SHWFS) remains a workhorse of astronomical AO systems now and in

the near future.

A SHWFS samples the incident wavefront by means of a lenslet array which produces an array

of spots on a detector. The wavefront is then analyzed by measuring, in real time, the displace-

ments of the centroids of those spots which are directly proportional to the local wavefront slopes

averaged over sub-apertures. A good estimation of the wavefront distortion is therefore obtained

from a good measurement of the spots positions. The accuracy of such measurements depends on

the strength of the different noise source as well as on a non-negligible number of WFS parameters

such as the detector size, the sampling factor, Field of View (FoV) size, etc.

The goal of this study is to compare quantitatively different estimators of spot positions and

suggest best suitable methods in cases of low and high photon fluxes. In this paper, three main

classes of algorithms are considered: quad-cell estimator (QC), center of gravity approaches (CoG)

and correlation methods (Corr).

Centroid measurements are usually corrupted by the coarse sampling of the CCD, photon

noise from the guide star, readout noise (RON) of the CCD, and speckle noise introduced by

the atmosphere. In case of strong RON and weak signal, the spot can be completely lost in the

detector noise, at least occasionally. This presents a problem to common centroid algorithms like

thresholding that rely on the brightest pixel(s) to determine approximate center of the spot. When

the spot is not detected, the centroid calculation with such methods is completely wrong. Thus, the

lowest useful signal is determined by spot detection rather than by centroiding noise.

Concerning the CoG approaches, different types of algorithms have been developed to improve

the basic centroid calculation in a SHWFS: Mean-Square-Error estimator (van Dam & Lane 2000),

Maximum A Posteriori estimator (Sallberg et al. 1997) or Gram-Charlier matched filter (Ruggiu

et al. 1998). Arines & Ares (2002) analyzed the thresholding method. On the other hand, many

parameters are involved in the estimation of the centroid calculation error as explained below, and

therefore there are many ways to approach this problem. For example, Irwan & Lane (1999) just

considered the size of the CCD and the related truncation problem. They concentrated on photon

noise only using different models of spot shape (Gaussian or diffraction-limited spot), neglecting

readout noise or other parameters. In this paper, we choose to focus on various causes of errors

such as detector, photon noises or turbulence as well as WFS parameters. Most previous studies

remained theoretical or compared performance to simple centroiding. Despite a large number of
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papers on this subject, the ultimate performance of SHWFS and a recipe of the best slope estima-

tion method (at least in the framework of an AO loop) are still debated. Moreover, there are no

clear results concerning detection limits and linearity.

As for the linearity, it is often assumed that an AO system working in a closed loop scheme

keeps the spots well centered, hence linearity is not essential. However, in any real AO instrument

the spots can be offset intentionally to compensate for the non-common-path aberrations (Blanc

et al. 2003; Hartung et al. 2003; Sauvage et al. 2005). In critical applications such as planet de-

tection by means of ExAO with coronagraph, a linearity of the response becomes important. It is

interesting to add thatit will also drive the selection of the sensing technique towards a SHWFS, as

opposed to curvature sensing or pyramid (Fusco et al. 2004). The same is true for MOAO, where

turbulence will be compensated in open loop relying on a SHWFS with a perfectly linear response.

Our study is thus of relevance to these new developments.

Finally, an AO system working with faint natural guide stars (for low or medium correction

level) requires a WFS with highest possible sensitivity, whereas linearity becomes less critical.

Here, simple quad-cell centroiding is often used (e.g. Herriot et al. (2000)), despite its non-

linearity. Are there any better options? As shown below, the weighted centroiding method (Nicolle

et al. 2004) offers comparable noise performance while being linear.

Correlation approaches are another way to measure a spot position. Such approaches are partic-

ularly well adapted when complex and extended objects are considered (c.f. Michau et al. (1992);

Rimmele & Radick (1998); Poyneer et al. (2003)). They have been widely used in solar AO for

more than 10 years. Here we apply correlation centroiding to the case of a point source, select best

variants of calculating the position of the correlation peak, and compare it to also other algorithms.

We begin by introducing relevant parameters and relations and by describing our technique of

numerical simulations in Sect. 2 . Different techniques of centroid measurements are discussed in

detail in Sect. 3 (for the simple CoG), Sect. 4 (for the improved CoG algorithms) and Sect. 5 (for

the correlation method). Finally, a comparison of the different methods for an ideal case and for

more realistic systems is given in Sect. 6.
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Figure 1. Some notations used in the paper. Intensity distribution in the spot P (x, y) is transformed by the detector into a discrete array of pixel

values Ii,j .

2 THE METHOD OF STUDY

2.1 Definitions

Throughout the paper, we consider only one spot in one sub-aperture of a SHWFS (Fig. 1). The

spot is sampled by the detector within a Field-of-View (FoV) of the width Wp pixels. A spot

intensity distribution P (x, y) is first transformed into an array of pixel intensity values Ii,j of the

size Wp × Wp, and then corrupted by photon and detector noise. These data are used to compute

the spot centroid (x̂, ŷ), whereas the true centroid of P (x, y) is located at (x0, y0). The Full Width

at Half Maximum (FWHM) of the spot is NT pixels.

Let d be the size of a square sub-aperture and λ the sensing wavelength. The parameter

Nsamp = (λ/d)/p conveniently relates the angular pixel size p to the half-width of the diffraction-

limited spot, λ/d. The condition Nsamp = 2 corresponds to the Nyquist sampling of the spots and

is used throughout this paper, unless stated otherwise. It means that for diffraction-limited spots

NT = Nsamp = 2. Such sampling is close to optimum at medium or high flux (Winick 1986).

When spot images are very noisy, the optimum sampling corresponds to a spot FWHM of 1 to 2

pixels. Selecting an even coarser sampling, Nsamp < 1, only increases the error. Over-sampling

(Nsamp > 2) does not bring any additional information but increases the effect of detector noise

and thus the final centroid error.

In the following, Wp is used for the FoV of the subaperture expressed in pixels and W for the

same FoV expressed in λ/d.
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2.2 Spot profile

Two spot models were used. The first is a 2-dimensional Gaussian function:

P (x, y) =
Nph

2πσ2
spot

exp

[

−(x − x0)
2 + (y − y0)

2

2σ2
spot

]

, (1)

where (x0, y0) is the true centroid position. We introduce a random jitter of the spot center with rms

amplitude σt = 0.1 pixels, with the average spot position centered in the field. The FWHM of such

spot is NT = 2
√

2 ln 2σspot ≈ 2.3548σspot. Gaussian spots are convenient for analytical derivations

and as a benchmark for comparison with our simulations. In the following, we assimilate NT with

λ/d for convenience, using the fact that the first rough approximation of a diffraction spot is a

Gaussian.

Diffraction spots formed by a square d × d sub-aperture and distorted by atmospheric turbu-

lence represent a second, more realistic model. In this case, P (x, y) becomes a random function

and its parameters, like NT , can be defined only in statistical sense. Atmospheric phase distortion

was generated for each realization from a Kolmogorov power spectrum with a Fried parameter r0

(at the sensing wavelength λ). The overall tilt was subtracted, and a monochromatic spot image

was calculated. The true centroids (x0, y0) were computed for each distorted spot. We call this re-

alistic spot model throughout the paper. The strength of spot distortion depends on the ratio d/r0:

for d/r0 < 1 the spots are practically diffraction-limited (hence NT = Nsamp),

P (x, y) = Nphsinc2

(

x

Nsamp

)

sinc2

(

y

Nsamp

)

, (2)

where sinc(y) = sin(πy)/(πy). On the other hand, for d/r0 > 3 the central maximum begins to

split randomly into multiple speckles.

2.3 Measurement error

As mentionned in the introduction, light intensity in each detector pixel is first corrupted by the

photon noise (following a Poisson statistics) and by the additive Gaussian readout noise (RON)

with variance N2
r . Moreover, centroiding errors arise from coarse sampling of the spot by CCD

pixels, from truncation of the spot wings by finite size of the sub-aperture field, from the spot

distortions produced by atmospheric turbulence, etc. The error variance of the estimated centroid

position (x̂) can be expressed as

σ2
x =

〈

(x̂ − x0)
2
〉

, (3)

where 〈.〉 represents a statistical (ensemble) average, x0 is the real centroid position in pixels and

x̂ is the centroid position estimated by a given algorithm. We write the estimate in a general form
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as

x̂ = αrx0 + fnl(x0) + ǫ + noise, (4)

where αr is a response coefficient (it remains the same whatever the spot motion), fnl describes

the non-linearity of the centroid algorithm, and ǫ gathers all errors due to spot shape, including

truncations by the finite FoV (we often refer to these effects as “turbulence”). Finally, noise stands

for errors caused by the readout and photon noise. Including Eq. 4 in Eq. 3 leads to

σ2
x =

〈

[(αr − 1)x0 + fnl(x0) + ǫ + noise]2
〉

. (5)

The function fnl(x) can be represented as Taylor expansion around x = x0. The constant and

linear terms are zero by definition. Assuming that fnl(x) is symmetric around x = x0, the quadratic

term vanishes as well, and we can model the non-linearity by a cubic term with a coefficient β,

fnl(x0) ≈ βx3
0. (6)

We can safely assume that photon and detector noises are not correlated with the shape and

position of the spot. We make further, less certain assumptions that ǫ and x0 are uncorrelated

(not strictly true for truncation error) and that the response coefficient αr is constant (true for un-

distorted spots, d/r0 < 1, and for Gaussian spots). To simplify further, we will assume here that

the centroid calculation algorithm is always adjusted to unit response, αr = 1. Then Eq. 5 becomes

σ2
x = β2

〈

x6
0

〉

+
〈

ǫ2
〉

+ σ2
noise. (7)

If the residual spot motion in a SHWFS is Gaussian with zero average and variance σ2
t = 〈x2

0〉
pixels2, then 〈x6

0〉 = 15σ6
t . The variance σ2

noise contains two independent terms related to detector

(σ2
Nr

) and photon (σ2
Nph

) noises. Hence

σ2
x = 15β2σ6

t + σ2
ǫ + σ2

Nr
+ σ2

Nph
. (8)

It is important to remind that σ2
noise is defined here for unit response, αr = 1. The relative

importance of each noise source changes depending on the conditions of use of the SHWFS. The

strategy was to identify major noise contributors in each case and to select most appropriate cen-

troiding algorithms. Whenever possible, the modelization of different terms in Eq.8 is provided.

For example, a well-known theoretical result is that the minimum possible centroid noise for

an un-biased estimator, considering a Gaussian spot with rms size σspot pixels and pure photon

noise, is equal to σNph
= σspot/

√

Nph (Irwan & Lane 1999; Winick 1986), where Nph is the

average number of photons per spot and per frame. Moreover, this boundary is reached by a simple

centroid (Rousset 1999), which is thus the maximum likelihood estimator in this case.
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Here we also adopt the common practice of expressing centroid errors in units of phase differ-

ence across sub-aperture (in radians). Thus, the relation between the rms phase error σφ and the

centroid error σx is

σφ =
2πdp

λ
σx =

2π

Nsamp
σx, (9)

where λ is the sensing wavelength, d is the sub-aperture size and p is the angular size of the

CCD pixel. We caution the reader that σφ is computed in radians for one sub-aperture at the

WFS wavelength. To be used in calculations of AO performance, it has to be re-scaled to the

imaging wavelength and to the full telescope aperture, and filtered by the AO loop rejection transfer

function (Madec 1999). Thus, errors exceeding 1 rad are perfectly acceptable for IR imaging when

a visible-band WFS is considered. However, when, for a Gaussian spot, we reach a condition

σx > σspot, centroid measurements become meaningless because they fail to localize spots better

than the spot size. Given that Nsamp = NT = 2.355σspot, this condition corresponds to σφ =

2π/2.355 = 2.67 rad, or a variance of 7.1 rad2.

2.4 Simulations

Our main technique to study various centroid algorithms consists in numerical simulation. We

generate series of 1000 independent spot realizations. The intensity distribution P (x, y) (either

Gaussian or realistic) is computed without noise first. The pixel signals are then replaced by the

Poisson random variable, with the average of Nph photons per spot on a FoV Wp pixels. A zero-

mean normal noise with variance N 2
r is added to simulate the RON.

At very low light level, each simulated spot is tested for detectability. The first possible check

is to have the maximum well above the RON, Imax > 2Nr. A second one is to reject the centroids

with measured |x̂ − x0| > σspot or |ŷ − y0| > σspot as spurious (outside the spot). If one of those

checks is not passed, the measure is assumed to have failed and therefore rejected. The number of

rejected cases gives us information on the detectability limit: when more than a certain fraction of

images are rejected, we consider that the centroid measurements have failed and are not reliable

for those light conditions. Otherwise, the rms centroid error σx is computed on the retained images.

A certain fraction of frames with undetected spots is acceptable because an AO system will

then simply use centroid measurements from previous frames (this only leads to an additional

delay in the closed loop scheme). We set this fraction to 50% and determine for each method the

minimum number of photons Nph,min when this limit is reached. Adopting a somewhat more strict

c© 0000 RAS, MNRAS 000, 000–000
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criterion (say, 10% invalid frames) would increase the detection threshold. The robustness of each

centroiding method is characterized here by Nph,min.

In the following we will describe the centroid algorithms considered in this study. For each

method, we give a short explanation and then we focus on their advantages and drawbacks.

3 SIMPLE CENTROID (COG)

The Center of Gravity (CoG) is the simplest and most direct way to calculate the position of a

symmetric spot:

x̂CoG =

∑

xIx,y
∑

Ix,y
. (10)

This formula is widely used in AO. However, it has some limitations when using a real spot

(diffraction or seeing limited) and in presence of readout noise. In the following, those limitations

are described.

3.1 Centroid noise

Let us first recall well-known results concerning the noise of the CoG estimator. Rousset (1999)

shows that for a Gaussian spot, the photon-noise and RON contributions to phase variance are,

respectively,

σ2
φ,Nph

=
π2

2 ln 2

1

Nph

(

NT

Nsamp

)2

, (11)

σ2
φ,Nr

=
π2

3

N2
r

N2
ph

N4
s

N2
samp

, (12)

where NT is the FWHM of the spot in pixels, Nr is the readout noise, and N 2
s the total number of

pixels used in the CoG calculation. It is interesting to note here that for NT = Nsamp, the photon-

noise contribution σ2
φ,Nph

reaches its Cramér-Rao bound (Sect. 6.1). At low light levels, the RON

contribution is dominant. It can be decreased by using the smallest number of pixels N 2
s possible

in the CoG calculation. This leads to the quad-cell method and to other modifications of the CoG

considered below.

Two main hypothesis have been used to derive Eq. 11. Firstly, a Gaussian spot shape has been

considered whereas diffraction spots are described by Eq. 2. Compared to the Gaussian function,

the sinc2 function decreases slower in the field. In the case of a Poisson statistics (photon noise

case), it can be shown that (c.f. appendix):

σ2
φ,Nph

≈ 2
W

Nph
, (13)
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Figure 2. Error variance as a function of the FoV in presence of photon noise for a spot with a sinc2 distribution.

Figure 3. Validity of the analytical expression (11) for the noise influence on CoG measurements in case of Gaussian spots. Error variance as a

function of the spot sampling (i.e the number of pixels per FWHM). 2 pixels corresponds to a Nyquist sampling. Photon-noise case (100 photons

per sub-aperture and per frame).

where W is the sub-aperture FoV expressed in λ/d units (W = Wp.dp/λ, with p the pixel size in

radians).

In this context and in presence of photon noise only, this means that the size of the window

will become important for a realistic spot, while the error variance does not depend on the size

of the window for a Gaussian spot. When taking into account the diffraction, the error variance

increases linearly with the FoV of one lenslet. Thus, for an infinite window size we get an infinite

error variance. This result can be explained by the non-integrability of the function x2 sinc2(x).

It is therefore obvious that the noise depends on the structure of the spot. This structure changes

for different configurations – Gaussian spot, diffraction spot, turbulent spot, – which adds some

difficulties in the determination of a general theoretical expression. On the other hand, in presence

of RON, the noise does not depend on the structure of the spot, since when the FoV is increased,

the error due to the RON dominates the photon error.

Secondly, a Nyquist sampling criterion (Nsamp > 2) is implicitly assumed. As shown in Fig.

3, increasing Nsamp (typically Nsamp > 1.25) does not modify the noise variance. On the other
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Figure 4. Linearity of the simple CoG as a function of the spot motion for different FoV sizes. The unit used here is NT , FWHM of the spot.

hand, taking Nsamp smaller than 1.25 induces an additional error related to the under-sampling

effect. This error can be explained by non-linearity for under-sampled images, as shown in the

next section and in Fig. 3.

3.2 Response coefficient and non-linearity

Non-linear CoG response appears when the FoV is too small in comparison to the spot size. In-

deed, it is straightforward to show that the CoG is perfectly linear for infinite FoV and adequate

sampling. The smaller the FoV, the larger the deviation from linearity (Fig. 4). We can easily

quantify this effect for a Gaussian spot of rms size σspot centered on (x0, 0). The CoG estimate x̂

calculated on the finite window of size Wp pixels is

x̂ = x0 − σspot

√

2

π

eζ − eη

Φ(ζ) + Φ(η)
, (14)

where ζ = (Wp/2−x0)/(
√

2σspot), η = (Wp/2−x0)/(
√

2σspot), and Φ(t) = 2/
√

π
∫ t

0
exp(−u2) du

It is interesting to note that if Wp → ∞ then x̂ = x0, in other words the CoG algorithm is

asymptotically unbiased. For moderately large FoV size, Wp/2 > 2
√

2σspot, we can develop (14)

in series around x0 = 0, up to the 3rd order:

x̂ ≃ x0 − σspot

√

2

π
e
−

(Wp/2)2

2σ2
spot

(

Wpx0√
2σspot

+
1

6

(

Wpx0√
2σspot

)3
)

(15)

We recognize here a small deviation of the response coefficient from 1 (2nd term) and a non-

linearity proportional to x3
0 (3rd term). The difference of αr from 1 is less than 2.5% for a W = 2

(or Wp = 4 for a Nyquist sampling) and < 0.04% for a W = 3 (or Wp = 6 for a Nyquist sampling)

.

Apart from the FoV size, the linearity of response is affected by sampling (Hardy 1998). This
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Figure 5. Illustration of the dependence of the CoG error variance on the turbulence and the sub-aperture FoV. The different curves represent

different turbulence strengths (i.e various d/r0). A Nyquist-sampled spot is considered.

error is periodic, with the period of 1 pixel. We verified that CoG non-linearity is extremely small

for reasonably well sampled spots, Nsamp > 1, and becomes obvious only for very coarse sam-

pling, Nsamp = 0.5

3.3 Atmospheric effects

The behavior of all centroiding methods changes when we go from the Gaussian spot to a realistic

diffraction spot distorted by atmospheric turbulence. In order to isolate the contribution of the

atmosphere itself, we simulated recentered and noiseless spots. All methods effectively truncate

outer parts of the spots and thus lead to a difference between calculated position and real CoG.

This difference mainly depends on the Shack-Hartmann FoV size W relative to λ/d and on the

turbulence strength. It can be modeled as:

σ2
φ,Atm = K W−2(d/r0)

5/3, (16)

Fits to our simulation results (Fig. 5) show that K ≃ 0.5 for well-sampled (Nsamp > 1.5) spots

(the error increases for coarser samplings).

The origin of atmospheric centroid error can be understood as follows. The maximum inten-

sity in the spot corresponds to a position in the FoV where the waves from sub-aperture interfere

constructively or, in other words, to a minimum rms residual phase perturbation. The best-fitting

plane approximating a given wave-front corresponds to the Zernike tilt, while the true spot cen-

troid corresponds to the average phase gradient over the sub-aperture, called G-tilt (Tyler 1994).

Formulae for both tilts and their difference are well known in case of circular apertures and lead

to the expression σ2
φ,Atm = 0.241(d/r0)

5/3 (see Eq. 4.25, Sasiela 1994). Most of this difference is

related to the coma aberration in the wavefront over each sub-aperture, never corrected by the AO.
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Thus, even in the worst case where only the spot maximum is measured (e.g. high threshold), the

atmospheric error should not exceed 0.25(d/r0)
5/3.

The residual fitting error in an AO system with sub-aperture size d is of the order 0.3(d/r0)
5/3 rad

(Noll 1976). It might seem that reducing the WFS measuring error much below this quantity is

useless as it will not improve the Strehl ratio. However, fitting errors contain mostly high spatial

frequencies and hence scatter light into the distant wings of the compensated PSF. The residual

PSF intensity at distances from λi/D to λi/d (where D is the telescope diameter and λi is the

imaging wavelength) is directly related to the WFS errors, dominated by σ2
φ,Atm in case of bright

stars and unfortunate choice of centroiding algorithm.

3.4 CoG: the necessary trade-offs

The trade-offs needed to optimize a simple CDG concern the FoV and the sampling factor.

In presence of photon noise only, Nyquist-sampled images are required. Then a trade-off in

terms of FoV W is needed. This trade-off depends on the photon noise error, which increases with

W (cf. Sect. 3.1), and the atmospheric error, which decreases as W −2. In this case, one can define

the optimal FoV size Wopt by minimizing the sum of Eqs. 13 and 16.

σ2
noise+atm = 2

W

Nph

+ 0.5W−2(d/r0)
5/3. (17)

This leads to an analytical expression for Wopt:

Wopt = 1.26 N
1/2
ph (d/r0)

5/9. (18)

Taking, for example, d/r0 = 2 and Nph = 50, we obtain the best FoV of 6.8 λ/d.

In presence of detector noise, we want to decrease the number of pixels to minimize the noise at

low flux. However, this configuration is not optimal at high flux, as explained earlier. It is therefore

interesting to improve the simple CoG algorithm, adapting it to a large range of flux and readout

noise. We present some optimization methods in the following.

4 IMPROVED CENTER-OF-GRAVITY ALGORITHMS

Centroid errors due to detector noise can be reduced if we take into account only pixels with signal

above certain threshold. The thresholding approach is detailed in Sect. 4.1. Recently, it has been

proposed to weight pixels depending on their flux and readout noise. This method is called the

weighted CoG (WCOG) (Nicolle et al. 2004) and is detailed in Sect. 4.2.
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4.1 Thresholding (TCoG)

Compared to the simple CoG, the thresholding method is used to follow the spot and therefore

avoids the non-linearity problems (if the threshold value is not too high). However, the truncation

effects are still present since we take into account only a fraction of all pixels.

There are many ways to select pixels with high flux. We could consider a fixed number of

brightest pixels or choose pixels with values above some threshold. We use the following method.

The pixel with the maximum value Imax is first determined, then the threshold IT is set to IT =

TImax, where T is a parameter to optimized. IT is then subtracted from the spot image and the

centroid is computed using only pixels with non-negative values, such as

x̂TCoG =

∑

I>IT
x(I − IT )

∑

I>IT
(I − IT )

. (19)

It is important to subtract the threshold before the CoG calculation. Indeed, it can be shown

that otherwise, the response coefficient αr will be less than 1, i.e. the estimate x̂TCoG will be

intrinsically biased.

In the low-flux regime, it may be difficult to detect spot maximum against the RON. Therefore,

we add the following condition: the threshold is set to IT = max(TImax, mNr). The choice of m

depends on a trade-off between robustness (m > 3 required) and sensitivity (m ∼ 1 is better). We

choose m = 3

The noise of thresholded CoG can still be computed with Eqs. 11, 12, where N 2
s represents the

average number of pixels above threshold. By reducing N 2
s , we diminish σ2

φ,Nr
but increase the

error due to the atmospheric turbulence. Hence, there is a compromise to find for T to optimize

the threshold IT as a function of Nph.

In conclusion, thresholding resolves only part of our problems, such as the noise at medium

flux. It is also very simple to implement. However, it is not optimal as it is difficult for example

to choose pixels to be considered and their number (Arines & Ares 2002). In the next section we

present a more efficient method proposed recently.

4.2 The Weighted Center of Gravity (WCoG)

The idea of the Weighted Center of Gravity (WCoG) is to give weight to the different pixels

depending on their flux – a kind of “soft” thresholding. The contribution of the noisy pixels with

very little signal – outside the core of the spot – is attenuated but not eliminated. Let’s define
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(Fw)x,y the weighting function of FWHM Nw. Then the WCoG centroid is computed as

x̂WCoG = γ

∑

xIx,y(Fw)x,y
∑

Ix,y(Fw)x,y
. (20)

The coefficient γ is needed to ensure unit response, αr = 1. We can simply specify a circular

window of radius r, (Fw)x,y = 1 for
√

x2 + y2 < r, or a square window. However, a better

choice of the weighting function (Fw)x,y ( i.e different from a constant) is needed to optimize the

performance of the centroid algorithm, as shown by Nicolle et al. (2004).

The WCoG method exists in two versions. The weight (Fw)x,y can either be fixed, or re-

centered on the spot (“following weight”), in a manner similar to thresholding. The properties of

these two algorithms are different. Here, we consider only a fixed weight, centered on the most

likely spot position, which can be seen as an a priori information for centroid measurement. This

WCoG flavor is well suited for closed-loop AO systems where the spots are always centered.

4.2.1 Response coefficient and non-linearity

The result of the estimation of the spot position using the WCoG with fixed window would be

biased if we set γ = 1. For a Gaussian spot and Gaussian weight, the WCoG response can be

calculated analytically, similarly to the CoG:

x̂WCOG = γ
σ2

eq

σ2
spot

x0 − γσeq

√

2

π

eζ − eη

Φ(ζ) + Φ(η)
, (21)

where if σ2
w is the rms size of the weighting function, σeq is defined as σ2

eq = σ2
spotσ

2
w/(σ2

spot +σ2
w),

and the variables ζ and η are the same as in Eq. 14 with σspot replaced by σeq.

In order to obtain unit response, we have to set

γ =
σ2

spot

σ2
eq

=
N2

T + N2
w

N2
w

. (22)

4.2.2 Noise of WCoG

The noise of WcoG with unit response is obtained from the study of Nicolle et al., corrected by

the factor γ2:

σ2
Nph,WCoG =

π2

2ln2Nph

(

NT

Nsamp

)2
(N2

T + N2
w)

4

(2N2
T + N2

w)
2
N4

w

(23)

σ2
Nr ,WCoG =

π3

32 (ln2)2

(

Nr

Nph

)2
(N2

T + N2
w)

4

N2
sampN

4
w

(24)

Eqs. 23 and 24 were derived by assuming a Gaussian spot, a Gaussian weight, and a good sam-

pling.

We see from those formulae that for photon noise only and Nw = NT , the error variance is
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Figure 6. Error variance of WCoG as a function of the sampling, for photon noise (dashed line) and RON with Nr = 3 (full line). Nph = 20 and

NT = Nw . The analytical expressions are plotted in dotted lines.

Figure 7. Influence of sub-aperture FoV W and of Nw on the photon noise variance with a WCoG, in presence of a diffraction spot. The number

of iterations is 10000 and we took the same set of noise for each value of Nw , explaining the absence of fluctuations in the curves. The analytical

curve corresponds to the Eq. 23 derived for a Gaussian spot.

1.78 times larger than for simple CoG (11). This factor tends to 1 when Nw increases. Therefore

there is no real interest to use this method when the spot is Gaussian and in presence of photon

noise only. This ideal case is only useful as an illustration. In the following we will present the

advantages of WCoG.

4.2.2.1 Sampling. The analytical formulae have been obtained for a well-sampled spot. A com-

parison between theory and simulation is given in Fig. 6. A good match is obtained for Nsamp > 2,

but for coarser samplings the errors are larger than given by Eqs. 23 and 24. The error due to RON,

σ2
Nr ,WCoG, reaches a minimum for Nsamp = 1.5. Our simulations show that by reducing sampling

from Nsamp = 2 to 1.5, the σ2
Nr ,WCoG is reduced by 1.35 times, not 1.77 as predicted by Eq. 23.

4.2.2.2 Spot shape. The contribution of RON noise to WCoG (Eq. 24) does not depend on

the spot shape, as for the simple CoG. However, the photon noise (Eq. 23) does. We observe
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Figure 8. The variance of atmospheric error of WCoG centroids depends on the width of the weighting function Nw and on the FoV size W .

differences between analytical formulae and simulations, both for a Gaussian and for diffraction

spots, and the noise depends on the FoV size (Fig. 7).

The behaviors of WCoG and simple CoG with respect to photon noise are radically different.

By weighting pixels with a Gaussian function Fw, we reduce the dependence of photon noise on

the FoV size (as long as it is large enough, W > 2). There is an optimal width of the weight-

ing function, Nw,opt ≃ 4.5 pixel (for Nyquist sampling Nsamp = 2), cf. Fig. 7, that ensures the

minimum photon-noise centroid variance of

σ2
Nph,lin,opt =

7.1

Nph
≈
(

2π

Nsamp

)2 σ2
spot

Nph
. (25)

Therefore, by using the WCOG algorithm with diffraction spot, we can reach the same level of

photon noise as for a Gaussian spot of the same FWHM. We suspect that this is close to Cramér-

Rao bound, although we did not optimize the shape of weighting function explicitly for the case

of diffraction spot. The gain of WCoG over simple CoG depends on the FoV size and can be

dramatic.

4.2.3 Atmospheric effects

As for the CoG, the error variance due to the atmosphere depends on the subaperture FoV, W . It

also depends on the weighting function FWHM Nw. A first approximation of this error variance is

given by:

σ2
atmo,WCoG ≈ K(4N−2

w + W−2)(d/r0)
5/3 (26)

where Nw is in pixels and W is the FoV in λ/d units. The coefficient K is equal to 0.5 for Nyquist-

sampled spot.
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Figure 9. Trade-off for the FHWM of the weighting function. Photon-noise (dashed line) and atmospheric (dotted line) variances are plotted as a

function of Nw (in pixels) for the following conditions: d/r0 = 1, Nph = 100 and W = 8λ/d. The variance sum (solid line) shows a minimum

around Nw = 7. Nyquist-sampled spot is considered.

4.2.4 Optimization

As for the CoG, there is an optimum width of the weight, Nw, depending on the noise parameters,

d/r0, and the number of photons. For example, in the case of a detector without RON, the optimum

Nw is found by minimizing the sum σ2
Nph,WCoG + σ2

atmo,WCoG. Figure 9 gives the optimum for

d/r0 = 1 and Nph = 100.

4.3 Quad cell (QC)

A quad-cell (QC) is the specific case of the CoG for a 2x2 pixels array (N 2
s = 4). In this case, the

FoV is given by the pixel size and by definition, the spot is under-sampled. QC is widely used in

astronomical AO systems, e.g. in Altair (Herriot et al. 2000), because the weak signal from guide

stars is better detected against RON and because, with a small number of pixels, the RON can be

further reduced by a slow CCD readout. A quad-cell algorithm calculates the centroid x̂QC in each

direction from the differential intensity between one half of the detector and the other,

x̂QC = πγ
Il − Ir

Il + Ir

, (27)

where Il and Ir are the intensities, respectively, on the left and the right halves of the detector and

γ is the coefficient, given in pixels, translating intensity ratio into displacement, depending on the

spot shape and size. For a Gaussian spot we found that γ = σ/
√

2π pixels
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4.3.1 Noise of QC

Expression (27) leads to the following variance for photon and detector noises Rousset (1999)

σ2
Nph,QC = π2κ2/Nph (28)

σ2
Nr,QC = 4π2κ2(Nr/Nph)

2. (29)

For a diffraction-limited spot Nyquist-sampled, κ = 1. For a Gaussian spot, κ depends on the

rms size of the spot. Following our definition for a Gaussian spot, the rms size is defined by σ and

is given in radians in this case (and in this paper for this case only). Therefore κ = γ 2π/(λ/d) =
√

2π σ/(λ/d). In real AO systems γ is usually variable, and considerable effort has been invested

in developing methods of real-time QC calibration (Veran & Herriot 2000).

In the following, we will assume that we are able to correct for γ fluctuations. In our simulation,

the estimation of γ has been made by first calculating the long-exposure PSF, considering the

turbulence and the spot parameters. From this point several methods have been investigated. The

best method is linear fitting by Fourier method. Firstly, the Fourier Transform allows to oversample

the PSF and then, we use a linear extrapolation.

It is also interesting to note that nowadays, detectors in SHWFS can be photon-noise limited.

In that case, the error variance ratio of the QC and the simple CoG is:

σ2
Nph,QC

σ2
Nph,CoG

= 2ln2

√
2π

2
√

2ln2
. (30)

The QC’s error variance is 1.48 times greater than the simple CoG’s one.

4.3.2 Non-linearity of QC

The response of the QC algorithm is non-linear. Elementary calculation for a Gaussian spot leads

to β = −1/σ2
spot. Hence, the non-linearity centroid error (in pixels) is σNL =

√
15 σspot(σt/σspot)

3

(cf. eq. 8) It may quickly dominate other error sources even at moderate Nph. On top of that, if the

FoV size becomes smaller than the spot, additional non-linearity appears, similar to simple CoG.

4.3.3 Atmospheric noise

As for the previous algorithms, we study the atmospheric component of QC noise by ignoring

both RON and photon-noise contributions, as well as any residual spot motion. Figure 10 shows

the error variance as a function of d/r0 for different FoV. A fit of the data leads to the following

expression:

σ2
φ,Atm ≈ KW (d/r0)

5/3, (31)
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Figure 10. Atmospheric error variance of QC centroids: simulations (symbols) and models (lines).

with KW depending on the FoV. When the FoV is very small, the error is higher (KW = 0.2)

because the spot is truncated. At larger FoV, the error variance saturates at KW = 0.07. This

model, however, works only for low turbulence, d/r0 < 1. As we see in Fig. 10, the dependence

on d/r0 becomes steeper than 5/3 power under strong turbulence. One explanation comes from the

noise of γ’s fluctuations when d/r0 > 1.

The atmospheric error barely depends on the FoV size (as soon as it is larger than a few λ/d).

Even in the low-turbulence case (KW = 0.07), it is 1.4W 2 times larger than for simple CoG (cf.

Eq. 16). In conclusion, using QC centroiding is only efficient for a noisy detector under low-flux

conditions and considering small d/r0 values. For accurate wavefront measurement and photon-

noise-limited detectors other CoG methods are better.

5 CORRELATION ALGORITHM

The use of the correlation in imagery is not new and has been already proposed for AO systems

that use extended reference objects, e.g. in solar observations (Rimmele & Radick 1998; Michau

et al. 1992; Keller et al. 2003; Poyneer et al. 2003). In this study, we apply correlation algorithm

(COR) to a point source. First, we compute the cross-correlation function (CCF) C between the

spot image I and some template Fw.

C(x, y) = I ⊗ Fw =
∑

i,j

Ii,jFw(xi + x, yj + y) (32)

and then determine the spot center from the maximum of C(x, y). The methods of finding this

position are discussed below. Since the COR method is not based on the centroid calculation, it

appears to be very good at suppressing the noise from pixels outside the spot. Moreover, corre-

lation is known to be the best method of signal detection (“matched filtering”). We note that the
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Figure 11. Error variance of x̂corr determined by estimation of correlation maximum using a thresholded center of gravity with Gaussian shape

spots (with FWHM = 2 pixels). The spot motion is 0.1 pixel rms. Both photon and readout (Nr = 3) noises are considered. Various values of

threshold are used. The template image is a noise-free Gaussian (P(x)).

coordinates x, y are continuous, unlike discrete image pixels, hence C(x, y) can be computed with

arbitrarily high resolution.

A correlation template Fw(x, y) can be either a mean spot image, some analytical function or

the image in one subaperture, like in solar AO systems (Keller et al. 2003).

In practice, the CCF has been calculated using Fourier Transform (FT). In that case, the image

has to be put in a support at least twice as big as the image size to avoid aliasing effects. The

sampling of the computed CCF can be made arbitrarily fine. One way to do this is to plunge the

FT product into a grid Ke times larger, where Ke is the over-sampling factor.

The behavior of correlation centroiding with respect to the image sampling is not different

from other centroid methods. At low flux – for example Nph = 30 for Nr = 3e− – it is slightly

better to use Nsamp = 1.5. However, for higher flux, under-sampling (Nsamp < 2) leads to a worse

error variance, while for over-sampling (Nsamp > 2) the error variance stays the same.

We remind the reader that NT is the FWHM of the spot image, Nw the FWHM of the template

Fw. Furthermore, we will call δ the FWHM of CCF.

5.1 Determination of the CCF peak

Once the CCF is computed, it is not trivial to determine the precise position of its maximum x̂corr.

To do this, we studied four methods: simple CoG with threshold (Noël 1997), parabola fitting and

Gaussian fitting.

For the thresholding method, x̂corr is computed by Eq. 19 where I is replaced by C and IT by

CT = Tcorr max(C). The value of Tcorr has been optimized in parallel with Ke. Figure 11 shows

the behavior of the error variance for different thresholds (from T = 0 or T = 0.9).

For the parabola fitting, the determination of x̂corr was done separately in x and y. Three points
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Figure 12. Comparison of three different cases of peak determination for a Gaussian spot: the thresholding, the parabola fitting and the Gaussian

fitting. All methods use an oversampling factor Ke = 8. There is photon noise and readout noise (Nr = 3). The theory corresponds to the sum of

Eq.B7 and Eq.35.

around the maximum x∗, y∗ of C along either x or y define a parabola, and its maximum leads to

the x̂corr estimate (Poyneer et al. 2003) as

x̂corr = x∗ −
0.5[C(x∗ + 1, y∗) − C(x∗ − 1, y∗)]

C(x∗ + 1, y∗) + C(x∗ − 1, y∗) − 2C(x∗, y∗)
. (33)

In this case, a resampling of Ke = 4 is necessary and sufficient. For the Gaussian fitting, the

one-dimensional cut through the maximum C(x∗, y∗) is fitted by a Gaussian curve to find x̂corr.

We found that all methods of peak determination are almost identical and linear (Fig. 12) when

using a Gaussian spot.

However, while the determination of the correlation peak using a few pixels around the maxi-

mum position is the best method to use in presence of readout noise, it is not the case in presence

of atmospherical turbulence. In this latest case, information contained in the wings of the CCF is

important as well. For this reason, the methods using a given function fit, such as the parabola

fitting, will not be optimum.

The thresholding method on the other hand can be optimized by adapting the threshold value

in function of the dominant noise. If the readout noise is dominant, we will use a high value of

threshold to be sensitive only to the information contained in the peak. If the atmospherical noise

is dominant, we will use a very low threshold to also be sensitive to the information contained in

the wings of the CCF and therefore the image itself.

Thus, for comparison with other centroid algorithms, we will use the thresholding method with

a adaptable threshold.
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Figure 13. Error variance as a function of the number of photons for the correlation method, in presence of photon noise only, for different threshold

values. The spot and template are Gaussian.

5.2 Noise of correlation centroiding

It is possible to derive a theoretical expression of the error variance for the correlation method

(Michau et al. 1992). The derivation is given in Appendix.

A simplified expression of Eq. B7 is:

σ2
x,COR,Nr

=
4δ2N2

r

N2
ph

, (34)

where δ is the FWHM of C〈Fw〉, the autocorrelation function of Fw. σ2
x,COR,Nr

is given in pixels2.

The photon noise derivation is more complex, we studied is by simulation only. Fig. 13 shows

the behavior of the correlation error variance in presence of photon noise only. A fit of the curve

corresponding to the best thresholding gives:

σ2
x,COR,NPh

≈ π2

2 ln(2)Nph

(

NT

Nsamp

)2

(35)

This expression is equivalent to the error variance found in presence of photon noise only for the

simple CoG. It can be shown (Cabanillas 2000) that the correlation is similar to the CoG, the

optimal centroid estimator (Maximum likelihood) for a Gaussian spot in presence of photon noise

only, if the template is the logarithm of the same Gaussian Fw. We found however that using the

Gaussian distribution or the logarithm of this distribution gives very similar results.

5.3 Response coefficient and non-linearity

The response coefficient of COR used with any of the optimized peak determination methods is

equal to 1. Moreover, the linearity is very good, even when using the thresholding. Indeed, C(x, y)

is a function which can be resampled, as explained before. This allows to increase the value of the

threshold to select only the region very close to the maximum without considering only one pixel.

c© 0000 RAS, MNRAS 000, 000–000



274 CHAPITRE 12. ESTIMATEURS BAŚES SUR LA CORŔELATION
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Figure 14. Error variance due to the atmospheric noise as a function of the correlation window size in λ/d for different value of d/r0. The model

(Eq. 36) is overplotted as full lines. In this case T=0.01

5.4 Atmospheric noise

In this section, we study the behavior of the correlation method in function of the size of the

window used in the CCF peak determination Wcor and the FWHM of the template, in presence of

atmospheric turbulence only. The CCF peak is determined by thresholding with T = 0.01, which

is the best method in this particular case; it gives lower errors at high flux. It is important to also

notice that using the thresholding method to determine the CCF peak allows the adaptation of the

threshold value depending on the flux and readout noise. Hence, the results are more accurate than

for other CCF peak determination method for any flux.

We find the same dependence of the error variance on the window size Wcor and the strength

of the turbulence as for the simple CoG, which is:

σ2
φ,cor,Atm = KWcor

−2(d/r0)
5/3. (36)

A fit to the data of Fig. 14 gives K ≃ 0.5 for well-sampled spots (Nsamp = 2). These results are

valid as long as the correlation function is not truncated (due to a high threshold for example). This

K value depends obviously on the method used to determine the peak position of the correlation

function. For example, the parabolic fitting is worse than the thresholding with a low threshold by

a factor 2. Indeed, the parabolic fitting take into account only the few pixels around the maximum.

We saw in section 5.1 that this was not the optimum method.

The main conclusion here is that in presence of only atmospheric turbulence, the correlation

method is identical to the CoG.
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Figure 15. Comparaison of different methods. Variance of the error in rad2 in presence of photon noise and readout noise (Nr = 3). The Gaussian

spot moves randomly of 0.1 pixels rms in each direction. The plain line is the Cramér-Rao bound. The values of Nw and the FoV are given in

λ/d for reference. If Tcorr = 0.6 for the correlation, the error variance decreases at low flux but the noise at high flux is higher. The best way is

therefore to adapt the threshold as a function of the flux and noise.

6 COMPARISON BETWEEN CENTROID METHODS

6.1 The Cramér-Rao Bound

The Cramér-Rao bound (CRB) is a lower boundary for the error variance of any unbiased statistical

estimator. Winick (1986) applied this powerful tool to the case of SHWFS. He assumes the CCD

noise to be Poisson-distributed shot noise generated by both the image spot and the detector dark

current. In theory, no un-biaised method can give better results than this limit. Therefore, we

computed and used it in our study as a lower boundary, to compare with our simulations. Moreover,

it also indicates whether the best method has been found or not.

However, it is really important to be careful with the validity of assumptions inherent to the CR

method. The estimator has to be unbiased, which is the case of all the estimators considered in this

study except the QC. Indeed, QC is non-linear and therefore the response coefficient αr becomes

rapidly different from 1. This explains why the QC curve goes slightly below the CR bound (e.g.

Fig. 15). This is also the case for WCoG method with γ = 1.

6.2 Robustness at low flux

In Fig. 15 we compare centroid methods for a Gaussian spot, at different levels of flux. The upper

limit of reliable centroiding corresponds to the centroid variance equal to the rms spot size, or

phase variance of 7.1 rad2. It turns out that the most robust method is the Quad Cell, which can

give a good estimation of the spot position at 10 photons when Nr =3. We recall that detection

test has been implemented at low flux, explaining the behavior (saturation) of the curves.
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Table 1. Parameters of the study. Note that the minimum number of photons is lower for PF because of the lower detector RON value for this

system.

d/r0 Nr Nph Nsamp

PF 1 0.5 [2-104] 2

SAM 2 5 [10-104] 1

6.3 Comparison for a Gaussian spot

After studying in detail centroiding methods independently, the methods are inter-compared. The

conclusions are:

• In presence of photon noise only, all methods after optimization are equivalent, with the

exception of the QC where the error variance saturates at high flux due to the non-linearity. The

motion of the spot is 0.1 pixel rms, leading to a non-linearity component equal to about 5 10−4

rad2.

• In presence of both readout and photon noise however, the best method depends on the flux,

as shown in Fig. 15. At low flux, the QC is the optimum method. Then, its error variance saturates

at around 5 10−4 rad2 for higher flux. At higher flux, the photon noise dominates and all methods

except the QC are identical. Fig. 15 shows a comparison with the CRB as well. The sampling is

equal to Nsamp = 2, which is the optimum for all methods at high flux. At low flux, Nsamp = 1.5

gives only marginally better results, which explains why we did not consider this value.

It is possible to adapt the values of the different method’s parameter as a function of flux

and readout noise to get lower error variances. In the following, we used this adaptation in the

comparison of the different methods in presence of atmospherical turbulence.

6.4 Example of results for real AO systems

Considering the high number of parameters of this study, using one method with one set of param-

eters only is an utopia. The solution is to adapt the parameters of each method depending on the

turbulence strength, the readout noise and the flux.

We will give a comparison of performance for two real systems, Planet Finder (PF) (Fusco et

al. 2005) and the SOAR Adaptive Module (SAM) (Tokovinin et al. 2004), working in two different

configurations (Table 1). PF is a second generation extreme AO for the VLT and SAM is an AO

being built for the SOAR telescope using the Ground Layer AO concept.

The first example (PF) almost can be assimilated to the case of photon noise only, which can

be reached by using a new type of CCD detectors with internal multiplication, L3CCD (Basden
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Figure 16. PF: Variance of the error in rad2 in presence of the atmospheric turbulence (d/r0 = 1) for different centroid methods. Only photon

noise is considered. The vertical dotted line (Nph = 8) represents the limit for which the signal in the brightest pixel is always greater than 2Nr .

The correlation method gives the same results as the WCoG when the same paramters are used.

et al. 2003). The second example (SAM) shows the case of common detectors where both photon

and readout noise are present. The last difference is the sampling: Nyquist for PF and half-Nyquist

for SAM. For each case, we compared the different methods described before, adapting their

parameters in order to reach the best performance.

We will first comment on the detectability limit. Just as a reminder, the detectability limit is

calculated from the occurence of the maximum signal being higher than 2Nr over 1000 iterations

2.4. Here we will show the limit for which the maximum signal is lower than 2Nr at least once.

To give an idea for SAM, the maximum intensity of an average image is equal to about 8% of the

total flux when Nyquist sampled and 14% when half Nyquist sampled (assuming that the center of

the spot is in between 4 pixels). We then conclude that for Nph,min = 70, the maximum intensity

of the spot is too low compared to the readout noise, and all methods relying on this maximum

(like the thresholding) are useless. This limit is equal to Nph,min = 8 for the case of PF. The values

of Nph,min decrease to a few photons for FP and to about 20 photons when we set the purcentage

of occurence to 50%.

In the following we will concentrate on the WCoG, the correlation and the QC. On the figures,

we disgarded thresholding and simple CoG to avoid confusion. Those two methods are not optimal

at low flux and similar to correlation and WCoG at high flux.

Case of PF. Without RON (Fig. 16), all method are equivalent except the QC, as expected.

Considering the computation time down-side of the correlation, it is better to use the simple or

weighted CoG.

The vertical dotted line (Nph = 8) represents the limit for which the signal in the brightest

pixel is always greater than 2Nr. If the signal happens to be lower for one iteration, we remind

that the measure is not taking into account (see section 2.4).
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Figure 17. SAM: Variance of the error in rad2 in presence of atmospheric turbulence (d/r0 = 2) for SAM with a sampling of Nsamp = 1. Both

photon and readout noise are present. The vertical dotted line (Nph = 70) represents the limit for which the signal in the brightest pixel is always

greater than 2Nr .

Case of SAM. If the RON increases (Fig. 17), the results do not change when the number

of photons is high enough – NPh > 300 for Nr = 5 – since the error variance is limited by the

atmospheric turbulence.

To reduce the impact of the noise, we used a positivity constraint (use a theshold such as

T = 0) on the images before applying any method.

For low flux, the QC is 1.5 times better, assuming the optimistic case where the FWHM and

hence the response coefficient γ are known. This is linked to the high readout noise and the under-

sampling. The two other methods however either do not rely on the knowledge of the FWHM or

allow to measure the FWHM with accuracy since we have a direct access to the shape of spot,

which is not the case for QC. Moreover, the results are better at high flux. Therefore, if the error

budget allows it, the simplest and more reliable method, which is the WCoG, must be chosen, even

if it is not the best at low flux.

6.5 Implementation issues

From those results, it is essential to consider the implementation issues of the WFS before making

a final choice. In the following we will give some comments for the different methods.

• The QC. The advantage of this method is the low number of pixels (only 2 × 2), even if in

practice we often use more pixels. However, there is an unknown which is the exact FWHM of the

spot in presence of turbulence. This FWHM must be known to get a response coefficient γ = 1.

Considering the poor sampling of the image, it is difficult to calculate the spot size from the data.

Moreover, this method is non-linear. The QC method can be interesting though in case of a very

high readout noise and small values of d/r0.

c© 0000 RAS, MNRAS 000, 000–000
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• The CoG and its improvements. The subaperture field is typically of 6 × 6 or 8 × 8 pixels.

The pure CoG is very sensitive to noisy pixels when the signal is low compared to the readout

noise or when the turbulence is high. Improvement can be achieved by optimizing the threshold

or by using a WCoG. The last one gives the best results when adapting the rms size of the Fw as a

function of flux and readout noise.

Moreover, the response coefficient γ depends on the FWHM of the spot like for the QC. How-

ever, in that case it will be easier to determine γ since we have a direct measurement of the spot.

The procedure will be to recenter and average off-line individual frames in order to obtain a re-

centered long exposure image and then derive the FWHM value from this direct data. Then, this

value of FWHM will be used in the next measurement.

• The correlation. The computation for this method is more complex, especially when over

sampling is needed to estimate the peak position of the correlation function. The thresholded CoG

gives the best estimation of the peak position of the correlation function, since the adaptation

of the threshold allows to deal with either high readout noise or high atmospheric turbulence.

Other methods are not as robust and give higher error in presence of atmospheric turbulence. The

advantage of COR is that the response coefficient does not depend on the spot size and shape.

7 CONCLUSIONS AND FUTURE WORK

In this paper, we gave a practical comparison of different methods of centroid calculation in a

Shack-Hartmann wavefront sensor. We studied some variations of the center of gravity such as

WCoG, thresholding and quad cell. We also considered the use of the correlation to determine

the spot positions. The first part of the paper was focused on the simplified case of Gaussian spot

or diffraction-limited spot without atmospheric turbulence, while the second part considered all

sources of error.

We are not presenting here a real recipe but a methodology to calculate the error of a SH

wavefront sensor. This study can be applied to different domains by changing the parameters and

the shape of the spot.

We first show a good understanding of the theory in the case of a Gaussian spot. For this

particular case, the formulae can be used directly to estimate the noise in the WFS.

For diffraction-limited spot and spots distorted by atmospheric turbulence, the derivation of

such formulae is more challenging. Therefore, we have studied the methods mainly by simulation.

The comparison is given in two different cases: with and without readout noise for a strength of

c© 0000 RAS, MNRAS 000, 000–000
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turbulence equal to d/r0 = 2. The best method would be the WCoG, with adapting the size of the

weighting function, which does not require a complicated implementation.

The correlation gives also good results and good detectability by adapting the threshold value

to the flux and the RON considered. One can notice as well that at high flux, the correlation

and the simple CoG give smallest errors and are similar. It is safe to say that for point sources the

correlation method is not worth using, considering the complexity of its implementation. However,

in presence of elongated spots it is the best method (Poyneer et al. 2003). We are planning to

continue this study.

For lower turbulence, the QC is very efficient for high readout noise and leads to simpler

detectors.

The conclusion though is that we do not have a magic method. However, the WCoG gives

the optimum results independently of the signal to noise ratio when adjusting the FWHM of the

weighting function. The study was made in the context of detailed designs and trade-offs where

simplified analytical formula do not apply in the prediction of the WFS behavior. We also show

the complexity of the problem and the importance of the contribution of each error in the budget

for the comparison of different methods (or more generally different type of WFS).
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APPENDIX A: NOISE EXPRESSION IN THE CASE OF A DIFFRACTION LIMITED

SPOT

In the case of a diffraction limited spot and a Poisson statistics (photon noise case), the eq. 11 is

no longer valid. Indeed, there is some signal contained in the wings of the PSF leading to photon

noise. The size of the window has to be optimized. The photon noise variance (for one direction)

can be expressed for this case as

σ2
φ,Nph

=

(

2πd

λ

)2
1

N2
ph

∫ W/2

−W/2

∫ W/2

−W/2

x2〈P 2(x, y)〉dxdy (A1)
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with P (x, y) the sinc2 shape of the spot (cf Eq. 2). Because we are in presence of photon noise

only in this case, 〈P 2(x, y)〉 = P (x, y) and therefore we can write:

σ2
φ,Nph

=

(

2πd

λ

)2
1

Nph

∫ W/2

−W/2

x2sinc2

(

x

λ/d

)

dx

∫ W/2

−W/2

sinc2

(

y

λ/d

)

dy. (A2)

Thus,

σ2
φ,Nph

=
4

π

W

Nph
(1 − sinc (πW ))

∫ πW

0

sinc2(y)dy, (A3)

where W is the sub-aperture FoV expressed in λ/d units (W = Wp.dp/λ, with p the pixel size in

radians). The function 1− sinc (πW ) tends to 1 (with some oscillation) and
∫ πW

0
sinc2(y)dy tends

to π/2 when W tends to infinity. In that case, Eq. A3 can be approximated by

σ2
φ,Nph

≈ 2
W

Nph

. (A4)

APPENDIX B: NOISE CALCULATION FOR THE CORRELATION METHOD

Here, we consider the case where the reference Fw is a known, deterministic function. Let’s s be

the threshold and D the domain where C(x, y) > s, and Dc the domain where the functions are

defined. Then

xcorr =

∫

D
x [C(x, y) − s] dxdy

∫

D
[C(x, y) − s] dxdy

=
Ng

Dg
, (B1)

where Ng is the numerator and Dg the denominator. If we assume that the fluctuations of Dg are

negligible compared to those of Ng, we find that:

σ2
x,COR =

〈N2
g 〉 − 〈Ng〉2
〈Dg〉2

, (B2)

where

〈N2
g 〉 − 〈Ng〉2 =

∫

D

∫

D

xx′σ2
C(x, y, x′, y′)dxdydx′dy′, (B3)

where σ2
C(x, y, x′, y′) is the variance of the correlation function. We can show that

σ2
C(x, y, x′, y′) =
∫

Dc

∫

Dc

Fw(u, v)Fw(u′, v′) [〈I(u + x, v + y)I(u′ + x′, v′ + y′)〉

− 〈I(u + x, v + y)〉 〈I(u′ + x′, v′ + y′)〉] dudvdu′dv′. (B4)
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Since

[〈I(x, y)I(x′, y′)〉 − 〈I(x, y)〉 〈I(x′, y′)〉] =






σ2
b (x, y), if (x, y) = (x′, y′)

0, if (x, y) 6= (x′, y′)
(B5)

where σb(x, y) is the noise density. In presence of readout noise, which is a white noise, σb is

a constant equal to Nr.

σ2
C(x, y, x′, y′) = N2

r

∫

Dc

Fw(u, v)Fw(u + x − x′, v′ + y − y′)dudv (B6)

Therefore, a development of Eq. B2 gives:

σ2
x,COR,Nr

= N2
r

∫

D

∫

D
xx′
[

C〈Fw〉(x − x′, y − y′)
]

dxdydx′dy′

〈Dg〉2
, (B7)

where C〈Fw〉 is the autocorrelation function of Fw. σ2
x,COR,Nr

is given in pixels2.

A simplified expression of Eq. B7 can be derived using the following approximation:

C〈Fw〉(x, y) ≈ CI(x, y)(Dc ⊗ Dc)(x, y) (B8)

close to the maximum. Then, we can fit the function near the maximum by a parabola as:

CI(x, y) = N2
ph

(

1 − x2 + y2

2δ2

)

(B9)

where δ is the FWHM of C〈Fw〉.

We finally find

σ2
x,COR,Nr

=
4δ2N2

r

N2
ph

. (B10)
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12.2 Estimation par corrélation en présence d’une sourcéetendue

L’article [Michau et al. 2006], reproduit à la fin de ce paragraphe, a pour objectif de caractériser
l’estimation de la pente locale du front d’onde incident surune micro-lentille de shack-Hartmann,
lorsque la source de référence est étendue. Plusieurs estimateurs du déplacement de l’image obtenue
au plan focal de la micro-lentille sont considérés et comparés. En particulier, à l’image de ce qui est
fait dans l’article précédent, différentes techniquesd’estimation du maximum du pic de corrélation
sont comparées en elles, puis à un estimateur plus classique : le centre de gravité de l’imagette
seuillée. Les estimateurs basés sur la corrélation considérés ici sont le barycentre du pic de corrélation
seuillé et le fit parabolique.

Cependant, à la différence de ce qui a été fait pour [Thomas et al. 2006], la référence de la
corrélation n’est pas une fonction analytique mais l’une des imagettes obtenues sur le Shack-
Hartmann. En effet, l’analyse de front d’onde sur scène étendue est généralement réalisée sans que
l’on ait de connaissance préalable précise sur la scène observée. Le meilleur modèle de l’imagette
Hartmann est alors une autre imagette obtenue dans le même temps. Deux points viennent alors
dégrader l’estimation de position : le recentrage de l’imagette de référence et sa dégradation par le
bruit de photons et de détecteur.

L’article [Michau et al. 2006] compare dans un premier tempsles estimateurs basés sur la
détermination du maximum du produit de corrélation par simulation numérique. La simulation
intègre une scène étendue de dimension supérieure au champ d’une sous-pupille. L’imagette dans
le plan focal du Shack-Hartmann occupe50 × 50 pixels, et est dégradée uniquement par du bruit
de photons. On montre que dans ces conditions, les performances de ces différents estimateurs
sont pratiquement identiques. Nous avions déjà tiré uneconclusion similaire des études menées
dans [Thomas et al. 2006] en présence d’une source ponctuelle. Pour cette raison, ici encore, seul
l’estimateur basé sur le calcul du centre de gravité du picde corrélation seuillé est étudié dans la suite
de cette publication.

De plus, la même simulation montre que la relation analytique : σ2
corr , det =

4a2σ2
noise

Cmax

exprimant la variance de l’erreur d’estimation dans le cas d’un bruit gaussien et stationnaire (bruit
de détecteur, [Michau et al. 1992], annexe B de [Thomas et al. 2006]) représente fidèlement la
variance de l’estimation réalisée ici. Or le cas simulé ici ne considère que le seul le bruit de photons.
Etant donné qu’à fort flux, un bruit à statistique poissonnienne tel que le bruit de photons peut être
considéré comme un bruit gaussien non stationnaire, on montre ici qu’il n’est pas nécessaire de
prendre en compte la non stationnarité du bruit lorsque l’on travaille sur scène étendue. Une étude
expérimentale du problème a permis de valider cet effet.

La caractérisation du comportement de l’estimateur basésur la corrélation effectuée, il est
possible de comparer cet estimateur avec le simple centre degravité de l’imagette, toujours dans la
cas d’une scène étendue. Effectuer cette comparaison dans le cadre d’une source plus large que le
champ d’une sous-pupille est malaisé : l’estimateur centre de gravité n’est clairement pas adapté à
ce type de source et la comparaison n’a pas vraiment de sens. On a choisi de se placer dans un cas
où la source reste limitée, mais structurée. C’est le caspar exemple des sources guides générées par
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étoile Laser. Afin de pouvoir dégager des lois de comportement analytiques des deux estimateurs, on
a considéré une source constituée de deux spots gaussiens, le paramètre d’intérêt de l’étude étant la
distance entre les deux spots.

Après s’être assuré que lorsque les deux spots sont confondus on retrouve une identité de
comportement entre les deux estimateurs centre de gravitéet corrélation, (cf. § 9.2.3), l’étude de
l’évolution de leur performance en fonction de la séparation entre les deux structures de la source
permet de définir deux régimes de fonctionnement pour l’estimateur basé sur la corrélation :

– Lorsque les deux structures de la sources (ie les deux spots) sont bien séparées, l’estimateur basé
sur la corrélation apporte un gain significatif par rapportà l’estimation par centre de gravité,
pour peu que le barycentre du produit de corrélation soit calculé en restreignant le support au
pic principal de corrélation.

– Lorsque les deux spots sont mal séparés, [Michau et al. 2006] montre que l’estimateur basé sur
la corrélation a un comportement similaire à l’estimateur barycentre : la variance de l’erreur
d’estimation de la pente locale du front d’onde croı̂t avec la distance entre les deux éléments
de la source. Par le terme “mal séparés”, désigne ici le cas où la distance entre les deux spots
est inférieure à2 × FWHMspot. Dans ce cas, les trois pics constituant le produit de corrélation
sont partiellement confondus, et la mesure est dégradée.

Cette publication met donc en évidence l’intérêt de la corrélation lorsque la source guide du Shack-
Hartmann est étendue et structurée. Il faut toutefois queles structures de la source soient suffisamment
distinctes pour pouvoir isoler le pic principal de corrélation.
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Shack-Hartmann Wavefront Sensing with Extended Sources
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ABSTRACT

Shack-Hartmann wavefront sensor is widely used for the measurement of phase perturbations induced by turbu-
lence. Such a wavefront sensor relies on the measurement of the image displacements in the lenslet array focal
plane. Different algorithms can be used to estimate this displacement. This paper is dedicated to the analysis
and comparison of their performances. Special attention will be paid to correlation techniques which are well
suited to extended sources.

Keywords: Shack-Hartmann, wavefront sensing, extended source, correlation

1. INTRODUCTION

Wave Front (WF) measurement is commonly linked to a wave, and therefore to an unresolved source when the
light is incoherent. In fact when the light is not coherent, the so-called wave front measurement is often the
measurement of an aberration induced by the propagation medium. This aberration is induced by atmospheric
turbulence in adaptive optics. In case of active optics, it is caused by misalignments of optical system. Moreover,
when the source is smaller than the isoplanatic patch, the aberration seen by all directions in the source is the
same. Since extended sources are only available in some situations, different techniques have been developed for
wave front sensing with extended sources.

In a Shack-Hartmann (SH), the WF is sampled by a lenslet array. The shift of each lenslet focal plane image
is proportional to the mean slope of the WF in the subaperture onto this lenslet. In most Wave Front Sensors
(WFS), the extent of the source reduces the contrast of the signal and hence the WFS performance.1 Since
SH measurements are performed in a focal plane, SH is one of the very few WFS with phase diversity technique
which works with a scene of infinite spatial extent.2–6 In that case, a field stop has to be installed in front of
SH to ensure that the lenslet images do not overlap.

This paper is dedicated to data processing for SH used with extended sources. Its performance is characterized
both analytically and experimentally. However, the relationship between the aberration in the field and the SH
measurement may be quite complex.7 Therefore, we will consider here only situations where each lenslet image
is only shifted but not distorted. That condition implies that the wavefront is well sampled by the lenslet array
(and that the anisoplanatic patch is larger than the field stop).

Two situations have been considered. The first one corresponds to an instrument dedicated to ground
observation where the source is infinitely extended, i.e. larger than the WFS field of view. The second one to a
WFS used with a source smaller than the WFS field of view. It corresponds typically to wavefront sensing with
Laser Guide Star (LGS).

The first part of the paper is dedicated to the description of data processing for Shack-Hartmann with
extended sources. The second part of the paper describes numerical modeling and experiment performed to
validate the proposed data processing when the source is infinitely extended. A preliminary study of data
processing performance with sources of limited extent is presented in the last part.

Further author information: (Send correspondence to V.Michau)
E-mail: vincent.michau@onera.fr, Telephone: +33 (0)1 46 73 47 80
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Figure 1. Example of SH image at 10 x 10 lenslet array focal plane in case of infinitely extended scene.

2. DATA PROCESSING

A typical image of an infinitely extended scene obtained in the lenslet array focal plane is presented in Figure 1.
Each lenslet gives an image of the field stop which does not move. Inside the field stop, the image of the scene
is shifted according to the slope of the WF in the subaperture defined by the lenslet. According to image shift,
some details may appear or disappear near the edges of the field stop image. Therefore, algorithms like Center
of gravity (COG) of the image cannot be used.

The image measured in the focal plane of a lenslet is denoted Im. Since this image is detected with a CCD
or CMOS, Im is spatially sampled. The shift of Im induced by the WF slope in the subaperture is denoted δt.
For sake of simplicity, an image without noise and without shift is assumed to be known. This image is called
the reference image and denoted Iref . The maximum value of aberrations measured with the WFS may be
estimated. From it, the maximum value of the shift amplitude, max(δt) may be deduced. We define a domain
denoted D in the field of view whose limits are at distance max(δt) from the field stop sides. Therefore details in
the measured image which are inside the domain D may be retrieved in the reference image. This is illustrated
in Figure 2. When the SH is used in active or adaptive optics, once the loop closed, the size of D may be adjust
close to the field stop one.

For pixels ri inside D:
Im(ri) = n(ri) + Iref (ri + δt), (1)

where n(ri) is a noise term.

The maximum likelihood approach is chosen in order to estimate δt.
8 The stochastic process being the noise

in Im, the estimate of δt, denoted δML is:

δML = Argmax
δ

(P (Im/δ, Iref )) (2)

In case of Gaussian noise statistics, δML is then given by:

δMLg
= Argmin

δ

(
∑

ri∈D

|Im(ri) − Iref (ri + δ)|2
)
. (3)
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Figure 2. Measured image and Reference image.

∑
ri∈D |Im(ri)|2 does not depends on δ. If the extent of the source is smaller than the field stop,

∑
ri∈D |Iref (ri + δ)

does not depends on δ either. δML writes:

δMLg
= Argmax

δ

(
∑

ri∈D

Im(ri)Iref (ri + δ)

)
. (4)

If the source is larger than D, the dependence of
∑

ri∈D |Iref (ri + δ)|2 with respect to δ may be neglected. δMLg

is biased with infinitely extended scene. We will check further if this bias has some impact on the accuracy of
the SH measurement.

Finally, δMLg
maximizes a correlation-type function between Iref and Im denoted C. It has to be stressed on

that this function is a discrete sum since Im is sampled but thatIref is assumed to be a continuous function at
this point. This correlation function is slightly different from the proposed one in,6 in the sense that C properties
are unchanged whatever the image shift. As a matter of fact, the accuracy of the proposed shift estimate will
be the same whatever the aberration. However, both methods are quite similar when the SH is used in closed
loop, with adaptive optics for example.

In case of Poisson noise statistics, i.e. photon noise, it can be shown that the estimate δMLp
maximizes the

correlation between Im and the logarithm of Iref . As in Gaussian noise case, this estimate is unbiased if the
extent of the source is limited but biased in case of infinitely extended scene.

A subpixel determination of δML is required to obtained accurate WF slope measurements. Unfortunately,
in general, Iref is measured and spatially sampled. Therefore, C, the correlation function between Im and
Iref (or ln(Iref ) is also sampled. Two equivalent methods can be used to obtained δML subpixel estimate.
Either interpolation of Iref then calculation of C, or calculation of sampled C from sampled Iref and Im then
oversampling of sampled C.

Different methods have been proposed for subpixel determination of the position of C maximum: undersam-
pling,9 thresholding and calculation of the center of gravity of sampled C main peak,3 quadratic fitting of C
around maximum.6

We tested these methods by studying their robustness and their sensitivity to noise and found them quite
equivalent. In the following, the method based on thresholding and calculation of the center of gravity of sampled
C main peak will be used.

Once the method chosen, analytical expressions of δML variance were derived as functions of image charac-
teristics in case of Gaussian noise. In case of stationary noise statistics:

σ2
δML

=
4a2σ2

Im

Cmax

, (5)

where σ2
Im

is the noise variance in image Im. a andCmax are parameters defined as: E (C(r − δt)) = Cmax(1− r2

2a2 )
where E (C) is the expected value of C. Cmax is the maximum value of E (C). a is the half width at half maximum
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Figure 3. Variance of the shift estimates as function of image SNR. Dotted line: estimate by thresholding and COG of
the correlation. Dashed line: estimate by quadratic fitting. Straight line: analytical expression given in equation 5.

of the correlation peak. a is related to the size of details in the image. In case of anisotropy of the correlation
peak, equation 5 may be modified to take it into account. Cmax is quadratic function of total number of photons
in the image inside domain D.

In some conditions, it is not possible to get a reference image without noise. However, in case of stationary
Gaussian statistics, provided that Im and Iref are independent, same approach may be performed. In that case,
δML variance generalizes:

σ2
δML

=
4a2(σ2

Im
+ σ2

Iref
)

Cmax

, (6)

were σ2
Iref

is the noise variance in the reference image.

Analytical expression may also be derived when image noise statistics are not stationary. In case of high
flux level, Poisson noise can be approached by unstationary Gaussian noise. This situation was considered since
Photon noise is frequently dominant compared to read out noise for high flux level. However, the obtained
expression is not very tractable since it involves a triple correlation type function of Iref :

σ2
δML

=
b2Tmax

C2
max

, (7)

where b is a parameter linked to the shape of the triple correlation and Tmax the maximum value of the triple
correlation. However, this result shows as expected that σ2

δML
is proportional to the inverse of the number of

photons in the image. This expression will not be used in the following.

3. WAVEFRONT SENSING WITH INFINITELY EXTENDED SCENE

3.1. Numerical modeling

We tested photon noise effect on δML variance using a numerical modeling. The estimate obtained with Gaussian
statistics is used since high enough flux levels were considered and because this estimate is simpler to implement.
The scene is chosen to be representative of terrestrial visible scene (see Figure 2). From this 50 per 50 pixel
image, 400 independent noisy images are obtained. The variance of δML is plotted on Figure 3 as a function of
the ratio between the mean signal divided by the mean standard deviation of the noise in image. As previously
mentioned, results obtained by quadratic fitting or thresholding and COG of the correlation are very close.
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Figure 4. Schematic diagram of the optical set up .

Moreover the predicted value by equation 5 is in good accordance with numerical modeling. It confirms the
ability to predict noise effects with analytical expression. Moreover, analytical noise prediction does not require
to take into account the fact that noise is not stationary when terrestrial scene is used.

3.2. Experimental results

The data processing presented in the previous paragraph have been tested on data recorded with a laboratory
experimental set up. Conditions representative of active optics for ground observation were chosen. The wave-
front is perturbated by low order aberrations. The source is a terrestrial scene. The schematic diagram of the
optical set up is presented in Figure 4. The principal components of the SH are a field stop, a collimating lens,
L3, a 10 per 10 lenslet array and a CCD. The size of a field stop lenslet image is 50 per 50 pixels. The image is
sampled according Shannon criterion. The read out noise of the CCD is lower than 10 phe−. The pupil defined
by the lenslet is conjugated by L3 with L2. The field stop is conjugated with the source by L1 and L2 lenses. Two
kinds of sources installed in the L1 focal plane may be used. The unresolved one, a monomode fiber, permits to
measure aberrations with a SH used in classical conditions. The second one, an enlightened slide representing a
terrestrial scene, is used for correlation testing. Figure 1 represents an image recorded in the lenslet focal plane
when the slide is used.

In order to test the accuracy of our processing, we realized a defocus by shifting lens L2 of 1 mm along the
optical axis. We first measured the wavefront with the unresolved source, by doing a classical COG onto the
spots in lenslet array focal plane. Then, we measured it with the extended scene, by doing correlation on the
lenslet images of it. One of the lenslet images recorded is used as reference. WF reconstruction is performed on
55 Zernike modes. Reconstructed wavefronts obtained from measurements performed with the fiber are presented
on figure 5 (a) and those obtained with the slide on figure 5 (b). The Zernike coefficient corresponding to defocus,
a4 is 5.820 rd when unresolved source measurements are used, 5.824 rd with extended scene measurements. This
result demonstrates an excellent wavefront measurement accuracy with the proposed data processing. We had
to stress on the fact that shift estimates are given with δMLg

which is biased in the present case. This bias does
not seem to greatly induce errors on aberration estimate even with a rather large aberration, i.e. with image
shifts of several pixels in the lenslet array focal plane. Moreover, the quality of the lenslet array is good enough
to insure that all the lenslet images may be processed with the same reference image.

We studied also the measurement fluctuations. 100 wavefront measurements have been performed with
extended scene and correlation for three different light levels. In order to analyze the sources of errors, the
fluctuations onto the image shifts were not only studied as they were in the numerical modeling presented in
paragraph 2 but also Zernike coefficients obtained from these measurements. The variances estimated with these
coefficients are presented on Figure 6 as a function of the mode number. The fluctuations of slope measurements
induced by noise in the lenslet images are not correlated between subapertures. The corresponding Zernike
coefficient variance spectrum should follow a i−1 power law.10 However, this decrease is only observed for the
highest order Zernike modes on Figure 6 (a). Another source of fluctuations is predominant at lower order modes.
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(a) (b)

Figure 5. Reconstructed wavefronts from measurements: (a) unresolved source measurements, (b) infinitely extended
scene measurements .

The results presented on Figure 6 (b) are obtained when the mean signal in the image is increased by a factor 10.
As seen in numerical modeling the measurement noise level decreases roughly by the same factor. However, the
other source of fluctuations does not decrease. It becomes predominant in a large part of the spectrum. Finally,
for the highest light level (see Figure 6 (c)), the noise level is negligible whatever the Zernike mode.

In fact, low order Zernike coefficient variances decrease according to a −11/3 power law. This behavior
suggests that the fluctuations may be induced by turbulence. Assuming that the source of fluctuations was
the turbulence in the lab, the set up was modified in order to reduce air movements around the optical path.
The results obtained with the modified set up are presented on Figure 6, cases (d), (e) and (f). The fluctuation
variances which are not sensitive to light level are reduced by a factor 10 by comparison with the results obtained
without protection. This confirms that the low mode fluctuations are probably induced by turbulence in the
laboratory. At this point, it is necessary to put the stress on the low level of the fluctuations of the SH
measurements which denotes a great stability and accuracy of the experimental set up.

Once this source of fluctuations reduced, the noise spectrum level appears clearly whatever the light level.
From the noise propagation coefficient, it is now possible to calculate the image shift estimate variance knowing
the Zernike coefficient noise spectrum level.10 The variance of the noise induced image shift estimate may also
be calculated using the analytical approach given in paragraph 2. Since the lowest light level corresponds to a
mean number of photoelectron per pixel of 100, the photon noise is predominant compared to CCD read out
noise. Moreover, the Poisson statistics can be approached by Gaussian statistics. Finally, the noise in the images
can be approached by an unstationary Gaussian noise whose variance is equal to the pixel light level temporal
average. As seen in the numerical modeling performed in paragraph 3.1 the variance of the shift estimate can be
reasonably obtained with the stationary Gaussian noise expression 5. By using it, we obtained a noise induced
shift image variance in good accordance with the value obtained from the measurements. For example, both are
inversely proportional to light level as expected.

Finally, this experiment validates the use of the data processing proposed in paragraph 2 in conditions
representative of active optics for ground observation. Excellent measurement accuracy has been obtained.
The influence of the flux level has been studied: the analytical expression derived to predict wavefront sensing
performance is confirmed experimentally.

4. WAVEFRONT SENSING WITH LIMITED EXTENDED SCENE

On one hand, classical COG does not works with infinitely extended scene image and specific algorithm like
correlation is required. On the other hand, when source is unresolved, for example in Adaptive Optics (AO) for
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(a) (d)

(b) (e)

(c) (f)

Figure 6. Zernike coefficient variances for different light levels. (a), (b), (c): unprotected optical setup. (d), (e), (f):
protected optical setup. Mean number of photoelectrons per pixel(spatial and temporal average): (a) and (d) 100, (b)
and (e) 1000, (c) and (f) 10000.
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Figure 7. Image of two separated Gaussian spots . σT = 1 pixel, d = 0.75 pixels .

stellar astronomy, quad-cell, COG or Weighted COG11 are used. In that last situation, no structure appears in
the image or the structures due to wavefront undersampling are unknown. Correlation based techniques using
structures in the images cannot bring significant gain.12

When wavefront sensing for astronomy with Laser Guide Star (LGS), the source is the fluorescence of atoms
in the 95 km high sodium layer. The sodium thickness determines the laser guide star spot elongation as viewed
from a subaperture. This elongation will dramatically increase with the next generation of telescopes, that is
the extremely large telescopes compared to a 8 m telescope. Moreover, inside the elongation, some structures
may appear since the sodium layer is stratified.

In order to analyze if correlation could bring a gain in such situation, the behavior of COG and correlation
technique for shift estimation has been studied when a source of limited extent including structures is used.
Since both of them are unbiased estimators, variance of the shift estimate function of noise in the image is only
studied. Since astronomical application is considered, the image fluctuations are photon noise limited.

The image chosen for the study is composed of two spots. The separation between them is a parameter, d.
Gaussian shape is chosen since analytical expressions can be easily derived:

E(I(x, y)) =
Nph

4πσ2
T

[
e
−

(x+d)2+y2

2σ2
T + e

−
(x−d)2+y2

2σ2
T

]
, (8)

where:

Nph =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

E(I(x, y))dxdy.

Such an image is presented on Figure 7.

The simple case where d = 0, that is the single spot case, may be first analyzed. An analytical approach was
first chosen. The variance of the COG shift estimate is well known1:

σ2
δ1cog

=
σ2

T

Nph

. (9)

Since an analytical expression of the image is available, the variance of the correlation shift estimate may be
directly derived. The calculation is performed by COG of the correlation function without thresholding. Same
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Figure 8. Variance of shift estimates in case of single Gaussian shaped spot. σT = 0.75 pixel .

expression as for COG is obtained:

σ2
δ1corr

=
σ2

T

Nph

. (10)

A numerical modeling was performed in order to validate these results. For each level of light, 100 noisy
images are generated. The variance of both estimates are calculated from this set of images. The variances of
COG and correlation estimates are plotted on Figure 8 as a function of the overall average number of photons per
image, Nph. The variances of the COG estimates obtained analytically and numerically are the same. Finally,
this confirms that correlation does not bring any gain compared to COG in case of a single spot.

In a second step, we consider the case where d is large with regards to σT . Both components of the image
are well separated. With an identical analytical approach, the variance of the COG estimator coordinate along
the direction defined by the two spots has been calculated :

σ2
δ2cog

=
σ2

T + d2

Nph

. (11)

The variance of COG estimator depends on the spot width but also on the two spot separation, d. In fact, it
depends on the overall dimension of the image. In the the same way, the variance of the correlation estimator
coordinate was derived. However since d≫ σT , the two spots are well separated and so are the three correlation
peaks. We have estimated the position of the maximum after windowing the central peak :

σ2
δ2corr

=
σ2

T

Nph

. (12)

The variance of the correlation estimator coordinate depends only on the spot width because of the windowing.
If the position of the correlation maximum were estimated by doing the COG of the overall correlation function,
same result as COG would have been obtained. A numerical modeling was performed in order to validate these
results in a way similar to the single spot one. The variances of COG and correlation estimates are plotted on
Figure 8 as a function of d. As predicted by equation 11, the variance of the COG estimator is proportional to d2

when d ≫ σT . As predicted by equation 12, the variance of the correlation estimator is not function of d when
d≫ σT . When d and σT are of the same order of magnitude, the three peaks of correlation function cannot be
separated: behaviors of COG and correlation are very similar.
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Figure 9. Variance of shift estimates in case of a double Gaussian shaped spot. σT = 0.75 pixel .

Finally, the COG of the image is an estimator which does not make use of the information given by structures
inside the image. On the contrary, correlation does. For data processing of SH working with structured sources
like LGS for ELT, correlation may bring a gain compared to COG or similar methods.

5. CONCLUSION

A study dedicated to Shack-Hartmann with extended source has been presented. This study was restricted
to the simple case where the measurement in each subaperture may be described by an image shift. When
the extent of the image is limited, the estimate given by the maximum likelihood approach is the shift of the
correlation function between the current image and an reference image. In case of an source extent larger than
the Shack-Hartmann field of view, the estimate given by correlation is biased.

The case of an infinitely extended scene has first been considered. In that case, the source is larger than
the Shack-Hartmann field of view. However a correlation-like technique is proposed. A method is described for
the estimation of the correlation maximum position: thresholding and calculation of the Center of Gravity of
correlation peak. Analytical expressions predicting performance of such an estimate as a function of the noise in
the image and the spatial content of the image was derived. The main one was numerically validated. Moreover,
the whole Shack-Hartmann data processing was tested with experimental data representative of active optics for
ground observation. The bias identified in the theoretical study appears to be negligible. The obtained results
demonstrate that the proposed data processing is a robust and accurate technique.

Sources of limited extent were also considered. The influence of structures inside the source image onto shift
estimators accuracy has been studied. Preliminary analytical calculations and numerical modeling have shown
that correlation based technique may bring a gain compared to classical center of gravity on image. In fact this
situation can be encountered with Adaptive Optics and Laser Guide Star for Extremely Large Telescope.
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12.3 Conclusions sur la corŕelation

Les deux publications présentées dans cet article mettent en évidence une grande similitude de
comportement entre les estimateurs basés sur la corrélation et les estimateurs plus classiques basés sur
le calcul du barycentre de l’image, seuillée ou pondérée. Deux cas distincts doivent être considérés :

– Le cas d’une source ponctuelle : les estimateurs basés surla corrélation n’apportent alors pas de
gain significatif par rapport aux estimateurs basés sur le calcul du barycentre du spot Hartmann
(CdG seuillé et CdG pondéré). En effet, quel que soit le flux, il est possible d’obtenir des
performances similaires avec l’une ou l’autre classe d’estimateurs, en prenant soin d’adapter
les paramètres de la détection (seuillage pour le CdG, FWHM de la pondérante pour le CdG
pondéré). A fort flux, c’est l’estimateur CdG qui est comparable à l’estimation basée sur la
corrélation, tandis qu’à faible flux, c’est le centre de gravité pondéré qui permet d’atteindre
des performances identiques. Dans un cas comme dans l’autre, la complexité des calculs étant
augmentée dans le cas des estimateurs basés sur la corrélation, ces derniers semblent au final
moins intéressants que les estimateurs basés sur le centre de gravité.

– Le cas d’une source étendue : Dans ce cas, la corrélation reste l’outil de détection incontour-
nable lorsque la dimension angulaire de la scène servant desource guide à l’analyse de front
d’onde est supérieure au champ d’une sous-pupille. C’est le cas par exemple en imagerie
solaire et terrestre. Lorsque la dimension angulaire de la source est inférieure au champ d’une
sous-pupille, comme dans le cas de l’AO assistée par étoile Laser, la corrélation peut également
apporter un gain significatif sur l’estimation de la pente dufront d’onde. Cependant, dans
un cas comme dans l’autre, il est important de souligner que les algorithmes de corrélation
nécessitent la connaissance de la forme du spot, et qu’il sont généralement peu robustes aux
erreurs de modèle.
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Conclusion

Le travail de thèse présenté dans ce manuscrit avait pourbut l’étude de la problématique globale
de l’analyse de front d’onde pour les systèmes d’optique adaptative de nouvelle génération. Dans
le contexte général du développement de nombreux systèmes pour les grands télescopes existants
et pour les futursextremely large telescopes, une approche générale de cette problématique est
nécessaire pour identifier les points critiques nécessitant une étude approfondie.

Les optiques adaptatives qui ont motivé ce travail sont de deux sortes :

– Les systèmes à faible champ, pour lesquels l’analyse de front d’onde et la correction sont ef-
fectuées sur axe, et qui ne nécessitent pas la connaissance du volume de turbulence. Il s’agit
principalement des systèmes d’AO conventionnels et d’optique adaptative à très haute perfor-
mance, appelée AO extreme (XAO).

– Les systèmes à large champ, pour lesquels il est indispensable d’accéder à la connaissance de
la répartition volumique de la turbulence. Il s’agit des systèmes d’optique adaptative multi-
conjuguée (MCAO), d’optique adaptative dédiée à la correction de la turbulence localisée à
proximité de la pupille (GLAO) et d’optique adaptative multi-objet (MOAO).

En ce qui concerne les systèmes à faible champ, la problématique se réduit à la gestion du budget
d’erreur de l’analyse de front d’onde d’une optique adaptative conventionnelle, l’un des problèmes
principaux étant l’amélioration de la robustesse au bruit de la mesure de front d’onde. Dans le cas des
optiques adaptatives à large champ le problème est plus complexe car la connaissance du volume de
turbulence nécessite l’utilisation de plusieurs étoiles guides et d’une procédure de reconstruction en
trois dimensions de l’atmosphère turbulente. La qualitéde l’analyse de front d’onde dépend alors de
trois facteurs :

– La présence d’étoiles pouvant servir de guides à l’analyse.
– Le concept d’analyse de front d’onde considéré.
– La performance des senseurs de front d’onde.

Ceci nous a naturellement conduit à découper ce travail dethèse en trois volets :

– Une étude de la couverture de ciel pour les AO à large champ. Il est en effet primordial lors de
la définition des instruments de pouvoir caractériser la fraction du ciel sur lequel un instrument
nécessitantN étoiles guides de magnitude inférieure ou égale à une magnitude limite donnée
pourra délivrer sa performance nominale.

– Une étude de performance des deux concepts d’analyse de front d’onde actuellement proposés.
Leur sensibilité au bruit et leur capacité à permettre une reconstruction efficace du front d’onde
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sont deux points critiques.
– Une étude de la performance d’un type de senseurs de front d’onde : l’analyseur de Shack-

Hartmann. Ce choix est motivé par la large utilisation qui est faite de ce senseur en optique
adaptative pour l’astronomie. Notons que cette étude est d’un intérêt commun à l’ensemble des
systèmes cités ci-dessus.

Ces trois volets constituent les trois parties principalesdu manuscrit présenté ici. Ces études nous
ont permis d’obtenir des résultats tout à fait intéressants, et ont soulevé de nombreuses questions et
perspectives.

Bilan

La couverture de ciel pour une AOà large champ

L’étude de couverture de ciel présentée dans la partie IInous a permis de souligner les limitations
de la définition communément admise de la couverture de ciel pour la multi-analyse. En effet, celle-ci
prend en compte le nombre d’étoiles guides présentes dansle champ et leur magnitude, mais part
du principe que du moment que le nombre d’étoiles guides requis est atteint, le champ d’intérêt
scientifique est corrigé dans son ensemble. Or dans le cas d’étoiles guides naturelles, la répartition
des étoiles dans le champ peut avoir une influence considérable sur la capacité de l’instrument à
atteindre sa performance, en particulier si le nombre d’étoiles est faible.

Nous avons donc proposé une redéfinition de la notion de couverture de ciel, prenant en compte
comme précédemment le nombre d’étoiles présentes dansun champ donné et leur magnitude limite,
mais aussi la fraction de la surface du champ d’intérêt scientifique effectivement couverte par les
étoiles guides. Pour effectuer ce travail, nous avons ét´e amené à définir quatre champs différents pour
l’analyse de front d’onde en MCAO :

– Le champ technique, dans lequel l’analyse de front d’onde recherche les étoiles guides.
– Le champ scientifique, dans lequel l’objectif de performance doit être atteint
– Le champ observable, qui est le champ dans lequel les étoiles guides permettent d’atteindre

l’objectif de performance.
– Et finalement le plus important : le champ corrigé, qui est l’intersection du champ scientifique

et du champ observable.
Nous proposons de corriger la définition usuelle de la couverture de ciel en la multipliant

simplement par la fraction du champ scientifique représentée par le champ corrigé. Cette nouvelle
définition de la couverture de ciel a été appliquée au casdu démonstrateur d’optique adaptative
multi-conjuguée (MCAO) de l’observatoire austral europ´een (ESO). On a alors montré que ce nouvel
algorithme fournit des résultats plus réalistes que l’algorithme classique et permet une estimation
plus précise de la performance accessible par un instrument donné face à une configuration d’étoiles
donnée.
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Les concepts d’analyse de front d’onde pour l’AOà large champ

L’étude des concepts d’analyse de front d’onde présentée en partie III nous a permis d’évaluer et
de comparer les performances des concepts d’analyseStar OrientedetLayer Oriented. On a souligné
que chaque concept possède une limitation intrinsèque àsa façon de réaliser la mesure : la sensibilité
au bruit de détecteur pour leStar Oriented, la sensibilité à la turbulence d’altitude lorsque les étoiles
guides n’ont pas le même flux pour leLayer Oriented.

Toutefois, on a montré qu’il est possible dans les deux cas d’optimiser la gestion des directions
d’analyse et d’améliorer significativement les performances des concepts. Dans le cas duStar Orien-
ted, l’optimisation proposée est un processus numérique, consistant en un calcul des coefficients de
gain optimaux pour chaque mode mesuré dans chaque direction d’analyse. Pour leLayer Oriented,
on a montré qu’il est nécessaire d’envisager une optimisation à la fois optique et numérique. En effet,
l’un des enjeux de cette optimisation est de limiter l’écart de flux entre les étoiles guidesavant la
mesure des déformations du front d’onde. Ceci ne peut se faire qu’en insérant des densités optiques
sur le trajet de la lumière issue des étoiles guides les plus brillantes. Notons que cela est susceptible
de poser des problèmes de design optique et de complexité de l’instrument.

On montre alors que les performances duStar Orientedoptimisé et duLayer Orientedoptimisé
sont très proches et dépendent peu de la magnitude limite des étoiles guides prises en comptes.
Ces optimisations ont été validées par simulation numérique et expérimentalement. La validation
expérimentale présentée au chapitre 7 nous a permis de confirmer quelques unes des conclusions
du chapitre 6, à savoir l’efficacité de la solution d’optimisation proposée dans leStar Oriented
et la sensibilité duLayer Orientedà la turbulence d’altitude. Elle nous a également permis de
souligner l’importance d’avoir un bon modèle de propagation du bruit pour calculer les coefficients
de l’optimisation.

Enfin, le chapitre 8 a été l’occasion de se replacer dans la perspective globale de la performance
du GLAO. Après avoir discuté de la dualité de la demande deperformance pour le GLAO (une
correction significativeet uniforme), une étude du GLAO optimisé au regard de sa performance
moyenne a été proposée. Cette étude montre que l’approche tomographique est susceptible d’apporter
un gain significatif en performance lorsque les étoiles guides sont rares et réparties aléatoirement
dans le champ, mais aussi lorsqu’elles sont localisées en bord de champ, comme c’est le cas des
étoiles Laser.

On a montré également que cette approche ne garantit pas l’uniformité de la performance, puis
que la minimisation d’un critère basé uniquement sur l’uniformité de la performance conduit à des
solutions sans intérêt pour l’AO à large champ. La prise en compte de l’uniformité de la correction
dans la reconstruction de front d’onde doit donc être envisagée sous l’aspect d’une optimisation sous
contrainte d’assurer une performance moyenne minimale.
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L’optimisation des algorithmes d’estimation du Shack-Hartmann

Enfin, la partie VI de ce manuscrit nous a permis d’analyser lebudget d’erreur de la mesure de
pente locale du front d’onde réalisée par un senseur Shack-Hartmann. Nous avons proposé dans cette
partie une étude comparative de trois algorithmes d’estimation de la position du spot Hartmann :
le centre de gravité, la corrélation et un nouvel estimateur proposé ici : le centre de gravité du spot
auquel on a appliqué une fonction de pondération gaussienne (appelé ci-après centre de gravité
pondéré). Les erreurs considérées sont la non-linéarité de l’estimateur, l’erreur due aux bruits de
photons et de détecteur, et l’erreur due aux fluctuations turbulentes de la forme du spot.

On a montré en particulier que l’estimateur centre de gravité pondéré présente une meilleure
robustesse au bruit de détecteur que les estimateurs basés sur le centre de gravité et sur la corrélation,
mais qu’il est biaisé. Ce biais peut toutefois être connu et corrigé en connaissant la largeur à
mi-hauteur du spot et de la fonction de pondération qui lui est appliquée en traitement.

On a montré également qu’en présence d’une source ponctuelle, les algorithmes basés sur
la corrélation n’apportent pas de gain sensible en performance à fort flux par rapport au simple
centre de gravité, et qu’elle n’apporte pas de gain significatif à faible flux par rapport au centre de
gravité pondéré. Par contre, ces algorithmes sont plus performants en présence de sources étendues
et structurées. Il est cependant nécessaire d’avoir une bonne connaissancea priori de la forme du spot.

Perspectives

Concernant la couverture de ciel, l’un des enjeux les plus intéressants est sans doute l’application
de l’algorithme proposé ici aux études de couverture de ciel pour les futurs télescopes à très grand
diamètre (ELTs). Il est en effet indispensable de pouvoir statuer sur la capacité des systèmes d’AO
qui équiperont ces télescopes à fonctionner avec des étoiles guides naturelles, car il semblerait
que l’assistance par étoiles Laser de ces instruments soitplus problématique que dans le cas des
télescopes actuels.

Par ailleurs, l’étude de performance et l’optimisation des concepts d’analyse de front d’onde
proposées en partie III nécessitent encore des expériences de validation expérimentale. Ces vali-
dations sont en particulier nécessaires pour leLayer Oriented, qui n’a pu pour l’instant être testé
sur le démonstrateur MAD. Il serait du premier intérêt demener une étude expérimentale de l’effet
de la turbulence d’altitude sur les performances de ce concept en présence d’étoiles guides de flux
différents. ConcernantStar Oriented, de nouvelles validations expérimentales seraient également
bienvenues, en particulier pour étudier de façon plus complète les effets d’erreurs de modèles sur
l’efficacité de l’optimisation proposée. Ces validations pourront avoir lieu sur le banc d’optique
adaptative multi-conjuguée HOMER actuellement en cours de développement à l’ONERA.

Par ailleurs l’étude numérique de la performance du GLAO optimisé que nous avons proposé
au chapitre 8 nécessite elle aussi des validations expérimentales. De plus, cette étude pourra avec
profit être étendue au concept de MCAO dénomméMultiple Field of View, dans lequel le champ
total de l’instrument est séparé en deux champs techniques, l’un étant annulaire et entourant le
second, qui est également le champ d’intérêt scientifique. Dans ce concept, le champ technique
externe annulaire sert à l’estimation de la couche proche du sol, comme dans un GLAO, tandis que
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le second champ sert à la correction de la turbulence d’altitude. Cette discrimination des étoiles en
fonction de leur localisation dans le champ est intéressante car elle permet pour l’étage GLAO de
profiter d’une forte décorrélation de la turbulence d’altitude, mais on pourrait également envisager
de sélectionner les étoiles en fonction de leur magnitude, en utilisant les plus brillantes pour une
optimisation tomographique de la correction du champ d’intérêt scientifique et en gardant les autres
pour une estimation de la couche au sol grâce à un conceptLayer Oriented.

Le lien de cette étude avec l’étude de couverture de ciel présentée dans la partie II reste
également à faire, ainsi que la mise à l’échelle de ces r´esultats à la dimension des ELTs. Par ailleurs,
l’optimisation sous contrainte de l’uniformité de la performance un GLAO reste à développer.

Enfin, pour ce qui est de l’analyseur Shack-Hartmann, de nouvelles validations sont ici encore
nécessaires pour caractériser précisément les performances de l’estimateur centre de gravité pondéré.
Ces validations permettront de justifier le choix d’un algorithme d’estimation pour l’optique adapta-
tive de l’instrument SPHERE. Enfin, les formules de propagation du bruit pour le centre de gravité
pondéré en présence d’un spot allongé ont été écrites, mais aucune étude n’a été menée dessus. Une
étude poussée de ce cas serait très intéressante car elle permettrait de cerner l’apport éventuel de cet
algorithme dans le cas où la source guide est une étoile Laser et de le comparer avec les algorithmes
basés sur la corrélation.

Ce travail nous a permis de proposer des optimisations, pourles senseurs de front d’onde Shack-
Hartmann, pour les concepts d’analyse de frontStar Orientedet Layer Oriented, et pour le système
Ground Layer Adaptive Optics. Toutefois, nous n’avons pas pris en compte ici les aspects temporels,
ni les spécificités liées aux éléments de correction (dynamique temporelle, par exemple). L’optimi-
sation d’un système d’optique adaptative devrait pourtant se concevoir selon une approche globale,
en incluant chacun de ses éléments constitutifs : les variables d’entrée de cette optimisation devraient
alors être les données directes fournies par le (ou les) senseur(s) de front d’onde (i.e. les intensités lues
sur les pixels du (ou des) détecteur(s)), et les variables de sortie les tensions de commande du (ou des)
miroir(s). Bien qu’une telle ambition puisse effrayer par le grand nombre de variables et de degrés de
liberté, elle seule garantirait l’obtention de la performance ultime du système.
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Annexe A

Formulaire de calcul matriciel

A.1 Notations

Soient :

– u, un scalaire,
– x ety, deux vecteurs,
– A, B etM, trois matrices

A.2 Définitions

A.2.1 Produit scalaire

~x · ~y = xty = trace
{
xyt

}
(A.1)

On en déduit :

‖x‖2 = xtx = trace
{
xxt

}
(A.2)

A.2.2 Dérivée matricielle

∂M

∂A
=




[
∂M
∂A11

]
· · ·

[
∂M
∂A1c

]

...
. . .

...[
∂M
∂Al1

]
· · ·

[
∂M
∂Alc

]


 , avec

[
∂M

∂Aij

]
=




∂M11
∂Aij

· · · ∂M1n

∂Aij

...
. . .

...
∂Mm1
∂Aij

· · · ∂Mmn

∂Aij


 (A.3)
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A.3 Propri étés des d́erivées matricielles

∂M

∂At =

(
∂Mt

∂A

)t

Cas particulier :
∂u

∂At =

(
∂u

∂A

)t

(u scalaire)

A.3.1 Dérivées par rapport à un vecteur

∂

∂x

(
xt

My
)

= My

∂

∂x

(
xt

Mx
)

= Mx + M
tx

∂

∂x

(
xt

M
t
Mx

)
= 2Mt

Mx

∂

∂x

(
B

txxt
A
)

= B
txA + Bxt

A

A.3.2 Dérivées par rapport à une matrice

∂

∂A

(
xt

Ay
)

= xyt

∂

∂At

(
xt

A
t
Ax

)
= 2xxt

A
t

∂

∂At

(
xt

AMA
ty
)

= xyt
AM

t + yxt
AM
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A.3.3 Dérivées de traces de matrices

∂

∂A



trace






AB

BtAt

BA








 = B
t

∂

∂A

(
trace

{
AtB

ABt

})
= B

∂

∂A
(trace {An}) = n

(
A

(n−1)
)t

Cas particulier :
∂

∂A
(trace {A}) = Id

∂

∂A

(
trace

{
B

t
A

t
MAB

})
= M

t
ABB

t + MABB
t

∂

∂M
(trace {AMB}) = A

t
B

t

∂

∂M
(trace {AMBM}) = A

t
M

t
B

t + B
t
M

t
A

t

∂

∂M

(
trace

{
AMBM

t
})

= A
t
MB

t + AMB

A.3.4 Dérivée d’une fonction de matrice

Soientu un scalaire,M une matrice dépendant deu etf une fonction scalaire deM. Alors :

∂

∂u
(f (M)) = trace

{
∂f

∂M

(
∂M

∂u

)t
}

Cas particulier :
∂

∂u
(trace {M}) = trace

{
∂Mt

∂u

}

A.4 Propri étés des matrices inverses

– SoitA une matrice carrée inversible, alors :
(
A−1

)t
=
(
At
)−1

– SoientA etB deux matrices carrées inversibles, alors :(AB)−1 = B−1A−1



308 ANNEXE A. FORMULAIRE DE CALCUL MATRICIEL



Annexe B

Estimation de la position d’un spot
lumineux

On considère ici un spot lumineux, plongé dans un support continu et infini, dont on cherche à
mesurer la position de façon optimale. Le spot observé surle détecteur peut être considéré comme la
manifestation décalée et bruitée de la PSF :

s (x) = r (x − x0) + b (x) (B.1)

Avec :
– x (x, y) : vecteur position dans le plan de l’image ;
– x0 (x0, y0) : Position de l’image déplacée ;
– s (x) : image lue sur le détecteur ;
– r (x) : PSF non décalée et non bruitée ;
– b (x) : Une réalisation du bruit sur chaque pixel ;

On recherche dans la suite les estimateurs optimaux de la position de ce spot lorsqu’il est soumis
au bruit de photons ou au bruit de détecteur. Dans le premiercas, l’images (x) est caractérisée par
une loi de probabilité Poissonnienne :

∀ (x) P (s (x)) =
(µ (x))s(x)

s (x) !
· e−µ(x), avec : µ (x) = r (x − x0) (B.2)

Dans le cas du bruit de détecteur, le bruit est additif et on supposera qu’il suit une loi de probabilité
gaussienne, centrée, isotrope et d’écart-typeσdet :

∀ (x) P (b (x)) =
1

2πσ2
det

e−b2(x)/2σ2
det (B.3)

On traite successivement l’approche maximum de vraisemblance et l’approche maximum à
postériori. Dans chaque cas, on considère d’abord le cas général d’un spot de forme quelconque,
puis on particularise au cas d’un spot à profil gaussien d’intensité lumineuse.
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B.1 Estimation au sens du maximum de vraisemblance

Soit x̂0 une estimation de la position vraiex0 de la tache. La fonction de vraisemblance dex̂0 est
par définition :

L (x̂0) = P (s(x) | x̂0) (B.4)

L’estimateur(x̂0)ML qui maximise la vraisemblance vérifie :

(x̂0)ML = arg max
x̂0

{P (s (x) | x̂0)} (B.5)

(x̂0)ML dépend donc du profil de la tâche et de la statistique du bruit. Nous recherchons dans
la suite(x̂0)ML pour un spot de forme quelconque, pour un bruit à statistique poissonnienne (bruit
de photons) puis pour un bruit à statistique gaussienne (bruit de détecteur). On traite ensuite le cas
particulier d’un spot à profil gaussien.

B.1.1 Estimateur ML en présence de bruit de photons

Dans le cas du bruit de photons, dont la statistique est donn´ee par l’équation (B.2), on a, en
considérant la log-vraisemblance :

Log L (x̂0) =

∫∫ ∞

−∞
ln (P (s (x))) d2x

=

∫∫ ∞

−∞
ln

(
r (x − x̂0)s(x)

s (x) !
· e−r(x−x̂0)

)
d2x

=

∫∫ ∞

−∞
[s (x) ln (r (x − x̂0)) − ln (s (x) !) − r (x − x̂0)] d2x

On suppose dans cette équation que le bruit décorrélé d’un pixel à l’autre. Or sur un support infini,
on a :

∫∫
r (x − x̂0) d2x∫∫
ln (s (x) !) d2x

}
indépendants de(x̂0)

La première affirmation est triviale :r étant la PSF et le support d’intégration étant infini,
l’intégrale est indépendante de la position de la tâche.En ce qui concerne la seconde affirmation,
il faut considérer ques (x) est affectée d’un bruit à statistique poissonnienne dontle paramètre en
chaque pointx est donné parr (x − x̂0). Cependant, l’image étant considérée sur un support in-
fini, l’espace des valeurs des (x) est invariant par translation dêx0. Donc l’espace des valeurs de
ln (s (x) !) est également invariant par translation dex̂0, et :

∂

∂x̂0

(∫∫
ln (s (x) !) d2x

)
= 0
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L’estimateur optimal au sens du maximum de vraisemblance(x̂0)ML est donc celui qui remplit
la condition suivante :

(x̂0)ML = arg max
x̂0

{∫∫ ∞

−∞
s (x) · ln (r (x − x̂0)) d2x

}

(x̂0)phot , spot qcq
ML = arg max

x̂0

{(s ⋆ ln (r)) (x̂0)} (B.6)

(B.7)

Où ⋆ représente le produit de corrélation des deux fonctions.En l’absence d’informations sur le
profil du spot, on ne peut rien dire de plus : L’estimateur optimal au sens du maximum de vraisem-
blance de la position d’un spot de profil quelconque affectéd’un bruit à statistique poissonnienne est
le maximum du produit de corrélation du spot par le logarithme de son profil non bruité.

B.1.2 Estimateur ML en présence de bruit de lecture

Dans le cas d’un bruit gaussien uniforme et centré (bruit dedétecteur, eq. B.3), on a, en considérant
la log-vraisemblance de l’estimateurx̂0 :

Log L (x̂0) = ln

(
1

2πσ2
det

)
− 1

2σ2
det

∑

x

b2(x)

Or, si l’on se place sur support continu et infini, on a :

∫∫
r2 (x − x̂0) d2x∫∫
s2 (x − x̂0) d2x

}
indépendants de(x̂0)

D’où : (x̂0)ML = arg max
x̂0

{∫∫
s (x) r (x − x̂0) dx

}

(x̂0)det , spot qcq
ML = arg max

x̂0

{(s ⋆ r) (x̂0)} (B.8)

L’estimateur optimal au sens du maximum de vraisemblance dela position d’un spot de forme
quelconque dégradé par un bruit gaussien est le maximum duproduit de corrélation du spot bruité par
son profil non bruité.

B.1.3 Cas particulier : spotà profil gaussien

Lorsque l’on connaı̂t le profil d’intensité lumineuse du spot, il est possible de dériver un estimateur
spécifique. On considère ici l’équation (B.6), dans laquelle r (x) est ici une fonction gaussienne :

r (x) =
R

2πσ2
T

· e−x2/2σ2
T , (B.9)
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B.1.3.1 Estimateur ML en présence de bruit de photons

On reprend l’équation (B.6) valable pour un spot de forme quelconque en y introduisant l’équation
(B.9), et on la dérive par rapport ầx0 :

(x̂0)ML = arg max
x̂0

{∫∫ ∞

−∞
s (x) · ln

( R
2πσ2

T

· e−(x−x̂0)
2
/2σ2

T

)
d2x

}

(x̂0)ML = arg max
x̂0

{∫∫ ∞

−∞
s (x) ·

(
ln

( R
2πσ2

T

)
− (x − x̂0)2

2σ2
T

)
d2x

}

On recherche l’extremum de cette expression en la dérivantpar rapport à̂x0 :

(x̂0)ML /
∂

∂x̂0

[∫∫
(x − x̂0)2 · s (x) d2x

]

x̂0=(x̂0)
ML

= 0

Soit :

[∫∫
(x − x̂0) · s (x) d2x

]

x̂0=(x̂0)
ML

= 0

(x̂0)phot , spot gauss
ML

[∫∫
x · s (x) d2x∫∫
s (x) d2x

,

∫∫
y · s (x) d2x∫∫
s (x) d2x

]
(B.10)

L’estimateur ML de la position d’une tache gaussienne à support infini bruitée par un bruit à
statistique poissonnienne est donc le centre de gravité dela tache.

B.1.3.2 Estimateur ML en présence de bruit de lecture

Reprenons cette fois l’équation (B.8), oùr (x) est donné par l’équation (B.9) :

(x̂0)ML = arg max
x̂0

{∫∫
s (x) · R

2πσ2
T

· e−(x−x̂0)
2
/2σ2

T d2x

}

On dérive cette expression pour en trouver les extremas :

(x̂0)ML /
∂

∂x̂0

[∫∫
s (x) · R

2πσ2
T

e−(x−x̂0)
2
/2σ2

T d2x

]
= 0

∫∫
s (x) · ∂

∂x̂0

[ R
2πσ2

T

e−(x−x̂0)
2
/2σ2

T

]
d2x = 0

1

2σ2
T

∫∫
(x − x̂0) · s (x) · r (x − x̂0) d2x = 0

Soit finalement :

(x̂0)
det , spot gauss
ML

[∫∫
x · s (x) r (x − x̂0) d

2x∫∫
s (x) r (x − x̂0) d2x

,

∫∫
y · s (x) r (x − x̂0) d2x∫∫
s (x) r (x − x̂0) d2x

]
(B.11)
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Cette expression est récursive, et trouver sa solution peut poser problème dans un contexte temps
réel. Dans tous les cas, on peut la traiter par récurrence.Il faut alors se fixer une estimée de départ,
puis procéder par estimations successives jusqu’à atteindre la convergence. Concernant l’estimée de
départ, deux solutions doivent être envisagées : soit utiliser la position de référence de la sous-pupille,
soit introduire un a priori en tenant compte de la corrélation temporelle de la turbulence.

B.2 Estimation au sens du maximuma posteriori

Nous recherchons cette fois le meilleur estimateur MAP(x̂0)MAP du déplacementx0 du spot
Hartmann, étant données les mesures et les à priori disponibles sur ces déplacements. L’observable
pertinent est :

J (x̂0) = P (x0 | s(x)) =
P (s (x) | x0) · P (x0)

P (s (x))

Le meilleur estimateur dex0 au sens MAP est tel que :

(x̂0)MAP = arg max
x0

{J (x0)}

(x̂0)MAP = arg max
x0

{P (s (x) | x0) · P (x0)}

On reconnaı̂t dans le premier terme de la partie droite de cette équation la vraisemblance de
l’estimateur (cf. § B.1). Ici, elle est régularisée en fonction de la loi probabilité du déplacement de la
tache. En supposant que le bruit affectant le spot est décorrélé d’un point à l’autre du champ, on a, en
passant au logarithme :

(x̂0)MAP = arg max
x0

{ln (L (x0)) + ln (P (x0))} (B.12)

Si l’on considère un spot de forme quelconque, se déplaçant de façon aléatoire dans le plan focal en
suivant une loi statistique gaussienne, centrée surx0, isotrope et d’écart-typeσ2

x, alors la probabilité
de trouver la tache à une positionx0 s’exprime :

P (x0) =
1

2πσ2
x

e−(x0−x0)
2
/2σ2

x (B.13)

On peut alors écrire l’estimateur MAP en présence de bruitde photons et de bruit de détecteurs
pour un spot de forme quelconque, puis pour un spot gaussien.
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B.2.1 Estimateur MAP en présence de bruit de photons

Comme dans la partie (B.1.1), on considère un spot quelconque affecté d’un bruit de photons
caractérisé par l’équation (B.2) :

∀ (x) P (s (x)) =
(µ (x))s(x)

s (x) !
· e−µ(x), avec : µ (x) = r (x − x0)

En introduisant les expressions (B.13) et (B.2) dans l’équation (B.12), on a :

(x̂0)MAP = arg max
x0

{
ln

(
e−(x0−x0)

2
/2σ2

x

2πσ2
x

)
+

∫∫
ln

(
(r (x − x0))s(x)

s (x) !
· e−r(x−x̂0)

)
dx

}

(x̂0)MAP = arg max
x0

{∫∫
[s (x) · ln (r (x − x0)) − r (x − x0) − ln (s (x) !)] dx − (x0 − x0)

2

2σ2
x

}

Pour les mêmes raisons que précédemment, on a (cf. § B.1.1) :

∫∫
r (x − x̂0) d2x∫∫
ln (s (x) !) d2x

}
indépendants de(x̂0)

D’où : (x̂0)phot , spot qcq
MAP = arg max

x0

{
(s ⋆ ln (r)) (x0) − (x0 − x0)2

2σ2
x

}
(B.14)

Où⋆ représente le produit de corrélation des deux fonctions.On retrouve dans la fonction à maxi-
miser le produit de corrélation du spot par son profil non bruité (cf. § B.1.1). Mais la connaissance a
priori de la loi statistique du déplacement se traduit par l’apparition dans la fonction à maximiser d’un
terme de rappel quadratique qui discrimine les estimateursde position s’éloignant en fonction de leur
distance à la valeur moyenne du déplacement.

B.2.2 Estimateur MAP en présence de bruit de d́etecteur

De même, en présence de bruit de détecteur, on introduit les expressions (B.13) et (B.3) dans
l’équation (B.12) :

(x̂0)MAP = arg max
x0

{
ln

(
e−(x0−x0)

2
/2σ2

x

2πσ2
x

)
+

∫∫
ln

(
e−b2(x)/2σ2

det

2πσ2
det

)
dx

}

(x̂0)MAP = arg max
x0

{
−(x0 − x0)2

2σ2
x

−
∫∫

(s (x) − r (x − x0))2

2σ2
det

dx

}

Comme précédemment, on a (cf. § B.1.2) :

∫∫
r2 (x − x0) d2x∫∫
s2 (x − x0) d2x

}
indépendants de(x0)

D’où : (x̂0)det , spot qcq
MAP = arg max

x0

{
1

σ2
det

(s ⋆ r) (x0) − (x0 − x0)2

2σ2
x

}
(B.15)
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B.2.3 Cas particulier : spotà profil gaussien

On peut alors préciser l’expression de l’estimateur MAP dans le cas particulier d’un spot à profil
gaussien d’intensité lumineuse, décrit par l’équation(B.9) :

r (x) =
R

2πσ2
T

· e−x2/2σ2
T ,

B.2.3.1 Bruit de photons

Dans d’un spot à profil gaussien (B.9), l’équation (B.14) devient :

(x̂0)MAP = arg max
x0

{
ln

( R
2σ2

T

)∫∫
s (x) dx − 1

2σ2
T

∫∫
(x − x0)

2 · s (x) dx − (x0 − x0)
2

2σ2
x

}

On dérive cette expression par rapport àx0 :

∂

∂x0

[
1

2σ2
T

∫∫
(x − x0)2 · s (x) d2x +

1

2σ2
x

(x0 − x0)
2

]

x0=(x̂0)
MAP

= 0

1

2σ2
T

∫∫
∂

∂x0

(x − x0)2 · s (x) d2x +
1

2σ2
x

∂

∂x0

[
(x0 − x0)2

]
= 0

1

σ2
T

∫∫
(x̂0 − x) · s (x) d2x +

1

σ2
x

(x̂0 − x0) = 0

Soit :

(
1 +

σ2
x

σ2
T

∫∫
s (x) d2x

)
(x̂0)MAP = x0 +

σ2
x

σ2
T

∫∫
x · s (x) d2x

Alors finalement :

(x̂0)
phot , spot gauss
MAP = µ · x0 + (1 − µ) · (x̂0)

phot , spot gauss
ML (B.16)

avec : µ =

(
1 +

(
σx

σT

)2 ∫∫
s (x) dx

)−1

B.2.3.2 Bruit de détecteur

De même, en présence de bruit de détecteur, l’équation (B.15) devient :

(x̂0)MAP = arg max
x0

{
1

σ2
det

∫∫
s (x) r (x − x0) d2x − (x0 − x0)2

2σ2
x

}
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On dérive cette expression par rapport àx̂0 :

∂

∂x0

[
1

σ2
det

∫∫
s (x) r (x − x0) d2x +

(x0 − x0)
2

2σ2
x

]

x0=(x̂0)
MAP

= 0

1

σ2
det

∫∫
s (x)

∂

∂x0

[r (x − x0)] d
2x +

∂

∂x0

[
(x0 − x0)2

2σ2
x

]
= 0

1

σ2
det

∫∫
s (x)

(x̂0 − x)

σ2
T

r (x − x0) d
2x +

(x̂0 − x0)

σ2
x

= 0

Soit :

(
1 +

σ2
x

σ2
T σ

2
det

∫∫
s (x) r (x − x0) d2x

)
x̂0 = x0+

σ2
x

σ2
T σ

2
det

∫∫
x·s (x)·r (x − x0) d2x

Posons : µ (x0) =

(
1 +

σ2
x

σ2
T σ

2
det

∫∫
s (x) r (x − x0) d

2x

)−1

Alors finalement :

(x̂0)det , spot gauss
MAP = µ (x0) · x0 + (1 + µ (x0)) · (x̂0)det , spot gauss

ML (B.17)



Annexe C

Lin éarité des estimateurs de position
barycentre et barycentre pond́eré

C.1 Définitions et notations

On considère toujours dans cette annexe le cas d’un spot défini sur un support continu et infini,
dont l’enveloppe est une gaussienne d’écart-typeσ2

T et centrée au point(x0, 0). SoitI (x, y) le profil
d’intensité lumineuse de ce spot. On a :

I (x, y) =
Nph

2πσ2
T

e
−((x−x0)2+y2)

2σ2
T , avec :

∫∫ ∞

−∞
I (x, y) dx dy = Nph (C.1)

σ2
T est l’écart-type du spot etNph est le flux total. Appelons alorsCx la position mesurée selon

l’axe des abscisses en utilisant l’estimateur centre de gravité. Sur un support infini, on a par définition :

Cx =
1

Nph

∫∫ ∞

−∞
x I (x, y) dx dy (C.2)

On présente dans la section (C.2) la réponse de l’estimateur centre de gravité défini par l’équation
(C.2) au déplacement du spot. Dans la section (C.3), on s’intéresse à l’estimateur centre de gravité
pondéré. On définit donc une fonction de pondération, également gaussienne :

W (x, y) =
W0

2πσ2
W

e
−(x2+y2)

2σ2
W , avec :

∫∫ ∞

−∞
W (x, y) dx dy = W0 (C.3)

σ2
W est l’écart-type de la fonction de pondération. AppelonsalorsCpx la position mesurée selon

l’axe des abscisses en utilisant l’estimateur centre de gravité pondéré. Sur un support infini, on a par
définition :

Cpx =

∫∫∞
−∞ x I (x, y) · W (x, y) dx dy
∫∫∞

−∞ I (x, y) · W (x, y) dx dy
(C.4)

Pour chaque estimateur, on traite successivement le cas d’un support infini et d’un support fini.
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C.2 L’estimateur Centre de gravité

C.2.1 Support infini

Calculons le centre de gravité du spot défini par l’équation (C.1), sur un support infini :

Cx =
1

Nph

∫∫ ∞

−∞
x I (x, y) dx dy

=
1

2πσ2
T

∫ ∞

−∞
x e−(x−x0)

2/2σ2
T dx

∫ ∞

−∞
e−y2/2σ2

T dy

Posons :u =
(x− x0)

σT

√
2

Et : v =
y

σT

√
2

Alors :Cx =
1

π

∫ ∞

−∞

(
σT

√
2 u+ x0

)
e−u2

du

∫ ∞

−∞
e−v2

dv

Soit finalement : Cx = x0 (C.5)

Conformément aux propriétés d’un estimateur optimal ausens du maximum de vraisemblance,
le centre de gravité d’une tâche gaussienne calculé sur un support infini est bien un estimateur non
biaisé.

C.2.2 Support fini

On procède de la même façon qu’au paragraphe précédent, en se plaçant cette fois sur un support
fini, centré, carré et de demi-largeurℓ. On a alors :

Cx =
1

I0

∫∫ ℓ

−ℓ
x I (x, y) dx dy, avec :I0 =

∫∫ ℓ

−ℓ
I (x, y) dx dy

Estimons d’abord l’intégraleI0 :

I0 =
Nph

2πσ2
T

∫ ℓ

−ℓ
e−(x−x0)

2/2σ2
T dx

∫ ℓ

−ℓ
e−y2/2σ2

T dy

On pose :






u = (x−x0)

σT

√
2

avec :x ∈ [−ℓ, ℓ] ⇒ u ∈
[
− l+x0

σT

√
2
, l−x0

σT

√
2

]

v = y

σT

√
2

avec :y ∈ [−ℓ, ℓ] ⇒ v ∈
[
− ℓ

σT

√
2
, ℓ

σT

√
2

]

Et : Φ (t) = 2√
π

∫ t
0 e−u2

du (cf. figure C.1)

(C.6)

I0 =
Nph

π

∫ umax

umin

e−u2
du

∫ vmax

−vmax

e−v2
dv

=
Nph

π

[∫ 0

umin

e−u2
du +

∫ umax

0
e−u2

du

]
× 2

∫ vmax

0
e−v2

dv

=
Nph√
π

[√
π

2
Φ (−umin) +

√
π

2
Φ (umax)

]
× Φ

(
l

σT

√
2

)
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FIG. C.1 – Représentation graphique de la fonctionΦ(x).

I0 =
Nph

2

[
Φ

(
ℓ+ x0

σT

√
2

)
+ Φ

(
ℓ− x0

σT

√
2

)]
× Φ

(
ℓ

σT

√
2

)
(C.7)

Remarque : pourx0 etσT fixés, on a :

lim
ℓ→∞

Φ

(
l ± x0

σT

√
2

)
= 1 d’où : lim

ℓ→∞
I0 = Nph

Calculons maintenant le barycentre de la tache gaussienne sur support fini :

Cx =
Nph

2π σ2
T I0

∫ ℓ

−ℓ
x e−(x−x0)

2/2σ2
T dx

∫ ℓ

−ℓ
e−y2/2σ2

T dy
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En utilisant les mêmes changements de variables que préc´edemment (Eq. C.6), on obtient :

Cx = x0 + σT

√
2

π

e
−

„
ℓ+x0
σT

√
2

«2

− e
−

„
ℓ−x0
σT

√
2

«2

Φ
(

ℓ+x0

σT

√
2

)
+ Φ

(
ℓ−x0

σT

√
2

) (C.8)

Le centre de gravité calculé sur un support fini est un estimateur biaisé, dont le biais dépend de la
taille du support, de la largeur du spot et de son déplacement.

Remarque : Pourx0 etσT fixés, on retrouve :

lim
ℓ→∞



e
−

„
ℓ+x0
σT

√
2

«2

− e
−

„
ℓ−x0
σT

√
2

«2

Φ
(

ℓ+x0

σT

√
2

)
+ Φ

(
ℓ−x0

σT

√
2

)


 = 0 d’où : lim

ℓ→∞
Cx = x0

C.3 L’estimateur Centre de gravité pond́eré

Nous allons considérer ici deux façons possibles de pond´erer le spot avant d’estimer sa position.
En effet, on peut centrer la fonction de pondération :

– sur la position vraie du spot, comme dans le cas de l’estimateur optimal au sens du maximum
de vraisemblance en présence d’un bruit gaussien (cf § B) ;

– sur le centre du détecteur. Cette seconde solution a un intérêt pratique quand on ne connaı̂t pas
à priori la position du spot.

C.3.1 Fonction de pond́eration centrée sur la position vraie du spot

C.3.1.1 Support infini

On considère le spot défini par l’équation (C.1) et la fonction de pondération définie par l’équation
(C.3), mais recentrée sur la position vraie du spot :

I (x, y) =
Nph

2πσ2
T

e−((x−x0)
2+y2)/2σ2

T

W (x, y) =
W0

2πσ2
W

e−((x−x0)
2+y2)/2σ2

W (C.9)

DéfinissonsJ (x, y), le profil d’intensité lumineuse du spot pondéré :

J (x, y) = I (x, y) · W (x, y) (C.10)

D’où : Cpx =
1

J0

∫∫ ∞

−∞
x J (x, y) dx dy (C.11)

avec : J0 =

∫∫ ∞

−∞
J (x, y) dx dy (C.12)
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On commence par calculerJ0 en introduisant (eq. C.1) et (eq. C.9) dans (eq. C.12) :

J0 =
Nph

2πσ2
T

W0

2πσ2
W

∫∫ ∞

−∞
e
− (x−x0)2+y2

2σ2
T e

− (x−x0)2+y2

2σ2
W dx dy

Posons :
1

σ2
eq

=
1

σ2
T

+
1

σ2
W

(C.13)

Ainsi défini,σeq est l’écart-type du spot pondéré. Alors :

J0 =
Nph W0

4π2 σ2
T σ

2
W

∫∫ ∞

−∞
e−((x−x0)

2+y2)/2σ2
eq dx dy

On intègre en effectuant le changement de variable :

{
u = (x−x0)

σeq

√
2

v = y

σeq

√
2

(C.14)

Et on a finalement : J0 =
Nph W0

2π
(
σ2

T + σ2
W

)

Calculons maintenant la position estimée de la tache en reprenant la relation (C.11) :

Cpx =
1

J0

∫∫ ∞

−∞
x J (x, y) dx dy

=
1

J0

Nph

2πσ2
T

W0

2πσ2
W

∫ ∞

−∞
x e

− (x−x0)2

2σ2
eq dx

∫ ∞

−∞
e−y22σ2

eq dy

En utilisant le même changement que précédemment (Eq. C.14) et en remplaçantJ0 par sa valeur,
on obtient finalement :

Cx = x0 (C.15)

A l’instar de l’estimateur centre de gravité, le centre de gravité pondéré est bien un estimateur non
biaisé, sur support infini et lorsque la fonction de pondération est centrée sur la position vraie du spot.

C.3.1.2 Support fini

On se place cette fois sur un support fini, centré, carré et de demi-largeurℓ. On s’intéresse toujours
au spot pondéré dont le profil d’intensitéJ est défini par la relation (C.10). Estimons d’abord :

J0 =

∫∫ ℓ

−ℓ
I (x, y)W (x, y) dx dy

On définit de nouveauσeq défini par l’équation (C.13) :

J0 =
Nph W0

4π2 σ2
T σ

2
W

∫ ℓ

−ℓ
e−(x−x0)

2/2σ2
eq dx

∫ ℓ

−ℓ
e−y2/2σ2

eq dy

En utilisant le même changement de variable que précédemment (cf eq. C.14) et en utilisant la fonction
Φ (x) définie par la relation (C.6), on obtient :
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J0 =
Nph W0

4π
(
σ2

T + σ2
W

)
[

Φ

(
ℓ+ x0

σeq

√
2

)
+ Φ

(
ℓ− x0

σeq

√
2

)]
× Φ

(
ℓ

σeq

√
2

)

Calculons maintenantCpx :

Cpx =
1

J0

∫∫ ℓ

−ℓ
x I (x, y)W (x, y) dx dy

=
Nph W0

4π2σ2
T σ

2
W J0

∫ ℓ

−ℓ
x e−(x−x0)

2/2σ2
eq dx

∫ ℓ

−ℓ
e−y2/2σ2

eq dy

En utilisant toujours le changement de variable défini par l’équation (C.14), on obtient finalement :

Cpx = x0 + σeq

√
2

π

e
−

„
ℓ+x0

σeq
√

2

«2

− e
−

„
ℓ−x0

σeq
√

2

«2

Φ
(

ℓ+x0

σeq

√
2

)
+ Φ

(
ℓ−x0

σeq

√
2

) (C.16)

Le biais de l’estimation de position est identique à celui de l’estimateur centre de gravité, à ceci
près que l’écart-type de la tache imageσT est remplacé par celui de la tache pondéréeσeq.

Remarque : Pourx0 etσeq fixés, on retrouve :

lim
ℓ→∞



e
−

„
ℓ+x0

σeq
√

2

«2

− e
−

„
ℓ−x0

σeq
√

2

«2

Φ
(

ℓ+x0

σeq

√
2

)
+ Φ

(
ℓ−x0

σeq

√
2

)


 = 0 d’où : lim

l→∞
Cx = x0
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C.3.2 Fonction de pond́eration centrée sur le d́etecteur

C.3.2.1 Support infini

On a toujours :

I (x, y) =
Nph

2πσ2
T

e−((x−x0)
2+y2)/2σ2

T ,

∫∫ ∞

−∞
I (x, y) dx dy = Nph

MaisW (x, y) est maintenant centrée sur le détecteur :

W (x, y) =
W0

2πσ2
W

e−(x2+y2)/2σ2
W ,

∫∫ ∞

−∞
W (x, y) dx dy = W0

SoitCpx le centre de gravité du spot pondéré parW (x, y) :

Cpx =

∫∫∞
−∞ x I (x, y)W (x, y) dx dy
∫∫∞

−∞ I (x, y)W (x, y) dx dy

On calcule d’abord :

J0 =

∫∫ ∞

−∞
I (x, y)W (x, y) dx dy

=
Nph

2πσ2
T

W0

2πσ2
W

∫∫ ∞

−∞
e−((x−x0)

2+y2)/2σ2
T e−(x2+y2)/2σ2

W dx dy

=
Nph W0

4π2 σ2
T σ

2
W

∫ ∞

−∞
e−[(x−x0)

2/2σ2
T +x2/2σ2

W ] dx

∫ ∞

−∞
e−y2/2σ2

eq dy

︸ ︷︷ ︸
σeq

√
2π

Où σeq est défini par la relation (C.13). L’intégration enx se fait en remaniant l’argument de la
fonction exponentielle et en effectuant un changement de variable. En effet, on a :

(x− x0)
2

2σ2
T

+
x2

2σ2
W

=

(
x

σeq

√
2
− x0 σeq

σ2
T

√
2

)2

+

(
x2

0

2
(
σ2

T + σ2
W

)
)

On pose alors :u =
x

σeq

√
2
− x0 σeq

σ2
T

√
2

D’où : J0 =
Nph W0 σ

2
eq

√
π

2π2 σ2
T σ

2
W

e
− x2

0

2(σ2
T

+σ2
W )
∫ ∞

−∞
e−u2

du

Soit :J0 =
Nph W0

2π
(
σ2

T + σ2
W

) e
− x2

0

2(σ2
T

+σ2
W )

Calculons maintenantCx :

Cpx =
1

J0

∫∫ ∞

−∞
x I (x, y)W (x, y) dx dy

=
1

J0

Nph W0

4π2 σ2
T σ

2
W

∫ ∞

−∞
x e−[(x−x0)

2/2σ2
T +x2/2σ2

W ] dx

∫ ∞

−∞
e−y2/2σ2

eq dy
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On utilise la même démarche que pour le calcul deJ0, avec les mêmes notations et les mêmes
changements de variable. On obtient :

Cpx =

(
σ2

W

σ2
T + σ2

W

)
x0 (C.17)

Le fait de centrer la fonction de pondération sur le centre du détecteur plutôt que sur la position
vraie du spot induit un coefficient de linéarité de la réponse différent de 1. Ce coefficient est fonction
de la largeur du spot et de la fonction de pondération. On peut donc le compenser si on connaı̂t les
caractéristiques du spot (et de la pondération).

C.3.2.2 Support fini

Enfin, on effectue le même calcul que précédemment, sur unsupport fini, centré, carré et de demi-
largeurℓ :

Cpx =

∫∫ ℓ
−ℓ x I (x, y)W (x, y) dx dy
∫∫ ℓ

−ℓ I (x, y)W (x, y) dx dy

Estimons d’abord :

J0 =

∫∫ ℓ

−ℓ
I (x, y)W (x, y) dx dy

=
Nph W0

4π2 σ2
T σ

2
W

∫ ℓ

−ℓ
e−[(x−x0)

2/2σ2
T +x2/2σ2

W ] dx

∫ ℓ

−ℓ
e−y2/2σ2

eq dy

En utilisant les mêmes définitions qu’au paragraphe précédent pourσeq (eq. C.13) et la fonctionΦ (x)
(eq. C.6), on obtient :

J0 =
Nph W0

4π
(
σ2

T + σ2
W

)e
− x2

0

2(σ2
T

+σ2
W )

[
Φ

(
ℓ

σeq

√
2

+ x0
σeq

σ2
T

√
2

)
+ Φ

(
ℓ

σeq

√
2
− x0

σeq

σ2
T

√
2

)]
×Φ

(
ℓ

σeq

√
2

)

Le centre de gravité du spot pondéré s’écrit :

Cpx =
1

I0

∫∫ ℓ

−ℓ
x I (x, y)W (x, y) dx dy

=
1

J0

Nph W0

4π2 σ2
T σ

2
W

e
− x2

0

2(σ2
T

+σ2
W )
∫ ℓ

−ℓ
x e

−
„

x

σeq
√

2
−x0σeq

σ2
T

√
2

«2

dx

∫ ℓ

−ℓ
e−y2/2σ2

eq dy

D’où finalement :

Cx =

(
σ2

W

σ2
T + σ2

W

)
x0 + σeq

√
2

π

e
−

„
ℓ

σeq
√

2
+x0

σeq

σ2
T

√
2

«2

− e
−

„
ℓ

σeq
√

2
−x0

σeq

σ2
T

√
2

«2

Φ
(

ℓ
σeq

√
2

+ x0
σeq

σ2
T

√
2

)
+ Φ

(
ℓ

σeq

√
2
− x0

σeq

σ2
T

√
2

) (C.18)
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C.4 En résuḿe

Notation Signification

σT Ecart-type du spot gaussien.

σW Ecart-type de la gaussienne de pondération.

σeq σ2
eq =

σ2
T ·σ2

W

σ2
T +σ2

W

Φ (u) Φ (u) = 2√
π

∫ u
0 e−t2 dt

C.4.1 Cas ǵenéral

Estimateur Support infini Support carré de largeur2ℓ

CdG x0 x0 + σT

√
2
π
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centré en 0.
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C.4.2 CasσW = σT

Alors : σeq =
σT√

2
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Annexe D

Effets des bruits de photons et de
détecteurs sur les estimateurs de position
barycentre et barycentre pond́eré

D.1 Estimation de l’angle d’arriv ée sur la sous-pupille

Cx∆
d

plan focal
Détecteur au

micro−lentille

Front d’onde 
incident

α m

α m

f

δ

FIG. D.1 – Relation entre position d’une tache image au foyer d’une micro-lentille et pente locale du
front d’onde incident.

Dans cette partie, on s’intéresse à la façon dont il convient d’estimer la position de la tache image
au plan focal d’une micro-lentille. On rappelle les relations géométriques entre la position du centre
de la tache~C (Cx, Cy) et la pente moyenne~α (αx, αy) du front d’onde sur la sous-pupille :

Cx = f · tanαx, Cy = f · tanαy (D.1)

Dans le cas qui nous intéresse les angles d’arrivée mesur´es seront toujours tels que
(αx, αy) ∈ ] − π/2, π/2 [2. Il existe alors une relation bijective entre la pente moyenne du
front d’onde et la position du centre de la tache. Chercher lemeilleur estimateur de la pente revient
alors à chercher le meilleur estimateur de la position de latache.
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D.2 Centre de gravit́e

Dans cette partie, nous démontrerons l’expression de la variance de la différence de phase de bord
à bord d’une sous-pupille de Shack Hartmann dans un cadre monodimensionnel et nous extrapolerons
au cas bidimensionnel.

Exprimons d’abord le bruit sur la position du barycentre de la tache. En prenant pour origine le
centre du détecteur, la position selon (Ox) du barycentre est donnée par l’expression :

(Cx)1D =

∑NS/2
i=−NS/2 xi.Ii
∑NS/2

i=−NS/2 Ii
(D.2)

OùNS est le nombre total de pixels dans la sous-pupille. La variance sur cette quantité s’exprime :

(
σ2

Cx

)
1D

=

〈


∑NS/2

i=−NS/2 xi.Ii
∑NS/2

i=−NS/2 Ii




2〉

−




〈∑NS/2

i=−NS/2 xi.Ii
∑NS/2

i=−NS/2 Ii

〉


2

(D.3)

Dans cette expression,〈·〉 désigne la moyenne statistique temporelle de la quantitéincluse.

Au cours de ce travail, nous nous restreignons à l’étude des fluctuations du front d’onde dues
uniquement aux fluctuations dephasedu champ électromagnétique incident. On néglige donc les
effets de scintillation. Dans ce contexte, il est légitimede considérer que les fluctuations de l’intensité
totale sont négligeables devant les fluctuations d’intensité sur chaque pixel.

Cela revient à écrire :

〈


NS/2∑

i=−NS/2

Ii




〉2

≪
〈


NS/2∑

i=−NS/2

xi.Ii




〉2

On peut alors poser : Nph =

NS/2∑

i=−NS/2

Ii ≈
NS/2∑

i=−NS/2

〈Ii〉 (D.4)

Et l’équation D.3 devient :
(
σ2

Cx

)
1D

=
1

N2
ph




〈


NS/2∑

i=−NS/2

xi.Ii




2〉

−
〈 NS/2∑

i=−NS/2

xi.Ii

〉2



Lesxi, i ∈ [−NS/2, NS/2] représentant les positions des centres des pixels, leurs valeurs sont
invariantes. L’équation précédente peut donc également s’écrire :
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(
σ2

Cx

)
1D

=
1

N2
ph




〈


NS/2∑

i=−NS/2

xi.Ii




2〉

−




NS/2∑

i=−NS/2

xi. 〈Ii〉




2



=
1

N2
ph




〈 NS/2∑

i=−NS/2

NS/2∑

i′=−NS/2

xixi′IiIi′

〉
−

NS/2∑

i=−NS/2

NS/2∑

i′=−NS/2

xixi′ 〈Ii〉 〈Ii′〉





=
1

N2
ph




NS/2∑

i=−NS/2

NS/2∑

i′=−NS/2

xixi′ (〈IiIi′〉 − 〈Ii〉 〈Ii′〉)





Hypothèse : supposons que∀(i, i′) tels quei 6= i′, Ii et Ii′ soient des variables aléatoires
indépendantes ( ce qui est vrai dans le cadre de l’étude du bruit de photons et du bruit de lecture)
alors, on a [Noël 1997] :

〈IiIi′〉 = 〈Ii〉 · 〈Ii′〉

D’où :
(
σ2

Cx

)
1D

=
1

N2
ph

NS/2∑

i=−NS/2

x2
i

(〈
I2
i

〉
− 〈Ii〉2

)

Soit :
(
σ2

Cx

)
1D

=
1

N2
ph

NS/2∑

i=−NS/2

x2
i .σ

2
Ii

(D.5)

Calculons maintenant la variance du retard de phase aux bords de la sous-pupille :
L’expression de ce déphasage est donné par (voir fig. D.1 eteq. D.1) :

∆φ =
2πd

λf
.Cx D’où :

(
σ2

∆φ

)
1D

=

(
2πd

λf

)2 (
σ2

Cx

)
1D

(D.6)

De façon rigoureusement équivalente, on aura, pour un casà deux dimensions :

(
σ2

Cx

)
2D

=
1

N2
ph

∑

i,j

x2
ij .σ

2
Iij

Et :
(
σ2

∆φ

)
2D

=

(
2πd

λf

)2 (
σ2

Cx

)
2D

(D.7)

D.2.1 Bruit de photons

Plaçons-nous dans le cas d’une tache image bidimensionnelle, gaussienne, centrée et d’écart-type
σT . L’intensité au plan focal s’exprime alors :

I(x, y) =
Nph

2πσ2
T

e−(x2+y2)/2σ2
T (D.8)

Le bruit de photons obéit à la statistique de Poisson. Celasignifie en outre que
∀ i, σ2

Ii
= 〈 Ii 〉. En supposant en plus que l’on travaille sur un support infiniet continu, l’équation

(D.5) devient alors :

σ2
Cx

=
1

N2
ph

∫∫ +∞

−∞
x2I(x, y) dx dy (D.9)
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En injectant (D.8) dans (D.9) :

σ2
Cx

=
1

2πσ2
T Nph

∫∫ +∞

−∞
x2e−(x2+y2)/2σ2

T dx dy

=
1

2πσ2
T Nph

∫ +∞

−∞
x2e−(x/σT

√
2)

2

dx

∫ +∞

−∞
e−(y/σT

√
2)

2

dy

On pose :

{
u = x

σT

√
2

⇒ x = σT

√
2 u et dx = σT

√
2 du

v = y

σT

√
2

⇒ y = σT

√
2 v et dy = σT

√
2 dv

σ2
Cx

=
2σ2

T

π Nph

∫ +∞

−∞
u2e−u2

du

︸ ︷︷ ︸
√

π

2

∫ +∞

−∞
e−v2

dv

︸ ︷︷ ︸√
π

D’où :
(
σ2

Cx

)
2D

=
σ2

T

Nph
(D.10)

Posons maintenant :
– (FWHM)T : Largeur à mi-hauteur de la tache image :(FWHM)T = 2

√
2 ln (2) σT ,

– p : la taille d’un pixel,
– ND : Largeur à mi-hauteur de la tache de diffraction en pixels :ND = (λf/d)

p ,

– NT : Largeur à mi-hauteur de la tache image en pixels :NT =
(FWHM)T

p =
2
√

2 ln(2) σT

p ,
Selon (D.7) on a alors :

σ2
∆φ =

(
2πd

λf

)2

σ2
Cx

=

(
2πd

λf

)2 σ2
T

Nph

Et finalement :
(
σ2

∆φ

)
photons

=
π2

2 ln (2) Nph

(
NT

ND

)2

(D.11)

D.2.2 Bruit de lecture

On reprend l’équation D.5, en prenant en compte cette fois le caractère bi-dimensionnel, fini et
pixellisé du détecteur :

σ2
Cx

=
1

N2
ph

+NS/2∑

i=−NS/2

+NS/2∑

j=−NS/2

x2
ij.σ

2
Iij

Cette fois, émettons l’hypothèse que le bruit affectantIi est un bruit gaussien centré d’écart-type
σdet. On suppose également que ce bruit est décorrélé d’un pixel à l’autre. On appellep la taille d’un
pixel. On peut écrire [Noël 1997] :

∀(i) ∈ [−NS/2,+NS/2] ∀(j) ∈ [−NS/2,+NS/2] xij = p× i
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D’où : σ2
Cx

=

(
p× σdet

Nph

)2 NS/2∑

i=−NS/2

NS/2∑

j=−NS/2

i2 (D.12)

Or :
+NS/2∑

i=−NS/2

i2 = 2 ×
NS/2∑

i=0

i2 = 2 ×
NS

2

(
NS

2 + 1
) (

2NS

2 + 1
)

6

=
NS (NS + 1) (NS + 2)

12

≈ N3
S/12 si NS ≫ 1

Comme par ailleurs :
NS/2∑

j=−NS/2

(1) = NS

L’équation D.12 devient :

σ2
Cx

=

(
p× σdet

Nph

)2 N4
S

12
(D.13)

Par ailleurs, siND est la largeur à mi-hauteur de la tache de diffraction en pixels, on a :

p×ND =
λf

d
, donc : p =

λf

dND
(D.14)

Et en associant les équations D.6, D.13 et D.14, on obtient :

(
σ2

∆φ

)
2D

=
π2

3

(
σdet

Nph

)2 (
N4

S

N2
D

)
(D.15)

D.3 Centre de gravit́e pond́eré

Soit I (x, y, t), l’intensité lumineuse sur le détecteur. SoitW (x, y) la fonction de pondération
bi-dimentionnelle. La coordonnée du centre de gravité dela tâche pondérée selon l’axe des abscisses
s’écrit :

Cx =

∫∫
xI (x, y, t)W (x, y) dx dy∫∫
I (x, y, t)W (x, y) dx dy

(D.16)

Posons pour plus de simplicité :

J (x, y, t) = I (x, y, t) · W (x, y) (D.17)

et :J0 (t) =

∫∫
J (x, y, t) dx dy

Alors : Cx (t) =
1

J0 (t)

∫∫
xJ (x, y, t) dx dy

Faisons, comme dans le cas du centre de gravité, l’hypothèse que les fluctuations deJ0 sont faibles
devant celles de la position de la tâche. En définissantJ0 = 〈J0〉t, la variance deCx s’exprime alors :
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σ2
Cx

=
1

J 2
0

∫∫
x2σ2

J (x, y) dx dy

Reste maintenant à exprimerσ2
J . Considérons pour cela une tache affectée d’un bruit à valeur

moyenne nulle. Instantannément, l’intensité lumineuseI(x, y, t) s’écrit :

I(x, y, t) = I (x, y) + B (x, y, t) , avec :

{
〈B (x, y, t)〉t = 0
〈I (x, y, t)〉t = I (x, y)

Alors J (x, y, t) s’exprime :

J (x, y, t) = W (x, y) · (I (x, y) + B (x, y, t))

Et : σ2
J (x, y) =

〈
J (x, y, t)2

〉

t
− 〈J (x, y, t)〉2t

= W2 (x, y)
[〈

(I (x, y) + B (x, y, t))2
〉

t
− (I (x, y) + 〈B (x, y, t)〉t)2

]

σ2
J (x, y) = W2 (x, y)σ2

B (x, y)

D’où l’expression de la variance du centre de gravité pondéré :

σ2
Cx

=
1

J 2
0

∫∫
x2W2 (x, y) σ2

B (x, y) dx dy (D.18)

Si on considère maintenant un spot gaussien dont le profil d’intensité lumineuse est donné par :

I (x, y) =
Nph

2πσ2
T

e−(x2+y2)/2σ2
T (D.19)

et une fonction de pondération gaussienne, définie par :

W (x, y) = W0 e
−(x2+y2)/2σ2

W (D.20)

alors on peut calculerJ0 :

J0 =

∫∫
W (x, y) I (x, y) dx dy

=
W0 Nph

2πσ2
T

∫∫
e−(x2+y2)/2σ2

W · e−(x2+y2)/2σ2
T dx dy

Posons :

(
1

σ2
W

+
1

σ2
T

)
=

1

σ2
eq

Alors : J0 =
W0 Nph

2πσ2
T

[(
2σ2

eq

) 1
2

∫
e−η2

dη

]2

Soit finalement : J0 = W0 Nph
σ2

W

σ2
T + σ2

W

(D.21)

L’expression de la variance du retard de phase aux bords de lasous-pupille est toujours donnée
par la relation (D.7).
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D.3.1 Bruit de photons

Dans le cas d’un bruit de photons, on aσ2
B = I. En tenant compte de cette relation et en introdui-

sant les relations (D.20), (D.19) dans l’équation (D.18),on obtient :

σ2
Cx

=
W2

0 Nph

2πσ2
T J 2

0

∫∫
x2e−(x2+y2)/σ2

W · e−(x2+y2)/2σ2
T dx dy

Posons :

(
2

σ2
W

+
1

σ2
T

)
=

1

σ2
eq′

On a : σ2
Cx

=
W2

0Nph

2πσ2
T J 2

0

∫
x2e

−x2/2σ2
eq′ dx ·

∫
e
−y2/2σ2

eq′ dy

=
W2

0 Nph

4J 2
0

σ4
eq′

σ2
T

=
W2

0 Nph

4J 2
0

σ2
Tσ

4
W(

2σ2
T + σ2

W

)2

En remplaçantJ0 par son expression (cf eq. C.12), on obtient :

σ2
Cx

=
σ2

T

Nph

(
σ2

T + σ2
W

2σ2
T + σ2

W

)2

(D.22)

Posons maintenant :
– (FWHM)T : Largeur à mi-hauteur de la tache image :(FWHM)T = 2

√
2 ln (2) σT ,

– p : la taille d’un pixel,
– ND : Largeur à mi-hauteur de la tache de diffraction en pixels :ND = (λf/d)

p ,

– NT : Largeur à mi-hauteur de la tache image en pixels :NT =
(FWHM)T

p =
2
√

2 ln(2) σT

p ,

– NW : Largeur à mi-hauteur de la pondérante en pixels :NW =
(FWHM)W

p =
2
√

2 ln(2) σW

p .

Selon (D.7) on a alors : σ2
∆φ =

(
2πd

λf

)2

σ2
Cx

=

(
2πd

λf

)2 σ2
T

Nph

(
σ2

T + σ2
W

2σ2
T + σ2

W

)2

Et finalement : σ2
∆φ =

π2

2ln (2) Nph

(
NT

ND

)2( N2
T +N2

W

2N2
T +N2

W

)2

(D.23)

D.3.2 Bruit de lecture

On reprend l’équation (D.18), avec cette fois un bruit gaussien centré et uniforme. La principale
différence par rapport au cas de l’estimateur centre de gravité est qu’ici la pondération du spot bruité
par une fonction à support compact nous permet de traiter leproblème sur un support infini et continu.
Afin toutefois de conserver des unités cohérentes, on définit en tout point(x, y) une densité de bruit de

détecteur caractérisée par sa variance :σ2
B (x, y) =

σ2
det

p2 , oùp est le pas d’un pixel carré. Notons que
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cette définition suppose que le bruit est totalement décorrélé d’un point à l’autre d’un pixel. L’équation
(D.18) devient alors :

σ2
Cx

=
σ2

det

p2 J 2
0

∫∫
x2W2 (x, y) dx dy

=
W2

0 σ
2
det

p2 J 2
0

∫
x2e−x2/σ2

W dx

∫
e−y2/σ2

W dy

=
π

2

W2
0

J 2
0

σ2
det

p2
σ4

W

En remplaçantJ0 par son expression (cf eq. C.12), on obtient :

σ2
Cx

=
π

2

σ2
det

2p2

(
σ2

T + σ2
W

Nph

)2

(D.24)

Selon (D.7) on a alors : σ2
∆φ =

(
2πd

λf

)2 π

2

σ2
det

p2

(
σ2

T + σ2
W

Nph

)2

Et finalement : σ2
∆φ =

π3

32 [ln (2)]2

(
σdet

Nph

)2 (N2
T +N2

W

ND

)2

(D.25)
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ANALYSE DE FRONT D’ ONDE POUR LES OPTIQUES ADAPTATIVES DE NOUVELLE ǴENÉRATION

La performance d’un système d’optique adaptative (AO) estintrinsèquement liée à sa capacité à mesurer les
déformations subies par le front d’onde incident lors de satraversée de l’atmosphère. Or un certain nombre de limitations
restreignent l’efficacité de cette analyse de front d’onde. Les plus importantes sont le bruit de mesure et l’anisoplanétisme.
Le premier limite la magnitude des objets astronomiques pouvant servir de guides aux systèmes d’AO, tandis que le second
restreint leur champ corrigé à quelques dizaines de secondes d’arc, du fait de la distribution volumique de la turbulence
atmosphérique. A elles deux, ces limitations réduisent `a quelques pourcents la couverture de ciel des instruments assistés
par AO. Pour cette raison, les nouvelles générations d’optiques adaptatives ont pour objectif soit la très haute performance,
impliquant entre autres une bonne robustesse au bruit de mesure, soit l’élargissement du champ corrigé, impliquant
la connaissance de la répartition 3D de la turbulence atmosphérique. Pour ces systèmes d’AO à large champ, il est
indispensable d’utiliser plusieurs directions d’analyse. La problématique de l’analyse de front d’onde s’articulealors autour
de trois pôles : les étoiles guides dont on dispose pour effectuer la multi-analyse, le concept d’analyse de front d’onde
considéré pour mesurer le volume de turbulence et la capacité des senseurs de front d’onde à fournir des mesures de qualité.
L’objectif de cette thèse est d’étudier chacun de ces trois aspects. Ainsi, une redéfinition de la notion de couverture de ciel
est proposée pour les AO à large champ, permettant de prendre en compte le nombre d’étoiles guides et leur magnitude,
mais également la fraction du champ scientifique qu’elles permettent de couvrir, le concept d’analyse de front d’onde
considéré et l’objectif de performance de l’instrument.Par ailleurs une étude comparative des concepts d’analysede front
d’ondeStar Orientedet Layer Orientedest présentée, sur laquelle on s’appuie pour proposer uneoptimisation de chaque
concept. On montre ainsi qu’une fois optimisés ils présentent tous deux des performances très proches. Enfin, on propose
dans un troisième temps une étude comparative de plusieurs estimateurs de pente pour l’analyseur Shack-Hartmann. On
étudie en particulier l’estimateur centre de gravité pondéré, qui offre à la fois une bonne robustesse au bruit et de bonnes pro-
priétés de linéarité. Cette dernière étude est utileaussi bien pour l’AO à large champ que pour l’AO à très haute performance.

MOTS CLÉS : OPTIQUE ADAPTATIVE, ANALYSE DE FRONT D’ ONDE, STAR ORIENTED, LAYER ORIENTED, SHACK-
HARTMANN , COUVERTURE DE CIEL, MULTI -ANALYSE .

WAVEFRONT ANALYSIS FOR NEW GENERATION ADAPTIVE OPTICS SYSTEMS

The performance of an adaptive optics (AO) system is intrinsically related to its capacity to measure the deformations
of the incoming wavefront its propagation trough the atmosphere. However some limitations restrict the efficiency of this
wavefront analysis. The main ones are the measurement noiseand the anisoplanatism. The first one limits the magnitude
of the astronomical objects that are likely to guide the AO systems, while the second one restricts their corrected field
to a few tens of arcseconds, due to the volumic distribution of the atmospheric turbulence. Together, these limitations
reduce to a few percents the sky coverage of the instruments assisted by AO. For this reason, rising generation of AO
systems aims at either the very high performance, implying in particular a good robustness to measurement noise, or
the widening of the corrected field, implying the knowledge of the 3D distribution of the atmospheric turbulence. For
these wide field AO systems, it is essential to use several directions of analysis. The wavefront analysis problem is then
articulated around three items : the guides stars one has to carry out for the multi-analysis, the wavefront sensing concept
considered to measure the volume of turbulence and the capacity of the wavefront sensors to provide good measurements.
The purpose of this PhD thesis is to study each one of these three aspects. Hence a redefinition of the concept of sky
coverage is proposed for wide field AO. The definition suggested here takes into account the number of guide stars
and their magnitude, but also the fraction of the scientific field that is really covered, the considered wavefront sensing
concept and the expected performance of the instrument. Concerning the wavefront sensing concepts, a comparative study
of the Star Oriented and Layer Oriented concepts is presented and an optimization is proposed for each one, leading
to very close performance. Finally, a comparison of different wavefront slope estimators is proposed for the Shack-
Hartmann wavefront sensor. In particular, a weighted center of gravity estimator is studied, that offers a good robustness
to noise and good properties of linearity. This last study isusefull as well for wide field AO as for very high performance AO.

KEYWORDS : ADAPTIVE OPTICS, WAVEFRONT SENSING, STAR ORIENTED, LAYER ORIENTED, SHACK-
HARTMANN , SKY COVERAGE, MULTI -ANALYSIS .


