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Introdu
tion vii
Introdu
tionLes alg�ebres quantiques (ou groupes quantiques) ont �et�e introduites en 1985 par Drinfel'd[Dr℄ et Jimbo [Ji℄ pour 
onstruire des solutions de l'�equation de Yang-Baxter, qui intervienten m�e
anique statistique lors de l'�etude des mod�eles exa
tement r�esolubles (en anglais : exa
tsolvable models). L'alg�ebre quantique Uq(g) est une alg�ebre de Hopf 
ontenant un param�etreq ; lorsque q tend vers 1, on retrouve la stru
ture de l'alg�ebre enveloppante de l'alg�ebre de Ka
-Moody g. Le param�etre q 
orrespond, dans le 
ontexte des mod�eles exa
tement r�esolubles, �ala temp�erature. La situation o�u q tend vers 0 
orrespond alors au 
as o�u la temp�erature tendvers le z�ero absolu, o�u le mod�ele 
ristallise.La terminologie de base 
ristalline, introduite par Kashiwara [Kas1℄ d'apr�es les 
al
ulsde Date, Jimbo et Miwa, s'explique grâ
e �a 
ette interpr�etation. Une base 
ristalline estune base � �a q = 0 � des repr�esentations de Uq(g), qui est envoy�ee sur elle-même par unea
tion modi��ee des g�en�erateurs de Chevalley. Le graphe sous-ja
ent d'une base 
ristalline,appel�ee 
ristal, est un squelette du module ayant une 
ombinatoire tr�es ri
he. La th�eorie desbases 
ristallines et des bases 
anoniques fournit don
 un remarquable outil pour �etudier lesrepr�esentations des groupes quantiques. Les bases 
anoniques ont �et�e introduites au d�ebutdes ann�ees 90 de fa�
on ind�ependante par Kashiwara [Kas1℄, qui les appelle bases globales,et par Lusztig [Lu2, Lu3℄. Les bases 
anoniques sont des bases des repr�esentations de Uq(g)stables sous l'a
tion d'une 
ertaine involution de Uq(g) et qui redonnent �a q = 0 les bases
ristallines. Dans [Lu3℄, Lusztig a 
onstruit les bases 
anoniques de fa�
on g�eom�etrique enanalysant le travail de Ringel [Ri℄. Celui-
i 
onstruit le groupe quantique 
omme une alg�ebrede Hall asso
i�ee �a un 
arquois. Dans 
e 
ontexte, la base 
anonique 
orrespond �a des fais
eauxpervers irr�edu
tibles sur les vari�et�es de repr�esentations de 
arquois.La th�eorie des alg�ebres quantiques a depuis envahi de nombreux domaines de la phy-sique math�ematique, mais aussi des math�ematiques pures : invariants de n�uds, C�-alg�ebres,th�eorie des repr�esentations des alg�ebres de Ka
-Moody, th�eorie des repr�esentations modu-laires des groupes alg�ebriques r�edu
tifs, et
. En parti
ulier, Lusztig a mis en �eviden
e l'�etroiteanalogie entre la th�eorie des repr�esentations d'un groupe alg�ebrique G en 
ara
t�eristique pet 
elle de U�(g), o�u g est l'alg�ebre de Lie de G et � est une ra
ine p-i�eme de l'unit�e. Ila aussi 
onje
tur�e une formule exprimant les 
ara
t�eres des modules simples de U�(g) aumoyen de polynômes de Kazhdan-Lusztig du groupe de Weyl aÆne de G. Cette 
onje
ture a�et�e d�emontr�ee par Kazhdan-Lusztig et Kashiwara-Tanisaki.



viii Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurDe mani�ere analogue, James a remarqu�e une analogie �etroite entre les repr�esentations desgroupes sym�etriques en 
ara
t�eristique p et 
elles des alg�ebres de He
ke de type A sp�e
ialis�ees�a une ra
ine p-i�eme de l'unit�e. Las
oux, Le
ler
 et Thibon [LLT℄ ont alors 
onje
tur�e queles matri
es de transition des bases 
anoniques du Uq(bsln)-module simple de plus haut poids�0 donnent les matri
es de d�e
omposition d'une alg�ebre de He
ke de type A sp�e
ialis�ee �aune ra
ine primitive n-i�eme de l'unit�e. Ce r�esultat a �et�e prouv�e par Ariki [A2℄ en 1996.Plus g�en�eralement, Ariki a d�emontr�e que les matri
es de transition des bases 
anoniques duUq(bsln)-module simple de plus haut poids �s1+� � �+�sl donnent les matri
es de d�e
ompositiondes alg�ebres de Ariki-Koike HC (�; �s1 ; : : : ;�sl), o�u � est une ra
ine primitive n-i�eme de l'unit�e.Par ailleurs, Varagnolo et Vasserot [VV℄ ont d�emontr�e la 
onje
ture de Le
ler
 et Thibon,selon laquelle les matri
es de transition des bases 
anoniques de l'espa
e de Fo
k de niveau1 donnent les matri
es de d�e
omposition des v-alg�ebres de S
hur de Dipper-James [DJ2℄sp�e
ialis�ees �a une ra
ine primitive n-i�eme de l'unit�e.Les espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur, qui 
onstituent une g�en�eralisation de l'espa
ede Fo
k de niveau 1 [H, MM℄ (voir aussi [LT℄), ont �et�e introduits dans [JMMO℄ pour 
al
ulerle graphe 
ristallin de n'importe quelle repr�esentation irr�edu
tible int�egrable de niveau l � 1de Uq(bsln). Dans [U2℄, Uglov a 
onstruit les bases 
anoniques des espa
es de Fo
k de niveausup�erieur en g�en�eralisant les travaux de [LT℄ dans le 
as du niveau 1. Uglov a notammentdonn�e une expression des matri
es de transition des bases 
anoniques �a l'aide de polynômesde Kazhdan-Lusztig paraboliques 
orrespondant �a des alg�ebres de He
ke aÆnes de type eA.Uglov a �egalement donn�e un algorithme simple permettant de 
al
uler 
es bases 
anoniques �al'aide de redressements de q-produits ext�erieurs non ordonn�es. Malheureusement, 
es redres-sements deviennent rapidement tr�es 
oûteux, 
'est pourquoi 
ette m�ethode est en pratiqued'une utilit�e assez limit�ee.Dans 
e m�emoire, nous avons �etudi�e les bases 
anoniques d'Uglov (voir les 
hapitres 2 et3) et nous avons abord�e les questions suivantes.1. Peut-on 
al
uler 
es bases sans e�e
tuer de redressement?2. Si w et w0 sont deux poids du Uq(bsln)-module Fq[sl℄ 
onjugu�es sous l'a
tion du groupede Weyl, existe-t-il des 
onditions sur w et w0 qui garantissent que les matri
es detransition des bases d'Uglov dans les sous-espa
es de poids w et w0 sont �egales?3. De mani�ere duale, si sl et tl sont deux multi-
harges 
ongrues l'une �a l'autre modulo n,existe-t-il des 
onditions qui assurent que les matri
es de transition des bases d'Uglovde sous-espa
es de poids de Fq[sl℄ et Fq[tl℄ 
o��n
ident?4. Existe-t-il un lien entre les bases d'Uglov et les matri
es de d�e
omposition des v-alg�ebresde S
hur 
y
lotomiques de Dipper-James-Mathas, g�en�eralisant �a la fois [VV℄ et [A2℄?Voi
i maintenant un bref r�esum�e de nos r�esultats. Les r�esultats du 
hapitre 8 sont�egalement 
ontenus dans [Y℄.1. Nous d�e
rivons au 
hapitre 5 un algorithme permettant de 
al
uler les bases d'Uglovsans faire de redressement. Notre algorithme est une g�en�eralisation de l'algorithme de



Introdu
tion ixLe
ler
 et Thibon d�e
rit dans [Le℄ pour l = 1. Il y a 
ependant deux diÆ
ult�es nouvellesen niveau l > 1. Tout d'abord, le 
al
ul de l'a
tion de l'alg�ebre de Heisenberg H estbeau
oup plus d�eli
at. Nous aurons aussi besoin de l'a
tion de l'alg�ebre U 0p(bsll), qui esttriviale lorsque l = 1.2. Nous montrons au 
hapitre 4 que si w est un poids du Uq(bsln)-module Fq[sl℄ tel quew+�i n'est pas un poids de Fq[sl℄, et si w0 = �i:w, alors les matri
es de transition desbases d'Uglov dans les sous-espa
es de poids w et w0 sont �egales. Ce r�esultat est uneg�en�eralisation en niveau sup�erieur d'un th�eor�eme de [LM℄.3. Toujours au 
hapitre 4, nous 
omparons les matri
es de transition des bases d'Uglovde sous-espa
es de poids de Fq[sl℄ et Fq[tl℄ lorsque sl et tl sont deux multi-
harges
ongrues l'une �a l'autre modulo n. Nous disons que la multi-
harge sl = (s1; : : : ;sl)est tr�es dominante si on a s1 � s2 � � � � � sl. Nous montrons en parti
ulier que lesmatri
es de transition des bases 
anoniques de 
ertains sous-espa
es de poids de Fq[sl℄ne d�ependent pas de la multi-
harge sl de r�esidus modulo n �x�es, pourvu que 
elle-
isoit tr�es dominante.4. Au 
hapitre 6, nous rappelons les prin
ipaux �el�ements de la th�eorie des repr�esentationsdes alg�ebres d'Ariki-Koike ([DJM, Mat3℄). Nous rappelons au 
hapitre 7 les prin
ipaux�el�ements de la th�eorie des repr�esentations des v-alg�ebres de S
hur 
y
lotomiques deDipper-James-Mathas [DJM℄ ; nous donnons en parti
ulier la formule sommatoire deJantzen [JM℄ qui est un outil important pour 
al
uler les matri
es de d�e
omposition.Au 
hapitre 8, nous �etablissons une expression 
ombinatoire de la d�eriv�ee �a q = 1 de lamatri
e A(q) de l'involution de l'espa
e de Fo
k Fq[sl℄. Nous donnons une expressionde A0(1) en termes de 
ertaines suites, appel�ees bonnes suites, qui interviennent dansle redressement de q-produits ext�erieurs non ordonn�es. Nous relions ensuite 
ette ex-pression �a une matri
e de valuations }-adiques de d�eterminants de Gram asso
i�es auxv-alg�ebres de S
hur 
y
lotomiques. Nous obtenons alors une formule analogue �a uneversion matri
ielle de la formule sommatoire de Jantzen. Ce
i nous 
onduit �a 
onje
tu-rer que si la multi-
harge sl = (s1; : : : ;sl) est tr�es dominante, les matri
es de transitiondes bases 
anoniques de Fq[sl℄ donnent un q-analogue des matri
es de d�e
ompositiond'une v-alg�ebre de S
hur 
y
lotomique. Ainsi, nous proposons pour la premi�ere fois uneinterpr�etation de 
ertaines bases d'Uglov en termes d'une 
at�egorie de repr�esentationsd'alg�ebres quasi-h�er�editaires : les v-alg�ebres de S
hur 
y
lotomiques. Il est raisonnablede penser qu'en g�en�eral, lorsque sl n'est pas tr�es dominante, les bases d'Uglov onten
ore une interpr�etation similaire en termes d'autres alg�ebres quasi-h�er�editaires pro-venant des alg�ebres de Cherednik (voir [Ro℄).
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Notations xi
NotationsDans 
e m�emoire, nous utiliserons les notations suivantes.jXj ou ℄X Cardinal de l'ensemble �ni X.N, Z, Q , R, C Ensemble des entiers naturels, des entiers relatifs, desnombres rationnels, des nombres r�eels, des nombres
omplexes.N� , Z�, Q� , R� , C � Ensemble des entiers naturels non nuls, des entiers relatifsnon nuls, des nombres rationnels non nuls, des nombres r�eelsnon nuls, des nombres 
omplexes non nuls.[[a ; b℄℄ (a, b 2 Z) D�esigne l'intervalle fx 2 Z j a � x � bg.bx
 (x 2 R) D�esigne la partie enti�ere de x, i.e. le plus grand entierinf�erieur ou �egal �a x.dxe (x 2 R) D�esigne le plus petit entier sup�erieur ou �egal �a x.Mm;n(A) (resp. Mm(A)) Ensemble des matri
es �a m lignes et n 
olonnes (resp. ma-tri
es 
arr�ees �a m lignes et m 
olonnes) �a 
oeÆ
ients dansl'anneau A. Si n = 1, on identi�e Mm;1(A) et Am. L'entr�eede la matri
e M 2 Mm;n(A) situ�ee �a la i-i�eme ligne et laj-i�eme 
olonne (1 � i � m, 1 � j � n) sera not�ee mi;j. SiA = R et M , M 0 2 Mm;n(R), on �e
rit M � M 0 si on ami;j � m0i;j pour tout 1 � i � m, 1 � j � n. Notons que(Mm;n(R); �) est un treillis ; on peut don
 parler du mini-mum et du maximum de deux matri
es �a 
oeÆ
ients r�eelsde même taille.mod�A Cat�egorie des A-modules �a droite de type �ni, o�u A est uneR-alg�ebre libre de rang �ni 
omme R-module et R est unanneau 
ommutatif unitaire. Nous nous permettrons d'�e
rire� M 2 mod�A � pour dire � M est un objet de mod�A �,même si la 
lasse des objets de mod�A n'est pas un en-semble.
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Chapitre 1. Pr�eliminaires 1
Chapitre 1Pr�eliminairesDans 
e 
hapitre, nous rappelons 
ertaines notions de base relatives �a la 
ombinatoiredes (multi-)partitions, aux bases 
ristallines et globales de Uq(bsln), et �a l'alg�ebre de He
ke dugroupe sym�etrique aÆne.1.1 Combinatoire des partitions et multi-partitionsEn suivant en grande partie [DJM℄ et [Ma
℄, nous donnons i
i toutes les d�e�nitions debase 
on
ernant les (multi-)
ompositions et plus parti
uli�erement les (multi-)partitions dontnous aurons besoin par la suite.1.1.1 Compositions, multi-
ompositions, partitions, multi-partitionsSoit N 2 N� . Une 
omposition de N est une suite � = (�1; : : : ;�r) d'entiers stri
tementpositifs telle que �1 + � � � + �r = N . Les entiers �i sont les parts de �. L'entier r est lalongueur de �, qu'on note `(�). L'entier N est le rang de �, qu'on note j�j. L'ensemble des
ompositions de N sera not�e �N , et l'ensemble de toutes les 
ompositions sera not�e �. Ilpeut être 
ommode de noter une 
omposition en la faisant suivre d'une suite (�eventuellementin�nie) de z�eros : par exemple, (1;3;2), (1;3;2;0), (1;3;2;0;0), (1;3;2;0;0; : : :), et
. d�esignent lamême 
omposition. Par 
onvention, il existe une unique 
omposition de 0, qu'on note (), (0)ou ;. Une l-multi-
omposition de N est un l-uplet de 
ompositions � = (�(1); : : : ;�(l)) tel quej�(1)j + � � � + j�(l)j = N . On dit que �(b), 1 � b � l est la b-i�eme 
omposante de �. L'entierN est le rang de �, qu'on note j�j ; l'ensemble des l-multi-
ompositions de N sera not�e �lN .Le diagramme de Young de la multi-
omposition � = (�(1); : : : ;�(l)) est l'ensembleD(�) := n(i; j; b) 2 N� � N� � [[1 ; l℄℄ j 1 � j � �(b)i o ;dont les �el�ements sont appel�es n�uds, bô�tes ou 
ases de �. (Plus g�en�eralement, un n�udest un �el�ement de Z3.) Nous identi�erons d�esormais les l-multi-
ompositions ave
 leurs dia-grammes de Young que nous repr�esenterons, en suivant la 
onvention fran�
aise, 
omme desl-uplets de tableaux. Si N = 1 (i.e. si � est une 
omposition), nous omettrons la troisi�eme



2 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur
omposante dans l'�e
riture (i;j;b) d'un n�ud de �. Si 
 = (i;j;b) 2 �, l'entier i (resp. j, resp.b) sera not�e i(
) (resp. j(
), resp. b(
) ). Le bord ou la fronti�ere de �, que l'on note ��, estl'ensemble form�e des bô�tes situ�ees le plus �a droite dans 
ha
une des lignes des diagrammesrepr�esentant les 
omposantes de �, 
'est-�a-dire que l'on a�� := n(i; j; b) 2 � j j = �(b)i o :La �gure 1.1 
i-dessous illustre le dessin d'une multi-
omposition et de sa fronti�ere.
,
 ,
Fig. 1.1 { Dessin de la multi-
omposition �(3;5);;;(2;2;1;2)� et de sa fronti�ere (les 
ases dela fronti�ere sont repr�esent�ees en gris).On introduit sur les l-multi-
ompositions deN l'ordre (partiel) de dominan
e, aussi appel�eordre naturel. Soient � = (�(1); : : : ;�(l)) et � = (�(1); : : : ;�(l)) deux l-multi-
ompositions deN . On dit que � domine �, et on �e
rit � D� si pour tout k � 0, 1 � b � N , on ab�1Xi=1 j�(i)j+ kXj=1 �(b)j � b�1Xi=1 j�(i)j+ kXj=1 �(b)j :On �e
rit � B� si � D� et � 6= �. Par exemple, les 2-multi-
ompositions de 2 rang�ees dans
et ordre sont �(2);;�B �(1;1);;� B �(1);(1)� B �;;(2)� B �;;(1;1)�:Une partition deN est une 
omposition deN dont les parts forment une suite d�e
roissante ;par exemple, (2;2;1) est une partition, mais pas (2;1;2). Par 
onvention, ; est une partition.L'ensemble des partitions de N sera not�e �N , et l'ensemble de toutes les partitions sera not�e�. On d�e�nit sur �N l'ordre lexi
ographique d�e
roissant par� � �, (� = �) ou (9 i j �1 = �1; : : : ; �i�1 = �i�1; �i > �i) ;il s'agit d'un ordre total. Par exemple, les partitions de 5 rang�ees dans 
et ordre sont(5) > (4;1) > (3;2) > (3;1;1) > (2;2;1) > (2;1;1;1) > (1;1;1;1;1):On montre ais�ement que 
et ordre est 
ompatible ave
 l'ordre de dominan
e, i.e. on a�D �) � � �:



Chapitre 1. Pr�eliminaires 3Il peut être 
ommode d'�e
rire une partition � en � notation multipli
ative � ; ave
 
ettenotation, � = (1m12m23m3 : : :)d�esigne la partition ayant exa
tement m1 parts �egales �a 1, m2 parts �egales �a 2, et
. On ditalors que mi (i � 1) est la multipli
it�e de la part i de �. Soit N 2 N� . On dit que � estN -r�eguli�ere si toutes les parts de � ont une multipli
it�e stri
tement inf�erieure �a N . Si � estune partition, on introduit la partition 
onjugu�ee �0 d�e�nie par�0i := ℄ fj j �j � ig (i � 1):Par exemple, la partition 
onjugu�ee �a (4;3;3;2;1) est (5;4;3;1). En termes de diagrammes deYoung, le diagramme de �0 est le sym�etrique de 
elui de � par rapport �a la diagonale prin
i-pale. On a 
lairement `(�0) = �1, j�0j = j�j et �00 = �.Une l-multi-partition de N est une l-multi-
omposition de N dont toutes les 
omposantessont des partitions. L'ensemble des l-multi-partitions de N sera not�e �lN . Si � 2 �l est unemulti-partition dont les 
omposantes sont (dans l'ordre) (�(1); : : : ;�(l)), on d�e�nit la multi-partition 
onjugu�ee �0 2 �l par �0 := (�0(l); : : : ;�0(1)).1.1.2 Formes gau
hes, rubansSoient � et � deux partitions telles que � 
ontient �, i.e. telles que D(�) � D(�) (ou defa�
on �equivalente, �i � �i pour tout i). La di��eren
e ensembliste� = �=� := D(�) nD(�)est appel�ee forme gau
he (en anglais, skew diagram). Par exemple, si � est la partition(5;4;4;1) et � est la partition (4;3;2), alors � := �=� 
orrespond aux 
ases blan
hes dudiagramme suivant : .On d�e�nit de fa�
on naturelle la taille de � = �=� par j�j := j�j � j�j.Un 
hemin dans la forme gau
he � est une suite de 
ases x0;x1; : : : ;xn 2 � telle que pourtout i, les 
ases xi et xi+1 ont un 
ôt�e en 
ommun. On dit que � est 
onnexe si �etant donn�edeux 
ases quel
onques x et y de �, il existe un 
hemin allant de x �a y dans �. Les 
ompo-santes 
onnexes de � sont les parties de � 
onnexes maximales. Dans l'exemple 
i-dessus, �admet 3 
omposantes 
onnexes.Un ruban est une forme gau
he 
onnexe ne 
ontenant au
un blo
 de 2� 2 bô�tes. La tête(resp. queue) du ruban � est le n�ud 
 = (i; j) 
ontenu dans � tel que j� i est minimal (resp.



4 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurmaximal) ; nous noterons hd(�) (resp. tl(�)) 
e n�ud. Si hd(�) = (i; j) et tl(�) = (i0; j0), lahauteur de � est la quantit�e ht(�) := i� i0 2 N. La longueur de � est le nombre n de bô�tes
ontenues dans � ; on note alors n = `(�) et on dit que � est un n-ruban.Exemple 1.1 Sur la �gure 1.2, �, �0 et �00 sont trois rubans de hauteurs respe
tives 2, 1 et0 et de longueurs respe
tives 4, 4 et 3. �
��
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��
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��
��
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��
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��
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Fig. 1.2 { Dessin de trois rubans.1.1.3 TableauxLes d�e�nitions que nous donnons dans 
e paragraphe sont 
elles de [Mat3℄ (voir aussi[DJM℄) ; nous aurons besoin des tableaux aux 
hapitres 6 et 7. Soit � = (�(1); : : : ;�(l)) unel-multi-
omposition de m. Un �-tableau est une bije
tion T : D(�) ! [[1 ; m℄℄ ; on dit aussique T est un tableau de pro�l ou de forme �, et on pose Shape(T ) := �. On peut voirT 
omme un l-uplet de tableaux T = (T (1); : : : ;T (l)), o�u pour tout 1 � b � l, T (b) est un�(b)-tableau ; on dit alors que T (b) est la b-i�eme 
omposante de T . Nous repr�esenterons T
omme le diagramme obtenu �a partir du diagramme de Young de � en pla�
ant l'entier T (
)dans la bô�te 
 pour tout 
 2 D(�) (voir l'exemple 1.2). Pour 1 � k � m, nous noteronsiT (k) (resp. jT (k), resp. bT (k)) le num�ero de la ligne (resp. 
olonne, resp. 
omposante) de labô�te T�1(k) 2 D(�), et nous noterons jT j le nombre de bô�tes de T .Un tableau T est dit standard si Shape(T ) est une multi-partition et pour tout (k;k0) 2 N2tel que 1 � k < k0 � jT j et bT (k) = bT (k0), on a iT (k) � iT (k0) et jT (k) � jT (k0). Autrementdit, T est standard si le pro�l de T est une multi-partition et si dans 
haque 
omposantede T , les entr�ees 
roissent du bas vers le haut le long de 
haque 
olonne et de la gau
hevers la droite le long de 
haque ligne. L'ensemble des �-tableaux standard sera not�e Std(�).Soit � 2 �lm. On d�e�nit le tableau T� 
omme �etant l'unique �-tableau tel que pour tout1 � k < k0 � m, on a(i) bT�(k) � bT�(k0);(ii) bT�(k) = bT�(k0)) iT�(k) � iT�(k0) et(iii) (bT�(k) = bT�(k0); iT�(k) = iT�(k0))) jT�(k) < jT�(k0):



Chapitre 1. Pr�eliminaires 5Notons que si � 2 �lm est une multi-partition, alors T� est un tableau standard.Exemple 1.2 Soit � := ((3;2);(1;1)). Alors S :=  2 71 3 4 ; 65 ! est un �-tableau stan-dard et T :=  6 51 2 4 ; 73 ! est un �-tableau non standard. On a T� =  4 51 2 3 ; 76 ! :� Le groupe sym�etrique Sm agit de fa�
on naturelle �a droite sur [[1 ; m℄℄. Si � 2 �lm,T est un �-tableau et � 2 Sm, soit T:� le tableau de pro�l � obtenu en rempla�
ant
haque entr�ee de T par son image par �. On d�e�nit ainsi une a
tion �a droite de Smsur l'ensemble des �-tableaux (� 2 �lm). Par exemple, si � et S sont d�e�nis 
omme �al'exemple 1.2, alors on a S = T�:(2;3;4)(5;7;6). Si � = (�1; : : : ;�r) est une 
omposition deN , soit S� := S�1 � � � � � S�r � SN le sous-groupe de Young asso
i�e �a �. De même, si� = (�(1); : : : ;�(l)) est une l-multi-
omposition de m, soit S� := S�(1) � � � � �S�(l) � Sm lesous-groupe de Young asso
i�e �a � ; il s'agit du stabilisateur des lignes du tableau T�.Nous aurons besoin plus g�en�eralement des tableaux suivants. Soient� et � = (�(1); : : : ;�(l))deux l-multi-
ompositions de m. Un tableau de pro�l � ( ou de forme �) et de type � est uneappli
ation T : D(�) ! N� � [[1 ; l℄℄ telle que �(d)k = ℄ f
 2 D(�) j T(
) = (k;d)g pour tout(k;d) 2 N� � [[1 ; l℄℄. Notons Shape(T) := � le pro�l de T et Type(T) := � le type de T. Ondit en
ore que T est un �-tableau de type �. L'exemple 1.3 montre deux tableaux de type((3;1);(1;1);(2;1)). Si T est un �-tableau standard et � 2 �lm, soit �(T ) le �-tableau de type� d�e�ni par 
 2 D(�) 7! �iT�(T (
)) ; bT� (T (
))� 2 N� � [[1 ; l℄℄ ;autrement dit, �(T ) est le �-tableau de type � obtenu �a partir de T en rempla�
ant 
haqueentr�ee k par (i;b) si k apparâ�t �a la i-�eme ligne de la b-i�eme 
omposante de T�.Exemple 1.3 Prenons � = ((5;1);(2);(1)) et � = ((3;1);(1;1);(2;1)). SoitT :=  51 2 3 4 7 ; 6 8 ; 9 ! ;notons que T est un �-tableau standard. On a�(T�) =  2111 11 11 ; 2212 ; 2313 13 ! et �(T ) =  1211 11 11 21 13 ; 22 13 ; 23 ! ;o�u on �e
rit kd au lieu du 
ouple (k;d) 2 N� � [[1 ; l℄℄. �D�e�nition 1.4 D�e�nissons un ordre sur N� � [[1 ; l℄℄ en �e
rivant (k;d) � (k0;d0) si d < d0 ou(d = d0 et k � k0), (k;d); (k0;d0) 2 N� � [[1 ; l℄℄ ; il s'agit d'un ordre total. Soient � 2 �lm et Tun �-tableau (de type �). On dit que T est semi-standard si(i) Pour tout (i;j;j0;b) 2 N4 tel que (i;j;b) et (i;j0;b) sont des n�uds de D(�) et j � j0, ona T(i;j;b) � T(i;j0;b) (au sens de l'ordre d�e�ni 
i-dessus).



6 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur(ii) Pour tout (i;i0;j;b) 2 N4 tel que (i;j;b) et (i0;j;b) sont des n�uds de D(�) et i < i0, ona T(i;j;b) < T(i0;j;b).(iii) Si (i;j;b) 2 D(�) et (k;d) := T(i;j;b), alors d � b.L'ensemble des �-tableaux semi-standard sera not�e SStd(�) et l'ensemble des �-tableauxsemi-standard de type � sera not�e SStd(�;�). �La 
ondition (i) signi�e que les entr�ees de T 
roissent, au sens large, au sein de 
haqueligne de 
haque 
omposante de T. La 
ondition (ii) signi�e que les entr�ees de T 
roissent, ausens stri
t, au sein de 
haque 
olonne de 
haque 
omposante de T. Notons que la 
ondition(iii) est automatiquement remplie si l = 1 ; dans 
e 
as, on retrouve la d�e�nition habituelle destableaux semi-standard qui provient de la th�eorie des repr�esentations des groupes lin�eaireset sym�etriques.Remarque 1.5 La 
ondition (iii) de la d�e�nition 
i-dessus a �et�e introduite dans [DJM℄ ;elle est motiv�ee par un r�esultat 
on
ernant les modules permutationnels pour les alg�ebres deAriki-Koike (voir [DJM, Corollary 3.24℄). Cette 
ondition est introduite pour avoir le r�esultatsuivant. Soient �, � 2 �lm et T 2 Std(�). Alors �(T ) satisfait la 
ondition (iii) si et seulementsi bT (k) � bT�(k) pour tout 1 � k � m. �Remarque 1.6 Soit ! := �(0); : : : ;(0);(1m)� 2 �lm (i
i, (1m) d�esigne la partition de m donttoutes les parts sont �egales �a 1). Soit � 2 �lm. Alors l'appli
ation! : T 2 Std(�) 7! !(T ) 2 SStd(�;!)est bien d�e�nie et bije
tive. Nous identi�erons d�esormais, via !, l'ensemble des �-tableauxstandard et l'ensemble des �-tableaux semi-standard de type !. �Exemple 1.7 Si � 2 �lm, alors T� := �(T�)est l'unique �-tableau semi-standard de type �. Par exemple, pour � = ((3;1);(1;1);(2;1)),on a T� =  2111 11 11 ; 2212 ; 2313 13 !(voir l'exemple 1.3). Le tableau �(T ) de l'exemple 1.3 est �egalement semi-standard. �1.1.4 Multi-partitions 
harg�eesUne 
harge (resp. l-multi-
harge) est un �el�ement de Z (resp. Zl), et une l-multi-partition
harg�ee est un �el�ement de �l � Zl. Soit (�;s) une l-multi-partition 
harg�ee. Le 
ontenu dun�ud 
 = (i; j; b) 2 � est l'entier
ont(
) = 
ont(
; s) := sb + j � i 2 Z;



Chapitre 1. Pr�eliminaires 7o�u s = (s1; : : : ;sl) d�esigne les 
omposantes de s. Si n 2 N� , le r�esidu modulo n de 
 2 � estresn(
) = resn(
; s) := 
ont(
) mod n 2 Z=nZ�= [[0 ; n� 1℄℄:Si 
 2 Z, on dit que 
 2 � est un 
-n�ud si resn(
; s) = 
 mod n.Soit (�;s) une l-multi-partition 
harg�ee. On dit que 
 2 � est un n�ud de type R de (�;s)si � := �nf
g est le diagramme d'une multi-partition. Dans 
e 
as, on dit aussi que 
 est unn�ud de type A de (�;s) ; en parti
ulier, 
 =2 �. Autrement dit, un n�ud de � est de type A(resp. de type R) si on peut l'ajouter au (resp. le retirer du) diagramme de Young de � defa�
on �a 
e que le r�esultat obtenu soit en
ore le diagramme de Young d'une multi-partition.Pour 0 � 
 � n� 1, nous noterons N
(�; s;n) (resp. A
(�; s;n), resp. R
(�; s;n)) le nombrede 
-n�uds (resp. le nombre de 
-n�uds de type A, resp. le nombre de 
-n�uds de type R)de (�;s). On pose aussi M
(�; s;n) := A
(�; s;n)�R
(�; s;n):Soient �, � 2 �l, s 2 Zl, 
 2 Z et k 2 N� . Nous �e
rirons� 
:k�! �s'il existe une suite de l-multi-partitions �(0) � �(1) � � � � � �(k) telles que � = �(0), � = �(k)et pour tout 1 � j � k, �(j)=�(j�1) est un 
-n�ud de type A de (�(j�1);s).Soient � = (�(1); : : : ;�(l)) 2 �l, s = (s1; : : : ;sl) 2 Zl et 
 2 Z. On d�e�nit un ordre total� sur les 
-n�uds de type A et de type R de (�;s) en disant que (i;j;b) � (i0;j0;b0) si etseulement si j� i+sb < j0� i0+sb0 ou (j� i+sb = j0� i0+sb0 et b < b0). En e�et, pour d 2 Z,1 � b � l, il existe au plus un 
-n�ud 
 2 �(b) de type A ou de type R tel que j(
)� i(
) = d,don
 � est bien un ordre total (�a savoir, l'ordre lexi
ographique portant sur les diagonalespuis sur les 
omposantes). Si � 
:k�! �, on poseM>
 (�;�; s;n) = X
2�=��℄�� 2 N3 j � est un 
-n�ud de type A de (�;s) et � > 
	�℄�� 2 N3 j � est un 
-n�ud de type R de (�;s) et � > 
	�;et on d�e�nit de même M<
 (�;�; s;n).Exemple 1.8 Prenons s = (5;0;2;1), � = �(5;3;3;1);(3;2);(4;3;1);(2;2;2;1)�, n = 3 et 
 = 0.Alors on a N
(�; s;n) = 11; A
(�; s;n) = R
(�; s;n) = 5 et M
(�; s;n) = 0:Les 
-n�uds de type A de (�;s) sont (5;1;4), (4;2;1), (1;4;2), (1;3;4) et (1;5;3) ; les 
-n�udsde type R de (�;s) sont (2;2;2), (3;1;3), (3;2;4), (2;3;3) et (1;5;1), 
omme le montre la �gure1.3. La liste de tous 
es n�uds rang�es suivant l'ordre d�e
rit pr�e
�edemment est(5;1;4) < (2;2;2) < (3;1;3) < (3;2;4) < (4;2;1) < (1;4;2) < (2;3;3) < (1;3;4) < (1;5;3) < (1;5;1):



8 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurPrenons de plus � = �(5;3;3;1);(3;2);(5;3;1);(2;2;2;1)�, de telle sorte que �=� = f(1;5;3)g estr�eduit �a un 
-n�ud. On a alorsM>
 (�;�; s;n) = 0� 1 = �1 et M<
 (�;�; s;n) = 4� 4 = 0. �
,
R


A


R


A


R


R


A


R


A


A


,
 ,
Fig. 1.3 { Dessin des 0-n�uds de type A et de type R de la multi-partition 
harg�ee��(5;3;3;1);(3;2);(4;3;1);(2;2;2;1)�;(5;0;2;1)� pour n = 3. Les 0-n�uds de type X (X = A;R)sont marqu�es de la lettre 
orrespondante.1.1.5 Abaques1.1.5.1 Repr�esentation des multi-partitions 
harg�ees �a l'aide d'abaquesSuivant [JK℄, il est 
ommode de repr�esenter les multi-partitions 
omme des abaques. Pard�e�nition, un abaque �a 1 tige est une partie A de Z telle que �k 2 A et k =2 A pour toutk 2 N suÆsamment grand. De fa�
on moins formelle, 
haque k 2 A 
orrespond �a la positiond'une bille sur l'abaque (horizontal) A, qui est par d�e�nition � plein �a gau
he et vide �a droite�. Nous 
onsid�erons ainsi des abaques in�nis dans les deux dire
tions, alors que 
eux de [JK℄ne sont in�nis que dans une dire
tion. Soit A l'ensemble des abaques �a 1 tige. Si l � 1, unabaque �a l tiges est un l-uplet d'abaques �a 1 tige. Si A = (A1; : : : ;Al) 2 Al est un abaque �al tiges, nous identi�erons A �a la partief(k; d) j 1 � d � l; k 2 Adg � Z� [[1 ; l℄℄:Soit � = (�(1); : : : ;�(l)) 2 �l et s = (s1; : : : ;sl) 2 Zl. �A (�;s) on asso
ie l'abaque �a l tigesA(�;s) := n(�(d)i + sd + 1� i; d) j i � 1; 1 � d � lo :Par exemple, si l = 1, l'abaque 
orrespondant �a la partition 
harg�ee (�;s) = ((4;3;3;2;1);� 1)est dessin�e �a la �gure 1.4.
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Fig. 1.4 { Dessin de l'abaque 
orrespondant �a la partition 
harg�ee ((4;3;3;2;1); � 1).



Chapitre 1. Pr�eliminaires 9En fait, l'appli
ation (�;s) 2 �l � Zl 7! A(�;s) 2 Al est une bije
tion. Voi
i 
ommenton r�e
up�ere (�;s) �a partir de son diagramme d'abaques. En 
onsid�erant s�epar�ement 
haquetige du diagramme A(�;s), on se ram�ene au 
as o�u l = 1, i.e. (�;s) = (�;s) est une partition
harg�ee. Soit a l'unique entier v�eri�ant les deux propri�et�es suivantes : 1Æ) l'abaque est remplide billes situ�ees �a gau
he (au sens large) de a; 2Æ) il n'y a pas de bille en a+1. D�epla�
ons-nous�a partir de a vers la droite de l'abaque jusqu'�a ren
ontrer une bille. D�epla�
ons alors 
ette billele plus �a gau
he possible ; le nombre de 
rans dont on a d�epla
�e 
ette bille vaut pr�e
is�ement�`(�). Partant de a + 1, d�epla�
ons-nous sur l'abaque vers la droite jusqu'�a ren
ontrer unebille ; en ramenant 
ette bille le plus �a gau
he possible, on la d�epla
e de pr�e
is�ement �`(�)�1
rans. Continuons le pro
essus jusqu'�a 
e qu'il n'y ait plus de billes �a d�epla
er; on a alorsre
onstruit �, et la bille situ�ee le plus �a droite sur l'abaque est pr�e
is�ement en position s. La�gure 1.5 illustre un exemple de le
ture d'une partition 
harg�ee �a partir de l'abaque asso
i�e.
Lecture d'une partition à partir d'un abaque en déplaçant les billes.


Lecture de la charge lorsque toutes les billes ont été déplacées.
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Fig. 1.5 { Le
ture de la partition 
harg�ee ((4;3;3;2;1); � 1) �a partir l'abaque 
orrespondant.1.1.5.2 Cal
ul du n-quotient et du n-
�urNous renvoyons le le
teur �a [Ma
℄ pour la d�e�nition du n-quotient �n et du n-
�ur ��nd'une partition � ; nous expliquons i
i 
omment les 
al
uler �a partir des abaques. (Si le le
teurne 
onnâ�t pas les d�e�nitions 
lassiques du n-quotient et du n-
�ur, il pourra alors prendrepour d�e�nitions respe
tives de 
es notions les objets �n et ��n que nous allons introduire.)



10 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurFixons pour tout 
e paragraphe deux entiers naturels non nuls n et l. Le prin
ipe de ladivision eu
lidienne montre que tout entier k 2 Z peut s'�e
rire de mani�ere uniquek = 
(k) + n(d(k)� 1) + nlm(k);ave
 
(k) 2 [[1 ; n℄℄, d(k) 2 [[1 ; l℄℄ et m(k) 2 Z. Soit �0 l'appli
ation de Z dans Z d�e�nie par�0(k) := d(k) + lm(k); k 2 Z:On peut lire de fa�
on graphique 
(k), d(k),m(k) et �0(k) 
omme suit. Num�erotons les �el�ementsde Zn �a l'aide des entiers : : : ; � 1;0;1; : : : 
omme sur la �gure 1.6 (pour le dessin, on a prisn = 2 et l = 3). Alors l'�el�ement de Zn ayant le num�ero k 2 Z est situ�e sur la d(k)-i�eme
olonne et la 
(k)-i�eme ligne du 
adre C 0m(k). Num�erotons en outre toutes les 
olonnes de 
ediagramme �a l'aide des entiers : : : ; � 1;0;1; : : : de fa�
on �a 
e que l'�el�ement de Zn ayant lenum�ero 1 soit situ�e sur la 
olonne 1. Alors l'�el�ement de Zn ayant le num�ero k est situ�e �a la
olonne �0(k) du diagramme.
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Fig. 1.6 { Num�erotation des �el�ements de Zn pour le 
al
ul de la bije
tion � 0n.Il d�e
oule de 
e
i que l'appli
ation k 2 Z 7! (�0(k);
(k)) 2 Z� [[1 ; n℄℄ est une bije
tion.On d�e�nit une bije
tion � 0n : �� Z�= A ! �n � Zn �= An en termes d'abaques par� 0n(A) := �(�0(k); 
(k)); k 2 A	 2 An (A 2 A):Observons que la num�erotation des �el�ements de Zn de la �gure 1.6 ne d�epend pas de l(
hanger l revient simplement �a faire varier la largeur des 
adres C 0m). Par 
ons�equent, lesd�e�nitions de 
(k) et de �0(k), et don
 de � 0n, ne d�ependent pas de l. Soit � 2 �, s 2 Z, et(�n;sn) := � 0n(�;s) 2 �n�Zn. Alors �n ne d�epend (�a permutation 
ir
ulaire des 
omposantespr�es) que de � et n, et non de s et l ; il s'agit en fait du n-quotient de �. De plus, la multi-
harge sn 
orrespond au n-
�ur de �. En e�et, d�epla�
ons, si possible, d'un 
ran vers la gau
heune bille d'une tige de A(�n;sn). Ce
i �equivaut �a enlever un n�ud du n-quotient de �, ouen
ore un n-ruban de �. It�erons 
e pro
�ed�e autant de fois que possible. On obtient alors le



Chapitre 1. Pr�eliminaires 11diagramme A(;n;sn), o�u ;n d�esigne le n-uplet form�e de n partitions vides. Cette op�eration
orrespond �a enlever �a � autant de n-rubans que possible ; on r�e
up�ere don
 ainsi le n-
�urde �, 
'est-�a-dire que l'on a � 0n(��n;s) = (;n;sn). Observons par ailleurs que sn = (s1; : : : ;sn)satisfait l'�egalit�e s1 + � � � + sn = s.Exemple 1.9 Prenons n = 2, l = 3, et (�;s) = ((4;3;3;2;1); � 1). On a alors� 0n(�;s) = ��(3;3);;�;(�1;0)�;
omme le montre la �gure 1.7. �
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Fig. 1.7 { Cal
ul de la bije
tion � 0n.1.1.5.3 Une variante du l-quotient et du l-
�urSoient �a nouveau deux entiers naturels non nuls n et l. Nous allons d�e�nir i
i une bije
tion�l : � � Z ! �l � Zl, qui donne une variante du l-quotient et du l-
�ur. Cette d�e�nitionest tr�es pro
he de 
elle de � 0n vue au paragraphe pr�e
�edent, mais elle d�epend e�e
tivementde n et de l ; 
'est pourquoi nous avons 
hoisi d'introduire un entier l au paragraphe pr�e
�edent.Reprenons les notations 
(k), d(k) et m(k) du paragraphe pr�e
�edent. Soit � l'appli
ationde Z dans Z d�e�nie par �(k) := 
(k) + nm(k); k 2 Z:Signalons quelques propri�et�es de 
ette appli
ation, dont nous laissons la preuve au le
teur.



12 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurLemme 1.10 Soient k, k0 2 Z. Alors on a(P1) �(k) � 
(k) � k (mod n);(P2) �k < k0; d(k) = d(k0)� =) �(k) < �(k0);(P3) �(k) < �(k0) =) k < k0: �On peut lire de fa�
on graphique 
(k), d(k), m(k) et �(k) 
omme suit. Num�erotons les�el�ements de Zl �a l'aide des entiers : : : ;� 1;0;1; : : : 
omme sur la �gure 1.8 (pour le dessin, ona pris n = 2 et l = 3). Alors l'�el�ement de Zl ayant le num�ero k 2 Z est situ�e sur la 
(k)-i�eme
olonne et la d(k)-i�eme ligne du 
adre Cm(k). Num�erotons en outre toutes les 
olonnes de
e diagramme �a l'aide des entiers : : : ;� 1;0;1; : : : de fa�
on �a 
e que l'�el�ement de Zl ayant lenum�ero 1 soit situ�e sur la 
olonne 1. Alors l'�el�ement de Zl ayant le num�ero k est situ�e �a la
olonne �(k) du diagramme.
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Fig. 1.8 { Num�erotation des �el�ements de Zl pour le 
al
ul de la bije
tion �l.Il d�e
oule de 
e
i que l'appli
ation k 2 Z 7! (�(k);d(k)) 2 Z� [[1 ; l℄℄ est une bije
tion.On d�e�nit une bije
tion �l : �� Z�= A ! �l � Zl �= Al en termes d'abaques par�l(A) := f(�(k); d(k)); k 2 Ag 2 Al (A 2 A):Soit � 2 �, s 2 Z, et (�l;sl) := �l(�;s) 2 �l � Zl. Alors sl = (s1; : : : ;sl) satisfait l'�egalit�es1 + � � �+ sl = s.Exemple 1.11 Prenons n = 2, l = 3, et (�;s) = ((4;3;3;2;1); � 1). On a alors�l(�;s) = ��(1;1);(1;1);(1)�;(0;0; � 1)�;
omme le montre la �gure 1.9. �
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Fig. 1.9 { Cal
ul de la bije
tion �l.1.2 L'alg�ebre quantique aÆne Uq(bsln)Nous rappelons i
i la d�e�nition de 
ette alg�ebre, que nous allons faire agir sur les espa
esdes q-produits ext�erieurs �a partir du 
hapitre 2 et sur les espa
es de Fo
k �a partir du 
hapitre3. Commen�
ons par rappeler la d�e�nition de l'alg�ebre de Lie aÆne bsln.1.2.1 L'alg�ebre de Lie aÆne bslnIl s'agit de l'alg�ebre de Ka
-Moody de type A(1)n�1, ave
 n � 2 [Ka
℄. Soit h un Q-espa
eve
toriel ayant pour base fh0; : : : ;hn�1;Dg. Soit f�0; : : : ;�n�1;Æg la base de h� d�e�nie �a l'aidede l'a

ouplement h: ; :i : h� � h! Q parh�i;hji = Æij ; h�i;Di = hÆ;hii = 0; hÆ;Di = 1 (0 � i; j � n� 1):Les �i, 0 � i � n � 1 sont appel�es poids fondamentaux. Il sera 
ommode d'indexer lespoids fondamentaux par Z en posant, pour i 2 Z, �i := �i mod n. Les ra
ines simples �i,0 � i � n� 1 sont les �el�ements de h� d�e�nis par les relations�i := ��i�1 + 2�i � �i+1 + Æi;0 Æ; 0 � i � n� 1:Pour 0 � i;j � n � 1, soit aij le 
oeÆ
ient de �j dans �i. La matri
e A = (aij)0�i;j�n�1est appel�ee matri
e de Cartan de bsln. L'alg�ebre bsln est l'alg�ebre de Lie sur Q ayant pour



14 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurg�en�erateurs d; ei; fi; hi (0 � i � n� 1)et soumise aux relations[hi;hj ℄ = 0; [hi;ej ℄ = aij ej ; [hi;fj ℄ = �aij fj;[d;hi℄ = 0; [d;ei℄ = Æi;0 ei; [d;fi℄ = �Æi;0 fi; [ei;fj℄ = Æi;j hiainsi qu'aux relations de Serre(ad ei)1�aij ej = (ad fi)1�aijfj = 0; i 6= j:(I
i, pour x 2 bsln, adx est l'endomorphisme y 7! [x;y℄ et dans toutes les relations 
i-dessus,i et j par
ourent l'ensemble [[0 ; n� 1℄℄).Notons P :=  n�1Mi=0 Z�i!� ZÆ et Q := n�1Mi=0 Z�i ;P (resp. Q) est le r�eseau des poids fondamentaux (resp. poids radi
iels) de bsln.Lemme 1.12 (�0;�0; : : : ;�n�1) est une base de h�.D�emonstration. Pour 1 � i � n � 1, posons �0i := �i � �0. Alors pour tout 1 � i � n� 1,on a �i =Pn�1j=1 aij �0i: Le 
al
ul de l'inverse de la matri
e (aij)1�i;j�n�1 donne alors�i = �0i +�0 = �0 + 1n 0� i�1Xj=1 j(n� i)�j + nXj=i i(n� j)�j1A ; 1 � i � n� 1:De plus, on a Æ = �0 + : : : + �n�1; don
 la famille (�0;�0; : : : ;�n�1) engendre h�, et par
ardinalit�e, 
'en est une base. �On d�e�nit sur h� une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee (: ; :) par(�i;�j) = aij; (�0;�i) = Æi;0; (�0;�0) = 0 (0 � i; j � n� 1):Les expressions de �i, 1 � i � n � 1 et de Æ donn�ees au 
ours de la preuve du lemmepr�e
�edent montrent qu'on a les relations(�i;�j) = Æi;j ; (Æ;�i) = 0; 0 � i; j � n� 1:Le groupe de Weyl de bsln est le sous-groupe de GL(h�) engendr�e par les r�e
exions simples�i d�e�nies par �i(�) := �� (�i;�)�i (� 2 h�; 0 � i � n� 1):Il s'agit d'un groupe de Coxeter de type A(1)n�1, isomorphe au groupe sym�etrique aÆne eSn�1.



Chapitre 1. Pr�eliminaires 15Remarque 1.13 Les 
al
uls faits pr�e
�edemment montrent en parti
ulier que pour tout0 � i; j � n� 1, on a�i(Æ) = Æ et �i(�j) = � �j si j 6= i;�i�1 +�i+1 � �i � Æi;0 Æ si j = i: �1.2.2 L'alg�ebre quantique aÆne Uq(bsln)1.2.2.1 D�e�nitionL'alg�ebre U 0q(bsln) est d�e�nie (voir par exemple [KMS℄) 
omme l'alg�ebre asso
iative uni-taire sur Q(q) ayant pour g�en�erateursei; fi; ti; t�1i (0 � i � n� 1)et soumise aux relations tit�1i = t�1i ti = 1; titj = tjti;tiejt�1i = qaij ej; tifjt�1i = q�aijfj; eifj � fjei = Æij ti � t�1iq � q�1ainsi qu'aux q-relations de Serre1�aijXk=0 (�1)k�1� aijk �e1�aij�ki ejeki = 1�aijXk=0 (�1)k�1� aijk �f1�aij�ki fjfki = 0; i 6= j:Dans toutes 
es relations, les indi
es i et j par
ourent l'ensemble [[0 ; n� 1℄℄. La matri
e(aij)0�i;j�n�1 est la matri
e de Cartan de bsln (
f. paragraphe 1.2.1). En�n, nous avons utilis�eles q-analogues des entiers et les 
oeÆ
ients binomiaux, d�e�nis par[k℄ := qk � q�kq � q�1 ; [k℄! := [k℄[k � 1℄ � � � [1℄; �mk � := [m℄![m� k℄![k℄! (0 � k �m):Observons que pour tout 0 � i � n� 1, la sous-alg�ebre de U 0q(bsln) engendr�ee par ei, fi et tiest isomorphe �a Uq(sl2) ; nous noterons Uq(bsln)i 
ette sous-alg�ebre.Nous aurons besoin des notations suivantes. Soit 0 � i � n� 1, et k 2 Z. On posee(k)i := eki =[k℄! si k � 0 et e(k)i := 0 sinon:On dit alors que e(k)i est la k-i�eme puissan
e divis�ee de ei. On d�e�nit de même f (k)i . Parailleurs, si x est un �el�ement inversible d'une Q(q)-alg�ebre unitaire, on posefxg := x� x�1q � q�1 ; �x0� =: 1 et �xk� := fxg �q�1x	 � � � �q�(k�1)x	[k℄! (k 2 N� ):



16 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurPar exemple, pour m � k � 0, on a �qk	 = [k℄ et �qmk 	 = �mk �.Signalons le 
lassique r�esultat suivant.Lemme 1.14 Soit k, m 2 Z, et 0 � i � n� 1. Alors on ae(k)i f (m)i = Xj�0 f (m�j)i e(k�j)i �qk�mtij �= Xj�0�qm�ktij �f (m�j)i e(k�j)i= Xj�0 f (m�j)i �q2j�k�mtij �e(k�j)i :D�emonstration. On peut supposer que k � 1 et m � 1. �A l'aide des relations de Uq(bsln)i, onprouve les formules pour m = 1 et pour tout k � 1 par r�e
urren
e sur k, puis on les prouvepour tout k � 1 et m � 1 par r�e
urren
e sur m ave
 k �x�e. Le le
teur pourra par exemple
onsulter [Kas4℄ pour les d�etails. �Signalons un 
lassique th�eor�eme de stru
ture pour U 0q(bsln) (voir par exemple [Kas4℄), quiest l'analogue quantique du th�eor�eme de Poin
ar�e-Birkho�-Witt pour les alg�ebres de Lie.Soit Uq(n+) (resp. Uq(n�), resp. Uq(h)) la sous-alg�ebre de U 0q(bsln) engendr�ee par les ei (resp.fi, resp. ti), 0 � i � n� 1. Alors l'appli
ationUq(n+)
 Uq(h)
 Uq(n�)! U 0q(bsln); n+ 
 h
 n� 7! n+hn�est un isomorphisme.U 0q(bsln) est une alg�ebre de Hopf, o�u le 
oproduit � est donn�e par�(ei) = ei 
 t�1i + 1
 ei; �(fi) = fi 
 1 + ti 
 fi; �(ti) = ti 
 ti (0 � i � n� 1):L'alg�ebre Uq(bsln) est une extension de U 0q(bsln) de dimension 1 par l'op�erateur degr�e �satisfaisant les relations[�;ti℄ = 0; [�;ei℄ = Æi;0ei; [�;fi℄ = �Æi;0fi (0 � i � n� 1):On �etend la stru
ture d'alg�ebre de Hopf �a Uq(bsln) en posant �(�) := � 
 1 + 1
 �.On munit Uq(bsln) d'une involution . Par d�e�nition, est l'unique automorphisme deQ -anneau tel queq = q�1; ei = ei; fi = fi; ti = t�1i (0 � i � n� 1) et � = �:On introduit une forme rationnelle Uq(bsln)Q de Uq(bsln) ([Kas3℄). Par d�e�nition, Uq(bsln)Qest la Q [q;q�1 ℄-sous-alg�ebre de Uq(bsln) engendr�ee par les e(k)i , f (k)i , �tik	 et ti, o�u les entiers k



Chapitre 1. Pr�eliminaires 17et i par
ourent respe
tivement N et [[0 ; n� 1℄℄.Nous serons �egalement amen�es �a 
onsid�erer l'alg�ebre quantique aÆne Up(bsll), ave
p := �q�1:Pour ne pas 
onfondre les g�en�erateurs, ra
ines simples, poids, et
. de Up(bsll) ave
 
eux deUq(bsln), nous pla
erons des points au-dessus des �el�ements 
orrespondant �a Up(bsll). Nousutiliserons le 
oproduit _� de Up(bsll) d�e�ni par les formules_�( _ei) = _ei 
 _t�1i + 1
 _ei; _�( _fi) = _fi 
 1 + _ti 
 _fi; _�( _ti) = _ti 
 _ti (0 � i � l � 1);_�( _�) = _� 
 1 + 1
 _�:1.2.2.2 �El�ements de la th�eorie des Uq(bsln)-modulesSoit M un Uq(bsln)-module. On dit que l'a
tion de Uq(bsln) sur M est de niveau l 2 Z sil'�el�ement 
entral 
anonique t0t1 : : : tn�1 2 Uq(bsln) agit sur M 
omme la multipli
ation par les
alaire ql.Rappelons que P d�esigne le r�eseau des poids fondamentaux de bsln (
f. paragraphe 1.2.1).Soit � = Pn�1i=0 ai�i + dÆ 2 P (a0; : : : ;an�1;d 2 Z). Le sous-espa
e ve
toriel de M form�e del'ensemble des m 2M tels que �:m = dm et ti:m = qaim pour tout 0 � i � n� 1 est appel�esous-espa
e de poids � de M , nous le noterons Mh�i. (La notation M� est plus tradition-nelle, mais nous pr�ef�ererons notre notation pour �eviter tout ajout intempestif d'indi
es.) SiMh�i 6= f0g, on dit que � est un poids de M , et tout ve
teur de Mh�i n f0g est appel�eve
teur de poids �. L'ensemble des poids de M sera not�e P(M). Soit � 2 P(M). On ditque u 2 Mh�i est un ve
teur singulier ou de plus haut poids � si u 6= 0 et ei:u = 0 pourtout 0 � i � n� 1. On dit que M est un Uq(bsln)-module (resp. U 0q(bsln)-module) 
y
lique deplus haut poids � s'il existe un ve
teur u 2 M de plus haut poids � tel que M = Uq(bsln):u(resp. M = U 0q(bsln):u). Si M est 
y
lique de plus haut poids �, le th�eor�eme de stru
tureU 0q(bsln) �= Uq(n+) 
 Uq(h) 
 Uq(n�) montre alors que tout poids � de M v�eri�e � � �, i.e.��� 2Pn�1i=0 N�i , d'o�u la terminologie de � plus haut poids � pour �. Ce th�eor�eme montreaussi que Mh�i est de dimension 1.Soit � 2 P . On montre qu'il existe un unique (�a isomorphisme pr�es) Uq(bsln)-moduleirr�edu
tible 
y
lique de plus haut poids � ; on notera 
e module V (�). On montre que lesV (�), � 2 P , sont des Uq(bsln)-modules deux �a deux non isomorphes. La restri
tion deV (�) �a U 0q(bsln) est un U 0q(bsln)-module simple, qu'on notera V 0(�). On montre que V 0(�) etV 0(�0) (�, �0 2 P ) sont isomorphes si et seulement si � � �0 2 ZÆ. Nous travaillerons plusparti
uli�erement ave
 les espa
es V (�) et V 0(�), o�u � 2 P+ := (Pn�1i=0 N�i)+ZÆ ; un �el�ementde P+ est appel�e poids dominant.D�e�nition 1.15 On dit que le Uq(bsln)-module M est int�egrable s'il v�eri�e les 
onditions



18 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieursuivantes :(i) M =M�2PMh�i,(ii) pour tout � 2 P , Mh�i est de dimension �nie,(iii) pour tout 0 � i � n�1,M se d�e
ompose 
omme une somme dire
te de Uq(bsln)i-modules(simples) de dimension �nie. �M est int�egrable si et seulement si M v�eri�e (i), (ii) et(iii') les op�erateurs ei et fi (0 � i � n� 1) sont lo
alement nilpotents, i.e. pour tout m 2M ,il existe N 2 N tel que eNi :m = fNi :m = 0.Il est bien 
onnu (voir par exemple [Kas4℄) que la 
at�egorie des Uq(bsln)-modules int�egrablesest semi-simple ; plus pr�e
is�ement, tout Uq(bsln)-module int�egrable se d�e
ompose en sommedire
te de modules isomorphes �a V (�), � 2 P+, et une telle d�e
omposition est unique. Ils'ensuit que tout module M int�egrable 
y
lique de plus haut poids est simple (en e�et, nousavons vu pr�e
�edemment queM poss�ede alors un unique plus haut poids et que le sous-espa
ede plus haut poids est de dimension 1, don
 la d�e
omposition de M en somme dire
te demodules isomorphes �a V (�), � 2 P+ ne peut 
omporter qu'un seul fa
teur).1.2.3 Bases 
ristallines, bases globales des Uq(bsln)-modules int�egrablesDans tout 
e paragraphe, on 
onsid�ere un Uq(bsln)-module int�egrable M .1.2.3.1 Op�erateurs 
ristallins de Kashiwara [Kas3℄Avant de rappeler la d�e�nition des op�erateurs 
ristallins [Kas3℄, 
itons le 
lassique r�esultatsuivant 
on
ernant Uq(bsln)i �= Uq(sl2).Lemme 1.16 Soit � 2 P(M), 0 � i � n� 1, et u 2Mh�i. Soit N := (�;�i). Alors u s'�e
ritde fa�
on unique u = Xk�max(0;�N) f (k)i :vk;ave
 vk 2 Ker ei \Mh� + k�ii pour tout k � max(0; � N), et vk = 0 si k est suÆsammentgrand.D�emonstration. D'apr�es la 
ondition (iii) des modules int�egrables, on peut supposer que uest 
ontenu dans un Uq(bsln)i-module M 0 qui est simple, de dimension �nie N 0 + 1. D'apr�esla th�eorie des Uq(sl2)-modules simples, il existe v 2 M 0, unique �a un s
alaire pr�es, tel queM 0 = LN 0k=0 Q(q)f (k)i :v et ei:v = 0 ; de plus, v est un ve
teur de poids � de M , et on a(�;�i) = N 0. Ce
i donne le r�esultat voulu si u = 0. Si u 6= 0, alors M 0 = Uq(bsln)i:u par sim-pli
it�e deM 0, don
M 0 et Q(q)v sont d�etermin�es de fa�
on unique. Il reste alors �a prouver qu'ilexiste un unique k � max(0;�N) tel que u 2 Q(q):f (k)i :v. Puisque les f (k)i :v (0 � k � N 0) sontde poids deux �a deux distin
ts, il existe un unique k 2 [[0 ; N 0℄℄ tel que u 2 Q(q)f (k)i :v, et k est



Chapitre 1. Pr�eliminaires 19d�etermin�e par l'�egalit�e (�;�i) = (��k:�i;�i). On a don
N = (�;�i)�k(�i;�i) = N 0�2k � �k
ar N 0 � k. Ainsi k � �N . �Fixons 0 � i � n� 1. Soit � 2 P(M), et u 2Mh�i. �E
rivonsu = Xk�max(0;�N) f (k)i vk;o�u N et les vk sont donn�es par le lemme pr�e
�edent. On pose alors~eilow:u := Xk�max(1;�N) f (k�1)i :vk; ~filow:u := Xk�max(0;�N) f (k+1)i :vk;~eiup:u := Xk�max(1;�N) [N + k + 1℄[k℄ f (k�1)i :vk et ~fiup:u := Xk�max(0;�N) [k + 1℄[N + k℄f (k+1)i :vk:On prolonge ensuite les op�erateurs ~eilow, ~filow, ~eiup et ~fiup �a M = L�2P Mh�i parlin�earit�e. Le lemme qui suit montre que dans 
ertains 
as, 
ertaines puissan
es des op�erateurs~eilow et ~eiup 
o��n
ident (on peut �enon
er un r�esultat analogue pour ~filow et ~fiup).Lemme 1.17 Soit � 2 P(M), u 2 Ker ei \Mh�i et k := (�;�i). Alors on a( ~eiup)k:(f (k)i :u) = (~eilow)k:(f (k)i :u) = u:D�emonstration. On prouve ais�ement la deuxi�eme �egalit�e par r�e
urren
e sur k �a l'aide de lad�e�nition de ~eilow. Montrons que ( ~eiup)k:(f (k)i :u) = u. Posons wt(v) := � si v 2 M est unve
teur de poids � (� 2 P ). Notons que pour 0 � j � k, on a(wt(f (k�j)i :u);�i) = (wt(u);�i)� (k � j)(�i;�i) = 2j � k:On montre alors par r�e
urren
e sur 0 � k0 � k que( ~eiup)k0 :(f (k)i :u) = 0�k0�1Yj=0 [(2j � k) + (k � j) + 1℄[k � j℄ 1A f (k�k0)i :u (0 � k0 � k):Par 
ons�equent, on a ( ~eiup)k:(f (k)i :u) = 0�k�1Yj=0 [j + 1℄[k � j℄1A u = u. �Donnons une propri�et�e v�eri��ee par ~eiup (on a une propri�et�e analogue pour ~fiup, mais paspour ~eilow ni pour ~filow).Lemme 1.18 ([Kas3℄, Lemma 3.1.1) Soit m 2 N, et u 2 M tel que em+1i :u = 0. Alorson a ( ~eiup)m:u = e(m)i :u.



20 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurD�emonstration. On peut supposer que u 2Mh�i, o�u � 2 P(M). �E
rivons 
omme au lemme1.16, u = Pk�max(0;�N) f (k)i vk. Montrons tout d'abord que vk = 0 si k � m + 1. D'apr�es lelemme 1.14, on a 0 = e(m+1)i :u = Xk�max(0;�N) e(m+1)i f (k)i :vk= Xk�max(0;�N)Xj�0 f (k�j)i �q2j�m�1�ktij �e(m+1�j)i :vk :Soit k � max(0; � N). Puisque ei:vk = 0, on a e(m+1�j)i :vk = 0 sauf si j = m + 1. Par
ons�equent, on a 0 = Xk�max(0;�N) f (k�m�1)i �qm+1�ktim+ 1 �:vk= Xk�max(m+1;�N) f (k�m�1)i �qm+1�ktim+ 1 �:vk= Xk�max(0;�N�m�1) f (k)i � q�ktim+ 1�:vm+1+k :Par uni
it�e de la d�e
omposition de 0 donn�ee par le lemme 1.16, on doit don
 avoir pour toutk � 0, �q�ktim+1	:vm+1+k = 0, soit en
ore vk = 0 pour tout k � m + 1. �A nouveau d'apr�es lelemme 1.14, on a e(m)i :u = Xj�0Xk �qm�ktij �f (k�j)i e(m�j)i :vk= Xk �qm�ktim �f (k�m)i :vk= Æm��N�tim	vm;o�u dans 
ha
une des sommes, k par
ourt fk0 2 Z j max(0; �N) � k0 � mg, et si P est unepropri�et�e, on pose ÆP := 1 si P est vraie et ÆP := 0 sinon. Supposons quem � �N . Observonsque vm 2 Mh� + m�ii, don
 �tim	:vm = �(�+m�i;�i)m �:vm = �N+2mm �:vm. Posons � km� := 0 sik < 0. On a don
 e(m)i :u = �N + 2mm �:vm:Soit v 2 Ker ei, et k 2 N. Par d�e�nition de ~eiup, on a ( ~eiup)m:(f (k)i :v) 2 Q(q)f (k�m)i :v.Par 
ons�equent, ( ~eiup)m:(f (k)i :v) = 0 si m > k. Ce
i implique que( ~eiup)m:u = Æm��N ( ~eiup)m:(f (m)i :vm):Ce
i prouve la formule d�esir�ee si m < �N . Supposons don
 que m � �N . On a alors, parr�e
urren
e imm�ediate,( ~eiup)m:u = mYk=1 [(�+m�i;�i)� k + 1℄[k℄ :vm = mYk=1 [N + 2m� k + 1℄[k℄ :vm = �N + 2mm �:vm:�



Chapitre 1. Pr�eliminaires 211.2.3.2 Bases 
ristallinesEn suivant [Kas3℄, nous rappelons i
i les d�e�nitions des bases 
ristallines et des basesglobales d'un Uq(bsln)-module int�egrable. SoitA := �a(q)b(q) 2 Q(q) j a(q); b(q) 2 Q [q℄; b(0) 6= 0� et A := �f(q�1) j f(q) 2 A 	 :A (resp. A ) est l'anneau des fra
tions rationnelles (�a valeurs dans Q) r�eguli�eres �a q = 0 (resp.�a q =1).Remarque 1.19 On a A \ q�1A \ Q [q;q�1 ℄ = f0g. En e�et, si f 2 A \ q�1A \ Q [q;q�1 ℄,on peut �e
rire f(q) = Pk2Zakqk ave
 les ak 2 Q presque tous nuls. Puisque f 2 A, ona ak = 0 pour tout k < 0. �E
rivons par ailleurs f(q) = q�1g(q) ave
 g(q) 2 A . Alorsg(q�1) = q�1f(q�1) =Pk�0 akq1�k 2 A ; 
ompte tenu de (k � 0) 1� k < 0), les ak, k � 0sont aussi tous nuls, d'o�u la remarque. �Rappelons que M est un Uq(bsln)-module int�egrable.D�e�nition 1.20 Un r�eseau 
ristallin (
rystal latti
e en anglais) sup�erieur ( resp. inf�erieur)de M �a q = 0 est un A -module libre L tel que(i) M �= Q(q) 
A L (on peut don
 identi�er L �a un sous-A -module de M),(ii) L =L�2P Lh�i, o�u Lh�i := L \Mh�i (� 2 P ),(iii) ~eiupL � L et ~fiupL � L (resp. ~eilowL � L et ~filowL � L). Dans 
e 
as, ~eiup et ~fiup(resp. ~eilow et ~filow) induisent des endomorphismes de L=qL, qu'on notera de la mêmemani�ere.En rempla�
ant A par A et q par q�1 dans la d�e�nition 
i-dessus, on d�e�nit la notion der�eseau 
ristallin sup�erieur (resp. inf�erieur) �a q =1. �Remarque 1.21 Soit L un r�eseau 
ristallin �a q = 0, et � 2 P . Alors l'in
lusion Lh�i � Linduit un morphisme Lh�i=qLh�i ! L=qL. D'apr�es (ii), on a (qL) \ Lh�i = qLh�i, don
 
emorphisme est inje
tif. Ainsi Lh�i=qLh�i peut être vu 
omme un sous-espa
e ve
toriel deL=qL. De même, si L un r�eseau 
ristallin �a q = 1 et � 2 P , alors Lh�i=q�1Lh�i peut êtrevu 
omme un sous-espa
e ve
toriel de L=q�1L. �D�e�nition 1.22 Une base 
ristalline sup�erieure de M �a q = 0 est la donn�ee de (L;B), o�u Lest un r�eseau 
ristallin sup�erieur �a q = 0 et B est une base de l'espa
e ve
toriel (sur le 
orpsQ) L=qL tels que(i) B = `�2P Bh�i, o�u pour � 2 P , on a pos�e Bh�i := B \ (Lh�i=qLh�i) (la remarquepr�e
�edente montre que 
ette d�e�nition a bien un sens),(ii) ~eiupB � B [ f0g et ~fiupB � B [ f0g,(iii) pour tout b, b0 2 B, on a b0 = ~fiupb si et seulement si b = ~eiupb0.



22 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurOn d�e�nit de même la notion de base 
ristalline inf�erieure �a q = 0, ainsi que la notion debase 
ristalline sup�erieure (resp. inf�erieure) �a q =1. �Soit (L;B) une base 
ristalline (sup�erieure ou inf�erieure) de M . Si b 2 B, il existe ununique � 2 P tel que b 2 Bh�i ; on dit alors que � est le poids de b et on note 
e poids wt(b).Par ailleurs, le graphe 
ristallin de M (muni de la base 
ristalline (L;B)) est le graphe dontl'ensemble des sommets est B, et dans lequel on a une arête �etiquet�ee par i reliant b �a b0 (b,b0 2 B, 0 � i � n�1) si b0 = ~fi:b. Soit 0 � i � n�1. PuisqueM est int�egrable, les op�erateursei et fi agissent de fa�
on lo
alement nilpotente sur M . Par 
ons�equent, les op�erateurs deKashiwara ~ei et ~fi agissent aussi de fa�
on lo
alement nilpotente sur L et don
 sur B [ f0g.On peut don
 d�e�nir, pour b 2 B, les quantit�es"i(b) := max fm 2 N j ~emi :b 6= 0g et 'i(b) := maxfm 2 N j ~fmi :b 6= 0g:La th�eorie des Uq(sl2)-modules montre qu'on a la relation(wt(b); �i) = 'i(b)� "i(b) (b 2 B):On d�e�nit une appli
ation �i : B ! B de la fa�
on suivante. Soit b 2 B. Soit C la i-
hâ�ne
ontenant b dans le graphe 
ristallin B. On d�e�nit alors �i(b) 
omme �etant l'unique �el�ementb0 2 C tel que 'i(b0) = "i(b) et "i(b0) = 'i(b). En d'autres termes, b0 est le sym�etrique de bpar rapport au milieu de la 
hâ�ne C. De fa�
on �equivalente, �i(b) est l'unique �el�ement b0 2 Ctel que wt(b0) = �i:wt(b) (au sens de l'a
tion du groupe de Weyl Wn de Uq(bsln) sur P ).On montre que si �i1 � � � �ia = �j1 � � � �jb dans Wn, alors les �el�ements �i1 � � � �ia et �j1 � � � �jbd�e�nissent les mêmes bije
tions de B. En fait, Wn agit ainsi sur B.1.2.3.3 Bases globalesD�e�nition 1.23 On dit que le Uq(bsln)-module int�egrableM admet une base globale sup�erieure( resp. inf�erieure) s'il existe MQ , (L0;B0), (L1;B1) tels que(i) (L0;B0) est une base 
ristalline sup�erieure (resp. inf�erieure) �a q = 0, (L1;B1) est unebase 
ristalline sup�erieure (resp. inf�erieure) �a q =1, etMQ est un sous-Q [q;q�1 ℄-modulede M stable sous l'a
tion de Uq(bsln)Q tel que M �= Q(q) 
Q[q;q�1 ℄ MQ ,(ii) L'appli
ation L0 \ L1 \MQ ! L0=qL0 est un isomorphisme de Q-espa
es ve
toriels.Dans 
e 
as, notons G : L0=qL0 7! L0 \ L1 \MQ l'isomorphisme inverse. On montrealors ([Kas3, Lemma 2.1.1, (2:1:3) ) (2:1:5)℄) que fG(b) j b 2 B0g est une A -base de L0, uneA -base de L1, une Q [q;q�1 ℄-base de MQ et une Q(q)-base de M . On appelle 
ette base labase globale sup�erieure (resp. inf�erieure) de M . �Les bases globales sup�erieure et inf�erieure sont adjointes une de l'autre, 
omme le montrela proposition suivante ([Kas3℄).Proposition 1.24 Supposons queM est muni d'une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee(: ; :) telle que pour tout u, v 2M , 0 � i � n� 1, on a(ti:u ; v) = (u ; ti:v) et (ei:u;v) = (u;fi:v):



Chapitre 1. Pr�eliminaires 23Supposons que M admet une base globale sup�erieure ( resp. inf�erieure) fG(b) j b 2 Bg. SoitfG�(b) j b 2 Bg la base adjointe de fG(b) j b 2 Bg, 
'est-�a-dire d�e�nie par les relations(G(b);G�(b0)) = Æb;b0 (b; b0 2 B):Alors fG�(b) j b 2 Bg est une base globale inf�erieure ( resp. sup�erieure) de M .D�emonstration. Par hypoth�ese sur (:;:), on a les relations( ~eiup:u;v) = (u; ~filow:v) et ( ~fiup:u;v) = (u;~eilow:v)pour tout u, v 2M , 0 � i � n� 1. La proposition s'ensuit (
f. [Kas3, Proposition 3.2.2℄). �Mentionnons une propri�et�e de la base globale sup�erieure qui nous sera tr�es utile plus tard.Proposition 1.25 ([Kas3℄, Lemma 5.1.1 (ii)) Supposons que M admet une base globalesup�erieure fG(b) j b 2 Bg. Soit b 2 B. On suppose qu'il existe m 2 N tel que( ~eiup)m+1:b = 0:Alors on a e(m)i G(b) = G(( ~eiup)m:b).D�emonstration.{ Premi�ere �etape : soit k 2 N tel que ek+1i G(b) = 0. Montrons que e(k)i G(b) = G(( ~eiup)k:b).En appliquant le lemme 1.18 �a G(b), on a (*) : ( ~eiup)k:G(b) = e(k)i :G(b): Reprenons lesnotations de la d�e�nition de la base globale. Par d�e�nition, le ve
teur G(b) appartient�a L0 \ L1. Comme L0 et L1 sont des r�eseaux 
ristallins sup�erieurs, 
e
i impliqueque ( ~eiup)k:G(b) 2 L0 \ L1. Par ailleurs, G(b) 2 MQ et e(k)i 2 Uq(bsln)Q laisse stableMQ , don
 e(k)i :G(b) 2 MQ . Ainsi, d'apr�es (*), on a e(k)i G(b) 2 L0 \ L1 \MQ . Il reste�a voir que (e(k)i G(b)) mod qL0 = G(( ~eiup)k:b) mod qL0 = (~eiup)k:b. En e�et, puisque( ~eiup)k:L0 � L0, on a d'apr�es (*),(e(k)i G(b)) mod qL0 = ((~eiup)k:G(b)) mod qL0 = (~eiup)k:(G(b) mod qL0) = (~eiup)k:b:{ Se
onde �etape : o�u l'on 
on
lut. Soit m0 2 N minimal tel que em0+1i :G(b) = 0 (m0existe 
arM est int�egrable, don
 ei est un endomorphisme deM lo
alement nilpotent).Supposons que m0 � m + 1. Alors on a ( ~eiup)m0 :b = (~eiup)m0�(m+1):( ~eiup)m+1:b = 0,d'o�u G(( ~eiup)m0 :b) = 0. En appliquant l'�etape pr�e
�edente �a k = m0, on a don
e(m0)i :G(b) = G(( ~eiup)m0 :b) = 0;
e qui 
ontredit la minimalit�e de m0. Par 
ons�equent, on a m � m0, d'o�u em+1i :G(b) = 0.On peut don
 appliquer l'�etape pr�e
�edente �a k = m pour 
on
lure. �



24 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurLe r�esultat qui suit nous permettra de faire le lien entre les bases globales et les bases
anoniques (
f. 
hapitre 3).Th�eor�eme 1.26 ([Kas4℄) Supposons queM admet une base globale (sup�erieure ou inf�erieure)fG(b) j b 2 B0g. On suppose de plus que M est muni d'une involution telle que(a) est un automorphisme de Q-espa
e ve
toriel tel que qku = q�ku (k 2 Z, u 2M),(b) L0 = L1, MQ =MQ ,(
) pour tout v 2MQ , on a v � v 2 (q � 1)MQ .Soit b 2 B0. Alors G(b) est l'unique ve
teur v 2 L0 \MQ tel que v = v et b = v mod qL0.D�emonstration. Soit v 2 L0 \MQ tel que v = v et b = v mod qL0. Alors d'apr�es (b), on av 2 L0 = L1, don
 v = v 2 L0 \ L1 \MQ . Ainsi v = G(b). R�e
iproquement, montrons queG(b) 2 L0\MQ etG(b) = G(b). La premi�ere 
ondition est �evidente. PuisqueG(b) 2 L0\L1 etL0 = L1, on a aussi G(b) 2 L0\L1. D'apr�es (
), la ve
teur (q�1)�1(G(b)�G(b)) appartient�a (q�1)�1L0\ (q�1)�1L1\MQ : Rappelons que fG(b0) j b0 2 B0g est une A -base de L0, uneA -base de L1 et une Q [q;q�1 ℄-base deMQ . Par 
ons�equent, il existe des polynômes de Laurentfb0 2 (q � 1)�1A \ (q � 1)�1A \ Q [q;q�1 ℄ tels que (q � 1)�1(G(b) �G(b)) =Pb02B0 fb0G(b0).Or (q� 1)�1 est inversible dans A , et on a (q� 1)�1 = q�1(1� q�1) ave
 (1� q�1) inversibledans A , don
 (q � 1)�1A = A et (q � 1)�1A = q�1A . Par 
ons�equent, pour tout b0 2 B0, ona en vertu de la remarque 1.19,fb0 2 A \ q�1A \ Q [q;q�1 ℄ = f0g ;d'o�u (q � 1)�1(G(b)�G(b)) = 0 et G(b) = G(b). �1.3 Le groupe sym�etrique aÆne �etendu bSr et son alg�ebre deHe
keDans toute 
ette se
tion, r d�esigne un entier sup�erieur ou �egal �a 2. Notre expos�e suit,dans les grandes lignes, 
elui de [LT℄ et [U2℄.1.3.1 Le groupe sym�etrique aÆne �etendu bSr1.3.1.1 Deux pr�esentations de bSr* Soit fW := eSr le groupe de Weyl aÆne de type A(1)r�1, appel�e aussi groupe sym�etriqueaÆne. Il s'agit du groupe de Coxeter admettant la pr�esentation suivante :eSr = h�i; 0 � i � r � 1iave
 les relations suivantes (i
i, i et j varient entre 0 et r � 1 et il faut lire les indi
esmodulo r) : �i�i+1�i = �i+1�i�i+1;�i�j = �j�i si i� j 6� 1 mod r;�2i = 1:



Chapitre 1. Pr�eliminaires 25Notons en parti
ulier que eSr 
ontient 
omme sous-groupe le groupe sym�etriqueW := Sr �= h�i; 1 � i � r � 1i;o�u �i (1 � i � r � 1) s'identi�e �a la transposition (i;i + 1).Remarque 1.27 Notons que si r0 � r, alors on a une inje
tion naturelle Sr ,! Sr0 .Soit 1 � i � r � 1. L'image de (i;i + 1) par 
ette appli
ation sera en
ore not�ee �i. Onpeut don
 voir �i 
omme un �el�ement de Sr0 ave
 r0 > i. �Le groupe sym�etrique aÆne �etendu est le groupe d�e�ni par
W = bSr := eSr o h�i;o�u h�i �= Z et le produit semi-dire
t est donn�e par les relations ��i = �i+1� (i
i en
ore,i varie entre 0 et r� 1 et il faut lire les indi
es modulo r). L'�el�ement neutre de 
W seranot�e id.* De fa�
on �equivalente, on peut donner la pr�esentation suivante de bSr. Pour 1 � i � r,soit yi := (Æij)1�j�r 2 Pr := Zr. Alors bSr �= Sr n Pr, o�u le produit semi-dire
t estdonn�e par les relations �iyj = yj�i si j =2 fi;i+ 1g et �iyi = yi+1�i. I
i, i est 
omprisentre 1 et r � 1 et j est 
ompris entre 1 et r. En d'autres termes, bSr est le groupeengendr�e par les �i, 1 � i � r � 1 et les yj, y�1j , 1 � j � r ave
 les relations8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
8 1 � i;j � r � 1; 8<: �i�i+1�i = �i+1�i�i+1�i�j = �j�i si i� j 6� 1 mod r�2i = 1 ;8 1 � i;j � r; yjyi = yiyj;8 1 � i � r � 18 1 � j � r ; � �iyj = yj�i si j =2 fi;i+ 1g�iyi�i = yi+1 :Les formules suivantes permettent de passer d'une pr�esentation �a l'autre :yi = �i�1�i�2 � � � �1�0�r�1�r�2 � � � �i+1� (1 � i � r) et� �0 = �r�1�r�2 � � � �2�1�2 � � � �r�1y�11 yr� = �1�2 � � � �r�1yr :(Pour la formule donnant les yi en fon
tion des �j et � , il faut lire les indi
es modulor).Notons que bSr n'est pas un groupe de Coxeter ; n�eanmoins, on peut d�e�nir sur bSr unefon
tion longueur et un ordre de Bruhat 
omme suit. Soit � = ~��k, �0 = ~�0�k0 2 bSr ave
 ~�,~�0 2 eSr et k, k0 2 Z. On dit alors que � < �0 si ~� < ~�0 et k = k0, et on pose `(�) := `(~�).



26 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurSi � 2 Sr, on a le fait bien 
onnu suivant :`(�) = ℄S(�); o�u S(�) := �(i;j) 2 N2 j 1 � i < j � r; �(i) > �(j)	 :Soit P+r := f(�1; : : : ;�r) 2 Pr j �1 � � � � � �rg ; P�r := �P+r etP++r := f(�1; : : : ;�r) 2 Pr j �1 > � � � > �rg :Pour � = (�1; : : : ;�r) 2 Pr, posons y� := y�11 � � � y�rr .Proposition 1.28 (Uglov)Soit x 2 bSr. Alors il existe un unique triplet (u;v;�) 2 Sr �Sr � P+r tel quex = u y� vet S(v) = �(i;j) 2 N2 j 1 � i < j � r; �v(i) < �v(j)	. De plus, on a`(x) = `(u) + `(y�)� `(v):D�emonstration. Voir [U2, Proposition 3.3℄. �Nous appellerons fa
torisation d'Uglov la fa
torisation x = u y� v de x 2 bSr donn�ee �a laproposition pr�e
�edente.1.3.1.2 Deux a
tions de bSrNous expliquons i
i 
omment r�ealiser bSr 
omme sous-groupe dis
ret des transformationsaÆnes de Rr .* Soit l 2 N� . Il est ais�e de v�eri�er que les formules suivantes d�e�nissent une a
tion (�agau
he) �d�ele de bSr sur Pr :�i:� = (�1; : : : ;�i+1;�i; : : : ;�r);yj :� = (�1; : : : ;�j + l; : : : ;�r);1 � i � r � 1; 1 � j � r; � = (�1; : : : ;�r) 2 Pr:On a alors �0:� = (�r + l;�2; : : : ;�r�1;�1 � l)�:� = (�r + l;�1; : : : ;�r�1) ; � = (�1; : : : ;�r) 2 Pr:Notons en parti
ulier que l'�el�ement y� (� 2 Pr) agit sur Pr 
omme la translation suivantle ve
teur l�. Le r�esultat suivant nous sera utile plus tard.Lemme 1.29 Soit � 2 P+r . Alors `(y�) = Pri=1 (r + 1� 2i)�i. Par 
ons�equent, si �,� 2 P+r , on a `(y�+�) = `(y�) + `(y�).



Chapitre 1. Pr�eliminaires 27D�emonstration. C'est un 
as parti
ulier d'une formule d'Iwahori et Matsumoto (
f.[IM, Proposition 1.23℄). �Un domaine fondamental pour 
ette a
tion estBl := f(b1; : : : ;br) 2 Pr j l � b1 � : : : � br � 1g ;
'est-�a-dire que 
haque orbite ren
ontre Bl en exa
tement un point. On v�eri�e ais�ementque pour b 2 Bl, le stabilisateur Wb de b estWb = h�i; i 2 Ibi; o�u Ib := f1 � i � r � 1 j bi = bi+1g ;en parti
ulier, Wb � W . On montre que 
haque �el�ement de 
W=Wb (resp. W=Wb)
ontient un unique repr�esentant de longueur minimale ; on notera 
W b (resp. W b) l'en-semble des repr�esentants de longueur minimale ainsi d�e�nis. On montre aussi que siy 2 
W b, v 2 Wb, alors on a `(yv) = `(y) + `(v). Par d�e�nition de 
W b, tout �el�ement� 2 Pr s'�e
rit de fa�
on unique � = y:b, ave
 b 2 Bl et y 2 
W b. Nous admettrons lesr�esultats suivants (
f. [U2, Lemma 3.9 & Proposition 3.12℄) :Lemme 1.30 ([AST℄) Soit b 2 Bl, et v 2 W . Alors v 2 W b si et seulement si pourtout (i;j) 2 S(v), on a bi > bj. �Proposition 1.31 (Deodhar) Soit b 2 Bl, � 2 
W b, et � = (�1; : : : ;�r) := �:b 2 Pr.Posons �0 := �r + l. Soit 0 � i � r � 1. On a alors les �equivalen
es suivantes :(i) �i = �i+1 () �i� =2 
W b,(ii) �i > �i+1 () �i� 2 
W b et `(�i�) = `(�) + 1,(iii) �i < �i+1 () �i� 2 
W b et `(�i�) = `(�)� 1.De plus, dans le 
as (i), il existe j 2 [[0 ; r � 1℄℄ tel que �i� = ��j, ave
 �j 2Wb, et ona `(�i�) = `(�) + 1.D�emonstration. Voir [De, Lemma 2.1 (iii)℄. �* Soit n 2 N� . Comme pr�e
�edemment, on v�eri�e que les formules suivantes permettentde d�e�nir une a
tion (�a droite) �d�ele de bSr sur Pr :�:�i = (�1; : : : ;�i+1;�i; : : : ;�r);�:yj = (�1; : : : ;�j + n; : : : ;�r);1 � i � r � 1; 1 � j � r; � = (�1; : : : ;�r) 2 Pr:On a alors �:�0 = (�r � n;�2; : : : ;�r�1;�1 + n)�:� = (�2; : : : ;�r;�1 + n) ; � = (�1; : : : ;�r) 2 Pr:



28 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurNotons en parti
ulier que l'�el�ement y� (� 2 Pr) agit sur Pr 
omme la translation suivantle ve
teur n�.Un domaine fondamental pour 
ette a
tion estAn := f(a1; : : : ;ar) 2 Pr j 1 � a1 � : : : � ar � ng :On v�eri�e ais�ement que le stabilisateur de a 2 An est Wa = h�i; i 2 Iai ; en parti
ulier,on a Wa � W . On montre que 
haque �el�ement de Wan
W (resp. WanW ) 
ontient ununique repr�esentant de longueur minimale ; on notera a
W (resp. aW ) l'ensemble desrepr�esentants de longueur minimale ainsi d�e�nis. On montre aussi que si x 2 a
W ,u 2 Wa, alors on a `(ux) = `(u) + `(x). Par d�e�nition de a
W , tout �el�ement � 2 Prs'�e
rit de fa�
on unique � = a:x, ave
 a 2 An et x 2a
W .Lemme 1.32 (Uglov) Soit x = u y� v la fa
torisation de x 2 
W donn�ee �a la propo-sition 1.28. Alors x 2 a
W si et seulement si u 2 aW .D�emonstration. Voir [U2, Lemma 3.4℄. �Signalons pour 
on
lure 
e paragraphe qu'on a des r�esultats analogues pour 
ette a
tion�a 
eux du lemme 1.30 et de la proposition 1.31.1.3.2 L'alg�ebre de He
ke H(bSr)1.3.2.1 D�e�nitionL'alg�ebre de He
ke du groupe bSr est l'alg�ebre obtenue �a partir du groupe sym�etrique aÆne�etendu en d�eformant les relations �2i = 1 des pr�esentations de 
e groupe donn�ees au para-graphe pr�e
�edent. Par d�e�nition, l'alg�ebre de He
ke bHr = H(bSr) (resp. eHr = H(eSr), resp.Hr = H(Sr)) est la Q(q)-alg�ebre (asso
iative, unitaire) ayant pour base (en tant qu'espa
eve
toriel) l'ensemble des T�, o�u � par
ourt bSr (resp. eSr, resp. Sr), et dont la multipli
ationest 
ara
t�eris�ee par les propri�et�es� T�T�0 = T��0 si `(��0) = `(�) + `(�0);(T�i � q�1)(T�i + q) = 0:eHr est don
 une sous-alg�ebre de bHr, et Hr est une sous-alg�ebre de eHr. L'unit�e de eHr estl'�el�ement 1 = Tid. Pour simpli�er les notations, nous �e
rirons d�esormais Ti au lieu de T�i et� au lieu de T� . Clairement T� est inversible, d'inverse T��1 . De plus, Ti, 0 � i � r � 1 estinversible, d'inverse T�1i = Ti + (q � q�1). Il d�e
oule de 
e qui pr�e
�ede queTiT� = � T�i� si `(�i�) = `(�) + 1;�(q � q�1)T� + T�i� si `(�i�) = `(�)� 1:Remarque 1.33 Il d�e
oule du lemme de Matsumoto (voir par exemple [Mat1, Theorem 1.8℄)que pour toute d�e
omposition r�eduite (i.e. de longueur minimale) de � = �i1 : : : �ik 2 eSr,



Chapitre 1. Pr�eliminaires 29on a T� = Ti1 : : : Tik . (Par 
ons�equent, tous les T�, � 2 eSr, et don
 tous les T�, � 2 bSr sontinversibles). �La premi�ere pr�esentation de bSr vue au paragraphe pr�e
�edent 
onduit �a une pr�esentationde bHr de type Coxeter. bHr est l'alg�ebre engendr�ee par les �el�ements Ti, 0 � i � r� 1 et �;��1ave
 les relations suivantes (i
i, i et j varient entre 0 et r� 1 et il faut lire les indi
es modulor) : TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1;TiTj = TjTi si i� j 6� 1 mod r;(Ti � q�1)(Ti + q) = 0;�Ti = Ti+1�:La se
onde pr�esentation de bSr vue au paragraphe pr�e
�edent 
onduit �a une pr�esentation�equivalente de bHr, de type Bernstein. bHr est l'alg�ebre engendr�ee par les �el�ements Ti (o�u1 � i � r � 1) et Yj, Y �1j (o�u 1 � j � r) ave
 les relations8>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>:
8 1 � i;j � r � 1; 8<: TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1TiTj = TjTi si i� j 6� 1 mod r(Ti � q�1)(Ti + q) = 0 ;8 1 � i;j � r; YjYi = YiYj;8 1 � i � r � 18 1 � j � r ; � TiYj = YjTi si j =2 fi;i+ 1gTiYiTi = Yi+1 :Les formules suivantes permettent de passer d'une pr�esentation �a l'autre (pour la premi�ered'entre elles, il faut lire les indi
es modulo r) :Yi = Ti�1Ti�2 � � � T1T�10 T�1r�1T�1r�2 � � � T�1i+1� (1 � i � r) et� T0 = T�1r�1T�1r�2 � � � T�12 T�11 T�12 � � � T�1r�1Y �11 Yr� = T�11 T�12 � � � T�1r�1Yr :Notons qu'�a la translation y�, � = (�1; : : : ;�r) 2 Pr, 
orrespondent deux �el�ements de bHr,�a savoir Y� := Y �11 � � � Y �rr et T� := Ty� . Ces deux �el�ements di��erent en g�en�eral (par exemple,pour r = 3 on a Ty2 = T1T0� et Y2 = T1T�10 �). En fait, les T� ne 
ommutent pas en g�en�eral.Bernstein a introduit des �el�ements X� (� 2 Pr) d�e�nis 
omme suit. �E
rivons � 2 Pr sous laforme � = �+ � ��, ave
 �+, �� 2 P+r . Alors d'apr�es le lemme 1.29, l'�el�ementX� := T��T�1�+est bien d�e�ni (i.e. ne d�epend pas de l'�e
riture � = �+ � �� 
hoisie), et on aX�X� = X�+� = X�X� (�; � 2 Pr):



30 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurLa preuve du lemme suivant ([U2, Lemma 3.13℄, [LT, Lemma 5.5℄) est 
ontenue dans [Ki℄.Lemme 1.34(i) Les �el�ements X�, � 2 Pr et T1; : : : ;Tr�1 engendrent l'alg�ebre bHr.(ii) Soit � 2 Pr, 1 � i � r � 1, et �i := (Æi;j � Æi+1;j)1�j�r 2 Pr. On a la relationX�Ti = TiX�i:� + (q � q�1)X�i:� �X�1�X�i : �Remarque 1.35 On peut en fait montrer que les X�T� (resp. T�X�), � 2 Pr, � 2 Sr,forment une base de bHr en tant qu'espa
e ve
toriel. �On munit bHr d'une involution . Par d�e�nition, est l'unique automorphisme d'alg�ebretel que T� = (T��1)�1; � 2 bSr et q = q�1:1.3.2.2 Deux a
tions de bHr sur l'espa
e des poidsSoit K := Q(q). On 
onstruit une a
tion �a gau
he de bHr sur Pr :=L�2P r K j�) �a partirde modules paraboliques induits, puis on relie via la proposition 1.31 
ette a
tion �a l'a
tion�a gau
he de bSr sur Pr d�e�nie au paragraphe pr�e
�edent. On pro
�ede de même pour d�e�nirune a
tion �a droite.* Fixons b 2 Bl. Soit Hb := H(Wb) = hT� ; � 2Wbi. Rappelons queIb = f1 � i � r � 1 j bi = bi+1g :Consid�erons le Hb-module �a gau
he, de dimension 1 sur K, dans lequel Ti, i 2 Ibagit par multipli
ation par �q ; on notera 
e module K�q. On forme alors le moduleinduit bHr 
Hb K�q ; il s'agit d'un bHr-module �a gau
he ayant pour base (en tant queK-espa
e ve
toriel) �Ty 
 1	, o�u y par
ourt 
W b �= 
W=Wb. �A l'aide de l'isomorphismede K-espa
es ve
torielsbHr 
Hb K�q �=! My2
W bK jy:b); Ty 
 1 7! jy:b);on d�e�nit une a
tion de bHr surLy2
W b K jy:b), qu'on �etend �aPr = Mb2Bl My2
W bK jy:b)par lin�earit�e. On a les formules expli
ites suivantes pour 
ette a
tion.



Chapitre 1. Pr�eliminaires 31Proposition 1.36 ([U2℄) Soit � = (�1; : : : ;�r) 2 Pr. Alors pour 0 � i � r � 1, on aTi:j�) = 8<: j�i:�) si �i < �i+1�qj�) si �i = �i+1j�i:�)� (q � q�1)j�) si �i > �i+1 et�:j�) = j�:�):D�emonstration. Il r�esulte des d�e�nitions que pour 0 � i � r � 1, y 2 bSr, on aTiTy = � T�iy si `(�iy) = `(y)� 1;T�iy � (q � q�1)Ty si `(�iy) = `(y) + 1 etTyTi = � Ty�i si `(y�i) = `(y)� 1;Ty�i � (q � q�1)Ty si `(y�i) = `(y) + 1:�E
rivons maintenant � = y:b ave
 b 2 Bl, y 2 
W b. Soit 0 � i � r � 1. Modulol'identi�
ation bHr 
Hb K�q �=! M�2
W bK j�:b); T� 
 1 7! j�:b);on a Ti:j�) = Ti:(Ty 
 1) = (Ti:Ty)
 1:� Supposons que �i < �i+1. Alors d'apr�es la proposition 1.31, on a �iy 2 
W b et`(�iy) = `(y)� 1. D'apr�es les formules pr�e
�edentes, on a don
Ti:j�) = (Ti:Ty)
 1 = T�iy 
 1 = j�iy:b) = j�i:�):� Supposons que �i > �i+1. Alors d'apr�es la proposition 1.31, on a �iy 2 
W b et`(�iy) = `(y) + 1. Un raisonnement analogue nous donne alorsTi:j�) = j�i:�)� (q � q�1)j�):� Supposons en�n que �i = �i+1. Alors d'apr�es la proposition 1.31, il existe j 2 Ibtel que �iy = y�j et `(�iy) = `(y)� 1. Compte tenu des formules pr�e
�edentes, ona don
 TiTy = T�iy = Ty�j = TyTj :Puisque j 2 Ib, on a don
Ti:j�) = (Ti:Ty)
 1 = (TyTj)
 1 = Ty 
 (Tj :1) = �qTy 
 1 = �qj�):En�n, on prouve de fa�
on analogue que �:j�) = j�:�). �



32 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur* On d�e�nit de même une a
tion �a droite de bHr sur Pr �= L�2P r K (�j de la fa�
onsuivante. Soit a 2 An. On 
onsid�ere le Ha-module �a droite, de dimension 1 sur Kdans lequel Ti, i 2 Ia agit par multipli
ation par q�1 ; on notera 
e module Kq�1 .Alors le bHr-module �a droite Kq�1 
Ha bHr a pour base (en tant que K-espa
e ve
toriel)n1
 Tx; x 2 a
Wo. On d�e�nit �a l'aide de l'isomorphisme de K-espa
es ve
torielsKq�1 
Ha bHr �=! Mx2 a
WK (a:xj; 1
 Tx 7! (a:xjune a
tion de bHr surLx2 a
W K (a:xj, qu'on �etend �aPr �= Ma2An Mx2 a
W K (a:xjpar lin�earit�e. On a alors les formules expli
ites suivantes.Proposition 1.37 ([U2℄) Soit � = (�1; : : : ;�r) 2 Pr. Alors pour 0 � i � r � 1, on a(�j:Ti = 8<: (�:�ij si �i < �i+1q�1(�j si �i = �i+1(�:�ij � (q � q�1)(�j si �i > �i+1 et(�j:� = (�:� j:D�emonstration. Analogue �a 
elle de la proposition 1.36. �1.3.2.3 Polynômes de Kazhdan-LusztigRappelons que eHr � bHr est munie d'une involution , qui est l'unique automorphismed'alg�ebre tel que T� = (T��1)�1; � 2 eSr et q = q�1: Soit L+ (resp. L�) le Z[q℄-module (resp.Z[q�1℄-module) libre de base les T�, � 2 eSr. On montre le r�esultat suivant (pour la preuve,voir [KL℄ ou [So℄ ; voir aussi la preuve du th�eor�eme 3.34).Th�eor�eme 1.38 ([KL℄) Il existe une unique base nC 0x j x 2 eSro (resp. nCx j x 2 eSro) sa-tisfaisant les deux 
onditions suivantes :(i) C 0x = C 0x (resp. Cx = Cx ),(ii) C 0x � Tx mod qL+ (resp. Cx � Tx mod q�1L� ). �Les bases fCxg et fC 0xg sont appel�ees bases de Kazhdan-Lusztig de l'alg�ebre de He
ke eHr.Notons C 0x = Xy2eSr Py;x(q)Ty;
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 les Px;y 2 Z[q℄. Les Py;x sont appel�es polynômes de Kazhdan-Lusztig du groupe deCoxeter eSr (ils 
o��n
ident ave
 
eux introduits dans [KL℄, �a la multipli
ation par q`(x)�`(y)et au 
hangement de variables q 7! q�2 pr�es). On a alors [So, Proof of Theorem 2.7℄Cx = Xy2eSr Py;x(�q�1)Ty (x 2 eSr):Soit I � [[1 ; r � 1℄℄, et WI le sous-groupe de Sr engendr�e par les �i, i 2 I (on dit que WIest un sous-groupe parabolique de Sr). Alors WI poss�ede un unique �el�ement !I de longueurmaximale. On peut montrer ([So, Proposition 2.9℄) queC 0!I = X�2WI q`(!I)�`(�)T�:Compte tenu de 
e qui pr�e
�ede, on a don
C!I = X�2WI (�q)`(�)�`(!I )T�:Nous aurons besoin du 
lassique r�esultat suivant.Lemme 1.39 Soit i 2 I. Alors on a (Ti + q)C!I = 0.D�emonstration. Notons A+ := f� 2WI j `(�i�) = `(�) + 1g et A� := WI n A+. Comptetenu de 
e qui pr�e
�ede et des formules donnant TiT�, � 2WI , on aTiC!I = X�2A+ (�q)`(�)�`(!I )T�i� � (q � q�1) X�2A� (�q)`(�)�`(!I )T� + X�2A� (�q)`(�)�`(!I )T�i�:En faisant le 
hangement d'indi
es �0 = �i� dans la premi�ere et la troisi�eme somme, ontrouveTiC!I = X�02A� (�q)`(�0)�1�`(!I )T�0 � (q � q�1) X�2A� (�q)`(�)�`(!I)T� + X�02A+ (�q)`(�0)+1�`(!I)T�0= �q� X�2A� (�q)`(�)�`(!I)T� + X�2A+ (�q)`(�)�`(!I)T��= �qC!I : �Soit bL+ (resp. bL�) le Z[q℄-module (resp. Z[q�1℄-module) libre engendr�e par les �el�ementsTx, x 2 bSr. Bien que bSr ne soit pas un groupe de Coxeter, il existe des bases de bHr, not�eesnC+x j x 2 bSro, resp. nC�x j x 2 bSro et 
ara
t�eris�ees par les propri�et�es(i) C+x = C+x (resp. C�x = C�x ),(ii) C+x � Tx mod qbL+ (resp. C�x � Tx mod q�1bL�).



34 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur�E
rivons C+x = Py2bSr P+y;x(q)Ty et C�x = Py2bSr P�y;x(q)Ty, ave
 les P+y;x 2 Z[q℄ et lesP�y;x 2 Z[q�1℄. Les polynômes P�y;x sont appel�es polynômes de Kazhdan-Lusztig de bSr ; ilssont �etroitement reli�es �a 
eux de eSr par les formules suivantes. On a P+y;x = P�y;x = 0 �a moinsque y � x. Dans 
e 
as, il existe un unique (k;~x;~y) 2 Z� eSr� eSr tel que x = �k~x et y = �k~y.On a alors P+y;x(q) = P~y;~x(q) et P�y;x(q) = P~y;~x(�q�1):
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Chapitre 2q-produits ext�erieursSoit C n la repr�esentation ve
torielle de sln. Alors sln agit sur C n 
 C l en op�erant sur lepremier fa
teur. L'alg�ebre U(bsln) agit sur une aÆnisation V de C n 
 C l et don
 aussi sur lar-i�eme puissan
e ext�erieure �rV. Dans 
e 
hapitre, nous 
onstruisons, d'apr�es Uglov [U2℄,un analogue quantique de 
ette repr�esentation, que nous noterons �rqV . Nous 
onstruisonsalors des bases 
anoniques de 
e module.2.1 NotationsDans toute la suite du m�emoire, nous utiliserons les notations suivantes. Nous travailleronssur le 
orps K := Q(q). Soient n et l deux entiers naturels non nuls, et k 2 Z. Rappelons quek peut s'�e
rire de mani�ere uniquek = 
(k) + n(d(k)� 1) + nlm(k);ave
 
(k) 2 [[1 ; n℄℄, d(k) 2 [[1 ; l℄℄ et m(k) 2 Z. On pose alors �(k) := 
(k) + nm(k). Pourk = (k1; : : : ;kr) 2 Pr := Zr, on pose 
(k) := (
(k1); : : : ;
(kr)) et on d�e�nit de mêmed(k), m(k) et �(k). Reprenons les notations de la se
tion 1.3. Pour k 2 Pr, il existeun unique a(k) 2 An, u(k) 2 a(k)W tel que 
(k) = a(k):u(k). De même, il existe ununique b(k) 2 Bl, v(k) 2 W b(k) tel que d(k) = v(k):b(k). On forme alors les �el�ementsx(k) := u(k) ym(k) v(k) 2 a(k)
W et �(k) := �(k):v(k) = a(k):x(k) 2 Pr. Soit en�n !(k)l'�el�ement de longueur maximale du sous-groupe parabolique Wb(k) � Sr.Exemple 2.1 Prenons n = 2, l = 3, r = 5 et k = (29;22;13;12;2). On a alorsa(k) = (1;1;2;2;2); b(k) = (3;3;2;1;1); 
(k) = (1;2;1;2;2); d(k) = (3;2;1;3;1);m(k) = (4;3;2;1;0); u(k) = �2; v(k) = �3�2; x(k) = �2y(4;3;2;1;0)�3�2;�(k) = (9;8;5;4;2) �(k) = (9;4;8;5;2) et !(k) = �1�4:Pour le 
al
ul pratique de b(k) et �(k), le le
teur pourra se reporter �a la remarque 2.11. �



36 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurRemarque 2.2 Si l = 1, alors � : Pr ! Pr est l'identit�e. En e�et, si l = 1, alors l'appli
ation� : Z! Z est triviale, don
 l'appli
ation � est l'identit�e de Pr. De plus, le domaine Bl estalors r�eduit �a f(1; : : : ;1)g, don
 v(k) = id pour tout k 2 Pr. La remarque s'ensuit. �Lemme 2.3 Soit S := n(a;b;m;u;v) 2 An �Bl � Pr �Sr �Sr j u 2a
W; v 2 
W bo. Alorsl'appli
ation Pr ! S, k 7! (a(k);b(k);m(k);u(k);v(k)) est bije
tive.D�emonstration. Ave
 des notations et des domaines de d�e�nition �evidents, les appli
ationsk 7! (
(k);d(k);m(k)), 
 = a:u 7! (a;u) et d = v:b 7! (v;b) sont des bije
tions. Le lemmes'ensuit. Plus expli
itement, la bije
tion r�e
iproque de 
elle de l'�enon
�e est(a;b;m;u;v) 7! (a:u) + n((v:b)� 1) + nlm;o�u 1 := (1; : : : ;1) 2 Pr. �2.2 Constru
tion de l'espa
e �rqV2.2.1 L'espa
e ve
toriel �(b)Fixons dans tout 
e paragraphe b 2 Bl, et introduisons les K-espa
es ve
toriels�(a;b) := Kq�1 
Ha bHr 
Hb K�q (a 2 An) et �(b) := Ma2An �(a;b):Le but de 
e paragraphe est de donner une base de �(b). Nous avons vu au 
hapitre 1 quenous avons un isomorphisme d'espa
es ve
torielsMa2AnKq�1 
Ha bHr �=! Ma2An; x2 a
W K (a:xj = Pr; 1
Ha Tx 7! (a:xj ;nous ferons d�esormais 
ette identi�
ation et nous �e
rirons alors(a:xj := 1
Ha Tx (a 2 An; x 2a
W ):De même, nous poserons jy:b) := Ty 
Hb 1 (b 2 Bl; y 2 
W b):Soit !b l'�el�ement de longueur maximale de Wb. On d�e�nit l'appli
ation lin�eaire�b : Pr ! �(b); (�j 7! [�℄b := (�q�1)`(!b)(�j 
Hb 1 (� 2 Pr):En d'autres termes, si � 2 Pr, � = a:x ave
 a 2 An et x 2a
W , alors on a[�℄b = (�q�1)`(!b)1
Ha Tx 
Hb 1:Lemme 2.4 �b est surje
tive. De fa�
on �equivalente, f[�℄b j � 2 Prg est une partie g�en�eratri
ede �(b).



Chapitre 2. q-produits ext�erieurs 37D�emonstration. Il suÆt de voir que tous les 1 
Ha Ty 
Hb 1, a 2 An, y 2 bSr sont dansl'image de �b. Soit a 2 bSr et y 2 bSr. Soit � := a:y 2 Pr, et x 2 a
W tel que � = a:x.Alors u := yx�1 2 Wa, don
 d'apr�es un r�esultat 
lassique (rappel�e au 
hapitre 1), on a`(ux) = `(u) + `(x). Par 
ons�equent, on a Ty = Tux = TuTx. Puisque u 2 Wa, 
e
i entrâ�neque 1
Ha Ty 
Hb 1 = 1
Ha (TuTx)
Hb 1 = (1:Tu)
Ha Tx 
Hb 1= q�`(u)1
Ha Tx 
Hb 1 2 Im(�b): �Lemme 2.5 ([U2℄) Soit i 2 Ib, et � = (�1; : : : ;�r) 2 Pr. Alors[�℄b = � 0 si �i = �i+1;�q�1[�:�i℄b si �i < �i+1:D�emonstration. Par d�e�nition du produit tensoriel au-dessus de Hb et de l'a
tion sur K�q,on a Ker�b =Pj2Ib Pr:(Tj + q). Par 
ons�equent, on a �b�(�j:(Ti + q)� = 0. Le r�esultat pro-vient alors des expressions de �:(Tij donn�ees �a la proposition 1.37. �Ainsi, dans le 
as parti
ulier o�uWb =W et o�u on sp�e
ialise q �a 1, on a [�℄b = �[�:�i℄b pourtout 1 � i � r�1. Dans 
e 
as, �b peut don
 être vu 
omme un op�erateur d'antisym�etrisation.Dans le 
as g�en�eral, �b est don
 un q-analogue d'un op�erateur d'antisym�etrisation partielle.Soit P++r;b := f(�1; : : : ;�r) 2 Pr j i 2 Ib ) �i > �i+1g :Il d�e
oule des deux lemmes pr�e
�edents que n[�℄b j � 2 P++r;b o est une partie g�en�eratri
e de�(b).Proposition 2.6 ([U2℄, Lemma 3.19) n[�℄b j � 2 P++r;b o est une base de �(b).D�emonstration. Il reste �a voir que la partie n[�℄b j � 2 P++r;b o est libre. Supposons queP�2P++r;b a� [�℄b = 0, o�u les a� 2 K sont presque tous nuls. Alors le ve
teur v :=P�2P++r;b a�(�jest dans le noyau de �b. Consid�erons l'�el�ement C!b =Py2Wb (�q)`(y)�`(!b)Ty 2 eHr (
f. para-graphe 1.3.2.3) ; il s'agit (du q-analogue) de l'antisym�etriseur partiel �evoqu�e pr�e
�edemment.



38 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurD'apr�es le lemme 1.39, on a Ker�b =Pj2Ib Pr:(Tj + q) � KerC!b : Par 
ons�equent, on a0 = v:C!b = v:C!b= X�2P++r;b ; y2Wb (�q)`(!b)�`(y)a�(�j:Ty= X�2P++r;b ; y02Wb (�q)`(!b)�`(y0)a�(�j:(Ty0)�1= X�2P++r;b ; y02Wb (�q)`(!b)�`(y0)a�(�:y0j;o�u l'�egalit�e (�j:(Ty0)�1 = (�:y0j (� 2 P++r;b ; y0 2 Wb) provient de la proposition 1.37. Puisqueles (�:y0j, (y0;�) 2 Wb � P++r;b sont deux �a deux distin
ts et que les j�), � 2 Pr forment unefamille libre, les a� (� 2 P++r;b ) sont bien tous nuls. �2.2.2 Une base de �rqV . Relations de redressementD�e�nition 2.7 Introduisons l'espa
e ve
toriel�rqV = �rqV [n;l℄ := Mb2Bl �(b);et pour k = (k1; : : : ;kr) 2 Pr, posonsuk = uk1 ^ � � � ^ ukr := (�q�1)`(!b)1
Ha TuX�m(Tv�1)�1 
Hb 1 2 �(a;b) � �rqV;o�u a := a(k), b := b(k), et
. Nous dirons que uk est un q-produit ext�erieur. (Le le
teurprendra garde �a ne pas 
onfondre la notation uk, qui d�esigne un q-produit ext�erieur, ave
 lanotation u(k) introduite pr�e
�edemment, qui d�esigne un �el�ement de Sr.) Nous dirons que ukest ordonn�e si k 2 P++r . Nous reviendrons sur la notation �rqV et sur 
ette terminologie au
ours de la remarque 2.14. �Proposition 2.8 ([U2℄, Proposition 3.20)1Æ) Soit S := n(b;�) 2 Bl � Pr j � 2 P++r;b o. Alors l'appli
ation : P++r ! S; k 7! (b(k);�(k))est bien d�e�nie et bije
tive.2Æ) Pour tout k 2 P++r , on a uk = [�(k)℄b(k):



Chapitre 2. q-produits ext�erieurs 39D�emonstration. Dans toute la preuve, si k 2 P++r est �x�e, nous noteronsa = (a1; : : : ;ar) = a(k); b = (b1; : : : ;br) = b(k); � = (�1; : : : ;�r) = �(k); et
.{ Premi�ere �etape : montrons que  est bien d�e�nie. Soit k 2 P++r . Alors on a(i) m 2 P+r ;(ii) i < j; di < dj ) mi > mj;(iii) i < j; di = dj ) �i > �j :Puisque � = �:v = v�1:� et b = v�1:d, on a(iv) (�1; : : : ;�r) = (�v(1); : : : ;�v(r)) et (v) (b1; : : : ;br) = (dv(1); : : : ;dv(r)):Soit 1 � i < j � r tel que bi = bj . Puisque v 2 W b, le lemme 1.30 implique que(i;j) =2 S(v), d'o�u v(i) < v(j). Par ailleurs, on a d'apr�es (v), dv(i) = bi = bj = dv(j). Enappliquant (iii) �a i0 := v(i), j0 := v(j), on a �i0 > �j0 , soit en
ore d'apr�es (iv), �i > �j .Ainsi � 2 P++r;b .{ Deuxi�eme �etape : soit k 2 P++r . Montrons que x = uymv est la fa
torisation d'Uglovde x. On a m 2 P+r d'apr�es (i). Il reste �a montrer queS(v) = �(i;j) j 1 � i < j � r; mv(i) < mv(j)	 :Soit 1 � i < j � r tel que mv(i) < mv(j). D'apr�es (i), la suite (mk) est d�e
roissante,d'o�u v(i) > v(j). R�e
iproquement, soit (i;j) 2 S(v). Puisque v 2 W b, le lemme 1.30entrâ�ne que bi > bj . D'apr�es (v), on a don
 dv(i) = bi > bj = dv(j). En appliquant (ii)au 
ouple (i0;j0) := (v(j);v(i)), on a don
 mv(i) < mv(j), d'o�u l'�egalit�e voulue.{ Troisi�eme �etape : montrons que  est inje
tive. Soit (b;�) 2 S. Supposons qu'il existek 2 P++r tel que (b;�) = (b(k);�(k)). Nous allons montrer que k est alors d�etermin�ede fa�
on unique. Il existe un unique a 2 An, x 2 a
W tel que � = a:x. Soit x = uymvla fa
torisation d'Uglov de x. Puisque a:x = � = �(k) = a(k):x(k), on doit avoir, paruni
it�e du 
ouple (a;x), a(k) = a et x(k) = x. D'apr�es l'�etape pr�e
�edente, les expres-sions x = x(k) = u(k)ym(k)v(k) et x = uymv sont deux fa
torisations d'Uglov dex. Or d'apr�es la proposition 1.28, la fa
torisation d'Uglov est unique, d'o�u u(k) = u,m(k) = m et v(k) = v. Par 
ons�equent, les �el�ements a(k), b(k), m(k), u(k) et v(k)sont d�etermin�es de fa�
on unique. D'apr�es le lemme 2.3, k est �a son tour d�etermin�e defa�
on unique ; plus pr�e
is�ement, on a alors k = (a:u) + n((v:b)� 1) + nlm.{ Quatri�eme �etape : montrons que  est surje
tive. Soit (b;�) 2 S, et x, a, m, u et vd�e�nis �a partir de (b;�) 
omme �a l'�etape pr�e
�edente. En parti
ulier, x = uymv est lafa
torisation d'Uglov de x. Nous avons vu que le seul ant�e
�edent possible par  de (b;�)est k := (a:u) + n((v:b) � 1) + nlm. Il reste �a voir que k 2 P++. Soit 1 � i < j � r.



40 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurPuisque x = uymv est la fa
torisation d'Uglov de x, on a m 2 P+r , d'o�u mi � mj .Si mi > mj, alors on a bien ki > kj . Supposons d�esormais que mi = mj . Mon-trons tout d'abord que v�1(i) < v�1(j). Sinon, puisque i 6= j, on doit alors avoir(v�1(j);v�1(i)) 2 S(v). Compte tenu de l'expression de S(v) donn�ee �a la proposition1.28, on a don
 mv(v�1(j)) < mv(v�1(i)), soit en
ore mi > mj , 
e qui est absurde. Ainsiv�1(i) < v�1(j). Puisque b 2 P+r , on a don
 bv�1(i) � bv�1(j), soit en
ore, 
omptetenu de (v), di � dj . Les assertions di > dj et mi = mj impliquent ki > kj ; il restedon
 �a traiter le 
as o�u mi = mj et di = dj . D'apr�es (v), on a don
 bv�1(i) = bv�1(j),et nous avons montr�e par ailleurs que v�1(i) < v�1(j). Puisque � 2 P++r;b , on a don
�v�1(i) > �v�1(j), 
e qui donne d'apr�es (iv) : �i > �j . Comme mi = mj, on a don

i > 
j . Compte tenu de mi = mj et di = dj , on a en
ore ki > kj dans 
e 
as. Ainsik 2 P++.{ Cinqui�eme �etape : soit k 2 P++r . Montrons que uk = [�(k)℄b(k): Reprenons les notationsdu d�ebut de la preuve. D'apr�es la deuxi�eme �etape, x = uymv est la fa
torisation d'Uglovde x. De plus, on a m 2 P+r , d'o�u X�m = Tym . La relation sur les longueurs donn�ee �ala proposition 1.28 montre alors queTuX�m(Tv�1)�1 = TuTym(Tv�1)�1 = Tuymv = Tx:Il n'y a plus qu'�a faire agir l'appli
ationh 2 bHr 7! (�q�1)`(!b)1
Ha h
Hb 1sur le membre de gau
he et le membre de droite de la suite d'�egalit�es pr�e
�edentes pour
on
lure. �Remarque 2.9 Le 
ontenu du point 1Æ) de la proposition pr�e
�edente est purement 
ombi-natoire. C'est pourquoi nous avons voulu en donner une preuve faisant appel �a aussi peu der�esultats que possible ; en parti
ulier, notre preuve ne fait pas appel au paragraphe pr�e
�edent.Par 
ontre, Uglov [U2, Proof of Proposition 3.20℄ donne une preuve beau
oup plus 
ourte dela surje
tivit�e de  , mais qui utilise la proposition 2.6. �Remarque 2.10 On peut montrer que l'appli
ation Pr ! Bl � Pr, k 7! (b(k);�(k)) esten
ore surje
tive ; par 
ontre elle n'est pas inje
tive. En e�et, si n = 2, l = 2 et r = 2, l'imagepar 
ette appli
ation des ve
teurs (1;4) et (4;1) est dans les deux 
as le 
ouple ((2;1);(2;1)).�Remarque 2.11 Voi
i 
omment 
al
uler  de fa�
on pratique. Soit (k1; : : : ;kr) 2 P++r .Num�erotons les �el�ements de Zl �a l'aide des entiers : : : ;� 1;0;1; : : : 
omme sur la �gure 1.8, etpla�
ons sur 
e diagramme les points de Zl ayant les num�eros k1; : : : ;kr. Appelons 
es pointsA1; : : : ;Ar ; puisque k := (k1; : : : ;kr) 2 P++r , les ki et don
 les Ai sont deux �a deux distin
ts.



Chapitre 2. q-produits ext�erieurs 41Alors faire agir v(k) 
orrespond �a lire les points Ai sur le diagramme en partant de la derni�ereligne, puis en par
ourant le diagramme de droite �a gau
he puis de bas en haut. On obtientainsi une suite de points A01; : : : ;A0r. Alors �i est le num�ero de 
olonne de A0i et bi est lenum�ero de ligne de A0i. La �gure 2.1 illustre 
e 
al
ul (
f. exemple 2.1). Toutes les �etapes de
e mode op�eratoire sont � r�eversibles � ; par 
ons�equent le le
teur pourra tirer �a partir de
ette �gure un moyen pratique pour 
al
uler  �1. �
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Fig. 2.1 { Cal
ul de  (k) pour n = 2, l = 3, r = 5 et k = (29;22;13;12;2) (
f. exemple 2.1).On lit i
i b(k) = (3;3;2;1;1) et �(k) = (9;4;8;5;2).Les propositions 2.6 et 2.8 entrâ�nent imm�ediatement le r�esultat suivant.Th�eor�eme 2.12 ([U2℄, Proposition 3.21) fuk j k 2 P++r g est une base de �rqV . �Ce th�eor�eme montre que les uk, k 2 Pr ne sont pas lin�eairement ind�ependants. Consid�eronspar exemple l'isomorphisme d'espa
es ve
torielsMa2An; b2BlKq�1 
Ha bHr 
Hr Hr 
Hb K�q ! �rqV; 1
 bh
 h
 1 7! 1
 bhh
 1:Modulo 
et isomorphisme, on a pour k 2 Pr,uk = (�q�1)`(!b)(
j:X�m 
Hr jd);o�u on a pos�e 
omme d'habitude a := a(k), et
. Par 
ons�equent, les �egalit�es(
j:X�mTi 
Hr jd) = (
j:X�m 
Hr Ti:jd); 1 � i � r � 1induisent des relations entre les uk. Il existe aussi des relations entre les uk provenant desrelations de 
ommutation entre les Ti et les X� donn�ees au lemme 1.34 (ii). Ces relations,



42 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurainsi que les formules donnant l'a
tion des Ti sur les (
j (resp. jd)) vues �a la proposition 1.37(resp. 1.36), nous permettent de 
al
uler de fa�
on expli
ite les relations entre les uk. Notonsque les relations pour r � 2 quel
onque se d�eduisent de 
elles pour r = 2.Proposition 2.13 ([U2℄, Proposition 3.16)(i) Soit k1 � k2, et 
 2 [[0 ; nl� 1℄℄ (resp. Æ 2 [[0 ; nl� 1℄℄) le r�esidu de 
(k2)� 
(k1) �resp. den(d(k2)� d(k1))� modulo nl. On a alors(R1) uk1 ^ uk2 = �uk2 ^ uk1 si 
 = Æ = 0;
(R2) uk1 ^ uk2 = �q�1uk2 ^ uk1�(q�2 � 1)Xi�1 q�2i+1uk2�nli ^ uk1+nli+(q�2 � 1)Xi�0 q�2iuk2�
�nli ^ uk1+
+nli si 
 > 0; Æ = 0;
(R3) uk1 ^ uk2 = quk2 ^ uk1+(q2 � 1)Xi�1 q2i�1uk2�nli ^ uk1+nli+(q2 � 1)Xi�0 q2iuk2�Æ�nli ^ uk1+Æ+nli si 
 = 0; Æ > 0;(R4)uk1 ^ uk2 = uk2 ^ uk1+(q � q�1)Xi�1 q2i � q�2iq + q�1 uk2�nli ^ uk1+nli+(q � q�1)Xi�0 q2i+1 + q�2i�1q + q�1 uk2�
�nli ^ uk1+
+nli+(q � q�1)Xi�0 q2i+1 + q�2i�1q + q�1 uk2�Æ�nli ^ uk1+Æ+nli+(q � q�1)Xi�0 q2i+2 � q�2i�2q + q�1 uk2�
�Æ�nli ^ uk1+
+Æ+nli

si 
 > 0; Æ > 0;
o�u les sommes portent sur les indi
es i tels que les q-produits ext�erieurs 
orrespondant soientordonn�es.



Chapitre 2. q-produits ext�erieurs 43(ii) Les r�egles de (i) valent pour toute paire de fa
teurs adja
ents du q-produit ext�erieuruk = uk1 ^ uk2 � � � ^ ukr .D�emonstration. Il suÆt de prouver le point (i). La preuve repose sur le lemme 1.34 (ii) etsur les relations donn�ees par les produits tensoriels. Le le
teur est invit�e �a se reporter �a lase
tion 2.5 pour les d�etails te
hniques des 
al
uls. �Ces relations, appel�ees relations de redressement, permettent d'exprimer de fa�
on pratiquetout q-produit ext�erieur 
omme une 
ombinaison lin�eaire de q-produits ext�erieurs ordonn�es.Puisque les q-produits ext�erieurs ordonn�es forment une base de �rqV , 
es relations formentun syst�eme 
omplet de relations pour �rqV .Remarque 2.14 Dans [U1℄, Uglov donne une d�e�nition des q-produits ext�erieurs di��erentede 
elle-
i. Notons vk le q-produit ext�erieur index�e par k 2 Pr de [U1℄ ; on a alorsvk = (�1)`(v(k))uk (k 2 Pr):Il n'est pas diÆ
ile, �a partir de la proposition 2.13, de donner les relations de redressementpour les vk, 
e que nous ferons expli
itement �a la proposition 8.20. On voit qu'en sp�e
ialisant q�a 1 dans les relations de redressement pour les vk, on obtient les relations d'anti
ommutationvk1 ^ vk2 = �vk2 ^ vk1 , k1, k2 2 Z. Par 
ons�equent, l'espa
e ve
toriel engendr�e par les vkest un q-analogue d'une r-i�eme puissan
e ext�erieure de l'espa
e V := hvk; k 2 Zi, d'o�u laterminologie de q-produits ext�erieurs et la notation �rqV . �2.3 Trois a
tions sur �rqV* Commen�
ons par d�e
rire l'a
tion de Uq(bsln) sur �1qV . Soit (v1; : : : ;vn) une base de Knet (w1; : : : ;wl) une base de Kl. On v�eri�e ais�ement que les formulesei(Xm 
 v
 
 wd) = Æi+1�
 mod nXm�Æi;0 
 v
�1 
 wd;fi(Xm 
 v
 
 wd) = Æi�
 mod nXm+Æi;0 
 v
+1 
 wd;ti(Xm 
 v
 
 wd) = qÆi�
 mod n�Æi+1�
 mod n Xm 
 v
 
 wd;�(Xm 
 v
 
 wd) = �mXm 
 v
 
 wd;ave
 les 
onventions v0 := vn et vn+1 := v1, d�e�nissent une a
tion de niveau 0 de Uq(bsln)sur Vn;l := K[X;X�1℄
Kn 
Kl:�A l'aide de l'isomorphisme d'espa
es ve
torielsVn;l ! �1qV �= K(Z); Xm 
 v
 
 wd 7! u
+n(d�1)+nlm;on d�e�nit une a
tion de Uq(bsln) sur �1qV , qui est illustr�ee �a la �gure 2.2. Notons que larestri
tion de 
ette repr�esentation �a 
haque 
adre est la somme dire
te de l 
opies dela repr�esentation ve
torielle de Kn.
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Fig. 2.2 { A
tion de Uq(bsln) sur �1qV . I
i, le point num�erot�e k repr�esente le ve
teur uk(k 2 Z) et la 
�e
he �etiquet�ee i repr�esente l'a
tion de fi (0 � i � n� 1).En it�erant r � 1 fois le 
oproduit � de Uq(bsln) (
f. paragraphe 1.2.2), on d�e�nit unea
tion de Uq(bsln) sur (�1qV )
r. De fa�
on expli
ite, 
ette a
tion est donn�ee �a l'aide desformules suivantes : pour tout (k1; : : : ;kr) 2 Zr, on aei(uk1 
 � � � 
 ukr) = rXj=1 uk1 
 � � � 
 ukj�1 
 ei(ukj )
 t�1i (ukj+1)
 � � � 
 t�1i (ukr);fi(uk1 
 � � � 
 ukr) = rXj=1 ti(uk1)
 � � � 
 ti(ukj�1)
 fi(ukj )
 ukj+1 
 � � � 
 ukr ;ti(uk1 
 � � � 
 ukr) = ti(uk1)
 � � � 
 ti(ukr);�(uk1 
 � � � 
 ukr) = rXj=1 uk1 
 � � � 
 ukj�1 
 �(ukj )
 ukj+1 
 � � � 
 ukr :En voyant �rqV 
omme un q-analogue du produit ext�erieur de r 
opies de (�1qV ), i.e.
omme le quotient de (�1qV )
r modulo les relations de redressement, on montre que l'a
-tion de Uq(bsln) sur (�1qV )
r passe au quotient en une a
tion sur �rqV . Nous renvoyonsla preuve de 
e fait (qui ne n�e
essite au
un 
al
ul !) �a [U2, Se
tion 3.5℄. Expli
itement,
ette a
tion sur les q-produits ext�erieurs est donn�ee par :ei(uk1 ^ � � � ^ ukr) = rXj=1 uk1 ^ � � � ^ ukj�1 ^ ei(ukj ) ^ t�1i (ukj+1) ^ � � � ^ t�1i (ukr);fi(uk1 ^ � � � ^ ukr) = rXj=1 ti(uk1) ^ � � � ^ ti(ukj�1) ^ fi(ukj ) ^ ukj+1 ^ � � � ^ ukr ;ti(uk1 ^ � � � ^ ukr) = ti(uk1) ^ � � � ^ ti(ukr);�(uk1 ^ � � � ^ ukr) = rXj=1 uk1 ^ � � � ^ ukj�1 ^ �(ukj ) ^ ukj+1 ^ � � � ^ ukr :



Chapitre 2. q-produits ext�erieurs 45* De la même fa�
on, on peut d�e�nir une a
tion de Up(bsll) sur (�rqV ) ; rappelons que p estreli�e �a q par la relation p = �q�1. Commen�
ons l�a en
ore par le 
as o�u r = 1. Ave
 lesnotations pr�e
�edentes, on v�eri�e que les formules_ei(Xm 
 v
 
 wd) = Æi+1�d mod lXm�Æi;0 
 v
 
 wd�1;_fi(Xm 
 v
 
 wd) = Æi�d mod lXm+Æi;0 
 v
 
 wd+1;_ti(Xm 
 v
 
 wd) = pÆi�d mod l�Æi+1�d mod lXm 
 v
 
 wd;_�(Xm 
 v
 
 wd) = �mXm 
 v
 
 wd;(ave
 les 
onventions w0 := wl et wl+1 := w1), d�e�nissent une a
tion de niveau 0 deUp(bsll) sur Vn;l. �A l'aide de l'isomorphisme d'espa
es ve
torielsVn;l ! �1qV �= K(Z); Xm 
 v
 
 wd 7! u
+n(d�1)+nlm;on d�e�nit une a
tion de Up(bsll) sur �1qV , qui est illustr�ee �a la �gure 2.3.
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Fig. 2.3 { A
tion de Up(bsll) sur �1qV . I
i, le point num�erot�e k repr�esente le ve
teur uk (k 2 Z)et la 
�e
he �etiquet�ee i repr�esente l'a
tion de _fi (0 � i � l � 1).En it�erant r � 1 fois le 
oproduit _� de Uq(bsln) (
f. paragraphe 1.2.2), on d�e�nit unea
tion de Up(bsll) sur (�1qV )
r. L�a en
ore 
ette a
tion passe au quotient en une a
tionsur �rqV , qui est donn�ee par les formules suivantes :_ei(uk1 ^ � � � ^ ukr) = rXj=1 uk1 ^ � � � ^ ukj�1 ^ _ei(ukj ) ^ _t�1i (ukj+1) ^ � � � ^ _t�1i (ukr);_fi(uk1 ^ � � � ^ ukr) = rXj=1 _ti(uk1) ^ � � � ^ _ti(ukj�1) ^ _fi(ukj ) ^ ukj+1 ^ � � � ^ ukr ;_ti(uk1 ^ � � � ^ ukr) = _ti(uk1) ^ � � � ^ _ti(ukr);_�(uk1 ^ � � � ^ ukr) = rXj=1 uk1 ^ � � � ^ ukj�1 ^ _�(ukj ) ^ ukj+1 ^ � � � ^ ukr :



46 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur* Pour 1 � i � r, soit �i := (Æij)1�j�r 2 Pr. Notons Zr le 
entre de bHr. Il d�e
oule dulemme 1.34 (ii) que les �el�ementsBm := rX1=1(X�i)m (m 2 Z�);appel�es bosons, sont dans Zr (en fait, un r�esultat de Bernstein montre que si l'alg�ebrede He
ke aÆne bHr est d�e�nie sur un 
orps alg�ebriquement 
los, alors 
es �el�ementsengendrent Zr en tant qu'alg�ebre). Pour a 2 An, b 2 Bn, Introduisons les bHr-modulesIa :=Xi2Ia(Ti � q�1): bHr et I 0b := Xj2Ib bHr:(Tj + q):Soit a 2 An et b 2 Bn. On a 
lairement Ia:Zr = Zr:Ia = Ia et I 0b:Zr = Zr:I 0b = I 0b,don
 l'a
tion (�a gau
he ou �a droite) de Zr sur bHr passe au quotient en une a
tion sur�(a;b) �= Ian bHr=I 0b:Ainsi Zr agit sur �rqV . L'a
tion des bosons sur les q-produits ext�erieurs est donn�ee parla formuleBm(uk1 ^ � � � ^ ukr) = rXj=1 uk1 ^ � � � ^ ukj�1 ^ ukj�nlm ^ ukj+1 ^ � � � ^ ukr :Le fait fondamental 
on
ernant 
es trois a
tions est le suivant. On le v�eri�e par un 
al
uldire
t en se ramenant au 
as o�u r = 2 (
f. [LT℄ pour la preuve dans le 
as o�u l = 1).Th�eor�eme 2.15 ([U2℄, Proposition 3.30) Les a
tions de U 0q(bsln), U 0p(bsll) et des bosonsBm, m 2 Z� sur �rqV 
ommutent deux �a deux. �2.4 Une involution de �rqV . Bases 
anoniques d'Uglov2.4.1 Une involution de �rqVRappelons que bHr est muni d'une involution . Soit a 2 An et b 2 Bl. Puisque les�el�ements Ti � q�1 et Ti + q, 0 � i � r � 1, sont -invariants, les sous-modules Ia et I 0bintroduits au paragraphe pr�e
�edent sont laiss�es stables par l'involution de bHr. Par 
ons�equent
ette involution passe au quotient en une involution de �(a;b) �= Ian bHr=I 0b, qu'on �etend defa�
on additive �a �rqV = La2An; b2Bl �(a;b). Un 
al
ul permet de d�e
rire l'a
tion de 
etteinvolution sur les q-produits ext�erieurs. Avant d'�enon
er le r�esultat, introduisons la notation�(k) := ℄�(i;j) 2 N2 j 1 � i < j � r; ki = kj	 (k = (k1; : : : ;kr) 2 Pr):Proposition 2.16 ([U2℄, Proposition 3.23 & Remark 3.24) Soit k = (k1; : : : ;kr) 2 Pr.On a alors uk = (�q)�(b(k))(q�1)�(a(k))ukr ^ : : : ^ uk1 : �



Chapitre 2. q-produits ext�erieurs 47Cette proposition permet don
, grâ
e aux relations de redressement, de 
al
uler l'a
tion del'involution sur la base des q-produits ext�erieurs ordonn�es. �E
rivons les 
oeÆ
ients matri
ielsde l'involution en posant, pour l 2 P++r ,ul = Xk2P++r a(r)k;l(q):uk;ave
 les a(r)k;l(q) 2 K ; d'apr�es la proposition 2.13, 
es 
oeÆ
ients sont en fait dans Z[q;q�1℄.Notons A(r)(q) := �a(r)k;l(q)�k;l2P++r la matri
e ainsi obtenue. Remarquons que d'apr�es laproposition 2.13, la matri
e A(r)(1) est l'identit�e. On d�e�nit un ordre partiel sur P++r park � l si et seulement si � Pji=1 ki � Pji=1 li pour tout 1 � j < r;Pri=1 ki = Pri=1 li(k = (k1; : : : ;kr) 2 P++r ; l = (l1; : : : ;lr) 2 P++r ).Proposition 2.17 ([U2℄) Soit k, l 2 P++r .(i) Si a(r)k;l(q) 6= 0, alors uk et ul appartiennent au même sous-espa
e �(a;b). Autrementdit, on a a(k) = a(l) et b(k) = b(l).(ii) On a a(r)k;k(q) = 1, et a(r)k;l(q) 6= 0 implique k � l. Autrement dit, la matri
e A(r)(q) estunitriangulaire.D�emonstration. Tout 
ela r�esulte de la proposition 2.13. �On peut montrer que l'involution de �rqV est 
ompatible ave
 les trois a
tions �etudi�eespr�e
�edemment.Proposition 2.18 ([U2℄, Proposition 3.31) Pour tout u 2 Uq(bsln), _u 2 Up(bsll), m 2 Z�,v 2 �rqV , on a u:v = u:v; _u:v = _u:v et Bm:v = Bm:v: �2.4.2 Bases 
anoniques d'Uglov de �rqVD�e�nissons deux r�eseaux de �rqV en posantL+r := Mk2P++r Z[q℄uk et L�r := Mk2P++r Z[q�1℄uk:Puisque la matri
e de l'involution de �rqV est unitriangulaire, on prouve, en utilisant unargument 
lassique, le th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 2.19 ([U2℄, Theorem 3.25) Il existe une unique base fG+;r(k) j k 2 P++r g (resp.fG�;r(k) j k 2 P++r g ) de �rqV satisfaisant les deux 
onditions suivantes :(i) G+;r(k) = G+;r(k) (resp. G�;r(k) = G�;r(k) ),(ii) G+;r(k) � uk mod qL+r (resp. G�;r(k) � uk mod q�1L�r ).



48 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurD�emonstration. Analogue �a 
elle du th�eor�eme 3.34. �D�e�nition 2.20 Les bases fG+;r(k) j k 2 P++r g et fG�;r(k) j k 2 P++r g sont appel�ees bases
anoniques d'Uglov de �rqV . D�e�nissons les 
oeÆ
ients matri
iels �+;rk;l (q), ��;rk;l (q) 2 Z[q;q�1℄(k, l 2 P++r ) parG+;r(l) = Xk2P++r �+;rk;l (q):uk et G�;r(l) = Xk2P++r ��;rk;l (q):uk;et notons ��;r(q) := ���;rk;l(q)�k;l2P++r (� 2 f+;�g) les matri
es donnant les bases 
anoniquesde �rqV . �Proposition 2.21 ([U2℄) Soit k, l 2 P++r .(i) Si ��;rk;l (q) 6= 0, alors uk et ul appartiennent au même sous-espa
e �(a;b). Autrementdit, on a a(k) = a(l) et b(k) = b(l).(ii) On a ��;rk;k(q) = 1, et ��;rk;l (q) 6= 0 implique k � l.D�emonstration. Tout 
ela r�esulte de la proposition 2.17. �Grâ
e �a la base n[�℄b j � 2 P++r;b o de �(b) (b 2 Bl), on montre que les 
oeÆ
ients de ��;r(q)(� 2 f+;�g) s'expriment �a l'aide des polynômes de Kazhdan-Lusztig de bSr. Signalons que lapreuve du th�eor�eme qui suit est en tout point analogue �a 
elle donn�ee dans [VV℄ dans le 
aso�u l = 1 (voir aussi [LT℄).Th�eor�eme 2.22 ([U2℄, Theorem 3.26 & Remark 3.27) Soit k, l 2 P++r tels quea(k) = a(l) = a 2 An et b(k) = b(l) = b 2 Bl. Alors on a�+;rk;l (q) = Xy2Wb(�q)`(y)P+!ax(k)!by; !ax(l)!b et ��;rk;l (q) = Xy2Wa(q�1)`(y)P�yx(k); x(l):D�emonstration. Voir [U2℄. �Remarque 2.23 Il est �egalement possible d'exprimer les 
oeÆ
ients ��;rk;l (q) �a l'aide despolynômes de Kazhdan-Lusztig asso
i�es �a des modules paraboliques de bHr (voir [U2, Theorem3.26℄). �Remarque 2.24 Ce th�eor�eme implique, d'apr�es un r�esultat de [KT℄, que les 
oeÆ
ients de�+;r(q) (resp. �+;r(q)) sont dans N[q℄ (resp. N[p℄). �2.5 D�emonstration du point (i) de la proposition 2.13Reprenons les notations de la proposition 2.13. Soit k 2 P2, a = a(k), et
. Notonsa = (a1;a2), et
. les 
oordonn�ees de a, et
. et posons en�n � = (�1;�2) := �(m1;m2).



Chapitre 2. q-produits ext�erieurs 492.5.1 D�emonstration de (R1)Puisque 
 = 0, on a 
 = (
1;
1) 2 An. Par suite, a = 
 et u = 1. De plus, �1:a = a, don
Ha = hT1i. De même, puisque Æ = 0, on a b = d = (d1;d1), v = 1, Hb = hT1i et !b = �1. Ona don
 uk1 ^ uk2 = (�q�1):1
hT1i X� 
hT1i 1;et de même uk2 ^ uk1 = (�q�1):1 
hT1i X�1:� 
hT1i 1:On a don
, en omettant de pr�e
iser au-dessus de quoi sont pris les produits tensoriels,uk1 ^ uk2 + uk2 ^ uk1 = (�q�1):1 
 (X� +X�1:�)
 1 = �(1:T1)
 (X� +X�1:�)
 1= �1
 T1:(X� +X�1:�)
 1:D'apr�es le lemme 1.34 (ii), on a T1:(X� +X�1:�) = (X� +X�1:�)T1, d'o�uuk1 ^ uk2 + uk2 ^ uk1 = �1
 (X� +X�1:�):T1 
 1 = �1
 (X� +X�1:�)
 (Ti:1)= q:1
 (X� +X�1:�)
 1:Ainsi uk1 ^ uk2 + uk2 ^ uk1 = (�q�1):1 
 (X� + X�1:�) 
 1 = q:1 
 (X� + X�1:�) 
 1: Par
ons�equent, uk1 ^ uk2 + uk2 ^ uk1 = 0: �2.5.2 D�emonstration de (R2) et (R3)Nous ne montrons que (R2) ; la preuve de (R3), en tout point analogue, est laiss�ee aule
teur. Notons que l'hypoth�ese k1 � k2 implique �1��2 � 0. Supposons pour �xer les id�eesque 
1 < 
2, de telle sorte que 
 = 
2 � 
1. Alors 
 = (
1;
2) 2 An, don
 a = 
 et u = 1.Puisque 
1 6= 
2, on a Ha = K. De même, b = (d1;d1), v = 1, Hb = hT1i et !b = �1. Ainsiuk1 ^ uk2 = (�q�1)1
K X� 
hT1i 1:On a, toujours d'apr�es le lemme 1.34 (ii) :uk1 ^ uk2 = �q�1:1
X� 
 1 = q�2:1
X� 
 (T1:1) = q�2:1
X�T1 
 1= q�2:1
 �T1X�1:� + (q � q�1)�1��2�1Xi=0 X�1:�+i�1�
 1 :On v�eri�e ais�ement que �q�1:1
 T1X�1:� 
 1 = uk2 ^ uk1 et�q�1:1
X�1:�+i�1 
 1 = uk2�
�nli ^ uk1+
+nli:Par sou
i de bri�evet�e, introduisons pour toute la �n du 
hapitre la notationwm := uk2�m ^ uk1+m; m 2 Z
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anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur(il faut prendre garde au fait que wm d�epend de k1 et k2). On a ainsi �etabli(�) : uk1 ^ uk2 = �q�1uk2 ^ uk1 + (q�2 � 1)�1��2�1Xi=0 w
+nli :Notons que les ve
teurs w
+nli ne sont ordonn�es que si i � b�1 � �22 
 ; il faut don
redresser pr�es de la moiti�e des ve
teurs de (�) ! Ce
i invite �a prouver (R2) �a l'aide de (�)par r�e
urren
e sur �1 � �2. Observons que (�) donne dire
tement le r�esultat voulu lorsque�1 � �2 = 0 et �1 � �2 = 1. Supposons maintenant que �1 � �2 � 2. En �e
rivant (�) pouruk1 ^ uk2 et uk1+nl ^ uk2�nl, on trouveuk1 ^ uk2 = �q�1uk2 ^ uk1 + (q�2 � 1)w
 + q�1wnl + q�2uk1+nl ^ uk2�nl ;il ne reste plus qu'�a appliquer l'hypoth�ese de r�e
urren
e �a uk1+nl ^ uk2�nl et �a regrouper lestermes pour 
on
lure. �2.5.3 D�emonstration de (R4)La d�emar
he pour prouver (R4) est essentiellement la même que 
elle suivie pour prouver(R2) et (R3), mais les 
al
uls sont nettement plus 
ompliqu�es (la diÆ
ult�e r�eside dans lalongueur des formules). Supposons pour �xer les id�ees que 
1 < 
2 et d1 < d2, de telle sorteque 
 = 
2 � 
1 et Æ = n(d2 � d1). Alors 
 = (
1;
2) 2 An, don
 a = 
 et u = 1. Puisque
1 6= 
2, on a Ha = K. De même, b = (d2;d1) = �1:d , v = �1, Hb = K et !b = 1. Ainsiuk1 ^ uk2 = 1
K X�T�11 
K 1:Puisque les produits tensoriels qui interviennent sont triviaux, nous pourrons nous permettred'�e
rire uk1 ^ uk2 = X�T�11 :La relation T�11 = T1�1 + (q � q�1)T�11 � et le lemme 1.34 (ii) nous donnentuk1 ^ uk2 = (X�T1)�1 + (q � q�1)T�11 �= �T1X�1:� + (q � q�1)�1��2�1Xi=0 X�1:�+i�1��1 + (q � q�1)T�11 �= T1X�1:� + (q � q�1)T1X�1:�T�11 + (q � q�1)��1��2�1Xi=0 X�1:�+i�1�+(q � q�1)2��1��2�1Xi=0 X�1:�+i�1T�11 � :On v�eri�e par un petit 
al
ul que T1X�1:� = uk2 ^ uk1 , T1X�1:�T�11 = wÆ,X�1:�+i�1 = w
+nli et X�1:�+i�1T�11 = w
+Æ+nli. Par suite, on a
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(a) : uk1^uk2 = uk2^uk1+(q�q�1)wÆ+(q�q�1)�1��2�1Xi=0 w
+nli+(q�q�1)2�1��2�1Xi=0 w
+Æ+nli :L�a en
ore, pr�es de la moiti�e des ve
teurs de 
haque somme sont �a redresser ... 
e
i donnen�eanmoins ais�ement la relation (R4) si �1 � �2 � 3. Supposons don
 �1 � �2 � 4. On va
her
her une relation de r�e
urren
e permettant de 
al
uler uk1 ^ uk2 . En �e
rivant (a) pouruk1 ^uk2 et uk1+nl ^uk2�nl, et en utilisant les relations w
+nl(�1��2�1) = uk1+Æ+nl ^uk2�Æ�nlet w
+Æ+nl(�1��2�1) = uk1+nl ^ uk2�nl, on trouve(b) : uk1 ^ uk2 = uk2 ^ uk1 + (q � q�1)(w
 + wÆ) + (q � q�1)2w
+Æ �wnl�(q � q�1)wÆ+nl + (q � q�1)uk1+Æ+nl ^ uk2�Æ�nl+(q2 + q�2 � 1)uk1+nl ^ uk2�nl :Il faut aussi expli
iter uk1+Æ+nl ^ uk2�Æ�nl. Un raisonnement analogue nous donne(b0) : uk1+Æ+nl ^ uk2�Æ�nl = wÆ+nl + (q � q�1)(w
+Æ+nl + uk1+2nl ^ uk2�2nl)+uk1+Æ+2nl ^ uk2�Æ�2nl � wÆ+2nl :Formons �a pr�esent le ve
teur uk1 ^ uk2 � uk1+nl ^ uk2�nl, et rempla�
ons uk1 ^ uk2 (resp.uk1+nl ^ uk2�nl) par son expression donn�ee par (b) (resp. l'expression obtenue �a partir de (b)en rempla�
ant (k1;k2) par (k1+nl;k2�nl)). Compte tenu de (b0), on s'aper�
oit que les termesen uk1+Æ+2nl ^ uk2�Æ�2nl, w
+Æ+nl et wÆ+2nl s'en vont. On trouve au bout du 
ompte, apr�esavoir refait passer le terme uk1+nl ^ uk2�nl dans le membre de droite :(
) : uk1 ^ uk2 = (q2 + q�2)uk1+nl ^ uk2�nl � uk1+2nl ^ uk2�2nl+uk2 ^ uk1 + (q � q�1)(w
 + wÆ) + (q � q�1)2w
+Æ � 2wnl�(q � q�1)(w
+nl + wÆ+nl) + w2nl :Une partie des termes de 
ette formule suit la relation de r�e
urren
e lin�eaire d'ordre 2Um = (q2 + q�2)Um�1 � Um�2;ave
 m = �2��1 et Ui = uk1+(�1��2�i)nl^uk2�(�1��2�i)nl (i � 0). Notons que les 
oeÆ
ientsq2m+1+q�(2m+1) et q2m�q�2m qui apparaissent dans (R4), satisfont la relation de r�e
urren
e�m = (q2 + q�2)�m�1 � �m�2;
e qui nous invite �a prouver (R4) �a partir de (
) par r�e
urren
e sur �1��2. Nous avons d�ej�aprouv�e (R4) si �1��2 � 3. Si �1��2 � 4, nous pouvons, grâ
e �a l'hypoth�ese de r�e
urren
e,exprimer uk1+nl^uk2�nl et uk1+2nl ^uk2�2nl au moyen de (R4). En reportant 
es expressionsdans (
), on voit, apr�es un 
al
ul laiss�e au le
teur, que uk1 ^ uk2 satisfait aussi (R4). �
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Chapitre 3Espa
es de Fo
k de niveausup�erieurDans 
e 
hapitre, en suivant �a nouveau [U2℄, nous faisons � tendre r vers +1 � dansla 
onstru
tion de �rqV e�e
tu�ee au 
hapitre 2. Nous obtenons ainsi des repr�esentations �squi 
ontiennent les sous-repr�esentations Fq[sl℄, appel�ees espa
es de Fo
k. Nous d�eduisons du
hapitre 2 la 
onstru
tion des bases 
anoniques d'Uglov des espa
es de Fo
k.3.1 L'espa
e des q-produits ext�erieurs (semi-)in�nis �sD�e�nition 3.1 Fixons dans tout 
e 
hapitre une 
harge s 2 Z. On pose�s = �s[n;l℄ := lim�!�rqV;o�u les appli
ations �rqV ! �tqV (t > r) sont donn�ees parv 7! v ^ us�r ^ us�r�1 ^ � � � ^ us�t+1 (v 2 �rqV ):L'espa
e �s sera appel�e l'espa
e des q-produits ext�erieurs (semi-)in�nis de 
harge s. Onnotera v 7! v ^ us�r ^ us�r�1 ^ � � �l'appli
ation 
anonique �rqV ! lim�!�tqV . Soit P (s) (resp. P++(s)) l'ensemble des suitesd'entiers (resp. suites stri
tement d�e
roissantes d'entiers) k = (ki)i�1 telles que ki = s� i+1d�es que i est suÆsamment grand. Par d�e�nition, les q-produits ext�erieurs in�nisuk = uk1 ^ uk2 ^ � � � ;k 2 P (s), forment une partie g�en�eratri
e de �s. On dit que le q-produit ext�erieur uk 2 �sest ordonn�e si k 2 P++(s). Comme pour �rqV , les q-produits ext�erieurs ordonn�es formentune base de �s ([TU℄, [U2, Proposition 4.1℄), qu'on appellera la base standard. �
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anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurTout q-produit ext�erieur peut être exprim�e 
omme 
ombinaison lin�eaire de q-produitsext�erieurs ordonn�es �a l'aide des relations de redressement, donn�ees �a la proposition 2.13 (i),qui sont valides pour 
haque paire de fa
teurs adja
ents de uk = uk1 ^ uk2 ^ � � � .Nous aurons besoin de di��erentes indexations de la base standard de �s. Rappelonsqu'on a d�e�ni aux paragraphes 1.1.5.2 et 1.1.5.3 des bije
tions � 0n : � � Z ! �n � Zn et�l : �� Z! �l � Zl. D�e�nissons, pour N 2 N� , X � R, t 2 R, l'ensembleXN (t) := �(s1; : : : ;sN ) 2 XN j s1 + � � �+ sN = t	 ;nous utiliserons 
ette notation la plupart du temps dans le 
as o�u X = Z, et parfois lorsqueX = Q ou X = R.D�e�nition 3.2 Nous utiliserons les indexations suivantes de la base standard de �s.* Indexation uk. Comme nous l'avons vu, la base standard est index�ee par les q-produitsext�erieurs ordonn�es uk = uk1 ^ uk2 ^ � � � , ave
 k 2 P++(s).* Indexation �. Au q-produit ext�erieur ordonn�e uk on peut faire 
orrespondre une parti-tion � 2 �, en posant pour tout i � 1,�i := ki � (s+ 1� i):On �e
rira alors j�;si := uk:* Indexation �n. Soit � 2 �, �n 2 �n et sn 2 Zn(s) tels que (�n;sn) = � 0n(�;s). On posej�n;sni� := j�;si:Cette indexation 
o��n
ide ave
 l'indexation � dans le 
as o�u n = 1.* Indexation �l. Soit � 2 �, �l 2 �l et sl 2 Zl(s) tels que (�l;sl) = �l(�;s). On posej�l;sli := j�;si:Cette indexation 
o��n
ide ave
 l'indexation � dans le 
as o�u l = 1. �Exemple 3.3 Prenons n = 2, l = 3, s = �1 et � = (4;3;3;2;1). On a alorsj(4;3;3;2;1); � 1i = j�(3;3);;�;(�1;0)i� = j�(1;1);(1;1);(1)�;(0;0; � 1)i(voir les exemples 1.9 et 1.11). �Remarque 3.4 Pour une autre des
ription (�equivalente) de 
es indexations et pour d'autresexemples, le le
teur pourra 
onsulter [U2, Remark 4.2 (ii) & Example 4.3℄. �
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tions sur �s3.2.1 A
tion des alg�ebres quantiques aÆnes Up(bsll) et Uq(bsln)�A l'aide des relations de redressement, on prouve le lemme suivant.Lemme 3.5 ([U2℄, Lemma 3.18) Soit a, b 2 Z, a � b. Alors on a(i) ub ^ ua ^ ua�1 ^ � � � ^ ub = 0 et (ii) ua ^ ua�1 ^ � � � ^ ub ^ ua = 0: �Grâ
e �a la formule (ii) de 
e lemme, on peut faire tendre r vers l'in�ni dans la formuledonnant l'a
tion de fi sur les q-produits ext�erieurs de r termes. On peut don
 faire agir fisur �s de la fa�
on suivante, la somme ne 
omportant en r�ealit�e qu'un nombre �ni de termesnon nuls :fi(uk1^� � � ) := +1Xj=1 ti(uk1) ^ � � � ^ ti(ukj�1) ^ fi(ukj ) ^ ukj+1 ^ ukj+2^� � � �(k1; : : :) 2 P++(s)�:La d�e�nition de l'a
tion de ei est un peu plus 
ompliqu�ee, 
ar pour pouvoir faire tendrer vers l'in�ni dans la formule donnant l'a
tion de ei sur les q-produits ext�erieurs ordonn�es der termes, il d'abord donner un sens au ve
teuruk1 ^ � � � ^ ukj�1 ^ ei(ukj ) ^ t�1i (ukj+1) ^ t�1i (ukj+2) ^ � � �lorsque j est suÆsamment grand. Voi
i 
omment on pro
�ede. Pour m 2 Z, posonsjmi := um ^ um�1 ^ � � � ;ainsi tout �el�ement uk, k 2 P++(s) peut s'�e
rire uk = v ^ js � ri ave
 v 2 �rqV (l'�e
rituren'est pas unique, �a 
ause du 
hoix de r). On pose alorstijnlmi := qlÆi;0 jnlmipuis on remarque que le membre de droite de la formuleti(v ^ jnlmi) := ti(v) ^ jnlmine d�epend pas de la d�e
omposition 
hoisie de uk = v ^ jnlmi. Par 
ons�equent, 
ette formulepermet de d�e�nir 
orre
tement un endomorphisme ti de �s. D�e�nissons alors un endomor-phisme ei de �s en posantei(v ^ js� ri) := ei(v) ^ t�1i js� ri (v 2 �rqV ) ;l�a en
ore, le membre de droite de la formule 
i-dessus ne d�epend pas de la d�e
omposition
hoisie, 
omme on le voit en utilisant le lemme 3.5 (i).
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anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurOn d�e�nit l'a
tion de � de fa�
on analogue. Posons tout d'abord, pour m 2 Z,�(jnlmi) := �nl: sgn(m):m(m+ 1)2 jnlmi;o�u sgn(m) 2 f0;1; � 1g d�esigne le signe de m. L�a en
ore, le membre de droite de la formule�(v ^ jnlmi) := �(v) ^ jnlmine d�epend pas de la d�e
omposition 
hoisie uk = v ^ jnlmi, v 2 �rqV du q-produit ext�erieurordonn�e uk. Ce
i permet don
 de d�e�nir 
orre
tement un endomorphisme � de �s.Remarque 3.6 Les formules pr�e
�edentes sont en
ore valables pour les q-produits ext�erieursuk, k 2 P (s), �a 
ondition d'�e
rire uk sous la forme uk = v ^ js � ri, ave
 v 2 �rqV et rsuÆsamment grand.On d�e�nit des endomorphismes _ei, _fi, _ti, _� 2 End(�s) (0 � i � l�1) de mani�ere analogue,en rempla�
ant q par p et en permutant n et l dans toutes les formules 
i-dessus. Nous allonsvoir en fait (
f. 
orollaire 3.11) que 
es formules munissent �s d'une stru
ture de Uq(bsln)-module et de Up(bsll)-module.Nous allons maintenant donner des expressions 
ombinatoires qui permettent de 
al
u-ler de fa�
on pratique les a
tions des g�en�erateurs de Uq(bsln) et Up(bsll) sur �s. Pour 
ela,introduisons quelques notations.{ Si M est un Uq(bsln)- (resp. Up(bsll)-, resp. Uq(bsln)
Up(bsll)-)module et si u 2M est unve
teur de poids, on note wt(u) (resp. _wt(u), resp. Wt(u) = wt(u)+ _wt(u)) le poids deu. Nous utiliserons notamment 
es notations pour M = �s. (Dans la mesure o�u nousn'avons pas en
ore montr�e que �s est un Uq(bsln)-module et un Up(bsll)-module, nousdirons provisoirement que u 2 �s est un ve
teur de poids wt(u) =Pn�1i=0 ai�i + dÆ 2 P(a0; : : : ;an�1;d 2 Z) si on a �:u = du et ti:u = qaiu pour tout 0 � i � n � 1. Dans 
e
ontexte, on d�e�nit de fa�
on analogue les quantit�es _wt(u) et Wt(u) pour u 2 �s.){ Soit (�l;sl) une l-multi-partition 
harg�ee. Rappelons que nous avons introduit au pa-ragraphe 1.1.4 des entiers Ni(�l; sl;n) et Mi(�l; sl;n). Nous avons aussi introduit lanotation �l i:1�! �l si �l=�l est un i-n�ud de type A de (�l;sl). Dans 
e 
as, nous avons�egalement d�e�ni des entiers M>i (�l;�l; sl;n) et M<i (�l;�l; sl;n).{ Pour a 2 Z, soit a mod n 2 f0; : : : ;n� 1g le reste de la division eu
lidienne de a par n.On pose, pour sl = (s1; : : : ;sl) 2 Zl,�(sl;n) := 12 lXb=1 �s2bn � sb�� �(sb mod n)2n � (sb mod n)�et on d�e�nit de même �(sn;l) pour sn 2 Zn.
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k de niveau sup�erieur 57Proposition 3.7 ([U2℄)1Æ) On a les formules(W1) wt(j�l;sli) = ��(sl;n)Æ +�s1 + � � �+�sl � n�1Xi=0 Ni(�l; sl;n)�i ;(W2) _wt(j�l;sli) = ���(sl;n) +N0(�l; sl;n)� _Æ + (n� s1 + sl) _�0 + l�1Xi=1 (si � si+1) _�i ;(W3) _wt(j�n;sni�) = ��(sn;l) _Æ + _�s1 + � � �+ _�sn � l�1Xi=0 Ni(�n; sn; l) _�i ;(W4) wt(j�n;sni�) = ���(sn;l)+N0(�n; sn; l)�Æ+(l�s1+sn)�0+n�1Xi=1 (si � si+1)�i :2Æ) Ave
 l'indexation �l, on a pour 0 � i � n� 1,ei:j� l;sli = X�l i:1�!�l q�M<i (�l;�l;sl;n)j�l;sli;fi:j� l;sli = X�l i:1�!�l qM>i (�l;�l;sl;n)j�l;sli;ti:j� l;sli = qMi(�l;sl;n)j� l;sli et�:j� l;sli = ���(sl;n) +N0(� l; sl;n)�j� l;sli:3Æ) Ave
 l'indexation �n, on a pour 0 � i � l � 1,_ei:j�n;sni� = X�n i:1�!�n p�M<i (�n;�n;sn;l)j�n;sni�;_fi:j�n;sni� = X�n i:1�!�n pM>i (�n;�n;sn;l)j�n;sni�;_ti:j�n;sni� = pMi(�n;sn;l)j�n;sni� et_�:j�n;sni� = ���(sn;l) +N0(�n; sn; l)�j�n;sni�:D�emonstration. On v�eri�e toutes 
es formules par un 
al
ul dire
t. �Pour sl 2 Zl(s), sn 2 Zn(s) soient
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anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurFq[sl℄ := M�l2�lKj�l;sli et Fp[sn℄� := M�n2�nKj�n;sni�:La proposition pr�e
�edente montre que les Fq[sl℄, sl 2 Zl(s) (resp. Fp[sn℄�, sn 2 Zn(s)) sontstables sous l'a
tion des g�en�erateurs de Uq(bsln) (resp. Up(bsll)). On a en fait beau
oup mieux.Th�eor�eme 3.8 ([JMMO℄,[FLOTW℄,[U2℄)1Æ) Soit sl 2 Zl(s). Alors Fq[sl℄ est une repr�esentation int�egrable de Uq(bsln) de niveau l.2Æ) Soit sn 2 Zn(s). Alors Fp[sn℄� est une repr�esentation int�egrable de Up(bsll) de niveau n.D�emonstration. Modulo la transformation qui 
onsiste �a renverser l'ordre des 
omposantesde �l 2 �l et de sl 2 Zl, les formules des a
tions sur Fq[sl℄ donn�ees �a la proposition 3.72Æ) 
o��n
ident ave
 
elles de Jimbo-Misra-Miwa-Okado ([JMMO℄, [FLOTW℄) dans le 
as o�usl = (s1; : : : ;sl) v�eri�e n� 1 � s1 � � � � � sl � 0, d'o�u la preuve du point 1Æ) dans 
e 
as. Lad�emonstration pour sl 2 Zl(s) quel
onque est similaire. La preuve du point 2Æ) est analogue�a 
elle du point 1Æ). �Introduisons, pour sl 2 Zl(s), le sous-Uq(bsln)-moduleMq[sl℄ := Uq(bsln):j;l;sli � Fq[sl℄:On d�e�nit de même Mp[sn℄� pour sn 2 Zn(s).Remarque 3.9 Soit sl 2 Zl(s). Il d�e
oule des formules donn�ees �a la proposition 3.7 que leve
teur j;l;sli 2 Fq[sl℄ est un ve
teur de plus haut poids � := ��(sl;n)Æ +�s1 + � � � + �sl .Par 
ons�equent, Mq[sl℄ est isomorphe au module simple V (�). �Remarque 3.10 Soit Xl := nPn�1i=0 ai�i j a0; : : : ;an�1 2 N; a0 + � � �+ an�1 = lo. Puisqueles U 0q(bsln)-modules V 0(�) et V 0(�0) (�, �0 2 P ) sont isomorphes si et seulement si ���0 2 ZÆ,Xl param�etrise les 
lasses d'isomorphisme des U 0q(bsln)-modules V 0(�) qui sont de niveau l etdont le plus haut poids est dominant. Nous allons voir que l'on peut aussi param�etriser 
es
lasses d'isomorphisme �a l'aide d'un domaine fondamental de l'a
tion de bSl sur Zl. Rappelonsque bSl agit �a gau
he sur Pl = Zl, o�u Sl � bSl agit en permutant les 
omposantes, et l'�el�ementy� 2 bSl (� 2 Pl) agit 
omme la translation suivant le ve
teur n� (
f. paragraphe 1.3.1.2). Ilest fa
ile de voir que deux �el�ements al = (a1; : : : ;al) et bl = (b1; : : : ;bl) sont 
onjugu�es si etseulement si �a1 + � � � +�al = �b1 + � � �+�bl ;ou en
ore si et seulement si les U 0q(bsln)-modules U 0q(bsln):j;l;ali et U 0q(bsln):j;l;bli sont iso-morphes. On v�eri�e par ailleurs ais�ement qu'un domaine fondamental pour 
ette a
tion estXl;n := n(v1; : : : ;vl) 2 Zl j n� 1 � v1 � � � � � vl � 0o ;
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ation � : Xl;n ! Xl, (v1; : : : ;vl) 7! Pl�1i=0 �vi est bije
tive. Par 
ons�equent, ledomaine fondamental Xl;n param�etrise les 
lasses d'isomorphisme des U 0q(bsln)-modules V 0(�)qui sont de niveau l et dont le plus haut poids est dominant. Plus pr�e
is�ement, soit � 2 Xl,et sl 2 Zl. Alors U 0q(bsln):j;l;sli est isomorphe �a V 0(�) si et seulement si sl est 
onjugu�e sousl'a
tion de bSl �a l'�el�ement ��1(�) 2 Xl;n. �Puisque �l induit une bije
tion �! �l � Zl(s), � 7! �l(�;s), on a la d�e
omposition�s = Msl2Zl(s)Fq[sl℄:De même, on a la d�e
omposition �s = Msn2Zn(s)Fp[sn℄�:Ces d�e
ompositions, ainsi que le th�eor�eme 3.8, impliquent le r�esultat suivant.Corollaire 3.11 Les formules �e
rites dans 
e paragraphe munissent �s d'une stru
ture deUq(bsln)-module int�egrable de niveau l et d'une stru
ture de Up(bsll)-module int�egrable de ni-veau n. �Nous noterons Ps (resp. _Ps, resp. Ps) l'ensemble des poids de �s pour l'a
tion de Uq(bsln)(resp. Up(bsll), resp. Uq(bsln)
 Up(bsll)).3.2.2 A
tion des bosons sur �sGrâ
e aux deux formules du lemme 3.5, on peut d�e�nir une a
tion des bosons sur lesq-produits ext�erieurs in�nis, en partant de l'a
tion sur les q-produits ext�erieurs de r termes,puis en faisant tendre r vers l'in�ni. Dans la formule qui suit, la somme ne 
omporte enr�ealit�e qu'un nombre �ni de termes non nuls, 
e qui permet de d�e�nir un endomorphisme Bm(m 2 Z�) de �s parBm(uk1 ^ � � � ) := +1Xj=1 uk1 ^ � � � ^ ukj�1 ^ ukj�nlm ^ ukj+1 ^ � � � �(k1; : : :) 2 P (s)�:Toutefois, 
ontrairement au 
as de �rqV , les Bm 2 End(�s) 
essent de 
ommuter deux �adeux. On peut en e�et prouver le r�esultat suivant.Th�eor�eme 3.12 ([U2℄, Propositions 4.4 & 4.5) Consid�erons les bosons Bm, m 2 Zs
omme agissant sur �s.1Æ) Pour m 6= �m0, on a [Bm;Bm0 ℄ = 0.2Æ) Soit m 2 Z�. Alors il existe 
m 2 K ind�ependant de s tel que [Bm;B�m℄ = 
m.3Æ) De fa�
on expli
ite, si m > 0, on a 
m = m1� q�2mn1� q�2m 1� q2ml1� q2m : �Ainsi, les bosons agissant sur �s engendrent une alg�ebre de Heisenberg qu'on notera H.
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ompositions de �s en tant que U 0q(bsln)
H
U 0p(bsll)-moduleComme pour �rqV , on peut montrer le r�esultat suivant, qui d�e
oule des formules donn�eesau paragraphe pr�e
�edent.Th�eor�eme 3.13 ([U2℄, Proposition 4.6) Les a
tions de U 0q(bsln), U 0p(bsll) et de H sur �s
ommutent deux �a deux. �Notons que, 
ontrairement �a �rqV , �s admet des ve
teurs singuliers pour l'a
tion deU 0q(bsln), par exemple les ve
teurs j;l;sli, sl 2 Zl(s). Soit u 2 �s un ve
teur de poidsWt(u) 2 Ps. Alors le ve
teur Bm:u (m 2 Z�) est 
lairement de poids Wt(u) +m(Æ + _Æ). Ild�e
oule de 
e
i et des formules (W1)-(W4) que les ve
teurs j;l;sli, sl 2 Zl(s) sont aussi desve
teurs singuliers pour H, 
'est-�a-dire annul�es par les Bm, m > 0. De même, les ve
teursj;n;sni�, sn 2 Zn(s) sont des ve
teurs singuliers pour U 0p(bsll) et H.Introduisons l'ensembleAl;n(s) := n(r1; : : : ;rl) 2 Zl(s) j r1 � � � � � rl; r1 � rl � no :Proposition 3.14 ([U2℄) Soit rl 2 Zl(s) et rn 2 Zn(s) telles que j;l;rli = j;n;rni�. Alorsrl 2 Al;n(s) et rn 2 An;l(s). R�e
iproquement, si rl 2 Al;n(s), alors il existe un uniquern 2 An;l(s) tel que j;n;rni� = j;l;rli, et si rn 2 An;l(s), alors il existe un unique rl 2 Al;n(s)tel que j;l;rli = j;n;rni�.D�emonstration. Elle repose sur les formules (W1)-(W4). On peut par exemple utiliser la pro-position 3.24, dont nous donnons une d�emonstration ne faisant pas appel �a 
ette proposition-
i. �Il d�e
oule de 
ette proposition quefj;l;rli j rl 2 Al;n(s)g = fj;n;rni� j rn 2 An;l(s)gest un ensemble de ve
teurs singuliers simultan�ement pour les a
tions de U 0q(bsln), U 0p(bsll) etH.Il se trouve que 
es ve
teurs forment un syst�eme 
omplet de ve
teurs singuliers relativement �a
es trois a
tions. Ce
i permet en partie de prouver le th�eor�eme suivant, que nous admettrons.Th�eor�eme 3.15 ([U2℄, Theorem 4.8) Le U 0q(bsln)
H
 U 0p(bsll)-module �s se d�e
omposeen �s = Mrl2Al;n(s)U 0q(bsln)
H
 U 0p(bsll):j;l;rli;ou de fa�
on �equivalente�s = Mrn2An;l(s)U 0q(bsln)
H
 U 0p(bsll): j;n;rni�:
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k de niveau sup�erieur 61�Nous allons �a pr�esent montrer que les ensembles Al;n(s) et An;l(s) sont �nis.Lemme 3.16 Pour sl = (s1; : : : ;sl) 2 Zl, posons s0 := n+ sl. Alors l'ensembleXl;n;M(s) := n(s1; : : : ;sl) 2 Zl(s) j 8 0 � i � l � 1; si+1 � si �Mo(M 2 N) est �ni.D�emonstration. Soit sl = (s1; : : : ;sl) 2 Xl;n;M(s). Montrons que pour tout 1 � k � l, on amk � sk �Mk, o�uMi := M(l + 2i� 1)2 + n+ sl (1 � i � l) et mj := s� lXi=1i6=j Mi (1 � j � l):Pour 1 � k � l, on a sl � sk = Pl�1i=k (si+1 � si) � Pl�1i=kM = (l � k)M , d'o�u l'in�egalit�esl � sk +M(l � k). Puisque sl 2 Zl(s), on a don
lsl � lXk=1 (sk +M(l � k)) = s+M l(l � 1)2 ;soit en
ore sl � sl + M(l � 1)2 . De plus, on a s1 � s0 �M , don
s1 �M + n+ sl �M + n+ sl + M(l � 1)2 =M1:Soit 1 � k � l. On a de mêmesk � s1 +M(k � 1) �M1 +M(k � 1) =Mk:De plus, on a sk = s� lXi=1i6=k si � s� lXi=1i6=kMi = mk;d'o�u les in�egalit�es annon
�ees. Par 
ons�equent, Xl;n;M(s) est �ni, de 
ardinal inf�erieur ou �egal�a Qlk=1 (Mk �mk + 1). �D'apr�es le lemme pr�e
�edent, Al;n(s) = Xl;n;0(s) est �ni et il en est de même pour An;l(s)(en fait, la proposition 3.14 montre que Al;n(s) et An;l(s) sont en bije
tion). Par 
ons�equent,les deux d�e
ompositions donn�ees au th�eor�eme 3.15 ne 
omportent qu'un nombre �ni defa
teurs.
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anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur3.4 Espa
es de Fo
k3.4.1 Lien entre les espa
es de Fo
k et les sous-espa
es de poids de �sD�e�nition 3.17 Les espa
es Fq[sl℄, sl 2 Zl(s) (resp. Fp[sn℄�, sn 2 Zn(s)), introduits auparagraphe 3.2.1, sont appel�es espa
es de Fo
k (en anglais, q-deformed Fo
k spa
es). D'apr�esle th�eor�eme 3.8, 
e sont des Uq(bsln)- (resp. Up(bsll)-)sous-modules de �s de niveau l et nrespe
tivement. Lorsque l > 1 et n > 1, on parle d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur. �Remarque 3.18 Attention, les sous-espa
es Fq[sl℄, sl 2 Zl(s) (resp. Fp[sn℄�, sn 2 Zn(s))ne sont pas des Up(bsll)- (resp. Uq(bsln)-)sous-modules de �s. Par exemple, si n = l = 2, on a_f0: ���;;;�;(0;0)� = ���(1);;�;(1;� 1)�� q�1 ���;;(1)�;(1;� 1)� =2 Fq[(0;0)℄: �Lemme 3.19 L'appli
ation�l;n : Q l (s)! Q l (n); (s1; : : : ;sl) 7! (n� s1 + sl;s1 � s2; : : : ;sl�1 � sl)est bije
tive, d'inverse ��1l;n : Q l (n) ! Q l (s); (a1; : : : ;al) 7! (s1; : : : ;sl); o�u les si sontd�e�nis �a l'aide des aj par les formulessi := 1l 0�s� l�1Xj=1 jaj1A+ lXj=i+1aj (1 � i � l):En parti
ulier, l'appli
ation �l;n : Zl(s)! Zl est inje
tive.D�emonstration. Cela se v�eri�e par un simple 
al
ul laiss�e au le
teur. �Remarque 3.20 Soit w 2 Ps. �E
rivons w = dÆ +Pn�1i=0 ai�i, ave
 a0; : : : ;an�1;d 2 Z. Nousallons donner une in�egalit�e v�eri��ee par les 
oordonn�ees de w. Soit (�n;sn) 2 �n � Zn(s) telque wt(j�n;sni�) = w. Compte tenu de la formule (W4) et de l'ind�ependan
e lin�eaire desve
teurs �0; : : : ;�n�1;Æ, on doit avoirsn = ��1n;l (a0; : : : ;an�1);o�u �n;l est l'appli
ation d�e�nie au lemme pr�e
�edent, ainsi qued = ���(sn;l) +N0(�n; sn; l)�:Puisque N0(�n; sn; l) 2 N, on a en parti
ulierd � �(��1n;l (a0; : : : ;an�1);l):
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i montre que fd0 2 Z j w + d0Æ 2 Psg ( Z ; autrement dit, Ps n'est pas stable sous l'a
tionde ZÆ. Par exemple, pour n = l = 2, s = 0, on a 2�0 2 Ps, mais on peut montrer 
ommepr�e
�edemment que 2�0 + Æ =2 Ps. On peut en fait prouver que fd0 2 Z j w + d0Æ 2 Psg estun intervalle de la forme fd0 2 Z j d0 � �g, ave
 � 2 Z. De même, on peut montrer que _Psn'est pas stable sous l'a
tion de Z _Æ. �Pour w 2 Ps, notons w mod ZÆ := fw0 2 Ps j w0 � w 2 ZÆg et Ps=ZÆ := fw mod ZÆ j w 2 Psg.Bien que Ps ne soit pas un groupe, le fait que ZÆ soit un groupe montre qu'on a(w 2 Ps=ZÆ; w 2 w)) w = w mod ZÆ:On d�e�nit de même _w mod Z _Æ ( _w 2 _Ps) et _Ps=Z _Æ. Le r�esultat suivant, 
ontenu dans [U2℄,montre que les espa
es de Fo
k Fq[sl℄, sl 2 Zl(s) (resp. Fp[sn℄�, sn 2 Zn(s)) 
o��n
ident ave
la somme de 
ertains sous-espa
es de poids de �s pour l'a
tion de Up(bsll) (resp. Uq(bsln)). Lapreuve de 
e r�esultat repose uniquement sur les formules (W2) et (W4).Proposition 3.211Æ) L'appli
ation' : Zn(s)! Ps=ZÆ; sn = (s1; : : : ;sn) 7!  (l � s1 + sn)�0 + n�1Xi=0 (si � si+1)�i! mod ZÆest bije
tive, et on a pour tout sn 2 Zn(s), Fp[sn℄� = Mw2'(sn)�shwi.2Æ) L'appli
ation_' : Zl(s)! _Ps=Z _Æ; sl = (s1; : : : ;sl) 7!  (n� s1 + sl) _�0 + l�1Xi=0 (si � si+1) _�i! mod Z _Æest bije
tive, et on a pour tout sl 2 Zl(s), Fq[sl℄ = M_w2 _'(sl)�sh _wi.D�emonstration. Nous ne prouvons que le point 1Æ), la preuve de 2Æ) �etant analogue. Soitsn 2 Zn(s). D'apr�es la formule (W4), on a wt(j�n;sni�) 2 '(sn) pour tout �n 2 �n,d'o�u Fp[sn℄� � Mw2'(sn)�shwi. Supposons maintenant que w = dÆ +Pn�1i=0 ai�i 2 Ps, ave
a0; : : : ;an�1;d 2 Z. Soit (�n;sn) 2 �n � Zn(s) tel que wt(j�n;sni�) = w. Compte tenude la formule (W4) et de l'ind�ependan
e lin�eaire des ve
teurs �0; : : : ;�n�1;Æ, on doit avoirsn = ��1n;l (a0; : : : ;an�1) et w = wt(j�n;sni�) 2 '(sn), d'o�u '(sn) = w mod ZÆ. Ce
i montreque ' est surje
tive. De même, on montre que Mw2'(sn)�shwi � Fp[sn℄�, d'o�u l'�egalit�e. Cette�egalit�e ainsi que le fait que les Fp[sn℄�, sn 2 Zn(s) sont en somme dire
te, montrent que '
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k de niveau sup�erieurest inje
tive. �Corollaire 3.221Æ) Soit w 2 Ps. Notons w = dÆ+n�1Xi=0 ai�i ave
 a0; : : : ;an�1;d 2 Z. Alors sn := ��1n;l (a0; : : : ;an�1)est l'unique multi-
harge telle que Fp[sn℄� = Md02Z�shw + d0Æi.2Æ) Soit _w 2 _Ps. Notons _w = d _Æ+ l�1Xi=0 ai _�i ave
 a0; : : : ;al�1;d 2 Z. Alors sl := ��1l;n (a0; : : : ;al�1)est l'unique multi-
harge telle que Fq[sl℄ = Md02Z�sh _w + d0 _Æi.D�emonstration. L�a en
ore, il suÆt de prouver le point 1Æ). D'apr�es la proposition 3.21,sn := '�1(w mod ZÆ) v�eri�e Fp[sn℄� = Md02Z�shw + d0Æi, et la preuve de 
ette propositionmontre qu'on a aussi sn = ��1n;l (a0; : : : ;an�1). L'uni
it�e de la multi-
harge qui 
onvient r�esultedu fait que les Fp[sn℄�, sn 2 Zn(s) sont en somme dire
te. �Remarque 3.23 Soit u 2 �s un ve
teur de poids Wt(u) 2 Ps. Alors le ve
teur Bm:u(m 2 Z�) est 
lairement de poids Wt(u) +m(Æ + _Æ). Par 
ons�equent, d'apr�es la proposition3.21 (ou le 
orollaire 3.22), 
ha
un des espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur est stable sousl'a
tion de H. �Terminons 
e paragraphe par un r�esultat reliant les sous-espa
es de poids des espa
es deFo
k Fq[sl℄ (sl 2 Zl(s)) aux sous-espa
es de poids des espa
es de Fo
k Fp[sn℄� (sn 2 Zn(s)).Proposition 3.24 Soit (sl;w) 2 Zl(s)�Ps. On suppose que w est un poids de Fq[sl℄. Alorsil existe un unique 
ouple (sn; _w) 2 Zn(s)� _Ps tel que Fq[sl℄hwi = Fp[sn℄�h _wi. De fa�
onexpli
ite, notons w = dÆ +Pn�1i=0 ai�i ave
 a0; : : : ;an�1;d 2 Z, sl = (s1; : : : ;sl), et posonss0 := n+ sl. Alors on a sn = ��1n;l (a0; : : : ;an�1) et _w = d _Æ +Pl�1i=0 (si � si+1) _�i:D�emonstration. Commen�
ons par prouver l'uni
it�e. Si (sn; _w) et (tn; _v) 
onviennent, alorson doit avoir f0g ( Fq[sl℄hwi = Fp[tn℄�h _vi = Fp[sn℄�h _wi � Fp[sn℄� \ Fp[tn℄�. Puisque lesFp[an℄�, an 2 Zn(s) sont en somme dire
te, on a tn = sn. Comme les sous-espa
es de poidsde Fp[sn℄� sont en somme dire
te, on doit aussi avoir _v = _w. D�e�nissons maintenant sn et_w �a l'aide des formules de l'�enon
�e et montrons que (sn; _w) r�epond au probl�eme. D'apr�esle 
orollaire 3.22, sn est l'unique multi-
harge telle que Fp[sn℄� = Ld02Z�shw + d0Æi ; enparti
ulier, on a bien sn 2 Zn(s). On a don
 Fq[sl℄hwi �Ld02Z�shw + d0Æi = Fp[sn℄�. Soit�l 2 �l tel que j�l;sli 2 Fq[sl℄hwi. �E
rivons que w = wt(j�l;sli) et appliquons la formule(W1). En �e
rivant le ve
teur ainsi obtenu dans la base (Æ;�0; : : : ;�n�1), on trouve� d = �(�(sl;n) +N0);ai = �2Ni +Ni�1 +Ni+1 + ni (0 � i � n� 1);
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k de niveau sup�erieur 65o�u pour 0 � i � n � 1, on a pos�e Ni := Ni(�l; sl;n), ni := ℄ f1 � j � l j sj � i mod ng,ainsi que N�1 := Nn�1 et Nn := N0. (Notons que 
e syst�eme poss�ede au plus une solution,et don
 exa
tement une ; par 
ons�equent, les Ni sont enti�erement d�etermin�es par w et sl.)L'�egalit�e d = �(�(sl;n) + N0) et la formule (W2) montrent qu'on a bien _wt(j�l;sli) = _w,d'o�u Fq[sl℄hwi � Fp[sn℄�h _wi. On montre de même, en permutant les rôles de n et l, qu'ilexiste tl 2 Zl(s) et v 2 Ps tels que Fp[sn℄�h _wi � Fq[tl℄hvi. Ainsi, on a Fq[sl℄hwi � Fq[tl℄hvi.Par un argument analogue �a 
elui utilis�e au d�ebut de la preuve pour montrer l'uni
it�e de(sn; _w), on tire tl = sl et v = w, d'o�u le r�esultat. �Exemple 3.25 Prenons n = 3, l = 2, sl = (1;0) et w = �2�0 + �1 + 3�2 � 2Æ. Alorsj�(1;1);(1)�;sli 2 Fq[sl℄ \ �shwi, don
 w 2 P(Fq[sl℄). On a Fq[sl℄hwi = Fp[sn℄�h _wi poursn = (2;1; � 2) et _w = 2 _�0 + _�1 � 2 _Æ. De plus, en utilisant les relations (W1) et (W3),on voit que pour tout j�l;sli = j�n;sni� 2 Fq[sl℄hwi = Fp[sn℄�h _wi, on a N0(�l; sl;n) = 2,N1(�l; sl;n) = 1, N2(�l; sl;n) = 0 et N0(�n; sn; l) = N1(�n; sn; l) = 0 (
e
i montre aposteriori que dimFq[sl℄hwi = 1). �3.4.2 Bases 
ristallinesFixons sl 2 Zl(s). Nous allons d�e
rire de fa�
on 
ombinatoire la base 
ristalline inf�erieure�a q = 0 de Fq[sl℄. Tout 
e que nous allons exposer i
i vaut aussi pour Fp[sn℄�, sn 2 Zl(s), �a
ondition de permuter les rôles de n et l et de rempla
er q par p.Pour d�e
rire la stru
ture du graphe 
ristallin de Fq[sl℄, on introduit la notion de bon i-n�ud. Soit � 2 �l, et 0 � i � n�1. Rappelons que l'on peut ranger les i-n�uds de type A etde type R de (�l;sl) suivant l'ordre total � d�e
rit au paragraphe 1.1.4. On obtient ainsi uneliste de i-n�uds que l'on notera �1 < � � � < �r. Supprimons de 
ette liste de fa�
on r�e
ursiveautant de fois que possible tous les 
ouples �h < �h+1 tels que �h est un n�ud de type R et�h+1 est un n�ud de type A de (�l;sl). Il reste alors une liste 
1 < � � � < 
u < Æ1 < � � � < Æv ,o�u les 
j sont des n�uds de type A de (�l;sl) et les Æk sont des n�uds de type R de (�l;sl)(�eventuellement, on peut avoir u = 0 ou v = 0). Les n�uds 
u et Æ1, s'ils existent, sont alorsappel�es bons i-n�uds. Clairement, il ne peut exister qu'au plus un bon i-n�ud de type A(resp. de type R) de (�l;sl). Dans l'exemple 1.8, (5;1;4) et (1;5;1) sont les bons 0-n�uds de(�l;sl).Rappelons que A � Q(q) d�esigne l'anneau des fra
tions rationnelles qui sont r�eguli�eres �aq = 0. PosonsL[sl℄ := M�l2�l A j�l;sli et B[sl℄ := nj�l;sli mod qL[sl℄ j �l 2 �lo :Nous admettrons le r�esultat suivant, �enon
�e dans [JMMO℄ et [FLOTW℄ dans le 
as o�usl appartient �a l'ensemble Xl;n := �(t1; : : : ;tl) 2 Zl j n� 1 � t1 � � � � � tl � 0	, et dans [U2℄pour sl 2 Zl(s) quel
onque.
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anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurTh�eor�eme 3.26 ([JMMO℄,[FLOTW℄,[U2℄) Le 
ouple (L[sl℄;B[sl℄) est une base 
ristal-line inf�erieure �a q = 0 de Fq[sl℄. De plus, le graphe 
ristallin B[sl℄ 
ontient la 
�e
hej�l;sli mod qL[sl℄ i�! j�l;sli mod qL[sl℄si et seulement si (�l;sl) est obtenu �a partir de (�l;sl) en ajoutant un bon i-n�ud. �Pour simpli�er les notations, nous poserons[�l;sl℄ := j�l;sli mod qL[sl℄ 2 B[sl℄ (�l 2 �l):Soit B[sl℄Æ la 
omposante 
onnexe de B[sl℄ qui 
ontient le sommet [;l;sl℄. D'apr�es [Kas2,Theorem 3℄, B[sl℄Æ est isomorphe au graphe 
ristallin du sous-Uq(bsln)-module irr�edu
tibleMq[sl℄ � Fq[sl℄. (Notons que 
e graphe 
o��n
ide ave
 le graphe 
ristallin du U 0q(bsln)-moduleirr�edu
tible U 0q(bsln):j;l;sli.) La �gure 3.1 montre une partie de B[sl℄Æ pour n = 2, l = 3 etsl = (3;3;3). Sur la �gure, le sommet [�l;sl℄ (�l 2 �l) est repr�esent�e �a l'aide du diagrammede Young de �l, et le symbole � d�esigne la partition vide.Introduisons l'ensemble�l[sl;n℄Æ := n�l 2 �l ��� [�l;sl℄ 2 B[sl℄Æo :Lorsque sl 2 Xl;n, les �el�ements de �l[sl;n℄Æ sont appel�es multi-partitions de Foda-Le
ler
-Okado-Thibon-Welsh, ou en abr�eg�e, multi-partitions de FLOTW (voir [FLOTW℄,[Ja℄). Ilfaut mettre en garde le le
teur que les notations adopt�ees dans 
es arti
les di��erent desnôtres selon la transformation qui 
onsiste �a renverser l'ordre des 
omposantes de �l 2 �l etsl 2 Zl. Il est possible de d�e
rire les multi-partitions de FLOTW de mani�ere non r�e
ursive.Pour 
ela, donnons la d�e�nition suivante. Soit (�l;vl) 2 �l � Zl. Notons �l = (�(1); : : : ;�(l))les 
omposantes de �l et vl = (v1; : : : ;vl) les 
omposantes de vl. On dit que (�l;vl) est
ylindrique si vl 2 Xl;n et si pour tout i 2 N� , on a�(b+1)i � �(b)i+vb�vb+1 (1 � b � l � 1) et �(1)i � �(l)i+n+vl�v1 :Nous admettrons le r�esultat suivant.Th�eor�eme 3.27 ([JMMO℄,[FLOTW℄) Supposons que sl 2 Xl;n. Soit �l 2 �l. Alors�l 2 �l[sl;n℄Æ si et seulement si (�l;sl) est 
ylindrique et pour tout k 2 N� , l'appli
ation�(i;k;b) 2 Z3 j (i;k;b) 2 ��l	! [[0 ; n� 1℄℄, 
 7! resn(
; sl) n'est pas surje
tive. �Remarque 3.28 Si l = 1 et sl 2 [[0 ; n � 1℄℄, alors 
e th�eor�eme montre que �l[sl;n℄Æ estl'ensemble des partitions n-r�eguli�eres. �
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Fig. 3.1 { Une partie du graphe 
ristallin de Mq[sl℄ pour n = 2, l = 3 et sl = (1;1;1).



68 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurRemarque 3.29 Revenons au 
as o�u sl 2 Zl(s) est quel
onque. Soit vl 2 Xl;n l'unique�el�ement tel que U 0q(bsln):j;l;sli soit isomorphe �a U 0q(bsln):j;l;vli (voir la remarque 3.10). Cetisomorphisme induit un isomorphisme de 
ristaux B[sl℄Æ �= B[vl℄Æ et don
 une bije
tion�l[vl;n℄Æ ! �l[sl;n℄Æ entre les sommets des deux graphes 
ristallins. On peut 
al
uler 
ettebije
tion en remontant de [�l;vl℄ vers le ve
teur [;l;sl℄ dans B[vl℄Æ , puis en appliquant le
hemin inverse au ve
teur [;l;sl℄ dans B[sl℄Æ . Il semble malheureusement diÆ
ile de d�e
rire
ette bije
tion de fa�
on dire
te. �3.4.3 Une involution de Fq[sl℄. Bases 
anoniques d'Uglov de Fq[sl℄3.4.3.1 Une involution de Fq[sl℄D�e�nissons une graduation sur �s en posant deg j�;si := j�j (� 2 �). On prouve le lemmesuivant par r�e
urren
e sur t �a partir de la proposition 2.13.Lemme 3.30 ([U2℄, Lemma 4.10) Soit k 2 P++(s). Alors pour tout t � r � deg(uk),on a uk1 ^ � � � ^ ukr ^ ukr+1 ^ � � � ^ ukt = uk1 ^ � � � ^ ukr ^ ukr+1 ^ � � � ^ ukt : �Il d�e
oule de 
e lemme que pour k 2 P++(s), la formuleuk := uk1 ^ � � � ^ ukr ^ ukr+1 ^ ukr+2 ^ � � � �r � deg(uk)�permet de d�e�nir 
orre
tement un automorphisme involutif de �s. On peut montrer que
ette involution est 
ompatible ave
 les 3 a
tions sur �s �etudi�ees au paragraphe 3.2 dans lesens suivant.Proposition 3.31 ([U2℄, Proposition 4.12) Pour tout u 2 U 0q(bsln), _u 2 U 0p(bsll), m < 0,v 2 �s, on a u:v = u:v; _u:v = _u:v et Bm:v = Bm:v: �L'involution de �s pr�eserve le poids Wt des q-produits ext�erieurs. Par 
ons�equent, lesespa
es Fq[sl℄, sl 2 Zl(s) et Fp[sn℄�, sn 2 Zn(s) sont 
ha
un laiss�es stables par l'involution.Soit (�l;sl) une l-multi-partition 
harg�ee. �E
rivonsj�l;sli = X�l2�l a�l;�l; sl(q)j�l;sli;ave
 les a�l;�l; sl(q) 2 Z[q;q�1℄, et notons Asl(q) := �a�l;�l; sl(q)��l;�l2�l la matri
e de l'invo-lution de Fq[sl℄. Puisque l'involution laisse stable les sous-espa
es de poids de �s, la formule(W1) montre que a�l;�l; sl(q) 6= 0) j�lj = j�lj.
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k de niveau sup�erieur 69Soient �l, �l 2 �l, sl 2 Zl(s) et k, l 2 P++(s) tels que uk = j�l;sli et ul = j�l;sli. Pard�e�nition de l'involution de �s, on aa�l;�l; sl(q) = a(r)k[r℄;l[r℄(q);o�u r est un entier tel que r � max(deg(uk);deg(ul)), k[r℄ := (k1; : : : ;kr), l[r℄ := (l1; : : : ;lr), etles 
oeÆ
ients a(r)k[r℄;l[r℄(q) sont 
eux de la matri
e de l'involution de �rqV d�e�nie au paragraphe2.4.1. Par 
ons�equent, la proposition 2.17 implique 
elle-
i.Proposition 3.32 ([U2℄) Soient �l, �l 2 �l, sl 2 Zl(s) et �, � 2 � tels que j�;si = j�l;sliet j�;si = j�l;sli. Alors a�l;�l; sl(q) 6= 0) �C� au sens de l'ordre partiel de dominan
e surles partitions. De plus, a�l;�l; sl(q) = 1. Par 
ons�equent, la matri
e Asl(q) est unitriangulaireinf�erieure pour un ordre � donn�e par l'ordre lexi
ographique inverse sur les partitions. �Remarque 3.33 Soit sl 2 Zl(s). La formule (W1) montre que le sous-espa
e de Fq[sl℄ depoids wt(j;l;sli) est de dimension 1. La proposition pr�e
�edente et le fait que l'involutionpr�eserve les sous-espa
es de poids de Fq[sl℄ montrent alors que le ve
teur j;l;sli est un point�xe de 
ette involution. De même, les ve
teurs j;n;sni� (sn 2 Zn(s)) sont des points �xes de
ette involution. �3.4.3.2 Bases 
anoniques d'Uglov de Fq[sl℄Puisque la matri
e Asl(q) est unitriangulaire, on peut d�e�nir, 
omme au paragraphe 2.4.2,des bases 
anoniques de Fq[sl℄. D�e�nissons deux r�eseaux parL+[sl℄ := M�l2�l Z[q℄j�l;sli et L�[sl℄ := M�l2�l Z[q�1℄j�l;sli:Th�eor�eme 3.34 ([U2℄) Soit sl 2 Zl(s). Alors il existe une unique basenG+(�l;sl) j �l 2 �lo �resp. nG�(�l;sl) j �l 2 �lo�de Fq[sl℄ satisfaisant les deux 
onditions suivantes :(i) G+(�l;sl) = G+(�l;sl) (resp. G�(�l;sl) = G�(�l;sl) ),(ii) G+(�l;sl) � j�l;sli mod qL+[sl℄ (resp. G�(�l;sl) � j�l;sli mod q�1L�[sl℄ ): �D�emonstration. Nous ne donnons la preuve que pour la base �G+(�l;sl) j �l 2 �l	, la preuvepour la base �G�(�l;sl) j �l 2 �l	 �etant analogue. Fixonsm 2 N. Rappelons que �lm d�esignel'ensemble des l-multi-partitions de m (
f. paragraphe 1.1.1). On introduit sur �lm un ordrepartiel � 
omme suit. Soient �l, �l 2 �lm, et �, � 2 � tels que (�;s) = ��1l (�l;sl) et(�;s) = ��1l (�l;sl). Par d�e�nition, on a �l � �l si � domine �. Consid�erons �a pr�esent unordre total � sur �lm raÆnant �, et notons �(1)l � � � � � �(r)l la liste des l-multi-partitionsde m rang�ees dans 
et ordre.



70 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurNous allons �a pr�esent 
onstruire les ve
teurs Gk := G+(�(k)l ;sl) (1 � k � r) par r�e
urren
esur k. Notons pour simpli�er Sk := j�(k)l ;sli (1 � k � r). Puisque la matri
e Asl(q) estunitriangulaire, on a S1 = S1, don
 on peut prendre G1 := S1. Supposons avoir 
onstruit lesve
teurs G1; : : : ;Gk ave
 1 � k � r � 1, et que 
es ve
teurs sont de la forme(�) : Gj = Sj + j�1Xi=1 �i;j(q)Si (1 � j � k);ave
 les �i;j(q) 2 qZ[q℄ (1 � i < j � k). Nous allons 
her
her Gk+1 sous la formeGk+1 = Sk+1 + kXi=1 �i(q)Gi ;o�u les 
oeÆ
ients �i(q) sont dans qZ[q℄ (1 � i � k). Puisque la matri
e Asl(q) est unitriangu-laire, on a Sk+1 � Sk+1 2Pki=1 Z[q;q�1℄Si. En r�esolvant un syst�eme lin�eaire dont la matri
easso
i�ee est unitriangulaire d'ordre k, on trouve des 
oeÆ
ients �i(q) 2 Z[q;q�1℄ tels queSk+1 = Sk+1 + kXi=1 �i(q)Gi:En appliquant l'involution aux deux membres de 
ette �egalit�e, on doit avoir pour tout1 � i � k, �i(q�1) = ��i(q). Par 
ons�equent, il existe des polynômes �i(q) 2 qZ[q℄ tels que�i(q) = �i(q)� �i(q�1) (1 � i � k):On remarque alors que le ve
teur Gk+1 := Sk+1 +Pki=1 �i(q)Gi v�eri�e Gk+1 = Gk+1 etGk+1�Sk+1 2 qL+[sl℄. De plus, l'expression de Gk+1 dans la base des Si est bien de la forme(�), 
e qui a
h�eve la r�e
urren
e. Ce
i montre l'existen
e de la base �G+(�l;sl) j �l 2 �l	.(Il s'agit bien d'une base, 
ar la matri
e donnant l'expression de 
es ve
teurs dans la basestandard de Fq[sl℄ est unitriangulaire.)Montrons �a pr�esent l'uni
it�e de 
ette base. Il faut montrer que si x 2 qL+[sl℄ est tel quex = x, alors on a x = 0. �E
rivons x = P�l2�l ��l(q)j�l;sli, ave
 ��l(q) 2 qZ[q℄ (�l 2 �l).Fixons sur �l un ordre total � tel que �l > �l ) a�l;�l; sl(q) = 0. Si x 6= 0, soit �l 2 �lla plus grande l-multi-partition (pour 
et ordre) telle que ��l(q) 6= 0. Compte tenu de l'uni-triangularit�e de la matri
e Asl(q) et de l'�egalit�e x = x, on doit avoir ��l(q�1) = ��l(q), 
equi est impossible 
ar ��l(q) 2 qZ[q℄ n f0g. �Remarque 3.35 Nous avons tenu �a donner la preuve du th�eor�eme pr�e
�edent pour mettreen valeur le fait que 
es bases peuvent être 
al
ul�ees expli
itement de fa�
on tr�es simple si on
onnâ�t la matri
e Asl(q) de l'involution de Fq[sl℄ : il suÆt en e�et de r�esoudre des syst�emeslin�eaires dont les matri
es sont unitriangulaires. La matri
e Asl(q) peut �a son tour être
al
ul�ee grâ
e �a la proposition 2.16 et au lemme 3.30. Nous en d�eduisons un algorithme simplepermettant de 
al
uler les bases 
anoniques des espa
es de Fo
k en utilisant les relations deredressement. �
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k de niveau sup�erieur 71D�e�nition 3.36 Les bases �G+(�l;sl) j �l 2 �l	 et �G�(�l;sl) j �l 2 �l	 sont appel�ees bases
anoniques d'Uglov de Fq[sl℄. On peut d�e�nir de même des bases 
anoniques d'Uglov�G+(�n;sn)� j �n 2 �n	 et �G�(�n;sn)� j �n 2 �n	de Fp[sn℄� (sn 2 Zn(s)).D�e�nissons les 
oeÆ
ients matri
iels �+�l;�l; sl(q), ���l;�l; sl(q) 2 Z[q;q�1℄ (�l, �l 2 �l)parG+(�l;sl) = X�l2�l�+�l;�l; sl(q):j�l;sli et G�(�l;sl) = X�l2�l���l;�l; sl(q):j�l;sli (�l 2 �l);et notons ��sl(q) := ����l;�l; sl(q)��l;�l2�l (� 2 f+;�g) les matri
es donnant les bases 
ano-niques de Fq[sl℄. �Exemple 3.37 Prenons n = 3, l = 2, sl = (3;6) et w = 2�0 � (�0 + �1 + �2). Nous allons
al
uler les bases 
anoniques de Fq[sl℄hwi �a partir de la matri
e de l'involution A(q) deFq[sl℄hwi. �A l'aide des relations de redressement, on peut montrer que
A(q) = 0BBBBBB� 1 : : : : :q � q�1 1 : : : :�q�1(q � q�1) q � q�1 1 : : :q � q�1 0 0 1 : :(q � q�1)2 q � q�1 0 q � q�1 1 :�q�1(q � q�1)2 (q � q�1)2 q � q�1 �q�1(q � q�1) q � q�1 1

1CCCCCCA
�;;(3)��;;(2;1)��;;(1;1;1)��(3);;��(2;1);;��(1;1;1);;�(voir aussi le paragraphe 5.3.2). I
i les points situ�es au-dessus de la diagonale repr�esententdes z�eros, et les ve
teurs �e
rits �a droite de la matri
e sont les l-multi-partitions indexant labase standard de Fq[sl℄hwi. Cal
ulons la base G+. Reprenons les notations de la preuve duth�eor�eme pr�e
�edent. On a don
S1 = ���(1;1;1);;�; sl�; S2 = ���(2;1);;�; sl�; S3 = ���(3);;�; sl�S4 = ���;;(1;1;1)�; sl�; S5 = ���;;(2;1)�; sl�; S6 = ���;;(3)�; sl�et G1 = G+��(1;1;1);;�; sl�; G2 = G+��(2;1);;�; sl�; G3 = G+��(3);;�; sl�G4 = G+��;;(1;1;1)�; sl�; G5 = G+��;;(2;1)�; sl�; G6 = G+��;;(3)�; sl�:On a G1 = S1. Cher
hons a(q) 2 qZ[q℄ tel que G2 = S2 + a(q)G1. L'expression de lamatri
e A(q) montre queS2 = S2 + (q � q�1)S1 = S2 + (q � q�1)G1:
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anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurD'apr�es la preuve du th�eor�eme 3.34, on a q � q�1 = a(q)� a(q�1), d'o�u a(q) = q etG2 = S2 + qS1:Cher
hons b(q), 
(q) 2 qZ[q℄ tels que G3 = S3 + b(q)G2 + 
(q)G1. L'expression de la matri
eA(q) et la r�esolution d'un syst�eme unitriangulaire d'ordre 2 montrent queS3 = S3 + (q � q�1)S2 � q�1(q � q�1)S1= S3 + (q � q�1)(G2 � qG1)� q�1(q � q�1)G1= S3 + (q � q�1)G2 + (q�2 � q2)G1:D'apr�es la preuve du th�eor�eme 3.34, on a q� q�1 = b(q)� b(q�1) et q�2� q2 = 
(q)� 
(q�1),d'o�u b(q) = q et 
(q) = �q2. Par 
ons�equent, on aG3 = S3 + qG2 � q2G1 = S3 + qS2:En 
al
ulant de même G4, G5 et G6, on obtient la matri
e de passage de la base (S1; : : : ;S6)vers la base (G1; : : : ;G6), qu'on note �+(q). On trouve�+(q) = 0BBBBBB� 1 : : : : :q 1 : : : :0 q 1 : : :q 0 0 1 : :q2 q 0 q 1 :0 q2 q 0 q 1
1CCCCCCA
�;;(3)��;;(2;1)��;;(1;1;1)��(3);;��(2;1);;��(1;1;1);;� :On 
al
ule de même la matri
e ��(q) donnant la base G� de Fq[sl℄hwi. On trouve 
ettefois ��(q) = 0BBBBBB� 1 : : : : :�q�1 1 : : : :q�2 �q�1 1 : : :�q�1 0 0 1 : :q�2 �q�1 0 �q�1 1 :�q�3 q�2 �q�1 q�2 �q�1 1

1CCCCCCA
�;;(3)��;;(2;1)��;;(1;1;1)��(3);;��(2;1);;��(1;1;1);;� : �Soit � 2 f+;�g, �l, �l 2 �l, sl 2 Zl(s) et k, l 2 P++(s) tels que uk = j�l;sli etul = j�l;sli. Rappelons que l'on a a�l;�l; sl(q) = a(r)k[r℄;l[r℄(q) d�es que r est suÆsammentgrand. Ce
i implique que ���l;�l; sl(q) = ��;rk[r℄;l[r℄(q) d�es que r est suÆsamment grand. Par
ons�equent, les r�esultats vus pour les bases 
anoniques de �rqV au paragraphe 2.4.2 sonten
ore vrais pour les bases 
anoniques de Fq[sl℄. En parti
ulier, d'apr�es le th�eor�eme 2.22, les
oeÆ
ients de �+sl(q) (resp. ��sl(q)) s'expriment �a l'aide des polynômes de Kazhdan-Lusztigde bSr. D'apr�es [KT℄, 
es 
oeÆ
ients sont don
 dans N[q℄ (resp. N[p℄).
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er sans d�emonstration une importante formule d'inversion.Cette formule provient d'une dualit�e entre les deux bases 
anoniques d'Uglov de Fq[sl℄ (voir[LT℄ dans le 
as o�u l = 1 et [U2℄ dans le 
as g�en�eral). Pour �l 2 �l, rappelons que �0l d�esignela multi-partition 
onjugu�ee de �l (
f. paragraphe 1.1.1). Pour sl = (s1; : : : ;sl) 2 Z, posonss0l := (�sl; : : : ;� s1).Th�eor�eme 3.38 ([U2℄, Theorem 5.15) Pour sl 2 Zl, �l, �l 2 �l, on aX�l2�l���0l;�0l; s0l(q�1)�+�l;�l; sl(q) = Æ�l;�l : �3.4.3.3 Liens entre les bases 
anoniques de Fq[sl℄ et les bases globales de Kashi-waraConsid�erons les ensembles (d�ej�a d�e�nis)L0 = L[sl℄ := M�l2�l A j�l;sli; B0 = B[sl℄ := nj�l;sli mod qL[sl℄ j �l 2 �lo ;ainsi que les ensemblesL1 := L[sl℄ = M�l2�l A j�l;sli; B1 := nj�l;sli mod q�1L1 j �l 2 �lo etFq[sl℄Q := M�l2�l Q [q;q�1 ℄j�l;sli:Nous allons maintenant montrer que (L0;B0;L1;B1;Fq[sl℄Q ; ) satisfait les 
onditions duth�eor�eme 1.26. D'apr�es le th�eor�eme 3.26, (L0;B0) est une base 
ristalline inf�erieure �a q = 0de Fq[sl℄. On en d�eduit, �a l'aide de la proposition 3.31, que (L1;B1) est une base 
ristallineinf�erieure �a q =1 de Fq[sl℄. On a 
lairement l'isomorphisme Fq[sl℄ �= Q(q) 
Q[q;q�1 ℄Fq[sl℄Q .De plus Fq[sl℄Q est stable sous l'a
tion de Uq(bsln)Q ([AM, Lemma 2.7℄), et puisque la matri
eAsl(q) est �a 
oeÆ
ients dans Z[q;q�1℄, Fq[sl℄Q est aussi stable sous l'a
tion de l'involution. Par d�e�nition, on a L0 = L1, don
 la 
ondition (b) du th�eor�eme 1.26 est v�eri��ee. Parailleurs, l'involution de Fq[sl℄ satisfait 
lairement la 
ondition (a). Il reste �a v�eri�er la
ondition (
). Rappelons que la matri
e Asl(q) est �a 
oeÆ
ients dans Z[q;q�1℄ et que Asl(1)est la matri
e identit�e. Soit �l 2 �l. On a don
j�l;sli � j�l;sli = X�l2�l �a�l;�l; sl(q)� a�l;�l; sl(1)� j�l;sli:Fixons �l 2 �l, et 
onsid�erons le polynôme de Laurentf(q) := a�l;�l; sl(q)� a�l;�l; sl(1) 2 Z[q;q�1℄:



74 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurOn a f(1) = 0, don
 q � 1 divise f(q) dans Q(q). De plus, le polynôme (q � 1) 2 Z[q℄ estunitaire, don
 q � 1 divise f(q) dans Z[q;q�1℄, soit en
ore f(q) 2 (q � 1)Z[q;q�1℄. Comptetenu de l'expression du ve
teur j�l;sli � j�l;sli donn�ee 
i-dessus, 
e qui pr�e
�ede montreque 
e ve
teur appartient bien �a (q � 1)Fq[sl℄Q . Par 
ons�equent, la 
ondition (
) est aussiv�eri��ee. Consid�erons maintenant le ve
teur G+(�l;sl) 2 Fq[sl℄ (�l 2 �l). Par d�e�nition, ona G+(�l;sl) 2 L0. De plus, la matri
e �+sl(q) est par d�e�nition �a 
oeÆ
ients dans Z[q℄, don
G+(�l;sl) 2 Fq[sl℄Q . En�n, le ve
teur G+(�l;sl) est par d�e�nition -invariant, don
 on peutlui appliquer le th�eor�eme 1.26. Nous avons ainsi d�emontr�e le r�esultat suivant.Th�eor�eme 3.39 ([U2℄) La base 
anonique �G+(�l;sl) j �l 2 �l	 est une base globale inf�e-rieure (au sens de [Kas3℄) du Uq(bsln)-module int�egrable Fq[sl℄. �On peut montrer de même que fG�(�n;sn)� j �n 2 �ng est une base globale inf�erieuredu Up(bsll)-module int�egrable Fp[sn℄�. En�n, on peut montrer [U2℄ quenG+(�l;sl) j �l 2 �l[sl;n℄Æo(resp. �G�(�n;sn)� j �n 2 �n[sn;l℄Æ	) est une base globale inf�erieure du Uq(bsln)-moduleirr�edu
tible Mq[sl℄ (resp. du Up(bsll)-module irr�edu
tible Mp[sn℄�).
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Chapitre 4Comparaison de bases 
anoniquesd'espa
es de Fo
k de niveausup�erieurSoient w et w0 sont deux poids du Uq(bsln)-module Fq[sl℄ 
onjugu�es sous l'a
tion du groupede Weyl. Dans 
e 
hapitre, nous 
her
hons des 
onditions sur w et w0 qui garantissent queles matri
es de transition des bases d'Uglov dans les sous-espa
es de poids w et w0 sont�egales. Nous obtenons alors une g�en�eralisation en niveau sup�erieur d'un th�eor�eme de [LM℄.De mani�ere duale, si sl et tl sont deux multi-
harges 
ongrues l'une �a l'autre modulo n, nous
her
hons des 
onditions qui assurent que les matri
es de transition des bases 
anoniques desous-espa
es de poids de Fq[sl℄ et Fq[tl℄ 
o��n
ident. Nous montrons en parti
ulier que lesmatri
es de transition des bases 
anoniques de 
ertains sous-espa
es de poids de Fq[sl℄ ned�ependent pas de la multi-
harge sl, pourvu que 
elle-
i soit tr�es dominante.Pour sl 2 Zl(s), w 2 Ps, on pose�l(sl;w) := n�l 2 �l �� j�l;sli 2 �shwio :On d�e�nit de fa�
on similaire �n(sn; _w) pour sn 2 Zl(s), _w 2 _Ps.D�e�nition 4.1 Soient sl, tl 2 Zl(s), w 2 P(Fq[sl℄) et w0 2 P(Fq[tl℄). On dit que les bases
anoniques de Fq[sl℄hwi et Fq[tl℄hw0i sont semblables s'il existe une bije
tion� : �l(sl;w)! �l(tl;w0)telle que pour tout �l, �l 2 �l(sl;w), � 2 f+;�g, on a���(�l);�(�l); sl(q) = ���l;�l; sl(q):Autrement dit, les bases 
anoniques de Fq[sl℄hwi et Fq[tl℄hw0i sont semblables si les matri
esde transition entre les bases 
anoniques et la base standard sont �egales, �a un 
hangementd'indexation pr�es des lignes et des 
olonnes. �
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anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur4.1 A
tion des groupes de Weyl de Up(bsll) et Uq(bsln) sur lespoids de �s4.1.1 Rappels* Rappelons que bSn = h�0; : : : ;�n�1;�i = h�1; : : : ;�n�1;y1; : : : ;yni agit �d�element �agau
he sur Zn par les formules�0:(s1; : : : ;sn) = (sn + l;s2; : : : ;sn�1;s1 � n);�i:(s1; : : : ;sn) = (s1; : : : ;si+1;si; : : : ;sn) (1 � i � n� 1);�:(s1; : : : ;sn) = (sn + l;s1; : : : ;sn�1);yi:(s1; : : : ;sn) = (s1; : : : ;si + l; : : : ;sn) (1 � i � n);(s1; : : : ;sn) 2 Zn (
f. paragraphe 1.3.1.2).(Nous prions le le
teur de bien vouloir nous ex
user pour le l�eger 
on
it de notationsqui en r�esulte ; en e�et, nous avons d�ej�a introduit au 
hapitre 1 la notation �i pourles g�en�erateurs de Coxeter du groupe sym�etrique aÆne eSr. Nous esp�erons que 
ela ne
r�eera pas de 
onfusion 
hez le le
teur.) SoitWn := h�0; : : : ;�n�1i �= eSn ;on a bSn = Wn o h�i. Notons que pour � 2 Wn, k 2 Z, on a ��k(Zn(s)) = Zn(s+ lk).En parti
ulier, Wn agit sur Zn(s), et pour tout � 2 bSn, on a � 2Wn si et seulement si�:Zn(s) = Zn(s). Ce
i implique en parti
ulier quen� = (�1; : : : ;�n) 2 Zn j y� := y�11 � � � y�nn 2Wno = Zn(0):On v�eri�e par ailleurs ais�ement queAn;l(s) := f(r1; : : : ;rn) 2 Zn(s) j r1 � � � � � rn; r1 � rn � lgest un domaine fondamental pour l'a
tion de Wn sur Zn(s).Rappelons queWn est le groupe de Weyl de l'alg�ebre quantique Uq(bsln). En parti
ulier,Wn agit sur le r�eseau des poids de Uq(bsln), et son a
tion est donn�ee par les formulessuivantes (voir la remarque 1.13). Pour 0 � i;j � n� 1, on a�i:Æ = Æ et �i:�j = � �j si j 6= i;�i�1 +�i+1 � �i � Æi;0 Æ si j = i:Le 
ara
t�ere formel du Uq(bsln)-module int�egrable �s est invariant sous l'a
tion de Wn.En parti
ulier, Wn agit sur Ps. Puisque Æ est un point �xe pour l'a
tion de Wn, Wnagit aussi sur Ps=ZÆ.
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k de niveau sup�erieur 77* On d�e�nit de même le groupe _Wl := eSl = h _�0; : : : ; _�l�1i. _Wl 
ontient un grand sous-groupe ab�elien ; en e�et, ave
 des notations �evidentes, on aZl(0) � n� 2 Zl j _y� 2 _Wlo :(On peut montrer qu'on a en fait l'�egalit�e.) _Wl agit �a gau
he sur Zl, et les formules pour
ette a
tion s'obtiennent en permutant les rôles de n et l dans les formules donnantl'a
tion de Wn sur Zn. On peut restreindre l'a
tion de _Wl �a Zl(s), et Al;n(s) est undomaine fondamental pour 
ette derni�ere a
tion.Rappelons que _Wl est de groupe de Weyl de l'alg�ebre quantique Up(bsll). En parti
ulier,_Wl agit sur le r�eseau des poids de Up(bsll). De plus, le 
ara
t�ere formel du Up(bsll)-moduleint�egrable �s est invariant sous l'a
tion de _Wl, don
 _Wl agit sur _Ps. Puisque _Æ est unpoint �xe pour l'a
tion de _Wl, _Wl agit aussi sur _Ps=Z _Æ.4.1.2 Compatibilit�e entre l'a
tion des groupes de Weyl sur les poids de �set l'a
tion des groupes de Weyl sur les multi-
hargesLemme 4.21Æ) Soit sn = (s1; : : : ;sn) 2 Zn(s) et � 2Wn. Alors on a�:wt(j;n;sni�) = wt(j;n;�:sni�):2Æ) Soit sl = (s1; : : : ;sl) 2 Zl(s) et _� 2 _Wl. Alors on a_�: _wt(j;l;sli) = _wt(j;l; _�:sli):D�emonstration. Il suÆt de prouver le point 1Æ), et 
e uniquement pour l'a
tion des �i(0 � i � n� 1). Soit s0 := l+ sn, tn = (t1; : : : ;tn) := �i:sn et t0 := l+ tn. D'apr�es (W4), on awt(j;n;sni�) = ��(sn;l)Æ + n�1Xj=0(sj � sj+1)�j :{ Supposons que i = 0. On a alors t1 = sn+ l = s0, tn = s1� l, t0 = tn+ l = s1 et tj = sjpour tout 2 � j � n� 1. Par 
ons�equent, on a�i:wt(j;n;sni�) = ��(sn;l)Æ + (s0 � s1)(�n�1 +�1 � �0 � Æ) + n�1Xj=1 (sj � sj+1)�j= ���(sn;l) + l � s1 + sn�Æ + n�1Xj=0 (tj � tj+1)�j :On v�eri�e alors par un 
al
ul dire
t que �(tn;l) = �(sn;l) + l� s1 + sn, 
e qui prouvele lemme dans 
e 
as.
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es de Fo
k de niveau sup�erieur{ Supposons que 1 � i � n� 1. On montre de même que�i:wt(j;n;sni�) = ��(sn;l)Æ + n�1Xj=0 (tj � tj+1)�j :De plus, on a dans 
e 
as �(tn;l) = �(sn;l), d'o�u la formule souhait�ee. �Corollaire 4.31Æ) Soit ' : Zn(s) ! Ps=ZÆ l'appli
ation d�e�nie �a la proposition 3.21. Alors pour tout� 2Wn, sn 2 Zn(s), on a '(�:sn) = �:'(sn).2Æ) Soit _' : Zl(s) ! _Ps=Z _Æ l'appli
ation d�e�nie �a la proposition 3.21. Alors pour tout_� 2 _Wl, sl 2 Zl(s), on a _'( _�:sl) = _�: _'(sl).D�emonstration. Il suÆt de prouver le point 1Æ). D'apr�es (W4), on a pour sn 2 Zn(s),'(sn) = wt(j;n;sni�) mod ZÆ. Le 
orollaire s'ensuit, en r�eduisant l'�egalit�e du point 1Æ) dulemme pr�e
�edent modulo ZÆ. �4.2 Les bije
tions �i et _�i4.2.1 A
tion des puissan
es divis�ees sur les espa
es de Fo
kFixons dans tout 
e paragraphe sl 2 Zl(s) et 0 � i � n� 1. Nous allons d�e
rire l'a
tiondes puissan
es divis�ees e(k)i et f (k)i (k 2 N�) sur Fq[sl℄. Rappelons que nous avons intro-duit au paragraphe 1.1.4 la notation �l i:k�! �l ainsi que des entiers M>i (�l;�l; sl;n) etM<i (�l;�l; sl;n).Lemme 4.41Æ) Soit � l 2 �l, et k 2 N� . Alors on ae(k)i :j� l;sli = X�l i:k�!�l q�M<i (�l;�l;sl;n)j�l;sli;f (k)i :j� l;sli = X�l i:k�!�l qM>i (�l;�l;sl;n)j�l;sli:2Æ) En parti
ulier,{ si (� l;sl) a exa
tement k i-n�uds de type R et au
un i-n�ud de type A, alors ona e(k)i :j� l;sli = j�l;sli;



Chapitre 4. Comparaison de bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur 79o�u �l 2 �l est l'unique multi-partition telle que �l i:k�! �l ;{ si (� l;sl) a exa
tement k i-n�uds de type A et au
un i-n�ud de type R, alors ona f (k)i :j� l;sli = j�l;sli;o�u �l 2 �l est l'unique multi-partition telle que � l i:k�! �l.D�emonstration. Le point 2Æ) d�e
oule 
lairement du point 1Æ). On prouve 1Æ) par r�e
urren
esur k �a l'aide de la proposition 3.7. Pour les d�etails, nous renvoyons le le
teur �a [Mat1, Proofof Lemma 6.16℄ dans le 
as o�u l = 1 et �a [Ja, Proposition 4.5℄ dans le 
as g�en�eral. �Naturellement, il existe des formules analogues pour l'a
tion des _e(k)i et _f (k)i sur Fp[sn℄�(0 � i � l � 1, k 2 N� , sn 2 Zn(s)).4.2.2 D�e�nition des bije
tions �i et _�iD�e�nition 4.5 Rappelons queWn agit sur le graphe 
ristallin B[sl℄ (
f. paragraphe 1.2.3.2).Soit i un entier appartenant �a [[0 ; n� 1℄℄. On peut don
 d�e�nir une involution $i : �l ! �l,o�u $i(�l) est l'unique multi-partition telle que[$i(�l);sl℄ = �i:[�l;sl℄ (�l 2 �l):Notons alors que pour w 2 P(Fq[sl℄), on a $i��l(sl;w)� = �l(sl;�i:w). Dans le 
as o�uw + �i =2 P(Fq[sl℄), la restri
tion de $i �a �l(sl;w) sera not�ee �i. Nous avons ainsi 
onstruitune bije
tion �i : �l(sl;w)! �l(sl;�i:w)pour tout w 2 P(Fq[sl℄) et i 2 [[0 ; n� 1℄℄ tels que w + �i =2 P(Fq[sl℄). �Remarque 4.6 Dans le 
as o�u l = 1, les travaux de [LM℄ montrent que �i s'interpr�ete
omme une bije
tion de S
opes. Les bije
tions de S
opes ont �et�e introduites dans [S
℄, dansle 
as o�u n = p est un nombre premier, pour �etudier les p-blo
s de la s�erie de tous les groupessym�etriques et montrer qu'il existe un nombre �ni de p-blo
s de d�efaut donn�e d �a �equivalen
ede Morita pr�es. �Proposition 4.7 Soient w 2 P(Fq[sl℄) et i 2 [[0 ; n� 1℄℄ tels que w+ �i =2 P(Fq[sl℄). Soient�i : �l(sl;w)! �l(sl;�i:w)la bije
tion d�e�nie pr�e
�edemment, �l 2 �l(sl;w), et �l := �i(�l). On a alors les propri�et�essuivantes.(i) �l est la multi-partition obtenue �a partir de �l en ajoutant tous les i-n�uds de type Ade (�l;sl), et on a j�l=�lj = ki := (w;�i).(ii) j�l;sli = f (ki)i :j�l;sli et j�l;sli = e(ki)i :j�l;sli.
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k de niveau sup�erieur(iii) [�l;sl℄ = ~fkii :[�l;sl℄ et [�l;sl℄ = ~ekii :[�l;sl℄.D�emonstration. Soit C la i-
hâ�ne du graphe 
ristallin B[sl℄ 
ontenant b := [�l;sl℄. Puisquew + �i =2 P(Fq[sl℄), (�l;sl) n'a au
un i-n�ud de type R, don
 le th�eor�eme 3.26 montre que[�l;sl℄ est l'extr�emit�e initiale de la 
hâ�ne C. Par invarian
e du 
ara
t�ere formel de Fq[sl℄sous l'a
tion du groupe de Weyl Wn, �i(w + �i) = �i(w) � �i n'est pas un poids de Fq[sl℄,don
 (�l;sl) n'a au
un i-n�ud de type A. Par 
ons�equent, le th�eor�eme 3.26 montre que[�l;sl℄ est l'extr�emit�e terminale de la 
hâ�ne C, et que �l est obtenue �a partir de �l en ajou-tant un 
ertain nombre de (disons k) i-n�uds de type A de (�l;sl). De plus, k = j�l=�ljest la longueur de la 
hâ�ne C. Ave
 les notations du paragraphe 1.2.3.2, on a la relationki = (wt(b); �i) = 'i(b) � "i(b) = k. Remarquons en outre que puisque (�l;sl) n'a au
uni-n�ud de type A et (�l;sl) n'a au
un i-n�ud de type R, �l=�l est l'ensemble des i-n�udsde type A de (�l;sl), et �l=�l est aussi l'ensemble des i-n�uds de type R de (�l;sl). Nousvenons de voir qu'il y a exa
tement ki tels n�uds. Ce
i prouve le point (i), mais aussi le point(ii) 
ompte tenu du lemme 4.4 2Æ). Le point (iii) d�e
oule du fait que C est une i-
hâ�ne delongueur ki ayant [�l;sl℄ pour extr�emit�e initiale et [�l;sl℄ pour extr�emit�e terminale. �Exemple 4.8 Prenons n = 3, l = 2, sl = (1;2), i = 0, �l = ((2;2;1);(3;2)) et w := wt(j�l;sli).On a N0(�l; sl;n) = 2 et N1(�l; sl;n) = N2(�l; sl;n) = 4. On v�eri�e ais�ement qu'il n'existeau
une multi-partition �l telle que N0(�l; sl;n) = 1 et N1(�l; sl;n) = N2(�l; sl;n) = 4, don
d'apr�es (W1), w + �0 n'est pas un poids de Fq[sl℄. Par 
ons�equent, �i(�l) est bien d�e�ni eton a �i(�l) = ((3;2;2);(3;3;1)). �Remarque 4.9 L'hypoth�ese d'extr�emalit�e w 2 P(Fq[sl℄), w+ �i =2 P(Fq[sl℄) est n�e
essairepour avoir les points (i) et (ii) de la proposition pr�e
�edente. En parti
ulier, (ii) est faux eng�en�eral si on rempla
e �l par $i(�l). �La proposition 4.7 redonne en parti
ulier pour Fq[sl℄ un r�esultat 
lassique sur les Uq(bsln)-modules int�egrables.Corollaire 4.10 Soit w 2 P(Fq[sl℄), et i 2 [[0 ; n � 1℄℄ tel que w + �i =2 P(Fq[sl℄), ou defa�
on �equivalente tel que (�i:w) � �i =2 P(Fq[sl℄). Soit ki := (w;�i). Alors les appli
ationse(ki)i : Fq[sl℄hwi ! Fq[sl℄h�i:wi et f (ki)i : Fq[sl℄h�i:wi ! Fq[sl℄hwi sont des isomorphismesinverses l'un de l'autre.D�emonstration. En e�et, d'apr�es la proposition 4.7, e(ki)i envoie la base �j�l;sli j �l 2 �l(sl;w)	de Fq[sl℄hwi sur la base �j�i(�l);sli j �l 2 �l(sl;w)	 de Fq[sl℄h�i:wi, et f (ki)i agit de fa�
oninverse. �Remarque 4.11 Reprenons les notations et les hypoth�eses de la proposition 4.7. La preuvede 
ette proposition montre que si �l 2 �l(sl;�i:w), alors ��1i (�l) est la multi-partitionobtenue en retirant �a �l tous les i-n�uds de type R de (�l;sl). �
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k de niveau sup�erieur 81Remarque 4.12 Soit de même sn 2 Zn(s), _w 2 P(Fp[sn℄�) et i 2 [[0 ; l � 1℄℄ tel que _w + _�in'est pas un poids de Fp[sn℄�. Alors on peut d�e�nir, 
omme �a la d�e�nition 4.5, une bije
tion_�i : �n(sn; _w)! �n(sn; _�i: _w)qui poss�ede des propri�et�es similaires �a 
elle des bije
tions �j . �4.3 Comparaison des bases 
anoniques de di��erents sous-espa
esde poids de Fq[sl℄ (sl 2 Zl(s))Fixons dans tout 
e paragraphe une multi-
harge sl 2 Zl(s). On notera pour simpli�er�l l'�el�ement de la base standard de Fq[sl℄ index�e par �l 2 �l, [�l℄ := [�l;sl℄ le sommet
orrespondant dans le graphe 
ristallin B[sl℄, et G+(�l) := G+(�l;sl) le ve
teur de la base
anonique 
orrespondant. Par ailleurs, on posek�lk := (wt(�l);wt(�l))=2 (�l 2 �l):On munit Fq[sl℄ de la forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�er�ee (: ; :) d�e�nie par(�l;�l) = qk�lkÆ�l;�l (�l;�l 2 �l):Lemme 4.13 ([LLT℄, Proposition 8.1) Soient u, v 2 Fq[sl℄ et 0 � i � n� 1. Alors on a(ti:u ; v) = (u ; ti:v) et (ei:u;v) = (u;fi:v):D�emonstration. On peut supposer que u = �l et v = �l (�l;�l 2 �l). On a(ti:�l ;�l) = q(wt(�l);�i)(�l ;�l) = q(wt(�l);�i)+k�lkÆ�l;�l= q(wt(�l);�i)+k�lkÆ�l;�l = (ti:�l ;�l)= (�l ; ti:�l);d'o�u la premi�ere �egalit�e. Rappelons que ei:�l =P�l2�l a�l� l, ave
 a�l := q�M<i (�l;�l;sl;n) si� l i:1�! �l et a�l := 0 sinon (voir la proposition 3.7). De même, on a fi:�l =P�l2�l b�l�l, ave
b�l := qM>i (�l;�l;sl;n) si �l i:1�! � l et b�l := 0 sinon. Par 
ons�equent, on a (ei:�l ;�l) = qk�lka�let (�l ; fi:�l) = qk�lkb�l . Il faut don
 montrer queqk�lka�l = qk�lkb�l :Supposons qu'on ne puisse pas obtenir �l en ajoutant un i-n�ud au diagramme de �l. Alorsa�l = b�l = 0, et les deux membres de l'�egalit�e pr�e
�edente sont nuls. Supposons d�esormaisque �l i:1�! �l. Il faut alors montrer quek�lk �M<i (�l;�l; sl;n) = k�lk+M>i (�l;�l; sl;n);
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orek�lk � k�lk =M<i (�l;�l; sl;n) +M>i (�l;�l; sl;n) =Mi(�l; sl;n)� 1:En e�et, on a d'apr�es (W1),k�lk � k�lk = 12��wt(�l) ;wt(�l)�� �wt(�l)� �i ;wt(�l)� �i��= 12�2�wt(�l);�i�� (�i;�i)� = �wt(�l);�i�� 1:De plus, d'apr�es la proposition 3.7, on a ti:�l = qMi(�l;sl;n)�l, d'o�u �wt(�l);�i� =Mi(�l; sl;n).Par 
ons�equent, on a bien k�lk � k�lk =Mi(�l; sl;n)� 1: �Nous aurons besoin d'un petit lemme d'alg�ebre lin�eaire, dont la preuve est laiss�ee aule
teur.Lemme 4.14 Soit E un espa
e ve
toriel muni d'une forme bilin�eaire sym�etrique non d�eg�en�e-r�ee h: ; :i. Soient u = fui j i 2 Ig et v = fvi j i 2 Ig deux bases de E. Soient u� = fu�i j i 2 Iget v� = fv�i j i 2 Ig les bases adjointes de u et v respe
tivement, 
'est-�a-dire d�e�nies par lesrelations hui;u�j i = hvi;v�j i = Æi;j (i; j 2 I):Soit M(u;v) = (mi;j)i; j2I la matri
e de passage de la base u vers la base v, 
'est-�a-dire telleque vj = Pi2Imi;jui (j 2 I). Soit de même M(v�;u�) la matri
e de passage de la base v�vers la base u�. Alors la matri
e M(v�;u�) est la transpos�ee de la matri
e M(u;v). �Nous allons maintenant �enon
er et d�emontrer un r�esultat permettant de 
omparer lesbases 
anoniques de 
ertains sous-espa
es de poids de Fq[sl℄. Il s'agit d'une g�en�eralisation enniveau sup�erieur de [LM, Theorem 20℄.Th�eor�eme 4.15 Soient sl 2 Zl(s), w 2 P(Fq[sl℄) et i 2 [[0 ; n� 1℄℄ tels que w+ �i n'est pasun poids de Fq[sl℄. Soit �i : �l(sl;w)! �l(sl;�i:w) la bije
tion d�e�nie au paragraphe 4.2.2.Alors on a, pour �l;�l 2 �l(sl;w),(i) �+�i(�l);�i(�l); sl(q) = �+�l;�l; sl(q) et (ii) ���i(�l);�i(�l); sl(q) = ���l;�l; sl(q):Par 
ons�equent, les bases 
anoniques de Fq[sl℄hwi et de Fq[sl℄h�i:wi sont semblables, au sensde la d�e�nition 4.1.D�emonstration. Prouvons (i). Soit �G�(�l) j �l 2 �l	 la base adjointe de �G+(�l) j �l 2 �l	pour la forme ( ; ). Nous �e
rirons parfois G�([�l℄) := G�(�l) (�l 2 �l). Par d�e�nition, les bases��l j �l 2 �l(sl;�i:w)	 et �q�k�lk�l j �l 2 �l(sl;�i:w)	 sont adjointes l'une de l'autre. Soit�l 2 �l(sl;w). Compte tenu de la d�e�nition des 
oeÆ
ients �+�l;�l; sl(q), on a d'apr�es lelemme 4.14 : q�k�i(�l)k�i(�l) = X�l2�l(sl;�i:w)�+�i(�l);�l; sl(q) G�(� l):
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k de niveau sup�erieur 83Puisque �i : �l(sl;w) ! �l(sl;�i:w) est une bije
tion, on peut faire, dans la somme �e
rite
i-dessus, le 
hangement d'indi
es � l = �i(�l). Appliquons alors e(ki)i aux deux membres del'�egalit�e obtenue, ave
 ki := (w;�i). On trouve(�) : q�k�i(�l)ke(ki)i :�i(�l) = X�l2�l(sl;w)�+�i(�l);�i(�l); sl(q) e(ki)i :G�(�i(�l)):Puisque �i 2Wn est une isom�etrie, on ak�i(�l)k = ��i:wt(�l) ; �i:wt(�l)�=2 = �wt(�l) ;wt(�l)�=2 = k�lk:De plus, d'apr�es la proposition 4.7 (ii), on a e(ki)i :�i(�l) = �l. Par ailleurs, d'apr�es le th�eor�eme3.39, le lemme 4.13 et la proposition 1.24, la base �G�(�l) j �l 2 �l	 est une base globalesup�erieure (au sens de [Kas3℄) de Fq[sl℄. Soit �l 2 �l(sl;w). Puisque w + �i =2 P(Fq[sl℄), ona ei:�l = 0, d'o�u ~eiup:[�l℄ = 0. En outre, d'apr�es la proposition 4.7, on a �i(�l) = f (ki)i :�l,don
 d'apr�es le lemme 1.17, on a[�l℄ = ( ~eilow)ki [f (ki)i :�l℄ = ( ~eiup)ki [f (ki)i :�l℄ = ( ~eiup)ki [�i(�l)℄;d'o�u ( ~eiup)ki+1[�i(�l)℄ = 0. La proposition 1.25 montre alors quee(ki)i :G�([�i(�l)℄) = G��( ~eiup)ki :[�i(�l)℄� = G�([�l℄):Il d�e
oule de (�) et de toutes 
es 
onsid�erations qu'on aq�k�lk�l = X�l2�l(sl;w)�+�i(�l);�i(�l); sl(q) G�(�l):Ce
i �etant valide pour tout �l 2 �l(sl;w), on a, en appliquant �a nouveau le lemme 4.14,G+(�l) = X�l2�l(sl;w)�+�i(�l);�i(�l); sl(q) �l (�l 2 �l(sl;w)):Puisque ��l j �l 2 �l(sl;w)	 est une base, le point (i) s'ensuit.Prouvons �a pr�esent (ii). Soit w0 2 P(Fq[sl℄). Si on 
onnâ�t la base �G+(�l) j �l 2 �l(sl;w0)	,alors on peut 
al
uler l'involution de Fq[sl℄hw0i en r�esolvant un syst�eme lin�eaire dont la ma-tri
e asso
i�ee est unitriangulaire. La preuve du th�eor�eme 3.34 montre que la base 
anonique�G�(�l) j �l 2 �l(sl;w0)	 est uniquement d�etermin�ee �a partir de l'involution de Fq[sl℄hw0i.Par 
ons�equent, la base �G�(�l) j �l 2 �l(sl;w0)	 est uniquement d�etermin�ee �a partir de labase �G+(�l) j �l 2 �l(sl;w0)	 (et r�e
iproquement). Le point (ii) d�e
oule alors de 
e
i (enprenant w0 = w et w0 = �i:w) et du point (i). (Une autre preuve, plus sophistiqu�ee, 
onsis-terait �a montrer (ii) �a partir de (i) et de la formule d'inversion donn�ee au th�eor�eme 3.38.) �Exemple 4.16 Prenons n = 3, l = 2, sl = (1;0), w = wt(j;l;sli) � (2�0 + 3�1 + �2) eti = 2. On v�eri�e ais�ement qu'il n'existe pas de multi-partition �l telle que N0(�l; sl;n) = 2,



84 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurN1(�l; sl;n) = 3 et N2(�l; sl;n) = 0. Par 
ons�equent, d'apr�es (W1), w+�i n'est pas un poidsde Fq[sl℄. Les �el�ements de �l(sl;w) sont�(1);(5)�; �(4);(2)�; �(4;2);;�; �(1);(2;2;1)�; �(2;2);(2)�; �(1;1);(2;1;1)�; �(1;1;1;1);(2)�; �(1);(2;1;1;1)� ;et leurs images respe
tives par l'appli
ation �i sont�(2);(6;1)�; �(5);(3;1)�; �(5;3;1);;�; �(2);(3;2;2)�; �(2;2;1);(3;1)�; �(2;1;1);(3;1;1)�; �(2;1;1;1);(3;1)�; �(2);(3;1;1;1;1)� :Le 
al
ul des bases 
anoniques de Fq[sl℄hwi donne, ave
 des notations �evidentes, les matri
es
�+slhwi(q) = 0BBBBBBBBBB�

1 : : : : : : :q 1 : : : : : :0 q 1 : : : : :q 0 0 1 : : : :q q2 q 0 1 : : :q2 0 0 q q 1 : :0 0 q 0 q2 q 1 :0 0 0 q2 0 q 0 1
1CCCCCCCCCCA
�(1);(5)��(4);(2)��(4;2);;��(1);(2;2;1)��(2;2);(2)��(1;1);(2;1;1)��(1;1;1;1);(2)��(1);(2;1;1;1)� et

��slhwi(q) = 0BBBBBBBBBB�
1 : : : : : : :q�1 1 : : : : : :q�2 �q�1 1 : : : : :�q�1 0 0 1 : : : :0 0 �q�1 0 1 : : :q�2 �q�1 q�2 �q�1 �q�1 1 : :�q�3 q�2 0 q�2 0 �q�1 1 :0 q�2 �q�3 0 q�2 �q�1 0 1

1CCCCCCCCCCA
�(1);(5)��(4);(2)��(4;2);;��(1);(2;2;1)��(2;2);(2)��(1;1);(2;1;1)��(1;1;1;1);(2)��(1);(2;1;1;1)� :

De même, le 
al
ul des bases 
anoniques de Fq[sl℄h�i:wi donne les matri
es
�+slh�i:wi(q) = 0BBBBBBBBBB�

1 : : : : : : :q 1 : : : : : :0 q 1 : : : : :q 0 0 1 : : : :q q2 q 0 1 : : :q2 0 0 q q 1 : :0 0 q 0 q2 q 1 :0 0 0 q2 0 q 0 1
1CCCCCCCCCCA
�(2);(6;1)��(5);(3;1)��(5;3;1);;��(2);(3;2;2)��(2;2;1);(3;1)��(2;1;1);(3;1;1)��(2;1;1;1);(3;1)��(2);(3;1;1;1;1)� et
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��slh�i:wi(q) = 0BBBBBBBBBB�

1 : : : : : : :q�1 1 : : : : : :q�2 �q�1 1 : : : : :�q�1 0 0 1 : : : :0 0 �q�1 0 1 : : :q�2 �q�1 q�2 �q�1 �q�1 1 : :�q�3 q�2 0 q�2 0 �q�1 1 :0 q�2 �q�3 0 q�2 �q�1 0 1
1CCCCCCCCCCA
�(2);(6;1)��(5);(3;1)��(5;3;1);;��(2);(3;2;2)��(2;2;1);(3;1)��(2;1;1);(3;1;1)��(2;1;1;1);(3;1)��(2);(3;1;1;1;1)� ;


e qui illustre le th�eor�eme 4.15 dans 
e 
as. �4.4 Comparaison des bases 
anoniques de Fq[sl℄hwi, w 2 wpour une même 
lasse w 2 Ps=ZÆ et di��erentes multi-
harges sl 2 Zl(s)4.4.1 Un th�eor�eme de 
omparaisonSoit sn 2 Zn(s). Nous avons d�e�ni au 
hapitre 3 des bases 
anoniques�G+(�n;sn)� j �n 2 �n	 et �G�(�n;sn)� j �n 2 �n	de Fp[sn℄�. Introduisons les 
oeÆ
ients matri
iels des matri
es de passage de la base standardde Fp[sn℄� vers 
ha
une de 
es bases. Pour �n 2 �n, � 2 f+;�g, posonsG�(�n;sn)� = X�n2�n _���n;�n; sn(q):j�n;sni�(o�u les 
oeÆ
ients _���n;�n; sn(q) appartiennent �a Z[q;q�1℄). Puisque l'involution de Fp[sn℄�laisse stable 
ha
un des sous-espa
es de poids de Fp[sn℄�, on a _���n;�n; sn(q) = 0 �a moinsque Wt(j�n;sni�) = Wt(j�n;sni�). Dans 
e 
as, les formules (W1)-(W4) montrent qu'il existesl 2 Zl(s), �l, �l 2 �l tels que j�l;sli = j�n;sni� et j�l;sli = j�n;sni�. On a alors 
lairement(4.1) _���n;�n; sn(q) = ���l;�l; sl(q):On peut par ailleurs d�emontrer le r�esultat suivant, qui est l'analogue pour Fp[sn℄� duth�eor�eme 4.15. Soient _w 2 P(Fp[sn℄�) et i 2 [[0 ; l � 1℄℄ tels que _w + _�i n'est pas un poids deFp[sn℄�. Soit _�i : �n(sn; _w)! �n(sn; _�i: _w) la bije
tion d�e�nie au paragraphe 4.2.2. Alors ona, pour �n;�n 2 �n(sn; _w), � 2 f+;�g, l'�egalit�e(4.2) _��_�i(�n); _�i(�n); sn(q) = _���n;�n; sn(q):Soient sl 2 Zl(s), w 2 P(Fq[sl℄) et i 2 [[0 ; l� 1℄℄. D'apr�es la proposition 3.24, il existe ununique 
ouple (sn; _w) 2 Zn(s)� _Ps, que l'on peut d�eterminer expli
itement, tel queFp[sn℄�h _wi = Fq[sl℄hwi:
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anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurDe même, il existe un unique 
ouple (tl;w0) 2 Zl(s)�Ps, que l'on peut d�eterminer expli
ite-ment, tel que Fq[tl℄hw0i = Fp[sn℄�h _�i: _wi:Les formules donn�ees �a la proposition 3.24 montrent qu'on a en faittl = _�i:sl et w0 = w +wt(j;l;tli)� wt(j;l;sli)(voir aussi les 
al
uls de la preuve du lemme 4.2). En d'autres termes, si a0; : : : ;an�1 2 Nsont tels que w = wt(j;l;sli)� n�1Xj=0 aj�j ;alors on a w0 = wt(j;l; _�i:sli)� n�1Xj=0 aj�j:Notons que w0 � w 2 ZÆ; et w0 = w si i > 0:D�e�nition 4.17 Soient sl, w, i, sn, _w et w0 
omme pr�e
�edemment. Supposons de plus quei est tel que _w + _�i n'est pas un poids de Fp[sn℄�. On a don
 une bije
tion_�i : �n(sn; _w)! �n(sn; _�i: _w):L'�egalit�e Fp[sn℄�h _wi = Fq[sl℄hwi induit une bije
tion entre la base standard de Fp[sn℄�h _wi(vu en tant que sous-espa
e ve
toriel de Fp[sn℄�) et la base standard de Fq[sl℄hwi (vu en tantque sous-espa
e ve
toriel de Fq[sl℄). On a don
 une bije
tion�l(sl;w) ��! �n(sn; _w):De même, on a une bije
tion �l( _�i:sl;w0) ��! �n(sn; _�i: _w):On a don
 le diagramme 
ommutatif suivant de bije
tions, dont la 
�e
he du bas sera en
orenot�ee _�i. �n(sn; _w) _�i�! �n(sn; _�i: _w)" "�l(sl;w) ��! �l( _�i:sl;w0): �Exemple 4.18 Prenons n = 2, l = 3, sl = (0;2; � 1), w = wt(j;l;sli) � (�0 + �1), i = 2 et�l := �;;(2);;�. On a bien �l 2 �l(sl;w). D'apr�es la proposition 3.24, on a, ave
 les notationspr�e
�edentes, sn = (1;0), _w = _wt(j;n;sni�) � (2 _�0 + 3 _�1 + _�2) et w0 = w. Remarquons que_w + _�i =2 P(Fp[sn℄�) (voir l'exemple 4.16). On a j�l;sli = j�n;sni� ave
 �n = �(1);(5)�.On 
al
ule �n := _�i(�n), o�u _�i(�n) est d�e�nie 
omme au paragraphe 4.2.2. On trouve�n = �(2);(6;1)�. Alors, _�i(�l) est la l-multi-partition telle que j _�i(�l);sli = j�n;sni� ; on adon
 _�i(�l) = �;;;;(2)�. �



Chapitre 4. Comparaison de bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur 87Les identit�es (4.1), (4.2) et la d�e�nition de _�i que nous venons d'introduire entrâ�nent leth�eor�eme suivant.Th�eor�eme 4.19 Soient sl 2 Zl(s), w 2 P(Fq[sl℄) et i 2 [[0 ; l � 1℄℄. Soit (sn; _w) 2 Zn(s)�_Ps tel que Fp[sn℄�h _wi = Fq[sl℄hwi (
f. proposition 3.24). Soit w0 := w + wt(j;l; _�i:sli) �wt(j;l;sli), de telle sorte que l'on a Fq[ _�i:sl℄hw0i = Fp[sn℄�h _�i: _wi. Supposons que _w + _�in'est pas un poids de Fp[sn℄�. Alors la bije
tion _�i : �l(sl;w) �! �l( _�i:sl;w0) est biend�e�nie, et pour �l;�l 2 �l(sl;w), � 2 f+;�g, on a la relation��_�i(�l); _�i(�l) ;�i:sl(q) = ���l;�l ; sl(q):Par 
ons�equent, les bases 
anoniques de Fq[sl℄hwi et de Fq[ _�i:sl℄hw0i sont semblables. �Exemple 4.20 (Voir les exemples 4.16 et 4.18.) Prenons n = 2, l = 3, sl = (0;2; � 1),w = wt(j;l;sli) � (�0 + �1) et i = 2. Ave
 les notations du th�eor�eme 4.19, on a sn = (1;0),_w = _wt(j;n;sni�) � (2 _�0 + 3 _�1 + _�2) et w0 = w. Rappelons que _w + _�i =2 P(Fp[sn℄�). Les�el�ements de �l(sl;w) sont�;;(2);;�; �;;;;(1;1)�; �;;(1);(1)�; �;;;;(2)�; �(2);;;;�; �(1);;;(1)�; �(1;1);;;;�; �;;;;(1;1)�;et leurs images respe
tives par l'appli
ation _�i sont�;;;;(2)�; �;;;;(1;1)�; �;;(1);(1)�; �(2);;;;�; �;;(2);;�; �(1);(1);;�; �(1;1);;;;�; �;;(1;1);;�;Le 
al
ul des bases 
anoniques de Fq[sl℄hwi donne, ave
 des notations �evidentes, les matri
es
�+slhwi(q) = 0BBBBBBBBBB�

1 : : : : : : :q 1 : : : : : :q2 q 1 : : : : :0 0 q 1 : : : :q 0 0 0 1 : : :q2 q q2 q q 1 : :q3 q2 0 0 q2 q 1 :0 q2 q3 q2 0 q 0 1
1CCCCCCCCCCA
�;;(2);;��;;;;(1;1)��;;(1);(1)��;;;;(2)��(2);;;;��(1);;;(1)��(1;1);;;;��;;;;(1;1)� et

��slhwi(q) = 0BBBBBBBBBB�
1 : : : : : : :�q�1 1 : : : : : :0 �q�1 1 : : : : :�q�1 q�2 �q�1 1 : : : :�q�1 0 0 0 1 : : :q�2 0 0 �q�1 �q�1 1 : :0 0 �q�1 q�2 0 �q�1 1 :0 0 0 0 q�2 �q�1 0 1

1CCCCCCCCCCA
�;;(2);;��;;;;(1;1)��;;(1);(1)��;;;;(2)��(2);;;;��(1);;;(1)��(1;1);;;;��;;;;(1;1)� :

De même, le 
al
ul des bases 
anoniques de Fq[ _�i:sl℄hw0i donne les matri
es
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�+_�i:slhw0i(q) = 0BBBBBBBBBB�

1 : : : : : : :q 1 : : : : : :q2 q 1 : : : : :0 0 q 1 : : : :q 0 0 0 1 : : :q2 q q2 q q 1 : :q3 q2 0 0 q2 q 1 :0 q2 q3 q2 0 q 0 1
1CCCCCCCCCCA
�;;;;(2)��;;;;(1;1)��;;(1);(1)��(2);;;;��;;(2);;��(1);(1);;��(1;1);;;;��;;(1;1);;� et

��_�i:slhw0i(q) = 0BBBBBBBBBB�
1 : : : : : : :�q�1 1 : : : : : :0 �q�1 1 : : : : :�q�1 q�2 �q�1 1 : : : :�q�1 0 0 0 1 : : :q�2 0 0 �q�1 �q�1 1 : :0 0 �q�1 q�2 0 �q�1 1 :0 0 0 0 q�2 �q�1 0 1

1CCCCCCCCCCA
�;;;;(2)��;;;;(1;1)��;;(1);(1)��(2);;;;��;;(2);;��(1);(1);;��(1;1);;;;��;;(1;1);;� ;


e qui illustre le th�eor�eme 4.19 dans 
e 
as. �Remarque 4.21 Dans le 
as o�u l = 1, la bije
tion _�i du th�eor�eme 4.19 est l'identit�e. Par
ons�equent 
e th�eor�eme ne donne au
un r�esultat nouveau pour les espa
es de Fo
k de niveau 1.� Reprenons les notations du th�eor�eme 4.19. Consid�erons l'assertion(4.3) _w + _�i =2 P(Fp[sn℄�):On peut don
 appliquer le th�eor�eme 4.19 ave
 
e 
hoix de i si (4.3) est v�eri��ee. D'apr�es[Ka
, Proposition 3.6 (iv)℄, (4.3) a lieu si et seulement si _ei:(Fp[sn℄�h _wi) = f0g, soit en
ore_ei:(Fq[sl℄hwi) = f0g. Rappelons qu'on a une bije
tion �l 2 �l(sl;w) 7! �n 2 �n(sn; _w).Ave
 
es notations, (4.3) a don
 lieu si et seulement si pour tout �l 2 �l(sl;w), (�n;sn) n'aau
un i-n�ud de type R. Cette 
ondition n'est, h�elas, pas tr�es agr�eable �a manipuler dans lapratique d�es que le nombre de n�uds des multi-partitions qui interviennent est grand.Nous allons maintenant donner une 
ondition suÆsante sur sl, w et i pour que la 
ondition(4.3) ait lieu. Pour 
ela, introduisons la notation suivante. Soit sl 2 Zl(s), w 2 P(Fq[sl℄) eti 2 [[0 ; l � 1℄℄. Alors d'apr�es la formule (W1), l'entier Ni(�l; sl;n) d�epend de sl et w, maispas de �l 2 �l(sl;w) ; on notera 
e nombre Ni(w; sl).Lemme 4.22 Soit sl = (s1; : : : ;sl) 2 Zl(s) et w 2 P(Fq[sl℄). Soit (sn; _w) 2 Zn(s)� _Ps telque Fp[sn℄�h _wi = Fq[sl℄hwi (
f. proposition 3.24). Soit i 2 [[0 ; l � 1℄℄. Supposons quesi � si+1 � n(N0(w; sl) + 1)(si i = 0, on a pos�e s0 := n+ sl). Alors _w + _�i n'est pas un poids de Fp[sn℄�.
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k de niveau sup�erieur 89D�emonstration. Fixons �l 2 �l(sl;w), et supposons que _w + _�i est un poids de Fp[sn℄�.Soit alors �n 2 �n(sn; _w + _�i) et (�l;tl) 2 �l � Zl(s) tels que j�l;tli = j�n;sni�. Soienta0; : : : ;al�1;d 2 Z tels que _w = d _Æ +Pl�1j=0 aj _�j. Alors _w + _�i = (d + Æi;0) _Æ +Pl�1j=0 bj _�j ,o�u bj = aj + ai;j (0 � j � l � 1) et (ai0;j0)0�i0; j0�l�1 est la matri
e de Cartan de bsll.Compte tenu de la formule (W2) et de l'ind�ependan
e lin�eaire des ve
teurs _�0; : : : ; _�l�1; _Æ,on a tl = ��1l;n (b0; : : : ;bl�1) et d + Æi;0 = ���(tl;n) + N0(�l; tl;n)�. De même, on a l'�egalit�ed = ���(sl;n) +N0(�l; sl;n)�. Par 
ons�equent, on a��(sl;n)�N0(w; sl) + Æi;0 = ��(tl;n)�N0(�l; tl;n);d'o�u N0(�l; tl;n) = �(sl;n)��(tl;n) +N0(w; sl)� Æi;0:Expli
itons �a pr�esent tl. Pour j 2 [[0 ; l℄℄, posonsti := si + 1; ti+1 := si+1 � 1 et tj := sj si j =2 fi;i+ 1;i+ lg :On a 
lairement �l;n(t1; : : : ;tl) = (b0; : : : ;bl�1), don
 tl = (t1; : : : ;tl). Pour a 2 Z, notonsa 2 [[0 ; n� 1℄℄ le r�esidu de a modulo n. Compte tenu du fait que s0 � s0 = 1 + (sl � sl), unpetit 
al
ul montre que�(tl;n) = �(sl;n) + 1n(si � si+1) + 1n(si+1 � si) + Æsi+1 ; 0 � Æi;0:En outre, on a par hypoth�ese N0(w; sl)� 1n(si � si+1) � �1. Par 
ons�equent, on aN0(�l; tl;n) = � 1n(si+1 � si)� Æsi+1 ; 0 +N0(w; sl)� 1n(si � si+1)� � 1n(si+1 � si)� Æsi+1 ; 0 � 1< 0;
e qui est absurde 
ar N0(�l; tl;n) 2 N est le nombre de 0-n�uds de (�l; tl). Par 
ons�equent,_w + _�i n'est pas un poids de Fp[sn℄�. �Remarque 4.23 L'hypoth�ese si � si+1 � n(N0(w; sl) + 1) n'est sûrement pas la plus faiblepour avoir la 
on
lusion _w+ _�i =2 P(Fp[sn℄�). Nous 
onje
turons en e�et que 
ette 
on
lusionsubsiste si on suppose quesi � si+1 � N0(w; sl) + � � �+Nn�1(w; sl)(
ette derni�ere minoration est en g�en�eral meilleure). �
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harges 
onjugu�ees sous l'a
tion de _WlD�e�nition 4.24 Fixons rl 2 Al;n(s). Pour sl 2 _Wl:rl, notons _�(sl) 2 _Wl l'�el�ement delongueur minimale tel que sl = _�(sl):rl. Soit 0 � i � l � 1. Rappelons que pour toutemulti-
harge sl = (s1; : : : ;sl) 2 Zl, on pose s0 := n+ sl. Soient M 2 N� et sl, tl 2 _Wl:rl. On�e
rit sl i9 9 Ktlsi tl = _�i:sl et si � si+1 > 0. Dans 
e 
as, la proposition 1.31 montre qu'on a _�(tl) = _�i _�(sl)et `( _�(tl)) = `( _�(sl)) + 1. On �e
rit sl i�! tlsi tl = _�i:sl et si� si+1 �M . Soit � (resp. �(M)) le graphe dont l'ensemble des sommets est_Wl:rl, et dans lequel on a une arête �etiquet�ee par i reliant sl �a tl (sl, tl 2 _Wl:rl, 0 � i � l�1)si sl i9 9 Ktl (resp. sl i�! tl). �Observons que �(M) d�epend de n, l, rl et M , et qu'on a � = �(1). Remarquons en outreque � est 
onnexe et que �(M) est un sous-graphe de �. La �gure 4.1 illustre une partie desgraphes � et �(M) pour n = 3, l = 3, rl = (1;0;0) et M = 2. Lorsque sl i�! tl, nous avonsomis de repr�esenter la 
�e
he sl i9 9 Ktl. Par ailleurs, nous avons repr�esent�e deux sommets de�(M) par le même symbole si et seulement si ils sont dans la même 
omposante 
onnexe de�(M).Proposition 4.25 SoitM 2 N� . Alors �(M) n'a qu'un nombre �ni de 
omposantes 
onnexes.D�emonstration. Soit C l'ensemble des 
omposantes 
onnexes de �(M). Pour 
haque C 2 C,
hoisissons sl(C) 2 C tel que `( _�(sl(C))) soit minimal parmi les `( _�(tl)), tl 2 C. Soit C 2 C,et sl = (s1; : : : ;sl) := sl(C). Nous allons montrer que(�) : sl 2 X := n(t1; : : : ;tl) 2 Zl(s) j 8 0 � i � l � 1; ti+1 � ti �M � 1o :Soit 0 � i � l�1. Montrons que si+1�si �M�1. C'est 
lair si si+1�si � 0. Si si+1�si > 0,posons tl = (t1; : : : ;tl) := _�i:(sl). Observons que ti = si+1 et ti+1 = si (même si i = 0). Par
ons�equent, on a ti� ti+1 = si+1� si > 0, et tl i9 9 Ksl. On a don
 `( _�(tl)) = `( _�(sl))� 1. Pard�e�nition de sl, on a don
 tl =2 C, don
 (tl;sl) n'est pas une arête de �(M). Par 
ons�equent,on a ti � ti+1 < M et don
 si+1 � si � M � 1, d'o�u l'assertion (�). Nous avons don
C �= fsl(C) j C 2 Cg � X, don
 C s'inje
te dans X. Mais X est �ni d'apr�es le lemme 3.16.Par 
ons�equent, C est �egalement �ni. �Remarque 4.26 Soit M 2 N� . Nous 
onje
turons que 
haque 
omposante 
onnexe C de�(M) 
ontient un unique �el�ement sl tel que `( _�(sl)) soit minimal parmi les `( _�(tl)), tl 2 C.�
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1
0


2
 1
 0
 2


1
 2
 0
 1
 2
 0


0
 2
 1
 0
 2
 1
 0
 2
 1


2
 0
 1
 2
 0
 1
 2
 0
 1
 2


(1,0,0)


(0,0,1)


(0,1,0)
(3,0,-2)


(3,-2,0)
 (0,3,-2)


(3,-5,3)
 (6,0,-5)
 (-2,6,-3)


(3,1,-3)


(6,-3,-2)
 (4,3,-6)
(-3,1,3)
 (-3,4,0)
 (0,-3,4)


(-2,3,0)
 (0,-2,3)
 (1,3,-3)
 (3,-3,1)
 (4,0,-3)


(3,3,-5)
 (-2,0,3)
 (6,-2,-3)
 (1,-3,3)
 (-3,3,1)
 (4,-3,0)
 (0,4,-3)


Fig. 4.1 { Une partie des graphes � et �(M) pour n = 3, l = 3, rl = (1;0;0) et M = 2. I
i�(M) a 3 
omposantes 
onnexes.
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omposantes 
onnexes de �(M) et la 
ompa-raison des bases 
anoniques. Nous verrons un exemple important d'appli
ation de 
e r�esultatau paragraphe 4.4.3.Proposition 4.27 Soient rl 2 Al;n(s) et v 2 P(Fq[rl℄). Posons M := n(N0(v; rl)+1). Poursl 2 _Wl:rl, posons w(sl) := v +wt(j;l;sli)� wt(j;l;rli):Soient sl et tl deux multi-
harges situ�ees dans une même 
omposante 
onnexe de �(M) (enparti
ulier, sl et tl sont toutes deux 
onjugu�ees �a rl sous l'a
tion de _Wl). Alors les bases
anoniques de Fq[sl℄hw(sl)i et Fq[tl℄hw(tl)i sont semblables.D�emonstration. On peut se ramener au 
as o�u sl i�! tl, ave
 i 2 [[0 ; l � 1℄℄. Ave
 desnotations �evidentes, on a alors par d�e�nition si+1� si �M . Observons que pour al 2 _Wl:rl,on a w(al) = wt(j;l;ali)� n�1Xj=0Nj(v; rl)�j ;d'o�u Nj(w(al);al) = Nj(v; rl) (0 � j � n� 1). En parti
ulier, on aN0(w(sl); sl) = N0(v; rl):Par 
ons�equent, on a si+1� si � n(N0(w(sl); sl) + 1). On peut don
 appliquer le lemme 4.22puis le th�eor�eme 4.19 pour 
on
lure. �Remarque 4.28 Soient rl 2 Al;n(s) et v 2 P(Fq[rl℄). Soit M := n(N0(v; rl) + 1). Alorsd'apr�es les propositions 4.25 et 4.27, il n'y a qu'un nombre �ni de 
lasses de similitude de bases
anoniques de Fq[sl℄hw(sl)i, sl 2 �(M). Si de plus le r�esultat 
onje
tur�e �a la remarque 4.23est vrai, le même raisonnement montre qu'il n'y a qu'un nombre �ni de 
lasses de similitudede bases 
anoniques de Fq[sl℄hw(sl)i, sl 2 �(M 0) ave
 M 0 := N0(v; sl) + � � �+Nn�1(v; sl). �4.4.3 Cas des multi-
harges tr�es dominantesDans tout 
e paragraphe, on suppose que l � 2.D�e�nition 4.29 Soient M 2 N et N 2 N� . Nous dirons que le N -uplet (x1; : : : ;xN ) 2 RNest M -dominant si on a xi � xi+1 �M (1 � i � N � 1): �
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k de niveau sup�erieur 934.4.3.1 NotationsNous utiliserons dans tout le paragraphe 4.4.3 les notations du paragraphe 4.4.2, ainsique les notations suivantes.* Rappelons que Rl (s) = �(x1; : : : ;xl) 2 Rl j x1 + � � � + xl = s	. La partie de Rl (s) form�eedes �el�ements qui sont M -dominants sera not�ee CM .* Rappelons que pour � 2 Zl(0), on a d�e�ni un �el�ement _y� 2 _Wl qui agit sur Zl(s)
omme la translation suivant le ve
teur n�. Pour 1 � j � l, soit �j := (Æi;j)1�i�l lej-i�eme ve
teur de la base naturelle de Rl . Soit _Q le sous-groupe de _Wl engendr�e par les_�i := _y�i��i+1 = _yi _y�1i+1 (1 � i � l � 1):* Nous aurons besoin de param�etrer l'ensemble des 
lasses d'�equivalen
e des multi-
hargesde Zl(s), o�u deux multi-
harges sont dites �equivalentes si leurs 
omposantes respe
tivesont les mêmes r�esidus modulo n. Plus pr�e
is�ement, posons pour toute multi-
hargeal = (a1; : : : ;al) 2 Zl,Lal := n(s1; : : : ;sl) 2 Zl(s) j 8 1 � i � l; si � ai (mod n)o :Notons que pour al 2 Zl(s), _Q agit transitivement sur Lal ; en parti
ulier, deux �el�ementsde Lal sont 
onjugu�es sous l'a
tion de _Wl.* Soient sl, tl 2 Zl(s) et M 2 N. Nous �e
rironssl �M tlsi les deux 
onditions suivantes sont v�eri��ees.(i) On a Lsl = Ltl ; notons L 
et ensemble 
ommun.(ii) Il existe s(0); : : : ;s(r) 2 L\ CM tels que s(0) = sl, s(r) = tl et pour tout 1 � i � r,on a s(i) 2 n _��1j :s(i�1) j 1 � j � l � 1o.De fa�
on �equivalente, pla�
ons les �el�ements de Zl(s) dans un graphe non orient�e, danslequel deux �el�ements sont reli�es par une arête si et seulement si ils sont 
onjugu�es sousl'a
tion de _Wl par un des g�en�erateurs de _Q ou son inverse. Alors on a sl �M tl si etseulement si il existe un 
hemin dans 
e graphe reliant sl �a tl qui passe par des som-mets qui sont tous M -dominants (y 
ompris sl et tl).* Soient rl 2 Al;n(s) et v 2 P(Fq[rl℄). Pour sl 2 _Wl:rl, posonsw(sl) := v +wt(j;l;sli)� wt(j;l;rli)(Notons que w(sl) d�epend aussi de rl et de v.)
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omparaison de bases 
anoniques pour les multi-
hargestr�es dominantesL'obje
tif du paragraphe 4.4.3 est de prouver le r�esultat suivant.Th�eor�eme 4.30 Soient rl 2 Al;n(s) et v 2 P(Fq[rl℄). Soit 
 := n(l2 + l + 4) etN := N0(v; rl)n+ 
:Soient sl, tl 2 _Wl:rl deux multi-
harges N -dominantes telles que Lsl = Ltl. Alors les bases
anoniques de Fq[sl℄hw(sl)i et Fq[tl℄hw(tl)i sont semblables. �Remarque 4.31 On peut prouver un r�esultat similaire pour des multi-
harges sl = (s1; : : : ;sl)tr�es � anti-dominantes �, i.e. telles que s1 � s2 � : : :� sl. �La valeur de N du th�eor�eme 4.30 n'est 
ertainement pas optimale. En a

ord ave
 laremarque 4.23 et les tables donn�ees au 
hapitre 9, nous 
onje
turons le r�esultat suivant.Conje
ture 4.32 La 
on
lusion du th�eor�eme 4.30 subsiste si on rempla
e N parN 0 := N0(v; rl) + � � � +Nn�1(v; rl): �Exemple 4.33 Prenons n = 3, l = 2, rl = (1;0) et v = wt(j;l;rli)� (�0+�1+�2). Ave
 lesnotations du th�eor�eme 4.30 et de la 
onje
ture 4.32, on a N = 33 et N 0 = 3. Observons queles multi-
harges s(k)l := (3k+1;�3k) (k 2 Z) sont dans l'orbite de rl = s(0)l sous l'a
tion de_Wl, et que de plus les r�esidus modulo n des 
omposantes des s(k)l sont les mêmes pour toutk 2 Z. D'apr�es le th�eor�eme 4.30, les bases 
anoniques des Fq[s(k)l ℄hw(s(k)l )i, k � 6 sont deux�a deux semblables. D'apr�es la 
onje
ture 4.32, les bases 
anoniques des Fq[s(k)l ℄hw(s(k)l )i,k � 1 sont deux �a deux semblables. Cette 
onje
ture implique en parti
ulier (pour k = 1 etk = 2) que les bases 
anoniques de Fq[(4;� 3)℄hw((4; � 3))i et Fq[(7;� 6)℄hw((7; � 6))i sontsemblables. En e�et, les matri
es ��k(q) des bases 
anoniques de Fq[s(k)l ℄hw(s(k)l )i (k 2 Z,� 2 f+;�g) sont les suivantes, pour k = 1 et k = 2.
�+1 (q) = �+2 (q) = 0BBBBBBBBBB�

1 : : : : : : :q 1 : : : : : :q2 q 1 : : : : :0 q 0 1 : : : :0 q2 q q 1 : : :0 0 q 0 0 1 : :0 0 q2 0 q q 1 :0 0 0 q q2 0 q 1
1CCCCCCCCCCA
�(3);;��(2;1);;��(2);(1)��(1;1;1);;��(1);(1;1)��;;(3)��;;(2;1)��;;(1;1;1)� et



Chapitre 4. Comparaison de bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur 95
��1 (q) = ��2 (q) = 0BBBBBBBBBB�

1 : : : : : : :�q�1 1 : : : : : :0 �q�1 1 : : : : :q�2 �q�1 0 1 : : : :0 q�2 �q�1 �q�1 1 : : :�q�1 q�2 �q�1 0 0 1 : :q�2 �q�3 q�2 q�2 �q�1 �q�1 1 :�q�3 0 0 0 0 q�2 �q�1 1
1CCCCCCCCCCA
�(3);;��(2;1);;��(2);(1)��(1;1;1);;��(1);(1;1)��;;(3)��;;(2;1)��;;(1;1;1)� :

Par 
ontre, la 
onje
ture 4.32 ne nous permet pas de 
omparer les bases 
anoniques deFq[s(k)l ℄hw(s(k)l )i pour k = 0 et k = 1. On peut en fait v�eri�er que
�+0 (q) = 0BBBBBBBBBB�

1 : : : : : : :0 1 : : : : : :0 q 1 : : : : :q q 0 1 : : : :0 q2 q q 1 : : :0 0 q2 0 q 1 : :q2 0 0 q 0 0 1 :0 0 0 q2 q 0 q 1
1CCCCCCCCCCA
�(3);;��(2;1);;��(2);(1)��(1;1;1);;��(1);(1;1)��;;(3)��;;(2;1)��;;(1;1;1)� :Observons que �+1 (q) a 22 
oeÆ
ients non nuls alors que �+0 (q) n'en a que 21. Par 
ons�equent,les bases 
anoniques de Fq[s(k)l ℄hw(s(k)l )i pour k = 0 et k = 1 ne sont pas semblables. �La d�emonstration du th�eor�eme 4.30 repose sur les deux propositions suivantes.Proposition 4.34 Soient rl 2 Al;n(s) et v 2 P(Fq[rl℄). Soient M := n(N0(v; rl) + 2) etsl 2 CM \ _Wl:rl. Soient 1 � i � l�1 et tl := _�i:sl. Alors les bases 
anoniques de Fq[sl℄hw(sl)iet Fq[tl℄hw(tl)i sont semblables.D�emonstration. Nous donnons la preuve dans le 
as o�u 2 � i � l � 3 (la preuve pour i = 1,i = l � 2 et i = l � 1 est analogue). On v�eri�e ais�ement, en 
al
ulant l'a
tion des deuxmembres de l'�egalit�e 
i-dessous sur Zl(s), qu'on a_�i = _�i�1 _�i�2 � � � _�1 _�0 _�l�1 � � � _�i+2 _�i+1 _�i+2 � � � _�l�1 _�0 _�1 � � � _�i:Soit 0 � k � 2l� 2. Notons _�i[k℄ le fa
teur droit ayant k lettres dans 
ette �e
riture de _�i.(On a don
 _�i[0℄ = id, _�i[1℄ = _�i, _�i[2℄ = _�i�1 _�i, et
.) Posonss(k) = (s(k)1 ; : : : ;s(k)l ) := _�i[k℄:sl:
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k de niveau sup�erieurPour 1 � k � 2l � 2, soit ik 2 [[0 ; l � 1℄℄ tel que _�i[k℄ = _�ik _�i[k � 1℄. Fixons 0 � k � 2l � 3.En 
al
ulant l'a
tion de _�i[k℄ sur sl, on voit qu'on a les propri�et�es suivantes.(i) On a s(k)ik+1, s(k)ik+1+1 2 fs1; : : : ;sl;sl + n;si + n;si+1 � ng.(ii) Si s(k)ik+1 = sa+ �n et s(k)ik+1+1 = sa0 + �0n ave
 a, a0 2 [[1 ; l℄℄, �, �0 2 f�1;0;1g, alors a 6= a0et ��0 = 0.Observons de plus que par hypoth�ese sur sl, on a pour tout a, b 2 [[1 ; l℄℄ tels que a 6= b,��sb � sa�� �M ��b� a�� �M . Il d�e
oule de (i), (ii) et de 
e
i que��s(k)ik+1 � s(k)ik+1+1�� �M � n:Par 
ons�equent, on a une arête s(k) ik�! s(k+1) ou s(k+1) ik�! s(k) dans �(M � n). Il s'ensuitque sl et tl sont dans la même 
omposante 
onnexe de �(M � n) = �(n(N0(v; rl) + 1)). Onpeut don
 appliquer la proposition 4.27 pour 
on
lure. �Proposition 4.35 Soient M 2 N etN(M) :=M + n(l2 + l + 2):Soient sl, tl deux multi-
harges N(M)-dominantes telles que Lsl = Ltl. Alors on a sl �M tl.D�emonstration. Nous prouverons 
ette proposition au paragraphe 4.4.3.3. �D�emonstration du th�eor�eme 4.30 �a partir des propositions 4.34 et 4.35.Reprenons les notations du th�eor�eme 4.30. Posons M := n(N0(v; rl)+2). Soit N(M) l'entierdonn�e par la proposition 4.35. Notons que l'entier N d�e�ni au th�eor�eme 4.30 est pr�e
is�ementN(M).Posons L := Lsl = Ltl . Par d�e�nition de N(M), il existe s(0); : : : ;s(r) 2 L \ CM telsque s(0) = sl, s(r) = tl et pour tout 1 � i � r, on a s(i) 2 n _��1j :s(i�1) j 1 � j � l � 1o. Soit1 � i � r. Puisque Ls(i�1) = Ls(i) = L, on a s(i�1), s(i) 2 _Wl:rl. La proposition 4.34 entrâ�nealors que les bases 
anoniques de Fq[s(i�1)℄hw(s(i�1))i et de Fq[s(i)℄hw(s(i))i sont semblables.Le th�eor�eme 4.30 s'ensuit. �4.4.3.3 D�emonstration de la proposition 4.35Exposons su

in
tement la preuve de 
ette proposition, qui fait appel �a plusieurs r�esultatsinterm�ediaires. Reprenons provisoirement les notations de la proposition 4.35. Notons L l'en-semble Lsl = Ltl . Nous 
onstruisons des points s(0); : : : ;s(r) appartenant �a L \ CM tels ques(0) = sl, s(r) = tl et pour tout 1 � i � r, s(i) appartient �a n _��1j :s(i�1) j 1 � j � l � 1o.Pour 
ela, nous 
onstruisons une bije
tion ' qui envoie les points de L\CN(M) sur les points
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oordonn�ees enti�eres d'un 
ône CN(M). (Par d�e�nition, un 
ône est une interse
tion dedemi-espa
es.) Nous travaillons dans CM qui est un translat�e 
onvenable de CN(M). Nousmontrons que '(sl) et '(tl) sont 
onne
t�es dans CM via un 
hemin aÆne par mor
eauxdont les segments [x(i);x(i+1)℄ (0 � i � r� 1) sont parall�eles aux axes de 
oordonn�ees. Nousmontrons alors que les points x(i) := '�1(s(i)) (0 � i � r) 
onviennent.Nous adopterons dans tout 
e paragraphe les notations suivantes. Dans tout 
e para-graphe, on �xe une multi-
harge al = (a1; : : : ;al) 2 Zl telle que 0 � a1; : : : ;al � n� 1.* Pour x = (x1; : : : ;xN ) 2 RN (N 2 N� ), on posebx
 := (bx1
; : : : ;bxN
) 2 ZNet on d�e�nit de même dxe.* Soit L := Lal .* Soit A := 0BBBBBBB� 2 �1 0 : : : 0�1 2 �1 . . . ...0 . . . . . . . . . 0... . . . �1 2 �10 : : : 0 �1 2
1CCCCCCCA 2Ml�1(R)

la matri
e de Cartan de sll. On v�eri�e que det(A) = l, don
 A est inversible. NotonsA�1 = (ai;j)1�i; j�l�1 les 
oeÆ
ients de A�1. On montre que (voir la preuve du lemme1.12) ai;j = 8>><>>: i(l � j)l si i � jj(l � i)l si j � i (1 � i; j � l � 1) ;en parti
ulier, tous les 
oeÆ
ients de A�1 sont stri
tement positifs. Soit 1 � i � l � 1.Posons Si := l�1Xj=1 ai;j:On v�eri�e par un 
al
ul dire
t que Si = i(l � i)2 . Une �etude de variations de x 7! x(l�x)2montre qu'on a 12 � Si � l28 .* Pour 1 � j � l � 1, notons �j := (Æi;j)1�i�l�1 le j-i�eme ve
teur de la base naturelle deRl�1 . Posons en outre 1 := �1 + � � � + �l�1.
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k de niveau sup�erieur* Rappelons que Rl�1 �=Ml�1;1(R) est naturellement muni d'un ordre partiel � (
f. pagexi). Pour b 2 Rl�1 , 
onsid�erons les 
ônesCb := nx 2 Rl�1 j A:x � bo et C 0b := nx 2 Rl�1 j A:x � bo :L'unique ve
teur ! := !(b) 2 Rl�1 tel que A:! = b est appel�e sommet de Cb (ou deC 0b).* Pour M 2 N, soit b(M) = (b(M)1 ; : : : ;b(M)l�1 ) 2 Rl�1 le ve
teur d�e�ni parb(M)i := (M + ai+1 � ai)=n (1 � i � l � 1):* �A (s1; : : : ;sl) 2 Rl (s) on asso
ie l'�el�ement (x1; : : : ;xl�1) = '(s1; : : : ;sl) 2 Rl�1 d�e�nipar xi := 1n iXj=1(sj � aj); 1 � i � l � 1:R�e
iproquement, �a (x1; : : : ;xl�1) 2 Rl�1 on asso
ie l'�el�ement (s1; : : : ;sl) =  (x1; : : : ;xl�1)appartenant �a Rl (s) d�e�ni parsi := n(xi � xi�1) + ri; 1 � i � l;o�u on a pos�e x0 = xl := 0.Lemme 4.36 Soit b := (b1; : : : ;bl�1) 2 Rl�1 . Soientb := minfbi j 1 � i � l � 1g et B := max fbi j 1 � i � l � 1g :Soit ! = (!1; : : : ;!l�1) 2 Rl�1 le sommet de Cb. On a alors les propri�et�es suivantes.(i) Pour tout 1 � i � l � 1, on a bSi � !i � BSi.(ii) Cb � ! + (R+)l�1.D�emonstration. Soit 1 � i � l � 1. Par d�e�nition, on a !i =Pl�1j=1 ai;j bj . Puisque A�1 � 0,le point (i) s'ensuit. Soit x 2 Cb ; alors A:x � b � 0. De plus, A�1 � 0, 
e qui entrâ�nex� !(b) = A�1:(A:x � b) � 0, d'o�u le point (ii). �Lemme 4.371Æ) Les appli
ations ' : Rl (s)! Rl�1 et  : Rl�1 ! Rl (s) sont des bije
tions inverses l'unede l'autre.
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k de niveau sup�erieur 992Æ) On a  (Zl�1) = L, et pour 1 � i � l � 1, (x1; : : : ;xl�1) 2 Zl�1, on a (x1; : : : ;xi + 1; : : : ;xl�1) = _�i: (x1; : : : ;xl�1):3Æ) Pour M 2 N, on a '(CM ) = Cb(M).D�emonstration. On prouve 1Æ) et 2Æ) �a l'aide d'un 
al
ul ne pr�esentant au
une diÆ
ult�e. Lepoint 3Æ) r�esulte, ave
 des notations �evidentes, de l'�equivalen
esi � si+1 �M () �xi�1 + 2xi � xi+1 � (M + ai+1 � ai)=n: �Soit D � Rl�1 . On dit que x, y 2 D sont Z-
onne
t�es dans D s'il existe des ve
teursx(0); : : : ;x(N) 2 D \ Zl�1 tels que x(0) = x, x(N) = y et pour tout 0 � i � N � 1, on ax(i+1) � x(i) 2 f��j j 1 � j � l � 1g ;en parti
ulier, on a x, y 2 Zl�1. On notera alors x ����D y. Par exemple, si x, y 2 Zl�1 sont deuxpoints arbitraires du pav�e P := �z 2 Rl�1 j a � z � b	, alors x et y sont Z-
onne
t�es dansP.Remarque 4.38 Soit M 2 N. Rappelons que nous avons d�e�ni au paragraphe 4.4.3.1 unerelation �M sur Zl(s). Soient sl, tl 2 Zl(s) deux multi-
harges telles que Lsl = Ltl = L.Alors d'apr�es le lemme 4.37, on a sl �M tl si et seulement si '(sl) ����Cb(M) '(tl). �Proposition 4.39 Soit b 2 Rl�1 . Alors il existe 
 � b tel que x ����C
 y pour tout 
ouple(x;y) 2 Cb � Cb.D�emonstration. Commen�
ons par 
onstruire 
. Soient ! = (!1; : : : ;!l�1) le sommet de Cb,b0 := b + 2:1, !0 le sommet de Cb0 et !00 = (!001 ; : : : ;!00l�1) := max(!0;d!e). Posons en outre!000 = !00l := 0. D'apr�es le lemme 4.36 (ii), on a x � ! pour tout x 2 Cb. De même, on ax � !0 pour tout x 2 C 0b0 . En parti
ulier, puisque b � b0, on a ! 2 C 0b0 et don
 ! � !0 � !00.Consid�erons le pav�e P := nx 2 Rl�1 j ! � x � !00o :Ce qui pr�e
�ede montre que C 0b \ C 0b0 � P, et par 
onstru
tion, on a aussi d!e 2 P. Soit
 = (
1; : : : ;
l�1) 2 Rl�1 le ve
teur d�e�ni par
i := �!00i�1 + 2!i � !00i+1 (1 � i � l � 1):Par 
onstru
tion, on a P � C
. En parti
ulier, puisque ! 2 P, on a ! 2 C
 et don
 
 � b.
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onne
t�e �a d!e dans C
. Observonsque si x = (x1; : : : ;xl�1) 2 Cb \Zl�1, on a x � ! 
ar x 2 Cb, et don
 x � d!e. On raisonnepar r�e
urren
e sur N(x) := l�1Xi=1(xi � d!ie) 2 N:Si N(x) = 0, on a x = d!e 2 P � C
 et il n'y a rien �a prouver. Supposons don
 queN(x) > 0 et envisageons deux 
as. Supposons que x 2 Cb0 . Alors par 
onstru
tion de P,on a x 2 Cb \ Cb0 � P ; en outre, on a d!e 2 P et don
 x ����P d!e. Puisque P � C
, on abien x ����C
 d!e. Traitons �a pr�esent le 
as o�u x =2 Cb0 . Il existe alors 1 � i � l � 1 tel que�xi�1 + 2xi � xi+1 > bi + 2 (i
i, on pose x0 = xl := 0). Consid�erons le ve
teury = (y1; : : : ;yl�1) := (x1; : : : ;xi�1;xi � 1;xi+1; : : : ;xl�1) 2 Zl�1et posons y0 = yl := 0. Observons que pour 1 � j � l � 1, on a�yj�1 + 2yj � yj+1 � �xj�1 + 2xj � xj+1 � 2Æi;j ;
ompte tenu du 
hoix de i et de x 2 Cb, 
e
i montre que y 2 Cb. En outre, on a la relationN(y) = N(x) � 1, don
 par hypoth�ese de r�e
urren
e, on a y ����C
 d!e. De plus, x ����C
 y 
arb � 
, don
 x ����C
 d!e. �Pour b 2 Rl�1 , d�e�nissons l'ensemble (non vide, en vertu de la proposition pr�e
�edente)A(b) := �
 2 Rl�1 j 
 � b et 8x;y 2 Cb;x ����C
 y� :Remarque 4.40 Soit b 2 Rl�1 . Alors A(b) est un intervalle, et l'appli
ation b0 7! A(b0) est
roissante. Supposons en e�et que 
 2 A(b) et 
0 � 
. Alors 
 � b et 
0 � 
, don
 
0 � b. Soitmaintenant x, y 2 Cb \Zl�1. Alors x ����C
 y. De plus, 
0 � 
, don
 C
 � C
0 . Par 
ons�equent,on a x ����C
0 y, et 
0 2 A(b). Ainsi A(b) est un intervalle. On montre par un raisonnementsimilaire que l'appli
ation b0 7! A(b0) est 
roissante. �Remarque 4.41 On n'a pas n�e
essairement b 2 A(b). En e�et, prenons l = 3 (on a don
l� 1 = 2) et b = (0;0). Alors x := (1;1) et y := (0;0) sont deux points de Cb qui ne sont pasZ-
onne
t�es dans Cb, 
ar au
un des points (0;� 1) et (�1;0) n'est dans Cb. �Notre but est �a pr�esent de 
onstruire, pour M 2 N, un entier N(M) � M tel queb(M) 2 A�b(N(M)�.Lemme 4.42 Soient b, b0 2 Rl�1 tels que A�1:(b�b0) 2 Zl�1. Alors A(b) = A(b0)+(b�b0).
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lusion �, le raisonnement pour l'in
lusion inverse�etant analogue. Nous utiliserons le fait suivant.(�) : a+ Ca0 = Ca0+A:a (a;a0 2 Rl�1 ):Soit 
 2 A(b) ; montrons que 
�(b�b0) 2 A(b0). On a bien 
�(b�b0) � b0, 
ar 
 2 A(b) don

 � b. Soit x, y 2 Cb0\Zl�1. Posons a := A�1:(b�b0). D'apr�es (�), on a x+a 2 Cb0+A:a = Cb,et de même, on a y+a 2 Cb. Par hypoth�ese, on a a 2 Zl�1 et 
 2 A(b), don
 x+a ����C
 y+a.Il s'ensuit que x �����a+C
 y ; mais d'apr�es (�), on a �a+C
 = C
�(b�b0) et don
 x ����C
�(b�b0) y. �Soit b = (b1; : : : ;bl�1) 2 Rl�1 . Soit 
 un �el�ement de l'ensemble non vide A(b). Puisqueb

 � 
, la remarque 4.40 montre que b

 2 A(b) \ Zl�1. Par 
ons�equent, l'ensemblef min1�i�l�1 (
i) �� (
1; : : : ;
l�1) 2 A(b) \ Zl�1gest une partie de Z non vide et major�ee dans R par min1�i�l�1 (bi). Ainsi, l'entierm(b) := max
2A(b)\Zl�1 min1�i�l�1 (
i)est bien d�e�ni et on a m(b) � min1�i�l�1 (bi). Si b = b(M) (M 2 N), on pose mM := m(b(M)).Lemme 4.43 La suite (mM )m2N est 
roissante, et pour tout M 2 N, on a mnlM = m0+lM .De plus, on a m0 � �l2.D�emonstration. Le premier point r�esulte de la 
roissan
e de l'appli
ation M 7! b(M) et dela 
roissan
e de l'appli
ation b 7! A(b) (
f. remarque 4.40). Puisque det(A) = l, la formulede Cramer montre que si x 2 Zl�1, alors A�1:(lx) 2 Zl�1. Par 
ons�equent, d'apr�es le lemme4.42, on a pour tout M 2 N,A�b(nlM)� = A�b(0) + (lM; : : : ;lM)� = A�b(0)�+ (lM; : : : ;lM):Le deuxi�eme point s'ensuit.Montrons �a pr�esent que m0 � �l2. Reprenons le raisonnement de la preuve de la pro-position 4.39. Soient b := b(0), ! = (!1; : : : ;!l�1) le sommet de Cb, b0 := b + 2:1 et!0 = (!01; : : : ;!0l�1) le sommet de Cb0 . Soit !00 = (!001 ; : : : ;!00l�1) := max(!0;d!e). Posonsen outre !000 = !00l := 0. Soit 
 := (
1; : : : ;
l�1) 2 Rl�1 le ve
teur d�e�ni par
i := �!00i�1 + 2!i � !00i+1 (1 � i � l � 1):La preuve de la proposition 4.39 et la remarque 4.40 montrent alors que b

 2 A(b(0)), don
m0 � min1�i�l�1(b
i
). Soit 1 � j � l � 1. Puisque ai 2 [[0 ; n � 1℄℄ (1 � i � l � 1), on a�1 � b � 1. Par 
ons�equent, d'apr�es le lemme 4.36 (i), on a �Sj � !j � Sj. Rappelons



102 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurque 12 � Sj � l28 . Puisque l � 2, on a don
 !j � � l28 et d!je � !j + 1 � l28 + 1 � 3l28 : Demême, on a Sj � !0j � 3Sj � 3l28 . Par 
ons�equent, on a aussi !00j � 3l28 . Soit maintenant1 � i � l � 1. On a alors
i = �!00i�1 + 2!i � !00i+1 � �3l28 � 2 l28 � 3l28 = �l2:On a don
 bien m0 � min1�i�l�1(b
i
) � �l2: �Corollaire 4.44 Soit M 2 N, et N 0(M) := n(M + l2 + l). Alors mN 0(M) �M .D�emonstration. Soient a 2 N et r 2 [[0 ; l � 1℄℄ tels que M = al + r. On a alors l'in�egalit�eN 0(M) = nl(a+ l + 1) + nr � nl(a+ l + 1), don
 d'apr�es le lemme pr�e
�edent, on amN 0(M) � mnl(a+l+1) = m0 + l(a+ l + 1) =M + (m0 + l2) + (l � r) �M: �Proposition 4.45 Soit M 2 N, et N(M) :=M + n(l2 + l+ 2) (
f. proposition 4.35). Alorsb(M) 2 A�b(N(M))�.D�emonstration. Notons pour simpli�erN := N(M). Soit 
 = (
1; : : : ;
l�1) 2 A(b(N))\Zl�1tel que min1�i�l�1(
i) = mN . D'apr�es la remarque 4.40, il suÆt de montrer que b(M) � 
.Puisque �Mn � � Mn + 1, on aN = (M + n) + n(l2 + l + 1) � n�Mn �+ n(l2 + l + 1) = n���Mn �+ 1�+ l2 + l� :D'apr�es le 
orollaire pr�e
�edent, on a don
 mN � �Mn � + 1. Soit 1 � i � l � 1. Puisqueaj 2 [[0 ; n� 1℄℄ (1 � j � l � 1), on a don

i � mN � �Mn �+ 1 � Mn + ai+1 � ain = b(M)i ;d'o�u le r�esultat. �D�emonstration de la proposition 4.35.Reprenons les notations de la proposition 4.35. Pour 1 � i � l � 1, soit al 2 [[0 ; n� 1℄℄l telque Lal = Lsl = Ltl (al est form�e des r�esidus modulo n des 
omposantes de sl, qui sontaussi les r�esidus modulo n des 
omposantes de tl). Soit L := Lal . D'apr�es le lemme 4.37, ona '(sl), '(tl) 2 Cb(N(M)) \ Zl�1. Or b(M) 2 A�b(N(M))� d'apr�es la proposition 4.45, don
'(sl) ����Cb(M) '(tl). La remarque 4.38 montre alors que sl �M tl. �
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Chapitre 5Cal
ul des bases 
anoniquesd'espa
es de Fo
k de niveausup�erieurFixons sl 2 Zl(s). Nous avons vu au 
hapitre 3 
omment 
al
uler de fa�
on rapide les bases
anoniques de Fq[sl℄ �a partir de l'involution (voir la preuve du th�eor�eme 3.34 et l'exemple3.37). Nous avons �egalement vu un algorithme simple permettant de 
al
uler l'involution deFq[sl℄. Cet algorithme repose sur le plongement Fq[sl℄ ,! �s et sur la r�ealisation de �s �al'aide des q-produits ext�erieurs ; il fait don
 appel aux relations de redressement de �s. Mal-heureusement, pour 
ertaines valeurs de sl = (s1; : : : ;sl), les q-produits ext�erieurs �a redresser
omportent un nombre important de fa
teurs ; 
'est par exemple le 
as si s1 � s2 � � � � � sl.Dans 
e 
as, le nombre de relations de redressement (R1)� (R4) �a manipuler est trop impor-tant pour que 
et algorithme soit utilisable dans la pratique.Nous allons d�e
rire dans 
e 
hapitre un se
ond algorithme permettant de 
al
uler l'invo-lution de Fq[sl℄ sans utiliser les relations de redressement. Par 
ons�equent, 
et algorithmeest en pratique nettement plus performant que l'algorithme pr�e
�edent. Fixons un poids w deFq[sl℄. Soit A(q) la matri
e de l'involution de Fq[sl℄hwi (relativement �a la base standard).Nous allons voir au 
ours de 
e 
hapitre 
omment 
al
uler une base B de Fq[sl℄hwi sur la-quelle l'involution de Fq[sl℄ agit trivialement. Plus pr�e
is�ement, B s'exprime �a l'aide demonômes en les op�erateurs fi, _fj et B�m (0 � i � n� 1, 0 � j � l � 1, m 2 N�). Soit T (q)la matri
e de passage de la base standard de Fq[sl℄hwi vers la base B . On a don
 la relationA(q) = T (q)�T (q�1)��1:Notons que 
et algorithme est une g�en�eralisation de l'algorithme de Le
ler
 et Thibond�e
rit dans [Le℄ pour l = 1. Il y a 
ependant deux diÆ
ult�es nouvelles en niveau l > 1. Toutd'abord le 
al
ul de l'a
tion de H est beau
oup plus d�eli
at : nous l'expliquerons �a la se
tion5.1. Nous aurons aussi besoin de l'a
tion de l'alg�ebre U 0p(bsll), qui est triviale lorsque l = 1.
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k de niveau sup�erieurPour un exemple de 
al
ul, le le
teur pourra se reporter au paragraphe 5.3.2. Notons quele 
al
ul de A(q) par 
ette m�ethode n�e
essite l'inversion de la matri
e T (q�1) ; il s'agit l�a del'�etape la plus 
oûteuse de l'algorithme. Remarquons en outre que T (q) n'est pas unitrian-gulaire ; par 
ons�equent 
ette appro
he n'explique absolument pas pourquoi la matri
e A(q)l'est.5.1 Cal
ul de l'a
tion de l'alg�ebre de Heisenberg H sur lesve
teurs j;l;sli (sl 2 Zl(s))5.1.1 Cas du niveau 15.1.1.1 A
tion de Zr sur �rqV [n;1℄Fixons dans tout 
e paragraphe un entier r � 1. Soit Symr := Q [x1 ; : : : ;xr℄Sr l'anneaudes polynômes �a 
oeÆ
ients rationnels qui sont sym�etriques en les variables x1; : : : ;xr. Ond�e�nit [Ma
℄ les fon
tions sym�etriques 
ompl�etes hk (k 2 N) parh0 := 1 et hk := X1�i1�����ik�r xi1 � � � xik (k 2 N�):On d�e�nit aussi les sommes de puissan
es (en anglais, power sums) pk (k 2 N) parp0 := 1 et pk := rXi=1 xki (k 2 N�):Il est possible d'exprimer par r�e
urren
e les pi �a l'aide des hj �a l'aide des fameuses formulesde Newton. Plus pr�e
is�ement, on a [Ma
, (2.11)℄ :pk = khk � k�1Xi=1 pihk�i (k 2 N�):Soit fxk j k 2 Ng (resp. fy�k j k 2 Ng) une partie d'un anneau 
ommutatif telle que x0 = 1(resp. y0 = 1), et � = (�1; : : : ;�k) une partition. On posex� := x�1 : : : x�k (resp. y�� := y��1 : : : y��k) ;en parti
ulier, si � = (k) n'a qu'une part, alors on a x� = xk. Par exemple, on ap(3;3;2;1;1;1) = p31p2p23 2 Symr et B�(2;1;1) = B�2B2�1 2 H(rappelons que dans H, on a [B�1;B�2℄ = 0).Pla�
ons-nous �a nouveau dans Symr. Il est bien 
onnu que les pk (k 2 N) engendrentl'alg�ebre Symr, et que les pk (k 2 N) sont alg�ebriquement ind�ependants. Par 
ons�equent,fp� j � 2 �g est une base de Symr en tant que Q-espa
e ve
toriel. De même, fh� j � 2 �g
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e ve
toriel. Soient ��;� 2 Q (�, � 2 �) les 
oeÆ
ientsde la matri
e de passage de la base des p� vers la base des h�, d�e�nis parh� =X�2���;�p� (� 2 �):Les formules de Newton montrent que 
es 
oeÆ
ients ne d�ependent pas du nombre de va-riables r, et que si j�j 6= j�j, alors ��;� = 0.Remarque 5.1 Les 
oeÆ
ients ��;� (�, � 2 �) sont li�es �a la th�eorie des repr�esentations dugroupe sym�etrique, et ils peuvent être 
al
ul�es expli
itement �a l'aide de 
oeÆ
ients multino-miaux. Nous allons d�etailler 
e
i en introduisant plusieurs notations.Soit fm� j � 2 �g la base de Symr form�ee des fon
tions monomiales [Ma
℄. Frobenius [F℄ a
al
ul�e les 
oeÆ
ients ��;� tels que p� =P�2� ��;�m� (� 2 �). Il est 
lair que ��;� = ��;� = 0�a moins que � et � soient des partitions d'un même entier N . Pour � = (�1; : : : ;�k) 2 �N ,soit S� := S�1 � � � � �S�k � SNle sous-groupe de Young asso
i�e �a �, et �� le 
ara
t�ere de la repr�esentation de SN induite �apartir de la repr�esentation triviale de S�. Les ��, � 2 �N , sont appel�es 
ara
t�eres permuta-tionnels de SN ; Frobenius a montr�e qu'ils forment une base des fon
tions 
entrales de SN .Si � est un 
ara
t�ere de SN et � 2 �N , notons �(�) la valeur prise par � sur la 
lasse de
onjugaison de SN index�ee par �. Frobenius a alors montr�e que��;� = ��(�) (�; � 2 �N )et il a exprim�e ��;� 
omme somme de 
oeÆ
ients multinomiaux.Munissons Symr du produit s
alaire qui rend la base des fon
tions de S
hur orthonorm�ee(voir [Ma
℄). Alors les bases fh� j � 2 �g et fm� j � 2 �g sont adjointes l'une de l'autrepour 
e produit s
alaire [Ma
℄. De plus, les bases fp� j � 2 �g et �z�1� p� j � 2 �	 sont aussiadjointes l'une de l'autre [Ma
℄. I
i on a pos�e, pour toute partition � = (1m1 2m2 : : :) �e
ritesous forme multipli
ative (
f. paragraphe 1.1.1), z� :=Qi�1 imi(mi)!. D'apr�es le lemme 4.14,on a don
 h� = X�2�N ��;�z�1� p� (� 2 �N );d'o�u ��;� = z�1� ��(�) (�; � 2 �N ): �Rappelons que Zr d�esigne le 
entre de l'alg�ebre de He
ke bHr (
f. se
tion 2.3). Pour1 � i � r, nous avons d�e�ni, �a la se
tion 2.3, un �el�ement X�i 2 bHr. Par bri�evet�e nousposerons Xi := X�i . D'apr�es le lemme 1.34 (ii), si f 2 Symr, alors les �el�ements f(X1; : : : ;Xr)et f(X�11 ; : : : ;X�1r ) appartiennent �a Zr. En fait, un th�eor�eme de Bernstein dit que si l'alg�ebrede He
ke aÆne bHr est d�e�nie sur un 
orps alg�ebriquement 
los et si fbk j k 2 Ng est une
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k de niveau sup�erieurpartie de Symr telle que fb� j � 2 �g est une base de Symr en tant qu'espa
e ve
toriel, alors�b�(X1; : : : ;Xr);b�(X�11 ; : : : ;X�1r ) j � 2 �	 est une base de l'espa
e ve
toriel Zr. En prenantbk := pk (k 2 N), on trouve la base de Zr form�ee les bosons, que nous avons 
onsid�er�ee �a lase
tion 2.3. En prenant bk := hk (k 2 N), on trouve la base de Zr form�ee des �el�ementsU� := h�(X1; : : : ;Xr) (� 2 �) et V� := h�(X�11 ; : : : ;X�1r ) (� 2 �):On pose Uk := U(k) pour tout k 2 N et on d�e�nit de même Vk (k 2 N).Soit �rqV [n;1℄ l'espa
e ve
toriel engendr�e par les q-produits ext�erieurs, d�ependant desparam�etres n 2 N� et l = 1 (
f. paragraphe 2.2.2). Dans [LT℄, Le
ler
 et Thibon ont donn�eune expression 
ombinatoire de l'a
tion des Uk et des Vk sur �rqV [n;1℄, que nous rappelonsi
i. Pour 
ela, introduisons les d�e�nitions suivantes. Si � est une forme gau
he, soit �# laforme gau
he 
ontenue dans � qui est 
onstitu�ee des 
ases situ�ees en bas de 
haque 
olonnede � (voir �gure 5.1).
Fig. 5.1 { Une forme gau
he �. Les 
ases de �# sont repr�esent�ees en gris.Soient � et � deux partitions telles que � � �. On dit que � est une bande horizontale deN -rubans de poids m et de pro�l �=� (en anglais, horizontal N -ribbon strip of weight m andshape �=�) si � = �=� et si on peut paver � �a l'aide de m rubans de longueur N ayant 
ha
unleur queue dans �#. La �gure 5.3 montre une bande horizontale de N -rubans.Lemme 5.2 Soit � une bande horizontale de N -rubans. Alors � peut être pav�ee d'une uniquefa�
on par des N -rubans ayant leur queue dans �#.D�emonstration. La preuve que nous allons exposer va �egalement donner un algorithme pourla 
onstru
tion de 
e pavage. On pro
�ede par r�e
urren
e sur j�j. Si j�j = 0, il n'y a rien �aprouver. Sinon, on 
onstruit par r�e
urren
e une suite b1; : : : ;bm de bô�tes de � de la fa�
onsuivante. Pour i 2 N� , soit Ei := fj 2 N� j (i;j) 2 �g. Soit i1 le plus grand entier tel que Ei1est non vide. Soit j1 le plus petit �el�ement de Ei1 , de telle sorte que b1 := (i1;j1) est la bô�tesitu�ee � le plus en haut �a gau
he � du diagramme de �. Supposons avoir 
onstruit bk = (i;j)ave
 k � 1. Si (i� 1;j) 2 �, on pose bk+1 := (i� 1;j). Si (i� 1;j) =2 � et (i;j +1) 2 �, on posebk+1 := (i;j + 1). Si au
un de 
es deux 
as n'a lieu, on s'arrête. Il est 
lair qu'on 
onstruitainsi une suite �nie b1; : : : ;bm de bô�tes de �, et que bm est la bô�te situ�ee � le plus en bas�a droite � de la 
omposante 
onnexe du diagramme de � 
ontenant b1. La �gure 5.2 montreles bô�tes b1; : : : ;bm sur un exemple.



Chapitre 5. Cal
ul des bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur 107
b
1


b
2
 b
3
 b
4


b
5
 b
6
 b
7
 b
8
 b
9


b
10
 b
11
 b
12
 b
13
 b
14
Fig. 5.2 { Quelques bô�tes d'une forme gau
he.L'observation 
ru
iale est que si T est un pavage de � satisfaisant les 
onditions del'�enon
�e, alors on doit avoir m � N et � := fb1; : : : ;bNg doit être un des rubans de T (par
ons�equent, on doit avoir bN 2 � #). Par d�e�nition de b1; : : : ;bN , �0 := � � � est en
ore uneforme gau
he. Puisque tout pavage de � satisfaisant les 
onditions de l'�enon
�e 
ontient �, �0doit en
ore être une bande horizontale de N -rubans. On peut don
 appliquer l'hypoth�ese der�e
urren
e �a �0 pour 
on
lure. �On d�e�nit le spin de la bande horizontale de N -rubans �, que l'on note spin(�), 
omme�etant �egal �a la somme des hauteurs de 
ha
un des rubans qui pavent le diagramme de �.
Fig. 5.3 { Une bande horizontale de 5-rubans de poids 4 et de spin 7.Soient � et � deux partitions, et N ,m 2 N� . Si � � � et si � := �=� est une bande horizontalede N -rubans de poids m, alors on poseL(N)�=�;m(q) := (�q)�spin(�):Sinon, on pose L(N)�=�;m(q) := 0.Introduisons en�n la notation suivante. Si � = (�1; : : : ;�r) est une partition en au plus rparts et s 2 Z, on poseu(s)� := u�1+s+r�1 ^ u�2+s+r�2 ^ � � � ^ u�r+s 2 �rqV [n;1℄:Nous pouvons maintenant �enon
er le r�esultat de Le
ler
 et Thibon. Pour la d�emonstrationdans le 
as o�u s = 0, nous renvoyons le le
teur �a [LT℄. La preuve dans le 
as g�en�eral o�u s 2 Zest similaire.
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k de niveau sup�erieurTh�eor�eme 5.3 ([LT℄, Theorem 6.4) Soit � une partition en au plus r parts, s 2 Z etk 2 N� . Alors on a dans �rqV [n;1℄,Uk:u(s)� =X� L(n)�=�;k(q)u(s)� et Vk:u(s)� =X� L(n)�=�;k(q)u(s)� ;o�u les sommes portent sur l'ensemble des partitions ayant au plus r parts. �Grâ
e �a 
e th�eor�eme et aux formules de Newton, on peut 
al
uler l'a
tion des bosons surles q-produits ext�erieurs ordonn�es de �rqV [n;1℄ sans avoir �a e�e
tuer de redressement. C'estpourquoi nous pr�ef�ererons utiliser 
ette m�ethode dans la pratique.Exemple 5.4 Prenons n = 2, r = 4, k = �2 et � = ;. Alors d'apr�es les formules de Newton,on a B�2 = 2V2 � V21 . On 
al
ule, pour s 2 Z,V1:u(s); = u(s)(2) � q�1u(s)(1;1);V1:u(s)(2) = u(s)(4) + u(s)(2;2) � q�1u(s)(2;1;1);V1:u(s)(1;1) = u(s)(3;1) � q�1u(s)(2;2) � q�1u(s)(1;1;1;1);V21 :u(s); = u(s)(4) � q�1u(s)(3;1) + (1 + q�2)u(s)(2;2) � q�1u(s)(2;1;1) + q�2u(s)(1;1;1;1);V2:u(s); = u(s)(4) � q�1u(s)(3;1) + q�2u(s)(2;2);d'o�u B�2:u(s); = u(s)(4) � q�1u(s)(3;1) + (�1 + q�2)u(s)(2;2) + q�1u(s)(2;1;1) � q�2u(s)(1;1;1;1);
omme on peut le v�eri�er �a l'aide des relations de redressement. �Remarque 5.5 Il est en fait possible de donner dire
tement une des
ription 
ombinatoirede l'a
tion des bosons sur les q-produits ext�erieurs ordonn�es de �rqV [n;1℄ (
f. [La℄). Cettedes
ription �etant plus 
ompliqu�ee, nous pr�ef�ererons travailler ave
 les op�erateurs Uk et Vk(k 2 N� ) introduits pr�e
�edemment. �5.1.1.2 A
tion de H sur �s[n;1℄Soit v 2 �rqV [n;1℄, m 2 N� et k > r + nm. D'apr�es le lemme 3.5 (ii), l'expressionB�m(v ^ us�r ^ us�r�1 ^ � � � ^ us�t+1) ^ us�t ^ us�t�1 ^ � � � ^ us�k+1ne d�epend pas de t 2 [[r + nm ; k � 1℄℄. Par ailleurs, on a pour tout a 2 N� ,Vm =X�2��(m);�B�� 2 End(�aqV [n;1℄);et les 
oeÆ
ients �(m);� ne d�ependent pas de a. Il s'ensuit que l'expression
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k de niveau sup�erieur 109Vm(v ^ us�r ^ us�r�1 ^ � � � ^ us�t+1) ^ us�t ^ us�t�1 ^ � � � ^ us�k+1ne d�epend pas de t 2 [[r + nm ; k � 1℄℄. Par 
ons�equent, on peut d�e�nir un endomorphismeVm 2 End(�s[n;1℄) en posant, pour v 2 �rqV [n;1℄,Vm(v ^ js� ri) := Vm(v ^ us�r ^ us�r�1 ^ � � � ^ us�t+1) ^ js� ti;et 
ette expression ne d�epend pas de t � r+nm. De même, on peut d�e�nir un endomorphismeUm 2 End(�s[n;1℄) en posant, pour v 2 �rqV [n;1℄,Um(v ^ js� ri) := Um(v ^ us�r ^ us�r�1 ^ � � � ^ us�t+1) ^ js� ti;et 
ette expression ne d�epend pas de t � r + nm. Notons que pour tout r 2 N� , on a les�egalit�es suivantes dans End(�rqV [n;1℄) :Um =X�2��(m);�B� et Vm = X�2��(m);�B��;par 
ons�equent, 
es �egalit�es sont en
ore vraies dans End(�s[n;1℄). Compte tenu de la d�e�nitiondes op�erateurs Um, Vm 2 End(�s[n;1℄) et du th�eor�eme 5.3, on a les expressions suivantes dans�s[n;1℄.Proposition 5.6 Soit � 2 � et k 2 N� . Alors on a dans �s[n;1℄,Uk:j�;si = X�2�L(n)�=�;k(q) j�;si et Vk:j�;si =X�2�L(n)�=�;k(q) j�;si (� 2 �): �Comme pour �rqV [n;1℄, 
ette proposition et les formules de Newton permettent de 
al
ulerl'a
tion des bosons Bm, m 2 Z� sur �s[n;1℄ sans faire de redressement. Par exemple, pourn = 2 et k = �2, on a pour tout s 2 Z,B�2:j;;si = j(4);si � q�1j(3;1);si + (�1 + q�2)j(2;2);si + q�1j(2;1;1);si � q�2j(1;1;1;1);si(
f. exemple 5.4).Remarque 5.7 Il d�e
oule de 
e qui pr�e
�ede que l'a
tion en niveau 1 des bosons sur lespartitions 
harg�ees ne d�epend pas de la 
harge s. Ce
i provient du fait que les relations deredressement en niveau l = 1 sont elles-mêmes invariantes par translation suivant s 2 Zarbitraire. Plus pr�e
is�ement, soit k = (k1;k2) 2 Z2 tel que k1 � k2. �E
rivons la relationdonnant le redressement de uk1 ^ uk2 sous la formeuk1 ^ uk2 = Xl1�l2 �k1;k2;l1;l2(q)ul1 ^ ul2 (�k1;k2;l1;l2(q) 2 Z[q;q�1℄):
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(k2�s)�
(k1�s) � 
(k2)�
(k1) mod n (et d(k2�s)�d(k1�s) = d(k2)�d(k1) = 0):Il s'ensuit que uk1�s ^ uk2�s = Xl1�l2 �k1;k2;l1;l2(q)ul1�s ^ ul2�s;soit en
ore �k1�s;k2�s;l1�s;l2�s(q) = �k1;k2;l1;l2(q) pour tout (k1;k2;l1;l2;s) 2 Z5 tel que l1 � l2.Puisque l'a
tion des bosons sur �s[n;1℄ est d�e�nie �a l'aide de redressements de q-produitsext�erieurs non ordonn�es, la remarque s'ensuit. Par 
ontre, 
et argument tombe en d�efautsi on suppose que l > 1. En e�et, on a pour n = l = 2, u0 ^ u3 = �q�1u3 ^ u0 alors queu1^u4 = u4^u1+(q�q�1)u3^u2 (
e
i provient du fait que d(3) = d(0) alors que d(4) 6= d(1)dans 
e 
as). On peut alors trouver deux multi-
harges sl et tl telles que les a
tions de H surFq[sl℄ et Fq[tl℄ soient e�e
tivement di��erentes (
f. exemple 5.13). �5.1.2 A
tion de H sur les ve
teurs j�l;sli lorsque (�l;sl) est tr�es dominantOn se pla
e �a nouveau dans �s[n;l℄ ave
 l � 1 quel
onque. Suivant [U2℄, nous allons voirmaintenant qu'il est possible, dans 
ertains 
as, de 
al
uler l'a
tion de Bm (m 2 Z�) sur leve
teur j�l;sli, (�l 2 �l sl 2 Zl(s)) en se ramenant au 
as du niveau 1. Grâ
e aux r�esultatsdu paragraphe pr�e
�edent, on peut don
 se passer des relations de redressement dans 
e 
as.Ce
i motive la d�e�nition suivante.D�e�nition 5.8 Soit M , N 2 N� , � 2 �N , s = (s1; : : : ;sN ) 2 ZN. On dit que le 
ouple (�;s)est M -dominant si on a si � si+1 �M + j�j (1 � i � N � 1):En parti
ulier, le 
ouple (;;s) 2 �N �ZN est M -dominant si et seulement si la multi-
harges est M -dominante, au sens de la d�e�nition 4.29. �Introduisons la notation suivante. Soit x 2 End(�s[n;1℄) un op�erateur agissant sur lesve
teurs de la base standard de �s[n;1℄ parx:j�;si = X�2� x(s)�;� j�;si (� 2 �; x(s)�;� 2 K):On d�e�nit alors, pour b 2 [[1 ; l℄℄, un op�erateur x[b℄ 2 End(�s[n;l℄) parx[b℄:j�l;sli = X�2� x(sb)�(b);� ���(�(1); : : : ;�(b�1);�;�(b+1); : : : ;�(l));slE(�l = (�(1); : : : ;�(l)) 2 �l; sl = (s1; : : : ;sl) 2 Zl(s)) ;autrement dit, x[b℄ agit 
omme x sur la b-i�eme 
omposante et laisse in
hang�ee les autres.Exemple 5.9 Prenons n = 2, l = 1 et s 2 Z. Alors on a (
f. paragraphe pr�e
�edent)
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k de niveau sup�erieur 111B�2:j;;si = j(4);si � q�1j(3;1);si + (�1 + q�2)j(2;2);si + q�1j(2;1;1);si � q�2j(1;1;1;1);si:Par 
ons�equent, pour n = 2, l = 2 et sl 2 Z2, on aB�2[1℄:j;l;sli = j((4);;);sli � q�1j((3;1);;);sli+ (�1 + q�2)j((2;2);;);sli+q�1j((2;1;1);;);sli � q�2j((1;1;1;1);;);sli;B�2[2℄:j;l;sli = j(;;(4));sli � q�1j(;;(3;1));sli+ (�1 + q�2)j(;;(2;2));sli+q�1j(;;(2;1;1));sli � q�2j(;;(1;1;1;1));sli: �Uglov a prouv�e le remarquable r�esultat suivant, que nous admettrons.Th�eor�eme 5.10 ([U2℄, Proposition 5.3) Soit m 2 Z�, et em := max(0; �m). Supposonsque (�l;sl) est nem-dominant. Alors on aBm:j�l;sli = lXb=1 q(b�1)jmjBm[b℄:j�l;sli: �Ce th�eor�eme montre que dans 
ertains 
as, on peut se ramener �a 
al
uler l'a
tion desbosons en niveau 1 et don
 �eviter ainsi de manipuler les relations de redressement. (Uglov aaussi donn�e un r�esultat similaire pour l'indexation �n, dont nous n'aurons pas besoin i
i.)Remarque 5.11 Supposons que l'on a sp�e
ialis�e q �a 1. Notons alors F[sl℄ la sp�e
ialisation�a q = 1 de l'espa
e de Fo
k. Il est possible de sp�e
ialiser l'alg�ebre quantique U 0q(bsln) �a q = 1[Jo℄ ; l'alg�ebre obtenue est isomorphe �a U(bsln), l'alg�ebre enveloppante de bsln [Ka
℄. On a alorsl'isomorphisme de U(bsln)-modules(�) F[sl℄ �= F[sl℄
 � � � 
F[sl℄; j�l;sli 7! j�(1)l ; s1i 
 � � � 
 j�(l)l ; sli:Ainsi F[sl℄ s'identi�e �a un produit tensoriel de l espa
es de Fo
k de niveau 1 sp�e
ialis�es �aq = 1. Notons que tous les F[sl℄, sl 2 Zl sont isomorphes, don
 il n'y a pas lieu de 
onsid�ererles multi-
harges �a q = 1. Soitm 2 Z�. Alors Bm appartient une alg�ebre de Lie de Heisenberg,dont l'a
tion sur les produits tensoriels est donn�ee parBm:(u1 
 � � � 
 ul) = lXb=1 u1 
 � � � 
 (Bm:ub)
 � � � 
 ul �u1 2 F[sl℄; : : : ;ul 2 F[sl℄�:Le th�eor�eme 5.10 montre que l'a
tion �a q = 1 de Bm est 
ompatible ave
 l'isomorphisme(�). Ce th�eor�eme donne en fait un analogue quantique de 
e fait dans le 
as o�u sl serait� in�niment dominante � ; dans 
e 
as, Fq[sl℄ s'identi�erait en
ore �a un produit tensorield'espa
es de Fo
k de niveau 1. �
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es de Fo
k de niveau sup�erieurRemarque 5.12 Soit m1, m2 2 N� . Supposons que (�l;sl) est (m1 +m2)n-dominant. Onpeut alors 
al
uler B�m1 :j�l;sli �a l'aide du th�eor�eme 5.10. On trouve ainsi une 
ombinaisonlin�eaire de ve
teurs j�l;sli, ave
 �l 2 �l. Soit �l 2 �l une multi-partition telle que j�l;sliapparâ�t dans 
ette 
ombinaison lin�eaire. D'apr�es la remarque 3.23, on awt(j�l;sli) = wt(j�l;sli)�m1Æ:La formule (W1) implique que j�lj = j�lj + nm1 et don
 que (�l;sl) est m2n-dominant.On peut don
 �a nouveau appliquer le th�eor�eme 5.10 pour 
al
uler B�m2 :j�l;sli. Finalement,nous avons ainsi pu 
al
uler l'a
tion de B�m2B�m1 sur j�l;sli grâ
e au th�eor�eme 5.10. Plusg�en�eralement, si � 2 � et si (�l;sl) est j�jn-dominant, alors on peut 
al
uler B��:j�l;slien appliquant �a plusieurs reprises le th�eor�eme 5.10, 
e qui nous permet, l�a en
ore, de nouspasser des relations de redressement. �Exemple 5.13(i) Prenons n = 2, l = 2, m = �2, �l = ;l et sl = (2;�2). Alors (�l;sl) est njmj-dominant,don
 d'apr�es le th�eor�eme 5.10 et l'exemple 5.9, on aB�2:j;l;sli = B�2[1℄:j;l;sli+ q2B�2[2℄:j;l;sli= j((4);;);sli � q�1j((3;1);;);sli+ (�1 + q�2)j((2;2);;);sli+q�1j((2;1;1);;);sli � q�2j((1;1;1;1);;);sli+q2j(;;(4));sli � qj(;;(3;1));sli+ (�q2 + 1)j(;;(2;2));sli+qj(;;(2;1;1));sli � j(;;(1;1;1;1));sli:(ii) Prenons n = 2, l = 2, m = �2, �l = ;l et sl = (0;0). Alors (�l;sl) n'est pas njmj-dominant, don
 le th�eor�eme 5.10 ne s'applique pas. En fait, on peut montrer (
f. exemple5.14) queB�2:j;l;sli = qj((4);;);sli � j((3;1);;);sli+ (�q2 + 1)j((2;2);;);sli+qj((2;1;1);;);sli � j((1;1;1;1);;);sli+j(;;(4));sli � q�1j(;;(3;1));sli+ (�1 + q�2)j(;;(2;2));sli+j(;;(2;1;1));sli � q�1j(;;(1;1;1;1));sli+(q2 � 1)j((2);(2));sli+ (�q + q�1)j((1);(2;1));sli+(�q + q�1)j((2;1);(1));sli+ (1� q�2)j((1;1);(1;1));sli: �5.1.3 A
tion de H sur les ve
teurs j;l;sli, sl 2 Zl(s)5.1.3.1 M�ethode de 
al
ul et exempleNous ne 
onnaissons pas de formule 
ombinatoire permettant de d�e
rire l'a
tion de H surle ve
teur j�l;sli lorsque (�l;sl) ne v�eri�e pas les hypoth�eses du th�eor�eme 5.10. Pourtant,
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al
uler sans faire de redressement l'a
tion de H sur les ve
teurs j;l;sli, o�usl 2 Zl(s) est quel
onque. Voi
i la d�emar
he que nous allons suivre. Soit sl 2 Zl(s). PuisqueBm:j;l;sli = 0 pour tout m 2 N� , il suÆt de savoir 
al
uler l'a
tion de B�� sur le ve
teurj;l;sli pour tout � 2 �. Soit � 2 �. En faisant agir le groupe de Weyl _Wl sur Zl(s), nouspouvons trouver tl 2 _Wl:sl telle que tl est nj�j-dominante (
f. lemme 5.15). Puisque tl est
onjugu�ee �a sl sous l'a
tion de _Wl, nous serons, grâ
e au 
orollaire 5.17, �a même de 
onstruire_u 2 Up(bsll) tel que j;l;sli = _u:j;l;tli ;de plus, _u a une expression simple en termes de g�en�erateurs de Chevalley de Up(bsll). Nousd�e
rirons au paragraphe 5.1.3.3 une m�ethode permettant de 
al
uler de fa�
on pratique _u.Puisque l'a
tion de H 
ommute �a 
elle de U 0p(bsll), on aB��:j;l;sli = _u:(B��:j;l;tli):Puisque tl est nj�j-dominante, nous avons vu pr�e
�edemment 
omment 
al
uler B��:j;l;tli�a l'aide du th�eor�eme 5.10. On obtient ainsi une 
ombinaison lin�eaire de ve
teurs de la basestandard de �s, qu'on exprime �a l'aide de l'indexation �n. On peut ainsi 
al
uler de fa�
on
ommode, �a l'aide de la proposition 3.7, leur image par l'op�erateur _u, 
e qui nous donne�nalement l'expression de B��:j;l;sli dans la base standard de �s sans avoir e�e
tu�e un seulredressement.Exemple 5.14 Prenons n = 2, l = 2, � = 2 et sl = (0;0). Alors tl := (2; � 2) = _�0:sl est
onjugu�ee �a sl sous l'a
tion de _Wl, et de plus tl est nj�j-dominante. On peut don
 
al
ulerB��:j;l;tli �a l'aide du th�eor�eme 5.10 ; on trouve (
f. exemple 5.13 (i))B��:j;l;tli = j((4);;);tli � q�1j((3;1);;);tli+ (�1 + q�2)j((2;2);;);tli+q�1j((2;1;1);;);tli � q�2j((1;1;1;1);;);tli+q2j(;;(4));tli � qj(;;(3;1));tli+ (�q2 + 1)j(;;(2;2));tli+qj(;;(2;1;1));tli � j(;;(1;1;1;1));tli= j((1);(5));(0;0)i� � q�1j((5);(1));(0;0)i� + (�1 + q�2)j((3);(3));(0;0)i�+q�1j((1);(3;2));(0;0)i� � q�2j((3;2);(1));(0;0)i�+q2j((1);(2;2;1));(0;0)i� � qj((2;2;1);(1));(0;0)i�+(�q2 + 1)j((1;1;1);(1;1;1));(0;0)i�+qj((1);(1;1;1;1;1));(0;0)i� � j((1;1;1;1;1);(1));(0;0)i� :Par ailleurs, on v�eri�e ais�ement quej;l;sli = _e20:j;l;tli(pour trouver 
et �el�ement _e20, le le
teur pourra suivre la m�ethode d�e
rite au paragraphe5.1.3.3). Par 
ons�equent, on a B��:j;l;sli = _e20:B��:j;l;tli. Compte tenu de l'expression de
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i-dessus et de la proposition 3.7, on trouve, en revenant �a l'indexation�l, l'expression suivante (
f. exemple 5.13 (ii)) :B��:j;l;sli = qj((4);;);sli � j((3;1);;);sli+ (�q2 + 1)j((2;2);;);sli+qj((2;1;1);;);sli � j((1;1;1;1);;);sli+j(;;(4));sli � q�1j(;;(3;1));sli+ (�1 + q�2)j(;;(2;2));sli+j(;;(2;1;1));sli � q�1j(;;(1;1;1;1));sli+(q2 � 1)j((2);(2));sli+ (�q + q�1)j((1);(2;1));sli+(�q + q�1)j((2;1);(1));sli+ (1� q�2)j((1;1);(1;1));sli: �5.1.3.2 �Enon
�e et d�emonstration des r�esultats utilis�es au paragraphe 5.1.3.1Nous allons �a pr�esent �enon
er et prouver le lemme 5.15 et le 
orollaire 5.17 auxquels nousavons fait allusion au paragraphe 5.1.3.1.Lemme 5.15 Soit sl 2 Zl(s), et M 2 N� . Alors il existe tl 2 _Wl:sl telle que tl est nM -dominante.D�emonstration. Posons � := ((l�1)M;(l�2)M; : : : ;M;� l(l�1)M=2) 2 Zl(0), de telle sorteque _y� 2 _Wl (
f. paragraphe 4.1.1). Choisissons _� 2 Sl � _Wl tel que al = (a1; : : : ;al) := _�:slv�eri�e a1 � a2 � : : : � al. Alors l'�el�ement tl := _y� _�:sl 
onvient. �Soient al 2 Zl(s) et bl 2 Zl(s) deux multi-
harges 
onjugu�ees sous l'a
tion de _Wl. Nousallons maintenant montrer qu'il existe _u 2 Up(bsll) tel que j;l;bli = _u:j;l;ali. Rappelons quenous avons d�e�ni, pour sn 2 Zn(s), _w 2 P(Fp[sn℄�) et i 2 [[0 ; l� 1℄℄ tel que _w+ _�i n'est pasun poids de Fp[sn℄�, une bije
tion _�i : �n(sn; _w)! �n(sn; _�i: _w) (
f. paragraphe 4.2.2).Proposition 5.16 Soit rl 2 Al;n(s), et sl = (s1; : : : ;sl) 2 _Wl:rl. Posons s0 := sl + n.Soit _� 2 _Wl l'�el�ement de longueur minimale telle que sl = _�:rl. Fixons une expressionr�eduite _� = _�ir : : : _�i1 de _�. Soit par ailleurs rn l'unique multi-
harge de An;l(s) telle quej;n;rni� = j;l;rli (
f. proposition 3.14). Alors l'�el�ement�n := _�ir : : : _�i1(;n) 2 �nest bien d�e�ni, et si i 2 [[0 ; l � 1℄℄ est tel que si > si+1, alors _wt(j�n;rni�) + _�i n'est pas unpoids de Fp[rn℄�. De plus, on a j;l; sli = j�n;rni�:D�emonstration. On pro
�ede par r�e
urren
e sur r = `( _�). Supposons que r = 0. Par 
onven-tion, on a �n = ;n, et l'�egalit�e j;l; sli = j�n;rni� est �evidente. De plus, la formule (W3)montre que pour tout 0 � i � l� 1, _wt(j�n;rni�)+ _�i = _wt(j;n;rni�)+ _�i n'est pas un poids
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urren
e, l'�el�ement �n := _�ir�1 : : : _�i1(;n)est bien d�e�ni. Soit _w0 := _wt(j�n;rni�), _�0 := _�ir�1 : : : _�i1 et tl = (t1; : : : ;tl) := _�0:rl. Posonst0 := tl + n. Puisque `( _�ir _�0) = `( _�0) + 1, la proposition 1.31 implique que tir > tir+1, don
par hypoth�ese de r�e
urren
e, _w0+ _�ir n'est pas un poids de Fp[rn℄�. Par 
ons�equent, l'�el�ement�n := _�ir(�n) 2 �n est bien d�e�ni.Toujours par hypoth�ese de r�e
urren
e, on a u := j;l; tli = j�n;rni� 2 �sh _w0i. Soitx := j;l; sli et y := j�n;rni� ; il faut montrer que x = y. Montrons tout d'abord que xappartient �a Fp[rn℄�. Puisque sl 2 _Wl:tl, on a �s1+� � �+�sl = �t1+: : :+�tl . Par 
ons�equent,la formule (W1) montre que wt(x) � wt(u) mod ZÆ, soit en
ore wt(x) 2 (wt(u) mod ZÆ). Oru = j�n;rni�, don
 wt(u) 2 '(rn) d'apr�es la formule (W4). Ainsi wt(x) 2 '(rn), don
 d'apr�esla proposition 3.21, on a x 2Lw2'(rn) �shwi = Fp[rn℄�. Par ailleurs, d'apr�es le lemme 4.2et la d�e�nition de _�ir , on a _wt(x) = _wt(y) = _�ir : _w0. Ainsi x et y appartiennent au sous-espa
e de poids _w := _�ir : _w0 de Fp[rn℄�. D'apr�es la formule (W3), le sous-espa
e de Fp[rn℄� depoids _w00 := _wt(j;n;rni�) est de dimension 1. Puisque le 
ara
t�ere formel du Up(bsll)-moduleint�egrable Fp[rn℄� est invariant sous l'a
tion du groupe de Weyl _Wl, on adim(Fp[rn℄�h _�ir : _w0i) = dim(Fp[rn℄�h _�: _w00i) = dim(Fp[rn℄�h _w00i) = 1:Ainsi, x et y sont deux �el�ements de la base standard de �s qui appartiennent �a un sous-espa
ede dimension 1, don
 x = y.Soit 0 � i � l � 1 tel que si � si+1 > 0. Il faut montrer que _w + _�i n'est pas un poids deFp[rn℄�. Posons_"i := max fm 2 N j _emi :x 6= 0g et _'i := maxfm 2 N j _fmi :x 6= 0g:La th�eorie des Up(sl2)-modules nous donne la relation( _wt(x); _�i) = _'i � _"i:D'apr�es la formule (W2), on a ( _wt(x); _�i) = ( _wt(j;l;sli) ; _�i) = si � si+1. On a don
_'i � _"i = si � si+1 > 0;d'o�u _'i > _"i � 0. Par 
ons�equent, _w� _�i est un poids de Fp[rn℄�. Puisque le 
ara
t�ere formelde Fp[rn℄� est stable sous l'a
tion du groupe de Weyl _Wl, _w00 � _�: _�i = _�:( _w � _�i) est aussiun poids de Fp[rn℄�. Remarquons que la formule (W3) implique que si _w00 � _z est un poidsde Fp[rn℄�, alors _z 2Pl�1j=0 N _�j et _w00+ _z n'est pas un poids de Fp[rn℄�. En appliquant 
e
i �az := _�: _�i et en utilisant �a nouveau l'invarian
e du 
ara
t�ere formel de Fp[rn℄� sous l'a
tionde _Wl, on voit que _w + _�i n'est pas un poids de Fp[rn℄�. �Le r�esultat qui suit est un raÆnement de [U2, Corollary 4.9℄.
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k de niveau sup�erieurCorollaire 5.17 Soit rl 2 Al;n(s), et sl = (s1; : : : ;sl) 2 _Wl:rl. Alors il existe k1; : : : ;kr 2 N�et i1; : : : ;ir 2 [[0 ; l� 1℄℄, que l'on peut 
al
uler de fa�
on expli
ite, tels que ij 6= ij+1 pour tout1 � j � r � 1,j;l;rli = _e(k1)i1 � � � _e(kr)ir :j;l;sli et j;l;sli = _f (kr)ir � � � _f (k1)i1 :j;l;rli:D�emonstration. Soit _� 2 _Wl l'�el�ement de longueur minimale telle que sl = _�:rl. Nous allonsdonner un algorithme pour 
al
uler une expression r�eduite de _�. On pro
�ede par r�e
urren
esur r := `( _�). Si r = 0, ou de fa�
on �equivalente si sl = rl, il n'y a rien �a faire. Si r > 0, alorssl =2 Al;n(s), don
 par d�e�nition de Al;n(s), il existe ir 2 [[0 ; l�1℄℄ tel que sir < sir+1 (
ommed'habitude, on a pos�e s0 := n+ sl). D'apr�es la proposition 1.31, on a `( _�ir _�) = `( _�)� 1. Parhypoth�ese de r�e
urren
e, on peut trouver i1; : : : ;ir�1 2 [[0 ; l� 1℄℄ tels que _�ir _� = _�ir�1 : : : _�i1 .Puisque `( _�) = r, _� = _�ir _�ir�1 : : : _�i1 est une expression r�eduite de _�, 
e qui a
h�eve lar�e
urren
e. Nous avons ainsi exhib�e une expression r�eduite _� = _�ir _�ir�1 : : : _�i1 de _� ; puisque
ette expression est r�eduite, on a bien ij 6= ij+1 pour tout 1 � j � r � 1. Soit rn l'uniquemulti-
harge de An;l(s) telle que j;n;rni� = j;l;rli (
f. proposition 3.14). Alors d'apr�es laproposition 5.16, on a j;l; sli = j _�ir : : : _�i1(;n);rni�:Pour 1 � j � r, posons kj := j _�ij : : : _�i1(;n)j� j _�ij�1 : : : _�i1(;n)j. Alors d'apr�es la proposition4.7 (ii), on aj;l;rli = j;n;rni� = _e(k1)i1 � � � _e(kr)ir :j _�ir : : : _�i1(;n);rni� = _e(k1)i1 � � � _e(kr)ir :j;r;sli;et la même proposition nous donne l'�egalit�e j;l;sli = _f (kr)ir � � � _f (k1)i1 :j;l;rli. �Remarque 5.18 Soit rn 2 An;l(s), et sn 2 Wn:rn. Alors on peut, de la même fa�
on,trouver k1; : : : ;kr 2 N� et i1; : : : ;ir 2 [[0 ; n � 1℄℄ tels que ij 6= ij+1 pour tout 1 � j � r � 1,j;n;rni� = e(k1)i1 � � � e(kr)ir :j;n;sni� et j;n;sni� = f (kr)ir � � � f (k1)i1 :j;n;rni�. �5.1.3.3 Un exemple illustrant le 
orollaire 5.17Prenons n = 2, l = 3, s = 0, al = (1; � 3;2) et bl = (0; � 1;1). Clairement, al et bl sont_Wl-
onjugu�es �a 
l := (1;0; � 1) 2 Al;n(s). Le but de 
et exemple est de trouver _u 2 Up(bsll)tel que j;l;ali = _u:j;l;bli. Chaque ligne du tableau qui suit 
omporte une multi-
hargesl = (s1; : : : ;sl), puis un indi
e i 2 [[0 ; l � 1℄℄ (s'il existe) tel que si < si+1. La multi-
hargede la ligne suivante est �i:sl. On 
ommen
e par remplir le tableau ave
 al et on s'arrêtelorsqu'on tombe sur une multi-
harge qui est dans Al;n(s) (
elle-
i ne peut être autre que 
l).(1;� 3;2) i = 2(1;2; � 3) i = 0(�1;2; � 1) i = 1(2;� 1;� 1) i = 0(1;� 1;0) i = 2(1;0; � 1)
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 al = _�ir : : : _�i1 :
l, ave
 r = 5 et (ir; : : : ;i1) = (2;0;1;0;2). D'apr�es la pro-position 5.17, on a j;l;ali = j�n;
ni�, o�u 
n 2 Anl(s) est tel que j;l;
li = j;n;
ni� et�n := _�ir � � � _�i1(;n). On 
al
ule 
n (par exemple, ave
 la formule (;n;
n) = � 0n��1l (;l;
l)) eton trouve 
n = (1; � 1):On 
al
ule ensuite par r�e
urren
e les multi-partitions �(j)n := _�ij � � � _�i1(;n) (0 � j � r) �apartir de �(0)n = ;n. Pour 1 � j � r, l'entier kj de la preuve du 
orollaire 5.17 est alorsle nombre de ij-n�uds de type A de (�(j�1)n ;
n), et �(j)n est la multi-partition obtenue enajoutant 
es n�uds �a �(j�1)n . Les �el�ements ij , kj et �(j)n sont list�es dans le tableau 
i-dessous.j �(j)n ij+1 kj+10 (();()) 2 11 (();(1)) 0 12 (();(2)) 1 33 ((1);(3;1)) 0 24 ((1;1);(3;1;1)) 1 55 ((2;1;1);(4;2;1;1))Par 
ons�equent, d'apr�es le 
orollaire 5.17, on aj;l;ali = _f (5)2 _f (2)0 _f (3)1 _f (1)0 _f (1)2 :j;l;
li:E�e
tuons le même travail pour bl.(0;� 1;1) i = 2(0;1; � 1) i = 1(1;0; � 1)On a don
 bl = _�ir : : : _�i1 :
l, ave
 r = 2 et (i2;i1) = (2;1). De même, on 
al
ule les entiers kjasso
i�es �a (
l;bl), qu'on liste dans le tableau suivant.j �(j)n ij+1 kj+10 (();()) 1 11 ((1);(1)) 2 22 ((2);(1))Par 
ons�equent, on a j;l;
li = _e(1)1 _e(2)2 :j;l;bli. Nous avons ainsi d�emontr�e quej;l;(1; � 3;2)i = _f (5)2 _f (2)0 _f (3)1 _f (1)0 _f (1)2 _e(1)1 _e(2)2 :j;l;(0;� 1;1)i;
omme on peut le v�eri�er dire
tement.
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tion de l'involution5.2.1 Une base de Mq[sl℄ (sl 2 Zl(s))Commen�
ons par rappeler plusieurs notations utilis�ees pr�e
�edemment dans 
e m�emoire.* (Voir paragraphe 1.1.1.) Soit �l 2 �l, et D(�l) � N3 le diagramme de Young de�l, que nous identi�erons �a �l. Alors le n�ud 
 de �l � N3 a pour 
oordonn�ees
 = (i(
);j(
);b(
)). Rappelons que ��l d�esigne la fronti�ere de �l.* (Voir paragraphe 3.4.2.) Soit vl 2 Xl;n := �(v1; : : : ;vl) 2 Zl j n� 1 � v1 � � � � � vl � 0	.Soit �l[vl;n℄Æ l'ensemble des multi-partitions indexant les sommets du graphe 
ristallinde Uq(bsln):j;l;vli.Fixons une multi-
harge vl 2 Xl;n. Dans [Ja℄, Ja
on donne une base du Uq(bsln)-moduleirr�edu
tible Uq(bsln):j;l;vli. Pour 
e faire, il asso
ie �a �l 2 �l[vl;n℄Æ une suite d'entiersJa
(�l;vl;n) = (i1; : : : ;ik) 2 [[0 ; n� 1℄℄k;que nous appellerons suite de Ja
on (
ette suite est appel�ee a-sequen
e dans [Ja℄). Nous al-lons rappeler la 
onstru
tion des suites de Ja
on, puis �enon
er le th�eor�eme de Ja
on donnantune base de Uq(bsln):j;l;sli lorsque sl 2 Xl;n. Nous pourrons alors donner une base du mêmetype lorsque sl 2 Zl(s) est quel
onque.Fixons �a nouveau une multi-
harge vl 2 Xl;n. Pour �l 2 �l, 0 � k � n� 1, introduisonsl'ensemble Xk(�l) := n
 2 �l de type R �� resn(
;vl) = k mod n et(� 2 ��l; resn(�;vl) = k � 1 mod n)) j(
) > j(�)o:Exemple 5.19 Prenons n = 4, l = 2, vl = (3;1) et �l = ((4;2);(4;1)). On a alorsX0(�l) = f(1;4;2)g ; X1(�l) = ;; X2(�l) = f(1;4;1)g et X3(�l) = ;:En e�et, (2;1;2) est un 0-n�ud de type R de (�l;vl), mais le n�ud (2;2;1) est un n�ud situ�esur la fronti�ere de �l, son r�esidu vaut 3 mod n = 0 � 1 mod n et on a j(2;2;1) > j(2;1;2) ;par 
ons�equent (2;1;2) =2 X0(�l). De même, en 
onsid�erant le n�ud (1;4;1), on voit que(2;2;1) =2 X3(�l). �Ja
on a d�emontr�e le r�esultat suivant, que nous admettrons.Proposition 5.20 ([Ja℄, Lemmas 4.2 & 4.3) Soit vl 2 Xl;n et �l = (�(1); : : : ;�(b)) 2�l[vl;n℄Æ , �l 6= ;l. Soit jmax := maxn�(b)1 j 1 � b � lo la plus grande part de �l. Alors ilexiste k 2 [[0 ; n� 1℄℄ tel que Xk(�l) \ f
 2 �l j j(
) = jmaxgest non vide. De plus, la multi-partition ayant pour diagramme de Young D(�l) n Xk(�l)appartient �a �l[vl;n℄Æ. �
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on Ja
(�l) et les �el�ements de Ja
on F (�l)(�l 2 �l[vl;n℄Æ) par r�e
urren
e 
omme suit. Notons que 
es quantit�es d�ependent de vl et n.{ Par d�e�nition, Ja
(;l) est la suite vide, et on pose F (;l) := 1 2 Uq(bsln).{ Si �l 2 �l[vl;n℄Æ n f;lg, on 
hoisit k 2 [[0 ; n � 1℄℄ minimal donn�e par la propositionpr�e
�edente. Alors la multi-partition �l ayant pour diagramme de Young D(�l)nXk(�l)appartient �a �l[vl;n℄Æ , don
 par hypoth�ese de r�e
urren
e, Ja
(�l) et F (�l) sont biend�e�nis. On pose alorsJa
(�l) := Ja
(�l): (k; : : : ;k)| {z }℄Xk(�l) fois et F (�l) := f�℄Xk(�l)�k F (�l):(I
i, si u = (i1; : : : ;ia) et v = (j1; : : : ;jb) sont deux suites d'entiers, la suiteu:v := (i1; : : : ;ia;j1; : : : ;jb)d�esigne la 
on
at�enation de la suite u et de la suite v.) Attention, les �el�ements F (�l;vl;n)sont des produits de 
ertaines puissan
es divis�ees des fi. �Exemple 5.22 Prenons n = 4, l = 2, vl = (3;1) et �l = ((4;2);(4;1)). On v�eri�e, parexemple �a l'aide du th�eor�eme 3.27, que �l 2 �l[vl;n℄Æ . Chaque ligne du tableau suivant
omporte d'abord une multi-partition �l, puis l'entier k 2 [[0 ; n� 1℄℄ minimal donn�e par laproposition 5.20, et en�n le 
ardinal de Xk(�l). On pla
e alors �a la ligne suivante la multi-partition dont le diagramme de Young est D(�l)nXk(�l). On 
ommen
e �a remplir le tableauave
 �l := �l et on s'arrête lorsque �l = ;l.�l k ℄Xk(�l)�(4;2);(4;1)� 0 1�(4;2);(3;1)� 2 1�(3;2);(3;1)� 1 1�(2;2);(3;1)� 3 2�(2;1);(2;1)� 0 2�(1;1);(2)� 2 2�(1);(1)� 1 1�(1);;� 3 1�;;;�On a don
Ja
(�l) = (3;1;2;2;0;0;3;3;1;2;0) et F (�l) = f (1)0 f (1)2 f (1)1 f (2)3 f (2)0 f (2)2 f (1)1 f (1)3 : �
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on a d�emontr�e le r�esultat suivant.Th�eor�eme 5.23 ([Ja℄, Proposition 4.6) Soit vl 2 Xl;n et �l 2 �l[vl;n℄Æ. AlorsF (�l):j;l;vli 2 j�l;vli+ M�l2�la(�l)>a(�l)Z[q;q�1℄:j�l;vli;o�u a : �l ! Z d�esigne la a-valeur ([Ja, Lu1℄). �Nous n'aurons pas besoin, dans 
e m�emoire, de la d�e�nition de 
ette a-valeur, ni de savoirla 
al
uler. La seule partie de 
e th�eor�eme que nous utiliserons est 
ette propri�et�e d'unitrian-gularit�e, qui implique le r�esultat suivant.Corollaire 5.24 Soit sl = (s1; : : : ;sl) 2 Zl(s), et vl = (v1; : : : ;vl) l'unique �el�ement de Xl;ntel que �v1 + � � �+�vl = �s1 + � � �+�sl (voir remarque 3.10). Pour �l 2 �l[vl;n℄Æ, soit F (�l)l'�el�ement de Ja
on asso
i�e �a �l, vl et n. AlorsnF (�l):j;l;sli j �l 2 �l[vl;n℄Æoest une base de Uq(bsln):j;l;sli.D�emonstration. Fixons un sous-espa
e de poids w de M := Uq(bsln):j;l;vli, et posonsBw := n�l 2 �l[vl;n℄Æ �� j�l;vli 2Mhwio :Puisque �l[vl;n℄Æ indexe les sommets du graphe 
ristallin de M , on a dimMhwi = ℄Bw.D'apr�es le th�eor�eme pr�e
�edent, fF (�l):j;l;sli j �l 2 Bwg est une partie libre de Mhwi, don
par 
ardinalit�e, 
'en est une base. Puisque M est la somme dire
te de ses sous-espa
es depoids, �F (�l):j;l;vli j �l 2 �l[vl;n℄Æ	 est une base de M . Maintenant, par d�e�nition de vl,il existe un isomorphisme de U 0q(bsln)-modules U 0q(bsln):j;l;vli ! U 0q(bsln):j;l;sli qui envoieu:j;l;vli sur u:j;l;sli (u 2 U 0q(bsln)). Par 
ons�equent,nF (�l):j;l;sli j �l 2 �l[vl;n℄Æoest une base de l'espa
e ve
toriel U 0q(bsln):j;l;sli. Il suÆt de voir que les K-espa
es ve
torielsU 0q(bsln):j;l;sli et Uq(bsln):j;l;sli sont �egaux pour 
on
lure. �Remarque 5.25 On peut d�e�nir, par analogie ave
 le 
as de Uq(bsln):j;l;vli (vl 2 Xl;n),des �el�ements de Ja
on _F (�n) 2 Up(bsll) (vn 2 Xn;l, �n 2 �n[vn;l℄Æ). On peut alors mon-trer le r�esultat suivant, analogue au 
orollaire 5.24. Soit sn = (s1; : : : ;sn) 2 Zn(s), etvn = (v1; : : : ;vn) l'unique �el�ement de Xn;l tel que _�v1 + � � � + _�vn = _�s1 + � � � + _�sn . Alorsn _F (�n):j;n;sni� j �n 2 �n[vn;l℄Æo est une base de Up(bsll):j;n;sni�. �
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tions sym�etriques [Ma
℄. On peut en
ore d�e�nir les sommesde puissan
es pk 2 Sym (k 2 N), et on d�e�nit, 
omme au paragraphe 5.1.1.1, les fon
tions p�(� 2 �): Comme pour Symr, les p� (� 2 �) forment une base de Sym en tant que K-espa
eve
toriel. Pour k 2 Z�, on d�e�nit bk 2 End(Sym) de la fa�
on suivante. Si k < 0, soit bkl'endomorphisme agissant 
omme la multipli
ation par p�k. Si k > 0, on pose bk(f) := 
k �f�pk(f = f(p1;p2; : : :) 2 Sym). I
i 
k 2 Z(H) �= K est le s
alaire tel que [Bk;B�k℄ = 
k. Onv�eri�e ais�ement qu'il existe un homomorphisme d'alg�ebres H ! End(Sym) qui envoie Bk surbk (k 2 Z�). Par 
ons�equent, Sym est un H-module. On montre fa
ilement que 
e H-moduleest simple. Le r�esultat suivant est tr�es 
lassique (voir par exemple [Ka
, Lemma 9.13 a)℄).Proposition 5.26 Soit M un H-module, et m 2M n f0g tel que Bk:m = 0 pour tout k > 0.Alors l'homomorphisme d'espa
es ve
toriels � : Sym ! H:m, p� 7! B��:m (� 2 �) est unisomorphisme de H-modules.D�emonstration. Montrons que � est bien un homomorphisme de H-modules. Soit � 2 �,et k 2 Z�. Il faut montrer que Bk:�(p�) = �(Bk:p�) = �(bk:p�). L'�egalit�e est �evidente sik < 0. Supposons que k > 0 et k n'est pas une part de �. Alors Bk et B�� 
ommutent, d'o�uBk:�(p�) = Bk:B��:m = 0 ; par ailleurs, on voit ais�ement que bk:p� = 0, d'o�u l'�egalit�e dans
e 
as. Supposons en�n que k > 0 et k est une part de � ave
 une multipli
it�e mk > 0. Soit� la partition obtenue �a partir de � en supprimant les mk parts de � �egales �a k. On v�eri�eais�ement que �(Bk:p�) = 
kmkB��:m. Par ailleurs, on montre par r�e
urren
e sur N � 1 queBkBN�k:m = N
kBN�1�k :m, d'o�u Bk:�(p�) = 
kmkB��:m, 
e qui prouve �egalement la relationvoulue dans 
e 
as. Par 
ons�equent, � est bien un homomorphisme de H-modules. De plus,� est surje
tive 
ar m = �(1) 2 Im(�), et � est inje
tive 
ar Sym est un H-module simple et�(1) = m 6= 0. �Corollaire 5.27 Soit sl 2 Zl(s). Alors fB��:j;l;sli j � 2 �g est une base de H:j;l;sli.D�emonstration. Rappelons que fp� j � 2 �g est une base de Sym. Le 
orollaire s'ensuit enappliquant la proposition pr�e
�edente au ve
teur singulier m := j;l;sli. �5.2.3 Une base de �s invariante sous l'a
tion de l'involution5.2.3.1 Un lemme sur les bi-modulesLemme 5.28 Soit (mj)j2J une famille libre de ve
teurs singuliers du Uq(bsln)-module int�egrableM . Alors la somme Lj2J Uq(bsln):mj �M est dire
te.D�emonstration. Supposons qu'il existe une relation de d�ependan
e lin�eaire non triviale0 =Pj02J 0 uj0 :mj0 , o�u J 0 est une partie �nie de J et les uj0 sont des �el�ements de Uq(bsln). Onpeut supposer que J 0 est de 
ardinal minimal ; alors les uj0 :mj0 (j0 2 J 0) sont tous non nuls.Fixons un indi
e j 2 J 0. Comme mj est un ve
teur de plus haut poids du Uq(bsln)-module
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k de niveau sup�erieurint�egrableM , le module Uq(bsln):mj est simple. D'autre part, Uq(bsln)uj :mj est un sous-modulenon nul de Uq(bsln):mj , d'o�u Uq(bsln):mj = Uq(bsln)uj :mj . Ainsi, il existe vj 2 Uq(bsln) tel quemj = vjuj :mj. On a 0 =Pj02J 0 uj0 :mj0 ; en appliquant vj aux deux membres de 
ette �egalit�e,on trouve mj = vjuj:mj = �Pj02J 0nfjg vjuj0 :mj0 . On peut supposer que tous les vjuj0 :mj0sont non nuls. Soit 0 � i � n�1. En appliquant ei aux deux membres de l'�egalit�e pr�e
�edente,on trouve 0 = ei:mj = �Pj02J 0nfjg ei(vjuj0 :mj0) 2Lj02J 0nfjg Uq(bsln):mj0 (la somme est di-re
te par minimalit�e du 
ardinal de J 0). Par 
ons�equent, on a ei(vjuj0 :mj0) = 0 pour toutj0 2 J 0 n fjg. Soit j0 2 J 0 n fjg. Alors le ve
teur vjuj0 :mj0 est un ve
teur de plus haut poidsdans Uq(bsln):mj0 . Or le sous-espa
e de plus haut poids de Uq(bsln):mj0 est de dimension 1, don
vjuj0 :mj0 et mj0 sont 
olin�eaires. On a don
 mj = �Pj02J 0nfjg vjuj0 :mj0 2Pj02J 0nfjgK:mj0 ;on a ainsi exhib�e une relation de d�ependan
e lin�eaire non triviale entre les m0j (j0 2 J), 
equi est absurde. �Lemme 5.29 Soit A une K-alg�ebre unitaire, et U := U 0q(bsln) ou U 0p(bsll). Soit V un (A;U)-bi-module, i.e. un (A
U)-module tel que les a
tions de A �= (A
1) et U �= (1
U) 
ommutent.On suppose que V est un U -module int�egrable, et qu'il existe v0 2 V de plus haut poids pourl'a
tion de U tel que V = (A
 U):v0 = A:U:v0. Soient A� � A et U� � U des parties tellesque fa:v0 j a 2 A�g est une base de A:v0 et fu:v0 j u 2 U�g est une base de U:v0. Alorsfa:u:v0 j a 2 A�; u 2 U�g est une base de V .D�emonstration. Les hypoth�eses faites sur V montrent que les ve
teurs a:v0 (a 2 A�) sont desve
teurs singuliers pour l'a
tion de U . D'apr�es le lemme pr�e
�edent, eV := Ma2A� U:a:v0 est un U -sous-module de V et la somme est dire
te. Fixons maintenant a 2 A�. La multipli
ation par a :U:v0 ! U:a:v0 est un morphisme de U -modules, 
ar l'a
tion de a 
ommute �a 
elle de U . Cetteappli
ation est surje
tive, et inje
tive par simpli
it�e de U:v0 ; 
'est don
 un isomorphisme.Cet isomorphisme envoie la base fu:v0 j u 2 U�g sur l'ensemble fu:a:v0 j u 2 U�g, qui estdon
 une base de U:a:v0. Ainsi U:a:v0 = Mu2U�Ku:a:v0. Par 
ons�equent, on a la somme dire
teeV = Ma2A�; u2U�K u:a:v0. De plus, on aV = U:A:v0 = U: Xa2A�Ka:v0 � Xa2A�K a:U:v0 � Xa2A�K a: Xu2U�K u:v0 � Xa 2 A�u 2 U� K a:u:v0 = eV ;d'o�u eV = V . Le lemme s'ensuit. �5.2.3.2 Une base de �s invariante sous l'a
tion de l'involutionNous sommes maintenant �a même de prouver le r�esultat suivant.
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f.proposition 3.14). Soit vl (resp. vn) l'unique multi-
harge de Xl;n (resp. Xn;l) telle queU 0q(bsln):j;l;vli �= U 0q(bsln):j;l;rli (resp. U 0p(bsll):j;l;vni� �= U 0p(bsll):j;l;rni�) (
f. remarque3.10). Alors ave
 les notations du paragraphe 5.2.1,nF (�l)B�� _F (�n):j;n;rni� j �l 2 �l[vl;n℄Æ ; � 2 �; �n 2 �n[vn;l℄Æo= n _F (�n)B��F (�l):j;l;rli j �l 2 �l[vl;n℄Æ ; � 2 �; �n 2 �n[vn;l℄Æoest une base de l'espa
e ve
torielU 0q(bsln)
H
 U 0p(bsll):j;n;rni� = U 0p(bsll)
H
 U 0q(bsln):j;l;rli:2Æ) Ave
 les notations de 1Æ), l'ensembleB s := nF (�l)B�� _F (�n):j;n;rni� j rn 2 An;l(s); �l 2 �l[vl;n℄Æ ; � 2 �; �n 2 �n[vn;l℄Æo= n _F (�n)B��F (�l):j;l;rli j rl 2 Al;n(s); �l 2 �l[vl;n℄Æ ; � 2 �; �n 2 �n[vn;l℄Æoest une base de l'espa
e ve
toriel �s qui est invariante sous l'a
tion de l'involution .D�emonstration. Les �egalit�es �e
rites dans l'�enon
�e proviennent du fait que les a
tions deU 0q(bsln), U 0p(bsll) et H 
ommutent deux �a deux. Prouvons le point 1Æ). D'apr�es les 
orollaires5.24 et 5.27 et la remarque 5.25,{ �F (�l):j;l;rli j �l 2 �l[vl;n℄Æ	 est une base de U 0q(bsln):j;l;rli,{ fB��:j;l;rli j � 2 �g est une base de H:j;l;rli, et{ n _F (�n):j;n;rni� j �n 2 �n[vn;l℄Æo est une base de U 0p(bsll):j;n;rni�.De 
e
i, ainsi que du lemme 5.29 appliqu�e au �H ; U 0q(bsln)�-bi-module �H 
 U 0q(bsln)�:j;l;rlipuis au �H
U 0q(bsln) ; U 0p(bsll)�-bi-module �(H
U 0q(bsln))
U 0p(bsll)�:j;n;rni�, d�e
oule le point1Æ). D'apr�es 1Æ) et le th�eor�eme 3.15, l'ensemble B s de l'�enon
�e est une base de �s. En�n,d'apr�es la remarque 3.33 et la proposition 3.31, l'involution agit trivialement sur 
ha
undes ve
teurs de B s . �5.3 Interse
tion de la base B s ave
 les sous-espa
es de poidsde Fq[sl℄, sl 2 Zl(s)5.3.1 �Enon
�e et preuve du r�esultatSoit B s la base de �s d�e
rite au th�eor�eme 5.30. Dans toute 
ette se
tion, on �xe sl 2 Zl(s)et w 2 P(Fq[sl℄). Nous allons 
al
uler i
i la base B := B s \ Fq[sl℄hwi de Fq[sl℄hwi ; notons
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onnâ�t les degr�es des op�erateurs F (�l), B�� et _F (�n) du th�eor�eme 5.30, il s'agit seulementde d�eterminer quand la somme de 
es degr�es ajout�ee au poids de j;l;rli est �egale �a w. Ce
i nepose au
un probl�eme th�eorique, mais pour e�e
tuer le 
al
ul en pratique, nous avons besoind'introduire de nouvelles notations un peu lourdes.{ Pour vl 2 Xl;n, �n = (N0; : : : ;Nn�1) 2 Nn , on pose�l[vl;n;�n℄Æ := n�l 2 �l[vl;n℄Æ j 8 0 � i � n� 1; Ni(�l;vl;n) = Nioet on d�e�nit de même �n[vn;l;� l℄Æ (vn 2 Xn;l, �l 2 N l ).{ On munit P := Ln�1i=0 Z�i � ZÆ d'une relation d'ordre partiel en �e
rivant w0 � w00(w0, w00 2 P ) si et seulement si w00 � w0 2 Pn�1i=0 N�i . Soit tl 2 Zl(s), et w0 2 P telque w0 � wt(j;l;tli). Soit (N0; : : : ;Nn�1) 2 Nn tel que w0 = wt(j;l;tli) �Pn�1i=0 Ni�i.On pose alors �(w0; tl) := (N0; : : : ;Nn�1). On d�e�nit de même _�( _w;sn) 2 N l pour_w 2Ll�1i=0Z _�i�Z _Æ et sn 2 Zn(s). Siw0 2 P est tel que w � w0, soit (N0; : : : ;Nn�1) 2 Nntel que w0 � w =Pn�1i=0 Ni�i. On pose alors N(w0) := min fNi j 0 � i � n� 1g.Remarque 5.31 Soit tl 2 Zl(s), vl 2 Xl;n et �l 2 �l[vl;n℄Æ . Il d�e
oule de la formule (W1) etde la d�e�nition des �el�ements de Ja
on que wt(F (�l):j;l;tli) � wt(j;l;tli). Plus pr�e
is�ement,on a wt(F (�l):j;l;tli) = wt(j;l;tli)� n�1Xi=0 Ni(�l;vl;n)�i:On a don
 ��wt(F (�l):j;l;tli);tl� = �Ni(�l;vl;n)�0�i�n�1, soit en
ore�l 2 �l[vl ; n ; ��wt(F (�l):j;l;tli);tl�℄Æ :De même, si sn 2 Zl(s), vn 2 Xn;l et �n 2 �n[vn;l℄Æ , alors on a�n 2 �n[vn ; l ; _�� _wt( _F (�n):j;n;sni�);sn�℄Æ : �D�e�nition 5.32 On dit que w0 2 P est admissible (relativement �a Fq[sl℄hwi) si les 
onditionssuivantes sont v�eri��ees :(i) w0 est un poids de Fq[sl℄ tel que w � w0 � wt(j;l;sli).(ii) Soit (rn; _w0) 2 Zn(s) � _Ps l'unique 
ouple tel que Fq[sl℄hw0i = Fp[rn℄�h _w0i (
f. propo-sition 3.24). On demande alors que rn 2 An;l(s).Si la 
ondition (i) est v�eri��ee, on pose rn(w0) := rn et _w0(w0) := _w0. Soit vn(w0) l'uniquemulti-
harge de Xn;l telle que U 0p(bsll):j;n;vn(w0)i� �= U 0p(bsll):j;n;rn(w0)i�. Si de plus w0 estadmissible, soit rl(w0) 2 Al;n(s) l'unique multi-
harge telle que j;l;rl(w0)i = j;n;rn(w0)i�(
f. proposition 3.14), et vl(w0) l'unique multi-
harge de Xl;n telle que U 0q(bsln):j;l;vl(w0)i soitisomorphe �a U 0q(bsln):j;l;rl(w0)i. �
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k de niveau sup�erieur 125Exemple 5.33 Prenons n = 3, l = 2, sl = (3;6) et w = 2�0�4Æ = wt(j;l;sli)�(�0+�1+�2).Le tableau suivant donne la liste des poids w0 de Fq[sl℄ tels que w � w0 � wt(j;l;sli). Pour
ha
un de 
es ve
teurs w0, on peut 
al
uler les quantit�es �(w0;sl), N(w0), _w0(w0), rn(w0) etvn(w0). Si de plus w0 est admissible, on 
al
ule aussi rl(w0) et vl(w0).w0 �(w0;sl) N(w0) _w0(w0) rn(w0) vn(w0) rl(w0) vl(w0)2�0 � 3Æ (0;0;0) 1 3 _�1 � 3 _�1 (3;3;3) (1;1;1) (6;3) (0;0)(2�0 � 3Æ) � �0 (1;0;0) 0 2 _�0 + _�1 � ( _�0 + 3 _�1) (4;3;2) (1;0;0) (5;4) (2;1)(2�0 � 3Æ) � (�0 + �1) (1;1;0) 0 2 _�0 + _�1 � ( _�0 + 3 _�1) (3;4;2) (1;0;0) �� ��(2�0 � 3Æ) � (�0 + �2) (1;0;1) 0 2 _�0 + _�1 � ( _�0 + 3 _�1) (4;2;3) (1;0;0) �� ��(2�0 � 3Æ) � (�0 + �1 + �2) (1;1;1) 0 3 _�1 � ( _�0 + 4 _�1) (3;3;3) (1;1;1) (6;3) (0;0)Par 
ons�equent, les poids admissibles sont 2�0�3Æ, (2�0�3Æ)��0 et (2�0�3Æ)�(�0+�1+�2).�Proposition 5.34 On aB = [w0 admissiblen _F (�n)B��F (�l):j;l;rl(w0)i ��� � 2 �; j�j � N(w0);�n 2 �n[vn(w0) ; l ; _�( _w0(w0);rn(w0))℄Æ ;�l 2 �l[vl(w0) ; n ; �(w00(w0;�);rl(w0))℄Æo;o�u on a pos�e w00(w0;�) := w � w0 + j�jÆ +wt(j;l;rl(w0)i.D�emonstration. Prouvons l'in
lusion �. Soit x 2 B . Ave
 les notations du th�eor�eme 5.30,soient rn 2 An;l(s), rl 2 Al;n(s), �l 2 �l[vl;n℄Æ , � 2 � et �n 2 �n[vn;l℄Æ tels quex = F (�l)B�� _F (�n):j;n;rni� = _F (�n)B��F (�l):j;l;rli:Puisque x 6= 0, le ve
teur y := _F (�n):j;n;rni� = _F (�n):j;l;rli est non nul, don
 
'estun ve
teur de poids w0 du Uq(bsln)-module �s. Montrons que w0 est un poids admissiblerelativement �a Fq[sl℄hwi. Soit tl 2 Zl(s) tel que y 2 Fq[tl℄. Puisque Fq[tl℄ est stable sous lesa
tions de U 0p(bsll) et H, on ax = F (�l)B��:y 2 Fq[tl℄
w0 � j�jÆ �Pn�1i=0 ni�i �;o�u on a pos�e ni := Ni(�l;vl;n) (0 � i � n� 1). Par ailleurs, on a x 2 Fq[sl℄hwi. Puisque lesFq[al℄, al 2 Zl(s) sont en somme dire
te, on doit avoir tl = sl puis(�) : w = w0 � j�jÆ � n�1Xi=0 ni�i = w0 � n�1Xi=0(ni + j�j)�i:En parti
ulier, on a y 2 Fq[sl℄hw0i et w � w0. En outre, puisque y est un ve
teur de poidsde Fq[sl℄, on a d'apr�es (W1), w0 = wt(y) � wt(j;l;sli). Par 
ons�equent, w0 satisfait la
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ondition (i) des poids admissibles. D'apr�es la proposition 3.24, il existe un unique 
ouple(sn; _w0) 2 Zn(s)� _Ps tel que Fp[sn℄�h _w0i = Fq[sl℄hw0i. Alorsy = _F (�n):j;n;rni� 2 Fp[rn℄� \ Fq[sl℄hw0i = Fp[rn℄� \Fp[sn℄�h _w0i � Fp[rn℄� \ Fp[sn℄�:Puisque les Fp[an℄�, an 2 Zn(s) sont en somme dire
te, on doit avoir sn = rn 2 An;l(s). Ainsiw0 est admissible, et par d�e�nition on a _w0 = _w0(w0) et rn = sn = rn(w0), d'o�u vn = vn(w0).Puisque rl est l'unique �el�ement de Al;n(s) tel que j;l;rli = j;n;rn(w0)i�, on doit aussi avoirrl = rl(w0), d'o�u vl = vl(w0). D'apr�es (�), on a w0 � w = Pn�1i=0 Ni�i ave
 Ni := ni + j�j(0 � i � n � 1). Puisque les ni sont des entiers naturels, on a pour tout 0 � i � n � 1,j�j = Ni � ni � Ni, don
 j�j � mini(Ni) = N(w0). Par ailleurs, d'apr�es la remarque 5.31appliqu�ee �a (rn(w0);vn(w0);�n), on a�n 2 �n[vn(w0) ; l ; _�� _wt( _F (�n):j;n;rn(w0)i�);rn(w0)�℄Æ :Mais par d�e�nition, on a _wt( _F (�n):j;n;rn(w0)i�) = _wt(y) = _w0(w0), la derni�ere �egalit�e pro-venant du fait que y 2 Fq[sl℄hw0i = Fp[rn(w0)℄�h _w0(w0)i. On a don
 bien�n 2 �n[vn(w0) ; l ; _�( _w0(w0);rn(w0))℄Æ :De même, en appliquant la remarque 5.31 �a (rl(w0);vl(w0);�l), on a�l 2 �l[vl(w0) ; n ; ��wt(F (�l):j;l;rl(w0)i);rl(w0)�℄Æ :Il reste �a voir que wt(F (�l):j;l;rl(w0)i) = w00(w0;�), o�u w00(w0;�) est d�e�ni 
omme dansl'�enon
�e. En e�et, on a par d�e�nition des ni d'une part, et d'apr�es (W1) et (�) d'autre part,wt(F (�l):j;l;rl(w0)i) = wt(j;l;rl(w0)i)�Pn�1i=0 ni�i= wt(j;l;rl(w0)i) + w � w0 + j�jÆ= w00(w0;�);
e qui prouve l'in
lusion �.Montrons �a pr�esent l'in
lusion r�e
iproque. Soit x = _F (�n)B��F (�l):j;l;rl(w0)i, o�u w0est un poids admissible, � 2 �, j�j � N(w0), �n 2 �n[vn(w0) ; l ; _�( _w0(w0);rn(w0))℄Æ et �lappartient �a �l[vl(w0) ; n ; �(w00(w0;�);rl(w0))℄Æ . Clairement x 2 B s , et par 
onstru
tion, ona wt(x) = w. Il reste �a voir que x 2 Fq[sl℄. Puisque �n 2 �n[vn(w0) ; l ; _�( _w0(w0);rn(w0))℄Æ ,on a par d�e�nitiony := _F (�n):j;l;rl(w0)i = _F (�n):j;n;rn(w0)i� 2 Fp[rn(w0)℄�h _w0(w0) i = Fq[sl℄hw0i:De plus, puisque les a
tions de _F (�n), B�� et F (�l) 
ommutent, on a x = F (�l)B��:y, don
x 2 F (�l)B��:Fq[sl℄ � Fq[sl℄. Ainsi x 2 B . �
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k de niveau sup�erieur 127Remarque 5.35 Soit x = _F (�n)B��F (�l):j;l;rl(w0)i 2 B , o�u �n, �, �l et rl(w0) sont
omme dans la proposition 5.34. Puisque les a
tions de U 0q(bsln), U 0p(bsll) et H 
ommutentdeux �a deux, on peut �e
rire x = F (�l) _F (�n)B��:j;l;rl(w0)i:On peut alors utiliser la se
tion 5.1 pour 
al
uler B��:j;l;rl(w0)i sans manipuler les relationsde redressement. On en d�eduit alors le 
al
ul pratique de x, grâ
e aux indexations �n et �let �a la proposition 3.7. �5.3.2 Un exemple d'appli
ationPrenons n = 3, l = 2, sl = (3;6) et w = 2�0 � 4Æ = wt(j;l;sli) � (�0 + �1 + �2). Nousallons 
al
uler la base B de Fq[sl℄hwi donn�ee par la proposition 5.34, ainsi que la matri
eA(q) de l'involution de Fq[sl℄hwi relativement �a la base standard. Nous avons vu �a l'exemple5.33 que les poids admissibles sont 2�0 � 3Æ, (2�0 � 3Æ)��0 et (2�0 � 3Æ)� (�0 +�1+�2).* Contribution de w0 := 2�0. L'exemple 5.33 donne vn(w0) = (1;1;1), vl(w0) = (0;0) etrl(w0) = (6;3). De plus, on a _�( _w0(w0);rn(w0)) = (3;0), don
 on 
al
ule le graphe
ristallin de Up(bsll):j;n;vn(w0)i� jusqu'�a la profondeur 3 + 0 = 3. On trouve alors�n[vn(w0) ; l ; _�( _w0(w0);rn(w0))℄Æ = �n[(1;1;1);l; (3;0)℄Æ = ��(1);(1);(1)�	 :Par 
ons�equent, seule la multi-partition �n := �(1);(1);(1)� apporte une 
ontribution �aB . On 
al
ule alors l'�el�ement de Ja
on_F (�n) = _f (3)1 :De plus, on a N(w0) = 1, don
 seules les partitions � = ; et � = (1) apportent une
ontribution �a B .{ Contribution de w0 := 2�0, � = ;. On a alorsw00(w0;�) := w � w0 +wt(j;l;rl(w0)i = wt(j;l;rl(w0)i � (�0 + �1 + �2);d'o�u �(w00(w0;�);rl(w0)) = (1;1;1). Par 
ons�equent, nous devons 
al
uler le graphe
ristallin de Uq(bsln):j;l;vl(w0)i jusqu'�a la profondeur 1 + 1 + 1 = 3. On voit alorsque�l[vl(w0) ; n ; �(w00(w0;�);rl(w0))℄Æ = �l[(0;0) ; n ; (1;1;1)℄Æ = ��;;(3)� ; �;;(2;1)�	 :On 
al
ule alors les �el�ements de Ja
on F (�l) pour �l = �;;(3)� et �l = �;;(2;1)� ;on trouve respe
tivement les �el�ements f2f1f0 et f1f2f0. Nous avons ainsi exhib�edeux ve
teurs de B , �a savoirv1 := _f (3)1 f2f1f0:j;l;(6;3)i et v2 := _f (3)1 f1f2f0:j;l;(6;3)i:
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teur de B , �a savoir v3 := _f (3)1 B�1:j;l;(6;3)i:* Contribution de w0 := 2�0 � �0. On trouve deux ve
teurs de B , �a savoirv4 := _f (3)1 _f0f2f1:j;l;(5;4)i et v5 := _f (3)1 _f0f1f2:j;l;(5;4)i:* Contribution de w0 := 2�0 � (�0 + �1 + �2). On trouve 
ette fois un seul ve
teur de B ,�a savoir v6 := _f (3)1 _f0 _f1:j;l;(6;3)i:Nous avons ainsi exhib�e six ve
teurs de B . En fait, Fq[sl℄hwi est bien de dimension 6, etles multi-partitions indexant la base standard de Fq[sl℄hwi sont�;;(3)� ; �;;(2;1)� ; �;;(1;1;1)� ; �(3);;� ; �(2;1);;� et �(1;1;1);;�:Par 
ons�equent, on aB = fv1; : : : ;v6g= n _f (3)1 f2f1f0:j;l;(6;3)i; _f (3)1 f1f2f0:j;l;(6;3)i; _f (3)1 B�1:j;l;(6;3)i;_f (3)1 _f0f2f1:j;l;(5;4)i; _f (3)1 _f0f1f2:j;l;(5;4)i; _f (3)1 _f0 _f1:j;l;(6;3)io:On exprime alors les ve
teurs v1; : : : ;v6 dans la base standard de Fq[sl℄ 
omme expliqu�e �a laremarque 5.35. On trouve la matri
e de passage
T (q) = 0BBBBBB� 1 0 1 1 0 1q 1 �q�1 q 1 �q�10 q q�2 0 q q�2q 0 q �q�1 0 �q�1q2 q �1 �1 �q�1 q�20 q2 q�1 0 �1 �q�3

1CCCCCCA �;;(3)��;;(2;1)��;;(1;1;1)��(3);;��(2;1);;��(1;1;1);;� :
On 
al
ule alors A(q) = T (q)�T (q�1)��1. On trouve
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A(q) = 0BBBBBB� 1 : : : : :q � q�1 1 : : : :�q�1(q � q�1) q � q�1 1 : : :q � q�1 0 0 1 : :(q � q�1)2 q � q�1 0 q � q�1 1 :�q�1(q � q�1)2 (q � q�1)2 q � q�1 �q�1(q � q�1) q � q�1 1

1CCCCCCA �;;(3)��;;(2;1)��;;(1;1;1)��(3);;��(2;1);;��(1;1;1);;� :
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Chapitre 6Alg�ebres d'Ariki-KoikeLes alg�ebres d'Ariki-Koike ont �et�e introduites de fa�
on ind�ependante par Ariki et Koike[AK℄ d'une part, et par Brou�e et Malle [BM℄ d'autre part, en vue de g�en�eraliser la th�eoriedes alg�ebres de He
ke de type Am�1 et Bm. L'alg�ebre d'Ariki-Koike H d�e�nie sur l'anneauR d�epend de deux entiers l et m, ainsi que de param�etres de d�eformation v;u1; : : : ;ul 2 R.Pour une sp�e
ialisation appropri�ee de 
es param�etres (
f. remarque 6.17), H est isomorphe�a l'alg�ebre de groupe RWl;m, o�u Wl;m est le groupe de r�e
exions 
omplexes de type G(l;1;m)dans la 
lassi�
ation de Shephard-Todd [ST℄.Dans 
e 
hapitre, nous donnons les �el�ements prin
ipaux de la th�eorie des repr�esentationsdes alg�ebres d'Ariki-Koike. Nous suivrons en grande partie [DJM℄ ainsi que l'ex
ellent arti
le[Mat3℄. Notre appro
he repose sur la th�eorie des alg�ebres 
ellulaires de Graham-Lehrer [GL℄.Pour 
omprendre les repr�esentations des alg�ebres d'Ariki-Koike, nous serons amen�es �a 
al-
uler les matri
es de d�e
omposition de 
es alg�ebres, en parti
ulier lorsque les param�etres sontsp�e
ialis�es �a une puissan
e d'une ra
ine n-i�eme de l'unit�e. Ce 
al
ul peut être men�e �a biengrâ
e �a un profond th�eor�eme dû �a Ariki [A2℄. Ce th�eor�eme montre qu'en 
ara
t�eristique 0,l'ensemble form�e des 
lasses des modules proje
tifs ind�e
omposables dans le groupe de Gro-thendie
k est en bije
tion ave
 la base 
anonique d'un U(bsln)-module int�egrable irr�edu
tiblede niveau l (
f. th�eor�eme 6.41). Par 
ons�equent, la matri
e de d�e
omposition d'une alg�ebred'Ariki-Koike 
o��n
ide ave
 la sp�e
ialisation �a q = 1 d'une partie de la matri
e de transitionde la base standard vers la base d'Uglov d'un espa
e de Fo
k de niveau sup�erieur (
f. 
orollaire6.48). Dans le 
as parti
ulier du niveau l = 1, 
e r�esultat donne la preuve d'une 
onje
turefaite par Las
oux, Le
ler
 et Thibon [LLT℄.Notations. Dans tout 
e 
hapitre, on 
onsid�ere un anneau int�egre R ; en parti
ulier, R est
ommutatif. Soit R� l'ensemble des �el�ements inversibles de R.6.1 Alg�ebres 
ellulairesDans 
ette se
tion, nous rappelons la d�e�nition des alg�ebres 
ellulaires au sens de Grahamet Lehrer [GL℄, puis nous �enon�
ons sans d�emonstration les prin
ipaux r�esultats de la th�eorie
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ellulaires lorsque R est un 
orps. Nous suivons i
i engrande partie l'arti
le de Mathas [Mat3℄, dont nous reprenons les 
onventions (
elles-
i sontl�eg�erement di��erentes de 
elles de [GL℄).6.1.1 D�e�nitionD�e�nition 6.1 ([GL℄) Une alg�ebre 
ellulaire est la donn�ee d'une R-alg�ebre (asso
iative,unitaire) A et d'un quadruplet (�;T ;C ;�) v�eri�ant les propri�et�es suivantes.(C1) � est un ensemble �ni muni d'un ordre partiel �. Pour tout � 2 �, T (�) est un en-semble �ni. De plus, C : `�2� T (�)�T (�) ! A, est une appli
ation inje
tive, dontl'image est une R-base de A.(C2) Pour tout � 2 �, S, S0 2 T (�), posons C�S;T := C (S;T ) 2 A. Alors � : A ! Aest un anti-automorphisme de R-alg�ebre involutif tel que (C�S;T )� = C�T;S (� 2 �, S,T 2 T (�)).(C3) Pour � 2 �, notons A(> �) le sous-R-module de A engendr�e par les C�S;T , � > �, S,T 2 T (�), et d�e�nissons de même A(� �). Alors pour tout � 2 �, T 2 T (�), a 2 A,il existe des 
oeÆ
ients ra(S0;T ) 2 R (S0 2 T (�)) tels que pour tout S 2 T (�), on aC�S;Ta � XS02T (�) ra(S0;T )C�S;S0 mod A(> �):(Nous exigeons don
 que les 
oeÆ
ients ra(S0;T ) ne d�ependent pas de S).Le quadruplet (�;T ;C ;�) est appel�e stru
ture 
ellulaire, et la base nC�S;T j � 2 �; S; T 2 T (�)oest appel�ee base 
ellulaire de A. �Dans toute 
ette se
tion, nous supposerons que A est une alg�ebre 
ellulaire, munie de lastru
ture 
ellulaire (�;T ;C ;�). Notons qu'en appliquant l'anti-automorphisme � �a (C3), onobtient(C 03) aC�S;T � XS02T (�) ra�(S0;S)C�S0;T mod A(> �) (a 2 A;S; T 2 T (�));o�u les 
oeÆ
ients ra�(S0;S) sont 
eux de (C3). R�e
iproquement, on obtient (C3) en appliquant� �a (C 03), don
 une alg�ebre v�eri�ant (C1), (C2) et (C 03) est 
ellulaire.Exemple 6.2 Soit A := H(Sm) =L�2Sm RT� l'alg�ebre de He
ke de type Am�1, d�e�nie surl'anneau R := Z[q℄ (
f. paragraphe 1.3.2). Nous allons montrer, �a l'aide de r�esultats 
ontenusdans [KL℄, que A est 
ellulaire. Soit (�;�) := (�m;E), o�u E d�esigne l'ordre de dominan
esur l'ensemble des partitions de m. Pour � 2 �, soit T (�) := Std(�) l'ensemble des tableauxstandard de pro�l � (
f. paragraphe 1.1.3). D'apr�es [KL℄, A admet une R-base form�ee des�el�ements de Kazhdan-Lusztig C�, � 2 Sm. (La d�e�nition de 
ette base est similaire �a la



Chapitre 6. Alg�ebres d'Ariki-Koike 133d�e�nition de la base de Kazhdan-Lusztig que nous avons donn�ee au paragraphe 1.3.2.3 pourle groupe sym�etrique aÆne.) Rappelons qu'on a une bije
tionSm ! `�2�m Std(�)� Std(�);appel�ee 
orrespondan
e de Robinson-S
hensted (voir [Kn℄). �E
rivons � � (S;T ) si (S;T ) estl'image de � via la 
orrespondan
e de Robinson-S
hensted, et posons alors C�S;T := C�, o�u� 2 �m est le pro�l de S et T . Si � � (S;T ), alors il est 
onnu [KL℄ que T 
orrespond�a la 
ellule �a gau
he de � et S 
orrespond �a la 
ellule �a droite de �. De plus, on a alors��1 � (T;S) ; par 
ons�equent, l'anti-automorphisme �, d�e�ni par (T�)� := T��1 (� 2 Sm),v�eri�e (C2). La relation (C 03) provient de l'isomorphisme des repr�esentations 
ellulaires (ausens de [KL℄) asso
i�ees aux 
ellules �a gau
he 
ontenues dans une 
ellule bilat�ere donn�ee. �On dit que � est un id�eal de � si � � � et pour tout � 2 �, � 2 �, on a � � �) � 2 �. Si� est un id�eal de �, soit A(�) le sous-R-module engendr�e par les C�S;T , � 2 �, S, T 2 T (�).Il d�e
oule des assertions (C3) et (C 03) que A(�) est un id�eal bilat�ere de A. En parti
ulier, lesparties A(> �) et A(� �), � 2 �, sont des id�eaux bilat�eres de A. On peut ainsi, �a partir dela base 
ellulaire, 
onstruire de nombreuses �ltrations de A.6.1.2 Modules 
ellulairesD�e�nition 6.3{ Pour � 2 �, d�e�nissons le A-module �a droite C(�) 
omme suit. C(�) est un R-modulelibre de base �C�T j T 2 T (�)	, et l'a
tion de A est d�e�nie parC�T :a = XS02T (�) ra(S0;T )C�S0 (a 2 A; T 2 T (�)):I
i, ra(S0;T ) 2 R est l'�el�ement d�e�ni dans (C3).{ Pour � 2 �, d�e�nissons le A-module �a gau
he C(�)� 
omme suit. C(�)� est un R-module libre de base �C�S j S 2 T (�)	, et l'a
tion de A est d�e�nie para:C�S = XS02T (�) ra�(S0;S)C�S0 (a 2 A;S 2 T (�)):Les modules C(�) (resp. C(�)�), � 2 � sont appel�es modules 
ellulaires de A. �Il r�esulte de (C3) (resp. (C 03)) que 
e
i d�e�nit bien une a
tion de A sur C(�) (resp. C(�)�).En e�et, on peut r�ealiser C(�) 
omme sous-module de A(� �)=A(> �) 
omme suit. (Grâ
e�a (C 03), on peut 
onstruire C(�)� de fa�
on analogue.) Fixons S 2 T (�), et notons provisoi-rement CS(�) le R-module libre de base nC�S;T mod A(> �) �� T 2 T (�)o, et dont l'a
tion(�a droite) de A est d�e�nie �a l'aide de (C3) par passage au quotient. Il d�e
oule de (C3) quepour tout S, S0 2 T (�), CS(�) et CS0(�) sont deux A-modules isomorphes, via l'appli
ationR-lin�eaire qui envoie C�S;T mod A(> �) (T 2 T (�)) sur C�S0;T mod A(> �). Par 
ons�equent,on peut identi�er C(�) ave
 l'un des CS(�) (o�u S 2 T (�) est arbitraire), via l'appli
ation
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anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurR-lin�eaire qui envoie C�T (T 2 T (�)) sur C�S;T mod A(> �).En g�en�eral, les deux a
tions que nous venons de d�e�nir ne 
ommutent pas. On peutv�eri�er qu'on a l'isomorphisme C(��) �= HomR(C(�);R) pour tout � 2 �. Par ailleurs, on al'isomorphisme 
anonique de (A;A)-bi-modulesC(�)� 
R C(�) �= A(� �)=A(> �); C�S 
 C�T 7! C�S;T mod A(> �) (S; T 2 T (�)):Remarque 6.4 Les alg�ebres 
ellulaires sont 
ompatibles ave
 les sp�e
ialisations. Plus pr�e
i-s�ement, soient R0 un anneau int�egre, � : R ! R0 un morphisme d'anneaux et A une R-alg�ebre 
ellulaire. Consid�erons la R0-alg�ebre A0 := A 
R R0 (i
i, la stru
ture de R-modulesur R0 est donn�ee par �). Alors la sp�e
ialisation �a R0 de la base 
ellulaire de A (i.e., l'imagede 
ette base par l'appli
ation x 2 A 7! x 
 1 2 A0) est une base 
ellulaire de A0 (et lastru
ture 
ellulaire de A0 s'obtient de fa�
on naturelle �a partir de 
elle de A). Il d�e
oule de
e
i que les modules 
ellulaires 
ommutent ave
 la sp�e
ialisation �a R0. Plus pr�e
is�ement, sifC(�) j � 2 �g est l'ensemble des modules 
ellulaires de A et fC 0(�) j � 2 �g est l'ensembledes modules 
ellulaires de A0, alors on a C 0(�) �= C(�)
R R0 pour tout � 2 �. �Soit � 2 �. Nous introduisons maintenant une forme bilin�eaire �� sur C(�). Soient S,T 2 T (�). Alors d'apr�es (C3) et (C 03), il existe rS;T 2 R tel que pour tout U , V 2 T (�), on aC�U;SC�T;V � rS;TC�U;V mod A(> �) ;ainsi rS;T ne d�epend pas de U et V . Soit alors �� : C(�) � C(�) ! R la forme bilin�eaired�e�nie par ��(C�S ;C�T ) = rS;T (S; T 2 T (�)):Le r�esultat suivant montre que �� est sym�etrique et asso
iative.Proposition 6.5 ([GL℄, Proposition 2.4) Soient � 2 �, a 2 A et x, y 2 C(�). Alorson a (i) ��(x;y) = ��(y;x) et (ii) ��(x:a ; y) = ��(x ; y:a�): �Pour � 2 �, soit rad�� := fx 2 C(�) j 8 y 2 C(�); ��(x;y) = 0gle radi
al de la forme bilin�eaire ��. Puisque �� est asso
iative, 
'est un A-sous-module deC(�) ; on peut d�e�nir, pour � 2 �, le A-moduleD(�) := C(�)= rad��:Posons �� := f� 2 � j �� 6= 0g = f� 2 � j D(�) 6= 0g :Supposons que R est un 
orps 
ommutatif. On peut alors montrer (
f. [GL, Proposition 3.2℄)que si � 2 ��, alors rad�� est �egal �a radC(�), le radi
al de Ja
obson de C(�) (en d'autres
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'est le plus petit sous-module M � C(�) tel que C(�)=M est semi-simple).Il est par ailleurs bien 
onnu que si R est un 
orps 
ommutatif, alors pour tout � 2 ��,il existe un unique (�a isomorphisme pr�es) A-module proje
tif ind�e
omposable P (�) tel queP (�)= radP (�) �= D(�) ; on dit que P (�) est la 
ouverture proje
tive de D(�).6.1.3 Th�eorie des repr�esentations des alg�ebres 
ellulaires d�e�nies sur un
orpsReprenons les notations des deux paragraphes pr�e
�edents. Dans tout 
e paragraphe, onsuppose que R est un 
orps 
ommutatif. Les modules que nous 
onsid�ererons seront de di-mension �nie sur R.Rappelons que si K est un 
orps 
ommutatif et M est un module sur lequel agit uneK-alg�ebre A0 de dimension �nie, on dit que M est absolument irr�edu
tible si M 
K L estirr�edu
tible pour toute extension L deK. Il est bien 
onnu queM est absolument irr�edu
tiblesi et seulement si M est irr�edu
tible et EndA0(M) = K.Th�eor�eme 6.6 ([GL℄, Proposition 3.2 & Theorem 3.4) Soient R un 
orps 
ommutatifet A une R-alg�ebre 
ellulaire. Alors ave
 les notations pr�e
�edentes, les modules D(�), � 2 ��sont absolument irr�edu
tibles, et ils forment un syst�eme 
omplet de repr�esentants des 
lassesd'isomorphisme des A-modules simples. �Remarque 6.7 Ce th�eor�eme donne don
 une 
lassi�
ation des modules simples d'une alg�ebre
ellulaire. H�elas, il est en g�en�eral diÆ
ile d'expli
iter ��. �Il r�esulte du th�eor�eme pr�e
�edent que le A-module C(�) (� 2 �) a une s�erie de 
ompositiondont les quotients sont isomorphes �a 
ertains D(�) (� 2 ��). D'apr�es le th�eor�eme de Jordan-H�older, la d�e�nition suivante a don
 un sens.D�e�nition 6.8 Rappelons que A est une R-alg�ebre 
ellulaire d�e�nie sur le 
orps 
ommutatifR. Pour � 2 �, � 2 ��, soit [C(�) : D(�)℄la multipli
it�e de D(�) 
omme fa
teur de 
omposition de C(�). La matri
eD := ��C(�) : D(�)���2�; �2��est appel�ee matri
e de d�e
omposition de A, et les entiers [C(�) : D(�)℄ (� 2 �, � 2 ��) sontappel�es nombres de d�e
omposition de A. �Proposition 6.9 ([GL℄, Proposition 3.5) Supposons que R est un 
orps 
ommutatif. Alorsave
 les notations de 
e paragraphe, la matri
e D est unitriangulaire. En d'autres termes, ona pour tout � 2 �, � 2 ��, [C(�) : D(�)℄ 6= 0) � � � et [C(�) : D(�)℄ = 1. �
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anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurLa proposition suivante donne une formule pour 
al
uler les nombres de d�e
ompositionde A �a l'aide des modules proje
tifs ind�e
omposables.Proposition 6.10 ([GL℄, Theorem 3.7 (ii)) Supposons que R est un 
orps 
ommutatif,et reprenons les notations 
i-dessus. Soient � 2 � et � 2 ��. Alors on a[C(�) : D(�)℄ = dimRHomA(P (�);C(�)) = dimR P (�)
A C(�)�: �La matri
e C := ��P (�) : D(�)���; �2�� est appel�ee matri
e de Cartan de l'alg�ebre A.Graham et Lehrer ont prouv�e le r�esultat suivant.Th�eor�eme 6.11 ([GL℄, Theorem 3.7 (iii)) Supposons que R est un 
orps 
ommutatif.Alors ave
 les notations de 
e paragraphe, on a C = tD:D, o�u tD d�esigne la transpos�ee de lamatri
e D. En parti
ulier, la matri
e C est sym�etrique. �La th�eorie des alg�ebres 
ellulaires donne un 
rit�ere utile de semi-simpli
it�e. Rappelonsque si K est un 
orps, une K-alg�ebre est dite d�eploy�ee si tout module irr�edu
tible sur 
ettealg�ebre est absolument irr�edu
tible.Th�eor�eme 6.12 ([GL℄, Theorem 3.8) Soient R un 
orps 
ommutatif et A une R-alg�ebre
ellulaire. Alors ave
 les notations de 
e paragraphe, les assertions suivantes sont �equivalentes.(i) A est semi-simple.(ii) A est semi-simple d�eploy�ee.(iii) Pour tout � 2 �, on a C(�) = D(�).(iv) Pour tout � 2 �, on a rad�� = f0g, i.e. �� est non-d�eg�en�er�ee.(v) On a �� = � et la matri
e D est l'identit�e. �Remarque 6.13 Il r�esulte des th�eor�emes 6.12 et 6.6 que si A est semi-simple, alors ona l'�egalit�e �� = �, et fC(�) j � 2 �g est un syst�eme 
omplet de repr�esentants des 
lassesd'isomorphisme des A-modules simples. �Remarque 6.14 Supposons que �� = �, ou de fa�
on �equivalente (d'apr�es la proposition6.9) que D est une matri
e unitriangulaire 
arr�ee. On peut alors montrer que A est unealg�ebre quasi-h�er�editaire au sens de Cline-Parshall-S
ott [CPS℄. �6.2 Alg�ebres d'Ariki-KoikeNous supposons �a nouveau que R est un anneau int�egre. Dans toute 
ette se
tion, on
onsid�ere un entier m 2 N et des �el�ements v;u1; : : : ;ul 2 R�.



Chapitre 6. Alg�ebres d'Ariki-Koike 1376.2.1 D�e�nitionD�e�nition 6.15 L'alg�ebre d'Ariki-Koike H = HR = HR(v;u1; : : : ;ul) = HR;m(v;u1; : : : ;ul)est la R-alg�ebre asso
iative unitaire engendr�ee par les Ti, 0 � i � m � 1, et soumise auxrelations 8>>>><>>>>: (T0 � u1) � � � (T0 � ul) = 0;T0T1T0T1 = T1T0T1T0;(Ti + 1)(Ti � v) = 0 (1 � i � m� 1);TiTi+1Ti = Ti+1TiTi+1 (1 � i � m� 2);TiTj = TjTi (0 � i < j � 1 � m� 2): �Remarque 6.16 Notons que la sous-alg�ebre de H engendr�ee par les Ti, 1 � i � m� 1, estisomorphe �a l'alg�ebre de He
ke H(Sm) (d�e�nie sur l'anneau R et de param�etre q = v). Dansle 
as o�u l = 1, T0 est un s
alaire et don
 H �= H(Sm) est une alg�ebre de He
ke de typeAm�1. Si l = 2, alors H est une alg�ebre de He
ke de type Bm. �Remarque 6.17 Si R 
ontient une ra
ine primitive l-i�eme de l'unit�e �, alors l'alg�ebred'Ariki-Koike HR;m(1; �;�2; : : : ;� l) est isomorphe �a l'alg�ebre de groupe RWl;m. I
i le groupeWl;m := (Z=lZ) oSmest le produit en 
ouronne d'un groupe 
y
lique d'ordre l et d'un groupe sym�etrique de degr�em ; il s'agit du groupe de r�e
exions 
omplexes de type G(l;1;m) dans la 
lassi�
ation deShephard-Todd [ST℄. �Pour 1 � k � m, posonsLk := v1�kTk�1 � � � T1T0T1 � � � Tk�1 2 H:�A l'aide des relations de H, on v�eri�e que L1; : : : ;Lm engendre une sous-alg�ebre 
ommutativede H et que les polynômes sym�etriques en L1; : : : ;Lm sont dans le 
entre de H.Remarque 6.18 On peut montrer que le 
entre de H est �egal �a l'ensemble des polynômessym�etriques en les Li, 1 � i � m si R est un 
orps 
ommutatif et HR est semi-simple (voir[AK℄ et [Mat3, Theorem 3.4℄), ou bien si l = 1 (d'apr�es un arti
le non publi�e de Graham[G℄). Dans le 
as o�u l > 1, Ariki [A2℄ a donn�e un exemple d'�el�ement 
entral de H qui n'estpas un polynôme sym�etrique en les Li. �Remarque 6.19 Rappelons que nous avons donn�e au paragraphe 1.3.2 (dans le 
as o�u v = q2et R = Q(q)) une pr�esentation de type Bernstein de l'alg�ebre de He
ke aÆnebHm = hT1; : : : ;Tm�1;Y1; : : : Ymi:Ave
 un l�eger abus de notations, les pr�esentations que nous avons donn�ees pour bHm et Hmontrent qu'il existe un homomorphisme surje
tif d'alg�ebres bHm � HR;m(v;u1; : : : ;ul) qui
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es de Fo
k de niveau sup�erieurenvoie Ti sur vTi (1 � i � m � 1) et Yj sur Lj (1 � j � m). (I
i, la pr�esen
e du fa
teur vtient 
ompte du fait nous n'avons pas pris les mêmes relations quadratiques pour les Ti dansla d�e�nition des deux alg�ebres). En fait, on aHR;m(v;u1; : : : ;ul) �= bHm=h(Y1 � u1) � � � (Y1 � ul)i:Il d�e
oule de 
e
i que siR est un 
orps alg�ebriquement 
los, alors les bHm-modules irr�edu
tiblesde dimension �nie sont pr�e
is�ement lesHR;m(v;u1; : : : ;ul)-modules irr�edu
tibles de dimension�nie, o�u (u1; : : : ;ul) d�e
rit (R�)l et l � 1. Dans 
e 
as, les param�etres ui sont les valeurspropres de l'op�erateur Y1 (r�ep�et�ees suivant leurs multipli
it�es) ; voir [Mat3, �n de 2.4℄). �Rappelons que pour � 2 Sm, on a d�e�ni au paragraphe 1.3.2 un �el�ement T� 2 H(Sm) � H.Th�eor�eme 6.20 ([AK℄) L'alg�ebre H est un R-module libre, de basefLa11 � � �Lamm T� j 0 � a1; : : : ;am � l � 1; � 2 Smg :En parti
ulier, le rang de H est �egal �a lmm! = ℄Wl;m. �Nous allons maintenant donner un 
rit�ere de semi-simpli
it�e pour les alg�ebres de Ariki-Koike d�e�nies sur un 
orps 
ommutatif.Th�eor�eme 6.21 ([A1℄) Supposons que R est un 
orps 
ommutatif. Consid�erons l'�el�ementde R suivant :PH = PHR;m(v;u1;:::;ul) := mYi=1(1 + v + � � �+ vi�1): Y1�i<j�l Y�m<d<m(vdui � uj) 2 R:Alors H est semi-simple si et seulement si PH est non nul. �Exemple 6.22 Supposons que R est un 
orps 
ommutatif. Soit bR := R(bv;bu1; : : : ;bul), o�u lesbui, 1 � i � l et bv sont alg�ebriquement ind�ependants sur R. Les param�etres bv, bu1; : : : ;bulsont dits g�en�eriques. Alors d'apr�es le th�eor�eme pr�e
�edent, l'alg�ebre d'Ariki-Koike g�en�eriquebH := H bR;m(bv; bu1; : : : ;bul) est semi-simple. �6.2.2 Repr�esentations des alg�ebres d'Ariki-KoikeNous allons maintenant �etudier �a la th�eorie des repr�esentations des alg�ebres de Ariki-Koike qui sont d�e�nies sur un 
orps 
ommutatif, mais qui ne sont pas n�e
essairement semi-simples. Pour 
ela, nous allons munir l'alg�ebre d'Ariki-Koike H d'une stru
ture 
ellulaire,puis appliquer les r�esultats de la se
tion pr�e
�edente. Pour l'instant, nous ne supposons pasque R est un 
orps.



Chapitre 6. Alg�ebres d'Ariki-Koike 1396.2.2.1 La base standard de HD�e�nition 6.23{ Soit (�H ;�) := (�lm ;D), o�u D d�esigne l'ordre (inverse) de dominan
e sur l'ensembledes l-multi-partitions de m.{ Pour � 2 �H, soit TH(�) := Std(�) l'ensemble des tableaux standard de pro�l � (
f.paragraphe 1.1.3).{ Soit � = �H : H ! H l'anti-automorphisme d'alg�ebre involutif qui envoie le g�en�erateurTi (0 � i � m� 1) sur Ti. On a alors (T�)� = T��1 pour tout � 2 Sm et L�k = Lk pourtout 1 � k � m.{ Fixons � = (�(1); : : : ;�(l)) 2 �H. Pour 2 � d � l, soit nd := j�(1)j + � � � + j�(d�1)j. SiT 2 TH(�) est un tableau standard de pro�l � (� 2 �lm), soit �(T ) 2 Sm l'uniquepermutation telle que T = T�:�(T );o�u T� et l'a
tion �a droite de Sm sur T 2 TH(�) ont �et�e d�e�nis au paragraphe 1.1.3.Rappelons que S� � Sm est le stabilisateur des lignes de T�. D�e�nissons trois �el�ementsx�, u� et m� 2 H parx� := X�2S� T�; u� := lYd=2 ndYk=1 (Lk � ud) et m� := x�u�:Pour S, T 2 TH(�), posons m�S;T := T ��(S)m�T�(T ):Soit en�n CH l'appli
ation d�e�nie par CH(S;T ) := m�S;T (� 2 �H, S; T 2 TH(�)). �Remarque 6.24 Soit � 2 �lm. Il d�e
oule des relations de H que les �el�ements x� et u� ainsid�e�nis 
ommutent. �Graham et Lehrer [GL℄ sont les premiers �a avoir 
onstruit une base 
ellulaire de H. Nousdonnons i
i une autre base 
ellulaire ; 
ette base a �et�e 
onstruite par Murphy pour l = 1 etpar Dipper-James-Mathas [DJM℄ (voir aussi [AM, Mat3℄) dans le 
as g�en�eral.Th�eor�eme 6.25 ([DJM℄, Theorem 3.26) Reprenons les notations de la d�e�nition 6.23.Alors (�H;TH;CH;�H) est une stru
ture 
ellulaire pour l'alg�ebre d'Ariki-Koike H, et la basenm�S;T j � 2 �H; S; T 2 TH(�)oest une base 
ellulaire de H, appel�ee base standard ou base de Murphy. �
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anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurRemarque 6.26 En 
al
ulant le rang du R-module libre H �a l'aide du th�eor�eme 6.20 d'unepart et du th�eor�eme 6.25 d'autre part, on obtient l'�egalit�elmm! = X�2�lm jStd(�)j2:Cette �egalit�e se d�emontre �a l'aide de la 
orrespondan
e de Robinson-S
hensted ; il s'agit enfait de l'un des ingr�edients de la preuve du th�eor�eme 6.25. �Exemple 6.27 Prenons m = l = 2. On a�H = ��(2);;�;�(1;1);;�;�(1);(1)�;�;;(2)�;�;;(1;1)�	 :Les tableaux standard de pro�l � (� 2 �H) sontS := � 1 2 ; ; � ; T :=  21 ; ; ! ; U := � 1 ; 2 � ;V := � 2 ; 1 � ; W := � ; ; 2 1 � et X :=  ; ; 21 ! :On a
TH�(2);;� = fSg ; TH�(1;1);;� = fTg ; TH�(1);(1)� = fU;V g
TH�;;(2)� = fWg et TH�;;(1;1)� = fXg :Notons qu'on a bien l'�egalit�e lmm! =P�2�lm jStd(�)j2 dans 
e 
as. Les �el�ements de la basede Murphy de H sontm�(2);;�S;S = (1 + T1)(L1 � u2)(L2 � u2); m�(1;1);;�T;T = (L1 � u2)(L2 � u2);m�(1);(1)�U;U = (L1 � u2); m�(1);(1)�U;V = (L1 � u2)T1;m�(1);(1)�V;U = T1(L1 � u2); m�(1);(1)�V;V = T1(L1 � u2)T1;m�;;(2)�W;W = (1 + T1) et m�;;(1;1)�X;X = 1: �6.2.2.2 Repr�esentations de HDans tout 
e paragraphe, nous supposerons que R est un 
orps 
ommutatif. Rappelonsque si A est une R-alg�ebre munie d'une stru
ture 
ellulaire (�;T ;C ;�), nous avons d�e�ni �a lase
tion 6.1 un module 
ellulaire �a droite C(�) ainsi qu'un module simple ou nul D(�) pourtout � 2 �. Nous avons �egalement d�e�ni une matri
e de d�e
omposition pour A.D�e�nition 6.28 Soit (�H;TH;CH;�H) la stru
ture 
ellulaire pour H 
onsid�er�ee au th�eor�eme6.25. Le module 
ellulaire �a droite asso
i�e �a � 2 �H est appel�e module de Spe
ht ; on le note



Chapitre 6. Alg�ebres d'Ariki-Koike 141S(�). S(�) est un R-module libre, dont la base naturelle sera not�ee �m�T j T 2 Std(�)	 (leve
teur m�T 
orrespond �a l'�el�ement not�e C�T dans la d�e�nition 6.3). Soit � 2 �H. D'apr�es lase
tion 6.1, S(�) est muni d'une forme bilin�eaire asso
iative ��, don
 le radi
al de ��, quel'on note rad��, est un sous-module de S(�). PosonsD(�) := S(�)= rad��:Soit en�n ��H := f� 2 �H j D(�) 6= f0gg : �Remarque 6.29 Notre 
onvention pour les modules de Spe
ht, qui est 
elle de [Mat3℄,di��ere de 
elle de la plupart des arti
les de la litt�erature. Pour la plupart des auteurs, lemodule de Spe
ht index�e par � 2 �lm, que nous noterons S(�), est 
elui introduit parDipper-James [DJ1℄ lorsque l = 1 (
as des alg�ebre de He
ke). On passe d'un type de modules�a l'autre de la fa�
on suivante. Si M est un H-module �a droite, soit M� le H-module �adroite �egal �a HomR(M;R) en tant que R-module, et dont l'a
tion �a droite est donn�ee par(':h)(m) = '(m:h�) (m 2 M , h 2 H, ' 2 HomR(M;R)). On a alors, pour � 2 �lm, larelation S(�) �= S(�0)�, o�u �0 d�esigne le 
onjugu�e de la multi-partition � (
f. paragraphe1.1.1). Notre 
onvention a l'avantage de donner une expression plus simple pour le fon
teurde S
hur pour les v-alg�ebres de S
hur 
y
lotomiques (
f. th�eor�eme 7.26). �Donnons deux exemples (triviaux) de modules de Spe
ht. Pour 
ela, introduisons lesdeux repr�esentations suivantes de H. Celles-
i sont d�e�nies pourvu que R soit un anneau
ommutatif unitaire.D�e�nition 6.30 Soit H1 le R-module �egal �a R, sur lequel H agit �a droite via 1:Ti = v pour1 � i � m et 1:T0 = u1. On v�eri�e que 
e
i permet de d�e�nir 
orre
tement une repr�esentationde H, appel�ee repr�esentation triviale. Soit de même H" le R-module �egal �a R, sur lequel Hagit �a droite via 1:Ti = �1 pour 1 � i � m et 1:T0 = ul. On v�eri�e que 
e
i permet de d�e�nir
orre
tement une repr�esentation de H, appel�ee repr�esentation signe. �Exemple 6.31 Soient � := ((m);;; � � � ;;) 2 �lm et ! := (;; � � � ;;;(1m)) = �0. On peut alorsmontrer que S(�) = D(�) �= H1 et S(!) = D(!) �= H". �Nous allons maintenant appliquer la th�eorie des alg�ebres 
ellulaires lorsque H est d�e�niesur un 
orps 
ommutatif.Th�eor�eme 6.32 Supposons que R est un 
orps 
ommutatif. Alors ave
 les notations pr�e
�eden-tes, les H-modules D(�), � 2 ��H sont absolument irr�edu
tibles, et ils forment un syst�eme
omplet de repr�esentants des 
lasses d'isomorphisme des H-modules simples.D�emonstration. Cela d�e
oule des th�eor�emes 6.25 et 6.6. �Remarque 6.33 Dans le 
as o�u R est un 
orps 
ommutatif, on peut, �a l'aide d'un th�eor�emed'Ariki, montrer que ��H est l'ensemble des multi-partitions de Klesh
hev (
f. paragraphe6.2.3). �



142 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurD�e�nition 6.34 Si R est un 
orps 
ommutatif, la matri
e��S(�) : D(�)���2�H;�2��H(bien d�e�nie, d'apr�es le th�eor�eme 6.32 et le th�eor�eme de Jordan-H�older) est appel�ee matri
ede d�e
omposition de l'alg�ebre d'Ariki-Koike H. �Exemple 6.35 Nous allons i
i 
al
uler � �a la main � la matri
e de d�e
omposition de l'alg�ebreH = HR;m(v;u1; : : : ;ul) pour R = C , m = l = 2, v = �, (u1;u2) = (�s1 ;�s2), o�u � 2 C estune ra
ine primitive n-i�eme de l'unit�e ave
 n = 2 (autrement dit, � = �1) et (s1;s2) = (1;0).Soient S, T , U , V , W et X les tableaux standard introduits �a l'exemple 6.27. Nous avons vu�a l'exemple 6.27 que la base de Murphy de H est form�ee des �el�ementsmS;S = m�(2);;�S;S = (1 + T1)(L1 � u2)(L2 � u2); mT;T = m�(1;1);;�T;T = (L1 � u2)(L2 � u2);mU;U = m�(1);(1)�U;U = (L1 � u2); mU;V = m�(1);(1)�U;V = (L1 � u2)T1;mV;U = m�(1);(1)�V;U = T1(L1 � u2); mV;V = m�(1);(1)�V;V = T1(L1 � u2)T1;mW;W = m�;;(2)�W;W = (1 + T1) et mX;X = m�;;(1;1)�X;X = 1:Avant de 
al
uler la matri
e de d�e
omposition de H, �etudions ses repr�esentations de di-mension 1. Si V est un H-module de dimension 1, nous identi�erons tout �el�ement de H ave
l'�el�ement de End(V ) �= C auquel il 
orrespond. Soit V un H-module de dimension 1. �A 
ausedes relations 0 = (T1 +1)(T1 � v) = (T1 +1)2 et 0 = (T0 � u1)(T0 � u2) = T 20 � 1 dans H, ondoit avoir T1 = �1 et T0 = �1 dans End(V ). Par 
ons�equent, V est la repr�esentation trivialeou la repr�esentation signe. De plus, si V est la repr�esentation triviale, on a L1 = T0 = �1,d'o�u mU;U = �2 ; de même, si V est la repr�esentation signe, on a mU;U = 0. Nous avons don
prouv�e l'assertion suivante, que nous noterons (�).Soit V un H-module de dimension 1. Alors on a V �= H1 ou V �= H". De plus, on a V �= H"si et seulement mU;U agit 
omme 0 dans V .Cal
ulons �a pr�esent ��H. On d�eduit de la pr�esentation de H les relations suivantes :T 20 = 1; (T1 + 1)2 = 0; T1L1 = 2L2 + L2T1; L21 = 1; L22 = 1 + 2T1 + 2L1L2T1(L1 � 1)(L2 � 1)(1 + T1) = (1 + T1)(L1 � 1)(L2 � 1):Il vient alors



Chapitre 6. Alg�ebres d'Ariki-Koike 143(��)mS;SmS;S = 0; mT;T mT;T = �4mS;S; mU;U mU;U = �2mU;U ;mU;U mV;U = 2mU;U + (mS;S +mT;T ); mU;V mV;U = �2mU;U + (�2mS;S � 2mT;T );mW;W mW;W = 0; mX;XmX;X = 1;mS;SmU;U = �2mS;S; mT;T mU;U = �2mT;T ; mX;X mU;U = mU;U :On en d�eduit l'expression des ��(m�t1 ;m�t2) pour tout � 2 �H, t1, t2 2 Std(�). Par
ons�equent, on a ��H = ��(1);(1)� ; �;;(1;1)�	 :De plus, si on pose mt := m�(1);(1)�t pour t 2 fU;V g, alors la matri
e de � := ��(1);(1)� dansla base fmU ;mV g est � �2 22 �2 � :Par 
ons�equent, le radi
al de � est la droite engendr�ee par mU + mV . Ainsi, les modulesrad� et D�(1);(1)� = S�(1);(1)�= rad� sont de dimension 1. Par d�e�nition de rad�, ona x:mU;U = 0 pour tour x 2 rad�, don
 d'apr�es (�), rad� est la repr�esentation signe deH. Pour x 2 S�(1);(1)�, posons x := x + rad� 2 D�(1);(1)�. Compte tenu de l'�egalit�emU;U mU;U = �2mU;U , on a mU :mU;U = �2mU , d'o�u mU :mU;U = �2mU . L'assertion (�)montre alors que D�(1);(1)� �= H1:Par ailleurs, d'apr�es l'�egalit�e mX;XmX;X = 1, on a D�;;(1;1)� = S�;;(1;1)�, et 
es modulessont de dimension 1 ; par 
ons�equent, on a d'apr�es (�),D�;;(1;1)� = S�;;(1;1)� �= H":La suite de 
omposition f0g � rad� �= H" � S�(1);(1)� nous donne les multipli
it�es[S�(1);(1)� : D�(1);(1)�℄ = [S�(1);(1)� : D�;;(1;1)�℄ = 1:Il reste �a remarquer que les modules S(�), � 2 ��(2);;�;�(1;1);;�;�;;(2)�	 sont de di-mension 1. Par 
ons�equent, �a l'aide de (�) et des trois derni�eres relations de (��), on peut
ompl�eter le 
al
ul de la matri
e de d�e
omposition de H, que l'on note D. On trouve lamatri
e suivante. D = �(1);(1)� �;;(1;1)�0BBBB� 1 01 01 10 10 1
1CCCCA �(2);;��(1;1);;��(1);(1)��;;(2)��;;(1;1)� : �



144 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurProposition 6.36 Supposons que R est un 
orps 
ommutatif. Alors la matri
e de d�e
omposi-tion de H est unitriangulaire, i.e. pour tout � 2 �H, � 2 ��H, on a [S(�) : D(�)℄ 6= 0) �D�et [S(�) : D(�)℄ = 1.D�emonstration. Cela d�e
oule du th�eor�eme 6.25 et de la proposition 6.9. �Th�eor�eme 6.37 Supposons que R est un 
orps 
ommutatif. Alors ave
 les notations de 
eparagraphe, les assertions suivantes sont �equivalentes.(i) Le polynôme de Laurent PH 2 R[u1; : : : ;ul℄[v;v�1℄ d�e�ni au th�eor�eme 6.21 est non nul.(ii) H est semi-simple (d�eploy�ee).(iii) Pour tout � 2 �H, on a S(�) = D(�).(iv) Pour tout � 2 �H, on a rad�� = f0g, i.e. �� est non-d�eg�en�er�ee.(v) On a ��H = �H, et la matri
e de d�e
omposition de H est l'identit�e.D�emonstration. Cela r�esulte des th�eor�emes 6.21, 6.25 et 6.12. �Revenons au 
as o�u R est un anneau int�egre. Nous allons maintenant �enon
er un th�eor�emede r�edu
tion qui permet de se ramener, grâ
e �a une �equivalen
e de Morita, �a l'�etude desalg�ebres d'Ariki-Koike HR;m(v;u1; : : : ;ul) o�u les param�etres ui (1 � i � l) sont des puis-san
es enti�eres de v. Le th�eor�eme 6.38 permet en fait de se ramener au 
as o�u il existe une
onstante 
 2 R n f0g et des entiers s1; : : : ;sl 2 Z tels que ui = 
vsi (1 � i � l). On se ram�enealors au 
as o�u 
 = 1 en rempla�
ant le g�en�erateur T0 par 
�1T0.Th�eor�eme 6.38 ([DM℄) Supposons que R est un anneau int�egre. Fixons une partitionfu1; : : : ;ulg = rai=1nu(i)1 ; : : : ;u(i)li ode l'ensemble fu1; : : : ;ulg. Supposons que l'�el�ementY1�i<i0�r Y1 � j � li1 � j0 � li0 Y�m<d<m �vdu(i)j � u(i0)j0 � 2 Rest inversible. (Remarquons que 
et �el�ement est un fa
teur de PH.) Alors l'alg�ebre d'Ariki-Koike HR;m(v;u1; : : : ;ul) est Morita-�equivalente �a l'alg�ebreMm1; : : : ;mr 2 Nm1 + � � �+mr = m rOi=1 HR;mi(v;u(i)1 ; : : : ;u(i)li ): �



Chapitre 6. Alg�ebres d'Ariki-Koike 1456.2.3 Un th�eor�eme d'Ariki6.2.3.1 �Enon
�e du th�eor�emeNous �enon�
ons i
i un profond th�eor�eme dû �a Ariki, qui permet de 
al
uler les matri
es ded�e
omposition des alg�ebres d'Ariki-Koike en sp�e
ialisant �a q = 1 les matri
es de transitiondes bases 
anoniques de 
ertains Uq(bsln)-modules int�egrables simples de plus haut poids.Dans tout 
e paragraphe, nous 
hoisirons les param�etres suivants. Fixons une multi-
hargesl = (s1; : : : ;sl) 2 Zl. Supposons que R un 
orps 
ommutatif de 
ara
t�eristique 0, 
ontenantune ra
ine primitive n-i�eme de l'unit�e �, et posonsv := � et (u1;u2; : : : ;ul) := (�s1 ;�s2 ; : : : ;�sl):Pour �enon
er le th�eor�eme d'Ariki, nous devons introduire plusieurs notations, ainsi que lanotion de groupe de Grothendie
k.D�e�nition 6.39 Soit A une alg�ebre de dimension �nie sur un 
orps K. Pour tout moduleM 2 mod�A, notons [M ℄ la 
lasse d'isomorphisme de M . Le groupe de Grothendie
k R0(A)est le groupe ab�elien engendr�e par les [M ℄, M 2 mod�A, et soumis aux relations[M ℄ = [N ℄ + [P ℄si on a une suite exa
te 0 ! N ! M ! P ! 0 (remarquons alors que [N ℄ + [P ℄ ne d�ependpas du 
hoix des repr�esentants M 2 [M ℄, N 2 [N ℄ et P 2 [P ℄). Notons qu'une base de R0(A)est form�ee des 
lasses d'isomorphisme des A-modules simples de type �ni. �* Soit bR := R(bv;bu1; : : : ;bul), o�u les bui, 1 � i � l et bv sont alg�ebriquement ind�ependantssur R. Soit m 2 N. Pour �l 2 �lm, notons S bR(�l) le module de Spe
ht index�e par �lpour l'alg�ebre d'Ariki-Koike g�en�erique H bR;m := H bR;m(bv; bu1; : : : ;bul). Nous garderons lesnotations S(�l) et D(�l) pour d�esigner les modules de Spe
ht et les modules simplesde l'alg�ebre sp�e
ialis�ee HR;m := HR;m(v;u1; : : : ;ul). D'apr�es la remarque 6.4, on aS(�l) �= S bR(�l) 
 bR R. De plus, puisque H bR;m est semi-simple (
f. exemple 6.22), leth�eor�eme 6.37 montre que �[S bR(�l)℄ �� �l 2 �lm	 est une base deR0(H bR;m). Consid�eronsl'appli
ation lin�eairedm : R0(H bR;m)
ZQ !R0(HR;m)
ZQ ; [S bR(�l)℄ 7! [S bR(�l)
 bR R℄ (�l 2 �lm):Cette appli
ation est appel�ee appli
ation de d�e
omposition. (Il est en fait possible ded�e�nir une appli
ation de d�e
omposition d�es qu'on s'est donn�e un triplet modulaire ;voir [GP℄.) Notons que la matri
e de 
ette appli
ation lin�eaire rapport�ee aux bases�[S bR(�l)℄ �� �l 2 �lm	 et n[D(�l)℄ �� �l 2 ��HR;mo est la transpos�ee de la matri
e ded�e
omposition de HR;m que nous avons introduite �a la d�e�nition 6.34. Puisque 
ettematri
e est unitriangulaire (
f. proposition 6.36), l'appli
ation dm est surje
tive. PosonsFm := HomQ�R0(H bR;m)
ZQ ;Q� et Gm := HomQ�R0(HR;m)
ZQ ;Q�:



146 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurSoient �[S bR(�l)℄y �� �l 2 �lm	 � Fm la base duale de la base �[S bR(�l)℄ �� �l 2 �lm	 etn[D(�l)℄y �� �l 2 ��HR;mo � Gm la base duale de la base n[D(�l)℄ �� �l 2 ��HR;mo. Soitem la transpos�ee de l'appli
ation dm. Puisque dm est surje
tive, em est inje
tive. Defa�
on expli
ite, em est l'appli
ation lin�eaire d�e�nie parem : Gm ! Fm; [D(�l)℄y 7! X�l2�lm [S(�l) : D(�l)℄ [S bR(�l)℄y (�l 2 ��HR;m):Posons en�n F := Mm2N Fm; G := Mm2N Gm et e := Mm2N em:L'appli
ation e est une inje
tion de G dans F .* Soit F[sl℄ := M�l2�l Q j�l;sli ;en tant que Q-espa
e ve
toriel, F[sl℄ a une base index�ee par l'ensemble des l-multi-partitions. Cet espa
e n'est rien d'autre que la sp�e
ialisation �a q = 1 de l'espa
e deFo
k Fq[sl℄. Soit par ailleurs U(bsln) l'alg�ebre enveloppante de bsln [Ka
℄. Il s'agit dela Q-alg�ebre ayant pour g�en�erateurs ei, fi, hi (0 � i � n � 1) et d, et soumise �ades relations que l'on obtient de fa�
on standard �a partir des relations d�e�nissant bsln(que nous avons d�e
rites au paragraphe 1.2.1). Il est possible de voir U(bsln) 
ommeune sp�e
ialisation �a q = 1 de l'alg�ebre quantique U 0q(bsln) (
f. [Jo℄). En sp�e
ialisant �aq = 1 l'a
tion de JMMO sur Fq[sl℄ (voir la proposition 3.7 et le th�eor�eme 3.8 pour lades
ription de 
ette a
tion), on obtient le r�esultat suivant.Proposition 6.40 L'espa
e F[sl℄ est un U(bsln)-module int�egrable, et les g�en�erateursde Chevalley ei, fi (0 � i � n� 1) agissent sur j� l;sli (� l 2 �l) par les formulesei:j� l;sli = X�l i:1�!�l j�l;sli et fi:j� l;sli = X�l i:1�!�l j�l;sli: �Comme dans le 
as quantique, le ve
teur j;l;sli 2 F[sl℄ est un ve
teur de plus haut poids
ongru �a � :=Plb=1 �sb modulo ZÆ. Puisque F[sl℄ est un U(bsln)-module int�egrable, lesous-module M[sl℄ := U(bsln):j;l;sli � F[sl℄est par 
ons�equent isomorphe �a L(�), l'unique (�a isomorphisme pr�es) U(bsln)-modulesimple de plus haut poids �. On a don
 une inje
tion{ : L(�) ,! F[sl℄:La sp�e
ialisation �a q = 1 de la base 
anonique �G+(�l;sl) �� �l 2 �l[sl;n℄Æ	 de Uq(bsln):j;l;sli(voir paragraphe 3.4.3), que l'on notera de la même fa�
on, est appel�ee base 
anoniquede L(�) �=M[sl℄.



Chapitre 6. Alg�ebres d'Ariki-Koike 147* Puisque F et F[sl℄ sont deux Q-espa
es ve
toriels ayant des bases index�ees par l'en-semble des l-multi-partitions, on peut d�e�nir l'isomorphisme d'espa
es ve
torielsA : F ! F[sl℄; [S bR(�l)℄y 7! j�l;sli:On a don
 le diagramme suivant. F A����! F[sl℄ex?? x??{G L(�)Nous pouvons �a pr�esent �enon
er le r�esultat le plus important de 
e paragraphe, �a savoir� le � th�eor�eme d'Ariki (voir aussi [Mat3, Theorem 3.19℄).Th�eor�eme 6.41 ([A2℄) Soit R un 
orps 
ommutatif de 
ara
t�eristique 0, 
ontenant unera
ine primitive n-i�eme de l'unit�e �. Soit sl = (s1; : : : ;sl) 2 Zl. Consid�erons les alg�ebresd'Ariki-Koike HR;m = HR;m(�; �s1 ;�s2 ; : : : ;�sl) (m 2 N);et d�e�nissons les espa
es ve
toriels gradu�es F et G 
omme pr�e
�edemment. Consid�erons en�nle poids � := lXb=1 �sb :On a alors les r�esultats suivants.(i) On peut munir F et G d'une stru
ture de U(bsln)-module, 
ompatible ave
 l'inje
tione : G ,! F . L'appli
ation A : F ! F[sl℄ est alors un isomorphisme de U(bsln)-modules.(ii) L'appli
ation A induit un isomorphisme de U(bsln)-modules entre G et M[sl℄ �= L(�).Notons en
ore A l'appli
ation G �=�! L(�).(iii) A envoie la base n[D(�l)℄y �� �l 2 ��HR;m ;m 2 No de G sur la base 
anonique de L(�).�Remarque 6.42 Le th�eor�eme 6.41 est en fait en
ore vrai si on suppose seulement que R un
orps 
ommutatif de 
ara
t�eristique 0, v 6= 1 et les ui (1 � i � l) sont des puissan
es enti�eresde v. Si v n'est pas une ra
ine de l'unit�e, il faut rempla
er l'alg�ebre de Lie aÆne bsln par bsl1(
f. [Ka
℄ pour la d�e�nition de 
ette alg�ebre). Le th�eor�eme d'Ariki [A2℄ s'�enon
e en fait dans
e 
adre plus g�en�eral ; de plus le 
as o�u v 6= 1 n'est pas une ra
ine de l'unit�e est un des 
asde base de la d�emonstration. �



148 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur6.2.3.2 Param�etrisation des modules simples de l'alg�ebre d'Ariki-KoikeD'apr�es le point (iii) de 
e th�eor�eme, les �el�ements de ��HR;m sont en bije
tion ave
�l[sl;n℄Æ \ �lm, l'ensemble des l-multi-partitions de m indexant les sommets du graphe 
ris-tallin de Mq[sl℄ := Uq(bsln):j;l;sli (on rappelle que l'alg�ebre Uq(bsln) op�ere sur Mq[sl℄ suivantl'a
tion de JMMO). Il est possible de d�e
rire 
ette bije
tion en introduisant une autre a
tionsur l'espa
e de Fo
k, appel�ee a
tion d'Hayashi ([H℄, voir aussi [Ja℄).D�e�nition 6.43 Soient �l 2 �l et 0 � 
 � n�1. L'ordre d'Ariki-Mathas [AM℄ est l'ordre surles 
-n�uds de type A et de type R de (�l;sl), not�e �AM et d�e�ni 
omme suit. Si 
 = (i; j; b)et 
0 = (i0 ;j0; b0) sont deux 
-n�uds de type A ou R de (�l;sl), on �e
rit 
 �AM 
0 si b < b0ou (b = b0 et i < i0). Autrement dit, la liste des 
-n�uds de type A ou de type R de (�l;sl)rang�es suivant 
et ordre s'obtient en par
ourant de haut en bas les lignes de la premi�ere
omposante de �l, puis en par
ourant de haut en bas les lignes de la deuxi�eme 
omposantede �l et ainsi de suite.On d�e�nit une a
tion des g�en�erateurs de Chevalley de Uq(bsln) sur L�l2�l Q(q):j�l;sli �al'aide des formules obtenues �a partir de la proposition 3.7 2Æ) en rempla�
ant l'ordre � de 
etteproposition par l'ordre d'Ariki-Mathas. On montre alors, 
omme pour le th�eor�eme 3.8, quel'on obtient un Uq(bsln)-module int�egrable [H℄, que l'on note F(H)q [sl℄. L'a
tion ainsi d�e�nieest appel�ee a
tion d'Hayashi. (Nous 
onserverons les notations Fq[sl℄, Mq[sl℄, et
. vues au
hapitre 3 lorsqu'on 
onsid�ere l'a
tion de JMMO.) Notons que l'espa
e F(H)q [sl℄ est isomorphe(en tant que Uq(bsln)-module) �a un produit tensoriel d'espa
es F(H)q [si℄ de niveau 1. Le sous-Uq(bsln)-module de F(H)q [sl℄ engendr�e par le ve
teur j;l;sli sera not�e M(H)q [sl℄. Soit K[sl;n℄l'ensemble des l-multi-partitions indexant les sommets du graphe 
ristallin de M(H)q [sl℄ ; 
esl-multi-partitions sont appel�ees multi-partitions de Klesh
hev. �On peut 
al
uler de fa�
on r�e
ursive les multi-partitions de Klesh
hev de la fa�
on suivante.Soient �l 2 K[sl;n℄ une multi-partition de Klesh
hev et i 2 [[0 ; n � 1℄℄. Rangeons les i-n�uds de type A et de type R de (�l;sl) par ordre 
roissant suivant l'ordre d'Ariki-Mathas.Notons �1 <AM � � � <AM �r la liste des n�uds ainsi obtenue. Supprimons de 
ette listede fa�
on r�e
ursive autant de fois que possible tous les 
ouples �h <AM �h+1 tels que �hest un n�ud de type R et �h+1 est un n�ud de type A de (�l;sl). Il reste alors une liste
1 <AM � � � <AM 
u <AM Æ1 <AM � � � <AM Æv, o�u les 
j sont des n�uds de type A de (�l;sl)et les Æk sont des n�uds de type R de (�l;sl) (�eventuellement, on peut avoir u = 0 ou v = 0).Les n�uds 
u et Æ1, s'ils existent, sont alors appel�es bons i-n�uds pour l'ordre d'Ariki-Mathas.On peut alors d�emontrer le th�eor�eme suivant (
f. th�eor�eme 3.26).Th�eor�eme 6.44 ([JMMO℄,[FLOTW℄) Identi�ons les multi-partitions de Klesh
hev ave
les sommets du graphe 
ristallin de M(H)q [sl℄ qu'elles indexent. Alors le graphe 
ristallin deM(H)q [sl℄ 
ontient la 
�e
he �l i�! �l si et seulement si (�l;sl) est obtenu �a partir de (�l;sl)en ajoutant un bon i-n�ud pour l'ordre d'Ariki-Mathas. �
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onnaissons pas, �a 
e jour, de des
ription non r�e
ursive des multi-partitions de Klesh
hev (sauf pour l = 1, auquel 
as on retrouve l'ensemble des partitionsn-r�eguli�eres). �Les modules int�egrables Mq[sl℄ et M(H)q [sl℄ sont engendr�es par un seul ve
teur de plushaut poids, et le plus haut poids est le même pour 
es deux modules. Par 
ons�equent, on a unisomorphisme Mq[sl℄ �= M(H)q [sl℄, qui induit un isomorphisme de 
ristaux entre les graphes
ristallins et don
 une bije
tion K[sl;n℄ �=�! �l[sl;n℄Æ entre les (multi-partitions indexant les)sommets de 
es graphes. Cette bije
tion peut être 
al
ul�ee en suivant des 
hemins dans lesgraphes 
ristallins (voir remarque 3.29).Nous pouvons maintenant expli
iter la bije
tion �m : ��HR;m �=�! �l[sl;n℄Æ\�lm provenantdu th�eor�eme 6.41 (iii). Le r�esultat suivant est dû �a Ariki et Mathas (voir aussi [Mat3, Theorem3.24℄).Th�eor�eme 6.46 ([AM℄) Ave
 les notations et les hypoth�eses du th�eor�eme 6.41, on a l'�egalit�e��HR;m = K[sl;n℄ \�lm. �D'apr�es le th�eor�eme 6.41 (iii), nous avons don
 deux param�etrisations de ��HR;m : une�a l'aide des multi-partitions de Klesh
hev et une autre donn�ee par le 
ristal de Mq[sl℄. Leth�eor�eme suivant montre que 
es deux param�etrisations 
o��n
ident.Th�eor�eme 6.47 ([A3℄) Reprenons les notations et les hypoth�eses du th�eor�eme 6.41. Soitm 2 N� . Soit �m : ��HR;m = K[sl;n℄ \�lm �=�! �l[sl;n℄Æ \�lmla bije
tion induite par la bije
tion K[sl;n℄ �=�! �l[sl;n℄Æ d�e�nie pr�e
�edemment. Alors l'iso-morphisme A : F ! F[sl℄ du th�eor�eme 6.41 envoie l'�el�ement [D(�l)℄y (�l 2 ��HR;m) surG+��m(�l);sl� 2 F[sl℄. �Corollaire 6.48 Reprenons les hypoth�eses et notations du th�eor�eme 6.41. Rappelons (
f.paragraphe 3.4.3) que �+sl(q) = ��+�l;�l ; sl(q)��l;�l2�lest la matri
e de transition entre la base standard et la base 
anonique G+ de Fq[sl℄. Soit�m : ��HR;m �=�! �l[sl;n℄Æ\�lm la bije
tion d�e�nie au th�eor�eme 6.47. Alors pour tout �l 2 �lm,�l 2 ��HR;m , on a [S(�l) : D(�l)℄ = �+�l;�m(�l) ; sl(1):D�emonstration. Soit �l 2 ��HR;m . En identi�ant (via l'appli
ation e) G �a un sous-espa
eve
toriel de F , on a dans F l'�egalit�e[D(�l)℄y = X�l2�lm [S(�l) : D(�l)℄ [S bR(�l)℄y:
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k de niveau sup�erieurAppliquons l'isomorphisme A : F �=�! F[sl℄. Les th�eor�emes 6.41 et 6.47 montrent qu'on aalors l'�egalit�e suivante dans F[sl℄ :G+��m(�l);sl� = X�l2�lm [S(�l) : D(�l)℄ j�l;sli:Compte tenu de la d�e�nition de la matri
e �+sl(q), le 
orollaire s'ensuit. �Rappelons que � 2 R est une ra
ine primitive n-i�eme de l'unit�e. Ce 
orollaire dit quela matri
e de d�e
omposition de HR;m(�; �s1 ; : : : ;�sl) s'obtient, �a permutation des 
olonnespr�es, en sp�e
ialisant �a q = 1 la sous-matri
e de la matri
e �+sl(q) qui est form�ee des 
olonnesindex�ees par les sommets du graphe 
ristallin du Uq(bsln)-module Mq[sl℄.Exemple 6.49 Prenons n = 2, l = 2, m = 2 et sl = (1;0). On v�eri�e que la matri
e detransition entre la base standard et la base 
anonique G+ de la 
omposante homog�ene dedegr�e m de Fq[sl℄ est �(q) = 0BBBB� 1 : : : :0 1 : : :q q 1 : :0 q2 q 1 :q2 0 q 0 1
1CCCCA �(2);;��;;(2)��(1);(1)��;;(1;1)��(1;1);;� :Par ailleurs, en 
omparant les graphes 
ristallins de Mq[sl℄ et M(H)q [sl℄, on voit que�m�(1);(1)� = �(2);;� et �m�;;(1;1)� = �;;(2)�:D'apr�es le 
orollaire 6.48, la matri
e de d�e
omposition de HR;m est don


D = �(1);(1)� �;;(1;1)�0BBBB� 1 00 11 10 11 0
1CCCCA �(2);;��;;(2)��(1);(1)��;;(1;1)��(1;1);;� ;

on retrouve bien la matri
e 
al
ul�ee �a l'exemple 6.35. �Remarque 6.50 En utilisant le th�eor�eme 6.41 (ou plus pr�e
is�ement, la version de 
e th�eor�eme�enon
�ee �a la remarque 6.42 ainsi que le 
orollaire 6.48) d'une part, ainsi que le th�eor�eme 6.38d'autre part, nous sommes �a même de 
al
uler la matri
e de d�e
omposition de l'alg�ebreHR;m(v;u1; : : : ;ul) pour tout 
hoix de param�etres v;u1; : : : ;ul 2 R n f0g. Signalons que dansle 
as parti
ulier o�u l = 1, on obtient les matri
es de d�e
omposition des alg�ebres de He
kede type A, 
e qui prouve la 
onje
ture de Las
oux-Le
ler
-Thibon [LLT℄. �
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Chapitre 7v-alg�ebres de S
hur 
y
lotomiquesEn vue d'�etudier les repr�esentations de l'alg�ebre de Ariki-Koike H asso
i�ee au groupede r�e
exions 
omplexes G(l;1;m), Dipper, James et Mathas [DJM℄ ont introduit en 1998 lav-alg�ebre de S
hur 
y
lotomique S := EndH� M�2�lmM(�)�:I
i les M(�) sont 
ertains H-modules, appel�es modules permutationnels (
f. d�e�nition 7.1).Lorsque l = 1, la v-alg�ebre de S
hur 
y
lotomique 
o��n
ide ave
 la v-alg�ebre de S
hur de[DJ2℄. L'alg�ebre S est 
ellulaire ; par 
ons�equent, nous pouvons appliquer la th�eorie desalg�ebres 
ellulaires vue �a la se
tion 6.1 pour �etudier ses repr�esentations. Un des probl�emes
entraux qui se pose alors est de 
al
uler la matri
e de d�e
omposition d'une v-alg�ebre deS
hur 
y
lotomique obtenue en sp�e
ialisant les param�etres �a une ra
ine n-i�eme de l'unit�e.Pour 
ela, James et Mathas [JM℄ ont �etabli, pour les v-alg�ebres de S
hur 
y
lotomiques, uneformule importante : la formule sommatoire de Jantzen. �Etant donn�e une �ltration de Jantzenpour les modules de Weyl, on peut d�e�nir un q-analogue D(q) de la matri
e de d�e
omposition,dont les 
oeÆ
ients sont les multipli
it�es gradu�ees des fa
teurs de 
omposition des modulesde Weyl (
f. se
tion 7.4). La formule sommatoire de Jantzen �equivaut �a l'identit�e matri
ielleD0(1) = JCD(1), o�u JC est une matri
e de valuations }-adiques de 
ertains d�eterminantsde Gram (
f. lemme 7.36 et th�eor�eme 7.33).Dans tout 
e 
hapitre, nous suivons en grande partie [DJM℄, [JM℄ et [Mat3℄.Notations. Dans tout 
e 
hapitre, on 
onsid�ere un anneau int�egre R, et on �xe des param�etresv;u1; : : : ;ul 2 R�, ainsi qu'un entier m 2 N� . On note H = HR;m(v;u1; : : : ;ul) l'alg�ebred'Ariki-Koike donn�ee par 
es param�etres. Rappelons en outre que �lm d�esigne l'ensemble desl-multi-
ompositions de m.
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k de niveau sup�erieur7.1 Modules permutationnelsD�e�nition 7.1 Soit � 2 �lm. Nous avons introduit, �a la d�e�nition 6.23, un �el�ement m� 2 H.On 
onsid�ere le H-module �a droite M(�) := m�H:Les modules M(�), � 2 �lm sont appel�es modules permutationnels (en anglais, permutationmodules). �Remarque 7.2 On montre ais�ement que si � 2 �lm est une multi-
omposition et � 2 �lmest la multi-partition obtenue en r�eordonnant les parts �a l'int�erieur de 
haque 
omposantede �, alors M(�) et M(�) sont isomorphes (
f. [Mat3, Paragraph 4.1℄). �Remarque 7.3 Rappelons que H est munie d'une involution � (
f. d�e�nition 6.23). L'imagedu R-sous-module M � H par 
ette involution sera not�ee M�. (Le le
teur veillera �a ne pas
onfondre M� et HomR(M;R).) On v�eri�e ais�ement que pour � 2 �lm, on a x�� = x� etu�� = u�. Puisque m� = x�u� = u�x�, on a m�� = m� et don
 M(�)� = Hm�. �Remarque 7.4 Supposons que l = 1. Soit � 2 �lm. Notons 1� la repr�esentation triviale dela sous-alg�ebre parabolique H� = H(S�) := P�2S� RT�. Il s'agit de la repr�esentation quiest de rang 1 
omme R-module, dans laquelle T� (� 2 S�) agit 
omme la multipli
ation parv`(�). On a alors M(�) �= 1� 
H� H ;en sp�e
ialisant v �a 1, on retrouve don
 la notion de module permutationnel pour la th�eoriedes repr�esentations du groupe sym�etrique (
f. remarque 5.1). Si l > 1, les modules M(�),� 2 �lm ne s'obtiennent en g�en�eral pas dire
tement par indu
tion �a partir de modules pourdes sous-alg�ebres de H. N�eanmoins, 
omme nous allons le voir, les modulesM(�), � 2 �lm se
omportent presque 
omme les modules permutationnels pour la th�eorie des repr�esentationsdu groupe sym�etrique, 
'est pourquoi nous gardons 
ette terminologie pour les modules quenous venons d'introduire. �Soient � 2 �lm et � 2 �lm. Rappelons que nous avons d�e�ni au paragraphe 1.1.3) l'en-semble SStd(�;�) form�e des �-tableaux semi-standard de type �. Nous avons �egalementd�e�ni une appli
ation (not�ee abusivement �) de Std(�) vers SStd(�;�).En utilisant la base de Murphy de H (
f. th�eor�eme 6.25), nous pouvons 
onstruire unebase du R-module M(�) (� 2 �lm).Th�eor�eme 7.5 ([DJM℄, Theorem 4.14) Soit � 2 �lm une l-multi-
omposition dem. Pour� 2 �lm, S2 SStd(�;�), T 2 Std(�), posonsm�S;T := XS 2 Std(�)�(S) = S m�S;T 2 H:



Chapitre 7. v-alg�ebres de S
hur 
y
lotomiques 153Alors M(�) est un R-module libre, de basenm�S;T j � 2 �lm; S2 SStd(�;�); T 2 Std(�)o : �Le 
orollaire qui suit nous servira �a 
onstruire une base de HomH�M(�);M(�)� (o�u �et � sont deux l-multi-
ompositions de m). Un autre 
orollaire du th�eor�eme 7.5 est le faitque les modules permutationnels de H admettent une �ltration par des modules de Spe
ht[DJM, Corollary 4.15℄.Corollaire 7.6 ([DJM℄, Proposition 6.3) Soient � et � deux l-multi-
ompositions de m.Pour � 2 �lm, S2 SStd(�;�), T 2 SStd(�;�), posonsm�S;T := XS; T 2 Std(�)�(S) = S�(T ) = T m�S;T 2 H:Alors ave
 les notations du th�eor�eme 7.5, on am�S;T= XT 2 Std(�)�(T ) = T m�S;T = XS 2 Std(�)�(S) = S �m�T;S�� 2M(�) \M(�)�:De plus, M(�) \M(�)� est un R-module libre, de basenm�S;T j � 2 �lm; S2 SStd(�;�); T 2 SStd(�;�)o : �Pour 
onstruire une base de HomH�M(�);M(�)� (�;� 2 �lm), Dipper, James et Mathasont prouv�e le r�esultat suivant. Pour l'�enon
er, on introduit la notion de double annulateur.D�e�nition 7.7 Soit S une partie de H. Posonsr(S) := fh 2 H j Sh = f0gg ; l(S) := fh 2 H j hS = f0gg et lr(S) := l(r(S)):On dit que lr(S) est le double annulateur de S. �Th�eor�eme 7.8 ([DJM℄, Thorem 5.16) Pour � 2 �lm, on alr(fm�g) =M(�)� = Hm�: �Corollaire 7.9 Soient � et � deux l-multi-
ompositions de m. Alors l'appli
ationHomH�M(�);M(�)�!M(�) \M(�)�; ' 7! '(m�)est bien d�e�nie et 
'est un isomorphisme de R-modules.
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k de niveau sup�erieurD�emonstration. Soit ' 2 HomH�M(�);M(�)�. Puisque m� 2 M(�), on a par d�e�nition'(m�) 2 M(�). Soit h 2 H tel que m�h = 0. Puisque ' est un morphisme de H-modules,on a '(m�)h = '(m�h) = 0, d'o�u '(m�) 2 lr(fm�g). D'apr�es le th�eor�eme 7.8, on a bien'(m�) 2M(�)�, don
 l'appli
ation de l'�enon
�e, que nous noterons �, est bien d�e�nie et 
'estun morphisme de R-modules. Soit x 2 M(�) \M(�)�. Puisque x 2 M(�)�, il existe x0 2 Htel que x = x0m� . Par 
ons�equent, pour tout (h;h0) 2 H2 tel quem�h = m�h0, on a xh = xh0,don
 l'appli
ation 	x : m�h 2M(�) 7! xh 2 H est bien d�e�nie. Puisque x 2M(�), il existex00 2 H tel que x = m�x00. On a alors, pour tout h 2 H, 	x(m�h) = m�(x00h) 2M(�), don
	x 2 HomH�M(�);M(�)�. Ainsi l'appli
ation	 : x 2M(�) \M(�)� 7! 	x 2 HomH�M(�);M(�)�est bien d�e�nie et il est 
lair qu'il s'agit de l'inverse de �. �Soient �, � 2 �lm, � 2 �lm, S 2 SStd(�;�) et T 2 SStd(�;�). Nous avons d�e�ni au
orollaire 7.6 un �el�ement m�S;T 2 M(�) \M(�)�. Par 
ons�equent, d'apr�es le 
orollaire 7.9,l'appli
ation '�S;T : m�h 2M(�) 7! m�S;Th 2 H;est bien d�e�nie et 
'est un �el�ement de HomH�M(�);M(�)�.Remarque 7.10 Soit � 2 �lm. Rappelons queT� := �(T�)est l'unique �-tableau semi-standard de type � (voir paragraphe 1.1.3). Il d�e
oule de 
e
i etdes d�e�nitions donn�ees dans 
e 
hapitre que 'T�;T� 2 EndH(M(�)) et'T�;T�(m�) = mT�;T� = mT�;T� = m�:Puisque M(�) = m�H, on en d�eduit que 'T�;T� 2 EndH(M(�)) est l'identit�e. �Proposition 7.11 Soient �, � 2 �lm. Alors les �el�ements '�S;T (� 2 �lm, S 2 SStd(�;�),T 2 SStd(�;�)) d�e�nis pr�e
�edemment forment une base du R-module HomH�M(�);M(�)�.D�emonstration. Cela r�esulte du 
orollaire 7.6 et de l'isomorphisme exhib�e au 
orollaire 7.9. �7.2 D�e�nition des v-alg�ebres de S
hur 
y
lotomiquesD�e�nition 7.12 ([DJM℄) La v-alg�ebre de S
hur 
y
lotomique est la R-alg�ebre d�e�nie parS := EndH� M�2�lmM(�)� �= M�;�2�lmHomH�M(�);M(�)�
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i, le symbole � d�esigne une somme dire
te � externe � de R-modules). Cette alg�ebred�epend des mêmes param�etres que H ; pour les mettre en valeur, nous �e
rirons parfoisS = SR = SR(v;u1; : : : ;ul) = SR;m(v;u1; : : : ;ul): �Nous allons �a pr�esent munir S d'une stru
ture 
ellulaire.D�e�nition 7.13{ Soit (�S ;�) := (�lm ;D), o�u D d�esigne l'ordre (inverse) de dominan
e sur l'ensembledes l-multi-partitions de m.{ Pour � 2 �S , soit TS(�) := SStd(�) l'ensemble des tableaux semi-standard de pro�l �et de type arbitraire (
f. paragraphe 1.1.3).{ Soit � = �S : S ! S l'anti-automorphisme d'alg�ebre involutif d�e�ni 
omme suit. Soient�;� 2 �lm et ' 2 HomH�M(�);M(�)�. On montre alors ais�ement qu'il existe un unique'� 2 HomH�M(�);M(�)� � S tel que'�(m�) = ('(m�))�;o�u dans le membre de droite, � d�esigne l'involution de H. On �etend alors de fa�
onadditive l'appli
ation � ainsi d�e�nie �a S �=L�;�2�lm HomH�M(�);M(�)� et on v�eri�equ'il s'agit bien d'un anti-automorphisme involutif de S. Le le
teur pourra trouver lapreuve de toutes 
es assertions dans [DJM, Lemma 6.10℄.{ Soient � 2 �S et S;T 2 TS(�). Soit '�S;T le ve
teur de la base de HomH�M(�);M(�)�
onsid�er�ee �a la proposition 7.11. On �etend '�S;T �a S de fa�
on additive en imposant que'�S;T est nulle surM(�) pour tout � 2 �lm nf�g. L'�el�ement de S ainsi d�e�ni sera en
orenot�e '�S;T. Soit en�n CS l'appli
ation d�e�nie par CS(S;T) := '�S;T pour tout � 2 �S ,S; T 2 TS(�). �En utilisant le th�eor�eme 6.25 et les r�esultats de la se
tion pr�e
�edente, on peut d�emontrerle � th�eor�eme de la base semi-standard � pour S.Th�eor�eme 7.14 ([DJM℄, Theorem 6.6) Reprenons les notations de la d�e�nition 7.13.Alors (�S ;TS ;CS ;�S) est une stru
ture 
ellulaire pour la v-alg�ebre de S
hur 
y
lotomique S,et la base n'�S;T j � 2 �S ;S;T 2 TS(�)oest une base 
ellulaire de S, appel�ee base semi-standard. �
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ord ave
 la d�e�nition 6.3, notons H(B�) le sous-R-module de H engendr�e par les m�S;T , � B �, S, T 2 Std(�). De même, notons S(B�) lesous-R-module de S engendr�e par les '�S;T, �B�, S, T 2 Std(�). Il n'est pas diÆ
ile de voirque S(B�) est l'ensemble des ' 2 S dont l'image est 
ontenue dans H(B�). �Nous allons �a pr�esent voir 
omment 
al
uler le produit de deux �el�ements de la base semi-standard de S.Proposition 7.16 Soient �, � 2 �lm, S, T 2 SStd(�) et U, V 2 SStd(�).(i) Si Type(T) 6= Type(U), alors on a '�S;T'�U;V = 0.(ii) Supposons que les tableaux T et U sont de même type. Alors il existe hU;V 2 H tel quem�U;V = mType(U) hU;V. SoitA = AS;T := n(�;X;Y) �� � 2 �lm; X 2 SStd��;Type(S)�; Y 2 SStd��;Type(T)�o :Alors il existe des 
oeÆ
ients r�X;Y2 R �(�;X;Y) 2 A� tels quem�S;ThU;V = X(�;X;Y)2Ar�X;Ym�X;Y;et on a '�S;T'�U;V = X(�;X;Y)2Ar�X;Y'�X;Y:D�emonstration. Supposons qu'il existe h 2 H tel que '�S;T'�U;V(h) 6= 0. Par d�e�nition des�el�ements de la base semi-standard de S, on a '�U;V(M(�)) = f0g �a moins que � = Type(V),et '�U;V�M(Type(V))� �M(Type(U)). Par 
ons�equent, l'�el�ement non nul '�U;V(h) appartient�a M(Type(U)). Le même argument appliqu�e �a '�S;T montre que '�U;V(h) 2 M(Type(T)).Puisque M(Type(T)) et M(Type(U)) sont des fa
teurs dire
ts de L�2�lm M(�), on doitavoir Type(T) = Type(U), d'o�u le point (i).Supposons maintenant que Type(T) = Type(U). D'apr�es le 
orollaire 7.6, l'�el�ement m�U;Vappartient �a M(Type(U)), don
 il existe hU;V 2 H tel que m�U;V = mType(U) hU;V. �A nouveaud'apr�es le 
orollaire 7.6, on a m�S;T 2M(Type(S))\M(Type(T))� . Comme M(Type(S)) estun id�eal �a droite de H, on a m�S;ThU;V 2 M(Type(S)). De plus, puisque m�S;T appartient �aM(Type(T))� =M(Type(U))� , il existe h0S;T2 H tel que m�S;T= h0S;TmType(U). On a alorsm�S;ThU;V = h0S;TmType(U) hU;V = h0S;Tm�U;V ;mais toujours d'apr�es le 
orollaire 7.6, l'�el�ement m�U;V appartient �a M(Type(V))� qui est unid�eal �a gau
he de H, don
 on a aussi m�S;ThU;V = h0S;Tm�U;V 2 M(Type(V))� . En appliquant
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ore une fois le 
orollaire 7.6, on obtient l'existen
e de 
oeÆ
ients r�X;Y2 R �(�;X;Y) 2 A�tels que m�S;ThU;V = X(�;X;Y)2Ar�X;Ym�X;Y:Montrons �a pr�esent que pour tout h 2 H, on a'�S;T'�U;V(h) = X(�;X;Y)2Ar�X;Y'�X;Y(h):Il suÆt de le prouver pour h = m� ave
 � 2 �lm. Si � 6= Type(V), alors on a '�X;Y(h) = 0pour tout (�;X;Y) 2 A, et on a de même '�U;V (h) = 0, 
e qui montre la formule dans 
e 
as.Supposons �a pr�esent que h = mType(V). Pour tout (�;X;Y) 2 A, on a Type(Y) = Type(V) etdon
 '�X;Y(h) = m�X;Y. De même, on a '�U;V (h) = m�U;V. Il vient alors'�S;T'�U;V (h) = '�S;T�m�U;V� = '�S;T�mType(U) hU;V� = '�S;T�mType(T)hU;V�= m�S;ThU;V = X(�;X;Y)2Ar�X;Ym�X;Y= X(�;X;Y)2Ar�X;Y'�U;V (h);d'o�u le r�esultat. �Con
luons 
ette se
tion par un th�eor�eme de r�edu
tion, qui est l'analogue pour S duth�eor�eme 6.38. Le th�eor�eme qui suit, dont le le
teur trouvera l'�enon
�e dans [Mat3, Theorem4.15℄, peut être prouv�e �a partir du th�eor�eme 6.38 en utilisant la th�eorie des modules de Youngpour les alg�ebres d'Ariki-Koike (voir [Mat2℄).Th�eor�eme 7.17 ([DM℄) Supposons que R est un anneau int�egre. Fixons une partitionfu1; : : : ;ulg = rai=1nu(i)1 ; : : : ;u(i)li ode l'ensemble fu1; : : : ;ulg. Supposons que l'�el�ementY1�i<i0�r Y1 � j � li1 � j0 � li0 Y�m<d<m �vdu(i)j � u(i0)j0 � 2 Rest inversible. Alors la v-alg�ebre de S
hur 
y
lotomique SR;m(v;u1; : : : ;ul) est Morita-�equiva-lente �a l'alg�ebre Mm1; : : : ;mr 2 Nm1 + � � �+mr = m rOi=1 SR;mi(v;u(i)1 ; : : : ;u(i)li ): �
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k de niveau sup�erieur7.3 Repr�esentations des v-alg�ebres de S
hur 
y
lotomiquesNous allons maintenant appliquer la th�eorie des alg�ebres 
ellulaires pour �etudier lesrepr�esentations de S.7.3.1 R�esultats provenant de la th�eorie des alg�ebres 
ellulairesDans tout 
e paragraphe, nous supposerons que R est un 
orps 
ommutatif. Rappelonsque si A est une R-alg�ebre munie d'une stru
ture 
ellulaire (�;T ;C ;�), nous avons d�e�ni �a lase
tion 6.1 un module 
ellulaire �a droite C(�) ainsi qu'un module simple ou nul D(�) pourtout � 2 �. Nous avons �egalement d�e�ni une matri
e de d�e
omposition pour A.D�e�nition 7.18 Soit (�S ;TS ;CS ;�S) la stru
ture 
ellulaire pour S 
onsid�er�ee au th�eor�eme7.14. Le module 
ellulaire �a droite asso
i�e �a � 2 �S est appel�e module de Weyl ; on le noteW (�). W (�) est un R-module libre, dont la base naturelle sera not�ee �'�T j T 2 SStd(�)	(le ve
teur '�T 
orrespond �a l'�el�ement not�e C�T dans la d�e�nition 6.3). Soit � 2 �S . D'apr�esla se
tion 6.1, W (�) est muni d'une forme bilin�eaire asso
iative  �, don
 le radi
al de  �,que l'on note rad �, est un sous-module de W (�). PosonsL(�) := W (�)= rad �:Soit ��S := f� 2 �S j L(�) 6= f0gg :Th�eor�eme 7.19 Supposons que R est un 
orps 
ommutatif. Alors ave
 les notations pr�e
�eden-tes, les S-modules L(�), � 2 ��S sont absolument irr�edu
tibles, et ils forment un syst�eme
omplet de repr�esentants des 
lasses d'isomorphisme des S-modules simples.D�emonstration. Cela d�e
oule des th�eor�emes 7.14 et 6.6. �Contrairement au 
as de l'alg�ebre d'Ariki-Koike, il est tr�es simple de d�eterminer ��S pourla v-alg�ebre de S
hur 
y
lotomique S que nous avons d�e�nie.Th�eor�eme 7.20 Supposons que R est un 
orps 
ommutatif. Alors ave
 les notations de 
eparagraphe, on a ��S = �S .D�emonstration. Soit � 2 �S . Par d�e�nition de la forme bilin�eaire  �, on a'T�;T� 'T�;T� �  �('T� ; 'T�)'T�;T� mod S(B�);o�u l'ensemble S(B�) est d�e�ni �a la remarque 7.15. Mais d'apr�es la remarque 7.10, la restri
-tion de 'T�;T� �a M(�) est l'identit�e, don
 'T�;T� est un idempotent et  �('T� ; 'T�) = 1.Par 
ons�equent, on a  � 6= 0 et L(�) 6= f0g. �D�e�nition 7.21 Si R est un 
orps 
ommutatif, la matri
eD = �d�;� := �W (�0) : L(�0)���;�2�S
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ede d�e
omposition de la v-alg�ebre de S
hur 
y
lotomique S. �Remarque 7.22 Nous adoptons ainsi une 
onvention di��erente de 
elle du 
hapitre 6 ; ene�et, la matri
e de d�e
omposition de S (au sens de la d�e�nition 6.8) serait plutôt la matri
eD := (d�0;�0)�;�2�S . Toutefois, D s'obtient �a partir de D via une permutation des lignes etdes 
olonnes, 
'est pourquoi nous appelons en
ore � matri
e de d�e
omposition � la matri
eD. Nous pr�ef�erons travailler ave
 D plutôt que D pour être en a

ord ave
 le 
hapitre 8 (
f.
onje
ture 8.5). �Proposition 7.23 Supposons que R est un 
orps 
ommutatif. Alors la matri
e de d�e
omposi-tion de S est unitriangulaire, i.e. pour tout �;� 2 �S , on a [W (�) : L(�)℄ 6= 0 ) � D � et[W (�) : L(�)℄ = 1.D�emonstration. Cela d�e
oule du th�eor�eme 7.14 et de la proposition 6.9. �Remarque 7.24 Supposons que R est un 
orps 
ommutatif. Alors le th�eor�eme 7.20, laproposition 7.23 ainsi que la remarque 6.14 montrent que la v-alg�ebre de S
hur 
y
lotomiqueS est une alg�ebre quasi-h�er�editaire. �Th�eor�eme 7.25 Supposons que R est un 
orps 
ommutatif. Alors ave
 les notations de 
eparagraphe, les assertions suivantes sont �equivalentes.(i) S est semi-simple (d�eploy�ee).(ii) Pour tout � 2 �S , on a W (�) = L(�).(iii) Pour tout � 2 �S , on a rad � = f0g, i.e.  � est non-d�eg�en�er�ee.(iv) La matri
e de d�e
omposition de S est l'identit�e.D�emonstration. Cela r�esulte des th�eor�emes 7.14 et 6.12. �Nous allons voir �egalement au paragraphe suivant (
f. 
orollaire 7.28) que si R est un
orps 
ommutatif, alors SR est semi-simple si et seulement si HR l'est.7.3.2 Fon
teur de S
hur et th�eor�eme du double 
entralisateurDans 
e paragraphe, nous supposons �a nouveau que R est un anneau int�egre. PosonsM := L�2�lm M(�) et ! := ((0); : : : ;(0);(1m)) 2 �lm (i
i, (1m) d�esigne la partition de mdont toutes les parts sont �egales �a 1). Notons que m! = 1, don
 H = M(!) est un sous-module deM. Pour h 2 H, soit �h 2 EndH(H) l'endomorphisme donn�e par la multipli
ation�a gau
he par h. D'apr�es la remarque 7.10, l'�el�ement 'T!;T! 2 EndR(M) est la proje
tion surH parall�element �aL�2�lmnf!gM(�) ; par 
ons�equent, 'T!;T! est un idempotent de S. Pourh 2 H, posons b�h := 'T!;T! �h 'T!;T! 2 EndR(M) ;
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es de Fo
k de niveau sup�erieurpuisque 'T!;T!(M) � H et �h 2 EndH(H), 
e
i d�e�nit e�e
tivement un �el�ement de l'alg�ebreS = EndH(M). Soit M un S-module �a droite. Puisque 'T!;T! est un idempotent de S, onv�eri�e ais�ement que l'appli
ation(m'T!;T!; h) 2M'T!;T! �H 7! (m'T!;T!) : h := m'T!;T! b�h 2M'T!;T!est bien d�e�nie et munit M'T!;T! d'une stru
ture de H-module �a droite. Nous avons ainsi
onstruit un fon
teur mod�S ! mod�H; M 7!M'T!;T! ;
e fon
teur est appel�e fon
teur de S
hur.Th�eor�eme 7.26 ([DJM℄, Proposition 2.19)(i) Pour � 2 �lm, on a des isomorphismes W (�)'T!;T! �= S(�) et L(�)'T!;T! �= D(�).(ii) Supposons que R est un 
orps 
ommutatif. Alors pour tout � 2 �lm, � 2 ��H, on a[S(�) : D(�)℄ = [W (�) : L(�)℄. �Remarque 7.27 Ce th�eor�eme montre en parti
ulier que la matri
e de d�e
omposition de Hest une sous-matri
e de la matri
e de d�e
omposition de S. (Le le
teur troubl�e par 
e faitpourra se reporter �a la remarque 6.29.) �Corollaire 7.28 Supposons que R est un 
orps 
ommutatif. Alors SR est semi-simple si etseulement si HR l'est.D�emonstration. Supposons que H est semi-simple. Le th�eor�eme 6.37 ((ii) ) (v)) impliqueque la matri
e de d�e
omposition de H est la matri
e identit�e. D'apr�es le th�eor�eme 7.26 (ii),la matri
e de d�e
omposition de S est �egalement l'identit�e, don
 le th�eor�eme 7.25 ((iv)) (i)),S est semi-simple. R�e
iproquement, supposons que S est semi-simple. Soit � 2 �lm. D'apr�esle th�eor�eme 7.25 ((i) ) (ii)) et le th�eor�eme 7.26 (i), on aS(�) �=W (�)'T!;T! = L(�)'T!;T! �= D(�);don
 S(�) et D(�) sont isomorphes. Puisque D(�) est un quotient du R-espa
e ve
torielS(�) de dimension �nie, on a S(�) = D(�). Le th�eor�eme 6.37 ((iii)) (ii)) montre alors queH est semi-simple. �Observons queM est un (S;H)-bi-module. En fait, 
ha
une des alg�ebres H et S 
entralisel'a
tion de l'autre ; nous avons don
 un analogue 
y
lotomique de la dualit�e de S
hur-Weyl.Th�eor�eme 7.29 (Th�eor�eme du double 
entralisateur, [Mat3℄) On aS �= EndH� M�2�lmM(�)� et H �= EndS� M�2�lmM(�)�: �
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�e de la sommatoire de JantzenD�e�nition 7.30 On dit que (R;K;F ) est un triplet modulaire siR est un anneau de valuationdis
r�ete, d'unique id�eal maximal }, K est le 
orps des fra
tions de R et F = R=}R est le
orps r�esiduel. �Dans toute 
ette se
tion, nous supposerons que (R;K;F ) est un triplet modulaire. Soit} l'unique id�eal maximal de R. Puisque R est un anneau de valuation dis
r�ete, pour toutx 2 R n f0g, il existe un unique entier �}(x) 2 N tel que x 2 }�}(x)R et x =2 }�}(x)+1R. Onpose �egalement �}(0) := +1. L'appli
ation �} : R ! N [ f+1g ainsi d�e�nie satisfait lespropri�et�es suivantes :(i) �}(xy) = �}(x) + �}(y) et (ii) �}(x+ y) � min(�}(x) ; �}(y)) (x; y 2 R):D'apr�es (i), on peut �etendre �} �a K en posant �}(x=y) = �}(x) � �}(y) (x; y 2 R; y 6= 0).Les propri�et�es (i) et (ii) sont en
ore vraies pour tout x, y 2 K. On dit que l'appli
ation�} : K ! Z[ f+1g ainsi d�e�nie est une valuation, appel�ee valuation }-adique.Nous introduisons �a pr�esent la �ltration de Jantzen pour les R-modules. Si M est unR-module, on note MF := F 
R M le module sp�e
ialis�e (i
i, R agit �a droite sur F = R=}Rvia la surje
tion naturelle R� R=}R).D�e�nition 7.31 ([AM℄) SoitM un R-module muni d'une forme bilin�eaire sym�etrique h� ; �i.On pose pour i 2 N, M(i) := fu 2M j 8 v 2M; �}(hu ; vi) � ig :La �ltration de Jantzen de M est la suiteMF =MF (0) �MF (1) � � � � ;o�u MF (i) := (M(i) + }M)=}M (i � 0). �Remarque 7.32 Soit �MF (i)�i2N la �ltration de Jantzen du R-module M muni d'une 
er-taine forme bilin�eaire sym�etrique. AlorsMF (1) est le radi
al de 
ette forme bilin�eaire (d�e�niesurMF �MF ). De plus, siM est libre de rang �ni 
omme R-module, alors on a MF (i) = f0gpour i assez grand. �Nous allons maintenant 
onsid�erer, pour �l 2 �lm, la �ltration de Jantzen �WF (�l ; i)�i2Ndu SR-module de Weyl W (�l), muni de la forme bilin�eaire  �l (
f. d�e�nition 7.18). D'apr�esla remarque 6.4, les WF (�l ; i), i 2 N sont des SF -modules.James et Mathas ont prouv�e le r�esultat suivant [JM, Theorem 4.3℄.
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es de Fo
k de niveau sup�erieurTh�eor�eme 7.33 (Formule sommatoire de Jantzen)Supposons que SK est semi-simple. Alors pour tout �l 2 �lm, on a dans R0(SF ) :Xi>0 �WF (�l ; i)� = X�l2�lm jC�0l;�0l�WF (�l)�;o�u la matri
e JC = �jC�l;�l��l;�l2�lm est expli
it�ee au paragraphe 7.4.2. �La matri
e JC d�epend du 
hoix de l'anneau R et des param�etres v;u1; : : : ;ul 2 R etm, l 2 N. Les 
oeÆ
ients de JC sont des valuations }-adiques de 
ertains d�eterminants deGram ; au paragraphe 7.4.2, nous allons les d�e
rire de fa�
on 
ombinatoire �a l'aide de rubans
ontenus dans les diagrammes de l-multi-partitions. I
i C d�esigne l'ordre de dominan
e surles multi-partitions. Nous utilisons la notation JC au lieu de J pour mettre en �eviden
e lefait que JC est triangulaire pour 
et ordre, 
'est-�a-dire que l'on a �l 6C�l ) jC�l;�l = 0. Nousillustrerons 
ette formule par l'exemple 7.40.Nous allons maintenant donner une identit�e matri
ielle �equivalente �a la formule somma-toire de Jantzen.D�e�nition 7.34 On d�e�nit la matri
e D(q) = �d�l;�l(q)��l;�l2�lm pard�l;�l(q) :=Xi�0 �WF (�0l ; i)=WF (�0l ; i+ 1) : LF (�0l)� qi 2 N[q℄ (�l;�l 2 �lm)(noter la pr�esen
e de multi-partitions 
onjugu�ees). �Comme la matri
e JC, la matri
e D(q) d�epend du 
hoix de l'anneau R et des param�etresv;u1; : : : ;ul 2 R et m, l 2 N.Remarque 7.35 La matri
e D(q) d�epend du 
hoix de l'anneau R et des param�etres v,u1; : : : ;ul 2 R et m, l 2 N. Notons que d�l;�l(1) est �egal �a la multipli
it�e de LF (�0l) 
ommefa
teur de 
omposition de WF (�0l), don
 D(1) est la matri
e de d�e
omposition D de SF . �Lemme 7.36 Pour �l 2 �lm, notons �l 2 �lm la multi-partition 
onjugu�ee �a �l et gardonsle symbole 0 pour d�esigner la d�erivation par rapport �a la variable q. Soit J = �j�l;�l��l;�l2�lmune matri
e �a 
oeÆ
ients entiers. Alors les assertions suivantes sont �equivalentes :(i) Dans R0(SF ), on a pour tout �l 2 �lm, Xi>0 �WF (�l ; i)� = X�l2�lm j�l;�l�WF (� l)�.(ii) D0(1) = JD(1).D�emonstration. Soit �l 2 �lm. D'apr�es le th�eor�eme 7.19, les �LF (�l)�, �l 2 �lm forment uneZ-base du groupe de Grothendie
k R0(SF ). On a don
 :
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lotomiques 163Xi>0 �WF (�l ; i)� = Xi>0 X�l2�lm �WF (�l ; i) : LF (�l)��LF (�l)�= X�l2�lm �Xi>0Xj�i �WF (�l ; j) =WF (�l ; j + 1) : LF (�l)���LF (�l)�= X�l2�lm �Xj>0 X0<i�j �WF (�l ; j) =WF (�l ; j + 1) : LF (�l)���LF (�l)�= X�l2�lm d0�l;�l(1)�LF (�l)� ;de même, on aX�l2�lm j�l;�l�WF (� l)� = X�l; �l2�lm j�l;�l�WF (� l) : LF (�l)��LF (�l)�= X�l2�lm � X�l2�lm j�l;�l�WF (� l) : LF (�l)���LF (�l)�= X�l2�lm � X�l2�lm j�l;�ld�l;�l(1)��LF (�l)� :Puisque les �LF (�l)�, �l 2 �lm sont lin�eairement ind�ependants, le lemme s'ensuit. �Corollaire 7.37 Supposons que SK est semi-simple. Alors ave
 les notations du th�eor�eme7.33, on a D0(1) = JCD(1). �7.4.2 D�e�nition de la matri
e J<Suivant [JM℄, nous d�e�nissons dans 
e paragraphe une matri
e J = �J�l;�l��l;�l2�lm , �a
oeÆ
ients dans R ; 
ette matri
e d�epend des param�etres m, l 2 N et v;u1; : : : ;ul 2 R. Fixons�l = (�(1); : : : ;�(l)), �l = (�(1); : : : ;�(l)) 2 �lm, et envisageons les 
as suivants.{ Cas (J1). Supposons que �l 6= �l et qu'il existe deux entiers d, d0 2 [[1 ; l℄℄, d 6= d0v�eri�ant les 
onditions suivantes : �(d) � �(d), �(d0) � �(d0), �(b) = �(b) pour toutb =2 fd; d0g, et � := �(d)=�(d) et �0 := �(d0)=�(d0) sont deux rubans de même longueur bh.Soient hd(�) = (i; j; d) la tête de � et hd(�0) = (i0; j0; d0) la tête de �0. On pose alors" := (�1)ht(�)+ht(�0) et J�l;�l := �udvj�i � ud0vj0�i0�":{ Cas (J2). Supposons que �l 6= �l et qu'il existe d 2 [[1 ; l℄℄ tel que �(b) = �(b) pour toutb 6= d, et � := �(d)=(�(d) \ �(d)) et �0 := �(d)=(�(d) \ �(d)) sont deux rubans de mêmelongueur bh. Par d�e�nition de � et �0, on a � \ �0 = ;, d'o�u l'on d�eduit (en fon
tion despositions relatives de � et �0) que �(d) C �(d) ou �(d) C �(d). Supposons que �(d) C �(d).Soit �00 � (�(d)\�(d)) le ruban obtenu en joignant la queue de � �a la tête de �0, mais quine 
ontient pas 
es deux derniers n�uds (
f. �gure 7.1). Notons hd(�) = (i; j; d) (resp.
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anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurhd(�0) = (i0; j0; d0), resp. hd(�00) = (i00; j00; d00)) la tête de � (resp. �0, resp. �00). Posonsen�n "1 := (�1)ht(�)+ht(�0); "2 := (�1)ht(�[�00)+ht(�00[�0) etJ�l;�l := �ud(vj�i � vj0�i0)�"1 :�ud(vj�i � vj00�i00)�"2 :Si �(d) C �(d), on pose J�l;�l := J�l;�l .{ Cas (J3). Dans tous les autres 
as, on poseJ�l;�l := 1:
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Fig. 7.1 { Dessin des rubans �, �0 et �00 (les n�uds de (�(d) \ �(d))� �00 sont repr�esent�es enblan
).Rappelons que } est l'unique id�eal maximal de R. On d�e�nit une matri
eJ = J} = �j�l;�l��l;�l2�lmpar la formule j�l;�l := �}(J�l;�l) 2 Z (�l;�l 2 �lm) :Fixons maintenant un ordre partiel 6 sur �lm, et notons < l'ordre stri
t asso
i�e. Ond�e�nit alors une matri
e J< = �j<�l;�l��l;�l2�lm par les formulesj<�l;�l := ( j�l;�l si �l < �l0 sinon (�l;�l 2 �lm):La matri
e J< d�epend don
 des mêmes param�etres que J , ainsi que de l'ordre <.D�e�nition 7.38 La matri
e JC du th�eor�eme 7.33 est la matri
e J< que nous venons ded�e�nir, o�u <= C est l'ordre de dominan
e sur les multi-partitions. �
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 les notations de [JM℄, on a pour tout �l, � l 2 �lm, �}(g�l;�l) = jC�0l;�0l(
f. [JM, De�nition 3.36 & Remark 3.37℄). Notons que �0lC� 0l si et seulement si �lB� l. Nouspr�ef�erons travailler ave
 des multi-partitions 
onjugu�ees pour être en a

ord ave
 le 
hapitre8 (
f. th�eor�eme 8.3). �Exemple 7.40 Prenons l = 2 et m = 4. Soient bR := C [x; x�1 ℄ l'anneau des polynômes deLaurent en une ind�etermin�ee sur C , } l'id�eal premier de bR engendr�e par x� i (o�u i 2 C estune ra
ine 
arr�ee de �1) et R := C [x; x�1 ℄} le lo
alis�e de bR en }. On a K = C (x) et F = C .Prenons v = x2, u1 = �x6 et u2 = x�12. Il s'agit du 
hoix de param�etres donn�e par le lemme7.41 pour l = 2, m = 4, n = 2 et sl = (4; � 4). Soit �l := �(3;1);;�. Le 
al
ul de jC�0l;�0l pour
ertaines l-multi-partitions �l est donn�e dans le tableau 
i-dessous.�l Cas J�0l;�0l jC�0l;�0l�;;(1;1;1;1)� (J1) x�16 + x6 1�;;(2;1;1)� (J1) (x�16 + x4)�1 0�;;(2;2)� (J3) 1 0�(1;1);(1;1)� (J1) (x�16 + x6)�1 �1�(1;1;1;1);;� (J2) x�4 � 1x�4 � x4 0�(2;2);;� (J2) x�4 � 1x�4 � x�2 1... ... ... ...On 
al
ule ainsi jC�0l;�0l pour tout �l 2 �lm (on a ℄�lm = 20). La formule sommatoire deJantzen donne alors :Xj>0 �WF ��(3;1);;� ; j�� = �WF �(2;2);;��+ �WF �(2;1;1);;��+ �WF �(2;1);(1)����WF �(1;1);(1;1)��+ �WF �;;(3;1)��+ �WF �;;(1;1;1;1)��: �Pour un 
hoix appropri�e de param�etres, des 
oeÆ
ients de J = �j�l;�l��l;�l2�lm ont uneexpression plus simple. Nous reviendrons sur 
e 
hoix de param�etres au paragraphe 8.2.1. Lesnotations du lemme 7.41 ayant trait �a des objets 
ombinatoires sont donn�ees �a la se
tion 1.1.Lemme 7.41 Soient n � 2 un entier et sl = (s1; : : : ;sl) 2 Zl. Choisissons les param�etressuivants. Soient bR := C [x; x�1 ℄ l'anneau des polynômes de Laurent en une ind�etermin�ee



166 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieursur C , � := exp� 2i�nl � 2 C une ra
ine primitive nl-i�eme de l'unit�e, } l'id�eal premier de bRengendr�e par x� �, R := C [x; x�1 ℄} le lo
alis�e de bR en },v := xl et ud := �ndxlsd�nd (1 � d � l):Nos param�etres d�ependent don
 de n, l et sl. Ave
 
e 
hoix de param�etres, nous avons lesexpressions suivantes des 
oeÆ
ients de J .1Æ) Supposons que (�l;�l) 2 �lm ��lm satisfait les 
onditions (J1). Alorsj�l;�l = � (�1)ht(�)+ht(�0) si resn(hd(�)) = resn(hd(�0));0 sinon.2Æ) Supposons que (�l;�l) 2 �lm ��lm satisfait les 
onditions (J2). Alorsj�l;�l = (�1)ht(�)+ht(�0)";o�u " := 8<: 1 si resn(hd(�)) = resn(hd(�0)) et bh 6� 0 (mod n);�1 si resn(hd(�)) 6= resn(hd(�0)) et bh � 0 (mod n);0 sinon.D�emonstration. Supposons que (�l;�l) satisfait les 
onditions (J1). On a alorsj�l;�l = (�1)ht(�)+ht(�0)�}(P�l;�l(x)) ;ave
 P�l;�l(x) := udxl(j�i) � ud0xl(j0�i0). Observons queP�l;�l(x) = �a1xa2 � �a3xa4 ;ave
 a1 := dn, a2 := lsd�dn+ l(j� i), a3 := d0n et a4 := lsd0�d0n+ l(j0� i0). En utilisant lefait que �}(xN ) = 0 pour tout N 2 Z et que xNP�l;�l(x) 2 C [x℄ pour un N 2 Z 
onvenable,on a �}(P�l;�l(x)) � 0;�}(P�l;�l(x)) � 1() P�l;�l(�) = 0 ;�}(P�l;�l(x)) � 2() P�l;�l(�) = P 0�l;�l(�) = 0:Un 
al
ul dire
t montre que �}(P�l;�l(x)) � 1 si et seulement si a1+ a2 � a3+ a4 (mod nl),i.e. l(sd + j � i) � l(sd0 + j0 � i0) (mod nl), soit en
ore resn(hd(�)) = resn(hd(�0)). De plus,on a �}(P�l;�l(x)) � 2 () � a1 + a2 � a3 + a4 (mod nl)a2�a1+a2�1 = a4�a3+a4�1() � a1 + a2 � a3 + a4 (mod nl)a2 = a4() � a1 � a3 (mod nl)a2 = a4 :



Chapitre 7. v-alg�ebres de S
hur 
y
lotomiques 167Or la 
ondition a1 � a3 (mod nl) entrâ�ne d � d0 (mod l), 
e qui est impossible 
ar d et d0sont deux entiers distin
ts 
ompris entre 1 et l. Par 
ons�equent, on �}(P�l;�l(x)) � 1, d'o�ule point 1Æ) du lemme. Supposons maintenant que (�l;�l) satisfait les 
onditions (J2). Ave
les notations de (J2), on a alors "2 = �"1, d'o�uj�l;�l = (�1)ht(�)+ht(�0)�}(P�l;�l(x)); ave
P�l;�l(x) := ud�xl(j�i) � xl(j0�i0)�ud�xl(j�i) � xl(j00�i00)�= xl((j0�i0)�(j�i)) � 1xl((j00�i00)�(j�i)) � 1 = xl�
ont(hd(�0))�
ont(hd(�))� � 1xlbh � 1 :Pour 
on
lure, il suÆt de remarquer que si N 2 Z, alors �}(xlN � 1) = 1 si ln divise lN , ouen
ore si n divise N , et �}(xlN � 1) = 0 sinon. �
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Chapitre 8Bases d'Uglov et v-alg�ebres deS
hur 
y
lotomiquesUn des probl�emes 
entraux de la th�eorie des repr�esentations des v-alg�ebres de S
hur 
y-
lotomiques est de 
al
uler la matri
e de d�e
omposition de SR;m(v;u1; : : : ;ul) lorsque lesparam�etres sont sp�e
ialis�es �a une ra
ine n-i�eme de l'unit�e. �Etant donn�e une �ltration deJantzen pour les modules de Weyl, nous avons d�e�ni un q-analogue D(q) de la matri
e ded�e
omposition, dont les 
oeÆ
ients sont les multipli
it�es gradu�ees des fa
teurs de 
omposi-tion des modules de Weyl (
f. d�e�nition 7.34). Soit par ailleurs �(q) la matri
e de transitionentre la base standard et la base 
anonique G+ de la 
omposante homog�ene de degr�e m duUq(bsln)-module Fq[sl℄ (
f. 
hapitre 3). Grâ
e au th�eor�eme d'Ariki (
f. th�eor�eme 6.41 et 
orol-laire 6.48), il semble naturel de 
onje
turer que pour des 
hoix appropri�es de param�etres, ona l'identit�e D(q) = �(q). Ce
i donnerait, grâ
e au 
hapitre 5, un algorithme pour 
al
uler lesmatri
es de d�e
omposition des v-alg�ebres de S
hur 
y
lotomiques. Dans le 
as o�u l = 1, Va-ragnolo et Vasserot [VV℄ ont prouv�e que D(1) = �(1). De plus, les travaux de Ryom-Hansen[Ry℄ ont montr�e que 
ette 
onje
ture (toujours pour l = 1) est 
ompatible ave
 la formulede Jantzen-S
haper. Nous 
onje
turons que si la multi-
harge sl est m-dominante (au sensde la d�e�nition 4.29), alors on a D(q) = �(q) ; en parti
ulier, nous 
onje
turons que �(1)est �egale �a la matri
e de d�e
omposition D(1) de l'alg�ebre de S
hur 
y
lotomique sp�e
ialis�eeSC . Notons qu'�a notre 
onnaissan
e il n'existait pas jusqu'�a maintenant de 
onje
ture pr�e
isepour le 
al
ul de la matri
e de d�e
omposition, même pour le 
as l = 2 (type Bm).Bien que SC et don
 D(1) ne d�ependent pas vraiment de la multi-
harge sl, mais seule-ment de la suite des r�esidus modulo n de ses 
omposantes, il est n�e
essaire d'imposer une
ondition sur sl pour avoir l'�egalit�e D(1) = �(1) (et �a plus forte raison, D(q) = �(q)). Ene�et, nous avons par exemple 
al
ul�e, pour deux 
hoix de la multi-
harge donnant les mêmessuites de r�esidus modulo n, deux matri
es �(q) qui n'ont pas le même nombre de 
oeÆ
ientsnon nuls (voir l'exemple 4.33).Notre 
onje
ture s'appuie sur le th�eor�eme suivant (voir aussi [Y℄). �A toute multi-
hargesl nous asso
ions un ordre �, 
e qui nous donne une matri
e J�. Les 
oeÆ
ients J� sont
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rits de mani�ere 
ombinatoire (
f. paragraphe 7.4.2). Dans le 
as o�u sl est m-dominante,notre matri
e J� 
o��n
ide ave
 la matri
e JC de la formule sommatoire de Jantzen, qui est�equivalente �a l'identit�e D0(1) = JCD(1) (
f. 
orollaire 7.37). Nous montrons alors que pourtoute multi-
harge sl, nous avons �0(1) = J��(1) (
f. th�eor�eme 8.3)La preuve de notre th�eor�eme est bas�ee sur une expression 
ombinatoire de la d�eriv�ee �aq = 1 de la matri
e A(q) de l'involution de l'espa
e de Fo
k. Plus pr�e
is�ement, nous montronsque A0(1) = 2J� (th�eor�eme 8.4). Les 
oeÆ
ients de A(q) sont des analogues pour les espa
esde Fo
k des polynômes Rx;y(q) de Kazhdan-Lusztig pour les alg�ebres de He
ke. Le 
al
ul
lassique des R0x;y(1) a �et�e e�e
tu�e dans [GJ℄ en liaison ave
 la 
onje
ture de Kazhdan-Lusztigpour les multipli
it�es des fa
teurs de 
omposition des modules de Verma.8.1 NotationsNous utiliserons dans tout 
e 
hapitre les notations suivantes.* Rappelons que n et l d�esignent deux entiers naturels non nuls, et s un entier relatif.Soit sl = (s1; : : : ;sl) 2 Zl(s) une multi-
harge.* Soit m un entier naturel non nul. Rappelons que �lm d�esigne l'ensemble des l-multi-partitions de m.* Soit (�;s) 2 �N � ZN une multi-partition 
harg�ee. Pour i 2 Z, notonsNi(�) := ℄ f
 2 � j resn(
) = i mod ngle nombre de i-n�uds de (�;s) (
e nombre d�epend de la multi-
harge s). Nous d�e�nissonsde fa�
on similaire Ni(�) si � est une forme gau
he 
ontenue dans une partition 
harg�ee.* Rappelons que nous avons d�e�ni au paragraphe 1.1.5.3 une bije
tion �l : ��Z! �l�Zl.Nous noterons �l $ �si � 2 � et �l 2 �lm sont li�ees par la relation (�l; sl) = �l(�; s). On d�e�nit un ordrepartiel � sur �lm 
omme suit. Soient �l, �l 2 �lm, et �; � 2 � telles que �l $ �et �l $ �. On dit que �l pr�e
�ede �l, et on �e
rira �l � �l si on a � E �. En par-ti
ulier, � et � doivent être de même rang. Notons que l'ordre � ainsi d�e�ni d�ependde la multi-
harge sl que nous nous sommes �x�ee. L'ordre stri
t asso
i�e �a � sera not�e � .* En a

ord ave
 le 
hapitre 1, nous serons amen�es �a 
onsid�erer le groupe de Coxeter Sr(o�u r 2 N� ), relativement au syst�eme 
anonique de g�en�erateursf�i := (i;i + 1) j 1 � i � r � 1g :(Nous prions le le
teur de bien vouloir nous ex
user pour le l�eger 
on
it de notationsqui en r�esulte ; en e�et, nous avons d�ej�a introduit au 
hapitre 4 la notation �i pour les
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onsid�erer Wn dans 
e 
hapitre.) La fon
tion longueur sur Sr sera not�ee `. L'�el�ementde longueur maximale de Sr sera not�e !. Rappelons que Sr agit �a gau
he sur Zr via�:(k1; : : : ;kr) = (k��1(1); : : : ;k��1(r)) ((k1; : : : ;kr) 2 Zr; � 2 Sr):* Nous utiliserons les notations 
(k), d(k), m(k), �(k) (k 2 Z) d�e�nies �a la se
tion 2.1.Soient (P1), (P2) et (P3) les propri�et�es de � donn�ees au lemme 1.10. Nous utiliseronsaussi les notations b(k), 
(k), d(k), m(k), v(k) et !(k) (k 2 Zr), �egalement d�e�nies �ala se
tion 2.1.* Rappelons que Asl(q) = �a�l;�l; sl(q)��l;�l2�ld�esigne la matri
e de l'involution de Fq[sl℄, et que�+sl(q) = ��+�l;�l; sl(q)��l;�l2�ld�esigne la matri
e de passage de la base standard vers la base 
anonique d'Uglov G+de Fq[sl℄ (
f. paragraphe 3.4.3). Notons pour simpli�erA(q) := �a�l;�l; sl(q)��l;�l2�lm et �(q) := ��+�l;�l; sl(q)��l;�l2�lm ;et posons de même a�l;�l(q) := a�l;�l; sl(q) et ��l;�l(q) := �+�l;�l; sl(q) (�l, �l 2 �lm).8.2 �Enon
�e des r�esultats8.2.1 Notre 
hoix de param�etresNous d�e
rivons i
i notre 
hoix de param�etres pour la v-alg�ebre de S
hur 
y
lotomique S(
f. lemme 7.41). Nous garderons 
es param�etres pour toute la suite de 
e 
hapitre, sans pourautant les mentionner syst�ematiquement de fa�
on expli
ite.Nos param�etres sont similaires �a 
eux utilis�es dans [Ja℄ pour les alg�ebres de Ariki-Koike.Ils d�ependent des entiers n, l et du l-uplet sl 2 Zl que nous nous sommes �x�es au d�epart.Soient bR := C [x; x�1 ℄ l'anneau des polynômes de Laurent en une ind�etermin�ee sur le 
orps C ,� := exp�2i�nl � 2 C une ra
ine primitive nl-i�eme de l'unit�e, } l'id�eal premier de bR engendr�epar x� �, R := C [x; x�1 ℄} le lo
alis�e de bR en },v := xl et ud := �ndxlsd�nd (1 � d � l):On a alors K = C (x), F = C et SF = SC (�; �s1 ; : : : ;�sl) ave
 � := exp� 2i�n � ; SF ned�epend don
 que des r�esidus sd mod n (1 � d � l). Notre 
hoix de param�etres fournit ef-fe
tivement un triplet modulaire (R;K;F ) ; 
ependant le 
hoix de l'id�eal } 
onduisant �a la
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anonique.Notons qu'ave
 notre 
hoix de param�etres, l'�el�ement PHK 2 K introduit au th�eor�eme 6.21est non nul, don
 d'apr�es le th�eor�eme 6.21, l'alg�ebre HK(v;u1; : : : ;ul) est semi-simple. (Onpeut aussi retrouver la semi-simpli
it�e deHK(v;u1; : : : ;ul) en remarquant que la sp�e
ialisationde x �a 1 envoie HK(v;u1; : : : ;ul) sur l'alg�ebre semi-simple CG(l;1;m), puis en utilisant unargument de d�eformation de Tits [A1℄.) D'apr�es le 
orollaire 7.28, l'alg�ebre SK(v;u1; : : : ;ul)est aussi semi-simple. Par 
ons�equent, nous avons une formule de Jantzen pour la v-alg�ebrede S
hur 
y
lotomique sp�e
ialis�ee SF = SC (�; �s1 ; : : : ;�sl).8.2.2 �Enon
�e des th�eor�emesLa formule sommatoire de Jantzen fait intervenir une matri
e not�ee JC, que nous avonsd�e�nie au paragraphe 7.4.2. Nous avons en fait d�e�ni �a 
e paragraphe une matri
e J< pourn'importe quel ordre < sur �lm ; la d�e�nition de 
ette matri
e fait appel �a des 
as (J1), (J2) et(J3) auxquels nous nous r�ef�ererons tout au long de 
e 
hapitre. Nous avons donn�e au lemme7.41 une expression 
ommode permettant de 
al
uler la matri
e J< ave
 notre 
hoix deparam�etres. Dans 
e 
hapitre, nous travaillerons plus parti
uli�erement ave
 l'ordre � d�e�ni�a la se
tion 8.1. (Rappelons que 
et ordre d�epend de sl.) Nous verrons �a la proposition 8.18que si sl est m-dominante, alors on a J� = JC. Attention, les ordres � et C ne 
o��n
identpas n�e
essairement, même si sl est m-dominante (
f. remarque 8.19).Exemple 8.1 Prenons n = 3, l = 2, sl = (1;0) et m = 3. I
i, sl n'est pas m-dominante, etles matri
es J� et JC sont di��erentes. En e�et, on a d'une part
J� =

0BBBBBBBBBBBBBB�
0 : : : : : : : : :0 0 : : : : : : : :0 0 0 : : : : : : :0 0 0 0 : : : : : :0 0 1 0 0 : : : : :0 1 1 0 0 0 : : : :0 �1 0 0 1 1 0 : : :0 1 �1 0 1 �1 1 0 : :0 1 �1 0 0 1 0 0 0 :0 �1 0 0 �1 0 1 0 1 0

1CCCCCCCCCCCCCCA
�(1;1);(1)��(3);;��;;(3)��(1);(2)��;;(2;1)��(2);(1)��(1);(1;1)��;;(1;1;1)��(2;1);;��(1;1;1);;�

:
I
i, les multi-partitions de m indexant les ve
teurs de la base standard de Fq[sl℄ sont rang�eessuivant un ordre total qui raÆne l'ordre �. D'autre part, si nous 
onservons 
et ordre pour�e
rire les lignes et les 
olonnes de JC, nous avons
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JC =

0BBBBBBBBBBBBBB�
0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 0 0 0 1 0 0 �1 00 0 0 0 0 0 0 0 0 00 0 1 0 0 0 1 0 0 �10 1 0 0 0 0 0 0 1 00 �1 0 0 0 1 0 0 0 10 1 �1 0 1 �1 1 0 0 00 1 0 0 0 0 0 0 0 00 �1 0 0 0 0 0 0 1 0

1CCCCCCCCCCCCCCA
�(1;1);(1)��(3);;��;;(3)��(1);(2)��;;(2;1)��(2);(1)��(1);(1;1)��;;(1;1;1)��(2;1);;��(1;1;1);;�

:
La matri
e �e
rite 
i-dessus n'est pas triangulaire 
ar l'ordre que nous 
onsid�erons n'est pas
ompatible ave
 C. �Exemple 8.2 Prenons n = 3, l = 2, sl = (4; � 3) et m = 3. I
i, sl est m-dominante. Dans
e 
as, � et C sont deux ordres di��erents, mais les matri
es J� et JC 
o��n
ident. En e�et,on a

J� = JC =
0BBBBBBBBBBBBBB�

0 : : : : : : : : :0 0 : : : : : : : :0 1 0 : : : : : : :0 1 1 0 : : : : : :0 �1 1 0 0 : : : : :0 0 0 0 0 0 : : : :0 �1 0 1 1 0 0 : : :0 0 �1 1 0 0 0 0 : :0 0 0 0 �1 0 1 1 0 :0 1 0 �1 0 0 1 �1 1 0
1CCCCCCCCCCCCCCA

�(1;1);(1)��(3);;��(2;1);;��(2);(1)��(1;1;1);;��(1);(2)��(1);(1;1)��;;(3)��;;(2;1)��;;(1;1;1)�
:

�Voi
i le prin
ipal r�esultat de 
e 
hapitre.Th�eor�eme 8.3 On a �0(1) = J��(1): �Ce th�eor�eme est �equivalent au th�eor�eme suivant.Th�eor�eme 8.4 On a A0(1) = 2J�:
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e des th�eor�emes 8.3 et 8.4. Puisque la base 
anonique est in-variante sous l'a
tion de l'involution, on a l'identit�e �(q) = A(q)�(q�1). En d�erivant 
e
i�a q = 1, on a �0(1) = A0(1)�(1) � A(1)�0(1). Puisque A(1) est la matri
e identit�e, on end�eduit que 2�0(1) = A0(1)�(1). Par 
ons�equent, le th�eor�eme 8.4 implique le th�eor�eme 8.3. IlsuÆt de remarquer que �(1) est unitriangulaire, don
 inversible, pour �etablir la r�e
iproque. �Exemple 8.1 (suite). Rappelons que n = 3, l = 2, sl = (1;0) et m = 3. Si nous arrangeonsles lignes et les 
olonnes de A(q) suivant l'ordre utilis�e pour �e
rire J�, nous avons
A(q) =0BBBBBBBBBBBBB�

1 : : : : : : : : :0 1 : : : : : : : :0 0 1 : : : : : : :0 0 0 1 : : : : : :0 0 q � q�1 0 1 : : : : :0 q � q�1 q � q�1 0 0 1 : : : :0 q�2 � 1 (q � q�1)2 0 q � q�1 q � q�1 1 : : :0 q�3(q2 � 1) �(q � q�1) 0 q2 � 1 q�2 � 1 q � q�1 1 : :0 q2 � 1 q�2 � 1 0 0 q � q�1 0 0 1 :0 �(q � q�1) �q�1(q � q�1)2 0 q�2 � 1 (q � q�1)2 q � q�1 0 q � q�1 1
1CCCCCCCCCCCCCA

�(1;1);(1)��(3);;��;;(3)��(1);(2)��;;(2;1)��(2);(1)��(1);(1;1)��;;(1;1;1)��(2;1);;��(1;1;1);;� :On a don
 bien A0(1) = 2J� dans 
e 
as. �Exemple 8.2 (suite). Rappelons que n = 3, l = 2, sl = (4;�3) et m = 3. Si nous arrangeonsles lignes et les 
olonnes de A(q) suivant l'ordre utilis�e pour �e
rire J�, nous avons
A(q) =0BBBBBBBBBBBBBB� 1 : : : : : : : : :0 1 : : : : : : : :0 q � q�1 1 : : : : : : :0 q2 � 1 q � q�1 1 : : : : : :0 q�2 � 1 q � q�1 0 1 : : : : :0 0 0 0 0 1 : : : :0 �(q � q�1) (q � q�1)2 q � q�1 q � q�1 0 1 : : :0 0 q�2 � 1 q � q�1 0 0 0 1 : :0 0 �q�1(q � q�1)2 (q � q�1)2 q�2 � 1 0 q � q�1 q � q�1 1 :0 q�3(q2 � 1) 0 �(q � q�1) 0 0 q2 � 1 q�2 � 1 q � q�1 1

1CCCCCCCCCCCCCCA
�(1;1);(1)��(3);;��(2;1);;��(2);(1)��(1;1;1);;��(1);(2)��(1);(1;1)��;;(3)��;;(2;1)��;;(1;1;1)� :On a don
 �egalement A0(1) = 2J� dans 
e 
as. �Nous prouverons le th�eor�eme 8.4 au 
ours des se
tions suivantes. Notre d�emonstrationest similaire �a 
elle donn�ee dans [Ry℄ dans le 
as du niveau 1. Toutefois, le 
as du niveausup�erieur est nettement plus 
ompliqu�e ; nous le traitons en envisageant de nombreux 
as(voir la se
tion 8.8).L'analogie formelle entre le th�eor�eme 8.3 d'une part, et la reformulation de la formulesommatoire de Jantzen donn�ee au 
orollaire 7.37 d'autre part, nous invite �a poser laConje
ture 8.5 Supposons que sl est m-dominante. Soit SF la v-alg�ebre de S
hur 
y
loto-mique sp�e
ialis�ee donn�ee par notre 
hoix de param�etres (
f. paragraphe 8.2.1). Soit D(q) leq-analogue de la matri
e de d�e
omposition de SF introduit �a la d�e�nition 7.34. Alors on aD(q) = �(q):
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lotomiques 175�Exemple 8.6 Prenons �a nouveau n = 3, l = 2, sl = (4;�3) et m = 3. Soient bR := C [x;x�1 ℄,} := �x� e i�3 � � bR et R := C [x;x�1 ℄}. Consid�erons la v-alg�ebre de S
hur 
y
lotomiqueS = SR(v;u1;u2)d�e�nie sur l'anneau R et ayant pour param�etresv := x2; u1 := �x5; u2 := x�12:L'alg�ebre sp�e
ialis�ee est don
 SC �e 2i�3 ; e 2i�3 ;1�. Dans 
e 
as, nous 
onje
turons que la matri
eD(q) est �egale �a
�(q) =

0BBBBBBBBBBBBBB�
1 : : : : : : : : :0 1 : : : : : : : :0 q 1 : : : : : : :0 q2 q 1 : : : : : :0 0 q 0 1 : : : : :0 0 0 0 0 1 : : : :0 0 q2 q q 0 1 : : :0 0 0 q 0 0 0 1 : :0 0 0 q2 0 0 q q 1 :0 0 0 0 q 0 q2 0 q 1

1CCCCCCCCCCCCCCA
�(1;1);(1)��(3);;��(2;1);;��(2);(1)��(1;1;1);;��(1);(2)��(1);(1;1)��;;(3)��;;(2;1)��;;(1;1;1)�

:
�Si on ne suppose plus que sl est m-dominante, alors nous 
onje
turons que la matri
e�(q) est �egale �a un q-analogue de la matri
e de d�e
omposition d'un re
ouvrement quasi-h�er�editaire (au sens de Rouquier) de l'alg�ebre de Ariki-KoikeH. Ce re
ouvrement, d�ependantde sl, pourrait provenir d'une alg�ebre de Cherednik rationnelle via le fon
teur de Knizhnik-Zamolod
hikov [GGOR℄ (voir [Ro℄). Il serait Morita-�equivalent �a la v-alg�ebre de S
hur 
y-
lotomique de [DJM℄ dans le 
as o�u sl est m-dominante.8.3 �-nombres et rubansOn introduit i
i les �-nombres asso
i�es �a une partition 
harg�ee. Soit � = (�1;�2; : : :) 2 �une partition ayant au plus r parts. Le r-uplet�r(�) := (�1 + s; �2 + s� 1; : : : ;�r + s� r + 1) 2 Zrest appel�e r�liste de �-nombres asso
i�ee �a (�;s), ou de fa�
on abusive liste ou suite de �-nombres asso
i�ee �a �. L'ensemble des entiers qui 
omposent �r(�) sera not�e Br(�). Notonsque �r(�) est une suite stri
tement d�e
roissante d'entiers tous sup�erieurs ou �egaux �a s+1�r.�r(�) d�epend en fait de l'entier s que nous nous sommes �x�es, mais que nous ne ferons pas
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es de Fo
k de niveau sup�erieurapparâ�tre dans la notation pour ne pas trop l'alourdir. Une partition � est enti�erementd�etermin�ee par la suite de �-nombres �r(�) qui lui est asso
i�ee. Il y a en fait un lien �etroitentre les �-nombres et les q-produits ext�erieurs de r fa
teurs (
f. 
hapitre 2). En e�et, si �est une partition ayant au plus r parts et k = (k1; : : :) 2 P++(s) est tel que uk = j�;si, alorson a (k1; : : : ;kr) = �r(�).Si f est une fon
tion d�e�nie sur Zr, il sera 
ommode de voir f 
omme une fon
tion (qu'onnotera en
ore f) d�e�nie sur l'ensemble des partitions de rang r, via la formulef(�) := f(�(�)) (� 2 �; j�j = r):Par exemple, on d�e�nit ainsi pour toute partition � les ve
teurs 
(�), d(�), et
. (Voir lase
tion 8.1.)Pour prouver le th�eor�eme 8.4, nous devons faire le lien entre l'ajout/la suppression d'unruban �a une partition et la liste de �-nombres asso
i�ee. Pour 
ela, nous rappelons un r�esultat
lassique sur les �-nombres (
f. par exemple [Mat1, Lemma 5.26℄).Lemme 8.7 Soient �(1) et �(2) deux partitions ayant au plus r parts. Soit �r(�(2)) = (�1; : : : ;�r)la liste de �-nombres asso
i�ee �a �(2). Alors �(1) � �(2), et � := �(2)=�(1) est un ruban si etseulement si il existe des entiers b, h 2 N� tels queBr(�(1)) = f�1; : : : ;�b�1; �b � h; �b+1; : : : ;�rg :Dans 
e 
as, b est le num�ero de ligne de la queue de � et h est la longueur de �. Soit � 2 Srl'unique permutation obtenue en rangeant les entiers (�1; : : : ;�b�1; �b � h; �b+1; : : : ;�r) parordre d�e
roissant. On a alors `(�) = ht(�). De plus, le 
ontenu de la tête de � vaut
ont(hd(�)) = �
 = �b � h;o�u 
 est le num�ero de ligne de la tête de �.D�emonstration. Le sens dire
t est imm�ediat. R�e
iproquement, supposons que l'ensemble des�-nombres de �(1) est B(�(1)) = f�1; : : : ;�b�1; �b � h; �b+1; : : : ;�rg, ave
 h > 0. On doit alorsavoir �b�h � s+1� r et l'existen
e de b � 
 � r tel que �
 > �b�h > �
+1 (o�u, si 
 = r, onpose �
+1 := s� r). On remarque alors que �(1) est obtenue �a partir de �(2) en enlevant unruban �, o�u � � �(2) est le ruban dont la tête est situ�ee �a la ligne 
 de �(2) et dont la queueest situ�ee �a la ligne b de �(2) ; � est bien un ruban de longueur h. De plus, la permutation �de l'�enon
�e v�eri�e�:(�1; : : : ;�b�1;�b � h;�b+1; : : : ;�r) = (�1; : : : ;�b�1;�b+1; : : : ;�
;�b � h;�
+1; : : : ;�r) ;par 
ons�equent, � est un 
y
le de longueur 
 � b = ht(�). En�n, la tête de � a pour 
oor-donn�ees (
; �(1)
 +1), don
 son 
ontenu vaut 
ont(hd(�)) = s+(�(1)
 +1)� 
 = �
 = �b�h. �Exemple 8.8 Prenons s = 4, r = 5, �(1) = (6;2;2;2;2) et �(2) = (6;5;3;2;2). Alors � =�(2)=�(1) est un ruban et on a b = 2, 
 = 3 et h = 4. Par ailleurs, on a �(�(2)) = (�1; : : : ;�5) =
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lotomiques 177(10;8;5;3;2) et �(�(1)) = (�1; �3; �b � h; �4; �5) = (10;5;4;3;2). On a � = (2;3) et don
 `(�) =1 = ht(�). En�n, la tête de � a pour 
oordonn�ees (3;3) et on a don
 
ont(hd(�)) = 4 = �
 =�b � h. �Lemme 8.9 Soient �(1), �(2) 2 � telles que j�(1)j = j�(2)j = r et �(1) 6= �(2). Soient�(�(1)) = (�1; : : : ;�r) et �(�(2)) = (�1; : : : ;�r) les suites de �-nombres asso
i�ees �a �(1) et�(2) respe
tivement. Posons � := �(1)=(�(1) \ �(2)) et �0 := �(2)=(�(1) \ �(2)).1Æ) Alors, � et �0 sont deux rubans si et seulement si ℄�B(�(1))\B(�(2))� = r� 2. Dans 
e
as, soit. h la longueur 
ommune de � et de �0,. y le num�ero de ligne de la queue de �0,. y0 le num�ero de ligne de la tête de �0,. x0 le num�ero de ligne de la queue de �, et. x le num�ero de ligne de la tête de �.On a alors f�i; i 6= x0;y0g = f�j ; j 6= x;yg,
ont(hd(�)) = �x = �x0 � h et 
ont(hd(�0)) = �y0 = �y � h:Soit � 2 Sr l'unique permutation obtenue en rangeant par ordre d�e
roissant les entiers(�1; : : : ;�y � h; : : : ;�x + h; : : : ;�r) qui forment B(�(1)). Alors `(�) = ht(�) + ht(�0).2Æ) Supposons que les 
onditions du 1Æ) sont remplies. On a alors les �equivalen
es suivantes,et de plus un des deux 
as suivants a lieu :(i) y � y0 < x0 � x () �(1) C �(2) ;(ii) x0 � x < y � y0 () �(2) C �(1) :D�emonstration. On prouve 1Æ) en appliquant le lemme pr�e
�edent aux 
ouples de partitions(�(1) \ �(2);�(1)) et (�(1) \ �(2);�(2)). Prouvons �a pr�esent 2Æ). Les in�egalit�es y � y0 et x0 � xsont �evidentes. Puisque �\�0 = ;, un des deux 
as suivants a lieu : ou bien y0 < x0, auquel 
ason a �(1)C �(2), ou bien x < y, auquel 
as on a �(2) C �(1). Ce
i prouve les deux impli
ations), et 
omme l'un des deux 
as a lieu, on a les �equivalen
es souhait�ees. �8.4 Expressions des matri
es JC et J�8.4.1 Une premi�ere appro
he des 
as (J1) et (J2)Nous allons donner une 
ondition n�e
essaire et suÆsante en termes de partitions pourque (�l;�l) 2 �lm��lm satisfasse (J1) ou (J2). Nous renvoyons le le
teur au paragraphe 7.4.2pour la d�e�nition de 
es 
as.
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es de Fo
k de niveau sup�erieurLemme 8.10 Soient �l = (�(1); : : : ;�(l)) 2 �lm et �l = (�(1); : : : ;�(l)) 2 �lm deux multi-partitions, et �, � 2 � telles que �l $ � et �l $ �. Alors les assertions suivantes sont�equivalentes :(i) � � �, et �=� est un ruban,(ii) �l � �l, et il existe d 2 [[1 ; l℄℄ tel que �(d)=�(d) est un ruban et �(b) = �(b) pour toutb 2 [[1 ; l℄℄ n fdg.D�emonstration. Prouvons (i) ) (ii). On passe de � �a � en ajoutant un ruban de longueurh. D'apr�es le lemme 8.7, 
e
i 
orrespond, au niveau des diagrammes d'abaques, �a passer deA(�; s) �a A(�; s) en d�epla�
ant une bille situ�ee en position k de h 
rans vers la droite. Auniveau des diagrammes d'abaques �a l tiges A(�l; sl) et A(�l; sl), le d�epla
ement de 
ette bille
orrespond au d�epla
ement de bh 
rans vers la droite de la bille situ�ee en position �(k) sur latige d := d(k). L'assertion (ii) d�e
oule de 
e
i et du lemme 8.7 appliqu�e au 
ouple (�(d); �(d)).On prouve la r�e
iproque de fa�
on analogue. �En appliquant deux fois le lemme pr�e
�edent et le lemme 8.9, on obtient le 
orollairesuivant.Corollaire 8.11 Soient �l, �l 2 �lm deux multi-partitions distin
tes, et �, � 2 � telles que�l $ � et �l $ �. Supposons que j�j = j�j = r. Alors (�l;�l) satisfait (J1) ou (J2) si etseulement si ℄�B(�) \B(�)� = r � 2. �Soient �l, �l 2 �lm et �, � 2 � telles que �l $ � et �l $ �. Consid�erons les assertions(H) �l � �l (i.e. �C �); j�j = j�j = r et ℄�B(�) \B(�)� = r � 2:Le 
orollaire pr�e
�edent montre que si (�l;�l) ne satisfait pas (H), alors on a j��l;�l = 0.Notations. Soient �l = (�(1); : : : ;�(l)) 2 �lm et �l = (�(1); : : : ;�(l)) 2 �lm deux multi-partitions telles que (�l;�l) satisfait (H). Dans 
e 
as, nous adopterons pour toute la suite de
e 
hapitre les notations suivantes. Soient �, � 2 � les partitions telles que �l $ � et �l $ �.Soient (�1; : : : ;�r) et (�1; : : : ;�r) les suites de �-nombres asso
i�ees �a � et � respe
tivement.D'apr�es le lemme 8.9 appliqu�e au 
ouple (�(1); �(2)) = (�; �), il existe des entiers positifs y,y0, x0, x et h tels que f�i; i 6= x0;y0g = f�j ; j 6= x;yg, �y0 = �y � h et �x0 = �x + h. De plus,d'apr�es le 
orollaire 8.11, (�l;�l) v�eri�e (J1) ou (J2) ; soient alors d; d0 2 [[1 ; l℄℄ et bh 2 N� lesentiers introduits dans la d�e�nition des 
as (J1) et (J2) (dans le 
as (J2), on pose d0 := d).Soient en�n 
 2 [[0 ; nl � 1℄℄ le r�esidu de 
(�y)� 
(�x) modulo nl et Æ 2 [[0 ; nl � 1℄℄ le r�esidude n�d(�y)� d(�x)� modulo nl.Remarque 8.12 Supposons que (�l;�l) v�eri�e (H), et reprenons les notations pr�e
�edentes.Puisque �C �, on a d'apr�es le lemme 8:9 l'in�egalit�e y0 < x0, 
e qui entrâ�ne�x < �x + h = �x0 < �y0 = �y � h < �y:Ces in�egalit�es, ainsi que l'�egalit�e f�i j i 6= x0;y0g = f�j j j 6= x;yg et le fait que les �i sontdeux �a deux distin
ts, impliquent que f�x; �yg \B(�) = ;. �
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lotomiques 179Sous les hypoth�eses (H), le lemme qui suit relie les �-nombres de �(d), �(d0), �(d) et �(d0)d'une part aux �-nombres de � et � d'autre part.Lemme 8.13 Supposons que (�l;�l) v�eri�e (H), et reprenons les notations pr�e
�edentes.1Æ) On a alors fd(�x); d(�y)g = fd(�x + h); d(�y � h)g = �d; d0	 :De plus, pour tout 1 � b � l, on a℄ f1 � i � r j d(�i) = bg = ℄ f1 � i � r j d(�i) = bg ;soit rb 
ette valeur 
ommune.2Æ) Supposons que (�l;�l) v�eri�e (H) et (J1). Alors d(�x) = d et d(�y) = d0. Notons�rd(�(d)) = (
1; : : : ;
rd); �rd(�(d)) = (Æ1; : : : ;Ærd);�rd0 (�(d0)) = (
01; : : : ;
0rd0 ) et �rd0 (�(d0)) = (Æ01; : : : ;Æ0rd0 )les suites de �-nombres asso
i�ees �a �(d), �(d), �(d0) et �(d0). Soit b ( resp. 
) le num�erode ligne de la queue ( resp. tête) de �, et b0 ( resp. 
0) le num�ero de ligne de la queue( resp. tête) de �0. Les �egalit�es fd(�x); d(�y)g = fd(�x + h); d(�y � h)g = fd; d0g du 1Æ)montrent qu'un des deux 
as suivants a lieu.{ Premier 
as : on a d(�x) = d(�x + h) = d et d(�y) = d(�y � h) = d0. AlorsÆ
 = �(�x); 
b = �(�x + h); 
0
0 = �(�y � h); Æ0b0 = �(�y)et bh = �(�x + h)� �(�x) = �(�y)� �(�y � h):{ Se
ond 
as : on a d(�x) = d(�y � h) = d et d(�y) = d(�x + h) = d0. AlorsÆ
 = �(�x); 
b = �(�y � h); 
0
0 = �(�x + h); Æ0b0 = �(�y)et bh = �(�y � h)� �(�x) = �(�y)� �(�x + h):3Æ) Supposons que (�l;�l) v�eri�e (H) et (J2). Notons�rd(�(d)) = (
1; : : : ;
rd) et �rd(�(d)) = (Æ1; : : : ;Ærd)les suites de �-nombres asso
i�ees �a �(d) et �(d). Soit b ( resp. 
) le num�ero de ligne dela queue ( resp. tête) de �, et b0 ( resp. 
0) le num�ero de ligne de la queue ( resp. tête)de �0. Alors �(d) C �(d), et on aÆ
 = �(�x); 
b = �(�x + h); 

0 = �(�y � h); Æb0 = �(�y)et bh = �(�x + h)� �(�x) = �(�y)� �(�y � h):
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es de Fo
k de niveau sup�erieurD�emonstration. On passe de �l �a �l en retirant le ruban �0 et en ajoutant le ruban �. Ce
i
orrespond au niveau des diagrammes d'abaques A(�l; sl) et A(�l; sl) au d�epla
ement dedeux billes (
f. d�emonstration du lemme 8.10). D�epla
er 
es deux billes revient, au niveaudes diagrammes d'abaques A(�; s) et A(�; s), �a d�epla
er les billes situ�ees en positions f�x; �ygvers les positions f�x + h; �y � hg, d'o�u les deux premi�eres �egalit�es du point 1Æ). Les derni�eresassertions du point 1Æ) d�e
oulent de 
e
i et de l'�egalit�e f�i j i 6= x0;y0g = f�j j j 6= x;yg.Prouvons �a pr�esent le point 2Æ). Une analyse plus pouss�ee du d�epla
ement des billes�evoqu�ees 
i-dessus montre qu'on a plus pr�e
is�ement les propri�et�es suivantes :(i) �
b; 
0
0	 = f�(�x + h); �(�y � h)g et �Æ0b0 ; Æ
	 = f�(�x); �(�y)g :(ii) Soit k 2 f�x; �x + h; �y � h; �yg. Alors �(k) 2 f
b; Æ
g si et seulement si d(k) = d, et�(k) 2 �
0
0 ; Æ0b0	 si et seulement si d(k) = d0.Commen�
ons par montrer que d(�x) = d. Supposons que d(�x) = d0. D'apr�es (i) et (ii),on a �(�x) 2 �Æ0b0 ; Æ
	 \ �
0
0 ; Æ0b0	. Ce
i implique �(�x) = Æ0b0 . En e�et, si �(�x) 6= Æ0b0 , on doitavoir �(�x) = Æ
 = 
0
0 2 f�(�x + h); �(�y � h)g d'apr�es (i). Soit k 2 f�x + h; �y � hg tel que�(k) = 
0
0 = �(�x). D'apr�es (ii), on a d(k) = d(�x) ; de plus, �(k) = �(�x), d'o�u k = �x.Ce
i est 
ontradi
toire ave
 la remarque 8.12, don
 �(�x) = Æ0b0 . Soit k 2 f�x + h; �y � hg telque d(k) = d0. D'apr�es la propri�et�e (P2) et la remarque 8.12, on a �(k) > �(�x) = Æ0b0 , don
d'apr�es (ii), on a �(k) = 
0
0 . Par 
ons�equent, on a 
0
0 > Æ0b0 . Par ailleurs, d'apr�es le lemme 8.7appliqu�e �a (�(d0); �(d0)), on a 
0
0 = Æ0b0 �bh < Æ0b0 , 
e qui est absurde. D'apr�es le point 1Æ), on adon
 d(�x) = d et d(�y) = d0. Traitons �a pr�esent le premier 
as du point 2Æ) (le se
ond 
as setraite de même). D'apr�es (ii), on a f
b; Æ
g = f�(�x); �(�x + h)g. De plus, d'apr�es le lemme8.7 appliqu�e �a (�(d); �(d)), on a Æ
 = 
b � bh < 
b. La propri�et�e (P2) entrâ�ne alors Æ
 = �(�x)et 
b = �(�x + h), d'o�u bh = 
b � Æ
 = �(�x + h) � �(�x). De même, on a 
0
0 = �(�y � h),Æ0b0 = �(�y) et bh = �(�y)� �(�y � h).Prouvons �a pr�esent le point 3Æ). Puisque � C �, la remarque 8.12 et la propri�et�e (P2)entrâ�nent les in�egalit�es �(�x) < �(�x + h) < �(�y � h) < �(�y):Par ailleurs, une analyse plus pouss�ee du d�epla
ement des billes �evoqu�ees au d�ebut de lapreuve montre quefÆb0 ; Æ
g = f�(�x); �(�y)g et f
b; 

0g = f�(�x + h); �(�y � h)g :Supposons que Æ
 = �(�y). Puisque �(�y) > �(�x + h), �(�y) > �(�y � h) et 
b appartient �al'ensemble f�(�x + h); �(�y � h)g, on doit avoir Æ
 > 
b. Par ailleurs, en appliquant le lemme8.9 au 
ouple (�(d); �(d)), on a 
b = Æ
 + bh > Æ
, 
e qui est absurde. Ainsi Æ
 = �(�x) etÆb0 = �(�y). D'apr�es la propri�et�e (P2), on a don
 Æ
 < Æb0 , d'o�u 
 > b0. En appliquant �anouveau le lemme 8.9, on a �(d) C �(d) et b0 � 
0 < b � 
. En parti
ulier, on a 
0 < b, d'o�u
b < 

0 . D'apr�es la propri�et�e (P2), on a don
 
b = �(�x + h) et 

0 = �(�y � h). Le lemme
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b� Æ
 = �(�x + h)� �(�x) et bh = Æb0 � 

0 = �(�y)��(�y � h). �Lemme 8.14 Soient �l;�l 2 �lm, et �, � 2 � telles que �l $ � et �l $ �. Supposons quej�l;�l 6= 0. Alors on a, ave
 les notations de (J1) et (J2) et de la se
tion 8.1, les �egalit�esNi(�) = Ni(�0) (i 2 Z) et j�j = j�j :D�emonstration. Puisque j�l;�l est non nul, le lemme 7.41 montre qu'au moins un des deux
as suivants a lieu :{ Premier 
as : on a resn(hd(�)) = resn(hd(�0)). Notons que si � est un ruban, alors lesnombres 
ont(
); 
 2 � sont deux �a deux distin
ts, et l'ensemble de 
es nombres estpr�e
is�ement l'intervalle [[
ont(hd(�)) ; 
ont (tl(�))℄℄. En 
ombinant 
e
i ave
 l'hypoth�eseresn(hd(�)) = resn(hd(�0)) ainsi que bh = `(�) = `(�0), on a pour tout entier i 2 Z,Ni(�) = Ni(�0).{ Se
ond 
as : on a bh � 0 (mod n). Alors pour tout i 2 Z, on a Ni(�) = Ni(�0) = bh=n.Montrons �a pr�esent que j�j = j�j. Soit � l := �l \ �l, et � 2 � telle que � l $ �. Nousallons montrer que h := j�j � j�j = �(n� 1)l + 1�N0(�) + �bh�N0(�)� :En raisonnant par r�e
urren
e sur bh, on se ram�ene au 
as o�u bh = 1, i.e. � ne 
ontient qu'unseul n�ud 
. Soit r 2 N tel que � et � ont au plus r parts. D'apr�es le lemme 8.7, il existe� 2 Br(�) et � 2 Br(�) tels que Br(�) n f�g = Br(�) n f�g et � = � � h. Les diagrammesd'abaques A(�; s) et A(�; s) di��erent de par le d�epla
ement d'une bille ; il en est de mêmepour les diagrammes A(� l; sl) et A(�l; sl). En 
onsid�erant les positions initiales et �nales de
es deux billes, on obtient les �egalit�es�(�) = �(�) + bh = �(�) + 1 et d(�) = d(�) = d:D'apr�es le lemme 8.7 et la propri�et�e (P1), on a resn(
) = �(�) mod n = � mod n. Distinguons�a pr�esent deux 
as. Si resn(
) = 0 mod n (i.e. si N0(�) = 1), on a � = n + n(d � 1) + nlmave
 m 2 Z, d'o�u �(�) = �(�) + 1 = 1 + n(m + 1). Puisque d(�) = d, on a don
� = 1 + n(d � 1) + nl(m + 1), d'o�u h = � � � = (n � 1)l + 1. Un raisonnement ana-logue montre que si resn(
) 6= 0 mod n (i.e. si N0(�) = 0), alors on a h = 1. Ce
i prouve laformule annon
�ee. De même, on a j�j � j�j = �(n � 1)l + 1�N0(�0) + �bh � N0(�0)�. PuisqueN0(�) = N0(�0), � et � ont bien le même rang. �8.4.2 Expression des 
oeÆ
ients de J�Grâ
e au lemme 7.41, nous �etablissons les expressions des j��l;�l dont nous aurons besoinpour prouver le th�eor�eme 8.4.
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k de niveau sup�erieurProposition 8.15 Supposons que (�l;�l) satisfait les 
onditions (J1) et que �l � �l. Ave
les notations du paragraphe 8.4.1, on a alors Æ > 0, etj��l;�l = � (�1)ht(�)+ht(�0) si h � 
 (mod nl) ou h � Æ (mod nl);0 sinon.D�emonstration. Notons qu'on peut appliquer le lemme 8.13 en vertu du 
orollaire 8.11.Reprenons les notations de 
e lemme. L'assertion Æ > 0 d�e
oule du point 1Æ) du lemme 8.13.En appliquant le lemme 8.7 aux 
ouples (�(d); �(d)) et (�(d0); �(d0)), on aresn(hd(�)) = Æ
 mod n et resn(hd(�0)) = 
0
0 mod n:D'apr�es le lemme 7.41, il suÆt don
 de montrer l'�equivalen
eÆ
 � 
0
0 (mod n)() �h � 
 (mod nl) ou h � Æ (mod nl)�:Pour 
ela, reprenons les deux 
as du point 2Æ) du lemme 8.13.{ Premier 
as : on a d(�x) = d(�x + h) et d(�y) = d(�y � h). D'apr�es le lemme 8.13 et lapropri�et�e (P1), on a les �equivalen
es suivantes, o�u les 
ongruen
es sont prises modulo n :Æ
 � 
0
0 () �(�x) � �(�y � h)() �x � �y � h() h � 
:Il reste don
 �a prouver que Æ
 � 
0
0 (mod n) =) h � 
 (mod nl). Supposons queÆ
 � 
0
0 (mod n) ; on a alors h � 
 (mod n). Ce
i et l'�egalit�e d(�x) = d(�x+h) for
entd(h) = 1, d'o�u h � 
 (mod nl).{ Se
ond 
as : on a d(�x) = d(�y � h) et d(�y) = d(�x + h). En utilisant �a nouveau le lem-me 8.13, on prouve 
omme au premier 
as l'�equivalen
eÆ
 � 
0
0 (mod n)() h � 0 (mod n):Supposons que Æ
 � 
0
0 (mod n). On a alors h � 0 (mod n), d'o�ud(�y) = d(�x + h) � d(�x) + d(h)� 1 (mod l);puis n(d(h)� 1) � n�d(�y)� d(�x)� � Æ (mod nl). On a don
 bien h � Æ (mod nl).�Proposition 8.16 Supposons que (�l;�l) satisfait les 
onditions (J2) et que �l � �l. Ave
les notations du paragraphe 8.4.1, on a alors Æ = 0, etj��l;�l = (�1)ht(�)+ht(�0)";o�u " := 8<: 1 si h � 
 (mod nl) et h 6� 0 (mod nl);�1 si h 6� 
 (mod nl) et h � 0 (mod nl);0 sinon.
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elle de la proposition pr�e
�edente. Notons qu'onpeut appliquer le lemme 8.13 en vertu du 
orollaire 8.11. Reprenons les notations de 
e lemme.L'assertion Æ = 0 d�e
oule du point 1Æ) du lemme 8.13. D'apr�es le lemme 7.41, il suÆt demontrer les �equivalen
es(i) resn(hd(�)) = resn(hd(�0)) () h � 
 (mod nl)et (ii) bh � 0 (mod n) () h � 0 (mod nl) :Le lemme 8.9 montre que resn(hd(�)) = Æ
 mod n et resn(hd(�0)) = 

0 mod n. D'apr�es lelemme 8.13 et la propri�et�e (P1), on a les �equivalen
esresn(hd(�)) = resn(hd(�0))() �(�x) � �(�y � h) (mod n)() h � 
 (mod n) ;on montre alors l'�equivalen
e (i) 
omme au 
ours la preuve de la proposition 8.15. On prouvede même l'�equivalen
e (ii) �a l'aide de l'�egalit�e bh = �(�x + h) � �(�x) donn�ee par le lemme8.13. �8.4.3 Cas o�u la multi-
harge sl est m-dominanteRappelons qu'on a d�e�ni au paragraphe 8.1 un ordre partiel � sur �lm.Lemme 8.17 Soient �l;�l 2 �lm, et �, � 2 � telles que �l $ � et �l $ �. Supposons quej�j = j�j. Consid�erons les 
as suivants :1Æ) (�l;�l) satisfait (J1) et sl est m-dominante,2Æ) (�l;�l) satisfait (J2).Alors dans 
ha
un de 
es 
as, on a l'�equivalen
e�l � �l () �l C �l:D�emonstration. Dans 
ha
un des deux 
as, on peut appliquer le 
orollaire 8.11 puis lelemme 8.9 pour en d�eduire que �l � �l ou �l � �l. Il suÆt alors de prouver l'impli
ation�l � �l ) �l C �l. Supposons d�esormais que �l � �l et (�l;�l) satisfait (J1) ou (J2).Alors d'apr�es le 
orollaire 8.11, (�l;�l) satisfait les hypoth�eses (H). Reprenons alors lesnotations du paragraphe 8.4.1. Si (�l;�l) satisfait (J2), alors d'apr�es le point 3Æ) du lemme8.13, on a �(d) C �(d). De plus, pour tout b 2 [[1 ; l℄℄ n fdg, on a �(b) = �(b), d'o�u �l C �l.Supposons d�esormais que (�l;�l) satisfait (J1). Le point 
l�e de la preuve est le suivant. Soit� l = ��(1); : : : ;�(l)� 2 �lm, et � 2 � la partition telle que � l $ �. Alors sous l'hypoth�ese quesl est m-dominante, on a(�) �d(k) < d(k0); k; k0 2 B(�)�) �(k) > �(k0):En e�et, soient k; k0 2 B(�), b := d(k), b0 := d(k0) et N (resp. N 0) le nombre de parts de �(b)(resp. �(b0)). Puisque � l $ �, on a �(k) 2 BN (�(b)) et �(k0) 2 BN 0(�(b0)). Par 
ons�equent, il
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k de niveau sup�erieurexiste i 2 [[1 ; N ℄℄, i0 2 [[1 ; N 0℄℄ tels que �(k) = sb + �(b)i � i+ 1 et �(k0) = sb0 + �(b0)i0 � i0 + 1.Puisque sl est m-dominante, on a�(k) � �(k0) = (sb � sb0) + (i0 + �(b)i )� (i+ �(b0)i0 )> sb � sb0 � (N + j�(b0)j) � sb � sb0 � j� lj� 0 ;
e qui montre (�). Puisque (�l;�l) satisfait (H), la remarque 8.12 montre que �x < �y.Puisque sl est m-dominante, l'assertion (�) et la propri�et�e (P3) impliquent que d(�x) � d(�y).D'apr�es le point 2Æ) du lemme 8.13, on a d(�x) = d et d(�y) = d0, d'o�u d > d0. De plus, ona j�(d0)j = j�(d0)j + bh, j�(d)j = j�(d)j � bh et �(b) = �(b) pour tout b 2 [[1 ; l℄℄ n fd; d0g. Ce
i etl'in�egalit�e d0 < d entrâ�nent que �l C�l. �Proposition 8.18 Supposons que sl est m-dominante. Alors J� = JC.D�emonstration. Soient �l, �l 2 �lm, et �, � 2 � telles que �l $ � et �l $ �. Il suÆt de prou-ver l'�equivalen
e j��l;�l 6= 0, jC�l;�l 6= 0, auquel 
as on a par d�e�nition j��l;�l = jC�l;�l = j�l;�l .Supposons que jC�l;�l 6= 0. Alors �l C �l, et d'apr�es le lemme 8.14, on a j�j = j�j. Le lemme8.17 implique alors que �l � �l, d'o�u j��l;�l = j�l;�l 6= 0. La r�e
iproque est analogue. �Remarque 8.19 Il faut prendre garde au fait que les ordres � et C ne 
o��n
ident pasn�e
essairement, même si sl est m-dominante. Par exemple, prenons n = 2, l = 2, m = 6,sl = (3;�3), �l = �(2;1);(1;1;1)� et �l = �(3);(2;1)�. On a �lC�l ; en revan
he, les partitions� et � telles que �l $ � et �l $ � sont � = (9;6;3;1;1;1;1;1;1;1) et � = (10;3;3;2;2;2;1;1;1),don
 �l et �l sont in
omparables pour � . �8.5 Une autre base de �rqV . Relations de redressementFixons dans toute 
ette se
tion un entier r � 1. Rappelons que �rqV d�esigne l'espa
eve
toriel des q-produits ext�erieurs de r fa
teurs (
f. 
hapitre 2). Les relations de redressement(R1)-(R4) de la proposition 2.13 ne donnent pas, �a q = 1, des relations d'anti
ommutation dela forme uk1 ^ uk2 = �uk2 ^ uk1 , �a 
ause des signes qui apparaissent dans les relations (R3)et (R4) (voir la remarque 2.14). Pour y rem�edier, nous allons introduire une base l�eg�erementdi��erente de �rqV ; il s'agit en fait de la d�e�nition des q-produits ext�erieurs donn�ee dans[U1℄. Si uk = uk1 ^ � � � ^ ukr 2 �rqV (k = (k1; : : : ;kr) 2 Zr) est un q-produit ext�erieur (pasn�e
essairement ordonn�e), on posevk = vk1 ^ � � � ^ vkr := (�1)`(v(k))uk;o�u v(k) est d�e�ni au paragraphe 8.1. Notons que 
ette d�e�nition a un sens, en vertu de laproposition 2.13. On dit que le q-produit ext�erieur vk est ordonn�e si uk l'est. Grâ
e �a laproposition 2.13, on peut ais�ement expli
iter les relations de redressement pour les vk.
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 2 [[0 ; nl� 1℄℄ (resp. Æ 2 [[0 ; nl� 1℄℄) le r�esidu de 
(k2)� 
(k1) �resp. den(d(k2)� d(k1))� modulo nl. Alors on a(R01) vk1 ^ vk2 = �vk2 ^ vk1 si 
 = Æ = 0;
(R02) vk1 ^ vk2 = �q�1vk2 ^ vk1�(q�2 � 1)Xi�1 q�2i+1vk2�nli ^ vk1+nli+(q�2 � 1)Xi�0 q�2ivk2�
�nli ^ vk1+
+nli si 
 > 0; Æ = 0;
(R03) vk1 ^ vk2 = �qvk2 ^ vk1�(q2 � 1)Xi�1 q2i�1vk2�nli ^ vk1+nli+(q2 � 1)Xi�0 q2ivk2�Æ�nli ^ vk1+Æ+nli si 
 = 0; Æ > 0;(R04)vk1 ^ vk2 = �vk2 ^ vk1�(q � q�1)Xi�1 q2i � q�2iq + q�1 vk2�nli ^ vk1+nli�(q � q�1)Xi�0 q2i+1 + q�2i�1q + q�1 vk2�
�nli ^ vk1+
+nli+(q � q�1)Xi�0 q2i+1 + q�2i�1q + q�1 vk2�Æ�nli ^ vk1+Æ+nli+(q � q�1)Xi�0 q2i+2 � q�2i�2q + q�1 vk2�
�Æ�nli ^ vk1+
+Æ+nli

si 
 > 0; Æ > 0;
o�u les sommes portent sur tous les indi
es i tels que les q-produits ext�erieurs 
orrespondantsoient ordonn�es.(ii) Les relations du (i) sont valables pour toute paire de fa
teurs adja
ents du q-produitext�erieur vk = vk1 ^ � � � ^ vkr . �Terminons 
ette se
tion par une notation qui nous servira plus tard. Si � 2 � est unepartition de rang r et � 2 Sr, on pose v�:� := v�:�(�) (
'est un q-produit ext�erieur de rfa
teurs), et on d�e�nit de même u�:� . On dit alors que v�:� est obtenu �a partir de v� parpermutation.
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ette se
tion un entier r � 1. Soit k 2 Zr une suite de r entiersnon n�e
essairement stri
tement d�e
roissante. Nous allons examiner en d�etail le pro
essusde redressement du q-produit ext�erieur vk = vk1 ^ � � � ^ vkr . Si 
e q-produit ext�erieur n'estpas ordonn�e, il y a en g�en�eral plusieurs mani�eres de le redresser en appliquant de fa�
onr�e
ursive les relations (R01)-(R04). Nous d�e
idons d�esormais d'e�e
tuer 
haque � redressement�el�ementaire � �a la premi�ere infra
tion qui a lieu dans vk, 
'est-�a-dire d'utiliser une desrelations (R01)-(R04) pour redresser vki ^ vki+1 , o�u i est le plus petit entier tel que ki � ki+1.Ce
i 
onduit �a la notion de suite admissible, que nous introduisons.D�e�nition 8.21 Soit k = (k1; : : : ;kr), l = (l1; : : : ;lr) 2 Zr. On dit que les q-produitsext�erieurs vk et vl sont adja
ents s'il existe 1 � i � r� 1 (i est alors n�e
essairement unique)tel que :(i) ki � ki+1, et kj > kj+1 pour tout 1 � j � i� 1,(ii) kj = lj pour tout j 2 [[1 ; r℄℄ n fi; i+ 1g,(iii) le q-produit ext�erieur vli ^ vli+1 apparâ�t dans le redressement de vki ^ vki+1 .Dans 
e 
as, soient t 2 [[1 ; 4℄℄ l'indi
e de la relation (R0t) utilis�ee pour redresser vki ^ vki+1et �(vk; vl) 2 Z[q;q�1℄ le 
oeÆ
ient de vli ^ vli+1 dans la 
ombinaison lin�eaire qui en r�esulte.Si on a (li; li+1) = (ki+1; ki), on notera alors vk �! vl, et on posera m(vk; vl) := 0. Sinon, onnotera vk t! vl (notons qu'on a alors t � 2) et on posera m(vk; vl) := 1. Dans 
ha
un desdeux 
as, on notera parfois plus simplement vk ! vl.On dit que la suite V = (vki)0�i�N est admissible si 
ha
un des vki est un q-produitext�erieur de r fa
teurs et si on a vk0 ! vk1 ! � � � ! vkN ;dans 
e 
as, N est appel�e longueur de la suite V , et on pose�V (q) := NYi=1�(vki�1 ; vki) 2 Z[q;q�1℄ et m(V ) := NXi=1 m(vki�1 ; vki) 2 N: �Remarque 8.22 La 
ondition (i) de la d�e�nition 8.21 montre qu'il existe au plus une suiteadmissible V de longueur �x�ee et 
ommen�
ant �a un q-produit ext�erieur v �x�e telle quem(V ) = 0. �D�e�nition 8.23 Soient �, � 2 � deux partitions de rang r. On dit que la suite de q-produits ext�erieurs V = (vki)0�i�N est (�; �)-admissible si 
'est une suite admissible de q-produits ext�erieurs (ayant 
ha
un r fa
teurs) telle que vkN = v� et vk0 = v!:� (rappelons que
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rire v!:� �! � � � �! u t! v �! � � � �! v�;ave
 t 2 [[2 ; 4℄℄. �Remarque 8.24 Si � 6= �, alors il n'existe pas de suite (�; �)-admissible V = (vki)0�i�Ntelle que m(V ) = 0. Car sinon, on doit avoir pour tout 1 � i � N , vki�1 �! vki , 
e quimontre que 
haque vki , 0 � i � N est obtenu �a partir de v� par permutation. Ce
i vaut enparti
ulier pour v�, d'o�u �(�) = �(�), puis � = �. �Remarque 8.25 Si une bonne suite (relativement �a (�; �)) existe, on a alors n�e
essairement℄�B(�) \B(�)� = r � 2: �8.6.2 R�edu
tion �a l'�etude des bonnes suitesSoient � 2 � une partition de r et k = (ki) 2 P++(s) tels que uk = j�; si. Rappelons que�s est muni d'une involution agissant sur j�;si de la fa�
on suivante (
f. paragraphe 3.4.3) :j�;si = (�1)�(d(�))q�(d(�))��(
(�))(ukr ^ � � � ^ uk1) ^ ukr+1 ^ ukr+2 ^ � � � ;o�u pour a = (a1; : : : ;ar) 2 Zr, �(a) est l'entier d�e�ni par�(a) := ℄�(i;j) 2 N2 j 1 � i < j � r; ai = aj	 :En exprimant l'involution de �s en termes de vk et en utilisant la d�e�nition des suites(�;�)-admissibles, nous trouvons l'expression suivante pour les 
oeÆ
ients de A(q).Lemme 8.26 Soient �l; �l 2 �lm, et �, � 2 � les partitions telles que �l $ � et �l $ �.Supposons que j�j = j�j. Alors on aa�l;�l(q) = "(�l;�l)q�(d(�))��(
(�))XV �V (q);o�u la somme porte sur toutes les suites V qui sont (�; �)-admissibles, et "(�l;�l) est le signed�e�ni par "(�l;�l) := (�1)�(d(�))+`(v(!:�))+`(v(�)):D�emonstration. Posons r := j�j = j�j et js � ri := us�r ^ us�r�1 ^ � � � . Par d�e�nition des
oeÆ
ients �V (q), on au� ^ js� ri = (�1)�(d(�))q�(d(�))��(
(�))u!:� ^ js� ri= (�1)�(d(�))�`(v(!:�))q�(d(�))��(
(�))v!:� ^ js� ri= (�1)�(d(�))+`(v(!:�))q�(d(�))��(
(�))P� �PV � �V � (q)�v� ^ js� ri ;
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es de Fo
k de niveau sup�erieuro�u la premi�ere somme porte sur les partitions � qui sont de rang r et la deuxi�eme sommeporte sur les suites V � qui sont (�; �) admissibles. On a don
u� ^ js� ri =X� �(�1)�(d(�))+`(v(!:�))+`(v(�))q�(d(�))��(
(�))XV � �V � (q)�u� ^ js� ri ;par ailleurs, par d�e�nition de A(q), on au� ^ js� ri =X� a�l;�l(q)u� ^ js� ri:I
i la somme porte sur toutes les partitions � de rang r telles que � l 2 �lm, o�u �l et � sontreli�ees par la relation �l $ �. Il n'y a plus qu'�a prendre � = � dans 
es deux expressionspour avoir le r�esultat. �Remarque 8.27 Il faut prendre garde au fait que la somme donn�ee dans le lemme 
i-dessus
omporte en g�en�eral plusieurs termes, don
 l'argument donn�e au d�ebut de [Ry, Se
tion 4℄ netient pas. Nous pouvons 
ependant r�e
up�erer l'argument de [Ry℄ en montrant d'abord queseuls les termes provenant des bonnes suites apportent e�e
tivement une 
ontribution nonnulle �a a0�l;�l(1) (voir le lemme qui suit), puis en montrant qu'il existe au plus une bonnesuite (voir les propositions 8.31 et 8.32 des deux paragraphes suivants). �Lemme 8.28 Soient �l; �l 2 �lm deux multi-partitions distin
tes, et �, � 2 � telles que�l $ � et �l $ �. Supposons que j�j = j�j = r. Alors on aa0�l;�l(1) = "(�l;�l)XV �0V (1);o�u la somme porte sur toutes les bonnes suites relativement �a (�; �), et "(�l;�l) est le signed�e�ni au lemme 8.26. En parti
ulier, s'il n'existe pas de telle suite, alors on a a0�l;�l(1) = 0.D�emonstration. D'apr�es le lemme pr�e
�edent, on aa�l;�l(q) = "(�l;�l)XV fV (q);o�u la somme porte sur toutes les suites V qui sont (�; �)-admissibles et fV (q) est le po-lynôme de Laurent d�e�ni par fV (q) := q�(d(�))��(
(�))�V (q). Observons que si V est unesuite admissible, alors m(V ) � 1 (
ar � 6= �), et de plus les relations (R01)-(R04) montrentque �V (q) 2 (q2 � 1)m(V )Z[q;q�1℄:Par 
ons�equent, si V est une suite (�; �)-admissible telle que m(V ) � 2, alors (q2�1)2 divisefV (q) dans Z[q;q�1℄, d'o�u f 0V (1) = 0. En outre, si V est une bonne suite, alors d'apr�es 
e quipr�e
�ede, on a �V (1) = 0, d'o�u f 0V (1) = ��(d(�))� �(
(�))��V (1) + �0V (1) = �0V (1). �
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hur 
y
lotomiques 1898.6.3 Existen
e d'une bonne suiteNous allons 
ommen
er par donner (
f. proposition 8.31) des 
onditions suÆsantes pourqu'une bonne suite (relativement �a (�; �) �x�e) existe. Pour 
ela, nous devons examiner defa�
on approfondie la suite de permutations que l'on e�e
tue sur les 
omposantes de q-produitsext�erieurs (
omportant r fa
teurs) lorsqu'on par
ourt une suite de la formevk0 �! vk1 �! � � � �! vkN ;o�u k0; : : : ;kN 2 Zr et v!:k0 est ordonn�e.Soit �, �0 2 Sr. Notons � ! �0 s'il existe 1 � i � r � 1 tel que �(i) < �(i + 1), ave
 iminimal pour 
ette propri�et�e, et si on a �0 = �i�. La relation ! sur Sr a un lien �etroit ave
la relation �! sur les q-produits ext�erieurs de r fa
teurs. Rappelons que si vk = vk1 ^ � � � ^ vkret � 2 Sr, alors on a v�:k = vk��1(1) ^ � � � ^ vk��1(r) . Alors par d�e�nition, on a � ! �0 siet seulement si v��1:k �! v�0�1:k, o�u k = (k1; : : : ;kr) 2 Zr est tel que v!:k est ordonn�e (i.e.k1 < � � � < kr).Consid�erons maintenant l'�e
riture r�eduite suivante du mot de longueur maximale de Sr :! = (�1�2 � � � �r�1)(�1�2 � � � �r�2) � � � (�1�2)(�1);et notons, pour 0 � i � r(r�1)2 , ![i℄ le fa
teur droit de longueur i dans 
ette �e
riture de ! (par
onvention, ![0℄ = id). Par exemple, si r � 3, on a ![5℄ = �2�3�1�2�1. La suite (![i℄)0�i� r(r�1)2v�eri�e la propri�et�e suivante : si id = �(0) ! �(1) ! � � � ! �(k) ave
 0 � k � r(r�1)2 , alors on a�(i) = ![i℄ pour tout 0 � i � k. En parti
ulier, on a ![i� 1℄! ![i℄ pour tout 1 � i � r(r�1)2 .Lemme 8.29 Soient i, j 2 [[1 ; r℄℄ tels que i < j. Alors il existe deux entiers k 2 [[1 ; r � 1℄℄et e 2 [[0 ; r(r�1)2 � 1℄℄ d�etermin�es de fa�
on unique tels que (![e℄)(k) = i, (![e℄)(k + 1) = j et![e+ 1℄ = �k![e℄. Plus pr�e
is�ement, on a k = j � i et e = (j�1)(j�2)2 + (i� 1).D�emonstration. On montre par r�e
urren
e sur j que e! := ![ (j�1)(j�2)2 ℄ est la permutatione! = �1:::;j�1;j;:::;rj�1;:::;1;j;:::;r�. Par 
ons�equent, si on pose e := (j�1)(j�2)2 + (i � 1) et k := j � i, alors![e℄ = �j�i+1�j�i+2 � � � �j�2�j�1e! est la permutation![e℄ = � 1 2 : : : j � i� 1 j � i j � i+ 1 j � i+ 2 : : : j j + 1 : : : rj � 1 j � 2 : : : i+ 1 i j i� 1 : : : 1 j + 1 : : : r �;don
 k et e ainsi d�e�nis 
onviennent. Il reste �a montrer l'uni
it�e de e, 
ar k sera alorsd�etermin�e par la relation k = (![e℄)�1(i). Clairement au
un e0 < e := (j�1)(j�2)2 + (i � 1)ne peut 
onvenir. Supposons que e0 > e 
onvient aussi. Notons alors que i apparâ�t �adroite de j dans l'�e
riture de la suite d'entiers (![e+ 1℄):(1; : : : ;r) ; en d'autres termes, on a(![e+1℄)�1(i) > (![e+1℄)�1(j). Par 
ontre, on a (![e0℄)�1(i) < (![e0℄)�1(j) ; par 
ons�equent,
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anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurle passage de ![e+ 1℄ �a ![e0℄ �a travers la suite ![e + 1℄ ! � � � ! ![e0℄ n�e
essite de permuter�a nouveau les entiers i et j, 
e qui est impossible 
ar i < j. �Exemple 8.30 Prenons r = 6, i = 2 et j = 5. On a la suite(1;2;3;4;5;61;2;3;4;5;6)!(1;2;3;4;5;62;1;3;4;5;6)!(1;2;3;4;5;62;3;1;4;5;6)!(1;2;3;4;5;63;2;1;4;5;6)!(1;2;3;4;5;63;2;4;1;5;6)!(1;2;3;4;5;63;4;2;1;5;6)!(1;2;3;4;5;64;3;2;1;5;6)!(1;2;3;4;5;64;3;2;5;1;6)=![e℄;d'o�u e = 7 = (j�1)(j�2)2 + (i� 1) et k = 3 = j � i. �Proposition 8.31 Supposons que (�l;�l) satisfait (H). Reprenons alors les notations du pa-ragraphe 8.4.1. Supposons de plus que (
; Æ) 6= (0;0) et h � � (mod nl), ave
 � 2 f0; 
; Æ; 
 + Æg.Alors il existe une bonne suite relativement �a (�; �).D�emonstration. Soient e et k = x � y les entiers donn�es par le lemme pr�e
�edent appliqu�eau 
ouple (i;j) := (r + 1� x ; r + 1� y). On a alors la suite ![0℄! � � � ! ![e℄, don
 la suitev![0℄�1:(!:�) �! � � � �! v![e℄�1:(!:�) est admissible. De plus, par hypoth�ese sur e, on au := v![e℄�1:(!:�) = v(!![e℄�1):� = vm1 ^ � � � ^ vmk�1 ^ v�x ^ v�y ^ vmk+2 ^ � � � ^ vmr ;o�u les mi sont des entiers appartenant �a B(�), et la pro
haine �etape du pro
essus de redres-sement 
onsiste �a redresser u par rapport aux fa
teurs situ�es aux pla
es (k; k + 1) (i.e. �aredresser v�x ^ v�y). La 
ondition (
; Æ) 6= (0;0) montre que 
e redressement se fait �a l'aidede la relation (R0t), ave
 t 2 [[2 ; 4℄℄. On obtient alors une 
ombinaison lin�eaire de q-produitsext�erieurs dont les fa
teurs situ�es aux pla
es (k; k + 1) sont de la forme v�y�nli ^ v�x+nli(resp. v�y�
�nli^v�x+
+nli, resp. v�y�Æ�nli^v�x+Æ+nli, resp. v�y�
�Æ�nli^v�x+
+Æ+nli), ave
i 2 N. La 
ondition h � � (mod nl) de l'�enon
�e nous assure qu'on peut 
hoisir i de fa�
on�a avoir h = nli (resp. h = nli + 
, resp. h = nli + Æ, resp. h = nli + 
 + Æ). Compte tenude l'expression de �(�), on voit que le q-produit ext�erieur 
orrespondant �a 
e 
hoix de i, quin'est autre que v := vm1 ^ � � � ^ vmk�1 ^ v�y�h ^ v�x+h ^ vmk+2 ^ � � � ^ vmr ;est obtenu �a partir de v� par permutation. Posons v1 := v. Si v1 n'est pas ordonn�e, alors leredressement �el�ementaire de v1 par rapport �a la premi�ere infra
tion donne une 
ombinaisonlin�eaire de q-produits ext�erieurs, et l'un d'entre eux, que l'on notera v2, est obtenu �a partir dev1 par permutation. On it�ere 
e pro
�ed�e jusqu'�a tomber sur un q-produit ext�erieur ordonn�e(qui est for
�ement v�), d'o�u l'existen
e d'une suite admissible v �! � � � �! vz = v�. Par
ons�equent, la suite v!:� �! � � � �! u t! v �! � � � �! v�ainsi 
onstruite est une bonne suite. �
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hur 
y
lotomiques 1918.6.4 Uni
it�e de la bonne suiteNous montrons maintenant la r�e
iproque de la proposition 8.31.Proposition 8.32 Supposons que (�l;�l) satisfait (H), et reprenons les notations du para-graphe 8.4.1. Supposons qu'il existe une bonne suitev!:� = vk0 �! � � � �! vke t! vke+1 �! � � � �! vkN = v�relativement �a (�; �), ave
 t 2 [[2 ; 4℄℄. Alors 
ette suite est unique, t est d�etermin�e defa�
on unique, et on a de plus les 
onditions (
; Æ) 6= (0;0) et h � � (mod nl), ave
 � 2f0; 
; Æ; 
 + Æg.D�emonstration. Par hypoth�ese, vke est obtenu �a partir de v� par permutation et vke+1est obtenu �a partir de v� par permutation. En outre, la remarque 8.12 montre que l'on af�x; �yg \B(�) = ;. Par 
ons�equent, il existe � 2 Sr et 1 � k � r � 1 tels quevke = v�:� = v���1(1) ^ � � � ^ v���1(k�1) ^ v�x ^ v�y ^ v���1(k+2) ^ � � � ^ v���1(r) ;vke+1 = v���1(1) ^ � � � ^ v���1(k�1) ^ v�y�h ^ v�x+h ^ v���1(k+2) ^ � � � ^ v���1(r) ;et vke+1 se d�eduit de vke en redressant v�x^v�y grâ
e �a la relation(R0t). Puisque t 2 [[2 ; 4℄℄, les
onditions de la derni�ere phrase de l'�enon
�e doivent être v�eri��ees. De plus t est enti�erementd�etermin�e en fon
tion de la nullit�e (ou non) de 
 et Æ. Montrons que k et e satisfont les
onditions du lemme 8.29. Pour 0 � i � e, soit �(i) 2 Sr l'unique permutation telle queki = �(i)!:� ; en parti
ulier, on a � = �(e)!. Comme la suite vk0 �! � � � �! vke est ad-missible, on a id = ��(0)��1 ! � � � ! ��(e)��1 ; par 
ons�equent, pour tout 0 � i � e,on a �(i) = ![i℄�1. Posons i := r + 1 � x et j := r + 1 � y ; par hypoth�ese sur �, on ak = �(x) = ![e℄�1!(x) = ![e℄�1(i), d'o�u ![e℄(k) = i et de même, ![e℄(k + 1) = j. En�n,puisque vke ! vke+1 , k est le plus petit entier tel que ���1(k) < ���1(k+1), soit en
ore tel que!��1(k) < !��1(k + 1) ; on a don
 !��1 ! �k!��1, soit en
ore ![e℄! �k![e℄. Ainsi k et esatisfont les 
onditions du lemme 8.29 (appliqu�e aux entiers i = r + 1� x et j = r + 1� y),don
 
es entiers sont d�etermin�es de fa�
on unique. Ce
i d�etermine 
ompl�etement la suitevk0 �! � � � �! vke . D'apr�es l'expression de vke+1 donn�ee au d�ebut de la preuve, le q-produitext�erieur vke+1 est lui aussi d�etermin�e de fa�
on unique. Soit �0 2 Sr l'unique permutationtelle que vke+1 = v�0:�. D'apr�es la remarque 8.22, la suite v�0:� �! � � � �! v�, de longueur `(�0),est �a son tour d�etermin�ee de fa�
on unique. �8.7 Cal
ul de la longueur modulo 2 de la bonne suite8.7.1 �Enon
�e et preuve du r�esultatNous abordons �a pr�esent la partie te
hnique de la preuve du th�eor�eme 8.4. La propositionqui suit servira �a montrer que si a0�l;�l(1) et j��l;�l sont non nuls, alors 
es deux nombres ont
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anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieurle même signe. Le le
teur est invit�e �a se reporter aux exemples donn�es au paragraphe suivantpour suivre le 
heminement de la preuve.Proposition 8.33 Supposons que (�l;�l) satisfait (H), et reprenons les notations du para-graphe 8.4.1. Supposons de plus que (
; Æ) 6= (0;0) et h � � (mod nl), ave
 � 2 f
; Æg. Soitalors V = v!:� �! � � � �! vk t! vl �! � � � �! v�l'unique bonne suite relativement �a (�; �) (
f. propositions 8.31 et 8.32). Notons N la longueurde 
ette suite. Alors on a (�1)N�1 = (�1)ht(�)+ht(�0)"(�l;�l) ";o�u "(�l;�l) est le signe d�e�ni au lemme 8.26 et " est le signe d�e�ni par" := � 1 si Æ > 0 et h � Æ (mod nl) ;�1 sinon:Remarque 8.34 Nous verrons plus tard que si h � � (mod nl) ave
 � 2 f0; 
 + Æg n f
; Æg,on a alors a0�l;�l(1) = j��l;�l = 0 ; 
'est pourquoi nous n'envisageons pas 
e 
as i
i. �D�emonstration. Soient �, �0 2 Sr les permutations d�etermin�ees par les relations v�!:� = vket v�0�1:� = vl. On a N = `(�) + 1 + `(�0), d'o�u (�1)N�1 = "(�)"(�0). Grâ
e au lemme 8.29,on peut expli
iter `(�) et don
 "(�) ; il est en revan
he peu ais�e de 
al
uler `(�0). Nous nous
ontenterons de 
al
uler "(�0) en �e
rivant �0 
omme produit de 7 permutations �(1); : : : ;�(7)dont nous pouvons 
al
uler fa
ilement la signature.* Commen�
ons par poser �(1) := ��1 et v1 := v�(1):l ;alors v1 est le q-produit ext�erieur obtenu �a partir de v!:� en rempla�
ant �x (
orrespon-dant au (r + 1� x)-i�eme fa
teur) par �y � h, et �y (
orrespondant au (r+ 1� y)-i�emefa
teur) par �x + h.* D'apr�es le lemme 8.13, on a deux 
as :{ Premier 
as : d(�x) = d(�y � h) et d(�y) = d(�x + h),{ Se
ond 
as : d(�x) = d(�x + h), d(�y) = d(�y � h) et d(�x) 6= d(�y).Il est fa
ile de voir que le premier 
as a lieu si et seulement si Æ = 0 ou h � Æ (mod nl),et que le deuxi�eme 
as a lieu si et seulement si Æ > 0 et h � 
 (mod nl): Posons alors�(2) := � id si on est dans le premier 
as(r + 1� x; r + 1� y) si on est dans le se
ond 
aset v2 := v�(2)�(1):l ;dans le se
ond 
as, v2 est obtenu �a partir de v1 en permutant �x+h et �y�h. �(2) est
onstruite de fa�
on �a avoir d(�(2)�(1):l) = d(!:�) et don
 v(�(2)�(1):l) = v(!:�).
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hur 
y
lotomiques 193* Posons alors�(3) := v(�(2)�(1):l)�1 = v(!:�)�1 et v3 := v�(3)�(2)�(1):l :Remarquons, en vertu du lemme 1.30, que si m = (m1; : : : ;mr) 2 Zr, alors v(m)�1est l'unique permutation de Sr telle que m0 = (m01; : : : ;m0r) = v(m)�1:m satisfait lesdeux 
onditions suivantes :(i) 8 1 � i < j � r; d(m0i) � d(m0j);(ii) 8 1 � i;j � r; d(m0i) = d(m0j) =) i � j:Autrement dit, 
onsid�eronsm 
omme un mot en les lettresmi, et pour 1 � b � l; soit wble sous-mot de m form�e des lettres mi telles que d(mi) = b. On a alors m0 = wl � � �w1.En appliquant 
ette remarque �am = �(2)�(1):l, on voit que v3 est un q-produit ext�erieurqui peut s'�e
rire sous la forme v3 = vk(l) ^ � � � ^ vk(1) ;o�u 
haque vk(b) , 1 � b � l est un q-produit ext�erieur dont 
haque fa
teur vk v�eri�ed(k) = b. Dans 
e 
as et dans toute la suite de la preuve, on dira que v3 admet une�e
riture par blo
s, et vk(b) (1 � b � l) sera appel�e le b-i�eme blo
 de v3.* Posons ensuite �(4) := !(k) = !(l) et v4 := v�(4)�(3)�(2)�(1):l ;o�u !(k) est d�e�ni �a la se
tion 8.1 (l'�egalit�e !(k) = !(l) provient du lemme 8.13). Pour1 � b � l, notonsrb := ℄ f1 � i � r j d(�i) = bg = ℄ f1 � i � r j d(�i) = bgle nombre de fa
teurs du blo
 vk(b) (l'�egalit�e des deux quantit�es d�e�nissant rb provient �anouveau du lemme 8.13). Soit 1 � b � l. Alors �(4) agit sur le b-i�eme blo
 de v3 
ommeun retournement, 
'est-�a-dire 
omme la permutation �1;:::;rbrb;:::;1�. Puisque v� est ordonn�e,on voit que pour tout b 2 [[1 ; l℄℄ n fd; d0g, le b-i�eme blo
 de v4 est lui aussi ordonn�e. I
iles entiers d et d0 sont 
eux du lemme 8.13.* Notons provisoirement v4 = vk1 ^ � � � ^ vkr ; soit alors i (resp. j) 2 [[1 ; r℄℄ tel queki = �y � h (resp. kj = �x + h). D�e�nissons �(5) et v5 par�(5) := � id si Æ > 0(i; j) si Æ = 0 et v5 := v�(5)�(4)�(3)�(2)�(1):l ;on a �(5) = id si et seulement si �y � h et �x + h sont dans le même blo
 de v4.
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anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur* Soient �(6) 2 Sr la permutation qui agit s�epar�ement sur 
haque les blo
 de v5 en ler�eordonnant, et v6 := v�(6)�(5)�(4)�(3)�(2)�(1):l:D�e
rivons �(6) de fa�
on plus pr�e
ise. Si Æ = 0, alors �(6) agit sur le d-i�eme blo
 de v5
omme la permutation � d�e�nie au lemme 8.9, et �(6) agit trivialement sur les autresblo
s. Si Æ > 0, alors �(6) est le produit de deux permutations �0d et �0d0 , o�u 
haque �0b,b 2 fd; d0g agit sur le b-i�eme blo
 de v5 
omme la permutation not�ee � au lemme 8.7,et �0b agit trivialement sur les autres blo
s de v5. Il d�e
oule de 
e
i que dans les deux
as, on a "(�(6)) = (�1)ht(�)+ht(�0):* Posons en�n �(7) := v(�) et v7 := v�(7)�(6)�(5)�(4)�(3)�(2)�(1):l :Notons que v� est ordonn�e et que v6 est obtenu �a partir de v� par permutation. Deplus, v6 admet une �e
riture par blo
s telle que 
ha
un de 
es blo
s est ordonn�e. D'apr�esla remarque suivant la d�e�nition de �(3), on a don
 vv(�)�1:� = v6, d'o�u v7 = v�.Par 
ons�equent, on a bien �0 = �(7) � � � �(1); o�u les �(i) sont d�e�nis 
omme 
i-dessus, don
(�1)N�1 = "(�)Q7i=1 "(�(i)). Via une �etude au 
as par 
as, on 
onstate que "(�(2))"(�(5)) = ",o�u " est d�e�ni 
omme dans l'�enon
�e. Par ailleurs, on a"(�(4)) = "(!(k)) = lYb=1 (�1) rb(rb�1)2 = (�1)�(d(�)):Il vient alors "(�(3))"(�(4))"(�(7)) = "(�l;�l) ; la proposition s'ensuit. �8.7.2 ExemplesIllustrons la preuve de la proposition pr�e
�edente par deux exemples, en 
al
ulant expli
i-tement N et la suite de ve
teurs (v1; : : : ;v7) ainsi que les longueurs des permutations �(i) quiinterviennent. On utilise le lemme 8.29 pour 
al
uler `(�) = `(�(1)), ainsi que les formulessuivantes : si k 2 Zr et d(k) = (d1; : : : ;dr), on a`(!(k)) = ℄�(i;j) 2 N2 j 1 � i < j � r; di = dj	 et`(v(k)) = ℄�(i;j) 2 N2 j 1 � i < j � r; di < dj	 :Dans 
ha
un des deux exemples, nous prendrons n = 3 et l = 2 ; si k 2 Z, nous �e
rirons k(resp. k) au lieu de k si d(k) = 1 (resp. d(k) = 2). Nous �e
rirons aussi (k1; : : : ;kr) au lieu de
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lotomiques 195vk1 ^ � � � ^ vkr .Exemple 8.35 Rappelons que n = 3, l = 2, et prenons sl = (0; � 3), m = 7, �l =�(3;2;1;1);;� et �l = �(7);;�. On a alors ht(�) = 2, ht(�0) = 0, r = 16, � = (6;5;1;1;1;1;1),� = (16),v� = (13;�4;�5;�6;�7;�8;�9;�10;�11;�12;�13;�14;�15;�16;�17;�18) etv� = (3;1;�4;�5;�6;�7;�8;�10;�11;�12;�13;�14;�15;�16;�17;�18);d'o�u �x = �9, �y = 13, 
 = 4, Æ = 0 et h = 10 � 
 (mod nl). On a, ave
 les notations de lapreuve de la proposition pr�e
�edente,v!:� = (�18;�17;�16;�15;�14;�13;�12;�11;�10;�9;�8;�7;�6;�5;�4;13);v�!:� = (�4;�5;�6;�7;�8;�9;13;�10;�11;�12;�13;�14;�15;�16;�17;�18); `(�) = 114;v�0�1:� = (�4;�5;�6;�7;�8;3;1;�10;�11;�12;�13;�14;�15;�16;�17;�18):On peut fa
ilement expli
iter la suite admissible v�0�1:� �! � � � �! v�, d'o�u on tire `(�0) = 10et N � 1 = 124. Par ailleurs, on av2 = v1 = (�18;�17;�16;�15;�14;�13;�12;�11;�10;3;�8;�7;�6;�5;�4;1); `(�(1)) = 114; `(�(2)) = 0;v3 = (�18;�14;�13;�12;�8;�7;�6;�17;�16;�15;�11;�10;3;�5;�4;1); `(�(3)) = 27;v4 = (�6;�7;�8;�12;�13;�14;�18;1;�4;�5;3;�10;�11;�15;�16;�17); `(�(4)) = 57;v5 = (�6;�7;�8;�12;�13;�14;�18;3;�4;�5;1;�10;�11;�15;�16;�17); `(�(5)) = 5;v6 = (�6;�7;�8;�12;�13;�14;�18;3;1;�4;�5;�10;�11;�15;�16;�17); `(�(6)) = 2;v7 = v� = (3;1;�4;�5;�6;�7;�8;�10;�11;�12;�13;�14;�15;�16;�17;�18); `(�(7)) = 39:On a don
 " = �1 = "(�(2))"(�(5)), "(�l;�l) = (�1)`(�(3))+`(�(4))+`(�(7)) = (�1)27+57+39 = �1et (�1)ht(�)+ht(�0) = (�1)2+0 = 1. Don
 l'�egalit�e de la proposition 8.33 est bien v�eri��ee. �Exemple 8.36 Rappelons que n = 3, l = 2, et prenons sl = (0;0),m = 8, �l = �(2;1;1);(2;2)�et �l = �;;(5;3)�. On a alors ht(�) = 2, ht(�0) = 1, r = 17, � = (5;5;4;1;1;1), � = (11;6),
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k de niveau sup�erieurv� = (11;5;�2;�3;�4;�5;�6;�7;�8;�9;�10;�11;�12;�13;�14;�15;�16) etv� = (5;4;2;�2;�3;�4;�6;�7;�8;�9;�10;�11;�12;�13;�14;�15;�16);d'o�u �x = �5, �y = 11, 
 = 1, Æ = 3 et h = 7 � 
 (mod nl). On av!:� = (�16;�15;�14;�13;�12;�11;�10;�9;�8;�7;�6;�5;�4;�3;�2;5;11);v�!:� = (5;�2;�3;�4;�5;11;�6;�7;�8;�9;�10;�11;�12;�13;�14;�15;�16); `(�) = 131;v�0�1:� = (5;�2;�3;�4;4;2;�6;�7;�8;�9;�10;�11;�12;�13;�14;�15;�16):On peut fa
ilement expli
iter la suite admissible v�0�1:� �! � � � �! v�, d'o�u on tire `(�0) = 6et N � 1 = 137. Par ailleurs, on av1 = (�16;�15;�14;�13;�12;�11;�10;�9;�8;�7;�6;4;�4;�3;�2;5;2); `(�(1)) = 131;v2 = (�16;�15;�14;�13;�12;�11;�10;�9;�8;�7;�6;2;�4;�3;�2;5;4); `(�(2)) = 9;v3 = (�14;�13;�12;�8;�7;�6;�2;5;4;�16;�15;�11;�10;�9;2;�4;�3); `(�(3)) = 45;v5 = v4 = (4;5;�2;�6;�7;�8;�12;�13;�14;�3;�4;2;�9;�10;�11;�15;�16); `(�(4)) = 64; `(�(5)) = 0;v6 = (5;4;�2;�6;�7;�8;�12;�13;�14;2;�3;�4;�9;�10;�11;�15;�16); `(�(6)) = 3;v7 = v� = (5;4;2;�2;�3;�4;�6;�7;�8;�9;�10;�11;�12;�13;�14;�15;�16); `(�(7)) = 28:On a don
 " = �1 = "(�(2))"(�(5)), "(�l;�l) = (�1)`(�(3))+`(�(4))+`(�(7)) = (�1)45+64+28 = �1et (�1)ht(�)+ht(�0) = (�1)2+1 = �1. Don
 l'�egalit�e de la proposition 8.33 est bien v�eri��ee. �8.8 Preuve du th�eor�eme 8.4Soient �l; �l 2 �lm, et �, � 2 � les partitions telles que �l $ � et �l $ �. Il faut montrerque a0�l;�l(1) = 2j��l;�l . Si �l = �l, alors a�l;�l(q) = 1, d'o�u a0�l;�l(1) = 0 = j��l;�l . Si �l 6� �l,alors a�l;�l(q) = 0 = j��l;�l . Si �l � �l, j�j = j�j = r et ℄�B(�) \ B(�)� 6= r � 2, alors le
orollaire 8.11 montre que j��l;�l = 0 ; par ailleurs, d'apr�es la remarque 8.25 il ne peut pasexister de bonne suite relativement �a (�;�), et le lemme 8.28 entrâ�ne alors a0�l;�l(1) = 0. Ilreste �a traiter le 
as o�u (�l;�l) satisfait les hypoth�eses (H). Reprenons alors les notations duparagraphe 8.4.1. D'apr�es le 
orollaire 8.11 et les propositions 8.15 et 8.16, le 
as (J1) (resp.(J2)) a lieu si et seulement si Æ > 0 (resp. Æ = 0), et la proposition 8.15 (resp. 8.16) nousdonne alors l'expression de j��l;�l . Par ailleurs, les propositions 8.31 et 8.32 nous donnentdes 
onditions n�e
essaires et suÆsantes sur 
, Æ et h pour qu'une bonne suite existe, auquel
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as elle est unique ; le lemme 8.28 ainsi que les relations (R02) � (R04) nous donnent alorsl'expression de a0�l;�l(1). Pour 
omparer les deux valeurs trouv�ees, nous sommes amen�es �aenvisager 12 
as en fon
tion de la nullit�e ou non de 
, Æ et de la valeur de h modulo nl.Nous regroupons les r�esultats trouv�es dans le tableau donn�e �a la �gure 8.1. I
i N est �egal�a la longueur de la bonne suite si elle existe. Le th�eor�eme s'ensuit en 
omparant les valeursdonn�ees dans les deux derni�eres 
olonnes de 
e tableau et en appliquant la proposition 8.33si 
es deux nombres sont non nuls. �NombreCas de bon- a0�l;�l(1)"(�l;�l) j��l;�l(�1)ht(�)+ht(�0)nes suites
 = Æ = 0 0 0 0
 > 0, Æ = 0,h 6� 0 (mod nl), h 6� 
 (mod nl) 0 0 0
 > 0, Æ = 0, (�1)N�1 ddq ���q=1��(q�2 � 1)q�2i+1�i := hnl 2 N� 1 = 2(�1)N�1 -1
 > 0, Æ = 0, (�1)N�1 ddq ���q=1�(q�2 � 1)q�2i�i := h�
nl 2 N 1 = �2(�1)N�1 1
 = 0, Æ > 0,h 6� 0 (mod nl), h 6� Æ (mod nl) 0 0 0
 = 0, Æ > 0, (�1)N�1 ddq ���q=1��(q2 � 1)q2i�1�i := hnl 2 N� 1 = �2(�1)N�1 1
 = 0, Æ > 0, (�1)N�1 ddq ���q=1�(q2 � 1)q2i�i := h�Ænl 2 N 1 = 2(�1)N�1 1
 > 0, Æ > 0,h 6� 0 (mod nl), h 6� 
 (mod nl), 0 0 0h 6� Æ (mod nl), h 6� 
 + Æ (mod nl)
 > 0, Æ > 0, (�1)N�1 ddq ���q=1��(q � q�1) q2i�q�2iq+q�1 �i := hnl 2 N� 1 = 0 0
 > 0, Æ > 0, (�1)N�1 ddq ���q=1��(q � q�1) q2i+1+q�2i�1q+q�1 �i := h�
nl 2 N 1 = �2(�1)N�1 1
 > 0, Æ > 0, (�1)N�1 ddq ���q=1�(q � q�1) q2i+1+q�2i�1q+q�1 �i := h�Ænl 2 N 1 = 2(�1)N�1 1
 > 0, Æ > 0, (�1)N�1 ddq ���q=1�(q � q�1) q2i+2�q�2i�2q+q�1 �i := h�
�Ænl 2 N 1 = 0 0Fig. 8.1 { Liste des 
as intervenant dans la preuve du th�eor�eme 8.4.
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Chapitre 9TablesDans 
e 
hapitre, nous donnons les matri
es de transition des bases d'Uglov de 
ertainssous-espa
es de poids d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur. Nous donnons les matri
es�(q) = ��+�l;�l; sl(q)��l;�l2�l(sl;w)pour n = l = 2, sl = (2k; � 2k) ave
 k 2 Z et w 2 P(Fq[sl℄). Nous prenons les poidsw qui sont de la forme w = wt(j;l;sli) � (N0(w)�0 + N1(w)�1) ave
 N0(w), N1(w) 2 Net N0(w) + N1(w) � 5. Le 
ouple (N0(w);N1(w)) sera alors not�e �(w), et la dimension dusous-espa
e de poids 
orrespondant sera not�ee D.Ces tables montrent que dans le 
as o�u la multi-
harge sl est tr�es dominante, les basesd'Uglov de 
ertains sous-espa
es de poids sont semblables, 
onform�ement �a la 
onje
ture 4.32et au th�eor�eme 4.30. De même, si la multi-
harge sl est tr�es anti-dominante (au sens de laremarque 4.31), alors les bases d'Uglov de 
ertains sous-espa
es de poids sont semblables,
onform�ement �a la remarque 4.31.Ave
 les notations du 
hapitre 8, les lignes et les 
olonnes des matri
es �(q) sont rang�eessuivant l'ordre > d�e�ni sur �l par �l > �l si et seulement si j�j = j�j et � � �, o�u � d�esignel'ordre de dominan
e sur les partitions et �, � sont reli�ees �a �l, �l par les relations �l $ �et �l $ �. Ces matri
es doivent être lues 
olonne par 
olonne ; par exemple on aG+��(3);;�;(0;0)� = ����(3);;�;(0;0)E+ q����(2);(1)�;(0;0)E+ q����(1;1);(1)�;(0;0)E+ q2����(1;1;1);;�;(0;0)E :Par ailleurs, nous marquons d'un ast�erisque � les lignes index�ees par les multi-partitionsappartenant �a �l[sl;n℄Æ . Par 
ons�equent, les 
olonnes 
orrespondantes donnent les expressionsdans la base standard des ve
teurs de la base globale inf�erieure du sous-module irr�edu
tibleMq[sl℄.Dans le 
as o�u �(w) = (3;2), on a D = 28 et la matri
e �(q) est trop grande pour tenirsur la page. Nous �e
rirons alors �(q) sous la forme�(q) = � �(1;1)(q) 0�(2;1)(q) �(2;2)(q) � ;
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k de niveau sup�erieuro�u �(1;1)(q), �(2;1)(q) et �(2;2)(q) sont des matri
es 
arr�ees de taille 14� 14.Les matri
es que nous donnons pour k = 0 ont d�ej�a �et�e publi�ees dans [U2℄. Le 
al-
ul de toutes les matri
es de transition des bases d'Uglov que nous donnons i
i repose surl'impl�ementation de l'algorithme que nous avons d�e
rit au 
hapitre 5. 1Nous avons programm�e
et algorithme d'une part, ainsi que l'algorithme d'Uglov bas�e sur les redressements (voir
hapitre 3) d'autre part, en Maple r
 de Waterloo Maple In
. Nous avons utilis�e la ver-sion 7 de 
e logi
iel. Nous avons men�e les 
al
uls sur un ordinateur �equip�e d'un pro
esseurSempronTM 2600+ et de 512 Mo de m�emoire vive. Nous obtenons des gains de temps de 
al
ulsigni�
atifs en utilisant notre algorithme ; par exemple, le 
al
ul de la matri
e �(q) pourn = l = 2, sl = (2; � 2) et �(w) = (2;2) n�e
essite environ 10 000 se
ondes ave
 l'algorithmed'Uglov, 
ontre seulement 3 se
ondes ave
 notre algorithme. En outre, sans notre algorithme,nous n'aurions 
ertainement pas pu mener �a bien les 
al
uls des matri
es �(q) pour n = l = 2et sl = (2k;� 2k) ave
 jkj � 2.9.1 Tables pour n = l = 2, sl = (2k;� 2k), k � �1� �(w) = (0;0) (D = 1) �(q) = � 1 � ��;;;�� �(w) = (1;0) (D = 2) �(q) = � 1 :q 1 � ��;;(1)��(1);;�� �(w) = (2;0) (D = 1) �(q) = � 1 � � �(1);(1)�� �(w) = (1;1) (D = 4)�(q) = 0BB� 1 : : :q 1 : :q 0 1 :q2 q q 1 1CCA ��;;(2)��;;(1;1)��(2);;��(1;1);;�1. Ce 
hapitre n'est pas une liste exhaustive de toutes les matri
es de transition que nous avons 
al
ul�ees.En fait, 
et algorithme permet de 
al
uler les matri
es �(q) en un temps raisonnable pour des valeurs de n,l, sl et �(w) quel
onques, �a 
ondition que le sous-espa
e de poids 
orrespondant soit de dimension D / 100.Le le
teur int�eress�e par le 
al
ul d'autres matri
es de transition pourra 
onta
ter l'auteur de 
e m�emoire.
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� �(w) = (2;1) (D = 8)

�(q) = 0BBBBBBBBBB�
1 : : : : : : :q 1 : : : : : :q 0 1 : : : : :q2 q q 1 : : : :q q2 0 q 1 : : :q2 q3 q q2 q 1 : :q2 0 0 0 q 0 1 :q3 0 q2 q q2 q q 1

1CCCCCCCCCCA
��;;(3)���(1);(2)��;;(1;1;1)��(1);(1;1)��(2);(1)��(1;1);(1)��(3);;��(1;1;1);;�� �(w) = (1;2) (D = 2)�(q) = � 1 :q 1 � ��;;(2;1)��(2;1);;�� �(w) = (3;1) (D = 4)�(q) = 0BB� 1 : : :q 1 : :q 0 1 :q2 q q 1 1CCA ��(1);(3)��(1);(1;1;1)��(3);(1)��(1;1;1);(1)�� �(w) = (2;2) (D = 16)

�(q) =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

1 : : : : : : : : : : : : : : :q 1 : : : : : : : : : : : : : :0 q 1 : : : : : : : : : : : : :q q2 q 1 : : : : : : : : : : : :q2 q3 q2 q 1 : : : : : : : : : : :q 0 0 0 q 1 : : : : : : : : : :q2 0 0 q q2 q 1 : : : : : : : : :q2 0 0 q 0 0 0 1 : : : : : : : :q2 0 0 q q2 q 0 0 1 : : : : : : :q3 0 q 2q2 q3 q2 q q q 1 : : : : : :q2 q q2 q3 q4 q3 + q q2 0 q2 q 1 : : : : :q2 0 0 0 0 q 0 0 0 0 0 1 : : : :q3 q2 0 0 0 q2 0 0 0 0 q q 1 : : :0 q3 q2 0 0 0 0 0 0 q q2 0 q 1 : :q3 q4 q3 q2 0 q2 q 0 q q2 q3 q q2 q 1 :q4 0 0 q3 0 q3 q2 q2 q2 q 0 q2 0 0 q 1
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
� �;;(4)�� �;;(3;1)��;;(2;2)��;;(2;1;1)�� �(1);(2;1)��(2);(2)��(1;1);(2)��;;(1;1;1;1)��(2);(1;1)��(1;1);(1;1)��(2;1);(1)��(4);;��(3;1);;��(2;2);;��(2;1;1);;��(1;1;1;1);;�



202 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur� �(w) = (3;2) (D = 28)
�(1;1)(q) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
1 : : : : : : : : : : : : :q 1 : : : : : : : : : : : :0 0 1 : : : : : : : : : : :q 0 q 1 : : : : : : : : : :q2 q q2 q 1 : : : : : : : : :q q2 0 0 q 1 : : : : : : : :q2 q3 0 q q2 q 1 : : : : : : :0 0 q2 q 0 0 0 1 : : : : : :0 0 q3 q2 q 0 0 q 1 : : : : :q2 q q4 q3 + q q2 0 0 q2 q 1 : : : :q2 q 0 0 q2 q 0 0 q 0 1 : : :q3 q2 0 q2 q3 q2 q 0 q2 q q 1 : :q2 0 0 q 0 0 0 0 0 0 0 0 1 :q3 q2 0 q2 0 0 0 0 0 q 0 0 q 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
� �;;(5)�� �(1);(4)�� �;;(3;2)��;;(3;1;1)�� �(1);(3;1)��(2);(3)��(1;1);(3)��;;(2;2;1)��(1);(2;2)��(1);(2;1;1)��(3);(2)��(1;1;1);(2)��;;(1;1;1;1;1)��(1);(1;1;1;1)�

�(2;1)(q) =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

q2 q3 0 q q2 q 0 0 q q2 0 0 0 qq3 q4 0 2q2 q3 q2 q q q2 q3 0 0 q q2q3 q2 0 q2 q3 q2 0 0 q2 0 q 0 0 0q4 q3 0 2q3 q4 q3 q2 q2 q3 + q q2 q2 q q2 qq2 q3 0 0 0 q 0 0 0 0 q2 0 0 0q3 q4 q q2 q3 2q2 q 0 q2 0 q3 0 0 00 0 q2 q3 q4 q3 q2 q2 q3 0 0 0 0 0q3 q4 q3 q4 + q2 q5 q4 + q2 q3 + q q3 q4 + q2 q3 q3 q2 0 q2q4 q5 0 q3 0 q3 q2 0 q3 q4 q4 q3 q2 q3q3 0 0 0 0 q2 0 0 0 0 0 0 0 00 0 q3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0q4 0 q4 q3 0 q3 q2 0 0 0 0 0 0 00 0 q5 q4 0 0 q3 q3 q2 0 0 0 0 0q5 0 0 q4 0 q4 q3 0 0 0 0 0 q3 q2
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
�(2);(1;1;1)��(1;1);(1;1;1)��(3);(1;1)��(1;1;1);(1;1)��(4);(1)��(3;1);(1)��(2;2);(1)��(2;1;1);(1)��(1;1;1;1);(1)��(5);;��(3;2);;��(3;1;1);;��(2;2;1);;��(1;1;1;1;1);;�

�(2;2)(q) =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

1 : : : : : : : : : : : : :q 1 : : : : : : : : : : : :q 0 1 : : : : : : : : : : :q2 q q 1 : : : : : : : : : :0 0 q 0 1 : : : : : : : : :q 0 q2 0 q 1 : : : : : : : :q2 q 0 0 0 q 1 : : : : : : :q3 + q q2 q2 q q q2 q 1 : : : : : :q2 q q3 q2 q2 0 0 q 1 : : : : :0 0 0 0 q 0 0 0 0 1 : : : :0 0 0 0 q q2 q 0 0 0 1 : : :q2 0 q 0 2 � q2 q3 q2 q 0 q q 1 : :q3 q2 q2 q q3 q4 q3 + q q2 0 0 q2 q 1 :q3 q2 q2 q q3 0 0 q2 q q2 0 q 0 1
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
�(2);(1;1;1)��(1;1);(1;1;1)��(3);(1;1)��(1;1;1);(1;1)��(4);(1)��(3;1);(1)��(2;2);(1)��(2;1;1);(1)��(1;1;1;1);(1)��(5);;��(3;2);;��(3;1;1);;��(2;2;1);;��(1;1;1;1;1);;�
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�(q) = 0BBBBBBBBBB�

1 : : : : : : :q 1 : : : : : :q 0 1 : : : : :q2 q q 1 : : : :q 0 q2 q 1 : : :q2 q q3 q2 q 1 : :q2 0 0 0 q 0 1 :q3 q2 0 q q2 q q 1
1CCCCCCCCCCA

� �;;(4;1)��;;(2;1;1;1)�� �(2);(2;1)��(1;1);(2;1)��(2;1);(2)��(2;1);(1;1)��(4;1);;��(2;1;1;1);;�9.2 Tables pour n = l = 2, sl = (0;0)� �(w) = (0;0) (D = 1) �(q) = � 1 � ��;;;�� �(w) = (1;0) (D = 2) �(q) = � 1 :q 1 � ��;;(1)��(1);;�� �(w) = (2;0) (D = 1) �(q) = � 1 � � �(1);(1)�� �(w) = (1;1) (D = 4)�(q) = 0BB� 1 : : :q 1 : :q 0 1 :q2 q q 1 1CCA ��;;(2)��;;(1;1)��(2);;��(1;1);;�



204 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur� �(w) = (2;1) (D = 8)
�(q) = 0BBBBBBBBBB�

1 : : : : : : :q 1 : : : : : :q 0 1 : : : : :q2 q q 1 : : : :q 0 q2 q 1 : : :q2 q q3 q2 q 1 : :q2 0 0 0 q 0 1 :q3 q2 0 q q2 q q 1
1CCCCCCCCCCA

��;;(3)��(3);;���(1);(2)��(2);(1)��(1);(1;1)��(1;1);(1)��;;(1;1;1)��(1;1;1);;�� �(w) = (1;2) (D = 2)�(q) = � 1 :q 1 � ��;;(2;1)��(2;1);;�� �(w) = (3;1) (D = 4)�(q) = 0BB� 1 : : :q 1 : :q 0 1 :q2 q q 1 1CCA ��(1);(3)��(3);(1)��(1);(1;1;1)��(1;1;1);(1)�� �(w) = (2;2) (D = 16)
�(q) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
1 : : : : : : : : : : : : : : :q 1 : : : : : : : : : : : : : :q 0 1 : : : : : : : : : : : : :q2 q q 1 : : : : : : : : : : : :0 q 0 0 1 : : : : : : : : : : :q2 0 q 0 0 1 : : : : : : : : : :q q2 0 0 q q 1 : : : : : : : : :q2 0 q 0 0 q2 q 1 : : : : : : : :q2 q3 0 0 q2 0 q 0 1 : : : : : : :q2 0 q 0 0 q2 q 0 0 1 : : : : : :q3 q2 2q2 q q q3 q2 q 0 q 1 : : : : :q2 0 q3 0 q2 q4 q3 + q q2 0 q2 q 1 : : : :q3 0 0 0 0 0 q2 0 q 0 0 q 1 : : :0 q3 0 q2 q2 0 0 0 0 0 q 0 0 1 : :q3 q4 q2 q3 q3 0 q2 q q q q2 0 0 q 1 :q4 0 q3 0 0 0 q3 q2 q2 q2 q q2 q 0 q 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
� �;;(4)�� �;;(3;1)��(4);;��(3;1);;��;;(2;2)�� �(2);(2)��(1);(2;1)��(1;1);(2)��;;(2;1;1)��(2);(1;1)��(2;1);(1)��(1;1);(1;1)��;;(1;1;1;1)��(2;2);;��(2;1;1);;��(1;1;1;1);;�



Chapitre 9. Tables 205� �(w) = (3;2) (D = 28)
�(1;1)(q) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
1 : : : : : : : : : : : : :q 1 : : : : : : : : : : : :q 0 1 : : : : : : : : : : :0 0 0 1 : : : : : : : : : :q2 q q 0 1 : : : : : : : : :q 0 q2 q q 1 : : : : : : : :q2 q q3 0 q2 q 1 : : : : : : :q2 0 0 q2 0 q 0 1 : : : : : :q2 q q 0 0 0 0 0 1 : : : : :q3 q2 q2 0 q 0 0 0 q 1 : : : :q2 q q3 0 q2 q 0 0 q2 q 1 : : :q3 2q2 q4 q q3 q2 q 0 q3 q2 q 1 : :0 0 0 q2 0 0 0 0 0 0 0 q 1 :q3 q2 0 q3 0 q2 q q 0 0 q q2 q 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
� �;;(5)�� �(5);;�� �(1);(4)��;;(3;2)�� �(2);(3)��(1);(3;1)��(1;1);(3)��;;(3;1;1)��(4);(1)��(3);(2)��(3);(1;1)��(3;1);(1)��(3;2);;��(3;1;1);;�

�(2;1)(q) =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

0 0 0 q2 q2 q 0 0 0 q 0 0 0 00 0 0 q3 0 q2 0 q 0 0 0 0 0 0q2 0 q q4 q2 q3 + q 0 q2 0 q 0 0 0 0q3 q2 q2 0 q3 q2 q 0 q q2 0 0 0 00 q2 0 q3 q3 q2 q 0 0 q2 q q2 q 0q3 q2 q2 0 q3 q2 0 0 0 q2 q 0 0 0q4 2q3 q3 q4 q4 2q3 2q2 q2 q2 q3 + q 2q2 q3 q2 qq2 q3 q3 0 q4 q3 + q q2 0 0 q3 q2 0 0 0q3 0 q4 0 0 q2 0 q 0 0 0 0 0 0q3 q4 q4 0 q5 q4 + q2 q3 0 q3 q4 + q2 q3 0 0 0q4 q3 q5 0 0 q3 q2 q2 q4 q3 q2 0 0 qq4 0 0 0 0 q3 0 q2 0 0 0 0 0 00 0 0 q5 0 q4 q3 q3 0 q2 q3 q4 q3 + q q2q5 q4 0 0 0 q4 q3 q3 0 0 q3 0 0 q2
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
�(1);(2;2)��;;(2;2;1)��(1);(2;1;1)��(1;1;1);(2)��(2;2);(1)��(2);(1;1;1)��(2;1;1);(1)��(1;1);(1;1;1)��(1);(1;1;1;1)��(1;1;1);(1;1)��(1;1;1;1);(1)��;;(1;1;1;1;1)��(2;2;1);;��(1;1;1;1;1);;�

�(2;2)(q) =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

1 : : : : : : : : : : : : :q 1 : : : : : : : : : : : :q2 q 1 : : : : : : : : : : :0 0 q 1 : : : : : : : : : :q 0 0 0 1 : : : : : : : : :0 0 q 0 0 1 : : : : : : : :q2 q q2 q q q 1 : : : : : : :q2 q q2 0 q q 0 1 : : : : : :0 q2 q3 0 0 q2 0 q 1 : : : : :q3 q2 q3 q2 q2 q2 q q 0 1 : : : :0 q3 q4 q3 q q3 q2 q2 q q 1 : : :0 q 0 0 0 0 0 q2 q q 0 1 : :q3 q2 0 0 q2 0 q 0 0 0 0 0 1 :0 q2 0 0 q2 q2 q q3 q2 q2 q q 0 1
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
�(1);(2;2)��;;(2;2;1)��(1);(2;1;1)��(1;1;1);(2)��(2;2);(1)��(2);(1;1;1)��(2;1;1);(1)��(1;1);(1;1;1)��(1);(1;1;1;1)��(1;1;1);(1;1)��(1;1;1;1);(1)��;;(1;1;1;1;1)��(2;2;1);;��(1;1;1;1;1);;�



206 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur� �(w) = (2;3) (D = 8)
�(q) = 0BBBBBBBBBB�

1 : : : : : : :q 1 : : : : : :q 0 1 : : : : :q2 q q 1 : : : :q 0 q2 q 1 : : :q2 0 0 0 q 1 : :q2 q q3 q2 q 0 1 :q3 q2 0 q q2 q q 1
1CCCCCCCCCCA

� �;;(4;1)��(4;1);;�� �(2);(2;1)��(2;1);(2)��(1;1);(2;1)��;;(2;1;1;1)��(2;1);(1;1)��(2;1;1;1);;�9.3 Tables pour n = l = 2, sl = (2;� 2)� �(w) = (0;0) (D = 1) �(q) = � 1 � ��;;;�� �(w) = (1;0) (D = 2) �(q) = � 1 :q 1 � ��(1);;��;;(1)�� �(w) = (2;0) (D = 1) �(q) = � 1 � � �(1);(1)�� �(w) = (1;1) (D = 4)�(q) = 0BB� 1 : : :q 1 : :q 0 1 :q2 q q 1 1CCA ��(2);;��(1;1);;��;;(2)��;;(1;1)�



Chapitre 9. Tables 207� �(w) = (2;1) (D = 8)
�(q) = 0BBBBBBBBBB�

1 : : : : : : :q 1 : : : : : :q 0 1 : : : : :q2 q q 1 : : : :q q2 0 q 1 : : :q2 q3 q q2 q 1 : :q2 0 0 0 q 0 1 :q3 0 q2 q q2 q q 1
1CCCCCCCCCCA

��(3);;���(2);(1)��(1;1;1);;��(1;1);(1)��(1);(2)��(1);(1;1)��;;(3)��;;(1;1;1)�� �(w) = (1;2) (D = 2)�(q) = � 1 :q 1 � ��(2;1);;��;;(2;1)�� �(w) = (3;1) (D = 4)�(q) = 0BB� 1 : : :q 1 : :q 0 1 :q2 q q 1 1CCA ��(3);(1)��(1);(3)��(1;1;1);(1)��(1);(1;1;1)�� �(w) = (2;2) (D = 16)
�(q) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
1 : : : : : : : : : : : : : : :q 1 : : : : : : : : : : : : : :0 q 1 : : : : : : : : : : : : :q q2 q 1 : : : : : : : : : : : :q2 q3 q2 q 1 : : : : : : : : : : :q 0 0 0 q 1 : : : : : : : : : :q2 0 0 q q2 q 1 : : : : : : : : :q2 0 0 q 0 0 0 1 : : : : : : : :q2 0 0 q q2 q 0 0 1 : : : : : : :q3 0 q 2q2 q3 q2 q q q 1 : : : : : :q2 q q2 q3 q4 q3 + q q2 0 q2 q 1 : : : : :q2 0 0 0 0 q 0 0 0 0 0 1 : : : :q3 q2 0 0 0 q2 0 0 0 0 q q 1 : : :0 q3 q2 0 0 0 0 0 0 q q2 0 q 1 : :q3 q4 q3 q2 0 q2 q 0 q q2 q3 q q2 q 1 :q4 0 0 q3 0 q3 q2 q2 q2 q 0 q2 0 0 q 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
� �(4);;�� �(3;1);;��(2;2);;��(2;1;1);;�� �(2;1);(1)��(2);(2)��(2);(1;1)��(1;1;1;1);;��(1;1);(2)��(1;1);(1;1)��(1);(2;1)��;;(4)��;;(3;1)��;;(2;2)��;;(2;1;1)��;;(1;1;1;1)�



208 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur� �(w) = (3;2) (D = 28)
�(1;1)(q) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
1 : : : : : : : : : : : : :q 1 : : : : : : : : : : : :0 0 1 : : : : : : : : : : :q 0 q 1 : : : : : : : : : :q2 q q2 q 1 : : : : : : : : :q q2 0 0 q 1 : : : : : : : :q2 q3 0 q q2 q 1 : : : : : : :q2 0 0 0 0 q 0 1 : : : : : :0 0 q2 q 0 0 0 0 1 : : : : :0 0 q3 q2 q 0 0 0 q 1 : : : :q2 q 0 0 q2 q 0 0 0 q 1 : : :q2 q q4 q3 + q q2 0 0 0 q2 q 0 1 : :q3 q2 0 q2 q3 q2 q 0 0 q2 q q 1 :q3 q2 0 0 0 q2 0 q 0 0 q 0 0 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
� �(5);;�� �(4);(1)�� �(3;2);;��(3;1;1);;�� �(3;1);(1)��(3);(2)��(3);(1;1)��;;(5)��(2;2;1);;��(2;2);(1)��(2);(3)��(2;1;1);(1)��(2);(1;1;1)��(1);(4)�

�(2;1)(q) =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

q2 q3 0 q q2 q 0 0 0 q q2 0 0 qq3 q4 q q2 q3 2q2 q q 0 q2 q3 0 0 q2q3 q2 0 q2 q3 q2 0 0 0 q2 0 q 0 0q2 q3 0 q 0 0 0 0 0 0 0 q2 0 0q3 q4 0 2q2 q3 q2 q 0 q q2 0 q3 0 0q3 0 0 q2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0q4 q3 0 2q3 q4 q3 q2 0 q2 q3 + q q2 q2 q q0 0 q2 q3 q4 q3 q2 0 q2 q3 0 0 0 0q3 q4 q3 q4 + q2 q5 q4 + q2 q3 + q q q3 q4 + q2 q3 q3 q2 q2q4 q5 0 q3 0 q3 q2 q2 0 q3 q4 q4 q3 q30 0 q3 0 0 0 0 q 0 0 0 0 0 0q4 0 q4 q3 0 q3 q2 2q2 0 0 0 0 0 q0 0 q5 q4 0 0 q3 q3 q3 q2 0 0 0 q2q5 0 0 q4 0 q4 q3 q3 0 0 0 0 0 q2
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
�(1;1);(3)��(1);(3;1)��(1;1;1);(2)��(1;1;1;1);(1)��(1;1;1);(1;1)��(1;1;1;1;1);;��(1;1);(1;1;1)��(1);(2;2)��(1);(2;1;1)��(1);(1;1;1;1)��;;(3;2)��;;(3;1;1)��;;(2;2;1)��;;(1;1;1;1;1)�

�(2;2)(q) =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

1 : : : : : : : : : : : : :q 1 : : : : : : : : : : : :q 0 1 : : : : : : : : : : :0 0 q 1 : : : : : : : : : :q 0 q2 q 1 : : : : : : : : :0 0 0 q 0 1 : : : : : : : :q2 0 q q2 q q 1 : : : : : : :q2 q 0 0 q 0 0 1 : : : : : :q3 + q q2 q2 0 q2 0 q q 1 : : : : :q2 0 q3 q2 q q q2 0 q 1 : : : :0 q2 0 0 0 0 0 q 0 0 1 : : :q2 q3 0 0 0 0 0 q2 q 0 q 1 : :q3 q4 0 0 q2 0 q q3 + q q2 0 q2 q 1 :q3 0 q2 q3 q2 q2 q 0 q2 q 0 q 0 1
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
�(1;1);(3)��(1);(3;1)��(1;1;1);(2)��(1;1;1;1);(1)��(1;1;1);(1;1)��(1;1;1;1;1);;��(1;1);(1;1;1)��(1);(2;2)��(1);(2;1;1)��(1);(1;1;1;1)��;;(3;2)��;;(3;1;1)��;;(2;2;1)��;;(1;1;1;1;1)�



Chapitre 9. Tables 209� �(w) = (2;3) (D = 8)
�(q) = 0BBBBBBBBBB�

1 : : : : : : :q 1 : : : : : :q 0 1 : : : : :q2 q q 1 : : : :q 0 q2 q 1 : : :q2 q q3 q2 q 1 : :q2 0 0 0 q 0 1 :q3 q2 0 q q2 q q 1
1CCCCCCCCCCA

� �(4;1);;��(2;1;1;1);;�� �(2;1);(2)��(2;1);(1;1)��(2);(2;1)��(1;1);(2;1)��;;(4;1)��;;(2;1;1;1)�9.4 Tables pour n = l = 2, sl = (2k;� 2k), k � 2� �(w) = (0;0) (D = 1) �(q) = � 1 � ��;;;�� �(w) = (1;0) (D = 2) �(q) = � 1 :q 1 � ��(1);;��;;(1)�� �(w) = (2;0) (D = 1) �(q) = � 1 � � �(1);(1)�� �(w) = (1;1) (D = 4)�(q) = 0BB� 1 : : :q 1 : :q 0 1 :q2 q q 1 1CCA ��(2);;��(1;1);;��;;(2)��;;(1;1)�



210 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur� �(w) = (2;1) (D = 8)
�(q) = 0BBBBBBBBBB�

1 : : : : : : :q 1 : : : : : :q 0 1 : : : : :q2 q q 1 : : : :q q2 0 q 1 : : :q2 q3 q q2 q 1 : :q2 0 0 0 q 0 1 :q3 0 q2 q q2 q q 1
1CCCCCCCCCCA

��(3);;���(2);(1)��(1;1;1);;��(1;1);(1)��(1);(2)��(1);(1;1)��;;(3)��;;(1;1;1)�� �(w) = (1;2) (D = 2)�(q) = � 1 :q 1 � ��(2;1);;��;;(2;1)�� �(w) = (3;1) (D = 4)�(q) = 0BB� 1 : : :q 1 : :q 0 1 :q2 q q 1 1CCA ��(3);(1)��(1;1;1);(1)��(1);(3)��(1);(1;1;1)�� �(w) = (2;2) (D = 16)
�(q) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
1 : : : : : : : : : : : : : : :q 1 : : : : : : : : : : : : : :0 q 1 : : : : : : : : : : : : :q q2 q 1 : : : : : : : : : : : :q2 q3 q2 q 1 : : : : : : : : : : :q 0 0 0 q 1 : : : : : : : : : :q2 0 0 q q2 q 1 : : : : : : : : :q2 0 0 q 0 0 0 1 : : : : : : : :q2 0 0 q q2 q 0 0 1 : : : : : : :q3 0 q 2q2 q3 q2 q q q 1 : : : : : :q2 q q2 q3 q4 q3 + q q2 0 q2 q 1 : : : : :q2 0 0 0 0 q 0 0 0 0 0 1 : : : :q3 q2 0 0 0 q2 0 0 0 0 q q 1 : : :0 q3 q2 0 0 0 0 0 0 q q2 0 q 1 : :q3 q4 q3 q2 0 q2 q 0 q q2 q3 q q2 q 1 :q4 0 0 q3 0 q3 q2 q2 q2 q 0 q2 0 0 q 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
� �(4);;�� �(3;1);;��(2;2);;��(2;1;1);;�� �(2;1);(1)��(2);(2)��(2);(1;1)��(1;1;1;1);;��(1;1);(2)��(1;1);(1;1)��(1);(2;1)��;;(4)��;;(3;1)��;;(2;2)��;;(2;1;1)��;;(1;1;1;1)�



Chapitre 9. Tables 211� �(w) = (3;2) (D = 28)
�(1;1)(q) =

0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�
1 : : : : : : : : : : : : :q 1 : : : : : : : : : : : :0 0 1 : : : : : : : : : : :q 0 q 1 : : : : : : : : : :q2 q q2 q 1 : : : : : : : : :q q2 0 0 q 1 : : : : : : : :q2 q3 0 q q2 q 1 : : : : : : :0 0 q2 q 0 0 0 1 : : : : : :0 0 q3 q2 q 0 0 q 1 : : : : :q2 q q4 q3 + q q2 0 0 q2 q 1 : : : :q2 q 0 0 q2 q 0 0 q 0 1 : : :q3 q2 0 q2 q3 q2 q 0 q2 q q 1 : :q2 0 0 q 0 0 0 0 0 0 0 0 1 :q3 q2 0 q2 0 0 0 0 0 q 0 0 q 1

1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
� �(5);;�� �(4);(1)�� �(3;2);;��(3;1;1);;�� �(3;1);(1)��(3);(2)��(3);(1;1)��(2;2;1);��(2;2);(1)��(2;1;1);(1)��(2);(3)��(2);(1;1;1)��(1;1;1;1;1);;��(1;1;1;1);(1)�

�(2;1)(q) =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

q2 q3 0 q q2 q 0 0 q q2 0 0 0 qq3 q4 0 2q2 q3 q2 q q q2 q3 0 0 q q2q3 q2 0 q2 q3 q2 0 0 q2 0 q 0 0 0q4 q3 0 2q3 q4 q3 q2 q2 q3 + q q2 q2 q q2 qq2 q3 0 0 0 q 0 0 0 0 q2 0 0 0q3 q4 q q2 q3 2q2 q 0 q2 0 q3 0 0 00 0 q2 q3 q4 q3 q2 q2 q3 0 0 0 0 0q3 q4 q3 q4 + q2 q5 q4 + q2 q3 + q q3 q4 + q2 q3 q3 q2 0 q2q4 q5 0 q3 0 q3 q2 0 q3 q4 q4 q3 q2 q3q3 0 0 0 0 q2 0 0 0 0 0 0 0 00 0 q3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0q4 0 q4 q3 0 q3 q2 0 0 0 0 0 0 00 0 q5 q4 0 0 q3 q3 q2 0 0 0 0 0q5 0 0 q4 0 q4 q3 0 0 0 0 0 q3 q2
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
�(1;1;1);(2)��(1;1;1);(1;1)��(1;1);(3)��(1;1);(1;1;1)��(1);(4)��(1);(3;1)��(1);(2;2)��(1);(2;1;1)��(1);(1;1;1;1)��;;(5)��;;(3;2)��;;(3;1;1)��;;(2;2;1)��;;(1;1;1;1;1)�

�(2;2)(q) =
0BBBBBBBBBBBBBBBBBBBBB�

1 : : : : : : : : : : : : :q 1 : : : : : : : : : : : :q 0 1 : : : : : : : : : : :q2 q q 1 : : : : : : : : : :0 0 q 0 1 : : : : : : : : :q 0 q2 0 q 1 : : : : : : : :q2 q 0 0 0 q 1 : : : : : : :q3 + q q2 q2 q q q2 q 1 : : : : : :q2 q q3 q2 q2 0 0 q 1 : : : : :0 0 0 0 q 0 0 0 0 1 : : : :0 0 0 0 q q2 q 0 0 0 1 : : :q2 0 q 0 2q2 q3 q2 q 0 q q 1 : :q3 q2 q2 q q3 q4 q3 + q q2 0 0 q2 q 1 :q3 q2 q2 q q3 0 0 q2 q q2 0 q 0 1
1CCCCCCCCCCCCCCCCCCCCCA
�(1;1;1);(2)��(1;1;1);(1;1)��(1;1);(3)��(1;1);(1;1;1)��(1);(4)��(1);(3;1)��(1);(2;2)��(1);(2;1;1)��(1);(1;1;1;1)��;;(5)��;;(3;2)��;;(3;1;1)��;;(2;2;1)��;;(1;1;1;1;1)�



212 Bases 
anoniques d'espa
es de Fo
k de niveau sup�erieur� �(w) = (2;3) (D = 8)
�(q) = 0BBBBBBBBBB�

1 : : : : : : :q 1 : : : : : :q 0 1 : : : : :q2 q q 1 : : : :q 0 q2 q 1 : : :q2 0 0 0 q 1 : :q2 q q3 q2 q 0 1 :q3 q2 0 q q2 q q 1
1CCCCCCCCCCA

� �;;(4;1)��(4;1);;�� �(2);(2;1)��(2;1);(2)��(1;1);(2;1)��;;(2;1;1;1)��(2;1);(1;1)��(2;1;1;1);;�
� � � � � ~ � } � � | � �
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