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Introduction

Les algeébres quantiques (ou groupes quantiques) ont été introduites en 1985 par Drinfel’d
[Dr] et Jimbo [Ji] pour construire des solutions de I’équation de Yang-Baxter, qui intervient
en mécanique statistique lors de I’étude des modeles exactement résolubles (en anglais: ezact
solvable models). 1’algebre quantique Uy,(g) est une algebre de Hopf contenant un parametre
q; lorsque g tend vers 1, on retrouve la structure de I’algeébre enveloppante de ’algebre de Kac-
Moody g. Le parametre ¢ correspond, dans le contexte des modeles exactement résolubles, a
la température. La situation ot ¢ tend vers 0 correspond alors au cas ou la température tend
vers le zéro absolu, ou le modeéle cristallise.

La terminologie de base cristalline, introduite par Kashiwara [Kasl] d’apres les calculs
de Date, Jimbo et Miwa, s’explique grace a cette interprétation. Une base cristalline est
une base < & ¢ = 0 » des représentations de Uj,(g), qui est envoyée sur elle-méme par une
action modifiée des générateurs de Chevalley. Le graphe sous-jacent d’une base cristalline,
appelée cristal, est un squelette du module ayant une combinatoire tres riche. La théorie des
bases cristallines et des bases canoniques fournit donc un remarquable outil pour étudier les
représentations des groupes quantiques. Les bases canoniques ont été introduites au début
des années 90 de facon indépendante par Kashiwara [Kasl], qui les appelle bases globales,
et par Lusztig [Lu2, Lu3]. Les bases canoniques sont des bases des représentations de U,(g)
stables sous P’action d’une certaine involution de U,(g) et qui redonnent & ¢ = 0 les bases
cristallines. Dans [Lu3|, Lusztig a construit les bases canoniques de facon géométrique en
analysant le travail de Ringel [Ri]. Celui-ci construit le groupe quantique comme une algebre
de Hall associée a un carquois. Dans ce contexte, la base canonique correspond & des faisceaux
pervers irréductibles sur les variétés de représentations de carquois.

La théorie des algebres quantiques a depuis envahi de nombreux domaines de la phy-
sique mathématique, mais aussi des mathématiques pures: invariants de nceuds, C*-algebres,
théorie des représentations des algebres de Kac-Moody, théorie des représentations modu-
laires des groupes algébriques réductifs, etc. En particulier, Lusztig a mis en évidence I’étroite
analogie entre la théorie des représentations d’un groupe algébrique G en caractéristique p
et celle de Us(g), ou g est l'algebre de Lie de G et ( est une racine p-ieme de l'unité. Il
a aussi conjecturé une formule exprimant les caractéres des modules simples de U¢(g) au
moyen de polynomes de Kazhdan-Lusztig du groupe de Weyl affine de G. Cette conjecture a
été démontrée par Kazhdan-Lusztig et Kashiwara-Tanisaki.
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De maniére analogue, James a remarqué une analogie étroite entre les représentations des
groupes symétriques en caractéristique p et celles des algebres de Hecke de type A spécialisées
a une racine p-itme de l'unité. Lascoux, Leclerc et Thibon [LLT] ont alors conjecturé que
les matrices de transition des bases canoniques du U, (g[n)—module simple de plus haut poids
Ay donnent les matrices de décomposition d’une algebre de Hecke de type A spécialisée a
une racine primitive n-iéme de P'unité. Ce résultat a été prouvé par Ariki [A2] en 1996.
Plus généralement, Ariki a démontré que les matrices de transition des bases canoniques du
U, (g[n)—module simple de plus haut poids Ay, +- - -+A,, donnent les matrices de décomposition
des algébres de Ariki-Koike Hc(&; €%, ... ,£%), ol € est une racine primitive n-ieme de 'unité.
Par ailleurs, Varagnolo et Vasserot [VV] ont démontré la conjecture de Leclerc et Thibon,
selon laquelle les matrices de transition des bases canoniques de 'espace de Fock de niveau
1 donnent les matrices de décomposition des wv-algebres de Schur de Dipper-James [DJ2]
spécialisées & une racine primitive n-ieme de 1'unité.

Les espaces de Fock de niveau supérieur, qui constituent une généralisation de ’espace
de Fock de niveau 1 [H, MM] (voir aussi [LT]), ont été introduits dans [JMMO] pour calculer
le graphe cristallin de n’importe quelle représentation irréductible intégrable de niveau [ > 1
de U,(sl,). Dans [U2], Uglov a construit les bases canoniques des espaces de Fock de niveau
supérieur en généralisant les travaux de [LT] dans le cas du niveau 1. Uglov a notamment
donné une expression des matrices de transition des bases canoniques a l'aide de polynomes
de Kazhdan-Lusztig paraboliques correspondant & des algebres de Hecke affines de type A.
Uglov a également donné un algorithme simple permettant de calculer ces bases canoniques a
I’aide de redressements de g-produits extérieurs non ordonnés. Malheureusement, ces redres-
sements deviennent rapidement tres coiiteux, c’est pourquoi cette méthode est en pratique
d’une utilité assez limitée.

Dans ce mémoire, nous avons étudié les bases canoniques d’Uglov (voir les chapitres 2 et
3) et nous avons abordé les questions suivantes.

1. Peut-on calculer ces bases sans effectuer de redressement ?

2. Siw et w' sont deux poids du U, (g[n)—module F,[s;] conjugués sous l'action du groupe
de Weyl, existe-t-il des conditions sur w et w’ qui garantissent que les matrices de
transition des bases d’Uglov dans les sous-espaces de poids w et w' sont égales?

3. De maniere duale, si s; et ¢; sont deux multi-charges congrues I'une & ’autre modulo n,
existe-t-il des conditions qui assurent que les matrices de transition des bases d'Uglov
de sous-espaces de poids de F[s;] et F[t;] coincident?

4. Existe-t-il un lien entre les bases d’Uglov et les matrices de décomposition des v-algebres
de Schur cyclotomiques de Dipper-James-Mathas, généralisant a la fois [VV] et [A2]?

Voici maintenant un bref résumé de nos résultats. Les résultats du chapitre 8 sont
également contenus dans [Y].

1. Nous décrivons au chapitre 5 un algorithme permettant de calculer les bases d’Uglov
sans faire de redressement. Notre algorithme est une généralisation de I'algorithme de
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Leclerc et Thibon décrit dans [Le] pour [ = 1. Il y a cependant deux difficultés nouvelles
en niveau [ > 1. Tout d’abord, le calcul de 'action de l'algebre de Heisenberg H est
beaucoup plus délicat. Nous aurons aussi besoin de ’action de l'algebre U]['J (sl;), qui est
triviale lorsque | = 1.

2. Nous montrons au chapitre 4 que si w est un poids du Uq(;[n)—module F[s/] tel que
w + a; n’est pas un poids de Fy[s;], et si w’ = 0;.w, alors les matrices de transition des
bases d’Uglov dans les sous-espaces de poids w et w' sont égales. Ce résultat est une
généralisation en niveau supérieur d’un théoréme de [LM].

3. Toujours au chapitre 4, nous comparons les matrices de transition des bases d’Uglov
de sous-espaces de poids de F[s;] et F[t;] lorsque s; et ¢; sont deux multi-charges
congrues l'une & Pautre modulo n. Nous disons que la multi-charge s; = (s1,...,s;)
est tres dominante si on a s; > s2 > -+ > s;. Nous montrons en particulier que les
matrices de transition des bases canoniques de certains sous-espaces de poids de F[s]
ne dépendent pas de la multi-charge s; de résidus modulo n fixés, pourvu que celle-ci
soit tres dominante.

4. Au chapitre 6, nous rappelons les principaux éléments de la théorie des représentations
des algebres d’Ariki-Koike ([DJM, Mat3]). Nous rappelons au chapitre 7 les principaux
éléments de la théorie des représentations des wv-algebres de Schur cyclotomiques de
Dipper-James-Mathas [DJM]; nous donnons en particulier la formule sommatoire de
Jantzen [JM] qui est un outil important pour calculer les matrices de décomposition.
Au chapitre 8, nous établissons une expression combinatoire de la dérivée a ¢ = 1 de la
matrice A(g) de I'involution de I’espace de Fock F,[s;]. Nous donnons une expression
de A'(1) en termes de certaines suites, appelées bonnes suites, qui interviennent dans
le redressement de g-produits extérieurs non ordonnés. Nous relions ensuite cette ex-
pression & une matrice de valuations p-adiques de déterminants de Gram associés aux
v-algebres de Schur cyclotomiques. Nous obtenons alors une formule analogue a une
version matricielle de la formule sommatoire de Jantzen. Ceci nous conduit & conjectu-
rer que si la multi-charge s; = (s1,...,5;) est trés dominante, les matrices de transition
des bases canoniques de F[s;] donnent un g-analogue des matrices de décomposition
d’une v-algebre de Schur cyclotomique. Ainsi, nous proposons pour la premiere fois une
interprétation de certaines bases d’Uglov en termes d’une catégorie de représentations
d’algeébres quasi-héréditaires : les v-algeébres de Schur cyclotomiques. Il est raisonnable
de penser qu’en général, lorsque s; n’est pas tres dominante, les bases d’Uglov ont
encore une interprétation similaire en termes d’autres algebres quasi-héréditaires pro-
venant des algebres de Cherednik (voir [Ro]).



Bases canoniques d’espaces de Fock de niveau supérieur




Notations
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Notations

Dans ce mémoire, nous utiliserons les notations suivantes.

| X| ou X
N? Z? Q? R? C

N*’ Z*’ Q*’ R*’ C*

[a; 0] (a, b€ Z)
lz] (z € R)

[z] (z € R)
Mumn(A) (resp. M (A))

mod—A

Cardinal de ’ensemble fini X.

Ensemble des entiers naturels, des entiers relatifs, des
nombres rationnels, des nombres réels, des nombres
complexes.

Ensemble des entiers naturels non nuls, des entiers relatifs
non nuls, des nombres rationnels non nuls, des nombres réels
non nuls, des nombres complexes non nuls.

Désigne l'intervalle {z € Z | a < z < b}.

Désigne la partie entiere de x, i.e. le plus grand entier
inférieur ou égal a .

Désigne le plus petit entier supérieur ou égal a x.

Ensemble des matrices & m lignes et n colonnes (resp. ma-
trices carrées & m lignes et m colonnes) & coefficients dans
I'anneau A. Sin = 1, on identifie M, 1(A) et A™. L’entrée
de la matrice M € M, ,(A) située a la i-ieme ligne et la
j-ieme colonne (1 < i < m, 1 < j < n) sera notée m; ;. Si
A=Ret M, M € My, (R), on écrit M < M' sion a
m;; < m;] pour tout 1 <7 < m, 1 <5 < n. Notons que
(M n(R), <) est un treillis; on peut donc parler du mini-
mum et du maximum de deux matrices a coefficients réels
de méme taille.

Catégorie des A-modules & droite de type fini, ou A est une
R-algebre libre de rang fini comme R-module et R est un
anneau commutatif unitaire. Nous nous permettrons d’écrire
< M € mod—A > pour dire < M est un objet de mod—A >,
méme si la classe des objets de mod—A n’est pas un en-
semble.
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Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous rappelons certaines notions de base relatives a la combinatoire
des (multi-)partitions, auz bases cristallines et globales de Ugy(sly,), et a l'algébre de Hecke du
groupe symétrique affine.

1.1 Combinatoire des partitions et multi-partitions

En suivant en grande partie [DJM] et [Mac], nous donnons ici toutes les définitions de
base concernant les (multi-)compositions et plus particulierement les (multi-)partitions dont
nous aurons besoin par la suite.

1.1.1 Compositions, multi-compositions, partitions, multi-partitions

Soit N € N*. Une composition de N est une suite & = (v, ..., ) d’entiers strictement
positifs telle que a1 + -+ + a,, = N. Les entiers «; sont les parts de a. L’entier r est la
longueur de «, qu’on note #(c). L’entier N est le rang de «, qu’'on note |«|. L’ensemble des
compositions de N sera noté =, et ’ensemble de toutes les compositions sera noté =. Il
peut étre commode de noter une composition en la faisant suivre d’une suite (éventuellement
infinie) de zéros: par exemple, (1,3,2), (1,3,2,0), (1,3,2,0,0), (1,3,2,0,0,...), etc. désignent la
méme composition. Par convention, il existe une unique composition de 0, qu’on note (), (0)
ou 0. Une I-multi-composition de N est un I-uplet de compositions o = (1), ... o) tel que
laM] 4. +]a®| = N. On dit que a®, 1 < b <1 est la b-iéme composante de . Lentier
N est le rang de a, qu’on note |a|; 'ensemble des [-multi-compositions de N sera noté ElN

Le diagramme de Young de la multi-composition a = (a(l), L ,a(l)) est Pensemble
D(e) = {(i,j,b) € N' x N x [1;1] | 1 <j <o},

dont les éléments sont appelés neuds, boites ou cases de a. (Plus généralement, un neud
est un élément de Z3.) Nous identifierons désormais les [-multi-compositions avec leurs dia-
grammes de Young que nous représenterons, en suivant la convention francaise, comme des
[-uplets de tableaux. Si N = 1 (i.e. si a est une composition), nous omettrons la troisiéme
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composante dans 1'écriture (4,7,b) d’un nceud de a. Si~y = (7,5,b) € a, V'entier i (resp. j, resp.
b) sera noté i(y) (resp. j(7y), resp. b(7y) ). Le bord ou la frontiére de e, que I'on note dax, est
I’ensemble formé des boites situées le plus a droite dans chacune des lignes des diagrammes
représentant les composantes de «, c’est-a-dire que 'on a

oo := {(i,j,b) Ea|j:agb)}.

La figure 1.1 ci-dessous illustre le dessin d’une multi-composition et de sa frontiere.

[ ]
D,

F1G. 1.1 — Dessin de la multi-composition ((3,5),@,(2,2,1,2)) et de sa frontiére (les cases de
la frontiére sont représentées en gris).

On introduit sur les [-multi-compositions de N ordre (partiel) de dominance, aussi appelé
ordre naturel. Soient a = (oM, ... ,a®) et 8 = (81, ..., 1) deux I-multi-compositions de
N. On dit que B domine a, et on écrit 3> a si pour tout £ > 0,1 <b < N,on a

b—1 k b—1 k

i b i b
DILIES SELED SILLED ol
i=1 j=1 i=1 j=1

On écrit B> a si B> a et B # a. Par exemple, les 2-multi-compositions de 2 rangées dans
cet ordre sont

(@.0) > (1.1.0) > ((1).(1) > (0,(2)) > (B,(1,1)).

Une partition de N est une composition de N dont les parts forment une suite décroissante ;
par exemple, (2,2,1) est une partition, mais pas (2,1,2). Par convention, () est une partition.
[’ensemble des partitions de N sera noté Ily, et I’ensemble de toutes les partitions sera noté
I1. On définit sur [y Uordre lexicographique décroissant par

A>ps A=p)ou (Fi| A =1,y Nt = fi1, A > 1)

il s’agit d’un ordre total. Par exemple, les partitions de 5 rangées dans cet ordre sont
(5) > (4,1) > (3,2) > (3,1,1) > (2,2,1) > (2,1,1,1) > (1,1,1,1,1).

On montre aisément que cet ordre est compatible avec I'ordre de dominance, 7.e. on a

A p=A>p.
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Il peut étre commode d’écrire une partition A en < notation multiplicative > ; avec cette

notation,
A= (1mM2m23ms )

désigne la partition ayant exactement m; parts égales & 1, my parts égales a 2, etc. On dit
alors que m; (i > 1) est la multiplicité de la part i de A. Soit N € N*. On dit que X est
N -réguliére si toutes les parts de A ont une multiplicité strictement inférieure & N. Si A est
une partition, on introduit la partition conjuguée X' définie par

No=t{i A > >,

Par exemple, la partition conjuguée & (4,3,3,2,1) est (5,4,3,1). En termes de diagrammes de
Young, le diagramme de X’ est le symétrique de celui de A par rapport & la diagonale princi-
pale. On a clairement £(X') = Ay, [N = |A] et X' = A

Une [-multi-partition de N est une [-multi-composition de N dont toutes les composantes
sont des partitions. I.’ensemble des [-multi-partitions de N sera noté Hg\,. Si A € IT' est une
multi-partition dont les composantes sont (dans ordre) (A, ... A1), on définit la multi-
partition conjuguée X' € II' par X' := (NO ... X)),

1.1.2 Formes gauches, rubans

Soient A et p deux partitions telles que A contient p, i.e. telles que D(A) D D(u) (ou de
fagon équivalente, \; > p; pour tout 7). La différence ensembliste

0 =X p:= D)\ D(u)

est appelée forme gauche (en anglais, skew diagram). Par exemple, si A est la partition
(5,4,4,1) et p est la partition (4,3,2), alors @ := A\/u correspond aux cases blanches du
diagramme suivant :

On définit de fagon naturelle la taille de @ = \/p par 0] := |A| — |u|.

Un chemin dans la forme gauche 0 est une suite de cases zg,z1,...,z, € 0 telle que pour
tout i, les cases x; et x;11 ont un c6té en commun. On dit que 0 est conneze si étant donné
deux cases quelconques z et y de 6, il existe un chemin allant de z & y dans 6. Les compo-
santes connexes de # sont les parties de f connexes maximales. Dans ’exemple ci-dessus, 0
admet 3 composantes connexes.

Un ruban est une forme gauche connexe ne contenant aucun bloc de 2 X 2 boites. La téte
(resp. queue) du ruban p est le nceud v = (7, ) contenu dans p tel que j — 17 est minimal (resp.
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maximal) ; nous noterons hd(p) (resp. tl(p)) ce nceud. Si hd(p) = (4, 7) et tl(p) = (¢',5), la
hauteur de p est la quantité ht(p) := 7 — 14’ € N. La longueur de p est le nombre n de boites
contenues dans p; on note alors n = #(p) et on dit que p est un n-ruban.

Exemple 1.1 Sur la figure 1.2, p, p’ et p” sont trois rubans de hauteurs respectives 2, 1 et
0 et de longueurs respectives 4, 4 et 3. o

F1G. 1.2 — Dessin de trois rubans.

1.1.3 Tableaux

Les définitions que nous donnons dans ce paragraphe sont celles de [Mat3] (voir aussi

[DJM)]) ; nous aurons besoin des tableaux aux chapitres 6 et 7. Soit a = (oY, ... ,a)) une
[-multi-composition de m. Un a-tableau est une bijection T : D(ax) — [1; m]; on dit aussi
que T est un tableau de profil ou de forme a, et on pose Shape(T) := a. On peut voir

T comme un [-uplet de tableaux T = (T(M, ... T"), ot pour tout 1 < b < I, T est un
a®)-tableau; on dit alors que T® est la b-itme composante de T. Nous représenterons T
comme le diagramme obtenu & partir du diagramme de Young de « en plagant 1’entier 7'(vy)
dans la boite y pour tout v € D(ex) (voir Pexemple 1.2). Pour 1 < k < m, nous noterons
ir(k) (resp. jr(k), resp. br(k)) le numéro de la ligne (resp. colonne, resp. composante) de la
boite T~!(k) € D(ex), et nous noterons |T| le nombre de boites de T.

Un tableau T est dit standard si Shape(T') est une multi-partition et pour tout (k,k') € N2
tel que 1 <k < k' <|T| et bp(k) = br(k'), on aip(k) <ip(k') et jr(k) < jr(k'). Autrement
dit, T" est standard si le profil de T' est une multi-partition et si dans chaque composante
de T', les entrées croissent du bas vers le haut le long de chaque colonne et de la gauche
vers la droite le long de chaque ligne. L’ensemble des A-tableaux standard sera noté Std(X).
Soit a € EL,. On définit le tableau T comme étant I'unique a-tableau tel que pour tout
1<k<Kk <m,ona

(i) bra( )
(11) bToc( T I) = i7a (k‘) < i7a (k,) et
(iii)  (bre(k) = bre(K'),ire (k) = ira (k') = jra(k) < jre(K).
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Notons que si A € II!,, est une multi-partition, alors T est un tableau standard.

Exemple 1.2 Soit A :=((3,2),(1,1)). Alors S := ( ? ; ik ) est un A-tableau stan-

_(]6]5 ] A [4]5
dardetT.-( 112 4|,)estun)\tableaunonstandard.OnaT —< 12 3|,>.

o

=l

Le groupe symétrique &,, agit de fagon naturelle a droite sur [1; m]. Si a € Z},
T est un a-tableau et 0 € &,,, soit T.o le tableau de profil & obtenu en remplacant
chaque entrée de T par son image par o. On définit ainsi une action a droite de &,
sur 'ensemble des a-tableaux (o € E!). Par exemple, si A et S sont définis comme &

'exemple 1.2, alors on a S = T*.(2,3,4)(5,7,6). Si @ = (a1,...,a,) est une composition de
N, soit G, = G4, X --- X G,, C Gy le sous-groupe de Young associé & «. De méme, si
o= (aW,...,a) est une {-multi-composition de m, soit Sq = S, X XG0 C Gy le

sous-groupe de Young associé a a; il s’agit du stabilisateur des lignes du tableau 7T%.

Nous aurons besoin plus généralement des tableaux suivants. Soient a et 3 = (6(1),...,50)
deux [-multi-compositions de m. Un tableau de profil o (ou de forme a) et de type B est une
application T : D(a) — N* x [1; ] telle que ﬁ,gd) =f{y € D(e) | T(y) = (k,d)} pour tout
(k,d) € N* x [1; []. Notons Shape(T) := e le profil de T et Type(T) := 3 le type de T. On
dit encore que T est un a-tableau de type B. L’exemple 1.3 montre deux tableaux de type
((3,1),(1,1),(2,1)). Si T est un a-tableau standard et B € E.,,, soit B(T) le a-tableau de type
B défini par

v € D(a) = (ips (T(7)) s by (T(7))) €N x [1;1] 5
autrement dit, 3(T) est le a-tableau de type 3 obtenu & partir de T en remplagant chaque
entrée k par (4,b) si k apparait a la i-eme ligne de la b-iéme composante de T2,

Exemple 1.3 Prenons a = ((5,1),(2),(1)) et 8 =((3,1),(1,1),(2,1)). Soit

_ [ [5] .
r - ( Blasmms B2 )

notons que 1" est un a-tableau standard. On a,

- (] %) _ ([l %113, [2
IB(T ) ( 11 11|11|’7 13 13| et ,B(T) 11 11|11|21|13|7, s

ou on écrit kg au lieu du couple (k,d) € N* x [1; I]. o

Définition 1.4 Définissons un ordre sur N* x [1; [] en écrivant (k,d) < (k',d’) si d < d’ ou
(d=d et k <k, (kd),k,d)eN x[1;1]; il sagit d’un ordre total. Soient A € II,, et T
un A-tableau (de type p). On dit que T est semi-standard si
(i) Pour tout (4,5,5',b) € N* tel que (i,j,b) et (i,5",b) sont des nceuds de D(X) et 5 < 5/, on
a T(i,7,b) < T(4,5',b) (au sens de 'ordre défini ci-dessus).
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(ii) Pour tout (i,i',5,b) € N* tel que (i,5,b) et (i',5,b) sont des nceuds de D(X) et i < i, on
a T(i,j,b) < T(i',5,).
(iii) Si (z,5,b) € D(A) et (k,d) := T(4,5,b), alors d > b.

L’ensemble des A-tableaux semi-standard sera noté SStd(A) et 1’ensemble des A-tableaux
semi-standard de type p sera noté SStd(A,u). o

La condition (i) signifie que les entrées de T croissent, au sens large, au sein de chaque
ligne de chaque composante de T. La condition (ii) signifie que les entrées de T croissent, au
sens strict, au sein de chaque colonne de chaque composante de T. Notons que la condition
(iii) est automatiquement remplie sil = 1; dans ce cas, on retrouve la définition habituelle des
tableaux semi-standard qui provient de la théorie des représentations des groupes linéaires
et symétriques.

Remarque 1.5 La condition (iii) de la définition ci-dessus a été introduite dans [DJM];
elle est motivée par un résultat concernant les modules permutationnels pour les algebres de
Ariki-Koike (voir [DJM, Corollary 3.24]). Cette condition est introduite pour avoir le résultat
suivant. Soient X, u € Il et T' € Std(X). Alors p(T') satisfait la condition (iii) si et seulement
si by (k) < byu(k) pour tout 1 <k < m. o

Remarque 1.6 Soit w := ((0),...,(0),(1™)) € I}, (ici, (1™) désigne la partition de m dont
toutes les parts sont égales & 1). Soit A € II',. Alors I'application

w:T € Std(A) — w(T) € SStd(A,w)

est bien définie et bijective. Nous identifierons désormais, via w, ’ensemble des A-tableaux
standard et ’ensemble des A-tableaux semi-standard de type w. o

Exemple 1.7 Si A € I, alors

T := X\(T?)
est I'unique A-tableau semi-standard de type A. Par exemple, pour A = ((3,1),(1,1),(2,1)),
on a
T)\ _ 2 23
1|14 [1] 7 1) [15]15]
(voir exemple 1.3). Le tableau B(T') de 'exemple 1.3 est également semi-standard. o

1.1.4 Multi-partitions chargées

Une charge (resp. l-multi-charge) est un élément de Z (resp. Z!), et une l-multi-partition
chargée est un élément de II' x Z!. Soit (X\,s) une [-multi-partition chargée. Le contenu du
neeud v = (i,7,b) € X est 'entier

cont(y) = cont(y;8) :=s,+j —i € Z,
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ou 8 = (s1,...,5) désigne les composantes de s. Sin € N*, le résidu modulo n de v € X est
res, () = res,(7; s8) := cont(y) mod n € Z/nZ = [0; n — 1].

Sic € Z, on dit que v € A est un c-neud si res,(y; 8) = ¢ mod n.

Soit (p,s) une [-multi-partition chargée. On dit que v € p est un noeud de type R de (u,8)
si A= p\ {7} est le diagramme d’une multi-partition. Dans ce cas, on dit aussi que «y est un
neeud de type A de (A,s); en particulier, v ¢ A. Autrement dit, un nceud de A est de type A
(resp. de type R) si on peut I'ajouter au (resp. le retirer du) diagramme de Young de A de
fagon & ce que le résultat obtenu soit encore le diagramme de Young d’une multi-partition.
Pour 0 < ¢ < n — 1, nous noterons N.(A; s;n) (resp. Ac(X;8;n), resp. Re.(A;8;n)) le nombre
de c-nceuds (resp. le nombre de c-nceuds de type A, resp. le nombre de ¢-nceuds de type R)
de (A,s). On pose aussi

Mc(X;83n) == Ac(A;83n) — Re(A;85n).
Soient X\, u € II', s € Z!, ¢ € Z et k € N*. Nous écrirons

PR I
s'il existe une suite de [-multi-partitions (® c () ... c v*) telles que A = (), n= v(k)
et pour tout 1 < j < k, @) /i~ est un c-nceud de type A de (vU~1),s).

Soient A = (AW, ... XDy e I, s = (s1,...,5)) € Z' et ¢ € Z. On définit un ordre total
< sur les c-neeuds de type A et de type R de (A,s) en disant que (7,5,b) < (7,5',0') si et
seulement si j—i+s, < j'—i' + sy ou (j—i+s, =5 —i' +sy et b < V). En effet, pourd € Z,
1 < b <1, il existe au plus un c-nceud v € A®) de type A ou de type R tel que j(y)—i(y) = d,
donc < est bien un ordre total (& savoir, 'ordre lexicographique portant sur les diagonales

. . c:k
puis sur les composantes). Si A — p, on pose

Mz (X p;8;n) = Z (]j {B € N? | 8 est un c-nceud de type A de (p,8) et 3 > fy}
YEB/A
—f {ﬁ € N? | B est un c-nceud de type R de (A,s) et 3 > 'y}),

et on définit de méme MS(X; p; s;n).

Exemple 1.8 Prenons s = (5,0,2,1), A = ((5,3,3,1),(3,2),(4,3,1),(2,2,2,1)), n = 3 et ¢ = 0.
Alors on a

Ne(A;8;n) =11, Ac(A;8n) = Re(A;8;n) =5 et Mo(A;8;n) =0.

Les c-nceuds de type A de (A,s) sont (5,1,4), (4,2,1), (1,4,2), (1,3,4) et (1,5,3) ; les c-noeuds
de type R de (A,s) sont (2,2,2), (3,1,3), (3,2,4), (2,3,3) et (1,5,1), comme le montre la figure
1.3. La liste de tous ces nceuds rangés suivant ’ordre décrit précédemment est

(5,1,4) < (2,2,2) < (3,1,3) < (3,2,4) < (4,2,1) < (1,4,2) < (2,3,3) < (1,3,4) < (1,5,3) < (1,5,1).
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Prenons de plus p = ((5,3,3,1),(3,2),(5,3,1),(2,2,2,1)), de telle sorte que p/X = {(1,5,3)} est
réduit & un e-nceud. On a alors M (A;p;8;n) =0—1=—1et MS(A;pu;8n) =4—4=0.0

[R] Al [abl [ ]al

Fic. 1.3 — Dessin des 0-neceuds de type A et de type R de la multi-partition chargée
(((5,3,3,1),(3,2),(4,3,1),(2,2,2,1)) ,(5,0,2,1)) pour n = 3. Les 0-neeuds de type X (X = A,R)

sont marqués de la lettre correspondante.

1.1.5 Abaques
1.1.5.1 Représentation des multi-partitions chargées a 1’aide d’abaques

Suivant [JK], il est commode de représenter les multi-partitions comme des abaques. Par
définition, un abaque a 1 tige est une partie A de 7Z telle que —k € A et k ¢ A pour tout
k € N suffisamment grand. De facon moins formelle, chaque k& € A correspond & la position
d’une bille sur ’abaque (horizontal) A, qui est par définition < plein & gauche et vide & droite
>. Nous considérons ainsi des abaques infinis dans les deux directions, alors que ceux de [JK]
ne sont infinis que dans une direction. Soit A I'ensemble des abaques & 1 tige. Sil > 1, un
abaque a [ tiges est un [-uplet d’abaques a 1 tige. Si A = (Ay,...,4;) € A’ est un abaque &
[ tiges, nous identifierons A & la partie

{(k,d) |1 <d<Il, ke A} CZx[1;]I].
Soit A= (A1, ... AD) eIl' et s = (s1,...,5) € Z'. A (A,8) on associe I'abaque & [ tiges
A(Ns) = {(,\Z(d)+sd+1—i,d) i > 1, 1§d§l}.

Par exemple, si [ = 1, ’'abaque correspondant & la partition chargée (A,s) = ((4,3,3,2,1), — 1)
est dessiné a la figure 1.4.

Fi1a. 1.4 — Dessin de l’abaque correspondant a la partition chargée ((4,3,3,2,1), — 1).
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En fait, Papplication (X,s) € II! x Z! — A(X,5) € A’ est une bijection. Voici comment
on récupeére (A,s) a partir de son diagramme d’abaques. En considérant séparément chaque
tige du diagramme A(X,s), on se raméne au cas ot [ = 1, i.e. (A,8) = (\,8) est une partition
chargée. Soit a 'unique entier vérifiant les deux propriétés suivantes: 1°) 'abaque est rempli
de billes situées & gauche (au sens large) de a; 2°) il n’y a pas de bille en a+ 1. Déplagons-nous
a partir de a vers la droite de 'abaque jusqu’a rencontrer une bille. Déplagons alors cette bille
le plus a gauche possible; le nombre de crans dont on a déplacé cette bille vaut précisément
Ag(n)- Partant de a + 1, déplagons-nous sur I'abaque vers la droite jusqu’a rencontrer une
bille; en ramenant cette bille le plus a gauche possible, on la déplace de précisément Ayy)_y
crans. Continuons le processus jusqu’a ce qu’il n’y ait plus de billes a déplacer; on a alors
reconstruit A, et la bille située le plus a droite sur 'abaque est précisément en position s. La
figure 1.5 illustre un exemple de lecture d’une partition chargée a partir de I’abaque associé.

-7a=-6:5-4321012345
| 1—
4+—2
4+—3
4—3
«—

Lecture de la charge lorsque toutes les billes ont été déplacées.

F1a. 1.5 — Lecture de la partition chargée ((4,3,3,2,1), — 1) a partir ’abaque correspondant.

1.1.5.2 Calcul du n-quotient et du n-cceur

Nous renvoyons le lecteur & [Mac| pour la définition du n-quotient A, et du n-ceeur A}
d’une partition A ; nous expliquons ici comment les calculer & partir des abaques. (Si le lecteur
ne connait pas les définitions classiques du n-quotient et du n-coeur, il pourra alors prendre
pour définitions respectives de ces notions les objets A, et A} que nous allons introduire.)
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Fixons pour tout ce paragraphe deux entiers naturels non nuls n et [. Le principe de la
division euclidienne montre que tout entier £ € 7 peut s’écrire de maniere unique

k=c(k) +n(d(k) — 1) + nim(k),
avec c(k) € [1; n], d(k) € [1; 1] et m(k) € Z. Soit ¢' Papplication de Z dans Z définie par
¢ (k) :==d(k) +Im(k), k€ Z.

On peut lire de fagon graphique c(k), d(k), m(k) et ¢'(k) comme suit. Numérotons les éléments
de Z™ & Vaide des entiers ..., — 1,0,1,... comme sur la figure 1.6 (pour le dessin, on a pris
n = 2 et [ = 3). Alors I'élément de Z" ayant le numéro k € Z est situé sur la d(k)-iéme
colonne et la c(k)-ieme ligne du cadre C! .. Numérotons en outre toutes les colonnes de ce
diagramme a l’aide des entiers ..., — 1,0,1,... de facon & ce que 1’élément de Z™ ayant le
numéro 1 soit situé sur la colonne 1. Alors ’élément de Z™ ayant le numéro k est situé a la
colonne ¢'(k) du diagramme.

-7 6 -5 4 -3 2 -1 0 1 2 3 4 5 '
"o el e o ollea o o e o a!le o
1 @ ol:o ° .I:. © o, 0 o o 0 o

15 -13 :|-11 9 7115 3 1|1 3 5 |: 709
2 @ o::o ° o::o ° o”o ° o:|o °
S14_ 1200 8614 2 012 4 618 10

1 ] 1
c C C C
M -1 0 1

Fi1c. 1.6 — Numérotation des éléments de Z" pour le calcul de la bijection 7).

Il découle de ceci que Papplication k € Z — (¢'(k),c(k)) € Z x [1; n] est une bijection.
On définit une bijection 7}, : I[I x Z = A — II" x Z™ = A" en termes d’abaques par

mh(A) == {(¢'(k),c(k)), k € A} € A (AeA).

Observons que la numérotation des éléments de Z" de la figure 1.6 ne dépend pas de [
(changer [ revient simplement & faire varier la largeur des cadres C,). Par conséquent, les
définitions de c(k) et de ¢'(k), et donc de 7}, ne dépendent pas de I. Soit A € II, s € Z, et
(Any8n) == 75, (\,8) € TI" X Z™. Alors A, ne dépend (4 permutation circulaire des composantes
prés) que de X et n, et non de s et [; il s’agit en fait du n-quotient de A. De plus, la multi-
charge s,, correspond au n-cceur de . En effet, déplagons, si possible, d’un cran vers la gauche
une bille d’une tige de A(A,,s,). Ceci équivaut & enlever un nceud du n-quotient de A, ou

encore un n-ruban de A. Itérons ce procédé autant de fois que possible. On obtient alors le



Chapitre 1. Préliminaires 11

diagramme A(0,,,s,), ot @, désigne le n-uplet formé de n partitions vides. Cette opération
correspond & enlever & A autant de n-rubans que possible; on récupere donc ainsi le n-coeur
de A, c’est-a-dire que l'on a 7}, (A\,s) = (0,,8,). Observons par ailleurs que 8, = (81, ...,8y)
satisfait 1’égalité s; +--- + s, = s.

Exemple 1.9 Prenons n =2, =3, et (\,s) = ((4,3,3,2,1), — 1). On a alors

m0s) = (((33)0),(-10)).

comme le montre la figure 1.7. o

| |
-15 -13:|-11 9 75 -3 191 3 s5l7 o9

F1a. 1.7 — Caleul de la bijection 7).

1.1.5.3 TUne variante du /-quotient et du /-coeur

Soient & nouveau deux entiers naturels non nuls n et /. Nous allons définir ici une bijection
7 : I x Z — I x Z!, qui donne une variante du I-quotient et du I-coeur. Cette définition
est trées proche de celle de 1), vue au paragraphe précédent, mais elle dépend effectivement
de n et de [ ; c’est pourquoi nous avons choisi d’introduire un entier [ au paragraphe précédent.

Reprenons les notations c¢(k), d(k) et m(k) du paragraphe précédent. Soit ¢ Papplication
de Z dans 7Z définie par

o(k) = c(k) + nm(k), k€ Z.

Signalons quelques propriétés de cette application, dont nous laissons la preuve au lecteur.
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Lemme 1.10 Soient k, k' € Z. Alors on a

(Py) d(k) =c(k) =k (mod n),
(P2) (k <K', d(k) = d(k')) = d(k) < $(K"),
(Ps) d(k) < oK) =k < K.

O

On peut lire de facon graphique c(k), d(k), m(k) et ¢(k) comme suit. Numérotons les
éléments de Z' & 'aide des entiers ..., —1,0,1,... comme sur la figure 1.8 (pour le dessin, on
a prisn =2 et | = 3). Alors 'élément de Z! ayant le numéro k € Z est situé sur la c(k)-iéme
colonne et la d(k)-ieme ligne du cadre Cy, ;). Numérotons en outre toutes les colonnes de
ce diagramme 3 l'aide des entiers ..., — 1,0,1,... de facon & ce que 1’élément de Z' ayant le
numéro 1 soit situé sur la colonne 1. Alors I’élément de Z! ayant le numéro k est situé a la
colonne ¢(k) du diagramme.

7 6 -5 4 3 2 1 0 1 2 3 4 5 ¢
- == [ | &= [ - - Ir=—-
11e elle elle elle elle elle oo
23 22 11-17 -161)-11 -101-5 -41i]1 2 17 8 1113
| N 1 N 1 1 ]
2/l eolle e/le e/'le ele eolle e|e

| | | | | 11
|21 -20:!-15 14 :I-g -8 :I-3 2 :Is 4 :I 9 101115
| | | | | |
3je elle e/le e//le e/le elle e e
| | | | | 11
119 -181]-13 1217 6 1,-1 0 |5 6 111 12 117
e e — T e e do e e d o e d e e e [
Vd C'3 C'2 C'l CO Cl C2

F1G. 1.8 — Numérotation des éléments de 7' pour le calcul de la bijection 7.

I1 découle de ceci que l'application k € Z — (¢(k),d(k)) € Z x [1; [] est une bijection.
On définit une bijection 7, : 1T x Z = A — II! x Z! =2 Al en termes d’abaques par

n(A) == {(¢p(k),d(k)), ke Ay e A (AecA).

Soit A € II, s € Z, et (A1,8;) := 1;(\,s) € TI' x Z!. Alors s; = (sq,...,s;) satisfait ’égalité
Sp 4+ s =s.

Exemple 1.11 Prenons n =2, =3, et (\,s) = ((4,3,3,2,1), — 1). On a alors

1(0s) = (((LDL(LD,(1),00, = 1)),

comme le montre la figure 1.9. o
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Fic. 1.9 — Calcul de la bijection 7.

1.2 L’algébre quantique affine Uq(;[n)

Nous rappelons ici la définition de cette algebre, que nous allons faire agir sur les espaces
des g-produits extérieurs a partir du chapitre 2 et sur les espaces de Fock a partir du chapitre
3. Commencons par rappeler la définition de I'algebre de Lie affine sl,,.

1.2.1 L’algebre de Lie affine ;[n

Il s’agit de algebre de Kac-Moody de type A,(llzl, avec n > 2 [Kac]. Soit h un Q-espace
vectoriel ayant pour base {hy,...,hn—1,D}. Soit {Ao,...,A,—1,0} la base de h* définie & I’aide
de I'accouplement (.,.) : h* x h — Q par

(Ai,hj) = 6ij, (Ai,D) = (d,h;) =0, (6,D) =1 (0<i,j<n-—1).

Les A;, 0 < 7 < n — 1 sont appelés poids fondamentauz. 11 sera commode d’indexer les
poids fondamentaux par Z en posant, pour i € Z, A; := A; modn- Les racines simples «;,
0 <i<n—1sont les éléments de h* définis par les relations

;= =N +20; — Ay + 606, 0<i<n-—1

Pour 0 < 4,j < n — 1, soit a;; le coefficient de A; dans ;. La matrice A = (aij)o<i,j<n—1
est appelée matrice de Cartan de sl,. L’algebre sl, est Palgébre de Lie sur QQ ayant pour
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générateurs
daeiafiahi (OSZS’I’L—I)

et soumise aux relations
[hishj] = 0, [hisej] = aijej,  [hisfi] = —aij [,
[d.hi] =0, [dei] =dioei, [dfi]=—diofis leifs]=0ijhi
ainsi qu’aux relations de Serre
(ad €)' “ie; = (ad f;) M f; =0, i

(Ici, pour x € ;[n, ad z est 'endomorphisme y — [z,y] et dans toutes les relations ci-dessus,
i et j parcourent l'ensemble [0; n — 1]).

Notons

n—1 n—1
P = (@ ZAZ) oLs et Q=P Za;
=0

i=0
P (resp. Q) est le réseau des poids fondamentaux (resp. poids radiciels) de sl
Lemme 1.12 (Ag,a,...,q,_1) est une base de h*.

Démonstration. Pour 1 < i <n —1, posons A, := A; — Ag. Alors pour tout 1 <i <n —1,
ona oy = Z?:_II aij Aj. Le calcul de linverse de la matrice (a;j)1<j,j<n—1 donne alors

= o .
Ai:A;+A0:A0+E Z](n—z)aj—l—Zz(n—j)aj , 1<i<n-1.
j=1 j=t
De plus, on a § = ap + ...+ a,_1, donc la famille (Ag,aq,...,a,—1) engendre h*, et par
cardinalité, c¢’en est une base. O

On définit sur h* une forme bilinéaire symétrique non dégénérée (.,.) par
(,05) = aij, (No,ai) =6ip, (Ao,Ag) =0  (0<i,7<n-—1).

Les expressions de A;, 1 < i < n —1 et de § données au cours de la preuve du lemme
précédent montrent qu’on a les relations

(Aiaaj) = 6i,ja ((5,042') =0, 0<i4,7<n-—1

Le groupe de Weyl de ;\[n est le sous-groupe de GL(h*) engendré par les réflexions simples
o; définies par
oi(A) := A — (o, (Aep",0<i<n-—1).
ey

Il s’agit d’un groupe de Coxeter de type A, , isomorphe au groupe symétrique affine én,l.
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Remarque 1.13 Les calculs faits précédemment montrent en particulier que pour tout
0<s,7<n—1,ona

oi0) =0 et ‘”(AJ)—{Ai_1+Az~+1—Ai—6i,06 sij=i.

1.2.2 L’algebre quantique affine Uq(;[n)
1.2.2.1 Définition

L’algebre Ué(;[n) est définie (voir par exemple [KMS]) comme ’algébre associative uni-
taire sur Q(g) ayant pour générateurs

eis fistint; 1 (0 <i<n—1)

et soumise aux relations
titrt =t =1, tity = titi,

_ y 1 t—t;!
tiejty ' =q%iej, tifjtit =q “ifj, eifj— fiei = ql_iqil
ainsi qu’aux g¢-relations de Serre
1—a;; 1 1—a;; 1
k|1 = Qij| 1—aij—k k|t = Qij| fl—aij—k , rk . .
D D A Ve T N
k=0 k=0

Dans toutes ces relations, les indices 7 et j parcourent 'ensemble [0; n — 1]. La matrice
(aij)o<ij<n—1 est la matrice de Cartan de s, (cf. paragraphe 1.2.1). Enfin, nous avons utilisé
les g-analogues des entiers et les coefficients binomiaux, définis par

[k] == M

m [m]!
k' :=[k][k —1]---]1 =—— (0<k<m).
S - [ e o<
Observons que pour tout 0 < i < n — 1, la sous-algébre de U, (;[n) engendrée par e;, f; et t;

est isomorphe & U, (sl2) ; nous noterons U, (;\[n)Z cette sous-algebre.

Nous aurons besoin des notations suivantes. Soit 0 <7 <n —1, et k € Z. On pose

ez(-k) =efJIk] si k>0 et e® =0 sinon.

)

(k)

On dit alors que e;"’ est la k-iéme puissance divisée de e;. On définit de méme fz-(k). Par
ailleurs, si = est un élément inversible d’une Q(g)-algebre unitaire, on pose

{z} = z—a {‘g} =1 et {i} = o} {qlx}[.k.].! D (k € N*).
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Par exemple, pour m >k >0, on a {¢*} = [k] et {q;:} =[]
Signalons le classique résultat suivant.

Lemme 1.14 Soitk, m € Z, et 0 <i <n —1. Alors on a

m m—j -7 k_mti
P fm = 3 ) a){q _ }

720 J

m—ky. . .
_ Z{q _tz}fi(ma)el(ky)
J

J=0

i 2j7k7mt. .
- Y a){q . l}eg’“ 7).

>0 J

Démonstration. On peut supposer que k > 1 et m > 1. A Paide des relations de Uq(;[n)i, on
prouve les formules pour m = 1 et pour tout £ > 1 par récurrence sur k, puis on les prouve
pour tout £ > 1 et m > 1 par récurrence sur m avec k fixé. Le lecteur pourra par exemple
consulter [Kas4| pour les détails. O

Signalons un classique théoréme de structure pour Uy, (g[n) (voir par exemple [Kas4]), qui
est 'analogue quantique du théoréeme de Poincaré-Birkhoff-Witt pour les algebres de Lie.
Soit Uy(nt) (resp. Uy(n™), resp. Uy(h)) la sous-algebre de Ué(g[n) engendrée par les e; (resp.
fis resp. t;), 0 <1 <n — 1. Alors lapplication

Ug(n™) @ Uy(h) ® Uy(n™) = Ul(sly), n*@h@n~ > nthn”

est un isomorphisme.

Uy (;[n) est une algebre de Hopf, ou le coproduit A est donné par
Ale)=e; @t ' +1®¢, Afi)=fiol+t;®fi, Alt)=t0t (0<i<n-—1).

L’algebre Uq(;[n) est une extension de Ué(;[n) de dimension 1 par 'opérateur degré 0
satisfaisant les relations

[0,t:] =0, [0,ei] = digei, [0.fi] = —diofi (0<i<n—1).
On étend la structure d’algebre de Hopf & Uq(;[n) en posant A(0) :=0®1+1® 0.

On munit U, (;\[n) d’une involution — . Par définition, — est 'unique automorphisme de
@-anneau tel que

i=q ', &g=cei fi=/f, t_i:ti_1 0<i<n-—1) et 0=20.

On introduit une forme rationnelle U, (g[n)(@ de Uq(g[n) ([Kas3]). Par définition, Uq(g[n)(@
*), fz-(k), {%} et t;, ot les entiers k

i

est la Q[q,q!]-sous-algebre de U, (;[n) engendrée par les e
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et i parcourent respectivement N et [0; n — 1].

Nous serons également amenés a considérer I’algebre quantique affine U (sl;), avec

pi= —qil.
Pour ne pas confondre les générateurs, racines simples, poids, etc. de Up(;[l) avec ceux de
U,(sl,), nous placerons des points au-dessus des éléments correspondant & Up(sl;). Nous
utiliserons le coproduit A de Uy (sl;) défini par les formules

Alg) =ty +10é, A(f)=fiel+iefi, Al)=fel (0<i<i-1),

A@)=001+1®0.

1.2.2.2 Eléments de la théorie des Uq(;[n)-modules

Soit M un Uq(g[n)—module. On dit que Paction de Uq(g[n) sur M est de niveau | € Z si

I’élément central canonique toty ...%,—1 € Uy (;[n) agit sur M comme la multiplication par le
scalaire ¢'.

Rappelons que P désigne le réseau des poids fondamentaux de s?[n (cf. paragraphe 1.2.1).
Soit A = Z?:_ol a;N;j +do € P (ag,...,an—1,d € Z). Le sous-espace vectoriel de M formé de
I’ensemble des m € M tels que 0.m = dm et t;.m = ¢%m pour tout 0 < i < n — 1 est appelé
sous-espace de poids A de M, nous le noterons M(A). (La notation My est plus tradition-
nelle, mais nous préférerons notre notation pour éviter tout ajout intempestif d’indices.) Si
M(A) # {0}, on dit que A est un poids de M, et tout vecteur de M(A) \ {0} est appelé
vecteur de poids A. L’ensemble des poids de M sera noté P(M). Soit A € P(M). On dit
que u € M(A) est un vecteur singulier ou de plus haut poids A si u # 0 et e;.u = 0 pour
tout 0 <4 <n—1. On dit que M est un Uq(;[n)—module (resp. Ug(;[n)—module) cyclique de
plus haut poids A s'il existe un vecteur v € M de plus haut poids A tel que M = Uq(g[n).u
(resp. M = Ué(;[n)u) Si M est cyclique de plus haut poids A, le théoréme de structure
U‘;(f;\[n) =~ Uy(n™) ® Uy(h) ® Uy(n™) montre alors que tout poids p de M vérifie p < A, i.e.
A—p € E?;OI Ne;, d’oti la terminologie de « plus haut poids > pour A. Ce théoréme montre
aussi que M () est de dimension 1.

Soit A € P. On montre qu’il existe un unique (& isomorphisme pres) Uq(;[n)—module
irréductible cyclique de plus haut poids A ; on notera ce module V(A). On montre que les
V(A), A € P, sont des Uq(;[n)—modules deux & deux non isomorphes. La restriction de
V(A) a Ué(;[n) est un Ué(g[n)—module simple, qu’on notera V'(A). On montre que V'(A) et
V'(A") (A, A" € P) sont isomorphes si et seulement si A — A’ € Zd. Nous travaillerons plus
particulidrement avec les espaces V(A) et V/(A), ot A € P+ := (327} NA;)+7Z4; un élément
de PT est appelé poids dominant.

Définition 1.15 On dit que le Uq(;[n)—module M est intégrable §’il vérifie les conditions
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suivantes:

(i) M =P MN),
AeP
(ii) pour tout A € P, M(\) est de dimension finie,

(iii) pour tout 0 <14 < n—1, M se décompose comme une somme directe de U, (;[n)i—modules
(simples) de dimension finie. o

M est intégrable si et seulement si M vérifie (i), (ii) et

(iii’) les opérateurs e; et f; (0 < i < n—1) sont localement nilpotents, i.e. pour tout m € M,
il existe N € N tel que ezN.m = fiN.m = 0.

Il est bien connu (voir par exemple [Kas4]) que la catégorie des U, (sl,,)-modules intégrables

est semi-simple; plus précisément, tout Uq(g[n)—module intégrable se décompose en somme
directe de modules isomorphes & V(A), A € PT, et une telle décomposition est unique. I
s’ensuit que tout module M intégrable cyclique de plus haut poids est simple (en effet, nous
avons vu précédemment que M possede alors un unique plus haut poids et que le sous-espace
de plus haut poids est de dimension 1, donc la décomposition de M en somme directe de
modules isomorphes & V(A), A € P™ ne peut comporter qu'un seul facteur).

1.2.3 Bases cristallines, bases globales des Uq(;[n)-modules intégrables

Dans tout ce paragraphe, on considere un U, (g[n)—module intégrable M.

1.2.3.1 Opérateurs cristallins de Kashiwara [Kas3]

Avant de rappeler laAdéﬁnition des opérateurs cristallins [Kas3], citons le classique résultat
suivant concernant Uy (sl,); = U,(slz).

Lemme 1.16 Soit A\ € P(M), 0<i<n-—1, et u € M(\). Soit N := (\«;). Alors u s’écrit

de facon unique
k
u = Z fi( ).Uk,
k>max(0,—N)

avec v, € Kere; N M (X + kay) pour tout k > max(0, — N), et vy = 0 si k est suffisamment
grand.

Démonstration. D’apres la condition (iii) des modules intégrables, on peut supposer que u
est contenu dans un Uy (sl,);-module M’ qui est simple, de dimension finie N’ + 1. D’apres
la théorie des Uy(sly)-modules simples, il existe v € M’, unique & un scalaire pres, tel que

M = @1]:[:’0 (q)fi(k).v et e;.v = 0; de plus, v est un vecteur de poids p de M, et on a
(p,c;) = N'. Ceci donne le résultat voulu si u = 0. Si u # 0, alors M’ = Uq(g[n)i.u par sim-
plicité de M’, donc M’ et Q(q)v sont déterminés de fagon unique. Il reste alors & prouver qu’il
existe un unique k£ > max(0,—N) tel que u € Q(q).fi(k) .v. Puisque les fi(k).v (0 <k < N') sont

de poids deux & deux distincts, il existe un unique k& € [0; N'] tel que u € Q(q)f-(k) v, et k est

)



Chapitre 1. Préliminaires 19

déterminé par 1’égalité (\,«;;) = (u—k.cvj,;). Onadonec N = (p,0)—k(ovi,ci) = N'—2k > —k
car N' > k. Ainsi k > —N. O

Fixons 0 < i < n — 1. Soit A € P(M), et u € M()). Ecrivons

U = Z fi(k)vka

k>max(0,—N)

ou N et les v; sont donnés par le lemme précédent. On pose alors

E10W 4y = Z fi(k—l).vk’ filow‘u - Z fi(kﬂ)-vk,
k>max(1,—N) k>max(0,—N)
N 1 — ~u 1
€"Pau = Z 7[ LA ]fi(lC U.vk et f; P = Z [k + 1] fi(k+1).vk
[K] [N + K]
k>max(1,—N) k>max(0,—N)

. , . ~low . ~up .
On prolonge ensuite les opérateurs &'V, fi , &" et f; A& M = @ rep M(X) par
linéarité. Le lemme qui suit montre que dans certains cas, certaines puissances des opérateurs

~ ~ . , , ~ low ~up
;1% et ¢;"P coincident (on peut énoncer un résultat analogue pour f; et f; ).

Lemme 1.17 Soit A € P(M), u € Kere; N M(X) et k := (A\,;). Alors on a

(@) (17.) = @) () = w.

2

Démonstration. On prouve aisément la deuxieme égalité par récurrence sur k£ a l'aide de la
définition de ¢€;'°". Montrons que (éi“p)k.(fi(k).u) = u. Posons wt(v) := p si v € M est un
vecteur de poids p (u € P). Notons que pour 0 < j <k, on a

(wt (£ ) ) = (wh(u),00) — (k — ) (ai,0n) = 2 — k.

On montre alors par récurrence sur 0 < k' < k que

E—1 /0. )
, 2] — k k— 1 !
5 [k —J]
]_
k-1 ;.
1
Par conséquent, on a (éi“p)k.(fi(k).u) = H [[ijL } u = O
. —J
Jj=0
Donnons une propriété vérifiée par €;"P (on a une propriété analogue pour fiuP, mais pas

lo

- . ~1
pour &;°V ni pour f; OW).

Lemme 1.18 ([Kas3], Lemma 3.1.1) Soit m € N, et u € M tel que e"*'.u = 0. Alors

on a (€"P)".u = ez(-m).u.
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Démonstration. On peut supposer que u € M()), ot A € P(M). Ecrivons comme au lemme
1.16, u = Zk>max(0,_N) fi(k)vk. Montrons tout d’abord que v, = 0 si &k > m + 1. D’apres le
lemme 1.14, on a

0 = ™Dy = Z e(mﬂ)f.(k).vk

3 3 i
k>max(0,—N)
2j7m717kt
i

- T T e,

k>max(0,—N) j>0

Soit £ > max(0, — N). Puisque e;.vp = 0, on a ez(mﬂfj).vk = 0 sauf si j = m + 1. Par
conséquent, on a
+l—kyg.
k—m—1) q" ti
S S { }.vk
k>max(0,—N) m+1

. (k=m—1) [ @™ TR
= Z fz { m -+ 1 Vg

k>max(m+1,—N)
—k
_ k)| 4"t
§ fi {m [ Um

k>max(0,—N—m—1)

Par unicité de la décomposition de 0 donnée par le lemme 1.16, on doit donc avoir pour tout
k' \

k>0, {m+1} Uma1+k = 0, soit encore v, = 0 pour tout & > m + 1. A nouveau d’apres le

lemme 1.14, on a
o™y = ZZ{ } (k=) m=i)

7>0 k

mikti —-m
& m

= 5m27N{7tj1}'Uma
ol dans chacune des sommes, k parcourt {k' € Z | max(0, — N) < k' < m}, et si P est une
propriété, on pose dp := 1 si P est vraie et dp := 0 sinon. Supposons que m > —N. Observons
que v, € M (X + ma;), donc {Z}vm = [(/\ern?i’o‘i)] Dy = [N:f,?m] Um. Posons [r’;] = 0 si
k < 0. On a donc

(m) |:N + Qm]
e, U= V-
m

Soit v € Kere;, et k € N. Par définition de é;"P, on a (éi“p)m.(fi(k).v) € Q(q)fi(kfm).v.
Par conséquent, (€;"P)™ (fi(k).v) = 0 si m > k. Ceci implique que

(€"P)"u = dpm>—n(&"P)™ (fi(m).vm).

Ceci prouve la formule désirée si m < —N. Supposons donc que m > —N. On a alors, par
récurrence immédiate,

(€"P)

A—l—maz,ozl) k+1] [N 42m — k4 1] N +2m
H Uy = H m = U
i [¥] m

0
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1.2.3.2 Bases cristallines

En suivant [K/z}s?)], nous rappelons ici les définitions des bases cristallines et des bases
globales d’un U, (sl,,)-module intégrable. Soit

A= {% € Q(q) | alq),b(q) € Qlg], b(0) # 0} et A:={f(g")|flg) € A}.

A (resp. A) est 'anneau des fractions rationnelles (& valeurs dans Q) régulieres & ¢ = 0 (resp.
a q = 00).

Remarque 1.19 On a ANg 'ANQg,qg~"'] = {0}. En effet, si f € ANg¢ 'ANQlg,q "],
on peut écrire f(q) = > .7 arq® avec les a;, € Q presque tous nuls. Puisque f € A, on
a ap = 0 pour tout k& < 0. Ecrivons par ailleurs f(q) = ¢ 'g(q) avec g(¢q) € A. Alors
glg ) =q f(g ) =0 akq' F € A; compte tenu de (k> 0=1—k <0), les ag, k>0
sont aussi tous nuls, d’ot1 la remarque. o

Rappelons que M est un Uy (sl )-module intégrable.

Définition 1.20 Un réseau cristallin (crystal lattice en anglais) supérieur (resp. inférieur)
de M a g =0 est un A-module libre L tel que

(i) M = Q(q) ®a L (on peut donc identifier L & un sous-A-module de M),
(i) L =@yep LN, ot L) := LOM() (A€ P),
(iii) "L C Let f;"°L C L (resp. &L C L et ;"L C L). Dans ce cas, & et ;'

. =1 . . . ~
(resp. é1°% et f; OW) induisent des endomorphismes de L/qL, qu’on notera de la méme
maniere.

En remplacant A par A et ¢ par ¢~! dans la définition ci-dessus, on définit la notion de
réseau cristallin supérieur (resp. inférieur) a ¢ = oc. o

Remarque 1.21 Soit L un réseau cristallin & ¢ = 0, et A € P. Alors l'inclusion L(\) C L
induit un morphisme L(\)/qL(\) — L/qL. D’apres (ii), on a (¢L) N L(\) = qL()\), donc ce
morphisme est injectif. Ainsi L(\)/qL()\) peut étre vu comme un sous-espace vectoriel de
L/qL. De méme, si L un réseau cristallin & ¢ = oo et A € P, alors L{)\)/q 'L()\) peut étre
vu comme un sous-espace vectoriel de L/q™'L. o

Définition 1.22 Une base cristalline supérieure de M d q = 0 est la donnée de (L,B), ou L
est un réseau cristallin supérieur & ¢ = 0 et B est une base de I’espace vectoriel (sur le corps
Q) L/qL tels que

(i) B = [ ep B(A), ot pour A € P, on a posé B(\) := BN (L(\)/qL(\)) (la remarque
précédente montre que cette définition a bien un sens),
(ii) &"PB c BU{0} et fi "B c B U {0},
(iii) pour tout b, ¥’ € B,on a b/ = f; b si et seulement si b = &"P¥.



22 Bases canoniques d’espaces de Fock de niveau supérieur

On définit de méme la notion de base cristalline inférieure & ¢ = 0, ainsi que la notion de
base cristalline supérieure (resp. inférieure) & ¢ = oo. o

Soit (L,B) une base cristalline (supérieure ou inférieure) de M. Si b € B, il existe un
unique A € P tel que b € B(\); on dit alors que \ est le poids de b et on note ce poids wt(b).
Par ailleurs, le graphe cristallin de M (muni de la base cristalline (L,B)) est le graphe dont
I’ensemble des sommets est B, et dans lequel on a une aréte étiquetée par 7 reliant b & b’ (b,
bVeB,0<i<n—1)sib = fzb Soit 0 <4 < n—1. Puisque M est intégrable, les opérateurs
e; et f; agissent de facon localement nilpotente sur M. Par conséquent, les opérateurs de
Kashiwara ¢; et fl agissent aussi de facon localement nilpotente sur L et donc sur B U {0}.
On peut donc définir, pour b € B, les quantités

gi(b) :=max{m eN|&™b#0} et  ;(b):=max{m eN| f™b+#0}.
La théorie des Ug(slz)-modules montre qu’on a la relation
(wt(b), ;) = i(b) —ei(b) (b€ B).

On définit une application o; : B — B de la facon suivante. Soit b € B. Soit C la i-chaine
contenant b dans le graphe cristallin B. On définit alors o;(b) comme étant 'unique élément
b€ C tel que p;() = €i(b) et €;(b') = pi(b). En d’autres termes, b est le symétrique de b
par rapport au milieu de la chaine C. De fagon équivalente, o;(b) est 'unique élément b' € C
tel que wt(b') = o;.wt(b) (au sens de l'action du groupe de Weyl W,, de Uq(;[n) sur P).
On montre que si 0, -+ 03, = 0y, ---0j, dans W,,, alors les éléments o;, ---0;
définissent les mémes bijections de B. En fait, W,, agit ainsi sur B.

o €600y

1.2.3.3 Bases globales

Définition 1.23 Ondit quele U, (;[n)—module intégrable M admet une base globale supérieure
(resp. inférieure) s'il existe Mg, (Lo,By), (Lx,Boo) tels que

(i) (Lg,Bp) est une base cristalline supérieure (resp. inférieure) & ¢ = 0, (Loo,Boo) €st une
base cristalline supérieure (resp. inférieure) & ¢ = oo, et Mg est un sous-Q[¢,¢ ' ]-module
de M stable sous I'action de Uq(;[n)@ tel que M = Q(q) ®qjq,q-1] Mo,

(ii) L’application Lo N Lo N Mg — Lo/qLg est un isomorphisme de Q-espaces vectoriels.

Dans ce cas, notons G : Lo/qLo — Lo N Ls N Mg lisomorphisme inverse. On montre
alors ([Kas3, Lemma 2.1.1, (2.1.3) = (2.1.5)]) que {G(b) | b € By} est une A-base de Ly, une
A-base de Lo, une Q[g,g~']-base de Mg et une Q(g)-base de M. On appelle cette base la
base globale supérieure (resp. inférieure) de M. o

Les bases globales supérieure et inférieure sont adjointes une de 'autre, comme le montre
la proposition suivante ([Kas3]).

Proposition 1.24 Supposons que M est muni d’une forme bilinéaire symétrique non dégénérée
(.,.) telle que pour tout u, v € M,0<i<n-—1, ona

(t;u,v) = (u,t;.v) et (e;.u,w) = (u,f;v).
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Supposons que M admet une base globale supérieure (resp. inférieure) {G(b) | b € B}. Soit
{G*(b) | b € B} la base adjointe de {G(b) | b € B}, c’est-a-dire définie par les relations

(G(b),G*(V')) = b (b,b" € B).
Alors {G*(b) | b € B} est une base globale inférieure (resp. supérieure) de M.

Démonstration. Par hypothese sur (.,.), on a les relations

(é‘iup‘u’v) = (u’filow‘v) et (fz_up‘u’v) _ (u’é«ilow.v)

pour tout u, v € M, 0 <i <n — 1. La proposition s’ensuit (cf. [Kas3, Proposition 3.2.2]). O
Mentionnons une propriété de la base globale supérieure qui nous sera tres utile plus tard.

Proposition 1.25 ([Kas3], Lemma 5.1.1 (ii)) Supposons que M admet une base globale
supérieure {G(b) | b € B}. Soit b € B. On suppose qu’il existe m € N tel que

(&)™ p = 0.

Alors on a ez(m)G(b) = G((&"P)™.b).

Démonstration.

— Premidre étape: soit k € N tel que e¥'G(b) = 0. Montrons que egk)G(b) = G((6"P)k.b).
En appliquant le lemme 1.18 & G(b), on a (*): (¢"°)*.G(b) = ez(-k).G(b). Reprenons les
notations de la définition de la base globale. Par définition, le vecteur G(b) appartient
a Ly N Ly. Comme Ly et Ly sont des réseaux cristallins supérieurs, ceci implique
que (6;"P)*.G(b) € Ly N L. Par ailleurs, G(b) € Mg et egk) € Uq(g[n)(@ laisse stable
Mg, donc ez(k).G(b) € Mg. Ainsi, d’apres (*), on a ez(k)G b) € Lo N Loo N Mg. Il reste
a voir que (ez(-k)G(b)) mod ¢Lg = G((€;"P)*.b) mod qLy = (¢;"°)¥.b. En effet, puisque
(6;"P)*.Ly C Lo, on a d’apreés (*),

(VG (b)) mod gLo = ((6;"")*.G (b)) mod gLy = (&"*)*.(G(b) mod qLo) = (&;"P)*.b.
— Seconde étape: ot l'on conclut. Soit m’ € N minimal tel que e;",H.G(b) =0 (m
existe car M est intégrable, donc e; est un endomorphisme de M localement nilpotent).
Supposons que m/ > m + 1. Alors on a (%)™ b = (&)™ —(m+1) (gupymtl p — 0,

d’ott G((€;"°)™ .b) = 0. En appliquant Pétape précédente & k = m/, on a donc

™) G(b) = G((,")™ b) = 0,

ce qui contredit la minimalité de m'. Par conséquent, on a m > m/, d’olt e;"'H.G (b) = 0.
On peut donc appliquer I'étape précédente & kK = m pour conclure.
O
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Le résultat qui suit nous permettra de faire le lien entre les bases globales et les bases
canoniques (cf. chapitre 3).

Théoréeme 1.26 ([Kas4]|) Supposons que M admet une base globale (supérieure ou inférieure)
{G(b) | b € By}. On suppose de plus que M est muni d’une involution — telle que

(a) — est un automorphisme de Q-espace vectoriel tel que ¢u = q*u (k€Z,ue M),
(b) Lo = Lo, Mg = My,
(c) pour tout v € Mg, on av—71 € (¢ — 1)Mp.

Soit b € By. Alors G(b) est l'unique vecteur v € LoN Mg tel que v =7 et b = v mod ¢gLyg.

Démonstration. Soit v € Lo N Mg tel que v = U et b = v mod ¢qLy. Alors d’aprés (b), on a
UD€ Ly = Lo, donc v =¥ € Ly N Loy N Mg. Ainsi v = G(b). Réciproquement, montrons que
G(b) € LoNnMg et G(b) = G(b). La premiere condition est évidente. Puisque G(b) € LyNL et
Lo = Lo, on a aussi G(b) € LoN Leo. D’aprés (c), la vecteur (¢—1)~"(G(b) — G (b)) appartient
a(g—1)"'Lon(g—1)"' Lo N Mg. Rappelons que {G(b') | ¥’ € By} est une A-base de L, une
A-base de Lo, et une Q[q,q~']-base de Mg. Par conséquent, il existe des polynoémes de Laurent
fre(@=1)""AN(g—1)""ANQgq '] tels que (¢ — 1)1 (G(b) — G(b)) = Yy cp, fyG(D).
Or (g —1)~! est inversible dans A, et on a (g—1)"" = ¢~'(1 —¢~!) avec (1 — ¢~ !) inversible
dans A, donc (¢ —1)""A = A et (¢ — 1)""A = ¢ 'A. Par conséquent, pour tout b’ € By, on
a en vertu de la remarque 1.19,

fr e Ang "ANQlg,q '] = {0},

d’ott (¢ —1)"1(G(b) — G(b)) = 0 et G(b) = G(b). O

1.3 Le groupe symétrique affine étendu GAST et son algebre de
Hecke

Dans toute cette section, r désigne un entier supérieur ou égal a 2. Notre exposé suit,
dans les grandes lignes, celui de [LT] et [U2].

1.3.1 Le groupe symétrique affine étendu @r
1.3.1.1 Deux présentations de @,«

* Soit W = ér le groupe de Weyl affine de type AEBI, appelé aussi groupe symétrique
affine. 11 s’agit du groupe de Coxeter admettant la présentation suivante:

S, =(0,0<i<r—1)

avec les relations suivantes (ici, i et j varient entre 0 et 7 — 1 et il faut lire les indices
modulo 7):
0i0i+10; = Oi410;0341,
oo = 0j0; sit— 7 #% 1 modr,
2
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Notons en particulier que ér contient comme sous-groupe le groupe symétrique
W:=6,2(0;, 1 <i<r-—1),
ou o; (1 <4 <r—1) sidentifie & la transposition (i,7 + 1).

Remarque 1.27 Notons que si ' > r, alors on a une injection naturelle &, — &,.
Soit 1 <7 < r —1. I’image de (i,i + 1) par cette application sera encore notée o;. On
peut donc voir o; comme un élément de &, avec r’ > 1. o

Le groupe symétrique affine étendu est le groupe défini par

—~ ~

W=6,:=6,x (1),

ou (1) 2 Z et le produit semi-direct est donné par les relations 7o; = 0,417 (ici encore,
i varie entre 0 et r — 1 et il faut lire les indices modulo r). L’élément neutre de W sera
noté id.

De facon équivalente, on peut donner la présentation suivante de ér. Pour 1 <:i <y
soit y; := (0ij)1<j<r € Pr := Z". Alors (%,n ~ G, x P, ou le produit semi-direct est
donné par les relations o;y; = y;o; si j € {i,i + 1} et o;y; = yiy105. Ici, i est compris
entre 1 et r — 1 et 5 est compris entre 1 et r. En d’autres termes, ér est le groupe
engendré par les 0;, 1 <i <r —1et les y;, yj_l, 1 <7 < r avec les relations

(

0i0i+105 = 0i4+10i04+1
Vi<ig<r—1, oi0j = 0j0; sit—j7Z1lmodr ,
2
or = 1

2

V1<iyg<r, YiYi = YiYyj,

Vi<i<r-—1 { oy; = yjoi sig¢{ii+1}
Vi<j<r ’ | owioi = ¥Yin '

Les formules suivantes permettent de passer d’une présentation & 'autre:

Yi = 0i—10i_2" - 01000p_10p_2 - 01T (1 <i<r) et
-1
0p = Op—10p—2°°°-020102" - 0r_1Y1 Yr
T = 0102 0r—1Yr

(Pour la formule donnant les y; en fonction des o; et 7, il faut lire les indices modulo
T).

Notons que &, n’est pas un groupe de Coxeter ; néanmoins, on peut définir sur &, une
. . . ~ ~ ’ o~ ~
fonction longueur et un ordre de Bruhat comme suit. Soit o = 7%, ¢/ = 6'7F € &, avec &,

5' €&, et k, k' € Z. On dit alors que o < o’ si & < &' et k = k', et on pose £(c) := £(5).
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Si o € &, on a le fait bien connu suivant:

U o) =4S(0), o S(0):={(i) eEN [1<i<j<r a(i)>a())}
Soit
Pr+ = {()\1, . 7>\r) e P, | AL > > >\r}, Pr_ = _Pr+ et
Prr={(A1,... . M) EP | Ay > >\ }.

Pour A = (A1,...,\;) € P, posons y) := y{‘l R T

Proposition 1.28 (Uglov)
Soit © € &,. Alors il existe un unique triplet (u,v,\) € &, x &, x P tel que

T =UY\v
et S(v) ={(,j)) eN |[1<i<j<r, Au(iy < Av(j)}. De plus, on a
U(z) = L(u) + £(yx) — £(v).

Démonstration. Voir [U2, Proposition 3.3]. O

Nous appellerons factorisation d’Uglov la factorisation £ = uyyv de x € @, donnée a la
proposition précédente.

1.3.1.2 Deux actions de ér

Nous expliquons ici comment réaliser &, comme sous-groupe discret des transformations
affines de R".

* Soit [ € N*. Il est aisé de vérifier que les formules suivantes définissent une action (a
gauche) fidele de &, sur P, :

O'i.>\: (>\17---7>\i+17>\i7---7>\r)7
yj'>‘: (>\1,---,>\j+l,---,)\r),
1<i<r—1, 1<j<r, A=(\,....\) € P..

On a alors

09\ = (>\r + 1A, A1, — l)

A=A, \) €D
T'A:(Ar_i_l,)\l,...,)\r_l) ’ ( 17 ) )6

Notons en particulier que I’élément yy (A € P,) agit sur P, comme la translation suivant
le vecteur [\. Le résultat suivant nous sera utile plus tard.

Lemme 1.29 Soit A € P, Alors £(yy) = Y.y (r + 1 — 2i)\;. Par conséquent, si X,
pe B, on a l(yriy) = Lya) + £(y,)-
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Démonstration. C’est un cas particulier d’'une formule d’Iwahori et Matsumoto (cf.
[IM, Proposition 1.23]). O

Un domaine fondamental pour cette action est
B :={(by,....by) €L |12 b1 >... > b > 1},

c’est-a-dire que chaque orbite rencontre B en exactement un point. On vérifie aisément
que pour b € B, le stabilisateur W, de b est

Wb:<0i,iEIb>, ou Ib::{léié’)"—1|bi:bi+1};

en particulier, W, € W. On montre que chaque élément de W\/Wb (resp. W/Wy)
contient un unique représentant de longueur minimale; on notera wh (resp. W) len-
semble des représentants de longueur minimale ainsi définis. On montre aussi que si
y € WP v € W, alors on a L(yv) = L(y) + £(v). Par définition de WP, tout élément
)\ € P, s’%crit de facon unique A = y.b, avec b € Bl et y € W. Nous admettrons les
résultats suivants (cf. [U2, Lemma 3.9 & Proposition 3.12]):

Lemme 1.30 ([AST]) Soit b € B!, et v € W. Alors v € W" si et seulement si pour
tout (i,7) € S(v), on a b; > b;. O

Proposition 1.31 (Deodhar) Soit b € B!, o € W\b, et A= (A1,...,\p) :=0.b € P,.
Posons \g := A +1. Soit 0 < i <r —1. On a alors les équivalences suivantes :

(i) A= >‘i+1 <~ 0,0 ¢ /Wb,
(i) Ai > Aip1 <= 00 € WP et L(0i0) = £(0) + 1,
(iii) A< >‘i+1 < 0,0 € /Wb et E(UZ'U) = E(U) — 1.

De plus, dans le cas (i), il ezxiste j € [0; r — 1] tel que o;0 = 00}, avec o; € Wy, et on
al(o;o) =L(o) + 1.

Démonstration. Voir [De, Lemma 2.1 (iii)]. O

* Soit n € N*. Comme précédemment, on vérifie que les formules suivantes permettent
de définir une action (& droite) fidele de &, sur P, :

)\.Ui = ()\1,...,)\Z'+1,)\i,...,>\,«),
)\.yj = ()\1,...,)\j—|—n,...,)\r),
ISZST_L IS]ST, A:(Alaa)‘r)epr

On a alors

A.og = (>\r —N,A2, .. Ar1,A1 n)

AT =My e At + 1) o A=A E R
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Notons en particulier que I’élément yy (A € P,) agit sur P, comme la translation suivant
le vecteur nA.

Un domaine fondamental pour cette action est
A" :={(a1,...,ap) €EP. |1 <a; <...<a, <n}.

On vérifie aisément que le stabilisateur de a € A™ est W, = (0y, i € I,); en particulier,
on a W, C W. On montre que chaque élément de WG\W (resp. Wo\W) contient un
unique représentant de longueur minimale; on notera oy (resp. “W) Pensemble des
représentants de longueur minimale ainsi définis. On montre aussi que si x € “W,
u € W, alors on a f(uz) = £(u) + £(z). Par définition de AW, tout élément A € P,
s’écrit de facon unique A\ = a.x, avec a € A" et x €.

Lemme 1.32 (Uglov) Soit © = uyy v la factorisation de z € W donnée d la propo-
sition 1.28. Alors x € *W si et seulement si u € °W.

Démonstration. Voir [U2, Lemma 3.4]. O

Signalons pour conclure ce paragraphe qu’on a des résultats analogues pour cette action
a ceux du lemme 1.30 et de la proposition 1.31.

1.3.2 L’algébre de Hecke H(S,)
1.3.2.1 Définition

L’algebre de Hecke du groupe é,« est algeébre obtenue a partir du groupe symétrique affine
étendu en déformant les relations 01-2 = 1 des présentations de ce groupe données au para-
graphe précédent. Par définition, I'algebre de Hecke H =H (ér) (resp. H,=H (ér), resp.
H, = H(&,;)) est la Q(q)-algebre (associative, unitaire) ayant pour base (en tant qu’espace
vectoriel) ensemble des T, oul o parcourt S, (resp. &, resp. 6,.), et dont la multiplication
est caractérisée par les propriétés

{ ToTy = Tyo si g(o-o-,) = é(o’) + E(U,)a
(Ta'i - qil)(TUi + Q) =0.

ﬁ[,« est donc une sous-algebre de ﬁ[r, et H, est une sous-algebre de f[,«. L’unité de f[,« est
I’élément 1 = Ti4q. Pour simplifier les notations, nous écrirons désormais 7; au lieu de Ty, et
7 au lieu de T;. Clairement T est inversible, d’inverse T.—1. De plus, T;, 0 <7 < r — 1 est
inversible, d’inverse Tfl =T, + (¢ — q~'). Il découle de ce qui précede que

TT. — T(ria si E(O’iO') = é(o’) + 1,
TeT Y —(q— g VT + Tyy si L(oio) = £(0) — 1.

Remarque 1.33 Il découle du lemme de Matsumoto (voir par exemple [Mat1, Theorem 1.8])
que pour toute décomposition réduite (i.e. de longueur minimale) de o = oy, ...0;, € &;,
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ona Ty =T ... T; . (Par conséquent, tous les T, 0 € ér, et donc tous les T,;, 0 € ér sont
inversibles). o

La premiére présentation de ér vue au paragraphe précédent conduit & une présentation
de H, de type Coxeter. H, est I’algebre engendrée par les éléments T;, 0 < i < r—1et 7,77
avec les relations suivantes (ici, ¢ et j varient entre 0 et r — 1 et il faut lire les indices modulo

r):

TTinT; = T aTiTiq,

T;T; T;T; sit—j # 1 modr,
T1; Tipat.

La seconde présentation de @, vue au paragraphe précédent conduit & une présentation
équivalente de H,, de type Bernstein. H, est I'algebre engendrée par les éléments T; (ou
1<i<r—1)etY; Yj_1 (o1 1 < j <r) avec les relations

TTinT; = TiqTiTi
V1i<ig<r-—1, ;T = T;T; sit—jZ1lmodr ,
(T; — ¢ )(Ti+q) = 0
Vi<ij<r, Y;V;=YY},
Vi<i<r-—1 T;Y; = YT, sijé¢{ii+1}
Vi<j<r 7 YT, = Y '

Les formules suivantes permettent de passer d’une présentation a 'autre (pour la premiere
d’entre elles, il faut lire les indices modulo 7):

Y =TTy T Ty T, N T - T (1<i <) et
To = T,0T, 5 T, Ty Ty T Y'Y,
T = T1_1T2_1"'Tr111)/;"

Notons qu’a la translation yy, A = (\1,...,\) € Py, correspondent deux éléments de ﬁ[r,
a savoir Yy := Y{\I Y M et Ty = Ty, . Ces deux éléments different en général (par exemple,
pour 7 =3 on a Ty, = TYIyT et Yo = TlTO_lT). En fait, les T)\ ne commutent pas en général.
Bernstein a introduit des éléments X* (X € P,) définis comme suit. Ecrivons A € P, sous la
forme A = AT — A7, avec AT, A~ € P. Alors d’apres le lemme 1.29, 'élément

A -1
X = T)\— T)\+
est bien défini (i.e. ne dépend pas de 1’écriture A = A" — A~ choisie), et on a

XAXH = XM= XEXY (N pePR).
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La preuve du lemme suivant ([U2, Lemma 3.13], [LT, Lemma 5.5]) est contenue dans [Ki].

Lemme 1.34
(i) Les éléments X, X\ € P, et Ty, ..., T, 1 engendrent I’algébre i,.
(ii) Soit xe P, 1 <i<r—1, et a; := (;j — bit1,5)1<j<r € Pr. On a la relation

XD'Z‘.)\ _ X)\

A 7. A —1
XL =TX"" + (0~ 0 ) T—xa

O

Remarque 1.35 On peut en fait montrer que les X T, (resp. T,X*), A\ € P,, 0 € &,,
forment une base de H, en tant qu’espace vectoriel. o

On munit I/'-j,n d’une involution — . Par définition, — est 'unique automorphisme d’algebre
tel que
T, = (T,-1) Yoe6, et d=q '

1.3.2.2 Deux actions de flr sur ’espace des poids

Soit K := Q(¢). On construit une action & gauche de H, sur P, := @D.cp- K|)) a partir
de modules paraboliques induits, puis on relie via la proposition 1.31 cette action a l'action
a gauche de &, sur P, définie au paragraphe précédent. On procede de méme pour définir
une action a droite.

* Fixons b € B'. Soit Hy := H(W,) = (T,, 0 € W,). Rappelons que
={1<i<r—1]|b=b1}.

Considérons le Hp-module & gauche, de dimension 1 sur K, dans lequel T;, ¢ € I
agit par multiplication par —q; on notera ce module K_,. On forme alors le module
induit H ®u, K_g; il s’agit d’'un H -module & gauche ayant pour base (en tant que

K-espace vectoriel) {T ® 1} ol y parcourt Wb =W [ W A T'aide de I’isomorphisme
de K-espaces vectoriels

ﬁr ®Hb K—q E> @ K |yb)a TZ/® I — |yb)a
yeW?

on définit une action de H, sur @yewb K |y.b), qu'on étend &
- @ @ K
beB! yewb

par linéarité. On a les formules explicites suivantes pour cette action.
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Proposition 1.36 ([U2]) Soit A = (A1,...,\r) € Pr. Alors pour 0 <i<r—1, on a
|Ui.)\) st A< >‘i+1
T;.|\) =< —q|)\) 81 A = Aig1 et
|0i.0) = (@ —q~)IA) - si X > Xy
T.JA) = |T.N).

Démonstration. 1l résulte des définitions que pour 0 <i<r —1,y € é,«, on a

— T,. si l(ojy) =L(y) — 1
T.T, = iy — . ’ t
y { Toy— (q—q T, sil(oy) ="L(y)+1 ¢
o { Tom  sityo) =) 1,
T Tye — (@ — 7Ty sil(yor) = €(y) + 1.

Ecrivons maintenant A = y.b avec b € B!, y € W*. Soit 0 < 4 < r —1. Modulo
I’identification
Hoon,K_g— P Klob), T, @1 |ob),
ceW?b

on a

T\ =T.(T,© 1) = (I;.T,) ® L.

e Supposons que A; < A;jy1. Alors d’apres la proposition 1.31, on a o;y € WP et
L(o;y) = ¢(y) — 1. D’apres les formules précédentes, on a donc

T;.\\) = (I;,.T,) ® 1 =Ty, ® 1 = |07y.b) = |0;.0).

e Supposons que A; > \;y1. Alors d’apres la proposition 1.31, on a o;y € W et
¢(o;y) = ¢(y) + 1. Un raisonnement analogue nous donne alors

Ti.]\) = low:X) = (¢ —a ).

e Supposons enfin que A\; = A\;11. Alors d’apres la proposition 1.31, il existe 5 € I,
tel que o;y = yo; et £(o;y) = £(y) — 1. Compte tenu des formules précédentes, on
a donc

Enfin, on prouve de facon analogue que 7.|\) = |T.}). O
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* On définit de méme une action a droite de H, sur P, = @ cp- K(A] de la facon
suivante. Soit @ € A™. On considére le H,-module a droite, de dimension 1 sur K
dans lequel T}, i € I, agit par multiplication par ¢~'; on notera ce module K;1.

Alors le f[r—module a droite K,-1 ®p, ﬁ[,« a pour base (en tant que K-espace vectoriel)

{1 Ty, ¢ € a/W} On définit a I’aide de I'isomorphisme de K-espaces vectoriels
K, ®mg, g5 @ K (a.x|, 1® Ty — (a.z|
z€ oW

K (a.z|, qu'on étend &

PP P Koz

€A™ pe aly

une action de H, sur @, .3

par linéarité. On a alors les formules explicites suivantes.
Proposition 1.37 ([U2]) Soit A = (A1,...,Ar) € P.. Alors pour 0 <i<r—1, on a

()\.Ui| st A< >‘i+1
LT, =< g7 () ST A = A1 et
()\.Ui| — (q — qil)()\| St A > >‘i+1

(AL7 = (\1].

Démonstration. Analogue a celle de la proposition 1.36. O

1.3.2.3 Polynémes de Kazhdan-Lusztig

Rappelons que I;Tr C ﬁr est munie d'une involution =, qui est I'unique automorphisme
d’algebre tel que T, = (To-fl)_l, o0 €6, et g=q ' Soit LT (resp. L) le Z[qg]-module (resp.
Z[g~']-module) libre de base les Tj,, o € S,. On montre le résultat suivant (pour la preuve,
voir [KL] ou [So]; voir aussi la preuve du théoréme 3.34).

Théoreme 1.38 ([KL]) I existe une unique base

tisfaisant les deux conditions suivantes :

(i) Cp=¢, (resp. Cp = Cy ),
(i) C.L =T, mod gL (resp. Cy

Cllze ér} (resp. {Cm |z € ér}) sa-

=

0

Les bases {C,} et {C} sont appelées bases de Kazhdan-Lusztig de Palgebre de Hecke H,.
Notons
C:;: = Z Py,x(q)Tya
yeS,
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avec les P, € Z[q]. Les P,, sont appelés polynomes de Kazhdan-Lusztig du groupe de

Coxeter G, (ils coincident avec ceux introduits dans [KL], & la multiplication par ¢*®)=¢®)
et au changement de variables ¢ — ¢ 2 prés). On a alors [So, Proof of Theorem 2.7]

Co=Y Pal—q DT, (z€6,).
yeG,

Soit I C [1;r — 1], et W7 le sous-groupe de &, engendré par les oy, i € I (on dit que Wy
est un sous-groupe parabolique de &,). Alors W; possede un unique élément w; de longueur
maximale. On peut montrer ([So, Proposition 2.9]) que

CLCJ[ = Z qz(wl)_é(o—)To_.
oceWr

Compte tenu de ce qui précede, on a donc

Co= 3 (s,
ceEWr

Nous aurons besoin du classique résultat suivant.

Lemme 1.39 Soit i € I. Alors on a (T; + q)C,, = 0.

Démonstration. Notons At := {0 € W | l(o;0) =L(0) +1} et A~ := W; \ AT. Compte
tenu de ce qui précede et des formules donnant T;7,, o € Wy, on a

TiCoy = ), (~0) Ty —(g—q7") Y ()@ 0T, + Y (—q) T,

oCAT occA~ ocEA~

En faisant le changement d’indices ¢/ = o;0 dans la premiére et la troisitme somme, on
trouve

TiCu; = Z (,q)l(ff')*lfl(wI)Tg,,(q,qfl) Z (—q)t@) =, 4 Z (,q)[(o')Jrl*l(wI)To,
g'€A™ cEAT oleAt
= ,q( 3 (—g)f@=tenT, 4 3 (,q)ua)—uwz)%)
cEAT ceAt
= —qCu;.

O

Soit EJF (resp. IA'F)Ale Z[g]-module (resp. Z[g 1]-module) libre engendré par les éléments
T, z € G,. Bien que &, ne soit pas un groupe de Coxeter, il existe des bases de H,, notées

{Cj |z € ér}, resp. {C; | z € ér} et caractérisées par les propriétés
(i) cF = Cr (resp. C, = Co),
(i) Cf =T, mod gLt (resp. C, =T, mod q 'L").

x
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Ecrivons C;f = ZyeéT Pyo(@)Ty et Cp = Eyeér P, .(q)Ty, avec les P, € Z[g] et les
Pya € Z]q~"]. Les polynémes P?zx
sont étroitement reliés & ceux de &, par les formules suivantes. On a P/, = P, . = 0 & moins

sont appelés polynomes de Kazhdan-Lusztig de ér; ils

que y < z. Dans ce cas, il existe un unique (k,z,7) € Z X ér X ér tel que z = 7% et y = 7Fy.
On a alors

Pho@)=Pye(e) et Pr.(q) =Pa(—q ")
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Chapitre 2

g-produits extérieurs

Soit C" la représentation vectorielle de sl,. Alors sl, agit sur C* @ C' en opérant sur le
premier facteur. L’algébre U(;[n) agit sur une affinisation V de C* @ C' et donc aussi sur la
r-iéme puissance extérieure A"V. Dans ce chapitre, nous construisons, d’aprés Uglov [U2],
un analogue quantique de cette représentation, que nous noterons AZV. Nous construisons
alors des bases canoniques de ce module.

2.1 Notations

Dans toute la suite du mémoire, nous utiliserons les notations suivantes. Nous travaillerons
sur le corps K := Q(q). Soient n et [ deux entiers naturels non nuls, et k¥ € Z. Rappelons que
k peut s’écrire de maniére unique

k= c(k) +n(d(k) — 1) + nim(k),

avec ¢(k) € [1; n], d(k) € [1;1] et m(k) € Z. On pose alors ¢(k) := c(k) + nm(k). Pour
k = (ki,....ky) € P, :== Z", on pose c(k) := (c(k1),...,c(k;)) et on définit de méme
d(k), m(k) et ¢(k). Reprenons les notations de la section 1.3. Pour k € P,, il existe
un unique a(k) € A", u(k) € *®W tel que c(k) = a(k).u(k). De méme, il existe un
unique b(k) € B!, v(k) € W) tel que d(k) = v(k).b(k). On forme alors les éléments
z(k) := u(k) Ymm) v(k) € a(k) [/ et ((k) := ¢(k).v(k) = a(k).z(k) € P,. Soit enfin w(k)
I'élément de longueur maximale du sous-groupe parabolique W) C &;..

Exemple 2.1 Prenonsn=2,1=3,r =5 et k= (29,22,13,12,2). On a alors
a(k) = (1’1’2’2’2)’ b(k) = (3’3’2’1’1)’ c(k) = (1’2’1’2’2)’ d(k) = (3’2’1’3’1)’
m(k) = (4,3,2,1,0), u(k) = o2, v(k) = 0309, z(k) = 02Y(4,3,2,1,0)0302,
¢(k) =(9,8,5,42) ((k)=1(9,4,8,52) et w(k) = o104.

Pour le calcul pratique de b(k) et ((k), le lecteur pourra se reporter & la remarque 2.11. ¢
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Remarque 2.2 Sil =1, alors { : P, — P, est I'identité. En effet, si [ = 1, alors "application
¢ : 7. — 7 est triviale, donc 'application ¢ est I'identité de P,. De plus, le domaine B’ est
alors réduit a {(1,...,1)}, donc v(k) = id pour tout k € P,. La remarque s’ensuit. o

Lemme 2.3 Soit S := {(a,b,m,u,v) EA"XxB'x P, x6, x6&, |u caW,v € /W?b}. Alors
Uapplication P, — S, k — (a(k),b(k),m(k),u(k),v(k)) est bijective.

Démonstration. Avec des notations et des domaines de définition évidents, les applications
k — (c(k),d(k),m(k)), ¢ = a.u+— (a,u) et d =0v.b — (v,b) sont des bijections. Le lemme
s’ensuit. Plus explicitement, la bijection réciproque de celle de ’énoncé est

(a,b,m,u,w) — (a.u) +n((v.b) — 1) + nlm,

2.2 Construction de ’espace AjV

2.2.1 L’espace vectoriel A(b)

Fixons dans tout ce paragraphe b € B', et introduisons les K-espaces vectoriels

Aab) =K, @, H, @, K-y (a€A”) et A(b) == P Alab).
acEA™

Le but de ce paragraphe est de donner une base de A(b). Nous avons vu au chapitre 1 que
nous avons un isomorphisme d’espaces vectoriels

@ K, ®g, H 5 @ K (a.z] = P, 1®p, Ty — (a.z| ;
ac A" aeAn’me aw

nous ferons désormais cette identification et nous écrirons alors
(a.z| =105, Ty (a € A",z €°W).
De méme, nous poserons
ly.b) =T, ®u, 1  (be ByeWb.
Soit wp ’élément de longueur maximale de W;. On définit 'application linéaire
o :Pr = AD), (= K= (=)l en 1 (e P).
En d’autres termes, si ( € P, ( = a.z avec a € A" et © E“/VI?, alors on a
o = (=¢™ ") “ 1 @u, T, @, 1.

Lemme 2.4 ¢y, est surjective. De facon équivalente, {[(]y | ¢ € P} est une partie génératrice
de A(b).
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Démonstration. 11 suffit de voir que tous les 1 @y, T, ®m, 1, a € A", Ly e 6 sont dans
Iimage de ¢. Soit a € S, et y € S,. Soit A := =ay € P, et x € AW tel que A = a.z.

Alors u := yz~! € W,, donc d’aprés un résultat classique (rappelé au chapitre 1), on a
l(ux) = l(u) + ¢(x). Par conséquent, on a T, = T,,, = T, T,,. Puisque u € W,, ceci entraine
que

1 ®Ha Ty ®Hb 1 =1 ®Ha (TuTx) ®Hb 1= (ITU) ®Ha T:v ®Hb 1
=q¢ "Ml T, ®,1 € Im(d).

Lemme 2.5 ([U2]) Soiti € Iy, et ( = ((1y.-.,¢r) € Pr. Alors

o0 st G = Gitl,
[C]b - { —qfl[C-Uz']b ;

S Cl < Ci-l—l-

Démonstration. Par définition du produit tensoriel au-dessus de Hj et de I'action sur K_,
on a Ker ¢, = Ejelb P,.(T; + q). Par conséquent, on a ¢b((C|.(TZ- + q)) = 0. Le résultat pro-
vient alors des expressions de (.(7;| données & la proposition 1.37. O

Ainsi, dans le cas particulier ou W, = W et o1 on spécialise ¢ 4 1, on a [(], = —[(.0;], pour
tout 1 <7 < r—1. Dans ce cas, ¢, peut donc étre vu comme un opérateur d’antisymétrisation.
Dans le cas général, ¢, est donc un g-analogue d’un opérateur d’antisymétrisation partielle.

Soit
P:b-'_ = (Ala---aAr)EPr|’iEIb:>)\i>)\i+1}.

I1 découle des deux lemmes précédents que {[C]b | ¢ € Pr+b+} est une partie génératrice de
A(D).

Proposition 2.6 ([U2], Lemma 3.19) {[C](, | ¢ € P:;r} est une base de A(D).

Démonstration. 1l reste & voir que la partie {[C]b | ¢ € P:f} est libre. Supposons que
Z(eP,ﬂf,f ac[¢]y = 0, otr les a¢ € K sont presque tous nuls. Alors le vecteur v := Z(ePi,f ac(C|

est dans le noyau de ¢,. Considérons 'élément Cyy, =37, vy (=)W= T, € H, (cf. para-
graphe 1.3.2.3) ; il s’agit (du g-analogue) de Pantisymétriseur partiel évoqué précédemment.
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D’apres le lemme 1.39, on a Ker ¢y, =Y., P,.(Tj + q) C Ker C,,. Par conséquent, on a

S
0 = 0.0, =v.0,,

= Z (_q)f(wb)*f(y)ag(d'fy

cePHtyew,

D DR G L

cephtyew,

= Z (_q)f(wb)ff(y’)ac(g.yq’

CEPF y W,

ou I’égalité (C|.(Ty/)71 = (.| (¢ € PLY,y' € W,) provient de la proposition 1.37. Puisque
les (C.¢/'], (v',¢) € W, x PLF sont deux a deux distincts et que les [A), A € P, forment une
famille libre, les a¢ (( € P.;F) sont bien tous nuls. O

2.2.2 Une base de AZV. Relations de redressement

Définition 2.7 Introduisons ’espace vectoriel

ATV = ATV nl] == EP Ab),
beB!

et pour k = (ky,... k;) € Py, posons

uke = upy A Aug, = (—¢" ) 1@y, Tu X ™(Ty-1) " @, 1 € Aa,b) C ALV,
ou a := a(k), b := b(k), etc. Nous dirons que wuy est un g-produit extérieur. (Le lecteur
prendra garde & ne pas confondre la notation wug, qui désigne un g-produit extérieur, avec la
notation u(k) introduite précédemment, qui désigne un élément de &,.) Nous dirons que uy

est ordonné si k € P,"*. Nous reviendrons sur la notation A}V et sur cette terminologie au
cours de la remarque 2.14. o

Proposition 2.8 ([U2], Proposition 3.20)
1°) Soit S := {(b,() €EB'xP.| (€ Pr‘"b"'}. Alors Uapplication

¢Y: Pt =S ks (b(k),C(k))

est bien définie et bijective.

2°) Pour tout k € Pt on a ug = [C(k)]b(k)-
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Démonstration. Dans toute la preuve, si k € P+ est fixé, nous noterons

a=(a,...,ar) =a(k), b= (by,....b) =bk), &= (P1,....0r) = d(k), etc.

— Premiere étape: montrons que ¢ est bien définie. Soit k € P.7*. Alors on a

() mep
(ii) i <jg, di<dj = m;>mj,
(i) i<j, di=d = ¢ >¢

Puisque ¢ = pv=v"'.pet b=v""'.d,ona
(iv)  (CryeeesGr) = (¢v(1)a R a¢v(r)) et (v) (b1,...,b) = (dv(l)a SR adv(r))'

Soit 1 <4 < j < r tel que b; = bj. Puisque v € WP, le lemme 1.30 implique que
(4,9) ¢ S(v), d’out v(i) < v(j). Par ailleurs, on a d’aprés (v), dy;) = b; = b; = dy(jy. En
appliquant (iii) & ¢’ := v(@), j' := v(j), on a ¢y > P, soit encore d’apres (iv), ¢; > (j.
Ainsi ¢ € P".

Deuxiéme étape: soit k € P.F+. Montrons que z = uymv est la factorisation d’Uglov
de z. On a m € P;F d’aprés (i). Il reste & montrer que

Sw) = {(if) |1 < i <j <, mypy <myg)b.

Soit 1 <i < j < r tel que my) < my(;). D'apres (i), la suite (my) est décroissante,
d’out v(i) > v(j). Réciproquement, soit (i,j) € S(v). Puisque v € WP, le lemme 1.30
entraine que b; > b;. D’apres (v), on a donc d,;) = b; > bj = dy(;). En appliquant (ii)
au couple (i',5") == (v(4),v(7)), on a donc M,y < my;), d’ott 'égalité voulue.

Troisiéme étape: montrons que 1) est injective. Soit (b,{) € S. Supposons qu’il existe
k € Pt tel que (b,¢) = (b(k),((k)). Nous allons montrer que k est alors déterminé
de fagon unique. Il existe un unique a € A™, = € T tel que ¢ = a.x. Soit T = UYmv
la factorisation d’Uglov de z. Puisque a.z = ( = ((k) = a(k).z(k), on doit avoir, par
unicité du couple (a,z), a(k) = a et z(k) = x. D’apres 1’étape précédente, les expres-
sions z = w(k) = u(k)ymr)v(k) et = = uymv sont deux factorisations d’Uglov de
z. Or d’apres la proposition 1.28, la factorisation d’Uglov est unique, d’ou u(k) = u,
m(k) = m et v(k) = v. Par conséquent, les éléments a(k), b(k), m(k), u(k) et v(k)
sont déterminés de facon unique. D’apres le lemme 2.3, k est & son tour déterminé de
fagon unique; plus précisément, on a alors k = (a.u) + n((v.b) — 1) + nim.

Quatriéme étape: montrons que v est surjective. Soit (b,() € S, et z, a, m, u et v
définis & partir de (b,() comme & 1’étape précédente. En particulier, x = uy,v est la
factorisation d’Uglov de z. Nous avons vu que le seul antécédent possible par ¢ de (b,()
est k := (a.u) + n((v.b) — 1) + nlm. Tl reste & voir que k € P™F. Soit 1 <4 < j < r.
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Puisque z = uymv est la factorisation d'Uglov de z, on a m € P/, d’ott m; > m.
Si m; > my, alors on a bien k; > k;. Supposons désormais que m; = m;. Mon-
trons tout d’abord que v~ !(i) < v !(j). Sinon, puisque i # j, on doit alors avoir
(v71(5),w~1(i)) € S(v). Compte tenu de I'expression de S(v) donnée & la proposition
1.28, on a donc my,-1(j)) < My(u-1(3)), Soit encore m; > my, ce qui est absurde. Ainsi
v71(i) < v71(j). Puisque b € P, on a donc by-13iy = by-1(;), soit encore, compte
tenu de (v), d; > d;. Les assertions d; > d; et m; = m; impliquent k; > k;; il reste
donc & traiter le cas oit m; = m; et d; = d;. D’apreés (v), on a donc b,-1(; = b,-1(5),
et nous avons montré par ailleurs que v (i) < v !(j). Puisque ¢ € P},", on a donc
Co-1(i) > Cp=1(j), ce qui donne d’apres (iv): ¢; > ¢;. Comme m; = T;Lj, on a donc
¢; > c¢j. Compte tenu de m; = m; et d; = d;, on a encore k; > k; dans ce cas. Ainsi
kepPtt.

— Cinquitme étape: soit k € P,"*. Montrons que ug = [¢(k)]p(x)- Reprenons les notations
du début de la preuve. D’apres la deuxieéme étape, z = uy,,v est la factorisation d’Uglov
de z. De plus, on a m € P;F, dou X~™™ =T, . La relation sur les longueurs donnée &
la proposition 1.28 montre alors que

T X ™(Ty1)"" =TTy, (Ty-1) ™" = Ty = T
Il n’y a plus qu’a faire agir 'application
heH — (-1 ey hom 1

sur le membre de gauche et le membre de droite de la suite d’égalités précédentes pour
conclure.

0

Remarque 2.9 Le contenu du point 1°) de la proposition précédente est purement combi-
natoire. C’est pourquoi nous avons voulu en donner une preuve faisant appel a aussi peu de
résultats que possible; en particulier, notre preuve ne fait pas appel au paragraphe précédent.
Par contre, Uglov [U2, Proof of Proposition 3.20] donne une preuve beaucoup plus courte de
la surjectivité de v, mais qui utilise la proposition 2.6. o

Remarque 2.10 On peut montrer que I'application P, — B! x P, k — (b(k),C(k)) est
encore surjective ; par contre elle n’est pas injective. En effet, sin =2, [ =2 et r = 2, 'image
par cette application des vecteurs (1,4) et (4,1) est dans les deux cas le couple ((2,1),(2,1)).
o

Remarque 2.11 Voici comment calculer ¢ de fagon pratique. Soit (ki,....k,) € PrT.
Numérotons les éléments de Z' & laide des entiers ..., —1,0,1,... comme sur la figure 1.8, et
placons sur ce diagramme les points de Z! ayant les numéros ki, ... k,. Appelons ces points

Ay,... Ay ; puisque k := (ki,...,k) € P, les k; et donc les A; sont deux & deux distincts.
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Alors faire agir v(k) correspond 4 lire les points A; sur le diagramme en partant de la derniere
ligne, puis en parcourant le diagramme de droite & gauche puis de bas en haut. On obtient
ainsi une suite de points A},...,A. Alors (; est le numéro de colonne de A} et b; est le
numéro de ligne de Al. La figure 2.1 illustre ce calcul (cf. exemple 2.1). Toutes les étapes de
ce mode opératoire sont <« réversibles > ; par conséquent le lecteur pourra tirer a partir de
cette figure un moyen pratique pour calculer 1)~ o

-1 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 ¢
- == [ N | W " " [ - - Ir=—-
1le el e :o o;: elle olle oo
|
's al1 20l7 8 1l13 14i'19 20125 26131
| N 1 N 1 1 ]
| | | | | I
2o ejle elle ele elie ::o oo
I3 2 :I 3 4 :I 9 10 :I15 16 ::21 22 :I27 28 1133
| | | | | |
3je e|le e @ :o I ol e o
| | | | | 11
-1 015 6 1111 12 1117 18 1123 24 1129 30 1135
e e — T e e do e e d o e d e e e [

Fi1a. 2.1 — Calcul de (k) pourn=2,1=3,r =05 et k = (29,22,13,12,2) (cf. exemple 2.1).
On lit ici b(k) = (3,3,2,1,1) et ¢(k) = (9,4,8,5,2).

Les propositions 2.6 et 2.8 entrainent immédiatement le résultat suivant.

Théoreme 2.12 ([U2], Proposition 3.21) {uy | k € P"} est une base de A}V O

Ce théoreme montre que les ug, k € P, ne sont pas linéairement indépendants. Considérons
par exemple I'isomorphisme d’espaces vectoriels

P K ou H g HogK ,—AV, 18heh®l-10hhel.
a€A", beB!

Modulo cet isomorphisme, on a pour k € P,
up = (=g ) (e X ™ @, |d),
ot on a posé comme d’habitude a := a(k), etc. Par conséquent, les égalités
(c|. X ™T; @, |d) = (c|. X~ ™ ®p, T;.|d), 1<i<r-—1

induisent des relations entre les ug. Il existe aussi des relations entre les ug provenant des
relations de commutation entre les T} et les X* données au lemme 1.34 (ii). Ces relations,
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ainsi que les formules donnant P'action des T; sur les (¢| (resp. |d)) vues & la proposition 1.37
(resp. 1.36), nous permettent de calculer de fagon explicite les relations entre les ug. Notons
que les relations pour r > 2 quelconque se déduisent de celles pour r = 2.

Proposition 2.13 ([U2], Proposition 3.16)

(i) Soit ky < ks, ety € [0; nl — 1] (vesp. § € [0; nl —1]) le résidu de c(ks) — (k1) (resp. de
n(d(ks) — d(k1))) modulo nl. On a alors

(Ry) Uy, N Uy = —Up, A Ug, siy=20=0,
Ugy, N Uk, = —qilqu A Ug,
(2 _ —2i+1 . .
(R2) (g 1) ; 7 Uk —nli /\ Uy nli siy>0,0=0,
Zi
+(q_2 - 1) Z q_%ukz—fy—nli A Uy +~y4nli
i>0
Uy N Uy =  QUEy, N\ Up,
2 2i—1 . .
(R3) o= 1) ; 7 Uko—nli N Uk 4nli siy=0,0 >0,
Zi
H@® = 1)) ¢ uky—s—nti AUy bo4nli
i>0
(R4)
Upy NUky = Ugy N\ Up,

—2i

q

Z Uly—nli N\ Uky+nli
i>1

Y

>0

q + q
2141 + q —2i—1
q+q [ 1 Uky—y—nli A Uy +~y4nli

2141 —2i—1
_ q +q
+(g—q ) T T ke —dnli AN Ukl
>0 474

Z q21+2 —2i—2

i ———————Uky v §—nli \ Ukyty+5+nli
>0 q q

siy>0,0 >0,

ot les sommes portent sur les indices i tels que les q-produits extérieurs correspondant soient
ordonnés.
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(ii) Les régles de (i) wvalent pour toute paire de facteurs adjacents du q-produit extérieur
Uk = Uky N\ Uky =+ N\ U, -

Démonstration. 11 suffit de prouver le point (i). La preuve repose sur le lemme 1.34 (ii) et
sur les relations données par les produits tensoriels. Le lecteur est invité & se reporter a la
section 2.5 pour les détails techniques des calculs. O

Ces relations, appelées relations de redressement, permettent d’exprimer de fagon pratique
tout g-produit extérieur comme une combinaison linéaire de g-produits extérieurs ordonnés.
Puisque les g-produits extérieurs ordonnés forment une base de A7V, ces relations forment
un systéme complet de relations pour ApV.

Remarque 2.14 Dans [Ul], Uglov donne une définition des g-produits extérieurs différente
de celle-ci. Notons vy, le g-produit extérieur indexé par k € P, de [U1]; on a alors

o= (-)C®Dy, (ke P,

Il n’est pas difficile, & partir de la proposition 2.13, de donner les relations de redressement
pour les v, ce que nous ferons explicitement a la proposition 8.20. On voit qu’en spécialisant ¢
a 1 dans les relations de redressement pour les v, on obtient les relations d’anticommutation

Vg, A\ Vg, = —Uk, AUk, k1, ko € Z. Par conséquent, ’espace vectoriel engendré par les vy
est un g-analogue d’une r-iéme puissance extérieure de l'espace V := (vg, k € Z), d’ou la
terminologie de g-produits extérieurs et la notation AV o

2.3 Trois actions sur AZV

* Commencons par décrire I'action de Uq(g[n) sur AJV. Soit (vi,...,v,) une base de K"
et (wr,...,w) une base de K'. On vérifie aisément que les formules
ei( X" ®@ve®wa) = Oiy1=cmodn X™ 70 ® vt ® wy,
[i(X™ ®ve @ wy
ti(
(

= di=cmodn Xm+oio Q Vet1 & Wy,

m ® Ve ® wy — q‘siEc mod n_6i+lEc mod n Xm ® Ve ® Wy,

~—_—  ~—  ~—  ~—

X
X" Qu.R@wy) = —mX™ Qv wy,

avec les conventions vy := vy, et v, := vy, définissent une action de niveau 0 de U, (;\[n)
sur
Vo =KX, X oK' K.

N

A T'aide de isomorphisme d’espaces vectoriels
Vn,l — A;V = K(Z)a X" ®v. @ wg — Uetn(d—1)+nlm»

on définit une action de U, (;[n) sur AéV, qui est illustrée a la figure 2.2. Notons que la
restriction de cette représentation a chaque cadre est la somme directe de [ copies de
la représentation vectorielle de K".
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o 10 (>0 1>00>0 10 0+0 10 0>0 10 00 10 (>0
o 1+e (>0 1+ (re-1+0 (>0 1+0 (>0 -1+0 (>0 1>0 (>0

o l1re 0re 10 (e 10 (>0 10 (>0 10 (>0 10 (>0

Fia. 2.2 — Action de Uq(g[n) sur AéV. Ici, le point numéroté k représente le vecteur uy
(k € Z) et la fleche étiquetée i représente l'action de f; (0 <i<n—1).

En itérant r — 1 fois le coproduit A de Uq(;[n) (cf. paragraphe 1.2.2), on définit une

action de U, (;[n) sur (AJV)®". De facon explicite, cette action est donnée a Paide des
formules suivantes: pour tout (ki,...,k.) € Z", on a

ei(ukl X - ®ukr)

r
Zukl ® @ up_, @ ei(ug,) @t (ug,,) @ @7 (up,),
j=1

r
f’i(ukl ® - ®U’]€r) = th(ukl) - ®ti(u/€j_1) ® fz(uk]) ®u/€j+1 - ®ukm
j=1
ti(ug, @+ ®ug,) = ti(ug) ® - @ti(u,),
r
Oug, @ Qup,) = Zwm ® - @ ug;_; ®@O(ug;) @ up;,, ®- - @ ug,.
j=1

En voyant A{V comme un g-analogue du produit extérieur de r copies de (AéV), i.€.
comme le quotient de (A}IV)@”" modulo les relations de redressement, on montre que l'ac-
tion de U, (;[n) sur (A;V)®" passe au quotient en une action sur A7V. Nous renvoyons
la preuve de ce fait (qui ne nécessite aucun calcul!) & [U2, Section 3.5]. Explicitement,
cette action sur les g-produits extérieurs est donnée par:

.
eilup, A+ Aug,) D gy A Ay Aeiug) A (g, ) A A (ug,),
j=1

”

filug, A+ ANug,) = Zti(ukl)/\---/\ti(uk]._l)/\fi(ukj)/\ukHl/\---/\ukr,
J=1

ti(ukl/\---/\ukr) = ti(ukl)/\---/\ti(ukT),

r

Ougy Av Aug,) = > gy Avoe Ay, AO(ugy) Ay, Ao A,
j=1
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* De la méme fagon, on peut définir une action de Up(;[l) sur (ApV'); rappelons que p est
relié & ¢ par la relation p = —¢~'. Commencons li encore par le cas ot 7 = 1. Avec les
notations précédentes, on vérifie que les formules

(XM RV @wi) = Sit1=d mod 1 X™ %0 ®v. @ wy_1,

= Sizdmod 1 X0 ® v, ® W41,

)

)

HX™ @ v, ® wy) = p&;d mod 1= 0i+1=d mod L X @ 1, ® Wy,
)

(
fz(Xm Q ve ® wqy
(

(X" R®v.@wy) = —mX™® v, wg,

(avec les conventions wy := w; et wyy; := wy), définissent une action de niveau 0 de
Up(sly) sur V;, ;. A l'aide de I'isomorphisme d’espaces vectoriels

Vg — A;V =K, X" ®ve ® Wy = Ueyn(d—1)+nim

on définit une action de U, (;[l) sur AV, qui est illustrée & la figure 2.3.

e 2+0(0r0-1>02>0(0>0-1>02+0 0010 2+¢ 0>0-1+0

o 20 (0r0-1>0 20 (>0 10 26 (>0 10 20 (>0 10

F1G. 2.3 — Action de Up(;[l) sur AéV. Ici, le point numéroté k représente le vecteur uy, (k € Z)
et la fleche étiquetée i représente Uaction de f; (0<i<Il—1).

En itérant r — 1 fois le coproduit A de Uq(;[n) (cf. paragraphe 1.2.2), on définit une

action de U, (sl;) sur (AéV)‘g”". La encore cette action passe au quotient en une action
sur AgV, qui est donnée par les formules suivantes:

éi(ug, N--- Nuyg,)

.
Zukl A Ny A i) A g, ) A A ug,),
j=1

”

filug, A+ ANug,) = Zii(ukl)/\---/\ii(uk]._l)/\fi(ukj)/\ukHl/\---/\ukr,
Jj=1

t'i(ukl/\---/\ukr) = t'i(ukl)/\---/\t'i(ukT),

r

Ougy Aw Aug,) = > gy Ave Ay, A O(ugy) Ay, Ao A,
j=1
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* Pour 1 < i <r, soit € := (0;j)i<j<r € P,. Notons Z, le centre de flr. Il découle du
lemme 1.34 (ii) que les éléments

r

Bp =Y (X" (meZ),
1=1

appelés bosons, sont dans Z,. (en fait, un résultat de Bernstein montre que si algébre
de Hecke affine H, est définie sur un corps algébriquement clos, alors ces éléments
engendrent Z, en tant qu’algebre). Pour a € A", b € B", Introduisons les H,-modules

T,o=Y (Ti—q ').H et Th:=> H.(T;j+q).
i€l, Jeh,
Soit a € A" et b € B™. On a clairement Z,.2, = 2,2, = I, et 7y.2, = Z,. 1", = 1"y,
donc l'action (& gauche ou a droite) de Z, sur H, passe au quotient en une action sur

Aa,b) = T,\H, /T',.

Ainsi Z; agit sur AfV. L’action des bosons sur les g-produits extérieurs est donnée par
la formule

r
Bm(ukl AR /\Ukr) = Zukl A /\ukj% /\uk].,nlm/\ukjﬂ N N ug,.
j=1

Le fait fondamental concernant ces trois actions est le suivant. On le vérifie par un calcul
direct en se ramenant au cas ou r = 2 (cf. [LT] pour la preuve dans le cas ou [ = 1).

Théoréme 2.15 ([U2], Proposition 3.30) Les actions de Ué(;[n), U;,',(;[l) et des bosons
B, m € Z* sur AjV commutent deuz a deuz. O

2.4 Une involution de A{V. Bases canoniques d’Uglov

2.4.1 Une involution de AZV

Rappelons que ﬁr est muni d’une involution — . Soit a € A™ et b € B!. Puisque les
éléments T; — ¢ ' et T; + ¢, 0 < i < r — 1, sont — -invariants, les sous-modules Z, et 7',
introduits au paragraphe précédent sont laissés stables par I'involution de ﬁr. Par conséquent
cette involution passe au quotient en une involution de A(a,b) = Ia\ﬁlr /T'y, qu’on étend de
facon additive & AV = @,cn pep Ala;b). Un calcul permet de décrire I'action de cette
involution sur les g-produits extérieurs. Avant d’énoncer le résultat, introduisons la notation

n(k) = 4 {(if) €N | 1<i<j<r ki=k} (k= (k... ) € P).

Proposition 2.16 ([U2], Proposition 3.23 & Remark 3.24) Soitk = (ki,... k) € P;.
On a alors
up = (_Q)H(b(k))(q_l)ﬁ(a(k))ukr Ao ANug,.
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Cette proposition permet donc, grace aux relations de redressement, de calculer ’action de
I'involution sur la base des ¢g-produits extérieurs ordonnés. Ecrivons les coefficients matriciels
de I'involution en posant, pour I € P,

=Y. ap)(q)u,

kepP T

avec les ag}(q) € K; d’apres la proposition 2.13, ces coefficients sont en fait dans Z[q,q ']

Notons A" (q) := (agz(q))kle p++ la matrice ainsi obtenue. Remarquons que d’apres la

proposition 2.13, la matrice A" (1) est I'identité. On définit un ordre partiel sur P+ par
k > 1 si et seulement si { ?;:1 hi 2 ?;:1 L pour tout 1 <j <,

(k= (ki,... k) € PYH0=(I1,... ly) € PFH).

Proposition 2.17 ([U2]) Soit k, l € P+,
(i) Si ag"}(q) # 0, alors ug et up appartiennent au méme sous-espace A(a,b). Autrement
dit, on a a(k) = a(l) et b(k) = b(l).
(ii) On a ag}c(q) =1, et ag}(q) # 0 implique k < 1. Autrement dit, la matrice A7) (q) est
unitriangulaire.

Démonstration. Tout cela résulte de la proposition 2.13. O

On peut montrer que I'involution de AfV" est compatible avec les trois actions étudiées
précédemment.

Proposition 2.18 ([U2], Proposition 3.31) Pour tout u € Uq(g[n), (VRS Up(g[l), m € 7%,
veENV, ona

w0 =uv, uwv=uv et Bpy.wv=DB,.".

2.4.2 Bases canoniques d’Uglov de AjV

Définissons deux réseaux de AfV en posant

L= @ Z|q)ug et L, = @ Z[q ug.
kep;t kepPt
Puisque la matrice de I'involution de A7V est unitriangulaire, on prouve, en utilisant un
argument classique, le théoreme suivant.

Théoréme 2.19 ([U2], Theorem 3.25) Il existe une unique base {GT (k) | k € P} (resp.
{G="(k) | k€ P} ) de AjV satisfaisant les deus conditions suivantes :

(i) Gtr(k)=G""(k) (resp. G"(k) = G™"(k) ),
(i) G (k) = ug mod qL} (resp. G " (k) = up mod ¢ 'L, ).
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Démonstration. Analogue & celle du théoreme 3.34. U

Définition 2.20 Les bases {GT" (k) |k € Pt} et {G™"(k) | k € P} sont appelées bases
canoniques d’Uglov de AjV. Définissons les coefficients matriciels A;:’lr(q), ALy () € Zlg,q Y]
(k,l € PT) par

G0 = Y A (@ue et GO = ) Ay (),

kepPtt keptt

et notons A“"(q) := (AZ;(q))k,l€Pj+ (e € {+,—}) les matrices donnant les bases canoniques
de AZV. o

Proposition 2.21 ([U2]) Soit k, l € P+,
(i) Si Ai’;(q) # 0, alors ug et uy appartiennent au méme sous-espace A(a,b). Autrement
dit, on a a(k) = a(l) et b(k) = b(l).
(ii) On a Ai’;(q) =1, et Ai’[(q) # 0 implique k <.

Démonstration. Tout cela résulte de la proposition 2.17. EI

Gréace a la base {[C]b |Ce P:,;r} de A(b) (b € B'), on montre que les coefficients de A" (q)

(e € {+,—}) s’expriment a l’aide des polynémes de Kazhdan-Lusztig de é,«. Signalons que la
preuve du théoréme qui suit est en tout point analogue & celle donnée dans [VV] dans le cas
ou [ =1 (voir aussi [LT]).

Théoréme 2.22 ([U2], Theorem 3.26 & Remark 3.27) Soit k, l € P tels que
a(k) =a(l) =a € A" et b(k) = b(l) =b € B. Alors on a

+, _ l -, _ —1\/ -
Ak,lr(q) - Z (—9) (y)PJax(k)wby,wax(l)wb et Akf(q) - Z (4 1) (y)fpllfv(k):fv(l)'
yeW, yeWs

Démonstration. Voir [U2]. O

Remarque 2.23 1l est également possible d’exprimer les coefficients Ai’lr(q) a laide des

polynémes de Kazhdan-Lusztig associés a des modules paraboliques de H r (voir [U2, Theorem
3.26)). o

Remarque 2.24 Ce théoréme implique, d’apres un résultat de [K'T], que les coefficients de
AT"(q) (resp. AT"(q)) sont dans N[q] (resp. Np]). o

2.5 Démonstration du point (i) de la proposition 2.13

Reprenons les notations de la proposition 2.13. Soit k € P,, a = a(k), etc. Notons
a = (a1,a2), etc. les coordonnées de a, etc. et posons enfin = (uq,u2) := —(my,mo).
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2.5.1 Démonstration de (R;)

Puisque v =0, on a ¢ = (¢1,¢1) € A™. Par suite, a = ¢ et u = 1. De plus, 01.a = a, donc
Hg = (T1). De méme, puisque 6 =0, on a b=d = (dy,dy), v =1, Hp, = (T}) et wp = 01. On
a donc

Upy A gy, = (—g~1).1 ®ryy X @y 1,

et de méme
ks Augy = (—q 1)1 ®ryy X7 @y 1.

On a donc, en omettant de préciser au-dessus de quoi sont pris les produits tensoriels,

Upy N Uy + Uy AU, = (—q_l).1® (XF+ XM @1l=—(1T))® (X' + X" x1
= —1T.(XIF+ X" Q1.

D’apres le lemme 1.34 (ii), on a T7.(X* + X70H) = (X# 4+ XM Ty, d’ou

Uy NUgy +Up, ANug, = —1@(XHF+XTTH)TIR1=-10 (XF+X7H) @ (T;.1)
= ¢l XH*+ X)) 1.

Ainsi up, Aug, +ug, Aug, = (—¢7H)1 @ (XH+ XM ®1 =ql1® (XH+ X)) ® 1. Par
conséquent, ug, A Ug, + Ug, A U, = 0. g

2.5.2 Démonstration de (Ry) et (R;3)

Nous ne montrons que (Rg); la preuve de (Rj3), en tout point analogue, est laissée au
lecteur. Notons que 'hypothese k1 < ko implique 1 — o > 0. Supposons pour fixer les idées
que ¢ < cg, de telle sorte que v = ¢g — ¢1. Alors ¢ = (c1,c9) € A", donc @ = c et u = 1.
Puisque ¢ # ¢z, on a Hy = K. De méme, b = (dy,dy), v =1, Hp = (T}) et wp = 01. Ainsi

Uk, N\ Ugy = (—q_l)l Rk X* (1) 1.

On a, toujours d’apres le lemme 1.34 (ii):

ug, Aug, = —q¢L1@XFR1=¢210X'®(T1.1)=¢ 210 X' ®1
p1—p2—1
= q*2.1®(T1X”1~“+(q—q*1) > X”1~“+m1) ®1.
=0

On vérifie aisément que
— ¢ '1T X" el = Uk, A Ug, €t

-1 . 3
—q 1® X% el gl = Uy —y—nli I\ Uky+y+nli.

Par souci de brieveté, introduisons pour toute la fin du chapitre la notation

Wi, 7= Uky—m N Uky+ms m € 7



50 Bases canoniques d’espaces de Fock de niveau supérieur

(il faut prendre garde au fait que w,, dépend de k; et k3). On a ainsi établi

p1—p2—1
(6) : gy Aty = —q Tugy Aug, + (¢ 7 — 1) Z Wrynli -
i=0

Notons que les vecteurs wsy,,; ne sont ordonnés que si i < L%J ; il faut donc

redresser prés de la moitié des vecteurs de (x)! Ceci invite & prouver (Ry) & l'aide de ()
par récurrence sur pq — po. Observons que () donne directement le résultat voulu lorsque
w1 — po = 0 et uy — po = 1. Supposons maintenant que py — o > 2. En écrivant () pour
Uk, N Upy €6 U, 4ni N\ Ugy—pnl, OD trouve

Uy A Uky = —q gy Aty + (72 — D)wsy 4+ ¢ wng + ¢ 2y 400 A Uky—nt ;

il ne reste plus qu’a appliquer I’hypothese de récurrence & wg, +n; A Ug,—n; €t & regrouper les
termes pour conclure. O

2.5.3 Démonstration de (R;)

La démarche pour prouver (Ry) est essentiellement la méme que celle suivie pour prouver
(Rs) et (R3), mais les calculs sont nettement plus compliqués (la difficulté réside dans la
longueur des formules). Supposons pour fixer les idées que ¢; < ¢z et dy < da, de telle sorte
que v = co — ¢y et § = n(dy — dy). Alors ¢ = (c¢1,¢2) € A™, donc @ = ¢ et u = 1. Puisque
¢1 # co, on a Hy = K. De méme, b = (d2,dy) = 01.d , v =01, H, = K et wp = 1. Ainsi

—1
up, Nug, =1 QK X”TI ®K 1.
Puisque les produits tensoriels qui interviennent sont triviaux, nous pourrons nous permettre
d’écrire
Uy N\ Upy = X”Tl_l.

La relation T, ' =T} (1 + (¢ — q_l)Tfl) et le lemme 1.34 (ii) nous donnent

iy Auy, = (XPT) (14 (g —g™)T; )
p1—p2—1 _
= (nxmrs@-ah) Y xR (14 (g —a )
=0
' 1 —p2—1 _
= Ty Xo1H 4 (q _ q—l)TlXal.uTl—l + (q - q—l)( Z XUI-#‘HQI)
—
p1—p2—1 '
+(q— q—1)2( Z Xm-lH-ialel) .
=0

On vérifie par un petit calcul que T1 X7 = up, A ug,, T1X“1'“Tf1 = wy,
XOraHion = qp et XOUAFO T = 50, Par suite, on a
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p1—p2—1 Ml po—1
(@)t wky Aupy = gy Aug, +(q—q ws+(g—q~ Z Wryynti +(q—q Z Wry4654nli -

L& encore, pres de la moitié des vecteurs de chaque somme sont & redresser ... ceci donne
néanmoins aisément la relation (R4) si p1 — po < 3. Supposons donc g1 — o > 4. On va
chercher une relation de récurrence permettant de calculer uy, A ug,. En écrivant (a) pour
Uky A\ Uky €6 Uk, ni A Uk,—nl, et en utilisant les relations w4 i, —pus—1) = Wy +6+n1 N Uky—5—ni
et Wyt §4nl(pg —pa—1) = Uki+nl A Uky_ni, ON trouve

(b) LUy A Uky = Uk, A Uk, + (q - q_l)(w’y + wﬁ) + (q - q_1)2w7+5 — Wn
—(q— ¢ Vwssns + (¢ — ¢ 1) Uky 6401 A Uky—5-ni
+(q? + 7% = 1)upy 40t A Uy —pi -

I1 faut aussi expliciter uy, 54+ni A Ugy—5—ni- Un raisonnement analogue nous donne

/ . _ —1
(V) ¢ Ukygsqnl ANky—5-ni = Wspn + (@ — ¢ ) (Wyts4nl + Uky 4201 N Uky—2n1)
F Uy 45+2n1 N\ Uky 5201 — W52nl -

Formons & présent le vecteur uy, A Uk, — Uk, +ni A Ugy—ni, €6 remplagons ug, A ug, (resp.
Uk, +ni N\ Uk, 1) Par son expression donnée par (b) (resp. I’expression obtenue & partir de (b)
en remplagant (ki,ko) par (k1 +nl, ks —nl)). Compte tenu de (b'), on s’apercoit que les termes
en Uk, 154201 N Uky—5—2nls Woytb4ni €6 W52 s’en vont. On trouve au bout du compte, apres
avoir refait passer le terme wg, 4pn; A Ug,—pn; dans le membre de droite:

(¢) + up Augy, = (¢® + ¢ ) Uky i A Uky—ni — Uy 420l A Uky—2n1
Fug, N\ ug, + (q - q_l)(w’y + wﬁ) + (q - q_1)2w’y+5 — 2wy
_(q - qil)(w’Hnl + w5+nl) + wapg -

Une partie des termes de cette formule suit la relation de récurrence linéaire d’ordre 2
Um = (q2 + q_Q)Um,1 - Umf2a

avec m = g — p1 et Ui = g, 4 (41 —po—iynl N Uky—(u1—pz—iynt (4 = 0). Notons que les coefficients
g2l g (@mAl) of g2m _ o—2m qyj apparaissent dans (R4), satisfont la relation de récurrence

Am = (q2 + q_Q))\m—l — Am—2,

ce qui nous invite & prouver (R4) & partir de (¢) par récurrence sur p1 — po. Nous avons déja
prouvé (Ry) si pug — po < 3. Si uy — p2 > 4, nous pouvons, grace a ’hypothese de récurrence,
exprimer ug, 1 n; A Uk, —nl €6 Uk, 1201 A Uk, 25 al moyen de (R4). En reportant ces expressions
dans (c), on voit, apres un calcul laissé au lecteur, que uy, A ug, satisfait aussi (Rq4). O
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Chapitre 3

Espaces de Fock de niveau
supérieur

Dans ce chapitre, en suivant a nowveau [U2], nous faisons < tendre r vers +o00 > dans
la construction de AV effectuée au chapitre 2. Nous obtenons ainsi des représentations A°
qui contiennent les sous-représentations F[s)], appelées espaces de Fock. Nous déduisons du
chapitre 2 la construction des bases canoniques d’Uglov des espaces de Fock.

3.1 L’espace des g-produits extérieurs (semi-)infinis A*

Définition 3.1 Fixons dans tout ce chapitre une charge s € Z. On pose

A* = A°[n,) = lim ALV,

ou les applications AjV — AfIV (t > r) sont données par

V> OAUs ¢ ANUg p 1y Aoer ANlig gy (v € AGV).

L’espace A® sera appelé I'espace des q-produits extérieurs (semi-)infinis de charge s. On
notera

V=V NUs—p NUg—p_1 N+

Papplication canonique AjV — liﬂAéV. Soit P(s) (resp. Pt (s)) I'ensemble des suites
d’entiers (resp. suites strictement décroissantes d’entiers) k = (k;);>1 telles que k; = s —i+1
des que ¢ est suffisamment grand. Par définition, les ¢-produits extérieurs infinis

Uk = Uk, N Upy N0y
k € P(s), forment une partie génératrice de A°. On dit que le ¢g-produit extérieur ug € A*

est ordonné si k € P**(s). Comme pour A}V, les g-produits extérieurs ordonnés forment
une base de A* ([TU], [U2, Proposition 4.1]), qu’on appellera la base standard. o
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Tout ¢-produit extérieur peut étre exprimé comme combinaison linéaire de g-produits
extérieurs ordonnés a 1’aide des relations de redressement, données & la proposition 2.13 (i),
qui sont valides pour chaque paire de facteurs adjacents de ux = ug, Aug, A---.

Nous aurons besoin de différentes indexations de la base standard de A®. Rappelons
qu’'on a défini aux paragraphes 1.1.5.2 et 1.1.5.3 des bijections 7,, : II X Z — II"™ x Z" et
7 : I x Z — II' x Z'. Définissons, pour N € N*, X C R, ¢ € R, ’ensemble

XN(t) = {(s1,.08n) € XN |51 4+ sy =t}

nous utiliserons cette notation la plupart du temps dans le cas ou X = 7Z, et parfois lorsque
X=QouX=R

Définition 3.2 Nous utiliserons les indexations suivantes de la base standard de AS.

* Indexation ug. Comme nous I’avons vu, la base standard est indexée par les ¢-produits
extérieurs ordonnés ug = ug, Aug, A---, avec k € P11 (s).

* Indexation \. Au g-produit extérieur ordonné u;, on peut faire correspondre une parti-
tion A € II, en posant pour tout 7 > 1,

)\i::ki—(s-i-l—i).

On écrira alors
IA,8) == ug.

* Indezation \,. Soit X € II, A, € II" et s, € Z™(s) tels que (A,,8,) = 7),(A,s). On pose
|An,8n)" = |A,s).
Cette indexation coincide avec I'indexation A dans le cas ou n = 1.
* Indezation X;. Soit A € II, \; € TI! et s; € Z!(s) tels que (A;,8;) = 73(\,s). On pose
|A,81) :=|A,8).

Cette indexation coincide avec 'indexation \ dans le cas ou [ = 1.

o
Exemple 3.3 Prenonsn=2,1=3,s=—1et A\ = (4,3,3,2,1). On a alors
(4332,0), = 1) = [((33)0),(~L0)* = |((LDL(LL)(1)) (0.0, — 1)
(voir les exemples 1.9 et 1.11). o

Remarque 3.4 Pour une autre description (équivalente) de ces indexations et pour d’autres
exemples, le lecteur pourra consulter [U2, Remark 4.2 (ii) & Example 4.3]. o
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3.2 Trois actions sur A°

3.2.1 Action des algébres quantiques affines Up(;[l) et Uq(f/!\[n)

A T’aide des relations de redressement, on prouve le lemme suivant.
Lemme 3.5 ([U2], Lemma 3.18) Soit a, b€ Z, a > b. Alors on a
(i) upAugAug-1 A---ANupy=0 et (il) wug Aug—1 A+ Aup Aug =0.

0

Grace & la formule (ii) de ce lemme, on peut faire tendre r vers l'infini dans la formule
donnant l'action de f; sur les ¢g-produits extérieurs de r termes. On peut donc faire agir f;
sur A® de la facon suivante, la somme ne comportant en réalité qu'un nombre fini de termes
non nuls:

+o0
fi(ukl/\- . ) = Zti(ukl) VANEERIVAN ti(ukjfl) A fi(uk].) A (L A ukj+2/\- .- ((/ﬁ, .. ) € P++(S)).
j=1

La définition de I'action de e; est un peu plus compliquée, car pour pouvoir faire tendre
r vers l'infini dans la formule donnant I'action de e; sur les g-produits extérieurs ordonnés de
r termes, il d’abord donner un sens au vecteur

wpy A Ay A eg(ug,) At (g, ) At (g ,,) A
lorsque j est suffisamment grand. Voici comment on procéde. Pour m € Z, posons

|m) = Uy A U1 A+

ainsi tout élément uy, k € P (s) peut s’écrire up = v A|s —r) avec v € AJV (lécriture
n’est pas unique, a cause du choix de 7). On pose alors

ti|nim) := ¢"%0|nim)
puis on remarque que le membre de droite de la formule
ti(v A [nlm)) == t;(v) A |nlm)

ne dépend pas de la décomposition choisie de ug = v A [nlm). Par conséquent, cette formule
permet de définir correctement un endomorphisme ¢; de A®. Définissons alors un endomor-
phisme e; de A® en posant

ei(vAls—1))=e()At7s—r)  (vEAIV);

la encore, le membre de droite de la formule ci-dessus ne dépend pas de la décomposition
choisie, comme on le voit en utilisant le lemme 3.5 (i).
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On définit Paction de 9 de fagon analogue. Posons tout d’abord, pour m € 7Z,

m(m + 1)

d(|nlm)) := —nl.sgn(m). 5

[nlm),
ou sgn(m) € {0,1, — 1} désigne le signe de m. La encore, le membre de droite de la formule

d(v A |nlm)) := 0(v) A |nlm)

ne dépend pas de la décomposition choisie ux = v A [nlm), v € ALV du g-produit extérieur
ordonné ug. Ceci permet donc de définir correctement un endomorphisme 0 de A®.

Remarque 3.6 Les formules précédentes sont encore valables pour les ¢g-produits extérieurs
ug, k € P(s), a condition d’écrire ug sous la forme up = v A |s —r), avec v € AJV et r
suffisamment grand.

On définit des endomorphismes ¢é;, f;, #;, € End(A®) (0 < i <1—1) de maniére analogue,
en remplagant g par p et en permutant n et [ dans toutes les formules ci-dessus. Nous allons
voir en fait (cf. corollaire 3.11) que ces formules munissent A® d’une structure de U,(sl;,)-

module et de U, (g[l)—module.

Nous allons maintenant donner des expressions combinatoires qui permettent de calcu-
ler de facon pratique les actions des générateurs de U,(sl,) et Up,(sl;) sur A®. Pour cela,
introduisons quelques notations.

~ Si M est un Uq(;[n)— (resp. Up(f:\[l)—, resp. Uq(;[n) ® Up(;\[l)—)module et siu € M est un
vecteur de poids, on note wt(u) (resp. wt(u), resp. Wt(u) = wt(u) + wt(u)) le poids de
u. Nous utiliserons notamment ces notations pour M = A®. (Dans la mesure ou nous
n’avons pas encore montré que A° est un Uq(;[n)—module et un Up(;[l)—module, nous
dirons provisoirement que u € A® est un vecteur de poids wt(u) = E?;OI aj\ij +dd e P
(ag, .- an—1,d € Z) si on a d.u = du et t;.u = q%wu pour tout 0 <7 < n — 1. Dans ce
contexte, on définit de facon analogue les quantités wt(u) et Wt(u) pour u € A%.)

— Soit (A,8;) une [-multi-partition chargée. Rappelons que nous avons introduit au pa-
ragraphe 1.1.4 des entiers N;(A;; s;;n) et M;(A;; 8;;n). Nous avons aussi introduit la

notation A; 5 oy si gy /A est un i-nceud de type A de (A;,8;). Dans ce cas, nous avons
également défini des entiers M7 (A;; py; 8i31) et M= (A py; sisn).

— Pour a € Z, soit a mod n € {0,...,n — 1} le reste de la division euclidienne de a par n.
On pose, pour 8; = (s1,...,s) € Zl,

A(sy,n) == %i (% — sb) — (M — (sp mod n))

n

et on définit de méme A(sy,l) pour s, € Z".
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Proposition 3.7 ([U2])

1°) On a les formules

(W1)

n—1
wt(|A;81) = —A(s1,n)d 4+ As, + -+ Ay = > Ni(Asi3n)a
i=0

-1

(Wg) \A}t(|)\l,sl>) = —(A(sl,n) + N()()\l; S, n))5 + (n — 81+ Sl)AU + Z (Si - 3i+1)Ai s

(W3)

=1

-1

Wt (| An,8n)%) = —A(sp, )0 + Ay, -+ Ay, = > Ni(Ans 851,

1=0

n—1

(Wa) wi(|An,80)°%) = —(A(8n,l) + No(An; Sn;l))6+(l_31+3n)A0+Z (8i — Siy1)N; .

=1

2°) Awec Uindezation A;, on a pour 0 <i<n-—1,

ei-|’/lasl>

fi-|’/lasl>

ti-|’/lasl>

a-|’/l33l>

_ —M=(Ajvpspn
— Z q S(svs )|Al’3l>,

i:1
)\ILHII

M7 (vispgsss
- Z q" (it ln)|/~“lasl>7

il
Vi—r

M;(visspn

= q Nvy,s1) et

= —(A(sl,n) + No(vy; 85 n)) lvi,81).

3°) Awvec lindexation A,, on a pour 0 <i<[—1,

éi.|l/n,3n>.

filVny8n)®

t.i-|Vna3n>.

3.|un,sn>'

= p
= _(A(snal)+N0(Vn;3n;l))|’/na3n>.-

_ < . . .
= E p Mz (An7un78n7l)|An’sn>.’
1

An Sy

> . . .
= Z pMz (anp'nvsnvl)|un’sn>.,

il
Vp—> My,

Mi(Vn§3n§l)|Vn’sn>. et

Démonstration. On vérifie toutes ces formules par un calcul direct.

Pour s; € Z!(s), s, € Z"(s) soient
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F,[s)] := @ K|A;,s;) et Fplsp]® = @ K|\,,8n)°.

A€l An€lln
La proposition précédente montre que les Fy[s], s; € Z!(s) (resp. Fy[s,]®, sn € Z™(s)) sont

stables sous I'action des générateurs de U, (;[n) (resp. Up(sl;)). On a en fait beaucoup mieux.

Théoréme 3.8 ([JMMO],[FLOTW],[U2])

1°) Soit s; € Z!(s). Alors Fy[s] est une représentation intégrable de Uq(g[n) de niveau [.
2°) Soit s, € 7"(s). Alors Fp[sy,]® est une représentation intégrable de Up(;[l) de niveau n.
Démonstration. Modulo la transformation qui consiste a renverser ’ordre des composantes

de A\; € TI' et de s; € Z!, les formules des actions sur F,[s;] données a la proposition 3.7
2°) coincident avec celles de Jimbo-Misra-Miwa-Okado ([JMMO], [FLOTW]) dans le cas ou

8y = (81,...,8) vérifien—1> sy >--- > g >0, d’ou la preuve du point 1°) dans ce cas. La
démonstration pour s; € Z!(s) quelconque est similaire. La preuve du point 2°) est analogue
a celle du point 1°). O

Introduisons, pour s; € Z(s), le sous-U, (g[n)—module
My [si] = Uy(sln)101,1) © Fyfsi)-
On définit de méme M,[s,]® pour s, € Z"(s).

Remarque 3.9 Soit s; € Z(s). Il découle des formules données & la, proposition 3.7 que le
vecteur |0;,s;) € Fy[s;] est un vecteur de plus haut poids A := —A(s;,n)d + Ay, +--- + Aq,.
Par conséquent, M[s;] est isomorphe au module simple V' (A). o

Remarque 3.10 Soit X; := {Z?:_()l ail; | ag,...,an—1 €ENyag + -+ ap—1 = l}. Puisque
les U, (sl,,)-modules V'(A) et V'(A’) (A, A’ € P) sont isomorphes si et seulement si A—A’ € Z§,

X paramétrise les classes d’isomorphisme des U] (f:\[ )-modules V'(A) qui sont de niveau [ et
dont le plus haut poids est dominant. Nous allons voir que ’on peut aus& paramétriser ces
classes d’isomorphisme & I'aide d’'un domaine fondamental de I'action de Gl sur Z'. Rappelons
que 6; agit a gauche sur P, = 7' on &) C 6; agit en permutant les composantes, et I’élément
yr € &, (A € P)) agit comme la translation suivant le vecteur nA (cf. paragraphe 1.3.1.2). 11
est facile de voir que deux éléments a; = (aq,...,a;) et by = (by,...,b;) sont conjugués si et
seulement si
Aa1 +"'+Aa, :Ab1 _|_..._|_Ab”

ou encore si et seulement si les Ué(g[n)—modules Ué(;[n).ml,al) et Ué(;[n).ml,bl) sont iso-
morphes. On vérifie par ailleurs aisément qu'un domaine fondamental pour cette action est

Xy, = {(m,...,vl)eZl|n—12v12---zvlzo},
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et que Papplication x : &1, — Xj, (vi,...,v) — Zﬁ;(l) Ay, est bijective. Par conséquent, le
domaine fondamental A7 ,, paramétrise les classes d’isomorphisme des U, (;[n)—modules V'(A)
qui sont de niveau [ et dont le plus haut poids est dominant. Plus précisément, soit A € X,
et s, € Z'. Alors U] (;[n).ml,sl) est isomorphe & V'(A) si et seulement si s; est conjugué sous

Paction de &; & I'élément x~'(A) € &), o

Puisque 7; induit une bijection IT — II! x Z!(s), A — 7;(\,s), on a la décomposition
De méme, on a la décomposition

Ces décompositions, ainsi que le théoreme 3.8, impliquent le résultat suivant.

Corollaire 3.11 Les formules écrites dans ce paragraphe munissent A® d’une structure de
Uy(sly)-module intégrable de niveau | et d’une structure de Uy(sl;)-module intégrable de ni-
veau n. O

Nous noterons P* (resp. Ps, resp. P?) 'ensemble des poids de A* pour laction de U, (;[n)
(resp. Uy(sly), resp. Ugy(sly) @ Uy(sly)).

3.2.2 Action des bosons sur A°

Grace aux deux formules du lemme 3.5, on peut définir une action des bosons sur les
g-produits extérieurs infinis, en partant de ’action sur les g-produits extérieurs de r termes,
puis en faisant tendre r vers l'infini. Dans la formule qui suit, la somme ne comporte en
réalité qu’un nombre fini de termes non nuls, ce qui permet de définir un endomorphisme B,,,
(m € Z*) de A® par

+00
Bp(ug, A--+) = Zukl N Ng ) N U —pim AUk N e ((kl,) € P(S))
=1

Toutefois, contrairement au cas de ApV, les By, € End(A®) cessent de commuter deux a
deux. On peut en effet prouver le résultat suivant.

Théoréme 3.12 ([U2], Propositions 4.4 & 4.5) Considérons les bosons B, m € Z°
comme agissant sur A°.
1°) Pour m # —m’, on a [By,,Bny] = 0.
2°) Soit m € Z*. Alors il existe v, € K indépendant de s tel que [Bp,B_m] = Ym.-
1— q72mn 1— q2ml
1_q72m 1_q2m'

3°) De fagon explicite, si m >0, on a vy, =m
O

Ainsi, les bosons agissant sur A engendrent une algébre de Heisenberg qu’on notera H.
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3.3 Deux décompositions de A® en tant que Ué(ﬁA[n)@)H@UI’,(BA[l)—
module

Comme pour A7V, on peut montrer le résultat suivant, qui découle des formules données
au paragraphe précédent.

Théoréme 3.13 ([U2], Proposition 4.6) Les actions de Ué(;[n), U;,',(;[l) et de H sur A®
commutent deuz a deuz. O

Notons que, contrairement & A7V, A® admet des vecteurs singuliers pour l'action de
Ué(g[n), par exemple les vecteurs |@;,s;), s; € Z!(s). Soit u € A® un vecteur de poids

Wit(u) € P°. Alors le vecteur Bp,.u (m € Z*) est clairement de poids Wt(u) + m(8 + 4). Tl
découle de ceci et des formules (W;)-(W;) que les vecteurs |@;,s;), s; € Z!(s) sont aussi des
vecteurs singuliers pour H, c’est-a-dire annulés par les By,, m > 0. De méme, les vecteurs
01,80)°, 8 € Z"(s) sont des vecteurs singuliers pour U, (sl;) et H.

Introduisons ’ensemble
Apn(s) = {(rl,...,rl) € Zl(s) |y > >r,r—r < n}

Proposition 3.14 ([U2]) Soit r; € Z!(s) et v, € Z"(s) telles que |0;,r;)) = |0p,rn)®. Alors
r € An(s) et vy, € Api(s). Réciproquement, si vy € A;n(s), alors il existe un unique
Ty € Ap(s) tel que |0p,rpn)® = |01,7)), et siry, € Ay (s), alors il existe un unique r; € A p(s)
tel que |@;,r)) = |0n,70)°.

Démonstration. Elle repose sur les formules (W7)-(Wy4). On peut par exemple utiliser la pro-
position 3.24, dont nous donnons une démonstration ne faisant pas appel a cette proposition-
ci. O

Il découle de cette proposition que
{UOuri) | m1 € Ap(s)} = {[0nyrn)® [ 70 € Any(s)}

est un ensemble de vecteurs singuliers simultanément pour les actions de Uy (sly,), Uy (sl;) et H.
11 se trouve que ces vecteurs forment un systéme complet de vecteurs singuliers relativement a
ces trois actions. Ceci permet en partie de prouver le théoréme suivant, que nous admettrons.

Théoréme 3.15 ([U2], Theorem 4.8) Le Ué(;[n) QH® U;,(;[l)—module A* se décompose
en
A = @ Ué(g\[n)®H®UII)(;[l)|0larl>a
rIEALL(S)

ou de facon équivalente

M= P Ush) @ HRUp(sh). [0nrn)*.
TneAn,l(s)
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Il
Nous allons a présent montrer que les ensembles A;,(s) et Ay ;(s) sont finis.
Lemme 3.16 Pour s; = (s1,...,8) € 7', posons sg :=n + s;. Alors U'ensemble
X (s) = {(81, cS) EZNS) VO <i<I—1,841— 8 < M}
(M € N) est fini.
Démonstration. Soit s; = (s1,...,5) € X;n,m(s). Montrons que pour tout 1 <k </, on a
my < s < My, ol
. !
M(I+2i—1 S . .
Mi::%-i—n-i—i (1<i<l) et mj::s—zMi (1<j5 <.
i£]
Pour 1 < k <l onas —sp =Yy (si1—8) < ook M = (I — k)M, dou I'inégalité
51 < s, + M(l — k). Puisque s; € Z'(s), on a donc
l (- 1)
Z skt M(L— k) = s+ M———,
M -1
soit encore s; < ; + # De plus, on a s1 — sog < M, donc
s  M(—-1)
siSM4n+s<M4n+-+——"=M,.

[ 2

Soit 1 <k <. On a de méme
3k§81+M(l€—1)SMl—i-M(k—l):Mk.

De plus, on a

l l
sk:s—Zsizs—ZMi:mk,
i=1 i=1
ik ik
d’olt les inégalités annoncées. Par conséquent, X, 37(s) est fini, de cardinal inférieur ou égal
3 l
aszl (Mk—mk—l—l). Il

D’apres le lemme précédent, A;,(s) = X;,0(s) est fini et il en est de méme pour A, ;(s)
(en fait, la proposition 3.14 montre que A;,(s) et A, ;(s) sont en bijection). Par conséquent,
les deux décompositions données au théoreme 3.15 ne comportent qu'un nombre fini de
facteurs.
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3.4 Espaces de Fock

3.4.1 Lien entre les espaces de Fock et les sous-espaces de poids de A°

Définition 3.17 Les espaces F,[s)], s; € Z!(s) (resp. Fp[sn]®, sn € Z"(s)), introduits au
paragraphe 3.2.1, sont appelés espaces de Fock (er}\ anglais, g-deformed Fock spaces). D’apres
le théoreme 3.8, ce sont des Uy(sl,)- (resp. Up(sl;)-)sous-modules de A® de niveau [ et n
respectivement. Lorsque [ > 1 et n > 1, on parle d’espaces de Fock de niveau supérieur. o

Remarque 3.18 Attention, les sous-espaces Fy[s)], s; € Z!(s) (resp. Fp[sn]®, sn € Z"(s))
ne sont pas des Up(sl;)- (resp. Uy(sly)-)sous-modules de A°. Par exemple, sin =1=2, on a

fo-[(0,0),(0,0)) = |((1),0),(1, = 1)) — g~ |(0,(1)) (1, — 1)) & Fy[(0,0)].

o

Lemme 3.19 L’application

Orn - Q(s) = @), (s1,--,80) = (0= 514 51,51 — 52,1511 — 1)
est bijective, d'inverse 0, '+ Q@ (n) = Q(s), (a1,....a1) = (s1,...,8), ot les s; sont
définis a l’aide des a; par les formules
1 -1 !
5i 1= 7 S—Zjaj —l—‘Z aj (1<i<l).
7j=1 Jj=i+1
En particulier, Uapplication 0, : Z!(s) — Z! est injective.
Démonstration. Cela se vérifie par un simple calcul laissé au lecteur. O

Remarque 3.20 Soit w € P*. Ecrivons w = dé + E?;OI a;\;, avec ag,...,an_1,d € Z. Nous

allons donner une inégalité vérifiée par les coordonnées de w. Soit (Ay,s,) € 1" x Z™(s) tel
que wt(|Ap,8,)®) = w. Compte tenu de la formule (Wy4) et de 'indépendance linéaire des
vecteurs Ag,...,A,_1,0, on doit avoir

8, = 0;}(%, ceyp—1),
ou 6, est I'application définie au lemme précédent, ainsi que
d= —(A(sn,l) + No(An; 8n; l))
Puisque Ny(Ap; 8n;l) €N, on a en particulier

d < A8, }aos - an—1)i)).
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Ceci montre que {d' € Z | w + d'd € P*} C Z; autrement dit, P*® n’est pas stable sous l'action
de Z¢. Par exemple, pour n =1 = 2, s = 0, on a 2Ay € P*, mais on peut montrer comme
précédemment que 2Ag + d ¢ P*. On peut en fait prouver que {d' € Z | w+ d'd € P} est
un intervalle de la forme {d’' € Z | d' < A}, avec A € Z. De méme, on peut montrer que P*
n’est pas stable sous I'action de 73. o

Pour w € P#, notons w mod Zd := {w' € P* | w' —w € Z} et P5/Z6 := {w mod Z§ | w € P*}.
Bien que P? ne soit pas un groupe, le fait que Zd soit un groupe montre qu’on a

(w e P°/Z6,w € w) = w = w mod Z4.

On définit de méme  mod Z§ () € P*) et P?/Zd. Le résultat suivant, contenu dans [U2],
montre que les espaces de Fock Fy[s;], s; € Z!(s) (resp. Fp[s,]®, 8, € Z"(s)) coincident avec
la somme de certains sous-espaces de poids de A* pour l'action de U, (;[l) (resp. Uy (;[n)) La
preuve de ce résultat repose uniquement sur les formules (Ws) et (Wy).

Proposition 3.21

1°) L’application

n—1

P Zn(s) — ’PS/Z(S, Sy = (81, - ,Sn) — ((l — 81+ Sn)A[) + Z (Si — 8i+1)Ai> mod Z¢
i=0

est bijective, et on a pour tout s, € Z"(s), Fy[s,]* = EB A% (w)
weEp(8n)
2°) L’application

-1

¢ ZNs) = PPJLS, s; = (s1,...,51) — ((n — s+ s)ho+ ) (si— SHI)AZ-) mod Z4
=0

est bijective, et on a pour tout s; € Z'(s), @ A% (w
weP(8y)

Démonstration. Nous ne prouvons que le point 1°), la preuve de 2°) étant analogue. Soit
Sn, € Z™(s). D’apres la formule (Wy), on a wt(|A,,8,)°%) € ©(sn) pour tout A, € II7,
d’olt Fy[s,]* C @ A®(w). Supposons maintenant que w = dd + Y ., Laih; € P2, avec
wep(sn)
ag, ... ,apn—1,d € Z. Soit (Ap,8,) € II"™ x Z"™(s) tel que wt(|A,,8,)®) = w. Compte tenu
de la formule (Wy) et de I'indépendance linéaire des vecteurs Ay,...,A,_1,d, on doit avoir
Sp = 9;}(%, coan—1) et w = wt(|An,8n)°%) € @(8n), Aot p(s,) = w mod Z4. Ceci montre
que @ est surjective. De méme, on montre que EB A (w) C Fy[s,]°, d’ou I'égalité. Cette

wEP(sy)
égalité ainsi que le fait que les F,[s,]®, s, € Z"(s) sont en somme directe, montrent que ¢
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est injective. Il

Corollaire 3.22

n—1
1°) Soit w € P*. Notons w = d(5+z a;\; avec ag, . ..,apn_1,d € 7. Alors s,, := 6‘;}(%, ceyp—1)
i=0
est 'unique multi-charge telle que Fp[s,]® @ A (w + d'5)

d'eZ
-1
2°) Soitw € P*. Notons w = d(5+z a;\; avec ag, ... ,a;_1,d € Z. Alors s; := 91_711(@0, ceyay1)
i=0
est l'unique multi-charge telle que Fy[s;] = @ A* (i + d'5).
d'e7
Démonstration. La encore, il suffit de prouver le point 1°). D’apres la proposition 3.21,
8p i= ¢~ (w mod ZJ) vérifie Fp[s,]* = @ A {w + d'd), et la preuve de cette proposition

d' €7
montre qu’on a aussi 8, =6 %(ao, .+ o4ap—1). L'unicité de la multi-charge qui convient résulte
du fait que les Fp[s,]®, s, € Z"(s) sont en somme directe. O

Remarque 3.23 Soit v € A° un vecteur de poids Wt(u) € P*. Alors le vecteur Bj,.u
(m € Z*) est clairement de poids Wt(u) 4+ m (8 + 6). Par conséquent, d’aprés la proposition
3.21 (ou le corollaire 3.22), chacun des espaces de Fock de niveau supérieur est stable sous
laction de H. o

Terminons ce paragraphe par un résultat reliant les sous-espaces de poids des espaces de
Fock F[s;] (s; € Z!(s)) aux sous-espaces de poids des espaces de Fock F,[s,]* (s, € Z™(s)).

Proposition 3.24 Soit (s;,w) € Z!(s) x P*. On suppose que w est un poids de F[s;]. Alors
il existe un unique couple (spab) € Z"(s) x P* tel que Fyls)](w) = Fp[s,]*(w). De fagon
ezplicite, notons w = d + 27701 a;\; avec ag,...,an_1,d € Z, 8 = (81,...,51), et posons
s0:=n-+s;. Alors on a s, = Hnl(ag, ceyp—1) et = dé + Zﬁ;(l) (si — sit1)A;.

Démonstration. Commengons par prouver l'unicité. Si (s,,w) et (¢,,0) conviennent, alors
on doit avoir {0} C Fy[s/[(w) = F,[t,]°(0) = Fy[s,]*(w) C Fp[s,]* N Fy[t,]°. Puisque les
Fyla,]®, a, € Z"(s) sont en somme directe, on a t, = s,. Comme les sous-espaces de poids
de Fp[s,]® sont en somme directe, on doit aussi avoir ¥ = w. Définissons maintenant s, et
w & laide des formules de I’énoncé et montrons que (s,,w) répond au probléeme. D’aprés
le corollaire 3.22, s, est I'unique multi-charge telle que Fy[s,]* = @ ey A*(w + d'6); en
particulier, on a bien s, € Z"(s). On a donc Fy[s;](w) C @ ycy A*(w + d'0) = Fp[s,]°. Soit
A € T tel que |[Ag,s;) € Fyls](w). Ecrivons que w = wt(|A;,8;)) et appliquons la formule
(W1). En écrivant le vecteur ainsi obtenu dans la base (d,Aq,...,A,_1), on trouve

d = _(A(Slan) +N0)7
a; = —2Ni+Ni—1+Ni+l+ni (OSZSH_I)a
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ot pour 0 <4 < n—1, on aposé N; := N;(Aj;s5n), ni := {1 <j<I]|s;=imodn},
ainsi que N_j := N,,_1 et N,, := Ny. (Notons que ce systéme posséde au plus une solution,
et donc exactement une; par conséquent, les N; sont entierement déterminés par w et s;.)
L'égalité d = —(A(s;,n) + No) et la formule (W>) montrent qu’on a bien wt(|\;,s;)) = 1,
d’out Fy[s;(w) C Fy[s,]*(w). On montre de méme, en permutant les roles de n et I, qu’il
existe ¢; € Z!(s) et v € P* tels que Fp[s,]* (1) C Fy[t;](v). Ainsi, on a Fy[s;](w) C F,[t;](v).
Par un argument analogue a celui utilisé au début de la preuve pour montrer 1'unicité de
(8n,w), on tire t; = 8; et v = w, d’ot le résultat. O

Exemple 3.25 Prenons n = 3, [ = 2, s = (1,0) et w = —2A¢ + Ay + 3Ay — 26. Alors
1((1,1),(1)),81) € Fy[si] N A%(w), donc w € P(Fy[s)]). On a Fy[s/](w) = Fy[s,]*(w) pour
Sp = (2,1, —2) et v = 2Ag + A; — 2. De plus, en utilisant les relations (W1) et (W3),
on voit que pour tout |A;,8;) = |Ap,8,)° € Fy[s)(w) = F,[s,]*(w), on a No(A;;8;5n) = 2,
Ni(Ai;8m) = 1, No(Aj;8i3m) = 0 et No(Ap;sp;l) = Ni(Ap;sn;l) = 0 (ceci montre a
posteriori que dim Fy[s;](w) = 1). o

3.4.2 Bases cristallines

Fixons s; € Z!(s). Nous allons décrire de fagon combinatoire la base cristalline inférieure
4 ¢ =0 de Fy[s;]. Tout ce que nous allons exposer ici vaut aussi pour F,[s,]*, s, € Z!(s), &
condition de permuter les roles de n et [ et de remplacer ¢ par p.

Pour décrire la structure du graphe cristallin de F[s;], on introduit la notion de bon i-
neceud. Soit A € IT!, et 0 < 7 < n — 1. Rappelons que 'on peut ranger les i-nceuds de type A et
de type R de (A;,8;) suivant P'ordre total < décrit au paragraphe 1.1.4. On obtient ainsi une
liste de i-nceuds que 1’on notera Gy < --- < (.. Supprimons de cette liste de fagon récursive
autant de fois que possible tous les couples G, < (41 tels que G, est un nceud de type R et
Bri1 est un noeud de type A de (A;,8). Il reste alors une liste y1 < -+ <, < 01 < -+ < Gy,
ol les y; sont des nceuds de type A de (A;,8;) et les §;, sont des nceuds de type R de (A;,s;)
(éventuellement, on peut avoir u = 0 ou v = 0). Les nceuds =, et 41, s’ils existent, sont alors
appelés bons i-noeuds. Clairement, il ne peut exister qu’au plus un bon i-nceud de type A
(resp. de type R) de (A;,s;). Dans I'exemple 1.8, (5,1,4) et (1,5,1) sont les bons 0-nceuds de
(Ar,81).

Rappelons que A C Q(gq) désigne anneau des fractions rationnelles qui sont régulieres &
q = 0. Posons

Lls) == D AAns) et Bls):= {|)\l,sl) mod qL[s)] | A enl}.
AIEHZ

Nous admettrons le résultat suivant, énoncé dans [JMMO] et [FLOTW] dans le cas ou
s; appartient a I’ensemble A}, := {(tl, ) EZH 1>t > > > 0}, et dans [U2]
pour s; € Z!(s) quelconque.
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Théoréme 3.26 ([JMMO],[FLOTW],[U2]) Le couple (L[s;],B[s;]) est une base cristal-
line inférieure & g = 0 de Fy[s;]. De plus, le graphe cristallin B[s;] contient la fléche

[Ar,1) mod gL[s;] = |y,s1) mod qL[s/]

si et seulement si (p;,8;) est obtenu d partir de (A;,8;) en ajoutant un bon i-neud. O

Pour simplifier les notations, nous poserons
[)\Z,Sl] = |)\l,sl> mod qﬁ[sl] € B[Sl] ()\l € Hl).

Soit B[s;]° la composante connexe de B[s;] qui contient le sommet [@;,s;]. D’apres [Kas2,
Theorem 3], B[s;]" est isomorphe au graphe cristallin du sous-U,(sl,)-module irréductible
M,[s)] C Fy[s;]. (Notons que ce graphe coincide avec le graphe cristallin du Uy (;[n)—module
irréductible Ué(g[n).ml,sl).) La figure 3.1 montre une partie de B[s;]” pour n = 2, [ = 3 et
s; = (3,3,3). Sur la figure, le sommet [A;,8;] (A; € II!) est représenté & I'aide du diagramme
de Young de A, et le symbole - désigne la partition vide.

Introduisons 1’ensemble
[sy,n] = {)\l el ‘ 8] € B[sl]o}.

Lorsque s; € &) ,, les éléments de Hl[sl,n]o sont appelés multi-partitions de Foda-Leclerc-
Okado-Thibon- Welsh, ou en abrégé, multi-partitions de FLOTW (voir [FLOTW],[Ja]). 11
faut mettre en garde le lecteur que les notations adoptées dans ces articles different des
notres selon la transformation qui consiste & renverser 1'ordre des composantes de A; € IT¢ et
s; € Z!. 11 est possible de décrire les multi-partitions de FLOTW de maniére non récursive.
Pour cela, donnons la définition suivante. Soit (A;,v;) € II' x Z%. Notons A; = (A1), ... A1)
les composantes de A\; et v; = (v1,...,v;) les composantes de v;. On dit que (A\;,v;) est
cylindrique si v; € &), et si pour tout ¢ € N*, on a

)\Z(b+1) > A\® (1<b<l—1) ot )\gl) > A0

1+Up —Upt 1 i+n+uv—vr”

Nous admettrons le résultat suivant.

Théoreme 3.27 ([JMMO],[FLOTW]) Supposons que 8; € X . Soit N, € 1. Alors
X\ € T'[s;,n]” si et seulement si (A;,8;) est cylindrique et pour tout k € N*, Uapplication
{(i,k,b) € Z3 | (i,k,b) € ON} — [0; n — 1], v > res,(v; 8;) n'est pas surjective. O

Remarque 3.28 Sil = 1 et s; € [0; n — 1], alors ce théoreme montre que IT'[s;,n]" est
I’ensemble des partitions n-régulieres. o
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|
v
(o9
0/ \1
o ~
(=) QL
/o/ \1¥ ‘0/ \1\

e « Y ~N T 3
(vomm) () (e) (+re0) (or0,m)
/1/ /0/>1/ /0/ \1\ \04\1\ \0\

(o) (o) (o) (o) (om) (o) (com) (o

F1Gc. 3.1 — Une partie du graphe cristallin de My[s;] pour n =2, 1 =3 et s; = (1,1,1).
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Remarque 3.29 Revenons au cas ol 8; € Z!(s) est quelconque. Soit v; € A} 'unique
élément tel que Ué(;[n)-|0l,81> soit isomorphe & Ué(;[n).ml,vl) (voir la remarque 3.10). Cet
isomorphisme induit un isomorphisme de cristaux B[s;]” = B[v]" et donc une bijection
I'[v;,n]” — M![s;,n]” entre les sommets des deux graphes cristallins. On peut calculer cette
bijection en remontant de [A;v;] vers le vecteur [@;,s;] dans B[], puis en appliquant le
chemin inverse au vecteur [@;,s;] dans B[s;]". Il semble malheureusement difficile de décrire
cette bijection de fagon directe. o

3.4.3 Une involution de F[s;]. Bases canoniques d’Uglov de F[s)]

3.4.3.1 Une involution de F[s)]

Définissons une graduation sur A® en posant deg |\,s) := |A| (A € II). On prouve le lemme
suivant par récurrence sur ¢ a partir de la proposition 2.13.

Lemme 3.30 ([U2], Lemma 4.10) Soit k € P (s). Alors pour tout t > r > deg(ug),
on a

Uy N AN, NUfg, g N N U, = Uy N AN, A Ao A,

Tl découle de ce lemme que pour k € P17 (s), la formule

U 1= Ugy N Atg, AU, Aug, o A=+ (r > deg(ug))

r+1 r+2

permet de définir correctement un automorphisme involutif — de A®. On peut montrer que
cette involution est compatible avec les 3 actions sur A® étudiées au paragraphe 3.2 dans le
sens suivant.

Proposition 3.31 ([U2], Proposition 4.12) Pour tout u € Ué(;[n), U € U;,(;[l), m < 0,
v €A, ona

w0 =uv, uwv=uv et Bpywv=DB,.".
O

L’involution de A’ préserve le poids Wt des g-produits extérieurs. Par conséquent, les
espaces F,[s)], s, € Z!(s) et Fy[s,]®, s, € Z"(s) sont chacun laissés stables par I'involution.
Soit (p;,8;) une [-multi-partition chargée. Ecrivons

|pg,81) = Z OGN s (@) A181),
)\lEHl

avec les ax, ;5 (q) € Z[q,q" "], et notons A, (q) := (a)\l,m; s (q)))\l e la matrice de 'invo-
lution de F[s;]. Puisque I'involution laisse stable les sous-espaces de poids de A*, la formule
(Wl) montre que AN, p; SI(Q) 7é 0= |Al| = |ul|
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Soient A;, p; € TI!, 5; € Z(s) et k, I € PTT(s) tels que ug, = |A;,8;) et ug = |p;,8;). Par
définition de 'involution de A®, on a

;51 (9) = a;’}l},,[r] (),

ou 7 est un entier tel que r > max(deg(ug), deg(wy)), k[r] := (k1,... k), U[r] := (I1,... ), et
(r)

les coefficients el 411] () sont ceux de la matrice de I'involution de A7V définie au paragraphe
2.4.1. Par conséquent, la proposition 2.17 implique celle-ci.

Proposition 3.32 ([U2]) Soient A, u; € II', s, € Z!(s) et A, u € T tels que |\,s) = |A;,8;)
et |p,s) = |puy,81). Alors ax, u,; 5,(q) # 0 = X<\ au sens de l’ordre partiel de dominance sur
les partitions. De plus, ax, x,; s,(q) = 1. Par conséquent, la matrice Ag (q) est unitriangulaire
inférieure pour un ordre < donné par ['ordre lexicographique inverse sur les partitions. O

Remarque 3.33 Soit s; € Z!(s). La formule (W;) montre que le sous-espace de F,[s;] de
poids wt(|@;,s;)) est de dimension 1. La proposition précédente et le fait que I'involution —
préserve les sous-espaces de poids de F,[s;] montrent alors que le vecteur |@;,s;) est un point
fixe de cette involution. De méme, les vecteurs |0,,,3,)® (s, € Z"(s)) sont des points fixes de
cette involution. o

3.4.3.2 Bases canoniques d’Uglov de F[s]

Puisque la matrice Ag, (q) est unitriangulaire, on peut définir, comme au paragraphe 2.4.2,
des bases canoniques de F[s;]. Définissons deux réseaux par

LYs)]:= B Zlglx,s) et L [s)]:= B Zlg " As1)-

AIEHZ )\lel_[l

Théoreme 3.34 ([U2]) Soit s; € Z!(s). Alors il existe une unique base

{G+()\l,sl) | A E Hl} (resp. {Gf()\l,sl) | A E Hl}>
de F[si] satisfaisant les deuz conditions suivantes :

(i) GT(s1) =G (As0) (resp. G~ (Ap,81) = G~ (Ap;81) ),
(i) G*T(A;,81) =|A,8) mod gL [s;] (resp. G (A;,8;) = |A;,8;) mod ¢ 'L [s]).

0

Démonstration. Nous ne donnons la preuve que pour la base {G+()\l,sl) | A € Hl}, la preuve
pour la base {G_()\l,sl) | A\ € Hl} étant analogue. Fixons m € N. Rappelons que II!, désigne
I’ensemble des [-multi-partitions de m (cf. paragraphe 1.1.1). On introduit sur T}, un ordre
partiel < comme suit. Soient A, p; € M, et X\, p € II tels que (\,s) = Tl_l()\l,sl) et
(u,8) = 7, (py,81). Par définition, on a A; < p; si g domine X. Considérons & présent un

ordre total < sur Hlm raffinant <, et notons )‘51) << )‘gr) la liste des [-multi-partitions
de m rangées dans cet ordre.
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Nous allons & présent construire les vecteurs Gy, := G+()\l(k),sl) (1 <k < r) par récurrence
sur k. Notons pour simplifier Sy := |)\l(k),sl> (1 < k < r). Puisque la matrice Ag (q) est
unitriangulaire, on a S; = S, donc on peut prendre G := S;. Supposons avoir construit les
vecteurs G1,...,G avec 1 <k <r — 1, et que ces vecteurs sont de la forme

j—1
() Gi=8+> MA@  (1<j<k),
i=1

avec les A; ;(q) € gZ[q] (1 <i < j < k). Nous allons chercher G, sous la forme

k

Grr1 = Ski1+ Y ai(q)Gi,
i=1

ou les coefficients «;(g) sont dans ¢Z[g] (1 < ¢ < k). Puisque la matrice A, (¢) est unitriangu-
laire, on a Sgy1 — Sk41 € Ele Z1q,q~"]S;. En résolvant un systéme linéaire dont la matrice
associée est unitriangulaire d’ordre k, on trouve des coefficients 5;(q) € Z[q,q™'] tels que

k
Skr1 = Sk + Y Bi(@)Gi.

=1

En appliquant I'involution — aux deux membres de cette égalité, on doit avoir pour tout
1 <i<k, Bi(qg ') = —Bi(q). Par conséquent, il existe des polynomes «;(q) € ¢gZ[q] tels que

Bila) = ai(g) —ailg™) (L <i<k).

On remarque alors que le vecteur Gy := Sk + Ele a;(q)G; vérifie Gy = Gryq et
Gri1— Sk+1 € gL T[s]. De plus, 'expression de G 1 dans la base des S; est bien de la forme
(*), ce qui achéve la récurrence. Ceci montre 'existence de la base {GT(A;,s/) | A, € IT'}.
(Il s’agit bien d’une base, car la matrice donnant I'expression de ces vecteurs dans la base
standard de F[s;] est unitriangulaire.)

Montrons & présent I'unicité de cette base. Il faut montrer que si z € gL [s;] est tel que
T = x, alors on a z = 0. Ecrivons z = > pertt O (@) py,81), avee 0y, (q) € qZlg] (1 € IT").

Fixons sur I un ordre total < tel que A; > p, = ax ;s 5(q) = 0. Siz # 0, soit A € I
la plus grande I-multi-partition (pour cet ordre) telle que 6y,(g) # 0. Compte tenu de 'uni-
triangularité de la matrice A, (q) et de I'égalité T = z, on doit avoir Ox,(¢~') = O, (q), ce
qui est impossible car 0y, (q) € gZ[q] \ {0}. O

Remarque 3.35 Nous avons tenu a donner la preuve du théoréeme précédent pour mettre
en valeur le fait que ces bases peuvent étre calculées explicitement de facon tres simple si on
connait la matrice Ag, (q) de I'involution de Fy[s;]: il suffit en effet de résoudre des systemes
linéaires dont les matrices sont unitriangulaires. La matrice Ag (¢) peut & son tour étre
calculée grace a la proposition 2.16 et au lemme 3.30. Nous en déduisons un algorithme simple
permettant de calculer les bases canoniques des espaces de Fock en utilisant les relations de
redressement. o
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Définition 3.36 Lesbases {GT(N\;,8;) | A, € II'} et {G~(N;,8)) | A; € IT'} sont appelées bases
canoniques d’Uglov de Fy[s;]. On peut définir de méme des bases canoniques d'Uglov

{GT(A\ny8n)® | Ap €I} et {G=(An.8n)® | Ap €I}
de Fp[s,]® (s, € Z"(s)).

Définissons les coefficients matriciels AA o 5 (0); A, s s (q) € Zlg,g™"] (N, py € IIY)
par

“lasl Z A)\huh s |)‘lasl> et G_(ulasl) = Z A;l,ul; sl(q)'|)‘lvsl> (/‘l‘l € Hl)a
AlEHl )\lEHl

et notons A§ (g) = (Ail,m; SI(Q))AI et (e € {+,—}) les matrices donnant les bases cano-
niques de F[s;]. o

Exemple 3.37 Prenons n =3, =2, s; = (3,6) et w = 2A¢ — (o + a1 + 2). Nous allons
calculer les bases canoniques de F,[s;](w) & partir de la matrice de l'involution A(q) de
F,[s;](w). A T'aide des relations de redressement, on peut montrer que

1 . (0)7(3))
ql(_ql ; 1 1 , . ) ) Eg,gz,l))))
_ —q (g—q q—q 1 : . : (1,11
Alg) = q—q! 0 0 1 | (3)0)
(q—q1)? g—q! 0 g—q* 1 -] ((2,1),0)
¢ Ng—q"? (g—¢"? q—q¢' —¢g—q ") q—q¢ " 1) ((1,1,1),0)

(voir aussi le paragraphe 5.3.2). Ici les points situés au-dessus de la diagonale représentent
des zéros, et les vecteurs écrits & droite de la matrice sont les [-multi-partitions indexant la
base standard de Fy[s;](w). Calculons la base G*. Reprenons les notations de la preuve du
théoreme précédent. On a donc

S1=[(LLD).0),81), S2=[((2.1).0),81), S3=[((3).0) 1)
Si=|(0,(1,1,1)),8), S5=(0,(2,1)

et
G =G (((1,1,1),0),8), G2=GT(((2,1),0),8), Gs3=G(((3).0),s))
)

(2
Gy=GT((0,(1,1,1)),8), Gs=GT((0,(2.1)),s), Gg=GT((0,(3)),s)-

On a Gy = 5. Cherchons a(q) € qZ[q] tel que G2 = S + a(q)G;. L’expression de la
matrice A(g) montre que

Sy =8+ (q—q 1S =S+ (¢ — ¢ )G
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D’apres la preuve du théoréme 3.34, on a ¢ — ¢! = a(q) — a(q™!), d’ott a(q) = q et

Go = S2 4 ¢Si.

Cherchons b(q), c(q) € qZ[q] tels que G3 = S3 4 b(q)G2 + ¢(q)G1. L'expression de la matrice
A(q) et la résolution d’un systéme unitriangulaire d’ordre 2 montrent que

S3 = Ss+(g—qg)S—qgtg—qg S
= S3+(q—q")G2—qG1)—q " (g—q "Gy
= S3+(¢g—q G2+ (¢72 — ¢*)G.

D’apres la preuve du théoréme 3.34, ona qg—q ' =b(q) —b(g ') et ¢ 2 —q*> =c(q) —clqg™ '),
d’ot1 b(q) = q et ¢(q) = —¢>. Par conséquent, on a

G3 = S3 + qG2 — ¢*G1 = S3 + ¢55.

En calculant de méme Gy, G5 et Gg, on obtient la matrice de passage de la base (S1,...,55)
vers la base (G4, ...,Gg), qu’on note A*(g). On trouve
1. (0,(3))
g 1 . E@,(2,1)) )
0 ¢ 1 . 0,(1,1,1)
A+ — ) y
(@) g 0 01 . ((3).0)
¢ g 0 g1 ((2,1),0)
0 ¢ ¢ 0 ¢ 1/ ((1,1,1),0)
On calcule de méme la matrice A~ (¢) donnant la base G~ de F[s;](w). On trouve cette
fois
1 : (0,(3))
| : (0,(2,1))
-2 ~1
— q —q 1 (@,(1,1,1))
A =
(@) ~' 0 0 1 ((3).0)
¢ —¢' 0 —q¢' 1 ((2,1),0)
- ¢ —¢' ¢ ' 1) ((1LLD)0)

o

Soit € € {+,—}, A, u, € II', 5y € Z!(s) et k, I € PtF(s) tels que ugp, = |A;,8;) et
(r)

up = |p;,81). Rappelons que l'on a ax, u,; s,(q) = e l[r](q) dés que r est suffisamment
grand. Ceci implique que Ail,m; sl(q) = Ai;[’; ] t[r}(Q) deés que r est suffisamment grand. Par

conséquent, les résultats vus pour les bases canoniques de A7V au paragraphe 2.4.2 sont
encore vrais pour les bases canoniques de Fy[s;]. En particulier, d’apres le théoreme 2.22, les
coefficients de AJ (q) (resp. Ag (q)) s’expriment & I'aide des polynémes de Kazhdan-Lusztig

de &,. D’aprés [KT], ces coefficients sont donc dans N[g] (resp. N[p]).
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Nous allons & présent énoncer sans démonstration une importante formule d’inversion.
Cette formule provient d’une dualité entre les deux bases canoniques d’Uglov de F[s;] (voir
[LT] dans le cas out [ = 1 et [U2] dans le cas général). Pour A; € TI', rappelons que A, désigne
la multi-partition conjuguée de A; (cf. paragraphe 1.1.1). Pour 8; = (s1,...,5) € Z, posons
s; = (=S1,..., — 1)

Théoréme 3.38 ([U2], Theorem 5.15) Pour s; € Z!, A, u; €', on a
- 1
A,,;’)\;; s (q )A;Z,[l,l; sl(Q) = 5>\l:l"1'
ulel'[l

0

3.4.3.3 Liens entre les bases canoniques de F,[s;] et les bases globales de Kashi-
wara
Considérons les ensembles (déja définis)
Lo = L[s]] := @ AlXp,s1), By = B[s]:= {|)\z,31> mod qL[s(] | A € Hl},

)\IEHZ

ainsi que les ensembles

Ly :=L[s] = @ A |A,81), By = {|)\l,sl) mod qilLoo | A\ € Hl} et
)\lEHl

Fylslo = P Qa.q'1Ans).

)\IGHl

Nous allons maintenant montrer que (Lo,Bg,Loc,Boso,Fy[s1]g,~ ) satisfait les conditions du
théoreme 1.26. D’apres le théoreme 3.26, (Lo,By) est une base cristalline inférieure & ¢ = 0
de Fy[s;]. On en déduit, & I'aide de la proposition 3.31, que (Ly,Bx) est une base cristalline
inférieure & ¢ = oo de Fy[s]. On a clairement I'isomorphisme Fy[s;] = Q(q) ®qjq,4-1] F4[81]0-
De plus F[s;]g est stable sous I'action de U, (;\[n)(@ ([AM, Lemma 2.7]), et puisque la matrice
As,(q) est A coefficients dans Z[q,q '], Fy[s/]o est aussi stable sous I’action de I'involution
— . Par définition, on a Ly = Lu, donc la condition (b) du théoréme 1.26 est vérifiée. Par
ailleurs, I'involution — de F[s;] satisfait clairement la condition (a). Il reste a vérifier la
condition (c). Rappelons que la matrice A, (g) est & coefficients dans Z[g,q '] et que A4, (1)
est la matrice identité. Soit A; € II*. On a donc

IALs) = s = D (@ () — @y s (1)) |1g,80)-
T

Fixons p, € IT', et considérons le polynéme de Laurent

£(a) = axp; 5(@) = axn s 5,(1) € Zlag™ ).
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On a f(1) = 0, donc g — 1 divise f(q) dans Q(g). De plus, le polynéme (¢ — 1) € Z]q]| est
unitaire, donc ¢ — 1 divise f(q) dans Z[g,q '], soit encore f(q) € (¢ — 1)Z[q,q ']. Compte
tenu de Pexpression du vecteur |A;,s;) — |A;,8;) donnée ci-dessus, ce qui précéde montre
que ce vecteur appartient bien a (¢ — 1)F,[s;]gp. Par conséquent, la condition (c) est aussi
vérifiée. Considérons maintenant le vecteur G (X;,s;) € F,[s;] (A, € IT'). Par définition, on
a G*(A;,81) € L. De plus, la matrice Af (¢) est par définition & coefficients dans Z[q], donc
GT(A,81) € Fylsi]g. Enfin, le vecteur GT(A;,s;) est par définition — -invariant, donc on peut
lui appliquer le théoreme 1.26. Nous avons ainsi démontré le résultat suivant.

Théoréme 3.39 ([U2]) La base canonique {G*(A;,8;) | A € I'} est une base globale infé-
rieure (au sens de [Kas3]) du Uq(g[n)—module intégrable F[s]. O

On peut montrer de méme que {G~ (An,8n)* [ Ap € II"} est une base globale inférieure
du U, (sl;)-module intégrable F[s,]®. Enfin, on peut montrer [U2] que

{67 (s [ A e s }

(resp. {G~(An,8n)® | An € II"[8,,0]" }) est une base globale inférieure du Uq(;[n)—module
irréductible My[s;] (resp. du U,(sl;)-module irréductible M,[s,]®).
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Chapitre 4

Comparaison de bases canoniques
d’espaces de Fock de niveau
supérieur

Soient w et w' sont deuz poids du Uq(;[n)—module F[s;] conjugués sous laction du groupe
de Weyl. Dans ce chapitre, nous cherchons des conditions sur w et w' qui garantissent que
les matrices de transition des bases d’Uglov dans les sous-espaces de poids w et w' sont
égales. Nous obtenons alors une généralisation en niveau supérieur d’un théoréme de [LM].
De maniére duale, si s; et t; sont deux multi-charges congrues l'une a l’autre modulo n, nous
cherchons des conditions qui assurent que les matrices de transition des bases canoniques de
sous-espaces de poids de Fy[s;] et Fy[t;] coincident. Nous montrons en particulier que les
matrices de transition des bases canoniques de certains sous-espaces de poids de Fy[s|] ne
dépendent pas de la multi-charge s;, pourvu que celle-ci soit tres dominante.

Pour s; € Z!(s), w € P*, on pose
Hl(sl;w) = {)\l € ik ‘ |)\l,sl> € As(w)} .
On définit de facon similaire I (s,,; W) pour s, € Z!(s), w € P°.

Définition 4.1 Soient s, t; € Z!(s), w € P(Fy[s/]) et w' € P(Fy[t;]). On dit que les bases
canoniques de Fy[s;](w) et Fy[t;](w') sont semblables 8’1l existe une bijection

w0 (s w) — I (8 0)
telle que pour tout A;, p; € Hl(sl;w), e€{+,—},ona
A;(Al)ﬂf(lbz); 8 (q) = Aaz,m; Sz(q)‘

Autrement dit, les bases canoniques de F,[s;](w) et Fy[¢;](w’) sont semblables si les matrices
de transition entre les bases canoniques et la base standard sont égales, & un changement
d’indexation pres des lignes et des colonnes. o
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4.1 Action des groupes de Weyl de Up(sA[l) et Uq(;[n) sur les
poids de A*

4.1.1 Rappels

* Rappelons que S, = (00, ,On—1,T) = (01, ,On—1,Y1,---,Yn) agit fidelement &
gauche sur Z" par les formules

0-0-(817 '7371) — (Sn +la‘327"'78n71731 _n)7
0i(815..380) = (S1y--+s8it1sSiy---Sn) (1<i<n-—1),
T.(815-48n) = (Sn+1,81,...,80-1),
( ) (

S1y-esSi 1.0 80) (1 <i<n),

(81,...,8n) € Z"™ (cf. paragraphe 1.3.1.2).

(Nous prions le lecteur de bien vouloir nous excuser pour le léger conflit de notations
qui en résulte; en effet, nous avons déja introduit au chapitre 1 la notation o; pour
les générateurs de Coxeter du groupe symétrique affine &,.. Nous espérons que cela ne
créera pas de confusion chez le lecteur.) Soit

Wn = (0-07 s 70-71*1) = 671’

ona &, =W, x (7). Notons que pour 0 € W,,, k € Z, on a o7F(Z"(s)) = Z™(s + Ik).
En particulier, W, agit sur Z"(s), et pour tout ¢ € &, on a o € W, si et seulement si
0.2Z™(s) = Z™(s). Ceci implique en particulier que

{A = (\yeha) €EZ° gy =y gt € Wn} = 72(0).
On vérifie par ailleurs aisément que

Api(s) :={(r1,...,rn) €EZ™(s) |1 > > 1y, 71 — 1 <1}
est un domaine fondamental pour I'action de W, sur Z"(s).

Rappelons que W), est le groupe de Weyl de I'algebre quantique U, (;[n) En particulier,
W, agit sur le réseau des poids de Uy(sly), et son action est donnée par les formules
suivantes (voir la remarque 1.13). Pour 0 <i,j <n—1, on a

A sij#i
0=0 et oA = J L
i Ti- i { N1+ AN — Ay — (52',0 0 sij=1.
Le caractere formel du U, (g[n)—module intégrable A® est invariant sous I'action de W,,.
En particulier, W,, agit sur P*. Puisque  est un point fixe pour 'action de W, W,
agit aussi sur P*/Z4.
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* On définit de méme le groupe W, = él = (60,...,01-1)- W, contient un grand sous-
groupe abélien ; en effet, avec des notations évidentes, on a
7(0) c {A €Z' |y € Wl}.

(On peut montrer qu’on a en fait 1'égalité.) W, agit & gauche sur Z', et les formules pour
cette action s’obtiennent en permutant les roles de n et [ dans les formules donnant
Paction de W, sur Z" On peut restreindre Paction de W; a Z!(s), et A;,(s) est un
domaine fondamental pour cette derniere action.

Rappelons que W, est de groupe de Weyl de I'algebre quantique U, (;[l) En particulier,
W, agit sur le réseau des poids de U (;[l) De plus, le caractere formel du U (;[l) module
intégrable A* est invariant sous l'action de W;, donc I/Vl agit sur P*. Puisque 4 est un
point fixe pour laction de W, W, agit aussi sur Ps/Zd

4.1.2 Compatibilité entre ’action des groupes de Weyl sur les poids de A*
et Paction des groupes de Weyl sur les multi-charges

Lemme 4.2
1°) Soit sp, = (s1,...,5n) € Z"(s) et 0 € W,,. Alors on a

o.wt(|0n,8,)°%) = wt(|0,,0.8,)°).
2) Soit 8y = (s1,...,81) € ZNs) et & € W;. Alors on a
é-'“}t(|@lasl>) = Wt(|01,0‘8l>)

Démonstration. 11 suffit de prouver le point 1°), et ce uniquement pour l'action des o;
(0<i<n-—1).8Soit 5o :=1+sp, t, = (t1,...,tn) := 0;.8, €t tg := [ +t,. D’apres (Wy), on a

Wt([0n,8n)°) = —A(sp,l)0 + Z - 3]+1

— Supposons que ¢ = 0. On a alors t; = s, +1 = 50, t, = s1 =, to =t, +1l =51 et t; = s,
pour tout 2 < 7 <n — 1. Par conséquent, on a

n—1
Ui.Wt(|0n,Sn>.) = —A(Sn,l)(s + (S[) — 81)(An_1 + A1 — AO — 5) + Z (Sj — 8]'_|_1)A]‘
=1
n—1 !
= (A ) +1=s1450)0+ D (t —tjs1)A .
7=0

On vérifie alors par un calcul direct que A(t,,l) = A(sp,l) +1— 1 + Sn, ce qui prouve
le lemme dans ce cas.
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— Supposons que 1 <7 <n — 1. On montre de méme que

0wt (|0n,80)°) = —A(sn,l 5+Z —tit1)A

De plus, on a dans ce cas A(t,,l) = A(sp,l), d’ou la formule souhaitée.

Corollaire 4.3
1°) Soit ¢ : Z™(s) — P*JZ6 Uapplication définie a la proposition 3.21. Alors pour tout
o € Wy, 8, € Z™(s), on a ¢(0.8,) = 0.¢(8y).
2°) Soit ¢ : Zl(s) — 755/Z5 Papplication définie a la proposition 3.21. Alors pour tout
G eW,, s; € Zl(s), on a p(6.8) = 5.9(s)).
Démonstration. 11 suffit de prouver le point 1°). D’aprés (Wy), on a pour s, € Z"(s),
o(8n) = wt(|0y,8,)®) mod Zd. Le corollaire s’ensuit, en réduisant I’égalité du point 1°) du
lemme précédent modulo ZJ. O

4.2 Les bijections 7; et T

4.2.1 Action des puissances divisées sur les espaces de Fock

Fixons dans tout ce paragraphe s; € Z!s) et 0 <4 < n — 1. Nous allons décrire I’action
des puissances divisées e ) et f (k € N*) sur Fy[s;]. Rappelons que nous avons intro-
dult au paragraphe 1.1.4 la notation \; ek, p; ainsi que des entiers M (Aj; py; 8;5n) et

M= (Nis s si3m).

Lemme 4.4
1°) Soit vy € TI', et k € N*. Alors on a

ezk).|1/l,sl> = Z q —M(Niwissin) |A,81),
Alﬁwl

fz(k)-|1/l,31> — Z qu(w;m;sun)ml’sD_
Vzﬁm:

2°) En particulier,
- 51 (v,81) a exactement k i-neeuds de type R et aucun i-neud de type A, alors on

a
k
e; )-|Vl,sz> = |An81),
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ou N € TV est Vunique multi-partition telle que X ik, v ;

- s1 (v,81) a exactement k i-neeuds de type A et aucun i-neud de type R, alors on
a

k
19 wis) = ).
oty p; € II! est 'unique multi-partition telle que vy LN .

Démonstration. Le point 2°) découle clairement du point 1°). On prouve 1°) par récurrence
sur k & Paide de la proposition 3.7. Pour les détails, nous renvoyons le lecteur & [Matl, Proof
of Lemma 6.16] dans le cas ou [ =1 et & [Ja, Proposition 4.5] dans le cas général. O

Naturellement, il existe des formules analogues pour 'action des égk) et fi(k) sur Fy,[s,]*
(0<i<l—1, keN, s, €Z"s)).

4.2.2 Définition des bijections 7; et 7;

Définition 4.5 Rappelons que W, agit sur le graphe cristallin B[s;] (cf. paragraphe 1.2.3.2).
Soit 4 un entier appartenant & [0; n — 1]. On peut donc définir une involution w; : II* — TT',
ot w;(A;) est 'unique multi-partition telle que

[wi()\l),sl] = O'Z'.[)\l,sl] ()\l S Hl).

Notons alors que pour w € P(Fy[s]), on a w; (II'(s;;w)) = '(s;;0;.w). Dans le cas ot
w+ a; ¢ P(Fylsi]), la restriction de w; a IT!(s;; w) sera notée m;. Nous avons ainsi construit
une bijection
m O (s w) — O (sy;04.w)

pour tout w € P(Fy[si]) et i € [0; n — 1] tels que w + a; ¢ P(Fy[si]). o
Remarque 4.6 Dans le cas ou | = 1, les travaux