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Chapter 1
Introduction

Cette these a pour objet I'étude de quelques équations aux dérivées partielles non
linéaires de type Dirichlet ou Neumann, a structure variationnelle, présentant un
défaut de compacité. Ce sujet trouve son origine dans des problemes de géométrie
différentielle (probleme de Yamabe avec ou sans bord) ou des probléemes de physique
(les équations de Yang-Mills).

Etant donnée la structure variationnelle de ces problemes, les solutions cherchées
correspondent aux points critiques d’une fonctionnelle F'., elles sont solutions de
I'équation F'(u) = 0. La difficulté principale commune a tous ces problemes est le
mangque de compacité. Pour remédier a cette difficulté, on utilise une forme déguisée

de compacité : la condition de Palais-Smale (PS).

Définition 1.0.1.
Soit F une fonction de classe C' sur un Banach E. On dit que F vérifie la condition
(PS) si pour toute suite (u;) telle que F'(u;) reste bornée et ||F'(u;)|| — 0, alors (u;)

est relativement compacte.

Cette condition empéche les points critiques de F' de "fuir a I'infini”.
Cependant, la condition (PS) est trop forte, c’est a dire il existe des suites non
relativement compactes pour lesquelles F' reste bornée et sa dérivée tend vers zero.
Aussi, une fonction F' peut atteindre son minimum sans vérifier la condition (PS).

On introduit, alors, une condition plus faible (PS). (voir Brézis-Coron-Nirenberg
[BCN)).

Définition 1.0.2.
Soitc € IR fixé. On dit que F vérifie (PS). si pour toute suite (u;) telle que F(u;) — ¢

et ||[F'(uj)|| — 0, alors (u;) est relativement compacte.

Cette amélioration qui peut paraitre négligeable est en fait extrémement utile

dans les applications. En pratique, on est conduit au programme suivant:
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1)Identifier les valeurs de ¢ pour lesquelles (PS). tombe en défaut.

2) Montrer que inf F' n’est pas une telle valeur.

Cette approche conduit a I’existence de solutions pour des équations a structures vari-
ationnelles. Le point d’orgue dans cette direction, est I’accomplissement de la preuve
de la conjecture de Yamabe par Aubin [A] et Schoen. La résolution du probleme de
Yamabe marque une étape dans le développement de ’analyse non linéaire.

Depuis, plusieurs travaux fondateurs ont été mis au point, citons par exemples [BN1],
[BaC], [C], [CHL], [Lel], [Pa], pour des problemes avec condition de Dirichlet, et
[AM], [AY], [Ch], [E], pour des problemes avec condition de Neumann.

Cette these se répartit en quatre chapitres. Le chapitre 1 est une introduction
générale. Dans le chapitre 2, on étudie un probleme avec la condition de Dirich-
let homogene et avec 'exposant critique de Sobolev.

Dans les chapitres 3 et 4, on s’intéresse a des problemes de Neumann non linéaires

avec une non-linéarité critique au bord.

1.1 Problemes de Dirichlet non linéaires faisant

intervenir ’exposant critique du Sobolev

On étudie une équation aux dérivées partielles elliptique non linéaire avec poids

faisant intervenir ’exposant critique de Sobolev de type

—div(p(z)Vu) = u?' + \u dans Q,
(P1),, u >0 dans €2,
u=20 sur 0,

ol € est un ouvert borné régulier de RN, N > 3, p : Q@ — IR est une fonction
strictement positive avec p € H}(Q)NC(Q), A € Ret g = %
On rappelle que pour ¢ € [1, ¢ Uinjection de Sobolev Hj(2) < L'(2) est compacte,

) _ ) _ 2N / ..
et ne l'est plus lorsque ¢ = ¢. L’exposant ¢ = 3= est appelé exposant critique de
Sobolev. On introduit alors la meilleure constante de Sobolev

Jo [Vul?dz

S = inf 5
wEHY@O\O} ( [1, ulada)s

dont les propriétés essentielles sont (voir [BN1]): S ne dépend pas du domaine Q, S
n’est jamais atteinte si Q # RN, S est atteinte sur IRY et les fonctions extrémales

sont de la forme

Upoe(z) = an 5, xRN




oll € > 0 est un parametre de concentration, o € IRY est un parametre de translation

et ay est une constante choisie de telle sorte que chacune de ces fonctions vérifie:

~AUpye = UL sur RY.

0,E

Cette partie repose sur deux résultats fondamentaux d’existence concernant le probleme
(P1), dans le cas p = 1. Le premier, du a Brezis-Nirenberg [BN1], tient compte de
la perturbation linéaire Au, le second, dit & Coron [C], tient compte de la géometrie
de 'ouvert €2 lorsque A = 0.

Les méthodes utilisées dans ce travail, font appel a la recherche de minima de la
fonctionnelle associée a (P1)q et au principe de Concentration-Compacité de Lions

[L]. On utilise également une variante du Théoreme d’Ambrosetti-Rabinowitz [AR].

1.1.1 Influence de la perturbation linéaire

On généralise les résultats de [BN1]| concernant (P1)g au cas ou le poids p # 1.
On remarque que l'existence de solutions dans ce cas dépend du parametre A et du
comportement de la fonction p au voisinage de ses minima.

On considere alors py = min{p(x), z € Q} et on suppose que p~({po}) N Q # 0.
Soit a € p~1({po}) N Q, on suppose que, dans un voisinage de a

(1.1.1) p(x) = p, + Bile — al* + |z — al*0(2),

avec k > 0, Ox > 0 et O(x) tend vers 0 quand z tend vers a.
Dans le cas ou 0 < k < 2 la situation est plus délicate, alors on se restreint au cas

ou p vérifie la condition supplémentaire
\Y (x—
(1.1.2) kg, < YPEe—a) g
x

On a le théoréme suivant

Théoreme 1.

On suppose que p € HY(Q)NC(Q) vérifie (1.1.1). Soit X la premicre valeur propre
de Uopérateur div(p(x)V.) sur Q avec condition de Dirichlet homogéne. On a
1)Sin >4 et k> 2, alors pour tout \ €]0, \{""[ il existe une solution de (P1),,.
(n—2)n

n—_(’f)ﬂ)ﬁz telle que pour

2)Sin >4 et k =2, alors il existe une constante ¥(n) = i

tout X €]5(n), X[ il existe une solution de (P1),.

3)Sin = 3 et k > 2, alors il existe une constante v(k) > 0 telle que pour tout
A €]y(k), \{"[ le probléeme (P1),, admet une solution.

4)Sin > 3,0 < k <2 etp vérifie la condition (1.1.2) alors il existe \* € [Bk%z, vl
ot B, = B min|(diam Q)2 1], tel que pour tout A €]X\*, X8V, le probléme (P1),
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admet une solution.

5)Simn >3 et k > 0, alors pour tout A\ < 0 le probléme (P1), n’a pas de solution
minimisante.

6)Sin > 3 et k > 0, alors le probléme (P1), n’admet pas de solution pour tout
A > v,

Dans la démonstration de ce théoreme, 1’outil de base est une technique de min-
imisation. Dans le cas k > 2, une estimation fine de I’énergie permet de conclure.
Cependant, dans le cas 0 < k < 2, on utilise en plus un lemme de type Hardy (voir
[HLP]).

On obtient également grace a I'identité de Pohozaev, des résultats de non existence

pour le probleme (P1), dans le cas d'un domaine étoilé.

1.1.2 Influence de la géométrie du domaine

Dans le cas ou p = 1 et A = 0, l'identité de Pohozaev montre que le probleme (P1)gq
n’admet pas de solution pour un domaine étoilé. Cependant, Coron [C] a montré
'existence de solutions concernant le probleme (P1)q pour un domaine avec un petit
trou.

Dans le cas ou p # 1, on remarque, en utilisant 'identité de Pohozaev, que pour
A =0 et pour p € H(Q) N C(Q) vérifiant Vp(x).(x — a) > 0 p.p sur €, le probleme
(P1),, n’admet pas de solution pour un domaine étoilé par rapport a a. On modifie
alors la géométrie du domaine afin d’obtenir une solution dans ce dernier cas.

Soit 2 € IRY, N > 3 un domaine borné régulier et étoilé par rapport & a, et soit
e > 0. On étudie le probleme (P1),,_ pour A = 0 avec Q. = Q\ B(a,¢).

On montre le résultat suivant

Théoreme 2.
On suppose que p € HY(2) N C(Q) vérifie Vp(x).(x —a) > 0 p.p Q, alors il existe
g0 = €0(§2,p) > 0 tel que pour tout € < &, le probleme (P1),_ admet une solution.

On s’inspire des méthodes utilisées dans [C] et dans [H]. L’idée de la démonstration

consiste a étudier la fonctionnelle

1

1
F(u) = 5/9 p(z)|Vul|*dr — 5/{) lu|?dz, u e Hg(Q).

Les solutions de (P1),,_ correspondent aux points critiques non nuls de F'. En général
F ne vérifie pas la condition de Palais Smale (PS), mais on montre que F vérifie
une condition plus faible (PS). pour ¢ e]%(poS)%, %(pOS)%[. On applique alors
une variante du Théoreme d’Ambrosetti-Rabinowitz [AR] qui permet d’obtenir une

solution.
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1.2 Problemes de Neumann non linéaires avec une

non-linéarité critique au bord

On s’interesse a des équations de Neumann non-linéaires avec poids et avec une

non-linéarité critique au bord du type

(P2) —div(p(x)Vu) = Au+ f(z,u) dans €,
P — Q) |ult™*u  sur 99,
ou Q C RN, N > 3, est un domaine borné avec un bord régulier €2, v est la normale
extérieure & 99, Q est une fonction continue et positive dans 9Q, p € H () est

2(N-1)
N—2
On sait que pour t € [1,¢[ 'injection de H'(2) — L!(99) est compacte, et ne l'est

2(N-1)

plus lorsque ¢ = ¢. L’exposant ¢ = ==~ est appelé exposant critique de Sobolev

pour l'inclusion de trace de H(2) dans L9(992).

On introduit la meilleure constante de Sobolev de linjection de trace H'(IRY)) —

LORY)
/ \Vul*dz
Sl == inf et

weH(IRY)\{0} :
/ |u|?dx
IR

ou RY ={z = (2/,zy): 2’ € RN oy > 0}.

continue et positive dans Q, ¢ = et f(.,u) est un terme d’ordre inférieur a gq.

On sait d’aprés Lions [L] que S; est atteinte, et d’aprés Escobar [E], que les fonctions
minimisantes sont de la forme

CN
(1+zn)2+ |22

W(x' xyn) =

N-—2

=

ol cy > 0 est une constante qui ne dépend que de la dimension N.
De plus

N —2 _1_
5N

Slz

oll wy = volume de sphere unité SV

On considere la condition géometrique, suivante :

On dit que (g.c) est satisfaite au point y € 02 8’1l existe un voisinage U(y) tel que
QNU(y) est contenu dans le demi-espace délimité par le plan tangent a 992 au point
y. Il s’agit donc d'un point ou toutes les courbures principales sont positives.

On note qu’on a toujours l'existence d’un point y € 99 pour lequel (g.c) est satis-

faite, voir [AY].
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On sait d’aprés [AM] que la courbure moyenne de 92 et la condition géométrique
(g.c) en un point y € 9N jouent des roles importants dans la résolution des problemes
de type (P2).

Dans le casoup=1=Q et f(x,u) =0, (P2) a été traité par plusieurs auteurs,
on cite par exemple [AY], [Ch], [CY].
On se place dans le cas ou p et @ sont des fonctions positives continues, et f(x,u)
est, soit de la forme au”, soit une fonction qui ne dépend pas de wu.

Soit xy € 02 vérifiant
—————— = min —p(x)
(Q(zo))N=2 weo (Q(z))N 2

On suppose que

(1.2.1) [p(z) = p(zo)| = ol|z — @ol)
et
(1.2.2) 1Q(x) — Q(z0)| = o(|z — zo])

pour x proche de xg.

On définit
[ 1 p(zo) N-1
2(N — 1) Q(zo)N—2"1

1.2.1 Le cas ou f(z,u) = au’

On s’intéresse au probleme suivant
—div(p(z)Vu) = M+ ofu|""?u  dans €,
(1.2.3) u#0 dans 2
Qu — Q(a)|u|%u sur 052,
avec v € Ret 2 <r <q.

On considere la fonctionnelle associée au probleme (1.2.3)

1 A 1
Io= / plo)| Vuldz — 5 / juf?dz — = / ul dz — = / P(2)Q(@)|ulds,.
2 Jq 2 Ja T Ja q Joo

On commence par étudier I'existence de solutions au probleme (1.2.3) dans le cas ou
le parametre A est strictement négatif et o un réel quelconque. Plus précisement on

a le théoreme suivant

Théoreme 3.

Soit Q € RN, N > 3 un domaine borné avec un bord 9 régulier vérifiant (g.c) en
xg et H(zg) > 0. On suppose que p vérifie (1.2.1) et Q vérifie (1.2.2). Alors pour
tout A < 0 et pour tout o € IR le probléme (1.2.8) posséde une solution.

12



Idée de la preuve: On vérifie que 'energie [, satisfait les hypotheses du Lemme

du Col, d’ou l'existence d’une suite (u,) vérifiant I,(u,) — c et I/ (u,) — 0 dans
H~(Q) avec ¢ donné par le Lemme du Col.
Dans un premier temps, on vérifie que ¢ < S;. Ensuite, on montre que la suite (up)
converge fortement vers u dans H'(Q). Pour se faire, on est conduit a distinguer les
cas a < 0 et a > 0. Dans le cas ot a < 0, on conclut en utilisant les méthodes
variationelles classiques, par contre dans le cas ou a > 0 on fait appel au principe de
Concentration-Compacité de Lions [L]. La limite u de la suite (u,) sera une solution
du probleme (1.2.3).

Dans le cas ou A est strictement positif. On considere l'opérateur —div(p(z)V .)
avec la condition de Neumann homogene au bord. On note la suite des valeurs
propres correspondantes par {\g, & € N\ {0}}. Elles vérifient 0 = A\; < Ay < ... De
plus les fonctions propres qui correspondent a A; sont les fonctions constantes.

Soit k € N\ {0} tel que A\x_; # A\g, on montre le résultat suivant

Théoreme 4.

Soit Q € RN, N > 3 un domaine borné avec un bord 0Q régulier vérifiant (g.c) en
xo et H(xg) > 0. On suppose que p vérifie (1.2.1) et Q vérifie (1.2.2). Alors pour
tout A €]Ak—_1, M| et pour tout a > 0 le probléme (1.2.3) posséde une solution.

Concernant la preuve de Théoreme 4, on raisonne comme dans le Théoreme 3 et

on conclut a l'aide de principe de min-max (voir [W]).

1.2.2 Le cas ou f(x,u) = f(x)
On considere I’équation suivante

{ —div(p(x)Vu) = M+ f(z) dans ,

Su — Q(z)|ul"?u sur 99,

(1.2.4)

On s’intéresse a l'existence de solutions du probleme (1.2.4) qui ne sont pas iden-
tiquement nulles sur le bord 9€). On suppose alors que f est telle que

(1.2.5)

—div(p(z)Vu) = A+ f(z) dans €,

g—“:u:O sur 052,
14

le probleme n’admet pas de solution.

Notons que 'hypothese (1.2.5) est satisfaite, par exemple si f ne change pas de signe.
En effet, si (1.2.5) n’est pas satisfaite pour une fonction f de signe constant, alors
on obtient une contradiction grace au Lemme de Hopf.

On distingue deux parties principales.
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Dans la premiere partie, on s’intéresse au cas ou A est srictement négatif. Pour
étudier I'existence de solutions du probleme (1.2.4), certaines conditions sur f sont

nécessaires pour cette approche. On les résume ici

( fe HYQ)NC(Q)\ {0} satisfait la condition (1.2.5)

et

(H1) (*)/Qf(x)udx< 0N</§120(x)|Vu\2d:U— A/{)\UPCZ&:) ;

Vu € H(Q), /aéo(m)Q(x)|u|qum:1.

vz

q—1

avec oy = (q — 2) [qfll} -

On note que (x) est satisfaite par exemple si || f||g-1 < M, ou M est une con-

stante connue qui ne dépend que de A, de p, de @Q et de I'injection H'(Q2) — L7(09).

Le premier résultat de cette partie est le suivant

Théoreme 5.
Soit Q € RN, N > 3 un domaine borné avec un bord 9 régulier vérifiant (g.c) en
xq et tel que H(xg) > 0. On suppose que f vérifie (H1), p vérifie (1.2.1) et Q vérifie
(1.2.2). Alors pour tout A < 0 on a

/ f(x ud:c]

I = inf i [aN (/Qp(x)|Vu]2d:c— /\u| daz>

(fm p(x)Q(x)|u|lds,

N
2

est atteint et Iy > 0.

Ce Théoreme joue un role important dans la preuve de 'existence de solutions
du probleme (1.2.4).
La démonstration de ce Théoreme repose sur des idées de Brezis-Nirenberg [BN2]

concernant un probléme de minimisation de type Dirichlet.

Le deuxieme résultat de cette partie est le Théoreme suivant

Théoreme 6.

Soit Q € RN, N > 3 un domaine borné avec un bord 9 régulier vérifiant (g.c) en
xg et H(zg) > 0. On suppose que f vérifie (H1), p vérifie (1.2.1) et Q vérifie (1.2.2).
Lorsque N = 3, on suppose de plus que f, p et Q sont assez régqulieres. On a alors

pour tout A < 0 le probléme (1.2.4) admet au moins deux solutions.
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L’idée de la preuve suit la stratégie dévélloppée par Tarantello dans [T| pour
traiter un probleme de type Dirichlet.

La fonctionnelle correspondante au probleme (1.2.4) est donnée par

I(u) = %/Qp(xﬂVu]Qd:z:—%/Q|u|2dx—/§2f(x)udx—é/mp(:c)Q(x)\uPdsm, ue H'(9).

On note
I(u) = / () [ VulPdi — A / fuf?dz — (g — 1) /a H@Q)ul'ds.

On utilise les ensembles suivants:

A={ue H(Q): (I'(u),u) =0},AT ={ueA: I(u) >0}, Ag={ueA: I,(u) =0}
et A-={ueA: I(u) <0}

Pour montrer I'existence de deux solutions, on considere les problemes de minimisa-

tion suivants

(1.2.6) co = ir/{ff(u)
et
(1.2.7) = 1/{1f I(u).

Pour montrer que l'infimum (1.2.6) est atteint pour une certaine fonction uy on fait
appel au principe variationnel d’Ekeland [AE]. Par la suite, on vérifie que ug € A"

et qu’elle correspond & un minimum local. Ainsi on a une premiere solution.

Dans le but de montrer que (1.2.7) est atteint, on applique le principe variation-
nel d’Ekeland, on obtient une suite (u,) C A~ qui vérifie I(u,) — ¢; et I'(u,) — 0
dans H~*(©2). On montre en utilisant le principe de Concentration-Compacité [L]
que si ¢; < ¢y + S, alors la suite (uy,) converge fortement vers une fonction u; dans
HY(Q).

La comparaison entre ¢; et ¢o+S; présente une grande difficulté. Pour la surmonter,
on compare séparement ¢y, ¢o + 5, avec la valeur ¢ donnée par le Lemme du Col. On
obtient 1 < ¢ < ¢y + 51.

Finalement, on vérifie que u; € A~. Ainsi on a une deuxieme solution du probléeme
(1.2.4).

Dans la deuxieme partie, on s’intéresse au cas ou le parametre A est strictement
positif. On considere le spectre {1, Aq, ...} de I'opérateur —div(p(z)V .) avec la con-
dition de Neumann homogene au bord.

Soit k € N\ {0} tel que A\y_; # A;. On pose E, = span{es,...,e;}, oll ey, ..., ¢

sont les fonctions propres qui correspondent aux valeurs propres Aj, ..., A\r_1;. On a
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la décomposition orthogonale suivante H'(Q) = E,” & E;.

Les hypotheses sur f sont données par
(H2) feEfnc(Q)\ {0} satisfait (1.2.5).
Le théoreme principal de cette partie est le suivant

Théoreme 7.

Soit Q € RN, N > 3 un domaine borné avec un bord 9 régulier vérifiant (g.c) en
xq et telle que H(xg) > 0. On suppose que p vérifie (1.2.1), Q vérifie (1.2.2) et que
f vérifie (H2). Dans les cas ou N =3 et N =4, on suppose de plus que f(zq) # 0.
Alors pour tout X\ €| A\p_1, \g|, il existe une constante o = a(p, Q, A, N) > 0 telle que

si |[fllzz < « alors le probléeme (1.2.4) admet au moins une solution.

Dans ce résultat, le fait que f soit dans E;" permet de vérifier les hypotheses du

théoréeme de min-max (voir [W]) et ainsi d’avoir une solution du probleme (1.2.4).
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Part 1

Problemes de Dirichlet non
linéaires faisant intervenir

I’exposant critique du Sobolev
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Chapter 2

Problem with critical Sobolev

exponent and with weight

(This work in collaboration with R. Hadiji has been submitted to the Chinese Annals

of Mathematics serie B)

2.1 Introduction

In this paper we study the following problem:

—div(p(z)Vu) = u? ' + Au in Q,
(2.1.1) u>0 in Q,
u =20 on 0,

where  is a bounded domain in IR", n > 3, p :  — IR is a given positive weight
such that p € HY(Q)NC(Q), X is a real constant and ¢ = % is the critical exponent
for the Sobolev embedding of H} () into L(Q).

In [BN1], Brezis and Nirenberg treated the case where p is constant. They proved,
in particular, the existence of a solution of (2.1.1) for 0 < A < A if n > 4 and for
A< A< A\ if n =3, where A; is the first eigenvalue of —A on €2 with zero Dirichlet
boundary condition and \* is a positive constant.

In this paper, we extend this result to the general case of where p is not constant.
The study of problem (2.1.1), shows that the existence of solutions depends, apart
from parameter \, on the behavior of p near its minima and on the geometry of the
domain 2.

Set p, = min{p(z), z € O}, we suppose that p~1({p,})NQ # @ and let a € p~1({p, })N
Q.

In the first part of this work, we study the effect of the behavior of p near its minima

on the existence of solution for our problem. The method that is mostly relied upon,
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apart from the identities of Pohozeav, is the adaptations to the new context of the
arguments developed in [BN].

We assume that, in a neighborhood of a, p behaves like
(2.1.2) p(z) = p, + Belr — a|* + |z — a|"0(z),

with k£ > 0, B > 0 and 6(x) tends to 0 when z tends to a.

Note that the parameter k£ will play an essential role in the study of our problem.
Indeed, 2 appears as a critical value for k. More precisely the case k > 2 is treated by
a classical procedure, however the case 0 < k < 2 is less easily accessible. Therefore,
in this case, we restrict ourself to the case where p satisfies the additional condition
(2.1.3) k3, < W ae z € Q.

Let us notice that if p is sufficiently smooth, then condition (2.1.2) follows directly
from Taylor’s expansion of p near a.

The fact that 2 is a critical value for k appears clearly in dimension n = 4, therefore,

in this dimension and with the aim of obtaining more explicit results, we assume

f(x)
lz—al*

tion is not necessary to prove the existence of solutions.

moreover that 6 satisfies f B(a1) dx < co. Let us emphasize that this last condi-
Moreover, in dimension n = 3, the problem is more delicate, then we treat it in a
particular case; more precisely for p(x) = p, + fe|r — al¥, k > 0.

The first result of this work is the following

Theorem 2.1.1.

Assume that p € HY(Q) N C(Q) satisfies (2.1.2). Let X be the first eigenvalue of
div(p(z)V.) on Q with zero Dirichlet boundary condition, we have

1)Ifn >4 and k > 2, then for every A €]0, X[ there exists a solution of (2.1.1).
2)Ifn >4 and k = 2, then there exists a constant ¥(n) = %62 such that for
every X €)7(n), \{[ there exists a solution of (2.1.1).

3)Ifn =3 and k > 2, then there exists a constant (k) > 0 such that for every
A €]y(k), \{V[ there exists a solution of (2.1.1).

4)Ifn > 3,0 < k < 2 and p satisfies the condition (2.1.3) then there exists
A€ (B NI, where By = By min[(diam Q)*2, 1], such that for any A €JX*, A{™]
problem (2.1.1) admits a solution.

5)If n > 3 and k > 0, then for every A < 0 there is no minimizing solution of
equation (2.1.1).

6)Ifn >3 and k > 0, then there is no solution of problem (2.1.1) for every A > A\,

Remark 2.1.1.
In general, the intervals |3(n), \4*[ in 2) and [Bk";, NV in 4 ), may be empty. But
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there are some sufficient conditions for which the above intervals are nonempty:

Dife> g, f%(;ﬁ‘_) 0 (diam 0, then 3(n) < .

Notice that this condition is always true if n is rather large.

ﬁkn2 5 n2 .
2) 1 > , then B,% < A%,
P> T (M O SN

We postpone the proof of 1) and 2) in this remark until the end of section 2.3.

The second part of this work is dedicated to the study of the effect of the geometry
of the domain on the existence of solutions of our problem. More precisely, since for
A= 0and p € H(Q) N C(Q) satisfying Vp(z).(x —a) > 0 a.e in Q, the problem
(2.1.1) does not have a solution for a starshaped domain about a, we will modify
the geometry of ) in order to find a solution. Therefore, let @ C IR", n > 3 be a
starshaped domain about a and let £ > 0, we will study the existence of solution of

the problem

—div(p(z)Vu) = u?™' in Q,
(I,) u>0 inQ,,
u=20 on 0f),,

where . = Q\ B(a,¢).

For p =1 and A = 0, the problem (2.1.1) has been first investigated in [C] and an
interesting result of existence has been proved for domains with holes. In [BaC],
this last result is extended to all domains having "nontrivial” topology (in a suitable
sense). This nontrivially condition (which covers a large class of domains) is only
sufficient for the solvability but not necessary as shown by some examples of con-
tractible domains €2 for which (2.1.1) has solutions (see [D], [Di], [Pal).

In other direction, [Lel] shows that the solution of [C], on a domain with a hole of
diameter € and center z, concentrates at the point zy. In [H], the author generalized
the result of [C] for the case where u? is replaced by u? 4+ pu®, where p € IR and
l<a<yg.

In this work, we consider the case where p € H*(Q)NC(f) and satisfying Vp(x).(x —
a) > 0a.eon 2\ {a}. The method we use in this part is an adaptation of those used
in [C] and [H]. More particularly, we use the min-max techniques and a variant of
the Ambrosetti-Rabinowitz theorem [AR].

The second result of this work is the following

Theorem 2.1.2.
There exists eg = o(§2,p) > 0 such that for 0 < e < g the problem (I.) has at least

one solution in H}(€.).
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The rest of this paper is divided into three sections. In Section 1 some preliminary
results will be established. Section 2 and Section 3 are devoted respectively to the

proof of Theorem 2.1.1 and the proof of Theorem 2.1.2.

2.2 Some preliminary results

We start by recalling some notations which will be frequently used throughout the
rest of this paper. First, we define

S= inf |Vul3

uEHg [|ullg=1

that corresponds to the best constant for the Sobolev embedding H}(Q) C L().

Let us denote by U, . denote an extremal function for the Sobolev inequality

1
Upe(x) = —_ re R
(e + |z —al?)=

We set

(2.2.1) Uge(r) = (()Use(x), © € R",

where ¢ € C§°(2) is a fixed function such that 0 < ¢ < 1, and ¢ = 1 in some
neighborhood of a included in €.
We know from [BN1] that

K
(22.2) IVitaclls = == +0(1),
K
(2.2.3) | e |2= j +O0(e)
and

, & +0(1)ifn>5
(2.2.4) e 2= = |
S|loge| +O(1) if n=4

where K; and K, are positive constants with % = S, w, is the area of S® and

1
K, = — dx.
; /R (1 + 2"

We shall state some auxiliary results.
For p e CYQ) or pe HY(Q)NC(Q) and Vp(z).(x — a) > 0 a.e v € ), we consider

1 ¢ Jo Vp(2).(x — a)|Vu|*dz
—  in :
2 ueH}(Q)u0 Jo lul?dz

a(p) =
We easily see that a(p) € [—oo, +o0], and we have the following result
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Proposition 2.2.1.

1) If p € CY(Y) and there exists b € Q such that Vp(b)(b—a) < 0, then a(p) = —oo.
2) If p € HY(Q)NC(Q) satisfying (2.1.2) and Vp(x).(x —a) >0 a.e x € Q, we have
2.a) If k> 2 and p € CY(Q), then a(p) =0 for all n > 3.

2.b) If 0 < k < 2 and p satisfies condition (2.1.3) then for all n > 3 we have

2
5o (M52 (i ) <a()

Proof.

We start by proving 1). Set ¢(z) = Vp(z).(z — a) Vo € Q and let ¢ € C5°(R") such
that 0 < ¢ < 1 on IR", ¢ = 1 on the ball {z,|z| < r}, and ¢ = 0 outside the ball
{z,|z] < 2r}, where r < 1 is a positive constant .

Set @;(z) = ¢(j(z — b)) for j € N*. We have

1 Jo a(2)|Ve,(z)Pda

2 fQ ’%’de

1 fB(b?ﬂi) q(x)|V;(x)*dx
-2 fB(b,ZJ—.T) |pjl2dx

alp) <

Using the change of variable y = j(z — b), we obtain

j? fB(O,Qr) q(% +0)|V(x)Pde
2 fB(O,Qr) |o*dz

Applying the Dominated Convergence Theorem, we obtain

J0,2n) IV o(@)*dr
fB(O,2r) |p|*dz

alp) <

+o(1)

alp) < ]; q(b)

Letting 7 — oo, we deduce the desired result.
Now we will prove 2.a).

Using (2.1.2) and since p € C'(2) in a neighborhood V' of a, we write
(2.2.5) p(x) = p, + Bilz — al* + 6:1(2),
where 0; € C'(V) is such that

(2.2.6) lim 1)

z—a |x — alF
Looking at (2.2.6), we deduce that there exists 0 < r < 1, such that
(2.2.7) 01(z) < |z —alf Va € B(a,2r).
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Let ¢ € C{°(IR™) be a function such that 0 < ¢ < 1 on IR", ¢ = 1 on the ball
{z,|z| < r}, and ¢ = 0 outside the ball {z, |x| < 2r}. Set ¢;(x) = ¢(j(z — a)) for
j € N*, we have

1 [ Vp(2).(x — a)|Vi;(x)*dz
O al) <5 Jo lej|?dx '

Using (2.2.5), we obtain

0 < ( ) < kﬂk fB(a’%) |£C — a‘k‘VQOj(x)’?dx N 1 fB(m%) V@l(x)_(x _ CL)’VQOJ'(SE)Pd:C
S alp) = Z
2 fB(a 2r) i[> 2 fB(a 2 [ |2dx

Performing the change of variable y = j(x — a), and integrating by parts the second

term of the right hand side, we obtain

k 2 ) y )
0 < afp) < KB Ly W11V (y) Pz +1f5<0»2r> 01(4 + a)V (y|Vep(y) ) da
2 fB(O’%) |(,0|2d$ 2 fB(o,zr) |90|2d~17

Using (2.2.7), we write

k 2 & )
0 < a(p) < 1B Ly, W11V 0 (y)Pd L Lo WV (Ve () Py
28 fB(Ov%) |(’0|2d$ 2j+ fB(0,27") |30|2d$

Therefore, for k > 2 we deduce that a(p) = 0, and this finishes the proof of this case.

Now, in order to prove 2.b), we need to recall the following Hardy’s inequality, see
for example [CKN] or Theorem 330 in [HLP].

Lemma 2.2.1.
Let t € IR such that t +n > 0, we have Yu € H}(Q)

/m ful2dz < ( /|a: V|| dr.

2

Moreover the constant ( s optimal and is not achieved.

i)

Now we prove 2.b). Since p satisfies (2.1.3), we have for all uw € H}(Q2) \ {0},

fQ Vp(z).(x — a)|Vu(x)|?dx
Jo lu(z) [2dx

> 18 fQ lz — al*|Vu(x)|*dz
= Nk Jo [u(z)dx '

By applying the last Lemma for 0 < k£ =2+t < 2, we find

Jo Vo(2).(2 — a)|Vu(z)Pde n+k—2
fQ |u|?dx = K ( 2

2
) (diam Q)F?
This implies that a(p) > &3, (2£=2)2(diam Q)"=2. [
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Let us give the following non-existence result

Proposition 2.2.2.
We assume that a(p) > —oo. There is no solution for (2.1.1) when A\ < a(p) and Q

s a starshaped domain about a.

Proof. This follows from Pohozev’s identity. Suppose that u is a solution of (2.1.1).
We first multiply (2.1.1) by Vu(z).(z — a), next we integrate over 2 and we obtain

(2.2.8) /Quq1Vu(:c).(x —a)dxr = — x)|%dx,

(2.2.9) )\/QuVu(a:)(a: —a)dx = —g)\/g lu(x)|*dx

and
/Q—div(p(x)Vu)Vu(x).(x —a)dr = _ ; 2 /Qp(x)|Vu(x)|2dx
(2.2.10) _ % /Q Vp(@).(z — a)|Vu(z)2de

1 ou o
- 3 | e —awigi

where v denotes the outward normal to 9f2.

Before continuing the proof, we give some details about (2.2.10). Indeed

/Q—div(p(:z;)Vu)Vu( ).(x —a)d 22/8 r)0u)0;u.(x; — aj)dr

=1 j=1

where 0;. = and z; is such that x = (21, ..., %4, ..., T,)

83:
Integrating by parts the right hand side of the above equality, we obtain

/ 0;(p(x)0iu)0;u.(z; — a;)dr = /p(x)aiu 0;0;u (x; — aj)dx
Q
(2.2.11) +  Jop(x)0udjud;(x; — a;)dx
- / p(2)|Vul*(z — a).vdz.
o0
On other hand, integrating by parts we see that
1
/Qp(:r)aiu 0;0;u(xj —aj)der = —i/gl('?jp(as) JiuOju .(x; — a;)dx

— 5 Jop(2)0iu O 0;(x; — a;)dx

1
+ —/ p(z)|Vul|*(z — a).vdx.
2 Joa
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Inserting the above equality in (2.2.11), we get

—/@(p(x)({)iu)@ju.(xj —aj)dr = —%/@p(x) O Oiu (z;—aj)dx
Q Q

1

+ 3 /p(m)@-u 0ju0;(v; —aj)dx
Q

- %/ p(z)|Vul|*(z — a).vdx.
20

By making the sum over ¢ and j, knowing that when v = 0 on the boundary then
Vu = 2% v, and using the fact that d;(z; — a;) = 1 if i = j and 0 if not, we obtain
(2.2.10).

Now we return to the proof of Proposition 2.2.2.
Combining (2.2.8), (2.2.9) and (2.2.10), we write
@21@
22 L p(@)|Vu(z)Pde — 5 [, Vp(2).(z — a)|Vu(z)[*de =

x)|dx — ﬁ)\/ lu(z)|*dz.
2 Jo
On the other hand, we multiply (2.1.1) by “52u and we integrate by parts, we get

(2.2.13) —/ z)|Vu(z |dx—

-2
2)|tdz + ”—A/ lu(z)[2da.

2 Q
Combining (2.2.12) and (2.2.13), we obtain

/|u )| da:——/Vp (x —a)|Vu(x )|2d:1:——/ (x)\?ﬁ(x—a).udx:&
v
If €2 is starshaped about a, then (z — a).v > 0 on 012, and
1
)\/ ju(a) Pz — / Vp(@).(z — )| Vau(z)Pdz > 0.
0 0

It follows that
/Vp (z — a)|Vu(z)Pdz

A —JQ
~ 2
/ lu|?dx
Q
Then
/ Vp(z).(z — a)|Vul|*dz
1 o
A> = inf
2 u€HL(Q),u#0 / |U|2d{L‘
Q
and
A= a(p).
Conclusion: If u is a solution of (2.1.1), then A > a(p). O

26



2.3 Existence of solutions

Let Q € IR", n > 3 be a bounded domain. In this section, we show that (2.1.1)

possesses a solution of lower energy less than p,S. We will use a minimization

technique.
Set
\V4 2de — A 24
(2.3.1) Qn(u) = Jo p(2)|Vu(z)|*de : o lu(z)|?dz
IR
the functional associated to (2.1.1).
We define
(2.3.2) Sxp) = inf  Qx(u).

weHL(Q),u#0

Let us remark that

S\p)= i /Q p(@)|Vu(z) 2dz — A /Q lu(z) 2dz.

u€Hg (), [|ullg=1

The method used for the proof of Theorem 2.1.1 is the following : First we show
that S\(p) < p,S, we then prove that the infimum S)(p) is achieved.
We have the following result

Lemma 2.3.1.
If Sx(p) < p,S for A > 0, then the infimum in (2.3.2) is achieved.

Proof.
Let {u;} C H}(2) be a minimizing sequence for (2.3.2) that is,

(2.3.3) lujllg =1,

(2.3.4) /Qp(m)|Vuj(m)|2dx - )\/Q luj(z)[Pdx = Sx(p) + o(1) as j — oo.

The sequence u; is bounded in Hj(2). Indeed, from (2.3.4), we have

/Q p(2)| V() P = Sy(p) + A / () Pz + o(1).

Using the embedding of L9(2) into L?(2), there exists a positive constant C; such
that

/Q p() Vg ()2 < S (p) + Al |2 + o(L).

Using the fact that (see (2.3.3))

lujlle =1,
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we obtain

/Q p(@)| Vg (@) Pz < Sa(p) + ACh + o(1).

Since 0 < p, < p(z) for every = € Q, we deduce
A
/ |V (x)]*dz < S\p) £ ACH )+ G +o(1).

This gives the desired result.
Since {u;} is bounded in Hj(§2) we may extract a subsequence still denoted by u;,
such that

u; = u  weakly in Hj (),
u; — u strongly in L*(Q),

u; — U a.e. on €2,

J
with |lul|, < 1. Set v; = u; — u, so that
v; =0 weakly in Hj(Q)
v; — 0 strongly in L*(Q),
— 0 a.e. on (2.

Uj

Using (2.3.3), the definition of S and the fact that ming p(z) = p, > 0, we have

/Q p(@)| Vg () Pz > p, S.

From (2.3.4) it follows that Aljul|3 > p,S — Sa(p) > 0 and therefore u # 0. Using
again (2.3.4) we obtain

(2.3.5) /ﬂp(x)|Vu(x)|2dx+/ﬂp(m)|ij(x)|2dx - )\/Q lu(x)|*dx = Sx(p) + o(1),

since v; — 0 weakly in H}(Q2). On the other hand, it follows from a result of Brezis
and Lieb [BL] that

[+ v5l1g = lullg + llvsllg + o(1),

(which holds since v; is bounded in L9 and v; — 0 a.e.). Thus, by (2.3.3), we have
1= {Jull§ + {lv;[[§ + o(1)

and therefore
1< Jlull2 4 [Jv; 1|2 4 o(1),
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which leads to

(2.3.6) 1< full

1 2
—i—p S/ﬂp(m)|ij(x)| dzr + o(1).

0
We distinguish two cases:
(a) Sx(p) > 0, which corresponds to 0 < A < A%,

(b) Sx(p) < 0, which corresponds to A > A4,
In case (a) we deduce from (2.3.6) that

237 S0 < SENE+EE) [yl @+ o).

0

Combining (2.3.5) and (2.3.7) we obtain
Jop@)[Vu(@)[? = Nu(@)Pdz + [, p(2)[Vv;(2)*dz < Si(p)ul

5\(p) (z)]Pdx + o
D) [ bl V(o) + of0).

+(

Thus
Jop(@)|Vu(z)]Pde — A [, [u(z)Pdz < Sx(p)|ull;

! [%? - 1] /Qp(f”ﬂVUj(fC)Ide +o(1).

Since Sy(p) < p,S, we deduce

(2.35) / pl(a)| Vulz) P — A / ()P < Sa(p)lull.

this means that v is a minimum of Sy(p).
In case (b), since |[ul|? < 1, we have Sx(p) < Sx(p)l|ullZ. Again, we deduce (2.3.8)
from (2.3.5). This concludes the proof of Lemma 2.3.1. O

To prove assertion 1) and 2) of Theorem 2.1.1 (case k > 2), we need the following

Lemma 2.3.2.
a) For n > 4, we have

Sx(p) < p,S for all A >0 and for k > 2.
b) For n =4 and k = 2, we have
Sx(p) < p,S for all X > 45,.

c) Forn >5 and k = 2, we have

(n—2)n(n+ 2)

Sx(p) < p,S for all X\ > = 1)

.
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d) Forn =3 and k > 2, we have

Sx(p) < p,S  for all X > ~v(k) where v(k) is a positive constant.

Proof.
We shall estimate the ratio Qx(u) defined in (2.3.1), with u(.) = u..(.).
We claim that, as ¢ — 0, we have

(2.3.9)
: /Q (2) |Vt o () Pl <

p

— >4 d
pOKl—FO(ETZ) n -~ an
n—2<k,

>4 d
p K1 + Akag + 0(63) "= a
n—2>k,

n— 228, 5+ M)w,e"5 |log e = n>4 and
POK1+( Sz ) [ log €] o(e"2 |logel) if
2 k=n-—2,
n=4 and
P, K1 + 20w, el loge| + o(e]log e|) if Lo
\ - 9
. n ol F2
Wlth Kl — (n — 2 fan Wdy, S = mln(%, TQ), 2)2/6k fR” (J_J\Wdﬂj

and M is a positive constant.

Verification of (2.3.9)
1. Case n >4 and k > 0, with k£ # 2 if n = 4.
We have

[peITu e - [ 2OV

o (e 4+ |z —al?)n2

dx+(n_2)2/ p(@)[¢(@)Ple —al

(e + |z —af?)"

sn—2) [ P 0),

e+ |z —al?)n!
Since ¢ = 1 on a neighborhood of a, we assume that ¢ = 1 on B(a,!) with [ is a small
positive constant. Therefore we get |V¢|? = 0 on B(a,l) and Vo(z).(x — a) = 0 on
B(a,l).

Thus, we obtain

(2.3.10)
v [ P@IVCE L (@)Kl af
/Qp(m)|Vua,5(:p)| dx —/Q\B(GJ)( 5 dr 4 ( 2)/Q d

e+ |z — al?)n2 (e+ |z —al?)”

_ 2(71_2)/9\3( l)p(x C(z)VE(z )(w—a)dm'

(e 4+ |x —a]?)n !
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On the other hand, we have

PVl P@IVEl o pion o)

(e+ |z —al®)2 ~ |x— a2

and

'mmquamu—a> € 1}(Q\ Bla.D))

(e+ |z —al?)n !

< ’p(w)é (2)V{(x)(x — a)

|z — af2(r=1)

Therefore, applying the Dominated Convergence Theorem, (2.3.10) becomes

/Qp(x)|Vua7a(:U)|2d$ ~ (n—2)y /Q p@)c@)lle —al7 )+ o),
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Using (2.1.2), a direct computation gives
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