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α ∈ p x
α ∈ a
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β ∈ p
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∃n : y Rn x
� c �{1 x 
-1�� �"��%�1��t$ q�q 
-1i��� ��� x fy�	�

{x}R ⊂ {y}R x �,$ �	���	��
-1i���	�,+-���t$������ x {x}R = {y}R x ����f��D�9���y$
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	1���� ��� x ���61 ∃n : y Rn x x �,$X�	���	� ∃p : y Rp x x ��$X�	���	� ���#������� 
-1��)�"�e%�1��"$ q�q
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φ : E → P≥(PE)
e 7→ Sat≥(Pe)

ψ : P≥(PE) → E
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φ(∨A) = ∪{φ(a); a ∈ A}
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A ⊂ E
�

� φ(∨A) ⊂ ∪{φ(a); a ∈ A}
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�
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e ∈ E x ���Q1 ψ(φ(e)) = ∨{p; p ∈ Sat≥(Pe)}
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x ∈ Sat≥(Pe) x�"��� ������$
�
p ∈ Pe x $d����fy�	� x ≤ p
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∨{p; p ∈ Sat≥(Pe)} ≤ ∨{p; p ∈ Pe}
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���t$Xfy�	� ∨{p; p ∈ Sat≥(Pe)} ≥ ∨{p; p ∈ Pe}
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q ∈ Sat≥(P∨{p;p∈P}) x ��� 1��	���	��fy�|/!���\�,���"��$d� p ∈ P∨{p;p∈P}

$
���Cfy�	�
q ≤ p
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E = P≺β
(Λ) 7 8 - t ∈ Λ L

{t}≺β
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�&0�1�CA%����&'� p &'� , x ∈ Vt ��& ` s : ∗ , � ] �� %
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WF ([])

WF (Γ) ` s : ∗ x /∈ V (Γ)

WF (Γ, x : s)
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� ⇒τ : τ → τ → τ
� ∀τs : (s→ τ)→ τ
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WF (Γ) x : s ∈ Γ

Γ ` x : s

WF (Γ) c : s ∈ Const

Γ ` c : s

Γ ` u : s1 → s2 Γ ` v : s1 ` s1 → s2 : ∗

Γ ` u(v) : s2

Γ, x : s1 ` t : s2 ` s1 → s2 : ∗

Γ ` λx : s1.t : s1 → s2
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WF (Γ) Γ ` P : o

WF (Γ, P )

WF (Γ) Γ ` A : τ x /∈ V (Γ) x ∈ V

WF (Γ, x : A)
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WF (Γ) P ∈ Γ
Axo

Γ ` P

Γ, P ` Q
⇒o

I
Γ ` P ⇒o Q

Γ ` P ⇒o Q Γ ` P
⇒o

E
Γ ` Q

Γ, x : s ` Q
∀oI

Γ ` ∀osx Q

Γ ` ∀osQ Γ ` t : s
∀oE
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WF (Γ) x : A ∈ Γ
Axτ

Γ ` x : A

Γ, x : A ` t : B
⇒τ

I
Γ `
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x $&% t : A⇒τ B

Γ ` u : A⇒τ B Γ ` v : A
⇒τ

E
Γ ` ' u v ) : B

Γ, X : s ` t : A
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Γ ` t : ∀τsX.A
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Γ ` t : A(v)
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Γ ` t : A′

Γ ` t : A Γ ` A′ : τ A′ �β A
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WF (Γ) P ∈ A
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� ( ~ p " � _ � ��� 
 " &/A � � ]^] ) ∀A,B(∀x(A(x)⇒ B(x)) ⊂ (∀xA(x)⇒ ∀xB(x)))
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"�
Γ ` A : τ

�,$��Q*��5�6�-��$d�	��
����+*  ������ ��$  ���� F

IV(t) = IV [y:=a0](t)

≤ IV [y:=a0](A)

= IV(A)

� 
 �  ����O��
3F � � 
"�!s����  �/)���5$ $���� 
  ����O���" �8$��������5$$�)�	��� ��
����O�	�5$  "4��� x �,�N�����#$��Q� *,�,��$�����
  ����N<�)���# "$�� �  #� 
"�����-��
�� "4���
B

��
�$G��� 
� ��	������$��	� ��$ "4���
∀X(A[X] ⊂ B[X])

� � � 
�*,����
"�" "$ "4���
A ⊂ ∀X(X ⇒ B[X])

�& �
I(∀X(X ⇒ B[X])) = IV [b:=B](

�! b"
x $&% ' b x ) ) ��$ x b��$��	�5$����	�O�)�1��$ x IV [b:=B](

�! b"
x $&% ' b x ) ) ��
r$����	�O�)�1��$��1��
�
  D��$2
����-���  ���� ��9

b
7&s��  ��&���	�

�,�N���O�	���h� � ���"���#s	� ���h���:� �����-��
� t$  ���� q � x �)����� ��� 9 x �������G������� 9 b �
�

=
;��
; = � I'O OPITS F�I�$���DVEBA '�ITS
� � 
 �y�V�9� ��
�� 
 �����	�
� � � � � 
cX - ���1 &'���1&'� ����� ���!& " ��� V , 8����1 &'���1&-&/�� ��7�%
 Q ��&

t
��&0&'���1&'� ���! #"$� \ �;�

x
)

IV [x:=IV(t)](Q) = IV(Q[x := t])
8< =���1�!� ) � �	�  ��������,$  ����L
������ �

�

� � � � � 
�� - ���1 &/����&'� ����� ���!& " ��� V , &'���1&�A%����&'� p &/� Γ
��&�&/����&�&'�� ��7�

T
) * " Γ ` T : s , ��&-
�"

T �β T ′ , ���;�� =
 Γ ` T ′ : s
��&
IV(T ) = IV(T ′)

8< =���1�!� ) � � ������
�����s1�i$  ���� ����$ �N�-�:�)�	�G���������,$  ��	� � �����	�	��� ��� ����
��	�t$P�i$G�-�����=���
λ
<!�C�i�����#�(
� ��:<

�	���������5$X$ �6�7���v� � ���"��
�����s1�i$� ����L���h� *  ��5$������ ����$��i$  ����I��
r$  ����O���" �i$����)�1�  ������ ��$  ���� �
�

� � � � � 
 �
}+* " Γ ` P , ���;�� =
 Γ ` P : o}+* " Γ ` t : A , ���;�� =
 Γ ` A : τ (
8< =���1�!� ) � �����#s��  ��O�����" ��i$����)�	�  ��������,$  ���� � �#$������"��� x ��� �#$� ��# �
��1�y$n���!�������O� ���������������5$ �7��� �
����


β
<!�
��������
��

�



�����w� ���
� ��	8�����]��� �Mq
� ���y� � 
 � � � � ��
���� ��
 � � � 
 �
� � � � � 
 � Y � � 
����V�C� � 
 � 
 ��� � 
 ��� �����y��� 
 � � ��� 
 � 
 � ����� � * ��" & V ����� ����� ���!&$" ��� , ��& a, b ∈
E , p = ⊥

���
> , s �1��� 
��� #&/� ��& f : s→ E ( ^ � " ��&/�� 8< : & �!& " �������%
@�%8 :  >�!&/���� =
@�%
�& � �2
���" ���!��&'� )0 ( I(⊥τ ) = ⊥

� ( IV [A:=a,P :=p](A � P ) =

�"
p = > , ���;�� =
 a , 
�" ����� ⊥� ( IV [A:=a,B:=b](A ∪ B) = ∨{a; b}l ( IV [A:=f ](∪sxA(x)) = ∨{f(y); y ∈ s}� ( IV [A:=a,B:=b](A ∩ B) = ∧{a; b}� ( IV [A:=a](A

c) = ∨{k; k
A%����8���A�&���&

k � a}
� ( IV [A:=a,B:=b](A[B]) = a@b

{
���O�	��"4���1F  �K�
IV [P :=p](∀X(P (X) � X) = ∧{x; p(x) = >}

�
8< =���1�!� )

q � � �� ts  ���� �
� � � �  

p = > x �����	��
 IV [X:=x](P � X) = x
�7��� �e$����#$

x ∈ τ x ��$ � ����� I(A � P ) = a
�)�1�

� � ����� �1��"4��� �
� �  

p = > x ��������
 IV [X:=x](P � X) = >
��$$���	���

I(A � P ) = ⊥� �
IV [A:=a,B:=b](A ∪ B) = ∧{x; a ≤ x

��$
b ≤ x} = ∨{a; b}

�
� �
IV [A:=f ](∪xA(x)) = ∧{x;

� �	���X$����#$
y ∈ s, f(y) ≤ x} = ∨{f(y); y ∈ s}� � � �	�

1.
�,$

4.
F
IV [A:=a,B:=b](A ∩B) = ∨{x; x ≤ a

��$
x ≤ b} = ∧{a; b}� � � �	�

1;
��$

4.
F
IV [A:=a](A

c) = ∨{x;∧{x; a} ≤ ⊥}
� � �% "$

k
�������)�	�,$

k ≤ ∨{x;∧{x; a} ≤
⊥} = ac

� 
 �����O�
k
��
r$����"���  ���� x  "�8�,�  �
r$�� x0

$���� "6� �
∧{x0; a} ≤ ⊥

��$
k ≤ x0 1 �������O�

k 6= ⊥ x ��� ��� ��������������
�
��  ��"�������5$
k � a

� � �% t$
k
�������)�	��$ x k � a

�  �  ����O���" �i$��������5$
∧{k; a} ≤ ⊥

�,$3� �����
k ≤ ∨{x;∧{x; a} ≤ ⊥}

� 
 �����O�<���<$����� ��"�$ �
���
r$3�����O���	��$ x ac =
∨{k; k

�������)�	�,$��,$
k ≤ ac}

�
� �$�$��$���� 


a[b] = IV [A:=a,B:=b](A[B])
�  �L�O�	�y$����h� � � ���	 	���  ���������
  ���� F

� a[b] ≤ a@b
��
�$  ����O���" �8$2�C�1�

a ≤ (b→ a@b)
�

� a@b ≤ a[b]
F)
  

a ≤ b→ x x ��������
 a@b ≤ x
�

�

� � � � � 
 + Y ��� 
����V�C� � 
 � 
 ��� � 
�� �Q�C� ��
 ��� � 
 � 
 � 
 � ��� � �
0 ( IV [A:=a,B:=b](A =⊂ B) = >


�"���&D
������;���7����& 
�"
a = b (� ( IV [A:=a](A 6= ∅) = >


�"���&D
������;���7����& 
�"
a 6= ⊥� ( IV [A:=a](S(A)) = >


�"-��&D
������;���7����& 
�"
a
�%
�& A%����8���A�& (

8< =���1�!� )
� 1.

��$
2.


����5$  ����O���" �8$�
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� � ��$����	� ����$� ����I���n� �3
"�����	�����G�)�	�r$  ������=� � �����8}"�	����$� ���� ��
�$g���3����/��" "$� ���� �D*E�����������5$�� �����  ������
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V� � � � � ��� �'���
� � �'�
� ��� � " �!� "%&�/<$'/
*�� (
* �!� /<"  ,$'(
-." *
���	��
2���������	���7�	��
  ��� v����
R% �  "$�
 "4�" D
"���"���5$��#$  "����
&�)�	� 
)� �3
"�" "$����,$$"4�" D�����������������5$g����
&������� �� ��,$���

����
����-�����i$�������

���0/)�" �
$� �������������O�����5$ x �  ���
  "4������� "6� ���%"4����
��1�#$��"��
��

=
;�� ;6? �UL ACN� F�I�'`NRS 	VA��	� 	�ACB�DVE�S
� �C� � ��� � 
 � ��� 
 � 
 � ��� �

 �#% �  "$  �������
�$���� ����
����"�����  ���$���
  ��5$��" "$� �
���
����h� *E�	���	�# ����i$  ���� ���=$ �6�-��
�F
� � � 
 
 � Y���� ���C� ����
 ��� 
�� �
� �	�C� � � � � 
 ����� � z��E� )
0 ( � q ��" �����;����A%� ��� � � 	 � A � � ��&�������� ��898 � " A �!&$" ���.)

` ∀A,B,C(A[B] ⊂ C ⇐⇒ A ⊂ (B ⇒ C))
�%
�&�� :  #" ��� \ �;� (� (��  =��";
%
 �!��A%� ������� ��898 � " A �!&$" ���.)

` ∀A,A′, B, B′(A ⊂ A′ ⇒ B ⊂ B′ ⇒ A[B] ⊂ A′[B′])
�%
�&�� :  #" ��� \ �;� (� ( � � 8�� \ "�� " & : ��� &'���1&'� ��898 � " A �!& " ����) � �5 ��� �;� 
��1" ���!��&'� �%
�&�� :  #" ��� \ �;� )

Γ ` u : A Γ ` v : B

Γ ` (uv) : A[B]8< =���1�!� )
� �  �L�����	��
��;����
$� ���M�L
"����
�F

� ⇒ F  �K�����5$��"�G�+* �i 7���"�
A ⊂ B ⇒ A[B]

�  #� ���)�D����$� �
����O���5$
A ⊂ ∀X((A ⊂ (B ⇒

X)) � (B ⇒ X))
��$2���I�#$� ��$ �
��	�5$�����
��8�  �������
R��� � �����3�#$P�i$� ����O��$�� � �  "$��S�����"���6��� ���

����� �" "$h��� ����
��	�t$P�i$�� � �(
"�#�Q$ � ����� ��� �����5$��"����"4���:
� 
A[B] ⊂ C

�8��������

B ⇒ A[B] ⊂

B ⇒ C
����� "4�" ��
r$  ��O�����  �i$��

� ⇐ F�� ����
� ����5$�
� ��O�	���������5$����
A[B] ⊂ ((A ⊂ (B ⇒ C)) � C

��$
((A ⊂ (B ⇒ C)) �

C ⊂ C
�)�	�X�5�6�-��$d�	��
����

� � �!���O���" �8$2�)�	�g����
��
��������

���G
�����
B< $ �6�)���	��� �
⇒
�

� �e� � �����  �
1�i$� ����I��
�$e� � 
��  �
1�	�5$�� Fttt
Γ, X : τ, A ⊂ B ⇒ X ` u : A

Axo

Γ, X : τ, A ⊂ B ⇒ X ` A ⊂ B ⇒ X
⊂

Γ, X : τ, A ⊂ B ⇒ X ` u : B ⇒ X

ttt
Γ, X : τ, A ⊂ B ⇒ X ` v : B

⇒τ
E

Γ, X : τ, A ⊂ B ⇒ X ` (uv) : X
�I

Γ, X : τ ` (uv) : (A ⊂ B ⇒ X) � X
∀τ

I
Γ ` (uv) : A[B]

�
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���O�	��"4���1F �8�

3
���:���:% �  "$  �������
�$������ �������1����� �-�����  �
"
� 
  t$�� � �J
r�N
r$d���O� � "4�" @�1�#$����  �
"�:9K�	�6<

�	�# %"4�������+*  ��O�-���r$�� "4�����.�����������	����� 9 ��� �	�#$���� �+�����O�3
� A��� �����������	����� "4�" ��"��� �<��� � 
���� ���
3!%'�	����$� �����5��+*E� �)�	

���7,��;��� $ �6�-��%'�	����$� ������ ���47'���h� �3%'���"�O�

A⇒τ B
9 �

� � 
 � � � 
 � � � � �
���	��

�����	�������-����

�)�1��
g��� % �  t$�
��" 
1�	�5$
����
$�����	���� ���$���

�#$  "����
��$ �����

9<� � ���������

RC
�

� � � 
 
�� ^ �%
  ��� �;�%
�
���" ���!��&/�%
 
�����&-� :  #" ��� \ �;�%
 )
0 ( Γ ` ∀P ((P ⇒ ⊥o)⇒ ⊥o)⇒ P )
� ( Γ ` ⊥o ⇒ ∀XX

� (
Γ, P ` Q Γ, P ⇒ ⊥o ` Q

Γ ` Q

� (
Γ, x : A ` Q Γ, A ⊂ ⊥τ ` Q

Γ ` Q

� ( Γ ` t : ⊥τ

Γ ` ⊥o

� (
Γ ` t : A

Γ ` A 6= ∅

� ( Γ, x : A ` B ⊂ B′

Γ ` A⇒ B ⊂ A⇒ B′

8< =���1�!� )
� �e� � �����  �
1�i$� ����I��
�$e� � 
��  �
1�	�5$��]7'���K� ��$��

¬P = P ⇒ ⊥o
9�F

Ax, �E

Γ,¬¬P, x : P � ⊥τ , P ` x : ⊥τ

⊂, RC
Γ,¬¬P, x : P � ⊥τ , P ` ⊥o

⇒o
I

Γ,¬¬P, x : P � ⊥τ ` P ⇒ ⊥o

Ax,⇒o
E

Γ,¬¬P, x : P � ⊥τ ` ⊥o

⊂
Γ,¬¬P, x : P � ⊥τ ` x : ⊥τ

RC
Γ,¬¬P ` 	�

� x ��� x : (P � ⊥τ )⇒ ⊥τ

Γ,¬¬P ` P� � �!���O���" �8$2�)�	�
1.� � �!���O���" �8$2�)�	�
1.� � /.���#$  "�$ �
��	�5$

1
�% ���
"�#�Q$R�����O�	�y$������

Γ ` ¬¬Q
�M� �#������ �
1�i$� ���� ��
�$j� � 
"�" �
1�	�5$�� 7� �� ��
�$@% �	�� ����

���G��������������� 9 F



� � ���`��� � �%
V� � � � � ��� �'���
� � �'�
ttt

Γ,¬Q, x : A ` Q
⇒o

E , ∀o
E

Γ,¬Q, x : A ` A ⊂ ⊥τ

Renf
Γ,¬Q ` A ⊂ ⊥τ

ttt
Γ,¬Q, A ⊂ ⊥τ ` Q

⇒o
I

Γ,¬Q ` A ⊂ ⊥τ ⇒ Q
⇒o

E
Γ,¬Q ` Q� � �!���O���" �8$2�)�	�

"�	 �
�$� "$��#$  ����L�)�	�

(⊥o � ⊥τ )⇒ ⊥τ
�

� � � �.
"�#� �����O�	�y$������
Γ, A ⊂ ⊥τ ` ⊥o

�+��$����	���O���	�
5.
�
Γ, A ⊂ ⊥τ ` t : ⊥τ

�+��� "4�" .��
r$
 ��O�����" ��i$ �

� � � �	�
4.
�  "�8
��#�Q$ � �3�����5$������

Γ, A ⊂ ⊥τ ` A ⇒ B ⊂ A ⇒ B′ �-��� "4�" ��
r$  ��O�����" ��i$��)�1�
�Q* �8�  ����O�n�8�G% �1�M�L��
r$ 
  ���� �

�{
���O�	��"4���1F �8�
7.

���;% �  "$�� �������������5$#�����"����
��-����� 9<���:� �������  ��,$����	���-��������3B���N�  �/)���;�����5$����	�7� <

� t$  �����5��)�	��
g���#���	�" ���� � �i� 
 �

� ���y� � 
 � � �6� � � 
E� ��� 
 �����
�8�#% �  "$�
"�" �
1�	�5$  "����� 
�$��"� ���#�������7���r$����O���y$
� �

A � P
F��	*,��
r$

A

  
P

��
r$ 
N���  �� ��$ 3�
� ����)5 
� �� ��� �
� � � 
.X-� ^ �%
  ��� �;�%
�
���" ���!��&/�%
 
�����&-� :  #" ��� \ �;�%
 )0 ( ` ∀A,B∀P ((P ⇒ A ⊂ B)⇒ (A � P ) ⊂ B)

� ( ` ∀A∀P ((A � P ) ⊂ A)� ( ` ∀A∀P (P ⇒ A ⊂ (A � P ))

� ( Γ ` t : A � P

Γ ` P
� ( Γ ` t : A � P

Γ ` t : A� ( ` ∀A, P ((A � P ) 6= ∅ ⇒ P )
8< =���1�!� )

� � �!���O���" �8$ �)�	�=�Q* �V�  ������3���"�% "$G���<��� �-���S� �O
"�7���� �i��� ��$h�Q* �V�  ������ ���<� �6 -���"���  �� %'���� ��������
(a)

�
� � �!���O���" �8$2�)�	�

1.
��$e� *E�8�  ��	�O�����G�������,�  �
� "$�� �

� � �!���O���" �8$&�)�1��� *E�8�  ��	�O�e� �	���S� �#��� � � �-���S���#
"�7���� ���������$X�Q* �8�  ����O�$��� ���� -�������  �� %'���� ��������
(b)

�
� � �!���O���" �8$2���;�#$� ��$ �
��	�5$X��� �
�������,{ 
 7Q� 
����

t
92�,$��Q* �V�  ������ �8�#% �	�M�L��
�$ 
� ������

� � �!���O���" �8$�� 
����
2.� � 
 
����6���:% �  "$ ��� �  "�R
"�#�Q$ ���O�O�	�y$������

¬¬P

"����
�� *4�y�6�-��$d�#��
��

(A � P ) 6= ∅
� ��� "4�" R��
�$

 ��O�����" ��i$ ���;�#$  "�$ �
��	�5$
1.
�

�



�����n����
 �
�4

�
��� ��������� �0���4
`���%� �%
V� ���
� � � � �����
�8�#% �  "$

"�" �
1�	�5$�� 
	�  "$
�)�	� 
�����
 
�����
� �����
$���� "�% ���������
)���#
r$P�i$��#$��D* �8�  ����O� �" ��D�������	���-,C�  t$X� *E�8�  ��	�O�
���G���	�y$� ��4�" t$��#���h� *E�	���#�$ ����i$  ���� �
� � � 
.X � z�� �7����&$ =� � � 8< =�%8< #" : & : 
���" ���!��&'�@��� � �7 : �1��" ��� )

` ∀F∀A(∀x(F (x)⇒ A) ⊂ (∪xF (x)⇒ A))

8< =���1�!� ) � �1�j���&% �  t$ ���
.1
�% "� 
"�#�Q$ � �$�����5$��"��� "4���

∀x(F (x)⇒ A)[∪xF (x)] ⊂ A
� � �	�z� *E�8�  ��	�O�

��� �����5$  ��4�" "$��29����"�% "$�� � ��� *E�	���#�$ ����i$  ���� �  "�4
��#�Q$.��� �O�	�y$������ "4���
∪y∀x(F (x)⇒ A)[F (y)] ⊂ A

�

 ����� ���������	���� ��O�����" ��i$����O���5$2���

∀y(∀x(F (x)⇒ A)[F (y)] ⊂ A)
�)�	�g��� % �  "$ ���

.1
���������"� �

�

� ���'[ � ��
 ��� �
 �K�"�����"�����-�=����
$� �������  ��,$���
$"4�" �#$� ��# �
����5$X� � ���"�����  ���$��#�+*4��$��"� � �;
  ��	������$���� �
� � � 
.X 
 0 ( - ���� ��7����&  =�� ����� " ��A�� � 
�" ��� , "���
���� & ��� � � �7����&$ =�� �8����1 &'��� 
��;�%
�
�" � � �;��&'����


q ��" �2" ���� =����& �;� �7��� \  %� ��� � �!� A � � )

` ∀A,B(A ⊂ B ⇐⇒ ∀x(S(x)⇒ x ⊂ A⇒ x ⊂ B))

� ( � ���1&�����
���� \ �;� �%
�& :�� ����� � �5 : ����" ��� ���%
 
�" � � �;��&/����
 q � � "�� � � / �� =� )

` ∀A(A =⊂ ∪x(x � (S(x) ∧ x ⊂ A)))

� ( � �4& � 8�� 	 � A � ��8�����& ��&$ =�5� : A� #" & 8��! ��;�%
2& � 8��%
 	 � A � �%
�8��� #& �!��& 
��� �;�%
@
�" � � �;��&'����
 q ��" �;��2" ���� =����&-)

` ∀A,B(∀X(S(X) � ((X ⊂ A) � (X ⇒ B))) ⊂ A⇒ B)

8< =���1�!� )
� �  �L�O�	�y$����h����
��������;
���� 
����h�Q*  ��O�	�# ����i$  ����LF

� �8��
"����
e� �	� �S���0< �����% t$��#��
�$e$��� 
� ���-�)�	�X$����	��
  "$  
� "$������h� *  ���������
  ���� �
� �8��
"����

���"�% "$��0< � �	���S�����#$  "�$ �
"�n�Q* �8�  ����O���+*E�i$����  "$� ��� "$���F" "�D
��M��$$���#�����5$��"����
"����
X� *4�5� <
�7�i$d�	��
��

∀x(S(x) ⇒ x ⊂ A⇒ x ⊂ B)
"6� �
∪x(x � (S(x) ∧ x ⊂ A)) ⊂ B

��� �+
��#�Q$�� �
�O�	�y$������

∀x(x � (S(x) ∧ x ⊂ A)) ⊂ B)
� "4�" 8��
�$�� 
� �� ���5$$�)�	�X����
�% �  "$ ��� �,$ ��� �

� �  �L�O�	�y$����h� � � ���	 	���  ���������
  ���� F
� �.*  ���������
� ������ �	���S� �0<!� ���% t$��#��
r$n�Q* �V�  ��������+*E�i$��	�  t$  ��� "$�� �
� �.*  ���������
� ���� ���"�% "$��0< ���	���S������
�$  ��������" ��i$��R���:�����5$����1�y$

∀x(x � (S(x)∧x ⊂ A)) ⊂ A)
�

���������G�	�
(1)

�
� �  � �����5$��"���D* �� -���"� "4���

∀X(S(X) � (X ⊂ A) � X ⇒ B) ⊂ ∀X(X � (S(X)∧ (X ⊂
A))⇒ B)

� � ����
����������������������5$ �N����� � 
� ����5$���� F
` ∀A, P,B((P � A⇒ B) ⊂ (A � P ⇒

B))
� /.�;�M$  ��# �
��	�5$)� *E�8�  ��	�O�$���#�-�����3�#$P�i$� ���� �N��� 
	���#$$�����5$��"��� F

` ∀A, P,B((A⇒ P �

B) ⊂ (A � P ⇒ B))

 ��� � 
"�������5$��"�#���;�#$  "�$ �
��	�5$X��� % �  "$ � �

2.
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��� ���`��� � �%
V� � � � � ��� �'���
� � �'�

� � ����
e� *4�5�6�7��$
�	��
"�
P
���1*E��
�$  ����O���" �8$2� 
�������� % �  "$ ��� �

� � ����
n� *4�y�6�-��$d�#��
��
¬P

�-��� �O�)�	�n����% �  "$ ��� �
(A � P ) ⊂ ⊥τ

�-��$��������
⊥τ ⇒ B ⊂ (A �

P )⇒ B
���,$$���K�����������#$$� 
������Q* �V�  ������
3 ��� % �	�M�L��
�$ 
� ���� 5 �


 ���"�������  ��"�  ��������" ��i$�� ���M% �  "$ ��� �$��� �#$� ��$ �
��	�5$.�Q* �8�  ����O� �D* �i$����  "$  ��� t$�� �,$ ��� �����5$���� <

1�	�  �	�����#���

⇒
�

� �K� �������h� � � ��/)�" t$  ����L���G
� ��#�����,$����I�-��������� ��
"����$��
s
"4�����������!"4����F

W����	� ��
 � ��� X � ^ � 8< : �!" A �!&�� ��&  =� ��� i fts'uRv>g�dyxRs 8����1 � � 
��� #&'� s � �%
�&�� :�� ��" 8��! )

Ss(A) = (A 6= ∅ ∧ ∀os→τB((A ⊂ ∪xB(x))⇒ ∃x(A ⊂ B(x))))

�8� % �  "$#
"�" �
1�	�5$G� � � �� �����"4������� ���"���" ��C�i$h�,$����:��� 
� ��	������$��	� ���5$����	� ���Q�,$����:��� 
� ��	������$��	� �7��� �
�����G
"����$��

s
"6� ���������!"4����F

� � � 
.XcX z��78< =�����!� , 8����� &'����&/� 
��� #&/� s )

` ∀A(S(A)⇒ Ss(A))

8< =���1�!� )  �;�O�	�y$������+*E�� 7�	��� "6� �
` ∀os→τ ∪

s xB(x) ⊂ ∪τY (Y � (∃sx(Y ⊂ B(x))))
F-�	�K����$

���{�5�6�7��$
�	��
"��

∀Y (Y � (∃sx(Y ⊂ B(x)))) ⊂ X

�,$
x : s

�D��$  ��5% �1�#$���� �������  ����
B(x) ⊂ X

�
����"4�" 5��
�$� ��O�����  �i$���� ���"���)�1�y$

Y = B(x)
�  � 
�� ���7�	
��

S(A)
�
A ⊂ ∪xB(x)

�D��$� �� % �	�#$ ���
�������" ��"�

∃x(A ⊂ B(x))
��| * �	� �
��
 ���&"4�+*E�	� 
� ����y$R��� 
��  �� � �	�O�-���#$ 
�� ���7�	
���� "4���

A ⊂ ∪τY (Y �

(∃sx(Y ⊂ B(x)))) 1 ���	� S(A)
� ���J�

∃Y A ⊂ (Y � (∃sx(Y ⊂ B(x))))
� ��$ �)�	�;��� % �  t$ ��� �8��$

� �I���"�����  ���$��
A 6= ∅

�8�	�S���8���J
"�����-��
��1�5$
A ⊂ (Y � (∃sx(Y ⊂ B(x))))

� "4���
A ⊂ Y

�,$�"6� �
∃sx(Y ⊂ B(x))

�
∃sx(A ⊂ B(x))

�
�

� � 
 �y��� � � 
 � ���
� � � 
.X�� ^ � " ��&'�� =
��%A�& " ��� 
�� �!";
�&$ #" \ � � 
��� � �5 : �1��" ���E��� � � � ��� ��� 
��1" ���!��&'� )

∀A∀B(A ∩ ∪xB(x) =⊂ ∪x(A ∩ B(x)))

8< =���1�!� )
�  �L�����5$����=����

�����M�L
�����
�F
� (A∩∪xB(x) ⊂ ∪x(A∩B(x)))

F � ��
"����

U = ∪x(A∩B(x))

��$
V = ∪xB(x)

�!/.� �#$� ��# �
��1�y$\���
� ��/)�" t$  ����I���

∩
�  "�+
��M��$������O�	�y$������$"6� �

∀y(y � (y ⊂ A ∧ y ⊂ V )) ⊂ U
� � ��� 
��Q*��5�6�7�i$d�	��
��

y ⊂ A ∧ y ⊂ V (a)
�.��$:��� �	���#�$ %"4�)�1�y$!��� % �  t$ � �

(1)
9
y
�  "�&
"�#�Q$O� �;�����5$��"��� 
"����
Q����


�5�6�-��$d�	��
���
�
"�����	���������5$P�  �����

S(z) (b)

��$
z ⊂ y (c)

"4���
z ⊂ U

�  � �)�	� ����
 �5�6�-��$d�	��
���
 �  ��
��
�$$�����  �� "6� �

∃t(z ⊂ B(t))
� "4�" 8���y$����	�����h� � ������������
� ���� �

� ∪x(A ∩ B(x))) ⊂ (A ∩ ∪xB(x)
F  �� 
��#�Q$G���3�O���5$������

∀x(A ∩ B(x) ⊂ A ∩ (∪xB(x)))
�7���

"4�" 8��
�$  ��������" ��i$&���	�
�����  �
�
��	������� �
∩
7 �,�N������ ���� 9 �
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3 ��� � � � � � � 
�� �&� �
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.X � � �.& � 8�� " ��A�� �9
 �9�!��
�
����BA%����8 � : �7����& �!"  =�@�%
�&0��"$��� )

` ∀A((A ⊂ Ac)⇒ (A =⊂ ∅))

8< =���1�!� ) � �D
��M��$
� � �O�	�y$������2
���� 
)� *4�5�N�-��$
�	��
"�
A ⊂ Ac

"6� �
A ⊂ ⊥τ

�! �L�3�������
A ⊂ A∩Ac �

��$2�)�	�)����% �  t$ � � �,$X� � ����/)�  "$  ���� ���I�������	�����O���y$��  ��"� �4���L�
A ⊂ ∪X(A∩ (X � (X ∩A ⊂ ∅)))

�
��$ �������  "� 
��#�Q$G��� �����5$��"��� "6� �

∀X((A ∩ (X � (X ∩ A ⊂ ⊥τ ))) ⊂ ⊥τ )
�0�8��$� ����"
�� � ����� 
"���

(X ∩ A ⊂ ⊥τ )
�(��$Q����
 ���"������ ���$���
 ���.� *,���-�����i$������ ����
�$��� ��,$  ����!7'% �  t$ ��� 93������
 �-���"�O�,$
$����5$:���

���	�������������  �
��������5$��
�

=
;�� ; : � H�' "4I� �' �+H L ACN� F�I�'`NRS
� D�E�H4D�S���E�D  �EtN�ITS

W����	� ��
 � ��� X 
 z�� � :�� ��" &D�����@�!�1&$ =� �1��" ��� \ " �<�!"  =��8��! )

A∪̂B = ∪X(X � (X =⊂ A ∨X =⊂ B))

� � � 
.X �
0 ( ^ �%
@�������7 : �1��" ����
 \ " �<�!"  =�%
�
�����& : q ��" �����;����&/�%
 )

` ∀A,B(A ∪B =⊂ A∪̂B)

� ( ^ � " ��&'�� %
��%A�&$" ��� 
��@�!";
�&$ #" \ � ��
��� ��� �1��" ��� \ " �<�!"  %� )

` ∀A,B,C((B ∪ C) ∩ A =⊂ (B ∩ A) ∪ (C ∩ A))

8< =���1�!� )
� �  �L�O�	�y$����h���#� ���	 	���#
���� 
����h�Q*  ���������
� ���� F

� A ∪ B ⊂ A∪̂B
FD��� ����$��������N�-��$	��
�
"�

∀X((X � (X =⊂ A ∨ X =⊂ B)) ⊂ K
��$  "�

% �	�#$���� � �����" ����
A ∪ B ⊂ K

�
� �	�e���#% �  "$���� �)��� �  ����O���" �i$��������5$
X ⊂ X � (X =⊂

A∨X =⊂ B)
�7�	���

X =⊂ A
���

B
�� �:��������� �" "$

A ⊂ K
��$
B ⊂ K

���+*,��2����2�"��
��#�"$P�8$ �
� A∪̂B ⊂ A ∪ B

F ���S����$ �������6�-��$���
�
���

A ⊂ K

�,$
B ⊂ K

� ��$! ��.% �	�M$3��� ����� �" ��"�
A∪̂B ⊂ K

� � �(
����Q$����:�����5$������ "4���
∀X(X � (X =⊂ A ∨ X =⊂ B) ⊂ K)

���5�1�;���
% �  "$���� �)���K����$$�������N�-��$	��
�
"�

(X =⊂ A ∨X =⊂ B)
�,$  "�+% �	�#$$���K����� �" ��"�

X =⊂ K
�

����"4�" 8��
r$  ��O�����  �i$��
� �  �L�O�	�y$����h���#� ���	 	���#
���� 
����h�Q*  ���������
� ���� F

� (B ∪C)∩A ⊂ (B ∩A)∪ (C ∩A)
F� �� 
�����$&�����O���5$������R�+*E�	����
�


1.
"4���

(B∪̂C)∩A ⊂
(B∩A)∪ (C ∩A)

�  � � �)�1�j����% �  "$���� ���O�
(B∪̂C)∩A ⊂ ∪X((X � (X =⊂ B∨X =⊂

C)) ∩ A)
�7�,$  �� 
"���Q$#������� ���3�����5$��"��� "6� �

∀X(X � (X =⊂ B ∨X =⊂ C)) ∩ A) ⊂
(B ∩ A) ∪ (C ∩ A)

���5�	����� $� ����"
���� ������
87'% �  t$ � � 9$
"���
X =⊂ B ∨X =⊂ C

�-������ 	"6�  
������� ��% �	�� ����������5$X��������
"�	�"$��i$ �
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��� � 
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� (B ∩ A) ∪ (C ∩ A) ⊂ (B ∪ C) ∩ A
F  ��������" ��i$:��� ������� 
	�1�y$ �+*E�� 7�	��� "4���

X ⊂
(B ∪ C) ∧X ⊂ A

�-�����
X = B ∩ A

�,$
X = C ∩ A

�

�

@ A�$KE�	�I�'`N
W����	� ��
 � ��� XcX z�� ��898������;� jCm �ef6jCgelTb ��� P ��&

Q
)

P‖Q = ∀X((P � X)⇒ (Q � X)⇒ X)

 � �#$� ��# �
��I���	��
����;% �  "$:
��  �
1�	�5$6��� ���i$P�i$� ����
ΛXA(X) = ∀X(X ⇒ A(X))

� "4�" ��	����� ��� �
� ���	�����  ��O�-���r$P�	�������)�1��
X��� � ���	�" "$���� 
"�" �
1�	�5$ ���  ���
� "6� �;����$ �6�-��� ��
X -�N����������
2���I
 �N
r$�
��O�

F
F

Bool = ∀X(X ⇒ X ⇒ X)
�

� � � 
.X + z�� �7����&$ =� )
0 ( ` ∀P,Q(P‖Q ⊂ Bool)
� ( ` ∀P,Q(P ⇒ ΛXΛYX ⊂ P‖Q)
� ( ` ∀P,Q(Q ⇒ ΛXΛY Y ⊂ P‖Q)
� ( ` ∀P (P ⇒ ΛXΛYX =⊂ P‖(¬P ))� ( ` ∀P (¬P ⇒ ΛXΛY Y =⊂ P‖(¬P ))

8< =���1�!� )
� � �!���O���" �8$�9Q� *E�  ���������
$� �  ��	�O��
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 �1< 
 ���5$���� 
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� � �!����� �
� � �!����� �
� �`|3*E�	����
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"����
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�
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P
���;�����5$������

(P‖¬P ⊂ ΛXΛY X)
� 
 ��� � ��
r$

 ��O�����" ��i$ ���;�����O�	�#"6���	�5$ "4���
P ` Y ⊂ ¬P � X

�
� � �!����� � ���;�#$  "�$ �
��	�5$����G�	����
X� *E� �  ������ ��� �  t$�� ������� �
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W����	� ��
 � ��� X�� Y�� ��� � � �	
 � � 
 ��� � ^ � d���_Tg fts jpl �wd�f�� ��
%
���A�" : � �1� �%8 :  �!&'���� 
F

�%
�& � :�� ��"
8��! )

µX.F (X) = ∀X.(∀A(A ⊂ X ⇒ F (A) ⊂ X) � X)
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 �K� ��/)�" t$
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�
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W����	� ��
 � ��� X �ZY � � ��� � 
 � � � ��� � � � � � ��
�� ^ � 8< : �!" A �!& � F �%
�& ��� x _Tm�b acd gelTb���bnxRftirieacs d � �%
�&� :�� ��" 8��! )
Cresc(F ) = ∀X, Y (X ⊂ Y ⇒ F (X) ⊂ F (Y ))

 �:
��	������"4���
µXF (X)
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r$ �)�D����$� �
����O���5$ � � �	����
.�-��$� "$.�-�% ��y$5/��N���)�	��
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(1) ` ∀F∀X(X ⊂ µX.F (X)⇔ ∀Y (∀A(A ⊂ Y ⇒ F (A) ⊂ Y )⇒ X ⊂ Y )
(2) ` ∀F∀X(X ⊂ µX.F (X)⇒ F (X) ⊂ µX.F (X))
(3) ` ∀F∀X(∀A(A ⊂ X ⇒ F (A) ⊂ X)⇒ µX.F (X) ⊂ X)
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(1) ` ∀F (F (µX.F (X)) ⊂ µx.F (X))
(2) ` ∀F (Cresc(F )⇒ F (µX.F (X)) =⊂ µx.F (X))
(3) ` ∀F (Cresc(F )⇒ ∀I(F (I) =⊂ I ⇒ µx.F (X) ⊂ I))
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∀A(A ⊂ F (µX.F (X)) ⇒ F (A) ⊂ F (µX.F (X))
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ΛXA(X) = ∀X(X ⇒ A(X))
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�!�
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�t�����K¥*�¤¦ ���*� ��./�/3/
�¨�����.���3/�ª§+� §�� §���. � 3/�&3/�h���$§��,�/$&���
	���¨ ����. !� Axτ ! ��"%"#$��#�+�2¨ '
� ∀I � ∀E ! ��"#"%$&�#����¨9�(')�*� ��.��/3/
)¨ ����.D��¨5����3/�_-�¨ �8')� � �*'
� ⇒τ

E !$# "%"#$��#�+�2¨K')�*� �*¬�')� � � � �K'
� ⇒τ

I ! ���*�&%�' #�!
Γ, x : A ` |u|[x:=A] ⊂ B

Γ, x : A ` A⇒ |u|[x:=A] ⊂ A⇒ B
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� ��./
��)'/�*�
§��
4

�/3DnC�!� ¨ �!
^')� � � � � !

Γ ` (A⇒ |u|[x:=A]) ⊂ (A⇒ B)
��¨���.6
&�*./
¤§�3 ¨5�(	��&
`3/./����./�-¨9�*./
&�O�/� § �<� ������"#���/� §+� ©4����./����.�nB$&�����&3���� � 	 ��./�*�9�*.^¨ � '

� ⊂ ! ����"#'U§��*
&$0'/�*�h3/./�4��./�/¨7�*.�
&�0�/� §+� ¨��9�*./���«¨ �
	2�«¨�$*'
� �I ! � �&"%'U§+�*
�$0')�*�h3/.�����./�-¨9�*./
&�0���$§ �<� �.����"%�1�/���!�«¨h�/� §�� � 
&
 �/�`��'4$&
"�+�*§��*'
� �E ! � �&"%'U§+�*
�$0')�*�h3/.��4��./�-¨9�*./
��`���$§ �<� �.����"%� � �*3�
 �/�]���$§�� � 
&
 ���]� 'N$�
��+��§��*'



� ��� � �	���4	����I� ��� � � ���ª	 ����
 � �ª	 �	
	� �	
 � 3 �

�
�:�&�h�/��3��D'�����'4��� � ¨�����./� ���,�)¨ � �1����.^¨��/��� � 3)�*� ��-X� $&
���'/��� � 3/�&�)' � 3 ¨����G§��&3/� ��.^¨9$&���)¨KnB3K¨93/�K�/�*./��§��
'/� �&3 	*�]�/�O'/� $&� �&��	���¨ ����.6�/3�¨ �8'N� �)./��3/�����*3��)�!� ¨9��./��$ � �*§���"#��.^¨h"#�*.6¨�������§��0��$���3U§ ¨7��¨�� 3#�
	��*.^¨ !
��� 
 r �2�8�cx#�!��Q ��� 
 r �q�f� x�
 � tbu � x � � }C~
� } �sw z V��ª� �&� �i� � � �t� �"� � �*��� � t � ���i� � �k� X � � A ¦

` t : A ¢ � � � ¢ ��� � � � ��� � ¢ � ` |t| ⊂ A

�E�*3/�D./��"%"#�*./�k
��l��$���3U§ ¨7��¨-'i% �/$&�*�	
&"%�l�/3�¨ �8'4��'/� ��./
���')�*§ )6
&�*�m� ��. ����./���&�-¨ � 3/���/�*./� §��
���8�/¨�
&"%�(�K% �U¨9��3K¨�'/��� � �9�*"%"#�1�*�/"%�)¨�3/.6'U§�3��h'N��¨��«¨
¨ �8'4�-� �*36����./�E���$§ �1��./
¤§�3/� ����. � '
� ��"%"#�
./��3/�(§ �<�(	��*./� 	83 �:
&�)§+�m����'N�*���^�>���*©N�*������3��$§��
nC�!� ¨1�/��'4��3 	*�,���4¨��9�*.�� nB��� "#���13/./�^�/$�� ��-
	���¨�����.k��.m3/./�E�/$&���
	���¨ ����.�'_$ � 3.�
	��*§���.^¨9�0)5���*./�K
���3/'/3����&�V�&��� �&.^¨����¤§«§��&�)' �e�
��$&� � 	���¨�����.#.��������9�,')���
	8�9�!��"#��.^¨V$ � 3.�
	��*§���.^¨9���=
&�*�V�)§ §���./$�
&����� � ¨9���9�,3/./��¨9���*./� nB�*��"#��¨�����.^�/��
���.^¨9� �&¨��&�'� � 3��1./��3/�V�*§ §���./�
$)¨�3/�#���&��"k� ��.^¨9��.)�*.^¨4�Y§��G¨��/$����	
�"#�O� �&�9�^'/� ��3 	�$`� §+�,� �&
)¨ ����.

4.2.1
� '

� ��� ���k�������2����� �(���)����������� ��� ���! "���ª�
�:�&�E
&��.^¨9���&¨9�&��"#�8�#��d/$&������.^¨E$¤§��*©N�*��$&�5�&.2����"#'U§��*oi��.6¨5
#")� � 3��,�/$&
)§+�*����¨�����.��/��¨%$8')� � �]'/�*�E3�./�
�/$�
¤§+���9��¨ ����. 'X'U§�3��m'/��$�
������0) � 3.�1$)¨9�*©U§&� ¨ � 3>�?3/./� 	��*� ���*©U§��2�/��'/� � � �9��"#"%�����-¨6./��. ����3U§���"#��.^¨
�)�*.��`3�. ¨%$8'4���:"#�!���0��3/�����{�)�*./�O3/.�� ��. � §���¨9��. � 3#�{���-¨`�)�*.��`
�� ¨%$f'4�*' � ��¨v¨��%.��*¨�����.a$)¨7� �«¨0�/$%&��
'/� $&����.^¨9�,�)��./���('�
�� �*)g�!�«¨,+�� �)"k�!�����*'/')���9�.-«¨ ��
��:
���"#"%�O�/��3U© §��&"%�&.^¨5�&� ����.6¨ ���)§ §��`'4��3/��"#�*.6¨������
§+�,'���$&� �&� 	*�2¨����*.2�/3�¨%$8'N��'
M�
�� ~s} t }Cr4~ N0/RQ�� rN~ t x^� t x p2143 
 � } p 
 p V �J�2���

Γ �&� �b� � � �65 � �¤£ W � � �^� � � � � � u h�j�l.7tj�l nomqp � g y p� ¢b¢�� ¡ � Γ  F� �2� � Prec(Γ)
� � �b� � � �65 � � � ] � ��� ����� ��� � � � �98q� � �t�;� � � �b¢ � �b¢ ¡ � �b� � � �*�d��� � ¢ ¡ �I¥ � � �Y� ] � �b¢¡ ���t� �"� � �*��� � ¡ � � �;: � � � � x : A � � � � � ¢�� ��� � ¡ � ¡ �=<.� ���Y��� � ¢$¦ X : τ, x : X,S(X), X ⊂ A £

>:��'/����"-���&� §���"#"%�m
���./
&����.)��.6¨�§�����
&��.^¨9�@?&¨9�&�#'/��$�
�����$&�%$)¨9�*©U§ �«¨ §+�l'4��� � � ©.� §&� ¨9$m�;��$)§&��" ��.��&�
3�./�
�/$�
¤§+���9��¨ ����.D'/� $&
"����$�� !
�\xf�c�cx �BA e � � ���*� �(¢�� � ¥ � � � � �b¢ � � ¡ � � ¢b¢ � ] � �$¦

Γ, X : τ, x : X,S(X), X ⊂ A,∆ ` t : B Γ,∆ ` B : τ

Γ, x : A,∆ ` t : B
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Γ, P, Q,∆ ` t : B

Γ, P ∧Q,∆ ` t : B�K'
Γ, x : A, P,∆ ` t : B

Γ, x : A � P,∆ ` t : B
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Γ, x : A,∆ ` t : P � B

'
� .2
���./�/¨9��3.�«¨��&.���3#� ¨9� §+�,�/$�� � 	*�2¨����*.D��3#� 	*��.6¨�� !

���
Γ, x : A, ∆ ` t : P � B

(a)
Γ, x : A, ∆ ` A � P ⊂ A

Coup
Γ, x : A � P, ∆ ` t : P � B

Axτ

Γ, x : A � P, ∆ ` x : A � P
(b)

Γ, x : A � P, ∆ ` P
�E

Γ, x : A � P, ∆ ` t : B
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Γ, X : τ, x : X,S(X), X ⊂ A,∆ ` t : B
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Γ, X : τ, x : X � (S(X) ∧X ⊂ A) ` t : B Γ ` B : τ
UG

Γ, x : ∪X(X � (S(X) ∧X ⊂ A)) ` t : B
Atom.

Γ ` A ⊂ ∪Y (Y � (S(Y ) ∧ Y ⊂ A))
Coup

Γ, x : A ` t : B

�

�E�*3/�\����3 "/�!�«¨���./�{"#�!��.^¨9��.)�*.^¨\'/� ��3 	���� � 3/�ª§��1�EDGF*§��h
���-X�/����� 3/�(���-¨ ��.�	*�&����� ©U§���� "#�!�����/��'U§�3/� � 3>� � §
$���3/.6"#� $*�&.6�>���*© ¨9��.#���h3/.��]�/$�� � 	*�2¨����*.D�9�*./��
���3/'/3/� �&�5�&� ���&.^¨ ���¤§«§����¤'
� .2��$&� �����0�/�*./
O'/����3 	��&��§��0� $&� 3U§«¨9��¨���3#� 	��*.^¨ !
�\xf�c�cx �FPx�!�

Γ ` t : B   �*� � ��¢ � � �65 � ¢ � ���&��� ¡ ��� � ¥ �*�Y��� � ¡ � Prec(Γ) ` t : B
_ � � �b¢ � ¢ � � ¢�b� � �t�K��� �b¢b¢ ��� �Y� � � � �¤£

�t�����K¥*�¤¦ � .q"#�*.6¨����l' §�3/�#'/��$�
���� $&"%�&.^¨ ! ���
Γ ` t : B

�V�*§������-� §5� ?����/¨9�l3�./���/$&���
	���¨ ����.��/�
Prec(Γ) ` t : B � 3#�e���-¨E�9�*./�E
&��3�'/3/���`�&� ����.6¨ ���)§ §�� �g�)¨E� �

Γ ` P
�g�*§������ �«§:� ?����/¨9�`3/./�]�/$&���
	���¨�����.

�/�
Prec(Γ) ` P

' � ��"#"%�0�>� ")�*©#� ¨93/�����)��.DnC�!� ¨h3/./����.��/3/
)¨ ����.�� 3/�ª§+�,'/� �&3 	*� !��� DGF*§��&�
§��9F,� � 3��&� ! ��./
#")�*. F*$&�&�)'� Axτ ! �{�-¨E���&"%'U§��*
&$1'/�*��3/./����./�/¨7�*.�
&�O�/�
Axτ

��3.�
	2���0�>�?3/./�4��.��-¨7��./
&�O�/� §+� %s�9��./� � ¨��
	2� ¨9$*'
� ⇒τ

I ! ���*�&%�' # �)��.2� !
Prec(Γ), X : τ, x : X,S(X), X ⊂ A ` u : B

⇒τ
I , ∀

τ
I

Prec(Γ) ` F�G=H x I�J u : ∀X(X � S(X) � (X ⊂ A)⇒ B)
��¨'�/')�*�ª§��1nC� �«¨ +��

3. !

Prec(Γ) ` ∀X(X � S(X) � (X ⊂ A)⇒ B) ⊂ (A⇒ B)



����� � �	��� 	����I� � � ����� �ª	���� 
 � �ª	 �	
 � �	
 � 3 �

� ����j!�)')�*�
⊂ !

Prec(Γ) ` F�G8H x I*J u : A⇒ B

� ⇒τ
E

�
∀τI
�
∀τE ! ��./
#"/�*. F�$��&�¤'� β

- �EDGF*§��&� ! ��./
#")��. F�$&���¤'� ⊂ � �I

�
�E ! ��.�
#")�*. F�$��&�)'� Renf !� .6��')�*�&%�' #�!

Prec(Γ), X : τ, x : X,S(X), (X ⊂ A) ` A ⊂ B� .�
&�*./�-¨���3#� ¨ª§+���/$&���
	���¨ ����.D� 3#�
	��*.^¨9� !
���

Axo,⊂
Prec(Γ), X : τ, x : X,S(X), (X ⊂ A) ` X ⊂ B

(a)
Prec(Γ), X : τ, x : X ` X ⊂ (S(X) � (X ⊂ A) � B)

Renf
Prec(Γ), X : τ ` X ⊂ (S(X) � (X ⊂ A) � B)

(b)
Prec(Γ), X : τ ` (X � (S(X) ∧X ⊂ A)) ⊂ B

∀o
I

Prec(Γ) ` ∀X(X � (S(X) ∧X ⊂ A)) ⊂ B
(c)

Prec(Γ) ` ∪X(X � (S(X) ∧X ⊂ A)) ⊂ B
(d)

Prec(Γ) ` A ⊂ B

� 	���
 !� (a)
� �`��$&� � 	��*.^¨5��	*�&
$§����E� ?.����"%�&�K�/� §�� � D&
#"/�`��'4$&
"�+�*§��*'

� (b)
� �`��$&� � 	��*.^¨��(	*�&
$§��&��� ?.����"%�&�h�/� §+� � D&
#"/�`��'4$&
"�+�*§��0�)¨�§��1nC�!� ¨ + � '

� (c)
���-¨ ��"%"#$��#�+��¨(')�*�ª§��,�/$�d)..�«¨�����.D�/�

∪
'

� (d)
3K¨�� § �����*.^¨
§R��� ?�����"%���;�<��¨���" �«¨���
�� ¨9$*'

� Coup ! ���*�&%�' # ' !
Prec(Γ), X : τ, x : X,S(X), X ⊂ A, Prec(∆) ` t : B

� .��&.6�/$��/3#�«¨'�)')�*�h'4�&� ",3 ¨7�2¨����*.D�)¨E� /;�!� ©U§ ��� ���&"%�&.^¨ !
Prec(Γ), X : τ, x : X,S(X), X ⊂ A′, P rec(∆), X ⊂ A ` t : B

���-¨5�/$�� �
	��*© §��1���*./�5
&��3/'�3/���O�&� ����.6¨ ���)§ §�� �)�)¨��/�*./


Prec(Γ), X : τ, x : X,S(X), X ⊂ A′, P rec(∆) ` t : (X ⊂ A) � B

� �`' §�3/� �/')�*�&%�' # ' �)��.6�#�*3���� �

Prec(Γ), P rec(∆) ` A′ ⊂ A

� .��&.6�/$��/3#�«¨5�/�*./
 !
Prec(Γ), X : τ, x : X,S(X), X ⊂ A′, P rec(∆) ` X ⊂ A



3r¬ �����������	��
 ��� �
� ��� 

� � ����� �
	 ��� � � ��


��¨hd).)�*§��&"%�&.^¨�')�*��3/.��4��./�-¨9�*./
��`���
�E !

Prec(Γ), X : τ, x : X,S(X), X ⊂ A′, P rec(∆) ` t : B

� UG ! ���*�&%�' #�!
Prec(Γ), X : τ, x : X,S(X), y : s,X ⊂ A(y), P rec(∆) ` t : B

� .��&.6�/$��/3#�«¨'�)
&��"%"%�
y

.>�?�&�/¨E'/�*�ª§&�«©/���1�/�*./�
Prec(∆) !

Prec(Γ), X : τ, x : X,S(X), P rec(∆), y : s,X ⊂ A(y) ` t : B
��¨��/��./
 !

Prec(Γ), X : τ, x : X,S(X), P rec(∆) ` t : ∀y(X ⊂ A(y) � B)
���*��� /;�!� © §&��� ����"#��.6¨ !

Prec(Γ), X : τ, x : X,S(X), X ⊂ ∪yA(y), P rec(∆) ` t : ∀y(X ⊂ A(y) � B)

��¨'�/')�*���/$bd).#�«¨ ����.D���`����. F*§��)¨���. �/�*.2�

Prec(Γ), X : τ, x : X,S(X), X ⊂ ∪yA(y), P rec(∆) ` ∃y(X ⊂ A(y))
>e��
&�*./
¤§�3/� ����.��&�-¨5��./��3#� ¨9�-� � 3)��� � � ��"#"%$&�.�+��¨��*'

�
� �&"#�*� � 3/� ! >e�0'����r©U§ D&"%�O�(	��&


RG
� �&�9� �«¨�')�*�h�@?f�&"%'U§��O3/./�O�/$�� � 	*�2¨����*.D�/3�¨%$8'4�O��3#� 	*��.6¨ !

Γ, X : s, x : F (X) ` t : B
RG

Γ, x : ∪XF (X) ` t : B Γ ` A′ ⊂ ∪xF (x)
Coup

Γ, x : A′ ` t : B

P + Q�+/, � 7UA:UEW.A =�U 5�� LB: 7���� A =EU 5�Y�D�A D47 9;< 8 9iD 1 ?
�E�*3/�5�*§ §���./�K"#�!��.^¨��&.)�*.^¨�'/� ��3 	*�&�ª§��G¨E"/$&���6D&"%� '9' !
�t�����K¥*�¤¦� 'X� � ) ! ���-¨E3/./�O
&�*./��$ � 3��&./
��
�#�����&
�¨9�O�/� §+�,'�����'4��� � ¨�����. '��r'
� 'X����3U§���"#��.6¨V� � ) ! � .D��3�'/'N�*��� � 3/� ` t : A

' ���*��§���§���"#"%�,'�3 �=
&��"%"%�
Γ = []

�2� §4�&.m�@?.���-¨��13/./�
'����&3 	��`�9�*./��
���3/'/3/� �]����� �&.^¨����¤§ §��*')��¨5�/��.�
��)')�*�
§���'/����'4�����«¨�����. ' + �

` |t| ⊂ A
'

�� ¨�� ¨9� �,�>� � § §�3/�-¨��9��¨ ����.!�)"#��.^¨�����./��
&��"%"#��.^¨0
&�)§+�-'XnB��.�
)¨�����././� )]��3/�(§ ���@?���"#' §���¨��9�*�#� ¨�����././�)§��/���
�&.^¨ ���&� ���/� � "83���
#"J' � .6'4��� � !� Nat = ∀X(X ⇒ (X ⇒ X)⇒ X)� Deux = F�G=H x I�J F�G=H f I*J @ f @ f x A8A� . 	*�&3 ¨5"%��.^¨9� �&�

` |Deux| ⊂ Nat
�4�(	���


|Deux| = ∀X(X ⇒ ∀F (F ⇒ F [F [X]]))
'

�{.2'4�����*.^¨
F = X ⇒ X

����.6� !
` F [X] ⊂ X

�/�;����j
` F [F [X]] ⊂ X

�)�)¨��*.2
���./
¤§�3 ¨hnC�*
"� §���"#��.^¨ '



������� � � 	���� 
�� �
	 ��� ��� � � 
 �
λ
� �	

� � 
 � 3,


���	� 
 � ���
������� � � �!� ��� � �ª�
λ
�K��� ��� �ª�

�����5
��O./$&�r§��9F,����"%���.�«§;���-¨&	f���!�:�*� ��������./$¤§�$GF �*.^¨'�/./��3/����.6¨��&./����./��§��1nC�!� ¨h��3#� 	��*.^¨ !
��� 
 r03 �8�cx#�JZHQ�� } ~ \ z x t r4~s} � } t 
UV �J�2���

Γ �&� �b� � � �65 � �b  t �K� � ��� � �b 
� � φ �&��� � � � �����t��� ���*�d��� �� � � � � _ �!��� � �&� �;� � � ��¥ � � �Y� ] � � � � ] ��� x ¡ � t   ¢ � φ(x) = A   Γ ` S(A) £�� � � ��¢�¦
Γ ` S(|t|φ)

� ��"%"#� §���nC� �«¨K�;����¨9���03�.D� ��.�Fr§���¨9��.m���-¨�'/� $&� �&��	*$O')�*�h�*'�'U§&��
i��¨ ����. � � ?����*"#�
4.b

� �.�«§NnC�*3 ¨ 	�$�� ��d/�&�
� 3/� § �<�*©��-¨9���*
)¨ ����. ��� ¡ � ��� � � � 5 �v� ¢ ¡ � � X � ��� � ¡ � � ��� � �b¢ '/��$�������	�� §��2����. Fr§��)¨���.#��
"�«¨�$ ! 
������-¨ §��
����./�O�/� §��k'/���*'N�����«¨ ����.��,� � � 3#��'/��$)§�3/�/�,� §+�k'/� �&3 	*�^�/3 ¨�"/$����ED�"#�
�/��././$��^� §+�k� �&
�¨����*.

4.3.2
'

�E�*3/� �*3�����./�o©N�����,��.,'4��3/�s
&� ¨��9�(	��!� § �/� � 3/�¤§ � 3��&�{'/� ��'/� ��$)¨�$&��� 3/�k§��&��� ��.�Fr§���¨9��./� � � 3��V./��3��{�*§ §���./�
"#�!��.^¨9��.)�*.^¨�'/� $&����.^¨9�&�)'

P +��ª+/, �qU�5&7UAB3@= L��G<49�5K9;:.<43H=4A 3&9;< Z ?;A�5K:I<
� .a�/$�d)..�«¨0�/��3 ?a./�*3 	��)§ §����0./�*¨ ����./���/��� ��. Fr§���¨9��.��'�J§��k'/����"-� D&� �,'N�*3 	��*.^¨��)¨9� � 	83/�^
&��"%"#�
3/.

i���K')�*�/¨���
�3U§&���&�{�/�4§+�]��$�d).#� ¨�����. F�$�./$&���*§�� �f��¨�§��]����
&��.��/�0$)¨9�*.^¨�§&��$&�E��§+�`�6$8"%$)¨9�����5�/�G§��]���)§+��¨ ����.
� 3#� � 3/�*¨ ���&.^¨�� Λ !
M�
�� ~s} t }Cr4~ �t� W � ¡ �=<.� ���\� �
�t��� ¡ �R�v�*�� "!�� ���$�&� ¢ � � �*� � �;� ��� � �K� � � �����&� ��� �$# � � ��¦

S∪(A) = A 6= ∅ ∧ ∀X, Y (A ⊂ X ∪ Y ⇒ (A ⊂ X ∨ A ⊂ Y ))
W � ¡ �=<.� ���h� �G�t��� ¡ �R�v�*�% "!�� ��� �K� ¢ � � �*� � �;� �#� � �&� � � � � �b� �^¢ ��� �$#'& � ��� � �&��� �*���4� �6¢b¢ � ¡ � ���  "!�� ��� �&��*�i� � �(#�)G� � ��¦

S⊂(A) = A 6= ∅ ∧ ∀X(X ⊂ A⇒ X 6= ∅ ⇒ A =⊂ X)
�{.6nC� �«¨h
��&�ª¨9���!���K�/$bd).#� ¨����*./�h����.^¨E$ � 3#� 	*��§��&.^¨��&� !
| 3 r01{r4pi} t }BrN~ � � W ���t� � �K¥*� � � � _ � � ¥ �*� ��� � �4¢�� � ¥ � � � ��¦

∀A(S(A)⇐⇒ S∪(A)⇐⇒ S⊂(A))
>e��'/����3 	��`3 ¨��«§&�����G§��(§��&"%"%�1��3#� 	��*.^¨ !
�\xf�c�cx �B/+* � � X � �$� � � ¥ � ¡ � �b� � �Y� ��� � �&� ¢ � � �*� � �i� � ¦

` ∀A(A 6= ∅ ⇒ ∃x(S(x) ∧ x ⊂ A))

�t�����K¥*�¤¦ � .�"%��.^¨9����§���
���.^¨9�9��'N��� $&� ! ∀x(S(x) ⇒ x 6⊂ A) ⇒ A = ∅ ! ����3/��§R� " $8'N�*¨E" D&� �
∀x(S(x) ⇒ x 6⊂ A)

�)��¨���.�3 ¨ � §&���9�*.^¨
§��0nC�!�«¨ +,�
(1)
� �«§:��3-, ¨E�/�O"#�*.6¨������

∀x(S(x) ⇒ x ⊂ A⇒
x ⊂ ⊥τ )

�/
&� � 3#�:�&�/¨�¨�� � 	����*§�'
�

� .2���-¨5"#�!��.^¨9��.)�*.^¨��&.6"%�&��3����O�/�O'/���*3 	�����§���'/����'4�����«¨�����. '^¬ !
�t�����K¥*�¤¦ � .2"#�*.6¨���� §R�?$ � 3#� 	��*§���./
&�O')�*��
"����
�3U§+��� �«¨�$ �C��.6./�`"#�*.6¨������9�^')�*�E�%
#")� � 3��]nB�,���

A 6= ∅� 3#�:�&�/¨�$�	2���/��.6¨�� � !



� � �����������	��
 ��� �
� ��� 

� � ����� �
	 ��� � � ��


� S(A)⇒ S∪(A) ! ��.���3/'�'N��� �
S(A)

�)¨
A ⊂ X ∪ Y

�/�)¨ � §4nC�*3 ¨���.2�/$��/3#�����
A ⊂ X ∨ A ⊂ Y

'
���*��§��EnC�!� ¨ +,3 ����.D�

A ⊂ X∪̂Y = ∪Z(Z � (Z =⊂ X ∨Z =⊂ Y )
' ���*�V�/$�d)..�«¨�����.k���

S
�f��.��

����./

∃Z(A ⊂ (Z � (Z =⊂ X ∨Z =⊂ Y )

'2�f��3/�I§R� " $8'N�*¨E" D&� �
A ⊂ Z � (Z =⊂ X ∨Z =⊂ Y )

�
��¨E��	*�&
$§��1nC�!� ¨ �!
^��.��&.2�/$&�/3.�«¨

Z =⊂ X ∨ Z =⊂ Y
' �2�

Z = X ∨ Z = Y
�g�*§������

A ⊂ Z
')�*�

§���nC�!� ¨,+ � '
� S∪(A) ⇒ S⊂(A) ! �*.l��3/'�'N��� �

S∪(A)
�
X 6= ∅

�)¨
X ⊂ A

�4�)¨ � §:nC�*3K¨���.l�/$&��3#��� �
X = A �

� §
� 3-, ¨1�/�*./
,�>�?�&.l��$&�/3#�����

A ⊂ X
'*>{�<� ?�����"#�`�/3l
���"%'U§�$�"#��.6¨E./��3��1�/��./.��

A ⊂ X ∪Xc �N��¨
����./
O')�*�

S∪(A)
�
A ⊂ X ∨ A ⊂ Xc ' � .��9�!������.�./�0')�*��
i��� !� ���

A ⊂ X
��
*�?�&�-¨5d).#�d'

� ���
A ⊂ Xc �4�*.��#')����¨��9�*./���«¨ �
	2�«¨�$`���

⊂ ! X ⊂ Xc �g�)¨��/��./
]')�*��§��OnC�!�«¨;+ �^��.l�
X = ∅ !
&�*.6¨��9�*�.��
)¨ ����.

� S⊂(A) ⇒ S(A) ! ')���(§�� §��&"%"#��'�
 �>��¨0����3��$§ ��" $8'4�*¨�" D����
S⊂(A)

�>��.��
∃x(S(x) ∧ x ⊂ A)

'
�{.M� 3/'/'4���9�*.^¨

S(x) ∧ x ⊂ A (h)
���)¨���.M3 ¨��«§&�����*.^¨

S⊂(A)
����. ��.���$&�/3#� ¨ � 3/� A ⊂ x (c)

�
��¨1�/�*./
 � 3/� S(A) ! �"/N�&
�¨��
	*�&"%�&.^¨(�N� �

A ⊂ ∪X(B(X))
�*.��k')�*�

(h)
��¨G§��#�/$bd).#�«¨ ����.2�/�

S
�

∃y(x ⊂ B(y))
�/�)¨5�/��.�
`'/�*�

(c)
�
∃y(A ⊂ B(y))

'
�� .D'/���*3 	��0�/�0' §�3/�K���&3 ?�§��&"%"#��� � 3#�>�*'/'4���-¨��&.^¨(�/.���3/��§ ������'4$&���*./�'�/3�./�0"#�"� §«§��&3����5
&��"%'/��$ "/�&.8-

� ����.��/� §+�,'/� �&3 	*�
�/�
�,�&'
�\xf�c�cx A �OQ�� ~ x w � t 3 x � w 3 w � t 
 3�}Cp w t }Cr4~ 
ex pi}C~ \ z x t r4~ V W �"�t� � �&¥*��¦

` ∀A(A 6= ∅ ⇒ ∀x(S(x) ⇒ x ⊂ A⇒ A ⊂ x)⇒ S(A))

�t�����K¥*�¤¦ � .k"%�)¨[��. " $f'4�*¨E" D&� �
A 6= ∅ (a)

�
∀x(S(x)⇒ x ⊂ A⇒ A ⊂ x) (b)

�8�)¨
A ⊂ ∪yF (y)

(c)
' # §:��3-, ¨E�/�O"#�*.6¨������

∃y(A ⊂ F (y))
'

����� §���§��&"%"#� '�
 �4��¨4§ ��" $8'4�*¨�" D����
(a)
� � §:� 3-, ¨1�/�$§��`"%��.^¨9����������3/� §R� " $f'4�*¨E" D&� �

S(x) ∧ x ⊂ A
(d)

')�{.23K¨�� § �����*.^¨
(d)

��¨
(b)
�)��.��r©K¨�����.^¨

∃y(A ⊂ F (y))
'

�

�\xf�c�cx A:�CQ
η S 3 
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` ∀A(S(A)⇒ ΛXA[X] ⊂ A)

�t�����K¥*�¤¦ ���*� § �<� ?�����"#�%�>�?� ?&¨9��./� ����./.)��§&�«¨�$�� � §V� 3-, ¨^�/�D'/� ��3 	����'� � ��3/� § ��" $8'N��¨�" D����
S(A)

� � 3/�
∀x((ΛXA[X])[x] ⊂ A[x])

�)
&� � 3#�:�&�/¨ ��"#"%$&�#����¨(')�*�
§��G¨E"/$&�*�ED&"%� ' � '
�

P +��ª+RQ � 7UA:UEW.A =�U 5�� LB: 7���� A = A 3&9/< Z ?/A�5K:.<49 8 9i5KL
� .2"%��.^¨9� �G¨9��3K¨��>�<��©N��� ��§+��'/���*'N�����«¨ ����.m� 3#�
	��*.^¨��$�B�/��� ',
�� � !
| 3 r01{r4pi} t }BrN~ Ag� e � � ] ¢ � � �8���Y��� � ¡ � � X � �
�t���b¢ ��� ¥*� � � :)�*��� ¡ � !�� ���$�&� ¢ � � �*� � �;� �`¦

` ∀A(ΛXA(X) 6= ∅ ⇒ ∀X(S(X)⇒ S(A(X)))⇒ S(ΛXA(X)))
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�t�����K¥*�¤¦ � . ��3/'�'N��� �
ΛXA(X) 6= ∅ (a)

��¨
∀X(S(X) ⇒ S(A(X)) (b)

���)¨�� §\nC�*3 ¨,'�����3 	*�&�
S(ΛXA(X))

'F��§R���!���/�`�/3 §��&"%"#�
���$�«§�� 3-, ¨0�/�,"%��.^¨9� �&� � 3�� ∀x(S(x) ⇒ x ⊂ ΛXA(X) ⇒
ΛXA(X) ⊂ x)

' � .M"#��¨��&. " $8'4�*¨�" D������
S(x) (c)

�)¨
x ⊂ ΛXA(X) (d)

'o� & ��3 ¨���./� § ��" $8'4��-
¨�"�D&���

S(z) (e)
' ������§����#'�����'/����$�¨9$&�%�/�#§R���*'/'U§ ��
i�2¨����*.��BnC�!� ¨ ��¬ � �\�)¨�§�� ¨�"�$&���6D&"%� ' � ! x[z] ⊂

ΛXA(X)[z] ⊂ A(z)
' ���*�

(b)
��¨

(e)
�4��.��

S(A(z)
�N�)¨1'/�*�4§ �<� ?�����"#�O�/�]
&��.����&� 	���¨�����.l�/���1� ��.f-

Fr§��)¨9�*./�'�
x[z] 6= ∅

' ���*� §�� §���"#"%� '^¬ � � § 	2���&.^¨
S⊂(A(z))

���/��./

A(z) ⊂ x[z]

' � . �&. �/$��/3#�«¨
ΛXA(X) ⊂ ∀Z(S(Z) � Z ⇒ x[Z])

'
� . ���/�6'U§�3/���&. 3 ¨��«§&�����*.^¨ §���nC� �«¨ �!
 ��¨��������^� ?f
)§�3���3/�

S(Z)
� �\�)¨�§��&��'/� ��'/� ��$)¨�$&�^�/��§R�?��'N$��9� -

¨9��3/�^�����-¨9����
�¨����*. � nC�!�«¨ +�� � �
∀Z(S(Z) � Z ⇒ x[Z]) ⊂ ∀Z((Z � S(Z)) ⇒ x[Z])

�{�)¨#�/��./

ΛXA(X) ⊂ ΛZx[Z]

�g�&.63 ¨��«§&�����*.^¨ª§��1nC�!� ¨,+��K' � .63 ¨��«§&��� �1"#�!��.^¨9��.)�*.^¨�§��(§��&"%"#� � ��� � 3#�e�/��././�
ΛXA(X) ⊂ x

'
�

� .#"%��.^¨9� ��"k�!��.^¨9�&./�*.^¨ §���¨�"/$����ED�"#�,' � � 3#�g� ?f'/����"%� � 3>�?��.#'N��3 ¨['/����3 	��&� � 3/� § �1��.^¨9�&� '/��$�¨7��¨ ����.
�>�?3/.`¨9�&� "#� �:����3���§ ��" $8'N��¨�" D���� � 3/�#� �&� 	��*� ���*©U§����(§&�«©/�����1����.^¨]�/$&
)§+�*� $&���`
���"%"#�^� $ ��.6¨�§�� ¨%$8'4�
�>�?3/.6� ��.�Fr§���¨9��. ���&�-¨53/.6� ��. Fr§��)¨9�*. !
�t�����K¥*�¤¦ ���*� ��./�/3/
�¨�����.���3/�ª§+� §���. F�3��&3/�h�/�

t !� �2�
t
���-¨53/./� 	��*� ���*©U§�� �f
������-¨ ��"%"#$��#�+�2¨V')���," $8'4�*¨�" D�����'

� �2�
t
���-¨53/./�]�*'/'U§ ��
&��¨�����.k
������-¨ ��"%"#$��#�+��¨V')�*�
§ �<� ?�����"#�E�/�O
&��.����&� 	���¨�����.2���&��� ��. Fr§���¨9��.��¤'

� �2�
t = F�G=H x I�J u

' � .��
'/�*� §��4§���"#"%� ' � �
Γ ` t : |t|

�f��¨h�/��.�

|t| 6= ∅

')�*� §��EnC�!� ¨ � 
 ' � .D�
|t| = ΛX|u|[x:=X] ' ����3��K3 ¨��«§&�����&�I§��4§��&"%"%� �,� �.� §4��3 ,�¨�����./
0�/�1"%��.^¨9� �&� ! Γ ` ∀X(S(X)⇒
S(|u|[x:=X])
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�>� ��.��/3/
)¨ ����.�'
�� �4¨E"/$&���6D&"%���8��3 ¨����1� ��. ��.^¨�$&� ��¨h�)�*.�� §+�`'/����3 	��0���1'/��$�������	���¨�����.m�/3 ¨%$8'4���f'/��$����&.^¨��03/.���.^¨9$�� ��¨

'/� ��'/����
&�*� �«§E"%��.^¨9� � � 3/� §��l� $8�-¨�D�"#�
ST

'N����"%�)¨D�0/;��
)¨ �
	���"#��.^¨2����
&�&� ./�&���(	*�&
a'/��$�
���� ���*.
§��-'X
&��"%'4���-¨��&"%�&.^¨�)#�/����¨%$8'4�&� � 3.�h���&'���$&� �&.^¨9��.^¨m�/��� ¨��&� "#���'�\�*3 .#� 	��i��3 �/� §��&3/� �^'/����'�� ��$�¨9$��
F�$���"#$�¨9��� � 3/�&�)'

���i� � � �ª�B� ���G� ����� � ��� �t
"� �
�\�,��
��!	*�&.=3 §��G¨9�&"%'/���>�?$&./�*./
&���E��¨�'/����3 	��&��§��0� $&� 3U§«¨9��¨ � 3#�>nB����"%�(§��G¨ �«¨����0�/�O
&�O
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 r03 �8�cx�A!N Q | 3 
 p x 3 y w t }BrN~ 
 � tvu 1 xUV e � ¢ X ¢ � �b� � ��� � � ¢b¢ � ¡ � � � �t�b�b¢ ��� ¥ �*�Y��� � ¡ � � X � �
� � � βη cv� _ � � ¥ �*� ��� � �(¦ �!�

Γ ` t : A � � t′ =βη t,
�*� � ��¢ Γ ` t′ : A

�t�����K¥*�¤¦ � ����'4���9�*.^¨O�/$%&��6��3`¨E"/$&�*�ED&"%� ' � � � § � 3-, ¨]����§��,"%��.^¨9�����0'N�*3/�(§+�
β
-X� $&�/3�
)¨�����.a�)¨ §��

η
-X� ?f')��./� ����.J'

� �2�
Γ ` t : A

�)�*§��*���V�;�<�*'��ED&�ª§��G§���"#"%��'�3 �.� §N� ?����/¨9�03/.��0�/$&���
	���¨�����.m�/�
Prec(Γ)

�9��./�h
&��3�'/3/���
����� �&.^¨����¤§ §���� ��¨V�/�*./
E'/�*� §��0'/����'4�����«¨�����. ' + �

Prec(Γ) ` |t| ⊂ A
' � ��' §�3/� � ')�*�I§��
¨�"/$����ED�"#� ' �

���]����. Fr§��)¨���.#��
"�«¨�$��
Prec(Γ) ` S(|t|)

�4�)¨
Prec(Γ) ` S(|t′|)

' �����4§��(¨E"/$&���6D&"%��' � �
Prec(Γ) `

|t| ⊂ |t′|
�g��¨1')�*� §+�%'/����'4�����«¨�����. '^¬ �4��.���.��/$&��3#�«¨

Prec(Γ) ` |t′| ⊂ |t|
�4��¨1�/�*./


Prec(Γ) `
|t′| ⊂ A

' ���*�ª§��(§��&"%"%� '$� �/�*.6��.2��$&�/3#� ¨
Γ ` t′ : A
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Adequ(X,X0) = X0 ⊂ (X ⇒ X0) ∧ (X ⇒ X0) ⊂ (X0 ⇒ X) ∧ (X0 ⇒ X) ⊂ X
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ñ �>;���<�
���C?��
�&��� � ���&��� $��2(�D������:�#!"�+(:	0�&�&�����5	0� 	��&���=	������
	��>	���� ?��
�#���#���
	 �3(/% '�!9F�� � �
� � >;��(/�#!������ D����

�6$��\(�D����]n?	
�9(�	��
�
	��/	.-9(/�#� ' � � �&���
�
	

�'� (%$��@� � � ���A���\(�
��=' ���B�
�C�
�����

 �����D�
�.�#%�
��
�&�#���

��
�

�5	0�
�E
��
�6$��\(�D������0!"�F�#�G�
!"�'�
�:�
�F���
�#��� 8.' �:�
�*(/���&�����H�'�F�
�#��� �����A!"�#�
�&� � ����
�!"�+( �����+( 'I	�
�!��
�2(/	��+(/�

0
�T'�	

nJ!"�

�( � !"�
S
�"�,(<�5	��'�*' � � �
�,'
!"���@��� (<	 &#!"� (&���4�K7L	�� (&�&���{nJ!"�'
,( � !"�
� �"	(	"��
E�
�����'�&��� 8.'����K79% � �5	1(���!"�'�

'�! F�� � �
��� � ��� '����:
>	��&	�
,(&%���� �&���0('�'�
�'�M�
�&��� 	"���'�^(/!-(/	-' �3(/%��K79�
�
��nJ!��

,(���!"���
� 	����5	��+(��
��(&���#��� � ���

>	1'�
�� '���
���(7(&�OnJ!��

,(���!"� ��E!��
�)	-'>' !"�
� 	"!�� � � �
�"'����6$��2(ED����

ST¬TRIV
���\()��� n?	��3(N�&� ,��&	��+(���� '����

$
� ��������!"�
�F!68 (/�������

8�� ���O�.'��
� � �
��'�����	�� (/�#�����6$��2(ED�������� �>'������#����(D�5	1(/�'�&�='9'��������0(D
�!"�����6�#����
�!"�
�����
�D�
��
����&�
���
'��������+( � ���#���'� � ",�
�#
#" �A�,(D�
�)�.' �
��	�	���
��
�
�)�
%bd5���9(���!"�P�'��(%$������'���'!"�
�
%�� � ���+(/���&�
�

	
�K��	�� � �>'

�����&���,(��#�
�2(&!"� (��
�D�
�#!"� 	"��� ' ����	 ? � !"�����+�
� ����	��
! �

Q��#R��SR T�YGU � � ��� � �4V�V�� � � �%� 
'�XW ���
>B	��'%�d5���3( � !"�Y�K79�
� (%$����.�
�D�
!��
�
%����E�\(/����
,(�
�!"�&�#���&��!"�
�C(6
�� � �Z7L!"��	1(2(/���'���K79�
� 
?�
�#%���� 
>	1(��
� �
(%$��@�D�#�-,��/	��������+(E�'�&%�
 ������!"�
���
%�
���� �&���&���E%,'�%������0(&�D�

[�
�� ~s} t }Cr4~]\^\`_Ga2b�c � "�d � d a �fehgv�ie
P : τ → τ

ekj��=d a2lXm"nBo2pKoPpZq
r�r<sto"uCu�lXv�w � l j c�x

` ∀x(P (x) 6= ∅ ⇒ S(x) ∧ (x =⊂ P (x)))
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���Be �! �}5e  ��^d)�7�kekjkj ehd�g #�& S ) ekj�� b�� < a5c }'~�g x

S = ΛNΛXΛFF [N [X][F ]]
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No(n) = ∀oτ→oX(X(0)⇒ ∀y(X(y)⇒ X(S[y]))⇒ X(n))
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x : N τ (n) ` x : A(0)⇒ ∀y(A(y)⇒ A(S[y]))⇒ A(n)
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u : A(y), z : N o(S[y]) � ⊥τ ` No(y)
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N τ,o(n) = ∀X(X(0)⇒ ∀y(N o(y) � X(y)⇒ X(S[y]))⇒ X(n))
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` N τ (n) ⊂ A(0)⇒ ∀y(A(y)⇒ A(S[y]))⇒ A(n)
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(0[X][F ]⇒ ∀y(N o(y) � y[X][F ]⇒ S[y][X][F ])⇒ n[X][F ])

⊂
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��� � � � � \ 0 _Ga ~h}y}5e � � e�~ 5 c { � ekj b e���e&~ a { � ekj :>{|g � d � ekj�jhd c�� ~ a �fekj x
� ( � � g/{�ekj�� b�c j�� c�a ' � b eMjhd ' ' ekjkj ehd�g x

∀n¬(0 =⊂ S[n])

� ( �Be�jhd ' ' ekjkj ehd�gFekj�� c�a�� e ' � c :Ejhd�g � ekj6e a � c ehgkj x

∀n,m(N(n)⇒ N(m)⇒ (S[n] =⊂ S[m])⇒ n =⊂ m)

� ( ��{|dK�Ge a � c ehg a { aCa d � ekj�� � e�jhd ' ' ekjkj ehd�g b�� d a e a � c ehg x

∀n(N(n)⇒ ¬(n =⊂ 0)⇒ ∃m(N(m) ∧ n =⊂ S[m])

� (��=g/{k}�g c8� � � j b e ��� ~ byb�c � c { a2x

& ~ )
∀n((n + 0) =⊂ n)

& $ )
∀n,m((n + S[m]) =⊂ S[n+m])
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& ~ )
∀n((n× 0) =⊂ 0)

& $ )
∀n,m((n× S[m]) =⊂ n+ (n×m))

���*�
�#���5	��+(��5	����@?'����� '��6�
m+ n = m[n][S]

��(
m× n = m[0][Λx.(x + n)] �

� � � �03"!$#&% � � �AekjF~ 5 c { � ekj b e���e&~ a {Nj { a �K}�gk{|d � ~%$ � ekj b ~ a j ��� (
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Predn = n[(0, 0)][ΛC.(Pi2[c], S[Pi2[c]])].
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(a, b)

%�(k	��+(M�'%��5���A�
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	��
(a, b) = ΛC.C[a][b] � ��(^'�	��#��
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�
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Pi2 = ΛC.C[ΛXΛYX] �
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∀n(No(n)⇒ Pred[S[n]] ⊂ n)
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(1) ` S( @0ACB-DFE�G ) ∧ @0AHB-D3E�G ⊂ ∀x, y(N τ (x)⇒ N τ (y)⇒ ((x = y)‖(x 6= y)))

(2) ` ∀x, y(N o(x)⇒ N o(y)⇒




(x = y)⇒ @0ACB-D3E3G3I x JKI y J ⊂ LNM�O,P
∧

(x 6= y)⇒ @0ACB-D3E3G3I x JKI y J ⊂ QFE�R!SFP


)
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(1)
*��'�

5���
 ����� [x][y] ⊂ ((x = y)‖(x 6= y)))
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 � � ; � � � �)= �]\ {|dyj ' { a j ehg � ehg/{ a j b ~ a j � ~Mjhd c �fe � ~ ' { a5� e a � c { aib�� � ' g c �?d�gke<jhd c�� ~ a �Xe x � e ��g#~ b d c �
e a �  k}5e b e��X{|d&�@}�g/{ � g#~ � � e b���^4a5c }'~�gEd a�a { �`_ GaM-O,P>�cbed�ft�

( ( (hg�j ehg#~ � ' g c �XeM~ � e ' � e �ji�� e a { �
' { � � e aFk ~ a �A}'~�g�d a e � ~ � dyj ' d � e _ LNM�O�P>�Vlmd�f � ( ( (hg � � ��� e1n ' ef}t� c { aOb ekj�}'~ c g/ekj "�d c j ehgk{ a � � ' g c �fekj
� ��� c?b e a � c "�d^e (
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A×B = ∀X((A⇒ B ⇒ X)⇒ X)
���2( 
 ��
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�
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� ax = �
��� � ��� ����� � ������� 	 � x � � � � !"�*	
ax : I ⇒ I
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I = ΛXX

� �
� p = �
��� c �	� ��� c ac � ac ��� !"�*	

p : (I ⇒ I)×(I ⇒ I) �/C	�� �+!"��	)�
	��+
�!"�+(&�&�
p 6=βη ��� ���� p � ��� �0�$# p ��� �� � *,���;�?	��9(�*,�
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A×B 6⊂ ∪α∈A,β∈B(ΛC.C[α][β])
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A× B = ∪α∈A,β∈B < α = β >
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 � � ; � � � �)=,=
x ∈ A = (x ⊂ A) ∧ S(x)

∪α1∈A1,...,αn∈AnT (α1, . . . , αn) = ∪α1 . . . ∪ αn(T (α1, . . . , αn) � (∧1≤i≤nαi ∈ Ai)
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 � � ; � � � �)=*?
∀x : A.P (x) = ∀x(x ∈ A⇒ P (x))

∃x : A.P (x) = ∃x(x ∈ A ∧ P (x))
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�<; � � �.?B14365 �.C 5 � � � �ED 7�9FC 5 �87�9 � �;: _Ga }�g/{|d � e x

(1) ` ∀A,B∀α : A.∀β : B((α, β) ∈ A×B)
(2) ` ∀A,B∀X : A× B.( lmd�f [X] ∈ A)
(3) ` ∀A,B∀X : A× B.( lmdHG [X] ∈ B)
(4) ` ∀A,B∀X : A× B(X = ( lmd�f [X], lmdHG [X]))

~ � e ' lmd�f|�elmdHG e�� < X = Y > b���^4a5c j � ��� ~ c?b e b e � ~ ' { a5� e a � c { aJIEK (
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}�g/ehd � e x
� (1)

� � �z���,(���� + ����!-(�+�4��&���
S(α) � α ⊂ A � S(β) � ��(
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X ⊂ A × B
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���9(
∃α ∈ A, β ∈ B(X ⊂ (α, β)) �

� !"�'� ' ����+ ����!-(�+&4��&���
S(α) � α ⊂ A � S(β) � β ⊂ B
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X ⊂ (α, β) � !�� �
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���9(�� �� [X] ⊂
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X ⊂ A × B

�,(
S(X) �
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` ∀A,A′, B, B′(A ⊂ A′ ⇒ B ⊂ B′ ⇒ (A×B) ⊂ (A′ ×B′))

}�g/ehd � e x � !"�'� '���� + ����!-(�+�4��&���
A ⊂ A′ ��(

B ⊂ B′ � �>',�#��
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∀α : A∀β : B(α ∈ A′ ∧ β ∈ B′)
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�D��7�	��+(&%��&���&�#���/	��
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 *,�K7L	��*)��14��6' �����K79%='�	 ��	 �5	1(
	�!"� �

[	��

��� � � � � \ �B1
� � � ��� D % ��� � ;���� D % C ;,5���; D : _Ga2b���^4a5c � � ekj � {2� c � j b e $k~|j eG}'~�g x
��� =! #"%$ G <  �>'&)( � d+*-, <&< P1(u) P2(u) > k > ~ � e '.x

P1(u) = <&< P-ACB-D3E�G < b d�f � > > u >
P2(u) = <&< <�. O-D0/1"%$ < G < /*> > > < b dHG u > > u >

��� "%$ G2&)( � d+*-,3� =! 4"5$]G6&)( � d+*� B3"%$ G6&)( � d+*-, G
_Ga2b���^4a5c � � ekj � {2� c � jG}'~�g x
�37 a � {2� c �Db e $k~|j eNekj��=d a � {2� c �
� � c

M [k, u]
ekj��<d a � {2� c � � ~ � {|g/j

� =! 4"5$ G <  ,>�8 M [k, u] =
� =! 4"5$ G <  ,> [M [k, u], u]

ekj��4d a � {2� c � (
� � c

M
ekj��<d a � {2� c � � e��

u
d a }�gk{ � g#~ � � e

�
{ aPb���^4a5c � ��� ~ a ~ �  j eG}'~�g ' ~|j b e

M
}'~�g x

9 E�SFPCS u : . M = M [ . O-D0 4"%$; , u].
T �M�75-'����K7L�'�Y��!-(
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�

u
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	�!"�6�
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�
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�
D � �
	 �
!"� � 	>'�&����
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k �- 	0�M�()������.' � � ��	H!"�C
�!"�
��	���4��&�N�'���*)z��!-(
	 �J�
M1

�,(
M2

�
%��
��	��#�/	��+(D
0+5	�
��
�2�
���E)z�
�#!��"�&	��������

P 1
1 � P 1

2 �
�,(
P 1

2 � P 2
2 �

!"�*	Y�

����� 	 � u '	� M1 ? M2 = M1|M2 [ ����� , �	�-, , u].
= M1[M2[ �
����, ��� , , u], u]
= M1[ ��� P 2

1 (u) P 2
2 (u) � ����� , �	�-, � , u]

= � P 1
1 (u) P 1

2 (u) � ��� P 2
1 (u) P 2

2 (u) ���
����, �	�-, �
�E!1(/�&��!68 �#��
,(
	 �+%�(k	��+(N�'�i�
�	(/�/	�
0	�	9'>'���� *,�
�i�#�
� ' ���:( ������� � !"� � (
	9'�	��#���&	��
	��
� '�	*�#��	9(&� ' ���.�
�&!

$�"�&	���������
�!"����� '����'�&� (&�/	��'��	9(&�E��� ( ���@� � ���C�&��	 
�	0�0(^'I	)
�!"��
����+(
	 !"�P�
� '�	��
!1(k	1(
	�!"� � � ��
�79���\(
(6��	��#� *,�K7L!��C�
!-(&���&	'@ �&� 	 �BACACAED
�FACACA �@!"�'��'��<(/�&	��
��	3(+�
� ����� 	 �BACACA6'	�GAHACA �
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3 5 �.C � D�� � � � � � \ �Bekj�g > ��� ekj�jhd c�� ~ a �fekjMj { a � b�� g c�� ~%$ � ekj (

1.
Γ ` u ∈ A Γ ` ∀x ∈ A.t(x) ∈ B(x)

Γ `
� E$SFPHS u � . B4"%$ t(u) ∈ B(u)

2.

Γ ` u ∈ C × A
Γ ` No(C)
Γ ` ∀y : A.t(y) ∈ B((C, y))
Γ ` S( Q�O-D x "5$ t(x))

Γ `
� E�SFPCS u � . C =  1"%$ t(  ) ∈ B(u)

3.
Γ ` u ∈ C × ΛXX Γ ` N o(C) Γ ` t ∈ B((C,ΛXX))

Γ `
� E$SFPCS u � . C "5$ t ∈ B(u)

}�g/ehd � e x

� � � 79���\( 	 ����%���	�	1(=
>	����5	��+�'%��5��	3(
	 !"�P�

@ �&� 	 � u D
� 
 �	� t(u) = t(u)

� � �#����	�� *,�
� *,�K7�	�
 	 	9'4�K7 � 	z	��'
��
�
�Y
�!"�
��	3(
	 !"���#�
� ' � ( ���@� 6�� 
���
!	=��	9( � ��4�� *,�
� '�7L!��

�!"����!"�#���/	/' ���+��!-(
	��J� � !��C	��'�/	6�
����
�!"�
��	3(
	�!��
�+�
	 ��	9'I	�	 �&���=	��*)�	�� (/�#����
>	0� �

� � �]'���7L	��>	9(M�
�N��!"�+(/�&��� ��� P1(u) P2(u) � 9 ����, �	� , � ∈ B(u) � T 	��'�&���'	V4��&�N
0+'!"�&�)(

�%��
	��5���A���\(

S( ��� P1(u) P2(u) � 9 ����, ��� , � ) � 
�� *,��	,���\( 	�����%���	�	1(;�5	�� '��%( +
%�!"�14����
�
�D��	����6' �,(&!"��	�
 	9(&%	� � [6�
	��"� )	��
 � 	�
"��
 '����+�
�&����	 4��#���,(��
���#��	V4��&�D�
�#%��'	��&�#��� �
���
�#��	9(&� � 	>'@�?	�� ( 
"%��
	��5��� ��� P1(u) P2(u) � 9 ��� , �	� , � ⊂ B(u) � T ���E�
�#!"�
��	�%,(&%����
�
�
�#!��'��	9(��J�?	 	9( g�� 
;	�
"��
�'I	+�
�#���'	V4��&�4�
�&%���	 �&�#�:	��#�&�
�#���+( *,�
� � �� u ∈ C ��( *,�
� � ��# u ∈ A �

� �i���i�
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� � �& u = C
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 �!"�����.�
%��'��	9( ��� P1(u) P2(u) � 9 ����, ��� , � ⊂ ��� 7��
� 	 P2(u) � 9 ����, �	�-, � ⊂
P2(u) ⊂ B(u) �

Y � �f����%���	I	T(G�5	��
(2) �
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3 5 �.C � D�� � � � � � � �Bekj�g > ��� ekj�jhd c�� ~ a �fe�j { a � b�� g c�� ~%$ � ekj x

1.

P1 : Γ ` u ∈ (C × A) ∪ T

P2 : Γ ` No(C)

P3 : Γ ` ∀X : T.( lmd�f [X] 6= C ∧N o( lmd-f [X]))

P4 : Γ ` ∀y : A.t(y) ∈ B((C, y))

P5 : Γ ` ΛX(tX) 6= ∅

P6 : Γ ` ∀y : T.
� E$SFPHS y � .�� (y) ∈ B(y)

Γ `
� E�SFPCS u � . C =  1"%$ t(  ) 8 � (u) ∈ B(u)

2.

P1 : Γ ` u ∈ (C × ΛXX) ∪ T

P2 : Γ ` No(C)

P3 : Γ ` ∀X : T.( lmd�f [X] 6= C ∧N o( lmd-f [X]))

P4 : Γ ` t ∈ B((C,ΛXX))

P5 : Γ ` ∀y : T.
� E$SFPHS y � .�� (y) ∈ B(y)

Γ `
� E$SFPCS u � . C "5$ t 8 � (u) ∈ B(u)

}�g/ehd � e x

� � � �O�/	�	3( *��'�
Γ ` S(u) ��� !"�

 � �Z7 	��'� 4�� 'I	Y�
�#!"�
��	�%,(&% � g �5	��"�*)	� � !���	

Γ ` S∪(u) � - 	��
�
%h�5��	3(
	�!�� � !"�z���P�'%��
��	3(�	�
"��


P1

*��'�
(u ⊂ (C × A)) ∨ (u ⊂ T ) � � �C�/	�	 �&!"�
�'�.�5	0��
>	0�

����� (
	>' 	��/	0�0(4'������'�&!"�
��	�%�(/%�� g�� � g � � ��( ��� �5	��"�+) � �

� < !"�
� '87 + ���@!-( +�4��#�
u ⊂ (C × A) � !"�����*�
%��'��	9(
*,�
�

@ ��� 	 � u D
� C � , �	� t( , ) ?�� (u) = t( � � �& � � )

�� *,��	;�
!"�
�'� ' ���&%��&�.'3(k	1( � 	�
"��


P4
�

� < !"�
�^'87 + ����!-(�+&4��&�
u ⊂ T � !��P���P�
%��
��	9( *,�
�

((
� �& [u]) 6= C ∧ N o(

� �& [u])) � �%(��
!"�

 �@ ��� 	 � u D
� C � , �	� t( , ) ?�� (u) =
@ �&� 	 � u D�� � (u) � �K79!	� '�	�
�!��

=' �
�
	 !"� �"��
�
��

(
P6
�

� � �f����%���	I	T(G�K7L	��
�14��
1 �
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SR TA@GU�� � �
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��� � � � � \�� 1 � � C % % � 5 %�� � D � 5 %$#&% � �;:]_Ga }5{ j e

�
}5{|d�g.�X{|dyjI�  k}5ekj

A1 �
( ( (
An

e��
C1 �

( ( (
Cn

x

{C1 : A1; . . . ;Cn : An}
=

∀X(((C1 × (A1 ⇒ X)) ∪ . . . ∪ (Cn × (An ⇒ X)))⇒ X)
[	��

��� � � � � � � 1���� 5 %�� � D � 5 %$#&% � � D :
_Ga }5{ j e

�
}5{|d�g �X{|dyj+}�g/{ � g#~ � � ekj

a1 �
( ( (
an

e��
C1 �

( ( (
� Cn

x

< C1 = a1; . . . ;Cn = an >
=

. O�D  4"%$ < 9 E$SFPCS� : . C1 = f "5$ < f a1 > 8������ Cn = f "%$ < f an >E>� ��{ aOb���^4a5c � ��� ~ � {|d&��e1nr�fehg a e b�� d a&'�� ~ � }5j:}5{|d�g$�f{|dyj+}�gk{ � g#~ � � ekj
C � a

e��
p

x

[C = a] + p = . O-D� 4"5$ 9 E�SFPCS  : . C = f "5$ < f E > 8 B3"%$ < p  �>
� ���'�&!"� 
��:'��M�?	�	3(+�&��	 
0	��+(E�#�
�;'��<( ���5	������'���;(/�/	0�
��	9(&�G����( ���@�D�
�������
�&� �>	��\(/�#�������+(/���
3 5 �.C � D�� � � � � � 03�Bekj�g > ��� ekj�jhd c�� ~ a �fekjMj { a � b�� g c�� ~%$ � ekj x

(1)
Γ ` a ∈ A Γ ` N o(C)

Γ `< C = a >∈ {C : A}

(2)

Γ ` a ∈ A
Γ `< u >∈ {C1 : A1; . . . ;Cn : An}
Γ ` No(C)

Γ ` ∀X(∀y : ((C1 × (A1 ⇒ X)) ∪ . . . ∪ (Cn × (An ⇒ X))).




( l<d�f [y]) 6= C
∧

No( lmd�f [y])


)

Γ `< C = a; u >∈ {C : A;C1 : A1; . . . ;Cn : An}

(3)

Γ ` a ∈ A
Γ ` p ∈ {C1 : A1; . . . ;Cn : An}
Γ ` No(C)

Γ ` ∀X(∀y : ((C1 × (A1 ⇒ X)) ∪ . . . ∪ (Cn × (An ⇒ X))).




( l<d�f [y]) 6= C
∧

No( lmd�f [y])


)

Γ ` [C = a] + p ∈ {C : A;C1 : A1; . . . ;Cn : An}
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Γ `
9 ��� x �	� @ �&� 	 � x D�� C � f �	� � f a � ∈ ∀X((C × (A⇒ X))⇒ X)

�]';�#��
�(E�'!"�

D�
�D��!��0(&�&�����

Γ, X : τ, x ∈ C × (A⇒ X) `
@ ��� 	 � x D
� C � f �	� � f a � ∈ X

� � � (
	>' 	��#�	'�	*�14��6' �
2.

�
��'�	*�
�#!"�
��	�%,(&% g � � 6 
���
��
!1(/�&�!+ ���@!-( +�4��#�Y�,( '����.�
�#%��'	��#�&��� *,��	
	��#�&�
�#���+(

S(a) � a ⊂ A
��(
N o(C)

�

� T �����
���*)Y�
�&����	 4��&�����
�&%���	 �&�&�����&!"�+( 	�����%���	I	T(/�����
� ∀y : A⇒ X). � y a � ∈ X ���2(��?	�
!	9'��	�
� S(

9 ��� x �	� � x a � %��"	-'��������0(
�
� � � �Y���,(G���#+ ����!-( +�4��#�

x ∈ (((C1× (A1 ⇒ X))∪ . . .∪ (Cn× (An ⇒ X))) � ��( 	>'^�?	�� (:���
�
%��
��	 �&�

( ����� 	 � x '	� C � f �	� � f a � ? u(x)) ∈ {C : A;C1 : A1; . . . ;Cn : An}

� ��� (
	9'�	 �&�<'�	N� 4��-'��
1.

�'� '�	N�
�&!��
�
	 %,(/% g W � �
!"�+( 	>'@�?	�� ( 
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P2

�&!��0(��
!��
�
%����E�
	��+�
!"���
�#%��'	��&�#�����
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t = �
��� f �	� � f a � �

� P6


H	����+(��
�
( �
��� x �	�.���&� 	 � x '	� u(x)) ∈ {C1 : A1; . . . ;Cn : An}
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��� � � � � � = 14365 ��
 % � � � � � : �K~�}�gk{ � e ' � c { a
u.C

ekj�� b���^4a5c eG}'~�g x

u.C = < u < C = . O-D� #"%$  �>E>
� � �
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�
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3 5 �.C � D�� � � � � � � �K~ig > ��� e�jhd c�� ~ a �fe6ekj�� b�� g c�� ~%$ � e x

Γ ` u ∈ {C : A} Γ ` N o(C)

Γ ` u.C ∈ A

}�g/ehd � e x �]'K�&� 
	(E�
�D�&���i	0� *,�
����*,�
� � C � ΛXX � ⊂ C × (A⇒ A)
�

�
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3 5 �.C � D�� � � � � � �3�Bekj�g > ��� ekj b e�j {|d,j ( �! �}'~ � e�jhd c�� ~ a �fekjMj { a � b�� g c�� ~%$ � ekj x

(1) ` ∀A1, . . . , An, A
′
i((Ai ⊂ A′

i)⇒



{C1 : A1; . . . ;Ci : Ai; . . . ;Cn : An}

⊂
{C1 : A1; . . . ;Ci : A′

i; . . . ;Cn : An}




(2) ` ∀A1, . . . , An, A
′
i



{C1 : A1; . . . ;Ci−1 : Ai−1;Ci : Ai;Ci+1 : Ai+1; . . . ;Cn : An}

⊂
{C1 : A1; . . . ;Ci−1 : Ai−1;Ci+1 : Ai+1; . . . ;Cn : An}




}�g/ehd � e x
��� < !��
��'87 + ����!-( +�4��#�

Ai ⊂ A′
i �

!"��	N���*� (
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Ci × (A′
i ⇒ X) ⊂ Ci × (Ai ⇒ X)

���*� (
	9'�	��&	��+(�' ���&!"�
�
$
( ���5	����.�
�:'�	N�&%��'��	�!"�O�

`
(C1 × (A1 ⇒ X)) ∪ . . . ∪ Ci × (A′

i ⇒ X) ∪ . . . ∪ Cn × (An ⇒ X)
⊂

(C1 × (A1 ⇒ X)) ∪ . . . ∪ Ci × (Ai ⇒ X) ∪ . . . ∪ Cn × (An ⇒ X)

T 	6
�!"�'
='��'�
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` Ci × (Ai ⇒ X) ⊂ (C1 × (A1 ⇒ X)) ∪ . . . ∪ Cn × (An ⇒ X)
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∃s = λP∀K(∀x1 . . . xn(P (x1) . . . (xn)⇒ K)⇒ K)

� '�� ~���d^eMjhd c �fe b e�j {|g��fekj
s = s1, . . . , sn �

{ a ~|jkj { 'hc eMd a {k} � g#~*�fehd�g
∪s

b���^4a5c }'~�g x
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{ a ~ x
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Γ
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"YX &(�nF7-�"!�L-�X�4L&%�n,�#(/%46-�"T#(&%�^,�-�'��U4L&�/%�+'*):&l{D)$&IB
"YX &(�U �"$�� o�+���2)!�L�+'��%kA/%�+'��T)$"$� �m):&%�P-GF+&%/=Z
" 4§V&�L;< �4#�L/G-R)$�L��'

⇒
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B
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"YX &(�n)CBD o&%�(k /(�+'A�T):"T� �2)$�^-�F�&(/<Z
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∀τs
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s
B

" ��'� �"$�D,�� �m)
Πτ k�OQ� ��&(�T)^��'�4W�2&(��"� o�+"�)j-�'*)U�T��"U4L&(�n A"$�+8+"$-�;<;=&%�	B

" ��'��$/*#�#%;N-t,�&K/(��;= �"T#	#�&%'��!�2�+'
{x : A;P}

k�OQ� �_&(��)P#%8*-�42&(;<&('*)n��'�4W�2&(��""B
� V�&(�T)�/(&KOQ��&K"$&PV �%)$&('*)�4L&(�U"!�(8+42&(�n,�&�>@�+"T;N-7)!�L�+'N,�&(�U):&%"$;<&(�	B
]_&K�$&('A��,����$/*#A#(;=-<,�&K/%�+;= A"$#	#A&('����L�+'!&(��)P42&��$� �mF7-�'*)KZ

{x : A;P} Z 6 ,=[\.*0 ; ,=(*0-] ^ ;`_ 0 7 .*0$+ba ; 0 Z 0R.dce( 68f (�g	+-+�0R. Z 0�[ihIc@0 A j < ,�k2)$(>,Elm0 7 [ ; gnce( 6 ce(>,/)$[*) P o
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WF ([])

WF (Γ) s = o
68<

s = τ x /∈ V (Γ) x ∈ Vs

WF (Γ, x : s)

WF (Γ) Γ ` A : τ x /∈ V (Γ) x ∈ V

WF (Γ, x : A)

WF (Γ) Γ ` P : o

WF (Γ, P )

WF (Γ) x : τ ∈ Γ y : τ ∈ Γ

WF (Γ, x ⊂ y)


�� f�; 0R. Z 0�� 6 (>+Sg	[>, 687 Z 0R.d[*0$(>+�0R.b]
WF (Γ) x : s ∈ Γ

Γ ` x : s

'C( 6�� 6 .>,=[>, 687 . ]
Γ ` P : o Γ ` Q : o

Γ ` P ⇒ Q : o

Γ, x : s ` P : o s 6= π

Γ ` ∀osx.P : o

Γ, x : A ` P : o

Γ ` Πox : A.P : o

��h � 0R. ]
Γ, x : s ` A : τ s 6= π

Γ ` ∀τsx.A : τ

Γ, x : A ` B : τ

Γ ` Πτx : A.B : τ

Γ, x : A ` P : o

Γ ` {x : A;P} : τ
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 �"T#(, �2/G-7)$�^����,A&(�U)CB| 	&(�^ .-�"$-�;<#%):"T#(�"B
~�����"a4L&%�a/(��'��T)$"$� �2"$&�k|�+'��T&�,��+'�'�&P��'�&��$��"T):&P�$�� � A4L#(;<&('*):-I�L"T&�Z

π
kA46-S�$�+"�):&�,�&%�a �"T�+8+":-7;=;<&(�%k|&l)

�+'!,�#lH.' �2)^42&(�n�$��"T):&%��,A�+'*)�4L-}�$�+"�):&K46-} A4L���^zg,�"$�I�2):&�&%�T)
o
�+�

τ
 .-�"n42&(�U"��%8+4L&%�n�$� �mF7-�'*):&(�KZ

` τ : ∗r ` o : ∗r ` π : ∗

` s : ∗ ` r : ∗r

` s→ r : ∗r

` r : ∗r

` r : ∗

]_&�YT�A8+&(;<&('*)
s : ∗r

�!�L8�' �2H.& �
s
&%�T)­��'�&P�T�+"T)$&�OQ� �	-S4L&U,�"$�I�2) ,�&^�$&U):"$���AF+&%"az[,A"$�G�m):&U,�V���'�& V �(/*#�&%B

H /*#.-�OQ��& �T�+"T)$&
s : ∗

k ��' -��T�$�D/	�L&���'?&('��T&(;}X�42& ,�&�F7-�"!�L-�X�4L&%�t,�&��T�+"T)$&(�
Vs
k 4«VW&%'��$&%;}X�42&�,�&%�

F7-�"!�L-�X�42&(�^,�&��T�+"T)$&
π
#%):-�'*)M#%8*-�4ºz<4§V�&('��T&(;}XA4L&�,A&(�PF7-�"��6-�X�42&(�^,�&} �"T�+8+"$-�;=;<&(� A Vπ = V

DJk�&%)P�+'
#%)$&('�,�4L&%�U"��(8�4L&(�n,A&K>@��"$;=-7)$�2�+'� 	�+��"U/(�+'A�T):"T� �L"T&�,�&(�U):&%"$;<&(�U�!�2;= A4L&(;<&('*)n�T�+"T)$#(�KZ

� 687e7 0�� 6 (>+Sg	[>, 687 Z 0 9R687 [*0��G[*0R. ]
WF (Γ) ` s : ∗ x /∈ V (Γ) x ∈ Vs

WF (Γ, x : s)

� 0$(>+�0R. . 6 (>[*)R. ]
Γ, x : s ` t : s′ ` s′ : ∗r

Γ ` λx.t : s→ s′

Γ ` u : s→ s′ Γ ` v : s

Γ ` u(v) : s′

'C( 6�� 6 .>,=[>, 687 . g	[ 6 +-, j < 0R. ]
Γ ` u : π Γ ` v : π

Γ ` u = v : o

? '��2,�&('*)!�2H.&%":-}4L&%�n):&("T;=&%�U#(8*-��D{! .-�"
β
�C"T#(,��A/%)$�2�+'9Z� .-�"U&J{A&%;= A4L&

λXλY.(X ⇒ Y ) (P )(Q)

�$&%":-t/(�+'A�!�L,A#("$#K/%�+;=;<&�#(8+-�4_z0Z
P ⇒ Q.
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]�-< �-�"T)!�L&�46-} A4L���U�!�2;= A4L&M,�&S'���)$"$&K46-7'�8*-�8+&P/(�+'�/%&("T'�&[42&�)CB| �-�8+&K,�&(�^ �"T�+8+":-7;=;<&(�a,A�

λ
�C/G-74L/(�A4 B? '�B�, �L��)$�L'A8+��& A &%)^/(&%46-g�$&%":-<-����$���_F|"$-I�� .-7"^4L-}�$� �m):&8D�OD��-7):"T&[8+&%'�"$&%�U,�&K,�#("��2F7-7)$�2�+'��MZ

" ]_&%�^,A#("!�mF7-7)$�2�+'��MxLc$dIL��(w.hjilk�OQ� �_�$&%"TF�&('*)�zg":-%�L�$��'�'�&("n�T��"U4L&%�^ A"$�+8+"$-�;<;=&%�	B
" ]_&%�^,A#("!�mF7-7)$�2�+'��K�Dh��� J`Ae�dDhlkAOD�@�_�$&("�F+&%'Q)Mzg,��+'�'�&%"��A'!)CBD 	&�-7�|{! �"T�+8+":-7;=;<&(�"B
" ]_&%�^,A#("!�mF7-7)$�2�+'��K�Dh�i�cRw*i�!"�# j`Ae�dDhlk�OQ� �_ 	&("T;=&l)$):&%'*)�,A&S,A�+'�'�&%"^,A&(�^"$&(4L-7)$�2�+'��a&%'*):"$&K42&(�n)CBD o&%�	B
" ]_&%��,�#%"!�mF�-R)$�L��'��[�DhSb%$$��w�Q��iL§cR�.k	OQ� �� 	&("T;=&l)$):&%'*)P,�&["$#%,�� �L"T& A /�V�&(��)�z<, �L"T&S,�VW#lF�-74L��&%"RDn,�&(�� �"$�7�8�":-�;<;=&%�	B
�������P �"T#(�T&('*):�+'A��4L&(�A"$�P"!�(8+42&(�^,.-�'��P46-t�$&(/l)$�2�+' �$�@�2F7-�'*):&[OD�@�y/(��'�/(&%"$'�&}42&(�^,�#("��2F7-7)!�L�+'��'&� A��"$&%�)(RB
� &(� OQ�.-7)$"$&U8+&('A"$&(�¢,�&U,�#%"!�mF�-R)$�L��'�� �L'*)$&(":-78G�L�T�$&('*)¢ .-7"�4L&nX �L-I�L�º,A&^,A#("!�mF7-7)$�2�+'��*&C; � {|)$&(�+(jk�OQ��&U'������
#%)$��, �2�+'��U .-�"n4L-}�$� �m):&IB
��� � � � , � �.-"/ 
 � -+021 	 �43 ���
	
57698;:=<?>A@�:�BDC*E�F*GH@�IKJL>?MNG
�������g �"$#%�$&%'Q)$�+'�� �L/"��4L&=)CB| �-�8+&0,�&%�< A"$�+8+"$-�;<;=&%��,���'���B*-7��>@�+'A/%)$�2�+'�'�&%4��T�+'*)t,��+'�'�#%�t .-�"}4L-
�TBD'*)j-�{A& #.-�X@�2):�A&(4L42&M,��

λ
��/G-�42/(��4yZ

P = V |
pCq*r
V → P | O P P P

]_&(�­�|/%/(��"T"$&('A/(&(��4W�LXA"$&(� ,�&�46-�F�-7"!�6-7X�4L&
x
,.-�'A�

p
�$�+'*)a4#�L#%&(� ,.-�'�� pCq*r

x → p
B X &%�|{N �"$�+8�":-�;<;=&%�

α
��#(OQ� �mF�-74L&('*)$�n�$�+'*)^/(�+'A�!�L,A#("$#%��/%�+;<;=&M#%8*-��|{ B
~�����"�)CBD o&%"n��'0 �"T�+8+":-7;=;<&�kQ�+' �2;= 	�+�$&^46-[/(�+'�,@�2)$�2�+'NOQ��&�42&P/%�+'*):&l{D)$&

Γ
�T�G�2)�X �L&%'�>@�+"$;<#�kQ&%)a'�&

/(��'Q)!�L&%'�'�&K .-��U,�&K,�#%/(46-7":-7)!�L�+'���,�&SF7-�"��6-�XA4L&(��,�&K46-�>@�+"T;=&
x : π

k�/(&KOQ��&S4§V��+'0'���)$&
WFπ(Γ)

B
]_&(�U"��%8+4L&%�n,�&�)CBD .-�8+&K�$��'Q)^42&(�n/	�2'�ON"!�(8+42&(�n���T��&(424L&%�^,A�

λ
�C/(-�4L/%��4§kA-GF+&(/S&('� �42���n46-} 	�+�$���LX �24W�m):#^,�&

4W�2&("a4L-�F7-�"!�L-�X�4L&M-�X��T)$":-I�m):&� .-7"apCq*r},.-�'A�^42&M)CBD o&tZ

WFπ(Γ) x : A ∈ Γ
Axτ

Γ ` x : A

Γ, x : A ` t : B
Πτ
I

Γ `
pCq*r

x → t : Πτx : A.B

Γ ` u : Πτx : A.B Γ ` v : A
Πτ
E

Γ ` O u v P : B[x := v]

Γ, x : s ` t : A
∀τI

Γ ` t : ∀τsx.A

Γ ` t : ∀τsx.A Γ ` v : s
∀τE

Γ ` t : A[x := v]
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~�����"º>®-�/	�24W�m):&("�4L-M �"$�+8�":-�;<;N-R)$�L��'S&l)¢46-P4#�L���LX �24W�2)$#�,�&(�º)CBD 	&(�%k*'��+���d�2'Q)$"$�D,�� �2�$�+'���,�&(�D{t'���):-7)$�2�+'���Z

�HB @ >A@�:�BDC
	��

������ x � p ��� q

hji��_wD��hn��c��§e � L§cR�K`.cRw|b������ � x ��� q p  "!$# xLhjiPc�QRQlwDbJb:hl� Qjhjiax=L&%(b:hjin�Dh x �*e��Ai
q
i�cR� ���DcR� QKx=L $jhji[�*e��Ai ����� x � q ��� p '"(
*) L x �,+ hji��_`AeRiKx=L&%(b:h��*e��Ai

B ! cR� ��c���hlbTe A⇒τ B
e�w�x=L§hlw �Dh

Πτx : A.B (

? ' -g,���'�/K4L&(�n"!�(8+42&(�U/(��"$"$&%�$ 	�+'�,.-7'Q)$&(�SZ

Γ ` p : A Γ, x : A ` q : B 4 2.-
Γ `

4 2/-
x 0 p 1 r q : B[x := p]

Γ, x : A ` t : B x
'��+'!4W�2X�"$&�,�-�'��

B
⇒τ

I
Γ `

pCq*r
x→ t : A⇒τ B

Γ ` u : A⇒τ B Γ ` v : A
⇒τ

E
Γ `

�
u v  : B

57698;:=<?>A@�:�BDC*E32�BNMD:&465*G E

X -�'A�P46-t/(��'��T)$"$��/l)$�L��' ,�&(�^):&%"$;<&(�(k	�+' - �L'*)$"$�D,�� �2)^/%�+;=;<&K �"$�� o�+���2)!�L�+'��U4«VW#%8*-�4W�m):#�&%'Q)$"$&[�+XDYT&%)$�,�&K46-g�T�+"T)$&
π
B � �+;=;<&��+'!;=-�' �L A��4L&n�2/	��,A&(�^/(�+'*):&J{D):&(��,�#('Q��#%��,A&[,�#%/(4L-�":-7)!�L�+'0,A&KF7-�"��6-�XA4L&(��,�&

�$��"T):&
π
kA4L&(�n)$&("$;<&(�U,�&K/%&%)$)$&K�$�+"�):&KOQ� �_�$&%"$�+'*)b�L'*):"T�|,��@�2):���$&("T�+'*)^4L&(�U �"T�+8+"$-�;=;<&(�87�Z

Γ ` u : A
prog2π

Γ ` u : π

? '0,�#(,A� �2)n,A&(��YT��8�&(;<&('*):�n42�+8G�LOQ��&%��,�&P46-�;=-�' �(�("$&����$�A&(4L42&�kD&('�-GB*-�'*)n,A&� �4L���%kA/%�+;=;<&^ o�+�A"a4L&%�
"��%8+4L&%�M,�&})CBD .-�8�&�k�4L-N o���$�!�2X �L4#�2)$#[,�&g4#�L&%"P��'�&}F7-�"��6-�XA4L&S,�&g �"$��8+":-�;<;<&[,.-7'���4L&%�M �"$�� o�+���2)!�L�+'��Pz
4§VW-I�2,�&M,��� �"$�D,�� �m)�Z
9%:��M·T¶�¦§�¡¦§£­�W�$ª�¦«±T¥l�¡�Tª�¥l¦�£J²a²n£j°§�¡¶T£J�¡�Tª�µ�£l�Rª_µ��Tª��T�R¶�£%µ�¦§·Tª ³ ��°��¡�Tª�¦§±�¥l�¡�Tª�µ���ª«¯�ª@°§±�²a�º��©l�M���7¶�£lµ�¦«·T�Tª
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P ∈ Γ
Axo

Γ ` P

Γ, x : A ` P
Πo
I

Γ ` Πox : A.P

Γ ` Πox : A.P (x) Γ ` t : A
Πo
E

Γ ` P [x := t]

Γ, x : s ` P
∀oI

Γ ` ∀osx.P

Γ ` ∀osx.P Γ ` t : s
∀oE

Γ ` P [x := t]

Γ, P ` Q
⇒o

I
Γ ` P ⇒o Q

Γ ` P ⇒o Q Γ ` P
⇒o

E
Γ ` Q? '�,A#%H.' �m)U,�&K �4L�A�n4L&(�U/%�+'�'�&%/%):&%��"$�^4L��8G�LOQ��&%� #.-�X �m):��&%4L��Z

576�� C*: @ :�BDC������	� J 698�>.@ G 5*8�E�

��hjiKQjcR�.��hRQ���hlwDb:i�xLc$dIL��(w.hjiPi�cR� � � $��¢��LLi­`Ae�bMxLhlw|b Qjc(�*e�dDhMwQilw.hlx
e�w0i�hRQjcR�	�!cRbT��bjhSM

 ⊥o = ∀ooX.X
 A ∧B = ∀ooX((A⇒ B ⇒ X)⇒ X)
 A ∨B = ∀ooX((A⇒ X)⇒ (B ⇒ X)⇒ X)
 A⇐⇒ B = (A⇒ B) ∧ (B ⇒ A)
 ¬ = λA.(A⇒ ⊥o)

]_&(��"!�(8+42&(�P42�+8G�2OD�A&(�M-7�$�$�D/	�2#(&%� A �L'*)$"$�D,���/%)!�L�+'�&%)�#%4W�2; �2'.-7)$�2�+' D­�T�+'*)K4L&%�M"��%8+4L&%�P���T��&(424L&(�"B � &% o&%'|�,.-�'*)(k. o�+�A"n/(&KOQ� ��/(�+'�/%&("T'�&[4«VW#%8*-�4#�2):#�&%)U4«V¡-�XA�$��"T,�&�k.'������^-�YT�+�A)$�+'��U,�&(�^"��%8+4L&%�n .-�"�)$�L/%��4W�(�("T&(�MZ
" ]�-g"��%8+4L&�,A&S4«VW#%8*-�4#�2):#[Z

=E
` ∀oτA,B.Π

oa : A.Πob : B.(a = b⇐⇒ ∀oπ→oX.(X(a)⇒ X(b)))
� &l)$)$&["!�(8+42&�&l{| �"!�2;=&KOQ��&S4§V�#(8*-74W�2)$#M&(��)^4§V�#(8*-�4#�2)$#M,�&[]�&"�LX�'@�2)��7k� 	&("$;<&%)T)j-�'*)^,�&S�$��XA�!�2)$��&("U,.-7'��
)$�+�A)U �"T#(, �2/G-7)U�A'� �"T�+8+"$-�;=;<&M .-7"n�$�+'�#(8*-74 B

" ]�-g"��%8+4L&�,A��"$-I�L�T�+'�'�&%;=&%'Q)U/%46-��T�!�2OD�A&<Z
RC

` ∀ooA(¬¬A⇒ A)

" ]�-g"��%8+4L&�,A&S'A�+'0):"!�mFm�6-�4#�2):#��(kAOD�@��-��<"$;<&�OD��V �24_&l{ �L��):&K,�&(�^ �"T�+8+":-7;=;<&(�a,@�L�T)!�L'�/l):��Z
¬∀ =

` ¬∀XΠox : X.∀Y Πoy : Y.(x = y)

�������MF+&%"$"$��'��[,�-�'�����'1&l{|&(;< �42&g,��+'�'�#g&%'1H�'1,A&g�$&(/l)$�2�+'E/%�+;<;=&%'Q)M�A)$�24W�L�T&("�/(&%)T):&t"��%8+4L&� o�+�A"
, �2�T)$�2'�8+��&%"n,�&(�D{! �"$��8+":-�;<;<&(�	B

� £	�������¡�¡·��¢£J�¡�Rª«�*���M¦§·�� ·�¦§���7¶����­�¤£a¦§±�¥l�¡�º¶�©l¦§¦§�Tª��7©%�Rµ�£J�(°§�yµ��
ST

¬TRIV
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]_&(�­"��(8�4L&(� OQ� �  o&%"$;<&%)T):&('*)�,�V �2'A>@#("T&(" 4L&%�_YT��8�&(;<&('*):� ,�&P�T�+������)CBD .-�8+&��$�+'*)­"$&%�T):"T&	�2'Q)$&(�n-7�|{<"��%8+4L&%�
 �"T�+ �"$&%�^-����T�+������)CBD .-�8+&7k.OQ��&['A�+���U,�#%):-I�L424L�+'A�a/	� ��-� �"!�(�"B
" H { �L�+;<&}Z

(X ⊂ Y ) ∈ Γ
⊂Ax

Γ ` X ⊂ Y

" �U#"V�&l{ �2Fm�2)$#gZ
Γ ` A : τ

⊂Refl
Γ ` A ⊂ A

"�� ":-7'��!�m)$�2Fm�m):#}Z
Γ ` A ⊂ B Γ ` B ⊂ C

⊂Trans
Γ ` A ⊂ C

" ~�"T�|,��@�2)�Z
Γ ` A′ ⊂ A Γ, x : A′ ` B ⊂ B′

⊂Πτ

Γ ` Πτx : A.B ⊂ Πτx : A′.B′

" � "T�G�L�T�:-�'A/(&K,����$/*#�#%;N-t,�&K/(�+;< �"T#	#�&%'��!�2�+'! o�+�A"
⊂
Z

Γ ` A ⊂ B
⊂SC−CR⊂

Γ ` {x : A;P (x)} ⊂ {x : B;P (x)}

" � "T�G�L�T�:-�'A/(&K,����$/*#�#%;N-t,�&K/(�+;< �"T#	#�&%'��!�2�+'! o�+�A"
⇒o Z

Γ ` Πox : A(P (x)⇒o Q(x))
⊂SC−CR⇒o

Γ ` {x : A;P (x)} ⊂ {x : A;Q(x)}

]�-�"!�(8+42&g,�&t�$�+�A����)CBD .-78+&=,A�E �"T�|,A� �2)K�T&�YT����)$�mH.&��L'*):� �m)$�mF+&(;<&('*)M>®-7/	�L42&(;<&('*)K&('1"$&% �"$&%'.-�'*)[4§V&�L'|�
):�@�2)$�2�+'9 �"$#%�$&%'Q)$#(&�,�-�'��S4§V&�L'*):"T�|,��A/%)$�2�+'�ko&%)[4L&(�K"!�(8+42&(�S"$&(4L-7)$�mF+&%�[-7� �$/*#A#(;=-�,�&</(�+;< �"T#	#�&%'��!�2�+'
#(8+-�4L&%;=&%'Q)(k�&('�"$&% �"$&%'.-�'*)�46-} �"T#(�$&%'*)j-7)!�L�+' �L'*):�@�2)$�mF+&P>®-%�2):&Kzg4L-�H.'�,A&S4L-g�$&(/l)$�2�+'�) B \ B

57698;:=<?>A@�:�BDC*E�F*G�� 6 F 5�� @�: B C
]_&(� YT�A8+&(;<&('*):�P,�&}"$#%,���/l)$�L��'3�$�+'*)�,�&�46-<>@��"$;<&

` u � v
k�-GF+&%/

u
&%)
v
,A&(�|{  �"$�+8�":-�;<;=&%�	B	]_&(�

"��%8+4L&%�� 	�+��"�/(��'��T)$"$� �2"$& ,�&(�	YT�A8+&(;<&('*):��,�&­"$#(,A��/%)!�L�+'[,�#( 	&('�,A&('*)�,�&­46-U,�#%H.'@�2)$�2�+'S,�&�4L-^"T#(,���/l)$�2�+'
,�&%�� �"T�+8+"$-�;=;<&(�%kAOQ� �_�T�+'*)�,A�+'�'�#%&(�^&('�-�'�'�&J{A&
	 B

u � v
�

` u � v
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 � -+0 1 	
	 C @ G98�> � @�: B C*E G C @ 8�G�
 IKJL>?MNG G @
� BDMD:&465�G
]_&(�U"��%8+4L&%�U; � {|)$&(� � BD .-�8+&J���.�+"T;}��42&(�a�T�+'*)P42&(�n�$�@�2F7-�'*):&%�SZ
"�� '*)$"$�D,���/%)!�L�+'!,����$/*#A#(;=-<,�&K/%�+;= A"$#	#A&('����L�+'9Z

Γ ` t : A Γ ` P (t)
SCI

Γ ` t : {x : A;P (x)}

"�� 4#�L; �L'.-7)!�L�+'<,�"T�G�2)$&�,��!�$/*#�#%;N-<,�&K/(�+;< �"$# #�&('A�!�L��'1Z
Γ ` t : {x : A;P (x)}

SCo
E

Γ ` P (t)

"�� 4#�L; �L'.-7)!�L�+'<8*-��A/*#�&K,����T/*#�#(;=-t,�&K/(�+;< �"$# #�&('A�!�L��'EZ
Γ ` t : {x : A;P (x)}

SCτ
E

Γ ` t : A
� &(�g)$"$�G�2�}"��%8+4L&%�}/(�+'A/(&("T'�&('*)=&(' >®-I�m)}��' �2OQ��&(;<&('*)t4L&N�$/*#�#%;N-3,�&0/%�+;= A"$#	#A&('����L�+' B��¢���$- ,�&(���
/("��L A)!�L�+' �2'*):� �m)$�2F�&},�&g4L-0H�'1,A&<4L-��$&%/%)$�2�+'+) B \ k�&(424L&%���$&t/(�+;< �"T&('�'�&%'*)�-7�$�$& �g>®-�/	�24L&(;<&('*)gZ� o�+�A"
;<�+'*):"$&%"nOQ��VW�A'  �"T�+8+":-7;=;<&M-g4L&M)CBD 	&

{x : A;P (x)}
k@�L4��T� �t)P,A&S;<�+'*):"T&("nOQ��V&�L4_-g42&M)CB| 	&

A
&%)

OQ��V&�L4�F+#%"!�mH.&�4L-S A"$�+ �"��L#l):#
P A "!�(8+42&U,�V �2'*):"$�D,���/l)$�2�+' DPB��m�.��'N �"T�+8+"$-�;=;<&U-K4L&n)CBD o& {x : A;P (x)}

k
-�42�+"$� �24�-g4L&M)CBD 	&

A A #%4W�2; �2'.-7)$�2�+'<8*-���/*#�&8Da&%) �L4�F�#("��2H.&K46-} A"$�+ �"��L#l):# P A #(4#�L; �L'.-7)!�L�+'<,�"T�G�2)$&�DPB
	 C @ G98�> � @�: B C G C @ 8�G�
 I J*>?MNG G @��KB 5*E�� @�IKJL>?MNG
� 4_'�V B!-gOQ��VW�A'�&N�2'*):&("$-�/%)!�L�+'!&%'Q)$"$&�)CBD .-�8+&K&l)��T�+���U)CBD .-�8+&tZ

Γ ` t : A Γ ` A ⊂ B
⊂

Γ ` t : B� &%)T):&K"��%8+4L&�&%�T)�/(4L-I�L"T&�-GF+&(/S4§V&�L'*)$� �2)!�L�+'=,��+'�'�#%&[&%'��2'*):"$�D,���/l)$�2�+' B
	 C @ G98�> � @�: B C G C @ 8�G�� 6 F 5 � @ :�BDC G @
� BDMD:&465�G
� 4^'�V�B?-1OD��VW��'A& �L'*):&%":-�/l)$�2�+'?&%'*):"$&�)CB| �-�8+& &l)�"T#(,���/l)$�2�+'�k¢OQ� ��&%�T)0,A�+'�'�#%&  .-�"<46-1"��%8+4L&

Lo�
k

OQ� ��, �2)'& � �+�A)�"$#%,�� �m)�,�VW��'  �"$�+8�":-�;<;=&M)CBD 	#�42� ��&(�T)�#(8+-�4 ( A 46-t"��%8+4L& �π �T&("TF7-�'*)P�!�L;< �42&(;<&('*)^z-��T�$��"T&("^4L&�X	�+'!�$�+"�)j-�8+&�,A&
v
DMZ

Γ ` u : A ` u � v
�π

Γ ` v : π

Γ ` u : A ` u � v
Lo�

Γ ` (u = v)
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H ):���A)n�$&"�L8+'A&(��"%kA):�+�|) #��+'�'A&(��"�Z|'��+���n/%�+;=;<&('3-(�+'��n �-�"a��'!&l{|&%;= �42&MOQ� ��/%�+'�/(&%"$'�&K42&P>®-�;<&(�|{
)CBD o&K,�&%��X	�D�+4L#%&('��%k�&('�#��+;<;N-78+&�z��K&%�+"$8�& 	��|��4L& A \ � \ )�� \ � � � DFB�������U o�+�T�+'��U 	�+��"n/(&l)^&l{|&(;< �4L&K42&(�n'���):-7)$�2�+'��n�T� �2F7-�'*):&%�KZ
" BF = ∀τX(X ⇒τ (X ⇒τ X))

4L&M)CBD 	&K,�&(�UX	�|�+42#(&%'��U,��!�TBD�T)��(;<&
F
B

" -��«q 2 0 pCq*r
	
→

pCq*r��
→

	 B
" p�
<4 ��2 0 pCq*r�	

→
pCq*r��

→
	mB

" r�� -
(b) =

�'�
b
p�
<4 ��2  -��§q 2  B" r�� - 0 pCq*r

b →
r��"-

(b)
B

" B = {b : BF ; b =
-��§q 2
∨ b =

p�
 4 �!2
}

]_&(�UOQ�.-7)$"$&K,�#("��2F7-7)!�L�+'��n�T� �2F7-�'*)$&(�U�$�+'*)^���T��&(424L&(�KZ
" ` BF : τ" ` -��§q 2 : BF" ` p�
 4 �!2 : BF" b : BF `

r��"-
(b) : BF

���������T�+� #.-%�2):��'��0,�#("��2F�&("�;N-I�2'*):&('�-�'*)!46- �$ 	#(/"�2H./(-7)$�2�+' �T� �2F7-�'*)$& A  o&%� /%�+'�/"�L�$&1/(&%"T)$&(�(kU;=-I�L�
 �"T#(/	�2�$&8Dn 	�+��"n42&� �"$��8+":-�;<;<&�r��"-MZ

`
r��"-

: Πτb : B.{r : B; (b =
-��§q 2
⇒ r =

p�
<4 ��2
) ∧ (b =

p�
 4 �!2
⇒ r =

-��«q 2
)}

��4L42&M�$&S4W�m)MZ
&�r�� -º&(��) ��'= A"$�+8+"$-�;<;=&aOQ� �. A"$&('A,=&%'=&%'Q)$"$#%&���'<X	�|�+42#(&%'

b
k*&l)­"T&('*F+�I�L&U&('<"$#%�$��4m)j-7)¢��'<X	�|�+42#(&%'

r
)$&(4_OQ��&�k ���

b =
-��«q 2+k -�42�+"$�

r =
p�
<4 ��2�k.&%)^"T#(/	�2 �"$�DOQ��&(;<&('*))(RB

~�����"d�L'A>@#%"$&%"º/(&�)CBD .-78+&�k+��'</%�+'���):"$�@�2)�4L-P,�#("��2F7-7)!�L�+'[�$� �mF�-7'Q)$&�k+�$-�'���,�#l)j-I�24L42&("�46-P�T�+������,�#("��2F7-7)!�L�+'��
,�&�)CBD .-�8+&

πTy
&l)�4L-g�$�+�����C,�#%"!�mF�-R)$�L��'04L�+8G�2OQ��&

πLo
Z

πTy¼¼¼
b : B ` ����� (b) : B

πLo¼¼¼
b : B ` b = ������� ⇒o ����� (b) =  "!$# %�� ∧ b =  "!$# %�� ⇒o &('*) (b) = ),+$-(.

SCI

b : B ` &�'*) (b) : {r : B; b = ),+$-�. ⇒o r = /,021�3 . ∧ b = /,021�3 . ⇒o r = ),+*-(. }
Πτ

I
` &('�) : Πτb : B.{r : B; b = )$+$-(. ⇒o r = /20,1�3 . ∧ b = /202123 . ⇒o r = ),+$-�. }

�������U46-I�2�$�$��'��U-��|{!42&(/l):&(�A"$�U4L&��T�G�L'!,�&K/(��;= �42#%)$&("n4L&%�n�$�+�A���C,A#("!�mF7-7)$�2�+'��	B
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 � 	 3 � � �
~�����" �L4L42���T)$"$&%"���'�&��|)$�L4#�L�$-7)$�2�+'N,�&K4L-}"��(8�4L&

¬∀ =
k�&l)U,.-�'��U4L-�/(�+'*)!�L'Q�.-7)!�L�+'0,�&K4«VW&J{A&%;= A4L&M �"T#(/%#l�

,�&%'Q)(k�'��+�A��;=�+'*)$"$�+'���/%�+;<;=&%'Q)P �"$���AF+&%"SOQ��&g,A&(�|{9 A"$�+8+"$-�;<;=&%�P�$��'Q)K,@�L�T)!�L'�/l):�%k�&%)K/%�+;<;=&%'Q)
4L&%�a>®-��|{ �2'*):&("$-�8G�2�$�$&%'*)8B
� > :=@��	��
­�3b:hC`	b:hl�	e�� �¢xLhjiS��c���e �iL§cR�Ai[�DhSx + h
�|hlfP`	xLh�`	b�$RQ%$$�Dhl� � ! cR� fNcR� �®b:h M

` ¬(
��� ��� � = ��� � � )

`	b:hlw J�h	M � 4�&%�T)P-I�L�T#S,A&�;<�+'*):"$&%" A -GF+&%/�4L&%��"!�(8+42&(� � &%)���'�)CB| �-�8+&}-7,�#(OQ�.-7)�,�&���������&%)����� �!"�:D
OQ��&S4L&M�T#(OQ��&('*)P�$� �mF�-7'Q)^&%�T)^,�#("��2F7-�X�42&}Z

(
���# �!"�

=
���$���

), X : τ, x : X, Y : τ, y : Y ` x = y

? '�/%�+'�/%4L�A)U&%'��A)!�L4#�L�:-7'Q)
¬∀ =

B
�

~�4L���­8+#('A#(":-74L&(;<&('*)(k|�+'=;=��'Q)$"$&%":-I�m)­OQ��&P,�&(�|{=):&%"$;<&(�­"$#(�T�+4L�AX�4L&%��'��+'
β
#(OQ� �2F7-�42&('*):�­�$�+'*)� �"$�+�D�

F7-�X�42&(;<&('*)U, �L��)$�2'�/%)$�n,.-�'��U'���)$"$&K�TBD��)%�(;<& A zg4§VW-I�L,A&M,��!)%#�#%�+"��%;=&�,�&
	&%�#A; DFB? '�;<�+'*):"T&�;N-%�L'*):&%'.-�'*)nOQ��&S4L&M)CBD o&�Fm�L,A&S'�VW&%�T)� .-�� #.-�X@�2):#7k.�$�+�A�^4L-�>@�+"$;<&��$�@�2F7-�'*):&tZ
� > :=@���� ��h�i $ �(w.hl� �¢ilwmL JRe�� �nhji���� $lbFL JRe %(xLhNM

` Πox : ∀XX.⊥o

`	b:hlw J�h	M��|�+���M4«V #*BD 	��)%# �%�$&
x : ∀XX

k��+' ,�#(,��@�2)
x : ∀A,BΠτa : A.Πτ b : B{r : A; r = a}

&%)
x : ∀A,BΠτa : A.Πτ b : B{r : B; r = b}

k	/(&gOQ� �� o&%"$;<&%)M,A&}/(�+'A/(4L�A"$&�,A&}46-<; &%;=&S>®- -(�+' OD�A&
 �"T#(/(#%,�&(;<;<&('*)8B

�

�����^&J{|&(;< �4L&%��;<�+'*):"T&('*)^�!�L;< �42&(;<&('*)U/(�+;<;<&('*)U�+'� o&%�A)^":-I�2�$�+'�'A&("U�$��"^,�&%�
λ
��)$&("$;<&(�n A��"$�%k	/%&

OQ� ��&(��)�-��T�$& �[ o&%� �A)!�L42&�,��  	�G�L'*)U,�&SFD��&[,A&[4L-< �"T�+8+"$-�;=;=-7)!�L�+' &C"$#%&(4L42&�($B � VW&%�T)P o�+�A"$OQ���G�_'������
-�424L�+'�� �2'Q)$"$�D,�� �2"$&^ �"$�+8�"$&(�T�!�mF+&(;<&('*)n,A&(��)CBD 	&(�n,�&�,��+'�'�#%&(�n �42����#%46-�X	�+"T#(�(k|z[/%�+;<;=&%'�/(&%"� .-�"­4L&%�
 .-I�2"$&%�	B
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� ��� � � �P�����
? ' -�YT�+�A):&K-7��4L-�'�8*-�8�&M,�&K �"$��8+":-�;<;=-7)$�2�+'��­)$"$�G�2�a'��+�|F+&G-7�|{��+ 	#(":-R):&(�A"$�KZ
" 4«VW�� o#%":-7)$&(��"a,A&S/%�+'���):"$�A/%)$�2�+'�,�&K .-I�L"T&(� O��
	��%P" 42&(�n �"T&(; ���%"$&(�n&l)^�$&(/%�+'�,�&%�P �"T�RYT&(/l)$�2�+'�� � ! �!&%)�!
���

P = . . . |
�
P �P  |

p � -
P |

�Jr��
P

�º)^�+'�-�YT�+�A)$&[-7�|{0)CBD o&%��42&(�a)CBD 	&(�^ �"$�D,�� �m):��Z

Γ ` A : τ Γ ` B : τ

Γ ` A×B : τ

]_&(��"!�(8+42&(��,�&})CBD .-�8�&g&%)�,�&g�T�+������)CBD .-�8+&t,�&%�M)CBD o&%�S A"$�D,�� �2)$�M�$��'Q)K42&(��"!�(8+42&(�M���T��&(424L&%�(k� �42���M4L-
 .-I�2"$&��T��"@YT&%/%)$�mF+&<Z

"�� '*)$"$�D,���/%)!�L�+'!,�&K4L-} .-I�L"T&gZ

Γ ` p : A Γ ` q : B
×I

Γ `
�
p � q  : A× B

"�� 4#�L; �L'.-7)!�L�+'<8*-��A/*#�&K,�&K46-g .-I�2"$&}Z

Γ ` p : A× B
×EG

Γ `
p � -

p : A

"�� 4#�L; �L'.-7)!�L�+'<,�"T�G�2)$&�,�&K46-} .-I�2"$&gZ

Γ ` p : A×B
×ED

Γ `
�Jr����

: B

" �D�+�����§)CBD .-�8+&K,��� �"$�D,�� �m)�Z

Γ ` A ⊂ A′ Γ ` B ⊂ B′

⊂×
Γ ` A× B ⊂ A′ ×B′

" ~�-I�L"T&��$��" YT&(/l)$�2F�&=Z

SurPair
` ∀A,BΠoc : A× B.(c =

�«p � -
c �
�lr��

c  )
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��� G�� J 2 G�� 2 > � 5�8�8 I � � >.@�: BDC G @ 2�> F�6 � 5�8�8 I � � >A@�:�BDC
? '�,A#%H.' �m)U4L&%�n�+ o#%":-7)$&(��"T���Rq � ���t&%)�q*r	��q � � �t �-�"�Z

�Rq � � � 0 pCq*rSp
→

pCq*r�	
→

pCq*r��
→

p � 	
�
�  

q*r	��q � ��� 0 pCq*r�

→

pCq*r��
→


 �«p � -
�  � �Jr����  
�º)^�+'! o&%�A)^4L&(�n)CBD 	&("U,�&K46-�>®- -%�+'��$� �mF�-7'Q)$&gZ

`
��q � � �

: ∀A,B∀CΠ
p
: (Πc : A×B.C(

�
)).Π

	
: A.Π

�
: B.C(

� 	
�
�  )

`
q*r	�Rq � � �

: ∀A,B∀CΠ



: (Π
	

: A.Π
�

: B.C(
	
)(
�
)).Π

�
: A× B.C(

p � -
�
)(
�Jr����

)? ' -|k�,�&K �4L�A�(k�42&(�U,�&(�D{� �"$�+ A"!�L#l):#%��Z

`
∀A,B∀CΠog : (A⇒ B ⇒ C).Πox : A.Πoy : B.�!����q � � � �Tq*r	��q � � �

g  � x y  0 ���
g x  y  

`
∀A,B∀CΠof : (A×B ⇒ C).Πoc : A×B.���!�Tq*r	�Rq � � � ���Rq � � �

f  � c  0 �
f c  

]_&(��,�&%�|{g#%8*-�4#�2):#%�y�T&n �"$�+�|F+&('*)�>®-�/"�L42&(;<&('*)aZ746-P �"T&(; ���%"$&a&%'g�A)$�24W�L�$-�'*)
�
k+&l)�46-�,�&(�|{ �(�(;<&UzP4§VW-I�L,A&

,�&K46-}"!�(8+42&
SurPair

B
? ' '�VW-=' �/����q � ��� �Tq*r	�Rq � � �

g  � 0 g
k ' �/���Tq*r	��q � ��� ���Rq � � �

f  ! 0 f k.;6&(;<&S o�+�A"P��' g &%)M�A' f ,��
X	�+'0)CB| 	&S/(�+;<;=&P4L&�;<�+'*):"$&%'*)�42&(�n/%�+'*):"$&J�C&J{A&%;= A4L&(�^�$�@�2F7-�'*):�KZ
" g =

pCq*r�	
→

	
: (B ⇒ C)⇒ (B ⇒ C)

k�,.-�'��U/%&S/(-��SZ
���Rq � � � �Tq*r	��q � � �

g  � =
pCq*r�	

→
pCq*r��

→
� 	��  6= g

" f =
pCq*r
	

→
	

: A× B ⇒ A× B
k.,.-7'��U/(&K/G-��KZ

�!�Tq*r	��q � � � ����q � � �
f  ! =

pCq*r�	
→

�«p � - 	
�
�lr�� 	  6= f

��� G�� J 2 G�� 2�� :#CD< G98�E : BDC F�G E J*> : 8�G E
? '�,A#%H.' �m)U4L&M)$&("$;<& 1 r��} .-�"�Z 1 r���� pCq*r��

→
� �Jr����

�
p � -��  ]_&�)CB| �-�8+&K�$� �mF7-�'*)[Z

` 1 r�� : ∀A,B(A× B ⇒ B × A)�$&�F�#("!�mH.&�>®-�/	�24L&%;=&%'Q)	B
�º)^46-} �"T�+ o���!�2)!�L�+'0�T� �2F7-�'*)$&<Z

` ∀A,BΠo � : A×B.(
�

= 1 r�� � 1 r����  )�$&K �"T�+�AF�&�zg4§VW-I�2,�&M,�&K46-g"!�(8+42&
SurPair

B
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	 	A0 � � �
	

�������M-�YT���A):�+'A����'A&�'��+�|F+&(424L&S�$�+"�):&
τS
k OQ� ��'�V �2'*):&("�Fm�L&('*)P .-��^,.-�'���4L&(�^/(��'��T)$"$��/l)$�L��'���,A&��$��"T):&%�

A � BW&%B���' '�VW-  .-�� τS : ∗
Dlk�;=-I�L�SOQ� ���T&("T)gz /(�+'A�T):"T� �L"T&�,�&%�}'��+�AF�&G-��D{ )CBD o&%�	B ? ' �T&0,��+'�'A&���'

&('A�$&(;�X�4L&K,�#%'��+;}X�"$-�X�42&
C = {C1;C2; . . .}

,A&S/%�+'���):"$�A/%):&%��"$��;}��' ��,�VW�A'� �"T#(, �2/G-7)^,�V�#(8+-�4W�m):#IB
]_&(��"��%8+4L&%�_,�&¢/(�+'A�T):"T��/%)!�L�+'S,�&%��)CBD 	&(���$�+;<;<&(�(k(;}�A):�A&(4L42&(;<&('*)_,�#lH.' �2&(��-�F�&(/¢4L&%��"��(8�4L&(�_,�V¡-�XA�$&('A/(&
,�V���'�/(�+'���):"T��/%)$&(��"

C
,.-�'��U��'!)CBD o&K�T�+;=;<&

T A '���)$# C /∈ T
Dlk.�T�+'*)SZ

WF (Γ) C ∈ C
C0

Γ ` C : τS

Γ ` A : τ C ∈ C
C1

Γ ` C ��� A : τS

Γ ` T : τS C ∈ C C /∈ T
Sum0

Γ ` C 	 T : τS

Γ ` T : τS Γ ` A : τ C ∈ C C /∈ T
Sum1

Γ ` C ��� A 	 T : τS

WF (Γ) C1 ∈ C C2 ∈ C C1 6= C2
/∈C0

Γ ` C1 /∈ C2

Γ ` A : τ C1 ∈ C C2 ∈ C C1 6= C2
/∈C1

Γ ` C1 /∈ C2 ��� A

Γ ` T : τS C1 ∈ C C2 ∈ C C1 6= C2 C1 /∈ T
/∈Sum0

Γ ` C1 /∈ C2 	 T

Γ ` T : τS Γ ` A : τ C1 ∈ C C2 ∈ C C1 6= C2 C1 /∈ T
/∈Sum1

Γ ` C1 /∈ C2 ��� A 	 T

Γ ` T : τS
/∈Sum1

Γ ` T : τ

? ' "$-� � 	&(424L& OQ��&94L&%�!"��(8�4L&(�0&%'�/G-7,�"$#%&(� �T�+'*)�,�&(��"��%8+4L&%�0,�&98+":-�;<;=-I�L"T&IB � &(4L42&(�0/"���!�L8�' �2H.&%'*)
�!�2;= A4L&(;<&('*)_OQ��V��+'S'�&¢ o&%�A)�/(��'��T)$"$� �2"$&¢��'K)CB| 	&¢�$�+;<;<&ºOQ��VW&%'�&�
�&%/%):��-�'*)�4L-n"$#(�A' �L�+' A �TBD;}X	�+4W�2�$#(& .-�"
|
DyOQ��&��T��"¢,�&(� -7)$�+;<&(��,�&U46-P>@��"$;<&

C
�+�

C
��p
A
):�+���¢, �2�@YT�G�2'*):�	B+]�-�,�&%"$' �(�("T&n"��(8�4L&n&l{| �"��L;<&

�!�2;= A4L&(;<&('*)nOQ��V���'�)CB| 	&K�$�+;<;<&�&(�T)^��'!)CBD o&%B



\�� � ��� �����	��

��� ��� ����� ���'��������
	�
�'

���������������
��� � ��� ������� �
	 � � 	 0 3 	�� � ����
�� �
]_&(�U"��%8+4L&%�U,�&K�$�+������)CBD .-�8�&S,A&(�U)CB| 	&(�^�$��;=;<&(�n/%�+"$"T&(�$ 	�+'�,A&('*)M-7�|{ �2'Q)$� �2)!�L�+'A�a�$�+�A���2Y$-7/(&('*)$&(�^,�&
"$#%��' �2�+'!&('��T&(;}X�4#�L��):&IB
�HB @ >A@�:�BDC
	 �	�UcRwDb $RQjcR��cRf LLi�hlbMxLhjiSb�
§d�xLhjiNM

 cR� ��c��ChlbTe

C∗
`.cRw|b

C ��
 A cRw
C (
 P ∧Q i�hlbFJ�L bTe Tg��c��Chlb �(w$+ cR� e<�Dhlw"�<b�
§d�xLhjiMeIJ�hRQPxLhjiMf��lfNhji `	b�$lf LLiji�hji ! x + w|��h��DhNQjcR� Qlx w*iPL§cR�

P ! x + e�w �«b:h��DhKQjcR� Qlx w*iPL§cR� Q (
�������^-�F��+'��^,�&(�D{!"��%8+4L&%�^,A&S�T�+������)CBD .-�8+&S�T)$"$��/l):��"T&(4�Z

Γ ` C ∗ � T : τS
⊂−

Γ ` C∗ ⊂ (C ∗ � T ) ∧ T ⊂ (C ∗ � T )

Γ ` A ⊂ B
⊂of

Γ ` C
��p
A ⊂ C

��p
B

⊂−

&J{| �"!�2;=&MOQ��&K4«VW�+'0 	&(�|)n�+;<&%)$)$"$&M�A'�&K,�&(�n/%�+;= 	�+�$-�'*):&(�n,A&�46-}"$#%��' �2�+'!z}8*-���/*#A&S,A&
⊂
B
⊂of&l{| �"��L;<&POQ��&� 	�+��"a�T�+������)CBD o&%"a��'0)CBD o&P�$�+;<;=&P-7):��; �2OD�A&P,�&M4L-S>@�+"T;=&

C
��p
B
k@�24	>®-7�A)a �"T&('�,A"$&

��'��$�+�A����)CBD 	&[,A&
B
B

]_&(�t-��|):"$&%�g"��%8+4L&%�}�$�+'*)t,�&%�g"��%8+4L&%�g,�&�"$#%#(/%"!�2)$��"$&%B�~�����"g#%Fm�2)$&("}&%'�/(��"$&!4L&%�},��� �4#�L/(-7)$�2�+'��(k�'������
�A)!�L4W�2�$�+'A�a46-}'��7)j-7)!�L�+'

A =⊂ B
 	�+��"

(A ⊂ B) ∧ (B ⊂ A)
B

" � ��;=;}�|)j-7)!�2Fm�2)$#�Z
Γ ` C1 ∗ � C2∗ : τS

Comm �Γ ` (C1 ∗ � C2∗) =⊂ (C2 ∗ � C1∗)

" H �$�T�|/"�6-7)!�2Fm�2)$#}Z

Γ ` T : τS Γ ` C1 ∗ � C2 ∗ � T : τS
Assoc �Γ ` (C1 ∗ � C2 ∗ � T ) =⊂ (C2 ∗ � C1 ∗ � T )

�������SF�&("T"$�+'���OD�A&(4LOQ��&%�}-� A �4W�2/G-7)!�L�+'���,A&N/(&%��"!�(8+42&(�S,.-�'��S46-!�$&%/%)$�2�+' /%�+'��$-�/("T#(&�-7�|{1)CB| 	&(�N�L'|�
,���/l)$�m>@�	B



� ��� ��� �'��� � � \��7�
��� � ��� ��� � 
�� �
]_&K46-�'�8+-�8+&M�%VW&%'�"!�2/*# �2)U,�&K4L-g>®-.-(�+'!�$�@�2F7-�'*):&tZ

P = . . . | C | C � P � |
�*
(��2$�

P
��p
M

M = N | N �M
N = C V → P | C → P | � → P

]�VW&%'��$&%;}X�42&S,A&(�^/(�+'���):"T��/%)$&(��"T�
C
,���46-7'�8*-�8+&P#%)j-7'Q)^42&�; &%;=&�OQ��&K/(&%4L� �_,A&(�n)CBD o&%���T�+;=;<&(�"B

]_&(�U/(��'��T)$"$��/l)$�L��'��
C
&%)
C[p]

�$&("�F+&%'Q)Mz �L'*):"T�|,��@�L"$&P,�&(�^#(42#(;<&('*):�U,�&�)CBD o&%���T�+;<;=&%�	B
]�-�/%�+'���):"$�A/%)$�2�+' �*
(��2$�

p
��p
M

�$&%"T)�z!H.4m):"T&("K4L&t �"T�+8+":-7;=;<&
p
�T&(42�+'E42&(�S, � 
o#("T&('*):�S;<��)$�m>@�M,�&

M
OD�@�� 	&(�|F+&('*)�&%)$"$&tZ

" &
p
&%�T)^,�&K46-�>@�+"T;=&

C[x]
k -�42�+"$�n��'�"T&('*F+�I�L&

q
(}Z

Cx→ q" &
p
&%�T)^,�&K46-�>@�+"T;=&

C
k.-�42�+"$�n��'�"T&('*F+�I�L&

q
(}Z

C → q" & X -�'��n42&(�^-��A)$"$&%�^/(-��(k.��'�"T&('*F+�G�2& q A ;<��)$�m>���' �mF+&("T�$&%4 D"(gZ�� → q
B

�������= A"$#(�T&('*):��'��N42&(�g"��%8+4L&%�t,�V �2'*):"$�D,���/l)$�2�+'� �� �L�t42&(�t"��%8+4L&%�<,�VW#%4W�L; �L'�-7)$�2�+' B�]_&(�<,�&%�|{�"��%8+4L&%�
,�V&�L'*):"T�|,A��/%)!�L�+'3Z

"�� '*)$"$�D,���/%)!�L�+'!,�V���'�/(�+'A�T):"T��/%)$&(��"^�$&%��4�Z

WF (Γ) C ∈ C
Constr0I

Γ ` C : C

"�� '*)$"$�D,���/%)!�L�+'!,�V���'�/(�+'A�T):"T��/%)$&(��"�-GF+&%/�-�"T8+��;<&('*)KZ
Γ ` p : A C ∈ C

Constr1I
Γ ` C[p] : C

�7p
A

]_&(�UOQ�.-7)$"$&K"��%8+4L&%�^,�VW#%4W�L; �L'�-7)$�2�+'�Z

"�� '!/G-�� A /(-��U��' �mF+&("T�$&%4 DMZ

Γ ` A : τS Γ ` p : A Γ, x : A ` f : B(x) �
Γ `

�$
��!2*�
p
�7p � → f : B(p)

"�� '!/G-�� A /%�+'���):"$�A/%):&%��"�-�F�&(/[-�"$8���;=&%'*)FDPZ

Γ ` p : C
�7p
A Γ, x : A ` f : B(C � x � )

Constr11E
Γ `

�$
��!2*�
p
�7p
C x → f : B(p)



\�� � ��� �����	��

��� ��� ����� ���'��������
	�
�'

���������������

"�� '!/G-�� A /%�+'���):"$�A/%):&%��"^�:-�'���-�"T8+��;<&('*)FDPZ

Γ ` p : C Γ ` f : B(C)
Constr01E

Γ `
�$
���2$�

p
��p
C → f : B(p)

"YX &(�|{�/(-�� A /(��'��T)$"$��/l):&(�A"��$-�'��^-�"$8���;=&%'*)FDPZ
Γ ` C /∈ S

Γ ` p : C � S
Γ ` f : B(C)

Γ, y : S `
�*
(��2$�

y
��p
M(y) : B(y)

Constr02E
Γ `

�$
��!2*�
p
��p
C → f � M(p) : B(p)

"YX &(�|{�/(-�� A /(��'��T)$"$��/l):&(�A"P-GF+&%/�-7"$8+��;<&('*)RDPZ
Γ ` C /∈ S

Γ ` p :
�
C

��p
A  � S

Γ, x : A ` f : B(C � x � )
Γ, y : S `

�*
(��2$�
y
��p
M(y) : B(y)

Constr12E
Γ `

�$
��!2*�
p
�7p
C x → f � M(p) : B(p)

� &(� OQ�.-7)$"$&U"��%8+4L&%��&l{| �"!�2;=&%'*)¢�!�L;< �42&(;<&('*)�4§VW-�'.-742BD�$&n .-7"�/G-��¢ 	�+��"�4L&%��,�&(�D{<,�&("T' ���%"$&(�UZ+�T�G�2)¢4«VW��'
&(��)},.-7'��

C∗
k�,.-�'��[/(&N/(-�����' �+XA)!�L&%'Q)�4L&t"$#%�$��4m)j-7)�,��+'�'A#N .-�"S4L&< �"T&(; �L&("S;<��)$�m>�k��$�G�m)�4«VW��'E&%�T)

,.-�'A�
T
k�&l)�-�4L�+"T�n�+'!�+XA)!�L&('*)U42&�"$#(�T��42):-7)U,��+'A'�#[ �-�"n4L&�;<��)$�m>��$� �mF7-�'*)8B

��� � ��� ������� �
	 �)0�� -��'3 �
	
]_&(�t"��%8+4L&%�t4L�+8G�2OQ��&(�}�T&("�F+&('*)N,�VW�A'�&! .-�"T)=z3, �2�$/("��L; �L'�&%"�42&(�t/(�+'A�T):"T��/%)$&(��"T�(k¢&%)<,�VW-��A)$"$&! .-�"�)<z
,��+'A'�&("U4L&%�U"��(8�4L&(�n/%�+"$"T&(�T o�+'A,.-�'*)�z<4L-}"$#(�A' �L�+' B
"YX �L�T)!�L'�8+-�X �L4#�2)$#�,�&%�U/(�+'���):"T��/%)$&(��"T��Z

C,C ′ ∈ C C 6= C ′

C 6=
` ∀AΠox : A.C 6= C ′[x]

�^�+���0F+&%"$"T�+'�� �A' &l{|&%;= �42&E,�V¡-� A �4W�2/G-7)!�L�+' ,�&1/(&l)$)$&E"!�(8+42&1,�-�'���4L&3)CBD .-�8+&1,�&146- >@�+'�/l)$�L��'
 �-�"T)!�L&(424L& - 
 1 4Q�$��"U4L&%�U4W�L��):&%�	B



� ��� ��� �'��� � � \�� )

" ~�"T�+ �"!�2#%)$#(�n,�&%�P-7)$�+;<&(�n�:-7'��^-�"$8+�A;=&%'Q)$�KZ
C ∈ C

Clog
` Πox : C.P (x) ⇐⇒ P (C)

" ~�"T�+ �"!�2#%)$#(�n,�&%�P-7)$�+;<&(�U-GF+&%/�-�"T8+��;<&('*)KZ

C ∈ C
C

��p
log

A : τ ` Πox : (C
�7p
A).P (x) ⇐⇒ Πox : A.P (C � x � )

" ~�"T�+ �"!�2#%)$#(�n,�&%���T�+;=;<&(��Z

Γ ` A �B : τS Γ, x : A ` P (x) Γ, x : B ` P (x) � log
Γ ` Πox : (A �B).P (x)

"�� BD .-�8+&K .-7"^,@�L�@YT��'�/%)!�L�+'3Z

Γ ` A �B : τS Γ, x : A ` p : T (x) Γ, x : B ` p : T (x) � typ
Γ, x : A �B ` p : T (x)

��� � ��� ��� � � � � �
	

� GAE�� BKB 2 6 G C*E � � 


� 4�&%�T) �2;=;<#(, �L-7) ,�&M �"T�+8+"$-�;=;<&(" 4L&%�aX	�|�+42#(&%'��az}4«V¡-I�2,�&P,A&(��)CBD 	&(�U�$�+;<;<&(�PZ|'��+���n;<�+'*):"T�+'�� �L/	�/(��;=;<&('*)U�$ 	#(/"�2H.&%"U��' 1 p -�� 27r 254 ��2[,.-7'��U'���):"T&K46-�'�8+-�8+&IBA~��+�T�+'��SZ
"�� � �34 = � �§q 2 �
	 
<4 ��2" 1 p -�� 27r 254 ��2 =

pCq*r��
→

pCq*r 	
→

pCq*r
�
→

�$
���2$�
� ��p ��� �«q 2 → 	 �
	 
<4 ��2 → �

�º)^�+' �L'A> �%"$&�OQ��& 1 p -�� 27r 254 ��2�-g42&M)CB| 	&S�$� �mF�-7'Q)KZ

∀AΠτb : � � �34 .Πτx : A.Πτy : A.{r : A; (b = � �§q 2 ⇒ r = x) ∧ (b = 	 
<4 ��2 ⇒ r = y)}


 I J G���� J*@ :�BDC��
? '�,A#%H.' �m)U4L&M)CBD 	&S �-�":-�;<#%)$"$#�� ��- 1 �Ar�OQ� �_/(�+'*)!�L&('*)^�+�!'��+'���'�#(42#(;<&('*)U,�&�)CBD o& A Z

� ��- 1 �|r 0 λA ��� �Ar 2 � 1 ����2 ��p A
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� ��� � ��� ��� � ������� 
���� �
]_&(�g)CBD o&%� �2'�,���/l)$�m>@�(kº,���'Q)<42&0 �"$��)$��)CBD o&�&(��)</(&(42� �n,�&%�<&%'*)$�L&%"$�<'.-7)$��"$&%4L�(kº-� � .-�"$-I�L�T�$&%'Q)tFm�6-34L-
'���)!�L�+'0,A&S A4L���U 	&%)$�m)U o�I�L'*)aHA{|&K):&(424L&MOQ��&S �"T#(�$&%'*):#(&S,.-�'A��42&M/*#.-�  �m):"T& � B
�������!4L&(�0"T&(��):"$&"�L8+'A�+'��!-��|{ /G-��!8*-�"T,�#(�0 �-�"0,�&(�!/%�+'��T)$"$��/l):&%��"$��&%)�-��|{ /G-��0/%"$�G�2�$�:-7'Q)$�! o�+�A"
�+XA)$&(' �2"n4L&%�a)CB| 	&(�^���T��&(42�	B
��� � � � � � � � � �?- � - � �
? '�"$-�YT�+�A)$&K-���46-�'�8+-�8+&M,�&K �"T�+8+"$-�;=;=-7)!�L�+'=��'�'A�+�AF+&%4��+ o#%":-7)$&(��" ��2 �tZ

P = . . . |
� � 2 �

P  
~�����"�/(�+'���):"T� �L"T&�4L&(��)CBD 	&(���L'A,���/%)!�2>@�%k(�+'K�$&¢,���'�'�&¢,�&(�D{K/(�+'A, �2)!�L�+'���,�&�8*-�"T,�&(��OQ��&¢'��+����-7 � o&%4L�+'A�
/(��'�, �2)!�L�+'A�n,�V¡-74L8+#%X�"!�2/	�2)$#�Z
576�� C*: @ :�BDC�� � ) c L=� Γ

wD�OQjcR� �Ch
� �Ch %	L§hl���GcRblf $ (
	 � �IL=� �(w + w|�H��hlbJfNh F hji��
�
�����������������}i�cRw*i
Γ # h��­x + cR� ��c���h Γ ` Alg(F )

iPL MyxLhji�i $ �(w.hl� �@iMilwmL JRe�� � i�i�cR� ��� $lfNcR� �®bTe %(xLhjiNM
(sum) Γ, X : τ ` F (X) : τS

(cresc) Γ, X : τ, Y : τ,X ⊂ Y ` F (X) ⊂ F (Y )

	 � ��c��Ch Γ ` Alg(F )
xLh��%eIL=� �(w.h

F
i�c L=��e�x�d $ %(bFL��(w hPi�cRwQi

Γ (
(sum)

�T&("T)�zt"$&%�T):"T&	�2'�,�"$&K42&(�a)CBD o&%�b�2'�,���/l)$�m>@�U-��|{!/(-��U8*-�"$,A#(�U .-�"n��'�/(��'��T)$"$��/l):&(�A"	B
(cresc)

�$&%"T)Uz�;<�+'*):"T&(" OQ��&
F
&(�T)�/("T�G�L�T�:-�'*):&7kA8*-7":-�'*)$�2�$�$-�'*)a46-S/(�+'A, �2)!�L�+'=OD�@�o>®-I�m)�,�&

µX.F (X)��'� �4L�A�n o&l)$�2)U 	�G�2'Q)nH|{A&? ' -�YT�+�A):&K-7�|{0)CBD o&%��42&(�a)CBD 	&(� �L'�,��A/%)$�m>@� �L'*):"T�|,A� �2)$�a .-�"U4L&�4#�L&%��"
µ
Z

Γ ` Alg(F )
µτ

Γ ` µX.F : τ



� ��� � � � ��� � � ����� � ��� � � \�� ½
��� � ��� � 0��2-��'3 � � ��� � ��
�� �
]_&(�a,A&(�|{�"��(8�4L&(��,�&MX.-��T&��$�+'*)n42&^`	bFL � QPL¡`.h�� + L �	��w Q��iL§cR�.k|"!�(8+42&M4L��8G�LOQ��&7kD&l)n46-=b�
§d�xLh���w!b�$RQlw|b:i�hlwDblk
"��%8+4L&�,A&K)CBD .-78+&tZ
" ~�"��L'�/"�L 	&M,�V&�L'�,��A/%)$�2�+'9Z

Γ, A : τ, Πox : A.P (x), A ⊂ µX.F (X) ` Πox : F (A).P (x)
Induc

Γ ` Πox : (µX.F (X)).P (x)

" �'�(8�4L&M,���"$#%/(��"T�$&%��" A µ DPZ
Γ, A : τ, f : Πτx : A.B(x), A ⊂ µX.F (X) ` t : Πτx : F (A).B(x)

Recµ
Γ `

� � 2 ��pCq*r
f → t  : Πx : (µX.F (X)).B(x)

� &(�^,�&%�|{!"��%8+4L&%�n�$�+'*)U):"!�(�U�!�2; �246-I�2"$&%�(kQ46-}�T&(��42&S/*#A�+�$&SOQ� �_4L&%�n, �L��)$�L'A8+��&PFD":-%�L;<&('*)U&(��)�OQ��&K4«VW��'A&
 	�+"T)$&��$��"U46-g�T�+"T)$&

o
k�4«V¡-��|):"$&��T��"U46-g�$��"T):&

τ
B

? ' ,��+'A'�&�k�&('  �42����,�&%�},�&%�|{ "!�(8+42&(�� A"$#(/%#(,�&%'*):&(�%k�OQ� ��/%�+"$"T&(�$ 	�+'�,A&('*)<z 46-�"$#%/(��"T"$&('A/(& &�z���'
 .-��+(jk.4L-t"!�(8+42&�,�&S"$#(/%��"$"T&('�/%&�X �2&('!>@�+'�,�#%&IB � &%4L4L&J�C/"�_/(�+"T"$&(�T o��'�, -��� �"��L'�/"�L 	&�,�&K,�#(;<�+'���):":-R)$�L��'
�$�@�2F7-�'*)U�$��"^4L&%� &CFD":-%�L�)(P&('*)!�L&("T�U'.-7):�A"$&(42�KZ

∀n : N(∀m : N.(m < n⇒ P (m))⇒ P (n)) ⇒ ∀n : N.P (n).

? '�8�#('�#%":-�4#�L�$&P/(&S �"!�2'�/	�2 o&M&%'�,A#%H.' �2�$�$-�'*)�)$�+�A)U,�VW-�X	�+"$,!/(&SOQ��V�&(�T)���'�&K"T&(46-R)$�L��'�X �L&%'�>@��'�,�#(&tZ
576�� C*: @ :�BDC������ � G 2�>A@�:�BDC � : G C�� BDCLF�69G 
 	 �E�IL=� �(w + w|��h[b:hlxme � L§cR� R : π → π → o

hji�� %	L§hl�
�GcR�	� $jhMilwDbKxLh �# j`.h

A
iPL M

` ∀oπ→oP.(Π
oy : A(Πox : A.(R(x, y)⇒ P (x))⇒ P (y)) ⇒ Πoy : A.P (y))

	 � xLhS��c��ChlbTe BF (R,A) (
? '�,A�+'�'�&K46-}"!�(8+42&�,�&K"$#%/(��"T"$&('A/(&SX �L&%'�>@�+'A,�#(&tZ

Γ, y : µxF (x), f : Πτx : {µx.F (x);R(x, y)}.B(x) ` t : B(y) Γ ` BF (R,µx.F (x))
BFRecµ

Γ ` ���	��
 �
��� f → �
��� y → t � : Πx : (µX.F (X)).B(x)

~�����"n/(�+;< �"T&('�,�"T&�/(&l)$):&�"!�(8+42&�k|�+'0 o&%�A)U �"T&('�,�"T&� o����"
µx.F (x)

�$��'�)CB| 	&��L'�,A��/%)!�2>� �"T#%>@#("T# A &%'|�)$�2&("T�(k 4W�2�T):&%�(k -�"TX�"$&%�(k�B	B	B D &l)  	�+��" "$&(4L-7)$�2�+' ��' -7"$8+��;<&('*) ���$�A&(4 ,�V �2'�,���/l)$�L��'
A x < y

kA42�+'�8+��&%��" A x D < 42�+'�8+��&%��" A y DJk3#.-7�A):&%��" A x D < #.-��|):&(�A" A y DlkCB"B	B DPB
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? '��T&K,��+'�'�&K42&(�n,�&%�|{�"��%8+4L&%�^�T� �2F7-�'*)$&(�U,�&K�$�+�A����)CBD .-78+&[ 	�+��"

µ
Z

"�� '0)CB| 	&S�L'�,��A/%)$�m>�&(�T)^��'� 	�G�L'*)nHA{|&tZ
µPF

` (F (µX.F (X)) =⊂ µx.F (X))

"�� '0)CB| 	&S�L'�,��A/%)$�m>�&(�T)^42&� �4L���U 	&%)!�2)n 	�G�L'*)nHA{|&<Z
Γ ` F (A) ⊂ A

⊂µ
Γ ` µXF (X) ⊂ A

��� � ��� ��� � � � � �
	
� GAE G C @�: G98;E 8�G 2 >.@�: �"E
�������­F���B��+'�� �2/	�	/(�+;<;=&%'*)­)CBD 	&("a,�&^>®- -(��'N):"!�(�����L;< �4L&^&%)­):"!�(� �2'*):� �m)$�2F�&�4«VW&%'��$&%;}X�42&P,�&%��&('*)!�L&("T�
"$&%46-7)!�2>@�%k FD���K/%�+;=;<&�4L-="T#(��' �2�+'3,�&g4«VW&%'��$&%;}X�4L&[,�&(���T��/(/%&(�T�$&(�A"$��,A& �(#%"$�!&%)�,A&}4§V�&('��T&(;}XA4L&},�&%�
 �"T#(,�#%/(&(�T�$&%��"$�M,A& �%#("T� B? '� 	�+�T&<Z
" � � �

= µX.( � 2 � � � 1oq	� � ��p X)" � 2 
 = µX.( � 2 � � � � ��2 � �7p
X)�º)^�+'! o�+�T&tZ

� 2.4
=

� ��2 ����p � 2 
 ��� 2 � � � 1oq	� � ��p � � �
�¢��B+�+'A�� .-7"n&l{|&(;< �4L&K/%�+;=;<&('*)n)CBD 	&("U4L&��T��/(/%&(�$�T&(��"��$��"^/(&l)^&('��T&(;}X�42&tZ

`
pCq*r<r

→
�*
(��2$��r���p � � 2 � 	

→
	 � � → 1oq	� � � � � : � 254 ⇒ � 2.4

�U&(;=-�"$OQ��&7Z �^�+���_'�&¢�$��;=;<&(�� �-��� .-�"TF�&('Q����za,��+'�'A&("�4L&y)CBD 	&�F+�+��42�K,.-�'���]�VW&J{D):&('A�!�L��'S A"$�+ 	�+�$#%&
 .-�" ? XQYT&(/%)!�2F�& � -�;<4 A F�&("T�!�L��' � B � � D ,�&%��� -�"!�L-�'*):��~��+4mB|;<�+"T #�&(��OD�@� �L'|> �("$&� o����"a4L&^):&%"$;<&M�$��/%/4L&M)CBD 	&K�$� �mF�-7'Q)SZ

�(
 4 �Jq	� ��� � ���
	 � ��2 ����p ���
	 1oq	� � ��p�� 
 � 
(�
� � � 
(��� 
  → � �
�º)^"$&%>@�A�$&K,�&K4L&M)CBD 	&("�-�F�&(/S4L&M)CBD 	&KF��+��42� B
�2:#E @ GAE
X �+'A'��+'��^'��+���U42&M)CB| 	&K,�&(�^ .-�"$-�;<#%):"T#M,�&%��4#�L�T)$&(��Z

� 1 � - = λA.µX.( � 1 4 ��� �|r�� ��p A × X)

]�-}>@�+'�/%)!�L�+'!OQ� �_ �"T&('�,�46-})�&%):&K,�V���'�&K4#�L�T)$&�"$& -(�G�m)U4L&M)CBD o&tZ
`
pCq*r 4

→
�*
(��2$� 4 ��p � �Ar�� � → �«p � - �  : ∀τA.Πτ l : {l :

� 1 � - (A); l 6= � 1 4 }.A
X VW-��A)$"$&(�^&l{|&%;= �42&(�U �42���n�$�+ 3# �L��)$�LOQ��#%�U�A)$�24W�L�$-�'*)n4L&�"T#(/%��"$�T&(��"^�$&%"$�+'*)^,��+'�'A#(�^&('�-�'�'�&J{A&%�	B



� ���<� � � ��� � � ��� � ��� � � ��� � � \�� 7
� ��� � ��� ��� � 
��?� ������� 
���� �
? ' -�YT�+�A):&K-7�|{0)CBD o&%��42&(�a)CBD 	&(�^/(�7� �L'�,��A/%)$�m>@� �L'*):"T�|,A� �2)$�a .-�"n42&�4W�L&%��"

ν
Z

Γ ` Alg(F )
ντ

Γ ` νX.F : τ

]�-P/(��'�, �2)!�L�+'
Alg(F )

-�#%):#n,A#%H.' �2&nzP4L-P�$&%/%)$�2�+'g �"T#(/(#%,�&('*)$&�k*&%)º'��+����4«VW�A)!�L4#�L�$��'��� o�+�A"º4L&%�y;6&(;<&(�
":-%�L�$��'��	B
���	� � � ��� � 
�� � � � �)0�� -��'3 �
? '�,@�L�$ 	�+�T&�,�VW�A'�&["!�(8+42&�4L�+8I�LOQ��&}Z
" ~�"��L'�/"�L 	&M,�&K/(�7� �L'�,A��/%)!�L�+'3Z

Γ ` Πox : F (νF ).P
Coinduco

Γ ` Πox : νF.P

�������P-GF��+'��^ �4L���U,�&S"��%8+4L&%�^-�4L8+��"!�2)�#�; �LOQ��&(��OD�A&[ 	�+��"U4L&%�n)CB| 	&(�b�L'�,A��/%)!�2>@�(k./(-�"U'��+���^, �2�$ 	�+�$�+'A�
,�&K"��%8+4L&%�n,�&S/("$#(-7)$�2�+'0,�&�F7-�4L&%��"$�^-GF+&%/[/%�+'*):&%'D� -�4L8��+"!�m)%#�; �LOQ��&SZ
" � �I�L'�,��A/%)$�2�+' &�-GF�&(/�(�/(�+'*):&%'Q� -�428+�+"!�m)%#�; �LOQ��&[Z

Γ ` t : Πτx : F (νF ).B(x)
Coinducτ

Γ ` t : Πτx : νF.B(x)

" � "T#G-7)!�L�+'0,A&SF7-�42&(��"T�n,�&�)CB| 	&K/(�G�2'�,���/l)$�m> A \ DPZ

Γ ` t : ∀X(X ⇒ F (X))
νcreat1

Γ `
� � 2 �

t  : νF

" � "T#G-7)!�L�+'0,A&SF7-�42&(��"T�n,�&�)CB| 	&K/(�G�2'�,���/l)$�m> A � DPZ

Γ ` t : ∀X((A⇒ X)⇒ (A⇒ F (X)))
νcreat2

Γ `
� � 2 �

t  : A⇒ νF
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]_&(�U"��%8+4L&%�U,�&K�$�+������)CBD .-�8�&S,A&(�U)CB| 	&(�^/(�R�>�L'A,���/%)!�2>@�a�T�+'*)^4L&(�U�T� �2F7-�'*):&%�KZ
" ~��G�L'*)nHA{|&tZ

νPF
Γ ` (νF =⊂ F (νF ))

" ~�42���n8+":-7'�,! o�G�2'*)nHA{|&=Z

Γ ` A ⊂ F (A)
⊂ν

Γ ` A ⊂ νX.F (X)

���	� ��� ��� � � � � ��� �+- 	 � �
	 � � 	 � ���

 � 	

X -�'A�N4L&�;6&(;<&�&%�$ �"��2)=OD�A& 4§V��+' -E,�#lH.' �^4L&!)CB| 	& ,A&(��4#�L�T)$&(�<,.-�'��<46-1�$&%/%)$�2�+'  A"$#(/%#(,�&%'*):&�k��+'
,�#lH.' �2)N�L/"�¢4L&g)CBD o&=,�&(�[�T):"T&G-�;<��OQ� �  	&(�AF�&('*) &%)$"$&<,�&(�[4W�2�T):&%� A 1�-�� 2$
�� 1

Dlk�&l)}/(&%4L� �¢,�&%����):"$&(-�;<�
'�#%/(&(�T�:-I�2"$&%;=&%'Q)b�L'|H.' �L� A 1�-�� 2$
�� 2

DPZ

1�-���2,
 �
1 = λA.νX.( �$1 4 ��� �Ar�� �7p A×X )

1�-���2,
 �
2 = λA.νX.( � �|r�� ��p A×X )

? ' -|k� .-�"n&J{A&%;= A4L&�k. 	�+��"a)$�+�A)U)CBD o&
A
Z

`
� 1 � - (A) ⊂

1�-�� 2$
��
1(A)

&%)

`
1�-�� 2$
��

2(A) ⊂
1�-�� 2$
��

1(A)
]_&K�T):"T&G-�; ,�&(�^&('*)$�2&("T�^ 	&(�|)'&%):"T&[/%�+'���):"$�@�2)U,�&K46-�>®-.-(�+'��$� �mF7-�'*):&gZ

`
� ��2 �MpCq*r��

→
pCq*r=r

→ � �|r�� � �Tr � ��1oq	� � � r �  � : � � � ⇒ 1�-�� 2$
��
2(
� � �

)
zg4§VW-I�L,A&M,�&K46-g"��%8+4L&�,A&S/%"$#(-7)$�2�+'!,�&(�n)CBD o&%��/%�G�L'A,���/%)!�2>@�"B



� � � � ����
�� � � � ��

� ����� � � \��|\
� � � � � ������� �C
C��� � � � 
 �
���>��� � ��� � �
	�� � � 1 �����2- 	 � � � � � 1 � 	
� �+;<;=&[ o����"P42&(�P)CBD 	&(���$��;=;<&(�%ko�+'9-�YT�+�A):&���'�&}'����AF+&%4L4L&[�$�+"�):&

τR
OQ� ���$&("�)SzN/(��'��T)$"$� �2"$&},�&%�

'��+�|F+&G-7�|{ )CBD 	&(�"B � �+;<;=&< o����"[42&(�S)CB| 	&(���$�+;<;=&%�(k��+' �T&N,��+'A'�&���' &%'��$&%;}X�42&N,�#%'��+;}X�"$-�X�42&
L = {l1; l2; . . .}

,�&g46-�X	&(42�P;}�A' �y,�V���'9 �"T#(, �2/G-7)�,�VW#%8*-�4W�m):#%B��^�+����, �2�$ 	�+�$�+'A��,�&g,�&(�D{3�$��"T):&%��,�&
)CBD o&%��&%'�"$&%8G�L��):"T&(;<&('*):�KZ
" 42&(�a)CBD 	&(�^&('�"T&(8G�2�T):"T&(;<&('*):�U���T��&(42� A ,�&K46-}>@�+"T;=& {l1 : A; l2 : B}

D
" 42&(�a)CBD 	&(�^&('�"T&(8G�2�T):"T&(;<&('*):�n>@�+"�):� A ,A&S4L-�>@�+"$;<& {l1 : A; l2 : B}S

DPB
]_&(�­"��(8�4L&(�­,�&P/%�+'���):"$�A/%)$�2�+'�,�&%�­)CBD 	&(�a&%'�"$&%8G�L��):"$&%;=&%'*):��&l)a42&(��"!�(8+42&(� ,�VW-�X��$&%'�/(&�,A&(��4L-�X	&(4L�¢,.-7'��
4L&%�a)CBD o&%��&%'�"$&%8G�L��):"$&%;=&%'*):�^�$�+'*)SZ

Γ ` A : τ l ∈ L
R0

Γ ` {l : A} : τR

Γ ` {T} : τR Γ ` A : τ l ∈ L l /∈ T
R;

Γ ` {l : A ; T} : τR

Γ ` A : τ l1 ∈ L l2 ∈ L l1 6= l2
/∈R0

Γ ` l1 /∈ {l2 : A}

Γ ` A : τ l1 ∈ L l2 ∈ L l1 6= l2 l1 /∈ {T}
/∈R;

Γ ` l1 /∈ {l2 : A ; T}

Γ ` {T} : τR
{}S

Γ ` {T}S : τR

Γ ` {T} : τR
τR2τ

Γ ` {T} : τ

]_&�4L&%/%):&%��"a 	&(�A)a�$&�,�&%;N-�'A,�&("Uz}OQ���G�oF+�+'*)U�$&%"TFm�L"�4L&(��&('�"T&(8G�2�T):"T&(;<&('*):�a>@��"T):�"B.]_&(��"��$&(�A4L&�":-%�L�$��'
,�V &%)$"$&K&(��)UOD��V¡-GF+&%/[42&M�$�������§)CB| �-�8+&�k./%&("�)j-I�2'��n/*#.-�;< ��U o&%�AF+&%'*)�'A&S �-��U-� � .-7":-.02):"$&�,.-�'��U42&P)CBD o&%B
� �+;<;=&N�+' , �L�T o���$&0,�V���'�)CB| 	&0 	�+��"g/G-7":-�/l):#("��L�T&("}42&(�})CBD o&%�t'��+"$;=-�4#�L�:-7X�4L&%� A F+�G�2"}46- ,�&%"$' �(�("T&�$&%/%)!�L�+' Dtk��24¢ .-�":-50L)S'.-7)$��"$&%4�,�&= o�+�|F+�G�2"[/%&("T)!�2H.&%"�OQ��V���' &('A"$&(8I�L�T)$"$&%;=&%'Q)}'�&N/%�+'*)$�L&%'*)}OQ��&�,�&%�
�+XDYT&l):�U,�&�)CBD o&%��,A#(/(4L-�"$#%�U,.-�'��U�$��'�)CBD 	&=Z�/7VW&%�T)�4L&�"��+4L&�,�&

{T}S
B
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]_&(�^"��%8+4L&%�^,A&[�T�+�����§)CBD .-�8+&S,�&(�^&('A"$&(8I�L�T)$"$&%;=&%'Q)$��/%�+"$"T&(�T o�+'A,�&('*)�zt4§V&�L,A#(&�OQ��V��+'  	&(�A)�-GF+�I�L"UOQ��&
/(&S�$��'Q)�,�&%�� �"T�+8+"$-�;=;<&(�nOQ� ��-7)T):&%'�,�&('*)�OQ��VW��' 4L&%��"n,��+'A'�&[�A' /(��'��T)$"$��/l):&(�A"� 	�+��"n>@�+��"T' �L"n�A'�&
F7-�4L&%��"º,��})CBD 	&n/(�+"T"$&%�$ 	�+'�,.-�'*)	B H �L'A�!�§kR�+��XA4W�L&%"y��'t/*#.-7;= ��y'�V¡-742)%�%"$&a �-���4L&�)CBD 	&n,��t �"$��8+":-�;<;<&IB
� 4�B!-g,�&%�|{�"��%8+4L&%�n,�&K�$�+������)CBD .-�8�&[��):"$�A/%):�A"$&(4«k.��'�&K"��%8+4L&�,A&S 	&("T;}�A):-7)$�2�+'0&%)^��'�&K"!�(8+42&�,�VW&%'�"$&J�8G�2�T):"T&(;<&('*)n>@�+"T/(#KOQ� �_�$&%"T)�zg"$&(;<&%)T):"T&S�A'�&%'�"$&%8G�L��):"$&%;=&%'*)�,�-�'��U�$�+'!)CBD o&K42&� �4L���U8+#%'�#("$-�4ºZ
" ? ��XA4W��,�VW��'�/*#.-�;< ��KZ

Γ ` {T1 ; l : A ; T2} : τ
{}−⊂

Γ ` {T1 ; l : A ; T2} ⊂ {T1 ; T2}

" �D�+�����§)CBD .-�8+&K,��!)CBD o&K,�V���'�/*#.-�;< ��KZ

Γ ` {T1 ; l : A ; T2} : τR Γ ` A ⊂ A′

{}⊂⊂
Γ ` {T1 ; l : A ; T2} ⊂ {T1 ; l : A′ ; T2}

" ~�&("T;}�A)j-R)$�L��'0,�&(�^/*#.-�;< ��KZ
Γ ` {l1 : A1; . . . ; ln : An} : τR σ

 	&("$;��A)j-7)!�L�+'0,A&
{1; . . . ;n}

{}σ⊂
Γ ` {l1 : A1; . . . ; ln : An} =⊂ {lσ1 : Aσ1; . . . ; lσn : Aσn}

" ��'�"T&(8G�2�T)$"$&(;<&('*)$�U>@��"$/(#%�KZ
Γ ` {T} : τR

{}S⊂
Γ ` {T}S ⊂ {T}

��� G�� J 2 G
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;
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�� 2

� � � �  }
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{
��2��(
 � - � � � �

;
�Jq 1 - 2 � 1�-���2,
 � 2

� � � �  } ⊂ { ��2 �(
 � -
� � � � }
/(&tOQ� �º&%'*):":-506'�&g��'A&< 	&("�):&g,�V&�L'|>@�+"$;=-7)$�2�+' 'A�+'9'�#(8+4#�L8+&(-�X�42&[OQ�.-�'A, z046-<):&("T; �2'.-I�2�$�+' ,�VW��' #.-R�
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P = . . . | < R > | P.L | �L 0 P � s P | P

(�
lL

R = L = P | R;L = P

lL = L | L, lL

R
/(�+"T"$&(�T o��'�,�-��D{ &�"$&%/(�+"T,��)(:k

p.l
zK46-� �"$��YT&(/%)!�L�+'�k*&%) 46-�'���):-7)$�2�+'�&,
(�"(n�T&("T)�zK"$#(/%�� 	#("$&%"­/%&("�)j-I�2'��

/*#.-�;< ��U,�V���'�"$&(/%�+"$,�,.-�'A�^�A' -��|):"$&K"T&(/(��"$, B
]_&(�U"��%8+4L&%�U,�&�)CB| �-�8+&K�$�+'*)�-��T�$& �S#(/%�+'��+; �LOQ��&%�(k./(-�" �L4�'�V�B!-tOQ��&K,�&(�D{�"��(8�4L&(�n,A&SX�-��$&<Z
" � ��'��T)$"$��/l)$�L��'�,�VW��'�&('A"$&(8I�L�T)$"$&%;=&%'Q)SZ

Γ ` {l1 : A1; . . . ; ln : An} : τR Γ ` p1 : A1 . . . Γ ` pn : An
{}I

Γ `< l1 = p1; . . . ; ln = pn >: {l1 : A1; . . . ; ln : An}

" ~�"T�RYT&(/l)$�L��'�,�VW��'�/*#.-�;< ��

Γ ` p : {l : A}
{}E

Γ ` p.l : A

]_&(�^-��A)$"$&%�^"!�(8+42&(�U/(��'�/(&%"$'�&%'Q)�4L&%�U/(�+'���):"T��/%)!�L�+'��U;<�G�L'A� #.-�X �m):��&%4L42&(�MZ
" H YT�+�A)U,�V���'�/*#.-�;< ��KZ

Γ ` {l : A;L} : τR Γ ` p : {L} Γ ` q : A
{}+

Γ ` � l 0 q � s p : {l : A;L}

" �D#(4L&%/%)!�L�+'�>@�+"T/(#%&<Z
Γ ` p : {l1 : A1; . . . ; ln : An}

{}S
Γ ` p


��
l1, . . . , ln : {l1 : A1; . . . ; ln : An}S
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? 'K"$&( A"$&('A,[42&y)CBD o&¢,��+'A'�#� �"$#%/(#%,�&(;<;=&%'*)8B H 4§VW-I�2,�&y,�&%��&l{|&(;< �4L&%��FD����,.-�'��_4L-a�$&(/l)$�2�+'K,�&(�_)CBD o&%�
/(�I�L'�,��A/%)$�m>@�(k��+'� o&%�A)t�$�� A o�+�T#�/%�+'���):"$�@�2)g��'� �"T�+8+":-7;=;<&

p
OQ� �a/%�+"$"T&(�T o�+'A, z346-�,�&(�T/("!�2 A)$�2�+'

�$��� #.-I�m):#(&%B
]�-g/(�+'���):"T��/%)!�L�+' 
(�� o&%"$;<&%)^,�&K"$#%/(�� 	#("T&("U��' �2OD�A&(;<&('*)^4L&�/*#.-�;< ��UOQ� �_):&%"$; �L'�&}Z

` p : { ������� �����
	 ��� ; ���
� �
������� �	����� 2 ��	 ��� � } ` { ������� ������	 ��� ; ���
� �
������� �	����� 2 ��	 ��� � } ⊂ { � ����� �����
	 ��� }
` p : { ������� �����
	 ��� }

` p ����������� ��� : { ������� �����
	 ��� }S

� 8 �L8�G E � :�C�> :�8�G E
? '�,A#%H.' �m)U4L&%�a)CB| 	&(�^,�&%�P-�"TX�"$&%�UX �L'.-%�L"$&%�a#%)!�LOQ��&l):#(�^&%)^,�&%�^-�"$X�"T&(�UX �2'.-I�L"T&(�a):-�8+8+#%�^ �-�"�Z

� -�� 2 2 = µX.(
� 2$
�p �
� ����2���p�� 
 � X � 2 �A � � � X  )

� 
	
 � -�� 2	2 = µX.(
� 2$
�p �
� ����2���p�� 
 � X � 2 � A � � � X � � � � � �  )? ' -0Z
` � 
 
 � -���2	2 ⊂ � -���2	2

 .-�"
`
� 2,
�p � � ����2
�7p!��
 � � -�� 2 2 � 2 �A � � � � -�� 2 2 � � � � � �  ⊂ � -�� 2	2

�|�� A o�+�$-�'*)^,�#%H.'@�L&K��'�&�>@�+'�/l)$�2�+' #.-��A)$&(��"U�$�A"^42&(�U-�"TX�"$&%�[Z
`
� 2 1 
���- : � -�� 2 2 ⇒τ � � �

&(424L&M&%�T)� .-�"n�T�+�����§)CBD .-�8+&S#(8*-74L&(;<&('*)U,�#lH.' �2&S�T��"U4L&%�U-�"$X�"T&(�^X �L'�-I�L"T&(��):-�8+8+#%�(k.&%)^�+'! 	&(�A)^,�#lH.' �2"
4L&M)CBD 	&K,�&(��-�"$XA"$&(�UX �2'.-I�2"$&(�a):-�8+8+#%�n,��+'*)^46-};=-�"$OQ��& �[&(��)P4L- #.-��A)$&(��"KZ

" � 
	
 � -���2	2 = {t : � 
 
 � -�� 2 2 ; � � 2 1 
���- t  = t.
�
}
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? '�,A#%H.' �m)U��'�&K'��+�|F+&(424L&M>®-�; �L424L&^,�V��+ o#%":-7)$&(��"T��,�V¡-�XA�T):"$-�/%)!�L�+'! 	�+��"n42&(�n):&%"$;<&(��Z
1 ����2 s1,...,sn : (s1, . . . , sn → τ)→ τ? '�,A#%H.' �m)U#(8*-74L&(;<&('*)U,�&%�U �"$�RYT&%/%)!�L�+'��KZ

Γ ` p : π Γ ` T : s1, . . . , sn → τ
Dot

Γ ` p :s1,...,sn T.i : si

A -GF�&(/ s1, . . . , sn n
�$�+"�):&(�U&l)

1 ≤ i ≤ n
D

]�VW�� o#%":-7)$&(��" 1 � ��2t�$&%"T)[z0/("T#(&("S��'3)CBD o&<,��+'*)K/%&("T):-I�L'A&(�K/(�+;< 	�+�:-�'*)$&(�K�$�+'*)[-�X���):"$-I�2)$&(�(k�&%)S4L&%�
 �"T�RYT&(/l)$�L��'��

.s1,...,sn
z�&� �"T�RYT&%)$&(")(M4L&%�^/%�+;< o�+�$-�'*):&%��-7X��T)$":-I�m):&(�n"T&(4L-7)$�mF+&(;<&('*)^zg��'� �"$��8+":-�;<;<&IB

�HB @ >A@�:�BDC
	
	 	 � ��c���hlbTe�� ��
�� x1, . . . , xn.T
`.cRwDb�� ��
�� λx1 . . . λxnT (

����� � � ������� �
	 � � � � 
 � 	 � ��
 � � -)0 1
]_&(�U"��%8+4L&%�U/(�+"T"$&(�T o��'�,�&('*)(k	/%�+;<;=&M 	�+��"U42&(�a)CBD o&%���T�+;<;=&%�(k.zg4§V&�L'*)$� �2)!�L�+'�,A&S4L-}"$#%��' �L��'1Z
" �D�+�����§)CBD .-�8+&K,�"T�G�2) A ��'0)CBD o&K/%�+'�/("T&%)^&(��)P�A'��T�+������)CBD o&S,�V���'!)CB| 	&[-�X��T)$":-I�m)FD�Z

Γ ` t1 : s1 . . . Γ ` tn : sn
⊂r1 � ��2

` T [x1 := t1 . . . xn := tn] ⊂
1 ����2 s1,...,snx1, . . . , xn.T

" �D�+�����§)CBD .-�8+&K8*-��A/*#�&tZ
Γ ` B : τ Γ, x1 : s1, . . . , xn : sn ` T ⊂ B

⊂l1 ����2
Γ `

1 ����2 s1,...,snx1, . . . , xn.T ⊂ B

" ~�"T�RYT&(/l)$�L��'1Z
Γ ` p :

1 ����2 s1,...,sn(T ) 1 ����2
proj

Γ ` p : T ((p :s1,...,sn T ).1) . . . ((p :s1,...,sn T ).n)

��� G�� J 2 G�� >�� E @ 8�> � @�:�BDC F*> C*E 5*C G C*8�G9MD:#E�@ 8�G � GACD@
? '� 	&(�|)Gk� .-7"^&J{|&(;< �4L&7k -�X��T)$":-I�2"$&M�T��"^��'0)CB| 	&S .-�":-7;=#l):"$#�,�-�'��U��'�&('�"T&(8G�2�T):"T&(;<&('*)SZ

`
<
� 2,
�� 0 q � - 
 1 4 0 �

>:

1 ����2 τ→τ list.{
� 2,
��

: ∀A(list(A)⇒ A) ;
- 
 1 4 : ∀A(list(A)⇒ list(A)) }

��'�4L-I�L�T�:-�'*)^-��!42&(/%)$&(��"U42&��$�G�2'�,A&S/%�+;< �4L#l):&("��$&(42�+'��$�+' �L;=-�8G�2'.-7)$�2�+' A �L4oB!-g��'� @���(8�&�DPB
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X -�'A��4L&^X��A)­,�&� o&%"$;<&%)$)$"$&^46-K;N-7' �L ��A46-7)!�L�+'},A&P �"T�+8+":-7;=;<&(�¢,��+'*)­4L&U)CBD o&� .-�"$42&U,�VW&%�|{Q�C;6&(;<&(�%k'��+�A� ,@�L�$ 	�+�T�+'��¢,�#�Y$zK,��<�$/*#�#%;N-K,�&U/(��;= �"T#	#�&%'��!�2�+' B�� -%�L��/(&%4L� � �C/"��'�V�&(�T)­ .-�� -��T�$& ���T�+�� �42&n o�+�A"
 �"T&('�,�"T&�&%'N/%�+;= |):&^��'�&U>@�+"$;<&n,�VW-��A):�R�C"$#l>@#("T&('�/%&(;<&('*)a .-7"T)$�2/(��4#���%"$&�k7OQ��&P'������ �24L42���T)$"$�+'��y .-�" ��'
&l{|&%;= �42&tZ
�|�� A o�+�T�+'��tOQ��&!'��+���t-GB��+'��<,�#("��2F+#

` pa : Ta
kº&%)
` pb : Tb(pa)

B��^�+���g 	�+�AF��+'��t&('�,�#(,A� �L"T&
`< a = pa; b = pb >: {a : Ta; b : Tb(pa)}

kA;=-I�L� '��+���n�T�+� #.-%�2):&%"!�2�+'��� 	�+�AF��G�L"­#(/%"!�L"T&M��'�)CBD 	&M,�&
46-n>@�+"T;=&

{a : Ta; b : Tb(a)}
B � VW&%�T)º/%&­OQ��& F7-^'������y 	&("T;=&l)$):"T&¢4L& '��+�AF�&(4D�+ o#%":-7)$&(��"�,�VW-�X���):"$-�/%)!�L�+'

�$�A"^42&(�U �"T�+8+":-7;=;<&(�MZ
Γ ` T : π → τ

Γ `
132.4 p

T : τ� &%)��+ 	#("$-7):&%��"�#l)j-�'*)�&('�>®-I�2)U��'�4W�2&(��"%k.�+'�-�,��+ A)$&("$-<4L-<;6&(;<&�/(�+'*F�&('*)$�2�+' ,�V�#(/%"!�2)$��"$&SOQ��&S o�+�A"
4L&%�U-��A)$"$&(�^4W�2&(��"T�MZ
�HB @ >A@�:�BDC
	�� 	 � ��c���hlbTe�� ��� 
 s.T (s)

`.cRw|b��
��� 
 (λs.T ) (

? '�,@�L�$ 	�+�T&�,�&K,�&(�|{�"!�(8+42&(�n,�&�)CBD .-�8�&[�T��"U4L&(�n A"$�+8+"$-�;<;=&%�n-�X���):":-%�2):��Z
"�� '*)$"$�D,���/%)!�L�+'!,�&K4«V¡-�XA�T):"$-�/%)!�L�+'0,A&S A"$�+8+"$-�;<;=&}Z

Γ ` p : T (p) 13254 p
I

` Γ ` p :
13254 p

s.T (s)

"�� 4#�L; �L'.-7)!�L�+'<,�&K4§VW-�X���):"$-�/%)!�L�+'0,�&K �"T�+8+"$-�;=;<&(�PZ
Γ ` p :

132.4 p
s.T (s) 13254 p

E
Γ ` p : T (p)

�º)^,�VW�A'�&K"��(8�4L&�,�&K�$�������§)CB| �-�8+&<Z
" �D�+�����§)CBD .-�8+&K,�& 13254 p

Γ, x :
1 2.4 p

t.A(t) ` A(x) ⊂ B(x) 13254 p
⊂

` Γ `
13254 p

s.A(s) ⊂
13254 p

s.B(s)

H �2'��!�«k�,.-�'A�^4«VW&J{|&(;< �4L&M A"$#(�T&('*):#[&(' �L'*):"T�|,A��/%)!�L�+'�k|�+'�'���):&%":-I�m)�Z
`< a = pa; b = pb >:

132.4 p
s.{a : Ta; b : Tb(s.a)}
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�������¢,��+'�'���'��¢,.-�'���/%&%)$)$&��T&(/l)$�L��'<OQ��&%4LOQ��&%�­;<��B+&('A� ,A&^,A#%):&%"$; �L'�&%"º�!�.�A'<)CBD 	&^'A&n/(�+'*)$�2&('*) OQ��&
,�&%�� �"T�+8+"$-�;=;<&(��OD�@��):&("T; �2'�&('*) A &('�#%F7-�4L��-7)$�2�+'08*-���/*#A&�DPB? ' -�YT�+�A):&K-7��4L-�'�8*-�8�&M,�&(�n)$&("$;<&(�U��'A&S/%�+'���)j-�'*):&

NORM : τ
]_&(�U"��%8+4L&%�U�$� �mF�-7'Q)$&(�U 	&("$;<&%)T):&%'Q)^,�&K,�#l):&%"$; �L'�&%"n�!�_��'!)CBD o& A ������'� �"T�+8+":-7;=;<&�D�):&("T; �2'�&gZ
" ]_&%�^/%�+'���):"$�A/%):&%��"$�^�$��'Q)^'���"$;=-�4W�2�:-�X�42&(��Z

C ∈ C

` C ⊂ NORM" ]_&%�^/%�+'���):"$�A/%):&%��"$�n��-7 � �4W�2OQ��#(���­zt�A' -�"T8+��;<&('*)U'��+"T;N-74W�L�$-�X�42&��T�+'*)P'���"$;=-�4W�2�:-�X�42&(�^Z
C ∈ C

` ∀A(A ⊂ NORM ⇒ C
��p
A ⊂ NORM)

" ]_&%�^�T�+;<;=&%�n,�&K'��+"$;=-�4#�L�:-7X�4L&%���$��'Q)^'���"$;=-�4W�2�:-�X�42&(��Z
Γ ` A ∈ NORM Γ ` B ∈ NORM Γ ` A � B : τS

Γ ` A � B ⊂ NORM

" ~�-I�L"T&(�n'���"$;=-�4W�2�:-�X�42&(��Z
` ∀A,B(A ⊂ NORM ⇒ B ⊂ NORM ⇒ (A× B) ⊂ NORM)

" ��'�"T&(8G�2�T)$"$&(;<&('*)$�U>@��"T):�n'A�+"$;=-�4W�2�:-�XA4L&(��Z
Γ ` A1 ⊂ NORM Γ ` {l1 : A1; . . . ln : An}S : τR

Γ ` {l1 : A1; . . . ln : An}S ⊂ NORM

" �^�+"$;=-�4#�L�:-7X �L4#�2):#n,A&(�U)CB| 	&(� �2'�,���/l)$�2>@� A /(&l)$):&S"��%8+4L&�&%�T)^&('!>®-I�m)n,�#("��2F7-�X�42&�D�Z
Γ ` F (NORM) ⊂ NORM

Γ ` µXF (X) ⊂ NORM

��� G�� J 2 GAE�F�G @ I J G E C*BN8	� >�2�:#E > C @�E
��'�"T&( �"T&('.-7'Q)�4L&%�n&l{|&(;< �42&(�U �"$#%/(#%,�&('*):�%ko'A�+���U o���AF+�+'A��;<�+'*):"T&("�Z

` BF ⊂ NORM `
� 2.4
⊂ NORM

` A ⊂ NORM ⇒ � -���2	2 (A)S ⊂ NORM
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]_&=4L-�'�8*-78+&tOD�A&N'��+�A�[F+&%'��+'���,�&N �"T#(�T&('*):&%"},.-�'��S/(&=/*#.-�  �m):"T&=/%�+;= 	�+"�):&�k��+�|):"$&<,�&%�[):"$-I�2)$�K,�&
 �"T�+8+":-7;=;=-7)$�2�+'N/%46-��T�!�2OD�A&(�(k.�A'�4L-�'�8*-�8�&M,�&K�$ 	#(/"�2H./(-7)$�2�+'��n):"!�(�U"!�2/*#�&IB
��������-�424L�+'���&l{| �42�G�2)$&("��$&%�� o�+�T�!�2X �L4#�2):#%��,.-�'��º42&�/*#.-7  �2)$"$&��T� �2F7-�'*)(k����}'A�+���º,�#lH.' �2"$�+'��y��'}46-7'�8*-�8+&
,�&¢;<�|,��A4L&º 	&("T;=&l)$)j-7'Q)�,A& ,A#(/("��L"T&­-%�L�$#%;=&%'*)�,�&(�� �"T�+8+":-7;=;<&(��/%�+'���):"$�@�2):��,�&�>®- -%�+'��L'�/%"$#%;=&%'Q):-�4L&
A ��'1,A#%H.' �m)K��'1 �"$�+8�":-�;<;=& a k_ �� �2����'E A"$�+8+"$-�;<;=& b OQ� ��,�#( 	&('A, ,�& a k_ �� �2����'1 �"$�+8�":-�;<;=&
c
OD�@��,�#% o&%'�,3,�&

a
&%)
b
k	&%)$/ B	B"BED�-�F�&(/},A&(�P)CBD 	&(�MOQ� ��/(�+;< 	�+"T)$&("$��'Q)�'��+' �$&(�A4L&(;<&('*)P4L&K)CB| �-�8+&

,�&g/*#.-7OD�A&</%�+;< o�+�$-�'*):& A a k b k c k�B	B"BEDM,��3;<�D,���4L&7ko;=-I�2�M-����T�!��,�&%�� �"$�� �"!�2#%):#%�� o��"T)j-7'Q)M�$��"�/%&(�/(��;= 	�+�:-7'Q)$&(�%k -I�L'�����OQ��&S,�&(�U,�#lH.' �2)!�L�+'A�n,�&�)CB| 	&(�%k.)CB| 	&(�^ .-�"$-�;<#%):"T#(�%k.&%):/�B"B	B
� 4�'������U"$&(��):&Kz}F+#%"!�mH.&("%k -7H.'!OQ��&�/(&KOQ��&K4§V��+'!-}":-7/(�+'*):#�>®-��T�$&K�$&%'��(k.42&(�a>@�+'A,�&(;<&('*):�a)�#�#(��"!�LOQ��&%�,�&!/(&!4L-�'�8*-�8�&�kº/%&�OQ� �U�T&(":-3>®-I�m)g,.-�'��t42&0/*#.-�  �m):"$&�73����'��+���t#%'��+'�/%&("$��'��=&l)< �"$�+�|F+&("T�+'��<4L&%�
#('A�+'�/(#%��,A&S/%�+"$"T&(/l)$�L��' B



� �������	��
�� 


������� ���

����� �D����� 
 ��������� 
��
�! #"%$'&)(�*,+$�.-	*/(0*/(1*3254%6 �7+98)(1(�:)+<;=(1;?>/@5A=B.8 TDC + LFE �"$,GPLIH,J'GK;=(1A?"%+98)(1LM4%A=NO4%NO(QP?A�:SRT:S+9U/V�(04%;54W6?+9>YXKLZ4V�4%A=BZ6?P=LM4W+[BZ"OA\;=(YV�"';=P=L.(�:�]W^TP?:Q*�"%V�V_(1;=(�:<6=8)"ONO894WV�V_(�:`+aR'6	>�:<b'P?B	"%Ac+<6	"OP=8!^O"'*d4e+9BZ"%A�;=(Y6	(�8gfV_(/+[+[8[(Y;=(0:)+[8[P=*,+9P=8)(�8�]c;h i"O8)Nj4%A=B.:[(�8k;=(/:�;?>/^O(/LZ"O6?6l(/V�(/Ac+[:�mT��(n$=PT+�;o #P=A�LM4%A?Nj4%NO(1;=(0V_"T;=P?LZ(�:!(/:)+�]X�A?"%+98)(D:)(�A=:/]lL.(D:)P=B.^W4%Aj+Dp	B.L�;="OB7+n6	(�8)V�(,+[+[8[(q;h #>/*�8)BZ8[(q;=(/:r6=8)"ONO894WV�V_(�:DstbcP=(qA="OP?:K4%6=6	(�L.LZ(/8["OA=:
u �tG,J5v��tJTG9H uew b'P?Bx*�"%V�6	"O8)+[(�Aj+nP=A=(y:)>�8[B.(\;=( &g;=>,@5A=B.+[BZ"OA?:)(q;=(D6=8["ON%894%V_V�(/:�]z(/+r;=(�:n+aRT6	(�:{*/"O8[8)(�:gf6	"OA=;54%Aj+[:\s|bcP=(DA?"OP=:04%6=6	(�L.LZ(�8)"OA=: u,}7~ E	� �tJ'G3H u�w b'P?B�*�"OV_6l"%8)+9(/Aj+Y>�Nj4%L.(�V_(�Aj+Y;=(/:�&a;=>/@5A?B.+9B."OA=:+(K(,+;=(/:D6=8)"O6=8)BZ>/+[>�:�6	"O8)+94%Aj+D:)P=8qLZ(�:�6=8)"ONO8[4%V�V_(�:r;=>/@5A?BZ:q;54%A=:�LZ(/:�:)+98)P=*/+[P=8[(/:�]�LZ(/:4&a;=>/@=A=B.+[BZ"OA=:+(�(,+>�A?"OA=*�>/:r>,+34%Aj+n>�*�8)B.+[:0;?(q-t4%�/"OA } Eov,G%$,��H,E �I�%CZH,]=*W #(/:)+{X�;=B.8[(�;=>�6	(�A?;54%Aj+KL.(�:YP=A=:0;=(�:0"O8);=8[(/:n;54WA=:LI i"O8);=8[({;=(�L.(�*/+[P=8[(W]5(/+YL.(�P=818)>�P?+[BZLZB.:94W+[BZ"OAom�x4W8�(��?(/V�6?LZ(%]!"%A�6	(�P?+�:["%A=NO(�8_X�P=A�V_"';=P=LZ(�bcP=BY;=>,@5A=B.894%B7+�LZ(�:�(/Ac+[BZ(/8[:_A54W+9P?8[(�L.:�(/+_LZ(/:_"%6l>�f894e+9BZ"%A=:KP=:)P=(�L.LZ(�:{bcP=(�L� #"%A�-t4%B.+r;=(�:):[P=:/]�4d^%(�*_LZ(�:r:[6	>�*�B7@5*d4e+9BZ"%A=:{*�"O8)8[(/:[6	"OA=;54%Aj+[(�:�m���4�:)+[8[P=*,+9P=8)(*�"%Ac+[BZ(/A=;=894WB.+kLZ(/:kBZV_6=LZ>/V�(/Ac+94W+9B."OA=:�;=(�:�4%LZN%"O8[B7+92=V_(�:�P=:[P=(/LZ:rs�4%;?;=B.+[BZ"OAh]WVyP=L7+9BZ6?LZBZ*�4W+9B."OAh]�;=B7^TB.:[B."OAh]m�m/m w (/+\LM4�:[BZN%A54W+9P?8[(�4%:[:)"T*/BZ>�(_*�"%Ac+[BZ(/A=;=894WB.+d]�"OPT+98[(_LZ(�+aR'6l(�;=(�:\"O6l>/894W+[BZ"OA?:�]�P=A=(�:[>/8[BZ(�;h i>�A="OA'f*�>/:r;=>/*�8)B.^W4%Aj+KL.(�:06=8["O6?8[BZ>,+9>/:nP=:)P=(�L.LZ(/:�st6=4%8n(��T(�V_6=LZ(qLZ(/:n6=8)"O6=8)BZ>/+[>�:n4%LZN%>�$=8)BZbcP=(�:0;=(/:n-|"OA=*,+9B."OA=:�]*�"%V�V_(KLI #4%:):["'*�BM4e+9B.^'B7+9>%]cLZ4y;=BZ:S+98[B.$=P?+[B.^'B.+[>%]	m�m�m w ]?;="OAj+0"OA�6l"OP?8[894�4d^%"OBZ8�$	(�:)"OBZA�654W81LM4\:)P=B.+[({6l"OP?8*�"%A=:)+[8[P=B.8[(�(/+Y6=8)"OP?^%(�80;h �4WP?+98)(�:04%LZN%"O8[B7+92=V_(�:�6?LZP=:1:)"O6=2=B.:)+9B.bcP=>�:/m
�n"W+98[(<6=8)>�:[(/Aj+34W+[BZ"OAD:� #4%8)+[BZ*�P?LZ(<4%BZA?:[B5p�A="OP=:�6=8)>�:[(/Aj+9"OA=:x;h �4W$l"O8);DL.(�:�NO894WV�V�4%BZ8)(�:h;?(�6=8)"ONO8[4%V�V_(�:(/+0;=({+aR'6	(�:0b'P?B�>/+9(/A=;=(/Ac+rLZ({LZ4%A=Nj4%N%(K;=(�$54%:)(%]z6=P=B.:1LZ(�:Y8)U�NOL.(�:1;=(�*�"%A=:)+[8[P=*,+9BZ"%A�;=(�V_"T;?P=LZ(/:�]=(,+LZ(/:18[U/NOLZ(/:0;?(q;?(�:)+[8[P=*,+9B."OA�s|6=8["�&)(�*/+[BZ"OA w ]=(,+n(/A?@5A�LZ(/:08)U�NOL.(�:1;=(�:)"OP=:SfI+aR'654%NO(Wm��(�:�8)U�NOL.(�:�:)"OAj+�-|"O8S+9(�V_(�Aj+1B.A=:[6?BZ8[>/(�:�;?(K*�(/LZLZ(/:Q6=8)>�:)(�Aj+9>/(�:0654%8��K4d^TB.(�81��(/8["�R�;=4%A=:�654W8�(,�T(�V_6=L.(�i�j�e� ] �#� � � ]5(,+Y;54%A=:0LZ(/:1A="%+[(�:Y;=(�*�"OP?8[:Y;=( �5894%A=�/"OBZ:Y��"%+[+[BZ(/8 �i� � � ]=:[4%P?-xb'P?(�p
� ��"OP=8�>/^'B.+[(�8xLZ4n*�4%6?+9P?8[(Q;?(�A="OV_:,��]eA="OP?:xP?+[BZLZB.:["OA?:�LZ40V_ �V_(Q*/"OAj^O(�Aj+[BZ"OA�bcP=(Y¡%P?;=BZ*�4%¢�L?£Q"OP=8[4%Aj+�¥¤�¦�� ]'BZA=:)6=BZ8)>�(n;=( �§4W8[¨_��BZLZL.BZ$=8)BZ;=N%(�(/+ �0"O$	(�8S+1©n4%8[6	(�8 � � �e� bcP=B	*�"%A=:[B.:)+9(KXD;=B.:)+9B.A=NOP=(/8�A?"OVª;=(^W4%8)BM4%$?LZ(rL.BZ>/({(/+YLM4W$l(/L�X�LI #4%BZ;=(r;=(�LM4�*�"OA?:)+98)P=*/+[BZ"OA &,
��+(9m
� A?"OP=:!Ah iP?+9B.LZB.:["OA=:x654%:kLM4KA="W+9BZ"%A�;=(Y*32=(�V_BZAh]%b'P?B54%P=8[4%B.+!:[4q6?LM4%*/(1;54%A=:!P=A_;=>,^O(�L."O6=6	(�V_(�Aj+<6=LZP?:
«g¬g­/®Q®�¯ �e°,±h¯g²�¯S® ��³�¯k´�°�µW¶`·�·  �$�!¸ → # � � !1¹»º�º#º)¼ # � ��½,¹�¸�º ��¾ !�¾

¤��%¿



¤d��� �������
	���
�� ��������� ��� ���

B.V�6	"O8S+34%Aj+K;?"OA=A=>�4%P'��V�"';=P=L.(�:K(/A ^TP?(_;o #P=A?(_B.V�6?LZ>�V_(�Aj+94W+9B."OAh]z*d4%8{6	(�8)V�(,+[+94%Aj+�;h �4W6=6l(/LZ(/8L.(�:r+aR'6	(�:D4%$=:S+9894WB.+9:r;h #P?A=(�-t4%��"OA�6=L.P=:K:)BZV_6=LZ(W]oV�4%BZ:nb'P?B!Ah �4W6=6l"%8)+9(/894%B7+K8)BZ(�A�B.*�Bx;?P 6	"OB.Ac+K;=(^'P=(�;=(�LZ4\+92=>/"O8[B.(%m
� A?"OP=:�4�&)"%P?+9"OA?:y;=(�:�:)6l>/*�B7@5*d4W+[BZ"OA?:�st;=(/:\-|"O8)VyP=LZ(/:\:[4%A=:�*�"%Ac+[(�AcP 4%LZN%"O8[B7+92=V_BZbcP=(�;=(/:)+9B.A=>�(/:�X(��T6=8[B.V�(/8�L.(�:<6=8["O6?8[BZ>,+9>/:Q;=(/:�6=8["%NO894%V_V_(�: w (,+�;=(/:�;=>/@=A=B.+[BZ"OA=:<;=(0+9"OP?+[(�:�:)"O8)+[(�:Kst;54%A?:QLZ(n:[(/A=:;?(�:Y:["O8S+9(/:

τ, o . . . w ;=4%A=:YLZ(/:1:[BZN%A54W+9P?8[(�:/m
����� � � ��� � � �,��� � ��� �h��� �����*� �����!��� � ��� � � �������*� �����
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P = . . . | 728:9<;>=?8 S
S = @BA>C�7D9E;>=F8 | G @H8 V IKJ L L P M S��(�:Y"'*�*�P?8[8[(/A=*�(/:rL.BZ$=8)(�:�;=(�LZ4�^W4%8)BM4%$?LZ(

x
;54%A=:

S
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N�OQPSR2PKTUO1VXW2Y[Z$\eJ'GD�%CFC^] ~ H,G{CZH u ]3v,G }`_ J'G9H u:a Eb\eJ u J _�} C }Zu H,Gc\eE u CZH u J5v,G9H uFd E _ �fe }Ug J5H u J }`h �%E _,i
� �Kj l k p l S(l) m \eJ'G � �Sj x nfo l k p l S(x)

"$#&%'#<% *�prq
s�t�+2.�-/365
u A�:)(�;="OA=A=(�p
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n
]
m
]�m�m/m

�wv A�(�A=:)(�Vy$=L.({@5A=B�;=(�:["%8)+9(/: Σ
bcP=B�*�"OAj+[BZ(�Aj+n4%P�V_"OBZA=:

τ
(,+
τ → τ

m
��(�:Y8[U/NOLZ(/:Y;=({-|"O8[V�4W+9B."OA ;=(/:Y:[BZN%A54W+9P?8[(�:Y:)"OAj+Dp
�Xx BZNOA54e+9P=8)(r^'BZ;=(�p

sigAx
Γ ` @>A>C�71y{z : τsig�w| >/@5A=B7+9B."OA�*�"OA?*�8[U,+9(q;h iP=A�"%$'&)(/+0;=(�:["%8)+9( s p

Γ ` A : s Γ, t : s ` S : τsig s ∈ Σ n ∈ N n /∈ S
sigDef

Γ ` C}@ p s t IKJ n L A M S : τsig

�w| >/@5A=B7+9B."OA�4%$=:S+9894WB.+9({;o #P=A�"O$'&)(,+0;=(�:["O8S+9( s p
Γ, t : s ` S : τsig s ∈ Σ n ∈ N n /∈ S

sigADef
Γ ` C}@ p s t I>J n M S : τsig
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Γ ` A : τ Γ, x : A ` S : τsig l ∈ L l /∈ S
sigProg

Γ ` 
>I�G x IKJ l � A M S : τsig

� �!8)"O6=8[B.>/+[>�p
Γ ` P : o Γ ` S : τsig

sigFact
`
p I>=F8 P M S : τsig� £QL
�%+9P?8[({;=(�LM4y:)BZNOA=4W+9P=8)(�p
Γ ` S : τsig

τsig <: τ
Γ ` 71y z S : τ��(�:�;=>/8[B.^W4W+[BZ"OA?:{;=(�LM4 -|"O8[V_(

l /∈ S
"OP

n /∈ S
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l ∈ L
l/∈Ax

` l /∈ @BA>C�71y z
` l /∈ S ` l′ ∈ L l 6= l′

l/∈Prog
` l /∈ 
>I G x I>J l′ � A M S

` l /∈ S
l/∈Fact

` l /∈
p IB=?8 P M S

` l /∈ S
l/∈Def

` l /∈ C}@ p s t I>J n ( L A ) M S

n ∈ N
n/∈Ax

` n /∈ @BA>C�71y z
` n /∈ S

n/∈Prog
` n /∈ 
>I�G x IKJ l′ � A M S

` n /∈ S
n/∈Fact

` n /∈
p I>=F8 P M S

` n /∈ S n′ ∈ N n 6= n′

n/∈Def
` n /∈ C}@ p s t IKJ n′( L A ) M S

u A�^%"OB.+04WBZA=:)BhbcPh #P?A=(D:)BZNOA=4W+9P=8)({6l(/P?+0*�"OV_6	"O8)+[(�8Kp
� ;?(�:Y;=>/@=A=B.+[BZ"OA=:qst4%$=:S+9894WB.+9(/:1"OP�A="OA w ;=({+aR'6	(�:0"OP�;?(�+aR'6	(�:0654%8[4%V�>,+98)>�:{p

C}@ p τ x IKJ n ( L A ) ou C}@ p τ→τ x I>J n ( L A )

� ;?(�:Y;=>�*/LM4%8[4W+9B."OA=:�;?(q6?8["ONO8[4%V_V�(/:{p 
>I G x I>J l � A� ;?(�:Y>�A="%A=*�>/:n;=(�6=8)"O6	"O:[B7+9BZ"%A=:Kp�p I>=F8 P m
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s��
36s +2p��
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<�� �%C m�� ���[v:\eE h H,G u,} \eE ? H u h �%G } � > CZH u Eb\e��� ]3H u H uF_<}�? H,E _t}Ug J5H	��C � �%C m�� ���[v:\eE h H,G u,} \eE�J u JzH,CFCZH F

�"OP?+0*�"OV_V_(K6l"%P=81LZ(/:0:S+98)P=*/+[P=8[(/:�]z"OA�4%;="O6?+[({LM4�*�"%Ac^%(�Aj+9B."OA�;h #>/*�8)B.+9P?8[(�:[P=B7^W4%Aj+9(�p
N�OQPSR2PKTUO1VXW�� < \eG u�g J5Hyv3H,C7��EoHyv:\e� m \eG _ H,G)� m � u@? � �%� >�}7~ J�
 _ ] a \eE Eb\ _ H,G[� i

H n I l K A l S(l) pour H n I x nfo l K A l S(x)

H _
ACBED n ( k A ) l S(n) pour ACBED x nSo n ( k A ) l S(x)
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WF (Γ)
Mend

Γ ` @BA>C�728:9E;>=F8 :M @BA>C�71y z�0/ &)"OP?+Y;h iP=A�*3254%V_6=:�p
Γ, x : A, x = p ` m :M S Γ ` p : A l /∈ S

Mval
Γ ` ( G @H8 x I>J l L p M m) :M ( 
>I G x I>J l �A M S)

�0/ &)"OP?+Y;h iP=A�+92=>/"O8[U/V�(�p
Γ, P ` m :M S Γ ` P

Mfact
Γ ` m :M ( 1UIB=?8 P M S)

�0/ &)"OP?+Y;h iP=A=(�;=>,@5A=B7+9BZ"%A p
Γ, t : s, t = A ` m :M S Γ ` A : s s ∈ Σ n /∈ S

MTerm
Γ ` m :M ( C}@21 s t I>J n L A M S)

� £QL
�%+9P?8[(�p
Γ ` m :M S

Mstruct
Γ ` 728:9E;>=F8 m : 71y z S��4\8[U/NOLZ(n;=(K*/L �%+[P=8[(n(�:)+�(�A -t4%B7+QLZ4D:[(/P=LZ(rb'P?BhBZAj+98)"T;?P=BZ:)(nP=A +[(�8)V�(W]TL.(�:14%PT+98[(/:�:[(/8)^W4%Aj+YX\L.(r$�3e+9BZ8;=(r-t4W��"OA�BZA=*/8[>�V_(�Aj+94%LZ(Wm | 4WA=:QL.(�:Q8)U�NOL.(�: Mval

(,+
Mfact

]'LZ(/:Q6=8)>�V_BZ:):[(�:
l /∈ S

(/+
n /∈ S

:[(/8)^O(/Aj+X�4%:[:)P=8[(/8nbcP=(�L.({A="OV Ah i(�:S+r6=4%:1;=>g&[X�;=>,@5A=B�;54%A=:YLZ4y:[P=B7+9(�;=(�LM4y:)BZNOA54e+9P=8)(%m
u A 8[(/V�4W8[bcP=(0b'P?(KA="O:�8[U�N%LZ(�:�6l(/8[V_(/+)+9(�Aj+Q>�Nj4%L.(�V_(�Aj+�;=(r;=>,@5A=B.8�;=(/:�:)+[8[P=*,+9P=8)(�:Q^'B.;=(�:Q4%:[:)"T*/BZ>�(/:XY;=(�:�:[BZN%A54W+9P?8[(�:�*�"%V�6	"O:[>/(�:�P=A=B.b'P?(�V_(�Aj+x;?(<+[2=>�"O8)U�V_(�:�(/+�;=(�;?>/@5A=B7+9B."OA=:�st"OAq6	(�P?+�654%8�(,�T(�V_6=L.(:["%A=NO(�80X�P=A�V�"';=P=L.(KbcP=B�*�"%Ac+[BZ(/A=;=894WB.+YP=A=({+[2=>�"O8)BZ({(,+n:)(�:Y+92=>/"O8[U/V�(/:Y6=8[B.A=*�B.654%PT��m�m�m w m
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 '�,�	 O�
 6�' ,�)�� O O/'��7,�V*)
x P=6?6l"O:)"OA=:<bcP=(rL� #"OA�^%(�P=B.LZLZ(1*/"OA=:S+98[P?BZ8[(0P=A_V�"';=P=L.(16l"%P=8kLZ(�:k$	"T"%LZ>�(/A=:�]jA?(n654W:�6	(�8)V�(,+[+98)(Y;h #PT+9B7fLZB.:[(/8�LZ4 ;=>/@=A=B.+[BZ"OA�;=P +aR'6l(������ G (�A ;?(�2="O8): ;=P V_"T;?P=LZ(W]<(,+�:[6	>�*/B.@5(/8 LZ(�*�"OV_6	"O8)+[(�V_(�Aj+ ;=(/:"O6	>�8[4W+9(/P=8[:YP=:)P=(�L.:qp

������� �!�
" # �$����� #&%('*),+�-

!" # �/.�0 " 12#&%4365�7 � -
!" # �98 .:��; #=< #=" 12#>%@?A?A?
!

. . . !

#=< B ���6���C�!�

:

��8 DBE# .
τ FHGIG "�%J'*),+�-LKM365�7 � -

!N 0 " �6��� #PO F=G�G " !N 0 " .Q0 " 12#RO FHGIG " !N 0 " 8 .S�6; #=<C#=" 12#�O
∀A( FHG�G " ⇒ A⇒ A⇒ A) !

. . . !.�0 �!�
∀AΠox, y : A

8 .:��; #=< #=" 12# ����� #UT&VP%WT
!

. . .#=< B ��8 D

��� ,�.
	*' ,�� +-,�)�X/6KO�
/	 , )Y	�R 6>R . ��PE6 � )
�n"%P=:Y;="OA=A="%A=:YBZ*�Bo*�"OV_V�({6?8[(�V_BZ(/8�(,�T(/V�6=L.(�LM4y*�"%A=:)+[8[P=*,+9BZ"%A�;=(/:YNO8["OP?6l(/:

Z/nZ
m

u A�*/"OV_V�(/A=*�({654W81;=>/@5A?BZ8YLZ(K+aR'6	(q6=4%894%V_>/+[8[>{;h iP=A�NO8["%P=6l(�p
group(E) =

71y z

>I G @ � E !

>I G[Z�G ;KJ � E ⇒ E ⇒ E !

>I G � Z � E ⇒ E !
1UIB=?8 Πox : E. \]Z�G ;KJ x @H^ = x !
1UIB=?8 Πox : E. \]Z�G ;KJ x \ � Z x ^�^ = @ !
1UIB=?8 Πox : E.Πoy : E.Πoz : E \6Z�G ;KJP\]Z�G ;KJ x y ^ z ^ = \6Z�G ;KJ x \UZ�G ;KJ y z ^&^ !
@BA>C�7 y{z

u A :)P=6=6	"O:[(�;="OA=A?>�(�:DLZ(/:q"%6l>/894W+[BZ"OA=:q4%8)B.+[2=V�>,+9B.b'P?(�:{>�L.>�V_(�Aj+34WBZ8[(/:�:[P=8qLI i(�A=:)(�Vy$?LZ(�;=(�:q(�Aj+[BZ(�8):A54W+[P=8[(/LZ:
POS

+[(�L.:QbcP=(�;=>/@=A=BZ:�6=4%NO( ¤ �W¦ ]?(,+1654%8)V�B	*�(/LZLZ(/:Sf *�BoLZ4\8[(/LM4W+[BZ"OA�;h i"O8[;=8)({(/+1LZ4D-|"OA=*,+9B."OAV_"T;=P?LZ" p
G @=_ : POS ⇒ POS ⇒ BOOL` � C4;�G � : POS ⇒ POS ⇒ POSbcP=B�A="OP?:06	(�8)V�(,+0;=(�;=>/@5A?BZ81LZ({6?8[>�;?BZ*d4e+

≤
654%8�p

x ≤ y = \)G @=_ x y ^ = acbed9f(/+0L.(K+aRT6	(�BZAj+9(/8)^W4%L.LZ(yp
[a; b] = {x : POS; a ≤ x ∧ x ≤ b}



¤d�O� �������
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u A�;?>/@5A=B7+YLZ({6=8)"ONO8[4%V�V_(K:)P=B.^W4%Aj+�p

quot = 1 ;�A n →




7�8:9<;>=F8
G @F8'@�L Z !
G @F8�Z�G ;KJ�L 1 ;�A�� → 1 ;�A�� → ` � C4;�G � \������I^ n !
G @F8 � Z L 1 ;�A�� → ` � C4;�G � \6\ n 	�
E^ × � ^ n !
@>A>C�728:9<;>=?8




�`+0"OA�BZA?-|U/8[(%]5(/A�6	"O:[4%Aj+
SPOS = {r : POS; r > Z}

p
` quot : Πτn : SPOS.group([Z; (n− 1)])

u A ^%"OB.+�P?A B.Ac+[>�8) /+q;=(�;=BZ:)6l"%:[(�8�;=(_V_"T;=P?LZ(�:r;=(�6?8[(�V_BZ(/8{"O8[;?8[(�p�"OA 6l(/P?+qLZ(/:�-t4WBZ8[(�;?>�6	(�A=;=8)(;h #4%P?+[8[(�:Y6=8)"ONO8[4%V�V_(�:$,a"O8[;?BZA54%B.8[(/: .3m

����
 ������������� �����h������ <�!��������"�� ���h������ <�)(2#+%
"$#���#)( � ����s�p&+2p���s�5���- ��� 3b+ �6365 3b+ 52.�� 5�+4p&+2.�+2p��
s�5
u A�B.Ac+[8["';=P=B7+�P=A A="OPT^O(d4WP *�"OA?:)+98)P=*/+[(�P=8�;=(�+aR'6	(%]�6l"OP?8_6	(�8)V�(,+[+[8[(�LM4�6=8["e&)(/*/+[BZ"OA�;=(�:�A="OV_:;=>,@5A=BZ:Y;54WA=:YLZ(�:1V_"';=P=LZ(/:{p
��� ��V T PSTUO1V"!�� %(���7� V T PKT O1V 	 6KO�� ,�PE�7, 9 < ��G�� ~ CZH ? H u \eG _ � ~ H ? � J'EoH ? ]� kE }`_t} \eE m Gc\"!dH _ ]3H (m :s
S).n

H uF_,i
Γ ` m : #%$ & S S = S1 l ACB D s x nfo n ( k A ) l S2

Mstruct
Γ ` (m :s S).n : s

| 4%A?:rLI i"O6?+[BZbcP=(q;=(q:[BZV_6=L.B.@5(/81LZ(�:0A="%+94W+9B."OA=:/]	P?A=(\;=>,@5A=B7+9BZ"%A�6=8)"e&)(/+[>�( (m :s S).n
6	"OP?^W4%Aj+n /+[8[(P=A=(�(��?6?8[(�:):[B."OA§(��T+[8[ /V�(/V�(/Ac+0L."OA=NOP=(W]="OA�P?+9B.LZB.:[(rLZ4�*�"OAj^O(/Aj+9BZ"%A�:)P=B.^W4%Aj+9(�p

N�OQPSR2PKTUO1V('%) < \eG u�g J5Hyv3H,C7��EoH m Gc] u H,E _ H m � u�? � �%� >�}7~ J�
 _ ] a \eE�Eb\ _ H,G)� i
m.n m \eJ'G (m :s S).n

u A�PT+9BZL.BZ:)(�894D*�(/+)+9(�A="%+94W+9B."OA�;54%A?:n;=(/PT��*�4%:�p
� m : 71y z S (�:)+0;54WA=:YLZ({*�"%Ac+[(,�'+9(

Γ
m

� m : 71y z S (�:)+0LZ4�6?8[>�V_BZ:):[({;h iP=A=(q8[U/NOLZ(Wm��(D6?8[(�V_BZ(/8Y*d4%:/]lNO>/A=>�8[4%LZB.:[>D4%PT��V_"T;?P=LZ(/:n4W6=654%8[4%BZ:):94%Aj+rX�LI iBZAj+[>�8[B.(�P=81;?(\V_"T;=P?LZ(�:Y;=>,@5A=B.:n;54WA=:LZ(�*/"OAj+9(,�'+[(%]zA="OP=:06	(�8[V_(/+)+98[4%B.+1;?(D;=>,@5A=B.80;?(�:0A="%+9B."OA=:1;=(q*32=(/V�B.Ahm+*§4%B.:�]5*�"%V�V_({A="OP=:0LI #4d^O"OA?:6=8)>�*�B.:[>�;54%A?:0L� #B.Aj+98["';=P=*,+9B."OA�;=(�*�(�*3254%6?B.+98)(%]=A?"OP=:0Ah �4W$l"O8);="OA=:16=4%:Y*�(�6=8["%$=LZU/V�({(/A�;=>,+34%B.LIm��"%P=8YP?+9B.LZBZ:)(�8�L.(�:1:)BZNOA54e+9P=8)(�:�]5"%A�4�$	(�:["%BZA�;=(�LM4yA="W+9BZ"%A�:)P=B.^W4%Aj+[({;=(�:[P=$=:S+9B7+9P?+[BZ"OA�p
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��� ��V T PSTUO1V"! Y&%�� 
/�*)HPKT`PE
 PSTUO1V 'UT ��,���
�V-, )fT�X1V R2PE
 6 , 9�� }

Γ ` m : #%$ & S� h H3v
S = S1 l S2\eE ? ]� kE }`_ C7� u J >,uF_�}`_ J _t} \eE i

{z ← m.z | z
C } ] ? �%E u S1}

m �%G i
{z ← m.z | z �
	���
������ ∅} = Id

{z ← m.z | z ��	���
������������ x ��� l � A  S ′} = {x← m.l}o{z ← m.z | z �
	���
������ S ′}

{z ← m.z | z ��	���
������"!�#�$ s x �%� n & A  S′} = {x← (m :s S).n}o{z ← m.z | z �
	��'
��(��� S ′}

"$#���#<% )+*6q-,r365 ��3 ��365 +�-/.�01+2p��
s
�n"%:<V_"';=P=LZ(/:`*�"%V�6	"O8)+94%Aj+!(�:):[(/Ac+[BZ(/LZLZ(/V�(/Aj+!+98["%BZ:x+aR'6	(�:<;=(Y*�"OV_6l"%:94%Aj+9(/:�]jA="%P=:!;=>/@=A=BZ:):["OA=:k+98)"OBZ:+aR'6l(/:n;?(q6?8["e&)(/*/+9B."OA=:�p
� �!8)"e&)(�*,+9BZ"%A�;o #P=A?(q;?>/@5A=B7+9B."OA�p

Γ ` m : 71y z S S = S1 M C}@21 s x I>J n L A M S2
Projdef

Γ ` m.n = A{z ← m.z | z
L.BZ>K;54WA=:

S1}

� �!8)"e&)(�*,+9BZ"%A�;o #P=A?(q*/"OV_6l"O:[4%Aj+9(�p
Γ ` m : 7 y{z S S = S1 M 
>I�G x IKJ l � A M S2

Projval
Γ ` m.l : A{z ← m.z | z

L.BZ>K;54WA=:
S1}

� �!8)"e&)(�*,+9BZ"%A�;o #P=A�-t4%B7+{p
Γ ` m : 71y z S S = S1 M�1UIB=?8 P M S2

Projfact
Γ ` P{z ← m.z | z

L.BZ>K;=4%A=:
S1}

��� ,�.
	*' , )
� �0"OP=:<*�"OV_V_(�A=�/"OA=:<654%8<P=A�(��?(/V�6?LZ(n+[8[U/:�:)BZV_6=LZ(04d^O(/*r;=(/:�+aR'6l(/:14%$=:S+98[4%B.+[:rs|BZA=:)6=BZ8)>n;?( �i�/.W� w p

Γ ` m : 7 y{z C}@21 τ 86M1C}@21 τ ;�M1C}@*1 τ 
 L 8 × ;�M @BA>C�7 y{z
Γ ` m. 
 = m. 8 ×m. ;

/ ^O(/*DL.(�:1A="W+34W+[BZ"OA=:Y4W$=8[>/NO>�(/:0*/"OAj^O(/A'P?(�:�m
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� �!A 8)(�6=8)(�A54WAc+YL.(0+aR'6	(
group(E)

;=>,@5A=Bo6?8[>�*/>�;=(/V�V_(�Aj+�]=(/+Q(�A�P?+[BZLZB.:94%Aj+<LZ(/:�8[U/NOLZ(/:Q;=(r6=8["e&)(/*,f+[BZ"OA�*/B7f ;=(�:):[P=:/]	"%A�"%$?+9B.(�Aj+YbcP=(DL.({6=8["%NO894%V_V_(yp
. � < D

→
. � < ;

→���6���C�!�" # � #c%�� ; ? #�� D ? #��
!" # ��� " � 1*% . � <UT

→
. � <>V

→
� D ? � " � 1�� . 1 � T	�
� . 1 � V��
� ; ? � " � 1��Q1 < BPT	�
�Q1 < B V����

!" # � G � % . � <>T
→

� D ? G � � . 1 � T	��� ; ? G � �Q1 < BRT	���
!#=< B ������� �!�

8)(��/"OB.+1L.(K+aR'6l(_p
∀E, F (group(E)⇒ group(F )⇒ group(E × F ))

����
 � #+�&����� ��������� � ��� � (*�	%&���!��� ���
�aLhR�����B.A=b��)U�NOL����! "�#�%$%P"�Sf'&aR�("�%N)�*(+$OP,�1L-���1V.$/ =P=L-�0�{p
�Xx $OP"�Sf'&aR/(1�%N)�# "�#��21�%V.("��p

Γ ` A ⊂ B
Sig⊂⊂

Γ ` ( 71y z S1 
>I G x I>J l � A M S2) ⊂ ( 71y{z S1 
>I�G x I>J l � B M S2)

� u V.3-�
�%3-$54� "�#��21�%V.("��p
Γ ` 71y z S1 S2 : τsig

Sig⊂val
Γ ` ( 71y{z S1 
>I G x I>J l � A M S2) ⊂ ( 71y{z S1 S2)

� u V.3-�
�%3-$54� "�# "607"4"3�&%3-$)4�p
Γ ` 71y{z S1 S2 : τsig

Sig⊂def
Γ ` ( 71y{z S1 C}@*1 s t L A M S2) ⊂ ( 71y{z S1 S2)

�0/98 �
&%���5�:&�3�$)4� "�# "60714,3�&�3�$)4 p
Sig⊂adef

Γ ` ( 71y{z S1 C}@*1 s t L A M S2) ⊂ ( 71y{z S1 C}@*1 s t M S2)

� u V.3-�
�%3-$54� "��&�2"60$)�%;/V<��p
Γ 71y z S1 S2 : τsig

Sig⊂fact
Γ ` ( 7 y{z S1 1UI>=F8 P M S2) ⊂ ( 71y{z S1 S2)

u 4=�0$)4"�>&��?&%�qbA@"�#B����C�%;0D)B-�0�
Sig⊂val

�0&
Sig⊂fact

�%$)4E&F���
�%��4E&%3-��B�B-�/V<�04A&C ,�qV_ �V.��41�?&%@"�%��p
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� Sig⊂val

��$)4,�%3-�>&��_X $��.�0&%&%�%��@"4 ���?B-��@,B 3-4E&��0���.6� "3-�53-�
�%]	bA@"3 4�� � (1�?�� �� 3	�<( $)�>&��54"�0�  1�54,�*B����%6�f
�
@"B�&��?& 714"�5B<s

x
4�� �0�
&9(1�5�!B�3 8 �
�� 1�54"�CB � �
@"3�&%� w m� Sig⊂fact

��$54"�%3��
&��qX�$��.�0&
&��%��@,4"�#("�%$)( $)�
3�&�3�$)4 3-4E&%�����.6� ,3 �53��%�%]��5@,&%�%�
�<�04A&F "3 &d]"@,4=B������<�Wm

 �.�
;�D)B��

Sig⊂adef
( �����<�:&9 ,� (1�?�%�%�0�� �� @"4"�  "607"4"3�&%3-$)4���$54"���
;0&��\X<@"4,�  "6:714"3 &�3-$54 � 8 �
&��%�53�&%��p1��4�
�+�0&�] B���� �
;�D)B����  ,� &��/(1�5D)�� ,��� �>&��%@,�0&�@,�%��� 4"� (+�0���.�0&%&%��4E&ybA@"�  ,����$)4,�
&��
@"3-�
�  "�0���%3�D)41�?&%@"�%�0�

�d^)�0�  "�0�9 ,60714"3 &�3�$)4"� ���,(,B-3-�03�&%����],�0&F "$)4"�#(1�?�F ,�* ,60714"3 &�3�$)4"�C� 8 �>&��%�53�&%����m
��� ,�.
	*' ,
x 3 $)4��
��("�
��4" =B�� �,�����.("B-�� ,�*B-� �%�0�0&�3�$)4 . m �  "�#�0�*��2"�5("3�&%�%�W]1�d^)���*B-�0�C�%;�D5B-���! ,�*�
$)@"�gf &��/(1�5D)�W] $)4
( $)@"�%�%�53�&  "$)4"4"�0�0X B-���
&��
@"�0&%@"�%�# "�0� 8 $/$)B-60��4"�!B�� &���( �#("B-@,�F�
3��.("B-�\p

7 y{z
C}@21 τ ����� G !

>I�G�8:9<;K@ � � � � G !

>I�G 1UI G J @ � ����� G !
@>A>C�71y{z

����� � #+%� �� �&� (2#+%

�9$5@"� ���)$54"���/@  1�54,� ������21�5("3 &��
� ��$����.��4E& ��$)4"�>&��
@"3-�
���:& @,&%3-B-3��%�0�  ,�����.$/ "@"B-�0��� �9$?&��%���5("(,�%$/��2"�
( �����.�0&  "� ("B�@"�  !� @,&%3-B�3-�%�0� B-�0� �>&��
@"�0&%@"�%�0� �0& B-�0� �%3-D541�?&�@,�%��� ��$����.�  "��� ("�%$5D)�������.��� �0&  "�0� &��/(+�0�
$)�
 "3-41�?3-�%�0��" ���$#A@"3�(+�0���.�0& @"4"� �0���
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A ∅̃ = ∅A Γ̃, x : π = Γ̃, x : τ,S(x)
A Γ̃, x : s = Γ̃, x : s̃
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˜Πτx : A.B(x) = ∀x.(S(x) � x ⊂ A � (x⇒τ B(x)))

˜Πox : A.P (x) = ∀x.(S(x)⇒ x ⊂ A⇒o P (x)))

˜{x : A;P (x)} = ∪x(x � (S(x) ∧ (x ⊂ A) ∧ P (x)))
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Γ̃, x : τ,S(x), x ⊂ A ` S(t) ∧ t ⊂ B
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Γ̃ ` ∀x(x⇒τ t) ⊂ ∀x(S(x) � x ⊂ A � x⇒ B)

�:&
Γ̃ ` S(∀x(x ⇒τ t))
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Γ̃ ` S(u) ∧ (u ⊂ Πτx : A.B) et Γ̃ ` S(v) ∧ (v ⊂ A)

u 4���4  "60 "@"3�& #A@"� @

Γ̃ ` u ⊂ (S(v) � (v ⊂ A) � (v ⇒ B[x := v]))
et

Γ̃ ` (S(v) � (v ⊂ A) � (v ⇒ B[x := v])) ⊂ (v ⇒ B[x := v]))
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Γ̃ ` A′ ⊂ A et Γ̃, x : τ,S(x), x ⊂ A′ ` B(x) ⊂ B′(x)
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Γ̃, x : τ ` Πτx : A.B(x) ⊂ (S(x) � (x ⊂ A′) � B′(x))
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Γ̃ ` S(t) ∧ (t ⊂ A) et Γ̃ ` P (t)
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A Ã×B = Ã× B̃A \̃ p � q ^ = (p, q)



� ��� ��� � � � ����� � � � � ������� � � ��� � � � ��� ���@��� ���o:

A ˜1 Jr8 p = p[ ������� ]
A ˜J?A>C p = p[ �	��
��
� ]��B �%�0�
&%� * �)60�%3 71��� #A@"�#B-�0�F�
;�D)B����!�
$)4E&9�0$)�%�
���:&����L@
A ×I " ×EG "

×ED
""�:&

SurPair
�
$)4E&F3����<60 "3 �?&%��� ("�5�!B-� + �53 & � � (1�5D5� � � �

A ⊂×

��$)�
�%���
(+$54" * B-� (,�%$)( $)�%3 &�3�$)4 ��: (1�5D5� � . �
�bO5. . ,�)
u 4  "607"4"3�&�B-�=&��%�5 "@"�:&�3�$)4  "�0� &��/( �����
$����.��� ��4 @,&%3-B-3����54E& B-�0� ��4E&�3����
��" B�� &��/(+� ("�
$� ,@"3�& �0&�B-�
�%60@"4"3�$)4 8 3-41�?3-�%� @
A 	 2"��#A@"�#��$)4"�>&��
@"�0&%��@"�

C
���>&F&%���5 ,@"3�&C(1�?�!@"4=�04E&�3-�0�C "� 	 2/@,�%��2�" #A@�� $)4=4,$5&��0���

CACB $)@"�CB-�0� &��/(+�0� @
A C̃ = C × ΛX.X
A C̃
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∀A(Πox : A.P (x)⇒ A ⊂ µX.F (X)⇒ Πox : F (A).P (x))
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µX.F (X) ⊂ {x : >;P (x)}
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µX.F (X) ⊂ µX.F (X) ∩ {x :
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∀A(A ⊂ µX.F (X) ∩ {x : >;P (x)} ⇒ F (A) ⊂ µX.F (X) ∩ {x : >;P (x)})
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Ψ ⊂ ∀A(Πτx : A.B(x)⇒τ (A ⊂ µX.F (X)) � Πτx : F (A).B(x))⇒τ Πτx : µX.F (X).B(x)
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H = ∀A(Πτx : A.B(x)⇒τ (A ⊂ µX.F (X)) �
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∆H [∆H ] ⊂ Πτx : µX.F (X).B(x)
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∀A((Πox : A.∆H [∆H ] ⊂ x⇒τ B(x))⇒ A ⊂ µX.F (X)⇒ (Πox : F (A).∆H [∆H ] ⊂ x⇒τ B(x)))
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Πox : F (A).H[∆H [∆H ]] ⊂ x ⇒τ B(x)
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Ψ[ ˜1 ;�A x → t] ⊂ Πτx : µX.F (X)
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˜\ 9^@f= 1 ;�A x → t ^ ] ⊂ Πτx : µX.F (X)
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Ψ ⊂ ∀x(x ∈ A � ((Πτy : A.((Ryx) � B(y)))⇒ x⇒ B(x)))⇒ Πτx : A.B(x)
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F = ∀x(x ∈ A � ((Πτy : A.((Ryx) � B(y)))⇒ x⇒ B(x)))
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F ⇒ ∆F [∆F ] ⊂ F ⇒ Πτx : A.B(x)
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∆F [∆F ] ⊂ Πτx : A.B(x)
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x ⊂ A
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∆F [∆F ] ⊂ x⇒ B(x)
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Πox : A(Πoy : A.(Ryx⇒ (∆F [∆F ] ⊂ (y ⇒ B(y))))⇒ (∆F [∆F ] ⊂ (x⇒ B(x))))
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Πoy : A.(Ryx ⇒ (∆F [∆F ] ⊂ (y ⇒ B(y))))
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∆F ⇒ F [∆F [∆F ]] ⊂ ∆F ⇒ x⇒ B(x)
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F ⊂ ∆F [∆F ]⇒ x⇒ B(x)
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∀x(x ∈ A � ((Πτy : A.((Ryx) � B(y)))⇒ x⇒ B(x))) ⊂ ∆F [∆F ]⇒ x⇒ B(x)
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∆F [∆F ] ⊂ ∀x(x ∈ A � (Πτy : A.((Ryx) � B(y)))
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∀B(B ⊂ A ⇒ F (B) ⊂ A)
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νX.F (X) = ∪X.(X � ∀A(X ⊂ A⇒ X ⊂ F (A)))
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νX.F (X) ⊂ F (νX.F (X))
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(1) ∀F∀X(νX.F (X) ⊂ X ⇔ ∀Y (∀A(Y ⊂ A⇒ Y ⊂ F (A))⇒ Y ⊂ X))
(2) ∀F∀X(νX.F (X) ⊂ X ⇒ νX.F (X) ⊂ F (X))
(3) ∀F∀X(∀A(X ⊂ A⇒ X ⊂ F (A))⇒ X ⊂ νX.F (X))
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` ∀P, ∀X(∪X.(X � P (X)) ⊂ X ⇔ ∀Y (P (Y ) ⇒
Y ⊂ X))
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∀Y (P (Y )⇒ Y ⊂ ∪X.(X � P (X))
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P (Y )
�:&
∀X(X � P (X) ⊂ K)

" �:&�$)4 ��4  ,6� "@"3 &-#A@"�
Y � P (Y ) ⊂ K
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Y ⊂ Y � P (Y )
"1$)4 � 8 3-�04 Y ⊂ K
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∀Y (P (Y ) ⇒ Y ⊂ X)
#A@"�

∀Y (Y � P (Y ) ⊂ X) � X ⊂ X
" ��� #A@"3  "6��0$)@"B��. ,�

∀Y (Y � P (Y ) ⊂ X)
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∀P∀X(P (X) ⇒ X ⊂ ∪X.(X �

P (X))
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(1) ` ∀F (νX.F (X) ⊂ F (νX.F (X)))
(2) ` ∀F (Cresc(F )⇒ νX.F (X) = F (νX.F (X)))
(3) ` ∀F (Cresc(F )⇒ ∀I(F (I) = I ⇒ I ⊂ νX.F (X)))
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F (νX.F (X)) ⊂ νX.F (X)
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∀A(F (νX.F (X)) ⊂ A ⇒ F (νX.F (X)) ⊂ F (A)) � $)4 �
@"("( $)�%�

#A@"�
F (νX.F (X)) ⊂ A
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(1)

" $)4 $ 8 &�3-�04E& #A@"�
νX.F (X) ⊂ A
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F (νX.F (X)) ⊂ F (A)
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Cresc(F )
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F (I) = I
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∀A(I ⊂ A⇒ I ⊂ F (A))
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(1) ` ∀F,A(Ψ ⊂ ∀X((A⇒ X)⇒ (A⇒ F (X)))⇒ A⇒ νX.F (X))
(2) ` ∀F (Ψ ⊂ ∀X(X ⇒ F (X))⇒ νX.F (X))
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H = ∀X((A ⇒ X) ⇒ (A ⇒ F (X)))
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∆H [∆H ] ⊂
A ⇒ νX.F (X)

"  "$)4,� #A@"�
∆H [∆H ][A] ⊂ νX.F (X) | � �5("�
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∀X(∆H [∆H ][A] ⊂ X ⇒ ∆H [∆H ][A] ⊂ F (X)

� u 4 �<�:&.��4 2 �/( $5&�2,;��%�
∆H [∆H ][A] ⊂ X

"� �� $ � B�� $)4  "60 "@"3�& #/@,�
∆H [∆H ] ⊂ A ⇒ X

" �0&# "$)4,� #/@,�
H[∆H [∆H ]] ⊂

A⇒ F (X)
� 	 $����<�

∆H [∆H ] ⊂ H[∆H [∆H ]]
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∆H [∆H ][A] ⊂ F (X)
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H = ∀X(X → F (X))
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∆H [∆H ] ⊂ νx.F (X)
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∀X(∆H [∆H ] ⊂
X ⇒ ∆H [∆H ] ⊂ F (X)
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∆H [∆H ] ⊂ X
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H[∆H [∆H ]] ⊂ F (X)
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∆H [∆H ] ⊂ H[∆H [∆H ]]
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F (X)
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" B-� �.$5&�3 +
M

60&��?4A&  ,60714"3 * ("�5�
&%3-�  ,� B � �%@,�����0�%�
3-$)4  "�  "60��B �?���?&%3-$)4"�  "�
B�� ��4,�%��D53-�
&%�%�
�<�04A&��
/ @�&��%�
�<�04E&9 ,3�&�",B � ��$54"�
&%�%@"�:&�3-$54= �� @"4 ��4"�
��D)3��
&%�%���.��4E&F�%�-+ �53 &!��4�&��
$)3-� &%���.("�G@
� � | 6:714"3 &�3-$54  ,@ �.$5&�3 +
� � 	 B
�5&�@"�
�� "@ �<$5&%3	+ (1�?�FB-� ��$)4,�
&��
@"�0&%3-$)4 ! �	���	�: � 	 B
�5&�@"�
�� "�#B�� ��4"�
��D)3��
&%�%���.��4E&C(1�?�FB � � 8 �
&%���5�:&�3-$54#� �$�
 �����0B �5&%@"�%�0� �%�0�%$)4E&.��4 + �53 & �,� �0�0&�@,6����.(1�5� B � �0$)4"�
&%�%@"�:&�3�$)4&%�')(+*-,.' � | $)4"4,$)4"� � �?3-4E&��041�54E& B-�

&��%�5 "@"�:&�3�$)4M@
A 
 � �
&��
@"�0&%@"�%����3� "� �0�
& &����? "@"3�&%�<("�5� @"4 ��21���.("� ���)�0��@"4 4,$��  "��B � 8 �0B 6 3�� ��� @"4 �04E&�3-�0�`>

l0�
@"("( $)�%6�3�4A&%���
 "3�&�6 3-B �
@	$ &<("�5���K4����.("B��  ,� (,�%��4, "�%� (+$5@"��B-�0��B � 8 ��B�� �5@,&�$5�%3-�
6���B�������4E&%3-���
��>&��
3-�0&%���.��4E&C( $)�%3 &�3	+ �
",�:&
l0 = 0

> @

˜/10-2 = (l0 3 l0)

A 
)� � (
$)@,&C !� @"4 ��21���.("�C���>&F@"4"�*B-3 �?3-�%$54 @

˜4 / ' x 576 l 3 p 8 S(x) = (l 3 p) 9 S(p)

A 
 � + �����<�:&�@"�
�� �� @"4"�*�
&��
@"�0&%@"�%�*���>&FB � ��$54"�
&%�%@"�:&�3-$54= �� @"4 ��4"�
��D)3��
&%�%���.��4E&L@

˜%�')(+*-,.' S = : S ;
�=< X
>@?�AE
-68,�)�,�AY	*67B � , 2 A7<CB
> )

 ����4"$��<���
$)4E&�&����? "@"3�&%� (1�5�� "���#��4E&%3-���
�� "� 	 2A@"�%��2!" B-� �%�0@"B-��(,�%$)("�
3-6:&�6 #A@�� $)4 B-��@,�  "���<�54" ,�
60&��54E& �04 + �53�&F �� �0&%�%�  "3��
&%3-4"D)@"� 8 B-�0�C(1�5��B�� � �/�
&�;
�<� 6 �0&�4"$)4 4,6����0�%�%�53-�
���.��4E&# "3-�>&�3�4"D)@1� 8 B-���C(1�?�@"4 ("�%$5D)�������.�I>,�
B �%�04"$)4"� �0$����<�F��4"�
��� 8 B-�  "���%$)�>&���� B-����#A@1�?&��
���
@"3	�?�54E&��0�G6 &��/( ���
",&��/(+�0� (1�5�%���<6:&��
6���"/("�
$)(+$5�%3 �&�3�$)4"�!�:&9(,�%6� ,3-��� &��`> @

τ, τ → τ, o, τ → o
DFEEfTv�iHGWgKxtfWv�vryKd!q0w`kpxtstme{|fWv%mekpd=v0x�fhxtyKgjst�|s�fWxE�]�eyj���1I �|fW�|sEnei+GWv��!bef-xKJ yjd7d$J k �|yKd=vrs�mI{|il{h�jb�J bed=f�v�fWbextf-v�yji�qlfumefmI{|�=des�qrstyKd�k.L=v�qri kps�qrfNM=�|f|xtx�f-mIfTv�qPO?nofTv



� . � ����� 
 �����	����� �������	����� � � � � � � ��� ���@���

B $5@"� �0�0& ��4"�
��� 8 B��< ,�<�
$)�
&%��� 6 4"$5&%$)4"� � B-�0� s1
*
s4

>," B����*�%3-D541�?&�@,�%���*��4 ��$)@,�%�  ,�<�0$)4"�
&%�%@"�:&�3�$)4
�?&
&���4, "��4E& ��4 �5�%D)@ �<�04A&%� #A@1�?&%�%�&+ $)4,�0&�3�$)4"��6

T1
*
T4

 ,� �%$)�>&��0� �%���
(+�0�0&%3	�)�0�
τ → s1

*
τ → s4

> "5�:&
@"4�&��/(+�[6

X : τ
>�@1��B-B����!�
���%$54A&9 "$)4,�  "�#B-� + $5���.�

λT1.λT2.λT3.λT4.λX.s(T1)(T2)(T3)(T4)(X)
�

B $5@"�F�5B-B�6�D)�0� B-�0�!6����
3�&%@"�%�0��"1$)4 4"$5&%�������
3��.("B-�
�<�04A&7@

λ
−→
T ,X.s(

−→
T )(X)

A 
 ���%3�D)41�?&%@"�%� �/3� "�#���
&FB���("�%60 "3-���?&$�/���53h@

˜/10-2 = λ
−→
T ,X.true

6 ���)���
true

@"4,�#&��5@,&%$)B-$)D53-�9&%��B�B-� #A@"�
∀X(X ⇒ X)

> �
A 
)� � (
$)@,&C !� @"4,�* ,6���B-�5��� &�3-$54  "�-�5�?B-��@,��@

˜
-5 4 x 5-6 l � A 8 S(x) = λ
−→
T ,X.(X.l ∈ A ∧ (S̃(X.l)(

−→
T )(X)))

A 
)� � (
$)@,&C !� @"4 + �53 &�@
˜1C5 , ' P 8 S = λ

−→
T ,X.(P ∧ (S̃(

−→
T )(X)))

A 
)� � (
$)@,&C !� @"4,�* ,6���B-�5��� &�3-$54  �� $ 8 (
�0&9 "�#�%$)�>&�� si 6 i = 1, . . . , 4
> �0$)4"�0�%�0&L@

˜2 / 1 τ t 576 n 3 A 8 S(t) = λ
−→
T ,X.(T1(n) = A ∧ S(A)(

−→
T )(X))

˜2 / 1 τ→τ f 5-6 n 3 F 8 S(f) = λ
−→
T ,X.(∀Y (T2(n)(Y ) = F (Y )) ∧ S(F )(

−→
T )(X))

˜2 / 1 o p 576 n 3 P 8 S(p) = λ
−→
T ,X.(T3(n)⇔ P ∧ S(P )(

−→
T )(X))

˜2 / 1 τ→o g 5-6 n 3 G 8 S(g) = λ
−→
T ,X.(∀Y (T3(n)(Y )⇔ G(Y )) ∧ S(G)(

−→
T )(X))

A 
)� � (
$)@,&C !� @"4,�* ,6���B-�5��� &�3-$54  �� $ 8 (
�0&9 "�#�%$)�>&�� si 6 i = 1, . . . , 4
> � 8 �
&%���53 &G@

˜2 / 1 si
t 576 n 8 S(t) = λ

−→
T ,X.( ˜S(Ti(n))(

−→
T )(X)

A 	 B
�5&�@,�%�� �� @"4"�#�%3�D)41�?&%@"�%�Y@

˜% y{z S =
%�� ` / −→T .SCλX.S̃(

−→
T (X)

ACB �
$ (
���:&�3-$54"�L6 $)4 4"$5&%�
s = s1, . . . , s4

> @

˜(m :si
S).n = Ti(m)(n)

���5���
Ti(m) = (m :s λ

−→
T .SCλY.S̃

−→
T (Y )).i



� ������� � � � ����� � � � � ������� � � ��� ��� ������� ��� ��� � . �

*,+ �,+ � � � �0/ � , � �	� ���4t �	�	
��2p �
s

 ��("�
��4"$)4,��B�� �K4����.("B��= "�=B � �%3�D)41�?&%@"�%�  "��� 8 $/$)B-60��4"� �/@  1�54,��B-� ��21�5("3 &��
�= "�0� �.$� "@,B-��� 6 �04
�%@,("("�%3	� �?4A&CB����$,����
� .�>7@

% y{z2 / 1 τ � � � 4 3 a�b�d f 	������ % f !

-5 4 ')(H* / � � � � 4 !

-5 4 1C5 4 6 / � � � � 4 !

-5 4 y 1 '�� /107/ 4 6 / � ∀A(

����� 4
⇒ A⇒ A⇒ A) !

1C5 ,.' ∀AΠox, y : A y 1 '�� /-07/ 4 6 / ')(+* / � � 3 � !/10-2
x $)4�&��%�5 "@"3 &!�%�0��� B ����$54 (
$)4"�:&�3-$54 @

%�� ` / T1, . . . , T4.SCλm.




T1(
����� 4

) 3 a�b�d f 		�
��� % f
∧`�� ')(H* / ∈ a�b�d f 	������ % f
∧`�� 1C5 4 6 / ∈ a�b�d9f 	��
��� % f
∧`�� y 1 '�� /107/ 4 6 / ∈ ∀A( a�b�d f 	
����� % f ⇒ A⇒ A⇒ A)
∧

∀AΠox, y : A `�� y 1 '�� /-07/ 4 6 / `�� ')(+* / � � 3 �




u 4 �%�
� �?��#A@"� #A@�� 3-BF4"� �
� �5D53�&<��4 + �53 & (1�?�  �� @"4 &��/(+� ��4"�
��D)3��
&��
���.��4E&�"�� �?3-�. �� @,4"� ��$54 (
$)4"� �&�3�$)4 �p4�("�%3	� �54E& B-�0� ("�
$)("�%3�60&%6�� �56��
3�7160��� (1�?� B-�0� + $54"�0&%3-$)4"�  "� (,�%$ (
�0�0&�3�$)4 6 x $��.��� �	�t>*�:& (1�?� B-�("�
$)D)���%���.� 6 x 	 �	� ��> �



� ./. ����� 
 �����	����� �������	����� � � � � � � ��� ���@���

*,+ �,+�� )+*6q-, ��� � � p)s ��� � �	��

�2p���s
u 4 &%���5 ,@"3�&

m :S S
(1�?��B-� ("�
6� "3����?& 3�4" "@"�:&�3	+9�%@,3	�?�54E&�6 #A@"3!�
� �1;:&�� B-�����
;�D)B����  "� &��/(1�5D)�� "�0�

�.$� "@,B-���2>�@

∀X


X(
#=< B

)(
#=< B

)
⇒

∀a,A,m, s, C(




X(m(a))(s(a))
∧

a ∈ A
∧

No(C)
C /∈ s(a)



⇒ X(

" # �
x

0 1
C

%
a m(x))( N 0 " x 0 1

C
O 5

s(x)))

⇒

∀P,m, s(




X(m)(s)
∧
P


 ⇒ X(m)(

.Q0C�!�
P � 1 ))

⇒

∀A,C,m, s(




X(m)(s(A))
∧

C /∈ s(A)


 ⇒ X(m)(

BE# .
τ t

0 1
C

%
A � �Q1 � �

))

⇒
���

⇒

∀A,C,m, s(




X(m)(s(A))
∧

C /∈ s(A)


 ⇒ X(m)(

B # .
τ→o t

0 1
C

%
A � �Q1 � �

))

⇒
X(m)(S)




6 
 � &��%�5 "@"�:&�3�$)4� "@=(,�%6� ,3-��� &
C /∈ S

�
���%�. "$54"4"6# 1�54"�CB-� �
���:&�3-$54  ,��� , B-�
���.����&�����2,4"3�#A@"�0� .|> �

 ��("�%$)( $)�
3�&�3�$)4 �%@,3	�?�54E&��#�K4�("�
3��.��B � �0$)�%�
���0&%3-$)4� "�0�9�
;�D)B����! "�#�0$)4"�
&%�%@"�:&�3�$)4= ,��� �<$/ "@"B�����@
N@6-B 	 B/) < A7<PB >�� ) � < V[R��lSU^ Z7_KQF\ h V�� _ ZYZ`_ _ ? ]KRp\ h V > ^ Z i

` ∀m,S(m :S S ⇒ #bj�����"Sj m ∈ #+$ & S)


 ��("�%�0@ �)�*4"6��0���
�%3�&%� #A@"�0B�#A@"�0��B-�
���.����&�����2,4"3�#A@"�0� #A@"�*4"$)@"�C "6:&��53�B-B�$)4"� �03 � �5("�%;0���



� ������� � � � ����� � � � � ������� � � ��� ��� ������� ��� ��� � .��

� , . . ,�) A , 2�� > <�� 
-, )
u 4= ,60714"3 &CB-��("�
6� "3����?&C !� � 8 �%��4,���  !� @"4 4"$�� (1�5�G@

C /∈ S =
∀X


∀C(N o(C) ⇒ X(C)(
#=< B

)) ⇒
∀P, s(X(C)(s) ⇒ X(C)(

.�0 �!�
P � s)) ⇒

∀A,D∀s(




X(C)(s(A))
∧

¬(C =⊂ D)


 ⇒ X(C)(

BE# .
τ t

0 1
D

%
A � (s(t)))) ⇒

���

∀A,D∀s(




X(C)(s(A))
∧

¬(C =⊂ D)


 ⇒ X(C)(

BE# .
τ→o t

0 1
D

%
A � (s(t)))) ⇒

∀s,D,C,A, x(




X(C)(sx)
∧

No(C)
∧

No(D)
∧

¬(C =⊂ D)




⇒ X(C)( N 0 " x 0 1
D

O
A � (s(x)))) ⇒

X(C)(S)




� &F$)4� "60714,3�&FB-�0� + $)4"�0&%3-$)4,�! �� � (
$)@,&F �� @"4=��2,$)3~4 �?@54 + $)4,�0&�3�$)4"�C "�#�%$5�
&��
τ → si

(1�?��@
A T +τ (C,A) = λY (Y = C � A) ∩ (Y 6= C � T (Y ))

A T +τ→τ (C, F ) = λY λX(Y = C � F (X)) ∩ (Y 6= C � T (Y )(X))

A T +o (C, P ) = λY (Y = C ⇒ P ) ∧ (Y 6= C ⇒ T (Y ))

A T +τ→o (C, F ) = λY λX(Y = C ⇒ F (X)) ∧ (Y 6= C ⇒ T (Y )(X))

	 ��� + $54"�0&%3-$)4"�9�%$)4E&��04 + �53�&��541�?B-$)D)@,���9�5@54 ��4"�
��D)3��
&��
���.��4E&��
� x 3 $)4 4"$5&%�
∅τ = λY.∅

$54 � "+("�5�
�K4��
�<("B���"1�04=�
@"("( $)���54E&FB-�0�

Ci
 "��@54 *  "�0@54  "3��
&�3�4"�0&%��@

((C1, A1) + (C2, A2) + (C3, A3) + ∅τ )(Ci) = Ai



� . � ����� 
 �����	����� �������	����� � � � � � � ��� ���@���

	 ����+ $)4"�0&%3-$)4,���5$)4E& (+�0���.�0&
&��%�  "�  ,60714"3��<@,4 ("�%60 "3-���?&
(m, T1, T2, T3, T4) :S S

" �?41�5B-$5D)@"� *
m :S S

���5@ +�#A@�� $54 � (
$5@,&��-#A@1�?&%�%� + $)4"�:&�3-$54"��� u 4�4"$5&%� @

∅τ = λY.∅ ∅τ→τ = λY.λX.∅ ∅o = λY.False ∅τ→o = λY.λX.False

(m,T1, T2, T3, T4) :S S =

∀X


X(
#=<CB

)(∅τ )(∅τ→τ )(∅o)(∅τ→o)(
#=< B

)
⇒

∀a,A,m, s, C

(




Xm(a)
−→
T (a)s(a)
∧

a ∈ A
∧

No(C)
C /∈ s(a)



⇒ X(

" # �
x

0 1
C

%
a m(x))((

−→
T (a))(s(a)))( N 0 " x

0 1
C

O 5
s(x)))

⇒
∀P,m, s

(




X(m)(
−→
T )(s)
∧
P


 ⇒ X(m)(

−→
T )(

.�0 �!�
P � 1 ))

⇒
∀A,C,m, s

(




X(m)(
−→
T )(s(A))
∧

C /∈ s(A)


 ⇒ Xm(T1 + (C = A))T2T3T4(

BE# .
τ t

0 1
C

%
A � �Q1 � �

))

⇒
���

⇒
∀A,C,m, s

(




X(m)(
−→
T )(s(A))
∧

C /∈ s(A)


 ⇒ XmT1T2T3(T4 + (C = A))(

BE# .
τ→o t

0 1
C

%
A � �Q1 � �

))

⇒

X(m)(
−→
T )(S)




	 �*("�%60 "3-���?&��
���>&��
3��.("B-�
�<�04A& * 3-4"�>&��54,��3-�0�!B-�0�F&��/( ����,���$)4,���%�:&�� . * B � �53� "�# "��� #A@1�?&%�%� + $)4"�0&%3-$)4,�
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�76 F 8*>OA�=98P6(=98b>O6 F �<6(HJ?3W�6(=\BL?�A�?�# F A7IJA�>16 F �(6(HK?�D F 8Pi&8PB�d�W�Aq�5��>9?P6(>O6(8�H^BLHJ6<=9=9A�I "(W F =ZH1D9A�BL6 F 8
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λC
[c:aIJ[ F I�"ZD9:<=98�IJAo8PA�=98�8 F H	�a:<=\BL@

� ��� Bn�M�&�w� � � ��� 
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	�\ _	�cZJQ���Z �rRWV�� _ 
�
=RpXJV��r\�
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.∗ � Z`_ ��(7� Z`_ � Z��h� � V�� _ ^ Z`_��(7� Z`_ � Z�^~VY^ 
TSU\��!Q Z � ^~V=_`_K\��!Q]Z ��� 
=R � R2Z,_KQ �"�KRp\lZKQFR 0 Z	�)Q ��Z 
�
�� � ��\�
�� ��� Zj��V � ZKX[Z �"� prune � Z`_ λC ��cZKRKX[Z`_ � V�� _L^ Z`_��cZKRpX[Z`_ � Q λ � � VU^ � Q5^ �	QFR 0 �cZK^t_ �!Q]Z ��� 
=QFR��-
=Q$� ��ZKRpX[Z

t
Z	� �-
=Q$� �)(*� Z+  � Zq�h�

�cZK^ �!Q Z
` t : A 0 \ ^ Z
	�\ _	�cZ9Q�� λC ��ZKRpX[Z

t′
��ZK^
` t′ : A∗ Z	�

t = prune(t′) 0 Z	� � Z �	^ QE_ 0 _K\ t Z`_	��6
=RpXJVU^ \ _!V\¡!^ Z 0 VU^ 
=R2_ t′ VUQ;_`_K\ Z	� FN(t) = FN(t′) ¢
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� ��� ����� 
 �����	������� ����� � �	� � � ���


 45HJ6(W�A 
 45HK6(WXAaT�@

Γ, x : A ` x : A Γ, P ` P

⇒τ ��� =\BL?P6�@ ⇒o ��� =\B�?�6'@
Γ, x : A ` t : B

Γ ` λx.t : A→ B

Γ, P ` Q

Γ ` P →′ Q

⇒τ ��
 IJHKW @
⇒o ��
 IKHJW @

Γ ` u : A⇒τ B Γ ` v : A

Γ ` u(v) : B

Γ ` P ⇒o Q Γ ` P

Γ ` Q

∀τ ��� =CB�?�6�@ ∀o ��� =\BL?�6'@
Γ, x : s ` t : A

Γ ` t : ∀τsx.A

Γ, x : s ` P

Γ ` ∀osx.P

∀τ ��
 IKHJW
∀o ��
 IJHKW @

Γ ` t : ∀τsx.A Γ ` v : s

Γ ` t : A[x := v]

Γ ` ∀osx.P Γ ` v : s

Γ ` P [x := v]

� ��� =\BL?�6�@ � ��
 IJHJW @
Γ, P ` t : A

Γ ` t : P � A

Γ ` t : P � A Γ ` P

Γ ` t : A

g26(H2D9A B HJA�?�[�AJ@ g�6<H D9A B HJA�?P[�AaT�@

Γ ` C : ∀τA∀τB(((A→ B)→ A)→ A) Γ ` ∀oP∀oQ(((P → Q)→ P )→ P )

������� � � � � A 
 d�]<IJA�8�DZA
λC

:��(A�[
6<WXHK8�8�HK6(= D9Aq[�6<=CB�A�= F :aIJ](6(?PHKB�_9WXH	# F A
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` t : N ⇒ N 0 VU^ 
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=R � R2Z ¢
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$ ��% > <PA <CB
>'&)(E� � �C�M�w�+*��$A A 	-,h�+*M�/.%Z`_ �cZKRpX[Z`_h_/
��"�z^ Z`_ �cZKRpX[Z`_h_K\ X%�	^ ZKX[Z �"���)(*�"�`_ 0 ^ Z`_ �)(*� Z`_�	�lV��"��
�
=RpX+�`_10#� VUR7��\ R ��� Q��JQ�� \��!Q Z,V��-
=X[Z τ 0 Z	��^ Z � VU^ � Q5^ �	�lV��"��XYQ � \ � Z`_ � 
�� _	�lV��"��Z`_-_KQF\��=V��"��Z`_��2 ⇒: τ → τ → τ2 ∀s : (s→ τ)→ τ
�"
=QFR � � V��!Q]Z7_/
=R7�cZ s.�V � 
�� _	� V��"�cZ ⊥τ Z`_	� � �43 � \lZ�� VUR ∀X.X ¢

$ ��% > <PA <CB
>'& �E�WN�<��j��*
�$A
λC

A �C�M�w�+*M�5. � Z � _IZKX�¡!^ Z � Z`_+��ZKRpX[Z`_�Z	� � Z`_��	\ ^ Z`_�Z`_	� � �43 � \ � VUR\�� � Q � �r\�
�� XYQ ��Q]ZK^ ^ Z � VUR��
T = V | C | (T )T | kΠ

Π = ε | T.Π
� � V	��� ZK^ ^ Z �	R5
 � Z`_`_KQ;_�Q � � 
=Q �	^ Z 
�
=RpX+� ��� Q�� ��ZKRpX[ZLZ	� ��� Q ��Z �	\ ^ Z ¢ � � �	R5
 � Z`_`_KQE_ t, π _IZKRWV �6
 �-�
t ? π ¢
g2A�8�?�d�](IJA�8�D T|@ 	 :<I F :MBLHJ6<= D9A�8�>9?P65[�A�8�8 F 8p8P6(=\B�IJA�8�8 F H 	 :<=\B�A�8G@
A > F 8�_ @

(u)v ? π � u ? v.πA >O6(>M@
λx.t ? u.π � t[x := u] ? πA 8-BL6(?PAY@
C ? u.π � u ? kπ.πA ?PA�8-BL6(?PAJ@
kπ ? t.π

′ � t ? π

6v�87��z�+*
97= [�6(=\BLAK4&B�A

Γ
A�8PB F = A�=98�A�W�Q9IJAoe`=ZH D9Aq[�6 F >9IJA�8

x : A
: 	 A�[

A
F =9AqAK45>9?�A�8�8PHJ6(= D9Ao8�6(?-BLA

τ
A�B
xF =9A

λ � 	 :<?PHm:<Q9IKA#
5g2A�8�?�d�]<IJA�8�DZAfDZ@�?�H 	 :aBLHK6(= 8�6(=\B�IJA�8�8 F H 	 :a=CB�A�8G@
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 4ZHK6(W�A9@
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Ax
Γ, x : A ` x : A

� 
 � =\BL?P65D F [�B�HJ6(= D9A
⇒

@

Γ, x : A ` t : B
⇒i

Γ ` λx.t : A⇒ B

: 
 
 IJHKWXHK=`:aB�HJ6(=�D9A
⇒

@

Γ ` u : A⇒ B Γ ` v : A
⇒e

Γ ` (u)v : B

� 
 � =\BL?P65D F [�B�HJ6(= D9A
∀
6j>16 F ?�[y_`:#� F Af8�6(?-BLA

s
>

Γ ` t : F (Xs)
∀i

Γ ` t : ∀sX.F (X)

6 
 	 A�[
Xs =96(=lIJHKQ9?�ApD`:<=98

Γ
>

� 
��hIJHKWXHK=`:aB�HJ6(=�D9A
∀
6j>16 F ?�[y_`:#� F Af8�6(?-BLA

s
>

Γ ` t : ∀sXF (X) U
D9Aq8�6(?-BLA

s
∀e

Γ ` t : F (U)

{

 
 d�](IKAo[�IJ:<8�8PH � F AY@

Γ ` t : ((A⇒ ⊥)⇒ ⊥)
Class

Γ ` (C)t : A
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ω
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s
D9A

ST
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8P6(?PB�A

s∗
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	 �	R2Z`_`_K\�
�� A � Z ST � ZG_/
=R	�cZ s 
��DV=_`_/
 � \lZLQ���ZYZ
	 �	R2Z`_`_K\�
�� A∗ � Z
FC
ω

� Z7_/
=R7��Z s∗ � ZL^~V 
jV���
���_KQ5\��=V��"�cZ �

(Xs)∗ = Xs∗

(⇒o)∗ = ⇒τ

(⇒τ)∗ = ⇒τ

(�)∗ = ⇒τ

(⊂)∗ = ⇒τ

(∀os)
∗ = ∀s

(∀τs)
∗ = ∀s

(λxs.t)∗ = λxs
∗

.t∗

((u)v)∗ = (u)∗v∗

� I2A�8-B7:<HJ=98PH [�IJ:<HJ? � F AfIJ:�BL?L:aD F [�B�HJ6(=
.∗

=ZAfW�6&D9HKe`Ap>`:<8�IJA�8bBki5>OA�8 � F H28�6<=CB�D9@��  �D9:<=98
FC
ω




	 > A �C� ,�� � A ?�A7<PB
> ?��47�Bn�1< A � � <�� ���
���+* ?
��<CBO�w�+*
r = W�6(=\BL?PAoIJA��z:<H^B�8 F H 	 :<=\BG@

��? < A �+(�
 � 
=QFR � � V��!Q Z V 	�\�
=X[Z Axi � Zq�h� 0 \ ^�Z
	�\ _	�cZLQ��'��ZKRpX[Z θi � Z FC
ω

�cZK^ �!Q Z
` θi : Ax∗i�	R2ZKQ$�UZ � r =l?PA�]\:a?�D9Aq[y_`:#� F A
:=45HJ6<WXA9@

: 

Ax1 = ∀A(A ⊂ A)



θ1 = λx.x

[�6(= 	 HKA�=\B 

� 

Ax2 = ∀A,B,C((A ⊂ B)⇒ (B ⊂ C)⇒ (A ⊂ C))



θ2 = λxλyλa(y)(x)a

[�6(= 	 HJA�=\B�

: 
 B 6 F ?�[y_`:#� F Af8�6(?-BLA

s
@
Axs3 = ∀(s→τ)B∀sx(∀B ⊂ (Bx))



θ3 = λx.x

[�6(= 	 HKA�=\B 

� 
 B 6 F ?l[y_`:#� F Aw8P6(?PB�A

s
@
Ax4 = ∀A∀(s→τ)B(∀sx(A ⊂ (Bx)) ⇒ (A ⊂ ∀B))



θ4 =

λxλa(x)a
[�6(= 	 HJA�=CB�


� 

Ax5 = ∀P, ∀A(P ⇒ ((P � A) ⊂ A))



θ5 = λxλy(y)x

[�6<= 	 HKA�=\B 

{


Ax6 = ∀P, ∀A,B((P ⇒ (A ⊂ B))⇒ (A ⊂ (P � B)))



θ6 = λfλaλp((f)p)a

[�6(= 	 HJA�=CB�

� 

Ax7 = ∀A,B,C,D((A ⊂ B) ⇒ (C ⊂ D) ⇒ ((B ⇒ C) ⊂ (A ⇒ D)))



θ7 =

λfλgλhλa(g)(h)(f)a
[�6(= 	 HKA�=\B 


� 

Ax8 = ∀P∀A,B((P � (A⇒ B)) ⊂ (A⇒ (P � B)))



θ8 = λfλaλp((f)p)a

[�6(= 	 HJA�=\B�

� 

Ax9 = ∀A,B(∀x(A(x)⇒ B(x)) ⊂ (∀xA(x)⇒ ∀xB(x)))



θ9 = λfλa(f)a

[�6(= 	 HJA�=CB�

: � 


Ax10 = ∀A,B(A ⊂ (⊥τ ⇒ B))


λaλxx

[�6(= 	 HJA�=CB�

�

� I2?�A�8PB�A�?L:�:<IK6(?�8  	 :<IJHKD9A�?*IJA�8�?Pd�](IKA�8��`[�A � F H2>`:<?�:
�JB��z:aHJ8L:aQ9IJA 
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 B :a?�A�=\B 8 :U�o< 
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r =;:<HJW�A�?�:<HKBp: �P6 F B�A�?  =96<B�?�AGIJ:<=9]\:<]<A#�"A�= [�6(=98PA�? 	 :a=CBfIJ:vWX@�BL_96&D96(IK6(](HJA�+zH�
|A 
 >`:<?+B�?L:<D F [�B�HJ6(=-,
D T|: F B�?�A�8�B�?L:<H^BL8�D9A�87IJ:<=9]\:<]<A�8bD9Aq>9?P6(](?�:<WXWX:aB�HJ6(=�


."���(�8,0/�13254 *
g2A�8fA765[�A�>ZBLHK6(=98f>16 F ?�?�:<HJA�=CB�8�BL?�A�8�HKW F IK@�A�8o>9:<? F = Bki&>OAt:<=9:<IJ6(] F A�: F Bki5>OA��k8 F W�6(? �GD F [c:<IK[ F I
D9A�87[�6(=98PB�? F [�BLHK6(=98����:9;��<

A + P = ∀X((A⇒ X)⇒ (P � X)⇒ X)

r = DZ@�e`=9H^B=<
>@?BA-CBDFE � λxλyy>GE)DIH t ?$J x KML u CBDON)POQ)J:P v � (t λxu v)>GE K QBROP a � λxλy(xa)>TS f a U � ((a(λx((f(λy(( E K QBROP (yx))))) ?BA-C:DFE ))) ?BA-CBDIE )g2A�8�?�d�](IJA�8�8 F H 	 :a=CB�A�8�8�6<=CB �z:<[�HJIKA�W�A�=\B�D9@�?�H 	 :<QZIJA�8�<

Γ, P ` ?BAVCBDFE : A+ P Γ, a : A ` E K QBROP a : A + P

Γ ` a : A+ P Γ, x : A ` u : B Γ, P ` v : B

Γ ` E)DIH t ?$J x KML u CBD$NIPOQ)J:P v : B

Γ ` a : A + P Γ ` f : (A⇒ B) +Q

Γ ` S f a U : B + (P ∨Q)
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` τ : ∗ ` o : ∗

` s1 : ∗ ` s2 : ∗

` (s1 → s2) : ∗

687:9<; 143>=?1A@B+.C?CD1AEF+.-0GIHJ/0KL+.C$=?1NM4+.CO/21QPR/2143�5

WF ([])

WF (Γ) ` s : ∗ x /∈ V (Γ)

WF (Γ, x : s)

WF (Γ) Γ ` P : o

WF (Γ, P )

WF (Γ) Γ ` A : τ x /∈ V (Γ) x ∈ V

WF (Γ, x : A)

687:9<; 143>=?1A/TSVUWH 9 1�=?143>/21:-0GX143N5

WF (Γ) x : s ∈ Γ

Γ ` x : s

WF (Γ) c : s ∈ Const

Γ ` c : s

Γ ` u : s1 → s2 Γ ` v : s1 ` s1 → s2 : ∗

Γ ` u(v) : s2

Γ, x : s1 ` t : s2 ` s1 → s2 : ∗

Γ ` λx : s1.t : s1 → s2

β Y - 7:9<; 143
5

Γ ` t : A A �β A′

βτred
Γ ` t : A′

Γ ` t : A Γ ` A′ : τ A′ �β A
βτexp

Γ ` t : A′

Γ ` P P �β P ′

βored
Γ ` P ′

Γ ` P Γ ` P ′ : o P ′ �β P
βoexp

Γ ` P ′
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6 7:9<; 143 ; + 9 K ��� 143
5

WF (Γ) P ∈ Γ
Axo

Γ ` P

Γ, P ` Q
⇒o
I

Γ ` P ⇒o Q

Γ ` P ⇒o Q Γ ` P
⇒o
E

Γ ` Q

Γ, x : s ` Q
∀oI

Γ ` ∀osx Q

Γ ` ∀osQ Γ ` t : s
∀oE

Γ ` Q(t)

687:9<; 143>=?1A/TSVUWH 9 1X5

WF (Γ) x : A ∈ Γ
Axτ

Γ ` x : A

Γ, x : A ` t : B
⇒τ
I

Γ ` ����� x 	�
 t : A⇒τ B

Γ ` u : A⇒τ B Γ ` v : A
⇒τ
E

Γ ` � u v 
 : B

Γ, X : s ` t : A
∀sI

Γ ` t : ∀τsX.A

Γ ` t : ∀τsA Γ ` v : s
∀sE

Γ ` t : A(v)

687:9<; 143 G K PR/2143N5

Γ ` A ⊂ B Γ ` t : A
⊂

Γ ` t : B
Γ, P ` t : A

�I
Γ ` t : P � A

Γ ` t : P � A Γ ` P
�E

Γ ` t : A

Γ, x : A ` A ⊂ B
Renf

Γ ` A ⊂ B

Γ, x : A ` t : B Γ ` A′ ⊂ A
Coup

Γ, x : A′ ` t : B

Γ ` t : (P � ⊥τ )⇒ ⊥τ

RC
Γ ` P

Γ, y : s, x : F (y) ` t : A Γ ` A : τ
UG

Γ, x : ∪syF (y) ` t : A

� P,KL+.GX143�5

WF (Γ) P ∈ A
Axiome

Γ ` Γ ` P
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��������� �"! ∀A(A ⊂ A)�$#&% ��'��(�� )������ �"! ∀A,B,C((A ⊂ B)⇒ (B ⊂ C)⇒ (A ⊂ C))��* � % '�
+�,'�- �
% ��

. % 
0/213�	. %5476 �98:.�
���� %  (
 s ; !/2� ;=< �>'�� % ��'	 ! ∀o

(s→τ)B∀
o
sx(∀

τ
sB ⊂ B(x))/2� ;=?A@ .��CB % ��'�� < �,'�� % �9'	 ! ∀o

τA∀
o
(s→τ)B(∀o

sx(A ⊂ B(x))⇒ (A ⊂ ∀τ
sB))

��D �	'	 % �FEG
� D �HEI��� % �>��' 4 
J��
 ⇒τ !
∀A,B,C,D((A ⊂ B)⇒ (C ⊂ D)⇒ ((B ⇒τ C) ⊂ (A⇒τ D)))��K @�L 4M6 
J�(1 �
4 �>� @ 
 !/2� ;ON ��. 4M6 
 ! ∀P, ∀A(P ⇒ ((P � A) ⊂ A))/2� ;=P % �Q�� ! ∀P, ∀A,B((P ⇒ (A ⊂ B))⇒ (A ⊂ (P � B)))/ 4 ;O? 
 % �=.R S�H (�,�Q' ! ∀P∀A,B((P � (A⇒ B)) ⊂ (A⇒ (P � B)))

� �������	��
J��
 < �� 476 
 @>@ !
∀A,B(∀x(A(x)⇒ B(x)) ⊂ (∀xA(x)⇒ ∀xB(x)))TRU �������	��

�V�
�Q
 4 �	1 �
% �F (

. % �

��W 
J-X�9.R�Y
Z�[ V���,��
 ! ∀A,B(A ⊂ (⊥τ ⇒ B))� �� (�	�0�� )� 4 �� �O! ∀A(A ⊂ ∪X(X � (S(X) ∧X ⊂ A)))��D �	�01 @ � ��
Z'	 ! ∀A,B(A ⊂ B ∪Bc)� �������	��

����
 @X\ ��1�1 @ � 4 �F )�,�Q' !
/2� ; D �Q'	 )�,':.��� �^] � % �	�� (
 ! ∀A,B(A[∪xB(x)] ⊂ ∪x(A[B(x)]))/2� ; D �Q'���
 % ���F )���	'_��

���(�,'�B @ 
� (�Q'�� ! ∀A,B(S(A)⇒ S(B)⇒ S(A[B]))/ 4 ;O` �R (

'��(�,�Q'�'�� @ �� ��! ∀A,B(S(B)⇒ ∀X(A[X] ⊂ B[X])⇒ (A ⊂ B))a�U �������	��
J��
�'��	'Y % �����>� @ �� ��!

(¬TRIV ) ∃X, Y ((X 6= Y ) ∧ S(X) ∧ S(Y ))b U �������	��
J��
���

� 4
% �>1R )�,�Q'_� ��c '���
 !
(∆s) ∀P (∃sP (x1) . . . (xn)⇒ P (∆s

1(P )) . . . (∆s
n(P )))

dRU �������	��
J� \ ��'	 (�>�[e�� �  % ��
 !
(AS) ∀A,B((A =⊂ B)⇒ (A =L B))
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����7698�#-$�8�:;�����
var

�-� �!��<;���=$%<;���!��$?>@�A82����BC#-�7DEB;$��-� �!��<;�����GF@89H��;���7<;�I�A89#�8��J��K�#����7LM� #-�������N<;�
���J�-�-#-������$��EB;����B;�%����� BO<;�+�GF;$ �P#����Q����DEB;$R��� �������;�����!��S@8�#�B;�;�+�%���-�-#-�T��$��EB;����B;�%�#



����U��8�:V�����
label

��� �!�W<;���U$%<;���!�-$%>@��89����B;#-�UDEB;$;��� �!�W<;���U�GF;89HX�;���U<;���A89#�8��J��K�#����ULM� #��=�����Y<;���%������#-���
��$��EB;�-��B;������� BI<;�+�GF;$ �V#-���Q�J�QDZBC$���� ���=���;�����!�"S;8�#�B;�;�+���J�-�-#-�T��$��EB;�-��B;��� 



����W�����;���-#-B;�J����BC#-�
constr

��� �!�[<;���[$�<;���!��$%>;�A89�-��B;#��UDZBC$\��� �!�[<;���W�GF@89H��;���W<;����8�#�8��J��K�#-���WLM� #��=�����
<;�"��������#����]�=8/^�B;����B;�%���_� B`<;�"�GF;$ �V#-���a���]DZBC$V��� �=�����C�����!�]S@8�#]BC�;�b���J�-�-#-�Q�c8/^�BC�-��BC���#
)
����_�;� ���
<;�T>@�GF;$%��#��

file
�-� �!�Q<;����$%<;���!��$?>@�A82����BC#-��DEB;$��-���E�Q<;�����GF@89HX�C����<;�+�A8�#-8����-K�#�����DEB;$���� �������;�����!�

S@8�#"B;�;�d��������#��d�=8/^�B;����B;�%��e\<;� �!�b��8=�-BC$%���d���&�fLM� #��=���g<;�d��������#����f��$��EB;����B;�%����e\<CBh��'Z�i:\� ��� N � B
<;�+�GF;$ �P#�����


ε
#-��S;#-���-���E�-�+j(#-$����k<;BO��� BC�&l 
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 � � 	 � 	��

prog := var
| e�� L var → prog
| � prog prog �
| � ��� var � prog

3 .
prog

|
1 ��� prog

| � prog � prog �
|

5M* � prog
|

* .��
prog

| � record  
| prog ! label
| [recordatom] " prog
| prog

,2*
labellist

| constr
| constr # prog $
| � ,2* � * prog % 5 motifs
| &'� 1)( �*� structure
| file

record := ε
| + recordatom + record

recordatom := label � prog

labellist := ε
| labellist � label

motifs := motif
| motifs motif

motif := constr → prog
| , → prog
| constr [var]→ prog

structure := opendecl + letdecl
opendecl := ε

| opendecl +-%/.0� . prog ,/*
labellist

letdecl := � .�� &1� 12( �*�
| letatom 3 letdecl

letatom := � ��� var ,2*
label � prog

| � ��� 1 ��� var ,/*
label � prog
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 � ������� ��������� �R�����
��� � � � ��� � # * ( %

"! ���;�-���i:;�%�f<;���_698�����B;#-�[���&�a<;�J>@�;$\��� �����QBC�`�-� BC�X\(���;�-���i:;�%�f<;�"�#! ���;�����i:;�%�"<C���]SC#-�	$ #-8����=��� <

val :=

5 (!.
x → p

| constr
| constr [val]
| � prog � prog �
| record
| [label = prog] " prog


�����698�����B;#-������#-���E�Q�;�9�������
v



�&% � 
���
 � �����(')�+*�� �,� �.-R�/�0�
���21�� � 3 # �4� !*V6587:9<; � !)($#>=
? � <;$?�fDEB@! B;�h������$?L

m
>@�?��#-�dB;� S;#��	$ #-8��=���

u
eV�J�b� �h89S;SV�����%�d�%�d#����-BC�%�G82�b<;B >;�%��#-8A$ �

m ← u<@8��C�Q�%�����A89�Q��B;$%698��!�-��<
> m = C → v

���
u = C

<
m← u = v> m = C[x]→ v(x)

���
u = C[a]

<
m← u = v(a)> m = , → v

���
u = C

� B
u = C[a]

<
m← u = v

���21�� � BDCE� � *F� !*V6587HG ��*�bJI #
m 
�K���<;BC����$%� �O<;�T� 8J���

λ
<

(
5 (!.

x→ t u)u1 . . . un � t[x := u]u1 . . . un

L 
�K�����B;#-����B;#�<
(
1 � � u)u1 . . . un � (u(

1 ��� u))u1 . . . un
M 
 	U#-���=$%K�#��TS;#-�2^������-$�� � <

5M* ��� a � b � u1 . . . un � au1 . . . un
N 
FO)����� �C<;�dSC#-�2^�������$%� � <

* .�� � a � b � u1 . . . un � bu1 . . . un
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	 � � � ��� 	��&� ��
 � � 	 � 	��
n�
�K���<;BC����$%� �O<;�T� 8J���+SV��B;#�B;�OS;#-�	$�#�8����=�fDZBC$��@! �����"S@8���B;�;�+S@89$�#-� + . 1 %���� 5M* � � BI*J.��I, <

u � u′

( . 1 %�� u)u1 . . . un � ( . 1 %�� u′)u1 . . . un

�

�K���<;BC����$%� �O<;�T� 8J���+SV��B;#���������8��-��� <
mi

>@�?��#��
u

( � ,2* � * u % 5 m1| . . . |mn)u1 . . . un � (mi ← u)u1 . . . un

��
�K���<;BC����$%� �O<;�T� 8J���+�A8������ +48�# $ B;�����!��DEB;$R�;�+��� �������;���TS@8���S@8�#�B;�I�����;���-#-B;�J����BC# ,�<

u � u′

( � ,2* � * u % 5 pattern)u1 . . . un � ( � ,/* � * u′ % 5 pattern)u1 . . . un

�

 	U#-�/^������-$�� �O<@! ���C#-�,$�$����-#-���=���E��<
l1, . . . , ln 6= l

< l1 = u1; . . . ; ln = un; l = u;R > .lu1 . . . un � uu1 . . . un

9

 	U#-�/^������-$�� �O<;�+�GF@89�=S;�Q8/^���BC��� +
=
,'<

( # l � u $ " r � .lu1 . . . un � uu1 . . . un

m�� 
 	U#-�/^������-$�� �O<;�+�GF@89�=S;�Q8/^���BC��� +
6=
,'<

( # l′ � u $ " r � .lu1 . . . un � r.lu1 . . . un

m m 
 	U#-�/^������-$�� �=�-B;#_B;�`S;#��	$ #-8��=����DEB;$\�@! �������C$\BC�`���;#��,$ $%���-#-�������!�]�;$ B;�k8/^�� B)�]<;�"�GF@8���S;�'<
u � u′

u.lu1 . . . un � u′.lu1 . . . un

m L 
�K���<;BC����$%� �O�-� BC�"B;�O��� �;���-#-B;�J����B;# <
u � u′

C[u] � C[u′]



� ���'� ��� � 
 � � � ��� � � ��� 	 ��� � � ��� � 	 m 9:9
���21�� 1 � ��bJI V47
	���
cV � 	
? ��<C��>@�;$?��B;�;�+�=8��GF;$��C���7SC$�������SV��B;#�$ ��#���#��#! ��698��%B@89�-$�� �`<C��>@�;$%�+S;#-������<C�����=���E��<

Pushapp � u v � ∗ π � u ∗ v, π
Popfun

5 (!.
x →

,
∗ b, π � a[x := b] ∗ π

Poprec
1 ��� f ∗ π � � f 1 ��� f � ∗ π

Pushfst
5M* � u ∗ π � u ∗ � * � , π

Pushsnd
* .��

u ∗ π � u ∗ & .�� , π
Popfst � a � b � ∗ � * � , π � a ∗ π
Popsnd � a � b � ∗ & .�� , π � b ∗ π
Pushcase � ,/* � u % 5 M ∗ π � M ′ ∗

5 (!.
x → x, u, π

PushEq ��� u ∗ C, π � u ∗ ��� , C, π
PopEq C[a] ∗ ��� , C, v, π � v ∗ C[v], π
PopNEq D[a] ∗ ��� , C, v, w, π � w ∗ π
Popfun2

5 (!.��
x → t ∗ C[u], π � t[x := u] ∗ π

Pushproj u.l ∗ π � u ∗ ., l, π

Popproj1 <l1 = u1; l = u; . . . > ∗ ., l, π � u ∗ π
Popproj2 # l � u $ " . ∗ ., l, π � u ∗ π
Popproj3 # l′ � u $ " . ∗ ., l, π � p ∗ ., l, π
Pushconstr C # u $ ∗ π � u ∗ C[].π
Popconstr v ∗ C[].π � C[v] ∗ π

M ′ ����8��!�"<C��>@�;$�S;8�#�<

( � → t)′ =
5 (!.

f →
5 (!.

c → t
(C, x→ t)′ =

5 (!.
f →

5 (!.
c → � � � ��� c � ��� 5 (!.�� x → t c � f �

(C → t)′ =
5 (!.

f →
5 (!.

c → � � � ��� c � � ��� � f �
(m|M)′ =

5 (!.
f →

5 (!.
c → � m � M f c � c �

�&%�� � *�� �,� �.-R�/�0� !�� "$#E�&% �����$!��'#


"! �J698���B@82��$���� ��� S;#-�9LM� �;<;��B;#c����#��'� �J6�89��B;��#=��� B;�`�%����S@8�$�#�����e_�J�`�����=���;#-�/$ $��&��#��������!����
 ? � ��8
<;�J>@�;$%��S;8�#�$��;<;BC����$%� �)(
*

a � v

a �d vOZ$
v
�@! ���&�"�C$�B;�;�+S@8�$%#-�T�;$�B;�I���C#-�,$�$����-#-���=���E��


*
a �d a

′ b �d b
′

� a � b � �d � a′ � b′ �
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	 � � � ��� 	��&� ��
 � � 	 � 	��

*
a1 �d a

′
1 . . . an �d a

′
n

� l1 � a1 + ! ! !*+ ln � an � �d � l1 � a′1 + !�! !�+ ln � a′n �* *
a �d a

′ p �d p
′

# l � a $ " p �d # l � a′ $ " p′
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<;�+<;� �C�;������e N �!n N e;�-� $?�Q8�Bk������8�� ���E6Z$%#-� � ��� ��� �%$ $ �C����<;�+���Z<;� 
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54J5 
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	10 5 
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��T>@�GF;$���#@?BA>CED�FHGJIEK�Fk�����E�-$����E�Q�%����<;��>;�;$%�-$�� �;��<C���Q8B�)$�� �������J�Q� SV��#�89�-��B;#���(
LNMPO9QSRUTWVXTZYUT\[\V]O9Q(^-^S[J_`Y9Q(^SMba
c [J_`Y-Y`dSe(QfO9QSRUTWV(QSOc [J_`Y-Y9QS_hgiO9QSRUTWV(QSO
LNMPO9QSRUTWVXTZYUT\[\V]O9Q(^-jS[\Vk^\Y9lJV9Y9Q(^6MbamSnpo
Y9QS_hgrq\sPY9QS_hgtq\sPY9QS_hgmJRSu`VvoHLwY9QS_hgrq\s%Y9QS_hgxafq\sPY9QS_hgmzywq\sro1Y`dSe(Q@q\sPY`dSe(Q@q\s%Y`dSe(QmJ{(|`}roHLb~�l@q\sPY`dSe(Qkafq\s%Y`dSe(Qm9^hu`�k^JQSYvo�Y`dSe(Q]q\sPY`dSe(Q]q\s%e9_([\embq\s`sro
e9_([\e�q\sPY`dSe(Q@q\s%Y`dSe(Q� V`�vo1Y9QS_hg�q\sPY`dSe(Q]q\s%e9_([\e
LNMP�Su(Q9�J�Su(Q(^-lS�UT\[WgUQ(^fMba
lS_`_([\�B��TWV9Y`_([f�|`}J�z���5|`}JYrLN|`}J�tL � V`�f�-�]q\s � V`��LwY-�Ua��Xa-q\s � V`��LwRSu`Vf�-�`�(sPY��Ua@Lw�vywq\s%�Xa`a
lS_`_([\�B��Q9�bTwg��6|`}J�z���5|`}JYz��urL � V`�6Y-�]q\s � V`�-u�Lw��ywq\s%�Xa-q\s � V`�rL�ufn-YUa��Xa
Q9�bTwg�� c u`�6�5|`}J�z���5|`}JYtL � V`�fYf�]q\s�Lw�5^hu`�k^JQSYf�Uafq\s � V`�fY��Ua
TWV9Y`_([����9�`_`_([\�@�f|`}J�6|`}J�6|`}JYtL`Lw��q\s � V`�fY-�Ua-q\s � V`�fY<Lw�@q\s`sP�Ua`a
Q9�bTwg����9�`_`_([\�]�6|`}J�6|`}J�6|`}JYtLw�iq\s � V`�fY<Lw�@q\s`sP�Uafq\s � V`�fY-�Ua
Y`_9lJVk^ � c u`�]�f|`}J�z���z����L`Lw�5^hu`�k^JQSY6�Ua�q\s�Lw�5^hu`�k^JQSY5�ka-q\s�Lw�6^hu`�k^JQSY6�ka`a

L � m



L � L � ��������� � � ��� � 	 ��� � ��� � � � ��� � � 	 � � � � �
�SQSR`Y�� c u`�6�5|`}J�6|`}J�tLw{(|`}J�f���]^hu`�k^JQSYf���Ua
lS_`_([\�B� c u`�]�|`}J�z���z���z~`���z~-L`Lw�5^hu`�k^JQSYf�Uafq\s�Lw�z~ ^hu`�k^JQSYf�z~Nafq\s�Lw�vywq\sP�z~ ^hu`�k^JQSYf�vywq\sP�z~Na`a
�SQSR`Y��\�9_9Q`Q6�f|`}J�6|`}J��Lw�]q\s�Lw�iq\s`sP�5^hu`�k^JQSYf�Ua`a
� V��9QS_b^(T\[\VB�
	(l(^h�@�6|`}J�6|`}J�z���tLw�iq\s`sP�vywq\sP�5^hu`�k^JQSY6� ywq\sP�@q\s`sP�Ua
LNMPO9QSRUTWVXTZYUT\[\V]O9Q��Su(Q9�J�Su(Q(^-[\e(QS_9lSY9QJu9_b^6Mba
� gbe9Y`df��{(|`}J�6�po1Y`dSe(Q
� Q(^\Y-�6}\� ��
f{(|`}���L`L��]^hu`�k^JQSY�
]q\s`s��Ua-q\s`s��Ua<o�Y`dSe(Q]q\s%e9_([\eiq\sPY`dSe(Q
��� �f}J�z���6{(|`}��tL`Lw�5^hu`�k^JQSY��Uafq\s`s�Lw�5^hu`�k^JQSY��Uafq\s`s��Ua<o
Y`dSe(Q@q\s%Y`dSe(Qiq\sPY`dSe(Q
� �f}\�f{(|`}���LN|`}J��L��f�6^hu`�k^JQSY��Ua-q\s`s��Ua<o/Lb~�l]q\s�Y`dSe(Qkafq\sPY`dSe(Q
� gUl��9Q-�f}J�z���6{(|`}J�tL`Lw�5^hu`�k^JQSY6�vywq\sP�Ua�q\s`s��Ua�o�Y`dSe(Q]q\sPY`dSe(Q@q\s%Y`dSe(Q
TJ^�� � gbe9Y`df�5}J�tLw�5^hu`�k^JQSY � gbe9Y`dUa�o
Y`dSe(Q]q\s%e9_([\e
c TWV��(���H�f}J��L��([\V��SQZgbe9Y`d6���f|`}J�rL`Lw�5^hu`�k^JQSY � �Uafq\s-}`|J�tLw�5^hu`�k^JQSY6���Ua`a`ao1Y`dSe(Q]q\sPe9_([\e
� V9Y9QS_f�f}J�z���6{(|`}��tLN|`}J�tL`Lw�5^hu`�k^JQSY6�Ua-q\s�Lw�5^hu`�k^JQSY6�Ua-q\siLw�5^hu`�k^JQSY��Ua`a-q\s`s��Uao1Y`dSe(Q]q\s�Y`dSe(Q]q\sPY`dSe(Q
�Zgbeb�P�6}J��L � }J�<L � Q(^\Yf�tL � V9Y9QS_6���5^hu`�k^JQSY � gbe9Y`dUa`a`a�o1Y`dSe(Q]q\sPY`dSe(Q
LNMP�Su(Q9�J�Su(Q(^-lS�UT\[WgUQ(^-l��9Q(j�[\e��S_9lSY9QJu9_b^SMba
lJ�k^hu9_`O��`�SQ(^`^-�6|`}J�6|`}JYtL � V`�fY�L`Lw�@q\s`s � gbe9Y`dUa�ywq\s � gbe9Y`dUafq\sP�Ua
^JQSY��SlS�f�f|`}J�rLw�6^hu`�k^JQSY � }J��L � Q(^\Y-�tL c TWV��(���H���<Lw�5^hu`�k^JQSYf�Ua`a`a`a
jNgbeb���SlS�f�5|`}J�z���tLw�5^hu`�k^JQSY ��� �tL��Zgbeb�P�Ua`a
^(TWV��(���9jS[\Vk^-�6|`}J�z���tL c TWV��(���H�iq\s c TWV��(���H�]q\s c TWV��(���iL � gUl��9Q-�-�Ua`a
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LNM%e9_([\e9_UThQSY9Q(^-O9Qf� ~�lJe`eb�bTJjJlSYUT\[\V�Mba
e9_([\e��SlJe`eb�bTJj �)���f|`}J�z���z����L`L � gUl��9Qf���5^hu`�k^JQSY6�ka�*bq\s�Lw�5^hu`�k^JQSYf� ywq\s-�ka`a
Lk�`�`��a
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