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Chapitre 1
Introduction

[- . .] 6 mathématiques concises, par l’enchainement rigoureuz de
vos propositions tenaces et la constance de vos lois de fer, vous
faites luire, auzr yeux éblouis, un reflet puissant de cette vérité
supréme dont on remarque ’empreinte dans l'ordre de ["univers.
I. Ducasse, Comte de Lautréamont “Les chants de Maldoror”

La mathématique semble jouir d’un prestige immense : elle est la “reine des sciences”,
la matrice féconde d’ou jaillissent des vérités indubitables, la pierre d’achoppement d’un
pan gigantesque de la connaissance humaine. C’est a elle, & ses progrés et a sa capacité
merveilleuse de synthétiser a 'aide de quelques signes des idées complexes, que 1’on doit
les progrés de nombreuses autres sciences.

Cependant, pour reprendre Bertrand Russell, “Les mathématiques sont une science dans
laquelle on ne sait jamais de quot on parle, et ou [’on ne sait jamais st ce que l'on dit est
vrai”; cette citation, non dénuée d’humour, traite d’un point a la mode au tournant du
XIX® siécle, et qui a hanté le XX siécle : le probléme des fondements. Sil’on veut fonder les
mathématiques sur un enchainement de propositions rigoureux basé sur une axiomatique,
il importe tout d’abord de se pencher justement sur cette axiomatique, et de la rendre la
plus convaincante possible. La théorie des ensembles de Zermelo-Fraenkel [31], base des
mathématiques modernes, semble correspondre a cet objectif : on n’a jusqu’a présent pas
réussi & en dériver de paradoxe!. Ensuite, il faut se doter également d’une formalisation
rigoureuse du raisonnement : c’est I’objet de la théorie de la démonstration. Celle ci peut
sembler relever de la métamathématique?, mais sa formalisation, son développement im-
portant, les problémes complexes qu’elle pose, ainsi que ses implications pratiques en lien
avec l'informatique, en font une branche & part entiére des mathématiques.

Ainsi, tout comme les mécaniques classique, quantique et relativiste interagissent avec les
développements de I’analyse et de I’algébre, I'informatique fournit-elle & la logique et a la
théorie de la démonstration des problémes fondamentaux. Cette comparaison pourrait sem-

1Mais cela n’exclut pas qu’il en existe, puisque nous n’avons pas non plus de modéle de cette théorie
2Dans le sens de discours sur les mathématiques



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

bler audacieuse, car les mécaniques ont trait directement a nos tentatives de modélisation
de la nature (c’est I'objet de la physique), alors que I'informatique n’est qu’un outil ; ceci
dit, un outil sophistiqué ne remplit pas qu'une fonction utilitaire, mais porte & s’interroger
sur les phénomeénes que sa fonction permet d’observer, qu’elle nous fait apparaitre. Par
exemple, le microscope a permis d’observer quelques animalcules insoupgonnés, la lunette
astronomique 'avance du périhélie de Mercure, etc...On objecterait encore que 'informa-
tique semble, elle, en circuit fermé : a bien y regarder, un ordinateur n’est jamais qu’une
sorte d’automate sophistiqué qui permet de faire fonctionner vite et bien des algorithmes,
et par lui il ne s’agit d’observer que ce que 1’on a créé par notre raison raisonnante, chose
sans intérét puisque l'on sait bien ce que 'on veut créer et comment le créer. Mais c’est
justement ici le point intéressant : observer nos raisonnements pousse a regarder comment
on peut les modéliser, comment exprimer ce que l'on veut, et si il n’y aurait pas derriére
tout ¢a quelques principes ou lois & découvrir®. Une des découvertes surprenantes du do-
maine est justement qu’en un sens, c’est ’activité de raisonner sur des objets qui crée elle
méme les objets dont elle parle?.

Se situant dans ce paradigme, cette thése s’intéresse a 'aspect immatériel (on dit plus
souvent logiciel, par opposition a matériel) de I'informatique : elle porte sur 1’étude d’un
langage d’algorithmes, sorte de langue rudimentaire servant a décrire des algorithmes que
’on souhaite éventuellement par la suite voir exécuter par une machine (le faisant passer du
statut de langage d’algorithmes a celui de langage de programmation). Plus précisément,
cette thése étudie un systéme formel de démonstration associé a un langage d’algorithmes,
explore son expressivité et le rattache a des concepts issus du monde de la programmation
“réelle”. Nous allons donc présenter ici brievement quels sont les liens de la théorie de
la preuve avec les mathématiques et 'informatique, avant d’aborder plus précisément la
théorie de la démonstration, situer notre travail dans son contexte, et donner le plan de la
these.

1.1 Introduction informelle

1.1.1 Preuves et preuves formelles

Preuve : Ce qui sert a établir la véracité d’un acte, d’une chose ou l’eractitude d’une
allégation ou d’un fait.’
Une preuve, dans le cadre du droit, s’applique au délicat probléme de la détermination de
la responsabilité, la culpabilité ou 'innocence d’un sujet de droit. En tant qu’étres raison-
nables et épris d’équité, nous nous refusons a considérer qu’un faisceau de présomptions ou
I’intime conviction d’un juge suffise a fournir une preuve : nous attendons un enchainement
rigoureux de faits et d’arguments.

311 serait d’ailleurs presqu’ironique que de constater qu'un des aboutissements technologiques les plus
fins du génie humain porte & s’interroger sur les plus élémentaires briques du raisonnement.

4cf. infra la correspondance de Curry-Howard.

Ssource : http ://www.taq.gouv.qc.ca/quelques-definitions/quelques-definitions.jsp



1.1. INTRODUCTION INFORMELLE 3

De méme, en mathématiques, on pourrait penser que l'on est capable de se forger une
opinion personnelle sur la véracité d’un théoréme. Si cela reste possible pour ce qui est de
certains théorémes bien établis et vérifiés par quelques générations (comme le théoréme
fondamental de I'arithmétique), il devient humainement extrémement délicat de le vérifier
pour des résultats qui mettent en oeuvre de grandes quantités de savoirs pointus, et des
calculs qui nous échappent (l’article [4] de Henk Barendregt et Freek Wiedjik donne un
bon apercu de cette évolution). D’individuelle, la preuve devient collective et repose a la
fois sur la confiance entre des agents humains, et sur des ordinateurs. Citons péle-méle :
— La preuve de la conjecture de Kepler par Thomas Hales ([15] pour une présentation
générale de la preuve), qui utilise des calculs informatiques, a été examinée pendant 4
ans par une équipe de 12 référés qui sont persuadés a 99% de la correction de la preuve.
La vérification de cette preuve par des méthodes formelles est un sujet de recherches
actif dans le cadre du projet Flyspeck®.

— Les preuves du théoréeme des 4 couleurs, la derniére en date étant celle de Georges
Gonthier qui utilise ’assistant de preuves CoQ), reposent sur la confiance attribuée aux
machines et a leur implémentation.

— “L’énorme théoréme” de classification des groupes finis simples repose sur de nombreuses
publications (plusieurs milliers de pages au total).

La vérification de telles preuves requiert donc un effort qu’un humain ne peut effectuer

seul. Les machines deviennent alors de précieux auxiliaires qui ne sont pas de simples cal-

culatrices, mais des “penseurs” automatiques, nous déchargeant de vérifications fastidieuses.

Un probléme analogue se trouve dans le développement tentaculaire de I'informatique :
on ne compte plus les “bogues” qui ne se résument pas a de simples plantages d’ordina-
teurs personnels, mais peuvent affecter le fonctionnement de collectivités. Citons les plus
célébres :

— Panne du systéme de contrdle aérien de I’aéroport de Londres Heathrow (2004,2000, .. .)
— Panne du systéme de réservation de la SNCF en 2004.

— Panne du réseau d’un grand opérateur francais de la téléphonie mobile en 2004.

Crash de la fusée Ariane 5 en 1996.

— Erreur de calcul d’un célébre microprocesseur en 1994.

Le besoin de développer des méthodes pour vérifier le bon fonctionnement des programmes,
spécialement dans les domaines dits critiques ol des vies humaines ou des intéréts collectifs
sont en jeu, se fait donc clairement sentir. Par bon fonctionnement, il s’agit de réaliser deux
étapes : premiérement, il faut définir précisément ce qu’on veut que le programme fasse (ce
qu’on appelle les spécifications), et ensuite il faut vérifier que le programme satisfait ces
spécifications.

Pour cela, différentes approches sont utilisées, et nous distinguons les méthodes informelles
des méthodes formelles. Les méthodes informelles servent & guider un développeur ou une
équipe de développeurs dans 1’élaboration d’un logiciel :

— Les régles de génie logiciel qui concernent les méthodologies de développement, les régles

bhttp ://www.math.pitt.edu/ thales/flyspeck/index.html
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d’écriture de programmes, le management ...

— Les tests servent a vérifier le bon fonctionnement dans la majorité des cas.

On voit que ces méthodes, bien qu’apportant certainement une meilleure qualité dans le

développement, n’apportent aucune certitude.

Les méthodes formelles utilisent, elles, des méthodes mathématiques :

— Le model checking étudie 1’évolution de systémes dans le temps a 'aide de la logique
temporelle.

— L’interprétation abstraite, qui permet de dégager des propriétés générales de programmes.

— La méthode B [1], issue de la logique de Hoare [27], permet de certifier des programmes
écrits dans un style impératif.

— Les assistants de preuve (PVS,CoQ, Nqthm, Mizar, Isabelle-HOL, PhoX, ...) permettent
de décrire des langages et prouver formellement des propriétés de programmes (voir [5]
pour une présentation des assistants de preuve).

Notre approche se situe dans la derniére catégorie : nous élaborons un langage de démons-

tration avec son systéme logique, de facon a prouver des propriétés de programmes. Elle se

situe dans la continuité de I’histoire de la théorie de la démonstration, que nous présentons
maintenant.

1.1.2 Théorie de la démonstration, A-calcul et types

L’histoire de la logique et de ’étude du raisonnement est trés ancienne, elle remonte a
Aristote (—384 - —322) qui a inventé la figure du syllogisme (voir par exemple [44]| ou [20]
pour un apercu de l'histoire de la logique). Cependant, son étude symbolique est assez
récente. Le premier & avoir donné un formalisme pour le raisonnement est David Hilbert
(1862-1943) (voir [17] pour une présentation), mais la formulation la plus “naturelle” en
tant que séparant les hypothéses des conclusions est la déduction naturelle de Gerhard
Gentzen (1909-1945) (voir [19] pour une présentation de la logique naturelle et du calcul
des séquents). Ces recherches étaient notamment motivées par le point 2 du programme
de 23 questions que Hilbert avait formulées en 1900 :

est-il possible de donner une preuve formelle de la consistance des axiomes de
larithmétique ?

Dans le domaine de ce qui était alors la recherche de I’expressivité des langages formels,
et dans la continuité du programme de Hilbert, cherchant a caractériser les fonctions ré-
cursives - identifiées” avec ce qui est possible de calculer -, Alonzo Church (1903 - 1995)
invente dans les années 30 le A-calcul, sorte de langage d’algorithmes élémentaire. Avec
I'invention des premiers ordinateurs, la théorie de la récursivité est devenue une branche
de la théorie des langages de programmation, le A\-calcul devenant un de ceux-la.

La représentation physique des données dans la mémoire des machines, a apporté la notion
de type de données qui permet de distinguer, par exemple, les booléens des entiers et des

"C’est ce qu’on appelle la “Thése de Church”, constatation empirique de la convergence de diverses
fagons de modéliser le calcul (machines de Turing, A-calcul, fonctions récursives .. .)
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chaines de caractéres. Ceux-ci permettent de décrire des types plus complexes : un test de
parité aura par exemple le type noté “entiers—booléens”, prenant en entrée un entier, et
renvoyant le booléen correspondant a sa parité.

Il fallut apparemment attendre les années 60 pour que les mathématiciens Haskell Curry
(1900-1982) et William Alvin Howard s’apercoivent qu’il est en fait possible d’interpréter
les programmes comme des preuves et les types comme des propositions : c’est ce qu’on
appelle la correspondance (ou analogie, ou isomorphisme) de Curry-Howard|28|. Cette cor-
respondance est un véritable athanor® : elle effectue la transmutation d’une preuve écrite
en déduction naturelle en un programme dont le type (la spécification) “est” I’énoncé que
I’on a prouvé. Le résultat n’est pas anodin, car il réconcilie la forme et le fond du dis-
cours : alors que I’étude du raisonnement per se semblait ne pas se soucier des dénotations
des objets sur lequel il raisonne (comme une figure de syllogisme fait abstraction de son
contenu), on retombe par Curry-Howard sur une description des objets dont on parle par
le fait méme d’en avoir parlé. C’est ce qu’on appelle aussi le contenu algorithmique d’une
preuve.

Cette correspondance permet ainsi de programmer sans en avoir conscience : les assis-
tants de preuve permettent d’extraire d’un raisonnement le programme correspondant,
sans efforts et en toute confiance. Cependant, la démarche usuelle, pragmatique, de la pro-
grammation est inverse : on programme un algorithme tout en ayant en téte la “preuve”
de sa correction®.

Notre approche se situe dans ce sens : nous batissons un langage fonctionnel, fortement
inspiré du langage Caml[14] de la famille ML, tel que 1'on puisse d’une part écrire les
algorithmes, énoncer leurs spécifications, puis vérifier qu’ils les satisfont.

Aprés cette présentation générale de I’histoire et des idées qui concernent notre domaine,
nous allons préciser un peu nos propos en présentant plus précisément notre domaine de
recherche et en détaillant notre contribution.

1.2 Etat de Dart

1.2.1 Systémes de types primitifs

Comme nous ’avons vu précédemment, ’objectif d’un systéme de type est d’exprimer le
sens des algorithmes.

Un systeéeme de type est associé a une logique, aussi nous pouvons donner en exemple celui
d’une logique ou le seul connecteur serait le “ET” (A). Le langage d’algorithme associé
serait limité a la paire (z,y) et aux premiéres et secondes projections (m; et m;). Un type
est donc ici :

— Soit une constante atomique (P,Q,...)

— Soit une conjonction (A A B) de deux types A et B

8casserole des alchimistes.

%0On peut penser aux formules de Ramanujan(1887-1920), mathématicien indien qui fournissait ses
résultats sans preuve et dont les travaux fournissent encore du travail pour les justifier.
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Un programme est donc ici :

— Soit une constante atomique (x4,7p,...), dont on suppose qu’elles appartiennent aux
types sous-notés.

— Soit une paire (u,v) de deux programmes u et v

— Soit une premiére (resp. une seconde) projection d’un programme 7 (u) (resp. ma(u))

Ceci nous donne les régles suivantes :

Az p:A q:B/\I
T A (p,q): (AAB)
p:(AAB) p: (AN B)
PEERT) g PEAAT) N
m(p): A mo(p) : B

Les processus de calcul sous-jacents, qui correspondent & une simplification de ma preuve
sont :

m((u,v)) =u et m((u,v)) > v
Les deux propriétés, faciles a établir, de ce systéme de type, sont :

1. Préservation du type par réduction : si on peut dériver p : A et si p > ¢, alors on
peut dériver ¢ : A

2. Normalisation : si on peut dériver p : A, alors la réduction de p s’arréte.

Si on s’autorise de plus a aller réduire sous les paires, la deuxiéme propriété devient une
propriété de normalisation forte, c’est & dire que toute réduction de p s’arréte.

Un systéme de type plus usuel et plus intéressant est basé sur le constructeur —, qui
symbolise I'implication. Dans ce cas, le langage sous-jacent est le A-calcul dont les termes
sont :

— Soit une variable (z, y, ...)

— Soit un terme ¢t dans lequel on a abstrait sur une variable x : \x.t.

— Soit un terme u appliqué a un autre terme v : u(v).

Pou écrire les régles de typage, une fagon commode est de raisonner sur des séquents de la
forme ' -t : A, I' étant un contexte formé d’une liste de déclarations de types de variables
(x: Ayy: B,...), le signe I un séparateur, et ¢t : A la conclusion :
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x:Ael
— Ax
'kFz:A
x:A+t: B 'ru:A— B 'kFov:A

I

_)
'kXet:A— B u(v) : B

La régle de réduction associée est :

Ax.t(u) =tz = u

Le systéme , bien que beaucoup plus expressif que le précédent, en conserve les propriétés
de préservation du type par réduction et de forte normalisation.

1.2.2 Polymorphisme, types dépendants et PTS

Le langage de types restreint au seul constructeur — est assez pauvre, et d’autres systémes

ont été élaborés pour permettre d’exprimer :

— des types dépendants de types, comme les types paramétrés List [nat] (listes d’entiers),
List[Bool] (listes de booléens), ...

— des termes dépendants de types

— types dépendants de termes, comme les tableaux de taille un entier donné Array([n], ...

On se donne un ensemble de “genres” (noté Kind dans la littérature), et on suppose que

“I’ensemble des types” est un genre (ce qui est noté Type : Kind).

Le principe est de remplacer la fléeche — par des produits Iz : A.B, exprimant intuitive-

ment le domaine des fonctions qui & un objet de A associent un objet de B, x pouvant

apparaitre dans B :

1. Si A et B sont des types, cela correspond a la fléche usuelle (termes dépendants de
termes) : on considére que Iz : A.B est un type : c’est la régle (T'ype, Type, Type)

2. Si A est un genre, et B est un type, cela correspond au polymorphisme (types dépen-
dants de types pour le systéme F'), on considére encore que Ilz : A.B est un type :
c’est la régle (Kind, Type, Type).

3. Si A est un type et B est un genre, cela correspond aux types dépendants de termes,
et on considére que I1x : A.B est un genre : c’est la régle (T'ype, Kind, Kind).

4. Si A est un genre et B est un genre, on considére que Ilz : A.B est un genre (types
dépendants de types si A et B sont T'ype) : c’est la régle (Kind, Kind, Kind).

Si on se donne le premier point, les trois points suivants peuvent étre vus comme les trois
dimensions d’un cube appelé “cube de Barendregt” (voir [37] pour une présentation).

Il est possible de rajouter d’autres formations de termes, en ajoutant d’autres espéces
d’objets que Kind et T'ype, on obtient alors des Systémes de Types Purs (“PTS”), mais il
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est important de bien en cerner les régles pour éviter de tomber dans I'inconsistance ; c’est

ce qui se passe avec le systéme U~ , qui comporte les régles :

— Sort : Kind et Type : Sort

— Possibilités de produits : (Sort, Sort, Sort), (Kind, Sort, Sort), (Type, Type, Type), et
(Sort, Type, Type).

Le systéme le plus riche du cube est le calcul des constructions. Cependant, le systéme

ne permet pas de séparer les parties d’une preuve informatives (correspondant au type de

donnée désiré) de celles non-informatives (correspondant a la preuve que l'objet désiré a

la propriété voulue).

1.2.3 Omission de contenu non-algorithmique, et sous-typage

Christine Paulin [42] a remédié & ce probléme en ajoutant au PTS du calcul des construc-
tions un nouvel habitant Prop : Kind. On a donc les mémes régles de formation des
produits, mais on peut distinguer dans un terme de preuve la “partie qui calcule” de type
un objet de type T'ype, de celle qui “ne calcule pas”, de type un objet de type Prop.

Par exemple, si on souhaite décrire le type paramétré par par A et P des objets de type A
qui ont une propriété P, soit qui habite le type de CC :

AA : Type AP : A — TypellK : Type.(A — (Pz) — K) — K

il devient, si ’on ne s’intéresse qu’au type de données A :

A : Type AP : A — ProplIK : Type.(A — (Px) - K) - K

Une autre approche consiste & prendre directement un terme de preuve issu d’'un systéme
de typage, puis a 1’élaguer pour n’en garder que l'information intéressante : ce sont les
techniques de “pruning” développées par Stefano Berardi [6] et élargies au systéme F' dans
[9].

Le sous-typage consiste & modéliser la relation d’inclusion entre types. Dans les systémes
de types avec sous-typage, on distingue les relations de typage (de conclusion ¢ : A) de
celles de sous-typage (de conclusion A C B), et la régle permettant d’utiliser une relation
de sous-typage est :

'Fu:A '-AcB
t: B

Citons le systéme F.. (ou F' — sub) [12] qui étudie les relations de sous-typage dans le
systéme F'. Ce systéme a été étendu dans |13] en ajoutant au systéme de types des enregis-
trements. Cette relation est largement exploitée dans les langages de programmation avec
les concepts de modules et d’objets : nous y reviendrons dans cette introduction.
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1.2.4 Types inductifs

Les langages de programmation, et les mathématiques, utilisent également les types in-
ductifs définis comme les plus petits ensembles vérifiant certaines propriétés, ou clos par
certaines fonctions, tels les entiers, les ordinaux ...

Ajouter un systéme de types inductifs de facon analogue a celle des langages de programma-
tion fonctionnels nécessite 1'utilisation d’un récurseur généralisé, ce qui n’est pas possible
dans un cadre de normalisation forte ou faible d’un systéme.

Christine Paulin [42] a résolu ce probléme dans le calcul des constructions inductives ou
un récurseur est construit pour chaque type défini, ces derniers étant codés dans le calcul
des constructions.

Afin d’éviter le probléme de I'inefficacité des types inductifs codés au second ordre, Michel
Parigot [41] a proposé un systéme dans lequel les types inductifs sont des types de base du
systéme. C’est ce qui est également proposé dans la thése de Christophe Raffalli[48].

1.2.5 Modules, types nommés et types abstraits

Les langages de programmation de la famille M L utilisent la notion de modules (voir [14],
[46]) pour structurer les développements : ce sont des enregistrements appelés structures
dans lesquels chaque champs dépend des champs précédents, et qui sont associés a des
types qu’on appelle leurs signatures. Le systéme de modules permet également de nommer
des types et d’utiliser des types abstraits qui sont dans ce contexte des types nommeés dont
la signature masque la définition. Les modules ne sont pas vus comme des programmes
ordinaires, mais comme des facons d’organiser les programmes.

La modélisation des types abstraits en tant que types existentiels [38] permet d’intégrer
ceux-ci dans les programmes ordinaires, mais le nommage des des types est un probléme
plus délicat, traité dans le cas des variables (i.e. sans véritable nommage, mais avec des
projections restreintes aux cas ot les programmes sont des variables du contexte) dans [11]
ou il ne pose pas d’ambiguité.

Cependant, I'utilisation des modules comme des programmes ordinaires est un trait assez
intéressant car il permet de les paramétrer par des programmes ordinaires, et donc de les
modifier en cours de calcul. Claudio Russo [52]| a proposé un tel systéme, mais son systéme
a été prouvé inconsistant (via un contre-exemple dans I'implémentation de Moscow ML)
par Derek Dreyer [21], qui propose avec Karl Crary et Robert Harper [22] un formalisme
pour résoudre ce probléme.

Les signatures des modules & la ML sont déja une ébauche de spécification, permettant de
s’assurer d’une certaine facon de la correction des programmes, mais ne permettant pas
d’écrire des spécifications fines.

Dans le formalisme “EML” (extended ML) développé a Edinburgh (voir par exemple la
présentation de Kahrs, Sanella et Tarlecki [29]), il est possible d’ajouter dans les signa-
tures des propriétés des programmes, et de les prouver. Ce formalisme souffre cependant
d’une limitation, en ce sens qu’il ne dispose pas de fondements théoriques pour prouver sa
consistance.
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1.3 Contribution et plan de la thése

Les systémes de types issus de la logique (F [24], AF2 [32|, CCI [42],...) présentent cet

avantage de cerner précisément les types de données, mais par contre n’autorisent que des

programmes fortement terminants (en particulier, ils ne tolérent pas d’opérateur de point
fixe général) : ils sont donc trop “rigides”. Les systémes de types issus de 'informatique

(pour les langages fonctionnels) sont, par contre, trop “laxistes” : certains (ML, Haskell,. . .)

permettent de donner, par exemple, le type “entier” a des expressions qui ne terminent pas,

ou a des exceptions.

Nous souhaitons combiner dans notre approche les avantages des deux techniques : d'une

part, pouvoir étre certain de la forme d’un résultat lorsqu’il est typé, et d’autre part avoir

une expressivité proche des langages de programmation réels.

Nous nous basons sur le systéme ST (initiales de sous-typage) de Christophe Raffalli

([50],]49]), qui utilise 'omission de contenu algorithmique et le sous-typage, et dont la

particularité est de considérer un jugement de sous-typage comme une propriété logique,

permettant ainsi de I'intégrer dans les types.

Le systéme ST satisfait aux critéres précédents : d’une part, on est stir de la forme d’un

résultat lorsqu’il est typé, et d’autre part on sait que son expressivité est trés forte (no-

tamment via le théoréme 47 de [49] qui établit sa complétude vis & vis de la réalisabilité
formelle [32]). Les exemples développés dans les articles et dans cette thése permettront
d’étayer ce propos.

Notre contribution se situe sur deux plans :

— Sur le plan théorique, nous dégageons une sémantique plus générale de ST, complétons
la preuve de préservation du type, et affinons I’étude de son expressivité en y exprimant
des propriétés nouvelles que nous détaillons ci-dessous.

— Sur le plan des applications, nous montrons comment obtenir sur la base de ST un lan-
gage fonctionnel avec spécifications, comportant de nombreux traits de programmation :
— Un riche ensemble de types de données : paires, types sommes, enregistrements, types

inductifs et co-inductifs, types abstraits, polymorphisme.
— Un langage de modules du premier ordre comprenant des formules dans les signatures.
De plus, la correction de ce langage est en trés grande partie certifiée sur machine.

Au niveau des types inductifs et co-inductifs, I'intérét est que les codages sont faits en

interne dans le systéme, sans recourir 4 une extension.

Les 4 premiers chapitres concernent I’étude théorique du systéme ST :

— Le chapitre 2 présente la sémantique qui sous-tend le systéme ST.

— Le chapitre 3 donne les régles du systéme, et établit sa correction par adéquation dans
les modéles vus au chapitre de sémantique.

— Le chapitre 4 contient notre preuve de préservation du type dans ST.

— Nous étudions dans le chapitre 5 I’expressivité de ce systéme de types sous deux angles :
— une extension simple du systéme (non-trivialité) permet d’y montrer son incompati-

bilité avec la logique classique, et une forme d’incomplétude.
— bien que le systéme ne soit pas normalisable, nous montrons qu’il permet tout de
méme d’exprimer en interne, par le sous-typage, les propriétés de normalisabilité et
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de résolubilité.

Les 4 derniers chapitres concernent le langage de programmation proprement dit :

— Nous commencons par donner dans le chapitre 6 une extension du systéme ST, et don-
nons la représentation de quelques types de données.

— Le chapitre 7 est une description d’un langage de programmation fonctionnel typé proche
de ML, avec des spécifications.

— Nous décrivons dans le chapitre 8 un langage de modules avec spécifications qui ont
un statut du premier ordre (c’est & dire qu’ils peuvent se manipuler comme des pro-
grammes)10.

— Nous donnons ensuite la preuve des énoncés de correction concernant le langage, et
terminons par un chapitre donnant quelques pistes de recherche.

10T es chapitres 7 et 8 peuvent se lire indépendamment
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Chapitre 2

Préliminaires sémantiques

Nous présentons ici les notions mathématiques générales qui sous-tendent les notions infor-
matiques présentées dans les chapitres suivants. L’objectif est de rendre plus généraux les
raisonnements qui portent sur ’étude de notre langage, qui pourraient ainsi se généraliser
a I’étude d’autres objets. Aprés une introduction situant notre approche sémantique par
rapport aux autres, nous présentons dans une premiére section des résultats “classiques”
sur les treillis (notamment 'induction et la coinduction, voir par exemple [34|), en mettant
I’accent sur les notions d’éléments premiers et d’éléments compacts, ce qui nous semble
nouveau. Nous voyons également comment le schéma de compréhension peut s’exprimer
dans ce cadre. Dans une seconde section, nous voyons comment ces résultats peuvent s’ap-
pliquer dans le cadre d’espaces de parties d’'un ensemble saturées par une relation. Enfin,
dans une troisiéme section, qui cerne plus précisément ce dont on aura besoin par la suite,
nous voyons comment construire dans une certaine généralité, a partir des notions vues
dans la premiére section, des modéles du A-calcul qui ont & la fois un sens dénotationnel
et opérationnel (car la réduction y est interprétée). Bien que I'introduction se référe a des
notions propres a I'informatique, les deux sections suivantes (2.2 et 2.3) sont d’un niveau
assez élémentaire, et sont lisibles par tout mathématicien méme dépourvu de culture dans
ce domaine.

2.1 Approches sémantiques de ’algorithmique

La froide et pure logique, s’intéressant au calcul de la valeur de vérité d’énoncés construits
dans tel ou tel langage formalisé, s’incarne dans la réalité (mathématique) par le biais de
modéles dans lesquels on donne un sens aux énoncés. Précisons. Un ensemble, souvent fini -
tout au moins engendrable mécaniquement - d’énoncés, duquel on déduit d’autres énoncés
s’appelle une théorie (théorie des ensembles, théorie des groupes, arithmétique, ...). Un
objet mathématique dans lequel on interpreéte les énoncés d’une théorie par des faits vrais,
s’appelle un modéle de cette théorie (voir par exemple [17] ou [19] pour une présentation
précise) : c’est ainsi que, comme en linguistique - d’ou provient d’ailleurs le terme - on
parle de sémantique d’une théorie.

13
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Effectivement, dans le cadre de la linguistique, on distingue la syntaze (étude des mots

et des phrases, ou signifiants) de la sémantique (étude des concepts, ou signifiés). Cette

analogie tient & ce que l'intuition mathématique repose sur une collection de signifiés,

objets mentaux dont nous admettons “I’existence” (1, 2, 3 ..., un point, une droite, une

sphére, ...) ou plutét dont nous partageons, par un accord mutuel basé sur notre culture

et notre expérience, une connaissance tacite.

L’approche sémantique apporte donc a la pure logique :

— un solide étayage pour les théories, établissant leur consistance par le biais des modéles.

— un précieux guide dans les démonstrations : notre esprit interpréte en permanence les
énoncés qu’il manipule.

— des preuves d’impossibilité de prouver certains énoncés, en batissant des modéles qui les
réfutent.

Dans le domaine qui nous intéresse ici, 'objectif est d’une part de construire un langage
d’algorithmes!, c’est & dire :

— Un ensemble de mots, qu’on appelle programmes.

— Des régles de réécriture sur ces mots, qui décrivent comment les programmes s’évaluent.
D’autre part, nous voulons étre capable d’exprimer des propriétés des programmes dans
un langage lui aussi formalisé. Les approches sémantiques du domaine consistent :

— a interpréter le langage de programmation et ses lois.

— a interpréter le langage des propriétés de programmes.

Nous présentons a présent ces deux approches.

2.1.1 Sémantiques des langages

Remarque: Cette approche n’étant pas directement liée & notre travail, nous en faisons
une présentation succinte.

On distingue usuellement deux sémantiques : 1’opérationnelle, qui étudie les lois d’évalua-
tion du langage, ’objet mathématique étant le langage lui méme, et la dénotationnelle,
qui cherche & interpréter les mots du langage dans un autre ensemble mathématique, de
maniére & pouvoir en cerner certaines propriétés.

Nous présentons ici ce qui concerne ce langage simple qu’est le A-calcul. Rappelons succin-
tement sa syntaxe : on se donne un ensemble dénombrable de variables V', et un terme du
A-calcul est :

— soit une variable x € V'

— soit Uapplication de deux termes u et v, notée (u v)

— soit l’abstraction d’une variable x € V' dans un terme ¢, notée \z.t

On dit qu'une occurrence d’une variable x est liée si elle apparait dans un terme de la
forme \z.t.

Notation 1 On notera A ’ensemble des \-termes, quotienté par l’a-équivalence qui est la
relation décrivant le renommage correct des variables liées.

Lon rencontre plus usuellement le terme de langage informatique, ou de programmation.
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Sa régle de réécriture de base consiste en la contraction d’un radical (ou redex?), qui est
une application dont le membre de gauche est une abstraction :

Azt u) >rea tr =y
—— ——
radical contracté

t[z := u| représentant la substitution correcte de = par u a toutes les occurrences de x liées
par le A (pour une présentation plus précise, notamment des notions de variables liées, de
renommage et de substitutions, voir par exemple [32], [34], [7], [3] .- .)-
La contraction d’un radical est a rapprocher de I'application d’une fonction & un argument,
qui “donne” un résultat. Par exemple, soit f la fonction qui & un entier n associe n + 2.
On la note usuellement n +— (n + 2), et on peut aussi la noter An.n + 2. L’application de
f 4 un argument est “égale” a son réduit, dans le sens ot f(E) = (n+2)[n:=E] = E+2
pour toute expression arithmétique F£.
Tout comme a I'intérieur d’un calcul algébrique on s’autorise a remplacer une sous-expression
par son résultat, on étend la contraction en définissant les notions de fy- et de S-réduction :

Définition 1 La (y-réduction, notée >z, est définie par :
t > rad t
t > Bo t
t > Bo t t > Bo t t > Bo t
Av.t =g, Axt' (t u) =g (' w) (u t) =g (u )

La 3-réduction, notée -5 est définie par :

t>—gt

t > Bo t t 3 t t 3 "

t =3 t/ t 3 "

Partant, il est ainsi naturel de chercher des modéles o la 3 réduction s’interpréte comme
I’égalité, et ol les termes peuvent s’interpréter comme des fonctions.

Dana Scott [53] a introduit la théorie des domaines, qui permet d’interpréter les A-termes
a la fois comme des éléments d’un domaine D et comme des fonctions de D — D. On
utilise en fait un sous-ensemble [D — D] de D — D, qui sera la partie de D — D
correspondant aux fonctions “codables” par des termes, et se caractérise en tant qu’espace
de fonctions continues sur D pour une topologie (D sera un ensemble ordonné muni de
certaines propriétés, nous renvoyons a [34],[32] pour de plus amples détails).

L’idée de la représentation est la suivante :

2Contraction de “reducible expression”
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[D — D] A D

[D — D]

On définit deux fonctions v : D — [D — D] et A : [D — D] — D telles que ao\ = id.

Et on définit par induction une interprétation I, des A-termes, qui dépend d’une valuation
v:V — D des variables :

- L(z)=v(x)siz eV

= L,(t(u)) = a(L(t))(Ls(u))

— Ly(Az.t) = ANd — Ljz=q(t))

Modulo la vérification que d +— [y[;.—q) (t) est continue, cela définit une interprétation, et
on a, par ao\ = id, et par des lemmes techniques sur les substitutions :

L(Az.t(u)) = (ao(d = Lyg.—q(t)))Lu(u))
= vz—[v(u ( )
= L(t[z :=u])

ce qui montre que 1’on obtient bien un modéle de la G-équivalence.

Citons les modéles P,, D.,. Les applications connues de cette théorie sont I’étude d’ex-
tensions consistantes du A-calcul (déductions supplémentaires ...), et des arguments de
réfutation (il n’existe pas de terme qui a telle ou telle propriété . ..) : voir par exemple [32],
[7] pour des précisions.

Nous allons maintenant présenter la sémantique des énoncés, et comment nous parvenons
a retrouver une forme de sémantique des termes par son biais.

2.1.2 Sémantique des énoncés

Les propositions définies dans un langage formalisé sont interprétées usuellement par leur
valeur de vérité : Vrai ou Faux. La sémantique dite de Brouwer-Heyting-Kolmogorov ([30],
[26],...) propose une autre approche de la valeur de vérité : la valeur d’une proposition est
I’ensemble de ses preuves, du moment que ces preuves sont formalisées. Une technique liée
a ces idées est la réalisabilité de Kleene (voir par exemple [42] pour une présentation). Don-
nons un exemple dans le cadre restreint ou le langage est le sous-ensemble des formules du
calcul propositionnel avec pour seul connecteur —, une formalisation arborescente simple
des preuves en déduction naturelle étant donnée par les régles du A-calcul simplement typé
(qui correspondent a la logique minimale) :
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Ar (1 €{l;...;n
1A, Ao Ay (et 2

A, x, A EEF
A, Tt Ay F At A, > F

-7

A, x, ARt F— G A, e, Ay bu F
x1: A, Ay (E w) G

—E

L’idée est qu'une preuve de F' — G est un procédé de calcul permettant d’obtenir, a partir
de toute preuve de F, une preuve de G, la S-réduction devenant un procédé d’élimination
de coupures (succession de —; et de —g). On voit de plus que, les preuves étant codées
par des A-termes, suivre l'idée d’identifier une formule avec ses preuves, revient donc a
interpréter une formule par un ensemble de A-termes.
Ainsi, si on se donne une valuation v de I’ensemble des constantes propositionnelles dans
les parties de A, une notion d’interprétation [, des formules dans I’ensemble des parties de
A peut étre défini par :
— I,(A) = v(A) si A est une constante.
- I,(F — G) ={t;Vu € F, (tu) € G}.
On définit pour un A-terme ¢ le prédicat “¢ réalise F”, noté t E F', par t € I,(F'), et on veut
le résultat :

sikt:F alors tFEF

Une condition suffisante pour cela est que l'interprétation des constantes soit dans un
ensemble de parties F tel que :

pour tout A, B € F, pour tout t € B
siulx :=1t] € A, alors (A\z.u t) € A

(c’est ce qu’on appelle une propriété de saturation).

Le résultat reste vrai pour des sémantiques analogues dans de nombreux systémes de typage
(systémes T de Godel [24], F' de Girard [24], AF; de Krivine [32], ...).

Dans le systéme ST, la sémantique joue un role central, et comme il s’agit de la base sur
laquelle nous batissons notre travail, nous avons choisi de I’étudier un peu précisément : de
propriétés de termes et de formules, ce qui nous intéresse devient les propriétés d’ensembles
de termes.

Souhaitant nous dégager au maximum des propriétés propres aux ensembles de \-termes,
nous allons nous placer dans un cadre plus abstrait, qui concerne les ensembles ordonnés.
Nous nous intéresserons donc aux propriétés d’ensembles ordonnés aptes a étre des can-
didats pour raisonner sur la réalisabilité, et en particulier qui contiennent des éléments
irréductibles (que nous appellerons premiers). Dans une premiére partie, nous nous pen-
chons sur le schéma de compréhension et les ensembles inductifs et coinductifs auxquels
nous apportons un regard orienté vers les éléments premiers. Nous montrons ensuite que
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notre catégorie d’ensembles ordonnés correspond en fait aux ensembles de parties saturées.
Enfin, dans une troisiéme partie, nous voyons comment ajouter certaines propriétés a ces
ensembles, pour obtenir, d'une part, une interprétation de —, et d’autre part, ce qui est
pour nous une surprise, une interprétation des A-termes eux mémes, les notions de 3 et d’n
réductions devenant des inégalités.

2.2 Treillis complets premiers

2.2.1 Rappels sur les ensembles ordonnés

Définition 2 Un ensemble ordonné est un couple (E, <) tel que < soit une relation :
— réflexive : pour tout v € E, v < x.

— transitive : pour tous x,y,z € E, six <y ety <z, alors v < z.

— antisymétrique : pour tous x,y € £, six <y ety <z, alors x = y.

Définition 3 Soit (E, <) un ensemble ordonné, et A C E.

— Un élément v € E minore (ou est un minorant de) A si pour tout a € A, z < a.

— Un élément x € E magore (ou est un majorant de) A si pour tout a € A, a < x.

— a € A est un plus petit élément de A si a minore A.

— a € A est un plus grand élément de A si a majore A.

~ A a une borne supérieure (ou un sup) si l’ensemble de ses majorants est non vide et
a un plus petit élément, que ’'on note VA .

— A a une borne inférieure (ou un inf) si 'ensemble de ses minorants est non vide et a
un plus grand élément, que l’on note NA.

Définition 4

— Un sup-treillis complet est un ensemble ordonné (E,<) qui posséde un plus petit
élément (noté L) et tel que tout sous ensemble a un sup.

— Un inf-treillis complet est un ensemble ordonné (E, <) qui posséde un plus grand
élément (noté T ) et tel que tout sous ensemble a un inf.

Les deux définitions d’inf- et sup- treillis complet étant équivalentes, nous donnons la
définition suivante pour un treillis complet :

Définition 5 (Treillis complet) Un treillis complet est un quadruplet (E, <, 1, T) tel
que :
- (E, <) soit un ensemble ordonné,

— tout sous ensemble de E ait un sup et un inf,
- 1L =AEetT=VE.

Exemple 1

- (P(D),C,0, D) est un treillis complet pour tout ensemble D.

— L’ensemble des ouverts (ou des fermés) d’une topologie définie sur un ensemble X est un
treillis complet (on remarque que dans ce dernier exemple, linf d’une famille d’ouverts
n’est pas lintersection de cette famille -qui peut étre un fermé- mais son intérieur).
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2.2.2 Eléments premiers

Définition 6 (Eléments premiers, éléments compacts) Soit (E, <) un ensemble or-
donné. On dit que p € E est premzier si :

-p# L

— pour tout A C E, si p < VA, alors il existe a € A tel que p < a.

Sie € E, on note P. = {p;p est premier et p < e}.

On dit que k € E est compact si :

— k est premier

— Pour tout p premier, si k < p, alors k =p

Sie € E, on note K, = {k; k est compact et k < e}.

Remarque: La notion d’élément premier est & rapprocher de la notion de primalité dans
I’ensemble ordonné (N, divise) : si A = {ey;...;e,} est un ensemble fini d’entiers, VA =
PPCM(ey,...,e,). Il est clair que p est premier si et seulement si pour tout A fini, si
p < VA, alors il existe a € A tel que p < a.

La notation suivante sert & exprimer des raccourcis pour les prédicats restreints aux élé-
ments premiers ou compacts :

Notation 2
— On note Vz : a.P(x) pour Vx € P,.P(x)
— On note Vz 3 a.P(x) pour Vx € K,.P(x)

Définition 7 Un ensemble ordonné est premaer si pour tout e € E, e = VP..
Un ensemble ordonné est compact si il est premier et si tout élément premier est com-
pact.

Comme nous aurons souvent a parler de treillis compacts ou de treillis premiers, nous avons
la notation suivante :

Notation 3 Un treillis complet premier (resp. compact) est noté TCP (resp. TCK). Dans
un treillis complet, on notera Pg (resp. Kg) l’ensemble de ses éléments premiers (resp.
compacts) (a la place de Pr (resp. Kt)).

Dans un TCP, la relation d’ordre jouit de la propriété suivante :
Proposition 1 Soit £ un TCP, et a,b € E. On a :
a<b<=Vr:a(x<b)

preuve:

— = : est immédiat, car si z < a, alors x < b

- «—:siVr:a(z <b),alors {z;2 € P, ANx <b} = P,. Or, V{z;x € P, Nz < b} < b par
définition de la borne supérieure, et donc VP, < b. Comme E est un TCP, a = VP,, ce

qui nous donne le résultat.
O
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2.2.3 Schéma de compréhension dans les treillis complets

On appellera dans cette section prédicat sur F tout énoncé a un paramétre dans F.

Définition 8 Soit £ un treillis complet, et ® un prédicat sur E. On appelle schéma de
compréhension de ®, noté SC(P), I’élément de E défini par :

SC(®) = V{x € Pg; P(x)}
Le fait suivant justifie la dénomination de schéma de compréhension :

Fait 2 Soit E un treillis complet, et ® un prédicat sur E. Alors :
Vk i T.(k < SC(P) = P(k))

preuve: Si k est compact, alors k est premier, donc si k < V{x € Pg; P(z)}, alors il existe
a tel que a € Pg et ®(a) et k < a. Comme k est compact, on en déduit que k£ = a et donc
(k). O
Un corollaire de ce fait est la proposition suivante, qui est trés intuitive :

Proposition 3 Soit E un treillis complet, a € E et ® un prédicat sur E.
1. Si E est un TCP, alors : Vx : a.®(z) = a < SC(D)
2. Si E est un TCK, alors : Vx : a.9(x) <= a < SC(P)

preuve:

1. Est un corollaire de la proposition 1 page 19 : en effet, si Vx : a.®(z), alors il est clair
que Vz : a.x < SC(®).

2. Le 1. nous donne déja un sens, ’autre sens nous est donné par le fait que dans un
TCK, Vz : a.®(z) & Vz :; a.P(x), le fait précédent nous donnant immédiatement
que a < SC(P) = Vz 1 a.P(x).

O

2.2.4 Axiome du choix dans les treillis complets

Notation 4 Nous adoptons dans cette section les notations suivantes :
- 51 A et B sont deuz ensembles, on notera A — B [’ensemble des applications de A dans

B
- Si f € A— B, on notera aussi x — f(x) pour f.

On rappelle maintenant la définition de I'opérateur de description définie, ou fonction de
choix :
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Définition 9 (Fonction de choix) Soit F' un ensemble et P(F') l’ensemble des prédicats
sur F'. On appelle fonction de choiz, notée A, toute fonction de P(F) dans F telle que :

pour tout P € P(F), s’il existe un x € F tel que P(x) =1, alors P(A(P)) =1

Sous forme de diagramme sagittal, on a donc :

A: P(F) — F
P — un f € F tel que s’il existe un x € F tel que P(x) =1, alors P(f) =1

Dans la suite, on suppose fixée une fonction de choix Ar pour tout ensemble F. Le fait
suivant illustre 1’utilité potentielle d’une fonction de choix dans un treillis complet :

Fait 4 Soit E un treillis complet et (F;);c; une famille d’ensembles. Alors, pour touti € I,
il existe une fonction, notée .; telle que :

- .; a pour domaine (F; — E) x Pg et pour codomaine F;

— Pour tout ¢ € F; — E, pour tout e € Pg :

si e<V{o(f);f€F}, alors e<¢(i(p,e))

Sous forme de diagramme sagittal, on a donc :

i (F;— E)x Pp — F
(¢,e) = un [ € F; tel que e < o(f) sie <V{o(f); f € Fi}

preuve: Soit ¢ € (F; — E) et e € Pg. On pose Py, le prédicat e < ¢(f). Si e <
V{o(f); f € F;}, alors comme e est premier, il existe f € F; tel que e < ¢(f). Il suffit donc
de poser .;(¢,e) = Ap,(Pg,e))- O

Notation 5 On notera e.;¢ pour .;(¢,e).
Le fait précédent nous améne a donner un nom a l'opérateur . :

Définition 10 (Projection) Soit E un treillis complet et (F;);c; une famille d’ensembles.
Alors, pour tout © € I, la fonction .; définie par le fait précédent est appelée projection
d’indice 1.

Le lecteur averti est certainement conscient & ce point que notre but est de généraliser
les types abstraits afin d’étre capable de “projeter” n’importe quelle composante définie
abstraitement dans un type (qu’elle soit un type, un type paramétré, un prédicat, un pro-
gramme, etc ...). Cependant, si de multiples composantes sont définies abstraitement, on
veut pouvoir les projeter toutes “simultanément”, ¢’est pourquoi nous portons une attention
particuliére aux produits.
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Projections dans les produits
Nous commencons par faire un rapide rappel sur un “isomorphisme” bien connu :

Fait 5 Pour toute famille finie d’ensembles (A;)i<i<n et pour tout ensemble B, (A; X
.x A,) — BetA — ...A, — B sont en bijection. On note Curry((A4;)i<i<n, B) €t
Uncurry((A;)i<i<n, B) les bijections canoniques associés.

preuve: On a simplement : Curry((A4;)i<i<n, B)(f) = a1 — ... — a, — f(a1,...,a,),

et : Uncurry((A;)i<i<n, B)(g) = a — g(a1)(az) ... (a,).
O
On utilisera les notations suivantes :

Notation 6 — Soit E et A deux ensembles, et m un entier strictement positif. On note :
A" - Epour A —...— A— E.
—_—

— Soit E un ensemble, (A;)1<i<n, une famille finie d’ensembles, et m un entier strictement

positif. La notation :
(Ai)%ic, — B représente : A" - ... = A" - F
Le fait précédent va nous servir pour montrer la proposition suivante :

Proposition 6 Soit E un treillis complet, (A;)1<i<, une famille finie d’ensembles, et m
un entier strictement positif. Alors, il existe n x m fonctions notées (.(; jy)i1<i<n,<j<m telles
que :
— Pour tout (i,7) :
“(i,4) - (((Ai)gngign — E) x Pg) — A;
— Pour tout ¢ € (A;)7L,<, — E, pour tout e € P, si :
e <V{Y(any) - (amm));auj) € Ai pour tous i,j tels que 1 <i<netl<j<m}

alors :

e <Y(an@,e) ... (m(¥;e))
. P Fe Ay XA % XA X A, b =U . F — E, et
preuve: Posons IX . XA XX X ) neurry () — e

f = (a@),---amm) € F Prenons dans le fait 4, la famille (F;) réduite & un élément

qui est F. On a donc e < ¢(.(¢,e)). Posons .; (1, €) = (¢, €))mx(i-1)+;- On a .(p,e) =

(an@,e), ... .mm(,e)), et donc e < Curry(o)(.a,1(¥,e)) ... (-nm)(¥,e)), et comme
Curry et Uncurry sont des paires d’isomorphismes inverses :

e <Y(an(¥,e) ... (mme))

O
Dans cette proposition, qui peut paraitre artificielle, les ensembles A, ..., A, joueront
plus tard le role des (interprétations de) sortes, et les indices 1,...,m celui des noms sous

lesquels on abstraira des objets.
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2.2.5 Induction dans les treillis complets

Nous définissons 1’élément inductif associé & une fonction sans condition aucune sur cette
fonction.

Définition 11 (Elément inductif associé & une fonction) Soit E un treillis complet
et F' une fonction de E dans E. On appelle élément inductif associé a F, noté uF,
I’élément de E défini par :

uF = Nxz;Va € E(a <z = F(a) <x)}
Le fait suivant donne des propriétés basiques de I’ensemble inductif :

Fait 7 Soit E un treillis complet et F' une fonction de E' dans E. On a :
1. Va(zx < pF = F(z) < pF)
2. F(uF) < pF
3. Si I est croissante, alors uF' est le plus petit point fize de F

preuve:

1. On suppose que = < pF'. Par définition de la borne inférieure, cela signifie que x
minore tout y qui vérifie Va € E(a < y = F(a) < y). Il suffit, pour montrer que
F(z) < pF, de montrer que F(x) a aussi cette propriété. Soit donc un y tel que
Va € E(a <y = F(a) <vy). Par hypothése, x minore y, donc en substituant a par x
dans la formule précédente, on en déduit que F'(z) minore y.

2. C’est immédiat en prenant x = uF dans 1.

3. Il est immédiat de voir que si F est croissante, alors pF’ minore tous les points fixes
de F, car pour tout point fixe ¢ de F', pour tout x, si x < i, alors F(z) < F(i) = i.
Il reste & montrer que pF' est bien un point fixe, et d’aprés 2, il reste donc & montrer
que puF < F(uF). Il suffit pour cela de montrer que Va € E(a < F(uF) = F(a) <
F(uF), ce qui est immédiat en utilisant 2.

O
Le troisiéme point du fait précédent peut laisser a penser que notre présentation n’apporte
rien par rapport a la présentation traditionnelle du résultat de Tarski (voir par exemple
[34]). Cependant, on constate dans le fait suivant que la croissance de F' n’a pas d’influence
sur le principe d’induction, si on se place dans un espace suffisamment restreint.

Proposition 8 (Principe d’induction) Soit £ un TCK, I une fonction de E dans E
et P un prédicat sur E. On a :

Va(Vz : a.P(x) = Vr: F(a).P(x)) = Vz:uF.P(x)

preuve: On suppose que Va(Vz : a.P(z) = Vx : F(a).P(z)). En utilisant la proposition 3
page 20, on en déduit que Va(a < SC(P) = F(a) < SC(P)), d’ou vient par le fait 7 page
23 uF < SC(P), et finalement en réutilisant la proposition 3 page 20, Vo : pF.P(z). O
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2.2.6 Co-induction dans les treillis complets

Nous procédons comme pour les ensembles inductifs : on définit d’abord 1’élément co-
inductif associé a une fonction.

Définition 12 (Elément co-inductif associé a une fonction) Soit E' un treillis com-
plet et F' une fonction de E dans E. On appelle élément co-inductif associé a F, noté
vE, l’élément de E défini par :

vE =V{z;Va € E(z <a= 1z < F(a))}
On montre les propriétés basiques de I’élément co-inductif :

Fait 9 Soit E un treillis complet et F' une fonction de E dans E. On a :
1. Ve(vF <z <= VyMa(y <a=y < F(a)) =y <x))
2. Ve(vF <z = vF < F(x))
3. vF < F(vF)

4. Si F est croissante, alors vF' est le plus grand point fize de F.

preuve:

1. C’est évident par définition de la borne supérieure.

2. On suppose vF < z, ce qui donne par 1. Vy(Va(y < a =y < F(a)) =y < x)). 1l
faut montrer, par 1. encore Vy(Va(y < a = y < F(a)) = y < F(x))). On suppose
que VYa(y < a = y < F(a)), on a donc y < x, qu’on réinjecte dans I’hypothése, ce
qui nous donne y < F(x).

3. Immédiat par 2.

4. On suppose que F' est croissante. Pour montrer que vF' est un point fixe, il suffit
de montrer que F(vF) < vF, ce qui est immédiat car alors F(vF') vérifie que Va €
E(F(vF)<a= F(vF) < F(a)), qui est trivial par 2. et par croissance.

O

La proposition suivante donne deux principes de co-induction : le premier semble avoir
peu d’intérét pratique, et le second correspond a I'utilisation usuelle que ’on attend d’une
co-induction dans le cas croissant :

Proposition 10 (Principes de co-induction) Soit E un TCK, F une fonction de E
dans E, et P un prédicat sur E. On a :

1. Vy(Va(y <a=y < F(a)) = Vo :y.P(x)) = Vo : vF.P(x)
2. st F est croissante, alors : Vy(y < F(y) = Vo : y.P(z)) = Vo : vF.P(x)

preuve:
1. Est une application du fait précédent 1. a et de la proposition 3 page 20 2. & SC(P).

2. Il suffit de vérifier que si F' est croissante, y < F(y) <= Va(y < a = y < F(a)), ce
qui est trivial.

O
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2.3 Parties saturées

La notion de partie saturée, bien connue dans le domaine de 'informatique théorique, sert,
pour parler grossiérement, & identifier un élément d’un ensemble avec tous les éléments qui
sont en relation avec lui pour une certaine relation R; dans le cas ou R est une relation
d’équivalence, un sous-ensemble usuel des parties saturées par R est celui formé par les
classes d’équivalences. Nous présentons ici le cas général, et montrons qu’en fait les notions
présentées dans la section précédente sont “les mémes” que (c’est a dire sont isomorphes a)
celles dont nous allons parler maintenant.

2.3.1 Définition et premiéres propriétés

Définition 13 (Parties saturées, singletons) Soit X un ensemble et R une relation
sur X. L’ensemble des parties de X saturées par R, noté Pr(X) est le sous ensemble
de P(X) défini par :

PePr(X) <— VeePVyeX: 2 Ry=yeP

Si A C X, on note Satg(A) la plus petite partie saturée par R qui contient A.
Six € X, on appelle singleton associé a x ’ensemble Satr({x}), que l'on notera aussi

{z}r

On note Sgr(X) U'ensemble des singletons de Pr(X)

Remarque: Dans le cas oul R est une relation d’équivalence, on remarque immédiatement
que I’ensemble des singletons s’identifie avec ’ensemble des classes d’équivalence.

On observe également une propriété élémentaire des saturés de parties, qui consiste a dire
que le saturé d’une partie est atteint au bout d’un “nombre dénombrable” d’itérations :

Fait 11 Soit E un ensemble, R une relation sur E et A C E. On définit la suite (A, )nen
par :

- AQ =A

-~ A ={eJacA,:aRe}

Alors, Satp(A) = UpenA,

preuve:

1. U,enA,, est saturée : effectivement, si x € U, cnA,, il existe n € N tel que z € A,,.
Soit y tel que x R y. Par définition, y € A,,11, et donc y € U,enAy-

2. Soit B une partie saturée qui contient A. Il est clair que, pour tout n € N, A,, C B,
donc U,enA, C B.

Il suit de 1. et 2. que U,ecnA,, est la plus petite partie saturée qui contient A. O
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Passage aux singletons

Nous observons ici I’analogue du passage au quotient sur les classes d’équivalence.

Définition 14 (R-compatibilité) Soit E et F' deuz ensembles, R une relation sur E,
n un entier strictement positif et f une fonction de E" dans F. On dit que f est R-
compatible si pour tout (ai,...,a,), (by,...,b,) € E™ si pour tout i = 1,...,n, a; R b;,
alors f(ay,...,a,) = f(by,...,by).

Le fait suivant permet de définir des fonctions sur ’ensemble des singletons :

Fait 12 (Passage aux singletons) Soit E et F' deur ensembles, R une relation sur E,
n un entier strictement positif et f une fonction R-insensible de E™ dans F'. Alors, il existe
une fonction f de (Sr(E))"™ dans F telle que le diagramme ci-dessous commute :

{)%

B (Sr(E))"
7 !
F
{.}% étant la fonction (ay,...,a,) — ({ai}r, ... {an}r)
preuve: Montrons que pour tout a, pour tout b, si pour tout i = 1,...,n, b; € {a;}r,
f(b) = f(a). Cela est immeédiat en utilisant la caractérisation de {a;}r du fait 11 page 25 :
si b; € {a;}g, alors il existe n; tel que b; € {a;}r,, , et donc f(b) = f(a). O

2.3.2 Isomorphismes avec les treillis complets premiers ou com-
pacts

On prend une notation pour les suites d’éléments en relation les uns avec les autres :

Notation 7 Soit E un ensemble, R une relation sur E, x,y € E, et n un entier. On note
x R"y s’il existe une suite finie (x;)o<i<n telle que :

-~ X =x9 el Y = Ty.

— Pour tout entier i <n, x; R x;11.

On a, en particulier, toujours v R° x.

Le fait suivant établit que tout ensemble de parties saturées est un TCP, et donne une
caractérisation de la compacité :

Fait 13 Soit X un ensemble et R une relation sur X.
1. Tp(X) = (Pr(X),C,0,X) est un TCP, et Pr,x) = Sr(X).
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2. {x}gr est un élément compact de Tr(X) si et seulement si
Vy(Gn e N:y R"x = Ip e N:x RV y)
3. Tr(X) est un TCK si et seulement si la cloture transitive de R est symétrique.

preuve:

1. Le fait que cet ensemble soit un treillis complet est immédiat. On vérifie que les
éléments premiers s’identifient avec les singletons :

— Sr(X) C Pryx) : soit s = {z}p un singleton, et A C Pr(X), tel que s C VA =
Ugeaa. On a donc x € VA, donc il existe a € A tel que x € a, ce qui entraine s C a
car a est saturée.

— Pr,x) C Sg. Soit p € Pr,x), A = {{a}r;a € p}, et a = VA. Pour tout o € p,
a € a donc p C a, et donc il existe 3 € p tel que p C {B}r. Il est immédiat que
{B}r C p (car p est saturée), donc p = {3}z

2. — Soit {x}g compact. Soit y tel que In : y R™ x. On a, par le fait 11 page 25, que
{z}r C {y}r, et donc par définition, {x}r = {y}r, ce qui entraine {y}r C {z}r,
et donc en réutilisant le fait 11 page 25, que dp : y RP x.

— Soit x qui vérifie Vy(In : y R" x = dp : x RP y), et y tel que {z}r C {y}r. Par le
fait 11 page 25, on a In : y R" x, et donc dp : y RP x, et donc encore par le fait 11
page 25, on a {y}r C {x}r, ce qui entraine {x}r = {y}r.

3. Immédiat par 2.

O
Remarque: Le 3. du fait précédent revient aussi a dire que la cloture transitive de R est
une relation d’équivalence partielle (PER).
Il faut cependant prendre garde & ne pas avoir de vision trop naive des TCP. En particulier,
dans un TCP, on peut avoir des éléments compacts qui ont des minorants stricts, comme le
montre l'exemple suivant : £ = {a; b;c}, avec R = {(a,b); (a,c)}. {a}r = E est compact,
mais est strictement minoré par {b} g, {c}r (qui ne sont pas compacts), et V{{b}r; {c}r} =
{b; c}.
Il vient naturellement la question inverse du fait précédent : un TCP ou un TCK est il
toujours isomorphe & un ensemble de parties saturées? La réponse, positive, sera précisée
par la proposition suivante, aprés que nous ayons précisé ce que nous entendons dans ce
contexte par isomorphe.

Définition 15 Soit (F, <, L, T) et (E',<', L', T") deux treillis complets, et ¢ une appli-
cation de E dans E'. On dit que ¢ est un morphisme de treillis complets si :

o(VA) = V{o(a);a € A} pour tout A C E

On dit que ¢ est un tsomorphisme de treillis complets si c’est un morphisme de treillis
complets, qu’il est bijectif et que son inverse est un morphisme de treillis complets.

S’il existe un morphisme de treillis complets entre (E, <, 1. T) et (E',<', L', T"), on dit
qu’ils sont tsomorphes.
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Remarque: Le fait que ¢ soit un morphisme de treillis complets entraine naturellement
que ¢ est croissante, que ¢(L) = 1" et ¢(T)=T".

Proposition 14 Les TCP et les TCK sont complétement caractérisés par les ensembles
de parties saturées :

1. Tout TCP est isomorphe o un ensemble de parties saturées.

2. Tout TCK est isomorphe & un ensemble de parties saturées par une relation d’équi-
valence.

preuve: Soit (E, <, L, T) un treillis complet. On définit les fonctions ¢ et ¢ par :

9251 E — Pz(PE)
e +— Sat>(P,)

1p . Pz(PE) — F
P = V{ppeP}
Il est immeédiat que ces fonctions sont bien définies. Il faut vérifier que ce sont bien des
morphismes de treillis complets (1.) entre (E, <, 1, T) et 7>(Pg), puis qu'ils sont inverses
I'un de l'autre (2.) :
1. — ¢ est un morphisme de treillis complets : il suffit de montrer que

d(VA) = U{¢(a);a € A} pour tout A C E.

— ¢(VA) C U{¢(a);a € A} : soit x € p(VA) = Sat>(P,4). Par le fait 11 page 25,
et par transitivité de >, il existe a € Py 4 tel que x < «. « étant premier, par
définition de P, 4, il existe a € A tel que o < a. Il s’ensuit que = < a, et donc
z € Sat>(P,) = ¢(a) C U{p(a);a € A}.

— W{o(a);a € A} C ¢(VA) : soit x € U{p(a);a € A}. 1] existe a € A tel que
x € ¢(a), donc il existe p € P, tel que x < p. Or, comme a € A,onaa < VA et
donc P, C Py4. On a donc p € Py, et donc x € Sat>(Pya) = ¢(VA).

— ¢ est un morphisme de treillis complets : il suffit de montrer que

P(UA) = V{¢(a);a € A} pour tout A C P>(Pg).

— Y(UA) < V{¢(a);a € A} : soit p € UA. 1l existe a € A tel que p € a, et donc
p < V{p;p € a} = ¢(a), dott p < V{(a);a € A}. Comme (UA) = V{p;p €
UA}, il s’ensuit bien que (UA) < V{¢(a);a € A}.

- V{¢(a);a € A} < ¢(UA) D’aprés la proposition 1 page 19, il suffit de montrer
Vo @ V{vY(a);a € A}z < ¢Y(UA) . Soit © € Pyip(a)acay- Par définition, z <
V{¢(a);a € A}, et donc il existe a € A tel que = < ¥(a) = V{p;p € a}. Donc,
il existe p € a tel que z < p. Or, comme p € a, p € UA, et donc il existe p € UA
tel que z < p, il s’ensuit que z < V{p;p € UA} = ¢(UA).

— Il s’agit maintenant de montrer que les deux morphismes sont des morphismes
inverses :

— Soit e € E,on ay(p(e)) = V{p;p € Sat>(P.)}. Comme pour tout = € Sat(P.),
il existe p € P,, tel que x < p il s’ensuit que V{p;p € Sat>(P.)} < V{p;p € P.}.
Comme P. C Sats(P.), il s’ensuit que V{p;p € Sat>(P.)} > V{p;p € P.}. D’ou
Y(p(e)) = Vi{pip € P} =e.
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— Soit P € P>(Pp), on a ¢(¢(P)) = Sat>(Pyppery)- Sip € P, p < V{pip €
P}, et donc p € Pyppepy C Sat>(Pygppepy) : P C Sat=(V{p;p € P}). Si
q € Sat>(Py(ppery), on a donc qu’il existe p € Pygpepy tel que ¢ < p. Comme
p < V{p;p € P}, q aussi, et donc il existe p € P tel que ¢ < p. Il s’ensuit par
saturation de P que g € P :Sat>(Pyppepy) C P.

2. 11 suffit de vérifier que si £ est un TCK, alors > restreinte a Pg est une relation
d’équivalence. La réflexivité et la transitivité sont triviales, et la symétrie découle
de la définition de compact : en fait, cette relation est simplement 1’égalité sur les
compacts !

O

2.3.3 Un résultat de compacité pour les classes de )\ -termes

On donne ici un petit résultat qui donne une caractérisation élémentaire des termes nor-
maux et des termes qui “bouclent”. On dit que ¢t € A boucle si ¢ >3 ¢ et si ¢t n’est pas
normal. La proposition suivante donne une caractérisation des singletons compacts dans
I'ensemble des parties de A saturées par la G-expansion <z (noté P~ (A)).

Proposition 15 Soit £ =P (A), ett € A :
{t}<, est compact <=t est normal ou t boucle

preuve: D’aprés le fait 13 page 26, {t}~, est compact si et seulement si pour tout y, si
t >3y, alors y >3 t. Ceci est évidemment vrai pour les termes normaux. Si ¢ n’est pas
normal, alors par définition, ¢ boucle. 0

2.4 Treillis applicatifs

Définition 16 (Treillis applicatif) Soit (E, <, L, T) un treillis complet, et Q une fonc-
tion de E X E dans E. On dit que Q commute aux sups si pour tout A C E et pour tout
be E :

- V{a@b;a € A} = VAQb

- v{bQa;a € A} =bQV A

On appelle treillis applicatif un quintuplet (E, <, L, T,Q) tel que (E,<,1,T) soit un
treillis complet et @ commute auzx sups. On note TA un treillis applicatif.

On constate immédiatement que dans un treillis applicatif, @ est croissante, plus précisé-
ment :

Fait 16 Soit (E,<, L1, T,Q) un treillis applicatif, et a,b,c € E tels que a < b. Alors :
aQ@c < bQc et cQa < c@b

preuve: aQc < V{zQc;z € {a;b}} = (V{z;z € {a;b}})Qc = bQc. O
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L’objectif de cette section est de montrer qu’'un treillis applicatif est une structure suffi-
samment riche pour y exprimer la $-expansion et la n-réduction. Plus précisément, nous
allons montrer le résultat suivant :

Proposition 17 Tout treillis applicatif contient un modele de A, .

Nous allons définir ce que I'on entend par “un modéle de A ., ,", et avant cela, donner
la définition de la n-réduction. Tout comme la [-réduction, il faut tout d’abord définir le
contracté d’un radical.

La régle de réécriture consiste en la contraction d’un n-radical (ou n-redex), qui est une
abstraction dont le sous-terme est une application, le membre de droite de ’application
étant la variable abstraite, et son membre de gauche un terme dans lequel la variable
abstraite n’est pas libre :

Az.(t x) o rad " |
radical (z non libre dans t) contracte

Définition 17 La ny-réduction, notée =, est définie par :
t ~n—rad t
t > U
tpo O t >y U t > U
et =g Axt’ (E u) = (B w) (w t) =gy (w t)

La n-réduction, notée -, est définie par :

t > T t=yt -t

tyt

tyt t=y t"

Définition 18 Un ensemble ordonné M = (E,<) est un modéle de A .., si il eriste
une fonction I de A dans M telle que :

- Siu =g v, alors I(u) < I(v)

— St u >, v, alors I(u) > 1(v)

Il faut pour cela pouvoir interpréter 'abstraction, ce qu’on va faire aprés avoir interprété
la fleche —, qui correspond a la fléche des types :

Définition 19 Soit (E,<, L, T,Q) un treillis applicatif. Soit a,b € E et f une fonction
de E dans E.On définit :

- a—b=V{y;yQa < b}

S Af=A{z— f@)x e B}
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Lemme 18 Pour tous a,b,c € E, pour toute fonction f de E dans E :
1.a<(b—c¢) <= (a@b) <c.
2. ANfQa < f(a).
3. a < A(z — aQg).

preuve:

1. — < : est évident, car si a@b < ¢, alors a € {y;y@Qb < ¢}, et donc a < V{y; y@b < c}.
— = :s0it a < b— c. Posons Y = {y; y@Qb < c}. On a a < VY, et par le fait 16 page
29, on en déduit @b < VY @h. Comme @ commute aux sups, VAQb = vV{yQb;y €

Y}. Or, pour tout y € Y, y@b < ¢, et donc V{y@Qb;y € Y} < ¢, d’ot a@b < c.

2. Par 1., il suffit de montrer que Af < a = f(a), ce qui est immédiat par définition de
A.

3. Encore par 1., il suffit de montrer que pour tout z, a@Qz < a@uz, ce qui est pour le
moins clair.

O
Ce lemme est la clé pour montrer la proposition 17 page 30. On démontre cependant
deux lemmes techniques avant de faire la preuve finale. Il faut tout d’abord définir les
interprétations :

Définition 20 (Interprétation des \-termes dans un treillis applicatif)

Soit E un treillis applicatif.

On appelle valuation sur E une fonction de l’ensemble des variables du \-calcul dans E. St
V est une valuation, on définit V]x := e] la valuation égale & V sur les variables distinctes
de x, et qui vaut e sur x.

Pour chaque valuation V , on définit une interprétation I, des termes dans E par :

~ Iy(z) = V(x) pour toute variable x.

- ZIy(uv) = Zy(u)QZy(v).

~ Iy(Ax.t) = Ae = Lyp=qg(t)) -

(e — f(e) désignant la fonction qui a e associe f(e))

Le premier lemme technique est la propriété de substitutivité des interprétations :

Lemme 19 Soit t,u et v des \-termes, x,y deux variables distinctes, e, f € E, et V une
valuation. On a :

1. V[z :=e]ly = f] = V]y = fllr =€
2. Siy n’est pas libre dans v, Lyp.—q(u) = Iy(u)
3. Ty(tlx :=u]) = Ly[a=1y (u)] (1)

preuve:

1. Evident par définition.
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2. Par induction sur la structure de u :
— Si u est une variable, alors c¢’est évident.
— Si w est une application, c’est immédiat par définition de I'interprétation et hypo-
thése d’induction.
~ Si u est une abstraction : u = \z.u' :
— Si z =y, alors

Dypy=e(u) = A(f = Dypmey=p(u'))
= A Typ=p))

— Siy # z, y n’est pas libre dans u’ et :
IV[y::e] (U) - A(f = IV[y::e][z::f](ul))

par 1. = A(f = Dypepy=q(u'))
par HI. = A(f — Zyp.—p(u))

3. Par induction sur la structure de ¢ :
— Si t est une variable, c’est immeédiat.
— Si t est une application, c’est immédiat par H.IL.
— Si t est une abstraction : t = \y.t’
- Siy=ux:
Tyt :=u]) = Zy(Awt'[z:=u))
= Iv()\.fft,)
= A(G = IV[:C::@](t/))
Ale = Tye=ty )= (1))
Lofw=ty ) (1)
— Si y # x; on renomme éventuellement y pour éviter la capture de variables, ce
qui donne Zy,.—(u) = Zy(u) (r) par 2. et :
Ty(tle :=u]) = Ty(A\y.(t'[x :=u]))
= Ae Typ—q(t'[z == u]))
par HI = A(e — IV[y:ZE][x::IV[y;:e](u)] (t/))
par 1. = A(e — IV[x::ZV[y::e](u)Hyzze] (t/))
par (I‘) - A(e — IV[x::Iy(u)Hy::e] (t/>>
= Dy=1y(u)(t)

Le second lemme est un lemme de croissance :
Lemme 20 Pour tout treillis applicatif E, pour toutes fonctions f et g de F dans F :
SiVe € E(f(e) <gle)) alors Af < Ag
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preuve: On suppose Ve € E(f(e) < g(e)). Soit x € E. x — f(x) = V{y;yQz < f(x)} Or,
si y@Qz < f(z), on a par hypothése yQz < g(x). On en déduit que V{y;yQr < f(x)} <
V{y;yQx < g(z)}, et donc x — f(z) <z — g(z). Dot AH{z — f(z);z € E} < ANz —
g(x);x € E}. O

On fait maintenant la preuve de la proposition 17 page 30 :

preuve: On va montrer en fait : pour toute valuation V', pour tous termes u et v :

— Siu =g, v, alors Zy(u) < Zy(v)

— Si u >, v, alors Zy(u) > Iy (v)

Le résultat pour pour leurs clotures transitives réflexives résultant des propriétés de 1’ordre.

On fait la preuve dans chaque cas par induction sur la structure de u.

Pour 3 :

— Si u est une variable, u >3, v est faux.

— Si w est une abstraction. u = Ax.u’ et v = A\x.v’ avec v’ =g, v'. Par H.I., pour toute
valuation V', Zy (v') < Zy(v'). On a donc, pour tout €' € E (e — Zy.—(u'))(€) < (e —
Tyjai=e) (V")) (€'). On a donc, par le lemme 20 : Ae — Zyp.—q(v)) < Ale = Zyp=q(v')),
et donc Zy (u) < Zy (v).

— Si u est une application : u = (ab).

- Siv=(a'b) ouv=(ab) avec a >4, a’ ou b4, b’ , ce résultat suit immeédiatement de
I’hypothése d’induction et de la croissance de I’application.
~Sia=Xr.d etv=d[r:=1]:

Iy(u) = Zv(a)QZy(b)
A(e — IV[I:Z@](CL,))@IV([))

par le lemme 18.2 < Zyp.—7, ) (a’)
par le lemme 19.3 = Zy(d'[z := b))
= Iv(v)

Pour 7y :
— Si u est une variable, u -, v est faux.
— 51 u est une abstraction.
— Siu= Az et v= v avec v’ >, v'. Par H.I,, pour toute valuation V, Zy (u') >
Zy(v'). On a donc, pour tout € € E (e — Iyp.=q(t))(e) > (e — Iyp=q(v'))(€).
On a donc, par le lemme 20 : Ale — Zyp.—q(u)) > Ale — Zyp—q(v')), et donc
I\/(U) Z Iv(v).
— Si u = Az.(v/x) avec x non libre dans v’ et v = u/.

Iv(u) = Zy(Az.(u'z))
= Aer Zyp—q(u'z))
par définition = A(e — Zy(u')Qe)
par le lemme 18.3 > Zy (u')
= Zv(v)
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— Si w est une application : v = (ab), v = (a’b) ou v = (ab') avec a >,, a’ ou b >,
b, ce résultat suit immédiatement de I’hypothése d’induction et de la croissance de
I’application.

Si on pose M = Zy(A), on a donc bien que M est un modéle de A, Ceci clot la preuve

de la proposition. O

Nous ne présentons pas d’application directe de la proposition 17 page 30. Nous constatons
simplement qu’elle permet de construire, par des procédés élémentaires, une grande classe
de modéles de la J-expansion et de la n-réduction. Les modéles les plus intuitifs peuvent
étre construits comme suit :
Soit X un ensemble, et f une fonction de X x X dans X. On pose @ la fonction de P(X)
dans P(X) définie par :

a@b = {f(a,B); 0 € a,f € b}

On vérifie que @ commute au sup : Soit A C P(X), on a VA = Uyeaa.

VA@h = {f(a,B);a € VA, € b}
{fla,3);Fa € A: v € a,p € b}
= {z;3adadb(a € A,a €a,f €bx = f(a, )}
= {z;3Ja(a € A,JaTb(a € a,f € b,x = f(a,0)}
= {z;da(a € A, x € a@b)}
= Ugea(a@D)
V{a@b;a € A}

On montre par exemple aisément que I (Az.x) = {1} dans le modéle ou X = Net f(n,m) =
nxm...

2.5 Treillis A-compacts

Nous allons terminer cette section sur les préliminaires sémantiques en introduisant une
famille de structures qui va capturer 1’essentiel de ce dont on aura besoin par la suite.

2.5.1 Définitions et premiéres propriétés

Définition 21 Un treillis applicatif est \-compact si il est non réduit & L et si pour toute
valuation qui interprete les variables du A-calcul par des éléments compacts, pour tout terme
t du \-calcul, T, (t) est compact.

Fait 21 Tout treillis applicatif \-compact contient un modéle de A—

B>=n

preuve: C’est immeédiat par définition : si Z(u) < Z(v) et si Z(u) et Z(v) sont compacts,
alors Z(u) = Z(v) par définition de la compacité. O
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2.5.2 Exemples
Treillis trivial

E ={L1;T}, muni de application définie par :

@|T|L
T T ] L
] L]L

est un treillis A-compact. La table de ’application est d’ailleurs également celle de la

conjonction et de I'intersection.

Il est immédiat de vérifier que c’est un treillis applicatif. On montre par induction que

I'image de tout A-terme dans la valuation qui & toute variable associe T est compacte :

— Cas variable : c’est clair

— Cas application : c’est clair

— Cas abstraction : on montre plus généralement que si f est une fonction qui & T associe
T, alors A(f) = T. En effet, A(f) = (T — T)N (L — f(L).Or, T <(T — T) et
T < 1 — x pour tout x donc T < A(f).

Supposons maintenant que E contienne au moins un élément compact entre T et L. Si

cet élément est unique, alors on n’a pas T = V{a}, et donc T n’est pas égal a la borne

supérieure des compacts qui le minore, ce qui est absurde. Donc il y a au moins un autre

élément distinct de T.

Parties saturées de \-termes

La nécessité que tout élément premier soit compact impose de se restreindre aux relations
d’équivalence d’apreés la proposition 14 page 28. On s’intéresse donc aux ensembles de la
forme E = Pr(A), avec R une relation d’équivalence, et on pose :

a@b = {(uwv);u € a,v € b}g

L’ordre est I'inclusion, on a un treillis complet par le fait 14 page 28.

Montrons que cela nous donne bien un treillis applicatif :

soit A C E. VA = Ugeqa. soit b € E

— Prenons z € (VA)Q@b. 1l existe u € VA, v € b tels que = € {(uv)}g. Comme u € VA, il
existe a € A tel que u € a, et donc il existe a € A tel que x € aQb.

— Soit x € V{a@b;a € A}. 1l existe a € A tel que x € a@b < VAQb par croissance.

On a bien un treillis applicatif.

Si on prend R = (3, on n’ a pas la compacité pour les images de A-termes : effectivement,

si on prend a une constante, on a {a}r C Z(A\x.(a)z) et {\x.(a)z}r C Z(Ax.(a)x). Ainsi,

linterprétation de \z.(a)x n’est pas compacte.

Vérifions que cela fonctionne pour R = 3n :

Il reste & montrer que I'interprétation de tout A-terme ¢, sous I’hypothése que la valuation

des variables est dans les compacts, est compacte.

On procéde par induction.
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— si t est une variable, c’est trivial.

— si t est une application, c’est trivial aussi.

— si ¢ est une abstraction : on suppose que t = Av.u. Z(t) = Ale — Typ—q(u) Soit a
un compact. Par le lemme 18 page 31 Z(t)Qa < Zy[;.—q(u), et donc est compacte par
hypothése d’induction. Prenons ¢; et t € Z(t), et « une variable non libre dans t;
et 1y, et posons a = {a}r. On a (t1a) et (toa) € Zyp.—q(u), qui est compact donc
(tiov) =g, (tacv),et donc Aa(tia) =g, Aa(tia), d’ol t; =g, t2. Et donc Z(t) est compact.

Définition 22 (Modéle Standard) On appellera modéle standard (Pg,(A), C).

Autres modéles

Nous avons montré en fait que toute relation d’équivalence qui contient 57 donne un
treillis A-compact : le premier cas de modéle trivial en est un cas particulier. On peut
aussi prendre un modéle de facilité (cf. par exemple la thése d’Yves Bertini [8]) : R est
dans ce cas la relation d’équivalence contextuelle engendrée par (1 et I’équation \z.z =
(Ax.(r x) Az.(xr x)), et le modéle est non-trivial.

2.6 Conclusion

Nous avons présenté dans ce chapitre les notions sémantiques, assez naives mais claires
nous ’espérons qui vont sous-tendre I’étude théorique du systéme ST que nous présentons
dans le chapitre suivant. Il sera utile au lecteur d’avoir en téte le modéle “standard” de
réalisabilité qui correspond aux parties saturées par On.



Chapitre 3

Le systéme ST

3.1 Présentation informelle

Le systéme ST est un formalisme de typage du A-calcul pur qui permet de distinguer les
parties d'une preuve avec ou sans contenu algorithmique et de faire du sous-typage. Nous
proposons pour ce systéme une présentation légérement différente de 1’originale [50], [49] :
— mnous utilisons des contextes ordonnés, qui permettent un contréle simultané de la construc-

tion des termes et des preuves.
— pour faciliter la lecture, nous utiliserons deux notations :

— Une A-notation (Az : s.t, u(v), ...) pour les termes destinés a étre interprétés séman-

tiquement (les types, les formules,. . .).
— Une notation style machine & écrire, similaire & I'écriture d’un programme ML
(fun = -> ¢, (u v), ...) pour les programmes? .

— nous séparons les régles des axiomes.
— nous remplacons certains axiomes.
— l'adéquation est montrée pour des modéles de réalisabilité abstraits.
Nous commencons (section 3.2) par présenter les régles de bonne formation de contexte et
de construction de termes. Puis, nous présentons les régles et axiomes dépourvus d’opéra-
teurs (section 3.3), c’est & dire dont ’écriture ne fait apparaitre que les constantes de base.
Apreés avoir défini les opérateurs utiles, nous donnons les régles et axiomes qui utilisent ces
opérateurs (3.4).Nous donnons ensuite une preuve de consistance du systéme par adéqua-
tion dans un modéle abstrait de réalisabilité tel que vu au chapitre 2 (section 3.4). Enfin,
nous donnons une série de faits qui peuvent étre qualifiés de “techniques”, pour I’essentiel
déja énoncés dans [50] et [49], dont nous détaillons un peu plus les preuves et dont la
lecture est profitable pour mieux saisir le fonctionnement du systéme.

!Nous attirons ici I’attention du lecteur sur les différentes notations :

— Ce qui s’appelle ici les termes, pour lesquels nous écrivons I’application sous la forme u(v), généralisent
les types (éléments du treillis) du chapitre précédent.

— Ce qui s’appelle ici les programmes (écrits en style machine & écrire) correspondent aux A-termes du
chapitre précédent.
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3.2 Sortes, termes et contextes

3.2.1 Sortes

Les jugements les plus simples concernent les sortes; on distingue deux sortes de base : 7
(la sorte des types, ou propositions avec contenu algorithmique) et o (la sorte des formules,
ou propositions sans contenu algorithmique), a partir desquelles on construit les autres
sortes a ’aide de la fléche —, ce qui donne les régles élémentaires suivantes :

Forox Fo:x*

Fosp:x F sy %

l_(Sl—>$2)Z>|<

Le jugement F s : * peut se lire simplement “s est une sorte”.

3.2.2 Termes et contextes

Commencons par définir les termes, qui sont des A-termes avec abstraction annotée par
une sorte, soit “a la Curry” :

Définition 23 (Termes) On se donne un ensemble de variables de termes V;. Un terme
est :

- Six eV, x est un terme.

— Siu et v sont deux termes, u(v) est un terme.

- Six €V, etu est un terme et - s: %, A\x : s.u est un terme.

Nous ne définissons pas les notions de variables liées, libres, et de substitution qui peuvent
se trouver dans toute référence commune sur le A-calcul ([32], [3], ...).

Définition 24 (Contexte) On se donne un ensemble V wvariables appelées variables de
programme. Un contexte est défini par :

— [] est un contexte.

— Si T" est un contexte, v € V; et = s: %, alors I',x : s est un contexte.

— Si T est un contexte, v € V et t est un terme, alors I', x : t est un contexte.

— Si I" est un contexte, et t est un terme, alors I',t est un contexte.

En d’autres termes, pour éviter de jargonner inutilement, un contexte sera une liste or-
donnée de paires variable : sorte ou wvartable : terme ou terme. Si I est un contexte,
on appelle V(I") ’ensemble des variables qui apparaissent dans I' comme membre gauche
d’une paire variable : sorte (ou variable : terme).

Nous définissons parmi les contextes et parmi les termes ceux qui sont licites : respec-
tivement les contextes bien formés et les termes typés. Nous présentons progressivement
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les régles de formation des contextes bien formés (qu’on note W F'). Les premiéres régles
servent & rajouter & un contexte une déclaration de variable sortée :

WE)

WFI) Fs:x x¢V()
WF(,x: s)

On peut maintenant batir les termes typés ; on se donne un ensemble infini de couples
constante : sorte, noté Const qui contient les éléments suivants :

— Constantes de propositions :
- =%"0—0—0
— V2 (s — 0) — o pour chaque sorte s
- CiT—T—0
— Constantes de types :
- =TT =TT
— VI : (s — 7) — 7 pour chaque sorte s

- =0 —=T—>T

Notation 8 On adopte les conventions d’écriture suivantes :

— Tout connecteur binaire a € {=°;,=7;—>} sera noté en position infize i.e. a(x)(y) sera
noté (r a y).

— Un quantificateur £ € {V%;V7} appliqué pourra étre noté {x.A(x) au lieu de ENx.A(x).

— Lorsque la sorte de = sera implicite, on [’omettra pour alléger les écritures.

Les régles de constructions des termes typés sont les régles du A-calcul simplement typé :

WF{I) z:sel WF(I) c¢:s¢€Const
'Fx:s I'Fe:s
I'Fu:si—8 T'Fovisy Fsp—sq:% INrx:siFt:isy F s — 891
I'Fu(v): sy I'EXz:sit:s) — sy

Les termes étant construits, on étend la notion de contexte bien formé avec les régles
suivantes :

WF{I) TFP:o WFT) THA:7 z2¢V(I) z€V
WF(T, P) WF(T,z: A)
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Un contexte sera donc composé :

— de déclarations de sortage (de la forme x : s avec s : x)

— de déclarations logiques (de la forme P avec P : o)

— de déclarations de typage (de la forme = : A avec A : 7)

Nous allons voir maintenant comment on utilise les déclarations logiques et de typage dans
les déductions qui nous intéressent : la formation de programmes et la preuve de formules.

3.3 Reégles et axiomes purs

Nous présentons dans cette section les régles et axiomes les plus “purs” dans le sens ot ils
ne font pas intervenir d’opérateurs définis. Disposant de formules logiques et de types, nous
aurons les régles logiques et les régles de typage, ainsi que des régles mixtes. Les axiomes
serviront a donner les propriétés du sous-typage.

3.3.1 Reégles logiques

Les regles logiques sont les régles usuelles du calcul des prédicats d’ordre supérieur :

WF@I) PeT

Ax°
kP
I,PFQ TFP=°Q TFP
" o =0
r-pP=cQ ' T Q "
Mz:skHQ ) I'=voQ 'Ht:s .
THFYzQ | T'FQ(t) o

3.3.2 Reégles de typage

Les régles de typage sont analogues aux régles logiques, sauf qu’elles ont un “contenu
algorithmique”, c’est & dire qu’elles servent & batir des programmes. On se donne donc un
“deuxiéme étage” de A-termes, que I'on va noter comme des programmes dans le style ML :

P= V | fumV >P | (P P)
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Puis on se donne les régles suivantes :

WF({I) z:Ael

x
'z A
Iz:AFt: B '-u:A="HB 'Fv: A
=71 =F
'fun z > t:A="B ''Cuwv):B
X :skHt: A FEt:V,A 'Fov:s
s VE
F'Ht:ViX.A I'Ft:Av)

On remarque que ces régles sont les régles du systéme F', la quantification étant étendue a
toutes les sortes.

3.3.3 [-régles

Il s’agit des régles de -conversion :

'é¢: A Asg A _ 'kt A A :r Al -5 A _
THt:A red THit:A cop
LEP PrgP TP TFP:io PP
T+ P red kP cor

La relation >4 étant définie comme dans la définition 1 page 15.

3.3.4 Reégles mixtes

Il s’agit des régles qui font intervenir & la fois des jugements de typage et des jugements
(ou hypothéses) logiques.
La premiére des régles mixtes est la régle de sous-typage :

'-AcB '¢: A
I'tt: B

C

L’introduction et I’élimination de la fléche spéciale sont les pendants des régles correspon-
dantes pour les = :

IPrHt: A 'kt:P— A '=P
I —E

.
I'Ft:P— A 'kt A
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Il y a de plus deux régles structurelles :

— La régle de renforcement :

Iz:AFACB
'-AchB

Renf

— La régle de coupure, qui est une régle gauche :

Iz:A+t:B r-AcA
Fx:A+t:B

Coup

3.3.5 Axiomes

Il s’agit d’'un ensemble de formules A tel qu’on ait la régle suivante :

WF(T) PecA
=P

Azxiome

Ces axiomes servent & exprimer les propriétés du sous-typage. Ils peuvent étre vus comme
des propriétés d’une relation binaire qui est presque un “ordre”, sans ’antisymétrie :

Axiome 1 (Les axiomes de base)

1.
2.
3.

Réflexivité : VA(A C A)

Transitivité : VA, B,C((ACB)= (BC(C)= (AC())
Borne inférieure (pour chaque sorte s) :

(a) Minorant : V¢, BVx(ViB C B(z))

(s—1
(b) Plus grand Minorant : ¥° AY?___B(V°z(A C B(z)) = (A CVIB))

(s—7)
Contra- et Co-variance de =7 :
VA,B,C,D((ACB)=(CCD)=((B="C)C(A="D)))

Fleche spéciale :

(a) Gauche : VP,YA(P = (P — A) C A))

(b) Droit : VP,YA,B(P = (AC B)) = (A C (P - B)))

(c) Permutation : VPVA, B(P - (A= B)) C (A= (P - B)))
Aziome de Mitchell : VA, B(Vx(A(x) = B(x)) C (VzA(z) = VaB(z)))
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Faisons ici quelques commentaires sur ces axiomes pour en donner le sens intuitif. Il est
bon d’avoir en téte que les types “représentent” des ensembles de programmes, et que si A
et B sont deux types, A =7 B représente I’ensemble formé des programmes f tels que pour
tout a € A, (f a) € B. L’inclusion C représente simplement l’inclusion entre ensembles,
et le VI l'intersection. La fléche spéciale — a le sens suivant : si A est un type et P une
proposition :

— si P est vraie, P — A est A.

— si P est fausse, P — A est tout.

Muni de ce guide, il est plus aisé de comprendre les axiomes :

— Les axiomes 1 et 2 donnent les propriétés d’une relation d’ordre, sauf I’antisymétrie.

— Les axiomes 3(a) et (b) caractérisent 'intersection en tant que borne inférieure.

— L’axiome 4 est clair & comprendre avec le sens intuitif de =7.

— Les axiomes 5(a) et (b) peuvent étre compris comme caractérisant le comportement
intuitif de —. L’axiome 5(c) permet de permuter les deux types de fléches : munis du
tiers exclu (fait 29.3, page 53), il est en fait équivalent a I’axiome suivant qui concerne
uniquement =7 :

TTC(A=T7)?

— L’axiome 6 se comprend, comme ’axiome 4, avec le sens intuitif de =".

Nous en avons terminé ici avec les régles et axiomes de base. Nous allons maintenant définir
les opérateurs qui permettront d’une part de mieux apprécier I’expressivité du systéme, et
d’autre part de donner d’autres axiomes qui constitueront avec les précédents le systéme
complet.

3.4 Opérateurs

3.4.1 Opérateurs logiques

Les opérateurs logiques sont les codages usuels des connecteurs au second ordre (sauf pour
Pabsurde) :

Définition 25 (opérateurs logiques)

— Absurde : 1°:=V°X,Y(X CY).

— Conjonction : PN Q :=VK((P = Q= K) = K).

— Disjonction : PV Q =VK(P = K)= (Q = K) = K).
- Existence : F*xP(z) .= VK (Vz(P(z) = K) = K).

— Négation : =P := P = 1°.

Nous verrons a la section 3.7, fait 29, que I'absurde tel qu’il est défini entraine I’absurde
usuel® (V2X.X).

2Nous laissons au lecteur, & titre d’exercice, le choix d’une définition de T™ en tant que plus grand
élément, et la vérification que les axiomes sont équivalents
3cela n’apparaissait pas dans les articles originaux, mais en est une conséquence relativement facile
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3.4.2 Opérateurs de types

Les opérateurs de types servent tout d’abord & définir les opérations ensemblistes usuelles.
Nous commencons par les plus simples :

Définition 26 (opérateurs de types (1))

— Plus petit type : 17 :=V"XX.

— Restriction : A| P:=VX(AC (P — X)) - X).

— Réunion binaire : AUB :=VX((ACX)— (BCX)— X).
— Réunion : UPzA(z) = VX (Vz(Ax) C X) - X).

Noter la similarité entre les opérateurs logiques Conjonction, Disjonction et Existence et
leurs contrepartie respectives en types Restriction, Réunion binaire et Réunion.
Donnons ici quelques commentaires et conventions :
— Le plus petit type représente intuitivement I’ensemble vide.
— Si A est un type et P une proposition :
— si P est vraie, A | P est A.
— si P est fausse, A [ P est vide.
Des raisonnements élémentaires utilisant les éléments intuitifs fournis page 43 permettent
d’établir cela.
— La réunion binaire est bien nommée.
— Pour la réunion U?, tout comme pour I'existentiel 3°, nous omettrons la sorte lorsqu’il
est inutile de la préciser.
— Pour faciliter la compréhension, il peut étre utile au lecteur de visualiser la réunion de
la facon suivante :
U’z A(x) signifie UA(x)

xT:s

Nous donnons ensuite les opérateurs plus élaborés :

Définition 27 (opérateurs de types (2))

— Intersection binaire : AN B :=U"X(X [ (X CA) A (X CB))).
— Complémentaire : A°:=UX(X [(XNACL")).

— Application de types : A[B] :=VX((AC (B= X)) - X).

Les deux premiers opérateurs se passent de commentaires : leurs noms comme leurs nota-
tions suggérent leurs dénotations intuitives.

Le dernier opérateur peut surprendre a premiére vue : sémantiquement, il représentera
I’ensemble des termes qui “sont” des termes de type A appliqués a des termes de type B. Il
revétira une importance particuliére dans le chapitre suivant, car il est la premiére brique
qui permettra de représenter les programmes dans les types, ce qui est une des clés du
fonctionnement de la preuve de réduction du sujet.
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3.4.3 Prédicats de types

Il s’agit d’opérateurs décrivant des propriétés de types.

Définition 28 (prédicats de types) Opérateurs ensemblistes :

~ Egalité : A=- B:=(ACBABCA)

— Non vacuité : A # 0 :=—(A=c L,)

- Singleton : S(A) := (A#ODAV°__B((ACUzB(z)) = Jz(A C B(x))))

Tout comme dans les articles originaux, nous prenons pour I’égalité une version plus faible
que ’égalité de Leibnitz (A =, B := VX(X(A) = X(B))), l'égalité =, étant suffisante
pour montrer tout ce dont nous aurons besoin jusqu’au chapitre ot nous introduirons le
schéma de compréhension (chapitre 6). Ceci justifie a posteriori que le troisiéme axiome
caractérisant la relation d’ordre ('antisymétrie, qui sera VA, B(A =- B = A = B)) n’ait
pas été donné.

La non vacuité signifie, avec la sémantique intuitive, le fait d’étre distinct du vide.

Le dernier prédicat sera également éclairé par la sémantique : 'interprétation des types se
fera en terme de parties saturées, étre un singleton signifiant étre une classe d’équivalence
pour la relation choisie. Cela est a rapprocher de la notion d’élément premier vue dans le
chapitre 2. ’importance des singletons apparaitra notamment dans la preuve de préserva-
tion du type (chapitre 4), puis dans la construction du langage de programmation ot I'on
s’en servira pour dénoter des programmes, dans les types. C’est cette approche orientée
vers les spécifications qui avait été soulignée par D. Aspinall dans son article [2]| sur le
sous-typage et les singletons. Une des différences dans le systéme ST réside dans le fait de
pouvoir définir les singletons de maniére interne.

3.5 Reégles et Axiomes avec opérateurs

3.5.1 Reégles

Il y a deux régles qui utilisent les opérateurs :
— La régle classique :

THt: (P> 17)= 17
RC
N

— Regle gauche de la réunion :
Dy:s,x: Fly)Ft: A 'EA:7
Lo UyF(y)Ft: A

UG

La régle classique est un avatar “mixte” de la Loi de Pierce, dont le lecteur se convaincra
de la validité a ’aide de la sémantique intuitive.
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3.5.2 Axiomes

Axiome 2

1. Le faux est vide : VA, B(A C (L™ = B))

2. Atomiticité : VA(A C UX (X [ (S(X)AX C A)))

3. Complément : VA, B(A C BU B°)

4. Axiomes de Uapplication :
(a) Continuité & droite : VA, B(A|UxB(z)] C Uz(A[B(z)]))
(b) Conservation des singletons : VA, B(S(A) = S(B) = S(A[B]))
(c) Eztensionnalité : VA, B(S(B) = VX (A[X] C B[X]) = (A C B))

Donnons ici encore quelques commentaires sur ces axiomes :

— L’axiome 1, tout comme I’axiome 5(c) page 42, précise le comportement de =7, cette
fois par rapport au “faux” ou “vide” L7.

— L’axiome 2 donne le sens d’inclusion qui manque pour pouvoir dire que tout type est
égal & la réunion des singletons qui le minore. L’autre sens est dérivable.

— Les axiomes de I’application se comprennent a 1’aide de la sémantique intuitive.

3.5.3 Choix des axiomes

Par rapport aux articles originaux [50] et [49], nous avons modifié la présentation des régles

et axiomes :

— Nous avons changé l'ordre des régles, en regroupant les régles logiques, les regles de
typage et les régles mixtes, et nommé les régles, ce qui est une pure modification de
forme.

— Nous avons identifié ce qui pouvait se regrouper sous la régle Axiome, ce qui est encore
hypothése
une modification de forme (jouant sur le lien entre =, et ———— ).
conclusion
— Enfin, nous avons remplacé les axiomes Aziome de la réunion (Union Aziom dans [49])

et Aziome de commutation des singletons (Commutation of singletons de [49]) par res-
pectivement les axiomes de Continuité a droite et de Conservation des singletons : nous
discutons ici ce dernier point.
L’axiome de Conservation des singletons est équivalent & celui de Commutation of single-
tons, comme c’était remarqué dans [49]. Nous verrons dans la section 3.7 que Aziome de
la réunion est entrainé par la Continuité a droite, et cette derniére apparaissait dans un
fait (fait 19 de [49]). Nous avons vérifié que les deux énoncés étaient équivalents sous les
mémes axiomes®*. IIs semblent donc étre de “force” égale.
Ainsi, pour ces deux paires d’axiomes, le critére qui nous guidé notre choix était celui
de la proximité avec les modéles, donc de la facilité avec laquelle on pouvait montrer
la consistance par interprétation dans une sémantique : c¢’est le sujet que nous abordons
maintenant.

4yérification faite dans PhoX
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3.6 Sémantique

3.6.1 Définition de la sémantique

On se donne (E, L, T, <, @) un treillis applicatif \-compact (définition 21 page 34).

Interprétations des sortes

On définit 'interprétation 5 d’une sorte par induction sur la structure de s :
E

—o={L;T}

— 51 — 53 = s5', ensemble des fonctions de s; dans s,.

]
I

Interprétation des termes et des programmes

Définition 29 (Valuation) On appelle valuation toute fonction de domaine ’ensemble
des variables de termes et de programmes et de codomaine la réunion des interprétations
de sortes telle que [’interprétation de toute variable de programme soit un compact de E.

Soit ¢ un terme et ) une valuation. On définit 'interprétation de ¢ sous la valuation V), si
elle existe, notée Zy,(t) par :
— si t est une variable, Zy,(t) = V()
— si t est une constante :
—Iy(=°)=pr—q—sip=T et g= L alors L, sinon T
- To(¥) = [ A{f(x)iz € 5}
- Iy(=") =a+ b— (a —b), (définition 19 page 30).
- v(Vy) = [ — M[f(z);z €5}
- I(—)=p+—ar>sip= 1 alors T sinon a.
-~ Iy(C)=ar—br—sia <balors T sinon L
—sit=u(v), Zy(u) € 57 = 53 et Iy (v) € 53, Zy(t) = Iy (u)(Zy(v)).
— sit = Az :s1.u, si pour tout a € 57, Zyjp.—q(u) € 52, alors Ty (t) = a = Lyp.—q)(u).
On remarque que cette définition est par induction sur la longueur de ¢, et implique notam-
ment que U'interprétation est une fonction partielle : Ax : s.z(z) n’a pas d’interprétation.

Soit p un programme et } une valuation. On définit I'interprétation de p sous la valuation
V, notée Zy,(p) comme au chapitre 2, définition 20 page 31 :

— Si p est une variable de programme : Zy,(p) = V(p)

- Sip= (u v) : Zy(p) = Zy(u)QZy(v)

~Sip=fun z -> u:Zy(p) = A(a — Zyjp.—q(u))
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3.6.2 Lemme d’adéquation

Définition 30 (Satisfaction) Soit V une valuation.
Soit I' un contexte bien formé.

V satisfait I, noté V = 1" est défini par :

-VE]

- VET,z:s siet seulement si V(z) € 3.

-~ VET, P siet seulement si VET et Ty(P) =T

- VETL z: A siet seulement si VET et V(z) < Iy(A).

Le lemme d’adéquation s’énonce de la facon suivante :

Lemme 22 Pour tout contexte I' bien formé, pour tout terme t, pour toute sorte s, pour
tout termes A et P, pour toute valuation V, si VET :

- SiTkFt:s, alors Iy(t) € 5.

- Si'F P, alors 7y(P) = 1.

- SilFp: A, alors Ty, (p) < Iy(A), et Zy(p) est compacte.

preuve: On prouve par induction sur la longueur de la dérivation la totalité de 1’énoncé
(on notera H.I. pour hypothése d’induction).
— Formation des termes : trivial par la sémantique.
— Reégles et axiomes purs
— Régles logiques
— Ax° : trivial par définition de VE T
- =9:S1Zy(P) = T, alors V E I', P et donc par H.I. Z,,(Q)) = T,et donc Zy,(P =
Q) = T. Sinon, Zy,(P) = L, et donc Zy,(P = Q) = T.
— =% :par HI, Zy(P = Q) = Ty,(P) = T, et donc Z,(Q) = T par définition de la
sémantique.
— V¢ :par HI, Zy;.—q(Q) = T pour tout a € s, et donc Zy(Az : 5.Q) = a +— T. 1l
s’ensuit que A{Zy(\z : s.Q)(a);a €5} = T.
— V% :par HI. Zy,(Q) = a — T, et donc Zy(Q(t)) = T.
— Regles de typage
— La compacité de Zy,(p) est immédiate par définition d’un treillis applicatif A-compact.
— Ax7™ : trivial par définition de V E T.
— =7 : On a par définition :

Iy(fun x > t) = A{a — Lyjp—q(t);a € £}
< /\{CL - IV[m::a] (t); a compact, a < IV(A>}

Par H.I, pour tout a < Zy,(A) compact, Zyj.—q(t) < Iy(B), et donc :

Zy(fun z -> t) < A{a — Zy(B);a compact, a < Zy,(A)}
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Or, Zy(A) = V{a;a compact, a < Z,,(A)}, et donc (pour une meilleure lisibilité, on
note A (resp. B) pour Zy(A) (resp. Zy(B))) :

Zy(fun z -> t)Q@A < A{a — B;a compact, a < A}Q V {a;a compact, a < A}
< V{A{a — B;a compact, a < A}Qaq;a compact, a < A}
< V{(a — B)Qa;a compact, a < A}
< V{B;a compact, a < A}
< B

On en déduit par le lemme 18 que Zy(fun = -> t) < A — B.
— =7 Par HI. Zy(u) < Zy(A) — Zy(B) et Zy(u) < Iy A. Donc par le lemme 18 :

Iy((uw v)) = Zy(u)QZy(v)
(Zv(A) — Iy(B))QZy(A)
Zy(B)

— V7 : par H.I,, pour tout a € s, Zy(t) < Zyx.—q(A), et donc

Iy(t) < MIyix=a(A);a € s}
— T, (VT(AX : 5.4))

— V7, : Par HI. Zy(t) < AM{Zyv(A)(a);a € s} et Zy(v) € s, donc Zy(t) < Iy (A(v)).
— Regles mixtes :
— C : Immédiat par H.I.
— —» : Immédiat en distinguant les cas Z,(P) = T ou L, comme pour la régle logique
correspondante.
— —»p : Immeédiat par H.I. et sémantique.
— Renf : On distingue deux cas :
— Si Zy(A) = L, alors c’est bon.
— Sinon, soit a < A compact. Zy.—q F I,z : A et donc par HI. 7,(A C B) =
Iv[rzza](A C B) =T.
— Coup : SiV E T,z : A, alors par HI., comme V E I, Z,,(A’ C A) = T et donc
VET,z: A, donc par HI. Zy,(t) < Zy(B).
— Axiomes : ils se vérifient tous immédiatement, sauf celui de Mitchell. Soit a € s, on a,
en utilisant la sémantique et le lemme 18 page 31 :

Iy (Viz(A(z) = B(z)))QLy(VizA(z))
MIv(A)(y) — Iv(B)(y); y € s}Q A{Zy(A)(y);y € s}
(Zv(A)(a) — Zv(B)(a))QZy(A)(a)
Iv(B)(a)

IAINA

IA A

On a ceci pour tout a € s, et donc :

I(Viw(A(r) = B(x)))QZ(VixA(z)) < MIZ(B)(
= I(V.B(x

);y € s}

<

~—
~—
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Et enfin par le lemme 18, on en déduit que

I(Vix(A(r) = B(x))) < I(VizA(zr)) — Z(V, B(x))
= I(VizA(z) = V. B(x))

— Reégles et axiomes avec opérateurs On a besoin ici du lemme 26 qui sera prouvé dans la
section suivante.
— Reégles
— RC :par HI., Zy,((P — L7) = L17) # 1 car Zy(t) est compact (donc non vide). Il
s’ensuit que Z(P) # L), donc Z(P) = T.
-~ UG :siVET,z: UyF(y), comme V() est compact, il s’ensuit qu’il existe ag € s
tel que V(x) C F(ap). Il est donc clair que V[y := ao] E ',y : s,z : F(y), et donc,
avec la prémisse I' = A : 7 et 'hypothése d’induction :

IV@) = IV[y:=ao} (t>
< IV[y::ao} (A)
= Iv(A)

— Axiomes : Il se vérifient tous immédiatement par la sémantique, excepté I’extension-
nalité. On suppose que B est un singleton et que VX (A[X] C B[X]). Il s’ensuit que
A C VX(X = B[X]). Or Z(VX(X = B[X])) = Zyp=p/(fun = -> (b 2)) et, b
étant compact, Zyp.—p)(fun = -> (b x)) est compact aussi et supérieur & b (voir par
exemple la preuve de la proposition 17, page 33) , donc égal a b.

0J
3.6.3 Lemmes techniques
Interprétations
Lemme 23 Pour toute valuation V, pour tout termes Q) et t et toute variable x :
Dyfe=1,t)(Q) = Ty(Qr :=1])
preuve: Par induction sur Q. O

Lemme 24 Pour toute valuation V, tout contexte I' et tout terme T : SiT'HT : s, et si
T 5T, alorsT T :s et Ty(T) = Ty,(T")

preuve: La préservation du type par réduction découle du résultat pour le A-calcul sim-
plement typé. La préservation de 'interprétation est immédiate par induction. O

Lemme 25
- SiT'FP,alorsT'HP:o
-SiTFt: A, alorsT'HA:T.

preuve: Preuve immédiate par induction mutuelle, en utilisant le lemme précédent pour
les B-régles. O
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Opérateurs et Prédicats

Lemme 26 (Interprétation des opérateurs de types) Soit V une valuation, et a,b €
E,p=_1 ouT, s une sorte et f : 5 — E. L’interprétation des opérateurs est la suivante :

1.

NS G e

I(1™) =1

Ivjpi—a,p=p)(A | P) = sip =T, alors a, sinon L
Dy\ai=a,B:=t)(AU B) = V{a; b}

Iyja=p)(UszA(z)) = V{f(y);y € 5}
Tyja=a,B:=t) (AN B) = Na; b}

Tyiamq(A°) = V{k; k compact et k £ a}
Ty(Ai=a,B:=0) (A[B]) = a@b

Remarque: On a Zyp.— (VX (P(X) - X) = A{x;p(x) = T}
preuve:

1.
2.

o o AW

Trivial.

— Sip =T, alors Zyx.—q(P — X) = x pour tout « € 7, et donc Z(A [ P) = a par
la remarque.

~ Sip=T,alors Zy;x.—)(P - X) =T et donc Z(A | P) = L

Ivjpima,p=t)(AU B) = NM{z;a <z et b < 2} = V{a; b}.

Iviai=p(UzA(z)) = AMa; Pour tout y € 3, f(y) < a} = V{f(y);y € 5}

Par 1. et 4. :Zya.—ap=p) (AN B) = V{z;2 < a et < b} = A{a;b}

Par 1; et 4. : Zypa.—q(A°) = V{z; AM{z;a} < L}. Soit k compact k& < V{z; AM{z;a} <

1} = a°. Comme k est premier, il existe xq tel que A{zg;a} < L et k < zp; comme

k # L, on a donc nécessairement k % a. Soit k compact, £ £ a. On immeédiatement

MNk;a} < L et done k < V{z;\{z;a} < L}. Comme le treillis est compact, a® =

V{k; k compact et k < a“}.

Notons a[b] = Zya.—q,p:=t)(A[B]). On montre la double inclusion :

— alb] < a@b est immeédiat car a < (b — a@b).

— a@b < afb] : si a <b— z, alors a@b < z.

Lemme 27 (interprétation des prédicats de types)

1. Tyjpma,=t)(A =c B) =T si et seulement si a = b.
2. Tyia=a)(A#0) =T si et seulement si a # L
8. Iyja=q)(S(A)) = T si et seulement si a est compact.

preuve:
— 1. et 2. sont immédiats.
— La traduction de la seconde partie de la conjonction est la définition d’élément premier.

O
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3.7 Propriétés des opérateurs

Nous regroupons ici les faits qui seront utiles dans la suite et qui concernent les propriétés
des opérateurs définis précédemment, ainsi que de quelques autres.

3.7.1 Opérateurs déja définis
Application de types
Ce fait illustre les propriétés intuitives de ’application de types :
Fait 28 (Propriétés de ’application) On a :
1. Equivalence de la fleche et de lapplication :
FVA B,C(A[BjcC <= AcC(B=1(0))

est dérivable.

2. Croissance de application :
FVA A B, B(ACcA = BcCcB = A[B]CA[B))
est dérivable.

3. Typabilité de toute application : la régle sutvante est dérivable :
''-ru:A T'v:B

I'F (uwv) : A[B]

preuve:

1. On prouve les deux sens :

— = : On montre d’abord A C B = A[B]. On a effectivement A C VX ((A C (B =
X)) — (B = X)) et en utilisant les axiomes de Permutation et de Mitchell, on en
déduit le résultat. Il suffit donc de montrer que si A[B] C C, alors B = A[B] C
B = C, ce qui est immédiat.

— <= : provient simplement de A[B] C (AC (B=C)) »Cet ((AC(B=C)) —»
C C C par hypothése.

2. Immédiat par les régles de sous-typage de =-.

3. La dérivation est la suivante :

N X: 7T ACB=XlFtu:A F,X:T,ACB:>XFACB:>XA$
I X:7ACB=XbFu:B=X - PX:rACB=Xtv:B
DX :7,ACB= Xt (w):X o
F,X:TF(U@):(ACB#X)—»X;I
I

I'F (uwv) : A[B]
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Remarque: Le 3 de ce fait illustre la grande permissivité du systéme, qui autorise & ap-
pliquer n’'importe quel programme a un autre, méme si le programme qui joue le role de
“fonction” n’a pas regu un type fonctionnel (de la forme A =" B).

Autour du faux

Nous regroupons dans le fait suivant des propriétés utiles liées a la régle RC.

Fait 29 Les régles suivantes sont dérivables :

LThvp(P= 1% = 1% = P)

s ' 1°=VXX

I'PEQ IP=1°FQ
Q@

Lz AFQ ACL1™HQ
'-Q

I'E¢: L7

TE1°
I'kF¢: A

THA#(]
z:ArBC B
"T+FA=>BCcA=DB

preuve:
1. La dérivation est la suivante (on note =P = P = 1°):

Axa_»E
'——Px:P—»1",Pktax: 1"

C,RC
I'——Px:P—-17,PF1°

=7
r-—Px:P—-»1"HFP= 1°

Az, =9,
I'——Pxz:P—»1"F1°

C
I''—Px:P—-»1"kFx: 1"
RC

N——=PkFfunz >z:(P—-17)= 17

T,-—PF P
2. Immédiat par 1.

3. Immédiat par 1.

4. En utilisant 1, il suffit de montrer I' - —=—Q). La dérivation est la suivante (il est facile
de conclure) :
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,-Q,z:AFQ
=%, V%
-Qx:AFAC LT -Q,ACLl™+F@Q
Renf =9
r-QrAcC .17 IN-QFHAC1™"=Q
=%
I'-QFQ

5. Immédiat par substitution par (1° — 17) = 17.

6. Il suffi de montrer I'’ A C L™+ 1° et donc par 5., ') A C L™+ t: L7, ce qui est
immeédiat.

7. Par 4., il suffit de montrer ' AC 1™+ A= B C A= B/, ce qui est immédiat par
I’axiome Le faux est vide.

O
Remarque: Le 7. du fait précédent correspond & la propriété appelée “modified contrapo-
sition” dans le papier [50].

Opérateur restriction
Le fait suivant illustre le comportement de A [ P : c’est A si P est vrai, et “vide” sinon.

Fait 30 Les régles suivantes sont dérivables :
1. FVYABYP((P=ACB)= (A] P)CB)
2. EVAVP((A] P) C A)
3. FYAVP(P = AC(A]P))
y 't AT P
. TFRP
't AT P

'kt A
6. FVAP(ATP)#0 = P)

5.

preuve:

1. Immédiat par ’axiome droit de la fléche spéciale et I’axiome de la borne inférieure
(a)-

2. Immeédiat par 1. et axiome de réflexivité.

3. Immédiat par ’axiome gauche de la fleche spéciale et 'axiome de la borne inférieure
(b).

4. Immeédiat en utilisant la régle RC (avec t) et 'axiome Le faux est vide.

5. Immeédiat avec 2.

6. Avec le fait 29, il suffit de montrer ——P sous I’hypothése (A | P) # 0, ce qui est
immédiat en utilisant 1..

O
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Réunion

Le fait suivant avait dans les versions originales le statut d’axiome, il remplacait ’axiome
de continuité de ’application.

Fait 31 On montre la propriété suivante de la réunion :
FVFVANVz(F(x) = A) C (UzF(z) = A))

preuve: Par le fait 28.1, il suffit de montrer que Vz(F(z) = A)[UzF(x)] C A. Par 'axiome
de continuité a droite de 1’application, il suffit de montrer que UyVz(F(z) = A)[F(y)] C A.
Cela découle immédiatement de Yy (Va(F (z) = A)[F(y)] C A) par le fait 28.1 encore. [

Singletons
On regroupe les propriétés qui utilisent la propriété d’étre un singleton.

Fait 32 1. Pour montrer une inclusion, il suffit de la montrer pour tous les singletons
qui minorent le membre de gauche :

FVA,B(AC B<«<=Vz(S(x) =2 CA=x2CB))
2. Tout ensemble est égal a la réunion des singletons qu’il majore :
FYAA =c Uz(z | (S(x) ANz C A)))

3. Un type fleche peut étre décrit par les types fleches portant sur les singletons qui le
minorent :

- VA, BVX(S(X) > (X C A)— (X = B))) C A= B)

preuve:

1. On montre les deux sens de I'implication :
— Le sens gauche-droite est trivial par transitivité de 'inclusion.
— Le sens droite-gauche utilise I’axiome d’atomiticité : il suffit de montrer sous I’hy-
pothése Vz(S(z) == x C A=z C B) que Uz(x | (S(x) Az C A)) C B. Il suffit de
montrer Vz(z [ (S(z) Az C A)) C B), qui est évident par les fait 30 et 29.

2. On montre la double inclusion :
— L’inclusion gauche-droite est I’axiome d’atomiticité.
— L’inclusion droite-gauche est immédiate en montrant Vz(z [ (S(x) Az C A)) C A),
comme au (1).

3. On montre d’abord que VX (S(X) - (X CA) » X = B) CVX(X | (S(X)A (X C
A)) = B). Plus généralement, cela vient de : W VA, P,B(P » A= B)C(A| P=
B)). En utilisant ’axiome de permutation, on veut montrer : - VA, P, B((A = P —
B) C (A ] P = B)) Cela se montre en utilisant le fait 29 2. :
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— Sous ’hypothése P, c’est immédiat avec le fait 30.

— Sous ’hypothése —P, on a par le fait 30, (A [ P) C L7, et donc L™ = B C (A |
P) = B, et on conclut avec 'axiome “le faux est vide”.

Corollaire immeédiate du fait 31, en utilisant ’axiome d’atomiticité et la contra-

variance de =-.

O
On donne la définition de singleton pour une sorte s quelconque :

Définition 31 Le prédicat “étre un singleton pour la sorte s” est défini par :

S*(A) = (A#DAV._ B((ACUzB(x)) = Jz(A C B(x))))
Le fait suivant exprime que le prédicat étre un singleton entraine étre un singleton pour
une sorte s quelconque :

Fait 33 On prouve, pour toute sorte s :
FVA(S(A) = S°(4))

preuve: On montre d’abord que -V, U*zB(z) C UTY (Y [ (F°z2(Y C B(x)))) : on met
en hypothéses VY (Y | (Fz(Y C B(z)))) C X et x : s, et il faut en déduire B(z) C X,
ce qui est immédiat en prenant Y = B(x). On suppose S(A), A C UzB(z), et il faut en
déduire 3x(A C B(x)). D’aprés ce qu’on vient de voir, on peut supposer que A C U"Y (Y |
(Fz(Y C B(x)))); par S(A), on a YA C (Y | (Fz(Y C B(x)))), et par le fait 30, et
la propriété A # (), on a, en supposant A C (Y [ (F¥z(Y C B(x)))), que A C Y et que
Fx(Y C B(z)), Fx(A C B(x)). O

Intersection

Fait 34 L’intersection se distribue sur la réunion de la facon suivante :
VAVB(ANUzB(z) = Uz(AN B(x)))

preuve:

— On montre les deux sens :

~ (AnuUzB(z) C Uz(ANB(z))) : Posons U = Uz(ANB(z)) et V = Uz B(x). En utilisant la
définition de N, il suffit de montrer que Yy(y | (y C AAy C V)) C U. Sous I'hypothése
y C ANy C V (a), et en appliquant le fait 32 (1) a y, il suffit de montrer sous les
hypotheéses supplémentaires S(z) (b) et z C y (¢) que z C U. Or par les hypothéses, il
est clair que Jt(z C B(t)), qui entraine la conclusion.

- U,(AN B(x))) C (ANU,B(x) : il suffit de montrer Vz(A N B(x) C AN (UzB(x))), ce
qui est immédiat par croissance de N (exercice).

0



3.7. PROPRIETES DES OPERATEURS 57

Complémentaire

Fait 35 Un type inclus dans son complémentaire est vide :
FVA(AC A% = (A=c D))

preuve: Il suffit de montrer sous ’hypothése A C A°que A C L7. On adonc A C AN A,
et par le fait 34 et la définition du complémentaire, on a A C Ux(AN(X [ (X NA C0))),
et donc il suffit de montrer que VX (AN (X [ (X NAC L7))) C L7). Le tiers exclu sur
(X NA C L"), et les propriétés de 'opérateur restriction (fait 30) nous permettent de
conclure aisément. 0

3.7.2 Nouveaux opérateurs
Unions binaires

Définition 32 On définit une autre union binaire par :
AUB=UX(X [ (X =c AV X =c B))

Fait 36

1. Les deur réunions binaires sont équivalentes :
VA, B(AUB = AUB)
2. L’intersection se distribue sur l’union binaire :

VA, B,C((BUC)NA=c (BN A)U(CN A))

preuve:

1. On montre le double sens de I'inclusion :

~ AU B C AUB : on met en hypothése VX ((X [ (X =c AV X =c B)) C K et il
faut en déduire AU B C K. Par le fait 30, on a immédiatement X C X [ (X =c¢
AV X =c B) pour X = Aou B. On en déduit A C K et B C K, d’ou le résultat.

— AUB C AU B : on met en hypothéses A C K et B C K, et il faut en déduire
AUB C K. 1l suffit de montrer que VX(X | (X =c AV X =c B) C K). Par le
fait 30, on met en hypothése (X = AV X = B) et il faut en déduire X =, K,
ce qui est immédiat.

2. On montre le double sens de l'inclusion :
- (BUC)NAC (BNA)U(CNA) : il suffit de montrer d’aprés 1. que (BUC)N A C
(BNA)U(CNA). Or, par le fait 34 on a (BUC)NA C UX((X | (X =c BVX =¢
C)) N A), et il suffit donc de montrer que VX (X [ (X =c BV X = ()N A) C
(BN A)U(CN A). Par un tiers exclus (fait 29) sur X =- BV X =¢ C, ceci qui
donne facilement le résultat.



o8 CHAPITRE 3. LE SYSTEME ST

- (BNA)U(CNA) Cc (BUC)N A : immédiat en prouvant d’abord que X C
(BUC)AX CApour X =BNAet X =CnNA.

O

Décideur

Définition 33 On appelle décideur de P et Q) :
PlQ=YX((P - X) = (Q - X) = X)

On utilise dans le fait suivant la notation AXA(X) = VX(X = A(X)), qui aura une
grande importance dans le chapitre suivant, ainsi que le type des booléens du systéme F' :
Bool =VX(X = X = X).

Fait 37 On montre :

1. FVP,Q(P||Q C Bool)
FVYP,Q(P = AXAYX CP|Q)
FVYP,Q(Q = AXAYY C P|Q)
FYP(P = AXAYX =c P|(—P))
FVYP(-P = AXAYY = P|(—P))

preuve:

1. Immédiat a ’aide des axiomes de Co-Contra variance et de la borne inférieure.
2. Idem.
3. Idem.
4

. D’aprés 2., il suffit sous ’hypothése P de montrer (P||-P C AXAY X). Cela est
immédiat en remarquant que PFY C =P — X.
5. Idem, en utilisant de plus ’axiome de Mitchell.
O

Ces propriétés permettent d’expliquer le nom “décideur” que nous avons donné a cet opéra-
teur : il correspond au type du booléen qui code la valeur de vérité d’un énoncé calculable.

Types inductifs

Nous donnons ici une nouvelle définition, différente de I'originale ([50]) pour le type inductif
défini par un opérateur.

Définition 34 (Type inductif) Le type inductif associé a un opérateur F est défini
par :
puX.F(X)=VX.VA(AC X = F(A) Cc X) » X)
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On définit également la croissance d’un opérateur :

Définition 35 (Opérateur croissant) Le prédicat “F est un opérateur croissant” est
défini par :
Cresc(F)=VX,Y(X CY = F(X)CF(Y))

On saura que puX F'(X) est effectivement un plus petit point fixe dans le cas d’un opérateur
F croissant, mais dans le cas général, on sait uniquement que F(uX.F(X)) C uX.F(X).
C’est ce que nous allons voir a I’aide des faits suivants.

Fait 38 On montre :

(1) FVEVX(X CuX.F(X)eVWNVAACY=FA)CY)=XCY)
(2) FVYFVYX(X C puX.F(X) = F(X) C uX.F(X))
(3) FVFVX(VA(AC X = F(A) C X) = uX.F(X) C X)

preuve:
— (1) : on montre plus généralement que - VPYX(X C VY (P(Y) - Y) & W(P(Y) =
X CY), qui est immédiat.
— (2) : s’obtient & partir de (1) en réinjectant X C Y dans la prémisse.
— (3) : est une conséquence du fait VPYX(P(X) = VX(P(X) - X C X)), qui est
immeédiat.
O
Le fait suivant donne sens & ’appellation “plus petit point fixe” :

Fait 39 On montre :

(1) FVYF(F(uX.F(X)) C pz.F(X))
(2) FVF(Cresc(F)= F(uX.F(X)) =c px.F(X))
(3) FVYF(Cresc(F)=VI(F(I)=cI= pz.F(X)CI))

preuve:

— (1) est une conséquence du fait précédent (2).

— (2) : il suffit de montrer que px.F(X) C F(uX.F(X)), et d’aprés le fait précédent (3),
il suffit de montrer que VA(A C F(pX.F(X)) = F(A) C F(uX.F(X)). En supposant
que A C F(uX.F(X)), on a par (1) A C uX.F(X), et donc par Cresc(F') on obtient la
conclusion.

— (3) : par le fait précédent (3), il suffit de montrer sous les hypothéses Cresc(F) et
F(I)=c I que VA(A C I = F(A) C I), ce qui est immédiat.

0
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3.8 Conclusion

Avec le travail effectué dans ce chapitre et le précédent, nous avons une idée un peu plus

claire de ce que peut modéliser le systéme ST, et de ce qu’il peut exprimer. Nous allons,

dans le chapitre suivant, démontrer le théoréme de préservation du type par réduction, en

utilisant des techniques qui seront utiles dans les sections qui concerneront 1’élaboration

du langage de programmation proprement dit bati au-dessus de ST.

Remarque: La totalité des énoncés de ce chapitre a été prouvée dans 'assistant de preuve

PhoX ([47]), et peuvent étre téléchargés a 'URL suivante : http ://www.lama.univ-savoie.fr/ ruyer /these.|]



Chapitre 4

Préservation du type

Nous allons montrer dans ce chapitre le résultat énoncé et partiellement prouvé dans [49) :
la préservation du type par réduction. Celle-ci n’est pas triviale, car le mélange du sous-
typage et de I'omission de contenu algorithmique rend le systéme difficile & appréhender.

Nous mettrons donc en évidence les 3 mécanismes qui rentrent en jeu dans cette preuve :

— Premiérement (partie 1), et c’est un fait assez étonnant, le typage est en quelque sorte
(modulo une hypothése sur la forme de la dérivation, que nous appellerons sans coupure
essentielle) équivalent au sous-typage dans le systéme ST : ceci repose sur un codage
des termes dans les types. Nous montrons aussi que ce codage permet de transformer les
relations de (3 et 1 réduction en relations de sous-typage.

— Deuxiémement (partie 2), nous montrons que toute dérivation peut étre transformée en
une dérivation dans laquelle le contexte a une certaine forme que nous appelons contexte
précisé, et qui est sans coupure essentielle.

— Troisiémement (partie 3), on arrive a prouver de facon interne que, en supposant que
les variables libres d’un terme sont “codées” par des singletons, alors ce terme est un
singleton.

— La derniére partie (partie 4) combine les trois premiéres pour obtenir le résultat de
préservation du type.

Notre preuve apporte cela de nouveau par rapport au papier original, d’'une part que
nous explicitons les mécanismes qui sous-tendent la preuve, et d’autre part que nous la
complétons. Dans larticle [49] en effet, 'auteur s’appuie sur le Théoréme 14 qui, s'il est
vrai en I'absence des régles gauches C'oup et UG, n’est plus aussi évident en leur présence
...Nous le remplacons par deux versions :

— Nous montrons que le résultat reste vrai si les régles gauches restent cantonnées au-dessus
de jugements logiques -c’est le sens de la notion de dérivation sans coupures essentielles-
(proposition 43 page 64).

— Le théoréeme du type principal donne une version plus faible, en ’absence de contexte,
du résultat (théoréme 44 page 65).

61
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4.1 Typage et sous-typage

L’objectif de cette section est de montrer comment typage et sous-typage interagissent
dans le systéme ST. Nous commencons par donner la traduction sous forme de type des
programmes. Puis, nous montrons comment d’un jugement de sous-typage on peut déduire
un jugement de typage.

Nous introduisons ensuite une nouvelle notion, la notion de dérivation sans coupure essen-
tielle, et montrons la réciproque (que d’un jugement de typage on peut déduire un jugement
de sous-typage, qui est plus surprenante), sous I’hypothése qu’on a une dérivation sans cou-
pure essentielle.

4.1.1 M-abstraction dans les types, et interprétation

Pour qui arrive a ce point de la thése en ayant lu le chapitre de sémantique (2), la définition
suivante ne sera pas étonnante :

Définition 36 (\-abstraction de types) On définit un nouvel opérateur de types :
AXAX) =VX(X = A(X))
Ceci nous permet de définir, avec 'abstraction de types, I'interprétation d’un terme :

Définition 37 (Interprétation de programme) Soit t un terme de variables libres

xr1,...,%, et ¢ une application qui a chaque variable du \-calcul associe un terme de type
7. L’interprétation de t sous ¢, notée |t|® est définie par :
— [2]* = ¢()

= | v)|? = [u]?[jv]’]
~ |fun x -> t|? = AX |t|l==X]

(-expansion et n-réduction

Nous illustrons ici un intérét de cette traduction : les relations de réduction se traduisent
en relations de sous-typage. Plus que d’un intérét anecdotique, ce fait reléve d’un intérét
pratique certain puisqu’il joue un role clé dans la preuve de préservation du type. Avec
les simples définitions données ci-dessus, et moyennant quelques lemmes techniques faciles,
nous avons donc le résultat suivant (de [50]) :

Théoréme 40 Soit ¢ une interprétation, et t et t' deux programmes.
~ Sit =gt alors [t|? C |t'|°.
— Sit =, t, alors |t'|* C |t]°.

preuve: On le montre d’abord pour les redex :
- AX.F(X)[V]C F(V) car AX.F(X) CV = F(V) et par le fait 28.1.
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— A C AX.A[X] est un peu plus délicat :ona A CVX,Y(AC (X =Y)) » (X =Y))
de maniére immeédiate. En utilisant les axiomes de transitivité, de permutation de la
fleche spéciale et ’axiome de Mitchell, on en déduit que A C VX (X = VY ((A C (X =
Y)) = Y)).

Pour généraliser a tous les cas on montre :

1. Si AC A’ et B C B alors A[B] C A'[B’], immédiat par le fait 28.2.

2. Si F' minore G c’est a dire VX (F(X) C G(X)), alors AX.F(X) C AX.G(X) :
immédiat par la co-variance de =-.

On suppose t >, t' (« = [ oun) :

— Si t est un redex, le résultat est vrai d’aprés ce qu’on vient de voir.

- Sit=(u v)ett = v) (resp. t' = (u v')) avec u >, v’ (resp. v =, v'), on conclut
par induction et par 1..

—Sit=funx ->uett = fun x -> u avec u =, u’, on a pour 3 par hypothése
d’induction pour tout X |u|?®=X] C |/|?*=X] et donc par 2. [t|* C |t/|°.

O

4.1.2 Equivalence entre typage et sous-typage

Dans cette sous-partie, sans précision supplémentaire, on considérera toujours I'interpré-
tation ¢ associée & un contexte I' définie par : si z : A € I, alors ¢(z) = A. On montre
d’abord qu'un jugement de typage peut se déduire d’un jugement de sous-typage, puis on
montre l'inverse, dans le cas ou la dérivation a une forme particuliére (si elle n’utilise les
régles gauches Coup et UG que d’une facon inessentielle pour le typage).

Du sous-typage vers le typage

L’objectif est de montrer la proposition suivante :
Proposition 41 Pour tout contexte I', tout programme t et tout type A :
SiTH[t?CA, alorsTFt:A

preuve: La preuve découle immédiatement du lemme 42 ci-dessous : on a par le lemme
que T'H¢: [t]?. SiT + [t| C A, alors par la régle C, on a le résultat. O
On montre donc le lemme suivant :

Lemme 42 Pour tout contexte I' et tout programme t dont les variables libres sont dans
r:
Lt ft?

preuve: Par induction sur la longueur du programme ¢ :
— Si c’est une variable , c’est clair.
— Si c’est une application, on a le résultat par induction et par le fait 28 3.
~ Sit=fun x -> u. On a, par hypothése d’induction : I, X : 7,2 : X F u : |u|?®=*] et
donc par les régles d’introduction de = et V, on a le résultat.
O
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Du typage vers le sous-typage

Nous allons montrer la réciproque de la proposition 41, dans le cas ou la dérivation a
une forme particuliére : les régles gauches n’interviennent qu’éventuellement au-dessus de
déductions logiques. Précisons a I'aide d’une définition :

Définition 38 (Coupures essentielles) On dit qu’une dérivation de typage est sans
coupures essentielles si la derniére régle est telle que :
— C’est une instance de Ax".
— (’est une instance d’une régle de typage, qui n’est pas pas UG, dont les prémisses sont
sans coupures essentielles.
— (C’est une instance d’une régle mizte, qui n’est pas Coup, et dont la prémisse de conclusion
un jugement de typage est sans coupure essentielle, i.e. :
— soit c’est une instance de C dont la prémisse droite est sans coupure essentielle
— soit c’est une instance de —; dont la prémisse est sans coupure essentielle
— soit c’est une instance de — g dont la prémisse gauche est sans coupure essentielle

On souhaite montrer la proposition suivante :
Proposition 43 Pour tout contexte I', tout programme t et tout type A :
SiT Ft: A sans coupures essentielles, alors ' - |t|” C A

preuve: Par induction sur la la longueur de la dérivation :
— Ax™ : immédiat.

-~ V1, Vg : immédiats par induction et sous-typage.

— =7 : Immédiat par 28 page 52.

— =7 :Par HI:

oax:AF|u==4cB
No:AFA=|u/#=YcA=B

Et, de plus, par I'axiome “Le faux est vide” et par la contravariance de = :

INAC L™ (A= [u|f*=Y c (A= B)

Donc, par le 4 du fait 29 page 53 :

I'H (A= |u/*=4)c (A= B)

Et on conclut avec une instance de axiome de la borne inférieure (Minorant).
— C : remplacé par une instance de la transitivité.
— —»7 : remplacé par une instance de ’axiome droit de la fleche spéciale.
— —»p : remplacé par une instance de I’axiome gauche de la fléeche spéciale.
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O
Les deux propositions 43 et 41 sont des quasi-réciproques. Outre leur intérét futur dans la
preuve de préservation du type, nous souhaitons également montrer le résultat suivant :

Théoréme 44 (Théoréme du type principal) Pour tout programme t et tout type A :
t: A siet seulement si F|t| C A

Nous nommons ce résultat “Théoréme du type principal” car son sens est que dans le
systéme ST, tout programme admet un plus petit type (au sens de I'inclusion).

Comme nous I’avons vu, cela repose d’abord sur le fait de pouvoir transformer une déri-
vation en une dérivation “équivalente” sans coupures essentielles. La dérivation ne sera pas
vraiment équivalente, car elle nécessitera une transformation de contextes, que nous allons
étudier maintenant (le théoréme sera prouvé a la section 4.2.1).

4.2 Transformations de contextes

Les contextes modifiés sont élaborés en remplacant chaque déclaration de typage par une
déclaration “plus précise” qui établit qu’une variable de programme est non seulement
dans un type, mais aussi dans un singleton qui est dans ce type. Cette notion était déja
présente dans [49], Fait 32, mais apparait ici comme doublement essentielle pour montrer
la préservation du type.

Définition 39 (Contextes précisés) Soit ' un conterte. On appelle contexte précisé
issu de T', noté Prec(I') le contexte obtenu en remplagant toutes les déclarations de variables
de programme de la forme x : A par la suite de définitions : X : 7,z : X, S(X), X C A.

Le premier lemme concernant les contextes précisés établit la possibilité d’éliminer une
déclaration précisée :

Lemme 45 La régle suivante est admissible :

X :rne: X,8(X),XCAAFt:B AFB:7
INxz:AJAFt:B

preuve: On montre tout d’abord que les deux régles suivantes sont admissibles :

1.
IP,Q,A-t:B

I'PAQ,AFt:B

I'z: A PAFt:B
x:AJPAFt:B
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Pour 1., c’est évident. Pour 2., on en déduit d’abord que I,z : A,A,P F t: B, et donc
Ix: A AFt: P— B.
On construit ensuite la dérivation suivante :

(a) Az"
ez: A/ AFt: P> B e: AAFA[PCA Te: A PAFx: AP
Coup (b)
e: Al PA+t:P—B Te: Al PA-P

—E

Nz: AP AFt: B

(a) et (b) utilisant le fait 30.
On en déduit que la régle suivante est admissible :

X :rne: X, 8X),XCAAFt:B
Fo: X[ (S(X)ANX CA),A+t:B

On conclut ainsi (en omettant A pour des raisons de place) :

NLX:rz: X[ (SX)AXCA)Ft:B THFB:7
UG Atom.
T,z UX(X [ (S(X)AX CA)Ft:B THACUY(Y | (S(Y)AY C A)

Coup

I'z:AFt: B

O

Nous souhaitons maintenant prouver que la régle ci-dessus est inversible, mais de plus qu’il
y a un moyen d’obtenir une dérivation sans coupures essentielles.
On désire donc prouver le résultat suivant :

Lemme 46 Si ' -t : B, alors il existe une dérivation de Prec(l') -t : B qui est sans
coupure essentielle.

preuve: On montre plus précisément : Si I' F ¢ : B, alors il existe une dérivation de
Prec(I') -t : B qui est sans coupure essentielle, et si I' = P alors il existe une dérivation
de Prec(I') - P. Comme d’habitude, on fait une induction sur la preuve :

— Reégles logiques : inchangées.

— Ax™ : Est remplacé par une instance de Ax” suivie d’une instance de la Transitivité.

- =7 :Par HI, on a:

Prec(I), X : 17,2 : X, S(X), X CAFu:B
Prec(I')F fun z -> u:VX(X - S(X) - (X C A) = B)

=17
Et, par le fait 32 3. :

PrecI) FVX(X - S(X)—» (X CA)=B)C (A= B)
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D’ou, par C :
Prec(T')Ffun = -> u: A= B

- =%, V7, VL @ inchangées.
— [-régles : inchangées.
- C, —»1, —p : inchangées.
— Renf :

On a par H.I :

Prec(I'), X : 1,2 : X, S(X),(X CAFHACB

On construit la dérivation suivante :

Azx°, C

(a)
Renf

Prec(I'), X : 1,2 : X,S(X), (X CAFXCB

PrecI),X :12: X F X C(S(X)—» (X CA) - B)

PrecT),X:7FX C(S(X)—» (X CA) —» B)

b
Prec(T), X : 7+ (X [ (S(X)AX C A) C B )

\
(c)

(d)

Prec(D) FVX (X [ (S(X)AX C A) CB
X [ (S(X

Prec(T) F UX( JAXCA)CB

(
(S(
Prec(I')FACB

Avec :
(a) se dérivant avec les axiomes de la fléche spéciale.
(b) se dérivant avec les axiomes de la fléche spéciale et le fait 30.
(c) est immédiat par la définition de U.
— (d) utilisant I’axiome d’atomiticité.
— Coup : Par H.I. :

Prec(I'), X : 7,2 : X,8(X),X C A, Prec(A)Ft: B
On en déduit, par permutation et affaiblissement :
Prec(T), X : 7,2 : X,8(X),X C A, Prec(A),X CA+t:B
est dérivable sans coupure essentielle, et donc
Prec(T), X : 7,2 : X,8(X),X C A, Prec(A)F-t: (X C A) - B
De plus, par H.I., on a aussi
Prec(T), Prec(A) - A" C A
On en déduit donc :

Prec(T), X : 7,2 : X,8(X),X C A, Prec(A)F X C A
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et finalement par une instance de —p :
Prec(I), X : 1,2 : X,8(X),X C A, Prec(A)Ft: B
— UG :Par HI:
Prec(I'), X : 1,2 : X, 8(X),y:5,X C A(y), Prec(A)-t: B
On en déduit, comme y n’est pas libre dans Prec(A) :

Prec(I'), X : 1,2 : X, S8(X), Prec(A),y:s,X C A(y)-t: B

et donc :

Prec(I'), X : 7,2 : X,S8(X), Prec(A) -t : Vy(X C A(y) - B)
Par affaiblissement :
Prec(I"), X : 1,2 : X,S8(X), X C UyA(y), Prec(A) +t:Vy(X C A(y) - B)
Et, par définition de singleton, on a

Prec(I'), X : 7,2 : X,S8(X), X C UyA(y), Prec(A) - Jy(X C A(y))

La conclusion est ensuite (quasi) immédiate.

O
Remarque: Le probléme avec RG serait par exemple une dérivation du type suivant :
X :s,z:F(X)Ft: B
RG
e UXF(X)Ft: B ' A CUxF(x)
Coup
Fx:A+t:B
4.2.1 Preuve du théoréme du type principal
Nous allons maintenant prouver le théoréme 44 :
preuve:
— “si” : est une conséquence directe de la proposition 41.
— “seulement si” : On suppose que F ¢ : A. Par le lemme 46, comme I" = [], il en existe une
preuve sans coupure essentielle. Et donc, par la proposition 43, + |t| C A.
O

A titre d’illustration, montrons comment cela “fonctionne” sur I’exemple traditionnel des
entiers de Church. On pose :

- Nat=VX(X = (X = X)=X)

— Deuxr =fun z -> fun f -> (f (f x2))

On veut montrer - |Deuz| C Nat, avec |Deux| =VX(X = VF(F = F[F[X]])).

En posant F'= X = X, on a:

- F[X] C X, douk F[F[X]] C X, et on conclut facilement.



4.3. SINGLETONICITE DES \-TERMES 69

4.3 Singletonicité des \-termes

Par ce néologisme, il est vrai assez inélégant, nous entendons le fait suivant :

Théoréme 47 (Singletonicité) Soit I' un contexte, t un terme, et ¢ une interprétation
telle que pour toute variable libre x de t, si p(x) = A, I' = S(A). Alors :

I'=S(Jt°)

Comme le fait d’étre un singleton est préservé par application (axiome 4.b), il faut vérifier
que l'abstraction réduite aux cas de typage de termes préserve la singletonicité : c’est le
sens de la proposition 52, qui prélude a la preuve du théoréme donnée a la section 4.3.2.
Nous aurons besoin pour ce travail de quelques propriétés sur les singletons, que nous allons
maintenant présenter.

4.3.1 Autres définitions de singleton

On définit deux nouvelles notions de singletons, la premiére pouvant étre vue comme un
cas particulier de la définition générale, et la seconde étant liée a la symétrie de la relation
qui quotiente A :

Définition 40 On définit le prédicat “étre un singleton pour la réunion” par :
SUA)=A4PNVX)Y(ACXUY = (ACXVACY))

On définit le prédicat “étre un singleton pour linclusion” (on pourrait aussi dire “étre un

atome”) par :
Sc(A)=A40NVX(X CA=X#A0=>A=c X)

En fait ces trois définitions sont équivalentes :
Proposition 48 On prouve l’équivalence suivante :
VA(S(A) <= S,(A) <= S.(A))
La preuve utilise le lemme suivant :
Lemme 49 Un type non vide contient un singleton :
FYA(A # 0 = J2(S(x) ANz C A))

preuve: On montre la contraposée : Va(S(x) = = ¢ A) = A = () : sous ’hypothése
Va(S(z) = v ¢ A), et en utilisant le fait 32 (1), il suffit de montrer Vo (S(z) = = C A =
x C L7), ce qui est trivial. O

On est maintenant en mesure de prouver la proposition 48 :
preuve: On montre I’équivalence par circularité (on ne montrera pas a chaque fois A # ()
qui est évidente) :
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— S(A) = Sy(A) : on suppose S(A) et A C X UY, et il faut en déduire AC X VA CY.
Par le fait 36, ona A C XUY =UZ(Z | (Z =c XV Z =c Y). Par définition de S, on a
donc 3Z(AC(Z | (Z =c XVZ =cY).Sous I'hypothése A C Z | (Z =c XVZ =cY),
et avec le fait 29 on en déduit 7 =- X VZ =Y. SiZ=XV Z =Y, alors A C Z par
le fait 30.

— Su(A) = Sc(A) : on suppose Sy(A), X # 0 et X C A, et il faut en déduire X = A; il
suffit donc d’en déduire A C X. L’axiome du complément nous donne A C X U X°¢, et
donc par S (A4), A C X VA C X° On raisonne par cas :

- Si A C X, c’est fini.
— Si A C X¢ on a par transitivité de C : X C X¢, et donc par le fait 35 ona X =0 :
contradiction

— Sc(A) = S(A) : par le lemme 49, et sous ’hypothése S-(A), on a Jz(S(z) Az C A).
En supposant S(z) Az C A (h), et en utilisant S-(A), on en déduit que A C z (c),
et donc que S(A) : effectivement, si A C Ux(B(X)) on a par (h) et la définition de S,
Jy(z C B(y)), et donc par (¢), Jy(A C B(y)).

[

On prouve de plus deux lemmes qui apportent, nous I’espérons, une meilleure compréhen-

sion de la preuve de 52.

Lemme 50 (Une autre caractérisation de singleton) On prouve :
FYA(A# D) =Ve(S(z) =2 C A= ACz) = S(4))

preuve: On met en hypothése A # 0 (a), Va(S(z) =2 C A= A Cx) (b), et A C UyF(y)

(¢). 11 suffit de montrer Jy(A C F(y)).

Par le lemme 49, et ’hypothése (a), il suffit de le montrer sous ’hypothése S(z) Az C A
(d). En utilisant (d) et (b), on obtient Jy(A C F(y)). O

Lemme 51 (7-réduction pour les singletons) On prouve :
- VA(S(A) = AXA[X] C A)

preuve: Par I’axiome d’extensionnalité, il suffit de prouver, sous 'hypothése S(A), que
Ve((AXA[X])[z] C Alz]), ce qui est immédiat par le théoréme 40. O

4.3.2 Preuve du théoréme de singletonicité

On montre tout d’abord la proposition suivante (de [49]) :

Proposition 52 L’abstraction de type préserve le fait d’étre un singleton :

FVAAXA(X) # 0 = VX (S(X) = S(A(X))) = S(AXA(X)))
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preuve: On suppose AXA(X) # 0 (a) et VX(S(X) = S(A(X)) (b), et il faut prouver
S(AXA(X)). A laide du lemme 50 il suffit de montrer que Vz(S(z) = =z C AXA(X) =
AXA(X) C z). On met en hypothéses S(z) (¢) et x C AXA(X) (d). Ajoutons I’hypo-
thése S(z) (e). Par les propriétés de I'application (fait 28), et le théoréme 40 : z[z] C
AXA(X)[z] C A(z). Par (b) et (e), on a S(A(z), et par 'axiome de conservation des sin-
gletons, z[z] # (0. Par le lemme 48, il vient S-(A(z)), donc A(z) C z[z]. On en déduit
AXAX)CVZ(S(Z) — Z = z[Z)).

On a de plus en utilisant le fait 29 (tiers exclu sur §(7)), et les propriétés de 'opéra-
teur restriction (fait 30), VZ(S(Z) — Z = z[Z]) Cc VZ((Z | S(Z)) = z[Z]), et donc
AXA(X) C AZx[Z], en utilisant le fait 32. On utilise maintenant le lemme 51, qui donne
AXA(X) C . O

On montre maintenant le théoréme 47 qui exprime qu’on peut prouver que I'interprétation
d’un terme, sous 'hypothése que ses variables libres sont déclarées comme ayant le type
d’un singleton, est un singleton :

preuve: Par induction sur la longueur de ¢ :

— Si t est une variable, c’est immédiat par hypothése.

— Si t est une application c’est immédiat par ’axiome de conservation des singletons.

- Sit=fun z -> u. On a par le lemme 42, T' - ¢ : [¢|, et donc [t| # () par le fait 29. On a
|t| = AX |u|®=X]. Pour utiliser le lemme 52, il suffit donc de montrer : I' - VX (S(X) =
S(Ju|=X1), ce qui est vrai par hypothése d’induction.

O

Ce théoréme, outre son intérét dans la preuve de préservation du type, présente un intérét

propre car il montre que le systéme ST permet effectivement de cerner avec précision

le “comportement” des types qui représentent des termes, au niveau de leurs propriétés
géomeétriques.

4.4 Préservation du type

Voici venu le temps d’énoncer et prouver le résultat qui forme le titre de ce chapitre :

Théoréme 53 (Préservation du type) Le systéme ST posséde la préservation du type
par Bn-équivalence :
SiTht:Aett =p,t, alorsT =1 : A

preuve: Disposant déja du théoréme 40, il suffit de le montrer pour la [(-réduction et la

7-expansion.

- SiT'Ft: A, alors d’aprés le lemme 46, il existe une dérivation de Prec(I") sans coupure
essentielle, et donc par la proposition 43, Prec(I") F |t| C A. De plus, par le théoréme 47
de singletonicité, Prec(I') = S(|t]), et Prec(I') = S(|t'|). Par le théoréme 40, Prec(I") -
[t| C |t'|, et par la proposition 48, on en déduit Prec(I') F |t'| C |t], et donc Prec(T")
|t'| C A. Par le lemme 45, on en déduit I' - ¢ : A.
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— La preuve est analogue pour 7.
OJ

Nous avons maintenant terminé d’exposer les propriétés de base du systéme ST. Dans
les deux prochains chapitres, nous exposerons encore quelques résultats personnels sur ce
systéme.



Chapitre 5

Expressivité de ST

Aprés avoir vu et prouvé dans le chapitre précédent les résultats sur le systéme ST énoncés
par son concepteur, nous présentons ici nos propres résultats théoriques. Ils illustrent bien
I’originalité de ce systéme, car nous n’en connaissons pas d’autres qui permettent d’expri-
mer simultanément ce genre de propriétés. Nous nous sommes intéressés en particulier a
quatre thémes usuels du domaine :

— Le tiers exclu, ou possibilité de calculer une preuve de A a partir d’une preuve de ——A,
pour tout énoncé A.

L’indécidabilité, ou la possibilité d’exprimer dans un systéme formel un énoncé “vrai”
mais non “calculable”.

La normalisabilité, ou propriété d’arrét du calcul.

La résolubilité, ou possibilité de résoudre une équation de la forme :

(@ z1... x,)=0b

a et b étant fixés.
Nous montrons ici que :

— Il n’y a pas d’espoir de calculer le tiers exclu dans ST (i.e. on a une preuve formelle dans
ST du fait que VX (==X = X) C () sous réserve d’avoir un modéle non trivial).

— On exprime a l'intérieur du systéme - ce qui montre sa puissance-, par un argument
diagonal, I'existence d’énoncés indécidables.

— Il existe un “type des normalisables” qui permet d’exprimer que les types de données
usuels sont normalisables, et aussi de parler des termes normalisables.

— Il existe un “type des résolubles” qui permet d’exprimer qu’un type ne contient que des
termes résolubles, et qu’un terme est résoluble.

Tous ces résultats nécessitent cependant un axiome de plus, par une remarque d’ordre

sémantique qui a naturellement sa contrepartie syntaxique : d’apreés le chapitre 2, le treillis

quasi-trivial {_L; T} est un modéle de ST au sens du lemme d’adéquation 22 page 48 du

chapitre 3, et donc si on veut dire des choses plus intéressantes, on doit travailler dans un

systéme plus riche, ST.rrryyque nous présentons dans la section suivante.

73
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5.1 Modéles non triviaux

5.1.1 Systéme ST rgrrv

Le systéme ST_rry est le systéme ST auquel on a rajouté un axiome qui exprime I’exis-
tence de deux singletons distincts :

Axiome 3 (Axiome de non-trivialité) L’aziome suivant exprime l’existence d’au moins

deux singletons :
(=TRIV) AXY(X AY)ANSX)AS(Y))

Le fait suivant exprime que les résultats principaux de ST restent valides :

Théoréme 54

1. Le lemme d’adéquation (lemme 22 page 48 du chapitre 3), reste vrai si T est non
trivial.

2. ST.rriv vérifie la préservation du type (théoréme 53 page 71 du chapitre 4).

preuve:

1. La seule chose a vérifier est que l'interprétation de I’axiome —T'RIV est T, ce qui est
immeédiat par définition de 'interprétation.

2. La preuve du théoréme de préservation du type ne fait pas intervenir de propriétés
logiques (on peut d’ailleurs en déduire que 1’on peut ajouter autant d’axiomes logiques
sémantiquement vrais que ’on veut sans le modifier).

O

5.1.2 Distinguabilité des booléens

Nous mettons ici le premier résultat “pratique” qui interviendra par la suite, et qui est
d’importance : les interprétations des booléens (ou “brancheurs”) vrais et faux du A-calcul
sont distinctes dans ST rgry -

On commence par un lemme qui est en fait équivalent a 'axiome T RIV :

Lemme 55 On montre :
FVX,Y(S(X)=SY)= (X CY))

preuve: 1l est immédiat que VX, Y (S(X) = S(Y) = (X C Y)) entraine la négation de
I’axiome de non trivialité. O

Lemme 56 Les booléens sont distincts :

F (AXAY.X CAXAYY) = 1°
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preuve: On met en hypothése AX.AY. X C AX.AYY (a), S(z) (b), et S(y) (¢). Par la crois-
sance de 'application (fait 28 page 52 ch. 3), on a: AX.AY. X [z][y] C AX.AY.Y([z][y]. Parle
théoréme 47 page 69 du chapitre 4, (a) et (b), on a S(AX.AY. X [z][y]) et S(AX.AY.Y [z][y]).
Par le théoréme 40 page 62 du chapitre 4, on a AX.AY. X[z]|[y] C z et AX.AY.Y[x][y] C v.
Et, par la définition de Sc, et la proposition 48 page 69, il vient donc, avec (a) et (b) :
x C y. Et donc Vz,y(S(z) = S(y) = = C y), ce qui par le lemme précédent entraine 1°.
0J

5.2 Existence d’énoncés indécidables

On montre ici qu’en interne dans le systéme ST_7grryv, qu'on ne peut pas “tout calculer”
dans le sens suivant : il n’existe pas de modeéle de ST muni “d’oracles” (programmes qui
calculent la valeur de vérité d’un énoncé) pour tout énoncé.

On utilise pour cela le décideur || présenté a la définition 33 page 58 : c’est effectivement
cet opérateur qui permet de calculer la valeur de vérité d’un énoncé P, qui est P|—P,
d’aprés le fait 37 page 58.

On définit un type dont les habitants éventuels sont les programmes qui calculent la valeur
de vérité d’un prédicat P sur les singletons :

VX(S(X) = X = (P(X)[=P(X)))

Pour montrer qu’il n’existe pas de tel programme pour tous les prédicats, il suffit de montrer
qu’il est faux que ce type soit non vide pour tous les prédicats; c’est ce qu’exprime la
proposition suivante :

Proposition 57 On montre :
FY77P( VX(S(X) » X = (P(X)||-P(X))#0 )= 1

preuve: On suppose VP(VX(S(X) - X = (P(X)||-P(X))) # 0), et on prend P(X) =

X[X] € AXAYY. On en déduit par le lemme 49 page 69 du ch. 4 I3U(S(U) AU C

VX(S(X) = X = (P(X)|-P(X)))).

Sous I’hypothése S(U) AU C VX(S(X) = X = (P(X)||[-P(X))), on en déduit par les

propriétés de I'application U[U] C (P(U)||-P(U)) et par 'axiome d’atomiticité S(U[U]).

On effectue ensuite un tiers exclu sur le prédicat P(U) :

— Sous I’hypothése P(U), on en déduit par le fait 37 page 58 que U[U| =« AXAY.X, donc
que U[U] € AXAY.X, ce qui entraine par P(U) AXAY.X C AXAY.Y, qui entraine |
par le lemme 56 page 74.

— Sous I’hypothése =P (U), on en déduit par le fait 37 page 58 que U[U] C AXAY.Y, donc
P(U) : contradiction.

O

Un autre intérét de cette proposition réside dans sa preuve qui est “typique dans le sens

ou il s’agit de ce cher argument diagonal, s’exprimant ici sous la forme “je suis une preuve
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qu’il est vrai que si je m’applique & moi méme je suis dans le faux”. On pourrait constater
qu’un simple argument de cardinalité suffirait & montrer sémantiquement I'impossibilité
d’existence d’oracles mais ici il s’agit de montrer 'expressivité syntaxique du systéme.
Nous allons par la suite traiter des problémes plus “pratiques”. ..

5.3 Logique classique

Nous montrons dans cette section que le systéme ST_ gy est inadapté a la logique clas-
sique : on peut en effet inférer dans ce systéme que VX (-—X = X) C L".

La preuve, relativement élémentaire, d'impossibilité de réaliser VX (-—X = X) est aisé-
ment transposable en réalisabilité usuelle, et en voici une version informelle :

Soit x # (). On a donc (z = ) = 0, d’ot il vient ——x = Tout. Par conséquent, tout élément,
de VX (==X = X), est élément de Tout = x pour tout x non vide. Un tel élément appliqué
a l'identité (par exemple) se réduit donc a la fois & 0 et a 1, ce qui, modulo le fait que 0 et
1 sont distincts est impossible.

Il reste & vérifier que ce raisonnement est transposable dans le systéme ST, ce qui se fait
sans trop de difficultés.

Un premier lemme permet d’utiliser I’application pour montrer la “vacuité” :

Lemme 58 L’application est intégre, dans le sens ou le séquent suivant est dérivable :

FYX,)Y(X[Y]C L<= (X CclvYcCl))

preuve:
— On suppose X[Y] C L. En utilisant le tiers exclu avec X C L, puis avec Y C L, il reste
a montrer le résultat sous les hypothéses (X C L) = L, et (Y C 1) = L,.
En utilisant le lemme 49 page 69 du ch. 4, et ’axiome de préservation des singletons par
application, et la croissance de I'application, on en déduit L.
— Pour le sens contraire, il suffit de montrer d’aprés le fait 28 page 52 que X C (Y = L7).
On raisonne par cas :
-SiXCll,onaXC((Y=1").
- SiY C 17, Paxiome du vide donne X C (L" = 17)etona (L= 17)C (Y = 17),
et donc X C (Y = L7).
O
Le second lemme montre qu’il n’y a pas de programme qui envoie un type non vide dans
le vide :

Lemme 59 On montre :
FVX(X#0=(X=17)cl")
preuve: On met en hypothése X =# (), et en appliquant le lemme précédent on a :

F(X = 1X]Cc Ll e (Xcl™V(X =17 clm)
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On a de plus par le fait 28 page 52 X = L7[X] C L7, on en déduit donc
XCL1l™"V((X=17)c L7). On raisonne ensuite par cas :
- Si X C L7, alors par I’hypothése X # (), on en déduit 1°, et donc (X = 17) C L".
— Sinon, on a (X = 17) C L7, et c’est fini.

[
Le troisiéme lemme montre que tout programme habite la double négation d’un type non
vide. On pose : T7 = Uzxzx.

Lemme 60 On montre :
FYX(X £0=(TTCc(X=17)=17))

preuve: Par le lemme précédent, on a sous I’hypothése X # (), que (X = 17) C L7, et donc
(L= 17) C ((X = L7) = L7). Par I’axiome le faux est vide, on a VY (Y C L7 = 17),
ce qui nous donne donc le résultat. 0

On a maintenant tout ce qu’il faut pour prouver le théoréme :

Théoréme 61 (Vacuité classique) On montre :
FVX(X=1T)=1")=X)) cCLl"

preuve: On raisonne par I'absurde : on suppose VX ((X = 17) = 17) # (). Par le lemme
49 page 69, il suffit de déduire L° sous les hypothéses C C VX((X = L7) = 17) (h) et
S(C). En utilisant 'axiome —T'RIV, on met en hypothése S(a), S(b) et a # b.

Onapar (h)CC((a=1")=1")=aetC C ((b= L") = L7) = b. De plus, par le
lemme précédent,ona T" C (a= 17)= 17et T"C (b= L") = L".Donc, C C T" =a
et C' C T7 = b. Par conséquent, en utilisant le fait 28 page 52, C[a] C a et Cla] C b. Par
l’axiome de conservation des singletons, on a S(Clal), et donc par la proposition 48 page
69, a C C|al, et par suite a C b, ce qui entraine L° par hypothése. O
Nous n’avons pas identifié précisément ot cela “coince” dans la définition du systéme. Cela
constitue une piste de recherche. Nous pouvons envisager de voir les axiomes et régles qui
sont vrais dans la sémantique de Jean-Louis Krivine ([32]) ou de Michel Parigot ([40]),
travail que nous avons déja effectué partiellement [51].

Aprés ces deux résultats que nous pouvons qualifier de “négatifs” (impossibilité de ...),
nous voyons maintenant deux résultats “positifs”, le premier étant d’importance puisqu’ex-
primant la terminaison des programmes.
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5.4 Normalisabilité

L’objectif de cette section est de montrer le résultat suivant :

Théoréme 62 1l existe un type N tel que :

1. Pour tout terme t clos :

t est normalisable si et seulement si + |t| C N

2. Pour tout type A :

Si = A CWN, alors pour tout terme t, si -t : A, alors t est normalisable.

Les techniques que nous utilisons ne sont pas nouvelles. Elles s’inspirent directement de la
preuve de forte normalisation du systéme F de J-Y Girard par candidats de réductibilité.
Ce qui est nouveau, c’est de les utiliser au niveau formel.

5.4.1 Rappels sur les parties adéquates
Définition 41 (Couples adéquats, ensembles adaptés) On dit qu’un couple de par-
ties (No, N) de A est adéquat si :

NoC(N=Ny)C(No=N)CN

On dit qu’un ensemble est bien adapté s’il est clos par intersection et par | = |.

Notation 9 St Ny et N sont deuz parties de A,on note :

P(N/Ny) = {X; X [n saturé et No C X C N}.
Le lemme suivant est bien connu :
Lemme 63 Si (Ny, N) est adéquat, alors P(N/Ny) est bien adapté.

preuve: 1l est clair que P(IN/Ny) est clos par intersection. Les propriétés de covariance et
contravariance de | = | assure la cloture par | = |. O
Posons :

— N = {t;t normalisable }

— No = {(x)ty...t,; x est une variable et t; € N}y

(on remarque aisément que N est /37 saturé).

Fait 64 Le couple (Ny, N) est adéquat.

preuve: 1l est clair que Nog C N, et que Ng C N = Ny. N = Ny C Ny = N est immeédiat
par le comportement de la fléche (co- et contravariance).

(No = N) C N peut se montrer de la fagon suivante : soit f € Ny = N, et © ¢ FV(f).
Ona (f ) € N, et donc f € N. O
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5.4.2 Preuve du théoréme

On pose :
— Le prédicat Adequ(X, Xy), traduction directe de la définition 41 page 78, défini par :

Adequ(X, Xo) =Xo C (X = X)) AN (X = Xo) C(Xo=X)AN(Xo= X)C X
— Le prédicat N(A), défini par :
N(A) =VX, Xo(Adequ(X, Xo) = A C X)

— Le type N, défini par :
N =UX(X I (S(X)AN(X)))

On commence par un lemme qui donne 'utilité du prédicat N(A) :
Lemme 65 Pour tout type A, si - N(A), alors Z(A) C N.

preuve: Par le fait 64 page 78 et les propriétés de I'interprétation, on a Z(Adequ)(N, No) =
T. Par le lemme d’adéquation 22 page 48, si on suppose - N(A), alors Z(A) C X pour
tout couple adéquat (X, Xy), et donc Z(A) C N. O
On peut maintenant montrer le théoréme 62 page 78 :

preuve:

Montrons d’abord le point 2. On suppose - A C N (a) et F ¢ : A. On en déduit par
le lemme d’adéquation (lemme 22 page 48) que t € Z(A). Il suffit donc de montrer que
Z(A) C N. D’apreés le lemme précédent, il suffit de montrer = N(A). On met en hypothése
Adequ(X, Xy), et par le fait 32 page 55, il suffit de montrer sous les hypothéses supplé-
mentaires S(Y) et Y C Aque Y C X. Par (a) on a Y C N, et par définition de singleton,
AZ(Y C (Z [ (S(Z)AN(Z)))). Par le fait 30 page 54 (propriétés de 'opérateur restriction)
et la proposition 48 page 69, on en déduit N(Y'), et par I'axiome d’atomiticité, N(A).
Pour le point 1., le sens droite-gauche est une conséquence du 2. et du théoréme 44 page
65. Le sens gauche-droite se montre par induction sur le longueur de la forme normale du
terme.

Soit t normalisable, et ¢’ sa forme normale. D’aprés le théoréme 40 page 62, & |t| C |t|, et
il suffit de montrer - N(|¢'|). Montrons-le par induction sur la longueur de ¢'. Plus préci-
sément, nous allons montrer le résultat suivant :

“Si 0 est un terme normalisable, et si on suppose - Adequ(N, Ny), alors en notant |6
I'interprétation de # dans laquelle chaque variable libre est remplacée par Ny, on a
10| C N ™.

Posons 6 = Axy..x,.(2)81...8m, on a = F |0] C Ny = ...Ny = No[|s1]]...[|sm|]- Par hy-
pothése d’induction, on a F |s;| C N pour ¢ = 1,..,m, et par croissance on a donc
F 18] € No = ...Ng = No[N|...[N]. Comme - Ny C N = N, on en déduit que
= No[N] C Ny, et donc par une récurrence immédiate que = Ny[N]...[N] C N, d’ou
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16| € No = ...Ny = N. Par application répétée de - Ny = N C N, il vient + |§] C N.

On déduit du raisonnement précédent que Adequ(N, No) b |t'| C N, et donc que = N(|6]).
0J

5.4.3 Un résultat sur les types a V positifs.

On va montrer ici que, bien qu’apparemment 1’on ne puisse rien dire en général des types
du systéme F', (par exemple de (VXX = VX X), qui est “tout”), on conserve cependant un
résultat de normalisabilité pour les types qui ont une certaine forme appelée “a V-positifs”.

Définition 42 L’ensemble des types a V-positifs, noté '™, et I'ensemble des types a V-
négatifs, noté , sont définis par induction mutuelle par :

Ft = X|F~ = F*|VyXF*
F~ = X|F+=F-

Ces ensembles sont des sous-ensembles des types du systéme F' (construits uniquement
avec V et =. Soit Ny et NV deux constantes de types d’interprétation respectives Ny et N.
On définit sur tous les types du systéme F' une transformation .* définie par :

X = X
(A= B)* = (A*= B*)
(VXA = VX((NgC X CN)— A"

en utilisant la notation (Ny C X C N) pour ((Ny C X) A (X C N)).

Nous allons montrer deux lemmes concernant la transformation .* : d’une part, elle trans-
forme tout type du systéme F' en un type compris entre Ny et N, d’autre part elle trans-
forme tout type a V positifs en un type plus grand.

Lemme 66 Pour tout type A du systéme F de variables libres X.,..., X,
Adequ(N, Ny),(No C X1 C N),...,(NgC X, CN)F (Nyg C A*C N)

preuve: Par induction sur la structure de A :
— Si A est une variable, c’est une instance de Axz° (c’est a dire une hypothése).
— Si A= B = C': par hypothése d’induction, on a

Adequ(N, Ng),(Ngo C X1 C N),...,(NgC X, CN)F (Ng C B*CN)

et
Adequ(N,Ny),(NgoC X1 CN),....,(NoC X,, CN)F(Ng CC*CN)

donc par la co- et contra-variance de = et I’hypothése Adequ(N, Np) :

Adequ(N,No),(No C X1 CN),....,(Ng C X,, CN)F(Ny C (B*=C*)CN)
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— Si A =VXB, par hypothése d’induction, on a :
Adequ(N, Ng),(Ng C X1 CN),...,(NgC X, CN),(NgCX CN)F(NyoCB*CN)
Il est immédiat de dériver

Adequ(N, Ny),(No C X1 CN),...,(NoC X,, CN)F Ny CVX((Ny C X C N)— B")

avec une succession de régles élémentaires.
Pour montrer

Adequ(N,Ny),(NoC X1 CN),....,(NoC X, CN)FVX((NoC X CN)—» B*)CN

on montre d’abord

Adequ(N,Ng),(No C X1 CN),...,(No C X, CN)F (Nog C Ny C N) - B*[X := Ng] C N

qui est facile par hypothése d’induction et par Adequ(N, Ny), la conclusion étant ensuite

immédiate.
O

Lemme 67 Pour tout type A du systéeme F de variables libres X1,...,X,, st A est a V

positifs, alors :
(NoCXyCN),...,(NoCX,,CN),FACA"

preuve: On montre également que si A est a V négatifs, alors :
Adequ(N, No),( (N C X1 CN),...,(NoC X, CN)FA*CA

par induction mutuelle sur la structure de A :

— Si A est une variable, c’est immeédiat.
— Si A= B = (C: on a trivialement le résultat selon que A € F'* ouque A € F~.

— SI A =VXB, on a par hypothése d’induction :
(NoCXiCN),...,(NyC X, CN),(NoCXCN),FBC B*
donc

(NoCX; CN),...,(NgoCX, CN)FBC(NgC X CN) —» B~

et on conclut facilement.

Avec ces deux lemmes, on en déduit le théoréme suivant :
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Théoréme 68 Pour tout type A a V positifs clos du systéme F, on a :
FACN
preuve: A l'aide des deux lemmes précédents, on en déduit que si A est a V positifs, alors :
Adequ(N,No)F A*CN e FACA

On en déduit facilement N(A), et donc par définition de N, et en utilisant ’axiome d’ato-
micité, A C V.

O
L’exemple suivant montre comment “fonctionne” ’algorithme sous-jacent & la preuve que
nous avons faite.

Exemple 2 On prend le type Nat = VX (X = (X = X) = X) des entiers de Church.
Nat C Ny= (Ny= Ny) = Ny
C No=(N=Ny) =N
C No= Nyg= N
C No= N
C N

Tous les types de données usuels (entiers de Church, listes, arbres...) du systéme F' entrent
dans cette catégorie de types V-positifs. Dans la pratique, on les utilisera en fait peu, mais on
prendra a leur place leurs définitions récursives “a la ML”, et on montrera la préservation de
la normalisabilité par les différentes opérations (produit cartésien, somme, types inductifs
positifs. . .).

Nous venons donc de gagner, par le résultat précédent, ce que nous semblions avoir perdu
dans le systéme ST, c’est & dire la possibilité de décrire la normalisabilité. Nous voyons
maintenant que nous gagnons également la possibilité de décrire la résolubilité.

5.5 Reésolubilité

La notion de résolubilité est une des notions centrales du A-calcul; elle permet de cerner

deux concepts :

— Le premier, qui peut sembler artificiel & premiére vue, et d’oll provient, & notre sens,
le terme assez abscons de “résolubilité” : on dit qu’un terme ¢ est résoluble s’il existe
une solution @ a l'équation ¢ @ >z fun = -> x, autrement dit si cette équation est
résoluble (la notation @ représentant une suite de terme ay,...,a, et t @ représentant
la succession de n applications ( ...( ¢t a1) ...a,)).

— Le second, qui est équivalent au premier (cf. par exemple [3], [32], [7] ...) est moins
abstrait : un terme t est résoluble s’il est normalisable de téte, autrement dit si sa
réduction de téte >, termine :

t>=n ... >pfun xy -> ...fun z, -> C ... (x; t1) ...t,)

(1<i<n).
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L’importance de cette notion tient d’une part au fait qu’on est certain qu’une forme de
calcul (d’évaluation) s’arrétera sur un terme résoluble, et d’autre part au fait qu’un terme
résoluble est un terme dont on pourra “tirer de I'information” : si on ’applique & une suite
de termes, on est certain qu’un de ces termes sera mis en action car il sera substitué a la
variable de téte x;.

L’exemple typique de terme non résoluble est le (fameux) terme ¢ §, avec
0 = fun = -> (x x), qui se reproduit a I'identique par réduction sans jamais s’autori-
ser & avaler un autre terme. Le lecteur intéressé par les questions autour de la résolubilité
pourra consulter la thése de Y. Bertini ([8]).

Loin de nous la prétention de nous attaquer a des notions fines autour de ce concept. Nous
montrons ici simplement que, comme sa grande soeur la normalisabilité, la résolubilité est
exprimable dans le systéme ST. Nous commencons par définir la notion d’n-résolubilité,
plus proche de notre sémantique, et montrons que cette notion est captée par la syntaxe,
a ’aide d’un type inductif. Puis nous montrons que cette notion est équivalente avec la
résolubilité usuelle.

5.5.1 n-résolubilité

Nous introduisons la notion suivante, qui correspond & la notion usuelle avec la (57 équi-
valence au lieu de la #-réduction :

Définition 43 On dit qu’un terme t est n- résoluble s’il existe une suite (éventuellement
vide) de \-termes ay,. .., a, telle que :

(tay,...,an ) =p, fun o -> 2

(tay,...,a, ) représente ( ...(t ay)...ay,).
On note R l’ensemble des termes n-résolubles.

Il est immédiat que ’ensemble que R est saturé par On, et est donc un élément de 7.

On peut le définir d’'une autre fagon. Soit la F' fonction de 7 dans 7 qui & tout type
A associe 'ensemble des termes t tels qu'’il existe un terme u tel que (¢t u) € A (cet
ensemble est clairement aussi un élément de 7). Nous constatons aisément que F'(R) C R :
effectivement, si ¢t € F(R), alors il existe u tel que (t u) € R. Par suite, il existe une
suite (éventuellement vide) de A-termes ay,...,a, telle que : C (¢t w) ai,...,a, ) =g,
fun x -> z, et donc t est n-résoluble (on prend la suite u, ai, . .., a,). Prenons maintenant
F' définie par F'(A) = {fun = -> 2 }"UF(A). On a encore F'(R) C R, et on a de plus
R C F'(R). Effectivement, si t € R :

— Soit t =g, fun = -> z , et donc t € F'(R).

— Sinon, il existe une suite non vide a4, ..., a, telleque ( ¢ ay,...,a, ) =g, fun =z -> z,

et donc ( t a1) € R, donc t € F'(R).
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R est donc un point fixe de F’.
Il s’agit méme du plus petit point fixe de F” : on montre que pour tout point fixe I de F”,

pour tout ¢ € R, t € I par récurrence sur la plus petite longueur de suite ay,...,a, telle
que ( ¢t a1,...,a, ) =g, fun = -> x:

— Sielle vaut 0, ¢t =g, fun = -> z, et donc ¢t € I.

— Sielle vaut m+-1, il existe une suite ai, ..., Gy, a1 telleque C € ai, ..., A, g1 ) =3y

fun x -> zx. Par minimalité, la plus petite longueur de suite correspondant au terme
(t a1) est m et donc (¢t a1) € I, et donc t € F'(I).
Nous avons donc montré la proposition suivante :

Proposition 69 L’ensemble des termes n-résolubles est le plus petit point fixe de la fonc-
tion :

F' A {fun = -> 2}"U F(A)
La fonction F' étant définie par :

F:A—{t;Ju: (t u) € A}

Par une heureuse coincidence, la fonction F” est définissable dans le systéme ST, et le plus
petit point fixe également (cf. le chapitre 3).

Fait 70 On a dans le modéle standard :

TOAAXX U (UX((X = A) [ (X £0) =F'

preuve: 11 suffit de vérifier que Z(VNA(UX (X = A) | (X # 0)) = F, ce qui est immédiat
par la sémantique. O
Munis de ces résultats, nous sommes en mesure de prouver le théoréme suivant :

Théoréme 71 Il existe un type Res tel que pour tout terme clos t, pour tout type A :

SiHAC Res ettt: A, alorst est n-résoluble.

preuve: D’aprés ce qu’on a vu dans le chapitre 3, le plus petit point fixe d’'un opérateur
croissant est définissable dans ST & l'aide de 'opérateur . On a donc, a I'aide des faits
précédents, si on pose

Res = pAAX X U (UX(X = A) | (X £0)))

alors Z(Res) = R, ce qui donne avec le lemme d’adéquation le résultat. O
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5.5.2 Normalisabilité de téte

Nous allons montrer ici un autre théoréme, qui est une conséquence assez immédiate du
précédent : il est possible de caractériser dans le systéme ST’ la normalisabilité de téte :

Théoréme 72 Il existe un type Res tel que, pour tout terme t :
1t : Res si et seulement si t est normalisable de téte
La preuve de ce théoréme repose sur la proposition suivante :
Proposition 73 Pour tout terme t :
t est normalisable de téte si et seulement si t est n-résoluble

preuve: On a vu dans le début de la section qu’un terme était résoluble si et seulement
si il était normalisable de téte. Il suffit donc de montrer qu’un terme est résoluble si et
seulement si il est n-résoluble, ce qui est prouvé par exemple dans [3], proposition 15.1.7.
O
On donne maintenant la preuve du théoréme :
preuve: On reprend le type Res défini dans la preuve du théoréme 71 page 84.
— Seulement si : est clair par le théoréme 71, et par la proposition 73, et le lemme d’adé-
quation.
— Si: Soit ¢’ en forme normale de téte tel que ¢ >3 t'. Par le théoréme 40 page 62 et le
théoréme du type principal 44 page 65, il suffit de montrer que + |t'| C Res.
Posons
t'=fun z; -> ...z, (x; W (T) ...unp(T) ) et

m=fun y; -> ...y, fun x -> x.

En prenant U; = |u;(7)|, et II = ||, on a clairement : - |¢/| C (Il = ... = 11 =
H[Uh]...[Un)) € (Il = ... = I = I). On a de plus que F II # (). Maintenant, par le fait
39 page 59 :

1. FAXX C Res
2. FVX(X # 0= (X = Res C Res)
En itérant n fois le point 2. avec X = II, on obtient : - |t'| C Res.

5.6 Conclusion

On a vu dans ce chapitre comment exprimer dans ST de nombreuses propriétés d’une part
théoriques (décidabilité, logique classique) et d’autre part pratiques (différentes formes
de terminaison, par normalisation et par normalisation de téte). Nous allons maintenant
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présenter une extension de ST & vision plus pragmatique, et regarder comment on peut
envisager un codage des types de données usuels, dans le but d’obtenir un langage de
programmation et un systéme de typage les plus proches possibles de ce qu’on utilise dans
ML.



Chapitre 6

Types de données dans le systéme ST

Nous voyons ici comment “encoder” dans le A-calcul les types de données de base, et
comment leur donner un type adéquat. En premier lieu nous nous intéressons a I’archétype
des types de données qui est celui des entiers. Nous constaterons (théoréme 80 page 93) a
cette occasion que le systéme de typage “pur” est suffisant pour exprimer les propriétés de
Parithmétique du second ordre (et méme au dela). Puis nous voyons comment encoder les
types usuels (produit cartésien, sommes, enregistrements et types abstraits), ainsi qu’une
forme de schéma de compréhension dans le systéme ST, étendu par deux axiomes pour
ce qui concerne les types abstraits et le schéma de compréhension.

6.1 Types de données stricts et entiers (de Church)

Depuis les travaux de Church sur les liens entre fonctions récursives et A\-calcul, on dispose
d’une fagon simple d’encoder les entiers & qui I’on a méme donné le patronyme de leur
inventeur. L’idée est de représenter un entier n comme un “itérateur” n prenant en argument
un terme z jouant le role de zéro, une fonction s jouant le réle du successeur, et fabriquant
le résultat de la fonction s itérée n fois sur le terme 2 :

n=fun z -> fun s -> (s...5 2
( )
n
Cette classe de programme est étonnamment bien cernée par divers systémes de types,

dans lesquels on a le fait que si un terme ¢ a un certain type, alors il se S-réduit a un entier
de Church.

!La totalité des résultats énoncés dans cette section sont prouvés dans le logiciel PhoX

87
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En particulier :
— Dans le systéme des types simples : si

Ft:o0— (0—0)—o0

alors t se J-réduit a4 un entier de Church.
— Dans le systéme F' de Girard [24] : si

Ft:VX(X - (X — X) — X)

alors t se J-réduit & un entier de Church.
— Dans le systéme AF; de Krivine [32] : si

=t VX((X0) — vy ((Xy) — (X(s(y)))) = (X(5"(0))))

alors t se (-réduit a I’entier de Church n.

Les deux premiers systémes sont assez pauvres au niveau expressivité logique. Le troisiéme
systéme fait apparaitre le “sens” du type, qui est celui du principe de récurrence ; dans ce
systéme, on se donne un ensemble de termes du premier ordre qui contient la constante 0, la
fonction S, et dans lequel on peut ajouter d’autres fonctions, avec un ensemble d’équations
logiques qui les caractérisent, une preuve de totalité d’'une fonction devenant un terme qui
calcule cette fonction.

Nous allons voir que le systéme ST.rr; est en fait suffisant en lui-méme pour obtenir
bien plus que les autres systémes : il permet naturellement comme ses cousins de cerner
les entiers de Church, et de plus avec une définition de type de donnée “interne”, mais il
permet surtout de prouver les axiomes de Peano.

6.1.1 Types de données stricts

La définition d’un type de données strict correspond a ce qu’on attend d’un (prédicat de)
type suffisamment précis pour décrire ses éléments :

Définition 44 On dit qu’un terme P : 7 — 7 est un type de données strict si :
FVx(P(x) #0 = S(z)A(z=c P(x)))

Le sens de cette définition est que si P(t) est non vide, alors ¢ est un singleton et ¢ est égal
a P(t); ceci qui correspond a la définition usuelle de AF5 pour, par exemple, les entiers :
sit: N(s"(0)), alors t =g 7, m étant l'entier de Church associé a n.

Le fait suivant établit le lien entre typage d’un programme d’un type de données strict et
forme de ce programme :

Fait 74 Pour tout programme t, si P est un type de donnée strict et X est un type, la
regle suivante est dérivable :
Ft: P(X)
Ft: X
preuve: Immeédiat avec la définition de type de données strict et le fait 29.6. O
Nous allons maintenant voir comment cette notion abstraite se concrétise a travers le
prototype des types de données stricts que sont les entiers de Church.
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6.1.2 Zéro, successeur et prédicat “étre entier”

Nous définissons les types correspondants aux programmes “zéro” et “successeur” usuels,
puis les types et formules caractérisant le fait d’étre entier :

Définition 45 - Le type “Zéro” (0) est défini par :
0=AXAFX
— Le type “Successeur” (S) est défini par :
S = ANAXAFF|N|[X]|[F]]

— Le prédicat “étre entier” (N°) est défini par :

N°(n) = V7, X(X(0) = Vy(X(y) = X(S[y])) = X(n))
— Le type paramétré “étre de type entier” (N7 ) est défini par :

NT(n) =V, _ . X(X(0) = Vy(X(y) = X(S[y])) = X(n))

Le premier résultat que nous montrons est que le type paramétré N” est un type de données
strict :

Théoréme 75 N7 est un type de données strict.

D’aprés le lemme précédent, cela entrainera que si - ¢ : N7(S™[0]), alors - ¢ : S™[0], soit
que ’on obtient bien un entier de Church.

La preuve repose sur quelques lemmes techniques.

Le premier exprime le lien entre typage et possibilité de faire un raisonnement par récur-
rence purement logique :

Lemme 76 Etre de type entier entraine étre entier :
FVYn(NT(n) #0 = N°(n))
preuve: Avec le fait 29 page 53, il suffit de montrer :
x:N"(n)F N°(n)
Et, avec la régle RC), il suffit donc de trouver un programme p tel que :
z:N'(n)Fp:(N°(n)—» L") = 17
En posant A = M.(N°(t) » 1L7) = L7, ona:

z:N"(n)Fa:A0) = Vy(Aly) = A(Sly])) = A(n)
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Il reste donc a trouver un habitant pour A(0), et un autre pour Vy(A(y) = A(S[y]) :
— On a évidemment - N°(0), ce qui entraine - fun = -> z : A(0).
— On a évidemment également - Vy(N°(y) = N°(S[y])), ce qui entraine :

Ax, RC

o
E

w Aly)2 N(Sly]) = 17 F N°(y)

W Aly), 2 N°(Sly]) = 17 F N°(S[g))
u:Aly),z: N°(Sly]) -» L™ Fz: L7
u:A(y) Ffun 2z -> 2 : A(S[y)))

Ffun u -> fun z -> z:Vy(A(y) = A(S[y]))

AZ’, —E

=71

=11

On obtient donc bien le séquent souhaité, avec

p=(C (x fun z -> z) fun v -> fun z -> 2)

Le deuxiéme lemme sert & montrer la singletonicité :

Lemme 77 Tout entier est un singleton :
FVn(N°(n) = S(n))

preuve: C’est une simple preuve par récurrence :
— S(0) est évident par le théoréme de singletonicité (théoréme 47 page 69).
- Vy(S(y) = S(S[y])) est immédiat par 'axiome de conservation des singletons.
0J

Le troisiéme lemme est un lemme sur le “comportement calculatoire” des types entiers :
Lemme 78 On montre :
FVn(N"(n) C AXAF[[nX]F))

preuve: On passe par deux types intermédiaires :
— On définit le type “mixte” :

NT2(n) = VX(X(0) = Vy(N°(y) = X(y) = X(S[y])) = X(n))

et on montre :

F N7(n) C N™(n)

en montrant que :
o NT(n) C A(0) = Vy(A(y) = A(S[y])) = A(n)
avec A(t) = X(t) [ N°(t).
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— On définit le type lambda-terme agrémenté de singletons :
T(n)=VX,F((S(X)ANS(F)) » X = F = n[X][F)])

et on montre :

F¥n(T(n) C AXAFn[X][F])

en utilisant ’axiome d’atomicité et les propriétés de 'application de types : il suffit en
effet de montrer - T'(n)[X][F] C n[X][F]. On met en hypothéses © C X,S(z),f C
F,S(f), et on montre facilement sous ces hypothéses que T'(n)[x][f] C n[z][f], et donc
T'(n)[x][f] C n[X][F]. La conclusion vient facilement avec I’axiome d’atomicité.
Il reste donc & montrer que :
= N™°(n) C T(n)

Cela se fait en prouvant :

(O[X][F] = Vy(N°(y) — y[X][F] = S[][X][F]) = n[X][F])
S(X),S(F) F C
(X = F = n[X][F))

Avec les régles de co et contra-variance de =, il suffit de montrer deux sous-typages (le
troisiéme étant trivial) :

S(X),S(F)F X C 0[X][F]
et
S(X),S(F) F F c Wy(N°(y) —» y[X][F] = S[y][X][F])
Pour le premier séquent, on obtient facilement I'inclusion inverse, avec le théoréme 40 page
62, et en utilisant I’équivalence entre S et S- (proposition 48 page 69), on obtient le séquent
voulu.
Pour le second, toujours avec le théoréme 40 page 62, on obtient : S[y|[X][F] C Fly[X][F]],
en utilisant ’équivalence entre S et Sc et en mettent en hypothése S(y), on obtient ’inclu-
sion inverse et on conclut en utilisant le lemme précédent et les propriétés de I’application.
O
Le quatriéme lemme est un lemme de sous-typage pur qui exprime que le type paramétré
“etre entier” appliqué a n’importe quel type est un sous-type de ce dernier?.

Lemme 79 On montre :
FVn((N"(n) C n))

preuve: On fait deux étapes :
— On établit d’abord le comportement calculatoire du successeur :

= Vy(S(y) = Sly] € AXAFS[y][X][F]

Comme il s’agit d’'une [-équivalence, celle-ci se traite avec les outils du chapitre 4.

2il peut paraitre paradoxal, mais il suffit de remarquer que si A n’est pas un entier, alors le type “A est
un entier” est vide...



92 CHAPITRE 6. TYPES DE DONNEES DANS LE SYSTEME ST

— On utilise le prédicat renforcé usuel sur les entiers :
N (n) = VX (X(0) = Vy(N°(y) = X(y) = X(S[y])) = X(n))
Et on montre le fait usuel :
= Vn(N°(n) = N°"(n))

— On montre par récurrence le sous-typage :
Vn(N°(n) = (N7(n) C n))

Cela se fait en utilisant la récurrence renforcée, la relation de 3-équivalence ci-dessus, et
les deux lemmes précédents (comportement calculatoire et singletonicité).
Enfin, en utilisant ce qu’on vient de montrer, le résultat est assez aisé a prouver en faisant
une disjonction sur la vacuité de N7 (n) et en utilisant le lemme qui fait le lien entre typage
et récurrence. 0
Ces lemmes étant établis, on peut prouver le théoréme 75 :
preuve: On suppose N7(n) # (). Avec les lemmes 76 et 77, on en déduit que S(n). Avec
I’équivalence entre S et S- (proposition 48 page 69), le lemme 79, et I'hypothése on en
déduit que n =~ N7 (n). O

6.1.3 Arithmétique de Peano

On montre ici qu’on peut formuler et prouver les axiomes de Peano d’une facon trés simple
a 'intérieur du systéme de types.

Définition 46 On appelle ariomes de Peano les formules suivantes :

1. Zéro est distinct de successeur :
Vn—(0 =c S[n])
2. Le successeur est injectif sur les entiers :
Vn,m(N(n) = N(m) = (S[n] =c S[m]) = n =c m)
3. Tout entier non nul est le successeur d’un entier :
Vn(N(n) = —(n =c 0) = Im(N(m) An =c S[m|)

4. Propriétés de 'addition :

(a)
Vn((n+0) =cn)

(b)
Vn, m((n + S[m]) =c S[n+ m))
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d. Propriétés de la multiplication :

(a)
Vn((n x 0) =c 0)

(b)

Vn,m((n x Sm]) =c n+ (n x m))
en prenant par exemple : m + n = m[n|[S] et m x n = m[0][Az.(x + n)].
Théoréme 80 Les ariomes de Peano sont prouvables dans ST.

Ce qui est surprenant dans ce résultat, c’est la capacité du systéme a prouver l'injectivité
du successeur et le fait que zéro ne soit pas un successeur.

Nous donnons maintenant la preuve :

preuve:

1. Il suffit de remarquer que 0 et S[n| étant résolubles et non 3-équivalents, I’axiome de
non trivialité (3 page 74) permet de conclure aisément.

2. Pour I'injectivité du successeur, on utilise simplement un prédécesseur, par exemple :
Predn = n[(0,0)][AC.(Pi2]c|, S[Pi2|c]])].

le couple (a,b) étant défini de maniére usuelle par (a,b) = AC.Clal[b], et la seconde
projection par Pi2 = AC.C[AXAY X].

On montre ensuite par récurrence que :
Vn(N°(n) = Pred[S[n]] C n)
munis de cela, et des faits évidents que ’on ne manipule que des singletons, on en
déduit le résultat.
3. Immédiat par récurrence.

4. Immeédiat par récurrence.

5. Immeédiat par récurrence.
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6.1.4 Egalité sur les entiers

On montre ici un fait qui sera utile par la suite pour le typage des programmes, & savoir
le comportement (typage) du test d’égalité.
On définit le terme eq_nat de la facon suivante :

true = fun x -> fun y -> x
false = fun x -> fun y -> y
(a,b) = fun ¢ -> ( (c a) b)
pil = fun ¢ -> (c true)
pi2 = fun ¢ -> (c false)
eq_zero = funm -> ((m true ) (fun r -> false))
eq_succ = fun r -> fun m -> (pit
( (m (false,zero))
( fun rec -> ((r (pi2 rec)), (succ (pi2 rec))))).
eq_nat = fun n -> ( (n eq_zero) eq_succ )

Et on considére les traduits en type Eq_nat, True et False des programmes nommés
ci-dessus.
On montre le fait suivant :

Fait 81 Les régles suivantes sont dérivables dans ST
(1) + S(Eg_nat) A Eq_nat C Va,y(N7(z) = N7(y) = ((z = y)ll(z #y)))

(x =vy) = Eq_nat[x][y] C True
(2) FVz,y(N°(z) = N°(y) = A )
(x #y) = Eq_nat[x][y] C False

preuve:

— La premiére partie est évidente car il s’agit du traduit d’un terme. La seconde partie se
prouve par récurrence.

— En utilisant les propriétés de ’application (28 page 52) on déduit de (1) que

Eq_nat[z][y] C ((z = y)[|(z # v)))

On conclut facilement en utilisant les propriétés du décideur (37 page 58).
O

Notation 10 Nous conserverons dans la suite la convention d’écriture suivante : le traduit
en type de tout programme défini par un nom (true,pil,...) sera écrite avec le méme nom
commencant par une majuscule (True,Pi1,...), a lexception des paires qui seront écrites
a lidentique.
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6.2 Produits et Paires

Les paires constituent la deuxiéme brique de base pour construire nos types de données.
Nous définissons le type produit d’une fagon légérement inhabituelle : effectivement, le
type habituel AXB =VX((A= B = X) = X) est victime d’une pathologie illustrée par
I’exemple ci-dessous. Posons :

- a, = fun i ->(((1 false)x)i),onaa,:I=1I (avec ] = AXX).

- p= fun ¢ ->((c ada, ),onap: (I =1)x(I=1).

Mais on a par contre p #3, ((pil p) ,(pi2 p)).

Ce qui fait que, dans le cas général :

AXB ¢ Useapep(AC.Cla](8])

le type de droite étant donc dans le cas général strictement plus petit que celui de gauche.
C’est donc a cause de cette pathologie qu’on choisit le codage suivant :

Définition 47 (Produit) On pose :
AXB:UaeAﬁeB( a, B)
On a introduit les notations suivantes, que nous précisons :

Notation 11
reA = (xCA)ANS(x)
Uaredr,amea T(0, ..o an) = Uag...Uay(T(aq,...,an) [ (M<i<noy € A;)

Comme nous allons beaucoup utiliser les singletons par la suite, nous introduisons égale-
ment les notation suivantes :

Notation 12
Vo : AP(z) =Va(r € A= P(z))

Jr: AP(x)=3x(xr € AN P(x))

6.2.1 Typage

Le fait suivant donne les principales propriétés du produit, et servira a établir la preuve
de correction :

Fait 82 (Propriétés du produit) On prouve :

(1) FVA, BVa: AVS: B((a,3) € A x B)

(2) VA, BYX : Ax B.(Pil[X] € A)

(3) VA, BYX : Ax B.(Pig[X] € B)

(4) FVA,BVX : A x B(X = (Pi1[X], Pi2[X]))

avec P31, P32 et (X,Y ) définis a l’aide de la convention 10.
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preuve:

— (1) : On met en hypothéses S(a), « C A, S(f3), et  C B. La premiére composante de
la conjonction est évidente par définition de la réunion. La singletonicité est immeédiate
avec les outils du chapitre 4.

— (2) : On met en hypothése X C A x B et S(X). Par définition de S, on en déduit
do € A8 € B(X C («,3)). Sous les hypothéses S(a), a C A, S(B), B C B et
X C (e, B), on déduit Pi1[X] C Pil[(«,)], et par le fait 40, par la croissance de la
paire et par hypothése on en déduit que Pi1[X] C A. La preuve que S(Pi1[X]) est
immédiate.

— (3) : analogue a (2).

— (4) : comme dans la preuve de (2), on a sous les hypothéses X C A x B et S(X),
do € A, € B(X C (a,f)). Sous les hypothéses S(a), « C A, S(B), 5 C B et
X C (o, ), on déduit S((a, B)) par (1). Par la propriété 48 page 69, on a S, et on en
déduit que X = (a, ). 1l suffit donc de montrer («, 5) = (Pil[(«, 5)],Pi2[(«, )]). En
utilisant les mémes techniques que pour la preuve de (1), on montre que Pil(q, )] = «
et que Pi2[(«, 3)] = 3, ce qui permet de conclure.

[

Remarque: Le “surjective pairing” n’est pas une régle de réduction, mais une régle de typage

conditionnée par une prémisse qui est suffisamment forte pour assurer que les habitants du

type ont la bonne forme.

6.2.2 Sous-typage

Le sous-typage du produit est un sous-typage par composante :
Proposition 83 La régle de sous-typage suivante est dérivable :
FVA A, B,B(ACA=BcCB = (AxB)C (A xB))
preuve: Sous les hypothéses A C A’ et B C B’, il suffit de montrer, en utilisant ’atomicité :
Va: AVS: Blae AAANG € B)
ce qui est immeédiat. O

Ceci termine 1’étude des propriétés du type produit, qui sera la base des autres types que
I’on va considérer maintenant.
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6.3 Sommes et cases

Les types sommes seront simplement des réunions de produits de la forme C' x A avec C
un entier, et donc leurs habitants, des paires : les régles d’introduction sont immédiates,
on ne s’intéressera donc qu’aux régles d’élimination.

Définition 48 (Motifs et Analyse par cas) On définit les motifs de base par :
- C,z -> t(x) [kul = ( ( Pi(u) Po(u) ) k ) avec :

(u) = (

P eq_nat (pi1 C)) u)
PQ(U) = (

(
((fun y -> (t (y))) (pi2 u)) u)
- C -> t[kul =C,z -> tlku/

- _ > tlkul =t

On définit les motifs par :

— Un motif de base est un motif

~ Si M[k,u] est un motif, alors

C,z -> t(z) | Mlk,u]=C,z -> t(z)[M[k,u],u]

est un motif.
— St M est un motif, et u un programme, on définit l’analyse par cas de M par :

cases u of M = M([fun z -> z,ul.

Le role d'un motif est simplement de tester si la premiére projection de u est égale & C. Si
c’est le cas, il renvoie 'application de la fonction ¢ & la seconde composante de D, sinon, il
renvoie k.

Par exemple, si on considére deux motifs M; et M, définissant chacun deux programmes
P!, P}, et P}, P} ona:

cases uw of M; | My = M;|My [fun x -> x,ul.
= M, [Ms[fun x -> x,ul,ul
Mi[C C P3(u) P#(u) ) fun x -> x ), 1]
= ( Plu) Pi(u) ) C ( P¥(u) P}(u) ) fun x -> x )

Notre objectif étant de ne travailler que sur les types, on utilisera dans la suite les pro-
grammes comme leurs traduits en type, en suivant la convention de la notation 10 : c’est
a dire qu’on notera Cases ... Of ... pour le traduit de cases ... of ... .
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Proposition 84 Les régles suivantes sont dérivables.

Fr'ueA ['FVe € At(x) € B(x)

1.
'k Cases u 0f _ -> t(u) € B(u)
l'Fuedx A
'+ N°(C)
2. I'Vy: At(y) € B((C.y))

'+ S(Fun © -> t(z))
'k Cases u 0f C, z -> t(z) € B(u)

TFueCxAXX TFN(C) TkteB(C,AXX))
'k Cases uw 0f C' -> t € B(u)

preuve:

1. C’est immeédiat car par définition :
Cases u Of _ -> t(u) =t(u)

On remarque qu’ici il n’y a aucune condition sur le type A; ceci dit, dés que I'on
composera les motifs, on aura des conditions similaires aux autres cas.

2. 1l s’agit de montrer (( Pj(u) Py(u) ) Fun x -> x ) € B(u). La premiére chose a
vérifier est S((( Py(u) Py(u) ) Fun x -> x )), ce qui est immédiat par le théoréme
de singletonicité (47 page 69), avec les premiére et derniére prémisses.

Ensuite, il faut vérifier (¢ Pj(u) Pe(u) ) Fun x -> x ) C B(u). Les propriétés du
produit (fait 82) avec la premiére prémisse assurent que Pil u € C et que Pi2 u € A.
On en déduit que Pi1 u = C par les propriétés d’équivalence des singletons (48 page
69). Avec les propriétés de ’égalité (fait 81), et par S-réduction (théoréme 40 page 62),
on en déduit (¢ Pi(u) Pe(u) ) Fun x -> x ) C ((True Py(u) ) Fun x -> x ) C
Py(u) C B(u).

3. Immédiat par (2).
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Proposition 85 Les régles suivante sont dérivables :
P: TFue(CxAUuT
Py: THN°C)

Py: THVX :T.(Pi1[X] # C A N°(Pi1[X)))

L P, THVy: Atly) € B(C,y))
Ps: THAX(EX)#0
P;: THVy:T.Cases y Of My) € B(y)
't Cases u 0f C, z -> t(z) | Mu) € B(u)
P TFue(CxAXX)UT
Py: TFN°(C)
N Py: THVYX:T.(Pi1[X] # C A N°(Pi1[X]))

Py: THteB(C,AXX))

Ps: T'HVy:T.Cases y O0f My) € B(y)
'k Cases uw 0f C ->t | Mu) € B(u)

preuve:

1. On sait que I' F S(u). Donc, d’aprés la propriété 48 page 69, on a I' - Sy (u). Par
définition, on en déduit avec P; que (u C (C' x A)) V (u C T). On raisonne par cas
en utilisant les propriétés 82, 81, et 40 page 62 :

— Sous 'hypothése u C (C' x A), on en déduit que

Cases u Of C, x -> t(x) | M(u)=t((Pil u))

ce qui donne le résultat, avec Pj.

— Sous I’hypothése u C T, on en déduit que ((Pilfu]) # C' A N°(Pil[u])). Et donc,
Cases u 0f C, x -> ¢(x) | M(u) = Cases u Of M(u), d’ou la conclusion grace
a Fs.

2. Immédiat d’aprés 1.
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6.4 Enregistrements

6.4.1 Typage

Définition 49 (Type enregistrement) On pose, pour tous types Ay, ... A, et Cy, ...C, :
{C1:Ay;...;C Ay}

VX (((Cr % (A1 = X)) U...U(C, x (A, = X)) = X)

Définition 50 (Enregistrements)
On pose, pour tous programmes ay, ...a, et Cy, ...,C, :

<Ci=ay;...;C,=a, >

fun z -> (cases z of Cy,f -> (f ay) |...Cp,f -> (f ay))
Et on définit Uajout externe d’un champs pour tous programmes C, a et p :
[C=al+p = fun z -> cases ¢ of C,f -> (f a) | _ -> (p z)

On prouve le fait suivant sur le typage des traduits en type des enregistrements :

Proposition 86 Les régles suivantes sont dérivables :

I'FaceA Tk N°C)

(1)
'F<C=a>e{C: A}

'Fae A
FF<u>e{C): Ay;...;C, Ay}
T - N°(C)
2) ( (Pitly]) # C )
FEVX(Vy: ((Ch x (A= X))U...U(C, x (4, = X))). A )
N°(Pu1[y])
FF<C=aqu>e{C:AC :A;...;C,: An}
'Fae A
FEpe{Cy:Ay;..;C Ay}
I'E N°(CO)
(3) ((Pu[y])%c“)
FEVX(Vy: (Cy x (A;= X)) U...U(C, x (A, = X))). A )
N°(Pu1[y])

'F[C=a+pe{C:AC :A;...;C Ayl
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preuve:

1. 1l faut vérifier :
'FFun o -> Cases =z 0f C,f -> (f @) eVX((Cx (A= X)) = X)
Il suffit donc de montrer :
X:myreCx (A= X)FCases z 0f C,f -> (f a) € X

On utilise la régle 2. de la propriété 84. Avec notre hypothése et les prémisses qui
assurent S(a), a C A et N°(C) :

— Les deux premiéres prémisses sont immeédiates.

-~ Vy: A= X).(y a) € X est facile.

— S(Fun = -> (z a) également.

2. On met en hypothése = € (((Cy x (A1 = X))U...U(C,, x (A, = X))), et il faut en
déduire

(cases x of C' , f > (f a) | u(x))e{C:A;Cy:A;...;C,: Ay}

On utilise la régle 1. de la propriété 85, dont il faut vérifier les 6 prémisses :
— P, et P, sont données par nos prémisses.

P; vient de notre derniére prémisse.

Py et P5 viennent de t = fun f -> (f a).

Ps vient de (fun z -> cases x of u(xz)) € {Cy: Ay;...;Ch: AL}

3. 1l suffit d’utiliser les régle 1. de la propriété 85 et 3. de la propriété 84.

O
Afin de pouvoir accéder aux composantes d’un enregistrement, on définit la projection :

Définition 51 (Projection) La projection u.C' est définie par :
ulC=(u (C , funz ->z))

On donne simplement la régle suivante, qui est suffisante grace aux propriétés de sous-
typage que nous verrons ensuite :

Proposition 87 La régle suivante est dérivable :

'Fue{C:A} T'FN°QC)
'~uCeA

preuve: 1l suffit de remarquer que (C' , AXX) C C x (A= A). O
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6.4.2 Sous-typage

On désire deux propriétés de sous-typage : le sous-typage par composante et le sous-typage
par omission de composante.

Proposition 88 Les régles de sous-typage suivantes sont dérivables :

{C1: Ay ;C Ay CL s Ayt
(1) FVA, ... A, A((A; C A) = C
{Cy: Ay C AL O Ayt

{Cl cAG 0 A G A Gt Ay O An}
(2) FVAL, ..., A, Al C
{Cl cAG G A Gt A O An}

preuve:

1. Sous I’hypothése A; C A}, on a en utilisant le sous-typage du produit et la contrava-
riance de la fléche que :

En utilisant le sous-typage de la réunion :

(C1 x (A1 = X)) U.. UG x (A = X)U...UCy x (A, = X)
H -

La conclusion est immeédiate.

2. On a simplement en utilisant le sous-typage de la réunion :

La conclusion est immédiate.

6.5 Types abstraits et description définie

6.5.1 STa

Tout comme le systéme ST rrry présenté au chapitre 5, le systéme STA est une extension
de ST, a ceci prés qu’il ajoute de nouveaux opérateurs.
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6.5.2 Syntaxe et régles

Nous ajoutons au langage de termes du systéme ST une nouvelle famille de constantes :
pour chaque suite de sortes s = sq,...,S,, on ajoute a I’ensemble des constantes Const n
opérateurs A? (i =1,...,n) de sortes respectives (si,...,S, — 0) — ;.

Une écriture agréable et compacte des regles correspondant a ces opérateurs nécessite une
définition pour les propositions existentielles portants sur plusieurs variables.

Définition 52 (Existentielles et Unions multiples)
A chaque suite de sortes s = sq1,...,5S,, on associe un opérateur 3° défini par :

= APVK(Vxy...2,(P(21) ... (2,) = K) = K)
A chaque suite de sortes s = si1,...,S,, on associe un opérateur U° défini par :

U = MAVX (Vzy ..oz (A(zy) .. (2) € X) & X)
Notation 13 On utilisera les notations 3x1...x, P pour P, et Uxy ...x,A pour UA.
On donne une famille d’axiomes :

Axiome 4 (Axiomes de description définie)
Pour chaque liste de sortes s = s1,...,S,, on pose l’axiome :

(As) VP(FP(z1) ... (x,) = P(AI(P))...(AL(P)))

Nous donnons ici quelques régles dérivables sur les existentielles qui seront utiles dans la
suite de la thése.

Fait 89 On prouve :
1. FVYPYzy ... xp(P(xy) ... (x,) = 321 ... 2, P)

2. FVYPVK 3z, ... 2, P = Vo, .. 2, (P(x1) ... (z,) = K) = K)
3. FVAVzy . xn(A(xy) .. (x,) C Uy . 2, A)
4. FYAVX(S(X) = X CUz ... 0,A= Foy .. 2 (X CT A1) ... (20)))
5. En posant X. A= A;(Axy ... 2, (X C A(zy)...(x,))), on a :
FVXVAS(X)= X CUzr...2,A= X C AX.A1)...(X.An))
preuve:

- 1,2,3 sont immédiates.

— 4 : On montre d’abord Uzx; ...z, A(z1)...(x,) C Uzy Uxg...Ux,A(xy)...(x,) par
récurrence sur la longueur [ de la suite s = sq,..., 5, :
— Sil =1, cest vrai.
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— On suppose [ > 1. Il suffit de montrer A(z)...(z,) C Uz Uxy.. .Uz, A(z1)... (T,).
On met en hypothése Vai(Uzs ... Uz, A(zy)...(2,) C X) et il faut en déduire que
A(xy)...(z,) C X. 1l suffit de montrer que A(z1)...(x,) C Uzy.. Uz, A(z1) ... (2,),
ce qui est vrai car A(zy)...(x,) C Uzy...z,A(x1) ... (z,) et par hypothése de récur-
rence Uxs ... 2, A(x1) ... (2,) CUzo ... Uz, A(xy) ... (2p).

En appliquant un nombre de fois égal a la longueur de la suite la définition de singleton

de sorte s telle que vue au fait 33, on obtient Jz; ...3x,(X C A(xy)...(x,). Par suite,

il suffit de montrer VP(3z; ...3x, P = Jz1...2,P) ce qui est immédiat par 1..

— 5 : Immédiat par 4. et A,.

0
On remarque que la notation introduite dans le point 5. du fait précédent s’approche d’assez
pres de la notation habituelle de la projection.

6.5.3 Adéquation

Il est tout de méme nécessaire de montrer que 1’extension que nous proposons est consis-
tante. Il suffit pour cela de donner une interprétation aux opérateurs A?.

Soit s = s1,...,s, une suite de sortes. On applique la proposition 6 page 22 du chapitre 2
avec :

- A =75

-m=1

m
- E=9={L;T} (onadonc Pz =T)
Soit Z une interprétation. On I’étend en posant :

Vérifions la validité des nouveaux axiomes :
SiZ(3zy...x,P(x1)...(x,)) =T, alors :

T < V{Z(P)(a1). .. (an); /\ a; € A;}

et donc
T<Z(P)(.aqnZ(P), T)) .. (@), T))

On en déduit que Z(P)(.1,1)(Z(P), T)) ... ((un(Z(P), T)) = T, qui est le résultat souhaité.
On a donc prouvé la proposition suivante :

Proposition 90 Le systéme STa-rrrv est consistant.

6.6 Antisymétrie et schéma de compréhension

On voit ici que 'on peut également définir une forme de schéma de compréhension en tant
que type de données, modulo I’ajout d’un axiome :
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Axiome 5 (Axiome d’antisymétrie) L’aziome suivant exprime l’antisymétrie du sous-

typage :
(AS) F VA, B((A =c B) = (A =;, B))

Cet axiome est évidemment vrai dans notre sémantique, car son interprétation est I’axiome
d’antisymétrie !
On définit le schéma de compréhension d’un prédicat P, noté SC(P) par :

SC(P)=UX(X [ (S(X)AP(X)))

Le fait suivant justifie 'appellation schéma de compréhension :

Fait 91 Le séquent suivant est dérivable :
FVPYX((S(X)ANP(X)) <= (S(X)ANX C SC(P)))

preuve:

— = : On met en hypothése S(X) A P(X), et il suffit d’en déduire X C UX (X | (S(X) A
P(X))), ce qui est immédiat.

— <= : On met en hypothése S(X) A X C SC(P). Par définition de singleton, on en déduit
(X C (Y[ (SY)AP(Y)))). On met en hypothése Y : 7. X C (Y | (S(Y) A P(Y)))).
Par le point 6 du fait 30 page 54, et par définition de singleton, on a S(Y') A P(Y). Par
le point 2 du méme fait, on a X C Y. Par ’équivalence des singletons (48 page 69), on
a Sc(Y), et on en déduit donc que X = Y. Par I'axiome (AS), on en déduit X =, Y,
et donc P(X). Y n’étant pas libre dans la conclusion, on a le résultat.

O

6.7 Conclusion

On a vu dans ce chapitre comment coder les types de données usuels dans le systéme ST
L’étude des entiers n’aura plus d’autre importance dans la suite que celle de représenter
les constructeurs du langage. On ne s’intéressera plus en fait qu’au niveau “supérieur”,
celui des types de données (paires, sommes, enregistrements,...) que nous avons définies.
Nous allons maintenant définir un petit langage de programmation basé sur ces types de
données.
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Chapitre 7

Langage de programmation

Nous présentons dans ce chapitre un langage de programmation fonctionnel typé avec
spécifications’.
Notre langage manipule quatre sortes d’objets :

1.
2.

Les programmes, qui seront écrits en police droite (funn —n +1...)

Les formules, qui servent & exprimer les propriétés de programmes. Par exemple, si
on se donne le type “nat” des programmes qui représentent les entiers, la formule :

II°n :nat.(n + 1 =1 + n)

doit se lire :

“Pour tout entier n, n + 1 égale 1 + n”
Les types, qui servent a décrire des ensembles de programmes. Par exemple, si on se
donne en plus du types “nat”, le type “bool” des booléens :

II"n : nat.bool

doit se lire :

“L’ensemble des programmes qui prennent en entrée un entier, et renvoient comme
résultat un booléen”

Les jugements de sous-typage, qui correspondent a la notion de sous-ensemble. Par
exemple, si on se donne le type “pair” des entiers pairs :

pair C nat

doit se lire

“tout entier pair est un entier”

IBien que le langage repose in fine sur le systéme ST, via sa traduction établissant sa consistance, ce
chapitre peut étre lu de maniére indépendante.

107
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Ces quatre sortes d’objets sont définis par régles d’inférences et des grammaires, et les
regles logiques, de typage et de sous-typage permettent d’exprimer leurs interactions.

Dans une premiére section, nous définirons les régles qui permettent de construire les
formules, les types et les relations de sous-typage, et plus généralement nous définirons
également les types et prédicats paramétrés, tous ces objets étant regroupés sous le vo-
cable terme. Les termes seront construits grace a des sortes simples restreintes a la position
positive d’une sorte particuliére , la sorte m, qui sera la sorte des programmes. Une fois
les termes définis, nous donnerons dans les sections suivantes les régles du langage a pro-
prement parler?. Dans la section 2, on présentera le noyau fonctionnel, qui concerne le
langage de programmation restreint aux seules constructions d’abstraction (fun z — t) et
d’application ((u v)). Cette partie est essentielle car elle contient les régles de typage du
produit (II") correspondant & l’abstraction, ainsi que les régles logiques de base. Les sec-
tions suivantes sont dédiées a la présentation des régles qui concernent les types de données
plus élaborés :

— La section 3 concerne les paires. Les régles de typage sont les régles habituelles, la seule
régle logique spécifique étant celle de la paire surjective.

— La section 4 concerne les types sommes, qui correspondent a la réunion de types dis-
criminés par des constructeurs. Les régles grammaticales définissant les types sommes
sont un peu fastidieuses, mais nécessaires pour obtenir la cohérence du systéme : elles
pourront étre sautées en premiére lecture.

— La section 5 présente les types inductifs, correspondant & la notion vue dans le chapitre
2. Les régles d’élimination sont restreintes a la récurrence a un pas et a la récurrence
bien fondée.

— La section 6 présente les types coinductifs, correspondant a la notion vue dans le chapitre
2. Les section 5 et 6 peuvent étre vues par le lecteur connaissant les types algébriques
du type M L comme une facon de préciser a l'intérieur de ces types ceux qui terminent
et ceux qui ne terminent (éventuellement) pas.

— La section 7 présente les enregistrements : une nouvelle notion y est présentée, celle
d’enregistrement fort, qui permet de préciser les habitants d’un tel type, car en présence
de sous-typage, un type enregistrement ne contient pas assez d’information pour cerner
le comportement de ses habitants relativement a la terminaison.

— La section 8 présente deux notions d’abstractions :

— L’abstraction correspondant aux types abstraits de M L, qui consiste a dissimuler un
type (ou un type paramétré, plus généralement un terme dans notre formalisme) qui
apparait dans un autre type.

— L’abstraction présentée sous la forme du lieur Self, permet d’exprimer le programme
lui-méme dans son type.

— La section 9 présente un prédicat de normalisation, vu comme une contrainte de sous-

typage.

20n prendra la convention d’encadrer les régles qui concernent la construction de termes, et de ne pas
encadrer les régles du langage
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7.1 Sortes et termes

7.1.1 Sortes et termes de base

Nous présentons tout d’abord les régles qui permettent de construire ce que nous appe-
lons les termes : formules, types et relations de sous-typage. Pour faciliter la traduction
ultérieure, nous présentons les régles de grammaire sous la forme de régles d’inférence :

Prémisse(s)

Conclusion

On distingue deux sortes d’objets de base :

— La sorte des propositions, qui sera notée o (on notera les propositions (P, @, ...).

— La sorte des types, qui sera notée 7 (on notera les types A, B, ...).

Une autre sorte d’objets sera les jugements de sous-typage, de la forme A C B, A et B
étant des types.

On se donne trois ensembles de variables :

— L’ensemble des variables de propositions V.

— L’ensemble des variables de types V.

— L’ensemble des variables de programmes V.

A T'aide de ces ensembles de variables, on construit des contextes, que I’on notera I', qui
sont des listes qui comportent :

— des paires de la forme variable :sorte ou variable :type.

— des propositions

— des jugement de sous-typage avec une variable a gauche.

C’est ce que reflétent les régles de bonne formation de contexte (on note W F(I") le jugement
“T" est bien formé”).

Ces contextes servent a déclarer les variables libres dans un terme, et & construire les
termes. Les termes peuvent étre :
— Des variables déclarées dans le contexte.
— Des propositions, construites avec :
— l'implication = & partir de deux propositions
— un quantificateur universel V¢ qui est un lieur portant sur les objets de sorte s.
— un produit II°, qui est un lieur portant sur les programmes.
— Des types, construits avec :
— un quantificateur universel V7 qui est un lieur portant sur les objets de sorte s.
— un produit II”, qui est un lieur portant sur les programmes.
— un schéma de compréhension {x : A; P}, qui est également un lieur.
C’est ce que reflétent les régles de formation des termes.
Le sens du schéma de compréhension est le suivant :

{z: A; P} doit selire: “I’ensemble des programmes de type A qui vérifient la propriété P”
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Régles de bonne formation de contextes :

WE()

WF{I) s=oous=717 z¢V({I) xze€V;
WFI,z:s)

WFT) THA:7 2¢V({I) ze€V
WF(T,z : A)

WF(I) THP:o
WF(T,P)

WF{I) z:7€l y:7el
WF(T,xz Cy)

Régles de formation des termes :

WF{I) z:sel

I'tz:s
Propositions :
I'P:o THQ:o0 lx:sk-FP:o s#m
'-P=Q:o0 'FVYx.P:o
I'x:AFP:o

T'FII°z: AP:o
Types :

Dz:stFA:7 s#m
F-VixA:r

'z:A+-B:71 Iz:AFP:o
I'-II"'z:AB:1 'b{z: A;P}:T
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7.1.2 Termes paramétrés

On ajoute aux termes définis précédemment des termes paramétrés qui peuvent étre des
prédicats ou des types paramétreés.

Pour les construire, on se donne une sorte supplémentaire : 7, la sorte des programmes, et
on définit les sortes dont la sorte la plus & droite est o ou 7 par les régles suivantes :

N o *, oo
Fs:x G Forook,
|—8—>T:*T Foro.ox

Le jugement s : x, signifie “s est une sorte qui a le droit de se trouver a droite d’une fléche.

A chaque sorte s : %, on associe un ensemble de variables de sortes V;, I'ensemble des
variables de sorte 7 étant égal a I’ensemble des variables de programmes (V; = V), et on
étend les régles de formation pour construire des termes simplement sortés :

Bonne formation de contextes :

WF(T) Fosx x ¢ V() x € Vs
WEFE([T,x:s)

Termes sortés :

r:skt:s sk, F'Fu:s—s F'Fov:s

F'FXxt:s— s I'Fuv):s
Propositions atomiques :

'tu:m I'to:n

'Fu=wv:o0

On identifiera les termes égaux par J-réduction : par exemple

AXAY.(X = Y) (P)Q)

sera considéré comme égal a :

P= Q.
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7.2 Le noyau fonctionnel

La partie la plus simple de notre langage concerne le typage des programmes du A-calcul.
On y distingue (et cela sera aussi vrai par la suite) quatre genres de dérivations :

— Les dérivations logiques, qui servent a raisonner sur les programmes.

Les dérivations de typage, qui servent a donner un type aux programmes.

Les dérivations de sous-typage, qui permettent de donner des relations entre les types.

— Les dérivations de réduction, qui permettent de réduire (c’est a dire d’évaluer) des pro-
grammes.

Nous présentons leurs régles dans la section suivante qui concerne les dérivations “pures”.
Ces quatre genres de dérivations interagissent par le biais de dérivations “mixtes”, que nous
étudions par la suite.

7.2.1 Dérivations pures
Dérivations de typage

Nous présentons ici le typage des programmes du noyau fonctionnel sont donnés par la
syntaxe habituelle du \-calcul :

P= vV | funV—->P | (P P)

Les occurrences libres de la variable = dans p sont liées dans fun z — p. Deux programmes
a-équivalents sont considérés comme égaux.

Pour typer un programme, on impose la condition que le contexte I' soit bien formé, et ne
contienne pas de déclarations de variables de la forme x : 7, ce que I'on note W F ().
Les régles de typage sont les cinq régles usuelles du A-calcul, avec en plus la possibilité de
lier la variable abstraite par fun dans le type :

WF.(I) xz:Ael

x
'Fz:A
x:A+t:B F'tu:1I"x: A.B FI—U:AHT
ThHfuna —t:Tz:AB ' (u v) : Bl =] g
Mex:skHt: A FHt:vVixe A 'v:s
vi Vg

'Ht:VizA DEt: Az =)
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Pour faciliter la programmation et la lisibilité des types, nous introduisons deux notations :

Notation 14

~ let x= p in q est une notation pour (fun x -> q p), (les occurrences libres de x dans
q sont donc liées dans let © = q in p).
- St x nest pas libre dans B, on notera A =" B au lieu de [I"x : A.B.

On a donc les régles correspondantes :

F'kp:A e:AkFq:B
let

Ckletx =pingq: Blx:=p)

I'x:AFt: B x non libre dans B
F'kfunz —t:A="B
'ru:A="1H F'Fov: A
'F(uv):B

=71

=F

Dérivations logiques

Dans la construction des termes, on a introduit comme propositions I’égalité entre objets
de la sorte 7. Comme on manipule ici des contextes dénués de déclaration de variables de
sorte , les termes de cette sorte qui seront introduits seront les programmes?® :

T'Fu:A )
—— prog2w
'Fu:nm

On déduit des jugements logiques de la maniére usuelle, en ayant de plus, comme pour les
reégles de typage, la possibilité de lier une variable de programme dans les propositions a
I’aide du produit :

30n écrira les régles grammaticales dans des encadrés, et les régles du systéme non encadrées
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Pel
Ax?

kP

Lx: AP I'+11°: A.P(x) FI—t:AH
HO o

TFIPz: AP I'F Pl :={] i
rx:skHP ) I'=Vox.P Fl—t:svo
TFvezpP ! Ik Ply =t r
PHQ rEP=°Q kP
=y =%
'-P=°Q I'+Q

On définit de plus les connecteurs logiques habituels :

Définition 53 (Opérateurs) Les connecteurs logiques sont définis par leur codage usuel
au second ordre :

- 1, =vXX

- ANB=YX(A=B=X)=X)

- AVB=YX(A=X)= (B=X) = X)

- A<= B=(A=B)AN(B=A)

- = )\A(A = J_O)

Les régles logiques associées (introduction et élimination) sont les régles usuelles. Cepen-
dant, pour ce qui concerne 1’égalité et ’absurde, nous ajoutons des régles particuliéres :
— La régle de I'égalité :

)

FV2A, BIla: AII°b: B.(a=b<=V?_ X.(X(a) = X(1)))

mT—0 °

Cette régle exprime que 1’égalité est I’égalité de Leibnitz, permettant de subsituer dans
tout prédicat un programme par son égal.
— La régle du raisonnement classique :

RC

F ng(ﬁﬁA = A)
— La régle de non trivialité*, qui affirme qu’il existe des programmes distincts :

ﬁv:

F=VXIT°2 : XYYy : Yi(x = y)

Nous verrons dans un exemple donné en fin de section comment utiliser cette régle pour
distinguer deux programmes.

4appellée ainsi en référence a la régle correspondante de ST.r Ry
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Dérivations de sous-typage

Les régles qui permettent d’inférer les jugements de sous-typage sont restreintes aux régles
propres au sous-typage, que nous détaillons ci-apres.

— Axiome :
(XCcY)erl
o Ca
I'EXcy
— Réflexivité :
'EA:7
———— Che
rFAca
— Transitivité :
'-AcCB r-BCC
CrTrans
r-AccC
— Produit :
r-A'cA Fx:A-BcB
Crr
FFII"z: ABCIl'z: A.B "
— Croissance du schéma de compréhension pour C :
'HAcCB
Csc-c
I'E{z: A;P(x)} C{z: B;P(x)} e
— Croissance du schéma de compréhension pour = :
['FII°z: A(P(x) =° Q(x))
CsCc—CR=°

PH{z: A;P(x)} C{zx: A Q(x)}

La régle de sous-typage du produit se justifie intuitivement facilement en reprenant 1’in-
tuition présentée dans l'introduction, et les régles relatives au schéma de compréhension
également, en reprenant la présentation intuitive faite a la fin de la section 5.1.

Dérivations de Réduction

Les jugements de réduction sont de la forme F u > v, avec u et v deux programmes. Les
régles pour construire des jugements de réduction dépendent de la définition de la réduction
des programmes, qui sont données en annexe B.

U =v

Fu>=wv
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7.2.2 Interactions entre les dérivations
Interactions entre Typage et Logique

Les régles mixtes Typage- Formules sont les suivantes :
— Introduction du schéma de compréhension :

Lre:d  TEPE
Pt {z: A P(x)}

— Elimination droite du schéma de compréhension :

Pt {z: A;P(x)}

Tk P(t) i
— Elimination gauche du schéma de compréhension :
I'Et:{x: APz
{ ()} scr

'kt A

Ces trois regles concernent en fait uniquement le schéma de compréhension. Vu sa des-
cription intuitive de la fin de la section 5.1, elles se comprennent assez facilement : pour
montrer qu’un programme a le type {z : A; P(x)}, il suffit de montrer qu’il a le type A et
qu’il vérifie la propriété P (régle d’introduction). Si un programme a le type {z : A; P(x)},
alors il a le type A (élimination gauche) et il vérifie la propriété P (élimination droite).

Interaction entre Typage et Sous-typage

Il n’y a qu'une interaction entre typage et sous typage :

't A '-AcB
I'tt: B

Cette régle est claire avec 'intuition donnée en introduction.

C

Interaction entre Réduction et Logique

Il n’y a qu'une interaction entre typage et réduction, qui est donnée par la régle Lo,
qui dit “Tout réduit d’un programme typé lui est égal” (la régle >, servant simplement &
assurer le bon sortage de v) :

'Fwu:A Fus>ov ~u:A Fus>wv
>~ Lo,
F'Fo:m I'F(u=w)
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7.2.3 Exemple

A tout seigneur, tout honneur : nous commencons par un exemple qui concerne le fameux
type des booléens, en hommage a George Boole (1815-1864).
Nous posons pour cet exemple les notations suivantes :

— Bp =V, X(X =7 (X =7 X)) le type des booléens du systéme F.
— true = fun x — funy — x.

— false = fun x — funy — x.

— not(b) = ( ( b false ) true ).

— not = fun b — not(b).

— B={b: Bp;b=true Vb = false}

Les quatre dérivations suivantes sont usuelles :

- l_BFIT

— F true : Bp

- false : Bp

- binl_nOt(b>ZBF

Nous souhaitons dériver maintenant la spécification suivante (peu concise certes, mais
précise) pour le programme not :

Fnot: 1170 : B.{r : B; (b = true = r = false) A (b = false = r = true)}

Elle se lit :
“ not est un programme qui prend en entrée un booléen b, et renvoie en résultat un booléen
r tel que, si b = true, alors r = false, et réciproquement”.

Pour inférer ce typage, on construit la dérivation suivante, sans détailler la sous-dérivations
de typage mp, et la sous-dérivation logique 7z, :

Ty TLo

b:BFnot(b) : B b:BF b=true =° not(b) = false A b = false =° not(b) = true

SCr
b:BFnot(b): {r:B;b=true =°r =false Ab= false =° r = true}

117
Fnot:II"b:B.{r:B;b=true =r = false Ab = false = r = true}

Nous laissons aux lecteurs le soin de compléter les sous-dérivations.
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7.2.4 A propos de ’absurde

Pour illustrer une utilisation de la régle =V =, et dans la continuation de I’exemple précé-
dent, nous montrons comment prouver que deux programmes sont distincts, et comment
les faux interagissent.

Fait 92 En reprenant les notations de l’exemple précédent, on montre :
F = (false = true)

preuve: 1l est aisé de montrer (avec les régles > et un typage adéquat de true et false)
que le séquent suivant est dérivable :

(false =true), X i1,z XY :1y: YYo=y

On conclut en utilisant =V =. O

Plus généralement, on montrerait que deux termes résolubles non (3 équivalents sont prou-
vablement distincts dans notre systéme (& ’aide du théoréme de Béhm).
On montre maintenant que le type vide n’est pas habité, sous la forme suivante :

Fait 93 Le séquent suivant est dérivable :
FITz : VX X. 1,

preuve: Sous 'hypothése x : VXX, on déduit x : VA, BlI"a : AII"b: B{r : A;r = a} et
x VYA, Bll"a : AII"b : B{r : B;r = b}, ce qui permet de conclure de la méme fagon que
précédemment. O

Nos exemples montrent simplement comment on peut raisonner sur des A-termes purs, ce
qui est assez peu utile du point de vue de la programmation “réelle”. C’est pourquoi nous
allons introduire progressivement des types de données plus élaborés, & commencer par les
paires.
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7.3 Paires

On ajoute au langage de programmations trois nouveaux opérateurs :

— lopérateur de construction de paires (., .)
— les premiéres et secondes projections fst et snd

P= ... | (PP) | fst P | snd P

Et on ajoute aux types les types produits :

I'FA: 7T I'-B:7
'FAxB:71

Les régles de typage et de sous-typage des types produits sont les régles usuelles, plus la
paire surjective :

— Introduction de la paire :

'Ep: A I'+tq:B

x I

I'F(pq): AxB

— Elimination gauche de la paire :
'Fp: Ax B
—— xXFEG
Pkfstp: A

— Elimination droite de la paire :
'p:Ax B
—————— XED
'tsndp: B

— Sous-typage du produit :

FrFAcCA '-BcB
I'YFAxBcCA xB

— Paire surjective :

SurPair
VA, Bll°c: A x B.(c = (fst ¢,snd ¢))
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Exemple : la curryfication et la décurryfication

On définit les opérateurs curry et uncurry par :

curry= fun f — fun x — fun y — f(x,y)

uncurry = fun g — fun ¢ — g (fst ¢) (snd ¢)

Et on peut les typer de la fagon suivante :

Fcurry : VA, BYCIIf : (Ile : A x B.C(c)).IIx : AIly : B.C((x,y))

Funcurry : VA, BYCllg : (IIx : A.Ily : B.C(x)(y)).Ilc: A x B.C(fst c)(snd c)

On a, de plus, les deux propriétés :

VA, BYCIlI°g: (A= B = C).Il°x: All°y : B.

- ((curry (uncurry g)) = y) = ((9 *) y)

VA, BYCII°f : (Ax B = C).Il°c: A x B.

T ((uncurry (curry £)) ) = (f )

Les deux égalités se prouvent facilement : la premiére en utilisant >, et la deuxiéme a 'aide
de la régle SurPair.

On n’a ni (curry (uncurry g)) = g, ni ((uncurry (curry f))=f, méme pour un g et un f du
bon type comme le montrent les contre-exemples suivants :

—g=funx - x:(B=C)= (B= (), dans ce cas :

(curry (uncurry g)) =funx — funy — (xy) #g
— f=funx—x:Ax B= AXx B, dans ce cas :

((uncurry (curry f)) = fun x — (fst x, snd x) # f

Exemple : ’inversion des paires

On définit le terme inv par : inv = fun ¢ — (snd ¢, fst ¢)

Le typage suivant :
Finv:VA B(Ax B= B x A)

se vérifie facilement.
Et la proposition suivante :

FVA, Bll°c: A x B.(c =inv (inv c))

se prouve & 'aide de la régle SurPair.
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7.4 Sommes

7.4.1 Types sommes

Nous ajoutons une nouvelle sorte 75, qui n’intervient pas dans les constructions de sortes
(i.e. on n’a pas 7g : *), mais qui sert a construire des nouveaux types. On se donne un
ensemble dénombrable C = {C1; Cs; ...} de constructeurs muni d’un prédicat d’égalité.

Les régles de construction des types sommes, mutuellement définies avec les régles d’absence
d’un constructeur C' dans un type somme 7" (noté C' ¢ T'), sont :

WE(T) cecC r-A:r CecC
Co Cq
T'EC:7g I'ECof A:7g
'FT:7g CeC C¢T 'FT:7¢ THFA:7 CeC C¢T
Sumyg Sumq
'=C|T:7g FFCofA|T:7g

WF(F) CieC CyelC 017502¢ T'HA:7 CieC CyelC 017502

c ¢c
T'HC ¢ ’ THC¢Cyof A '

I'cT:7¢ ChieC CyelC 01?502 01¢T
THC ¢ Cy | T

Sumg

I'tT:7¢ THA:7 CieC CyelC 017502 01¢T
P|_01¢CQO'FA‘T

Sumi

'ET:71g
I'ET: 71

Sumi

On rappelle que les régles encadrées sont des regles de grammaire. Celles ci signifient
simplement qu’on ne peut construire un type somme qu’en effectuant la réunion (symbolisée
par |) que sur des atomes de la forme C ou C of A tous disjoints. La derniére régle exprime
simplement qu’un type somme est un type.
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7.4.2 Reégles de sous-typage

Les regles de sous-typage des types sommes correspondent aux intuitions sous-jacentes de
réunion ensembliste.

Notation 15 Pour économiser les régles :

~ on notera Cx pour C of A ou C.
- PAQ servira a noter qu’on a deux régles avec les mémes prémisses, l'une de conclusion
P, Uautre de conclusion ().

Nous avons deux régles de sous-typage structurel :

FECx |T:7s
c_
F'ECxC(Cx |T) N TC(Cx|T)

'rAcCB
C
' Cof A Cc CofB

of

C_ exprime que ’on peut omettre une des composantes de la réunion & gauche de C. C,y
exprime que pour sous-typer un type somme atomique de la forme C of B, il faut prendre
un sous-type de B.

Les autres régles sont des régles de réécriture. Pour éviter encore les duplications, nous
utilisons la notation A =~ B pour (A C B) A (B C A).

— Commutativité :
' Crx | Cox:1g

'+ (Cy * |C2*) =c  (Cox |01*)

Comm|

— Associativité :

'ET:7g ' Cix | Cox |T: 75
'~ (Cl*|02*|T) =c (CQ*|01*|T>

SSOC|

Nous verrons quelques applications de ces régles dans la section consacrée aux types in-
ductifs.
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7.4.3 Typage

Le langage s’enrichit de la fagon suivante :

P = .. | € | C[P] | -casesP of M
M= N | NM

L’ensemble des constructeurs C du langage étant le méme que celui des types sommes.

Les constructions C' et C[p] servent a introduire des éléments de types sommes.

La construction cases p of M sert a filtrer le programme p selon les différents motifs de
M qui peuvent étre :

— “p est de la forme C[z], alors on renvoie ¢” : Cx — ¢

— “p est de la forme C', alors on renvoie ¢’ : C' — ¢

— “Dans les autres cas, on renvoie ¢ (motif universel)” :  — g.

Nous présentons les régles d’introduction puis les régles d’élimination. Les deux régles
d’introduction :

— Introduction d’un constructeur seul :

WEI) CecC

ConstrQ;
r-c:c

— Introduction d’un constructeur avec argument :
F'Ep:A cecdC
F'FCp|:Cof A

Constrly

Les quatre régles d’élimination :

— Un cas (cas universel) :

''FA:7¢ TkEp:A Ix: AF f: B(x)
['Fcasespof — f : B(p)

— Un cas (constructeur avec argument) :

I'Fp:Cof A Coz: AF f: B(Clx])

Constrllg
I'Fcasespof C oz — f : B(p)
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— Un cas (constructeur sans argument) :

LkEp:C 'k f:B(C)

ConstrOlg
I'Fcases pof C — f : B(p)

— Deux cas (constructeur sans argument) :

r-c¢s
CkEp:C|S
Tk f:B(C)

[,y : S+ cases y of M(y): B(y)

Constr02g
[+ cases pof C — f | M(p) : B(p)

— Deux cas (constructeur avec argument) :

r=Cc¢s
F'Ep:(CofA)|S
oz AF f: B(Clx])

[y:Sk cases y of M(y) : B(y)
['tcases pof Cz — f | M(p): B(p)

Constrl12g

Ces quatre régles expriment simplement I’analyse par cas pour les deux derniéres : soit I’on
est dans C*, dans ce cas on obtient le résultat donné par le premier motif, soit I'on est
dans 7T, et alors on obtient le résultat donné par le motif suivant.

7.4.4 Reégles logiques

Les régles logiques servent d’une part a discriminer les constructeurs, et d’autre part a
donner les régles correspondant & la réunion.

— Distingabilité des constructeurs :

c,c'ec  C#C
VA z : A.C # C'[]

Cx

Nous verrons un exemple d’application de cette régle dans le typage de la fonction
partielle tail sur les listes.
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Propriétés des atomes sans arguments :

cecC
F II°2:C.P(zx) <= P(C)

— Propriétés des atomes avec argument, :

cecC
C Of log
A:7F T°x:(Cof A).P(x) <= T°:A.P(Clz])
— Propriétés des sommes :
' A|B:7s Iyo: AF P(x) F,:E:BI—P(J:)|
[+ 1% : (A|B).P() o9

Typage par disjonction :

I'FAIB:7s Ce:Abp:T(x) F,x:Bl—p:T(:z:)|
Loz AlBFp:T(x) o

7.4.5 Exemples
Les booléens (2)

Il est immédiat de programmer les booléens a 1’aide des types sommes : nous montrons ici
comment spécifier un ifthenelse dans notre langage. Posons :

— Bool = True | False
— ifthenelse = fun b — fun x — fun y — cases b of | True—x | False—y

Et on infére que ifthenelse a le type suivant :

VAIT™) : Bool.II"z : AIl"y : A{r: A;(b=True=r=2x) A (b= False = r =y)}

Type “Option”

On définit le type paramétré Option qui contient ou non un élément de type A :

Option = AA.None | Some of A
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7.5 Types inductifs

Les types inductifs, dont le prototype est celui des entiers naturels, apparaissent via la
notion de plus petit point fixe telle que présentée dans le chapitre 2.

Nous les restreignons aux cas gardés par des constructeurs et aux cas croissants pour
obtenir les types usuels.

7.5.1 Algébricité

On rajoute au langage de programmation un nouvel opérateur rec :

P= ... | (recP)

Pour construire les types inductifs, on se donne deux conditions de gardes que nous appelons
conditions d’algébricité :

Définition 54 Soit I un contexte bien formé. On dit qu’un terme F' est algébrique sous
T (et l'on note T+ Alg(F) si : les séquents suivants sont démontrables :

(sum) OX:7HF(X):7s

(cresc) I''X:71,Y .1, X CYFF(X)CF(Y)
On note I' = Alg(F) le fait que F' soit algébrique sous T .

(sum) sert a restreindre les types inductifs aux cas gardés par un constructeur.

(cresc) sert & montrer que F est croissante, garantissant la condition qui fait de puX.F(X)
un plus petit point fixe

On ajoute aux types les types inductifs introduits par le lieur p :

'+ Alg(F)

TFuxFer
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7.5.2 Logique et typage

Les deux régles de base sont le principe d’induction, régle logique, et la régle du récurseur,
régle de typage :

— Principe d’induction :
I, A:7r, I’:AP(x), ACpuXF(X) F IIz:F(A).P(x)
MFIz: (uX.F(X)).P(x)

Induc

— Régle du récurseur (p) :

I, A:r, f:I"x:AB(z), ACpuXF(X) F t¢:1I"x: F(A).B(x)
'k (rec fun f — t) : z: (uX.F(X)).B(x)

Rec,

Ces deux régles sont trés similaires, la seule chose qui les distingue vraiment est que 'une
porte sur la sorte o, I’autre sur la sorte 7.

On donne, en plus des deux régles précédentes, qui correspondent a la récurrence “a un
) )

pas”, la régle de récurrence bien fondée. Celle-ci correspond au principe de démonstration

suivant sur les “vrais” entiers naturels :

Vn:N(Vm:N.(m <n= P(m)) = P(n)) = Vn:N.P(n).

On généralise ce principe en définissant tout d’abord ce qu’est une relation bien fondée :

Définition 55 (Relation bien fondée) On dit qu’une relation R : m — m — o est bien
fondée sur le type A si :

Fvo_ P.(I% : A(Il°z : A.(R(z,y) = P(z)) = P(y)) = II%:A.P(y))

T—0" °

On le notera BF (R, A).

On donne la régle de récurrence bien fondée :

I, y:pxF(x), f:Mz:{pzx.F(x);R(z,y)}.B(x)kFt: B(y) '+ BF(R, px.F(z))
'k (recfun f — funy — t) : Tz : (uX.F(X)).B(z)

BF Rec,,

Pour comprendre cette régle, on peut prendre pour px.F'(x) son type inductif préféré (en-
tiers, listes, arbres,...) et pour relation un argument usuel d’induction
(x <y, longueur(z)<longueur(y), hauteur(z)<hauteur(y), ...).
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7.5.3 Sous-typage

On se donne les deux régles suivantes de sous-typage pour p :

— Un type inductif est un point fixe :

- (FX.F(X)) = pa (X)) 7"

— Un type inductif est le plus petit point fixe :
'FFA)CA
'-uXF(X)CA

Cu

7.5.4 Exemples
Les entiers relatifs

Nous voyons ici comment typer de facon trés simple et trés intuitive ’ensemble des entiers
relatifs, vus comme la réunion de ’ensemble des successeurs de zéro et de I’ensemble des
prédécesseurs de zéro.
On pose :
— Pos = pX.(Zero | Succ of X)
— Neg = X .(Zero | Pred of X)
Et on pose :
Rel = Pred of Neg | Zero | Succ of Pos

Voyons par exemple comment typer le successeur sur cet ensemble :

I fun n — cases n of Pred x — x | y — Succ [y] : Rel = Rel

Remarque: Nous ne sommes pas parvenus a donner le type voulu dans L’extension proposée
par Objective Caml (version 3.06) des Variants Polymorphes qui infére pour le terme succ
le type suivant :

val succ : ([> ‘Pred of [> ‘Succ of 'a] as 'b] as 'a) — 'b

Et refuse de le typer avec le type voulu.

Listes

Donnons nous le type des paramétré des listes :
List = AA.uX.(Nil | Cons of A x X)
La fonction qui prend la téte d’une liste recoit le type :

Ffun | — cases | of Consy — (fsty) : VT AII"] : {l: List(A);l # Nil}.A

D’autres exemples plus sophistiqués utilisant le récurseur seront donnés en annexes.
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7.6 Types co-inductifs

On ajoute aux types les types co-inductifs introduits par le lieur v :

I'F Alg(F)
I'FvX.F:7

vy

La condition Alg(F) a été définie a la section précédente, et nous 1'utilisons pour les mémes
raisons.

7.6.1 Typage et logique
On dispose d’une regle logique :
— Principe de co-induction :
1% : F(vF).P
I'=11°z . vF.P

Coinduc,

Nous avons plus de régles algorithmiques que pour les types inductifs, car nous disposons
de regles de création de valeurs avec contenu algorithmique :

— Coinduction “avec” contenu algorithmique :

F'Ht: 1"z : F(vF).B(x)

Coinduc,
F'Et:1T"z: vF.B(x)

— Création de valeurs de type coinductif (1) :

THt:VX(X = F(X))
'k (rect) : vF

Vereatl

— Création de valeurs de type coinductif (2) :

F-t:vVX(A= X) = (A= F(X)))
I'F(rect): A= vF

Vereat2
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Les régles de sous-typage des types co-inductifs sont les suivantes :

— Point fixe :

vVpr

' (vF =c F(vF))
— Plus grand point fixe :

T'HACF(A)
T'HACUX.F(X)

v

7.6.2 Exemple : listes et streams

Dans le méme esprit que 'on a défini le type des listes dans la section précédente, on
définit ici le type des streams qui peuvent étre des listes (Stream;), et celui des streams
nécessairement infinis (Streams) :

Stream; = AA.vX.(Nil | Consof A x X )
Streamy; = MA.vX.(Consof Ax X )
On a, par exemple, pour tout type A :

I List(A) C Stream;(A)
et

I Streamy(A) C Stream;(A)

Le stream des entiers peut étre construit de la facon suivante :

- (rec fun r — fun n — Cons[(n, r Succ|n])] : Pos = Stream,(Pos)

a ’aide de la régle de création des types coinductifs.
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7.7 Enregistrements

7.7.1 Types d’enregistrements

Comme pour les types sommes, on ajoute une nouvelle sorte 7z qui sert a construire des
nouveaux types. Comme pour les types sommes, on se donne un ensemble dénombrable
L = {ly;ls;...} de labels muni d’un prédicat d’égalité. Nous disposons de deux sortes de
types enregistrements :

— les types enregistrements usuels (de la forme {l; : A;ly: B} )

— les types enregistrements forts (de la forme {l; : A;ls: B}g ).

Les régles de construction des types enregistrements et les régles d’absence des labels dans
les types enregistrements sont :

r-A:r lel
FH{l:A}: 7R

Ry

PE{T}:7p THA:7 leLl 1¢T
FH{l:A ; T}:7r

I'HFA:7 hel lbel ll#lg
FF11¢{12A}

Ro

'tA:7 lhel lbel 117&12 ll¢{T}
Fl_l1¢{l2A N T}

R;

LHA{T}: 7R
- _______us
TH{T)s: ™
LHA{T}: 7R
———————— TR2T
P={T}:7

Le lecteur peut se demander & quoi vont servir les enregistrements forts. Leur seule raison
d’étre est qu’avec le sous-typage, certains champs peuvent ne pas apparaitre dans le type.
Comme on dispose d’un type pour caractériser les types normalisables (voir la derniére
section) , il parait naturel de pouvoir certifier qu'un enregistrement ne contient que des
objets de types déclarés dans son type : c’est le role de {T'}s.
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7.7.2 Sous-typage

Les régles de sous-typage des enregistrements correspondent a 1’idée qu’on peut avoir que
ce sont des programmes qui attendent qu’on leur donne un constructeur pour fournir une
valeur du type correspondant. Ainsi, oublier un champs n’altére pas le type du programme.

Il y a deux régles de sous-typage structurel, une régle de permutation et une régle d’enre-
gistrement forcé qui sert a remettre un enregistrement dans son type le plus général :

— Qubli d’un champs :

re{ny ; 1A ; Tp}:7
'eE{ny ; 1A ; T}c{lh ; T}

{}c

— Sous-typage du type d’un champs :

'e{ny, ; 1:A ; Th}:7p THACA
'E{Ty ; 1:A ; Th}c{th ; 14 ; Ty}

— Permutation des champs :

CHA{l: Ay 0,0 Ay} i 7r o permutation de {1;...;n}
PHE{L Al At =c {lor s Aoty o5 lon - Aon )

{32

— Enregistrements forcés :
CHA{T}: g
IE{T}s c{T}

{3¢

Exemple

On voit ici comment la régle d’oubli d’un champs peut masquer dans un type enregistrement
la présence d’un élément non normalisable. Prenons le type suivant :

{depart : Pos ;suite : Streamy(Pos)}

représentant par exemple un champs contenant un entier “départ” et la suite des entiers
commencant par ce dernier. On a :

{depart : Pos ;suite : Streamy(Pos)} C {depart : Pos}

ce qui entraine une perte d’information non négligeable quand a la terminaison d’un ha-
bitant de ce type! On ne rencontrera pas ce probléme avec les enregistrements forts, qui
représentent exactement le type voulu.
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7.7.3 Regles de typage

Le langage s’enrichit des constructions suivantes :

P = .. ] <R> | PL | [£L=P]+P | Pasl
R = L=P | RL=P
e = L | Ll

R correspond aux “records”, p.l a la projection, et la notation “as” sert a récupérer certains
champs d’un record dans un autre record.
Les régles de typage sont assez économiques, car il n'y a que deux régles de base :

7

— Construction d’'un enregistrement :

PHE{lL Ayl s Ast o 'kpr:Ar ... Thkp,: A,
Ph<li=p1;..ilp=pa > {l1: Ay;.. 50, 0 Ay

— Projection d’un champs

F'kp:{l:A}
THpl:A

Les autres régles concernent les constructions moins habituelles :

— Ajout d’un champs :

PE{l: AL} :7g C'Ep:{L} 'Fq: A
PE[l=ql+p:{l: AL}

{3+

— Sélection forcée :
Php:{li: Ay 500 Ay

CkEpasly,....ly:{li: A .5l Ants s
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7.7.4 Exemples
Entiers et suites d’entiers

On reprend le type donné précédemment. A 1’aide des exemples vus dans la section des types
coinductifs, on peut supposé construit un programme p qui correspond & la description
souhaitée.

La construction as permet de récupérer uniquement le champs qui termine :

F p: {depart : Pos;suite : Streamy(Pos)} F {depart : Pos ;suite : Streamy(Pos)} C {depart : Pos}
F p : {depart : Pos}

F p as depart : {depart : Pos}g

Arbres binaires

On définit les types des arbres binaires étiquetés et des arbres binaires taggés par :

Btree = puX.(Leaf | Nodeof {g: X;e:A;d: X })

TagBtree = pX.( Leaf | Nodeof {g: X;e: A;d: X;h:Pos})

On a:
F TagBtree C Btree

par
F Leaf | Node of { g : Btree; e :A; d : Btree; h : Pos} C Btree

Supposant définie une fonction hauteur sur les arbres :
I height : Btree =" Pos

elle est par sous-typage également définie sur les arbres binaires taggés, et on peut définir
le type des arbres binaires taggés dont la marque h est la hauteur :

HTagBtree = {t : TagBtree; (height t) = t.h}
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7.8 Abstractions

On définit une nouvelle famille d’opérateurs d’abstraction pour les termes :

Some™ " s (81,0, 8, = T) = T
On définit également des projections :
I'Ep:m '=T:s,...,8, =T
FEp ST s

(avec s1,...,s, nsortes et 1 < i < n)
L’opérateur Some sert & créer un type dont certaines composantes sont abstraites, et les
projections .°1»%" § “projeter” les composantes abstraites relativement & un programme.

Dot

Notation 16 On notera Some x1,...,x,. T pour Some \xi...\z,T.

7.8.1 Reégles de 'abstraction
Les régles correspondent, comme pour les types sommes, a l'intuition de la réunion :
— Sous-typage droit(un type concret est un sous-type d’un type abstrait) :

Fl—tl:sl Fl—tnzsn

CT
Ty :=t1...2, :=1,] C Some* gy ... x,. T Some

— Sous-typage gauche :
I'EB:T 'z :s1,...,2,: 5, FT CB l
C
T+ Some®™ * 2. ...,2,.T C B Some

— Projection :

I'Fp: Some™ " (T)
CEp:T((p:*"T)1)...((p:**" T).n)

Some,,,;

Exemple : abstraction dans un enregistrement

On peut, par exemple, abstraire sur un type paramétré dans un enregistrement :

< head = u; tail = v >:
l_
Some™ 7 list.{ head:VA(list(A) = A) ; tail:VA(list(A) = list(A)) }

En laissant au lecteur le soin de compléter selon son imagination (il y a un piége).
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7.8.2 Programmes abstraits

Dans le but de permettre la manipulation de programmes dont le type parle d’eux-mémes,
nous disposons déja du schéma de compréhension. Mais celui-ci n’est pas assez souple pour
prendre en compte une forme d’auto-référencement particuliére, que nous illustrons par un
exemple :

Supposons que nous ayons dérivé - p, : T,, et = p, : Tp(p,). Nous pouvons en déduire
F<a=p.;b=p, > {a:T,;b:Ty(p,)}, mais nous souhaiterions pouvoir écrire un type de
la forme {a : T,;b: Ty(a)}. C’est ce que va nous permettre le nouvel opérateur d’abstraction

sur les programmes :
'=T:7m—r

I'Self T:7

Cet opérateur étant en fait un lieur, on adoptera la méme convention d’écriture que pour
les autres lieurs :

Notation 17 On notera Self s.T(s) pour Self (As.T).

On dispose de deux régles de typage sur les programmes abstraits :
— Introduction de I'abstraction de programme :

C'kp:T(p)

Self;
FT'Fp:Self s.T(s)

— Elimination de ’abstraction de programmes :

I'Fop:Self s.7(s)

Sele
C'Ep:T(p)

Et d’une régle de sous-typage :

— Sous-typage de Self
I,z : Selft. A(t) - A(x) C B(x)
FT'F Self s.A(s) C Self s.B(s)

elf-

Ainsi, dans I’exemple présenté en introduction, on noterait :

F<a=pab=p,>:Self s{a:T,;b:Ty(s.a)}
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7.9 Terminaison

Nous donnons dans cette section quelques moyens de déterminer si un type ne contient que
des programmes qui terminent (en évaluation gauche).
On ajoute au langage des termes une constante

NORM : 1

Les régles suivantes permettent de déterminer si un type (ou un programme) termine :

— Les constructeurs sont normalisables :

cecC
FC cC NORM

— Les constructeurs -appliqués- & un argument normalisable sont normalisables :
cecC
FVYA(AC NORM = Cof AC NORM)

— Les sommes de normalisables sont normalisables :
I'-Ae NORM I'Be NORM I'FA|B:7g

I'+A|BC NORM

— Paires normalisables :

- VA, B(AC NORM = B C NORM = (A x B) C NORM)

— Enregistrements forts normalisables :

I'A, Cc NORM CHEA{l: Ayl Ayts iR
PH{l: Ayl Ayts C NORM

— Normalisabilité des types inductifs (cette régle est en fait dérivable) :
T+ F(NORM) C NORM
I'+uXF(X)C NORM

Exemples de types normalisants

En reprenant les exemples précédents, nous pouvons montrer :

+Br C NORM - Rel C NORM

- A C NORM = Btree(A)s C NORM
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7.10 Conclusion

Le langage que nous venons de présenter dans ce chapitre comporte, outre des traits de
programmation classiques, un langage de spécifications trés riche.

Nous allons exploiter ses possibilités dans le chapitre suivant, ol nous définirons un langage
de module permettant de décrire aisément des programmes construits de facon incrémentale
(on définit un programme a, puis un programme b qui dépend de a, puis un programme
¢ qui dépend de a et b, etc ...) avec des types qui comporteront non seulement le typage
de chaque composante (a, b, ¢, ...) du module, mais aussi des propriétés portant sur ces
composantes, ainsi que des définitions de types, types paramétrés, etc ...

Il nous reste a vérifier, afin que ce que I’on a raconté fasse sens, les fondements théoriques
de ce langage, ce qui sera fait dans le chapitre 9 oll nous énoncerons et prouverons les
énoncés de correction.



Chapitre 8

Modules

8.1 Introduction

L’objectif ce ce chapitre est de définir a [’intérieur de notre langage un systéme adapté a la
manipulation de modules, vus comme des programmes typés qui ont pour vocation de per-
mettre de structurer, d’organiser des développements. Le but d’un langage de modules est,
a notre sens, le suivant : il doit permettre d’écrire des programmes (que nous appellerons
structures) qui comportent une série de “définitions” de programmes, et des types corres-
pondants (que nous appellerons signatures) qui comportent également des “définitions” et
des propriétés portant sur les programmes définis dans les structures, les “définitions” et
énoncés étant écrits de facon incrémentale, c’est a dire dépendant les uns des ordres dans
I’ordre de lecture, et leur réutilisation.
Par exemple, on peut songer & un module qui définirait les entiers naturels et les opé-
rations usuelles que I'on fait dessus, avec les spécifications correspondantes. La structure
contiendrait les implémentations des algorithmes usuels (addition, multiplication, division,
..) et la signature associée contiendrait, outre le type des opérations, une série d’énon-
cés décrivant les propriétés usuelles (par exemple les propriétés algébriques des fonctions,
comme 'associativité, la distributivité, ...), dont on pourra avoir besoin par la suite pour
construire et prouver d’autres algorithmes plus sophistiqués.

Notre présentation s’articule ainsi : nous présentons d’abord les grammaires de programmes
et de types qui étendent le langage de base, puis les régles de construction de modules, et
les régles de destruction (projection), et enfin les régles de sous-typage.

Les régles sont fortement inspirées de celles présentées par Xavier Leroy dans par exemple

[35], [36], et dans les notes de cours de Francois Pottier [46], sauf que :

— Pour éviter la capture de noms', nous utilisons la méme convention que Judicaél Courant
[18], inspirée de Mark Lillibridge et Robert Harper [25] qui consiste a distinguer nom de
variable liée et label a I’aide de la construction “as”.

— nous n’utilisons pas la notion de chemin, qui aurait sa place dans un développement plus

lcomme par exemple dans ( (fun x — let a = ...;let b= x.n) a)

139
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important donné aux modules en vue d’une implémentation, car permettant d’appeler
les types abstraits d’une facon plus simple, mais qui n’apporterait rien ici du point de
vue de la théorie.

— nous ajoutons des spécifications (des formules sans contenu algorithmique destinées a
exprimer les propriétés des programmes) et des définitions de toutes sortes (dans le sens
des sortes 7,0...) dans les signatures.

8.2 Grammaire des structures et des signatures

8.2.1 Structures

Nous étendons le langage de programmation avec les structures :

P = ... | Struct S
S = endSruct | letVasL=P! S

Les occurrences libres de la variable x dans S sont liées dans let z as [ =p! S .
La notion de substitution correcte est étendue naturellement & cette nouvelle construction.

Notation 18 Pour alléger les écritures, nous utiliserons le sucre syntaxique suivant :

letl =p!S() pour letzasl=p!S(z)

8.2.2 Signatures

On se donne :

— Un ensemble dénombrable A/ de noms, muni d’un prédicat d’égalité. On notera les noms
n,m, ...

— Un ensemble fini de sortes Y qui contient au moins 7 et 7 — 7.

Les régles de formation des signatures sont :

— Signature vide :

SigA(E
I' - endSig : 7y,

— Définition concréte d’un objet de sorte s :

'-A:s Dt:sk STy sEY nenN née¢sS

SigDe
I'Fdef;tasn=AlS: 7 d
— Définition abstraite d’un objet de sorte s :
Dot:sk STy sEY neN n¢S
S19ADef

IF'Fdefs tasn! S: 7y,
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— Définition de type associé & une valeur :

'FA:71 Dx:AFS 7y, lel ¢S

S19Pro
'k valzasl:Al'S: 7y frrog
— Propriété :
'P:o T'ES: 14,
S0 Fac
F fact P! S : 7y, Fract
— Cloture de la signature :
=S 7y
Ty <O T
'=SigsS:r

Les dérivations de la forme [ ¢ S ou n ¢ S sont analogues aux dérivations d’absence de
champs dans les enregistrements :

leL 14 Fl¢S FHlel l;«él’ﬁ

-1 ¢ endSig Fil¢ valzasl/ - AlS T
Fig¢s

-lgs ¢ 2

l e
Fi¢ fact P1S " Fi¢ defitasn(=A)1S

nenN ¢ FnégsS
. g n%rog
Fn ¢ endSig Fné¢ valzasl : Al S
/ /
Fné¢sS ) FngS neN n#n n%ef

NEact ’
Fné¢ fact P! S Fné¢ defgtasn/(=A)1S

On voit ainsi qu’'une signature peut comporter :
— des définitions (abstraites ou non) de types ou de types paramétrés :

def, zasn (=A) ou def,.,xasn(=A)
— des déclarations de programmes : val z as: A

— des énoncés de propositions : fact P.

8.2.3 Liaisons et convention d’écriture

Les constructeurs def, et val sont des lieurs, ce qui se définit formellement par :

Définition 56 (liaisons de noms et a-conversion)
— Les occurrences libres de t dans S sont lies dans def, t asn = Al S.
— Les occurrences libres de x dans S sont liées dans val x asl : A! S.
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L’alpha-conversion des variables nommeées est identique a [’alpha-conversion usuelle.
Tout comme pour les structures, on adopte la convention d’écriture suivante :
Notation 19 Lorsque cela ne comportera pas d’ambiguité, on notera :

vall : A1 S(l) pour wvalxzasl:GAlS(x)

et
defn (=A)!S(n) pour defxasn(=A)!S(z)

8.3 Typage des structures : construction

Les régles de typage pour la construction des structures sont les suivantes (on ajoute des
parenthéses pour améliorer la lisibilité) :

— Structure “vide” :
WF(T)

'+ endStruct :); endSig

end

— Ajout d’'un champs :

Do:Ax=pkm:y S 'kp: A ¢85
' (letxasl=plm):y (val zasi:AlS)

val

— Ajout d’un théoréme :
IPEm oy S r=rp

T Fm .y (fact P1S)

Mfact

— Ajout d’une définition :

Dit:s,t=AFm:y S '-A:s seEX né¢sS
C'Fm:y (defs tasn = Al YS)

— Cloture :
I'Em:y S

I' - Struct m : Sig S

La régle de cloture est en fait la seule qui introduise un terme, les autres servant a le batir
de facon incrémentale. Dans les régles M,al et Myact, les prémisses | ¢ S et n ¢ S servent
a assurer que le nom n’est pas déja défini dans la suite de la signature.

On remarque que nos régles permettent également de définir des structures vides associées
a des signatures composées uniquement de théorémes et de définitions (on peut par exemple
songer & un module qui contiendrait une théorie et ses théorémes principaux ...).

struct
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Exemple : un module pour les booléens

Supposons que 1’on veuille construire un module pour les booléens, ne pas permettre d’uti-
liser la définition du type bool en dehors du module, et spécifier le comportement des
opérateurs usuels :

Struct Sig
def, bool = TRUE | FALSE
let true = TRUE ! val true : bool
let false = FALSE ! val false : bool
let ifthenelse = ... | val ifthenelse : VA(bool = A = A= A)
I

fact VAII®z,y : A ifthenelse true x y = x

endStruct endSig

Exemple : des groupes paramétrés

Nous donnons ici comme premier exemple la construction des groupes Z/nZ.
On commence par définir le type paramétré d’un groupe :

group(E) =
Sig
vale: F

valplus: E = E=F

valop: E= F

fact [1°z : E.(plus z ) = x

fact [1°z : E.(plus = (op z)) = e

fact [1°x : E.II°y : EI1°z : E (plus (plus = y) z) = (plus z ( plus y 2) )
endSig

On suppose données les opérations arithmétiques élémentaires sur ’ensemble des entiers
naturels POS tels que définis page 128, et parmi celles-ci la relation d’ordre et la fonction
modulo :

leq . POS = POS = BOOL
modulo : POS = POS = POS

qui nous permet de définir le prédicat < par :

r<y = (leqzy)=TRUE

et le type intervalle :

[a;b) ={z: POS;a <x ANz < b}
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On définit le programme suivant :

Struct
lete = 7 !
quot = fun n — let plus = fun x — fun y — modulo (x+y) n !
let op = fun x — modulo ((n-1)xx) n !
endStruct

Et on infére, en posant SPOS = {r: POS;r > Z} :
F quot : II"n : SPOS.group([Z; (n — 1)])

On voit un intérét de disposer de modules de premier ordre : on peut les faire dépendre
d’autres programmes “ordinaires”.

8.4 Typage des structures : destruction

8.4.1 Définitions projetées et substitutions

On introduit un nouveau constructeur de type, pour permettre la projection des noms
définis dans les modules :

Définition 57 (Définition projetée) La régle de sortage d’une définition projetée (m g
S).n est :
I'Em:Sig$s S =51 !def,xasn (=A)!S,

'k (m:;S)n:s

struct

Dans l'optique de simplifier les notations, une définition projetée (m :5 S).n pouvant étre
une expression extrémement longue, on utilise la convention suivante :

Notation 20 Lorsque cela ne présente pas d’ambiguité, on notera :

m.n pour (m s S).n

On utilisera cette notation dans deux cas :

— m : Sig S est dans le contexte T

— m : Sig S est la prémisse d’une régle.

Le premier cas, généralisé aux modules apparaissant a 'intérieur de modules définis dans
le contexte, nous permettrait de définir des notions de chemin. Mais, comme nous I’avons
précisé dans l'introduction de ce chapitre, nous n’abordons pas ce probléme en détail.
Pour utiliser les signatures, on a besoin de la notion suivante de substitution :
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Définition 58 (Substitution liée a une signature) Si
L'm:Sigs

avec

S =515

on définit la substitution :

{z —m.z | z lié dans S;}

par :
{z —m.z |z lié dans 0} = Id
{z —m.z | z lié dans val z asl : AIS'} = {x— m.l}o{z — m.z |z lié dans S’}
{z —m.z | z lié dans defs x asn = AlS'} = {z— (m:5S)n}o{z —m.z|z lié dans S’}

8.4.2 Reégles de destruction

Nos modules comportant essentiellement trois types de composantes, nous définissons trois
types de projections :

— Projection d’une définition :
I'm:Sig S S =S5 ldef, rasn=A! S,

I'Em.n = A{z — m.z | z lié dans S;}

PTOjdef

— Projection d’une composante :
I'-m:Sig S S=5valzasl: Al S,

Projval
I'Em.d: A{z < m.z | z lié dans S}

— Projection d’un fait :
I'm:Sig S S =9;!fact P! S,
'k P{z <~ m.z | z lié dans S}

Projact

Exemples
— Nous commencons par un exemple trés simple avec des types abstraits (inspiré de [36]) :

I'm:Sig def. t! def, u! def, v =1t x u! endSig

I'Fmv=m.txm.u

Avec les notations abrégées convenues.



146 CHAPITRE 8. MODULES

— En reprenant le type group(E) défini précédemment, et en utilisant les régles de projec-
tion ci-dessus, on obtient que le programme :

fung — fun h —
Struct
lete = (he,ge) !
let plus = fun x — fun y — (g.plus(fst x)(fst y), h.plus(snd x)(snd y)) !
let op = fun x — ( g.op (fst x) , h.op (snd x)) !
endStruct

recoit le type :
VE, F(group(E) = group(F) = group(E x F))
8.5 Sous-typage des signatures

Il y a cinq régles de sous-typage pour les modules :

— Sous-typage de champs :

'-AcB
I (Sig Syvalzasl: Al'Sy) < (SigSyvalzasi: B!S,)

Sigs

— Omission de champs :

'k Slg Sl SQ - Tsig

. . Sigvcal
'+ (Sig Syvalzasi: Al Sy) < (SigSy Sq)
— QOmission de définition :
F|_Slg Sl 52 - Tsig
. ; Sigdcef
'+ (Slg Sl defs t=Al Sg) C (Slg Sl Sg)
— Abstraction de définition :
Sigacdef

'k (Sig Sy defs t = Al Sy) < (Sig Sy def, ! 5,)
— QOmmission de théoréme :

I' Sig S1 52 : Tsig
'+ (Sig Sy fact P! S;) < (Sig S1 5o

) SZg ]gact

On constate que les régles Sigy, et Sigf,., sont essentiellement de méme nature :
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— SigS, consiste & omettre un calcul intermédiaire, qui n’a pas d’importance dans le ré-
sultat final (z n’est pas libre dans la suite).
- Sigjgact consiste & omettre une proposition intermédiaire, autrement dit, un lemme.

La régle SigS,, s permet de passer d’une définition concréte a une définition abstraite : en
effet, les régles de typage des structures ne permettent que de construire des signatures
avec des définitions explicites, et donc pas de définitions abstraites.

Exemple

Si on reprend 'exemple de la section 6.3 de ce chapitre, avec les régles de sous-typage, on
pourrait donner a la structure des booléens le type plus simple :

Sig

def. bool !
val true : bool !
val false : bool !
endSig

8.6 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre comment construire et utiliser des modules. Notre approche
permet de plus d’utiliser les structures et les signatures comme des programmes et des types
ordinaires, ce qui permet une certaine souplesse, contrebalancée par le manque de concision
des projections de définitions. Nous verrons dans le chapitre de conclusion comment pallier
a ce défaut.

Le chapitre qui suit est consacré a la correction du langage de programmation étendu par
les modules.
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Chapitre 9

Correction du langage

Nous validons dans ce chapitre les régles des chapitres 7 et 8, en partie par traduction dans
le systéme ST, et en partie directement pour ce qui concerne les régles d’évaluation, la
traduction étant indifférente a la stratégie d’évaluation.

9.1 Meéthode et résultats

9.1.1 Plongement superficiel/ profond

La traduction d’un langage dans une logique peut s’effectuer de deux maniéres (nous nous

inspirons du polycopié [43] pour les définitions de la terminologie) :

— Par plongement profond (deep embedding), qui consiste a se donner dans la logique les
types concrets définissant le langage, ainsi que les axiomes correspondants aux régles.

— Par plongement superficiel (shallow embedding), qui consiste & traduire les objets du
langage dans la logique et & démontrer les propriétés correspondant aux régles.

La partie du langage vérifiée par traduction consiste en un plongement superficiel dans la

logique du systéme ST étendu avec les axiomes de non trivialité, de description définie et

d’antisymeétrie (ST.rrrv.a 4s)

9.1.2 Résultats

un programme p sera traduit en un type p, un type A en un type 2[7 et un contexte I' en
un contexte I'.

Nous montrons les trois propositions suivantes :

La premiére (prouvée dans les sections 2 et 3) exprime la correction de la traduction :

Proposition 94 Pour tout programme p, pour tout type A :

Si bp:Aalors S8 opaas P E A

lune grande partie des validations ont été faites dans le logiciel PhoX, avec une simplification pour les
modules, qui sera expliquée en note dans la section 2.

149
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On rappelle que t € A signifie S(t) At C A.

La seconde (prouvée dans la section 4 comme les suivantes), la traduction de 1’évaluation,
en effectuant un abus d’écriture consistant a utiliser la (-réduction gauche (/) sur les
A-termes avec les types :

Proposition 95 Pour tous programmes p et p’
Sip > p alorsp B p'
La troisiéme, la correction de ’évaluation (non-blocage) :

Proposition 96 Sil p: A, sans régles de types abstraits ou de modules, alors :
— Soit p est une valeur.
~ Soit il existe p’ tel que p = p etp' : A

Cette derniére proposition sera en fait prouvée indépendamment du systéme ST, car
rappelons-le ce dernier identifie tous les traduits de A-termes (31 équivalents, ce qui in-
terdit de montrer une propriété relative & > (dans ST, il n’est pas interdit d’appliquer un
entier & un autre entier...)

Le traduit du type NORM étant le type des programmes normalisants tel que défini dans
le chapitre 5, nous déduisons le corollaire suivant :

Corollaire 97 Pour tout programme p :
St = p: NORM, alors l’évaluation de p termine

preuve: Par la proposition précédente, le programme étant typé, son évaluation ne bloque
pas. Par le théoréme 62 page 78, I’évaluation du traduit termine (car il s’agit de ’évaluation
gauche par la proposition ci-dessus), donc ’évaluation du programme termine. 0
Nous montrons la correction par traduction du langage dans la section 1, des modules dans
la section 2. La correction de 1’évaluation est montrée dans la section 3.

9.2 Validation des régles du langage

La traduction des contextes, des programmes et des types est définie par induction mutuelle.
On notera indifféeremment ', p, A, .. .les traductions des contextes, programmes et types.

9.2.1 Traduction des contextes, des termes et des programmes

Nous commencons par présenter la traduction qui ne concerne pas les programmes, mais

simplement les termes (propositions, types , ...).
La traduction des sortes est simplement la suivante :
- T=T

— 0=0
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~d=o0

-T=T

- 81/:/82 =51 — 59

Cela signifie qu’au niveau des sortes, un élément de la sorte “programme” (7) sera vu

comme un type.

La traduction des contextes est la suivante :

~0=0

- Tz:m=T,2:7,8)

~T,x:s=1,2:5

—T,2:A=T,x: 7,8(x),x C A

I1 faut ensuite traduire les dérivations de constructions de termes (page 100 et suivantes) :

— Les constantes V, = et C sont traduites a 'identique. L’égalité est traduite par 1'égalité
de Leibnitz, et la relation de réduction > est traduite par C.

— La A-abstraction et 'application sont traduites a I’identique.

— Les produits I1° et 117, et le schéma de compréhension sont traduits de la fagon suivante :

8

HTx/Z/B(x) (S(x) » 2 CA— (z="B(7)))
Hox/éf(a:) = Vz.(S(x) =2 C A=° P(z)))
{z: A P(x)} = Uiz | (S(x) A(z CA)AP(2)))

|
<

T

Les programmes du noyau fonctionnel sont traduits par leur contrepartie en types (tels que
présentés page 62), les autres traductions seront présentées au fur et & mesure.

9.2.2 Validation des régles

Les regles sont validées par induction sur la structure de la dérivation, on montre :
- Silkt:s,aloss [ HE:5

- Sil'k PyalorsI'E P B

—Sil'kFp:AalorsI'Fpe A

On utilisera assez souvent le lemme suivant :

Lemme 98 (Singletonicité des programmes) Si'F p: A, alors T + S(p)

preuve: Immeédiat par le théoréme 47 page 69, en remarquant que dans f, toutes les
variables libres de p sont déclarées comme singletons. 0

Noyau fonctionnel

— Az" : c’est une simple introduction de la conjonction.
— II7 : On suppose que :

Tz:7,8(x),s CAFSH)AtC B
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On en déduit : B
'FVe(zx="1t) CVe(S(z) » 2 C A— = B)

et

'k SVz(x =71))

par le lemme 98.
— II7 : On a, par hypothése d’induction :

TS AmCI™z: AB) et THSW)A(vC A)
On en déduit que :

f}—uC(S(U>—»(UCA)—»(U:>B[JIZ:U]))
et

'E(Sw)—» (vC A) —» (v= Blr:=v])) C (v= Blz:=1]))

La conclusion est immeédiate avec la proposition 28 page 52.

— Les régles logiques sont celles de ST.rgyv, ainsi que les régles de sous-typage Caz, Crefi
et CTrans-

— Cpr : On suppose que :

THFACA et T,z:7,8(),zCAF B(z)C B(x)
On en déduit facilement que :
T,z:7F1"z: AB(z) C (S(z) — (x C A" - B'(x))

la conclusion est alors immédiate.
— Csc—cre €t Csc—cr—o sont immédiates en utilisant le fait 91 page 105.
— SCy : ’'hypothése d’induction donne :

TS A(CA) et THP@{)

et la conclusion est immédiate par définition de SC.
- SC% et SCtp utilisent les mémes propriétés que Cgo— cRrc €t Cso—cRroe.
— Lo, : par le lemme 98, on a T - S(u), et on a également T+ S(v) par les mémes raisons.

On a de plus, par le théoréme 40 page 62, I' - v C v. En utilisant la proposition 48 page
69, on en déduit que u = v.
On remarque que la notation =7 est justifiée par le fait 32 page 55, (3).

Paires

On définit la traduction des produits en utilisant les définitions de la page 95 :
- AxB= Ax B
- (p0) = (1,9)

9)
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— fst p = p[True]

- s;d\;o = p[False]

Il reste a vérifier que les régles sont correctes :

- xI, xEG, xED, et SurPair sont immédiates par le fait 82 page 95.
— Cy correspond a la proposition 83 page 96.

Sommes

On définit la traduction des types sommes en utilisant les entiers, le type produit et la
réunion binaire :
— Chaque constructeur C' est traduit par un entier de Church, qu’on notera C
— Pour les types :
- C;_Z\/é x AX.X
~Cof A=Cx A
- A|B=AUB
— Pour les programmes :
- O =(C,AX.X)

- Clp] = (C,p)

— cases p of M est traduit a I'identique, avec la définition 48 page 97.
Le lemme technique suivant montre que tout type somme est de la forme C' x A, avec
C inclus dans I'’ensemble des entiers de Church, et qu’un type somme est formé de types
disjoints :
Lemme 99 Pour tout contexte I' :

1. siT+T:7g, alorsT T C (Un(N7(n)) x T) (avec N7 défini a la définition 45 page

89).
2. SiTHC ¢T, alors T VX : T.(Pi1[X] # C A N°(Pi1[X]))
3. sil' cases p of M : A, alors il existe T tel que 'HFT :7g et T'Fp: T.

preuve:

1. Les cas atomiques étant évidents (Cy et C1), il suffit de regarder les cas d’ajout de
constructeur. Il est immédiat que, pour tout constructeur C :
- F N°(C) ( par le lemme 76 page 89)
-+ C C N™(C) (par le théoréme 75 page 89)
En d’autres termes, il suffit donc de montrer :

FVYC, A, T(N°(C) = (T C (Upy(N"(n)) x T)) = (Cx A)UT C (U, (N7 (n)) x T))
En utilisant le 1. du fait 32 page 55, il suffit de montrer, sous les hypothéses :
N°(C), (T C (Un(N"(n)) x T)),S(x),z C (C' x A)

que l'on a x C (U,(N7(n)) x T)). Par la propriété d’équivalence des singletons (48
page 69), on en déduit que S,(z). On vient de voir que - C C N7(C), et on a
évidemment A C T. On a donc bien le résultat.
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2. Par induction sur C' ¢ T : on a évidemment - 7" : 7, donc par ce qu’on vient de voir,
on a N°(Pi1[X]). On vérifie maintenant que X : 7'+ Pi1[X] # C, par induction sur
le jugement C' ¢ T :

— ¢¢, et €, : on peut par exemple utiliser la technique utilisée pour montrer que
(—(false = true).

— &Sum, €t &sum, : par induction, on a VX : T'(Pil[X] # C A N°(Pi1[X])). On met
en hypothése X C Co UT,S(X). Par la propriété d’équivalence des singletons (48
page 69), on en déduit que S,(X) et donc (X C Cy) V (X C T). Sous '’hypothése
X C (5, on raisonne comme pour les cas de base, et sous '’hypothése X C T, on
utilise ’hypothése d’induction.

3. Il suffit d’examiner les régles de typage du case pour se rendre compte qu’elles cor-
respondent aux dérivations de 7g.

O
Il reste a voir la correction des régles :
— ConstrO; et Constrl; : immédiates par les régles de typage des paires.
— _, Constr0l1g et Constrllg : On utilise la proposition 84 page 97 : il faut donc vérifier :

— Pour _ : on a simplement une hypothése en plus par rapport a la proposition 84 1.,
qui ne pose pas de condition sur le type A.

— Pour Constrllg : La premiére prémisse de la proposition 84 2. correspond a la tra-
duction de p : C, la seconde est immédiate du fait que C' est traduit par un entier de
Church, la troisiéme vient par introduction du produit (I1°)

— Pour Constr0lg : La premiére prémisse de la proposition 84 3. correspond a la tra-
duction de p : C of A, la seconde est immédiate du fait que C' est traduit par un entier
de Church, la troisiéme est identique.

— Constr02g et Constrl12g : on utilise la proposition 85 page 98 :
— Constr02g :On vérifie les prémisses P, a Py de la proposition 85 1. :

— P; correspond ap:C | S.
— P, vient du fait que C est un entier de Church.
— Py vient de C' ¢ S et du lemme 99 2.
Py vient de T' = f : B(C).
— Psvient de I,y : S I cases y of M(y) : B(y).
— Constrl12g :On vérifie les prémisses P; a Ps de la proposition 85 1. :

e~

— Py correspond a p: Cof A| S.
P; vient du fait que C est un entier de Church.
P; vient de C' ¢ S et du lemme 99 2.
— Pyvientde 'z : A+ LLE(C[ZE])
Ps vient de T' - S(funz — f), car T' F funz — f : II"z : A.B(C[z]), et avec le
lemme de singletonicité des programmes (98 page 151).
— Ps vient de Iy : S+ cases y of M(y) : B(y).

— Regles logiques :

— C4 : 81 S(x) - Clz] = 6’7, alors (C,z) = (C',AXX), ce qui entraine C' = C’ par la
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premiére projection.

— Clog et C of log : Le sens gauche-droite est immédiat et démontrable dans notre sys-
teme. Le sens droite-gauche vient de C' = (C, AXX) (respectivement C[z] = (C,z))
et de la paire surjective (fait 82 page 95).

—_—

- |log et |typ :on suppose = : A | B, soit © C AUB, S(x); par I’équivalence des singletons
(48 page 69), on a Sy(z), et donc (x C A) V (x C B), ce qui permet d’utiliser les
prémisses.

Types inductifs

On aura besoin de deux lemmes. Le premier est un lemme général sur le produit :

Lemme 100 (relation entre produits) On a la relation suivante :

preuve:

VX, AVB(X C "z : A.B(z) & I’z : A(X C (x = B(x))))

Ce sont de simples applications des régles de sous-typage de V et de —. O

Le deuxiéme est un lemme sur le sous-typage du schéma de compréhension :

Lemme 101 (sous-typage du schéma de compréhension) On a les propriétés sui-

vantes

1. FVPVz(S(z) = (Plx)<=zC{r:T;P(r)}))
2. FVYAVP(ACH{r: T;P(r)} <= Iz : A.P(x))

(en notant T = UX.X)

preuve:

1. On met en hypothése S(x).

Sens gauche-droite : On met en hypothéses P(x) et (Va(z | (S(x) A(x C T)A
P(z))) C K), et il faut en déduire x C K, ce qui est immédiat par les propriétés
de l'opérateur restriction (fait 30 page 54).

Sens droite-gauche : On suppose = C {r : T; P(r)}. Par définition de S(x), cela
implique Jy(z C (y | (S(y) Ay C T A P(y))). Pour éliminer le 3, supposons
zC(yl(S(y)A(yCT)AP(y))). Comme on sait que x # () par définition de S,
on en déduit par les propriétés de 'opérateur restriction (fait 30) que (S(y) Ay C
T A Py).De plus, comme (y [ (S;(y) A Py) C y), il vient x C y, d’oi 'on déduit,
en utilisant I’équivalence des singletons (propriété 48 page 69), et par définition de
Sc, que y C x, et donc que z = y et finalement P(z). On en déduit que P(x) en
éliminant le .

Sens gauche-droite : on met en hypothéses A C {r: T; P(r)}, S(z) et x C A. Par
1. on a P(x).

Sens droite-gauche : on met en hypothéses I1°z : A.P(z). En utilisant le 1. du fait
32 page 55, il suffit de montrer I1°z : A.(x C {r: T; P(r)}), ce qui est immédiat.
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O
Pour définir la traduction de ’opérateur de point fixe, on pose :
- Ap = AX F[X[X]]
- U = AFAp[AF]
On étend la traduction en posant :

—~—

(rec p) = Az[A]

L’opérateur p est traduit a I'identique (définition 34 page 58).
On a, de plus, le fait évident suivant :

Fait 102 Si '+ uX.F(X) : 7, alors [+ Cresc(F), Cresc étant défini dans la définition
35 page 59.

preuve: Ceci correspond a la prémisse (cresc) de la régle .. O

On montre maintenant les régles :

— Induc : On met en hypothése VA(II°z : A.P(z) = A C uX.F(X) = II°x: F(A).P(2)),
et il faut montrer que I1°z : puX.F(X).P(z). En utilisant le 2. du fait 101, il suffit
de montrer que uX.F(X) C {z: T; P(z)}. Cela vient de uX.F(X) C uX.F(X) N {z:
T; P(z)}, que 'on montre en utilisant la régle de sous-typage (3) du fait 38 page 59. Il faut
donc montrer VA(A C uX.F(X)N{x: T;P(x)} = F(A) C uX.F(X)N{z: T; P(x)}).
Ceci est immeédiat en utilisant le fait que Cresc(F), et le 2. du fait 101.

— Rec, : On montre en fait, sous I’hypothése Cresc(F'), le typage suivant :

UV CVA(Il'z : AB(x) =" (AC uX.F(X)) »II"z: F(A).B(z)) =" I"z : uX.F(X).B(x)

En utilisant le fait 28 page 52, et en posant H = VA(IlI"z : A.B(z) =" (A C uX.F(X)) —
II"z : F(A).B(x)) il suffit de montrer que :

Ag[Agl| c "z : uX.F(X).B(x)

En utilisant le théoréme 40 page 62 et le lemme 100, et la régle Induc, il suffit de
montrer :

VA((I°2 : AAp[Ay] C 2 =7 B(z)) = A C pX.F(X) = (II°% : F(A).Ap[Ay] C 2 =" B(z)))

On met en hypothéses (II°z : A Ay[Ay] C z =7 B(x)),A C pX.F(X) , et il suffit
d’en déduire que 11°z : F(A).H[Ay[Ay]] C x =7 B(z). Ceci vient de simplement de la
définition de H, du lemme 100, et de quelques régles faciles de sous-typage. Pour prouver
que la régle est correcte, on voit simplement que, par hypothése d’induction et ce qu'on
vient de voir :

Ulfun v — t] C "z : pX.F(X)
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—_— —_— P e

De plus, on a S(V[fun z — t]), S((rec fun x — t)) et U[fun = — t] C (rec fun z — t) En

——

utilisant la propriété d’équivalence des singletons, on a S-(V[fun x — t]), ce qui entraine
donc :

(rec fun x — t)] C II"x : uX.F(X)

— BFRec, : Le prédicat “étre une relation bien fondée” est traduit a I'identique. On montre
en fait, sous I’hypothése que R est bien fondée sur le type A, une relation de sous-typage
un peut plus générale, valable pour n’importe quel type (pas nécessairement inductif) :

VCVe(zre A— (II"y : A((Ryx) - B(y))) = = B(z))) = "z : A.B(x)

Pour cela, on pose :

F=vVi(xeA— (I"y : A.((Ryz) - B(y))) = v = B(x)))

et on montre :

F= Ap[Ap| C F=1l"z: A.B(x)

11 suffit donc de montrer

Ap[Ap) C Tz : A.B(x)

Soit, sous les hypothéses S(x) et x C A, on a donc & montrer :

AF[AF] Cr= B(ZE)

On fait la preuve par induction, il s’agit de montrer :

II°z : A(Il°y : A.(Ryx = (Ap[Ar] C (y = B(y)))) = (Ap[Ar| C (x = B(x))))

On met en hypothése I1°y : A.(Ryx = (Ar[Ar] C (y = B(y)))). Par les propriétés de
I’application, il suffit de montrer que

Ar C (AF =T = B(.CE))

Pour cela, on montre :

Encore par les propriétés de I'application, il suffit de montrer que

En remplacant F' par sa définition, il suffit de monter :

Ve(x € A— (II'y : A.((Ryz) - B(y))) = © = B(x))) C Ar[Ar| = 2 = B(x)
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On obtient facilement que cela découle de :

Ap[Ap] CVz(x € A — (IT"y : A.((Ryx) — B(y)))

En utilisant l'inversion des fléches (axiome 1 page 42), en mettant en hypothéses y € A
et Ryx, on obtient tout de suite le résultat.

— ppr : Immeédiat avec le fait précédent et le fait 39 page 59.

— C,, ¢ On utilise le (3) du fait 38 page 59, en ayant en plus, par le fait précédent, Cresc(F).
On met en hypothése F(A) C A, et il faut en déduire VB(B C A = F(B) C A). Clest
immeédiat par C'resc.

Types co-inductifs

La traduction du plus petit grand fixe d’un opérateur est la suivante :

vX.F(X)=UX.(X [VAX CA= X CF(A))

Comme pour les types inductifs, le terme “plus grand point fixe” est un abus dans le cas
général. C’est en effet le plus grand point fixe d’'un opérateur F' dans le cas ou F' est
croissant, mais dans le cas général, on a seulement v X.F(X) C F(vX.F(X)). Les faits que
nous établissons maintenant sont les fréres (duaux) de ceux établis dans le cas inductifs.

Fait 103 On montre :

(1) VEYX(X.F(X)C X & VY(VA(YY CA=Y C F(A)) =Y C X))
(2) VEVX(vX.F(X)C X = vX.F(X) C F(X))
(3) VFVX(VA(X C A= X C F(A)) = X C vX.F(X))

preuve:
— (1) On montre plus généralement que - VP, VX (UX.(X [ P(X)) C X & YY(P(Y) =

Y CX)):

— Sens gauche-droite : il suffit de montrer que VY (P(Y) = Y C UX.(X | P(X)). Pour
cela, on suppose P(Y) et VX(X | P(X) C K), et on en déduit que Y | P(Y) C K.
De plus, comme Y C Y | P(Y), on a bien Y C K, ce qui termine la preuve.

— Sens droite-gauche : il suffit de montrer sous I’hypothése VY (P(Y) = Y C X) que
VW I P(Y)C X) —» X C X, ce qui découle de VY (Y | P(Y) C X), qui est une
conséquence de 1’hypothése.

— (2) est immédiat a partir de (1).
— (3) est une conséquence du fait plus général suivant : VPYX(P(X) = X C UX.(X |

P(X)), qui est immeédiat.

O
Le fait suivant donne sens a ’appellation “plus grand point fixe” :

Fait 104 On montre :
(1) FVYFWwX.F(X)C F(rX.F(X)))
(2) FYF(Cresc(F)=vX.F(X)=FrXF(X)))
(3) FVYF(Cresc(F)=VI(F(I)=1=1CvX.F(X)))
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preuve:

— (1) est une conséquence du fait précédent (2).

— (2) : il suffit de montrer que F(vX.F (X)) C vX.F(X). En utilisant le fait précédent (3),
il suffit de montrer que VA(F(vX.F (X)) C A = F(vX.F(X)) C F(A)); on suppose
que F(vX.F(X)) C A, et par (1), on obtient que vX.F(X) C A, et par croissance que
F(X.F(X)) C F(A).

— (3) : par le fait précédent (3), il suffit de montrer sous les hypothéses Cresc(F) et
F(I)=1queVA(I C A= 1 C F(A)), ce qui est immédiat.

0

Apreés ces faits que I'on peut qualifier de préliminaires, on montre les faits qui nous inté-

ressent, plus directement : les régles concernant ’opérateur de point fixe.

Fait 105 On montre :

(1) FVF,AW CVX(A=X)= (A= F(X))) = A=rvX.F(X))
(2) FVYF(T CVX(X = F(X)) = vX.F(X))

(avec ¥ défini comme au paragraphe précédent)

preuve:
- (1) : Sion pose H=VX((A= X)= (A= F(X))), il suffit d’en déduire Ay[Ay] C
A = vX.F(X) , donc que Agx[Ag][A] C vX.F(X) D’aprés le fait 103 (3), il suffit
de montrer que VX (Agy[Ag|[4] € X = Ag[Ag|[A] C F(X). On met en hypothése
Ap[Ag|[A] € X, d’ou l'on déduit que Ag[Ag] C A = X, et donc que H[Ag[Ag]] C
A= F(X). Comme Ay[Ay] C H[{Ax[Ag]], on obtient bien que Ay [Ag][A] C F(X).
— (2) : La preuve est encore plus simple : on pose H = VX (X — F(X)), et il faut en déduire
Ay[Ag] C va.F(X). D’aprés le fait 103 (3), il suffit de montrer que VX (Ay[Ay] C
X = Ay[Ay] € F(X). On met en hypothése Ay[Ay] C X, d’ou l'on déduit que
H[Ag[Ag]] C F(X). Comme Ag[Ay] C H[Ag[Ag]], on obtient bien que Agx[Ay] C
F(X), ce qui termine la preuve.
0

On montre maintenant les régles :

— Coinduc, : Avec le sous-typage du schéma de compréhension (fait 101), il suffit de mon-
trer sous I'hypothése F(vF) C {z: T; P(x)}, que vF C {x : T; P(x)}. Avec le fait 104
(1), c’est immédiat.

— Coinduc, : Avec le fait 100, il suffit de montrer, en notant 7' = ¢, que sous ’hypothése
Iz : F(vF).(T C x = B(z)), on all,z : vF.(T C v = B(x)). Ceci vient de la régle
Coinduc,, que I’on vient de vérifier.

— Vereat1 : On suppose ¢ C VX (X = F(X)). Par la croissance de 'application et le fait 105
(2), on a U[t] C vF. On conclut comme dans la preuve de Rec,,.

— Vereat2 : On suppose t C VX((A= X)= (A= F(X))). Par la croissance de I’application

et le fait 105 (1), on a ¥[t] C A = vF. On conclut comme dans la preuve de Rec,,.
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— vpp @ On remarque, comme pour p, que si vf : 7, alors Cresc(F'). En utilisant le fait
104 (2), on obtient bien I’égalité voulue.

— C, : Avec le fait 103 (3), il suffit de montrer, sous I’hypothése que A C F(A), que
VY(ACY = AC F(Y)). Ceci est immédiat par croissance de F.

Enregistrements

Chaque label [ € £ est traduit par un entier de Church, qu’on notera I.
La traduction des types d’enregistrements, des enregistrements, des projections et de I’ajout
de champs est trés directe, avec ce qui a été fait dans le chapitre 6 :

(h:A. sl A = LAy ol A,
<lLb=ty;..;l,=t,> = <E:15~1;...;E:t;>
p.l = p.l
[l = pl+q = [=p+q

En utilisant les définitions 49 page 100 et 50 page 100.
Rappelant ici que le traduit d’'un programme est un type, on donne la traduction des
enregistrements forts, et de la construction “as” :

{llAla/_\TlnAn}S = UXleAanEAn<E:X1,,E:Xn>
pasll,...,ln = <l1:pl17,ln:pln>

On fera dans la suite un léger abus d’écriture consistant & prendre directement les défini-
tions dans ST pour ne pas surcharger de .

Il ne reste plus qu’a vérifier la correction des régles (on ne vérifie pas que ’on a des singletons

a chaque fois, car ceci est désormais usuel, comme dans le lemme 98 page 151 ) :

— {}c : il s’agit simplement du cas (2) de la proposition 88 page 102.

— {}& : il s’agit simplement du cas (1) de la proposition 88 page 102.

— {}Z : On remarque que 'ordre des labels n’a pas d’importance dans la traduction, car il
intervient entre des membres d’une réunion.

— {}2 : on utilise la caractérisation du sous-typage par les singletons (fait 32 page 55, 1.) :
on suppose S(z), © C {ly : A1;...;l,: Ay }s, et il faut montrer que z C {l; : Ay;.. .51, :
A, }. Par application répétée de la définition de singleton, il suffit de montrer sous les
hypothéses :

YTy €AY T Y € Ap, e C< i =yl =Y >

que x C {ly : Ay;...; 1, : Ay}, ce qui est immeédiat.
— {}r : on utilise de maniére répétée les (1) et (2) de la proposition 86 page 100. II suffit
de vérifier que les prémisses sont vérifiées :

— (1) : c’est clair car on a N°(I).
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— (2) : il faut vérifier la derniére prémisse. Cela est immédiat par définition de 7, qui
impose que les labels soient distincts.
— {}£ : immédiat par la proposition 87 page 101.
— {}+ : Il Sagit du (3) de la proposition 86 page 100. Les prémisses sont vérifiées par 7x.
— {}s : sous ’hypothése p € {l; : Ay;...;1, : A,}, on déduit p.l; € A; (pour i =1,...,n),

etdoncpasly,...,l, C{li:As;...;l,: A,} par introductions successives de la réunion.

Abstractions

Les traductions des opérateurs Some®*" et des projections “p :*~~*» T.i” sont, en posant
S=81,...,8 :

—_— ~

Some’T = Uszy...x,.(T(x1)...(z,))

e~

psTi = pTi
En reprenant les notations de la définition 52 et du fait 89 page 103.

On vérifie les regles :

. o .
CSome immeédiat par le fait 89 3..

- ClSome : immédiat par définition de la réunion.

— Some,,,; : par induction, on a S(p) et p C U°T. Cela permet d’utiliser directement le
fait 89 5.

La traduction de I'opérateur Self s’exprime avec le (traduit du) schéma de compréhension :

Selfﬁz{x:—r;xCT(x)}

On vérifie les régles :

— Self; : Par hypothése d’induction, on a p € T'(p), et donc p € {x: T;z C T(z)}.

— Selfg : Par hypothése d’induction, on a p € {z : T;2 C T'(z)}. En utilisant SCF, on en
déduit p C T'(p). Comme on a S(p), la conclusion est immédiate.

— Selfc : On a z : Self t.A(t) F A(x) C B(x). On en déduit :

S(z),x C Self t.A(t) - x C B(x)

et donc
S(x),x C Self t.A(t) - x C Self t.B(t)

On conclut par le (1) du fait 32 page 55.
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Terminaison

On pose :

NORM = N

Le type N étant défini a la page 79.
Pour regarder la validité des régles, on commence par un petit lemme sur le produit, base
de nos types de données :

Lemme 106 Le séquent suivant est dérivable :

F(ACN)=(BCN)=(AxBCWN)

preuve: En utilisant le fait 32 page 55, On met en hypothéses

ACN,BCN,Sx),rC AxB

et il faut en déduire x C N. En utilisant le fait 82 page 95, on en déduit + C AXB (AxB
étant le type produit du systéme F), et donc il suffit de montrer AXB C N. On met en
hypothéses Adequ(N, N,), et on en déduit A C N et B C N. On a donc :

FAXB C NxN

On conclut par la chaine de sous-typage :

NxN ¢ (N=(N=N))=N
C (N=(N=N,)=N
(N=N,) =N
N,= N

N

N NN

O

On vérifie maintenant la validité des régles :

Constructeurs normalisables : comme C' = C x AX. X, que C C N et AX.X CN,ona
donc le résultat par le lemme précédent.

Constructeur appliqué & un argument normalisable : idem.

Sommes normalisables : immédiat par propriété de la réunion

Paires normalisables : il s’agit du lemme précédent.

Enregistrements forts normalisables : on met en hypothéses A, C N,..., A, C N, et il
faut en déduire {l; : Ay;...;l,: A} C N. En utilisant le fait 32 page 55, on ajoute aux
hypothéses S(x),x C {l; : Ay;...;1, : Ay}, et il suffit d’en déduire 2 C A. En utilisant la
définition de singleton, il suffit de montrer sous les hypothéses y; € Ay, ..., y, € A, que
<li=1wy1;...;l, =y, >C N Les y; étant en position positive dans < I, = y;;...;l, =
Yo >,0ona <l =yi;...;lh =y, >C<ly =N;...;l, =N > et on conclut comme dans
la preuve du théoréme 62 , page 79.

Normalisabilité des types inductifs : claire par le fait qu’elle est dérivable a I’aide de la
regle C,.

Ceci clot la validation des régles du langage.
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9.3 Validation des régles des modules

Les modules sont traduits directement dans le systéme ST, via une “grosse” conjonction
qui exprime leur comportement?. Pour simplifier les écritures, on utilisera les notations
Some et Self directement dans le systéme ST.

9.3.1 Traduction des structures et des signatures
Structures

Rappelons tout d’abord la traduction d’un enregistrement : il s’exprime par un fun = ->
cases = of M(x), le motif M étant défini & partir de la succession de déclarations de
I’enregistrement.

Autrement dit, la construction d’un enregistrement se fait en trois temps :

1. Définition du motif
2. Cloture du motif par la construction cases
3. Cloture de 'enregistrement par ’abstraction fun

Les clotures seront en fait effectuées par la construction Struct. Donnons maintenant la

traduction :

— La structure vide est traduite par un champs avec un nom de label (i.e. un entier) [
supposé interdit (il suffit par exemple de prendre pour les labels autorisés les entiers
strictement positifs, et lp = 0) :

—~

end = (lo = lo)

— L’ajout d’'un champs est une liaison :

—_—

let zasl=p! Sx) = (I=p); S

— La fermeture d’une structure est la construction d’un enregistrement :

P

Struct S = < 8>

Signatures et projections

Les noms sont traduits par des entiers de Church, la seule propriété qu’on leur demande
étant en fait d’étre distinguables par le systéme (et non nécessairement distinguables par
un programme).
Prenons comme ensemble de sortes les quatre suivantes (types, types paramétrés, proposi-
tions et prédicats) :

T, T — T,0,T — 0

2Les régles sont validées dans le logiciel PhoX, & ceci prés que ’on n’a considéré qu’une seule sorte de
définition abstraite : celle des types
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Pour cet ensemble de sortes (notons-les s; a s4), les signatures en cours de construction
attendent en arguments quatre fonctions (77 & T de sortes respectives 7 — s1 & 7 — s4), et
un type (X : 7) : elles seront donc de la forme AT7. ATy ANT3 \Ty AX .s(Th)(To)(T3)(T4)(X).

Pour alléger les écritures, on notera simplement :

AT, X.s(T)(X)

— La signature vide est le prédicat vrai :
end = )\T,X.true

(avec true une tautologie telle que VX (X = X)).
— L’ajout d’une déclaration de valeur :

P

valwas [ Al S(z) = AT, X.(X.e AN SXHT)X))

L’ajout d’un fait :
fact P15 = AT, X.(PA(S(T)(X)))

— L’ajout d’une déclaration d’objet de sorte s; (i = 1,...,4) concret :
def, tasn = Al S(1) = AT, X.(Ty(n) = AN S(A(T)(X))
defrr fasn=F15(f) = AT, XY (T(n)(Y) = F(Y) AS(F)(T)(X))
def,pasn=PlS(p) = AT, X.(Ty(n) < P AS(P)T)(X))
def, ,gasn =Gl S(g) = AT,X.(VW(T3(n)(Y) < G(Y)) A SG)T)(X))

— L’ajout d’une déclaration d’objet de sorte s; (i = 1,...,4) abstrait :

def, tasn! S(t) = AT, X.(S(Ty(n))(T)(X)
— Cloture d’une signature :

Sig S = Some T.SCAX.S(T (X)

Projections (on note s = s1,...,8;) :

—~—

(m 5, S).n = T;(m)(n)

i

avec

Ti(m) = (m * AT .SCAY.ST (Y)).i
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9.3.2 Exemple de traduction

Reprenons l'exemple de la signature des booléens vu dans le chapitre des modules (en
supprimant les “...”) :

Sig
def, bool = TRUE | FALSE
val true : bool
val false : bool
val ifthenelse : VA(bool = A = A = A)
fact VAII°x, y : A ifthenelse true x y = x
end

Son traduit sera la conjonction :

T; (bool) = TRUE | FALSE
m.true € TF/Q\UE | FALSE
Some T1,...,T,.SCAm. m_false € T;{\UE | FALSE
m.ifthenelse € VA( TRUE/\| FALSE = A= A= A)
VAIl°z,y : A m.ifthg\nelse m.true x y = x

On remarque qu’il ne s’agit en fait pas d’un type enregistrement, mais d’une conjonc-
tion exprimant les propriétés vérifiées par les fonctions de projection (Some...) et par le
programme (SC...).
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9.3.3 Reégles d’introduction

On traduit m :g S par le prédicat inductif suivant (qui refléte les régles de typage des
modules) :

VX
X (end)(end)
=
X(m(a))(s(a))
A
Va, A,m,s,C( “ iA = X(let z as C = a m(x))(val z as C :A s(x)))
N°(C)
C ¢ s(a)
=
( X(m)(s) )
VP,m,s( A = X(m)(fact Pls))
P
=
( X(m)(s(4)) )
VA, C,m,s( A = X(m)(def, tas C = Al (s t)))
C ¢ s(A)
=
=
( X(m)(s(4)) )
VA, C,m,s( A = X(m)(def,—, tas C = Al (s t)))
C ¢ s(A)
=
X(m)(S)

(La traduction du prédicat C' ¢ S sera donné dans la section des “lemmes techniques”).
La proposition suivante exprime la correction des régles de construction des modules :

Proposition 107 La régle suivante est dérivable :
= Vm,S(m :g S = Struct m € Sig S)

La preuve nécessite quelques lemmes techniques que nous détaillons ci-aprés.
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Lemmes techniques

On définit le prédicat d’absence d’un nom par :

C¢S=
VX
YC(N°(C) = X(C)(end)) =
VP, s(X(C)(s = X(CO)(fact Pls)) =
X(C
VA, DYs ( ) = X(C)(def. tas D = A! (s(t)))) =
C =c D)
X(C
VA, DVs( = X(CO)(def,—, tas D = Al (s(t)))) =
C =c D)
X(C)(sx)
A
N°(C)
Vs,D,C, A, x( A = X(C)(val x as D : A! (s(x)))) =
N°(D)
A
(C=c D)
X(C)(9)

Et on définit les fonctions d’ajout d’un choix aux fonctions de sorte 7 — s; par :

T+, (CLA=\Y (Y =C > AN £C > T(Y))

T4 (O F) = AYAX(Y = C — F(X))N (Y #C — T(Y)(X))

T4, (C,P) =AY (Y =C = P)A(Y #C = T(Y))

T4, (C,F) = AYAX(Y = C = F(X))A(Y £ C = T(Y)(X))

Ces fonctions sont en fait analogues aux enregistrements. Si on note ), = AY.() on a, par
exemple, en supposant les C; deux a deux distincts :

((C1, Ay) + (Cy, Ag) + (Cs, A3) + 0.)(C;) = A;
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Ces fonctions vont permettre de définir un prédicat (m, 7Ty, Ts,T5,Ty) s S, analogue a
m :s S sauf qu’on ajoute quatre fonctions. On note :

0, =AY.0 0., =AY AX.0 0,=\Y.False 0._,,= \NY.\X.False

(m,T1,T5,T3,Ty) :5 S =

VX
X (end)(0-)(07—)(05)(07—,) (end)
Ya,A,m,s,C
Xm(a)T (a)s(a)
VAN
( “ EAA = X(letzas C = am(z)((T (a))(s(a)))(val z as C :A s(z)))
N°(C)
C ¢ s(a)
=
VP,m,s
( X (m)(T')(s) )
( A = X(m)(T)(fact Pls))
P
=
VA, C,m,s
( X (m)(T)(s(4)) )
( A = Xm(Ty + (C = A)ToT3Ty(def- t as C = Al (s t)))
C ¢ s(4)
=
=
VA,C,m,s
( X (m)(T)(s(A)) )
( A = XmTToT3(Ty + (C = A))(def,_, t as C = Al (s t)))
C ¢ s(4)
=
X (m)(T)(S)

Ce prédicat sert simplement & instancier les types “concrets” a ’aide des quatre fonctions
T.
On montre le lemme suivant :

Lemme 108
-vm, T, S((m,?) s S=me SC)\ZE.S(T)(JI)
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preuve: Par induction :
— Le cas vide est facile.
— Le cas let nécessite d’établir la propriété suivante : Pour tout enregistrement <m> :

VO, S,a,A(C¢S=acA= S(T)m)= S(T)(<C =am>m))
Si <r> est un enregistrement, et si C' # D, alors :
S(a) F<C =a;r>.D =<r>.D

Cela se prouve par induction sur le prédicat C' ¢ S, et en utilisant la propriété suivante :
Si <r> est un enregistrement, alors :

FVC,D,a, AIN°(C) = N°(D)=C#D=a€c A= <C=a;r>.D=<r>.D)

qui se prouve par induction sur la structure de r.
— Les cas def, se prouvent en utilisant les faits suivant :

- Vm, O, T, A, S(C ¢ S = ST (m) = S(T +, (C = A))(m))

qui se prouve par induction sur C' ¢ S, en notant T +, (C = A) I'ajout d’'un nouveau

champs a la composante adéquate.
O

On peut maintenant prouver la proposition 107 :
preuve: On montre d’abord :

FVm,S(m:g S = EIT(m, T) 5 S)

Ce qui est immédiat par induction.

Maintenant, il suffit de dériver m € Struct S a partir de HT((m, ?) ;5 S). Par le lemme
précédent, si (m, T) :g S, alors m € SC’)\:I:.S(T)(:E), d’on il vient immédiatement m €
Some TSO)\ZE.S(T)(%), ce qui est le résultat voulu. O
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9.3.4 Reégles d’élimination

On traduit :

—_—

(m:y, S)n = ((m % A\T SCA.8(T )(x)).i)(n)

On obtient donc, en appliquant les régles d’élimination des types abstraits, la régle sui-
vante :

I' - m € Struct S
' S(m:s, S)(m)

— Projection d’une définition : On suppose :

ey

(defs z asn = Al S(z))(m =5, S)(m)

7

donc par traduction :

ey

(m:xS)n)=A4 AN S(A)((m:, S))(m))

(3

d’ou :
—_

(m:sS)(n)=A A S((m:s S)(n))((m:s 5))(m))

(3

— Projection : On suppose

(val z as [ : Al S(2))(T)(m)

donc par traduction :

mleA A SmD)(T)(m)

— Projection d’un fait : On suppose
(fact P! S)(T)(m)

donc par traduction :

PAS(T)(m)

Ceci termine la validation des régles.

9.3.5 Exemple

Nous prenons la suite de I’exemple vu précédemment avec les booléens pour voir comment
cela fonctionne. On suppose que I'on a un programme p qui a le type traduit :
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Fp € Some T, ..

. ,T4SC')\m

Ty (bool) = TRUE | FALSE
A

m.true € TRUE | FALSE
A

m.false € TRUE | FALSE
A

A
VAIl°x,y : A m.ifthenelse m.true x y = x

On en déduit, par la régle d’élimination de Some :

FpeSChm.

(p: ATSC'...).1(bool) = TRUE | FALSE
m.true € TIQUE | FALSE
m.false € TI{Q\UE | FALSE
m.ifthenelse € VA( TRUE/\| FALSE = A= A= A)
VAIl°x,y : A m.ifthg\nelse m.true x y = x

Puis, par le fait 91 page 105 :

p.ifthenelse € YVA( TRUE | FALSE = A= A = A)

(p: ATSelf ...).1(bool) = TRUE | FALSE
A\
p.true € TRUE | FALSE
A\
p.false € TRUE | FALSE
A

A
VAIl°z,y : A p.ifthenelse p.true x y = x

Ce qui donne bien les régles de projection souhaitées.

m.ifthenelse € YA( TRUE | FALSE = A= A= A)
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9.4 Validation des régles d’évaluation

La validation des régles d’évaluation repose sur quatre faits :

La notion de type de valeur permet de cerner la forme d’un programme clos habitant ce
type de valeur

La progression assure qu'un terme clos typé soit se réduit soit est une valeur

La réduction du sujet assure que le réduit d’un terme typé a le méme type

La traduction assure que si un programme se réduit, alors son traduit se réduit a gauche
sur le traduit du terme réduit, et par la traduction de NORM, cela assure que si un
programme a pour type NORM et que sa réduction ne bloque pas, alors elle s’arréte.

La combinaison des trois premiers faits assure que la réduction ne bloque pas, et avec le
quatriéme, cela permet d’assurer la terminaison des programmes de type NORM.

9.4.1 Valeurs et types de valeurs

Définition 59 Une valeur est :

- Soit une fonction : t = funx — u

- Soit une paire : t = (a, b)

— Soit un constructeur : t = C

— Soit un constructeur appliqué a une valeur : t = Cfo]
— Soit un enregistrement : t = <R>

— Soit un ajout de champs : t = [l =a| + p

Définition 60 Un type de valeur est :

— Soit un produit fonctionnel : T =11"z : A.B

— Soit un produit cartésien : T = A X B

— Soit un type somme.

— Soit un type inductif pX.F(X), avec F|X := pX.F(X)| un type de valeur.

— Soit un type co-inductif vX.F(X), avec F[X := pX.F(X)| un type de valeur.
— Soit un type enregistrement : T = { R}

— Soit de la forme Vi z;.T', avec T un type de valeur.

— Soit de la forme {x : A; P(z)} avec A un type de valeur.

Définition 61 Un programme t est un représentant canonique d’un type de valeur T si :
—t=funx —uetT=1I"z: AB

~t=(ab) et T=AxB

~t=C etT est un type somme qui contient C

~t=_C[a] et T est un type somme qui contient C' of A

- T=pXF(X) ouvX.F(X) ett est un représentant de F'(X :=T).
—t=<L>out=[l=al+petT ={R}

- T={x:A;P(x)} ett est un représentant canonique de A.

Le lemme sur les valeurs et les types de valeurs est le suivant :
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Lemme 109 (lemme des valeurs) Si ¢ : 7T, si T est un type de valeur, et si t ne se
réduit pas, alors t est un représentant canonique de T

preuve: Par induction, en regardant le derniére régle utilisée : on fait la totalité de la
preuve pour I, les autres cas sont analogues, c’est a dire soit on a une régle d’introduction
adéquate, soit on a une regle d’élimination qui se traite par induction, soit on a une régle
de sous-typage qui ne modifie pas la forme du type, soit on a une reégle du schéma de
compréhension qui ne modifie pas la forme du type :
— T =1lx : A.B : on regarde les régles possibles vu la forme du type.

— II7, c’est bon.

— II% : par HI, on aurait u = fun ... : contradiction

- V7, V%, « par HI

— C : par HI et par le lemme de sous-typage précédent.
- SCE : par HL.

— XEG, XxED : par HI, on a p = (a, b), et donc contradiction (¢ se réduit).
— _, Constri, jgp : par HI, on a p est de la forme d’un constructeur (éventuellement
appliqué a un argument) : ¢ se réduit, contradiction.
— , Constri, jg : par HI, on a p est de la forme d’un constructeur (éventuellement
appliqué a un argument) : ¢ se réduit, contradiction.
— Les régles avec 'opérateur de récursion donnent un terme qui se réduit : contradiction.
— Coinduc, : par HI.
— {}£ : par HI, p.l se réduit : contradiction.
- T =A X B : de méme.
— type somme : de méme pour les régles considérées. Si c’est une régle de sous-typage de
types inductifs ou coinductifs, le type de la prémisse a la méme forme que 7.
— Type enregistrement : de méme.
Schéma de compréhension : si la derniére régle est SC', alors on conclut par HI.

9.4.2 Progression

Lemme 110 SiFt: A, alors :
— Soit t est une valeur

— Soit il existe t' tel que t >t/

preuve: Par induction sur la dérivation, en regardant la derniére régle utilisée (on supprime

les régles d’introduction qui introduisent directement des valeurs) :

— Az" : impossible.

— II% : Si w se réduit, alors c’est bon. Sinon, d’aprés le lemme 109, u est de la forme fun x
— p, donc (u v) se réduit.

- Vi, Vg : par HL

- SCy, SCg, C : par HL.

- XEG, xED : si p se réduit, alors c’est bon. Sinon, d’aprés le lemme 109, p est de la
forme (a,b), donc t se réduit.
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— _, Constri, jg : si p se réduit, alors c’est bon. Sinon, d’aprés le lemme 109, p est de la
forme C' ou Clal, donc t se réduit.
— Regles avec le récurseur : se réduit.
— Coinduc, : par HIL
— {}E : si p se réduit, c’est bon. Sinon, d’aprés le lemme 109, c’est un représentant cano-
nique du type enregistrement, donc p.l se réduit.
O

9.4.3 Reéduction du sujet

Le résultat repose sur cing lemmes techniques.

Lemme 111 (lemme de substitution) Si Iz : A F p: B(z) et I' - v : A, alors
I'F plz :=v]: Blx :=v]

preuve: On montre par induction sur la dérivation que :

sil'z: A /A(z) Fp: B(x), alors I', A(v) F p[z := v] : B[z := v
sil,z: A A(z) F P(x), alors ', A(v) F Plx := v]
silyz: AJA(z) Ft:s,alors T, A(v) Ftlx =0 : s

Pour les constructions de termes, c’est clair. La régle Prog2n se déduit par HI.

Les régles algorithmiques sont immeédiates par induction.

Les régles logiques également.

Les régles de sous-typage également.

Les régles qui font intervenir la réduction viennent du fait que si p > p/, alors p[z =
v] = p'lr =]

O
Le lemme suivant sert a controler le sous-typage des types de données :

Lemme 112 (sous-typage des types de données) 1. Si '+ Ilx : A.B' C Tlx :
A'B', alorsT,x: A BC B etl' A" C A.

2. SiTFAXxBCA x B, alorsTHFACA etI'HFBCB.
3. SiTHFCof ACC of A, alorsTHAC A
4. SiTFE ALyl Ay Ly} C{Ry;L: A Ry}, alorsTHACA

preuve: On regarde la derniére régle de sous-typage utilisée : dans tous les cas, si c’est la
régle Creyfi, ou si c’est la regle qui utilise comme prémisse la conclusion voulue, c’est clair.
On examine les autres cas, par induction sur la longueur de la dérivation de sous-typage
en regardant la derniére régle utilisée, qui est forcément Crpyqps :

1.Onal'FIlz: ABCllz : CDet ' -1z : C.D C Ilx : A.B’ : par HI, on a
'-Cc Aet ' B A C C. Par transitivité, on a donc I' = A’ € A. Un lemme
facile montre que si 'z : Ut : Vet W C U, alors I'x : W k¢ : V. Par
H,onal',z : CF B CD ,onadoncI'yx: A+ B C D. Par HI, on a aussi et
Ie:ArDcCB.Onadoncl',z: A-BCDB
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Les autres cas sont immédiats par induction. 0

Lemme 113 (Elimination des V-coupures et des SC-coupures) Si 't : A, alors
il existe une dérivation de ce séquent dans laquelle :

— une regle V7 n’est jamais suivie d’une régle V.

— une regle SCy n’est jamais suivie d’une régle SCE.

preuve: On considére une dérivation de longueur minimale du séquent I' - ¢ : A. Si elle
contient une V-coupure :

— alétapek,onal',xz:skHt: A

— alétapek+1,onal'-t:Vie Az

- alétape k+2,onal'Ft: A(z:=v)
Or,silz:skFt: A onal'Ft: Alx =
qui est absurde.

Idem avec SC.

v] avec une dérivation de méme longueur (k), ce

O

Lemme 114 SiT'Ft: A, alors il existe une dérivation de méme conclusion dans laquelle :
1. Une régle C n’est jamais suivie d’une régle Vr,

2. Une régle C n’est jamais suivie d’une régle SCg

preuve: Par récurrence sur la somme des hauteurs des dérivations de C concernées :

1. C’est facile : il n’y a pas d’autre régle de sous-typage autre que la réflexivité qui
permette de sous-typer un type qui commence par V : par suite, on peut éliminer
cette instance de C.

2. On regarde les deux réegles possibles de sous-typage du schéma de compréhension :
— Si c’est SC — CR C, on peut faire permuter les deux régles, ce qui fait décroitre
la hauteur de la dérivation de sous-typage.
— Si c’est SC — CR =°, on peut supprimer cette instance.

Lemme 115 1. Sil'Ffunx — p:1lz: A.B(x), alors ',z : A+ p: B(x).
2. SiTk (a,b): Ax B, alorsT Fa: A
3. Sil'FClal:C of A, alorsTFa: A
4. SiTF <Ryl =aRy> :{Ly;1: A; Ly} alorsa: A
5 Silk[l=al+p:{l: A} dlorsa: A

preuve:
On considére une dérivation dépourvue de V-coupures et de SC-coupures, et ou les régles
C ne sont pas suivies de régles Vg ou SCE : il en existe d’aprés les deux lemmes précédents.
Par induction sur la longueur de cette dérivation, en regardant la derniére régle utilisée :
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1. Pour II :

— II7 : C’est clair.

— V% : impossible car par les propriétés de la dérivation, la régle précédente ne peut
pas étre V7, ni C : la seule régle possible est donc SCg. De méme, la régle précédant
SCE est nécessairement Vg : toutes ces régles ayant dans la prémisse un type
commengant par ¥V ou {, il est impossible de rencontrer une régle II; auparavant :
c’est absurde.

— SCEg : comme pour Vg.

— C : par le lemme de sous-typage des types de données, on a une dérivation plus
courte de '+ funz — p: Iz : A.B’, et donc par HIT',z : A+ p: B'(x). On a de
plusT’HFAC A . Onadonc ',z : AF p: B'(x). Par le lemme précédent
encore, on a I';x : A+ B'(z) C B(z),donc I';z : A+ p: B(x).

2. Pour X :
— Si la derniére régle est x;, c’est clair.
— Ce ne peut étre Vg ou SCg par le méme argument que précédemment.
— Si c’est C, par le lemme de sous-typage précédent, on a une dérivation plus courte
deT'F (a,b): A x B avecTHA C A. ParHl,onal'Fa: A etdoncT'Fa: A

3. Pour les constructeurs :
— Si la derniére régle est C'onstrly, c’est clair.
— Ce ne peut étre Vg ou SCg par le méme argument que précédemment.
— Si c’est C, par le lemme de sous-typage précédent, on a une dérivation plus courte
deT'HC[A],avecTHA C A ParHl,onal'Fa: A, et donc T'Fa: A.

4. Pour les enregistrements <R;l = a; R'> :
— Si la derniére regle est {},, c’est clair.
— Ce ne peut étre Vg ou SCg par le méme argument que précédemment.
— Si c’est C, par le lemme de sous-typage précédent, on a soit une dérivation plus
courte de I' = <Ry;l = a; Re> : {L1;1 : A; Ly}, soit une dérivation plus courte de
D'F <Ryl =a;Ry>: {Ly;1: A'; Ly}, avec I' = A’ C A. Dans les deux cas, par HI,
onal'Fa: A etdonc'Fa: A

5. Pour les ajouts de champs :

— Si la derniére régle est {} ., c’est clair.

— Ce ne peut étre Vg ou SCg par le méme argument que précédemment.

— Si c’est C, par le lemme de sous-typage précédent, on a soit une dérivation plus
courte de I' - [l = a] +p: {l : A; L}, soit une dérivation plus courte de I' - [ =
al|+p:{l: A;L}, avec I' = A" C A. Dans les deux cas, par HL ona ' a : A, et
doncI'Fa: A.

O
On montre maintenant la réduction du sujet :
preuve:
— Ax" : ne se réduit pas
— II7 : ne se réduit pas
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~ Iy tsiw > o, par HI, I' = o' : II"z : A.B, donc c’est bon. Sinon, par le lemme des
valeurs, u = fun x — p, et donc par le lemme précédent, I,z : A+ p: B, et par le lemme
de substitution, on a I' F p[x := v] : B[z :=v].

— régles sans contenu algorithmique : elles ne modifient pas le terme, donc c’est immeédiat
par HL

— X7 : ne se réduit pas.

~ Xga, Xgp : si p se réduit, on a le résultat par HI. Sinon, si fstp se réduit, c¢’est que
p = (a,b). Par le lemme précédent, on a I' - a : A.

— Contr0; : ne se réduit pas

— Constrl; : immédiat par HI.

— _ :sipse réduit, c’est bon par HI. Sinon, le programme se réduit en f, et c’est clair.

— ConstrOlg : si p se réduit, c’est clair. Sinon, p = C' et c’est clair par la prémisse droite.

— Constrllg : si p se réduit, c’est clair. Sinon p = C[a]. Par le lemme précédent, I' - a : A,
et par le lemme de substitution, I' - f[z := a] : B(Clal).

— Constr02g : si p se réduit, c’est bon par HI. Sinon, il est de la forme D ou DJa]. On
montre le lemme suivant par induction :
silFDx:Cxx| S alorsC=Doul' FD:S.

(avec *= rien ou [a] et *x*= rien ou A)
SiD=C,ona f:B(C). Sinon, p : S, se traite avec le lemme de substitution.

— Constrl12g : comme Constr02g.

— Rec, : on montre le lemme :

SilVA:7, f:II"x : AB(x),ACT,A(A) - Concl(A),alors I', f : II"z : T.B(x), A(T) +
Concl(T).

Il s'ensuit que fun f — ¢t : I[I"f : (I"z : uX.F(X).B(z)).(II"z : F(uX.F(X)).B(x)),
et donc (fun f — trecfun f — ¢ ) : "z : F(uX.F(X)).B(z)). Par les régles de sous-
typage, on a [I"z : F(uX.F(X)).B(x)) CII"z : uX.F(X).B(x)), donc c’est bon.

— BFRec,, : 1l suffit de montrer que

fun f - funy — ¢ IIf : T.T
avec T' = Ilz : uX.F(X).B(x). Pour cela, on montre en fait
O f e {uX.F(X);True}.B(x),y : pX.F(X)Ft: B(y)
En effet, on a facilement {z : uX.F(X); R(x,y)} C {uX.F(X);True}, et donc
Hz : {pX.F(X);True}.B(z) < Hz:{uX.F(X);R(z,y)}.B(x)

Partant, on peut substituer dans toutes les feuilles de ’arbre de dérivation gauche les
instances d’axiomes portant sur f par un axiome et une régle de sous-typage. Il vient
donc la conclusion.

— Coinduc, : par HL

~ Vereat1,2 : immédiates par HI et sous-typage.

— {}g : : on suppose que p.l se réduit, donc il y a deux cas a regarder :
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— Soit p = <L1;l = a; Ly> : dans ce cas, on a par le lemme précédent a : A, donc c¢’est
bon.

- Soitp=['=al+p:
— Sil =1, alors on a a : A par le lemme précédent.
— Sinon, on a une dérivation plus courte de p.l : A, donc on conclut par HI.

9.4.4 Traduction et conclusion

Lemme 116 Sip = p/, alors p 5 .

preuve: Les régles Pop de la machine présentée en annexe B reflétent simplement les régles
de réduction gauche - en fait, de téte - des termes traduits et correspondent aux étapes de
réduction présentées pour >. On regarde les cas de > :

1. Réduction A : identique.
Récurseur : identique.

Premiére projection : identique.
Seconde projection : identique.

A

Projection sur un programme qui n’est pas une paire : par la réduction du sujet, le
programme est typable donc son traduit ne se réduit en une abstraction que lorsqu’il
s’agit d’une paire. Il est bien en téte par traduction.
6. Réduction de téte pour les cases : il suffit de vérifier que le test d’égalité sur les entiers
de Church se réduit en téte & un booléen.
7. Réduction de téte pour les cases (argument qui n’est pas filtré) : le test d’égalité fait
venir u en téte, d’ou la régle d’évaluation.
8. Projection d’enregistrement : immédiat par la traduction via les cases.
9. Projection de champs ajouté (=) : idem.
10. Projection de champs ajouté (#) : idem.
11. Projection sur un programme qui n’est pas un enregistrement : vient du fait que la
projection est une application, et donc u se met en téte de pile.
12. Réduction sous un constructeur : Le traduit de Cu] étant une paire dont le premier
élément est sous forme normale, si u f; v/, alors Clu| 5, C[u']. C’est en fait le seul
endroit ol I'on ait besoin de la réduction gauche.
O

Proposition 117 SiFt: NORM, alors l’évaluation de t s’arréte.

preuve: D’apres les lemmes de progression et de valeurs, si -t : NORM, alors t est une
valeur ou il existe ¢’ tel que ¢ > ¢'. Par le lemme de préservation du sujet, on a donc
Ht N Qﬁy , ce qui implique que la machine ne bloque pas. De plus, par traduction, on a
¢ c NORM, ce qui implique que ¢ est normalisable. Par le lemme précédent, on a t 3, t.
La réduction gauche étant une stratégie normalisante, la réduction gauche de ¢ s’arréte, ce
qui entraine donc que la réduction de t s’arréte. O
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9.5 Conclusion

On a vu dans ce chapitre la correction du langage : celle-ci justifie partiellement les regles

des chapitres précédents, car du point de vue de I’évaluation, nous ne nous sommes pas

penchés sur les types abstraits et les modules. Nous pouvons retenir cependant que la

correction repose sur deux piliers :

— La correction de la traduction : celle-ci est un guide pour I’écriture correcte des régles.

— La correction au niveau du langage “du haut”, qui permet la compilation du langage vers
d’autres cibles que le A-calcul, du moment qu’on respecte 1’évaluation.
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Chapitre 10

Conclusion

Ce travail a permis de confirmer I’hypothése selon laquelle le systéme ST est un formalisme
suffisamment riche pour exprimer de trés nombreux types de données, et avons montré qu’il
permettait également de controler la terminaison des programmes. Cependant, le travail
serait & compléter dans plusieurs directions, tant théoriques que pratique.

10.1 Points théoriques

10.1.1 Logique classique avec sous-typage et omission de contenu
algorithmique

Nous avons présenté dans [51] une utilisation possible de 'omission de contenu non-
algorithmique dans le cadre du AC' calcul (voir les régles dans la figure 10.1.1). Les termes
sont les mémes que dans le systéme ST, excepté les formules de sous-typage, et on se donne
en plus la loi de Pierce. La sémantique est adaptée a partir de celle de [33].

On se demande quels sont les axiomes de sous-typage que l’on peut ajouter au systéme
tout en restant consistant (le résultat 61 vu au chapitre 5 montre qu’on ne peut pas tout
ajouter!).

10.1.2 ST comme sous-systéme de A\C' et pouvoir expressif

Nous présentons ici rapidement en quoi les termes du systémes ST peuvent étre vus comme
obtenus par “pruning” & partir de \C' termes.

Nous pensons pouvoir montrer que le pouvoir du systéme ST propositionnel, muni de tous
ses axiomes, est le méme que celui du \C' calcul, dans le sens suivant :

Théoréme 118 (Conjecture) Il eziste une transformation .* des types de ST dans les
types de la logique classique d’ordre supérieur, et une fonction d’effacement prune des AC'-
termes dans les termes du A-calcul pur, tels que : Pour tout terme t et tout type A de ST
tel que =t : A, il existe un A\C' terme t' tel - t' : A* et t = prune(t’), et de plus, sit est
normalisable, alors t' aussi et FN(t) = FN(t').
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Axiome Axiome’ :
x:AFax: A rPrP

=7 - Intro : =° - Intro :

Iz:A+t:B IPEQ

I'Xet:A— B 'EP—-"Q

=7 - Elim : = - Elim :
'ru:A="08 T'Fo: A 'EP=°Q '-P

'Fu(v): B Q@

V7™ - Intro : V° - Intro :
ex:skHt: A 'z:skHP
Ht:vVie A I'-Vox.P

V"™ - Elim V¢ - Elim :

I'Ft:Viz A 'Fv:s I'=Y2x. P 'Fwv:s
CEt: Alz =] ['F Plz:= ]

—»- Intro : —- Elim :
PHt:A '-t:P—- A 'FP
F'Ft:P— A F'F¢: A
Loi de Pierce : Loi de Pierce’ :

'FC:VAYB((A—B)—A) —A) | THFYPYQ(P—Q)— P)—P)

F1G. 10.1 — Reégles de A\C' avec omission de contenu algorithmique
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Ce qui entraine en particulier le corollaire suivant :

Corollaire 119 S -t : N = N, alors la fonction récursive que t représente est prouva-
blement totale dans ’arithmétique classique du second ordre.

La preuve se déroule en trois étapes :

— On définit la traduction des types

— On interpréte les axiomes et on rajoute du contenu algorithmique aux régles de dérivation
qui n’en ont pas.

— On étudie les transformations des dérivations ainsi induites

Nous allons dans une premiére section briévement décrire notre langage-cible qui est le

AC-calcul, puis dans une seconde section, nous donnerons la preuve du résultat ci-dessus.

10.1.3 AC-calcul d’ordre supérieur
Syntaxe et évaluation

Il s’agit d’une variante du AC-calcul qui étend la quantification & n’importe quel ordre.

Définition 62 (Termes et types) Les termes sont les termes simplement typés, les types
étant formés a partir d’un unique atome 7, et le calcul étant muni des constantes suivantes :
- =S T =TT

~ V*: (s — 7) — 7 pour chaque sorte s

La constante |, est définie par VX.X.

Définition 63 (Piles et \C termes) L’ensemble des termes et des piles est défini par
induction mutuelle par :

T = VI|C| (DT | kn

I = €|T1I

On appelle processus un couple formé d’un terme et d’une pile. Un processus t, ™ sera noté
txm.

Les régles d’évaluation des processus sont les suivantes :
— push : (wW)vxm = u*v.w

— pop : Ax.txum - tlri=ulxmw

— store : Cxu.m > uxk,.m

— restore : bk, xt.m = txm

Reégles

Un contexte I' est un ensemble fini de couples x : A avec A une expression de sorte 7 et x
une \-variable. Les régles de dérivation sont les suivantes :

1. Axiome :
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Ax

Ie:AFx: A

2. Introduction de = :

I'z: A+t B
'FXxt: A= B

N

3. Elimination de = :

I'ru: A= B I'Fov: A
' (uv:B

=

4. Introduction de V (pour chaque sorte s)

THt:F(X)
ItV X.F(X)

vz’

(Avec X* non libre dans T")

5. Elimination de V (pour chaque sorte s)

M'Ft: V' XF(X) U de sortesv
I'Ht: F(U)

6. Reégle classique :

F'Ft: (A= 1)=1)
r=@C)t: A

CONCLUSION

Comme on le voit, ce systéme est bien plus simple que ST : ¢’est pourquoi on le choisit pour
en étudier I'expressivité. Dans la suite, on appellera I’ensemble du systéme ainsi décrit, le

AC-calcul d’ordre supérieur, F¢.
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10.1.4 Traductions
Traduction des types

A chaque sorte s de ST on associe une sorte s* en remplacant toutes les occurrences de o
par 7.

Définition 64 A chaque expression A de ST de sorte s on associe une erpression A* de
FC de sorte s* de la fagon suivante :

(XS)* — Xs*
(=) N
(=7)* N
(_» * =T
(C)* N
(V) = v
(v;’ * — VS
Azs.t)* = ¥ .t*
(W) = (u) "

Il est ainsi clair que la traduction .* ne modifie pas les types qui sont déja dans FS.

Interprétation algorithmique des axiomes
On montre le fait suivant :

Fait 120 Pour chaque aziome Ax; de ST, il existe un terme 0; de FS tel que - 0; : Ax}
preuve: On regarde chaque axiome :

1. Azy =VA(A C A). 6, = \z.x convient.

2. Az =VA,B,C((ACB)=(BC(C)=(AcC()). 0, =z yAa(y)(z)a convient.
3. Pour chaque sorte s : Az = V¢~ BY*2(VB C (Bx)).05 = Av.z convient.
4

. Pour chaque sorte s : Az, = VAVC=TB(V*z(A C (Br)) = (A C VB)) .0, =
AzAa(x)a convient.

5. Axs =VP,YA(P = (P - A) C A)). 05 = AxAy(y)x convient.
6. Azg =VP,VYA,B(P= (ACB)) = (AC (P — B))).0s = AfAa p((f)p)a convient.
7. Az; = VA,B,C,D((A C B) = (C ¢ D) = (B=C) C (A= D)) b; =
AfAgAhAa(g)(h)(f)a convient.
8. Axg =VPYA,B(P - (A= B)) C (A= (P — B))).0s = A\fAa\p((f)p)a convient.
9. Azg = VA, B(Vz(A(z) = B(x)) C (VxA(x) = VzB(x))). 0y = AfAa(f)a convient.
10. Az,0 =VA, B(A C (L, = B)). Aa\zx convient.

Il restera alors a valider les régles, ce qui parait faisable.
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10.1.5 Typage

Il est clair que le typage comme le sous-typage dans notre systéme sont indécidable. On ai-
merait cependant au niveau du typage, quitte a restreindre par exemple le polymorphisme,
regagner une forme d’inférence de type partielle. Pour ce qui concerne la vérification de
type, il serait ainsi intéressant de développer un algorithme de semi-décision qui engendre-
rait des obligations de preuves a partir d’une paire (programme,type), dans la méme idée
que l'inversion de C. Parent [39].

De méme au niveau des modules, la projection est extrémement lourde. Nous pourrions
développer une notion de chemin, analogue par exemple a ce qu’a fait X.Leroy dans [35].

10.2 Points pratiques

10.2.1 Extensions des traits du langage

On aimerait ajouter a notre langage, en conservant la méthodologie (i.e. par traduction)
d’autres traits des langages de programmation.

Exceptions

Les exceptions pourraient étre simulées par un type analogue au type “sumor” du calcul
des constructions [39] :

A+P=VX(A=X)= (P> X)=X)

On définit :

— abort= AxA\yy

—try t as = in u or_else v =(t Azu v)

— tilde a=Azx\y(za)

= [f al = ((a(Az((f(Ay((tilde(yx)))))abort)))abort)

Les régles suivantes sont facilement dérivables :

I'Prabort : A+ P T,a:AFtilde a: A+ P

'Fa:A+P INz:AFu:B IPrv:B

'HFtry t as x in uw or_else v: B

I'Fa:A+ P F'f:(A=B)+Q
I'FLf al:B+(PVQ)
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10.2.2 Objets

Dans la littérature sur le sujet (par exemple [14],[16],[13],[10],[45] ) un objet est vu comme
un enregistrement composé de valeurs et de méthodes, ces derniéres pouvant étre modifiées
ou héritées par d’autres objets. En ayant en téte le concept d’héritage, le sous typage permet
d’éviter la notion de récursivité en spécifiant simplement qu’une méthode est susceptible
d’agir sur n’importe quel objet qui comporte des valeurs de méme type que 1’objet en
question.

Définition 65 (Type d’objet) Un type d’objet est un type de la forme suivante :
{ V:Val ; M:Meth }

avec Val = {Vy : Ty;...;V, - T,,}, et Meth={M, : Sy;...; My, : S}, Val et Meth satisfai-
sant les conditions sutvantes : Pour tout i = 1,...,n, il existe S, tel que :

S; =Vmllo: {V : Val; M : m}.Si(o,m)

On peut alors formaliser les notions d’héritage, de composition, etc . ..dans le systéme ST

10.2.3 Impératif

L’ajout de traits impératifs est également une perspective de recherche pour compléter
notre langage. Cela pourrait étre fait en utilisant des techniques de codage analogues a celles
de J-C. Filliatre [23], d’autant que nous disposons de toutes les notions d’enregistrement
qu’il utilise.

10.2.4 A propos des constructeurs

Les constructeurs n’ont été vus en fait dans le cadre du langage de programmation que
comme des constantes. Or, il est clair par la traduction qu’ils peuvent étre vus comme des
variables de type N (type des entiers de Church). A partir de 14, il est possible d’envisager
des types sommes ou des enregistrements avec des quantifications sur les constructeurs.
On pourra par exemple prendre le type des entiers naturels paramétrés par des choix de
constructeurs :

type Nat = A\Z : consA\S : cons(S # Z) — (uX(Z | S of X))
On pourrait aussi envisager des types enregistrements avec noms de champs abstraits :

SomeconsASomecons B{A : T; B : S}

Cela augmenterait encore la souplesse des types, permettant de construire par exemple des
types de modules totalement abstraits instantiables avec plus de liberté (songer au type
des groupes dont on pourrait alors changer le nom de I’élément neutre et des lois ...).
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10.2.5 Evaluation

La stratégie d’évaluation en appel par nom n’est pas la plus satisfaisante au niveau efficacité
de calcul. Cependant, I’appel par valeur n’est gérable qu’en présence d’arguments qui sont
réellement des valeurs. On pourrait donc proposer une stratégie d’évaluation en “appel
par type” qui consisterait a tagger les programmes avec des marques qui permettraient
d’affirmer que ce sont des valeurs :

't A HFACNORM
F}_tNORMZNORM

Ceci permettrait ensuite d’effectuer de ’appel par valeur lorsque I’argument est taggé par
NORM.

Il serait également souhaitable de donner un résultat sur I’évaluation en profondeur : nous
conjecturons que le résultat de terminaison reste valable.

10.2.6 Implémentation

Au niveau de I'implémentation, notre langage est encore un prototype. Nous avons codé la
traduction dans PhoX, mais cela s’avére trop lourd & manipuler. Nous avons mis une petite
partie du langage du haut dans le systéme PhoX, mais une fois encore le systéme semble
mal adapté : nous aimerions pouvoir développer un prouveur dédié. Pour I’évaluation, nous
avons développé un parseur-évaluateur en Objective Caml, avec une interface QT. L.’idée est
de développer l'interface en y intégrant un prouveur, et en développant une méthodologie
de développement dans 'idée de la méthode B [29] ou d’extended ML [1] pour créer une
bibliothéque de programmes certifiés dans notre systéme. L’intérét et la faisabilité de la
chose repose cependant sur 1’étude théorique du typage telle que vue ci-dessus.

10.3 Conclusion

Notre travail a éclairci quelques points :

— Au plan théorique, nous avons introduit un modéle abstrait de réalisabilité, donné une
preuve de -réduction de ST et montré 'expressivité du systéme (impossibilité d’obtenir
la logique classique, possibilité d’exprimer la terminaison (résolubilité, normalisabilité)).

— Au plan pratique, nous avons étudié un encodage possible des types de données jusqu’au
niveau des modules avec spécifications.

Nous avons également dégagé quelques pistes de recherche, espérant avoir contribué a une

meilleure compréhension des objets sur lesquels se penche notre domaine de recherche.
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Annexe A

Résumé des régles du systéme ST

Sortes :
Foro:x Fo:x
Fosp:x F sy %
F(s1 — s2): %
Régles de bonne formation de contextes :
WFI) Fs:x xz¢V(D)
WE() WEFE([T,x:s)
WF{I) THP:o WFT) THA:7 2¢V({I) z€V
WEF(T,P) WEF[,xz:A)
Reégles de typage des termes :
WF{I) z:sel WF([') c:seConst
I'Fz:s I'kc:s
I'Fu:sy —s9 T'hFv:isy Fsp—s9:% Iz:siFt:isy Fsp—s9:x%
L'k u(v): sy T'FAz:sit:s) — s
[-regles :
I'Ht: A A>—5A' 't A A :r A/>—5A
’ ;ed ’ ﬁ;—xp
't A I'Ft: A
P P>5 P P I'-P:o P 5P
T+ P red T+ P erp
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ANNEXE A. RESUME DES REGLES DU SYSTEME ST

Regles logiques :

WE(T) PeTl
Ax®
=P
IPFQ '-P=°Q =P
Ty =%
'-P=°Q I'+Q
Iz:sFQ ' vYQ 'kHt:s
o Vi V9,
-vYQ ' Q(t)
Regles de typage :
WEF(T) z:Ael
Ax”
I'tz: A
xz:A-t: B 'ru:A="H 'kFov:A
=7 =E
I'tfun z ->t: A="HB I'Cuwv):B
I''X:skt: A FHt:vViA l'kov:s
— VY V%
F-t:viX.A -t: A(v)
Régles mixtes :
'-AcB 'Ft: A
-
't:B
I''PrHt: A t 'ct:P— A '-P
I —F
I'tt:P—» A 't: A
z:A-ACB Nx:A+t:B r-A'cA
Renf Coup
I'HACB z:AFt:B
FEt:(P—17)= 17 Ty:s,x:Fly)Ft: A '-A:r
RC UG
'kP Dx:UyF(y)Ft: A
Axiomes :
WF(T) PecA
Axiome

I'ET'EP
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1. Axiomes de base
— Reflexivité : VA(A C A)
— Transitivité : VA, B,C((AC B)= (BC C)=(AcC())
— Borne inférieure (pour chaque sorte s) :
(a) Minorant : V¢ _ BV (VB C B(x))

(s—=7)

(b) Plus grand Minorant : V2AV, | B(Viz(A C B(z)) = (A C V(B))

— Contra- et Co-variance de =" :(

VA,B,C,D(ACB)=(CCcD)=(B="C)C(A="D)))
— Fléche spéciale :

(a) Gauche : VP, VA(P = ((P - A) C A))

(b) Droit : VP,VA, B((P = (AC B)) = (AC (P — B)))

(c¢) Permutation : VPVYA, B((P - (A= B)) C (A= (P - B)))
— Axiome de Mitchell :

VA, B(Vz(A(z) = B(x)) C (VzA(x) = VaB(x)))
2. Axiomes avec opérateurs
— Le faux est vide : VA, B(A C (L™ = B))
— Atomiticité : VA(A CUX(X | (S(X)A X C A)))
— Complément : VA, B(A C BU B°)
— Axiomes de l'application :
(a) Continuité a droite : VA, B(A[UxB(x)] C Uz(A[B(z)]))
(b) Conservation des singletons : VA, B(S(A) = S(B) = S(A[B]))
(c) Extensionnalité : VA, B(S(B) = VX(A[X] C B[X]) = (AC B))

3. Axiome de non trivialité :

(-TRIV) AXY(X AY)ANS(X)AS(Y))
4. Axiome de description définie :
(Ay) VP(FP(xy)...(x,) = P(AJ(P))...(A(P)))

5. Axiome d’antisymétrie :

(AS) VA B((A=c B)= (A= B))
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Annexe B

Grammaire du langage

B.1 Grammaire

Les mots clés sont écrits en style sans sérif.

Les variables var sont des identificateurs qui sont des chaines de caractéres formées de
lettres minuscules ou de chiffres et qui commencent par une lettre minuscule.

Les labels label sont des identificateurs qui sont des chaines de caractéres formées de lettres
minuscules ou de chiffres et qui commencent par une lettre minuscule.

Les constructeurs constr sont des identificateurs qui sont des chaines de caractéres formées
de lettres majuscules ou de chiffres et qui commencent par une lettre majuscule. Les noms
de fichiers file sont des identificateurs qui sont des chaines de caractéres qui commencent
par une lettre majuscule, dont la suite est formée de lettres minuscules, du symbole _ ou
de chiffres. € représente “rien du tout”.

195



196

prog

record

recordgiom

labellist

motifs

moti f

structure

OPENgecl

letdecl

Zetatom

ANNEXE B. GRAMMAIRE DU LANGAGE

var
fun var — prog

( prog prog )

let var = prog in prog
rec prog

(prog, prog)

fst prog

snd prog

<record>

prog.label

[recordgaiom] + prog
prog as labellist
constr

constr| prog |

cases prog of motifs
Struct structure

file

€
s recordgiom . record

label = prog

€

labellist , label

moti f
motifs motif

constr — prog
_ —prog
constr [var] — prog

OPENdecl » letdecl

€
OpPENeel ; OPEN prog as labellist

endStruct
Zetatom I letdecl

let var as label = prog
let rec var as label = prog
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B.2 Reégles de réduction

B.2.1 Valeurs

L’ensemble des valeurs est défini comme un sous-ensemble de I’ensemble des programmes :
val =

funz — p

| constr

| constr [val]

| ( prog , prog )

| record

| [label = prog| + prog

Les valeurs seront notées v.

B.3 Reégles d’évaluation

B.3.1 Relation “filtre”

On dit qu’un motif m filtre un programme u, et on appelle le résultat du filtrage m «— u
dans les cas suivants :

-m=C—ovetu=C:m+—u=v

- m=Clz] > v(z) et u=Cla] : m —u=wv(a)
-m=_—vetu=Couu=Cla]:m—u=v

B.3.2 Evaluation gauche

1. Réduction de téte A :

(funz —t wuy...u, =tz == uluy ... uy,

2. Récurseur :

(rec w)uy...u, > (u(rec w))uy...uy,

3. Premiére projection :

fst (a,b)uy ... u, > auy ... u,

4. Seconde projection :

snd (a,b)uq ... up, > buy ... uy,
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10.

11.

12.

ANNEXE B. GRAMMAIRE DU LANGAGE

Réduction de téte pour un programme qui n’est pas une paire (proj=fst ou snd) :

w>u

(proj w)uy ... u, > (proj u')uy ... uy,
Réduction de téte pour les cases :

m, filtre u

(cases u of mql|...|my)uy ... u, > (M; — wuy ... uy,
Réduction de téte cases (argument qui ne commence pas par un constructeur) :

u = u

(cases u of pattern)u; ... u, = (cases u’ of pattern)u; ...u,

Projection d’enregistrement :

Lol #1

<l =uy..lp,=un;l=u; R > .luy...u, = uuy...u,

Projection de champs ajouté (=) :

([l=u]+7r)duy .. up = vy .. uy,

Projection de champs ajouté (#) :

(['=u]+r).duy ... up = rluy ... uy,
Projection sur un programme qui n’est ni un enregistrement ni un ajout de champs :

w>u

wluy . ouy = Ay Ly,

Réduction sous un constructeur :

w>u

Clu] = C[u]
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B.3.3 Machine

a pile

On définit une machine a piles pour gérer 1’évaluation définie précédemment :

199

Pushgy, (u v)
Pop fun, funz — a
Poprec rec f
Pushys fst u
Pushg,g snd «
Popgs (a,b)
Popsnd (a'b)
Pushegse case u of M
Pushpg, Eq u
Popg, Clal
Popn g, Dia]
Pop funa fun2 x — ¢
Pushyyo, u.l
Popproji <lh=uyl=u;...>
Popproj2 [lzu] + p
POpprojB [l,:u] + P
Pusheonsir Clu]
Popconstr v

A T T R O S T T T T T A 3
m
¥o)
S
S

YYYYYyYYYYYYYYYYYYY

, T

~a s s

v
alx : T
(f rec T
Fst, 7
Snd, 7

™
™

S

KK XK X X K K K K K XK X X X X K K X

Eq,C, 7w
Cll,m
T

T

I,

SN

Q

S e e s B2 e
Q-
5 3

N

funz — z,u, 7

M’ étant défini par :

fun f - func —t

fun f — func — (((Eq ¢ C) (fun2 =z — t ¢) f)

fun f — fun ¢ — (((Eq ¢ C) t') f)
fun f = func — (m (M fc)c)

B.4 Evaluation en profondeur

L’évaluation en profondeur sert a évaluer sous les paires, et les enregistrements. On la

définit par induction :

a>"v

a=qv

Si v n’est ni une paire ni un enregistrement.

a>—da' b g b

(a,b) =4 (a',0)
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/ /
A1 >4 Ay ...0p =4 Qy,

<li=ay;...;lp=a,) =4 <lyj=d} ;... ;l,=al)>

a>qd p=ap
[l=a]+p >=a [[=d']+p’




Annexe C

Extraits de fichiers Phox

Nous présentons ici quelques extraits des sorties générées par PhoX & partir de nos fichiers,
afin que le lecteur voie la forme que prennent les énoncés prouvés formellement. Les fichiers
concernant le systéme ST et les entiers comptent 4045 lignes et ceux concernant les types
de données, 4854, soit au total environ 8900 lignes de code.

C.1 Axiomes, opérateurs et entiers

C.1.1 Axiomes et propriétés des opérateurs
Le fichier st_ax.phx contient les définitions des axiomes et opérateurs :

(* definition des sortes*)

Sort type defined
Sort term defined

(* definition des constantes *)
$@ : term -> term -> term

$fun : (term -> term) -> term
$1-> : type -> type -> type
$#/\ : (’a -> type) -> type
$subset : type -> type -> prop
$->> : prop -> type -> type
Inh : term -> type -> prop

(* quelques axiomes *)

arrow.intro =
/\X,Y /\t (/\x (Inh x X -> Inh (t x) Y) -> Inh (fun x ==> t x) (X |-> Y))

arrow.elim = /\X,Y /\t,u (Inh t X -> Inh u (X [-> Y) -> Inh (u @ t) Y)
elim.Sub = /\A,B /\t (Inh t A -> (A subset B) -> Inh t B)

intro.FArrow = /\P /\A /\t ((P -> Inh t A) -> Inh t (P ->> A))
elim.FArrow = /\P /\A /\t (P -> Inh t (P ->> A) -> Inh t A)

trans.Sub = /\A,B,C ((A subset B) -> (B subset C) -> (A subset C))

201
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left_Sub = /\B /\x (#/\x B x subset B x)

arrow.Sub =
/\A,B,A’,B> ((B subset A) -> (A’ subset B’) -> (A |-> A’ subset B |-> B?))

left_Free = /\A /\P (P -> (P ->> A subset A))

Inversion.Dash = /\P /\A,B (P ->> A |-> B subset A |-> P ->> B)

(* definition de quelques operateurs *)

Empty = #/\X X : type

Rest = \F,G #/\K ((F subset G ->> K) ->> K) : type -> prop -> type

U2 = \A,B #/\K ((A subset K) ->> (B subset K) ->> K) : type -> type -> type
U = \F #/\K (/\x (F x subset K) ->> K) : (’a -> type) -> type

Image = \A,B #/\X ((A subset B |-> X) ->> X) : type -> type -> type
is_Empty = \A (A subset Empty) : type -> prop

Singll = \A (Non_empty A & /\B ((A subset U B) -> \/X (A subset B X)))
: type -> prop

Inter = \A,B #/\K (/\P ((P subset A) -> (P subset B) -> (P subset K)) ->> K)
: type -> type -> type

Cmpl = \A (U \X (Rest X (Inter X A subset Empty))) : type -> type

(* quelques axiomes avec opérateursx)

absurd_less = /\A /\t (Inh t ((A ->> Empty) |-> Empty) -> A)
set_ax = /\A (A subset U \X (Rest X (Singll X & (X subset A4))))
cmpl_ax = /\A,B (A subset U2 B (Cmpl B))

singl_cons = /\A,B (Singll A -> Singll B -> Singll (Image A B))

Le fichier st_basicfacts.phx contient les propriétés des opérateurs :

(* proprietes de l’application *)

prop_applic.1 = /\A,B,C ((Image A B subset C) <-> (A subset B |-> C))
(...

(* proprietes du faux *)

prop_false.1 = /\P (((P -> Subfalse) -> Subfalse) -> P)

prop_false.2 = Subfalse -> False

C...)

prop_false.7 =
/\x /\A,B,B’ (Inh x A -> (B subset B’) -> (A |-> B subset A |-> B?))
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(* proprietes de la restriction *)

prop_restr.1 = /\A,B /\P ((P -> (A subset B)) -> (Rest A P subset B))
...)

prop_restr.6 = /\A /\P (Non_empty (Rest A P) -> P)

(* propriete de 1l’union *)

prop_union = /\F /\A (#/\x:F A subset UF |-> A)

(* singletons *)

(...)

prop_singl.3 =

/\A,B(#/\X( (Singll X ) ->> (X subset A) ->> (X |-> B)) subset (A [-> B))

(* intersection, complementaire, reunion *)

prop_inter = /\A /\B eq_sub (Inter A (U B)) (U \x (Inter A (B x)))

prop_compl = /\A ((A subset Cmpl A) -> is_Empty A)

union2 = \A,B (U \X (Rest X (eq_sub X A or eq_sub X B))) : type -> type -> type

prop_union.2 = /\A,B,C eq_sub (Inter (U2 B C) A) (U2 (Inter B A) (Inter C A))

(* decideur et booleens *)

Decid = \P,Q #/\X ((P ->> X) [-> (Q ->> X) |-> X) : prop -> prop -> type
Bool = #/\X (X |-> X |-> X) : type

Btrue = #/\X (X |-> #/\Y (Y |-> X)) : type

Bfalse = #/\X (X [-> #/\Y (Y [-> Y)) : type

prop_decid.1 = /\P,Q (Decid P Q subset Bool)

...

prop_decid.5 = /\P ((P -> Subfalse) -> eq_sub Bfalse (Decid P (P -> Subfalse)))
(* Types inductifs *)

Mu = \F #/\X (/\A ((A subset X) -> (F A subset X)) ->> X)
: (type -> type) -> type

Cresc = \F /\X,Y ((X subset Y) -> (F X subset F Y)) : (type -> type) -> prop
/\Y (/\A ((A subset Y) -> (F A subset Y)) -> (X subset Y)))

...

prop_.mu.3 = /\F /\X (/\A ((A subset X) -> (F A subset X)) -> (Mu F subset X))

...

prop_fix.2 = /\F:Cresc eq_sub (F (Mu F)) (Mu F)
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C.1.2 f-reduction et singletons

Le fichier st_beta.phx contient les faits relatifs a la preuve de la réduction du chapitre
4 (ayant défini les regles comme des axiomes, et non comme un prédicat inductif, on ne
traite pas les inductions) :
(* definition de la lambda -abstraction de types *)
Lambda = \f #/\X (X |-> £ X) : (type -> type) -> type
(* lambda-expansion et eta-reduction *)
beta_exp = /\A /\F (Image (Lambda F) A subset F A)
eta_red = /\A (A subset Lambda (Image A))
(* sur les singletons *)
Singl_union =

\A (Non_empty A & /\X,Y ((A subset U2 X Y) -> (A subset X) or (A subset Y)))

: type -> prop

Singl_subset =

\A (Non_empty A & /\X ((X subset A) -> Non_empty X -> eq_sub A X))

: type -> prop

non_vide_contient_singl = /\A:Non_empty \/x:Singll (x subset A) : theorem
equiv_singletons =

/\A

((Singll A -> Singl_union A) & (Singl_union A -> Singl_subset A) &
(Singl_subset A -> Singll A))

autre_carac_singl =
/\A:Non_empty (/\x:Singli ((x subset A) -> (A subset x)) -> Singlil A)

eta_red_singl = /\A:Singll (Lambda (Image A) subset A)

abstraction_preserve_singleton =
/\A (Non_empty (Lambda A) -> /\X:Singll Singll (A X) -> Singll (Lambda A))

C.1.3 Expressivité

Le fichier st_expr.phx contient les preuves des enonces 56, 57, et 61 du chapitre 5 :

(* axiome de non-trivialite x*)

Non_triv = /\X,Y (Singll X -> Singll Y -> (X subset Y)) -> Subfalse

(* les trois enonces *)
booleens_distincts = (Btrue subset Bfalse) -> Subfalse
exist_enonces_indecidables =

/\P Non_empty (#/\X (Singlil X ->> X |-> Decid (P X) (P X -> Subfalse))) ->
Subfalse

vacuite_classique = #/\X (((X |-> Empty) |-> Empty) |-> X) subset Empty
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Le fichier st_normresol.phx contient les preuves des énoncés attachés au théoréme 62 et
au théoréme 71 du chapitre 5, avec quelques exemples. Noter qu’on y définit ici en fait
déja le schéma de compréhension, et qu’on montre sa propriété en ’absence de I’axiome
d’égalité pour les prédicats compatibles avec 1’égalité = :

(* adequation et prédicat etre normalisable *)
adequ =
\A,B ((A subset B [-> A) & (B |-> A subset A |-> B) & (A |-> B subset B))
: type -> type -> prop

subnorm = \X /\A,B (adequ A B -> (X subset B)) : type -> prop

(* schema de comprehension *)
SC = \P (U \X (Rest X (Singll X & P X))) : (type -> prop) -> type
sub_compatible = \P /\X,Y (eq_sub X Y -> P X <-> P Y) : (type -> prop) -> prop
prop_SC_subcompatible =
/\P:sub_compatible
/\A ((A subset SC P) <-> /\X ((X subset A) -> Singll X -> P X))

(* Type des normalisables *)

Norm = SC subnorm

defnorm_ok = /\X ((X subset Norm) <-> subnorm X)

Nat = #/\X (X |-> (X [-> X) |-> X) : type

(* quelques exemples *)

nat_norm = Nat subset Norm

true_norm = Btrue subset Norm

(* resolubles *)

fonction_ F = \A (U \X (Rest (X |-> A) (Non_empty X))) : type -> type
fonction_F’ = \A (U2 (Lambda \X X) (fonction_F A)) : type -> type
Resol = Mu fonction_F’ : type

resol_pt_fixe = eq_sub Resol (fonction_F’ Resol)

(* exemples *)

Btrue_resol = Btrue subset Resol
Deux = Lambda \x (Lambda \f (Image f (Image f x))) : type

deux_resol = Deux subset Resol
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C.2 J\-termes et types

On consacre deux fichiers a la syntaxe et aux preuves concernant les A-termes dans les
types : il s’agit des fichiers st_singleton_terme.phx et st_quelques_termes.phx

(* syntaxe pour 1l’application et l’abstraction *)

$@@ = Image : type -> type -> type
$FUN = Lambda : (type -> type) -> type

(* predicat "habite et est un singleton", qui correspond & "appartient" dans la traduction du langage *)
$Inh_singl = \x,X (Inh x X & Singll X) : term -> type -> prop
(* regles d’intros *)
inh_fun.intro =
/\f /\F
(/\x /\X:(Inh x) Inh (f x) (F X) ->
Inh (fun x ==> f x) (FUN X ===> F X))
inh_app.intro = /\x /\X /\y /\Y (Inh x X -> Inh y Y -> Inh (x @ y) (X @@ Y))

inh_inh_singl.intro = /\x /\X:(Inh_singl x) Inh x X

inh_singl_applic.intro =
/\x/\X /\y /\Y (Inh_singl x X -> Inh_singl y Y -> Inh_singl (x @ y) (X @@ Y))

inh_singl_fun.intro =
/\f /\F
(Inh (fun x ==> f x) (FUN X ===> F X) ->
/\x /\X:(Inh_singl x) Inh_singl (f x) (F X) ->
Inh_singl (fun x ==> f x) (FUN X ===> F X))
(* un exemple *)
beta_typ = /\F /\A ((FUN X ===> F X) @@ A subset F A)

(* quelques termes standards et leurs traduits en types, préfixés par une majuscule *)

paire = \x,y fun ¢ ==> (¢ @ x) @ y : term -> term -> term
Paire = \x,y FUN ¢ ===> (c @@ x) Q@ y : type -> type -> type

projl = fun ¢ ==> c @ btrue : term
Projl = FUN ¢ ===> c @@ Btrue : type
proj2 = fun ¢ ==> ¢ @ bfalse : term
Proj2 = FUN c ===> c @@ Bfalse : type

inh_paire =
/\x /\X /\y /\Y (Inh_singl x X -> Inh_singl y Y -> Inh_singl (paire x y) (Paire X Y))

inh_projl = Inh_singl projl Projil
inh_proj2 = Inh_singl proj2 Proj2

zero = fun x,f ==> x : term
Zero = FUN x,f ===> x : type

succ = fun n,x,f ==> f @ (n @ x) @ f : term
Succ = FUN n,x,f ===> f @@ (n @@ x) @ f : type

inh_zero = Inh_singl zero Zero

inh_succ = Inh_singl succ Succ
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C.3 Types de Données

C.3.1 Entiers

Le fichier st_purnat.phx contient la preuve du théoréme 75 :

(* definitions des types et prédicats associés aux entiers *)

stnat = \n #/\X (X Zero |-> #/\y:X X (Succ @ y) |-> X n) : type -> type
stnat_log = \n /\X (X Zero -> /\y:X X (Succ @ y) -> X n) : type -> prop
stnatplus = \n #/\X (X Zero |-> #/\y (stnat_log y ->> X y |-> X (Succ @@ y)) |-> X n) : type -> type

(* type de donnees strict *)

tdd_strict = \P /\x (Non_empty (P x) -> Singll x & eq_sub x (P x))
(type -> type) -> prop

(... lemmes ... )

stnat_strict_datatype = tdd_strict stnat

Les fichiers zero_succ.phx et plus_mult.phx contiennent les preuves des axiomes de
Peano :

(* termes et habitants *)

Termpred = \n ((n @@ Paire Zero Zero) @@ FUN c ===> Paire (Proj2 @@ c) (Succ @@ Proj2 @@ c)) : type -> type
Pred = FUN n ===> Projl @@ Termpred n : type

(* enonces *)

factpredl = /\n:stnat_log (Pred @@ Succ @@ n subset n)

succ_injectif /\n,m:stnat_log ((Image Succ n subset Image Succ m) -> (n subset m))

two_distincts = \/x,y (Singll x & Singll y & ((x subset y) -> Subfalse)) : prop

td = two_distincts
zero_neq_succ = /\n ((Zero subset Image Succ n) -> Subfalse)

non_nul_succ = /\n:stnat_log (((n subset Zero) -> False) -> \/m:stnat_log (n subset Image Succ m))

(* Addition *)
Plus = \n,m ((m @@ n) @@ Succ) : type -> type -> type

/\n (Plus n Zero subset n)
/\n,m (Plus n (Succ @@ m) subset Succ @@ Plus n m)

plus_cas_zero
plus_cas_succ

Add = \n FUN x ===> Plus x n : type -> type
(* Multiplication *)
Mult = \n,m ((m @@ Zero) @@ Add n) : type -> type -> type

mult_cas_zero = /\n (Mult n Zero subset Zero)
mult_cas_succ = /\n,m (Mult n (Succ @ m) subset Add n @@ Mult n m)
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Enfin, le fichier equal_nat.phx contient la preuve du fait 81 :

(* lambda-termes *)
Eq_zero = FUN m ===> (m @@ Btrue) @@ FUN r ===> Bfalse : type
Eq_succ =

FUN r,m ===> Projl @@ (m Q@ Paire Bfalse Zero) @Q

FUN rec ===> Paire (r @@ Proj2 @@ rec) (Succ @@ Proj2 @@ rec) : type

Eq_nat = FUN n ===> (n Q@@ Eq_zero) @@ Eq_succ : type
(* singleton *)
inh_eq_nat = Inh_singl eq_nat Eq_nat : theorem
(* sous-typage *)
sub_equal = Eq_nat subset #/\x,y:stnat Decid (eq_sub x y) (eq_sub x y -> Subfalse)
equal_decid = decidable eq_sub stnat : theorem
equal_true_false =

/\x,y:stnat_log

((eq_sub x y -> ((Egq_nat @@ x) @@ y subset Btrue)) &
((eq_sub x y -> Subfalse) -> ((Eq_nat Q@ x) @@ y subset Bfalse)))

C.3.2 Produits dépendants et schéma de compréhension

Le fichier type_prog.phx contient les définitions de II", II° et du schéma de compréhension
{z : A; P(x)}, et leurs propriétés :

(* Produit dépendants et produit logique *)

$Pi = \A,B #/\x (Singlil x ->> (x subset A) ->> x |-> B x) : type -> (type -> type) -> type

$FA_o = \A,B /\x:Singll ((x subset A) -> B x) : type -> (type -> prop) -> prop

(* predicat d’habitation pour les types *)

INH = \T,A (Singll T & (T subset A)) : type -> type -> prop

(* regles d’introduction et d’elimination : la regle d’intro comporte une condition de singletonicite
utilisant le predicat Inh_singl defini dans le fichier st_singleton_terme *)

PI_intro = /\F /\A /\B
(/\X (INH X A -> INH (F X) (B X)) -> \/f Inh_singl f (FUN X ===> F X)
-> INH (FUN X ===> F X) (Pi x :: A :: B x))
PI_elim = /\X,F,A /\B (INH F (Pi x :: A :: B x) -> INH X A -> INH (F @@ X) (B X))
...
FA_o_intro = /\A /\P (/\X (INH X A ->P X) ->FAox :: A :: Px)
FA_o_elim = /\X,A /\P (INH X A -> FA_o x :: A :: Px -> P X)
(* axiome de 1l’egalite et schema de comprehension *)
equal_equal = /\X,Y (eq_sub X Y -> X =Y)

prop_SC = /\P /\A ((A subset SC P) <-> /\X ((X subset A) -> Singll X -> P X))
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SC.intro = /\A /\P (FA_o x :: A :: P x -> (A subset SC P)) : theorem
SC.elim = /\A /\P ((A subset SC P) -> FA_o x :: A :: P x) : theorem
(* schema de comprehension du langage *)

$sc = \A,B SC \x (INH x A & (B x)): type -> (type -> prop) -> type

sc.intro =
/\x,A,P (INHx A -> (Px) ->INHx scr :: A:: (Pr )): theorem

sc.elim =
/\A,P,t
J\NKC CINHt A -> (P t) ->K) -> INHt scx :: A :: (P x) ->K) : theorem

(* lien entre les produits *)

Pi_FA = /\A /\B /\G
((G subset Pi x :: A :: B x) <-> FA_o x :: A :: (G subset x |-> B x))

Pi_arrow = /\A,B ((Pi x :: A :: B subset A |-> B) & (A |-> B subset Pi x :: A :: B))
(* sous-typage des produits dependants *)
sub.PI_PI = /\A /\B /\A’ /\B’

(/\x (INH x A’ -> (B x subset B’ x)) -> (A’ subset A)
-> (Pi x :: A :: B x subset Pi x :: A> :: B’ x))

C.3.3 Produits et paires
Le fichier st_tdd_prod.phx contient les preuves des propriétés du produit (fait 82) :

(* definition du type A times B *)

$times = \A,B (U \x (U \y (Rest (Paire x y) (INH x A & INH y B)))) : type -> type -> type
(* regles d’introduction et d’elimination *)

prod.intro = /\X,Y,A,B (INH X A -> INH Y B -> INH (Paire X Y) (A times B))

prod.elim.left = /\A,B,X (INH X (A times B) -> INH (Projl @@ X) A) : theorem
prod.elim.right = /\A,B,X (INH X (A times B) -> INH (Proj2 @@ X) B) : theorem

prop_prod.surpair = /\A,B FA_o x :: A times B :: x = Paire (Projl @@ x) (Proj2 @@ x)

C.3.4 Types sommes

Le fichier st_tdd_sum_typsum.phx contient la définition d’absence d’un constructeur dans
un type ainsi que la définition inductive d’un type somme, ainsi que les régles d’introduction
afférentes (qui sont évidentes : voir dans les fichiers) :

(* Absence d’un constructeur dans un type *)

Diff1 = \C,T FA_o X :: T :: (eq_sub (Projl @@ X) C -> Subfalse) : type -> type -> prop

Disjoint = \UO,V (Inter U0 V subset Empty) : type -> type -> prop
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type_somme = \A /\X

(/\C,A  (stnat_log C -> X (C OF A)) ->

/\C,A,T (X T -> Diffl1 C T -> stnat_log C -> X (COF A || T)) ->

X A) : type -> prop

type_somme.intro.of = /\C,A (stnat_log C -> type_somme (C OF A)) : theorem
type_somme.intro.of _union_T = /\C,T,A (type_somme T -> Diffi C T -> stnat_log C -> type_somme (C OF A || T))
type_somme.intro.nil = /\C:stnat_log type_somme (C NIL) : theorem
type_somme.intro.nil_union_T = /\C,T (type_somme T -> Diffli C T -> stnat_log C -> type_somme (C NIL || T))
diff = \A,B (eq_sub A B -> Subfalse) : type -> type -> prop
Diffl.intro = /\C1,C2 /\A /\B (stnat_log C1 -> stnat_log C2 -> diff C1 C2 -> Diffi C1 (C2 OF B))
Diffl.intro.union = /\T,S,C (Diffi C T -> Diffl C S -> Diff1 C (T || S))

inh_typ_sum_nat = /\X,T (type_somme T -> INH X T -> stnat_log (Projl @@ X))

diffi_eq_sub = /\X,T,C (Diffl1 C T -> INH X T -> eq_sub (Projl @@ X) C -> Subfalse)

Le fichier st_tdd_sum_intro.phx contient les preuves des régles d’introduction de la
somme (utilisées dans la preuve de correction) :

(* definition des termes et des types: voir le fichier, il s’agit de
paires et de reunions *)

c_of.intro = /\C,A,X (stnat_log C -> INH X A -> INH (C [[ X 11) (C OF 4))

c_nil.intro = /\C:stnat_log INH (C [[J]) (C NIL)

c_of_log.intro = /\C,A /\P (FA_o x :: A :: P (C [[ x ]J]) -> stnat_log C -> FA oy :: COF A :: P y)
c_nil_log.intro = /\C /\A /\P (stnat_log C -> P (C [[1]) -> FA_o y :: C NIL :: P y)

sum_or = /\A,B,X (INH X (A || B) -> INH X A or INH X B) : theorem

Le fichier st_tdd_sum_elim.phx contient les preuves des régles d’introduction de la somme
(propositions 84 et 85) :

(* definition des termes, motifs et cases *)
$, = \C,t,f,c
((((fun ¢ ==> (eq_nat @ projl @ c) @ C) @ c) @
(fun x ==> (fun y ==> t y) @ proj2 @ x) @ c) @ f)
: term -> (term -> term) -> term -> term -> term

$---> = \C,t (C ,x --> t) : term -> term -> term -> term -> term
$other = \t,f,c t : ’a -> ¢ -> ’b -> ’a
$1 = \ML,M2,f,c (M1 (M2 f ¢) c) : (°d -> ’b -> ’a) -> (’¢c -> ’b -> ?d) -> ¢ -> ’b -> ’a
$cases = \x,M (M (fun x ==> x) x) : ’b -> (term -> ’b -> ’a) -> ’a
$,, =
\C,t,f,c
((((FUN ¢ ===> (Eq_nat @@ Projl @@ c) @@ C) @@ c) @@

(FUN x ===> (FUN Y ===> t Y) @@ Proj2 @@ x) @@ c) @@ f)
: type -> (type -> type) -> type -> type -> type
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[ J— >=\C,t (C ,,X ----> t) : type -> type ->
$0ther = \t,f,c t : ’a -> ’¢c -> ’b -> ’a

$111 = \M1,M2,f,c (M1 (M2 f ¢) c)
: (’d -> ’b -> ’a) -> (’c -> ’b -> ’d) -> ’c ->

$Cases = \x,M (M (FUN x ===> x) x) : ’b -> (type

(* predicat inductif "bon_motif" pour prouver la

type -> type -> type

’b -> ’a
-> ’b -> ’a) -> ’a

singletonicite singletonicite *)

bon_motif = \M /\X
(/AT (\/t Inh_singl t T -> X (Other --> T)) ->
/\C /\T (stnat_log C -> \/t Inh_singl (fun x ==> t x) (FUN X0 ===> T X0)

->X (C ,,x ----> T x)) ->
/\M /\C /\T (X M -> stnat_log C -> \/t Inh_singl (fun x ==> t x) (FUN X0 ===> T X0) ->
X (€ ,,x —===>Tx ||| M)

-> XM
: (type -> type -> type) -> prop

bon_motif_singleton = /\M /\X (bon_motif (M X) -> Singlil X -> Singll (Cases X 0f M X))
(* preuves de la proposition *)

sub_motif_other = /\C /\B /\A /\T /\X
(type_somme A -> FA oy :: A :: INH (Ty) (By) ->
\/t Inh_singl t (T X) -> INH X A ->
INH (Cases X Of Other --> T X) (B X))

sub_motif_simple_of = /\C /\B /\A /\T /\X
(stnat_log C -> FAoy :: A :: INH (T y) (B (C [[y 1)) ->
\/t Inh_singl (fun x ==> t x) (FUN X ===> T X) ->
INH X (C OF A) -> INH (Cases X 0f C ,,x ----> T x) (B X))

sub_motif_simple_nil = /\C /\B /\A /\T,X
(stnat_log C -> INH T (B (C [[11)) -> \/t Inh_singl t T ->
INH X (C NIL) -> INH (Cases X 0f C ----- > T) (B X))

sub_motif_compose_of = /\C /\B /\A /\T /\U0 /\M /\X
(stnat_log C -> Diffi C U0 -> type_somme U0 ->
FAoy ::A:: INH(Ty) (B (C[[yl1) ->
\/t Inh_singl (fun x ==> t x) (FUN X ===> T X) ->
FA oy :: UO :: INH (Cases y 0f M y) (B y) ->
bon_motif (M X) -> INH X (C OF A || UO) ->
INH (Cases X 0f C ,,x ----> T x ||| M X) (B X))

sub_motif_compose_nil = /\C /\B /\A /\T,U0 /\M
(stnat_log C -> Diffl C U0 -> type_somme U0 ->
INH T (B (C [[11)) -> \/t Inh_singl t T ->
FA_oy :: UO :: INH (Cases y 0f M y) (B y) ->
/\X (bon_motif (M X) -> INH X (C NIL || UQ) ->
INH (Cases X 0f C ----- >T I MX) (B X))

C.3.5 Enregistrements
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Le fichier st_tdd_record.phx contient les preuves des régles d’introduction de la somme

(propositions 84 et 85) :
(* types *)
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$5; = \T1,T2,X (T1 X || T2 X) : (a -> type) -> (’a -> type) -> ’a -> type
$r_: = \C,A,X (COF Piy :: A :: X) : type -> type -> type -> type
${=\T#/\X Piy :: TX :: X : (type -> type) -> type

(* enregistrements *)

$R_= = \C,u (C ,,y ----> y @ u) : type -> type -> type -> type -> type
$<< = \T FUN x ===> Cases x Of T : (type -> type -> type) -> type

$*x=*x = \C,a,r FUN x ===> Cases x 0f C ,,y ----> y @@ a | Other --> r @@ x
: type -> type -> type -> type

(* regle de formation et singletons *)

bon_record = bon_motif

record.singl = /\T:bon_record \/t Inh_singl t << T >>
(* regles d’introduction *)

type_record = /\A,C,a (stnat_log C -> INH a A -> INH << CR_=a >> { Cr_: A })
: theorem

type_record_multiple =
/\A,C,a
/\UO
/\T
(stnat_log C -> INH a A -> INH << U0 >> { T } ->
bon_motif U0 -> /\A Diffi C (T A) -> /\A type_somme (T A) ->
INH << CR_=a ;;; U0O> {Cr_: A ;;TH

type_record_addition =
/\A,C,a,U0
/\T
(stnat_log C -> INH a A -> INH UO { T } -> /\A Diff1 C (T A) ->
/\A type_somme (T A) -> INH (C **=*x a + U0) { Cr_: A ;5 T}

(* projections et elimination *)

$R.proj = \x,c (x @@ (c [[ FUN x ===> x ]])) : type -> type -> type

record.elim = /\X,C,A (stnat_log C -> INH X { C r_: A } -> INH (X R.proj C) A)

(* sous-typage *)
record.sous_type.l = /\A /\T /\C ({ Cr_: A ;; T} subset { Cr_: A 1})

record.sous_type.r = /\A /\T /\C ({ Cr_: A ;; T } subset { T }) : theorem

(* quelques tests *)

test_recor.2.2 =
/\x,X,y,Y
(INHx X ->INHy Y ->
INH << C1 R.=x ;;; C2R=y > {Clr_: X;;C2r_:Y}
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petit_test_record.proj =
Nz, X,y,Y
(INH x X -> INH y Y -> INH (<< C1 R_= x ;;; C2 R_=y >> R.proj C1) X)

C.3.6 Types abstraits

Le fichier st_tdd_abstract.phx contient les preuves des régles des types abstraits (fait
89, restreint & une sorte, et régles de Self) :

(* Axiome du choix, "Some" et projection "ab" pour des sortes
quelconques *)

AC = /\Q (\/z Q z -> Q (Def Q)) : theorem

$Some = U : (’a -> type) -> type

$ab = \X,T (Def \z (X subset T z)) : type -> (’a -> type) -> ’a
inh.some.intro = /\X /\A /\T (INH X (T A) -> INH X (Some a T a)) : theorem
inh.some.elim = /\X /\T (INH X (Some x T x) -> INH X (T (X ab T))) : theorem

(* Axiome du choix, "Some" et projection "ab" pour la sorte des
types *)

Def_T : (type -> prop) -> type

AC_T = /\Q (\/z Q z -> Q (Def_T Q)) : theorem

$Some_T = U : (type -> type) -> type

$ab_T = \X,T (Def_T \z (X subset T z)) : type -> (type -> type) -> type
inh_T.some.intro = /\X,A /\T (INH X (T A) -> INH X (Some_T a T a)) : theorem
inh_T.some.elim = /\X /\T (INH X (Some_T x T x) -> INH X (T (X ab_T T)))

(* operateur "Self" *)

$Self = \A (SC \x (x subset A x)) : (type -> type) -> type

lemme_SC = /\x /\P (INH x (SC P) <-> Singll x & P x) : theorem

self.intro = /\x /\A (INH x (A x) -> INH x (Self x A x)) : theorem

self.elim = /\x /\A (INH x (Self x A x) -> INH x (A x)) : theorem

C.3.7 Types inductifs
Le fichier st_tdd_induc.phx contient les preuves des régles des types inductifs :

(* mu correspond & Mu (vu dans le fichier st_basicfacts.phx *)
$mu = \x (Mu x) : (type -> type) -> type

induc_princip = /\F /\P
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(/\A (FALo x :: A :: Px->FA _ox :: FA :: Px) ->
FAox ::muXFX :: P x)

cresc_induc_princip = /\F /\P
(Cresc F ->
/\A (FA_o x :: A :: Px -> (A subset mu XF X) ->FA_ox :: FA :: P x)
->FAox ::muXFX :: Px)

(* termes et singletons *)

Delta = \f FUN X ===> f @@ X Q@@ X : type -> type
Psi = FUN F ===> Delta F @@ Delta F : type

Rec = $@@ Psi : type -> type
(* principe de recursion *)
recursion = /\F,B /\t
(INH t (#/\A (Pi x :: A :: Bx |->Pix :: FA :: Bx)) ->
INH (Rec t) (Pi x :: mu x F x :: B x))
cresc_recursion = /\F,B /\t
(Cresc F ->
INH t (#/\A (Pi x :: A :: Bx |-> (A subset mu X F X) ->> Pi x :: FA :: B x))
-> INH (Rec t) (Pi x :: mu x F x :: B x))
(* principe d’induction bien fondee pour n’importe quel type *)
bien_fonde = \R,A /\P
(FAox :: A:: (FAoy::A:: Ryx->Py)->Px) ->
FAox :: A :: P x) : (type -> type -> prop) -> type -> prop
induction = /\A /\R /\B /\t
(bien_fonde R A ->

INHt (#/\x (INHx A ->>Piy::A:: Ryx->By) I|->xI|->Bx))
-> INH (Rec t) (Pi x :: A :: B x))

C.3.8 Types co-inductifs

Le fichier st_tdd_coinduc.phx contient les preuves des régles des types co-inductifs :
(* definition de nu *)

$nu = \F (U \x (Rest x (/\A ((x subset A) -> (x subset F A))))) : (type -> type) -> type

(* regles de sous-typage *)

prop_nu.1 = /\F /\X
((nu x F x subset X) <-> /\Y (/\A ((Y subset A) -> (Y subset F A)) -> (Y subset X)))

prop_nu.2 = /\F /\X ((nu x F x subset X) -> (nu x F x subset F X))

prop_nu.3 /\F /\X (/\A ((X subset A) -> (X subset F A)) -> (X subset nu x F x))

prop_nu.4 = /\F (nu x F x subset F (nu x F x))

prop_nu.5 /\F:Cresc (nu x F x) =F (nu x F x)
prop_nu.8 = /\F:Cresc /\I (F I =1 -> (I subset nu X F X))
(* regles de coinduction logique et typee, et typage *)

coinduc.o = /J\F /\P (Cresc F ->FA_ox :: F(nuxFzx) :: Px->FA _ox ::nuxFzx::Px)
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coinduc.tau = /\F /\T /\B (Cresc F -> (T subset Pi x :: F (nu x F x) :: B x) ->
(T subset Pi x :: nu x Fx :: B x))

lem_rec_coinduc.1 = /\F /\A (Psi subset #/\X ((A |->X) |-> A |->FX) |-> A |->nu x F x)
lem.coinduc.2 = /\F (Psi subset #/\X (X |-> F X) |-> nu x F x)

st_nu_cresc = /\F /\A (Cresc F -> (A subset F A) -> (A subset nu x F x))

C.4 Modules

C.4.1 Definition des structures et signatures et régles d’élimina-
tion

Le fichier structures_signatures.phx contient les définitions des structures et signatures,
et les régles les plus immédiates, qui sont les régles d’élimination :

(*x definition du let *)
$soit = \a,t (t a) : ’b -> (°b -> ’a) -> ’a

$let = \C,u,a soit x = u dans C R_=x ;;; a x
: type -> type -> (type -> ’a -> type -> type) -> ’a -> type -> type

(* structures *)

endStruct = C1 R_= C1 : type -> type -> type
$Struct = $<< : (type -> type -> type) -> type
(* definitions des signatures *)

$val = \C,u,s,T,X (INH (X R.proj C) u & s (X R.proj C) T X)
: type -> type -> (type -> (type -> type) -> type -> prop) -> (type -> type) -> type -> prop

$FACT = \P,s,T,X (P & s T X) : prop -> ((type -> type) -> type -> prop) -> (type -> type) -> type -> prop

$TYPEDEF = \C,A,t,T,X (TC=A4A& t ATX)
: type -> type -> (type -> (type -> type) -> type -> prop) -> (type -> type) -> type -> prop

$TYPE = \C,t,T,X (¢t (TC) T X)
: type -> (type -> (type -> type) -> type -> ’a) -> ( type -> type) -> type -> ’a

endSig = \T,X True : ’b -> ’a -> prop

$Sig = \c Some T SC (¢ T) : (’a -> type -> prop) -> type

(* regle d’elimination des signatures *)

Sig.elim = /\P /\X /\s ((s (X ab \T Self Ys T Y) X -> P) -> INH X (Sig ! s) -> P)
(* regles d’eliminations par composant des signatures *)

val.elim = /\P /\X /\T /\C,A /\s ((INH (X R.proj C) A -> s (X R.proj C) T X -> P) ->
(val x as C :=: A ! s x) TX ->P)

FACT.elim = /\K,P /\s /\T /\X ((P -> s TX ->K) -> (FACTP ! s) TX ->K)
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TYPE.elim = /\K /\A /\X /\T /\C /\s ((s (TC) TX ->K) -> (TYPEt as C ! s t) T X -> K)
TYPEDEF.elim = /\K /\A,X /\T /\C /\s ((s AT X ->K) -> (TYPEDEF t as C :=: A ! s t) T X -> K)

(* quelques tests *)

essai_sig.1 = /\X,A /\P
(INH X (Sig ! TYPEDEF t as C2 :=: A ! val x as C1 :=: t ! endSig) -> INH (X R.proj C1) A)
essai_sig.2 = /\X,A /\P
(INH X (Sig ! TYPEDEF t as C2 :=: A ! val x as C1 :=: A ! FACT P x ! endSig)
-> INH (X R.proj C1) A & P (X R.proj C1))

C.4.2 Definition des structures et signatures avec absences de
constructeurs

Le fichier bon_typ_struct.phx contient les définitions inductives des structures et signa-
tures avec absences de constructeurs :

(* insensibilité de la projection relativement & un champs distinct du premier *)

inequal_label = /\m /\C,D,a,A
(bon_record m -> stnat_log C -> stnat_log D ->
Diff1 C (D NIL) -> INH a A ->
(<< CR_=a ;;; m > R.proj D) = (<< m >> R.proj D))

(* absence d’un constructeur ou d’un nom dans une signature *)

pas_dans_sig = \C,s /\X
(/\C:stnat_log X C endSig -> /\P /\s:(X C) X C (FACTP ! s) ->
/\A,D /\s (X C (s A) -> (eq_sub C D -> Subfalse) -> X C (TYPEDEF t as D :=: A ! s t)) ->
/\s /\D,C,u (stnat_log C -> stnat_log D -> (eq_sub C D -> Subfalse) ->

/\x XC(sx) ->XC(valxasD :=:u!sx)) ->
X C s) : type -> ((type -> type) -> type -> prop) -> prop

(* invariance des predicats *)

pas_dans_sig_equal = /\s /\m /\C /\T
(bon_record m -> pas_dans_sig C s ->
/\a,A (INH a A -> s T<<m > ->s8 T< CR_=a ;;; m >))

(* invariance des fonctions *)
pas_dans_sig_typ_equal = /\s /\m,C /\T /\A

(pas_dans_sig C s -> s Tm ->
s \Y (Inter (eq_sub C Y ->> A) ((eq_sub C Y -> Subfalse) ->> T Y)) m)

C.4.3 Typage et sous-typage des modules

Le fichier type_struct.phx contient les définitions inductives des structures et signatures
avec absences de constructeurs :

(* predicat inductif de typage des structures *)

Typ_struct = \m,S /\X
(X endStruct endSig ->
/N\a,A /\m /\s /\C
(INH a A -> X (m a) (s a) -> stnat_log C ->
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pas_dans_sig C (s a) ->

X (let xas C :=: a ! mx) (val x as C :=: A ! s x)) ->

/J\P /\m /\s (P ->Xms ->Xm (FACTP ! s)) ->
/\A,C /\m /\s
(X m (s A) -> pas_dans_sig C (s A) ->
X m (TYPEDEF t as C :=: A ! s t)) ->
X m 8S)

: (type -> type -> type) -> ((type -> type) -> type -> prop) -> prop

(* typage des structures x)

Typ_inh = /\m /\S:(Typ_struct m) INH (Struct ! m) (Sig ! S)
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Le fichier intro_modules.phx contient les régles de typage proprement dite, et une forme

générale pour la régle de sous-typage :

(* regles d’introduction *)
Typ_struct.end.intro = Typ_struct endStruct endSig : theorem

Typ_struct.let.intro = /\a,A /\m /\s /\C
(INH a A -> Typ_struct (m a) (s a) -> stnat_log C ->
pas_dans_sig C (s a) ->
Typ_struct (let x as C :=: a ! m x) (val x as C :=:

typ_struct.fact.intro = /\P /\m /\s (P -> Typ_struct m s -> Typ_struct m (FACT P ! s))

typ_struct.typedef.intro = /\A,C /\m /\s
(Typ_struct m (s A) -> pas_dans_sig C (s A) ->
Typ_struct m (TYPEDEF t as C :=: A ! s t))

(* sous-typage *)

sous_type_signatures =
/\s1,s2 (/\T /\X:(s1 T) s2 T X -> (Sig ! sl subset Sig ! s2))

Pour finir, le fichier exemple_module.phx contient un exemple de typage de module avec

sous-typage :
(* exemple de typage *)

exemplel =
/\a,hA, £

(INH a A -> INHf (A |->A |->A) ->FA ox :: A :: f Q@ x @@ a

INH
(Struct !
let x as C2 :=:
let y as C3 :=:
endStruct)

H o

(Sig !

TYPE E as C1 !

val aa as C2 :=: E !

val ff as C3 :=: E [-> E |-> E !

FACT FA o x :: E :: ff @@ x @@ aa = x !
endSig))
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(* exemple de signature *)

groupe =

\E

Sig !

val e0 as e :=: E !
val plus as C2 :=: Pix :: E :: Piy ::
val op as €3 :=: Pi x :: E :: E !

FACT FA_o x :: E :: (plus @@ x) @@ e0 b4
FACT FA_ox :: E :: (plus @ x) @ op @ x
endSig

E ::

: type -> type
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E

e0

C.5 Exemples dans le langage

Nous présentons ici quelques exemples traités dans le langage “supérieur” :

C.5.1 Syntaxe

Le fichier grammaire.phx contient la grammaire du langage, et le fichier types.phx, dont
voici quelques extraits, des régles de typage :

(* regles de base *)
Pi_t.intro = /\Nf /N\a /\b (/\x ;; a fx ;;bx->funx==>fzx;; Pitx::a::Dbx)
Pi_t.elim = /\A /\B /\t,u (t ;; A ->u ;; Pi_t x :: A :: Bx ->u@t ;; Bu
Pi_o.intro = /\a /\p (/\x ;; a px ->Pi_ox :: a :: p x)
Pi_o.elim = /\A /\P /\t ;; A (Pi_o x :: A :: Px -> P t)
(* schema de comprehension *)
$SC : type -> (prog -> prop) -> type
SC.intro = /\x /\A /\P (x ;; A ->P x ->x ;; SCr :: A :: Pr)
SC.elim = /\A /\P /\t /\K ((t ;; A->Pt ->K) ->t ;; SCx :: A :: P x ->K)
(* sous-typage *)
Pi.Sub = /\A,B,A’,B’ (A’ <: A -> /\x ;; A> B?> <: B ->Pi_t x :: A :: B<: Pi_t x :: A’ :: B?)
(* produit *)
prod.intro = /\A,B /\p,q (p ;5 A ->q ;; B->p, q;; AXB) : theorem
(* cases *)
cases.of.motif = /\p /\f /\B /\CO /\M /\T,A
(p 55 COOF A Il T->CO notin T ->

/\x 55 A
(fx;; B LxD ->/\y

;3 T (cases y of My) ;; By

-> (cases p of CO [[x 1] -->fx | Mp) ;; Bp)) :

(* types inductifs *)
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$t : (type -> type) -> type
Alg = \F (/\x typsum F x & /\x,y (x <: y -> F x <: F y)) : (type -> type) -> prop
induc = /\F /\P
(/\A (Piox :: A :: Px ->A<: (4x Fx) ->Piox:: FA::Px)->
Pi_ox :: tx Fx :: P x)
rec_mu = /\F /\B /\t
(/\f /\A

(f ;5 Pict x :: A :: Bx ->A<: (4kx Fx) ->tf ;; Pitx :: FA::Bzx)->
rec fun f ==> t f ;; Pi_t x :: tx F x :: B x)

C.5.2 Exemples

Le fichier booleens.phx contient les spécifications des fonctions “not” et “ifthenelse” telles
que vues dans la thése :

(* booleens a la systeme F et specifications de not et ifthenelse *)
true = fun x ==> fun y ==> x : prog
false = fun x ==> fun y ==> y : prog
bool_f = #/\A Pi_t x :: A :: Pi_ty :: A :: A : type
Bool = SC x :: bool_f :: (x = true or x = false) : type
not = fun b ==> (b @ false) @ true : prog
not.spec = not ;;
Pi_t b :: Bool ::

SC r :: Bool :: ((b = true -> r = false) & (b = false -> r = true))
$if = \b,x,y ((b @ x) @ y) : prog -> prog -> prog -> prog
ifthenelse.spec = /\b,x,y /\A

(b ;5 Bool -> x ;; A ->y ;; A >

(if b then x else y) ;;
SCr :: A:: ((b=true ->r=2x) & (b =false -> r = y)))

Le fichier naturals.phx contient quelques typages et specifications de fonctions usuelles
sur les entiers :

nat = tx Z NIL || S OF x : type
(* addition *)

plus =
rec
fun plus0 ==>
fun n ==>
fun m ==> cases n of Z -->m | S [[y ]J] -->S [ (plusO @ y) @m ]
1 prog

plus.type = plus ;; Pi_t n :: nat :: Pi_t m :: nat :: nat : theorem

plus.comm = Pi_on :: nat :: Pi_om :: nat :: ((plus @n) @ m = (plus @ m) @ n)
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(* comparaison *)

leq =
rec

fun leq0 ==>

fun ==>

fun m ==

cases n of
Z --> true |
S [[x 11 -->
cases m of Z --> false | S [[y ]] --> (leq0 @ x) @ y :

leq.type = leq ;; Pi_t n :: nat :: Pi_t m :: nat :: Bool

Le fichier 1istes.phx contient quelques typages et specifications de fonctions usuelles sur
les listes :

(* type des listes *)

liste = \A tx N NIL || C OF A X x : type -> type

tail = fun 1 ==> cases 1 of N --> N [] | C [[u ]] --> snd u : prog
tail.type = tail ;; #/\A Pi_t y :: liste A :: liste A

hd = fun 1 ==> cases 1 of C [[u ]] --> fst u : prog

(* la prise de téte est une fonction partielle *)

head.spec = hd ;; #/\A Pi_t y :: SCr :: liste A :: “~r =N [] :: A

(* totalite du tri par insertion parametre par une fonction d’ordre *)

insert =
fun less ==
rec
fun ins ==
fun 1 ==>
fun x ==
cases 1 of
N-->Cl[x,N[OI1I
C [Ly 11 --> if (less @ x) @ fst y then
Clx, 1] else C[ (fst y) , (ins @ snd y) @ x ]

prog

sort =
fun less ==>
rec
fun sor ==
fun 1 ==
cases 1 of
N-->NT[ | C [y 1] --> ((insert @ less) @ sor @ snd y) Q@ fst y

: prog

total_insert =
insert ;;
#/\A
Pi_t less :: Pi_t x :: A :: Pi_t y :: A :: Bool ::
Pi_t 1 :: liste A :: Pi_t x :: A :: liste A
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total_sort =
sort ;;
#/\A
Pi_t less :: Pi_t x :: A :: Pi_t y :: A :: Bool ::
Pi_t 1 :: liste A :: liste A
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