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Inférence bayésienne pour la détermination et la sélection de modéles
stochastiques

On s’intéresse a 'ajout d’incertitudes supplémentaires dans les modéles de Mar-
kov cachés. L’inférence est réalisée dans un cadre bayésien a 'aide des méthodes
de Monte Carlo. Dans un cadre multicapteur, on suppose que chaque capteur peut
commuter entre plusieurs états de fonctionnement. Un modéle a saut original est
développé et des algorithmes de Monte Carlo efficaces sont présentés pour différents
types de situations, prenant en compte des données synchrones/asynchrones et le
cas binaire capteur valide/défaillant. Le modéle/algorithme développé est appliqué
a la localisation d’'un véhicule terrestre équipé de trois capteurs, dont un récepteur
GPS, potentiellement défaillant & cause de phénoménes de trajets multiples.

On s’intéresse ensuite a I'estimation de la densité de probabilité des bruits d’évo-
lution et de mesure dans les modéles de Markov cachés, a ’aide des mélanges de
processus de Dirichlet. Le cas de modéles linéaires est tout d’abord étudié, et des
algorithmes MCMC et de filtrage particulaire sont développés. Ces algorithmes sont
testés sur trois applications différentes. Puis le cas de I'estimation des densités de
probabilité des bruits dans les modéles non linéaires est étudié. On définit pour cela
des processus de Dirichlet variant temporellement, permettant I’estimation en ligne
d’une densité de probabilité non stationnaire.

Mots-clés : Inférence bayésienne, modéles de Markov cachés, méthodes de Monte
Carlo, Markov Chain Monte Carlo, filtrage particulaire, Processus de Dirichlet, Es-
timation de densité, fusion de données, localisation de véhicule, GPS.

Bayesian Inference for the determination and the selection of stochastic
models

We are interested in the addition of uncertainty in hidden Markov models. The
inference is made in a Bayesian framework based on Monte Carlo methods. We
consider multiple sensors that may switch between several states of work. An ori-
ginal jump model is developed for different kind of situations, including synchro-
nous/asynchronous data and the binary valid /invalid case. The model/algorithm is
applied to the positioning of a land vehicle equipped with three sensors. One of
them is a GPS receiver, whose data are potentially corrupted due to multipaths
phenomena.

We consider the estimation of the probability density function of the evolution
and observation noises in hidden Markov models. First, the case of linear models is
addressed and MCMC and particle filter algorithms are developed and applied on
three different applications. Then the case of the estimation of probability density
functions in nonlinear models is addressed. For that purpose, time-varying Dirichlet
processes are defined for the online estimation of time-varying probability density
functions.

Keywords : Bayesian inference, hidden Markov model, Monte Carlo methods,
Markov Chain Monte Carlo, particle filter, Dirichlet Process, density estimation,
data fusion, land vehicle positioning, GPS.
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Introduction

C’est l'incertitude qui nous charme.
Tout devient merveilleuxr dans la brume.

Oscar Wilde

ésultant de phénomeénes purement aléatoires (obtiendrai-je les six numéros

du loto?) ou d’'un manque d’information sur un phénoméne donné (mon
train arrivera-t-il & 'heure 7), Uincertitude fait partie intégrante de notre vie. L'étre
humain intégre par lui-méme les nouvelles informations lui parvenant afin d’actua-
liser sa connaissance sur un phénomeéne et de réévaluer cette incertitude. L’objet de
I'inférence bayésienne est d’offrir les outils permettant de quantifier et de mettre a
jour cette incertitude, et donc de pouvoir naviguer dans la brume.

Inférence bayésienne

On cherche & avoir une représentation de notre incertitude sur la valeur d’un état
caché x;, pouvant étre scalaire ou vectoriel, a partir de la connaissance de mesures z;,
récoltées séquentiellement. Ces mesures sont fournies par des capteurs et peuvent étre
des informations numériques (vitesse d’un véhicule, température d’une piéce...) ou
symboliques (détection/non détection d’un obstacle, couleur d’un objet...). Dans un
cadre bayésien, cette incertitude, conditionnellement a la connaissance des mesures
collectées, est quantifiée par la densité de probabilité p(x¢.|z1.), appelée densité de
probabilité a posteriori, avec xg.; 'ensemble des états cachés de I'instant 0 a I’instant
t, et z1., 'ensemble des mesures collectées de 'instant 1 a ’instant ¢.

Le mécanisme d’inférence permettant de calculer cette densité est basé sur la
régle de Bayes

p(Xo0:t|Z1:t) o< p(Z1:4|X0:t)P(X0:t) (1)
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ou  signifie "proportionnel &", p(x¢.;) est la densité de probabilité a priori, qui re-
présente Uincertitude sur le vecteur xo.; avant I’'observation des mesures, et p(z1.¢|Xo.)
est la vraisemblance des mesures observées.

On considére dans cette thése que l'on est capable de définir des modéles sto-
chastiques reliant les états cachés et les mesures observées. Ces modéles prennent
en compte les caractéristiques essentielles d’un phénomeéne donné. Le caractére sto-
chastique du modéle permet de considérer des parameétres purement aléatoire ou mal
connus, et offre une plus grande flexibilité que les modéles déterministes. On suppose
que sont définis un modéle d’évolution de I’état, reliant deux états successifs x;_; et
Xy, représenté par la densité p(xy|x;_1), et un modeéle de mesure, reliant une mesure
z; a état caché x;, représenté par la densité p(z;|x;). Les dépendances statistiques
entre états cachés et mesures sont représentées sur la figure suivante.

Xt X1 —
Non observable

A partir des modéles stochastiques ainsi définis, la densité a posterior: peut étre

écrite selon
t

P(X0:4|Z1:4) o< p(Xo Hp 2 [ X5 )P (Xk [ Xk 1) (2)
k=1

Dans le cas ot les modéles d’évolution et de mesure sont linéaires & bruits gaus-
siens, la densité a posteriori est gaussienne, de moyenne et matrice de covariance
calculées récursivement a l'aide des équations de Kalman. Dans le cas contraire, des
approximations numériques peuvent étre obtenues a partir de méthodes de simula-
tion de nombres aléatoires, telles que le filtrage particulaire ou les Markov Chain

Monte Carlo.

Cadre multicapteur

Pour des systémes réels, un unique capteur est en général incapable de fournir
une information compléte sur le vecteur x;. Il est dans ce cas nécessaire d’utiliser
plusieurs capteurs afin de tirer profit de la redondance et de la complémentarité
des informations délivrées par ceux-ci. A chaque instant ¢, on a donc n mesures
Zit,-..,2Z,; délivrées par les n capteurs. A chaque capteur est associé un modéle
de mesure. Les dépendances statistiques entre ces mesures et les états cachés sont
représentées sur la figure suivante.
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Zig --- Zigt --- ZDpg Zy 441 - - Zkt+41 - - - Dng41

Etats de fonctionnement des capteurs

La relation statistique entre ’état caché x; et la mesure z;, représentée par la
densité p(z;|x;) peut changer en fonction de ’environnement.
Prenons comme exemple de capteur l’ceil hu-
main, dont la perception des objets peut varier
en fonction de la luminosité, des conditions mé-
téorologiques, etc. Cet effet a été particuliére-
ment bien capté par Monet, dans ses séries sur
la facade de la cathédrale de Rouen et sur le par-
lement de Londres (ci-contre). Pour différents
jours et différents moments dans la journée, cor-
respondant a différentes conditions météorolo-
giques, et pour le méme objet d’intérét, il a su
retranscrire & chaque fois les multiples impres-
sions visuelles ressenties. L’état caché (la facade ou le parlement), et le capteur
(I'ceil humain) restent les mémes, mais la relation entre les deux est modifiée par
I’environnement extérieur.

La mesure peut également n’avoir qu’un rapport ténu
avec l’état caché, dans le cas de perturbations extérieures
importantes de I’environnement ou d’un dysfonctionnement
du capteur. Toujours dans I’exemple de I’ceil humain, Monet
peint, a plusieurs années d’intervalle, une série de tableaux
représentant un pont japonais agrémentant son jardin de
Giverny. Le premier tableau (ci-contre) représente assez fi-
délement ce pont. Le deuxiéme tableau, réalisé alors qu’il
est atteint d’une cataracte, n’a pratiquement plus de lien
avec le pont japonais. Le capteur (son ceil) ayant un com-
portement défectueux, la mesure n’apporte que peu d’infor-
mation sur I'objet d’intérét.
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Un capteur peut donc commuter ("sauter") entre plu-
sieurs états de fonctionnement, c’est-a-dire entre plusieurs
modéles de mesures prédéfinis, en fonction de 'environne-
ment ou de changements de ses caractéristiques (vieillisse-
ment...).

Robotique mobile

La robotique mobile offre un grand nombre de problématiques entrant dans ce
cadre théorique. Plusieurs capteurs sont en général nécessaires afin de permettre
d’obtenir un grand nombre d’information sur I'état du véhicule (position, vitesse,
niveau d’énergie, etc.) et sur son environnement (cartographie, présence d’obstacles,
d’ennemi, etc.). Il est donc nécessaire d’embarquer dans ce cas un grand nombre de
capteurs, aux informations complémentaires et redondantes. De plus, si le robot mo-
bile est amené a se déplacer de fagon autonome, sans intervention de I'utilisateur, il
doit étre capable de s’adapter a I’environnement extérieur. Les données des capteurs
peuvent étre altérées par I’environnement extérieur. Un radar détecteur d’obstacle
peut étre perturbé par des chutes de neige, ou une caméra sur un engin de reconnais-
sance martien par une tempéte de sable. Les capteurs ont également une durée de
vie limitée et leurs défaillances doivent pouvoir étre repérées afin d’éviter d’utiliser
des informations erronées.

Incertitude sur les modéles stochastiques

Les modeéles d’évolution de 1’état et de mesure, représentés par les densités
p(xe|xi—1) et p(z¢|x;) peuvent eux-méme étre considérés comme inconnus ou par-
tiellement inconnus. Prenons I’exemple d’un véhicule terrestre dont le modeéle d’évo-
lution a été établi en fonction de ses caractéristiques mécaniques. Si des modifica-
tions de ces caractéristiques (détérioration des amortisseurs, crevaison d’un pneu)
interviennent, son modéle d’évolution va s’en trouver modifié. Le modéle d’évolution
précédemment défini ne sera plus une représentation correcte du phénoméne réel.
Ces situations étant difficilement prévisibles, la systéme doit alors apprendre son
nouveau modéle d’évolution en fonction des mesures récoltées.

De méme, I'exploration d’un site hostile peut amener le mobile a évoluer dans
des environnements aux caractéristiques inconnues. Cet environnement inconnu peut
entrainer un modéle stochastique entre ’état et la mesure qui n’était pas prévu, et
qui doit dans ce cas étre appris a partir des mesures.
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Organisation du manuscrit

Ce manuscrit de thése est organisé de la facon suivante.

Le chapitre 1 donne les bases nécessaires a la compréhension de ’ensemble des
chapitres suivants. Il pose les hypotheéses réalisées sur les modéles stochastiques et
donne les équations récurrentes permettant l'inférence bayésienne. Les algorithmes
optimal de Kalman et non optimaux de Kalman étendu et sans parfum sont égale-
ment introduits. Les bases des méthodes d’approximation numérique par échantillon-
nage aléatoire, appelées méthodes de Monte Carlo (filtrage particulaire et Markov
Chain Monte Carlo) sont ensuite données. Enfin, la définition d’'un modéle a saut est
formulée ainsi qu’'un algorithme de Monte Carlo permettant de réaliser I’estimation
pour ces modéles.

Le chapitre 2 s’intéresse au probléme de l'estimation en présence de capteurs
ayant des classes de fonctionnement multiples. Un modéle statistique bayésien est dé-
taillé et plusieurs algorithmes de filtrage particulaire, correspondant a des situations
différentes, sont donnés. Les modéles et algorithmes sont testés sur deux exemples
académiques.

Le chapitre 3 applique le modéle précédent a un probléme de localisation de
véhicule terrestre équipé de trois capteurs. L’un des capteurs est un récepteur GPS,
pouvant délivrer des données erronées a cause de phénomeénes de trajets multiples
des signaux GPS.

Le chapitre 4 présente une revue de 'estimation non paramétrique de densité
avec les processus de Dirichlet. Les modéles non paramétriques sont définis en dé-
tail et les algorithmes d’estimation par méthodes Markov Chain Monte Carlo sont
donnés.

Le chapitre 5 s’intéresse au probléme de 'estimation des densités de probabi-
lités du bruit d’évolution et de mesure dans les modéles linéaires. La méthodologie
proposée repose sur des modéles non paramétriques basés sur les processus de Diri-
chlet.

Le chapitre 6 s’intéresse tout d’abord a l’estimation de densité de probabilité
variant temporellement, en définissant des processus de Dirichlet évoluant dans le
temps. Puis le probléme de ’estimation en ligne des densités de probabilité des bruits
d’évolution et de mesure dans les modéles non linéaires est abordé.
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Le schéma suivant fournit les relations entre les différents chapitres. Le premier
chapitre bibliographique sert d’apéritif & I'ensemble des autres chapitres de cette
thése. Les chapitres 2 et 3 d'une part, et 4, 5 et 6 d’autre part peuvent ensuite se lire
de fagon indépendante. Le chapitre 3 est une application des méthodes et algorithmes
présentés au chapitre 2. Le chapitre 4, qui est un chapitre bibliographique, introduit
les notions nécessaires a la compréhension des chapitres 5 et 6, qui peuvent étre
abordés indépendamment.

Chapitre 1
Chapitre 2 Chapitre 4
Chapitre 3 Chapitre 5 Chapitre 6

Principales contributions

Les contributions principales de ce travail de thése sont les suivantes.

Le chapitre 2 présente un modéle a saut original ou les probabilités a priori des
variables latentes évoluent en fonction du temps. Plusieurs algorithmes de filtrage
particulaire adaptés a ce modéle sont donnés, prenant en compte des données syn-
chrones/asynchrones, ainsi que des modéles linéaires. Des lois d’importance efficaces,
spécifiques a notre contexte, sont également proposées. Les modéles et algorithmes
proposés sont comparés a des modéles a saut connus sur deux exemples académiques,
illustrant apport de la méthode.

Le chapitre 3 modélise la défaillance du capteur GPS selon le modéle du chapitre
2. Les performances de 'algorithme sont testées pour plusieurs types de situations.

Le chapitre 5 introduit un modéle statistique permettant ’estimation des den-
sités des bruits dans les modéles linéaires. Un algorithme hors ligne MCMC et un
algorithme de filtrage particulaire en ligne sont développés pour résoudre le probléme
de fagon optimale. Ces algorithmes sont testés sur des applications déja traitées et
revisitées en utilisant le modéle et les algorithmes introduits.

Le chapitre 6 développe un modéle original de processus de Dirichlet variant
temporellement pour l’estimation de densité non stationnaire. Un algorithme de
Monte Carlo séquentiel et des lois d’importance efficaces sont formulées et testées
sur un exemple. Puis ce modele est appliqué a I’estimation en ligne de la densité des
bruits dans les modéles dynamiques non linéaires. Un algorithme de Monte Carlo
séquentiel et des lois d’importance dédiés a ce probléme sont formulés, et testés sur
un exemple académique.



CHAPITRE 1

Inférence bayésienne dans les modeéles de
Markov cachés

Ce chapitre regroupe I'ensemble des notions, modéles et algorithmes servant de
base aux travaux de cette thése. Dans le paragraphe 1.1, le modéle statistique géné-
rique composé d’un modéle de Markov caché observé par un ensemble de capteurs
est explicité. Ce modéle générique constitue la base des modéles statistiques intro-
duits dans les chapitres suivants. L’inférence sur le vecteur d’intérét caché x; se fait
dans un cadre bayésien, c’est-a-dire en se basant sur la régle d’inversion de Bayes.
Les équations de récurrence obtenues en appliquant cette régle au modéle statis-
tique générique considéré dans cette thése permettent de réaliser I'inférence sur x;
conditionnellement aux mesures. Le paragraphe 1.2 introduit les algorithmes déter-
ministes permettant de réaliser I'inférence dans ce cadre bayésien. Les équations
du filtre de Kalman, optimal dans le cas de la sous-classe des modéles linéaires a
bruits gaussiens, et des filtres (non optimaux) de Kalman étendu et sans parfum sont
données. Les méthodes de Monte Carlo, qui regroupent un ensemble de techniques
d’échantillonnage aléatoire permettant d’obtenir une approximation numérique d’un
probléme donné, sont introduites au paragraphe 1.3 et les algorithmes dédiés a I'infé-
rence bayésienne sont présentés. Dans le paragraphe 1.4, le modéle générique défini
au paragraphe 1.1 est étendu en considérant qu’il existe plusieurs modeéles statis-
tiques envisageables. Des algorithmes spécifiques sont ensuite présentés.

1.1 Filtrage bayésien multicapteur
L’objectif du filtrage est de retrouver la valeur de I’état caché d’un systéme a

partir de la connaissance d’un ensemble de mesures. Nous appellerons x; le vecteur
contenant, a l'instant ¢, les composantes de cet état. Rechercher ’état caché du
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systéme revient donc a la détermination de x;, appelé dans ce contexte vecteur caché
ou état caché. On se base pour cela sur la connaissance d’un modéle statistique,
constitué d’un modele d’évolution de I’état et d’un ou plusieurs modéles de mesures.

Une fois ces modéles définis, on se place dans un cadre bayésien afin de réaliser
I'inférence sur le vecteur x;. Le cadre bayésien offre les outils permettant de quanti-
fier I'incertitude sur ce vecteur x; conditionnellement aux mesures, et permet d’in-
tégrer information a priori et mesures afin de réaliser I'inférence. On considére pour
cela toutes les variables inconnues comme des variables aléatoires, et ’on cherche a
estimer la densité a posteriori, c’est-a-dire la densité de 1’état caché conditionnelle-
ment aux mesures. Cette densité représente notre incertitude sur la variable d’intérét
conditionnellement a 'information disponible, constituée des mesures et du modéle
statistique.

1.1.1 Modéle d’évolution de I’état

Nous restreignons I'étude aux signaux modélisés par des modéles d’état discrets
et markoviens, & domaine de valeurs continu ou discret.

L’état caché x; € X, t € N est modélisé comme un processus de Markov de
distribution initiale Pr(X, € dxg) et de noyau de transition

Pr(Xy1 € dxi1| Xy = x4, .., Xog = Xo) = Pr(Xy11 € dxp1| Xy = x¢) (1.1)

Notation 1.1 Afin de simplifier les notations, on utilisera dans la suite X; a la fois
pour désigner la variable aléatoire et sa réalisation. On exprimera les distributions
de probabilité continues par Pr(dx;) au lieu de Pr(X; € dx;) et les distributions
discretes par Pr(x;) au lieu de Pr(X; = x;). Si ces distributions admettent des
densités, celles-ci sont désignées par p(x;).

Le modéle d’évolution de I’état x;, markovien, est donc défini par les densités de
probabilités suivantes

{ p(xo) (1.2)

p(Xt+1 ‘Xt>

p(x¢41]X:) est appelé par la suite densité de probabilité d’évolution de 1’état, ou plus
simplement densité d’évolution. Le modéle (1.2) peut également se présenter sous la
forme d’un modéle d’état défini par

f oo 0

Xt+1 = ft(xt; Vt)

ou f; est une fonction non linéaire modélisant 1’évolution de I’état et v; est le bruit
d’état aléatoire distribué selon une distribution V.
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1.1.2 Modéles de mesure

A chaque instant t, I’état caché x; est observé par un ensemble de n capteurs
Sk, k = 1..n, délivrant chacun une donnée z;,, appelée par la suite mesure ou
observation. Chaque mesure zy,; est reliée a I’état caché par une densité de probabilité
p(zr¢|x:), appelée densité de mesure ou loi d’observation par la suite, définie sous la
forme d’un modéle de mesure (également appelé modéle d’observation) par

Zit = ht(Xe) + Wiy (1.4)

avec hy; une fonction non linéaire modélisant la relation déterministe entre la mesure
et I’état, et wy, le bruit blanc de mesure distribué selon une distribution Wy ;. On
note z; = {Zi4,..,Z,:} 'ensemble des mesures délivrées par les n capteurs a un
instant ¢ et z1.; = {21, .., %}

A chaque instant ¢, les mesures z,;, & = 1..n, sont supposées indépendantes
conditionnellement a I’état x;, soit

n

D(Z1 4, - Zng|Xe) = Hp(zk,t|xt), vVt € N* (1.5)

k=1

On a ainsi p(z|x:) = [[i_; P(zk|x:). Dans le cas d’observations conditionnel-
lement indépendantes, on peut donc passer avec 1’équation (1.5) de la formulation
multicapteur de la loi d’observation a une formulation monocapteur et vice-versa.
Les observations z;.; sont également supposées indépendantes conditionnellement a
la trajectoire xq., soit

p(Z14[X0:t) = Hp(zjlxj) (1.6)

Le modéle statistique, composé du modéle d’évolution de 1’état et des modéles de
mesures, est représenté sur les figures 1.1 dans le cas monocapteur, et 1.2 dans le
cas multicapteur, sous la forme d’une modéle graphique.

1.1.3 Inférence bayésienne

L’inférence sur le vecteur caché x; € X est réalisée dans le cadre bayésien a partir
de la connaissance
— des mesures z;;, k =1..n, j = 1..t,
— des densités de mesure p(zy|x;), k =
— de la densité d’évolution p(x;.1|x;),
)

— de la densité a priori initiale p(xg),

on est alors capable
— de filtrer, ¢’est-a-dire connaitre p(x;|z1.),
— de lisser, c’est-a-dire connaitre p(x;|z1.7) avec T > t,
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Xt X4l —
Non observable

Fi1G. 1.1 — Modéle graphique du modéle statistique monocapteur. Un processus
de Markov caché {x;} défini par une densité de probabilité d’évolution de l'état
p(Xes1]X:) est observé par une mesure z; selon la densité de probabilité de mesure
p(ze[x¢)

Xt41 ————

Zpt 2141 - L4l - - - Lntl

Fi1G. 1.2 — Modeéle graphique du modeéle statistique multicapteur. Un processus
de Markov caché {x;} défini par une densité de probabilité d’évolution de I'état
p(Xe41]X:) est observé par un ensemble de mesures z;,; selon les densités de proba-
bilité de mesure p(zg+|x:), k=1...n

— de prédire, c’est-a-dire connaitre p(x;|z1.7) avec T' < t.

Si 'estimation se fait en ligne, on souhaite, au fur et & mesure de I'arrivée de nou-
velles mesures, connaitre la densité a posteriori compléte p(xg.|z1.) ou sa marginale
p(x¢|214) = [0 P(X0:t|Z1:¢) dX0:—1, appelée densité a posteriori de filtrage.

Si ’estimation se fait hors ligne, une fois toutes les observation z;.7 collectées, on
souhaite estimer la densité p(xg.r|z1.7) ou les densités marginales p(x;|z;.7), appelées
densités a posterior: de lissage, pour t =0...T.

Dans le cas général, on souhaite déterminer la densité a posteriori p(Xo.¢|z1.)-
Cette densité de probabilité représente notre incertitude sur le vecteur Xg.; connais-
sant les mesures z;,;. En utilisant la régle de Bayes, cette densité s’écrit sous la

forme
p(zl t’XO t)p(XO:t)

X0-|Z 1.7
PlXou[z1a) = th+1p(Z1t|X0t> (X0:¢)dXo:t (1)
ou, de fagon récurrente [Dou01b]
Z | X0 ) (X | Xy
p(XO:t‘let) :p(XO:tfl‘letfl)p( t| t)p< t| : 1> (1-8)

p(Zt|Z1:t71)
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La densité de filtrage p(x;|z1.) vérifie quant a elle les récursions suivantes, en deux
étapes

1. La densité de probabilité de filtrage p(x;|z1.) est obtenue par la régle de Bayes

p(x¢|z14) = P(X¢|Z1:—1)p(2Ze] %)
| Lo p(Xe|Z0:01)p(2e |1 ) A

(1.9)

2. La densité de probabilité de prédiction & un pas p(x¢y1]z1.¢) est obtenue par
I’équation de Chapman-Kolmogorov

p(Xt+1|Z1:t) :/p(xt+1|xt)p(xt|zlzt)dxt (1-10)
X

A partir de la densité a posteriori compléte p(xo.|z1+) ou marginale p(x¢|z1.),
on souhaite estimer la valeur du vecteur caché x;. Dans un cadre bayésien, deux es-
timées sont principalement envisageables [Bar01], 'estimée MMSE (Minimum Mean
Squared Error) et Pestimée MAP (Mazimum A Posteriori) définies respectivement
par

ﬁt%MSE =E [Xt|21:t]

= / ti(x(]:t‘zl:t)dx():t
Xt+1

:/ti(xt|zlzt)dxt (1.11)
X
Xt = argmax [p(x[z1.)] (1.12)

1.2 Méthodes déterministes optimales et non opti-
males

Comme il a été vu dans le paragraphe précédent, le but du filtrage statistique
bayésien est d’estimer la densité a posteriori p(xo.¢|z1.;) ou plus souvent sa margi-
nale p(x;|z1.). Dans le cas monocapteur, cette estimation est réalisée a partir de la
connaissance des modéles d’évolution et de mesure suivants

X1 = fi(Xe, Vi) (1.13)
zy = hy(xy) + Wy (1.14)

ou v; et wy sont des bruits affectant les processus d’évolution et de mesure.
Dans le cas ou la fonction f; est linéaire en x; et vy, la fonction h; est linéaire
en X; et les bruits v; et w; sont gaussiens, on parle de modéle linéaire a bruits



12 Chapitre 1. Inférence bayésienne dans les modeles de Markov cachés

additifs gaussiens, ou plus simplement de modéle linéaire gaussien. Pour ce type
de modeéles, la solution analytique des équations (1.9) et (1.10) est donnée par le
filtre de Kalman |Kal60|, pour lequel les moments d’ordre 1 et 2 des densités de
prédiction p(x¢|z14-1) et de filtrage p(x¢|z1.:) sont calculées et propagées [Che03].
Ces deux densités sont alors toujours gaussiennes.

Dans le cas ou les fonctions f; ou h; sont non linéaires, ou si les bruits v; ou w;
ne sont pas gaussiens, des filtres non optimaux déterministes basés sur ’algorithme
du filtre de Kalman linéaire sont couramment utilisés. Le filtre de Kalman étendu
(Extended Kalman Filter, EKF) procéde a une linéarisation locale des fonctions
non linéaire d’évolution et de mesure; le filtre de Kalman sans parfum (Unscented
Kalman Filter, UKF) procéde lui a une approximation de la densité de probabilité
par un nuage de points générés de facon déterministe, en utilisant la transformée
sans parfum (Unscented Transform, UT).

Etant donné que 'EKF et P'UKF réalisent une approximation de la densité a
posteriori par une gaussienne (ce qui n’est pas le cas si le systéme n’est pas linéaire
gaussien), ils donnent des résultats satisfaisants pour certains types de problémes
mais peuvent avoir des performances trés dégradées si la forme de la densité a
posteriori est éloignée d’une densité gaussienne, comme dans le cas d’une densité
multimodale par exemple, ou d’'une densité de probabilité ayant un pic prononcé
autour de la valeur maximale (on parle de densité "piquée").

1.2.1 Filtre et lisseur de Kalman
a) Filtre de Kalman

On suppose que le modéle constitué des équations (1.13) et (1.14) peut se mettre
sous la forme des modéles linéaires d’état et de mesure suivants

Xt+1 = tht + C’tut + GtVt (115)

7z = Hixy + wy (1.16)

ol X; est le vecteur d’état a l'instant ¢, v; est le bruit d’évolution additif et gaussien,
u; est une entrée connue, F; est la matrice d’évolution de I'état, C; est la matrice
de transition de l'entrée et G, est la matrice de transition du bruit. z; est la mesure
réalisée au temps t, w; est le bruit de mesure additif et gaussien et H; est la matrice
de mesure. Les bruits d’évolution et de mesure sont supposés gaussiens, décorrélés
et centrés, de matrices de covariance respectives E [VZ»VJ-T] = 0;;Q; et E [Wiij] =
lsii=y
0 sinon

A Tinstant ¢t = 0, Xy est supposé distribué selon une densité de probabilité
gaussienne de moyenne et matrice de covariance connues

51'ij¢, avec 6i7j =

Xo ™~ N(ﬁo, E0\0)
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Ces hypotheéses correspondent a la définition de I’a prior: initial du filtre de Kalman.
Dans le cas de modéles linéaires décrits par les équations (1.15) et (1.16), le filtre

de Kalman |Kal60|, fournit la solution aux équations de récurrence (1.9) et (1.10),

et peut s’écrire sous la forme des relations de récurrence suivantes [And79, Aru02]

P(Xi—1|Z14-1) = N(Xt—l; ﬁt—l\t—la Et—1|t—1)
p(Xt|Z1:t—1) = N(Xt;ﬁt\tfla Et|t71>
p(Xt|Z1:t) = N(Xt§ gt\m Et|t)

avec

Xifi—1 = FraX—1i—1 + Cro1uyy
T T
Y1 = B F_ + GiaQia Gy

it\t_1 et Xy;—1 étant respectivement la prédiction de I’état et la matrice de covariance
de 'erreur de prédiction,

X = Xyp—1 + Kty
T
Y = Bgjp—1 — KiSi K|

ﬁt\t et Xy étant respectivement l'estimée de I'état et la matrice de covariance de
Ierreur d’estimation. K; est le gain de Kalman défini & 'instant ¢ par

K = Et|t—1HtT [tht\t—lHtT + Rt}_l

v; est 'innovation, i.e. la différence entre la mesure et la prédiction de la mesure,

donnée par
Vy = Zy — Ht§t|t—1 (]_]_7)

de matrice de covariance

St - tht‘t_lH;T + Rt

La démonstration des équations du filtre de Kalman est donnée en annexe B.8.2.

Remarques Sous 'hypothése d’'un modéle linéaire gaussien et dans le cadre de
I'estimation bayésienne, le filtre de Kalman donne les statistiques suffisantes de la
densité gaussienne a posteriori p(X¢|zi.). Il fournit les estimées MAP et MMSE
qui sont identiques dans le cas de densités de probabilité gaussiennes. Le filtre de
Kalman, dont l'intérét repose sur la simplicité de mise en oeuvre et la multiplicité
des applications, a plusieurs limitations, liées aux hypothéses qui le fondent
— il traite uniquement de modéles d’évolution et d’observation linéaires (ses ex-
tensions permettent de traiter des cas non linéaires par approximation),
— les bruits affectant les modéles d’évolution et de mesure doivent étre gaus-
siens et temporellement décorrélés, ce qui est irréaliste dans de nombreuses
applications.
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Détection de données erronées L’innovation v; définie par ’équation (1.17) est
la différence entre la mesure z, et la prédiction de la mesure z,,_y = H;X;;—1. La
variable aléatoire v, suit une loi normale centrée de matrice de covariance .S;.

Vg ~ N(O, St>
L’innovation quadratique normalisée r; € |0, 4+00], définie par

ry = VtT S, v,
suit donc une loi du x? a [ = dim (v;) degrés de liberté. Une étude de la valeur de
ry permet donc, si cette valeur est trés grande et trés improbable par rapport aux
intervalles de confiance des lois du x? donnés en annexe B.7, de déceler un conflit
entre la mesure et la prédiction de la mesure |[Bar01|. Si la prédiction est supposée
correcte, le capteur est alors considéré comme défaillant et sa mesure n’est pas prise

en compte dans 'algorithme. Ceci permet d’éviter d’intégrer dans le filtre de Kalman
des mesures erronées causant des erreurs a long terme dans le calcul des estimées.

b) Lisseur de Kalman

Lorsque les calculs sont effectués hors ligne, on cherche alors a estimer la densité
a posteriori de lissage p(x¢|z1.7) pour t = 0...T. Cette densité peut se décomposer
de la fagon suivante [And79, Bri04]

p(xt’ZI:T) Z/p(XnXtH\ZLT)dXtH
X

:/p(Xt+1|leT>p<Xt’Xt+17Zl:t)dxt—l-l
X

Zp(Xt|Z1;t)/ p(Xt+1|Z1:T>p(Xt+1’Xt)
X P(Xt+1|Z1:t)

dxg 41

La densité de lissage p(x;|z1.7) peut donc se calculer a ’aide d’un algorithme forward-
backward. Celui-ci consiste a faire une premiére phase forward a 1’aide des équations
du filtre de Kalman en stockant les moyennes et matrices de covariance des densités
de filtrage p(x¢|z1.) et de prédiction p(x;.1|z14) pour t = 1...T, puis a faire une
deuxiéme phase backward pour t =T — 1...1 afin de calculer les densités lissés de
fagon récurrente.

La mise a jour retour s’effectue, pour t = T'—1 ... 1, a partir des densités suivantes

p(Xt|Z1:t) = N(Xt; it\ty E1;|1t)
p(Xt+1|Z1:t) = N(Xt+1; §t+1\ta Et+1|t)

p(Xti1|Z1r) = N(Xt+1; §t+1\T7 Zt+1|:r)

selon les équations suivantes

p(Xt|Z1:T) = N(Xt; ﬁt\T, 2t\T)
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avec [Bar(1]

Xyr = Xee + Ct (Rewyr — Xegpe)
Yoyr = Xy + Cy (Et+1\T — Zt+1|t) cr
Cy =Sy F e}

t+1t

1.2.2 Filtre de Kalman étendu

Lorsque les fonction f; et h; sont non linéaires, il n’est plus possible d’écrire
les équations (1.13) et (1.14) sous les formes (1.15) et (1.16). Cependant, lorsque
ces fonctions sont faiblement non linéaires, une linéarisation locale peut étre une
approximation satisfaisante de la non linéarité. Le filtre de Kalman étendu est une
approximation du filtrage optimal qui se base sur cette linéarisation. Il fait ’hy-
pothése que la densité de probabilité a posteriori p(x;|z1.;), qui n’est dans ce cas
plus gaussienne, peut étre approchée par une densité gaussienne selon les récursions
suivantes

p(Xt—1|Z1:t—1) = N(Xt—l; 3575—1|t—1, Zt—l\t—l)
P(X¢|Z1:—1) N(Xt; §t|t—1, E1t|t—1)
p(Xt|Z1:t) = N(Xt; §t|t, E1t|t)

avec

§t|t71 = ft—1(§t71|t71)
Yife—1 = thlzt—1|t—1Ftr£1 + ththfthTq
Xep = Xyj—1 + Ky [Zt — ht(§t|t—1)]

Et|t = Zt‘t—l - KtStK;fT
= N - —1
Kt = Et‘t_lH;T |:Ht2t|t—1HtT + Rt]

]3,5 et ﬁt sont les linéarisations locales des fonctions f; et h; respectivement autour
de 'estimée et de la prédiction

~  Ofy
F, = —
t dXt ths\(t\t
~ h
H, = Ohy
dxt xt:iﬂt—l

1.2.3 Filtre de Kalman sans parfum

Le filtre de Kalman sans parfum, proposé par Julier [Jul97|, procéde lui aussi
a une approximation de la densité a posteriori par une gaussienne. Mais plutot
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que de faire une approximation des fonctions non linéaires f; et hy, il réalise une
approximation de la densité de probabilité par un ensemble de points pondérés
convenablement choisis de fagon déterministe, ces points étant transformés par les
fonctions non linéaires f; et h; afin d’obtenir une nouvelle densité de probabilité.
Cette approximation est appelée la transformée sans parfum ( Unscented Transform).

a) Transformée sans parfum

La transformée sans parfum est une méthode permettant de calculer les statis-
tiques d’une variable aléatoire qui subit une transformation non linéaire [Wan0o0,
Jul00|. Elle est fondée sur 'intuition qu’il est plus facile d’estimer une distribution
gaussienne que d’approcher une fonction non linéaire. On considére le systéme non
linéaire suivant

y = f(x)

avec x une variable aléatoire de moyenne ¥ et de covariance P,,, et y une variable
aléatoire de statistiques a déterminer. Un ensemble de points est choisi, de maniére
déterministe, tel que leur moyenne et covariance soient et P,,. Ces points "cap-
turent" la forme de la densité de probabilité de z. La fonction non linéaire f est
appliquée a chacun de ces points afin d’obtenir un nuage de points transformés de
moyenne ¥y et de covariance Py,.

La densité de probabilité de la variable aléatoire x de dimension n, de moyenne
T et de covariance P,, est approchée par 2n + 1 points pondérés donnés par

XQZE WO:%

Xiin =7 = (VI +0)Per) | Wirn = 5555

ou Kk € R, < (n+ Ii)PMC) “est la ™ ligne ou colonne de la matrice racine carrée de

3
(n+ k)P, et W; est le poids associé au i point. La procédure de transformation
est alors la suivante

1. Transformer chaque point X; par la fonction non linéaire f afin d’obtenir 'en-
semble des points transformés
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3. La matrice de covariance P, est donnée par

2n
Py => W —=p)(i—7)"
1=0

b) Algorithme

On considére les modeles d’évolution et de mesure définis par les équations (1.13)
t (1.14). Les bruits d’évolution et d’observation sont supposés décorrélés et centrés,
de matrices de covariance respectives E [vi T] =0,;Q; et E [vvZ ] i jR;. On
suppose d’autre part que E [VZ ] =0V, 7.

On note X* = [ (x")7 (X”) | et n = dim(x;) 4+ dim(v;). L’algorithme de
I’'UKF est le suivant :

— Calcul des points d’approximation et des poids associés

X =[x, <§?—1 = 'ﬁg—l) +/(n+ k)X, (ﬁg—l X 1) V(n+r)EE ]
N ST T Y11
avec Xy_; = [ X 1j-1 Odim(ve_y) } et Xf ; = ( 0' Qt—1 )
Calculer les poids selon ’équation (1.18)
— Prédiction
Xta\:t = Ji- (X, X2 0)
Xt‘t 1 _22” W zt|t 1
Sie-1 = 2oato Wil Xy — Rejem1) (X y — Kgor)”
Zt|t 1= ht(Xt‘t 1)
/Z\t|t—1 = Zz‘:o WiZi -
- Estimation
St P, =R+ Z?no Wi(Zigji—1 — Zoje—1) (Zigje—1 — Zap—1)"
Py, anOW(th 1 Xt\t—l)(‘)(igft\tfl _/Z\t\t—l)T
Ky = PopoSy !
Xijt = Xeje—1 + Ki(2¢ — Zyp—1)
e = Zt\t—l - K\S. K,

Le filtre de Kalman sans parfum fournit une alternative intéressante au filtre
de Kalman étendu et donne dans plusieurs cas de meilleurs résultats que celui-ci,
pour une complexité équivalente [Wan02a|. Il montre cependant ses limites pour des
phénomeénes fortement non linéaires et/ou non gaussiens.

1.2.4 Filtrage de Kalman dans un contexte multicapteur

Le filtre et le lisseur de Kalman sont définis pour un systéme monocapteur,
auquel est associé un seul modéle de mesure. Cependant, pour des problémes réels,
il est fréequemment nécessaire d’utiliser des mesures provenant de plusieurs capteurs.
A chaque capteur est associé un modéle de mesure différent. On suppose que 1’'on
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dispose d’un modéle d’évolution défini par 'équation (1.15) et de n modéles de
mesure linéaires définis par

Zk,t = Hk‘,txt + Wk,ta k' = 1n

avec Wy un bruit blanc gaussien centré de matrice de covariance connue Rj;. Du
fait des indépendances conditionnelles, on a E [wwwft] =0, Vi,7.
Trois approches sont envisageables pour utiliser le formalisme du filtre de Kalman
en fusion multicapteur
— regrouper toutes les observations sous un seul vecteur et appliquer directement,
les équations du filtre de Kalman,
— considérer chaque observation individuellement et faire la fusion séquentielle-
ment,
— utiliser I'algorithme du filtre de Kalman multicapteur.

a) Capteur "groupe"

La premiére méthode consiste a regrouper toutes les mesures et modéles de me-
sure sous un seul capteur, appelé capteur "groupe", et a appliquer ensuite les équa-
tions du filtre de Kalman.

VAR H 1, Wit
Z; = , Hy = , Wy =
Zn,t Hn,t Wn,t

R, =E [wtth] = blockdiag(Ru ¢, .., Rn )
On obtient alors un seul modéle de mesure "groupe"
Z; = HtXt —+ Wi

et I'on peut appliquer les équations du filtre de Kalman.

Si chaque observation zy; est de dimension [, la matrice de covariance de 'inno-
vation S; est de dimension [? avec [ = ZZ=1 [.. Cette matrice doit étre inversée pour
calculer le gain de Kalman. La complexité augmente donc en fonction du carré de .
L’approche par capteur "groupe" peut donc étre la plus simple & implémenter dans
le cas d’un faible nombre de capteurs, mais cette approche monolithique montre ses
limites lorsque le nombre de capteurs augmente.

Remarque 1.1 La méthode du capteur groupe peut s’appliquer de la méme maniére
aux filtres de Kalman étendu et sans parfum

b) Capteur séquentiel

La méthode de capteur séquentiel consiste a faire un pas de Kalman pour chaque
mesure et permet de prendre en compte des données asynchrones [Wil76, Bar01|.
Elle fonctionne bien pour un faible nombre de capteurs et lorsque les mesures sont
asynchrones. En effet, le temps de calcul augmente linéairement avec le nombre de
capteurs, car pour chaque capteur doit étre calculé un nouveau gain de Kalman.



1.3 Méthodes de Monte Carlo 19

c) Filtre de Kalman multicapteur

Le filtre de Kalman multicapteur est une reformulation du filtre de Kalman. Les
équations du filtre de Kalman multicapteur sont les suivantes

1. Estimation

n
Xip = Xgjg—1 + E K viy
k=1

n
-1 _ y—1 T p-1
2t|t - Zt|t71 + Z Hk,tRk,tHk,t
k=1

avec

Vet = 2kt — Hk,txt|t71
T p—1

2. Prédiction
La phase de prédiction reste identique a celle du filtre de Kalman classique.

La démonstration du filtre de Kalman multicapteur est donnée en annexe B.8.3.
L’utilisation des équations du filtre de Kalman multicapteur procure certains avan-
tages
— quel que soit le nombre de capteurs employés, la plus grande inversion de
matrice est de la dimension du vecteur d’état,
— la complexité de I’algorithme d’estimation augmente linéairement avec le nombre
de capteurs.

La version étendue du filtre de Kalman multicapteur est triviale. Elle repose éga-
lement sur une linéarisation locale des fonctions non linéaires d’évolution et d’ob-
servation.

1.3 Méthodes de Monte Carlo

Le filtre et le lisseur de Kalman permettent de calculer de facon récurrente les
statistiques suffisantes (moyenne et matrice de covariance) de la densité a posteriori
dans le cas de modéles linéaires a bruits additifs gaussien. Dans le cas non linéaire
et/ou non gaussien, les algorithmes d’'EKF et d’UKF permettent d’approcher la den-
sité a posterior: par une gaussienne, ceci de facon déterministe. Cependant, dans le
cas ou la densité a posteriori est multimodale ou fortement « piquée », I’approxi-
mation gaussienne donnée par 'UKF et 'EKF n’est plus réaliste et peut conduire
a une large erreur d’estimation, voire une divergence du filtre. Dans ce cas, il est
nécessaire d’avoir recours a des méthodes d’échantillonnage stochastique, commu-
nément appelées méthodes de Monte Carlo, afin d’appréhender n’importe quel type
de densité a posteriori.
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Pour trouver les prémices des méthodes de Monte Carlo, il faut remonter en 1777,
lorsque le noble francais Georges Louis Leclerc, comte de Buffon, pose le probléme
dit de "I’aiguille de Buffon". Il montre qu’il est possible, a I’aide d’une aiguille jetée
de fagon aléatoire un grand nombre de fois sur une feuille quadrillée, d’obtenir une
valeur approchée du nombre 7 (voir par exemple [Aig00]). La formulation moderne
des méthodes de Monte Carlo trouve ses racines dans les années 1940, avec les
travaux de Metropolis, Ulam et Von Neuman [And86, Met49, Met53, Met87, Ros54].
Le nom de la méthode est formulé en 1947 d’aprés la ville de la principauté de Monte
Carlo, alors le symbole du jeu de casino et de la roulette, génératrice de nombres
aléatoires. Ces 20 derniéres années, les développements de la capacité des calculateurs
ont permis l'essor des techniques de Monte Carlo et le développement de nouvelles
méthodes spécifiques, telles que les méthodes de Monte Carlo séquentielles [Kit87,
Gor93, Dou98|.

Les méthodes de Monte Carlo [Dou05] regroupent un ensemble d’algorithmes per-
mettant d’appréhender par échantillonnage stochastique des systémes qui ne peuvent
étre résolus de fagon analytique. L’idée de base est de générer un grand nombre
d’échantillons distribués selon une certaine distribution de probabilité d’intérét afin
d’obtenir des estimées consistantes. La puissance de ces méthodes réside dans le fait
qu’elles sont capables de traiter numériquement des problémes d’intégration com-
plexes.

1.3.1 Intégration de Monte Carlo

L’estimation dans le cadre de I'inférence bayésienne nécessite le calcul d’intégrales
de type

Ep(xatlz”)[h] :/ . h(XO:t)p<X0:t|Z1:t>dX0:t (1.19)
Xt 1

comme, par exemple, I'estimée MMSE définie par I’équation (1.11), avec dans ce cas
h(x0.) = %;. Dans le cas de densités de probabilité complexes, le calcul analytique
de cette intégrale n’est pas envisageable, et les techniques classiques d’intégration,
comme la discrétisation déterministe sur une grille, sont inappropriées car imprécises
et trop colteuses en temps de calcul. En effet, la nombre d’éléments augmente de
facon exponentielle avec la dimension du vecteur a estimer, et la taille de la grille
peut ne pas étre adaptée a la forme de la densité a posteriori.

Le principe de I'intégration de Monte Carlo consiste a générer N réalisations de

la variable aléatoire xq.; distribuées selon p(x¢.;|z1.;), et notées i((ﬁ, soit

X\ ~ p(xoi|z14) pour i = 1,.., N (1.20)

L’approximation de Monte Carlo de l'intégrale (1.19) est alors donnée par

N
1 ~(i
Epfaalan (] 2 5 D h(Fs) (1.21)
i=1
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On obtient ainsi beaucoup de réalisations dans les régions de forte probabilité et
peu (ou pas) dans les régions de faible probabilité. L’échantillonnage est aléatoire et
adapté a la forme de la densité a posteriori.

L’intégration de Monte Carlo est fondée sur 'approximation de la distribution
Pr(dxo.|z1.;) par la distribution empirique

P (dXOt]zlt N 25~ z) dX()t (122)

ou 0, (+) est la mesure de Dirac au point z. La densité a posteriori est ainsi approchée
par un ensemble de points iéz)t ayant chacun un poids %

En pratique, il est souvent impossible de générer directement des échantillons
distribués selon la densité a posteriori p(Xo.|zi.), celle-ci pouvant étre de forme
complexe, non standard (non gaussienne, gamma, uniforme...) ou seulement connue
a une constante prés. Les méthodes MCMC (Markov chain Monte Carlo) permettent
de générer les échantillons ig% de fagon itérative (hors ligne). Les méthodes de Monte
Carlo séquentielles, a I'aide de I’échantillonnage d’importance, permettent de générer
les échantillons en ligne de fagon récurrente. Ces deux familles de méthodes sont
abordées dans les paragraphes suivants.

1.3.2 Filtrage particulaire

La synthése sur les méthodes de Monte Carlo séquentielles faite dans ce para-
graphe est issue des ouvrages de Doucet et al. [Dou01b], Ristic et al. [Ris04] et des
documents de synthése de Chen [Che03| et Davy [Dav06].

a) Echantillonnage d’importance

[’échantillonnage d’importance (importance sampling) consiste & utiliser une
autre densité de probabilité, appelée densité d’'importance et satisfaisant certaines
conditions, afin de générer les échantillons i((ﬁ, appelés par la suite "particules".
Soit m(Xo.¢|z1.+) une densité de probabilité simple telle que 7(xo4|2z1.;) > 0 quand
p(X0:¢|21.4) > 0. On a

Eposlonn ] = / (%o0:)p(Xoelzne) dxo
Xt+1

X VA
- / (o) P02 o
Kt+1

7T(X0 t|Z1 t)
(

:/ h(X0:¢)w (X0 )T (Xo0:¢|Z1.4 ) dX0.4
Xt+1
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L’échantillonnage d’importance permet d’approcher la distribution Pr(dxo.|z;.;) par
la distribution empirique

N
Py (dXoa|z10) = ) 0800 (dx0.)

=1

avec
- Xg:?t ~ m(Xot|21:4), i=1...N

5l — P&

)

(&% |z1.4)
_ N =) _
Zi:1w =

L’algorithme 1.1 résume les 3 étapes de ’échantillonnage d’importance pour ap-
procher EP(XO:t|let) [h]

Algorithme 1.1 Echantillonnage d’importance pour approcher Epxq..|z1..) 7]

e Etape 1.1.1 Générer i((f% selon m(xg.¢|z14) pour i =1,.., N
. <(0)
e Etape 1.1.2 Calculer les poids w® = Py lz1e)

(%) |21:4)

e Etape 1.1.3 Calculer fiy = S0, @@ h(x{)

pourt=1,.., N

Exemple 1.1 On cherche a obtenir une approrimation empirique de p(z) = 0.6 X
N(x;2,1)+0.4 x N (x;—2,1). La densité d’importance choisie est w(x) = N(x;0,4).
On considére N = 20 échantillons T distribués selon 7. La figure 1.3 représente la
densité a approcher p, la densité d’importance ™ ainsi que [’approrimation de cette
densité par un ensemble de points pondérés.

b) Echantillonnage d’importance séquentiel

On souhaite calculer la densité a posteriori de facon séquentielle. On rappelle sa
formulation récurrente

P(Zt|xt)P(Xt|Xt—1)
p(Zt’ZLt—ﬁ

p(X0:t|21:4) = p(X0:-1]Z1:4-1) (1.23)

Afin d’appliquer séquentiellement l’algorithme d’échantillonnage d’importance, il
faut définir une formulation récurrente de la densité d’importance compléte m;(Xo.¢|Z1.¢)-
On note g;(x;|x;_1,2;) la densité d’importance qui permet d’étendre les particules
de I'instant j — 1 a I'instant j. Celle-ci s’exprime a partir de la densité d’importance
compléte par
Wt(XO:t‘Zlct) :7rt—1<X0:t—l|Z1:t—1)Qt(Xt’Xt—laZt)
t
= mo(x0) [ [521 5(x51x5-1,25)



1.3 Méthodes de Monte Carlo 23
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F1G. 1.3 — Echantillonnage d’importance. La densité p(z) = 0.6 x /\/g\ar: 2,1)+0.4 x
N (x;—2,1) est approchée par la distribution empirique Py (dx) = Y i, w® 8z (dx)

avec N = 20 particules, 2% ~ 7(z), @0 = p((f())) et m(x) = N (x; 0,4).

Au temps ¢, les poids sont donnés par

0 _ p(xm\zm
t e (X |21:¢)
<> p(z |x<”>p<x<”|x“ )

Y1 ) GO Y, 20)

solt (2) () 12(9)
i _oy plzx " )p(x" %,

w,g) ocw,g_)lp( d i(i))zi((i)t Xio) (1.24)
q (% %21, 24)

Il n’est pas nécessaire de connaitre la constante de normalisation p(z;|z;.,_1), iden-

tique pour chaque échantillon. Afin d’obtenir Zfil {Ut(z) = 1, les poids sont normalisés
avec @) — @(i)/ Sy a”
t t i=1 Wt -

Dans l'algorithme d’échantillonnage d’importance sequentiel (sequential impor-

tance sampling), les particules 55((;1 se propagent au cours du temps a 'aide de la

densité d’'importance ¢, et les poids se calculent de fagon récurrente. La gropagation

augmente la dimension du vecteur d’état (xg.t—1 — Xo.t), et le poids wt s’applique
a la trajectoire compléte X\,
La valeur de l'intégrale Eyx.,|z...) [P thH Xo:t)P(Xo:t|Z1.¢ )Xo est approchée

par

Ep(xoulzia) Z o RED) (1.25)
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L’estimée MMSE est donc approchée par
e o N g% (1.26)

c) Deégénérescence des poids et rééchantillonnage

Une limitation connue de I’échantillonnage d’importance séquentiel est que la
variance des poids augmente au cours du temps : aprés plusieurs itérations, un
faible nombre de particules a un poids trés important et les particules pondérées
ne représentent plus fidélement la distribution a posteriori. On dit alors que les
particules dégénérent. Afin de résoudre ce probléme, on applique une procédure dite
de rééchantillonnage, telle que

— les particules de poids fort sont dupliquées (avec un poids %),

— les particules de poids faible sont détruites.

En pratique, le rééchantillonnage est effectué lorsque

Neg=———F5 <1 (1.27)

avec 7 un seuil a définir. La valeur Neg est liée a la variance empirique des poids [Kon94].
Si Neg < 1, le nombre de fils de chaque particule ngfi)ls est tiré aléatoirement de telle

sorte que |[Kit96]

N
E o ) [n%s] = N@ﬁ’) avec Zn%s =N

P(nf'l
s i:1

Apres rééchantillonnage, les particules sont notées X((f;)t, avec wgi) = % En pra-

tique, par la suite, on choisira la valeur n = 0.8)V.

d) Densité d’importance optimale

Afin de limiter le rééchantillonnage, il est nécessaire de choisir la densité d’impor-
tance qui minimise la variance des poids a chaque instant. La densité d’importance
qui minimise la variance des poids, conditionnellement aux observations z;.; et aux
états passés Xg.;—1 est

Qt(xt’Xt—la Zt) = p(Xt|Xt—1a Zt)

Cependant, en général, on ne sait pas échantillonner selon p(x;|x;_1,2;) et/ou
calculer les poids. Afin d’obtenir une bonne efficacité du filtre, il faut donc choisir
une densité d’importance q,(x;|x;_1,2;) simple, mais aussi proche que possible de la
densité optimale.
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e) Algorithme de filtrage particulaire

L’algorithme général d’échantillonnage d’importance et de rééchantillonnage sé-
quentiels (Sequential Importance Sampling and Resampling, SISR), appelé dans la
littérature filtre particulaire (particle filter), est donné par l'algorithme 1.2.

Algorithme 1.2 Filtre particulaire générique
e Etape 1.2.1 Initialisation
— Pour i =1, .., N, faire
— Générer x. ~ 7o (xq)
) (4)
— Calculer le poids initial w) = 2%
— Calculer Wy = 3| wl”

) )
— Pour i =1,.., N, faire w(()z) — 20

Etape 1.2.2 Itérations

— Pour t =1, 2, ...faire

— Pour i =1, .., N faire
% Prolongation des trajectoires
— Générer i,ﬁ” selon qt(xt|x§i)l,zt)
— Mettre a jour les poids récursifs selon

0 pE)pE )
W, o<W,y

(&%), 2)

avec SN al) =1,

% Rééchantillonnage
n2]7t
~ Caleuler Ny = {zfz (@) }

— Si Neg < 1, copier les particules de poids élevé et détruire les particules de poids

faible pour obtenir N nouvelles particules, notées sans -. Les nouveaux poids
() _ 1
sont w; = -

— Sinon, renommer les particules sans .

f) Choix de la densité d’importance

Le choix de la densité d’importance q;(x;|x;_1,2;) est de premiére importance
dans les algorithmes de filtrage particulaire. Une mauvaise loi va faire explorer des
zones de faible probabilité par un grand nombre de particules, diminuant nettement
I'efficacité du filtre. Il est cependant nécessaire de trouver un compromis entre facilité
de programmation (il n’est en général pas possible de générer des échantillons selon
la loi optimale) et optimalité de la loi (une mauvaise loi va aboutir & des rééchan-
tillonnages trés fréquents). Les principaux choix possibles sont listés ci-dessous, mais
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ne constituent pas une description exhaustive. La densité d’importance peut égale-
ment étre basée sur n’importe quelle heuristique permettant d’approcher la densité
d’importance optimale.

e Loi d’évolution de I’état
La loi choisie comme densité d’importance pour les particules est la loi d’évo-
lution de I'état . '
a(xlxi’y z1) = p(xlxi”y)
Dans ce cas-1a, les poids sont simplement mis a jour par

@ o wyp(alxi”)
Le filtre particulaire prend dans ce cas le nom de filtre bootstrap. 11 a ’avantage
d’étre facile & programmer, mais comme il ne tient pas compte de la nouvelle
observation, il est souvent peu efficace, conduisant a une variance élevée des
poids.
e Densité optimale
La densité d'importance retenue retenue est ici la loi optimale

Qt(Xt’XE?la Zt) = p(Xt|X§?1> Zt)

Cette loi a I’avantage d’étre optimale. Il faut cependant étre capable d’échan-
tillonner selon cette loi et de calculer

) = [ bt i,
X

car les poids sont mis a jour par

wy o iplmfxiy)
e Pas de filtre de Kalman étendu (ou sans parfum)
On fait pour chaque particule un pas de filtre de Kalman étendu (ou sans
parfum)

a(xexiy,7) = N (xi: i(f\?, Egllt))

ﬁi‘lt) et Zi‘? sont la moyenne et matrice de covariance données par un pas de
filtre Kalman étendu (ou sans parfum) en prenant comme statistiques au temps

précédent §§?1\t_1 = x§"_>1 et Zf_)”t_l = 0. Ces lois permettent d’approcher par
une densité de probabilité gaussienne la densité d’importance optimale, par
linéarisation locale pour le pas d’EKF, par utilisation de la transformée sans
parfum pour 'UKF. Ces lois sont efficaces, mais assez coiiteuses a mettre en
oeuvre en termes de nombre d’opérations, car un pas de filtre de Kalman est

réalisé pour chaque particule a chaque instant ¢.
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1.3.3 Markov Chain Monte Carlo

Les grandes lignes des méthodes MCMC sont données ici, basées sur la synthése
de Davy [Dav06]. On pourra se référer au livre de Robert [Rob99| pour un détail de
I’ensemble des techniques. Les méthodes MCMC sont un ensemble de méthodes per-
mettant d’échantillonner selon une distribution de probabilité p donnée, en se basant
sur la construction d’un chaine de Markov {#},_; y telle que la série {6}, y
est asymptotiquement distribuée selon p(@).

Le principe des algorithmes MCMC est d’échantillonner les #® de facon itérative,
en se basant sur
e un échantillon initial 8 ~ po(6),
e un noyau de Markov IC(0]0'), qui est une densité de probabilité selon ¢ (pour
0’ fixe).
Le noyau de transition /C(0|0") doit vérifier certaines propriétés [Rob99]; il doit en

particulier étre construit de telle fagon que p(#) est la distribution d’invariance de
K(6016"), soit

/ K(0|6")p(6')do" = p(6),V0 € ©
e
La densité de probabilité de chaque échantillon aléatoire 8 converge lentement vers

la distribution p(-) comme i augmente. L’algorithme MCMC générique est défini
selon I'algorithme 1.3.

Algorithme 1.3 Algorithme MCMC générique
e Etape 1.3.1 Initialisation
Echantillonner 6 ~ po(6)
e Etape 1.3.2 Itérations
Pour i = 1,2, ..., N, échantillonner 6% ~ K(9]00~1)

En pratique, il est nécessaire de lancer plusieurs itérations "de chauffe" avant
d’atteindre la convergence.
Deux algorithmes permettent 1’élaboration facile de noyaux de Markov :

e l'algorithme de Gibbs, basé sur un échantillonnage conditionnel,

e l'algorithme de Métropolis-Hastings, basé sur un algorithme d’accord-rejet.

a) Echantillonnage de Gibbs

Supposons que 'on souhaite échantillonner une chaine de Markov selon une loi
p(#) ot la variable aléatoire § € © peut s’écrire sous la forme 6 = [0y, .., 6,], les O, k =
1,...,p, pouvant étre scalaires ou vectoriels. De plus, on suppose qu’il est possible
d’échantillonner selon les densités conditionnelles p(6;|6s, 65, ..,6,), p(62]01,0s, ..,0,),
ceey D(0p)61, 0, .., 0,_1). L’échantillonneur de Gibbs consiste a échantillonner un com-
posant 0 a la fois & partir des densités conditionnelles, ce qui donne I'algorithme 1.4
suivant.
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Algorithme 1.4 Echantillonneur de Gibbs générique
e Etape 1.4.1 Initialisation
Echantillonner 6 ~ po(6)
e Etape 1.4.2 Itérations
Pouri=1,2,..., N faire ' .
— Pour k =1,...,p, échantillonner 9,(:) ~ p(QkW(_zL)
avec 0 = {0, ... 6D o5y

L’un des problémes principaux consiste a savoir au bout de combien d’itérations
on peut stopper l'algorithme. Pour un diagnostic de convergence, on peut se rappor-
ter aux travaux de Raftery [Raf95, Raf92|, ou a la synthése de Cowles [Cow96|.

b) Algorithme de Metropolis-Hastings

L’algorithme de Metropolis-Hastings [Has70| repose sur la définition d’une loi
candidate ¢(0]0’) selon laquelle on est capable d’échantillonner directement et telle
que q(6]0") # 0 si p(6) # 0, c’est-a-dire telle que le support de la loi candidate
contient celui de la loi cible. L’algorithme 1.5 synthétise les étapes de I’échantillon-
nage par Metropolis-Hastings.

Algorithme 1.5 Algorithme de Metropolis-Hastings générique
e Etape 1.5.1 Initialisation

Echantillonner 6 ~ po(6)
e Etape 1.5.2 Itérations

Pour i =1,2,.., N faire

— Echantillonner une valeur candidate 0* ~ ¢(0]0¢~Y)

— Calculer ‘
p(0%) q(8V]6%)
p(0C=D) q(6+|06-D)

— Avec la probabilité p(6%,001) accepter le candidat, i.e. faire §) « §*
— Sinon, rejeter le candidat, i.e. faire ) «— gt—1)

p(0*,6Y) = min (1,

Remarque 1.2 La densité de probabilité p(0) apparait dans la formule d’acceptance
p(6%, 007V sous la forme d’un rapport. Son expression peut donc n’étre connue qu’a
une constante pres, ce qui est souvent le cas lorsque [’on calcule la densité a posteriori
a l'aide du théoréme de Bayes.
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1.4 Modéles a saut

Dans le paragraphe 1.1 ont été définis les modéles d’évolution et de mesure consti-
tuant le modéle statistique de base. Des algorithmes déterministes et de Monte Carlo
ont ensuite été présentés dans les paragraphes 1.2 et 1.3 pour réaliser 'inférence bayé-
sienne pour ce type de modeéles. Le modéle constitué des équations (1.13) et (1.14)
est ici étendu en considérant qu’il est possible de commuter d’un modéle statistique
a un autre suivant la valeur d’une variable indicatrice discréte. Un algorithme de
Monte Carlo séquentiel est ensuite exposé afin de réaliser I'inférence bayésienne avec
ces modeéles a saut.

1.4.1 Définitions

Un modéle & équation d’état a saut (Switching State-Space Model) est un modéle
pouvant commuter d’un modéle statistique & un autre suivant la valeur d’une va-
riable indicatrice discréte indiquant le modéle choisi. Ce type de modéles sera appelé
simplement modéle & saut par la suite. Les modéles a saut ont de nombreuses applica-
tions en poursuite de cibles [Dou02b, Sar04|, télecommunications [Che00b, Wan02b|,
détection de défaillances [Fre02, Ver04, Flo05|, géoscience |Baz05| et traitement de
I'image [Wu03].

Un modéle a saut est composé
e d’une variable indicatrice ¢; = 1...d discréte (ou d est le nombre de modéles
différents) qui pilote le choix des modéles statistiques d’évolution et de mesure,
e d’une banque de d modéles d’évolution et de mesure p(x;|x;_1, ¢;) et p(z|xy, ¢;)
pour ¢, =1...d.
La figure 1.4 représente un modeéle a saut sous la forme d’un modéle graphique.

%—1 N Non observable

F1G. 1.4 — Modéle de Markov caché a saut. Une variable indicatrice discréte ¢; pilote
le choix du modéle d’évolution markovien p(x;|x;_1,¢;) et du modeéle de mesure

p(zt‘xta Ct)

Le but de I'inférence bayésienne pour ces systémes est de calculer la densité a pos-
teriori p(Xo.t, C14|Z1.¢) ou sa marginale p(xy,c1.|z1¢) pour I'estimation en ligne, et
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la densité a posteriori p(Xo.r,ci.r|z1.7) pour Pestimation hors ligne, a partir de la
connaissance
e des observations z;
des lois d’observations p(z:|x;, ¢;)
des lois d’évolution de I'état p(x;|x;_1, ;)
de la loi d’évolution de la variable discréte Pr(c;|cy.—1)

11 existe différents types de modéles a sauts avec des appellations différentes dans
la littérature, suivant
e le modéle statistique appliqué a la variable indicatrice ¢,
e la classe des modéles d’évolution et de mesure associés aux densités de proba-
bilité p(x¢|xi—1, c;) et p(z]xy, cr).

Les variables {¢;} peuvent étre considérées comme

1. Indépendantes avec une distribution a priori (connue ou inconnue) Pro(c;).
Dans ce cas-1a, Pr(c|ci4—1) = Pro(c).

2. Définissant une chaine de Markov de noyau de transition Pr(c;c;—1), connu
ou inconnu. Dans ce cas-la, Pr(¢|cyi—1) = Pr(ee_1). La variable ¢; étant
discréte, le noyau de transition est défini par une matrice de dimension d x d.

Le deuxiéme modéle est connu dans la littérature sous le nom de modéle & saut de
Markov (Jump Markov System, JMS).

1.4.2 Systéme conditionnellement linéaire gaussien
a) Introduction

Dans le cas ou les modeéles p(x;|x;_1,¢;) et p(z|x¢, ¢;) peuvent s’écrire sous la
forme des modéles linéaires gaussiens (1.15) et (1.16), on parle de systéme dynamique
conditionnellement linéaire (Conditionnally Linear Dynamic System, CLDS). Dans
le cas ot la transition de la variable latente est en plus markovienne, on parle de sys-
téme linéaire a saut de Markov (Jump Markov Linear System, JMLS). De nombreux
algorithmes ont été développés pour ces derniers modéles [Ack70, Aka77, Tug82|.
Un modéle CLDS peut s’écrire sous la forme des équations (1.15) et (1.16)

e~ Pr(clers1) (1.28a)
X1 = Fi(e)xe + Cylcop)ug + Gi(cpr) Ve (1.28Db)
z; = Ht(ct)xt + W, (1.28C)

ol x; est le vecteur d’état a I'instant ¢, v; est un bruit blanc gaussien de matrice de
covariance connue Qy, u; est une entrée connue, Fi(ciy1) est la matrice d’évolution
de I'état, Cy(ci11) est la matrice de transition de Uentrée et Gy(cii1) est la matrice
de transition du bruit, z; est ’'observation réalisée au temps ¢, w; est un bruit blanc
gaussien de matrice de covariance connue R; et H;(c;) est la matrice d’observation.
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On cherche a estimer la densité a posteriori p(Xo., C1.4|21.1), ou sa marginale
p(x¢|z1.¢). Cette densité peut s’écrire selon le mélange de densités de probabilités
suivant

p(x¢|z1:e) = Z p(x¢|Cre, 21:4) Pr(ci4|z1.) (1.29)
ci:4€{1,...,d}*

Cependant, le nombre de termes du mélange augmente de facon exponentielle avec le
temps. De ce fait, il est nécessaire de recourir a des approximations. Le systéme étant
linéaire et gaussien conditionnellement a ¢;, la densité a posteriori p(x;|Ci.¢, Z1.) est
une densité gaussienne de moyenne X;;(ci.) et de matrice de covariance Y (cq.)
calculées a 1'aide des équations du filtre de Kalman. La densité p(x;|z;.;) est donc
un mélange de d' densités gaussiennes. La densité a posteriori marginale Pr(cy.¢|z1.)
s’exprime quant a elle de fagon récurrente

PT(Clzt‘let) X Pr(clztfl’ZI:tfl)p(Zt‘Ctv Ci:t—1, Zl:tfl) Pr(ct‘clstfl)

Afin d’éviter la complexité exponentielle au cours du temps, des techniques
déterministes non-optimales ont été développées. Ces méthodes sont basées sur
des approximations par des mélanges de gaussiennes, comme l'algorithme Interac-
ting Multiple Model [Blo88, Maz98| (IMM) ou les algorithmes Generalized Pseudo-
Bayes [Bar95| (GPB). L’algorithme Generalized Pseudo-Bayes 1 (GPB1) calcule
a chaque instant le mélange composé des d (d? pour GPB2) densités gaussiennes
suivant les valeurs possibles de la valeur indicatrice ¢; (¢;—1 et ¢; pour GPB2) et
approche alors ce mélange par la gaussienne ayant la méme moyenne et covariance
que ce mélange. L’algorithme Interacting Multiple Model Kalman Filter (IMMKF)
est conceptuellement identique au GPB2 mais ne nécessite que d filtres en paralléle.
Ces méthodes non optimales ont été formulées pour des modéles conditionnellement
linéaires et gaussiens, mais peuvent étre étendues de fagon triviale & des modéles
non linéaires en utilisant les approximations de 'EKF et de 'UKF. Ces méthodes
sont peu cotiteuses en temps de calcul mais peuvent aboutir a des estimées erronées
dans des situations difficiles.

Une autre approche consiste a utiliser les méthodes de Monte Carlo, qui per-
mettent d’aboutir a des estimées plus consistantes. Pour 'estimation en ligne, un
filtre particulaire dédié a ce probléme est présenté dans le paragraphe suivant.

b) Filtre particulaire rao-blackwellisé

Si le modéle est linéaire gaussien pour une partie des variables d’état, on peut
décomposer le probléme en deux sous-problémes dont I'un sera traité par filtrage de
Kalman (linéaire gaussien) et l'autre par filtrage particulaire [Dou00, Gus02, Nor(01].
Ceci permet de réduire la variance de 'erreur, car une partie du probléme est résolue
de fagon optimale. I’algorithme 1.6 page 33 est présenté pour une variable indicatrice
sans structure statistique donnée. De nombreux algorithmes de filtrage particulaire
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ont été définis dans le cas de Jump Markov Systems [And03, Dou02a, Jil04] ou de
Jump Markov Linear Systems [DouOlc, Che00al.

On considére le modéle statistique défini par I’équation (1.28). On cherche a
estimer la densité a posteriori

p(xt’Z1:t> = /p(Xt\CLle:t) PT(C1:t|Z1:t)

La densité p(x¢|C1.4, Z14) = N (X¢; Xyje(C1:t), Laje(c1:¢)) peut se calculer analytiquement
de fagon récurrente a 'aide d’un filtre de Kalman. La distribution Pr(c;.|z1.) va étre
approchée par la distribution empirique

P Cl t|Z1t Zﬂ;()é (z) Clt
L’algorithme de filtrage particulaire rao-blackwellisé est donné par l'algorithme 1.6
page ci-contre. Pr(cy.|z1,) s’exprime de facon récurrente par

p<zt|zlzt—1> Cl:t) PT(Ct|C1:t—1)
p(zt |Z1:t—1>

PT(C1:t|Z1:t) = PT(C1:t—1|Z1:t—1)

avec p(z¢|Z14-1,C1¢) = N(Zt;/z\ﬂt—l(cl:t)) Si(ci)), /Z\t\t—1<clzt) = Ht(ct)<§t\t—1<clzt)) et
St(cl:t) = Ht(ct)zt\tfl(Clzt)Ht(Ct)T + R:.

Remarque 1.3 p(z;|z1..-1,¢14) ne se simplifie pas par p(zc;) car on ne condi-

tionne pas par rapport a X;.

La densité marginale p(x;|z1.;) est donc elle aussi approchée par la densité em-
pirique

pN(Xt‘let) = p(xt|clzt7 Zl:t)

i1~

@(i)(gzgg (1)

T Op(x |, 71.)

M= —

=1

M-

=1

soit un mélange de N densités gaussiennes. L’estimée MMSE de x; est donnée par
(moyenne d’un mélange de gaussiennes [Bar01])

N
Xl = )’ )Xt|t(C§ ) (1.30)
=1
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Algorithme 1.6 Algorithme de Monte Carlo séquentiel rao-blackwellisé
e Etape 1.6.1 Initialisation
— Pouri=1...N, faire (§0|0, EO|0) = (%9, X0)
— Pouri=1...N, faire w(()i) -
e Etape 1.6.2 Itérations

Pour t = 1,2, .. faire

— Pouri=1,.., N faire

% Prolongatlon des traJect01res

— Générer & selon q(ct|c1t 1)

- Caleuler (Sgo(&”, el)1), S, ), Ry (@7 8, 2, @) )

a I'aide d’un pas de filtre de Kalman
— Mettre a jour les poids récursifs selon

o iy Nz 2 @0 D), 8@, e )@l _)
Wi X Wi NGING)
( |C1t 1)

avec YN @) =

% Reechantlllonnage

e _ [ N (=)

alculer Neg = |> .0, (wt ) }

— Si Neg < 1, copier les particules de poids élevé et detrulre les particules de poids
faible pour obtenir IV nouvelles particules, notées sans -. Les nouveaux poids
sont w'”) = <.

— Sinon, renommer les particules sans -

de matrice de covariance

N
e = 0 | Sop(E0) + Rue(@H) — Fao) Rue @) — %) (1.31)

Remarque 1.4 On ne donne ici qu’un cas particulier du filtre particulaire rao-
blackwellisé, qui correspond a notre problématique. Le filtre particulaire rao-blackwellisé
peut étre utilisé de facon générale lorsqu’une partie du vecteur d’état, a domaine de
valeur discret ou continu, peut étre intégré analytiquement [Dou00).

Pour 'estimation hors ligne, un algorithme itératif optimal basé sur un échan-
tillonage de Gibbs et une récursion backward-forward a été développé par Doucet
et Andrieu [Dou0lal, & partir des travaux de Carter et Kohn [Car96]. Une version
modifiée de cet algorithme sera introduite dans le chapitre 5.
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CHAPITRE 2

Filtrage particulaire pour la fusion de
capteurs a modeéles d’observation multiples

2.1 Problématique

Comme nous ’avons vu dans le chapitre précédent, le filtrage statistique bayésien
a pour but de calculer la densité de probabilité a posteriori d’un vecteur d’état
x; € X a partir de mesures obtenues séquentiellement. Ce calcul repose sur la
connaissance d'une densité d’évolution de I’état x; ~ p(x;|x;_1), que nous supposons
pouvoir étre formulée sous la forme d’un modéle a équation d’état

Xt = ft(Xt—lavt—l) (2-1)

ou f; est une fonction non linéaire et v; est un bruit blanc.

Pour des problémes complexes, impliquant un état pouvant étre de dimension
importante, un capteur unique ne permet généralement pas d’aboutir a une précision
suffisante lors de 'estimation du vecteur x;. Il est dans ce cas nécessaire de réaliser la
fusion de plusieurs observations z;; (k = 1,...,n) délivrées par n capteurs. Chaque
observation est reliée a I'état x; par une loi de probabilité p(zy .|x:).

Les capteurs délivrant des observations sont généralement considérés comme
étant dans leur état nominal de fonctionnement, c’est-a-dire qu’une loi d’observation
nominale py1(zy:|x;) est définie pour chaque capteur k& = 1,..,n. Par exemple, la
loi d’observation d’'une caméra peut étre déterminée pour un jour lumineux et non
brumeux. Cependant, dans des contextes réalistes, les conditions de fonctionnement
des capteurs peuvent changer, avec pour conséquence une loi d’observation qui est
différente de la loi nominale. Ceci peut par exemple apparaitre du fait de change-
ments dans I’environnement extérieur au capteur, ou d’une dégradation de celui-ci.
Dans le cas de la caméra, la relation statistique entre I’état x; et une observation zy ;
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(k=1,...,n) peut subir des changements au cours de la journée, dus par exemple
au brouillard, & la poussiére ou au crépuscule. Dans de tels cas, il est nécessaire de
détecter que le capteur n’est plus dans son état nominal de fonctionnement et, dans
la mesure du possible, identifier le bon état de fonctionnement de chaque capteur
afin d’éviter de larges erreurs d’estimation de I’état.

2.1.1 Exposé du probléme

Afin de résoudre le probléme précédemment décrit, on fait I’hypothése que chaque
capteur peut commuter entre différents états de fonctionnement. On définit pour cela
un modéle & saut ayant des caractéristiques propres au contexte étudié, le modéle
a saut générique ayant été présenté au paragraphe 1.4. Les états de fonctionnement
sont indiqués par des variables discrétes ¢ ¢, ou la convention ¢, € {0,. .., dg} pour
k=1,...,n est adoptée.

Dans la suite de ce chapitre, on se référera aux variables ¢ ; sous les appellations
variables latentes, ou €états du capteur. Le modéle d’observation est déterminé par

la valeur de c;. De facon plus précise, pour chaque capteur k = 1,...,n, il y a d;
modéles d’observation possibles, définis pour un état de capteur ¢, € {1,...,dg}
par

Zit = hk,ckﬂg,t(Xt) T Whoop ot (2.2)

ol Ny e, .t €6 Wi e, ,+ sont respectivement la fonction non linéaire d’observation et le
bruit d’observation du modéle d’observation ¢ du capteur £ a l'instant ¢.
La convention suivante est adoptée pour la définition des variables latentes cj ¢ :

¢kt = 0 si le capteur k est dans un état de dysfonctionnement
ckt = 1 sile capteur k est dans son état nominal de fonctionnement
crt = J, J €42,..,di} sile capteur k est dans son j°™¢ état de fonctionnement

Un capteur dans son état nominal de fonctionnement correspond a c;; = 1. Quand
un capteur est en état de dysfonctionnement (¢, = 0), I'observation z; est statis-
tiquement indépendant de x; et z; suit une densité de probabilité vague py o(zg.:).
Dans le cas général, la loi d’observation jointe pour ’ensemble des n capteurs s’écrit
de facon compacte

z¢ ~ p(2e|Xi, €r) (2.3)
ou .
p(ze|xs, ¢0) = Hp(zk,t|xt, ckﬂf) (2.4)
k=1
et
d
P(Zkt|Xt, Crt) = Oo(Cht)Pro(Zhs) + Z 0;(Ch.t) Pk j (Zk 2 |Xt) (2.5)
j=1

avec z; = {Z14, ..., Znse}, C = {C14,. .., Cna} et §;(i) =1 si i =7 et O sinon.
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Afin de réaliser I’estimation dans un cadre bayésien, il reste a définir les proba-
bilités a priori des variables latentes ¢, (pour k = 1,...,n). La probabilité a priori
que ¢, (pour k =1,...,n) soit dans un état donné j (j =0,...,dy) est notée oy, ;.
Les ay, j+ représentent la confiance que 1'on a dans le fait quun capteur soit dans un
état donné,

Pr(crs = J) = aunjr, 0 < j < dy (2.6)

ou ay it > 0 et Z?io ag it = L

Soit oy le vecteur composé des ay j; pour k = 1,...,n, et j = 0,...,d;. Ces
variables de confiance sont, en pratique, assez difficiles & définir a priori, car les
conditions extérieures affectant le comportement des capteurs peuvent changer de
facon rapide et inattendue. Nous proposons donc d’estimer également ces valeurs
en les définissant comme des variables aléatoires. On définit pour cela le modéle
d’évolution markovien suivant pour le vecteur de probabilités ay

o ~ ploy|ag 1) (2.7)

La loi p(ay|oy_1) doit étre définie de telle fagon que les oy, ;; soient des probabilités
pour tout t, c’est-a-dire oy, j; > 0 pour j = 0,...,dy, et Zj’;o = 1 pour chaque
capteur k.

2.1.2 Objectifs d’estimation

Conformément a ce que nous avons vu au chapitre 1, notre objectif, dans le cadre
de linférence bayésienne, est d’estimer la densité a posteriori p(Xo., €14, ®o:¢|Z1:4)
avec un intérét particulier pour la densité a posteriori marginale p(x;|z1.). En géné-
ral, p(x;|z1.1) a une forme trés complexe et ne peut étre calculée de fagon analytique.
Les méthodes de Monte Carlo séquentielles [Gor93, Dou00, Dou0O1b]| fournissent
une approximation numeérique de cette densité a ’aide d’un ensemble d’échantillons

aléatoires pondérés. De fagon plus précise, les particules i((f%, E&Q et 55(()2, de poids
0 hent 1o densité .y S S
., approchent la densité a posteriori p(Xo.;, 1.4, &o.¢|21.¢) grace a la distribution

empirique Py (dXo., €1., doto.)

N
— ~(%)
Py (dxo., €, o) = ) wy 5;(()2755517&(()1:1(61)(0:15,Cl:t,dOéo:t) (2.8)
pa R AT,

Cette distribution empirique peut étre utilisée afin de calculer les estimées bayé-
siennes du vecteur d’état X, comme par exemple 'estimée MMSE

Ep(xo:t,cht,ao;t\zl;t) [XO:t] - /XO:tP(XO:t; Ci:t, aO:t|Z1:t)d{XO:t; C1:t, aO:t}

N
= /XO:tPN(dXO:taclztadaO:t) = Zwt(l)it()?: (2.9)
i=1
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2.1.3 Contributions principales de ce chapitre

Ce chapitre apporte plusieurs contributions [Car05a, Car06b]. Tout d’abord, dans
le paragraphe 2.2, le cadre général est présenté, et les modéles statistiques définis de
fagon précise. Ensuite, le modéle a états de capteurs commutant présenté plus haut
est complétement spécifié, et une famille d’algorithmes de filtrage particulaire définis
spécialement pour ce modéle est présentée. En particulier, des lois d’importance ef-
ficaces pour I'état x;, les variables latentes c; et les probabilités a; sont introduites.
Enfin, on considére de fagon précise le cas ou les capteurs délivrent leurs données
de facon asynchrone. En effet, en pratique, il se peut que les capteurs aient des pé-
riodes d’échantillonnage ou une horloge différente, et les observations sont collectées
a différents instants par les différents capteurs. Des cas particuliers importants sont
également discutés :

e Etats de fonctionnement binaire valide/invalide. Dans la plupart des cas, les
utilisateurs ne disposent que d’un modéle d’observation pour le capteur, cor-
respondant aux spécifications de celui-ci dans son état de fonctionnement no-
minal. Le probléme concerne alors la détection de défaillances de ce capteur.
Dans ce cas, la variable latente du capteur k est binaire, i.e., ¢+ € {0, 1} pour
tout .

e Un algorithme rao-blackwellisé |[Dou01b] est proposé, dans le cas ou les équa-
tions d’évolution de I’état et d’observation sont linéaires a bruit additif gaussien
conditionnellement a la variable latente c; ;. Ceci permet d’appliquer facile-
ment ’algorithme de détection de défaillances aux systémes basés sur le filtre
de Kalman déja existants.

e Le cas de modéles d’observation dont la variance du bruit saute entre diffé-
rentes valeurs est également étudié, c’est-a-dire lorsque les statistiques du bruit
additif wy ;; commutent entre différentes valeurs, tandis que la fonction d’ob-
servation hy j; = hyi, reste identique. Ces changements de caractéristiques du
bruit peuvent étre dues par exemple a des conditions extérieures apportant du
bruit supplémentaire.

Dans le paragraphe 2.4, les connections entre notre approche d’une part et les mo-
déles a lois a priori fixées et Jump Markov (Linear) Systems d’autre part sont
étudiées ainsi que les différences et 'intérét de notre modéle par rapport a ces ap-
proches déja existantes. Des simulations concernant deux exemples académiques ont
été réalisées sur des données synthétiques, dans lesquelles les capteurs ont deux ou
trois états de fonctionnement incluant le mode défaillant. Elles sont présentées afin
d’illustrer les performances de ’algorithme. Des comparaisons avec les modéles a
saut a lois a priori fixée et les modéles a saut de Markov (JMS) sont également réa-
lisées. Dans le chapitre suivant, un exemple réel est étudié. Il concerne la localisation
d’un véhicule terrestre ou les capteurs délivrent ’angle de braquage, la vitesse du
véhicule et la position GPS, celle-ci étant potentiellement corrompue a cause des
effets de trajets multiples ou de masquage.
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Non observable

Observable

F1G. 2.1 — Modéle séquentiel bayésien pour la fusion multicapteur avec des modéles
d’observation commutant. Le vecteur discret c; donne le modéle d’observation de
chaque capteur, avec la probabilité a priori a;. L’évolution de I'état caché x; et de
o est réglée par 'hyperparamétre o, qui évolue également selon un processus de
Markov.

2.2 Modéle statistique proposé

Dans ce paragraphe sont présentés les détails du modéle statistique a saut. De
plus, un modéle d’évolution pour les probabilités a; est explicitement donné. Les
parameétres a estimer sont essentiellement le vecteur d’état x; et les variables discrétes
c;. On se propose d’appliquer les équations du filtrage bayésien séquentiel a ces
paramétres, sur la base des modéles suivants (résumés sous la forme graphique sur
la figure 2.1)

Xy~ p(Xe|Xe—1,00-1) (2.10)
Cy Pr(ct|at) (211)
oy ~ ploylay_1,0, 1) (2.12)
oy ~ plooi-1) (2.13)
avec
— p(x¢|x¢—1,0:-1) est le modéle d’évolution de ’état, défini par I’équation (2.1)
pour t = 1,2,.... A l'instant 0, on suppose que Xo ~ po(Xo)-
— Pr(ct|a;) est la probabilité a priori des variables latentes ¢, k = 1,...,n.
Elle est définie par
Pr(ciloy) = []Pricedons) (2.14)

k=1
avec

d
Pr(ciglous) = Y 8i(che)aunu (2.15)
j=0
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ou ot = {akoy..-0k a1 }. Le choix des probabilités ay ;; est trés important
pour l'estimation correcte des états de fonctionnement des capteurs. De plus,
les ay j+ peuvent évoluer au cours du temps, car la fiabilité d’'un capteur di-
minue lorsque celui-ci vieillit par exemple. En conséquence, ces probabilités
sont considérées comme des paramétres inconnus avec un modéle d’évolution
markovien, et sont également estimées. Le vecteur oy étant un vecteur de
probabilités, on fait le choix pour le modéle d’évolution d’une distribution
de Dirichlet, celle-ci permettant de définir une distribution sur un vecteur de
probabilités.

Le modéle d’évolution p(oy|ay—1,0,-1) pour ay est une distribution de Diri-
chlet pour chaque capteur k =1,...,n

(0,6 s Wkdt) ~ D(OR s 1Ok 0,015+ 5 Ohp 1 Qhdyt—1) (2.16)

ou oy, ; est un coefficient spécifique a chaque capteur qui ajuste la variance
des ayj;’s. La définition d’une distribution de Dirichlet est rappelée ici pour
un ensemble de variables aléatoires (b, .., b,) ~ D(ao, .., ap)

Zl oal - aj—1 2
Dlag, .., a,) = Hb 01D _bi) (2.17)
=1

Les caractéristiques principales d’une distribution de Dirichlet ainsi que 1’in-
fluence de ses parameétres sont rappelés en annexe B.6. Dans le cas particulier
ekt € {0,1} (dy = 1), la distribution de Dirichlet se réduit a une distribution
beta.

A Pinstant ¢ = 0, il est supposé que oo ~ po(auro). Le coefficient of, | régle
I'évolution de ay, ;. Afin d’éviter de définir une valeur fixée pour of, ; (et donc
une dynamique fixée pour ajy;) ce coefficient est également estimé, comme
expliqué ci-dessous.

— p(o|oi—1) est I'équation de transition de 'hyperparamétre. Dans de nombreux

problémes, il est supposé que le bruit d’évolution v; est gaussien. Dans ce cas,
il est supposé que chaque composante scalaire de v; a une variance (o7).
Comme ces variances ont une influence importante sur le comportement du
filtre bayésien, il peut étre important de les considérer comme inconnues. Pour
chacune de ces variances, le modéle d’évolution peut étre défini par [And03|

log(o}) = log(0y_,) + \" (2.18)

ott AV est un bruit blanc gaussien centré de variance fixée et connue. Andrieu et
al. |And03| ont montré que I'utilisation de tels modéles améliore la robustesse
de l'estimation’. Ce modéle peut également étre appliqué a ’hyperparamétre

!D’autres modéles d’évolution, basés par exemple sur une loi normale tronquée pourraient éga-

lement étre définis. Le modéle d’évolution défini ici a 'avantage d’étre un modéle a bruit additif
gaussien, modeéle généralement plus simple & manipuler.
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qui régle Pévolution de ay, noté of, ci-dessus. Le raccourci oy = {0y, 07|k =
1,..,n} représente l’ensemble de tous les hyperparamétres. Dans la suite, les
hyperparameétres of sont supposés connus et fixés et o, = {0 |k = 1,..,n}.
Le modéle défini ci-dessus permet, en théorie, 'estimation de ’état augmenté
composé du vecteur d’état x;, des variables latentes c;, des coefficients de fiabilité o,
et des hyperparameétres o;. Dans le cas général, il n’est pas possible de calculer la den-
sité a posteriori p(Xo.t, C1.4, Qot, To:t—1|21.¢) de fagon analytique. Les filtres particu-
laires [Dou01b] sont largement utilisés et fournissent ’approche la plus convaincante
pour résoudre de tels problémes. Dans le paragraphe suivant, plusieurs algorithmes
de filtrage particulaire pour des mesures de capteurs synchrones/asynchrones ainsi
que pour des cas particuliers importants sont présentés.

2.3 Algorithmes de filtrage particulaire pour mo-
déles d’observation multiples

Dans ce paragraphe sont présentés plusieurs algorithmes pour modéles d’obser-
vation multiples. Les cas de capteurs synchrones et asynchrones sont respectivement
étudiés aux paragraphes 2.3.1 et 2.3.2, ou des algorithmes sont donnés pour chaque
cas. Dans le paragraphe 2.3.3, des lois d’importance sont présentées, certaines pour le
modéle général et d’autres pour les cas spéciaux a) cas binaire capteur valide /invalide
(ckt € {0,1}), b) systéme conditionnellement linéaire a bruits additifs Gaussiens c)
sauts dans la variance du bruit d’observation.

2.3.1 Algorithme particulaire pour capteurs synchrones

Dans certains cas, les mesures délivrées par les n capteurs sont synchrones, i.e.
tous les capteurs ont la méme fréquence d’échantillonnage et les observations arrivent
en méme temps. L’algorithme correspondant est I'algorithme 2.1 page suivante.

Les particules sont propagées au cours du temps a l'aide de la densité d’im-
portance q(X, Cy, O, O 1|Xi-1, €11, O¢—1,04_2,2;). Cette densité jointe est égale
au produit des densités d’'importances q(o;_1|oy, a1, 02), q(oy|cy, a1, 04 2),
q(X¢|X¢-1, s, 2¢) et g(cy|x4—1, 041, 2;), en appliquant les régles des probabilités condi-
tionnelles et en considérant les indépendances entre les différentes variables. Les
variables peuvent donc étre échantillonnées une par une selon ces quatre densités
d’importance, qui sont définies de fagon précise dans le paragraphe 2.3.3. Les détails
du calcul du poids sont donnés en annexe D.1.

2.3.2 Algorithme particulaire pour capteurs asynchrones

Dans de nombreux cas, les capteurs sont équipés de dispositifs d’échantillonnage
n’ayant ni la méme fréquence d’échantillonnage ni la méme horloge. De ce fait, les
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Algorithme 2.1 Filtre particulaire pour la fusion de capteurs a classes de fonction-
nement multiples — Cas synchrone

Etape 2.1.1 Initialisation ‘
Pour les particules i = 1, .., IV, échantillonner x((f) ~ po(xo)
Pour les particules i = 1, .., IV, échantillonner a'(()l) ~ po(0op)

Pour les particules i = 1,.., N, échantillonner a(()i) ~ po(a)

It )
Définir les poids initiaux wy N

Etape 2.1.2 Itérations
Pour t=1,2,... faire
— Pour les particules ¢ = 1, .., N, faire
— Echantillonner la variable d’é¢tat du capteur Eﬁ“ ~ qlex), ol zy)

— Echantillonner le vecteur d’état )Ncl(f) q(x ]xt L e, Z;)
— Echantillonner les probabilités & ~ q(ax |at 1,E§ ), agl)Z)
— Echantillonner le vecteur des hyperparamétres ng)l ~
a6 ey
— Pour les particules ¢ = 1,.., N, mettre a jour les poids
0 o <zt|xt , “’)p(i&%x&%)
Wi X Wi =0 @
Q(Xt ’Xt 17Ct 7Z> ( ’Xt 1504y, Zt)
p(@ & )p(@ |od”y, 500)p(51 o) (219)

@) @

(N(Z |at 1>C§Z)a&£)1)61(0}—1“71&—2’0% ;0 )

gl
— Normaliser les poids de telle fagon que Zl 1 @iz =1
% Rééchantillonnage
— Calculer Neg selon 'équation (1.27) et réaliser le rééchantillonnage des particules
Si Neg < n

mesures délivrées par chaque capteur sont disponibles & des temps différents. Ceci
nécessite un algorithme de filtrage particulaire spécifique qui est présenté ci-dessous.

Le principe de l'algorithme 2.2 est assez proche de celui de 1’algorithme 2.1.

Dans celui-la, cependant, le vecteur d’état x; est mis a jour a chaque fois qu’une
nouvelle information arrive d’un des capteurs. En pratique, l'algorithme 2.2 sera
plus généralement utilisé car de nombreux capteurs récents sont constitués d’une
unité d’échantillonnage et de prétraitement des données.

Les distributions d’importance utilisées dans les algorithmes 2.2 et 2.1 sont dé-

crites dans le paragraphe 2.3.3.
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Algorithme 2.2 Filtre particulaire pour la fusion de capteurs a classes de fonction-
nement multiples — Cas asynchrone
e Etape 2.2.1 : Initialisation
— Cette étape est similaire a ’étape 2.1.1 de 'algorithme 2.1.
e Etape 2.2.2 : [térations
— Pour t=1,2,... faire
— Attendre 'arrivée d’une nouvelle mesure z;;, délivrée par le capteur k, k =

L,...,n et, pour les particules s =1, .., N, faire ‘ '

— Echantillonner I'état du capteur k selon E{,g ~ qlerdxy ol |z

— Echantillonner le vecteur d’état X" ~ q(xt]xf_)l,éff)t, Zjt)

— Echantillonner les probabilités &l(j)t ~ q(ak7t|a§€2_1,5§;)ﬁ5gt(i)2) pour le cap-
teur k .

— Echantillonner les hyperparamétres d’intérét 8’;“]?(_1)1 ~

q<0kt 1’0kt )27041(;17@5;1 1)

— Pour les particules ¢ = 1,.., N, mettre a jour les poids
B0 o ) Pl >,z,ii>p<>“z§”\x§”1>p< &)
b= =(0)) (1) (1) B
q(x; ’Xt—hck,tvzkt) (th’Xt 1 Qe p 15 Zkt)
p(al(;j:’alg—u5/?,1:(—1)1)1)(5“ 1 k:t )2)

g@) ey a@ O lor &l e )

i)

(2.20)

Normaliser les poids tels que Zf\il zﬂgi) =1
% Rééchantillonnage
— Calculer Neg selon I'équation (1.27) et réaliser le rééchantillonnage des particules

si Neg < 1

2.3.3 Distributions d’importance

Dans les algorithmes 2.1 et 2.2, les particules sont propagées de l'instant ¢ — 1

a l'instant ¢ avec les densités d’'importance ¢(-). Nous avons défini une fonction d’im-
portance pour chacune des variables, donc pour q(ct|x§1_)1, a§’)1, Z), (Xt\x,gl_)l, ES), Z),

q(at\af_)l, e, 0'75 )2) et q(at,1|cr§?2, al”, aﬁ?l). Leur choix est de grande importance

pour lefficacité du filtre particulaire [Dou00|. Le choix de la distribution d’impor-
tance du vecteur d’état q(Xt|X§i)1,E§i), z;) n’est pas spécifique a notre cadre, i.e. elle
peut étre déterminée parmi les choix standards [Dou00, Dou01b| : la loi d’importance
optimale q(xt|xﬁ)1, cﬁ’), Z) = (xt|xgi21, Ac'l(f), z;), ou des approximations de celle-ci ob-
tenues en appliquant un pas de filtre de Kalman étendu/sans parfum [Dou00, Mer00].

Le choix de la distribution d’importance q(ct|x§?1, ay_)l, z;) est crucial et spéci-

fique a notre modéle. Une premiére remarque est que le nombre de valeurs possibles
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n
du vecteur c; est [ (1 + di), et tester chaque combinaison possible n’est pas réaliste.

k=1
Pour une efficacité optimale, il est nécessaire que la distribution q(ct|x§i21, al@l, Zt)
propose les configurations les plus probables, c’est-a-dire, les états de fonctionnement
¢kt les plus probables pour chaque capteur k, &k = 1,...,n. Comme les capteurs
changent d’état indépendemment les uns des autres, cette distribution d’importance
s’écrit sous la forme

n

gledx”y, ol 20) = [ alenex"y. o), zi) (2.21)

k=1

ou les distributions d’importance individuelles ¢(cy, t|X§i)1, a,(;i 1» Zk+) sont aussi uti-

lisées dans I’algorithme 2.2. La dlstrlbutlon d’importance optimale est

(th|Xt 1,a,(€1 15 Zkt) = Pr(ckt|xt 1701195 1+ Zkt), définie par

Oél(;)ck e 1P(Zkt|Crt Xgl)l)

d i
Z]koal(c,)gt 1P(Z | X§)1)

Comme cette distribution d’importance optimale ne peut étre calculée de fagon
analytique, on utilise une approximation de cette distribution. En faisant un pas de
filtre de Kalman étendu, les densités p(zx |7, X, )1) pour j =0, ..., d sont approchées
par

PT(Ck,t‘Xg?p 051(3_1; Zk,t) =

(2.22)

p(Zkt|]aX§)1) N<hk,yt( t\t 1) S(,J,)

ou igft) L= f(xgi_)l) est la prédiction de I'état et S,gyj’t est I'approximation de la
matrice de covariance de 'innovation, définie par
(i)
Skl,j,t k]tQt 1th)jt +Rk]t

ol R,(;)jt est la matrice de covariance du bruit additif Wk:i,)j,t pour le capteur k et la

particule 7, Q& est la matrice de covariance du bruit d’évolution v;_; et

Vi) = ZR0T 2.23
kgt ox ) ( )
t)t—1
La distribution d’importance q(ck7t|xgi_)1, 0453717 zj+) est donc définie par
(@ (4) ag‘)% t—lN(hk,ck t,t(ﬁﬁft),l), S,S)Ck Jsicre=1,...,d
q(crilx; 21, 04 1, Zht) X e - Ch
ak,o,tflpo(zk’,t) si Cpe =0
(2.24)

On peut choisir pour q(at|at 1 E§ ). o o,’ 2) la distribution d’importance optimale,

c’est-a-dire celle qui minimise la variance des poids conditionnellement aux observa-
tions [Dou01b|. En effet, celle-ci peut étre calculée analytiquement, et il est possible
d’échantillonner directement selon cette loi.
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Les distributions d’importance optimales q(ak7t|a,(é)t_1,c,(;;)t,agﬁt@z) pour chaque

capteur k sont données par

i i a (3 RO
glardeg) g, o) = D(ogs Vel ) (2.25)
. Lot a (2 /(2 Uat(z) 7 . .
Ouak,t—(Q) :Uk,t(—)2+1et ak(,]?,t—l = k(_)_il l(c)jt 1"‘ <>+15](:>t(])p0111"3 =1,...,d.

La démonstration de I’équation (2.25) est donnée en annexe D. Pour Pensemble des
capteurs,

(at|at vat 70't Y HQ akt|akt 17th7akt(l)2) (2.26)

Pour les hyperparamétres o, ; la dlstrlbutlon d’importance est obtenue en appli-
quant la régle de Bayes

q(log(of, 1)y, )y, o7 ) o Dy op, ey )N (log (a7, ); log(op 1)), A°)

(2.27)

ot la constante I = [ D( akt,akt 10‘1% 1)./\/’(10g(a,§‘7t_1);log(a,it(_g),)\a)da,‘;t_l

peut étre approchée par la transformée sans parfum (voir 'annexe C.2). On utilise

ensuite un algorithme d’acceptation/rejet (voir 'annexe C.1) pour échantillonner
selon cette densité.

2.3.4 Cas particuliers intéressants

Dans ce paragraphe sont présentés des détails supplémentaires pour trois cas par-
ticuliers qui ont une certaine importance dans les applications qui nous intéressent.

a) Etat de fonctionnement binaire valide/invalide

Le cas binaire ou il n’y a que deux états valide/invalide pour le capteur est
de grande importance. Par exemple, dans I'industrie chimique, les capteurs sont
immergés dans des produits réactifs qui peuvent étre corrosifs, rendant les capteurs
susceptibles de fonctionner de facon anormale, et il est difficile de vérifier ’état de
ces capteurs sur le site. Un autre exemple est celui des véhicules autonomes, pour
lesquels il est nécessaire de vérifier 'information des capteurs leur parvenant afin
d’éviter de larges erreurs d’estimation de I'état pouvant résulter dans des prises de
décisions hasardeuses ou un accident du véhicule. Dans ce cas binaire, des choix
spécifiques de distributions d’importance q(ck,t|xg?1, a,(ji 1sZkt) €t q(xt|xg?1,5§i), ;)
sont présentés.

Dans le cas binaire, I’état du capteur peut étre soit j = 0 ou j = 1. La distribution
d’importance, q(cktlxt 1,a,(€)t 15 Zg¢) S'écrit

endx? ) o)) zy) o (1—af), 1>po<zkt>6 (chs)

o) N (i (R, SO )61 (cre)  (2.28)
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Une fois que Eg)t a été échantillonné dans I'algorithme 2.1 ou dans I'algorithme 2.2,

I'état i,ﬁ“ est échantillonné avec la loi d’importance q(xt|x§i_)1,5§i),zt), qui est une
distribution gaussienne dont la moyenne et la matrice de covariance sont données
par le filtre de Kalman multicapteur, de la facon suivante : tout d’abord, calculer

I'estimée

t\Zt = t|t 1T Z Ck tKngtVI(th (2.29)
ol Vl(;ze = — hya t( t|t 1) et le gain de Kalman est
KIEZZ t|t <th1t) Rliz,)u_l (2.30)

Enfin, calculer

. "o NT .
Eiu) = lztt 1T Eﬁ;)t (Vhl(c,)l,t) Rﬁ,chi(&,t (2.31)

et définir q(Xt]X,Ei_)l,Egi), z;) = N (x¢; 1(E|2’ Zg\lt)

les quantités (moyenne et matrice de covariance) du filtre de Kalman étendu sont
utilisées pour échantillonner a la fois E{,ﬁ et iﬁ”, ce qui permet de gagner du temps
de calcul. Les autres distributions d’importance sont les mémes que celles présentées

au paragraphe 2.3.3.

). L’avantage de cette approche est que

b) Modéle conditionnellement linéaire et gaussien

Un autre cas important est celui ou le modéle, conditionnellement a la variable
d’état du capteur c; est linéaire & bruits additifs gaussiens

Xt+1 = FtXt + Gtvt (232)

Zis = Hyj X + Wy iy (2.33)

avec F; la matrice d’évolution, G; la matrice de transition du bruit d’état, v; un
bruit blanc gaussien centré de matrice de covariance )y, Hy ;+ la matrice d’obser-
vation pour le capteur & dans I’état j et wy ;. le bruit blanc gaussien de matrice
de covariance Ry ;. Ce cas est intéressant lorsque I'on dispose déja d’un filtre de
Kalman qui utilise un état de capteur donné j, et que I'on souhaite ajouter des pos-
sibilités supplémentaires de détection de défaillance du capteur ou de changement
d’état. L’algorithme correspondant met en place une banque de filtres de Kalman en
interaction, connue sous les noms de filtre particulaire rao-blackwellisé ou de filtre de
Kalman a mélange, voir par exemple [Fre02, Sch05, Che00a, Nor01|. L’algorithme 2.3
est donné dans le cas asynchrone. Les distributions d’importance sont celles décrites
au paragraphe 2.3.3.
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Algorithme 2.3 Filtre particulaire rao-blackwellisé pour la fusion de capteurs a
classes de fonctionnement multiples — cas asynchrone

e Etape 2.3.1 Initialisation

Pour les particules i = 1, .., N, échantillonner X XO‘O ~ po(Xoj0)

— Pour les particules i = 1, .., N, échantillonner 20|0 ~ po(zom)

— Pour les particules ¢ = 1, .., N, échantillonner 0'0 ~ po(0op)
(

— Pour les particules 7 = 1, .., N, échantillonner ao ~ po(a)

Initialiser les poids w((f) -~

Etape 2.3.2 [térations

— Pour t=1,2,... faire

— Attendre 'arrivée d’une nouvelle mesure z;,, délivrée par le capteur k, k =
1,...,n et, pour les particules i = 1, .., N, faire A
— Echantillonner ~ la  variable = d’¢tat du  capteur Efj)t ~

(@) (@)
<th|xt 1)t— 172,5 1)t— 1vak,t—17zk,t>

— Echantillonner les probabilités &Si q(akt\a,(f)t 1,6&, ak t(Z)Q)

— Echantillonner les hyperparamétres o, t(')l ~ q(akt 1|akt )2, a,g)t, a,(;i 1)

— Mettre a JOIll" la( moyenne e(t) la mat%"l)ce de Ac{o)varlance avec un pas de filtre de
Kalman (§t|t72t\lt> =KF(%,” 1|t—172tl 1)1 Chtr 2k, t)
— Pour les particules 7 = 1, .., N, mettre a jour les poids

ML (4) P25, 2101 )p (th|akt)
Wy oWy V=0 5 G
Q(Ck,t’Xt 1)t— 1’215 1‘1;_1,04,” 17Zkt))
p@la, o (@ oy

~(i) (@) i) ~a (i) ~a a (i) ~(i) _(9)
Q(ak,t|ak,t717 C.ts Uk i 1)q(0k,t71|0k,t727 QO Oy )

(2.34)

— Normaliser les poids tel que vazl @Ei) =1

% Rééchantillonnage

— Calculer Neg comme dans 1’équation (1.27) et rééchantillonner les particules si
Neg < .

c¢) Variance du bruit d’observation a valeurs fixés

Un dernier cas important est celui ot, pour un capteur donné k, la fonction
d’observation hy;; (dans I’équation (2.2)) ne change pas, mais la distribution du
bruit blanc additif peut commuter entre des distributions prédéfinies [Wu03|. Le
bruit additif de la j*™¢ densité est noté wy ;;. On s’intéresse au cas o tous les wy ;,
j = 1,...,d; sont centrés et monomodaux, avec différentes variances. De facon
similaire aux cas ci-dessus, la distribution d’importance q(ct\x,gi_)l, agi_)l, ;) peut étre
calculée a partir d’une approximation de la loi optimale en utilisant un pas d’EKF.
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Une solution alternative consiste a définir un modéle d’évolution pour la variance
de wy; sous I'é¢tat nominal j = 1. Cependant, cette solution ne permet pas de
commuter entre des valeurs discrétes de variance. Une solution intéressante consiste
a définir une borne supérieure a la valeur de cette variance et de commuter vers 1’état
j = 0 (détection de défaillance du capteur) si cette variance devient trop grande.

2.4 Discussion

Dans notre modeéle, nous ne faisons pas ’hypothése d’une transition markovienne
pour la variable latente c¢; (comme c’est le cas pour les Jump Markov (Linear)
Systems), mais pour sa probabilité a priori ay. Avec ce modéle, on obtient

Pl‘(Ct’CLtfl) = /p(ctaat|cl:t1)dat

:/Pr(ct|at>P(at|Clzt—1)dat

et, a travers oy, c¢; est a prior: dépendant de I’historique complet des états de fonc-
tionnement précédents ci.;_1, ce qui est plus approprié pour le probléme qui nous
intéresse. Notre modéle introduit donc une mémoire sur les états de fonctionnement
précédents des capteurs, plutot que de simplement considérer le dernier état (dans
le cas de JM(L)S), ou de les considérer indépendants (dans le cas de probabilités
fixes). Cette mémoire est ajustée par les hyperparamétres oy, En effet, ces hyperpa-
ramétres réglent la dynamique d’évolution des probabilités ay,, (cf. équation (2.16)).
Une valeur élevée de of, implique une évolution faible des probabilités oy, au cours
du temps et donc une plus grande mémoire par rapport aux derniéres valeurs cj ..
A contrario, une valeur faible de oy, implique une évolution importante des proba-
bilités oy, d’un instant ¢ a un instant ¢ + 1 et donc un oubli rapide par rapport aux
derniéres valeurs cj 1. Ceci est particulierement intéressant lorsque 'on considére
les défaillances des capteurs. Par exemple, en industrie chimique, la confiance dans
un capteur va généralement diminuer au cours du temps en fonction de I’espérance
de vie du capteur. Pour le positionnement d’un véhicule terrestre, la confiance dans
le récepteur GPS doit diminuer si des erreurs sont intervenues récemment, car cela
indique que le véhicule se trouve dans une zone propice aux phénomeénes de trajets
multiples (un canyon urbain par exemple). Notre approche est comparée avec des
variables latentes définie a la fois de facon iid et markoviennes dans le paragraphe 2.5.

Hue et al. [Hue02] utilisent un modéle similaire pour le suivi et l'association
mesures-cibles conjoints (joint target tracking and data association). Ils introduisent
des probabilités d’association sur les variables latentes (les variables d’association
de données dans [Hue02|, qui sont le pendant de c; ici). Ces probabilités varient
temporellement. Cependant, les probabilités d’association sont indépendantes d’un
instant & Pautre, ce qui n’est pas adapté a notre contexte. De plus, dans [Hue02],
un échantillonneur de Gibbs est utilisé pour mettre a jour ces quantités, tandis que
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nous utilisons des distributions d’importance moins cotiteuses en temps de calcul et
efficaces, comme le montrent les simulations dans le paragraphe suivant.

2.5 Exemples illustratifs

Dans ce paragraphe sont présentées des simulations pour deux scénarios. Le pre-
mier concerne un modéle académique largement étudié, avec deux capteurs pouvant
sauter d’un état de fonctionnement a un autre. Le deuxiéme exemple concerne un
systéme conditionnellement linéaire gaussien ou les deux capteurs sont potentielle-
ment défaillants.

2.5.1 Premier exemple

On considére le modéle non linéaire suivant, tiré de [Dou0lb, Aru02, Car92|

1 T
Tiy1 = 5T + 25—

5 T+ + 8cos(1,2(t+ 1)) + vy (2.35)

ou vy ~ N(0,10) et zg ~ N(0,10). Deux capteurs délivrent des observations. Le
capteur #1 a deux états de fonctionnement valides et un état défaillant, donnés par
les trois modéles d’observation suivants

Tr+wipp wior ~ U([=25,25]) sicy =0
I2 .
210 =19 36 T Wit Wiae ™~ N(0,1) sicry =1 (2.36)

(x:—10)2 : _
a0 + Wi Wizt ™~ N(O, 3) S1 C1t = 2

ou U([a,b]) est la densité uniforme sur Uintervalle [a,b]. Le second capteur a un
état de fonctionnement nominal et un état défaillant, correspondant aux modéles
d’observation suivants

Ty +w Wao g ~ U([—25,25]) sicoy =0
27t:{ t 2,0t W20, { ]) si 2,t (2.37)

Ty + Wa1¢ W21, ™~ N(O, 2) si Cot = 1

Chacun des capteurs est donc considéré comme potentiellement défaillant. Les
observations des capteurs #1 et #2 sont synchrones. L’algorithme 2.1 est appliqué
pour 100 itérations avec N = 500 particules. On choisit comme distribution d’im-
portance q(xt\xf_)l,ﬁcvgi),zt) celle basée sur un pas de filtre de Kalman étendu. Le
capteur #1 suit le deuxiéme modéle d’observation correspondant & 1’équation (2.36)
pour t € T} U Ty avec Ty = [10,30] et To = [50,70] et est défaillant pour t € Ty on
T, = [70,80]. Pendant les autres intervalles, le capteur #1 suit le premier modéle
d’observation correspondant a I’équation (2.36). Le capteur #2 est défaillant pour
t € T3 ou T3 = [20,50]. Ces défaillances sont simulées en ajoutant un biais aléatoire

distribué selon U([—20,20]) aux observations z; ¢ et za;.
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Dans les figures 2.2-2.6, ont été reportées les estimées MAP/MMSE a chaque
instant ¢ de c1 4, cay, 0 et erreur e, ol

N
e = T — Z w2 ® (2.38)
i=1

La déviation standard empirique utilisée pour calculer les bornes a 2-sigma dans les
figures 2.5 et 2.9 est calculée par

N . N o 2
o, = Z wtl) (xgl) — Z wt(l):cgl)> (2.39)
i1 i—1

Comme il apparait sur les figures 2.2- 2.5, les états de fonctionnement des capteurs
sont correctement estimés et l'erreur MMSE reste faible, grace a la capacité de
I’algorithme & sauter de fagon précise d'un modéle d’observation a un autre.

Probabilité a posteriori de la variable latente [ du capteur 1

c=2
c=1
c=0
10 30 50 70 80 100
Temps

Estimée MAP de la variable latente iy du capteur 1

Temps

F1G. 2.2 — (Haut) Probabilité a posteriori de chaque état ¢, ; € {0, 1,2} pour chaque
itération ¢ = 1,...,100 avec le modéle proposé. La couleur noire correspond & une
probabilité égale a zéro, tandis que le blanc correspond a la probabilité un. (Bas)
Estimée MAP de la variable latente ¢ € {0, 1,2} (blanc—état estimé). Durant les
intervalles T} = [10, 30] et 75 = [50, 80], I’état correct est ¢;; = 2, durant I'intervalle
T, = [70,80] ’état correct est ¢;; = 0, et ¢c1; = 1 pour les autres instants temporels.
Les états du capteur sont correctement estimés.

Pour cet exemple particulier, notre approche a été comparée a un modéle pour
lequel les probabilités a priori des c; sont supposées fixées et connues. Ces probabi-
lités a priori sont choisies en fonction des fréquences relatives réelles des états sur
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Probabilité a posteriori de la variable latente Coy du capteur 2

c=1

c=0

20 50 100
Temps
Estimée MAP de la variable latente ot du capteur 2

c=1

Temps

F1G. 2.3 — (Haut) Probabilité a posteriori de chaque état co; € {0, 1} pour chaque
itération ¢ = 1,...,100 avec le modéle proposé. La couleur noire correspond a une
probabilité égale a zéro, tandis que le blanc correspond a la probabilité un. (Bas)
Estimée MAP de la variable latente co; € {0,1} (blanc—état estimé). Durant 'in-
tervalle T3 = [20, 50], le capteur est défaillant, et il est valide pour les autres instants
temporels. Les états de fonctionnement du capteur sont correctement estimés.

Iintervalle [0,100], soit of = [ 0.1 0.5 04 | et oy =] 0.3 0.7 ] o
Pr(cilcr1-1) = Pr(crs) = @ (cre + 1)

ou aj(j) est le jéme élément du vecteur a. La distribution d’importance pour les
¢kt reste la méme que pour notre approche, sauf que les probabilités a priori sont
fixés a ay,. Les résultats de ce modeéle pour la méme simulation sont présentés dans
les figures 2.7-2.9. Des simulations similaires ont été réalisées 500 fois. Elles montrent
que notre méthode donne une erreur moyenne qui est 21% inférieure a celle obtenue
avec une approche & probabilités a priori fixées.
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Evolution de % or %1y et LI

Modele d’observation n°1 du capteur 1

1+ -+~ Modeéle d’'observation n°2 du capteur 1|
----- Modele de défaillance du capteur 1

Evolution de L et %0t

Modele d’observation nominal du capteur 2|
1 == Modeéle de défaillance du capteur 2

Temps

F1G. 2.4 — (Haut) Estimées MMSE de aj 4, 11 et aq2,. Pendant les intervalles
Ty = [10,30] et T3 = [50, 80], la confiance dans I'état 2 du capteur 1 (i.e. ay2+) aug-
mente, tandis que o ; ¢+ diminue. Le contraire se produit en dehors des intervalles 77,
Ty et Ty. Les deux coefficients oy 1, et a1, diminuent pendant I'intervalle 7). Du-
rant 'intervalle T5 = [20, 50], la valeur de as 1, diminue car le capteur est considéré
comme défaillant dans cet intervalle. Il augmente en dehors de 75, car le capteur
est alors estimé valide. (Bas) Estimées MMSE de s+ et ag1. Durant Uintervalle
T3 = [20,50], la valeur de s+ diminue car le capteur est estimé défaillant. Elle
augmente en dehors de cet intervalle, le capteur étant alors estimé valide.
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30

Erreur entre I'estimée et I'état réel
— — — Bornes a 2-sigma de la distribution empirique|

20 40 60 80 100
Temps

F1G. 2.5 — Evolution de l'erreur e, calculée selon ’équation (2.38) (ligne pleine). En
lignes en pointillé, les bornes a 2-sigma sont tracées. Celles-ci augmentent et dimi-
nuent en fonction du modéle d’observation utilisé pour réaliser I'estimation (certains
sont plus informatifs que d’autres). En particulier, quand ¢ € T3 = [20, 50], le capteur
2 est estimé défaillant, et ne délivre donc plus d’information sur le vecteur d’état
caché x;. Globalement, la précision de ’estimation est bonne, et I'erreur reste com-
prise entre les bornes a 2-sigma méme lorsque des sauts de modéles d’observation
apparaissent.
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Hyperparametre O,

10 30 50 70 80 100
Temps
Hyperparameter Oy,

Temps

FIG. 2.6 — (Haut) Evolution de I'hyperparamétre of';. Cet hyperparamétre régle la
dynamique du coefficient de confiance a;,. De facon plus précise, la valeur de oy,
diminue aux instants t=30, 50, 70 80, afin de permettre aux coefficients de fiabilité de
changer rapidement. (Bas) Evolution de 'hyperparamétre o9, Cet hyperparamétre
régle la dynamique du coefficient de confiance ay .

Probabilité a posteriori de la variable latente [ du capteur 1

10 30 50 70 80 100
Temps
Estimée MAP de la variable latente iy du capteur 1

c=2
c=1

c=0

Temps

F1G. 2.7 — (Haut) Probabilité a posteriori de chaque état ¢;; € {0, 1,2} pour chaque
itération ¢ = 1,...,100 pour le modeéle a probabilités a priori fixées. (Bas) Estimée
MAP de la variable latente ¢; ; € {0, 1,2} (blanc—état estimé). Les états des capteurs
sont estimés de facon moins précise, particulierement lors de la défaillance du capteur
(c1+ = 0) pendant l'intervalle T, = [70, 80].
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Probabilité a posteriori de la variable latente c,  du capteur 2

c=1

20 50
Temps
Estimée MAP dela variable latente [ du capteur 2

c=0

20 50 100
Temps

F1G. 2.8 — (Haut) Probabilité a posteriori de 'état co; € {0, 1} pour chaque itération
t =1,...,100 pour le modéle a probabilités a priori fixées. (Bas) Estimée MAP de la
variable latente co; € {0, 1} (blanc = état estimé). Pendant Uintervalle T3 = [20, 50,
le capteur est défaillant, et il est valide le reste du temps. L’état du capteur est
moins correctement estimé que pour notre approche.

30

Erreur entre I'estimée et I'état réel
— — — bornes a 2-sigma de la distribution empirique|

I (N
N L
1,
M |
10+ o jww P P

Temps

F1G. 2.9 — Evolution de I'erreur e; calculée selon I'équation (2.38) (ligne pleine) pour
le modéle a probabilités a prior: fixées. En ligne en pointillé, les bornes a 2-sigma
sont représentées. L’erreur moyenne est 20% supérieure a celle obtenue pour notre
modéle.
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2.5.2 Deuxiéme exemple

Considérons le modéle linéaire suivant [Bar01, Sch05|

1 T 172
X1 = |: 0 1 :| Xy + |: 2T :| Yt (240)

avec 73 ~ N(0,10) et T = 0.1 la période d’échantillonnage. Deux capteurs syn-
chrones délivrent des observations, chacun ayant uniquement un modéle d’observa-
tion nominal

ze=[1 0]x+wy (2.41)

zo0=1[0 1]x4+woy (2.42)

Les deux capteurs sont supposés potentiellement défaillants. Quand les capteurs
sont dans leur état nominal de fonctionnement, on suppose que les bruits sont dis-
tribués selon les densités wy; ~ N(0,2) et wyy ~ N(0,1). Quand ces capteurs
sont défaillants, on suppose que les bruits sont distribués selon les densités vagues
wyy ~ N(0,100) et wy; ~ N(0,100). Le systéme est, conditionnellement aux va-
riables latentes, linéaire a bruits additifs gaussiens, et 'on peut donc appliquer ’algo-
rithme rao-blackwellisé similaire & I'algorithme 2.3, dans le cas synchrone, cependant.

Les défaillances des capteurs #1 et #2 ont été simulées selon 2 modéles mar-

85 .15 .
15 .85 | Sur i

koviens? définis par les deux matrices de transition o100 = [
.15 .85

tervalle 77 = [0,100] et IIj0200 = [ ]85 15

] sur lintervalle T = [100, 200],
ou
PT(Ck,t = j|Ck,t—1 = 2) = Ti41,5+1

avec II = (m; ;). L’algorithme est lancé sur 200 itérations avec N = 500 particules.
La figure 2.10 montre I’évolution des deux composantes x;(1) et x;(2) de x;, ainsi
que les observations z1(t) et 2z5(t). Les estimées MAP/MMSE de c¢;, oy et o sont
données dans les figures 2.11-2.13, ou les erreurs de position et de vitesse sont défi-
nies par ’équation (2.38) pour chaque composante du vecteur x;.

Comme on peut le voir, les états des capteurs ainsi que I’état x; sont estimés de
fagon trés précise, en dépit de défaillances de ces capteurs. Des simulations réalisées
avec les mémes observations et un modéle standard (c’est-a-dire le méme modéle que
dans les équations (2.40)—(2.42), sans définir un état de fonctionnement défaillant)
montrent une erreur d’estimation beaucoup plus importante a chaque fois que le
capteur délivre des données erronnées (par souci, de briéveté, ces simulations n’ont
été reportées ici; voir également les résultats du chapitre suivant).

2Les défaillances sont simulées dans ce deuxiéme exemple suivant un modéle de Markov afin
d’effectuer une comparaison pertinente avec un modeéle de Markov & saut.
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Position

Position estimée
Mesure z,  délivrée par le capteur 1

Position

50 100 150 200

Temps
Vitesse
10 - -
Vitesse estimée
5t X x % Mesurez, délivrée par le capteur 2

Vitesse

F1G. 2.10 — (Haut) Evolution de I’estimée MMSE de la premiére composante x;(1)
de x; ainsi que I'observation z;(t) délivrée par le capteur #1. (Bas) Evolution de
I'estimée MMSE de la deuxiéme composante x;(2) de x; ainsi que 'observation z5(t)
délivrée par le capteur #2.

Notre modéle a été comparé avec un JMLS. La matrice de transition de ce JMLS
85 .15
15 .85
rao-blackwellisé optimal développé par Doucet et al. [Dou0lc]. Des simulations si-
milaires ont été réalisées 500 fois et les erreurs de position absolues moyennes sont
données dans la table 2.1 pour chaque modéle.

est fixée a II = Il 100 = { } L’algorithme utilisé est le filtre particulaire

TAB. 2.1 — Comparaison du modéle a saut proposé avec un JMLS

Modéle /Intervalle T) T, TVUT,
Moyenne de la valeur abs. de I'erreur de notre modéle | 0.6767 0.6241 | 0.6504
Moyenne de la valeur abs. de ’erreur du JMLS 0.6149 0.7870 | 0.7070
Ameélioration —10.05% | 20.70% | 7.21%

Le modeéle JMLS fournit de meilleurs résultats sur le premier intervalle ou les
variables indicatrices sont échantillonnées selon la matrice de transition fixée I1. Ceci
était attendu car les données sont générées exactement selon le modéle d’évolution
utilisé pour I'estimation. Cependant, sur le second intervalle 75, notre modéle donne
de bien meilleures performances que le JMLS, bien que celui-ci ne définisse pas de
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Valeur réelle de la variable latente Cy

T T

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Temps
Estimée MAP de Cy

T I 1

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Temps

Coefficient de fiabilité a,

1
E O‘SWW
o N

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Temps

F1G. 2.11 — (Haut) Etat de fonctionnement réel ¢; ;. Son évolution suit un modéle de
Markov selon la matrice de transition Iy 199 sur 'intervalle 77 = [0, 100] et I 100,200]
sur l'intervalle 75 = [100,200]. (Milieu) Estimée MAP de l'état de fonctionnement
nominal ¢;; = 1 (blanc — état estimé). (Bas) Estimée MMSE du coefficient de fiabi-
lité a1 4. La valeur de ce coefficient diminue quand le capteur est estimé défaillant.

Valeur réelle de la variable latente ot

0

100 120 140 160 180
Temps

20 4 2
Estimée MAP de [

20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Temps
Coefficient de fiabilité ay,

0 60 8 00

0 I I I I I I I I I )
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Temps

F1G. 2.12 — (Haut) Etat de fonctionnement réel co;. Son évolution suit un modéle de
Markov selon la matrice de transition ITjg 190 sur U'intervalle 77 = [0, 100] et ITj00,200]
sur Pintervalle T, = [100,200]. (Milieu) Estimée MAP de I'état de fonctionnement
nominal ¢o; = 1 (blanc = état estimé). (Bas) Estimée MMSE du coefficient de fiabi-
lité ay 1 4. La valeur de ce coefficient diminue quand le capteur est estimé défaillant.
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Erreur de position horizontale

Erreur entre I'estimée de la position et la position réelle|

ol — — — Bornes a 2-sigma de la distribution empirique

-4 L L L L L L L L L
20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Temps
Erreur de vitesse

Erreur entre I'estimée de la vitesse et la vitesse réelle|
— — — Bornes a 2-sigma de la distribution empirique
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20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Temps

F1G. 2.13 — (Haut) Evolution de 'erreur de position (ligne pleine). En pointillé sont
représentées les bornes a 2-sigma. Celles-ci augmentent ou diminuent en fonction des
modeéles d’observation utilisés (certains sont plus informatifs que d’autres). (Bas)
Evolution de l'erreur de vitesse (ligne pleine). En pointillé sont représentées les
bornes a 2-sigma. Globalement, la précision d’estimation est bonne.

modéle d’évolution markovien sur les variables indicatrices. L.’ajustement de la dyna-
mique des probabilités des variables indicatrices permet une adaptation au nouveau
scénario. Comme il est plus réaliste de considérer que la dynamique des variables
indicatrices peut évoluer au cours du temps, le modéle & saut qui est proposé ici
permet d’obtenir un algorithme d’estimation plus robuste.

2.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons proposé de nouveaux modéles et algorithmes pour
la détection de défaillances de capteurs et, de fagon plus générale, pour les capteurs
a classes de fonctionnement multiples. Une famille d’algorithmes a été proposée,
pour des situations ot les capteurs délivrent leurs données de facon synchrone ou
asynchrone. Des résultats de simulation montrent D'efficacité des distributions d’im-
portance proposées ainsi que la robustesse de notre algorithme face & des modéles
tels que le Jump Markov (Linear) System.

Une application sur des données réelles est proposée dans le chapitre suivant pour
la localisation d’'un véhicule terrestre a I'aide d’un récepteur GPS, d’un capteur de
vitesse et d'un capteur d’angle de braquage.
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CHAPITRE 3

Fusion multicapteur pour la localisation
d’'un véhicule terrestre

3.1 Introduction

Le modeéle et les algorithmes présentés dans le chapitre précédent sont parfaite-
ment adaptés aux applications de robotique mobile. Le développement de véhicules
autonomes tels que les drones ou les taxis automatiques est important pour le trans-
port de biens/personnes ou pour des opérations en terrain hostile (exploration mar-
tienne, désamorcage de mine terrestre). Afin d’assurer un positionnement de haute
précision et une représentation fidéle de I'environnement extérieur, de nombreux
capteurs, aux informations complémentaires et/ou redondantes sont nécessaires. Les
capteurs de positionnement typiquement utilisés sont le GPS, les unités inertielles et
les compas magnétiques. Pour la détection d’obstacle, les capteurs peuvent étre des
radars ou des caméras. Une caractéristique importante de la robotique mobile est
que les observations délivrées par les différents capteurs peuvent étre facilement alté-
rées a cause de conditions extérieures difficiles. Par exemple, la lentille d’une caméra
peut devenir sale & cause d'une tempéte de sable sur Mars, un radar peut subir des
perturbations supplémentaires dues a des chutes de neige. D’autres capteurs peuvent
délivrer des mesures totalement erronées dans certaines conditions, comme le GPS,
soumis a des phénomeénes de trajets multiples dans les canyons urbains ou le compas
magnétique, sensible & des champs magnétiques parasites.

De nombreux travaux ont eu pour objet la localisation d'un véhicule terrestre
dans un cadre multicapteur. Stephen et Lachapelle [Ste01] et Zhao et Turner [Far00|
ont utilisé un filtre de Kalman étendu pour combiner les mesures du récepteur GPS
avec des données de centrales inertielles ou de capteurs odométriques. D’autres tra-
vaux ont appliqué les algorithmes de Monte Carlo séquentiel pour le positionnement
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d’un véhicule terrestre. Yang et al. [Yan04| ont réalisé une comparaison entre le filtre
de Kalman étendu et le filtre particulaire, mettant en évidence 'intérét de ce dernier
pour le probléme considéré. Giremus et al. [Gir04] et Gustafsson et al. [Gus02, Nor01]
ont mis en ceuvre un filtre bootstrap rao-blackwellisé.

Pour les systémes de localisation a base de récepteurs GPS, le probléme princi-
pal provient des trajets multiples que peuvent subir les signaux GPS. Ce probléme
important a intéressé un grand nombre de chercheurs et d’ingénieurs. Plusieurs mé-
thodes de réduction des erreurs liées a ce phénomeéne ont été proposées au niveau
du récepteur GPS [Bra97, Com98, Sou02, Bét03|, en agissant directement sur les
signaux recus. D’autres travaux se basent sur la connaissance de l’environnement
extérieur [Mar05| afin de prédire les réflexions, ou sur des antennes multiples afin
d’estimer les signaux réfléchis [Ray01]. Giremus et Tourneret [Gir05| ont proposé
un filtre particulaire rao-blackwellisé afin d’estimer les biais affectant les mesures de
pesudo-distances, dus aux trajets multiples. Ils utilisent pour ceci un modéle d’ob-
servation a saut dont les variables indicatrices ont des probabilités a prior: fixées.
Contrairement a ces travaux, qui utilisent soit les signaux directement recus par le
récepteur, soit les pseudo-distances, nous supposons ici que nous n’avons a notre
disposition que la mesure finale de position délivrée par ce récepteur.

Dans cette partie, on considére un véhicule terrestre équipé de trois capteurs :
un récepteur GPS, un capteur d’angle de braquage et un capteur de vitesse. Le
récepteur GPS est supposé potentiellement défaillant a cause des phénoménes de
trajets multiples pouvant subvenir en milieu urbain. On définit donc pour ce capteur
deux modéles d’observations, un nominal et un défaillant, et 1’on utilise le modéle
général défini dans le chapitre précédent. Etant donné les caractéristiques spécifiques
du modéle d’évolution, un algorithme modifié est proposé pour la résolution du
probléme, dérivé du filtre particulaire UKF rao-blackwellisé |Bri03].

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Tout d’abord, des détails sont
donnés sur les types de capteurs embarqués sur un véhicule terrestre pour la loca-
lisation. Un intérét particulier est accordé au récepteur GPS, consituant la base du
systéme de localisation, et dont le principe de fonctionnement et les erreurs asso-
ciées sont présentés. Ensuite, le modéle d’évolution de I’état, basé sur les équations
cinématiques du véhicule, est explicité, ainsi que les modéles de mesure associés aux
trois capteurs, et le modéle permettant de détecter les défaillances du GPS, basé
sur le modéle du chapitre précédent. L’algorithme de filtrage particulaire UKF rao-
blackwellisé est ensuite présenté. Enfin, des simulations sont données permettant de
montrer 'apport du modéle et de ’algorithme.
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3.2 Localisation d’un véhicule terrestre

3.2.1 Capteurs embarqués pour la localisation

On peut classer les capteurs embarqués sur un mobile en deux catégories.

D’une part les capteurs extéroceptifs (absolute sensors), qui prennent des in-
formations sur I’environnement extérieur du mobile et permettent une localisation
absolue (dans un repére fixe) de celui-ci. Les systémes de localisation par satellite
(le systéme américain GPS, le systéme russe GLONASS et le futur systéme européen
Galileo), les compas magnétiques, les caméras, capteurs ultrason ou télémétres font
partie de cette catégorie. Ils ont comme caractéristiques une fréquence d’échantillon-
nage généralement faible (basse fréquence) et une précision bornée dépendant des
spécifications du capteur et de ’environnement.

D’autre part les capteurs proprioceptifs (dead-reckoning sensors) qui prennent
des informations sur le mobile lui-méme et permettent une localisation relative
(par rapport a la derniére position) du mobile. Les capteurs de vitesse, d’angle
de braquage, les gyromeétres, et les accélérométres entrent dans cette catégorie. Ils
ont comme caractéristiques une fréquence d’échantillonnage assez grande (haute
fréquence) relativement aux capteurs extéroceptifs, et une précision dépendant a
la fois du capteur et du modéle d’évolution du mobile. Comme la localisation est
relative, on est confronté & une dérive de I'erreur de positionnement et donc & une
erreur non bornée.

La table 3.1 résume les caractéristiques de ces deux catégories de capteurs.

TaB. 3.1 — Caractéristiques des capteurs extéroceptifs et proprioceptifs

] Type de capteur H Extéroceptif Proprioceptif ‘
Localisation Absolue Relative
Cadence d’acquisition Basse fréquence Haute fréquence
Précision de positionnement || Moyenne Trés bonne
a court terme
Précision de positionnement || Trés bonne Mauvaise
a long terme (dérive inhérente)

Les capteurs extéroceptifs ont donc un bon comportement a long terme et les
capteurs proprioceptifs un bon comportement a court terme. De plus, les mesures
délivrées par les capteurs extéroceptifs peuvent étre dégradées a cause de pertur-
bations dans 'environnement extérieur (ce point, abordé dans la section suivante,
est particuliérement critique pour le signal GPS), tandis que les erreurs des capteurs
proprioceptifs sont limitées & une mauvaise calibration du capteur ou une défaillance
de celui-ci. Ces deux types de capteurs ont des caractéristiques complémentaires et
se prétent donc bien a une fusion de leurs informations.
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3.2.2 Le systéme GPS
a) Description du systéme

Le systéme NAVSTAR-GPS (NAVigation System by Timing And Ranging - Glo-
bal Positioning System) est un systéme de positionnement par satellite permettant, a
partir de la réception d’un signal émis par une constellation de satellites, de connaitre
sa position dans un repére fixe ainsi que le temps universel [Duq05].

Concu et développé a partir de 1973, il est officiellement mis en service en 1995 par
le département de la défense américain. Initialement programmé a des fins militaires,
son utilisation intéresse de larges domaines civils, allant de la navigation terrestre et
maritime aux relevés topographiques en passant par le suivi de flottes de véhicules.

Le systéme est composé de trois segments distincts :

e le segment spatial, constitué d’un ensemble de 24 satellites (au moins) en orbite
MEO (Medium Earth Orbit, 20200 km) répartis sur six plans orbitaux, ayant
une période orbitale d’environ 12 heures. Chaque satellite posséde a son bord
un oscillateur fournissant une fréquence fondamentale de 10.23MHz calibrée
sur des horloges atomiques. L’émetteur génére continuellement deux ondes (L1
et L2) de fréquences respectives 1575.42 MHz et 1227.60 MHz,

e le segment de controle, composé de cing stations américaines au sol, réparties
sur la surface du globe, permettant de piloter le systéme. Leur role est de
controler les informations envoyées par les satellites et de corriger celles qui
sont erronées,

e le segment des usagers, civils ou militaires, qui regroupe ’ensemble des récep-
teurs recevant de facon passive les informations émises par les satellites.

Chaque satellite envoie continuellement vers la terre un signal contenant (entre
autres) des informations sur sa position au moment ou il a envoyé le signal et ’heure
a laquelle il I'a envoyée. Le calcul du temps mis par le signal pour atteindre le
récepteur permet a celui-ci de connaitre la distance le séparant du satellite. Etant
donné que l'on a quatre inconnues (la position en 3D du récepteur et l'erreur de
son horloge), quatre satellites sont au minimum nécessaires afin de déterminer la
position du récepteur par triangulation.

Le signal émis par le satellite est composé
e des ondes porteuses L1 et L2, de fréquences respectives 1575.42 et 1227.6 MHz,
e des codes C/A (Coarse Acquisition) et P (Precise), modulés sur les ondes
porteuses selon une séquence binaire de 1023 bits pour le code C/A et une treés
longue séquence (7 jours) pour le code P. Le code C/A, différent pour chaque
satellite, permet d’identifier celui-ci. Pour éviter le brouillage du signal GPS,
un code uniquement accessible aux militaires est rajouté au code P,
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e du message de navigation, qui module le code C/A sur L1 et le code P sur L2
a une fréquence de 50 Hz. Il contient des informations sur 'orbite du satellite,
les corrections d’horloge, ainsi que d’autres parameétres du systéme.

Selon ces caractéristiques, le GPS offre deux services
e le SPS (Standard Position Service), mis a disposition des utilisateurs civils par
le code C/A,
e le PPS (Precise Position Service), réservé aux militaires américains qui pos-
sedent un algorithme de décryptage permettant d’accéder au code P.

Les distances séparant chaque satellite du récepteur peuvent étre calculées de
fagon différentes : selon la mesure de code ou la mesure de phase. La premiére se
base sur le code C/A afin de définir le temps de propagation, la deuxiéme se base
sur les porteuses L1 et L2.

b) Le GPS différentiel

Le GPS différentiel se base sur le fait que plusieurs erreurs associées au systéme
GPS, notamment dues a la traversée de I’atmosphére terrestre, sont fortement cor-
rélées spatialement. Ainsi, la connaissance des erreurs de propagation en un point P
sur la Terre permet de corriger ces erreurs de propagation dans un certain rayon «
autour de P.

Un systéme DGPS (Differential GPS) est donc constitué d’une station fixe munie
d’un récepteur GPS, et dont la position est connue. Cette station fixe calcule la
différence entre sa position réelle connue et celle calculée a partir des signaux GPS
et en déduit les erreurs associées. Elle transmet ensuite en temps réel (par UHF,
GSM...) ces corrections aux récepteurs GPS mobiles qui peuvent soustraire ces
erreurs lors de leur calcul de position. Le principe de fonctionnement du DGPS est
résumé par la figure 3.1 page suivante.

c) Erreurs associées au signal GPS

De nombreuses erreurs entachent le calcul de position du GPS. Si certaines
peuvent étre éliminées par corrections différentielles, d’autres, comme celles dues
aux trajets multiples, restent réfractaires a tout traitement global.

e Erreurs dues a la propagation ionosphérique
L’ionosphére, qui s’étend de 50 a 1000 km autour de la surface de la Terre,
est constituée de gaz ionisés par les radiations solaires. L’ionisation produit
des nuages d’électrons libres qui ont un effet dispersif sur les signaux GPS, et
provoquent des erreurs dans le calcul des distances satellites-récepteur.

e Erreurs dues a la propagation troposphérique
La partie la plus basse de 'atmosphére terrestre est composée de gaz secs et
de vapeur d’eau qui allongent le chemin de propagation par réfraction.
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F1G. 3.1 — Principe de fonctionnement du GPS différentiel

e Erreurs de données d’éphémérides
De faibles erreurs dans les données transmises par le satellite peuvent induire
des erreurs correspondantes dans le calcul de la position.

e Trajets multiples

L’une des principales sources d’erreurs du signal GPS, qui n’est pas éliminée
par la correction différentielle, est due aux phénoménes de trajets multiples. Les
objets dans le voisinage de 'antenne du récepteur (sol, immeuble. .. ) peuvent
facilement réfléchir les signaux GPS. Le récepteur capte alors, en plus du che-
min principal, un ou plusieurs chemins secondaires (ayant un temps de propa-
gation supérieur), comme représenté sur le figure 3.2 page suivante. Le calcul
de la distance récepteur/satellite s’en trouve alors faussé. Ce phénomeéne peut
étre encore aggravé dans le cas d’un masquage du signal principal (le récepteur
ne regoit alors que le ou les signaux secondaires).

Les erreurs dues aux trajets multiples ne peuvent étre éliminées par I'utilisation
du GPS différentiel car elles dépendent de la géométrie des obstacles dans le
voisinage de I’antenne réceptrice.
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F1G. 3.2 — Tllustration des erreurs GPS dues aux phénoménes de trajets multiples

3.3 Modéle statistique

Dans ce paragraphe sont définis les modéles d’évolution et de mesures pour le
positionnement d’un véhicule terrestre équipé de quatre roues dont deux directrices.
Le modéle d’évolution, dérivé des équations cinématiques simplifiées du véhicule est
présenté au paragraphe 3.3.1 et les modéles d’observation des capteurs au para-
graphe 3.3.2.

3.3.1 Modéle d’évolution de I’état basé sur la cinématique du
véhicule

Le véhicule terrestre auquel nous nous intéressons est illustré sur la figure 3.3. Son
modéle cinématique est inspiré de [Gui02| et [Gui00|. Les équations différentielles
gouvernant la cinématique du véhicule au point F. sont basées sur un modeéle de
braquage d’Ackerman (modéle de bicyclette simplifié), et sont données par (la liste
des variables, ici prises au point C, est présentée dans la table 3.2) :

Xc(t) = V.(t) cos(t)
Yo(t) = Ve(t) sin (1)
() = Y52 tan 5(¢)
Soit P(X,Y') la position du véhicule au niveau de 'antenne GPS (point P). Au

point P, X et Y s’expriment en fonction de X. et Y, selon

X(t) = Xc(t) +acosip(t) + bsiny(t)
Y (t) = Y.(t) + asine(t) — beos(t)
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Nord

F1G. 3.3 — Nomenclature du véhicule terrestre. ¥ est ’angle entre le Nord et ’axe
longitudinal du véhicule terrestre et 3 est I’angle de braquage. La position est calculée
au point P(X,Y). Le capteur de vitesse est situé¢ sur la roue arriére gauche du
véhicule et le capteur GPS sur le c6té avant droit. La position du véhicule est calculée
dans un repére de coordonnées Nord-Est.

TAB. 3.2 — Variables d’état utilisées dans le modéle de véhicule terrestre

X, Y Positions Nord et Est du véhicule au point P
Vitesse du véhicule au point Po

Cap du véhicule

Angle de braquage

Période d’échantillonnage

N oS <

L’approximation discréte du premier ordre est adoptée (on note V; = V,.(t))
: Vi
Xip1=Xi 4+ T | Vicosthy + (—asini, + bcos wt)f tan (3,

Yian=Y+T {V} sin; + (acos iy + bsinwt)% tan ﬁt}
Vi =V +TV;

Vi1 =Y + T% tan(5;)

ﬁ_t+1 = ﬁ_t + T@:t
Bir1= B¢ + T

Ces équations peuvent étre reformulées sous la forme du modéle non linéaire

suivant
X1 = f(Xt) + G- Vi (31)
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ou f est la fonction (non linéaire) de transition de 1’état, G est la matrice de transfert
du bruit d’état. Le vecteur _ d’état est
x; = [Xo, Vi, Vi, ¥y, B Bi,]" et le bruit d’état v, = [V;, 3]7. Le bruit d’état
v, = [Vt, Bt]T est supposé étre un bruit blanc gaussien centré de matrice de cova-
riance connue Q; = E[vyv]].

3.3.2 Modéles d’observation

Le véhicule est équipé de trois capteurs, comme cela est représenté sur la fi-
gure 3.3. Ces capteurs sont

— un récepteur DGPS de précision centimétrique, délivrant la position Nord et

Est du véhicule,

— un capteur de vitesse,

— un capteur d’angle de braquage.

Les mesures de vitesse et d’angle de braquage sont synchrones. Les mesures GPS
sont quant a elles asynchrones par rapport a ces derniéres. La fréquence d’acquisition
des mesures GPS est faible (5 Hz) comparée a celle des mesures de vitesse /angle de
braquage (40 Hz). Les modéles d’observation des capteurs sont détaillés ci-dessous.

a) Modéles d’observation du capteur GPS

Le modéle d’observation nominal du GPS est le suivant

X
Zl,t = hl(Xt) + Wl,t = ( Yv: ) + Wl,t (32)

avec Wi, un bruit blanc gaussien centré de matrice de covariance connue [?;; =
0.00215, avec I, la matrice identité 2 x 2. Quand le capteur GPS est valide, la loi
d’observation est p(z1¢|x:) = N (h1(x¢), R1t).

Le récepteur GPS ne peut pas étre considéré comme complétement fiable a cause
des phénoménes de trajets multiples, masquage ou diffraction, pouvant altérer les
mesures, particuliérement en environnement urbain [Gre0lb]. On suppose que le
capteur GPS a deux classes de fonctionnement

— un état nominal de fonctionnement correspondant au modéle de mesure défini
par I'équation (3.2),

— un état défaillant lorsque les mesures sont altérées a cause de phénoménes
de trajets multiples. Dans ce cas, on définit une densité de probabilité vague
po(z1+), uniforme sur un intervalle large centré sur l'estimée de la derniére
position.

Pour le capteur GPS, on définit donc la variable latente binaire ¢;, € {0, 1},

prenant la valeur O si le capteur est défaillant et 1 s’il est dans son état nominal de
fonctionnement. Le modéle d’évolution pour oy, est celui défini par I'équation (2.16).
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b) Capteurs de vitesse et d’angle de braquage

Les modeles d’observation des capteurs de vitesse et d’angle de braquage sont,
respectivement

H
Zop = ho(xy) +wey = (1 + tan(ﬁt)f)vt + way

et
231 = hs(Xy) + wsy = B + way

avec wq; et ws, des bruits blancs gaussiens centrés de matrices de covariance [Rg; =
0.1 et R3; = 0.002. Ces capteurs sont supposés entiérement fiables.

3.4 Objectifs d’estimation et algorithme

Etant donnés le modéle statistique et les hypothéses réalisées sur les capteurs,
I'objectif d’estimation est le suivant : & chaque instant ou les données de vitesse /braquage
sont collectées, x; est estimé par MMSE. Quand une donnée GPS est disponible, x;,
a1y et o sont estimés par MMSE et ¢;; par MAP.

Dans le modéle d’évolution défini par I’équation (3.1), les composantes du bruit
d’évolution de I’état ont une variance négligeable (I’évolution est quasiment déter-
ministe). Ceci cause un probléme d’appauvrissement des échantillons dans le filtre
particulaire, i.e. la plupart des particules ont la méme valeur au bout d’un certain
temps [Dou01b, Ris04].

L’approche proposée est basée sur une approximation du filtre particulaire, dont
le cotiit en temps de calcul est faible et qui est assez précise. Cette approche, déve-
loppée dans [Bri03] sous le nom de filtre de Kalman sans parfum rao-blackwellisé
(Rao-Blackwellised UKF), est inspirée du filtre particulaire rao-blackwellisé, ou les
filtres de Kalman sont remplacés par des UKFs [Jul97, Wan00, Jul00]. L’état x; est
estimé par une banque d’'UKFs, tandis que les autres éléments de 1’état augmenté
(i.e., ¢, oy, o) sont mis & jour en utilisant les distributions d’importance décrites
au paragraphe 2.3, pour les variables c;.¢, ag.t, 0¢.¢. L’algorithme 3.1 page 75 présente
les différentes étapes du filtre de Kalman sans parfum rao-blackwellisé.

3.5 Resultats

L’algorithme 3.1 est appliqué a des mesures réelles. Celles-ci ont été collectées par
I’ Australian Center for Field Robotics (ACFR)!. Ces données ne sont pas corrompues
par les erreurs d’observation standards. Deux types d’erreurs ont été ajoutés pour
tester I'algorithme :

!Ces données peuvent étre trouvées a l'adresse internet http://www.acfr.usyd.edu.au/
homepages/academic/enebot/dataset.htm.
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— Simulation de trajets multiples par I'ajout d’un biais aléatoire constant par
morceaux aux données réelles, voir la figure 3.4. Des phénoménes de trajets
multiples sont simulés dans les intervalles de temps 77 = [50, 60|, 1> = [62, 68]
et Ty = [75,80] (ces instants temporels correspondent aux indices des données
GPS, i.e., il augmente de t & ¢t + 1 a chaque fois qu'une observation GPS est

collectée).
— Simulation d’un dérapage du véhicule, simulé en remplagant la mesure d’angle
de braquage par une mesure erronnée, sur l'intervalle 7, = [12,14] (voir la

figure 3.5 page suivante).

Trajectoire du véhicule terrestre

+  Position estimée avec notre algorithme| 4 ¢
0O Mesure GPS

-10}+

X Nord (m)

Multitrajets

-15F &

-25

Y Est (m)

F1G. 3.4 — Estimée MMSE de la trajectoire du véhicule obtenue avec I’algorithme 3.1
page 75. Les carrés représentant les données GPS. Les données sont représentées dans
le repére de coordonnées Nord-Est. Les défaillances du GPS surviennent a cause de
phénomeéne de trajets multiples, et ont été simulées en ajoutant un biais aléatoire
constant par morceaux.

Les résultats de l'estimation de 1’état avec l'algorithme 3.1 ont été comparés
avec ceux obtenus avec deux algorithmes a base de filtre de Kalman sans parfum.
Dans le premier UKF, la capacité de rejeter les mesures erronnées n’est pas mise en
ceuvre. Dans le second, les erreurs sont détectées en utilisant 'innovation quadratique
normalisée, comme détaillé au paragraphe 1.2.1.

La figure 3.6 représente l’évolution de la probabilité a posteriori c;; pour le
capteur GPS. Elle montre également I'estimée MMSE de aq ¢+ (qui est ici interprété
comme un coefficient de fiabilité du capteur GPS). Pendant les intervalles 77, T5
et T3, notre algorithme parvient a détecter les défaillances du GPS et la variable
latente c;; est estimée proche de 0. Le parametre de fiabilité du GPS «;; diminue
pendant cet intervalle de 80% a 40%.
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Zoom sur le dérapage
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FiG. 3.5 — Estimée MMSE de la trajectoire du véhicule, obtenue avec I'algorithme
3.1 et avec un algorithme UKF avec rejet des erreurs de mesure. Le morceaux de la
trajectoire représenté est un zoom de la figure 3.4 page précédente. Le dérapage du
véhicule est simulé en ajoutant un biais aléatoire a la mesure de 'angle de braquage.
Dans ce cas, 'UKF rejette les données GPS et ne parvient pas a suivre a nouveau la
trajectoire du véhicule. L’algorithme proposé tout d’abord rejette la donnée GPS,
mais revient ensuite vers la bonne trajectoire.

La figure 3.7 compare 'erreur de positionnement donnée par notre algorithme
et par le premier algorithme UKF (sans détection des erreurs GPS). Bien str, cet
UKF donne des résultats médiocres en cas de trajets multiples, car ces données sont
intégrées dans le processus de fusion, ce qui occasionne de larges erreurs pendant les
intervalles T, T, et T5. Notre algorithme conserve de bonnes performances, bien que
Ierreur augmente sensiblement durant les intervalles 77, T5 et T5. L’augmentation
de l'erreur est principalement due au manque d’information lorsque la donnée GPS
n’est pas utilisée, elle est donc liée au modéle, et non a ’algorithme.

La figure 3.8 est similaire a la figure 3.7. Dans la figure 3.8, notre algorithme est
comparé avec un UKF avec détection d’erreurs, comme expliqué au paragraphe 1.2.1.
Ce dernier algorithme considére que les données GPS sont erronnées sur l'inter-
valle T (les mesures de braquage sont considérées comme toujours fiables d’aprés
le modeéle), et il échoue & revenir vers la bonne trajectoire. Ceci peut étre expliqué
de la maniére suivante : & cause du dérapage, les mesures GPS sont en désaccord
avec le modéle d’évolution pendant I'intervalle T}, et ces mesures sont donc rejetées
par l'algorithme UKF. En conséquence, la trajectoire estimée du véhicule diverge
de la trajectoire correcte au cours du temps, impliquant le rejet des mesures GPS
suivantes : 'UKF suppose de fagon erronnée que le GPS est défaillant. Le méme
phénomeéne apparait en cas d’erreurs du GPS dues aux trajets multiples pendant
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les intervalles 77, Ty et T3 (voir la figure 3.8). Au contraire, notre algorithme teste
toutes les hypothéses valide/défaillant. Par exemple, a l'instant ¢t = 12, ’hypothése
la plus probable est "le GPS est défaillant", mais a l'instant ¢ = 13, I’hypothése
la plus probable devient "le GPS est valide aux instants ¢ = 12 et t = 13" car
la nouvelle mesure GPS est cohérente avec le modéle d’évolution. Ceci explique le
fait que I'estimée MMSE de la position calculée par notre algorithme suit la bonne
trajectoire (voir la figure 3.5).

Variable latente du GPS Cly

c=1

20 40 50 60 68 75 80 100
Indice de temps GPS

Coefficient de fiabilité du GPS o,

20 40 50 60 68 75 80 100
Indice de temps GPS

F1G. 3.6 — (Haut) Probabilité a posteriori de 'é¢tat GPS ¢ = 1. Pendant les inter-
valles de temps 77 = [50, 60|, 75 = [62, 68] et T3 = [75, 80], I’état réel du capteur GPS
est ¢;; = 0 (défaillant), et ¢;; = 1 (valide) pour les autres intervalles. Les états du
capteur sont correctement estimés. (Bas) Estimée MMSE du coefficient de fiabilité
du GPS aj 1. Pendant les intervalles 77 = [50,60], To = [62,68] et T3 = [75, 80,
le coefficient de fiabilité du GPS «; 1, diminue car le GPS est détecté comme étant
défaillant. En dehors de ces intervalles, le coefficient de fiabilité augmente car le GPS
est détecté comme étant valide.

3.6 Conclusion

Dans ce chapitre a été présentée une application réelle, en robotique mobile,
des modéles et algorithmes développés dans le chapitre précédent. On considére
un véhicule terrestre, équipé de trois capteurs dont un capteur GPS potentiellement
défaillant. Deux états valide/défaillant sont définis pour ce capteur, et un algorithme
modifié prenant en compte les spécificités du modeéle d’évolution est donné. Des
simulations de trajets multiples ajoutées & des mesures réelles permettent de mettre
en évidence l'apport des modéles/algorithmes proposés par rapport aux approches
existantes.
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Erreur de position horizontale
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Notre algorithme
— — — UKF (sans rejet)
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Fi1G. 3.7 — Comparaison de l'erreur de positionnement moyenne quadratique entre
notre algorithme et I'algorithme UKF (sans rejet des mesures erronnées). L’'UKF
donne de larges erreurs d’estimation de la position du véhicule pendant les inter-
valles 77 = [50,60], 1o = [62,68] et T3 = [75,80] (défaillance du GPS) car il utilise
ces données erronnées dans le processus de fusion. Notre algorithme donne de bien
meilleurs résultats que 'algorithme UKF'.
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Algorithme 3.1 Filtre particulaire UKF rao-blackwellisé pour le positionnement
d’un véhicule terrestre

e Etape 3.1.1 Initialisation
Pour les particules ¢ = 1,.., N, échantillonner i(% ~ po(Xo|o)

Pour les particules i = 1, .., N, échantillonner Eézlz) ~ po(Xojo)
— Pour les particules i = 1, .., N, échantillonner aio(i) ~ po(0%p)
— Pour les particules i = 1, .., N, échantillonner ag% ~ po(arp)
Initialiser les poids w((f) — %

Etape 3.1.2 Itérations

— Pourt=1,2,... faire

% Si arrivée des mesures 2o, et 23

— Pour les particules ¢ = 1, .., N, faire

— Mettre a jour la moyenne x( ) et matrice de covariance 2,/

() avec un pas d’'UKF,

tt tt
Le. (ng\zz’ztfz) UKF(AEZ)WA’EE)M 15 22t 23.1)
— Faire c?{ — cﬁ 1
— Faire agi — a%’l 1
— Faire o t(i)l — o} t(z)
— Pour les partlcules t=1,..., N, mettre a jour les poids
o = w,gi)lp(ZZ,t‘Zl:tfl)p(ZS,t’Z1:t71>

% Si arrivée d'une mesure GPS z; ;
— Pour les particules ¢ = 1, .., N, faire
— Echantillonner la variable d’état du capteur
A N
q(cr t|Xt -1 EEZ—)Ht—l’ a%t_l,zu)

— Echantillonner les probabilités 62% ~ q(al,t|ag271,5{f}, a%zi )

(1)1 ~ Q(U?t 1|01t(z)27a§,2e>a§2,3,71)
(@)

tt

&

— Echantillonner I’hyperparameétre ﬁ?t
()

tlt

ie. (], %)) =UKF(E",, .2}, e 210)

¢t
— Pour les particules 7 = 1, .., N, mettre a jour les poids

— Mettre a jour la moyenne 7, et matrice de covariance X,/ avec un pas d’'UKF,

~())

ﬂj«ﬁi) o w(i) p(zlt|011tazlf 1)P(5{1t|a1t
(E{ 1| £)1|t—1’2§1)1|t 170‘5,1—1721,0
« pla 1t|agz3‘,717U?t(Z)l)p(f&it(j)ﬁo-?t(%) (3.3)
a(@lal) 1. @) 011 )@ S lor &l ed) )

— Normaliser les poids afin que S | o =1

% Rééchantillonnage
— Calculer Neg comme dans I'équation (1.27) et rééchantillonner les particules si
Neg < .
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Fi1G. 3.8 — Comparaison de l'erreur de positionnement moyenne quadratique entre
notre algorithme et 'algorithme UKF (avec détection des mesures erronnées). La
premiére dérive de I'estimée de position par 'UKF (¢ = 12) est due au rejet des me-
sures GPS lorsqu’un dérapage s’est produit. Notre algorithme se conduit de meilleure
fagon dans ce cas ainsi qu’en présence de données GPS corrompues pendant les inter-
valles T} = [50,60], Ty = [62,68] et T3 = [75,80] : 'UKF d’abord rejette les données
GPS, mais dérive rapidement et est incapable de recoller a la bonne trajectoire.



CHAPITRE 4

Processus de Dirichlet pour I'estimation de
densités

Comme il a été indiqué dans le chapitre 1, I'inférence bayésienne se base sur
la connaissance de modéles stochastiques, qui sont définis dans cette thése sous la
forme des modéles (1.13) et (1.14), rappelés ci-dessous

X¢+1 = ft(Xt,Vt)
zy = hy(X;) + Wy

La partie stochastique de ces modéles est représentée par les bruits d’état v; et de
mesure w;. La distribution de ces bruits a été supposée connue dans le chapitre
1. Dans les chapitres 2 et 3, on a considéré qu’il pouvait exister un nombre fini
de modeéles de mesure, et que chaque capteur pouvait commuter d’'un modéle a
I'autre. Cependant, lorsque le capteur commute dans un état de fonctionnement
non prévu, c’est-a-dire lorsque le capteur est défini comme défaillant, la mesure
délivrée par le capteur n’est plus utilisée dans 1’algorithme de fusion. Il peut alors
sembler intéressant, dans ce cas, d’apprendre les nouvelles caractéristiques du modéle
de mesure. C’est en général la partie stochastique qui va varier, et I’on souhaite
donc estimer la nouvelle distribution du bruit d’observation. De la méme maniére,
la distribution du bruit d’évolution v; peut devenir différente de celle considérée
précédemment et doit dans ce cas étre estimée. L’objet des chapitres 4, 5 et 6 est
d’étudier I'estimation conjointe de I’état x; et des densités de probabilité des bruits
v; et w; a partir de la séquence des mesures. L’estimation de ces densités est réalisée
a l'aide des processus de Dirichlet, dont les bases sont présentées dans ce chapitre.
Au chapitre 5, des algorithmes séquentiels et itératifs sont présentés dans le cas ou
les modéles (1.13) et (1.14) peuvent s’écrire sous la forme de modéles linéaires dont
les distributions des bruits sont inconnues. Le chapitre 6 s’intéresse a des modéles
non linéaires et a des densités de probabilités pouvant évoluer temporellement.

7
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Les processus de Dirichlet définissent une distribution sur ’ensemble des distri-
butions de probabilité. Ils permettent donc de définir, dans le cadre de I’estimation
bayésienne, un a priori sur une distribution de probabilité inconnue. Les atouts
principaux des processus de Dirichlet proviennent de la forme simple que prend la
distribution a posteriori, et de la représentation dite en urne de Polya, qui per-
met une formulation simplifiée des mécanismes d’inférence bayésienne. Par rapport
aux mélanges finis, elle permet notamment d’éviter le recours & des methodes de
simulations plus évoluées telles que les sauts réversibles.

Les principales caractéristiques des processus de Dirichlet sont résumées dans
ce chapitre. Pour de plus amples détails, on pourra se référer aux articles d’Esco-
bar [Esc92| et Neal [Nea00|.

4.1 Estimation de densité

On considére un ensemble de données y1.,, = {y1, -, Ym}, Y1.m € V", distribuées
selon une densité de probabilité inconnue F

On désire estimer dans un cadre bayésien cette densité de probabilité F' & partir
de la connaissance des échantillons yi.,,. On s’intéresse a la classe des densités de
probabilité pouvant s’écrire sous la forme du modéle de mélange suivant

Fly) = / f(y19)dG(9) (1.2)

avec 0 € © une variable latente, f(-|0) la densité mélangée connue et G la distri-
bution de mélange. La distribution de mélange G est supposée inconnue, de distri-
bution a priori P(G). G est alors appelée mesure de probabilité aléatoire (Random
Probability Measure, RPM). Les équations (4.1) et (4.2) peuvent étre reformulées
sous la forme hiérarchique suivante

G ~ P(G) (4.32)
0lG ~ G (4.3b)
Vel ~  f(:[0k) (4.3c)

Dans un cadre paramétrique, on suppose que la distribution aléatoire G (et donc
F') est caractérisée par un paramétre ¢ € ¢ inconnu de dimension finie [Wal99|. La
densité aléatoire F' appartient donc & un espace de fonctions F de dimension finie.
L’a prior:t est donc défini sur ¢ et le modéle hiérarchique peut étre reformulé de la
fagon suivante

¢ ~ p(o) (4.4a)
Oclo ~ G(-|¢) (4.4b)
Vilbe ~ f(:10k) (4.4c)
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Deux exemples de modéles hiérarchiques paramétriques sont fournis dans les exemples
4.1 et 4.2 avec une densité mélangée gaussienne et une distribution de mélange pou-
vant étre caractérisée par un nombre fini de parameétres.

Exemple 4.1 Densité gaussienne. Soit yi.,, € R™ un ensemble de données
échantillonnées selon une loi inconnue F. On suppose a priori que la densité F
est une loi gaussienne de moyenne inconnue i et de variance fivée o3. La densité
F' est entierement caractérisée par la variable aléatoire p, et appartient donc a un
espace de dimension 1. La densité F' inconnue peut s’écrire sous la forme

széNma@mw

avec Glp = 6,. On suppose a priori que 1 ~ N(0,1), et donc

po~ N(O,1)
Okl ~ 0u(")
Vilfr ~ N(Qkagg)

Exemple 4.2 Meélange fini de densités gaussiennes. Soit yi.,, € R™ un en-
semble de données échantillonnées selon une loi inconnue F'. On suppose a priori que
la densité F' est un mélange fini de densités gaussiennes Y ,_, TN (puy, 03) de pon-
dérations T, et moyennes i, k = 1,...,n inconnues et de variances fixées égales
a o2. La densité F est enticrement caractérisée par les variables aléatoires my et
e, k=1,...,n, et appartient donc a un espace de dimension finie. La densité F
inconnue peut s’écrire sous la forme

széNma@m@

avee G|y, fim = D gy TkOpu,. On suppose a priori que m., ~ D(amg) et py ~
N(0,1) Vk=1,...,n, avec a € R et my un jeu de probabilité discret fizé de dimen-
sion n. En notant ¢ = {1, 1} et p(@) la densité a priori de ¢, on a le modéle
hiérarchique suivant

¢ ~ p(o)
Ople ~ > Tl ()
=1
Vel ~ N(O,00)

Dans de nombreux cas cependant, contraindre la densité de probabilité a prendre
une certaine forme paramétrique donnée peut limiter I'inférence réalisée a partir de
tels modeéles [Mul04]. On s’intéresse dans ce cas a des modéles non paramétriques,
qui définissent un a priori sur un espace plus large, et fournissent donc un support
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a plus de possibilités que ne le permettent les modéles paramétriques [Wal99]. Les
modéles non paramétriques peuvent généralement étre définis comme des modéles
paramétriques avec infiniment de parameétres ([Ber94, Mul04]|). Dans les modéles
non paramétriques, la distribution aléatoire G (et donc F) appartient & un espace
de fonctions F de dimension infinie. Dans un cadre bayésien, il est supposé que
la RPM G est distribuée selon une certaine distribution a priori, ¢’est-a-dire une
distribution sur I’ensemble des distributions de probabilités.

Ferguson [Fer73| a défini deux propriétés désirables pour cette distribution a
PTIOTL

1. Le support de cette distribution doit étre large.

2. La distribution a posterior: conditionnellement aux échantillons observés doit
étre analytiquement résolvable!

Plusieurs distributions a priori pour G sont envisageables (voir les articles de
Muller et al. [Mul04]| et Walker et al. [Wal99| pour un inventaire des différentes dis-
tributions a priori). On s’intéresse ici aux processus de Dirichlet (Dirichlet Process,
DP), qui sont largement employés dans la littérature.

4.2 Processus de Dirichlet

4.2.1 Deéfinition

Ferguson [Fer73, Fer74| a introduit le processus de Dirichlet comme une mesure
de probabilité sur 'espace des mesures de probabilité.

Définition 4.1 Soit (X,.A) un espace mesurable, Gy une mesure de probabilité sur
(X, A) et a un réel positif. Une distribution de probabilité G est distribuée selon
un processus de Dirichlet de distribution de base Go et de facteur d’échelle a si
pour n'importe quelle partition Ay, ..., Ay de X, le vecteur de probabilités aléatoires

[ G(A1) ... G(Ak) | suit une distribution de Dirichlet :

ot D est la distribution de Dirichlet standard, définie par I’équation (2.17).
On note ceci simplement par

Le processus de Dirichlet est défini a partir de la distribution de Dirichlet, qui
est une distribution sur un jeu de probabilités discrétes. Plusieurs des propriétés des
processus de Dirichlet (conjugaison, formulation en urne de Polya) sont analogues

LCette propriété a perdu quelque peu de sa pertinence avec le développement des méthodes de
Monte Carlo.
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a celles de la distribution de Dirichlet. Le lecteur non familier avec cette derniére
pourra se référer a ’annexe B.6.

Le processus de Dirichlet est défini par deux paramétres : la mesure de probabilité
de base Gy et le paramétre d’échelle . D’apreés 1’équation (4.5), on montre que pour
tout B € A

Epp(o.a) [G(B)] = Go(B) (4.7)

VAT pp(Go,e) [G(B)] = (4.8)

4.2.2 Propriétés

Une propriété importante est que les réalisations d’un processus de Dirichlet sont
discrétes [Bla73al], avec une probabilité 1. Sethuraman [Set94| a établi la représen-
tation stick-breaking? des réalisations d’un DP, définie par

G() =30, () (4.9

avec U; % Gy, m = B, 1[= (1 — B) et 5 “ B(1,a) ou B est la distribution beta

standard.

Les réalisations d’un processus de Dirichlet peuvent donc étre vues comme des
meélanges infinis dénombrables de mesures de Dirac. Les locations U; de ces fonctions
de Dirac sont notées sous le nom de cluster par la suite. Sur la figure 4.1 sont
représentées des réalisations G ~ DP(Gy, ) avec Gy = N (0, 1) et différentes valeurs
de a.

Remarque 4.1 On appelle classe des stick-breaking prior [’ensemble des processus
pour lesquels la RPM prend la forme de l’équation (4.9) avec U; ~ Gg et m; =
B H{;ll(l — (). Les processus de cette classe difféerent dans la fagon d’obtenir les
coefficients 3;. On peut citer :

— le processus de beta a deux parameétres [Ish00]

ﬁj ~ B(aab)

— le processus de Pitman-Yor [Pit97] (aussi appelé processus de Poisson-Dirichlet
a deux paramétres)

Bj ~ B(l —a,b+ ja)

2L’expression stick-breaking provient de la fagon d’obtenir les coefficients ;. On considére un
baton de longueur initiale 1. A chaque instant j, on casse un morceau du baton correspondant
a B que multiplie sa longueur. On recommence ainsi avec le morceau restant. Les coefficients =;
correspondent & la longueur des morceaux cassés.
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F1G. 4.1 — Représentation de réalisations de processus de Dirichlet G ~ DP( Gy, )
de distribution de base Go = N(0, 1) pour différents coefficients d’échelle a. Ces réa-
lisations sont obtenues a partir de la représentation stick-breaking (4.9) en simulant
les K premiers éléments tels que 1 — Zszl T > €.

Une motivation fondamentale pour I'utilisation du processus de Dirichlet comme
RPM est la simplicité de la mise a jour de la distribution a posteriori. Soient m

échantillons 64, ..., 0, échantillonnés de facon iid selon une distribution inconnue G
0r,....00|GYEG (4.10)

et supposons que la RPM G est distribuée selon un processus de Dirichlet de distri-
bution de base Gq et de facteur d’échelle «, soit,

G ~ DP(Gy, a) (4.11)

Dans ce cas, la distribution a posteriori Pr(Gl6;.,) est également un processus de
Dirichlet?
Gl01.m ~ DP(Gy,a) (4.12)

3Ce résultat est analogue a celui de la distribution de Dirichlet prior conjuguée pour une loi
multinomiale, cf. équation (B.3) en annexe B.6.
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avec G) = —2-Go + —— >/"  §p, et &/ = o+ m.

a+m a+m

De plus, Blackwell [Bla73b] a démontré que la distribution prédictive, obtenue
en marginalisant selon la RPM G, admet la représentation en urne de Polya suivante

m
Ot |01 ~ QijonL aim;% (4.13)

De ce fait, conditionnellement aux valeurs des variables latentes 6;.,, déja échan-
tillonnées, la probabilité que le nouvel échantillon soit identique a un échantillon
précédent est -, tandis que, avec la probabilité 2. le nouvel échantillon est
distribué (indépendamment) selon la distribution de base Gy. Il est a noter que plu-
sieurs variables latentes 05 peuvent avoir la méme valeur, et donc étre associées au
méme cluster U;. Le nombre de valeurs distinctes de 8, noté M, est donc inférieur
ou égal a m. L’ensemble {U;, j € N|3k € {1,...,m},0; = U;} est appelé 'ensemble
des clusters animés (alive clusters). Comme le montre I’équation (4.13), il y a un
effet de clustering : si m; variables latentes 6, ont pris la valeur du cluster Uj, la
probabilité que le nouvel échantillon soit égal a cette valeur sera QT]m .

Le coefficient d’échelle a régle le nombre de valeurs distinctes M. Pour m large,
Antoniak [Ant74] a montré que E [M|a, m] ~ alog(1+ ). Ainsi, quand o tend vers
0, la plupart des 0y partagent la méme valeur, tandis que lorsque « tend vers 'infini,
les 0, sont quasiment des échantillons iid selon Gg (voir la figure 4.1).

Dans la littérature, l'effet de clustering est souvent illustré a l'aide de la méta-
phore dite du « restaurant chinois », qui doit son nom au nombre supposé infini de
tables qu’il contient. Cette métaphore est illustrée sur la figure 4.2.

4.3 Processus de Dirichlet & mélange

En choisissant comme distribution a priori pour la RPM G le processus de
Dirichlet, on peut reformuler le probléme d’estimation de densité selon le modéle

hiérarchique suivant, représenté sur la figure 4.3 et connu sous le nom de processus
de Dirichlet & mélange [Ant74| (Dirichlet Process Mizture, DPM)

G|Gy,a ~ DP(Gg, ) et, pour k=1...m (4.14a)
0x|G ~ G (4.14Db)
Yi ~ f(-[6k) (4.14c)

La RPM G est la distribution de mélange, distribuée selon un processus de Di-
richlet DP(Gy, «). Les variables latentes 6 sont distribuées selon G. f(-|0;) est la
densité mélangée. En utilisant les équations (4.2) et (4.9), la distribution inconnue
F prend la forme a priori suivante

F() = Zvrjf(-\Uj) (4.15)
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F1G. 4.2 — Métaphore du restaurant chinois. (a) Un nouveau client entre dans un
restaurant ot se trouve un nombre infini de tables. Seul un nombre fini de tables
est occupé par une une ou plusieurs personnes. Le nouveau client a alors deux
choix possibles. Soit (b) il se joint & une table déja occupée avec une probabilité
proportionnelle au nombre de personnes a cette table. Soit (c) il s’assoit & une
nouvelle table, avec une probabilité proportionnelle & a. La localisation de cette
nouvelle table est alors tirée aléatoirement selon Gy.

avec U; % Gy, m; = B [1= (1 = B) et B e B(1,«). F est ainsi un mélange infini
dénombrable de densités de probabilité f(-|U;).

La figure 4.4 trace la densité F' associée a une réalisation G ~ DP(Gy, ) avec
une densité mélangée f(-|0) gaussienne. La densité F' est un mélange infini dénom-
brable de densités de probabilités gaussiennes dont la distribution des pondération
du mélange dépend de « et celle des moyennes de ces gaussiennes dépend de Gy.
La figure 4.5 représente des réalisations d’un processus de Dirichlet & mélange de
gaussiennes en 2 dimensions et met en évidence 'effet de clustering.

‘‘‘‘‘‘‘
,,,,,,,,
‘‘‘‘‘‘‘

o &

F1G. 4.3 — Modéle statistique hiérarchique d’un processus de Dirichlet & mélange.
La RPM G est distribuée selon un processus de Dirichlet de distribution de base Gy
et de facteur d’échelle a. Chacune des variables latentes 6, k = 1,...,m est ensuite
distribuée selon G. Les échantillons y;. sont finalement distribués selon la densité de
mélange f(-|0).
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Processus de Dirichlet a mélange de Gaussiennes F|G

— Echantillon G EIDP(GO,G)
— — — Distribution de base G0
0.5
0.4}
0.3}
0.2}
0.1}

F1G. 4.4 — Réalisation G ~ DP(Gy, «) d’un processus de Dirichlet de distribution
de base Go = N(0,1) et de facteur d’échelle @« = 10 et densité de probabilité
F(-) = [ f(-]0)dG(0) associée avec f(:|6) = N(-;6,0.1).

Neal [Nea00| a par ailleurs montré que le processus de Dirichlet & mélange défini
par I’équation (4.14) était équivalent au modeéle fini Dirichlet-multinomial suivant,
lorsque p tend vers l'infini

Up,..., UGy ~ Gy (4.16a)

Ty e, Tplar ~ D(%,...,%) et,pour k=1,....m (4.16Db)

cplmpy ~ Multinomial(my.p,) (4.16¢)

zilek, Uy ~  f(-|U) (4.16d)

Les variables ¢, € {1,...,p}, pour k = 1,...,m, sont appelées variables d’alloca-

tion d’une mesure z; a un cluster U, et I'on a la relation 0, = U,,. Les variables
d’allocations c; sont distribuées selon le vecteur de probabilité 7., lui-méme distri-
bué selon une distribution de Dirichlet. Lorsque p — oo, en marginalisant selon le
vecteur de probabilité my.,, on a la propriété en urne de Polya suivante

Pr(cpyr = jlen, oy em) = 7= Vi€ {cn,. .., cm}
P Vi < a (4.17)
t(Cmy1 # Vi <mley, ..o o) = o
avec m; = »_.* 0.(j) le nombre de variables d’allocations ¢;, ¢ < m, prenant la
valeur 7. Une variable d’allocation prend donc une valeur précédemment échan-
tillonnée j proportionnellement a m;, et prend une nouvelle valeur (correspondant a
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un nouveau cluster) proportionnellement a . La représentation donnée par I’équa-
tion (4.16) permet, contrairement & la formulation de I'équation (4.14), de dissocier
I’échantillonnage des valeurs des clusters d’une part, et les variables d’allocation
d’une mesure a un cluster spécifique d’autre part.

Dans cette représentation, contrairement & la représentation stick-breaking, la
numération des variables d’allocation et des clusters n’a pas d’importance, car il y
a équivalence entre les différentes classes [Nea00, Por06|. En effet la régle de prédic-
tion (4.17) opére dans Pespace des classes d’équivalence par rapport aux labels des
clusters (c; = co # ¢3 = ¢4 = ¢5.. . .), tandis que la représentation stick-breaking don-
née par I'équation (4.9) est définie dans l'espace de la définition explicite des labels
(1 =2,c0=2,¢c3 =8,¢c4 =8,¢c5 =8,...). Ceci est du au fait que dans la construc-
tion stick-breaking, les poids sont ordonnés en moyenne (E[m ] < E[m] < ...).

4.4 Méthodes d’approximation de la distribution a
posterior:

Les variables inconnues sont la RPM G et les variables latentes 6;.,. Dans le
cas général, on cherche & estimer la densité a posteriori compléte p(G,01.m|y1.m)
ou, de fagon équivalente, p(Ul.0o, B1.00, O1:m|Y1:m). Deux approches, basées sur un
échantillonnage de Gibbs, sont envisageables :

— l'approche marginale,

— l'approche conditionnelle.

L’approche marginale consiste a intégrer analytiquement suivant la mesure de
probabilité aléatoire G et a estimer la densité a posteriori marginale p(61.,|y1.m),
en utilisant la représentation en urne de Polya. L’approche conditionnelle [Pap05|
utilise I’échantillonnage rétrospectif [Pap03| (retrospective sampling) et la modé-
lisation sous la forme stick-breaking afin d’estimer la densité a posteriori compléte
P(Ut.00, B1:00s 01:m|Y1:m)- Seules les méthodes par échantillonnage marginal sont abor-
dées dans cette thése. On pourra se reporter a 'article de Papaspiliopoulos et Ro-
berts [Pap03| pour un exposé complet de I’échantillonnage retrospectif pour les
DPMs.

Deux approches sont envisageables pour I’échantillonnage marginal. Soit 1'on
cherche & estimer directement la densité marginale p(61.,|y1.,m) & partir du mo-
déle hiérarchique (4.14) [Esc94, Esc95, Nea00], soit 'on estime conjointement les

variables d’allocation ci., et les clusters vivants U; a partir du modéle hiérar-
chique (4.16) [Nea00].

4.4.1 Echantillonnage marginal : algorithme d’Escobar

Plusieurs méthodes, basées sur des algorithmes MCMC [Esc92, Esc95, Nea0o0,
Mac00c| ou d’échantillonnage d’importance séquentiel [Mac99, Fea04|, ont été dé-
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veloppées afin d’estimer la distribution a posteriori marginale p(01.,|y1.,). On §’in-
téresse ici aux méthodes MCMC par échantillonnage de Gibbs qui utilisent la re-
présentation en urne de Polya (voir I’équation (4.13)) du processus de Dirichlet.
L’algorithme suivant a été développé par Escobar et al. [Esc94, Esc95], et repris de
fagon détaillée par Neal [Nea00|.

On note 0_j, = {61, ..,0k_1, 041, .0 }. La distribution a priori conditionnelle est
donnée, d’aprés le modele de 'urne de Polya, par

b ~ — Gy + Z 5o, (4.18)

-1 —
a+m a+m ] Ik

La densité p(0y|0_k, y1.m) s’exprime, en appliquant la régle de Bayes, par

p(ekw—k: y1:m) X p<YIm|01m)p<0k|0—k)
soit

Okl0_k, Yim ~ TeHi + Y qixds, (4.19)
=Lk
avec

J(yel0k)Go(dby)
f@ (Y£/0)dGo(0)

r = Ca / F(¥el0)dGo(0)
(€]
Gk = CFlyil6)

Hy(dOx) =

ot C' est une constante de normalisation telle que Z;.":L#k qjk+re =1

Echantillonner directement selon p(6x|0_, y1.m) nécessite le calcul de Pintégrale
Jo [ (yk]0)dGy(0). Ceci est réalisable de fagon analytique si la densité mélangée f(-|6)
et la distribution de base Gy sont conjuguées, par exemple dans le cas ou elles
sont toutes deux gaussiennes. Dans le cas contraire, on peut échantillonner selon
p(O0k|0_k,y1.m) & partir d’'un pas de Metropolis-Hastings, ou la densité de probabilité
candidate est la densité a priori conditionnelle p(6x|0_). L’algorithme permettant
d’échantillonner simplement selon la loi p(6|0_) est donné en annexe C.3. La pro-
babilité d’acceptance est

f <yk|9§f)*)
Flyeloy™)

L’algorithme 4.1 résume les étapes nécessaires pour échantillonner selon p(01.,|y1.m)-

p(0)",6017") = min(1, ) (4.20)

Remarque 4.2 L’algorithme 4.1 produit une chaine de Markov ergodique, mais
la convergence vers la distribution a posteriori peut étre assez lente [Nea98]. Le
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Algorithme 4.1 Algorithme de Gibbs pour échantillonner selon p(61.,,|y1.m)
e Etape 4.1.1 Initialisation

Pour £ =1...m échantillonner 9,&1)
e Etape 4.1.2 Itérations

Pouri=1...N

e Pourk=1...m
Echantillonner 9,(:)\{9?), o ,9,521, 9,&:11), . ,9,(,271)}, Yiom :
— Directement selon I'équation (4.19) si f(yx|-) et Go(-) sont conjuguées.
— Sinon, faire un pas d’algorithme de Metropolis-Hastings :

— échantillonner 9,(3)* ~ p(9k|9(3€)

— avec la probabilité ,0(8,8_1), 9,(3)*) faire 0,(:) = H,(:)*, sinon faire 9,(3) = 9,(3_1).

probleme est qu’il y a souvent des groupes d’échantillons qui sont associés a la méme
valeur 0, avec une grande probabilité. Or, comme [’algorithme ne peut changer les
Or pour plus d’un échantillon simultanément, les changements des valeurs de 0y se
produisent trés rarement, car ils nécessitent le passage par un état intermédiaire de
faible probabilité dans lequel les échantillons du groupe ne sont pas associés au méme

0.

L’estimation de la densité inconnue F' revient a ’approximation de la densité
prédictive p(Ym+1|y1.m). Celle-ci s’exprime par

p(}’m+1’}’1:m) :/p(Ym-i—llem-i-l)Pr(dem-l—lbq:m) (4-21)
e)

On recherche une approximation de la distribution Pr(d6,,1|y1.m). Cette distribu-
tion s’exprime par

Pr(dy 1|y 1om) = / Pr(dBy,11(01m) PE(@Bremn 3 10m) (4.22)

m

avec Pr(d0m11101.m) = 72-Go(dbi1) + —— >ie1 06;(dOp11). Lalgorithme 4.1 per-

a-+m
met "approximation de la distribution Pr(df.,,|y1.,) par la distribution empirique

N
1
P (dO1m|y1:m) = N Z 595f2n(d91;m)
i=1

En propageant chacune des particules (9@

~ par le noyau de transition Pr(df,,1(01.m),

on obtient N nouvelles particules GSL)H qui permettent d’approcher la distribution
Pr(df,,+1]y1.m) par la distribution empirique

N
1
PN(d0m+1|y1:m> = N E 59$,i)+1 <d0m+1) (423)
=1
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et, & partir de ’équation (4.21), on obtient

N
1 i
Pmilyion) = 5 D f(Vmial6h0) (424

=1

L’algorithme d’approximation de la densité inconnue F' est finalement donné par
I’algorithme 4.2.

Algorithme 4.2 Algorithme d’approximation de la densité F

e Etape 4.2.1 Pour ¢« = 1,..., N, échantillonner Qﬁn par MCMC selon l'algo-
rithme 4.1

e Etape 4.2.2 Pour i = 1..N, échantillonner 92)+1|9§f3n ~ p(9m+1|9§f2n)

e Etape 4.2.3 Approcher la densité F' par

R S
()25 D O

4.4.2 Echantillonnage marginal : algorithme de Neal

Afin de résoudre le probléme de la convergence lente de ’algorithme précédent,
Neal [Nea00O] a proposé un algorithme basé sur le modéle (4.16). Cet algorithme
décompose I’échantillonnage de Gibbs en deux étapes. Les variables d’allocation ci
sont tout d’abord échantillonnées, afin de définir des groupes d’observations. Puis,
pour chaque groupe, la valeur du cluster U; associé a ce groupe est mise a jour. Cet
algorithme permet donc de modifier la valeur d’un cluster associé & un groupe de
mesures pour ’ensemble de celles-ci, et d’éviter le probléme de 1’algorithme précé-
dent.

On note X (cy.,,) ensemble des valeurs différentes prises par les variables d’allo-
cation Ci.y, et Ux(c,,,,) I'ensemble des clusters associés. L’objectif est alors d’estimer
par échantillonnage de Gibbs la densité a posteriori p(Cim, Ux (cy.m)|Y1:m)-

On note c_y, = {¢;,i = 1,...,ml|i # k} et m_y; le nombre de ¢;, i # k qui sont
égaux a j. D’aprés ’équation (4.17) et en appliquant la régle de Bayes, on a

{ Pr(c, = jle—x) = el Vj € X(ck)
Pr(cy # ciVi # klc k) = ;72—
et en appliquant la régle de Bayes, on obtient

{ Pr(cr = jlc i, ¥r Ux(e_y)) = bty f(UrlUj) Vi€ X(c i)
Pr(cy # ¢;Vi # klc_, Y, UX(C%)) = bﬁ fe f(yr10)dGo(0)

(4.25)

(4.26)
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ol b est une constante de normalisation telle que la somme de ces probabilités vaille
1. De la méme fagcon que pour I'algorithme précédent, le calcul analytique de ces
probabilités nécessite le calcul de l'intégrale [ f(yx|0)dGo(6). Dans le cas o cette
intégrale ne peut se calculer analytiquement, on peut échantillonner selon (4.26)
avec un pas de Metropolis-Hastings, en utilisant (4.25) comme loi de probabilité
candidate.

Une fois que les variables d’allocations sont mises a jour, les clusters animés Uj,
j € X(c1.m) sont ensuite mis & jour selon la densité suivante

p(Uj|C1om, yim) < Go(Us) ] £(vilU) (4.27)
i|lei=j
Le calcul analytique de I'équation (4.27) est possible si G est conjuguée pour f(y;|-).

Dans le cas contraire, on peut échantillonner avec un pas de Metropolis-Hastings en
prenant Gy comme densité de probabilité candidate.

L’algorithme 4.3 résume les étapes nécessaires pour échantillonner selon p(Ci.m, Ux ey, [Y1:m)-

Algorithme 4.3 Algorithme de Gibbs pour échantillonner  selon
p(Clzma UX(clzm) ’y1:m)
e Etape 4.3.1 Initialisation

Pour £ = 1...m échantillonner c,(:)

Pour j € X(c%)n), échantillonner U;l) ~ Gy
e Etape 4.3.2 Itérations

Pouri=1...N

e Pour k=1...m ‘ . .
Echantillonner c,(;)|{cgl), . c,(;) 18 c,(;rll), o ,cﬁffl)}, Yim
Directement selon l’équatlon (4.26) si f(yx|-) et Go(+) sont conjuguées, ou avec
un pas de Metropolis-Hastings. Si c;) prend une nouvelle valeur, échantillonner
U (Z )]yk, directement ou avec un pas de Metropolis-Hastings.

o Pourj € X(cgz)m), échantillonner U;) directement selon I’équation (4.27) ou

avec un pas de Metropolis-Hastings.

En notant Q(z U (ZZ), on obtient donc une approximation de la densité a poste-

11078 P(01.m|Y1:m)- Les equatlons du paragraphe précédent peuvent alors étre appli-
quées afin d’estimer la densité de probabilité F'.

4.4.3 Estimation des hyperparameétres

Les algorithmes précédents supposent connus le coefficient d’échelle o ainsi que
les hyperparamétres associés a la distribution de base Gg, notés 1. Ces hyperpa-
rameétres peuvent également étre considérés comme inconnus, afin d’ajouter un de-
gré de flexibilité a l'algorithme. On cherche alors a estimer la densité a posterior:
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P(01.m, @, ¥|y1.m) par échantillonnage de Gibbs a laide des densités conditionnelles
POk|Y1ms O—k, a, ) (pour k=1,...,m), p(|01.m, ¥, Y1.m) €t D(V]01:m, @, Y1.m)- Les
formulations des deux derniéres densités conditionnelles sont données dans les para-
graphes suivants. Quelques précisions seront également apportées sur le comporte-
ment de ces hyperparamétres et leur influence par rapport aux autres variables.

a) Paramétre d’échelle o du processus de Dirichlet

Le paramétre d’échelle a conditionne le nombre de clusters ayant un poids si-
gnificatifs. Si « est petit, la distribution de mélange G va se concentrer sur quelques
clusters ayant un poids important. Si « est grand, la distribution G va avoir plusieurs
points de support et le modéle non paramétrique devient "plus proche" [Esc92| de
la distribution de base Go.

Soit ug une variable aléatoire binaire, prenant la valeur 1 si 6, est une nouvelle
valeur, et 0 sinon. On a

«

Pr(um = 1’917 "70m7170[7G0) = Pr(um - 1|m,Oé) - a+m—1

Soit M le nombre de valeurs distinctes de 65 qui sont apparues dans les m premiéres
observations. Bien que la probabilité d’apparition d’un nouveau cluster Pr(u,, =
1|m,a) = —2— soit monotone décroissante en m, M vérifie [Ant74|

a+m—1
_ Q@
E M = E _
[Mla,m] a+k—1
k=1
Q
~ «ln lorsque m — oo

De ce fait, lim E [M|a, m] = co. En clair, bien que de nouvelles valeurs de clusters
m—00

n’apparaissent que de plus en plus rarement, on est néanmoins assuré d’obtenir
un nombre toujours croissant de clusters différents. De plus, le taux d’apparition
de nouvelles valeurs de clusters ne dépend que du facteur d’échelle @ et non de
la distribution de base Gg, qui détermine quant a elle seule la distribution des M
valeurs distinctes.

La probabilité conditionnelle de M s’exprime par

s(m, M)a™
Pr(M|a,m) = ST R

ou les s(m, k) sont les valeurs absolues des nombres de Stirling de premiére espéce
(cf. [Abr65] ou [Wei]). Le coefficient d’échelle o ne dépend que du nombre M de
variables latentes ayant des valeurs différentes et du nombre m d’échantillons, et
non des valeurs des ;. C’est 1a un des intéréts majeurs des DPMs : le nombre de
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clusters animés est indépendant de leur localisation, et réciproquement. La densité
conditionnelle p(|61.m, 1, Y1.m) se réduit donc & p(a|M,m) et s’exprime par

p(a|M,m) o Pr(M|a,m)p(ajm)

s(m, M)aM
Sy s(m, k)a’“p

(ar|m) (4.28)

avec p(a|m) la densité a priori de «, qui peut dépendre ou non du nombre d’échan-
tillons m. On utilise souvent une loi gamma. Il est possible d’échantillonner selon
p(a|M, m) par un algorithme de Metropolis-Hastings, et d’insérer ’échantillonnage
conditionnel de o dans les algorithmes d’échantillonnage de Gibbs développés pré-
cédemment.

Pour une autre méthode permettant un calcul et un échantillonnage directs
(en utilisant comme distribution a priori une loi gamma) on peut se référer a
West [Wes92| et Escobar et West [Esc95].

b) Hyperparamétres de la distribution de base Gy

On suppose que la distribution de base Gy dépend d’hyperparamétres 1) inconnus
que l'on souhaite estimer. On définit pour cela une densité a priori p(v) de ces
hyperparamétres. La densité conditionnelle p(¢|61.,, «,y1.) se réduit a p(1]0,.,,)
avec 0., I'ensemble des valeurs de cluster différentes. Elle est donnée par

p(]05.0r) < p(1) [ GolOh]¢) (4.29)

L’échantillonnage peut se faire par Metropolis-Hastings, ou par échantillonnage di-
rect si la forme de la distribution G le permet.

4.5 Discussion

4.5.1 Repéres bibliographiques

Les processus de Dirichlet ont été introduits en 1973 par Ferguson |Fer73, Fer74|
puis plusieurs travaux de Blackwell [Bla73b|, Antoniak [Ant74| et Sethuraman [Set94]
ont complété cet apport initial. Bien que les processus de Dirichlet & mélange aient
été introduits dans les années 70, ces modéles étaient trop complexes & appréhen-
der numériquement avant I'introduction de méthodes de Monte Carlo dédiées a ces
modéles ces 15 derniéres années |Esc92, Esc95, Nea00|. L’intérét pour les proces-
sus de Dirichlet a ainsi accompagné, dans une moindre mesure, celui pour les mé-
thodes de Monte Carlo, qu’elles soient itératives ou séquentielles. Ces modéles ont
été depuis appliqués dans des domaines aussi variés que 1’économétrie [Gri04], la
géoscience [Pie00] et la biologie [Xin06, Do05, Med02].
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4.5.2 A propos de la modélisation par processus de Dirichlet

Les processus de Dirichlet & mélange ont plusieurs caractéristiques intéressantes.
Tout d’abord, échantillonner selon la distribution a posteriori est rendu particulié-
rement facile grace a la formulation en urne de Polya. De plus, le caractére discret
de la RPM G permet une estimation directe du nombre de composantes, sans néces-
siter d’outils supplémentaires tels que les sauts réversibles (reversible jumps). Cet
aspect discret a cependant certains effets indésirés sur I'inférence, qui ont été repor-
tés dans [Pet97] et [GreOla]. Par exemple, le DP tend a favoriser un déséquilibre
entre les tailles des groupes de variables latentes associées a un méme cluster U;, et
a concentrer la distribution a posteriori du nombre de groupes sur une valeur plus
importante. Un autre aspect insatisfaisant du DP est le role joué par le coefficient
d’échelle o [Wal99]. En effet, ce paramétre controle a la fois le coté lisse ou discret
(voir I’équation (4.9)) de la distribution aléatoire et la variabilité de G par rapport a
la distribution de base Gy (voir I’équation (4.8)). Pour une variabilité maximale, le
paramétre a devrait tendre vers 0, mais dans ce cas G converge en probabilité vers
une mesure aléatoire concentrée en un seul point. Les arbres de Polya (Polya trees),
qui sont une généralisation des processus de Dirichlet, ont été proposés pour ré-
soudre ces inconvénients [Wal99|, mais ces modéles souffrent cependant de plusieurs
limitations pratiques [Mul04].

4.6 Conclusion

Ce chapitre a donné une revue des méthodes non paramétriques d’estimation
de densité par processus de Dirichlet & mélange. Les DPMs bénéficient de plusieurs
avantages. Tout d’abord, ’échantillonnage selon la densité a posteriori est rendu
particulierement aisé grace a la représentation en urne de Polya. Ensuite, le caractére
discret de la distribution G permet 'estimation directe du nombre de composantes,
sans nécessiter d’autres approches telles que les sauts réversibles (reversible jump).
Les processus de Dirichlet réalisent un compromis attractif entre la flexibilité du
modéle et les avantages algorithmiques, ce qui explique leur succés dans de nombreux
contextes. Dans le chapitre suivant, les DPMs sont utilisés pour estimer les densités
de probabilité des séquences de bruits d’évolution et d’observation dans les modéles
dynamiques linéaires.
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F1G. 4.5 — On considére une réalisation G ~ DP(Gy, ) avec Gy = N (xg, Xp), @ = 5,
xo = [0 0] et 3y la matrice identité d’ordre 2. La figure (a) représente la réalisation
G. Cette reéalisation est discréte et consiste en un mélange infini de mesures de
Dirac, dont les localisations sont distribuées selon la distribution de base Gy, et les
pondérations par le facteur d’échelle a. La figure (b) représente la méme réalisation,
mais en 2D. La taille des points est proportionnelle & la pondération associée au
cluster. La figure (c) représente des réalisations du DPM de gaussiennes associé a la
réalisation G, avec comme densité mélangée la gaussienne f(-|0) = N (- ;6,0.01%),
ceci pour m = 20, 30, 50, 100 réalisations. Les échantillons d’'un DPM ne mettent a
jour qu’un nombre fini de clusters. Cependant, de nouveaux échantillons permettent
de mettre a jour des clusters antérieurement non observés.



CHAPITRE 5

Processus de Dirichlet a mélange pour
I'inférence bayésienne dans les modeéles
dynamiques linéaires

5.1 Introduction

Les modéles dynamiques linéaires sont utilisés dans une grande variété d’appli-
cations, comprenant la poursuite de cibles, I'identification de systémes, la détection
de rupture, etc. Le modéle, introduit au paragraphe 1.2, est le suivant

X1 = Fp{t + Ctllt + GtVt (51)

Zy — Htxt + W (52)

ou x; est le vecteur d’état caché, z, est 'observation, v; et w; sont des séquences
de variables aléatoires indépendantes. F; et H,; sont les matrices connues d’évolution
de I’état et d’observation, u; est une entrée connue, C; est la matrice de transition
de 'entrée et G; est la matrice de transition du bruit d’état. L’objet principal du
modele (5.1)-(5.2) est de permettre I'estimation de I'état caché x; connaissant les
observations zy.; (filtrage) ou z;.7 pour t < T (lissage).

Il est couramment supposé que les séquences de bruit v; et w; sont gaussiennes,
de paramétres connus, car cela permet alors 'utilisation du filtre ou du lisseur de
Kalman (voir le paragraphe 1.2). Dans un tel cadre, les techniques de Kalman sont
optimales. Cependant, il y a un certain nombre de situations ou ces hypothéses
gaussiennes sont inadéquates, par exemple lorsque la distribution réelle du bruit
d’état ou d’observation est multimodale. Plusieurs exemples de ce type sont présentés
au paragraphe 5.6. Dans ce chapitre, nous nous intéressons donc au probléme de
I’estimation optimale de [’état lorsque les densités de probabilité des séquences de
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bruits sont inconnues et dowwent étre estimées en ligne ou hors ligne a partir des
données.

5.1.1 Approche proposée

La méthodologie proposée [Car06a] repose sur l'introduction de processus de
Dirichlet & mélange (DPMs), qui sont utilisés pour modéliser les densités de proba-
bilité inconnues du bruit d’état v; et du bruit de mesure w;. Les DPMs sont des
modéles non paramétriques bayésiens flexibles qui sont devenus trés populaires en
statistiques ces derniéres années, permettant ’estimation non paramétrique de den-
sités [Wal99, Nea00, Mul04]. Les fondamentaux de 'estimation de densité a I'aide
des processus de Dirichlet a mélange ont été donnés au chapitre 4. De facon concise,
un DPM peut étre vu comme un mélange infini de densités de probabilité avec une
forme paramétrique donnée (par exemple gaussienne). Les paramétres du mélange
(poids du mélange et location des clusters) sont donnés par la distribution de mé-
lange aléatoire G, qui est distribuée selon un processus de Dirichlet.

Une distribution a priori, notée G doit étre choisie sur I'espace des clusters,
tandis que les poids sont échantillonnés selon une distribution caractérisée par un
paramétre réel positif a. Pour « faible, une petite fraction des poids est significati-
vement différente de zéro, tandis que pour « grand, un grand nombre des poids est
différent de zéro. Ainsi, le paramétre a régle le nombre de paramétres réels dans le
mélange (c’est-a-dire, le nombre de composantes ayant un poids significativement dif-
férent de zéro), sans définir un nombre précis de composantes. Plus encore que cette
propriété puissante et implicite de clustering, les DPMs sont trés attractifs d’'un coté
algorithmique grace a la représentation dite d’urne de Polya (cf. équation (4.13)),
qui permet des calculs directs des distributions conditionnelles complétes associées
aux variables latentes 6.

5.1.2 Contexte

Plusieurs algorithmes ont été développés afin d’estimer les statistiques des bruits
dans les systémes dynamiques linéaires [Meh70, Mye76, Mai81, Mar04]. Cependant,
ces algorithmes font I’hypothése de densités de probabilité gaussiennes (dont les
moyenne et matrice de covariance sont inconnues). Comme mis en évidence par la
suite, ceci est un cas particulier de notre approche : si le coefficient d’échelle « tend
vers 0, les réalisations d’'un DPM de densités de probabilité gaussiennes convergent en
distribution vers une simple gaussienne dont la distribution a prior: des paramétres
est donnée par la distribution de base Gy.

Bien que de nombreux travaux aient été consacrés aux DPMs dans des do-
maines aussi variés que l’économétrie |Gri04], la géoscience |[Pie00| et la biolo-
gie [Do05, Med02], cette puissante classe de modéle n’a, a notre connaissance, jamais
été utilisée dans le contexte de modéles dynamiques linéaires. Dans ce chapitre, nous
montrons que les modéles dynamiques basés sur les DPMs avec des distributions de
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bruit inconnues peuvent étre définis de facon simple. De plus, plusieurs méthodes
efficaces sont données afin de réaliser I'inférence bayésienne, allant de I’échantillon-
nage de Gibbs pour ’estimation hors ligne au filtre particulaire rao-blackwellisé pour
I’estimation en ligne.

5.1.3 Organisation du chapitre

Ce chapitre est organisé de la fagon suivante. Au paragraphe 5.2 sont formulés
les modéles dynamiques aux distributions de bruits inconnues basés sur les DPMs.
Le paragraphe 5.3 présente un algorithme MCMC efficace pour I'estimation op-
timale dans le cas hors ligne. Dans le paragraphe 5.4, un algorithme de Monte
Carlo séquentiel (filtre particulaire) est présenté pour I'estimation optimale dans le
cas séquentiel (en ligne). Tous ces algorithmes peuvent étre interprétés comme des
méthodes de rao-blackwellisation. Au paragraphe 5.5, des caractéristiques de ces
algorithmes sont discutées, et reliées a d’autres approches existantes. Finalement,
au paragraphe 5.6, les algorithmes proposés sont employés sur trois applications :
la déconvolution aveugle de processus impulsionnels, la régression robuste, et un
probléme de détection de rupture en séries temporelles biomédicales.

5.2 Modéle dynamique linéaire & distributions de
bruits inconnues

Le modéle dynamique linéaire défini par les équations (5.1)-(5.2) dépend des
distributions inconnues des bruits {v;} et {w;}, qui sont supposées étre des DPMs
de gaussiennes dans ce chapitre. Le modéle est défini de facon précise dans la suite
de ce paragraphe.

5.2.1 Modéle des bruits avec DPM

A la fois pour {v;} et {w;}, la densité mélangée f(-|0) est supposée étre gaus-
sienne, notée N (uf,37) et N (ui’, X¥) respectivement. On note 0 = {uy, XV} (resp.
0 = {p’, X}) la variable latente donnant la moyenne et la matrice de covariance
de la gaussienne a linstant t, et 6, = {07,0’}. Les distributions de base G} et

¢ sont supposées étre des distributions normale-inverse Wishart [Gel95] notées
Gy = NIW (uf, k8, vy, Ay) et Gy = NIW (uly, ki, vy, AY). Cette distribution, dont
la définition est donnée en annexe B.5, est couramment utilisée en statistiques pour
définir une distribution a priori sur un couple {moyenne,matrice de covariance}.

Les hyperparamétres ¥ = {ug, i, v§, A§} et v = {uy, ki, vy, Ay} sont sup-
posés fixés et inconnus. Enfin, les facteurs d’échelle a¥ et o sont également sup-
posés fixés et inconnus. L’ensemble des hyperparamétres est noté ¢¥ = {a’, ¢},
ov = {a”, "} et ¢ = {¢¥,¢"}. Afin de simplifier la présentation, les hyperpara-
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métres sont tout d’abord supposés connus. Au paragraphe 5.3.2; le cas d’hyperpa-
ramétres inconnus est abordé en définissant des densités a priori et une procédure
d’estimation spécifique.

En résumé, nous avons les modeéles hiérarchiques suivants

G"|¢”" ~ DP(Gg,a"), (5.3a)
et pourt =1,2,... (u/,2))|G" ~ G, (5.3b)
v yw iid v oyw
velpy, 5Y ~ N(ug, ZF). (5.3¢)
et
G“|¢¥ ~ DP(Gy,a"), (5.4a)
et pourt =1,2,... (p/,2)|GY ~ GY, (5.4b)
w yw iid w oyw
wlpy B~ N, BY). (5.4c)

Ces modéles peuvent s’écrire de fagon équivalente v, ~ F¥(v;) et w; ~ F*(w;) ou
Fv et F™ sont des densités de probabilité inconnues définies par

Fo(v;) = / N (ve; 1, £)dG (11, D), (5.5)
F¥(wy) = / N (Wi 1, £)AG” (1, %) (5.6)

Autrement dit, F¥ et F'* sont des mélanges infinis dénombrables de densités de
probabilité gaussiennes de parameétres inconnus, et les distributions de mélange G"
et G" sont distribuées selon des processus de Dirichlet.

5.2.2 Estimation des parameétres

Etant donné le modéle statistique défini par les équations (5.1)-(5.4), 'objectif
est d’estimer les distributions inconnues G et G de méme que les variables latentes
{0:} et le vecteur d’état {x;} a chaque instant ¢, conditionnellement aux observations
{z;}. En pratique, seule la variable d’état nous intéresse — G¥, G* et {6;} sont des
parameétres dits de nuisance. De fagon idéale, on souhaite estimer en ligne la séquence
de densités a posteriori p(Xo.|z1.4,¢) comme ¢t augmente, ou la densité a posteriori
hors ligne p(xo.r|z1.7, @), ot T est la longueur fixe de la séquence des observations
z1.7. Grace a la représentation en urne de Polya, il est possible de marginaliser
analytiquement selon G et G, et donc de s’affranchir de leur estimation explicite.
Les parameétres 61, et 01.7 subsistent et I'inférence est basée sur p(Xq.;, 014|214, ¢) ou
p(Xo.1, 01.7|21.7, ). La densité a posteriori p(Xo.t, 01.¢|z1.4, ¢) vérifie pour chaque ¢

p(onu 91:t|Z1:ta ¢) = p(XO:t|91:t7 Zy4, ¢)P(91:t|21:t, ¢) (5-7)
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Conditionnellement a 6;, les équations (5.1)-(5.2) peuvent étre reformulées selon

Xy = FtXt—l + u;(Qt) + Gtvg(Ht) (58)
Z; = HtXt + ,U;;U -+ W;(et)

ou uy(6;) = Cyuy + Gyl et puy sont des entrées connues, v;(6;) et wj(6;) sont des
bruits blancs gaussiens centrés de matrices de covariance connues X et X3, res-
pectivement. Ainsi, p(Xo.t|61:t, Z1., @) (resp. p(Xo.r|01.7,Z1.7, ¢)) est une densité de
probabilité gaussienne dont les paramétres peuvent étre calculés avec un filtre (resp.
lisseur) de Kalman [And79] pour un 6. (resp. ¢1.7) donné.

On s’intéresse généralement a l’estimée MMSE marginale de I'état X@ftMSE (resp.
%MMSE)
tT

ii\@/{SE = /ti(XO:t|91:t7Z1:t>¢)p(91:t|zlst7¢)d<X0:t>91:t)
= /ti(xt|91:t, Z:t, ¢)p(91:t|zlzt; Cb)d(xh ert) (5-10)

= /§t|t(91:t)p(91:t|zlzt,¢>d91:t

i?f%ASE = /ti(XO:T|01:TaZ1:T7¢)p(91:T|Z1:T’¢)d(XO:T701:T)
= /§t|T(91:T)p(91:T|Z1:T,¢)d€1:T

ott Xy¢(01:¢) (resp. Xyr(f1.7)) est la moyenne de la gaussienne p(x¢|61.s, Z1.4, ) (resp.
P(%¢|01:1, 211, @) Xyt (014) et Xy (01:¢) sont calculés par filtre et le lisseur de Kalman,
a partir du modéle linéaire gaussien défini par les équations (5.8)-(5.9).

Le calcul de ces estimées nécessite encore I'intégration par rapport aux 6. Ce type
d’intégrale n’est pas calculable de fagon analytique, mais elle peut étre approchée

numériquement par intégration de Monte Carlo [Rob99|. Briévement, supposons

qu'un ensemble de N échantillons pondérés {01 t}z 1,...n de poids wt() est distribué

selon p(01.¢|z1.4, @), alors x;“‘tMSE est calculé selon

(5.11)

X oo A Zwt e (0 | (5.12)

Dans ’équation (5.12), la principale difficulté reside dans le fait de générer les
échantillons pondérés {9@};11\; a partir de la densité marginale a posteriori
(014|214, @) (et de facon similaire, de p(61.7|2z1.7, ¢) dans le cas hors ligne).

— Pour 'estimation hors ligne (t = T'), ceci est réalisé par MCMC en construi-
sant une chaine de Markov d’échantillons {9@T}2:1N de distribution cible
Pr(dby.r|z1.7, ¢) (dans ce cas, wt(i) =1/N pour i =1,...,N). Les algorithmes
MCMC disponibles dans la littérature pour estimer ces modéles bayésiens non
paramétriques — e.g. [Esc95, Nea0O| — sont dédiés a l'estimation de densités
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dans les cas ou les données sont observées directement. Ils ne s’appliquent pas
dans notre cas, car les séquences {v;} et {w;} ne sont pas observées directe-
ment. Seule est observée la séquence des observations {z;}, supposée générée
par le modeéle dynamique (5.1)-(5.2). Le paragraphe 5.3 propose un algorithme
MCMC dédié a ce modéle.

— Pour 'estimation en ligne (séquentielle), les échantillons sont générés par
échantillonnage d’importance séquentiel, comme détaillé au paragraphe 5.4.

5.3 Algorithme MCMC pour P'estimation de 1’état
hors ligne

Dans cette section, on s’intéresse a l’estimation de 1’état hors ligne. Comme
souligné plus haut dans ce chapitre, ceci nécessite de calculer les estimées a partir
de la densité a posteriori p(xo.r,01.7|21.7), ou l'on rappelle que 6, = {67,0}"} =
{py, 7, 1y, X3} est la variable latente. Il est d’abord supposé que les hyperpara-
métres sont fixés et connus (paragraphe 5.3.1), puis on les considére comme inconnus,
avec des distributions a priori données (paragraphe 5.3.2).

5.3.1 Hyperparamétres fixés et connus

Dans ce paragraphe, le vecteur des hyperparamétres ¢ est supposé fixé et connu.
La densité marginale a posteriori p(01.7|z1.7,$) peut étre approchée par MCMC
avec un échantillonneur de Gibbs [Rob99]| présenté dans 'algorithme 5.1.

Algorithme 5.1 Echantillonneur de Gibbs pour générer des échantillons selon
p(Or.r|21.7, D)
e Etape 5.1.1 Initialisation

Pour t =1,..., T, échantillonner le) selon une distribution a priori arbitraire.
e Etape 5.1.2 [térations

Pouri=2,..., N+ N, Faire

— Pour t =1,...,T, échantillonner 99 ~ p(0¢|z1.7, 9(_1'35, o)

on 09 = {6, 6" 0P el

Afin d’exécuter I’algorithme 5.1, il est nécessaire d’échantillonner selon la densité
conditionnelle p(6|z1.7,0_¢, ) pour chacune des N’ + N itérations (incluant N’
itérations de chauffage). D’aprés la régle de Bayes, on a

p(04|z1.7, 0, @) X p(Z1.7|01.7)p(0:]0 ¢, @). (5.13)

ou p(0i|0_s,0) = p(6716%,, d")p(0;°10%,, #"). D’aprés la représentation en urne de
Polya, ces deux termes peuvent étre formulés selon (pour w, remplacer 'exposant v
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par w ci-dessous) :

T
v v v 1 av v v
N k;#ée;xw G (B9

Donc, on peut échantillonner selon la densité p(6;|z1.1,0_;, ¢) avec un pas d’algo-
rithme de Metropolis-Hastings (MH), ou la loi candidate est la densité a priori
p(0:|0_¢, @). Le choix de cette loi candidate permet de simplifier le calcul de la pro-
babilité d’acceptance, ainsi définie par

(5.15)

p(67",67%) = min (17 p(zir|0i”, 0%)

p(zr|of ", 0%)
ot 617" est la variable latente candidate, échantillonnée selon (00—, D).

Le calcul de la probabilité d’acceptance nécessite de calculer la vraisemblance
p(z1.7]0:,0_1). Ceci peut étre fait en O(T') opérations avec un filtre de Kalman, a
partir du modéle linéaire gaussien défini par les équations (5.8)-(5.9), en calculant
de fagon récurrente p(z1.7|0;,0_1) = p(z1]61) [T1—y P(21|Z15—1, 01). Cependant, ceci
doit étre réalisé pour t = 1,...,T et on obtient finalement un algorithme de com-
plexité O(T?). Ici, on propose d’utiliser & la place la récursion backward-forward
développée dans [Dou0la], afin d’obtenir un algorithme de complexité globale O(T").
Cet algorithme utilise la décomposition de la vraisemblance suivante :

p(ZLT’el:T) _p(zlztllel:tl)p(zt|61:tazlzt1)/p(zt+1:T‘Xta6t+1:T)p(Xt|Z1:taelzt)dxt

X
(5.16)
avec

p(Zt:T|Xt—1,9t:T) = /p(zt+1:T|Xt—17et:T)p(ZtaXtWt:Xt—l)dxt (5-17)
X

Les deux premiers termes du membre de gauche dans I’équation (5.16) sont cal-
culés par une récursion forward basée sur le filtre de Kalman [Dou0lal. Le troisiéme
terme peut étre évalué par une récursion backward selon I'équation (5.17). Il est mon-

, . : —1,0%
tré dans [Dou0la| que si fX P(Zer|Xi—1, Op1)dx, 1 < 00 alors fxpf’z(i;f}lf_tlylet:;ﬁxi_l est
une densité de probabilité gaussienne par rapport a x;_;, de moyenne m;—1|t(0tiT)

et de covariance P, (0.7). Les quantités P{:llu(é’t:;p) et Pg:ll“(QtT)m;_”t(é’tT) sa-

tisfont les équations de récursion du filtre d’information backward (voir 'annexe A).
Selon I’équation (5.16), la densité p(6;|z1.1,0_+, ¢) est donnée par

p(9t|Z1:T,9—t) X p(etw—t»¢)p(zt|01:tazlzt—1)/p(zt+1:T|Xta9t+1:T)p(Xt|Z1:t7elzt)dxt
X
(5.18)
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Algorithme 5.2 Algorithme MCMC pour échantillonner selon p(60y.7|z1.7, ¢)
e Etape 5.2.1 Initialisation 7=1

— Pour t =1,...,T, échantillonner Qt(l).
e Etape 5.2.2 Itération i, i=2,...,N'+ N

— Récursion backward : Pour t = T, ..,1, calculer et mémoriser Pg‘tjl(e,ﬁij%) et

(i—1) (i—1)
Pt/|t-11-1(0t+1:T)m;t|t+1(9t+1:T)
— Récursion forward : Pour t =1,..,T

— Reéaliser un pas de filtre de Kalman avec 6, = 9?‘” , meémoriser
~ i i—1 i i—1
e (011,00 ) et Su(01) 1,00 Y).

— Pas de Metropolis-Hastings :
— Echantillonner une variable latente candidate

0 ~ p(6,0Y), 9) (5.19)
— Reéaliser un pas de filtre de Kalman avec 0; = 99*, mémoriser
e (01)_1,0,7) et Su(01) . 077)
— Calculer o
—1) (i) . 6;"", 0"
/0(9151 1)70t() ) = min (1 p(zi] (271) (i)) ) (5.20)
( ‘9 79—t)

— Avec la probabilité p(8 ", 6\7%), faire 6 = 6% sinon 61 = "V
e Etape 5.2.3 Post- echantlllonnage de 1’état (pour les itérations
post-chauffage seulement)

— Pour i = N'+1,..., N+ N, calculer §t|T(9§f)T) =E (xt\eﬁ)T,zlzT) pour tout ¢

avec un lisseur de Kalman.

L’algorithme 5.2 résume la procédure compléte d’échantillonnage de la densité a
posteriori.

Il peut étre facilement établi que la chaine de Markov simulée {QY)T} est ergo-
dique de distribution limite Pr(df;.r|z1.7). Aprés N’ itérations de chauffage, les N
derniéres itérations de I’algorithme sont conservées, et les estimées MMSE de 6, et x;
pour tous t = 0,...,7 sont calculées comme expliqué au paragraphe 5.2.2, suivant
I’équation

N'+N N'4+N

OMMSE __ (i)  oMMSE __ =

o = Z 0, Xyr = Z Xt|T 1T (5.21)
i=N'+1 i=N'+

5.3.2 Hyperparamétres inconnus

Les hyperparamétres dans le vecteur ¢ ont une influence certaine sur ’estima-
tion correcte des DPMs F¥ et F'™. Dans ce paragraphe, ces hyperparamétres sont
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inclus dans 'inférence en les considérant comme inconnus avec comme distributions
a priovs :

o~ g(g, g), o ~ g(g, g), (5.22)
Y~ po(¥?), ¥~ po(¢?) (5.23)

ou 7 et v sont des constantes connues et py est une densité de probabilité dont les pa-
ramétres sont fixes et supposés connus. La densité a posteriori p(a® |xy.7, 01.17, z1.7, V", o)
se réduit alors & p(a’|M?,T) ou M" est le nombre de valeurs distinctes prises par

les variables latentes 67.,.. Comme il a été montré dans [Ant74]|, et présenté dans le
paragraphe 4.4.3 du chapitre précédent, cette densité peut étre exprimée par

S(T, M?)(a®)™"
Y1 s(T k) (o)

ou les s(T, k) sont les valeurs absolues des nombres de Stirling de la premiére sorte. I
est possible d’échantillonner selon la densité ci-dessus avec une étape de Metropolis-
Hasting avec comme loi candidate la densité gamma a priori p(a’) = G(4,%) (et de
fagon similaire pour a").

La probabilité a posteriori p(V" |x1.7, O1.7, Z1.7, ¥, ™) se simplifie par p(*|07.1,.)
ou 0} ;. est 'ensemble des valeurs distinctes prises par les variables latentes 67 ;.
Elle s’exprime par

p(a’| M"Y, T) x

kp(oz”) (5.24)

MY

p(* i, Orr, 21, o, 9%) o po(40°) [ [ G (65 ) (5.25)

k=1

Il est possible de générer des échantillons selon cette densité avec un pas de Metropolis-
Hastings en utilisant la densité Gamma a priori po(¢¥) comme loi candidate si
I’échantillonnage direct n’est pas envisageable. La procédure est la méme pour I’hy-
perparameétre .

[’algorithme 5.3 résume la procédure compléte pour échantillonner selon p(61.7, ¢|z1.7).

5.4 Filtre particulaire rao-blackwellisé pour Desti-
mation en ligne

Plusieurs applications, telles que la poursuite de cibles, nécessitent une estimation
de I’état en ligne. Dans ce cas, 'approche MCMC est inadéquate car elle nécessite
la connaissance du jeu de mesures complet afin de réaliser I'estimation de ’état.
Dans ce paragraphe, un algorithme de Monte Carlo séquentiel (filtre particulaire)
est mis en place, afin d’échantillonner en ligne selon la séquence des distributions
de probabilité {p(xo.,01.t|z1.4), t = 1,2,...}. Le vecteur d’hyperparameétres ¢ est
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Algorithme 5.3 Algorithme MCMC pour échantillonner selon p(6y.7, ¢|z1.1)
e Etape 5.3.1 Initialisation 7=1

— Pour t =1,...,T, échantillonner Qt(l)

— Echantillonner ¢
e Etape 5.3.2 Itération ¢, ¢t > 2

— Echantillonner 99 selon p(01.7|z1.7, 9UV) (6tape 5.2.2 de P'algorithme 5.2)

— Echantillonner a® @ selon p(a®|zir,¢" Y, ¢» (=) avec un pas de
Metropolis-Hastings avec 1'équation (5.24).

— De facon similaire, échantillonner o @) selon p(a®|zy.p, a¥ @, v (=1 g G=1)
avec un pas de Metropolis-Hastings

— Echantillonner ” @ selon p(¢*|z1.p,a” @, a® @ v (=1) avec un pas de
Metropolis-Hastings avec 1’équation (5.25)

— De facon similaire, échantillonner ¢ @) selon p(¢¥”|z1.7, ¢* @, a® @) avec un
pas de Metropolis-Hastings

e Etape 5.3.3 Post-échantillonnage de 1’état (pour les itérations
post-chauffage seulement)

— Pouri=N'+1,..., N+ N, calculer §t|T(9§f)T, ¢V =E (XAH@T, o, Zl:T) pour
tout ¢ avec un lisseur de Kalman.

supposé connu, il est donc omis par la suite. L’estimation des hyperparamétres en
ligne est discutée au paragraphe 5.5.

Comme expliqué au paragraphe 5.2.2, on cherche a échantillonner selon p(6;.|2;.,),
car p(Xo.¢|01.4,21.4) peut étre calculé avec des techniques de Kalman (la procédure
d’échantillonnage est en effet une application du filtre particulaire rao-blackwellisé
[DouOlc|] aux DPMs). A l'instant ¢, p(x¢|z1.;) est approchée avec un ensemble de N

particules 0512 yen Gg) distribuées selon p(61.¢|z1.+), par la densité empirique suivante

N(xe|z10) = Zwt (513 Regs(01)), S (01)) (5.26)

Les paramétres §t|t(9§fi) et Zt|t(9§2) sont calculés de fagon récurrentes pour chaque

particule ¢ avec le filtre de Kalman [And79|. Afin de construire I’algorithme, on note
que

PO z1.e) o p(OS)_ |Z0em1)p(2e]0%), 21— )p (057 165)_,) (5.27)
ou
p(205), 21m1) = (20}, 080, 2141)
= N(24;2y1(01), sﬂt L(65)
et

/Z\t|t—1(8§1)) H |:Ft Xt 1|t 1(8§1)5 1) + Ctllt + Gtﬂt ] + ,LLt (Z) (528)

St (080) = He [Fy Sy (080 0) FT + Gy OGT| B + 5y @
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L’algorithme de filtrage particulaire rao-blackwellisé est donné dans ’algorithme 5.4.

Algorithme 5.4 Filtre particulaire rao-blackwellisé pour échantillonner selon
p(elzt’ZI:t>
e Etape 5.4.1 Initialisation

— Pour i =1, .., N, échantillonner (X(()m, E(()I%) ~ Po(Xoj0; Xojo)-

— Initialiser w((]i) — %
e Etape 5.4.1 Itérations
Pourt=1,2,...
- Pourizl,...,N~
— Echantillonner 61" ~ q(@t\elt 15 Z1:4)
— Calculer {Xy;— 1(98) i (608D, xt|t(08) zﬂt(eﬁ)} en faisant un pas de
filtre de Kalman avec le modéle (5.8)-(5.9) a partir de {xt_l‘t_l(eg,{_l),

Zt_l\t_l((‘)@_l), gzgi)a Zt)}

— Pouri=1,..., N, mettre a jour les poids selon
(i) ) 1Y N
~(i 7|05 _ ,9 AR 8 (i
wg) i) ( t’ 1:t—1 ~(tl) (Zl)t 1) ( | 1:t— 1) 7 ng) -1 (529)
q(0,"1014-1, 21:4) i=1

— Calculer Neg selon l'équation (1.27). Si Neg < 7, rééchantillonner les poids.
Sinon, renommer les particules sans -’s.

La distribution d’importance optimale est q(9t|0§2_1, Z14) = p(9t|a§2_1, z1.). Ce-
pendant, elle ne peut étre utilisée car les poids associés ne peuvent se calculer de
facon analytique!.

La densité d’importance ch01sie afin de faire évoluer les particules est la loi d’évo-
lution en urne de Polya p(9t|91 7_1)- Il est & noter que cette densité d’importance est
peu efficace, car elle ne se base pas sur la mesure a 'instant . Cependant, il est mon-
tré empiriquement dans le paragraphe 5.6 que 'utilisation de cette loi d’importance
donne des résultats acceptables pour les problémes considérés.

A partir des particules, 'estimée MMSE et la matrice de covariance a posteriori
de x; sont données par

K =D w Ree(01) (5.30)

zﬂt—zwt [ Z0u(08) + (ae(6) — ) R (1) —RE=9)T] (5.8)

'En choisissant la distribution d’importance optimale, le calcul des poids nécessite 1’évalua-
tion d’une intégrale par rapport a df;. Il est possible d’intégrer analytiquement par rapport aux
moyennes p¥ et p*, mais pas par rapport aux covariances.
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5.5 Discussion

Dans ce paragraphe, plusieurs caractéristiques de 'approche proposée sont discutées.

5.5.1 A propos de la convergence du filtre particulaire rao-
blackwellisé

Etant donné que les DPMs FV et F sont des paramétres (de dimension infinie)
statiques, le filtre particulaire rao-blackwellisé patit d’une accumulation d’erreurs
au cours du temps. En d’autres termes, le filtre particulaire n’est pas capable de
changer les valeurs de cluster U;”’s et U;" une fois qu’elles sont initialisées. Ceci est un
probléme bien connu d’estimation de paramétre statique avec les filtres particulaires.
Cependant, comme le composant statique n’est pas la variable latente estimée ¢, mais
sa distribution a priori G, cette accumulation est moins critique qu’avec I’estimation
de vrais parameétres statiques..

Dans le paragraphe 5.4, le vecteur des hyperparamétres ¢ est supposé connu,
également car c’est un paramétre statique. Il peut en fait étre estimé en mettant
en place I'une des approches de filtrage particulaire pour ’estimation de paramétres
statiques. Par exemple, les approches dans [Liu01, Gil01, Dou03, Poy05| sont basées
soit sur les méthodes de kernel density, étapes MCMC, ou maximum de vraisem-
blance. Cependant, ces algorithmes ont également d’importants défauts (accumula-
tion d’erreur au cours du temps ou complexité calculatoire — au moins O(¢?)). Une
solution alternative consiste a introduire une dynamique artificielle sur les hyperpa-
ramétres [And03] mais ceci n’est pas applicable dans notre cas : on perdrait alors la
structure en urne de Polya donnée par 'équation (4.13).

5.5.2 A propos de problémes apparentés

Notre modéle a certaines connections avec les Jump Linear Systems (JLS) |Ack70,
Aka77]. Dans un JLS, une variable indicatrice discréte commute entre un nombre
fixé (connu) de modéles linéaires gaussiens (connus) avec une certaine probabilité a
priori (connue). Notre modéle peut étre interprété comme un JLS dont le nombre
des différents modéles est inconnu, dont la moyenne et la matrice de covariance de
ces différents modéles sont inconnues de méme que leurs probabilités a prior.

De plus, le modéle proposé dans ce chapitre peut étre généralisé de la facon
suivante. On note 0, = {F}, Cy, Hy, Gy, pif , X8, 1, 350} = {F;, Cy, Hy, G, 0} et G,
une distribution a priori sur 6,. Le modéle hiérarchique suivant

G ~ DP(Gy, ),

Qtl@ ~ G,

X0, %1 ~ N(Fxo + Coug + Gy, GiEYGY),
2|0, %, ~ N(Hpx, + py, 5Y)

(5.32)
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a plus de flexibilité qu’un JLS standard : le nombre de modéles différents peut étre
estimé, de méme que les paramétres de ces modéles et leurs probabilités a priori.

5.5.3 A propos de 'observabilité

Afin que la densité du bruit d’observation w; soit correctement estimée, certaines
contraintes d’observabilité doivent étre vérifiées. En effet, la paire (F', H) doit étre
complétement observable, i.e., la matrice d’observabilité

H
HE (5.33)
ﬁﬁanrnzfl
. . 7= F On Xn 7
doit avec un rang n, + n, ou F = 0 j”.” z ,H:(H I, ),nzetnz
Ny XNy Ny

sont resp. les longueurs des vecteurs d’état et d’observation.

5.6 Applications

Trois applications des algorithmes développés dans les sections précédentes sont
présentées. La premiére concerne la déconvolution aveugle de processus impulsion-
nels, la seconde la régression robuste et la derniére la détection de rupture dans une
série temporelle biomédicale. Dans chaque cas, il est supposé que les statistiques des
bruits d’état sont inconnues, et modélisées par des DPMs de gaussiennes.

5.6.1 Déconvolution aveugle de processus impulsionnels

De nombreux domaines de l'ingénierie et de la physique, tels que l'analyse de
données spectroscopiques, la restauration de sources audio, etc. nécessitent une dé-
convolution aveugle. On se base ici sur le modéle présenté dans [Dou97|, qui est
rappelé ci-dessous.

a) Modéle statistique

Soit H = ( 1 hy .. hg ) = ( 1 h ) et x; = ( Uy Uyl ... UVp_p, )T. Le signal
observé z; est la convolution de la séquence x; avec un filtre a réponse impulsionnelle
finie H, observé dans un bruit blanc additif gaussien w;. Le modéle d’observation
est donc

Zt = HXt -+ wy (534)
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ot wy ~ N(0,02) avec 02 est la variance supposée connue de w;. Le modéle d’état
peut étre écrit de la facon suivante :

Xy = FXt—l + th (535)

Orx1  Ip OLx1
I,,, est la matrice identité de taille m x m. Le bruit d’état v, est supposé indépendant
de w;. Le mélange de Bernoulli-Gauss proposé dans [Dou97| pour v; est remplacé ici
par un mélange Bernoulli-DPM, i.e. v; est distribué selon le mélange

0 O 1 . .
ou F = ( IxL , G = , Opuxn est la matrice zéro de taille m x n et

v~ AFU 4 (1= \)dy (5.36)

ot &g est la fonction de Dirac en 0 et FV est un DPM de gaussiennes défini par
I'équation (5.5). En d’autres termes, le bruit est alternativement zéro, ou distribué
selon un DPM de gaussiennes.

Pour simplifier les notations, on introduit la variable latente r; € {0, 1} telle que
Pr(ry =1) = X\, v|(ry = 1) ~ FV et vy|(r; = 0) ~ &y. Considérons la variable latente
¢} définie par ¢} = 0} sir, = 1 et ¢) = (0,0) (i.e. les paramétres correspondant &
la masse de Dirac) si r; = 0, c’est-a-dire, ¢} ~ AF” 4 (1 — X)d(0,0). En marginalisant
selon F”, on obtient

oy ~ Ap(¢7 |0y, e = 1) + (1 — A)d(0,0) (5.37)

ou p(¢y|¢*,, s = 1) est la représentation en urne de Polya sur I’ensemble &it ={¢p¢e
¢, # b0,0)} de taille 7" donné par

Tl v v
Zk:l,k;ﬁt 5{5; + a"Gg
ot + T

LDV e = 1) ~ (5.38)

La probabilité \ est considérée étre une variable aléatoire de loi a priori p(\) =
B(¢,7) ou ¢ et T sont des paramétres connus. La variable aléatoire A peut étre
marginalisée analytiquement dans 1’équation (5.37)

a(¢?,) P
(¢4) + b(%,)

(@712, = 1) + (5.39)

e alg) + 067"

ou

a(@’ ) =C+ Y

k=1,k#t

b ) =7+ > (1—r)

k=1,k#t
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oury = 0si ¢y =(0,0) et r, =1 sinon. La démonstration de 'équation (5.39) est
donnée en annexe D.

Les hyperparamétres sont ® = (o, h) (les hyperparamétres de la distribution de
base G sont supposeés fixés et connus). Ces hyperparameétres sont supposés inconnus
de densités a priori p(®) = p(a”)p(h), ou

n v
pa") = G(L ), p(h) = N0, 03 5) (540
ou 7, v et Xy sont connus. Conditionnellement a xq.r, la densité conditionnelle a
posteriori est donnée par (voir la démonstration en annexe D)

p(h[xor, z1.7) = N'(m, 0}, %}) (5.41)
ou
T
St =S DY Vi Vi
t=1
T
m = %, Z Vietu—r (2 — )
t=1

Les échantillons XéZ)T peuvent étre générés selon la densité gaussienne p(XO;T]gbzf:}i), 7.7, ®0)
avec le simulation smoother [Dur02], dont Palgorithme, qui a une complexité O(7T),
a été donné au paragraphe 1.2.
Le but est d’approcher par MCMC la densité a posteriori jointe p(vi.1, ¢1.7, P|Z1.7).
Ceci est réalisé en appliquant I'algorithme 5.2 page 102 pour les variables latentes,
tandis que les autres variables sont échantillonnées par Metropolis-Hastings ou di-

rectement selon leurs densités a posteriori conditionnelles.

b) Résultats de simulation

Ce modeéle a été simulé avec les paramétres suivants : 7' = 120, L = 3, h =
(=15 05 —02),A=0.6, 02 =0.1,F" = 0.7TN(2,0.5) + 0.3V (—=1,0.1), &y, =
100, n =3,v =3, ( =1, 7 = 1. Les hyperparamétres de la distribution de base sont
o =0, kg = 0.1, vy = 4, Ny = 1. Pour 'estimation, 10000 itérations MCMC sont
réalisées, dont 7500 itérations de chauffage. La figure 5.1 (haut) montre 'estimée
MMSE de vy.7 ainsi que sa valeur réelle. Comme on peut le voir dans la figure 5.1
(bas), le signal est correctement estimé et le résidu reste assez faible. De plus, comme
illustré par la figure 5.2, la densité estimée F'’, obtenue avec les étapes 4.2.2 et 4.2.3
de l'algorithme 4.2, est assez proche de la valeur réelle. Plusieurs séquences d’itéra-
tions avec des valeurs initiales différentes ont été réalisées, montrant que ’algorithme
de Gibbs converge vers la densité a posteriori compléte et non simplement un mode
local.
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Signal estimé
4 ‘ ‘ ‘ ‘ — — — Signal réel

0 20 40 60 80 100 120
Time index

Résidu entre les signaux réel et estimé‘

0 20 40 60 80 100 120
Time index

F1G. 5.1 — (Haut) Valeur réelle (ligne pointillée) et estimée MMSE (ligne pleine) de
vy aprés 10000 itérations MCMC (dont 7500 itérations de chauffage). v, prend la
valeur 0 avec la probabilité A, ou est distribué selon une densité inconnue F" avec la
probabilité (1 — \). (Bas) Résidu e; = vy — E|vy|z1.7] entre les signaux réel et estimé.
Bien que la distribution F soit inconnue, ’état v, est assez correctement estimé.

5.6.2 Régression robuste

On s’intéresse maintenant au probléme de la régression robuste décrit dans [Wes94|.
La régression robuste a été étudiée dans [Car96, Mul92|. Le modéle statistique consi-
déré ici est présenté ci-dessous.

a) Modéle statistique

On considére le probléme de I'estimation d’une fonction de régression continue
g(+) définie sur un domaine Z C R. On dispose de T mesures z;, t = 1, ..., T observées
dans un bruit additif gaussien

2 = g(ye) +wy (5.42)

ol Yo < Y1 < .. < yp et w, S N(0,02). La fonction g(-) suit I'équation dif-
férentielle stochastique suivante ¢”(y) = v(yl6;) pour tout y dans [y,_1, ], ol
v(ylO) ~ N (e, 02), i.e., la dérivée seconde de la fonction g est constante par mor-
ceaux et est distribuée selon une densité gaussienne dont la moyenne et la variance
sont données par 6, = {4, 07 }. Conditionnellement & 6;, ceci peut étre formulé sous
la forme du modéle a espace d’état suivant

Xy = FXt,1 + u; + 'U; (543)
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= = = Densité de probabilité réelle
Densité de probabilité estimée
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F1G. 5.2 — Densité de probabilité F réelle (ligne pointillée) et estimée (ligne pleine).
La densité réelle F” est un mélange de deux gaussiennes 0.7A(2,.5) +0.3N (-1, .1).
Cette densité est supposée inconnue et estimée conjointement au vecteur d’état avec
10000 itérations MCMC (dont 7500 itérations de chauffage) conditionnellement a
un vecteur de 120 observations z;.r. La densité estimée détermine correctement les
deux modes de la densité réelle.

Zt = th—{—wt (544.)
. , T 1 At A2
Ouxt:(g(yt) g(yO))F:(O 1)7u£:<A2t)ut,V£NN(O,O't2X
A A2
V(At)), V(At) = < N AQt ), H=(10). At =y, —y_1 est la période
2

d’échantillonnage constante.

b) Résultats de simulation

Les simulations ont été réalisées avec les paramétres suivants : 02 = 0.1, At = 1,
T = 50. La fonction réelle g vaut zéro sur [0, 10], puis saute a 4 + sinc(0.2(¢ — 10))
sur [10,20] et enfin saute & —5 X sinc(0.2(¢ — 20)) sur [20,50]. Les hyperparamétres
de la distribution de base sont py = 0, kg = 1, vy = 4, Ao = .05. La fonction de
régression a été estimée avec ’algorithme MCMC (algorithme 5.2 page 102 avec 5000
itérations dont 2500 itérations de chauffage) et le filtre particulaire rao-blackwellisé
(algorithme 5.4 page 105 avec 1000 particules). Les fonctions de régression réelle
et estimée, ainsi que les mesures, sont tracées dans les figures 5.3 et 5.4. Plusieurs
séquences d’itérations avec des valeurs initiales différentes ont été réalisées, montrant
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que l'algorithme de Gibbs converge vers la densité a posteriori compléte et non
simplement un mode local.

T T
— — — Fonction réelle

Fonction de régression
x  Mesure

F1G. 5.3 — Fonctions réelle (ligne pointillée) et de régression estimée (ligne pleine)
avec |’algorithme MCMC avec 5000 itérations dont 2500 de chauffage. La fonction
réelle g vaut 0 sur [0,10], puis saute a 4 + sinc(0.2(t — 10)) sur [10,20] et saute
a nouveau a —5 x sinc(0.2(¢ — 20)) sur [20,50]. La fonction de régression estime
correctement les sauts de la fonction réelle.

5.6.3 Détection de rupture dans une série temporelle biomé-
dicale

Considérons maintenant le probléme de la détection de rupture dans une série
temporelle biomédicale. Le probléme suivant a été abordé dans [Gor90] et [Car96].
On considére des patients qui ont récemment subit une transplantation rénale. Le ni-
veau de la fonction rénale est donné par la vitesse a laquelle les substances chimiques
sont évacuées du sang, et cette vitesse peut étre inférée indirectement a partir de la
mesure du taux de creatinine. Si la fonction rénale est stable, le taux de créatinine
varie & un niveau constant. Si la fonction rénale s’améliore (resp. se détériore) a
un niveau constant alors la série diminue (resp. augmente) linéairement. Le rejet
critique du rein transplanté est trés souvent associé a un changement soudain de ni-
veau ou de pente du niveau de créatinine. Les interventions cliniques sous la forme de
dialyse provoquent également des augmentations soudaines du niveau de créatinine.
Les amplitudes et le nombre de ces sauts étant inconnus, on modélise ceux-ci a ’aide
de processus de Dirichlet & mélange, selon le modéle statistique détaillé ci-dessous.
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— — — Fonction réelle
Fonction de régression
4r % Mesure

F1G. 5.4 — Fonctions réelle (ligne pointillée) et de régression estimeée (ligne pleine)
avec le filtre particulaire rao-blackwellisé avec 1000 particules. La fonction réelle g
vaut 0 sur [0, 10], puis saute a 4 + sinc(0.2(¢ — 10)) sur [10, 20] et saute & nouveau a
—5 x sinc(0.2(¢ — 20)) sur [20, 50]. La fonction de régression estime correctement les
sauts de la fonction réelle.

a) Modéle statistique

Le modéle linéaire est donné par

Xy = FXt_l + GVt (545)
Zt — HXt -+ wy (546)
. . . e . 11
ou x; = (my,my), my est le niveau de créatinine et 7, la pente, F' = 01 )
11
G = 01 ) * est la mesure de creatinine et H = ( 10 ) Les mesures sont

sujettes a des erreurs dues aux erreurs humaines de transcription des données, a
un dysfonctionnement des équipements ou une contamination du sang. w; suit le
modéle de mélange suivant

wy ~ AN (0,07) + (1 = X*)N(0, 0%) (5.47)

ou AV = 0.98 est la probabilité qu une mesure soit correcte. Dans ce cas, la variance
est 0¥ = 1077 et 0¥ = 1 dans le cas contraire. Afin de prendre en compte les effets
de sauts dans le niveau de créatinine, le bruit d’état v; est supposé distribué selon
le modéle de mélange suivant

Vi~ AVEY + (1 — )\U)égg (548)
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0 0 ’
niveau de créatinine et F¥ est un DPM de gaussiennes. Contrairement au modéle
proposé dans [Car96], les niveaux de saut ne sont pas fixés. Ceux-ci, ainsi que leur
nombre, sont estimés a travers le DPM.

ou 0 = {( 00 )T, ( 00 )} A’ = 0.15 est la probabilité d’un saut dans le

b) Résultats de simulation

Le modéle précedent est appliqué aux données exploitées dans Gordon et Smith [Gor90]

(et également réutilisées dans [Car96]). Les hyperparamétres de la distribution de
0 10 o

0 ), ko = 10%, vy =4, N\ = % ( 01 ) Pour I'estimation, 2000
itérations MCMC (dont 1000 itérations de chauffage) ont été réalisées. La figure 5.5
présente l'estimation du niveau de créatinine ainsi que les mesures. La figure 5.6
trace la probabilité a posteriori d’un saut dans le niveau de créatinine. Plusieurs
séquences d’itérations avec des valeurs initiales différentes ont été réalisées, mon-
trant que l'algorithme de Gibbs converge vers la densité a posteriori compléte et

non simplement un mode local.

base sont py =

x10°

7 T T T ‘ Niveau de créatinine estimé|
Mesure de créatinine

Niveau de creatinine

. . . . . . .
0 20 40 60 80 100 120 140
Jours

F1G. 5.5 — Niveau de créatinine mesuré (croix) et estimé (ligne pleine) avec 2000
itérations MCMC dont 1000 itérations de chauffage.

5.7 Conclusion

Dans ce chapitre, un modéle non paramétrique bayésien pour I'estimation des
bruits d’état et d’observation dans les modéles dynamiques linéaires a été présenté.
un modeéle flexible et deux algorithmes de simulations numériques basés sur une
rao-blackwellisation ont été présentés, permettant une inférence efficace. L’approche
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F1G. 5.6 — Probabilité a posteriori d’un saut dans le niveau de créatinine avec 2000
itérations MCMC dont 1000 itérations de chauffage. Avec un seuil de détection a
0.4, les sauts sont détectés aux jours Le niveau de créatinine connait des sauts aux
jours 8, 20, 50 et 110.

proposée a prouvé son efficacité dans les applications — en particulier, il a été montré
que 'estimation de I'état était possible méme si les statistiques des bruits d’évolution
et de mesure étaient inconnues.
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CHAPITRE 6

Processus de Dirichlet variant
temporellement

6.1 Introduction

Une étude bibliographique des méthodes MCMC permettant ’estimation d’une
densité de probabilité définie de maniére fixe a ’aide des processus de Dirichlet a été
effectuée au chapitre 4. Des algorithmes MCMC et de Monte Carlo séquentiels ont
ensuite été proposés dans le chapitre 5 pour le cas des modéles dynamiques linéaires,
quand les distributions des bruits d’évolution et/ou de mesure sont inconnues et
fixées.

Dans ce chapitre, nous considérons désormais que la densité de probabilité est non
seulement inconnue, mais aussi qu’elle varie dans le temps. Le fait de considérer
la densité inconnue comme non stationnaire a plusieurs avantages. Tout d’abord,
cela permet d’éviter le probléme de non ergodicité lié¢ au caractére statique de la
densité dans le filtre particulaire, rencontré au chapitre 5. Ensuite, cela permet de
prendre en compte une évolution temporelle de cette densité, et de développer des
algorithmes adaptatifs, les caractéristiques statistiques d’un modéle donné pouvant
étre amenées a évoluer au cours du temps. Ce chapitre présente les éléments de base
de I'estimation de densité variant temporellement a 1’aide des processus de Dirichlet,
et propose des algorithmes de Monte Carlo séquentiels performants pour estimer ces
densités.

6.1.1 Exposé du probléme

Au chapitre 4, il était supposé que la variable aléatoire z; était distribuée selon
une densité F' inconnue, mais fixée, soit z;, ~ F', YVt =1,...,T. On considére dans

117
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ce chapitre qu’a chaque instant ¢, la variable aléatoire z; est distribuée selon une
densité inconnue F;
ZtNFt Vt:1,,T (61)

On suppose que, pour tout t = 1...7, la densité inconnue F; prend la forme du
modéle de mélange suivant

Fi= [ ful8)dc.0) (62)

avec fy,(-10;) la densité mélangée (connue) d’hyperparamétres ¢!, G, la distribution
de mélange aléatoire, distribuée selon un processus de Dirichlet de distribution de
base Go(-|¢) (avec ¢ les hyperparamétres de Gg) et de facteur d’échelle a.. Ceci peut

s’écrire, pour t = 1,...,7T, sous la forme du modéle hiérarchique suivant
Gt|G07¢7a ~ DP(Go(‘¢),&) (63&)
‘9t|Gt ~ Gt (63b)
2|0, 0~ fy,(-00) (6.3¢)

avec 0; € O la variable latente a l'instant ¢. Il est & noter que contrairement au
modéle hiérarchique de I’équation (4.14), une distribution de mélange G, différente
est maintenant considérée a chaque instant ¢. On suppose donc qu’a chaque instant
t, la distribution de mélange G; est distribuée selon un processus de Dirichlet de
distribution de base Gy(+|¢) et de coefficient d’échelle a.

Conjointement & ce modéle hiérarchique, on désire introduire une dépendance
temporelle entre la densité F; et les densités précédentes Fi; 1, ou de fagon équi-
valente selon I’équation (6.2), entre les distributions de mélanges G, et Gq,;_1 d’une
part et les hyperparamétres de la densité mélangée v, et 11,1 d’autre part, soit

Gt|G1:t—1 ~ p(Gt|G1:t—1)
wthptfl ~ p(wt‘wl:tfl)

Le choix de la loi d’évolution p(t;|1)14—1) pour les hyperparamétres v, de la
densité mélangée ne pose pas de probléme particulier. On peut par exemple choisir
une loi d’évolution markovienne p(t;|¢;_1), avec une corrélation temporelle plus ou
moins importante entre v, et ¢, ;. Par contre, étant donné le modéle hiérarchique
(6.3), il existe une contrainte forte sur la loi d’évolution p(G;|Gi,_1). Celle-ci doit
étre déterminée de telle facon que marginalement, & chaque instant ¢, G; soit dis-
tribué selon un processus de Dirichlet DP(Gg(+|¢), ). On appellera par la suite
une loi d’évolution vérifiant ces conditions un processus de Dirichlet variant
temporellement (Time-Varying Dirichlet Process, TVDP).

!Par exemple, dans le cas d’un mélange de gaussiennes de variance fixée mais inconnue oy, on
a Yy = oy. Ce paramétre 1) a été omis dans le chapitre 5, afin de simplifier les notations.
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Remarque 6.1 Bien qu’il n’y ait pas de nécessité impérative d’avoir marginale-
ment un processus de Dirichlet, ce choix a plusieurs avantages, repris dans Srebo
et Roweis [Sre05]. Tout d’abord, la littérature trés développée sur les processus de
Dirichlet et leurs propriétés permet une compréhension plus aisée des processus de
Dirichlet variant temporellement. D’autre part, les processus de Dirichlet montrent
des propriétés de conjugaison qui sont attractives d’un point de vue algorithmique,
et qui se retrouvent dans les TVDP.

6.1.2 Processus de Dirichlet dépendants

Définition 6.1 Soit s; et sy deur covariables appartenant a un certain espace S. On
appelle processus de Dirichlet dépendant une loi p(Gg,, Gy,) déterminant la relation
statistique entre deux distributions G, et G, et telle que marginalement Gy, et G,
sotent distribuées selon un processus de Dirichlet.

Nous étudions dans ce chapitre un cas particulier des processus de Dirichlet dépen-
dants, en considérant une covariable ¢ € N* monotone croissante. Plusieurs auteurs
se sont intéressés a la définition de processus de Dirichlet dépendants.

La grande majorité des travaux introduisant une dépendance entre les proces-
sus de Dirichlet est basée sur la représentation stick-breaking du processus de Diri-
chlet [Set94, Pap04, Ish01, Ish02, Ish03], voir ’équation (4.9). Dans cette représenta-
tion, une réalisation d’un processus de Dirichlet G, = Y7, m 0y, , est représentée
par un vecteur de poids ..o (ou de fagon équivalente par fi.¢) et un vecteur
de clusters Uy.oo . Afin d’introduire une dépendance par rapport a la covariable, les
travaux existant font évoluer soit les poids 7y, (Griffin et Steel [Gri06b, Gri06al),
soit les clusters Uy, (MacEachern [Mac00b, Mac00a, Ior04]|, Porteous et al. [Por06]
et Srebro et Roweis [Sre05]). Cependant, I'utilisation de la représentation stick-
breaking afin de définir des processus de Dirichlet dépendants a un inconvénient
majeur. Etant donné que dans cette représentation I'ordre des labels a une impor-
tance (E [m ;] < E[m,] < ...), il est nécessaire, en plus de faire évoluer les variables
Tk, de mélanger a chaque instant les labels, sinon les labels inférieurs ont un avan-
tage sur les labels supérieurs et ’échantillonneur a alors de fortes chances de tomber
dans un mode local. Porteous, dans [Por06|, fournit pour une explication détaillée
de ce probléme.

Cifarelli et Regazzini [Cif78| introduisent la dépendance entre deux distributions
G; en définissant un modéle paramétrique sur la distribution de base Gg, qui est
ainsi indexée par le temps Gg;. Chacune des distribution G, est distribuée de fa-
¢on indépendante selon DP(«,Go;), la dépendance est donc située au niveau des
hyperparamétres du processus de Dirichlet. Ce modéle a été appliqué dans [Car02],
[Gri04], [Gui03| et [Mal97]). Ceci est une approche différente de la notre, car nous
souhaitons ici conserver marginalement la méme distribution de base et avoir une
dépendance directe entre les distributions de mélange G;.
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Zhu et al. [Zhu05] et Xing [Xin05] ont développé une dépendance temporelle
entre des distributions de probabilité en se basant sur la représentation en urne de
Polya, donnée par les équations (4.13) et (4.17). Zhu et al. proposent de pondérer,
dans P’équation (4.17), le nombre d’apparition de chaque groupe par un noyau tem-
porel, afin de diminuer la contribution des mesures les plus anciennes. Xing propose
quant a lui de supprimer chaque groupe avec une certaine probabilité liée au nombre
d’éléments de ce groupe. Bien que similaires dans I'idée a la solution proposée dans ce
chapitre, les dépendances temporelles introduites dans ces rapports ne garantissent
pas de conserver marginalement un processus de Dirichlet.

6.1.3 Modélisation proposée et plan du chapitre

Afin d’éviter le probléme de la non équivalence des classes lié a I'utilisation de
la représentation stick-breaking, qui nécessite de mélanger les labels, et de pouvoir
cependant faire évoluer séparément les poids du mélange et les clusters, on se base
sur la représentation de Neal [Nea00|, qui considére le processus de Dirichlet comme
la limite d’un mélange de Dirichlet-multinomial fini. Dans cette représentation, la
numération des labels est sans importance, et il y a équivalence entre les classes. De
plus, cette représentation permet de dissocier ’échantillonnage des variables d’allo-
cation et celui des clusters.

Ce chapitre est organisé de la facon suivante. Tout d’abord, le modéle statistique
du processus de Dirichlet variant temporellement est donné au paragraphe 6.2. Des
lois de transition sont formulées explicitement dans le cas de distributions de base
gaussienne et normale-inverse Wishart. Les objectifs d’estimation et un algorithme
de Monte Carlo séquentiel, avec des lois d’importance efficaces sont ensuite proposées
dans le paragraphe 6.3. Au paragraphe 6.5, le modéle du paragraphe 6.2 est appliqué
a 'estimation séquentielle des densités de probabilité des bruits dans les modéles
dynamiques non linéaires. Un algorithme Monte Carlo séquentiel dédié a ce probléme
et des lois d’'importance y sont développés, et testés sur un exemple.

6.2 Modéle statistique

On considére, pour p € N* et pour t = 1,...,7T, le modéle fini d’allocation
Dirichlet-Multinomial suivant

U1,t> SRR Up,t’Gm ¢ ~ Go("¢) (6.4&)
e a

Tty .o Tt ~ ’D(E,...,E) (6.4b)

e mipe ~ Multinomial(my.p,) (6.4¢)

Zt|Ct, Ul:p,ta Yy o~ fwt(‘|UCt,t) (6-4d)
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Dans ce modele, le vecteur de probabilité 7, ..., m, est distribué a chaque instant
t selon une distribution de Dirichlet D(%,...,%), et les variables d’allocation c;
sont distribuées selon la loi multinomiale 7., ;. Ce modeéle est équivalent, lorsque p
tend vers l'infini, au modéle défini par I’équation (6.3) (voir Neal [Nea00]), et 1'on
a 0y = U+ De la méme fagon que dans Neal [Nea00|, on va marginaliser selon les
probabilités 7., et considérer uniquement les variables d’allocation c¢;, en utilisant

la représentation en urne de Polya.

6.2.1 Une premiére approche

De fagon simple, on pourrait considérer, pour » € N*, le modéle en urne de Polya
suivant d’évolution des variables d’allocation ¢;

Ct|ct—r:t—1 ~ Pr(ct|ct—r:t—17 Oé)

avec

a+r
Pr(ce ¢ X(Ci—rit—1)|Cimit—1) = air

On note X(cy.p) 'ensemble des valeurs différentes prises par le vecteur c,., et
Mk (Cuw) = Y25, 0c; (k) le nombre de coefficients ¢; (j = u...v) prenant la valeur
k. Dans ce modéle, la nouvelle variable d’allocation ¢; est échantillonnée selon une
urne de Polya a partir des r variables d’allocation précédentes. Bien que ce modéle
introduise une dépendance temporelle, il reste insatisfaisant. En effet, pour ’échan-
tillonnage de la variable d’allocation ¢, les allocations précédentes de l'instant ¢ — 1
a l'instant ¢ — r ont toutes la méme influence, alors que celles échantillonnées plus
loin dans le temps devraient avoir une influence moindre.

{ Pr(ct = k|ct—r:t—1) = Ma Vk € X(Ct—r:t—l)

6.2.2 Modéle proposé pour les variables d’allocation

On appelle variable d’allocation "en vie" & I'instant ¢, une variable d’allocation
échantillonnée & un instant précédent k < t et utilisée pour I’échantillonnage de c;.
L’idée du modéle défini ci-dessous est d’éliminer, a chaque instant ¢, chacune des
variables d’allocation encore "en vie" avec une certaine probabilité (1 — ), et de la
garder "en vie" avec la probabilité v, 0 < v < 1.

On suppose qu’a l'instant t — 1, N;,_; variables d’allocation "en vie" ont été
utilisées pour échantillonner la variable d’allocation ¢;_; selon un modéle d’urne de
Polya. A linstant ¢, chacune de ces IN;_; variables d’allocation ainsi que c¢;_; est
conservée avec la probabilité v, et on obtient ainsi N, variables d’allocation "en
vie" (Ny < N;_1 + 1), qui sont utilisées pour échantillonner ¢;. De cette fagon, la
probabilité que la variable d’allocation c;_, soit utilisée pour I’échantillonnage de ¢;
est ", avec lim, ., 7y" = 0.

En réalité, seules nous intéressent pour échantillonner c; les valeurs différentes
de variables d’allocation "en vie", ainsi que le nombre d’occurrences de chacune.
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On note my_; = {myg+—1|k € N,} le vecteur comprenant le nombre d’occurrences
de chaque valeur différente de variable d’allocation "en vie" & I'instant ¢ — 1 ayant
servie a l’échantillonnage de ¢;—1. Soit X (m;_1) = {k|my,—1 # 0} Pensemble des
valeurs différentes prises par les variables d’allocation "en vie" & l'instant ¢ — 1.

Chacune des variables "en vie" a I'instant t — 1 étant conservée de facon indé-
pendante avec la probabilité ~, la variable d’allocation reste "en vie" selon une loi
de Bernoulli, et la somme my; des variables de chaque groupe restant "en vie" suit
donc une loi binomiale, donnée par

My ~ Binomial(my—1 + 6., (k),y) Vk e X(me_1)U{c1} (6.5)

La nouvelle variable d’allocation ¢; est alors distribuée selon le modéle en urne de
Polya Pr(c;/m;) suivant

Pr(e: = klmy) = g, Vh € X(my) (6.6)
Pr(c; ¢ X (my)|jmy) = m |

Le modéle complet, résumé sur la figure 6.1 et appelé mélange de processus de
Dirichlet variant temporellement (TVDPM) est donc, pour t =1,...,T

Ve|i—1 ~ p(Ye|thi1) (6.7a)

Mo t| Mg -1, Ct—1 ~ Binomial(my—1 + 0, (k),7)Vk € X(my_1) U{c_1} (6.7b)

¢ifmy ~ Pr(c,/my) (6.7¢)
p(Uk,t’Uk,tfl) sik c X(mt)

Uk,t { GO sinon vk € X(mt) U {Ct} (67d)

ZtlUct,t7 ¢t ~ fwt<'|Uct,t> (676)

Si la variable d’allocation ¢; prend une nouvelle valeur, on découvre alors un
nouveau cluster précédemment non observé U, ;, distribué selon Gy. Pour I’ensemble
des clusters déja observés, correspondant a I’ensemble X (m;), on fait évoluer Uy,
selon la densité de transition p(Ug|Uy,—1) pour k € X (my). Il reste & définir la loi
d’évolution p(Uy¢|Uy+—1) telle que marginalement Uy, ~ Go, Vt, ce qui est fait dans
le paragraphe suivant pour des distributions de base gaussienne et normale-inverse
Wishart.

Illustration du modéle avec la métaphore du restaurant chinois. La méta-
phore d’un restaurant chinois est fréquemment utilisée afin de mettre en évidence la
propriété de clustering du processus de Dirichlet. Cette métaphore est reprise sur la
figure 6.2 afin d’illustrer le modéle de processus de Dirichlet variant temporellement
défini par 'équation (6.7).
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Observable

F1G. 6.1 — Modéele statistique du processus de Dirichlet a mélange variant temporel-
lement

Preuve de la conservation d’un structure de partition propre au processus
de Dirichlet Soient n variables ¢y, ..., ¢,, échantillonnées selon I’équation (4.16)
en urne de Polya, également appelée formule d’échantillonnage d’Ewens [Ewe72,
Tav97]. Comme indiqué dans le chapitre 4, 1’échantillonnage selon cette formule
ameéne un effet de clustering des échantillons en M groupes, M < n. Une des maniére
d’identifier le regroupement réalisé est d’identifier a;(n), 7 = 1,...,n le nombre de
groupes rassemblant j variables. a;(n) est égal au nombre de variables seules, as(n)
correspond au nombre de groupes rassemblant deux variables, etc. Le vecteur aj.,,(n)
satisfait > 7 ja;j(n) =n et Y7, a;(n) = M. La distribution m, du vecteur a;.,(n)
est donnée par [Ant74, Pit96, Tav97, Kin7§]

T (At H % ; (6.8)

ajl(la+j—1)

Proposition 6.1 ([Pit96]) La séquence des distributions de probabilité w, définies
par Uéquation (6.8) est une structure de partition.

Définition 6.2 ([Gne05]) Une structure de partition est une séquence de distribu-
tions de probabilité 7, pour a;..,(n), une partition aléatoire de n, telle que si aj.,(n)
est regardée comme une allocation aléatoire de n balles non labellisées en un certain
nombre aléatoire de groupes labellisés, et, étant donné n, un nombre x de balles est
retiré de facon uniforme et aléatoire, alors la partition aléatoire des n — x balles
restantes est distribuée selon m,_.

Alinsi, la suppression uniforme a chaque instant ¢ d’un certain nombre de variables
d’allocation conserve la structure de partition, associée a la distribution (6.8), propre
au processus de Dirichlet.
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F1G. 6.2 — Illustration du processus de Dirichlet variant temporellement par la mé-
taphore du restaurant chinois. On considére un restaurant avec un nombre infini
de tables. A linstant 1, un premier client entre dans le restaurant et s’assoit a la
table n°1, dont la localisation Uj; est tirée aléatoirement selon Gy. (a) A 'instant
t, on suppose qu’il y a un certain nombre de clients dans le restaurant, répartis sur
plusieurs tables. Chacun des clients effectue un choix : soit il reste a table (avec la
probabilité ), soit il quitte définitivement le restaurant (avec la probabilité (1 —-)).
(b) Une fois ce choix fait par chacun des clients, il reste dans le restaurant N; clients,
répartis sur plusieurs tables, avec my, clients sur la table k. (¢) Un nouveau client
entre alors dans le restaurant, et (d) s’assied a la table k avec la probabilité C:'i’“]’\’;t, ou
(e) s’assoit seul a une nouvelle table, dont la localisation est distribuée selon Gy, avec
la probabilité 5. (f) Chaque table qui était occupée avant 'arrivée du nouveau
client est alors déplacée selon la loi d’évolution p(Uy4|Usi—1).

6.2.3 Loi d’évolution p(Uy|Ug-1)

Afin de conserver marginalement un processus de Dirichlet, la loi d’évolution
P(Ut|Uk,—1) doit étre choisie de telle fagon que marginalement Uy ~ Go, Vt. Dans
le cas général, la méthodologie de Pitt et Walker [Pit02, Pit05] permet de définir
des distributions conditionnelles conservant les distributions marginales, a ’aide de
variables auxiliaires. Cette méthodologie est détaillée en annexe B.9. Dans les deux
paragraphes suivants sont données les expressions des lois d’évolution pour des dis-
tributions de base gaussienne et normale-inverse Wishart. Les travaux réalisés dans
ce chapitre sont cependant généralisables a toute forme de distribution de base Gy,
sous réserve de la détermination d’une loi de transition conservant marginalement
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Go.

a) Distribution de base gaussienne

Pitt et Walker [Pit02| ont donné la densité de transition permettant de conser-
ver marginalement une distribution gaussienne de dimension 1. Ce résultat est ici
généralisé a toute distribution gaussienne de dimension n.

On considére une distribution de base gaussienne Go(+|¢) = N (- ; uo, Xo), avec
¢ = {po, Xo}. Soit la variable auxiliaire wy, telle que

Wi t|Upp ~ N (pUgs, 1)
avec p €]0, 4o00[. D’apres la régle de Bayes, on a donc Uy 4|wi ~ N (p(wr,), X) avec
wie) = po + K(wiy — ppo)y, K = pXo(p?Lo+ 1)t et ¥ =35 — K(p*Sg + I)KT.
La densité de transition est alors donnée par
p(Uk,t|Uk,t—1) = /N(Uk,t ;H(wk,t—1>7E>N(wk,t—l ;pUk,t—laI)dwk,t—l
= N ;1o + pK(Ugs1 — o), KK + %)
On a (le détail des calculs est donné en annexe D)

E [Ukt|Uki-1] = po+ pK (U1 — fio) (6.9a)
cov(Ug s, Ups1) = p*So(p*So +1)7'% (6.9b)
Le coefficient p régle la corrélation entre deux valeurs successives. Plus la valeur

de p est grande, plus la corrélation entre Uy, et Ui, est importante. Si p = 0,
cov(Ugt, Upy—1) = 0 et lim, o cov(Uyy, Ug—1) = o.

b) Distribution de base normale-inverse Wishart

On considére maintenant une distribution de base normale-inverse Wishart Go(-|¢) =
NZW( ;/LO7K07V07A0> avec ¢ = {M07R07V07A0}' On note Uk,t = {Mk,tvzkyt}a Pt €

R?. On définit n variables auxiliaires wi gy, . . . ,wn e (n € N¥) telles que
iid St
W1 kity - 7wn,k,t|Uk,t ~ (,Uk;,t, T)

avec p €]0, +o00[. La distribution normale-inverse Wishart étant conjuguée naturelle
pour une vraisemblance gaussienne, on a

. Y
Uk,t’wlsn,k,t ~ NZW(MO? Ko, Yy, AO) (610)
r_ r /I np — Ko r Konp (—
avec ko = ko + np, Yo = 10 +n, Ho = HOJrnPw + NOJrnP'uO et AO - AO + no+np(w

110)(@ — po)" 4 p X0 Wikt — D) (Wike — @) et T = 2370wy Le détail des
calculs est donné en annexe D. La densité de transition est donc

. - Skt
PUs,t|Ukp—1) = /NZW(Uk,t ;M/oﬂff),’/(l),/\f))HN(wj,k,tq S H,t—1, k; =) At -1

j=1
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A notre connaissance, il n’existe pas de méthode permettant de calculer analyti-
quement cette intégrale, il est donc nécessaire d’échantillonner d’abord les variables
auxiliaires wy., k¢|Uk—1 afin d’échantillonner Uy ;|wi. k. La procédure est la sui-
vante :

. , ) Shor
e Pour j = 1,...n, échantillonner w; j |Uk 1—1 ~ N (p1gp 1, =2=2
) ) 15K, B > ? P

e Echantillonner (4, Zpt)|wim g ~ NiW (ug, kg, v, Ay)

Les corrélation temporelles sont données par (le détail des calculs est donné en
annexe D)

K n
E[Mk,th,t—l] = Ko +0an0+ Ko +pnpﬂk,t—1 (6.11a)

vog+d+1 n
E|Xr X i-1] = E (>, Yre1(6.11b
[Zk 4| X t—1] tdintl [Ekt 1]+v0—|—d—|—n+1 k-1 ( )

n
COU(fh s flhi—1) = mvar(ﬂk,t—l) (6.11c)
n
cov(Egt, Y1) = » +d+n+1var(2k,t,1) (6.11d)
0

Ainsi le produit np régle la corrélation entre deux valeurs successive (i ¢ et fig -1,
tandis que I'entier naturel n régle la corrélation entre deux valeurs successives X,
et Xjs—1 (qui ne dépend pas de p). Plus la valeur de np est importante, plus la
corrélation entre pi,+—1 et py; est importante. Plus la valeur de n est grande, plus
la corrélation entre Xy ;1 et Xy, est importante.

6.2.4 Lois d’évolution des hyperparamétres

Afin d’ajouter un degré de flexibilité, les hyperparamétres v, p (dans le cas gaus-
sien) ou p et n (dans le cas normale-inverse Wishart) peuvent étre définis comme
des variables aléatoires, évoluant temporellement et auxquelles sont associés des mo-
deéles d’évolution p(y¢|vi—1), p(pilpi—1) et Pr(ngn,—1). Ces hyperparamétres ont une
grande influence sur ’estimation : le coefficient p par exemple régle la mémoire de la
densité de probabilité, c’est-a-dire le nombre d’échantillons précédents sur lesquels
elle va se baser pour réaliser 'estimation de la nouvelle valeur. Ce coefficient doit
donc étre important si la densité de probabilité est stationnaire sur de larges périodes
de temps (on se base sur un grand nombre d’échantillons précédents afin d’estimer
la densité), et faible lors d’un changement de densité. L’importance de I'estimation
des hyperparamétres est mise en lumiére au paragraphe 6.5.

La distribution beta étant conjuguée pour une vraisemblance binomiale, la loi d’évo-
lution suivante est choisie pour v,

1 - %—1)
V-1

Yelyi-1 ~ Bla,, ay (6.12)
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2 _
avec a, €]0, +oo[. On a dans ce cas E [y y:_1] = vi_1 et var(y|yi—1) = % Le

coefficient a, régle donc la dynamique d’évolution de 7;. Une valeur faible implique
une évolution rapide, et réciproquement.

Dans la suite de ce chapitre, les valeurs de n et p ont été fixées. On peut cependant
également les considérer comme des variables aléatoires variant temporellement et
les estimer sur la base des modéles d’évolution suivants. Pour n;, on définit

. . N1
ng|ni_1 ~ Binomial(n,_q + ap, ————— (6.13)
Ne_1 + a,
avec a, € N. On a E [ng|n;_1] = ny_1 et var(ngn,_1) = % Le coefficient a,, régle
e

la dynamique d’évolution de n;. Une valeur élevée implique une évolution rapide, et
réciproquement. Pour p;, on définit

pilprr ~ 6% a,) (6.14)
p
avec a, €]0,4o00[. On a E[p|pi—1] = pi—1 et var(pi|pi—1) = a,pi—1. Le coefficient
a, régle la dynamique d’évolution de p;. Une valeur élevée implique une évolution
rapide, et réciproquement. On note par la suite 7; I’ensemble des hyperparamétres
associés a la loi d’évolution de Uy.

6.3 Algorithme de Monte Carlo séquentiel

6.3.1 Objectifs d’estimation

Les variables d’intérét sont les variables d’allocation ¢;, le vecteur my, les clusters
Uk, k € X(my) U {c:} et les hyperparamétres ¢, et 7¢. On cherche donc, a chaque
instant ¢, & estimer la densité a posteriori p(ciy, my.y, Ury, V1.4, 714|214) & Vaide d’un
algorithme de Monte Carlo séquentiel. Cette densité est approchée a 'aide de N
particules pondérées par la distribution empirique

N

— ~(i)
Pr(Crps Mg, dUry, direg, dyialzne) = ) w0 0x0) s 56) 560 50 (€ Mg, AU, diprg, donir)
- mi U1 0

L’algorithme 6.1 page suivante donne les étapes nécessaires a I’estimation séquen-
tielle de la densité de probabilité p(ci., myy, Ury, Y14, V1:¢|Z14). Les lois d’importance
utilisées dans cet algorithme sont détaillées dans le paragraphe suivant.

6.3.2 Lois d’importance
La particule fﬁf) est propagée a 'aide de sa loi d’évolution, c¢’est pourquoi sa loi
d’importance n’apparait pas dans le calcul du poids. Des lois d’importance efficaces

sont proposées dans la suite pour I’échantillonnage des particules ?:f), ﬁk(ft) et %(z)



128 Chapitre 6. Processus de Dirichlet variant temporellement

Algorithme 6.1 Algorithme de Monte Carlo séquentiel pour I'estimation en ligne
d’une densité de probabilité variant temporellement
e Etape 6.1.1 Initialisation
- Pouri=1,..N

- Echantillonner 1[)((;) ~ p(1o)

— Faire w(l) — N
e Etape 6.1.2 Itérations
— Pour t =1,2,... faire

— Pour ¢ =1,.., N faire

- Vk € X(m@l) U {c@l}, échantillonner ﬁz,&zilmgi_l, cgl)l,%( )1 ~
Binomial(m,(:)t L +5 : (k) ’yt(i)l)

Echantillonner E§ )~ q(c \mt , t(l)l, U)(;)(ﬁ,lii)) 1 Z)

- sia” ¢ X(m"), échantillonner Uf(i)t ~ q(Uy |24, )
¢, t

— Pour k € X (m,gi)), échantillonner [7,&12 ~
Q(Uk7t|Ul§j2717 Zy, wgi)l?éz)) sik = Ct
p(Uke|UL)) sinon

— Echantillonner %(Z) ~ q(%m@l, fﬁi"), m,@l, cg?l)
— Echantillonner @Dt(l) ~ q(1| 2, Ui s §i)1)
t

— Pour i = 1,.., N mettre a jour les poids

p@|4w,tbpdé%mﬁ>

ey tpygﬁwtﬂ%>
y erAUP(UzﬂlUm 1:7715 1)erB()G0(Ukt)
HkGAsi) a( k:t|Uk,t71’Zt’ EZ)lval a77t I)erB(” q(Ulgt|Zt>wt 1, € )
y p( 12 )p A )

0@ 2 Ugo 00 ey my” iy )

avee S0 @) =1, A1V = X (") n {77} et BY = X (my”) 0 {77},
— Calculer Ng selon I'équation (1.27). Si Neg < m, rééchantillonner les poids.
Sinon, renommer les particules sans ~.

a) Loi Q(Ct‘mt ) EZ)1>U)(;)(r‘fl§i))t—1’Zt)

A partir de I’équation (6.6), et en supposant une évolution faible de I'hyperpara-
metre 1, et des clusters Uy, de I'instant ¢ — 1 a I'instant ¢, la densité d’'importance
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optimale peut étre approchée par

{ Pr(Ct = k’|mt, 1, UX(mt),tfla Zt) = bmk,tfd)t—l(zt’Uk,t—1>7 Vk € X(mt) (6 15)

Pr(Ct §é X(mt)‘mta 1, UX(mt),t—la Zt) ~ ba f@ fm_l(zt\@t)dGo(et)

ou b est la constante de normalisation. Si Gq et fy, ,(z:|0) sont conjugués, on peut
calculer de fagon exacte [g fy,_, (2:|0:)dGo(6;). Cest le cas si fy, ,(2|6;) est une
densité gaussienne et si Gy est gaussienne, normale-inverse gamma ou normale-
inverse Wishart.

b) Lois d’importance de Uy,

La mesure z; apporte uniquement de l'information sur le cluster U, ;. C’est
pourquoi 'ensemble des clusters "en vie", tels que k # ¢; sont propagés selon la loi
d’évolution p(Uy+|Ukt—1), et n’apparaissent ensuite plus dans le calcul du poids.

L’échantillonnage de ﬁc(f)t constitue donc ici le point important, pour lequel il
existe deux cas de figure. Soit ¢; € X (my), et dans ce cas ¢; correspond a un cluster
déja "en vie", et I'on échantillonne (N]C(:)t selon la loi d’évolution q(-|Uc(f’)t,1, Zy, @/Jﬁ)l, Eﬁz))
Soit ¢; correspond a un nouveau cluster antérieurement non observé, et Uy, ; est alors

échantillonné selon q(U |z, wﬁ)l).
t

Loi q(Uk,t|U,§f2_1,zt, &) Dans le cas ot la nouvelle variable d’allocation ¢,

correspond & un cluster "en vie", Uc(f?t est échantillonné selon la densité d’importance

q(Uht]U,gft)_l, Zy, ,@1,6@). La loi d’importance optimale

p(Uk,t‘ZhUk,tflactawtfl) = /p(Uk,t‘ZtyUk,t1vct>wt>p<wt’wtl)dwt

peut étre approchée par

p(Uk,t’ZtaUk,tflacnwtfl) = /p(Uk,t|Zt,Uk,t1>Ct7¢t)5wt_1(d¢t)

fwt_1 (Zt|Uk,t)p(Uk,t|Uk,t—1)
Jo fuorr (2| Uk t)D(Up | Upp—1)dUp

Cas d’une distribution de base gaussienne.

Si on considére la densité d’évolution gaussienne p(Ug¢|Uki—1) = N (Uky 5 po +
pK (Uri1 — o), KKT +3), et que la densité mélangée est gaussienne, de moyenne
Uk et de variance Xy, |, la densité d’importance est définie par

q<Uk,t|Zta Uk,tfla Ctﬂ/’w%l) = N(Uk,t ;Mla E/)
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avec

1= po + pK Uy — po) + K' (20 — (o + pK (Ugi—1 — po)))
K = (KK +X)(KK" + %+ %, )"
Y =KK'+Y+ K'(KK"+Y+%, K7

Cas d’une distribution de base normale-inverse Wishart.

Si 'on considére une distribution de base normale-inverse Wishart, il est néces-
saire d’utiliser une variable auxiliaire, car ’on ne sait pas intégrer analytiquement
selon la variable auxiliaire. La procédure est la suivante :

. , . St
e Pour j =1,...,n, échantillonner w;x¢|Uk 1 ~ N (pr -1, k; L)

e Echantillonner Uy ¢|wy.p ks, 0 ~ NiW (g, 64, V4, AG)

ug—i—ﬁzt et Af = A+ (ze—pp) (ze—pp) T

!
ao)
!
f{0+1

no__ . (/- n__
avec kg = Ko+1, vy = vy+1, pg =

Loi ¢(U.» t|zt,¢t(i_)1) Si la nouvelle variable d’allocation ¢, met a jour un cluster

Ul + antérieurement non observé, la distribution a priori de ce nouveau cluster est

Go. La loi d’importance optimale p(Uy¢|2¢, Vi—1) = [ p(Ukt|z¢, ¥¢)p(¢e|the—1 ) dipy peut
étre approchée par

P(Uklze, Y1-1) =~ /p(Uk,t|Zt7¢t)5wt_1(d¢t)

f¢t71 (Zt|Uk,t)GO(Uk,t)
f@ Juu s (2:]0,)dGo(0,)

Dans les cas de distributions de base normale ou normale-inverse Wishart et d'une
densité mélangée gaussienne, cette densité d’'importance se calcule analytiquement.

Loi q(“v’t(i)ht(i)l, m!, ml(f,)l) On note N; la somme des éléments du vecteur m;. On

a
N; ~ Binomial(Ny_1 + 1,7;)

Ainsi, la loi d’importance optimale est donnée par

11— ) )
P(velye—1, Ne, Ne—1) o< By ;av,ay%)Bmomml(Nt cNeow+ 1, y)
t—1

L=

= B(v;ay+ Ny a,
V-1

+ Nia+1—N)

la loi beta étant conjuguée naturelle pour une vraisemblance binomiale.
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6.3.3 Estimation de la densité de probabilité

La densité inconnue F; est estimée par Fy, = E[F}|z14]. Fy; est la densité prédic-
tive a posteriori et peut s’exprimer selon

Ft|t(Z£) = p(2;|214) (6.16)

soit la densité de probabilité d’'un nouvel échantillon z, a 'instant ¢ connaissant
I’ensemble des mesures z;.;. On a

Ft‘t(zg) = p(Z2|Z1:t)

p(z3|ce, my, Ux (my)ufet ot V)

1y, Ux (my)ufed b el Z1:e)d{ce, My, Ux (mp)ugen) s Ve b

(ct

N
:Z{Dt() (Ztlct ’r/i:lls 7U§;)( (7«))U{~(1>}t ¢t )
i=1

Et ainsi (le détail des calculs est donné en annexe D)

N ~()

Funlz) = ) ~ )

o1 Ot LD @) M

x |a /@ fﬁi)(z;wt)d@o(@t)—|—fﬂi)(z;|U§2)’t)+ S w0

keX (@)
(6.17)
Soit, si ZkeX(ﬁy@) mxi >> «,
N oot f) )+ Diexam) Miad 50 (100)
Fyp ~ Z R (6.18)

A0)
_ 1+Zk’€X (’L) Kt

6.4 Exemple illustratif

On souhaite estimer en ligne une densité de probabilité F; variant temporelle-
ment & partir de données scalaires z; € R collectées séquentiellement. On suppose
que z; est distribué selon un TVDP défini par I’équation (6.3), de densité mélangée
gaussienne et de distribution de base normale-inverse Wishart. Les hyperparamétres
de la distribution de base sont fixés a g = 0, kKog = 0.1, vy = 2 et Ag = 1. Le
coefficient d’échelle est fixé & o = 3. La loi d’évolution p(Uy¢|Uys—1) est celle défi-
nie au paragraphe 6.2.3.b). Les hyperparamétres sont fixés a n = 4000 et p = 0.5.
L’hyperparamétre ~; est quant & lui défini comme une variable aléatoire évoluant
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temporellement et estimé a partir de la loi d’évolution p(7;|y;—1) définie par 1'équa-

tion (6.12) avec a, = 1000. Les mesures z; sont simulées pour ¢ = 1,...,1000 a
partir des distributions suivantes :

z; ~ 0.6N(—1,0.25) 4+ 0.4N(2,0.5) sit=1,...,300

z; ~ 0.6N(0,0.5) + 0.2N/(3,0.25) + 0.2A(—3,0.15) si ¢t =301,...,600

z; ~ N(0,1) si t =601,...,700

zy ~ N(—1.5+ 8502 1) sit=701,...,850

z; ~ N(—1.5,1) sit = 851,...,1000

Il y a donc des changements brutaux de densité de probabilité aux instants ¢ = 301
et t = 601, ou il y a apparition et disparition soudaine de modes de la densité. Entre
les instants ¢t = 701 et ¢t = 850, le mode de la densité se déplace de 0 & —1.5. La
densité est estimée & 1'aide de 1'équation (6.18), et la distance d; entre la densité
estimée Fy; et la densité réelle F; est calculée selon

d, = /R (Fyu(z) — Fy(2))’ dz (6.19)

La valeur de d; est approchée numériquement a l'aide d’une grille déterministe. On
calcule également le nombre moyen de variables d’allocation en vie Ny, selon

N
Nye=>_ a1+ > my) (6.20)
=1 keX (m{")

L’algorithme 6.1 est appliqué sur ces données simulées avec 500 particules. Sur la
figure 6.3 sont représentées la densité estimée Fy; (en ligne pleine) et la densité réelle
F; (en pointillé) aux instants ¢ =10, 50, 100, 200, 300, 310, 350, 400, 500, 600, 610,
650, 700, 800, 900. Les évolutions en fonction du temps de la distance d;, calculée
selon I'équation (6.19), du nombre moyen Ny, de variables d’allocations en vie calculé
selon Iéquation (6.20), et de 'hyperparamétre estimé -y,; sont représentées sur les
figures 6.4-6.6.

Aux instants ¢ = 301 et t = 601, d; augmente puis diminue progressivement vers
0, montrant une convergence progressive de la densité estimée vers la densité réelle.
L’algorithme s’adapte aux changements de forme de la densité de probabilité en
ajustant la valeur de 7, qui diminue aux instants ¢ = 300 et ¢ = 600, pour remonter
ensuite. Le méme phénomeéne apparait pour N;;. Tant que la densité de probabi-
lité reste identique, ’algorithme se base sur un nombre grandissant de variables
d’allocation précédemment échantillonnées. Lors d'un changement de la densité de
probabilité, ce nombre diminue brutalement et I’algorithme oublie donc treés vite les
variables d’allocations anciennes, permettant ainsi une convergence plus rapide vers
la nouvelle densité.

Afin de mettre en évidence 'impact de I'estimation de ~ sur I'estimation de la
densité F;, I'algorithme a été lancé a partir des mémes données, mais cette fois-ci
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avec une valeur v fixée a %. Le nombre de variables d’allocation "en vie" tend
vers la valeur limite 150 (figure 6.8). Les changements de densité de probabilité
ne sont pas repérés et ’algorithme continue a se baser sur un nombre de variables
d’allocation précédentes élevé afin d’estimer la densité de probabilité. La figure 6.7
montre 1’évolution temporelle de la distance d; entre la densité réelle et estimée.
Aprés un changement de densité, aux instants ¢ = 301 et ¢ = 601, la convergence
vers la densité réelle est beaucoup plus longue que celle obtenue sur la figure 6.4

lorsque y; est estimé.
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(a) t=10 (b) t=100 (c) t=200

(d) t—300 (e) t=310 (f) t=400

() t=500 (h) t=600 (i) t=610

(i) t=700 (k) t=750 (1) t=800

(m) t=850 (n) t=900 (0) t=1000

F1G. 6.3 — Densité réelle (en pointillé) et estimée (ligne pleine) aux instants
t = 10, 100, 200, 300, 310, 400, 500, 600, 610, 700, 750, 800, 850, 900, 1000. Des change-
ments brusques dans la forme de la densité réelle apparaissent aux instants ¢t = 301
et t = 601. Le mode de la densité se déplace entre les instants t = 700 et ¢t = 850.
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F1G. 6.4 — Evolution temporelle de la distance d; entre la densité réelle et estimée
pour 7; estimé. L’erreur est importante aux instants ¢t = 1, ¢ = 301, t = 601,
correspondant a des changements brutaux de la densité de probabilité. Puis cette
erreur diminue progressivement, indiquant que la densité estimée converge vers la
densité réelle.
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F1aG. 6.5 — Evolution temporelle du nombre moyen de variables d’allocation "en vie"
pour 7, estimé. Lorsque la densité F; reste la méme, comme c’est le cas dans les
intervalles [1 300], [301 600], [601 700] et [850 1000], le nombre de variables "en vie"
augmente, ’algorithme se basant sur un nombre de variables de plus en plus grand
afin d’estimer la densité de probabilité. Lorsqu’il y a un changement de densité,
comme aux instants t = 301 et ¢ = 601, le nombre de variables "en vie" chute
brutalement, ce qui permet d’oublier les mesures précédentes, qui ne correspondent
plus a la nouvelle densité de probabilité.
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FIG. 6.6 — Evolution temporelle de ;. Lorsque la densité F; reste la méme, comme
c’est le cas dans les intervalles [1 300], [301 600], [601 700] et [850 1000], sa valeur
augmente, l'algorithme a alors une plus grande probabilité de conserver les variables
d’allocations antérieures. Lorsqu’il y a un changement de densité, comme aux ins-
tants ¢ = 301 et t = 601, sa valeur diminue, ce qui permet d’oublier rapidement les
mesures précédentes, qui ne correspondent plus a la nouvelle densité de probabilité.
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F1G. 6.7 — Evolution temporelle de la distance d; entre la densité réelle et estimée
pour v fixé. L’erreur est importante aux instants ¢ = 1, ¢t = 301, t = 601, corres-
pondant a des changements brutaux de la densité de probabilité. La densité estimée
converge vers la densité réelle, mais de facon plus lente que lorsque 7; est estimé
(figure 6.4).
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F1G. 6.8 — Evolution temporelle du nombre moyen de variables d’allocation "en vie"

pour « fixé a %. Le nombre moyen de variables "en vie" tend vers la valeur limite

de 150, quels que soient les changements pour la densité réelle F}, contrairement au
cas ol 7y est estimé (figure 6.5).

6.5 Estimation en ligne des densités des bruits dans
les modéles non linéaires

On considére le systéme non linéaire suivant

X = ftfl(thlth) (6-21)
z; = he(x¢) + Wy (6.22)

ou x; est I’état caché, z, est la mesure, f; est la fonction d’évolution connue et h; est
la fonction d’observation connue. v; et w; sont respectivement le bruit d’évolution
et le bruit d’observation, supposés indépendants.

Remarque 6.2 Afin de simplifier les notations et contrairement auz conventions
adoptées jusqu’ict dans ce manuscrit, on considere ici que le bruit d’évolution per-
turbant I’état a 'instant t est vy au lieu de vy_1, ceci afin de garder les mémes indices
et de simplifier les notations. Un simple décalage d’indice permet de retrouver le cas
général décrit dans le chapitre 1.

On suppose que les bruits v; et w; sont non stationnaires et qu’a chaque instant
ton a

vi ~ FP (6.23)
w, ~ EY (6.24)
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avec Iy et I}’ des densités de probabilités inconnues prenant la forme du modéle
de mélange suivant

B o= / F(10)dG(0) (6.25)
Fr = / F(16)dG¥(6) (6.26)
G’ ~ DP(a",G) (6.27)
GY ~ DP(a®,GY) (6.28)

Les distributions de base G = NiW (1, k8, vy, AY) et G = NiW (ul, 5, vy, AY)
sont des distributions normale-inverse Wishart d’hyperparamétres (fixés)
o = {ug, kG, v, Ay} et oY = {uy, kY, vy, Ay }. La densité mélangée f(-|6;) =
N (- 5 g, Xt) est une gaussienne de paramétres 6, = {p;, 2, }. Afin d’introduire une
dépendance temporelle entre les densités F}’ et F}” | d’une part, et F}” et F}; d’autre
part, les bruits v; et w; sont supposées étre distribuées selon le modele TVDPM dé-
fini par I’équation (6.3).

Il est a noter que pour que 'estimation des densités de probabilité FY et F}”
soit envisageable, des conditions d’observabilité sont requises. Ces conditions, dé-
pendantes du systéme non linéaire considéré, ne sont pas abordées ici.

6.5.1 Objectifs d’estimation

On donne ici 'algorithme uniquement pour I'estimation de la densité de proba-
bilité du bruit de mesure F}. Cet algorithme est directement généralisable (au prix
de notations plus lourdes) pour l'estimation de F ou l'estimation conjointe de F}
et F{’. Les indices v sont omis par la suite, et 'on note F; la densité de probabilité
du bruit v;.

Les variables d’intérét sont I'état x;, les variables d’allocation c¢;, le vecteur my,
les clusters Ugy, k € X (m;)U{c;} et 'hyperparamétre ;. On cherche donc, a chaque
instant ¢, a estimer la densité a posteriori p(Xo.t, C1.¢, My, Urg, Y1.4|214) & I'aide d’un
algorithme de Monte Carlo séquentiel. Cette densité est approchée a 'aide de N
particules pondérées par la distribution empirique

PN(XO:ta Cit, My, AUy, d’let‘let) = Z@,Ei)(s 28

L’algorithme 6.2 page ci-contre donne les étapes nécessaires a ’estimation sé-
quentielle de la densité de probabilité p(Xo.¢, €14, My, Urg, Y1:¢|Z1:4)-
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Algorithme 6.2 Estimation de la densité de probabilité non stationnaire du bruit
d’évolution dans les modéles dynamiques
e Etape 6.2.1 Initialisation
- Pouri=1,.,.N

- Echantillonner X(()Z) ~ po(x0)

— Faire w( Q- N
e Etape 6.2.2 Itérations
— Pour t =1, 2... faire

— Pouri=1,..,. N

- Vk € X(mgl)l) U {C,@l}, échantillonner ﬁz,&lilmgi_l, cﬁ“l, 75 )1 ~
Binomial(mk’t_1 - 51:5”1 (k), ’yt(z)l)

Echantillonner Eﬁi) ~ q(ct|x§?17 mgl), U)(()( CIIRE z)

~Sia? ¢ X(mgi)), échantillonner Uf(i)t ~ (U t|x£i,)1,zt)
¢ s t o
Pour k € X(m"), échantillonner Ul ~

it
gl (4) (4) ~(1)
p(
(9

Ei—10 Xt—152¢t, G ) Slk—ct

(@) )

kit— non
Echantlllonner %, ~ q(x|z, ng), Uf{z)} )
~ Echantillonner 7\ ~ q(y |y, m{", mgl)l’ )

— Pour i = 1,.., N mettre a jour les poids

sinon

p(ze] % )p(RY %L, 6“’2 ) Pr(@m”)

a& e x?, U5) )o@ xi” pmt,U( %)

Tl p(ONUS_) 1
Oz, x(2, UL @)

ke B!

)1
GO(Ulit))

i) q( k.t ‘Zf» XE—)l)

P i)
( l)|7t 1’m§2)7m§)1’0§1)1)

avee YN, @) =1, AP = X(@{") n (&} et BY = X(m{") n {7}
— Calculer Ngg selon I’équation (1.27) Si Neg < m, rééchantillonner les poids.
Sinon, renommer les particules sans .

6.5.2 Lois d’importance

Le choix de la densité d’importance q(xt|zt,xt),Uf() ) n’est pas spécifique a

notre contexte. On peut choisir pour celle-ci un as de ﬁltre Kalman étendu ou sans

parfum (cf. paragraphe 1.3.2.f)). La loi ¢ ’yt|fyt 1,mt ,mt 1,c§1)1) est identique a
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celle proposée dans le paragraphe 6.3.2.

a) Lo glalxi @, U0 )

On a, de fagon similaire a I’équation (6.15)

{ Pf(Ct = k‘mt, UX(mt),t—la Zt) = bmk,tp(zt|xt717 Uk,tfl)y Vk € X(mt> (6 29)

PF(Ct ¢ X(mt)|mt, UX(mt),t—la Zt) = ba f@ p(Zt|Xt—1, Qt)dGo(@t)

ou b est la constante de normalisation.

La vraisemblance p(z;|x;_1, Uy —1), pour k € X (my), peut étre approchée par un
pas de filtre de Kalman étendu ou sans parfum. La valeur de I'intégrale f® (2| %41, 0;)dGo(6;)
peut elle étre approchée par intégration de Monte Carlo, en échantillonnant selon

Go.
b) Loi q(Us, U, x", 2, c)

La loi d’importance optimale est approchée par

P(z¢|Uk t, X¢—1)p(Upo t|Uge t—1)
f@p Zt|Ukt>Xt 1) (Uk,t|Uk,t—1)dUk,t

(Ukt’Ukt 15 2ty X¢— 1,Ct) (6-30)

A notre connaissance, il n’existe pas de technique efficace permettant d’appro-
cher cette densité de probabilité dans le cas général. Il peut cependant y avoir des
simplifications possibles dans le cas ot une partie du modéle peut étre linéarisée.

Dans le cas général, on choisira la loi d’évolution p(Uy+|Uk¢—1) comme loi d'im-
portance pour les particules. Cette loi d’'importance est peu efficace car elle ne prend
pas en compte la mesure z;, mais permet tout de méme une bonne estimation de
la densité de probabilité pour un nombre de particules raisonnable, comme cela est
montré au paragraphe 6.5.3.

c) Loi q(Uk,t\ZuXEi—)l)

La loi d’importance optimale est approchée par

(Zt|Ukt>Xt 1)GO(Ukt)
fp Zt’Uktaxt 1>G0<Ukt)dUkt

P(Uk,lze, X¢-1) (6.31)

De la méme facon que précédemment, il n’existe pas, & notre connaissance, de straté-
gie efficace permettant d’approcher cette densité, méme s’il peut exister des simpli-
fications possibles en fonction du modéle. Dans le cas général, on choisira Gy comme
loi d’importance pour les particules.
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6.5.3 Exemple illustratif

On considére le modéle fortement non linéaire suivant [Dou01b, Aru02, Car92|

1
Tl = ST + 251 + —|— 8cos(1,2(t+ 1)) + vy (6.32)
2
Ty
4 = Shtw (6.33)

ot w; ~ N(0,1) et xg ~ N (0, 10). Le bruit d’évolution v; est supposé non station-
naire et distribué selon les distributions suivantes

v ~ 0.7TN(0,10) + 0.3N (—10,5) sit=1,...,299
v ~ N(0,10) sit = 300,...,600

Les hyperparamétres de la distribution de base sont fixés a pug = 0, kg = 0.1,
v = 10 et Ay = 80. Le coefficient d’échelle est fixé & a« = 3. La loi d’évolution
P(Ukt|Uk,—1) est celle définie au paragraphe 6.2.3.b). Les hyperparamétres sont fixés
an = 4000 et p = 0.5. L’hyperparameétre v; est quant a lui défini comme une variable
aléatoire évoluant temporellement et estimé a partir de la loi d’évolution p(~y|vi—1)
définie par 1'équation (6.12) avec a, = 1000. L’algorithme 6.2 est utilisé avec 1000
particules. Les particules fﬁi) sont propagées a l'aide d’un pas de filtre de Kalman
étendu.

Sur la figure 6.9 sont représentées la densité estimée Fy; (en ligne pleine) et
la densité réelle F; (en pointillé) aux instants ¢ =10, 100, 200, 290, 300, 400, 500,
600. Les évolutions en fonction du temps de la différence entre ’état réel x; et 1’état
estimé xy;, de la distance dy, calculée selon I’équation (6.19), du nombre moyen Ny, de
variables d’allocations en vie calculé selon ’équation (6.20), et de ’hyperparamétre
estimé 7;; sont représentées sur les figures 6.10-6.12.

Soit E la racine carrée de 'erreur quadratique moyenne, calculée selon

T
E= Z Ty — xt\t (634)

Afin d’évaluer les performances de I'algorithme, I’erreur quadratique obtenue avec
le modéle proposé est comparée a celle obtenue avec un algorithme de filtrage parti-
culaire classique avec 5000 particules (afin d’obtenir un temps de calcul similaire a
celui de notre algorithme) et la méme densité d’importance pour I’évolution de %ﬁ”,
en définissant v, ~ N(0,100). 20 simulations sont réalisées avec des réalisations de
bruits d’évolution différentes. La moyenne et 1’écart-type de E pour les 20 simula-
tions et pour chacun des deux modéles (TVDP et filtre particulaire classique) sont
reportés dans la table 6.1.

Bien que la densité n’est pas estimée parfaitement du fait des fortes linéarités,

I'utilisation du modele proposé améliore nettement l'estimation du vecteur d’état.
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TAB. 6.1 — Comparaison sur 20 simulations entre le modéle proposé et un modéle
dont la distribution du bruit est fixée

Modele pour v, | TVDP | N(0,100)
Moyenne 5.09 10.08

Ecart-type 0.38 2.08

(g) t=500 (h) t=600

F1G. 6.9 — Densité réelle (en pointillé) et estimée (ligne pleine) aux instants t =
10, 100, 200, 290, 300, 400, 500, 600. Un changement dans la forme de la densité réelle
a lieu a I'instant ¢ = 300.
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F1G. 6.10 — Evolution temporelle de I'erreur entre 1’état réel et estimeé.
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F1G. 6.11 — Evolution temporelle de la distance d; entre la densité du bruit d’évo-
lution réelle et estimée . L’erreur est importance aux instants ¢ = 1 et ¢ = 300,
correspondant a l'initialisation et a un changement de la densité de probabilité. Puis
cette erreur diminue indiquant que la densité estimée converge vers la densité réelle.

6.6 Conclusion

Ce chapitre s’est intéressé a la définition d’un processus de Dirichlet variant tem-
porellement pour I'estimation en ligne de densités de probabilité non stationnaires.
Un algorithme de Monte Carlo séquentiel pour I'estimation en ligne de cette densité
ainsi que des densités d’importance efficaces ont également été proposés et testés
sur un exemple illustratif. Ce modéle a ensuite été appliqué pour l'estimation de
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F1G. 6.12 — (a) Evolution temporelle du nombre moyen de variables d’allocation "en
vie". (b) Evolution temporelle de ;.

la densité de probabilité des bruits dans les modéles dynamiques non linéaires. Un
algorithme de Monte Carlo séquentiel dédié a ce probléme est développé et testé sur
un modéle fortement non linéaire.



Conclusion

La pensée complexe sait qu’il existe deux sortes d’ignorances : celle de
I’homme qui ne sait pas mais veut apprendre, et l’ignorance (plus
dangereuse) de celut qui croit que la connaissance est un procédé
linéaire, cumulatif, qui avance en faisant la lumiére la ot auparavant
régnait ’obscurité, ignorant que l’effet de toute lumiére est aussi de
produire des ombres. [...] il faut apprendre a cheminer dans l’obscurité
et l'incertitude.

Edgar Morin, Eduquer pour I’ére planétaire.

Ce travail de thése a pour objet les modéles de Markov cachés. Il s’est attaché
a consider des incertitudes supplémentaires affectant les modéles d’évolution
et de mesure, selon les deux problémes suivant.

1. Chaque capteur n’a pas un mais plusieurs modes de fonctionnement, et peut
commuter entre ces différents modes.

2. Les densités de probabilité des bruits des lois d’évolution et de mesure sont
inconnues et doivent étre estimées conjointement a 1’état.

Cette thése s’est attachée a une analyse bayésienne de ces problémes, en se basant
sur les méthodes de Monte Carlo, afin d’aboutir & une approximation numérique de
la distribution de probabilité a posteriori. L’approche méthodologique utilisée tout
au long de ce manuscrit a été la suivante.

1. Définition d’un modéle statistique donnant les relations a priori entre les va-
riables inconnues et la relation entre celles-ci et les mesures.

2. Définition de ’algorithme de Monte Carlo permettant d’approcher la distribu-
tion a posteriori de 'ensemble des variables inconnues.

145
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Bien que ces deux parties soient bien découplées dans le manuscrit, et qu’en
toute théorie les modéles doivent étre définis indépendamment de 1’algorithme, en
se basant sur toute la connaissance a priort dont I’on dispose, ceci doit étre modéré.
En effet, I'efficacité algorithmique guide dans certains cas le choix des lois a prior:
vers des distributions conjuguées. C’est particuliérement vrai pour les processus
de Dirichlet. Bien que quelques travaux ont dénoncé le manque de flexibilité des
processus de Dirichlet, ceux-ci connaissent un grand succes de par la simplicité des
algorithmes d’estimation qui leur sont associés.

Le chapitre 1 a développé les mécanismes de l'inférence bayésienne pour les mo-
déles de Markov cachés et mis en avant les méthodes de Monte Carlo séquentielles
et itératives pour 'approximation de la distribution de probabilité a posteriori.

Dans le chapitre 2, on s’est intéressé au cas d’un systéme multicapteur ou chaque
capteur pouvait commuter entre différents états de fonctionnement. Un modéle a
saut original a été exposé pour cette problématique. Dans ce modéle, les probabilités
a priori de validité d’un modéle de mesure évoluent en fonction du temps. Plusieurs
algorithmes de filtrage particulaire pour des mesures synchrones, asynchrones et des
modéles linéaires ont ensuite été détaillés avec des densités d’importance efficaces.
Ces modéles/algorithmes ont ensuite été comparés aux modéles a saut « classiques »,
en montrant I'intérét de notre modéle pour le probléme concerné.

Les modéles et algorithmes du chapitre 2 ont ensuite été appliqués a la loca-
lisation d’un véhicule terrestre équipé de trois capteurs. L’un des capteurs est un
récepteur GPS, pouvant délivrer des données erronées a cause de phénoménes de
trajets multiples des signaux GPS. L’approche proposée montre une détection cor-
recte des erreurs GPS et une augmentation de la précision de la localisation par
rapport a un algorithme basé sur le filtre de Kalman.

Le chapitre 4 a présenté ’estimation non paramétrique de densités avec les pro-
cessus de Dirichlet. Les propriétés et avantages de ceux-ci ont été développés en
détail.

Dans le chapitre 5, on s’est intéressé a I'estimation des densités de probabilité
des bruits d’évolution et de mesure dans les modéles dynamiques linéaires, a 'aide
des processus de Dirichlet. Les algorithmes d’estimation de densité du chapitre 4 ne
s’appliquant pas directement dans ce cas, un algorithme MCMC et de Monte Carlo
séquentiel, dédiés a ce probléme, ont été définis et testés sur plusieurs applications.

Enfin, le chapitre 6 s’est intéressé a la définition de processus de Dirichlet variant
temporellement, afin d’estimer séquentiellement une densité de probabilité non sta-
tionnaire. Un algorithme de Monte Carlo et des lois d'importances efficaces ont été
définis. Puis ce modéle a été appliqué a ’estimation des densités de probabilité non
stationnaires des bruits d’évolution et de mesure dans les modéles non linéaires, et
un algorithme de Monte Carlo séquentiel et des lois d’importance ont été spécifiés.
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Retour sur les choix effectués dans ce mémoire

Ce mémoire s’est attaché a une analyse bayésienne du probléme concerné. Celle-
ci offre un cadre mathématique permettant une quantification de I'incertain et une
expression mathématique des régles de mise a jour de cette incertitude en fonction
de nouvelles informations. D’autres modélisations de I'incertain, telles que la théorie
des fonctions de croyances [Dem68, Sha76, Sme94, Sme05] ont également été étudiées
dans des travaux annexes |Car05b, Car06e, Car06¢, Car06d|. La théorie des fonctions
de croyance permet une modélisation de l'incertitude et de I'imprécision/ignorance
relative & un modéle donné. Bien que de nouveaux outils méthodologiques aient été
développés récemment [Sme05], les calculs relatifs a l'inférence restent complexes et
des méthodes d’approximation numérique aléatoire ou déterministe restent a déve-
lopper afin de populariser ce modéle.

L’approximation, dans ce cadre bayésien, de la densité a posteriori a été réa-
lisée a 'aide des méthodes de Monte Carlo. L’utilisation de ces méthodes a sem-
blé naturelle, un large spectre d’algorithmes, développés ces 10 derniéres années,
ont aidé a leur popularisation et ont démontré toute la puissance applicative de
ces méthodes. D’autres méthodes, reposant sur des procédures d’approximation dé-
terministe, sont cependant envisageables, comme par exemple les méthodes varia-
tionnelles [Jor99, Ble04], qui connaissent un certain succés dans la communauté de
I'apprentissage (Machine Learning).

D’un coté modélisation statistique, ce mémoire s’est concentré sur les modéles a
saut et les distributions de Dirichlet. Cette derniére permet, dans un cadre nonpa-
ramétrique, d’obtenir un compromis intéressant entre la flexibilité du modéle et les
avantages algorithmiques, grace a sa forme conjuguée. D’autres modéles, tels que les
arbres de Polya [Wal99], ou les modéles d’allocation Dirichlet-multinomial [Gre0la],
permettent de gagner en flexibilité au détriment de 'aspect algorithmique.

Le choix a été fait, dans la plupart des cas, de considérer les hyperparamétres
comme des variables aléaloires et de les estimer également, sur la base d'une distri-
bution a priori. Ceci ameéne généralement un étage supplémentaire dans le modéle
statistique, et une étape supplémentaire dans ’algorithme. Ces choix ont été justifiés
sur la base de simulations, montrant la flexibilité ainsi apportée. Dans certains cas
cependant, la connaissance a priori dont I'on dispose sur les paramétres du pro-
bléme rend non nécessaire 1’estimation de ces hyperparameétres, qui peuvent alors
étre considérés comme fixés.
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Perspectives

Le chapitre 2 propose un algorithme permettant de commuter entre différents
états de fonctionnement de capteur, dont un état dit défaillant, pour lequel on définit
une densité vague. Il serait intéressant, dans le cas ou le capteur tombe dans un état
défaillant, d’essayer d’estimer, en ligne, le nouveau modéle de mesure associé. Une
des approches envisageables serait d’utiliser le modéle et ’algorithme développés au
chapitre 6 afin d’apprendre en ligne la densité de probabilité du bruit de mesure.

On a considéré dans le chapitre 3 les données GPS sous la forme binaire va-
lide/invalide. Des travaux récents se sont intéressés a I’estimation du biais introduit
par les trajets multiples a 'aide de modéles a saut |Gir05|. Ces sauts dans les biais
sont liés & la forme de I'environnement (hauteur des immeubles,. .. ). Une piste inté-
ressante serait d’étudier, pour un environnement donné, I’estimation des biais GPS
a l'aide des processus de Dirichlet.

Les processus de Dirichlet ont deux applications principales : ’estimation de den-
sité, qui nous a intéressé dans ce manuscrit, et le clustering de données. L’algorithme
6.1 peut en effet étre utilisé afin d’effectuer du suivi de classe évolutive. Des applica-
tions pourraient concerner par exemple la quantification de séquences vidéo [Gon96|
ou la détection d’intrusions sur Internet [Old04|. Cependant, pour de telles applica-
tions, une régle de décision doit étre définie, qui constitue ici le point difficile. En
effet le probléme dit de label switching [Ste00| se pose, car il y a équivalence entre
les classes. Des pistes peuvent étre trouvées dans les travaux de Stephens [Ste00],
Celeux et al. [Cel00] et Fraley et Raftery [Fra02] sur le probléme de décision dans
les modeéles de mélange fini.

Une version rao-blackwellisée de ’algorithme 6.2 pour des modéles linéaires peut
également étre développée.

On a considéré dans le chapitre 6 des processus de Dirichlet avec des hyperpa-
rameétres fixés au cours du temps. Une extension de ce travail pourrait concerner
des processus de Dirichlet dont les hyperparamétres varient également en fonction
du temps. L’utilisation de la représentation stick-breaking doit permettre d’apporter
des solutions a ce probléme.
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ANNEXE A

Récursion backward forward

Les quantités Pt/:11|t(‘9t:T) et Pg:llh(@t:r_p)m;f”t(&;;p) définies au paragraphe 5.3.1
satisfont les équations de récursion du filtre d’information backward suivantes, adap-
tées de [Dou0la).

1. Initialisation

Ppyp(0r) = HI(S5) ™ Hy

P (0r)miyyp(0r) = H (3%) 7" (21 — pf)
2. Reécursion Backward. Pour t =T —1..1,

-1
Appr = [Inu + BT(0t+1)Pt:11\t+1(9t+1|T)B(9t+1)] (A.1)

Pt,|;—il-1(‘9t+15T) = Ft11P7t/;11|t+1(0t+1:T)

X (I, — B(Qtﬂ)At+1(9t+1:T)BT(9t+1)Pt:1l\t+1(9t+1:T))Ft+1

Pty Oeerr)miyy 1 (Oere) = F(0r41)
X (L, = P31 Orp10) BOrs 1) Arpa (G10) BT (G111))

X ]Dt/—i_-11|t+1<€t+1:T> (m;+1\t+1(9t+12T) - u2+1(9t+1))
Pt/ﬁl(et:T) = Pt,|;+11(0t+15T> + HI(SY) ' H, (A.2)

Pt/\;1(0t1T>m;|t<‘9tiT) = Pt/\;—il—l<0t+11T)m;\t+1<0t+12T> +HI(Z) Nz — 1) (A3)
ot B(;) = Gyxchol(XV)T.

165



166 Annezxe A. Récursion backward forward

Pour obtenir le rapport de Metropolis-Hastings, il n’est nécessaire de calculer la
probabilité d’acceptation qu’a une constante pres

p(ZLT\@LT) OCP(Zt\elzt,let1)/p(Zt+1:T|Xt,9t+1:T)p(Xt’Z1:t,91:t)dXt (A-4)
X

Si 34¢(01:¢) # 0 alors il existe Iy (61:4) et Que(01:) tels que

Et\t(elzt) - Qt|t(Ql:t)Ht|t(01:t)Q£t(91:t) .

Les matrices Qy:(01:) et I (61.1) sont obtenues par la décomposition en valeurs
singuliéres de ¥;(01.¢). La matrice IIy;(61+) est une matrice diagonale ny x ng, 1 <
n; < n, avec comme éléments les valeurs propres non nulles de Zt‘t(ﬁu). On obtient
alors

1
2

p(Z1:T|‘91:T) X N(/Z\t|t—1(91:t)7 St\t—1(91:t)) ‘Ht|t(01:t) tT|t(let)Pgﬁl(9t+1:T)Qt|t(91:t) + I,

X eXp(_%ﬁ;qt(el:QPtI;&l_l (9t+1:T)§t|t(‘91:t) - 2§£t(91:t)Ptlﬁ_il_l<9t+1:T)m2‘t+1(6t+1:T)
|

—(m;|t+1(8t+1:T> - §t|t(91:1t))T X P;|;i1(6t+1:T)At\t<91:t) X Ptll;ﬁl-l (9t+1:T)(m;|t+1 (Ot1:7) — §t|t<61:t)))

(A.5)

ou
At|t(91:t) = Qt|t(01:t) [H;tl(elzt) + Q;ﬁt(elzt)Pt,‘;il_l(aﬁ—&-l:T)Qt\t(elzt) B Qgt(glzt) (A6)

Les quantités Xy¢(01:¢), Se¢(01:¢), Zep—1(014) et Sy—1(01) sont, resp., les estimées
et matrice de covariance de x;, 'innovation a l'instant ¢, et la covariance de cette
innovation. Ces quantités sont délivrées par le filtre de Kalman, le systéme étant
linéaire a bruits additifs gaussiens conditionnellement & 6,.;.



ANNEXE B

Compléments de filtrage statistique

B.1 Opérations usuelles sur les probabilités

On considére trois variables aléatoires t € X, y € Vet z € Z.
e Régle de Bayes

pzlz)p(z) _ p(zl)p(z)
p(2) Jx p(zl)p(z)dz

Théoréeme des probabilités totales

p(z|z) =

Marginalisation
plz]z) = / p(x,y|z)dy
Yy

Probabilités conditionnelles

p(x,ylz) = p(zly, 2)p(yl|2)

e Espérance

Byt Lf(@)] = [ f@plalz)da
B.2 Distributions conjuguées

Soit F une classe (ou famille paramétrique) de distributions p(-|z) sur z et P
une classe de distribution a priori sur z p(-). La classe P est dite conjuguée [Gel95]
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168 Annexe B. Compléments de filtrage statistique

pour F ssi, pour tout p(-) € P et tout p(-|x) € F on a

__ p(zle)p(x)
S p(zlx)p(x)dx

p(+|z) € P avec p(z|z)

L’utilisation de distributions conjuguées permet de simplifier les calculs, en rendant
possible le calcul analytique.

On appelle famille conjuguée naturelle 'ensemble des distributions conjuguée p
telles que P = F, i.e. telles que la vraisemblance appartient a la méme classe que la
distribution a priori.

Remarque B.1 La famille gaussienne est conjuguée naturelle.

B.3 Distribution de Wishart

T]T

- |" une matrice n X p telle que x4, .., z, € RP sont échantillon-

Soit z1., = [2T .. x
nés selon
iid
L1y ey Ty ~~ (0,/\)

Alors la matrice A = 21, 7., (de dimension p X p) suit une distribution de Wishart*
A~ W(n,A)

Les paramétres n et A sont appelés resp. degrés de libertés et paramétre d’échelle
de la distribution de Wishart. La dimension de A (p X p) n’est pas explicitement
indiquée dans la notation, mais elle est déterminée par A. La distribution de Wishart
permet de définir une distribution sur ’ensemble des matrices symétriques définies
positives. La densité de probabilité est exprimée par [Gel95|

-1
D .
W(A:n,A) = (Z?Wp(pzl) HF(%)) A2 |A\(n 2 exp [—%trace(A_lA)]

La moyenne de cette distribution est
E[A] = nA

Remarque B.2 La distribution de Wishart a une dimension est la distribution en

X2

1Du nom de son inventeur
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B.4 Distribution inverse Wishart

Soit A une matrice de dimensions p X p et n € N*. La matrice ¥ est distribuée
selon une distribution inverse Wishart (X ~ iW (- : n, A)) si X! est distribuée selon
une Wishart

S~ Wi(n, ATY

La densité de probabilité de ¥ est donnée par [Gel95|

2

i=1

-1
P ,
np pp— 1 — n _(ntp+1 1
iW (X :n,A) = (227r e | | F(u)> A2 3] kR ) exp {—ﬁtrace(AE_l)}

La moyenne de la distribution inverse Wishart est

A

R Ty

B.5 Distribution normale-inverse Wishart

B.5.1 Définition

On note 6 = (i, X). 0 suit une loi normale-inverse Wishart si, étant donné X, p
suit une loi normale

5
% ~ N (o, —)
Ko

ou les hyperparameétres o € RP et kg > 0 sont connus et fixés. De plus, X suit une
loi inverse Wishart
Y~ W (v, Ayt

ou les hyperparamétres vy > p et Ay € M, sont connus et fixés. On note ceci
simplement par

0 = (1, %) ~ NiW (o, ko, vo, Mo)

La distribution pour € est donnée par

el

_ 2 1 _ _
p(0) o |27 2 exp —§tmce(AoE 1 5 (h= 10) TS (1 — o)

B.5.2 Conjugaison

La distribution NiWV est conjuguée pour la loi normale. Supposons que 6 = (u, X2)
suit une loi normale-inverse Wishart p(6) = NiW (0 : o, Ko, vo, Ao)

0 = (1, ) ~ NiW (po, Ko, v0, No)
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et que n mesures Zi,...,Z, soient distribuées selon la loi normale de parameétres
0= (%)
iid
212 N (1, )

Dans ce cas, la densité a posteriori p(p, X|z1.,) = fpl;(1Z1‘r/L,t|lg) )(M(lg)%iLdZ suit également

une loi normale-inverse Wishart
. ! ! / !
1, Xz ~ NiW (g, kg, v, M)

soit

>
M|E,Z ~ N(M{J? KJ—/>

0
DIRREN W(V(,N A6 _1>

Z_ 1y
avec, en notant z = = > © | zj,

li6 = Kop+n

V(/) = I/0+77/

, n 74 Ko

= Z

Ho kotn kg tnt?
Kom | ,_ _ - - =

Ny = Dot (2@ )@ — o)+ > (2~ 2) (2~ 2)"
Ko+ 1 j=1

Les détails des calculs peuvent étre trouvés dans [Fra05].

B.6 Distribution de Dirichlet

B.6.1 Définition

La distribution de Dirichlet est une distribution sur un jeu de probabilités dis-
crétes de dimension K.

Définition B.1 Soit py un vecteur de dimension K tel que Vj = 1..K, po(j) > 0
et ijl po(j) = 1. po définit un jeu de probabilités discrétes de dimension K. Soit
a > 0 un coefficient scalaire. La distribution de Dirichlet D(- ;apg) de vecteur po et
de parametre d’échelle o est définie par

T35 apo(h)) &

def a

Pr(p|po, @) = D(p ; apo) = =1 po(j)—1
H] 1 F(O‘po j ]:1

avec p un vecteur de dimension K définissant un jeu de probabilités discrétes (V5 =
1.K, p(j) >0 et Z] p(j) =1) et T est la fonction gamma.?

(B.1)

2Lorsque dim(pg) = 2, la distribution de Dirichlet se réduit a la loi beta.
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Le vecteur py donne la moyenne de la distribution

Elp(7)] = po(4)
a est un facteur réglant la dispersion autour de la moyenne

(1 —po(j))po(d)
(1+ )

Var [p(j)] =

Exemple B.1 Sur la figure B.1 sont représentées les distributions de Dirichlet

D(p ;apy) avecpo = [ 5 3+ 3| et différentes valeurs de a.

0.8

Y 05
0.33 -
0.1
01 0.33 05 0.8 01 033 05 0.8
pl pl
a=10 a=50
0.8 0.8
Y 05 N 05
0.33 0.33 ‘
0.1 0.1
01 0.33 05 0.8 01 033 05 0.8
pl p1

FiG. B.1 — Distribution de Dirichlet p ~ D(p ;apy) avec py = [% % %] et « =

2,3,10,50. Le coefficient d’échelle « régle la dispersion autour du vecteur de proba-
bilité moyen py.

B.6.2 Conjugaison

La distribution de Dirichlet est une distribution a priori conjuguée pour la loi
multinomiale. Soit
clp ~ Multinomial(-|p)

i.e.3, Pr(c = klp) = p(k). Donc si Pr(p|po, @) = D(p ; apo) la distribution a posterior:
est également une distribution de Dirichlet

Pr(c = k|p) Pr(p|po, @)
PI‘(p|C - kaPOaa) = PI‘(C _ k|p0 a;

=D(p ;'pp) (B.2)

avec py(k) = 225po(k) + 715 et Vi # k, pp(j) = 25p0()), o = a+ 1.

30n utilise ici une notation moins standard d’échantillons d’une loi multinomiale.
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Considérons m échantillons cy, ..c,, échantillonnés de facon iid selon la loi multino-
miale

Celp i Multinomial(-|p), k= 1..m

On note m; = > ;" | 0, (j) le nombre d’occurences ¢ telles ¢, = j. La distribution
a posteriori est donnée par

Pr(cy, .., cm|p) Pr(p|po, @)

Pr(p|ci, .., ¢my Po, ) = B.3
(vl ) Pr(cy, .., cm|po, @) (B-3)
=D(p ;a'pp) (B.4)

avec po(Jj) = 55po(J) + aJ%mmj et o/ =a+m.
De plus, la loi conditionnelle prédictive Pr(cp,i1|ci, ..., cm,po, ), obtenue en

marginalisant selon la distribution inconnue p, s’exprime selon la formulation en
urne de Polya suivante :

po(j) + m; (B.5)

Pr(cm+1=J|017-~,Cm7po7o‘):a—i—m a+m

Exemple B.2 On considére que les échantillons ¢ son générés selon la loi multi-

nomiale Multinomial(-|p) avec p = [ % %‘ le }

celp ud Multinomial(cy|p)

On suppose qu’a priori p ~ D(apy) avec py = [ % % % } et a = 2. Sur la figure
B.2 sont représentées les distributions a posteriori Pr(p|cy, .., ¢m, Po, ), en fonction
du nombre m d’échantillons ¢, (k =1..m) générés.

Prior (Dirichlet([1/3 1/3 1/3],2) Posterior avec 10 echantillons

0.8

§ 05

0.33
0.1
0.1 033 05 0.8 0.1 0.25 0.5 0.8

pl pl
Posterior avec 100 échantillons Posterior avec 1000 échantillons

0.8 0.8
q 05 ‘ oy 05 .
0.33 0.33
0.1 0.1
01025 05 0.8 01025 05 0.8

pl pl

Fi1G. B.2 — Evolution de la distribution de Dirichlet a posteriori en fonction du
nombre d’échantillons générés.
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B.7 Fractiles de la loi du x?

On note [ le nombre de dégrés de liberté. Si z suit une loi du x? a [ degrés de
liberté, alors les valeurs de a telles que p, = Pr(z < a) sont listées dans le tableau
suivant.

/ Pa | 0.8 0.9 0.95 0.975 | 0.99 0.995 | 0.999 | 0.9995
1.642 | 2.709 | 3.841 |5.024 |6.635 | 7.879 | 10.828 | 12.116
3.219 | 4.605 |5.991 | 7.378 |9.210 | 10.597 | 13.816 | 15.202
4.642 | 6.251 | 7.815 |9.348 | 11.345 | 12.838 | 16.266 | 17.730
5.989 | 7.779 | 9.488 | 11.143 | 13.277 | 14.860 | 18.467 | 19.998
7.289 |9.236 | 11.070 | 12.832 | 15.086 | 16.750 | 20.515 | 22.105
8.558 | 10.645 | 12.592 | 14.449 | 16.812 | 18.548 | 22.458 | 24.103
9.803 | 12.017 | 14.067 | 16.013 | 18.475 | 20.278 | 24.322 | 26.018
11.030 | 13.362 | 15.507 | 17.535 | 20.090 | 21.955 | 26.125 | 27.868
12.242 | 14.684 | 16.919 | 19.023 | 21.66 | 23.589 | 27.877 | 29.666

QOO || O = W N =

B.8 Démonstrations

B.8.1 Equation bayésienne récurrente

p(XO:t—la Xt Zt|Z1:t—1)
P(Zt|21:t—1)
P(Xt, Z¢[X0:—1, Z1:4—1)P(X0:—1|Z1:4—1)
p(2e|Z1:4-1)
P(Ze[Xo:—1, X¢, Z1:) P(Xe [ Xt —1, Br:e—1)
P(2¢|Z1:-1)

p(XO:t’ZI:t) =

= p(XO:t—lyzlzt—l)
Or p(z¢|Xo:t—1, Xt, Z14) = P(Ze|xt) et p(X¢|X0:t-1,Z1:4-1) = P(X¢|x¢—1). On retrouve
donc la formule

p(Zt|Xt>p<Xt |Xt—1)
p(Zt|Z1:t—1)

p(XO:t‘let) = p(XO:t—l‘letq)

B.8.2 Equations du filtre de Kalman

On considére 'équation bayésienne (1.9) donnant la formule d’estimation. Selon
les hypothéses du filtre de Kalman, la densité de probabilité de la prédiction et de
la fonction de vraisemblance sont des gaussiennes multivariées, définies par

_1 1 N _ N
p(Xt|Z1:t—1) = ‘27T2t|t71} * exp —§(Xt - Xt|t71)TZt‘t1,1(Xt - Xt\tfl)
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et
_1 1 _
p(zt|Xt) = |27TRt| 2 exp |:_§(Zt - HtXt)TRt 1(Zt - Htxt):|

Etant donné que la loi normale est conjuguée naturelle, la densité a posteriori est
également une gaussienne, de statistiques it‘t et Xy a déterminer

1 1 N B N
p(Xt|Z1:t) = ’27T2t|t’ > exp {—5(& - Xt|t)T2t|t1 (Xt - Xt|t):|

En appliquant la formule (1.9) et en prenant le logarithme :

(=) 5, (=) = (0 —Ryp—1)" g (e—Rppp1) +H(ze— Hixy) T Ry (20— Hixi)+C(2)
avec C' une fonction de z; indépendante de x;. On obtient donc une forme quadra-
tique en x;. En différentiant une fois par rapport a x;

X (Xt - §t|t) =3 (Xt - ﬁt\t—l) - H?R;I(Zt - HtXt)

—1 —1
tlt tlt—1

En différentiant & nouveau

Sy =Sy, + HIRH, (B.6)

tlt

En réinjectant ceci dans I’équation précédente, on obtient donc

E_lit‘t - Z

tlt

K- + H R 'z, (B.7)

-1
t|t—
Les équations (B.7) et (B.6) sont les équations d’estimation du filtre de Kalman sous

la forme dite du filtre d’information. Le vecteur d’information est §t|t = Zatlﬁﬂt =

?t\t_l + HTRt_lzt et I'incertitude sur ce vecteur est mesurée par la matrice Y;; =
' =Y. +H'R'H.

t)t

D’aprés I'équation (B.6) la matrice de covariance de I'erreur d’estimation ¥ est
donnée par

Sy = Sy, + H Ry H, B
Ce qui donne, en utilisant la formule d’inversion classique
Supe = Sye—1 — Sipr HY (HySy1 H + Re) ™ Hyy 1
Ce qui donne (voir [Bar01] page 206)
Sipp = Sepo1 — K Si K

avec St = thﬂt—lHE -+ Rt et Kt = Et|t_1H?S;1.
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L’estimée, d’aprés I’équation (B.7) est obtenue par

s -1 < T p—1
Xtjt = Zt|t2t‘t_1xt\t—1 + Xy Hy Ry "z

= Z3t|1t271 ﬁt\t—l + Et|thTR;1(Zt — Htit\t—l) + Et|tH?R;1Htit|t—1

tlt—1

= (Sl + HY Ry H )Ry + So Y Ry (2 — HiXgoon)

-1
Or Sy = [2;,}_1 +HF R{lHt] et Sy H Ry' = Sy HI'S;' = Ky (voir |Bar01]

pages 133-134). On obtient donc I’équation suivante
Xijt = Xyj—1 + Ky
Les équations de prédiction sont quant a elles triviales, obtenues avec ’équation

d’état et les formules de transformation linéaire de densités gaussiennes.

B.8.3 Equations du filtre de Kalman multicapteur

Dans le cas de plusieurs observations conditionnellement indépendantes, 1’équa-
tion (1.9) peut se mettre sous la forme

p(Xe|Z1:4-1) szl (2,4 ]%¢)
p(Zt|let—1)

p<Xt‘let) =

Selon les hypothéses du filtre de Kalman, la densité de probabilité de la prédiction
et des fonctions de vraisemblance sont des gaussiennes multivariées, définies par

_1 1 N _ N
p(Xt|Z1:t—1) = ‘27T2t|t71} > exp {—E(Xt - Xt|t71)TEt‘t1,1(Xt - Xt|t1):|

1 1 -
P(Zre|x:) = |27 Ry | 2 exp |:_§(Zk,t - Hk,txt)TRk,% (Zws — Htxt):|

Etant donné que la loi normale est conjuguée naturelle, la densité a posteriori est
également une gaussienne, de statistiques X;; et X, a déterminer

_1 1 R B R
p(Xt|Z1:t) = ‘27th|t‘ > exp {_i(xt - Xt|t)TEt|t1(Xt - Xt|t):|

En prenant le logarithme de ’équation bayésienne et en différentiant deux fois par
rapport a X;, on obtient les deux équations suivantes

n
-1 _ yv—1 T p—1
Zt|t - Zt|t—1 + Z Hk,tRk,tHk,t
k=1

n
s _y-1 o T p-1
Et|t Xt = Et|t—1Xt|t—1 + Z Hk,tRk,tZk,t
k=1
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La derniére équation peut étre réécrite de la fagon suivante

n
~ -1 = T p—1
Xt = Et\tzﬂt_lxﬂt—l + E EltltHk,tRk,tZkﬂf
k=1

n n
-1 2 T p-1 < T p-177 <
= Zt\t2t|t_1xt|t—1 + E YepHp Ry (Zhy — HypyXyp-1) + g Yo Hp By Hy 1 Xijt—1
k=1 k=1

= Zt‘t(EHtl_l + HkT,tR/;%Hk,t)ﬁﬂt—l + Z Et|tH]Z:tR];1 (Zhy — Hy i Xgp-1)
k=1

n
= X¢|t-1 + E Ky vy
k=1

B.9 Construction d’une série temporelle stationnaire
a ’aide de variables auxilaires

Soit x;,t € N, une variable aléatoire. On désire définir un noyau de Markov
p(x¢|x;—1) de telle fagon que la chaine de Markov {xy, ..., X7} soit stationnaire, ¢’est-
a-dire que la distribution marginale de x;, supposée connue, soit la méme quel que
soit ¢

Xy ~ px Vi

La technique proposée par Pitt et Walker [Pit05, Pit02] repose sur I'introduction
de variables auxiliaires. On définit donc une variable auxiliaire w; telle que

wt|Xt ~ pw|X("Xt>

A partir de cette formule et en appliquant la régle de Bayes, on a

px|w('|wt) o< px ()Puix (wi])

Si, & P'instant initial, Xo ~ px, en échantillonnant successivement wy|x; ~ p,ix (+|x¢)
puis X¢q1|wy ~ Pxjw(-|ws), on obtient donc une chaine de Markov stationnaire de
distribution marginale px. La densité de transition de cette chaine de Markov est
définie par

P(Xep1|xe) = /pX|w(Xt+1’wt)pw|x(wt|xt)dwt

Le probléme principal repose sur le choix de la densité p,x. Celle-ci doit étre
choisie de telle facon que px, soit calculable analytiquement. Il faut donc choisir
puix de telle facon que px soit conjuguée naturelle pour p,x. Afin de pouvoir ré-
gler la corrélation entre deux valeurs successives, on choisit p,x dans une famille
paramétrique, comme mis en évidence dans I'exemple ci-dessous.
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Exemple B.3 A titre illustratif, l'ezemple fourni dans [Pit05] est repris ici. On sou-
haite définir une chaine de Markov {x;}i—o.7 telle que marginalement x; ~ N (, 0?).
On introduit la variable auziliaire wy; telle que wy|x; ~ Pu|X - Pujx doit élre définie
de fagon a pouvoir déterminer analytiquement p, x. La densité gaussienne étant
conjuguée naturelle, on définit

Wt|Xt ~ N(¢Xt7 1)

avec ¢ une constante non nulle, réglant la corrélation entre deuz valeurs successives.
On a ainsi

wep P
Teprlwy ~ N(—— + (1= p)p, )
¢ ¢
avec p = % La densité de trasition est donnée par

P(xeia|xe) = N((1 = p)p+ prega, (1 = p*)o?)
ou, sous la forme d’un modele d’état
X1 = (1 — p) + px; + & avec g, ~ N(0, (1 — p?)o?)

Le facteur ¢ régle la corrélation entre deux valeurs successives Xpy1 et x¢. On
montre facilement que le coefficient de corrélation est donné par

corr(Xes1,Xt) = p
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ANNEXE C

Algorithmes secondaires

C.1 Algorithme d’échantillonnage par acceptation-
rejet

On souhaite générer des échantillons selon une loi f, mais ’on ne sait pas générer
directement selon cette loi. On passe donc par une loi candidate g selon laquelle
on sait générer des échantillons, en supposant que le support de la distribution G
contient le support de F. En notant C' = sup, E ; < oo l'algorithme d’acceptation-

rejet est donné par
1. Générer X selon G
2. Générer U selon U(0,1)

: f(=)
3. Accepter X si U < Co @

4. Retourner a 1

C.2 Calcul de E, [f(x)] par la transformée sans par-
fum

Soit 'intégrale I = E, = [/ i x)dz dont 'on souhaite estimer la valeur
(son calcul analytique est suppose non env1sageable). f est une fonction non linéaire
de X dans R et p est une densité de probabilité sur X.

La variable aléatoire d-dimensionnelle z de moyenne 7 et de matrice de covariance
P, est approchée par 2d 4+ 1 points pondérés définis par

To =T Wy = an
=7+ (VAT r)Pax);  Wi= g
Tion =T — (VAT R)PED) Wign = g9

179
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ou k € R, (y/(d+ K)Py); désigne la iéme ligne ou colonne de la racine carrée de
(d + k)P, et W; est la poids associé au iéme point. Le calcul de [ est donné par

I = /Xf(x)p(x)dm = Z Wi f(z:)

C.3 Algorithme d’échantillonnage selon une distri-
bution en urne de Polya

Algorithme C.1 Algorithme pour échantillonner selon Pr(df,,,1|61.,) = —2-G, +

;Zm 5 a+m
atm Lak=1 Y0k
Echantillonner u ~ 4(0, 1)
o Siu<
— Echantillonner 60,,,1 ~ Gg
e Sinon
— Calculer k = ceil((u — 535)(a +m))
— Faire 0,,,1 = 0,
avec ceil(x) la fonction donnant la valeur entiére supérieure de z et U4(0,1) la dis-
tribution uniforme sur [0, 1].

C.4 Le stmulation smoother

Un simulation smoother est un algorithme permettant, dans le cas d’un modele
linéaire gaussien, de générer des échantillons ioz:)T distribués selon une densité gaus-
sienne a posteriori p(xo.r|z1.7). Ceci est important en pratique pour l'analyse de
modéles non gaussiens ou la mise en oeuvre de l'inférence bayésienne. Le lisseur
de Kalman permet de calculer les estimées ﬁt‘T (et donc l'estimée de la trajectoire
compléte) et les matrices de covariance Yyr = F [xtxtT]zlzT}, mais pas les intercor-
rélations entre les états x; et x; pour ¢ # j. Il ne permet donc pas de générer un
échantillon Xo.7 ~ p(Xo.7|21.7)-

La densité a posteriori p(Xo.r|z1.7) est gaussienne et sa matrice de covariance ne
dépend pas des observations z;.7. L’algorithme [Dur02] se décompose en trois étapes
qui sont décrites ci-dessous.

1. Générer, pour t = 0...7T — 1, des échantillons v, et w; respectivement selon
les densités NV(0,Q;) et N(0,R;). Pour t = 1...T, calculer x; et z & partir
des modeéles d’état (1.15) et de mesure (1.16) en remplagant v, et w, par v,
et w, et avec x4 ~ N(Xo, Xo).

2. Calculer Xy = E [x¢|z1.7] et i:TT =FE [xt|z;ﬁT} a laide du lisseur de Kalman
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3. Faire itzﬁﬂT—ﬁ:‘rT—i—xf pourt=0...T

Cet algorithme nécessite uniquement ’algorithme standard du lisseur de Kalman
et est donc facile & mettre en oeuvre, pour un cott calculatoire en O(T). D’autres
algorithmes de simulation smoother, de formulations moins simple que I'algorithme
présenté ici, ont été spécialement développés par Frithwirth-Schnatter [Frii94], Carter
et Kohn [Car94] et de Jong et Shephard [Jon95].

Quand on ne souhaite générer qu'un seul échantillon X;, le coiit calculatoire peut
étre réduit en définissant z; = z, — z; et X; = Xjip + x; ol X = E [x:|z],7] est
calculé avec le lisseur de Kalman.
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ANNEXE D

Démonstrations

D.1 Chapitre 2

Equation (2.19)

D’aprés 'équation (1.24), les poids sont mis a jour selon

ﬂ)“(l) x w() (Zt|Xt 7C§)7a1(€)70-5 )1)p(xi),c§),a§1),N |X§1)17C£Z)17a§2)1701(5 )2)
t =1 (1) (1) ~(i) @ @ @)
q(xy”, ¢, oy 7at 1|Xt 1 G Oy, Oy g, Zt)

Avec les régles sur les probabilités conditionnelles on a

p(XE )7 Ci(f )7 awgl)v &g?l‘xi(,ﬁl; CEQD ag”l? 0'% )2> = p(igl) ’Et ) aIS )7 &E )17 ng)lv CE )17 ag )17 agz)Q

X p(Egl)‘a‘t Jagl)la Xg )17 Cgl)la O‘E )17 0':@2)

xp(@15 %" 6 ey a1)

~() 1 @) @) @) ()
x p(ay %, 62, 000, 04)
et en considérant les indépendances entre variables on obtient

pEP e & & xP e ol ) = pExE e |a)

< p(a[e12), e )p(E ) |or,)
De la méme maniére, mais en décomposant difféeremment selon les probabilités condi-
tionnelles, on obtient

Q(§§)>C§z)aa§)aagl—)1‘xt 1,075)1,0451)1,0'% )27Zt) = Q<&£l—)1|a§)aa§l—)1aaz@2)
XCI(O‘t ’Ct 7a§)1a (z)Q)

X q<it’X7§i—17c§ )>Zt>Q(Ct ’XEi—)lvagi—)lazt)

183
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ce qui donne donc la formule (2.19).

Equation (2.25)

En appliquant la regle de Bayes, la densité d’importance optimale pour oy,
s’exprime par

Pr(cpiloa)p(ailoag—1, 0%, 1)

Pr(cgs|o—1,0%,-1)

p(ak,t|ak,t—17 Ck.ts Ug,t) =

Or p(at | ai—1,05 1) = D(Qgy; ag‘i_lak’t,l) et Pr(cg¢|lou:) = Multinomial (¢ s; o)
d’aprés I’équation (2.6). La distribution de Dirichlet étant conjuguée naturelle pour
une loi d’observation multinomiale (voir 'annexe B.6), p(oy, oy — 1,ckt,okt) est
également une distribution de Dirichlet D(au.¢; 0% ), ), de paramétres o}, | =

Thi1

o) / _
Opi—1t+ Let QX jt—1 = 0T,

ki1t W&k,t(j) pour j =1,...,dy.

D.2 Chapitre 4

Equation (4.19)

m 0 m 6 9_
P(ORO &, y1:m) = P(Y 1 01:m)P(Ok | 0-1)

P(Y1:m|0-k)
(ek‘e )H] 1 f(y;165)
f@p( ) ;n 1 f(nyej)ko
P(ek\efk)f(Yka)
Jo P(Ok]0—r) f (y|6x)dOy
D.3 Chapitre 5
Equation (5.39)
p(pelod—s) = RP(@;)\W—t)d)\
(De|A, d—t)p(A|p—r)dA

. (Ap(@e A e = 1) + (1 = A)do0) p(A|o—¢)
el A e = DEpoe0 [A 4 00,0) (1 = Epajp_y) [A])

/
[
3
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A ne dépend que des valeurs 7, et donc p(A|p_;) = p(A|r_;) et, avec la régle de Bayes
P(Alr—) o< p(A)p(r—e[A)

Les valeurs r; sont échantillonnées selon la distribution de Bernoulli de paramétre .
La distribution beta étant conjuguée naturelle pour une vraisemblance suivant une
distribution de Bernoulli, p(A|r_;) est également une loi beta telle que

p()\|r_t):B<(+ Yoo+ Y (1—rk))

k=1,k#t k=1,k#t

Equation (5.41)

p(h|XO:T7 Zl:T) X P(h)p(ZLT’h Xo-T)

x N (h; 0,02 HN 2;[1 hlx,)

x exp(—Q—(hZ 'Th™ + Z — [1 h]x)(z — [1 hjx;)T)

t=1

En prenant la partie exponentielle & une constante pres :

E = hy; lhT+Z — [1 hjx)(z — [1 hjx,)T

t=1

T
= hz}_llhT + Z(Zt —v—hvi gy )z — v —hv, )t

t=1

T T
= hZ;lhT + Z(Z't - ’Ut)(Zt — Ut)T + h(z thl:t,LV;/Til:tfl)hT

t=1 t=1
T T
+ Z(Z't — ’l)t)VtT;lzt,LhT —h Z(zt - /Ut)thlzth
t=1 t=1
= (h-m)% ' (h—m)"
avec
T
Ei;l = 21:1 + thflsthV:s_l;t—L

t=1

T

m = E/h Z Vi—1u4—L (Z’t - Ut)

t=1
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D.4 Chapitre 6

Equation (6.9)

E [Up Uk 1] = E [E[Uk|Uks—1]U{ 4]
=E [(Mo + pK(Ug -1 — No)Ugjth
= (1o — pK o) E [Ugy1]" + pKE [Upy 1 UF, ]
= (o — pK o) g + pK (popg + o)
= MOMOT + pK X

et donc

cov(Ug 1, Ur 1) = pK
= p*S0(p*0 + 1) 7'%,

Equation (6.10)

On considére une distribution de base normale-inverse Wishart Go(-|¢) = NiW (- :
Lo, Ko, Yo, No) avec ¢ = {po, Ko, Yo, Ao}. On note Uy = {g+, Xgtt. On définit n va-
riables auxiliaires wy ¢, ..., wn ke (N € N¥) telles que

by
Wikty - ,wmk’t]Uk’t ~ N(,uk,ty %)

avec p € R.

Les relations suivantes seront utilisées par la suite (voir Fraley et Raftery [Fra05],
annexe A)

u' Y = trace(u” L) = trace(Xtou”) (D.1)

n

Z(yj — )y =) =y —w)G— "+ Z(Z/j -9y —9)" (D.2)

J=1

— 1 n '
avec y = o Zj:l Yj-
On note wy = {W1kt,- - Wnie ) La vraisemblance est donnée par (en utilisant
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les deux relations précédentes)

2 1< St
p(wrt|Ukt) = |27T$| 2 exp <_§ Z Wikt — Mit) (%) (Wjkt — Mk;,t)))
7j=1

Ek- _n 1 —
= |27r77t| 2 exp (—itrace(pﬂk; Z(wj’k7t — pit) (Wj gt — ,uk,t)T)>

j=1

b
= ’27Tﬁ|_7
P

1
X €xXp <—§trace(2k L (o — @) (pre — 0)" + IOZ (W)t = W)Wyt — w)T))

7j=1

On a donc

Yet _n
P(Ugtwr ) o |27T%|

1 _ _ _ & _ _
X exp <—§tmce(2k§(nl)(lﬁk,t — @) (e — @)+ Y (Wjikt — @) (Wt — W)T)>
j=1
u0+d+2

1
X | Zt] ™ ( ) exp (—?mce(Ek;Ao))

K _
X exp (—70757"@06(2 e — o) (1 — uo)T))
vo+n+d+2

1
o |Sre 2 Dexp <—§trace(2kt(/\0 + pz Wikt — @) (Wj et — G)T)>

7j=1

1 _ _ _
< exp (= grace (S nplins = @)(ows = 7 + ra = o) ons — 1)) )

Or, d’aprés Fraley et Raftery (annexe A, équation (11)), on a 1'égalité suivante

o (s — @) (e — ©)" + wo(pws — p10) (pae — o)) = (50 +1p) (e — 1) (ke — 126)"

konp ,__ _
+ (@ — o) (@ — po)”
Ko
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! np
avec fiy = LW+ e S Ho- On obtient donc

1/0 +n+d+2 )

p(Uk,t|Wk,t) |Ek t|

1 Kon
X exp <—§trace(2kt(/\0 + =2 p(w — 110)(@ — o))" + pz Wit — @) (Wj et — w)T)>

Ko =1

1 _
< exp (= race(Sgi (o + ng) s — ) )"

v +d+2

1
o |Spe| "7 exp <—§t7’ace(2k}A6)

Ky _
< exp (~ race(Syns — )i — )" )

soit Uy tlwimpe ~ NiW (ug, kg, vy, Ny) avee ki = Ko +np, vy = vo +n, puy =
n —_ Kom, — — T n — —\T
ffo—&ionpw_'_ /io-i—np'uo et A - A0+ K,O(z}—yfp (w—uo)(w—uo) +p Ej:l(wj:k:t_w) (wj:k:t_w)
1
et w =+ Z] L Wikt

Equation (6.11)

E [fthe| ptrp—1, Xip—1] = /,Uk,tp(,uk,t,Ek,t|ﬂk,t—1aEk,t—l)dﬂk,tdzk,t
“ Yoo
= /HN(wj,k,t—l D k-1, it 1)
i=1 P
X(/ et NIW (U = g, K, Vo, M) it d55 ¢ ) dwy g

- Yk np K
= /HN(wj,k,t—l i, ) P w4+ © o) dw
=1

p Ko + np Ko + np

np KQ
= -1+
Ko + n,o'uk’t ! Ko + np

= E [Mk,tluk,tfl]

Ho
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E Xt Eri—1] = /Ek,tp(ﬂk,t, Ehotl i t—1, Bht—1)P(oket—1 | Xk t—1) e e X ¢ pin -1
- . Ykt—1
= p(ﬂk,t—ﬂzk,t—l) HN(wj,k,t—l CHEt—1, )
j=1
X(/ Zk,tNIW(Uk,t : ME), 567 V(/), Aﬁ)duk,tdzk,t)duk,tqdwk,tq
- Ykt-1 1
= 1Yk N(w;ri1: _ :
/p(uk,t 1| kit 1) ]1;[1 (w],k‘,t 1 Mkt—1, )v[’) Tdrl
Konp _ T a — \T
(A _ _ o o
(Ao + o+ 1p (W — o) (W — po)” +p jzl(wg,k,t W) (wj ke —W)")
X d g p—1dwy 11
_ Ao i nzk,tfl
v+d+n+1 vo+d+n+1
Vo + d +1 Ao n
= + Dki—1
v+d+n+lvy+d+1 vy+d+n+1
vo+d—+1 n
= E[Xg P
vo+d+n+1 [k 1]+vo+d+n—i—1 it
On a

[E [Mk,t\#k,t—ﬂ M%}q]

=E
np ko T
=E _
Kﬁo Fapl T npm) M’“’H]
np Ko
= E [Mk,t—l/lg,t—ﬁ + o + np

Ko +np
+ fiokg ) +

E [Nk,tﬂ;f,t—l}

polE [Ng,t—l}
np A Ko

0
H0+np(H0(V0+d+1) Ko + np

np T
ko(vo +d+ 1) (ko +np) Hokto

Holty

et donc

Ay np

Ko(vo +d+ 1) (ko + np)

P var ()
= var _
(50 + 77/,0) k-1

COU(Mkz,tu ,uk:,t—l) =

Ainsi le produit np régle la corrélation entre deux valeurs successive jig; et fig¢—1.



190 Annexe D. Démonstrations

De méme on a

E [Sr:Sh 1] = E [E Skl Seem1] Shoi]

vg+d—+1 n .,
=E E[Ss, SR
[(V0+d—|—n+1 | kit 1]+U0+d+n—|—1 k.t 1) kt—1
vo+d+1 n

= E[Sri1] E[Seea]” +

E[%,, 2T
vo+d+n+1 [ kt—1 k,t—l}

vot+d+n+1
et

cov(Si, Shy1) = E [SeS0, 1] —E[Sii] E [Zreoa]”

n
T tdtntl (B [Shi-15he1] = E 1] E [Srea]’)
n
= E _
vo +d+n+ lvar( sy

L’entier naturel n régle la corrélation entre deux valeurs successives Yy ; et 2y ;1.
Plus la valeur de n est importante, plus la dépendance temporelle est importante.

Equation (6.17)
En notant ¢} la variable d’allocation de la mesure z; au cluster Uy, on a
p(zy|cr, 4, Ux () Uferd ot V)
= p(Z;, C; é X(mt) U {Ct}|ct7 my, UX(mt)U{ct},ta ,lvz)t)

+ Z p(zy, ¢, = klco, My, Ux (my)uged o )
k‘EX(mt)U{Ct}

= p(zy|c; & X(my) U {ci}, e, my, Ux(my)uge s ©e) Prc; ¢ X (my) U {ci}|c;, my)
+ Z p(Zlc; = k, ¢, my, Ux (me)ufer} ts ¥t) Pr(c; = klc;, my)

kGX(mt)U{ct}

On obtient, en utilisant la loi de prédiction en urne de Polya
a
Z, |, My, Ux (m,)Ufest 45 :/ z,0)dGy (0
p(zt]ce, my, Ux mg)ufed) s ¥r) @fwt( +10)dGo( )a+1+ZkEX(mt) .

Jo (2| Ue,t) + D ke x gy Mt o (2 Ukt)
a+1+ ZkEX(mt) Mt

x |a /@ F50 @180 dGo(6) + o0 @|TL )+ D i (4] T)

kex (m{")



