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Préambule

J’ai souhaité ce mémoire le plus simple possible à lire. J’ai choisi de réserver
une grande place sur le bord extérieur de chaque page pour les annotations, les
renvois, et des explications complémentaires du texte, afin de ne pas l’alourdir
excessivement.

Pour la même raison, je n’ai pas voulu rédiger de longues parties entièrement
consacrées à des rappels théoriques - ce qui serait, à mon avis, écrire des mauvais
résumés de bon livres. À la place, j’ai préféré présenter seulement les idées prin-
cipales qui permettent de suivre le fil du raisonnement, sans trop rentrer dans les
détails : le lecteur plus intéressé pourra utiliser les nombreuses références. Pour
faciliter la lecture "en diagonale", ces parties de synthèse bibliographique se
glissent au milieu du texte principal sous la forme d’encadrés en double colonne.
J’ai choisi cette solution pour faire en sorte que le lecteur trouve ces rappels
là où il peut avoir envie de les lire, sans pour autant interrompre la lecture du
texte principal.

J’ai réservé les annexes pour des parties techniques plus détaillées ou des ap-
profondissements, qui ne peuvent trouver leur place dans un encadré à cause de
leurs plus grande complexité, mais surtout parce qu’ils n’ont pas pour vocation
de faciliter la lecture du texte principal.

vii



Notations

Ici sont énumérés tous les symboles utilisés dans la suite. Les symboles sou-
lignés indiquent des grandeurs complexes en régime harmonique.

symbole signification−→
E champ électrique−→
H champ magnétique−→
H 0 champ magnétique généré par un système induc-

teur dans le vide (champ d’excitation)−→
H red =

−→
H −−→

H 0 champ magnétique réduit par rapport au champ
d’excitation−→

Hmes champ magnétique mesuré−→
H co champ magnétique généré par une spire−→
HMP champ magnétique généré par un multipôle−→
B induction magnétique−→
B 0 induction magnétique générée par un système in-

ducteur dans le vide (champ d’excitation, par
abus du langage)−→

B red =
−→
B −−→

B 0 induction magnétique réduite par rapport au
champ d’excitation−→

D induction électrique−→
M aimantation

〈−→M〉 =
∫∫∫

Ω

−→
M dΩ moment magnétique équivalent−→m moment de dipôle magnétique−→

A potentiel vecteur magnétique−→
T potentiel vecteur électrique
φ potentiel scalaire (électrique ou magnétique), flux

magnétique
ψ potentiel scalaire magnétique réduit
ε permittivité
µ perméabilité magnétique (absolue ou relative), ou

écart type
µ0 perméabilité magnétique dans le vide
µr perméabilité magnétique relative
µch perméabilité magnétique de la charge
µno perméabilité magnétique du noyau
j =

√
−1 unité imaginaire

ω = 2πf pulsation
I courant
NI nombre d’Ampère-tours
Rair réluctance du tube de flux dans l’air
RFE réluctance du tube de flux dans le matériel ma-

gnétique
S section du tube de flux, ou surface d’une section

Ξ
P puissance rayonnée
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SAR taux d’absorption spécifique−→
J densité de courant−→
J s densité de courant (terme source)−→
J i densité de courant induit−→
J c densité de courant de conduction−→
J d densité de courant de déplacement−→
J FE densité de courant calculée avec la méthode des

éléments finis
Jmax intensité maximale de la densité de courant
Jmoy intensité moyenne de la densité de courant
J fonction de coût
Z impédance
f fréquence
T période
Te période d’échantillonnage
t temps
sref signal mesuré par le capteur de référence
smes signal mesuré par le capteur de mesure
∆t largeur de la fenêtre temporelle, ou décalage tem-

porel
Σ section équivalente au corps humain
σ conductivité, valeur singulière, écart type
ρ densité de charge, ou distance du centre dans le

plan xy
R rayon, ou rapport de transduction K

G (cf. pag. 83)
Ω région volumique, ou domaine de résolution
Γ = ∂Ω frontière de la région volumique Ω
Γlat frontière latérale d’un élément du circuit magné-

tique
Ξ section transverse d’un élément du circuit magné-

tique−→n vecteur de norme unitaire normale à Γ orienté
vers l’extérieur

Ωm région volumique magnétique où
−→
J = 0

Ωc région volumique conductrice (σ 6= 0)
Ωs = Ω − Ωm complément de Ωm par rapport à Ω
Λ parcours fermé à l’intérieur de Ωm−→r vecteur position
r = ‖−→r ‖ longueur du vecteur position
d demi-longueur du fil rectiligne
h épaisseur d’entrefer
α paramètre de régularisation
̟ =

∫∫
Γ

−→r ·−→n
r3 dΓ angle solide

N ordre d’un multipôle, ou nombre de points d’un
signal échantillonné

NS nombre de sections Ξ1...NS
du circuit magnétique

NP nombre de mesures
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Nk(x, y, z) fonctions d’interpolation
σ∗ densité surfacique de charges fictives (potentiel de

simple couche)
τ densité surfacique de dipôles fictifs (potentiel de

double couche)
Φ flux magnétique à travers une section Ξ
Φ0 flux magnétique à travers une section Ξ généré

par le système inducteur dans le vide (cf. éq. 2.53)
Φch flux magnétique à travers une section Ξ généré

par les charges fictives (cf. éq. 2.54)
∆Φ flux magnétique qui globalement entre dans un

élément du circuit magnétique (cf. éq. 2.45)
Q quantité de charge fictive à l’intérieur d’un élé-

ment
QS quantité de charge fictive sur la surface d’un en-

trefer
Φ vecteur des flux à travers les sections Xi
Φ0 vecteur des flux à travers les sections Xi par le

seul système inducteur dans le vide
I matrice identité
K(k) intégrale elliptique de première espèce (cf. éq.

B.9)
E(k) intégrale elliptique de deuxième espèce (cf. éq.

B.10)
K coefficient de transduction (cf. pag. 81)
G1, G2 gains des amplificateurs intégrateurs
Cxy(τ) fonction d’intercorrélation
Ĉxy(τ) fonction d’intercorrélation estimée
Cxx(τ) fonction d’autocorrélation
Ĉxx(nTe) fonction d’autocorrélation approchée
δ(t) impulsion de Dirac
⊔⊔T (t) =

∑
k δ(t + kT ) peigne de Dirac

Px puissance moyenne du signal
ϕ azimuth
θ zenith
Pm

n (x) fonctions associées de Legendre (cf. pag. 98)
Y m

n (θ, ϕ) fonctions harmoniques sphériques (cf. pag. 98)
Cm

n coefficients du développement multipolaire
N (µ, σ2) distribution gaussienne de moyenne µ et écart

type σ
p(x) fonction densité de probabilité
E [x] valeur attendue de la variable x
var [x] variance de la variable x
x̂MV estimation à plus grande vraisemblance de x
w fonction de pondération
χ[ ] facteur d’erreur
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“I have tried to avoid long numerical computations, thereby

following Riemann’s postulate that proofs should be given

through ideas and not voluminous computations”

David Hilbert

Introduction générale

Nous vivons dans un environnement électromagnétique. Dans la vie de tous
les jours nous sommes exposés en permanence à des champs électromagnétiques
d’origine naturelle, mais aussi artificielle ; ces derniers résultant de l’utilisation
toujours croissante de l’énergie électrique. Ceci soulève des questions sur les
éventuels effets de l’exposition à ces champs sur la santé humaine.

L’exposition à des champs électromagnétiques basse fréquence induit la cir-
culation de courants dans le corps humain. Il est bien établi que ces courants
provoquent des effets mineurs (réversibles) d’ordre visuel à partir d’une densité
de courant J de 100 mAm−2. Pour des fréquences élevées, l’exposition à des
champs se traduit par un réchauffement de la partie du corps exposée.

Ces effets à court terme sont relativement connus ; en revanche, il n’y a pas
de consensus de la part de la communauté scientifique sur les effets à long terme,
et ceci en dépit des nombreuses études menées depuis plus de 30 ans.

Le “risque électromagnétique” a été très médiatisé dans ces dernières années.
Les gouvernements sont en train de revoir à la baisse les limites d’exposition, sur
la base du principe de précaution. En basse fréquence, ces limites, qui portent
sur l’induction magnétique B et la densité de courant J , ont été définies sur la
base de seuils biologiques et de calculs analytiques simples, avec des coefficients
de sécurité.

La mesure de l’induction B seule ne suffit pas pour quantifier le niveau des
courants induits car B varie rapidement en proximité de la source rayonnante (où
l’exposition est la plus élevée) mais aussi à cause de la complexité intrinsèque
du corps humain. D’un autre coté, la densité de courant induit J n’est pas
directement mesurable à l’intérieur du corps humain.

Il est donc nécessaire de disposer d’outils suffisamment précis pour calculer
la densité de courant J dans le corps humain en présence de sources électro-
magnétiques. De tels travaux ont été réalisés pour des hautes fréquences, sous
l’impulsion du récent développement de la téléphonie mobile.

Dans ce contexte, ce travail de thèse est donc consacré au développement
de modèles et outils numériques permettant la simulation en basse fréquence
(50 Hz − 100 kHz) des phénomènes induits dans le corps humain.

Dans le premier chapitre nous avons voulu bien situer le contexte de mon chapitre un
étude, en commençant par identifier les systèmes rayonnants industriels et do-
mestiques. Nous avons passé en revue la bibliographie existante sur le thème
“champs et santé”, avec une attention particulière pour les effets biologiques.
Nous avons ensuite présenté et comparé deux propositions normatives récentes :
les recommandations du comité ICNIRP (1998) et celles du groupe de travail
IEEE-C95.1 (1999). De cette analyse il apparaît l’existence de deux probléma-
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tiques :
- déterminer la répartition du champ rayonné par un appareil électrique

(champ de fuite)
- calculer les courants induits qui en résultent dans le corps humain

Après avoir étudié l’influence de divers paramètres sur la variation spatialechapitre deux
du champ de fuite, nous avons recensé les méthodes numériques aptes à calculer
ce champ pour des systèmes connus. Cette étude montre que ces méthodes en
l’état ne sont pas adaptées au calcul des champs dans l’air, car trop coûteuses.

Nous présentons donc un modèle 3D ne prenant en compte que les aspects
essentiels de la géométrie du système, beaucoup moins coûteux et suffisamment
précis. Dans ce modèle , qui s’inspire du concept de circuit magnétique, le champ
dans l’air est calculé à partir d’une représentation en termes de charges magné-
tiques fictives. Ce modèle a été validé sur des structures géométriques simples,
de type bobine + circuit magnétique (+ entrefer).

Cependant, dans la réalité l’exposition aux champs en milieu industriel ouchapitre trois
domestique est souvent due à des sources dont la structure est inconnue. Nous
avons donc développé un système expérimental, dans l’objectif de connaître le
champ en n’importe quel point à partir d’un nombre minimum de mesures lo-
calisées. Pour ceci nous avons développé divers modèles de la source rayonnante
s’appuyant sur les notions de dipôle et multipôle.

Nous nous sommes consacrés aux divers problèmes d’estimation (influence
du choix des mesures, prise en compte du bruit). Le problème étant mal condi-
tionné, nous avons étés amenés à mettre en œuvre des techniques de régularisa-
tion. La faisabilité a été démontrée sur des structures rayonnantes simples.

Enfin, nous présentons dans le chapitre quatre une formulation 3D adaptéechapitre quatre
pour calculer les courants induits dans le corps humain, à partir de la connais-
sance des champs de fuite. Cette formulation a été implémentée dans un code
aux éléments finis, dans lequel le domaine de résolution est limité au seul corps
humain : ceci permet de modéliser ce dernier avec des géométries simples, mais
aussi avec des structures anatomiques réalistes où les valeurs des conductivités
des divers organes sont prises en compte.

Différentes situations d’exposition du corps aux rayonnements issus de sources
simples filaires, et à des sources plus réelles ont pu être ainsi simulées, et les
applications dans un conteste normatif et industriel sont particulièrement im-
portantes.
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“L’électrotechnique est une matière difficile, car les champs on

ne les voit pas. Et lorsque on les voit, c’est trop tard !”

Augustin Moraru

1
Champs et santé : entre inquiétudes et

questions ouvertes

1.1 Introduction

Dans ce premier chapitre, nous présentons la problématique des interactions
entre les champs électromagnétiques et le corps humain. À l’heure actuelle les
effets des champs électromagnétiques sur la santé sont très méconnus : si l’exis-
tence d’effets à court terme est prouvée, les mécanismes physiques à travers les-
quels ces effets ont lieu demeurent en grande partie inexpliqués. Ceci n’empêche
pas que les champs électromagnétiques soient utilisés à des fins diagnostiques
(par exemple l’IRM) et thérapeutiques (magnétothérapie, hyperthermie)... en
revanche, les connaissances sur les effets à long terme sont beaucoup plus in-
certaines. En particulier, les champs basse fréquence seraient mis en cause pour
une éventuelle relation avec certains types de leucémie infantile.

Nous avons d’abord exposé les résultats des différentes études épidémiolo-
giques et biologiques sur l’interaction entre les champs électromagnétiques et les
systèmes vivants. Ces résultats sont controversés, et ont donné lieu à des prises
de position différentes sur la dangerosité des champs. Ceci est l’une des difficul-
tés qui s’oppose à la définition de normes industrielles en matière de protection
contre les radiations non-ionisantes.

Nous avons ensuite présenté et comparé deux propositions normatives : les
recommandations du comité international ICNIRP, et celles du groupe de tra-
vail C95 de IEEE. Ces deux propositions adoptent substantiellement la même
démarche, qui est basée sur une double voie pour les situations d’exposition vo-
lontaire (dans un cadre professionnel) et non volontaire (grand public). Enfin,
nous avons résumé (en annexe) l’évolution de la législation italienne, car elle est
un exemple très représentatif des difficultés et des contradictions du contexte
actuel.
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1.2 Interactions entre les champs électromagné-
tiques et les systèmes vivants

Nous vivons dans un environnement électromagnétique : nous sommes ex-
posés en permanence à des champs électromagnétiques naturels, mais aussi ar-
tificiels (tab. 1.1).

Le champ électrique naturel est de l’ordre de 100-200 Vm−1, mais il peut
atteindre des valeurs de l’ordre de 10 kVm−1pendant un orage. Le champ ma-
gnétique terrestre est d’environ 50 µT. Ces champs naturels sont essentiellement

�

�

�

�

L’aurore boréale (ici vue
de l’espace) est une mani-
festation très spectaculaire
du champ magnétique ter-
restre : c’est grâce à celui-
ci que le plasma en pro-
venance de l’espace accé-
lère et parvient ainsi à io-
niser les atomes de la io-
nosphère.

des champs statiques, alors que la plupart des champs d’origine artificielle sont
alternatifs.

Les mécanismes à travers lesquels l’interaction entre les champs magnétiques
et les systèmes vivants a lieu dépendent de la fréquence du champ. À haute fré-
quence, les effets thermiques peuvent devenir importants : dans ce cas l’intensité
de cette interaction est caractérisée par le taux spécifique d’absorption (SAR).
Le principal mécanisme d’interaction entre le champ magnétique basse fréquence
et les systèmes biologiques semble être l’induction de courants dans les tissus.
Ces courants, selon la fréquence et l’intensité, peuvent produire des effets bio-
logiques transitoires, tels que l’apparition d’effets visuels (magnétophosphènes)
ou l’excitation neuro-musculaire[Arn01] (et, pour des grandes intensités, la fi-
brillation cardiaque). A côté de ces effets, il existe certainement d’autres effets à
court terme, et peut-être à long terme, sur la santé humaine. Malheureusement,
ces effets sont à l’heure actuelle très peu connus, la seule certitude étant qu’il
ne s’agit pas d’effets thermiques1.

1.2.1 Applications médicales

Les champs électromagnétiques sont utilisés dans le domaine médical à des
fins diagnostiques (IRM) et thérapeutiques (magnétothérapie, hyperthérmie).
Pour toutes ces applications il est fondamental de connaître les phénomènes
électromagnétiques à l’intérieur du corps humain, pour pouvoir les maîtriser.

Imagerie par résonance magnétique

L’imagerie par résonance magnétique (IRM) est indiscutablement la “reine”
parmi les techniques d’imagerie médicale. Le principe de fonctionnement de
l’IRM[Dem99] consiste d’abord à aimanter le corps humain par le biais d’un
champ magnétique statique uniforme très intense (de l’ordre du Tesla), auquel
vient s’ajouter une onde radiofréquence (20-400 MHz) accordée sur la fréquence
de résonance des atomes d’hydrogène (fréquence de Larmor) :

�

�

fL = 2πγB

γ étant le rapport gyromagnétique, qui ne dépend que du type de noyau des
atomes. Les atomes d’hydrogène entrent en résonance, et lorsque le champ al-
ternatif est brutalement interrompu il est possible de mesurer la perturbation

1A ma connaissance, le seul effet (nuisible) connu, associé à un mécanisme thermique, est
l’augmentation des cas de cataracte parmi les opérateurs radar dans les années 50. Dans ce
cas là il s’agit de fréquences (et puissances) bien plus élevées[Sin97].
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Tab. 1.1 – Systèmes rayonnants BF domestiques et industriels

source du champ fréquence induction
magnétique

Sèche-cheveux 50 Hz 2000 µT à 3 cm
30 µT à 30 cm

Rasoir électrique 50 Hz 1500 µT à 3 cm
Fours à micro-ondes 50 Hz 8 µT à 30 cm
Photocopieuse 50 Hz 9 µT à 15 cm
Lampes fluorescents 50 Hz 2 µT à 30 cm
Téléviseurs 50 Hz 0.15 µT à 1m

15 - 50 kHz 0.04 µT à 30 cm
Perceuse 50 Hz 800 µT à 3 cm

3.5 µT à 30 cm
Four à induction ≤ 10 kHz 1-6mT
Arcs de soudage ≤ 50 Hz 5.8 mT à 100 cm
Magnétothérapie 1 - 75 Hz de 1 à 30 µT
Stimulation transcraniennes 25 Hz 2 T
TGV 50 Hz 50 µT
Bus électriques 50 Hz 9 µT
lignes aérienne 110 kV 50 Hz 1.3 µT à 10m
lignes aérienne 380 kV 50 Hz 6 µT à 20m
Poste transformateur aérien 50 Hz ≤6 µT à 2m

Sources : [INR95, BBE03, INI94, NIE02]

du champ magnétique due aux vibrations de ces atomes2.

Pour obtenir des images localisées, on joue sur le fait que la fréquence de
résonance fL dépend de l’intensité du champ magnétique. On superpose alors
un gradient statique de champ pour moduler cette fréquence, selon l’endroit où
l’on souhaite mettre en résonance les atomes.

�

La magnétothérapie

La magnétothérapie est une thérapie pour le soin des fractures, qui consiste
à immerger le membre fracturé dans un champ magnétique basse fréquence
assez intense. L’efficacité de ce type de thérapie est prouvée. En revanche, le
mécanisme qui en est à la base demeure assez méconnu. L’explication la plus
vraisemblable est que les courants induits facilitent le transport des ions calcium
vers le membre fracturé, en accélérant ainsi la soudure de la fracture[Sin97].

2Le principe de la résonance magnétique nucléaire a été découvert par Bloch et Purcell (Prix
Nobel de Physique en 1952). En 2003 le Prix Nobel de Médecine a été assigné à Lauterbur et
Mansfield pour leurs travaux sur l’IRM. Curieusement, l’un des pionniers de l’IRM, l’Américain
R. Damadian, considéré par beaucoup comme le véritable père de cette technique, a été oublié
par le jury du Nobel.
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Traitement du cancer par hyperthermie

Autre exemple, l’hyperthermie est une technique pour le traitement du can-
cer qui consiste à chauffer de manière sélective les tissus malades avec une
radiation électromagnétique, dont la fréquence est liée à la profondeur de la
tumeur[Sia02]. La difficulté de la technique consiste à bien cibler la partie du
corps à chauffer pour ne pas endommager les tissus sains qui se trouvent à
proximité. Cette technique ne constitue pas toute seule une thérapie, mais sert
à améliorer l’efficacité d’autres traitements, et notamment la chimiothérapie.

�

�

�

�

�

�

�

1.2.2 Études épidémiologiques

De nombreuses études épidémiologiques ont été menées pour vérifier la pré-
sence d’effets nuisibles à court, mais surtout à long terme, sur la santé humaine.
Une grande majorité de ces études portent sur une éventuelle relation entre les
champs électromagnétiques basse fréquence et l’émergence de cas de cancer.

La première étude[WL79] de Wertheimer et Leeper date de 1979, et sug-
gère l’existence d’une relation entre la proximité des lignes haute tension et
l’apparition de cas de leucémie infantile. Depuis, de nombreuses études se sont
succédées. Dans ces études, le niveau d’exposition est estimé par des méthodes
diverses. Certaines sont basées sur des calculs qui prennent en compte la dis-
tance et/ou la configuration des lignes, et dans quelques cas aussi la charge
des lignes. D’autres prennent comme mesure de l’exposition une quantité glo-
bale appelée wire-codes qui caractérise les lignes haute-tension. D’autres encore
sont basées sur des mesures de champs sur un temps limité. A première vue,
ces études semblent confirmer l’existence d’un risque accru d’un facteur d’envi-
ron 1.5, à proximité des lignes haute-tension. Par contre, dans certaines de ces
études la corrélation entre l’augmentation des cas de cancer et les niveaux de
champs mesurés n’est pas mise en évidence. D’autres études ont été menées, dans
le but de rechercher un lien avec l’utilisation de certains appareils, principale-
ment des couvertures chauffantes[PMPY+88, SJK90], mais aussi sèche-cheveux
et télévisions[LTB+91]. Les résultats de ces études sont controversés. Des es-
sais pour corréler la proximité des lignes haute-tension avec d’autres facteurs,
tels que la pollution de l’air, ont donné des résultats également négatifs. C’est
pourquoi le Comité de l’Académie Nationale des Sciences3, dans son rapport
de 1996 a conclu que les enfants vivant à proximité de lignes haute-tension
sont effectivement sujets à un risque accru vis-à-vis de la leucémie, même si
ce risque ne semble pas être directement lié à l’exposition au champ électro-
magnétique[NAS96].

D’une façon générale, la faiblesse de toutes ces études est que le nombre de
cas examinés est nécessairement petit4, et par conséquence les marges d’erreur
sont importantes. De plus, il s’ajoute la difficulté d’estimer à long terme le niveau
d’exposition effectif des individus. Par exemple, une étude[LHK+97] réalisée
aux États-Unis sur 638 cas de leucémie - ce qui est déjà une taille tout à fait
respectable pour ce type d’étude - estime que le risque associé à un niveau
d’exposition de 0.2 µT à 60 Hz est accru d’un facteur compris (avec une confiance

3National Academy of Sciences Committee (U.S.A.)
4Selon le rapport ISTISAN 95/29 de l’Institut Supérieur de Santé (Italie), le nombre d’ita-

liens exposés à un niveau de plus de 0.4 µT a été, dans la période 1990-1992, de moins de
200.000 individus. Dans la même période, le nombre estimé de cas de leucémie enfantine dus
à l’exposition à un champ magnétique de 0.2 µT était compris entre 0 et 7 enfants[Cat01].
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de 95%) entre 0.86 et 1.76, en comparaison avec un niveau d’exposition de moins
de 0.065 µT. De plus, dans cette étude, aucune corrélation n’a été trouvée lorsque
l’exposition est caractérisée à partir de wire-codes, ce qui remet en question une
partie des études effectuées précédemment.

D’autres études ont été menées pour essayer de mettre en relation l’ap-
parition de cas de cancer avec les métiers liés à l’électricité[Mil82, FPS+93,
TGM+94, SL95]. La principale source de données a été des bases de données
composées de certificats de décès. Ces études, prises globalement, suggèrent une
augmentation du risque de cancer parmi les travailleurs de l’électricité. Ces ré-
sultats ne sont pas cohérents pour ce qui concerne les types de cancer. De plus,
l’éventuelle présence sur le lieu de travail d’autres facteurs cancérigènes, par
exemple l’exposition à des solvants à base de benzène, n’a pas été vérifiée.

D’autres études visant à établir une relation entre l’exposition aux champs
électromagnétiques et des pathologies liées à la grossesse[BBH+95, NRP4a], ou
à la dépression nerveuse ont donné des résultats généralement négatifs.

1.2.3 Études de nature biologique

Des recherches on été menées sur des cultures de cellules, des animaux, et sur
des sujets humains (volontaires) dans le but de connaître les effets de l’exposition
à des ondes électromagnétiques sur les êtres vivants. De petites altérations du
rythme cardiaque ont été observées[CGCG92] suite à une exposition simultanée
à un champ électrique (9 kVm−1) et magnétique (20 µT) à 60 Hz. Étrangement,
cette variation n’est plus observée pour des niveaux inférieurs ou supérieurs
de ces champs. Des courants induits suffisamment intenses peuvent stimuler
les tissus nerveux et musculaires[Ber92, Ten96]. Le seuil d’excitation neuro-
musculaire est approximativement 100 mAm−2 dans la bande 10-1000 Hz. Il
est vraisemblable que même des courants n’atteignant pas ce seuil d’excitation
aient des effets sur les processus biologiques.

Un champ électrique de l’ordre de 10 mVm−1 à très basse fréquence, cor-
respondant à une densité de courants d’environ 2 mAm−2, peut entraîner l’ar-
rêt de la production nocturne de la mélatonine[Ten96]. Il a été suggéré que,
chez les rongeurs, ceci ait un effet promoteur (pas initiateur) sur le cancer
de la poitrine[Ste87, SDT+92]. Cependant, d’autres études semblent indiquer
que l’exposition, intermittente[GCR+96] ou permanente[GCR97, SLT97], à des
champs électromagnétiques, n’aurait pas un effet significatif sur le niveau de
mélatonine dans le sang, chez les êtres humains.

Beaucoup d’études existent sur les effets in vitro de champs électroma-
gnétiques. Certaines de ces études portent sur le transport et la concentra-
tion de l’ion Ca++ à l’intérieur des cellules[WL90]. D’autres portent sur l’ac-
tivité de certains enzymes liés à la prolifération cellulaire et à la promotion
tumorale[BPA87], comme l’omithine-décarboxylase (ODC). D’autres études sont
nécessaires avant de pouvoir conclure sur les effets in vivo de champs électro-
magnétiques sur l’activité de l’ODC.

Un résultat important est que les champs électromagnétiques basse fré-
quence ne produisent pas d’altération de l’ADN et de la chromatine[NRP92,
Ten96], et donc n’entraînent pas (ou du moins, pas directement) de mutations
et/ou de transformations néoplastiques. D’autres études in vivo confirment cette
hypothèse[MSM+91]. Par ailleurs, dans cette même étude[MSM+91], aucun effet
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(ni initiateur, ni promoteur) des ondes électromagnétiques vis-à-vis du cancer
n’a pu être mis en évidence.

1.2.4 Conclusion

Les résultats de toutes ces études, pris dans leur intégralité, sont controver-
sés. C’est pourquoi dans son dernier rapport de 1998, le Comité International
pour la Protection vis-à-vis des Radiations Non-Ionisantes (ICNIRP) a estimé
qu’il n’y pas de preuve, au delà de tout raisonnable doute, que l’exposition à des
champs électromagnétiques basse fréquence soit à l’origine de l’apparition de cas
de cancer[ICN98]. Une année après, le programme de recherche5 EMF-RAPID
mené aux U.S.A. par l’Institut National des Sciences de la Santé Environne-
mentale (NIEHS), est parvenu à des conclusions tout-à-fait similaires[NIE99] :

“The scientific evidence suggesting that ELF-EMF exposure pose
any health risk is weak. [...] The lack of connection between the
human data and the experimental data ... severely complicates
the interpretation of these results. [...] given the weak magnitude
of these increased risks, some other factor or common source of
error could explain these findings. However, no consistent explai-
nation other than exposure to ELF-EMF has been identified.”

Ce bref résumé sur l’état de l’art en matière de recherche médicale, montre
que l’effet de l’exposition à des ondes électromagnétiques basse fréquence sur le
cancer (si jamais il y en a) serait de type promoteur ou co-promoteur, mais pas
initiateur. C’est-à-dire, l’exposition à des champs basse fréquence ne serait pas
à l’origine, à elle toute seule, du cancer ; elle pourrait, tout au plus, accélérer
le développement d’une tumeur déjà existante. Je me dois de souligner que ni
l’une, ni l’autre hypothèse (tout comme les hypothèses contraires, d’ailleurs) ne
sont, à l’heure actuelle, démontrées.

1.3 Le contexte normatif

1.3.1 Un peu d’histoire

Les premières recommandations pour limiter l’exposition humaine aux ra-
diations électromagnétiques non ionisantes remontent aux années 50. Plus exac-
tement, en 1953 la U.S. Navy recommandait[MMP01] de limiter la densité de
puissance du champ électromagnétique à 10 mWcm−2. Cette valeur était dé-
duite sur la base des effets thermiques globaux, et concernait essentiellement des
radiations haute fréquence (10 MHz− 10 GHz), car à cette époque la principale
source de radiations non ionisantes était celle des systèmes radar. Dans la même
période, l’U.R.S.S. a établi des normes beaucoup plus restrictives, sur la base de
possibles effets non thermiques[Sin97]. Les normes russes imposaient aussi une
limite à la densité de puissance - limite qui dans le plus restrictif des cas était
de 10 µWcm−2. Comme on peut le constater, les normes américaines et russes
étaient basées sur deux approches diamétralement opposées (modèle thermique
pour les Américains, modèle non thermique pour les Soviétiques), et différaient

5Pour l’anecdote, ce programme de recherche, voté par le Congrès dans l’Energy Politicy
Act de 1992 et conclu en 1999, a coûté aux contribuables américains la bagatelle d’à peu près
45.000.000$
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de trois ordres de grandeur. Curieusement, les autres états qui ont instauré des
normes (Canada, Suède, Pologne et Tchécoslovaquie6) semblent avoir suivi des
critères géopolitiques plutôt que scientifiques[Sin97].

En 1959 le comité C95, sponsorisé par la U.S. Navy et la IEEE, a été fondé
pour étudier le problème. En 1966 ce comité a formalisé les recommandations
de 1953 dans son premier standard ANSI C95.1-1966. Une évolution mineure a
paru en 1971, avec l’introduction de limitations sur ||−→E ||2 et ||−→H ||2. L’édition de
1982 comporte des évolutions substantielles : des limitations sont aussi imposées
sur le taux d’absorption spécifique (SAR), les valeurs limites deviennent fonc-
tion de la fréquence. Ces valeurs limites ont été partiellement reprises en 1986
dans les recommandations du NCRP[MMP01]. Enfin, cette édition est basée non
seulement sur le modèle thermique, mais aussi sur des modifications du compor-
tement liés à la nourriture, chez les animaux. Il faudra attendre 1991 pour que
la quatrième édition[IEE99] de ce standard (IEEE C95.1-1991) introduise des
limitations sur les courants induits. Les dernières éditions de ce standard sont
le IEEE C95.1-1999 pour la bande 3000 Hz − 300 GHz, et le IEEE C95.6-2002
pour la bande 0 − 3000 Hz.

Au niveau européen, la première initiative à signaler est la formation en
1974 d’un groupe de travail sur les radiations non ionisantes (NIR) de la part
de l’Association Internationale pour la Protection contre les Radiations (IRPA),
rebaptisée INIRC en 1977, puis ICNIRP en 1992. Ce groupe de travail a publié
des recommandations en 1988, 1990 et 1998[ICN98] concernant l’exposition à
des champs variables dans le temps, et en 1994 concernant les champs statiques.
Sont dignes d’être cités aussi le programme de recherche européen COST 244 bis,
les multiples travaux du Bureau National de Protection contre les Radiations
(NRPB, United Kingdom), et le programme de recherche EMF de l’Organisation
Mondiale pour la Santé (OMS).

1.3.2 Le standard IEEE C95.1-1999

L’édition de 1999 du standard américain[IEE99] porte sur la bande de fré-
quence 3 kHz− 300 GHz. La discussion qui suit est limitée à la bande qui nous
concerne, c’est-à-dire au plus 3 kHz − 1 MHz. Ce standard fait la distinction
entre environnements contrôlés, et non contrôlés. Sont appelés “environnements

IEEE: Institute of Electri-
cal and Electronics Engi-
neers, Inc.

contrôlés” les endroits où les personnes sont conscientes du fait qu’elles peuvent
être exposées à des rayonnements élevés, et notamment les lieux de travail (bien
évidemment, tous les autres endroits sont considérés non contrôlés). Les gran-
deurs électriques prises en considération sont :

- le champ électrique ||−→E ||
- le champ magnétique ||−→H ||
- le courant I, mesuré à travers chaque pied7

- la puissance rayonnée P
- le taux d’absorption spécifique SAR

- la densité de courant ||−→J ||

6Par ordre décroissant, selon la densité de puissance admise par leurs lois respectives.
7A ce sujet, le document [IEE99] précise (au milieu de la pag. 14) que “[...] Commercial

instruments with a flat frequency response between 3 kHz and 100 MHz are beginning to
come available for this purpose, as are instruments with shoe-insertable sensors for personnel
mobility”. Malheureusement je ne suis parvenu à retrouver aucune image d’un tel appareil.
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Ce standard préconise deux façons pour établir le respect des limitations :

a) des limites d’exposition maximales8 à ne pas dépasser sont définies par
rapport aux champs électriques et magnétiques (fig. 1.1) et au courant
(fig. 1.2).

b) Toutefois, le dépassement de ces limites est admis, à condition que d’autres
limitations sur le SAR, ou la densité de courant soient respectées9 (fig. 1.3).

Les limites d’exposition maximales pour les champs électrique et magnétique
(fig. 1.2), et pour le courant (fig. 1.3) sont reportées dans le tableau (1.2)

Tab. 1.2 – Limites d’exposition maximales (IEEE C95.1-1999)

fréquence
[MHz]

champ électrique
[Vm−1]

champ magnétique
[Am−1]

0.003 − 0.1 614 163
0.1 − 3.0 614 16.3/f

courant [mA]
0.003 − 0.1 1000f
0.1 − 100 100

Les valeurs limites pour les champs sont définies en moyennant les champs dans
l’espace sur une surface Σ équivalente à la section du corps humain, et dans le
temps sur une fenêtre temporelle ∆t = 6 min :

〈E〉 =

√√√√√ 1

∆T

t+∆t∫

t

∫

Σ

||−→E ||2 dΣdt

〈B〉 =

√√√√√ 1

∆T

t+∆t∫

t

∫

Σ

||−→B ||2 dΣdt

De même, la valeur limite pour le courant est définie par rapport à la valeur
de I moyennée sur une fenêtre temporelle ∆t. La façon de calculer cette valeur
moyennée dépend de la fréquence :

pour f < 100 kHz :

〈I〉 =
1

∆T

t+∆t∫

t

|I(t)| dt

où ∆t = 1 s

pour f ≥ 100 kHz :

〈I〉 =

√√√√√ 1

∆T

t+∆t∫

t

|I(t)|2 dt

où ∆t = 6 min

8Maximum permissible exposure (MPE)
9Exclusions
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Pour des fréquences f inférieures à 450 kHz, il n’est pas nécessaire de mesurer
le courant (fig. 1.2) : pour que la situation d’exposition soit conforme au standard
il suffit que les champs électrique et magnétique respectent ces gabarits (fig. 1.1).
Pour des fréquences supérieures, la mesure du courant peut devenir nécessaire
même si les niveaux des champs sont inférieurs aux gabarits.

Si ces conditions ne sont pas vérifiées, la situation d’exposition peut quand
même être conforme au standard. Pour cela, il faut distinguer deux cas, selon
la fréquence :

- si la fréquence f est inférieure à 100 kHz, il faut prouver que la densité
de courant J , moyennée sur la surface de 1 cm2 dans le temps de 1 s, est
inférieure à 35f mAcm−2.

- Pour des fréquences supérieures à 100 kHz, il faut que le taux d’absorp-
tion spécifique (SAR) soit globalement10 inférieur à 0.4 Wkg−1, et locale-
ment11 inférieur à 8 W kg−1. De plus, il faut que le gabarit sur le courant
soit quand même respecté. Font exception mains, poignets, pieds et che-
villes, pour lesquelles la limite pour le SAR est plus élevée (20 Wkg−1).

- Dans les deux cas, le niveau d’exposition est quand même conforme au
standard, si la puissance rayonnée P est inférieure à 7 W, à condition que
la structure rayonnante se trouve à plus de 2.5 cm du corps.

Les gabarits reportés correspondent à des environnements contrôlés. Ceux
qui correspondent à des environnements non contrôlés sont en général plus res-
trictifs.

Le choix qui a amené le comité à la définition de ces valeurs limites a été
prise sur la base de considérations sur les effets thermiques des ondes électroma-
gnétiques, et sur la base de la littérature existante sur l’électrostimulation, et
en particulier [Ber85]. Le comité n’a pas retenu fondées les informations scien-
tifiques qui indiqueraient que, dans la bande de fréquences 3 kHz− 300 GHz, il
y a des risques à long terme pour la santé liés à une exposition prolongée aux
radiations électromagnétiques.

1.3.3 Les recommandations ICNIRP du 1998

Les recommandations12 du comité ICNIRP[ICN98] portent sur la bande de
fréquence 1 Hz−300 GHz. Comme pour le standard IEEE C95.1-1999, la discus-
sion qui va suivre est limitée aux basses fréquences, dans ce cas 1 Hz− 10 MHz.
Tout comme le standard IEEE, une distinction est faite entre l’exposition dans

ICNIRP: Interna-
tional Commission on
Non-Ionizing Radiation
Protection

un cadre professionnel13 et le grand public14.
Le critère principal qui détermine la conformité d’une situation d’exposi-

tion est le respect de certaines restrictions de base15. Ces restrictions de base
(tab. 1.3) portent sur les grandeurs physiques suivantes :

10Valeur moyennée sur l’intégralité du corps, et sur un temps de 6 min.
11Valeur moyennée sur un cube de 1 cm3 contenant au moins 1 g de tissu, et sur un temps

de 6 min.
12Guidelines
13Occupational exposure
14General public
15Basic restrictions
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Fig. 1.1 – IEEE C95.1-1999, gabarit du champ électrique (¤), et magnétique (◦)
dans un cadre professionnel
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Fig. 1.2 – IEEE C95.1-1999, gabarit du courant, mesuré à travers chaque pied,
dans un cadre professionnel
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Fig. 1.3 – IEEE C95.1-1999, gabarit du SAR (⊳ = globale, ◦ = locale, ⊲ =
mains, poignets, pieds et chevilles), et de la densité de courant (¤), dans un
cadre professionnel

- la densité de courant J , jusqu’à 10 MHz
- le taux d’absorption spécifique SAR, à partir de 100 kHz

Les valeurs limites reportées dans le tab. (1.3) sont à comparer avec des gran-
deurs moyennées. Dans le cas du SAR, il faut considérer la valeur moyennée
dans le temps sur 6 min, et dans l’espace sur une masse de 10 g de tissu. Pour la
densité de courant, il faut d’abord moyenner sur une surface de 1 cm2 normale à−→
J , et ensuite considérer la valeur quadratique moyenne sur un temps de 6 min.

Les gabarits à respecter pour ces grandeurs (fig. 1.4) ont été fixés par le
comité sur la base de considérations sur les effets à court terme de l’exposition
aux ondes électromagnétiques :

Tab. 1.3 – Restrictions de base (ICNIRP 1998)

fréquence
[Hz]

SAR [Wkg−1] densité de cou-
rant [mAm−2]

0 − 1 Hz 40
1 − 4 Hz 40/f
4 Hz − 1 kHz 10
1 − 100 kHz f/100

0.1 − 10 MHz
0.4 globale
10 tête, thorax et ventre
20 bras, jambes

f/100
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Fig. 1.4 – ICNIRP (1998), gabarit du SAR (⊳ = globale, ◦ = tête, thorax et
ventre , ⊲ = bras et jambes), et de la densité de courant (¤), dans un cadre
professionnel (valeurs quadratiques moyennes)

- l’exposition continue pour 30 min à une onde électromagnétique d’une fré-
quence de 10 MHz à quelques GHz, avec un SAR globalement égal à
4 Wkg−1, produit le réchauffement du corps de plus de 1 C◦. Il a donc été
convenu de prendre un facteur 10 de sécurité : SAR ≤ 0.4 W kg−1

- dans le but d’éviter des effets mineurs réversibles, il a été choisi de limiter
la densité de courant J à 10 mAm−2, ce qui correspond à 1/10 du seuil
d’excitation neuro-musculaire

Le comité n’a pas considéré que les informations scientifiques concernant des
éventuels effets à long terme liés à l’exposition prolongée à des radiations électro-
magnétiques étaient suffisamment prouvées.

La mesure directe dans le corps humain du SAR ou de la densité de courant
est impossible. C’est pourquoi des limites sont données aussi pour des grandeurs
plus facilement mesurables : le champ électrique et le champ magnétique. Ces li-
mites, appelées niveaux de référence16, ont été déterminées sur la base de calculs
simplifiés, en supposant des conditions d’exposition maximale. De cette façon,
lorsque les champs électrique et magnétique respectent ces gabarits (fig. 1.5),
on est assuré que la situation d’exposition est conforme aux recommandations.
Dans le cas contraire, il faut vérifier le respect des restrictions de base avec des
moyens appropriés.

Dans le cas du champ magnétique basse fréquence, le corps humain est modé-
lisé par un disque homogène et isotrope de rayon R et de conductivité σ (fig. 1.6).
L’induction magnétique B est supposée être uniforme et normale au disque. La

16Reference levels
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Fig. 1.5 – ICNIRP (1998), gabarit du champ électrique (¤), et magnétique (◦),
dans un cadre professionnel

densité de courant à la surface du disque peut être calculée analytiquement :

J = πRfσB

D’autres modèles plus complexes (sphéroïdes[Rei89], modèles anatomiques ho-
mogènes[XS94]) ont été utilisées. Ces calculs indiquent qu’un champ uniforme
B = 100 µT à la fréquence industrielle (50−60 Hz) induit une densité de courant
moyenne de l’ordre de Jmoy = 0.2 − 0.3 mA m−2, avec une valeur de pointe de
Jmax = 2− 3 mAm−2 dans les zones périphériques du corps où la conductivité
choisie est de l’ordre de σ = 0.2 Sm−1.

�

��������	�


������

��������

Fig. 1.6 – ICNIRP (1998), modélisation simplifiée : le corps humain (le disque)
est soumis à un champ magnétique uniforme et perpendiculaire

Les valeurs reportées concernent le cadre professionnel ; pour le grand public
un facteur de sécurité supplémentaire 5 est ajouté (c’est-à-dire, tous les gabarits
sont réduits d’un facteur 5). A titre indicatif, à la fréquence industrielle (50 Hz)
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le niveau de référence pour l’induction magnétique est de 500 µT dans le cadre
professionnel, et 100 µT pour le grand public.

Si l’on compare le standard proposé par le IEEE avec celui proposé par le
ICNIRP (dans la bande 3 kHz−1 MHz), certains points en commun sautent aux
yeux. D’abord, l’approche suivie par les deux standards est substantiellement la
même : des gabarits différents sont définis pour le cadre professionnel et pour
le grand public17. Des limites d’exposition sont données pour des grandeurs fa-
cilement mesurables (champs électrique et magnétique, courant électrique). Le
dépassement de ces limites d’exposition est permis, à condition que d’autres
limites sur des grandeurs non mesurables (SAR, densité de courant) soient res-
pectées.

Les gabarits reportés dans les deux standards sont assez proches pour le
champ électrique et le SAR. Par contre, les limites pour la densité de courant
(fig. 1.7) et le champ magnétique (fig. 1.8) diffèrent de plus d’un ordre de gran-
deur.

Ensuite, les deux standards font référence à des grandeurs moyennées dans
l’espace et le temps, définies à peu près de la même façon.

Les deux comités se sont basés sur des effets thermiques, ou sur des effets
mineurs, à court terme, et réversibles sur le système neuro-musculaire. Des effets
à long terme n’ont pas été suffisamment prouvés pour être pris en considération
dans la définition des limites d’exposition.

1.3.4 Les enjeux pour l’industrie électrique

Les recommandations de l’IEEE et de l’ICNIRP que je viens de présenter
n’ont pas de valeur légale : il appartient aux divers organismes politiques de
légiférer en la matière. Ces organismes politiques donnent à leur tour un man-
dat à d’autres organisations, qui ont pour but de rédiger les futures normes
industrielles qui sont en cours de définition, et qui, elles, font référence à ces
recommandations.

Au niveau européen, l’organisme qui s’occupe de l’harmonisation des normes
en matière d’électrotechnique est le CENELEC. En particulier, le comité TC
106X (anciennement TC 211) du CENELEC s’occupe de la normalisation en
matière d’exposition humaine aux ondes électromagnétiques. En 1995 ce comité
a proposé deux pré-normes[E95] basées sur les recommandations ICNIRP du
1990. Ces pré-normes ont été rendues obsolètes par l’approbation en 1999 par
le Conseil des Ministres de la Communauté Européenne de la recommandation
1999/519/CE[G.U99], qui propose un cadre harmonisé pour limiter l’exposition
du grand public aux ondes électromagnétiques, et qui reprend en substance le
document de l’ICNIRP du 1999. Il faut préciser que les états membres de l’Union
Européenne ont le choix d’incorporer ou non cette recommandation dans leur
propre code de lois, ou éventuellement de l’adopter sous une forme modifiée -
ce qui ajoute un niveau supplémentaire d’indétermination.

A niveau international, l’organisme qui s’occupe de la normalisation dans le
domaine de l’électrotechnique est la Commission Électrotechnique Internatio-
nale (CEI). Le CENELEC et le CEI travaillent dans un rapport de coopération,

17C’est ce que l’on appelle “two tier standard” dans la littérature anglophone.
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Fig. 1.7 – Comparaison entre les standards IEEE C95.1-1999 (◦) et ICNIRP
1998 (¤) : densité de courant
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Fig. 1.8 – Comparaison entre les standards IEEE C95.1-1999 (◦) et ICNIRP
1998 (¤) : champ magnétique
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sur la base des accords de Dresde. A l’heure actuelle, cette coopération semble
être dans une phase d’impasse : récemment le comité TC 106 de la CEI n’a pas
accepté le document EN 50357, qui est la première norme européenne publiée
par le TC 106X - la pierre d’achoppement étant le fait que d’une façon générale
le CEI ne fonde pas ses projets de normes sur le travail de l’ICNIRP.

A ces difficultés d’ordre politique, s’ajoutent d’autres problèmes de nature
plus technique. D’abord, les situations d’exposition (position de la personne ex-
posée, conditions de fonctionnement de la source du champ) et la procédure de
mesure à suivre (nombre et position des points de mesure, mesure ponctuelle ou
intégrée) ne sont pas définies dans la recommandation. Je ferais observer qu’il
ne s’agit pas de "se mettre d’accord" sur quelque détail de procédure : en basse
fréquence, l’exposition a lieu en conditions de champ proche , et donc la répar-champ proche: région

proche du système rayon-
nant, où le champ électro-
magnétique n’a pas les ca-
ractéristiques d’une onde
plane

tition des champs électrique et magnétique au voisinage de la source du champ
est très compliquée, et en général ne peut pas être calculée analytiquement.
Le choix de la méthode de mesure n’est donc pas banal en soi. Il faut ajouter
que cette méthode de mesure, pour être réalistiquement applicable, ne doit pas
être chère, et donc relativement simple. Du fait que la répartition du champ est
compliquée, la définition de conditions d’exposition précises est importante.

Les recommandations définissent des valeurs de référence pour le champ
électrique et magnétique. Or, ces valeurs de référence ont été choisies (au moins
dans le document de l’ICNIRP) en supposant que le champ soit uniforme - ce

J = πRfσB qui est fort peu vraisemblable, puisqu’on est en champ proche. Pour cette raison,
ces valeurs de référence risquent d’être trop restrictives[GBD00].

Les recommandations permettent le dépassement de ces valeurs de référence,
à condition de pouvoir prouver que les restrictions de base sur la densité de cou-
rant sont respectées. Malheureusement on ne peut pas mesurer des densités de
courant directement dans le corps humain, donc la seule solution est de recourir
à la modélisation numérique. C’est bien ici le revers de la médaille, car cette
modélisation pose des problèmes tout à fait particuliers[BBG98] : quel modèle
adopter pour le corps humain ? Faut-il choisir un modèle 3D, ou bien peut-on se
contenter d’un modèle simplifié en 2D ? Quelle formulation, et quelle technique
numérique va-t-on utiliser ? A coté de ces questions (soit-disant) classiques, se
posent d’autres interrogations de nature plus fondamentale[SSB+03, NBP+03] :
comment estimer les paramètres électriques du corps ? Quelle formulation faut-il
utiliser ? Comment interpréter les résultats ?

Enfin, la plupart des logiciels commerciaux de calcul en électromagnétisme
sont conçus pour donner des résultats précis à l’intérieur des dispositifs modé-
lisés. Par conséquent, il peuvent se révéler peu adaptés pour des calculs dans
l’air. La méthode des éléments finis est particulièrement concernée, du fait que
le maillage d’un grand volume d’air est nécessaire. Quelles sont les particularités
de ce type de calcul, lorsque l’objectif est de calculer des grandeurs électriques
dans l’air ? Y a-t-il des approches plus adaptées (moins coûteuses, plus précises)
pour ce type de calculs ?

Il est clair que cette situation d’incertitude ne peut que nuire à l’industrie
électrique, pour laquelle il est vital de connaître quelles sont les contraintes à
respecter pour qu’un produit soit commercialisable. En effet, il est possible de
limiter les champs de fuite à l’extérieur d’un dispositif, mais il est impossible de
les éliminer complètement. Mais jusqu’à quel point faut-il prendre des précau-
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tions pour limiter ces fuites ? En l’absence de réponses à ces questions, les états
risquent de prendre comme base pour la législation les valeurs de référence, ce
qui impliquerait des contraintes trop importantes pour l’industrie électrique.

1.4 Conclusions

Du fait de l’augmentation toujours croissante de l’utilisation de l’énergie
électrique, la société a commencé à s’interroger sur les éventuels effets sur la
santé. En dépit des nombreux études menées depuis plus de 30 ans, les résultats
demeurent controversés, en particulier sur d’éventuels effets cancérigènes des
ondes électromagnétiques basse fréquence.

Sur la base du principe de précaution, les gouvernements sont en train de
modifier les normes en matière de protection envers les radiations non ionisantes.
A l’état actuel, ces normes définissent des valeurs limites pour le champ magné-
tique (valeurs de référence) et pour les courants induits dans le corps humain
(restrictions de base), avec des coefficients de sécurité différents, selon que l’ex-
position ait lieu dans un cadre professionnel ou pas.

Ces normes sont inadaptées, car elles sont basées sur les hypothèses que le
champ est uniforme, et que le corps humain est homogène : de ce fait, le niveau
d’exposition peut être surestimé.

Cette constatation fait apparaître deux problématiques :

- déterminer la répartition du champ rayonné par un appareil électrique
(champ de fuite)

- calculer les courants induits qui en résultent dans le corps humain

Ces problématiques se retrouvent dans différents domaines autres que le nôtre,
par exemple dans le domaine médical (développement de systèmes IRM, ma-
gnétothérapie).
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“Everything should be made as simple as possible, but not

simpler.”

Albert Einstein

“All models are wrong. Some are useful.”

George E.P. Box

2
Modélisation des champs de fuite par

voie numérique

2.1 Introduction

Dans un premier temps nous étudions par simulation numérique classique la
répartition des champs de fuite autour de quelques systèmes électrotechniques
représentatifs. Nous nous intéressons à l’influence de divers paramètres, en parti-
culier sur la décroissance du champ. Outre des informations préliminaires sur le
phénomène, cette étape montre que l’utilisation de logiciels de calcul classiques
est inadaptée (parce que trop coûteuse) à l’étude de ces fuites.

Nous présentons donc un modèle qui ne prend en compte que les aspects
essentiels de la structure du système rayonnant. Ce modèle s’inspire du concept
de réluctance (pour le calcul du flux magnétique sur les sections du circuit),
mais à la différence de celui-ci, il permet de calculer aussi le champ de fuite, en
s’appuyant sur le concept de charges magnétiques fictives.

Ce modèle a été validé sur des structure simples, de type bobinage + circuit
(+ entrefer). Les résultats obtenus montrent qu’il est possible d’obtenir des
valeurs approchées du champ de fuite à un coût très modéré.

2.2 Étude préliminaire des champs de fuite

Le champ magnétique basse fréquence peut être analysé sous deux points de
vue différents : d’un côté on a la répartition du champ dans l’espace, et de l’autre
son évolution temporelle. Dans la plupart des cas, les systèmes rayonnants ont
un comportement périodique (à l’exception des transitoires). Une décomposition
en série de Fourier suffit donc largement à caractériser l’évolution temporelle des
grandeurs électriques. Par contre la répartition spatiale du champ nécessite une
analyse plus détaillée.
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Nous avons donc commencé par étudier cette répartition pour un certain
nombre de dispositifs suffisamment représentatifs. Dans cette première phase
l’objectif sera de rechercher les points communs entre les différents cas étudiés,
et d’analyser l’influence de certains paramètres significatifs sur la répartition et
l’intensité du champ dans l’air.
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Fig. 2.1 – Classification des dispositifs électriques basse fréquence

En fig. 2.1 est représentée une possible classification des dispositifs élec-
triques. Parmi les dispositifs sans circuit magnétique (ou avec un circuit magné-
tique ponctuel par rapport à la taille du dispositif) on peut classer les disposi-
tifs antivol et les alimentations à découpage. La répartition spatiale du champ
rayonné par ces dispositifs peut être calculée par Biot-Savart[CP03]. Il s’agit
donc d’un problème relativement simple, à condition de maîtriser le fonctionne-
ment interne de l’appareil.

Dans la classe des dispositifs avec circuit magnétique on trouve les trans-
formateurs et les moteurs électriques. La répartition du champ généré par ce
type d’appareils est compliquée par la présence de matériaux magnétiques, et
ne peut être calculée que numériquement.

Nous avons donc choisi d’étudier les quatre dispositifs suivants :cf. pag. 67

A une bobine à noyau de fer axisymétrique

B un transformateur cuirassé
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C une bobine à noyau de fer 3D

D un système de chauffage par induction

Pour les calculs numériques nous avons utilisé les logiciels de calcul aux
éléments finis Flux2d et Flux3d[CED].

✛

✚

✘

✙

Formulations quasi-statiques

Dans la modélisation des phéno-
mènes électromagnétiques en électro-
technique, on adopte des formula-
tions de type quasi-statique. Celles-
ci consistent à écrire les équations de
Maxwell en négligeant les courants de
déplacement :

−→∇ ×−→
E = −d

−→
B

dt (2.1)
−→∇ ×−→

H =
−→
Js +

−→
Ji (2.2)

−→∇ · −→B = 0 (2.3)
−→∇ · −→D = ρ (2.4)

L’implication physique de cette hypo-
thèse est que les variations des gran-
deurs électriques sont ressenties ins-
tantanément dans tout le domaine
d’étude. Le champ électromagnétique
se comporte donc selon un modèle de
diffusion[Far93] : c’est bien ce qui ca-
ractérise le champ proche. Ces modèles
sont valables tant que les distances
sont très petites par rapport à la lon-
gueur d’onde (dans le vide, 300 m à
1 MHz).

Formulation magnétodynamique
en potentiel vecteur :
Soit

−→
B =

−→∇ ×−→
A ; à partir de (2.1) on

obtient :

−→
E = −

(
d
−→
A

dt +
−→∇φ

)
(2.5)

Le potentiel scalaire φ dépend de la
densité de charge ρ, par l’intermédiaire
de (2.4). On peut prouver[SC] que si ρ
est nulle (ce qui est souvent le cas), en

prenant pour
−→
A la jauge de Coulomb−→∇ · −→A = 0 on obtient que le potentiel

φ est identiquement nul. L’expression
précédente devient donc :

−→
E = −d

−→
A

dt (2.6)

La densité de courant peut être écrite
comme :

−→
J =

−→
Js − σ d

−→
A

dt (2.7)

On remarquera que dans cette expres-
sion on a supposé que la densité de cou-
rant source

−→
Js est connue, et ne dépend

pas des autres grandeurs électriques -
ce qui est une approximation.

En remplaçant (2.7) et
−→
H =

−→
A
µ dans

(2.3) on obtient :

−→∇ ×
(

1
µ

−→∇ ×−→
A

)
+ σ d

−→
A

dt =
−→
Js (2.8)

−→∇ · −→A = 0 (2.9)
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✛

✚

✘

✙

En régime harmonique, les grandeurs−→
A et

−→
Js sont remplacées par des pha-

seurs :
−→∇×

(
1
µ

−→∇ ×−→
A

)
+jωσ

−→
A =

−→
Js (2.10)

−→∇ · −→A = 0 (2.11)

La résolution numérique requiert alors
trois inconnues complexes par nœuds.

Dans le cas où les matériaux ne soient
pas conducteurs (σ = 0), le temps
t n’intervient plus dans les équations
(2.8), (2.9). On retrouve ainsi la for-
mulation magnétostatique :

−→∇ ×
(

1
µ

−→∇ ×−→
A

)
=

−→
Js (2.12)

Formulation magnétodynamique
en potentiel scalaire :
Soit Ω une région non conductrice
(donc

−→
Ji = 0). Si aucune densité de

courant
−→
Js n’est présente dans Ω, l’éq.

2.2 dévient
−→∇ ×−→

H = 0. On peut donc
représenter le champ magnétique par
intermédiaire d’un potentiel scalaire φ :

−→
H = −−→∇φ (2.13)

ce qui, en utilisant la relation
−→
B = µ

−→
H

et (2.3), donne :

−→∇ ·
(
µ
−→∇φ

)
= 0 (2.14)

Si à l’intérieur de Ω la densité de cou-
rant

−→
J s n’est pas nulle (à cause, par

exemple, de la présence de bobinages)
il est encore possible, dans certains cas,
de se servir de potentiels scalaires. Soit−→
H 0 = 1

4π

∫∫∫ −→
J s×−→r

r3 dΩ le champ ma-

gnétique généré par
−→
J s dans le vide ;

on peut écrire le champ magnétique
total comme la somme de

−→
H 0 plus le

champ réduit
−→
H red :

−→
H =

−→
H0 +

−→
H red (2.15)

Il en découle que
−→∇ × −→

H red = 0,
puisque

−→∇×−→
H =

−→∇×−→
H 0 =

−→
J s. Donc−→

H red peut être représenté avec un po-
tentiel scalaire ψ, que l’on appelle po-
tentiel réduit :

−→
H red = −−→∇ψ (2.16)

À partir de cette équation et de (2.3)
on obtient :

−→∇ ·
(
µ
−→∇ψ

)
=

−→∇ ·
(
µ
−→
H 0

)
(2.17)

A l’intérieur de matériaux magné-
tiques,

−→
H 0 et

−→
H red sont de signe op-

posé, et du même ordre de grandeur.
C’est pourquoi l’application de (2.17)
dans des régions avec µr ≫ 1 conduit à
de très mauvais résultats. Pour pallier
à ce problème[Pis82], il faut partager
le domaine Ω = Ωm ∪Ωs en une partie
magnétique où il n’y ait pas de cou-
rants Ωm, dans laquelle on pourra ap-
pliquer (2.14), et la partie restante Ωs,
dans laquelle on va appliquer (2.17).
A la frontière entre Ωm et Ωs on im-
posera la continuité de la composante
tangentielle de

−→
H , et de la composante

normale de
−→
B .

Cette méthode en double potentiel est
applicable, à condition qu’il n’existe
pas à l’intérieur de Ωm de parcours fer-
més Λ tels que

∮
Λ

−→
H · −→dl = NI 6= 0,

comme dans le cas suivant[Bos] :�
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Supposons maintenant que à l’intérieur
du domaine Ω existe une région Ωc

dont la conductivité σ 6= 0. Soit
−→
J i =−→∇×−→

T , et supposons que
−→
J s = 0 dans

Ωc. A partir de (2.2) on obtient :

−→
H =

−→
T −−→∇φ (2.18)

A partir de (2.1) et de (2.3) on obtient :

−→∇ ×
(

1
σ

−→∇ ×−→
T

)
= (2.19)

− d
dt

[
µ

(−→
T −−→∇φ

)]

−→∇ ·
(
µ
−→∇φ

)
=

−→∇ ·
(
µ
−→
T

)
(2.20)

La résolution numérique de (2.14),
(2.17) et (2.19)-(2.20) requiert une in-
connue par nœud dans Ωm et Ωs, et
quatres inconnues par nœud dans Ωc.

Les formulations en potentiel vecteur
sont très utilisées en 2D, mais s’avèrent
très coûteuses en 3D. Dans ce cas,
des formulations en potentiel scalaire
doivent être utilisées, si possible.

2.2.1 Décroissance en fonction de la distance

Une information importante sur les champs rayonnés est la rapidité avec
laquelle le champ s’affaiblit, lorsque l’on s’éloigne de la source du champ. Il est
bien connu qu’à grande distance le champ rayonné par certains systèmes filaires
décroît en fonction de la distance r selon une loi de puissance, dont l’exposant
dépend du type de système : 1/r pour un fil infini, 1/r2 pour deux fils infinis
parcourus par des courants opposés, 1/r3 pour une spire.

En fig. 2.2 est représentée en échelle logarithmique l’induction magnétique
générée dans l’air par le système de chauffage par induction (dispositif D), en
fonction de la distance du dispositif.1 Le champ a été calculé suivant deux di-
rections d’éloignement différentes (symboles ◦ et ¤). L’allure rectiligne des deux

�

courbes indique qu’à grande distance le champ généré par ce système décroît
selon une loi de puissance. Sur le même graphique est représentée l’induction
générée par une spire de 32 mm de rayon, parcourue par un courant judicieu-
sement choisi (symboles + et △). On remarque qu’à partir d’environ 20 cm il
devient difficile de faire la différence entre le champ généré par le dispositif et
celui de la spire, qui décroît en 1/r3.

On remarquera aussi que l’une des deux courbes (◦) est légèrement incurvée
vers la fin (r ≃ 1000 mm). Il s’agit d’une imprécision numérique, liée au fait
que l’infini est pris en compte de façon approchée, en imposant des conditions
de Dirichlet sur la frontière du domaine de résolution (on retrouve la même
imprécision pour le champ généré par la spire, qui a été calculé de la même
façon).

1Formulation magnétodynamique axisymétrique (19086 éléments d’ordre 2, pour 1/2 de
la géométrie). Prise en compte de l’infini par Dirichlet. Paramètres : µch = 100, σch =

5 · 106 S m−1, µno = 1000
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Fig. 2.2 – Champ généré dans l’air par le dispositif (D) de chauffage par induc-
tion (◦,¤), et par une spire (+,△).
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Fig. 2.3 – Champ généré dans l’air par les dispositifs modélisés : (⊳,⊲) = dispo-
sitif A. (+,¤) = dispositif B. (∗,⋆) = dispositif C. (◦,△) = dispositif D.
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Pour vérifier que la décroissance en 1/r3 n’est pas spécifique au dispositif
de chauffage par induction (D), on a tracé en fig. 2.3 l’induction magnétique
générée dans l’air par ce même dispositif (traits discontinus) avec celle géné-
rée par les autres dispositifs A2,B3 et C4 (traits continus). On observe que le
champ généré par tous ces dispositifs décroît de la même manière, c’est à dire
en 1/r3. On observe aussi que les courbes correspondant aux dispositifs A, B,
C, pour lesquelles l’infini a été pris en compte avec la technique de la boîte
infinie[IMBS90], sont bien rectilignes (mis à part une ondulation numérique) :
ceci confirme que la distorsion qu’on a observé dans le cas précédent (◦), est
bien due aux conditions aux limites de type Dirichlet.

La décroissance en 1/r3 a déjà été observée expérimentalement[ZSV97, YK01],
et semble être le type de décroissance le plus commun. Pour comprendre la
raison de ce comportement, on peut écrire[Dur68] l’induction magnétique

−→
B

comme somme du champ généré par les bobinages
−→
B0 (champ d’excitation) plus

le champ réduit
−→
B red : −→

B =
−→
B0 +

−→
B red (2.21)

La composante
−→
B red due à l’aimantation du matériau peut s’écrire en fonction

de l’aimantation
−→
M :
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Le champ réduit
−→
B red est

exprimé comme la résul-
tante du champ généré par
un grand nombre de di-
pôles

−→
MdΩ.

−→
B red = −µ0

4π

−→∇
∫∫∫

Ω

−→
M · −→r

r3
dΩ (2.22)

À grande distance du dispositif, le vecteur −→r ne varie pas beaucoup d’une partie
à l’autre du noyau Ω, et donc en première approximation il peut être sorti de
l’intégrale :

−→
B red ≃ −µ0

4π

[
(
−→
M · −→r )−→r

r5
−

−→
M

r3

]
(2.23)

où 〈−→M〉 =
∫∫∫

Ω

−→
M dΩ le moment dipolaire équivalent. Cette équation signifie

que si 〈−→M〉 6= 0, à grande distance le champ réduit peut être approché avec

le champ d’un dipôle magnétique, tout comme le champ
−→
B0 généré par les bo-

binages. Ceci explique pourquoi la décroissance en 1/r3 est si commune. Une
décroissance d’ordre supérieur est observée lorsque le moment dipolaire équi-
valent 〈−→M〉 est nul, comme c’est le cas pour des machines qui présentent des
symétries particulières[SK01].

Pour ce qui concerne l’ordre de grandeur du champ réduit par rapport au
champ des bobinages, aucune tendance n’a pu être mise en évidence : pour le
dispositif (A) le champ de réaction est très largement dominant, alors que pour
les dispositifs (B) et (C) ces deux composantes sont du même ordre de grandeur.

2Formulation magnétostatique 3D en potentiels scalaires (82184 éléments d’ordre 2, pour
1/8 de la géométrie). Prise en compte de l’infini avec la boîte infinie. Paramètres : µno = 100,
h = 2 mm

3Formulation magnétostatique 3D en potentiels scalaires (43433 éléments d’ordre 2, pour
1/8 de la géométrie). Prise en compte de l’infini avec la boîte infinie. Paramètres : µno = 100

4Formulation magnétostatique 3D en potentiels scalaires (42315 éléments d’ordre 2). Prise
en compte de l’infini avec la boîte infinie. Paramètres : µno = 100, h = 2 mm
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Fig. 2.4 – Induction sur la surface du dispositif inducteur (A) pour une épais-
seur d’entrefer h = 10 mm. Les trois flèches représentent les directions le long
desquelles l’induction a été calculée. On peut observer que l’entrefer est composé
de cinq couches minces : ceci permet de modifier l’épaisseur de l’entrefer h de
façon non continue entre 2 mm et 10 mm sans reconstruire le maillage.
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(ii)

ENTREFER 

Fig. 2.5 – Induction générée par le dispositif inducteur (A) le long de la direction
i (gauche) et ii (droite) pour différentes valeurs de l’épaisseur d’entrefer h : (◦) =
2 mm, (¤) = 4 mm, (+) = 6 mm, (⊳) = 8 mm, (⋆) = 10 mm. La ligne discontinue
correspond au cas où il n’y a pas d’entrefer.

2.2.2 Influence de l’épaisseur des entrefers

Les dispositifs A (inducteur) et C (circuit magnétique) permettent d’étudier
l’effet de l’épaisseur d’un entrefer h, sur la répartition du champ dans l’air.
L’induction magnétique générée par le dispositif inducteur (A) a été calculée le
long de trois directions (fig. 2.4) :

i sur le plan de symétrie du système, à partir de l’intérieur de l’entrefer.

ii sur l’axe de révolution du dispositif

iii parallèlement à l’axe de révolution, à proximité de l’entrefer

L’induction magnétique a été calculée pour une épaisseur d’entrefer h com-
prise entre 2 mm et 10 mm . On peut observer qu’à proximité de l’entrefer (fig.
2.5 gauche) les courbes sont très bien séparées les unes des autres. Par contre,
dès qu’on s’éloigne de l’entrefer, les courbes se rapprochent et deviennent rapi-
dement difficiles à distinguer. Une analyse plus attentive montre qu’au dehors
de l’entrefer, le champ augmente faiblement avec l’épaisseur h de celui-ci. Par
exemple, dans le tableau suivant est reportée la valeur de l’induction calculée à
l’intérieur de l’entrefer, à 1 m de distance dans la direction (i) et (ii) :

Entrefer Induction [µT]
[ mm] à l’entrefer à 1 m en dir. (i) à 1 m en dir. (ii)
2 mm 24755 0.122 0.238
4 mm 15462 0.134 0.256
6 mm 11224 0.140 0.272
8 mm 8773 0.144 0.280

10 mm 7184 0.147 0.286
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Fig. 2.6 – Induction générée par le dispositif inducteur (A) le long de la direction
(iii) pour différentes valeurs de l’épaisseur d’entrefer h : (◦) = 2 mm, (¤) = 4 mm,
(+) = 6 mm, (⊳) = 8 mm, (⋆) = 10 mm.

Le calcul du champ le long de la direction (iii) confirme cette tendance (fig.
2.6). Des calculs similaires sur le dispositif inducteur (C) ont également donné
le même résultat (fig. 2.7).

Les simulations que l’on vient de faire nous indiquent que l’influence de
l’épaisseur de l’entrefer h sur le champ magnétique dans l’air est relativement
faible (de l’ordre de quelque %). Par contre, on observe une grande variation si
l’on élimine complètement l’entrefer (ligne discontinue en fig. 2.4). On en déduit
que l’influence de l’entrefer sur le champ dans l’air est d’autant plus élevée, que
son épaisseur est réduite.
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Fig. 2.7 – dispositif inducteur (C). Haut : induction magnétique à la surface
du dispositif pour un entrefer de 0.5 mm. Bas : induction magnétique calculée
le long de la flèche pour différentes valeurs de l’épaisseur d’entrefer h : (◦) =
2 mm, (¤) = 1 mm, (+) = 0.5 mm, (⊳) = 0.2 mm. La variation de l’épaisseur de
l’entrefer a été obtenue en modifiant chaque fois la géométrie du système.
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Fig. 2.8 – induction générée sur le plan de symétrie par le dispositif de chauffage
par induction (D), pour différentes valeurs de la perméabilité de la charge µch :
(◦) = 100, (¤) = 200, (+) = 400, (⊳) = 1000, (⋆) = 2000, (⊲) = 4000, (∗) =
10000.

2.2.3 Influence de la perméabilité

Pour étudier l’influence des propriétés magnétiques des matériaux qui com-
posent les dispositifs, on a calculé le champ généré par le dispositif de chauffage
par induction (D), en faisant varier la perméabilité relative de la charge µch

entre 100 et 10000. Dans ces premières simulations, on a supposé que le ma-
tériau reste linéaire, et que le système fonctionne en régime sinusoïdal. En fig.
2.8 est tracée l’induction magnétique générée par le dispositif de chauffage par
induction (D) sur le plan de symétrie.
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� On constate que le champ est plus sensible aux variations de la perméabilité
à une distance rapprochée du dispositif, alors qu’à grande distance les courbes se
rapprochent. En particulier, à partir d’environ 15 cm les courbes correspondant à
µch ≥ 1000 sont confondues. On retrouve le même comportement si l’on calcule
le champ dans d’autres directions, et pour les autres dispositifs. On a vérifié
que ce comportement n’est pas spécifique aux matériaux linéaires : même avec
des matériaux non linéaires en conditions de saturation élevée, on observe que
le champ à grande distance ne dépend que très faiblement des caractéristiques
des matériaux qui composent le système[SBM03].

Cette information est très intéressante, car dans la pratique on connaît rare-
ment avec précision les caractéristiques des matériaux, d’autant plus que celles-ci
peuvent varier en fonction de la température. De plus, si l’on souhaite connaître
le champ généré par un système électromagnétique dans une région où l’on sait
a priori que les caractéristiques des matériaux n’ont que peu d’influence, on
pourrait se contenter d’un calcul linéaire, ou bien utiliser le principe de super-
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Fig. 2.9 – le dispositif de chauffage par induction (D) est modélisé en imposant
le champ normal sur le noyau (gauche), et en imposant µno = 1000 comme
perméabilité du noyau (droite).

position, si les sources du champ sont multiples. Ce fait pourrait revêtir un
intérêt tout-à-fait particulier pour des problèmes d’optimisation, où il peut y
avoir nécessité d’exécuter la simulation d’un système électromagnétique à plu-
sieurs reprises, pour différentes valeurs des paramètres à optimiser.

Une explication intuitive de ce comportement est que lorsque la perméabilité
est suffisamment élevée, le champ à l’interface entre l’air et le matériel magné-
tique est presque orthogonal. Donc on peut penser à éliminer du domaine de
résolution le matériau magnétique, et à imposer un champ normal à l’interface
entre celui-ci et l’air : on parviendrait ainsi à calculer l’état-limite vers lequel
tend le champ magnétique lorsque la perméabilité augmente indéfiniment.

Pour vérifier si cette idée est viable, j’ai essayé de modéliser avec cette ap-
proche le système de chauffage par induction. La figure 2.9 représente les lignes
de flux dans le cas où la perméabilité relative du noyau est µno = 1000 (droite),
et dans le cas où des conditions de Neumann sont imposées sur la frontière
noyau-air (gauche). La ressemblance entre les deux dessins est évidente.

En figure 2.10 (gauche) on a tracé l’induction calculée sur le plan de symé-
trie pour différentes valeurs de µno, et en imposant les conditions de Neumann
(⋆ = état-limite). On constate que lorsque la perméabilité augmente, à grande
distance l’induction s’approche de la courbe limite. Curieusement, on constate
(fig. 2.10, droite) que lorsque la perméabilité augmente, en tout point l’induction
B semble s’approcher de la valeur-limite B∞ selon une loi de puissance :

∣∣∣∣
B∞ − B

B∞

∣∣∣∣ = k

(
1

µno

)α

α = 0.98 ≃ 1 étant la valeur estimée de l’exposant.
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Fig. 2.10 – Gauche : induction générée par le dispositif (D) pour µno = 100
(+), µno = 200 (⊳), µno = 400 (¤), µno = 1000 (◦), et valeur limite (⋆). Droite :

scaling de
∣∣∣B∞−B

B∞

∣∣∣ en fonction de 1
µno

(valeurs moyennées).

Une explication très simple de ce phénomène peut être la suivante. Considé-
rons un tube de flux qui s’étend en partie dans l’air, et calculons le flux φ :

φ =
NI

RFE + Rair

RFE et Rair étant la réluctance de la partie du tube dans le matériau magné-
tique et dans l’air respectivement. Dans la limite pour µr → ∞, la réluctance
RFE de la partie du tube dans le matériel magnétique tend vers zéro comme
1/µr, et la valeur limite du flux est :

φ∞ = lim
µr→∞

φ =
NI

Rair

Donc on peut écrire :
∣∣∣∣
φ − φ∞

φ∞

∣∣∣∣ = NI

(
1

Rair
− 1

RFE + Rair

)
=

NI
RFE

Rair(RFE + Rair)
≃

NI

R2
air

RFE ∝ 1

µr

Donc l’induction B ≃ µ0
φ
S aussi s’approche de la valeur limite selon la loi

d’échelle : ∣∣∣∣
B − B∞

B∞

∣∣∣∣ ∝
1

µr
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Fig. 2.11 – induction magnétique à la surface du transformateur (dispositif B)
calculée par modélisation 2D (en bas) et 3D (en haut).

2.2.4 Modélisation 2D ou 3D ?

La modélisation 3D des dispositifs électrotechniques est coûteuse en terme de
ressources matérielles (logiciels, matériel informatique) et humaines (formation
de l’utilisateur). C’est pourquoi dans la pratique on a recours à la modélisation
2D chaque fois que la possibilité se présente. Il est donc important de savoir s’il
est possible de modéliser les fuites en 2D, et avec quelle erreur.

Dans la fig. 2.11 est dessinée la répartition de l’induction magnétique à la
surface du noyau du transformateur (B), calculée par modélisation 2D (en bas)
et 3D (en haut), et tracée avec la même échelle de couleurs. Il semblerait que
les résultats obtenus par modélisation 2D et 3D soient quasiment identiques :
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Fig. 2.12 – induction magnétique dans l’air calculée par modélisation 2D (¤)
et 3D (◦).

Comparaison entre le calcul 2D et 3D
y [mm] z [mm] Induction 2D [T] Induction 3D [T]

0.0 0.0 0.53874 0.611185
0.0 38.0 0502664 0.504558

25.0 50.5 0.57326 0.574460
37.5 50.5 0.60370 0.605249
50.0 50.5 0.57330 0.571656
62.5 38.0 0.57284 0.571458
62.5 0.0 0.60544 0.605716

ey 

ez 

ex 

Position des points où l’in-
duction est calculée (x =
0)

En réalité, si l’on compare les valeurs de l’induction dans l’air (fig. 2.12) on
s’aperçoit que le calcul 2D est totalement faux dans l’air, dès que l’on s’éloigne
un peu du dispositif : les valeurs ne sont pas proches de celles obtenues par
modélisation 3D, mais surtout on ne retrouve pas la “bonne” décroissance en
1/r3. Ceci s’explique très simplement. Tout d’abord, lorsqu’on calcule dans l’air
on est intrinsèquement dans une configuration 3D, car l’air n’a pas de symétries
particulières. Deuxièmement, la fonction de Green[MT76] pour l’équation de
Laplace n’est pas la même en 2D et en 3D : ceci explique pourquoi l’induction
calculée par modélisation 2D décroît comme 1/r2 plutôt que comme 1/r3.
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Méthodes numériques en électromagnétisme

Différences finies (DF) :
La méthode des différences

finies[TH00] est l’une des premières
méthodes numériques a avoir été appli-
quée en génie électrique. Le principe de
base de cette méthode consiste à dis-
crétiser le domaine de résolution avec
une grille, et d’approcher l’équation
sous forme différentielle sur chaque
nœud de la grille. Par exemple, en 2D
l’équation de Laplace ∂2φ

∂x2 + ∂2φ
∂y2 = 0

devient :

φi+1,j−2φi,j+φi−1,j

h2 +
φi,j+1−2φi,j+φi,j−1

k2 = 0
�
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L’équation aux dérivées partielles est
ainsi transformée en un système algé-
brique linéaire creux. Si cette méthode
est en principe relativement simple
à mettre en œuvre, des problèmes
peuvent se poser[BLT94] lorsqu’on doit
gérer des géométries compliquées (dis-
crétisation de la frontière, conditions
d’interface).

Éléments finis (EF) :
Une grande partie de ces problèmes
peuvent être surmontés avec la mé-
thode des éléments finis[NB92]. Cette
méthode est basée sur une formulation

variationnelle[Fin72] du problème : par
exemple, l’équation de Laplace peut
être exprimée en forme équivalente à
travers le principe de moindre énergie :

φ = arg min
∫∫

Ω

−→∇φ · −→∇φdΩ

L’inconnue du problème (dans ce cas
le potentiel φ) est définie sur les nœuds
ou sur les arêtes d’un maillage[FG99],
qui est construit de façon à reproduire
fidèlement la géométrie du système.

La méthode des éléments finis conduit,
comme la méthode des DF, à un sys-
tème creux. L’avantage principal par
rapport à celle-ci est que pour le même
nombre de degrés de liberté la géomé-
trie est mieux prise en compte.

Équations Intégrales de Fron-
tière (EIF) :
La méthode des DF et celle des EF re-
quièrent toutes deux que le domaine
de résolution soit étendu à tout l’es-
pace, ce qui implique une très grande
quantité de mémoire pour stocker les
variables. De plus, la construction
d’un maillage 3D de bonne qualité est
une opération très compliquée[FG99].
L’atout principal de la méthode des
équations intégrales de frontière est
que l’inconnue du problème est définie
seulement sur la frontière de chaque ré-
gion : par conséquent, seul un maillage
surfacique est nécessaire.
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Le principe de base de cette
méthode[Hun01] est que la grandeur
inconnue φ peut être calculée dans
tout point de l’espace Ω, à condition
de connaître φ et ∂φ

∂n sur la frontière
Γ = ∂Ω de Ω. Or, n’importe quelle
combinaison de φ et ∂φ

∂n n’est pas ad-
mise sur Γ : ces deux grandeurs sont
liées l’une à l’autre par une condition
de compatibilité. Par exemple, dans
le cas de l’équation de Laplace en 3D
cette condition est[Leg96] :

̟φ = 1
4π

∫∫
Γ

(
φ∂(1/r)

∂n − ∂φ
∂n

1
r

)
dΓ

̟ étant l’angle solide[Dur64] en tout
point de Γ. Ainsi, si l’on impose φ sur
la frontière (conditions de Dirichlet) on
peut calculer ∂φ

∂n , et vice versa.
Dans la pratique, l’inconnue est in-
terpolée sur la frontière grâce à
un maillage surfacique. La méthode
conduit à un système linéaire plein,
mais de taille réduite par rapport aux
méthodes des DF et EF. La principale
difficulté de cette méthode est qu’elle
requiert le calcul par voie numérique
d’intégrales singulières.
La méthode des équations intégrales
de frontière parait donc bien adaptée
au calcul de grandeurs électromagné-
tiques dans l’air. En contrepartie, elle
n’est applicable que si le problème est
linéaire. Il est possible de surmonter
cette difficulté en couplant des élé-
ments finis (à l’intérieur de régions
non linéaires) avec des équations inté-
grales de frontière.

Méthode des moments (MoM) :
Dans la méthode des EIF l’aspect
physique des phénomènes électroma-
gnétiques est plus ou moins caché
par le formalisme mathématique très

complexe. Au contraire, la méthode
des moments[Ban96] consiste à dis-
crétiser les régions "matériels" en pe-
tits morceaux, à l’intérieur de cha-
cun desquels est localisée une "source
simple". Chacune des sources inter-
agit avec toutes les autres. Ainsi,
grâce au principe de superposition,
on parvient à un système linéaire plein
dont les inconnus sont précisément les
sources. Par exemple, dans un pro-
blème de magnétostatique[CRC02] on
peut prendre comme source du champ
des dipôles magnétiques −→m, localisés à
l’intérieur des régions magnétiques. Le
champ réduit est ainsi calculé comme
la somme des contributions de chaque
dipôle.
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Technique des Intégraux Finis
(TIF) :
Les méthodes précédentes sont fon-
dées sur les équations de Maxwell en
forme différentielle. De ce fait, des
problèmes peuvent se poser lorsque
l’on a à faire à des discontinuités
(interfaces, angles aigus, ...), où les
opérateurs différentiels ne sont pas
bien définis[Bos]. Une famille de mé-
thodes récentes (technique des inté-
graux finis[Wei77, CW01], méthode
des cellules[Ton01]) est basée sur les
équations de Maxwell en forme inté-
grale, ce qui permet de s’affranchir de
ce type de problèmes.
Ces méthodes utilisent deux maillages :
un maillage primal et son dual (par
exemple, une triangulation de Delau-
nay et le pavage correspondant de Vo-
ronoï).
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Certaines grandeurs sont définies sur
le maillage primal (tension électrique
e, flux magnétique b), d’autres sur le
maillage dual (courant j̃). Chacune
des équations de Maxwell en forme in-
tégrale est discrétisée sur un seul des
deux maillages, sans introduire d’ap-
proximations. Les lois constitutives des
matériaux forment la liaison nécessaire
entre les deux maillages.�
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Par exemple, la loi de Faraday
∮

∂Γ

−→
E ·

d
−→
l = − d

dt

∫∫
Γ

−→
B · −→n dΓ est discrétisée

sous la forme :

e1 + e2 + e3 + e4 = −db1
dt

ek et b étant respectivement les ten-
sions entre les nœuds et le flux magné-
tique à travers les faces de l’élément
primal V . La loi d’Ohm est discrétisée
sous la forme :

j̃
A = σ e

L

L étant la longueur de l’arrêt concer-
née, et A la surface de la face de l’élé-
ment. L’intérêt de ces méthodes est
que des approximations sont intro-
duites seulement dans la définition des
lois constitutives des matériaux.

Méthode Montecarlo :
Cette méthode, à vrai dire assez "exo-
tique", est basée sur l’analogie entre
l’électromagnétisme et... le phénomène
de diffusion d’un gaz[Kat44, Far93].

Bien que cette comparaison puisse pa-
raître pour le moins bizarre, elle est
fondée sur le fait que le champ ma-
gnétique en régime quasi-statique est
modélisé par l’équation de Laplace (éq.
2.14 lorsque µ est constante), qui décrit
également les phénomènes de diffusion.
Supposons donc que l’on veuille calcu-
ler le potentiel φ en un point P , sa-
chant que le modèle du système est :






∇2φ = 0 dans Ω
φ = φ1 sur Γ1

φ = φ2 sur Γ2
∂φ
∂n = 0 sur Γ3

La méthode consiste à simuler des che-
mins aléatoires à partir du point P .
Chaque trajectoire s’arrête lorsque l’on
"tombe" sur un point à Dirichlet (Γ1

ou Γ2), et rebondit sur la frontière Γ3 :
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On répète l’opération N fois, en pre-
nant soin de stocker la valeur φk du
potentiel sur chaque point d’arrivée du
chemin. La valeur du potentiel au point
P est enfin estimée comme la moyenne
de φk :

φ(P ) =

∑
φk

N
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Une extension de cette méthode[Dav03]
qui permet de résoudre des problèmes
plus complexes a été présentée récem-
ment.
L’intérêt de cette méthode intrinsèque-
ment parallèle est qu’il est possible

de calculer les grandeurs électriques
en seulement quelques points, à priori
sans construire le maillage, et avec
une précision variable (proportionnel-
lement à

√
N).

2.3 Vers une modélisation simplifiée

Jusqu’à présent on a utilisé des logiciels de calcul par éléments finis pour
étudier les champs de fuite. Ces logiciels sont très performants, mais aussi,
comme l’on a déjà eu occasion de remarquer, coûteux.

Cependant, on a pu observer qu’à partir d’une certaine distance, pourtant
bien approchée du dispositif, l’allure de ces champs est relativement simple. C’est
pourquoi on a cherché une modélisation qui, au prix de quelques approximations,
permet d’obtenir des résultats à un coût (temps de calcul, mémoire) inférieur
aux méthodes classiques.

Pour atteindre cet objectif, il fallait s’orienter vers une méthode qui ne
prenne en compte que les aspects essentiels de la géométrie du système, et qui
donc ne nécessite pas de maillage 3D. D’un point de vue d’électrotechnicien, il
serait pratique de disposer d’un outil semblable à la méthode des réluctances,
qui permet de décrire le système en termes de tubes de flux et entrefers. Or, la
méthode des réluctances est intrinsèquement inadaptée pour calculer des gran-
deurs dans l’air, car l’une des hypothèses est l’absence de fuites. On a donc
cherché à suivre la même approche que cette méthode, mais en y ajoutant la
possibilité de prendre en compte les fuites. Pour ceci il est indispensable de
modéliser le champ réduit.

2.3.1 Représentations du champ réduit

Soit
−→
H le champ magnétique généré par un dispositif. Rappelons que l’on

peut décomposer ce champ en la somme du champ
−→
H 0 généré par les bobinages

dans le vide, et le champ réduit
−→
H red qui est du à la présence de matériau

magnétique : −→
H =

−→
H 0 +

−→
H red (2.24)

Il existe différentes façons de représenter la réaction d’induit
−→
H red, chacune

d’entre elles présente ses propres avantages et inconvénients.
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Notations

Dans la suite on va supposer que le matériau magnétique occupe le volume Ω,
ayant Γ = ∂Ω pour frontière. Soit −→n le vecteur unitaire normal à Γ orienté vers
l’extérieur. On va appeler P ≡ (x, y, z) un point quelconque de l’espace, Q ≡
(x′, y′, z′) un point quelconque de Ω, −→r le vecteur

−−→
QP et r = ‖−→r ‖ son module.

Dorénavant les variables x′, y′ et z′ joueront le rôle de variables d’intégration.
Afin d’éviter toute ambiguïté, et seulement si nécessaire, on va préciser avec les
symboles

−→∇P et
−→∇Q si les opérateurs différentiels sont calculés par rapport à

P ou à Q.

Distribution volumique de dipôles

Cette représentation est la plus intuitive, et dérive directement de la dé-
finition (ou de l’interprétation, selon l’approche que l’on adopte) du vecteur

aimantation
−→
M comme densité volumique de moment de dipôle. On a déjà eu

l’occasion d’utiliser cette représentation au paragraphe 2.2.1 :

−→
H red = − 1

4π

−→∇
∫∫∫

Ω

−→
M · −→r

r3
dΩ (2.25)

Cette représentation n’est pas très commode, du fait qu’elle comporte une in-
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tégrale volumique. Une parade[MPPS02, CRC02] consiste à concentrer dans un

seul point un dipôle équivalent −→m =
∫∫∫

Ω

−→
M dΩ.

Distribution de courants

Le potentiel vecteur magnétique
−→
A généré par le matériau peut s’écrire

comme[Dur68] :

−→
A =

µ0

4π

∫∫∫

Ω

−→
M ×

−→r
r3

dΩ = (2.26)

µ0

4π

∫∫∫

Ω

−→
M ×−→∇Q

1

r
dΩ = (2.27)

µ0

4π

∫∫∫

Ω

(
1

r

−→∇Q ×−→
M −−→∇Q ×

−→
M

r

)
dΩ (2.28)

Si le point P se trouve à l’extérieur de Ω cette intégrale n’est pas singulière, et

−→r
r3 = −−→∇P

1
r =

−→∇Q
1
r

−→∇ × (f
−→
F ) = f

−→∇ × −→
F −−→

F ×−→∇f

l’on peut appliquer le théorème du rotationnel[Pus91] :

−→
A =

µ0

4π

∫∫∫

Ω

1

r

−→∇Q ×−→
M dΩ +

µ0

4π

∫∫

Γ

−→
M

r
×−→n dΓ (2.29)
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On peut prouver5 que cette équation est valable partout, donc même à
l’intérieur de Ω. Si l’on suppose que le matériau est linéaire et isolant, alors−→∇ × −→

M = µr−1
µr

−→∇ × −→
H = 0, donc l’expression précédente se réduit à la seule

intégrale de surface :
−→
A =

µ0

4π

∫∫

Γ

−→
M

r
×−→n dΓ (2.30)

−→
H red =

1

µ0

−→∇ ×−→
A (2.31)

Ceci peut être interprété comme le potentiel vecteur généré par une nappe de

�

courant circulant sur Γ, de densité :
−→
J s =

−→
M ×−→n (2.32)

Distribution de charges fictives

Le potentiel scalaire magnétique réduit ψ généré par le matériau magnétique
peut s’écrire comme[Dur68] :

ψ =
1

4π

∫∫∫

Ω

−→
M ·

−→r
r3

dΩ = (2.33)

1

4π

∫∫∫

Ω

−→
M · −→∇Q

1

r
dΩ = (2.34)

1

4π

∫∫∫

Ω

(
−→∇Q ·

−→
M

r
− 1

r

−→∇Q · −→M
)

dΩ (2.35)

Si le point P se trouve à l’extérieur de Ω cette intégrale n’est pas singulière, et

−→r
r3 = −−→∇P

1
r =

−→∇Q
1
r

−→∇·(f−→F ) = f
−→∇·−→F +

−→
F ·−→∇f

l’on peut appliquer le théorème de la divergence[Pus91] :

ψ =
1

4π

∫∫∫

Ω

(−−→∇Q · −→M)

r
dΩ +

1

4π

∫∫

Γ

−→
M · −→n

r
dΓ (2.36)

Si l’on suppose que le matériau est linéaire et isolant, alors
−→∇·−→M = µr−1

µ0µr

−→∇·−→B =
0, donc l’expression précédente se réduit à la seule intégrale de surface :

ψ =
1

4π

∫∫

Γ

−→
M · −→n

r
dΓ (2.37)

5On a :
∫∫∫

Ω

−→
∇ ×

−→
M

r
dΩ =

∫∫∫
Ωǫ

−→
∇ ×

−→
M

r
dΩ −

∫∫
Γ1

−→
M×

−→
n

r
dΓ −

∫∫
Γ2

−→
M×

−→
n

r
dΓ −

∫∫
Γǫ

−→
M×

−→
n

r
dΓ étant Γ = Γ1 ∪ Γ2. Sur Ωǫ

−→
M et

−→
∇ ×

−→
M sont presque constants pour

limǫ→0, donc :
∫∫∫

Ωǫ

−→
∇ ×

−→
M

r
dΩ ≃

−→
∇ ×

−→
M

∫∫∫
Ωǫ

1

r
dΩ −

−→
M ×

∫∫∫
Ωǫ

−→
r

r3 dΩ = 0 et
∫∫

Γǫ

−→
M×

−→
n

r
dΓ ≃

−→
M ×

∫∫
Γǫ

−→
n

r
dΓ = 0. Donc

∫∫∫
Ω

−→
∇ ×

−→
M

r
dΩ = −

∫∫
Γ

−→
M×

−→
n

r
dΓ. QED�
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−→
H red = −−→∇ψ (2.38)

Ceci peut être interprété comme le potentiel généré par une distribution surfa-
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cique de charges fictives, de densité :

σ∗ =
−→
M · −→n (2.39)

Mathématiquement, σ∗ s’appelle aussi potentiel de simple couche.

On peut prouver[Dur68] que cette représentation continue à être valable
partout, à condition de modifier (2.38) comme :

−→
H red = −

( ̟

4π

−→
M +

−→∇ψ
)

(2.40)

̟ =
∫∫

Γ

−→n ·−→r
r3 dΓ étant l’angle solide[Dur64]. En particulier, à l’intérieur de Ω

on a : −→
H red =

−→
M −−→∇ψ (2.41)

et en chaque point régulier de Γ : point régulier: un point
P d’une surface Γ se dit ré-
gulier si Γ admet un plan
tangent en P

−→
H red =

1

2

−→
M −−→∇ψ (2.42)

On remarquera qu’en toute rigueur (2.36) et (2.37) ne sont pas correctes : en
effet, le potentiel ψ ainsi calculé n’est pas le même que celui calculé avec (2.33),
qui est un “vrai” potentiel réduit (c’est bien pour cela que (2.38) n’est valable
qu’à l’extérieur de Ω). Néanmoins, on continuera à utiliser cette notation, tout
en gardant à l’esprit cette différence.

Distribution de dipôles fictifs

Il existe également la possibilité de modéliser le champ réduit dans l’air[Leg96]
à travers une distribution surfacique de dipôles normaux à Γ :

ψ =
1

4π

∫∫

Γ

(τ−→n ) · −→r
r3

dΓ (2.43)

où τ = ψ est la densité de dipôles, appelée aussi potentiel de double couche.
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2.3.2 Première modélisation à travers les charges fictives

Je me suis orienté dès le début vers une représentation en termes de charges
fictives. Tout d’abord, parce qu’il est relativement facile de calculer le champ et
le potentiel ψ généré par des distributions surfaciques de charges : des formules
analytiques exactes existent pour des triangles et des rectangles (voir annexe
B). Ensuite, l’application de cette représentation aux circuits magnétiques avec
entrefer semble être particulièrement intéressante.

Considérons un tel système, constitué d’un noyau magnétique, une bobine
et un entrefer. On sait que si la perméabilité du matériau est suffisamment
élevée, les lignes de flux sont presque parallèles à la ligne moyenne du circuit,
et traversent perpendiculairement l’entrefer. Donc on peut modéliser le champ
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Fig. 2.13 – Haut : cotes du système rayonnant (noyau : µr = 100, σ = 0 Sm−1,
bobine : NI = 100 A). Bas : induction à la surface du noyau (1/4 de la géomé-
trie), calculée avec Flux3d : formulation magnétostatique en potentiels scalaires
(72196 éléments), prise en compte de l’infini avec boîte infinie.

à proximité de l’entrefer avec une double couche de charges fictives (positives
d’un coté, négatives de l’autre), plus le champ généré par le bobinage.

On peut estimer grossièrement la quantité de charge qu’il faudrait placer sur
chaque côté de l’entrefer. Soit Φ =

∫∫ −→
B · −→n dS le flux magnétique à travers

l’entrefer, et S la surface de l’entrefer. Si l’on suppose que dans l’entrefer le
champ est réparti uniformément, on peut calculer l’induction B = Φ

S , et donc
l’aimantation M , qui d’après (2.39) coïncide avec la densité de charge :
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σ∗ ≃ µr − 1

µ0µr

Φ

S
(2.44)

On pourrait même penser à calculer le flux Φ par la méthode des réluctances,
et appliquer ensuite (2.44) et (2.38) pour calculer le champ réduit dans l’air.
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Fig. 2.14 – Induction magnétique calculée le long d’une droite qui passe au
centre de l’entrefer (x = 50mm) : ◦ = méthode des réluctances et (2.44), ⋆ =
Flux3d.

Pour vérifier cette hypothèse on a pris comme système rayonnant le circuit de
la fig. 2.13 (noyau + entrefer + bobinage), que l’on a modélisé avec Flux3d.
Je rappelle que l’on suppose que le matériau est non conducteur et linéaire.

On a tracé en fig. 2.14 l’induction magnétique calculée le long d’une droite
qui traverse l’entrefer. Le résultat est très décevant : bien que l’allure des deux
courbes soit la même, l’induction obtenue avec Flux3d est d’un ordre de gran-
deur supérieure à celui obtenu avec la méthode des réluctances et (2.44). Il
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fallait pourtant s’y attendre : ce modèle est bien trop simpliste pour représenter
la complexité du système.

On remarquera que l’induction varie grandement d’une partie à l’autre du
noyau : elle est maximale sous la bobine, et moindre à l’entrefer. La méthode des
réluctances est intrinsèquement incapable de prendre en compte ces variations,
car le circuit magnétique est modélisé avec des tubes de flux sans fuites. La
valeur Φ ainsi calculée est une sorte de valeur moyenne du flux tout le long du
circuit magnétique : le flux à l’entrefer calculé avec Flux3d est bien plus petit
que celui-ci.

Néanmoins, on ne peut que constater que même à partir d’une valeur du Φ
plus importante, on a sous-estimé d’un ordre de grandeur les fuites dans l’air.
Le problème n’est donc pas la méconnaissance du flux à l’entrefer : même si l’on
avait disposé par un moyen quelconque (mesure directe, modélisation, ...) de la
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bonne valeur de Φ à l’entrefer, on n’aurait pas été capable de calculer l’induction
dans l’air avec la seule (2.44).

Ceci nous indique qu’on ne peut pas se contenter de modéliser les fuites à
l’entrefer, et qu’il faut donc adopter un modèle plus complexe, qui prenne en
compte les variations de flux tout le long du noyau.

2.4 Modèle des réluctances généralisé (MRG)

Afin de prendre en compte les fuites de flux le long de tout le circuit ma-
gnétique il faut affaiblir quelques-unes des hypothèses sur lesquelles est fondée
la méthode des réluctances classique. On va donc repartir sur la base des hypo-
thèses suivantes :

i à l’intérieur du matériel magnétique, le champ magnétique est en tout point
parallèle à l’axe du circuit magnétique.

ii sur chaque section transverse du circuit, le champ magnétique est normal et
uniformément reparti sur toute la surface de la section.

iii le matériau est homogène, isotrope, linéaire et non conducteur.

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

2.4.1 Modélisation des fuites

Considérons un élément quelconque du circuit magnétique, et soit Γ sa fron-
tière, où Γ = Ξ1 ∪ Ξ2 ∪ . . . ∪ Γlat. Puisque le flux magnétique total à travers Γ
est forcement nul, on a :

∫∫

Ξ1

−→
B · −→n dS +

∫∫

Ξ2

−→
B · −→n dS + . . . +

∫∫

Γlat

−→
B · −→n dS = 0

−→n étant le vecteur normal à Γ, orienté vers l’extérieur. Donc, chacun des termes∫∫
Ξk

−→
B · −→n dS coïncide à un signe près avec les flux Φk : en particulier, les
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Φ2 

exemple: dans ce cas∫∫
Γlat

−→
B · −→n dS =

+Φ2 − Φ1

flux sortants de l’élément sont à prendre avec le signe +, et ceux entrants avec
le signe −. On peut écrire le bilan de flux plus simplement comme :

∫∫

Γlat

−→
B · −→n dS =

∑

entrant

Φ −
∑

sortant

Φ = ∆Φ (2.45)

Cette écriture signifie tout simplement que le flux magnétique à travers la surface
latérale de chaque élément est égal à la différence entre le flux qui entre et celui
qui sort des sections transverses à l’axe du circuit magnétique. Cette quantité
est encore proportionnelle à la quantité de charge fictive qui est à répartir sur
la surface Γlat :

Q =

∫∫

Γlat

σ∗dS =

∫∫

Γlat

−→
M · −→n dS = (2.46)

∫∫

Γlat

µr − 1

µ0µr

−→
B · −→n dS =

µr − 1

µ0µr
∆Φ
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✛

✚

✘

✙

Notations

Supposons le partage du noyau magnétique en morceaux, que l’on va dorénavant
appeler éléments. Chaque élément a la forme d’un parallélépipède, et est séparé
des éléments adjacents et des entrefers par des sections transverses à l’axe du
circuit. On va indiquer chaque section avec le signe Ξ :

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ξ1 

Ξ2 

Γlat 
Φ1 

Φ2 

Chaque section possède une orientation, arbitrairement choisie, qui lui est
propre. De cette façon, le flux magnétique Φ =

∫∫
Ξ

−→
B · −→n dS à travers la sec-

tion Ξ est, selon l’orientation de celle-ci, entrant ou sortant de l’élément. Par
exemple, dans le dessin précédent l’orientation de Ξ1 et Ξ2 est choisie d’une
façon telle que Φ2 entre dans l’élément et Φ1 en sort.
La frontière de chaque élément est donc composée d’un certain nombre de sec-
tions (deux dans la plus part des cas), et d’une surface latérale que l’on va
indiquer avec Γlat.
Enfin, on va nommer N le nombre d’éléments, et NS le nombre total de sections.

Jusqu’ici on n’a pas fait d’approximation ; le problème est que, bien que l’on
dispose d’une expression exacte pour la quantité de charge Q, on ne sait pas
comment la répartir sur Γlat. Dans un premier temps on va donc concentrer
toute la charge Q au centre de l’élément, ce qui permet de calculer simplement
le potentiel ψ :

ψ =
1

4π

1

r
(2.47)

En résumant, afin de modéliser le champ réduit, le circuit magnétique est
partagé en éléments, séparés par des sections. On va placer au centre de chaque
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élément une charge Q proportionnelle à la somme algébrique des flux qui entrent
(+) et qui sortent (−) de l’élément. Pour modéliser le(s) entrefer(s), on va répar-
tir uniformément sur chaque coté de l’entrefer une charge QS proportionnelle
au flux, prise avec le signe + du côté où le flux est sortant, et avec le signe −
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du côté où le flux est entrant :

QS =
µr − 1

µ0µr
Φ (2.48)

On remarquera qu’ainsi la distribution des charges fictives {Q, QS}, et par consé-

quent le champ réduit
−→
H red, ne dépendent que des flux {Φ} à travers les sections

{Ξ}. On va donc prendre ces flux comme inconnues du problème.

2.4.2 L’équation du flux à travers les sections

Pour que le problème soit bien posé il faut imposer des conditions qui relient
l’ensemble des flux {Ξ} entre eux et au champ généré par les bobinages. On va

donc repartir de la décomposition (2.24) en champ d’excitation
−→
H 0 et champ

réduit
−→
H red. A l’intérieur du noyau on a :

−→
H =

−→
H 0 +

−→
H red =

−→
H 0 +

−→
M −−→∇ψ = (2.49)

−→
H 0 +

µr − 1

µr

−→
H −−→∇ψ (2.50)

cf. éq. 2.41

En mettant en évidence
−→
H on parvient à :

−→
H = µr

(−→
H 0 −

−→∇ψ
)

(2.51)

Cette équation est valable en n’importe quel point à l’intérieur du noyau. Pour
faire paraître le flux magnétique, il suffit d’intégrer sur chaque section Ξ :

∫∫

Ξ

µ0
−→
H · −→n dS =

∫∫

Ξ

µ0µr

(−→
H 0 −

−→∇ψ
)
· −→n dS

soit :
Φ = µr (Φ0 + Φch) (2.52)

Φ0 et Φch étant définis comme :

Φ0 =

∫∫

Ξ

−→
B 0 · −→n dS (2.53)

Φch = −µ0

∫∫

Ξ

−→∇ψ · −→n dS (2.54)

L’interprétation des quantités Φ0 et Φch est simple : Φ0 est le flux à travers
Ξ de l’induction générée par les bobinages dans le vide, et Φch est le flux du
champ généré par les charges fictives. Plus important, on remarquera qu’ainsi
le flux magnétique à travers Ξ est relié linéairement aux flux à travers toutes les
autres sections par l’intermédiaire du terme Φch. On reviendra plus tard sur le
caractère linéaire de cette relation.
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L’équation précédente est valable pour toutes les sections Ξ qui sont inter-
posées entre deux éléments, mais pas pour celles qui se trouvent sur un entrefer.
Pour ces dernières on peut faire un raisonnement tout à fait similaire, mais en
gardant à l’esprit que cette fois-ci les points se trouvent à l’interface matériau-
air :

−→
H =

−→
H 0 +

−→
H red =

−→
H 0 +

1

2

−→
M −−→∇ψ = (2.55)

−→
H 0 +

µr − 1

2µr

−→
H −−→∇ψ (2.56)

cf. éq. 2.42

⇒ −→
H =

2µr

µr + 1

(−→
H 0 −

−→∇ψ
)

(2.57)

donc, après intégration, on parvient à l’équation suivante, qui est valable pour
les flux à travers les entrefers :

Φ =
2µr

µr + 1
(Φ0 + Φch) (2.58)

2.4.3 Formulation matricielle

On a évoqué tout à l’heure que les équations (2.52) et (2.58) ont un caractère
linéaire. Ici on va éclaircir ce point, et mettre ces équations sous la forme d’un
système linéaire. A cette fin, supposons que l’on numérote dans un ordre arbi-
traire les sections {Ξk}k=1...NS

et les flux respectifs {Φk}k=1...NS
, et on définisse

les vecteurs des flux :

Φ = (Φ1Φ2 . . .ΦNS
)
′ ∈ R

NS (2.59)

Φ0 = (Φ0 1Φ0 2 . . . Φ0 NS
)
′ ∈ R

NS (2.60)

Pour chaque élément on a besoin d’exprimer la différence entre le flux total
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entrefer 
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entrant et sortant. Ceci peut se faire à l’aide de la matrice ∆ ∈ R
N × R

NS

définie de la manière suivante :

∆ik =






+1 si Φk rentre dans le i-ème élément
−1 si Φk sort du i-ème élément
0 autrement

(2.61)

Donc le vecteur ∆Φ ∈ R
N représente le flux qui rentre globalement à l’intérieur

de chaque élément à travers les sections qui lui sont adjacentes. Remarquons que
la matrice ∆ ne dépend que de la topologie du système, et non de la géométrie
(c’est-à-dire, ∆ dépend de la façon dont les éléments sont connectés entre eux,
et non pas de leur position spatiale).

Définissons encore les matrices Λ ∈ R
NS × R

N et ΛS ∈ R
NS × R

NS suivantes :

Λki = flux généré à travers Ξk par une charge unitaire
située au centre du i-ème élément

(2.62)

ΛSkh = flux généré à travers Ξk par une charge unitaire
uniformement repartie sur Ξh, si cette dernière
se trouve sur un entrefer, 0 autrement

(2.63)
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La signification physique de ces matrices est simple : elles représentent les flux
générés par des sources unitaires, et donc permettent de calculer le champ réduit.

Enfin, soit I la matrice identité, et κ ∈ R
NS × R

NS une matrice diagonale,
avec κkk = µr ou 2µr

µr+1 selon que Ξk se trouve à l’intérieur du matériau, ou sur
un entrefer. On peut réécrire (2.52) et (2.58) de façon matricielle :

Φ = κ [Φ0 + (ΛSΦ + Λ∆Φ)] (2.64)

d’où, après avoir mis en évidence le vecteur Φ (inconnue du problème) :

[I − κ (ΛS + Λ∆)]Φ = κΦ0 (2.65)

On peut observer que le problème est bien posé : on a autant d’inconnues
que d’équations indépendantes. On remarquera aussi que la somme de toutes
les charges fictives est intrinsèquement nulle : les charges reparties sur les entre-
fers sont opposées deux à deux (le flux sort d’un coté de l’entrefer et rentre de
l’autre), et la somme de celles localisées à l’intérieur des éléments est également
nulle car

∑N
h=1

∑NS

k=1 ∆hk = 0.

2.4.4 Implémentation numérique

Pour pouvoir résoudre le système linéaire (2.65) il faut d’abord calculer les
matrices Λ, ΛS et Φ0. Sur le plan théorique, le calcul du champ généré par les
bobinages et par les charges fictives, bien qu’assez technique, est connu depuis
longtemps[Dur64, Dur68] et ne présente pas de réelles difficultés. Les détails de
ces calculs sont présentés dans l’annexe B.

Par contre, en pratique c’est bien le calcul de ces matrices qui constitue
la partie la plus lourde du calcul complet. Ceci est surtout dû au fait qu’une
intégration surfacique est requise pour chaque terme de ces matrices. Il existe
peut-être des artifices mathématiques pour ramener ces intégrales surfaciques à
des intégrales linéiques, mais je n’ai pas fait de recherches dans ce sens car je
me suis d’abord intéressé au principe de la méthode en tant que telle.

Ces intégrales surfaciques ont donc été calculées avec une formule de Gauss
récursive classique[PTVF92]. Cette méthode d’intégration permet d’intégrer des
fonctions non singulières avec une très bonne précision.

Il est important de remarquer que ces matrices contiennent toute l’informa-
tion sur la géométrie du système : à ce stade, les caractéristiques du matériau -
c’est-à-dire la perméabilité µr - interviennent seulement sur la matrice κ. Donc,
une fois les matrices Γ, ΓS et Φ0 calculées, on peut résoudre le problème pour
une valeur de µr quelconque au prix de quelques multiplications matricielles et
de la résolution du système linéaire.

Le système linéaire que l’on obtient est un système plein, mais avec un
nombre d’inconnues NS très modéré. De ce fait, sa résolution est quasi ins-
tantanée, et ne pose aucun problème de stabilité numérique. Enfin, une fois ce
système résolu, le champ magnétique peut être calculé partout dans l’air avec
(2.24) et (2.38).
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Fig. 2.15 – (Haut) Discrétisation du système rayonnant : on peut observer la
bobine, les 27 sections dans lesquelles est discrétisé le circuit magnétique, et la
position des charges fictives (¤), concentrées au centre de chaque élément. (Bas)
Induction (en Tesla) calculée le long du circuit magnétique, les coins n’étant pas
représentés.
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Fig. 2.16 – Induction magnétique calculée le long d’une droite orientée selon
la direction X, passant par le centre de l’entrefer (◦ = MRG, ⋆ = Flux3d) en
échelle logarithmique (gauche) et linéaire (droite)

2.5 Applications

2.5.1 Le système rayonnant avec entrefer

Il s’agit maintenant de tester la précision et la fiabilité de la méthode que
l’on vient de présenter. Pour cela, on va repartir du même système rayonnant
(fig. 2.13) que l’on a déjà utilisé précédemment. Le circuit magnétique est discré-
tisé en NS = 27 sections (fig. 2.15, en haut). Le problème est résolu en seulement
quelques secondes sur un Pentium IV à 2 GHz. Le coût de ce calcul en terme
de mémoire requise est également réduit6.

Champ à l’intérieur du circuit :

On peut constater que les variations du flux à l’intérieur du circuit magné-
tique sont cohérentes avec la théorie : le flux est maximal sous la bobine, et
moindre à l’entrefer. Par contre, il y a un écart relativement important entre les
valeurs calculées :

Induction [mT]
à l’entrefer sous la bobine

Flux3d : 13.9 64.8
MRG : 12.3 52.7

6A titre de référence, une matrice de 27×27 réels en double précision requiert 5832 octets.
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Champ dans l’air :

Ensuite on a calculé l’induction dans l’air dans les mêmes points que l’on
avait pris précédemment. Si l’on compare le premier calcul (fig. 2.14) avec ce
dernier (fig. 2.16) le progrès est évident : mise à part une imprécision à l’entrefer,
l’induction calculée avec la méthode proposée coïncide presque avec celle calculée
avec Flux3d, qui a été obtenue à un coût de calcul très nettement supérieur.
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On observe un écart assez marqué entre les deux calculs au centre de l’en-
trefer (fig. 2.16, à droite) : l’induction calculée avec Flux3d est très plate, alors
que celle fournie par notre calcul est plus importante et présente un pic. Ceci
est probablement dû à la proximité des charges fictives situées dans les éléments
adjacents de l’entrefer.

On a vérifié que même dans d’autres directions les résultats sont proches de
ceux obtenus avec Flux3d. En fig. 2.17 on a tracé l’induction calculée le long
d’une droite à la hauteur de l’entrefer, orientée selon la direction Y, en échelle
logarithmique et linéaire.
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En fig. 2.18 on a tracé l’induction calculée le long d’une droite orientée selon
la direction Z qui passe par le centre du circuit magnétique, toujours en échelle
logarithmique et linéaire.
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On peut observer que l’écart entre les deux courbes semble être assez mo-
déré. Cette impression est en partie due au fait que la pente des courbes est très
raide, car le champ décroît très rapidement lorsque l’on s’éloigne du dispositif.
Si l’on prend Flux3d comme référence, cet écart est de l’ordre de 10-20%, ce
qui n’est quand même pas négligeable.
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Fig. 2.17 – Induction magnétique calculée le long d’une droite orientée selon
la direction Y (◦ = MRG, ⋆ = Flux3d) en échelle logarithmique (gauche) et
linéaire (droite).
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Fig. 2.18 – Induction magnétique calculée le long d’une droite orientée selon
la direction Z (◦ = MRG, ⋆ = Flux3d) en échelle logarithmique (gauche) et
linéaire (droite).

2.5.2 Le transformateur cuirassé (B)

Comme deuxième application nous avons choisi un dispositif sans entrefer :
la transformateur cuirassé (B). En fig. 2.19 est tracée l’induction magnétique
dans le noyau du transformateur (dispositif B), calculée avec NS = 23 sections.
La perméabilité du noyau est µno = 100.

Champ à l’intérieur du circuit :

On observe également un écart entre les niveaux de champ à l’intérieur du
noyau (plus fort sous la bobine) :

Induction [mT]
colonne extérieure colonne centrale

Flux3d : 58.2 77.4
MRG : 65.4 70.0

Champ dans l’air :

En fig. 2.20 on a tracé l’induction calculée dans l’air autour du transforma-
teur selon les trois directions principales. L’écart entre les valeurs fournies par
notre modèle et Flux3d est plus important par rapport au cas précédent.
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Fig. 2.19 – Induction magnétique (en Tesla) calculée dans le noyau du trans-
formateur (B), les coins n’étant pas représentés. Le système est simulé avec la
méthode des réluctances généralisée (Haut), et avec Flux3d (bas).
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Fig. 2.20 – Induction magnétique autour du transformateur calculée le long
d’une droite orientée selon les directions X (en haut), Y (au milieu) et Z(en
bas), en échelle logarithmique (à gauche) et linéaire (à droite) : (◦) = MRG,
(⋆) = Flux3d. A titre de comparaison, l’induction générée par la bobine dans
le vide est représentée par la ligne pointillée.
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Fig. 2.21 – Induction magnétique autour du transformateur calculée le long
d’une droite orientée selon les directions X (à gauche) et Y (à droite) en échelle
linéaire : (◦) = MRG pour NS = 23, (¤) = MRG pour NS = 14, (⋆) = Flux3d

2.5.3 Influence du nombre de sections NS

Pour vérifier l’influence du nombre de sections sur la précision du calcul, on
a recalculé le modèle du transformateur pour différentes valeurs du nombre de
sections NS :

Induction [mT]
colonne externe colonne centrale

Flux3d : 58.2 77.4
NS = 14 : 47.7 50.5
NS = 23 : 65.4 70.0
NS = 39 : 67.5 72.1
NS = 71 : 67.9 72.5

Pour NS = 14 les résultats sont très proches de ceux obtenus précédem-
ment pour NS = 23 dans l’air (fig. 2.21), mais très différents à l’intérieur du
circuit magnétique. On remarquera que, bien que ces valeurs soient différentes
dans l’absolu, la différence entre l’induction dans la colonne centrale et dans la
colonne externe ne change pas énormément dans les cas NS = 14 et NS = 23
(entre 3 et 5 mT). Ceci explique en partie pourquoi l’induction dans l’air est
à peu près la même : en effet, on peut penser décomposer le noyau en quatre
parties, comme dans la fig. 2.22. On voit bien que lorsque le flux dans la colonne
centrale (Φ1 en figure) est plus important que celui dans la colonne externe (Φ2),
on peut modéliser la réaction d’induit en remplaçant chaque morceau par une
charge fictive Q = µr−1

µ0µr
(Φ1 − Φ2). C’est donc cette différence Φ1 − Φ2, et non cf. éq. 2.46

les valeurs Φ1 et Φ2 prises singulièrement, qui détermine les fuites.
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Fig. 2.22 – Le champ dans l’air dépend fortement de la différence entre les flux
dans les diverses parties du circuit magnétique.
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Fig. 2.23 – Induction magnétique autour du transformateur calculée le long
d’une droite orientée selon la direction Y en échelle logarithmique : (◦) NS = 23,
(¤) NS = 14, (+) NS = 39, (⊳) NS = 71, (⋆) = Flux3d
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Pour des valeurs de NS plus importantes (NS = 39, NS = 71), on observe
que les valeurs de flux dans le circuit magnétique, et par conséquent le champ
dans l’air, ne changent pas de manière significative (fig. 2.23), à condition de ne
pas augmenter excessivement le nombre de sections.
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Fig. 2.24 – Approche suivie pour le développement du modèle des réluctances
généralisé (MRG)

2.6 Prise en compte explicite du théorème d’Am-
père

Dans la méthode des réluctances on suppose pouvoir identifier des tubes de
flux parfaits, et l’on calcule ces flux à partir du seul théorème d’Ampère :

∮ −→
H · −→dl = NI (2.66)

Le modèle que l’on vient de présenter consiste à découper le circuit magnétique
en plusieurs éléments, et à imposer une condition de bilan de flux sur chaque
section entre les éléments. Il pourrait être profitable d’ajouter une condition sur
la circulation du champ, comme dans la méthode des réluctances, pour améliorer
la précision (fig. 2.24).

Reprenons l’équation du problème en forme matricielle (2.65), reportée ici
pour commodité :

[I − κ (ΛS + Λ∆)]Φ = κΦ0

Cette équation constitue un système linéaire carré NS × NS . L’ajout d’autres
conditions est donc problématique, car ce système devient alors surdéterminé.
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Pour résoudre ce problème, on pourrait penser ajouter simplement les nou-
velles équations à l’ensemble des autres, et résoudre le système au sens des
moindres carrés. Cette solution n’est pas très élégante, d’autant plus que toutes
les équations auraient alors la même importance. Par contre, on pourrait rai-
sonnablement penser que des conditions sur la circulation du champ soient plus
"fiables", c’est-à-dire moins approchées, par rapport à d’autres équations qui
sont fondées sur beaucoup d’approximations.cf. pag. 46

Une autre possibilité est de faire en sorte que le théorème d’Ampère (2.66)
soit imposé en tant que contrainte forte, le système de départ (2.65) étant ré-
solu au sens des moindres carrés. Pour ceci, il faut d’abord exprimer (2.66) en
fonction des flux Φk à travers les sections Ξk du circuit. Soit C un chemin à
l’intérieur du circuit magnétique, et supposons vouloir calculer la circulation du
champ : ∮

C

−→
H · −→dl

Considérons l’un des éléments dans lequel est subdivisé le noyau. Supposons
que cet élément soit à peu près rectiligne, et soient Ξ1 et Ξ2 les deux seules
sections qui séparent cet élément du reste du noyau. Supposons qu’à l’intérieur
de cet élément le champ magnétique varie de manière linéaire entre les deux
sections : H1 = Φ1

µ0µrS1
sur Ξ1 et H2 = Φ2

µ0µrS2
sur Ξ2 :�

Ξ1 Ξ2 

x 

H 

H1 

H2 

Φ1 Φ2 

L 

Si l’on choisit judicieusement les signes des grandeurs Φ1 et Φ2, la contribution
de cet élément à la circulation du champ est alors :

L∫

0

H dx ≃ L

2µ0µr

(
Φ1

S1
+

Φ2

S2

)

L étant la longueur de l’élément, S1 et S2 les surfaces de Ξ1 et Ξ2 respectivement.
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Dans le cas des éléments qui ne peuvent pas être considérés rectilignes,
comme c’est le cas des points de jonction entre branches rectilignes, on va sup-
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poser que le champ est constant le long de chaque branche. Par exemple, dans
le cas suivant la contribution de l’élément de jonction serait :

L1

µ0µr

Φ1

S1
+

L3

µ0µr

Φ3

S3

�1 

�3 

Ξ3 

Ξ1 

��

On voit donc que l’on peut exprimer le théorème d’Ampère (2.66) à travers
une équation linéaire par rapport à Φ, en ajoutant les contributions des divers
éléments traversés par le chemin C. Notons l’ensemble de ces équations (une
pour chaque chemin) comme :

ΥΦ = NI (2.67)

On est donc en mesure de reformuler le problème sous la forme d’un problème
de minimisation avec contrainte :

Φ = arg min ‖[I − κ (ΛS + Λ∆)]Φ − κΦ0‖2 (2.68)

⌊ ΥΦ = NI

Dans cette formulation, le rôle de la fonction à minimiser est de déterminer la
répartition du flux à l’intérieur du circuit magnétique, alors que la contrainte
va jouer sur la valeur moyenne du flux. On remarquera que la méthode des
réluctances pourrait être formulée de façon tout à fait similaire, en modifiant la
manière dont le flux doit être reparti :

Φ = arg min ‖∆Φ‖2

⌊ ΥΦ = NI

Ce problème peut être résolu avec la méthode des multiplieurs de Lagrange, et
pratiquement revient à résoudre un système linéaire, dont la taille est un peu
plus grande que celle du système d’origine (2.65).

Pour distinguer la formulation ainsi modifiée de la formulation “originale”
(MRG), on va l’indiquer comme MRGm (soit MRG modifié).
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✛

✚

✘

✙

Les multiplieurs de Lagrange

Le théorème des multiplieurs de
Lagrange[MT76] exprime une condi-
tion nécessaire, mais pas suffisante
pour qu’un point x ∈ R

N soit un mi-
nimum ou un maximum de la fonc-
tion f : R

N 7−→ R, soumis à la
contrainte L(x) = 0, où L : R

N 7−→
R

M . En autres termes, cette méthode
sert pour trouver des "candidats" pour
le problème d’optimisation avec M
contraintes :

x = arg min f(x)

⌊ L(x) = 0

Dans le cas où l’on sait à priori qu’un
et un seul minimum existe, la méthode
va forcement trouver ce minimum.

La méthode consiste à rechercher les

valeurs de

(
x

λ

)
∈ R

N+M pour les-

quelles le différentiel de la fonction

f(x) − λ · L(x) s’annule : les points x

ainsi trouvés sont les candidats, alors
que les multiplicateurs λ ∈ R

M sont
des valeurs qui n’ont pas d’intérêt en
tant que tels.

Dans le cas où le problème d’optimisa-
tion est :

x = arg min ‖Ax − b‖2

⌊ Lx = d

A ∈ R
N × R

N et L ∈ R
M × R

N étant
des matrices. Après quelques calculs,
on parvient au système linéaire sui-
vant :
(

2A′A −L′

L 0

)(
x

λ

)
=

(
2A′b

d

)

qui une fois résolu, donne l’unique so-
lution du problème.

2.6.1 Application au système avec entrefer

Le système rayonnant avec entrefer a été recalculé avec la méthode modifiée.cf. fig. 2.13
La répartition de l’induction à l’intérieur du noyau magnétique est dessinée en
fig. 2.25 pour le modèle MRG originale (gauche) et pour la version MRGm
modifiée (droite). On peut observer un légère variation de la répartition du
champ, surtout près de l’entrefer. Dans le tableau qui suit sont reportées les
valeurs d’induction à l’entrefer et sous la bobine, calculées avec le modèle MRG
“original” (éq. 2.65, NS = 23), le modèle MRGm modifié (éq. 2.68, NS = 23), et,
à titre de comparaison, avec la méthode des réluctances classique et Flux3d :

Induction [mT]
dans l’entrefer sous la bobine

Flux3d 13.9 64.8
MRG 12.3 52.7
MRG modifié 18.1 54.7
Méth. réluctances 28.6 28.6

On observe que la méthode des réluctances fournit une valeur moyenne de
l’induction. Cette valeur est comprise entre les valeurs d’induction à l’entrefer
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Fig. 2.25 – Induction magnétique à l’intérieur du noyau magnétique. Gauche :
MRG (éq. 2.65), droite : MRG modifié (éq. 2.68)

(valeur minimale) et sous la bobine (valeur maximale) calculées avec les autres
méthodes.

Maintenant, si l’on observe les valeurs calculées dans l’air (fig. 2.26), on
constate que l’effet de prendre en compte explicitement le théorème d’Ampère
introduit des petites modifications dans les valeurs calculées, et pas toujours
dans le bon sens. En particulier, l’écart entre les valeurs d’induction à l’entrefer
calculées avec Flux3d et celles calculées avec notre méthode augmente.

Enfin, on peut observer que notre méthode tend à sous-estimer les valeurs
d’induction dans l’air par rapport à Flux3d.

2.6.2 Application au transformateur cuirassé (B)

Comme pour le cas précédent, on a reportés dans le tableau qui suit les va-
leurs d’inductions à l’intérieur du noyau, calculées avec différentes méthodes :

Induction [mT]
colonne extérieure colonne centrale

Flux3d 58.2 77.4
MRG 65.4 70.0
MRG modifié 60.6 65.3
Méth. réluctances 62.5 62.5

Les valeurs de l’induction calculées en prenant en compte explicitement
le théorème d’Ampère (MRGm) sont plus cohérentes avec la valeur moyenne
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Fig. 2.26 – Induction magnétique près du système rayonnant avec entrefer,
calculée le long d’une droite orientée selon les directions X (en haut) et Z (en
bas) en échelle logarithmique (à gauche) et linéaire (à droite) : (◦) = MRG,
(+) = MRG modifié, (⋆) = Flux3d.

64



10
2

10
3

10
−1

10
0

10
1

10
2

10
3

X  [mm]

In
du

ct
io

n 
 [µ

 T
]

100 200 300 400 500 600 700 800
0

100

200

300

400

500

600

X  [mm]

In
du

ct
io

n 
 [µ

 T
]

Fig. 2.27 – Induction magnétique près du transformateur calculée le long d’une
droite orientée selon la direction X en échelle logarithmique (à gauche) et linéaire
(à droite) : (◦) = MRG (éq. 2.65), (+) = MRG modifié (éq. 2.68), (⋆) = Flux3d.

(62.5 mT) calculée avec la méthode des réluctances. Par contre, les valeurs ob-
tenues avec la méthode MRG sont constamment plus élevées par rapport à cette
valeur moyenne.

Si les résultats obtenus avec la méthode modifiée paraissent plus satisfaisants
à l’intérieur du circuit magnétique, on observe quasiment aucune différence dans
l’air (fig. 2.27). La raison est simple : dans ce cas, où il n’y a pas d’entrefer, le
rayonnement ne dépend que de la variation de flux le long du circuit magnétique.
En gros, le seul effet d’imposer que le théorème d’Ampère soit respecté a été de
"remonter" la valeur moyenne du flux, sans modifier la façon dont le flux est
réparti à l’intérieur du circuit ; le rayonnement n’a donc pas été modifié.

Enfin, on aura remarqué que notre méthode tend à sous-estimer les valeurs
d’induction dans l’air, par rapport à Flux3d, comme pour le cas du système
d’essai vu précédemment.

2.7 Conclusions

Dans ce chapitre on a présenté un modèle 3D pour calculer à moindre coût
les champs de fuite générés par des systèmes rayonnants du type circuit magné-
tique + bobinages + entrefer. Ce modèle, qui s’appuie sur le concept de charges
magnétiques fictives pour la modélisation du champ généré par le matériau ai-
manté (champ réduit), est aussi capable de fournir le flux dans les sections du
circuit magnétique.

Nous avons testé ce modèle avec deux structures simples : un système avec
entrefer et un transformateur cuirassé. Les résultats ont été comparés avec un
calcul 3D classique obtenu avec le logiciel Flux3d. L’écart entre ces deux calculs
est de l’ordre de 10% pour le système avec entrefer, et 40% pour le transforma-
teur, qui, du fait de sa structure (pas d’entrefer, bobinage au centre du dispo-
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sitif), ne rayonne pas beaucoup. En revanche, le calcul de ces systèmes peut se
faire avec quelques dizaines d’inconnues, et ne requiert que quelque secondes.
De plus, aucun maillage surfacique ou volumique n’est requis.

D’ores et déjà, ce modèle peut être utilisé en l’état pour des structures
simples. Cependant, sa précision peut être améliorée, tout en conservant la sim-
plicité et le faible coût de calcul, qui sont les spécificités de ce modèle. Une telle
amélioration passe nécessairement par une meilleure prise en compte du champ
réduit, et peut-être par une description plus fine de la répartition du phénomène
électromagnétique sur les sections du circuit magnétique.

66



dispositif A

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= matériel magnétique  

= bobinages  

4
 c

m
 

1
 c

m
 

 2
 m

m
 

2 cm  

2 mm 

3 cm  

6 mm 

2 mm 

E
P

/2
 

dispositif B
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

= matériel 

= secondaire (38 tours)  

= primaire (175 tours)  

50 mm 
25 mm 

100 mm 

1
2

6
 m

m
 

150 mm 

8 mm 

2 mm 

1
2

6
 m

m
 

67



dispositif C
�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�
93 mm 

28 mm 

7
6

 m
m

 

30 mm 

70 mm 

= matériel magnétique  

= bobinages  
E

P
 

dispositif D

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

6
5

 m
m

 

5
0

 m
m

 

2
8

 m
m

 

43 mm 

30.5 mm  

18 mm 

3.5 mm  

2 mm 

= noyau en ferrite  

= bobinages  

= charge  

68



“An approximate answer to the right question is worth a great

deal more than a precise answer to the wrong question.”

John Tukey

3
Modélisation des champs de fuite avec

une démarche expérimentale

3.1 Introduction

Dans le chapitre précèdent nous avons étudié la modélisation des champs de
fuite générés par des dispositifs connus. Nous allons maintenant aborder l’as-
pect expérimental. L’objectif est de déterminer le champ magnétique autour
d’un dispositif inconnu à partir de quelques mesures réalisées à proximité de ce
dernier : il s’agit d’un problème inverse.

Nous avons commencé cette étude en passant en revue les divers modèles
pour caractériser le champ magnétique dans l’air. Beaucoup de ces modèles ont
été utilisés pour caractériser des champs statiques, alors que notre problématique
requiert de caractériser des champs alternatifs. Dans ce cas, le type de mesure
à réaliser n’est pas du tout le même : en effet il est nécessaire de connaître le
module, mais aussi la phase du champ. Pour ceci nous avons mis au point une
technique de mesure originale, qui s’appuie sur la mesure simultanée du champ
en deux endroits.

Avec ce système de mesure nous étudions le problème de l’identification
des paramètres de sources équivalentes (dipôles, spires, et multipôles), d’abord
par simulation et ensuite avec des dispositifs réels. Ce problème d’estimation
peut s’avérer mal conditionné : pour palier ce problème, diverses techniques de
régularisation sont utilisées.

3.2 Caractérisation expérimentale des fuites

La caractérisation du rayonnement de dispositifs électriques à partir de me-
sures de champ est toujours nécessaire pour valider les résultats de simulations
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numériques, et devient la seule voie praticable lorsqu’on ne dispose pas d’infor-
mations suffisantes pour construire un modèle numérique. Ceci est souvent le
cas pour les caractéristiques des matériaux magnétiques, bien que ce paramètre
ait un intérêt limité si la perméabilité est suffisamment élevée.cf. pag. 32

Mais la caractérisation expérimentale des champs de fuite est aussi un réel
besoin industriel : elle est nécessaire pour établir la conformité des appareils
et des produits aux normes. Dans ce contexte il est souhaitable que l’entière
procédure de caractérisation (mesure, élaboration et exploitation des résultats)
soit la plus simple possible.

3.2.1 Modèles de fuites

On trouve dans la littérature plusieurs modèles pour les champs de fuite, à
partir d’un simple dipôle, pour arriver à des modèles très élaborés qui requièrent
la connaissance précise de la géométrie du système rayonnant.

Modèles dipolaires :

Le modèle de champ le plus simple consiste à remplacer la source de rayonne-
ment par un dipôle[ZSV97, YK01], ou par une spire circulaire[RK00]. L’intérêt

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� de ce modèle réside dans sa simplicité : des formules analytiques sont connues
depuis très longtemps pour ces systèmes. Le modèle de la spire présente un de-cf. pag. 145
gré de liberté supplémentaire par rapport au dipôle, mais est moins immédiat à
calculer. Ce modèle est bien adapté à la caractérisation du champ magnétique à
une distance comparable à la taille de l’appareil, mais peut s’avérer très impréciscf. pag. 25
à des distances rapprochées.

Développement multipolaire :

L’extension "naturelle" du modèle dipolaire est le développement multi-
polaire[Dur68]. Pratiquement, le dispositif est remplacé avec un multipôle qui,
du fait du plus grand nombre de degrés de liberté, permet une reconstruction
assez fidèle du champ à des distances plus rapprochées par rapport à un simple
dipôle. Il existe plusieurs genres de développements multipolaires[Leg96, Lyo94],
selon le système de coordonnées choisi.

Représentation en terme de grandeurs surfaciques :

Il est possible de représenter le champ dans l’air à partir de grandeurs sur-cf. pag. 41-43
faciques, parmi lesquelles la densité de charges fictives, dipôles fictifs, ou encore
à partir de la composante normale de l’induction et du potentiel scalaire. Cette
approche requiert une connaissance assez détaillée de la géométrie du système ;
en particulier un maillage surfacique est rendu nécessaire. Dans [Cha01] une re-
présentation en termes de charges fictives est utilisée pour reconstruire le champ
statique à l’extérieur d’une coque magnétique, à partir de mesures de champ à
l’intérieur de la coque. Dans [Leg96] la représentation en termes de distribution
multipolaire est adaptée à la géométrie de la source du champ (toujours statique)
par un processus d’orthonormalisation des fonctions harmoniques sphériques.
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Ces deux travaux se situent dans le contexte de la discrétion de navires
militaires. Bien que les méthodes développées puissent à priori être étendues
au cas de champs variables dans le temps, et appliquées à d’autres dispositifs
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(pourvu que l’on dispose d’une connaissance très détaillée de la géométrie), il
ne sont pas bien adaptées au contexte dans lequel on s’est placé, à cause de leur
complexité très élevée.

3.2.2 Comparaison avec le cas statique

Il existe beaucoup de travaux sur la caractérisation expérimentale de champs
statiques. Le fait de travailler en statique offre un avantage très intéressant : un
même capteur peut être déplacé dans l’espace pour mesurer le champ dans des
endroits différents. Dans le cas de champs variables avec le temps ceci n’est
généralement pas vrai, car il faut prendre en compte non seulement l’intensité
du champ, mais aussi la phase[Lyo94].
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sans connaître la phase
des signaux, on ne peut
pas calculer l’intensité du
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Si les signaux sont dépha-
sés de 0 ou 180 degrés,
la direction du champ est
constante

Par exemple, on ne peut pas mesurer deux composantes du champ dans
un même endroit en deux temps différents, et les additionner pour connaître
l’intensité du champ. Par contre, si l’on savait à priori que la direction du champ
ne change pas dans le temps, on serait autorisé à additionner judicieusement ces
composantes, c’est-à-dire, de façon telle que le champ résultant ait toujours la
même direction. On pourra ainsi remonter à l’intensité du champ, mais il y aura
toujours une indétermination sur la direction.

Même si l’on disposait d’un capteur triaxial, on ne serait pas beaucoup
avancé, car on ne pourrait pas mettre en relation facilement les valeurs de champ
mesurées en temps différents en plusieurs endroits. Il faudra donc se résigner à
l’idée qu’il est impossible de connaître la répartition du champ avec un seul cap-
teur, car on n’est pas capable de synchroniser les signaux mesurés à des temps
différents.

Supposons maintenant que la variation temporelle du champ soit périodique
et que la période T soit la même partout, comme c’est le cas dans la plupart
des systèmes que l’on rencontre dans la pratique. Dans ce cas il est possible de
surmonter cette difficulté en utilisant non pas un, mais deux capteurs.

Supposons que l’on fixe l’un des deux capteurs à proximité du dispositif,
dans un endroit où le signal à mesurer soit propre, et que l’on déplace l’autre
dans les différents endroits où l’on veut connaître le champ. On va appeler
capteur de référence le capteur fixe, et capteur de mesure le capteur mobile.
L’idée est d’utiliser le capteur de référence comme une sorte d’horloge, qui va
nous permettre de reconstruire la phase du champ mesuré par le capteur de
mesure.

Pour comprendre comment cela peut se faire, imaginons que l’on mesure
le champ dans un premier endroit P1, et que l’on enregistre simultanément les
signaux sref (t|1) et smes(t|1) mesurés respectivement par le capteur de référence
et par le capteur de mesure. Maintenant imaginons que l’on déplace le capteur
de mesure dans un autre endroit P2, et que l’on effectue une deuxième mesure ;
soient sref (t|2) et smes(t|2) les signaux mesurés.

Le champ étant périodique, les signaux mesurés par le capteur fixe doivent
être identiques, mis à part un éventuel décalage temporel ∆t (fig. 3.1) :

sref (t|1) = sref (t′|1) = sref (t′ + ∆t|2)

où t′ = t −
⌊

t
T

⌋
T est le temps "retranché" sur une seule période. Ce décalage

temporel ∆t, qui peut être facilement calculé, est exactement le même pour les
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Fig. 3.1 – Les signaux mesurés par le capteur de référence en temps différents
sont identiques, à un décalage ∆t près.

signaux mesurés par le capteur de mesure. En d’autres termes, si l’on avait pu
mesurer le champ simultanément en P1 et P2, les signaux que l’on aurait obtenus
seraient smes(t

′|1) et smes(t
′ + ∆t|2).

La procédure de mesure consiste donc à enregistrer le signal mesuré par
le capteur de référence à un instant quelconque, et à l’utiliser comme référence
pour synchroniser les signaux mesurés par le capteur de mesure. L’idée d’utiliser
une telle technique a été déjà utilisée dans [ZSV97], mais dans ce travail le signal
de référence était le courant absorbé au secteur, ce qui en limite l’utilisation aux
cas où la fréquence du champ rayonné est très précisément un multiple de 50 Hz.

3.3 Réalisation du système de mesure

Il a fallu réaliser un système de mesure adéquat pour mesurer le champ ma-
gnétique à proximité de dispositifs rayonnants. Le cahier des charges retenu est
le suivant :

- bande de fréquences : de 50 Hz jusqu’à quelques 100 kHz
- possibilité de mesurer et enregistrer deux signaux au même temps
- possibilité de connaître précisément la position des points de mesure
- possibilité d’automatiser le plus possible la procédure entière de mesure

72



3.3.1 Choix et réalisation du capteur

Les champs magnétiques à mesurer sont variables dans le temps. Après
quelques essais, on a vérifié que ces champs ont une intensité tout à fait respec-
table (de l’ordre de 10-100 µT), et en tout cas largement supérieure au niveau
du bruit électromagnétique de l’environnement. Il existe plusieurs catégories de
capteurs à faible coût qui s’adaptent à ces conditions[Rip01], et principalement
magnétorésistances, à effet Hall et de type inductif.

On a écarté les magnétorésistances car elles ne sont pas sensibles à la di-
rection du champ, et en plus elles peuvent présenter des problèmes de stabilité
thermique. Les capteurs à effet Hall sont également sensibles à la température,
et fournissent un signal plus bruité par rapport à des capteurs de type inductif.
En revanche, ils ont l’avantage de mesurer des champs de façon très ponctuelle
et de pouvoir mesurer des champs statiques, ce qui n’est pas le cas pour les
capteurs de type inductif. Enfin, les capteurs de type inductif sont très sensibles
et très stables en température, les seuls problèmes pouvant venir de l’électro-
nique associée. Le fait de mesurer la tension induite aux bornes d’une bobine
constitue un désavantage, car la mesure que l’on fait n’est pas ponctuelle. D’un
autre coté, cette opération de moyennage, et l’intégration utilisée à récupérer la
valeur du champ, ont pour effet de fournir un signal très propre.

Les champs à mesurer étant alternatifs, j’ai choisi d’adopter des capteurs de
type inductif, que j’ai réalisés à partir de matériel disponible au sein du labora-
toire.

Étalonnage de la bobine

La bobine de chacun des capteurs, représenté en fig. 3.2, comporte 500 tours.
L’induction magnétique Bmes est obtenue en intégrant la tension V mesurée aux
bornes de la bobine :

Bmes = K

t∫

−∞

V (τ)dτ (3.1)

La bobine a été étalonnée en utilisant des bobines d’Helmoltz alimentées avec
un courant imposé. L’induction magnétique au centre de la bobine a été calculée
à partir du courant et, pour plus de sécurité, mesurée avec un instrument de
précision, fonctionnant avec un capteur à effet Hall (fig. 3.3). L’étalonnage a été
fait pour des fréquences comprises entre 50 Hz jusqu’à 3 kHz à cause des limites
de l’électronique qui alimente les bobines d’Helmoltz. La valeur du coefficient
K que l’on a calculée à partir de ces mesures est :

K = 20.14 ± 0.16 [TV−1s−1]

73



�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

3
0

.0
 m

m
 

2
.0

 m
m

 
1

.0
 m

m
 

5
.5

 m
m

 

3
.0

 m
m

 

Fig. 3.2 – les deux bobines utilisées pour construire les capteurs
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Fig. 3.3 – étalonnage de la bobine pour une fréquence de 3 kHz : (ligne continue)
= induction générée par les bobines d’Helmoltz, (ligne pointillée) = induction
mesurée avec le gaussmètre, (◦) = induction mesurée à partir de la tension aux
bornes de la bobine
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Fig. 3.4 – Circuit électronique du capteur (une seule voie)

Électronique du capteur

La tension récupérée aux bornes de la bobine est amplifiée et intégrée par le
circuit électronique en fig. 3.4 (une voie pour chaque bobine). La fréquence de
coupure inférieure a été fixée à 5 Hz. Ce circuit est alimenté par une batterie de
±12 V pour éviter toute interférence avec l’alimentation. Pour éviter d’amplifier
aussi le bruit électrique à 50 Hz, le circuit est contenu dans une boite métallique
reliée à la masse. Le câble entre la bobine et cette boite est blindé, le blindage
étant relié à la masse. Les deux bornes de la bobine sont à potentiel flottant ;
leur différence de potentiel est amplifiée par le premier étage du circuit, de type
différentiel.

Le gain de l’amplificateur que l’on avait initialement prévu de réaliser était
compris entre 4 et 5 · 104. D’après nos mesures, les gains que l’on a obtenus
sont : G1 = 42321 et G2 = 48093 à 1 kHz. La valeur de la composante de
l’induction normale au plan de la bobine s’obtient à partir de la tension Vout =
G

∫ t

−∞ V (τ)dτ à la sortie du circuit électronique :

Bmes = R · Vout (3.2)

R = K
G étant le rapport de transduction.
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Fig. 3.5 – réponse en fréquence des deux voies du circuit électronique : (◦) =
première voie, (△) = deuxième voie

La réponse en fréquence des deux voies du circuit a été mesurée (fig. 3.5). Le
circuit se comporte comme un intégrateur jusqu’à presque 10 kHz : après cette
fréquence on observe une déviation, pour laquelle je n’ai pas trouvé d’explication.
Cet effet imprévu fait que la bande de fréquences où le capteur est fiable est
limitée à quelques kHz. Une possibilité pour étendre la bande utile serait de
compenser cette distorsion de façon numérique en phase de post-traitement du
signal. Je n’ai pas retenu cette solution par manque de temps, mais aussi parce
qu’il aurait fallu changer le matériel que j’ai utilisé pour l’étalonnage, la bande
de celui-ci étant limitée à 3 kHz.

La valeur nominale du rapport de transduction R est : R1 = 4.76·10−4 [TV−1]
pour la première voie, et R2 = 4.19 ·10−4 [TV−1] pour la deuxième voie. Dans la
bande 50−3000 Hz ce rapport varie en fonction de la fréquence dans une marge
de 10% par rapport à sa valeur moyenne. On a donc étalonné l’ensemble bobine
et électronique en cascade pour la deuxième voie, que l’on va utiliser pour le
capteur de mesure (tab. 3.1).
À titre d’exemple, en fig.3.6 on a superposé l’induction magnétique au centre
des bobines d’Helmoltz, et la tension Vout à la sortie du circuit, à la fréquence
de 1000 Hz.
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Tab. 3.1 – Étalonnage de la deuxième voie du capteur

fréquence [Hz] R2 [TV−1] dev. std. [TV−1]
50 4.1107 · 10−4 0.3169 · 10−4

200 4.0331 · 10−4 0.1127 · 10−4

500 4.0256 · 10−4 0.0770 · 10−4

1000 4.0380 · 10−4 0.0888 · 10−4

1500 4.0657 · 10−4 0.1326 · 10−4

3000 4.2978 · 10−4 0.3145 · 10−4
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Fig. 3.6 – Induction magnétique et tension mesurée à la sortie du circuit élec-
tronique pour la deuxième voie, à la fréquence de 1000 Hz.

3.3.2 Le système d’acquisition

Les deux signaux en sortie de la boîte des capteurs sont envoyés par des
câbles coaxiaux à un oscilloscope numérique1, qui est relié à un ordinateur por-
table2 à travers l’interface IEEE-488[IEE87]. Cette liaison permet l’importation
des signaux échantillonnés, et le traitement numérique des données. Cette phase
de post-traitement des signaux est exécutée quasiment en temps réel, et a été
mise en œuvre en utilisant le logiciel de calcul Matlab. Ce dernier s’occupe
également du contrôle des divers instruments (fig. 3.7).

1Modèle Tektronix TDS210.
2Modèle IBM Thinkpad 560Z, 64Mb de RAM, processeur Pentium II à 233 MHz.
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Fig. 3.7 – Le système expérimental.

Le post-traitement des signaux consiste en trois phases :

i amélioration de la qualité du signal

ii extraction de la phase

iii décomposition en série de Fourier

Dans une première phase, la période du signal de référence est estimée, et
le rapport signal sur bruit est augmenté grâce à une opération de moyennage
synchrone[ML95]. Ensuite on calcule le décalage temporel ∆t entre le signal de
référence tout juste mesuré, et un signal de référence que l’on aura enregistré
au tout début de la procédure de mesure. Enfin, on calcule la décomposition en
série de Fourier du signal de mesure : en général les premières cinq harmoniques
suffisent à caractériser l’évolution temporelle du signal.
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Élaboration numérique du signal

Concept de corrélation :
Soient x(t) et y(t) deux signaux réels
à puissance moyenne infinie (comme
c’est le cas des signaux périodiques
ou aléatoires). Définissons la fonction
d’intercorrélation comme :

Cxy(τ) = (3.3)

limT→∞
1
T

∫ T/2

−T/2
x(t)y(t − τ)dt

Dans le cas de signaux échantillonnés,
la fonction d’intercorrélation est calcu-
lée de façon approchée comme :

Ĉxy(nTe) = (3.4)
1

N−n

∑
k x(kTe)y[(k − n)Te]

Te étant la période d’échantillonnage,
et N le nombre de points.
D’un point de vue physique, cette fonc-
tion peut représenter l’échange d’éner-
gie ou d’information, ou encore la
ressemblance entre les deux signaux.
On retrouve comme cas particulier la
fonction de corrélation Cxx(τ), celle-ci
étant l’intercorrélation d’un signal x(t)
avec lui-même.
Dans le cas d’un signal aléatoire, la cor-
rélation nous indique combien la valeur
du signal au temps t est liée à la valeur
au temps t + τ . Pour un bruit blanc la
fonction de corrélation est une impul-
sion de Dirac δ(τ) ; ceci signifie que la
valeur du bruit à l’instant t n’est pas
du tout liée aux valeurs du bruit en
tout autre instant temporel.
En toute rigueur, ces définitions ne
peuvent être retenues qu’à condi-
tion que d’éventuels signaux aléa-
toires soient stationnaires et ergo-
diques. On va quand même les prendre
pour bonnes ; le lecteur intéressé peut

s’adresser vers les nombreux textes
spécialisés[ML95, OS75].

Propriétés de la corrélation :
La corrélation est maximale à retard
nul (pour τ = 0), et représente la puis-
sance du signal Px :

|Cxx(τ)| ≤ Cxx(0) = Px

Cette propriété va être précieuse pour
estimer la période d’un signal, ou le re-
tard entre deux signaux identiques.
La corrélation d’un signal périodique
est elle même périodique. La corré-
lation d’un signal aléatoire norma-
lement décroît rapidement lorsque τ
augmente.

L’intercorrélation entre un signal x(t)
et un bruit b(t) non biaisé est nulle :

Cxb(τ) = 0

ce qui permet d’écrire la corrélation
d’un signal bruité s(t) = x(t) + b(t)
comme :

Css(τ) = Cxx(τ) + Cbb(τ) (3.5)

L’intercorrélation de deux signaux pé-
riodiques est nulle si les périodes sont
incommensurables. Enfin, l’intercorré-
lation d’un signal x(t) de période T
avec un peigne de Dirac ⊔⊔T (t) =∑∞

k=−∞ δ(t + kT ) ayant la même pé-
riode est le signal d’origine, à un fac-
teur 1

T près :

Cx⊔⊔T
(τ) = 1

T x(τ) (3.6)
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Estimation de la période :
Soit s(t) = x(t) + b(t) un signal pério-
dique bruité, et supposons d’en vou-
loir calculer la période T . D’après
(3.5) la corrélation Css(τ) est la
somme de la corrélation du signal
Cxx(τ) et de la corrélation du bruit
Cbb(τ) qui décroît rapidement vers
zéro lorsque |τ | augmente. Or, le si-
gnal x(t) étant périodique, sa corréla-
tion Cxx(τ) l’est aussi. De plus, elle a
exactement un maximum par période
en τ = 0,±T,±2T, . . . :
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La méthode consiste donc à calculer la
corrélation du signal, et à en recher-
cher les maximums, en prenant garde
du fait que pour τ = 0 le terme Cbb(0)
risque d’être important.

Moyennage synchrone :
Supposons d’avoir enregistrées Np pé-
riodes du signal bruité s(t) = x(t) +
b(t), de période T connue. Le rapport
signal sur bruit peut être amélioré par
une opération de moyennage entre les
périodes enregistrées. D’un point de
vue formel ceci revient à calculer l’in-
tercorrélation entre le signal s(t) et un
peigne de Dirac de période T :

T · Cs⊔⊔T
(τ) ≃ (3.7)

1
N

∑Np−1
k=0 s(τ + kT )
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D’après (3.5) cette opération est
“transparente” pour le signal pério-
dique, alors que la variance du bruit
est réduite d’un facteur Np. De plus,
les éventuels signaux périodiques ayant
une période non multiple de T sont très
atténués.

Mesure du retard :
Soient x(t)+b(t) et y(t) = αx(t−∆t)+
b(t) deux signaux bruités identiques (à
un facteur α près), mais décalés l’un
par rapport à l’autre ; supposons vou-
loir estimer ce décalage temporel ∆t.
On se rend compte que l’intercorréla-
tion Cxy(τ) = αCxx(τ − ∆t) + Cbb(τ)
est maximale pour τ = ∆t (τ =
∆t ± kT dans le cas de signaux pé-
riodiques). La méthode consiste alors
à calculer l’intercorrélation et à recher-
cher les maxima :
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Fig. 3.8 – La table à déplacement et le référentiel

3.3.3 Le système de positionnement

Le capteur de mesure est fixé à l’extrémité d’une tige en bakélite, qui est
à son tour fixée sur un bras mécanique d’une table à déplacement (fig. 3.8).
Des moteurs pas-à-pas permettent de déplacer le capteur en 3D avec une finesse
de 1/10 de mm dans le plan horizontal (XY), et de 1/100 de mm selon l’axe
vertical (Z). Un contrôleur électronique3 relié au bus IEEE s’occupe de manière
autonome de la commande des moteurs. Le support du capteur permet d’orienter
manuellement le capteur, et de mesurer en des temps différents les diverses
composantes du champ. Ces composantes peuvent ensuite être réunies pour
obtenir une mesure vectorielle.

Dans cette phase la difficulté principale a été de déterminer avec précision la
position du capteur par rapport à celle de la source du champ. J’ai donc fixé un
référentiel sur le plancher de la table à déplacement, et j’ai étalonné la position
du capteur pour les trois directions principales. Le contrôleur permet de compter
le nombre d’impulsions qui sont envoyées aux moteurs pas-à-pas, et de placer le
bras mécanique dans une position précise. Au début de la procédure de mesure
le bras mécanique est positionné en ce point, et les compteurs d’impulsions
sont remis à zéro. À partir de cette position, le nombre d’impulsions qu’il faut

3Modèle Micro-contrôle IT6DCA-1 pour l’axe vertical, et IT6DCA-2 pour les deux
axes dans le plan horizontal
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envoyer aux trois moteurs pour que le capteur soit positionné dans l’origine du
référentiel fixé est reporté dans le tab. 3.2.

IT6DCA-1 

IT6DCA-2a 

IT6DCA-2b 

Tab. 3.2 – Valeurs des compteurs à l’origine du référentiel

orientation IT6DCA-2a IT6DCA-2b IT6DCA-1
X 2079 3045 -12038
Y 1386 3444 -12038
Z 1569 3022 -6100

Le moteur IT6DCA-1 est associé à l’axe Z, les deux moteurs IT6DCA-2a et

IT6SCA-2b sont associés respectivement aux axes X et Y.

4mm 

2cm 7cm 

Fig. 3.9 – L’inducteur de type "pancake" utilisé pour la validation (23 tours)

3.3.4 Validation du système de mesure

Pour valider le système dans son intégralité (capteur, positionnement, post-
traitement du signal) on a mesuré le champ d’un inducteur de type "pancake"
(fig. 3.9), dont le champ peut être calculé analytiquement.

On a donc mesuré l’induction sur l’axe de l’inducteur (I = 0.23 A, f =
277 Hz), et on a comparé les mesures avec le calcul analytique (fig. 3.10). L’écart
entre les valeurs calculées et les valeurs mesurées est inférieur à 5%.

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

Ensuite on a mesuré l’induction sur un plan normal à l’axe de l’inducteur.
Les résultats de cette mesure et du calcul analytique sont reportés en fig. . Ces
résultats valident le système de mesure.
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Fig. 3.10 – Induction sur l’axe de l’inducteur : (◦) = calcul analytique, (+) =
valeurs mesurées.
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Fig. 3.11 – Induction sur le plan normal à l’axe de l’inducteur : valeurs mesurées
(gauche) et calcul analytique (droite).
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Fig. 3.12 – Mesures sur le transformateur. On peut observer le capteur de
référence fixé sur le noyau, et le capteur de mesure au bout de son support.

3.4 Modèles dipolaires

Le premier dispositif étudié expérimentalement est un transformateur cui-
rassé monophase4 fonctionnant à vide (fig. 3.12), dont la géométrie est celle du
dispositif (B) étudié numériquement. Le courant mesuré à vide est de 0.93 Acf. pag. 22, 67
(valeur crête). L’induction a été mesurée en s’éloignant du dispositif le long
d’une droite, et sur un plan au dessus du dispositif.

En fig. 3.13 est tracée l’évolution temporelle de l’induction (gauche) et la dé-
composition harmonique de celle-ci (droite). On a pu constater que dans toutes
les mesures la répartition des harmoniques est la même. Chaque composante
harmonique peut être étudiée séparément des autres, en vertu du principe de
superposition. Dans la suite on ne va donc s’intéresser qu’à l’harmonique fonda-
mentale (50 Hz), car on sait à l’avance que les résultats seront les mêmes pour
toutes les autres harmoniques, à un facteur multiplicatif près.

3.4.1 Estimation d’un dipôle équivalent

Le modèle le plus simple du champ dans l’air est, comme on l’a déjà dit, le
modèle dipolaire. Dans ce modèle, la répartition spatiale du champ est décrite
par l’expression suivante :

−→
H =

1

4π

[
3(−→m · −→r )−→r

r5
−

−→m
r3

]
(3.8)

−→m étant le moment dipolaire, et r la distance du centre du dispositif. En régime
harmonique, l’expression est la même, à condition de considérer que le champ
et le moment magnétique sont des vecteurs complexes :

−→
H =

1

4π

[
3(−→m · −→r )−→r

r5
−

−→m
r3

]
(3.9)

4Transformateur d’isolation Boige&Vignal de 0.63 kVA
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Fig. 3.13 – Droite : évolution temporelle de l’induction sur une période, mesurée
au voisinage du transformateur. Droite : décomposition harmonique du signal.

L’évolution temporelle du champ est alors décrite par :

−→
H (t) = ℜ

[−→
H · exp jωt

]
(3.10)

On peut développer (3.8) pour mettre en évidence la dépendance linéaire entre

le champ magnétique
−→
H et le moment −→m :




Hx

Hy

Hz



 =
1

4π





3x2

r5 − 1
r3

3xy
r5

3xz
r5

3yx
r5

3y2

r5 − 1
r3

3yz
r5

3zx
r5

3zy
r5

3z2

r5 − 1
r3



 ·




mx

my

mz





où −→r =




x
y
z



. Le problème de l’estimation du dipôle magnétique équivalent

à partir de N mesures vectorielles du champ revient à résoudre un système
linéaire :

Am = h

où m =
[
mx my mz

]′
, h =

[
Hx(P1)Hy(P1) Hz(P1)Hx(P2) . . . Hz(PN )

]′ ∈
C

3N est obtenu à partir des mesures de champs dans des endroits différents
P1 . . . PN , et A ∈ R

3N × R
3 est obtenue en répliquant N fois la matrice plus

en haut. Ce système est surdéterminé, et peut être résolu avec la méthode des
moindres carrés :

m =
(
AHA

)−1

AHh (3.11)

On a utilisé le champ mesuré le long d’une droite orientée selon la direction
Y (par rapport aux axes en fig. 3.8) pour estimer le dipôle équivalent au trans-
formateur. En fig. 3.14 est tracée l’intensité de l’induction mesurée le long de

y 
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cette droite, au même temps que l’induction générée par le dipôle équivalent.
On constate que dans ce cas il y a un bon accord entre les mesures et le modèle,
à des distances qui, comparées aux dimensions du transformateur, sont quandcf. pag. 67
même bien rapprochées.
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Fig. 3.14 – Induction magnétique le long d’une droite orientée selon la direction
Y : (◦) = mesures, (⋆) = modèle dipolaire.

Par contre, si l’on compare les résultats fournis par ce même modèle avec
l’induction mesurée sur un plan situé au dessus du transformateur, on observe un
écart important (fig. 3.15). Le nombre de conditionnement de la matrice A est
estimé à environ 2 : la matrice n’est donc pas mal conditionnée. L’explication de
cet écart est que le modèle dipolaire n’est pas valable à ces distances. Ce modèle
n’est quand même pas à négliger, car il pourrait encore se révéler intéressant
dans les cas où il est vraisemblable que l’exposition ait lieu dans une direction
particulière, par exemple dans le cas d’un écran vidéo ou d’un sèche-cheveux.
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Fig. 3.15 – Induction magnétique sur un plan au dessus du transformateur :
mesures (gauche), et valeurs calculées à partir du dipôle estimé précédemment
(droite).

3.4.2 Estimation d’une spire équivalente

L’autre modèle de type dipolaire est celui de la spire, que l’on va supposer
localisée au centre du transformateur. Le champ magnétique généré par une
spire circulaire parcourue par un courant statique unitaire est exprimé par les
équations (B.6)-(B.8), reportées ici par commodité : cf. pag. 145

−→
H = Hρ

−→eρ + Hz
−→ez

Hρ =
kz

4πρ
√

aρ
·
[
−K(k) +

a2 + ρ2 + z2

(a − ρ)2 + z2
E(k)

]

Hz =
k

4π
√

aρ
·
[
K(k) +

a2 − ρ2 − z2

(a − ρ)2 + z2
E(k)

]

avec k =
√

4aρ
(a+ρ)2+z2 , K(k) et E(k) étant les intégrales elliptiques de première

et deuxième espèce[SL99]. On observe tout de suite un inconvénient de ce mo-
dèle : les équations du champ ne sont pas linéaires par rapport au rayon a, ce
qui implique la nécessité d’employer une méthode d’optimisation non linéaire.
Par contre le courant I peut être estimé très simplement pour un rayon a donné,
car le champ dépend linéairement du courant. La méthode pour estimer les pa-
ramètres de ce modèle consiste alors à estimer le rayon a en minimisant l’erreur
quadratique moyenne avec une méthode d’optimisation non linéaire quelconque,
et à calculer le courant I qui en découle.

On a repris les mêmes mesures utilisées pour estimer un dipôle équivalent,
et on a estimé le rayon et le courant de la spire équivalente au transformateur.
les résultats sont présentés en fig. 3.16 et 3.17.
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Fig. 3.16 – Induction magnétique le long d’une droite orientée selon la direction
Y : (◦) = mesures, (⋆) = dipôle, (¤) = spire.
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Fig. 3.17 – Induction magnétique sur un plan au dessus du transformateur :
mesures (gauche), et valeurs calculées à partir de la spire équivalente (droite).

En regardant ces dernières figures, il est naturel de se poser des questions
sur l’opportunité de mettre en œuvre le modèle de la spire, plus compliqué par
rapport au simple dipôle.

Maintenant ajoutons un point supplémentaire à l’ensemble des mesures utili-
sées pour estimer les paramètres du dipôle et de la spire équivalente. Supposons
que l’on prenne la nouvelle mesure sur le plan au dessus du transformateur, et
comparons les résultats obtenus avec ces deux modèles (fig. 3.18 et 3.19).

y 
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Fig. 3.18 – Induction magnétique le long d’une droite orientée selon la direction
Y : (◦) = mesures, (⋆) = dipôle, (¤) = spire.
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Fig. 3.19 – Induction magnétique sur un plan au dessus du transformateur :
mesures (gauche), et valeurs calculées à partir de la spire équivalente, estimée
avec un point supplémentaire (droite).

Il est évident que cette fois-ci le degré de liberté supplémentaire de la spire
s’est avéré précieux, car nous disposions de points de mesure mieux placés - et
donc plus riches d’information.
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✛

✚

✘

✙

Notations

Il est fort regrettable qu’il existe diverses notations pour les coordonnées
sphériques[WRb]. Dans la suite on va adopter la convention suivante :

�

�

�

�

�

�

�

ϕ �

θ 
r 

x y 

z 






x = cos ϕ sin θ
y = sin ϕ sin θ
z = cos θ

Les angles ϕ et θ sont appelés respectivement azimuth et zenith. Attention à ne
pas confondre φ = potentiel scalaire magnétique, et ϕ = azimuth !

Les polynômes de Legendre[WRa] Pn(x), les fonctions associées de Legendre
Pm

n (x), et les harmoniques sphériques[WRc] Y m
n (θ, ϕ) sont d’autres sources

d’ambiguïté, à cause des multiples conventions. Dans la suite on va adopter les
définitions suivantes :

Pn(x) =
1

2nn!

dn

dxn
(x2 − 1)n (3.12)

Pm
n (x) = (−1)m(1 − x2)

m
2

dm

dxm
Pn(x) (0 ≤ m ≤ n) (3.13)

Y m
n (θ, ϕ) =

√
2n + 1

4π

(n − m)!

(n + m)!
Pm

n (cos θ)ejmϕ (3.14)

On peut étendre la définition de Pm
n (x) à des valeurs de m comprises dans la

plage −n ≤ m ≤ 0 de la manière suivante :

P−|m|
n (x) = (−1)|m| (n − |m|)!

(n + |m|)!P
|m|
n (x)

D’après ces définitions, la dérivée de Pm
n (x) s’écrit comme :

dPm
n (x)

dx
=






mxPm
n (x) + (n + m)(n − m + 1)

√
1 − x2Pm−1

n (x)

1 − x2
1 ≤ m ≤ n

− P 1
n(x)√
1 − x2

m = 0
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3.5 Le modèle multipolaire

Les prestations des modèles dipolaires que l’on vient de voir peuvent être
satisfaisantes dans beaucoup de cas réels (exposition relativement distante, ou
dans une direction particulière), à condition de bien choisir les points où l’on
mesure le champ. Cependant il peut se présenter des cas où un simple modèle
dipolaire n’est plus suffisant, notamment en condition d’exposition rapprochée
du dispositif, et pour des systèmes où la décroissance du champ n’est pas en 1

r3 .
De plus, dans l’exemple d’application précédent on a implicitement admis

connaître a priori la position, et dans le cas de la spire l’orientation aussi, du
dipôle équivalent. Or ceci n’est pas toujours le cas : par exemple, des pièces
magnétiques (boîtier, pièces mécaniques, ...) peuvent déformer la répartition du
champ d’un telle façon que l’on est incapable de déterminer intuitivement la
position du dipôle équivalent. Ou bien, on pourrait tout simplement être dans
l’impossibilité de connaître les détails du système rayonnant.

3.5.1 Définition et propriétés des multipôles

Le problème devient plus difficile, car d’un coté il faut avoir recours à des
modèles plus compliqués, et de l’autre le nombre de paramètres à estimer aug-
mente. Le modèle multipolaire que l’on va adopter est l’extension logique des
modèles dipolaires.

Pour introduire le concept de multipôle, il faut repartir du potentiel scalaire
φ, qui dans le vide et en absence de courant obéit à l’équation de Laplace[Far93],
ici écrite en coordonnées sphériques :

∆φ =
∂

∂r

(
r2 ∂φ

∂r

)
+

1

sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂φ

∂θ

)
+

1

sin2 ϕ

∂2φ

∂ϕ2
= 0

Considérons des conditions de Dirichlet (φ = φ0(θ, ϕ)) imposées sur une sphère
entourant le dispositif, et soit à déterminer le potentiel φ à l’extérieur de cette
sphère. Dans un premier temps, on va ajouter l’hypothèse que le système est
axisymétrique : donc la dépendance de ϕ disparaît. En appliquant la méthode
de séparation de manière judicieuse[Far93] on obtient :

φ = R(r)Θ(θ)

r2 d2R

dr2
+ 2r

dR

dr
− n(n + 1)R = 0 équation d’Euler

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+ n(n + 1) sin θΘ = 0 équation de Legendre

En imposant limr→∞ φ = 0 on obtient que R(r) ∝ 1
rn+1 . La solution de

l’équation de Legendre est un peu plus laborieuse : en opérant la substitution
x = cos θ, on parvient à la conclusion que Θ(θ) ∝ Pn(cos θ). Donc le potentiel
scalaire φ dans le cas axisymétrique peut être écrit sous la forme du développe-
ment multipolaire suivant :

φ(r, θ) =

∞∑

n=1

Cn

(ρ

r

)n+1

Pn(cos θ) (3.15)
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où ρ est le rayon de la sphère sur laquelle le potentiel est imposé, et Cn sont des
coefficients homogènes à un courant.

Dans le cas général, on peut toujours appliquer la méthode de séparation
des variables à l’équation de Laplace. L’expression du développement que l’on
obtient est alors plus compliquée[Dur68] :

φ(r, θ, ϕ) =

∞∑

n=1

(ρ

r

)n+1 n∑

m=−n

Cm
n Y m

n (θ, ϕ) (3.16)

Ces dernières équations (3.15) et (3.16) ne sont valables que pour r ≥ ρ,
c’est à dire à l’extérieur de la sphère sur laquelle les conditions à Dirichlet ont
été imposées. On aura remarqué que le potentiel, et donc le champ magnétique,
dépendent linéairement des coefficients {Cm

n } : ceci nous simplifie beaucoup la
tâche, qui consiste à estimer ces coefficients à partir de mesures de champ ponc-
tuelles. En régime harmonique, ces coefficients deviennent complexes.

Enfin, on va énoncer ici une dernière propriété qui nous sera précieuse dans
la suite. On sait qu’à partir de l’ensemble des coefficients {Cm

n } le champ ma-
gnétique peut être obtenu assez facilement en calculant le gradient du potentiel,
c’est à dire :

−→
H = −−→∇

∞∑

n=1

(ρ

r

)n+1 n∑

m=−n

Cm
n Y m

n (θ, ϕ) (3.17)

Or, ces mêmes coefficients permettent d’obtenir directement un potentiel vecteur
magnétique

−→
A de la manière suivante[Lor01] :

−→
A = −µ0

∞∑

n=1

1

n

(ρ

r

)n+1 n∑

m=−n

Cm
n
−→r ×−→∇Y m

n (θ, ϕ) (3.18)

Estimation des coefficients du multipôle en absence de bruit

D’après (3.17) la relation entre le champ magnétique et les coefficients du
multipôle est linéaire. Donc en principe, il suffit de disposer d’un nombre NP

suffisant de mesures pour composer un système linéaire, qui une fois résolu
va donner ces coefficients. En développant (3.17), on peut exprimer le champ
magnétique en coordonnées sphériques de la façon suivante :

−→
H = Hr

−→e r + Hϕ
−→e ϕ + Hθ

−→e θ

Hr =

N∑

n=1

n + 1

ρ

(ρ

r

)n+2 n∑

m=−n

Y m
n (θ, ϕ) (3.19)

Hθ = −
N∑

n=1

1

ρ

(ρ

r

)n+2 n∑

m=−n

∂Y m
n (θ, ϕ)

∂θ
(3.20)

Hϕ = −
N∑

n=1

1

ρ sin θ

(ρ

r

)n+2 n∑

m=−n

∂Y m
n (θ, ϕ)

∂ϕ
(3.21)
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Pour chaque point de mesure on peut écrire ces équations sous forme matricielle
comme :

AP · c =




Hr

Hθ

Hϕ





où AP ∈ C
3 ×C

NC est une matrice qui dépend du point de mesure et c ∈ C
NC

est le vecteur composé par les coefficients, NC étant le nombre de coefficients.
Le problème ainsi formulé requiert la connaissance des composantes du

champ en coordonnées sphériques, ce qui oblige dans la plus grande majorité
des cas à effectuer des mesures 3D du champ. Une possibilité pour s’affranchir
de cette contrainte est de reformuler le problème dans un repère cartésien. Pour
ceci il suffit d’observer que l’on peut exprimer les composantes du champ par
rapport à un repère cartésien comme :




Hx

Hy

Hz



 =




| | |−→e r

−→e ϕ
−→e θ

| | |



 ·




Hr

Hϕ

Hθ





donc : 


| | |−→e r

−→e ϕ
−→e θ

| | |



 · AP · c =




Hx

Hy

Hz





Le système final A · c = h peut être ainsi composé en prenant pour chaque point
de mesure les équations correspondantes aux composantes cartésiennes effecti-
vement mesurées. Ce système peut être résolu avec la méthode des moindres
carrés. cf. éq. 3.11

Calcul du potentiel vecteur généré par le multipôle

Pour calculer le potentiel vecteur
−→
A il suffit de développer (3.18) de la ma-

nière suivante : −→
A = Ar

−→e r + Aϕ
−→e ϕ + Aθ

−→e θ

Ar = 0 (3.22)

Aφ = −µ0

N∑

n=1

1

n

(ρ

r

)n+1 n∑

m=−n

∂Y m
n (θ, θ)

∂θ
(3.23)

Aθ = µ0

N∑

n=1

1

n sin θ

(ρ

r

)n+1 n∑

m=−n

∂Y m
n (θ, θ)

∂φ
(3.24)

3.5.2 Choix optimal du centre du développement

Même si un multipôle est en principe capable de représenter n’importe quelle
source de rayonnement, dans la pratique on est vite limité par la nécessité de
tronquer les termes d’ordre plus élevé dans (3.16). En effet le nombre NC de
coefficients Cm

n d’un développement d’ordre N est NC =
∑N

n=1 1 + 2n ∝ N2 :
ce nombre va donc “exploser” si l’on augmente de manière déraisonnée l’ordre
du développement.

N   nombre de 
termes  

1   3 
2   8 
3   15 
4   24 
5   35 
6   48 
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Une solution pour éviter d’introduire des termes d’ordre élevé est de choi-
sir le centre du développement de façon judicieuse. Pour nous rendre compte de
ceci, considérons à titre d’exemple le cas d’une simple spire dans l’air. Supposons
que cette spire ait un rayon R = 25 cm, et que le rayon que nous avons choisi
pour le multipôle soit ρ = 50 cm. Enfin, supposons pouvoir mesurer le champ
magnétique en 22 points distincts, répartis à une distance de 1 m du centre de
la spire (fig. 3.21, gauche). Si à partir de ces mesures on estime les coefficients
multipolaires Cm

n jusqu’à l’ordre N = 5, on constate que le résultat dépend de
la position de la spire par rapport au centre du multipôle. Plus précisément,
dans cet exemple les différentes positions du centre de la spire par rapport à
celui du multipôle sont reportées dans le tableau suivant :

δx δy δz
1) 0 0 0
2) 0 0 +100 mm
3) +100mm 0 0
4) +100mm 0 +100mm

1
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Fig. 3.20 – Répartition des harmoniques pour différentes positions de la spire.

La répartition des harmoniques est tracée en fig. 3.20 pour chacun des déve-
loppements obtenus (la première série est celle de gauche, la quatrième celle la
plus à droite). Pour chaque série, la répartition des harmoniques a été calculée
avec la formule suivante :

Pourcentage =

√∑n
m=−n |Cm

n |2
√∑N

n=1

∑n
m=−n |Cm

n |2
× 100%
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On constate que si la spire est parfaitement centrée dans le multipôle, le
développement multipolaire est substantiellement composé de termes du premier
et du troisième ordre. Lorsque l’on déplace la spire, de telle façon qu’elle va

�

�

x y 

z 

se trouver en position de plus en plus excentrique pas rapport au centre du
multipôle, on constate que la répartition des harmoniques évolue vers des termes
d’ordre supérieur : autrement dit, on a besoin d’harmoniques de plus en plus
compliquées pour représenter le champ rayonné par la même spire. Une situation
similaire se retrouve dans le domaine du traitement des signaux lorsque l’on
essaie de calculer la FFT d’une fonction à l’origine périodique, en prenant un
nombre non entier de périodes.

�

�

x y 

z 

δx = 100mm 
δz = 100mm 

Cette représentation n’est pas seulement plus coûteuse, mais aussi plus
imprécise[STNB03] : dans le cas le plus défavorable (δx = δz = 100 mm) on
obtient une erreur maximale de 31% avec 35 coefficients, estimés à partir des 22
mesures 3D (fig. 3.21, droite). A titre de comparaison, lorsque la spire est bien
centrée cette erreur est inférieure à 0.3% avec un développement du troisième
ordre (15 coefficients) obtenu à partir de ces mêmes mesures. On voit donc que
l’on a tout intérêt a choisir le centre du développement multipolaire de manière
optimale !
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Fig. 3.21 – Gauche : la spire, source du champ magnétique et les points où la
mesure est simulée. Droite : erreur relative % obtenue lorsque la spire se trouve
décalée de δx = δz = 100 mm par rapport au centre du multipôle.

L’approche que j’ai adoptée pour choisir le centre du développement consiste
à utiliser un algorithme d’optimisation. La fonction à minimiser est l’écart qua-
dratique entre le champ

−→
HMP généré par le multipôle équivalent, et celui généré

par le dispositif :

J =

NP∑

k=1

‖−→H −−→
HMP ‖2 (3.25)

NP = nombre de mesures
Pour une première évaluation des besoins et des performances de cette méthode
j’ai continué à utiliser comme système rayonnant la spire en fig. 3.21
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✚

✘

✙

Algorithmes d’optimisation

Il existe plusieurs algorithmes d’opti-
misation, qui peuvent être classifiés sur
la base de critères divers : algorithmes
déterministes ou stochastiques, qui
requièrent ou pas le calcul de diffé-
rentiels, qui sont capables de trouver
des minima locaux ou globaux, etc. Il
n’existe pas d’algorithmes d’optimisa-
tion universels : tout algorithme pos-
sède ses spécificités qui font en sorte
qu’il peut être plus ou moins adapté
(peu coûteux, plus précis, plus fiable)
à tel ou tel autre problème.

Algorithme de Nelder-Mead :
L’algorithme de Nelder-Mead[NM65]
est un algorithme d’optimisation déter-
ministe qui recherche des minima lo-
caux d’une fonction objectif J (x).
L’algorithme démarre avec N points
x1 . . .xN , qui forment les sommets
d’un polytope (simplexe). À chaque
pas de l’algorithme l’un de ces sommets
est modifié selon les règles suivantes :
- réflexion : on cherche à substituer

le point le “plus mauvais” entre les
sommets xp avec son symétrique x′

p

par rapport au barycentre du sim-
plexe : x = 1

N

∑
xk

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

xp 

xp’ 

x 

- expansion : si le point x′
p ainsi déter-

miné est meilleur que tous les autres
(J (x′

p) ≤ J (xk)∀k), on continue à
chercher des points dans la même
direction. Autrement, si ce point est
quand même meilleur que xp la sub-
stitution est acceptée (xp ← x′

p) et

un nouveau pas peut commencer.
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�

�
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�
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�
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�

�

�

xp’ 

x 

- contraction : Par contre, si x′
p est

encore pire que xp (x′
p > xp), on

essaie de rapprocher ce dernier du
barycentre x.

�
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�

�

�

�

xp 

x 

xp’ 

- rétrécissement : Si même cet essai
échoue, on rapproche tous les som-
mets vers le meilleur, et on recom-
mence un nouveau pas.

�

�

xp 

xm 

De cette manière l’algorithme essaie
de “façonner” le simplexe sur la forme
d’une “vallée” de la fonction objectif,
menant vers le minimum cherché. Plu-
sieurs améliorations, comme l’expan-
sion optimisée[MLC87], ont été propo-
sées pour rendre plus performant cet
algorithme, appréciable pour sa rela-
tive simplicité, et pour le fait qu’il ne
requiert pas le calcul du différentiel de
la fonction objectif.

�
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Algorithmes génétiques :
Les algorithmes génétiques sont une
classe de méthodes inventées par le
groupe de Holland[Hol75] vers la moi-
tié des années 70, qui servent à recher-
cher le maximum global d’une fonc-
tion F(x) strictement positive, appe-
lée fonction d’adaptation dans le jar-
gon. L’idée de base consiste à générer
de manière aléatoire un certain nombre
de points x1 . . .xN (individus) et de les
faire évoluer par le biais d’un ensemble
d’opérateurs génétiques de façon à si-
muler le mécanisme de l’évolution na-
turelle.
Dans les algorithmes à codage réel les
individus sont représentés directement
par des n-uplets de nombres en virgule
flottante, chacune d’elles étant est un
jeu de paramètres admissibles[Tak03].
À chaque pas, la fonction d’adaptation
Fk = F(xk) est calculée pour chaque
individus de la population.
Ensuite certains individus sont choi-
sis pour prendre part à la reproduc-
tion ; le mécanisme de sélection est
conçu de telle manière que les indivi-
dus “meilleurs” (les plus adaptés) aient
une plus grande probabilité d’être sé-
lectionnés par rapport aux autres.
Avant de procéder à la sélection le
jeu des valeurs {Fk} est remis à
l’échelle, afin d’éviter qu’un “super-
individus” écrase tous les autres, cau-
sant ainsi une convergence précoce
vers un faux maximum. Des stratégies
spécifiques[Gol89] existent pour pré-
server une certaine diversité à l’inté-
rieur de la population (nichage, spécia-
tion, migration), ou pour conserver les
individus meilleurs (élitisme).
Les individus sélectionnés sont ensuite
partagés en couples, et de nouveaux in-
dividus sont générés en mélangeant les

caractéristiques de leurs parents (croi-
sement). Le croisement peut être fait
de plusieurs façons. Une méthode très
simple consiste à générer les nouveaux
individus (x′

1 et x′

2) sur l’axe qui relie
les deux parents x1 et x2 (croisement
barycentrique) :

x′

1 = α1x1 + (1 − α1)x2

x′

2 = α2x1 + (1 − α2)x2

Les valeurs α1 et α2 peuvent être choi-
sies de façon complètement aléatoire,
ou de manière à orienter les nouveaux
individus vers le parent meilleur.
Les nouveaux individus sont ainsi in-
troduits dans la population, en même
temps que d’autres individus en sont
exclus. De temps en temps des mo-
difications aléatoires sont introduites
(mutations) dans le but d’explorer des
nouvelles solutions et d’enrichir le “pa-
trimoine génétique” de la population.

Une description plus détaillée du fonc-
tionnement des algorithmes génétiques
demanderait beaucoup trop d’espace,
d’autant plus qu’un nombre énorme
d’améliorations ont été proposées.
Cette classe d’algorithmes trouve son
point fort dans sa robustesse et dans
son attitude à rechercher des extrema
globaux. En dépit de son apparente
simplicité, les performances que l’on
peut obtenir avec ces algorithmes sont
étroitement liées au paramétrage de
ceux-ci, et à la connaissance préalable
que l’on a du problème à résoudre.

�
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Comparaison entre deux algorithmes d’optimisation

Pour minimiser la fonction d’erreur J on avait à disposition l’algorithme
standard de Matlab de type simplexe de Nelder-Mead5[NM65, LRWW98], et
un algorithme génétique[Hol75, Tak03] à codage réel. Ces deux algorithmes ré-
pondent à des besoins différents : le premier requiert d’évaluer la fonction à
optimiser un nombre relativement réduit de fois, mais peut se laisser piéger as-
sez facilement par des minima locaux. Par contre le deuxième est plus robuste,
a priori plus adapté pour des fonctions compliquées ; en contrepartie il est aussi
plus coûteux en termes de nombre d’évaluations de la fonction à minimiser.
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On a simulé des mesures de champ sans bruit sur les 22 points repartis tout
autour de la spire (fig. 3.21, gauche) et on a cherché la position optimale du
centre d’un développement d’ordre 3 en utilisant les deux algorithmes. Ensuite
on a évalué la qualité des résultats obtenus sur la base de l’erreur relative %,
calculée sur une surface sphériques située à 1.5 m du centre de la spire. Nous
avons comparé les prestations des deux algorithmes en termes de précision, et
de nombre d’évaluations de la fonction J requises. Pour vérifier la fiabilité des
résultats on a répété chaque simulation plusieurs fois.

Dans l’absolu, les deux algorithmes donnent de très bon résultats : l’écart
entre les champs magnétiques

−→
H et

−→
HMP à 1.5 m est généralement inférieur à

1 − 2%. Il s’agit là d’une configuration idéale particulièrement favorable, soit
pour l’absence de bruit et la position des points de mesure.

Par contre, la comparaison entre les algorithmes d’optimisation utilisés met
en évidence de grandes différences entre les performances de ceux-ci. L’algo-
rithme génétique a demandé à évaluer la fonction de coût J 195 000 fois (soit
en moyenne 1 950 fois pour chaque simulation), alors que pour l’algorithme de
Nelder-Mead 13 866 évaluations ont suffi. De plus, si l’on observe la distribu-
tion statistique de l’erreur maximale (toujours à 1.5 m du centre de la spire) on
constate que ce dernier algorithme s’avère plus précis que l’algorithme génétique
(fig. 3.22).

Le seul défaut que l’on peut attribuer à l’algorithme de Nelder-Mead est que
de temps en temps il n’arrive pas à “trouver son chemin”, alors que l’algorithme
génétique arrive toujours à fournir une solution raisonnable. Si des problèmes

5Cet algorithme, appelé aussi amoeba algorithm dans [PTVF92], ne doit pas être confondu
avec l’algorithme du simplexe, inventé par G. Dantzig en 1947 pour résoudre des problème de
programmation linéaire.

98



−10 −8 −6 −4 −2 0 2 4 6 8 10
−10

−8

−6

−4

−2

0

2

4

6

8

10

X  [mm]

Y
  [

m
m

]

Fig. 3.22 – Gauche : distribution statistique de l’erreur dans le cas de l’algo-
rithme génétique (devant), et de Nelder-Mead (derrière) pour 100 réalisations.
Droite : projection sur le plan XY des centres optimaux trouvés par les deux
algorithmes (◦ = algorithme génétique, + = algorithme de Nelder-Mead)

de convergence devaient se poser, une solution possible consisterait à effectuer
quelques pas de l’algorithme génétique, et d’utiliser ce résultat comme point de
départ pour l’algorithme de Nelder-Mead.

La conclusion que l’on peut tirer de cette comparaison est que dans ce cas
le problème n’est pas suffisamment compliqué pour justifier l’adoption d’un
algorithme génétique, si ce n’est pour amorcer d’autres algorithmes de type
déterministe.

3.5.3 Influence des points de mesure

Dans la section précédente on a considéré que l’on était capable de mesurer
le champ dans n’importe quel endroit de l’espace, et plus en particulier sur
une sphère entourant la source du rayonnement. Dans la réalité on est toujours
soumis à des contraintes qui font qu’en général on ne pourra pas mesurer le
champ n’importe où. Pour cette raison on a étudié l’influence du nombre et de
la position des points de mesure sur la qualité des nos résultats.

Positionnement des points de mesure sur un plan

On a testé le comportement des algorithmes d’identification en simulant une
mesure parfaite en 3D sur 9 points, situés sur un plan au dessus de la source du
champ (fig. 3.23) à une hauteur de 1, 2 et 4 m.

Les algorithmes ont fonctionné sans problème, donnant les mêmes résultats
que ceux obtenus lorsque les points des mesure étaient repartis sur une sphère. 9 × 3 = 27 mesures

15 inconnuesIl faut remarquer que l’on dispose d’un nombre de mesures très largement su-
périeur à celui des inconnues.
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Fig. 3.23 – Position des points de mesure sur un plan au dessus de la spire.

On a alors simulé la mesure des seules composantes du champ Hy et Hz ;
même dans ces conditions on dispose encore d’un nombre de mesures supérieur
à celui des inconnues. Cette fois-ci les algorithmes d’estimation ont donné des9 × 2 = 18 mesures.
résultats complètement faux : l’erreur sur la reconstruction du champ était de
l’ordre de 200%, avec des pointes de 800% ! L’utilisation de l’algorithme géné-
tique n’a pas arrangé la situation.

L’explication de ce fait est que la matrice A du système est très mal condi-
tionnée, l’estimation du nombre de conditionnement étant de l’ordre de 1017. Le
problème n’est donc pas la convergence de l’algorithme d’optimisation, mais le
fait que la composante Hx était très riche en information. Un remède possible
consiste à mettre en œuvre une méthode de régularisation. On a donc réitéré les
mêmes simulations, mais cette fois-ci en utilisant la décomposition en valeurs
singulières (SVD) tronquée pour résoudre le système linéaire. En particulier, on
a exclu les contributions des valeurs singulières inférieures à 10−4σmax, σmax

étant la plus grande valeur singulière. Après cette modification on a obtenu une
erreur inférieure à 0.5% et une très bonne localisation de la spire.

✛

✚

✘

✙

Méthodes de régularisation

La définition de problème bien posé
a été donnée par le mathémati-
cien Hadamard en 1915. Selon cette
définition[Had23], une équation :

Ax = b

est bien posée si la solution existe, est
unique et si elle est stable. Dans les cas
où l’une de ces conditions n’est pas vé-
rifiée le problème est mal posé : c’est
cruellement le cas pour beaucoup de
problèmes inverses !
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Face à cette difficulté, les solutions
consistent à modifier légèrement le pro-
blème en s’appuyant sur une quelque
connaissance a priori de la solution.
De cette façon on obtient un nouveau
problème bien posé, dont la solution
est proche de celle du problème origi-
nal.

Décomposition en valeurs singu-
lières (SVD) :
Toute matrice A ∈ C

n×m peut être dé-
composée dans le produit suivant :

A = USV H

où U ∈ C
n×n et V ∈ C

m×m sont
des matrices unitaires, et la matrice
S ∈ C

n×m peut être écrite comme :

S =

(
Σ
0

)

la sous-matrice Σ étant diagonale.
Cette expression n’est valable que pour
n ≥ m (dans le cas inverse il existe une
représentation similaire). Les éléments
diagonales σ1 . . . σm de Σ s’appellent
valeurs singulières. Il est possible de
vérifier[Vog02] que la solution du pro-
blème au sens des moindres carrés peut
être obtenue comme :

p = UHb

q = Σ−1p

x = V q

Dans le cas de problèmes sous-
dimensionnés (n < m) ces expressions
donnent la solution de norme mini-
male. On s’aperçoit que lorsqu’une va-
leur singulière σk devient trop petite,
x devient très instable, car toute im-
précision dans pk est "amplifiée" d’un
facteur 1

σk
. La solution consiste alors à

éliminer la contribution de ces valeurs
singulières. Cette méthode s’appelle
décomposition en V.S. tronquée.

Méthode Tikhonov :
L’approche de la méthode
Tikhonov[TA76] consiste à pénaliser
des comportements retenus erronés,
ou physiquement privés de sens en in-
troduisant un terme de pénalisation
Lx. En pratique le problème original
devient un problème de minimisation
paramétré :

x = arg min ‖Ax − b‖2 + α‖Lx‖2

⇒ x =
(
AHA + αLHL

)−1

AHb

où α s’appelle paramètre de régularisa-
tion. Par exemple, si l’on souhaite que
la solution ait une norme réduite on
prendra L = I (régularisation d’ordre
0). Si le problème est effectivement mal
posé, on obtiendra une courbe en forme
de “L” en faisant varier α :

�

�� �

�� � �

�����α

���	
α

La valeur optimale pour α s’ob-
tient alors en cherchant le “coude” de
la courbe[HO93]. Il est possible de
prouver[Vog02] que pour L = I cette
approche revient à augmenter les va-
leurs singulières de la manière sui-
vante :

σk ← σ2
k+α
σ2 σk
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On a ensuite testé le fonctionnement des algorithmes dans le cas où le nombre
de mesures est inférieur à celui des inconnues. On a simulé l’estimation à partir
de seulement 4 mesures sans bruit, les points de mesure étant situés sur les
sommets d’un carré à 2 m au dessus de la source du champ.4 × 3 = 12 mesures

Pour ceci on a utilisé encore la décomposition SVD tronquée, car le sys-
tème s’avère très mal conditionné. Cette fois-ci l’erreur a été de l’ordre de 4%
(fig. 3.24) pour la valeur du seuil de 10−4σmax. L’erreur devient de l’ordre de
22% si les coefficients du multipôle sont estimés à partir des seules composantes
Hy et Hz.
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Fig. 3.24 – Erreur relative % lorsque les coefficients du multipôle sont estimés
à partir des quatre points de mesure, ici visualisés avec des signes (+).

Le fait que l’algorithme d’optimisation parvienne quand même à bien locali-
ser le centre de la spire signifie que l’erreur que l’on obtient est due intégralement
au manque d’informations sur le rayonnement du système. Ceci est confirmé par
le fait que la répartition des harmoniques est pratiquement identique dans le cas
où le multipôle est parfaitement localisé au centre de la spire. Il est donc difficile-
ment envisageable de diminuer ultérieurement cette erreur, à moins de connaître
a priori davantage d’informations sur la source du rayonnement.

Positionnement des points de mesure sur une droite

On a testé le comportement des algorithmes d’identification en simulant une
mesure parfaite en 3D sur 11 points, situés le long d’une droite alignée avec le
centre de la spire (fig. 3.25), à une distance comprise entre 1 et 2 m du centre
de la spire.

En dépit du grand nombre de mesures le problème est très mal conditionné.11 × 3 = 33 mesures
L’adoption de la décomposition SVD tronquée parvient à ramener cette erreur
à des niveaux acceptables (de l’ordre de 10%).

On constate que cette fois-ci la localisation est moins bonne par rapport aux
cas précédents ; on a alors ajouté quelques pas de l’algorithme génétique avant de
démarrer l’algorithme de Nelder-Mead pour essayer d’améliorer la convergence
de ce dernier.

Cet artifice conduit à une amélioration des performances (fig. 3.26, gauche).
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Fig. 3.25 – Position des points de mesure sur une droite alignée avec le centre
de la spire.

Ceci peut s’expliquer très simplement par le fait qu’avec cette collocation des
points de mesure on “explore” une plage extrêmement réduite de l’angle solide,
et donc on ne dispose pas de la quantité d’information suffisante pour pouvoir
reconstruire correctement le comportement du multipôle sur tous les 4π stéra-
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Fig. 3.26 – Gauche : distribution statistique de l’erreur sur 30 réalisations
dans le cas où l’algorithme de Nelder-Mead est démarré après 10 pas de l’algo-
rithme génétique (devant) ou directement (derrière). Droite : fonction objectif
J (x0, y0, z0) à minimiser évaluée pour z0 = 0.
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dians. Ce manque d’information se réfléchit sur la fonction objectif, qui devientcf. pag. 95
alors très compliquée : en particulier on observe la présence d’une vallée centrale,
séparée de deux vallées latérales par des parois très hautes (fig. 3.26, droite).
En démarrant l’algorithme de Nelder-Mead à partir de la solution obtenue avec
quelques pas de l’algorithme génétique on a plus de chances de “tomber” dans
la vallée centrale : c’est pourquoi dans ce dernier cas la distribution de l’erreur
comporte deux pics nettement séparés au niveau de 11% et 5% d’erreur.

3.5.4 Prise en compte du bruit

Jusqu’à présent on a simulé des mesures parfaites ; or, dans la réalité des
erreurs de mesure sont inévitables. Ces erreurs peuvent venir de la présence de
sources rayonnantes autres que le dispositif étudié, mais aussi des imprécisions
dans l’étalonnage de la position et de l’orientation du capteur, du caractère
non ponctuel de la mesure, du bruit électrique du circuit, etc. En parallèle àon se rappellera qu’en réa-

lité c’est le flux qui est
mesuré, l’induction étant
supposée uniforme.

cette difficulté due aux erreurs de mesure, un nouveau besoin vient s’ajouter
au cahier des charges : il ne suffit pas d’estimer une valeur pour les coefficients
du multipôle, il faut aussi connaître la variance d’une telle estimation. La solu-
tion consiste à adopter la méthode d’estimation par maximum de vraisemblance

✛

✚

✘

✙

Estimation par maximum de vraisemblance

Variables aléatoires complexes :
Soient u, v ∈ R deux variables aléa-
toires réelles, distribuées selon une loi
gaussienne avec variance σ2

2 :

u ∼ N (µu, σ2

2 )

v ∼ N (µv, σ2

2 )

On peut prouver que la variable com-
plexe x = u + jv ∈ C suive une distri-
bution gaussienne avec variance σ2 :

x ∼ N (µx, σ2)

où µx = µu + jµv.

Inégalité de Cramer-Rao :
Supposons vouloir calculer une estima-
tion x̂ d’un paramètre x à partir de
l’observation d’une autre variable aléa-
toire y, et soit p(y|x0) la densité de pro-

babilité d’observer une valeur de y don-
née, avec x = x0. Par exemple, si x = I
est un courant et y = V la tension me-
surée aux bornes d’une résistance R,
alors :

p(V |I) = 1√
2πσ2

exp
[

(V −RI)2

2σ2

]

σ2 étant la variance du bruit de mesure
supposé gaussien.
Il est possible de prouver[SS89] que la
variance de n’importe quel estimateur
non biaisé est supérieure à :

var [x̂] ≥ E
[

1
(∂ ln p(y|x)/∂x)2

]

Des inégalités similaires existent pour
des grandeurs vectorielles et/ou com-
plexes.
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✛

✚

✘

✙

Cette inégalité délimite la précision
que l’on peut espérer d’obtenir. Un es-
timateur qui atteint ces performances
se dit efficient.

Le concept de vraisemblance :
Considérons l’estimateur défini de la
manière suivante :

x̂MV = argx max p(y|x)

cet estimateur est dit du maximum de
vraisemblance. Pour en comprendre la
signification reprenons l’exemple pré-
cédent : dans ce cas là on aurait :

ÎMV = V
R

Autrement dit, on prend comme es-
timation du courant I la valeur pour
laquelle il est plus probable d’obtenir
la tension V que l’on a mesurée.

Dans le cas d’un problème d’estima-
tion linéaire avec bruit gaussien : Ax =
y+b l’estimateur x̂ML coïncide avec la
solution au sens des moindres carrés :

x̂ML =
(
AHA

)−1

AHy (3.26)

La variance du bruit σ2 peut être esti-
mée comme :

σ̂2 =
1

N − m
yH · (3.27)

[
I − A(AHA)−1AH

]−1

y

N étant le nombre d’équations du pro-
blème, et m la dimension de x. Enfin,
on parvient à estimer la matrice de va-
riance de l’estimateur x̂ comme :

var [x̂] = σ2(AHA)−1 (3.28)

L’intérêt de l’estimateur du maximum
de vraisemblance est qu’il est efficient :
donc on ne peut pas espérer trouver un
meilleur estimateur.
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Pour évaluer a priori l’effet du bruit sur la qualité de l’estimation, on a simulé
des mesures bruitées en ajoutant une quantité b aléatoire à chaque composante
du champ :

b ∼ N (0, σ2
b )

L’écart type de b que l’on a choisi est de 5% de l’amplitude de chaque compo-
sante.

Il est intéressant d’observer que l’effet du bruit n’est pas le même, selon
le nombre et la position des points de mesure. Le cas le plus favorable reste,
comme on aurait pu s’y attendre, celui où les points sont répartis sur une sphère :
dans ce cas l’erreur que l’on obtient sur 30 réalisations de la simulation est de
6%±15%. A l’opposé, la configuration la plus défavorable est celle où les points
sont disposés le long d’une droite, où même en utilisant la décomposition SVD
tronquée on obtient des erreurs très élevées (740% ± 460%).

Il est aussi intéressant d’observer que l’erreur s’avère inférieure lorsque les
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Fig. 3.27 – Distribution des harmoniques dans les cas d’une estimation à par-
tir de mesures bruitées, les points de mesure étant disposés sur une sphère (à
gauche), sur un plan (au milieu) ou sur une droite (à droite).

coefficients sont estimés à partir de 4 points seulement (45% ± 15%) au lieu
de 9 (93% ± 40%, comme on aurait pu le supposer : ceci est bien signe que le
problème est mal conditionné.

Si maintenant nous tournons notre attention vers la répartition des har-
moniques, on remarque que dans les cas où l’erreur est plus importante cettecf. pag. 95
distribution est complètement différente par rapport à celle que l’on avait calcu-
lée au tout début : en particulier le caractère dipolaire de la spire a totalement
disparu dans les cas où les points sont alignés le long d’une droite (fig. 3.27).

Estimation des coefficients du multipôle en présence de bruit

Cette dernière observation met en évidence la “clé” que l’on va utiliser pour
essayer d’améliorer la précision de l’algorithme d’estimation : lorsque dans un
développement multipolaire les coefficients des harmoniques d’ordre élevé sont
importants, il est très probable que l’estimation soit faussée par le bruit, ou par
un mauvais choix du centre du développement. Il faut donc modifier l’algorithme
d’estimation de manière à “privilégier” les termes d’ordre inférieur ; pour ceci on
va mettre en œuvre une régularisation à la Tikhonov[TA76].

On a vu plus haut qu’en absence de bruit il est possible de calculer lescf. pag. 92
coefficients du multipôle à travers un système linéaire de la forme :

A · c = h

c ∈ C
NC étant le vecteur composé par les coefficients à estimer, et h ∈ C

NP le
vecteur composé par les mesures de champ. On va reformuler ce problème comme
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Fig. 3.28 – Algorithme pour déterminer la valeur optimale de α.

un problème de minimisation, où l’on aurait ajouté un terme de pénalisation :

c = arg min
{
‖Ac − h‖2 + α‖Lc‖2

}
(3.29)

On n’a pas vraiment de pistes pour choisir la matrice L, si ce n’est que les
harmoniques d’ordre élevés doivent être pénalisés par rapport aux harmoniques
d’ordre moins élevé. Si l’on connaissait à priori des informations sur le dispositif,
on pourrait essayer de déterminer cette matrice de manière adaptée, mais ici on
va supposer que ce n’est pas le cas. On a donc essayé plusieurs matrices dans le
but d’en trouver une qui pourrait nous convenir. Après quelques “tâtonnements”,
on a adopté de façon provisoire la matrice suivante :

L =





0 · · · · · · 0
...

. . .
...

(n − 1)2

...
. . .

...
0 · · · · · · (N − 1)2




(3.30)

De cette manière les coefficients dipolaires (n = 1) ne sont pas concernés,
alors que chaque coefficient Cm

n d’ordre n ≥ 2 va être pénalisé à raison de
(n − 1)4|Cm

n |2.
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Pour déterminer la valeur optimale du paramètre de régularisation α on a
adopté l’algorithme en fig. 3.28, qui consiste à normaliser la courbe à “L”, et
rechercher le point où la courbe est tangente à une droite à 45 degrés.
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Fig. 3.29 – Deux cas de fonctionnement de la méthode Tikhonov.

Cette méthode est très empirique, et à vrai dire je n’ai pas d’explication ri-
goureuse sur son fonctionnement. On peut observer que dans le cas où la courbe
à “L” présente un coude très prononcé, on parvient à une très bonne localisation
de ce coude (fig. 3.29, gauche). Par contre, si la courbe à “L” est un peu lissée et
le coude pas très prononcé, cette méthode a tendance à fournir des valeurs de α
relativement importantes (fig. 3.29, droite) : autrement dit, en cas de “doute” elle
oriente l’algorithme vers une action de régularisation très forte, plutôt que vers
un comportement conservatif. Cette attitude pourrait expliquer pourquoi l’al-
gorithme d’estimation semble posséder de bonnes caractéristiques de robustesse.

Les simulations numériques, indiquent que cet algorithme d’estimation conduit
à une très nette amélioration des performances. Dans ces simulations seule la
méthode d’optimisation de Nelder-Mead a été utilisée. Ces simulations ont été
répétées 60 fois pour chaque configuration, dans le but de tester la fiabilité et la
reproductibilité des résultats. On a résumé dans le tableau suivant les erreurs
maximales obtenues avec la méthode de la factorisation SVD tronquée et avec
la méthode Tikhonov :

configuration
de mesure

factorisation
SVD tronquée

méthode
Tikhonov

22 points sur une sphère 6% ± 15% 18% ± 16%
9 points sur un plan 93% ± 40% 9% ± 10%
4 points sur un plan 45% ± 15% 6% ± 1.3%
11 points sur une droite 740% ± 640% 62% ± 193%

Seul le cas où les 22 points sont répartis sur une sphère pose quelque pro-
blème, mais là la configuration est telle que l’on n’avait pas besoin d’utiliser
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Fig. 3.30 – Erreur % calculée sur une sphère de rayon 1.5 m pour deux réali-
sations de la simulation. En haut, les points de mesure se trouvent sur un plan
au dessus de la source du champ ; en bas, ils sont alignés sur une droite. Dans
ces deux configurations, l’erreur a été calculée à partir des résultats obtenus par
décomposition SVD tronquée (gauche) et avec la méthode Tikhonov (droite).

la méthode de régularisation. De plus, cette mauvaise performance est due en
partie à des problèmes de convergence de l’algorithme de Nelder-Mead : si l’on
exclut les réalisations où le centre du multipôle n’a pas été bien localisé l’erreur
tombe à 10%± 1%. Le même cas de figure se retrouve dans le cas où les points
sont alignés sur une droite, où l’erreur tombe à 17% ± 8% une fois écartées les
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réalisations où le centre n’a pas été bien localisé. Quelques pas de l’algorithme
génétique avant de démarrer l’algorithme de Nelder-Mead pourraient aider à
résoudre ce problème de convergence.

3.6 Premières applications à des dispositifs réels

La méthodologie d’identification que nous avons présentée a été testée avec
le transformateur cuirassé, en utilisant les mesures déjà utilisées précédemment,cf. pag. 84
et avec la bobine (C) à noyau de fer de type U+I.
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Fig. 3.31 – Induction magnétique sur le plan au dessus du transformateur.
Gauche : valeurs de B mesurées. Droite : valeurs de B calculées avec un multipôle
du 3ème ordre, identifié avec la méthode des moindres carrés.

3.6.1 Le transformateur cuirassé

Nous avions déjà mesuré le champ magnétique
−→
H sur un plan au dessus

du transformateur (25 points), et le long d’une droite (10 points). Les signaux
enregistrés sont composés de cinq composantes fréquentielles, multiples de la
fondamentale (50 Hz). Seule la composante fondamentale a été prise en compte.6

On a donc utilisé le champ mesuré en 25 points sur le plan pour estimer les
coefficients d’un multipôle. Ensuite on a comparé le champ mesuré le long de la
droite avec celui généré par le multipôle équivalent.
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6Ceci n’est pas limitatif, d’autant plus qu’on a vérifié que pour ce dispositif le spectre du
signal est le même d’un point de mesure à l’autre.
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On a d’abord essayé d’identifier un multipôle du troisième ordre avec la
méthode des moindres carrés pour l’estimation des coefficients, et l’algorithme
de Nelder-Mead pour optimiser le choix du centre du développement.

La reconstruction du champ sur le plan au dessus du transformateur ne pose
aucun problème (fig. 3.31). En revanche la validation le long de la droite est
beaucoup moins bonne (fig. 3.32, courbes ¤ et △).

Une augmentation de l’ordre du multipôle produit des résultats d’encore
moins bonne qualité : il faut donc utiliser des techniques de régularisation.
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Fig. 3.32 – Induction magnétique générée par le transformateur le long de la
droite : (◦) = valeurs mesurées, (¤) = multipôle estimé à partir de 6 points
avec la méthode des moindres carrées, (△) = multipôle estimé à partir de 25
points avec la méthode des moindres carrées, (⋆) = multipôle estimé à partir de
25 points avec la méthode Tikhonov.

La méthode par décomposition SVD tronquée, que nous avons essayée en
premier, n’a pas permis d’obtenir une amélioration significative de la précision.

Nous avons donc essayé la méthode de Tikhonov. Cette fois-ci l’amélioration
obtenue a été très importante : l’erreur maximale est passée de 300% à presque
20%. (fig. 3.32, courbe ⋆).
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3.6.2 La bobine à noyau de fer 3D (C)

Nous avons mesuré le champ magnétique
−→
H sur un plan au dessus du trans-

formateur (64 points), et le long d’une droite (15 points).
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Fig. 3.33 – Induction magnétique sur le plan au dessus du système inducteur
(C). Gauche : valeurs de B mesurées. Droite : valeurs de B calculées avec un
multipôle du 3ème ordre, identifié avec la méthode des moindres carrés à partir
de 9 points du plan.

Dans ce cas, la solution obtenue à partir de 9 points seulement (parmi les
64 points du plan) avec la méthode des moindres carrés est déjà très précise, et
ne nécessite pas de régularisation (fig. 3.33 et fig. 3.34, courbe +).

En revanche, si l’on utilise tous les 64 points à disposition, la solution est
beaucoup moins précise (fig. 3.34, courbe ¤). Nous avions déjà rencontré ce type
de comportement en simulation avec la spire.cf. pag. 105,106

Nous avons donc régularisé ce problème par la méthode de la décomposition
SVD avec α = 10−2 comme paramètre de régularisation (fig. 3.34, courbe ⊳),
et par la méthode de Tikhonov (fig. 3.34, courbe ⋆).

On constate que ces deux méthodes fournissent des solutions très améliorées
par rapport à la méthode des moindres carrées.

3.7 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons abordé le problème de la caractérisation des
champs de fuite avec une démarche expérimentale. Nous avons montré qu’il est
nécessaire de connaître le module du champ, mais aussi sa phase : pour ceci
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Fig. 3.34 – Induction magnétique générée par le système inducteur (C) le long
de la droite : (◦) = valeurs mesurées, (+) = multipôle estimé à partir de 9 points
avec la méthode des moindres carrées, (¤) = multipôle estimé à partir de 64
points avec la méthode des moindres carrées, (⊳) = multipôle estimé à partir
de 64 points avec la décomposition SVD, (⋆) = multipôle estimé à partir de 64
points avec la méthode Tikhonov.

nous avons mis au point une technique de mesure originale.

Ensuite nous avons établi une méthodologie permettant de caractériser les
champs de fuite à travers un modèle de source équivalente, qui s’appuie sur le
concept de multipôle.

Des techniques d’optimisation automatiques ont été utilisées pour augmenter
les performances de ce modèle, en termes de précision et simplicité (= coût).

L’identification des paramètres de cette source étant un problème générale-
ment mal posé, nous avons développé et utilisé diverses techniques de régulari-
sation.

La viabilité de cette technique a été prouvée, d’abord par simulation avec
une source simple (une spire en air), et ensuite expérimentalement avec deux
cas réels.
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“... from the time of Kepler to that of Newton, and from New-

ton to Hartley, not only all things in external nature, but the

subtlest mysteries of life and organization, and even of the in-

tellect and moral being, were conjured within the magic circle

of mathematical formulae.”

Samuel T. Coleridge

4
Modélisation des phénomènes induits

dans le corps humain

4.1 Introduction

Dans les deux chapitres précédents nous avons traité la modélisation des
champs de fuites, respectivement avec une démarche numérique et expérimen-
tale. Dans ce dernier chapitre, nous présentons un code de calcul 3D, permettant
de modéliser les phénomènes induits dans le corps humain par le champ rayonné
par des dispositifs réalistes. Le champ rayonné peut être caractérisé par :

- des calculs analytiques (dispositifs connus de type filaire)
- un calcul 3D “direct” (dispositifs connus avec pièces magnétiques)
- une source rayonnante équivalente (dispositifs inconnus)

Cette modélisation présente des particularités, liées à la complexité et à la spé-
cificité du corps humain. De ce fait, deux problématiques se présentent :

- quelle formulation adopter ?
- quel modèle pour le corps humain ?

Une formulation spéciale φ − A, qui permet de limiter le domaine de réso-
lution au seul corps humain, a été mis en œuvre avec la méthode des éléments
finis.

Nous avons utilisé le code développé pour étudier l’influence de la décrois-
sance du champ et de l’hétérogénéité du corps humain sur les phénomènes in-
duits. Pour ceci, deux modèles du corps humain ont été utilisés : un modèle
géométrique simplifié, et une structure anatomique plus réaliste dans laquelle
les propriétés électriques des différents organes sont prises en compte.
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Fig. 4.1 – Conductivité et permittivité (en échelle logarithmique) de quelques
tissus représentatifs du corps humain en fonction de la fréquence : (◦) = muscle,
(△) = graisse, (¤) = intestin.

4.2 Spécificités de la modélisation dans la ma-
tière vivante

La modélisation des phénomènes électromagnétiques dans la matière vivante
est une direction de recherche qui reçoit de nos jours beaucoup d’intérêt. Cette
modélisation requiert une attention toute particulière, en raison des spécificités
de la matière vivante.

4.2.1 Absence d’une échelle spécifique

A différence des dispositifs électrotechniques classiques, où il est possible
de définir de manière précise une échelle spatiale, dans le cas du corps humain
ceci est clairement impossible : non seulement la géométrie, mais aussi les phé-
nomènes physiques et la manière de les appréhender ne sont pas les mêmes à
l’échelle macromoléculaire (protéines, ADN, enzymes, ...), cellulaire, ou encore
à l’échelle des différents tissus et organes.

Ceci pose des problèmes d’interprétation des résultats, car avec une approche
“classique” on ne peut calculer que des valeurs moyennes à l’échelle macrosco-
pique. Par exemple, on sait très bien définir une densité de courant à l’échelle
d’un organe, mais on ne sait pas comment ce passage du courant s’effectue au
niveau des vaisseaux sanguins qui traversent cet organe.
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4.2.2 Les propriétés électriques

La matière vivante possède des propriétés électriques très particulières, et
en tout cas très différentes des matériaux classiques de l’électrotechnique. http ://safeemf.iroe.

fi.cnr.it/ tissprop/Encore une fois, il est important de souligner que l’on ne peut mesurer que des
valeurs moyennes macroscopiques, la matière vivante n’étant pas homogène. En
particulier, les valeurs que l’on peut trouver dans [GGC96, GLG96a, GLG96b]
ont été obtenues avec des mesures d’impédance in vitro, par identification d’un
schéma équivalent simpliste de type R-C parallèle.
Ces valeurs des propriétés électriques peuvent varier beaucoup en fonction de
l’intensité des champs et de la fréquence (fig. 4.1) :

- La permittivité ǫr est très élevée à basse fréquence, et décroît très rapi-
dement en fonction de celle-ci. Des valeurs aussi élevées à basse fréquence
ne peuvent s’expliquer qu’en supposant un certain mécanisme lié à l’hété-
rogénéité des tissus vivants.

- La conductivité σ est très faible, et tend à augmenter lentement avec la
fréquence.

- La perméabilité µr est unitaire.

Enfin, les propriétés électriques de la matière vivante dépendent de la quan-
tité d’eau dans les tissus[NBP+03] : c’est pourquoi elles peuvent varier en fonc-
tion de l’activité de l’organisme - et en particulier elles changent rapidement
après la mort, ce qui complique beaucoup la mesure.

4.2.3 Formulation quasi-statique ou propagation d’onde ?

Le fait que la permittivité soit aussi élevée à basse fréquence rend problé-
matique le choix de la formulation à adopter. Si l’on écrit les équations de
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Fig. 4.2 – Variation du rapport ωε
σ en fonction de la fréquence : (◦) = muscle,

(△) = graisse, (¤) = intestin.
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Maxwell avec une représentation fréquentielle, le rapport entre l’intensité des

courants de déplacement
−→
J d = ε∂

−→
E

∂t ⇋ jωε
−→
E et de conduction

−→
J c = σ

−→
E est

donné par ωǫ
σ . Or, à cause de la valeur exceptionnellement élevée de la permit-

tivité, les courants de déplacement commencent à être non négligeables à des
fréquences très inférieures à 100 KHz par rapport à d’autres systèmes classiques
(fig. 4.2). En conséquence, la séparation entre l’approche quasi-statique et celle
de propagation d’onde devient plus floue, même si les distances en jeu sont
beaucoup plus réduites par rapport à la longueur d’onde du champ.

4.2.4 Difficulté de l’expérimentation in vivo

La mesure de grandeurs électriques aussi faibles que des courants induits
à l’intérieur d’un être vivant est difficile, car il faut arriver à distinguer ces
courants de l’activité électrique naturelle de la matière vivante.

A coté de ce volet technique, il en existe un autre de nature éthique : on n’a
pas le droit (heureusement) de faire n’importe quelle manipulation sur des êtres
vivants, ce qui impose des contraintes supplémentaires.

Pour toutes ces raisons, à ma connaissance il n’existe pas à l’heure actuelle
de réelle possibilité de valider les modèles numériques basse fréquence avec des
mesures in vivo.

4.3 Modélisation des phénomènes induits basses
fréquences

Il existe deux situations d’exposition humaine à des champs électromagné-
tiques basse fréquence :
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�Valeurs typiques à 20m
d’une ligne 400 kV,
1000A : E = 1 kVm−1,
B = 6 µT

- systèmes haute tension, faible courant : c’est le cas des lignes électriques
HT. Dans cette situation on considère que l’effet du champ électrique est
prépondérant par rapport au champ magnétique.

- systèmes basse tension, fort courant : c’est le cas de la plupart des appa-
reils électriques domestiques et industriels. Dans cette situation, c’est le
champ magnétique qui est considéré comme prépondérant.

Le couplage entre ces champs et le corps humain entraîne la circulation de
courants induits à l’intérieur du corps humain. Cependant, les phénomènes phy-
siques mis en jeu sont complètement différents, selon que l’exposition soit due
au champ électrique ou magnétique : de ce fait, l’approche de la modélisation
est complètement différente dans ces deux cas.

En basse fréquence, et en absence de courants induits de forte intensité, le
champ électrique et magnétique sont découplés l’un de l’autre. Si l’on suppose
qu’au moins en première approximation le comportement de la matière vivante
est linéaire, les effets de ces deux champs sur le corps humain peuvent être
étudiés indépendamment l’un de l’autre.
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4.3.1 Systèmes haute tension, faible courant

Lorsque le corps humain est exposé à un champ électrique, des mécanismes
de couplage ont lieu :

- déplacement de charges mobiles (électrisation)
- création et orientation de dipôles électriques (polarisation).

En basse fréquence, les valeurs de la permittivité des différents organes sont
extrêmement élevées : l’interaction champ-corps humain est donc très forte.
Cette interaction a pour effet la génération d’une densité de charge surfacique
ρs importante, qui affaiblit fortement le champ électrique à l’intérieur du corps
humain.

Cependant, lorsque le champ électrique est alternatif, ces phénomènes d’élec-
trisation et de polarisation deviennent périodiques, et sont à l’origine de courants
induits à l’intérieur du corps humain :

- le déplacement des charges mobiles se traduit par un courant de conduction
- le retournement des dipôles se traduit par un courant de déplacement.

Modélisation numérique

Bien qu’il soit possible de calculer ces densités de courant avec une formu-
lation électrodynamique classique[CIY+84], ceci n’est pas la meilleure solution
car il faudrait prendre en compte en même temps la source du champ et le corps
humain. De ce fait, la complexité de la géométrie qu’il est possible de modéliser
est limitée par la quantité de mémoire requise. De plus, la présence de matériaux
avec propriétés électriques très différentes peut poser des problèmes d’instabilité
numérique.

Pour contourner ce problème, des formulations adaptées ont été développées.
Ces formulations sont basées sur le fait que, à cause de la très grande permitti-
vité de la matière vivante, le champ électrique est perpendiculaire à la surface
du corps humain. Ceci permet de calculer le champ rayonné et les phénomènes
induits indépendamment l’un de l’autre.

Par exemple, dans [DCS98], un premier calcul est effectué avec la technique
des différences finies dans le domaine du temps (FDTD) pour déterminer le

champ électrique
−→
E ext à l’extérieur du corps humain. Pour ceci, le corps humain

est remplacé par une surface équipotentielle Γ :

−→
E ext = −−→∇φ

ext
(4.1)

{ ∇2φ
ext

= 0

φ
ext

= 0 sur Γ
(4.2)

La densité de charge ρs sur la surface du corps humain Γ est alors calculée
à partir du champ électrique extérieur :

ρs = ε0
−→
E ext · −→n (4.3)
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Un deuxième calcul est alors effectué avec la technique des différences finies
en potentiel scalaire (FDSP) pour déterminer le champ électrique

−→
E int à l’inté-

rieur du corps humain, et donc la densité de courant de conduction
−→
J = σ

−→
E int :

−→
E int = −jω

−→∇φ
int

(4.4)






−→∇ ·
(
σ
−→∇φ

int

)
= 0

σ
∂φ

int

∂n
= −ρs sur Γ

(4.5)

σ étant la conductivité du corps humain. Dans ce travail les courants de dépla-
cement ont été considérés négligeables.

D’autres approches consistent à calculer la charge surfacique par le biais
d’un ensemble de sources équivalentes[ABIM00], ou avec une formulation inté-
grale[CCL86]. Une fois que cette charge a été calculée, la répartition des courants
à l’intérieur du corps humain est calculée à partir de l’équation de continuité :

−→∇ · −→J = −dρ

dt

4.3.2 Systèmes basse tension, fort courant

Lorsque le corps humain est exposé à un champ magnétique variable dans
le temps, un champ électrique est induit en tout point par effet de la loi de
Faraday :

−→∇ ×−→
E = −d

−→
B

dt

Ce champ électrique alternatif soutient des courants de conduction, et entraîne
des phénomènes de polarisation. Ces phénomènes sont eux-mêmes alternatifs,
et donc se traduisent en des courants de déplacement.
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Modélisation numérique

Comme pour le cas précédent, il est tout à fait possible de calculer les phé-
nomènes induits dans le corps humain avec une formulation magnétodynamique
classique. L’inconvénient de cette approche est que l’on est obligé de prendre en
compte en même temps la source du champ et le corps humain, avec tous les
problèmes qui en découlent (grande occupation de mémoire, instabilités numé-
riques possibles).

Des formulations adaptées ont étés développées, dans l’objectif de séparer le
calcul du champ rayonné, de celui des courants induits dans le corps humain.
Ces formulations sont basées sur le fait que la perméabilité de la matière vivante
est unitaire ; donc la présence du corps humain ne produit pas de modifications
sur un champ magnétique statique. De plus, la “réaction d’induit” du corps hu-
main est négligeable à basse fréquence, à cause de la faible conductivité des
tissus (de l’ordre de 0.4 Sm−1, voir tab. 4.1) De ce fait, le champ rayonné peut
être déterminé en absence du corps humain, soit avec un calcul classique, soit
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Tab. 4.1 – Conductivité de quelques tissus du corps humain[GLG96a]

10 Hz 100 Hz 1 kHz 10 kHz 100 kHz 1 MHz
graisse 0.01221 0.02081 0.02240 0.02383 0.02441 0.02508
muscle 0.20197 0.26671 0.32115 0.34083 0.36185 0.50268
os 0.02003 0.02006 0.02016 0.02043 0.02079 0.02435
reins 0.05441 0.10216 0.11274 0.13774 0.17134 0.27823
foie 0.02771 0.03813 0.04138 0.05350 0.08457 0.18665
sang 0.70000 0.70000 0.70000 0.70004 0.70292 0.82211
intestin 0.51113 0.52241 0.53236 0.55967 0.59420 0.86488
rate 0.20278 0.20558 0.20758 0.21303 0.21890 0.23608
veines 0.25055 0.27789 0.30709 0.31308 0.31870 0.32671
aorte 0.25055 0.27789 0.30709 0.31308 0.31870 0.32671

avec une démarche expérimentale. Il est ensuite possible de déterminer les phé-
nomènes induits à l’intérieur du corps humain avec un calcul, dont le domaine
de résolution peut se limiter à la seule matière vivante.

Plusieurs méthodes peuvent être utilisées pour calculer les phénomènes in-
duits. En littérature on trouve principalement des travaux sur les différences
finies[GBR+99, DCS99, DCS02], les éléments finis[RMRW92, MNB+93, WE94] cf. pag. 37
et la méthode des impédances[HITY95, DG85, SZ96].

La méthode des différences finies et celle des éléments finis sont basées sur
une même formulation φ−A. Cette formulation, qui sera décrite en détail plus
loin, requiert la connaissance du potentiel vecteur magnétique

−→
A . Par contre, la

méthode des impédances est basée sur les équations de Maxwell en forme inté-
grale, et le champ magnétique

−→
H peut être employé directement comme terme

source.

Dans la méthode des différences finies et celle des impédances la géométrie
du corps humain est discrétisée en plusieurs unités de volume cubiques (voxels =
VOLume cell ELement). Ceci permet de construire rapidement la structure du
corps à partir de coupes IRM. En revanche, un très grand nombre de voxels (de
l’ordre de quelques millions) est nécessaire pour obtenir une géométrie réaliste.

Dans la méthode des éléments finis, la géométrie est discrétisée en s’ap-
puyant sur un maillage, qui est composé de tétraèdres, hexaèdres ou cubes de
forme et taille diverses. Grâce à la plus grande souplesse de cette structure, un
nombre d’éléments beaucoup moins élevé est nécessaire pour obtenir une des-
cription suffisamment précise de la géométrie du corps humain. En revanche,
la construction de la structure géométrique du corps humain est beaucoup plus
compliquée, et requiert donc un travail important. Ce travail est préalable à la
phase de calcul proprement dite, et doit être effectué une seule fois.
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✚

✘

✙

La méthode des impédances

La méthode des impédances[DG85]
consiste à construire un réseau élec-
trique représentatif de la matière vi-
vante et à appliquer les équations de
Kirchhoff. Pour ceci, le volume occupé
par la matière vivante est décomposé
en voxels rectangulaires (ou cubiques
en 3D). Chaque sommet des voxels
est remplacé par un nœud. Également,
chaque arête des voxels est remplacée
par une impédance Z = 1

σ+jωε · ∆L
∆S , où

∆L et ∆S représentent respectivement
la longueur de l’arête correspondante,
et la section du voxel. Les inconnues
du problème sont les courants I dans
les anneaux formés par les arêtes de
chaque voxel. L’équation imposée pour

chaque voxel est la loi de Kirchhoff, où
une force électromotrice E = jωφ est
imposée, conformément à la loi d’in-
duction de Faraday.

∆L Z 

I 

E=jωφ 

4.4 Formulation spéciale φ − A

Nous avons développé un code de calcul 3D aux éléments finis pour simuler
les phénomènes induits dans le corps humain. Ce code s’appuie sur une formu-
lation spéciale φ−A, qui présente deux avantages par rapport aux formulations
A − AV et T − φ − ψ classiques :

- le domaine de résolution est limité au seul corps humain
- une seule inconnue complexe par nœud est nécessaire, au lieu de quatre.

Les hypothèses que nous avons retenues sont les suivantes :

- pas de phénomènes de propaga-
tion d’onde

⇒ approche quasi-statique

- régime harmonique ⇒ d

dt
⇆ jω

- champ magnétique rayonné il est caractérisé par le potentiel
vecteur

−→
A , dont la connaissance

en tous les nœuds du maillage est
requise.

- réaction d’induit du corps hu-
main négligeable

⇒ le champ rayonné peut être cal-
culé à part (en absence du corps
humain).

- les courants de déplacement ont
été négligés

⇒ −→
J = σ

−→
E
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4.4.1 Formulation forte

Soit Ω le volume occupé par le corps humain, et Γ = ∂Ω sa frontière. Sup-
posons avoir calculé à part un potentiel vecteur

−→
A , correspondant au champ

magnétique rayonné. Ceci peut se faire avec un calcul direct 3D, soit en identi-
fiant les coefficients d’une source équivalente. On peut donc écrire le rotationnel cf. éq. 3.18
du champ électrique comme :

−→∇ ×−→
E = −jω

−→
B = −jω

−→∇ ×−→
A

d’où : −→
E = −jω

−→
A −−→∇φ (4.6)

La grandeur φ est un potentiel scalaire électrique, qui dépend de la jauge choisie

pour
−→
A et des conditions à la frontière. Ce potentiel scalaire est l’inconnue du

problème. Une fois ce potentiel obtenu, il est simple de calculer la densité de
courant induit dans le corps humain :

−→
J = −σ

(
jω

−→
A +

−→∇φ
)

(4.7)

En remplaçant cette expression de la densité de courant dans l’équation de
conservation de la charge

−→∇ · −→J = 0 on obtient :

−→∇ ·
(
σ
−→∇φ

)
= −jω

−→∇ ·
(
σ
−→
A

)
(4.8)

Cette dernière équation est valable partout à l’intérieur de Ω, à condition
de définir les opérateurs différentiels au sens des distributions[Bos, Sch66]. En
outre, à l’interface entre deux milieux Ω1 et Ω2 avec conductivités σ1 6= σ2 la
densité de courant doit satisfaire la condition de continuité de la composante
normale : (−→

J 2 −
−→
J 1

)
· −→n = 0 (4.9)

Les conditions à imposer à la frontière Γ peuvent être déduites de cette
dernière relation, où l’on posera σ1 = 0 :

−→
J · −→n = 0 ⇒

∂φ

∂n
= −jω

−→
A · −→n (4.10)

L’ensemble des équations (4.8)-(4.10) constitue une formulation forte du pro-
blème.

4.4.2 Formulation faible

Soit W+ l’ensemble des fonctions w : Ω 7−→ C continues et différentiables,
et W l’ensemble des fonctions w : Ω 7−→ C continues et différentiables par
morceaux. Après avoir multiplié (4.8) par une fonction w ∈ W+ et intégré sur
Ω on obtient : ∫∫∫

Ω

−→∇ ·
[
σ
−→∇φ + jωσ

−→
A

]
w dΩ = 0 (4.11)
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Supposons pour l’instant que σ soit constante sur Ω (c’est-à-dire, que le corps
humain soit homogène) : en intégrant par parties le membre gauche de (4.11)
on obtient : ∫∫∫

Ω

−→∇ ·
[
σ
−→∇φ + jωσ

−→
A

]
w dΩ =

∫∫

Γ

[
σ
−→∇φ + jωσ

−→
A

]
w · −→n dΓ −

∫∫∫

Ω

[
σ
−→∇φ + jωσ

−→
A

]
· −→∇w dΩ (4.12)

et si l’on tient compte de la condition à la frontière (4.10) on peut écrire :

∫∫∫

Ω

[
σ
−→∇φ + jωσ

−→
A

]
· −→∇w dΩ = 0 (4.13)

En effet, on peut montrer que toute fonction φ qui satisfait cette condition pour
n’importe quelle fonction w ∈ W+ est aussi solution du problème (4.8)-(4.10), à
condition que σ soit constante sur Ω.

Considérons d’abord le sous-ensemble des fonctions w ∈ W+ t.q. w = 0 sur
Γ. D’après (4.12) on a :

∫∫

Γ

[
σ
−→∇φ + jωσ

−→
A

]
w · −→n dΓ = 0

donc :
∫∫∫

Ω

[
σ
−→∇φ + jωσ

−→
A

]
·−→∇w dΩ = −

∫∫∫

Ω

−→∇·
[
σ
−→∇φ + jωσ

−→
A

]
w dΩ = 0 ∀w ∈ W+

ce qui implique que
−→∇ ·

(
σ
−→∇φ

)
= −jω

−→∇ ·
(
σ
−→
A

)
. On peut ainsi réécrire (4.11)

comme :
∫∫

Γ

[
σ
−→∇φ + jωσ

−→
A

]
w · −→n dΓ −

∫∫∫

Ω

[
σ
−→∇φ + jωσ

−→
A

]
· −→∇w dΩ = 0

Si l’on impose maintenant la condition (4.12) dans le cas général où w 6= 0 sur

Γ, il est immédiat de prouver que la condition
∂φ

∂n = −jω
−→
A · −→n sur Γ doit aussi

être vérifiée.
Maintenant on va montrer que si l’on impose (4.13) pour toute fonction

w ∈ W, alors la condition d’interface (4.9) est aussi vérifiée. Pour ceci, supposons
pour simplicité que Ω = Ω1 ∪ Ω2, avec σ1 6= σ2. Appelons :

σ1 σ2 

Ω1 Ω2 

Σ 

Σ = Ω1 ∩ Ω2

l’interface entre Ω1 et Ω2, et soient :

Γ1 = Γ ∩ Ω1

Γ2 = Γ ∩ Ω2
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les parties restantes de la frontière de Ω1 et Ω2 respectivement. Appliquons
(4.12) séparément sur Ω1 et Ω2 pour mettre en évidence l’intégrale de surface
sur Σ. En répétant un raisonnement similaire on obtient :

∫∫

Σ

[
σ1

−→∇φ + jωσ1
−→
A

]
w · −→n 1dΣ +

∫∫

Σ

[
σ2

−→∇φ + jωσ2
−→
A

]
w · −→n 2dΣ = 0

d’où, après avoir remarqué que σ
−→∇φ + jωσ

−→
A =

−→
J et −→n 1 = −−→n 2, on arrive à

�

�

�

�

�

�

�

�

σ1 

Ω1 

Γ1 
Σ 
n1 

l’expression suivante, qui doit être valable pour toute fonction w ∈ W :
∫∫

Σ

(−→
J 2 −

−→
J 1

)
w · −→n dΣ = 0

Donc
(−→

J 2 −
−→
J 1

)
· −→n = 0.

En résumant, le problème de départ (4.8)-(4.10) peut s’exprimer sous forme
faible de la manière suivante :

∫∫∫

Ω

[
σ
−→∇φ + jωσ

−→
A

]
· −→∇w dΩ = 0 ∀w ∈ W (4.14)

W étant l’ensemble des fonctions w : Ω 7−→ C continues et différentiables par
morceaux.

4.4.3 Résolution

Puisque le potentiel scalaire φ est continu sur Ω, on a choisi de programmer
la formulation en utilisant des éléments nodaux classiques[Hug87]. Le domaine
Ω a donc été discrétisé avec des éléments tétraédriques du premier ordre, et
l’équation (4.14) est imposée en s’appuyant sur la méthode de Galerkin[Bos].
La matrice du système linéaire ainsi obtenu est symétrique, définie positive : la
méthode du gradient conjugué[BBC+94] s’avère bien adaptée pour résoudre ce
type de système linéaire. Ce code de calcul a été réalisé en partie à partir de
modules développés au sein du CEGELY, notamment pour ce qui concerne la
résolution du système linéaire.

4.4.4 Validation

Pour valider ce code de calcul, nous avons comparé les résultats obtenus
avec des formules analytiques et avec une formulation numérique classique, im- cf. pag. 23
plémentée dans le logiciel aux éléments finis Flux3d[CED].

Comparaison avec une solution analytique

Considérons le problème de calculer les courants induits dans une sphère
homogène par un gradient de champ magnétique. Pour cette configuration par-
ticulière, et sous les mêmes approximations qui ont servi pour développer la
formulation spéciale φ − A, il existe des solutions analytiques exactes[BBB02]. cf. pag. 122

Dans le cas d’un gradient de champ orienté selon la direction Z :

−→
B = Gzz

−→e z
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La méthode du Gradient Conjugué

La méthode du Gradient Conjugué
(GC) est une méthode itérative, non
stationnaire, qui s’avère particulière-
ment adaptée pour résoudre des sys-
tèmes linéaires creux Ax = b où la ma-
trice A est définie positive. L’idée de
base est de partir d’un point x0 quel-
conque, et de s’approcher à chaque pas
vers la solution du système par des di-
rections de descente pk :

xk+1 = xk + αkpk

À la différence d’autres méthodes
(comme la méthode de Jacobi ou de
Gauss-Seidel, dites stationnaires) la di-
rection de descente pk est modifiée à
chaque pas de l’algorithme :

pk = rk + βk−1pk−1

où rk = b − Axk est dit résidu. Les
coefficients αk et βk−1 sont choisis de
manière optimale, de sorte à minimi-
ser à chaque pas le résidu rk dans la

norme induite par A[BBC+94] :

αk =
rH

k−1rk−1

pH
k

Apk

βk−1 =
rH

k−1rk−1

rH
k−2

rk−2

Il est possible de montrer qu’avec ce
choix la direction de descente pk au pas
k est orthogonale à toutes les autres di-
rections employées aux pas précédents
(= on ne descend jamais par le même
chemin).
De plus, la convergence de la méthode
vers la solution du système est ga-
rantie, et le nombre d’itérations né-
cessaires est proportionnel à

√
κ2, κ2

étant le nombre de conditionnement
spectrale de la matrice A. Des précon-
ditionneurs peuvent être utilisés pour
réduire ce nombre de conditionnement,
et accélérer ainsi la convergence de l’al-
gorithme.

la densité de courant induit est égale à :

−→
J = −jσω

4
Gzr

2 sin(2θ)−→e ϕ (4.15)

�

�

ϑ 
r 

z 

eϕϕϕϕ    

ϕ 

cf. pag.98

On a donc simulé cette configuration, et on a comparé la densité de courant−→
J FE fournie par le code de calcul développé, avec cette solution analytique.
Cette comparaison a été répétée pour différents maillages de la sphère. Pour
quantifier la précision de la solution nous avons pris comme critère le facteur
d’erreur suivant :

χ[J ] =
1

max ‖−→J FE‖

∫∫∫

Ω

‖−→J −−→
J FE‖ dΩ (4.16)

Une quantité similaire est définie pour le potentiel scalaire φ :

χ[φ] =
1

max |φ|

∫∫∫

Ω

|φ − φ
FE

| dΩ (4.17)

Cette comparaison montre (tab. 4.2) que le résultat converge vers la solution
exacte si l’on augmente la finesse du maillage, ce qui valide la méthode sous
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les mêmes hypothèses que nous avons retenues pour développer la formulation
spéciale φ − A.

Tab. 4.2 – Facteur d’erreur χ en fonction de la finesse du maillage

Nombre de
nœuds en
surface

Nombre
total de
nœuds

Nombre
d’éléments

Facteur
d’erreur
χ[φ]

Facteur
d’erreur
χ[J ]

100 132 427 2.31% 3.81%
200 229 651 2.86% 3.99%
400 510 1676 1.64% 2.28 %
500 1775 9075 0.45% 2.20%
850 2982 15309 0.38% 1.75%

Comparaison avec une formulation classique

Pour tester les limites de validité de la formulation spéciale on a comparé les
résultats obtenus avec cette formulation, et avec la formulation magnétodyna-
mique classique T −φ−ψ, implantée dans le logiciel Flux3d. La configuration
simulée est une sphère homogène de conductivité σ, exposée au champ généré
par une spire circulaire (fig. 4.3). La sphère est maillée avec 15309 éléments
tétraédriques (du deuxième ordre avec Flux3d, du premier ordre avec le code
de calcul développé). �

�

�

�

Fig. 4.3 – Champ électrique induit à la surface d’une sphère de conductivité σ =
1 Sm−1 et rayon a = 100 mm par une spire circulaire (fréquence f = 100 kHz).

Les simulations on été répétées pour différentes valeurs du produit σf (f
étant la fréquence). Pour chaque simulation, on a calculé l’écart entre les solu-
tions φ3D et φFE obtenues avec ces deux formulations, et donc le facteur d’erreur
χ[φ], qui dans ce cas est défini comme :

χ[φ] =
1

max |φ
3D

|

∫∫∫

Ω

|φ
3D

− φ
FE

| dΩ

où φ3D est le potentiel calculé par flux3d.
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Cette comparaison (fig. 4.4) montre que la limite de validité de la formula-
tion spéciale φ − A se situe dans la plage 106 ≤ σf ≤ 107 Sm−1s−1. Ceci est
attribuable au fait que lorsque la fréquence augmente, la réaction d’induit du
corps humain n’est plus négligeable.

Compte tenu que la conductivité des tissus est inférieure à 1 Sm−1, on estcf. tab. 4.1 pag. 121
assuré de la validité de cette formulation jusqu’à au moins 100 kHz.
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Fig. 4.4 – Comparaison avec une formulation classique : facteur d’erreur χ[φ]
en fonction de σf .

4.5 Premières applications

Nous avons utilisé ce code de calcul pour étudier la répartition des phéno-
mènes induits à l’intérieur du corps humain. En particulier, nous nous sommes
intéressés à deux aspects basiques :

- influence de la décroissance du champ
- influence de l’hétérogénéité du corps

Pour ceci, des conditions d’exposition, à la fois simples et représentatives de
situations réelles, ont été simulées. Enfin, un exemple d’application à une source
réaliste est présenté.

Ces premiers résultats n’ont pas la prétention d’être exhaustifs, mais plu-
tôt de montrer une méthodologie (fig. 4.5) par laquelle il devient possible de
modéliser de manière efficace les phénomènes induits dans le corps humain.
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Modèle du corps humain

Pour calculer les courants induits par des dispositifs électriques de manière
réaliste nous avons utilisé le modèle anatomique 3D développé pendant la thèse
de N. Siauve[Sia02]. Ce modèle a été obtenu à partir de coupes scanner avec le
logiciel amira[Sof00], et est composé de onze tissus biologiques différents. Le
maillage a été réalisé avec Flux3d, et comporte 182650 éléments tétraédriques
du premier ordre (fig. 4.6, 4.7).
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Fig. 4.5 – Méthodologie pour calculer les courants induits dans le corps humain

Prise en compte du champ-source

Pour pouvoir calculer les phénomènes induits, la connaissance du potentiel
vecteur magnétique est requise. Différentes approches sont alors possibles, selon
le type du dispositif rayonnant et les informations disponibles :

- Sources de type filaires connues : le potentiel vecteur magnétique peut
être calculé à partir de l’équation de Biot-Savart (application : dispositifs
antivol, lignes électriques).

- Dispositifs inconnus : un multipôle équivalent peut être identifié à partir
de mesures de champ avec les techniques présentées dans le chapitre pré-
cédent.

- Dispositifs connus : si des informations suffisantes sur la source du champ
sont disponibles, le champ de fuite peut être calculé par modélisation 3D,
précise ou approchée (comme présentée dans le chapitre 2). Dans ce cas,

on calcule le potentiel vecteur
−→
A à l’emplacement du corps humain.
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Fig. 4.6 – Modèle anatomique du corps humain (organes internes).
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Fig. 4.7 – Modèle anatomique du corps humain (muscle et graisse).
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Exploitation des résultats

L’exploitation des résultats de calcul sur des géométries compliquées n’est
pas intuitive, et nécessite des moyens appropriés. Les logiciels commerciaux dont
nous disposions n’étaient pas bien adaptés, d’une part à cause de problèmes de
format de fichiers, mais surtout parce qu’ils ne permettent pas de fusionner dans
un même projet des calculs issus de simulations différentes. On a donc été amené
à écrire notre propre logiciel d’exploitation, sous la forme d’une toolbox pour
Matlab.

4.5.1 Influence de la décroissance du champ

Nous avons étudié les phénomènes induits dans le corps humain par les sys-
tèmes filaires suivants, placés à proximité du corps (environ 300mm) :

i un fil rectiligne parcouru par un courant unitaire (H ∝ 1

r
)

30
0 

m
m

 

ii deux fils rectilignes parcourus par des courants unitaires de sens opposé,

parcourus par des courants opposés (H ∝ 1

r2
)

30
0 

m
m

 

40
 m

m
 

iii une spire de rayon 20 mm, parcourue par un courant unitaire (H ∝ 1

r3
)

30
0 

m
m

 

40
 m

m
 

Le champ généré à proximité par ces sources est non uniforme, et représen-
tatif de systèmes réels - en particulier celui rayonné par la spire. On espère ainsi
mettre en évidence les traits généraux des phénomènes induits dans le corps
humain.

Pour nos simulations, nous avons dans un premier temps utilisé une structure
géométrique très simplifiée. Cette structure est constituée d’un cylindre de rayon
ρ1 = 200 mm et conductivité σ1 = 0.4 Sm−1, à l’intérieur duquel se trouve un
deuxième cylindre de rayon ρ2 = 70 mm et conductivité σ2 = 0.04 Sm−1, décalé
de 30 mm par rapport au premier. En faisant varier les conductivités σ1 et σ2

�

�

140 mm 

400 mm 

30 mm 

des deux cylindres on peut simuler un “corps” homogène, ou bien la présence
d’une région peu conductrice (os, graisse) à l’intérieur du corps[RMRW92].

Cette structure présente deux points d’intérêt : elle permet de faire abstrac-
tion de la complexité du corps humain, et donc facilite la compréhension de la
répartition des phénomènes en fonction de σ. Elle pourrait constituer un “mo-
dèle” intermédiaire (peu coûteux) entre les modèles anatomiques 3D[DCS02,
CDDS02], et les modèles 2D[BBG98, GBD00].

Les résultats obtenus montrent que, selon la décroissance du champ, la ré-
partition des courants n’est pas la même : dans le cas où le champ est généré par
un seul fil (décroissance en 1

r ) la densité de courant est plus uniformément ré-
partie, alors que dans le cas où le champ est généré par deux fils ou par une spire
(décroissance en 1

r2 et 1
r3 respectivement) les phénomènes électromagnétiques

sont beaucoup plus concentrés à proximité de la source du champ (fig. 4.8).
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Fig. 4.8 – Densité de courant (en mA m−2) induite dans le corps humain,
modélisé avec un cylindre, par un et deux fils (paramètres : I = 1 A crête,
f = 50 Hz, σ1 = 0.4 Sm−1, σ2 = 0.04 Sm−1).

Cependant, la répartition des courants induits est loin d’être intuitive. Par

�

�

�

exemple, dans le cas où le champ est généré par deux fils, on observe que la den-
sité de courant induit sur la face supérieure du cylindre décroît avec la distance
de la source, et présente un pic du côté de la source, alors que dans le cas d’un
seul fil c’est exactement l’inverse.

La répartition des courants induits dans le modèle anatomique du corps
humain est beaucoup plus compliquée à cause de la grande hétérogénéité du
modèle (fig. 4.9), et encore plus à cause de la présence de régions faiblement
conductrices (os, graisse). Comme dans le cas précédent, on constate que lacf. tab. 4.1 pag. 121
répartition des courants induits dans les organes internes dépend fortement de
la décroissance du champ (fig. 4.10), avec la différence que cette fois-ci on observe
la présence de points chauds, très localisés quelque part à la frontière entre deux
régions avec conductivités très différentes. (le point indiqué avec une flèche en
fig. 4.9).
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Fig. 4.9 – Densité de courant (en mAm−2) induite dans le corps humain par
deux fils rectilignes parcourus par un courant de 1 A (valeur crête) à 50 Hz. La
flèche indique un point chaud dans l’intestin, où la densité de courant est très
supérieure par rapport au voisinage.

4.5.2 Le rôle de l’hétérogénéité

La présence de ces points chauds s’explique par la grande hétérogénéité
du corps humain. Nous avons effectué des simulations dans les mêmes condi-
tions d’exposition, mais en prenant une même conductivité moyenne σ = σ1 =
0.4 Sm−1 pour tous les organes du corps. Cette valeur a été choisie car elle
représente une valeur intermédiaire entre les organes moyennement conducteurs
(σ ≃ 0.2 S m−1) et le sang qui est très conducteur (σ ≃ 0.7 S m−1).

On constate que cette fois-ci la répartition des courants induits à la surface
du corps possède la même allure que dans le cas de la structure cylindrique
(fig 4.11). Si l’on compare les valeurs de la densité de courant induit J dans
ces deux géométries, on observe qu’à égale conductivité, la densité de courant
induit est plus importante de 50% dans le cas de la structure cylindrique que
dans le cas du corps humain. Ceci est normal, car la section du cylindre est plus
grande que celle du corps humain.

Si maintenant on passe à l’étude des courants induits sur un plan de coupe,
on observe que les valeurs maximales de J sont localisées à la surface du corps,
mais pas forcément dans le point le plus proche de la source du champ, où
le champ est plus intense (fig. 4.12). En revanche, à l’intérieur du corps les
variations de J sont beaucoup moins brusques de celles observées dans le cas
hétérogène (fig. 4.12).
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Fig. 4.10 – Densité de courant induite dans les organes internes pour différents
types de source (valeurs de J normalisées entre 0 et 1).
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Fig. 4.11 – Densité de courant induite (en mAm−2) dans le modèle anatomique
et dans le modèle cylindrique, la conductivité σ = 0.4 Sm−1 étant homogène.

La présence de points chauds à l’intérieur du corps s’explique donc par le fait
que les régions faiblement conductrices (graisse et os) contraignent les courants
à passer par des passages relativement étroits, ce qui conduit à une augmenta-
tion de J localisée en ces points. Ceci comporte de multiples implications :

- les points chauds étant déterminés principalement par le voisinage des
os ou de la graisse, ils se trouvent principalement à la périphérie des or-
ganes vitaux. Cette information pourrait s’avérer intéressante pour les
chercheurs qui s’occupent du problème de l’interaction entre champs ma-
gnétiques et santé.

- Dans la construction d’un modèle anatomique, il est important de bien
prendre en compte les couches de graisse, car elles sont déterminantes
dans la répartition des courants. Une solution élégante pour éviter d’aug-
menter le nombre de degrés de liberté de manière démesurée pourrait être
d’introduire des conditions d’interface spéciales pour prendre en compte
les couches minces.

- Le même problème se représente pour certains organes à la géométrie com-
pliquée, et notamment les intestins : si l’on modélise ces organes comme
une masse monolithique, sans prendre en compte leur structure tubulaire
(et leur contenu...), on risque de fausser la répartition des courants induits.

4.5.3 Exemple d’application à un dispositif réaliste

Nous présentons maintenant un exemple d’application avec un dispositif plus La distance entre l’induc-
teur et le récipient est de
6mm

réaliste : un système de cuisson par induction. Nous avons choisi ce dispositif
parce que, à cause de sa structure (présence de pièces magnétiques, entrefer très
important) il se prête bien pour l’étude des champs de fuite.
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Fig. 4.12 – Densité de courant (en mA m−2) induit dans le corps humain par
deux fils rectilignes parcourus par un courant de 1 A (valeur crête) à 50 Hz.
Le corps humain est modélisé comme un objet homogène de conductivité σ =
0.4 Sm−1.

Ce système de cuisson à induction est composé de l’inducteur et d’un réci-
pient. Le système inducteur est constitué d’un bobinage de type pancake, dans
lequel circule un courant sinusoïdale de 300 At à 20 kHz, et de six éléments
en ferrite (µr = 1000, σ = 0), qui contribuent à la canalisation du flux ma-
gnétique. Le récipient est modélisé avec un cylindre creux en acier (µr = 400,
σ = 4 · 106 Sm−1).

L’ensemble inducteur + récipient est modélisé avec flux3d (fig. 4.14) en
utilisant 79329 éléments volumiques du premier ordre, et la formulation T −
φ−ψ en potentiels scalaires magnétiques, potentiel vecteur électrique. Le corps
humain est remplacé par une boîte d’air, où la formulation en potentiel vecteur
magnétique A est utilisée. Ce potentiel

−→
A est ensuite exporté dans un fichier,

et interpolé en tous les nœuds de la géométrie du corps humain, qui est placé à
20 cm du bord du récipient.

La densité de courant induit dans le corps est montrée sur divers plans de
coupe en fig. 4.13. On constate que la répartition des courants à l’intérieur du
corps ressemble à celle calculée précédemment dans le cas d’exposition à des
sources filaires. En particulier, on retrouve des points chauds localisés en cer-
taines zones du corps (vessie, intestin) plus conductrices que d’autres. Ces points
ont tendance à se concentrer à la périphérie des organes, et non à l’intérieur de
ceux-ci.
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Fig. 4.13 – Densité de courant (en mA m−2) induite dans le corps humain par
le système de cuisson à induction.
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Fig. 4.14 – Modèle du système de cuisson par induction (le dégradé représente
la densité de courant induit dans le récipient).

4.5.4 Applications dans un contexte normatif

Ces premières informations numériques pourraient être utilisées pour la dé-
finition de normes industrielles. Par exemple, l’on pourrait penser assimiler les
dispositifs rayonnants à des source-type, et établir en conséquence des valeurs
de référence pour le champ magnétique à ne pas dépasser. De cette manière on
prendrait en compte non seulement la valeur maximale du champ, mais aussi la
décroissance de celui-ci.

On pourrait également penser normaliser une structure géométrique simpli-
fiée pour simuler les phénomènes induits dans le corps humain, au lieu d’utiliser
des modèles anatomiques très précis.

Ce type de simplifications introduirait des imprécisions par rapport à un
“vrai” calcul 3D. En contrepartie elles permettraient de définir des normes
simples, mais suffisamment précises, qui pourraient être appliquées dans un
cadre industriel à un coût modéré.

�

Fig. 4.15 – Densité de courant (valeurs efficaces, en Am−2) calculé en 2D.

A titre d’exemple, nous avons simulé en 2D l’exposition de la structure cy-
lindrique au champ généré par un fil rectiligne, que nous avons déjà simulé
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précédemment en 3D. Pour ceci, nous avons utilisé un module dont la formula-
tion appelée T − Hex en 2D s’apparente à la formulation φ − A en 3D. Sur le
plan de symétrie du cylindre, ce calcul 2D donne le même résultat (à 5% près)
que notre calcul 3D (fig. 4.15).
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Fig. 4.16 – Densité de courant induite (en mA m−2) dans le cylindre homogène
pour deux positions de la source du champ (un fil).

Lorsque le fil se trouve sur le plan de symétrie, on est en conditions d’expo-
sition maximale (pour la même distance de la source du champ). Si l’on déplace
le fil de ce plan, les valeurs de J calculées diminuent, mais l’écart avec le cas
précédent reste modéré.

Par exemple, en fig. 4.16 on a tracé la densité de courant induit à la surface
du cylindre dans le cas où le fil se trouve sur le plan de symétrie, et lorsqu’il
est décalé de 100 mm de celui-ci. L’écart entre les valeurs maximales de J calcu-
lées en ces deux configurations est de 8%. De plus, cet écart va dans le sens du
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principe de précaution, car avec le calcul 2D on a surestimé la densité de courant.

4.6 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons présenté une méthodologie pour calculer les
phénomènes induits dans le corps humain. Pour ceci, une formulation spéciale
φ−A a été mise en œuvre en 3D avec la méthode des éléments finis. Il est ainsi
possible de modéliser les courants induits dans le corps humain par des sources
filaires simples, mais aussi par des systèmes complexes.

Avec le code de calcul développé, nous avons montré que la décroissance du
champ et l’hétérogénéité du corps humain jouent un rôle important dans la ré-
partition et l’intensité des phénomènes induits. D’ores et déjà on peut envisager
d’utiliser cette méthodologie et certains résultats dans un contexte normatif et
industriel. Ces résultats confirment la complexité des phénomènes, et la nécessité
d’effectuer de nombreuses simulations complémentaires.
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“Prediction is very difficult, especially about the future.”

Niels Bohr

Conclusion

Au cours de ce travail de thèse, nous nous sommes consacrés à l’étude des
champs magnétiques “de fuite”, et des phénomènes induits qui en résultent dans
le corps humain.

Dans un premier temps, nous avons effectué une étude bibliographique sur
les applications médicales des ondes électromagnétiques, leurs effets sur la santé,
et les normes en matière de protection envers les radiations non ionisantes. Cette
étude fait apparaître deux problématiques :

- comment caractériser les champs dits “de fuite” ?
- comment modéliser les phénomènes induits par ceux-ci à l’intérieur du

corps humain ?

Nous avons ensuite utilisé le logiciel flux3d pour effectuer une analyse pré-
liminaire des champs de fuite à proximité de dispositifs électrotechniques en
fonctionnement. Cette analyse montre que les logiciels de ce type ne sont pas
bien adaptés pour nos problématiques, car ils fournissent des résultats précis à
l’intérieur des dispositifs, alors que nous sommes intéressés aux champs exté-
rieurs.

Nous avons donc développé des modèles 3D permettant de caractériser les
champs rayonnés par des systèmes électrotechniques à moindre coût. Deux ap-
proches sont possibles :

- si le dispositif rayonnant est connu, les champs de fuite sont calculés à
partir d’une description sommaire de la géométrie du système.

- si le dispositif rayonnant est inconnu, les paramètres d’une source équi-
valente (dipôles, spires ou multipôles) sont estimés à partir de mesures à
proximité du système.

Les résultats fournis par ces modèles peuvent être utilisés pour calculer les
phénomènes induits dans le corps humain par ces champs. Dans cet objectif,
nous avons mis en œuvre avec la méthode des éléments finis une formulation
spéciale φ − A qui permet de limiter le domaine de résolution au seul corps
humain.

Ces modèles ont étés validés sur des systèmes rayonnants simples (de type
circuit magnétique + bobinages + entrefer) et avec une structure réaliste du
corps humain, obtenue à partir de coupes IRM.
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On peut déjà envisager d’utiliser l’ensemble de ces modèles en l’état, dans un
contexte normatif et industriel :

- pour préciser la répartition des phénomènes induits dans le corps humain,
et en particulier l’emplacement où la densité de courant J est maximale,
dans le cas d’expositions “classiques”,

- pour vérifier la conformité aux normes de systèmes électriques rayonnants,
- pour aider à l’élaboration de normes plus réalistes.

Ces modèles ne sont qu’au début de leur développement, et beaucoup de
possibilités restent à explorer. La précision des modèles que nous avons présentés
dans le chapitre 2, doit être améliorée. Ces modèles sont basés sur l’hypothèse
que la connaissance du seul flux magnétique Φ =

∫∫
Ξ

−→
B · −→n dΓ suffit pour

caractériser les champs de fuites, par l’intermédiaire de distributions de charges
magnétiques fictives.

En l’état, ces charges fictives sont concentrées en quelques points à l’intérieur
du circuit magnétique. Ce choix, qui avait été fait dans un souci de simplicité,
nécessite d’être remis en question : en effet, il est plus réaliste de supposer que
cette charge est répartie sur la surface du circuit magnétique.

Les techniques d’identification de sources équivalentes, que nous avons mis
au point dans le chapitre 3, sont basées sur l’hypothèse que l’évolution tem-
porelle du champ rayonné est sinusoïdale. Si cette hypothèse n’est pas vérifiée,
il peut être nécessaire de prendre en compte la présence de plusieurs sources
rayonnantes en même temps.

Les techniques de régularisation nécessitent une réflexion approfondie : les
choix que nous avons faits pour la valeur de α et pour la fonction de pénalisation
doivent être reconsidérés sur des bases plus rigoureuses. En outre, l’utilisation
d’algorithmes génétiques multi-objectifs pourrait nous ouvrir de nouvelles pers-
pectives.

Pour ce qui concerne la modélisation des phénomènes induits, la validation
expérimentale est le problème principal : on n’est pas capable, à l’heure actuelle,
de mesurer de si faibles courants induits dans le corps humain.

Deux autres points me semblent particulièrement importants :
- il serait important de prendre en compte en même temps l’exposition aux

champs électrique et magnétique,
- le modèle du corps humain que nous avons utilisé n’est pas adapté à notre

problématique, car la structure particulière de certains organes (notam-
ment les intestins) n’est pas prise en compte. La construction de modèles
réalistes du corps humain est un problème difficile, car des compétences
dans de multiples domaines sont nécessaires (modélisation, médecine et
techniques de l’imagerie).
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A
La législation italienne en matière de

protection contre les radiations

non-ionisantes

L’Italie est un cas emblématique
du contexte actuel en matière de
protection contre les radiations non-
ionisantes. En effet, en l’espace de 11
ans la législation italienne a basculé de
la quasi-absence de toute limitation,
vers une réglementation parmi les plus
restrictives en Europe.

Dans la période de l’après-guerre,
toute réglementation en matière de
protection contre les radiations non-
ionisantes était absente dans le code
de loi italien - comme la plupart des
autres nations, à quelques exceptions
près. Jusqu’en 1992, la seule appari-
tion de réglementation se trouve dans
un décret de 1968, qui fixe à L. 300
(à peu près 1 FF de l’époque) la
somme versée à titre d’indemnité de
risque journalièr pour les fonction-
naires concernés[Sin97].

La première loi où l’on nomme la

"nécessité de fixer des limites pour l’ex-
position de la population aux champs
électriques et magnétiques" se trouve
dans la loi de 1992 du gouvernement
Andreotti1. Cette loi[G.U92] fixe les
limites d’exposition aux champs à fré-
quence industrielle générés par des
lignes électriques haute-tension, et elle
ne s’applique pas aux professionnels.
Les limites d’exposition définies par la
loi sont :

– 5 kVm−1 pour le champ élec-
trique, et 100 µT pour le champ
magnétique, en cas d’exposition
prolongée

– 10 kVm−1 pour le champ élec-
trique, et 1000 µT pour le champ
magnétique, en cas d’exposition
limitée à quelques heures par
jour.

Le cap suivant est la loi 381-98 de

1A l’époque le ministre de la santé était le très controversé Mr. De Lorenzo.
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1998 du gouvernement Prodi. Cette
loi[G.U98] fixe les limites d’exposi-
tion aux radio-fréquences (100 kHz −
300 GHz) :

f [MHz] E [Vm−1] B [µT]
0.1 − 0.3 60 75.40
0.3 − 3000 20 0.0628
3000 − 300000 40 0.1257

Ces valeurs sont des valeurs qua-
dratiques, moyennes sur une section
équivalente au corps humain, dans un
intervalle temporel de 6 min. La loi pré-
cise que la conception et la réalisation
des systèmes fixes de télécommunica-
tion [...] doit se faire de façon à gé-
nérer les valeurs du champ électroma-
gnétique les plus bas possibles [...] afin
de minimiser l’exposition de la popu-
lation. La loi précise également qu’en
cas de bâtiments où il est prévu que
la population demeure pour plus de 4
heures, les limites baissent à 6 Vm−1

pour le champ électrique, et 0.0201 µT
pour le champ magnétique, pour n’im-
porte quelle fréquence ! Des limitations
pour la densité de puissance sont éga-
lement fixées à partir de 3 MHz.

Le doct. Veronesi, Ministre de la
Santé en 2001

En 2001 le gouvernement Amato
approuve une nouvelle loi[G.U01] des-

tinée à réglementer la bande de fré-
quences 0 Hz − 300 GHz, et qui
s’adresse aux installations civiles et mi-
litaires, au grand public comme aux
professionnels. Dans cette loi le terme
"pollution électromagnétique" paraît
explicitement. La loi arrête aussi la
création d’un cadastre national des
sources de champ électromagnétique,
et la promotion de la recherche scien-
tifique afin d’approfondir les connais-
sances sur le risque cancérigène des ra-
diations électromagnétiques.

Cette loi ne fixait pas elle-même
les limites d’exposition, mais précise
que ces limites seront fixées dans un
temps de 60 jours par un arrêté du
Président du Conseil, sous proposition
du Ministre de l’Environnement, de
concert avec le Ministre de la Santé.
Or, il se trouve qu’à l’époque le Mi-
nistre de la Santé, M. Veronesi, était
un cancérologue de grande renommée :
celui-ci s’est farouchement opposé aux
limites d’exposition (très faibles) pro-
posées par le Ministre de l’Environ-
nement, M. Bordon et par d’autres
parlementaires[Fot99]. Il en a suivi une
vive polémique, qui a agité le monde
politique pour quelque temps. Mais
puisque l’avis du Ministre de la Santé
était quand même fondamental, et la
législature était arrivée à terme, rien
n’a été décidé.

L’arrêté qui fixe les limites d’expo-
sition actuelles a été enfin émis le 23
février 2003 par le gouvernement Ber-
lusconi. L’arrêté, qui adopte la Recom-
mandation européenne, fixe comme li-
mite d’exposition 100 µT , mais en plus
établit que dans le cas des lignes haute
tension[...] à titre de mesure préventive
envers de possibles effets à long terme,
éventuellement liés à l’exposition à des
champs magnétiques à fréquence indus-
trielle, dans habitations et écoles, la li-
mite est baissée à 10 µT, avec un ob-
jectif de qualité de 3 µT.
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B
Calcul d’inducteurs filaires par

Biot-Savart, et autres calculs techniques

B.1 Champ généré par
un fil rectiligne de
longueur finie

L’expression du champ
−→
H généré

par un fil rectiligne de longueur finie
2d, parcouru par un courant unitaire,
est[Gar81] :

−→
H = Hφ

−→e φ (B.1)

Hφ = 1
4πρ

[
d−z√

ρ2+(d−z)2
+

d+z√
ρ2+(d+z)2

]
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B.2 Champ généré par
une spire circu-
laire

Soit a le rayon d’une spire circulaire
centrée à l’origine, parcourue par un
courant unitaire. Le potentiel vecteur
magnétique

−→
A généré par cette spire

en un point quelconque peut se calcu-
ler à partir de la loi de Bio-Savart :

−→
A = µ0

4π

∮
1
r d

−→
l (B.2)

Cette intégrale peut s’exprimer en
forme fermée à travers les intégrales
elliptiques[Dur68] :

−→
A = Aφ

−→e φ (B.3)

Aφ = µo

kπ

√
a
ρ · (B.4)

[(
1 − k2

2

)
K(k) − E(k)

]

k =
√

4aρ
(a+ρ)2+z2 (B.5)
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(ρ, z) étant les coordonnées du
point dans un repère cylin-
drique, K(k) et E(k) les inté-
grales elliptiques[SL99] respective-
ment de première et deuxième espèce.
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Par conséquent le champ magnétique
peut s’exprimer comme :
−→
H = Hρ

−→eρ + Hz
−→ez (B.6)

Hρ = kz
4πρ

√
aρ · (B.7)

[
−K(k) + a2+ρ2+z2

(a−ρ)2+z2 E(k)
]

Hz = k
4π

√
aρ · (B.8)

[
K(k) + a2−ρ2−z2

(a−ρ)2+z2 E(k)
]

Ces formules présentent une singu-
larité lorsqu’on s’approche de l’axe
ρ = 0. Cette singularité, gênante du
point de vue numérique, peut être
évitée en adoptant la définition de
Carlson[PTVF92] pour les intégrales
elliptiques :

K(k) =
∫ π/2

0
dφ√

1−k2 sin2 φ
= (B.9)

RF (0, 1 − k2, 1)

E(k) =
∫ π/2

0

√
1 − k2 sin2 φ dφ =

RF (0, 1 − k2, 1) − (B.10)
k2

3 RD(0, 1 − k2, 1)

où :

RF (x, y, z) = (B.11)
1
2

∫ ∞
0

dt√
(t+x)(t+y)(t+z)

RD(x, y, z) = (B.12)
3
2

∫ ∞
0

dt

(t+z)
√

(t+x)(t+y)(t+z)

A partir de ces définitions on ob-
tient des formules équivalentes à (B.3)-

(B.8), qui ne présentent pas de singu-
larité en ρ = 0 :

Aφ = 2µoa

π
√

(a+ρ)2+z2
· (B.13)

[
1
3RD(0, 1 − k2, 1)−

1
2K(k)

]

Hρ =
az

π
√

(a + ρ)2 + z2
· (B.14)

[
− 2

3[(a+ρ)2+z2] ·
RD(0, 1 − k2, 1) +

1
(a−ρ)2+z2 E(k)

]

Hz = 1

2π
√

(a+ρ)2+z2
· (B.15)

[
K(k) + a2−ρ2−z2

(a−ρ)2+z2 E(k)
]

B.3 Calcul d’induc-
teurs massifs

Soit Ω le volume occupé par les
conducteurs qui composent l’induc-
teur, et soit

−→
J la densité de courant en

tout point de Ω. Le champ magnétique
généré par un inducteur massif s’écrit
dans le cas le plus général à l’aide d’une
intégrale volumique :

−→
H = 1

4π

∫∫∫
Ω

−→
J × −→r

r3 dΩ (B.16)

Supposons pouvoir décomposer Ω en
un ensemble de sous-domaines {Ωk},
à l’intérieur de chacun desquels la den-
sité de courant

−→
J est constante. L’inté-

grale (B.16) peut alors se transformer
en la somme de plusieurs intégrales
surfaciques, qui sont bien évidemment
plus simples à calculer[Gre95] :

−→
H = 1

4π

∫∫∫
Ω

−→
J × −→r

r3 dΩ =

1
4π

∑
k

−→
J k ×

∫∫∫
Ωk

−→r
r3 dΩ =

1
4π

∑
k

−→
J k ×

∫∫
Γk

1
r
−→n Γ (B.17)

Γ = ∂Ω étant la frontière de Γ, et −→n la
normale à Γ orientée vers l’extérieur.
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Selon le type d’inducteur que l’on
veut calculer, {Ωk} est composé de pa-
rallélépipèdes et/ou prismes, et donc Γ
se décompose en un ensemble de rec-
tangles et triangles :
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Le problème est donc ramené au cal-
cul sur des rectangles et des triangles
d’intégrales de la forme :

∫∫
Γ

1
r dΓ. On

remarquera au passage que ceci cor-
respond au potentiel généré par une
distribution surfacique de charges.

B.4 Calcul d’inté-
grales de la forme∫∫

Γ
1
r dΓ

Soit Γ le domaine d’intégra-
tion, P ≡ (x, y, z) le point où l’on
veut calculer la valeur de l’intégrale,
et Q ≡ (x′, y′, z′) un point quel-
conque de Γ. Dorénavant les va-
riables x′, y′ et z′ seront les va-
riables d’intégration, et donc r =√

(x − x′)2 + (y − y′)2 + (z − z′)2.
Pour simplifier les idées, on va éga-
lement supposer que Γ appartient au
plan xy.

B.4.1 Calcul de
∫∫

Γ

1

r
dΓ sur

un rectangle

Soit Γ un rectangle de côtés a et
b. Considérons d’abord le cas où le
point P se trouve sur l’axe z (donc
x = y = 0) :
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Soit :

ra =
√

z2 + a2 (B.18)

rb =
√

z2 + b2 (B.19)

rab =
√

z2 + a2 + b2 (B.20)

Dans ce cas l’intégrale vaut :

R(0, 0, z) = a ln rab+b
ra

+(B.21)

b ln rab+a
rb

− z arctan ab
zrab

Dans le cas général, le rectangle Γ
est décomposé en la somme et/ou diffé-
rence de quatre rectangles, qui peuvent
être calculés avec (B.21). Par exemple,
supposons que la projection de P sur
le plan xy se trouve à l’intérieur de Γ :
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Dans ce cas on doit additionner les
contributions des quatre rectangles :

R(x, y, z) = R(x, y, z)+(B.22)

R(a − x, y, z) + R(x, b − y, z)+

R(a − x, b − y, z)

Dans l’exemple suivant, la projec-
tion P se trouve au dessous de Γ (donc
y < 0) :
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Dans ce cas on trouve :

R(x, y, z) = R(x, b − y, z)+(B.23)

R(a − x, b − y, z) − R(x,−y, z)−
R(a − x,−y, z)

B.4.2 Calcul de
∫∫

Γ

1

r
dΓ sur

un triangle

Supposons d’abord que Γ soit un
triangle rectangle, dont les deux cô-
tés de l’angle droit mesurent a et
b. On pourra toujours supposer sans
perdre de généralité que l’un des som-
met du triangle se trouve à l’origine
(une simple translation suffit pour se
mettre dans cette condition). Dans un
premier temps supposons que le point
P se trouve sur l’axe z :
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Dans ce cas, l’intégrale vaut :

TR(z|a, b) = a ln b+rab

ra
− (B.24)

z arctan ab
rabz+r2

a

ra et rab étant définis comme dans
(B.18) et (B.20) respectivement.

Supposons maintenant que Γ soit
un triangle quelconque, P étant tou-
jours sur l’axe z. Ce cas peut se rame-
ner au cas précédent en décomposant
Γ dans la somme ou la différence de
deux triangles rectangles, selon que le
triangle possède un angle obtus ou pas.
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Si tous les angles sont aigus, on doit
additionner les contributions des deux
triangles :

T (0, 0, z) = TR(z|a1, b)+ (B.25)

TR(z|a2, b)
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Dans le cas contraire, il faut sous-
traire les deux contributions :

T (0, 0, z) = TR(z|a1 + a2, b)−(B.26)

TR(z|a2, b)

�

�

Nous sommes enfin prêts à résoudre
le cas général, c’est à dire lorsque P ne
se trouve pas sur l’axe z. Le cas gé-
néral se ramène à la somme et/ou dif-
férence des contributions des trois tri-
angles, que l’obtient en prenant comme
sommets la projection de P sur le plan
xy (appelons P ′ cette projection) et
deux des sommets du triangle original.
Ces triangles peuvent être calculés par
(B.25) ou (B.26). La position de P ′ est
déterminante ; par exemple, dans le cas
suivant P ′ se trouve à l’intérieur du tri-
angle ABC :�
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Il suffit donc d’additionner les trois
contributions ; la seule difficulté
consiste à calculer les valeurs des para-
mètres z, a1 et a2 pour chacun de ces
triangles :

T (P |ABC) = T (ABP ′)+

T (BCP ′) + T (ACP ′)
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Par contre, dans le cas suivant il
faut réfléchir un peu plus :�
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On trouve :

T (P |ABC) = −T (ABP ′)+

T (BCP ′) + T (ACP ′)

D’une façon générale, pour connaître
le signe de la contribution d’un tri-
angle quelconque, ABP ′ par exemple,
il suffit de vérifier si la projection P ′

se trouve du même coté que le sommet
restant (dans ce cas C) par rapport à
la droite AB. Ceci se fait très simple-
ment à travers le produit vectoriel :
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Si
−−→
AP ′×−→

AC et
−−→
BP ′×−−→

BC n’ont pas le
même sens, alors P ′ et C ne sont pas
du même coté : il faut donc soustraire
la contribution T (ABP ′). Donc la for-
mule générale est :

T (P |ABC) = χABT (ABP ′) (B.27)

+χBCT (BCP ′)

+χACT (ACP ′)

χAB , χBC et χAC étant :

χAB = sign
[
(
−−→
AB ×−−→

AP ′)· (B.28)

(
−−→
AB ×−→

AC)
]

χBC = sign
[
(
−−→
BC ×−−→

BP ′)· (B.29)

(
−−→
BC ×−−→

BA)
]

χAC = sign
[
(
−→
AC ×−−→

AP ′)· (B.30)

(
−→
AC ×−−→

AB)
]

B.5 Champ généré par
une distribution
surfacique rectan-
gulaire

Pour calculer le champ généré par
une distribution de charge surfacique,
uniformément repartie sur un rectangle
on pourrait tout simplement dériver les
expressions du potentiel que nous ve-
nons de trouver. Cependant cette opé-
ration est longue et fastidieuse : on pré-
fère donc utiliser une méthode plus as-
tucieuse et élégante.

Considérons un rectangle Γ =
F1F2F3F4, et supposons que l’on
veuille calculer le champ dans un point
P quelconque :

−→
H = −−→∇

∫∫

Γ

1

r
dΓ
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Composantes Hx et Hy

Soit ψ le potentiel généré par la dis-
tribution. La composante Hx corres-
pond à :

Hx = −∂ψ
∂x ≃ −ψ(x+dx)−ψ(x)

dx

La différence ψ(x + dx)−ψ(x) peut se
calculer comme le potentiel généré par
deux rubans d’épaisseur dx situés aux
extrémités de Γ, soit F4F1 et F3F2. En
passant à la limite pour dx → 0 on
obtient[Dur64] :

Hx = 1
4π ln (d4+AO)(d2+BO)

(d3+AO)(d1+BO)
(B.31)

AO et BO étant des grandeurs
algébriques dont le signe dépend
de l’orientation des vecteurs

−→
AO

et
−−→
BO par rapport à −→e y :
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Par exemple, dans cette situation on
a : AO > 0 et BO < 0.

Avec un raisonnement identique on
obtient l’expression pour la compo-

sante Hy du champ :

Hy = 1
4π ln (d4+DO)(d2+CO)

(d3+CO)(d1+DO)
(B.32)

Composante Hz

La dernière composante du champ
Hz peut s’écrire en fonction de l’angle
solide ̟ sous lequel le point P est vu
par Γ :

Hz = 1
4π

∫∫
Γ

−→r
r3 dΓ · −→e z =

1
4π

∫∫
Γ

−→r ·−→e z

r3 dΓ =
̟
4π (B.33)

Dans le cas où le point P se trouve
sur la verticale d’un sommet d’un rec-
tangle de côtés a, b, l’angle solide vaut :

̟ = arctan
(

ab
rz

)
(B.34)
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Dans le cas général la valeur de Hz se
calcule en ajoutant et retranchant des
rectangles, de manière similaire à la
section B.4. Par exemple, dans le cas
où le point O se trouve à l’intérieur du
rectangle, on a :

Hz = 1
4π

[
arctan

(
OD·OB

zd1

)
+

arctan
(

OB·OC
zd2

)
+

arctan
(

OC·OA
zd3

)
+

arctan
(

OA·OD
zd4

)]

OA, OB, OC et OD étant des gran-
deurs sans signe.
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C
Grandeurs électriques de quelques tissus

du corps humain entre 10 Hz et 100 kHz

Conductivité en ( Sm−1) [GLG96a]

fréquence graisse muscle os reins foie
1.00 · 101 0.0122 0.2020 0.0756 0.0544 0.0544
1.59 · 101 0.0142 0.2048 0.0780 0.0599 0.0599
2.51 · 101 0.0167 0.2112 0.0796 0.0699 0.0699
3.98 · 101 0.0188 0.2240 0.0805 0.0830 0.0830
6.31 · 101 0.0201 0.2442 0.0809 0.0947 0.0947
1.00 · 102 0.0208 0.2667 0.0810 0.1022 0.1022
1.59 · 102 0.0212 0.2845 0.0811 0.1060 0.1060
2.51 · 102 0.0214 0.2964 0.0812 0.1079 0.1079
3.98 · 102 0.0217 0.3056 0.0813 0.1091 0.1091
6.31 · 102 0.0220 0.3138 0.0814 0.1106 0.1106
1.00 · 103 0.0224 0.3211 0.0815 0.1127 0.1127
1.59 · 103 0.0228 0.3271 0.0817 0.1160 0.1160
2.51 · 103 0.0232 0.3316 0.0820 0.1205 0.1205
3.98 · 103 0.0235 0.3352 0.0822 0.1260 0.1260
6.31 · 103 0.0237 0.3381 0.0824 0.1318 0.1318
1.00 · 104 0.0238 0.3408 0.0826 0.1377 0.1377
1.59 · 104 0.0240 0.3435 0.0828 0.1437 0.1437
2.51 · 104 0.0241 0.3463 0.0831 0.1497 0.1497
3.98 · 104 0.0242 0.3497 0.0833 0.1561 0.1561
6.31 · 104 0.0243 0.3544 0.0836 0.1631 0.1631
1.00 · 105 0.0244 0.3619 0.0839 0.1713 0.1713
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Conductivité en ( S m−1) [GLG96a]

fréquence sang intestin rate veines vessie
1.00 · 101 0.7000 0.5111 0.0396 0.2505 0.2505
1.59 · 101 0.7000 0.5159 0.0500 0.2514 0.2514
2.51 · 101 0.7000 0.5192 0.0650 0.2533 0.2533
3.98 · 101 0.7000 0.5210 0.0799 0.2576 0.2576
6.31 · 101 0.7000 0.5219 0.0902 0.2659 0.2659
1.00 · 102 0.7000 0.5224 0.0957 0.2779 0.2779
1.59 · 102 0.7000 0.5230 0.0983 0.2899 0.2899
2.51 · 102 0.7000 0.5239 0.0997 0.2984 0.2984
3.98 · 102 0.7000 0.5255 0.1007 0.3030 0.3030
6.31 · 102 0.7000 0.5283 0.1018 0.3055 0.3055
1.00 · 103 0.7000 0.5324 0.1030 0.3071 0.3071
1.59 · 103 0.7000 0.5375 0.1044 0.3084 0.3084
2.51 · 103 0.7000 0.5431 0.1059 0.3097 0.3097
3.98 · 103 0.7000 0.5488 0.1075 0.3109 0.3109
6.31 · 103 0.7000 0.5543 0.1091 0.3120 0.3120
1.00 · 104 0.7000 0.5597 0.1108 0.3131 0.3131
1.59 · 104 0.7001 0.5650 0.1126 0.3141 0.3141
2.51 · 104 0.7002 0.5706 0.1145 0.3152 0.3152
3.98 · 104 0.7005 0.5768 0.1167 0.3163 0.3163
6.31 · 104 0.7012 0.5842 0.1192 0.3175 0.3175
1.00 · 105 0.7029 0.5942 0.1222 0.3187 0.3187
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permittivité relative [GLG96a]

fréquence graisse muscle os reins foie
1.00 · 101 7974000 25700000 10020000 27990000 27990000
1.59 · 101 6147000 24980000 5715000 25150000 25150000
2.51 · 101 3940000 23340000 2756000 20050000 20050000
3.98 · 101 2107000 20060000 1207000 13330000 13330000
6.31 · 101 1002000 14940000 509600 7307000 7307000
1.00 · 102 457100 9329000 217000 3518000 3518000
1.59 · 102 214100 5110000 97570 1634000 1634000
2.51 · 102 109000 2700000 48740 802300 802300
3.98 · 102 62300 1462000 27990 449000 449000
6.31 · 102 38740 803500 18080 293000 293000
1.00 · 103 24100 434900 12320 212900 212900
1.59 · 103 13990 231200 8381 160000 160000
2.51 · 103 7529 123600 5581 117900 117900
3.98 · 103 3903 68550 3671 83490 83490
6.31 · 103 2028 40500 2434 57250 57250
1.00 · 104 1085 25910 1658 38750 38750
1.59 · 104 605 18060 1176 26410 26410
2.51 · 104 354 13630 874 18420 18420
3.98 · 104 216 11010 682 13270 13270
6.31 · 104 138 9324 556 9906 9906
1.00 · 105 93 8089 472 7652 7652
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permittivité relative [GLG96a]

fréquence sang intestin rate veines vessie
1.00 · 101 5260 20510000 43300000 10000000 10000000
1.59 · 101 5260 11890000 35860000 9854000 9854000
2.51 · 101 5260 5974000 25080000 9504000 9504000
3.98 · 101 5260 2870000 14330000 8729000 8729000
6.31 · 101 5260 1469000 6970000 7247000 7247000
1.00 · 102 5260 873100 3117000 5092000 5092000
1.59 · 102 5260 617100 1378000 2936000 2936000
2.51 · 102 5260 492700 636700 1451000 1451000
3.98 · 102 5259 411700 320800 668600 668600
6.31 · 102 5259 338500 178200 308700 308700
1.00 · 103 5259 264000 106800 149000 149000
1.59 · 103 5258 193300 67120 76050 76050
2.51 · 103 5257 134300 43420 40630 40630
3.98 · 103 5255 90940 28820 22520 22520
6.31 · 103 5252 61760 19680 12930 12930
1.00 · 104 5248 43050 13890 7691 7691
1.59 · 104 5241 31280 10160 4743 4743
2.51 · 104 5230 23860 7720 3026 3026
3.98 · 104 5212 19110 6092 1990 1990
6.31 · 104 5179 15990 4987 1344 1344
1.00 · 105 5120 13850 4222 930 930
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Résumé :
Ce travail de thèse est consacré au développement de modèles et outils numériques permettant la simulation

dans la gamme des fréquences 50 Hz−100 kHz des phénomènes induits par des champs magnétiques dans le corps
humain. Pour cela, il existe deux problématiques principales :

- Déterminer la répartition du champ rayonné (ou champ de fuite) par un appareil électrique .
- Calculer les courants induits qui en résultent dans le corps humain.

Après avoir étudié l’influence de divers paramètres sur la répartition des champs de fuite générés par les systèmes
électrotechniques, nous avons recensé les méthodes numériques aptes à calculer ce champ pour des systèmes
connus. Cette étude montre que ces méthodes en l’état ne sont pas adaptées au calcul des champs dans l’air,
car trop coûteuses. Nous présentons donc un modèle 3D ne prenant en compte que les aspects essentiels de la
géométrie du système, beaucoup moins coûteux et suffisamment précis. Dans ce modèle, le champ de fuites est
calculé à partir d’une représentation en termes de charges magnétiques fictives. Ce modèle a été validé sur des
structures géométriques simples, de type bobine + circuit magnétique + entrefer.

L’exposition aux champs en milieu industriel ou domestique est également due à des sources dont la structure
est inconnue. Nous avons donc développé un système expérimental, permettant de caractériser le champ de fuites
à partir d’un nombre minimum de mesures localisées. Pour cela, nous avons développé divers modèles de la source
rayonnante s’appuyant sur les notions de dipôle et multipôles. Nous nous sommes consacrés au divers problèmes
d’estimation (influence du choix des mesures, prise en compte du bruit). Le problème étant mal conditionné, des
techniques de régularisation ont été mises en œuvre. La faisabilité a été démontrée sur des structures rayonnantes
simples.

Enfin, nous présentons une formulation 3D adaptée pour calculer les courants induits dans le corps humain,
à partir de la connaissance des champs de fuites. Cette formulation a été implémentée dans un code aux
éléments finis, dans lequel le domaine de résolution est limité au seul corps humain : ce code permet de modé-
liser des structures anatomiques réalistes où les valeurs des conductivités des divers organes sont prises en compte.

Différentes situations d’exposition du corps aux rayonnements issus de sources simples filaires, et à des sources

réelles ont pu être ainsi simulées, et les applications notamment dans des contextes normatif et industriel sont

particulièrement importantes.
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