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Résumé

L'intérêt principal des canaux d'irrigation est d'assurer une bonne distribu-

tion de l'eau aux usagers tout en préservant la ressource en eau. L'auto-

matisation des ouvrages de régulation des canaux a largement contribué à

l'amélioration de la gestion de l'eau. La commande automatique d'un canal

consiste à agir sur l'ouverture et la fermeture des vannes suivant les données

issues des di�érents instruments de mesures placés sur le canal. Le bon dé-

roulement du processus de commande exige que ces mesures soient �ables.

En pratique, ces mesures sont souvent entachées de bruits ou encore d'er-

reurs. Ces erreurs sont généralement l'e�et de défauts dans les capteurs ou

actionneurs. Il est par conséquent impératif de munir le canal d'un système

de supervision permettant de détecter et de localiser ces défauts.

Nous développons dès lors une méthodologie de détection et de localisa-

tion des défauts dans les canaux d'irrigation. Cette méthodologie s'appuie sur

les techniques de réconciliation de données et de diagnostic à base d'observa-

teurs. La première partie est consacrée à l'application de la réconciliation de

données sur un site réel du Canal de Gignac. Les canaux d'irrigation étant

des systèmes à retards, la deuxième partie de ce travail porte sur l'extension

des méthodes de diagnostic à base d'observateurs pour systèmes à retards.

Mots clès : Canal d'irrigation, diagnostic de défauts, observateur, ré-

conciliation de données, systèmes à retards, détection et localisation.

Abstract

The main objective of irrigation canals is to satisfy the users' demands on wa-

ter while preserving water resource. Manual for a long time, canals' control is

now automatic which improves water management. Canal automatic control

consists on manipulating structures according to measurements of sensors.

The good unfolding of control process imposes correct measurements. Howe-

ver in practice, measurements are never correct and are usually subject to

random noise and errors. These errors are generally instruments faulty ef-

fect. Consequently, it seems important to supply a monitoring system which

allows fault detection and isolation.

The work consists in developing a fault detection and isolation method for

irrigation canals. This method is based on data reconciliation and diagnosis

based observer. The �rst section concerns the application of data reconci-

liation on real data of the canal de Gignac. Irrigation canals are time-delay

systems. The second section is about the extension of the diagnosis based

observer to time-delay systems.

Keywords : Irrigation Canal, Observer, Data Reconciliation, Time-

Delay Systems, Fault Detection and Isolation.





�

�������	��
�����������
������������������� �"! #%$���&�'�#%�)(�*�$��,+-�.&"*/(0'�� (0132�'�4�5����768#%9:$�*/&:;<����2�'�4�5����>=�$�*�$�&�?

2�*�'@+A*B'�?�9:#-4/$DCE*�$�9:1���(�4F&)GH4/1�����#%+%+-4/$JI0+-�>(�?�2�*�'�����K���$L�M(��N+O! P8?�'*�1�+%�8���@+O! *�9Q��$�&��
(��R+O! �"*�1JIS&�4/$���#-�����UT3K�4F(���'�$�#-����'V+-�W&"*�$�*�+>��$X*�1���4/K.*���#-�*�$L�Y+-���V4/1�ZF'*�9Q���V(��
'�?�9:1�+A*���#-4/$JIF��$ &�4/K72�+-?��*�$L�S+O! ?�[L1�#%2\��K���$L��(��@K�����1�'��H������$ (�4/�*�$L��+-�H&"*�$�*�+\(]! 1�$
��^0������K��V(]! 4/_�����'�Z:*���#-4/$`���.(��Y(�?�����&���#-4/$`(��Y(�?baO*�1����";�CJ�Y&"*�$�*�+H(��R68#%9:$�*/&Y�����
1�$V��#%���N�bc02\?�'�#%K���$L�*�+J��'����S#%$L��?�'������*�$L�H[L1�#\2\��'�K����H(��8'�?�&�1�2\?�'���'@+-����K�����1�'����@���
����������'S+-���SK�?�����4F(����";



d



egfihkjml nolqp r fts3umvxw3lqp

y{z �	�"���]|m}E~:�����	� �
� ; ��� 4/1�'�[L1�4/#���1�2\��'�ZF#-����'S+-�N&"*�$�*�+���;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; �"�
� ; d�� _05���&���#�a<2�'�#%$�&�#%2�*�+E(��N+A*)����������;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; �"�
� ; ��� ?�����4F(����@(��>��1�2\��'�ZF#-��#-4/$�;>;N;>;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; �"�

� ; � ; ��� ?�����4F(����8*�$�*�+%^F��#-[L1�����;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; ���
� ; � ; d 6M?�$�?�'*���#-4/$R(����S'�?���#-(01���;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; �"�
� ; � ; ��� Z:*�+%1�*���#-4/$R(����S'�?���#-(01���;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; �"�
� ; � ; � GH4/_�1������������ ZF#-����T��OZF#-�B(����72\��'���1�'�_�*���#-4/$������7(����7��'�'���1�'��

(��NK�4F(�?�+%#-�*���#-4/$3�V;>;N;>;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; ���
� ; ��� _05���&���#�a���2\?�&�#�=�[L1��N(��N+A*)����������;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; ���

� ; � ; ��� ?�ZQ��+-4/2�2\��'H1�$��MK�?�����4F(�4/+-4/9:#-�>2�'*���#-[L1��>(��>(0#A*�9:$�4:����#-&�; ���
� ; � ; d�� ?�ZQ��+-4/2�2\��'H1�$��MK�?�����4F(�4/+-4/9:#-�)*�Z:*�$�&�?��,(��N(0#A*�9:$�4:����#-&�; �" 

� ; ��� +A*�$D(��N+A*)��������� ;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; d:�
¡�¢ �]|�£F¤¥���"�0�����	�¦|�§L�©¨,���E��}Jª�|¬«-�����/����0�����	� ¡\y
d ; ��® $L��'�4F(01�&���#-4/$¯;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; d0�

d ; � ; ��� 4F(���+-�>(��,°0*�#%$L���O±���$�*�$L�²;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; d:d
d ; � ; d�� 4F(���+-�>(��,°0*�#%$L���O±���$�*�$L�M+%#%$�?"*�'�#-��?³;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; d:d
d ; � ; ��� 4F(���+-�©a¥'�?�[L1���$L��#-��+H(����.?�[L1�*���#-4/$��.(��D°0*�#%$L���O±���$�*�$L�©+%#��

$�?"*�'�#-��?����,;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; d:�
d ; � ; �´� 4F(���+-�N$�4/$Y+%#%$�?"*�#%'��N2\4/1�'S+A*7��#%K,1�+A*���#-4/$µ;>;N;>;>;N;>;N;>; d��
d ; � ; ��� 4F(���+-�N2\4/1�'S+A*7��^F$L���������N(��N+A*B&�4/K7K.*�$�(��¶;>;>;N;>;N;>; d:�
d ; � ; · � 4F(�?�+%#-�*���#-4/$D(����@4/1�ZF'*�9Q���H��$Y��'*�ZQ��'���;N;>;N;>;>;N;>;N;>; d ·

d ; d�� 4F(�?�+%#-�*���#-4/$D(]! 1�$D&"*�$�*�+E&�4/K72\4:��?>(��N(���10cV_�#-�ba¸�¹;N;>;>;N;>;N;>; d:º
d ; d ; ��� 4F(���+-�,*/(0#%K���$���#-4/$�$���+»;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; �:�
d ; d ; d ±¬*�+%#-(�*���#-4/$R(01YK�4F(���+-� ®�� *�ZQ��&N+-�MK�4F(���+-�)° ® �q;>;N;>;N;>; �0�
d ; d ; ��� 4F(���+-�>&�4/$���#-(�?�'�?N2\4/1�'S+-�>(0#A*�9:$�4:����#-&�;N;>;N;>;>;N;>;N;>; �:�

d ; � ��4/$�&�+%1���#-4/$Y;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; �:�
¼¾½ £L~Q�	�E~L�¥¤¥���0�����	�¦|�§D|��	���E£L§L�7|¬«-}���~Q���E��¤�|¬«-�����/����0�����	� ¼	¿
� ; ��® $L��'�4F(01�&���#-4/$¯;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; �:�
� ; d�� '�#%$�&�#%2\�>(��N+A*)'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$W(��>(�4/$�$�?����À;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; � ·

� ; d ; � GH?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$R(��>(�4/$�$�?����H���*���#-[L1��¹;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; � ·
�



� Á�Â8Ã�ÄJÅ¦ÆMÅ�Ç©ÈRÂHÁ�É�Ê�ËHÅ�Ç

� ; d ; d GH?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$R(��N(�4/$�$�?����H(0^F$�*�K7#-[L1��N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; �L�
� ; ��Ì 2�2�+%#-&"*���#-4/$R*�1W��*�$�*�+E(��)68#%9:$�*/&B;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; �L�

� ; � ; ��� ����&�'�#%2���#-4/$D(01D&"*�$�*�+Í;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; �L�
� ; � ; d�� ����&�'�#%2���#-4/$D(01D��#%���N(]! *�2�2�+%#-&"*���#-4/$¯��CJ� � *�'���#%����1�'³;N;>;N; �:�
� ; � ; ��� ����&�'�#%2���#-4/$D(��N+A*)'���(�4/$�(�*�$�&��)*�$�*�+%^F��#-[L1��µ;>;N;>;>;N;>;N; �:�
� ; � ; �´� 4F(���+-���S+%#%$�?"*�'�#-��?��@2\4/1�'S+A*B'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$Î;>;N;>;>;N;>;N; �:d

� ; ��Ì 2�2�+%#-&"*���#-4/$D(��N+A*)'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$W(��N(�4/$�$�?����H���*���#-[L1��©;>;>;N;>;N; �:d
� ; � ; � ��*/�]9Q?�$�?�'*�+L(����E&"*�$�*�10c7� Ï7Ð:Ñ:ÒÓ ÔEÑ:Ô]Õ�Ö"×Q×QÔJÔ�Ø�ÙMÐ:Ñ:ÒÓ ÔEÚ�Ð�ÛQÜ�ÝFÔ

Ñ:Ô�Ø�Ö"Ü�Ö"Þ�ÔD;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; �:�
� ; � ; d ��*/�Y2�*�'���#-&�1�+%#-��'R(����D&"*�$�*�10c»� Ï7Ð:Ñ:ÒÓ ÔVÑ:Ô©Õ�Ö"×Q×QÔ�ß<ÙMÐ:Ñ:ÒÓ Ô

Ú�Ð�ÛQÜ�ÝFÔSÑ:Ô�Ø�Ö"Ü�Ö"Þ�Ô¬Ô�Ø¬Ú�Ð�Ü�Ñ:ÔSÑ:Ô�Õ/à Ø�Ôbá�áâÔi;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; �Q�
� ; � ; ��� ?�'�#%ZQ�>(��MK�4F(���+-���,� � ?�'�#%ZQ�>(��N+A*B&�4/1�'�_\�>(��N�*�'*�9Q�7;>;N;ã· �

� ; ��Ì 2�2�+%#-&"*���#-4/$D(��N+A*)'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$W(��N(�4/$�$�?����H(0^F$�*�K7#-[L1���;N;>;N;ã· �
� ; � ; ��� ����&�'�#%2���#-4/$D(01D��^0������K��N(]! *�2�2�+%#-&"*���#-4/$R&�4/$���#-(�?�'�?k;N;>;N;ã· �
� ; � ; d GH?���1�+%�*����>��;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;ã·:·

� ; ·���4/$�&�+%1���#-4/$V;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;ã·:·
äæå ����	�E��������~VçUè����"§R|¬«%��è��"§L�����0�"§F}E��� é�ê
� ; ��® $L��'�4F(01�&���#-4/$¯;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;ã·  

� ; � ; �ë� _�����'�Z:*�����1�'Y;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;ã·  
� ; � ; d´� _�����'�Z:*�����1�'8TB��$L��'�?����H#%$�&�4/$�$L1����Bì¥í ®��Nî ;N;>;N;>;>;N;>;N; ���
� ; � ; �´� _�����'�Z:*�����1�'

H∞
;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; �/ 

� ; � ; � � _�����'�Z:*�����1�'@'�4/_�1������¹;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; º0�
� ; d ��4/$�&�+%1���#-4/$V;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; º��

¿�ï è��"§L�����0�"§F}E�������	}E����ðJ���"ñFòÍ§L��çU��§Q�"����|�� ó ¿
� ; ��® $L��'�4F(01�&���#-4/$¯;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; º:�
� ; d�Ì $�*�+%^0���N(��N���*�_�#%+%#%��?>(����@��^0������K����HT)'����*�'�(��7;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; º:�

� ; d ; ��Ì 2�2�'�4F&����N#%$�(�?�2\��$�(�*�$L���)(01V'����*�'�(W;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; º ·
� ; d ; d�Ì 2�2�'�4F&����>(�?�2\��$�(�*�$L���,(01Y'����*�'�(�;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; ºQ�

� ; ��� _�����'�Z:*�����1�'��@2\4/1�'@(����@��^0������K����HT)'����*�'�(��Î;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;  ��
� ; � ��4/$�&���2���#-4/$R(����@4/_�����'�Z:*�����1�'��Hí ®�� ;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;   ·

� ; � ; � GH?���4/+%1���#-4/$D(����@&�4/$�(0#%��#-4/$��8*�+%9Q?�_�'�#-[L1����,;>;N;>;N;>;>;N;>;N;   ·
� ; � ; d GH?���4/+%1���#-4/$D(����@&�4/$�(0#%��#-4/$��@$�4/$R*�+%9Q?�_�'�#-[L1����ô;N;>;>;N;>;N;  :º
� ; � ; � °F&���?�K.*�(��N(0#A*�9:$�4:����#-&,;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;  : 
� ; � ; �´Ì 2�2�+%#-&"*���#-4/$W*�10cV&"*�$�*�10cY(]! #%'�'�#%9L*���#-4/$Y;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; �"�:�
� ; � ; � GH?���1�+%�*����@(��M+A*7��^F$L���������õ;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; �"�0�

� ; ��� _�����'�Z:*�����1�'��
H∞

;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; �"�:d
� ; � ; � GH?���4/+%1���#-4/$D(����@&�4/$�(0#%��#-4/$��8*�+%9Q?�_�'�#-[L1����,;>;N;>;N;>;>;N;>;N; �"�:�
� ; � ; d GH?���4/+%1���#-4/$D(����@&�4/$�(0#%��#-4/$��@$�4/$R*�+%9Q?�_�'�#-[L1����ô;N;>;>;N;>;N; �"���
� ; � ; � °F&���?�K.*�(��N(0#A*�9:$�4:����#-&,;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; �"�:�
� ; � ; �´Ì 2�2�+%#-&"*���#-4/$W*�10cV&"*�$�*�10cY(]! #%'�'�#%9L*���#-4/$Y;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; �"� ·
� ; � ; � GH?���1�+%�*����@(��M+A*7��^F$L���������õ;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; �"� ·

� ; ·���4/$�&�+%1���#-4/$V;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N; �"�:º



Á�Â8Ã�ÄJÅ¦ÆMÅ�Ç©ÈRÂHÁ�É�Ê�ËHÅ�Ç �

é�¨,�	�E~L¤¥}E�����	��§Q����§L���"��§L~:���A�	§L� y0ö ê
·0; � ��4/$�&�+%1���#-4/$Y;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; �"�: 

·0; � ; ��Ì 2�2\4/'��@2�'*���#-[L1��g;>;N;>;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; �"�: 
·0; � ; d�Ì ��2\��&��@��&�#-��$L��#�=�[L1��²;N;>;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; �:�"�

·0; d�� ��'���2\��&���#%ZQ���W;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>;N;>;>;N;>;N;>; �:�:�
·0; d ; � GH?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$W*�ZQ��&>K�4F(���+-���S#%$�&���'��*�#%$��õ;>;N;>;>;N;>;N;>; �:�:�
·0; d ; d�� 4F(���+-�>(��N&�4/1�'�_\�>(��N�*�'*�9Q�,*/(�*�2��*���#�a�;>;N;>;>;N;>;N;>; �:�:�
·0; d ; ��� ?�ZQ��+-4/2�2\��K���$L�M(]! 4/_�����'�Z:*�����1�'��@'�4/_�1��������¶;N;>;>;N;>;N;>; �:�"d
·0; d ; � °L^F$L���������,(����@4/_�����'�Z:*�����1�'��H(�*�$��S+-�N&"*/(0'��,����4F&���*/����#-[L1���; �:�"d



· Á�Â8Ã�ÄJÅ¦ÆMÅ�Ç©ÈRÂHÁ�É�Ê�ËHÅ�Ç



÷ùøûúýüûþFÿ���� �

��� sÍw	� n�
��`s3u� �

C�! �"*�17�����E1�$���'�������4/1�'�&��¬#%$�(0#-��2\��$��*�_�+-��2\4/1�'�+O! ��4/K7K��:; � +%+-��������1���#%+%#-��?��¬2\4/1�'
(����¬1��*�9Q����(�4/K�������#-[L1����"IQ#%$�(01�����'�#-��+-�"IF��$LZF#%'�4/$�$���K���$L�*�10cV���S*�9:'�#-&�4/+-���";FC�! #%'�'�#%9L*��
��#-4/$�&�4/$���#-����1��VTW��+%+-�©����1�+-� º:��� (�� +A*W&�4/$���4/K7K.*���#-4/$¦(]! �"*�1�(�*�$��7+-� K�4/$�(��:;
���������)#%K72\4/'��*�$L���7&�4/$���4/K7K.*���#-4/$Í�����8+%#-?��7*�10cR(���K.*�$�(����N&�'�4/#-���*�$L�����>(����8#%'�'�#��
9L*�$L���¬��$7����'�K��@(��S[L1�*�+%#%��?@(��S����'�ZF#-&��:;F����2\��$�(�*�$L�"IQ+O! �"*�1.*M_\����4/#%$�(]! ����'��S2�'�?�����'��
ZQ?��:; � +%+-�H(�4/#%������'��@9Q?�'�?��H(��SK.*�$�#-��'��8TN'�?"*�+%#-����'�1�$ &�4/K72�'�4/K7#-����$L��'��H+-����_\����4/#%$��
(����S#%'�'�#%9L*�$L���H���@+-�M'�����2\��&��H(��M+O! ��$LZF#%'�4/$�$���K���$L�";
C�! #%'�'�#%9L*���#-4/$U*7(���2�1�#-�@��4/1/5�4/1�'��8*�����#%'�?>+O! *�������$L��#-4/$W(��N+O! ��4/K7K��:; ® '�'�#%9:1���'H(����

��1�'�aO*/&����¬*�9:'�#-&�4/+-����[L1�#���4/$L�¬2�+%1��<��*�1�������[L1���+-����'�#%ZF#-��'�����$�?�&�������#%���@(���aO*�#%'��SK�4/$0�
����'S+O! �"*�1B5�1���[L1J! *�10c©&���*�K72��"; � ���S&"*�$�*�10cV(]! #%'�'�#%9L*���#-4/$D4/$L�8*�+-4/'��S?���?M_�����#-�S2\4/1�'
aO*/&�#%+%#%����'8+-�,��'*�$���2\4/'��N(��,+O! �"*�1W(����8'�#%ZF#-��'����8ZQ��'��8+-���82�*�'�&���+%+-���";	CE* &�4/$�����'�1�&���#-4/$
(��S&"*�$�*�10c72\��'�K����¬(��S9L*�9:$���'���$�?�$�?�'�9:#-�@2\4/����$L��#-��+%+-�H����+O! �"*�1.�����¬*/&�����K7#%$�?��H2�*�'
+A*B��#%K72�+-�MZQ4/#-�>(��M+A*B9:'*�ZF#%�*���#-4/$J;�CJ���@&"*�$�*�10cY��4/$L�S1�$Y_\4/$VK�4"^Q��$D(��N(0#-����'�#%_�10�
��#-4/$Y(��N+O! �"*�1R*�10c©1��*�9Q��'��";
íH$W&"*�$�*�+�(]! #%'�'�#%9L*���#-4/$Í�����N(�?b=�$�#�&�4/K7K��B?��*�$L�N1�$Í��^0������K��BT ��1�'�aO*/&��)+%#%_�'��

[L1�#0*�2�2\4/'����¬+O! �"*�1)2�*�'�9:'*�ZF#%��?�(����*@��4/1�'�&��8ì�'�#%ZF#-��'�� î TS��4/1���1�$,'�?����"*�1B(���&"*�$�*�10c
(���2�+%1�����$B2�+%1��<2\����#%���"I�+-����[L1���+-�m2\��'�K���������$L�¬(���+A*8(0#-����'�#%_�1���'�*�10cB(0#��]?�'���$L���<1��*��
9Q��'��S2\4/1�'@(����S=�$��@(]! #%'�'�#%9L*���#-4/$J;
CE*W9Q������#-4/$¦(]! 1�$¦&"*�$�*�+H(]! #%'�'�#%9L*���#-4/$¦aO*�#%�.*�2�2\��+8TW(����.&�4/K72\4:�*�$L�����7=�$�*�$0�

&�#-��'����"I���4F&�#-4F?�&�4/$�4/K7#-[L1���������2\4/+%#%��#-[L1����7K.*�#-� *�1�����#HTW(����.&�4/K72\4:�*�$L����������&��0�
$�#-[L1�����[L1�#�&�4/K72�'���$�$���$L��+-���<2�'�4F&�?�(01�'����¬(��SK.*�#%$L����$�*�$�&��:IL+-���<K�?�����4F(����¬(��S9Q�����
��#-4/$V(01V&"*�$�*�+]2�'�#%$�&�#%2�*�+J����+-����K�?�����4F(����S(��M(0#-����'�#%_�1���#-4/$D(��8+O! �"*�1Y*�10c 1��*�9Q��'��";
CE*B9Q������#-4/$Y(01D&"*�$�*�+J2�'�#%$�&�#%2�*�+�&�4/K72�'���$�(3�
* î CE*)9Q������#-4/$Y�*/&���#-[L1��>[L1�#J��'*�#%���N+-���S2�'�4/_�+-��K����H(]! *�+%+-4F&"*���#-4/$R(��M+O! �"*�1J;
_ î CE*B9Q������#-4/$R4/2\?�'*���#-4/$�$���+%+-�,[L1�#J��'*�#%���>+-���@2�'�4/_�+-��K����H+%#-?��8TB+A*B'�?�9:1�+A*���#-4/$
(����H&"*�$�*�10c];

CE*R9Q������#-4/$¦4/2\?�'*���#-4/$�$���+%+-�D&�4/$���#-�����YTR��'�4/1�ZQ��'�+A*U����'*���?�9:#-�V(��V'�?�9:1�+A*���#-4/$¦[L1�#
�



º ���8Â���É�Á�ËHÅ����VÉ��7Á�Ë! �Æ#"$�SÁ�É% ��
�"! */(�*�2����.*�1UK7#-��10cÍ*�1UK�4F(���(��7(0#-����'�#%_�1���#-4/$3&���4/#-��#O;JCE*©(���K.*�$�(�����$3�"*�1Í(����
1��*�9Q��'��Y�����©��'*/(01�#%���W2�*�'Y(����©2�'�?�+-��ZQ��K���$L���D(]! �"*�1 9Q?�$�?�'*�+-��K���$L�R�&�]��&���1�?��DT
+O! *�Z:*�+�(����8_�#-�ba¸�";J�����M2�'�?�+-��ZQ��K���$L���>��4/$L�>&�4/$���#-(�?�'�?��N&�4/K7K��7(����M2\��'���1�'�_�*���#-4/$��
[L1J! #%+:aO*�1��E&�4/K72\��$�����'";"CE*�'�?�9:1�+A*���#-4/$B(����J&"*�$�*�10c,&�4/$���#-������T�K.*�#%$L����$�#%'�1�$>$�#%ZQ�"*�1
(]! �"*�1U&�4/$����*�$L�>T�+O! *�Z:*�+<(��)&���*/[L1��)_�#-�ba¬���N&��)[L1���+%+-���M[L1��,��4/#-��$L�M+-���82\��'���1�'�_�*��
��#-4/$��";<CE*R&�4/K7K.*�$�(��Y(����7&"*�$�*�10c�2\��1��'����'��©'�?"*�+%#-��?��V(��©(0#��]?�'���$L�����7K.*�$�#-��'����
��1�#%Z:*�$L�,+-��&���4/#�cÍ(����>Z:*�'�#A*�_�+-���,(��.&�4/K7K.*�$�(���K.*�#-�)*�1�����#¬��1�#%Z:*�$L�>+-�7K�4F(��.(��
(0#-����'�#%_�1���#-4/$J; ® +m�bc0#-�����)(���10cR9:'*�$�(��M�â^F2\���M(��)'�?�9:1�+A*���#-4/$JI\+A*�'�?�9:1�+A*���#-4/$3*�K�4/$L�
+-4F&"*�+-�,ì�+A*82�+%1��<'�?�2�*�$�(01��@(�*�$��<+-������^0������K����<9Q?�'�?���(���K.*�$�#-��'��S��'*/(0#%��#-4/$�$���+%+-� î ���
+A*.'�?�9:1�+A*���#-4/$3*�Z:*�+<(0#-���*�$L���B[L1�#m$�?�&�������#%���,1�$��)#%$0a¥'*/����'�1�&���1�'��BK�4F(���'�$��Vì���'*�$����
K7#-����#-4/$D(��M+O! #%$0a¸4/'�K.*���#-4/$ î ;
� ; ½ £L	}�¤��0�����	�`� òÍ�	�	�)(��]~Q��¤�§+*��,(.-,/
� +%+-�7&�4/$���#-�����7T &�4/K7K.*�$�(���'>+-4F&"*�+-��K���$L�N2�*�'N+A*.Z:*�$�$��

u
+-�)$�#%ZQ�"*�1

y
[L1�#

+%1�#������8*�K�4/$L�Bì�$�#%ZQ�"*�1U*�Z:*�+E(01D_�#-�ba î ����+E[L1��N'���2�'�?�����$L��?)��1�'@+A*)=�9:1�'�� � ; �
0 �:�21 ;]���������B����'*���?�9:#-�B*�+O! *�Z:*�$L�*�9Q�7(��B�*���#-��aO*�#%'��>+A* (���K.*�$�(��B(����81��*�9Q��'��
(��NaO*43�4/$Y#%$����*�$L�*�$�?��:; � $R�&�]���"I�1�$��>2�'�#-���>(]! �"*�1

p
�����8*/&�&�4/K72�*�9:$�?��,2�*�'

1�$���&��L1����@(01)$�#%ZQ�"*�1
y
[L1�#�������'*�2�#-(���K���$L�¬&�4/K72\��$���?���2�*�'m1�$��¬a¸��'�K�����1�'��

*/(�?�[L1�*����
u
(��,+A*.Z:*�$�$��:;658?"*�$�K�4/#%$��"I\&��������)����&���$�#-[L1��B2�'�?�����$L���B+O! #%$�&�4/$0�

ZQ?�$�#-��$L� (�� $��©2�*/�72\4/1�ZQ4/#%'7'�������$�#%'7+O! �"*�1�(�*�$��7+-�V&"*/�7(]! 1�$ýK.*�$�[L1��Y4/1
(]! 1�$��)*�_�����$�&��,(��N+A*7(���K.*�$�(��:; � +%1��@2�'�?�&�#-��?�K���$L�"I�+-4/'���[L1J! #%+E$J! ^Y*B2�*/�H(��
2�'�#-�����)(]! �"*�1JIJ+-��$�#%ZQ�"*�1¯*�Z:*�+�*�1�9:K���$L���:I�&��.[L1�#�#%K72�+%#-[L1���+O! 4/1�ZQ��'���1�'��©(��
+A*,Z:*�$�$��8����1�$ +7�/&�����'@(]! 1�$V(�?�_�#%�S(�4/$�$�?:;0CJ�8&"*�$�*�+]?��*�$L�@&�4/$�����#%��1�?M(]! 1�$��
��?�'�#-�)(��,_�#-�ba¸�"I	&����M�&�]���HZ:*.���>'�?�2\��'�&�1�����'N��1�'H+-���N*�1���'����8_�#-�ba¸�8��$L��'*98-$�*�$L�
*�#%$���#J+O! 4/1�ZQ��'���1�'��,(����H*�1���'����@Z:*�$�$����@���@1�$��M2\��'����>(��N[L1�*�$L��#%��?,(]! �"*�1J;

u

y

-
	

p

?

:.;=<.> � ; ��?)@=A A B2CEDGFIHJDLK M&N!O�P B2N2QRSM&T$TUHVN4O9QHVT$M&N%DWA M%RXHVA Q�O�P B2N�Y2K Q�Z



 

d ; ½ £L	}�¤��0�����	�¦������¤ å �����"���	�"§[*�� å -\/
� +%+-�B&�4/$���#-�����7T &�4/K7K.*�$�(���'N+-�)$�#%ZQ�"*�13*�Z:*�+<(01W_�#-�ba¬2�*�'M+A*.Z:*�$�$��7*�K�4/$L�
[L1�#������<(0#-���*�$L���S(]! 1�$���+-4/$�9:1���1�'¬(���_�#-�ba�ì�ZQ4/#%'�=�9:1�'�� � ; dQî ;:CE*8Z:*�'�#A*���#-4/$�(01
$�#%ZQ�"*�1�*�Z:*�+¬&"*�1���?��72�'�#%$�&�#%2�*�+-��K���$L�)2�*�'N+-���N2�'�#-�����>(]! �"*�1JIJ$J! �����>(�?�����&���?��
TB+O! *�K�4/$L�M[L1J! *�2�'����H1�$Y����K72��8(��N'����*�'�(];\����&�#JaO*�#%�8[L1��N+A*7&�4/K72\��$��*���#-4/$
(01.(�?�_�#%�¬2�'�?�+-��ZQ?@$J! ������2�*/��#%K7K�?�(0#A*����H����2\��1��¬&"*�1�����'¬+O! #%$��*���#-��aO*/&���#-4/$.(����
1��*�9Q��'��"; � *�'8&�4/$L��'��:I�+-�>(�?�_�#%�@+7�/&���?)TB+O! *�K�4/$L�8&�4/'�'�����2\4/$�(DTB+A*7(���K.*�$�(��
(��.(�?�_�#%�"; � $�&�4/$���?�[L1���$�&��:I���$3K.*�$�[L1�� 4/1���$¯*�_�����$�&�� (���+A*Y(���K.*�$�(��:I
1�$�#-[L1���K���$L�8+-�,(�?�_�#%�H'���[L1�#-�8�����@+7�/&���?,2\��'�K������*�$L�N*�#%$���#�(��,����4F&J]Q��'H+O! �"*�1
2\4/1�'S+-���S2�'�?�+-��ZQ��K���$L���8#%K72�'�?�ZF1��H4/1V2\4/1�'@+-���S2\?�'�#-4F(����@(��N��?�&�����'��������:;
��4/K72����H����$L1©(�����&�4/$L��'*�#%$L�����S+%#-?�����*�10c.��^0������K�����T>��1�'�aO*/&��@+%#%_�'��Bì�����K72��

y
-u

	
p

?

:.;=<.> � ; d�?)@=A A B2CEDGFIHJDLK M&N!O�P B2N2QRSM&T$TUHVN4O9QHX^&HVA_O9K CEDIHVN2RSQ`O�P B2NaY2K Q�Z
(��7'����*�'�(U#%K72\4/'��*�$L�)��$L��'���+O! *�K�4/$L�)���>+O! *�Z:*�+ î IJ&�������������&���$�#-[L1���'���[L1�#-��'��
1�$��7#%$0a¥'*/����'�1�&���1�'���K�4F(���'�$������N1�$3��^0������K��7(��7��'*�$���K7#-����#-4/$3(��7+O! #%$0a¸4/'��
K.*���#-4/$J; � '"I�+A*B2�+%1�2�*�'��H(����@&"*�$�*�10cV$��>(0#-��2\4:����$L�S2�*/�H(]! 1�$V����+JK.*���?�'�#-��+O;

� ; ½ £L	}�¤��0�����	�¦ò3�Aª]�"§b/
CE*©����&���$�#-[L1��©*�K�4/$L�)+-4F&"*�+-�.*/����1�'��7+A*V(���K.*�$�(�� (����N1��*�9Q��'��)���>+A*©����&��0�
$�#-[L1��B*�Z:*�+m(0#-���*�$L���B*/����1�'��,+A*72�'�4/����&���#-4/$U(��,+A*�'�������4/1�'�&��,��$W�"*�1J;	CE*�'�?b�
9:1�+A*���#-4/$W(]! 1�$W&"*�$�*�+m(]! #%'�'�#%9L*���#-4/$U&�4/'�'�����2\4/$�(WT71�$W&�4/K72�'�4/K7#-�8'�������4/1�'�&��
�O1��*�9Q��'"; � *�$�� 0 �:�91 I/#%+	*N?���?SK�4/$L��'�?H[L1��@&��@&�4/K72�'�4/K7#-�¬2\��1��c����'��S'�?"*�+%#-��?HT
��'*�ZQ��'��m+A*@'�?�9:1�+A*���#-4/$BK7#�c0���¬_�*/��?�����1�'E+A*H&�4/K,_�#%$�*�#-��4/$�(����m(���10c)����'*���?�9:#-���
2�'�?�&�?�(���$L�����Bì�ZQ4/#%'S=�9�; � ; �Qî ;

yi

ui+1

-

-

ui

	
p

?

?

dce dcf

:.;=<.> � ; ��?)@=A A B2CEDGFIHJDLK M&NgO�P B2N2QRSM&T$TUHVN4O9Q�T$K hiDLQjO�P B2N�Y2K Q�Z



�"� ���8Â���É�Á�ËHÅ����VÉ��7Á�Ë! �Æ#"$�SÁ�É% ��
kUlVk mbnUo�prqsotnUu�v�o�w,xp6yguJv�xp{zJx}|�~U�t~Uz`�
CE*�K�4F(���'�$�#-�*���#-4/$W(����8&"*�$�*�10cR(]! #%'�'�#%9L*���#-4/$ÍT7��'*�ZQ��'��8+O! *�1���4/K.*���#-�*���#-4/$U(����

4/1�ZF'*�9Q���V(��R'�?�9:1�+A*���#-4/$ *Í2\��'�K7#-�V(��DK�4F(0#�=���'V+A*Í9Q������#-4/$ ��'*/(0#%��#-4/$�$���+%+-�Í(����
&"*�$�*�10c�TH��'*�ZQ��'��<+O! 1���#%+%#-�*���#-4/$.(���+A*H'�?�9:1�+A*���#-4/$ *�Z:*�+�(0#-���*�$L���S����(���+A*H'�?�9:1�+A*���#-4/$
K7#�c0���:; � +%+-��5�4/1��@1�$.'J�/+-�@#%K72\4/'��*�$L�S(�*�$��¬+O! *�K�?�+%#-4/'*���#-4/$V(��@+A*N9Q������#-4/$ (��@+O! �"*�1J;
�6�#�#�����S���c�_���L���c�`�����������c�{�9�`�9�������[�W�j�������6���I�2�
°L#<4/$W2�'���$�(W+-�B&"*/�M(]! 1�$��B'�?�9:1�+A*���#-4/$3*�K�4/$L�N+-4F&"*�+-�Vì�ZQ4/#%'M=�9�; � ; �Fî I	+A* &�4/KB�

K.*�$�(��V*�1���4/K.*���#-[L1��©(]! 1�$¯&"*�$�*�+�&�4/$���#-�����©TD*�9:#%'B��1�')+O! 4/1�ZQ��'���1�'��©(��.+A*VZ:*�$�$��
u
��$Da¸4/$�&���#-4/$W(��,+O! ?�&"*�'��

e
ì�ZQ4/#%'H=�9:1�'�� � ; �Qî ��$L��'��)+A*.&�4/$���#%9:$��

yc
���8+A*�K�����1�'��

��$�'���9:#-����'�?��N2�*�'S+-���@&"*�2�����1�'��
ym
; � *�$���+-�N&"*/�@44�V1�$Y&"*�2�����1�'@�����@��$Y(�?baO*�1��>I0+A*

K�����1�'��S��$�'���9:#-����'�?��
ymf

= y+f
�����<��'�'�4/$�?��S���<(0#��]?�'���$L���S(���+A*H'�?"*�+%#%��?

ymf
6= y
;

CJ��'�?�9:1�+A*�����1�',Z:*V&"*�+-&�1�+-��')1�$���4/1�ZQ��'���1�'�� (��7Z:*�$�$��
uf
[L1�#¬����'*V(0#��]?�'���$L��� (��

&���+%+-�@$�?�&������*�#%'��H��$.'�?"*�+%#%��?
u
; � *�'�&�4/$���?�[L1���$L�"IL+A*M2�'�?�����$�&��8(]! 1�$ (�?baO*�1��¬Z:*8aO*�1����

����'S+-�N_\4/$Y(�?�'�4/1�+-��K���$L�M(����@4/2\?�'*���#-4/$��";

u

� � � � � � � � � � � � �

-
	

p

� Öi�:Ø�ÔÛQÜ -

y
yc

ym-

:.;=<.> � ; ��?)@=A A B2CEDGFIHJDLK M&N!O�P B2N2QRSM&T$TUHVN4O9QHVT$M&N%DWA M%RXHVA Q�O�P B2N�Y2K Q�Z

� Öi�:Ø�ÔÛQÜ� Ö"×LÖ"Ó� Ö"×Q×QÔ�j� Þ�ÛQÓ�Ö�Ø�ÔÛQÜ- - - - - -

6

u q y ym

−
yc

ym

e

�
p

:.;=<.> � ; �!?� iRI¡2¢STUHcO9QRSM&T$TUHVN4O9QO�P B2N�N2K ^£QXHVBsO�P QXHVBgO2HVN2C¤A QjRXHVN4HVA



���������� t"�Ë!¥t"$ �ÉSÇ�"���Å�ËU¦mÉ�ÇFÅ�Ë ÄJÅ{��Â��8Â8Ä¨§ �:�

C�! *�1���4/K.*���#-�*���#-4/$q$�?�&�������#%���Í2�*�'D&�4/$���?�[L1���$L�R1�$x��^0������K��Í(��Í��1�2\��'�ZF#-��#-4/$
ì�ZQ4/#%'�=�9�; � ; · î [L1�#�2\��'�K�����+A*>(�?�����&���#-4/$V���¬+A*N+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$©(�����(�?baO*�1���������2�*�$�$����
?�ZQ��$L��1���+-��(����E&"*�2�����1�'�������*/&���#-4/$�$���1�'��E2\4/1�'J2�'���$�(0'���+-���E(0#-��2\4:��#%��#-4/$��J(���K.*�#%$L���b�
$�*�$�&��8���¬'�?�2�*�'*���#-4/$���$�?�&������*�#%'��������¬a¸4/1�'�$�#%'�*�1 '�?�9:1�+A*�����1�'S(�����(�4/$�$�?����¬=	*�_�+-���";

� Öi�:Ø�ÔÛQÜ� Ö"×LÖ"Ó� Ö"×Q×QÔ�j� Þ�ÛQÓ�Ö�Ø�ÔÛQÜ- - - - -

f

6

-u q y

−
yc

ym

e

©«ª�¬�2®£¯«°7±&°7²_³ �ymf

�
ymf

�
p

:.;=<.> � ; · ?# iRI¡2¢STUH�O9QRSM&T$TUHVN4O9QHX^£QSRCGB2´�Q�FL^iK CGK M&NgO�P B2N�RXHVN4HVA



�"d ���8Â���É�Á�ËHÅ����VÉ��7Á�Ë! �Æ#"$�SÁ�É% ��

® +@�bc0#-�����©��'�4/#-�7�â^F2\���7(��Y(�?baO*�1�����[L1�#S��4/$L�.��1���&���2���#%_�+-����(]! *�'�'�#%ZQ��'.(�*�$���1�$
&"*�$�*�+E(]! #%'�'�#%9L*���#-4/$Eì�ZQ4/#%'H=�9:1�'�� � ; �:î �

? å £¶µâ��}J�"�.��~:�����	���E§F}E��� [L1�#J2\��1�ZQ��$L�s����'��>+A*�&�4/$���?�[L1���$�&��,(]! 1�$RK.*�1�Z:*�#-�
a¸4/$�&���#-4/$�$���K���$L�Y(01`K�4/����1�'Y*/&���#-4/$�$�*�$L�V+A*ÍZ:*�$�$��:I�4/1`_�#-��$ (]! 1�$ 4/_05����
?���'*�$�9Q��'V[L1�#HZF#-��$L�©_\4/+-[L1���' +A*UZ:*�$�$��:;@����� (�?baO*�1����©��4/$L� 9Q?�$�?�'*�+-��K���$L�
K�4F(�?�+%#-��?��S2�*�'@1�$��>��$L��'�?��,*/(�(0#%��#-4/$�$���+%+-�)��1�'

u
���@$�4/��?��

δu
I

? å £¶µâ��}J�"�)~Q���E�"§F}E��� (¸·��STN1�$©K.*�1�Z:*�#-��a¸4/$�&���#-4/$�$���K���$L�H(����¬#%$�����'�1�K���$L���
(���K�����1�'��:; ® +-�>2\��1�ZQ��$L�'����'��.(��.$�*���1�'�� ���*���#-[L1��Rì�_�#A*�#-� î 4/1�(0^F$�*�K7#-[L1��
ì¥(�?�'�#%ZQ� î ���M��4/$L�M9Q?�$�?�'*�+-��K���$L�>K�4F(�?�+%#-��?��N&�4/K7K��)1�$U��#%9:$�*�+m��1�2�2�+-?�K���$0�
�*�#%'��>��1�'S+A*7��4/'���#-�

y
$�4/��?

δy
I

?º¹ ��£F¤�ñQ�	§FòÍ§F�	�"�D�E�	� òÍ§L��}E��£L� (��7(�?�_�#%�>[L1�#<2\��1�ZQ��$L�,��1�'�ZQ��$�#%'N2�*�'>(����
2�'�#-�����@4/1Y2\4/K72�*�9Q���S#%K72�'�?�ZF1��"; ® +J��4/$L�@$�4/��?��

p
;

»4¼ áOØ�ÒÙMÔ � Öi�:Ø�ÔÛQÜd Ú�Ø�à Ð�×Q×QÔÛQÜ - - --u ua

δu
	 	

δy

y yc

	
p

:.;=<.> � ; �!?,½¶FLM&K C¤D=¾9´�QSC¤O9QjO9¢�Z¿HVB9DLC¤CGB2CGRSQS´9DLK Y2A QSC�CGB9F¤B2N�CE¾9CEDLÀST$Q



��� ÁÂ�	 �ÃUÃ/Å��SÁ�É�ÄÅ��ËHÉ��'��É��	Â8Ä3ÆMÅ�ÄJÂõÁ��8Ê�ÇFÅ �"�

584/1���K�4/$L��'�4/$���2�+%1��m�*�'�(7[L1J! 1�$7(�?baO*�1��
δu
��1�'m+O! */&���#-4/$�$���1�'�*H+-��K\��K��S�&�]���

[L1J! 1�$�2�'�?�+-��ZQ��K���$L�
p
4/1�1�$.(�?baO*�1��

δy
��1�'<1�$ &"*�2�����1�'���1�'<+-�@(�?�_�#%�

q
'���2�'�?�����$L��?

��1�'N+A* =�9:1�'�� � ; º ; � *�')&�4/$���?�[L1���$L�"IJ$�4/1��,&�4/$���#-(�?�'�4/$��>+O! ?���1�(���1�$�#-[L1���K���$L�)��1�'
+-���¬(�?baO*�1�����*/&���#-4/$�$���1�'����*/&���*�$L��[L1��S+-����*�1���'����¬(�?baO*�1����¬2\��1�ZQ��$L������'��S��'*�#%��?���(��
+A*)K\��K��NK.*�$�#-��'��:;

y

u

q

	
p

6-

:.;=<.> � ; º�?,ÆÂÇ�Q�D�O9QSCrDGFLM&K C�O9¢�Z¿HVB9DLC¤CGB9F�A Q`O9¢SY2K D

È��,ÉÊ���¸���c�9��Ë¶�c�_���L���Ì�`�Å�`���c�`�«���
Í #-��$W[L1J! 1�$W��^0������K��)(]! */&�[L1�#-��#%��#-4/$U��4/#%�8(0#-��2\4/$�#%_�+-�B��1�'8+-�,&"*�$�*�+OI	#%+�$J! �bc0#-�����

2�*/�@1�$��,K,1�+%��#%��1�(��B(��,&"*�2�����1�'��M&"*�'8&��>K.*���?�'�#-��+m&�44·����,��'����8&�����'"; � ���8��$�(0'�4/#%���
(01U&"*�$�*�+���4/$L�>(�4/$�&B(�?�2\4/1�'�ZF1��>(��B&"*�2�����1�'��,*�+-4/'��N[L1��)+-���M#%$0a¸4/'�K.*���#-4/$��>[L1J! #%+-�
2\4/1�'�'*�#-��$L�H*�2�2\4/'�����'@����'*�#-��$L�S��'�����1���#%+-���";¸Î�*/&��NT)&��82�'�4/_�+-��K��:I�#%+]����'*�#%��1���#%+-�M���
$�?�&������*�#%'��8(��H2\4/1�ZQ4/#%'"I0T>2�*�'���#%'�(01 K�4F(���+-�8(01©&"*�$�*�+OIF'���&�4/$�����'�1�#%'��8+-���¬#%$0a¸4/'�K.*��
��#-4/$��SK.*�$�[L1�*�$L�����";

kUl�Ï ÐÒÑgÓ«xj|¤Ô6uJÕÊwtpruJ�t|�uXw�~Uz¨Ötx}zJ~×Ô6ØtÙjv�x
� *�$��,+-�._�1��B(]! */����1�'���'B+-��_\4/$3a¸4/$�&���#-4/$�$���K���$L��(01¯��^0������K�� (��.'�?�9:1�+A*���#-4/$

���8'�?�&�1�2\?�'���'N(����M(�4/$�$�?����M1���#%+-���N(01U&"*�$�*�+OI	+O! 4/_05���&���#�a¬2�'�#%$�&�#%2�*�+�(��)+A*����������)�����
(��8(�?�ZQ��+-4/2�2\��'�1�$��8K�?�����4F(�4/+-4/9:#-�M(��8��1�2\��'�ZF#-��#-4/$.2\��'�K������*�$L�S+A*>Z:*�+%#-(�*���#-4/$©(����
K�����1�'����"I	+A*.(�?�����&���#-4/$Í���M+A*.+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$U(����N(�?baO*�1����N&"*�2�����1�'��N���MZ:*�$�$����M���M+A*
'���&�4/$�����'�1�&���#-4/$R(����@(�4/$�$�?����@K.*�$�[L1�*�$L�����";

kUlIÚ ÛÝÜ�Ô6ØtngÖtxjvÒÖtxÞv�o�w,xp6yguJv�uJnU�
CE*N����'*���?�9:#-�@(��@��1�2\��'�ZF#-��#-4/$������<a¸4/$�(�?��@��1�'<+A*N(�?�����&���#-4/$ (��S��#%��1�*���#-4/$���*�$�4/'��

K.*�+-���N���N+A*.+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$Í(��B+-��1�'>4/'�#%9:#%$��:I]��1�#%ZF#-�B(��7&�4/$�����#%+-�N(]! */&���#-4/$3���&ß�4/1Í(��
'���&�4/$0=�9:1�'*���#-4/$J;j584/1��)$�4/1��,#%$L��?�'�������4/$��7(�*�$��B&��.��'*�Z:*�#%+S(��.���������©TV+A*Y2�*�'���#-�
(�?�����&���#-4/$�����+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$�(���(�?baO*�1�����2�*�'<(����m����&���$�#-[L1�����(���(0#A*�9:$�4:����#-&:;/CJ�S(0#A*�9/�
$�4:����#-&�(���(�?baO*�1����<�����<*�1/5�4/1�'�(]! �L1�#�2�'�#%K�4/'�(0#A*�+�2\4/1�'m+O! �&à.&"*/&�#%��?S���m+A*8��?�&�1�'�#%��?�(����
��^0������K����";JíH$3(�?baO*�1��)&�4/'�'�����2\4/$�(�TV1�$�&���*�$�9Q��K���$L�B#%$�*�������$�(01¯(01�&�4/K72\4/'����b�
K���$L�H(]! 1�$��NZ:*�'�#A*�_�+-�:;



��� ���8Â���É�Á�ËHÅ����VÉ��7Á�Ë! �Æ#"$�SÁ�É% ��

® +J�bc0#-�����N(0#��]?�'���$L�����HK�?�����4F(����H(��N(0#A*�9:$�4:����#-&��
? (�§L�BòÍ£Q�9áE�]|�§L�,�����)��§L|��	�E|����E~Q§©òÍ�0�"£L�/��§F¤¥¤�§�/ 1���#%+%#-��?����¬+-4/'���[L1J! 4/$.$J! *
2�*/�.1�$��D&�4/$�$�*�#-���*�$�&��R(���� ?�[L1�*���#-4/$��.K.*�����?�K.*���#-[L1����©[L1�#8(�?�&�'�#%ZQ��$L�©+-�
��^0������K�� 0 �"�91 ;

? (�§L�,òÍ£Q�9áE�]|�§L�N�����,��ðJ���"ñFòÍ§L�>§QªJ��§L���"��/ _�*/��?�������1�'�1�$��@&�4/$�$�*�#-���*�$�&��
����1�'�#-����#-[L1��>(01D��^0������K�� 0 �"�91 ;

? (�§L�>òÍ£Q�9áE�]|�§L�N���E��¤Að]���=âJ}E§L��/ _�*/��?�������1�'<+A*M&�4/$�$�*�#-���*�$�&��H(]! 1�$7K�4F(���+-�
(��,&�4/K72\4/'�����K���$L�>(01R��^0������K�� 0 �"�91 ;\���,K�4F(���+-�,�����H9Q?�$�?�'*�+-��K���$L�>?��*�_�+%#
T©2�*�'���#%',(����,?�[L1�*���#-4/$��>K.*�����?�K.*���#-[L1����,'���2�'�?�����$L�*�$L�B+-���N+-4/#-�>2��L^0��#-[L1����
*�10c�[L1���+%+-���H+-�,��^0������K��,�����8��4/1�K7#-�";�CJ�,K�4F(���+-�)(01R��^0������K��>2\��1�������'��>'��b�
2�'�?�����$L��?>(�*�$��@+O! ����2�*/&��Ma¥'�?�[L1���$L��#-��+E��4/1���a¸4/'�K��N(��8a¸4/$�&���#-4/$��H(��M��'*�$���a¸��'��
4/1Y(�*�$��@+O! ����2�*/&��N����K72\4/'���+E��4/1���a¸4/'�K��>(]! 1�$Y��^0������K��N(]! ?��*��";

� *�$���+-�N&"*/�S(����S&"*�$�*�10cV(]! #%'�'�#%9L*���#-4/$JI�+-����K�?�����4F(����H*�$�*�+%^F��#-[L1����S��4/$L�S9Q?�$�?�'*�+-�b�
K���$L�H+-���S2�+%1��H*/(�*�2���?����";	�8! �����@2\4/1�'�[L1�4/#J$�4/1��@&�4/$���#-(�?�'�4/$��H(�*�$��@$�4/��'��>?���1�(��:;
�Wã=äãI� åæ�Â��ç`�j�`���è�W�`�WéG����Iê�`���
CJ���mK�?�����4F(�����*�$�*�+%^F��#-[L1����m&�4/$���#-������$L�¬TH&�4/K72�*�'���'<+-��&�4/K72\4/'�����K���$L�¬(017��^0���

����K��M*�ZQ��&8&���+%1�#\(01.K�4F(���+-�:;����������8&�4/K72�*�'*�#-��4/$©�����¬��'*/(01�#%���H2�*�'�+A*N9Q?�$�?�'*���#-4/$
(��8'�?���#-(01��S[L1�#\��4/$L�S��1�2�2\4:��?���$L1�+-�S��$©+O! *�_�����$�&��M(��M(�?baO*�1����S����$�4/$©$L1�+-�S��$©+-��1�'
2�'�?�����$�&��:;
® +M�bc0#-�����R(0#��]?�'���$L�����©K�?�����4F(����©2\4/1�' 9Q?�$�?�'���'Y&���� '�?���#-(01��W�¬+-��� K�?�����4F(����

_�*/��?����V��1�' +O! ������#%K.*���#-4/$X(]! ?��*��"I�+-���©K�?�����4F(���� _�*/��?����V��1�' +O! ������#%K.*���#-4/$ 2�*�'*��
K�?���'�#-[L1��.���,+-���>K�?�����4F(����>_�*/��?����,��1�',+A*©'���(�4/$�(�*�$�&��©*�$�*�+%^F��#-[L1��:; � *�$��>$�4/��'��
��'*�Z:*�#%+OIm$�4/1��)$�4/1��B#%$L��?�'�������4/$���*�10c3K�?�����4F(����B_�*/��?����7��1�')+O! ������#%K.*���#-4/$�(]! ?��*��
$�4/�*�K7K���$L�.+A*R'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$¦(��V(�4/$�$�?��������7+-���74/_�����'�Z:*�����1�'��"; � *�$��7&��©�â^F2\�
(��BK�?�����4F(����"I]4/$U'�����'�4/1�ZQ�7+-���N(���10cW2�'�#%$�&�#%2�*�+-���,?��*�2\���7� ¤��ý�£F�E£L���0�����	� |�§L�
��£L����|m}E� ��� ¤â«%£Q����¤¥}E�0�����	�¦|�§L����£L����|m}E� ;

»4¼ áOØ�ÒÙMÔ � Öi�:Ø�ÔÛQÜd Ú�Ø�à Ð�×Q×QÔÛQÜ - - --u ua

fa
	 	

fc

y yc

	
fp

ë � × � Ü�Ö�Ø�à Ð�×BÑ:ÔbámÜ � áâà�Ñ:ÛLá
-

ì Õ�Ö"Ó ÛLÖ�Ø�à Ð�×BÑ:ÔbámÜ � áâà�Ñ:ÛLá
fi

-

-- ----

-

:.;=<.> � ;  �?,ÆÂDIHV´�QSC�O9BsO9K HVí&N2M&CEDLK R



��� î_�VÈ�ï8Á��' �ÆMÅ�Ç©ÆMÅ Ç�"���Å�ËU¦mÉ�ÇFÉ% �� �"�

�Wã=äã=È ðñ���`�«Ë��6���L���{�`���èË����4�I�c�c�
CE*@9Q?�$�?�'*���#-4/$7(����E'�?���#-(01���&�4/$���#-������T�a¸4/1�'�$�#%'�+-���E'�?���#-(01���(���aO*43�4/$BT�aO*�ZQ4/'�#-����'

+-���]��'�4/#-�E4/_05���&���#�a¸�¬��+A* |�£Q�"§L~:�����	� I"+A* ¤��]~Q��¤¥���"�0�����	� ���J+O! §L�����¥òÍ�0�����	� (����E(�?baO*�1����";
� ; å £Q�"§L~:�����	��/ CJ4/'�[L1J! 1�$©?�&"*�'��S��#%9:$�#�=�&"*���#�a���$L��'��8+-�8&�4/K72\4/'�����K���$L�S(01©��^0���
����K������,��4/$Wa¸4/$�&���#-4/$�$���K���$L�)$�4/K7#%$�*�+������,&�4/$����*���?:I]1�$3(�?baO*�1��,������5�1�9Q?
4F&�&�1�'���$L�"; � $R2�*�'�+-�7*�+-4/'��N(��)(�?�����&���#-4/$Í(]! 1�$U(�?baO*�1��";\CE*.��#%9:$�#�=�&"*���#-4/$Í(��
&�����?�&"*�'��S������?�Z:*�+%1�?��82�*�'�'*�2�2\4/'��ST>1�$©����1�#%+]*�2�2\��+-?�ò�����1�#%+](��8(�?�����&���#-4/$�ò
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d ; (��]~Q��¤¥���"�0�����	�º/ íH$��@a¸4/#-��+A*,(�?�����&���#-4/$V$�4/��?��:IF+-�84/1©+-����(�?baO*�1�����4F&�&�1�'���$L���
(�4/#%ZQ��$L������'��N+-4F&"*�+%#-��?��"; � 4/1�'8&���+A*0I�+A*)+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$D���8aO*�#%�H��$V1���#%+%#-�*�$L�H1�$��
+-4/9:#-[L1��Y&�4/K,_�#%$�*���4/#%'��R��$L��'��Y+-����(0#��]?�'���$L���.��&�?�$�*�'�#-4:�.����+-4/$�+-���7�â^F2\����(��
(�?baO*�1����"; � 1�#-�"I"1�$����*�_�+-��(��¬��#%9:$�*���1�'����E�����]a¸4/'�K�?���2\��'�K������*�$L�m(]! #-(���$L��#�=���'
+-�N(�?baO*�1��H4F&�&�1�'���$L�";

� ;Uô �����¥òÍ�0�����	�Ò/ � *�$��S+A*,2�+%1�2�*�'��@(����S&"*/�"I0+-4/'���[L1J! 1�$V(�?baO*�1��@�����S(�?�����&���?N���
+-4F&"*�+%#-��?:IF4/$©&�����'�&����>T>������#%K���'�+O! *�K72�+-��1�'S(��8��4/$ �&�]������1�'�+-�H��^0������K��M*�=�$
(��.+-�.'�?�(01�#%'��:I�+-� &�4/K72\��$�����'B4/1�+-� ��1�2�2�'�#%K���'"; � 4/1�'7&���+A*0IE+-� (�?baO*�1��B�����
������#%K�?�T.2�*�'���#%'>(01UK�4F(���+-�7(01W2�'�4F&�������1��"I\(����N��$L��'�?����,(��B&�4/K7K.*�$�(������
(�������4/'���#-����4/_�����'�ZQ?����";/����������������#%K.*���#-4/$)2\��1������maO*�#%'��¬��$,K\��K��¬����K72���[L1��
+-�,2�'�4F&�������1��M(��)(�?�����&���#-4/$Í���8+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$J; � $W�&�]���"I	2�*�'�a¸4/#-�8+O! ������#%K.*���#-4/$
(01Y(�?baO*�1��@2\��'�K����H(]! *�#-(���'8TB+-�M+-4F&"*�+%#-����' 0 �"d91 ;

�Wã=äã=ä õtör�WéI�`�6���L�����`���èË����4�I�c�c�
C�! ?�Z:*�+%1�*���#-4/$V(�����'�?���#-(01���&�4/$���#-�����MT>(�?�&�#-(���'���#�1�$©(�?baO*�1���������4F&�&�1�'���$L�"; � +%+-�

1���#%+%#-���>9Q?�$�?�'*�+-��K���$L�M+-��� �"§L���"�©|¬«÷á	ðJ�����9áEñL�"§L�.���"�0���������=âJ}E§L� (�4/$L�8+-�>2�'�#%$�&�#%2\�
'���2\4:���N��1�'S+-���@[L1�*���'����H?�+-?�K���$L���H��1�#%Z:*�$L��� 0 d:�91 �

? ï è��"§L�����0�����	�¦�	}���£L��¤¥���"�0�����	�Ì/
X = {x1, x2, ..., xn}? (��	�8���"�0���������=âJ}E§ø/ CE* +-4/#�(��B2�'�4/_�*�_�#%+%#%��?

P
[L1��7��1�#%�N+A* '�?"*�+%#-�*���#-4/$

X
�

X ∼ P (m,σ2)
44�

m
�����S+A*BK�4"^Q��$�$��,���

σ2 �����S+A*BZ:*�'�#A*�$�&��:;?ºù ðJ�����9áEñL�"§ñ/ PH^F2\4/���������HZF'*�#-�
H0
���SPH^F2\4/���������@aO*�1������

H1
����+%+-���S[L1��)�

H0
�FPH^F2\4/���������8[L1��H+A*>'�?"*�+%#-�*���#-4/$

X
������1�$��HZ:*�'�#A*�_�+-�N*�+-?"*���4/#%'��N[L1�#\��1�#%�

+A*B+-4/#J(��N2�'�4/_�*�_�#%+%#%��?
P

X ∼ P (m,σ2)

H1
�FPH^F2\4/���������8[L1��H+A*>'�?"*�+%#-�*���#-4/$

X
������1�$��HZ:*�'�#A*�_�+-�N*�+-?"*���4/#%'��N[L1�#\��1�#%�

1�$��,*�1���'��N+-4/#E(��M2�'�4/_�*�_�#%+%#%��?
P ′ (��MK�4"^Q��$�$�� m′ ���@(��NZ:*�'�#A*�$�&�� σ′2
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X ∼ P ′(m′, σ′2)
? ½ ñL	¤�§D|�§D|�£L~L���"�	�Ò/
�8! �����.+A*U'���9:+-�D(��R&�4/$�����'�1�&���#-4/$ (01¦������� [L1�#H2\��'�K���� (��D&�4/$�&�+%1�'��R��#84/$
*/&�&���2����)4/1R$�4/$R+O! �L^F2\4/���������

H0
;\6M?�$�?�'*�+-��K���$L�"I\#%+m�"! *�9:#%�8(��)(�?�����'�K7#%$���'

2\4/1�'S1�$Y$�#%ZQ�"*�1D(��>&�4/$0=	*�$�&��>(�4/$�$�?��:I�1�$D����1�#%+]����+E[L1��7�
°L#

X <
����1�#%+ *�+-4/'��

H0
�����H*/&�&���2���?��

°L#
X ≥ ����1�#%+ *�+-4/'��

H1
�����H*/&�&���2���?��

� *�'�K7#L+-���]���������J(]! �L^Q4/2����������:I�4/$>1���#%+-����'*�+-��� �"§L���"�S|¬«%�_ú"}E���"§FòÍ§F�	� ; ® +-�]&�4/$���#-������$L�
T3&�4/K72�*�'���'©+A*3(0#-����'�#%_�1���#-4/$ 4/_�����'�ZQ?��UTU+A*3(0#-����'�#%_�1���#-4/$ ����?�4/'�#-[L1��:;�CJ��� ���������
(]! *�5�1�������K���$L�H+-���S2�+%1��@1���#%+%#-��?��@��4/$L�,�

?Òû §L���Y|�§3�E���/òÍ��¤¥�A�"£ � � *�$��N&��)�������"I	+A* (0#-����'�#%_�1���#-4/$34/_�����'�ZQ?��B�����N&�4/KB�
2�*�'�?��,T)+A*7(0#-����'�#%_�1�����#-4/$D(��N+A*)+-4/#J$�4/'�K.*�+-�:;

xi ∼ N (m,σ2)

44�
xi
�����¬+A*NZ:*�+-��1�'�4/_�����'�ZQ?��8��� N (m,σ2)

�����¬+A*N+-4/#	$�4/'�K.*�+-�8(��HK�4"^Q��$�$��
m
���¬(��@Z:*�'�#A*�$�&��

σ2 ; � 4/1�'¬1�$��@+-4/#�$�4/'�K.*�+-�8&���$L��'�?��H'�?�(01�#%���H����1�$.$�#%ZQ�"*�1(��R&�4/$0=	*�$�&��W(��  :��� I�+-�R����1�#%+M��$ (�������4/1�� (01�[L1���+M+O! �L^Q4/2����������
H0

�����
*/&�&���2���?NZ:*�1�� � ;   ·0;

?Òû §L���Y|m}ºü¤á�� ¡ *��E���"£
χ2 -�/ � *�$��N&��,�������"I	+A* (0#-����'�#%_�1���#-4/$Í4/_�����'�ZQ?��B�����&�4/K72�*�'�?���T &���+%+-�7(01

χ2 ;\C�! ?�&"*�'��,[L1�*/(0'*���#-[L1��)'���+A*���#�aS��$L��'��B+O! �bc02\?�'�#-��$�&�����S+A*B����?�4/'�#-�>�����@�bc02�'�#%K�?N2�*�'@+O! #%$�(0#-&��
s
��1�#%Z:*�$L�,�

s =

n
∑

i=1

(xi − ti)
2

ti
∼ χ2(n)

44�
xi
������+A*,Z:*�+-��1�'�4/_�����'�ZQ?��M���

ti
������+A*,Z:*�+-��1�'�����?�4/'�#-[L1��:; Ì #%$���#	2\4/1�'�1�$

#%$L����'�Z:*�+%+-�©(�� &�4/$0=	*�$�&��©(�4/$�$�?
α
ì�ZQ4/#%',=�9�; � ; �"�Qî I�+O! �L^F2\4/���������

H0
$J! �����

*/&�&���2���?��,[L1��N��#]+-�N����1�#%+�ì
χ2

0

î $J! �����@2�*/�@(�?�2�*/����?:;
G8*�2�2\��+-4/$���[L1�����#�&���*/[L1��@?�+-?�K���$L�

xi
(��S+O! 4/_�����'�Z:*���#-4/$

(x1..., xn)
�����m1�$��

Z:*�'�#A*�_�+-�H*�+-?���4/#%'��S$�4/'�K.*�+-�@���<#%$�(�?�2\��$�(�*�$L���8*�+-4/'��<+A*M[L1�*�$L��#%��? ∑n
i=1 x2

i

�����
1�$��NZ:*�'�#A*�_�+-�,*�+-?"*���4/#%'��>[L1�#E��1�#%�S+A*)+-4/#E(01

χ2 (��N(���9:'�? n
;

xi ∼ N (0, 1), i = 1, n ⇒
n

∑

i=1

x2
i ∼ χ2(n)



��� ý¸�	 �ÃUÃ/Å��SÁ�É�Ä¦Ç_�`ï���É�ÄmÉ%¥t"�Å¦ÆMÅ¦ÄJÂõÁ��8Ê�ÇFÅ ���

:.;=<.> � ; �"��?# iRI¡2¢STUH`FLQS´9FL¢SCGQSN%DIHVN%D¤A Qj´9FLK N2RSK ´�QjO9BaDLQSCED�O9B
χ2
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CE*>'�4/_�1������������M(01 '�?���#-(01©ZF#-����T��OZF#-��(�����2\��'���1�'�_�*���#-4/$��S���S(�������'�'���1�'���(��8K�4��
(�?�+%#-�*���#-4/$W�����H$�?�&������*�#%'��,2\4/1�'M?�ZF#%����'H+-���@aO*�1��������M*�+A*�'�K����M���H+-���N*�+A*�'�K����8K.*�$0�
[L1�*�$L�����)ì�$�4/$D(�?�����&���#-4/$�� î [L1��M$�4/1��H(�?b=�$�#-����4/$��@&�#���*�2�'����,�

• 	 ��}E�"�"§ ��¤����/òÍ§�/ � +%+-�Y������(�?b=�$�#-�Y+-4/'���[L1J! 1�$¦(�?baO*�1��.������(�?�����&���?R*�+-4/'��
[L1J! #%+]$J! �bc0#-�����M2�*/�S��$V'�?"*�+%#%��?:;	����&�#]2\��1��@*�'�'�#%ZQ��'@+-4/'�[L1��M+A*,Z:*�+-��1�'@(01Y����1�#%+
������$�4"^Q?��N(�*�$���+-�H_�'�1�#%�S(��8K�����1�'��84/1©_�#-��$©[L1��H+A*)(�?�����&���#-4/$V������(¸·��NT>+A*
2�'�?�����$�&��,(��M2\��'���1�'�_�*���#-4/$��84/1D*�10cV��'�'���1�'��H(��NK�4F(�?�+%#-�*���#-4/$J;

• 
 �	��|�£Q�"§L~:�����	�æ/ � +%+-� �����B(�?b=�$�#-� +-4/'���[L1J! 1�$¯(�?baO*�1��)$J! �����)2�*/�B(�?���?�&���?
*�+-4/'��>[L1J! 1�$Í4/1U2�+%1���#-��1�'��N(�?baO*�1����>��4/$L�>4F&�&�1�'���$L���";E����+A* 2\��1��!����'��7&"*�1���?
2�*�'<1�$���Z:*�+-��1�'�(��S����1�#%+���'�4/2�?�+-��ZQ?��S2�*�'<'*�2�2\4/'��¬*�172�+%1��m2\����#%���&�]����[L1J! 1�$
(�?baO*�1��@2\��1��8*�ZQ4/#%'H��1�'S+-�N'�?���#-(01J;

Ì =�$V(��8'�?"*�+%#-����'S1�$©_\4/$V(0#A*�9:$�4:����#-&:I�#%+]������$�?�&������*�#%'��N(��M&�4/$�����'�1�#%'��N(�����'�?���#-(01��
'�4/_�1��������SZF#-����T��OZF#-�@(����@��'�'���1�'��H(��MK�4F(�?�+%#-�*���#-4/$R���@(����S2\��'���1�'�_�*���#-4/$��";

kUl�� ÐÒÑgÓ«xj|¤Ô6uJÕñv«w,Üj|�u��qsotxæÖtxÞzJ~×Ô6ØtÙjv�x
��4/K7K��H&�#%��?8*�1�2�*�'*�Z:*�$L�"IL+O! 4/_05���&���#�aJ2�'�#%$�&�#%2�*�+	(��@+A*M���������H�����¬(��@(�?�ZQ��+-4/2�2\��'

1�$��WK�?�����4F(�4/+-4/9:#-�3(��Í(�?�����&���#-4/$x���Y(��U+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$ (��U(�?baO*�1����D[L1�#N2\��1�ZQ��$L�
��1�'�ZQ��$�#%'m��1�'�+-����4/1�ZF'*�9Q���m����+-���E#%$�����'�1�K���$L����(���K�����1�'���(]! 1�$B&"*�$�*�+0(]! #%'�'�#%9L*���#-4/$J;
584/1��H*�+%+-4/$��@&�#���*�2�'����H��2\?�&�#�=���'@$�4:�@4/_05���&���#�a¸�@��$Y����'�K��>(��MK�?�����4F(�4/+-4/9:#-�:;

�Wã÷þ`ãI� �ñ�Âö���éL�����$�«ËÊ�c�`�Å���Â��ç`�j�`��éL�����L���cË��6���Iê�`�[�`�[�c�L�����`���9���I�
°L#H4/$ý'���9L*�'�(��D(�*�$���+A*W+%#%����?�'*���1�'��:I�#%+H�bc0#-�����©��'�����2\��1�(��V��'*�Z:*�10cý'���+A*���#�a¸�

T.+A* (�?�����&���#-4/$Í���N+A*.+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$Í(��B(�?baO*�1����N(�*�$��M+-���N&"*�$�*�10cU(]! #%'�'�#%9L*���#-4/$J; � $
�&�]���"IF+O! #%$L��?�'J���H?��*�#%�<5�1���[L1��b�O+AT,2\4/'���?N��1�'�+-����2�'�4/_�+-��K����H(��M&�4/K7K.*�$�(��>���S+O! ������#��
K.*���#-4/$Í(����M2�'�?�+-��ZQ��K���$L���";JCJ���N����1�+-�N(�?�ZQ��+-4/2�2\��K���$L���,��$W����'�K��7(��B(0#A*�9:$�4:����#-&
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4/1V_�#-��$YT)+O! ?�+A*�_\4/'*���#-4/$Y(]! 1�$��M'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$R(��M(�4/$�$�?���� 0 �: 21 ì¥&"*/�S(01Y&"*�$�*�+J(��
� '�4"ZQ��$�&�� î ;
CJ���>��'*�Z:*�10cU(����Í��^Q��' 0 � · 1 ��1�'N+O! *�2�2�+%#-&"*���#-4/$�(]! 1�$U=�+%��'���(����>*�+%K.*�$32\4/1�'
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� � $0=�$JI ¤�§V~4áE���m�A�"��§ �©z &�4/K72\4/'����81�$��M&�4/$�&�+%1���#-4/$Y(01©��'*�Z:*�#%+J(��8���������M���
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u3

y2

y1

-
-

-
u2

u1

	
p1 	

p2

ȳ1

ȳ0

ȳ2

y0

	 -

ȳ3
y3

u4
p3
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CJ���8?�[L1�*���#-4/$��H(��B°0*�#%$L���O±���$�*�$L�N���N'�?���1�K���$L�NTB+O! ?�[L1�*���#-4/$R(��,&�4/$L��#%$L1�#%��?B���

+O! ?�[L1�*���#-4/$R(0^F$�*�K7#-[L1��N2�'�?�����$L��?����H&�#���*�2�'����";
? ô âJ}E�0�����	� |�§»~Q�	�	���¥�]}��A�"£}/98 '*/(01�#-�*�$L�W+A*ý&�4/$�����'�Z:*���#-4/$q(01 ZQ4/+%1�K��
(]! �"*�1J;

∂S

∂t
+

∂Q

∂x
= ql

ì d ; ��î
? ô âJ}E�0�����	�¯|EðE�E��ò3�=âJ}E§è/:8 '*/(01�#-�*�$L�S+A*,&�4/$�����'�Z:*���#-4/$V(��H+A*,[L1�*�$L��#%��?M(��
K�4/1�ZQ��K���$L�";

∂Q

∂t
+

∂Q2/S

∂x
+ gS

∂z

∂x
+ gSJ = kqlV

ì d ; dQî
� �

t
�����<+A*MZ:*�'�#A*�_�+-�H(�������K72��"I

x
+A*MZ:*�'�#A*�_�+-�H(]! ����2�*/&��:I

S
+A*N����&���#-4/$�K�4/1�#%+%+-?��:I

Q+-�8(�?�_�#%�"I
ql
+-�8(�?�_�#%��+A*���?�'*�+OI

g
+O! */&�&�?�+-?�'*���#-4/$Y(��H+A*>2\���*�$L����1�'"I

z
+A*,&�4/���M*�_���4/+%1��

(��,+O! �"*�1JI
J
+A*72\��$L���B(��>a¥'�4/������K���$L�"I

V
+A*7ZF#%���������)(��,+O! ?�&�4/1�+-��K���$L�>���

k
�����H����+

[L1��
k = 0

��#
ql > 0

���
k = 1

��#
ql < 0

;
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J
������(�4/$�$�?��@2�*�'<+A*8a¸4/'�K,1�+-�H(�� � *�$�$�#%$�9/��°L��'�#-&J]F+-��'

J(x) =
Q(x)2

K2S(x)2R(x)4/3

� �
K
�����8+-�)&�4F�&à.&�#-��$L�N(��7°L��'�#-&J]F+-��'N[L1�#E'���2�'�?�����$L���)+-�)(���9:'�?)(��,'�?���#-���*�$�&��B(01

a¸4/$�(,(01,&"*�$�*�+�T�+O! ?�&�4/1�+-��K���$L�"; � +%1��E+-��°L��'�#-&J]F+-��'m�����J9:'*�$�(]I"2�+%1��E+O! ?�&�4/1�+-��K���$L�<�����
aO*/&�#%+-�:;

R
������+-�8'*�^Q4/$Y�L^0(0'*�1�+%#-[L1��N(�?b=�$�#]2�*�'S+A*,'���+A*���#-4/$

R = S/P
44�

P
������+-�

2\?�'�#%K�����'��>K�4/1�#%+%+-?:;�CE*B'�?���4/+%1���#-4/$R(��>&����@?�[L1�*���#-4/$��@$�?�&�������#%����$L�8(����H&�4/$�(0#%��#-4/$��
*�10c +%#%K7#%�����@���@(����S&�4/$�(0#%��#-4/$��S#%$�#%��#A*�+-���";�CJ���S&�4/$�(0#%��#-4/$��S#%$�#%��#A*�+-���H��4/$L��9Q?�$�?�'*�+-�b�
K���$L�N+-���8Z:*�+-��1�'��M(01U(�?�_�#%�N���N(01R$�#%ZQ�"*�13T�+O! #%$����*�$L� � '�����2\��&���#%ZQ��K���$L�

Q(x, 0)���
Y (x, 0)

;�CJ���@&�4/$�(0#%��#-4/$��H*�10c©+%#%K7#%�����@(�?�2\��$�(���$L�H(01V'�?�9:#%K��N(��M+O! ?�&�4/1�+-��K���$L�";
°L#J+-�M'�?�9:#%K��,�����.ó�1�ZF#A*�+OI�+O! *�Z:*�+�(01V_�#-�ba<#%$¸ó�1���$�&��>+-�N&�4/K72\4/'�����K���$L�M(��N+O! *�K�4/$L�"I
+-���M&�4/$�(0#%��#-4/$��,*�K�4/$L�

Q(0, t)
4/1

Y (0, t)
���81�$��7*�Z:*�+

Q(X, t)
4/1

Y (X, t)
��4/$L�

$�?�&������*�#%'����"; � *�'H&�4/$L��'��:I���#\+-�M'�?�9:#%K��>��������4/'�'���$L��#-��+OI�#%+]$J! ^©*)2�*/�S(]! #%$¸ó�1���$�&��,(��
+O! *�Z:*�+���1�'@+O! *�K�4/$L�"I�+-�>&�4/K72\4/'�����K���$L�M(0^F$�*�K7#-[L1��,(01Y_�#-�ba<2\��1�������'��>(�?�����'�K7#%$�?
1�$�#-[L1���K���$L�S*�ZQ��&@+-���¬(���10c.&�4/$�(0#%��#-4/$���*�K�4/$L�

Q(0, t)
���

Y (0, t)
;LCJ����&�4/$�(0#%��#-4/$��

*�10c7+%#%K7#%�����¬��4/$L�¬9Q?�$�?�'*�+-��K���$L��(�?�����'�K7#%$�?�����TM+O! *�#-(��H(����¬?�[L1�*���#-4/$��¬(]! 4/1�ZF'*�9Q���";
CJ���@?�[L1�*���#-4/$��S(��,°0*�#%$L���O±���$�*�$L�8��4/$L�@(����S?�[L1�*���#-4/$��H*�10c©(�?�'�#%ZQ?����S2�*�'���#-��+%+-���

�L^F2\��'�_\4/+%#-[L1����>$�4/$Í+%#%$�?"*�#%'����,���>$J! 4/$L�>2�*/�,(��7��4/+%1���#-4/$�*�$�*�+%^F��#-[L1�� 0 d:d21 ;W58?"*�$0�
K�4/#%$��"IL1�$��8��4/+%1���#-4/$V*�$�*�+%^F��#-[L1��8�bc0#-�����H(�*�$���+-�H&"*/�¬+%#%$�?"*�#%'��M��$ '�?�9:#%K��H1�$�#�a¸4/K��:;
ÈãI�Wã=È åæ�j�`��éL�[�`�54�W�I���6� 7)���`�W����éI�I�`�«�rË¶�I�2�
CE*7+%#%$�?"*�'�#-�*���#-4/$R(����H?�[L1�*���#-4/$��8(��)°0*�#%$L���O±���$�*�$L�N���MaO*�#%�H*�1���4/1�'8(]! 1�$D2\4/#%$L�

(]! ?�[L1�#%+%#%_�'��
(Q0, Y0)

(�4/$�$�?>2�*�'>�
dQ0

dx
= 0

ì d ; �Qî
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dY0

dx
=

I − J0(x)

1 − F0(x)2
ì d ; �Fî

� �
F0
�����<+-��$�4/K,_�'��@(��$Î�'�4/1�(��:; ® +������<(�?b=�$�#�2�*�'

F0 = V0
C0

; � �
V0
�����<+A*8ZF#%���������

(��)+O! ?�&�4/1�+-��K���$L�)���
C0
�����M+A* &�?�+-?�'�#%��?�(����N4/$�(����";]CJ4/'���[L1��

F0 < 1
I\+A* &�?�+-?�'�#%��?

C0
�����H��1�2\?�'�#-��1�'��)TB+A*BZF#%���������

V0
I�+O! 4/$�(��>2\��1��@'���K�4/$L����'8+-�,&�4/1�'*�$L�"; � *�$��H&����

&�4/$�(0#%��#-4/$��<+O! *�Z:*�+�#%$¸ó�1���$�&���+O! *�K�4/$L�"I:+-��'�?�9:#%K��S�����<(0#%�,; }J�E����¤ ;/CJ4/'���[L1��
F0 > 1

I
+A* ZF#%���������7(��7+O! ?�&�4/1�+-��K���$L�

V0
�����N2�+%1��>#%K72\4/'��*�$L���.[L1��

C0
���>$��B2\��'�K����>2�*/�

*�10c34/$�(����B(��.'���K�4/$L����'B+-�.&�4/1�'*�$L�"; � *�$��)&�� &"*/�,+AT0IE#%+¬$J! ^�*V2�*/�B(]! #%$¸ó�1���$�&��
*�Z:*�+m��1�'H+O! *�K�4/$L�N���H+-�,'�?�9:#%K��)�����8(0#%� �"������§F�	����§F¤ ;	CJ4/'���[L1��

F0 = 1
I�+-�>'�?�9:#%K��

�����@(0#%� ~Q�/�A���=âJ}E§ ;
� $)(�?b=�$�#-���*�$L�m+-���EZ:*�'�#A*���#-4/$���(����EZ:*�'�#A*�_�+-����2�*�'E'*�2�2\4/'��<*�1,2\4/#%$L�m(]! ?�[L1�#%+%#%_�'��

2�*�'
y = Y − Y0

���
q = Q − Q0

I�+-�,K�4F(���+-�B(��7°0*�#%$L�M±���$�*�$L�N+%#%$�?"*�'�#-��?B*�1���4/1�'
(��N&��N2\4/#%$L�H(]! ?�[L1�#%+%#%_�'��

(Y0, Q0)
�"! ?�&�'�#%�,�

L0(x)
∂y

∂x
+

∂q

∂t
= 0

ì d ; �Qî
∂q

∂t
+ 2V0

∂q

∂x
− β0q + (C2

0 − V 2
0 )L0

∂y

∂x
− γ0y = 0

ì d ; · î
� �

C0 =
√

gA0

L0

I
V0 = Q0

A0

I
γ0 = gL0[(1 + κ)I − (1 + κ − F 2

0 (κ − 2))∂Y0
δx ]
I

β0 = − 2g
V0

(I − ∂Y0
∂x )
I
κ = 7

3 − 4A0
3L0P0

∂P0
∂Y

;
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CJ��K�4F(���+-��a¥'�?�[L1���$L��#-��+������<4/_�����$L1���$�*�2�2�+%#-[L1�*�$L��+A*H��'*�$���a¸4/'�K�?��S(���CE*�2�+A*/&��

*�10c>(���10c,?�[L1�*���#-4/$��<*�10c>(�?�'�#%ZQ?�����2�*�'���#-��+%+-���";�CJ��K�4F(���+-�¬4/_�����$L17�����E(���+A*�a¸4/'�K��H�
d

dx

(

q(x, s)
y(x, s)

)

= As(x)

(

q(x, s)
y(x, s)

) ì d ; �:î

Ì ZQ��& As(x) =

(

0 −c(x)
−d(x)s − e(x) a(x)s + b(x)

)

44�Í�
a(x) = 2V0(x)

C0(x)2−V0(x)2
I

b(x) = γ0(x)
L0(x)(C0(x)2−V0(x)2)

I
c(x) = L0(x)

I
d(x) =

1
L0(x)(C0(x)2−V0(x)2)

I
e(x) = − β0(x)

L0(x)(C0(x)2−V0(x)2)

;
� 4/1�'S&��HK�4F(���+-�:IL#%+\�bc0#-�����H1�$��8��4/+%1���#-4/$V*�$�*�+%^F��#-[L1��M(�*�$��¬+-�8&"*/��(]! 1�$ '�?�9:#%K��

1�$�#�a¸4/'�K��Rì dy
dx = 0

î ;ECE*VK.*���'�#-&�� (��7��'*�$���a¸��'��,$���(�?�2\��$�(Í2�+%1��)(��7+O! *�_���&�#-�����
xK.*�#-�S1�$�#-[L1���K���$L�8(��

s
;

As(x) = As,∀x
ì d ; ºQî

Ì #%$���#OI�(�*�$�� 0 �:��1 I�#%+m*7?���?,K�4/$L��'�?)[L1��>2\4/1�'H1�$D_�#-�ba�(��>+-4/$�9:1���1�'
X
I�+-�>K�4F(���+-�

ì d ; �:î �����@?�[L1�#%Z:*�+-��$L�8TYì d ;  Qî ;
(

q(X, s)
y(X, s)

)

= Γ(X, s)

(

q(0, s)
y(0, s)

) ì d ;  Qî
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� �
Γ(X, s) = Pse

DsXP−1
s

���
Ds =

(

λ1(X, s) 0
0 λ2(X, s)

) �����,+A*VK.*���'�#-&��
(0#A*�9Q4/$�*�+-�8(�����Z:*�+-��1�'���2�'�4/2�'����

λ1(X, s)
���

λ2(X, s)
(�� As

���
Ps
+A*MK.*���'�#-&��8(����

ZQ��&�����1�'��@2�'�4/2�'����8*/����4F&�#-?��H*�10c©Z:*�+-��1�'��S2�'�4/2�'����";
� 4/1�'H1�$VK�4F(���+-�>��$L��'�?������â��4/'���#-���"I�+-�M_�#-�ba������SK�4F(�?�+%#-��?N2�*�'>�

(

y0(s)
yX(s)

)

= P (s)

(

q0(s)
qX(s)

) ì d ; �"�Qî
� �

P (s) =

(

p11(s) p12(s)
p21(s) p22(s)

)

p11(s) = λ2eλ1X−λ1eλ2X

cs(eλ2X−eλ1X)

p12(s) = λ1−λ2

cs(eλ2X−eλ1X)

p21(s) = (λ1−λ2)e(λ1+λ2)X

cs(eλ2X−eλ1X)

p22(s) = λ1eλ1X−λ2eλ2X

cs(eλ2X−eλ1X)

y(0, t)

-

-

q(0, t)

y(X, t)

q(X, t)

:.;=<.> d ; d�?# iRI¡2¢STUH�O�P B2NaY2K Q�Z�O9QA M&N2í&B2QSB9F
X
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0−V 2
0

γ0
(1 − e

− γ0
L0(C2

0−V 2
0 )

X
), τd = X
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��§Q�"����|HGQ£L������* z �	�"§L����0�"���"
 å §F¤��Qð\
3I<§L���W- z�å I
� *�$�� 0 �:��1 IJ+-�.K�4F(���+-�.2�'�?�&�?�(���$L��*D?���? *�K�?�+%#-4/'�?©��$�'*�5�4/1��*�$L�B�*Y(0^F$�*��
K7#-[L1�� ��$3��*�1������,a¥'�?�[L1���$�&����"; � *�$��B&��������.2�+A*�9Q� (��7a¥'�?�[L1���$�&����"IE#%+�*Y?���?
K�4/$L��'�?N[L1��H+-������'*�$���a¸��'����

pij
��4/$L�S(�����9L*�#%$���&�4/$����*�$L���@[L1J! 4/$©$�4/���

pij
∞

;

(

y0(s)
yX(s)

)

=

(

( 1
Aus + p11∞) −( 1
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� �
ui
�����M+A* Z:*�'�#A*���#-4/$Í(��B+A* 2\4:��#%��#-4/$U(��B+A* Z:*�$�$��

i
���

ȳi
�����M+A* Z:*�'�#A*���#-4/$Í(01

$�#%ZQ�"*�1V*�Z:*�+\(��@+A*NZ:*�$�$��
i+1
;
bi
I
b̄i
���

ki
��4/$L�¬+-����&�4F�&à.&�#-��$L���S(��@+%#%$�?"*�'�#-�*���#-4/$V(��

+A*)Z:*�$�$��>(�4/$�$�?��@2�*�'>�
bi = dQi

dYi

I
b̄i = dQi

dȲi

���
ki = dQi

dUi

;
& î]� $,2�'�?�����$�&��¬(��¬(�?baO*�1������i584/1��EK�4/$L��'�4/$��m[L1J! 1�$)(�?baO*�1��

δy
��1�'J1�$)&"*�2�����1�'

(���$�#%ZQ�"*�1©*8+-�SK\��K��@�&�]������1�'<+-�@(�?�_�#%�<a¸4/1�'�$�#�[L1J! 1�$.(�?baO*�1��
δu
��1�'�+A*8Z:*�$�$��:IQ4/1

1�$V2�'�?�+-��ZQ��K���$L�
p
��1�'�+-�N&"*�$�*�+O;�CE*)K�4F(�?�+%#-�*���#-4/$D(��N&�������'�4/#-�S�â^F2\���S(��N(�?baO*�1����

�����@(�4/$�$�?��>&�#���*�2�'����,�

yi

ui+1

qi+1

	
pi

6-

ȳi

:.;=<.> d ; �!?,ÆÂÇ�Q�D�O9QSCrDGFLM&K C�O9¢�Z¿HVB9DLC¤CGB9F�A Q`O9¢SY2K D

?`� ?baO*�1��)��1�'>+-��&"*�2�����1�'B(��7$�#%ZQ�"*�1¯*�K�4/$L�©�JCE*VK�����1�'��.��$3(�?baO*�1��)�"! ?�&�'�#%�
yif = yi + δyi

qi+1f
(s) = biyif (s) + ki+1ui+1(s) + b̄iȳi(s)

qi+1f
(s) = bi(yi(s) + δyi(s)) + ki+1ui+1(s) + b̄iȳi(s)

qi+1f
(s) = qi+1(s) + biδyi

qi+1f
(s) = qi+1(s) + δqy(s)

ì d ; �" Qî

?`� ?baO*�1��8��1�'S+-�>&"*�2�����1�'8(��>$�#%ZQ�"*�1R*�Z:*�+���CE*BK�����1�'��,��'�'�4/$�?��,�"! ?�&�'�#%�
ȳif =

ȳi + δȳi

qi+1f
(s) = biyi(s) + ki+1ui+1(s) + b̄iȳif (s)

qi+1f
(s) = biyi(s) + ki+1ui+1(s) + b̄i(ȳi(s) + δȳi(s))

qi+1f
(s) = qi+1(s) + b̄iδȳi(s)

qi+1f
(s) = qi+1(s) + δqȳ(s)

ì d ; d:�Qî

?`� ?baO*�1��7��1�',+A*YZ:*�$�$��W��CE*Y2\4:��#%��#-4/$¯��$¯(�?baO*�1��7�����)(�4/$�$�?�� 2�*�'
ui+1f

=
ui+1 + δui

qi+1f
(s) = biyi(s) + ki+1ui+1f

(s) + b̄iȳi(s)

qi+1f
(s) = biyi(s) + ki+1(ui+1(s) + δu(s)) + b̄iȳi(s)

qi+1f
(s) = qi+1(s) + ki+1δu(s)

qi+1f
(s) = qi+1(s) + δqu(s)

ì d ; d0��î

?`� '�?�+-��ZQ��K���$L�M4/1D*�2�2\4/'��H(��N(�?�_�#%�,��CJ�N(�?�_�#%�Sa¸4/1�'�$�#E*�Z:*�$L�H+A*)2�'�#-���N�"! ?�&�'�#%�
q
���@+-�N(�?�_�#%�8*�2�'����@+A*)2�'�#-���>�"! ?�&�'�#%�

qi+1f
(s) = qi+1(s) + pi(s)

qi+1f
(s) = qi+1(s) + δqp(s)

ì d ; d:dQî
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Èã=ÈãI� åæ�j�`��éL�+�W�c�I�����c�4�L���c�`��é
� *�$��S+O! 4/_05���&���#�a�(]! *�ZQ4/#%'8(����S'�?���1�+%�*����@9Q?�$�?�'�#-[L1����"I�$�4/1��@�bc02�'�#%K�4/$��@+-���@(�4/$0�

$�?�����(01 K�4F(���+-�8��4/1���a¸4/'�K��8*/(0#%K���$���#-4/$�$���+%+-�M[L1J! 4/$ '���2�'�?�����$L���N*�ZQ��&H+O! �bc02\4:�*�$L�
∗ ;
* î ¢ �]|�ñF¤�§D��|m�¥òÍ§F�E�����	���E§F¤¬|m}�èm��§¶µ

°F4/#%�
τm
+-�)'����*�'�(R+-�)2�+%1��M9:'*�$�(U���

s∗ = τms
I
yri = uri = aiτmQ0

I
y∗i = yi

yri

I
ȳ∗i = ȳi

yri

I
u∗

i = ui
uri

I
τ∗
i = τi

τm

���
q∗i = qi

Q0

;�CJ����?�[L1�*���#-4/$��Wì d ; ���:î ���Rì d ; �"ºQî
�"! ?�&�'�#%ZQ��$L�8(�4/$�&��

y∗i (s
∗) = 1

s∗ e−τ∗

i s∗q∗i (s
∗) − 1

s∗ q∗i+1(s
∗)

ì d ; d:�Qî

_ î ¢ �]|�ñF¤�§D��|m�¥òÍ§F�E�����	���E§F¤¬|�§R¤��W�������E§
� $.*�2�2�+%#-[L1�*�$L�<+-���m$�4/�*���#-4/$��<2�'�?�&�?�(���$L�����¬TH+O! ?�[L1�*���#-4/$�(���+A*HZ:*�$�$��:I/4/$74/_���#-��$L�H�

q∗i+1(s
∗) = b∗i y

∗
i (s

∗) + k∗
i+1u

∗
i+1(s

∗) + b̄∗i ȳ
∗
i (s

∗)
ì d ; d��Fî

44�
b∗i = bi

yr

Q0
, b̄∗i = b̄i

yr

Q0
, k∗

i = ki
yr

Q0

;
& î ¢ �]|�ñF¤�§D��|m�¥òÍ§F�E�����	���E§F¤¬|m}�~Q���E��¤

� $U2\4:�*�$L�
t∗ = t

τm

���>��$U&�4/K,_�#%$�*�$L�Vì d ; d:�Qî ���.ì d ; d��Fî I]4/$Í4/_���#-��$L�>+A* '���+A*���#-4/$
(0^F$�*�K7#-[L1��>��$L��'��>+-���@��$L��'�?����

(ui, ȳi−1)
���S+-���@��4/'���#-���

yi
2\4/1�'H&���*/[L1��N_�#-�ba�;

y∗i (s
∗) = 1

s∗ e−τ∗

i s∗(b∗i−1y
∗
i−1 + k∗

i u
∗
i + b̄∗i−1ȳ

∗
i−1) − 1

s∗ (b∗i y
∗
i + k∗

i+1u
∗
i+1 + b̄∗i ȳ

∗
i )ì d ; d:�Qî

� $U*�2�2�+%#-[L1�*�$L�8+A*7��'*�$���a¸4/'�K�?��)(��,CE*�2�+A*/&��,#%$LZQ��'����BT7+A*7'���+A*���#-4/$ýì d ; d:�Qî I	4/$
4/_���#-��$L�H+O! ?�[L1�*���#-4/$D(0#��]?�'���$L��#-��+%+-�)(01V2�'���K7#-��'84/'�(0'��>��1�#%Z:*�$L�����

ẏ∗i (t
∗) = b∗i−1y

∗
i−1(t

∗ − τ∗
i ) + k∗

i u
∗
i (t

∗ − τ∗
i ) + b̄∗i−1ȳ

∗
i−1(t

∗ − τ∗
i )

−b∗i y
∗
i (t

∗) − k∗
i+1u

∗
i+1(t

∗) − b̄∗i ȳ
∗
i (t

∗)
ì d ; d · î

584/1��©��1�2�2\4:��4/$�� (�*�$�� $�4/��'��W&"*/� (]! ?���1�(��W[L1��D+A*ÍZ:*�'�#A*���#-4/$ (01`$�#%ZQ�"*�1 +-�
2�+%1��V*�K�4/$L�V����� $L1�+%+-�

y∗0 = 0
;�584/1�� ��1�2�2\4:��4/$��©?�9L*�+-��K���$L�V2\4/1�'©��1�2�2�'�#%K���'

+O! #%$L��?�'*/&���#-4/$3(01W_�#-�ba
3
*�ZQ��&B+-���8_�#-�ba¸�

1
���

2
[L1��,+-�)$�#%ZQ�"*�1W+-�)2�+%1��N*�Z:*�+

Ȳ2
�����

&�4/$����*�$L�Hì¥(���Z:*�'�#A*���#-4/$B$L1�+%+-�
ȳ∗2 = 0

î ���m[L1���+A*@Z:*�$�$��S*�Z:*�+�������#%K7K�4/_�#%+-�
u∗

3 = 0
;

CJ���H?�[L1�*���#-4/$��@��4/$L�8*�+-4/'��@'�?�(01�#%�����8*�10cV�bc02�'�������#-4/$��@��1�#%Z:*�$L�����,�

ẏ∗1(t
∗) = k∗

1u
∗
1(t

∗ − τ∗
1 ) + b̄∗0ȳ

∗
0(t

∗ − τ∗
1 ) − b∗1y

∗
1(t

∗) − k∗
2u

∗
2(t

∗) − b̄∗1ȳ
∗
1(t

∗)ì d ; dQ�:î
ẏ∗2(t

∗) = b∗1y
∗
1(t

∗ − τ∗
2 ) + k∗

2u
∗
2(t

∗ − τ∗
2 ) + b̄∗1ȳ

∗
1(t

∗ − τ∗
2 ) − b∗2y

∗
2(t

∗)
ì d ; d:ºQî
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( î ¢ �]|�ñF¤�§R|¬«%£Q�"�0�.|m}�~Q���E��¤
CJ�8K�4F(���+-�M(]! ?��*��S&�4/'�'�����2\4/$�(�*�$L�H������1�$©K�4F(���+-�NT)?��*��������S��$L��'�?����S'����*�'�(�?��S(��
+A*,a¸4/'�K����

ẋ∗(t∗) =
∑2

i=0 A∗
i x

∗ (t∗ − τ∗
i ) +

∑2
i=0 B∗

i u∗ (t∗ − τ∗
i ) +

∑2
i=0 B̄∗

i ȳ∗ (t∗ − τ∗
i )

y∗ (t∗) = C∗x∗(t∗) ì d ; d: Qî
� �

τ∗
0 = 0

I
x∗ =

(

y∗1 y∗2
)T ∈ <2 �����J+-�mZQ��&�����1�'E(]! ?��*��"I u∗ =

(

u∗
1 u∗

2

)T

∈ <2 �����¬+-�HZQ��&�����1�'S&�4/K7K.*�$�(��:I ȳ∗ =
(

ȳ∗0 ȳ∗1
)T ∈ <2 �����¬+-�HZQ��&�����1�'S(�������$0�

��'�?�����K�����1�'�?��������
y∗ =

(

y∗1 y∗2
)T ∈ <2 ������+-�HZQ��&�����1�'S(�������4/'���#-����K�����1�'�?����";

A∗
0

�����B+A*RK.*���'�#-&��Y(]! ?��*��"I
B∗

0

�����B+A*RK.*���'�#-&��Y(]! ��$L��'�?��:;
A∗

i

��4/$L�7+-���BK.*���'�#-&����
(]! ?��*��8'����*�'�(�?��M���

B∗
i

��4/$L�8+-���HK.*���'�#-&����M(]! ��$L��'�?����M'����*�'�(�?����"I
i = 1, 2

;
C∗ �����+A*)K.*���'�#-&��,(��N��4/'���#-�:;

A∗
0 =

(

−b∗1 0
0 −b∗2

)

, A∗
1 =

(

0 0
0 0

)

, A∗
2 =

(

0 0
b∗1 0

)

,

B∗
0 =

(

0 −k∗
2

0 0

)

, B∗
1 =

(

k∗
1 0

0 0

)

, B∗
2 =

(

0 0
0 k∗

2

)

B̄∗
0 =

(

0 −b̄∗1
0 0

)

, B̄∗
1 =

(

b̄∗0 0
0 0

)

, B̄∗
2 =

(

0 0
0 b̄∗1

)

���
C∗ =

(

1 0
0 1

) ;
� î ¢ �]|�ñF¤�§R��|m�¥òÍ§F�E�����	���E§F¤¬|�§L�7|�£¶µâ��}J�"�
584/1��)*�ZQ4/$��)K�4/$L��'�? [L1��.[L1���+�[L1��.��4/#%�,+-���â^F2\��(�� (�?baO*�1��)4F&�&�1�'�'���$L�B(�*�$��

1�$D&"*�$�*�+OI�#%+J2\��1��8*�ZQ4/#%'8+-�NK\��K��,�&�]���H[L1J! 1�$R(�?baO*�1��8*/&���#-4/$�$���1�'M���H[L1��N+O! ?���1�(��
(��B&���+%1�#��â&�#<2\��'�K����>(��)9Q?�$�?�'*�+%#-����'N+O! ?���1�(���T.��4/1��N+-���N*�1���'����N�â^F2\���N(��B(�?baO*�1����";
584/1��7&�4/$���#-(�?�'�4/$��.(����7+-4/'���(�*�$��7$�4/��'��Y��^0������K��©(]! ?���1�(��V1�$�#-[L1���K���$L�.+-����(�?b�
aO*�1����M*/&���#-4/$�$���1�'��M[L1J! 4/$RK�4F(�?�+%#-����'*.&�4/K7K��)��1�#%�B�

u∗
f (t) = u∗(t) + f∗(t)

; � *�'
&�4/$���?�[L1���$L�"I�+A*@'���2�'�?�����$L�*���#-4/$7(]! ?��*��<(01,K�4F(���+-��(01B��^0������K��¬��$)(�?baO*�1����m�"! ?�&�'�#%���

ẋ∗(t∗) =
∑2

i=0 A∗
i x

∗ (t∗ − τ∗
i ) +

∑2
i=0 B∗

i u∗ (t∗ − τ∗
i ) +

∑2
i=0 B̄∗

i ȳ∗ (t∗ − τ∗
i )

+E∗f∗(t∗)
y∗ (t∗) = Cx∗(t∗) ì d ; �:�Qî
� �

E∗ = B∗
0

���
f∗ = δu∗ ;

Èã=Èã=È 7)�WéI�I�`�6���L���Ì�c� ���j�`��éL��R6� �Âö����+éL�[���j�`��éL��4,RTS
� *�$��N&��B[L1�#<��1�#%�"I\$�4/1��>*�+%+-4/$��NZ:*�+%#-(���'M+-�BK�4F(���+-�Vì d ; d: Qî ���.ì d ; �:�Qî ;]CE* +-4/$0�

9:1���1�' (��D&���*/[L1��D_�#-�ba>(01`&"*�$�*�+M&�4/$���#-(�?�'�?D����� (�� �:�:�:� KY;¬CJ���.'����*�'�(�� ��4/$L�
#-(���$L��#-[L1����D��1�2�2\4:��?��V&�4/$�$L1��D���Y&�4/$����*�$L���¯ì

τ̇1 = τ̇2 = 0
î ;@CJ��1�'YZ:*�+-��1�'Y�����
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τ1 = τ2 = 647s
;<CJ����*�1���'����72�*�'*�K�����'�����(01ýK�4F(���+-�©4/$L�72\4/1�'7Z:*�+-��1�'��

a1 =
a2 = 3.21.10−5 ;ECJ���B&�4F�&à.&�#-��$L���B(��.+%#%$�?"*�'�#-�*���#-4/$¯(����,Z:*�$�$����B4/$L�)+-���,Z:*�+-��1�'����1�#%Z:*�$L�����

b̄0 = b̄1 = b̄2 = −29.36m2/s
I
b0 = b1 = b2 = 29.05m2/s

I
k0 = k1 =

k2 = 18.11m2/s
;�CJ�,(�?�_�#%�H$�4/K7#%$�*�+m�����

Qnom = 14m3/s
; � *�'M&�4/$���?�[L1���$L�"I�+-���

K.*���'�#-&����H(01YK�4F(���+-�>��4/$L�H(�4/$�$�?����@2�*�'>�

A∗
0 = 10−3

(

−0.4084 0
0 −0.2787

)

A∗
1 = 10−3

(

0 −0.2432
0 0

)

A∗
2 = 10−3

(

0 0
−0.4675 0

)

B∗
0 = 10−3

(

0.55 0
0 −0.42

)

B∗
1 = 10−3

(

0 −0.3714
0 0

)

B∗
2 = 10−3

(

0 0
0.6320 0

)

C∗ =

(

1 0
0 1

)

ì d ; �0��î
� ; ?J�¥òW}�¤��0�����	� §F�x��è��"§F�E~Q§�|�§�|�£¶µâ��}J�"�b/ Ì =�$Í(�����#%K,1�+-��'>+-���NK�4F(���+-���"I
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��î CJ�)(�?�_�#%�M+7�/&���?B��$R�J�����B(01R2�'���K7#-��'M_�#-�ba������M(��

14m3/s
���8+-���8Z:*�$�$����

��4/$L�8TB1�$��N4/1�ZQ��'���1�'��,(�4/$�$�?��:;
dQîN� $RaO*�#%�MZ:*�'�#-��'M+O! 4/1�ZQ��'���1�'���(��)+A*.Z:*�$�$��

u1
���)��'�4/1�Z:*�$L�,T.+O! *�K�4/$L�,(01

_�#-�ba
1
(��

3cm
����4/$,'�?�&�1�2\��'��¬+-����(0#��]?�'���$L�����m(�4/$�$�?����

y1, y2, ȳ1, ȳ2
(01)&"*�$�*�+

9Q?�$�?�'�?����H2�*�'8° ® �8;
�Qî@� $VaO*�#%�@��1�_�#%'H&��NK\��K��>��&�?�$�*�'�#-4 *�1VK�4F(���+-�.ì d ; d: Qî ���@4/$D&�4/K72�*�'��>+-���
��4/'���#-���H(����@(���10c©K�4F(���+-���";
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��1�'�ZQ��$�#%'���4/$L��&���10c�*�9:#-���*�$L����1�'B+-���BZ:*�$�$����

u1
���

u2
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ẋ(t) =
∑2

i=0 Aix (t − τi(t)) +
∑2

i=0 Biu (t − τi(t)) + Ef(t)
y (t) = Cx(t)
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xmi = xi + εi, εi ∼ N (0, σ2
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Xm = X + ε ε ∼ N (0,V)
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M̄X = R̄

ì � ; ��î
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X ∈ Rn �����.+-�YZQ��&�����1�'©(]! ?��*��"I M̄ ∈ Rnr×n ��� R̄ ∈ Rnr
��4/$L� +A*
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Xm = X + ε
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Xm = CX + ε
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[
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� ; � +%#%K7#%$���'<+-���EZ:*�'�#A*�_�+-���m#%$�&�4/$�$L1����<4/1B$�4/$)K�����1�'�?����S� � $)'�?�?�&�'�#%�m+-�¬ZQ��&�����1�'
(]! ?��*��

X
*�#%$���#J[L1��M+A*BK.*���'�#-&��

M̄
��$Y��?�2�*�'*�$L�@+A*B2�*�'���#-�NK�����1�'�?��

Xm
(��

+A*)2�*�'���#-�>$�4/$VK�����1�'�?����
Xnm

�

X =

(

Xm

Xnm

)

, M̄ =
(

M̄m M̄nm

)

CJ�NK�4F(���+-�.ì � ; ��î �����H*�+-4/'��@?�[L1�#%Z:*�+-��$L�MT©�
M̄mXm + M̄nmXnm = R̄

ì � ; �Qî
Ì =�$Y(]! ?�+%#%K7#%$�#-��'H+-���S#%$�&�4/$�$L1����

Xnm
I�#%+J��1¸à��@(��N��'�4/1�ZQ��'@1�$��NK.*���'�#-&��>(��

2�'�4�5���&���#-4/$ � 4/'�����4/9Q4/$�*�+-�)T
M̄nm

0 �/º21 �
PM̄nm = 0

� $YK,1�+%��#%2�+%#A*�$L�8+O! ?�[L1�*���#-4/$�ì � ; �Qî 2�*�' � I�4/$D4/_���#-��$L�)�
PM̄mXm = PR̄

� $¯2\4:�*�$L�
M = PM̄m

���
R = PR̄

I�4/$ý4/_���#-��$L�71�$¯$�4/1�ZQ�"*�1���^0������K��
MXm = R

(�4/$L�N+-���8Z:*�'�#A*�_�+-���N��4/$L�N��4/1������MK�����1�'�?����"; Ì &��B��^0������K��:I	4/$
*�2�2�+%#-[L1��,*�+-4/'��@+A*)'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$J;
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� ; � ?�����'�K7#%$���'<+-���m(�4/$�$�?����m'�?�&�4/$�&�#%+%#-?����"; � 4/1�'�&���+A*0I�+A*H'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$�(���(�4/$0�
$�?����H������a¸4/'�K,1�+-?��,&�4/K7K��>1�$V2�'�4/_�+-��K��,(]! 4/2���#%K7#-�*���#-4/$R��4/1��H&�4/$L��'*�#%$L�����
*�+%9Q?�_�'�#-[L1����";QCJ�S&�'�#%����'��@THK7#%$�#%K7#-����'¬�����m+O! ?�&"*�'���[L1�*/(0'*���#-[L1��@��$L��'���+-���mK��b�
��1�'����

Xm
����+-����(�4/$�$�?�����'�?�&�4/$�&�#%+%#-?����

X̂
;FCJ���S&�4/$L��'*�#%$L�����@��4/$L�S+-�HK�4F(���+-�

ì � ; ��î ; � *�����?�K.*���#-[L1���K���$L�"I	&���+A*)'���ZF#-��$L�MT)2\4:����'S+-�N2�'�4/_�+-��K��>��1�#%Z:*�$L�,�






minX̂
1
2

∥

∥

∥
Xm − X̂

∥

∥

∥

2

V−1

MX̂ = R

CE*7��4/+%1���#-4/$D�����@(�4/$�$�?��>2�*�' 0 �F�£1 �

X̂ = (In − SM)Xm + SR

44�
S = VM t(MVM t)−1

���
In ∈ Rn×n �����@+A*)K.*���'�#-&��>#-(���$L��#%��?:;

·0;�±M?�'�#�=���'@+O! �L^F2\4/���������
H0
2�*�'S+-���S���������@��1�#%Z:*�$L���,�

?Òû §L���U	¤���è���¤ �m�����������,2\��1��t����'�� �&�]��&���1�?©*�Z:*�$L�)+A*V'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$J; ® +
2\��'�K����>(��)ZQ?�'�#�=���'N+A* &�4/��?�'���$�&��79:+-4/_�*�+-�7(����MK�����1�'����M2�*�'N'*�2�2\4/'��,*�1
K�4F(���+-� 0 �&1 T)��'*�ZQ��'��@+-�N'�?���#-(01Y(��N_�#%+A*�$

r
(�?b=�$�#J2�*�'>�

r = MXm − R

���N'�?���#-(01D*B+-���S2�'�4/2\4/'�#-?���?��H��1�#%Z:*�$L�����,�

E(r) = 0 et Vr = V ar(r) = MVMT

� $D+O! *�_�����$�&��,(]! ��'�'���1�'��N*�_\��'�'*�$L�����"I�+A*�[L1�*�$L��#%��?
φ = rT V −1

r r
��1�#%�@1�$��

+-4/#E(01�]F��#
2
(]! 4/'�(0'��

nd
0 �£1 ;

φ ∼ χ2(nd)

� �
nd
�����.+-�Y$�4/K,_�'��W(��D(���9:'�?�� (��D+%#%_\��'���?D(�4/$�$�?D2�*�'

nd = nm −
nr
*�ZQ��&

nm
+-�D$�4/K,_�'��W(��YK�����1�'���� ���

nr
+-�Y$�4/K,_�'��W(��Y'�?���#-(01��©(��

_�#%+A*�$J; � '*���#-[L1���K���$L�"IS&���+A*Í'���ZF#-��$L�VTU=�c���' 1�$ ����1�#%+M*�1 (���+AT3(01�[L1���+OI
+O! �L^F2\4/���������

H0
�����B'���5�����?��©&�� [L1�#���#%9:$�#�=�� +A*R(�?�����&���#-4/$�(]! 1�$��©��'�'���1�'

*�_\��'�'*�$L���:;\���N����1�#%+J�����@(�?�����'�K7#%$�?>����+-4/$V+A*B�*�_�+-�N(01�]F��#
2
T)1�$V$�#%ZQ�"*�1

(��>&�4/$0=	*�$�&��>(��  :��� ì�2�*�'H�bc���K72�+-� î ;

Si φ >
����1�#%+ *�+-4/'��

H0
'���5�����?��

���<�������J2�'�?�����$L����+O! #%$�&�4"ZQ?�$�#-��$L�<(��<$��<2�*/�]2\4/1�ZQ4/#%'�(�?�����'�K7#%$���'E+-�<$�4/K,_�'��
(��NK�����1�'����@��'�'�4/$�?����H���H(��M+-4F&"*�+%#-����'@+A*B4/1Y+-���SK�����1�'����@��$D(�?baO*�1���ì¥� î ;
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?Òû §L��� 
 �]|���¤�* û 
 - � � $�+O! *�_�����$�&��H(]! ��'�'���1�'���*�_\��'�'*�$L�����"IL&���*/[L1��H&�4/KB�2\4:�*�$L���
rni

(01D'�?���#-(01R(��N_�#%+A*�$R$�4/'�K.*�+%#-��?
rn = r√

Vr

��1�#%�@1�$��>+-4/#E$�4/'��
K.*�+-�>&���$L��'�?��N'�?�(01�#%��� 0 �&1 ;

rni ∼ N (0, 1), ∀i = 1, nr��4/K7K��R2\4/1�' +-�D������� 9:+-4/_�*�+OI�4/$`=�c��Y1�$ ����1�#%+M(��R(�?�����&���#-4/$ ����+M[L1��
+O! �L^F2\4/���������

H0
��4/#%�BZF'*�#-�V[L1��V��#�+-�©'�?���#-(01�$��V(�?�2�*/����� 2�*/��&��V����1�#%+O;

� 4/1�',1�$���+-4/#¬$�4/'�K.*�+-� &���$L��'�?��.'�?�(01�#%��� ���>1�$3$�#%ZQ�"*�1�(��.&�4/$0=	*�$�&�� (��
 :��� I�+-�N����1�#%+]Z:*�1�� ±1.96

;
Si |rni | > 1.96

*�+-4/'��
H0

'���5�����?��
� *�$��8+-�)&"*/�M(]! 1�$��B(�?�����&���#-4/$JI\&��)�������82\��'�K����M(��B&�4/$�&�+%1�'��B[L1J! #%+m�bc0#-�����
*�1YK�4/#%$��@1�$��,��'�'���1�'8��1�'@+O! ��$�����K,_�+-�)(����@K�����1�'����@#%$L����'�ZQ��$�*�$L�N(�*�$��@+-�
'�?���#-(01

rni

*/����4F&�#-? 0 �£1 ; � *�#-�N#%+�$��72\��'�K����,2�*/�>+A*©+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$�(��7+O! ��'��
'���1�'";����©�������B2�'�?�����$L���©+O! *�Z:*�$L�*�9Q�Y(]! ����'��V��#%K72�+-�V���B$��©(���K.*�$�(��©2�*/�
1�$Y&"*�+-&�1�+]#%K72\4/'��*�$L�"; � *�'H&�4/$L��'��:I�#%+]$�?�&�������#%���N[L1��M��4/1������S+-���SZ:*�'�#A*�_�+-���
��4/#-��$L�@K�����1�'�?���� 0 ��1 ;

?Òû §L���ý�¥�E|m�A�E��|m}E§F¤)/ Ì 2�2\��+-?D*�1�����# 8 �����.(�� � ����1�'��3ì 8 �Uî I<#%+@2\��'�K����
(]! ?�Z:*�+%1���'�+O! ��'�'���1�'���$L��'��H+-���¬K�����1�'��������¬+-��1�'�������#%K�?����";FCJ�@'�?���#-(01 1���#%+%#-��?
�����Y*�2�2\��+-?W'�?���#-(01X(]! ������#%K.*���#-4/$x���V�����Y(�?b=�$�#N2�*�'Y+O! ��'�'���1�'Y(]! ������#%K.*��
��#-4/$

e = Xm − X̂
;�°F4/1��S+O! �L^F2\4/���������

H0
ZF'*�#-�:I�+-�M'�?���#-(01D(]! ������#%K.*���#-4/$

e
2�'�?�����$L���©+-���7&"*�'*/&���?�'�#-����#-[L1����7���*���#-����#-[L1����7��1�#%Z:*�$L�����V�

E(e) = 0
���

Ve = (VM t(MVM t)−1MV)
;\CJ�)�������M&�4/$���#-�����7T.ZQ?�'�#�=���'M+A*.$�4/'�K.*�+%#%��?

(��.&���*/[L1�� &�4/K72\4:�*�$L��� (01�'�?���#-(01�(]! ������#%K.*���#-4/$¯$�4/'�K.*�+%#-��?
en = e√

Ve0 �&1 �

eni ∼ N (0, 1), ∀i = 1, n��4/K7K��@2\4/1�'�+-�S��������$�4F(�*�+OI:+-�H����1�#%+�(��@(�?�����&���#-4/$.Z:*�1�� ±1.96
;FC�! #%$�&�4/$0�

ZQ?�$�#-��$L�¬(01��������<#%$�(0#%ZF#-(01���+�������[L1J! #%+���1�2�2\4:���S[L1���+A*MK�����1�'��S��'�'�4/$�?��@�����
&���+%+-�H(�4/$L��+-�S'�?���#-(01©(]! ������#%K.*���#-4/$ $�4/'�K.*�+%#-��?H�����¬+-�@2�+%1���#%K72\4/'��*�$L�"; � '"I
+A*M'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$ ����$�( TM+O! �bc02�*�$���#-4/$ (��S+O! ��'�'���1�'���1�'���4/1�������+-����K�����1�'����
0 �41 ; � $ �" :º ·0IJ2\4/1�'>2�*�+%#-��')&���2�'�4/_�+-��K��:Im°F��'��������)P8����$�*�$34/$L�)&�'�?���+-�
8 ����� ® ��?�'*���#�aH(�� � ����1�'��Rì 8 �R®�î ���,+-� 8 ����� ® ��?�'*���#�aH(�� � ����1�'�� � 4F(0#��
=�?Íì 8 �R®��Uî ; � *�#-�7&����7���������B$J! *�'�'�#%ZQ��$L�.2�*/�.TR(�?�&���+-��'�+-������'�'���1�'��.*�1
_\4/$U��$�(0'�4/#%�"; � $ �" : :� I:n�*�$�9D(�*�$�� 0 �/º91 * 2�'�4/2\4:��?B1�$3*�+%9Q4/'�#%����K���[L1�#
&�4/K,_�#%$��8+-���S*�Z:*�$L�*�9Q���S(01 ��������(��HK�����1�'��������S&���10c (01 ��������$�4F(�*�+O;������
*�+%9Q4/'�#%����K��)*B?���?,*�K�?�+%#-4/'�?N2�*�'@+A*B��1�#%���>(�*�$�� 0 �F�£1 ;

� ;@GH��&�4/$�����'�1�#%'��)+-���8Z:*�'�#A*�_�+-���8#%$�&�4/$�$L1����
Xnm

T�2�*�'���#%'N(����8K�����1�'����8'�?�&�4/$0�
&�#%+%#-?����

X̂
��$Y'�?���4/+%Z:*�$L�@+O! ?�[L1�*���#-4/$3�

M̄nmXnm = R̄ − M̄mX̂584/1��8*�ZQ4/$��8&�#%��?)&�#��â(�������1��"I�+-���H2�'�#%$�&�#%2�*�+-���8?��*�2\���8(��>+A*B'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$U���*��
��#-[L1��:I0$�4/1��@2�*/����4/$��SK.*�#%$L����$�*�$L�N*�10cV?��*�2\���@(��N+A*)'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$W(0^F$�*�K7#-[L1��:;
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äã=Èã=È ÉÊ���¸���c�Â�IéI�L�6���L���Ò�`�Å�`���c�`�«�����j�`�`�W�º�Iê�`�
� *�$���+-�S(�4/K.*�#%$��H(��S+A*N&�4/K7K.*�$�(��:IQ+A*M'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$ (��@(�4/$�$�?����<aO*�#%��2�*�'���#-�

(01B2�'�4/_�+-��K���9Q?�$�?�'*�+�(���+O! ������#%K.*���#-4/$7(]! ?��*��<(�*�$���+-���m��^0������K����m(0^F$�*�K7#-[L1����"; � $
9Q?�$�?�'*�+OI�+O! 4/1���#%+�(��¬_�*/����(�*�$��m&���&"*/��+ATH������+-��=�+%��'���(��o�>*�+%K.*�$J;/CE*H'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$
(0^F$�*�K7#-[L1��>&�4/$���#-�����,T©�
� ; � 4:����'H+-���S�L^F2\4/�����������@��1�#%Z:*�$L�����,�
? PH^F2\4/���������©$L1�+%+-�

H0
ZF'*�#-�Í� ® +S$J! ^�2�*/��(]! ��'�'���1�'�� *�_\��'�'*�$L����� ��1�'7+-���

K�����1�'����
? CJ�@ZQ��&�����1�'�(����¬��4/'���#-����K�����1�'�?����

ym = y+ εy
�����¬��$L�*/&���?M(]! 1�$.ZQ��&�����1�'

(��N_�'�1�#%���
εy
9L*�1�����#-��$��H*�ZQ��&��

εy ∼ N (0,Vy)

? CJ��ZQ��&�����1�'<(����<��$L��'�?����mK�����1�'�?����
um = u+εu

�����m��$L�*/&���?@(]! 1�$BZQ��&�����1�'
(��N_�'�1�#%���S9L*�1�����#-��$��

εu
����+J[L1��7�

εu ∼ N (0,Vu)

? CJ���@_�'�1�#%���@(]! ��$L��'�?����8���@(��>��4/'���#-���@��4/$L�@#%$�(�?�2\��$�(�*�$L���)�
E(εyε

T
u ) = 0

d ; � &�'�#%'��>+-�MK�4F(���+-�>(0^F$�*�K7#-[L1��>��4/1��S+A*,a¸4/'�K����
xk+1 = Axk + Buk

yk = Cxk

ì � ; �Fî
44�

x ∈ Rn �����m+-��ZQ��&�����1�'¬(]! ?��*��"I u ∈ Rp �����m+-��ZQ��&�����1�'�(]! ��$L��'�?����"I y ∈ Rm�����M+-�,ZQ��&�����1�'N(��)K�����1�'����"I
A ∈ Rn×n �����8+A*�K.*���'�#-&��7(]! ?��*��"I B ∈ Rn×p�����@+A*)K.*���'�#-&��>(]! ��$L��'�?����8���
C ∈ Rm×n �����@+A*)K.*���'�#-&��>(]! 4/_�����'�Z:*���#-4/$J;

� ; � ?�����'�K7#%$���'N+O! 4/_�����'�Z:*�_�#%+%#%��?7(01W��^0������K�� �	CJ�B��^0������K��)�����M(0#%�M4/_�����'�Z:*�_�+-�
��#J���H����1�+-��K���$L�8��#��

'*�$�9








C
CA
:
CAn−1









= n
ì � ; �Qî

� ; � ?�����'�K7#%$���'@+-���S(�4/$�$�?����S'�?�&�4/$�&�#%+%#-?����"; � 4/1�'H&���+A*0I0#%+]�bc0#-�����M(���10c K.*�$�#-��'����
(]! �bc02�'�#%K���'H+A*)'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$W(0^F$�*�K7#-[L1��:;
* î CE*¯'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$x(��Í(�4/$�$�?����D�����©a¸4/'�K,1�+-?��Í&�4/K7K��U1�$ ������èm¤�ñFòÍ§
|¬«%���E���¥ò3���"�0�����	�q�"�	}E�W~Q�	�	�"�����¥�	�"§L�U|EðE�E��ò3�=âJ}E§L� ;JCJ� &�'�#-��'��VTVK7#��
$�#%K7#-����'Y�����©+O! ?�&"*�'��Y[L1�*/(0'*���#-[L1��Í��$L��'��W+-���©K�����1�'����3ì

ym
I

um
î ���V+-���

(�4/$�$�?����7'�?�&�4/$�&�#%+%#-?����Rì
ŷ
I
û
î ���7+-���7&�4/$L��'*�#%$L����� ��4/$L�7+-�©K�4F(���+-�Íì � ; �Fî ;

� *�����?�K.*���#-[L1���K���$L�"I63"*7�"! ?�&�'�#%�>�






minˆ̄xk

1
2

∑N
k=1 ‖zmk

− ẑk‖2
V−1

z

Ē ˆ̄xk+1 = Āˆ̄xk k = 1, N
ẑk = C̄ ˆ̄xk

ì � ; · î



î_� ÁÂ����ËHÉ��'��É���Å�ÆMÅ¦ÄJÂxËaï��$ ��'��É�ÄJÉ�ÂHÁ�É% ��qÆMÅ�Æ\ �����ï�Å�Ç ���

� �
z =

[

y
u

]

, x̄ =

[

x
u

]

, Ē =
[

I 0
]

, Ā =
[

A B
] I

C̄ =

[

C 0
0 Iu

] ���
Vz =

[

Vy 0
0 Vu

] ;
CE*8��4/+%1���#-4/$7�����<(�4/$�$�?���2�*�'m+-���<&�4/$�(0#%��#-4/$���(������*���#-4/$�$�*�'�#%��?S(017CE*�9:'*�$0�
9:#-��$Í�

L =
1

2

N
∑

k=1

‖zmk
− ẑk‖2

V−1
z

+

N
∑

k=1

λT
k (Ē ˆ̄xk+1 − Āˆ̄xk)

� $U4/_���#-��$L�)*�+-4/'��N1�$��7������#%K�?��7(��B+O! ?��*��>���>(��B+A* &�4/K7K.*�$�(�����1�'N��4/1��
+O! ��4/'�#qp"4/$

N
;������S������#%K�?�����2\��'�K���������$L�H(��89Q?�$�?�'���'@(�����'�?���#-(01��S��1�'�+-�����

[L1���+-�@4/$Y�&�]��&���1��N+-���S��������� 0 ����1 ;

ruk
= umk

− ûk

ryk
= ymk

− ŷk
, k = 1, N

����������K�?�����4F(���(���&"*�+-&�1�+�(��¬+A*H'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$�(0^F$�*�K7#-[L1�����������'����<&�4/KB�
2�+%#-[L1�?��:;�CE*@2\��'�a¸4/'�K.*�$�&���(���+A*SK�?�����4F(��¬'���2\4:���¬��1�'J+A*S2\?�'�#-4F(��¬(]! ?�&���*�$0�
��#%+%+-4/$�*�9Q�7[L1�#�(�4/#%�!����'��B��'����N2\����#%���:; � 'N��$U2�'*���#-[L1��:I]+-���MK�����1�'����>��4/$L�
��$�'���9:#-����'�?�����T>(����¬2�*/��(��@����K72���2�+%1���?�+-��ZQ?��";LCE*>(0#-��&�'�?���#-�*���#-4/$V(01.K�4��
(���+-�>*�1�9:K���$L���,+-�M$�4/K,_�'��,(��NZ:*�'�#A*�_�+-���H���@(]! ?�[L1�*���#-4/$��H&��>[L1�#]#%$�(01�#%�8T
1�$ $�4/K,_�'��N(��M&"*�+-&�1�+-��#%K72\4/'��*�$L�"; � *�$��S&��8&"*/�"IF#%+\������2�'�?ba¸?�'*�_�+-�M(]! 1���#��
+%#-���N(����SK�?�����4F(����@'�?�&�1�'���#%ZQ��� 0 �41 ;

_ î CE*7'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$U(��)(�4/$�$�?����8�����H'�?���4/+%1��,2�*�' ¤�§�r<¤A�"��§R|�§HsV��¤¥òÍ���
0 d0�&1 ;�CJ�R=�+%��'��U(��t�>*�+%K.*�$X�����©1�$��WK�?�����4F(��W'�?�&�1�'���#%ZQ�U(]! ������#%K.*���#-4/$
(]! ?��*��N���M(��)+-��1�'��8Z:*�'�#A*�$�&���� 0 ��1 ; ® +�1���#%+%#-���)+-�,K�4F(���+-�Vì � ; �Fî ���N��1�2�2\4:���
[L1��D+-���V��$L��'�?����

u
���©+-���V��4/'���#-���

y
��4/$L�Y��$L�*/&���?����Y(��W_�'�1�#%���©_�+A*�$�&��

#%$�(�?�2\��$�(�*�$L��� 0 �/�91 ;�CJ�M=�+%��'��>(��P�>*�+%K.*�$D�����@(��N+A*,a¸4/'�K����

x̂k/k−1 = Ax̂k−1/k−1 + Buk−1
ì � ; �:î

x̂k/k = x̂k/k−1 + Kk(yk − Cx̂k/k−1)
ì � ; ºQî

ŷk/k−1 = Cx̂k/k−1
ì � ;  Qî

� �
x̂k/k−1

����� +O! ������#%K�?��R(��D+O! ?��*��V*Í2�'�#-4/'�#
xk
&"*�+-&�1�+-?��UTÍ2�*�'���#%'©(01

K�4F(���+-�Yì � ; �:î I
x̂k/k

�����M+O! ������#%K�?���* 2\4:������'�#-4/'�#�(��
xk
&"*�+-&�1�+-?��.T.2�*�'���#%'

(����BK�����1�'����
yk
2�*�'7+O! ?�[L1�*���#-4/$ ì � ; ºQî ;

K
�����B+-�©9L*�#%$�(01�=�+%��'��V(�?�����'��

K7#%$�?,(��NaO*43�4/$WT7K7#%$�#%K7#-����'8+A*7Z:*�'�#A*�$�&��
Γk/k

(��>+O! ��'�'���1�'M(]! ������#%K.*���#-4/$
*)2\4:������'�#-4/'�# 0 �/�91 �

ek/k = xk − x̂k/k
ì � ; �"�Qî

min
x̂

{Γk/k = E[ek/ke
T
k/k]}

ì � ; �:��î
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íH$��N��4/+%1���#-4/$D(01Y2�'�4/_�+-��K��,�����@(�4/$�$�?��N2�*�',�

Kk/k = Γk/k−1C
T (CΓk/k−1C

T + Vy)
−1 ì � ; �"dQî

Γk/k−1 = AΓk−1/k−1A
T + Vu

ì � ; �"�Qî
� �

Γk/k−1 = E[ek/k−1e
T
k/k−1]

�����<+A*MZ:*�'�#A*�$�&��@(���+O! ��'�'���1�'¬(]! ������#%K.*���#-4/$
*)2�'�#-4/'�#

ek/k−1 = xk − x̂k/k−1
ì � ; ���Fî

°F4/#%�
x̂0
+O! ?��*��H#%$�#%��#A*�+E���

Γ0
�*)Z:*�'�#A*�$�&��,*/����4F&�#-?��:;�CJ�>&"*�+-&�1�+E(01Y9L*�#%$R(��

�>*�+%K.*�$R���8aO*�#%�@&�4/K7K��>��1�#%� 0 �/�21 �
ì¸* î©� �*�2\�B(��)2�'�?�(0#-&���#-4/$�� � +%+-�B&�4/$���#-�����7T.2�'�?�(0#%'��)+A*.Z:*�+-��1�'N(��)+O! ?��*��

x̂k/k−1
*�#%$���#�[L1��)�*7Z:*�'�#A*�$�&��

Γk/k−1
T7+O! #%$����*�$L�

k
��$R1���#%+%#-�*�$L�M+-�

K�4F(���+-���
x̂k/k−1 = Axk−1/k−1 + Buk−1

ì � ; �"�Qî
Γk/k−1 = AΓk−1/k−1A

T + Vu
ì � ; � · î

ì�_ î©� �*�2\��(��7&�4/'�'���&���#-4/$¦� � *�$��>&���������?��*�2\�:I\+-�B9L*�#%$3(01W=�+%��'��
K
�����

&"*�+-&�1�+-?B2\4/1�'>&�4/'�'�#%9Q��'N+A*.2�'�?�(0#-&���#-4/$
x̂k/k−1

2�*�'M'*�2�2\4/'��,*�10cRK��b�
��1�'����@���@+-��1�'��SZ:*�'�#A*�$�&����H��$�'���9:#-����'�?����8T)+O! #%$����*�$L�

k
;

Kk = Γk/k−1C
T (CΓk/k−1C

T + Vy)
−1 ì � ; ���:î

x̂k/k = x̂k/k−1 + Kk(yk − Cx̂k/k−1)
ì � ; �"ºQî

Γk/k = (I − KkC)Γk/k−1
ì � ; �" Qî

� ;�±M?�'�#�=���'7+O! �L^F2\4/���������
H0

2�*�'B1�$¯�������B(�� $�4/'�K.*�+%#%��?V��1�'B+O! #%$�$�4"Z:*���#-4/$¦4/1
��'�'���1�'8(��N��4/'���#-���

eyk
= yk − ŷk/k−1°F4/1��@+O! �L^F2\4/���������

H0
ZF'*�#-�:I�+-�M'�?���#-(01

eyn

$�4/'�K.*�+%#-��?
eyn =

eyk√
Veyk

*�ZQ��&

Veyk/k−1
= C(AΓk−1/k−1A

T + Vu)CT

��1�#%�@1�$��M+-4/#J$�4/'�K.*�+-�,&���$L��'�?��N'�?�(01�#%���:;
eyn ∼ N (0, 1)

� *�$��H&��N&"*/�"I�+-�N����1�#%+E(��>(�?�����&���#-4/$Y2\4/1�'@1�$Y$�#%ZQ�"*�1D(��>&�4/$0=	*�$�&��,(��  :���
Z:*�1�� ±1.96

;

584/1��8ZQ��$�4/$��M(��)(�4/$�$���'M1�$R'�?���1�K�?)��1�'8+-���H2�'�#%$�&�#%2�*�+-���N?��*�2\���M(��,+A*�K�?�����4F(��
(��>'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$U(��,(�4/$�$�?����8(�*�$��H+-�,&"*/�H���*���#-[L1��,���8(0^F$�*�K7#-[L1��:I�$�4/1��8*�+%+-4/$��
K�4/$L��'�?8&�#���*�2�'�����+O! *�2�2�+%#-&"*���#-4/$©(��@+A*NK�?�����4F(��H��1�'�+-����&"*�$�*�10c.(]! #%'�'�#%9L*���#-4/$J; � 4/1�'
&���+A*0I/$�4/1���&�4/K7K���$«3�4/$���2�*�'¬(�?�&�'�#%'���+-�H��*�$�*�+�(��@68#%9:$�*/&:I:$�4/��'��S��#%���S�bc02\?�'�#%K���$0�
�*�+O;



î_� î_�VÂ��`��ÄJÉ%��ÂHÁ�É% ��qÂ'"Ò��Â��8Â8ÄÍÆMÅu2�É32.�8Â�� �L�
Ú!lIÚ v�wtw�zJuJ|�~.Ô6uJnU� ~Uowjø~U�t~Uz#Ötxyx u{zU�t~U|
äã=äãI� �ñ���4�¸Ë¶���`���L�����c�{�¸�W�`�Wé
Ì +%#%K���$L��?B2�*�'M1�$��B2�'�#-���B��1�'8+O! P8?�'*�1�+%�"I\+-�B&"*�$�*�+�(���68#%9:$�*/&B(���������'��M1�$W2\?b�

'�#%K�����'��.#%'�'�#%9L*�_�+-� (�� �:�:�:� ��*Y��$LZF#%'�4/$J;�CJ���)2�'�#%$�&�#%2�*�+-���B�bc02�+-4/#%�*���#-4/$��B��4/$L�,+-���
ZF#%9:$����";QCJ�����"*�10c72�'�?�+-��ZQ?�������4/$L�¬ZQ?���#-&�1�+-?����¬2�*�'¬1�$ &"*�$�*�+�2�'�#%K.*�#%'��8&�4/K72�'���$�*�$L�
1�$U��'�4/$�&�&�4/K7K,1�$�(�� º �MK ���>(���10cU_�'*�$�&������>2�'�#%$�&�#%2�*�+-���)��$Í'�#%ZQ�B9L*�1�&����.���
��$V'�#%ZQ�>(0'�4/#%���>(01�ó���1�ZQ�:I���1�'@(����S+-4/$�9:1���1�'��H'�����2\��&���#%ZQ���@(�� dQ� ��� �"� �MKY;
CJ�©&"*�$�*�+@(��D68#%9:$�*/&©9Q?�'�? 2�*�'7+O! Ì ����4F&�#A*���#-4/$¦°L^F$�(0#-&"*�+-� Ì 1���4/'�#-��?��Íì Ì ° ÌNî (��

:.;=<.> � ; �a?|BrHJFGDLQ`O9Q�}�K í&N4HVR
68#%9:$�*/&8������1�$V��#%���8�bc02\?�'�#%K���$L�*�+\2\��'�K������*�$L�@(��H����������'S(��H$�4/1�ZQ��+%+-����K�?�����4F(����
(��SK�4F(�?�+%#-�*���#-4/$ ����(��S'�?�9:1�+A*���#-4/$J;��8! �����¬1�$.��#%���S'���2�'�?�����$L�*���#�a�(����¬&"*�$�*�10c7a¥'*�$0�
3"*�#-�¬����?���'*�$�9Q��'���(��@2�*�'��*N(0#%K���$���#-4/$J;FCJ�8&"*�$�*�+�_\?�$�?b=�&�#-�8(]! 1�$ ?�[L1�#%2\��K���$L��(��
K�4F(���'�$�#-�*���#-4/$U��2\?�&�#A*�+-��K���$L�,*�K�?�$�*�9Q?��M2\4/1�'82\4/1�ZQ4/#%'N*�2�2�+%#-[L1���'M+A*.'�?�9:1�+A*���#-4/$
*�1���4/K.*���#-[L1��:;�°F��1�+]+-�8��'�4/$�&N&�4/K7K,1�$Y����+A*)'�#%ZQ�M(0'�4/#%���N��4/$L�S(�4/��?��@(]! 1�$��M��1�2\��'��
ZF#-��#-4/$JI	(]! 4/1���#%+-�N(��,K�����1�'��B���M(��,'�?�9:1�+A*���#-4/$3*�1���4/K.*���#-[L1��:; � $W&�4/K72���� � _�#-�ba¸�
K,1�$�#-�B(�� � ���*���#-4/$��B(��.K�����1�'�� ���B(��©&�4/$L��'J�/+-�Uì Í ��+%_\��p"���"I � *�'���#%����1�'"I Ì ZQ��$�[	I
CE*�9L*�'���+%+-����� � */�NGH4/1�ZF#-��'��Yì�ZQ4/#%'N=�9:1�'�� � ; dQî I � *�1���4/K.*������"I � Z:*�$�$����NK�4/��4/'�#��
��?����"I �"� &"*�2�����1�'��S2�#-?�p"4/'�����#-����#�a¸�"I � &"*�2�����1�'��@(��MZF#%���������:I0(�����+%#A*�#-��4/$���'*/(0#-47(�*�$��
��4/1��S+-���@��#%�����@���@1�$Y��1�2\��'�ZF#-����1�'";
���M��1�2\��'�ZF#-����1�'�2\��'�K����S(��8ZF#-��1�*�+%#-����'�+O! ?��*��@(01V&"*�$�*�+OI�(��8'�?�&�1�2\?�'���'S+-����K��b�

��1�'����.(�*�$��.1�$��Y_�*/���D(��D(�4/$�$�?����"I�(��Y+-��� *�'�&���#%ZQ��'V���.(]! *�9:#%'©��1�'.+-�D&"*�$�*�+8��$
��$LZQ4"^L*�$L�M(����@&�4/$���#%9:$����H(��N&�4/K7K.*�$�(����8��1�'S+-���SZ:*�$�$����";
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:.;=<.> � ; d�?# iRI¡2¢STUHcO9B�RXHVN4HVA

äã=äã=È �ñ���4�¸Ë¶���`���L���Ì�c� �4�G���+��~÷������éI�I�¸�6���L�������U�����rË����G�����`Ë
CJ�¯2�*�'���#%����1�'3�����R1�$��¯2�*�'���#-�ý(01»&"*�$�*�+B2�'�#%K.*�#%'���[L1�#B+-�¯(0#%ZF#-���¯��$»(���10c

_�'*�$�&������"I	_�'*�$�&����B(0'�4/#%���)���8_�'*�$�&����)9L*�1�&����:;J°L1�'M&��,��#%���:I�$�4/1��H$�4/1��M��4/K7K����
#%$L��?�'�������?��©TU+O! *�2�2�+%#-&"*���#-4/$ (��V+A*UK�?�����4F(��R(��V'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$X*�1¦$�#%ZQ�"*�1 (��Y+A*
Z:*�$�$��B(��,'�?�9:1�+A*���#-4/$U���,��'�4/1�Z:*�$L�>��1�'H+A*._�'*�$�&����B(0'�4/#%���:;\CE*�=�9:1�'�� � ; � #%+%+%1�����'��
+O! ?�[L1�#%2\��K���$L�V(��DK�����1�'��:I�(��D��1�2\��'�ZF#-��4/$ ���©(��D'�?�9:1�+A*���#-4/$ 2�'�?�����$L�V��1�' &��������
2�*�'���#-�>(01D��#%���:;

å §L�"~Q�/���E�����	��|�§L����~:�����	���E§F}E���7|m���"���	����èm¤�§L�B��}E� ¤�§D���A�"§
CJ�,��#%���>(]! *�2�2�+%#-&"*���#-4/$W&�4/$���#-(�?�'�?)&�4/K72�'���$�(Y1�$��>Z:*�$�$��>(��>'�?�9:1�+A*���#-4/$D$�4"^Q?��

[L1�#@'�?�9:1�+-�Y+-�V$�#%ZQ�"*�1`(]! �"*�1 TU��4/$`*�K�4/$L�"; � +%+-�D������'���2�'�?�����$L��?��R��1�'�+A*R=�9:1�'��
� ; � ;@���������WZ:*�$�$��R�����©K,1�$�#-�U(]! 1�$ K�4/����1�'ÍìA=�9:1�'�� � ; �Qî 2\��'�K������*�$L�DT32�*�'���#%'
(����8��#%9:$�*�10cD2�'�4"ZQ��$�*�$L�>(��,+O! *�1���4/K.*����:I\(]! */&���#-4/$�$���'M+-�,�*�_�+%#-��'M(��,+A*7Z:*�$�$��:;	CE*
Z:*�$�$��8������?�[L1�#%2\?��8(]! 1�$©&"*�2�����1�'S(��H2\4:��#%��#-4/$ (�4/$�$�*�$L�S+A*NZ:*�+-��1�'�(]! 4/1�ZQ��'���1�'��N(��
+A*BZ:*�$�$��:;

å §L�"~Q�/���E�����	��|�§L��~Q���E�"§F}E����|m���"���	����èm¤�§L�B��}E� ¤�§D���A�"§
? ¨,���E�"§F}E���8|�§7���A�	§L��}JªR��òÍ�	�	�8§Q�M�Q����¤J|�§7¤����������E§,/ CJ���<&"*�2�����1�'���(��
$�#%ZQ�"*�10c 2�+A*/&�?�����1�'�+-�8&"*�$�*�+]��4/$L��(�������4/$�(�����2�+-4/$�9Q?����S(�*�$���(�������1�_\������$
K�?��*�+O;�CJ���H��4/$�(����@��4/$L�8&�4/$�����#%��1�?��H(]! 1�$V=�+E(�4/$L�H+A*B'�?���#-����#%ZF#%��?>?�+-��&���'�#-[L1��
Z:*�'�#-�)*�ZQ��&)+A*72�'�������#-4/$J;]���������,Z:*�'�#A*���#-4/$U�����HK�����1�'�?��,2�*�'8+A*7Z:*�'�#A*���#-4/$U(��
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:.;=<.> � ; ��?# iRI¡2¢STUH�O�P K N2CEDIHVA A HJDLK M&N!O9QjA¿P ¢��%B2K ´�QST$QSN%DWCGB9F¤A QjCGK DLQcO9B��ÂHJFGDLK DLQSB9F

:.;=<.> � ; �t?A[6HVN2N2Q,��FIHVN2RI¡2Q���FLM&K DLQ

����$���#-4/$YK�����1�'�?��,*�10c©_\4/'�$����@(��M+O! ?�+-?�K���$L�H2�#-?�p"4/'�?���#-����#�am2�*�'�&�4/1�'�1D2�*�'S1�$
&�4/1�'*�$L�8&�4/$����*�$L�8(01�'*�$L�H+-�M2���?�$�4/K���$��,4/_�����'�ZQ?:;
® +N�bc0#-�����:I���1�'©+-�W&"*�$�*�+OI�(0#��]?�'���$L�����VZ:*�'�#A*�_�+-���V'���2�'�?�����$L�*�$L�Y+-���©$�#%ZQ�"*�10c
(]! �"*�1J; � $Y&�#%�����
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:.;=<.> � ; ��?A�WR�DLK M&N2N2QSB9F�O9QjA H�^&HVN2N2Q

:.;=<.> � ; · ?# iM&N4O9QSC :.;=<.> � ; �!?LBrHV´9DLQSB9F�O9QN2K ^£QXHVB

? ¨,���"§ 
��|	 Z
/ CJ���E&�4/������5N6sÎÍìE5H#%ZQ��+%+-��K���$L��6M?�$�?�'*�+F(��`Î�'*�$�&�� î ��4/$L�

(����S$�#%ZQ�"*�10cY(]! �"*�1D(�4/$�$�?��@2�*�'S'*�2�2\4/'��8*�1Y$�#%ZQ�"*�1D(��N+A*)K���')ì�� �Qî ;
? ¨,���"§.����|m��§L�)/ CE*>&�4/���@'*/(0#-��'�&�4/'�'�����2\4/$�( TN+A*N&�4/���H(01�a¸4/$�(�(01 &"*�$�*�+O;
� $V2\��1��H?�9L*�+-��K���$L�H��'�4/1�ZQ��'H+-�N'*/(0#-��'@Z:*�$�$��>[L1�#J&�4/'�'�����2\4/$�(DTB+A*B&�4/���
(01©a¸4/$�(Y44�Y�����@��#%��1�?��N+A*)Z:*�$�$��:;Eì�'*/(0#-��'�Z:*�$�$��e�

69.173m
î ;

? I<£L���x£L~4áE§F¤¥¤�§�/ ��1�'7+-�V&"*�$�*�+H����2\��$�(�*�$L��+A*W&"*�K72�*�9:$��D(��©K�����1�'����"I
(����>?�&�����+%+-���)��4/$L�>2�+A*/&�?����,(�4/$L�>+-��p"?�'�4Y�����N2�'�#-�,&�4/K7K��7'�?ba¸?�'���$�&��72�*�'
'*�2�2\4/'��7TY+A*/[L1���+%+-� +-���)K�����1�'����B��$�'���9:#-����'�?����B2�*�'B+-���B��4/$�(����B��4/$L�B(�?b�
����'�K7#%$�?����"; Ì #%$���#]T)+O! *�K�4/$L�@���@T,+O! *�Z:*�+J(��M+A*,Z:*�$�$�� � *�'���#%����1�' Í '*�$�&����
(0'�4/#%���:Im��4/$L�B2�+A*/&�?����7(���10c�?�&�����+%+-����(�4/$L�B+-����p"?�'�4:�B��4/$L�7(�4/$�$�?��B2�*�'V�
69.978m

���
69.249m

;
? 
 �A�	§L��} |¬«%§L��} Y

/ �8! �����8+-�,$�#%ZQ�"*�1W#%$�(0#-[L1�?)2�*�'M+-���M��4/$�(����"; Ì #%$���#�+-�
$�#%ZQ�"*�13(]! �"*�132\��1�������'����bc02�'�#%K�?���$Ua¸4/$�&���#-4/$�(��7+A*V&�4/���\5N6sÎ`2�*�',+A*
'���+A*���#-4/$3�

Z = Y + 0echelle

?Òù ��}J�"§F}E�Í|¬«%§L��}»�	}q���������	�U|¬«%§L��}
H

/ �8! �����)+-�.$�#%ZQ�"*�1ý(�?�����'�K7#%$�?
2�*�'@'*�2�2\4/'��8*�1Va¸4/$�(V(01D&"*�$�*�+O;�CE*B��*�1�����1�'8(]! �"*�1Y2\��1��a����'��>�bc02�'�#%K�?��
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��$¨5N6sÎ32�*�'@+A*B'���+A*���#-4/$3�

Z = H + radier

:.;=<.> � ; º�?# iRI¡2¢STUHcO9QSC�O9K Ç�¢�FLQSN%DLQSC¤íVFIHVN4O9QSB9FLC¤O9QjN2K ^£QXHVB
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? ¨,���E�"§F}E�.|�§©�E�A�"§L�"�"§b/ CJ�8K7#%$�#-��4/$�#-&N�����S1�$V(0#-��2\4:��#%��#�a�K�4/$�4F&�4/'�(��>T,1�+��
��'*/��4/$��,ì�1�$��>����1�+-�N2�*�#%'��>(��N��4/$�(���� î ì�±�4/#%'H+A*,=�9:1�'�� � ;  Qî ;

:.;=<.> � ;  �?LB6MVFIO9Q`O9Qj^iK DLQSCGCGQ

:.;=<.> � ; �"��?A�ÂFLK N2RSK ´�Q`O9QjA H�B6MVFIO9Q
® +�2\��'�K����>*�ZQ��&B+A*.K�����1�'��B(��)+A*.(0#��]?�'���$�&��7(��)����K72��N(��,��'*�$���#%�

∆T
I	(��

(�?�����'�K7#%$���',+A*©ZF#%���������BK�4"^Q��$�$��.(��7+O! �"*�1�T +A*©��*�1�����1�',(��7+A*©��'*�5���&���4/#%'��
*/&�4/1�����#-[L1��>(��M+A*7&�4/'�(��

V
;�CE*)a¸4/'�K,1�+-�>1���#%+%#-��?��>�����>�

V =
L

2cosα
(

1

TAB
− 1

TBA
)

44�
L
�����8+A*�+-4/$�9:1���1�'N(��,+A*.&�4/'�(��)���

α
�����8+O! *�$�9:+-�B[L1��NaO*�#%�8+A*.&�4/'�(��,2�*�'

'*�2�2\4/'��N*�1R����$��8(��,+O! ?�&�4/1�+-��K���$L�";
TAB

�����H+-�>����K72��M(��>2�'�4/2�*�9L*���#-4/$Í(01
2\4/#%$L� Ì *�1V2\4/#%$L� Í ���

TBA
�����S+-�M����K72��H(��N2�'�4/2�*�9L*���#-4/$R(�� Í T Ì ;

C�! *9à.&�����1�'7ì � ; �:��î (�4/$�$��,*�+-4/'��@+A*)ZF#%���������N(��M+O! ?�&�4/1�+-��K���$L�";
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:.;=<.> � ; �:��?A���$RI¡2QSB9F�O9Q^iK DLQSCGCGQ
ô ����¤¥}E�0�����	�¦|�§L�.�¥�E~Q§L�����A��}E|�§L�7|�§RòÍ§L��}E��§L�
íH$��8K�����1�'��M��������4/1/5�4/1�'��S(�4/$�$�?��>*�ZQ��&M1�$��8#%$�&���'���#%��1�(��,*�_���4/+%1��M4/1©'���+A*���#%ZQ�

#%$�(0#-[L1�*�$L��+O! ��'�'���1�'�&�4/K7K7#-���H2�*�'�+-�8&"*�2�����1�'";FC�! ��'�'���1�'S��1�'¬+-�8&"*�2�����1�'�2\��1���*�ZQ4/#%'
1�$.*/��2\��&���(�?�����'�K7#%$�#-�����H��4/1�ZQ��$L�¬'���2�'�?�����$L��?@2�*�'<+O! #%$�&���'���#%��1�(��H��^0����?�K.*���#-[L1��S+%#-?��
T7+O! #%$�����'�1�K���$L�>(��,K�����1�'��:I�K.*�#-�N*�1�����#�1�$U*/��2\��&��8����4F&���*/����#-[L1��)+%#-?B*�1R_�'�1�#%�M(��
K�����1�'��N[L1�#�*9�]��&����M+-�>��#%9:$�*�+E(��MK�����1�'��:;
Ì 2�'����S1�$��N?���1�(��>��K72�#%'�#-[L1��:I�$�4/1��H&�4/$LZQ��$�4/$��H[L1��M+O! #%$�&���'���#%��1�(��)*�_���4/+%1��>(��

+O! ��'�'���1�'H��^0����?�K.*���#-[L1��N�����H(��

∆Y ∆H ∆echelle ∆rad ∆U ∆V
0.01m 0.01m 0.01m 0.01m 0.005m 6%

������> � ; ��?,½¸HVY2A Q`O�P K N2RSQ�FGDLK DLB4O9QSC
����2\��$�(�*�$L�"I�4/$D$��N��'*�Z:*�#%+%+-�>2�*/�H(0#%'���&�����K���$L�N*�ZQ��&>+-���@$�#%ZQ�"*�10cY(]! �"*�1JI�K.*�#-�

*�ZQ��&M+-���S&�4/�����U5N6sÎ�I0*�#%$���#J4/$©��#-��$L�H?�9L*�+-��K���$L�H&�4/K72����N(����S#%$�&���'���#%��1�(����@��1�'�+-���
��*�1�����1�'��H(01V'*/(0#-��'8���S+-���@(�?�&"*�+A*�9Q���H��$L��'��>+-����p"?�'�4:�H(��M+O! ?�&�����+%+-�,���@+-�M'*/(0#-��'

Z = Y + 0echelle

C�! #%$�&���'���#%��1�(��,&�4/K7#-���>��1�'
Z
�����H*�+-4/'��

∆Z = ∆Y + ∆echelle = 0.02m
;

∆Z = 0.02m

ô ����¤¥}E�0�����	�¦|�§R¤��W�����/�����E~Q§D|�§L�.òÍ§L��}E��§L�
� 4/1�'8&"*�+-&�1�+-��'H+A*)Z:*�'�#A*�$�&��,(����SK�����1�'����"I�$�4/1��8*�ZQ4/$��84/2���?N2\4/1�'@+A*)K�?�����4F(��

��1�#%Z:*�$L���8_�*/��?��M��1�'�+-�HaO*�#%��[L1��:IF2\4/1�'�1�$©$�#%ZQ�"*�1V(��M&�4/$0=	*�$�&��N(��  :��� IF+O! #%$�&���'���#��
��1�(��>�����S+-�N(�4/1�_�+-�>(��N+O! ?�&"*�'����O�â^F2\� 0 · d91 �

σ2 = (
1

2
∆)2

� $Y4/_���#-��$L�H+-���SZ:*�'�#A*�$�&����H��1�#%Z:*�$L�����,�
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σZ σU σV

7 × 10−3 5 × 10−3 3 × 10−2V %

������> � ; d�?,½¸HVY2A Q`O9Qj^&HJFLK HVN2RSQ
½ §FòÍ���2âJ}E§ y��a�,��� �1�����6�f���� f�a� ¡£¢{�A�V¤E¢{��¥3¦§�A���f��¨�© ¤=¦EªN¥a� � ¡£¤E«¬¥�¤�a��¦N¥{�V�q¥�¡£�®¨L¯
�{� �V¤C�������9�V¤ °±¨ ¢{� ��¦E�9 ³²���´ �®�a��µ
äã=äã=ä �ñ���4�¸Ë¶���`���L���Ì�`�ÅéL� Ë����`���c�`�W�c�¸�[�W�`�WéG����Iê�`�
� +%1���#-��1�'��>K�4F(���+-���>���*���#-[L1����N��4/$L�)T.$�4/��'���(0#-��2\4:��#%��#-4/$U2\��'�K������*�$L�,(��7&"*�+��

&�1�+-��'@+A*BZ:*�+-��1�'@(01D(�?�_�#%�,�
? ¢ �]|�ñF¤�§�á	ðJ|�����}�¤¥�=âJ}E§Y|�§R¤��R�������E§	/

Qv = CdLU
√

2g
√

H1 − H2

44�
Cd
�����H+-�,&�4F�&à.&�#-��$L�M(��,(�?�_�#%�"I

L
+A*7+A*�'�9Q��1�'M(01R&"*�$�*�+m���

g
+O! */&�&�?�+-?�'*��

��#-4/$W(��>+A*72\���*�$L����1�'";
U
'���2�'�?�����$L���)+O! 4/1�ZQ��'���1�'��B(��>Z:*�$�$��:I

H1
���

H2
+-���

��*�1�����1�'��H(]! �"*�1R*�K�4/$L�8���H*�Z:*�+�TB+A*)Z:*�$�$��>���
Qv
+-�N(�?�_�#%�";

Cd = 0.68
I
L = 1.53m

;
? ¢ �]|�ñF¤�§R|�§W¤��Í~Q�	}E��è�§D|�§D�"�������§+/ CE*�&�4/1�'�_\�,(��N�*�'*�9Q�,(�4/$�$��>1�$��
'���+A*���#-4/$Í1�$�#%ZQ4F[L1��7��$L��'���+-�7(�?�_�#%�

Q
���N+A* ��*�1�����1�',(]! �"*�1

H2
;E�8! �����N1�$��

'���+A*���#-4/$`(�?�����'�K7#%$�?��R�bc02\?�'�#%K���$L�*�+-��K���$L�Y*�1`(�?�_�1�� (����.�*�#-��4/$��72�'�#%$L�*��
$�#-��'�����+-4/'���[L1��8+-�M&"*�$�*�+]������K7#-����$V�"*�1Y*�2�'����@*�ZQ4/#%'@?���?8$�������4"^Q?N(��8��4/1������
+-���N*�+%9:1����N���>*�1���'����N(�?�2r�/���M���N(�?�&��������";\C�! 4/2\?�'*���#-4/$3���>aO*�#%�82�*�'M1�$ 5�*�10�
9Q�"*�9Q�VTD(0#��]?�'���$L�����7Z:*�+-��1�'��B(01ý(�?�_�#%�B��$¯1�$�2\4/#%$L�7(�4/$�$�?V(01¯&"*�$�*�+O;mCJ�
5�*�1�9Q�"*�9Q�H'���2\4:���8��1�'���'�4/#-��(�4/$�$�?����N�Q+A*>ZF#%���������@K�4"^Q��$�$��N(]! ?�&�4/1�+-��K���$L�

V
I

+A*N��*�1�����1�'�(]! �"*�1©(�*�$���+-�H&"*�$�*�+
H2
IL[L1�#OIF*�ZQ��&H+-�@2�'�4�=�+	��'*�$���ZQ��'��*�+\(01.+%#%�"I

(�?�+%#%K7#%���M+A*)����&���#-4/$©K�4/1�#%+%+-?��
S
;FCJ�M(�?�_�#%�

Q
�����S&"*�+-&�1�+-?M��$©K,1�+%��#%2�+%#A*�$L�H+A*

����&���#-4/$YK�4/1�#%+%+-?��N2�*�'@+A*BZF#%���������
Q = V S

;
CE*,����&���$�#-[L1��M��'*/(0#%��#-4/$�$���+%+-�N(��M(�?�����'�K7#%$�*���#-4/$Y(01V(�?�_�#%�S&�4/$���#-�����NT>2�+-4/$0�
9Q��' (�*�$��.+-�Y&�4/1�'�� (]! �"*�1JI�aO*/&��D*�1`&�4/1�'*�$L�"I�1�$�K�4/1�+%#%$���� ��?�+%#-&�4V¶O(�*�+N4/1
��$�&�4/'��)1�$U&�4/1�'*�$L��4/K�����'���?�+-��&���'�4/K.*�9:$�?���#-[L1��Dì�ZQ4/#%'8=�9:1�'�� � ; �"dQî ; � $R'��b�
+-��ZQ�D+-��� ZF#%����������� (01 &�4/1�'*�$L�V��$ (0#��]?�'���$L���©2\4/#%$L���©��#%��1�?��©��1�'.2�+%1���#-��1�'��
ZQ��'���#-&"*�+-���H(��N+A*B����&���#-4/$YK�4/1�#%+%+-?��)*�=�$Y(��>(�?�(01�#%'��N+A*BZF#%���������8K�4"^Q��$�$��

V
;

����5�*�1�9Q�"*�9Q�@&�+A*/����#-[L1���$��S2\��1��`����'���2�'*���#-[L1�?@[L1���2\4/$�&���1���+%+-��K���$L�"; Ì 2�'����
(��@$�4/K,_�'���10c>5�*�1�9Q�"*�9Q���"IL4/$ ?��*�_�+%#%��+A*>&�4/1�'�_\�H(��@�*�'*�9Q�:; � +%+-�H�bc02�'�#%K��H+A*
&�4/'�'�����2\4/$�(�*�$�&��,��$L��'��N+-���@(�?�_�#%���H���@+-���S��*�1�����1�'��H(]! �"*�1D(�*�$��S+-�>&"*�$�*�+O;

Qct = a(H2 − H0)
b

44�
a
I
b
��4/$L�@(����@&�4/$����*�$L�����H���

H0
������+A*)��*�1�����1�'H(]! �"*�1Y2\4/1�'�+A*/[L1���+%+-�N+-�

(�?�_�#%�H�����S$L1�+OI
H2
'���2�'�?�����$L���>+A*)��*�1�����1�'8(]! �"*�1R*�Z:*�+ETB+A*)Z:*�$�$��>���

Qct
+-�
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:.;=<.> � ; �"d�?A�«¡2MVDLM$O9B�RSM&B9FIHVN%DLM&T$À�DGFLQ¢SA QSR�DGFLM&TUHVí&N2¢�DLK �%B2QjB9DLK A K CG¢j´�M&B9F�A QSC�·GHVB2í&QXHVí&QSC

(�?�_�#%�";
W d ���QÓ à�ÚÖ�Ø�à Ð�×Y×/ÛQÙ � Ü�à¹¸�ÛQÔ³º

a = 1.95 × 10(−4+2b)
ß
b = 1.8126

Ô�Ø
H0 = 1.4 ×

10−2m � Z���������.&�4/1�'�_\�72\��'�K����,(���(�?�(01�#%'���+-���NZ:*�+-��1�'��,(013(�?�_�#%�>2\4/1�',(0#��]?�'���$L�����
��*�1�����1�'��8(]! �"*�1Y'���+-��ZQ?����";

:.;=<.> � ; �"��?,½¶FIHVRS¢cO9QA H.RSM&B9FLY�QjO9QDIHJFIHVí&Q
Qct = a(H2 − H0)

b

? ¢ �]|�ñF¤�§¯|�§¯¤��ý~Q����|�§�|�§Í�E�A�"§L�"�"§�/ � ��'�$�#-��'���K���$L�"IE+A*©K�����1�'��72�'�?�&�#-���
����&�4/$L��#%$L1��M(��@+A*NZF#%���������@K�4"^Q��$�$��:IF��$ &���'��*�#%$��������*���#-4/$��"IL�����¬1�$.2�'�4/9:'����
&�4/$���#-(�?�'*�_�+-�:; � +%+-�@�����¬4/_�����$L1��@2�*�'<+A*MK�?�����4F(��@(����<1�+%��'*��â��4/$�����'*�ZQ��'��*�$L�
+-� &�4/1�'��B(]! �"*�1J;mCJ�.K�4F(���+-� (�� &�4/'�(�� (��.ZF#%����������2\��'�K����"ImTY2�*�'���#%'B(��.+A*
K�����1�'��D(��©+A*WZF#%���������V��$�+%#%9:$��

VL
(�4/$�$�?��Y2�*�'�+-�©K7#%$�#-��4/$�#-&:I¬(01���#%'*�$L�

(]! �"*�1
H
(�*�$���+-�N&"*�$�*�+J���@(01V'*�2�2\4/'��

K = V
VL

��$L��'��N+A*)ZF#%���������HK�4"^Q��$�$��
(��,+O! ?�&�4/1�+-��K���$L�

V
���M(��>+A*�ZF#%���������,��$D+%#%9:$��

VL
I	(��,(�?�����'�K7#%$���'M+-�)(�?�_�#%�
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Q
2�*�'@+A*,a¸4/'�K,1�+-�.�

Qcv = LcHVLK
44�

Lc
�����N+A*©+A*�'�9Q��1�')(013&"*�$�*�+OI

LcH
'���2�'�?�����$L����+A*V��1�'�aO*/&��7K�4/1�#%+%+-?��.(01

&"*�$�*�+O;<CJ�©'*�2�2\4/'��
K = V

VL

2\��1��\����'��V*�2�2�'�4F&���?V2�*�'B1�$ý2\4/+%^F$«�/K��V(01
(���10c0#-��K��B4/'�(0'��

K = (c1 + c2H + c3H
2)
(�4/$L�N+-���8&�4F�&à.&�#-��$L���

c1
I
c2
���

c3
��4/$L�8(�?�����'�K7#%$�?��H�bc02\?�'�#%K���$L�*�+-��K���$L�";\CJ�>K�4F(���+-�M=�$�*�+E(��N+A*7&�4/'�(��,(��

ZF#%���������M1���#%+%#-��?N�����,�

Qcv = LcVLH(c1 + c2H + c3H
2)

W d ���QÓ à�ÚÖ�Ø�à Ð�×R×/ÛQÙ � Ü�à¹¸�ÛQÔ
Lc = 1.33m

ß
c1 = 1.8445

ß
c2 = −1.9594

Ô�Ø
c3 =

0.9383
Z �CE*�ZF#%���������>K�4"^Q��$�$��

V
�����M(�?�����'�K7#%$�?��)2�*�'8+O! ?�[L1�*���#-4/$

Q = V S
44�

S =
LcH

���S+A*BZ:*�+-��1�'@(��N+A*)2�*�#%'��
(Q,H)

�����S��#%'�?��>(��N+A*B&�4/1�'�_\�>(��N�*�'*�9Q�:;
äã=äã÷þ åæ�j�`��éL���èéI�I�`�«�rË¶�I�2���L�$���`ËñéL� Ë����¸���c�Â�IéI�L�6���L���
CJ���SK�4F(���+-����1���#%+%#-��?��S��4/$L�S$�4/$V+%#%$�?"*�#%'����"; ® +-����4/$L�H*�+-4/'��S+%#%$�?"*�'�#-��?��@*�1���4/1�'H(��

+-��1�'��@2\4/#%$L���@(��Ma¸4/$�&���#-4/$�$���K���$L�";
? ¢ �]|�ñF¤�§�|�§¯�������E§º/

qv = k1z1 + k2z2 + kuu
Im*�ZQ��&

k1
I
k2
���

ku
(����

&�4/$����*�$L�����";
z1
I
z2
I
u
���

qv
'���2�'�?�����$L����$L��+-����Z:*�'�#A*���#-4/$���(����¬$�#%ZQ�"*�10c.(]! �"*�1

*�K�4/$L�H���H*�Z:*�+OI�(��8+O! 4/1�ZQ��'���1�'��,(��8Z:*�$�$��N���@(01Y(�?�_�#%�H*�1���4/1�'H(01©2\4/#%$L�H(��
+%#%$�?"*�'�#-�*���#-4/$J;

? ¢ �]|�ñF¤�§B|�§7¤��.~Q�	}E��è�§)|�§)�"�������§#/
qct = kcth2

*�ZQ��&
kct
1�$���&�4/$����*�$L���:;

h2
���

qct
'���2�'�?�����$L����$L�<+-����Z:*�'�#A*���#-4/$��<(��¬+A*@��*�1�����1�'<(]! �"*�1�*�Z:*�+�(��¬+A*@Z:*�$�$��

���@(01D(�?�_�#%�8*�1���4/1�'H(01Y2\4/#%$L�H(��M+%#%$�?"*�'�#-�*���#-4/$J;
? ¢ �]|�ñF¤�§D|�§D¤��U~Q����|�§Y|�§V�E�A�"§L�"�"§b/

qcv = khh + kvv
*�ZQ��&

kh
���

kv
(����

&�4/$����*�$L�����";
h
I
v
���

qcv
'���2�'�?�����$L����$L�N+-���8Z:*�'�#A*���#-4/$��N(��,+A*.��*�1�����1�'N(]! �"*�1

*�13$�#%ZQ�"*�1¯(01�&"*�2�����1�')(���ZF#%���������:IE(���+A*©ZF#%���������.���,(01�(�?�_�#%�7*�1���4/1�'B(01
2\4/#%$L�H(��N+%#%$�?"*�'�#-�*���#-4/$J;

Ì =�$�(���'���K�������'��S��4/1������m+-���mZ:*�'�#A*�_�+-������$\5N6sÎ�I/4/$B'���K72�+A*/&��@(�*�$��m+-���<?�[L1�*���#-4/$��
+-����Z:*�'�#A*�_�+-���

h
���

h2
2�*�'�+-��1�'��bc02�'�������#-4/$V��$.a¸4/$�&���#-4/$V(��

z2
; � $V4/_���#-��$L�@*�+-4/'��N�

qct = kctz2
���

qcv = khz2 + kvv

Ú!l�� v�wtw�zJuJ|�~.Ô6uJnU� ÖtxÒzJ~ prÜj|�nU�t|�uJzJuJ~.Ô6uJnU� Ötx�ÖtnU�t�tÜjxjvbvÂÔ6~o»
Ô6uJqsotx

CJ����&"*�$�*�10c�(]! #%'�'�#%9L*���#-4/$¦$��V(0#-��2\4:����$L��9Q?�$�?�'*�+-��K���$L� (]! *�1�&�1�$¦&"*�2�����1�' (��
(�?�_�#%�"; � *�$��@+A*)2�+%1�2�*�'��8(����@&"*/�"I�+-�N(�?�_�#%�H�����H&"*�+-&�1�+-?,TB+O! *�#-(��>(��MK�4F(���+-���H(]! 4/10�
ZF'*�9Q���Vì�Z:*�$�$����"I�(�?�ZQ��'���4/#%'�� î 4/1¯(01�K�4F(���+-� (��.+A*D&�4/1�'�_\� (��.�*�'*�9Q�:; ® +��bc0#-�����
&���'��*�#%$��<&"*�$�*�10cB?�[L1�#%2\?��<(]! 1�$7&"*�2�����1�'<(���ZF#%���������:;�CE*HK�����1�'���(���ZF#%���������¬2\��'�K����
(��>&"*�+-&�1�+-��'@+-�>(�?�_�#%�H��$V1���#%+%#-�*�$L�H+-�MK�4F(���+-�>(��>&�4/'�(��>(��MZF#%���������:;
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Ì =�$B(���&�4/$���#-(�?�'���'<+-���m(���10cB&"*/�"I�$�4/1��m&�4/K7K���$«3�4/$��¬(�*�$���1�$B2�'���K7#-��'<����K72��
2�*�'�����������'m+A*@'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$.(���(�4/$�$�?����<��$B1���#%+%#-�*�$L�m1�$�#-[L1���K���$L�<+-���mK�4F(���+-���m(��
Z:*�$�$��S����(��S&�4/1�'�_\�S(����*�'*�9Q�:; � 1�#-�"I:(�*�$��<1�$�(���10c0#-��K��S����K72��"I/$�4/1��<��'*�#%����'�4/$��
+-��&"*/�J2�*�'���#-&�1�+%#-��'m44�,1�$,&"*�2�����1�'m(��<ZF#%�������������J1�$,K�4F(���+-�¬��4/$L��(0#-��2\4/$�#%_�+-���"; � *�$��
+-���m(���10cB&"*/�"I�$�4/1���*�+%+-4/$��<��1�#%ZF'��¬+-���<?��*�2\���<(��¬+A*H'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$.���*���#-[L1���&�4/K7K��
#%$�(0#-[L1�?����H*�1�2�*�'*�Z:*�$L�";

äã÷þ`ãI� S,�W�f�¤���`�«Ë��WéU�`���,�¸�W�`�W��¼½�®¾ ²À¿:ÁVÂ7P¿6!¯ÄÃ�³6³6t6ÅNÆè²À¿:ÁVÂ7Ç9²_ª�®�È�
¿6�Å Ã�®3ÃÄÉ_

� ; å £Q�"§Fò3�¥�E§L��¤�§L�3òÍ§L��}E��§L�U§Q�3¤�§L�U�����/����èm¤�§L�3�E�	�»òÍ§L��}E��£L§L�Å/ � *�$��

$�4/��'��.&"*/�,(��B=�9:1�'��:IJ+-�7ZQ��&�����1�')(]! ?��*��
X =









z1

z2

u
q









I]+-��ZQ��&�����1�')(��7K��b�

��1�'����
Xm =





z1m

z2m

um





+-�NZQ��&�����1�'8(��MK�����1�'����H���@+-�NZQ��&�����1�'H(����@Z:*�'�#A*�_�+-���
$�4/$3K�����1�'�?����,�����

Xnm = q
; � �

z1
�����>+A*Y&�4/��� *�K�4/$L�)(���+A*©Z:*�$�$��:I

z2�����B+A*R&�4/���Y*�Z:*�+S(�� +A*DZ:*�$�$��V���
u
�����B+O! 4/1�ZQ��'���1�'��Y(�� +A*DZ:*�$�$��©&�4/K7K��

#%$�(0#-[L1�?����H��1�'S+A*,=�9:1�'�� � ; ��� ;
� �*�$L�,(�4/$�$�?B[L1��)+-���M&"*�2�����1�'��>��4/$L�M#%$�(�?�2\��$�(�*�$L���"I]+-�)ZQ��&�����1�'

Xm
2�'�?b�

6-

Yav
Yam

U Q

:.;=<.> � ; ����?# iRI¡2¢STUHjFLQS´9FL¢SCGQSN%DIHJDLK Z�O9QA H�^&HVN2N2QjO9QFL¢Sí&B2A HJDLK M&NgO9B��ÂHJFGDLK DLQSB9F

����$L���N+A*)K.*���'�#-&��,(��MZ:*�'�#A*�$�&��b�â&�4"Z:*�'�#A*�$�&��)��1�#%Z:*�$L�����

V =





σ2
z1

0 0
0 σ2

z2
0

0 0 σ2
u





d ; å £Q�"§L�/ò3�¥�E§L� ¤�§�òÍ�]|�ñF¤�§ / CJ���VK�4F(���+-���V(0#%2\4/$�#%_�+-���D��4/$L�Y&���10c (��W+A*
Z:*�$�$��>���@(��N+A*B&�4/1�'�_\�>(��M�*�'*�9Q�.�

qv = k1z1 + k2z2 + kuu
ì � ; d:�Qî

qct = kctz2
ì � ; d0��î
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� $R���N��'�4/1�ZQ�>#-&�#E(�*�$��H+-�>&"*/�H44�Y+A*7K�����1�'��>(01R(�?�_�#%�HK.*�$�[L1��:;«584/��'��,&"*/�
�����7��#%K72�+-�V���B$�� $�?�&�������#%���©2�*/�B1�$�� K.*���'�#-&��V(�� 2�'�4�5���&���#-4/$

P
2�1�#-��[L1J! #%+

��1¸à��H(]! ?�9L*�+%#-����'H+-���H?�[L1�*���#-4/$��)ì � ; d:�Qî ���)ì � ; d��Fî 2\4/1�'H?�+%#%K7#%$���'H+A*BZ:*�'�#A*�_�+-�
#%$�&�4/$�$L1��:;6584/1��@4/_�����$�4/$��@1�$��N$�4/1�ZQ��+%+-�>?�[L1�*���#-4/$3�

k1z1 + (k2 − kct)z2 + kuu = 0
ì � ; d:dQî

� 4/1�'©&��������D*�2�2�+%#-&"*���#-4/$JI¬$�4/1�� *�+%+-4/$���K.*�$�#%2�1�+-��' +-����Z:*�+-��1�'���_�'�1������.(����
K�����1�'����

Z1
I
Z2
���

U
*�1W+%#-��1U(��)+-��1�'��8Z:*�'�#A*���#-4/$��

z1
I
z2
���

u
*�1���4/1�'>(01

2\4/#%$L�
XT

0 = (Z10 , Z20 , U0)
(�4/$�$�?����@2�*�'>�

z1 = Z1 − Z10 , z2 = Z2 − Z20 , u = U − U0

� $©'���K72�+A*43"*�$L�
z1
I
z2
���

u
2�*�'�+-��1�'��S�bc02�'�������#-4/$���(�*�$���+O! ?�[L1�*���#-4/$3ì � ; d:dQî I

$�4/1��H4/_�����$�4/$��@+-�MK�4F(���+-���

MX = R
� �

M = ( k1 k2 − kct ku)
���

R = MX0

� ; û §L���"§L�¯¤��¦����¤¥��|��0�����	��|�§L�UòÍ§L��}E��§L� 584/1��B*�ZQ4/$��7*�2�2�+%#-[L1�?.+A*Y'�?�&�4/$�#��
+%#A*���#-4/$ ���*���#-[L1��U��1�'©1�$��W2\?�'�#-4F(��W(�� �"� 5�4/1�'��Y*�+%+A*�$L�D(01 �:º ß �:� ß �:� *�1
�"º ß �:� ß �:� ; Ì =�$R(��,����������'8+A*�Z:*�+%#-(�*���#-4/$U(����HK�����1�'����"I	$�4/1��8&�4/K7K���$«3�4/$��
2�*�'@*�2�2�+%#-[L1���'�+-�����������������*���#-����#-[L1����";_584/1���(0#-��2\4:��4/$���(]! 1�$V����1�+	'�?���#-(01V(��
_�#%+A*�$JIJ+-�7�������N9:+-4/_�*�+¬$J! �����,(�4/$�&72�*/�N1���#%+%#-���:IJ#%+���1¸à��,(]! *�2�2�+%#-[L1���',+-�7�������
$�4F(�*�+E��1�'S+-�N'�?���#-(01Y(��N_�#%+A*�$Y$�4/'�K.*�+%#-��?:;

8 �����a584F(�*�+ ⇔ Si |rni | > 1.96
*�+-4/'��

H0
'���5�����?��

GH?���1�+%�*����8�LCE*M=�9:1�'�� � ; �"� K�4/$L��'��M[L1��S+-�@'�?���#-(01©(��@_�#%+A*�$ (���K���1�'��MTN+O! #%$0�
��?�'�#-��1�'S(��@+A*p"4/$��8(��@$�4/$©(�?�����&���#-4/$V&��H[L1�#	��#%9:#%$�#�=��8[L1��@+-���¬K�����1�'�������4/$L�
&�4/��?�'���$L�����8���H[L1J! 4/$V$��>(�?�����&����,*�1�&�1�$��>2�'�?�����$�&��>(��N(�?baO*�1��";
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� ; ½ £L~Q�	�E~L�¥¤¥��§L�D¤�§L�VòÍ§L��}E��§L��/ Ì 2�'����N*�ZQ4/#%',*�2�2�+%#-[L1�?)+-�)&�'�#%����'��7(]! 4/2���#%K7#��
�*���#-4/$D(��>+A*B'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$JI	$�4/1��8*�ZQ4/$��H��'*/&�?,��1�'@+-���@9:'*�2������BìA=�9�; � ; � · î �
ìA=�9�; � ; �"ºQî I"+-���]K�����1�'����J���J+-��1�'��]Z:*�+-��1�'��J'�?�&�4/$�&�#%+%#-?����";������J9:'*�2������]K�4/$L��'���$L�
[L1��M+-���@(�4/$�$�?����@'�?�&�4/$�&�#%+%#-?����8��4/$L�@��'����S2�'�4F&������H(����SK�����1�'����";

� ; ½ §L~Q�	�E���"�/}�����§R¤��ÍòÍ§L��}E��§RòÍ����âJ}E���	�"§ Ì =�$D(��N'���&�4/$�����'�1�#%'��>+-�>(�?�_�#%�"I
$�4/1��¬1���#%+%#-��4/$���+-���¬Z:*�+-��1�'��¬'�?�&�4/$�&�#%+%#-?����S���¬+-�@K�4F(���+-�Bì � ; d:�Qî 4/1Uì � ; d��Fî ;�°L1�'
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*�+-4/'��

H0
'���5�����?��

GH?���1�+%�*����D��CE*U[L1�*�$L��#%��?
φ
�����.��$¦(�������4/1��.(01¦����1�#%+H��$¦+O! *�_�����$�&��D(��

(�?baO*�1����,ì�ZQ4/#%'S=�9:1�'��:; � ; d��Fî ;



î_� ý¸�<Â��`��ÄJÉ%��ÂHÁ�É% ��¯ÆMÅDÄJÂ�Ëaï��$ ��'��É�ÄJÉ�ÂHÁ�É% ���ÆMÅDÆ\ �����ï�Å�Ç>Ç]Á�ÂHÁ�É%¥t"�Å¬�: 

0 2 4 6 8 10
0

2

4

6

8

10

12

14
Chi2 test

jours

Seuil

:.;=<.> � ; d���?,½_QSCED�í&A M&Y4HVA

?Òû §L���B�E�]|���¤�/ CJ�H'�?���#-(01 (��H_�#%+A*�$ 2�'�?�����$L���8(���10c &�4/K72\4:�*�$L�����
r1
���

r2(�4/$�$�?����@2�*�'>�

r1 = M1X − R1
*�ZQ��&

M1 =
(

k1 k2 − kct ku 0
) ���

R1 = M1X0

r2 = M2X − R2
*�ZQ��&

M2 =
(

0 ky − kct 0 kv

) ���
R2 = M2X08 �����S$�4F(�*�+ ⇔ (Si |rn1 | > 1.96

4/1 |rn2 | > 1.96
*�+-4/'��

H0
'���5�����?��

)
CE*B=�9:1�'��:; � ; d:� K�4/$L��'��)[L1��>+-�>�������@Z:*�+%#-(��>+O! �L^F2\4/���������

H0
2�1�#-��[L1��N+-���

'�?���#-(01��S$��N(�?�2�*/������$L�H2�*/�S+-�N����1�#%+E(��N(�?�����&���#-4/$J;

0 2 4 6 8 10
−2

−1

0

1

2

3

4
Résidus de bilan

jours

r1
r2

:.;=<.> � ; d:��?#½_QSCED¤N2MiO2HVA



· �«���8Â���É�Á�ËHÅñî_�mËaï��$ ��'��É�ÄJÉ�ÂHÁ�É% ��¯ÆMÅDÆ\ �����ï�Å�ÇMÆ10 "��º��Â��8Â8Ä.Æ10 É�ËHËHÉ32�ÂHÁ�É% ��

� ; ½ £L~Q�	�E~L�¥¤¥��§L�Í¤�§L�RòÍ§L��}E��§L�	/ °L1�'>+-���>=�9:1�'����"; � ; d ·�� � ; d:  IE��4/$L�,#%+%+%1�����'�?����
+-���NK�����1�'����>'�?�&�4/$�&�#%+%#-?����,���N+-���NK�����1�'����>_�'�1������";ýCJ���>9:'*�2������NK�4/$L��'���$L�

0 2 4 6 8 10
70.2

70.3

70.4

70.5

70.6

70.7

70.8
courbe du niveau amont

jours

Z amont mesuré

Z amont estimé

:.;=<.> � ; d · ?|B6MVDLQ`HVT$M&N%D
0 2 4 6 8 10

70

70.1

70.2

70.3

70.4

70.5
courbe du niveau aval 

jours

Z aval mesuré
Z aval estimé

:.;=<.> � ; dQ�!?|B6MVDLQ`HX^&HVA

0 2 4 6 8 10

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4
courbe de l’ouverture de vanne

jours

U mesuré
U estimé

:.;=<.> � ; d:º�?L�¸M&CGK DLK M&Ng^&HVN2N2Q
0 2 4 6 8 10

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8
courbe de la vitesse

jours

V[
m

/s
]

vitesse mesurée
V estimé

:.;=<.> � ; d: �?f[�K DLQSCGCGQ
[L1��N+-���SZ:*�+-��1�'��S'�?�&�4/$�&�#%+%#-?����8��4/$L�@��'����S2�'�4F&������H(����SK�����1�'����";



î_� ý¸�<Â��`��ÄJÉ%��ÂHÁ�É% ��¯ÆMÅDÄJÂ�Ëaï��$ ��'��É�ÄJÉ�ÂHÁ�É% ���ÆMÅDÆ\ �����ï�Å�Ç>Ç]Á�ÂHÁ�É%¥t"�Å · �

� ; ½ §L~Q�	�E���"�/}�����§X¤��x|��	���E£L§ òÍ����âJ}E���	�"§ / íH$��Va¸4/#-�.+A*U'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$
����'�K7#%$�?��:I�+A*BK�����1�'��NK.*�$�[L1�*�$L���

q
�����S'�?�������#%K�?��>2�*�'@+-���@(�4/$�$�?����@'�?�&�4/$0�

&�#%+%#-?����";�CE*)=�9:1�'��:; � ; �:� K�4/$L��'��>+-�N(�?�_�#%�H������#%K�?:;

0 2 4 6 8 10
0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1
courbe du débit estimé

jours

Q
 [m

3 /s
]

:.;=<.> � ; �:�!?A�¢SY2K D¤QSCEDLK T$¢
·0; û §L���"§L�,¤��.|�£Q�"§L~:�����	�U|�§L�8èm��������/ � 4/1�'���#%K,1�+-��'<+A*@2�'�?�����$�&��S(]! 1�$7(�?baO*�1��"I
$�4/1��N*�ZQ4/$��8'*�5�4/1���?,1�$R_�#A*�#-�M(�� � &�K²��1�'H+O! 4/1�ZQ��'���1�'��B(��,Z:*�$�$��,2\��$�(�*�$L�
1�$��N2\?�'�#-4F(��N(�4/$�$�?��:;
?Òû §L���ý	¤���è���¤ CJ�D������� 9:+-4/_�*�+8K�4/$L��'��W[L1��Y+-�D'�?���#-(01 �����©TU+O! #%$L��?�'�#-��1�'
(��V+A*Hp"4/$��D(��Y$�4/$`(�?�����&���#-4/$ ��$¦+O! *�_�����$�&��R(��D(�?baO*�1����.��� ��$`(�����4/'��
(��Y&��������1p"4/$��Y��$¦2�'�?�����$�&��D(��Y(�?baO*�1����Rì�ZQ4/#%'�=�9:1�'��:;8ì � ; �0��î�î ;�CJ�V�������
9:+-4/_�*�+82\��'�K����©+A*3(�?�����&���#-4/$ K.*�#-� $��D2\��'�K����©2�*/�.+A*Í+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$ (01
(�?baO*�1��";EC�! #%$0a¸4/'�K.*���#-4/$�#-����1���(���+A*VK�����1�'��.(��7ZF#%���������:I]$J! *�2�2\4/'����.'�#-��$
2�*�'S'*�2�2\4/'��8TB+A*)+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$D��$Y1���#%+-�*�$L�@1�$�#-[L1���K���$L�H+-�N�������S9:+-4/_�*�+O;

0 2 4 6 8 10
0

5

10

15
Chi2 test

jours

Seuil

:.;=<.> � ; �0��?LB6MVDLQ`HX^&HVA¶QSCEDLK T$¢SQjQ�D¤T$QSCGB9FL¢SQ
?Òû §L��� 
 �]|���¤./ °L1�'�+A*N=�9:1�'�� � ; �:d I04/$©&�4/$����*����M[L1J! 1�$©_�#A*�#-��������(�?�����&���?1�$�#-[L1���K���$L�,��1�'N+-�)'�?���#-(01

r1
;E����&�#������N(¸·3*�1WaO*�#%�>[L1��B+O! 4/1�ZQ��'���1�'���(��

+A*)Z:*�$�$��
u
#%$L����'�ZF#-��$L�H1�$�#-[L1���K���$L�8(�*�$��@+-�M'�?���#-(01

r1
;



· d«���8Â���É�Á�ËHÅñî_�mËaï��$ ��'��É�ÄJÉ�ÂHÁ�É% ��¯ÆMÅDÆ\ �����ï�Å�ÇMÆ10 "��º��Â��8Â8Ä.Æ10 É�ËHËHÉ32�ÂHÁ�É% ��

� *�$��B+-�©&"*/�744�ý4/$¦*D2�*/�B1�$��©&�4/$�$�*�#-���*�$�&��Y*D2�'�#-4/'�#@(�� +O! 4/'�#%9:#%$��Y(01
_�#A*�#-�"I�4/$V2\��1��H��4/1�2r3�4/$�$���'H[L1��M+-�N(�?baO*�1��H�����@��1�'

u
��4/#%�@��1�'

z1
;

0 2 4 6 8 10
−2

−1

0

1

2

3

4
Résidus

jours

r1
r2

:.;=<.> � ; �:d�?f�¢�DLQSR�DLK M&NgO�P B2N�Y2K HVK C¤CGB9F�A QÏÎSQ�F¤FL¢SCGK O9BsB2N2K �%B2QST$QSN%D

� $.�&�]���"I/+-�S'�?���#-(01
r1
aO*�#%�<#%$L����'�ZQ��$�#%'¬+-����Z:*�'�#A*�_�+-���

z1
I
z2
���

u
;QCJ��'�?���#-(01

r2
aO*�#%��#%$L����'�ZQ��$�#%'

z2
���

v
;QCE*>(�?�����&���#-4/$©��1�'

r1
1�$�#-[L1���K���$L����#%9:$�#�=��H[L1��

+-�7(�?baO*�1��>�����N��1�'M+-���NK�����1�'����N(��
r1
$�4/$Í&�4/K7K,1�$����)*�ZQ��&

r2
; � *�$��N+-�

&"*/�"I�4/$Y2\��1��S'���$�&�4/$L��'���'8+-���@(0#��]?�'���$L�����H��#%��1�*���#-4/$��,�
? °F��1�+

r1
(�?�2�*/�����,+-�,����1�#%+m(��)(�?�����&���#-4/$ý� � ?baO*�1��8��1�'8+A*�K�����1�'��)(��,+A*

&�4/���,*�K�4/$L�
z1
4/1D��1�'S+O! 4/1�ZQ��'���1�'��,(��MZ:*�$�$��

u
;

? °F��1�+
r2
(�?�2�*/�����)+-�)����1�#%+<(��B(�?�����&���#-4/$ý� � '�'���1�'N��1�'M+A*�K�����1�'��B(��)+A*

ZF#%���������:;
?

r1
���

r2
(�?�2�*/������$L�M+-�B����1�#%+m(��)(�?�����&���#-4/$�� � '�'���1�'N��1�'8+A*.K�����1�'��B(��

+A*B&�4/���,*�Z:*�+
z2
; � $R*)+A*)�*�_�+-�>(��>(�?�&�#-��#-4/$D��1�#%Z:*�$L�����

r1 = 0 r1 = 1
r2 = 0 � z1 ∪ u
r2 = 1 v z2

������> � ; ��?,½¸HVY2A QcO9QjO9¢SRSK CGK M&N

� $ �&�]���"IQ+-�@_�#A*�#-��������*�5�4/1���?H��1�'¬+O! 4/1�ZQ��'���1�'��8(��@Z:*�$�$��:IQ+A*/[L1���+%+-�H$J! �����
2�*/�J1�$��¬Z:*�'�#A*�_�+-��1���#%+%#-��?���2�*�'E+-�¬����&�4/$�(,K�4F(���+-�

M2
K.*�#-�E1�$�#-[L1���K���$L�

2�*�'E+-�¬2�'���K7#-��'�K�4F(���+-�
M1
;:����2\��$�(�*�$L�<*�1)ZF1)(01,�������"I�4/$,2\��1�������1�+-�b�

K���$L�>&�4/$�&�+%1�'���[L1��)+-�B_�#A*�#-�N���B��#%��1��B��4/#%�>��1�'M+A* &�4/����*�K�4/$L�
z1
��4/#%�

��1�'S+O! 4/1�ZQ��'���1�'��,(��MZ:*�$�$��
u
;

CJ���.Z:*�+-��1�'�� '�?�&�4/$�&�#%+%#-?����V��4/$L� #%+%+%1�����'�?����©��1�' +-����=�9:1�'����"; � ; �:� � � ; � ·0;
584/1��,2\4/1�ZQ4/$��)'���K.*�'�[L1���'B[L1��.K\��K�� ��#¬+-� (�?baO*�1��B�����,1�$�#-[L1���K���$L�
��1�'

u
I0#%+E���M'�?�2\��'�&�1����>��1�'S��4/1������@+-���@(�4/$�$�?����@'�?�&�4/$�&�#%+%#-?����";



î_� ý¸�<Â��`��ÄJÉ%��ÂHÁ�É% ��¯ÆMÅDÄJÂ�Ëaï��$ ��'��É�ÄJÉ�ÂHÁ�É% ���ÆMÅDÆ\ �����ï�Å�Ç>Ç]Á�ÂHÁ�É%¥t"�Å · �

0 2 4 6 8 10
70.2

70.3

70.4

70.5

70.6

70.7

70.8
courbe du niveau amont 

jours

Z amont mesuré
Z amont estimé

:.;=<.> � ; �:��?LB6MVDLQ`HVT$M&N%D
0 2 4 6 8 10

70

70.1

70.2

70.3

70.4

70.5
courbe du niveau aval 

jours

Z aval mesuré
Z aval estimé

:.;=<.> � ; ����?LB6MVDLQcHX^&HVA

0 2 4 6 8 10

0.2

0.25

0.3

0.35

0.4
courbe de l’ouverture de vanne 

jours

U mesuré
U estimé

:.;=<.> � ; �:��?A�¸M&CGK DLK M&Ng^&HVN2N2Q
0 2 4 6 8 10

0.45

0.5

0.55

0.6

0.65

0.7

0.75

0.8
courbe de la vitesse 

jours

V
[m

/s
]

vitesse mesurée
V estimé

:.;=<.> � ; � · ?A[�K DLQSCGCGQ

äã÷þ`ã=ä �ñ�«Ë¶�Gö��+�`�Å���j�`��éL���H�Ï�ñ�«Ë¶�Gö��[�`�[éL�ø�¸���`Ë�ÿ$�Å�`�+���rË����¤�
CJ4/'���[L1��>$�4/1��M*�ZQ4/$��M�&�]��&���1�?>+-�>�������H2�'�?�&�?�(���$L�M��1�'H1�$��>+-4/$�9:1��,2\?�'�#-4F(��,(��

����K72��,ì � K�4/#-� î ���@�*�$��@��#%K,1�+A*���#-4/$R(��N_�#A*�#-�@4/1R*�1���'��>(�?baO*�1��H��1�'S+-���SK�����1�'����"I
$�4/1��H*�ZQ4/$��H4/_�����'�ZQ?N+-���S'�?���1�+%�*����H��1�#%Z:*�$L���,ì�ZQ4/#%'S=�9Rì � ; �Q�:î�î ;
CE*H=�9:1�'�� � ; �Q� K�4/$L��'��@[L1���+-���<'�?���#-(01��

r1
���

r2
(�?�'�#%ZQ��$L�¬2�'�4/9:'�������#%ZQ��K���$L��(��

+-��1�'m?��*��m#%$�#%��#A*�+02\4/1�'�=�$�*�+-��K���$L�¬*�������#%$�(0'���+-������1�#%+0(���(�?�&�+-��$�&�����K���$L�8ì�2�'�?�����$�&��
(��,(�?baO*�1���� î ;]°F��+-4/$R+A*7�*�_�+-�)(��)(�?�&�#-��#-4/$¯ì � ; �Qî I\&�4/K7K��,+-���8(���10cY'�?���#-(01��8��4/$L�NT
+O! ?��*��

1
I0+-�N&"*�2�����1�'

y2
�����m5�1�9Q?N��$Y(�?baO*�1��"; Ì 2�'����SZQ?�'�#�=�&"*���#-4/$R��1�'S+-�M����'�'*�#%$JI�+-�

&"*�2�����1�'
y2
�"! �����,*�ZQ?�'�?.��$Í_\4/$Í?��*��";JC�! ?���1�(�� *V*�+-4/'��,?���?72\4/'���?�����1�'N+A*©(�?�'�#%ZQ�

?�ZQ��$L��1���+%+-�,(����@K�4F(���+-���"; � #��]?�'���$L���@���������@4/$L�M*�+-4/'��@?���?>�&�]��&���1�?��@2\4/1�'@+-4F&"*�+%#-����'
+-�,K�4F(���+-�7��$U(�?baO*�1��"; � 4/1�'>&���+A*0I	$�4/1��>*�ZQ4/$��N�&�]��&���1�?B+A*.'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$3T._�*/���
(��N(���10cVK�4F(���+-���";
� ; ¢ �]|�ñF¤�§ ~Q�	}E��è�§`|�§¦�"�������§ §Q�¯òÍ�]|�ñF¤�§¦�������E§ CJ�V'�?���#-(01¦(��V_�#%+A*�$
(�?�2�*/�����M+-�>����1�#%+

d ; ¢ �]|�ñF¤�§D~Q�	}E��è�§Y|�§Y�"�������§R§Q�.òÍ�]|�ñF¤�§Y~Q����|�§D|�§V�E�A�"§L�"�"§ CJ�N'�?���#-(01
(��M_�#%+A*�$D(�?�2�*/�����N+-�N����1�#%+



· �6���8Â���É�Á�ËHÅñî_�mËaï��$ ��'��É�ÄJÉ�ÂHÁ�É% ��¯ÆMÅDÆ\ �����ï�Å�ÇMÆ10 "��º��Â��8Â8Ä.Æ10 É�ËHËHÉ32�ÂHÁ�É% ��

:.;=<.> � ; �Q�!?AÊ�¢SCGK O9B2C¤O9QY2K A HVN
r1

Q�D
r2

� ; ¢ �]|�ñF¤�§U�������E§U§Q�YòÍ�]|�ñF¤�§U~Q����|�§W|�§W�E�A�"§L�"�"§ CJ�)'�?���#-(01W(��)_�#%+A*�$W$��
(�?�2�*/�����N2�*/�S+-�>����1�#%+

���������@?���1�(��H*M2\��'�K7#-��(��S&�4/$�&�+%1�'��H[L1���+-�SK�4F(���+-�S(��S+A*M&�4/1�'�_\�@(��S�*�'*�9Q�@(�?�'�#%ZQ�
*�1D&�4/1�'��@(����@�*�#-��4/$��";
ô ªJ�m¤¥��~Q�0�����	�¦|m}��áE£F�E�	òÍñF�E§
� $W=�$U(��7�*�#-��4/$JI	+-���>*�+%9:1����M$�*�#-������$L�"I\9:'*�$�(0#-������$L�,���N4F&�&�1�2\��$L�N1�$U����2�*/&��

*/������p�#%K72\4/'��*�$L�"; ® +-�EK�4F(0#�=���$L�m+A*@'�1�9Q4:��#%��?�(01B&"*�$�*�+O;�CJ��$�#%ZQ�"*�1B(]! �"*�1�*�1�9:K���$L���
����+O! ?�&�4/1�+-��K���$L�8(��8+O! �"*�1Y������a¥'���#%$�?:;�����+A*B��#%9:$�#�=��M[L1��82\4/1�'�1�$��MK\��K��M��*�1�����1�'
(]! �"*�1JI0+-�M(�?�_�#%�@��$Y(�?�_�1��@(��M�*�#-��4/$V������2�+%1���a¸4/'��S[L1��M&���+%1�#J��$ =�$Y(��M�*�#-��4/$J;0CE*
&�4/1�'�_\�N(��M�*�'*�9Q�N$J! �����@(�4/$�&M2�+%1��SZ:*�+A*�_�+-�N��$©=�$Y(��N�*�#-��4/$J;����N[L1�#J�bc02�+%#-[L1��M+A*
(�?�'�#%ZQ�>(����@'�?���#-(01��";

Ú!l�� v�wtw�zJuJ|�~.Ô6uJnU� Ötx{zJ~æprÜj|�nU�t|�uJzJuJ~.Ô6uJnU� Ötx ÖtnU�t�tÜjxjv Ö9ÐN»
�t~NM uJqsotx

äãEDãI� �ñ���4�¸Ë¶���`���L���Ì�c� �9�`�9�������[��~÷������éI�I�¸�6���L�����¸���c�4�I�`�«Ë��
� *�$���&��������@2�*�'���#-�:IQ$�4/1���*�2�2�+%#-[L1�4/$���+A*M'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$V(��@(�4/$�$�?����¬_�*/��?��H��1�'

+-�>=�+%��'��)(����>*�+%K.*�$J;r584/1��M&�4/$���#-(�?�'�4/$��81�$W&"*�$�*�+<&�4/K72\4:��?)(]! 1�$R_�#-�ba�*�ZQ��&,1�$��
Z:*�$�$��,(��N'�?�9:1�+A*���#-4/$UT7��4/$R*�Z:*�+�&�4/K7K��>+-�NK�4/$L��'��,+A*)=�9:1�'��:; � ; �:º ;�CE*72\4:��#%��#-4/$
u2
(��7&��������7Z:*�$�$��������NK�����1�'�?��72�*�',��4/$Í&"*�2�����1�'>#%$L��?�9:'�?:;ECJ���)*�1���'����>K�����1�'����

&�4/$���#-(�?�'�?����8��4/$L�8&���+%+-���8(01Y$�#%ZQ�"*�1W(]! �"*�1W*�K�4/$L�M���H(01D$�#%ZQ�"*�1R(]! �"*�1W*�Z:*�+�(��>+A*
Z:*�$�$��

y1
���

ȳ1
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��4/1��H&�4/$L��'*�#%$L�����8$��>(0#-��2\4:�*�$L�8[L1��>(����SK�4F(���+-���8(��N+A*7&�4/1�_\�>(��>�*�'�9Q�>���H(��>+A*
Z:*�$�$�� (�*�$��)+-��_�1��B(��.Z:*�+%#-(���')+-���)K�����1�'����"I�(�?�����&�����'B+-���)?�ZQ��$L��1���+-�7(�?baO*�1����B���
������#%K���'8+-�)(�?�_�#%�";\CJ���8'�?���1�+%�*����M4/_�����$L1��M4/$L�MK�4/$L��'�?)+A*�2\4:����#%_�#%+%#%��?)(��)(�?�����&�����'
1�$ (�?baO*�1���&"*�2�����1�'�4/1©*/&���#-4/$�$���1�'";ÀÖH1�*�$L�STN+A*N+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$JIF��+%+-�8�����¬#%K72\4:����#%_�+-�:;
Ì ^L*�$L��1�$ý����1�+S'�?���#-(01ý(�?�2\��$�(�*�$L�.(��©��4/1������B+-���BK�����1�'����"Im��4/1������7+-���BK�����1�'����
��4/$L�8��4/1�2r3�4/$�$�?����M?�'�4/$�$�?����"; � *�$��8&��>�â^F2\�>(��,&"*�$�*�10c]I�1�$��>'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$U���*��
��#-[L1��N2\��'�K����@1�$�#-[L1���K���$L�H+A*B(�?�����&���#-4/$R(��N(�?baO*�1��";
� *�$��¬1�$ (���10c0#-��K��H����K72��"IQ+-�H&"*/�¬2�*�'���#-&�1�+%#-��'�(��@$�4/��'��8��#%���H[L1�#	(0#-��2\4:���@&�4/$L��'*�#��
'���K���$L�N*�10cD*�1���'����8&"*�$�*�10cD(]! 1�$R&"*�2�����1�'8(��>ZF#%���������>���H(]! 1�$D��'�4/#-��#-��K��>K�4F(���+-�
(���(�?�_�#%�";/CJ���m'�?���#-(01���9Q?�$�?�'�?��<&�4/K72�'���$�$���$L��1�$���K�����1�'���&�4/K7K,1�$��,ì�$�#%ZQ�"*�1�*�Z:*�+
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r1 = 0 �
r1 = 1 z1 ∪ z2 ∪ u
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y2
î ���¬(]! *�1���'����¬(0#-����#%$�&������8ì�$�#%ZQ�"*�1 *�K�4/$L�

y1
I 4/1�ZQ��'���1�'��H(��S+A*8Z:*�$�$��

u
����ZF#%���������

v
î &���[L1�#02\��'�K����<1�$���+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$�(017&"*�2�����1�'���$�(�?baO*�1��";/CJ��2�'���K7#-��'<'�?���#-(01)aO*�#%�
#%$L����'�ZQ��$�#%'S(���10c.K�����1�'�����(0#-����#%$�&�������(01©����&�4/$�(.'�?���#-(01©&��H[L1�#	$��H2\��'�K�����[L1J! 1�$��
+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$Y2�*�'���#-��+%+-�N+-4/'���[L1��N+O! 1�$��>(��N&����@(�4/$�$�?����H�����@#%$�&�4/��?�'���$L���:;

r1 = 0 r1 = 1
r2 = 0 � z1 ∪ u
r2 = 1 v z2
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íH$��V��4/+%1���#-4/$¦����'*�#%�.(��©'*�5�4/1�����'�1�$`*�1���'��VK�4F(���+-�V[L1�#@$�� aO*�#%�7#%$L����'�ZQ��$�#%'
[L1��@+O! 1�$��8(��H&����¬K�����1�'����";FíH$.K�4F(���+-�@2\4:����#%_�+-�H������(��8&�4/K72�*�'���'�+O! 4/1�ZQ��'���1�'��M(��
Z:*�$�$��>*9à.&���?��

u
*�ZQ��&>&���+%+-�>�bc0#%9Q?��N2�*�'S+O! *�1���4/K.*����

ua
; � *�$��@&��N&"*/�S+AT0I���#

u
�����

��$Y(�?baO*�1��"I�+-�M��'�4/#-��#-��K��>'�?���#-(01
r3 = u − ua

���@+-�M'�?���#-(01
r2
����'*�#-��$L�H$�4/$Y$L1�+-�";

r1r2 = 00 r1r2 = 01 r1r2 = 10 r1r2 = 11
r3 = 0 � v z1 z2

r3 = 1 × × u (u ⊗ v) ∪ (u ⊗ y2)
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(�?�����&�����'m+A*8(�?�'�#%ZQ��(01BK�4F(���+-��(���&�4/1�'�_\��(����*�'*�9Q�:;/CE*H2\4/1�����?���(���+A*HZQ?�9Q?��*���#-4/$
ZQ��'��)+A*DK7#��â�*�#-��4/$¯K�4F(0#�=�� +A*Y'�1�9Q4:��#%��?V(��.+O! �"*�1JIm+-� &�4F�&à.&�#-��$L��(��Y°L��'�#-&J]F+-��'

K(���ZF#-��$L�>(��B2�+%1��N��$U2�+%1��MaO*�#%_�+-�7*�1Wa¥1�'N���,T K�����1�'��7[L1��)+A* ZQ?�9Q?��*���#-4/$Í2\4/1������:;
���M[L1�#\'���$�( +A*,'���+A*���#-4/$Y���*���#-[L1��N(�?�_�#%���O$�#%ZQ�"*�1Y?��*�_�+%#-�N��$Y(�?�_�1��S(��M�*�#-��4/$©2�+%1��
Z:*�+A*�_�+-�,��$V=�$R(��,�*�#-��4/$J;�íH$��>��4/+%1���#-4/$R����'*�#%�8(]! */(�*�2�����'8+-���H2�*�'*�K�����'����

a
���

b(��M+A*7&�4/1�'�_\�N(��N�*�'*�9Q�>��$Va¸4/$�&���#-4/$D(����@&�4F�&à.&�#-��$L���8(��,°L��'�#-&J]F+-��'";

Qct = a(K)(H − H0)
b(K)

íH$��)*�1���'��)��4/+%1���#-4/$R����'*�#%�M(�*�$��H+-�,&"*/�8(����8&"*�$�*�10cD����+�[L1��>+-�,&"*�$�*�+m(��768#%9:$�*/&
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+A*)+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$D(���ZF#-��$L�H#%K72\4:����#%_�+-�>TB&"*�1����>(01YK.*�$�[L1��>(��M'���(�4/$�(�*�$�&��:;
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��1�' (����©(�4/$�$�?����©��#%K,1�+-?����©(01`K�4F(���+-�U° ® �8;�584/1��©*�ZQ4/$��©&�4/$���#-(�?�'�?R1�$ &"*�$�*�+
&�4/K72\4:��?>(]! 1�$Y_�#-�ba�;�CJ�NK�4F(���+-�>1���#%+%#-��?>�����@#-����1Y(����H?�[L1�*���#-4/$��H(��)°0*�#%$L���O±���$�*�$L�
+%#%$�?"*�'�#-��?����";	C�! *�2�2�+%#-&"*���#-4/$Í(��>+A*�K�?�����4F(��)���>_�*/���)��1�'H+O! 1���#%+%#-�*���#-4/$U(01D=�+%��'��)(��
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u
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y
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Ì =�$,(��<+-4F&"*�+%#-����'J+-���J(�?baO*�1����"I�#%+L�bc0#-�����<(����J����&���$�#-[L1����E_�*/��?����J��1�'J+A*S&�4/$�����'�1�&b�
��#-4/$7(]! 1�$)_�*�$�&�(��¬2�+%1���#-��1�'���=�+%��'����m(��o�>*�+%K.*�$�44�B&���*/[L1��¬=�+%��'���������2�*�'m�bc���K72�+-�
��^F$���?���#-��?�(��¬aO*43�4/$7T�����'�������$���#%_�+-�ST@1�$7����1�+0(�?baO*�1��";4584/1��m(�?��*�#%+%+-��'�4/$��<&����m����&��0�
$�#-[L1����@(�*�$��@+-�N&���*�2�#%��'��,��1�#%Z:*�$L�";
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(��8'���2�'�4F(01�#%'��8+O! ?��*���#%$L����'�$��N(01©��^0������K��:; ® +	$�?�&�������#%���H+A*,&�4/$�$�*�#-���*�$�&��M(��
'���+A*���#-4/$��N2��L^0��#-[L1����>(�?�&�'�#%Z:*�$L�N+-�B&�4/K72\4/'�����K���$L�)(01U��^0������K��:;\CJ���N2�*�'*��
K�����'����7(��.+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'���4/$L�B��^F$L����?���#-��?��7(���aO*43�4/$ýTR*/����1�'���'B1�$�� ������#��
K.*���#-4/$W&�4/'�'���&����)(��>+O! ?��*��";	C�! 4/_�����'�Z:*�����1�'M42�\'��>1�$D$�4/K,_�'��B(��,(���9:'�?��8(��
+%#%_\��'���?@TH��'*�ZQ��'��<+-����[L1���+-�<4/$B2\��1��<�*���#-��aO*�#%'���&���'��*�#%$����<2\��'�a¸4/'�K.*�$�&����<(�?���#��
'�?����<����+%+-���<[L1���+A*H'*�2�#-(0#%��?@(���+A*8&�4/$LZQ��'�9Q��$�&��H(���+O! ������#%K.*���#-4/$JI:+A*H2�'�?�&�#-��#-4/$
(��H+O! ������#%K.*���#-4/$JIF+O! #%$�����$���#%_�+%#%��?8(��H+O! ������#%K.*���#-4/$Y*�10c�_�'�1�#%����(��@K�����1�'��:IF(����
��'�'���1�'��H(��NK�4F(�?�+%#-�*���#-4/$D���H(����S2\��'���1�'�_�*���#-4/$��";
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$�#%_�+-���H��4/1���'�?�����'�ZQ�>(]! 4/_�����'�Z:*�_�#%+%#%��?,(01D��^0������K��:;

• ï è��"§L������èm�¥¤¥�A�"£û|¬«-}�� ��ðJ���"ñFòÍ§ �N°F4/#%�R+-�3��^0������K��3(��Í'���2�'�?�����$L�*���#-4/$(]! ?��*��,�
{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t)
y(t) = Cx(t)

ì � ; ��î
� �

x ∈ <n I u ∈ <p ��� y ∈ <m ��4/$L�>'�����2\��&���#%ZQ��K���$L�)+O! ?��*��"IJ+-���>��$L��'�?��
���>+-���,��4/'���#-���,(013��^0������K��:;

A ∈ <nxn I B ∈ <nxp ��� C ∈ <mxn ��4/$L�,+A*K.*���'�#-&��)(]! ?��*��"I�+A*7K.*���'�#-&��)(]! ��$L��'�?��)���H+A*BK.*���'�#-&��)(]! 4/_�����'�Z:*���#-4/$R'�����2\��&b�
��#%ZQ��K���$L�";
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ż(t) = Fz(t) + Ju(t) + Gy(t)
x̂(t) = z(t) + Ny(t)
ŷ(t) = Cx̂(t)

ì � ; dQî

� �
z
������+O! ?��*��@(��H+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'"I0+-��[L1���+]������1�$��M&�4/K,_�#%$�*�#-��4/$V+%#%$�?"*�#%'��N(��

+O! ?��*��
x
����+�[L1��

z(t) = Tx(t)
I
x̂
�����N+O! ������#%K�?7(��B+O! ?��*��

x
���

ŷ
+O! ������#%K�?��

(��V+A*U��4/'���#-�:;�CJ����2�*�'*�K�����'����
T ∈ <nz×n I F ∈ <n×n I G ∈ <n×m ���

N ∈ <n×m (��N+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'H(�4/#%ZQ��$L������'��>(�?�����'�K7#%$�?��@����+-�H[L1��7�
x̂ →

t→∞
x

� $7(]! *�1���'����m����'�K����"I�+O! ��'�'���1�'<(]! 4/_�����'�Z:*���#-4/$
e(t) = x(t)−x̂(t)

(�4/#%�m����$�(0'��
*/��^FK72���4/��#-[L1���K���$L�HZQ��'���p"?�'�4�;

lim
t→∞

e(t) = lim
t→∞

(x(t) − x̂(t)) = 0
ì � ; �Qî

����+A*Y����ZQ?�'�#�=��.��4/1��,'�?�����'�ZQ�.[L1���+-���,&�4/$L��'*�#%$L�����7��1�#%Z:*�$L�����)��4/#-��$L�B�*���#-���
aO*�#%�����";

T + NC = In
ì � ; �Fî

J = TB
ì � ; �Qî

TA − FT = GC
ì � ; · î

Fstable
ì � ; �:î
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����'�Z:*�����1�'m�����J1���#%+%#-��?�2\4/1�'�(�?�����&�����'m���E+-4F&"*�+%#-����'E&�����(�?baO*�1����";�C�! 4/_�����'�Z:*�����1�'
������&�4/$«3�1.(���K.*�$�#-��'��8T89Q?�$�?�'���'�1�$7'�?���#-(01

r(t)
9Q?�$�?�'*�+-��K���$L��a¸4/$�&���#-4/$.(��

+O! ��'�'���1�'S(]! ������#%K.*���#-4/$JIF$L1�+]��$V*�_�����$�&��8(��8(�?baO*�1���������$�4/$ $L1�+]��$.2�'�?�����$�&��
(��>(�?baO*�1����";

»4¼ áOØ�ÒÙMÔ
á ÝLáâÔÜ�Õ�Ö�Ø�ÔÛQÜ

-

-

-

--

yu

r

+
f

{

r(t) = 0 si f(t) = 0
r(t) 6= 0 si f(t) 6= 0

:.;=<.> � ; d�?# iRI¡2¢STUHcO�P B2N�M&Y2CGQ�FL^&HJDLQSB9F�í&¢SN2¢�FIHVN%D¤B2NaFL¢SCGK O9B
� 4/1�'H&���+A*0IF#%+	aO*�1���(]! *�_\4/'�(V[L1��H+-�M(�?baO*�1��S��4/#%�S(�?�����&��*�_�+-�N&:! ��������T��â(0#%'��N[L1��
��4/$��&�]���B#%$¸ó�1���$�&��Y(0#%'���&�����K���$L� 4/1¯#%$�(0#%'���&�����K���$L� +-���B'�?���#-(01��"; � ! 44�ý+A*
$�4/��#-4/$R��1�#%Z:*�$L���>(��N(�?�����&��*�_�#%+%#%��?:;

• å £Q�"§L~:�"��èm�¥¤¥�A�"£R|¬«-}���|�£¶µâ��}J� °F4/#%�S+-�>��^0������K��>*�ZQ��&>(�?baO*�1���� f
�

{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ef(t)
y(t) = Cx(t)

ì � ; ºQî
� �

f ∈ <nf
I
E ∈ <n×nf

���
rang(E) = nf

;\CJ���M(�?baO*�1����
f
��4/$L�N(�?�����&b�

�*�_�+-���H��#

rang

[

sIn − A E
C 0

]

= n + nf

� $Y1���#%+%#-�*�$L�H+O! 4/_�����'�Z:*�����1�')ì � ; dQî I�+A*7(0^F$�*�K7#-[L1��>(��M+O! ��'�'���1�'8(���ZF#-��$L�,�
{

ė(t) = Fe(t) + (J − TB)u(t) + (TA − FT + GC)x(t) + TEf(t)
r(t) = Ce(t) ì � ;  Qî

� *�$��H&��N&"*/�"I���4/1��S+-���@&�4/$�(0#%��#-4/$��Bì � ; �Fî I-ì � ; �Qî ����ì � ; · î I�$�4/1��H4/_�����$�4/$��,�
{

ė(t) = Fe(t) + TEf(t)
r(t) = Ce(t)

ì � ; �"�Qî
°L#H(��©2�+%1��"I@ì � ; d: Qî �����7ZQ?�'�#�=�?��:I¬*�+-4/'��7+-�©��'*�$���a¸��'�����$L��'��V+-�Y(�?baO*�1������7+-�
'�?���#-(01D�����@(�4/$�$�?N2�*�',�

Tfr(s) = C(sIn − F )−1TE

Ì #%$���#]+O! �&�]���H(]! 1�$D(�?baO*�1��H&�4/$����*�$L�H��1�'@+-�M'�?���#-(01D����'*B(�?���?�&���?>��#��
Tfr(0) 6= 0
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• (��]~Q��¤¥���"�0�����	�X|¬«-}�� |�£¶µâ��}J�Ê/ íH$��>a¸4/#-�8+-�)(�?baO*�1��N(�?�����&���?:I	#%+�aO*�1��8+-�,+-4��
&"*�+%#-����'";\CE*�+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$U&�4/$���#-�����)��4/1�ZQ��$L�,T.&�4/$�����'�1�#%'��)1�$R_�*�$�&B(]! 4/_�����'��
Z:*�����1�'��¬�bc�&�#%��?��¬2�*�'¬1�$��@&�4/K,_�#%$�*�#-��4/$)5�1�(0#-&�#-��1�����K���$L��&���4/#-��#-�H(�������$L��'�?����
���S(����S��4/'���#-����(01Y��^0������K��8����9Q?�$�?�'*�$L�H&���*/&�1�$Y(�����'�?���#-(01��S(�?�����#%$�?��@T>'�?b�
ZQ?�+-��'81�$W4/1R2�+%1���#-��1�'��M(�?baO*�1����";]°F��+-4/$U[L1J! #%+m�"! *�9:#-�����,(]! 1�$W(�?baO*�1��N&"*�2�����1�'
4/1U*/&���#-4/$�$���1�'"I\4/1R(��)(�?baO*�1����8��#%K,1�+%�*�$�?��N4/1R$�4/$JI�+A*�����'�1�&���1�'��)(01R_�*�$�&
(0#��]��'�� 0 �"d91 ;
? ?]~4áE£FòÍ���7|�§R¤��]~Q��¤¥���"�0�����	�¦|¬«-}���|�£¶µâ��}J��~Q���E�"§F}E�
* î ?]~4áE£FòÍ�R|¬« ï è��"§L�����0�"§F}E���9ëY���=âJ}E§L�#*a? ï ?�-t/ ® +	�"! *�9:#%�S(��8&�4/$�&��b�
ZQ4/#%'@1�$D����1�+E4/_�����'�Z:*�����1�'@2�#%+-4/��?N2�*�'@1�$D����1�+E&"*�2�����1�'@����+E[L1��N+A*)K��b�
��1�'��H(�4/$�$�?��H2�*�'�&��H&"*�2�����1�'�2\��'�K�����(��@+O! ������#%K.*���#-4/$ 9:+-4/_�*�+-�8(01.ZQ��&b�
����1�'H(]! ?��*�� 0 ����1 ;�C�! 4/_�����'�Z:*�����1�'H9Q?�$���'��>(����S'�?���#-(01��@����+-�@[L1��7�
? ��*/� ��î �L°L#�+-�S&"*�2�����1�'

m
[L1�#�2�#%+-4/���S+-�S&"*�2�����1�'���������$�(�?baO*�1��"IL*�+-4/'��

��4/1��S+-���S'�?���#-(01��H��4/$L�@$�4/$V$L1�+-�";
? ��*/� dQî �<°L#¬+-�.&"*�2�����1�'

s
[L1�#�$���2�#%+-4/���.2�*/�,+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'B�����B��$

(�?baO*�1��"I0��4/1��S+-����'�?���#-(01��S(]! ������#%K.*���#-4/$
ri = yi − ŷi

��4/$L�S$L1�+-�S2\4/1�'
��4/1��S+-���

i 6= s
���S+-�N'�?���#-(01

rs = ys − ŷs
�����S$�4/$Y$L1�+O;

�����7(���10c�&"*/�7��4/$L�B'�?���1�K�?��B(�*�$��B+-���)�*�_�+-���7(��©��#%9:$�*���1�'��Uì � ; ��î ���
ì � ; dQî ; � *�$��S&����S�*�_�+-���"I�4/$V'���2�'�?�����$L���>+-����'�?���#-(01��S$L1�+-�S2�*�'S+A*)Z:*�+-��1�'
0
���S+-���S'�?���#-(01��@$�4/$Y$L1�+-�S2�*�'@+A*BZ:*�+-��1�'

1
;

{

Si fm 6= 0 alors ri 6= 0 ∀i
Si fs6=m 6= 0 alors ri = 0 ∀i 6= s

���
rs 6= 0

»4¼ áOØ�ÒÙMÔ

á ÝLáâÔÜ�Õ�Ö�Ø�ÔÛQÜ

-

-

��� -

���
-

y1

yi

ym

--
-

r1

yi

u

-
-

rj

rm

:.;=<.> � ; ��?# iRI¡2¢STUH. 6Ìj 

f1 = 0
;%;

fi = 0
;%;

fm 6= 0
ri∀i 1 .. 1 .. 1

������> � ; ��?,½¸HVY2A Q`O9QjCGK í&N4HJDLB9FLQÏÙTBrHVCgÎ{b�BrHV´9DLQSB9F
m
QSCED¤QSNgO9¢�Z¿HVB9D



ý¸�����VÉ��7Á�Ë! �Æ#"$�SÁ�É% �� �/�

f1 = 0
;%;

fs 6= 0
;%;

fm = 0
ri6=s 0 .. 0 .. 0
rs 0 .. 1 .. 0

������> � ; d!?#½¸HVY2A Q`O9QCGK í&N4HJDLB9FLQÏÙTBrHVC,] b�BrHV´9DLQSB9F
s 6= m

QSCED�QSNsO9¢�Z¿HVB9D
_ î ?]~4áE£FòÍ�)|¬« ï è��"§L�����0�"§F}E��� å £L|m��£L�g* åRï ?�-./ ® +Q�"! *�9:#%�E(��<&�4/$�����'�1�#%'��
*�1��*�$L��(]! 4/_�����'�Z:*�����1�'���[L1���(���&"*�2�����1�'��";/�¬��*/[L1��¬4/_�����'�Z:*�����1�'

i
�����J2�#��

+-4/��?�2�*�'<1�$�����1�+�&"*�2�����1�'
yi
����������#%K��S��4/1������<+-����*�1���'����<K�����1�'����

yj 6=i0 ���41 ;	�¬��*/[L1��>4/_�����'�Z:*�����1�'@9Q?�$���'��N1�$YZQ��&�����1�'@'�?���#-(01
ri
����+E[L1��7�

ri =













ri1

:
rii

:
rim













{

Si fs 6= 0 alors rs 6= 0
���

ris 6= 0, i = 1,m
Si fs6=i 6= 0 alors rij = 0 ∀j 6= s

���
ris 6= 0

»4¼ áOØ�ÒÙMÔ

á ÝLáâÔÜ�Õ�Ö�Ø�ÔÛQÜ
1

á ÝLáâÔÜ�Õ�Ö�Ø�ÔÛQÜ
i

á ÝLáâÔÜ�Õ�Ö�Ø�ÔÛQÜ
m

-

-

-

-
y1

yi

ym

-

-

-

-

-

-

u

r1-

-

-

ri

rm

�������
�������

y1

yi

ym

������

:.;=<.> � ; ��?# iRI¡2¢STUHg�gÌj 
CE*B+-4/9:#-[L1��N(��>(�?�&�#-��#-4/$D�����@(�4/$�$�?��N2�*�',�
f1 = r11∩ ... ∩ r1i∩ ... ∩ r1m

: : : : :
fi = ri1∩ ... ∩ rii∩ ... ∩ rim

: : : : :
fm = rm1∩ ... ∩ rmi∩ ... ∩ rmm���N��&���?�K.*72\��'�K����@+A*)+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$D(��>(�?baO*�1����@��#%K,1�+%�*�$�?��";
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& î ?]~4áE£FòÍ�B|¬« ï è��"§L�����0�"§F}E��� � £F�E£L����¤¥���"£L�g* � ï ?�-./ � *�$��J&�����&���?�K.*
&���*/[L1��N4/_�����'�Z:*�����1�'

i
������2�#%+-4/��?82�*�'���4/1���+-���S&"*�2�����1�'��HT,+O! �bc�&���2���#-4/$

(]! 1�$R&"*�2�����1�'
yi
; � *�$��H&��,&"*/�"I���#J+-�>(�?baO*�1��8��1�'�ZF#-��$L�8��1�'@+-�,&"*�2�����1�'

yi
I:+-�@'�?���#-(01

ri
�����¬$L1�+\TN+O! �bc�&���2���#-4/$ (��H�*N&�4/K72\4:�*�$L���

rii = yi− ŷii���8��4/1��H+-���M*�1���'����8'�?���#-(01��
rj
��4/$L�8$�4/$R$L1�+-� 0 ���41 ;�CE*�+-4/9:#-[L1��)(��,(�?b�

&�#-��#-4/$D�����@(�4/$�$�?��N2�*�',�
fi = (r̄i1 ∩ .. ∩ r̄ii+1) ∩ rii ∩ (r̄ii+1 ∩ .. ∩ r̄im) ∩ r1.. ∩ ri−1 ∩ .. ∩ ri+1 ∩ .. ∩ rm

»4¼ áOØ�ÒÙMÔ

á ÝLáâÔÜ�Õ�Ö�Ø�ÔÛQÜ
1

á ÝLáâÔÜ�Õ�Ö�Ø�ÔÛQÜ
i

á ÝLáâÔÜ�Õ�Ö�Ø�ÔÛQÜ
m

-

-

-

-
y1

yi

ym

�����-� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �

-

� � � � � � �-

- r1-

-

-

ri

rm

�������
�������

y2

y1

y1

-
-

-ym

--ym−1

������
u

�����
�����
�����
����

-

:.;=<.> � ; �!?� iRI¡2¢STUHo}�Ìj 

���H��&���?�K.*)42�\'��H+A*N2\4:����#%_�#%+%#%��?8(��H(�?�����&�����'S����+-4F&"*�+%#-����'�1�$�#-[L1���K���$L��+-���
(�?baO*�1����S$�4/$D��#%K,1�+%�*�$�?��";

? ?]~4áE£FòÍ���,|�§V¤��]~Q��¤¥���"�0�����	�ý|¬«-}��3|�£¶µâ��}J�)��~:�����	���E§F}E�#/ � 4/1�'S(�?�����&b�
����'�����+-4F&"*�+%#-����'�+-����(�?baO*�1����¬*/&���#-4/$�$���1�'��"IL4/$ *�2�2�+%#-[L1��@(�������&���?�K.*/��*�$�*��
+-4/9:1����N*�10cD2�'�?�&�?�(���$L���,*�ZQ��&)+-���M(0#-����#%$�&���#-4/$��N��1�#%Z:*�$L�����7� ��î ��4/$�����'�1�#%'��
*�1��*�$L��(]! 4/_�����'�Z:*�����1�'��S[L1��H(]! */&���#-4/$�$���1�'���� dQî �¬��*/[L1��84/_�����'�Z:*�����1�'������
2�#%+-4/��?R2�*�'©1�$��U����1�+-�R��$L��'�?��

ui
(�*�$��©+-�W&"*/�V(01 ��&���?�K.* �>� °¦��� �Qî

�¬��*/[L1��©4/_�����'�Z:*�����1�'7�����B2�#%+-4/��? 2�*�'B+O! ��$�����K,_�+-�V(����7��$L��'�?����7�*�10aH1�$��
(�*�$��M+-�B&"*/�N(01Í��&���?�K.*Y6 � °	; � �)2�+%1��"I	+-���N4/_�����'�Z:*�����1�'��N1���#%+%#-��?��N��4/$L�
2�*�'���#-&�1�+%#-��'��H���8*�2�2\��+-?��@4/_�����'�Z:*�����1�'��8TB��$L��'�?����H#%$�&�4/$�$L1����)ì¥í ®��Nî ;

þ`ãI�Wã=È àèÿ��2�«Ë�ör�6�����`Ët�ø������Ë��«���¨�I�c�¸���c��`����ì íHRTàÊ�
�����74/_�����'�Z:*�����1�'��B9Q?�$�?�'*�+-��K���$L��1���#%+%#-��?��B2\4/1�'7(�?�&�4/1�2�+-��'7+O! �&�]���7(����B��$0�
��'�?���� #%$�&�4/$�$L1����V��1�'.+O! ������#%K.*���#-4/$X(]! ?��*��©��4/$L�V*�1�����#M�bc02�+-4/#%��?�� 2\4/1�'.'�?b�
��4/1�(0'��)+-�,2�'�4/_�+-��K��7(��B(�?�&�4/1�2�+A*�9Q�7(����M(�?baO*�1����M��$U(0#A*�9:$�4:����#-& 0 d:�21 ;]°F4/#%�
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»4¼ áOØ�ÒÙMÔ

î U�á
1

î U�á
i

î U�á
m

--

-

y

-

-
-

-

-

-

������
u1

ui

up

-

r1-

-

-

ri

rm

�������
�������

:.;=<.> � ; · ?# iRI¡2¢STUH��gÌj UHX^£QSRjA QSC¤M&Y2CGQ�FL^&HJDLQSB9FLC�ï�@CÌ
+-�>��^0������K��

{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Ef(t) + Rd(t)
y(t) = Cx(t)

ì � ; �:��î
� �

f ∈ <p �����8+-�)ZQ��&�����1�'N(����N(�?baO*�1����>*/&���#-4/$�$���1�'��"I d ∈ <nd
+-�)ZQ��&�����1�'

(����H��$L��'�?����8#%$�&�4/$�$L1����8���
R ∈ <n×nd

�����@+A*BK.*���'�#-&��,(��,(0#-����'�#%_�1���#-4/$R(����
��$L��'�?���� #%$�&�4/$�$L1����";�C�! 4/_�����'�Z:*�����1�'©í ®�� �����.(��Y+A*Wa¸4/'�K��¯ì � ; dQî 0 �"d21 ;¬CE*
(0^F$�*�K7#-[L1��>(��N+O! ��'�'���1�'H(]! ������#%K.*���#-4/$R�����@(�4/$�$�?��>2�*�'>�






ė(t) = Fe(t) + (T − (In − NC))Bu(t) + (TA − FT + GC)x(t)
+TEf(t) + TRd(t)
r(t) = Ce(t) ì � ; �"dQî

� *�$��81�$R2�'���K7#-��'M����K72��"I\*�=�$W(��>aO*�ZQ4/'�#-����'8+A*.(�?�����&���#-4/$U(����M(�?baO*�1����"I�+-���
í ®�� ��4/$L����^F$L����?���#-��?���(��@aO*43�4/$©T>(�?�&�4/1�2�+-��'�+O! �&�]����(�������$L��'�?�����#%$�&�4/$�$L1����
��1�'@+-�M'�?���#-(01J;	���N[L1�#J'���ZF#-��$L�8T)'�?"*�+%#-����',�

r(t) = 0
��#

f(t) = 0
��� ∀u, x, d

ì � ; �"�Qî

r(t) 6= 0
��#

f(t) 6= 0
��� ∀u, x, d

ì � ; ���Fî
� 4/1�'8�*���#-��aO*�#%'���ì � ; �"�Qî I�#%+J��1¸à��H[L1��7�

T = In − NC
ì � ; �"�Qî

TA − FT + GC = 0
ì � ; � · î

TR = 0
ì � ; ���:î
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� *�$��@&��>&"*/�S+AT0I0+A*7(0^F$�*�K7#-[L1��>(��M+O! ��'�'���1�'8(���ZF#-��$L�,�
{

ė(t) = Fe(t) + TEf(t)
r(t) = Ce(t)

ì � ; �"ºQî
� 4/1�'8[L1���ì � ; ���Fî ��4/#%�@�*���#-��aO*�#%���N#%+\aO*�1��@[L1����

TE 6= 0
ì � ; �" Qî

� $Í(�?�&�4/1�2�+A*�$L�,+O! �&�]���>(����>��$L��'�?����N#%$�&�4/$�$L1����
d
��1�'N+-�B'�?���#-(01JI]4/$3*/����1�'��

1�$�� #%$�����$���#%_�#%+%#%��?V(01¯'�?���#-(01¯2�*�'B'*�2�2\4/'���TR&����B��$L��'�?��������74/$ý?�ZF#%���.2�*�'
&�4/$���?�[L1���$L�¬+-���maO*�1��������¬*�+A*�'�K����"; � �@&���aO*�#%�"I:1�$��@(�?�����&���#-4/$ $J! �����¬(01��@[L1J! T
+A*82�'�?�����$�&��@(�����(�?baO*�1����

f
;L����2\��$�(�*�$L�"IL(�*�$��<+O! 4/_05���&���#�a](��S+-4F&"*�+%#-����'<2�*�'�+A*

��1�#%���M+-�M(�?baO*�1��
fi
4F&�&�1�'�'���$L�@2�*�'�K7#J+O! ��$�����K,_�+-�>(����S(�?baO*�1����

f
IL#%+\aO*�1�(0'*�#%�

*/����1�'���'.[L1��Y��4/$��&�]���.��1�'�+-�V'�?���#-(01¦��4/#%�.(0#��]?�'���$L� (��Y&���+%1�#8(����.*�1���'����";
� 4/1�'@&���+A*0I�4/$V&�����'�&����,T,'���$�(0'��M1�$©'�?���#-(01©#%$�����$���#%_�+-�NT,1�$V����1�+](�?baO*�1��@���
#%$�����$���#%_�+-�.*�10c3*�1���'����"; � *�$��>&���&"*/�"I]#%+<aO*�1��>(�?�&�4/1�2�+-��',+O! �&�]���,(013(�?baO*�1��
fi
2�*�'S'*�2�2\4/'��@T)&���+%1�#J(����@*�1���'����

fj 6=i
;0C�! 4/_05���&���#�a�TB*�������#%$�(0'��N�����@*�+-4/'��N�

r(t) = 0
��#

fi(t) = 0
��� ∀u, x, d, fj

ì � ; d:�Qî

r(t) 6= 0
��#

fi(t) 6= 0
��� ∀u, x, d, fj

ì � ; d0��î
GH?�?�&�'�#%ZQ4/$��@+-�N��^0������K��7�

{

ẋ(t) = Ax(t) + Bu(t) + Eifi(t) + Ejfj + Rd(t)
y(t) = Cx(t)

ì � ; d:dQî
°F4/1��S+-���H&�4/$�(0#%��#-4/$��)ì � ; �"� I � ; � ·0I � ; ���:î 2�'�?�&�?�(���$L�����"I�+A*7(0^F$�*�K7#-[L1��>(��M+O! ��'��
'���1�'H�"! ?�&�'�#%�,�

{

ė(t) = Fe(t) + TEifi(t) + TEjfj(t)
r(t) = Ce(t)

ì � ; d:�Qî
Ì =�$Y(��N'�?"*�+%#-����')ì � ; d:�Qî ���,ì � ; d0��î ; ® +\aO*�1��@�*���#-��aO*�#%'��M+-���@&�4/$�(0#%��#-4/$��)�

TEi 6= 0
TEj = 0 ∀j 6= i

ì � ; d��Fî
CE*�+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$R2\��1��8(�?���4/'�K.*�#-�M���NaO*�#%'��,2�*�'8+A*�&�4/$�����'�1�&���#-4/$U(01W��&���?�K.*
ì � ; �:î 44��&���*/[L1��V4/_�����'�Z:*�����1�'������B2�#%+-4/��?©2�*�'7��4/1������7+-���7��$L��'�?����

u
���

y
;

�¬��*/[L1�� 4/_�����'�Z:*�����1�')9Q?�$���'��.1�$3ZQ��&�����1�')'�?���#-(01
ri
����$���#%_�+-��1�$�#-[L1���K���$L�

*�1Y(�?baO*�1��
fi
;

{

ri(t) = 0, fi(t) = 0 ∀fj

ri(t) 6= 0, fi(t) 6= 0

ì � ; d:�Qî
CE*B�*�_�+-�>(��N��#%9:$�*���1�'��,&�4/'�'�����2\4/$�(�*�$L���,�����@(�4/$�$�?��N2�*�',�
���7��&���?�K.*©2\��'�K����>(��7+-4F&"*�+%#-����'N+-���N(�?baO*�1����>��#%K,1�+%�*�$�?��"; � $3�&�]���>��#m2�*�'
�bc���K72�+-�

f1
���

f2
��1�'�ZF#-��$�$���$L�8��#%K,1�+%�*�$�?�K���$L�"I\����1�+-�@+-���S'�?���#-(01��

r1
���

r2
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»4¼ áOØ�ÒÙMÔ

î U�á
1

î U�á
i

î U�á
p

--

-

y

�

-

-

-

-

-

f

u

r1-

-

-

ri

rp

�������
�������

:.;=<.> � ; �!?# iRI¡2¢STUHg�gÌj 
f1 6= 0

;%;
fi 6= 0

;%;
fp 6= 0

r1 1 .. 0 .. 0
: .. .. .. .. ..
ri 0 .. 1 .. 0
: .. .. .. .. ..
rp 0 .. 0 .. 1

������> � ; ��?,½¸HVY2A Q`O9QjCGK í&N4HJDLB9FLQÏÙTBrHVC¬ÎcO9QSC�O9¢�Z¿HVB9DLC�HVR�DLK M&N2N2QSB9FLC

��4/$L�M$�4/$W$L1�+-�";J����2\��$�(�*�$L�"I\K\��K��B��#�+-���M&�4/$�(0#%��#-4/$��N(��B(�?�&�4/1�2�+A*�9Q�7��4/$L�
��#%K72�+-���"I¬��+%+-���.��4/$L��$�?"*�$�K�4/#%$��.��'����.(0#�à.&�#%+-���©TU�*���#-��aO*�#%'��:; � $¦�&�]���"I<+-���
&�4/$�(0#%��#-4/$��Uì � ; d��Fî ���Wì � ; ���:î $�?�&�������#%����$L�©(��D(�?�����'�K7#%$���' 1�$��YK.*���'�#-&��

T4/'�����4/9Q4/$�*�+-�)T
R
���

Ej
&��N[L1�#]$J! �����S2�*/����4/1/5�4/1�'��@2\4:����#%_�+-�:;0íH$��>*�+%����'�$�*��

��#%ZQ�)�����8(]! *�+%+-?�9Q��'M&����8&�4/$�(0#%��#-4/$��M��$R&�4/$���#-(�?�'*�$L�M+-�,2�'�4/_�+-��K��,#%$LZQ��'����)44�
&���*/[L1��H4/_�����'�Z:*�����1�'������<#%$�����$���#%_�+-�HT81�$.����1�+�(�?baO*�1��

fi
��������$���#%_�+-���¬T8��4/1��

+-���8*�1���'����
fj 6=i

;
{

ri(t) = 0, fi(t) 6= 0
ri(t) 6= 0, fj(t) 6= 0 ∀j 6= i

ì � ; d · î
CE*B�*�_�+-�>(��>��#%9:$�*���1�'��>(���ZF#-��$L�,�
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f1 6= 0
;%;

fi 6= 0
;%;

fp 6= 0
r1 0 .. 1 .. 1
: .. .. .. .. ..
ri 1 .. 0 .. 1
: .. .. .. .. ..
rp 1 .. 1 .. 0

������> � ; �t?#½¸HVY2A Q`O9QCGK í&N4HJDLB9FLQÏÙTBrHVC§].O9QSC�O9¢�Z¿HVB9DLC�HVR�DLK M&N2N2QSB9FLC

���,$�4/1�ZQ�"*�1U��&���?�K.*.2�'�?�����$L���B(����8&�4/$�(0#%��#-4/$��N(��)(�?�&�4/1�2�+A*�9Q�BK�4/#%$��8'������
��'�#-&���#%ZQ���7[L1��.+-� 2�'�?�&�?�(���$L����&���?�K.*0;¬����2\��$�(�*�$L�"Im#%+�2\��'�K����B1�$�#-[L1���K���$L�
1�$���+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$¯(��.(�?baO*�1����,$�4/$���#%K,1�+%�*�$�?��"; � *�'7*�#%+%+-��1�'��"IE�*/&���*�$L�7[L1��
+A*V2�'�4/_�*�_�#%+%#%��?©(]! 4F&�&�1�'���$�&��©(��.(�?baO*�1����)��#%K,1�+%�*�$�?��7�����,��'����>aO*�#%_�+-�:IE$�4/1��
&�4/$�����'�ZQ4/$��8(�*�$��H+A*7��1�#%���,(��>+O! ?���1�(��,&��,��&���?�K.*0; � *�$��H+O! �L^F2\4/���������,44�D+-�
(�?�&�4/1�2�+A*�9Q�M2�*�'�aO*�#%��$J! ������2�*/���*���#-��aO*�#%�"IL$�4/1���2�'�4/2\4:��4/$���(��8K7#%$�#%K7#-����'S1�$
&�'�#%����'�� (���2\��'�a¸4/'�K.*�$�&��.[L1�#������)&���4/#-��#�����+-4/$3+-���)��2\?�&�#�=�&"*���#-4/$��)(�?���#%'�?����";
� $Y2\��1��@&�#%����'@+-���@��2\?�&�#�=�&"*���#-4/$��H��1�#%Z:*�$L�����,�
* î©� #%$�#%K7#-����'@+A*B����$���#%_�#%+%#%��?NK.*�c0#%K.*�+-�>(01Y'�?���#-(01R*�10c©2\��'���1�'�_�*���#-4/$��

J = ‖Tdr‖∞44� ‖Tdr‖∞
'���2�'�?�����$L���)+A*�$�4/'�K��

H∞
(��,+A*Ba¸4/$�&���#-4/$W(��)����$���#%_�#%+%#%��?)(01

'�?���#-(01
r
2�*�'7'*�2�2\4/'���*�1ý2\��'���1�'�_�*���#-4/$��

d
;mG8*�2�2\��+-4/$��7[L1�� +A*D$�4/'�K��

H∞
(]! 1�$Y��'*�$���a¸��'��

G(jω)
�����H(�?b=�$�#-�N2�*�',�

‖G(jω)‖∞ = sup
ω

σ(G(jω))

σ
'���2�'�?�����$L���>+A*)Z:*�+-��1�'H��#%$�9:1�+%#-��'��NK.*�c0#%K.*�+-�,(��

G(jω)
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 (d
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|G(jω)|
dB||G(jω||∞

:.;=<.> � ; º!?Að�MVFLT$Q
H∞

O�P B2NaCE¾9CEDLÀST$Q

_ î©� #%$�#%K7#-����')+A*R����$���#%_�#%+%#%��?.K.*�c0#%K.*�+-�©(01¯'�?���#-(01ý*�10c32\��'���1�'�_�*���#-4/$������
*/����1�'���'S1�$��>����$���#%_�#%+%#%��?NK.*�c0#%K.*�+-�,*�10cV(�?baO*�1����

J =
‖Tdr‖∞
‖Tfr‖∞
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� �
Tfr

'���2�'�?�����$L���@+A*8a¸4/$�&���#-4/$ (��H����$���#%_�#%+%#%��?@(01�'�?���#-(01.2�*�'�'*�2�2\4/'���*�1
(�?baO*�1��

f
;

& î©� #%$�#%K7#-����'@+A*B����$���#%_�#%+%#%��?MK.*�c0#%K.*�+-�>(01Y'�?���#-(01D*�1Y(�?baO*�1��
fi
���H*/����1�'���'

1�$��>����$���#%_�#%+%#%��?NK.*�c0#%K.*�+-�,*�10cY*�1���'����H(�?baO*�1����
fj 6=i

J =
‖Tfir‖∞
∥

∥Tfjr

∥

∥

∞
� �

Tfir
���

Tfjr
'���2�'�?�����$L����$L�>+-���Ha¸4/$�&���#-4/$��N(��B����$���#%_�#%+%#%��?B(01R'�?���#-(01

r2�*�'@'*�2�2\4/'��8*�10cV(�?baO*�1����
fi
���

fj
'�����2\��&���#%ZQ��K���$L�";

( î©� *�c0#%K7#-����'m+-��2�+%1���2\����#%�<�&�]���<(]! 1�$7(�?baO*�1��
fi
��1�'m+-��'�?���#-(01B2�*�'m'*�2�2\4/'��

*�1Y2�+%1��S9:'*�$�(Y�&�]���H(����H*�1���'����@(�?baO*�1����
fj 6=i

��1�'@&��NK\��K��N'�?���#-(01

J =
‖Tfir‖−
∥

∥Tfjr

∥

∥

∞44�
‖Tfir(jω)‖− = inf

ω
σmin(Tfir(jω))

σmin
�����S+A*)Z:*�+-��1�'H��#%$�9:1�+%#-��'��NK7#%$�#%K.*�+-�,(��

Tfir(jω)
;

CJ���N��2\?�&�#�=�&"*���#-4/$��N2\��1�ZQ��$L�N2�*�'�a¸4/#-�>��$�9:+-4/_\��'M1�$��7&�4/K,_�#%$�*�#-��4/$3(��B&����
&�'�#-��'����H��$V'�?"*�+%#-�*�$L�H2�*�'H�bc���K72�+-�N+-���@&�'�#%����'����@_ î ���H& î 4/1Y_ î ���H( î ;



















min
‖Tdr‖∞
‖Tfr‖

∞

et

min
‖Tfir‖

∞ñññ Tfjr

ñññ
∞

ì � ; dQ�:î

4/1Y_�#-��$


















min
‖Tdr‖∞
‖Tfr‖

∞

et

max
‖Tfir‖

−ñññ Tfjr

ñññ
∞

ì � ; d:ºQî

� *�$��¬+-�H&"*/��44� ����1�+�+-�H&�'�#%����'��
H∞

�����¬1���#%+%#-��?:IL4/$.2�*�'�+-��'*,(]! ãVäÀåÄæVç�è�éVò�æVó�ç
H∞

���.(�*�$��.+-�Y&"*/�.44�¦+-���.(���10c�&�'�#%����'����
H∞

���
H−

��4/$L�.1���#%+%#-��?��"I�4/$
2�*�'�+-��'*�(]! 4/_�����'�Z:*�����1�'��@K7#�c0�����

H∞/H−
;

þ`ãI�Wã=ä àèÿ��2�«Ë�ör�6�����`Ë
H∞C�! 4/_�����'�Z:*�����1�'

H∞
2�'�4/2\4:��?Í�����V1�$X4/_�����'�Z:*�����1�'D(��ÍC]1���$L_\��'�9Q��'R(��W+A*

a¸4/'�K�� ì � ; dQî (�4/$L�H+-���@2�*�'*�K�����'����8��4/$L�H��^F$L����?���#-��?��Bì¥(�*�$��@+-�>&"*/�H(01R(0#A*�9/�
$�4:����#-& î ����+-�H[L1��7�

Fstable
ì � ; d: Qî
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T = In − NC
ì � ; �:�Qî

TA − FT + GC = 0
ì � ; �0��î

‖Tfir(jω)‖∞ ≤ γ
ì � ; �:dQî

����+A*B2\��'�K����8(]! *�����?�$L1���'8+O! #%$¸ó�1���$�&��,(����H(�?baO*�1����
fi
��1�'@+-�N'�?���#-(01

r
; � 4/1�'

�*���#-��aO*�#%'��R+-���©&�4/$�(0#%��#-4/$��Y&�#��â(�������1��"I�$�4/1��©?�&�'�#%ZQ4/$��V+-���©&�4/$�(0#%��#-4/$��D*�+%9Q?b�
_�'�#-[L1����@��4/1��S+A*)a¸4/'�K��MK.*���'�#-&�#-��+%+-�,��1�#%Z:*�$L�����

[

T N F G
]









In A
C 0
0 0
0 C









=
[

In 0
]

� 4:��4/$��
Θ =









In A
C 0
0 0
0 C









I
Ψ =

[

In 0
] ;

°L#]+A*7&�4/$�(0#%��#-4/$
rang

[

Θ
Ψ

]

= rang(Θ)

*�+-4/'�� [

T N F G
] �����@(�4/$�$�?��N2�*�'@+A*)'���+A*���#-4/$��

[

T N F G
]

= ΨΘ+ − K(I2n+2p − ΘΘ+)
ì � ; �:�Qî

� �
Θ+ �����.+A*Í2�����1�(�4/#%$LZQ��'����W(��

Θ
���

K ∈ <2(n)×n 1�$��DK.*���'�#-&��W*�'��_�#%��'*�#%'��R[L1J! 4/$¦2\4/1�'�'*W=�c���' *�=�$ (��Y�*���#-��aO*�#%'��Y+-���.&�4/$�(0#%��#-4/$��Uì � ; d: Qî ���
ì � ; �:dQî ; � ! *�2�'����Uì � ; �:�Qî I�&���*/[L1��R2�*�'*�K�����'��

T, F,G
���

N
2\��1��©�"! ?�&�'�#%'��

��4/1��S+A*,a¸4/'�K����

T = χT − KβT , N = χN − KβN , F = χ0 − Kβ0� �
χT = ΨΘ+ϕT , βT = (I2n+2p − ΘΘ+)ϕT

χ0 = ΨΘ+ϕ0, β0 = (I2n+2p − ΘΘ+)ϕ0

ϕT =









In

0
0
0









, ϕ0 =









A
0
0
C









CE*7(0^F$�*�K7#-[L1��>(��M+O! ��'�'���1�'8(���ZF#-��$L�,�
{

ė(t) = (χ0 − Kβ0)e(t) + (χT − KβT )Eifi(t)
r(t) = Ce(t)

ì � ; ���Fî
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� �
K
�����]=�c�?���(��¬��4/'�����TS'�?"*�+%#-����'�+-����&�4/$�(0#%��#-4/$��Sì � ; d: Qî ���Sì � ; �:dQî ; ® +L�bc0#-�����

(0#��]?�'���$L������K�?�����4F(����"I�2�*�'�K7#@��+%+-���7+A*DK�?�����4F(��V(��©C]^L*�2�1�$�4"Zý[L1�� $�4/1��
*/(�4/2���4/$���#-&�#O;0°F��+-4/$©C]^L*�2�1�$�4"Z\IL+-�H��^0������K��,ì � ; ���Fî ������*/��^FK72���4/��#-[L1���K���$L�
���*�_�+-�7*�ZQ��&,1�$��7*�����?�$L1�*���#-4/$Í(��,+O! �&�]���M(��,+O! ��$L��'�?��

fi
��1�'H+-�,'�?���#-(01

r
�"! #%+

�bc0#-�����S1�$��Sa¸4/$�&���#-4/$ C]^L*�2�1�$�4"Z
V (e(t)) = eT (t)Pe(t), P = P T > 0

����1�$
9L*�#%$

K
����+-�@[L1��N2\4/1�'S1�$��NZ:*�+-��1�'H(�4/$�$�?��>(01Y��&"*�+A*�#%'��

γ > 0
I�4/$R*�#%�,�

V̇ (t) + rT (t)r(t) − γ2fT
i (t)fi(t) < 0

ì � ; �:�Qî

⇔
eT [Pχ0 + χT

0 P − PKβ0 − (PKβ0)
T + CTC]e − γ2fT

i fi

+eT P (χT − KβT )Eifi + [eT P (χT − KβT )Eifi]
T < 0

ì � ; � · î
⇔

ζT

[

Pχ0 + χT
0 P − PKβ0 − (PKβ0)

T + CT C P (χT − KβT )Ei

(P (χT − KβT )Ei)
T −γ2If

]

ζ < 0

� �
ζ =

[

e
fi

]

® +	�"! *�9:#%��(]! 1�$��H#%$�?�9L*�+%#%��?8$�4/$.+%#%$�?"*�#%'��HK.*���'�#-&�#-��+%+-�M(�4/$L��+-���¬#%$�&�4/$�$L1����S��4/$L�
� ���N�7; � $Y2\4:�*�$L�

U = PK
I0+O! #%$�?�9L*�+%#%��?>2�'�?�&�?�(���$L���,���M'�?�?�&�'�#%�

[

Pχ0 + χT
0 P − Uβ0 − (Uβ0)

T + CTC (PχT − UβT )Ei

((PχT − UβT )Ei)
T −γ2If

]

< 0

+A*/[L1���+%+-��(���ZF#-��$L��1�$�� ® $�?�9L*�+%#%��?¬C]#%$�?"*�#%'�� � *���'�#-&�#-��+%+-�Mì¥C �R®�î ��$ � ���mí¯(�4/$L�
+A*B'�?���4/+%1���#-4/$Y$L1�K�?�'�#-[L1��,(�4/$�$��

K = UP−1 ;�CE*)Z:*�+-��1�'H(�� K
2\��'�K����H(��

(�?�(01�#%'��>+-���S2�*�'*�K�����'����8(��M+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'
F, T,G

���
N
;

þ`ãI�Wã÷þ àèÿ��2�«Ë�ör�6�����`ËÊË��¤ÿ��c�9���
°F4/#%�@+-�N��^0������K��M#%$�&���'��*�#%$D'���2�'�?�����$L��?,(�*�$��S+O! ����2�*/&��>(]! ?��*��@2�*�',�

{

ẋ(t) = A(∆)x(t) + B(∆)u(t)
y(t) = C(∆)x(t)

ì � ; �Q�:î

� �
∆
'���2�'�?�����$L���¬+-��&"*�'*/&�����'��¬#%$�&���'��*�#%$B���

A(∆), B(∆), C(∆)
��4/$L��+-���JK.*���'�#-&����

#%$�&���'��*�#%$�����(01,K�4F(���+-�:;�CJ���E#%$�&���'���#%��1�(����E2\��1�ZQ��$L��2�*�'*98-��'����bc02�+%#-&�#%����K���$L�m4/1,#%KB�
2�+%#-&�#%����K���$L�S(�*�$���+-�@K�4F(���+-�:; � +%+-���¬2\��1�ZQ��$L�$����'��H'���2�'�?�����$L��?����S��4/1���a¸4/'�K��8*9à�$��
4/17��$�C¤Î 8 ì 8 '*�$���a¸4/'�K�?��aÎ�'*/&���#-4/$�$�*�#%'��@C]#%$�?"*�#%'�� î ;LCE*H'���2�'�?�����$L�*���#-4/$Wì � ; �Q�:î �����
?�[L1�#%Z:*�+-��$L���,TV�

[

ẋ(t)
y(t)

]

= M(∆)

[

x(t)
u(t)

] ì � ; �:ºQî

� �
M(∆) =

[

A(∆) B(∆)
C(∆) 0

] ;�°F4/#%�
M = M(0)

+-�MK�4F(���+-�N$�4/K7#%$�*�+ 0 d:�91 ;
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z �E~Q§L�����A��}E|�§L�����	¤Að]�"���m�=âJ}E§L�
°F4/#%��+-�<2\4/+%^F��4/2\�¬(��¬��4/K7K������

M (j) I j ∈ {1, ..., N} ; ® +F�����E(�?b=�$�#0&�4/K7K���?��*�$L�+O! ��$LZQ��+-4/2�2\��&�4/$LZQ�bc��¬(��¬&����JK.*���'�#-&����";�CJ���JK�4F(���+-���E#%$�&���'��*�#%$��E2\4/+%^F��4/2�#-[L1����E��4/$L�
(�?b=�$�#-�,2�*�'>1�$Í2\4/+%^F��4/2\����1�'>+-�7K�4F(���+-�

M(∆)
;m����������K�4F(�?�+%#-�*���#-4/$3'���ZF#-��$L�BT

&�4/$���#-(�?�'���'m[L1���+-����^0������K��������E+O! ��$LZQ��+-4/2�2\��&�4/$LZQ�bc���(����EK�4F(���+-�����bc0��'J��K����
M (j) ;���N�â^F2\�N(]! #%$�&���'���#%��1�(����8�����S'���2�'�?�����$L��?,��$D&�4F4/'�(�4/$�$�?����@_�*�'�#-&���$L��'�#-[L1����";

M(∆) =

N
∑

j=1

sjM
(j),

N
∑

j=1

sj = 1, 0 ≤ sj ≤ 1,∀j ∈ 1, ..., N

� �
sj
��4/$L�>+-���,&�4F4/'�(�4/$�$�?����,(����>��4/K7K������,(�*�$��>+-�B'���2\��'��7_�*�'�^0&���$L��'�#-[L1��:;�CJ���

#%$�&���'���#%��1�(����72\4/+%^F��4/2�#-[L1����B��4/$L�)#%K72�+%#-&�#%�����B2�1�#-��[L1�� +-���,2�*�'*�K�����'����7#%$�&���'��*�#%$��
$���2�*�'*98A������$L�)2�*/�)(0#%'���&�����K���$L�BK.*�#-�)��4/$L�,'���2�'�?�����$L��?��B2�*�',+-��1�'��)&�4F4/'�(�4/$�$�?����
_�*�'�^0&���$L��'�#-[L1����";

M(∆) =

[

∑N
j=1 sjA

(j)
∑N

j=1 sjB
(j)

∑N
j=1 sjC

(j) 0

]

½ ��èm}E���"§L�"�"§Y�E����
��E���B|�§L� z �E~Q§L�����A��}E|�§L�����	¤Að]�"���m�=âJ}E§L�
? ?\�"��èm�¥¤¥�A�"£¦�"§F¤��	�Þ(<ð	���m}��E�F�»§F�û����£L�"§F�E~Q§¦|¬«-�¥�E~Q§L�����A��}E|�§L�Í���	¤Að]�"��

�m�=âJ}E§L� CJ�D��^0������K��Y#%$�&���'��*�#%$

ẋ(t) = A(∆)x(t)
����� [L1�*/(0'*���#-[L1���K���$L�

���*�_�+-�@�"! #%+	�bc0#-�����S1�$��SK.*���'�#-&��
P
��^FK�?���'�#-[L1��@(�?b=�$�#-�@2\4:��#%��#%ZQ�@1�$�#-[L1��S����+%+-�

[L1J! ��+%+-��ZQ?�'�#�=��@��#%K,1�+%�*�$�?�K���$L�¬+A*M���*�_�#%+%#%��?S(�����4/1��<+-���mK�4F(���+-����&�4/'�'�����2\4/$0�
(�*�$L�8*�10cY��4/K7K������>�

AT (j)
P + PA(j) < 0,∀j ∈ {1, ..., N}

? ï è��"§L�����0�"§F}E�¦����èm}E���"§ �E����
çF
��E���¯|¬«-�¥�E~Q§L�����A��}E|�§L�ý���	¤Að]�"���m�=âJ}E§L� ® +
�"! *�9:#%��(��@��'�4/1�ZQ��'�+-���¬2�*�'*�K�����'����

T,N, F
���

G
(��H+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'�[L1�#�ZQ?�'�#��

=���$L�S��#%K,1�+%�*�$�?�K���$L�@+A*,&�4/$LZQ��'�9Q��$�&��>*/��^FK72���4/��#-[L1��M(��H+O! ��'�'���1�'S(]! ������#%K.*��
��#-4/$Y2\4/1�'S��4/1��@+-���SK�4F(���+-���@&�4/'�'�����2\4/$�(�*�$L�M*�10cY��4/K7K������@(01Y2\4/+%^F��4/2\�:;
{

ė(t) = Fe(t) + (J − TB(j))u(t) + (TA(j) − FT + GC(j) − FNC(j))x(t)

r(t) = C(j)e(t) ì � ; �: Qî

z �E~Q§L�����A��}E|�§L��è����/�E£L§L�
� *�$���&��8�â^F2\�8(]! #%$�&���'���#%��1�(����"I0+A*>K�4F(�?�+%#-�*���#-4/$V������2�+%1���9Q?�$�?�'*�+-�82�1�#-��[L1J! ��+%+-�

&�4/$���#-����� TV#-��4/+-��')+A*V2�*�'���#-�.#%$�&���'��*�#%$�� ���)+A*V'���2�'�?�����$L����'B&�4/K7K��.1�$¯4/2\?�'*�����1�'
*�9:#-���*�$L�S��$ '�?���'�4Q*/&���#-4/$V��1�'�+-�H��^0������K��H$�4/K7#%$�*�+O;����������HK�4F(�?�+%#-�*���#-4/$V������_�*/��?��
��1�'.+A*Í��'*�$���a¸4/'�K�?��Ya¥'*/&���#-4/$�$�*�#%'��R+%#%$�?"*�#%'��¯ì¥C¤Î 8 î ; � �

w(t)
���

z(t)
��4/$L�©(����



ý¸�����VÉ��7Á�Ë! �Æ#"$�SÁ�É% �� º:�

∆

M
--

-

�

zw

yu

:.;=<.> � ;  !?� iRI¡2¢STUH�@£ôÂ½

��#%9:$�*�10c =�&���#�a¸�";






















[

ẋ(t)
y(t)

]

=

[

A B
C 0

] [

x(t)
u(t)

]

+

[

Bw

Dw

]

w(t)

w(t) = ∆z(t)

z(t) =
[

Cz Dz

]

[

x(t)
u(t)

]

+ Dzww(t)

ì � ; �L�Qî

½ ��èm}E���"§L�"�"§¯�E����
��E���R|�§L� z �E~Q§L�����A��}E|�§L�Wè����/�E£L§L�W�Q�	§L~ý�0���"£F�]}E�0�����	�»|�§L�
��§L����}E��è��0�����	�E�

w
��}E�

z
? ?\�"��èm�¥¤¥�A�"£¯�"§F¤��	��(<ð	���m}��E�F� §F� ����£L�"§F�E~Q§�|¬«-�¥�E~Q§L�����A��}E|�§L�Dè����/�E£L§L�
CJ�>��^0������K��M#%$�&���'��*�#%$

{

ẋ(t) = Ax(t) + Bww(t)
z(t) = Czx(t)

�����<[L1�*/(0'*���#-[L1���K���$L�¬���*�_�+-���"! #%+��bc0#-������1�$���K.*���'�#-&��
P
��^FK�?���'�#-[L1���(�?b=�$�#-�

2\4:��#%��#%ZQ�B1�$�#-[L1��)����+%+-�7[L1��)+A*�a¸4/$�&���#-4/$ÍC]^L*�2�1�$�4"Z
V (x(t)) = xT (t)Px(t)ZQ?�'�#�=��.�

V̇ (x) + zT z − γ2wT w < 0

xT (AT P+PA+CT
z Cz)x+xT PBww(t)+wT (t)(PBw)T x(t)−γ2wT w < 0

[

x(t)
w(t)

]T [

PA + AT P + CT
z Cz PBw

(PBw)T −γ2Iw

] [

x(t)
w(t)

]

< 0

? ï è��"§L�����0�"§F}E� ����èm}E���"§V�E����
çF
��E���B|¬«-�¥�E~Q§L�����A��}E|�§L�7è����/�E£L§L�7�Q�	§L~Y�0��

�"£F�]}E�0�����	�ý|�§L�)��§L����}E��è��0�����	�E�

w
��}E�

z
CJ����2�*�'*�K�����'����

T,N, F
���

G(��N+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'H(�4/#%ZQ��$L�HZQ?�'�#�=���'
V̇ (e) + rT

z rz − γ2wT w < 0






ė(t) = Fe(t) + Bww(t)
rz(t) = Cze(t)
r(t) = Ce(t)

ì � ; ����î



º�� ���8Â���É�Á�ËHÅºý¸�©ÆMÉ�Â92.�' SÇ]Á�É%��âxÃ�ÂNÇFÅ�Æ10  �Ã@ÇFÅ�ËU¦0ÂHÁ�Å!"�ËMÇ
��l�Ï jønU�t|�zJotv�uJnU�
� *�$��,&��7&���*�2�#%��'��:IJ$�4/1��)*�ZQ4/$��>2�'�?�����$L��?�+-���N$�4/��#-4/$��,(��B_�*/����(01Í(0#A*�9:$�4/��#-&

2�*�'>4/_�����'�Z:*�����1�'��";W584/1��M(�?�ZQ��+-4/2�2\4/$��>(�*�$��N+-�B&���*�2�#%��'�����1�#%Z:*�$L�N1�$��B�bc0����$���#-4/$
(��H&�����'�?���1�+%�*�����TM1�$��H&�+A*/�����@(��@��^0������K�����2�+%1���+A*�'�9Q�H[L1�#�&�4/$�&���'�$��@+-���¬��^0������K����
T)'����*�'�(��";



÷ùøûúýüûþFÿ����"õ

ö hkpWlxwHßtftsÍl{
ow�p ÷ � 
ow pÔø pDsÍvqr lqp Þ
w3lXs3fiw�nãp

�glVk -¸�aÔ�prngÖtot|¤Ô6uJnU�
� *�$��,&���&���*�2�#%��'��.$�4/1��>2�'�?�����$L��4/$��,$�4:�>K�?�����4F(����)(�����^F$L���������.(]! 4/_�����'�Z:*��

����1�'���2\4/1�'m+-���m��^0������K����<T@'����*�'�(��"; � *�$��m1�$)2�'���K7#-��'<����K72��"I�+-��2�'�4/_�+-��K���(]! *�$�*��
+%^0���)(��,+A* ���*�_�#%+%#%��?B(����M��^0������K����NT.'����*�'�(��N�����82�'�?�����$L��?:; � 1�#-�8$�*���1�'���+%+-��K���$L�"I
$�4/1��S2�'�?�����$L��4/$��H+A*B&�4/$�&���2���#-4/$R(]! 4/_�����'�Z:*�����1�'��@2\4/1�'@+-�N(0#A*�9:$�4:����#-&:;

�gl�Ï v{�t~Uz�Ðgv�xæÖtxÞvÂÔ6~$Ñ�uJzJuSÔ6ÜæÖtxjv�vÀÐgvÂÔ6ÙgM xjvúù×prx�Ô6~$prÖtv
CJ���V��^0������K����VT�'����*�'�(��V��4/$L�V+A*�'�9Q��K���$L�Y2�'�?�����$L���Y(�*�$��V(0#%ZQ��'��V(�4/K.*�#%$����

(��V+O! #%$�(01�����'�#-����&���#%K7#-�:I¬_�#-4/+-4/9:#-�:I¬'�?����"*�10c]I¬����&:;¬CE*U2�'�?�����$�&��D(01¦'����*�'�(¦(�*�$��
1�$¯��^0������K���2\��1��7*�ZQ4/#%'B1�$¯�&�]���få6ò�éVä�ûTêüûÄåÄéVý�òW2�*�'B�bc���K72�+-� 2\4/1�')+-� ��^0������K��
ẍ+x(t)− 1

2x(t−τ) = 0
I/K.*�#-�<?�9L*�+-��K���$L��1�$7�&�]���gþüÿ£å6ò�éVä�ûTêüûÄåÄéVý�òN2�*�'��bc���K72�+-�

2\4/1�'H+-�,��^0������K��
ẋ(t) = −x(t − τ)

; ® 9:$�4/'���'8+A*72�'�?�����$�&��)(��,&��,'����*�'�(D2\��1��H#%$0�
(01�#%'��7T.(����N&�4/$�&�+%1���#-4/$��N��'�'�4/$�?��B��1�'M+A*.���*�_�#%+%#%��?B(01U��^0������K��:;]�8! �����M2\4/1�'�[L1�4/#OI
+O! *�$�*�+%^0���>(��>���*�_�#%+%#%��?,(��,&��N�â^F2\�>(��,��^0������K����H*)aO*�#%�@+O! 4/_05����8(��N$�4/K,_�'���10cD��'*��
Z:*�10c 0 �"�91 ;
CJ�7'����*�'�(Í2\��1��!����'��.��4/#%�M=�c������,&�4/$�$L1JIE��4/#%�N=�c��7���>#%$�&�4/$�$L1JI���4/#%�NZ:*�'�#A*�$L�

(�*�$��S+-�N����K72��H*�ZQ��&>1�$��MZ:*�'�#A*���#-4/$D+%#%K7#%��?��.ì
τ̇ < 1

î 4/1Y$�4/$J;
CJ�V��^0������K��YTR'����*�'�(��72\��1��\����'��V'���2�'�?�����$L��?Y(�*�$��7+O! ����2�*/&��©a¥'�?�[L1���$L��#-��+H4/1

(�*�$��)+O! ����2�*/&�� ����K72\4/'���+O; � *�$��B&��©(���'�$�#-��'"Im+-���B��^0������K����B��4/$L�7(�?�&�'�#%���B2�*�'B(����
?�[L1�*���#-4/$��@4/1Va¸4/$�&���#-4/$�$���+%+-���8(0#��]?�'���$L��#-��+%+-���";
C�! *�$�*�+%^0����(��7���*�_�#%+%#%��?�(����>��^0������K����>T '����*�'�(��,(�*�$��N+-�7(�4/K.*�#%$��7����K72\4/'���+

�����@_�*/��?��)��1�'H+A*7����?�4/'�#-�)(��,C]^L*�2�1�$�4"ZR[L1�#�&�4/$���#-�����)T7��'�4/1�ZQ��'81�$��Na¸4/$�&���#-4/$W(��
+O! ?��*��

V (x)
����+%+-�>[L1��

V (x) > 0
���

V̇ (x) < 0
;

º:�



º · ���8Â���É�Á�ËHÅúÑ_�b �Ã@ÇFÅ�ËU¦0ÂHÁ�Å!"�ËMÇ#�� t"�ËqÇ�Ò¬Ç]Á�Ê�ÈRÅ�Ç|âxËHÅ8Á�Â8ËHÆ>Ç

CJ�.&���4/#�c¯*�2�2�'�4/2�'�#-?�� (���+A* a¸4/$�&���#-4/$�$���+%+-� �����)��4/1�ZQ��$L�,_�*/��?.��1�'>+-���â^F2\�.(��
���*�_�#%+%#%��?�'���&�����'�&���?��:; � $B(0#-����#%$�9:1���(���10cB&�+A*/��������(������*�_�#%+%#%��?�&�4/$�&���'�$�*�$L�<+-���m��^0���
����K����8TB'����*�'�(�� 0 �"�91 ; ��î CE*����*�_�#%+%#%��?�ûeý£þüÿ���æVý£þüéVý�ò�æ�(01Y'����*�'�(D(�?b=�$�#-�,&�4/K7K��
?��*�$L�@+A*B���*�_�#%+%#%��?N9L*�'*�$L��#-�>2\4/1�'S$J! #%K72\4/'����N[L1���+%+-�NZ:*�+-��1�'@���S�*�#%+%+-�>(01V'����*�'�(Y���
dQî CE*.���*�_�#%+%#%��?�þüÿ���æVý£þüéVý�ò�æ.(01R'����*�'�(R[L1�#m�����N*/����1�'�?��>2\4/1�'M&���'��*�#%$����MZ:*�+-��1�'��
(01©'����*�'�(];Â584/1���2�'�?�����$L��4/$��@&�#���*�2�'�����+-���S*�2�2�'�4F&������S#-����1�����(��M&�����(���10c©&�+A*/�������";

Dã=ÈãI� �t���cË��j�¶ç`�[�I�c�`�À�$���c�`�W�����Å�c�{Ë��Â���rË¶�
� *�$��H&��������,*�2�2�'�4F&����:I�+-���H&�4/$�(0#%��#-4/$��8(��>���*�_�#%+%#%��?N$��>&�4/$L��#-��$�$���$L�M2�*/�@(]! #%$0�

a¸4/'�K.*���#-4/$©��1�'�+-�@'����*�'�( ����9Q?�$���'���$L�S(�����&�4/$�(0#%��#-4/$��S*�+%9Q?�_�'�#-[L1�������#%K72�+-���";����������
*�2�2�'�4F&����>9L*�'*�$L��#-�>+A*B���*�_�#%+%#%��?>(01D��^0������K��M2\4/1�'S��4/1������@Z:*�+-��1�'��H(����S'����*�'�(��";
Ì =�$ý(]! #%+%+%1�����'���'B+O! *�2�2�'�4F&����:I<&�4/$���#-(�?�'�4/$��B+-� ��^0������K��©TD?��*����B'����*�'�(�?��7��1�#��

Z:*�$L�,�
ẋ(t) = A0x(t) + A1x(t − τ)

ì � ; ��î
� �

x
������+O! ?��*��@(01V��^0������K��:I

x(t− τ)
+O! ?��*��S'����*�'�(�?N���

τ
+-�8'����*�'�(];�CJ�M��^0������K��

�����S(0#%�@*/��^FK72���4/��#-[L1���K���$L�H���*�_�+-�N�"! #%+]�bc0#-�����81�$��Ha¸4/$�&���#-4/$�$���+%+-�
V
(��8+A*>a¸4/'�K��7�

V (t, x) = xT (0)Px(0) +

∫ 0

−τ
xT (s)Sx(s)ds

����+%+-�>[L1��
V̇ < 0

*�ZQ��&
P
���

S
(����@K.*���'�#-&����H��^FK�?���'�#-[L1����@(�?b=�$�#-���@2\4:��#%��#%ZQ���";

V̇ = xT (t)(AT
0 P + PA0 + S)x(t) +

∑2
i=1 xT (t − τ)AT

1 Px(t)
+xT (t)PA1x(t − τ) − xT (t − τ)Sx(t − τ)

ì � ; dQî

V̇ (x) < 0 ⇔ ζ(t)Γζ(t) < 0,∀ζ(t) 6= 0 ⇒ Γ < 0

� �
ζ(t) =

[

x(t)
x(t − τ)

] ���
Γ =

[

AT
0 P + PA0 + S PA1

AT
1 P −S

]

CJ�©��^0������K��.�����7*/��^FK72���4/��#-[L1���K���$L�����*�_�+-� �"! #%+��bc0#-�����
P = P T > 0

I
S =

ST > 0
����+%+-���H[L1��

Γ < 0
;

������&�4/$�(0#%��#-4/$�����4/$L����#%K72�+-�������B$��V(�?�2\��$�(���$L��2�*/�7(01ý'����*�'�(]; � +%+-������4/$L�
(�4/$�&@'�4/_�1��������¬(�*�$��¬+-�@&"*/�¬(�����'����*�'�(��¬#%$�&���'��*�#%$�� 0 �"�91 ;0����2\��$�(�*�$L����$.2�'*���#-[L1��:I
+-4/'���[L1��8+-�8'����*�'�(©$J! ������2�*/��2�*�'�aO*�#%����K���$L�H&�4/$�$L1JI�#%+]������9Q?�$�?�'*�+-��K���$L�H������#%K�?N���
#%+������@2�+%1��8*�2�2�'�4/2�'�#-?,2�*�'�a¸4/#-�@K\��K��>#%$�?�ZF#%�*�_�+-�)(]! #%$�&�4/'�2\4/'���'8&��������>#%$0a¸4/'�K.*���#-4/$
(�*�$��)+O! ?���1�(�� (��.+A*D���*�_�#%+%#%��? 0 �"�21 ; � *�'�*�#%+%+-��1�'��"I�&����B&�4/$�(0#%��#-4/$��7�bc0#%9Q��$L�B[L1��.+-�
��^0������K��V�*�$��7'����*�'�(��.��4/#%�����*�_�+-�3ì�2\4/1�'

τ = 0
I
(A0 + A1)

PH1�'��S#%��p î &��Y[L1�#
'�������'���#%$L�©+-�D$�4/K,_�'��W(��R��^F����K����©��� #%$�(01�#%�VTÍ1�$ &���'��*�#%$ &�4/$�����'�Z:*���#-��K��:;�CJ���
'���&�����'�&�������4/$L��?���?@2�*�'�+A*N��1�#%����a¸4F&"*�+%#-��?����¬��1�'�+A*MZ:*�+-��1�'�K.*�c0#%K.*�+-�H(01.'����*�'�(

τm2\4/1�'@+A*/[L1���+%+-�N+A*B���*�_�#%+%#%��?,*/��^FK72���4/��#-[L1��>�����S9L*�'*�$L��#-�:;



Ñ_� ÁÂ�VÂ��8Â8Ä�Ò¬ÇFÅ�ÆMÅ Ç]Á�Â8Ã�É�ÄJÉ�Á�ï¦ÆMÅ�ÇYÇ�Ò¬Ç]Á�Ê�ÈRÅ�Ç|âxËHÅ8Á�Â8ËHÆ>Ç ºQ�

Dã=Èã=È �t���cË��j�¶ç`�[�`�À�$���c�`�W�����ø�c��Ë��Â���rË¶�
���������7*�2�2�'�4F&����72�'���$�(U��$U&�4/K72����B+O! #%$0a¸4/'�K.*���#-4/$Í��1�'M+-���M'����*�'�(��N���M9Q?�$���'��

(����8&�4/$�(0#%��#-4/$��N[L1�#m(�?�2\��$�(���$L�N(��)&����H#%$0a¸4/'�K.*���#-4/$��"; � *�$��M&��)&"*/�"I�+A*Ba¸4/$�&���#-4/$0�
$���+%+-�N1���#%+%#-��?��>�����@&���+%+-�>(��NC]^L*�2�1�$�4"ZL�§�M'*/��4"Z0�X]F#%#m(��M+A*)a¸4/'�K��N��1�#%Z:*�$L��� 0 �:d21 �

V (t, ϕ) = xT (t)Px(t) + xT (t)
∫ 0
−τ P1(s)x(t + s)ds

+(
∫ 0
−τ xT (t + s)P T

1 (s)ds)x(t) +
∫ 0
−τ

∫ 0
τ xT (t + s)P2(s, σ)x(t + s)dsdσì � ; �Qî

� �
P1
I
P2
���

P
��4/$L�,(����NK.*���'�#-&����,[L1�#<(�4/#%ZQ��$L�,ZQ?�'�#�=���'>1�$Í��$�����K,_�+-�.(]! ?�[L1�*��

��#-4/$��H*�+%9Q?�_�'�#-[L1����"I�4/'�(0#%$�*�#%'����H���8*�10cV(�?�'�#%ZQ?����@2�*�'���#-��+%+-��� 0 �:º21 ; � +%+-�N#%K72�+%#-[L1��N1�$
$�4/K,_�'��8#%$0=�$�#\(]! C �R® ������1�$©&"*�+-&�1�+	��'�����(0#�à.&�#%+-� 0 �:d21 ;LCJ������'*�Z:*�10c (��H'���&�����'�&����
4/$L�N*�+-4/'��8?���?>a¸4F&"*�+%#-��?��8��1�'H+A*7'�?���4/+%1���#-4/$U(]! 1�$R$�4/K,_�'��,=�$�#�(]! C �R® �H��4/1��M��$R'�?b�
(01�#-�*�$L�H��4/$Y&�4/$�����'�Z:*���#-��K��:;
�����MK�?�����4F(����N��4/$L�N9Q?�$�?�'*�+-��K���$L�>_�*/��?����N��1�'M1�$��B��'*�$���a¸4/'�K.*���#-4/$Í(01U��^0���

����K��H��$�+A*Ma¸4/'�K��S+A*N2�+%1���*/(�?�[L1�*����@2\4/1�'�*�2�2�+%#-[L1���'¬+A*Ma¸4/$�&���#-4/$�$���+%+-�HC]^L*�2�1�$�4"ZL�
�M'*/��4"Z0�X]F#%# 0 ���41 ;����������M��'*�$���a¸4/'�K.*���#-4/$D���@aO*�#%�S��$V'���K72�+A*43"*�$L�@+-��������'�K�����'����*�'��
(�?��>2�*�',1�$3��$�����K,_�+-� (]! ?�[L1�*���#-4/$��)�*�$��>'����*�'�(32�+%1��,(����>#%$L��?�9:'*�+-���7*�=�$�[L1J! ��$
(�?�'�#%Z:*�$L�<+A*@a¸4/$�&���#-4/$�$���+%+-�:I:+-���m'����*�'�(��¬*�2�2�*�'*98A������$L�";QCE*8��'*�$���a¸4/'�K.*���#-4/$���4/1�ZQ��$L�
1���#%+%#-��?��>�����@&���+%+-�>(��M+A*)a¸4/'�K,1�+-�>(��!58���S��4/$0�âCJ��#%_�$�#%��p)(�4/$�$�?��,&�#���*�2�'����,�

x(t) − x(t − τ) =

∫ t

t−τ
ẋ(s)ds

CE*)$�4/1�ZQ��+%+-�Na¸4/$�&���#-4/$�$���+%+-�,�"! ?�&�'�#%�8*�+-4/'��>�

V (t, ϕ) = ϕT (0)Pϕ(0) +

∫ 0

−τ
ϕT (s)Sϕ(s)ds +

∫ 0

−τ

∫ 0

s
ϕT (σ)Rϕ(σ)dσds

(�4/$L�@+A*7(�?�'�#%ZQ?��>�����@��4/1��S+A*,a¸4/'�K����
V̇ = ζT (t)Γζ(t)+

����'�K����S$�?�9L*���#�a¸�
44�

ζ =

[

x(t)
x(t − τ)

] ;/íH$��S&�4/$�(0#%��#-4/$.��1¸à.�*�$L����2\4/1�'�[L1���+-�S��^0������K�����4/#%��*/��^FKB�
2\4/��#-[L1���K���$L�����*�_�+-�������m[L1J! #%+��bc0#-������2\4/1�'

τm
(�4/$�$�?:I/(����mK.*���'�#-&����

P = P T > 0
I

S = ST > 0
���

R = RT > 0
����+%+-���@[L1��

Γ < 0
�

¨,����|�§L�7��ðJ���"ñFòÍ§L�.çU��§Q�"����|��7�����/�����	�"��|����E��¤�§Y�"§FòÍ���
°F4/#%�@+-�N��^0������K��

ẋ(t) = Ax(t) + A1x(t − τ(t))
ì � ; �Fî

� �
0 ≤ τ(t) ≤ τm, 0 ≤ τ̇(t) ≤ d < 1



º:º ���8Â���É�Á�ËHÅúÑ_�b �Ã@ÇFÅ�ËU¦0ÂHÁ�Å!"�ËMÇ#�� t"�ËqÇ�Ò¬Ç]Á�Ê�ÈRÅ�Ç|âxËHÅ8Á�Â8ËHÆ>Ç

CJ� ��^0������K��Rì � ; �Fî �����B*/��^FK72���4/��#-[L1���K���$L�����*�_�+-� ∀τ(t) < τm
���

τ̇(t) < d
�"! #%+

�bc0#-�����M1�$��Ma¸4/$�&���#-4/$�$���+%+-�

V (t, ϕ) = ϕT (0)Pϕ(0) +

∫ 0

−τ
ϕT (s)Sϕ(s)ds +

∫ 0

−τ

∫ 0

s
ϕT (σ)Rϕ(σ)dσds

����+%+-�>[L1��
V̇ < 0

ϕ(s) = x(t + s)

V (t, ϕ) = xT (t)Px(t)+

∫ 0

−τ
xT (t+s)Sx(t+s)ds+

∫ 0

−τ

∫ 0

s
ẋT (t+σ)Rẋ(t+σ)dσds

V̇ = ẋT (t)Px(t) + xT (t)P ẋ(t) + xT (t)Sx(t) − (1 − τ̇)xT (t − τ)Sx(t − τ)

+τ ẋT (t)Rẋ(t) −
∫ t
t−τ(t) ẋT (σ)Rẋ(σ)dσ ì � ; �Qî

V̇ ≤ ẋT (t)Px(t) + xT (t)P ẋ(t) + xT (t)Sx(t) − (1 − d)xT (t − τ(t))Sx(t − τ(t))

+τmẋT (t)Rẋ(t) −
∫ t
t−τ(t) ẋT (σ)Rẋ(σ)dσ ì � ; · î

V̇ (t) = xT (t)Γ1x(t)+
����'�K����@$�?�9L*���#�a¸���H#%$L��?�9:'*�+-���8(��N����'�K����H&�'�4/#-��?��";

��4/$L��'*�#%'���K���$L��*�1,��^0������K����ET�����K72��J#%$LZ:*�'�#A*�$L���"I"#%+:aO*�1��J�*�ZQ4/#%'E_\4/'�$���'J+-���]����'�K����
&�'�4/#-��?��,ì 8 ��'�K����8&�'�4/#-��?�� ≤ f(x)

î (��8aO*43�4/$RTB�*���#-��aO*�#%'��

V̇ ≤ xT (t)Γ1x(t) + f(x) < 0

CJ���B&�4/$�(0#%��#-4/$���(�� ���*�_�#%+%#%��?©(�?�2\��$�(���$L�7&��������.a¸4/#-�B(01�'����*�'�(�K.*�c0#%K,1�K ���7(��
�*RZ:*�'�#A*���#-4/$ýK.*�c0#%K.*�+-�:; � *�#-�7&�����&�4/$�(0#%��#-4/$���'���������$L��&�4/$�����'�Z:*���#%ZQ���";�����&�#@�����
9Q?�$�?�'*�+-��K���$L�,(¸·UT�(���10cR&���4:�����7� ��î CE*�K�?�����4F(��)1���#%+%#-��?��,2\4/1�'8��'*�$���a¸4/'�K���'M+-�
��^0������K��N4/'�#%9:#%$�*�+���� dQî +A*)K.*�$�#-��'��,(��MK.*�5�4/'���'@+-���S����'�K����H&�'�4/#-��?�� 0 �:�21 0 dQ�91 ;
y	� �.�������]~4áE§.è����"£L§ ��}E�B¤��V�"�����E�iµâ���/òÍ�0�����	�Í|m}3��ðJ���"ñFòÍ§ §Q�)¤��V|�£Q�"§L�/ò3�-

�E�0�����	�¦|¬«-}��E§Yè����/�E§Y��}E��£L�/��§F}E��§Y|�§L�B�"§L�/òÍ§L��~Q���	���"£L�
® +J�bc0#-�����N[L1�*���'��N(0#��]?�'���$L�����8*�2�2�'�4F&������@2\4/1�'S+A*)��'*�$���a¸4/'�K.*���#-4/$R(01Y��^0������K��

4/'�#%9:#%$�*�+ 0 dQ�i1 ;
� ;SGH��2�'�?�����$L����',+-����^0������K�����4/1��Ma¸4/'�K���(]! 1�$���^0������K��7(��72�'���K7#-��')4/'�(0'��.��$
'���K72�+A*43"*�$L��+-���m����'�K����m'����*�'�(�?��<2�*�'m+A*H'���+A*���#-4/$�(��.58���S��4/$0�âCJ��#%_�$�#%��pH(�*�$��
+-�>��^0������K���ì � ; ��î 0 �:d91 �

ẋ(t) = (A0 + A1)x(t) − A1

∫ t
t−τ(t)[A0x(s) + A1x(s − τ(t))]ds

ì � ; �:î
CE*>���*�_�#%+%#%��?@(01.��^0������K��>ì � ; ��î �����¬*�+-4/'��]5�1�9Q?��S2�*�'¬&���+%+-�H(��,ì � ; �:î ;F����+A*N(0#%�"I
+O! #%$LZQ��'����B�����@#%$�&�4/'�'���&��M2�1�#-��[L1J! 4/$D2�*/�����,(]! 1�$R��^0������K��)T7'����*�'�(Y1�$�#-[L1��BT
1�$���^0������K��.T©'����*�'�(��)(0#-����'�#%_�1�?��,[L1�#�2�'�?�����$L��� (����,(0^F$�*�K7#-[L1����,��1�2�2�+-?b�
K���$L�*�#%'�����2�*�'�'*�2�2\4/'��STN+O! 4/'�#%9:#%$�*�+O;0CJ����(���10c ��^0������K����¬$��H��4/$L��(�4/$�&H2�*/�



Ñ_� ÁÂ�VÂ��8Â8Ä�Ò¬ÇFÅ�ÆMÅ Ç]Á�Â8Ã�É�ÄJÉ�Á�ï¦ÆMÅ�ÇYÇ�Ò¬Ç]Á�Ê�ÈRÅ�Ç|âxËHÅ8Á�Â8ËHÆ>Ç º: 

?�[L1�#%Z:*�+-��$L���N���M+-�)'����*�'�(W&�'�#%��#-[L1��
τm
T.2�*�'���#%'>(01�[L1���+m+-�)����&�4/$�(U��^0������K��

(���ZF#-��$L�©#%$����*�_�+-�R$J! ����� 2�*/�.a¸4/'�&�?�K���$L�Y&���+%1�#M+-�D'����*�'�( &�'�#%��#-[L1��R2\4/1�' +-�
��^0������K��>4/'�#%9:#%$�*�+O; � *�'8&�4/$���?�[L1���$L�"I�+O! 1���#%+%#-�*���#-4/$W(��,&��������>��'*�$���a¸4/'�K.*���#-4/$
2\4/1�'J5�1�9Q��'�+A*>���*�_�#%+%#%��?H(01 ��^0������K��@4/'�#%9:#%$�*�+	#%$�(01�#%�¬1�$ &�4/$�����'�Z:*���#-��K�� 0 �/�91
0 �:d91 ;

d ;@GH��2�'�?�����$L����'@+-�>��^0������K��M2�*�'@1�$Y��^0������K��M$���1���'��:;	����&�#J'���ZF#-��$L�MT
* î 1���#%+%#-����'@+A*B��'*�$���a¸4/'�K.*���#-4/$D(��!58���S��4/$0�âCJ��#%_�$�#%��pQ;

ẋ(t) = (A0 + A1)x(t) − A1

∫ t
t−τ(t) ẋ(s)ds

ì � ; ºQî
_ î '���2�'�?�����$L����'8+-�N��^0������K��N��4/1���a¸4/'�K��N(]! 1�$D��^0������K��M$���1���'��:;

d
dt [x(t) + A1

∫ t
t−τ(t) x(s)ds] = (A0 + A1)x(t)

ì � ;  Qî
& î 5�1�9Q��'7+A*W���*�_�#%+%#%��?V(01ý��^0������K��©4/'�#%9:$�*�+@2�*�'�&���+%+-�V(01ý��^0������K�� $���1���'��:;
� ��K��U��#N+-�Í��^0������K��W$���1���'��U$��W2�'�?�����$L���Í2�*/�Y(��U(0^F$�*�K7#-[L1����D��1�2�2�+-?b�
K���$L�*�#%'����"I	+O! *�$�*�+%^0���,(��,�*����*�_�#%+%#%��?,'���[L1�#-��'��82�*�'8&�4/$L��'��B(����8&�4/$L��'*�#%$L�����
��1�2�2�+-?�K���$L�*�#%'����8[L1�#E&�4/$�(01�#-����$L�MT)1�$Y&�4/$�����'�Z:*���#-��K�� 0 �0�£1 ;

� ;@íH��#%+%#-����'R1�$xK�4F(���+-���â^F2\�b�â(�����&�'�#%2���4/'";gÎ�'�#-(0K.*�$�(�*�$�� 0 d · 1 *¦(�?�ZQ��+-4/2�2\?
1�$��H$�4/1�ZQ��+%+-�8��'*�$���a¸4/'�K.*���#-4/$Y(01©��^0������K��H[L1�#\(�4/$�$��M(�����'�?���1�+%�*�����K�4/#%$��
&�4/$�����'�Z:*���#�a¸�"; ® +J�"! *�9:#%�H(��
* î '���K72�+A*/&���'H+-���S����'�K����@'����*�'�(�?��@2�*�'@+A*)'���+A*���#-4/$�58���S��4/$0�âCJ��#%_�$�#%��pQ;
_ î '���2�'�?�����$L����'¬+-�@��^0������K���2�*�'<1�$�K�4F(���+-�H*�2�2\��+-?S(�����&�'�#%2���4/'�(���+A*8a¸4/'�K��N�

{

ẋ(t) = y(t)

0 = (A + A1)x(t) − y(t) − A1

∫ t
t−τ(t) y(s)ds

⇔
[

In 0
0 0

] [

ẋ(t)
ẏ(t)

]

=

[

0 In

A0 + A1 −In

] [

x(t)
y(t)

]

−
∫ t

t−τ(t)

[

0
A1

]

y(s)ds

⇔
E˙̄x(t) = Ā0x̄(t) −

∫ t

t−τ(t)

[

0
A1

]

y(s)ds

� �
x̄(t) =

[

x(t)
y(t)

]

, E =

[

In 0
0 0

]

, Ā0 =

[

0 In

A0 + A1 −In

]

& î ��4/$���#-(�?�'���'H+A*,a¸4/$�&���#-4/$�$���+%+-�,C]^L*�2�1�$�4"ZL�§�M'*/��4"Z0�X]F#%#m(��M+A*)a¸4/'�K��

V (t) = x̄T (t)EPx̄(t) +

∫ 0

−τ

∫ t

t+θ
yT (s)Ry(s)ds +

∫ t

t−τ(t)
yT (s)Sy(s)ds

� �
P =

[

P1 0
P2 P3

]

, P1 > 0, EP = P T E ≥ 0
���

R > 0
;

V̇ (t) ≤ x̄T (t)Γ1x̄(t)−(1−d)y(t−τ(t))T Sy(t−τ(t))−
∫ t

t−τm

yT (s)Ry(s)ds+η(t)



 :� ���8Â���É�Á�ËHÅúÑ_�b �Ã@ÇFÅ�ËU¦0ÂHÁ�Å!"�ËMÇ#�� t"�ËqÇ�Ò¬Ç]Á�Ê�ÈRÅ�Ç|âxËHÅ8Á�Â8ËHÆ>Ç

V̇ (t) ≤ ζT (t)Γ1ζ(t)+
8 ��'�K����@$�?�9L*���#�a¸�

+
8 ��'�K����8&�'�4/#-��?��";

� �
ζ(t) =

[

x̄(t)
y(t − τ)

]

Γ1 = P T

[

0 In

A0 + A1 −In

]

+

[

0 (A0 + A1)
T

In −In

]T

P+

[

0 0
0 S + τmR

]

���@+-�M����'�K��>&�'�4/#-��?
η(t) = −2

∫ t
t−τ(t) x̄T (t)P T

[

0
A1

]

y(s)ds

CJ�>��^0������K��N�����H*/��^FK72���4/��#-[L1���K���$L�M���*�_�+-�N�"! #%+E�bc0#-�����
P,R

���
S
����+-�H[L1��

x̄T (t)Γ1x̄(t)+
8 ��'�K����H$�?�9L*���#�a¸�

+
8 ��'�K����8&�'�4/#-��?��

< 0
;

CJ�Í2�'�4/_�+-��K��Í'��������3*�+-4/'��DT ä�ãVç�ý�æVç ê�æ ò�æVç�
�æ�eç�ãüûÄåÄÿ�; � 4/1�'R&���+A*0I@#%+
�bc0#-�����>(0#��]?�'���$L�����8*�2�2�'�4F&������";
• ¹ ��§Fò3��ñL��§W�¥�E£L���¤¥�A�"£W|�§ ¹ ���2üÒ/ Î�'�#-(0K.*�$U*B1���#%+%#-��?,(�*�$�� 0 d · 1 +A*B2�'��b�
K7#-��'��N#%$�?�9L*�+%#%��?,(�� � *�'X]Y(�?b=�$�#-�N2�*�' 0 �:�91 �
� 4/1�'

a, b ∈ <n I�4/$R*©�

−2ab ≤ inf
Q>0

[aT Qa + bT Q−1b]
ì � ; �"�Qî

� $Y'���K72�+A*43"*�$L�
b = x̄(t)P T

[

0
A1

]

, a = y(t)
���

Q = R
; � $D4/_���#-��$L�,�

η(t) ≤ τ x̄T (t)P T

[

0
A1

]

R−1
[

0 AT
1

]

P x̄(t)ds+

∫ t

t−τ(t)
yT (t)Ry(t)

� �N&��MaO*�#%�"I�4/$D4/_���#-��$L�)�

V̇ (t) ≤ x̄T (t)Γx̄(t)

Γ =





Γ1 τmP T

[

0
A1

]

τm

[

0 AT
1

]

P −τmR





� 4/$�&:I<#%+@��1¸à���[L1��
Γ < 0

2\4/1�'�[L1��©+-�V��^0������K��V��4/#%�.*/��^FK72���4/��#-[L1��b�
K���$L�����*�_�+-�:;F����+A*M(0#%�"IQ��#�4/$.4/_�����'�ZQ�S+O! #%$�?�9L*�+%#%��?H(�� � *�'X]\IL4/$.*

[aT Qa+
bT Q−1b] ≥ 0

K\��K�����# −2ab < 0
;:����[L1�#F�����m&�4/$�����'�Z:*���#�a�; � *�'X])(�*�$��������

��'*�Z:*�10c 0 �:�91 I]*©*�+-4/'��N(�?�ZQ��+-4/2�2\?B1�$��B����&�4/$�(��B#%$�?�9L*�+%#%��?BK�4/#%$��N&�4/$�����'��
Z:*���#%ZQ�:;	°F4/#%�

M
1�$��NK.*���'�#-&��>[L1���+-&�4/$�[L1��>(��>(0#%K���$���#-4/$R*�2�2�'�4/2�'�#-?��:;

• ?]§L~Q�	�E|�§W�¥�E£L���¤¥�A�"£R|�§ ¹ ���2üº/ CE*7����&�4/$�(��>#%$�?�9L*�+%#%��?,(�� � *�'X]V�"! ?�&�'�#%�
0 �:�21 �

−2ab ≤ inf
Q>0

[(a + Mb)T Q(a + Mb) + bT Q−1b + 2bT Mb]
ì � ; �:��î



Ñ_� ÁÂ�VÂ��8Â8Ä�Ò¬ÇFÅ�ÆMÅ Ç]Á�Â8Ã�É�ÄJÉ�Á�ï¦ÆMÅ�ÇYÇ�Ò¬Ç]Á�Ê�ÈRÅ�Ç|âxËHÅ8Á�Â8ËHÆ>Ç  0�

���S2�*�'H&�4/$���?�[L1���$L�

−
∫

Ω 2a(α)b(α)dα ≤
∫

Ω

[

a(α)
b(α)

]T

[

Q QM
MT Q (MT Q + In)Q−1(QM + In)

] [

a(α)
b(α)

]

dα

ì � ; �"dQî

• z �E£L���¤¥�A�"£7|�§ ¢ �]�	�U§Q� ¹ ���2üb/ ® +0�"! *�9:#%�<(]! 1�$���#%$�?�9L*�+%#%��?S��$�&�4/'���K�4/#%$��&�4/$�����'�Z:*���#%ZQ�)[L1�#m�����H+O! �bc0����$���#-4/$U(����8(���10cD2�'�?�&�?�(���$L�����";E°F4/#%�
Y
I N ���

Z
(����SK.*���'�#-&����8[L1���+-&�4/$�[L1����@(��>(0#%K���$���#-4/$��8*�2�2�'�4/2�'�#-?����8���S����+%+-���H[L1��

[

Q Y
Y T Z

]

≥ 0

*�+-4/'��S+O! #%$�?�9L*�+%#%��?,�����@(�4/$�$�?��N2�*�' 0 �L 21 �

−2a(α)N b(α)dα ≤ inf
Q,Y,Z

[

a(α)
b(α)

]T [

Q Y −N T

Y T −N Z

] [

a(α)
b(α)

]

ì � ; �"�Qî
� �S2�*�'H&�4/$���?�[L1���$L�)�

−
∫

Ω
2a(α)N b(α)dα ≤

∫

Ω

[

a(α)
b(α)

]T [

Q Y −N T

Y T −N Z

] [

a(α)
b(α)

]

dα

584/1��)'���K.*�'�[L1�4/$���[L1��.2\4/1�'
Y = N T ��� Z = Q−1 Im4/$¯'�����'�4/1�ZQ�©+A*2�'���K7#-��'��S#%$�?�9L*�+%#%��?H(�� � *�'X]Dì � ; �"�Qî ; � ��2\4/1�' N = I

I
Y = N T +QM

���
Z = (MT Q + N )Q−1(QM + N T )

I	4/$D'�����'�4/1�ZQ�)+A*.����&�4/$�(��,#%$�?�9L*�+%#%��?
(�� � *�'X]Íì � ; �:��î ;

� ;@íH��#%+%#-����'71�$ýK�4F(���+-�©�â^F2\�b�â(�����&�'�#%2���4/'.���7+O!¹ûeý�ÿ��üé�êüûeò�ÿ5þüæ��üéVç�� æVò��Àã�ãVý
2\4/1�'E_\4/'�$���'�+-���E����'�K�����&�'�4/#-��?��";9Î�'�#-(0K.*�$JI/(�*�$�� 0 dQ�91 *@�bc02�+-4/#%��?¬+-���E��'*�Z:*�10c
(�� 0 �L 21 2\4/1�'¬_\4/'�$���'�+-�@����'�K��H&�'�4/#-��?@����4/_�����$�#%'�(�����'�?���1�+%�*����¬K���#%+%+-��1�'�����$
2\4:�*�$L�,�

b = x̄(t),N = P T

[

0
A1

]

, a = y(t)
I
Q = R

���
Z = Z

η(t) <

∫ t

t−τ(t)

[

y(s)
x̄(t)

]T [

R Y −N T

Y T −N Z

] [

y(s)
x̄(t)

]

ds

V̇ < 0 =⇒ ζT (t)Γζ(t) < 0

� �
ζ =

[

x̄(t)
x(t − τ(t))

] I

Ψ1 = P T

[

0 In

A0 −In

]

+

[

0 In

A0 −In

]T

P+

[

S 0
0 τmR

]

+hZ+

[

Y
0

]

+

[

Y
0

]T

���
Γ =





Ψ1 P T

[

0
A1

]

− Y
[

0 AT
1

]

P − Y T −(1 − d)S



 < 0



 :d ���8Â���É�Á�ËHÅúÑ_�b �Ã@ÇFÅ�ËU¦0ÂHÁ�Å!"�ËMÇ#�� t"�ËqÇ�Ò¬Ç]Á�Ê�ÈRÅ�Ç|âxËHÅ8Á�Â8ËHÆ>Ç

¡�� �.�������]~4áE§¦�"���E�W�"�����E�iµâ���/òÍ�0�����	�»|�§`òÍ�]|�ñF¤�§¦���,è����/�E§���}E��£L�/��§F}E��§
|�§L�7�"§L�/òÍ§L��~Q���	���"£L� �
P8�U���R*�+ 0 �:d21 4/$L�D(�?�ZQ��+-4/2�2\?Í1�$��UK�?�����4F(��Í(��U���*�_�#%+%#%��?Í(�?�2\��$�(�*�$L����(01

'����*�'�(VK.*�#-�@�*�$��H*�ZQ4/#%'@'���&�4/1�'��8T)+A*)��'*�$���a¸4/'�K.*���#-4/$R(01VK�4F(���+-�>(01Y��^0������K��M$�#
*�10cD(0#��]?�'���$L�����8#%$�?�9L*�+%#%��?��M&�#%��?����82�'�?�&�?�(���K7K���$L�"; � *�#-�@2�+%1��J�/�M��$U*�5�4/1�����$L�M(����
K.*���'�#-&�����*�'�_�#%��'*�#%'����)2\4/1�')'���2�'�?�����$L����'B+A*Y'���+A*���#-4/$ý��$L��'��.+-���B(0#��]?�'���$L���)����'�K����
(��N+A*,a¸4/$�&���#-4/$�$���+%+-�:;�CE*)a¸4/$�&���#-4/$�$���+%+-�,C]^L*�2�1�$�4"ZL�§�M'*/��4"Z0�X]F#%#�&�4/$���#-(�?�'�?��,�����

V (t) = xT (t)Px(t) +

∫ 0

−τ

∫ t

t+θ
ẋT (s)Zẋ(s)ds +

∫ t

t−τ(t)
xT (s)Sx(s)ds

� �
P = P T > 0

I
S = ST > 0

���
Z = ZT > 0

;<CE*Ya¸4/'�K,1�+-�Y(��#58���S��4/$0�
CJ��#%_�$�#%��p.�����82�'�#-���7��$U&�4/K72����7��$Í*�5�4/1��*�$L�)T.+A* (�?�'�#%ZQ?��7(��)+A*�a¸4/$�&���#-4/$�$���+%+-�

V+-�N����'�K��>��1�#%Z:*�$L�,�

2[xT (t)N1 +xT (t− τ(t))N2 + ẋ(t)N3]× [x(t)−x(t− τ(t))−
∫ t

t−τ
ẋ(s)ds] = 0ì � ; ���Fî

� �
N1
I
N2
���

N3
��4/$L�,(����>K.*���'�#-&����)*�'�_�#%��'*�#%'����)[L1�#<'���2�'�?�����$L����$L�)+A*©'���+A*���#-4/$

��$L��'��.+-���,����'�K����B(���+A*©a¸4/'�K,1�+-� (��.CJ��#%_�$�#%��pQ; � ��K\��K��.+A*V'���+A*���#-4/$ ì � ; �"�Qî �����
1���#%+%#-��?��

2[xT (t)T1+xT (t−τ(t))T2+ẋ(t)T3]×[ẋ(t)−A0x(t)−A1x(t−τ(t))] = 0
ì � ; �"�Qî

� ! 1�$R*�1���'��>&%�/��?:I�#%+J�bc02�+-4/#%���N+A*B'���+A*���#-4/$3�

τmηT (t)Xη(t) −
∫ t

t−τ(t)
ηT (s)Xη(s)ds ≥ 0,∀X =





X11 X12 X13

XT
12 X22 X23

XT
13 XT

23 X33



 ≥ 0

ì � ; � · î
� �

η(t) =

[

x(t)
x(t − τ(t))

] ;
CE*7(�?�'�#%ZQ?��>(��N+A*,a¸4/$�&���#-4/$�$���+%+-�,�����@(�4/$�$�?��>2�*�'>�

V̇ = xT (t)(PA0 + AT
0 P )x(t) + 2xT (t)PA1x(t − τ(t)) + xT (t)Sx(t)

−(1 − τ̇(t))xT (t − τ(t))Sx(t − τ(t)) + τmẋT (t)Zẋ(t) −
∫ t
t−τ ẋT (s)Zẋ(s)dsì � ; ���:î

V̇ ≤ xT (t)(PA0 + AT
0 P )x(t) + 2xT (t)PA1x(t − τ(t)) + xT (t)Sx(t)

−(1 − d)xT (t − τ(t))Sx(t − τ(t)) + τmẋT (t)Zẋ(t) −
∫ t
t−τ ẋT (s)Zẋ(s)ds

+(5.14) + (5.16)

⇒ V̇ ≤ ζT (t)Γζ(t) −
∫ t

t−τ
ζT (t, s)Ψζ(t, s)



Ñ_� ÁÂ�VÂ��8Â8Ä�Ò¬ÇFÅ�ÆMÅ Ç]Á�Â8Ã�É�ÄJÉ�Á�ï¦ÆMÅ�ÇYÇ�Ò¬Ç]Á�Ê�ÈRÅ�Ç|âxËHÅ8Á�Â8ËHÆ>Ç  :�

Ì ZQ��&
ζ(t) =





x(t)
x(t − τ(t))
ẋ(t)





I
Γ =





Γ11 + τmX11 Γ12 + τmX12 Γ13 + τmX13

ΓT
12 + τmXT

12 Γ22 + τmX22 Γ23 + τmX23

ΓT
13 + τmXT

13 ΓT
23 + τmXT

23 Γ33 + τmX33





���
Ψ =









X11 X12 X13 N1

XT
12 X22 XT

23 N2

XT
13 X23 XT

33 N3

NT
1 NT

2 NT
3 Z









≥ 0

°L#
Ψ > 0

���
Γ < 0

*�+-4/'��
V̇ < 0

; � $.*�2�2�+%#-[L1�*�$L�<+-��+-��K7K��S(��@°F&��L1�'"IL&���+A*H'���ZF#-��$L�
T)'�?���4/1�(0'��N+A*7C �R® �









Γ11 Γ12 Γ13 τmN1

ΓT
12 Γ22 Γ23 τmN2

ΓT
13 Γ23 Γ33 τmN3

τmNT
1 τmNT

2 τmNT
3 −τmZ









< 0
ì � ; �"ºQî

Γ11 = Q + N1 + NT
1 − AT

0 T T
1 − T1A0

I
Γ12 = NT

2 − N1 − AT
0 T T

2 − T1A1
I

Γ13 = P + NT
3 + T1 − AT

0 T T
3

Γ22 = −(1 − d)Q − N2 − NT
2 − T2A1 − AT

1 T T
2

Γ23 = −NT
3 + T2 − AT

1 T T
3

Γ33 = τmZ + T3 + T T
3

���������D*�2�2�'�4F&����D������+O! �bc0����$���#-4/$¦(�������'*�Z:*�10c�(�� � *�'X]ý��� � 4F4/$J; � 1�#-��[L1��
2\4/1�'�1�$©��^0������K��MT>'����*�'�( #%$LZ:*�'�#A*�$L�@����2\4/1�'

X12 = X22 = T = 0
I04/$ '�����'�4/1�ZQ�

+-����'�?���1�+%�*�����(�� 0 �L 91 ;0���������M*�2�2�'�4F&����H2\��'�K�����(��H(�?�����'�K7#%$���'�+-����Z:*�+-��1�'���*�2�2�'�4��
2�'�#-?����@(����@K.*���'�#-&����

Ti
I
Ni
I
Z
���

Xij
2�*�'@+A*)'�?���4/+%1���#-4/$D(]! C �R® �";

� *�$��J��4/$,*�'���#-&�+-� 0 ���£1 I�C]#%$)*�(�?�ZQ��+-4/2�2\?�1�$��<$�4/1�ZQ��+%+-�ma¸4/$�&���#-4/$�$���+%+-�¬C]^L*�2�1�$�4"ZL�
�M'*/��4"Z0�X]F#%#J[L1�#J2\��'�K����H(]! #%$L��'�4F(01�#%'��)(����SK.*���'�#-&����8*�'�_�#%��'*�#%'����8��1�2�2�+-?�K���$L�*�#%'����
#%$�(01�#-�*�$L�8TB1�$��M2�+%1��@9:'*�$�(��só��bc0#%_�#%+%#%��?:;

V (t) = xT (t)Px(t) +
∫ 0
−τ

∫ t
t+θ

[

x(s)
ẋT (s)

] [

Q U
UT R

] [

x(s)
ẋ(s)

]

ds

+
∫ t
t−τ(t)

[

x(s)
ẋT (s)

]T [

S W
W T Z

] [

x(s)
ẋ(s)

]

ds

ì � ; �" Qî

2[xT (t)N1 + xT (t − τ(t))N2 + ẋ(t)N3 + ẋ(t − τ(t))N4]

×[x(t) − x(t − τ(t)) −
∫ t
t−τ ẋ(s)ds] = 0

ì � ; d:�Qî

2[xT (t)T1 + xT (t − τ(t))T2 + ẋ(t)T3 + ẋ(t − τ(t))T4 +
∫ t
t−τ x(s)dsT5]

×[ẋ(t) − A0x(t) − A1x(t − τ(t))] = 0 ì � ; d0��î



 �� ���8Â���É�Á�ËHÅúÑ_�b �Ã@ÇFÅ�ËU¦0ÂHÁ�Å!"�ËMÇ#�� t"�ËqÇ�Ò¬Ç]Á�Ê�ÈRÅ�Ç|âxËHÅ8Á�Â8ËHÆ>Ç

V̇ ≤ ηT (t)Γη(t) −
∫ t

t−τ(t)
[ηT (t)N̄ + ζT (s)Z̄]Z̄−1[N̄T η(t) + Z̄T ζ(s)]ds

� �
ζ =









x(t)
x(t − τ(t))
ẋ(t)
ẋ(t − τ(t))









I
N̄ =









AT
0 T T

5 N1

AT
1 T T

5 N2

−T T
5 N3

0 N4









I
Z̄ =

[

S W
W T Z

] I

Γ = Ω + τmN̄Z̄−1N̄T I Ω =









Ω11 Ω12 Ω13 Ω14

∗ Ω22 Ω23 Ω24

∗ ∗ Ω33 Ω34

∗ ∗ ∗ Ω44









CJ���HC �R® �@TB'�?���4/1�(0'��>��4/$L�8*�+-4/'��>�

Z̄ > 0
ì � ; d:dQî

[

Ω N̄
N̄T −τmZ̄

]

< 0
ì � ; d:�Qî

Í */��?��,��1�')&����>'�?�&���$L���,'�?���1�+%�*����B*�#%$���#�[L1�����1�',+-���>'�?���1�+%�*����)&�#%��?��)*�1�2�*�'*�Z:*�$L�"I
$�4/1��H(�?�ZQ��+-4/2�2\4/$��8&�#���*�2�'����8(0#��]?�'���$L���8(]! 4/_�����'�Z:*�����1�'��H2\4/1�'H��^0������K����HTB'����*�'�(��
(�4/$L�H+O! 4/_05���&���#�a�=�$�*�+E�����@(��N'�?"*�+%#-����'@+-�N(0#A*�9:$�4:����#-&,(��N(�?baO*�1����";

�glIÚ ÐÒÑ�v�xp6y�~.Ô6xjo�prvºw,nUo�p�ÖtxjvÒvÀÐgvÂÔ6ÙgM xjvúù prx�Ô6~$prÖtv
584/1��,2�'�?�����$L��4/$��7(�*�$��B&��������.2�*�'���#-� (��.+O! ?���1�(��.+-���B?��*�2\���)��1�#%ZF#-���,2\4/1�')+A*

&�4/$�&���2���#-4/$.(]! 4/_�����'�ZF����1�'���í ®�� I
H∞

���
H∞

'�4/_�1��������"; � *�#-�<(]! *�_\4/'�(]I/$�4/1��<(�4/$0�
$�4/$��@1�$R*�2\��'J3�1R��1�'S+-���H(0#��]?�'���$L���84/_�����'�Z:*�����1�'��H(�?�5�T7(�?�ZQ��+-4/2�2\?��8(�*�$��@+A*B+%#%����?b�
'*���1�'��>(�?�(0#-?��8*�10cV��^0������K����HT)'����*�'�(��";
� *�'�4/1�*/&�� 0 �"º91 *8(�?�ZQ��+-4/2�2\?�1�$74/_�����'�Z:*�����1�'��*�$���'����*�'�(��<#%$L����'�$����<2\4/1�'<������#��

K���'�+O! ?��*��S(]! 1�$©��^0������K��MT,?��*�����'����*�'�(�?��S(�4/$L��+-����'����*�'�(���Z:*�'�#-��$L�S������4/$L��_\4/'��
$�?��";:CE*N��^F$L���������@(��S&�����4/_�����'�Z:*�����1�'�*HaO*�#%�¬*�2�2\��+�TM+A*8'�?���4/+%1���#-4/$.(��@&�4/$L��'*�#%$L�����
*�+%9Q?�_�'�#-[L1����SK.*�#-�@*�1�����#](]! C �R® �";0CJ���S&�4/$L��'*�#%$L�����HC �R® ����4/$L�@(�?�2\��(�*�$L�����@(01©'��b�
�*�'�(];
��4/$�&���'�$�*�$L�7+-���B4/_�����'�Z:*�����1�'��7TD��$L��'�?����B#%$�&�4/$�$L1����"Im4/$�2\��1��B&�#%����'B+-���,��'*��

Z:*�10c 0 · �i1 44�R1�$Rí ®�� 2\4/1�'8(����8��^0������K����MT�?��*����H'����*�'�(�?��N*�?���?,(�?�ZQ��+-4/2�2\?B��$
1���#%+%#-�*�$L�71�$ý4/_�����'�Z:*�����1�'7�â^F2\�b�âC]1���$L_\��'�9Q��'.�*�$��)'����*�'�(��B#%$L����'�$�������1�'B+A*D_�*/���
(��8'�?���4/+%1���#-4/$V(]! ?�[L1�*���#-4/$��@*�+%9Q?�_�'�#-[L1����"; � *�$�� 0 d: 91 IF1�$©í ®�� *�ZQ��&M�����*�$���'����*�'�(
#%$L����'�$��.�����N(�?�ZQ��+-4/2�2\?72\4/1�'N1�$3��^0������K��7T©?��*����N'����*�'�(�?��";JCJ���N2�*�'*�K�����'����)(��
+O! í ®�� ��4/$L�>(�?�����'�K7#%$�?��>2�*�'N+A*.'�?���4/+%1���#-4/$3(��7&�4/$L��'*�#%$L�����B*�+%9Q?�_�'�#-[L1����>��$U1���#%+%#��
�*�$L�S+A*,K�?�����4F(��N(��M+A*,2�����1�(�4/#%$LZQ��'����>���S2�*�'�'�?���4/+%1���#-4/$DC �R® ; 0 ·:· 1 *B(�?�ZQ��+-4/2�2\?
1�$3í ®�� _�*/��?���1�'>+O! *�2�2�'�4F&����.(���C]^L*�2�1�$�4"ZL�âG8*6p�1�K7#¿]F��#%$J;E+O! í ®�� �����>(�?�����#%$�? T
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(����>=�$��B(��.(0#A*�9:$�4:����#-&:;�����2\��$�(�*�$L�"I<*�1�&�1�$��©?���1�(�� ��1�')+-���)4/_�����'�Z:*�����1�'��)2\4/1�'
��^0������K����@T7?��*����@���H��$L��'�?����@'����*�'�(�?��@$J! �����H&�4/$���#-(�?�'�?��:;
��4/$L��'*�#%'���K���$L�8*�10c.��'*�Z:*�10c©�bc0#-���*�$L���"IL$�4/1��S&�4/$���#-(�?�'�4/$��S(�*�$���$�4/��'��8?���1�(��

1�$��M&�+A*/�����H2�+%1���+A*�'�9Q�M(��M��^0������K����ST,'����*�'�(��"; � $V�&�]���"IF+-���S��^0������K�����&�4/$���#-(�?�'�?��
��4/$L�H(����@��^0������K����@T7?��*����@���H��$L��'�?����@'����*�'�(�?��H(��N+A*,a¸4/'�K����

{

ẋ(t) =
∑nτ

i=0 Aix(t − τi(t)) +
∑nτ

i=0 Biu(t − τi(t)) + Ef(t)
y(t) = Cx(t)

ì � ; d��Fî

� �
x ∈ <n ������+O! ?��*��@(01Y��^0������K��:I u ∈ <p ������+O! ��$L��'�?��:I y ∈ <m ������+A*B��4/'���#-�N���

f ∈ <nf
+-��(�?baO*�1��<*9�]��&��*�$L��+-����^0������K��:;�CJ���EK.*���'�#-&����

A0 ∈ <n×n ��� B0 ∈ <n×p��4/$L��'�����2\��&���#%ZQ��K���$L�S+-����K.*���'�#-&����S(]! ?��*��@����(]! ��$L��'�?��:;
Ai ∈ <n×n ��� Bi ∈ <n×p2\4/1�'

i = 1, nτ
��4/$L�M'�����2\��&���#%ZQ��K���$L�>+-���8K.*���'�#-&����N(]! ?��*��N'����*�'�(�?��N���N(]! ��$L��'�?����

'����*�'�(�?����";
C ∈ <m×n �����>+A* K.*���'�#-&��.(�����4/'���#-�7��� E ∈ <n×nf

�����>+A* K.*���'�#-&��
(��8(�?baO*�1����";

τi, i = 1, nτ
��4/$L��+-����K,1�+%��#%2�+-���S'����*�'�(���Z:*�'�#A*�$L���S(�*�$���+-�H����K72�������+-�

[L1��7�
{

τi(t) = 0 pour i = 0
0 ≤ τi(t) ≤ hi et 0 ≤ τ̇i(t) ≤ di < 1 pour i = 1, nτ

ì � ; d:�Qî

� 4/1�'�&��������8&�+A*/�����@(��8��^0������K�����$�4/1���(�?�ZQ��+-4/2�2\4/$���(�����4/_�����'�Z:*�����1�'���(��@�â^F2\�
C]1���$L_\��'�9Q��'8(��N����'�1�&���1�'��,����K,_�+A*�_\�,TB&���+%+-�>(01D��^0������K��7�






ż(t) =
∑nτ

i=0 Fiz(t − τi(t)) +
∑nτ

i=0 TBiu(t − τi(t)) +
∑nτ

i=0 Giy(t − τi(t))
x̂(t) = z(t) + Ny(t)
ŷ(t) = Cx̂(t) ì � ; d · î

� �
x̂ ∈ <n ��� ŷ ∈ <m ��4/$L�7'�����2\��&���#%ZQ��K���$L� +O! ������#%K�?��Y(��©+O! ?��*��

x
���.(��©+A*

��4/'���#-�
y
I
z = Tx ∈ <n �����8+O! ?��*��N(��)+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'"I u ��� y

��4/$L�M+-���M��$L��'�?����N(��
+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'";	CJ���HK.*���'�#-&����

T ∈ <n×n, N ∈ <n×m, Fi ∈ <n×n ��� Gi ∈ <n×m��4/$L�B+-���)2�*�'*�K�����'�����(�� +O! 4/_�����'�Z:*�����1�'.TR(�?�����'�K7#%$���'�(��.aO*43�4/$�TR�*���#-��aO*�#%'��.+-���
4/_05���&���#�a¸�@(�?���#%'�?��";
����+A*©(0#%�"I\2\4/1�'>��#%K72�+%#�=���'>+A*©��^F$L���������7(����>4/_�����'�Z:*�����1�'��"I\$�4/1��>&�4/$���#-(�?�'�4/$��

+-���,��^0������K����BTY(���10cÍ'����*�'�(��)1�$�#-[L1���K���$L�Yì
nτ = 2

î �*/&���*�$L�B[L1���+A*VK�?�����4F(��
2\��1��@���M9Q?�$�?�'*�+%#-����'MT

nτ
'����*�'�(��";

¨,�	�E|m�A�����	�E�B|�§D|�£Q�"§L~:�"��èm�¥¤¥�A�"£
CJ�>��^0������K���ì � ; d��Fî �����@(�?�����&��*�_�+-�,��#��

rang

[

sIn − ∑2
i=0 Ai E

C 0

]

= n + nf
ì � ; dQ�:î
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�gl�� jønU�t|�xw�Ô6uJnU� ÖtxjvÒn$Ñ�v�xp6y�~.Ô6xjo�prv�½-�Ð
� *�$��H&��������>2�*�'���#-�:I�$�4/1��H(�?�ZQ��+-4/2�2\4/$��H1�$R4/_�����'�Z:*�����1�'MT7��$L��'�?����H#%$�&�4/$�$L1����

(��B+A*.a¸4/'�K��Yì � ; d:ºQî (�4/$L�>+-���N2�*�'*�K�����'����,(�4/#%ZQ��$L������'��)=�c�?��N(��)aO*43�4/$3T '���$�(0'��
+A*W(0^F$�*�K7#-[L1��Y(��©+O! ��'�'���1�'.(]! ������#%K.*���#-4/$

e = x − x̂
*/��^FK72���4/��#-[L1���K���$L�.$L1�+%+-�

[L1���+-[L1��>��4/#-��$L�@+-���@��$L��'�?����
u
I�+-���@&�4/$�(0#%��#-4/$��@#%$�#%��#A*�+-���

x
���@+-���@(�?baO*�1����

f
;

CE*7(0^F$�*�K7#-[L1��>(��N+O! ��'�'���1�'H(]! ������#%K.*���#-4/$R�����@(�4/$�$�?��N2�*�',�






ė(t) =
∑2

i=0 Fie(t − τi(t)) +
∑2

i=0(T − (In − NC))Biu(t − τi(t))+
∑2

i=0(FiT − TAi + GiC)x(t − τi(t)) − TEf(t)
r(t) = Ce(t) ì � ; d:ºQî

��4/K7K���2�'�?�����$L��?S(�*�$���+-��&���*�2�#%��'��S2�'�?�&�?�(���$L�"I:&���&�#02\��1��<���¬'�?"*�+%#-����'���#04/$B#%K72\4:���
+-���@&�4/$�(0#%��#-4/$��8��1�#%Z:*�$L�����>�
� ;

T = In − NC
ì � ; d: Qî

d ;
Fi = TAi − ḠiC

ì � ; �:�Qî
� ;

Ḡi = Gi − FiN
ì � ; �0��î

� ;
TE = 0

ì � ; �:dQî
� *�'8&�4/$���?�[L1���$L�"I�+A*7(0^F$�*�K7#-[L1��>(��M+O! ��'�'���1�'8���M'�?�(01�#%�8T

ė(t) =

2
∑

i=0

Fie(t − τi(t))
ì � ; �:�Qî

���8+-�>2�'�4/_�+-��K��)'���ZF#-��$L�NT���'�4/1�ZQ��'8+-���HK.*���'�#-&����
Fi
����+%+-���M[L1��>+-�)��^0������K�� ì � ; �:�Qî

��4/#%�H*/��^FK72���4/��#-[L1���K���$L�M���*�_�+-�:;
Ì =�$¦(]! ^¯2�*�'�ZQ��$�#%'"I¬$�4/1�� */(�4/2���4/$�� (���10c�?��*�2\���";�CE*W2�'���K7#-��'��R&�4/$���#-�����DT

'�?���4/1�(0'���+-���>&�4/$�(0#%��#-4/$��B*�+%9Q?�_�'�#-[L1����,2�*�'>+A*©K�?�����4F(��.(��7+A*©2�����1�(�4/#%$LZQ��'�����9Q?b�
$�?�'*�+%#-��?��>[L1�#]$�4/1��@42�\'��N(����S(���9:'�?��H(��M+%#%_\��'���?M$�4/1��S2\��'�K������*�$L�8(��M2�*/������'HT)+A*
����&�4/$�(��>?��*�2\�>[L1�#J&�4/$���#-�����>T7�*���#-��aO*�#%'��M+A*B���*�_�#%+%#%��?)*/��^FK72���4/��#-[L1��:;

Dã÷þ`ãI� ÉÊ���2��éI�j���L���Ì�`���¨�¸���c�c�G���L���c�#�Wé��¤�«ÿcË¶�Iê�`���
GH?�?�&�'�#%ZQ4/$��@+-���@&�4/$�(0#%��#-4/$��Bì � ; �L�Qî ���,ì � ; �F�:î ��4/1���a¸4/'�K��NK.*���'�#-&�#-��+%+-�.�

[

T N F0 Ḡ0 F1 Ḡ1 F2 Ḡ2

]

Θ1 = Ψ1
ì � ; ���Fî
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Ì ZQ��&

Θ1 =

























In E A0 A1 A2

C 0 0 0 0
0 0 −In 0 0
0 0 −C 0 0
0 0 0 −In 0
0 0 0 −C 0
0 0 0 0 −In

0 0 0 0 −C

























∈ <(4n+4p)×(4n+q)

���
Ψ1 =

[

In 0 0 0 0
]

∈ <n×(4n+q).

(�§Fò3òÍ§ yú�a�����V¤^��¦§��¡£���P�3²V� ¡ü¦=¤C²V� [

T N F0 Ḡ0 F1 Ḡ1 F2 Ḡ2

] �3�V«
¦=¤^���3�V¤^�3�V��¦�����µ��! �"H� ¤���¦9��� ¡£�®�  f� ��¦9� ¤P�q��¥{²V�:�V¤=¦=¤C²V�����t��¨�¥{²V¡��:�q�!#������a�H� ��¦=¢{¨{�a�
¤E�:¥{²V�À�À¡À�a�%$

rang(CE) = rang(E)
ì � ; �:�Qî

�a��¦'&V¨ ¢ ¤ (Ï¨{��µ*)g��¦C¦§�1¥{²V�:�V¤=¦=¤C²V� �a��¦P¥a� �E�®�,+�¡À�|�{� ²V�5¦=¢�²V¡-&V�.#�¨ ��¨ ¢��V�®�  f� ��¦��Ä�V���A�q�
� �V��¦�/�´a���9���a�10��32ú��¦��V�:�Ä�V¢��6�54�687�9
¹ ��§F}J�	§ y:����3²V� ¡ü¦=¤C²V�
[

T N F0 Ḡ0 F1 Ḡ1 F2 Ḡ2

] ���,����µ��! �"������À� �:�H�V¡�¢��V�-#H���³�q�Ô ³�V«
¦=¢ ¤C¥a�

Θ1.
0/�����3²V� ¡ü¦=¤C²V�>���V¤^��¦§�P� ¤���¦g��� ¡£�®�  f� ��¦�� ¤;4�78<�9

rang

[

Θ1

Ψ1

]

= rangΘ1
ì � ; � · î

= ��¡ü¦=¤E� ¤^�3�V��¦Ï¥a��¦C¦§�9¢{� �q�T¦=¤C²V�>����µ��-7?"A��¦o�q�L��¨�(g�À¤=¦=¤C²V�H���P�q�f ³�T¦=¢ ¤C¥a�
Θ1

��¦
Ψ1

ªÏ²V�
²�©�¦=¤�� ��¦

rang

[

In E
C 0

]

= n + rangE
ì � ; �Q�:î

@ ¨�(g�À¤^�a�3²V�����q�³ ³�T¦=¢ ¤C¥a�9�:²V�1� ¤E�-#V¡£� ¤�´ ¢{�
V0 =

[

In 0
C −Ip

]

,
�V�q²V¢a�

(5.37) ⇔ rangV0

[

In E
C 0

]

= n + rankE

⇔ rangCE = rankE

)g�A+�¡£¤o¥{²V N�:�®´�¦§�9�q���:¢{� ¡-&V�
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� � 0 · �21 I����H��4/1��,ì � ; �:�Qî I�+A*7��4/+%1���#-4/$Y9Q?�$�?�'*�+-�>(��.ì � ; ���Fî �����>�
[

T N F0 Ḡ0 F1 Ḡ1 F2 Ḡ2

]

= Ψ1Θ
+
1 −K(I2n+2p−Θ1Θ

+
1 )
ì � ; �:ºQî

� �
Θ+

1

�����J+A*�2�����1�(�4/#%$LZQ��'�����(��
Θ1
���

K ∈ <2(n+p)xn �����J1�$��<K.*���'�#-&���*�'�_�#%��'*�#%'��[L1J! 4/$.2\4/1�'�'*N=�c���'�*�=�$©(��H�*���#-��aO*�#%'��@+-���¬&�4/$�(0#%��#-4/$���$�4/$©*�+%9Q?�_�'�#-[L1����Nì � ; �:�Qî ; � �
+A*SK\��K���K.*�$�#-��'���[L1��¬(�*�$��J+-�¬&���*�2�#%��'��¬2�'�?�&�?�(���$L�"I�+-���E2�*�'*�K�����'�����(���+A*@��4/+%1���#-4/$
Fi
2\��1�ZQ��$L�H�"! ?�&�'�#%'��>��4/1��S+A*)a¸4/'�K��7�

Fi = χi − Kβi

� �
χi = Ψ1Θ

+ϕi, βi = (I2n+2p − Θ1Θ
+)ϕi

Ì ZQ��&
ϕ0 =

























A0

0
0
−C
0
0
0
0

























I
ϕ1 =

























A1

0
0
0
0
−C
0
0

























���
ϕ2 =

























A2

0
0
0
0
0
0
−C

























� $Y'���K72�+A*43"*�$L�8+A*B��4/+%1���#-4/$�ì � ; �:ºQî (�*�$��@+A*B&�4/$�(0#%��#-4/$ �Qî (01V����?�4/'���K�� ��î I

[

F0 F1 F2

]

=
[

T N F0 Ḡ0 F1 Ḡ1 F2 Ḡ2

]

























A0 A1 A2

0 0 0
0 0 0
−C 0 0
0 0 0
0 −C 0
0 0 0
0 0 −C

























� *�'8&�4/$���?�[L1���$L�@+A*7(0^F$�*�K7#-[L1��>(��M+O! ��'�'���1�'8(���ZF#-��$L�,�
{

ė(t) =
∑2

i=0(χi − Kβi)e(t − τi(t))
r(t) = Ce(t)

ì � ; �: Qî

Dã÷þ`ã=È ÉÊ���2��éI�j���L���Ì�`���¨�¸���c�c�G���L���c���`���{�Wé��¤�«ÿcË¶�Iê�`���
CJ��2�'�4/_�+-��K��S'���ZF#-��$L��TH��'�4/1�ZQ��'<+A*8K.*���'�#-&��

K
����+%+-�S[L1���+-�S��^0������K��Nì � ; �L Qî �����

*/��^FK72���4/��#-[L1���K���$L�7���*�_�+-�:; � 4/1�'B&���+A*V_�*/��?.��1�'>+-���>��'*�Z:*�10c�(��)Î�'�#-(0K.*�$¯(�*�$��
0 dQ�91 I0$�4/1��@?�$�4/$«3�4/$��H+-�M����?�4/'���K��,��1�#%Z:*�$L�,�
û áE£L����ñFòÍ§ yCB�²V¡����q� ¥{²V�:�V¤=¦=¤C²V� ���H��¨�¥{²V¡��:�q�!#�������µ�����" ��¦N��²V¡£¢>���a�D&6�V�®� ¡£¢a�
�Ä²V�À��¨{�a�P���

εi
ª
i = 1, 2

ªg¤E�����V¤^��¦§��¡£���� ³�T¦=¢ ¤C¥a�
K

¦§� �E�®�E+�¡À��{� ²�©a��� ¢�&6�T¦§� ¡£¢�����µGF�H�"
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�a��¦o�6� �V N��¦�²T¦=¤I+�¡À�  f� ��¦���¦���© �®�Ï��²V¡£¢9¦�²V¡ü¦§�J�3²V�:¥3¦=¤C²V�H�V¤ °±¨ ¢{� ��¦=¤C��© �®�
τi (t)

�3�T¦=¤^���3�V¤E«
�3�V��¦:��²V¡£¢P¦�²V¡ü¦

t ≥ 0
ª
0<τi(t)≤hi, τ̇i (t) ≤ di < 1, i = 1, 2

�À� ¤E�/���V¤^��¦§�
n × n ³�T¦=¢ ¤C¥a�a�

Q1 = QT
1 > 0, Q2, Q3, Z̄i1 , Z̄i2 , Z̄i3

ª
S̄i = S̄T

i > 0, R̄i = R̄T
i > 0��²V¡£¢

i = 1, 2
��¦

U ∈ <n×(4n+4p) +�¡£¤,�3�T¦=¤^���3²V��¦g�®�a�K:ML|�{��� ¡£¤�&6�V��¦§�a�%$
















ᾱ11 ᾱ12 0 0 QT
2 QT

2

∗ ᾱ22 ᾱ23 ᾱ24 QT
3 QT

3

∗ ∗ ᾱ33 0 0 0
∗ ∗ ∗ ᾱ44 0 0

∗ ∗ ∗ ∗ −h−1
1 R̄1 0

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ −h−1
2 R̄2

















< 0
ì � ; �L�Qî





R̄i 0 εiR̄iAi

∗ Z̄i1 Z̄i2

∗ ∗ Z̄i3



 ≥ 0 ; i = 1, 2
ì � ; ����î

2ON

ᾱ11 = Q2 + QT
2 +

∑2
i=1 hiZ̄i1 +

∑2
i=1 S̄i

ᾱ12 = Q3 − QT
2 +

∑2
i=0 εi

(

QT
1 χi − Uβi

)

+
∑2

i=1 hiZ̄i2

ᾱ22 = −Q3 − QT
3 +

∑2
i=1 hiZ̄i3

ᾱ23 =
(

χT
1 − AT

1 ε1

)

Q1 − βT
1 UT

ᾱ33 = − (1 − d1) S̄1

ᾱ24 =
(

χT
2 − AT

2 ε2

)

Q1 − βT
2 UT

ᾱ44 = − (1 − d2) S̄2

:��³ ³�T¦=¢ ¤C¥a�
K

�a��¦Ï�Ä²V�À��¨{�Ï���V¢

K = Q−1
1 U

ì � ; �LdQî
¹ ��§F}J�	§ ¡QP�²V¤E¢KRN�À�������'R9µ
� ¤�����/�A�9á�òÍ§ yS)��6�f�T"DB�²V¡��U����µ�����"���¦.����µGF	VW">¥�/ü²V¤^� ¤E¢

εi ∈ <n×n ª i = 1
ª

2��¦P¢{¨a�3²V¡��V¢{���®�a�X:ML|�{�Y����µ  Z<?"F��¦[����µ  Z6?"���&V��¥
Q1 = QT

1 > 0, Q2, Q3, S̄i =
S̄T

i > 0, Z̄i1 , Z̄i2 , Z̄i3 , U
��¦

Ri = RT
i > 0, i = 1, 2

µ @ � �a�:¢{´a�,����µ  \F]"eªE����µ��8H�"
��¦o�q�|¥{²V�:�V¤=¦=¤C²V�1 �"|�V¡�¦�/�¨�²V¢{´  f�*FTª���¨��V¡£¤E¢{���®�a�� ³�T¦=¢ ¤C¥a�a�

K, T
ª
N, Fi, Ḡi, Gi,

i = 0, 1, 2
¢{�a���À��¥3¦=¤�&V�  f� ��¦

. O

Dã÷þ`ã=ä 4j�¶ç`�������`�[�c�L�����`���9���I�
Ì =�$U(��B(�?�����&�����'>���M+-4F&"*�+%#-����'M+-���

p
(�?baO*�1����

f = δu
I]4/$U&�4/$�����'�1�#%�M1�$U_�*�$�&

(��
nf
4/_�����'�Z:*�����1�'��@9Q?�$�?�'*�$L�8&���*/&�1�$D1�$Y'�?���#-(01

rj = y − Cx̂j, j = 1, 2, ..., p
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� �7+-�S'�?���#-(01
rj
�����<#%$�����$���#%_�+-�H*�1�(�?baO*�1��

fj
��������$���#%_�+-�H*�10c

p−1
*�1���'����¬(�?baO*�1����

fj̄

;�CE*B�*�_�+-�>(��>��#%9:$�*���1�'��,*/����4F&�#-?��N�����H*�+-4/'��H(�4/$�$�?��N2�*�',�
® a

r1 r2 · · · rp

f1 6= 0
� � · · · �

f2 6= 0
� � ;;;;;; ;;; ;;; �

fp 6= 0
� · · · � �

.

C�! ?��*��
x̂j
�����S+A*7��4/'���#-�N(01

jme 4/_�����'�Z:*�����1�'

ż (t) =
∑2

i=0 Fiz (t − τi (t)) +
∑2

i=0 TBiu (t − τi (t))

+
∑2

i=0 Giy (t − τi (t))
x̂j (t) = z (t) + Ny (t)

[L1�#J�����@&�4/$«3�1D2\4/1�'S+-�
jime (�?baO*�1��,ì � ; �:dQî ;

{

ẋ (t) =
∑2

i=0 Aix (t − τi (t)) +
∑2

i=0 Biu (t − τi (t)) + Ejfj (t) + Ej̄fj̄

y (t) = Cx (t) ì � ; �L�Qî
� �

Ej = B0j

I
Ej̄ =

[

... B0j−1 B0j+1 ...
] I

fj (t) = δuj
I

fj̄ =
[

... δuj−1 δuj+1 ...
]T ���

B0j

+A*
jime &�4/+-4/$�$��B(�� B0.

°F4/1��
fj̄ = 0,+-���.K.*���'�#-&����

Fi, Gi, i = 0, 1, 2, T
���

N
��4/$L�©(�?�����'�K7#%$�?����©����+%+-��� [L1��

x̂j (t)&�4/$LZQ��'�9Q���V*/��^FK72���4/��#-[L1���K���$L�©ZQ��'��
x(t)

��$¦+O! *�_�����$�&��R(��D(�?baO*�1����
fj̄

���.2\4/1�'
$J! #%K72\4/'����

ϕ1 (t) , ϕ2 (t) , ϕ3 (t) , y, u, fj
; 8 *�$L�,[L1��

Ej̄

�����M+%#%$�?"*�#%'���K���$L�,#%$�(�?b�
2\��$�(�*�$L���,(��M+A*BK.*���'�#-&��>(��>(0#-����'�#%_�1���#-4/$R(����@��$L��'�?����@#%$�&�4/$�$L1����

Ej
*�+-4/'��

{

ė (t) =
∑2

i=0 Fie (t − τi (t)) + TEj̄fj̄

rj (t) = Ce (t)

���
rj (t) 6= 0

2\4/1�'
fj̄ 6= 0

; � $R1���#%+%#-�*�$L�8+-���
p
'�?���#-(01��"I�+A*

jime *�+A*�'�K��)��1�#%Z:*�$L���2\��1��a����'��N&�4/$�����'�1�#%���

aj = r1 ∩ ... ∩ rj−1 ∩ rj+1 ∩ .. ∩ rm , j = 1, 2, ...,m

= 1
��#

δuj 6= 0

= 0
��#%$�4/$

Ì $�4/����'N[L1��,2\4/1�'N*�1�9:K���$L����'N+O! #%$�����$���#%_�#%��?,aO*/&��7*�10cR��$L��'�?����M#%$�&�4/$�$L1����"I\+-�
&"*/��(�����(�?baO*�1�����$�4/$���#%K,1�+%�*�$�?�� �����71�$�#-[L1���K���$L� &�4/$���#-(�?�'�?:; � $�2�'*���#-[L1��:I<+A*
2�'�4/_�*�_�#%+%#%��?,[L1��M+-���H(�?baO*�1����@��1�'�ZF#-��$�$���$L�8��#%K,1�+%�*�$�?�K���$L�M�����S#%$0=�$�#%��?���#%K.*�+-�:;
Dã÷þ`ã÷þ �t����éI�I�¸�6���L�����W��¼{�¸�W�`�W��¼{��~7�LË�Ë¶���¤�6���L���
� *�$�� &��������Y2�*�'���#-�:I¬$�4/1�� �bc02\4:��4/$���+-���.'�?���1�+%�*���� 4/_�����$L1�� +-4/'�� (��Y+O! *�2�2�+%#��

&"*���#-4/$�(��B+O! 4/_�����'�Z:*�����1�')(�?�ZQ��+-4/2�2\?.(�*�$��,&��7&���*�2�#%��'�� ��1�'N+-����^0������K��7(���&"*�$�*�+
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2�'�?�����$L��?V(�*�$��B+-�©&���*�2�#%��'�� � 4F(�?�+%#-�*���#-4/$J; � $���� _�*/�*�$L����1�'B+-� K�4F(���+-�©(�?�&�'�#%�
2�*�'M+-���MK.*���'�#-&����.ì d ; �0��î I]+A* &�4/$�(0#%��#-4/$3(��B(�?�&�4/1�2�+A*�9Q�Dì � ; �:�Qî �����N�*���#-��aO*�#%���:;\íH$
4/_�����'�Z:*�����1�'<í ®�� (���+A*@a¸4/'�K��Nì � ; d:ºQî 2\��1��<(�4/$�&.����'��S&�4/$«3�1B2\4/1�'m$�4/��'�����^0������K��:;
� *�$��@&��>&"*/�"I�+-�N(0#A*�9:$�4:����#-&>2\��1��H���8aO*�#%'��>��$Y&�4/$�����'�1�#-�*�$L�H1�$Y_�*�$�&>(��>(���10c

4/_�����'�Z:*�����1�'��)44�3+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'
1
�����>#%$�����$���#%_�+-�©*�1�(�?baO*�1��

f1 (t)
���,+O! 4/_�����'�ZQ��'

2�����S#%$�����$���#%_�+-�,T
f2 (t)

;�CE*B�*�_�+-�>(��N��#%9:$�*���1�'��,*/����4F&�#-?��N�����H(�4/$�$�?��N2�*�',�
°L#

r1 r2

f1 6= 0
� �

f2 6= 0
� �

C�! *�2�2�'�4F&����7(�?�2\��$�(�*�$L���B(����8'����*�'�(��M�����N*�2�2�+%#-[L1�?��,2\4/1�'
h1 = τ1

I
h2 = τ2���

d1 = d2 = 0
;

Dã÷þ`ãED ÉÊ���4�céG���6�����`�ÅéL�ø�9�`����ç`���2�

F01 =

[

−0.6724 0.0022
−0.0024 −0.6724

]

, F11 =

[

0.0518 −0.0002
0.0003 0.0519

]

, F21 =

[

−0.0222 0.0000
−0.0000 −0.0225

]

G01 =

[

0.0000 −0.0014
0.0000 0.0323

]

, G11 =

[

−0.0000 0.0004
−0.0000 −0.0252

]

, G21 =

[

−0.0035 −0.0001
0.2949 0.0109

]

T1 =

[

−0.0000 −0.0057
0.0000 0.4866

]

, N1 =

[

1.0000 0.0057
−0.0000 0.5134

]

� $Y1���#%+%#-�*�$L�@+O! *�+%9Q4/'�#%����K�� � I�$�4/1��H*�ZQ4/$��H4/_�����$L1D+-���S'�?���1�+%�*����H��1�#%Z:*�$L���,�
* î�� _�����'�Z:*�����1�'

1
������#%$�����$���#%_�+-�NT

f1
IL+-�H2�*�'*�K�����'��

T1
4/_�����$L1V(��M&�����4/_�����'��

Z:*�����1�'SZQ?�'�#�=��.�
T1E1 = 10−16

(

−0.4597
+0.4162

)

≈ 0
*�+-4/'��@[L1��

T1E2 =

(

−0.0022
−0.1838

)

_ îS� _�����'�Z:*�����1�'
2
�����S#%$�����$���#%_�+-�,T

f2
���H��4/$V2�*�'*�K�����'��

T2
ZQ?�'�#�=����

T2E2 = 10−15

(

−0.3747
−0.3053

)

≈ 0
*�+-4/'��@[L1��

T2E1 =

(

0.0941
0.1061

)
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Diagnostic à base du modèle SIC

r1
r2
f1
f2

:.;=<.> � ; d�?# iK T�B2A HJDLK M&NsCGB9F� i@CB
Ì =�$B(]! #%+%+%1�����'���'m+-����&���?�K.*8(01B(0#A*�9:$�4:����#-&:I/4/$B9Q?�$���'���$�4/$B��#%K,1�+%�*�$�?�K���$L�¬(����

_�#A*�#-�,(�� � &�K &���*/&�1�$���1�'>1�$���Z:*�$�$���(��7'�?�9:1�+A*���#-4/$J;�584/1��>2\4/1�ZQ4/$��,4/_�����'�ZQ��'
��1�'S+-����=�9:1�'���� � ; � ��� � ; d [L1��7�

? Ì Z:*�$L� � �JI¬+A*Í2\?�'�#-4F(��R[L1�#HK.*�'�[L1��R+O! *�_�����$�&��R(����©(�?baO*�1����"I¬+-��� '�?���#-(01��
����$�(���$L�HZQ��'���p"?�'�4�&��>[L1�#J��#%9:$�#�=��N1�$��N������#%K.*���#-4/$R&�4/'�'���&����>(��N+O! ?��*��";

? Ìx� �JIF+-�N(�?baO*�1��
f1
��1�'�ZF#-��$L�@��1�'�+A*)Z:*�$�$��

u1
;0C�! 4/_�����'�Z:*�����1�'

1
��^F$L����?���#-��?

2\4/1�'s����'��)#%$�����$���#%_�+-�BT
f1
K.*�#%$L��#-��$L�N+-�,'�?���#-(01

r1
T³p"��'�4 2\��$�(�*�$L�N[L1��,+-�

'�?���#-(01
r2
9Q?�$�?�'�?N2�*�'@+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'

2
����$���#%_�+-�,T

f2
�����@(0#��]?�'���$L�8(���p"?�'�4�;

? CJ�>K\��K��,2���?�$�4/K���$��B*�'�'�#%ZQ�,+-4/'���[L1��>+-�,(�?baO*�1��
f2
��1�'�ZF#-��$L�M��1�'H+A*BZ:*�$�$��

u2
'���$�(�*�$L�H+-�M'�?���#-(01

r1
(0#��]?�'���$L�8(���p"?�'�4����

r2
$L1�+O;

CE*)=�9:1�'�� � ; � K�4/$L��'��>+-���S��'�4/#-�@&"*/�@&�4/$���#-(�?�'�?��,�
°L#%K,1�+A*���#-4/$ �

f1 6= 0 f2 = 0°L#%K,1�+A*���#-4/$ d
f1 = 0 f2 6= 0°L#%K,1�+A*���#-4/$ �
f1 = 0 f2 = 0Ì 10c�[L1���+-�7&�4/'�'�����2\4/$�(���$L�.+-���B'�?���1�+%�*�������1�#%Z:*�$L����[L1�#S��4/$L����$�&�4/$�&�4/'�(�*�$�&��

*�ZQ��&>+A*)�*�_�+-�>(��>��#%9:$�*���1�'����
GH?���1�+%�*�� �

r1 = 0 r2 6= 0GH?���1�+%�*�� d
r1 6= 0 r2 = 0GH?���1�+%�*�� �
r1 = 0 r2 = 0

�gl�� ÐÒÑ�v�xp6y�~.Ô6xjo�prv
H∞

íH$D(�?�&�4/1�2�+A*�9Q�>2�*�'�aO*�#%�H(����@��$L��'�?����@#%$�&�4/$�$L1����H$J! �����@2�*/�S��4/1/5�4/1�'��@2\4:����#%_�+-�:;
584/1��H2�'�4/2\4:��4/$��8(����H+-4/'��@1�$��B*�����?�$L1�*���#-4/$U(��>��'*�$���a¸��'��8(����8��$L��'�?����8#%$�&�4/$�$L1����
��1�'@+-�N'�?���#-(01R��$R*�2�2�+%#-[L1�*�$L�81�$��>��^F$L���������

H∞
;�CJ���H&�4/$�(0#%��#-4/$��MT7ZQ?�'�#�=���'H2\4/1�'

[L1��M+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'Bì � ; d:ºQî ��4/#%�S1�$D4/_�����'�Z:*�����1�'
H∞

��4/$L�,�
� ;

T = In − NC
ì � ; �:�Fî

d ;
Fi = TAi − ḠiC

ì � ; �L�Qî
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H∞

�"�:�

� ;
Ḡi = Gi − FiN

ì � ; � · î
� ;

‖Tfr(s)‖∞ < γ
ì � ; �F�:î

DãEDãI� ÉÊ���2��éI�j���L�����`���¨�¸���c�c�G���L���c�#�Wé��¤�«ÿcË¶�Iê�`���
GH?�?�&�'�#%ZQ4/$��@+-���@&�4/$�(0#%��#-4/$��)ì � ; �L�Qî ���)ì � ; �F�:î ��4/1���a¸4/'�K��MK.*���'�#-&�#-��+%+-�.�

[

T N F0 Ḡ0 F1 Ḡ1 F2 Ḡ2

]

Θ2 = Ψ2
ì � ; �LºQî

Ì ZQ��&
Θ2 =

























In A0 A1 A2

C 0 0 0
0 −In 0 0
0 −C 0 0
0 0 −In 0
0 0 −C 0
0 0 0 −In

0 0 0 −C

























���
Ψ2 =

[

In 0 0 0
]

°L#]+A*7&�4/$�(0#%��#-4/$
rang

[

Θ2

Ψ2

]

= rang(Θ2)

*�+-4/'��S+O! ?�[L1�*���#-4/$¯ì � ; �LºQî 2�'�?�����$L���N+A*7��4/+%1���#-4/$Y9Q?�$�?�'*�+-���
[

T N F0 Ḡ0 F1 Ḡ1 F2 Ḡ2

]

= Ψ2Θ
+
2 − K(I2n+2p − Θ2Θ

+
2 )

� �
Θ+

2

�����8+A*72�����1�(�4/#%$LZQ��'����B(��
Θ1
���

K ∈ <2(n+p)xn 1�$��,K.*���'�#-&��7*�'�_�#%��'*�#%'��[L1J! 4/$.2\4/1�'�'*M=�c���'�*�=�$ (��H�*���#-��aO*�#%'��@+-����&�4/$�(0#%��#-4/$���$�4/$©*�+%9Q?�_�'�#-[L1����Mì � ; �:�Qî ; � �
+A*�K\��K��¬K.*�$�#-��'���[L1���(�*�$��E+-�¬&���*�2�#%��'��¬2�'�?�&�?�(���$L�"I�+-���J2�*�'*�K�����'����m(���+A*@��4/+%1���#-4/$
Fi
���

T
2\��1�ZQ��$L�@�"! ?�&�'�#%'��M��4/1���+A*Na¸4/'�K��B�

Fi = χi −Kβi
���

T = χT −KβT
� �

χi = Ψ2Θ
+
2 ϕi, βi = (I2n+2p − Θ2Θ

+
2 )ϕi���

χT = Ψ2Θ
+
2 ϕT , βT = (I2n+2p − Θ2Θ

+
2 )ϕT

Ì ZQ��&
ϕ0 =

























A0

0
0
−C
0
0
0
0

























I
ϕ1 =

























A1

0
0
0
0
−C
0
0

























I
ϕ2 =

























A2

0
0
0
0
0
0
−C

























���
ϕT =

























In

0
0
0
0
0
0
0

























;

� *�'H&�4/$���?�[L1���$L�H+A*B(0^F$�*�K7#-[L1��>(��N+O! ��'�'���1�'H(���ZF#-��$L�)�
{

ė(t) =
∑2

i=0(χi − Kβi)e(t − τi(t)) + (χT − KβT )f(t)
r(t) = Ce(t)

ì � ; �L Qî
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DãEDã=È ÉÊ���2��éI�j���L���Ì�`���¨�¸���c�c�G���L���c���`���{�Wé��¤�«ÿcË¶�Iê�`���
CJ�72�'�4/_�+-��K��.'���ZF#-��$L�)T©��'�4/1�ZQ��',+A*©K.*���'�#-&��

K
����+%+-��[L1��7+-����^0������K��Yì � ; �L Qî

��4/#%�8*/��^FK72���4/��#-[L1���K���$L�M���*�_�+-�:;«584/1��@1���#%+%#-��4/$��H(�?���4/'�K.*�#-�@+-���@'�?���1�+%�*����H(�� 0 ���£1
2\4/1�'M�bc02�'�#%K���'8+-���M&�4/$�(0#%��#-4/$��M(��)���*�_�#%+%#%��?)(01W��^0������K�� ì � ; �L Qî ;r584/1��8?�$�4/$«3�4/$��
*�+-4/'��@+-�M����?�4/'���K��,��1�#%Z:*�$L�,�
û áE£L����ñFòÍ§ ¡^:9� � ¢ ¢{� ¡£¢U����µ  `_�"t¤^�1�6� �V N��¦�²T¦=¤I+�¡À�  f� ��¦��¦���© �®�1¦�²V¡ü¦�� �5�3�T¦=¤^���3�V¤E«
�3�V��¦a����µ  bVW"F� ¤���²V¡£¢

εi
ª

i = 1, 6
ª

ε̄i
ª

i = 1, 2
(M��¨a�aª�¤E�9���V¤^��¦§�>���a�t ³�T¦=¢ ¤C¥a�a�

Zi > 0
ª
Si > 0

ª
Ri > 0

ª
Qi > 0

ª
Ui

ª
Wi

ª
i = 1, 2

ª
Hi

ª
i = 1, 7

ª
U

��¦
P > 0¦§� �E�®�a�%+�¡À�9�®�a�K:ML|�{��� ¡£¤�&6�V��¦§�a��3²V��¦,�3�T¦=¤^���3�V¤=¦§�a�%$

[

Qi U1

UT
i Ri

]

≥ 0, i = 1, 2
ì � ; �:�Qî





Φ h1H̄1 h2H̄2

∗ −h1Z̄1 0
∗ ∗ −h2Z̄2



 < 0
ì � ; �0��î

2ON
Z̄i =

[

Si W1

W T
i Zi

]

, i = 1, 2

H̄i =





















−ε̄i(Pχ0 − Uβ0)
T H1

−ε̄i(Pχ1 − Uβ1)
T H2

−ε̄i(Pχ2 − Uβ2)
T H3

ε̄iP H4

0 H5

0 H6

−ε̄i(Pχf − Uβf )T H7





















Φ =





















Φ11 Φ12 Φ13 Φ14 Φ15 Φ16 Φ17

∗ Φ22 Φ23 Φ24 Φ25 Φ26 Φ27

∗ ∗ Φ33 Φ34 Φ35 Φ36 Φ37

∗ ∗ ∗ Φ44 Φ45 Φ46 Φ47

∗ ∗ ∗ ∗ Φ55 Φ56 Φ57

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Φ66 Φ67

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ Φ77





















2ON
Φ11 =

∑2
i=1(hiSi + Qi) + ε1Sym(Pχ0 − Uβ0) + 2Sym(H1)

+CTC
Φ12 = ε1(Pχ1 − Uβ1) + ε2(Pχ0 − Uβ0)

T − H1 + 2HT
2

Φ13 = ε3(Pχ0 − Uβ0)
T + ε1(Pχ2 − Uβ2) + 2HT

3 − H1

Φ14 = P +
∑2

i=1(Ui + hiWi) + 2HT
4 + ε4(Pχ0 − Uβ0)

T − ε1P
Φ15 = 2HT

5 + ε5(Pχ0 − Uβ0)
T

Φ16 = 2HT
6 + ε6(Pχ0 − Uβ0)

T

Φ17 = 2HT
7 + ε1(Pχf − Uβf )
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H∞

�"�:�

Φ22 = −(1 − d1)Q1 − Sym(H2) + ε2Sym(Pχ1 − Uβ1)
Φ23 = −HT

3 − H2 + ε2(Pχ2 − Uβ2) + ε3(Pχ1 − Uβ1)
T

Φ24 = −HT
4 + ε4(Pχ1 − Uβ1)

T − ε2P
Φ25 = −(1 − d1)U1 − HT

5 + ε5(Pχ1 − Uβ1)
T

Φ26 = −HT
6 + ε6(Pχ1 − Uβ1)

T

Φ27 = −HT
7 + ε2(Pχf − Uβf )

Φ33 = −(1 − d2)Q2 − Sym(H3) + ε3Sym(Pχ2 − Uβ2)
T

Φ34 = −HT
4 + ε4(Pχ2 − Uβ2)

T

Φ35 = −HT
5 + ε5(Pχ2 − Uβ2)

T

Φ36 = −(1 − d2)U2 − HT
6 + ε6(Pχ2 − Uβ2)

T

Φ37 = −HT
7 + ε3(Pχf − Uβf )

Φ44 =
∑2

i=1(Ri + hiZi) + ε4P
Φ45 = ε5P
Φ46 = ε6P
Φ47 = ε4(Pχf − Uβf )

Φ55 = −(1 − d1)R1

Φ56 = 0
Φ57 = ε5(Pχf − Uβf )

Φ66 = −(1 − d2)R2

Φ67 = ε6(χf − Uβf )
Φ77 = −γ2If:/�5#Ä�V¤E�

K
�a��¦o�V�q²V¢a���Ä²V�À��¨{�Ï���V¢

K = P−1U

¹ ��§F}J�	§ ¼cP�²V¤E¢KRN�À�������'d
DãEDã=ä 4j�¶ç`�������`�[�c�L�����`���9���I�
� 4/1�')(����N=�$��,(���(�?�����&���#-4/$¯���>+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$�(���(�?baO*�1����"IJ$�4/1��,&�4/$�����'�1�#-��4/$��

1�$ ��&���?�K.*�6 � °¦&�4/K72\4:��?W(]! 4/_�����'�Z:*�����1�'��
H∞

44� &���*/[L1��U4/_�����'�Z:*�����1�'
j
�����

��^F$L����?���#-��?H(��SK.*�$�#-��'��MTg����'��@+-�@K�4/#%$�������$���#%_�+-�HTN1�$ (�?baO*�1��
fj
;F°F4/#%�¬+-�H��^0������K��

?�&�'�#%�H��4/1���+A*)a¸4/'�K����
{

ẋ (t) =
∑2

i=0 Aix (t − τi (t)) +
∑2

i=0 Biu (t − τi (t)) + Ejfj (t) + Ej̄fj̄

y (t) = Cx (t) ì � ; �:dQî
C�! 4/_�����'�Z:*�����1�'

j
2�'�?�����$L����+A*©����'�1�&���1�'��Rì � ; �:�Qî 44�Í+A*©(0^F$�*�K7#-[L1���(��7+O! ��'�'���1�'

(]! ������#%K.*���#-4/$D�����H(�4/$�$�?��N2�*�')ì � ; ���Fî














żj (t) =
∑2

i=0 Fij zj (t − τi (t)) +
∑2

i=0 TjBiu (t − τi (t))

+
∑2

i=0 Gij y (t − τi (t))
x̂j (t) = zj(t) + Njy(t)
rj (t) = y(t) − Cx̂j(t)

ì � ; �:�Qî

{

ėj (t) =
∑2

i=0 Fij ej (t − τi (t)) + TjEjfj (t) + Tj
∑

l 6=j Elfl (t)

rj (t) = Cej (t)

ì � ; ���Fî
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��4/$L��'*�#%'���K���$L�VTD+O! í ®�� I�+-�©����'�K��
TjEj 6= 0

;¬����2\��$�(�*�$L�"I<+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'
j
�����

��^F$L����?���#-��?7(��,aO*43�4/$ÍT 9Q?�$�?�'���'N1�$W'�?���#-(01
rj
+-�)2\��1U����$���#%_�+-��*�1U(�?baO*�1��

fj
ì�'��b�

2�'�?�����$L��?)2�*�' �Qî ���M����$���#%_�+-�BT7+O! ��$�����K,_�+-�7(����8(�?baO*�1����
rl 6=j

ì�'���2�'�?�����$L��?)2�*�' ��î ;
����+A*7�����S'�?"*�+%#-��?>��4/1��S'�?�����'�ZQ�>[L1�� ∥

∥Tfjrj

∥

∥

∞ < γ
;

rj = y − Cx̂j, j = 1, 2, ..., nf

�¬#���*�2�'����"I�$�4/1��BK�4/$L��'�4/$��7+-���)'�?���1�+%�*����B(]! *�2�2�+%#-&"*���#-4/$¦(]! 1�$¯����+���&���?�K.*W(��
(0#A*�9:$�4/��#-&,��1�'S1�$D&"*�$�*�+E(]! #%'�'�#%9L*���#-4/$J;
DãEDã÷þ �t����éI�I�¸�6���L�����W��¼{�¸�W�`�W��¼{��~7�LË�Ë¶���¤�6���L���
��4/K7K��Y(�*�$���+-�V&"*/��(�����í ®�� I�+-�Y(0#A*�9:$�4:����#-&Y�����BaO*�#%����$�&�4/$�����'�1�#-�*�$L�.1�$

_�*�$�&V(��©(���10c¯4/_�����'�Z:*�����1�'���44�¯+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'
1
�����B+-� 2\��1ý����$���#%_�+-�V*�1ý(�?baO*�1��

f1 (t)
����+O! 4/_�����'�ZQ��'

2
������+-�@2\��1.����$���#%_�+-�HT

f2 (t)
;LCE*M�*�_�+-�H(��H��#%9:$�*���1�'��8*/����4F&�#-?��

�����@(�4/$�$�?��>2�*�'>�
°L#

r1 r2

f1 6= 0
� �

f2 6= 0
� �

DãEDãED ÉÊ���4�céG���6�����`�ÅéL�ø�9�`����ç`���2�
� $�2�'���$�*�$L�

γ = 1
I
ε1 = 10

I
ε2 = −1

I
ε3 = −1

I
ε4 = −10

I
ε5 = −1

I
ε6 = −1

I
ε̄1 = −1

���
ε̄2 = −1

$�4/1���4/_�����$�4/$��E+-���E2�*�'*�K�����'����m(���+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'
1
�

T1 =

[

−0.001 0.002
−0.000 0.490

]

, F01 =

[

−0.638 −0.000
0.000 −0.6721

]

,

F11 =

[

0.043 0.000
−0.000 0.076

]

, F21 =

[

−0.027 0.000
0.000 −0.004

]

,

G01 =

[

0.0006 −0.0002
−0.0000 0.0340

]

, G11 =

[

0.000 0.000
0.000 0.036

]

,

G21 =

[

0.001 −0.000
0.297 0.000

]

, N1 =

[

0.982 −0.002
0.000 0.509

]

,

584/1���2\4/1�ZQ4/$���ZQ4/#%'Nì¥��$ ��'*�#%�S&�4/$L��#%$L1 î ��1�'¬+A*N=�9�; � ; � ì�'�����2\��&���#%ZQ��K���$L�@��1�'�+A*
=�9�; � ; �Fî [L1��8+-�8��'*�$���a¸��'��@��$L��'��M+-�N(�?baO*�1��

f1
ì�'�����2\��&���#%ZQ��K���$L�

f2
î ����+-�M'�?���#-(01

r1ì�'�����2\��&���#%ZQ��K���$L�
r2
î ������$���������K���$L�@2�+%1��S*�����?�$L1�?N[L1��H+-�H��'*�$���a¸��'��S(01©(�?baO*�1��

f2ì�'�����2\��&���#%ZQ��K���$L�
f1
î ZQ��'��

r1
ì�'�����2\��&���#%ZQ��K���$L�

r2
î ;
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:.;=<.> � ; �!?#½¶FIHVN2CEZ�Q�FGD�QSN%DGFLQA QFL¢SCGK O9B
r1
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:.;=<.> � ; �t?#½¶FIHVN2CEZ�Q�FGD�QSN%DGFLQjA QFL¢SCGK O9B
r2

Q�D�A QSC�O9¢�Z¿HVB9DLC
f1

Q�D
f2

Ì =�$�(��.��#%K,1�+-��')+-���)(�?baO*�1����"IE$�4/1��,9Q?�$�?�'�4/$��B(��7aO*43�4/$�$�4/$���#%K,1�+%�*�$�?�� 1�$
_�#A*/�)(��

3
&�K ��1�')&���*/[L1��©4/1�ZQ��'���1�'��©(��.Z:*�$�$��

u1
���

u2
����+�[L1��.+-�.(�?baO*�1��

f1��1�'�ZF#-��$L�©*�2�'����
3
����1�'����.2�1�#-�.+-�R����&�4/$�(¦(�?baO*�1��

f2
��1�'�ZF#-��$L�V*�2�'����

9
����1�'����";

°L1�'M+A*�=�9:1�'�� � ; � I\$�4/1��MK�4/$L��'�4/$��>+O! ?�ZQ4/+%1���#-4/$Í(����M'�?���#-(01��
r1
*�$�(

r2
aO*/&��7T &��

��&�?�$�*�'�#-4�;
584/1��E2\4/1�ZQ4/$��m4/_�����'�ZQ��'m��1�'�+A*S=�9:1�'�� � ; � [L1J! ��$)2�'�?�����$�&���(01)(�?baO*�1��

f1
ì�'�����2J;

f2
î I\+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'

1
ì�'�����2J;]4/_�����'�Z:*�����1�'

2
î 9Q?�$���'��B1�$U'�?���#-(01U$L1�+

r1
ì�'�����2J;

r2
î ���

+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'
2
ì�'�����2J;m4/_�����'�Z:*�����1�'

1
î 9Q?�$���'�� 1�$¯'�?���#-(01�$�4/$¯$L1�+

r2 6= 0
ì�'�����2J;

r1 6= 0
î &��©[L1�#S&�4/'�'�����2\4/$�(�TD+A*D�*�_�+-�V(��©��#%9:$�*���1�'��:; � $�*�_�����$�&��V(��©(�?baO*�1����

f1 = f2 = 0
I�+O! ?��*��H�����S_�#-��$D������#%K�?>&�4/K7K��N#%+J�����SK�4/$L��'�?,��1�'S+A*)=�9:1�'�� � ; � ;
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2�'�4/2�'�#-?���?R(]! *�ZQ4/#%' 1�$��R����'�1�&���1�'��R����K,_�+A*�_�+-�WTÍ&���+%+-�D(01 ��^0������K��Y&�4/$���#-(�?�'�?R���
+-���)2�*�'*�K�����'����7(��.+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'7��4/$L�7(�?�����'�K7#%$�?��B2�*�'B'�?���4/+%1���#-4/$ý(]! #%$�?�9L*�+%#%��?��
K.*���'�#-&�#-��+%+-���@+%#%$�?"*�#%'����";
� '���K7#-��'���K���$L��$�4/1��7*�ZQ4/$��B2�'�4/2\4:��?.+A*R��^F$L��������� (]! 4/_�����'�Z:*�����1�'���TD��$L��'�?����

#%$�&�4/$�$L1����ýì¥í ®��Nî 2\4/1�'D��^0������K��3Tý'����*�'�(];HíH$ ��&���?�K.*¦(��Í(0#A*�9:$�4:����#-&¯*ý?���?
&�4/$�����'�1�#%�)T©2�*�'���#%',(���&����>4/_�����'�Z:*�����1�'��>2\4/1�',(�?�����&�����',���>+-4F&"*�+%#-����'>+-���>(�?baO*�1����
*/&���#-4/$�$���1�'��";\�¬��*/[L1��,4/_�����'�Z:*�����1�'8í ®�� �����H&�4/$«3�1R(��MaO*43�4/$WT7(�?�&�4/1�2�+-��'8+O! �&�]���
(]! 1�$.����1�+�(�?baO*�1���2�*�'�'*�2�2\4/'���*�10c�*�1���'����¬(�?baO*�1����"; Ì =�$.(���Z:*�+%#-(���'�+-�@��&���?�K.*N(��
(0#A*�9:$�4:����#-&:I/$�4/1���*�ZQ4/$��<&�4/$���#-(�?�'�?�1�$7&"*�$�*�+�&�4/K72\4:��?�(���(���10c)_�#-�ba¸�<��$7��?�'�#-��2�'�?b�
����$L�*�$L�N&���*/&�1�$U1�$R����K72��N(��,'����*�'�(];\CE*.��^F$L���������B(����M4/_�����'�Z:*�����1�'��M�����8_�*/��?��
��1�'S+-�MK�4F(���+-�N#%$L��?�9:'*�����1�'��O'����*�'�(];\C�! *�2�2�+%#-&"*���#-4/$W[L1�*�$L�8TB��+%+-�>�����@�&�]��&���1�?��>��1�'
+-����(�4/$�$�?����S��#%K,1�+-?�����2�*�'�+-�HK�4F(���+-�>° ® �8;FCJ���¬'�?���1�+%�*����S4/_�����$L1��S&�4/'�'�����2\4/$�(���$L�
TB&���10cY*�������$�(01��M*)2�'�#-4/'�#O;
����+A*B(0#%�"I�&�4/K7K��N+-���S4/_�����'�Z:*�����1�'��@í ®�� �bc0#%9Q��$L�@1�$Y(�?�&�4/1�2�+A*�9Q�N2�*�'�aO*�#%�@(����

(�?baO*�1����"IF&���4:���8[L1�#	$J! ������2�*/����4/1�ZQ��$L��ZQ?�'�#�=�?��M��$ 2�'*���#-[L1��:IF$�4/1��S*�ZQ4/$���2�'�4/2\4:��?
1�$�4/_�����'�Z:*�����1�' TW��^F$L���������

H∞
(�4/$L�.+-���7&�4/$�(0#%��#-4/$�� (]! �bc0#-������$�&��V��4/$L��K�4/#%$��

'�������'�#-&���#%ZQ���";�C�! *�2�2�+%#-&"*���#-4/$ (��D&���� 4/_�����'�Z:*�����1�'��©*UK�4/$L��'�?W[L1��Y+-�D��&���?�K.*3(��
(0#A*�9:$�4:����#-&7'�?�2\4/$�(Í�&à.&"*/&���K���$L�7*�1Í2�'�4/_�+-��K��.(���(�?�����&���#-4/$����>+-4F&"*�+%#-�*���#-4/$3(��
(�?baO*�1����";

Õ!l�Ï mbxprv«w,xj|¤Ô6uXyUxjv
Jã=ÈãI� ÉÊ���¸���c�Â�IéI�L�6���L���Ò�Âö����	���j�`��éL���è�I�c�¸�«Ë����W�I�c�

584/1���*�ZQ4/$���&�4/$���#-(�?�'�?S+-���mK�4F(���+-���<(���Z:*�$�$��:I:(��S&�4/1�'�_\�S(����*�'*�9Q�:IQ(��S&�4/'�(��
(��NZF#%���������>���H(01Y_�#-�ba<2�*�'�aO*�#%����K���$L�M&�4/$�$L1��"; � '"I�&����@K�4F(���+-���H��4/$L�8?��*�_�+%#-�H����10�
'�#-����#-[L1���K���$L�S*�ZQ��&H1�$��H&���'��*�#%$��H#%$�&���'���#%��1�(��:; ® +	����'*�#%�¬#%$L��?�'������*�$L��(��H&�4/$���#-(�?�'���'
+A*)'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$W(��N(�4/$�$�?����H��4/1��@&�4/$L��'*�#%$L�����M(����S#%$�&���'���#%��1�(����8(01VK�4F(���+-�:;

Jã=Èã=È åæ�j�`��éL�[�`�Å�¸���`Ë�ÿ$�Å�`�+���rË����¤�+�W�`���`���6���L�
584/1��N*�ZQ4/$��82�1U&�4/$����*���?7T���'*�ZQ��'��M$�4/��'��)��'*�Z:*�#%+<[L1��,+-�,K�4F(���+-�)(��B&�4/1�'�_\�

(��)�*�'*�9Q�B(�?�'�#%ZQ��*�ZQ��&B+-�,����K72��>T &"*�1����B(��)+O! *�1�9:K���$L�*���#-4/$�(��)+A*.'�1�9Q4:��#%��?B(01
&"*�$�*�+O; Ì =�$B[L1���&���K�4F(���+-��'���������=	*�_�+-�S*�17&�4/1�'��m(����m�*�#-��4/$��"I�1�$�����4/+%1���#-4/$7����'*�#%�
(]! */(�*�2�����'�+-���¬2�*�'*�K�����'�����(��@+A*>&�4/1�'�_\�8(��@�*�'*�9Q�8��$�a¸4/$�&���#-4/$ (01©&�4F�&à.&�#-��$L��(��
°L��'�#-&J]F+-��'";



�:�"d ���8Â���É�Á�ËHÅ�×��	�$ ��'��ÄU"<ÇFÉ% ��qÅ8Á[��Å�ËMÇ_��Å��SÁ�É9¦mÅ�Ç
Jã=Èã=ä �ñ�Âö���éL�����$���������¨��~÷�¤ÿ��2�«Ë�ör�6�����`Ë¶�¨Ë��¤ÿ��c�9�����
CE*7&�4/$�&���2���#-4/$D(����@4/_�����'�Z:*�����1�'��H������_�*/��?��N��1�'S+-�MK�4F(���+-�>(01Y&"*�$�*�+O; � '"I0+-���

2�*�'*�K�����'����@(��8&��8K�4F(���+-�M&���*�$�9Q��$L�@��$ a¸4/$�&���#-4/$V(01 '�?�9:#%K��N(��@a¸4/$�&���#-4/$�$���K���$L�
*�2�2�+%#-[L1�?:;JCJ���>4/_�����'�Z:*�����1�'��>(�?�ZQ��+-4/2�2\?��,(�*�$��>&��������7���������B$��B2�'���$�$���$L�,2�*/�>��$
&�4/K72����,&��������>Z:*�'�#A*���#-4/$J; ® +E����'*�#%�H(�4/$�&N#%$L��?�'������*�$L�M(��N'���$�(0'��,&����@4/_�����'�Z:*�����1�'��
'�4/_�1��������@ZF#-����T��OZF#-�S(����@Z:*�'�#A*���#-4/$��S2�*�'*�K�?���'�#-[L1����";
Jã=Èã÷þ 4��`����ç`���2�Å�`���è�¤ÿ��2�«Ë�ör�6�����`Ë¶�¨�`�W�c�¨éL�[�¸�W�`Ë��Å�9���j�¶ç`�W�9���Iê�`�
� 4/1�' &�4/$�&�+%1�'��:I�#%+H����'*�#%��?�9L*�+-��K���$L� #%$L��?�'������*�$L� (]! ?�����$�(0'��Y+A*U��^F$L���������Y(��

+O! 4/_�����'�Z:*�����1�'B(�*�$��>1�$�&"*/(0'�� ����4F&���*/����#-[L1�� *�=�$�(���2\��'�K�������'���1�$���9Q?�$�?�'*���#-4/$
(��N'�?���#-(01��SK�4/#%$��H����$���#%_�+-���H*�10c aO*�1��������@*�+A*�'�K����H���8*�10c aO*�1��������@(�?�����&���#-4/$��";
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� ���E§QªJ§R� / ¹ ��§F}J�	§D|m}ý�9áE£L����ñFòÍ§ y
� *�'�(01�*�+%#%��?:I	ì � ; �: Qî ������*/��^FK72���4/��#-[L1���K���$L�����*�_�+-�@��#���������1�+-��K���$L����#�+-�H��^0������K��
*/(�5�4/#%$L�H��1�#%Z:*�$L�

ζ̇ (t) =
2

∑

i=0

(

χT
i − βT

i KT
)

ζ (t − τi (t))
ì ��î

�����N*/��^FK72���4/��#-[L1���K���$L�,���*�_�+-�7*�1�����#O; � *�$��N&��B&"*/�"I�'�?�?�&�'�#%ZQ4/$��.ì ��î (�*�$��M+-�)��^0���
����K��>(�����&�'�#%2���4/'H?�[L1�#%Z:*�+-��$L�@1���#%+%#-��?>(�*�$�� 0 dQ�i1
{

ζ̇ (t) = g (t)

0 = −g(t) +
∑2

i=0

(

χT
i − βT

i KT
)

ζ(t) − ∑2
i=1

(

χT
i − βT

i KT
) ∫ t

t−τi(t)
g(s)ds

���S(01©+-��K7K�� � (�*�$�� 0 dQ�91 I04/$©2\��1��S2�'�4/2\4:����'�+-���S&�4/$�(0#%��#-4/$��@(��N���*�_�#%+%#%��?N(�?�2\��$0�
(�*�$L�����S(�����'����*�'�(���2\4/1�'�+-�M&"*/��� ®�î ;0CE*)(0^F$�*�K7#-[L1��M(��8+O! ��'�'���1�',ì ��î ì⇔ � ; �L Qî �����*/��^FK72���4/��#-[L1���K���$L�����*�_�+-�@��#���������1�+-��K���$L����#�+-�@��^0������K��@*/(�5�4/#%$L�8ì ��î �����¬*/��^FK720�
��4/��#-[L1���K���$L�<���*�_�+-�:;:������^0������K��8ì ��î ������(0#��]?�'���$L�<(���+A*@K.*���'�#-&���(��¬'�����4/1�'m(]! ?��*��
(A0 + BK)

4/1
(Ai + BKi) , i = 0, 1, 2

(�?�&�'�#%���8(�*�$�� 0 dQ�i1 ; � *�$���&��H&"*/�"IQ+A*,C �R®
ì �"  *0I _ î 4/'Rì d:d *0I _ î (�?b=�$�#-�D(�*�$�� 0 dQ�i1 $��V2\��1��)����'��Y(0#%'���&�����K���$L� 1���#%+%#-��?��:;����b�
2\��$�(�*�$L�"I0+-����'�?���1�+%�*����S(01©+-��K7K.* � (�?b=�$�#J(�*�$�� 0 dQ�91 2\��1�ZQ��$L�U����'��81���#%+%#-��?���2\4/1�'
ZQ?�'�#�=���'�+A*@���*�_�#%+%#%��?¬(��8ì ��î ; � '���K7#-��'���K���$L�"I/��1�_�����#%��1�4/$��

F T
i = Ai, i =0, 1,2

(�*�$��
C �R® ì º * î (�?b=�$�#-��(�*�$�� 0 dQ�i1 ; � ��10c0#-��K���$L�"I:(�?b=�$�#-����#-4/$��

P−1 =Q =

[

Q1 0
Q2 Q3

]

,

∆1 =diag {Q,Q1, Q1} , ∆2 = diag
{

R−1
i , Q

} I
R−1

i =R̄i
I
Yi =

[

0 εiAi

]

P,

QT ZiQ =

[

Z̄i1 Z̄i2

∗ Z̄i3

]

, QT
1 SiQ1 =S̄i, UT = KTQ1

44�
εi ∈ <1 I i = 1, 2

;
8 '�4/#-��#-��K���$L�"I0+A*)C �R® ì º * î ì�'�����2J;]ì º _ î�î (�?b=�$�#-�M(�*�$�� 0 dQ�91 ������K,1�+%��#%2�+%#-?��M2�*�'

∆T
1���

∆1
ì�'�����2J;"2�*�'

∆T
2

���
∆2
î 2�*�'E+-��&%�/��?¬9L*�1�&��������E+-��&%�/��?�(0'�4/#%�"I�'�����2\��&���#%ZQ��K���$L�";



�:��� ���8Â���É�Á�ËHÅ�×��	�$ ��'��ÄU"<ÇFÉ% ��qÅ8Á[��Å�ËMÇ_��Å��SÁ�É9¦mÅ�Ç
� ���E§QªJ§,h / ¹ ��§F}J�	§D|m}ý�9áE£L����ñFòÍ§ ¡
��4/$���#-(�?�'�4/$��H+A*,a¸4/$�&���#-4/$�$���+%+-�,C]^L*�2�1�$�4"ZL�§�M'*/��4"Z0�X]F#%#��

V (t) = V1(t) + V2(t) + V3(t)

Ì ZQ��&
V1(t) = e(t)T Pe(t),

V2(t) =

2
∑

i=1

∫ hi

0

∫ t

t−θ

[

e(s)
ė(s)

]T [

Si Wi

W T
i Zi

] [

e(s)
ė(s)

]

dsdθ,

V3(t) =
2

∑

i=1

∫ t

t−τi(t)

[

e(s)
ė(s)

]T [

Qi Ui

UT
i Ri

] [

e(s)
ė(s)

]

ds

� $R*©�

V̇ (t) = 2eT P ė +
∑2

i=1

[

e(s)
ė(s)

]T [

Qi Ui

UT
i Ri

] [

e(s)
ė(s)

]

−∑2
i=1(1 − τ̇i(t))

[

e(t − τi(t))
ė(t − τi(t))

]T [

Qi Ui

UT
i Ri

]

[

e(t − τi(t))
ė(t − τi(t))

]

+
∑2

i=1 hi

[

e(s)
ė(s)

]T [

Si Wi

W T
i Zi

] [

e(s)
ė(s)

]

−∑2
i=1

∫ t
t−τi(t)

[

e(s)
ė(s)

]T [

Si Wi

W T
i Zi

] [

e(s)
ė(s)

]

ds

� ! *�1���'��,2�*�'��"I�4/$U*7+-���H?�[L1�*���#-4/$��M��1�#%Z:*�$L�����8[L1�#���4/$L�HZF'*�#-���H2\4/1�'H��4/1����>Z:*�+-��1�'
(��

e(t)
2e(t) − ∑2

i=1 e(t − τi(t)) −
∑2

i=1

∫ t
t−τi(t)

ė(s)ds = 0���
ė(t) − F0e(t) − F1e(t − τ1(t)) − F2e(t − τ2(t)) − TEf(t) = 0® +¬�bc0#-������(����,K.*���'�#-&����B*�'�_�#%��'*�#%'����

Hi
I
i = 1, 7

���)(����,��&"*�+A*�'��
εi
I
i = 1, 6

I
ε̄i
I

i = 1, 2
���@1�$��MK.*���'�#-&�� � ����+-�H[L1��7�
2
[

e(t)T H1 + e(t − τ1(t))
T H2 + e(t − τ2(t))

T H3 + ė(s)T H4

+ėT (t − τ1(t))H5 + ėT (t − τ2(t))H6 + fT H7

]

×
[

2e(t) − ∑2
i=1 e(t − τi(t)) −

∑2
i=1

∫ t
t−τi(t)

ė(s)ds
]

= 0

ì dQî

*�$�(
2
[

e(t)T ε1 + eT (t − τ1(t))ε2 + eT (t − τ2(t))ε3 + ėT (s)ε4

+ėT (t − τ1(t))ε5 + ėT (t − τ2(t))ε6 +
∑2

i=1

∫ t
t−τi(t)

eT (s)dsε̄i

]

P

× [F0e(t) + F1e(t − τ1(t)) + F2e(t − τ2(t)) + TEf(t) − ė(t)] = 0

ì �Qî

� ?b=�$�#-����4/$��SK.*�#%$L����$�*�$L�

ΓT
1 =

[

eT (t) eT (t − τ1) eT (t − τ2) ėT (t) ėT (t − τ1) ėT (t − τ2) fT (t)
]
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*�$�(
ξT (s) =

[

eT (s) ėT (s)
] ì dQî �����@?�[L1�#%Z:*�+-��$L���)T©�

2ΓT
1 (t)H∆1Γ1(t) − 2

∑2
i=1

∫ t
t−τi(t)

ΓT
1 (t)

[

0
HT

]T

ξ(s)ds = 0
44�

∆1 =
[

2 −1 −1 0 0 0 0
] I

HT =
[

HT
1 HT

2 HT
3 HT

4 HT
5 HT

6 HT
7

]

���,ì �Qî �����@?�[L1�#%Z:*�+-��$L���)T©�

2ΓT
1 (t)Υ∆2Γ1(t) − 2

∑2
i=1

∫ t
t−τi(t)

Γ1(t)H̄iξ(s)ds = 0

44�
ΥT = P T

[

ε1 ε2 ε3 ε4 ε5 ε6 0
]

∆2 =
[

F0 F1 F2 −I 0 0 TE
]

H̄i =
[

−ε̄i∆
T
2 P H

] ;
��4/$���#-(�?�'�4/$��@K.*�#%$L����$�*�$L�

ġ(e, f, s) = V̇ (t) + (2) + (3) + rT (t)r(t) − γ2fT (t)f(t)

ġ(e, f, s) ≤ ΓT
1 ΦΓ1 −

∑2
i=1

∫ t
t−τi(t)

ξT (s)Z̄iξ(s)ds

−2
∑2

i=1

∫ t
t−τi(t)

ΓT
1 H̄iξ(s)ds

ġ(e, f, s) ≤ ΓT
1 (t)ΦΓ1(t) −

∑2
i=1

∫ t
t−τi(t)

ξT (s)Z̄iξ(s)ds

−2
∑2

i=1

∫ t
t−τi(t)

ΓT
1 (t)H̄iξ(s)ds

ġ(e, f, s) ≤ ΓT
1 (t)ΦΓ1(t) −

∑2
i=1

∫ t
t−τi(t)

ΓT
2 (t, s)

[

0 H̄i

H̄T
i Z̄i

]

Γ2(t, s)ds� $�2�+%1��B(�� &���+A*0I�4/$ý*Y+-���,#%$�?�9L*�+%#%��?��7��1�#%Z:*�$L�����B[L1�#���4/$L�BZF'*�#-���,2\4/1�')K.*���'�#-&��
����K7#J(�?b=�$�#-�N2\4:��#%��#%ZQ�

X̄1
���

X̄2
(��N+A*,a¸4/'�K����





















X̄11 X̄12 X̄13 X̄14 X̄15 X̄16 X̄17

∗ X̄22 X̄23 X̄24 X̄25 X̄26 X̄27

∗ ∗ X̄33 X̄34 X̄35 X̄36 X̄37

∗ ∗ ∗ X̄44 X̄45 X̄46 X̄47

∗ ∗ ∗ ∗ X̄55 X̄56 X̄57

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ X̄66 X̄67

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ X̄77





















0 ≤ h1Γ
T
1 (t)X̄1Γ1(t) −

∫ t

t−τ1(t)
ΓT

1 (t)X̄1Γ1(t)ds
ì �Fî

0 ≤ h2Γ
T
1 (t)X̄2Γ1(t) −

∫ t

t−τ2(t)
ΓT

1 (t)X̄2Γ1(t)ds
ì �Qî

� $D*�5�4/1��*�$L�Bì �Fî ���,ì �Qî TVì¸· î I�4/$D4/_���#-��$L�,�

ġ(e, f, s) ≤ ΓT
1 (Φ + h1X̄1 + h2X̄2)Γ1

−∑2
i=1

∫ t
t−τi(t)

ΓT
2 (t, s)

[

X̄i H̄i

H̄T
i Z̄i

]

Γ2(t, s)ds

ì¸· î
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X̄i = H̄iZ̄
−1
i H̄T

i

I
X̄i ≥ 0

*�ZQ��&
Z̄i > 0

IF2�*�'�+-�H+-��K7K��8(��N°F&��L1�'@4/$
��'�4/1�ZQ�>[L1��

Φi =

[

X̄i H̄i

H̄T
i Z̄i

]

≥ 0

� *�'8&�4/$���?�[L1���$L�
ġ < 0

��#
Φ + h1H̄1Z̄

−1
1 H̄T

1 + h2H̄2Z̄
−1
2 H̄T

2 < 0&��>[L1�#]2\��1��U����'��N'�?�?�&�'�#%�H&�4/K7K��.�




Φ h1H̄1 h2H̄2

h1H̄
T
1 −h1Z̄1 0

h2H̄
T
2 0 −h2Z̄2



 < 0

���H44�
Φ11 =

∑2
i=1(hiSi + Qi) + ε1Sym(PF0) + 2Sym(H1) + CTC

Φ12 = ε1PF1 + ε2(PF0)
T − H1 + 2HT

2

Φ13 = ε3(PF0)
T + ε1PF2 + 2HT

3 − H1

Φ14 = P +
∑2

i=1(Ui + hiWi) + 2HT
4 + ε4(PF0)

T − ε1P
Φ15 = 2HT

5 + ε5(PF0)
T

Φ16 = 2HT
6 + ε6(PF0)

T

Φ17 = 2HT
7 + ε1PTE

Φ22 = −(1 − d1)Q1 − Sym(H2) + ε2Sym(PF1)
Φ23 = −HT

3 − H2 + ε2PF2 + ε3(PF1)
T

Φ24 = −HT
4 + ε4(PF1)

T − ε2P
Φ25 = −(1 − d1)U1 − HT

5 + ε5(PF1)
T

Φ26 = −HT
6 + ε6(PF1)

T

Φ27 = −HT
7 + ε2PTE

Φ33 = −(1 − d2)Q2 − Sym(H3) + ε3(PF2)
T

Φ34 = −HT
4 + ε4(PF2)

T

Φ35 = −HT
5 + ε5(PF2)

T

Φ36 = −(1 − d2)U2 − HT
6 + ε6(PF2)

T

Φ37 = −HT
7 + ε3PTE

Φ44 =
∑2

i=1(Ri + hiZi) + ε4P
Φ45 = ε5P
Φ46 = ε6P
Φ47 = ε4PTE
Φ55 = −(1 − d1)R1

Φ56 = 0
Φ57 = ε5PTE
Φ66 = −(1 − d2)R2

Φ67 = ε6PTE
Φ77 = −γ2If

� $W��1�_�����#%��1�*�$L�
Fi = χi − Kβi

I
TE = χf − Kβf

���M��$R2\4:�*�$L�
U = PK

I	4/$
4/_���#-��$L�H+A*BC �R® ì � ; �0��î ;



i umhkj<u� +ôw�fy÷kjãuml

0 �&1)� ; l�; Í *�9L*�5����S#-&�pQI3m Ì _�'�#-�ba�'���ZF#-���¯4�a�'���&���$L�<(���ZQ��+-4/2�K���$L���<#%$B(�*��*@'���&�4/$�&�#��
+%#A*���#-4/$�*�$�()9:'�4:������'�'�4/'<(�������&���#-4/$,ß�������#%K.*���#-4/$nmI :��T¦=¤E�*RN f� ¢ ¤C¥{�V�po��a�����V¢�¥�/ I
±�4/+ �:� I�2�2 �:�:� � ���Ld I d:�:�:�

0 d91 l�; � ; Í *�1�K��:I<6B; Í ��+A*�1�(ý*�$�( � ; n7;E±8#-4/$JIbm � +-?�K���$L���7(]! �L^0(0'*�1�+%#-[L1�� 2\4/1�'
+O! #%$�9Q?�$�#-��1�'WmIEI � ?�&���K,_�'�� d:�:��� ;

0 �91)� ;��H4F��$�#%9�I�5); Í ��(�5�*/4/1�#OI�*�$�(UqB;]C]#%��'�#-&�4amâíH$Â]F$�4!�S$ ® $�2�1�� � _�����'�ZQ��'Na¸4/'
��#%K��b�â(���+A*�^7��^0������K��S�Q*�2�2�+%#-&"*���#-4/$���4>*�$�4/2\��$0�â&���*�$�$���+rmI  8 À¦�/9� =s=s= )�²V�!��� «
¢{� �:¥a��²V� @ ��¥�¤^� ¤C²V�A�V�:�p)�²V��¦=¢�²V�ü�V�:� = ¡£¢�²a�À���V�Y)�²V��¦=¢�²V��)�²V�!��� ¢{� �:¥a� I:°F��ZF#%+%+-�
� ��2�*�9:$�� d:�:�:� I�*/&�&���2�����(];

0 �41 �8; Í ��$�[L+%#%+-4/1JI`m � *��*�'���&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$3*/�@a¥'*�K�����4/'X]Ya¸4/'8&�����K7#-&"*�+<2�'�4F&����������
2�2���#%K7#qp�*���#-4/$Í*�$�(W&�4/$L��'�4/+rmIut /�´a������� @ ²�¥3¦�²V¢��T¦N�����{�G0/�À¤�&V� ¢a� ¤=¦§¨Ev�²V� �T¦§��¥�/�«
�À¤I+�¡À�����[)��T¦��V�q²w#V��� I � ?�2�*�'�����K���$L�8(��>&���#%K7#-�:I���4/1�����$L1��>+-� d:� K.*�'�� d:�:��� ;

0 �91)� ; Í 4/1��*�^Q��_.m � _�����'�ZQ��'���(�����#%9:$�a¸4/'�+%#%$��"*�'���#%K��b�â(���+A*�^©°L^0������K��xmI B��6���V�:�
)�²V��¦=¢�²V�Z:/��¦C¦§� ¢a� I�ZQ4/+ �:� I02 �"�:� � �"�:  I�584"ZQ��K,_�'�� d:�:�0� ;

0 · 1)� ; Í 4/1��*�^Q��_7*�$�( � ; � *�'�4/1�*/&��Am � _�����'�ZQ��'Ea¸4/'�(0#-��&�'������b�O��#%K��@°L^0������K��y�S#%���
K,1�+%��#%2�+-���N(���+A*�^0�WmI � =s=s= t ¢��V���3�Ä¥3¦=¤C²V����²V�DRN¡ü¦�²V ³�T¦=¤C¥1)�²V��¦=¢�²V� I�ZQ4/+ � ·0I65
� I02 ��� ·�� �/�:� I � *�^ d:�:�0� ;

0 �i1 5); Í ��(�5�*/4/1�#OIyqB;JC]#%��'�#-&�4�I � ;/�H4F��$�#%9W*�$�( � ; � ; � *�+A*�����'�'���m
H∞

4/_�����'�ZQ��'
(�����#%9:$7a¸4/'���#%K��b�â(���+A*�^���^0������K��@�L*�2�2�+%#-&"*���#-4/$.��4!Î �M® a¸4/'<#%'�'�#%9L*���#-4/$©&"*�$�*�+-�WmI
 	�T¦�/�� =s=s= )�²V�!��� ¢{� �:¥a��²V� @ ��¥�¤^� ¤C²V�1�V�:�[)�²V��¦=¢�²V� IL°0*�$ � #-��9Q4 d:�:� ·0IL*/&�&���20�
����(];

0 º91 �8; Í ��$�[L+%#%+-4/1%m � *��*8GH��&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$.*/�<*Sa¥'*�K�����4/'X],a¸4/'m&�����K7#-&"*�+�2�'�4F&����������
4/2���#%K7#qp�*���#-4/$ý*�$�(Í&�4/$L��'�4/+smI ¦�/�´a���A���³�{� ¡£�À¤�&V� ¢a� ¤=¦��T¦���²V� ¤=¦§´�¥��À¤C�t���D)��T¦��V� ¡£«
�À�Ä� I���4/1�����$L1��>��$ � *�'�� d:�:��� ;

0  91 Í +A*�$Â].mâGH��9:1�+A*�'�#qp�*���#-4/$W4�a<(0^F$�*�K7#-&>(�*��*7'���&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$D2�'�4/_�+-��K��H_L^©2�'�4��
5���&���#-4/$nmI

0 �"�91)� ; Ì ; Í +%#%K.*�$AmâC]^L*�2�1�$�4"ZB��[L1�*���#-4/$)a¸4/'����������*�_�#%+%#%�â^)4�a�+%#%$��"*�'m(���+A*�^)��^0������K��
4�a�'����*�'�(���(D*�$�(©$���1���'*�+]�â^F2\�KmI � =s=s= t ¢��V���P²V�aRN¡ü¦�²V ³�T¦=¤C¥��V�:�,)�²V��¦=¢�²V� I
±�4/+ �F� I«5 d IÂÎm?�ZF'�#-��' d:�:�:d

0 �:�&1 �8; � ;@�¬'�4!���:IOm � *��*�'���&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$X�72�'�4/9:'������Y*�$�( &���*�+%+-��$�9Q���WmIEz µ vo¢�²�¥eµ
)�²V��¦ IF±�4/+O; ·0I�2�2 º:  �  :º I �" :  ·

�:���



�:�"º Ã�É�Ã�ÄJÉ% 2�ËHÂ��`�8É�Å
0 �"d91)� ; � */[L1�#%$,m � #A*�9:$�4:����#-&7T�_�*/���)(��)K�4F(���+-���M(����M��^0������K����H����&���$�4/+-4/9:#-[L1����

mI { @ o �����{�G0/�À¤�&V� ¢a� ¤=¦§¨5���}|P�V�:¥��^6 ��4/1�����$L1��¦+-� �:º 584"ZQ��K,_�'�� �" : Q� I
��G Ì 5);

0 �"�91)� ;N�H4F��$�#%9>m�6M?�$�?�'*���#-4/$q(��U'�?���#-(01��D'�4/_�1��������D2\4/1�'Y1�$���*�2�2�'�4F&����3#%$L��?b�
9:'�?���(���(0#A*�9:$�4:����#-&�(����m��^0������K�����+%#%$�?"*�#%'����<(�?�����'�K7#%$�#-�����������m����4F&���*/����#-[L1����WmI
t /�´a������� @ ²�¥3¦�²V¢��T¦ I	íH$�#%ZQ��'���#%��?,P8��$�'�# � 4/#%$�&"*�'�?:Ir5M*�$�&�^ � I���4/1�����$L1��,+-� ���
Îm?�ZF'�#-��' �" : :º ;

0 ���41)� ;À�H4F��$�#%9�I\m�°L1�'�ZQ��#%+%+A*�$�&�� ��*�2�2�'�4F&����>2�*�'@'���(�4/$�(�*�$�&��B*�$�*�+%^F��#-[L1��>(]! ?�[L1�*��
��#-4/$��WmI )�²V¡£¢a�KR*)x��68<

0 �"�91)� ; � *�K,_�'�#%$��:I;mâ��^0������K����>(��7(0#%K���$���#-4/$Í#%$0=�$�#-�Y�E��*/�>(����>��^0������K����>T '��b�
�*�'�(��WmI ¥{²V¡£¢a�ELt�6��¦§� ¢KR%~OFn6 I d:�:� ·0;�C Ì 6 ® �"I�íH$�#%ZQ��'���#%��?>(��>C]#%+%+-�

0 � · 1)� ; � *�'�4/1�*/&��JI � ;J�\*/�*/(üp�#%$��X]F#8*�$�(`°	;sl�;xq81JIMmIÎ�1�+%+��â4/'�(���'©4/_�����'�ZQ��'��7a¸4/'
+%#%$��"*�'���^0������K��%�S#%���ý1�$Â]F$�4!�S$ý#%$�2�1����"I m � =s=s= t ¢��V����µ�RN¡ü¦�²V ³�T¦§µA)�²V��¦=¢�µ I
ZQ4/+O; Ì ��� �:  I�$�4�; � I02�2J;�· � ·���· �:  I �" : �� ;

0 ���i1)� ; � *�'�4/1�*/&��JI � ; � #-��'�'�4/�>*�$�( � ;\G@#-&���*�'�(]I	m � ����#%9:$U4�a¬'���(01�&���(F�â4/'�(���'>4/_0�
����'�ZQ��'��J�S#%����4/1���#%$L����'�$�*�+\(���+A*�^0�"I m � =s=s= t ¢��V����µ`RN¡ü¦�²V ³�T¦§µs)�²V��¦=¢�µ I/ZQ4/+O; �:� I
$�4�;   I02�2J; ���F�:� � ���F�"� I\°F��2�����K,_�'�� �" : :  ;

0 �"º91)� ; � *�'�4/1�*/&��JIbmâC]#%$��"*�'>a¥1�$�&���#-4/$�*�+ � _�����'�ZQ��'��Na¸4/',��^0������K����S#%���3(���+A*�^0�,#%$
���*���#-&�Z:*�'�#A*�_�+-���WmI � =s=s= t ¢��V���3�Ä¥3¦=¤C²V����²V�pRN¡ü¦�²V ³�T¦=¤C¥A)�²V��¦=¢�²V� I�±�4/+ � ·0I455� � I
� *�'�� d:�:�0� ;

0 �" 91)� ; � *�'�4/1�*/&��JIbmâC]#%$��"*�'>a¥1�$�&���#-4/$�*�+ � _�����'�ZQ��'��Na¸4/',��^0������K����S#%���3(���+A*�^0�,#%$
���*���#-&7Z:*�'�#A*�_�+-��� �]������(0#-��&�'������b�O��#%K��.&"*/����mI � =s=s= t ¢��V���3�Ä¥3¦=¤C²V���f²V�URN¡ü¦�²V«
 ³�T¦=¤C¥[)�²V��¦=¢�²V� I�±�4/+ �:� I«55� d IÂÎ���_�'�1�*�'�^ d:�:�:� ;

0 d:�91 l/��l�; � *�1�(0#%$JI@°	; GH4/_�#%$X*�$�( �8; ±<1�#%+%+-���"I�m�°L�*���#-����#-[L1��R#%$0a¸?�'���$L��#-��+%+-�ý� ® (�?����"I
(�?�K.*�'�&������"I��bc���K72�+-���WmI � '*���#-[L1��.(��7+A*©���*���#-����#-[L1��:I�°F4F&�#-?���?)Î�'*�$«3"*�#-���.(��
���*���#-����#-[L1��:I�íH$�#%ZQ��'���#%��?>(��NGH��$�$���� d PM*�1���� Í '����*�9:$��:I �" : :  ;

0 d0�&1)� ; Ì ; � #%_\4�I�mO±¬*�+%#-(�*���#-4/$.(��S(�4/$�$�?���������(0#A*�9:$�4:����#-&S(�������^0������K����m#%$�&���'��*�#%$��
T>+O! *�#-(��8(��@+O! *�$�*�+%^0���H2�*�'¬#%$L����'�Z:*�+%+-��mI ¦�/�´a���N��|5v ���u:�²V¢ ¢��V¤E���aªg�V¡ü¦�²V ³�V¤=¦T+�¡À�
��¦o¦=¢��V¤=¦§�  f� ��¦Ï���� ¤G#V�:�V� I���4/1�����$L1��>��$ d:�:�:� ;

0 d:d91)� ;Y6M��4/'�9Q���X*�$�(�qB; C]#%��'�#-&�4�I.m Ì 1���4/K.*���#-[L1��q2\4/1�' +A*»9Q������#-4/$ (���� '������
��4/1�'�&����µ��$ �"*�1nmI B��6��¦§´  f�a��RN¡ü¦�²V ³�T¦=¤^��¨a��$F�a�!�3²V¢  ³�T¦=¤C²V�À«�)�²V � ³�V�:��� «
)�²V � �¡£�À¤C¥{�T¦=¤C²V� I P8��'�K���� d:�:�:d ;

0 d:�91)� ; � �"*�1�&���+%+-�.mIÎ�4/'�K,1�+A*���#-4/$¯9Q?�$�?�'�#-[L1��.(���2�'�4/_�+-��K����)��$�*�$�*�+%^0���.���,&�4/KB�
K.*�$�(��¯'�4/_�1������¯2�*�'U+-���Ra¸4/$�&���#-4/$��Í(��¯C]^L*�2�1�$�4"Z�(�?�2\��$�(�*�$L�3(����W2�*�'*��
K�����'����WmI�t /�´a���t��� @ ²�¥3¦�²V¢��T¦f� ��RN¡ü¦�²V ³�T¦=¤I+�¡À� +O! íH$�#%ZQ��'���#%��?W(�� 8 4/1�+-4/1����
®�®�® � � *�1�+�°0*�_�*���#-��'"I d:�:�:�

0 d��41 l�; � ; � '�?�&�4/1�'��"IJm§�>*�+%K.*�$`=�+%����'�#%$�9�#%$`�L^0(0'�4/+-4/9:#-&"*�+NK�4F(���+%+%#%$�9�mI @ RN� { L I
����&���$�#-&"*�+E'���2\4/'�� � *�^QI d:�:�:� ;

0 d:�91)� ; � ;rÎ�'*�$Â]am � $���*�$�&���K���$L�,4�a�'�4/_�1�����$������8#%$W4/_�����'�ZQ��'��O_�*/����(DaO*�1�+%�M(�������&b�
��#-4/$amI ���\R*)�«TB\R5� = vo¢�²�¥a�a�a� I �" : 0�



Ã�É�Ã�ÄJÉ% 2�ËHÂ��`�8É�Å �:�" 
0 d · 1)� ;¤Î�'�#-(0K.*�$�mI58���µC]^L*�2�1�$�4"ZL�§�M'*/��4"Z0�X]F#%#¬a¥1�$�&���#-4/$�$�*�+-�>a¸4/',���*�_�#%+%#%�â^Í4�aS+%#��

$��"*�'�'����*�'�(���(D*�$�( $���1���'*�+]�â^F2\�M��^0������K��JmI B��6��¦§�  ��P�V�:�,)�²V��¦=¢�²V�	:/��¦C¦§� ¢a� I
±�4/+ �L� I�2 �:�:  � �0�"  I d:�:�0�

0 dQ�i1)� ;_Î�'�#-(0K.*�$Y*�$�( í);0°L��*2]Q��(-m Ì $ #%K72�'�4"ZQ��(V���*�_�#%+%#-�*���#-4/$ K�������4F(�a¸4/'¬+%#%$��"*�'
��#%K��b�â(���+A*�^©��^0������K��WmI � =s=s= t ¢��V���3�Ä¥3¦=¤C²V���²V�aRN¡ü¦�²V ³�T¦=¤C¥.)�²V��¦=¢�²V� IF±�4/+ �F� I
5 �:� I 2 �" :�0� � �" :�Q� I�584"ZQ��K,_�'�� d:�:�:d ;

0 d:º91)� ;9Î�'�#-(0K.*�$JI�í);�°L��*2]Q��()*�$�(,C�;!q8#-��mâGH4/_�1����
H∞

=�+%����'�#%$�9M4�a�+%#%$��"*�'���^0������K��
�S#%���)��#%K��b�OZ:*�'�^F#%$�9N(���+A*�^�mI � =s=s= t ¢��V���3�Ä¥3¦=¤C²V����²V�pRN¡ü¦�²V ³�T¦=¤C¥E)�²V��¦=¢�²V� I�±�4/+
�Lº IÂ5 � I 2 �"�:  � � · � I	lL*�$LZF#-��' d:�:�:� ;

0 d: 91 n7;�Î�1JI06B; G,; � #-4/$©*�$�(©°	; � ;F°F4/$�9Em � ����#%9:$ 4�a]1�$Â]F$�4!�S$ #%$�2�1���4/_�����'�ZQ��'�a¸4/'
+%#%$��"*�'M��#%K��b�â(���+A*�^W��^0������K��WmI �a��¦ z ²V��)�²V��¦=¢�²V�bRN¡ü¦�²V ³�T¦=¤E�:²1�V�:�[B��6��¦§�  �� I
±�4/+ d I«5 � I02 �:�:� � �:�:� I � ?�&���K,_�'�� d:�:���

0 �:�91)® ;�681���$�4"Z:*����Í��+qpQI3qB;�C]#%��'�#-&�4�I"±B;9Î�'�4/K7#-4/$JI � ;"G@# 5�4�I � ; � � ; � *�+A*�����'�'��:I d:�:�:� I
°L�*�_�#%+%#%�â^U*�$�(W2\��'�a¸4/'�K.*�$�&���*�$�*�+%^0��#-�N4�a�&�+A*/����#-&"*�+<(���&���$L��'*�+%#qp"��(3&�4/$L��'�4/+¬4�a
#%'�'�#%9L*���#-4/$D&"*�$�*�+-�"I � ·���� ® Î Ì �5�Í4/'�+-(D��4/$�9:'������"I � '*�9:1��:I 8 &�����&�4:��+-4"Z:*/[L1�#A*0;
2\(FaE=�+-�

0 �0�&1 °	; Í 4"^0(]I�C�; � +@68��*/4/1�#OI � ;�Î���'�4/$ý*�$�(3±B; Í *�+A*2]F'�#-����$�*�$JI mâC]#%$��"*�' � *���'�#�c
® $���[L1�*�+%#%��#-���S#%$D��^0������Ki*�$�(V&�4/$L��'�4/+E������4/'�^QI B���RKL I �" : ��

0 �:d91 n7;LP8�:I � ;Ä�U1P��l�; P);�°L���8*�$�(V6B; � ;FC]#%1.m � *�'*�K�������'��â(���2\��$�(���$L�8C]^L*�2�1�$�4"Z
Î�1�$�&���#-4/$�*�+\a¸4/'����*�_�#%+%#%�â^ 4�aE��#%K��b�â(���+A*�^©��^0������+-�J�S#%���©2\4/+%^F��4/2�#-&8�â^F2\�H1�$�&���'��
�*�#%$L��#-���WmI � =s=s= t ¢��V���9²V�1RN¡ü¦�²V ³�T¦=¤C¥X)�²V��¦=¢�²V� I0±�4/+ �L  I«5 � I � *�# d:�:��� ;

0 �:�91 8 ; Ì K.*�$�(]I�6B;FP8��^Q��$Y*�$�( Í ;£�>*�+%#%��ZQ��$L��p"�&��m � +A*�$L� � 4/$�#%��4/'�#%$�9.*�$�(#Î�*�1�+%�
� ������&���#-4/$`�m°L^F$���'�9:^W_\����������$ � *��*YGH��&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$ý*�$�( � '�#%$�&�#%2�*�+@��4/KB�
2\4/$���$L� Ì $�*�+%^0��#-�umI )�²V N�:¡ü¦§� ¢a���V�:�U)y/��  �¤C¥{�V� = �-#V¤E���{� ¢ ¤E�-# I	±�4/+O; d�� °	I	2�2
º0�"  � º:d:d I d:�:�:� ;

0 ���41 5); Í ��(�5�*/4/1�#OI�qB;:C]#%��'�#-&�4�I Ì ;:CJ4/1�'�4:�*0I8l�; G,; Í '�1�$�4'm Ì 2�2�+%#-&"*���#-4/$ 4�a\(�*��*M'��b�
&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$.4/$�*�$B#%'�'�#%9L*���#-4/$.&"*�$�*�+rmI V�¦�/�¥{²V�!��� ¢{� �:¥a�²V� { �Ä�V¢�²V¤E�!�3²V¢  ³�T¦=¤C¥ � I
5H#-&�� d:�:� ·0I�*/&�&���2�����(];

0 �:�91 G,; ® ����'�K.*�$�$B*�$�( � ; Í *�+%+-?sm 8 '���$�(���#%$,������*�2�2�+%#-&"*���#-4/$74�a�K�4F(���+��O_�*/����(>aO*�1�+%�
(�������&���#-4/$�*�$�(,(0#A*�9:$�4:��#-�m4�a�����&���$�#-&"*�+02�'�4F&������bmI )�²V��¦=¢�²V� = �-#�µ-vo¢��Ä¥3¦=¤C¥a� I/±�4/+
� IÂ5 � I�2�2 �/�:  � �F�"  I �" : Q� ;

0 � · 1 G,; � ;��>*�+%K.*�$JIbm Ì $�����*�2�2�'�4Q*/&�����4Y+%#%$��"*�',=�+%����'�#%$�9W*�$�(32�'���(0#-&���#-4/$�2�'�4��
_�+-��K��WmIJt ¢��V���9²W�¦�/��KRKB`L =Y� ²V¡£¢ �:�V�/²W�5dN�6� ¤C¥ = �-#V¤E���{� ¢ ¤E�-# I0± º:d IÂ5�°F?�'�#-�
� I02 �:� � �L� I �"  · � ;

0 �Q�i1 8 ;£�H4/_�*�^L*/����#E*�$�( � ; C�;�°L#%K�4/$JI�m Ì 2�2�+%#-&"*���#-4/$V4�am*>_�*�$Â].4�a��>*�+%K.*�$ =�+%����'��
a¸4/'H*�#%'�&�'*�a¥�H��$�9:#%$��MaO*�1�+%�H(0#A*�9:$�4:��#-�WmI |P�6�3�?� t LÔ«�Fn<8<��T«�Fn6�F-��Fn7

0 �:º91 ±B; Í ;��H4/+%K.*�$�4"Z0�X]F#%#S*�$�(Ul�; � ;EG@#-&���*�'�(�m�°L�*�_�#%+%#%�â^Í4�a@��4/K��7+%#%$��"*�',��^0������K��
�S#%���D(���+A*�^0�WmI � =s=s= t ¢��V����µ,²V�1RN¡ü¦�²V ³�T¦§µO)�²V��¦=¢ IF±�4/+ �:� I«5 � I � *�1 �" : :  ;

0 �: 91)� ;\CE*�$�9Q��$�������#%$¯*�$�(Yl�;blL*�$��X]F^QI vo¢�²�¥a�a�a� @ �T¦��[o���¥{²V�:¥�¤E� ¤C�T¦=¤C²V��¤E���À¡�¥��®���V¢
��²��o� ¢Ï�:�q�V��¦



�"d:� Ã�É�Ã�ÄJÉ% 2�ËHÂ��`�8É�Å
0 �L�91 n7; �8;QC]#%$JI�mâGH4/_�1����

H2/H∞
&�4/$L��'�4/+�=�+%����'�#%$�9,4�a\��#%K��b�â(���+A*�^ 8 *2]:*�9:#���°L1�9Q��$�4

a¥1�p3p�^©��^0������K��WmI vJ/ @ ¤E�1Lt�Ä¥�/ü�V�À¤C¥{�V� = �-#V¤E���{� ¢ ¤E�-# I«584"ZQ��K,_�'�� d:�:�:� ;
0 ���&1 n7; �8;LC]#%$JIüÖ); 6B;Ä�3*�$�97*�$�( 8 ; P);LCJ����m Ì +-�����¬&�4/$�����'�Z:*���#%ZQ�H'�4/_�1��������*�_�#%+%#%�â^

�������Ea¸4/'�+%#%$��"*�'�1�$�&���'��*�#%$7��#%K��b�â(���+A*�^)��^0������K��WmI � =s=s= t ¢��V���'2Ï�*RN¡ü¦�²V ³�T¦=¤C¥
¥{²V��¦=¢�²V� I�±�4/+ �0� I«5 � I02 ºQ� �  0� I	lL*�$LZF#-��' d:�:� ·0;

0 �Ld91 qB;:C]1JIQP);�����*�$�9�IT�q;V�3*�$�9)*�$�(��7; C�; 8 ��4�I�m§�>*�+%K.*�$�=�+%����'�#%$�9Na¸4/'<K,1�+%��#%2�+-�
��#%K��b�â(���+A*�^Y��^0������K��WmI RN¡ü¦�²V ³�T¦=¤C¥{� I�±�4/+ ��� I02 ���L�:� � ��� · � I d:�:�:�

0 �L�91 qB;�C]#%��'�#-&�4�m � 4F(�?�+%#-�*���#-4/$JI¬#-(���$L��#�=�&"*���#-4/$ ���©&�4/K7K.*�$�(��R'�4/_�1������W(��R��^0���
����K������L^0(0'*�1�+%#-[L1�����TN��1�'�aO*/&���+%#%_�'��OmI ¦�/�´a��� = �-#V¢{���aªyB�¥�¤�� �:¥a�a�������{� ���V¡ IL��4/10�
����$L1��,��$ �" : :  ;

0 �:�41 qB;0C]#%��'�#-&�4�I�*�$�( ±B;¸Î�'�4/K7#-4/$JInm Ì $�*�+%^F��#-&"*�+J*�2�2�'�4�c0#%K.*���#-4/$R4�am4/2\��$0�â&���*�$�$���+
ó�4!�qa¸4/'N&�4/$L��'�4/+%+-��',(�����#%9:$JI m R��Ä��µ�Lt�T¦�/�µ�Lt²�� I\±�4/+ d:º I	2�2J;]· �:� ��·  :� I;l:1�+%^
d:�:��� ;

0 �L�91 qB;\C]#%��'�#-&�4�I]±B;rÎ�'�4/K7#-4/$JI d:�:� ·0I�mâP»#%$0=�$�#%�â^W&�4/$L��'�4/+¬4�aS*�$U#%'�'�#%9L*���#-4/$3&"*�$�*�+
2\4F4/+'�S#%���x*3K7#�c���( &�4/$L��'�4/+>2\4/+%#%��#-&��XmI � =s=s= t ¢��V���3�Ä¥3¦=¤C²V���H²V��)�²V��¦=¢�²V�
B��6��¦§�  �� t ��¥�/��:²V�q²w#V� I�±�4/+O; ��� ß � I�2�2J;  :  � �:�:� I d:�:� ·0;

0 � · 1)� ; � */[L1�#%$JI � ; Ì (0'�4/�¬*�$�(pl�;QG8*�9Q4/�"I3m � *��*NGH��&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$��S#%���71�$�&���'��*�#%$
K�4F(���+-�WmI �wB\R t ¢��V��� I0±�4/+ �:  I�2�2 �:� � �L� I d:�:�:� ;

0 �F�i1)� ; � *�$�(���+OI Ì ; Ì _\(�4/+%+A*���p�*/(����JI � ; � */[L1�#%$W*�$�(Dl�;�G8*�9Q4/�"I\m � *��*�'���&�4/$�#��
+%#A*���#-4/$Í_L^D#%$���[L1�*�+%#%�â^W_�*�+A*�$�&��7��[L1�#%+%#%_�'*���#-4/$¦� Ì $UC �R® *�2�2�'�4Q*/&��UmI �a��¦ z
2��'LÔ¤E�1vo¢�²�¥a�a�a� I�±�4/+ �:� I�2�2 �"�:  � � · � I �" : :º ;

0 �Lº91)� ; °	; � *���K�4/1�(]I�mâGH4/_�1����N&�4/$L��'�4/+�*�$�(R=�+%����'�#%$�9Va¸4/'M��#%K��b�â(���+A*�^U��^0������K��WmI
�a��¦§µ z µ o�²�© ¡���¦x|P²V�À� ¤E�����V¢.)�²V��¦=¢�²V� I0±�4/+ �:� I�2 �:���/  � �:�"º�� I d:�:�0� ;

0 �L 91 n7; °	; � 4F4/$JI � ; � *�'X]\I��q; P);3�u��4/$B*�$�(n7; °	;�CJ���:I]m � ��+A*�^L�â(���2\��$�(���$L�mGH4/_�1����
���*�_�#%+%#qp�*���#-4/$`4�aM1�$�&���'��*�#%$¦���*����b�â(���+A*�^Q��(¦��^0������K��%mI �a��¦§µ z µ�)�²V��¦ IE±�4/+ ��� I
5 ��� I�2 ���:�F� � ���L�:� I d:�:�0�

0 �:�91 �7;<681ý*�$�(�°	; ® ;�5H#-&�1�+-����&�1�m Ì (�(0#%��#-4/$�$�*�+@(0^F$�*�K7#-&��)#%$���'*�$���a¸4/'�K���(���#%K��
(���+A*�^R��^0������K��WmI � =s=s= t ¢��V���[2Ï��RN¡ü¦�²V ³�T¦=¤C¥³¥{²V��¦=¢�²V� I\±�4/+ �L� I65 � I	2 �Q�/d �
�Q�/� I � *�'�� d:�:�:� ;

0 �0�&1 �7;	681D*�$�(R°	; ® ;«5H#-&�1�+-����&�1amIÎ�1�'�������'H'���K.*�'X]0�H4/$D*/(�(0#%��#-4/$�$�*�+m(0^F$�*�K7#-&��@#%$
Z:*�'�#-4/1��¬K�4F(���+���'*�$���a¸4/'�K.*���#-4/$���4�a]+%#%$��"*�'�(���+A*�^���^0������K��WmI � =s=s= t ¢��V���E2Ï�
RN¡ü¦�²V ³�T¦=¤C¥�¥{²V��¦=¢�²V� I�±�4/+ � ·0I«5 � I�2 �L Q� � �:�:� I � *�'�� d:�:�0� ;

0 �:d91)Ì ; � *�2�*/&���'�#-����4F(�4/1�+-4/1JI � ; � ����� *�$�(�°	;mCE*�+%+OIMm���4/$�����'�1�&���#%$�93C]^L*�2�1�$�4"ZL�
�M'*/��4"Z0�X]F#%#]a¥1�$�&���#-4/$�*�+-�Sa¸4/'S��#%K��>(���+A*�^V��^0������K��WmI

0 �:�91)� ; � *�'X]\I\m Ì (���+A*�^L�â(���2\��$�(���$L�>���*�_�#%+%#%�â^Y&�'�#%����'�#-4/$Da¸4/'H��^0������K��u�S#%���D1�$�&���'��
�*�#%$D��#%K��b�O#%$LZ:*�'�#A*�$L�N(���+A*�^0�WmI � =s=s= t ¢��V����2Ï�1RN¡ü¦�²V ³�T¦=¤C¥�¥{²V��¦=¢�²V� I�±�4/+ �:� I
5 � I 2 ºQ� ·�� ºQ�:� I Ì ZF'�#%+ �" : :  ;

0 ���41 G,; l�; � *�����4/$JI � ; � ;rÎ�'*�$Â]\I\*�$�(RG,; 5);\�¬+A*�'X]\I`mIÎ�*�1�+%�N(0#A*�9:$�4:��#-�8#%$W(0^F$�*�K7#-&
��^0������K��>�0������4/'�^Y*�$�(D*�2�2�+%#-&"*���#-4/$nmI vo¢{� ��¦=¤C¥a� { �V�E� IÂ58���ClQ��'�����^QI �" :º:  ;

0 �:�91 Î�;	6M4/1�*�#-��_�*�1��M*�$�( � ; � �"*�1�&���+%+-�:I	m � ��+A*�^ � ��2\��$�(���$L�MGH4/_�1����@���*�_�#%+%#%�â^Y4�a
��#%K��b�â(���+A*�^Y��^0������K��WmI d:�:�:�



Ã�É�Ã�ÄJÉ% 2�ËHÂ��`�8É�Å �"d0�
0 � · 1)� ; � ; � �����"I`m�°L�*�_�#%+%#%�â^R*�$�(D&�4/$L��'�4/+m4�ama¥1�$�&���#-4/$�*�+m(0#��]��'���$L��#A*�+m��[L1�*���#-4/$��umI

vJ/ @ ²V�1vJ/�¤E�q²6�3²a�	/�� I�K.*�'�&�� d:�:� ·
0 �Q�i1)� ; � ; � *�+A*�����'�'��Jm � 4F(�?�+%#-�*���#-4/$JI:*�$�*�+%^0�������m&�4/K7K.*�$�(��S4/2���#%K.*�+-��C�Ö8G�(]! 1�$

&"*�$�*�+E(]! #%'�'�#%9L*���#-4/$nmI ¦�/�´a��� = �-#V¢{���aªsB�¥�¤�� �:¥a�a�����P�{� ���V¡ I���4/1�����$L1��,��$ �" : �� ;
0 �:º91)� ; � ; � *�+A*�����'�'��VI � ; �8;]GH4/9Q��'��"I�l�;E°F&��L1�1�'�K.*�$��"I;m��¬+A*/����#�=�&"*���#-4/$34�a@��*�$�*�+

��4/$L��'�4/+ Ì +%9Q4/'�#%����K��"I m RKB�) = z ²V¡£¢ �:�V�o²W���a¢ ¢ ¤G#Ä�T¦=¤C²V���V�:� @ ¢��V¤E�:�!#�� = �-#V¤E«
���{� ¢ ¤E�-# I�±�4/+O; �"d�� I�$J; � I�2J; � � �"� I`lL*�$J; ß2Î���_J; �" : :º ;

0 �: 91)� ;F��*�$�#%ZQ���JmâGH?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$©����Z:*�+%#-(�*���#-4/$©(�����K�����1�'����¬��1�'�1�$ ��^0������K��S�L^L�
(0'*�1�+%#-[L1���&�4/K72�+-�bc��N��+-��&"*�$�*�+�(�� � '�4"ZQ��$�&���mI ¦�/�´a���p0O)bd�«I:,�Ä²V��6 I���4/1�����$L1��
��$ d:�:�:d ;

0 · �91 �8; G,;�G8*/4�;S*�$�( °	; �7; � #%��'*0I�m�6M��$���'*�+%#qp"��( ® $LZQ��'����U4�a � *���'�#-&����D*�$�( ® ���
*�2�2�+%#-&"*���#-4/$��WmI |9�����À²V¢?�[$K�L¤E�®� �6ª �" Q�F� ;

0 · �&1 G,; � 4/'�'"IjÎ�;,�M'*���pQIxl�; G8*�9Q4F4/�"IÎ�;mCJ4/#-��^¯*�$�(�l�; C�;¬6M��'�K.*�#%$JIMm � ������&���#-4/$JI
#-��4/+A*���#-4/$¦*�$�(�#-(���$L��#�=�&"*���#-4/$`4�aM����$���4/')aO*�1�+%���B#%$¯$L1�&�+-�"*�'�2\4!����'72�+A*�$L���*mI
� =s=s= t ¢��V���9²V��)�²V��¦=¢�²V��� �6��¦§�  y¦§��¥�/��:²V�q²w#V� I�±�4/+ � IÂ5 � I\lL*�$LZF#-��' �" : Q� ;

0 · d91 l�;�G8*�9Q4/�"I � ; � */[L1�#%$JI � ; � *�'�4/1�*/&��W*�$�(R6B; Í +-4F&��JInmO±¬*�+%#-(�*���#-4/$R(����H(�4/$0�
$�?����@���H(0#A*�9:$�4:����#-&�mI

0 · �91 l�;NG8*�9Q4/�Í*�$�( � ; � */[L1�#%$JIKm � *��*`'���&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$ô�>*¦'�4/_�1����3*�2�2�'�4Q*/&��
1���#%$�9N&�4/$L�*�K7#%$�*�����(.(0#-����'�#%_�1���#-4/$J; Ì 2�2�+%#-&"*���#-4/$7��4M2\����'�4F&�����K7#-&"*�+�2�'�4F&������WmI
���\R*)MFn<8<��

0 · �41 l�;�G8*�9Q4/�8*�$�( � ; � */[L1�#%$JI\mO±¬*�+%#-(�*���#-4/$W���H'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$W(��,(�4/$�$�?����"; Ì 20�
2�'�4F&����>&�4/$LZQ��$L��#-4/$�$���+%+-�:I\(0#�à.&�1�+%��?��H���H(�?�ZQ��+-4/2�2\��K���$L���WmI:5�1�#%$ d:�:�:� ;

0 · �91 l�;<G8*�9Q4/�.*�$�( � ; � */[L1�#%$JIMmO±¬*�+%#-(�*���#-4/$`���B'�?�&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$`(��©K�����1�'�������$
K7#%$�'*�+%1�'�9:#-�:I�PH#-����4/'�#-[L1������B*�2�2�'�4F&������,$�4/1�ZQ��+%+-���EmI )�²V�-#V¢{¨L���³�q�1B�²�¥�¤�¨�¦§¨
���P�{� �a�:�V¡���¦=¢ ¤��'LÔ¤E��¨ ¢��V�®� I d:�:�:� ;

0 ·:· 1 P);�n�*�$�9R*�$�( � ;�°0*�#�a�I�m � _�����'�ZQ��' � ����#%9:$�*�$�(	Î�*�1�+%�)(0#A*�9:$�4:��#-�Na¸4/',���*����b�
'����*�'�(���(Y(0^F$�*�K7#-&"*�+���^0������K��WmI RN¡ü¦�²V ³�T¦=¤C¥{� I�±�4/+ ��� I«5 d I02 d0��� � d:dQ� I �" : :º

0 · �i1)Ì ;Î�*�����4/1��JI � ;¬°F��$�*�K��Y*�$�(�l�; � ; � #-4/$JIMm Ì $¯1�$Â]F$�4!�S$�#%$�2�1���4/_�����'�ZQ��'
(�����#%9:$�a¸4/'�+%#%$��"*�'���#%K��b�â(���+A*�^.��^0������K��xmI �8HÄ¦�/�� =s=s= )�²V�!�±²V� @ ��¥�¤^� ¤C²V���V�:�
)�²V��¦=¢�²V� I � ��4F��$�#�c]I Ì '�#qp"4/$�*7íN° Ìµ�" : :  ;

0 · º91 °	;F°L#%K.*�$�#OI8m ® (���$L��#�=�&"*���#-4/$V*�$�(7aO*�1�+%��(0#A*�9:$�4:��#-�¬4�aE*>��#%K,1�+A*�����(�K�4F(���+	4�aE*�$
#%$�(01�����'�#A*�+¬9L*/�>��1�'�_�#%$���mI � =s=s= t ¢��V����µ�²V�URN¡ü¦�²V ³�T¦§µ�)�²V��¦=¢ ;]±�4/+O; º ;¤5 � ;
2�2J; º��Lº � º:�:� I\°F��2�����K,_\��' d:�:�:� ;

0 ·  91)Ì ;:°L1�_�'*�K.*�$�#A*�$ *�$�( Ì ; P);:°0*�^Q��(]I�m � 1�+%��#-4/_05���&���#%ZQ��=�+%����'<(�����#%9:$Ba¸4/'�1�$�&���'��
�*�#%$�����4F&���*/����#-&���#%K��b�â(���+A*�^3��^0������K��WmI � =s=s= t ¢��V����µÏ²V��RN¡ü¦�²V ³�T¦§µ�)�²V��¦=¢ I
±�4/+ �L  I«5 � I\lL*�$LZF#-��' d:�:���

0 �/�91 P); 8 '�#%$��q*�$�( � ; Ì +-(�����$JIOm Ì K���K�4/'�^F+-�����D���*����Í4/_�����'�ZQ��'Va¸4/'Y(0#-��&�'������
��#%K��b�â(���+A*�^3��^0������K��EmI � =s=s= t ¢��V����µ�²V��RN¡ü¦�²V ³�T¦§µ�)�²V��¦=¢ I]±�4/+ �Ld I�5 �:� I
584"ZQ��K,_�'�� �" : Q� ;



�"d:d Ã�É�Ã�ÄJÉ% 2�ËHÂ��`�8É�Å
0 �F�&1 Î�;T�3*�$�9�I8qB; � ;�l:#A*0I0°	; Ö);-������$�9�I�l�; �8;Tn�1���m ® K72�'�4"ZQ��()5 8 � � 8 K�������4F(7a¸4/'

9:'�4:������'�'�4/'�(�������&���#-4/$Y*�$�( (�*��*>'���&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$nmI )�²V N�:¡ü¦§� ¢a��V�:�a)y/��  �¤C¥{�V�
= �-#V¤E���{� ¢ ¤E�-# I�±�4/+ d�� I�2�2 d0�"º:  � d0�" :d I d:�:��� ;

0 �/d91 l�;0C]#%1JInl�; C�;£�3*�$�9�*�$�(Y6B; P);Än�*�$�9�I�m��Í4/'������â&"*/���sÎ�*�1�+%�S(�������&���#-4/$Y4/_�����'�ZQ��'
(�����#%9:$P�\*�$WC �R® *�2�2�'�4Q*/&��DmI vo¢�²�¥f²W��¦�/��AFn<8<�FL�a��¦§� ¢ �:�T¦=¤C²V�:�V��)�²V�!��� ¢{� �:¥a�
²V��)�²V��¦=¢�²V�/�V�:�pRN¡ü¦�²V ³�T¦=¤C²V� IF2 �"d��L� � �"d��F� I]�¬��#%$�*0I`l:1�#%$ d:�:�:d ;

0 �/�91 6B;Ä�Í��+-&��©*�$�(©6B; Í #-����4/2JI�m Ì $.#%$L��'�4F(01�&���#-4/$ ��4>�����N�>*�+%K.*�$,Î�#%+%����'WmIxt ��¥�/�«
�À¤C¥{�V��¢{����²V¢�¦ t oC_��V«�<� Z6 I � ��2�*�'���K���$L��4�a���4/K72�1�����'S°F&�#-��$�&��:ILíH$�#%ZQ��'���#%�â^74�a
584/'����W��*�'�4/+%#%$�*�*��M�¬��*�2\��+EPH#%+%+OI d:�:��� ;

0 ���41 ±8+A*/(0#%K7#%'tC�;F�M��*�'�#%��4/$�4"Zo*�$�( � *�$�#-��+ � ��+-&���4/'�� Ì 9:1�#%+A*�'"I}m � $o(���+A*�^L�
(���2\��$�(���$L� ���*�_�#%+%#%�â^ý&�4/$�(0#%��#-4/$��WmI B��6��¦§�  ��1�V�:��)�²V��¦=¢�²V��:/��¦C¦§� ¢a� I<±�4/+ �L� I
2�2 �F� � � ·0I d:�:�:� ;

0 �/�91 ±8+A*/(0#%K7#%'tC�;F�M��*�'�#%��4/$�4"Zo*�$�( � *�$�#-��+ � ��+-&���4/'�� Ì 9:1�#%+A*�'"I}m � $o(���+A*�^L�
(���2\��$�(���$L�)���*�_�#%+%#%�â^Í&�4/$�(0#%��#-4/$��Na¸4/'>��#%K��b�OZ:*�'�^F#%$�9D��^0������K��WmI B��6��¦§�  ��f�V�:�
)�²V��¦=¢�²V�Z:/��¦C¦§� ¢a� I�±�4/+ � ·0I�2�2 ���/� � �"º:� I d:�:�:d ;

0 � · 1 °	;��¬��4"^QI � ;ü�Í��^Q��'�mâGH��&�4/$0=�9:1�'*���#-4/$D��&�����K����@��4BK7#%��#%9L*����MaO*�1�+%����#%$D*�1���4��
K.*�����(V#%'�'�#%9L*���#-4/$R&���*�$�$���+-�WmI ) @ )�« = )�) I�°F��ZF#%+%+-� d:�:�:�

0 �:�i1 qB;	C]#%��'�#-&�4V*�$�(R±B;6Î�'�4/K7#-4/$JI	mO±¬*�'�#A*���#-4/$��,*�1���4/1�'N(��,+A*�2\��'�a¸4/'�K.*�$�&��B4/2���#��
K.*�+-�B(��)��^0������K����8�L^0(0'*�1�+%#-[L1����>T.��1�'�aO*/&��,+%#%_�'��AmI )�²V�E�q²!+�¡À�ARN¡ü¦�²V ³�T¦=¤I+�¡À�
��¦xRs#V¢�²V�:²V �¤�� I`lL*�$LZF#-��' d:�:�:� ;

0 �/º91 n7;Än�*�$�9�I0G,; 8 ��$D*�$�( C�;nlL*/4�I�m Ì ����1�(0^.4�a�9:'�4:������'�'�4/'S(�������&���#-4/$Y*�$�(©(�*��*
'���&�4/$�&�#%+%#A*���#-4/$X#%$ 2�'�4F&������©#%$�(01�����'�#-���WmI )�²V N�:¡ü¦§� ¢a�H¥�/��   = �-#V�-# I�±�4/+O; �"  I
2�2	° d0��� ��° d:d:d I �" : :� ;


