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Introduction

La statistique appliquée a beaucoup évolué ces dernieres années. Bien que ses objectifs
soient restés les mémes, a savoir la description, le traitement et 'analyse de données, elle doit
répondre & une nouvelle problématique. En effet, I’explosion de la quantité d’information,
due & Papparition de nouvelles technologies (I'image, les puces & ADN, Internet, les données
commerciales et financieres, ...) nécessite le développement de nouvelles méthodes d’analyse
ou du moins, 'adaptation des méthodes existantes.

Nous nous intéressons dans ce travail a des problématiques dites «supervisées» : l'infor-
mation dont nous disposons est représentée par un tableau individus x variables [X,y].
Chaque individu ¢ est décrit par le vecteur ligne (z;,y;) ol x; est formé de p caractéristiques
(correspondant aux différentes mesures prélevées sur chacun des individus) et y; une valeur
discrete ou continue. Les n couples (z;,¥;)i=1,...n forment 1’échantillon d’apprentissage, noté
D,,. L’apprentissage supervisé a pour objectif de prédire la valeur y d’un individu x en fonction
de linformation dont on dispose sur cet individu. Le résultat d’un tel algorithme est une
fonction fn estimée a partir de 1’échantillon d’apprentissage D,,. On construira un modele
de régression si y; € R et de classification si y; € N. Or, les données d’apprentissage ne sont
que des exemples qui comportent leur part d’incertitude (liée au bruit, & 'imprécision des
mesures). Si la fonction fn la prend en compte, elle accorde trop de confiance aux données
d’apprentissage et ses capacités de généralisation en seront affectées : c’est le sur-apprentissage
(du terme anglais overfitting). Cependant, si fn n’est pas assez fidele aux données, les capacités
de généralisation en seront également affectés : c’est le sous-apprentissage (du terme anglais
underfitting). La fonction fn issue de l'algorithme d’apprentissage doit donc rester fidele a D,
sans donner trop d’importance aux données prises individuellement. Il s’agit donc de régler la
complexité du modele de sorte a obtenir le «meilleur» compromis entre biais du modele ajusté
et variance. Dans ce contexte, pour mesurer la qualité du compromis, 1’idéal est de disposer
d’un échantillon indépendant de D,,, dit échantillon de test, sur lequel se mesure la précision
des prédictions de fn On parle alors de validation.

Ce compromis prend en compte les notions de régularisation, de réduction de dimension ou
encore de minimisation du risque structurel. Son étude constitue le fil conducteur de notre
travail.

Dans les multiples domaines d’application de l’apprentissage, on rencontre souvent des
données de grande dimension (n << p), dont voici trois exemples typiques :

- Aide au diagnostic et imagerie médicale : chaque image est caractérisée par les p pixels qui
la composent.

- Bio-informatique et puces & ADN : cette technologie permet de mesurer I’expression de
plusieurs dizaines de milliers de génes sur un individu. On récupere alors une quantité d’in-
formation conséquente. Cette information ne peut étre actuellement collectée que sur un petit
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nombre d’individus, car chaque expérience de puce a ADN est cotiteuse.
- Chimiométrie et Spectroscopie : cette technologie permet de décrire un individu par une
courbe. La courbe est discrétisée pour fournir un ensemble de descripteurs.

Ces exemples ont comme particularité commune d’étre composés d'un grand nombre de
variables explicatives fortement corrélées et mesurées sur un petit nombre d’individus. Or
dans de tels espaces, on rencontre souvent des phénomenes de sur-apprentissage. Il est donc
fondamental de maitriser ce compromis. Quelles sont les outils a disposition pour gérer ce
type de problématique ? Quelles sont les principes sur lesquelles doivent s’appuyer le choix de
modeles ?

Les deux premiers chapitres de ce document parcourent un horizon des méthodes adaptées a la
gestion des données de grande dimension et permettent de dégager les grands principes mises
en oeuvre dans ce but.

Le premier principe est d’ordre algorithmique : la majorité des algorithmes classiques de
modélisation nécessite la plupart du temps linversion de matrices de dimension p x p. Il
s’avere qu'un grand nombre de ces algorithmes peuvent s’absoudre de la gestion de matrices
p X p en passant d’une forme primale & une représentation duale. La dynamique primale/duale
est & la base des méthodes & noyau (du terme anglais «Kernel Method») et implique alors la
gestion de matrice n X n, configuration particulierement bien adaptée au contexte n << p.
Ces méthodes présentent I'avantage de s’étendre sans difficulté au contexte non linéaire
via les propritétés des espaces de Hilbert a noyau reproduisant. L’extension au cadre non
linéaire est intéressante lorsque 'on cherche a maximiser la qualité de prédiction. Notons
que cette derniere s’obtient au détriment d’une perte de lisibilité et d’interprétation des modeles.

Le second principe est d’ordre conceptuel : il s’agit de définir les fondements permet-
tant de gérer les données de grande dimension. L’idée générale consiste a réduire la complexité
des modeles en introduisant des contraintes sur la nature des solutions issues de ’apprentissage.
Les méthodes de régularisation issues de ’analyse numérique pour la résolution de problemes
inverses ou de problemes mal posés répond a ce type de problématique. Il est intéressant de
constater que la majorité des méthodes a noyau supervisées de la littérature repose sur des
principes de régularisation.

Ainsi, le premier chapitre de la these décrit les approches s’appuyant sur des techniques
explicites de régularisation de type Tikhonov dans laquelle s’inscrivent, par exemple, la Ridge
Regression, et plus spécifiquement en classification, les Support Vector Machines ou la Kernel
Logistique Regression.

Le deuxieme chapitre se focalise sur les méthodes implicites de régularisation basées sur
des approches de réduction de dimension. En effet, comme nous le verrons, la réduction
de dimension lorsqu’elle précede une étape de construction de modele se comporte comme
un outil de «régularisation». C’est le cas, par exemple, de la régression sur composantes
principales et des moindres carrés partiels ou régression PLS (du terme anglais Partial Least
Squares Regression). Ces deux méthodes ont I'intérét algorithmique de pouvoir bénéficier de
la dynamique primale-duale et ne requierent que la gestion de matrices de dimension n x n.
Dans ce deuxiéme chapitre, nous nous focalisons sur les méthodes de réduction de dimension
supervisée et notamment sur la régression PLS plus adaptée au contexte supervisé.

Partant du constat que la régression PLS n’a historiquement pas été congue pour répondre a
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des taches de classification, nous présentons dans le troisieme chapitre une extension dédiée a
la classification : la régression logistique PLS et nous en proposons une version non linéaire :
la Kernel Logistique PLS. Cette nouvelle approche est basée sur des méthodes de réduction de
dimension supervisée et des transformations de type Empirical Kernel Map.

Le quatrieme chapitre se concentre sur des problemes de classification multiclasses. Apres une
breve revue des Support Vector Machines multiclasses, nous proposons des extensions linéaire
et non linéaire de la régression logistique PLS au cas ou la variable a prédire est catégorielle
a plus de deux modalités : la Régression Logistique Multinomiale PLS et la Kernel Logistique
Multinomiale PLS.

L’ensemble des méthodes décrites dans ces premiers chapitres est évalué empiriquement sur
benchmarks dans le cinquieme chapitre.

Le sixieme chapitre décrit une application de la Kernel Logistique PLS a un probleme complexe
de classification d’images médicales. Il s’agit de concevoir un systeme de caractérisation
automatique des tumeurs noires de la peau établissant, a partir d’images numériques, un
diagnostic argumenté sur la nature de la lésion (lésion bénigne vs. lésion maligne).
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Chapitre 1

Minimisation du risque
structurel, méthodes a noyau et
régularisation

Nous nous placons dans le cas d’un apprentissage supervisé a partir d’'une base D de taille
finie. On considere que les n observations de la base d’apprentissage sont indépendantes, iden-
tiquement distribuées, de loi P inconnue et définies dans X C RP. A chaque observation
est associée une valeur y € Y de loi P(y/x) inconnue qu'’il s’agit de prédire. L’échantillon
d’apprentissage D,, est alors défini par : D, = {(x1,91),..., (Tn,yn)} selon la loi jointe
P(z,y) = P(z)P(y/x). Imaginons que 'on dispose de «beaucoup» de données dans le sens
ou de nombreuses mesures ont pu étre prises sur chacun des individus (p grand). Chaque
observation est alors décrite par un grand nombre de variables et il est fort probable que les
différentes mesures apportent de l'information redondante (multicolinéarité) mais également du
«bruit» (provenant par exemple d’imprécisions dans les mesures). Le grand nombre de variables
(grande dimension), la redondance (multicolinéarité) et le bruit peuvent masquer la structure
reliant les individus a la variable a prédire. Dans de telles situations, lorsque I'on cherche a
modéliser le lien entre une variable & expliquer et p variables explicatives (régression, classifi-
cation), la tache peut s’avérer délicate et on parle généralement de problémes mal-conditionnés
impliquant principalement instabilité numérique et sur-apprentissage. La théorie de Vapnik
[Vapnik (1998)] apporte des vues éclairantes sur ce qu’on appelle la capacité de généralisation
d’un modele, c’est-a-dire sa faculté a prédire correctement de nouvelles valeurs et pas seulement
a rendre compte du passé. La premiere partie de ce chapitre est donc dédiée a la présentation de
cette théorie : la Minimisation du Risque Structurel (SRM : Structural Risk Minimization). La
mise en oeuvre pratique du SRM est un probleme difficile mais les connections avec la théorie de
la régularisation, que nous présentons dans une seconde partie, vont nous amener a considérer
une panoplie d’algorithmes (e.g. SVM, Ridge Regression, ...) pour réaliser cette tache.

1.1 La Minimisation du Risque Structurel (SRM)

La modélisation dans les espaces de grande dimension a donné lieu a 1’essor d’une commu-
nauté a la frontiere de I'informatique et des statistiques : la communauté de l'apprentissage.
Vapnik est sans doute 'un des initiateurs de ce domaine de recherche fructueux et en constante
évolution. La question centrale de cette communauté est d’évaluer le degré de généralisation
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d’un modele f, c’est-a-dire sa capacité a prédire correctement la classe d’'un nouvel individu
(qui n’a pas servi a 'estimation de la fonction de décision). L’apprentissage consiste donc a
déterminer une fonction f € F qui minimise le risque fonctionnel (1.1)

Rréel[f] = fXXyV(yaf(I))P(Iay)dxdy (11)

ot la fonction de cotlit V' mesure la concordance entre y; et f(z;) (par exemple, V(y, f(x)) =
(y — f())?). P étant inconnu, on définit le risque empirique (1.2).

Remp[fa n] = % Z?:1 V(yia f(IZ)) (1'2)

A partir de m observations, (z;,y;)f; € X x ), on cherche alors & approcher la fonction f
minimisant (1.1) par la fonction fn minimisant le risque empirique Repmp. La question centrale
est de savoir si la fonction de décision fn qui minimise Rey,, minimise également R,¢.;. Les
travaux de Vladimir Vapnik répondent & cette interrogation [Vapnik (1995); Vapnik (1998)].
Ils établissent un lien entre Repnp et Rréer-

Soit F = {fa, A € A}, Pespace de recherche de la fonction de décision fn (appelé couramment
espace d’hypotheése). Si F est un espace «riche» (par exemple, F = {polynéme d’ordre p}, p
grand), il est simple de construire une fonction de décision fn annulant R.,,, ; une telle fonction
ne minimisera pas, en général, R.¢.;. A contrario, si on choisit un espace F trop restreint
(par exemple, F = { polynéme d’ordre 1}), il peut étre impossible d’y trouver une bonne
solution. [Vapnik (1995)] propose donc une méthode d’estimation de f,, basée sur Iobtention
de bornes sur R,.¢e;. Il démontre que R,.¢.; dépend des données et de la complexité de ’espace
F. Cette notion informelle de richesse des espaces d’hypothéses a été conceptualisée par Vapnik
et Chervonenkis [Vapnik (1995)] dans le cadre de la classification par la dimension de Vapnik-
Chervonenkis ou VC dimension et par la V., dimension dans le cadre de la régression (voir par
exemple [Evgeniou and Pontil (1999)]). Par souci de simplicité de la présentation, nous nous
focalisons dans la suite sur la VC-dimension.

\

Définition 1 (VC dimension) Soit un ensemble de n observations, d chacune desquelles est
associée une étiquette +1 donnant sa classe d’appartenance. Il existe 2™ étiquetages possibles.
Si pour chaque €étiquetage, il existe dans F une fonction f associant a chaque point la bonne
étiquette, on dit que l’ensemble des n points est éclaté par F. La VC-dimension de F notée h,
est définie comme le nombre mazimum de points pouvant étre éclatés par F. O

Vapnik [Vapnik (1995)] montre que la VC-dimension, h, permet de relier Ry¢e; & Remp
mesuré sur I’ensemble d’apprentissage. On a, avec une probabilité 1 — 7 ,

h (log(%”) +1) —log (%)

RTéel(f) < Remp(f) + \/
(1.3)

= intervalle de confiance

= risque structurel

Remarque 1

1. La différence entre Ryse; €t Remp est inversement proportionnelle a la valeur de n.
Cela signifie que la qualité du classifieur est proportionnelle au nombre d’observations dont
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on dispose : plus n est grand, plus le modéle est précis. D’un autre coté, une fonction de
décision choisie parmi un espace d’hypothese de VC dimension h élevée, peut engendrer un
sur-apprentissage c’est-a-dire donner liew a un risque Rypee; plus élevé que celut mesuré sur

Remp-

2. L’inégalité (1.3) est une inégalité universelle dans le sens ou elle ne suppose pas
d’hypotheses sur la distribution des données.

3. La majoration qu’elle fournit peut-étre trés conséquente (notamment pour de grandes
valeurs de h/n) et de nombreuz travauz sont consacrés a la recherche de bornes plus fines. O

En observant 'inégalité (1.3), il est clair qu'une faible valeur du risque empirique n’implique
pas nécessairement une faible valeur du risque réel. Puisque qu’on ne peut pas minimiser R,
on va alors chercher & minimiser la borne supérieure de l'inégalité (1.3) : le «risque structu-
rel». Le risque structurel est composé de deux termes : le risque empirique et 'intervalle de
confiance. Pour obtenir une solution fn fournissant un risque réel faible, c’est-a-dire un fort
pouvoir généralisant, il est fondamental de minimiser a la fois le risque empirique et le ratio
entre la VC-dimension et le nombre de points. De surcroit, le risque empirique est habituelle-
ment une fonction décroissante de h impliquant que pour un n fixé, on peut trouver une valeur
optimale de h (cf. figure 1.1). Le choix de h est donc crucial pour obtenir de bonnes perfor-
mances de généralisation, particulierement quand le nombre d’observations est faible. Ainsi, en
minimisant la borne supérieure de 1'inégalité (1.3), on établit un compromis entre la minimi-
sation du risque empirique et la complexité de ’espace d’hypothese F. Ce compromis conduit
Vapnik & proposer une nouvelle approche dite de « Minimisation du Risque Structurel» (SRM :
Structural Risk Minimization) [Vapnik (1982)]. L’objectif principal du SRM consiste & limiter
la complexité de I’espace F des fonctions admissibles au travers d’une faible valeur de h. Il est
malheureusement difficile de calculer A si bien que la plupart des implémentations en controle
seulement la valeur. Finalement, le SRM recherche le meilleur compromis entre biais (premier
terme de l'inégalité (1.3)) et variance (second terme de 'inégalité (1.3)) : plus la classe F est
complexe (de VC-dimension élevée), plus la variance est grande et plus le biais est petit. La
mise en oeuvre du SRM consiste alors a établir un compromis en considérant une structure sur
Iensemble F = {f(z,\) / A € A} des fonctions admissibles.

Définition 2 Une structure sur F est une suite de sous-ensembles F; = {f(z,\) / A € A;}
emboités

Fi1CFoC...CFum

L’ordre des F; étant lié a lordre des h;, h1 < hy < ... < hpy ot chaque h; définit la
VC-dimension de F;. a

Le SRM consiste alors a estimer pour chaque F,,, m = 1,..., M une fonction f}:’ puis de
choisir parmi ces M fonctions celle qui minimise le deuxieéme terme de l'inégalité (1.3). Ce
processus de sélection de modeles revient a choisir la fonction solution fn combinant la qualité
d’approximation a travers la minimisation du risque empirique a la complexité de la fonction
solution.

Le SRM a de solides bases mathématiques mais est difficilement utilisable en pratique
pour les raisons suivantes :
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Risque

Risque

Optimum Réel

Intervalle
de confiance

Risque
empirique

K

FiG. 1.1: Minimisation du risque structurel : schéma de mise en oeuvre

e La VC-dimension des F; est difficile & calculer.

e Méme en supposant la VC-dimension des F; connue, minimiser le membre de droite de
Pinégalité (1.3) sur chacun des F; peut s’avérer étre un probleme délicat et cotliteux.

La section suivante fournit donc la stratégie et les outils qui permettent de contourner
chacune de ces deux difficultés. La stratégie repose sur deux idées fondamentales : les fonctions
a estimer appartiennent a des Espaces de Hilbert & Noyau Reproduisant et sont obtenues par
des méthodes de régularisation. Nous introduisons ces concepts dans la suite du chapitre.

1.2 Espaces de Hilbert & Noyau Reproduisant (RKHS)

Commengons par définir formellement les espaces de Hilbert & Noyau reproduisant (RKHS :
Reproducing Kernel Hilbert Space).

Définition 3 Un espace de Hilbert a noyau reproduisant H (RKHS) est un espace de Hilbert
de fonctions pour lequel il existe une fonction k : X x X — R (appelée noyau auto-reproduisant)
vérifiant :

e H contient toutes les fonctions k(z,.) pour x € X

e La propriété reproduisante est satisfaite

VfeH, Ve e X < fk(z,.) >x= f(x)
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O
Définition 4 Une fonction k: X x X — R est un noyau défini positif si et seulement si :
o clle est symétrique : V1,19 € X k(x1,x2) = k(22,21)
e et définie positive :
n
Yn > 1, V(z1,....,2,) € X", V(ai,...,a,) € R", Z a;aijk(zi,x;) >0
i,j=1
O

Le théoreme de Moore-Aronszajn stipule qu’a tout noyau défini positif correspond un unique
RKHS [Aronszajn (1950)]. Notons que ce résultat ne suppose aucune condition sur I'espace
d’origine X. Pour renforcer cette idée d’unicité, dans la suite du document, nous noterons Hp,
le RKHS associé a la fonction noyau k.

Afin de mieux comprendre la définition formelle du RKHS. Nous introduisons le théoreme
de Mercer [Mercer (1909)] duquel vont découler de nombreuses et remarquables implications
pratiques.

Théoréme 1 Théoréeme de Mercer
Toute fonction définie positive k(x,y) définie sur un domaine compact X x X peut s’écrire
sous la forme d’une série uniformément convergente (1.4)

k(z.y) = 3 Avi(@)i(y) .M < oo (1.4)

ot les { N}, et les {1}, sont les valeurs propres et les fonctions propres orthonormales de
Vopérateur (linéaire auto-adjoint compact donc diagonalisable) Tk : Lo(X) — Lao(X),

(1)) = [ bl f)dy Vf € La() (15)
X

Dans le cas ou M = oo, la série est alors presque partout absolument et uniformément
convergente. O

Remarque 2 La séquence {1;}}, est une base orthonormale de Hy. Il s’ensuit que toutes
fonctions [ € Hi s’expriment sous la forme (1.6).

M
f@) = Y ai(a) (16)

|

Le Théoreme 1 nous apprend que tout noyau défini positif admet la représentation suivante :

M M
k(z,y) = Z i (2)Yi(y) = Z Vi (@) Aiti(y) =< (), B(y) > (1.7)
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Nous pouvons alors définir explicitement 1’espace de redescription engendré par la fonction
noyau k
® : X — Hg

& — (VAT (@), VRt (@) oo v rons () (1.8)

M définit la dimension de Hg et peut étre de dimension infinie.

A tout RKHS Hg, on associe un produit scalaire et une norme, définis par les équations (1.9)

t (1.10) : posons f(z) = Zf\il a;ti(x) et h(z) = Zf\il b (),

Le produit scalaire dans Hx est défini par

< f@), h(x) >pc= <Zalwz Zbﬂ/h > =Za;i_’i (1.9)

Hi i=1

et la norme dans Hg est définie par

M 2
£ =< F(@), f(2) >pp= ZA— (1.10)

De I’équation (1.7), on peut voir que k(z,y) correspond a l’évaluation d’un produit scalaire
dans le RKHS Hg induit par k. Cette constatation a de grandes conséquences pratiques que
nous explicitons au travers de la proposition 1.

Proposition 1 «L’astuce du noyauy («Kernel Tricky)

Tout modéle ne nécessitant dans sa construction que la manipulation de produits scalaires
entre observations (et non leur cordonnées explicites) peut étre construit implicitement dans un
espace de Hilbert en remplacant chaque produit scalaire par l’évaluation d’un noyau défini po-
sitif sur un espace quelconque. Ce procédé de substitution a pris le nom d’ «astuce du noyauy. O

Le tableau 1.1 présente trois fonctions noyaux fréquemment utilisées dont on sait qu’elles
vérifient les hypotheses du théoreme de Mercer.

TAB. 1.1: Fonctions noyaux vérifiant les conditions du théoreme de Mercer

Noyau linéaire : k(z,y) =<uz,y >
Noyau polynomial :  k(z,y) = (< z,y > +c)?
Noyau gaussien : k(z,y) = exp(—v|lz — y||?)

Nous disposons maintenant des outils qui vont nous permettre de décrire la mise en oeuvre
pratique du SRM proposée par Evgeniou et al. [Evgeniou et al. (2000)] et Wahba [Wahba
(1999)].

1.3 RKHS et Minimisation du Risque Structurel (SRM)

Nous présentons, dans cette section, une stratégie de mise en oeuvre du SRM établie par
Evgeniou et al. [Evgeniou et al. (2000)] et Wahba [Wahba (1999)]. Soit un RKHS Hx muni
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d’une norme ||.||3, et d’'un produit scalaire associé < .,. >4, . Soient une séquence de réels
a1 <az<..<apmet Fj={f€Hr:||fllng <a;j}. On a alors :

FiCFaC...CFu (1.11)

Par construction, la VC dimension de F; est une fonction croissante des a; et Evgeniou et al.
[Evgeniou et al. (2000)] suggerent de minimiser le risque empirique sur chaque {F;}}Z,. Cela
revient & résoudre le probleme (1.12) de minimisation d’Ivanov [Ivanov (1962)] pour chaque

j=1,.., M.

f@’}-ﬁ; LS Vs, f ()

1.12
sous la contrainte : || f||3,, < a (1.12)

2
J

Le probléme d’optimisation (1.12) peut-étre résolu & l'aide des multiplicateurs de Lagrange
conduisant a la minimisation par rapport f et maximisation par rapport aux multiplicateurs

de Lagrange A; > 0 du probleme (1.13)

w i Vi f@) + NIy —af) Yi=1,....M (1.13)

Pour chaque Fj, j = 1,..., M est obtenu un couple solution (f;, )\;‘) La solution optimale fn
extraite de toutes les solutions { f;‘}jj\il doit fournir un compromis entre minimisation du risque
empirique et complexité de F;; c’est-a-dire fournir une faible valeur de la partie droite de
Pinégalité (1.3). Ainsi, en proposant une stratégie de controle de la valeur de la VC dimension
de chacun des hg,, il n’est plus nécessaire de la calculer. Nous venons donc de contourner la
premiere difficulté évoquée précédemment. Plutot que de résoudre ces M programmes d’opti-
misation sous contrainte, Evgeniou et al. [Evgeniou et al. (2000)] proposent de rechercher le
minimum de (1.14) qui correspond au probléme de régularisation de Tikhonov [Tikhonov and
Arsenin (1977)].

n

LS Vi ) + M BB (114)

i=1

Remarque 3 Les problemes d’optimisation d’Ivanov et de Tikhonov sont équivalents dans le
sens ot pour \ fizé, si fo est solution de (1.14) alors fo est également solution de (1.12). O

(1.14) établit un compromis entre complexité (ou régularité) de f (appartenant & un espace
de Hilbert & noyau reproduisant) et minimisation du risque empirique. Ce compromis étant
controlé par le parametre de régularisation A. En pratique, la résolution de (1.14) s’effec-
tue par A-validation croisée. Reste enfin & proposer une stratégie efficace de résolution du
probléme d’optimisation (1.14). Pour ce faire, nous allons introduire le résultat fondamental de
la théorie de 'apprentissage dans les espaces de Hilbert a noyau reproduisant : le «théoreme
du représentant» ou théoreme de Kimeldorf et Wahba [Kimeldorf and Wahba (1971)] .

Théoréme 2 Théoréme de Kimeldorf et Wahba

Soient un ensemble compact X € RP, k un noyau défini positif, Hx le RKHS associé,
D = A{z1,..,zn} € X un ensemble fini d’individus, y; les sorties observées pour chacun des
n indwidus et V une fonction de coit mesurant la concordance entre y; et f(x;). Toute solution

au probléme
n

min 23" V(s fas) + M 1B (1.15)

fEHKMN 4
=1
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admet une représentation de la forme :
n
Ve e X, fulz)= Zaik(a:i,a:) (1.16)
i=1
ou {a;}, €R O

Le théoréme de Kimeldorf et Wahba implique que la norme || fp|j3, de la solution f, de
léquation (1.15) est contrainte & de faibles valeurs, ce qui peut étre bénéfique si on recherche
des fonctions régulieres. Ainsi, dans cette formulation, A est un réel positif établissant un
compromis entre complexité de f € Hy et qualité d’approximation.

Notons que la solution f,, fournie par le théoreme du représentant, évolue dans un
sous-espace de dimension n. Ainsi, le probleme consiste a estimer n parametres {a;}}'_; bien
que Hx puisse étre de dimension infinie.

1.4 Mise en oeuvre du SRM : la régularisation

La mise en oeuvre pratique du SRM se résume finalement au choix de la fonction de cott
intervenant dans ’équation (1.15). Nous étudions dans cette section, I'impact de ce choix sur
la solution finale.

1.4.1 La Kernel Ridge Regression : la Square loss

Dans un premier temps, nous présentons la Ridge Regression comme une alternative a la
méthode des moindres carrés lorsque les données sont mal conditionnées.

L’estimateur des moindres carrés noté 3% est défini par

GO = argmin|y — X513 (1.17)

et s’obtient en résolvant I’équation normale :
GOFS = (XTx)"1xTy (1.18)
Dans le cas de p variables, les éléments diagonaux de C' = (X7 X)~! sont définis par :

1

j = 17"')p

ou R? est le carré du coefficient de corrélation multiple de la variable x; avec les p — 1 autres
variables explicatives. S’il existe une forte multicollinéarité entre x; et les p — 1 variables, alors
RJQ- — 1, ce qui implique instabilité et explosion des valeurs de BOLS .

Classiquement, on mesure la précision d’un estimateur B de B par son erreur quadratique
moyenne (MSE : Mean Squares Error) définie par (1.19) :

MSE(®) = E|(B-8T(B-5)
= (8- 5) (B3~ 8) +E[(3 - EB)" (3~ ED) (119)

biais? de 3 variance de 3
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Le MSE se décompose donc en deux termes. Le premier terme correspond au carré du biais
de l'estimateur tandis que le second terme correspond au terme de variance de l’estimateur.
D’apres le théoreme de Gauss-Markov, ’estimateur des moindres carrés, BOLS , est de tous les
estimateurs sans biais celui de variance minimale. Il s’ensuit qu’on ne peut diminuer la variance
de l'estimateur qu’au détriment d’estimateur biaisé. C’est l'objectif central des estimateurs
régularisés.

L’erreur quadratique moyenne de BOLS est définie par :
~ ~ 2 ~
MSE(3OL5)="_|E [(,6’ - ) } = S0 var (B;) =o*trace(XTX) ! = 02 S0 1/,

Si la matrice XTX est mal conditionnée, au moins une des valeurs propres {N\i}_, sera pe-
tite impliquant alors un large MSE. X7 X est mal conditionnée soit parce que les variables
explicatives sont fortement corrélées soit parce que le nombre de variables excede le nombre
d’observations. Dans de telles situations, plutot que de chercher 'estimateur de norme mini-
male solution de ’équation normale, on peut chercher un compromis entre minimisation de la
fonction de cofit et faible valeur de la norme ||3]| : cette approche est connue sous le nom de
Ridge Regression [Hoerl and Kennard (1970)]. L’estimateur de la ridge regression est solution
du probleme d’optimisation (1.20)

BRE = arﬁgerﬂgn(y - XB)"(y—XB)+ B2 (1.20)

ol A est une constante positive a valeur réelle pondérant le compromis entre faible norme et
minimisation de la fonction de coiit.
En annulant la dérivée par rapport a 3 on obtient :

XTXBRE £ €\3RE = (XTX + ML) 57 = xTy (1.21)

Ou I, est la matrice identité de dimension p.
La solution est fournie par ’équation (1.22) :

BEE = (XTX + L)t X Ty (1.22)

Notons que (X7 X + Al,) est systématiquement inversible lorsque A > 0. Le modele final est de
la forme (1.23) :

fo(x) = <BRR,x> =yT X(XTX +2I,) 'z (1.23)

Cette méthode est conceptuellement intéressante car elle permet de gérer les données corrélées.
Cependant, la solution, ﬁRR est obtenue en inversant une matrice de dimension p X p rendant
pour le moment sa mise en oeuvre difficile dans les espaces de grande dimension. Il est possible
de contourner cette difficulté en remarquant que BRR peut s’exprimer sous sa représentation dite
duale, c’est-a-dire, non plus comme combinaison linéaires des variables, mais des observations
[Saunders et al. (1998)].

BRR — /\_1XT(y _ XBRR) = XTq
ot & ="ty — XBRR). Par conséquent, nous obtenons :
=M= (y— XXTa)

= (XXT +AL)a =y
= a=(XXT+ L)y
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Le modele final est de la forme (1.24) :

fulz) = <BRR’1;> — <i wx> = ia (x;, ) (1.24)

i=1

Le modele (1.23) est évidemment équivalent au modele (1.24).
Soulignons quelques propriétés fondamentales :

1. L’expression duale de BRR ne s’exprime qu’au travers de produits scalaires entre
observations. De la méme manieére, par le modele (1.24), la prédiction d’un nouvel individu
ne nécessite que l'information fournie par le produit scalaire entre z et chacun des x;. Ainsi,
il est possible d’exprimer la solution de la ridge regression uniquement par les valeurs des
produits scalaires entre individus. Cette propriété est d’une importance capitale.

2. La solution & nécessite I'inversion de la matrice (X X7 + Al,,) de dimension n x n. Ceci
est particulierement intéressant lorsque p >> n.

Kernel Ridge Regression a travers l’astuce du noyau

Tel que présentées précédement, les relations entre la variable a expliquer y et les variables
explicatives sont linéaires. Ces relations peuvent s’avérer insuffisantes lorsque 'on cherche a
maximiser le pouvoir prédictif d’'un modele. On peut alors s’interroger sur la possibilité d’étendre
la ridge regression au cadre non linéaire. Pour ce faire, nous allons nous placer dans le contexte
des Espaces de Hilbert & Noyau Reproduisant. Puisque la solution (1.24) ne s’exprime que par
le produit scalaire entre observations, on peut alors appliquer I'astuce du noyau au contexte
de la ridge regression. Notons donc K = (k(xi’xj));i’“"i’ la matrice de Gram associée a la

RN

fonction noyau k. La matrice K de dimension n X n fournit les valeurs des produits scalaires
des n individus dans le RKHS H g (que 'on ne connait pas explicitement). Dans cet espace, &
est défini par I’équation (1.25).

&= (K+xnl)"ty (1.25)

et la solution finale est fournie par I’équation (1.26)
fula) = Zééik(%xi) (1.26)
i=1

Kernel Ridge Regression a travers le théoréme de Kimeldorf et Wahba

On peut également retrouver la solution de la Kernel Ridge Regression obtenue par
Iéquation (1.26) en utilisant le théoreme de Kimeldorf et Wahba. Considérons le probleme
(1.27)

fn = argmin [% Z?zl(yi - f(xz))z + A”f”%'fl(} (1.27)
fEHK

ou H = Hg défini, un RKHS associé a une fonction noyau k sur X x X. Par le théoreme du
représentant, toute solution de (1.27) peut s’écrire sous la forme :

falz) = S0 aik(z,x) (1.28)

Remarquons que le probleme (1.27) peut s’exprimer matriciellement. En effet, soient o =
(a1, ..., a,)T € R", K la matrice de Gram (n x n) : K;; = k(z;, ;).
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On a alors :
(fa(@1), s fu(za)T = Ka (1.29)
et .
Ifulf, = o'Ka (1.30)
Le probleme (1.27) est donc équivalent & :
fo = argmin; (Ko —y)T(Ka —y) + da’Ka (1.31)

C’est une fonction convexe et différentiable en . Afin d’obtenir la solution de (1.31), il convient
de calculer sa dérivée par rapport a a. Soit F(a) = 23" (Ka—y)T (Ka—y) + \aTKa

n

VF, = 2K(Ka-y)+2\Ka
(1.32)
= %KQa— %Ky—l—Q)\Ka

La matrice de Gram K étant symétrique définie positive, VF, = 0 est une condition nécessaire
et suffisante pour le calcul de o optimal. En multipliant par K !, la solution optimale est
obtenue en résolvant le systeme linéaire (1.33)

(K+Anla=y (1.33)

Et & est défini par (1.34)
&= (K+xnl)ty (1.34)

Notons que (K + Anl) est systématiquement inversible quand A > 0. On retrouve alors
I’équivalence souhaitée en posant K = X X7 (noyau de Mercer linéaire).

Dans cette section nous considérions le cas ot V. = (y — f(z))®. Quen est-il en chan-
geant la fonction de cout V' 7

1.4.2 Les Support Vector Machines (SVM) : la Hinge loss

Cette section est dédiée a 'application des concepts de régularisation au contexte exclusif
de la classification binaire y € {—1,1}. L’approche que propose Boser et al. [Boser et al. (1992)]
et Vapnik [Vapnik (1995)] dans le contexte de la classification binaire repose sur la notion
(intuitive et géométrique) d’hyperplan séparateur optimal. C’est le principe fondateur de la
méthode bien connue des Support Vector Machines (SVM). Alors qu’a priori lointains de toute
forme de régularisation de Tikhonov, les SVM se traduisent en fait comme un probléeme de la
forme (1.15) au travers d’une fonction de colt V particuliere : la Hinge loss. C’est ce que nous
présentons dans cette section.
Commengons, néanmoins, par décrire les principes qui ont construit la notoriété des SVM. La
motivation principale des SVM repose sur la généralité de la fonction de décision. Comment
construire a partir d’'une base d’apprentissage finie une fonction de décision capable de prédire
la classe d’appartenance d’un nouvel individu (qui n’a pas servi & la construction du modele).
Initialement, la solution proposée par Vapnik pour éviter les problemes liés au sur-apprentissage
repose sur le concept de «marge» ou d’ «hyperplan séparateur optimal». Il s’agit de construire
un hyperplan tel que la distance minimale des observations a ce dernier soit maximale.
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SVM linéaire et hyperplan séparateur optimal

Dans cette section, nous abordons les SVM de maniere géométrique afin de fournir une ap-
proche pragmatique pour appréhender les principes de controle de complexité sous-jacents aux
principes d’hyperplan séparateur optimal. Remarquons que la marge autour d’une séparatrice
linéaire est associée a la richesse de Pespace d’hypothéses (donc & la VC-dimension h). En
effet, plus la marge est large, plus il est difficile de faire passer une séparatrice linéaire avec
cette marge entre les données des deux classes. Intuitivement, en cherchant une séparatrice de
marge maximale, entre les données, nous nous obligeons a considérer un espace d’hypotheses
plus limité et cela nous permet de maintenir un lien entre le risque empirique et le risque réel.
Cela correspond a la justification avancée par Vapnik pour les SVM. Selon lui, cette méthode
permettrait de régler directement le compromis entre adéquation aux données et limitation de
la richesse de ’espace des hypotheses.

Soient n observations décrites par p variables réparties en deux classes. A chaque obser-
vation x; est donc associée un label y; € {—1,1}. Un hyperplan est défini par son orthogonalité
a un vecteur unitaire 3 et sa distance a l'origine —f3y. La distance entre un individu x de la
premiére classe et 'hyperplan {z : f(z) = 278+ By = 0} o1 ||3]| = 1 est égale &

a'' B — (=po) = 2" B+ bo
De méme, la distance entre un point x de la deuxieme classe et I'hyperplan est égale a
—Bo—a" B

Supposons que les classes soient linéairement séparables. Alors il existe une infinité d’hyperplans
tel que y; f(z;) > 0. L’ «hyperplan séparateur optimal» (Figure 1.2) est défini par les vecteurs
de poids § et By vérifiant I’équation (1.35).

arg maéfﬁronin{ﬂx —zill2:z R, (2TB+ By) =0,i =1,...,n} (1.35)
La figure 1.2 représente les individus de la premiere classe en bleu (carré) (y = 1) et ceux de
la seconde en rouge (cercle) (y = —1).

Par conséquent f(x) = 273+ By représente la distance signée de z & ’hyperplan : positive pour
les bleus et négative pour les rouges. Dans le cas séparable (figure 1.2) le produit y; f(x;) est
positif quelque soit I'observation. L’hyperplan séparateur optimal maximise donc les distances
signées entre les points et 'hyperplan. On cherche donc a maximiser I’épaisseur C' de la marge
par rapport a 3 et 3y sous les contraintes suivantes :

18l = 1 (1.36)

x; a droite de Hy pour les ¢ correspondant & y; = 1,

& 2l f—(=fo+C) >0

& —(z] B+ fo) > C Vi tel que y; =1 (1.37)
x; & gauche de Hy pour les i correspondant a y; = —1,

& —alf-(f+0C) >0 )

& (@B +po) > C Vi tel que y; = —1 :

Les contraintes (1.37) et (1.38) se résument en une seule :

vi(2f B+ By) > C (1.39)



Mise en oeuvre du SRM : la régularisation 23

N “ Hyperplane Optimal Hyperplane : H = {x| f(x) = x'8 + ,=0}

Optimal - Hy={x| f(x) =xXB+ By=+1}
' Hy={x| f(x) = Xf + fy=-1}

H, A Hyperplane

Hyperplane

FiG. 1.2: Approche géométrique des Support Vecteur Machines. Représentation de 'Hyperplan
Séparateur Optimal dans le cas de données linéairement séparables.

Si lon souhaite s’affranchir de la contrainte de norme sur 3, on peut remplacer § par §/|3]-
Et (1.39) devient
ﬁyi(l{ﬁ +B5) > C
(1.40)
Sy B+06) > |IBIC

Remarquons que 3y est automatiquement redéfini : si le couple (5, Gy) vérifie I'inégalité (1.40)
alors Yoo > 0, le couple (af,afy) vérifie également (1.40). On peut donc choisir arbitraire-
ment ||f]] = 1/C. Ainsi, maximiser C revient & minimiser ||3]|. Par conséquent, dans le cas
linéairement séparable, la recherche de ’hyperplan optimal revient donc a résoudre le probleme
d’optimisation quadratique (1.41).

?%n LIB8l1?  sous la contrainte y;(z7 B+ Bo) >1Vi=1,..,n (1.41)
10

Si les données ne sont pas linéairement séparables, I’hyperplan séparateur optimal séparant les
deux classes est celui qui sépare les données avec le minimum d’erreurs tout en maintenant une
largeur de marge «raisonnabley. L’hyperplan doit donc établir un compromis entre taux d’erreur
et largeur de marge. Les contraintes doivent donc étre relachées de facon douce en introduisant
des «variables ressorts» &, i = 1,...,n permettant aux contraintes de marges d’étre violées.
La figure 1.3 illustre le cas de données non linéairement séparables. Dans ce cas, le probleme
d’optimisation (1.41) devient (1.42)
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AN \, Hyperplan Hyperplan optimal : H = {x| f(x) = xB + B,=0}
Marge H,={x| f(x) =xB + By=+1}
A, maximale \
. Hy={x| f(x) =xB + By=-1}

Hyperplan .

FiG. 1.3: Approche géométrique des Support Vecteur Machines. Représentation de 'Hyperplan
Séparateur Optimal dans le cas de données non linéairement séparables.

.1 2 n
Jnin sIBI° +v 2 i1 &

sous les contraintes (1.42)
{ yz(l‘ZTﬁ + ﬂo) >1-¢&.Vi=1,...,n
&>0,YVi=1,..,n
ol 7y est le parametre de régularisation (& fixer par 'utilisateur) permettant d’établir le compro-
mis entre largeur de marge et taux d’erreur. Ce parametre est généralement fixé par validation
croisée et est a valeur dans R™T.
La solution du probleme (1.42) s’obtient en maximisant la forme duale du Lagrangien :

maz {35y o — 5 307 oy QoYY < w0, w5 >}

y>a;>0,1=1,...,n (1.43)
2?21 a;y; =0
L’équation de I'’hyperplan séparateur optimal s’écrit alors :
fale) = Y1 iy <@, >+ =0 (1.44)

ou les coefficients &; sont obtenus par résolution du probleme (1.43). Notons que seuls les z;
pour lesquelles les multiplicateurs de Lagrange @; sont non-nuls participent a la solution : ces
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individus sont appelés les Support Vectors (d’oti le nom de Support Vector Machines). Ajoutons
enfin que 3y est obtenu indépendamment en résolvant I’équation :

. 1 n . n .
/30:*5 Zaiyi<$sv+79~"i>+Zaiyi<ﬂisv,7ﬂfi>
i=1 i=1

oll Zs, (respectivement x,, ) correspond a n’importe quel support vector étiqueté +1
(respectivement —1).

le signe de fn(a:) code la classe de l'individu =z.

SVM non linéaire a travers l’astuce du noyau

Les SVM consistent a rechercher un hyperplan séparateur optimal. La fonction de décision
est une séparation linéaire. Afin de considérer des frontieres de classification non linéaires,
Pastuce du noyau (explicité a travers le théoreme de Mercer et la proposition 1) est exploitable
puisque les individus n’interviennent que par leur produit scalaire (cf. (1.43)). On recherche
désormais un hyperplan séparateur optimal, mais la recherche de cet hyperplan s’effectue dans
le RKHS, Hx associé a la fonction noyau k. En utilisant comme précédemment 1’astuce du
noyau, le probleme d’optimisation (1.43) est équivalent au probléme (1.45) :

maz {3y o — 5 307 oy caayiyk(@i, 75)}
N> >0,i=1,..n (1.45)
21;1 oy; =0

dont la solution est 'hyperplan séparateur d’équation :

fulz) = Z Qiyik(x, 2:) + Fo = 0 (1.46)

i=1
ou les coefficients &; et le By sont obtenus comme précédemment.

Remarque 4 La formulation des SVM (1.45) est d la base des implémentations pratiques.
Un des problémes inhérents aux méthodes a moyau et que l'on retrouve également pour les
SVM réside dans la gestion de la matrice de Gram K de dimension n X n. Lorsque le nombre
d’observations est trop important, on me peut pas stocker K en mémoire et le probléme
devient intractable. Des implémentations ingénieuses des SVM permettent de contourner le
probléme. En partitionnant les individus par sous-blocs et en ne considérant ces sous-blocs
que successivement, il est possible d’obtenir la solution des SVM. Citons les implémentations
efiicaces des SVM fournies par Joachims [Joachims (1999)], Osuna [Osuna et al. (1997)], Platt
[Platt (1999)] et Rifkin [Rifkin (2002)]. a

SVM a travers le théoréme de Kimeldorf et Wahba

A Vinstar de la Kernel Ridge Regression, il est possible de retrouver la solution (1.46) des
SVM par l'utilisation du théoreme de Kimeldorf et Wahba. Pour cela, considérons une fonction
de cotit particuliere, la Hinge loss :

Viy, f(x)) = [1 —yf (@)l = max (0,1 —yf(z)) (1.47)
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Nous pouvons fournir une interprétation géométrique de la Hinge loss. Nous avons vu que
yi f(x;) fournit la distance de lindividu z; & Phyperplan d’équation f(xz) = 0. Pour que la
fonction de colit [1 — y; f(z;)]+ soit faible, il suffit de maximiser les valeurs de y; f(z;) pour
chaque z;, et donc de construire un hyperplan tel que la distance minimale des individus soit
maximale. Nous retrouvons ainsi le principe fondateur des SVM décrit en début de section.
Ainsi, pour obtenir la solution fournie par I'équation (1.46), il suffit d’estimer une fonction
f qui minimise la fonctionnelle (1.48). L’équivalence entre la formulation (1.45) des SVM &
variables ressorts et la formulation (1.48) a été intialement constaté par Wahba [Wahba (1999)]
et Evgeniou et al. [Evgeniou et al. (2000)].

n

1
min — 1—yif(z)]+ + M7 1.48
o D0 Sl + AV (1.49)
ot H est le RKHS généré par la fonction noyau (., .) et A définit le parametre de régularisation
permettant d’établir le compromis entre fidélité aux données et régularité de la fonction solution
fn- La Hinge loss est représentée dans la figure 1.4.

Par le théoreme du représentant, on sait que la solution fn s’exprime sous la forme
n
fulw) = aik(w:, o) (1.49)
i=1

Comme l'illustre la figure 1.4, la Hinge loss est convexe mais non différentiable. On ne peut
donc pas résoudre le probleme par dérivation comme dans le cadre de la Kernel Ridge Regres-
sion. Nous allons donc introduire des variables ressorts £ = {&1,&2, ...,&n}, afin de faciliter la
résolution probléme (1.48). Considérons donc le probleme d’optimisation (1.50) :

: 1\ 2
e 2= S Al N3
sous les contraintes, (1.50)
gi > [1 - yif(xi)]+7p0ur 1= ]-a ey T

Ou de maniere équivalente le probléme d’optimisation (1.51)
; 1\ 2
feﬁz,?eu@nﬁ i=1 & T >‘||f||HK
sous les contraintes, (1.51)

yif(x’i) >1- §i7p0ur 1= 17 sy T
& >0,pouri=1,...n

Remarque 5 Nous constatons alors d’étroites similarités entre les équations (1.42) et (1.51).
O

En utilisant la forme de fn fournie par le théoreme du représentant, on obtient le probleme de
minimisation en « (1.52)

. 1 n
min = . &+ daKa
a€Rnm EcR ™ 21*1 S

sous les contraintes, (1.52)

Yi > j—y k(i zy) +& —12>0, pouri=1,...,n
& >0, pouri=1,...,n

C’est un probleme d’optimisation quadratique sous contrainte linéaire que ’on peut résoudre
a l'aide d’outil d’optimisation classique. En résolvant le probleme d’optimisation (1.52), on
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retrouve la solution (1.46).

Ainsi, & linstar de la Kernel Ridge Regression, les SVM s’apparentent & un probleme
de régularisation de Tikhonov. Ils sont basés sur la minimisation du risque empirique régularisé
(de fonction de perte linéaire par morceaux (la Hinge loss)) sur un espace fonctionnel de
Hilbert (le RKHS). D’un point de vue plus pragmatique, la Hinge loss conduit & I'obtention
d’un hyperplan séparateur optimal. Cette notion a l'interprétation claire et aux propriétés
géométriques intéressantes joue un role central dans les derniers développements d’outils de
classification car elle permet d’assurer un pouvoir de généralisation.

1.4.3 La Kernel Logistic Regression : la Logistic loss

Les SVM, dans leur forme initiale, estiment le signe de p(x) — 1/2 [Lin (2002)], ou
p(z) = Ply = 1/X = z). Ils ne fournissent donc pas la probabilité d’appartenance aux
différentes classes de chacune des observations qui, dans de nombreux domaines, pourrait
présenter un intérét majeur (e.g. domaine médical). Une des approches les plus couramment
utilisées pour prédire p(z) est la régression logistique. C’est un modele linéaire souffrant de
problemes de mauvais conditionnement lorsqu’il est confronté a des données corrélées et de
grande dimension. Une configuration également mal gérée par la régression logistique est la
séparation compléte ou quasi-compleéte des deux classes d’individus Albert et Anderson [Albert
and Anderson (1984)]. Nous allons, dans la prochaine section, expliciter les différents problemes
rencontrés par la régression logistique dans de telles situations et montrer que régulariser le
probleme fournit une alternative intéressante.

En régression logistique binaire, il est usuel de considérer les valeurs de la variable a
expliquer y comme appartenant & ensemble {0, 1}. Posons p(z;) = P(y = 1/z; = x4, ..., Tip),
le modele de la régression logistique est de la forme (1.53) (transformation logit). Le lien logit
a, apparamment, été suggéré initialement par Fisher [Fisher and Yates (1938)] pour établir des
relations pour données binaires. Le modele de la régression logistique s’écrit :

exp(Bo + frxir + ... + Bpxip)

p(:) 1+ exp(Bo + frzi1 + ... + BpTip)
1~ p(a) :

— oz,

PRt 1+ exp(Bo + Brxi1r + ... + Bpxip)
ou de maniere équivalente :
p(xi)

l — | = i1t .- p 1.53

Og(l_p(l'z)> Bo+ﬂlx1+ +/6pxp ( )

La probabilité d’observer la réponse y; pour un individu z; s’écrit de maniere plus compacte :

P(yi/xi) = pla;)” (1 = p(a;))' ¥
La vraisemblance des données représente la probabilité d’observer les n données (x;,y;). En
supposant 'indépendance des individus, cette vraisemblance s’écrit :

n

18) = [ [ p(x:)¥ (1 = pla:))' ¥ (1.54)

i=1
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ou B = (o, b1, ..., Bp). On recherche 3 maximisant la log-vraisemblance :
L(B) = log(I( Z (yilog[p(z:)] + (1 — yi)log[l — p(x;)]) (1.55)
=1

On obtient 4 en annulant les dérivées partielles :

g_ﬂl;c = 2?21 ﬂfik(yi _p(ml)) = 07 k= Oa P

ol x;0 =1 pourtouti=1,...,n
Soit V' la matrice diagonale formée des p(z;)(1 — p(z;)). En notant que le Hessien H (matrice
des dérivées secondes de la log-vraisemblance) défini par (1.56)

0?L
0posT

est définie négative, on en conclut que la log-vraisemblance est une fonction concave et
posséde un maximum obtenu en annulant le vecteur score U((3) formé des dérivées premieres.
Ce probleme n’a pas de solution analytique et se résout en général par l’algorithme de
Newton-Raphson.

H(B) = = -XTvx (1.56)

La probabilité estimée pour l'observation x; = (251, ..., Zip) est alors fournie par

pas) = e:cp(ﬁoﬁ B@u + ..+ Bpigip)
i L+ exp(Bo + iz + ... + Bpip)

(1.57)

Et la matrice des covariances de 3 est estimée par :
cov(3) = [XTVX]™!

ot V est la matrice diagonale formée des p(x;)(1 — p(x;)).

Ainsi, la variance de 'estimateur du maximum de vraisemblance explose si les données sont
corrélés ou que les éléments diagonaux de V sont tous proches de 0. Ce second phénomene
apparait dans le cas de complete ou quasi-complete séparation des deux classes d’individus (les
probabilités estimées sont dans ce cas toutes tres proches de 0 ou 1). Dans de telles situations,
il peut étre intéressant de régulariser le probleme. En recodant la valeur de y par {—1, 1}, nous
pouvons montrer que la log-vraisemblance se traduit par (1.58) :

— log(1 + ¥ ) (1.58)

i=1

oux; =[1 x4 ... Typ), pour tout i =1, ...,n
Ainsi les parametres de la régression logistique peuvent étre obtenus en résolvant le probleme
d’optimisation (1.59)

mleog 14 e " 1) (1.59)
i=1

On peut alors pénaliser le probléme en considérant (1.60)

mleog 1+ e v B) 4 A||8)|2 (1.60)

i=1
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Et enfin, considérer des solutions plus générales en étendant I'investigation de la solution f,, &
un RKHS, H, associé & une fonction noyau k. On déduit alors le syteme d’optimisation (1.61)

1 n
o log(1 —yif(zi) A 2 1.61
oz o 0Bl e IE) A (161)

La fonction de cotit V(y, f(x)) = log(1 + e~¥f(®)) est appelée la logistic loss.

Le probleme d’optimisation (1.61) est connu sous le nom de la Kernel Logistic Regres-
sion (KLR). La solution est fournie par le théoreme de Kimeldorf et Wabha. Cette approche
est donc particulierement intéressante d’'une part car elle donne une estimation naturelle de
la probabilité d’appartenance aux différentes classes (alors que les SVM n’estiment que le
signe de p(x) — 1/2) et, d’autre part, car de nombreux travaux proposent des implémentations
ingénieuses du probleme (1.61). Nous pouvons citer, par exemple, les travaux de [Zhu and
Hastie (2005)] et [Keerthi et al. (2002)].

Les trois méthodes que nous avons présentées (KRR, SVM et KLR) dans cette partie s’ap-
parentent a un probléme de régularisation de Tikhonov et different uniquement au niveau du
choix de la fonction de cotit. La Hinge loss, relative aux SVM, présente l'intérét de produire des
modeles de marge maximale, ce qui pourrait assurer une meilleure capacité de généralisation.
Ainsi, dans la prochaine section, nous allons nous intéresser au lien existant entre le choix de
la fonction de cout et 'obtention d’un ’hyperplan séparateur optimal.

1.5 Hyperplan séparateur optimal et fonction de coit

La figure 1.4 représente ’allure des fonctions de cout associées a la régression logistique, a la
ridge regression et aux Support Vector Machines. Nous constatons d’étroites similarités de com-
portement entre la logistic loss et la hinge loss laissant suggérer des performances équivalentes
(le chapitre 5 de validation fournit des résultats comparatifs des SVM et de la KLR).

Nous pouvons donc supposer que les modeles générés au travers du probleme général fournit
par I’équation (1.14) et & partir d’une des deux fonctions cotit ne differe que peu, notamment
sur la propriété d’hyperplan séparateur optimal.

Soit un ensemble de n observations décrites par p variables. Supposons les données linéairement
séparables. Il existe alors un hyperplan séparateur optimal que I’on suppose unique. Intéressons
nous au probléme d’optimisation général (1.62)

B(A) = arg mf}nz V(yi, f(:)) + MBI (1.62)

=1

On retrouve, au travers de la Hinge loss la solution des SVM. Notons (* cette solution. La
question centrale de cette section est la suivante : pour quelle fonction de cotit, B (M) converge-
t-il vers 'hyperplan séparateur optimal des SVM lorsque A — 07 Pour formaliser les choses, on
cherche & déterminer les conditions sur l'allure de la fonction de cotlit pour que :

O L
oy e v 5=10 (1.63)

=X®

lim
A—0 ||

=X
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F1G. 1.4: Représentation des fonctions de cotlit associées aux Support Vector Machines (Hinge
loss, V(y, f(x)) = max(0,1—yf(x))), ala Kernel Logistic Regression (Logistic loss, V (y, f(x)) =
In(1 4 e ¥7(#)) et a la Ridge Regression (Square loss, V (y, f(z)) = (y — f(x))?).

L’équation (1.63) est intéressante puisqu’elle fournit une interprétation géométrique lorsque
I’on relache les contraintes de régularisation et stipule que la fonction de cout cherche a séparer
les observations en maximisant la distance des points les plus proches a 'hyperplan. Or les
propriétés de marge sont, en un certain sens, une garantie de fiabilité et de généralité du
modele généré.

Rosset et al. [Rosset et al. (2004b)], par le théoreme 3, établissent une condition suffi-

sante sur le choix de la fonction de cotit pour que la solution, B (M) converge vers un hyperplan
de marge maximale lorsque le terme de régularisation A tend vers 0.

Théoreme 3 Supposons que les observations des deux classes soient linéairement séparables.
38 tel que y;xl B > 0. Soit V(y, f) = V(yf) une fonction de coit non-croissante ne dépendant
que de la valeur de la marge.

S’il existe t > 0 (éventuellement t = co) tel que

L Vil —9)

lim = =% Ve >0 (1.64)
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Alors V' est une fonction de cott de marge mazimale dans le sens ot toute solution normalisée
B
1B

au probléeme de régularisation (1.62) converge vers Uhyperplan séparateur optimal quand

A — 0. Ainsi, si Uhyperplan séparateur optimal est unique, ”28;" converge vers cette solution.
3(\
lim ﬁA( ) = arg max min yx! B (1.65)
A=0 || BN I8l,=1 ¢

a

Pour une démonstration compleéte de ce théoreme, nous renvoyons le lecteur & [Rosset et al.
(2004b)].

Ce théoreme stipule que si la fonction de colt décroit «suffisament rapidementy, alors
elle engendre des modeles de marge maximale.

Zhu et Hastie [Zhu and Hastie (2005)] ont montré que la fonction de colit associée & la
Kernel Logistic Regression vérifie les conditions du théoreme 3. Nous pouvons en conclure que
lestimateur de la KLR converge vers celui des SVM lorsque les contraintes de régularisation
sont relachées. Cette propriété est d’autant plus intéressante que la séparation complete des
classes d’individus n’est pas une configuration bien gérée par la régression logistique. Ainsi,
dans une situation de complete séparation des classes d’individus, 1'utilisation de la régression
logistique régularisée fournit une alternative particulierement intéressante a la régression
logistique «standard».

1.6 Conclusion

La plupart des méthodes & noyaux (e.g. Kernel Ridge Regression et SVM) ont deux
interprétations complémentaires : une interprétation géométrique dans le RKHS gréace a
l’astuce du noyau et une interprétation fonctionnelle, grace au théoreme de Kimeldorf et
Wahba. Afin d’éviter tout phénomene de sur-apprentissage 1'idée générale, consiste a réduire la
complexité des fonctions solution. Pour parvenir a cet objectif, ’ensemble des méthodes décrites
dans ce chapitre s’appuie sur les principes de régularisation de Tikhonov. C’est sur ce prin-
cipe que se fait le compromis entre complexité de la fonction solution et ajustement aux données.

Au dela des SVM et sous certaines conditions de comportement de la fonction cott,
une panoplie d’algorithmes (e.g. KLR décrit dans chapitre, Boosting voir [Rosset et al.
(2004a)]) peuvent étre engloblées dans la notion d’hyperplan séparateur optimal. Il s’avere que
les approches basées sur le calcul d’hyperplan séparateur optimal fournissent une garantie de
fiabilité et de généralité des modeles générés. Comme le confirme la littérature et le chapitre
de validation, ces algorithmes sont tres performants et tout laisse penser qu’au dela de I'aspect
régularisation sous-jacent, les propriétés de marge maximale jouent un réle prépondérant dans
Iefficacité de telles approches.

Le prochain chapitre présente d’autres techniques de régularisation basées sur des ap-
proches de type réduction de dimension. En effet, comme nous le verrons, la réduction de
dimension lorsqu’elle précede une étape de construction de modeles agit sur la norme de
Pestimateur.
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Chapitre 2

Régularisation par réduction de
dimension

Plagons nous dans le cadre général ou l'on cherche a estimer une fonction

fn x; € X — y; € Y. Pour éviter le sur-apprentissage, il est fondamental de restreindre
le choix des fonctions admissibles : c’est 'objectif central du SRM et plus généralement de
toute méthode de sélection de modeles. Nous avons vu, dans le premier chapitre, que la mise
en oeuvre du SRM pouvait s’apparenter & un probleme de régularisation de Tikhonov (Cf.
équation (1.14)).
Nous allons maintenant nous focaliser sur les méthodes de régularisation basées sur des
approches type «réduction de dimension». En statistique, les principes de régularisation ont
longtemps été associés quasi exclusivement a la ridge regression. Or, on sait maintenant que
les méthodes de réduction de dimension, utilisées préalablement & toute étape de construction
de modeles, fournissent également des propriétés de régularisation. Dans ce contexte, on
peut dissocier les méthodes de réduction de dimension non-supervisées (e.g. l'analyse en
composantes principales) des méthodes de réduction supervisées (e.g. la régression PLS). Nous
étudions ici les propriétés de régularisation sous jacentes a ces approches. Nous verrons qu’il
est possible d’interpréter ces approches de réduction de dimension (supervisée ou non) comme
une mise en oeuvre du SRM.

Lorsque l'on cherche a relier une variable & expliquer a des variables explicatives et que
ces derniéres sont corrélées et/ou de grande dimension (mauvais conditionnement), les
algorithmes d’apprentissage sont souvent précédés d’un pre-processing visant a synthétiser
I'information pertinente. La dimension de la nouvelle représentation des individus étant
généralement plus faible que la dimension de l’espace d’origine, on utilise fréquemment les
termes de «réduction de dimension» pour désigner ce pre-processing. Un des pre-processing
les plus utilisés est 'analyse en composantes principales (ACP). L’ACP a été introduite par
Pearson [Pearson (1901)] et développé par Hotelling [Hotelling (1933)]. L’ACP considere
exclusivement les données X (réduction de dimension non-supervisée) dans la construction de
son espace de redescription. En effet, les axes de ’ACP (composantes principales) sont choisis
selon des criteres de variance maximale sur X et, de ce fait, indépendants de la variable a
expliquer y. Ainsi, dans un contexte supervisé ou l’on souhaite tenir compte de la variable
explicative y pour construire la nouvelle représentation des individus, ’ACP n’est pas optimale.
La régression PLS (PLS-R) offre alors une alternative Wold et al. [Wold et al. (1983)]. L’idée
schématique de la PLS-R est la suivante : on cherche a extraire de X l'information pertinente
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pour la prédiction de y. Les axes de la PLS-R (composantes PLS) sont ainsi choisis selon des
criteres de covariance maximale entre les variables explicatives X et la variable a expliquer
y. On parlera alors de «réduction de dimension supervisée» dans la mesure ot 'information
extraite est généralement contenue dans un sous-espace et que la construction de ce sous-espace
s’appuie sur la variable a expliquer. Dans le contexte de la régression PLS, nous pouvons
distinguer deux situations :

e La régression PLS univariée (ou régression PLS1) correspond & la situation ou 'on
cherche & expliquer une réponse y & partir de p variables explicatives X = [x1 ... Xp].

e La régression PLS multivariée (ou régression PLS2) correspond & la situation ot l'on
cherche & expliquer simultanément plusieurs réponses Y = [y1 ... yq], ¢ > 2 & partir de p
variables explicatives X = [x1 ... Xp].

Dans la suite de ce document, on utilisera, une fois le contexte définie, le terme générique de
PLS-R pour nommé a la fois la régression PLS1 et la régression PLS2.

Dans une premieére partie, nous présentons, la régression PLS qui offre I'avantage de
pouvoir traiter de tres grands ensemble de données. Dans une deuxiéme partie, nous situons la
régression PLS par rapport a la Régression sur Composantes Principales puis fournissons des
interprétations de la régression PLS en termes de régularisation et de controle de complexité.
Dans une troiseme partie, nous présentons des extensions non linéaires de la PLS-R pour se
focaliser sur la Kernel PLS.

2.1 La Régression PLS (PLS-R)

La régression PLS2 est une technique visant a résumer deux blocs de variables X et Y par
des variables latentes (composantes PLS). X est ’ensemble des p variables explicatives tandis
que Y est I’ensemble des ¢ variables a expliquer. X et Y sont observées sur n individus et ne joue
pas de roles symétriques. Les composantes PLS, ¢1,...,t,,, reliées & X sont contraintes d’étre
orthogonales tandis que les composantes PLS, uy, ..., uy,, reliées a Y ne sont pas contraintes
d’étre orthogonales. La PLS-R décompose les versions centrées de X et Y a travers les formes
matricielles (2.1)

X=TPT+FE

Y =UQT +F (2.1)

ouT = [t1,....,tm] et U = [ug, ..., U] sont les matrices n x m composées des composantes PLS,
P et Q représentent les matrices de poids de dimension p X m et ¢ X m, tandis que E et F
représentent les matrices résiduelles de dimension n X p et n X q.

N’oublions pas que la PLS-R cherche a évaluer et comprendre 'influence des variables explica-
tives X sur les variables a expliquer Y. Dans ce cadre, ’étape finale consiste & construire un
modele prédictif et explicatif de la forme (2.2) :

Y =XB+G (2.2)

ou B représente la matrice p X ¢ de poids tandis que G représente la matrice résiduelle n x q.

L’algorithme de la PLS-R a été décliné sous de nombreuses formes. Elles different au ni-
veau de la construction des composantes PLS T et U. Les principes de 'algorithme NIPALS
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Wold [Wold (1966)] (Nonlinear estimation by Iterative Partial Least Squares) sont & la base
de l'algorithme PLS le plus couramment présenté Wold et al. [Wold et al. (1983)]. Cependant,
nous avons choisi de décrire ici 'algorithme de la Kernel PLS linéaire [Lindgren et al. (1993);
Lindgren et al. (1994); Rénnar et al. (1994); Rénnar et al. (1995)] puisque, comme nous le
verrons, il facilite la présentation de la Kernel PLS non linéaire [Rosipal and Trejo (2001)].

2.1.1 Construction des composantes PLS

Construction des composantes PLS t7''% et ul'5

Hoskuldsson [Hoskuldsson (1988)] montre que les premieres composantes PLS t; = Xw!*9
et u; = YIS sont obtenues par maximisation du critere de Tucker (2.3) :

cov? <waLS, YCfLS> =var (waLS) corr? (waLS, chLS> var (YC{DLS)
(2.3)

sous les contraintes ||[w! 3| =1 et ||| =1

[Hoskuldsson (1988)] montre que w9 correspond au vecteur propre normalisé associé a la

plus grande valeur propre de la matrice X7YY7TX.

XTYyyT Xwbts = \jwlts (2.4)
et T
YTt
w=Y =
Tty (2.5)
N——"
C{’LS

Construction des composantes PLS tijS et uﬁLS
Les composantes PLS suivantes, t;, = Xh,lwaS et up = Yh,lchS, sont obtenues par

maximisation du critere de Tucker (2.6) :
cov? <Xh1w5LS, thchS> = var (Xhlw,fLS) corr? (Xhlw,fLS, Ych> var (thchS>

sous les contraintes |[wF L9 =1 et ||cFL5)| =1
(2.6)
ol Xo=X,Yy =Y et X1 (respectivement Y} _1) est la matrice résiduelle de la régression
de X (respectivement Y') sur t1,...,tp—1.

Remarque 6 Xj_; (respectivement Yj,_1) correspond également a la matrice résiduelle de la
régression de Xp_o (respectivement Yy,_o) sur tp_1. O

Ainsi Xy, = Xp_1 — thSpf, ot chaque py,; correspond au coefficient de régression thS dans la
régression de xp_1 j sur thPLS et Y, =Y, 1 — thPLScf, ou chaque cy; correspond au coefficient
de régression de tf LS dans la régression de yp_1j sur tf LS Nous déduisons les formules de

deflation (2.7) et (2.8) :

A T
Xn = Xp1-, prsmprs — \ 1~ sprsT,prs | Xn—1
7 7

2.7)

24 Pt
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et
tPLsTYik1 tPLSPLST
Y, = Y, —tﬁLS Zh  _“h=ml (7 _Zh "h Yi_1
PLSTPLS PLST PLS
b7t i, 7t (2.8)
ch P
ou P,f- définit 'opérateur de projection sur thP LS
Hoskuldsson [Hoskuldsson (1988)] montre que wfL¥ correspond au vecteur propre nor-
malisé associé & la plus grande valeur propre de la matrice X ,Y,_1V,L | Xp_1.
X Y VE Xy qwl S = NP ES (2.9)
et T
Y . tn
h—1
up = Y-
P T, (2.10)
——

Ch

Posons alors W = [wy, ..., wy] et C = [c1, ..., cm)-

Une fois les matrices T et U obtenues, nous déduisons immédiatement les matrices P et
Q de I'équation (2.1) : P = [p1, ..., pm] €t Q = [q1, .., @] avec g, = ul Vi1 /ulup.

Pour le moment, les composantes PLS ¢;, sont définies a partir des résidus Xj;_;. Manne
[Manne (1987)] établit le lien (sous forme matricielle) entre les composantes PLS T et les
variables originales X :

T=XW(PW)™ = Xw* (2.11)
Les composantes PLS peuvent facilement se calculer récursivement. En effet, il est possible
d’exprimer les résidus X, en fonction des variables d’origines X au travers de la relation (2.12).

h
Xp=X[[@-wpp]) vh=1 (2.12)
j=1

La démonstration de cette relation est fournie, par exemple, dans [Tenenhaus (1998), page 103].

Nous obtenons alors :
h—1

th = thlwh =X H(H - wjp]T)wh (213)
j=1

e
W,

Remarque 7 Notons que le calcul récursif de T est préférable puisque dans ce cas, il nest
plus nécessaire d’inverser la matrice PTW de dimension m X m. O

Soient X,..,, des observations n’ayant pas participées a la construction des composantes PLS T'.
Les coordonnées de ces individus sur 1’espace engendré par les composantes PLS sont fournies
par la relation (2.14).

Thew = XnewW* (2-14)
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2.1.2 Ecriture du modele de régression PLS final

La derniere étape consiste a exprimer la régression de Y sur T en fonction des variables
d’origine X.

Y =TCT + F* = XW(PTW)~1CT +F* (2.15)
N———
B

Les valeurs estimées ¥ de X sont fournies par 'équation (2.16)

Y =XB (2.16)

Pour de nouveaux individus, on a bien str Yiew, = XnewB.

Quelques remarques sur l’algorithme

L’algorithme présenté ci-dessus nécessite le calcul des premiers vecteurs propres des ma-
trices X,TYthT X}, de dimension p x p. Cette approche n’est donc pas idéalement adaptée a la
modélisation dans les espaces de grande dimension. L’algorithme NIPALS sur lequel s’appuie
fréquemment les implémentations de la régression PLS ne nécessite cependant ni inversion ni
diagonalisation de matrices. Une description détaillée de la PLS-R basée sur NIPALS est fournie
dans Tenenhaus [Tenenhaus (1998)] et a été initialement proposée par Wold et al. [Wold et al.
(1983)]. Nous verrons que I’extension non linéaire de la PLS-R basée sur 1’astuce du noyau ne
souffre plus de cet handicap.

2.2 Quelques interprétations de la régression PLS

Limitons nous au cas particulier ot I’on cherche a prédire une variable y € R™ a partir de p

variables explicatives : c’est la régression PLS1. Nous nous situons donc dans une problématique
analogue a celle du chapitre précédent.
Cette section se divise en trois partie. La premiere partie tente de situer la PLS-R par rapport
a la régression sur composantes principales. La deuxiéme partie présente la PLS-R comme une
mise en oeuvre de la minimisation du risque structurel. La troisieme partie présente la PLS-R
comme un outil de régularisation.

2.2.1 Régression sur Composantes Principales et régression PLS1

Par de 1égeres modifications de I’algorithme de I’Analyse en Composantes Principales (ACP),
Bennett et Embrechts [Bennett and Embrechts (2003)] montrent qu’il est possible de d’obtenir
les composantes PLS.
ace ¢PLS

Composante principale vs. composante PLS

L’objectif de I’ACP est de construire une projection linéaire des données qui préserve, «autant
que possible», les caractéristiques du nuage de points. Ainsi la premiére composante principale
1P s'obtient par projection linéaire des données sur le vecteur normalisé w; (direction prin-
cipale) choisi selon le critéere de maximiser la variance du nuage projeté. Pour résoudre cette
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problématique il suffit de résoudre le systéme (2.17).

max var(Xw)
sous la contrainte ||w1| =1

w; correspond au vecteur propre normalisé associé a la plus grande valeur propre de la matrice
XTX. La premiere composante principale 1" = Xw; est définie comme la projection de X
sur le vecteur propre normalisé wy.

Toutefois, on peut interpréter ACP de maniere différente. La premieére composante
principale peut étre obtenue en recherchant le vecteur wy, minimisant la distance des individus
a leur projection linéaire sur ce vecteur. Pour calculer la projection qui minimise la déformation
entre X et sa projection, il suffit de résoudre le probleme (2.18)

min || X — Xww? |2
w1

) (2.18)
sous la contrainte ||ws] =1
Si on suppose que Xw; approxime y, que penser du probléme de minimisation (2.19) ?
min | X — yw? ||
pin X = yuf | o10)

sous la contrainte ||wi|| =1

Premierement, il est intéressant de remarquer que || X — yw!||? est un majorant de la fonction
de cotit usuelle de la régression :

[Xwr =yl = [(X = yw]wn |* < X = ywi [[w]* = |X - yw( >

Le probleme (2.19) minimise un majorant de la fonction de cout de la régression mais le choix
des wy est maintenant fortement restreint (dilemme biais-variance).

Deuxiement, il est intéressant de constater que la premiere composante t; = Xw; ol w;y est
solution de du probleéme (2.19) maximise la covariance entre Xw; et y. En effet, en supposant
X et y standardisées (centrées et réduites) et que ||wi]] =1

1X = ywi|®

(X —ywl ) (X —ywl)T
XXT — Xwiy" —ywT X7 + ywTwiy” (2.20)
—2cov(X w1, y) + constante

Le probleme (2.19) peut ainsi étre vu comme le probléeme de maximisation (2.21), plus connu
sous le nom de critere de Tucker.

max cov(Xwi,y
wy ( _’ ) (2.21)
sous la contrainte wf w; = 1

La premiere composante 1% = Xw, satisfait le critere de Tucker et répond donc au probléme
de maximisation (2.19). Ainsi, contrairement a ’ACP, la PLS-R exploite 'information fournit
par la variable explicative y dans la construction de la premiére composante PLS L9,

ACP
th

Composante principale vs. composante PLS tF'LS

Afin de construire la hi®™° composante principale, t;?cp , la matrice des données X est
«déflatée» de maniere a obtenir une matrice résiduelle, X1 = [Xp_o — Xh,gwh,lwgfl],
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contenant uniquement 'information de X inexpliquée par wy, wsa, ..., wp—_1. Ainsi, a l'itération
suivante, on cherche wy, tel que

min || Xp—1 — Xh,lwhw£||2
wh, (2.22)
sous la contrainte ||wy|| =1

Précisons que wy, correspond au h®™€ plus grand vecteur propre normalisé de la matrice X7 X.
La hi*™e composante principale t,‘?CP est définie comme la projection de X sur le vecteur propre
normalisé wy. En d’autres termes, t, = Xp_jw;, et Wy, = vect{wy, wa, ..., wy} est le sous-
espace vectoriel de dimension h qui, en projection linéaire, déforme le moins le nuage de points
original.

De la méme maniére que précédemment (en supposant que y approxime Xp_iwp), tf LS est
obtenu par optimisation du critere (2.23)

max cov(Xp_qw
paz cov(Xn-1wh, ) (2.23)
sous la contrainte ||wy|| =1

ou la matrice Xp_1 est définie par la relation (2.7).

Remarque 8 X;_1 correspond également a la matrice résiduelle de la régression multiple de
1 ) V2 ey Vh—1

Ainsi, la PLS-R maximise la covariance entre tf: LS — X5 _qwy et y sous la contrainte de

normalité des wy,. Par conséquent, contrairement a ’ACP, la PLS-R exploite I'information a
priori fournie & la fois par X et y pour construire les variables latentes t1 29, ..., 7 LS En notant
que

cov?(Xp_1wp,y) = var(Xp,_jwp) corrZ(Xh,lwh, y) var(y)

Critere de ’ACP Critére de la régression

sous la contrainte wgwh =1

On en conclut que les composantes PLS établissent un compromis entre une corrélation maxi-
mum avec la variable & expliquer y (critére de la régression) et directions de variance maximale

(critere de ’ACP).

Régression sur Composantes Principales vs. Régression PLS

La PLS-R consiste a réaliser une régression de y sur les composantes PLS,
tPLS ¢ PLS  tPLS Ta régression sur composantes principales (PCR : Principal Com-
ponent Regression) consiste & réaliser une régression de y sur les composantes principales de
IACP 1P CP  tACP Te nombre de composantes m est usuellement choisi par validation
croisée, ce nombre est compris entre 1 et r = rang(X).

On montre que le coefficient de corrélation de la régression PLS & m composantes est
toujours plus grand que le coefficient de corrélation de la PCR a m composantes. La
démonstration est fournie par De Jong [de Jong (1993a)].

Par conséquent, dans un contexte supervisé, on devrait privilégier la PLS-R a la régression sur
composantes principales.
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2.2.2 Régression PLS et Minimisation du Risque Structurel

L’équation (2.15) définit la PLS-R comme une méthode de régression linéaire appliquée
non plus aux données d’origine mais a une nouvelle représentation des observations. Les %y,
représentent les coordonnées des observations dans le nouveau repere tandis que ¢, représente le
coefficient de régression de tj, dans la régression de y sur t1, ..., t,,. La nouvelle représentation des
données est supervisée puisque la variable & expliquer, y, participe a la construction des t;,. Les
observations sont donc représentés sur des variables non-observables directement (les variables
latentes) et c’est la raison pour laquelle, 'acronyme de Projection to Latent Structure est
fréquemment attribué a la PLS-R.. Ce sont ces variables latentes qui participent a la construction
du modele de régression final prenant la forme fournie par 'équation (2.24).

fn(x) = crt1(z) + cata(x) + ... + Cmtm(x) = Z cptn(x) (2.24)
h=1

ou les {tp(x)}y, sont les projections de lindividu x sur les m premieres composantes
sélectionnées.

Soient tES . tPES| les m premieres composantes PLS et 7 = vect{t!'S . tILS}
I’espace engendré par ces composantes. Nous en déduisons immédiatement une suite d’espaces
emboités :

Ty = vect{tFE5} € Tp = vect{tP L9 tFE5) ¢ .. C T, = vect{t7E5 . PS5 (2.25)

ey by

L’équation (2.25) atteste que la PLS-R, a l'instar des SVM, conduit & une structure d’espaces
emboités. En effet, comme évoquée dans le chapitre précédent, la formulation des SVM comme
une procédure de régularisation type Tikhonov est équivalente a

.
Jin S (= yif ()

sous la contrainte : || |3, < a3

et permet d’interpréter les SVM comme une procédure de sélection d’ellipsoides homothétiques
[Zwald et al. (2004)]. En effet, si k est un noyau de Mercer, on a la relation suivante :

M- o
as

(£l S am} =D @ity 3 <am (2.26)
i<1 i=1 "t

A contrario, dans le cas de la PLS-R, I’élément m de la structure est définie par I'espace
vectoriel de dimension m défini par 7,,. La différence fondamentale entre ces deux types de
structure est que dans le contexte des SVM, la structure est construite indépendamment des
données X et y alors que la structure basée sur la PLS-R s’appuie sur I'information fournit a
la fois par X et y. Or, Selon Vapnik, «According to the SRM principle the structure has to be
defined a priori before the training data appear»[Vapnik (1995), pagel61]. En effet, le SRM se
décompose en deux étapes disjointes. Une premiere étape consiste a fixer la structure d’espace
d’hypotheses. Une deuxiéme étape consiste a rechercher, parmi ’ensemble des hypotheses, la
fonction solution fn qui minimise le risque structurel défini au chapitre 1. Il est surprenant que
les deux étapes ne soit pas davantage imbriquées. En effet, alors qu’intuitivement, on aimerait
construire la structure en s’appuyant sur I'information a priori fournie par les données X et y,
le contréle de complexité qu’implique la minimisation du risque structurel «classique» proscrit
ce cheminement. Néanmoins, la PLS-R s’inscrit dans une des approches génériques de mise en
oeuvre du SRM que suggerent Cherkassky et al. [Cherkassky et al. (1999)] et que nous décrivons
brievement dans la suite.
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Mise en oeuvre du SRM selon Cherkassky

Plagons nous dans le cadre de combinaison linéaire de fonctions de base b(z,wy) € D, ou D
représente un dictionnaire de fonctions préfixées. On définit la fonction suivante

fm(z, e, W) Zchb x, wp) (2.27)

wp, et cp, sont des parametres d’aJustement estimés a partir des données. Une structure
d’espaces de fonctions emboités est obtenue en faisant varier la valeur de m Cherkassky et al.
[Cherkassky et al. (1999)], c’est-a-dire le nombre déléments intervenant dans la combinaison

linéaire de I’équation (2.27). On a alors la structure f; C fo C ... C fi C ....

Le modele de la PLS-R, s’inscrit dans ce contexte selon 1’équation (2.28)

P P
PLS ZCZ x,w;) Zc tPLS Zchthfldwhj = icthijj (2.28)

i=1  j=1 i=1  j=1
——
tPES=X), qwp tPES =Xw;

ol wy, est tel que cov(Xp_1wp,y) est maximale et ¢; correspond au coefficient de régression
de t), dans la régression de y sur t7E5 . tPLS Ainsi, la PLS-R peut étre vue comme une
implémentation de la minimisation du risque structurel dans laquelle participe a la fois les
variables explicatives et la variable a expliquer.

Remarque 9 Notons qu’un raisonnement analogue pourrait étre appliqué a la régression sur
composantes principales. Dans ce contexte, les fonctions de base sont les composantes princi-
pales. Le modéle de la PCR s’écrit alors :

m m P m p
PCR ACP %
E cib(x,w;) = E enth, = E ch E Xh—1,jWhj = E ch E XjWh, (2.29)
i=1 i=1  j=1 i=1 g

——

ACP_ ACP_
AP =Xy _qwy tACP=Xw}

ot wy, est tel que var(Xp_1wp) est mazimale et cp correspond au coefficient de régression

de t, dans la régression de y sur t{\¢F .. tACP Contrairement a la PLS-R, la structure est
construite en s’appuyant exclusivement sur les variables explicatives. a

Nous pouvons généraliser le raisonnement : toute méthode de réduction de dimension lorsqu’elle
précede une étape de construction de modele peut étre interprétée comme une mise en oeuvre
du SRM et par 1a méme constituer un outil de contréle de complexité.

Nous avons vu, dans le chapitre précédent, que la régularisation de Tikhonov joue un role central
dans l'analyse des données de grande dimension. C’est sur ce principe que repose la totalité
des approches décrites au chapitre précédent. Le prochain paragraphe présente donc quelques
propriétés de régularisation sous-jacentes a la PLS-R.

2.2.3 Régression PLS et Régularisation

Soit B}ILDLS Pestimateur de la PLS-R de y sur X & h composantes. D’apres ’équation (2.15)
ona:
:Ij = ThCh = XWh(P;{Wh)_lch
—_——

ﬁPLS
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Martens [Martens (1985)] propose une autre formulation équivalente de SFXS fournie par
l’équation (2.30) :
PLS — W, (W ew,) " 'wil's (2.30)

ot C = XTX et s =XTy, que 'on peut réexprimer sous la forme :

3PLS = w,(wiEew,)twikco s (2.31)
= Whw(WFow,) " '‘wlcpors (2.32)

En s’appuyant sur ’équation (2.32), l'estimateur de la PLS-R de y sur X & h compo-
santes correspond a la projection C-orthogonale de I'estimateur des moindres carrés de y sur
X BOLS = (XTX)~1XTy sur I'espace engendré par les colonnes de w, ...., w,,. Or la norme
de l'estimateur, BOLS, projeté sur 'espace engendré par ws, ..., wy, est, par construction, plus
faible que la norme de I’estimateur, BOLS, projeté sur 'espace engendré par wy, ..., Wy,41. Nous
en déduisons immédiatement les propositions suivantes :

Proposition 2 La norme de °L5 de la régression de y sur X est supérieure ot égale a la
norme de lestimateur de la PLS-R de y sur X am composantes quand m < r avec r = rang(X).

Vh<r,  |IBES < (189

et l’égalité est vérifiée lorsque que h =r a

Et, de maniere plus générale, on a :

Proposition 3 L’application m — ||BEES|| est croissante :

vk<i o IBEEI <187

Ainsi, la norme de l'estimateur de la PLS-R est une fonction croissante du nombre de com-
posantes PLS-R selectionné. Les propriétés de régularisation de la PLS-R ont été initialement
proposé par de Jong [de Jong (1995)] et Goutis [Goutis (1996)]. La démonstration de la
proposition 3 a été initialement fournie par De Jong [de Jong (1995)]. Nous avons obtenu ici
une démonstration beaucoup plus simple en considérant ’estimateur de la PLS-R de y sur X a
m composantes comme une projection C-orthogonale de (3 sur Pespace engendré par wy, ..., Wy

Nous allons maintenant présenter la PLS-R comme un probléme de la forme «minimisa-
tion d’une fonction de cotit sous contrainte». Nous allons pour ce faire introduire la propriété
1. Manne [Manne (1987)] et Helland [Helland (1988)] ont montré que la suite de vecteurs
w1, ..., wp issue de la PLS-R pouvait étre obtenue par orthogonalisation de Gram-Schmidt de
I'espace engendré par les vecteurs s, C's, C%s,...,C" 1s ol s = XTy et C = XTX. Ce résulat a
ensuite été étendu aux autres suites {wy }, {tn} et {pp} issues de la PLS-R [de Jong (1993Db)].
Les résultats de Manne, Helland et De Jong sont synthétisés dans la propriété 1.
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Propriété 1 Régression PLS et suite de Krylov
Soient s = XTy,t=Xs,C=XTX et D=XX".

(a) Il y a équivalence entre les espaces engendrés par les suites {wp}, {w}}, {tn} et {pn}
et ceux engendrés par les suites de Krylov définies ci-dessous :

) {wr,..,wp} =Wy, = {s,Cs,C2s,...,C" s}

) {wi, . wi 2 Wi ={s,Cs,C%s,...,C" s}
3) {ti,...tn} =T, = {t,Dt, D?t,..., D"t}

) {p1,...,pn} = Pp = {Cs,C%s,C%s,...,C"s}

(b) La suite {wy,..,wp} est obtenue en wutilisant la procédure d’orthogonalisation de
Gram-Schmidt sur la suite de Krylov Wy, = {s,Cs, C?s,...,C"1s}.

(¢) La suite de wvecteurs {ti,...,tp} normalisés est obtenue en utilisant la procédure
d’orthogonalisation de Gram-Shmidt sur la suite de Krylov Tp, = {t, Dt, D*t,..., D"~ 1¢}.
O

Une démonstation détaillée de chacune de ces propriétés est proposée dans Tenenhaus
[Tenenhaus (1998), p. 110-112].

Hoskuldsson [Hoskuldsson (1988)] a montré que B:;LS pouvait étre obtenu & partir de
I’équation (2.33)
pEES = R, (RT CR,,) " 'RL s (2.33)

ol R,, est une matrice dont les colonnes forment une base orthogonale de la suite de Krylov
Wi = {5,Cs,...,C"™ 1}

Remarque 10 La propriété 1.b. stipule que les vecteurs colonnes de W,, = [w1,..., W]
forment une base orthogonale de la suite de Krylov W,, ; puisque obtenus par orthogonalisation
de Gram-Schmidt de Wy,. On en déduit immédiatement 1’équation (2.30). 0

Une expression équivalente a (2.33) est que l'estimateur de la PLS-R de y sur X & m compo-
santes, S5 est solution du systéme d’optimisation sous contraintes(2.34) :

Bk = axgminlly — X (2.34)

Ainsi, la PLS-R, a linstar de la Ridge Regression ou des Support Vectors Machines, corres-
pond a un probleme de minimisation d’une fonction de cout pénalisée. Nous retrouvons la
problématique centrale du chapitre précédent : la fonction solution fn doit minimiser une
fonction de cout tout en étant de norme faible. Le nombre de composantes retenues joue
un role analogue au A de la régularisation de Tikhonov au sens ou, dans les deux cas, ces
parametres permettent d’établir un compromis en complexité (variance) et ajustement (biais).
Ce compromis est, dans un cas, établi par le réglage d’un parametre continu (& valeur dans
R™) et dans I’autre cas par le nombre de composantes retenues (& valeur discrete inférieure au
rang de la matrice des données).
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Nous allons maintenant affiner I'analyse des propriétés de régularisation de l’estimateur
de la PLS-R. Pour ce faire, commengons par rappeler quelques principes élémentaires de la
régression par moindres carrés. Le modele des moindres carrés est défini par 1’équation (2.35) :

y=XB+e¢ (2.35)

ot 3 est le vecteur des coefficients de régression, cov(y) = oI, et ¢ le vecteur résiduel.
La décomposition en valeur singuliére de X est de la forme

X =vxu”T

ouV =[vi,...,vp] et U = [uy, ..., up] sont des matrices orthonormales et 3 une matrice diagonale
composée des valeurs propres de X.

Posons A = X2 = diag(A1, ..., Ap), C = XTX = UAUT et s = XTy.

L’estimateur de moindres carrés BOLS est donné par (2.36)

min|y — X 53 (2:36)

BOLS est obtenu en résolvant ’équation normale C'3 = s. Il vient :

s

r T
~ _ v; ~
3oLs — ¢ 1822 )\?/luizzﬁiow
i=1 V7

i=1

T
BOLS = 2l (237)

Vi

est la composante de S°L5 le long de v; et r = rang(X).

L’estimateur des moindres carrés est sans biais et le terme de variance dépend des va-
leurs propres de X7 X :

R "1
var(3°1%) = ¢* Z x
i=1""

Ainsi, quelques valeurs propres faibles peuvent faire exploser la valeur du MSE. Ajoutons que
de faibles valeurs propres de X7 X correspondent & des directions principales v; de X de faible
étalement. Ainsi, une solution pour diminuer la valeur du MSE est de controler les directions
de V'estimateur des moindres carrés responsables de ’explosion de la variance.

La forme générale d’un estimateur régularisé, noté Breg est fournie par I'équation (2.38)

Breg = F(N)BP"S (2.38)
=1

ou f(.) est une fonction & valeur réelle. La valeur de f();) est appelé le facteur de régularisation.

Nous allons maintenant étudier l'influence des facteurs de régularisation sur le compor-
tement de lerreur quadratique moyenne. Supposons, dans un premier temps, que l’estimateur
soit de la forme 3 = Sy ou la matrice S est indépendante de y.

Nous pouvons montrer (voir par exemple Kramer [Kramer (2006)]) que le MSE de l’estimateur
régularisé est de la forme (2.39)

T

MSE (Breg) = 3 (FO) = 1) (uf B)° + 0 2_: (FO))* /s (2:39)

i=1
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Ainsi, dans le cas ol le facteur de régularisation est indépendant de y (c’est-a-dire que
Breg = Sy est linéaire en y), nous avons les propriétés suivantes :

i. Si f(A\;) # 1, le biais de l'estimateur augmente.
ii. Si [f(\)] < 1, la variance de Pestimateur diminue.
iii. Si[f(\i)] > 1, la variance de lestimateur augmente.

Par conséquent, il est clair qu’un |f(A;)| > 1 est toujours indésirable.

Remarque 11

1. Le facteur de régularisation associé o la Régression sur Composantes Principales a p
composantes (indépendant de y) est fourni par l’équation (2.40) :

1sii<p

0sit>p (2.40)

f) = {
Comme nous lavons évoqué, les faibles valeurs propres de XT X correspondent & des directions
principales de faible étalement. Or, Uéquation (2.40) sélectionne précisément les directions
d’étalement mazximum. La régression sur composantes principales élimine donc, de fait, les
composantes de BOLS participant a ’explosion du terme de variance. Nous pouvons cependant
ajouter que les composantes principales ne sont pas nécessairement les plus explicatives de y et
qu’il peut étre préférable de les sélectionner suivant des critéres de corrélations avec y.

2. Le facteur de régularisation associé a la Ridge Regression (indépendant de y) est fourni
par équation (2.41) :

(2.41)

ou vy est le parameére libre de la ridge regression.

Le paramétre libre de la ridge regression contraint, de fait, le facteur de régularisation a
des valeurs inférieures a 1. a

Facteur de régularisation de la régression PLS

Nous allons maintenant décrire le facteur de régularisation de la régression PLS. Notons
L, = WgCWm. L’équation (2.32) fait intervenir 'inverse de la matrice L,,, dans 'expression
de Testimateur de la PLS-R de y sur X a m composantes. La matrice L,, est tridiagonale
et ses p paires de vecteurs propres - valeurs propres (r;, 11;)%_; sont appelés les pairs de Ritz.
L’expression du facteur de régularisation de la PLS-R & m composantes est proposée par Ling-
jaerde et Christophersen [C.Lingjaerde and Christophersen (2000)], Butler et Denham [Butler
and Denham (2000)] et Phatak et de Hoog [Phatak and de Hoog (2002)] et a la forme fournie

par Iéquation (2.42).
fO)=1-1] (1 - ﬁ) (2.42)
N

Le facteur de régularisation de la PLS-R dispose de propriétés surprenantes, notamment pour
certaines combinaisons de 7 et m, f(A;) > 1. Cette propriété est difficilement interprétable du
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point de vue de I’équation (2.39) car le facteur de régularisation de la PLS-R dépend des valeurs
propres de la matrice L et L, via W, dépend de y. Par conséquent, il est difficile d’évaluer dans
quelle mesure les facteurs de régularisation de la PLS-R agissent sur la diminution de ’erreur
quadratique moyenne. On retrouve une synthese des propriétés de régularisation de la PLS-R
dans [Kramer (2006)].

La régularisation est une méthode largement employée lorsqu’il s’agit d’analyser des
données de grande dimension et les méthodes les plus performantes et reconnues (e.g. Ridge
Regression, SVM) sont basées sur ce principe. La régression PLS s’appuie également sur
ce procédé et le controle de la norme s’effectue par le choix du nombre de composantes
sélectionnées. Par ailleurs, contrairement aux méthodes décrites au chapitre 2 (e.g. SVM,
KLR), la construction des composantes PLS et du modele PLS ne nécessite que la manipulation
d’outils simples. La PLS-R est donc facile a mettre en oeuvre. De plus, 'algorithme de la
PLS-R est largement utilisé en chimiométrie, domaine dans lequel l'analyse de données de
grande dimension est courante (e.g. données de spectres). Ainsi de nombreux efforts ont
été portés sur le développement d’algorithmes efficaces permettant la gestion de ce type de
configuration (n << p). Citons, par exemple, les travaux de Rénnar et al. [Rdnnar et al.
(1994) ; Rannar et al. (1995)] et Dayal et MacGreggor [Dayal and MacGreggor (1997)]. Par
conséquent, ce n’est pas sans raison que la communauté de ’apprentissage au travers des
travaux récents de Rosipal et Trejo [Rosipal and Trejo (2001)], Rosipal et al.[Rosipal et al.
(2003)], Bennett et Embrechts [Bennett and Embrechts (2003)] et Shawe-Taylor et Cristianini
[Shawe-Taylor and Cristianini (2004)] s’est engouffrée dans la bréche ouverte par la PLS-R.
En effet, 'intérét de la PLS-R pour résoudre des problemes d’apprentissage a été récemment
relancé par I'obtention d’une version non linéaire de cet algorithme [Rosipal and Trejo (2001)] :
La Kernel PLS non linéaire. En effet, telle que présentée précédemment, la PLS-R ne s’appuie
que sur des dépendances linéaires entre variables et cela restreint son potentiel prédictif. Ainsi,
la Kernel PLS permet d’exploiter les relations non linéaires entre variables. Nous décrivons
donc, dans la prochaine section, cette approche.

2.3 La Kernel Partial Least Squares Regression non
linéaire (KPLS)

Plagons dans cette section dans le cadre de la régression PLS2. Un moyen simple d’in-
troduire dans un modele PLS de la non linéarité est d’appliquer des transformations aux
variables originales (logarithme, polynémes d’ordre plus élevé, produits croisés). La PLS-R
de Y sur cette nouvelle représentation des observations établit des liens non linéaires entre Y
et les variables explicatives originales X. Cette voie simple a été proposée par Wold [Wold
et al. (1989)] et approfondie par Berglund [Berglund and Wold (1997)]. Cependant, une telle
transformation n’est intéressante que si la dimension initiale p de X est petite. Cette approche
n’est donc pas adaptée lorsqu’il s’agit de traiter des données de grande dimension.

On peut également envisager de conserver l’étape de réduction de dimension initiale et
de modifier uniquement les relations liant les composantes PLS & Y. Cette approche a été
appliquée au cas ol les relations sont polynémiales d’ordre 2 avec ou sans produit croisé [Baffi
et al. (1999b); Wold et al. (1989)], étendue au cas ou les relations sont approximées par des
splines [Wold (1992)] ou encore des réseaux de neurones [Baffi et al. (1999a)]. Cette seconde
approche présente un inconvénient majeur : les composantes PLS sont toujours obtenues par
combinaison linéaire des variables originales et il n’est pas difficile de construire des exemples
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inadaptés & ce schéma (par exemple, deux classes d’individus concentriques).

Nous nous intéressons, dans cette section, a la version RKHS de la PLS-R non linéaire.
En effet, s’il est possible d’exprimer l'algorithme de la PLS-R uniquement au travers de
produits scalaires entre observations, on pourrait alors appliquer ’astuce du noyau a la PLS-R.
La Kernel PLS non linéaire est basée sur I'idée de plonger les données dans un RKHS Hg a
travers une fonction noyau k. L’objectif est donc de construire une PLS-R linéaire sur Hyx ou
en d’autres termes, une PLS-R non linéaire sur X'. Cette approche, proposée par [Rosipal and
Trejo (2001)] et explorée par [Bennett and Embrechts (2003), Shawe-Taylor and Cristianini
(2004)] est présentée dans ce paragraphe.

2.3.1 Construction des composantes Kernel PLS

Dans le cadre de la construction des composantes PLS, I’équation (2.9) stipule que le vecteur
de poids w}f LS correspond au vecteur propre normalisé associé a la plus grande valeur propre
de la matrice X,?_lY;L_lY,LT_lX n_1. Cette équation ne faisant pas intervenir les observations &
travers leur produit scalaire, nous sommes en dehors des conditions d’application de I'astuce du
noyau. On souhaite donc s’absoudre du calcul des w!' 5. La Kernel PLS contourne ces calculs,

voici comment procéder :

Construction de la premiére composante Kernel PLS

Nous cherchons & construire les premieres composantes Kernel PLS P15 et ofPLS,

Considérons donc le calcul matriciel de I’équation (2.4) :
XIYoYE XgwPES = A\ jw s
Or tPE% = Xow{ ™% et en multipliant les deux membres de I’égalité par Xo, nous obtenons

XoXIYoYy Xow s = N Xowf ™S
N—— ——

PLS PLS
tl tl

(2.43)
tPLS correspond donc au vecteur propre normalisé associé & la plus grande valeur propre de la
matrice Xo XTI YoY [ et ul’t9 = YoV 'tPLS. Ainsi, le calcul de t7'1° et uf’L9 ne fait intervenir les
observations qu’a travers leur produit scalaire. Il est alors possible, par application de ’astuce du
noyau, de construire la premiére composante PLS, non plus dans ’espace d’origine X', mais dans
un RKHS H g associé & une fonction noyau k (en pratique non linéaire). En effet, considérons
la matrice de Gram K associé a la fonction noyau k et Ky la version centrée de K.

La premiére composante Kernel PLS XL correspond au vecteur propre normalisé associé a
la plus grande valeur propre de la matrice KoYyYy! .

KoYy YTHPLS — ) (KPLS (2.44)

et
u{(PLS’ _ YOYOTt{(PLS (2.45)

Remarque 12 A Uinstar de la PLS-R linéaire, la Kernel PLS doit étre appliquée a une version
centrée des données. Il s’agit donc de calculer la matrice de Gram Ky associée a la version

centrée ®g de @, ou ® définit la matrice de coordonnées des n individus d’apprentissage dans
Hi. Wu et al. [Wu et al. (1997)] et Scholkopf et al. [Scholkopf et al. (1998)] propose :

1 1
Ko=1—--1,10)K({ - =1,1}) (2.46)
n n
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ou I est la matrice identité de dimension n et 1, représente le vecteur de 1 de longueur n.
Le calcul de matrice de Gram centrée K est basé sur Uéquation (2.47) fournissant la version
centrée g de O

D(2) = B0) = 3" () (2.47)

O

Remarque 13 L’algorithme de la PLS-R linéaire normalise les wy, et les cp. Sa version via
le RKHS normalise les ty, et les uy,. O

Procédure de déflation

De la méme maniere que pour la PLS-R, la Kernel PLS est un processus itératif. Une fois

la composante t,{( _ﬁLS construite, I’algorithme est réitéré a partir des matrices résiduelles K 1

et Y} _1 définies par :

h> 2, Kno1 = (1=t () K, (1 — 58S 4T (2.48)
T
h>2,Y, 1 =Y, o tKELS (KPLSy, (2.49)

Le calcul de la matrice résiduelle obtenue & travers I’équation (2.48) est basée sur le fait que
O est déflatée selon 'équation (2.50)
h>2 Oy = (Bp_y— tIPES (KPLS g, ) (2.50)

oul ®;_1 définit la matrice résiduelle de la régression de ®;,_o sur t{f _PlLS .

Construction de la h**¢ composante Kernel PLS

La hi*™¢ composante Kernel PLS, thK PLS correspond au vecteur propre associé a la plus
grande valeur propre de la matrice : K, h,th,th{ 1- En effet, considérons le calcul matriciel de
I’équation (2.9) :

Xgilyhflyf?;th,lw;?LS = )\hw}I;LS

Or tF'LS = X, 1wl TS et en multipliant les deux membres de 1'égalité par Xj,_; (respectivement
Yh—1), nous obtenons

PLS
XpaXE Vo ViU Xpoqwy B = Ay Xp_qwy,
—_—— —_——

(2.51)
thS t;}:LS
et
KPLS _ T KPLS
uKPLS — y, YT 5 (2.52)
Nous remarquons, comme précédemment, que le calcul de t,lf LS et u,lf LS pe fait intervenir les

observations qu’a travers leur produit scalaire. Par simple application du kernel trick, tf PLS
est le premier vecteur propre normalisé associé a la plus grande valeur propre de la matrice
K, h,th,thT_ 1- Il devient alors possible de construire les composantes PLS dans un RKHS par
application de I'astuce du noyau.
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2.3.2 Ecriture du modeéle Kernel PLS final

La derniere étape consiste a exprimer la régression de Y sur 7" en fonction de K. Rappelons
que le modele final de la PLS-R linéaire peut s’écrire matriciellement sous la forme :

Y=XB+R
ot B=W(PTW)=1CT avec P = XTT(TTT) " et C =YTT(TTT)" L.
Il s’avere que la Kernel PLS s’absout du calcul des W. Cette formulation de B n’est
donc pas adaptée au contexte non linéaire de la Kernel PLS. Or W représente la covariance
entre les résidus de X et U, il s’ensuit que W = XTU. De plus, la Kernel PLS construit des
composantes t, normalisées, il s’ensuit que 77T = 1. Nous obtenons donc I’expression suivante

de B.
B =0 U(TTK,U) 'Y (2.53)

et les valeurs estimées ¥ de @ sont fournies par I’équation (2.54)
Y = &B = KoU(TTK,U)'TTY =TTTY (2.54)
L’estimation d’individus de test est également basée sur I’équation (2.54) :
Viest = O6'B = KtestU(TT KoU) ' TTY (2.55)

K5t correspond & la version centrée ®{es de et ott s définit la matrice de coordonnées
des n; individus de test dans Hg. La version centrée K5 de K'*! est obtenue par I’équation
(2.56) [Wu et al. (1997); Scholkopf et al. (1998)] :

1

n

1

Kéest — (Ktest -1 1TK)(H _ E

nt-n

1,175 (2.56)

Le calcul de matrice de Gram centrée, K¢, est basé sur 1'équation (2.57) fournissant la version
centrée Ot de Prest

dlest(z) = ' (z) — % Z D (x;) (2.57)

Cette approche est intéressante puisque le nombre de variables p n’est plus une limite algorith-
mique. En effet, les contraintes sont davantage liées au nombre d’observations puisqu’il s’agit
maintenant de manipuler les matrices K h_th_lY,ﬁl de dimension n X n. Ainsi, la limitation
algorithmique principale de la Kernel PLS est reliée au nombre d’observations (inconvénients
inhérents aux méthodes & noyau). La matrice de Gram K de dimension n x n doit étre stockée
en mémoire, notamment pour les étapes de centrage (Cf. équation (2.46)) et de déflation (Cf.
équation (2.48)) de K. Dans ce contexte, il faut envisager utilisation d’autres extensions non
linéaire de la PLS-R. Pour conclure, relevons la difficulté a interpréter les modeles Kernel PLS
lorsqu’il s’agit d’évaluer 'influence des variables explicatives X dans la construction des va-
riables a expliquer Y.

2.3.3 Quelques interprétations de la Kernel PLS

Placons nous dans le contexte de la régression Kernel PLS1, ot 'on cherche a relier y € R™
a p variables explicatives. Nous fournissons, a travers la proposition 4, une maniere rapide de
construire les composantes Kernel PLS.
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Proposition 4 Les composantes Kernel PLS tKFPES ...,thKPLS normalisés sont obte-
nues en utilisant la procédure d’orthogonalisation de Gram-Shmidt sur la suite de Krylov
{Ky, K%y, ..., K"y}, ou K définit la matrice de Gram associée a une fonction noyau k. O

Preuve de la proposition 4

La démonstration est évidente puisqu’il ne s’agit que d’une simple application de [’astuce du
noyau. Soient t = Xs et D = XX7T. D’apres la propriété 1, la suite des vecteurs {ti,...,t;}
normalisés est obtenue en utilisant la procédure d’orthogonalisation de Gram-Shmidt de la
suite de Krylov {t, Dt, Dt,..., D" 1t} = {X X Ty, (X XT)2y, (X XT)3y, ..., (XXT)'y}. L astuce
du noyau est ici directement appliquable puisque que les données n’interviennent qu’a travers
leur produit scalaire. Nous en déduisons immédiatement la proposition 4.

L’équation (2.54), nous fournit deux interprétations possible de la KPLS :
e Notons & = U(TTKU)~*TTy. Nous pouvons alors exprimer la solution de la Kernel PLS
sous la forme (2.58)

fl@) =3 dik(wi,z) (2.58)

La forme de la solution (2.58) se réfere a la solution du théoreme de Kimeldorf et Wabha
présentée au chapitre 2. Ceci confirme I'expression de la régression PLS comme un probleme
de la forme fonction de cott pénalisée.

e La deuxieme égalité de I’équation (2.54) définit la Kernel PLS comme une méthode de
régression linéaire appliquée, non plus aux données d’origine, mais & une nouvelle représentation
des observations.

f(a) = crti(z) + eata(x) + ... + emtm(z) = t(z) = Y entn (2.59)
h=1

ou {tx(x)}p, sont les projections de I'observation  sur les m premieres composantes Kernel
PLS et ¢ est le vecteur de coefficients de régression de y sur ti,...,t,. Précisons que les
composantes t;, sont explicitement construites dans un espace de Hilbert a noyau reproduisant
et capturent donc I'information non linéaire reliée & y (sous réserve de fonction de noyau non
linéaire).

Puisque l'algorithme de la Kernel PLS est analogue & sa version linéaire (Il ne s’agit finalement
que d’un changement d’espace), les propriétés décrites précédemment, notamment sur les
principes de régularisation et de mise en oeuvre du SRM sont valables dans le cadre de la
Kernel PLS.

Pour conclure ce chapitre sur la réduction de dimension, nous introduisons la Kernel ACP
[Scholkopf et al. (1998)] sur laquelle s’appuie la Kernel Projection Machine (KPM) [Zwald et al.
(2004)]. La KPM correspond & une nouvelle technique de classification fondée sur 'argument
suivant : le contréle de complexité peut étre obtenu par sélection d’un espace vectoriel via une
méthode de réduction de dimension telle que la Kernel PCA. Cet aphorisme est a la base des
méthodes que nous développons dans les chapitres suivants avec la nuance que nous souhaitons
privilégier des méthodes de réduction de dimension supervisée.
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2.4 La Kernel PCA et la Kernel Projection Machine

Ce paragraphe est inspiré de la présentation de PACP fournie par Lebart [Lebart (1997)].
Comme nous ’avons vu en début de chapitre, 'obtention des composantes principales requiert
la diagonalisation de la matrice X7 X de dimension (p x p). Sous cette forme, il est clair que
I’ACP n’est pas adapté a la gestion de données de grande dimension puisqu’il s’agit de calculer
les vecteurs propres d’une matrice p x p. L’objectif est donc de décrire une version de ’ACP
basée sur la diagonalisation de la matrice K = X X7 de dimension n x n fournissant ainsi une
passerelle vers son extension non linéaire via ’astuce du noyau.

La Kernel PCA

Plagons-nous donc dans 'espace des individus R™, ot le tableau X est alors représenté par p
observations dont les n coordonnées représentent les colonnes de X. La démarche pour ajuster
le nuage des p «points-variables» est la méme que pour le nuage des n «points-individus». Elle
consiste a considérer le sous-espace a r dimensions dans R™ qui ajuste au mieux le nuage de
points. Comme précédemment, nous sommes donc amenés a retenir les r vecteurs propres de
XXT correspondant aux r plus grandes valeurs propres. La matrice & diagonaliser sera alors
X XT de dimension nxn. Notons v; le vecteur propre associé a la jiéme plus grande valeur propre.
Il existe des relations de transitions entre les deux espaces vect{wn, ..., w,} et vect{v1, ..., v, }.
En effet,

Dans R?, nous avons X' Xw; = \jw; (2.60)

et dans R™, nous avons X X7 v; = ju;v; (2.61)

En prémultipliant les deux membres de (2.60) par X, nous obtenons :
(XXT)Xw; = Xj(Xw)

Cette relation montre qu’a tout vecteur propre w; de X T X, relatif & une valeur propre A; non
nulle, correspond un vecteur propre Xu; de XX T relatif & la méme valeur propre A;. Nous
pouvons montrer que toutes les valeurs propres non nulles des deux matrices X7X et X X7
sont égales. Remarquons que le vecteur Xwj; a pour norme \; et donc que le vecteur v; unitaire
correspondant a la méme valeur propre A; est facilement calculable en fonction de w;. On
obtient ainsi, pour \; # 0 les formules de transitions entre les deux espaces R? et R™ :

U]' = \/%—JX”U}]
(2.62)
_ LXTU]‘

wy = \/)\—J

Dans RP?, la j'®™° composante principale, notée t;re est définie par ¢;rr = Xw; et dans R", la
-ieme

j composante principale, notée t; g est définie par t;g» = X7 v;. Compte tenu de (2.62),
les composantes principales peuvent se calculer par :

time =vj\/Aj

et (2.63)

tirn = wi\/A;

Sur le sous-espace de R? engendré par les wj, les coordonnées des points du nuage des individus
sont les composantes Xw; et sont aussi les composantes v;1/\; out v; est le jieme vecteur propre
de K = XX7 de dimension n x n. L’objectif est donc atteint : les composantes principales
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sont obtenues par diagonalisation d’une matrice de dimensions n x n adapté a la configuration
n << p. On peut évidemment accéder a une version non linéaire de '’ACP par application
directe de lasctuce du noyau. En pratique, I'algorithme de la Kernel ACP s’applique a une
version centrée des données. L’équation (2.46) doit donc précéder I’algorithme.

La Kernel Projection Machine

Au lieu de minimiser le risque empirique associé a la Hinge loss sur des ellipsoides, comme
c’est le cas pour les SVM, on peut minimiser le risque empirique sur des espaces vectoriels.
Toute la difficulté réside alors dans la construction de ’espace vectoriel sur lequel on cherche a
minimiser le risque empirique. Les travaux de Zwald et al. [Zwald et al. (2004)] se fondent sur
cette idée : ils proposent de minimiser le risque empirique relatif & la Hinge loss sur ’espace
vectoriel engendré par les D premieres directions principales de la Kernel PCA. Notons Sp, cet
espace. A chaque dimension, est alors associée la fonction (2.64)

R 1<
fn= arg})gggg ;(1 —yif(x:))+ (2.64)

La KPM n’exploite donc pas l'information a priori fourni par la variable a expliquer y pour
construire le sous-espace vectoriel Sp. Tout laisse ainsi penser que remplacer 1’étape non super-
visée de la Kernel PCA par une étape supervisée de type Kernel PLS fournit une alternative
intéressante que nous n’explorerons pas ici.

2.5 Conclusion

Ce chapitre présente la régression PLS a travers le point de vue de la régularisation et du
controle de complexité. En effet, nous avons vu d’une part que la régression PLS peut s’exprimer
comme un probleme de minimisation d’une fonction de cott sous contrainte, d’autre part que
la PLS-R s’inscrit dans le schéma générique de mise en oeuvre du SRM fourni par Cherkassky
et al. [Cherkassky et al. (1999)] et qu’il existe des implémentations efficaces de la PLS-R parmi
lesquelles D'algorithme de la Kernel PLS permettant de gérer les données de grande dimen-
sion.Tous ces arguments justifient I’efficacité de la PLS-R dans les espaces de grande dimension.

Ajoutons qu'un des inconvénients majeurs des méthodes a noyau type SVM ou KLR
réside dans l'incapacité a interpréter les modeles obtenus. Cet inconvénient est évidemment
présent dans les méthodes de type Kernel PLS, mais est sans nul doute amoindri dans la mesure
ou la représentation des observations dans l’espace engendré par les premieres composantes
fournit un outil de visualisation et d’aide a l'interprétation de la structure des données. Ces
algorithmes (SVM, KPLS, ...) ont une vocation pratique et nous pensons que l'analyse des
résultats par inspection visuel représente un argument important.

C’est la raison pour laquelle les méthodes que nous proposons dans les prochains chapitres
s’appuient sur des principes de réduction de dimension supervisée. Ces méthodes partent du
constat suivant : la PLS-R a été historiquement développée pour prédire des variables continues
et il est légitime de s’interroger sur la pertinence de cette approche lorsqu’il s’agit de prédire
des variables catégorielles. Nous pouvons commencer par constater que dans le cadre de la
PCR, les composantes principales sont obtenues indépendamment de la variable a expliquer .
11 suffit alors de modifier ’étape finale de la PCR, : plutot que de réaliser la régression multiple
de y sur les composantes principales sélectionnées, on peut, par exemple, réaliser une régression
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logistique. Les travaux de Zwald [Zwald et al. (2004)] s’inscrivent dans cette problématique en
suggérant 'utilisation de la hinge loss. Il s’avere que dans le cadre de la PLS-R, la variable
a expliquer participe a la construction des composantes PLS. On ne peut donc pas établir le
méme schéma de modification que celui opéré pour la PCR. Les modifications doivent étre
plus profondes et intervenir également dans la phase de construction des composantes PLS.
Nous traitons précisément de ce sujet dans le prochain chapitre.
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Chapitre 3

La Kernel Logistique PLS

La PLS-R a été initialement développée pour prédire des variables continues. Appliquer
cette méthode directement & des données binaires ou catégorielles (classification) ne semble
intuitivement pas approprié. Dans ce contexte, de nombreux travaux ont tenté d’adapter la
régression PLS au contexte de la classification. On peut citer les travaux de Nguyen et Rock
[Nguyen and Rocke (2002); Nguyen and Rocke (2004)], Barker et Rayens [Barker and Rayens
(2003)], Fort et Lambert-Lacroix [Fort and Lambert-Lacroix (2005) et Bastien et al. [Bastien
et al. (2005)]. Nous avons choisi de suivre 'approche suggérée par Bastien [Bastien et al. (2005)]
conceptuellement simple et facile & mettre en oeuvre. Il s’avere qu’il est tout a fait possible de
transposer les principes de la régression PLS au modele linéaire généralisé (dont la régression
logistique binaire est un cas particulier) et Bastien et al. [Bastien et al. (2005)] proposent la
régression linéaire généralisé PLS (PLS-GLR). Nous présentons donc, dans une premiere partie,
la PLS-GLR en se focalisant sur le cas particulier de la régression logistique PLS (PLS-LR).
Dans une seconde partie, nous proposons une extension non linéaire de la PLS-LR : La Kernel
Logistique PLS.

3.1 La Régression Logistique PLS (PLS-LR)

Lorsque la variable & expliquer y est limitée & une variable (y € R™), le rang des matrices
XTyyT X et yT X XTy égal 1. On obtient alors les simplifications suivantes pour le calcul des
composantes PLS décrites dans le chapitre précédent (cf. équation (2.4)) :

w = XTy / IXTy)

b = Xwi = XXTy / IXTy)

Garthwaite [Garthwaite (1994)] a remarqué que chaque coordonnée wy; du vecteur de poids wn
pouvait s’exprimer par 1’équation (3.1)

Xj y
Wi = XJ'T?J/HXTZ‘/H = XJTXJ TxJ||XTy|| /1/ (5 aJ (3.1)

ol 8? défini la variance de x;j et a; le coefficient de régression de x; dans la régression de y sur
xj. Ainsi, le vecteur de poids w; est obtenu par une succession de régressions simples de la
variable a expliquer y sur chacune des variables explicatives x;j. Ce résultat reste valide pour
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les composantes suivantes : wy est obtenu par une succession de régressions multiples de la
variable y sur t1,...,t,—1 et chaque colonne, xy_1 j, de la matrice Xj,_1.

La régression linéaire généralisée (PLS-GLR) s’appuie sur Darchitecture algorithmique
de la régression PLS de Garthwaite [Garthwaite (1994)]. La principale différence entre
I’approche de Garthwaite et la PLS-GLR repose sur I'utilisation du modele linéaire généralisé
en lieu et place de la régression standard. La PLS-GLR fournit donc un outil plus général
que la PLS-R. Dans ce contexte, Tenenhaus [Tenenhaus (2002)], Bastien et al. [Bastien et al.
(2005)] et Tenenhaus [Tenenhaus (2005)] ont étudié la régression logistique PLS et Bastien
[Bastien (2004)] a appliqué la PLS-GLR au modele de Cox.

3.1.1 Algorithme de la Régression PLS Généralisée

Nous présentons dans ce paragraphe, ’algorithme de la PLS-GLR et les descriptions plus
spécifiques sont limitées au cadre logistique (PLS-LR) dans la prochaine section.

TAB. 3.1: Algorithme de la Régression PLS Généralisée
Algorithme de la Régression PLS Généralisée

A. Construction des composantes PLS-GLR
Construction de la premiére composante PLS-GLR thS_GLR

1. GLR de y sur chaque x5, =1,...,p = a1,

2. Normalisation de a1 = (a1;)j=1,...p = w1 = a1/|a1]|

3. La premiere composante PLS-GLR est définie par thS*GLR = Xw,

Construction de la h**™¢ composante PLS-GLR thS*GLR
1. Régression de chaque xj,j = 1,...,p sur thS*GLR, ...,thP_LfchR
= Xp-1 = [Xh-1,1,--»Xh—1,p
2. GLR de y sur thS_GLR, - tfff_GLR et chaque Xh—13,7=1,...,p
= apj,j=1,...,p
3. Normalisation de ap = (an;)j=1,....p = Wr = an/|an|
La h*™¢ composante PLS-GLR est définie par thS*GLR = Xp_1wp
5. Expression de la h**™¢ composante PLS-GLR thPLS_GLR en fonction des X
. tgLstLR = Xuw;

e

B. GLR de y sur les m premiéres composantes PLS-GLR thS_GLR, e thLS*GLR

L’algorithme de la PLS-GLR ne requiert qu’une succession de régressions dans lesquelles
le nombre de variables explicatives n’excede pas le nombre de composantes retenues dans le
modele final. Ce nombre est typiquement faible et est, en pratique, choisi par validation croisée.

3.1.2 Construction des composantes PLS-LR

Dans ce paragraphe, nous nous focalisons sur le cas particulier de la Régression Logistique
PLS (PLS-LR).
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Construction de la premiére composantes PLS-LR thS_LR

La premiere composante PLS-LR tf LS=LE fournit le premier axe discriminant.
Etape 1 : Calcul des coefficients ay; de x; dans la régression logistique de y sur x5,5 =1,...,p
Etape 2 : Normalisation du vecteur colonne a1 = [ay1, ..., a1p] : w1 = a1/ ay]|

Etape 3 : Calcul de la premiere composante PLS-LR : ths*LR = Xwy

Remarque 14 Soulignons que la composante thS_LR est construite par une succession de p

régressions logistique simples et ne nécessite donc ni diagonalisation, ni inversion de matrice. O

Procedure de déflation

Supposons construites, aux étapes précédentes, les (h — 1) premiéres composantes PLS-LR,
thS_LP”, - tffls_LR. On cherche alors & construire une h'*™° composante PLS-LR, thS_LR
contenant l'information résiduelle (prédictive de y) non capturée par les (h— 1) précédentes. La
hi*me composante PLS-LR est donc construite a partir des résidus de la régression de chaque

- PLS—LR PLS—LR
xj,j=1,...,psurt] e Up

La procédure de déflation se résume donc au calcul des résidus Xn—1,1,...,Xn—1,p de la
régression de x5, j = 1,...,p sur thS_LR, ...,tfff_LR. Notons Xp—1 = [Xh—1,1,---;Xh—1,p] l&

matrice résiduelle.

Remarque 15

1. Il est préférable de remplacer la succession de régressions multiples par une succession

de régressions simples en constatant que Xp_1 est également la matrice résiduelle de Xy, _o sur
(PLS=LR
h—1

2. La construction de la matrice résiduelle ne nécessite que le calcul d’une succession de p
régressions sur h — 1 wvariables orthogonales ou, au regard de la remarque précédente, d’une
succession de p régressions simples.

3. Toute combinaison linéaire des colonnes de X1 est orthogonale a thS*LR, e tfflstR.

La h*™¢ composante PLS-LR thS_LR capture donc Uinformation discriminante résiduelle
(i.e. absente des h — 1 précédentes). O

Construction de la h**™ composante PLS-LR thS’LR

Etape 1 : Calcul des coefficients aj; de xn_1; dans la régression logistique de y sur
thS_LP”, ...,thf_LR et chaque xp_15,7=1,...,p

Etape 2 : Normalisation du vecteur colonne aj, = [ani, - anp| * wh = an/||lan|
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Etape 3 : Calcul de la h'®™¢ composante PLS-LR : ths_LR = Xp_qwp

Etape 4 : Expression de la h'®™¢ composante PLS-LR tﬁLS*LR en fonction de X :
tPLS—LR = Xw*
h = h

Remarque 16 La construction de thS*LR nécessite l'inversion de p matrices de dimension
h. m|

Ezxpression des composantes PLS-LR en fonction des variables d’origine

L’expression des composantes PLS-LR en fonction des variables d’origine est une étape
fondamentale dans I’analyse de nouvelles données.
Soit X, ew les nouvelles observations. Le produit de matrice Thew = Xpew * W* permet de
calculer les valeurs des composantes PLS-LR pour de nouvelles observations.

Calcul de wyj,

PLS—LR
tl

a. La premiere composante PLS-LR est déja fonction des variables d’origine

tPLS=LR — X et w = wy (3.2)

b. La seconde composante PLS-LR t£L9 =L gexprime en fonction des résidus de la régression

des variables d’origine sur tI9 LR De X = tPLSTERRT 4 x ot tPES=LR — X 4y, nous
obtenons :

tg)LS*LR = Xjws = (X — thSLRpf) Wo = (X - Xw1p1T> Wo

X (I — w1p1T>w2 = Xw;

#
Wy

c. De maniere similaire, il est facile de montrer que tf LS-LE goxprime en fonction des variables
d’origine & travers I’équation (3.4).

PLS—LR h—1 ,PLS—LR_T
ty, = Xpwp = (X - Z¢:1 t; p; )wh

(X _yh prp?) w

h—1
X (I— Zw;‘p?)wh
i=1

*
h

w
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3.1.3 Modele final

L’étape finale consiste a réaliser la régression logistique de y sur les m premieres composantes
PLS-LR retenues, ou la valeur de m est selectionnée par validation croisée.

eCo+ Ny enty STER eCOT2Rg Ch j—1 Wh T
Ply, =1/x; = xi1, ..., Tip | = = 3.5
Yi /i i1y -5 Lip 1 4 ety cntPLS—LE 1 4 efo iy on Sy Wi w0 (3.5)

ou cp correspond au coefficient de tﬁLS*LR dans la régression logistique de y sur
PLS—-LR PLS—LR
th ot

et les w} sont obtenus par application de 1'équation (3.4).

Ainsi, la régression logistique de y sur les m premieres composantes PLS-LR fournit une esti-
mation naturelle de la probabilité conditionnelle d’appartenance des individus aux deux classes.

Pour conclure, soulignons trois aspects algorithmiques de la PLS-LR confirmant l'intérét
de cette approche :

1. La PLS-LR ne nécessite que 'inversion de matrice de faible dimension (au maximum, le
nombre de composantes PLS-LR retenues dans le modele final).

2. La PLS-LR permet la gestion de données ol le nombre de variables est supérieur au
nombre d’observations.

3. La PLS-LR n’est pas sensible aux fortes corrélations de variables.

Nous avons présenté au chapitre précédent, 'exemple générique de structure d’espace d’hy-
potheses emboité fourni par Cherkassky [Cherkassky et al. (1999)]. Cette structure découle
de I’équation (2.27). Dans ce contexte, nous avons établi que la PLS-R fournissait une mise
en oeuvre du SRM. Or, il est tout a fait possible de transposer ces principes au contexte de
la PLS-LR. En effet, ’équation (3.5), fournissant la forme du modele final de la PLS-LR, se
reformule de la maniere suivante :

P(y =1/ =x;, ...,xip>

1P(y =1/ =2x1,..., Tip

fm(m’iac7 W*) = IOg

m P
> =co+ Z ch Zijxij (3.6)
h=1 j=1

ou les wj, et cj, sont des parametres d’ajustement estimés a partir des données. On en conclut
que le nombre d’éléments m intervenant dans la combinaison linéaire de I’équation (3.6)
spécifie un élement de la structure fi; C fo C ... C fr C ...

La puissance discriminante de la régression logistique PLS reste néanmoins limitée puisque
les variables explicatives xj, ..., Xp ne sont reliées & y que par des relations linéaires. De plus,
le cout algorithmique de la régression logistique PLS est étroitement relié au nombre p de
variables explicatives. Ainsi, nous proposons dans le prochain paragraphe une extension peu
sensible au nombre de variables et capable de capturer les relations non linéaires : La Kernel
Logistique PLS.
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3.2 Approximation de rang faible de la matrice de Gram,
Empirical Kernel Map et régression PLS

Les méthodes a noyau sont d’élégantes extensions d’approches linéaires au cas non linéaires.
Elles sont néanmoins contraignantes dans la mesure ou elles exigent des algorithmes linéaires
ol les observations n’interviennent que par leur produit scalaire. De plus, pour que les éléments
de la matrice de Gram K fournissent les produits scalaires inter-individus dans un RKHS, K
doit étre symétrique et définie positive. On peut alors s’interroger sur la nécessité d’adopter
la stratégie contraignante de l'astuce du noyau présentée au précédent chapitre plutot que
d’effectuer une régression PLS de y directement sur K. Cette stratégie, déja étudiée par [Bennett
and Embrechts (2003)] dans le cadre de la PLS-R, est présentée dans le paragraphe suivant puis
comparée a la Kernel PLS.

3.2.1 Approximation de rang faible de la matrice de Gram via la
régression PLS

Plusieurs publications traitent des approximations de rang faible de la matrice de Gram K.
Citons les travaux de [Williams and Seeger (2000)] et [Smola and Scholkopf (2000)]. Ces deux
approches recherchent une approximation de K indépendamment de la variable a expliquer.
Récemment, une décomposition supervisée a été proposé par Bach et Jordan [Bach and Jordan
(2005)]. Supposons que GGT (ol G est une matrice n x m) fournisse une approximation de la
matrice de Gram K. Ils suggerent d’estimer « et § tels qu’ils vérifient I’égalité (3.7).

1 1
min —||Y — Ka||% = min -
acRnxd 2 BERMX*d 2
ot |[M||p = tr(MMT)'/2,
Pour résoudre le probleme d’optimisation (3.7), ils suggerent de résoudre (3.8) :

Iy - GBI (3.7)

J(G) = AIK — GG ||y + p_min IV — GB|12 (3.8)
BER’NLXd

ou ||[M|; = somme des valeurs singulieres de M, A et p sont choisies de sorte & établir un

compromis entre approximation de K et prédiction de Y.

On peut tout naturellement penser a la régression PLS comme une approche résolvant
ce type de problématique. L’idée est donc de réaliser directement la régression PLS de y sur
K. Les m premieres composantes PLS résultantes fournissent alors ’approximation de rang
faible de K.

Comme atteste I’équation (2.20), on a ’égalité suivante :
| X —yw? |2 = —2cov(Xwy,y) + constante

Nous concluons que le probleme d’optimisation (3.9) fournit la premiere composante PLS,
(PLS — X,
min || X — ywT |3
wn 1 —yuf I 59
sous la contrainte wi wy; =1

Ainsi, la premieére composante PLS t£'1 peut-étre obtenue en résolvant le systéme d’optimisa-
tion (3.10)
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min || X — ywi |13+ A[wil2 1) (3.10)

Et de la méme maniere, le probleme d’optimisation (3.11) permet d’obtenir la h'®™¢ composante
PLS thS = X} _qwp, ot Xp_1 correspond & la matrice résiduelle définie par I’équation (2.7).

min || Xp-1 — ywp |13+ Afwn |2 = 1) (3.11)

Ainsi, nous pouvons fournir un schéma analogue a celui proposé par [Bach and Jordan (2005)] :
Papproximation de rang m de K est obtenue en résolvant m problemes d’optimisation. Pour
h=1,..,m,

i, = argmin [ Kn—1 — yol I3+ Alwnllz — 1) (3.12)

wp,

ou Kp_1 correspond a la matrice résiduelle de la régression de K sur tq,...,t5_1.
T = [Kot, ..., Kpp_10] = [t759, ... tPES] fournit alors I’approximation de rang m de K.
Notons qu’en pratique, ces problemes d’optimisation ne sont évidemment pas a résoudre
puisqu’il suffit d’utiliser des implémentations efficaces de la régression PLS (i.e. Kernel PLS
linéaire ou NIPALS). Une telle approche a donc intérét d’étre résolvable aisément et de
maximiser des critéres (covariance) intuitivement simples. Néanmoins, cette présentation
permet de se situer dans un schéma proche de celui de [Bach and Jordan (2005)].

La régression PLS est ici vue comme une méthode de réduction de dimension super-
visée et les composantes PLS issues de la régression PLS de y sur K fournissent alors
I’approximation de rang faible de la matrice de Gram K.

3.2.2 Empirical Kernel Map et Régression PLS : DK-PLS

Nous pouvons également nous pencher sur le modele explicite fourni par la régression PLS
de y sur K : La Direct Kernel PLS (DK-PLS) proposé par Bennett et Embrechts [Bennett and
Embrechts (2003)].

Définition 5 Soit m observations z1, ..., zy décrites par p variables et k une fonction noyau.
L’empirical kernel map de z1, ..., zm est définie par la transformation ® :

®: RF — R”

3.13
v = koD = (k1 0), oo k(2 @) (3.13)

d

Dans le cas ot (21, ..., zm) = (21, ..., Tn ), les observations sont décrites par n nouvelles variables :
les colonnes de la matrice de Gram K associée a la fonction noyau k. Cette approche revient
a considérer les colonnes de la matrice de Gram comme les nouvelles variables explicatives.
Chaque cellule K;; = k(x;, ;) est une mesure de similarité entre les individus ¢ et j. Chaque
colonne de K, k; , j = 1,...,n mesure la proximité de 'individu j & tous les autres individus.
Les colonnes kq, ..., k, représentent les nouvelles variables explicatives.

Comparaison de la Kernel PLS et de la Direct Kernel PLS

Proposition 5 Soit X une matrice n X p représentant n individus définis par p variables. Soit
y € R™ une variable observée sur les n observations. Soit K la matrice de Gram associée a X
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et ® la matrice de coordonnées des n individus dans Hg .
La régression PLS de y sur K'/? est exactement la régression PLS de y sur ®. O

preuve de la proposition 5

1. Pour toute matrice symétrique définie positive K, nous avons K = UXUT ot U est une
matrice orthogonale (i.e. UT = U~1) et ¥ est une matrice diagonale composée des n valeurs
propres positives. Par conséquent, nous pouvons définir K/2 = Ux/2yT,

K}?KPLS ( K}{(PLS )

2. La démonstration se fait par récurrence. Soit respectivement , la
hi*me matrice déflatée de la Direct Kernel PLS (respectivement KPLS) : on a les deux égalités
suivante :

KhDKPLS _ (I _ tEKPLSthDKPLST)Kh_l (314)

et

KJPLS = (I — tkPLSEEPLST\ g, (1 — ¢KPLSKPLST) (3.15)

Soit KOKPLS = KéDKPLS = K. A partir de Ko = UXoUT, nous obtenons Ké/z = UZé/QUT.
La premiere composante DKPLS de y sur K(}/Q est définie par :
2
{DKPLS _ (KOW) y =USYUTUSY*UTY = USoUTy = Koy = tKPLS (3.16)

Ainsi, la premiére composante PLS de y sur ® est la premiére composante PLS de y sur K /2

La deuxieme composante DK-PLS est définie par :

2
1/2
tQDKPLS — (KlDKPLS ) y

T
T 1/2 T 1/2
7— tlDKPLStlDKPLS KO/ } [(I _ tlDKPLStlDKPLS )Ko/ } y

T T
I — tlDKPLSt%)KPLS KO (I _ tlDKPLSt%)KPLS ):| y

T T
_ I— t{(PLSt{(PLS )Ko (I _ t{(PLSt{(PLS >]y

— KlKPLSy

KPLS
t2

Supposons que la hi*™¢ composante KPLS de y sur ®, thKPLS soit la hi®¥™e composante DKPLS
de y sur K1/2 tPKPLS Nous devons montrer que la (h + 1)®™¢ composante KPLS de y sur @,
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tiEES, est la (h + 1)*™° composante DKPLS de y sur K1/, tPEPLS,

2
DKPLS _ DKPLS'?
) = <Kh ) Y

T
I thDKPLStEKPLST K;lb/—ﬂ [(I — t{:’KPLSt?KPLST>K;/_21} Y

_ I — tEKPLStEKPLST K1 (I _ tEKPLStEKPLSTﬂ y

T thKPLSthKPLST> K1 (I _ thKPLSthKPLST>:| y

K}IL(PLSZ/

7jKPLS
h+1

Avantages de I’Empirical Kernel Map

Si 'on considere les colonnes de la matrice de Gram K = [k, ..., kp] comme les nouveaux

descripteurs, on peut souligner qu’il n’est pas nécessaire de restreindre la transformation (3.13)
au noyau de Mercer. Les valeurs de la matrice K doivent simplement fournir des indices de
similarité et non les valeurs des produits scalaires dans un RKHS : les conditions de defini
positivité sur K n’ont donc plus d’utilité et des mesures de similarité naturelles pour un
probleme donné peuvent alors étre exploitées. Nous voyons ici un premier élément avantageux
de I’Empirical Kernel Map.
Par ailleurs, un second avantage a se restreindre a des transformations du type Empirical Kernel
Map réside dans les contraintes algorithmiques bien plus reliées au nombre d’observations (n)
qu’au nombre de variables (p) (gestion de matrices n x n). Cette transformation est donc idéale
pour des configurations p >> n. A I'inverse, dans un contexte ou le nombre d’observations
est important, la gestion de matrices n x n devient intractable. On peut alors envisager
de sélectionner certaines colonnes de la matrice K puisque il est possible de considérer des
matrices rectangulaires. Ainsi, appliquer des méthodes d’échantillonnage aux colonnes de K
rend possible la gestion de base de données oli le nombre d’observations (n) est élevé.

On peut conclure qu'une transformation de type Empirical Kernel Map est bien plus
flexible qu’une transformation d’envoi vers un Espace de Hilbert & Noyau Reproduisant par
I'astuce du noyau. Précisons que les transformations de type Empirical Kernel Map, a 'instar
des transformations vers un RKHS, engendrent des modeles non interprétables.

3.3 La Kernel Logistique PLS

En notant les liens entre la Kernel PLS et la Direct Kernel PLS et en considérant les avan-
tages relatifs & I’Empirical Kernel Map, nous proposons la Kernel Logistique PLS [Tenenhaus
et al. (2005)] qui n’est autre que la Régression Logistique PLS appliquée & la matrice de Gram
K. L’objectif principal de la KL-PLS est de trouver une représentation des données (espace
vectoriel) tel qu'un hyperplan sépare les deux classes. Cet espace vectoriel est engendré par
les composantes KL-PLS t{(prLS, o tEL=PLS Ta construction de cet espace s’effectue de
maniéere itérative en enrichissant ’espace d’investigation par ’ajout de composantes KL-PLS.
Pour accéder aux informations non linéaires, on utilise des matrices de Gram associées a des
fonctions noyaux non linéaires (par exemple, noyau gaussien ou polynomial).
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En résumé, La KL-PLS construit une succession de composantes orthogonales dans 1’espace
induit par les colonnes de la matrice de Gram suivie d’une régression logistique dans 1’espace
engendré par les composantes KL-PLS. L’algorithme de la KL-PLS se décompose ainsi en trois
étapes :

1. Construction de la matrice de Gram K
2. Construction des composantes KL-PLS

3. Régression Logistique de y sur les m composantes KL-PLS retenues

3.3.1 Algorithme de la Kernel Logistique PLS

Soient X le tableau de données représentant n observations définies par p variables expli-
catives et y = {0, 1} une variable binaire observée sur les n observations. Soit K la matrice de
Gram associée a X. Notons k; le j®me vecteur colonne de K.

Le tableau 3.2 présente de maniere algorithmique la KL-PLS.

TAB. 3.2: Algorithme de la Kernel Logistique PLS
Algorithme de la Kernel Logistique PLS

A. Construction des composantes KL-PLS

Construction de la premiére composante KL-PLS ti<FPLS
1. LR de y sur chaque k;,7 =1,...,n = a1,
2. Normalisation de a1 = (a1;)j=1,..n = w1 = a1/|la1]]
3. La premiere composante KL-PLS est définie par ti{1P5S = K,

Construction de la h**™® composante KL-PLS thKLPLS
1. Régression de chaque k;,j =1, ...,n sur tIKLPLS ...,thK_LlpLS
= Kp1=[kn—11,, kh—1,n)
2. LR de y sur tffIPLS, ...,thK_LlpLS et chaque kp—1;,7=1,...,n
= apj,j=1,...,n
Normalisation de ap, = (an;)j=1,...n = Wn = ap/||anl|
La h'*™¢ composante KL-PLS est définie par thKLPLS = Kj_wp
5. Expression de la h'®™¢ composante KL-PLS, thKLPLS, en fonction de K
= tKLPLS = Kw*
h h

- w

B. LR de y sur les m premiéres composantes KL-PLS tXtPLS 4KLPLS

Mettons en lumiere, au travers de cette présentation, le fait que cette implémentation ne
requiert qu’une succession d’inversions de matrices hessiennes (sur chacune des régressions
logistiques) de faible dimension (nombre de composantes KL-PLS).

Puisque I'algorithme de la KL-PLS est analogue a celui de la PLS-LR, nous ne présentons
pas les détails de ’algorithme correspondant mais renvoyons le lecteur a la description de la
Régression Logistique PLS : la seule modification réside dans la substitution de X par K.
L’algorithme est donc simple a mettre en oeuvre puisqu’il ne requiert principalement qu’une
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succession de régressions simples et de régressions logistiques.

Par ailleurs, il est intéressant de constater qu’il n’est pas nécessaire de stocker en mémoire la
matrice de Gram puisque les colonnes de K sont utilisées individuellement. Il est alors possible
de gérer des ensembles de données composées d’un grand nombre d’individus. Cependant,
en pratique, cette implémentation est d’un intérét limité car le temps de calcul s’en trouve
augmenté (il faut réevaluer les colonnes de K & la construction de chaque nouvelle composante).
La limite algorithmique de la KL-PLS est donc principalement reliée au nombre d’observations
(gestion de matrices de dimension n x n). Néanmoins, puisque basée sur des transformations
de type Empirical Kernel Map, la KL-PLS ne se limite pas a 1’étude complete de K et
il est possible de traiter des matrices rectangulaires (contrairement & la Kernel PLS) sans
modification de 'algorithme. Cette approche est donc bien plus souple car elle permet par une
sélection de colonnes de K aléatoires ou ingénieuses par des techniques d’échantillonage de
gérer des bases de données ou le nombre d’observations est important.

Echantillonage et test de Wald

Nous suggérons une technique d’échantillonnage basée sur le test de Wald. On souhaite
conserver les colonnes de K reliées a y de maniere statistiquement significative. On effectue
donc la régression logistique de y sur chacune des colonnes de K = [ky, ..., ky].

Ainsi, pour j = 1,...,n : on souhaite tester ’hypothése nulle :

H() : /6]' = 0 contre H1 : ﬂj 7£ 0
ou f; est défini dans I’équation (3.17) :

eBoi+Bik;

Ply=1/k) = o (3.17)

Le test de Wald est utilisé dans le cadre de la régression logistique pour tester ’hypothese
nulle. On conserve les colonnes de K pour lesquelles le test de Wald est rejeté. Le risque a, a
fixer par 'utilisateur, pourra étre choisi par validation croisée.

3.3.2 Modéle final

L’étape finale consiste a réaliser la régression logistique de y sur les m premiéres composantes
KL-PLS retenues, ot m est selectionné par validation croisée.

m KLPLS m n -
ecoJrZ;L:l Ccrly; €CO+Zh:1 Ch Zj:l Wh 5 kij

= 1 +600+Z;:L=1 cptKEPLS - 1 +€CO+ZZ”:1 ch D, wy ki

La régression logistique de y sur les m premieéres composantes KL-PLS fournit une estimation
naturelle de la probabilité conditionnelle d’appartenance des individus aux différentes classes.
Le nombre m de composantes retenues est un parametre d’ajustement permettant d’établir un
compromis entre adéquation aux données et complexité de la solution.

Remarque 17

1. L’estimateur du mazximum de vraisemblance de la régression logistique dépend de la
configuration spatiale des individus. Dans le seul cas d’un recouvrement des classes d’individus,
Pestimateur du mazimum de vraisemblance existe et est unique ([Allison (1999)]; [Albert and
Anderson (1984)]). Par conséquent, en appliquant la régression logistique sur les composantes
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KL-PLS, il est fondamental de considérer la configuration spatiale des individus. Dans une
situation de séparation compléte ou quasi-compléte des deur classes d’individus, ’analyse
discriminante de Fisher de y sur les m composantes KL-PLS retenues pourrait étre utilisée.
On peut préférer Uutilisation systématique de approche de Heinze et Schemper [Heinze and
Schemper (2002)] consistant & réduire le biais de lestimateur du mazimum de vraisemblance
par application de l'approche de Firth [Firth (1993)]. On peut également envisager utiliser la
régression logistique régularisée présentée dans le premier chapitre. Cette derniére approche
présentant l'intérét de converger vers des modéles de marge mazimale lorsque les contraintes
de régularisation sont relachées.

2. A travers le terme de droite de léquation (3.18), il est intéressant de constater, qu’une
fois le modele construit, il n’est pas nécessaire de connaitre les coordonnées des individus dans
Uespace engendré par les composantes KL-PLS pour estimer leur probabilité d’appartenance.
D’un point de vue «implémentation-optimisationy, cette propriété est utile lorsqu’il s’agit de
prédire la classe d’appartenance d’un individu qui n’a pas participé a la construction du modéle.

3. Cette approche s’étend sans aucune difficulté au cadre multiclasse ordinale, ¢’est-a-dire
qu’on peut également prédire des variables catégorielles ordonnées a plus de deux modalités. Il
suffit de remplacer chaque régression logistique binaire par une régression logistique ordinale a
rapport de chance proportionelle.

4. De la méme maniére que pour la KL-PLS, il est tout a fait possible d’étendre la PLS-GLR
au cadre mon linéaire par des transformations de type Empirical Kernel Map. Par conséquent,
la portée de cette approche est bien plus étendue que celle présentée ici puisqu’elle s’applique a
l’ensemble du modéle linéaire généralisé. O

3.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un nouvel outil de classification non linéaire,
algorithmiquement peu sensible au nombre de variables. Cette approche est basée sur des
principes de réduction de dimension supervisée et s’appuie sur des transformations de type
Empirical Kernel Map. Ces transformations permettent d’accéder a des informations non
linéaires et facilitent donc la recherche d’espace discriminants. De plus, ce chapitre met en
avant la flexibilité de ’'Empirical Kernel Map par rapport & ’astuce du noyau. En effet :

i. Il n’est plus necessaire de se restreindre a I’étude de matrice carrée puisque la KL-PLS
s’applique sans modification de I'algorithme a des matrices rectangulaires.

ii. Les conditions de définie positivité sur K n’ont plus lieu d’étre et il est tout a fait
possible d’exploiter, lorsqu’elles existent, des mesures de similarités naturelles. En effet,
dans différents domaines, de l'analyse textuelle & la génomique, de nombreux efforts ont été
portés sur la construction de noyau adapté (e.g. kernel string). Ces noyaux doivent vérifier
les conditions de Mercer qui, dans de nombreux cas, peuvent étre difficile & respecter (et le
sont au détriment de mesure de similarité intuitive). La KL-PLS est affranchie de ces contraintes.

De plus, puisque basée sur des techniques de réduction de dimension, la KL-PLS per-
met une inspection visuelle des données sur des espaces de faible dimension (1, 2 ou 3
dimensions). Ceci présente un double intérét :
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iii. La visualisation fournit des informations sur la structure des données : Les classes sont-
elles linéairement séparables? Les séparations sont-elles cohérentes? Les individus mal classés
sont ils proches de la frontiere de séparation?

iv. Cet outil de visualisation permet d’orienter (et donc de faciliter) le choix des parametres
d’ajustement du noyau intervenant dans la transformation (3.13).

Ainsi, les potentialités de visualisation fournissent un outil d’aide & l'interprétation tres
appréciable et qui constraste avec les méthodes types SVM, KLR ou Ridge Regression.

Nous montrons, dans le cinquieme chapitre, que le comportement discriminant de la
KL-PLS, concurrence les méthodes les plus performantes de la littérature telle que les SVM.
Nous présentons également des résultats graphiques illustrant la KL-PLS comme un outil de
visualisation et d’aide a I'interprétation dans des espaces de faible dimension.
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Chapitre 4

La classification multiclasses

Les chapitres précédents sont concentrés exclusivement sur la classification binaire mais

nous avons noté que la PLS-LR et son extension non linéaire, la Kernel Logistique PLS,
s’étendent sans difficulté au cadre multiclasse ordinale.
Le présent chapitre traite de la classification multiclasse lorsque y € {1,..., G} est une variable
nomimale a plus de deux modalités. Il répond a une problématique souvent rencontrée en
pratique : quelle approche adopter pour prédire une variable polytomique a partir d’un grand
nombre de variables explicatives et corrélées?

Nous allons donc, dans un premier temps, faire un bref état de l'art du SVM multi-
classes puis, dans un second temps, présenter des alternatives multiclasses fondées sur les
principes de la régression PLS. Dans ce contexte, nous proposons une extension de la PLS-LR
au cas ou la variable a prédire est catégorielle a plus de deux modalités : la Régression
Logistique Multinomiale PLS (LM-PLS). Puis, inspirées des transformations de type Empirical
Kernel Map sur lesquelles se fondent la Kernel Logistique PLS (cf. chapitre 3), nous proposons
une extension de la LM-PLS peu sensible au nombre de variables et capable de produire des
modeles prédictifs non linéaires : la Kernel Logistique Multinomiale PLS (KLM-PLS)

4.1 Les Support Vector Machines multiclasses

Soit un ensemble de n individus décrits par p variables. A chaque individu est associé une
valeur y € {1, ..., G}. Pour chaque individu ¢, y; fournit sa classe d’appartenance. L’échantillon
d’apprentissage D,, est alors défini par D,, = {(x1,¥1), .., (Tn,yn)}. L'objectif est de trouver
une fonction de décision fn qui a tout x; associe sa classe d’appartenance y; € {1,...,G}.
Nous avons vu que la solution classique des SVM binaires était de la forme

f(z) = Z cik(z, zi) + 0

Dans la plupart des situations, la forme multiclasses des SVM a G classes revient a estimer G
fonctions de décision, fi, ..., f¢ de la forme :

fo(@) = Zcigk(xaxi) + By

i=1
On peut distinguer deux courants de pensées fondamentalement différents : les combinaisons
de modeles binaires et les approches unifiées.
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4.1.1 Combinaison de SVM binaire : One Versus All (OVA)

C’est la solution la plus simple et la premiere proposée (voir par exemple [Bottou et al.
(1994)]). Cette approche consiste & construire G modeles. Le ¢'®™ modele est construit en
considérant les observations de la classe g comme appartenant & la classe positive (+1) et
tous les autres individus comme appartenant & la classe négative (—1). Chacun des G modeles
doit donc résoudre le probleme d’optimisation quadratique formulé au chapitre 1 au travers de
Péquation (1.45). De cette procédure découlent donc G fonctions de décision définies par les
équations (4.1) :

filz) =200 cak(z, z:) + B

(4.1)

Fol@) = X cich(@,zi) + Be

L’attribution d’une classe a 'individu z s’effectue au travers de la regle de décision (4.2)

Classe de © = arg max {fg(x)} (4.2)
g=1,....G

4.1.2 Combinaison de SVM binaire : One Versus One (OVO)

Une deuxieme approche conceptuellement simple introduite pour les SVM par exemple
par Friedman [Friedman (1996)] et Kreflel [KreBel (1999)] consiste & construire G(G — 1)/2
modeles. Chacun de ces modeles est construit en opposant toutes les combinaisons possibles de
deux classes. De cette procédure découlent donc G(G — 1)/2 fonctions. La fonction de décision
opposant la classe k a la classe [ est de la forme :

fri(z) = Z ci k() + B (4.3)

=1

L’attribution d’une classe a l'individu z s’effectue au travers de la regle suivante : si le signe
de fri(z) attribue lindividu = & la classe k, alors on incrémente la classe k& de 1; sinon,
I'incrémentation est pour la classe [. On assigne alors a x la classe qui a regu le plus grand
nombre de votes. En cas d’égalité, on choisit le plus petit index de la classe.

Ces deux méthodes sont les plus communément utilisées car elles sont conceptuellement
simples et fournissent, en pratique, de bons résultats.

4.1.3 Les approches unifiées

Plusieurs travaux récents abordent le probleme SVM multiclasses en résolvant un unique
probléeme d’optimisation quadratique afin d’en déduire G fonctions de décision. A Dinverse de
I’approche OVA, les G fonctions de décision sont obtenues simultanément. On peut citer les
travaux équivalents de Weston et Watkins [Weston and Watkins (1998)] et Vapnik [Vapnik
(1998)] d’une part ainsi que ceux de Bredensteiner et Bennett [Bredensteiner and Bennett
(1999)] d’autre part. L’équivalence de ces méthodes a été démontrée par Guermeur [Guermeur
(2002)]. Citons également 'approche de Lee [Lee et al. (2001)].
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Méthode de Weston et Watkins [Weston and Watkins (1998)]

L’idée fondamentale des SVM multiclasses de Weston et Watkins mais plus généralement
de toutes les approches unifiées est de construire les G modeles, non pas successivement comme
c’est le cas pour OVA, mais en les faisant interagir. Plus concrétement, soit une observation x
appartenant a la classe ¢, OVA contraint le classifieur 7 si f;(x) < 1, et pour toutes les autres
classes j, si fj(x) > —1. Dans le schéma proposé par Weston et Watkins, pour chaque paire
i # j, des contraintes sur les modeles n’apparaisent que si f;(z) < f;(x) + 2. Par conséquent, si
fi(z) < 1, le modele n’est contraint que si fj(x) est suffisament grand pour ¢ # j; De maniere
analogue, si fj(z) > —1, le modele n’est contraint que si f;(x) est suffisament petit. Pour mettre
en oeuvre ce principe, Weston et Watkins proposent d’utiliser n(G — 1) variables ressorts &;; ,
ouni€e{l, .., ntetje{l, ... G}\y; au travers du probléeme d’optimisation (4.4).

. G n
min Zj:l ||f]||?{K +CX i Zj;éyi &ij

f1 fe€H K ,EERMG-D)

Fur@i) + By, > fia) + 85 +2— & (44)
sous les contraintes
6ij207 ’L:l, ceey T 1§j#y1§G

Cette méthode s’inspire donc directement du probleme d’optimisation (1.42) ou de maniere
équivalente du probleme (1.51).

Meéthode de Lee, Lin et Wahba [Lee et al. (2001)]

Nous avons vu que la solution fn des SVM pouvait s’obtenir par résolution du probleme
(1.48) :

n

R 1
n = in — 1—yif(z A K
f arg min ;Zl[ yif(@i)]+ + Al flln

Lee [Lee et al. (2001)] propose d’étendre de maniere particulierement élégante cette formulation
au contexte multiclasses. Voici comment procéder : considérons ’échantillon d’apprentissage
Dy = {(21,91); s (T, yn)} avec z; € RP et y; € {1,...,G}. A chaque y; est associé le vecteur
vi = (Yi1, .., i) de dimension G défini par : si y; = j alors

(g
yi = G_la"'a PR G-1

ol 1 est en j°™° position.

Il s’agit d’estimer f(z) = (fi(x),..., fa(x)) sous la contrainte : Vo € RP, Zle fi(z) = 0.
Supposons que le label y; de I'observation z; soit égal a j et considérons la transformation L
;éme

telle que L(y;), vecteur & G composantes, soit composé d’un 0 en j position et de 1 ailleurs.
Lee propose alors de résoudre le probleme d’optimisation (4.5).

. 1 n G 2
;o min w2 L) [E(zi) — yil+ + A 2500 1fillF, (45)
sous la contrainte Zle fi(x) =0, Vz

ou (f(x;) — yi)+ signifie [[f1(zi) — yirl+, - [fa(zi) — vic]+]-
La regle de classification est fournie par :

classe de x = arg maxf;(x)
J
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ol chacune des GG fonctions est de la forme :
f](l‘) = bj =+ Zcijk(x,xi), ] = 1, ceey G
i=1
Pour le détail de 'obtention de ces G fonctions, nous renvoyons a Lee [Lee et al. (2001)].

Les approches unifiées sont conceptuellement plus compliquées que les approches OVA
et AVA sans amélioration significative des performances. En effet, en 2002, Hsu et Lin [Hsu
and Lin (2002)] comparent l’ensemble des approches SVM multiclasses et concluent en la
supériorité de Papproche AVA. En 2004, Rifkin et Klautau [Rifkin and Klautau (2004)] font
une revue des approches SVM multiclasses les plus courantes. Ils concluent que ’approche
OVA est au moins aussi compétitive que les existantes mais conceptuellement beaucoup plus
intuitive. Dans ces deux papiers récents, les approches unifiées sont écartées.

Ainsi, dans le cinquieme chapitre de validation, les deux approches SVM multiclasses, OVA et
AVA qui ont largement prouvé leur efficacité face aux approches unifiées, serviront de base de
comparaison de performances.

Dans la suite de ce chapitre, nous présentons des méthodes de classification multiclasses
basées sur des approches de réduction de dimension supervisée type PLS. Nous avons évoqué
dans le chapitre précédent le fait que la régression PLS n’est pas adaptée a la prédiction de
variables catégorielles a plus de deux modalités. Nous étudions ce contexte dans la suite de ce
chapitre.

4.2 De I’Analyse Discriminante PLS a la Régression PLS
Discriminante

Soit un ensemble de n individus zi,...,z, décrits par p variables. A chaque observation
xiy © = 1,...,n est associée une valeur y; € {1,...,G}. y; fournit la classe d’appartenance de
I'individu ¢. L’échantillon d’apprentissage D est alors défini par : D = {(x1,91), ..., (Tn, yn)}-
Posons Y, le tableau disjonctif complet dérivé de y définie par :

Loy Opy oo Opy
Ons Lny oo Ony
Y = . .
S 1n,—1
On, On, On,

ot les {n;}?_, définissent le nombre d’individus de chacune des g € {1,...G} classes.

4.2.1 L’Analyse Discriminante PLS (PLS-DA)

L’Analyse Discriminante PLS (PLS-DA) est définie comme la régression PLS2 de X sur le
tableau disjonctif complet dérivé de y. Nous pouvons donc voir la PLS-DA comme une approche
modélisant un ensemble de variables binaires a partir d’un ensemble de variables explicatives
X . Rappelons que la régression PLS optimise le critere de Tucker :

cov®(Xn_1wp, Yn_1¢1) = var(Xpn_1wp)corr*(Xn_1wp, Yep)var(Ya_1cp)

Or le terme de pénalité sur Y, var(Y,_icp), n’a pas de sens lorsque y est une variable
catégorielle. La suite de ce chapitre présente des méthodes alternatives a la PLS-DA.
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4.2.2 La régression PLS discriminante (PLS-D)

L’idée premiere est de retirer le terme de pénalité sur Y, var(Y¢1), du scénario usuel de la
PLS. Barker et Rayens [Barker and Rayens (2003)] suggerent alors de maximiser le critere (4.6)

var (waLS_D> corr? <waLS_D, chLS_D>
(4.6)

LS7D|| — PLS7D|| -1

sous les contraintes de normalité ||w!” llex

Construction de la premiére composante PLS-D

Barker et Rayens [Barker and Rayens (2003)] montrent que w!Z°~P correspond au vecteur

propre normalisé associé & la plus grande valeur propre de la matrice XTY (Y1TY)~1yTX.
tf LS-D _ x wf LS=D correspond donc au vecteur propre associé a la plus grande valeur propre
de la matrice XXTY (YTY)~ 1y T,

XXTy(yTy)"2vT XwPE5=P = \) XwPL5=P (4.7)

tf’LS—D

t{)LS—D
Construction de la h'*"® composante PLS-D

Les composantes PLS-D suivantes, t;, = Xh_lw,]:LS_D sont obtenues par maximisation du

critere (4.8)

var (Xh_lwaS_D) corr? (Xh_lw,]:LS_D, Yh_lchS_D>
(4.8)

sous les contraintes de normalité ||wi “5 7P| = ||cTE9~P| =1

Barker et Rayens [Barker and Rayens (2003)] montrent que w; 9~ correspond au vecteur

propre associé a la plus grande valeur propre de la matrice Xg_th,l(Yﬁth,l)*lYﬂth,l.
Ainsi, tf LS=D _ x h,lw}f’ LS=D correspond au vecteur propre associé a la plus grande valeur
propre de la matrice X1 X;[ | V,_1 (Y, Y1)tV .

Xna X Y (N Y)Y X w257 = 0\ X qwh B9P (4.9)

tPLS—D tPLS*D
h h

Notons que, comme dans le cas de la PLS-R, on souhaite exprimer les composantes PLS-D
en fonction des variables d’origine X et non en fonction des matrices résiduelles X, 1. La
relation fournie par I’équation (2.11) est toujours valable ici.

En notant T = [thS*D,...,thS_DL W = [waS*D,...,waS_D} et P = [p1,..,0r]

ol pp; correspond au coeflicient de régression de x,_1 ; sur thPLst, alors

T=XWP'Ww)™! = XW*

Ajoutons, que comme pour la PLS-R, il est possible de calculer les composantes PLS-D
récursivement (Cf. équation (2.13)).
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Remarque 18 Posons Y = Y(YTY)fl/Q. Y représente le tableau disjonctif complet dérivé

de y, normalisé par la racine carrée des effectifs. Dans ce contexte, waS*D correspond donc

~~T
au vecteur propre normalisé associé & la plus grande valeur propre de la matrice XTYY X

et 915 = waLS_D. Par conséquent, la premiére composante PLS-D est équivalente a la

premiére composante PLS de Y sur X. Ce résultat s’étend aux composantes suivantes : la

hiéme

composante PLS-D correspond a la pieme composante PLS de Y sur X. O

Modéle final de la PLS-D

Reste a construire un modele reliant y aux composantes PLS-D. A Tissue de la PLS-D de Y
sur X, nous disposons de r composantes PLS-D ou r = rang(X). Le modele final consiste en
I'utilisation de méthodes supervisées type régression logistique ou analyse discriminante de y
sur les m premieres composantes PLS-D, ou m est choisi par validation croisée.

4.2.3 Quelques interprétations de la PLS-D et de la PLS-DA

Dans cette section, nous présentons quelques liens entre la PLS-DA, la PLS-D et I’analyse
discriminante.

La PLS-DA est définie comme la régression PLS d’un ensemble de variable binaire Y
sur un ensemble de variables explicatives X. Les premieres composantes PLS ¢; = Xw; et
u1 = Y¢q sont obtenues par maximisation du critere (4.10)

cov®(Xwi,Y¢r) = var(Xwy)corr? (Xwy, Yer )var(Yey) (4.10)

sous les contraintes ||w1|| = ||e1]] = 1. wy correspond au vecteur propre normalisé de la matrice
XTYYTX associé a la plus grande valeur propre.

Barker et Rayens [Barker and Rayens (2003)] ont noté que ce critere est en fait inap-
proprié pour des taches de classification en mettant en avant le fait que le terme de var(Ye¢q)
n’a pas réellement de sens. Ils proposent alors de maximiser le critere (4.11)

cov?(Xw,Yep)

var(Y o) = var(Xw )corr® (Xwy,Yer) (4.11)

sous les contraintes ||w1|| = ||e1]] = 1. wy correspond au vecteur propre normalisé de la matrice
XTY (YTY)=1YT X associé & la plus grande valeur propre. Nous pouvons d’ores et déja fournir
une interprétation de la PLS-D intéressante :

La composante tf LS=D gt le résultat d’une analyse des redondances de X sur Y ou, de maniere
équivalente, correspond a la premiere composante principale d’une analyse en composante
principale de X projeté sur I’espace engendré par les colonnes de la matrice Y.

Enfin, 'analyse discriminante est obtenue par maximisation du critere (4.12)
corr? (Xw1,Yer) (4.12)

sous les contraintes ||w1|| = ||c1|| = 1. w; correspond au vecteur propre normalisé associé & la
plus grande valeur propre de la matrice (X7 X)) !XTy (YTYy)~lyTX.
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Les composantes suivantes sont obtenues en réitérant le procédé a partir des matrices
résiduelles X;_1 de la régression de X sur les composantes précédentes t1,...,t5,_1 dans les
criteres (4.10), (4.11) et (4.12).

Remarque 19 Notons que thS_D est le résultat d’une analyse des redondances de Xp_1 sur
Yn_1 ou, de maniére équivalente, correspond d la premiére composante principale de I’ACP de
Xp—1 projeté sur l’espace engendré par les colonnes de la matrice Yy 1. a

On peut alors remarquer que la PLS-D établit un pont entre la PLS-DA et I'analyse discrimi-
nante. En effet, considérons le premier vecteur propre associé a la plus grande valeur propre de
la matrice

(1-a)XTX +a) ' XTY (1 - B3)YTY + 1) 'YTX (4.13)

Pour a = 3 = 1, nous obtenons la PLS-DA.
Pour a =1 et 8 = 0, nous obtenons la PLS-D.
Pour a = 8 = 0, nous obtenons I'analyse discriminante.

Extension de la PLS-D au cadre non linéaire : la Kernel PLS-D

Il s’avere que ’'on peut étendre la PLS-D au cadre non linéaire via calcul des composantes
dans un espace de Hilbert a noyau reproduisant. Nous ne décrivons pas dans les détails la
KPLS-D, proposée par Rosipal et al [Rosipal et al. (2003)], mais relevons que la construction
des composantes PLS-D par les équations (4.7) et (4.9) ne fait intervenir les observations qu’a
travers leur produit scalaire.

La regle de décision finale de la Kernel PLS-D est obtenue de la méme maniere que

précédemment, en réalisant par exemple, une régression logistique multinomiale de y sur
KPLS—D KPLS—D
th oy 5 :

4.3 La Régression Logistique Multinomiale PLS (LM-
PLS)

Dans cette section, nous proposons une adaptation de la Régression Logistique PLS au

cadre multiclasses : la Régression Logistique Multinomiale PLS (LM-PLS). Supposons que y
soit une variable catégorielle a G modalités.
En s’appuyant sur la construction de variables latentes, l'idée principale de la LM-PLS
est de rechercher un espace discriminant engendré par les composantes LM-PLS notées
t{“M —-PLS ,tLM=P LS ou un simple modele type régression logistique multinomiale suffit.
Ainsi, 'objectif est de construire une représentation des données ou G — 1 hyperplans séparent
les G classes. On cherche donc a fournir par cette nouvelle représentation, «l’ossature discri-
minante» des données originales. L’algorithme de la LM-PLS se décompose en deux étapes :

g een

1. Construction des composantes LM-PLS, th_PLS tLM—=PLS

Yty Ym

2. Régression Logistique Multinomiale de y sur les m composantes LM-PLS retenues

Dans la suite de ce paragraphe, nous présentons la méthode en détail suivie d’un encart
algorithmique récapitulatif.
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4.3.1 Construction des composantes LM-PLS

Cette section décrit la construction itérative des composantes LM-PLS.

Construction de la premiére composantes LM-PLS tlLprLS

La premiere composante LM-PLS th ~PLS fournit le premier axe discriminant.
Etape 1 : Calcul des coefficients a,lcl,...,<1]1€,G_1 de xx dans la régression logistique mul-
tinomiale de y sur xx,k=1,...;p :

P(y = g/z = xy)
1Og(ﬁ”(y =G/x = xy)

) =ap Xk +bpy, g=1,..G—1 (4.14)

Etape 2 : Normalisation de chaque vecteur colonne de la matrice 4; = (a}j) i=1p
j=1,...,G—1

wyj = (a}j,aéj,...,a; (4.15)
et
W1 = [w11 w12 ... wLG,l] (416)
Etape 3 : Calcul de la premiere matrice LM-PLS :
Ty =XW, (4.17)

Etape 4 : Calcul de la premitre composante LM-PLS comme la premiére composante principale
tEM=PLS e la matrice T} :

tEM=PLS _ Ty (4.18)

Etape 5 : Expression de la premiere composante LM-PLS tlLM ~PLS on fonction de X :
tEM=PLS — XV 0 = Xw} (4.19)
Ainsi, la composante tlLM_P LS est construite par une succession de p MLR simples (pas

d’inversion de matrice) et d’une analyse en composantes principales sur G — 1 variables.

L’architecture algorithmique de la LM-PLS est donc tres proche de celle de la PLS-LR.
La différence principale réside dans 'obtention d’une matrice de coefficients Wi de dimension
p x G — 1 plutdt qu'un vecteur wy de dimension p x 1. Considérons la j*™ ligne de la matrice
Wi. Elle est composée des G — 1 poids associés a x; estimés lors de la régression logistique
multinomiale de y sur x;. La g®me valeur de la j*®™° ligne traduit 'importance de la variable
x; dans la prédiction de la g'®™® modalité de y. Cette matrice a donc la propriété intéressante
de capturer les relations qui existent entre les variables explicatives et les différentes modalités
de y. Il devient alors tout a fait naturel de construire la matrice LM-PLS comme le produit
matriciel T3 = XW;j. Clest un schéma tout a fait similaire a la régression logistique PLS.
Pour le moment, T est une matrice de dimension n X G — 1 et on souhaite condenser cette
information pour ne produire, & la fin de cette étape, qu’'une seule composante LM-PLS. On
réalise donc une analyse en composantes principales de T7. La perte d’information engendrée
par cette ACP pourra étre récupérée par la construction des composantes LM-PLS suivantes.
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Construction de la h**™® composante LM-PLS tﬁM_PLS

Soit Xp—1 = |Xh—1,1;-- xhl,p} la matrice résiduelle de la régression de X sur les (b — 1)
composantes LM-PLS précédentes tlLM_PLS7 e tﬁﬁﬁ‘”s.

Remarque 20 Notons que tout vecteur généré par les colonnes de Xp_1 est orthogonal a
th_PLS, ...,tﬁj_VII_PLS. La h*™¢ composante LM-PLS tﬁM_PLS capture donc l’information
discriminante résiduelle (i.e. absente des h — 1 précédentes). O

FEtape 1 : Calcul des coefficients aﬁl,...,aﬁﬁ_l de xn—1x dans la régression logistique

tLMfPLS tLMfPLS
1 s Uy

multinomiale de y sur et xh-1k,k=1,..,p:pourg=1,.G—-1

Etape 2 : Normalisation de chaque vecteur colonne de la matrice Ay = (a?j) i=1p
J=1,..., —1

Whj = (a}fj,aé’j, ...,agj (4.20)
et
Wi = [whl WhY ... wh,g_l] (4.21)
Etape 3 : Calcul de la h'®™¢ matrice LM-PLS :
Ty = Xp_1Wp (4.22)

Etape 4 : Calcul de la h'*™¢ composante LM-PLS comme la premiere composante principale

tﬁM_PLS de la matrice T},

tLM=PLS — 4, (4.23)
h

Etape 5 : Expression de la h*™° composante LM-PLS tﬁM_PLS en fonction de X

tEM=PLS — X2 4.24
h h

En conséquence, la construction de tﬁM —PLS pécessite I'inversion de p matrices de dimension

h x h et d’une analyse en composantes principales sur G — 1 variables.

4.3.2 Expression des composantes LM-PLS en fonction des variables
d’origine

L’expression des composantes LM-PLS en fonction des variables d’origine est une étape

fondamentale pour I’analyse de nouvelles observations (qui n’ont pas servi & la construction du

modele). Soit X, de nouvelles observations. Le produit matriciel Thewy = Xpew W* permet
de calculer les valeurs des composantes LM-PLS pour les nouvelles observations.

Calcul des Wy
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a. La premiere composante LM-PLS tlLM ~PLS ot fonction des variables d’origine :
T =XW,; (4.25)
et
tEM=PLS — Ty = X Winy (4.26)
——
ou Wi =W,

b. La seconde composante LM-PLS téMﬁP LS gexprime comme combinaison des vec-

teurs colonnes de la matrice résiduelle de la régression des variables d’origine sur tlLM —PLS A

artir de X = tI/M=PLSpt 4 X, et Ty = X1 W, nous obtenons :
p 1 1

T2 = X1W2 = <X — tlLM_PLSp{> W2

= (X — Tﬂ]ﬂ){) Wg = (X — XWl*Uﬂ?{) WQ

(4.27)
= X (I - valplT> Wa
w3
et
té‘M_PLS = TQUQ =X WQ*'UQ (428)
——
w3

c. De maniere équivalente, nous pouvons montrer que 7}, et tﬁM —PLS s’expriment en fonction
des variables d’origine par les équations (4.29) et (4.30).

h—1
Ty =X (I = Wi*vip§> Wi (4.29)

1=1

Wi
et
tEM=PLS — X Wiy, (4.30)
——
wj,

4.3.3 Modéle final

On réalise alors la régression logistique multinomiale de y sur les m premieres composantes
LM-PLS retenues par validation croisée. Pour g =1,..G — 1, on a

P(y = g/tkM-PLS m’tf;LJVIPLS) m
LM—PLS
= et + by = hy(X) (4.31)
P(y _ G/tlLM*PLS,..., 7I;LJV[PLS> — 9"h g g

log

Ainsi, la régression logistique multinomiale de y sur les m premieres composantes LM-PLS
fournit une estimation naturelle des probabilités conditionnelles d’appartenance des n individus
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a chacune des g classes g = {1, ..., G} notée par p,(z) = P(y = g/ X = ).
La regle de classification résultante est donnée par (4.32)

c(x) = argmax p,(x).
ge{1,...,.G} 7 (4'32)

ou pour g =1,...,G — 1, nous avons,

L enplhy()] .
T — o) (453
et 1
pa(x) (4.34)

T+ X eaplhy ()]

Remarque 21 L’estimateur du mazrimum de vraisemblance de la régression logistique dépend
de la configuration spatiale des individus. Dans le seul cas d’un recouvrement des différentes
classes d’individus, Uestimateur du mazimum de vraisemblance existe et est unique ([Allison
(1999)] ; [Albert and Anderson (1984)]). Par conséquent, en appliqguant la régression logistique
multinomiale sur les composantes LM-PLS, il est fondamental de considérer la configuration
spatiale des individus. Dans une situation de séparation compléte ou quasi-compléte des
indiwidus d’au moins un des G groupes, l'analyse discriminante de Fisher de y sur les m
composantes LM-PLS retenues pourrait étre utilisée.

On peut préférer Uutilisation systématique de lapproche de Bull [Bull et al. (2002)] consistant
a réduire le biais de l'estimateur du maximum de vraisemblance par extension de l’approche
de Firth [Firth (1993)] intialement prévue pour réduire le biais du mazimum de vraisemblance
des modéles de la famille exponentielle. Nous n’avons pas exploré cette voie.

En ce sens, la LM-PLS peut-étre vue comme une méthode de réduction de dimension
supervisée et servir de preprocessing a tout classifieur multiclasses. a
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4.3.4 Algorithme de la LM-PLS

Pour résumer la section précédente nous présentons la LM-PLS sous forme algorithmique.

TAB. 4.1: Algorithme de la Régression Logistique Multinomiale PLS
Algorithme de la régression logistique multinomiale PLS

A. Calcul des composantes LM-PLS tfM-PLS 4 LM-PLS

Calcul de tFM-FLS
1. MLR de y sur chaque x;,j5 =1,...,p
= coefficients de régression ajy, ...,a; ¢, de x;
Normalisation des vecteurs colonnes de Ay = (a;;)i=1.... = Wi
J=1,..G~

La premiere matrice LM-PLS est T3 = XW;
4. Calcul de t; comme la premiere composante principale de T}
= thfPLS = Tyu,
5. Expression de t; en fonction de X : t{“M_PLS = XWiv; = Xwi

Calcul de t,LLM*PLS

1. Régression de chaque x;j,j = 1,...,p sur t{“M_PLS, eyt
= matrice résiduelle : X1 = [Xh-1,1, .., Xh—1,p]

2. MLR de y sur tlLprLS, ...,tﬁ/[fPLS et chaque xh_14, j=1,...,p
= coeflicients de régression a?l, . a?,c:q de xn_1;

3. Normalisation des vecteurs colonnes de A;, = (ag-‘g) i=1.p = Wy
g=1,...,.G—1

LM—-PLS
h—1

= Thon
6. Expression de t; en fonction de X : tﬁMﬁPLS = Xwj

B. Régression logistique multinomiale de y sur t*Y~PLS 4LM-PLS

En conclusion du paragraphe, nous mettons en lumiere trois propriétés importantes de la
LM-PLS :

1. Contrairement a la plupart des méthodes de classification, la LM-PLS nécessite unique-
ment l'inversion de matrice de faible dimension (nombre de composantes LM-PLS+1).

2. De par son algorithme, la LM-PLS autorise la manipulation de données ou le nombre de
variables est supérieur au nombre d’observations.

3. De par son algorithme, la LM-PLS gere les données hautement corrélées.

Nous allons, dans la suite de ce document étendre la LM-PLS au cadre non linéaire.

4.4 La Kernel Logistique Multinomiale PLS (KLM-PLS)

Inspiré de l'approche de la Kernel Logistique PLS, nous proposons une extension non
linéaire de la régression ML-PLS basée sur des transformations de type Empirical Kernel
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Map : la Kernel Logistique Multinomial PLS (KLM-PLS). L’algorithme de la KLM-PLS se
décompose donc en trois étapes :

1. Calcul de la matrice de Gram K.

2. Construction des composantes KLM-PLS, c’est-a-dire les composantes ML-PLS dérivées
de K.

3. Régression logistique multinomiale de y sur les m composantes KLM-PLS retenues.

4.4.1 Algorithme de la Kernel Logistique Multinomiale PLS
Le tableau 4.2 présente 'algorithme de la KLM-PLS.

TAB. 4.2: Algorithme de la Kernel Logistique Multinomiale PLS
Algorithme de la Kernel Logistique Multinomiale PLS

A. Construction de la matrice de Gram K

B. Construction des composantes KLM-PLS, t{(LM*PLS, ooy tELM=PLS
Construction de la premiére composante KLM-PLS t{(LM*PLS
1. MLR de y sur chaque kj,j =1,...,n
= coefficients de régression ajy, ..., %1‘,071 de k;
Normalisation des vecteurs colonnes de A; = (aij) i=1n = Wi
j=1,...,G—1

La premiere matrice KLM-PLS est définie par Ty = KW,
4. Calcul de t{( LM=PLS comme la premiere composante principale de T}
_, ¢KLM-PLS _
1 = 1101

5. Expression de tf(LM_PLS en fonction de K : tf(LM_PLS = KWiv; = Kwj

Construction de la h**™* composante KLM-PLS I EM=PLS

1. Régression de chaque k;,j =1, ...,n sur thM_PLS, thK_LlM_PLS
= matrice résiduelle Kp,—1 = [kn—11,.-s kn—1,n]

2. MLR de y sur thM*PLS, ...,thKleprLS et chaque k15,5 =1,...,n
= coeflicients de régression ag?l, e aé-"Gflde kh—1;

3. Normalisation des vecteurs colonnes de Ay, = (ag.‘g) i=t,..n = Wp
g=1,..., G—1

la hi*™e matrice KLM-PLS est définie par T, = Kp_1Wh,
5.  Calcul de tff LM=PLS comme la premiere composante principale de T},
N tKLpr’LS -7
h = LpUp

6. Expression de ti M =FPLS on fonction de K : ¢fFM=PLS — Kok

C. MLR de y sur les m premieres composantes KLM-PLS

Mettons en lumiere au travers de cette présentation le fait que cette implémentation
nécessite uniquement l'inversion de matrices de faible dimension (nombre de composantes
KLM-PLS + 1).

Nous ne présentons pas en détail les étapes de Ialgorithme de la KLM-PLS puisqu’il découle
de maniere naturelle de la LM-PLS.

Remarque 22
1. Les avantages algorithmiques de la KLM-PLS sont analogues a ceux de la Kernel Logistique
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PLS (gestion de matrice n x n, gestion de matrices rectangulaires, ... ).

2. Il est tout a fait possible de considérer toute transformation non linéaire des variables
originales et d’appliquer la LM-PLS a cette nouvelle représentation des individus mais les
arguments valables pour la KL-PLS restent identiques ici. O

4.4.2 Modeéle final

On réalise une régression logistique multinomiale de y sur les m premieres composantes
KLM-PLS retenues. Pour g =1,..G—1, on a,

P(y = g/ty M0, L R M PLS) S KLM—PLS
IOg(]P’(y _ G/thzvuPLs’ m)tgLMPLS)> = hZZI Chglh, +by = hy(K) (4.35)

Ainsi, la KLM-PLS fournit une estimation naturelle de la probabilité conditionnelle d’apparte-
nance d’'un individu & la classe g = {1, ..., G} sachant K = k notée par py(k) = P(y = g/ K = k).
La regle de classification résultante est donnée par (4.36)

c(k) = argmax py(k).
i (4:3)

ou pour g =1,...,G — 1, nous avons,

C eaplhy(h) . _
R gy BN A a7y

py(k)

4.5 Conclusion

L’approche la plus répandue des SVM multiclasses consiste a décomposer un probleme a
G (respectivement G(G — 1)/2) classes en une collection de G (respectivement G(G — 1)/2)
sous-problémes de la forme «one-versus-all » (respectivement «all-versus-all ») et fusionner les
prédictions de sorte a attribuer a chacun des individus une classe unique. Cette approche est
algorithmiquement cofiteuse car elle nécessite, au minimum (pour OVA), la résolution de G
problemes d’optimisation quadratique.

Ainsi, dans ce chapitre, nous présentons des alternatives basées sur des approches de
réduction de dimension supervisées. Dans ce contexte, nous proposons une extension de la
régression logistique PLS au cas ou la variable a prédire est polytomique a plus de deux
modalités : la Régression Logistique Multinomiale PLS ainsi qu’une version non linéaire de
cette approche, peu sensible au nombre de variables, basée sur des transformations de type
Empircial Kernel Map : la Kernel Logistique Multinomiale PLS. Le prochain chapitre de
validation évalue les performances de ces différentes approches.



Chapitre 5

Validation

Ce chapitre est dédié a I’évaluation des méthodes décrites dans les chapitres précédents.
Il s’agit de quantifier et comparer le pouvoir discriminant des approches développées dans
cette these selon leurs performances par rapport aux méthodes les plus performantes de la
littérature (e.g. SVM, KLR, ...).

5.1 La validation croisée et la sélection de modéles

Le moyen le plus simple, le plus répandu et sans nul doute le plus fiable pour évaluer
la qualité d’'un classifieur est de mesurer ses performances de prédiction sur un ensemble
d’observations, dit «échantillon de test», qui n’a pas participé a la construction du modele.
Ce processus d’évaluation a pris le nom de validation croisée (CV = Cross Validation).
Quelque soit la méthode, la capacité prédictive d’'un modele ne peut, en effet, se juger que sur
des données indépendantes de celles qui ont participé a la construction du modele. Lorsque
I'on dispose d’un nombre suffisamment important d’observations, on partage les données en
plusieurs sous-ensembles :

i. L’ensemble d’apprentissage sert a estimer chaque modele en compétition.

ii. L’ensemble de validation sert a choisir le meilleur modele, c’est-a-dire celui qui réalise
les meilleures prédictions.

iii. L’ensemble de test sert uniquement & estimer la performance du modele retenu.

On peut ainsi choisir le «bon» modele quelque soit sa nature comme celui qui minimise
le taux d’erreur sur I’ensemble de validation. La performance du modele est alors mesurée
sur I’échantillon de test. C’est cette mesure qui est soumise & comparaison de deux modeles.
Par conséquent, pour évaluer effectivement les taux d’erreur que I'on peut espérer avec un
modele, il faut donc réaliser une double validation. Une premieére afin de régler les parametres
d’ajustement (parametre du noyau, C, A, nombre de composantes, ...) reliés & la complexité
des fonctions admissibles et une deuxieme pour mesurer la performance du modele construit
avec les parametres de réglage ajustés. Cette double utilisation de la validation croisée est
couteuse mais est indispensable pour une évaluation fiable du modele finalement fourni. Une
procédure qui confondrait la phase de réglage des parametres et ’évaluation des taux d’erreur
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fournirait une estimation trop optimiste de la qualité du modele.

Si les données sont en nombre insuffisant, on utilise la technique de validation croisée
qui consiste a partager les données en K-sous ensembles disjoints de méme taille et a calculer
Perreur de prédiction moyenne sur chacun de ces sous-ensembles, les K —1 autres blocs formant
I’échantillon d’apprentissage. Pour K = n, nous retrouvons la méthode dite du leave-one-out
introduite par Allen [Allen. (1974)]. Ce dernier choix n’est intéressant que lorsque n est
relativement petit.

Afin de mesurer les performances de classifieurs, la validation croisée va étre utilisée tout au
long de ce chapitre. Notons que les performances d’un classifieur peuvent s’exprimer sous bien
des formes : par une matrice de confusion, a partir de laquelle est calculé le pourcentage de
bonne classification; ou encore par la sensibilité, la spécificité et 'aire sous la courbe ROC
(AUC : Aera Under the roc Curve) dans le cadre binaire (pour plus de détails sur la courbe
ROC, voir Hanley [Hanley (1989)]).

5.2 La Kernel Logistique PLS

Cette section est dédiée a I’évaluation des performances de la Kernel Logistique PLS.

5.2.1 Benchmarks

L’efficacité de la Kernel Logistique PLS est mesurée sur un ensemble de
11  benchmarks. Ces jeux de données sont disponibles & l’adresse suivante
http ://ida.first.fraunhofer.de/projects/bench/benchmarks.htm. Le tableau 5.1 fournit
des informations élémentaires sur ces 11 benchmarks de classification binaire : le nombre
de variables (p), le nombre d’observations de la base d’apprentissage (n) et le nombre
d’observations composant la base de test (n¢est). Un descriptif plus détaillé est disponible dans
[Rétsch et al. (2001)] et sur le site web. Chaque jeu de données est composé de 100 échantillons
d’apprentissage auxquels sont associés 100 échantillons de test.

TAB. 5.1: Description des benchmarks binaires

Data set dimension (p) Taille de la base Taille de la base
d’apprentissage (n) de test ngeq

Banana 2 400 4600
Breast Cancer 9 200 77
Diabetis 8 468 300
German 20 700 300
Heart 13 170 100
Ringnorm 20 400 7000
Flare Solar 9 666 400
Thyroid 5 140 75
Titanic 3 150 2051
Twonorm 20 400 7000

Twonorm 21 400 4600
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Pour chacun de ces 100 jeux de données, le protocole d’évaluation d’une méthode est le
suivant :

1. Pour chacune des 100 partitions d’apprentissage, construire un modele. L’ajustement de
parameétres libres (e.g. parametre(s) du noyau, parametre C' des SVM, nombre de composantes
PLS sélectionnées, ...) s’effectue a partir des 5 premieres partitions et sont déterminés par
validation croisée.

2. Tester chacun de ces 100 modeles sur I’échantillon de test associé.

3. Calculer le taux d’erreur de chacun des 100 échantillons de test.

4. Calculer la moyenne £ 1’écart type de ces 100 taux d’erreurs de test.

Ce protocole a été appliqué a de nombreuses méthodes. On retrouve un catalogue des
performances de certaines méthodes (et notamment des SVM) & Padresse internet suivante :
http ://ida.first.fraunhofer.de/projects/bench/benchmarks.htm. Nous avons reportés sur le
tableau 5.2 les performances relatives aux méthodes suivantes :

e Les Support Vector Machines (SVM) proposés par Réitsch et al. [Rétsch et al. (2001)].

e La Kernel Logistic Regression (KLR) (basée sur 20 partitions) proposée par Zhu et Hastie
[Zhu and Hastie (2005)].

e La Kernel PLS-SVC (Kernel PLS suivie des SVM sur les composantes retenues) proposée
par Rosipal et al. [Rosipal et al. (2003)].

e La Kernel Projection Machine (KPM) proposée par Zwald et al. [Zwald et al. (2004)].
Les trois premieres méthodes sont a notre connaissance, sur ces benchmarks, les plus

performantes en termes de qualité de classification. C’est la raison pour laquelle nous avons
décidé de nous y référer pour mesurer les performances de la Kernel Logistique PLS (KL-PLS).
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TAB. 5.2: Taux d’erreur de classification mesuré sur les échantillons de test (moyenne + écart-type) pour SVM [Rétsch et al. (2001)],
Kernel PLS-SVC [Rosipal et al. (2003)], Kernel Logistic Regression (KLR), Kernel Projection Machine [Zwald et al. (2004)] et KL-PLS.
La derniere colonne fournit le parametre de la gaussienne ainsi que le nombre de composantes KL-PLS retenues. L’astérisque simple
«*» indique lorsque ’hypothese nulle du test de Student apparié est rejetée au risque o = 0.05. Lorsque les statistiques individuelles des
taux d’erreur moyens ne sont pas disponibles, on utilise le test de Student : ’astérisque simple «x»indique lorsque ’hypothese nulle du
test de Student est rejetée au risque a = 0.05.

Parametres
Data set SVM KLR KPM KPLS-SVC KL-PLS de la KL-PLS
Banana 11.5+0.5* 10.34 £+ 0.46 10.91 £0.57 10.5+0.4 10.7+ 0.5 (0.9, 10)
B. Cancer 26.0 4.7 25.92 +4.79 28.73 £ 4.42* 25.1+4.5 25.8+4.4 (50,7)
Diabetis 23.5 £ 1.7* ? 23.77 £ 1.69* 23.0+1.7 23.0+1.7 (60,4)
German 23.6 £2.1 23.53 £+ 2.48 24.09 + 2.38* 23.5+1.6 23.2+2.1 (20,2)
Heart 16.0£3.3 15.80 + 3.49 17.35 £ 3.54* 16.5+ 3.6 16.0+3.2 (20,3)
Ringnorm 1.66 £ 0.12* 1.97 £ 0.29* ? 1.43+0.10 1.444+0.09 (200, 2)
F. Solar 32.4+1.8* 33.66 + 1.64 32.52+1.78 32.44+1.8 32.7+1.8 (12,1)
Thyroid 4.80 +2.19 5.00 £ 3.02 ? 4.39+2.1 4.354+1.99 (15,6)
Titanic 22.44+1.0 22.39+1.03 ? 22.4+1.1 22.4+0.04 (300, 2)
Twonorm 2.96 + 0.23* 2.454+0.15 ? 2.34£0.11 2.37+£0.10 (40,1)
Waveform 9.88 +0.43* 10.13 £ 047" ? 9.58 £ 0.36 9.74 £ 0.46 (15,4)
Rang Moyen 3.3 2.9 4.2 1.8 2

woryepireA
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Commentaire du tableau de benchmarks binaires

Le noyau gaussien (k(z,y) = exp(—||x — y||*/o)) a été utilisé pour 'ensemble des méthodes.
Les performances de la KL-PLS dépendent donc du parametre de la gaussienne et du nombre
de composantes retenues. A Tinstar des autres méthodes, ces parametres libres sont fixés tels
qu’ils minimisent le taux d’erreur moyen observé par validation croisée sur les 5 premiers jeux
de données.

Nous pouvons dans un premier temps relever que les méthodes les plus performantes de
la littérature font partie de la famille des méthodes a noyau décrites aux chapitres 2 et 3. Le
noyau gaussien, du fait de sa souplesse, est utilisé par toutes ces méthodes. Par ailleurs, il n’est
pas surprenant que les méthodes basées sur des principes de marge maximale fournissent de
bonnes propriétés de généralisation (KLR, SVM, KPLS-SVC, KPM).

Nous disposons des taux d’erreur individuels (mesurés sur les 100 échantillons de test)
uniquement pour les SVM et la KPLS-SVC. Afin de comparer ces méthodes a la KL-PLS,
nous utilisons un test de Student apparié. Ces tests conduisent aux résultats suivants :

KL-PLS wvs. SVM : Pour 10 jeux de données sur 11, la KL-PLS fournit des taux
d’erreur moyens inférieurs aux SVM. Dans 6 cas sur 10 (Banana, Diabetis, Ringnorm, Flare-
Solar, Twonorm et Waveform), ’hypothése nulle est rejetée. Inversement, le taux d’erreur
moyen des SVM est plus faible que celui de la KL-PLS sur 1 jeu de données (Flare-Solar) et
dans ce cas, I’hypothese nulle est rejetée.

KL-PLS vs. KPLS-SVC : Pour 4 jeux de données, la KL-PLS fournit des taux
d’erreur moyens inférieurs a la KPLS-SVC mais ’hypothese nulle n’est rejetée dans aucun
de ces cas. A I'inverse, pour 6 jeux de données, les taux d’erreur moyens de la KPLS-SVC
sont inférieurs & ceux de la KL-PLS et I’hypothese nulle est rejetée dans 5 cas sur 6 (Banana,
Brest-Cancer, Flare-Solar, Twonorm et Waveform). Ces bonnes performances de la KPLS-SVC
peuvent étre dies a l'utilisation du classifieur SVM linéaire, de marge maximale, assurant un
pouvoir de généralisation. Soulignons qu’un classifieur SVM linéaire nécessite I’ajustement
d’un parametre supplémentaire (C') ce qui peut étre contraignant en pratique. D’un autre coté,
la KL-PLS fournit des probabilités d’appartenance et les regles de décision ont été obtenues
par seuillage des probabilités a 0.5. Un gain en performance potentiel peut étre relié au
parametre de seuillage. L’utilisation d’un classifieur de type SVM linéaire pourrait également
étre envisagée. Les différences entre les deux classifieurs étant néanmoins tres faibles, nous
n’avons pas exploré ces pistes.

Nous ne disposons pas des taux d’erreur individuels (mesurés sur les 100 échantillons de
test) pour KLR et KPM. Afin de comparer ces méthodes a la KL-PLS, nous utilisons donc
le test de Student (moins puissant que le test de Student apparié). Ces tests conduisent aux
résultats suivants :

KL-PLS vs. KLR : Pour 8 jeux de données sur 10, la KL-PLS fournit des taux d’er-
reur moyens inférieurs a ceux obtenus par la KLR et I'hypotheése nulle est rejetée dans 2
cas (Ringnorm et Waveform). Inversement, dans 2 cas sur 10, la KLR surpasse la KL-PLS
et I’hypothese nulle est rejetée 1 fois. Il est intéressant de noter que la KLR et la KL-PLS
s’appuient sur le méme classifieur (régression logistique) et que seul le mode de controle
de complexité differe : régularisation de Tikhonov pour la KLR et réduction de dimension
supervisée pour la KL-PLS.
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KL-PLS vs. KPM : Pour 5 jeux de données sur 6, la KL-PLS fournit des taux d’er-
reur moyens inférieurs a ceux obtenus par la KPM et ’hypothése nulle est rejetée dans 4 cas
sur 5 (B. Cancer, Diabetis, German, Heart). Inversement, dans 1 cas sur 6, la KPM surpasse la
KL-PLS et 'hypothése nulle n’est pas rejetée. Ces résultats soulignent I'importance du mode
supervisé de la réduction de dimension.

Comparaison globale : Nous souhaitons évaluer globalement les méthodes et non plus
par jeu de données individuellement. Pour ce faire, nous procédons de la maniere suivante :
nous calculons, pour chaque jeu de données, le rang de performances de chacune des méthodes
puis leur rang moyen. La derniere ligne du tableau 5.2 fournit la moyenne de ces rangs. Ces
rangs permettent de distinguer trois types de méthodes : les méthodes basées sur un controle
de complexité par réduction de dimension supervisée (KPLS-SVC et KL-PLS) fournissent le
plus souvent les taux d’erreur moyens les plus faibles. Viennent ensuite les méthodes basées
sur les principes de régularisation de Tikhonov (SVM et KLR) puis la KPM basée sur une
approche de réduction de dimension non supervisée.

Ainsi, le controle de complexité obtenu par réduction de dimension supervisée fournit
une alternative efficace a la régularisation de Tikhonov sur laquelle sont fondés a la fois les
SVM et la KLR (cf. Chapitre 2).

Elle offre, de surcroit, 'avantage d’accéder a la représentation des observations dans 1’espace
engendré par les premieres composantes et fournit de ce fait, un outil d’aide a 'interprétation.
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5.2.2 Etude des données «Banana»

Banana est un jeu de données artificiel bi-dimensionnel permettant une inspection visuelle
de la séparation des classes d’individus dans ’espace d’origine. Cette visualisation 2D atteste du
coté hautement non linéaire de la séparation entre les deux classes. Nous allons, par conséquent,
nous focaliser sur ce jeu de données.

Projection des données «Banana» dans l’espace engendré par les deux premiéres
composantes KL-PLS

La figure 5.1 illustre la projection des individus de I’échantillon d’apprentissage (respecti-
vement de I’échantillon de test) dans l'espace engendré par les deux premieéres composantes
KL-PLS.

Nous constatons qu’une frontiere linéaire suffit & séparer les deux classes d’individus dans l'es-
pace engendré par les deux premieéres composantes KL-PLS et qu’ainsi, la régression logistique
réalise une classification efficace.

Banana data: Training data Training data on the KL-PLS components
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FiG. 5.1: Représentation des données « Banana» en apprentissage et en test sur les axes générés
par la KL-PLS.

KL-PLS et probabilités

La KL-PLS fournit pour chacun des individus une probabilité d’appartenance aux différentes
classes. La figure 5.2 représente les données «Banana» dans Pespace d’origine (partie gauche)
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et leur projection sur ’espace engendré par les deux premieéres composantes KL-PLS (partie
droite). La couleur symbolise la probabilité conditionnelle d’appartenance & la classe des croix
vertes et les lignes représentent les contours d’isoprobabilité. Notons que la frontiére de décision
linéaire, dans I'espace induit par les composantes KIL-PLS correspond a une frontiere de décision
non-linéaire complexe dans ’espace d’origine.

KL-PLS2

02 0 02 04
KL-PLS1

Fia. 5.2: Représentation des données «Banana» sur les deux premieres composantes KIL-PLS
(partie droite) et sur l'espace d’origine (partie gauche). La palette de couleurs symbolise les
probabilités d’appartenance a la classe des croix vertes tandis que les lignes, les contours d’iso-
probabilité.

Taux d’erreur moyens vs. nombre de composantes KL-PLS

Dans ce paragraphe, nous allons évaluer (cf. figure 5.3) et visualiser (cf. figure 5.4) 'impact
du choix du nombre de composantes sur la complexité de la frontiere de décision.
La figure 5.3 montre les performances de la KL-PLS en fonction du nombre de composantes
KL-PLS retenues. Sur cet exemple, notons que méme en considérant un nombre relativement
important de composantes KL-PLS, le phénomeme de sur-apprentissage n’apparait pas. Ajou-
tons que 'ajustement du nombre de composantes a retenir est simple, puisque’il s’agit d'un
parametre discret & U'inverse, par exemple, du parametre continue (C) des SVM.
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Fi1G. 5.3: Données «Bananay : Taux d’erreur moyen vs. nombre de composantes KL-PLS re-
tenues. A chaque composante KL-PLS est associée une boite a moustaches permettant la vi-
sualisation de maniere compacte de la dispersion des 100 taux d’erreur pour les échantillons de
test. La boite centrale est construite a partir des quartiles inférieur et supérieur et partagée par
la médiane. Les «moustaches» vont du premier quartile au minimum et du troisieme quartile
au maximum. Par convention, les moustaches ont une longueur qui ne doit pas dépasser une
fois et demie la distance inter-quartiles. Si les points extrémes sont trop loins des quartiles, ils
apparaitront comme isolés sur le graphique. Les entailles de la boites & moustaches sont centrées
sur la médiane et ont pour largeur (3.16 x distance inter-quartiles)/v/effectif de I'échantillon.
Ces boites a moustache entaillées sont construites de maniere a ce que deux boites ayant des
entailles qui ne se chevauchent pas correspondent a des médianes significativement différentes
au risque o = 0.05.
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La figure 5.4 illustre I’évolution de la complexité de la frontiere en fonction du nombre de
composantes KL-PLS sélectionnées.

F1a. 5.4: Données «Bananay : évolution de la complexité de la frontiere de décision en fonction
du nombre de composantes KL-PLS retenues. En haut a gauche : une composante sélectionnée
- En haut a droite : deux composantes sélectionnées - En bas a gauche : trois composantes
sélectionnées - En bas a droite : quatre composantes sélectionnées.

Comme on pouvait s’y attendre a la lecture de la figure 5.3, la complexité de la fonction
de décision augmente tant que m < 3 et ne varie quasiment plus a partir de la quatrieme
composante.

Kernel Logistique PLS et robustesse

La robustesse est ici définie comme la qualité du modele a résister au bruit. Afin de mesurer
la robustesse du modele sur les données «Bananay, le protocole suivant a été mis en place :
la variable a expliquer y de la base d’apprentissage est «dégradée» par I'inversion d’étiquettes
d’individus sélectionnés aléatoirement (tout en préservant I’équilibre initial des classes). L’erreur
de classification sur la base de test est alors mesurée en fonction du pourcentage de bruit injecté.
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La figure 5.5 montre, sur cette exemple, que la KL-PLS résiste au bruit de maniere comparable
aux SVM (SVM"“"* [Joachims (1999)]).
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Fi1G. 5.5: Données «Bananay : évolution du taux de bonne classification mesuré sur la base
de test en fonction du pourcentage de bruit injecté dans la variable & prédire (y) de la base
d’apprentissage.

En effet, les courbes de taux d’erreur de test pour les SVM et la KL-PLS ont une allure tres
comparable. Il est remarquable de constater que jusqu’a 30% de dégradation, le taux d’erreur
de test ne décline quasiment pas.

5.2.3 KL-PLS et données de grande dimension

Afin de valider la KL-PLS dans les espaces de grande dimension, 2 jeux de données issus
de la problématique des puces a ADN ont été exploités : il s’agit de «Ovarian Cancer» et
de «Lung Cancer». Ces jeux de données sont disponibles a l’adresse internet suivante :
http ://sdmc.lit.org.sg/GEDatasets/. Ovarian Cancer est un jeu de données a deux classes en
15154 dimensions (150 observations d’apprentissage et 103 observations de test). Lung Cancer
est un jeu de données a deux classes en 12533 dimensions (100 observations d’apprentissage et
81 observations de test). Les profils d’expression de génes obtenus & partir des puces & ADN
sont ici utilisés pour distinguer les deux types de tumeurs (cancéreuses ou non).

Le protocole d’évaluation d’une méthode est le suivant : le nombre d’observations com-
posant les échantillons d’apprentissage et de test est fixé a 150 et 103 pour «Ovarian Cancer
» et 100 et 81 pour «Lung Cancer». Trente partitions aléatoires sont alors générées. Le taux
d’erreur moyen =+ D’écart type, mesuré sur la base de test, permet d’évaluer la méthode.
Dans les espaces de tres grande dimension, un noyau linéaire est généralement suffisant pour
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atteindre de bonnes performances de classification. Le noyau linéaire ne requiert I’ajustement
d’aucun parametre et I'unique parametre libre est donc le nombre de composantes KL-PLS a
retenir pour le modele final. Sa valeur est fixée par validation croisée sur les 5 premiers jeux
de données. Le nombre de composantes KL-PLS est fixé a 19 pour Ovarian et 6 pour Lung.
Les résultats sont reportés dans le Tableau 5.3 et comparés & ceux obtenus par Shen avec un
classifieur SVM linéaire [Shen and Tan (2005)].

TAB. 5.3: Taux d’erreur de classification mesuré sur les échantillons de test (moyenne + écart-
type) pour KL-PLS et SVM [Shen and Tan (2005)]. «*» indique que ’hypotheése nulle associée
au test de Student est rejetée au risque o = 0.05.

Data set KL-PLS SVM
Ovarian 0.040.0 0.22* +£0.5
Lung 0.2440.49 0.83* +0.82

Afin de comparer les performances de la KL-PLS et des SVM sur «Ovarian Cancer» et
«Lung Cancery, un test de student sur les moyennes des erreurs de test a été utilisé. Sur ces
deux jeux de données, le test de Student rejette 'hypothese d’égalité des moyennes. Nous
pouvons donc conclure au bon comportement de la KL-PLS.

Soulignons que la configuration (n << p) est particulierement favorable & la KL-PLS :
en effet, la construction des composantes KL-PLS est algorithmiquement efficace puisqu’elles
sont obtenues en gérant uniquement des matrices K de dimension n x n. La figure 5.6
présente le taux d’erreur (base de test) en fonction du nombre de composantes KL-PLS
retenues pour «Ovarian Cancer» et «Lung Cancer» (colonne de gauche) et temps CPU de
la KL-PLS en fonction du nombre de composantes sélectionnées pour «Ovarian Cancer » et
«Lung Cancer» (colonne de droite). Les deux lignes horizontales fournissent le temps CPU de
SVM!" pour ces deux jeux de données.
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F1a. 5.6: Colonne de gauche : Taux d’erreur (base de test) de la KL-PLS en fonction du nombre
de composantes KL-PLS retenues pour «Ovarian Cancer» (haut) et «Lung Cancer» (bas);
Colonne de droite : Temps CPU de la KL-PLS calculé pour «Ovarian Cancer » (haut) et «Lung
Cancer» (bas) en fonction du nombre de composantes sélectionnées. Comparaison avec le temps
CPU des SVM'9"" (ligne horizontal).

Pour «Lung Cancer», le temps CPU de la KL-PLS & 6 composantes (implémenté sous Matlab
version 6.5) est environ 5 fois inférieur au temps CPU des SV M'9"¢ (version C compilée). Pour
«Ovarian Cancer» le temps CPU de la KL-PLS a 19 composantes surpasse le temps CPU de
SVMLight, Néanmoins, & taux d’erreur égal (obtenu pour 14 composantes) le temps CPU de la
KL-PLS est 30% inférieur & celui des SVM!9h?,

5.3 La Régression Logistique Multinomiale PLS

Nous allons reproduire pour la LM-PLS la méme démarche de validation que celle effectuée
pour la KL-PLS, a savoir validation sur benchmarks et représentation visuelle des classes d’in-
dividus.
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5.3.1 Benchmarks

L’efficacité de la Régression Logistique Multinomiale PLS est mesurée sur un ensemble de
5 benchmarks utilisés dans [Duan and Keerthi (2003)]. Ces jeux de données sont disponibles
a ladresse suivante : http ://guppy.mpe.nus.edu.sg/~mpessk/multiclass.shtml. Le Tableau 5.4
fournit quelques informations élémentaires sur ces jeux de données : nombre d’observations
(n), nombre de variables (p), nombre de classes (G), le nombre d’observations composant
I'échantillon d’apprentissage (nqpp) €t le nombre d’observations composant ’échantillon de test
(ntest)-

TAB. 5.4: Description des benchmarks multiclasses

Data nxp G Napp  Ntest
ABE 2323 x 16 3 280 2083
DNA 3186 x180 3 300 2886
SAT 6435 x 36 6 1000 5435
7
3

SEG 2310 x 18 250 2060
WAV 5000 x 21 150 4850

Chaque jeu de données est composé de 20 échantillons d’apprentissage auxquels sont
associés 20 échantillons de test. Pour un jeu de données, le protocole d’évaluation est identique
pour toutes les méthodes :

1. Pour chacune des 20 partitions d’apprentissage, construire un modele. L’ajustement
éventuel de parametres libres (e.g. nombre de composantes sélectionnées, ...) s’effectue a
partir des 5 premieres partitions et sont fixés par validation croisée.

2. Une fois les parametres d’ajustement déterminés, tester chacun de ces 20 modeles sur
I’échantillon de test associé.

3. Le taux d’erreur moyen + 1’écart type de ces 20 taux d’erreur de test permet d’évaluer
la méthode.

Le protocole a été appliqué a la régression logistique multinomiale, ’analyse discriminante, la
PLS-D et la LM-PLS. Les performances sont reportées dans le tableau 5.5.
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TAB. 5.5: Taux d’erreur de classification mesuré sur les échantillons de test (moyenne + écart-
type) pour la régression logistique multinomiale (MLR), Panalyse discriminante de Fisher
(FDA), la PLS discriminante (PLS-D) et la régression logistique multinomiale PLS (LM-PLS).
Le nombre de composantes retenues est fourni pour PLS-D et LM-PLS. Le symbole «x » signifie
que le modele final est une analyse discriminante de y sur les composantes retenues. L’astérisque
simple «*» indique que ’hypothése nulle du test de Sudent apparié est rejetée au risque a = 0.05
et lastérisque double «*x» que I’hypothese nulle est rejetée au risque a = 0.0001.

Data MLR FDA PLS-D LM-PLS
ABE 447+1.1 6.08 = 1.27* 4.24+1.16 (9) 4.28 +1.09 (11)
DNA  254542.05** 20.77+1.75** 11.11+1.08* (3) 9.75+1.26 (3)

SAT  28.35+20.31* 16.88+0.44*  15.28+0.41 (8) 15.28 & 0.64(9)
SEG  85.33+5.76 9.94+0.88  17.46+18.01 (6) 36.38+28.06 (3)
SEG* 9.834+0.81 (14)*  9.78+0.85 (13)*
WAV 2687 +10.54**  24.354+2.0*  14.424+0.46 (2)  14.39 £0.57 (2)

Commentaire du tableau de benchmarks multiclasses

Le test de Student apparié a été utilisé pour comparer les résultats de MLR, FDA et PLS-D
a ceux obtenus par LM-PLS. Ces test conduisent aux résultats suivants :

LM-PLS vs. MLR : Dans la totalité des cas, la LM-PLS fournit des taux d’erreur
moyens inférieurs & MLR. Ces différences sont significatives dans 4 cas sur 5 (différence
non-significative pour ABE). Les performances de MLR peuvent s’expliquer par de fortes
colinéarités entre variables et/ou du fait de la compléte ou quasi-compléte séparation entre
classes d’individus.

Cette forte colinéarité est décelée de fagon classique par 1’ «indice de conditionnement» : notons
A1, ..., Ap, les valeurs propres de la matrice des corrélations, R, rangées par ordre décroissant.
Le déterminant de R est égal au produit des corrélations et des problemes d’instabilité ou de
variance excessive apparaissent des lors que les dernieres valeurs propres sont relativement trop
petites. L'indice de conditionnement, noté x, est défini par le rapport de la plus grande valeur
propre sur la plus petite valeur propre : kK = A;/A,. Cet indice de conditionnement donne un
apercu global des problemes de colinéarité. En pratique, si x < 100 on considere qu’il n’y a pas
de probleme de colinéarité. Celui-ci devient sévere pour x > 1000. Le tableau 5.6 fournit les
indices de conditionnement des 5 jeux de données. Du tableau 5.6, nous déduisons pour SAT
et SEG de fortes colinéarités entre variables. La MLR n’est donc pas adaptée a ces deux jeux
de données.

TAB. 5.6: Mesure de la multicolinéarité des variables sur les benchmarks multiclasses : indice
de conditionnement.

Data ABE DNA SAT SEG WAV
K 76 226 2002 5 x 10" 49
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Par ailleurs, nous avons vu que la régression logistique multinomiale ne fournit pas de
modeles satisfaisants dans le cas de compléete ou quasi-compléte séparation d’au moins une
classe d’individus. Ce phénomeme survient dans le cas de SEG. En effet, il existe une complete
séparation d’au moins une classe d’individus. Nous pouvons visualiser la complete séparation
de deux classes d’individus par la représentation des observations sur l’espace engendré par les
deux premieres composantes LM-PLS sur la figure 5.7.
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Fia. 5.7: Séparation complete d’au moins une classe d’individus : représentation de SEG sur
I’espace engendré par les deux premieres composantes LM-PLS.

Les classes d’individus caratérisées par «—+» et par «x» sont linéairement séparés des autres
individus. Dans de telles situations, il est alors préférable d’effectuer une analyse discriminante
de y sur les composantes sélectionnées. Les résultats de I’analyse discriminante de y sur les
composantes LM-PLS (respectivement PLS-D) sélectionnées sont reportés sur tableau 5.5.

LM-PLS wvs. FDA : Dans la totalité des cas, la LM-PLS fournit des taux d’erreur
moyens inférieurs & FDA. Ces différences sont significatives dans 4 cas sur 5 (différence
non-significative pour SEG). FDA requiert I'inversion des matrices de covariances internes
a chaque classe. Ces matrices calculées sur un effectif n, inférieur a n peuvent étre mal
conditionnées. C’est le cas notamment de DNA. Pour contourner ce probleme, Friedman
propose une version régularisée de I’analyse discriminante [Friedman (1989)].

LM-PLS vs. PLS-D : Dans 3 cas sur 5, la LM-PLS fournit des taux d’erreur moyens
inférieurs & PLS-D. Ces différences sont significatives dans 1 cas sur 3 (DNA). Inversement la
PLS-D fournit des taux d’erreur moyens inférieurs a la LM-PLS dans 2 cas et ces différences
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ne sont pas significatives.

A partir de ce tableau de benchmarks, nous concluons au bon comportement de la LM-
PLS.

Taux d’erreur moyen vs. nombre de composantes LM-PLS

La figure 5.8 montre les performances de la LM-PLS en fonction du nombre de composantes
retenues.
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FiG. 5.8: données «SAT» : taux d’erreur moyen vs. nombre de composantes LM-PLS retenues.

Sur ces données, notons qu’a partir de 3 composantes, les performances prédictives
s’améliorent peu. Par ailleurs, méme en considérant un nombre relativement important de
composantes LM-PLS, le phénomeme de sur-apprentissage n’apparait pas. Le choix du nombre
de composantes est donc relativement simple & effectuer.

5.3.2 Visualisation

Exactement de la méme maniere que dans le cadre de la KL-PLS, il est possible de visualiser
la représentation des individus dans ’espace engendré par les composantes LM-PLS. Nous allons
nous focaliser sur les données «SAT».

La LM-PLS fournit pour chacun des individus une probabilité d’appartenance aux différentes
classes. La figure 5.9 représente «SAT» dans ’espace engendré par les deux premiéres compo-
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Fia. 5.9: Représentation de SAT sur les deux premieres composantes LM-PLS. Chaque point
représente un individu tandis que sa forme/couleur représente sa classe d’appartenance. La
palette de couleur symbolise la probabilité maximale (i.e le maximum des py(z), g =1, ..., G)
et les lignes les contours d’isoprobabilité.

santes LM-PLS. La couleur symbolise la probabilité maximale . {rrllaxG}pg(:c) et les lignes, les
g€{l,...,

contours d’isoprobabilité. Cette visualisation est intéressante pour plusieurs raisons : elle per-
met par exemple d’évaluer le degré de liaison d’une classe d’individus par rapport aux autres;
mais elle permet surtout d’évaluer la fiabilité de prédiction d’un nouvel individu. En effet, si
le nouvel individu se place au milieu des individus de sa classe, on aura tendance a accorder
de la confiance & sa prédiction. Si & Uinverse, I'individu est a I’écart de son groupe (bien que
sa probabilité d’appartenance soit élevée) la confiance accordée a sa prédiction est sans aucun
doute a nuancer car le classifieur n’est plus dans son domaine de compétence.
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5.4 La Kernel Logistique Multinomiale PLS

5.4.1 Benchmarks

Nous restreignons les résultats relatifs a la KLM-PLS a la validation par benchmarks. Le
protocole d’évaluation de la KLM-PLS est le méme que pour la LM-PLS. On retrouve les
performances (méme protocole de validation) de OVA et AVA dans Duan [Duan and Keerthi
(2003)].

TAB. 5.7: Taux d’erreur de classification mesuré sur les échantillons de test (moyenne + écart-
type) pour OVA, AVA et KLM-PLS. La derniére colonne fournit, en plus du pourcentage d’er-
reur, le parametre v du noyau gaussien (k(z,y) = exp(—v||x—y||?) et le nombre de composantes
KLM-PLS retenues. L’astérisque simple «*» indique que I’hypothese nulle du test de Student
apparié est rejetée au risque a = 0.05 et l'astérisque double «xx» que I’hypothese nulle est
rejetée au risque a = 0.0001.

Data set OVA AVA KLM-PLS
ABE 1.92 £ 0.65* 1.96 = 0.65* 1.47 £ 0.41 (0.08, 40)
DNA 10.15+1.26 9.87 +0.90 9.42 4+ 1.08 (0.0001, 3)
SAT 11.07 £ 0.58*  11.03+0.73* 11.56 + 0.0.53 (0.08, 60)
SEG 9.43 £ 0.54** 7.97+1.23 7.84 £ 0.89 (0.001,40)
WAV 17.21 £1.37** 17.75£1.39** 14.22 +0.60 (0.001, 2)

Sur le site http ://guppy.mpe.nus.edu.sg/~mpessk/multiclass.shtml sont disponibles les
taux d’erreur individuels (pour chaque partition et chacune des deux méthodes). Il est donc
possible d’utiliser le test de Student apparié pour comparer les différents modeles.

KL-PLS vs. OVA : Pour 4 jeux de données sur 5, la KLM-PLS fournit des taux d’er-
reur moyens inférieurs & OVA. Dans 3 cas sur 4 (ABE, SEG et WAV), ’hypothese nulle est
rejetée. Inversement le taux d’erreur moyen de OVA est plus faible que celui de la KLM-PLS
sur 1 jeu de données et dans ce cas, I’hypothese nulle est rejetée.

KLM-PLS vs. AVA : Pour 4 jeux de données sur 5, la KLM-PLS fournit des taux
d’erreur moyens inférieurs & AVA et I’hypothese nulle est rejetée dans 2 cas sur 4 (ABE et
WAV). A Iinverse, le taux d’erreur moyen de AVA est inférieur a celui de la KLM-PLS pour
SAT et ’hypothese nulle est rejetée dans ce cas.

Aux vues des ces résultats, nous pouvons conclure au bon comportement discriminant
de la KLM-PLS face a des méthodes de classification reconnues comme trés performantes
[Rifkin and Klautau (2004) ; Hsu and Lin (2002)].
Notons que la KLM-PLS bénéficie des avantages relatifs a I'inspection des résultats par examen
visuel et des prédictions en termes de probabilités.
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Chapitre 6

Caractérisation des tumeurs
noires de la peau

Ce chapitre est le fruit d’une étroite collaboration : il s’inscrit dans la continuité des travaux
de doctorat de Camille Serruys [Serruys (2003)] et exploite les résultats de stage de DEA de
Jean-Francois Horn [Horn (2004)] et d’Alex Nkengne [Nkengne (2004)] avec qui j’ai eu le plaisir
de travailler.

6.1 Contexte médical

Le mélanome est une tumeur maligne qui se développe principalement dans la zone
cutanée, a partir des mélanocytes, cellules responsables de la pigmentation. C’est le cancer
dont l'incidence augmente actuellement le plus rapidement, de 3 & 7 % par an, pour les 10
dernieres années [Grob and Richard (2004)]. Le taux de mortalité associé augmente de fagon
plus modeste. Cette tendance de la mortalité par rapport a lincidence peut s’expliquer par
une détection plus précoce mais également par une meilleure prévention. Cette affection touche
principalement les pays occidentaux. I’ Australie présente le taux le plus élevé (40-60 cas pour
100 000); le mélanome y est le cinquieme cancer le plus fréquent [Grob and Richard (2004)].
Les pays européens se situent dans une moyenne de 10-12 cas pour 100 000 (Allemagne), le
taux le plus important revenant & la Scandinavie (15 cas pour 100 000) et le plus faible aux
pays méditérranéens (5-7 cas pour 100 000) [Grob and Richard (2004)]. Le tableau 6.1 illustre
I’évolution du mélanome en France entre 1980 et 2000.

TAB. 6.1: Nombre annuel de nouveaux cas de mélanomes en France (nombre annuel de déces).
Chiffres extraits du rapport INVS-INSERM-FRANCIM-Hopitaux de Lyon : évolution de I'in-
cidence et de la mortalité par cancer en France entre 1978-2000.

1980 1985 1990 1995 2000
Hommes 777 (318) 1092 (389) 1543 (480) 2199 (588) 3066 (704)
Femmes 1476 (348) 1859 (407) 2415 (484) 3184 (571) 4165 (660)

7 231 nouveaux cas de mélanomes ont été diagnostiqués en 2 000, dont 58% chez les femmes.
Le mélanome représente 2.6% des cancers incidents. Il se situe au treizieme rang des cancers
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pour ’homme, au septieme rang pour la femme. En 2000, 1364 déces lui sont imputables (704
hommes et 660 femmes), ce qui représente 0.9% des déces par cancer. Pour 'année 2 000, age
moyen de survenue du mélanome est de 58 ans chez 'homme et 56 ans chez la femme. Le
mélanome est I'un des cancers dont l'incidence a augmenté le plus au cours des deux dernieres
décennies : elle a doublé en dix ans. Ainsi, en France, le taux annuel moyen d’évolution de 'in-
cidence entre 1978 et 2000 est de +5.9% chez 'homme et + 4.33% chez la femme. La mortalité
augmente régulierement (mais & un moindre degré) durant cette période, et pour les deux sexes.

L’évolution spontanée d’un mélanome est tres variable. Certaines tumeurs progressent
rapidement alors que d’autres évoluent sur plusieurs années avec des régressions mais tres
rarement des guérisons spontanées. L’évolution habituelle est marquée par un envahissement
local avec extension possible a la peau adjacente puis atteinte des ganglions régionaux et
apparition de métastases, habituellement multiples. Tissus mous, poumons, foie, cerveau sont
dans cet ordre les localisations métastatiques les plus fréquentes. L’atteinte osseuse est plus
tardive; tous les organes sont susceptibles d’étre atteints secondairement. Malheureusement,
le mélanome est une tumeur peu radiosensible et peu chimiosensible. Par conséquent, 'exérese
avec reprise chirurgicale éventuelle demeure le traitement principal et permet la guérison de
la plupart des mélanomes non métastasés. Ainsi, toute lésion suspecte de mélanome doit étre
excisée en vue d’'un examen histopathologique. La biopsie-exérese doit étre complete, empor-
tant la tumeur dans son entier. Ajoutons que des traitements adjuvants par chimiothérapie,
radiothérapie ou immunothérapie, sont parfois utilisés, une fois l'exérese effectuée. Il est
cependant encore difficile aujourd’hui de démontrer 'efficacité de ces traitements, malgré les
multiples essais cliniques mis en place. Ainsi, le seul moyen de réduire efficacement la mortalité
du mélanome est le dépistage précoce. L’exérese de la tumeur permet d’enrayer son évolution
et d’augmenter considérablement les chances de survie.

Les médecins, généralistes et dermatologues, doivent donc étre les fers de lance de la prévention
des cancers cutanés, certes en relayant 'information sur les dangers de I’exposition solaire ou du
bronzage artificiel, mais également en assurant un dépistage précoce des lésions. « Reconnaitre
un mélanome de moins de 1 millimetre d’épaisseur histologique - une lésion accessible a la vue
- c’est presque toujours le guérir; a I'opposé un mélanome négligé et épais a peu de chance
d’étre curable »[Delaunay (2004)]. Sachant que l’observation & l'oeil nu suffit & repérer les
lésions suspectes, cette phrase doit faire partie des aphorismes clés de la médecine préventive.
En complément de ce travail quotidien (I’examen systématique de la peau et le recours a la
biopsie, si besoin), le role des médecins et en particulier des dermatologues, est important,
notamment au travers des journées de dépistage et de sensibilisation. Le retentissement
médiatique de ces campagnes contribue a ’autosurveillance préconisée par de nombreux pays
et peut ainsi raccourcir le délai de consultation (les tumeurs découvertes sont alors moins
épaisses et donc de meilleur pronostic). La création récente (mai 2005) de I'Institut National
du Cancer, conformément au plan de sensibilisation nationale contre le cancer impulsé par le
président de la République, permettra un renforcement des actions de prévention, en regard de
ce cancer évitable.

Actuellement, un dermatologue expérimenté peut identifier un mélanome avec 75% d’ef-
ficacité. Pour cela, il se fie en grande partie a ’observation visuelle de la tumeur en s’intéressant
a des caractéristiques comme la coloration, la forme ou la texture (nous reviendrons plus
loin sur ces criteres). La difficulté étant de pouvoir différencier les mélanomes, illustrés sur la
figure 6.1 de certaines lésions mélanocytaires ressemblantes comme les naevus dysplasiques (ou
atypiques) (figure 6.2).

Ces dernieres années, des systemes autonomes combinant des caméras d’acquisition d’images
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Fia. 6.2: Exemples de naevus atypiques.

numériques et des possibilités d’archivage et de gestion de dossiers patients sont apparus sur
le marché. Ces systeémes permettent, entre autres, de conserver des photos cliniques des naevi
nécessitant une surveillance réguliere. Partant du constat que de nombreux dermatologues ont
I’habitude de prendre des clichés des lésions observées et de les associer au dossier médical, ils
sont déja sensibilisés aux informations que peuvent révéler ces images. De plus, le développement
actuel de I'informatisation, encouragé par les pouvoirs publics, devrait conduire a doter chaque
cabinet médical d’'une station de travail informatique.

Dans ce contexte, de nombreux travaux consacrés a l'exploitation des images numériques de
tumeurs noires apparaissent dans la littérature. Clairement, I'objectif affiché par les équipes
travaillant dans ce domaine d’application est la caractérisation automatique et le diagnostic
des mélanomes [Binder et al. (1998); Binder et al. (2000) ; Ganster et al. (2001); Sboner et al.
(2003)]. La validité des systemes actuellement proposés a été critiquée par Rosado [Rosado et al.
(2003)]. Ces objections s’appuient notamment sur la validation des classifieurs (validation sur
des images indépendantes), la représentativité des tumeurs constituant la base, les conditions
d’acquision des images, la reproductibilité de ’acquisition, la confrontation des performances a
celles de dermatologues.

C’est dans ce contexte extrémement favorable et actif que s’inscrit le projet de recherches
appliquée du laboratoire d’imagerie médicale de I'unité INSERM 678. Ce projet a pour objectif
d’améliorer le dépistage précoce des mélanomes. Il s’agit de développer un outil d’aide au
diagnostic capable d’alerter le praticien en proposant les éléments d’un diagnostic argumenté.
Cet outil devra étre congu pour traiter des images directement obtenues a partir d’un appareil
photo numérique standard, éventuellement muni d’un objectif dermatoscopique (sorte de loupe
munie d’un systeme d’éclairage homogene), et fonctionner, pour un investissement modéré, en
routine clinique. Compte tenue de la situation actuelle en imagerie et en analyse de données, il
apparailt possible de réaliser cet outil en jumelant traitement d’images et technique d’analyse
statistique. L’objectif de ce chapitre est donc de présenter ’assise méthodologique du systeme
de caractérisation proposé.
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La régle ABCD

Compte tenu des difficultés de mise au point d’un traitement efficace contre le mélanome,
les développements actuels sont orientés vers la prévention et le dépistage précoce. Néanmoins,
le diagnostic reste difficile pour des tumeurs malignes de stade précoce. Nous avons vu qu’un
dermatologue expérimenté peut identifier un mélanome avec environ 75 % d’efficacité. Les per-
formances varient de 60%, pour des dermatologues avec 3 & 5 ans d’expérience en dermatologie,
a 80%, pour des médecins qui ont plus de 10 ans d’expérience. Du fait de nombreux traits
communs avec d’autres tumeurs pigmentées, moins dangereuses voire bénignes, il est difficile
de porter un diagnostic de facon catégorique. Le dermatologue a donc recours a plusieurs
types d’informations : d’une part des informations qui concernent le patient et ses antécédents
(dossier clinique), d’autre part des informations recueillies & partir de 'examen de la lésion,
principalement des caractéristiques de contour, de forme, de texture et de couleur. Ainsi, lors de
I’examen d’une lésion cutanée pigmentée, plusieurs criteres cliniques peuvent faire suspecter la
malignité. L’association de ces criteres permet de définir des regles de décision. La regle la plus
courante (et sur laquelle s’appuie le systéme que nous proposons) se base sur les critéres ABCD :

= Asymétrie

Bords irréguliers

Couleur hétérogene

= Diametre supérieur a 6-7 millimetres

gaQw>
|

Un mélanome se présente habituellement sous la forme d’une lésion asymétrique (A), a
bords (B) irréguliers. Les bords sont souvent encochés ou polycycliques ou se prolongent en
coulées d’encre accentuant l'asymétrie de la lésion. La couleur (C) est inhomogene avec des
nuances variables dans les teintes du brun au noir, mais éventuellement des zones décolorées
blanches, inflammatoires rouges ou cicatricielles bleutées. La diametre (D) d’un mélanome est
généralement supérieur & 6 millimetres. L’évolution (E), documentée par l'interrogatoire tient
compte du changement non seulement de taille, mais aussi de forme de couleur et de relief.
Ce critere E peut quelquefois étre documenté par des photographies comparatives. Il existe
cependant une nécessité a s’accorder sur la définition précise de ces criteres et, bien que des
conférences de consensus soient organisées, il y a encore matiere a progresser.

Les outils d’aide a la décision sont ainsi apparus dans le but de soutenir la démarche
diagnostique. Il devient possible d’établir une correspondance entre la significativité des
parametres extraits et I'information dont se sert le médecin pour fournir son diagnostic. Ce
schéma d’analyse s’apparente clairement a des procédés courant en analyse d’images et en
classification. On dispose d’une base d’images a partir desquelles on cherche a extraire des
parametres que 'on pense étre caractéristiques de signes d’intérét qui sont alors donnés a
un classifieur fournissant ainsi une affectation aux différentes classes. Ce processus comporte
plusieurs étapes dont la finalité est de prédire la nature de la lésion (naevus bénin vs naevus
malin) :

Acquisition de I'image

Segmentation de la lésion

Extraction de parametres liés a la couleur, la forme, la taille, ...
Classification

W
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6.2 Description de la base de données

La base de données de tumeurs noires de la peau sur laquelle se fonde notre étude est com-
posée de 227 images. Cette base a été fournie par les départements de Dermatologie de I’hopital
Louis Mourier et du British Hertfort Institut. Cing dermatologues ont expertisé chacune des
227 lésions. Nous allons décrire, dans un premier temps, la base d’images et, dans un second
temps, I'expertise fournie par les dermatologues.

6.2.1 Base d’images

Afin de respecter les criteres nécessaires & un bon apprentissage, la base d’images doit
représenter la grande variabilité des tumeurs. Le tableau 6.2 illustre la diversité de notre base
d’images.

TAB. 6.2: Composition de la base d’images de tumeurs noires de la peau

Diagnostic Nombre de cas (%) Exérese
Mélanome 27 (11.9%) excisé
Mélanome nodulaire 1 (0.45%) excisé
Mélanome de Dubreuilh 4 (1.8%) excisé
Naevus Dysplasique 118 (51.2%) excisé
Naevus bénin 62 (27.3%) non excisé
Naevus bleu bénin 2 (0.9%) excisé
Naevus congenital bénin 5 (2.2%) excisé
Naevus bénin junctionel et dermique 7 (3.1%) excisé
Naevus bénin palmo-plantaire 1 (0.45%) excisé
Total 227 100% 72.7%

La base d’images est composée de 77 naevus bénins (Classe 1), 118 naevus dysplasiques
(classe 2) et 32 mélanomes (Classe 3). La majorité des lésions de la classe 1 n’ont pas été
exérésées (pour ne causer aucun désagrément inutile aux patients), les lésions de la classe 2
et 3 ont toutes étaient exérésées et hystologiquement analysées. Dans un premier temps, nous
considérons 2 catégories de lésions : les mélanomes (Classe 3) contre les lésions bénignes et
dysplasiques (Classe 1 + Classe 2). Cette partition des tumeurs basée sur ’analyse histologique
fournit le «gold standard ».

6.2.2 Expertise des dermatologues

A chacune des images de tumeurs noires est associée ’expertise de 5 dermatologues. L’exper-
tise des dermatologues comporte, au-dela de I'information sur I’avis «diagnostic» (mélanome ou
non), des informations sur la décision thérapeutique (exérése ou non) et sur la présence-absence
(réponse dichotomique) des signes de la régle ABCD. La Figure 6.3 illustre I'interface présentée
aux cing dermatologues afin de collecter leurs diagnostics.
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Application pour expertiser une base d'images de tumeurs de la peau

DIAGNOSTIC
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F1a. 6.3: Interface présenté aux cinq dermatologues afin de recueillir leurs diagnostics.

Il est intéressant d’évaluer le degré de concordance entre dermatologues et en particulier
de définir un concensus pour chaque signe. Ce consensus, sous forme d’un processus de vote,
va servir de référence pour indiquer la présence du signe dans la base d’images. Le résultat
est compris entre 0 - les dermatologues sont unanimes et constate ’absence du signe et 5 - les
dermatologues sont unanimes et constatent la présence du signe. Un vote égal a 2 signifie que
2 dermatologues reperent le signe tandis que 3 ne 'ont pas observé. Le vote majoritaire est
alors définie par une variable binaire égale a 0 si, au plus, 2 dermatologues ont détecté le signe
d’intérét et a 1 si au moins 3 dermatologues ont repéré le signe d’intérét.

Dans ce paragraphe, nous allons nous intéresser au concensus des dermatologues pour chacun
des signes de la regle ABCD, pour la décision thérapeutique et pour le diagnostic.

Appuyons nous sur le signe d’asymétrie (premiére ligne) pour expliciter la figure 6.4. L histo-
gramme représente la distribution des votes des dermatologues concernant le signe d’asymétrie.
Ainsi, environ 75 des 227 lésions ont unanimement été diagnostiquées (par les cinq derma-
tologues) comme asymétriques. Parmi ces 75 1lésions, la zone sombre (verte foncé) fournit le
nombre de mélanomes (un peu moins de 25). Le camembert nous indique que 54% des tumeurs
ont été unanimement diagnostiquées comme asymétriques ou symétriques (0-5). A I'inverse,
nous pouvons lire sur le camembert que 20% des lésions disposent d’un concensus faible (2-3).
La derniere colonne de la premiére ligne fournit la sensibilité et la spécificité du vote majoritaire
relatif au signe d’asymeétrie face au gold standard histologique.
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F1G. 6.4: Analyse de l'expertise des cinq dermatologues.

Le «faible» taux de concordance entre dermatologues peut s’expliquer par plusieurs raisons :
I'expertise a été faite uniquement & partir de I'image. Bien que les dermatologues soient main-
tenant sensibilisés & I'image comme outil de suivi des patients, il peut-étre difficile d’évaluer
la nature d’une lésion sans tenir compte du «dossier clinique». Par exemple, ’exposition in-
tense aux rayonnements ultraviolets (UV) (naturels et/ou artificiels), notamment dans la petite
enfance et chez les personnes a phototypes clairs, constitue le principal facteur de risque du
mélanome. Les risques sont également plus importants chez les personnes porteuses de nombreux
naevus (plus de 50), atypiques et congénitaux géants. Dans une proportion bien moindre, cer-
tains facteurs de prédisposition génétique peuvent également étre en cause (agrégation familiale
dans 5 & 10% des cas). La localisation du mélanome et son évolution récente sont également des
informations utiles a I’établissement du diagnostic. Il est donc important de prendre en compte
ces informations qui interviennent en complément de ’examen visuel et I'image n’est pas le
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meilleur des relais.

La figure 6.4 illustre la difficulté de détection des signes mais également la difficulté de garantir
la certitude du diagnostic. En effet, il est surprenant de constater, que sur les 32 mélanomes
composant la base d’images, seuls 40% d’entre eux sont unanimement diagnostiqués comme tels
par les cinq dermatologues. Ce chiffre illustre clairement la difficulté de détection des mélanomes
de notre base d’images.

6.3 Description et analyse des variables d’intérét extraites
des images de tumeurs noires de la peau

Pour réaliser le classifieur de tumeurs noires, nous allons reproduire la démarche suivie par
un dermatologue lorsqu’il est confronté a ’analyse d’une lésion. Une fois la lésion localisée, il
évalue chacun des criteres de la regle ABCD. La fusion de toutes les informations receuillies
fournit au dermatologue les éléments nécessaires a un diagnostic argumenté. Il est possible
de reproduire ce schéma d’analyse en s’appuyant sur des techniques d’analyse d’images et
d’apprentissage statistique. En effet, s’il est possible d’extraire de chacune des images de
tumeurs (les n individus), information codant chacun des signes de la régle ABCD (les p
variables), il est alors possible, en s’appuyant sur le gold standard histologique (y) de construire
un classifieur fournissant pour chacune des images une probabilité d’appartenance a la classe
des mélanomes. Nous allons décrire, dans cette section, le processus général de construction
d’un tel modele.

Considérons donc une image de tumeur noire de la peau. La premiere étape de l'ana-
lyse consiste & localiser la lésion dans l'image (étape de segmentation). La qualité de la
localisation est capitale car elle permet d’évaluer directement la taille de la lésion (D), et
fournit les informations sur lesquels s’appuie 'asymétrie (A) et de la régularité de bord (B).
Par ailleurs, la segmentation délimite espace d’analyse de la couleur (C). Il s’agit donc de
développer une approche peu sensible aux artefacts (e.g. poils) et capable de gérer la grande
variabilité des tumeurs noires de la peau, en terme de couleur, de forme, de taille, .... La
figure 6.5 illustre la grande variabilité des tumeurs noires rencontrées.
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Fi1G. 6.5: Variabilité des tumeurs noires de la peau.

La segmentation achevée, reste a extraire les parametres codant chacun des signes de la
regle ABCD. Nous présentons dans les prochains paragraphes les approches d’extraction pro-
posées. Afin de mesurer la pertinence des parametres extraits, nous avons adopté la stratégie
générique consistant a confronter les parametres a I’expertise des dermatologues. Dans de nom-
breux problemes médicaux, le taux de bonnes classification n’est pas I'indice central de la qualité
d’un classifieur. La sensibilité et la spécificité fournissent souvent des indices plus intéressants
car elles tiennent compte des cofits respectifs des différentes erreurs de classification. La sensi-
bilité et la spécificité se calculent a partir d’une matrice de confusion définit par le tableau 6.3.

TAB. 6.3: Matrice de confusion

Signe observé Signe non-observé
Signe observé par le classifieur Vrai Positifs (VP) Faux Positifs (FP)
Signe non-observé par le classifieur | Faux Négatifs (FN) | Vrai Négatifs (VN)

[T P vP T VN
La sensibilité est alors définie ;5275 et la spécificité par w57 -

Afin de mesurer la qualité d’un modele en s’appuyant & la fois sur la sensibilité et la
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spécificité, Sboner [Sboner et al. (2003)] propose la mesure fournie par (6.1).

d = /(1 — sensibilité)2 4 (1 — spécificité)2 (6.1)

Remarque 23 Puisque la sensibilité et la spécificité dun classifieur idéal égalent 1, on en
déduit que pour ce classifieur, d = 0. Ainsi, un modéle est d’autant plus performant que la
valeur du d associée est petite. Notons que cette mesure de qualité est intéressante lorsque
les classes sont déséquilibrées et que l’on cherche un modéle établissant un compromis entre
sensibilité et spécificité. En revanche, si l’on souhaite privilégier soit la sensibilité soit la
spécificité, on préférera la courbe ROC. O

6.3.1 Segmentation : taille et forme

Segmenter une lésion pour un dermatologue est une tache peu «cotteuse». Pourtant, mettre
en place une méthode de segmentation automatique robuste des tumeurs noires est extrémement
difficile. Le «bruit» lié par exemple a ’acquisition d’images dans des conditions plus ou moins
bien controlée, la perte d’information spatiale et de profondeur, font que la segmentation n’est
possible que si la tumeur est caractérisée par des couleurs et/ou des textures qui la différencient
du fond. Cette étape est cependant essentielle si nous voulons caractériser les informations de
forme et de couleur de la lésion. De nombreuses méthodes ont été mises au point afin de fournir
un outil de segmentation robuste. Les difficultés rencontrées lors de cette opération sont en effet
nombreuses et variées; elles concernent a la fois, les variations de luminosité rencontrées dans
Iimage, la présence d’artefacts (e.g. poils), et la variabilité de couleur, de texture et de taille.
Notre processus de segmentation du mélanome intialement proposé par Serruys [Serruys (2003)]
et amélioré par Nkengne [Nkengne (2004)] repose sur deux idées principales. La premiére idée
s’inspire des méthodes de segmentation de type région. L’objectif est de regrouper les pixels
présentant des similitudes. On se ramene alors a une problématique de classification statistique,
en considérant chaque pixel comme un individu. La classification (régression logistique) s’ef-
fectue a l'aide d’informations portées par le pixel, son voisinage immédiat et 1'image entiere.
Elle est supervisée par le contour des lésions fourni par les dermatologues. La deuxieme idée
est de segmenter la tumeur a plusieurs niveaux de résolution. Nous commengons par réduire
Iimage d’un facteur de 1/16 afin de supprimer tous les détails et d’obtenir un contour grossier
de la tumeur. A cette échelle, certains artefacts, comme les poils fins disparaissent. Le contour
ainsi obtenu est ensuite affiné en résolution 1/2 et 1. Les classifieurs de niveau 1/2 et 1 ne
travaillent que sur une bande, suivant les contours définis au niveau précédent. Ils bénéficient
de la meilleure connaissance que nous avons de la couleur de la tumeur et de I'extérieur. La
processus segmentation se décompose donc en trois étapes illustrée par la figure 6.6.

Validation des contours de segmentation

Notre objectif est d’évaluer les performances de l'algorithme de segmentation. Du fait de
la variabilité intra et inter-observateurs, une réflexion est a mener sur les contours fournis
par les dermatologues. Pour ce faire, dix images ont été segmentées par 4 dermatologues. La
comparaison de ces contours fournit alors un seuil de bonne segmentation. Les critéres de
comparaison retenus sont :

i. La distance entre deux contours : Soient A = {a1,ag, ...,an, } et B = {b1,ba,...,bn, } deux
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F1G. 6.6: Processus de segmentation des tumeurs noires de la peau.

contours a comparer. On définit alors la distance entre deux contours par :

1 e 1
D(A,B) = — > d(a;, B) + A > d(bi, A) (6.2)
=1 i=1

ou d(a;, B) représente la plus petite distance euclidienne entre le point a; et 'ensemble des
points du contour B.

ii. La sensibilité définie par le pourcentage de pixels appartenant a la fois au contour A et
au contour B

iii. La spécificité définie par le pourcentage de pixels en dehors du contour de segmentation
et classé comme tel par le contour de référence.

Les 10 lésions segmentées par les quatre dermatologues permettent de définir des seuils
de référence. Le systéme de segmentation proposé fournit, pour 86% des 1ésions, des contours
respectant ces seuils.

La Figure 6.7 illustre les résultats de segmentation des images de lésions présentées en
Figure 6.5 choisies pour illustrer la grande variabilité des lésions rencontrées. Les erreurs de
segmentation apparaissent le plus fréquemment lorsque les lésions atteignent les limites de
I'image ou que les bords de la lésion ne contrastent que tres peu avec le reste de I'image.

6.3.2 Couleur des tumeurs noires de la peau

La multiplicité de couleurs est caractérisée par la présence de plusieurs plages de couleurs
différentes au sein d’une tumeur. Malgré une définition simple, il s’agit d’un signe difficile a
détecter : comment discerner une plage de couleurs homogene ? A partir de combien de couleurs
la multiplicité de couleurs est-elle anonciatrice de la présence de mélanomes ? 11 s’agit d’un signe
fondamental du mélanome car tres sensible (cf. Figure 6.4). En pratique, un dermatologue
localise les plages de couleurs homogenes et détermine ainsi le «nombre de couleurs» en tenant
compte de la taille de chacune des zones. Afin de simuler la démarche des dermatologues et
quantifier la variété des couleurs d’une image, deux approches non-supervisées ont été utilisées :
les cartes de Kohonen et les K-means. Nous présentons, dans le prochain paragraphe, les travaux
de Horn [Horn (2004)] dédiés a I’analyse colorimétrique des tumeurs noires.
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FiG. 6.7: Exemple de segmentation des tumeurs noires de la peau.

Carte de Kohonen

Les cartes de Kohonen sont utilisées afin de capturer les spécificités de couleurs d’une lésion

par rapport aux autres. Les cartes de Kohonen fournissent le spectre des couleurs rencontrées
sur I'ensemble des tumeurs noires de notre base d’images. Cette approche est donc globale et
permet d’évaluer la singularité de chacune des lésions face aux autres.
5 pixels extraits aléatoirement de chacune des 227 lésions servent a la construction de la carte de
Kohonen 5 x 5. La carte de Kohonen traduit donc la diversité de couleur présente sur la totalité
des lésions. Considérons alors pour une lésion donnée, la projection sur la carte de Kohonen de
I’ensemble des pixels qui la compose. La proportion des pixels de la tumeur projetée sur chacun
des 25 neurones définit la signature de la 1ésion. En effet, les pixels d’une image mono-couleur
sont projetés sur des régions voisines tandis que la projection des pixels de lésions multi-couleur
s’étalera sur une grande partie de la carte. La figure 6.8 représente les cartes de Kohonen de deux
types de lésions : une lésion pour laquelle les dermatologues sont unanimes dans 1’évaluation
mono-couleur (respectivement multi-couleur). La proportion de pixels projetés sur chacun des
25 neurones de la carte fournit alors un vecteur de caractéristiques de 25 valeurs caractérisant
la diversité de couleurs d’une lésion.
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Kohonen Image originale Carte de Kohonen

Lésion
mono-couleur

Lésion
Multi-couleur

F1a. 6.8: Analyse couleur des tumeurs noires de la peau basée sur les cartes de Kohonen.

Kmeans clustering

Les K-means vont nous permettre de caractériser les couleurs composant les tumeurs noires
de maniere moins globale que ’approche fondée sur Kohonen. C’est une approche «image
spécifique» tenant compte des conditions d’acquisition des images (e.g. surexposition, faible
contraste, ...). L’algorithme des K-Means consiste & former K groupes dans une population
de n individus. Chaque groupe est caractérisé par un centroide représentant ’isobarycentre du
groupe. Ainsi, les individus sont rattachés a un groupe en fonction de leur distance au centroide.
Dans notre contexte, chacun des n individus (les n pixels composant la 1ésion) est caractérisé par
3 dimensions (les valeurs R = rouge, V =Vert, B = Bleu). En considérant qu'un dermatologue
n’observe que rarement plus de 4 couleurs différentes dans une lésion. Nous avons alors décidé
de construire un K-means o K = 4. La figure 6.9 illustre ’approche proposée sur deux types
d’images.

Les clusters possedent des propriétés intéressantes :

i. La taille de chaque cluster : les tumeurs mono-couleur présentent 1 ou 2 clusters qui
regroupent la majorité des pixels, alors que les pixels des tumeurs multi-couleurs sont répartis
équitablement entre les quatre clusters. Cette information est donc codée par 4 variables
(nombre de pixels composant chacun des 4 clusters).

ii. La couleur des clusters : les 4 centroides de tumeurs mono-couleur sont de couleurs
proches, a I'inverse des tumeurs multi-couleurs dont les 4 centroides sont de couleurs éloignées.
Cette information est codée par 12 variables (la couleur RVB de chacun des centroides des 4
clusters).
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interprétées
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FI1G. 6.9: Analyse couleur des tumeurs noires de la peau basée sur 'algorithme de segmentation
des K-means.

Ainsi, les K-means engendrent un vecteur de caratéristiques de 16 variables et la carte
de Kohonen, un vecteur de caractéristiques de 25 variables. L’information de couleur est donc
codée par 41 variables.

Validation des paramétres de couleur

Il est possible d’évaluer la pertinence des parametres de couleur en construisant un classifieur
de type KL-PLS (nombre de composantes retenues = 10 et parametre de la gaussienne (k(x,y) =
exp(||x — y|?/o) ot ¢ = 1000) reliant ces 41 parametres & I'expertise des cing dermatologues
relative & la couleur résumée par le vote majoritaire (1 si au moins 3 dermatologues ont détecté
la multiplicité de couleur et 0 sinon). La validation du modele couleur s’appuie sur la technique
du leave-one-out.

La Figure 6.4 montre que les dermatologues sont unanimes sur le signe de multiplicité de
couleur dans seulement 34% dans ce cas. Il s’ensuit que les indices de sensibilité, de spécificité
et de qualité (d) varient grandement d’un dermatologue & 'autre. Le classifieur fournit des per-
formances équivalentes a celle des dermatologues, laissant suggérer que les parametres extraits
contiennent I'information souhaitée.

6.3.3 Asymétrie des tumeurs noires de la peau

\

Pour déterminer 'asymétrie d’une lésion, les dermatologues s’intéressent a la fois a
Pasymétrie de forme et de texture. Notre principe proposé par Nkengne [Nkengne (2004)]
consiste a associer & chacune des tumeurs deux axes de symétrie de forme, et deux axes de
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TAB. 6.4: Evaluation des parametres de couleur

Couleur Sensibilité / Spécificité  d

Dermatologue 2 0.84/0.95 0.17
Dermatologue 4 0.91/0.77 0.24
Classifieur 0.78/0.67 0.39
Dermatologue 5 0.59/0.94 0.44
Dermatologue 3 0.97/0.54 0.46
Dermatologue 1 0.97/0.26 0.74

symétrie de texture. A chacun des axes, est associé un indice de symétrie. Les axes de symétrie
de texture et de forme sont déterminés indépendamment car rien ne laisse présager qu’ils sont
confondus.

Azxes de symétrie de forme

L’indice de symétrie de forme caractérise le recouvrement entre la surface initiale de la
tumeur et sa surface apres une rotation de 180 degrés autour de son axe de symétrie de forme.
Cet indice est uniquement fonction du contour de la 1ésion. Nous avons choisi de calculer ’axe
de symétrie de forme dans ’espace de Hough. Il s’agit d’un espace dans lequel une droite affine
d’équation y = ax + b est représentée par un point de coordonnées (R, 6) ou R représente la
distance de la droite a l'origine et 6 I’angle qu’elle fait avec ’axe des abscisses. Supposons que
la 1ésion possede un périmetre de longueur N (en pixels) et admette un axe de symétrie A. Le
contour de la 1ésion est porteur de toute l'information sur sa forme. On considere donc tous
les couples de points appartenant au bord, et on calcule leurs médiatrices que ’on représente
dans ’espace de Hough. Dans le cas idéal ou il existe un vrai axe de symétrie, il sera observé
N/2 fois, car N/2 points sont symétriques par rapport & cet axe, et 'admettent donc comme
médiatrice. De maniére générale, le meilleur axe de symétrie sera donc représenté par le point
d’accumulation maximal dans l'espace de Hough. Un deuxieme axe de symétrie sera calculé
en choisissant le prochain point d’accumulation maximale suivant, séparé du premier d’une
distance angulaire d’au moins 30 degrés.

Azxes de symétrie de texture

L’indice de symétrie de texture exprime l'erreur quadratique moyenne entre l'intensité des
pixels de la 1ésion en position initiale et l'intensité des pixels de la tumeur retournée de 180
degrés autour de I’axe de symétrie de texture. Schmid-Saugeon [Schmid-Saugeon (2000)] montre
que les axes obtenus par l’analyse en composantes principales des pixels de la lésion pondérés
par leur intensité fournissent de bons axes de symétrie de texture.

Validation des paramétres d’asymétrie

Ainsi, I'information d’asymétrie est codée par 4 variables : les deux index de symétrie de
forme, calculés & partir des axes de Hough et les deux index de symétrie de texture calculés
a partir des axes de PACP pondérée. Il est alors possible d’évaluer la pertinence de ces pa-
rametres d’asymétrie en construisant un classifieur de type KL-PLS (nombre de composantes
retenues = 1 et k(x,y) = exp(||x — y||?/o) ot ¢ = 100) reliant ces 4 parametres & expertise
des cinq dermatologues relative a asymétrie résumée par le vote majoritaire (1 si au moins 3
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dermatologues ont détecté ’asymétrie et 0 sinon). La validation du modele d’asymétrie s’appuie
sur la technique du leave-one-out. La Figure 6.4 montre que les dermatologues sont unanimes

TAB. 6.5: Evaluation des parametres d’asymétrie

Asymétrie Sensibilité / Spécificité  d

Dermatologue 2 0.94/0.87 0.14
Dermatologue 5 0.84/0.88 0.2
Dermatologue 1 0.84/0.88 0.2
Dermatologue 4 0.78/0.98 0.22
Classifieur 0.73/0.72 0.38
Dermatologue 3 0.98/0.61 0.39

sur le signe d’asymétrie & 54% et d’accord & 80% lorsque l'on inclut le 4/1 et 1/4. Il s’en-
suit que les indices de sensibilité, de spécificité et de qualité (d) sont élevés pour la majorité
des dermatologues. En comparaison, les performances du classifieur sont constrastées laissant
suggérer que les parametres extraits ne capturent pas la totalité de 'information qu’exploitent
les dermatologues pour diagnostiquer I'asymétrie d’une lésion. Bien que les différences soient
non négligeables, la sensibilité et la spécificité du classifieur restent néanmoins acceptables et
les 4 parametres d’asymétrie seront considérés pour la construction du modele final.

6.4 Caractérisation des tumeurs noires de la peau par la
Kernel Logistique PLS

Afin d’élaborer le modele final, nous disposons, pour chacune des 227 1ésions, de 4 variables
d’asymeétrie, 41 variables de couleurs et une variable de taille ; soit 46 variables. Nous cherchons
a construire un modele reliant ces variables a I’histologie. L’objectif de la classification est de
fournir un modele prédictif fournissant pour une lésion donnée sa probabilité d’appartenir a la
classe des mélanomes. Le classifieur doit gérer la configuration ou les données présentent un
nombre important de variables, éventuellement corrélées et disposer d’un pouvoir de discrimi-
nation performant. La KL-PLS est donc une bonne candidate. Les variables explicatives sont
donc les 46 parametres extraits de I’image et la variable a expliquer est le résultat de I’histologie.
Si le probleme est uniquement de prédire (comme c’est le cas ici), une méthode doit étre jugée
par son efficacité et sa robustesse et les techniques de validation croisée apportent alors une
solution. En effet, il est fondamental que le classifieur soit pertinent sur la base d’apprentissage,
mais également sur des individus qui n’ont pas servi a la construction du modele. Compte tenu
du nombre limité d’images, nous avons opté pour la validation croisée par leave-one-out. Ainsi
a chacune des 1ésions testées est associée une probabilité d’appartenance sur laquelle se base
I’évaluation du modele.

Le tableau 6.6 fournit la sensibilité et la spécificité du diagnostic des cinq dermatologues par
rapport a I’histologie. Etonnamment, on constate une grande variabilité de la sensibilité et de
la spécificité du diagnostic. Ceci peut s’expliquer par le contexte libre de la tache (aucune im-
plication réelle) mais également par le fait que le diagnostic n’est établi qu’a partir de I'image.
Notons que les performances les plus élevées sont a attribuer aux dermatologues ayant une
activité hospitaliere, et donc plus couramment confrontés a la vision de mélanomes.

Le tableau 6.7 fournit la sensibilité et la spécificité de la décison thérapeutique des cinq derma-
tologues par rapport a I’histologie.
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TAB. 6.6: Evaluation du diagnostic des cinq dermatologues

Diagnostic Sensibilité / Spécificité
Dermatologue 1 0.62/0.90
Dermatologue 2 0.78/0.85
Dermatologue 3 0.59/0.71
Dermatologue 4 0.81/0.90
Dermatologue 5 0.71/0.80

TAB. 6.7: Evaluation de la décision thérapeutique des cinq dermatologues

Exérese Sensibilité / Spécificité
Dermatologue 1 0.84/0.63
Dermatologue 2 0.93/0.63
Dermatologue 3 0.84/0.39
Dermatologue 4 0.90/0.55
Dermatologue 5 0.87/0.63

Comme on pouvait s’y attendre, nous constatons une dégradation de la spécificité au profit

de la sensibilité : les dermatologues ne prennent plus le moindre risque. Il est néanmoins sur-
prenant de constater qu’aucun des dermatologues n’atteint une sensibilité de 1. Nous pouvons
avancer les mémes arguments que précédemment, a savoir le contexte de ’expérience et I'image
comme unique support diagnostic. De la méme maniére que précédemment les médecins ayant
une activité hospitaliere prennent les décisions les meilleures.
Nous souhaitons comparer la sensibilité et la spécificité de la KL-PLS a celles des cing dermato-
logues. Dans ce contexte, un outil plus adapté que U'indice d est la courbe ROC (Abréviation de
Panglais Receiver Operating Characteristic curve). Cette courbe résume les performances de
toutes les regles de classement (en termes de sensibilité et de spécificité) que 'on peut obtenir
en faisant varier le seuil de décision. La courbe ROC est fréquemment utilisée dans le domaine
médical. En effet, les répercussions d’une erreur de diagnostic ne sont pas équilibrées : prédire un
mélanome comme bénin n’a pas le méme impact que prédire un naevus bénin comme mélanome.
Les résultats de la KL-PLS (0 = 1le~3 et nombre de composantes = 3) et de la régression lo-
gistique (fournie comme référence) sous forme de courbe ROC sont représentés sur la figure
6.10. L’aire sous la courbe ROC (AUC : Area Under The ROC Curve) fournit un indice de
qualité du modele générée. L’AUC de la KL-PLS (0.84) exprime une amélioration significative
par rapport & ’AUC de la régression logistique (0.73). Nous pouvons constater que la KL-PLS
atteint des performances équivalentes & celles des dermatologues en termes de diagnostic et
de décision thérapeutique et souligner I'utilité de la prédiction en terme de probabilité. En ef-
fet, elle permet de reproduire le comportement des dermatologues : le diagnostic et la décision
thérapeutique correspondent simplement a une modulation du seuil de décision. Cette souplesse
dans la prise de décision est fondamentale dans le contexte du mélanome car le cotit des erreurs
n’est pas symétrique : la sensibilité est bien plus importante que la spécificité puisque la prio-
rité «absoluex est de détecter les mélanomes (quitte & diagnostiquer des naevus bénins comme
malins).
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FiG. 6.10: Applications tumeurs noires de la peau : courbes ROC de la Kernel Logistique PLS
et de la régression logistique.

6.5 Conclusion

La complexité du modele fourni par la KL-PLS implique qu’il est difficilement interprétable.
Dans le contexte de la caractérisation du mélanome, il est évident que la détection des
mélanomes est une priorité mais il est également indéniable que les justifications qui nous
ont conduit a prendre cette décision sont essentielles. Le modele final ne fournit pas ces justifi-
cations. En revanche, les modeles intermédiaires (couleur, asymétrie) permettent, outre de me-
surer la pertinence des parametres extraits, d’argumenter et justifier le diagnostic. Ces modeles
intermédiaires sont donc particulierement intéressants. Les résultats obtenus (en terme de sensi-
bilité et spécificité) par notre systéme de caratérisation sont comparables aux performances des
cinq dermatologues ayant participé au projet. Ces résultats, encourageants nous ont conduit a
entamer une collaboration avec un industriel afin de développer un prototype du systeme de ca-
ractérisation. La figure 6.11 présente le prototype. La validation a grande échelle du systeme de
caractérisation devra étre entreprise et le projet DANAOS (Diagnostic and Neural Analysis of
Skin Cancer), étude multi-centrique regroupant 14 pays européens devrait faciliter I’évaluation
du systeme proposé si les données sont mises a la disposition des chercheurs. En effet, ce projet
a permis d’évaluer plus de 25 000 images sur lesquelles nous pourrions valider le prototype. Pour
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F1G. 6.11: Prototype du systeme de caractérisation des tumeurs noires de la peau.

conclure, divers parametres non inclus dans 'image mais cependant informatifs et d’importance
parfois non négligeable dans ’établissement d’un diagnostic (antécédents, dge du patient, etc.)
devront étre pris en compte pour affiner le diagnostic.
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Conclusion

Ce travail nous a permis d’explorer la problématique des données de grande dimension et
de proposer de nouvelles approches compétitives. Nous avons vu que les méthodes a noyau
fournissent un cadre algorithmique propice a la gestion de ce type de données et que, jumelées
a des principes de controle de complexité telles que la régularisation, elles offrent de tres
bonnes performances. Ces performances se gagnent au prix d’une perte de lisibilité des modeles
générés. Prédire ou comprendre ? La compexité des méthodes a noyau font souvent d’elles des
boites noires que l'on ne peut, en général, pas interpréter. Ces modeles n’ont pour vocation
que de prédire et doivent donc étre jugés du point de vue leur efficacité et de leur robustesse :
comment donc choisir une méthode? Les techniques de choix de modele, par exemple par
validation croisée, fournissent ’outil de prédilection. Le chapitre de validation nous conduit a
conclure a I’équivalence en terme de pouvoir prédictif de I’ensemble des méthodes décrites.

Le choix d’une méthode doit donc s’appuyer sur d’autres arguments : des criteres de
simplicité de mise en oeuvre, de facilité d’ajustement, de rapidité d’exécution, de visualisation
de la structure des données, .... Nous pensons avoir montré que les méthodes basées sur les
principes de réduction de dimension offre une alternative intéressante aux SVM et autres
KLR et que les approches que nous proposons dans ce document, répondent a ces criteres de
qualité. En premier lieu, le chapitre de validation atteste de leur pouvoir prédictif compétitif
(cf. KL-PLS, KLM-PLS ...). Sur benchmarks, les performances des méthodes proposées sont
au moins équivalentes a celles des méthodes références de la littérature. De plus, le réglage
des parametres des méthodes de réduction de dimension semble plus naturel que celui du
parametre A de la régularisation de Tikhonov : le nombre de composantes est un parametre
discret inférieur au rang de la matrice des données alors que le parametre A\ est a valeur
dans R*. Enfin, l’exploration des résultats par examen visuel permet, outre ’évaluation des
degrés de liaison entre classes d’individus, de caractériser la nature des erreurs : les erreurs de
classification sont-elles frontieres ou structurelles? Ajoutons que les prédictions en terme de
probabilités peuvent étre particulierement utiles dans de nombreux contextes et notamment
dans le domaine médical : I'application de nos méthodes a la problématique des tumeurs noires
de la peau en atteste.

Ajoutons que, dans le cadre de nos activités de laboratoire de 'INSERM 678, nos méthodes
ont été appliquées a la détection d’anomalies de contraction du ventricule gauche en
échocardiographie, Ruiz Domingez et al. [Ruiz Dominguez et al. (2005)] et également &
I’analyse d’images scintigraphiques 3D afin d’établir un diagnostic différentiel de la maladie de
Parkinson (maladies neuro-dégénératives), Billard [Billard (2006)].

En termes de perpectives, trois idées se profilent :
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1. La visualisation permet de circonscrire le domaine de compétence du modele. En effet,
lorsque I’on cherche & prédire la classe d’un nouvel individu, sa position sur la carte peut fournir
des informations essentielles : on accordera une grande confiance a la prédiction d’un individu
fondu dans la masse de ses partenaires et donc caratéristique de la classe prédite. A I’opposé,
une probabilité d’appartenance proche de 1 pour un individu éloigné de ses partenaires
est sans aucun doute & nuancer. Les problematiques liées au domaine de compétence d'un
classifieur ne sont pas abordés dans ce travail mais paraissent étre des perpectives de recherches
prometteuses.

2. Automatiser le choix du nombre de composantes apparait comme un développement
futur important a mettre en place. La validation croisée sur laquelle nous nous sommes
appuyés pour sélectionner les parametres d’ajustement, cotteuse en temps de calcul, devrait
pouvoir servir de référence dans ce but. On peut penser a des choix de modeles basées sur la
minimisation d’une borne & la SRM. En effet, la borne de l'inégalité (1.3) est la somme du
risque empirique et d’un terme dépendant du rapport h/n. Ainsi, & n fixé, la minimisation
de la borne fournit un critere de choix de modeles qui ne fait appel a aucune procédure de
validation croisée. En pratique la difficulté d’une telle approche réside dans le calcul de la VC
dimension. Or, dans le contexte des modeles de la forme (2.27), dans laquelle s’inscrivent par
exemple la KL-PLS, Cherkassky et al. [Cherkassky et al. (1999)] proposent d’estimer la VC
dimension par le nombre d’éléments intervenant dans la combinaison linéaire + 1 (c’est a dire
le nombre de parametres libres). De plus, partant du constat que le niveau de confiance de la
borne croit avec la valeur de n, Cherkassky et al. proposent de fixer la probabilité n a 1/y/n.
Reste alors a choisir le nombre de composantes fournissant la borne minimum.

3. Enfin, la limite algorithmique des approches proposées est reliée au nombre d’observa-
tions bien plus qu’au nombre de variables (& I'instar des méthodes & noyau). Ces approches
s’appuient sur des transformations de type Empirical Kernel Map et ne se restreignent nulle-
ment a la gestion de matrice n xn : les matrices rectangulaires sans modification des algorithmes
peuvent alors étre analysées. Les méthodes de sélection de variables (basées, par exemple, sur
le test de Wald), couplées a la KL-PLS ou a la KLM-PLS sont également des perpectives de
recherches intéressantes. La KL-PLS et la KLM-PLS devraient alors pouvoir s’appliquer a des
problématiques ou a la fois la taille de I’échantillon et le nombre de variables sont importants.
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