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Introduction

La notion de contrélabilité pour les systémes linéaires en dimension finie cst tres
simple a énoncer et a catractériser sous forme d’inversibilité d’une matrice construite
a partir des parametres du systéme. En ce sens, elle est intrinséque et ne nécessite
aucune information supplémentaire comme par exemple la description des pertur-
bations affectant le systeme. Elle est de plus tres satisfaisante de prime abord, car
sa définition mathématique ne souffre d’aucune ambiguité.

Pourtant, en y regardant d’un peu plus prés, on s’apergoit trés vite que tout en
étant contrélable, un tel systéme peut présenter des défauts de conditionnement.
C’est le cas lorsque la matrice de controlabilité est mal conditionnée, ce qui du point
de vue physique peut la plupart du temps s’interpréter comme une influence trop
faible (mais non nulle) des actionneurs sur certains modes propres du systéme. Sil'on
considere que 'opérateur d’entrée est fonction d’un parametre (comme par exemple
une position d’actionneur), on pourrait alors exprimer le nombre de conditionne-
ment de la matrice de contrélabilité en fonction de ce parameétre. Cette fonction
présenterait généralement un nombre fini de points sur lesquels, le systéme n’étant
plus contrélable, elle serait singuliere (par exemple nulle). Néanmoins, du fait qu’en
dimension finie cette fonction serait continue, il apparaitrait clairement qu’au voisi-
nage de ces points, le systéme ne peut raisonnablement plus étre considéré comme
contrélable du point de vue physique, tout au moins, le systeéme serait dit “mal
contrélable”, par opposition aux autres zones du paramétre o le nombre de condi-
tionnement serait “bon”. Cette facon non plus binaire mais continue d'envisager la
controlabilité avait d’ailleurs des le début été proposée par Kalman [23] et d’autres
auteurs qui ont introduit le concept de “degré de contrdlabilité” pour traduire ce
genre de nuances en termes mathématiques. Les définitions et propriétés de ces fonc-
tions sont aussi trés satisfaisantes et intrinséques dans le cas de la dimension finie et
peuvent facilement étre rapprochées du probleme de P'optimisation des paramétres
du systeme. Remarquons toutefois que les problemes soulevés par une mauvaise
controlabilité sont assez facilement dominés en pratique (commande robuste), ce
qui explique sans doute le peu de succes qu’ont obtenu par la suite ces concepts.

Dans le cas des systemes a parametres répartis, la situation est tout autre. En
effet, la premiere caractéristique de ces systemes est qu’ils ont un état de dimension
infinte. Or le controle s’effectue la plupart du temps au moyen d’un nombre fini
d’actionneurs. Ce déséquilibre est souvent la source de graves probléemes concernant
le concept méme de contrdlabilité. Ainsi, si I'on considére par exemple Péquation
de la corde vibrante contrélée par une force en un point de la corde (4 lintérieur



du domaine), 'analyse de la controlabilité {quelie que soit la définition de celle-ci,
car il en existe plusicurs) conduit & une conclusion tout a fait inadmissible d’un
point de vue pratique : ce systéme est contrélable si et seulement si la force d’action
est sur un point d’abscisse irrationnelle. Intuitivement, ceci est dil au fait que tout
rationnel est un nocud de vibration pour certains modes propres, qui ne peuvent
donc pas étre influencés par le controle. Ce résultat est manifestement le corollaire
de deux particularités conjointes : la dimension infinie de lespace d’état et la nature
binaire de la controlabilité aux sens classiques. Qutre le fait qu'il n’a aucun sens
physique (il s’agit en fait d’une vision mathématique caricaturale du probleme), la
difficulté persiste méme sous approximation : en effet, une troncature cn dimen-
sion finie de 'équation de départ conduit a une suite de systémes dont les points
de non controlabilité remplissent progressivement le domaine & mesure que 1’ordre
d’approximation augmente.

Pourtant, 'expérience simple qui consiste a arréter les vibrations d’une corde (par
exemple d’instrument de musique) avec un doigt (assimilable & un contréle ponc-
tuel) suggere une analyse beaucoup plus subtile. En effet, on met en évidence que les
positions %, %, %, %, %,.., sont moins “efficaces” que les “autres”, celles ne correspon-
dant pas a qE avec ¢ “petit”. Passés les premiers rationnels, il n’est plus possible de
distinguer une différence significative concernant 'efficacité de I'amortissement. Cela
vient de ce que le systéme réel s’éloigne de plus en plus & mesure que P'on considére
des modes de vibration d’ordre de plus en plus élevé, de son idéalisation mathéma-
tique : la dissipation interne dans la corde elle-méme devient importante, le doigt
n’est plus ponctuel mais devient un systéme viscoélastique réparti couplé a la corde,
etc. Il pourrait étre facile de construire expérimentalement une fonction traduisant
I'efficacité de "amortissemnent. On obtiendrait alors une fonction continue du point
d’action présentant une variation importante autour des premiers rationnels, ceux
qui correspondent & un noeud de vibration wvisible,

Plus généralement, tout modele & parametres répartis devient de plus en plus
imparfait pour les modes propres d’ordre élevé. Il va de sol par ailleurs qu’un contréle
élabor¢ sur le modéle mathématique qu'on aurait considéré comme exact, risquerait
fort de conduire a un manque total de robustesse pour peu que ’on soit trop exigeant
sur les modes d’ordre élevé. Au contraire, on préfére la plupart du temps stabiliser
un systeme vibrant au moyen de dispositifs “passifs” ce qui, bien que théoriquement,
moins eflicace qu’un contréle “actif” basé sur le modéle mathématique, garantit
en revanche une totale stabilité vis-a-vis des incertitudes sur les parametres et les
comportements non modélisés.

On pourrait donc penser utiliser dans le cas réparti, les outils développés dans le
cas de la dimension finie el concernant les mesures quantitatives de la contrélabilité.
Malheureusement, on s’apercoit trés vite que c’est sans issue pour plusieurs raisons
plus ou moins équivalentes. PD’une part, le déterminant dun opérateur sur un espace
de Hilbert n’est généralement pas défini. Si I'on calcule la suite de déterminants
obtenus sous approximation, elle n’a pas de limite ou bien conduit a une limite
inutilisable (par exemple non nulle seulement sur tout irrationnel}. Ceci est di au



fait que le probléme associé & la notion de contrélabilité, i savoir le probleme de
controle avec contrainte sur I’état final (on cherche & atteindre exactement un état
au moyen d’un contréle admissible), n’a plus de sens réel en dimension infinie :
vouloir atteindre exactement un état dans un espace de dimension infinie nécessite
une connaissance parfaite, c’est a dire un modele exact, ce qui n’est jamais le cas.

A notre connaissance, les tentatives de définition d’un degré de contrélabilité
pour les systemes répartis (notamment les systémes vibrants) sont toutes basées sur
des approximations du systéme de départ et ne permettent pas le passage & la limite
pour revenir a J'objet initial [15], [18], [21], {22], {35], [41] et [42]. Plus grave, les
résultats sont tres dépendants de ’approximation considérée. 1l semblerait pourtant
intéressant de pouvoir d’une certaine maniére définir un tel concept directement sur
le systeme initial, quitte & considérer le probleme sous un angle légerement différent,
afin de réconcilier les observations expérimentales et les conclusions mathéinatiques,
faute de quoi, la théorie du contréle des systémes répartis présenterait une lacune
profonde qui ne pourrait qu’affaiblir sa crédibilité.

C’est le parti (difficile) que nous avons pris dans ce travail. Il consiste & mettre
profit d’une part le fait que dans le cas du contréle de systemes répartis, les exigences
sont généralement plus “floues” que pour les systémes de petite dimension : on ne
cherche jamais a trouver les solutions avec une précision énorme du fait que le
modele lui-méme est toujours extrémernent approximatif. D’autre part, le probleme
de contréle exact n’ayant plus de sens physique, il sera remplacé soit par un probléme
plus réaliste, basé sur un compromis entre précision et colt du contrdle comme
c’est systématiquement le cas en pratique (méme en dimension finie) soit par un
probleme de contréle “passif”, obtenu par un retour de sortie choisi a priori. Enfin,
la représentativité des modes d’ordre élevé étant toujours plus faible (ne serait-ce
que par la nécessité d’énergie finie pour le systeme), il sera possible de construire
des approximations efficaces permettant d’envisager I’analyse des systémes par la
voie numérique, méme dans des cas complexes. Remarquons i ce sujet que 'étude
de la contrdlabilité classique d’un systéme vibrant un tant soit peu complexe pose
des problemes trés difficiles (connaissance des valeurs et modes propres, etc), qui de
toute maniere n’ont aucune chance de correspondre a la réalité avec suffisamment
de précision pour étre considérés.

Bien entendu, une telle tache aurait été beaucoup trop ambitieuse dans le cas
général. C'est pourquoi cette étude a principalement été réalisée auntour du mo-
dele le plus simple qui présente déja des caractéristiques suffisamment complexes
pour étre significatif : la corde vibrante. Il est montré comment peuvent étre dé-
finis deux types de degrés de contrélabilité nommés “actif” et “passif” car faisant
référence & des contréles respectivement actif (sur la base du modele et probléme
d’optimisation) et passif (couplage au systéme d’un “amortisseur visqueux”, caracté-
ristique de I’amortissement passif). On étudie plus sommairement quelques modéles
voisins pour lesquels 'adaptation ne présente que quelques différences techniques
(poutres notamment), ou plus conséquentes (membranes). La généralisation de ce
travail a un cadre plus abstrait pourrait constituer la suite logique de cette étude,



mais n'a pas été abordée pour I'instant.

L'approche quantitative de la contrélabilité que nous avons développée dans ce
mémoire est a cheval entre les notions mathématiques, simples et rigoureuses mais
souvent insatisfaisantes, et les considérations physiques, souvent moins esthétiques et
plus délicates a formuler, mais néanmoins souveraines lorsqu’il s’agit d’Automatique
autre que théorique. Il est apparu des le début nécessaire d'essayer de concilier les
deux aspects sous peine d’impossibilité de recoupements entre les développements
théoriques ct les expérimentations dans le domaine de la stabilisation des systemes
vibrants. Nous avons donc autant que possible essayé de conserver un maximum de
rigueur mathématique, tout en obéissant aux nécessités de Uinterprétation physique
qui souvent simplifie les problemes malgré une perte de simplicité apparente. Le
présent mémoire n’est certes pas exhaustif, mais doit plutdt étre considéré comme
une tentative de définition d’une méthodologie pour 'analyse de la controlabilité
physique des systémes & parametres répartis considérés en tant que fels, et insensible
au choix d’une approximation en dimension finie dont il est toujours tres difficile de
prédire a priori effet sur les probléemes de controle.

Le mémoire est organisé comme suit.

Dans un premier chapitre, sont rappelés les principes classiques de la contrélabi-
lité des systémes répartis, notamment la méthode H.U.M. qui fait autorité dans le
cas des systémes vibrants (qui constituent en [ait la classe de référence pour notre
étude}. On met ensuite en évidence les défauts de robustesse consécutifs au probleme
de la contrélabilité et du contréle avec atteinte d’un état (I’état nul en Poccurrence),
en présence d'incertitude sur les parametres, défauts qui peuvent s'interpréter en
termes mathématiques de probléme mal posé au sens de Hadamard.

Dans le deuxieme chapitre, on définit le degré de controlabilité “actif”, a partir
du probléeme de controle régularisé, et d’une distribution aléatoire supposée connue
de ’état initial. Cet “artifice” est justifié pour trois raisons : la premiere est que
le controle des vibrations d’un systeme linéaire suppose que ce systéme est soumis
a des perturbations de nature forcément inconnue (sinon elles seraient incluses au
modele) donc a priori aléatoires. La deuxiéme est que la description probabiliste
de ces pertubations peut étre plus ou moins “raffinée” sur la base de considéra-
tions physiques par exemple, mais nécessite toujours un minimum d’hypothéses
mathématiquement nécessaires (énergie finie par exemple). Ici, dans un soucis de
simplification, I'aléa porte sur la condition initiale du systeme, mais cela n’a rien
de limitatif, une perturbation de type temporel pouvant parfaitement étre décrite
dans le cadre des processus stochastiques. La troisieme raison est que cela permet de
retrouver un degré de controlabilité plus “intrinseque” car non dépendant de 1'état
initial du systeme. Insistons toutefois sur le fait que la prise en compte de 'influence
de la distribution probabiliste initiale reste trés réaliste. Ce degré de contrélabilité
présente Pavantage de pouvoir, dans le cas de la corde, étre calculé analytiquement,
ce qui autorise ensuite son analyse trés détaillée. 11 sera alors possible de mettre en
évidence son lien mathématique avec le concept classique de contrdlabilité sous la
forme d’une perte de régularité sur les points de non-contrélabilité. Cette propriété



remarquable renforce la Ilégitimité de 'approche, en ce sens qu’elle transforme en
quelque sorte les points de non controlabilité en “zones de mauvaise controlabilité”,
exactement comme dans Pexpérience simple décrite ci-dessus, Lout en restituant “au
second ordre” la notion mathématique binaire.

La premiere définition du degré de contrélabilité étant encore basée sur la con-
naissance des fonctions propres du systeme, donc d’emploi peu pratique dans le
cas de systemes plus complexes, on définit au chapitre suivant un degré de con-
trélabilité basé sur Pamorlissement passif du systéeme au moyen d’un amortisseur
ponctuel visqueux qui engendre en boucle fermée un contréle admissible facile &
établir par simples simulations numériques (permettant de ce fait extension aux
systemes complexes). On montre divers résultats de régularité de la fonction obtenue
qui est comparde ensuite avec la précédente. 1l s’avere que ces deux founctions (d’'un
méme parametre : la position de l'aclion dans le domaine) présentent une grande
analogie. En considérant qu’en pratique le modele est toujours assez imprécis, il ne
semble pas déraisonnable que I'une puisse élre substituée & I"autre dans analyse de
la contrélabilité. Afin de renforcer cette analogie, on montre que le contrale engendré
par un amortissement passif ponctuel est en fait solution d’un probleme de contrdle
optimal assez proche du probleme considéré dans le chapitre précédent.

Dans un souci d’elficacité pratique est développée au chapitre suivant une mé-
thode d’approximation de la distribution probabiliste initiale permettant de réduire
considérablement le volume de calculs nécessaire a I'analyse du systéme par la voie
numérique, En d’autres termes, ’aléa initial considéré au cours des deux chapitres
précédents est remplacé par un aléa tres simplifié suffisant pour garantir la conver-
gence vers {’objet initial, tout en se prétant & une description simple au moyen d’une
variable aléatoire discrete. A titre d’illustration, cette méthode est appliquée au cas
de la corde et on montre la resseinblance quasi-parfaite avec les fonctions précé-
dentes. Puis on I'applique au cas beaucoup plus complexe de la membrane vibrante
qu’il devient dés lors possible de traiter sans utiliser les modes propres (qui dans ce
cas sont encore connus) et avec des moyens de calcul raisonnables. On peut noter
qu’a ce stade, il devient tout a fait envisageable de développer le degré de controlabi-
lité passif (via 'approximation probabiliste) pour quasiment n’importe quel systeme
vibrant, du moment que {’on sait le simuler numériquement (il est méme possible
d’envisager le cas non linéaire bien que les notions classiques de contrélabilité soient
encore mal définies au plan théorique).

Enfin, dans le dernier chapitre, sont présentés d’autres types de contréles en
boucle fermée et I'analogue correspondant du degré de contrélabilité passif : cas
viscoélastique, caractérisé par un couplage avec une équation de diffusion auxiliaire,
cas non linéaire ou 'effet d’amortissement est unilatéral et ne peut donc étre linéarisé
aux petits mouvements. Les fonctions obtenues sont la encore trés ressemblantes et
tendent a confirmer la nature quasi intrinseéque de {'efficacité du contréle en fonction
du point d’action, bien que cette propriété intuitive reste pour I'instant difficile & .
formaliser au plan mathématique.






Chapitre 0

Rappels mathématiques

Le but de ce chapitre est d’exposer succinctement le cadre mathématique des sys-
tcmes a parametres répartis pour I’Automatique, concernant en particulier les es-
paces de Hilbert (de dimension infinie). Plus précisément on s’intéresse aux es-
paces de Sobolev qui présentent I'avantage d’éire mieux adaptés aux problémes
d’évolutions de la physique.

Pour plus de précisions, on pourra consulter des ouvrages spécialisés tels que [3],
[25], [26], [44].

0.1 Espaces de Sobolev

L’état d’un systeme, en dimension finie, peut étre généralement vu comme un élé-
ment d’un espace vectoriel £ = IR". Dans le cas des systémes & paramétres répartis,
I’état est représenté, a chaque instant, par une fonction définie sur une région spa-
tiale donnée : I’état devient un élément d'un espace vectoriel de dimension infinie.
Parmi ces espaces de dimension infinie, les espaces LP jouent un role privilégie.

Soit une région spatiale } ouvert de IR", u une mesure définie sur § et 91 sa
frontiere (supposée suffisamment réguliére). On définit Uespace D(Q) des fonctions
indéfiniment contintiment différentiables & support compact sur Q et D'(£2) le dual
topologique de ().

Définition 1 On appelle espace (des classes) de fonctions LP(Q; u) ou LP(§Y), Uespace
de Banach tel que ;

(/f”du)15<+oo, l<Sp<+o0,
Q
el ayant pour norme :
= ([ frdu)r .
Ils = ([ 23

Cas particulier : 'espace des fonctions de carvé sommable L*(2). En munissant
L*(2) du produit scalaire défini par :

(flg)Lz=/ﬂfgd#,
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on montre que L*({1} est un espace de Hilbert.
On définit les espaces de Sobolev d’ordre m, H™(Q2), & partir des espaces L?(Q).
Définition 2 On appelle espace de Sobolev d’ordre m (m € IN), H™(8), le sous-

espace de D'(2) ayant la propricté suivante
H* () ={feD(Q) : fel¥Q),0f e L*Q), |¢ <m},
avec 7= 9P .07 et |q| = T, ¢

La norme définie par :
”f“:i{mm) = Z ||aqf“§ﬁ(n)
tel<m

munit espace H™ d’une structure d’espace de Hilbert avec le produit scalaire :

(Flalum@y = D (°f | 89)12qy -

lgl<m

Par le biais du théoréme de représentation de Riesz-Fréchet, on peut identifier
un espace de Hilbert & son dual. 5i l'on considére par exemple Pespace L? identifié
a son dual, on obtient les relations d’inclusions suivantes

DCHyCLl*=(I*YCcH™cT,

ou H~™ désigne l'espace dual de H?. Dans le cas de suites de fonctions, il est
possible de définir I'espace de hilbert 2™ tel que :

™ = {(un)ns1 € 1%, anmui < 400} .

n21

0.2 Systéemes aux dérivées partielles

Les systémes aux dérivées partielles recouvrent un large champ de phénomeénes phy-
siques : propagation d’ondes, vibrations, diffusions, écoulements ... Les équations
correspondantes peuvent étre classées suivant des critéres mathématiques : systéme
hyperboligue, parabolique, elliptique.

Dans le cadre de cette étude, on s’intéresse aux systémes vibrants tels que :
cordes, membranes, poutres, plaques, ... Les modéles utilisés correspondant a ces
systémes sont les modéles classiques tirés de la mécanique, & savoir :

e vibration transversale d’une corde ou d'une membrane {(poutre en torsion) :

820 = % AD, (0.1)

ou A est le laplacien, T' désigne la tension de la corde et p la densité massique.
T

La vitesse de propagation est constante et égale & \/;.

12



¢ Vibration en flexion d’une poutre ou d’une plaque de masse m :

m 020 = E T A%, (0.2)
avec : I/ le module de Young, I le moment d’inertie (I = »25 ol r est le rayon
de giration et S la scction de la poutre).

Contrairement au cas de la corde, la vitesse de propagation n'est pas constante
et dépend de la longueur d’onde de vibration : le milieu est dit dispersif.

Ces deux types d’équations peuvent étre mis sous {orme abstraite. Dans le cas
général, on ajoute un second membre a 'équation, qui physiquement. correspond a
une action extérieure sur le systeme. On obtient alors :

Y =AY +f
Y(0) =Y (03)
Y(0) =¥,
ou (Y(1),Y(t)) représente I'état du systeme considéré a I'instant ¢, f Vaction
extérieure. A est un opérateur différentiel d’ordre 2m (m = 1 correspondant au

laplacien A), ayant les propriétes suivantes [3] :

A est non borné, fermé, coercif et auto— adjoint sur {0.4)

un espace de Banach 'H .

Il est important de connaitre, notamment pour I’étude de la stabilité du systeme,
la trajectoire au cours du temps. A cet effet on introduit des espaces spécifiques aux
problemes d’évolutions : les espaces LP(0,T; H).

Soit ‘H un espace de Banach et 1 < p < 400

Définition 3 On appelle LF(0,T; H) Uensemble (des classes modulo Uégalilé presque
partout) de fonctions mesurables

f:0T) —H
t — f(t)

telles que || f()|n € L7(0,T).
Si on munit L2(0,7T; H) de la norme définie par :
T 1
PO.TH) = |5 de 17
1 lerormo = [ [ 17Ot ]
Pespace LP(0,T'; H) est un espace de Banach.

Remarque : Si ‘H est un espace de Hilbert, on montre que L*(0,T;H) est aussi
un espace de Hilbert avec pour produit scalaire :

T
(o) = [ (@) gt dt

I’analyse des systemes (0.1) et (0.2), (la contrélabilité, etc ...) nécessite au préa-
lable l'existence et unicité de la solution.
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0.3 Existence et unicité de la solution

On peut démontrer I'existence et unicité du systéme (0.3} de plusieurs maniéres.
On rappelle ici les grandes lignes des denx méthodes les plus couramment utilisées -
la méthode variationnelle (approche fonctionnelle) [28] et la méthode par la théorie
des semi-groupes [25], [36].

Meéthode variationnelle

On considere le systeme (0.3) avec A un opérateur linéaire différentiel d'ordre
2m ayant les proprietés (0.1) et H Pespace d’état de Hilbert. La méthode est basée
sur Uexistence d’une solulion faible a partir d’nn triplet d’espace (V, H, V) défini
comme suit.

Soit. Dy (A) le domaine de définition de opérateur A. On coustruit un espace
de Hilbert ¥ iel que :

1
), avee A2 1V — M,

=

V = D(A

ot A7 est un opérateur différenticl d’ordre m et Dy (A) densc dans V ; V est un
espace de Hilbert pour le produit scalaire :

Y(v,wyeV, (v]|w)y =(A7v | A%w)-ﬁ .

- . F R .
En notant V' I'espace dual de V' et par le méme symbole A = (A2)*AZ, unique

opérateur appartenant a L(V,V’), on a la relation suivante :
Viv,w)eV, (viwhy =< Av,w>vy

Ainsi Vopérateur A, qui n’est pas borné de H dans H, le devient de V dans V'. En
identifiant H et son dual, on obtient la relation d’inclusion :

DAYcVCcCH=H cV’,
avec injections continues ot denses.
Remarque : Le fait de définir le triplet (V,'H, V') permet de considérer des
éléments du systeme (0.3) f € V' (en particulier f pourra étre une mesure de

Dirac).

Ayant défini le triplet, on donne une formulation faible du systéme (0.3), & savoir :

YoelV, <VY,p>ry=< AV, Sviv 4+ < fio > . (0.5)

La formulation faible du probleme permet d'#mmerger le systéme dans un espace
plus gros de fagon & identifier une solution dite faible.

Le théoreme suivant garantit I'existence et unicité de la solution faible du pro-

bleme (0.3) :
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Théoréme 1 [29] Soit le systeme (0.3) avec : f € L2(0,T;V"), (Yo, Y1) € H x V'
et A un opérateur linéairc différenticl auto-adjoint et coercif [3]. Si la famille de
formes bilinéaires continues < A u,v >yiy= a{u,v) sur V est telle que :

(i) Yu,v €V alu,v) est symétrique,
(i)  a(u,v) est coercif,

alors il existe une solution unique au probléme (0.3) telle que Y € CV(0,T: H)
el Y € CU0,T; V'),

On montre que cetie solution faible est suffisaminent régulicre de telle sorte que

Y € C0,T;V)et Y € C9%0,T;H). O
Semi-groupe et générateur infinitésimal
La théorie des semi-groupes permet notamment de généraliser dans le cas d’opérateurs

non borués, la notion d’exponentielle de matrice.

Soit L(FE) Valgébre de Banach des opérateurs linéaires bornés sur un espace de
Banach E.

Définition 4 On appelle scmi-groupe de classe C° une famille {S(£)}i0 d’opérateurs
de B — E telle que :

(7) S(0) =1Ig (Ir opérateur identiié de E) ,
(22) S(t+s) = S(£)S(s) Vt,s >0, (0.6)

(tir) Vee B ||S(t)e —allg—2 0.

Proposition 1 Si {S(1)}:»0 est un semi-groupe sur E alors il existe M et w, deux
constantes, telles que :

NSt eey < M e V>0 .
Lorsque M =1 et w = 0, le semi-groupe est appelé semi-groupe de contraction.

Définition 5 Soit {5(t)}>0 un semi-groupe sur E. On appelle générateur infinité-
simal de {S(t)}i>o Uopérateur lindaive A défini par :

u .. .
lorsque la limitc existe }

D(A)={uekE/ mﬂt)’:—_
el

S —
—-—(M u € D(A) .

Au=I1lim
10
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Proposition 2 [25] Soit le probléme :

X =AX4J -
- - ' A

{ "\(0) = Xo (0 )
avee f(t) cf X(t) appartenant & un espace de Banach E. Si A est géndrateur infi-
nitésimal d’un semi-groupe {S(t) }isa contindiment différentiable sur 10,7, alors il
existe une solulion unique au probleme (0.3) telle que :

(z)  X{1) € C'(0,T; E)n €0, T; D{A))
(i) X(Q)=S)Xo+ -/0[.5'(15 —7)f(7) dr

(iti) SS5()Xo = A S(H)Xp = S(1)A X

Le théoreme suivant, de llille-Yosida, donne une caractérisation des opérateurs
générateurs infinitésimaux d’un semi-groupe, notamment lorsque 'opérateur est non
borné (cas des opérateurs différentiels).

Théoréme 2 (Hille-Yosida) [25]. Soit E un cspace de Banach. Un opératcur non
borné A est généraleur infinitésimal d’un scmi-groupe si et sculement si les condi-
tions suivanles sont satisfailes :

(i) A est fermé,

(it) le domaine de A est dense dans I,

(iii) VA >0 Uopérateur lindaive (A I — A)™! cst born€ el
AT =A< 5.

Remarque : Si £ est un espace de Hlilbert, la condition (#i7) du théoréme
devient :
(¢5)  3X > 0 pour lequel lopérateur lindaire (A I — A)~" est borné et
(A L=A)M <.

0.4 Stabilité des systémes dynamiques

Le comportement au cours du temps de I'énergie d’un systéme dynamique permet
de conclure sur sa stabilité. Mathématiquement, on généralise la notion d’énergie
d’un systeme physique en introduisant une fonction dite fonction de Lyapunov ayant
les mémes caractéristiques que la fonction énergie.

Soit {5()}s>0 un semi-groupe défini sur un espace de Banach F.

Définition 6 Une fonction £ € C°(E,IRY) est appelée fonction de Lyapunov pour
le systéme dynamique {S(1)}is0 83 ¢

E(S(1)z) < E(z), Y2€ E,Vt>0.
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Théoréeme 3 (Principe de LaSalle). [16] Soit £ unc fonction de Lyapunov pour
{S(t)} o et soit z € 15 tel que | J{S(t)z) soil rclativement compact dans E ; alors :
>0

= lim E( S(¢)z ) existe ,

t—+20
Ey)y=1, Yyeuw(=),
ot w(z) est Uensemble w-limite de z défini par :
w(z) ={y € £ : dt, = 400 S{i,)z — y lorsque n — +oo} .

Définition 7 Un semi-groupe {S(¢)}i30 de clusse C° dans un espace de Banach E
est dit exponentiellement stable si :

IM >0 s E’LU() >0 3 ||S(t)“c([;) < M e wo! , >0,

On peut caractériser un semi-groupe exponentiellement stable grace au théoréme

de Datko-Pazy.

Théoreme 4 (Dalko-Pazy). Un semi-groupe {S(1)}i>0 de classe C° dans un espace
de Banach E est exponentiellement stable si €l sculement si :

T
dp € {1, +o00) tel que Vz € V f 1S (t)z|idt < +oo .
0

On termine ce chapitre de rappels par une notion importante pour I'analyse des
systemes physiques : la notion de probléme mal posé.

0.5 Notion de probléme mal posé et régularisa-
tion

En pratique, un systeme physique subit différentes perturbations. Un probleme bien
posé (inverse d’un probléeme mal posé) garantit la continuité de la solution d’un
probleme physique par rapport a des petites variations des parameétres.

Solent I et F' deux espaces de Hilbert. On considére le probléme d’inconnue y :

Hy=5%, (0.8)
avec H: FE—F e be DQ), )
dont la solution supposée unique s’éerit :
¥y =Q(b), Q: F—FE. (0.9)

Définition 8 Le probléme (0.8) est dit bien posé au sens de Hadamard si Q est
continu, sinon il est mal posé.
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En pratique, un probleme mal posé correspond & une solution infiniment sen-
sible aux perturbations. Un exemple classique de probleme mal posé est équation
“rétrograde” de la chaleur. [30]

Dans le cadre de la théorie de optimisation, certains probleémes d’optimisation
avec contraintes de type égalité sont mal posés [10] :

m"in{”uu2 cue 0 H w=1b}, (0.10)

ol E est un espace de Hilbert et /{ un opérateur lindaire continu sur £

Dans de tels cas, on peut définir une famille de problemes bien posés destinée
a approcher le probleme initial mal posé. On considére la famille de problemes
stipposés bien posés ;

Hyy=1b,

avec Hy : E— F,aclR, (0.11)

de solution v,.

Définition 9 La famille (0.11) est une famddle régulavisante pour le probléme (0.8)
lovsque les conditions suivantes sont salisfaites :

(1) Yo = Quby est solution de (0.11),
(it} siy=Q b est solution de (0.8),
alors Jag tel que lim Nva —yli = 0.

Une régularisation par pénalisation est un exemple de famille régularisante [30].
Le probléme de controle optimal (0.10} devient :

min{|[# w— b||* + ¢||u]]* , u e E} €>0 (0.12)
"
avec ¢||ul}® terme de pénalisation. Ce probleme est bien posé pour tout € > 0.

Remarque : La troncature d’un systeme de dimension infinie correspond &
une régularisation [30]. Seulement, si le probleme initial est mal posé, bien que la
troncature du systeme rende 'opérateur (matrice) ) continu, Q reste en pratique
mal conditionnce.

0.6 Produit tensoriel

Solent £, F' deux espaces de Hilbert de produits scalaires respectifs { . |. ), (. 1. )F.
Pour tout (X,Y) € I/ x I, on définit le produit tensoriel :

XOY=(X]|. )Y eL(E )

et

N
G={Kel(EF), K=Y X;9Y,, (X,¥)eExF}.

i=1
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Sur (& on définit le produit scalaire induit par :
(XY | X oY) =(X|X)pY|Y)r=X|X)e. (Y |Y)r,

qui en fait un espace préhilbertien. L’espace de Hilbert complété de G est noté E® F.

Il est inclus dans L(F, F') et :

‘\rn‘lE@F 7::09 == EAXnHL:(E,F) — 0.

n— o

Cas particulier : £ =1R" F = IR™.

L'espace IR™ ® IR™ s’identifie & espace M, ,, des matrices m X n, muni du
produit scalaire :

m

(A]B)= iZAijBia‘ :

i=1 =1
Solent X e R"et Y € R™ :

XeoY=Y.Xx7,

Cas particulier : E = F = L*(D).

Le produit tensoriel a alors pour expression :

Vhe LX(D) fog.h= [ f@)hx)dr g(y) = [ J@)g(w)h(z) de

= [ U © a)le,h(a) da,
et
h@ k)= h @k dedy .
(feglhak //Df®g 2 @ k dzdy
Remarque : L*(D)® L*(D) s’identifie & L*(D x D) mais est strictement inclus

dans £(L*(D)). Par exemple, l’opérateur de translation est dans £(L*(IR)), mais
non dans L}(IR) @ L}(IR).
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Chapitre 1

Controlabilité et controle des
systemes aux dérivées partielles

La notion de contrélabilité d’un systéme est étroitement lide aux probléemes de con-
trole optimal. Dans le cas des systémes & parametres répartis, il existe plusieurs
définitions de la contrélabililé, généralisant le cas de la dimension finie, mais qui
s’averent souvent peu utilisables dés que I'on considere des incertitudes sur certains
parametres, comme on le montre ci-apres.

Tout ce qui suil sc transpose aisément, par dualité, & la notion d’observabilité
que nous ne développons pas ici. 1l est & noter que certains résultats de ce chapitre
seront utilisés dans les chapiires suivants.

I.1 Controlabilité des systémes dynamiques

La définition premiere de la controlabilité d’un systéme dynamique peut étre énoncée
comine suit, :

Définition 10 Un systéme dynamique (S) est contrélable sur Uintervalle [0,T], sl
existe un coniréle (admissible) u(l) qui améne le systéme (S) de Uélat initial X(0) =
Xo a Uétat final X(T) = Xr, quel que soit le couple (Xq, X7).

On considére dans la suite un systeme dynamique linéaire mis sous forme de
représentation de Kalman :

X=AX+Bu
{X@:XU a1

avec X € H, ot H est I'espace d’état (espace de Hilbert).

1.1.1 Controlabilité en dimension finie

IEn dimension finie (H = IR™), la contralabilité est caractérisée comnme suit :
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Proposition 3 Le systéme (1.1) est contrélable si et seulement si la matrice :
I'=[B, AB, ...,A"'B]
est de rang n.

Remarque : Dans le cas de systemes plus généraux (coeflicients variables)
peut généraliser la propriété précédente par la controlabilité uniforme [37].

, on

1.1.2 Controlabilité en dimension infinie

Soit H V'opérateur lindaire qui & tout contréle w € L*(0,7') {ait correspondre 1’état
final du systéme X (1') pour un état initial nul :

H . LY0,T) —H
u — Hu=X(T).

Définition 11 Le systeme ([.1) est dit (fortement) contrélable sur Uintervalle [0,7T],
il existe un contréle w € L*(0,T) permettant d atteindre cxactement tout état final
(désiré) Xy € H a partir de 'étal initial nul, i.e. Im(H) =H.

En pratique cette définition est la plupart du temps inutilisable, car elle est trop
forte. On peut alors lui substituer la contrdlabilité faible.

Définition 12 Le systéme (I.1) est dit faiblement contrélable (ou approzimative-
ment controlable) si tout élal désiré peut élre approch€ avec une précision arbitraire :

Ye> 0, JueL0,T), |IX(T)x<e,

ie. fm{(H)="H.

Remarques :

1. L’état désiré X, peut étre approché avec une précision de plus en plus grande,
géneralement au prix d’une énergie qui croit indéfintment.

2. Dans le cas des systemes hyperboligues (corde vibrante, membrane, ...) ol la
vitesse de propagation est finie, la contrélabilité nécessite un temps T sufli-
samment grand.

3. Il existe aussi une définition quasiment équivalente d’ e-contrélabilité.

Pour les systémes réversibles, il existe une méthode générale permettant de carac-
tériser la controlabilité d’un systeme dynamique de fagon systématique : la méthode
H.U.M. dont le principe est rappelé ci-apres.
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1.2 Méthode H.U.M.

Le principe général de la méthode est basé sur un théoreme d'unicité qui permet
par complétion de construire une structure Hilbertienne d’élats initiaux exactement
contrdlables [28].

La méthode étant similairc dans le cas d’un contréle aux frontiéres ou a 'intérieur
du domaine, on rappelle ici les grandes lignes pour un contréle interne, cas qui sera
plus particulierement examiné dans la suite.

On considere un systéme général réversible du type :

X=AX+Bu
(S) 4 X(0) = Xy (1.2)
X(0) =X, ,

avec (Xo, X1) € D(R) x D(R), auquel on ajoute des conditions aux limites conve-
nables ; A étant un opérateur différentiel elliptique d’ordre 2m. Dans le cas irréver-
sible, on utilise une méthode similaire, R.H.U.M., méthode que 1'on applique pour
les systemes de type parabolique comme par exemple I'équation de la chaleur.

En utilisant la méthode variationnelle (par exemple), on peut vérifier que le
systéme (S) admet une solution unique.

Le probleme de contrélabilité ezacte peut s’énoncer., pour le systeme (S}, comme
suit : existe-t-il un contréle u (admissible) tel que X(7') = X(T) =07

La méthode H.U.M., permettant de résoudre ce probleme peut se décomposer
en 3 étapes :

L. Soit le systeme autonome (I}, extrait du systéme initial (S) :

Y=AY
(H)q Y(0) =Y,
Y{(0) =V .

Ce systeme (H) admet une solution unique, notée Y. On définit le systéme
rétrograde (R) sur ¢ € [0,7], (puisque le systéme (S) est réversible) de la
maniére suivante :

Z=AZ+Bu
() 4(T)=0
Z(I =0,

et ayant pour solution unique Z.

2. On définit un opérateur linéaire A reliant les données initiales de (H) aux états

atteignables (Z(0), Z(0) ) = (Zy, Z1) pour (R) :

AYo, Vi) = (Z1,~7%) (71, Zo) € D(Q) x D(R) ; (L3)
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de plus :
V(Yo, Y1) € D(Y) x D),

T
<AV (o) >= [0 [y

240 dt (14)

définit une semi-norme sur D(Q) x D(N) .

3. On cherche un théoreme d'unicité adapté au probléme (par excruple le théo-
reme de Holmgren dans le cas d’un contréle aux frontieres avee des conditions
aux limites de Dirichlet), de maniere & ce que (I.4) définisse unc norme : on
note alors #' I'espace de Hilbert, complété de D(R2) x D(£2) pour cette norne.

Définition 13 Le systéme est exactement contrélable si (1.4) définit une norme.

Remarque : Dans ce cas, toutes les directions propres du systéme sont ac-
cessibles par le controle u via 'opérateur d’entrée B.

Ainsi, par construction, 'application linéaire :

Al — (L5)

(Yo, Y1) +— A(Yo, 1), '
est un isomorphisme de F' dans I, et I’équation :

AlYo, Y1) = (X1, —X0) , (L.6)

admet une solution unique (Y, Y1) € F, V(X;, - X,) € F.

Par conséquent, si I'on considere un controle v = B*Y o ¥ est la solution
de (H) pour les données (Yp, ¥7) vérifiant I’équation (L.6), alors la solution du
systeme (5) est X(u) = Z et le contréle u est tel que X(T) = X(T) = 0,
VX, -Xp) e F. D

On peut résumer la méthode H.U.M. par le théoréme suivant [28] :

Théoréme 5 Si le théoréme d’unicité est vérifié ct si F est défini comme préceé-
demment, alors :

V(Xy,—Xo) € F', Jue L}0,T), X(T)=X(T)=0,
ou X = X(u) est la solution unique du systéme (S).
Commentaires :

1. Dans le cas ol ||.|| n’est pas une norme, il est néanmoins possible de considé-
rer I'espace F' complété de 'espace quotient par le noyau de A. Bien que le
systéme ne soit pas exactement controlable, F' reste espace des états initiaux
“exactement contrélables”,



2. La méthode H.U.M. s’applique aussi pour caractériser la conirdlabilité faible
[5] qui est en fait équivalente & la contrélabilité exacte, du fait de la den-
sité des états atteignables. Il suffit de reprendre le méme raisonnement que
précédemment en se posant le probleme de contrélabilité faible, & savoir

Ve>0, Fu |( X(T),X(T))i<e?

Généralement, il existe une infinité de contréles solutions du probleme. 11 est
donc naturel de se poser le probleme en terme d’optimisation d'une fonctionnelle de
maniere & obtenir une solution unique.

Par exemple, le probleme de contrélabilité exacte peut étre mis sous la forme
d’un probleme de contréle optimal avec contrainte de type égalité, i.c. :

(Po) min{fulZsory ( X(1), X(T)) =0} ; (17)
notons u™ la solution du probleme quand elle existe.

Proposition 4 Le conirdle défini par la méthode H.UM. u = B*Y est solution du
probléme de controle optimal (Fy).

Preuve : La solution w* du probleme (£p) a pour expression [9] :
T
w(t) = B" o (T —1) | / (T —7)BB* ®°(1' — r)dr |71 &(T) ( —(Xo, X)) ),
0
ot @ € L(H) est le semi-groupe engendré par A ; d’autre part, le contrdle u s’écrit :

u(t) = B* Y (1) = B* ®(t) (Yo, Y1) = B* ®(t) A7 (=X, Xo) ;

en utilisant (1.3) et le systeme (R) pour déterminer A, on obtient :

u(t) = B B(t) [/TOQ(—T)BB* (r)dr |71 (Xo, X1)

T
= B o) [/0 ®(—7)BB* (r)dr |71 ( =(Xo, X1) ) ;

d’apres la propriété d’additivité d’un semi-groupe ( ®(¢ + s) = ®(+)®(s) ), on a :
T

u(t) = B* (=T +1) [ j O(T = 1)BB” &(~T + 7)dr |7 (T) ( =(Xo, X1) ) .

¢

Finalement, on conclut que les deux contréles u* et u sont identiques si on a la
propriété suivante (en identifiant 'espace d’état et son dual) ;

o*(t) = ®(—1) 5
cette propriété est vérifiée pour un opérateur A elliptique symétrique d’ordre 2m

(cas des systémes vibrants). O
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Malheurcusement, ce probleme de contréle optimal est souvent un probléme mal
posé (au sens de Hadamard) comme dans le cas {raité dans la suite. Ceci est dit au
fait que Uespace de contrdlabilité exacte F' est strictement inclus (et dense) dans
Pespace d’état (d’énergic), ce qui physiquement s'interprote comme la nécessité de
mise en ceuvre d'une énergie considérable pour le controle de certains états mal
atteignables. On va le vérifier sur un exemple simple et montrer comument la notion
de contrélabilité exacte peut entrainer des incohérences dun point de vue physique.

1.3 Exemple : controle interne ponctuel d’une corde
vibrante

I.3.1 Position du probleme

On considere le systeme linéaire monodimensionnel représentant Pévolution d’une
corde vibrante de longueur unité soumise a une action ponctuelle, avec des conditions
aux limites de type Dirichlet.

0 a l

4 A N

Z 1 S
ACTION u(()

L’équation de la corde est :

9 — D20 =u 8,
O0(x,0) = fy(a)
0 0(x,0) = 0(x)
0(0,8) =6(1,H=0,
ol 8, € H7'(0,1) est la mesure de Dirac au point a €]0, || et 0(.,1) Pélongation de
la corde a I'instant ¢. Le couple d’étals initiaux (0g, §,) et le contréle u sont supposés
appartenir aux espaces suivants : Oy € I3(0,1), 01 € L*(0,1) et u € L*(0,T).
L’énergic du systeme £(¢) (somme des énergies cinétique et potentielle) s’éerit -

(1.8)

' |

() = U900 Dllza0,0) + 1900 Ol Zeon)) = SN 0D 0y w1200 - (1:9)

b =

On transforme le systeme (1.8) en calculant les valeurs propres A, et les fonctions
propres @, () associces a I'opérateur 92 avec les conditions aux limites . On obtient
apres projection sur la base des fonctions propres (2} = V2 sin(nra), un systéme
diagonal équivalent :

0) = (L.10)



ol

Enll)lnz1 s &ul(t) = (0(8), Pn)re(ony
B pn - (00? ‘-Pn)L:"(Ol [}
W )n>1 s = (4, an)[ﬂ(o])a

v = ('Yn)n)l s 771 LF’n( ) )
YT =diag(r,), A, = —nir?.

Finalement, en augmentant I’état du systéme, le systeme initial (I.8) se met sous
la forme d’un systéme du premier ordre. En posant :

. f 10 10! N .
RN e

on obtient le systéme sous forme du premier ordre en temps :

X =AX4+Bu
X(0) =Xo.

D’apres (1.11) et (1.12), 6, ) s’écrit :

0(z,t) =Y £.(1) sin(nrz),

n>1

et

8:0(z, t) = 3 nr £,(t) cos(nrzx) 90(z,t) = 3 £,(t) sin(nra)

n>1 n>1

Ainsi les énergies potentielle et cinétique deviennent :

||3:0(. t)||L2(01) = ] [ nr &u(t) cos(nra) |* da

nxl

120(., )lI72(01)) / [ Z{n sin(nrz) | de ;

n>1
sachant que sin(nra){Jcos(nwz) forment une base de L*(0, 1), on obtient, :

1
1920 Dll200) = 22 7" £i(2) f cos’(nmz) dr = %Z n’r L)
0

n>1 nzl

et

110.0( ||L2(01) 1!) / sin(nrz) Zfz

n>1

Finalement, 'énergie du systeme (I.IQ) s'éerit ;

£(1) = 3 S0P + (1) = (IEmi + 1EOIR) = SIXOF, . (113)

n>1
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ot H = h! x 1% désigne Uespace d'état du systéme (102). Dans le cas ol te contrdle
est il (systeme autonore), U'énergic £(4) st constante pour tout ¢ € {0,77] ot égale
a I'énergie initiale £(0).

Remarque : On a la relation : 3 € (IR, # x A7),

On applique dans le paragraphe suivant la méthode TLULN. au systeme (1.8)
alin de caractériser la controlahilité . Dans le cas ot i} existe une incertitude sur la
position « de Uactionneur (ce qul est physiqguement inévitable, on montre que ce
critere de controlabilité entraine des incohérences physiques,

I.3.2 Contrélabilité et contréle optimal en présence d’incer-
titude sur un paramétre

Remarquons tout dabord que les développements de cotle partie seront utilisés dans
les chiapitres suivants.

Un probléme mal posé

Le critéve de contrdlabilité exacte du svstéme (110) est en ait similaire an eritére
classique des systemes de dimension finie de ce type, ¢’est a dire & matrice diagonale,
a savoir [28]

sin(kra) £0 Yh > 1. (I1.14)

c'est a dire dans notre cas « ¢ ).

Définition 14 'y point a €]0, 1[ vévifiant la condilion dc contrélabilitd cst appelé
point stratégique [28].

Par la méthode H.U.M., on retrouve la controlabilité exacte sur tout point a
stratégique en construisant espace de Hilbert [, des élats initiaux exactement
contrélables. Dans le cas du contrdle ponciuel d’une corde, Pespace I, est caractérisé
de la manicre suivante pour « ¢ Q [20] :

2,2 2
Pt
sin*{nwa)

[pu = {‘Yﬂ = (pu:”n)'nZ] [ Z

nzl

tool . (1.15)

Ou montre facilement que Pespace £, est dense dans Uespace d’état H. Done, lorsque
a ¢ O, le systeme (L12) est exactement contrdlable :

VXo €l Fue L*0,7), X{(I)=0.
Remarques :

L. [espace F, cst fonction de la position du controle : pour 2 positions diflérentes
a el ag, les espaces IFy et Iy seront différents.
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2. Lorsque ¢ € @), F, peut étre défini par un quotient : on peut continuer &
parler d’états initiaux exactement contrélables. Cependant, il existe alors des
directions non contrélées dans I'espace d’état ( F, n’est plus dense). Ici, Pespace
des états initiaux exactement contrélables est Iespace défini par (1.13), en
considérant que p, = 1, = 0 lorsque sin(nra) = 0.

Dans la pratique, il existe toujours une incertitude sur les paramétres du sys-
teme de telle sorte que I'on ne puisse pas connaitre avec précision la position de
Pactionneur, c'est a dire a. Il est donc intéressant de voir le comportement de 'espace
I, pour une position a € [ay,a;], ol a; et a; définissent un intervalle d’incertitude.

Proposition 5

dim( [ F.) <+ (1.16)

a€lag,a5]

Preuve :
On a la relation d’inclusion suivante :

N F.Cc () F.

a€la1,02] a€[ug.a2]NQ

Un état initial Xo = (p,n) est dans F, avec a € Q, si et seulement si, d’aprés (1.15) :

(Pn,1e) =0 lorsque sin(nwa) =0, VYnecIN. (L.17)
Par conséquent X, € ﬂ I, si (1.17) est vérifiée pour tout @ € ey, @] N Q. Or,
ue[al,ug]ﬂQ

ceci est vérifié si la période spatiale T,, de sin(nwz) est telle que :

D)

P4

2
Tn=;>agna,ﬁ:>n< (1.18)

ty — '
P’ensemble des indices n vérifiant (I1.18) est évidemment fini. O

En conséquence, P’espace F, devient pauvre : en cas d'incertitude sur a,
)
a€lay,az]
espace de contrélabilité exacte n’est plus de dimension infinie. On pourrait penser

que physiquement ¢ ¢ @, Q étant un ensemble de mesure nulle. Mais on montre
ci-apres, qu'une incertitude sur @ peut conduire & un contréle optimal totalement
aberrant, c’est a dire que la dépendance entre a et le contrdle optimal u* n’est pas
continue, méme en ne considérant que des points stratégiques.

Comme signalé au paragraphe précédent, le probléme de contrélabilité exacte
peut se déduire du probleme de contréle optimal (P,}. Pour le systéme (1.12), il est
possible de déterminer la solution u* du probléme (F,) de maniere explicite.

On considere le systeme (1.12) et {®(t)}, .y, le groupe de transformation sur H
associé a 'opérateur A, possédant les propriétés :

[@()lley =1,VieR,
D*(1) =®&(—t), (pour H=H'), (1.19)
Ot 4 2k) =®(t) Ve IN*, (groupe périodique) .
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La solution X (¢) s’écrit :

¢
X(1) = (1) Xq +/ Ot — 1) Boulr) dr . (1.20)

0
Théoreme 6 [27] Powru € L*0,7) ¢ Xo € H, X € C°[0,T]; H) et Lapplication :

Hox 12(0,7) — L(0,T;H)
(Xoyu)  — X,

est conlinue.

Corollaire 1 L'opdrateur linéaive H, défini par :

o, : L}0,7) — H
(1.21)

u — Hou = /UTQ)(T — ) Bulr) dr
esl borné.

Remarque Bicn que 3 ne soit pas un élément de Pespace d’état (8, € {171(]0, L)),
I'énergie “apportée” par le controle est finie.

Le probleme (£%) s’écrit en utilisant (1.21) :

(F) muin{HuHiz(O,T) , Hau+®(T)Xoe = 0} ; (1.22)

sa solution u* s’écrit :

wt = (L (T X, (1.23)
u™ étant défini lorsque (1) est inversible ; ceci est vérifié pour tout T' > 2 et
a ¢ Q.

Proposition 6 Seit le probléme (Fy) et F, Uespace des étals initiaur exactement
controlables pour un point stratégique a. L'operaicur Q) défint par :
Q@ : F,— L}0,T)
Xo— Q@ Xo=—H:(H )T Xy,

n'est pas continu pour la topologie induite par H sur F,.

(1.24)

Preuve : Si Popérateur ) était continu, il serait prolongeable par continuité-
densité a tout 'espace d’étal ‘H ; mais alors le probleme de controlabilité exacte
serail déterminé pour tout état initial Xy € H, ce qui est contradictoire puisque

Fo#H. D

La conséquence immédiate est que le probleme ( Fp) est mal posé. 1l serait possible
de rendre le probleme ( Fy) bien posé en considérant comme nouvel espace d’état du
systeme (1.12), I'espace des états initiaux exactement controlables F,. Dans ce cas,
non seulement Pespace d’état varie en fonction de la position ¢ du contrdle qui
est mal connue mais la mesure de l'erreur sur ’état n’est pas basée sur I'énergie
physique, ce qui présente de graves inconvénients en pratique.
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Non continuité du contrdle par rapport a «

On détermine tout d’abord 'expression du controle optimal u* en choisissant T° = 2,
ce qui correspond au temps minimum pour avoir linversibilité de (H, H?). Dans ce
cas, ’ensemble des fonctions :

. 1
{sin(nmt)}nz1 |J {cos(nrt)}ust | {\f} , (1.25)
forme une base orthonormée de L*(0,T) ; donc I'application :

S PBExPExR — L30,T)
{ (o, B, 5o} — u(t) = Zan sin{nwt) + Z[)’n cos(nwt) + & , (L.26)

S

=

n>l n>1
est isométrique, c’est a dire :
(e, B, Bollzaxiexm = llerllfe + 1BIE+ | Bo I°= ullFzor) - (1.27)
Le semi-groupe {®(t)},cjp est périodique : ®(T) = ®(0) = [ ( d’apres (1.19)).
En définissant 'opérateur K par :
K:PxIPxR —H
(e, 8,80) + K (e, f,5) = H..S (a, 8, 5o) ,
Pexpression du controle u* devient :

g = S (Q‘, 487 ﬁﬂ)
{ (as/”?ﬁo) =8y (pyn) , (1.29)

(1.23)

avec !

By : H —ExIPxR

(pn) +— Ro (p,n) = K*(KK*)™ (p,) . (1.30)

Lemme 1 L’opérateur I défini par (1.28) cst une matrice (infinie) de la forme :

diag{— V2 sin(nra) } 0 0
K = nr : (1.31)

0 diag{\/2sin(nxa)}

Preuye ; On consideére la solution du systéme (1.12) pour v = 0 (systéme auto-
nomey :

En(t) = pncos(nmi) + %sin(rmt) . (1.32)
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Sachant que la solution du systéme (1.12) est de la forme X (1) = ®(¢)Xo , on en

déduit par identification de (I.11) et (1.32) Pexpression du semi-groupe {2} em

diagleosinnt)})  diag{0sn)
o= - (1.33)
diag{—nwsin(nrt)} diag{cos(nzt}}

De la définition de opérateur [1, (1.21) et en utilisant (1.28), on a

(_\/E sin!nrr'r!)

T nr n2l
K (o, 8, 8) = f sin(nra)[d V2 sin(hrr)+
¢ (V2 cos(NTT) )1 k21
+ Z B2 cos(knr) + &]dﬁr : (134

k>1 \/5

Le systeme ([.25) étant une base orthonormée, on obtient aprés calcul :

( sinnrz:m an)nZl

N (e, 8,0) = . .a (1.35)
(sin(n:m)ﬁn)nzl

Lemme 2 Lopérateur By : H —- 12 x I* x R défini par (1.30), s’¢erit :

F S=nw ]
(liag{m_ﬁ— 0
sin(nma)
RU = ! B (136)
0 liag| —Y2
diag sin(nra) }
i 0 : ]

Preuve ; II suffit de remplacer I'expression de I (1.31) dans (1.30). O

Remarque : Il est & noter que Popérateur adjoint K™ n’est pas le transposé
de I au sens classique des matrices car la composante « est définie de {2 dans h!,
espaces pour lesquels les normes ne sont pas les mémes. En effet, en considérant
uniquement la premiere composante a, la matrice (infinie) A™ se détermine par la
relation suivante :

V§ € ! (]\' o | f)hl = (Q , K 6)12 ;

on obtient aprés calcul, en posant A = (K;;); ;> et K* = (A7 biger

.o % 2L
Ve, 7> 1 K, =7°K;; .

[
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Finalement, I'expression du contréle optimal «* s’écrit dans la base (1.25) :

,: o :’ (;;22;;(:m1))""21

y , {(1.37)
(\/fsin?mra) )n21
Ol encore :
i at) = nw o, sm(mrt)+71n cos(nwt) (1.38)

\/_n>1 sin{nra)

L’expression de u* nous permet d’énoncer la proposition suivante :
Proposition 7 Poura = ag+ o, o = 2Lq, a ¢ W, g e IN*, on ala propriété

VI\’>G, 31¥0€Faﬂﬁ1ao7

|-Xo

n=1, lJu;~ujllfeom = K .

La démonstration repose sur le lemme :

Lemme 3 [l caiste une suite d’entiers strictement croissante (k,) telle que :

sin(k,ma)
sin(kn‘rm.g)

Preuve : Soit n' = (2n + 1)g et @’ = qag :

sin(n'm(ap + a)) _ sin(n'rag + (2n + 1)3) icos(n'vrao) '
sin(n'mag) sin(n'mag) "~ Tsin(n'rag)

a ¢ Q : par consequent {e’(2“+1)"“} en est dense dans le cercle unité. On peut
done choisir une suite (k) d’entiers impairs tous différents telle que :

1
n+1~—

< |sin(k, wa )| <

ZISI'-“

il est clair qu'alors | cos(k, 7a’)| ~ 1. Par conséquent, en posant k, = gk,

| sin{ k.ma)

|
sin(kn:'rao)| o

Démonstration de la proposition 7 :

Il suffit de considérer Xq défini par p = 0 et , = ¢ ﬂ@ pour les n premiers
termes de (k,), 7, = 0 pour les autres termes.

L. 17l < 0®Tps1 75 = 1 pour ¢ convenable.
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2. Xg € F,N F,, car i est a support fini.

3 ius

2 — g2 TN 1 sin{kyra)
o) — 7 2 on=t py < L

sin?(knra) —

4 lug,!

2 2 N L sin?{ky 7a) N
L2{0, 1y — o zn:l ne ~ Zn:] l

: — O
n? sin?(kn7wag) ST + o<

N
Remarque : 1l est probable (mais la démonstration est plus difficile) que ce
résuitat soit encore valable pour tont (@, ap) € QF, a # ay.

Ainsi, pour deux positions (méme stratégiques) voisines de Pactionneur, les con-
troles optimaux peuvent étre tres différents : le probleme (£3) n'est pas robuste pour
de petites variations du parametre, ce qui constitoe un inconvénient inadmissible dn
point de vue pratique.

Remarque : La controlabilité ne pose pas de problenie pour un controle aux
frontieres. En effet, soit le systeme :

90— 920 =10
0(z,0) = ly(a)

a0(x,0) =0(z) (1.39)
0(0,t) =0
0(1,t) =u(t);

on montre (la.ns CC Cas [28] .
V(0o,00) e H, VT'>2, Jue L}0,T), ET)=0,

t207) < K |[{00, 01}, .

Intuitivement, on peut comprendre facilement qu’il est plus difficile de contréler le
systeme (1.8) : lorsque I"actionneur est a l'intérieur du domaine, il existe deux phéno-
menes physiques : transmission et réflexion avec atténuation ('actionneur perturbe
le systemc), alors que si I'actionneur est placé & la frontiére, seule la réflexion de-
meure (propriété physique d'une impédance en bout de ligne).

||

1.4 Conclusion

Par cet exemple simple, on vient de montrer que la notion de contrélabilité exacte
conduisait a une perte de continuité du contréle par rapport aux parametres struc-
turanx du probléeme. Ceci est d’autant moins acceptable que le probleme (1.8)
semble physiquement bien posé. En cffet, de petites variations sur la position «
de 'actionneur ne doivent pas entrainer un changement de comportement signifi-
catif du systeme, ni du contréle. De plus, une distinction entre les rationnels et les
irrationnels n’est pas réaliste en pratique.

D’autre part, le probléme de contrdle optimal (F,) étant mal posé, si I'on dé-
sire approcher un état désiré avec une précision de plus en plus grande, |'énergie
du contréle |u1|ig(0.T) nécessaire pour atteindre cet état tendra généralement vers
Pinfini.




Enfin si I'on souhaite définir une fonction représentant le critére de contrélabilité
en fonction de la position de 'actionneur a, on choisira naturellement la fonction
caractéristique Xgnjo,1[ (le systeme étant contrélable lorsque Xgnjo.1f est nulle). Cette
fonction est nulle presque partout ; ce paradoxe est essenticllement di & la notion
binaire de contrélabilité et a la dimension infinie de I'espace d’'état.

Pour toutes ces raisons, il serait judicieux de définir et d’analyser un critere
de contrélabilité qui pourrail élre coniiny par rapport aux parameétres structuraux
du systéme, ce qui implique que le concept de contrélabilité soit défini comme une
mesure de controlabilité et non plus comme une notion binaire.

En dimension finie, ce concept de¢ degré (ou de mesure) de contrélahilité a été
mtroduit, des les années 1960 par Kalman [23]. Il définit deux types de mesures
appelées “critere de mérite” & partir de la matrice graminienne 1V (0,7') :

oy o trace(IW-10,T)),
o gy o { det(W(0,1)) )% .
Ces deux mesures possedent les propriétés suivantes :

o elles sont continues par rapport aux paramétres du systéme,
¢ elles sont indépendantes de I’état initial,

¢ clles prennent la valeur zéro lorsque le systéeme n'est pas contrdlable.

Ces mesures ont été étudiées par [15], [18], {21], [35], [41], [42] dans le but d’obtenir
une certaine qualité de controlabilité, en vue par exemple d’un placement optimal
d’actionneurs.

Malheurcusement, en dimension infinie, les notions de trace et déterminant d'un
opérateur perdent leur sens.

Juang et Rodriguez ont défini un autre type de mesure, basé sur la résolution
du probléme de contréle optimal (en boucle fermée) pour un critére quadratique
[22]. Cette mesure est utilisée pour établir le placement “optimal” d’actionneurs
le long d’une poutre. lci, le systeme est considéré en dimension finic et la poutre
est représentée par les premiers modes uniquement. Bien que ce type de mesure
soit séduisant pour le passage a des systémes en dimensions infinies, il existe trois
obstacles majcurs :

¢ le calcul du retour optimal implique la résolution de I’équation de Riccati,
équation non linéaire difficile & résoudre,

® La mesure de contrdlabilité dépend de I'ordre d’approximation du systeme
réparti initial, ce qui élimine tout caractére intrinséque vis-a-vis du systeme.

e en décomposant suivant les modes propres du systéme, le degré de controlabi-
lité est du méme type au passage & la limite, que la fonction caractéristique
Aqrjo1[ qui est nulle presque partout.
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On va définir dans le chapitre suivant un degré de contrélabilité pour le systeme
(L.8), assez proche de celui de Juang et Rodriguez, mais permettant d’éviter les
difficultés citées ci-dessus.

A cet effet, on exploitera la nature infinidimensionnelle du systéme dans le sens
ou en pratique, les modes de rang élevé sont de moins en moins significatifs, tant par
leur présence que par la qualité de leur modélisation, ce qui rend illusoire une trop
grande précision dans leurs descriptions et permet par 13 méme d'effectuer certaines
hypothéses d’ensemdble. Cette propriété est propre aux systémes répartis et compense
en quelque sorte la difficulté liée & la dimension infinie.

Ce degré sera appelé degré de contrélabilité “actit” afin de le différencier dun
autre type que nous définirons au chapitre I11.
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Chapitre I1

Degré de controélabilité “actif”
pour corde vibrante (et poutre)

Le but de ce chapitre est de définir et d’étudier pour le systéme (1.8) {ainsi que pour
deux autres systémes voisins), un degré de contrélabilité possédant notamment les
trois propriétés suivantes :

1. continuité par rapport aux paramétres du systéme,
2. indépendance par rapport a I’état initial,
3. compris entre 0 et 1.

Ce degré de contrélabilité est défini & partir d’un probléme de contrdle optimal
bien posé pour une classe d’états initiaux physiquement réaliste. Il permettra de
caractériser la controlabilité du systéme par un nombre compris entre 0 et 1. Le
qualificatif “actif” fait référence au contrdle “actif” obtenu par minimisation d'une
fonctionnelle faisant intervenir I'équation d’état.

II.1 Degré de contrélabilité actif : F.

On a vu au chapitre précédent que la contrélabilité exacte (ou faible) correspondait
a un probléeme de contrdle optimal souvent mal posé (Fo). On considere dans la suite,
une régularisation du probléme (Fy) par pénalisation. Par ailleurs, I’état initial du
systeme sera supposé aléatoire, le degré de contrdlabilité étant alors défini par une
espérance mathématique, ce afin de préserver le caractére intrinséque des propriétés.
Ceci est en accord avec la problématique de I’Automatique dont un des objectifs est

le contréle des perturbations, objets par nature aléatoires.

II.1.1 Définition

On considére un espace probabilisé de référence (12, %, p) et le systéme :

{ X =AX+Bu (IL1)
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avec X(t) € M, l'espace d’état (espace de Hilbert). L’état initial est supposé étre
une variable aléatoire de variance finie, & valeurs dans X -

Xo € LA H) . (11.2)

Il en découle que I'état du systeme (I1.1) ainsi que son énergie définie par ;

£ = SIX ()3,

sont a priori des variables aléatoires. Pour w € 2 fixé, Xo(w) € H ; on retrouve
donc le systeme (1.12) étudié au chapitre L

On considere le probléme de contréle optimal avec pénalisation :

(P)  min{&(T) + ellulbaor) > €>0, (11.3)

ayant pour solution (unique) u}. Ce probléme est bien posé pour tout e > 0. Etant
donne que le controle optimal v} dépend de I’état initial X, ur est a priori une
variable aléatoire définie sur 12 et & valeurs dans L*(0, T). Le paramétre e correspond
concretement au “prix & payer” sur ’énergie du contréle.

Il est classique que (pour w fixé), le probléme (P.) est une régularisation du
probléme (#%}, c’est a dire :

Proposition 8 Pour Xo(w) € H, si ul(w) est solution du probleme (Fy), alors
Uunique solution ul(w) du probléme (P,) vérifie :

[luf (w) — “S(‘-")”%qo,m?o .

Remarques :

1. En termes de convergence probabiliste, ce résultat s'écrit:
*12 * 2 ~
”uE”LZ(O,T) "_’ ”"o”L?(o,T) presque — surement |

2. Si (P} n’a pas de solution, alors la solution ug(w) diverge lorsque ¢ — 0.

Hypotheses fondamentales :
le degré de contrélabilité se définit & partir du probléme (F:), en considérant ’espérance
mathématique de la valeur du coit pour le contréle optimal. Afin que cette quantité
soit normalisée, il est naturel de la diviser par I’énergie initiale. L’état initial étant
défini par les coelficients p, et 5,, pour n = 1, oo, nous SUPPOSONS que ces (uan-
tités sont des variables aléatoires supposées indépendantes centrées et de variances
finies :
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Elpa] = Ela] =0
EpZ] =r2 <+ (11.4)

Ll =« < 400,

Dans le but d’éviter des dilficultés techniques, on suppose que 'énergie initiale est
déterminée a priori.

- 1 . : 1 5
YVoel, Elw)= 5 Z(nz'frzpi(w) + i (w)) = 5 Yo(nirt el 452, (I1.5)
“nzl “n>l
avec
(11?1)’121 S hl 3 (‘sn)nzl < 12- (IIG)

Les relations (11.4) et (I1.6) décrivent le contenu harmonique de ’état initial. En
pratique, il sera intéressant de choisir par exemple : r, = 0 et s, = 2. En cffet,
cette décroissance des modes harmoniques impose & 0(z, t) d’étre & chaque instant
différentiable presque partout, avec au plus des points anguleux lipschitziens.

On définit alors :

Définition 15 Le degré de contrélabilité actif F, relatif au systéme (I1.1) et au
probléme (P,) est défini par :

n Je + eg.
fo=B{EM) ], (1L$)
g = Bl )] (1L.9)

Remarque : Les quantités, f., g. correspondent respectivement a |’énergie
moyenne du systéme (I1.1) et & I'energie moyenne du contréle optimal u}.

De cette définition, il découle que F, € [0,1] ; F. = I lorsque u® = 0, c’est &
dire lorsque le systéme n’est pas du lout contrélable {puisque le controle optimal
est nul). Le systéme (I1.1) est bien contrélable lorsque la valeur de la fonction I est
petite,

Remarque : [l est possible de définir un degré de contrdlabilité inversé : 1 — F, ;
il s’annule lorsque le systéme n’est pas du tout contrélable, c¢'est a dire lorsque le
contrdle u n’a aucun eflet sur I’état du systéme.
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1I.1.2 Cas de la corde avec contréle interne : expressions
des fonctions f,, g, et F,

L’expression de F, nécessite la résolution du probleme (P.). Nous reprenons pour
cela les mémes notations qu’au chapitre 1.

Soit /I, 'opérateur défini par (1.21) ; le probleme (£,) s'écrit, :
o] , .
(Fr) :‘an{;”Hau + O(T) Xo|l3, + (”'tt”iz(o'T)} Le>0 (11.10)
et sa solution notée u? prend la forme :

W= —(HIH, +2 D7 O(T) Xy, €50, (TL11)

En décomposant u] dans la base (1.25), on obtient :

u = 5 (e, 3, Bo) 11.12)
() = —R. (py1) e
oit S est défini par (1.26) et f2. par :
B, H —PxPxR ' 11.13)
(o) V= B () = (K"K 4+ 2 )™ K*(p,7), ¢>0, -

avec i\’ defini par (1.28). Le lemme suivant nous donne Pexpression de 'opérateur

2, :
Lemme 4 L'opératcur R, © H -— I* x I x IR défini par (11.13), s'éerit :
% nwsin(nra)

lag{—- 0
diagi Sinz(n.vm)—i—e}

R, = L sin(nma , €20,
0 drag V2 ( )

sin(nra) + ¢

i 0 1
(11.14)
la démonstration est similaire & celle utilisée pour Popérateur Ry.
On en déduit :
Lemme 5 L'énergie du conirole optimal est donnde par !
e el O B A Y B P SR AT

2 51 (sin®(nwa) 4 ¢ )2
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Preuve : 1l suffit d’utiliser (I11.12) et (1.27). O

Lemme 6 L ’énergie “résiduclle” E(T,w) s'écrit :

) 1 2
E(Tw)=5( Y — ¢ S(? el 4 2) ), €>0. (11.16)

51 (sin*(nra) +¢ )2

Preuve : De la définition de I'énergie (1.13),

(T w) ( T + ETIR) ; (11.17)

de plus, de (1.32), (L1.21), (11.11), on obtient :
co _ 1 E(T) . .
X(T) = [ 1) ] (K R+ ®(T)) { ) ] i (11.18)

En utilisant (1.31), (IL.14) et (11.17), on obtient le résultat par simple calcul, O

Proposition 9 Les fonctions I, f. et g, définics par (11.7), (I11.8) et (11.9) s’expriment :

€2

2,22
2;1(5!:1 (nma)+ € )2 (n:'rr +s2)), (11.19)
1 sin®(nra) _ ‘
9= 5( ; ( sin*(nmra) + € )2 (T s W) (I1.20)
et ) .
s s
. as1sin Y(nwa) + ¢ ‘
1’5 = ¢ Z(nzﬂj’i + Sn) (II.ZI)
n>1

Preuve : Il suffit d’utiliser les équations (I11.15) et (I1.16). O

I1.2 Analyse de F, en fonction de a

Dans un but de simplification, on suppose que 1’état initial est nul en position, ¢’est
a dire : ¥n > 1, r, = 0. Il s’ensuit que les fonctions f,, g, et F, prennent la forme :

1 €? 2
€ == . y I1.22
fda) 2 ; (sin*(nra) + 6)25" ( )

1 sinf(nra)
€ =z ; ) 11.23
ge(a) 2 T; (sin®*(nra) + 6)25” ( )

et
sin‘(nwa) + ¢

Fa) = ¢ 2 (nma) (11.24)
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1l est a noter que tous les résultats qui vont suivre peuvent élre facilement étendus
au cas général, & savoir : (1) € Al et (s,) € {2

11.2.1 Comportement lorsque ¢ — 0

Dans ce cas limite, on retrouve la controlabilité au sens classique, correspondant au
probleme (%), ainst que son caractere mal posé. Soit [ 'ensemble défini par :

[ ={neIN", sin(nra)=0}, Ya €)0,1] . (I1.25)

Proposition 10 Fn wtidisant la notation précédente,

) 1 . o
fola) = lgr‘}fc(a) = 526:1 s (I1.26)
() = limg.(a) = 5 ¥ 2 I.27)
gole) =limg(a) = = Y e | )
Yo phari 2 25 sin*(nwa) (127
fole)
F = limF . I1.28
) = i £1(0) = 55 (11.25)
Preuve :
I ) < éz < 400 ; on peut donc permuter fim et 3.
n2l
2. De Pexpression (11.9), g¢.(a) < = Z 51 cette somme est finie, on

2551 sin® ﬂrra)
peut permuter Iim et 3. Si ce n’est pas le cas, ¢.(a) — +00 nécessairement

e — 0.
€ 82
3. Z-——+ < Z 52 < 400 ; on peut done perimuter lim et 3. D
=1 sin (nma)+ ¢ =1

L’énergie moyenne du controle pour le probleme () a une limite finie quand

¢ — 0si( Ing1 € 2. Lorsque « ¢ @, nous retrouvons la caractérisation de

sin(nru
la Contrélal)illt(e exe)Lcte, citée au chapitre I, dans le cas particulier ot I'état initial
0p = 0, i.e. 7, = 0. La contrainte du probleme (F) est alors satisfaite si @ ¢ @ et
gola) < +o00. On peut généraliser I'espace de controlabilité exacte F,, lorsque @ € @,
en posant :

8, =0 st nel,
(11.29)
(sinfarnra))“elr € r

Cette relation signifie en particulier que les modes incontrolables doivent étre ini-
tialement nuls.



D’un autre cbté, le résultat (I1.26) n'est pas surprenant : fo{a) est égale i I'énergie
moyenne des modes incontrolés. En effet, cette fonction est nulle pour a ¢ Q. Si
a € Q, fola) est généralement different de zéro et représente la valeur minimale
possible de I"énergie résiduelle, indépendamment du contrdle u?. Ainsi, la fonction
Fy(a) peut étre considérée comme un critere de contrélabilité : lorsque la fonction
est nulle, le systéeme est controlable. Il est a noter qu’un tel critere est plus précis
que la fonction caractéristique Xy, @ il fournit une information quantitative sur
les points de non controlabilité. De plus, la fonction Fy{a) est continue presque
partout, contrairement a la fonction caractéristique Xgnjo,]- Cependant, bien que
Pon puisse “tracer” le graphe de la fonction Fy(a), en pratique, cette courbe n’est
pas exploitable. Pour (s,) = ;11—, on donne sur la figure (I1.1) le graphe de la fonction

Fg(d,).

04

0351
03
0251
021
OIS
0.F

0OsH

o ..|||||l. L Ll 1L| .

[}) 0.1 0.2 03 (L4 .5 L6 0.7 (1] 0.9 |

Figure I1.1 : Fonction Fy

Théoréme 7 Pour a €]0,1[, et go définie par (I11.27),

YacQ, V(s,) €, gola) <40, (11.30)
Vad Q, As)el?, gola)=+00. (11.31)
Preuve :
1.ae@Q.
L’ensemble £ = {sin?(nwa)}.¢s est fini. Soit y = mé?(E) ; de la définition de
I, p>0,
2
gola) €Y. < +oo . (11.32)
n¢l
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2. a¢ Q).

On utilise un lemme établi dans [20] : pour tout point a €]0, 1], il existe une
suite strictement croissante d’entiers (¢,,), telle que :

0 <| sin{gn7a) |< - (11.33)

On considere 'ensemble J = {¢n }men et s = (s,) défini par :
{ sp= 0 singlJ (11.34)

Sy = % stned;

s € I de (11.33), (I1.34), on déduit :

1 2 i
go(a)=~—Z—S”—-—EZ—=+oo,

2 = sin*(nra)
puisque J est infini. O

Ce résultat traduit le caractére mal posé du probleme (Fs). La formule (11.30)
peut étre interprétée comme suit : si a € @, la solution u? du probléme (P,) converge
fortement dans L*(0,7') lorsque ¢ — 0, pour tout état initial (8,8,) € H} x L? ;
ce qui n’est pas le cas si a ¢ Q). Ainsi, si ’énergie des modes d’ordre élevé de I'état
initial est petite, il est préférable de considérer le probléeme (Fy) avec un point a non
stratégique, la contrainte étant réduite aux seuls modes contrélables.

Ces comportements dégénérés confirment qu’en pratique, seul le probleme (P,)
doit étre considéré.

I1.2.2 Régularité de F, ¢ > 0

L’analyse du paragraphe précédent a montré comment la fonction F, dégénere
lorsque ¢ — 0. On va maintenant étudier ses propriétés de régularité par rapport au
parametre structurel qu’est la position de 'actionneur. 1! est auparavant nécessaire
de démontrer le lemme :

Lemme 7 Soit ¢ une fonction continue I-périodique, de graphe symétrique par

rapport au point (3,0) s (L —2) = —p(1 4+ ) et a = (a,) une suite appartenant 4
Pr P 2 ¥ha wla

2. Alors la fonction g définie sur |0,1] par :
g(2) = Y anp(nz) presque partout (I1.35)
n>1

appartient a L*(0,1).

Preuve : On consideére la série de Fourier de ¢ ; des propriétés de ¢, on déduit :

plx) = ch sin(27kz) , (ce)ksr € 1 ; (11.36)
R
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donc :

p(ne) =3 o sin(2rkne) = > Cup sin(2rwke) (11.37)
k1 k>1
avec ;
Y, G, e = lels
Cy, . =(c1, 2, 3, ..) ‘
Cy, . =1(0, ¢, 0, e, ...) (I1.38)
C3v- :(07 01 CIaOa 07 C2, )
D’on :

g@) =) an Y Cnp sin(2rkz) = YO Corar) sin(2rka) (11.39)
1 k n

k

L'ensemble {2sin(2rka)}yz1 constitue une hase orthonormée de L2(0, 3) i en
notant €' la matrice infinie (Cy k)n 41, et en utilisant le fait que la fonction g est
symetrique par rapport au point (%, 0), on obticnt aprés caleul :

1 *>
gl = 2 9l 2,1y = SIC™ alli - (11.40)

Il reste donc a montrer que l'opérateur C* est borné. Une condition suffisante
est de prouver que C est borné sur un sous-ensemble dense de I*. Pour toute suite
o a support fini, on a :

N K

Cnazns Y Z cnah"na 07 01 s ') H (11.41)
1

n=1

K
Ca=(Y e,
n=1

n=<

donc :

IC ol = Zk:(ch ttgn)’

= ZZ Crn Cm Qpn Qg = Z Cn Cm Zakn Ckm

k nym 1, m k

< Z ICn Cip | | < (Q'kn )kzl ) (akm)kZI > | (1142)

n,m

< Z |Cn | |Cm | H(Gkn)kzlnﬂ I|(0km)k21”12
n,m

<2 Lo ) Nl = lellf liellz - O
ki

On peut maintenant énoncer un résultat important de ce chapitre :
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Théoréme 8 Pourioul ¢ > 0, lu fonction I, est continue. De plus, si}s, [<

-— §+U s
n4
v >0, alors I, est différentiable presque partout.
Preuve :
I N
€ sZ
lim Z — i
Fla) = N—+too “=1 (sin 4(nn'a) +¢) (11.43)

Z " !
8
T

n>1

cette serie converge uniformément par rapport 4 « ; done F, est continue sur

[0,1].

N

Nous allons montrer que F/ € L2(0,1). L’opérateur différenticl étant fermé
dans L*(0,1), il suftit de prouver que la série :

b ar € o ] = S(a) (11.44)

hset da (sin*(nra) + ¢)

appartient a L*(0,1). On vérifie aprés calcul que S(a) prend la forme :

S(a) = > nrsie(na), (11.45)

n>1

. k
avee @ possédant les propriétés du lemme 7. De plus, si | s, |< — ¥ >0,
naY
(nrsl)usr € 12 O

Ce dernier résultat est particulicrement satisfaisant. D’une part, la continuité de
F. signifie que le colit du contrdle ne présente pas de variation brutale en fonction
de la position de actionneur : de petites variations de ce parametre n’entrainent
pas d’eflet significatif sur le contréle w?, ni sur son coiit. Ceci est en conformité avec
lidée intuitive que l'on peut se faire du phénomeéne. Evidemment, en pratique, €
ne devra pas étre trop petit. Mais, pour ¢ fixé, on peut interpréler F, comme une
mesure continue de contrélabilité relativement au probleme (P.) : “lorsque F.(a) est
petit, le systéme (I1.1) est bien coniréluble méme pour de petites variations de a”.

D’autre part, avec une hypothése supplémentaire peu restrictive, I, est différen-
tiable presque partout. Cette propriété renforce la légitimité de I, ( £, peut &tre
tracée facilement).

I1.2.3 Cas particulier : s, = %

Ce cas particulier correspond a un état initial “régulier”, avec au plus des points
anguleux de type lipschitzien. Sous cette hypothese, on peut décrire simplement ces
points anguleux et retrouver une caractérisation de la contrélabilité classique.

Pour s, = 7—11, la fonction F, s’éerit :
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e
—_—nt.
Z“zl siuz(mm)-i-c

Fa)=c¢ I1.46
( ZnZl ,.11_2 ( )
Lemme 8 La fonction I, prend la forme :
k
0 —j—(ﬂ; ka
Fi(a) = 8r2et 220 L ’:’9( ) , (1L.47)
Enzl n?
ot :
Y(e) = (1 4+4e) — \Je(4e+2) , 0 <v(e) < 1, (I1.48)
el p est une fonclion [-périodique définie par
1
wlx) = g~ 2¢(1 —x) sizel0l] (I1.49)

. 1 . . .
Preuve : La fonction A (z) = ———————= peut étre décomposée en série de

(sin*(mz) + ¢)
Fourier [39] :
he(z )—8%2522 79 cos(2kma)
iz0 1 =)

avec 7 défini par (11.48). Cette série est normalement convergente ; on peut donc
permuter les ordres de sommation :

cos!?kmra!
2 22.&)0 1_,.',2(() Zn>1

Fa) = 8% ;
() ZnZln_2

sachant que [39] :

3 cos(2knrz) = o(kz)

2
n>1 n

avec @ définie par (I1.49), on obtient le résultat. O

Théoréme 9 La fonction F, admet des points anguleux (avee des concavités néga-
tives) au point a, si et seulement si a € QN)0, 1.

Preuve : Soit a = P €]0,1[ avec p,q € IN ; on vérifie facilement que :
q

¢ (ka) = —cp:r(lca) =2kr*, k=ng, nelN, (11.50)

ol tpl_i_ représentent respectivement les demi-dérivées 4 droite et 4 gauche de ¢.
Dans le cas ot @ ¢ @, @(kx) est différentiable au point a. Par conséquent, il est

7*(e)

clair que F, est aussi différentiable au point a ; de plus, m

a € QNJ0, 1, il vient en utilisant (11.50) :

> 0, donc si
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F._(ka) > F, (ka) (I11.51)

ce qui complete la démonstration. O

On en déduit le corollaire -

Corollaire 2 Le systéme (I1.1) est conirélable aur sens classiques st et seulement
si son degre de controlabilite est différentiable au point a.

On donne, figures (11.3) , (11.2) et (I1.4), les graphes de la fonction J. pour deux
valeurs de € : ¢ = 5.107% et ¢ = 5.1072.

Figure 11.2 : fonction £, pour ¢ = 0.05

a4

0.as

025+

0z

s

[tN RS

[EX:13 5

Figure IL.3 : fonction F, pour € = 5.10~*

107

Figure I1.4 : fonction F, pour ¢ = 5.107* en coordonnées serni-log
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Ces graphes montrent clairement les différents points anguleux, correspondant
au valeurs rationnelles de a. 1l est & noter que ces singularités sont plus ou moins
3}

visibles et deviennent négligeables lorsque @ = =, avec ¢ — oo (ce qui st nécessaire
g

puisque F; est différentiable presque partout. En fait, la question de contrdlabilité
(a laquelle répond le corollaire 2) devient en pratique flone lorsque « est proche d'un
rationnel 2 avec ¢ “trop grand” : le point anguleux n’est plus visible. Ceci est en
conformite avec le fait qu’il existe, pour les probleémes physiques, des incertitudes sur
les parametres du systéme : les modes d’ordre élevé (dont 1'énergic est généralement
petite et décroissante a cause notamment de I"amortissement interne) ne seront pas
pris en compte d'un point de vue pratique et la question de leur contrdle est sans
objet. Bien évideminent, lorsque e est plus petit, les points anguleux visibles sont
plus nombreux.

Finalement, il existe un point ag €)0,1[ tel que F,(ag) soit minimum. Sur un tel
point, F, est différentiable ; par conséquent, le systéme (I1.1) est controlable au sens
de (Py). Cette remarque constitue un lien naturel entre les problémes d’optimisation
et les notions de contrélabilité. On peut remarquer par ailleurs que ce point est &
peu pres indépendant de e (figure (I11.5)).

a1

0.001

u.oel

oozl

) CETEE 615 062 026 03 0435 04 045  aB
=

Figure IL5 : Position optimale de 'actionneur en fonction de ¢

II.3 Conditions aux limites de type Neumann

On considere maintenant le méme systéme avec conditions aux limites de type Neu-
mann :

= F0+ué,
9:0(0,8) = 0
a0(1,8)= 0 (11.52)
6(z,0) = Bo(z)
Gb(x,0) = Oi(z),

Dans les mémes conditions, la fonction F. sec déiermine de fa ¢on analogue ; il suf-
fit de reprendre les calculs précédents en prenant pour nouvelles fonctions propres :

on(2) = cos(nma), Vn>1let z€]0,1];
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on obtient alors :

2
Sicosi(nra)+ €
fi(a) = ¢ 22 >
STL
n>1
La figure (1.6} représente la fonction F, pour s, = L et ¢ = 5.1073

Remarques :

e Les rationnels du type %q% ne correspondent pas a des noeuds des fonctions
propres : par conséquent, contrairement aux conditions aux limites de type

Dirichlet, il n'existe pas de remontée de F, en ces points.

¢ on retrouve un résultat classique, & savoir que la plus grande efficacité du
controle correspond a un contréle sur le bord du domaine (contrdle frontiére).
En ces points , I5, a pour valeur :

F(0)=F(l)=e=510"%.

o] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.8 0.7 0.8 0.9 1

Figure I1.6 : fonction F, avec conditions de Neumann

I.4 Cas de la poutre avec contréle interne

On considére P'équation d’une poutre attachée (non encastrée) aux deux bords :

O+ 30 =us,

0(0.8)  =0(1,t) =0
D200,1) = 820(1,1) =0 (IL53)
0(z,0) = fy(z)

90(x,0) = 0,(x),

avec :
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006 Lz(Q,H(O,l) )s
Oe L2(Q;L%0,1)),

ou f1(0, 1) est Pespace de Hilbert (d'énergic potentielle) défini par :
H(0,1) = {f € H*(0,1), f(0) = f(1) = 0} ,

ayant pour produit scalaire :

1 3
f lg)n=/0 82 02g de .

L'opérateur —@, associé aux conditions aux limites a pour fonctions propres et
valeurs propres :

en(z) = V2 sin{nrz) Ay = —nint

on retrouve donc les mémes fonctions propres que dans le cas de la corde avec con-
ditions de type Dirichlet. En exprimant le systéme (11.53)dans la base des fonctions
propres, il se met sous la forme :

{ X =AX4+Bu (IL54)

A(0) = Xo,

avec Xo , X(t) € L*(Q; h* x [?). La démarche pour déterminer u* et la fonction F,
est similaire au cas de la corde étudié précédemment.

Remarque : Bien que dans le cas de la poutre, il ne soit pas nécessaire d’avoir
T > 2 (vitesse de propagation non constante), on choisit T = 2 de maniére &

simplifier les calculs.

On choisit comme base orthonormée de L2(0,T) 'ensemble de fonctions :

{sin(n*7%t)}nx1 | {cos(n®7%)}un | {sin(nmt) nem | {cos(nmt)}nem U {%} ,

ou :

M={keN,k+#n* neN}.
On définit K =% x 12 x I¥(M) x *(M) x IR et opérateur S :

S:K — L}0,T)

(v, By g, o) — wlE) = S ansin(n?rlt) + > Bacos(n*nt)+

nzl n>1
+ Y Ausin(nrt) + > ptncos(nwt) + o
\ neM nchM \/2-
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I suffit alors, en utilisant Pespace K, de reprendre les calculs effectués dans le cas
de la corde avec conditions de Dirichlet. Aprés calcul, on obtient un opérateur &
identique au cas précédent ; il s’ensuit que la fonction F, a pour expression [4} :

>
) = ¢ 2 sin?(nwa) + ¢
a) = ¢

2
2.8

n>1

II.5 Conclusion

La fonction [, reflete Uefficacité de actionneur par rapport a sa position, relative-
ment au probleme (£.). De méme qu’en analyse numeérique le nombre de condition-
nement mnesure U'inversibilit¢ d’'une maltrice, la fonction F, peut étre légitimement
considérée comme une mesure (continue) de la contrélabilité du systeme ; elle varie
entre deux valeurs extrémes :

o [, =~ 0 si le systeme est parfaitement controlable, i.e. s’il existe un controle
d’énergie finie tel que ’énergic résiduelle soit quasi-nulle,

o [, =1 lorsque le systeme n’est pas du tout contrélable ; cela correspond, par
exemple, au cas (dégénéré) ou 'actionneur est placé au bord du domaine dans
le cas de conditions aux limites de Dirichlet pour la corde.

Au contraire, le concept binaire de contrélabilité ne permet aucune souplesse
lorsqu’il existe une incertitude sur les parametres. En effet, quelles que soient les
propriétés physiques d’un systeme, elles doivent étre robustes par rapport a de petites
variations des parametres. Dans le cas d’une corde ou poutre vibrante, avec controle
interne ponctuel, la robustesse de la propriété de contrélabilité est retrouvée a la
seule condition de définir une mesure de la controlabilité, a partir par exemple d’un
probleme de controle optimal bien posé.

Bien que le degré de controlabilité actif soit satisfaisant, il est souvent difficile
dans la réalité de déterminer les fonctions propres d’un systeme, On va donc définir
et analyser, dans le chapitre suivant, un autre type de degré de controlabilité qui
ne sera plus tributaire de la connaissance des fonctions propres du systeme et de la
solution d'un probleme de contrdle optimal et qui présentera néanmoins de grandes
analogies avec Fi.
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Chapitre 111

Degré de controélabilité “passif”
pour corde vibrante

Dans ce chapitre, on définit un autre type de degré de controlabilité plus facilement
utilisable du point de vue pratique, basé sur une extension du contrdle par impé-
dance dans le cas d’une corde vibrante {12], [38]. Le qualificatif “passif” fait référence
a la nature du contréle obtenu en houcle fermée par un dispositif “passif” {amor-
tisseur visqueux). Contrairement au cas d’un contréle optimal, le contréle passif ne
fait pas intervenir explicitement le modéle, mais le comportement dynamique local
du systéme, ce qui lui confére une irés grande robustesse. On se restreint dans ce
chapitre au cas de la corde avec conditions aux limites de Dirichlet ; Pextension aux
poutres ne présente pas de difficulté majeure. Introduisons tout d’abord la notion
de contréle par impédance.

III.1 Contréle par impédance

On considere une corde vibrante de longucur unité ; 4 un hord est fixé un amortisseur
visqueux, comme l'indique le schéma ci-dessous :

0

A -

= I

Ce systéme est modélisé par :

a0 = 9%
0(z,0) = Oo(x)
8,0(z,0) = 0,(x) (I1L1)
0{0,1) =



olt ux(f) est la force de rappel exercée par I'amortisseur :

wp{t) =X 30(1,1), A>0,

A étant le ceefficient caractéristique (impédance) de amortisseur. Dans le cas de
“Iadaptation d'impédance”, on a le résultat :

Proposition 11 $i limpédance de Uamortisseur est adaptée (A = 1), alors | 'énergie
E(T) du systéme (1111} est nulle, pour tout temps T > 2.

En effet, dans ce cas, il n’y a plus aucune réflexion [38] & la frontiere 2 = 1 : toute
onde incidente est totalement absorbée. Par ailleurs, si I'on considére le probleme
(£o) associé au systéme (11L.1), on montre grace & la méthode H.U.M. par exemple
que la solution g de (F,)) vérifie :

uh = uy (111.2)

Ainsi, lorsque Padaptation d’impédance est réalisée, il y a équivalence, pour un
controle aux [rontieres, entre le controle optimal actif uj et le contréle passif iy pour
le systeme (111.1).

Remarque : u, est en fait la version “boucle fermée” de .

On obtient le méme résultat, pour des contrdles ponctuels internes, mais seule-
ment pour des états initiaux particuliers. Soit en effet un amortisseur en « €0, 1f,
et un état inmitial symétrigue par rapport a a. Toul se passe comme si 'amortisseur
etait placé au bout d'une corde d’impédance caractéristique deux fois plus grande
(corde deux fois “plus lourde”). Il y a alors adaptation d’impédance pour A = 2 et
Pégalité (111.2) est & nouveau satisfaite (voir annexe B) :

=
g
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Partant de cette remarque simple, on va étudier I'énergie d’une corde vibrante
cn fonction de la position ¢ d’un amortisseur visqueux. lorsque 'état initial est
quelconque, en fait aléatoire. Ainsi, on définira une mesure de controlabilité appelée
degre de contrélabilité passif. Il sera alors intéressant de le comparer avec le degré
de contrélabilité actif étudié au chapitre 11.

II1.2 Analyse du modele

On considere une corde vibrante, fixée aux deux bords, avec un amortisseur ponctuel
placé en « :

%I /i\ /\E -
décrite par le systéme :
9% = 920 + &, ua(t)
ux(t) = —A dba) A>0

0(z,0) = 0o(z) (T111.3)

0:0(x,0) = 0;(2)
0(0,t) =
L 001,y =
En posant :
o o I
A_[ato}’ A—[aﬁ —/\<"5a>6a ’
le systeme (I11.3) s’écrit :
X =AX
{ X(0) = Xp. (TIL4)

Remarque : A est un opérateur linéaire non borné sur Hj(0,1) x L%{0,1) de
domaline :

D(A)={(8,p) € Hy x L*; 20— X p(a) b, € L* et p € H}} .

Afin d’étre complet, on montre rapidement que le probleme (I11.3) est bien posé.
Pour démontrer 'existence et Punicité de la solution du systéme (I111.3) on s’appuie
au préalable sur la proposition :

Proposition 12 L’opératcur linéaire (—.A) est mazimal monotone, de domaine
dense.
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Preuve :

1.

]

(—.A) est monotone

En effet, si (8,¢) € D(A) on a:
(=AWl | ©), (0] ) Jinixrz = —{p | 0).'15 + (=00 + A p(a)s, | ¢ )12
= - /01 Do 0.0 dit < =020+ X (a)dy, > -1,
= — f@l drp 0.0 dx + /01 30 dpp de + A p*(a) =N p¥a) > 0.  (I115)
(—A) est maximal si et seulement si :

V(f,9) € Hy x L* 30,00) € D(A) , (I +.A(0,80)) =([,9) .

De 'expression de A, on déduit :

0— 0.0 =7 0 M
0 — 020+ X 0(a)b. =g 0— 92+ ) d0(a)be =f+g

— 0eH)
0—20+)0(a)b, =f+g+) fla)d, .

Ainsi, (—A) est maximal monotone si et seulement si le systeme (111.6) admet
une solution dans H}. On considere la forme bilinéaire af.,.) définie par :

(111.6)

1 1
Vo eIl of0,p)= j Op dx + /0 7.0 00 dx + X 0(a)p(a)
0 :

L
= allio) = [ (F+9)p du+ ) fla)pla) ;
a(f, ) est continue et coercive car :
V0,0 € Hy  1a(0,0) < (14 2) N0l

Vo€ Iy, |o(0,0)1 > |10l -

Donc, en appliquant le théoreme de Lax-Milgram le systeme (111.6) admet une
solution dans fI}. O

. L’ensemble de définition D{A) est tel que :

D(A) D {(0,0,0) € H: x HL ; 820 € L? ; 9,0(a) = 0}

=[N HY % {8, € HY | 6(a) = 0} ;

I'ensemble H2 N H! est dense dans H!(0,1) ct ensemble :
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{90 € I [ 0:0(a) = 0} = HL(0,a) & Hi(a, 1)
est dense dans L*(0,1), donc I} x L2 C D(A). De plus on a :

D(A) C Hy x L' == D(A) C HL x I* = H! x L?

par conséquent D(A) = H} x L?. O

On déduit que A engendre un semi-groupe continu de contractions sur D(A)
par conséquent, pour tout {fy,6,) € D(A), le systeme (1113} admet une solution
unique au sens classique t.¢. :

(0,20) € C'([0,+oo ; Hy x L) N C([0,400] ; D(A)) ; (111.7)
les solutions (faibles) sont étendues par densité & tout état initial (0p,6,) € H} x L2
Concernant la stabilité du systéme (I11.3) :

Lemme 9 L’éncrgic £(1) du systéme (111.3) définie par :

1 .
() = 50180l Zs 0.0y + 100112 0,1) ) (0o, 01) € D(A) (1T1.8)
est décroissante pour tout t € [0,7).

Preuve : En effet, en dérivant par rapport & la variable ¢ (II1.8) et en intégrant
par parties, on obtient :

1
éé‘(t) = (00 | 920 — 3%0) 201, + 0.0 D)) ;

les conditions aux limites étant du type Dirichlet, on a pour t € |0, +oof :

d
Eg(t) = (810 I 50'“,\)1,2 =A< 8;0,(% >Ha]vH"l . < 610,6,] >H‘§,H“1

= %E(t) ==X 30(a) ) <0 (111.9)
pour tout A > 0. Par densité on étend le résultat pour (6y,0,) € H} x L*. O

On déduit que £(t) est une fonction de Lyapunov et par conséquent le systéme
est stable. Dans le cas ol ’énergie initiale £(0) du systéme est finte i.e. Xo € M, on
a de plus :

Proposition 13 Le controle passif vérifie uy € L2(0,T) et -
lerllizoiry < & ([ Xolln - (IL.10)
pour toul T > 0 et Xog € H.
Preuve : 1l suffit d'intégrer sur 'intervalle [0, 7] I"équation (IT1.9). O

L’¢nergie du contréle uy est donc finie quel que soit ¢ € [0, 7).
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III.3 Degré de contrélabilité passif : G

On s’intéresse au probléme de la dissipation en fonction de la position a de Pamortisseur.
On choisit comme ceefficient de I’amortisseur :

A=2,

ce qui correspond a l'adaptation d’impédance pour un état initial symeétrique. De
maniere générale, le choix du parametre A pourrait étre optimisé en résolvant le
probleme :

min{£(T)} .

On ne développera pas cet aspect dans le cadre de cette étude. On signale simple-
ment que la valeur A = 2 est optimale en un certain sens. En effet, localement, tout
état peut se décomposer en une partie symétrique par rapport a a et une partie anti-
symétrique par rapport a a. La partie symétrique disparait, la partie anti-symétrique
n’est pas modifiée par I'amortisseur car celui-ci reste immobile, Ceci peut se géné-
raliser en considérant des intervalles de temps successifs.

Dans les mémes conditions que pour le degré de contrélabilité actif, i.e. pour un
état initial aléatoire (T1.2), on définit le degré de controlabilité passif par 'énergie
moyenne du systéme (111.3) pour un temps T fizé :

Définition 16 Le degré de contrélabilité passif Gy pour le systeme (II1.3) est défini
par :
EIE(T))

Commentaires :

¢ G €[0,1] car le systéme est dissipatif d’aprés (I11.5),

¢ la fonction G correspond & I'énergie résiduelle moyenne du systéme, pour une
énergie initiale fixée ;

* le systeme est bien contrélable si la valeur de la fonction G est petite, i.e. si
’énergie résiduelle tend vers zéro ;

¢ lorsque la fonction G'r = 1 on retrouve, comme pour la fonction F, étudiée au

chapitre 11, que le systéme n’est pas du tout controlable, 'amortisseur n’ayant
aucune action puisque :

E[gé'{jl)g] i(g)(o) } = E(T') = €(0) presque — stirement .
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III.4 Analyse de Gp

Tout comme pour I'é¢tude de la fonction F,, on suppose dans un souci de simplifica-
tion, que I’état initial est nul en position, i.e. :

Vn>1 T, =0.
Evidemment, tous les résultats qui vont suivre peuvent étre facilement élendus au
cas général, c’est a dire : (r,,) € A' et (s,) € 1%,
1I1.4.1 Comportement lorsque T — +o00

L’étude asymptotique de la fonciion Gy va permettre de retrouver, tout comme au
chapitre I, Ia contrdlabilité sur tout irrationnel.

Théoreme 10 Soit 'ensemble I = {n € IN* |, sin{nra) = 0} ; pour tout point
a €]0,1] :

[.VagQ ,Vwe
lim &(T,w) =0,

T—+co

2 VeeQ ,Ywell

T]ir}_l ET\w) = 27]3(“’) )

nel

Vag @ lim Grla)= lim EE(T)=0,

Va ¢ Q Tl-ltr-li-lco Gr(a) = lim E[E(T)) =) s%.

T—+oo nel

La démonstration se base sur les lemmes ci-apres :

Lemme 10 Les trajectoires | J{(0,3,0)} du systéme (III.3) sont précompactes dans
30

H x L2

Preuve : 11 suffit de montrer que la résolvante (7 + A)™! € L(H} x L?) est
0

compacte. On considére une suite de fonctions (f,, g.) bornée dans Hj x L2, définie
par :

(frsgn) = (I + A)(0n, D) ;

montrons que (¢, 3,0,) converge fortement dans Hy x L. De la définition de opérateur
(—A),ona:
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0, — a,0, = f,
0y — 820, + A 36u(0)8(a) = ga
8t0n = 611 —_ fn
o { 3,0, Bﬁﬂn + A0 (a)b(a) =g, + fo + X Fula}d(a) . (III.11)
En multipliant le systeme (1[1.11) par 6, € H}([0,1]) et en intégrant sur [0,1] on
obtient :

/01 f; + /Ul(aman)"" + A 0i(a) = fol(fn + g)0s + X fula) O,(a)

1 1
— ”0”“1%15 =—A 0121(6) +/(; g'ﬂgn +/(; fnon + A fn(a) on(a) .
d’ot
”971”?{3 < (gﬂ"ngn)L2 + (fmon)h‘g + )‘lfn(a) Hn(a)l <
< (s On)i + (s O+ A< fgBa > e |- | < B S0 1

Sachant que (f, gn) est bornée dans HY x L2, on a alors

10013 < llga|

allalizz + 11 allmg 10nilerg + 1 fall g 190 ]1 12

= ”071”?{3 S (Ngnlize +2 an”Hg ) “Ort”HO‘
<= [0u]lgy <K . (I11.12)

0, est donc bornée dans H} cl on peut extraire une sous-suite encore notée 0.,
faiblement convergente dans Hj, donc fortement convergente dans L? (injection
compacte). On applique le méme raisonnement pour la suite f, ; il s’ensuit que :

Hat0n — 3;9“[,2 _"_:"—*O B

Il reste & montrer que 0, converge (fortement) dans H}. Comme HY[0,1] C
C°[0,1] avec injection compacte

ﬂn(a)%_—ﬁ(a)

n—+-400

fn(a)__’f(a) ’

n—+00

et I’équation :

On — 030 = Mo(a)s — A ful@)8a + gu + f

converge vers 0—326 fortement dans I1~1. Par continuité de la solution de 0—020 = C
par rapport a C dans H~', on obtient :

10, = Oy ——0 . O
n—4o0
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Lemme 11 Soit a ¢ @ et le systéme :

%0 — 9% = —A (e, 1)b, .
{ 0(0,t) = 6(1,1) =0 (LL.13)
tel que Uénergic associce vérifie .
d
—&(t) =10
SE =0

alors pour tout t € [0, +o0[ le systéme (I11.13) admet pour scule solution :

O(z,1) =0 .

Preuve : Par la méthode de Fourier le systeme (111.13) a pour solution :

0(z,t) = 3 an(t) sin(nra),

n>1

ot a,(t) sont les coefficients de Fourier. Sachant que LE(1) = 0= (30(a,1))% on a:
Ha,t) =0 ; Oz, t) s’écrit alors :

O(z,t) =Y a,(t) sin(nrz) ;

nel
or dans ce cas I = ¢, d’ou 0(z,t) = 0. O

Démonstration du théoréeme 10 :

1. D’apres les lemmes 10 et 11 ¢t le principe de LaSalle, on conclut que le systeme
(111.3) est asymptotiquement stable (fortement) pour tout a ¢ Q.0

&

Le systeme (1I1.3) peut se décomposer en deux sous-systemes S et S corres-
pondant respectivement aux ensembles de fonctions propres :

{en, ne€l} et {pa,négl}.

Le systeme S est conservatif ; pour le systeme S, il suffit de reprendre la
démonstration 1. O

Yw e E(T \w) — Ex(w) ;

T—+oo

sachant que £(7,w) < £(0) € L'(f), on en déduit en utilisant le théoréme de
la convergence dominée :

1 oy 1 I = D
Jim [ £(7,0) dP(w) jﬂ Jim E(T,w) dP) = B[ ..
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On en déduit immédiatement :

Corollaire 3

Ve €]0, 1], T]il}_l Gr(a) = £1-1301 F.(a) = Fyla) .

Asymptotiquement, les degrés de controlabilité actif et passif sont identiques.

[’étape suivante consiste & montrer la régularité de la fonction Gz pour un temps
T fixé.

I11.4.2 Continuité

On montre, comme dans le cas du degré de contrdlabilité actif, la propriété de
continuité par rapport a ¢ pour la fonction G,

Enongons tout d’abord un résultat relatif a la continuité “entrée-sortie”. On
considére le systéme :

26 =020 +u b, , w € L0,T),
6(0,%) =6(1,t)=0
II1.14
8(z,0) = fo(x) ( )
Bt (I,O) = 01(.13) ,
avec la sortie :
y =< 5a,650 >= C()ttq(a,t) . (11115)

Lemme 12 L 'application linéaire :

HN0,1) x L2(0,1) x L(0,T) — L0, T)
('907 013 ’lt) I Y,

est bornée uniformément par rapport a a.
Preuve ;

1. Lorsque (6g,8,) =0
Soit h, la réponse impulsionnelle de (I11.14) ; du fait de la vitesse finie de
propagation, ¥ prend la forme :

N
ha(t Z 61 ‘St (a) 6,‘((1,) ==l ’
i=1
N indépendant de a ; d’ou :
N
y=haxu=>_ ea) u(t —tia)),
=1

et

N
Hyllzzry < XMl —tda)llzzory < N llullzor) -
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2. Le casu =0 et (0y,01) # 0 est traité dans {27].

3. On conclut par superposition lindaire. O

Théoreme 11 Pour towt T > 0, lu fonction « — Gy(a) est conlinue.
Preuve :

1. Montrons tout d’abord que :

Ywe ), 1X(T, a,w) = X(T, a0, W)}, ——0 .

[2 2maad 11}

En posant. :

0 7 . 0 . .
A_[af_o} B,,:[&] Br=[0 <., & >,
I'opérateur A s’écrit. :

A=A-)\BB:;

le systeme (111.4) devient alors :

{ X =AX-B B X A>0 (111.16)

X(U) = JXO 3
avec X(t) € H=n! x 2,

On considere deux systemes (S)) et (S3) de type (111.16) pour a # ag et ayant
méme condition initiale :

. ](0) = _Yg ’1,2(0) }:g .

(5,1){ I.T‘l =Az — B, \B: 1, 52){ ¥ = Ay~ By A Bl 2,

Iin posant X = &y — a3, on obtient :

»>
— Rl

X =AX-ABB X—ABJB 22— B 22} = A [Ba — By | BL,
X0 =0.

(11L.17)
Le systeme (1I1.17) est la superposition linéaire de 3 systémes (a), (b) et (c) :

(a) ,
JY] =A _X] - A Ba [B: 9 — B;o .’L‘Q]
Xi(0) =0.
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1\}2 = A Arg —_ /\ BGB; ."\’2
{ £,(0) =0 (111.19)
(c) ,
Xg =A ;’1’3 - [Ba, — Bau] A Bc:o Ty ;
{ Ny(0) =0, (T11.20)

Etude de (a) :
i} D’apres la proposition 13, V.Xp € H, Va, A B} zy € L¥(0,T) et :

182, z2lli2 00y < & 1 Xoll7, -
D’apres le lemme 12 :

1 Bi22lliz o) < N X Bl mallzory + k1| Xolld < &7 Xoll2,

uniformément par rapport a a.

ii) Considérons :

K., : H — L*0,T)
Xo — A (B;‘*‘B;O).’Eg;

K. est un opérateur linéaire et uniformément borné :

K, ’0”%2(0,1“) <2 sup(k, k") | Xoll3, -
iii) En notant V = D(A?) (muni de la norme du graphe) :

By, B, e L(VR)=V'

et
|B: — B, |y 0,

car
162 — begllr-1 —— 0 .
a—ap

Pour X¢ € D(A) C V, on déduit de (I11.7) que z, € L=(0,T; D(A)) C
L(0,T; V), d’ot, ¥Xo € D(A) :

1Ko Xoll ooy = A2 S (B — B, )aaldt
<Ny 1Bz = By I3 |2} dt

AT | By — -B;c,”%ﬂ ||f~"2||ioo(o,T;V)‘—*

a—anp

64



| o Xoll r2(0,1) T%»O , VXoeH.
v) Par le corollaire 1, on déduit :
“Xl(Ta‘*’)“H <k ||KaX0||L2(o_T) :;;40 .
FEtude de (b) :
La solution du systeme (II1.19) est identiquement nulle pour tout a et ay.

Etude de (c) :
On pose u = B; w3 € L*(0,T), on pose K, = B, — B, et :

T
H, Xo = / O(T — r)u(r)dr K, :
o
d’aprés le théoreme 6, pour tout Xy € H :

1 HoXollw < k || Xo

I -

Pour Xy € D(A?), z, € C'([0, T); D(A)) [25). Donc u = BZ x, € C*({0,T})
et u' € C°([0,T]) . On déduit :

T
H,Xo = fo O(T — yu(r)dr K,

= [-®(T — T)u(r)dr]} A™' K, + fOT (T — m)u'(r)dr A K,
={ =1 u(T)+ ®(T) u(0) + /(;T (T — 7)u'(r)dr ) A K, ;
donc :
M Kol < (RCT) 4 @)1+ [ 19T = )legrg 1 (7)] d) 14 Kol

<k AT K|
Or A1 est borné de V' dans H, d’on :

H -

147" Kalloe < NA v, 1 Kallyr =0 -

Comine pour (a), on étend par densité le résultat a Xo € H. Par consé-
quent :

1 X3(T, W)l = || HaXolln 0.
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Finalement par superposition linéaire des 3 systémes :

I X(T,w)|lw < |X1 (T )|l + 1 XA Tl + | X(T, @) u—_“;;-’() - (IIL21)

2. De I'expression (111.21), on déduit :

0<|

| X (T, a,)ln—|X(T, ao,w)||n | < |X(T, a,w)=X(T,ag,w)||y ——0;

a—ag
d’ou
”/Y(T= a, W)HH Tao' “‘Y(Ta [L,w)“?{ .

3. Sachant que :

IX(T,a, )|l < £(0),

on déduit par le théoréme de la convergence dominée :

Jig (Gr(a) = Grtao)) = g ZHELG] P Rl

— lim (Gr(a) - Gr(ao) = E[ lim ”ng(;)“” - ”X(g'(,g)o)

Il%{]zﬂ.lj

La fonction G'r étant continue, il est naturel d’étudier la différentiabilité.

I11.4.3 Différentiabilité

It n’a pas été possible de montrer comme dans le cas actif et bien que les résultats
expérimentaux abondent dans ce sens, la dérivabilité de G'r uniquement sur les
irrationnels. Nous avons néanmoins pu établir que dans 'hypothese ol le support
de "amortisseur n’est plus ponctuel (c’est & dire lorsque opérateur B, est borné)
la fonction G est différentiable. La démonstration repose sur le théoreme :

Théoréme 12 [2/] Soit A € L(H}, H™') un opérateur non borné dans H el géné-
rateur infinitésimal du semi-groupe ®4 € L(H). Si l'on considére une perturbation
BB* dans L(H), alors le semi-groupe ® 4, pp. € L(H) et Parppe est holomorphe
par rapport @ BB*.

On a alors le théoréme suivant :
Théoréme 13 Pour f € H(0,1) et le systéme :
0 — D20 =X f§ F(E — )D&, 0)dE . f(z — a)

0($,0) = 90
80(z,0) =0,
0(0,t) =0
o(1,t) =0,
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la fonction :

LLX(T)I3 ]

[ Xoll%

Gf(a) =

est dérivable par rapport ¢ a.
Preuve : La démonstration se décompose en 4 étapes.

1. la fonction (/7 a pour expression :

Lo J77) Xol|4
h(a) = [ A+anjn(2 ) Xoll |

| Xoll3,
ol ®44p,5s est le semi-groupe engendré par lopérateur A + B, B, Comme
B, € L(IR, H) alors ® 44 p, g« est holomorphe par rapport a B, By et en parti-
culier différentiable par rapport & B, B?,

2. Il suflit alors de montrer que Vapplication :

IR — L(H)
a +— BB

est dérivable, ou de facon plus précise que :
v R — L(L%0,1))
a =< f(l—a) . > fz~aq)
est dérivable. Décomposons I'application ¥ :
s T
¥ : R — LR, L} x L(LLR) —s L(L*)
a — (Ba, B;) — BaB:; :
T est dérivable, de méme que Iopération de transposition.

3. 1l reste a montrer que :

S : R u—>L2(0,1)

a o~ f(. —a)

est dérivable. Par définition :

S'(a) = flz—a- hfi‘f(“"“) =—flzx—a) Vrel0,1]:
or comme f(. —a) € H'(0,1), alors S'(a) = f'{. —a) € L*0,1). On en déduit

que :

Vw e 0 (¢, w) — [ X(T,w)]f3

est dérivable par rapport i a.
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4. L'espérance mathématique de la dérivée étant égale & la dérivée de I'espérance,
on a finalement :

Ga(a) = Bl (X (@) ] . 0

Remarque : Ce résultat signifie que Gy(a) est dérivable (partout) si lon rem-
place dans le probleme, 6, par une approximation dans H! (par exemple une fonction
affine par morceaux a support dans [a — €,a + ¢]).

Dans le cadre général c’est a dire lorsque B ¢ L£(IR, M) la dilférentiabilité de G
semble plus difficile & établir.

III.4.4 Calcul et tracé de G

Tout comme la fonction f, (étudiée au chapitre II), la fonction Gy est continue
par rapport a a ; il est donc possible de tracer cette fonction pour des temps 7°
fixés. Afin de pouvoir comparer les deux degrés de contrélabilité, il est nécessaire de
choisir un état initial aléatoire ayant les mémes caractéristiques 7.e. ayant méme loi
de probabilité.

Le contenu harmonique de Xo = [p 5]? € H est défini comme pour F,, & savoir :

Elp.] =E[p.] =0
Elp}] =7 < +o0
En?] =s < +oo.
L’énergic initiale est supposée déterministe et a pour expression :
sz ] 2,2 2 1 2.2 2, .2
Xl = o S n?r%2 4+ o) = £ Yo (% o2 4 s2)
< n>1 2 n>1
ainsi la fonction Gy s'écrit @

EUX(TNE ] _ E[((T)Xo | ©(T)Xo)n ]

e FA P %ol
_ BL@ DO Xo | X ] _ EL(S(T)B(T) | Xo© Xohrion
ol Xl ’

d’olr :
(8°(T)(T) | B[ Xo® Xo Yoo

I Xoll%

Cette expression montre que la détermination de Gy nécessite d’une part la con-
naissance de (7T'), d’autre part la connaissance de la matrice de corrélations de X,
(c’est & dire en fait les espérances mathématiques des produits 9,7m, pnpm et Nl )
En décomposant X dans une base (€i)i»1 ¢

Gr =

(11L.22)
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4\,9 = Zm €,
Gt prend la forme ;
E (2(T)Xo | ®(T)Xo)y | _ BT iai ei | ¥(1)T; 0 €,) ]
(Xo | Xo)n i Bl ai aj (e | ) ,
i Bl oi a; 1 (®(T)ei | ®(T)ej)n
Lig Il ai ey (e | e;)n

Remarque : i et j peuvent éire tronquées & un ordre N (il y a convergence) et
les ©(T)e; peuvent étre déterminés par une méthode numerique quelconque.

Gr =

ou encore

Gr =

Cas particulier : On choisit comme dans le cas du degré de controlabilité actif
(chapitre II) : v, = 0 et s, = % ; de plus, pour plus de simplicité, on prendra aussi :
El hanm | =0 n#m,

c’est a dire I'indépendance des composantes harmoniques. En posant :

 SPR O
b =
[ By Oy ] ’

la fonction G'r s’éerit :
(23:(1)@2o(T) + (7)1 (T) | E[n @0 Drwane  Tiyor Kig E[ i |

GT = 7 - -
(Xo | Xo)n Tigzr Elmm; ] 7
c’est a dire :
i
iy = 2in ‘:lf“‘
Zi>1 2

avec K = O3, (T)Pya(T) 4+ B3(T) 21 (T) (K;; représente les termes diagonaux), ®(T)
étant le semi-groupe (dépendant de ¢) qui est déterminé numeériquement en simulant
le systéme avec pour état initial chaque vecteur de la base modale ei(x) = @i(x). On
a choisi pour N = 60 ; &% = ®(T)e; est déterminé par un schéma aux différences
finies (voir annexe A) sur 360 points de 0, 1. L’état initial est défini par

®(x;) = ei(z;) = V2sin(inj Ax).

Les figures (IT1.1) et (II1.2) représentent la fonction pour les temps T =4 s et
T = 25 s. Il est a noter que 'on retrouve, comme pour [, une remontée sur les
rationnels sous forme de points anguleux ( la démonstration mathématique semble
toutefois plus difficile que dans le cas actif).

Remarque : Pour les faibles valeurs de Gr (1I1.2), les erreurs numeriques de-
viennent non négligeables.

A titre d’illustration, la figure (111.3) représente la fonction Gy pour 7' = 28 s
avec des conditions de type Neumann : on retrouve, comme pour la fonction F.
correspondante (figure (I1.6)), des remontées anguleuses seulement sur les rationnels

1

de la forme e
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o o a2 6.3 0.4 0.5 0.6 0.7 oo o8 1

Figure I1L1 : fonction G pour T = 4 s

-

o3 0.4 0.5 0.6 0.7 a8 0.8 1

4] o1 a2

Figure 111.2 : fonction Gy pour T' = 25 s

0 oy oz 0.3 T4 .5 o8 .7 o8 (s : 3 1

Figure IIL3 : fonction Gy pour 7' = 28 s avec condition de Neumann

II1.5 Comparaison de G, avec F,

Dans ce paragraphe, on compare les deux degrés de contrélabilité en tant que fonc-
tion du parametre q.

II1.5.1 Comparaison expérimentale

Les figures (I11.4) et (I11.5) montrent les deux fonctions Fe et G pour différentes
valeurs de € et de 7.

Au vu de ces courbes, il existe une ressemblance certaine entre les deux degrés de
controlabilité. Il semble exister une relation entre les parametres € et T de la forme
T ~ 1. lorsque ¢ tend vers zéro (ou T — +400), il vy a équivalence asymptotique

entre les deux fonctions (théoréme 10). Cette ressemblance nous suggere de chercher
s'il existe un couple de paramétres (¢, T) tel que les fonctions sotent équivalentes.
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Figure I11.4 : Fonction £, Figure I11.5 : Fonction Gp

Afin de pouvoir correctement comparer G et Fy, il est nécessaire de modifier au
préalable la fonction G. En effet, dans la définition de la fonction F,, on “pénalise”
le contréle u} (afin de considérer un probléme de contrdle optimal bien posé) ; il
est donc légitime de pénaliser aussi le controle passif uy du systeme (I11.3) dans la
définition de la fonction Gr afin de pouvoir comparer avec F,.

On note Hr, le degré de contrdlabilité passif pénalisé, défini par :

b= BLIXD )+ @ Bl ooy ]
- B[ Xl ]

Le coefficient & joue le méme role que le coefficient ¢ défini pour la fonction F,. A
partir de la définition de G ct en utilisant (I11.9), Hyp, s’écrit :

Hro=Gr+o(l—Gr)=Gr(l—a)+a.

La figure (IIL6) représente la superposition des fonctions £, pour € = 0.04 et
Hro pour T =4 et o = 0.05. Les points anguleux de la fonction F. coincident avec
ceux de G'r, et bien que n’étant pas tout a fait identiques, les 2 fonctions présentent
une grande ressemblance.

1y Fola)

l)'8>l .- H,:‘.(tr) ial
0Tk
o6 |
051 :‘:‘ ,-'; 1
04} E
o3l 4
ozt 1

IR = EAAN PAYN ]

o + . "
[{] 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 06 07 0 09 l

Iigure I11.6 : Comparaison entre F, et Hr ,
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I11.5.2 Comparaison “mathématique”

On montre, en s’appuyant sur le fait qu’il existe une fonctionnelle quadratique pour
laquelle le contréle obtenu par I'amortisseur visqueux est optimal, qu'il v a “ressemn-
blance mathématique” entre les deux degrés de contrélabilité.

Proposition 14 Le contréle engendré par un amortisseur visqueur est solution du
probléme a horizon de temps infini :

+oo
min{olfulZao,4o0) +f0 (X | Q X)w dt} (111.23)
sous la contrainic :

{ X =Z=AX+Bu

I11.2¢
X(0) =Xo, (111.24)

ou lopérateur ) est :
Q=-da(A+A)Y+ X a BB" .
Preyve : La solution u™ du probleme sécrit classiquement :
* 1 *
u*(t) = ——B*"P(t),
(84
oit P(t) est la solution du systéme adjoint de (I11.24), i.e. :

P =-AP-QX
P(T) =X(T),

avec P(t) € H = H. DVaprés (111.25), I’état adjoint P est fonction de Pétat X.

5i I'on cherche une solution de la forme P(t) = K(¢)X(¢), on déduit de (I11.24) et

(1I1.25) que (1) est solution de 'équation de Riccati :

(111.25)

. 1
KO+ KA+ A*K(t) - —K(t)BB* = ~@Q . (111.26)
o
Finalement le retour d’état optimal s’écrit :
1
u"(t) = ~—B*K(t)X(¢t) . (111.27}
a
En comparant (111.27) avec uy = —X B* X, on a donc épalité entre les deux controles

si la solution K (f) de ’équation de Riccati est :

Kity=ial  VYte[0,T}, (111.28)

ou [ est l'opérateur identité dans H. L'expression (I11.28) implique que K (#) doit étre
indépendant de ¢ ; on montre que lorsque T tend vers I'infini, la solution K (#) = K
vérifie 'équation de Riccati algébrique [14] :

1
KA+ A" K~=-KBB'K+Q=0; (111.29)
(8]
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soit encore puisque K = X a [ :
—da(A+ A+ N e BB =(Q .0 (IT1.30)

Remarque : On vérific aisément que Q ainsi défini est bien un opérateur symeé-
trique positif sur H, de domaine de définition D(A) ND(BB*), dense dans H.

Le probleme (I11.23) peut donc étre comparé avec le probleme du chapitre I, &
savoir :

. - l bd 1
min{ cllullZzom + (X(T) 5X(T)n } .

II1I.6 Conclusion

L’analyse expérimentale précédente montre que ces deux problemes, quoique diffé-
rents, conduisent cependant & des comportements voisins en ce sens que wy n'est
pas tres éloigné quant au résultat de coit (avec pénalisalion) de u7, pour un choix
convenable des paramétres. Néanmoins, une comparaison plus élaborée sur le plan
mathématique parait pour 'instant illusoire.
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Chapitre IV

Mise en ceuvre - Application a la
membrane vibrante

On étudie dans ce chapitre le probléme de la mise en ceuvre pratique du calcul du
degré de controlabilité. En effet, sa détermination a été effectuée au cours des cha-
pitres precedents sur un cas simple, celui de la corde vibrante pour lequel d’une part
on connait les fonctions propres et d’autre part le semi-groupe est périodique. Dans
des cas plus complexes comme par exemple la membrane vibrante étudiée ultérieure-
ment, il est nécessaire d'élaborer une méthodologie d’approximation notamment de
la distribution initiale, afin de se ramener 4 un volume de calculs pouvant étre réalisés
avec des moyens raisonnables. Pour cela, on montre par I'analyse, puis I'expérience
qu’il est possible de réduire considérablement la dimension de 1'aléa sans modifier
notablement ’allure du degré de contrélabilité.

IV.1 Approximation probabiliste de la distribu-
tion initiale

Pour calculer les degrés de controlabilité, on se base sur la connaissance a priori, de
la loi de probabilité de Xy, la détermination de la loi pouvant se faire au cours de la
modélisation du systéme ou sur la base des considérations physiques. Une premiére
méthode consisterait a effectuer N “tirs aléatoires” suivant cette loi de probabilité et
de construire par simulations numériques et moyenne statistique une estimation de
la fonction G'y. Cependant, une estimation correcte nécessiterait un nombre N tres
grand (loi des grands nombres). Ainsi, le calcul deviendrait trés lourd, notamment
dans le cas bidimensionnel. Ceci est principalement dii & la double infinité de Xo:
non seulement I'espace d’état H est de dimension infinie, mais aussi 'espace des
épreuves {2.

Afin de réduire cet inconvénient, on va approcher la distribution initiale par une
loi discréte. Cette approximation est délerministe, car on approche en fait la fonction

de répartition de X,.

Considérons le systeme abstrait :
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X =AX
X(0) = Xo,

ou Xg € L*(Q; H), H étant Pespace d’état (espace de Hilbert) et ayant pour solution :

(IV.1)

X(t) = d(0)Xo € L* (G H) .
La fonction Gy s'écrit ;

G = ELIXDIE ]
ol

en posant P = ¢*(T)®(T'), on obtient :

) (P | El Xo® Xo )won
[l Xoll3

La fonction (/7 est donc parfaitement déterminée si I'on connait la loi de Xo
qui permet (en théoric) de délerminer £] X, ® Xp | ; il en est de méme pour
Fe(a). Supposons que Xy ait pour loi de probabilité Py, ; si I'on note Pg] une
approximation probabiliste (en pratique plus simple) de Px,, on va montrer que les

fonctions approchées GY et "'V, résultant de PY . convergent res ectivement vers
PP T € Xpo

Gr, F..

Définition 17 [6] Une suite de variables aléatoires X, & valeurs dans un espace
topologique B converge faiblement vers X si el seulement si : Vf e C(B,R), f
bornée,

[ fars, — [ gapx,
B B
ou Px,, Px désignent les probabilités images de X,, et X.

Théoréme 14 Soit I'état initial aléatoire Xy € L¥*(QH) du systéme (IV.1) ; sila
suite de variables aléatoires XYY, supposées uniformément bornées dans H, converge
faiblement vers X, bornée, alors :

FtN — F,,
N—+oo

G¥ N:-:oo GT ’
av sens de la convergence simple.
Preuve : En posant g(Xy) = ||®(T)Xol|%, la fonction G s’écrit :
Gr=Elg(Xe)],  GY=E[g(xM)];

de méme pour F, en posant :

9(Xo) = [|9(T) Xoll3 + el | Z20.7 ;
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ou u; est solution de (F). 1l est clair que ¢ est dans les deux cas une application
continue de ‘H dans IR. Par conséquent [6] :

g(XYY — g(Xo) faiblement .

D’autre part, notons 5 la boule de centre 0, de rayon supl| X5 (w)||x. ¢ est continue
Nuw

et bornée de B dans IR. De la propriété de convergence faible de XY, on déduit

E| (YN)]W/ XYy dp = fJ ) dPyple -qufj dPy,

ou encore :

E[ g(X}) ]N-:»OO/J ) dP = B[ g(Xo) ] . O
IV.2 Exemple : approximation de G dans le cas
de la corde

IV.2.1 Définition de I’approximation

On utilise le résultat précédent afin de déterminer une fonction approchée G¥ dans
le cas particulier de la corde vibrante. Soit le systeme décrit au chapitre I11, i.e. :

{ Voo=AY (IV.2)

Y(0) =Y5,

avec ;

0 0 I
Y:[ato}’ "‘Z[aﬁ “A < b6

ayant pour solution ¥'(7) = ®(T)Y; € H} x L. On considére comme état initial un
pineement ponctuel de la corde a une position aléatoire x €0, 1[ ; plus précisément
¥ est une variable aléatoire de loi supposée uniforme, c’est a dire de densité de
probabilité p, définie par :

{p(£)=1 Ve € [0, 1}
p({)=0 VEE[0,1],

On définit ainsi un état initial aléatoire Y, € L}, HY x L?) correspondant a la
variable x :

0 01 —S— o x I
v o 3) o Rie(w) =Y,

ot R(x(w)) est I'état initial correspondant a la figure (}V.1) ayant pour énergie (po-
tentielle) la valeur normalisée 1 et 3,0(x,0) = 0. Notons que I'ensemble {Yo(w)}uen
est infini, comme le segment J0, 1{.

7



0(r0) 4

i J

0 x{w) i
Figure 1V.1 : Etat initial en position

Remarque : Le choix de ce type d’états initiaux (caractérisés par un point an-
guleux) en remplacement de I’aléa sur les fonctions propres considéré précédemment,
permet a la fois une grande richesse harmonique et une économie considérable au
plan calculs numériques.

On définit une approximation de p par :
Mo
pN(g) = Z Y 6{.‘(6) 3
1=1 N
ou ¢; €]0,1[, pour i = 1,.., N, constitue un réseau de N points équidistants sur }0, 1],
ce qui conduit & une variable aléatoire réelle discréte notée zV. On vérifie aisément
que =" converge en loi vers z.
De méme, on définit YV € L2(Q, H} x L?), 'approximation de Y} définie précé-
demment en remplagant z par =¥ (figure IV.2).

X

Figure IV.2 : Etats initiaux pour chaque 2" (w) € {&}izr,.n

{¥Y{¥(w)}uen est donc un ensemble fini, c’est ’ensemble correspondant aux N

valeurs que peut prendre la variable z¥ = {N+|-1’ 7\,%, veey "1\7]%1_}

Par ailleurs, la fonction R qui & un réel €]0, 1[ associe la fonction définie par
la figure (IV.1) est continue et bornée de ]0,1[ dans H! x L2. Par conséquent :

Y)Y — Yy, faiblement .

L’expression exacte de R(z), z €]0,1[ doit vérifier ’hypothése d’énergie constante
que l'on fixe arbitrairement égale a 1 ; ceci va permettre de déterminer la valeur de
B (figure (IV.1)). L'énergie initiale du systéme s’écrit
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£(0) = 1:0) 200y = [ (517 de+ [

= = Jz(l —z).

La fonction approchée G¥ a pour expression (rappelons que £(0) = 1) :

G = BLIYNM(T)iygers ) = BLIOTIRGM iy azo 1 = ELISTIREN 1o ]
L’application ;

— R
— (TR (W)}

HixL? »

Q
w
est une variable aléatoire discréte a valeurs dans Pensemble finj :

SR gz i = 1,00 N}
Par définition de l'espérance mathématique d’une variable aléatoire discréte :
N_ 1 & 2
Gy = N ZH‘I)(T)R(&)“H(}xL? :
i=1

La fonction G peut donc étre déterminée par N simulations numériques du
systeme (IV.2), pour toutes les positions & avec i = 1 & N. Par ailleurs, on pourra,
du fait de la continuité de G'r, ne considérer qu'un nombre réduit de valeurs de q.

Remarques :

1. La détermination de la fonction exacte G, définie par :

1
Gr = ELISTDRO W gcs 1= [ 1OTIRE) 20 de
nécessiterait une infinité non dénombrable de simulations !

2. Tout ce qui vient d’8tre développé dans le cas d’une loi uniforme pour la va-
riable aléatoire z, peut étre étendu & une loi de probabilité quelconque. Il
suffit de reprendre le méme raisonnement en modifiant Papproximation (dé-
terministe) de la fonction p(¢).

IV.2.2 Lien avec ’approche modale

Il est possible de relier I'état initial développé dans la base des fonctions propres
(décomposition harmonique) au chapitre IT et 111 et I'approximation élaborée pré-
cédemment : il suffit d’exprimer ’état initial ¥, du systeme (IV.2) dans la base des
fonctions propres. On obtient le schéma suivant
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0 —Z— jo,1] 2= mxir Lo Hopxep
w — zw) — Rw)=Y —  Xo=(p, )7

Les p, et n, sont déterminés dans le cas de la figure(IV.1) en calculant :

{ m =(R ( ) | %)L?(o,l)
n 0,

Il

c’est a dire :
P :/ — y sin(nwy) ir;-i-/ 1T_ = (L ~y) sin(nmy) dy .
o @

On obtient apres calcul :

B sin(nrx) 1 sin(nxz)
nir?z(l —x)  nlr? \/a:(l — z)

Pn =

Si I'on considere que 'on peut pincer la corde indifféremment vers le haut ou vers
le bas, cela n’entraine aucune modification de I'énergie initiale £(0) et permet de
considérer pour plus de simplicité, des variables centrées :

Elp,l = En.]=0.

Il reste & calculer la variance de p,, E[ p2 | et d’étudier sa décroissance.

Proposition 15

E| p'z ] ~ LOg(\/ﬁ) )

" nt
Preuve :
£ = 1 1 sin®(nwé)
Conirtdo £(1-¢)

1 1sin?(nrf) L sin®(nrf) .
=/ : a+ [ o)

En effectuant les changements de variables r = nrf et s = nx(1 — £), les deux
intégrales deviennent :

nr gint AT gin? 9 T gin?(s
B2 ]= 1 (/0 qm(s)ds_i_/o' sm()dr)_ / Sm('b)ds.

nigd S r nirt Jo 3

E[/Ji]=f9pip(€) d¢ =

Lorsque n — 400, on peut donner un équivalent de l'intégrale, i.e. :

]mr sin” ds ~ /mr 1 ds ~ = Log(mr) ;
0
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d’ou le résultat. O

La suite Log(\/n7) croit trés lentement : on retrouve donc en premicre approxi-
mation une decroissance harmonique comparable aux cas précédents.

Remarque : Les variables aléatoires p, et 4, ne sont pas indépendantes, mais on
remarquera qu'aucune hypothése d’indépendance n’a été nécessaire pour Panalyse
des degrés de controlabilité. C'est cette propriété qui est mise i profit pour remiplacer
de maniere quasi-équivalente un aléa constitué d’une infinité de variables aléatoires
par une seule variable aléatoire réelle. Ou constatera plus loin I'efficacité de cette
approximation.

IV.2.3  Vitesse de convergence

On considére principalement le cas G'r. Notons ¢ la fonction :

g 10 — R
P [ OT) T o R

Proposition 16 Si ¢ vérifie Uhypothése :

] !
f lg' (2)|de = & < +oo (IV.3)
4]
alors :
| GY —Gr | < L3
T T —_ N "

Preuve :
x et xV étant définies comme au paragraphe V.1.2, de fonctions de répartition
respectives I, F'V ; on pose g(z) = NR(T) Xoli7r 2 :
0

|G =G =1 ELoe™) 1= Elo() || = | [ o(6) [d1™(€) - dr(e) ]|

En remarquant que FN(¢;) = F'(&), on déduit par intégration par parties sur [¢;, &41]
et en utilisant le fait que : I'N(g) = ¢, :

€ig1

(G = Grl =1 [ @ e - PO =15 [ @ - e 1

on obtient pour un maillage régulier, &y — £ = ¥

1 1 i ]\T
GY -Gr|< = / de <= .0
16¥ ~Gr I [l < &
La démonstration de ’hypothése (IV.3) n’a pu étre établie. En effet, Papplication R

n’est pas dérivable (plus précisément, R'(z) ¢ H} x L?). Cela n’implique bien siir
pas que ||®&(T) T o R(:ﬂ)”?ﬂ%xm ne soit pas dérivable (ainsi par exemple, ||®(0) J o
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’:'2(:0)||i,gxL2 est dérivable puisque || o R(m)”i'gxrﬁ = 1, Vz). Les résultats expéri-
mentaux semblent par ailleurs confirmer la lipschitzité de g (qui est plus forte que
(IV.3)), comme le montrent les courbes (IV.3) et (IV.4).

Moyennant une hypothése régularisante sur la fonction R, on peut obtenir I'hypothése
(IV.3). Ainsi, si la fonction R est remplacée par R = PxoR, ol Py est la projection
de Hj x L? sur Pespace engendré par les K premiéres fonctions propres.

0.z

oSk

ol

o.os|

o o4 0.2 oa o.4 0.5 0.6 a7 .8 0.8

Figure 1V.3 : fonction ¢ pour a = % et T=4s

Q.25

o 0.1 .2 0.3 0.4 .5 0.8 0.7 o8 o9 1

Figure IV.4 : fonction g pour a ~ Z et T =4 s

Proposition 17 Soit § la fonction :

§(z) = [|9(T) T o R(=)If5; ;
g est dérivable sur ]0,1[ et |g (z)] est bornée sur ]0,1].

Preuve : N
Par deéfinition de R :

P =0 Vo> K
. _1 sin{nrx) -
Pr = 33 e Vn < K ;

d’otr :

g(z) = (®(T)Xo | ©(T)Xo)aixe = (21:(T)p | @11(T)p)nr + (®22(T)p | 21 (T)p)s ,
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et,

.y ‘ ; d ‘ , 1
§ ()= 200u(T)p | 4u(T) o + 2a(T)p | 021(T)p)s
Or,
d cos(nrz) sin(nwz)(l — 2ur) .
5 Fn = - ) Vn < )
& o weR(l-a i TS

on en déduit les équivalents au voisinage de 0 :

(z) ot
S - NEE
et
ale) s
dz ™" nryx’

par symétrie, on ferait de méme au voisinage de 1. D’ou :

ot d d
g (2)] <2 [|®11(T)p||p: ‘1’11(T)5Pi|h1 + 2|P21(T)p)| 2 ‘1’21(T)£P||:2

K

1Y
<ol ol < 32/ S

Y=k K?.0O
Remarques :

1. Cette majoration est certainement trés grossiére.

2. Il s’agit en fait de la dérivabilité presque-partout : plus précisément g est lip-

schtzienne.

3. L’approximation étant déterministe, on obtient immédiatement :
pp

k
IGY ~ Grllor(ey < N p< 400 .

4. La démonstration se généralise sans probleme & d’autres types de fonctions de

répartition pour la variable «.

IV.2.4 Comparaison avec la méthode de Monte-carlo

Il est intéressant de comparer cette approximation avec la méthode de Monte-Carlo
P pPp
qui consiste & calculer au moyen de N “tirs aléatoires” de z, la moyenne expérimen-

tale :

1
N A

a}- = GT,i )

-

G; étant défini par :

Gri(w) = 19T R(z w3y « 22 well,
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x; constituant une suite de variables indépendantes de méme loi que . Cette quantité
constitue alors une approximation de 'espérance mathématique, pour laquelle on
peut montrer, par la loi des grands nombres, que ’écart-type tend (dans tous les

cas ) vers 0 en 7%— :

| Gr — Gr lz2¢0) <

L
VN~

08

0.8

g

0BF

05

(X}

0.3

[ 34

0 u: ¥ ofz 0:3 ofq 0:5 oJ.a of'.r o‘.a nfv 1 0 0.1 92 03 04 0?5 076 DI"-' DTB 019 1
Figure 1V.5 : Fonction Gf Figure 1V.6 : Fonction Gy (méthode de
N =12 Monte-carlo) : N = 200

Les figures (IV.5) et (IV.6) représentent la fonction G¥, avec T = 4 s, pour
les deux méthodes : dans le cas de I'approximation précédente, on a effectué seu-
lement 12 simulations (N = 12) du systeme (I1V.2), alors que par la méthode de
Monte-Carlo, il a été nécessaire d’effectuer au moins 200 simulations pour obtenir
un résultat comparable. On comparera ces deux courbes avec la figure (11.2).

Remarque : Le cas de 'approximation de F; se traile de fagon similaire, bien
que présentant quelques difficultés techniques supplémentaires, dues a la résolution

de (P.).

IV.3 Application : cas de la membrane vibrante

Dans le cas d’un systeme bidimensionnel (de nature beaucoup plus complexe), on va
utiliser "approximation fonctionnelle décrite ci-dessus afin d’obtenir des fonctions
F, et G avec des colits de calcul beaucoup moins lourds, 'utilisation des fonctions
propres et surtout la mise en ceuvre pratique devenant alors trés défavorable au
calcul du degré de controlabilité actif.

Soit I’équation de la membrane vibrante sur le domaine D =]0,5[x]0, [, de
rapport entre les longueurs % ¢ Q, avec conditions aux limites de type Dirichlet, et
controle ponctuel en a = (a1,a2) € D :
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* |

)
Oz, y,0) = bu(z,y)
30(z,4,0) = 0y(z.y) (IV.4)
0 |3D =0,

On suppose comme précédemment que (2, ¥, p) est un espace probabilisé et que
Pétat initial est une variable aléatoire (9o, 0,) € L3( 9, H3(D)x L*(D) ) ; on suppose
de plus que u € L*(0,T). L’énergic du systéme (IV.4) est définie par :

1 .
€)= 5 {190z 0) + 12:01122(py + 10,8132} - (1V.5)

Pour déterminer les fonctions propres wa(z,y) et valeurs propres A, de 'opérateur
Laplacien A, on considere P'équation aux valeurs propres :

Apr,y)= A p(z,y); (IV.6)
en posant :
o(z,y) = ¢1(z) valy) ,

on cherche une solution séparée sous la forme :

& pi(x) =M ¢i(z)
33 wa(y) = @a(y), A=A+ A,

Le systéeme {(IV.7) a pour solution :

(IV.7)

pi(x) = Ay sin(ny i) way) = Ay sin(nym i)
i] I2 H

Ay et A, étant des constantes. On en déduit apres normalisation :

enlz,y) = ﬁsin(nlﬂ'%) sin(ng*fré)
n = (ny,ng) ,
An = —(F + F)nt = —wir? .
1

Lemme 13 Les valeurs propres A,, n € IN* x IN* sont toutes distinctes.
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Preuve : Si deux valeurs propres étaient égales, on aurait 1'égalité :

2 2 2 2
ny  ong _myp  om

2 2T g2 2
2 2 2
ny —mj l

ni—mi 2’

or ¢’est impossible car % ¢ Qetn;,m; ¢ N. O
1l est bien connu que cette suite de fonctions propres constitue dans ce cas une

base orthonormée de L*(D). En exprimant le systeme (IV.4) dans cette base, on
obtient le systéme suivant :

{ X =AX+Bu (V.8)

X(O) :XQ,

avec |

A _| 0 _ 0 1 - |e
““[f] ’B*[wn(a)} ’A‘[Dz'ag(—w:irrz) 0] ’“\0"[77]’

£=(a()nza) » &alt) = (8(2) | @n)izp)
P = (Pn)nz(l.]) 3 fn = (00 | LPn)LQ(D)
1= nzany s = (01| @n)r2oy

et

Si Pon note :

H=Az. €, 3 wir’sh <4eo}xl®,  n=(ny,ny),
n>(1,1)

Pespace d’état du systeme (1V.8), I"énergie £(¢) du systeme devient :

EB = IXD5 = 3 (1) +uwinel(t).

n>(1,1)

IV.3.1 Degré de contrdlabilité actif
a) Expression de F,
La solution u; du probleme (FP.) s’écrit,
uy = (HyH, +2¢ H7'H: ®(T) X, ,
ou 'opérateur H, est défini par (1.21). La démarche pour déterminer u* est analogue

a celle du chapitre Il : on décompose le contréle u dans la base orthonormée de
L3(0,T) :

{ %sin(kvr%)}kzl U { %cos(kﬂ'%)}kzl. (IV.9)
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Remarque : L'instant T doit étre suffisant pour que action u(#) puisse avoir

une influence en tout point du domaine ; cela correspond a de

7>/
On définit alors 5 :

S P x P — [*0,T)
(o, 3) — u(l) = \/Z [ Zak sin(lnri) + > 5 (‘()Q(L’ﬂ'i) |
’ r ' T AR

k21 E>1

de la membrane i.¢.

FellZeo,r) = Nl + 1815 -

1 . . 2 4
Sachant que le semi-groupe ®(t) a pour expression avec w, = /X, = 7+ 7
1

(liag{cos(tvnt)} d?'ag{singzn.t!}
(p(t) = 77 = (”1-,”2) ,
diag{—w, sin(w,t)} diag{cos(w,t)}

on obtient la matrice K = [I, § :

l- ¢ -
99;((5) \/% { Zak Ak(wn) + A Bi(w,) }
1% [ o } _ n E>1
s ; ,
wnla) T [ Zak Crlwn) + B Difw,)]
L Lz |

avec

T

T
Aplw,) = /0 sin{wn,(T—7)) sin(k#%)dr, Bi(w,) = /o

T . N T T I T
Ciliwy) :/0 cos(wn(T—71)) sm(kﬂ'f)dr, Dy (wy) :/0 cos(w,(T—71)) COS(kﬂ'T)dT.

On en déduit que u* s’écrit dans la base (IV.9) :

[ g } = (K"K +2c 1) K" 9(T) X, .
Remarques :

1. Contrairement au cas monodimensionnel, le semi-groupe ® n’est plus pério-
dique (®(T") £ I) ; on parle & ce moment-13 de systeme presque périodique
[16]. Ceci implique que la malrice K n’est, plus diagonale (contrairement au
cas de la corde) et il n’est pas possible de donner de maniére explicite I'inverse
de la matrice (K*K 4 2¢ I) qui doit étre déterminée par voie numérique.
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2. En toute rigueur, il scrait nécessaire d’ajouter i la base (IV.9) la constante
{ﬁ} ; mais le calcul étant similaire au cas de la corde, on s’apercoit que cette
constante disparait dans 'expression de K.

Connaissant u} et donc £(T), on peut calenler (numériquement) la fonction F,
[ ?
qui s’écrit :

1 - 'y 2242 7(12 7))
Fo=gmt Pl 2 QD) +wim®G(T) 1+ e £T ol + (1813 ] ) -

nz(1,1)

b) Continuité de 7,

Contrairement au cas monodimensionnel olt 'on avait Pexpression analytique de la
solution, on utilise ici une démonstration plus générale qui pourrait s'appliquer a la
plupart des systemes du type :

X =AX+4+Bu
X(O) = ,07

avec A un opérateur elliptique. On considere Pespace :

V =D(A) = H3(D)n HA(D) x HY(D) |

de dual V', et W = D(A?) de dual W', On a les relations d’inclusions avec injections
continues et denses :

WcVcHcCV cw'.

De plus :

car 8, € H=2(D) et I’application :

10,1 — W

« +— B,

est continue. On consideére alors la fonctionnelle définie sur L2(0,7T) :

J(u) = €|

ey + |1 How + 8%, (IV.10)

ol
T
Hou= f (1 — r)Byu(r)dr b=®(TY Xy eH,
0

et la fonctionnelle “perturbée” :

T
Tow) = ooy + v 188l Eaomy + [ POt ) + | Hoaguru+ Bl , (IV.11)

ou :
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® v est une suite de réels positifs tendant vers 0,

® afv) —— 0 dans IR?,
v—0

] p(t) = sinztg—.’) t e]O,T[ .

A ces fonctionnelles, on associe les problemes :

P ni )
( ) uE]inlO],T) J(UJ
PV i ll:/ 5
( ) uelgg ;(I)l,T) (U)

qui ont tous, du fait de la cocrcivité de la fonctionnelle, une solution unique. On va
montrer tout d’abord que les solutions respectives vérifient -

* *
U, ——=u ,
v—0

et
L) ——s J(u") .

v—0

Pour cela, il est tout d’abord nécessaire d’établir quelques lemmes. Notons :
Hi = {ue H*0,T), u(0) = w(T) = Qu(0) = Ju(T) = 0} ;
muni du produit scalaire :
T -
(u | v)yz :/ Olu v di |
0
HE est un espace de Hilbert. D’autre part, on note :
Up = {u€ IN0,T) , | Hyulfy < +o0} .
Lemme 14 Hj C U, C L*(0,T) .
Preuve : Soit u e 172 -
T T
| H, ully = ”/ (T — r)Bou(r)dr|ly = ”/ (T — 7)du(r) dr A~? B.llw ;
0 0
or A™? B, € H car A~2 est continue de W’ dans ‘H, donc :
T 2 2 T a2 2
1wl < 1| [ @7 = 138u(r) drllen 147 Bulle < [ 162u(r)] dr 1472 B,

ST 100 laory 1IA™ Balloe = T flullz A7 Bulln < +00 . O
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Lemme 15 U, muni de la norme :

2]

i =€ ”“”%2(0.1‘) + {1 Ha ufl3

est un espace de Hilbert.
Preuve : Soit une suite de Cauchy (Un)n>1 dans U, :

Uy — U dans L*(0,T)
n—-too

et
H, u, — z dans H

T 00
L'opérateur 7, est continu de L*(0,7) dans W', d’ot :
Hou, ~— I,u, dans W’ ;
n—+4oo

par ailleurs,

I
Hiu, — = dans W ,
n—4n0

car H C W' est continue. On en déduit par unicité de la limite dans W', - = [, u €
H, donc w € U, et U, est complet. D

Lemme 16 [l y a équivalence des problemes :

UEIE%](&T)J(“) = min J(u), (Iv.12)
et
min_J,(v) <= minJ,(u) <= min J,(u) . (IV.13)
welL?(0,T) u€ldy ueHZ

Preuve ; (IV.12) est évident. Pour (IV.13) :

e siud I? alors ||0u]|?; = 400 ;

¢ siu(T), u(0), Ju(T) ou Ju(0) # 0 alors I p() w?(t) dt = o0 ;
donc :

J{u) = o0 Vug¢ HE . O
Lemme 17 La famille d’opérateurs {H.}acjo, 1 est uniformément bornée de H} dans

Hie. :

[ Harelfre < & flufls -
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Preuve : De la définition de H, et en intégrant deux fois par parties, on obtient :
T T
Hyu :f (T — 7)u(r) dr B, :/ O(T — 7)0%u(r) dr A2 B, ;
[¢] 0
or A7 B, € H et ||A™2 B,|lx < ki uniformément. Donc

1Hawllse < ko |07 ullnory < by T 107 ull a0y < b [fuflys - O

On peut démontrer maintenant le “pivot” de la démonstralion de la continujté
de I'(a).

Lemme 18 La fonctionnelle J, ['-converge vers J surld,, i.e.

Yuel, , J(u) < lir%ian,,(u) ) (IV.14)

Yuell,, Iu,), uy ——u Uy, lirrésup.],,(u,,) < J(u) . (IV.15)

Preuve :

1. propriété (1V.14) :

(a) Siu¢ HZ, J, = o0 = lir% infJ,(u) > J(u).
p—
(b) Siu € HE, montrons que lin(l).],,(u) = J(u). Tout d’abord :

L~

T
v(0Felaom + [ PO ) —0
Par ailleurs :
T
Ha-!—a(u)u = / (I’(T - T) afu(‘r) dr A_zBa_;_C,(,,) =K u A_zBa+a(,,) eH ;
0

de plus, A‘QBHQ(,,)—SA_ZBQ car A™% est continu de W’ dans M et B,

est continu par rapport & a dans W'. Donc :
Ha+a(u)u:3 KuAl?B,=H, u :
d’ott J,(u)—J(u).

v—0

2. propriété (IV.15) :

Si J(u) = 400, c’est vrai pour u, = u.

o
T
h L

Si J(u) < 400, on considére U, une suite de sous-espaces de U4, telle que :
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o U, C H} (ceci est possible par densité de HZ dans L2, donc dans U, ),
. UUH est densc dans L2,

e U, ne dépend pas de «a,
o dim U, < +oo.

Soit u,, € U, et u, convergeant vers u dans U, (donc dans L%(0,7T)) : il
vient puisque J est continue de ¢, dans IR :

J (1) T)J(u) .
Montrons que :
Jo(ty) —— J{u,) .

v—0

En effet,
T
Hopapyttn — Hy vy = / (T~ 7) up d7 (Bugapy — By) =
0

T
f B(T ~ 1) Oty dr A (Bayaq) — Ba) ——0, dans H |
0

v—0

. ' N - . ’
car B, cst continu dans W' par rapport a a et A™? est continu de W
dans H. Considérons :

| /() = Ju(u,)] < JJ(”) — J(uz) +1J(“ﬂ-) - JU(Un)ll 3

)

(i (39
et soit n quelconque ; d’apres ce qui précede, (i) < 2 si n{n) est assez
P q 2 !

grand, (77) < 7 si v(n(n)) assez petit. Par conséquent :

(1) = Jogmy ()| €11

? 3 .
Il sensuit, en posant u, = ty(y) :

Jo(w,) —— J{u). O

v-—0

On peut maintenant énoncer :
Théoréme 15 La fonclion F{a) est continue par rapport ¢ a.

Preuve : Du lemme précédent, on déduit d’apres le théoreme sur la I'-convergence
[10], la convergence des optimaux, c’est a dire :

w, ——u* dans U, ,
n—+oo

donc dans L#(0,7T) ; Par conséquent, par continuité de J pour la topologie de U, :
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Jw5) — J(w)

’

Choisissons alors pour a # ¢ et a(v(a,a')) = =

"
T2 = el + v N0 ullary + [ PO )+ ooy + bl
T '
= 6“u”i?(n,'r) +v( ”812“”%2(0,T) +f0 p(tyu(t)dt ) + FH o gyt + B3 = 2 (2)
D’apres ce qui précéde :

o(us) = 7w <

-

et

’

W ) = 1w <

’

pour v suffisamment petit, donc pour Ja—a'| suffisamment petit. De plus, J" (w2 ) =

J2(wr) s dou :
) = I ) <y
avec 1) arbitrairement petit. Donc J*(u*") est continue par rapport & a. Il est facile
de majorer J*(u"") par 2| Xo||%, Xo étant 1’état initial du systéme. On en déduit
par le théoréme de la convergence dominée et passage i la limite sous espérance :
lim (Fe(a) — F(ap)) =0. O

a—ag

c) Résultats expérimentaux

Pour le tracé de F,, on choisit les quantités I, = 1 et I, = x.

Remarque : L’hypothese sur le rapport des longueurs ( 7+ ¢ Q) n’est pas res-
trictive : elle permet uniquement d’obtenir une fonction F, avec des modes propres
au moindre coiit. En effet, dans le cas contraire (—l € Q)), les valeurs propres A, sont
multiples, ce qui complique le probleme. Par a,ﬂleurs le probléeme ( P.) est bien posé
et on pourrait montrer qu’il y a continuité des solutions par rapport a (I3, [3).

On suppose que ’état initial est une variable aléatoire, nul en vitesse, de position
0o définie par la fonction continue :

r 90(63() :ﬂf; sur Dy ’

(f C) B £ sur Dy,
3 (IV.16)
00(5,() ﬁ g t2 sur D3 s

0o(é,() = 8 i_—tL sur Dy,

—I
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2y

H

ot (x,y) est une variable aléatoire uniforme sur [0,{;] x [0, L], 3 étant déterminé
de maniere & ce que I'énergie (potenticlle) initiale soit égale a 1. Afin de réduire le
volume de calcul, on utilise 'approximation fonctionnelle étudiée au paragraphe pré-
cédent : la variable aléatoire (2,y) est remplacée par une variable aléatoire discrete
a valeurs dans le réseau (§;,¢;),7=1,.,Net j=1,.., M.

La figure (IV.7) représente la fonction F, en coupe pour a, = 5,_,2 =5 (N =2,

M = 2) : on retrouve comme dans le cas de la corde vibrante des points anguleux
visibles sur les premicsrs rationnels.

1

0.9

n
F‘(n,,i)

0.8

L L L . . s
0 48] 0.2 0.3 0.4 a5 ¢.6 Q7 [oE:] 0.9 i

Figure 1V.7 : fonction F, pour ¢ = 0.01 et a, = 522 =

ESIE

IV.3.2 Degré de contrélabilité passif

On considére le systéme (1V.4) avec amortisseur ponctuel visqueux :

O — A = —)§, d(a,t) a={aya) €D, A>0,
Ox,y,0) =0(z,y)
8:0(33,3/,0) = 01($,y)

0 |ap =0;

(IV.17)

I’état initial est supposé étre une variable aléatoire définie comme au paragraphe
IV.3.1. En posant :
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|0 _
)“[aﬁy A_[—A X< 6>, |
le systeme (IV.17) s’écrit :

{ X =-AX

X(0) = Xo; (IV.18)

le domaine de définition de l'epérateur A étant défini par :

D(A) = {(0,80) € HI(D) x HY{(D); —A8 — X 8,8(a) 6, € L*(D)} .

a) Analyse

Concernant ’établissement de l'existence et 'unicité de la solution, la méme dé-
marche que dans le cas monedimensionnel pourrait étre employée. On se borne ici
a établir la dissipativité du systéme qui conduit, grace 4 la fermeture de lopérateur
A et a la densité de D(A), a I'existence et Punicité de la solution.

Proposition 18 Le systéme (IV.17) est dissipatif, i.e. :

d
— < .
SEH <0

Preuve : En dérivant ’énergie définie par (IV.5), on obtient l'estimation a priori :

d 2
ZEW) = (80| 326y + f jD 8,8 8,8, dzdy + / /D 3,8 8,00 dxdy

i ! I3 {
— (60 | afo)HJrfoz[—/o’ago 9,6 dz ]dy+/0 [—/O’aja 8,0 dy e

= (640 | 020 — [620 + 920])2 =< 3,0 , =) B8(a,1)6, >= —) ( &B(a,1) )’ . O

On en déduit Dexistence d’un semi-groupe continu de contractions {W.(t)}ixo.
On définit alors le degré de contrélabilité passif par :

_ BLIXD)IE ]

G
! 1 Xoll%

Corollaire 4 La fonction G vérifie : 0 < Gy < 1.
Preuve : En effet, le systéme étant dissipatif :
I X(T)I17 < 1 Xoli

et il en est de méme sous espérance. 0

95



La continuité de Gr par rapport a a, bien que trés probable, n'a pu étre établie.
La difficulté majeure vient de ce que la correspondance “entrée-sortie” du systeme :

90— AB=uéb,
y=0b(a,t),

ne possede pas, dans le cas bidimensionnel, la propriété de réponse impulsionnelle
a transformée de Fourier bornée. Ceci est dii & la présence de singularités de type
%7‘; dans la réponse impulsionnelle. Une démonstration de la continuité pourrait
etre basée sur la continuité du semi-groupe W,(¢) par rapport & a. Malheureusement,
'opérateur B, n’est pas dans H, ce qui rend le probléme trés difficile. On a néanmoins
le résultat par régularisation de B, :

Proposition 19 Soit le systéme :

0 =20 =X [ 5 f{(6,C) = a)db (€,¢),t )ded( . f( (x,y) —a )

Hx,y,0) =40,
a¢0(;1’5,y,0) = 91
# |ap =0;

la fonction :

s _ ELIX(ONR ]
N AT

€st continue par rapport d a si f € L*(D) et dérivable si f € HY{D) .

Preuve : On considere l'opérateur A4 du systéme abstrait (IV.18). A est une
perturbation bornée d'un générateur infinitésimal de semi-groupe. D’apres le théo-
reme 12, le semi-groupe W,(t) est holomorphe par rapport & A B,B: € L(H).
De plus, @ — B, est clairement une application continue de 10, 1] dans (H), dé-
rivable si f € Hg(D), et Papplication X — || X||%, est dérivable. On en déduit que
Papplication :

10,1 —s R
a = W)X} ,

est continue, dérivable si f € HJ(D). Le passage sous l’espérance mathématique
s'effectue par application du théoréme de Lebesgue (voir démonstration du théoréme
13). O

b) Résultats expérimentaux

Le systeme est simulé numériquement pour les mémes conditions que dans le cas
précédent, c'est a dire {;, = 1, [; = 7 et X, défini par (IV.16) (le reste est analogue
au cas monodimensionnel). Afin de comparer les deux degrés de contrblabilité, on
pénalise, comme dans le cas monodimensionnel, la fonction Gr pour obtenir Hr,
définie au chapitre II1, & savoir :
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X3 x j
h - Ftap € = 0,008 d

oat
) St Hpta ) « = 0001 '
07k T =50 1

o8k 4

Figure IV.8 : Comparaison de Hr, et F, suivant la largeur

Hr, = Gr + ol - Gr) .

La figure (IV.8) représente une coupe suivant la largeur pour a; = Z des fonc-
tions F, et Hr, : on retrouve une bonne correspondance. On peut remarquer que
I'exploration compléte de F, en fonction de q € [0,,] x [0,43] pour un maillage
suffisamment fin représente un volume de calculs considérable qui n'a pu étre envi-
sage. Au contraire, dans le cas passif, cette exploration a pu étre effectuée. montrant
I'efficacité de I'approche.

La figure (IV.9) représente la fonction Gr pour : r € 0. 1] et y € [0,Z] ; les
figures (IV.10) et (IV.11) permettent de visualiser, par des lignes de niveau, les zones
de “bonne contrélabilité”sur toute la membrane.
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Figure IV.9 : fonction G pour T = 56 s
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Remarques :

1. I existe un minimum absolu (4 par symétrie) pour G, d’argument :

(a],a3) = (0.4250,1.3541) => L~ %2 n gy

ces valeurs étant quasiment indépendantes de 7.

b

Il pourrait étre trés intéressant de considérer le cas plus réaliste d'un amortis-
seur non ponctuel, réparti sur un domaine d C D, défini par :

u(t) = ~A (38 | freqa) » feLl¥d);

cela ne présente aucune difficulté supplémentaire.

0.3

0.25

0.2

0.15

((kg_( ﬂ«-:—sb' Z «ﬂ’»

é .

0.8

\

Figure IV.11 : fonction G'r (tronquée & 0.3) avec lignes de niveau
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IV.4 Conclusion

Le degré de contrdlabilité actif présente des limitations au-dela du cas monodi-
mensionnel : d’une part la détermination de F,. nécessite la connaissance des fonc-
tions propres ; d’autre part, pour obtenir une représentation équivalente entre les
deux degrés de contrélabilité, il est nécessaire d’en prendre un nombre considérable
en compte. Par exemple, si I'on considére un maillage (discrétisation spatiale) de
100 x 100 points, il faut considérer 10 000 fonctions propres !

Au contraire, le degré de contrélabilité passif ne nécessite qu’un nombre raison-
nable de simulations du systéme, ce qui permet a priori un champ d’application
beaucoup plus vaste.

La généralisation a d'autres types de systemes comme par exemple les plaques ne
presenterait de difficultés supplémentaires qu’au niveau des simulations numériques,
le reste de 'analyse restant valable aux adaptations techniques prés.
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Chapitre V

Autres types de controle

Ce chapitre se propose de montrer i l'aide de deux exemples, que pour d’autres
types de contréle, a savoir un contréle “viscoélastique” obtenu par un amortisseur
(ponctuel) constitué d’un matériau ayant cette propriété [31], et un contrdle non
linéaire unilatéral en vitesse (amortissement dissymeétrique}, les analogues du degré
de contrélabilité passif présentent encore une grande similitude avec Gp. Ceci permet
de renforcer I'idée que, & quelques différences quantitatives pres, il existe un caractére
intrinseque du degré de contrélabilité.

V.1 Contréle viscoélastique

On consideére une corde vibrante soumise 4 l'action ponctuelle en a d’un amortisseur
viscoélastique de type fractionnaire [31], avec conditions de Dirichlet, schématisée
par :

0 a b

T u(t)

Ce type d’amortissement peut étre modélisé par un opérateur fractionnaire :
L
u(t) = A 028(a,t) b, [31], conduisant i ’équation -

Ao

B0 -0%0 =—0M0(a,6)8, A>0,
8(z,0) = 6by(x)

89(x,0) = 0,(z) (V.1)
8(0,1) =0
0(1,¢) =0.

1 . . . . . . .
L’opérateur 0 peut étre modélisé par une équation de diffusion sur R de fagcon &
obtenir le systéme équivalent [31] : '

101



P — 9 = —-h < byw >4, r €)0,1]
dow — ('331,0 =< 8,. 0,8 > & y €] — oo, +00|
0(x,0) = fo(z) .
0(x,0) = b,(x) (V.2)
8(0,1) =10
\ w(y,[)) =0.

Remarques :
i
1. Le contréle u(t) s’écrit pour le systeme (V.2) 1 u(t) = =X w(0,t) = ~A 92 0(a. t).
2. La condition w(y,0) = 0 signifie qu’a 'instant initial, 'amortisseur viscoélas-
tique est au repos.

On définit 'énergie de la corde E.(t) par :
1
E(t) = 5 [10:01(22(0,1) + 10:0132(0.0) ) »

ct "énergie £,(t) de 'amortisseur viscoélastique [31] :
A
Eult) =5 llellZz(my -

L'énergie totale £(t) = £.(t) + £,(t) est décroissante [31] :

d
a&'(t) = =M G,w(t)lizr) < 0; (V.3)

on en déduit facilement l'existence et 'unicité de la solution de (V.2). De plus,
comme dans le cas visqueux, le systeme est fortement asymptotiquement stable si

a ¢ Q [31].
Proposition 20 Le controle u vérifie : uw € L2(0,T) .

Preuve : L’équation (V.3) entraine :
T
EIT) = £(0) = = [ X 10,w(n)l[Fqmydr .

ce qui implique que |0,w|l;2m, € L? 0,7), ou encore w € L2 0,T; H} R)). D’autre
y (R} 0
part :

T T T T
/ uZ(t)dtz,\:’] w?‘(D,i)dt:/\zf < Bow >4 dtg,\ﬁj 6oli3-1 ol dt
0 0 1] ! 0

T
ﬁ] WH()dt < K JfwllEagoray < +00 . O
0

On peut considérer comme analogue a Gr, la fonction :
E[E(T)]
£0)

Le systeme (V.2) a été simulé par discrétisation suivant un schéma aux différences
finies pour 8 et d’éléments finis pour w. L’état initial étant défini comme précédem-
ment, nous avons pu tracer figure (V.1) la fonction : a — EIELE}))D—I, analogue a la
fonction Gr.
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a L A L N L

0 0.1 0.2 0.3 0.4 Q.5 0.8 0.7 Q.8 o9 1

Figure V.1 : fonction a — ﬂti(—é)ﬂ—l pour T =20 s

V.2 Controle non linéaire

On introduit ici un exemple de non linéarité portant sur le controle du svsteme. 11
faut bien remarquer que les définitions classiques de la contrélabilité conduisent &
des caractérisations utilisables dans les cas linéaires seulement. [ci, on suggére par
un exemple simple que les cas non linéaires sont peut-etre abordables par le biais
de degrés de contrélabilité de type passif.

Soit une corde vibrante avec un amortisseur non lindaire, schématisée par :

0 E

et modélisée par |'équation :

920 =30 + 6, u(t)
8(x,0) = fo(x)
00(r,0) =6,(z) (V.4)
8(0,t) =0
g(1,¢) =0,

avec :

u(t) =~X00(a,t) si 9ba,t)>0 >0,
) =0 si 8b(a,t) <0 .

Remarques :
1. Ce type d’amortisseur correspond par exemple & un systeme a clapets.

2. Cette non-linéarité persiste pour les petits mouvements : il n’est donc pas
possible de linéariser le probleme.
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On va vérifier succinctement que le systéme (V.4) est bien posé en établissant
stmplement sa dissipativité.

Proposition 21 L’énergie du systéme (V.4) est décroissante.

Preuve : La démonstration est similaire au cas de la corde avec amortisseur
visqueux (linéaire) du chapitre I11. Soit I'énergie du systéme (V.4):

1
E(t) =5 ( 198112 (0,0 + 1861l L2(0,1y ) -

On obtient en dérivant par rapport 4 ¢ :
d ~
-[ES(t) = 00(a,t)u(t) ;

d’on
1e(t) =0 si Of{a,t

[/

f . 0
7€) = =AM 00(a,t) 2 <0 si db(a,t) >

.a

<
; (V.5)

On déduit que si I'énergie initiale est finie :

Proposition 22 Le contréle i vérifie : i € L2(0,T).

Preuve : Il suffit d’intégrer sur Iintervalle [0, T} I'équation (V.5). O

1

[s2-2o

[+ X:1 4

Q.ar

oz

. L " A
[+} 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 Q7 0.8 0.9 1

Pigure V.2 : fonction a — Eif(—%l-l pour T'=235 s

On retrouve sur la figure (V.2) une courbe similaire au cas linéaire, quoique pour
des valeurs de T plus ﬁrandes i le controle 4 agit seulement dans un sens. Bien que
la continuité de a + £ 55(0"; semble incontestable, la démonstration mathématique
n’a pas été abordée.
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Conclusion

L'étude des degrés de contrélabilité actif et passif a révélé une certaine nature in-
trinséque de la controlabilité sous son aspect quantitatif dans le cas de systémes
vibrants comme la corde, la poutre, la membrane. Le degré de controlabilité actif
est basé sur la résolution d'un probléme de contrdle optimal bien posé ; le degré
de controlabilité passif repose sur une simple simulation du systeme. Ce dernier est
mieux adapté a I’étude de problemes complexes tels que des systemes bidimension-
nels ou non linéaires. Ces notions sont certes moins simples & énoncer que les notions
classiques. Leurs propriétés s’averent cependant beaucoup plus conformes aux ré-
sultats que 'on peut attendre en pratique. Ainsi, si 'on considere 4 nouveau une
corde vibrante dont on arréte les vibrations en posant un doigt dessus, I'efficacité
en fonction de la position du doigt ressemble beaucoup aux degrés de controlabilité
étudiés ici.

Le dilemme entre la dimension infinie et la nature binaire de la contrélabilité
a donc conduit a I'abandon de cette derniere au profit d’une mesure continue for-
cément plus subtile, plus complexe, mais surtout plus souple et représentative des
phénomenes physiques. En particulier, la robustesse (continuité) par rapport aux
parameétres a ét€ retrouvée (tout au moins pour I'un d'entre eux). De nombreuses
propriétés de continuité par rapport 4 d’autres grandeurs du systéeme sont relative-
ment faciles a établir, grace aux outils de 'analyse mathématique, mais aussi, lorsque
cette derniere s’avere trop délicate d’emploi, par I’expérimentation numérique qui
constitue un outil d’exploration extrémement puissant.

Il est important de remarquer ici, que 'approche proposée, qu'il s’agisse de
I'un ou de P'autre des degrés de controlabilité, est compatible avec toute méthode
d’approximation du systéme initial, du moment qu’elle est consistante : les résultats
convergent vers une limite non dégénérée lorsque I’ordre d’approximation augmente.
C’est d’ailleurs cela qui permet a la fois de “tracer” les fonctions F, et G et de don-

ner un sens au degré de contrélabilité pour le systéme réparti en tant que tel.

Concernant le choix délibéré d’un actionneur de type ponctuel, on pourrait objec-
ter qu’en pratique, un actionneur est toujours réparti au moins sur un petit domaine,
et qu’ainsi, les démonstrations auraient beaucoup gagné en simplicité. Néanmoins,
ce choix présente I'avantage de la simplicité de la description de 1'action sur le sys-
teme au moyen d’un objet idéal dont la définition se réduit & un simple point du
domaine de la vibration. D’autre part et surtout, ce cas constitue en quelque sorte
un cas limite pouvant certes étre considéré comme inutile en pratique, mais tout de
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meme tres satisfaisant dans 'optique d’une plus grande cohérence entre les analyses
théoriques et les expérimentations. En particulier, il est trés facile de montrer la

continuité des degrés de contrdlabilité par rapport a une approximation de é par un
élément de L*{Q).

Ce travail suggere de nombreuses extensions ; nous en citons quelques-unes ci-
apres.

Les analyses développées ont été centrées sur des cas particuliers typiques de sys-
temes vibrants. La suite logique serait de généraliser cette étude & des systemes plus
abstraits. La difficulté principale réside en fait dans la définition de la dépendance
de 'opérateur d’entrée I3 par rapport & un parametre abstrait défini sur une variété
a priori réguliére. Une autre difficulté concerne {'étude de la dépendance continue
d’un semi-groupe par rapport a un parametre, dans le cas du degré de contrélabilité
passif.

De facon plus concrete et plus technique, ['étude des degrés de controlabilité en
présence d’actionneurs multiples et /ou de systémes vibrants vectoriels pourrait aussi
étre tres intéressante, ainsi que la prise en compte de parametres d’actionneurs plus
nombreux : position, largeur, parameétres de forme, etc.

L’extension au cas de systemes non linéaires, dont nous avons ébauché un exemple
tres simple, devrait étre envisageable. Il est & noter toutefois que les définitions clas-
siques de la controlabilité sont alors tres variées et non encore parfaitement au point,
tout au moins en ce qui concerne leur caractérisation.

La prise en compte des aléas a volontairement été ramenée dans cette étude a une
distribution sur I'état initial supposée connue, par exemple au travers d'une analyse
physique. En fait, il serait beaucoup plus réaliste de considérer les perturbations du
systeme au cours du temps, ce qui conduirait a une description au moyen d’équations
différentielles stochastiques, les degrés de controlabilite devant alors étre adaptés a
cette situation. Hormis certaines difficultés techniques, la démarche pourrait rester
analogue.

Enfin, un des points les plus intéressants mais a priori d’analyse tres difficile,
semble étre I'étonnante ressemblance entre les degrés de controlabilité actif et pas-
sif, dans tous les cas que nous avons envisagés, et qui procure une certaine nature
intrinseque a la controlabilité “quantitative”. Cette ressemblance n’est bien siir pas
exacte, ce qui complique considérablement le probléme. En effet, il est difficile (hor-
mis 1'égalité asymptotique de F, et G mise en évidence dans le théoreme 10) de
définir cette analogie par des moyens mathématiques ordinaires.
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Annexe A

Schémas numériques utilisés

Pour le calcul du degré de contrélabilité passif, on utilise dans le cas de la corde
et de la membrane, le méme type de schéma numérique, a savoir un schéma aux
différences explicites.

On considere le systéme du chapitre I :

a2 =020 -6, X 5,0(a) , A>0,
9(1,0) - GO(I)
3,6(x,0) =0,(z) (A.l)
0(0,t) =0
6(1,t) =0.

On définit 'opérateur L par :
LO=0%0—3%+ ) db(a) é,.

On approche les dérivées partielles par des différences finies {développement de Tay-
lor) ; on obtient alors, en discrétisant I'espace et le temps avec des pas reguliers A
et 7

{.1-: =nh=zx, nomeN

I =mr=1{,

un opérateur approché L :

I e(h} o 9:14-1 — 202; + 9::1—1 _ 9:1+1 — 29:1 + 92;.1 +A Ofn.-l—] — 0::1-1
T 72 h? 27 h
avec pour k = 3 :

6;; = n#k
5k =1 n=k,

0") étant la solution approchée de @ et 07 = 8™ (z,,1,,). Dans le cas de la membrane,
en posant ;

Yy =nghs = yn, ,
t =mr=+1,,

T :nlhlzxm y n :(nlsln'?.) ¥
h
k



on obtient un schéma similaire :

0::1.4-1 - ‘29:1 + 9:1—1 _0::'11+1 - 20:11 + 0:11_1 _0;2-'-1 - 29;12 + 912-1 +)\ grkn«{»l - 9#;1—1 Eji _ O
72 h? h% 27 R
(A.3)

avec :
0n = 0™ (20 Yoy t)

On peut montrer que ces schémas sont stables et consistants, donc convergent.

108



Annexe B
Adaptation d’impédance

Soit 'équation de la corde vibrante :

po =T34
0(x,0) = fy(x)
a0(x,0) = 0;(x)
0(0,t) =0
T8:0(1,t) =ult),  uel¥0,T),

ou :
¢ p est la densité massique de la corde,

e T est la tension de la corde,

. \/§ est la vitesse (constante) de propagation.

On pose y = (0 T8.0)T : en dérivant par rapport a x et en notant ¥ la trans-
formée de Fourier en temps de y, on obtient :

d 0
d—Y= Y=AY.
¥ —wip ()

En diagonalisant la matrice A, on peut écrire le systeme sous la forme :

d —1 wﬁ 0

E_W = W ,
’ 0 iwﬁ
avec 1 1
Y = [ J W (B.1)
~twTp iw/Tp

La condition a 'extrémité x = 1 se traduit dans les coordonnées de Y par :
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0 1] [xae]=[7] 2

On pose W{w,1) = (a; , b)T ; en utilisant (B.1), le systeme (B.2) devient :
0 0
——
—twyT p  twy/Tp o

:[U?w]’

=>b1=a1+i— 0T Ulw) . (B.3)

A Pextrémité de la corde, on a donc une relation entre !'onde réfléchie b, et {'onde
incidente a;. Dans le cas d'un amortisseur visqueux, le contrdle {7 est du type :

Ufw) = C{w} 6(1,w) ,

ou U et O sont respectivement les transformées de Fourier en temps de w(t) et 8(1,1¢).
Iy a adaptation d'impédance lorsqu'il n’existe plus d'onde réfléchie, cest & dire
lorsque b, = 0. On déduit de (B.3) :

Clw) = —tw \/;_J_I' ,
u(t) = —/p T 8:8(1,1) .

Remarque : Le terme \/p T est l'impédance caractéristique de la corde [33],
d’ou la dénomination d'impédance adaptée.

et

Lorsque la corde est deux fois plus massique et si la vitesse de propagation est
la méme, la tension est elle aussi deux fois plus grande ; 'impédance devient :

A=2/pT.

110



Bibliographie

(1] A.A ANDRONOV & L.S. PONTRYAGIN (1956). Systémes grossiers. (Ruvres
complétes d’Andronov. Editions de 'académie des sciences d'URSS

[2] M. J. BALAS (1978). Modal control of certain flexible dynamic systems. STAM
Journal of control, vol 16, pp 450-462.

(3] H. BREZIS (1983). Analyse fonctionnelle. Edition Masson.

[4] P. BENCHIMOL & G. MONTSENY . Degree of controllability for the beam

equation. Soumis a publication.

[5] A. BENSOUSSAN (1992). An introduction to Hilbert Uniqueness Method. 10 th
Conférence Internationale sur I’Analyse et |'Optimisation des svstemes, INRIA,
Rocquencourt (France), juin 1992, pp 185-198.

[6] P. BILLINGSLEY (1968). Convergence of probability measures. John Wiley &
sons, New York.

(7] H. CARTAN (1979). Cours de calcul différentiel. Edition Hermann

[8] F. CONRAD (1990). Stabilization of beams by pointwise feedback control. SIAM
journal of control and optimization, vol 28, No 2, pp 423-437.

[9] R.F. CURTAIN & A.J. PRITCHARD (1978). Infinite dimensional linear sys-

tems theory. Lecture notes in control and information sciences. vol. 8. Springer-
Verlag,

[10] G. DAL MASO (1992). An introduction to I'-convergence. Birkhauser.

{11] C. FABRE & J.P. PUEL. Pointwise controllability as limit of internal control-
lability for the wave equation in one space dimension. Preprint.

[12] M. GERADIN & D. RIXEN (1993). Théorie des vibrations. Edition Masson

[13] S. GODOUNOV & V. RIABENCKI (1977). Schémas aur différences. Edition
MIR.

[14] N. A. GREENBERG (1969). Optimal pointwise feedback control of distributed
parameter systems. 1), Thesis MIT.

111



[15]

(18]

[19]

[20}

[21]

X. GUANGQIAN & P.M. BAINUM (1992). Actuator placement using degree
of controllability for discrete-time systems. Transaction of ASME, vol. 114, pp.
503-516.

A. HARAUX (1991). Systémes dynamiques dissipalifs et applications. Edition
Masson, collection R.M.A.

A.J. HELMICKI& C. A. JACOBSON & C. N. NETT (1992). Control-oriented

modeling of distributed parameter systems. Journal of dynamic systems, mea-
surement and control, September, vol 114, pp 339-346.

P. C. HUGHES & R. E. SKELTON (1980}. Controllability and observability for
flexible spacecraft. Journal of guidance and control, vol 3, Sept-Oct pp 152-159.

C.A. JACOBSON & C.N. NETT (1988). State-space systems in infinite-
dimensional space : the role and characterization of joint stabilizability / dec-
tectability. Lecture notes in IEEE Transactions on Automatic Control, vol. 33.

S. JAFFARD. Sur le controle ponctuel des cordes vibrantes et des poutres. Pre-
print.

C.D. JOHNSON (1969). Optimization of a certain quality of complete control-
lability and observation for linear dynamical systems. ASME journal of basic
engineering, vol.191, pp. 228-238.

J.N. JUANG & G.RODRIGUEZ (1979). Formulations and applications of large
structure actuator and sensor placement. Proceedings of 2nd VP & SU/AIAA
Symposium (Dynamics and Control of flexible spacecraft), Blacksburg, Va.,
june, pp 247-261.

R.E. KALMAN, Y.C. HO & K.5. NARENDRA (1961). Controllability of linear
dynamical systems. Contributions to Differential Equations, vol. 1, No. 2, pp.
182-213.

T. KATO (1980). Perturbation theory for linear operator. 2ud édition Springer.

5. KESAVAN (1989). Topics and applications in functional analysis. Edition
John & Wiley.

A. KOLMOGOROV & S. FOMINE (1977). Eléments de la théorie des fonctions
et de {"Analyse Fonctionnelle. MIR.

J. LEBLOND & J. P. MARMORAT (1991). Boundary control and observa-
tion of some one-dimensional vibrating structures : reqularity and stabilization.
I.LN.R.ILA., Le Chesnay, France.

J.L. LIONS (1989). Controlabilité exacte. Perturbations et stabilisation de sys-
témes distribués, tome 1 et 2. Masson

J. LIONS & MAGENES (1958). Problémes auz limites non homogénes et ap-
plications. Tome 1, Dunod, Paris.

112



[30] G. MONTSENY (1990). Commande de systémes @ paramétres répartis : un
exemple de probléme mal posé. RAIRO APII, 24, pp 323-336.

(31] G. MONTSENY, J. AUDOUNET & B. MBODJE (1992). A simple viscoelas-
tic damper model. Application to the vibrating string. 10 th Conférence Inter-
nationale sur I’Analyse et I'Optimisation des systemes, INRIA, Rocquencourt
(France), juin 1992, pp 436-446.

[32] G. MONTSENY, J. AUDOUNET & B. MBODJE (1993). Optimal mo-
dels of fractional integrators. Application to viscoelastic systems. Conférence

IEEE/SMC, Le Touquet (France), octobre 1993.

[33] G. MONTSENY & P. BENCHIMOL (1992). Quantitative crilerion of control-
lability for point controlled vibrating string. Rapport LAAS N° 92361.

[34] G. MONTSENY, P. BENCHIMOL & L. PLANTIE (1993). Characterization
of controllability via a regular function : example of vibrating string. 16 [FIP
conference on system modelling and optimization, Université de Technologie de
Compiégne (France), july 5-9, 1993.

[35] P.C. MULLER & H.I. WEBER (1972). Analysis and optimization of certain
qualities of controllability and observability for linear dynamical systems. Au-
tomatica, vol. 8, pp. 237-246.

(36] A.J. PRITCHARD (1992). Introduction to semi-group theory. Proceeding of
the 10" International Conference on Analysis and Optimization of systems.
Sophia-Antipolis-France, june 9-12, 1992.

[37] L.M. SILVERMAN & H.E. MEADOWS (1965). Degrees of controllability in
time-variable linear systems. Proceeding NEC, vol 21, pp 689-693.

[38] M. SOUTIF (1970). Vibrations, propagation, diffusion. Dunod Université,
[39] M.R. SPIEGEL (1980). Laplace transforms. Mc Graw-Hill.

[40] A.N. TIKHONOV & V.Y. ARSENIN (1976). Solutions of ill-posed problems.
MIR.

[41] R. TOMOVIC (1965). Controllability, Invariancy, and sensitivity. Proceedings
third Allerton conference, pp. 17-26.

[42] W.E. VELDE & C.R. CARIGNAN (1984). Number and placement of control
system components considering possible failures. Journal of Guidance and Con-

trol, vol. 7, n® 6. pp. 703-709.
[43] C.N. VISWANATHAN & R.W. LONGMAN (1979). A definition of the degree

of controllability-A criterion for actuator placement. Proceedings of second VPI
& SU/AIAA Symposium on dynamics and control of large flexible spacecraft,
Blacksburg, VA, pp. 369-381.

[44] K. YOSIDA (1965). Functional analysis. Springer.

113



[45] E. ZUAZUA (1989). Sur l'optimalité des feedbacks de stabilisation. C. R. Acad.
Sci. Paris, 309(1) : pp 547-552.

114



These de Monsieur Philippe Benchimol

“ Construction et analyse de mesures continues de la contrélabilité
pour une classe de systémes A paramétres répartis”

Résumé ;

Dans le cas des systémes & paramétres répartis, il existe de nombrenses définitions de la
controlabilité, plus ou moins équivalentes a la définition classique, et correspondant & diffé-
rents concepts d’état atteignable. Malheureusement, ces notions sont souvent non-robustes
en ce sens qu'elles peuvent ne plus étre vérifiées pour des variations arbitrairement petites
des parametres du systéme. Cette non robustesse est due principalement a la nature binaire
de la contrélabilité et & la dimension infinie de espace d’état.

Nous définissons et analysons, dans le cas de systémes vibrants du type corde, poutre,
membrane, ..., deux mesures de la contrélabilité par la voie quantitative permettant de
retrouver la robustesse au sens de la continuité par rapport aux paramétres du systéme.
La premiére définition (degré de contrélabilité “actif”) est liée & un probleme classique de
controle avec pénalisation considéré comme une régularisation du probléme avec contrainte
sur I’état final. La seconde définition (degré de contrélabilité “passif”) est lide & un contréle
passif correspondant & un retour de sortie statique dissipatif (analogue & un amortisseur
visqueux). Le calcul de ce dernier est basé sur la seule simulation numérique du systéme,
et donc facilement adaptable (par exemple au cas non-linéaire). Ces deux degrés de contré-
labilité présentent une trés grande analogie, ce qui constitue un résultat particuliérement
intéressant car d’une certaine maniére intrinséque. Nous développons enfin une méthodolo-
gie de mise en oeuvre basée sur des approximations dans I'objectif de applicabilité  des
problémes complexes comme la membrane vibrante.

Mots-clés : Systéme & parameétres répartis, contrélabilité, degré de cantrolabilité, ro-
bustesse, contréle optimal,

Abstract :

In the case distributed parameter systems, there exists various definitions of controllability,
more or less similar to the finite dimensional one, and corresponding to different concepts
for the reachable set. Unfortunately, they are often non-robust in the sense that they may
no longer be verified for some arbitrarily small variation of system parameters. This lack
of continuity is essentially due to the fact that controllability is a binary concept (togother
with the infinite-dimensionality of the state space).

We define and analyse, for vibrating systems like string, beam, membrane, ..., two quan-
titatives measures of controllability which lead in a natural way to robust properties. The
first definition (degree of active controllability) is associated to a classical control problem
with weighted cost functional which is seen as a regularization of the final state control
problem. The second definition (degree of passive controllability) is associated to a passive
control corresponding to a static dissipative feedback {analogous to a viscous damper). In
this case, The computation is only based on simple numerical simulations, which permits
very casy adaptations to various systems situations. These two approaches lead to very
close results. I'inally, we present a methodology based on approximations in the aim of
application to complex systems like the vibrating membrane one.

Key-words : Distributed parameter systems, controllability, degree of controllability.
robustness, optimal control.




