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Notations

Nous donnons ici 'ensemble des notations adoptées dansccenent, chapitraprés chapitre,
dans I'ordre d’apparition des grandeurs associées.

Chapitre 2 : Etude du couplage de poutres semi-infi nies

O : origine du repeére, point de jonction des poutres

(O, z1) : axe principal d’inertie de la poutre 1

71 : axe portant le déplacement de fexion de la poutre 1

(0, 73) : axe principal d’inertie de la poutre 2

73 : axe portant le déplacement de fexion de la poutre 2

(0, 7) : axe normal commun ef aux plans(O, Z1, 77) et (O, T3, 73).
« : angle de couplage des poutres

wy : déplacement de fexion de la poutre 1

ws : déplacement de fexion de la poutre 2

k : nombre d’'onde en fexion des poutres

4 : nombre imaginaire tel qu¢® = —1

w : pulsation de I'onde excitatrice

S : section des poutres

E : module d’Young du matériau

I : moment d'inertie de la section par rapport a I'dxe =z, 7’)
uq : déplacement de vibrations longitudinales de la poutre 1
us : déplacement de vibrations longitudinales de la poutre 2
A : nombre d’onde en vibrations longitudinales des poutres
p . masse volumique du matériau

M : moment féchissant

T : effort tranchant

N : effort longitudinal

Q) : rotation de la section

u : parametre adimensionnel (rapport des nombres d’ondes)
K (a, 1) : dénominateur commun des composantes du vecteur solution
f : fréquence de I'excitation.

w : dérivée temporelle de

Pr : puissance transmise par I'effort tranchant

Py : puissance transmise par le moment de fexion

19
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Ppiezion - PUissance transmise par le mouvement de fexion

Pongi - puissance transmise par le mouvement de vibrations lotigéles
Pyrans : pUiSsance totale transmise

P;,. : puissance incidente

P, - puissance réféchie

aeritmin - Valeur de I'angle critigue minimal

T : matrice a inverser pour obtenir les valeurs des constantes

X : vecteur des constantes inconnues

Chapitre 2 : Etude du couplage de plaques semi-infi nies

7 : axe défini par la ligne de couplage des plaques
(7, 7g) : plan de lapremiére plaque

Zg . axe normal & la premiére plaque

(2, 9{) : plan de la seconde plaque

Z7 . axe normal & la seconde plaque

« : angle de couplage des plaques

0 : angle d'incidence de 'onde excitatrice

u, v etw : composantes du déplacement

k : nombre d’onde de fexion

w : pulsation de I'onde

t : variable temporelle

p : masse volumique du matériau

E : module d’Young du matériau

h : épaisseur commune des plaques

D : module de rigidité en fexion des plaques avee=
v : coefficient de Poisson du matériau

f(x) etg(y) : fonctions de séparation des variables spatiales de

k; : composante suivant I'axe du nombre d’onde de fexion

k, : composante suivant I'axgdu nombre d’onde de fexion

u;, v; €tw; : composantes du déplacement de I'onde incidente

uy, v €tw, : composantes du déplacement de I'onde réféchie

k. : nombre d’onde de 'onde évanescente

uyg, v¢ €tw, : composantes du déplacement de I'onde transmise

u; ety; : composantes de I'onde longitudinale dans le plan

ugs etvg . composantes de I'onde de cisaillement dans le plan

A :nombre d’'onde de I'onde longitudinale dans le plan

u : nombre d’onde de I'onde de cisaillement dans le plan

ki, etk : composantes suivant les axesty de I'onde longitudinale dans le plan
ksy etkgy, : composantes suivant les axesty de I'onde de cisaillement dans le plan
F, , F, etF, : composantes de I'effort de cohésion le long de la jonction

R : rotation de la section, le long de la jonction

M : moment féchissant porté par I'axe de couplage

Eh3
12(1—0v?)



LISTE DES TABLEAUX 21

F, ng et F! : composantes de I'effort de cohésion de I'onde incidenterlg de la jonction
F; , Fy etF; : composantes de I'effort de cohésion de I'onde réfechierig be la jonction
F!, F?j et F! : composantes de I'effort de cohésion de I'onde transminig de la jonction
R; : rotation de la section due a I'onde incidente

R, : rotation de la section due a I'onde réféchie

R, : rotation de la section due a I'onde transmise

M; : moment féchissant de I'onde incidente

M, : moment fEchissant de I'onde réféchie

M, : moment fEchissant de I'onde transmise

¢ - paramétre adimensionnel avge- p%

Py : puissance associée au moment de fexion

Pr : puissance associée a I'effort tranchant

Pyan : pUiSSANce associée au mouvement dans le plan

Py, : puissance totale

¢ : angle de couplage du modele de plaques de E. Rébillard

Y (A, B, ¢) : mobilité de transfert entre les points A et B.

dY (A, B, d¢) : variation de la mobilité de transfert

a(p, 0¢) : parametre de sensibilité

et - angle critigue de couplage

Qeritique moyen - @NQle critique moyen

A6 : intervalle angulaire

Chapitre 4 : Méthode de localisation proposée

U : champ de déplacement longitudinal

7 : axe longitudinal de la poutre

L : longueur totale de la poutre

1z : abscisse du changement de section

I, : intervalle correspondant a la premiére section de la ppatrecl; =)0, |
I, : intervalle correspondant & la seconde section de la paweel, =]z, L[
Sp etS, : sections des deux parties de la poutre

FE : module d'Young du matériau

p : masse volumique du matériau

w : pulsation

F : effort réparti imposé a la poutre

Uy : déplacement imposé a I'origine

Fy : effort imposé en bout de poutre

U|y—yy * valeur de/ étendue par continuiteé en= o avecz < zo

Uy, - Solution du probléme

R(U) : résidu

Uqpp - SOlution approchée

R, (U) aR5(U) : décomposition du résidu le long de la poutre

S} : nouvelle valeur de la section slif



22 LISTE DES TABLEAUX

R’ : résidu adapté a la seconde structure
es(U) : indicateur relatif associé au résids (U)

Chapitre 5 : Application analytique, étude d’'un réseau de paques

T, = wiwi,y) T2 +vi(2i,y) T + wizi,y) 7 : champ de déplacement de la plague

R.7 = R;(z;,y) : rotation de fexion de la plaquele long de I'axe 7/

7= Fri(zi, )T + Fyi(wi,y) Y + Foi(zi,y) 2 efforts généralisés de la plague

M. 7 = M;(z;,y) : moment de fexion de la plagugselon I'axe 7/

0,11 : angle de couplage entre la plaguet la plaque + 1

a : largeur commune des plaques

uwi(liyy) = wi(l;,y) cos b1 — w;(l;,y) sinf; 1 : projection du vecteur déplacement sur I'axe

)

il

1+1
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Introduction

Le comportement vibro-acoustique des structures est piialadans un grand nombre de situa-
tions, car le bruit comme les vibrations sont potentielletrsources de géne. Si I'on s#iés bien
s'appliquer a les réduire sur une structure particuliéoépqut étre un prototype, ce que I'on ne mai-
trise pas correctement dans bon nombre de cas, c’est lati@ddes différences de comportement
vibro-acoustique entre plusieurs piéces fabriquées én & effet, les contraintes de fabrication et
de montages, qui se traduisent par des tolérances sur lesglons des piéces, les caractéristiques
des matériaux et toutes les valeurs chiffrables de la sireicttilisées pour la définition des piéces et
des assemblages, sont indispensables pour assurer lailitgisde la piece. C'est au concepteur de
fixer les limites acceptables de ces tolérances, il doiti fare face au cahier des charges, qui lui
impose des valeurs admissibles des caractéristiquesstutle la structure tout en limitant les écarts
entre les différentes piéces, ce qui se fait facilement daisént les intervalles de tolérance, mais il
doit en méme temps écouter le fabricant, qui lui expliquel dait qu’il agrandisse ces intervalles
s'il ne veut pas que la piece lui colte trop cher. Il s’agitdde déterminer le bon compromis, qui
satisfera a toutes ces contraintes. Cela ne pose pas démmtant que les structures restent simples,
mais dés que le nombre de pieces constitutives augmentssdhtion du probléme tient souvent du
savoir-faire acquis, sur I'expérience de montages detsieE comparables. Et parfois, les mauvaises
surprises arrivent en sortie de chaine, lorsqu’une streiciur dix a un comportement complétement
différent des neuf autres. Lorsqu’une telle observatidrfat, il est généralement trés délicat de
déterminer la cause de ces dispersions, surtout si lasteuest complexe. Pourtant, ces causes sont
généralement peu nombreuses, et correspondent souveataa utes liaisons particulierement sen-
sibles de la structure, mais si leur détection n’a pas éseteiée lors de la phase de conception, il n’y
a pas de moyen simple pour connaitre I'origine des variation

C’est dans cet esprit que le travail présenté ici proposed@bord une mise en évidence du
phénomene d’hypersensibilité sur des structures sim@labord infinies puis finies, ainsi que son
analyse et sa caractérisation, avant de proposer une mneétleoldcalisation des principales sources
d’incertitudes d’'une structure donnée. Cette méthode astdbsur des concepts utilisés en recalage
calculs/essais, elle est purement numérique, et seranpééssur un exemple analytique, avant d'étre
intégrée a un code de calculs par éléments finis, afin de kr st des structures industrielles per-
mettant une validation expérimentale des résultats. Maitrprésenté porte uniquement sur I'aspect
vibrations des structures, nous avons en effet estimé qpleipart des dispersions sonores rencon-
trées avaient pour origine des dispersions vibratoirestr&ail propose ainsi une alternative aux
méthodes classiques utilisées en analyse de sensibditg,ld but d'obtenir un outil qui permettrait
de savoir quelle partie de la structure est responsablelde$optes dispersions, afin de pouvoir, lors
d'une phase de projet, modifier les formes induisant de da@msibilités, ou bien de s’assurer que
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lors du processus de fabrication une attenparticuliére sera portée sur ces zones.



Chapitre 1
Bibliographie

Le but de ce chapitre est de donner un état de I'art non exhdasis 'ensemble des domaines
qui seront abordés, darés ou de loin, dans ce travail. Le fil conducteur, qui estiogli a été
suivi durant toute la préparation de ce travail est I'hypesibilité, notion pouvant étre assimilée
a forte sensibilité. Si I'on devait donner un critére petangt de distinguer une sensibilité donnée
d'une sensibilité “forte”, il est certain que cela se fergirés une analyse des différents travaux
effectués dans le traitement des incertitudes. Notonesd'et déja que I'objectif de I'ensemble des
méthodes habituellement développées dans ce domaine psédiee les dispersions induites par
I'introduction de parameétres incertains dans la structlreéférence, et que la quasi totalité de ces
méthodes donne de bons résultats tant que les variatiosgléofes et observées restent “petites”.
Dés que ces dispersions deviennent importantes, ce qudjpgupoint de vue statistique se traduire
par un ordre de grandeur de I'écart type identique a celuadedyenne, soit les méthodes ne sont
plus capables de prédire les dispersions, soit leur colaldalaugmente, se rapprochant de I'étude
exhaustive du probleme, c’est-a-dire de la simulation datekCarlo.

La considération des problémes de sensibilité n'est finattmu’un probléme de dérivation : si
I'on était capable de calculer simplement et rapidememiskenble des dérivées partielles des para-
meétres de réponses par rapport aux parametres structuraxtégeurs, la plupart des problémes du
domaine seraient résolus. La difficulté réside dans le fataps dérivées sont trés rarement acces-
sibles facilement, c’est pourquoi le principe de la pluples méthodes qui vont étre abordées ici
consiste a se dispenser du calcul de ces dérivées.

Dans un premier temps, I'aspect relatif aux poutres et gaqouplées sera présenté, avant de
balayer le champ des grandes classes de prise en comptesgessidins en vibrations et en acous-
tique.

1.1 Poutres et plaques couplées

L'étude des poutres et des plaques en vibration est un pnebt@assique, car de nombreuses
structures réelles ont des comportements qui les rapprodeeces modéles. De plus, I'aspect ana-
lytique relativement simple des équations obtenues a peatfobtenir de nombreux résultats sur ce
type de structures. Le but de cette partie est uniguementédemqter les travaux qui ont motivé les
analyses de poutres et plaques couplées par un angle gessait ainsi que les résultats utilisés lors
des développements effectués. En particulier, concefiaapect dispersions, nous verrons plus loin
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que les couplages de structures simples ou complexes fiegogen certaines conditions, introduire
des comportementsés sensibles, et nous présentons donc ici les référeamssl@squelles ceux-ci
ont été observés.

1.1.1 Poutrescouplées

De nombreux travaux ont été réalisés en considérant un degleuplage ayant pour valeur 90
degrés (plaques en L ou en T). Cette restriction permetefabtine formulation trés simple, dont les
résultats peuvent étre obtenus analytiquement. Lesemtihtéressant aux poutres couplées avec un
angle donné sont en nombre assez réduit. Nous nous inténesseux modéles prenant en compte
les couplages entre la fexion et le mouvement longitudinal al’'existence de la jonction entre les
poutres, car des modeéles trop simples ne prenant pas eneopgtouplages ne permettent pas de
mettre en évidence les phénomenes qui nous intéressent.

Horner et al. [HW 91] présentent un travail portant sur laciégosition en ondes forcées du
champ de déplacement de deux poutres semi-infinies coypdéem angle quelconque. Les résultats
sont donnés en terme de pourcentage de la puissance trarmmiéféchie au sein de chacune des
parties de la structure, et tracés en fonction de I'angleodglage. Bien que 'aspect sensibilité vis-
a-vis de I'angle de couplage ne soit pas I'objectif de cetiielé les auteurs observent néanmoins
que les variations de la puissance transmise sont impestatur des angles de couplage faibles
ou proches de 180 degrés. Cette analyse a été menée en mamsidécouplage entre les poutres
comme étant rigide, ce qui n'est pas toujours le cas en @édditio [Guo 97] propose donc de la
compléter en comparant différents modéles de joints, pte@a compte leurs raideurs et masses
suivant différents degrés de liberté. Sila sensibiliténfms du tout abordée dans cette étude, I'auteur
utilise cependant un paramétre, qu’il nomme fréquence exsionnelle, et qui est le seul parametre
du probléme en plus de I'angle de couplage, lorsque le jeint@nsidéré rigide, ce qui autorise une
étude paramétrique simple. L'extension de ces résultatstauctures finies est relativement simple,
de méme que la généralisation des couplages angulairetodées|les directions. Beale et al. [BA 95]
ont effectué ce travail, en considérant des structurestioe#ss de poutres finies couplées dans les
trois dimensions. La formulation ondulatoire est encore fais retenue, et tient compte de la fexion,
du mouvement longitudinal, de la torsion, et de tous les leggs entre ces mouvements résultant
des conditions aux jointures des poutres.

1.1.2 Plaques couplées

Concernant les plaques couplées, le travail de Langley etrHeH 90] fait office de référence,
en proposant un rappel des résultats établis, ainsi queska emi équation du couplage angulaire de
plaques semi-infinies, la formulation étant encore unedoidulatoire, prenant en compte les éven-
tuels angles d'incidence des ondes mises en jeu. Cet aatiobdamment servi de base au travail de
these de Rébillard [Réb 95], porté sur I'hypersensibiliés dtructures constituées de plaques cou-
plées. Le premier aspect de ce travail sur lequel nous n@esdizs est la mise en évidence du phéno-
méne d’hypersensibilité sur les plagues couplées [RG %jsldet article, un indicateur de sensibilité
est présenté, et tracé en fonction de I'angle de couplagte Gaurbe présente un maximum pour un
angle de couplage faible et mais non nul, puis la sensililitéent tres faible lorsque I'angle aug-
mente, avant d’augmenter a nouveau lorsque celui-ci seaelpp de 180 degrés. Le second aspect
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qui va étre a la base des travaux présentés ici concerneskmupéde plagues couplées [RG 97]. Sur
de telles structures, des comportements hypersensibieslsservés dés lors qu’un des couplages est
identifié comme I'étant également.

1.2 Structures aux parametres incertains

La prise en compte des incertitudes lors de I'étude d'unettre peut étre menée en distinguant
les deux sources d'incertitude que sont d’une part cellasarmant I'excitation et d’autre part celles
concernant la structure, que ce soit d'un point de vue nzatégéométrie ou conditions limites. C’'est
a cette derniére catégorie que nous nous intéresserobgckib des travaux présentés étant au final
de comprendre et de limiter les différences de comportesnghtatoires entre des structures ayant
des caractéristiques nominales égales.

Le probléme de la méconnaissance des caractéristiqueeexms objets étudiés, que ce soit en
raison de l'inaccessibilité de celles-ci ou de leur vamiatiqui peut étre due aux facteurs ambiants ou
a la considération de structures réputées identiques, soakévé dés que les premiéres expériences
ont été organisées pour valider des modéles déterministes.

En ce qui concerne notre domaine d’application, on doit diéeat de I'art effectué par lbra-
him [lbr 87], auquel le lecteur est invité a se référer pows pecisions concernant les principales
méthodes utilisées dans le traitement des incertitudesanti présentées ici sans rentrer dans les
détails.

1.2.1 Différences de comportements observées sur des structures fajuées en série

Concernant plus particulierement les constats de diféerete comportement entre des objets
fabriqués en série, donc réputés semblables, Fahy [Fahr&33nite les résultats de mesures de fonc-
tions de transfert effectuées sur un ensemble de canettasserve les différents comportements de
ces structures. La dispersion des vibrations des canééemnpas forcément un probléme de pre-
mier ordre, de grandes différences de comportement engr®lgets issus d’'une méme série peut
poser des problémes dans d'autres domaines, comme celauttamobile. En effet, les normes de
bruit faisant partie du cursus d’homologation, les coms&urs souhaiteraient réduire au maximum
les dispersions entre les véhicules fabriqués. Au-dela geabléme réglementaire, on peut imaginer
un mécontentement de la part des utilisateurs si le brui¢ ¥artement d'un véhicule a l'autre d’'un
méme modele. C'est dans ce domaine que Bernhard [Ber 96¢etff des mesures, et il présente
des résultats concernant la variabilité du bruit émis paragmtaine de véhicules “identiques”.

1.2.2 Méthodes basées sur I'échantillonnage

Pour le traitement des problémes d’incertitudes, qu'ilersoexpérimentaux ou numériques, I'ap-
proche qui a naturellement été utilisée en premier lieu@séd sur le principe de I'échantillonnage :
la méthode de Monte Carlo, qui est presque systématiquerstemiue en tant que référence, est a la
fois la plus simple et la plus colteuse, puisqu'il s'agit deisir aléatoirement des échantillons, en
nombre suffisamment important pour obtenir des distrilstigignificatives des variables statistiques
des paramétres de sortie. Le nombre d’échantillons a preamdcompte est donc généralement trés
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élevé, et celui-ci augmente avec le nombrgpdeametres incertains. Il peut donc étre intéressant de
réféchir a un choix judicieux de ces échantillons, afin ddolbtune convergence rapide.

Ainsi, la méthode “Latin hypercube” propose de partageiriervalles desV parametres aléa-
toires en)M segments équiprobables. Le probléme est ensuite congifi€réois, chaque échantillon
étant aléatoirement choisi dans les intervalles corredgrurau cas considéré. Ceci permet de réduire
largement le nombre d'itérations, tout en étant certaintqus les intervalles ont été considérés, en
particulier ceux correspondant aux valeurs extrémes, mgénéralement une faible probabilité.

Dans le méme esprit, le principe des plans d'expériencesldgpé par Taguchi [Pil 98], permet
de limiter le nombre de cas a prendre en compte. Si I'on cénsidue lesV paramétres variables
peuvent avoitM niveaux, un plan factoriel complet compremfix N cas. Taguchi propose d'utiliser
des plans fractionnaires orthogonaux : deux cas sont ditegwnaux si a chaque niveau de I'un, tous
les niveaux de l'autre sont associés le méme nombre de ffédsirhit donc des tables permettant de
résoudre de nombreux problémes avec un gain de temps caideléNéanmoins, on peut noter deux
points négatifs, le premier étant la considération desnpair@ variables sous la forme de niveaux
discrets, alors gu’une répartition du type distributicatistique est sans doute plus proche de la réalité.
Le second inconvénient est que la limitation du nombre dis fegerdit 'observation de certaines
interactions entre parametres (notons que ce dernier psinine faille commune a la plupart des
méthodes simples de prise en compte des incertitudes).

Enfin, on peut citer la méthode des surfaces de réponsemgiste a choisir une plage de varia-
tion des paramétres d’entrée du probléme afin d'effectisdels correspondants a un échantillonage
dans les intervalles retenus, pour finalement utiliser uathade des moindres carrés afin d’obtenir
une interpolation polynémiale de la réponse.

1.2.3 Méthodes analytigues classiques

Les méthodes permettant I'étude analytique des problénmeseditudes sont principalement
la méthode des perturbations et la décomposition en séridedenann. Ibrahim [lbr 87] rappelle
leur principe : Lutilisation des série de Neumann repogsdauvecherche de l'inverse de I'opérateur
du probléme en le décomposant en série de Neumann, ce qu@ o application a certains types
d’équations différentielles, alors que la méthode de pleations n’a pas ce type de limite, puisqu’elle
correspond a une décomposition (de type Taylor) du chammpuie,sgénéralement au premier ou
second ordre. Ces méthodes sont généralement simplesra aretieuvre, mais ne donnent de bons
résultats que si les perturbations restent petites, eteguerbblémes sont linéaires.

1.2.4 Eléments finis stochastiques

Une grande part des recherches actuellement en cours pder ttu probléeme des structures
ayant des paramétres incertains est occupée par l'inicdgrd¢ méthodes statistiques aux méthodes
numeériques existantes. Parmi celles-ci, et dans le donuErdbasses et moyennes fréquences, la
méthode des éléments finis [ZT 91] est évidemment priviEgiflisqu’elle est reconnue et utilisée
a la fois par le monde de la recherche et le monde industriehjdctif le plus répandu, qui est
en accord avec l'aspect prévisionnel des codes éléments disti de trouver, en se basant sur des
variations connues des valeurs des paramétres d’entsagdisfgersions des paramétres de sortie.
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Schuéller [Sch 01] a récemment décrit les derniéres avardd@s ce domaine, et propose de
nombreuses références pour chacun des aspects de ce mpotdadis que Ghanem et al. [GK 96]
expliguent le principe des éléments finis stochastiquegpliende la discrétisation de la structure qui
est identique a celle réalisée pour le traitement du problééterministe, on utilise une décomposi-
tion en série des processus stochastiques, tronquée ataim agdre suivant la précision désirée. I
y a deux niveaux de description de I'aspect stochastiquerakigme : la premier consiste a consi-
dérer les caractéristiques de la structure comme étanthaesps stochastiques connus. Dans ce cas
on utilise généralement une décomposition de Karhunend,agui est analogue a la superposition
modale utilisée en calculs de structures, puisque cetenggasition a des propriétés remarquables
d’'orthogonalité et de convergence. Le second niveau a démsi concerne le champ stochastique
formé par la solution aux noeuds de la structure : dans ceacdédomposition dite de chaos poly-
némial est utilisée. Ainsi, pour I'étude d’'une structurespédant: degrés de liberté associée a une
décomposition de chaos polynémial d’orghieon obtient un systéme linéaire d’ordiex p. Ce point
est important : le choix des algorithmes de résolution, dokstge des valeurs et de la possibilité
de mise en oeuvre de parallélisme en fonction des cardirjéds des matrices obtenues constituent
sans doute les aspects primordiaux a prendre en comptegpdévéloppement de cette méthode, qui
donne d'ores et déja des résultats satisfaisants, moyeanaemps de calcul conséquent.

Une approche différente de la formulation stochastiguesaitit la méthode des éléments finis peut
étre menée en modifiant des éléments existants afin d’aatdeiprise en compte de défauts, ainsi
Combescure et al. [CG 01] présentent un élément axisyrmétriopsé sur un élément de coque, mais
permettant I'analyse de structures possédant des défaEasymétriqgues, comme par exemple un
rayon de cylindre ou de céne, ou une épaisseur variable sirctférence.

1.2.5 Incertitudes et hautedréquences

Les limites de la modélisation par éléments finis étant epieht atteintes lorsque I'on monte
en fréquence, l'intégration des incertitudes dans les ouéth hautes fréquences est essentiel, car les
effets des modifications structurales sur les réponsedagsttees marqué, c’est d’ailleurs pour cette
raison, et en tenant compte de cet état de fait, que certaiét®des ont été développées. L'exemple
le plus connu étant le cas de la méthode SEA [LD 95] : une desthgpes de base de sa formulation
est que la densité de probabilité des fréquences proprestiurse étudié est constante sur 'intervalle
fréquentiel considéré. Parmiles méthodes qui essaieraffi@achir de ce point délicat, on peut citer
Viktorovitch [VTJ 99], qui a développé une formulation igtéle en hautes fréquences qui permet
la prise en compte de paramétres géométriques aléatoessekultats obtenus sont plus précis que
ceux fournis par la SEA, mais le temps de calcul est supéetlas applications sont pour le moment
limitées aux structures monodimensionnelles.

Mace [MS 01], pour le domaine des moyennes fréquences, peapmconsidérer différents sous-
systemes, dont les caractéristiques modales sont détasjpar €éléments finis, et de faire intervenir
les incertitudes au niveau des matrices de couplage erdrsyséemes, les sensibilités étant finale-
ment estimées a l'aide de la méthode des perturbations.n@ape la matrice de raideur seule est
considérée variable, et I'introduction des incertitudes &iveau, si elle s’avere efficace en terme de
temps de calcul, est délicate a utiliser dans le cas dedwstesaéelles, pour lesquelles les variations
des matrices sont dues a des différences géométriques oatégaux, plus facilement accessibles.
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Dans le méme esprit, qui est la considération de méthodegirgbLangley [LB 99] propose de
considérer deusous-systemes de degrés de liberté, I'un “global” et l&tiwcal”. Le premier, que
I'on peut associer aux grandes longueurs d’'ondes, et &aitutilisant les approches déterministes
classiques, en prenant cependant en compte I'existencgedess de liberté du systéme local sous
une forme que I'on peut rapprocher de la théorie du fbu sirat{Soi 93], alors que le sous-systéme
local, correspondant aux petites longueurs d’'ondes, estméquation en utilisant la SEA, les degrés
de liberté globaux étant alors considérés comme des pussalentrée. Cette méthode n’a pour le
moment été exploitée que dans le cas de systémes mécanignedimensionnels.

1.2.6 Utilisation del'arithmétique floue

Sil'arithmétique fbue n'a pas été abordée dans ce trawtike woie est cependant de plus en plus
développée dans le cadre des vibrations et de la mécaniqyeEnéral, c’est pourquoi quelques réfé-
rences a cette théorie sont nécessaires afin de compremdneec se situe ce domaine par rapport
aux approches classiques des incertitudes.

La base de l'arithmétique fbue, appelée aussi théorie desitplités, a été posée en 1965 par
Zadeh [Zad 65]. Elle a été présentée comme une alternatiamalylse probabilistique, et permet
de s’affranchir de certaines de ses limites que I'on détailplus loin. La définition originale d’'un
ensemble fbu est la suivante :

Un ensemble fou’ est défini dans un ensemble de référeRgaar une fonction d’appartenance
caractéristique:z (x), qui associe a tout point de R un nombre réel compris entre 0 et 1, dont la
valeuru r(x) représente la possibilité d’appartenance:def’.

Cette définition permet de faire le lien avec I'analyse phbilistique classique, pour laquelle la
définition est assez proche, mis a part quest dans ce cas un point deet non un intervalle de
R. Cette différence, assez peu évidente a interpréter d’umt ge vue pratique, en entraine une qui
montre les limites de I'analyse probabilistique : si un @méentA a une probabilité(A), alors la
probabilité de I'événement contraire de est connue et vayt(A) = 1 — p(A). Ceci nest pas vrai
dans la théorie des possibilités : si on néted) la possibilité d’'un événement, la relation qui lie
cette possibilité a la possibilité de I'événement complétaiee A s’écrit P(A) + P(A) > 1, car la
relationmaz { P(A), P(A)} = 1 est toujours vérifiée. Ceci traduit le fait que si I'on comsdeux
évenements contraires, I'un des deux est toujours conmpétepossible, et que si un événement est
considéré comme possible, son contraire peut trés biee B&issi. Tout ceci est largement détaillé
dans I'ouvrage de Dubois et Prade [DP 88], dans lequel owédrautoutes les bases mathématiques
de la théorie, ainsi que de nombreux éléments de calcul pexmhene premiére mise en application
de I'arithmétique fbue.

Bien que la théorie des possibilités ait été introduite il glas de 35 ans, les outils applicatifs
permettant son utilisation dans le domaine des dispersionsencore en nombre réduit. Les fortes
espérances placées dans cette méthode lors des premiéées diapplication ont été anéanties par
certaines limites. En effet, sil'on s'intéresse au chi&ales dispersions a partir d'une approche fbue,
les premiers résultats n'avaient pas de justification nma#ttiégue, et ne semblaient pas apporter de
réel intérét pour traiter des problémes d’'ingénierie, skmge parce que la théorie probabilistique,
implantée depuis de nombreuses années, donnait des t®saltisfaisants. Les domaines ou cette
théorie a été le plus efficacement utilisée sont finalemeaut oé I'arithmétique fbue peut fournir
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des résultats qualitatifs, de type décisionnel, plutotdgerésultats qualitatifs, ou les performances
de la théorie sont pour le moment limitées.

Depuis quelques années, on peut observer un regain dtiqiévé I'arithmétique fbue et son
utilisation quantitative, en particulier grace a de noumegésultats fournis par les mathématiciens.
On peut citer le travail de Hohle [H6h 96], qui s’est appuyé clui de Zadeh pour proposer un
rappel des plus importants résultats mathématiques desdiplitne, et en les appliquant au cas du
contréle fbu, qui est dans notre domaine la branche danglladgiarithmétique fbue est la plus
utilisée : il s’agit d'utiliser I'arithmétique fbue d’'un pat de vue qualitatif. Dans le méme esprit,
qui est de donner une base théorique propre aux applicalera théorie des possibilités, Wu et
al. [WSL 96] ont présenté des résultats concernant I'exigtel’'unicité et les solutions approchées
d’équations différentielles fbues.

A partir de 13, les applications de la théorie en ingénierieé&ié multipliées, et de nombreuses
personnes ont essayé de présenter cette théorie sous ah@sgigue [Ka 97], [HW 99]. En ce qui
concerne l'utilisation de I'arithmétique fbue dans le dimeades vibrations mécanigues, un nombre
relativement réduit de personnes travaille sur ce sujgtiiteipale raison étant sans doute lI'avance-
ment des résultats mathématiques de la théorie, qui senfgidallele avec les essais d’application,
alors que l'idéal serait bien sr de s’appuyer sur des ritsultisponibles. Néanmoins il existe plu-
sieurs références dans lesquelles on peut trouver des beedgpplication, en particulier concernant
I'intégration a la méthode des éléments finis, qui est adjbur indispensable pour I'essor de toute
nouvelle méthode.

On peut ainsi citer Moens et al. [MV 99], qui proposent digél I'arithmétique fbue afin de
déterminer les bornes des fonctions de réponse en frégaantsysteme. Une application a quatre
degrés de libertés, utilisant des raideurs fbues est péseaat donne des résultats satisfaisants. Mais
un tel systéme, avec peu de parameétres, ne peut pas fairaimpane des difficultés de la méthode,
dont est responsable la vision sous forme d'intervallesrdblpmes. En effet, si I'on considére les
variables fbues comme indépendantes les unes des augrdmriees possibles de la solution vont
augmenter avec le nombre de variables considérées. Caeliésh une seconde difficulté, d'ordre
numeérigue, et qui est trés bien présentée par Hanss [HW 9@jaontre que la résolution d'un sys-
téme linéaire fbu, méme simple, peut donner différentestisols suivant la technique retenue, ce
qui pose évidemment un probléme pour I'application aux élfinis.

Dans le méme esprit, Lallemand et al. proposent d'utilisentdes techniques, basées sur la ré-
solution du systéme nominal, couplée a une méthode de patitums [LCTL 99] ou a une décompo-
sition en série de Neumann [LPTL 99]. Dans ces cas, ce n'aeslapasolution du probléme qui est
basée sur I'arithmétique fbue, mais la détermination ddasicea de masse et de raideur en fonction
de parameétres matériaux fbus, qui servent ensuite dangteglanes a définir les bornes des valeurs
de masses et de raideurs. On se rapproche ainsi de l'arittumédtes intervalles, qui est trés proche
de I'arithmétique fbue, et pour laguelle des problémeslaires peuvent étre rencontrés [DTLJ 01].

Enfin, notons que l'arithmétique fbue n’'a rien a voir avecdaaept de fbu structural introduit
par Soize [Soi 93]. Cette théorie est basée sur la consioiérdiune structure “maitresse”, connue
et qui peut étre traitée par toute méthode classique d'sealylaquelle sont attachés des éléments
qui ne peuvent étre décrits finement, et dont les caradtgrest mécaniques et de connexion sont
représentées par des valeurs statistiques.
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1.2.7 Méthodes de fi abilité

Les méthodes basées sur la fiabilité [Ibr 87] ont pour buttides |la probabilité d’'un événement
considéré. Typiguement, on utilise ceci pour connaitrerddogbilité de rupture d’'une structure. Le
principe repose sur la considération d’'un ensemble deblesaléatoirest = (X1, ..., X,,), et sur
la donnée d’'une condition de défaillangeX) < 0. La probabilité recherchée est donc I'intégrale sur
le domaineg(X) < 0 de la fonction de répartition statistique;. Les principales applications uti-
lisent les approches du premier et second ordre (FORM/SQRUMils0oNt obtenues en approximant
la fonction de défaillance par une tangente ou une paralbiteiadu point de défaillance. Ces mé-
thodes semblerttés bien fonctionner lorsque la probabilité de rupturefabte. Le temps de calcul
est considérablement réduit par rapport a une simulatioiatge Carlo, bien gu’un calcul prenant
en compte plusieurs scénarios de défaillance augmentedigale colt de la méthode. Notons que
de nombreuses voies permettant de réduire le temps de delods méthodes existent, comme par
exemple I'utilisation d’une description statistique deslaface de réponse [GBL 02].

1.2.8 Méthodes d’optimisation de formes

S'’il est un domaine qui peut étre rapproché des travaux pi&séci, c’est sans doute celui de
I'optimisation de forme [AH 01], dont le but est d'obtenisléormes d’'une piéce en minimisant ou
maximisant un critére donné. Si la structure initiale nesait pas du tout le critére en question, il est
évident qu'il va falloir agir la ou la sensibilité est la plicste. Dans cette approche, une des difficultés
réside encore une fois dans I'estimation des dérivées diesrsale sortie en fonction des parametres
variables d’entrée du probléme. Le colt de calcul de la misapplication de ces méthodes est
généralement trés élevé, car les parameétres peuvent éntereux, et la solution du probléme n’est
pas toujours unique. Les zones de fortes sensibilité sdnituleiement déterminées en faisant varier
indépendamment chacun des parametres retenus pour iisgtiom.

1.3 Estimation et localisation d’erreur

Sil'on considére une structure réelle et sa modélisatiomeait distinguer de nombreuses sources
d’'erreurs conduisant aux différences qui peuvent étrergées entre les deux. Il parait en effet
évident que la construction d’un modéle a partir du réel ne pe faire gu'avec des hypothéses
associées, qui reviennent a accepter que certains comneonte réels ne soient pas représentables
par le modéle et que ceux qui peuvent étre représentés hg spiroximativement, le degré de pré-
cision pouvant étre variable. Si I'on veut obtenir une mesies différences existant entre le réel
et le modeéle construit, il est impossible de le faire direwat, il faut nécessairement passer par un
ensemble d’'étapes, qui chacune est source d’erreurs. Reulds idées, prenons I'exemple d’'un
solide que I'on accepte de modéliser par une poutre, et Bbinéressé de savoir a quel point son
comportement réel est en accord avec les théories de po@tpatir du modéle “brut” de poutre,
qui est obtenu a partir d’hypothéses physiques introdtuid@ventuelles différences par rapport a
I'objet réel, on va construire un modéle compatible avecalew, par exemple un modele élément
fini. Il est clair que ce passage fait intervenir des erreuesd la discrétisation du modéle. L'étape
suivante est la procédure de calcul, pour laquelle desrerrent apparaitre, comme par exemple
les erreurs d’arrondis. Le calcul étant terminé, il s’agifotienir des résultats, qui soient exploitables
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d’'un point de vue pratique. Dans notre exemple, on connat@Emple la valeur du déplacement aux
noeuds, et on en déduit la valeur du déplacement en n'impoekpoint, ainsi que les contraintes.
La encore, des erreurs, qui peuvent étre a la fois numérefithses aumodéle de calcul peuvent étre
introduites. Enfin, ce résultat peut étre comparé aux messsaes de la poutre réelle, qui sont encore
une fois source d’erreurs. Chacune des étapes préseritémsliobjet de recherches ayant pour but
de diminuer, ou au moins de maitriser les erreurs introsluite

Le choix de la définition de l'erreur, et par la-méme son chgé, est un point délicat. Lade-
véze [Lad 75] a introduit la notion d’erreur en relation dengmrtement, qui semble tout a fait indi-
quée pour traiter un grand nombre de problémes en mécaritguele domaine qui nous intéresse,
Guyader [Guy 84] I'a utilisée pour décrire les phénomenesenkes lors d'études de vibrations de
milieux imparfaitement caractérisés, montrant que ceiteri de considérer le probleme permet par
exemple d'obtenir un encadrement des valeurs de pulsgbimmses d’'un tel milieu & partir d’'une
mesure de déplacement ainsi que d’'une connaissance intpalés caractéristiques de cette struc-
ture [Guy 87].

Le domaine ou I'application de cette erreur a sans doutertdgplus importante est le domaine
de I'estimation d’erreur a posteriori dans le cadre des éféanfinis. Ceci désigne en fait principale-
ment la localisation des erreurs observées sur les charopssteuits a partir de la solution fournie
par les procédures de calcul, dans le but d’effectuer unagailplus fin dans les zones posant pro-
bléme. D’autres indicateurs sont trés utilisés dans ce o@mnat nous invitons le lecteur a se référer
aux travaux tres complets de Ainsworth et al. [AO 97], de ¥ehf [Ver 99], ainsi que la comparaison
entre les différents indicateurs faite par Zhu et al. [ZZ ®8)tons que Bouillard [Bou 97] a cherché
a appliquer ces techniques de localisation d’erreur et aaitikage dans le cadre plus spécifique de
I'acoustique [BI 99].

En ce qui concerne le travail présenté ici, nous cherchexdoscaliser une erreur observée entre
deux structures réputées identiques, ce qui s'apparemseapldomaine du recalage calculs/essais. Il
convient de se référer aux travaux de Mottershead [MF 93}ietvEll [FM 95] si I'on désire avoir
une vision quasi exhaustive de ce domaine particulier. talage, qui est la modification des para-
métres du modéle afin que les calculs basés sur celui-ciideiri@vec les mesures, n'est pas I'aspect
qui nous intéresse ici, nous nous attarderons en effet dacddisation des zones dans lesquelles le
recalage doit étre effectué, qui sont les zones ou le modede pas en accord avec le champ de dé-
placement mesuré. Notons qu’une des principales diffiediéécette localisation est I'incompatibilité
des champs mesurés avec ceux calculés, car le nombre de geintesure est souvent différent du
nombre de points de calcul. Ceci est remarqué notamment y&n Gsys 90], qui utilise comme
indicateur d’erreur une force résiduelle modale, dontdression sera détaillée plus loin dans I'ex-
posé. Cette erreur est reconnue comme ayant une trés bqramtéale localisation si les tailles des
vecteurs mesurés et calculés sont les mémes. Bobillot[&ED1] recommandent son utilisation en
lui donnant la dimension d’un déplacement, afin de le considgbus sa forme énergétique.

Récemment, Ladevéze [LT 98] a introduit une nouvelle exgioede I'erreur permettant la locali-
sation, basée sur le concept d’erreur en relation de compertt, qui vient d'étre mise en application
par Deraemaeker [DLL 02], et semble donner de bons résultatout dans le cas ou le nombre de
points de mesures est trés inférieur au nombre de degrédsedldu modéle éléments finis. Il existe
également plusieurs technigues de localisation, comnhe pedsentée par Lallement et al. [LP 90],
qui sont basées sur la comparaison entre les champ de déplaicealculé et mesuré. Nous n'utili-
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serons pas de tels indicateurs, car dans nmwbléme un des champs ne sera pas connu. Le choix
d’un indicateur pour la localisation d’'une zone a recaleshpas simple : Luber et al. [LL 90] en
comparent plusieurs, et arrivent a la conclusion gu'il isexpas de méthode optimale, qui serait la
meilleure dans tous les cas. lls recommandent donc I'agific en paralléle de plusieurs indicateurs,
ainsi qu’un jugement avisé afin d'obtenir de bons résultats.

Ces technigues de localisation, qui ont été développéeigpément pour le recalage, ont par-
fois été utilisées dans d’autres domaines, et en particpdiar la localisation de dommages sur une
structure. En combinant des données correspondant adauseinitiale avec des mesures effectuées
sur la structure aprés un certain temps de fonctionnemesdt possible de localiser les zones dans
lesquelles la fatigue a endommagé la structure. On pourgdérer aux travaux de Shi et al. [SLZ 98],
ainsi qu'a ceux de Fritzen et al. [FIK 98] pour de plus ampiésipions concernant cette application.



Deuxieme partie

Sensibilité : Cas des structures simples
couplées
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Cette partie a pour but de mettre en évidencepl@momeénes qui sont a I'origine des comporte-
ments hypersensibles qui ont été observés sur des staiciouplées : plagues et poutres couplées
par un angle. Ces observations, comme cela a été précisdadpasie introductive, ont toujours
été limitées a la constatation de I'existence d’'une sditsililus grande pour certaines valeurs de
I'angle de couplage, qui n'a jamais été relié aux caradiguss de la structure considérée. Pour
combler cette lacune, il nous a paru nécessaire de menetwiEs&ont le nombre de paramétres
reste faible, afin que les configurations posant des prolsi@hies causes correspondantes puissent
étre facilement détectées. Nous présentons ainsi dessasalipratoires de poutres puis de plaques
semi-infinies, couplées par un angle, avant de conclure mpaxant les résultats obtenus aux ob-
servations faites sur des structures finies. Pour chaqeedgpstructure, la démarche suivie est la
méme : dans un premier temps, nous présentons la mise emé@giiaprobléme, basée sur une dé-
composition en ondes forcées, afin d’obtenir I'expressies champs de déplacement. Les résultats
sont ensuite utilisés pour montrer que I'amplitude de laongg peut varier fortement avec 'angle
de couplage. Cependant, cette analyse ne permet pas de défamgle “critique” de couplage, pour
lequel la sensibilité est maximale. Une formulation soustme d’un bilan de puissance permet de
s'affranchir de la difficulté et de définir cet angle critiquson évolution en fonction des paramétres
structuraux est donc présentée. Enfin, nous relions lefatssabtenus aux variations de fréquences
propres observées sur des structures finies afin de justifi@nialyses menées.



Chapitre 2

Etude du couplage de poutres
semi-infi nies

Cette étude, dont la mise en équation est classique, seppwarticulier sur les résultats obtenus
par Horner et al. [HW 91]. Le but est ici de mettre en évideesphénomenes de sensibilité sur une
structure simple, puis de caractériser les configurations lesquelles I'hypersensibilité est existante.

2.1 Description et formulation du probleme

La structure étudiée est constituée de deux poutres séimemcouplées, représentées figure 2.1.
Leurs caractéristiqgues géométriques sont identiquesraaitériau constitutif, qui est le méme pour
les deux poutres, est supposé homogene et isotrope. Leemeunts autorisés sont ceux de fexion
(formulation Euler-Bernoulli), dans le plai©, z1, 37), ainsi que ceux de vibrations longitudinales,
portées par les axé®), 1) et (O, z3). Ces mouvements sont couplés par la jonction entre les deux
poutres, qui est réalisée le long de I'af@, z’). L'étude est limitée aux cas ot € [0,n], pour
d’évidentes raisons de symétrie.

FIG. 2.1 — Structure étudiée : poutres semi-infinies couplées
Une analyse par décomposition en ondes forcées de la seriesttimenée, et les ondes associées

sont les suivantes :

- Pour les mouvements de fexion :

— La poutre 1 (située em; < 0) a un mouvement régi par trois ondes : une onde progressive
dans le seng; > 0, dont nous supposerons I'amplitude unitaire, due & undatixgi non

42
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représentée, ainsi qu'a deux ondes dans le sens 0, une progressive et une évanescente
dues aux effets de réfexion sur la ligne de couplage. Dansamditions le mouvement de
fexion de cette poutre peut s’écrire sous la forme :

wy(z1) = At 4 B ettt 4 emikn (2.2)

1
Ou A et B sont deux inconnues, gt= /w (g-ﬁ) “est le nombre d’onde en fexion de la poutre.

— Le mouvement de la poutre 2 (situéeaen> 0) est caractérisé par une combinaison de deux
ondes, une évanescente et une progressive dans lecsens0, car nous considérons cette
poutre comme étant non excitée. Ainsi le mouvement de fed@tadeuxiéme poutre peut
s'écrire :

wa(z9) = C e~k 4 D e~ ike2 (2.2)

OuC et D sont deux inconnues.

- En ce qui concerne les mouvements de vibrations longitietina

— La poutre 1 ne fait apparaitre qu’'une onde progressive l@dassnsc; < 0, qui est due aux
effets de réfexion sur la ligne de couplage :

uy(z1) = F A1 (2.3)

Ou F est une inconnue et = w\/% est le nombre d’onde en vibrations longitudinales de la
poutre.
— La poutre 2, de la méme fagon, ne fait intervenir qu'une gndgressive dans le seng > 0 :

us(z2) = G e 12 (2.4)

Ou @G est une inconnue.

2.2 Reésolution

Les efforts généralisés mis en jeu sont déterminés a pagickamps de déplacements. On note
M (x) le moment féchissant;(z) I'effort tranchant etV (z) I'effort longitudinal :

M(z) = El% (2.5)
T(z) = _prd (2.6)

da3
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du
N(z)=ES— 2.7
(2) = BS— (2.7)
Notons que ces efforts généralisés sont définis comme étaffbrts de cohésion correspondant
a une section de poutre dont la normale est dirigée dans $edemm croissants. De la méme fagon,

la rotation de la section est définie par :

_dw

Q = — 2.8
(2) = =2 (2.8)
Les six inconnues sont déterminées par les conditions ddageien: =0 :
— Continuité des déplacements :
wa(0) = w1 (0) cosa + u1(0) sina (2.9)
u2(0) = —wy(0) sina + u1(0) cosa (2.10)
— Continuité de la pente :
dw2 dw1
—=(0) = — 2.11
(=50 0) (2.11)
— Continuité du moment féchissant :
d2w2 d2w1
EI 0)=FEI 0 2.12
2 O =BT 50) (2.12)
— Continuité de I'effort tranchant et de I'effort normal :
d3ws d3wy duq )
—EI——=-(0) = —EI——=-(0) cosa + ES——(0) sina (2.13)
dxs dzy dzy
dus 3wy . duy
E'Sd—m(O) = Ejd—x:f(o) sino + ESd—xl(O) cosa (2.14)

En tenant compte des expressions 2.1 a 2.4, ces 6 équatiorenpe’écrire sous la forme matri-
cielle suivante :

cosa  cosa -1 -1 sinQ 0 A —cosa
sina sina 0 0 —cosa 1 B —sina
1 Ji 1 g 0 0 C _ J (2.15)
1 -1 -1 1 0 0 D 1
cosae —jcosae 1 —3 —jpusina 0 F —j cosu
| sina —jsinae 0 0 gpucosa gp | | G ] | —Jsina |
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Le seulparamétre structural intervenant dans les expressionsafesantes est donc, en plus

de l'angle«, le parametre adimensionngl = % Ce paramétre peut s’exprimer simplement en
fonction du rapport des nombres d’ondes :
1
S ES \* k
_ — S 2.16
=Tk (plw2> A (2.16)

L'inversion de la matrice permet d’obtenir I'expressioratique des constantes :

_ - r (1+j5p2)sin’a 7
A G
B (1—p )smKoE—]u)(l—cosa)‘

Q, [k
o (Cip)sin i) (1 —coro
D = j(1u2)sin2((344;g,L)L(1+cosa)2 (217)
K(a,
P Sma<u<3—j>—3—§€osa)+<1+j>(u+j>
a, b

G o o (L) (—ptj)cosa—p(3—5)—3—j

L & ] | sina K(a,u) .

Avec :
K(a, i) = (3 + 2cosa + 3cos®a) + (u? + §)(1 — 7)sin’a (2.18)

2.3 Application

Le probléme étant résolu analytiquement, le tracé de lans®pde la poutre en un point se fait
trés facilement. Un exemple numérique permet de présentamhportement typique de la structure.
Les caractéristiqgues des poutres choisies sont : sectaméesl cm par 1 cm , module d'Young
E = 2,1.10" Pa, masse volumiqug = 7800 kg/m?, fréquencef = 100 Hz. Dans ces conditions
la valeur du parameétre adimensionnel gst 53,5 .

Dans cette analyse, nous allons nous intéresser pringipateaux ondes progressives, qui carac-
térisent le comportement vibratoire de la structure loidad@nction et qui permettent de connaitre
les voies de transmission entre les deux poutres par Fiédiaire des bilans de puissance qui se-
ront menés plus loin. De plus, dans une démarche vibro-gaas nous nous intéresserons plus
particulierement aux ondes de fexion, qui sont responsahlegayonnement de la structure.

La figure 2.2 présente le tracé des amplitudes des ondespsbgrs de la réponse vibratoire de
la structure, en fonction de I'angle de couplage

On peut ainsi constater gu'il existe plusieurs zones canatifjues : lorsque I'angle de couplage
est nul, 'onde incidente est totalement transmise, peisgstructure n’est alors qu’une poutre infi-
nie sans discontinuité. Deés lors que cet angle a une valeunulte, I'amplitude de I'onde de fexion
transmise décroit trés rapidement, et dans le cas pagtidudiité, la sensibilité de 'amplitude de la
réponse vis-a-vis de I'angle de couplage est trés fortee dhigt 20 degrés. Si I'angle de couplage
continue a augmenter, la sensibilité devient quasimeré poalur tous les angles compris entre 20 et
150 degrés. Au-dela, un comportement treés sensible estvieaouencontré, et finalement I'ampli-
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FiG. 2.2 — Module de I'amplitude des ondes progressives enifonde I'angle de couplage (degrés).
— Onde de fexion transmise, - - Onde de fexion réféchi€nde longitudinale transmise, Onde
longitudinale réféchie

tude de I'onde progressive transmise est nulle lorsqugléade couplage atteint la valeur théorique
maximale de 180 degrés. L'analyse de I'onde de fexion rédgmbut se faire de la ménmeaniére, et
présente des résultats similaires, avec toutefois unesiovedes angles correspondants a un transfert
total ou nul. Enfin, le calcul nous permet d’avoir acces ayxressions des amplitudes des ondes
longitudinales, qui présentent également de fortes silitéslhdans les mémes zones angulaires que
les réponses en fexion, bien que les niveaux vibratoiressbeaucoup plus faibles.

Lorsque I'ensemble des paramétres varie, les réponsedaiiles des deux poutres varient égale-
ment, mais le comportement global reste similaire au casepté. Dans ces conditions, il est possible
de connaitre I'expression de I'angle critique, pour ledaedensibilité de la réponse en fexion de la
structure est maximale, en fonction des paramétres delééfDeci peut étre fait relativement facile-
ment d’'un point de vue numérigue, puisque nous avons magdeéation 2.17) que mis a part I'angle
de couplage, le seul paramétre intervenant dans ce proldetme rapport des nombres d’onges
Il est donc possible de connaitre la valeur de I'angle aréign fonction de ce seul paramétre. La
difficulté réside ici dans la définition précise de I'angléigue : I'angle pour lequel la sensibilité de
I'onde de fexion progressive est maximale semble étre Rlplitime. Mais la figure 2.3 montre que
les dérivées des amplitudes des deux ondes correspond@aatesnise et réfechie) n'atteignent pas
leurs valeurs maximales pour le méme angle de couplage.

On retrouve sur cette figure le fait qu'il existe deux zonetdes sensibilités, la premiére centrée
sur un angle d’'une quinzaine de degrés, et la seconde ceniréa angle valant environ 170 degrés.
Par contre il n’est pas possible de définir précisément uledag deux angles) caractéristique de ces
zones, car les deux ondes transmise et réféchie n'attaigasrieur sensibilité maximale au méme
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FiG. 2.3 —Module de la dérivée de I'amplitude des ondes proiyessde fexion par rapport a I'angle
de couplagey, en fonction de cet angle, en degrés. - Onde transmis€@nde réféchie

angle. Nous allons nous affranchir degrebléme en considérant I'aspect transmission de puissanc
du probléme.

2.4 Bilan de puissance

Le bilan effectué va étre interprété de telle facon que lagawice associée a I'onde incidente
soit considérée comme étant la puissance d’'entrée d’'uaragstPour cela, la normale de la section
de poutre prise en compte est donc orientée dans lessens0, ce qui induit des inversions de
signes dans les relations 2.5 a 2.7. Afin de développer la emissquation du bilan, on s'intéresse
aux puissances transmises, donc correspondant aux mootgeiméicés 2. La puissance transmise
par le mouvement de fexion est déterminée a partir des quadnatités suivantes : vitesse de fexion
(eq. 2.19), vitesse de rotation des sections droites (q),2noment féchissant (eq. 2.21) et effort
tranchant (eq. 2.22).

(zg) = jwC e 2 4 juD eIk (2.19)

Qy(x2) = —jwkC e 2 4 wkD e k2 (2.20)
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My(z2) = —EIK*C e *2 4 EIK*D e ko2 (2.21)

Ty(xzy) = —EIKC e %2 4 jETK®D e 7+ (2.22)

La puissance transmise par I'effort tranchant est :

Pr(zy) = %Re (2 T>) (2.23)

1 . _ .
Pr(ws) = 5 EIwk? (||Dy|2 + ek Re (jCDe]k‘” + CDe‘ka» (2.24)

Quant a la puissance transmise par le moment de fexion :

PM(.’,EQ) = %Re (Q_2M2> (2.25)

1 . _ )
Py (w3) = 5 BIwk® (||DH2 _ ek Re (C’De”k‘” - jCDe—J’”)) (2.26)
Ainsi, les puissances transmises par I'effort tranchal& etoment de fexion dépendent de I'abs-
cisser. Cependant, lorsqu’on s’éloigne de la jonctit@s vite ces deux puissances deviennent égales

et indépendantes de I'abscisse. De plus cette dépendangmipétre qualifiée de “mathématique”,
puisque la puissance réellement mise en jeu fait intenf@isiomme de ces deux puissances :

Pfle:m'on = PT(172) + PM($2) (227)

Pfle:m'on = EIWk3 “D||2 (228)

Cette puissance est indépendante de 'abscisse.

La puissance totale transmise fait intervenir le mouven@mgitudinal, et plus précisément la
vitesse de vibration longitudinaile, et I'effort longitudinal V5.

1 —
F)longz' = §R€ (UQNQ) (2.29)
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1
Piongi = 5wAES |G| (2.30)
En conclusion, on retrouve bien que la puissance totalsrree est indépendante de I'abscisse
choisie pour le calcul, et vaut :
1
Pirans = EIwk? | D|* + 5 ESwA 1G] (2.31)

Notons que cette puissance, tracée figure 2.4, permet devetrles zones de fortes sensibilités
décrites plus haut.

0 I I I I I I
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

FIG. 2.4 — Puissances transmises, en fonction de I'angle ddagmipen degrés. - puissance totale, -
- puissance transmise par le moment de fexion et I'effortdinant (qui sont égales), - puissance
transmise par I'effort normal

De la méme facon, en indicantes déplacements et efforts généralisés correspondaondel’
incidente, la puissance incidente vaut :

P T
Pine = 3Re (:13) + 5 Re (uM;) (2.32)

1 —_dPw; 1 — d*w;
Py = ERe <wiEI 13 > + ERe <—QiEIW> (2.33)
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P, = EIwk?

(2.34)
Cette puissance ne dépend évidemment pas de I'angle deageujnfin, la puissance réféchie
(qui est tracée sur la figure 2.5) s'exprime ainsi :

Prept = 5 Re (#T;) + %Re (Q_TMT) + %Re (@N,)

(2.35)

1
Pyepi = —EIwk? | B|” - §Eswx 17|

(2.36)
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Fic. 2.5 — Puissances réféchies, en fonction de I'angle de agapken degrés. - puissance totale,
réféchie par I'effort normal

- - puissance réféchie par le moment de fexion et I'effomi¢hant (qui sont égales),- puissance

Finalement, le bilan de puissance appliqué a la portionrdetsre considérée peut s'écrire sim-
plement, puisque notmaodéle ne prend pas en compte d'éventuelles pertes :

Pipe + Prefl = Pyrans

avecPj,. > 0 ; Prefl <05 Pyans >0

(2.37)
Ce bilan est illustré figure 2.6.
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FiG. 2.6 — Bilan de puissance, tracé en fonction de I'angle delege, en degrés. - puissance inci-
dente, - - puissance transmise, puissance réféchie

2.5 Recherche de I'angle critique

L'intérét d'une analyse en terme de bilan de puissance estagtelation précédente permet de
garantir que les sensibilités des ondes transmises ehréfds-a-vis de I'angle de couplage seront
les mémes puisque la puissance incidente est constantdagle. Ainsi le tracé des dérivées des
puissances par rapport a I'angle de couplage donne deukesidentiques, tracées sur la figure 2.7.
On peut remarquer que la courbe présente deux maxima, legsreonrespondant a un angle de 10
degrés, alors que le second est atteint pour un couplageXidebjifés. Ces deux angles vont donc
caractériser la sensibilité de la structure, puisqu’autieLces deux valeurs, les variations rapides dans
les flix de puissances entrainent de forts changementsss@plenses vibratoires, alors que pour des
couplages faisant intervenir des angles différents de-ceua sensibilité estrés faible.

Nous avons vu que la formulation du probleme ne dépendaidure seule variable, qui est
le rapport entre les nombres d'ondes de fexion et de vibrationgitudinales de la poutre. |l peut
étre intéressant de connaitre I'expression des deux aogtegies, pour lesquels la sensibilité est
maximale, en fonction de cette variable. D’'un point de vualyditue, cette détermination s’avere
trés délicate, mais elle se fait tres aisément a l'aide d®uaumériques. La figure 2.8 présente le
résultat de ce calcul : les deux angles critiques sont trané®nction deu, pour des structures
“raisonnables”, c'est-a-dire de dimensions classiques.

Le plus grand des angles critiques a donc une valeur proci8@eegrés lorsque les nombres
d’'ondes sont tres différents I'un de I'autre, et diminuestpre leurs valeurs se rapprochent. La valeur
minimale de cet angle est 129,6 degrés (valeur obtenue mueérent), lorsque les deux nombres
d’'ondes sont égaux. En ce qui concerne le plus petit andiguzi sa valeur est proche de zéro
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FiG. 2.7 — Sensibilité de la puissance en fonction de I'angleadplage, en degrés.

. . . . . . . 120 . . . . . . .
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FiG. 2.8 — Angles critiques (degrés) en fonction du rapport desbies d'ondeg.
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lorsquek et A ont des valeurdrés différentes, et augmente lorsquese rapproche de 1. Notons
cependant que cet angle n’existe pas toujours, en effetusepetit angle critique atteint sa valeur
maximale lorsque: = 1/3 oup = 3 (valeurs obtenues numériquement), et vaut alors 46,2 slegré
Entre ces deux valeurs, la courbe de sensibilité ne prégehta maximum, situé au-dessus de’90
Le cas limite est présenté figure 2.9, qui présente la tiansintre I'existence du maximum local
et sa non-existence. L'aspect linéaire de la courbe du plbtefangle critique (en tracé log-log) est
intéressante a noter, d’autant que les pentes des drofiesiéss sont 2 et -2 (valeurs approchées,
obtenues numériquement), ce qui permet d’obtenir undaelampirique :

{ Aeritmin = C1 ;U'2 sip < % (2.38)

~ C: i
Cleritmin = M_% Slpu>3

ol c; etecy sont deux constantes. Cette relation n'a cependant pagseueftouvée analytique-
ment, les calculs mis en jeu étant trés lourds.

10 T T T T T T T T

0 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

FiG. 2.9 — Sensibilité de la puissance transmise vis-a-visadgle de couplage. Cas limite.

2.6 Cas d'une onde incidente longitudinale

Dans une optique de traitement exhaustif de ce probléemet ihécessaire de se demander si
les résultats précédents sont conservés lorsque I'ondkeirte est une onde longitudinale. Le déve-
loppement complet des équations ne sera pas fait ici, dassuais de simplification de I'exposé,
puisque la formulation reprend largement celle qui a étéld@pée au-dessus. Les notations sont
conserveées, les seuls changements notables sont lestsuivan
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L'onde incidente est une onde longitudinale :

up(z1) = e AL 4 FeliT (2.39)

Le mouvement de fexion de la poutre 1 est réduit a la sommeuweateles dans le sens; < 0.

wi(x1) = Aef™ + Belkn (2.40)

Dans ces conditions, seul le second termsykiéme linéaire 2.15 change, devenant :

cosae  cosaa —1 -1 sino 0 A —sino
stna Sina 0 0 —cosa 1 B cosq
1 J 1 g 0 0 C _ 0 (2.41)
1 -1 -1 1 0 0 D 0
cosa. —jcosae 1 —j3 —jpsina 0 F —J psina
| sinae —jsina 0 0  Jpeosa  jp | | G ] J pcosa

Lafigure 2.10 permet d’observer les similitudes et les iffi€es avec le cas d’une onde incidente
de fexion. Les zones de fortes sensibilités vis-a-vis daglade couplage sont toujours localisées
aux alentours de zéro et 180 degrés. La transmission du mmantdongitudinal est totale pour un
couplage de zéro degré, correspondant a une poutre drbite jrpuis diminue rapidement lorsque
I'angle de couplage augmente, pour étre quasiment nul da@dange zone centrée sur un angle
proche de 90 degrés (dont la valeur dépend des paramétrisgsihavant d’augmenter a nouveau
rapidement, et lorsque I'angle de couplage atteint 180é&deda transmission est a nouveau totale.
En ce qui concerne la transmission par I'intermédiaire duvement de fexion, elle est évidemment
nulle lorsquean vaut zéro degré, puis augmente rapidement avec I'angleugdame, avant d’'atteindre
un maximum et de diminuer sensiblement. Globalement, pug les angles situés entre 50 et 140
degrés, toute la puissance transmise a la poutre 2 I'estgr@formation de I'onde longitudinale en
onde de fexion sur la poutre 2. Enfin, autour de 180 degré®riife transmise par le mouvement de
fexion chute rapidement vers une valeur nulle.

A l'aide de cette courbe, il est possible de définir I'angliéigque, pour lequel la sensibilité de la
puissance totale transmise (ou réféchie) est maximale n@ogans la partie précédente, on va définir
en fait deux angles, qui se situeront de part et d’autre deeg€ed. Ceci est fait sur la figure 2.11, en
fonction du parametre structural

Cette figure est assez semblable a celle obtenue pour unéaidénte longitudinale (figure 2.8),
mis a part que I'angle le plus bas existe toujours, et sa vatexximale, obtenue lorsque les nombres
d’ondes de fexion et de vibration longitudinale sont égaast,de 83,1 degrés. Concernant I'angle
critique le plus proche de 180 degrés, son évolution estamma celle observée figure 2.8, sa valeur
minimale étant 146,6 degrés. La zone pour laquelle unetateudonnée n’est hypersensible vis-a-vis
de I'angle de couplage quelle que soit la sollicitation estadréduite par rapport au cas précédent.
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FIG. 2.11 — Angles critiques (degrés) en fonction du rapportraesbres d’ondeg, pour une onde

incidente longitudinale.
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2.7 Conclusion sur le couplage de poutres semi-infi nies

Une simple structure constituée de deux poutres semi@sfiobuplées par un angle peut avoir
un comportement hypersensible, suivant les caractéregighoisies. Dans la plupart des cas, il est
possible de définir deux angles critiques autour desquelsuature aura un comportemerés sen-
sible vis-a-vis de I'angle de couplage, pour une excitationnée. Un de ces deux angles a une valeur
inférieure a 85 degrés, tandis que I'autre est compris é3Beet 180 degrés. La valeur de chacun de
ces angles est fixée par le seul rapport entre les nombredae$ate fexion et de vibrations longitudi-
nales. Leur existence est due a de rapides évolutions dudslpuissance. Une conclusion importante
de cette analyse est que tout couplage de poutres sememfimlisé avec un angle compris entre 85
et 130 degrés n’aura jamais un comportement hypersensibke wis de I'angle de couplage, et ce
guelque soit I'excitation, alors que pour les autres valelasngles, il existe au moins une excitation
qui rende la structure hypersensible.

Ces résultats, basés sur des structures infinies, peuveekéipolés afin d’'expliquer les compor-
tements observés sur des poutres de dimensions finies gsguelles on peut s’attendre a I'existence
de deux angles critiques, qui résulteront du cumul de plusigypes d’ondes décrites précédemment.

2.8 Analyse d’'une poutre finie

Afin de montrer la pertinence de I'étude énergétique menékessus dans le cas des poutres
couplées semi-infinies, et plus particulierement la légté de la définition des angles critiques a
partir des évolutions des puissances mises en jeu, nouss @tadier dans cette partie une structure
constituée de deux poutres finies couplées, le but de cettie étant de relier les angles critiques
précédemment définis aux variations des pulsations projer&sstructure.

FiG. 2.12 — Poutres finies couplées

2.8.1 Recherche dekéquences propres

Les deux poutres, représentées sur la figure 2.12, dontriastédstiques seront indicées respec-
tivementi = 1 et 2, sont appuyées a leurs extrémités. En ndfam¢ module d’Young,S; la section,
pi la masse volumiquel; le moment d'inertie de fexionl, ; la longueurw la pulsation,w;(z;) le
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déplacement de fexion et;(x;) le déplacement longitudinal, et en 'absence d’effort e&tés, les
équations de mouvement s'écrivent pour chacun des domained0, L;] etz € [—Ls,0] :

piSiw?w;(z;) — E;I; dwizi) _ )
' ' ot (4 5 (2.42)
piSiw?u;(z;) + E; SZ a? =0
La solution classique de grobléme peut s’écrire sous la forme :
wi(z;) = a;cosk;x; + Pisink;x; + vichk;x; + d;shk;x; (2.43)
ui(x;) = gicos\iz; + &sin\ix; (2.44)
Ou les nombres d’ondes sont définis par les équations dersiispe
4 Pisiw2
e 2.4
p;
22 = w%i (2.46)

L'écriture des conditions d’appui en; = 0 permet de simplifier les expressions ci-dessus en
annulant les termes; , «y; et&;. D'autre part, les équations de continuités écritesxcen= L; et
9 = — L9 , Similaires aux équations 2.9 a 2.14, permettent d’'obtersystéme linéaire suivant :

TX =0 (2.47)
S T _
OuX" = [ Br 01 P2 b2 & &
EtT a pour expression :
sinki1 L1 shki L, sinks Locosa shks Lacosa 0 —cosAaLasina
0 0 —sinkaLosina —shks Losina cosAi1 L1 —cosAaLacosa
COSkl L1 Chk1 Ll :2 COSk“) Lz ——Chk,‘oLz 0 0
T=1 —sinkiLy  shkiLy — 53 sinks Ly 5 shks Lo 0 0
coskiL1  —chkiL EQ—f:%coskngcosa %@chkzlf;cosa 0 221—?‘122?-81.17)\2[1281.”04
i 0 0 52?&2 coska Lasino —glzé 2 chksLosinae —sinAi1 Ly gfgfﬁf sinXa Lacosar |
(2.48)

Les valeurs des pulsations propres de la structure s'oigi@ren résolvant numériguement I'équa-
tion non linéairedet(T') = 0.
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2.8.2 Exemple

Un exemple numérique est traité dans cette partie, les dioende la structure retenue étant les
suivantes E; = 2,1.10'"! Pa, p; = 7800 kg.m ™3, L1 = 35¢m, Ly = 27 cm, les poutres étant de
section rectangulaire identique, de largéum et d'épaisseut ¢m. Dans ces conditions, la résolution
de I'équationdet(T') = 0 permet d’aboutir a la figure 2.13, sur laquelle sont tracésVolutions
des dixpremiéres fréquences propres de la structure lorsqudd’alegcouplager évolue.
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FiG. 2.13 — Dix premiéres fréquences propres (Hertz) en fonc®l’'angle de couplage (degrés)

On peut observer sur cette figure que certaines fréquenapeeprsont trés sensibles a I'angle de
couplage, en particulier celles correspondant aux modés8let 10. Notons que ces modes corres-
pondent & des déformées pour lesquelles les deux poutmesnt/dn phase, alors que les déformées
des modes moins sensibles sont en opposition de phase, tbdesomodes locaux d’'une des deux
poutres.

2.8.3 Relation entre angle critique esensibilité des fréquences propres.

Sur la figure 2.13 sont indigués les points d'infexion degloesi des modes les plus sensibles,
correspondant a une sensibilité des fréquences proprésvigsde I'angle de couplage maximale.
Chacun de ces points permet de définir une fréquence propoeiés a un angle “critique”, pour
laquelle on peut calculer la valeur du rapport des nombresddis;. en utilisant I'équation 2.16.
On obtient ainsi un ensemble de points gu'il est possibleegerter sur la figure 2.8, caractérisant
les angles critiqgues pour les poutres semi-infinies. Cecfadtssur la figure 2.14, sur laquelle on
peut observer que les angles critiques définis a I'aide dsidérations énergétiques pour les poutres
semi-infinies sont proches de ceux définis par la sensibi#gfréquences propres pour les poutres
finies. Seul le point correspondant au premier mode estuetaént éloigné de la courbe originale,
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mais concernant ce mode particulier on peut se rendre cosupti figure 2.13 que la variation
de sa fréquence propre est relativement lente lorsqueléantg couplage augmente, et que dans
ce cas l'utilisation d'un angle critique tel que nous I'asaiéfini a moins de sens que pour un mode
beaucoup plus sensible, comme I'egglmtriéme par exemple. Notons que cette remarque cont¢ernan
le premier mode est également valable pour le mode 10, dfmtjaence propre varie beaucoup, mais
sur un large intervalle angulaire. La différence pour ceatast que le point caractérisant la sensibilité
de la dixieme fréquence propre se trouve étre quasimenasaurbe qui nous intéresse.

2

L L L L L L L 120 L L L L L L L

FIG. 2.14 — Angles critiques (degrés) en fonction du rapporindesbres d’ondeg, pour des poutres
semi-infinies, avec tracé de certains points obtenus paupaitres finies.

2.9 Conclusion sur le couplage des poutres

L'analyse de poutres couplées a permis de montrer qu’unetste aussi simple pouvait avoir
un comportement hypersensible. Ce phénomene a été démaitetérisé a partir de poutres infinies,
pour lesquelles nous avons montré que I'angle critiqgue dplage était défini a partir du rapport des
nombres d’ondes mises en jeu. Cette analyse a été faiteiaddane considération des puissances
mises en jeu, puis a été justifiée lors de la considératiomgfobléme mettant en situation des poutres
finies, pour lesquelles nous avons montré que les variateadréquences propres en fonction de
I'angle de couplage pouvaient étre reliées aux résultadenob a partir des poutres semi-infinies.



Chapitre 3

Etude du couplage de plagues
semi-infi nies

Dans ce chapitre, I'étude précédente est étendue au casgleeplcouplées semi-infinies, afin
d’expliguer les comportements hypersensibles observédesuplaques [RG 97] : nous chercherons
a savoir si les angles critiques observés sur les poutreteakiégalement dans le cas de plaques
couplées. La démarche adoptée est identique : formulatigmabléme et définition des ondes mises
en jeu, bilan de puissance, définition et caractérisatiotadgle critique de couplage en fonction
des paramétres de la structure, et enfin mise en paralleteumesanalyse de plaques couplées de
dimensions finies.

FiG. 3.1 — Notations utilisées pour la description des plagaas-infinies

3.1 Cas d'une onde incidente de fexion

Nous considérons donc deux plaques semi-infinies, commeigrenla figure 3.1, en utilisant
une formulation ondulatoire.

3.1.1 Formulation du probléme
Mouvement deflexion :

Le mouvement de fexion doit obéir a I'équation de mouvemebste :

60
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0*w 49 otw n 0*w
Ox* 0x20y? oyt

= k*w (3.1)

Dans cette équation, la variahle dépendante des coordonnéest i, représente la partie spa-
tiale du déplacement de la ligne moyenne de la plaque engtimjesur I'axe normal. L'évolution
temporelle de ce déplacement est :

w(z,y,t) = welt (3.2

Le nombre d’onde de fexiok estentierement déterminé par I'équation de dispersion :

2_ . /P
= w5 (3.3)

La géométrie particuliére de la structure permet de résoligljuation de mouvement par sépa-
ration de variables. En supposant que I'expression du cldeggplacement peut se mettre sous la
formew = f(z)g(y), et en cherchant la solution sous une forme exponentieil@ose :

flx) =ae"® +be M* (3.4)

En remplacant cette expression dans I'équation diffézté@tion obtient I'équation suivante :

vig+2vig" + " = kg (3.5)

Cette équation se résout tres simplement :

gly) = ceP¥ +de Y 4 pehV 4 ge 02 (3.6)
avec :
V2 + 4% =k etyl + 63 = —k? (3.7)
Cequimene a:
w= (ae"” +be”M7) (c €Y 4 de Y 4 ped?Y + q6_62y) (3.8)

Notons que cette solution est compatible avec les conditionites de la structure, comme nous
allons le voir, mais que dans le cas général il n’est pas twsijpossible de trouver la solution sous
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cette forme. En effet, I'existence d'une solution pouvdétisre sous la forme d'une séparation de
variable spatialess = f(x)g(y) n'est garantie que dans le cas de plaques rectangulairedgseu
quelles les conditions limites n'introduisent pas de cagelentre les déplacements suivant les axes
T ety.

Dans notrgprobléme, nous supposerons que le mouvement forcé de laeptestjissu d’une onde
progressive de fexion d’amplitude unitaire de la plagud net que I'angle d'incidencé de I'onde
par rapport & la ligne de couplage est connu et compris ergte90 degrés (voir figure 3.1). Cette
onde incidente a donc pour expression :

R (3.9)

ky = kcosf et ky = ksin0 (3.10)

Une partie de cette onde est réféchie sur la plaque 1, tantlisejautre partie est transmise sur
la plague 2. L'angle de connexion des deux plaques entrairmuwplage entre les mouvements de
fexion et de mouvement dans le plan par I'intermédiaire deslitions limites, que nous détaillerons
plus loin. En ce qui concerne le mouvement de fexion réftagui-ci a pour expression :

w, = e~iks® ( Aeikuy o Bem) (3.11)

La coincidence spatiale le long de la ligne de couplage imetrpour cette onde comme pour
toutes les autres la méme évolution suivant I'axec’est a dire une onde progressive de nombre
d'ondek, et évoluant vers les positifs. La réfexion de I'onde se traduit par l'inversion signe de
I'onde progressive suivant I'axge('amplitude de cette onde étant noté§ ainsi que par I'apparition
d'une onde évanescente d’'amplituBecaractérisée par son nombre d'onde :

ke = k1 + cos?6 (3.12)

Les autres ondes décrites par I'équation 3.8 ne peuventxisteresi le mouvement forcé est
celui de I'équation 3.9, car ce sont soit des ondes progessgui évoluent dans le mauvais sens, soit
des ondes évanescentes qui entrainent une amplitude iiofisépiey tend vers l'infini par valeurs
négatives.

L'onde de fexion qui est transmise sur la seconde plaqueepté nécessairement la méme coin-
cidence spatiale le long de la jonction, et si les deux placque des caractéristiques identiques,
I'angle d'incidence rest@. Cette onde présente également une composante évanescente

w, = e~ika® (He_jkyy + Ke—key) (3.13)
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Mouvement dans le plan

Les conditions limites introduisant un couplage entre lesivements dans le plan et hors plan,
il est nécessaire de décrire le mouvement dans le plan deutdwse. Les équations de mouvement
reliant les composantesetv du champ de déplacement dans le plan de chacune des plagties so

2 1— 2 1 2 1— 2
ou v 07y +v 0% EV o (3.14)

02T T2 a2 T T2 ozoy

v 1-vd*w 1+4+v 0%u 1-v?
— =— 3.15
0x? + 2 Oy? + 2 Jzdy g ™7 (3.15)

La solution de cesystéme sous forme d’ondes forcées peut s'écrire sousrntfgénérale sui-
vante [PHKJ 01] :

V= U] + Vg

{u:ul—i-us (3.16)

avec :

{ w = kip (Ay e ikza=ikiy _ By eikize—ikiy 4 ) g=ikrtikuy _ D eikizotikiy) (3.17)

v = kly (Al e_jklzx_jklyy + Bl ejklzx_jklyy — Cl e_jklzm'i'jklyy — Dl ejklzx+jklyy)

Ug = ksy (_As e Jkszt—jksyy _ B, eJksz®—Jksyy + e Jkszm+iksyy + D, ejksz$+jksyy)
Vg = ksa: (As e—jksmfv_jksyy _ Bs ejkszic_jksyy + Cs e_jksm$+jksyy _ Ds ejks:c-’»ﬂ'i'jksyy)
(3.18)

Dans ces équations les nombres d’ondles$ . sont définis par :

Bk, =N = gl 3.19

A est le nombre d’onde correspondant a une onde longituditzads le plan (paralléle a la direc-
tion de propagation)

1+v
2 2 2 2
kiw+ kg =n"=2p w (3.20)

1 est le nombre d’onde correspondant a une onde de cisailtedaan le plan (perpendiculaire a
la direction de propagation)

En appliquant ces résultats a la structure étudiée, on ggetndiner I'expression du champ de
déplacement dans le plan. La premiere remarque a formuterecoe la correspondance spatiale
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suivant I'axex de ce champ avec le champ de fexion :

kip = ky €tkgy = ky

Il faut ensuite distinguer 3 cas, suivant les valeurs ragmscdes nombres d’ondes dans le plan
et de la composante du nombre d’onde de fexion le long de tigon

Premier cas : A\ > k, Notons que ceci entraine > k, carp = 2(1 — v)\ . Si on se limite aux
matériaux pour lesquels < 0.5, le nombre d’onde: est donc toujours supérieunaDans ce cas :

kiy = /A2 — k2

ksy = /1 — K2

Ces deux nombres d’onde sont réels. Les ondes dans le pladastnce cas des ondes progres-
sives. En prenant en compte la coincidence spatiale aiesiegsens de propagation des ondes, qui
doit étre en accord avec I'onde imposée (équation 3.9), bardly'expression des deux composantes
des ondes réféchies, que I'on prendra sous la forme :

uy = e=dkea (%Cejkwy +hup ejksyy)

v, = ¢ Tkam (_’fkﬂcejkzyy +hap ejksyy)

Et pour les ondes transmises :

uy = eIkt (% Feihuy — Eug e—jksyy)

s K s k s
vy = eIk (Type ]kzyy_|_7wQe Jksyy>

Second cas i > k, > A Dans ces conditions, I'onde longitudinale est évanesceabes que
I'onde de cisaillement dans le plan est progressive.

kiy = j/ =22 + k2

ksy = /112 — k2

L'expression des ondes réféchies est :

U, = eIk (%’”C e~ Thwy 4 k%P ejksyy>

v, = e ket (’%Cefjkzyy + ke pejksyy)

Et pour les ondes transmises :

_ —jkax [ ka ik k —jks
ut_e Jm(TFe.] lyy_%Qe J yy>

o kl . k o
vy = e Ika® (_TyF elky o ke ]ksyy>

Troisiéme cas %, > p Dans ces conditions, les ondes dans le plan sont toutes des émanes-
centes. Nous verrons que ce cas est le plus fréquent des trois

kiy = j/ =22 + k2

by = v/ =17+ 12

L'expression des ondes réféchies est :

uy = e=dkea (%Ce—jkzyy e e—jksyy)

vy = e Tk (kkﬁcefjkzyy + %pefjksyy>

Et pour les ondes transmises :

_ —jkax [ ks ik k ks
ut_e Jm(TFe.] lyy+%Qe] yy)

_ —Jjk ky 13 ks 13
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Efforts généralisés le long de I'axe O,x :

A partir des expressions des déplacements, on en tire dellesfforts généralisés le long de la
jonction :

Eh ou Ov
o= 2(1 + v) <@ + 8_x) (3:21)
Eh ou Ov

Bw Pw
F,=—-D|—+2—-v)=—— 3.23
<8y3 +(2-v) 8x28y> ( )
La rotation de la section s’écrit :
rR=2v (3.24)
dy
Et le moment féchissant (porté par I'axe de couplage) :
0w 0w
M=D|— — 2

<8y2 + V8x2> (3.25)

3.1.2 Résolution, application

Afin de résoudre Iprobléeme, il convient d’écrire les relations de continlédéong de la ligne de
couplage des deux plagues. Huit équations traduisentamitauité :
a) Continuité des trois composantes du déplacement :

Up = Ug 5 Vp — Vpcosa — wysine = 0; w; + w, + vysina — wicosa = 0 (3.26)

b) Continuité des trois composantes de la force généralisée

FI = F!; Fy - F?fcosa — Flsina=0; F! + F! + ngina — Fleosa =0 (3.27)

c¢) Continuité de la rotation de la section :

Ri+R,—R, =0 (3.28)
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d) Continuité du moment de fexion :

M+ M, — M, =0 (3.29)

A partir des expressions des ondes dans les deux plaguésgieppement des équations conduit
a l'obtention d’'unsystéme linéaire précisé en annexe C. Les paramétresusauctindépendants
intervenant dans I'expression de ce systeme sont au noratgeatre : le coefficient de Poisson
I'angle d'incidence de I'onde de fexidh I'angle de couplager et un parametre adimensiontel

h2w?
12F

E=p (3.30)

Enfin, l'inversion du systéme permet d’obtenir I'expressittu déplacement et des efforts sur les
deux plaques, et donc d’étudier le comportement de la sieicomme cela a été fait pour les poutres
infinies.

Afin de décrire le comportement vibratoire typique de laditite étudiée, on supposera qu'elle
est constituée de plaques en aciBr£ 2,1.10!! Pa; p = 7800 kg/m? ; v = 0, 3), que la fréquence
d’excitation est de 500 Hz et que I'angle d’incidence de dlerde fexion est = 40 °. Dans ces
conditions la composante selon la ligne de couplage du redibnde de fexiork , vaut24,2m ! et
le nombre d’onde de vibrations de cisaillement dans le pleaut0, 98 m ~! : on se trouve donc dans
la cas numéroté %( > 1). En ce qui concerne le coefficient adimensiorfela valeur est, 2.10 7.
Dans un premier temps, nous étudierons la réponse de lausapour un angle de couplage inférieur
a 90 degrés.

L'observation de la réponse en fexion (a I'origine du rayement de la structure) va se faire en
plusieurs points, afin d’'observer la nature des ondes. Lmiprepoint d’observation retenu est situé
sur lajonction, c’est le point origine du repére. En ce pda# réponses vibratoires font apparaitre a la
fois les ondes progressives et évanescentes. Le secorntdifodigervation se fait loin de la jonction
afin de ne plus observer que les effets des ondes progredsesfigures 3.2 et 3.3 présentent les
évolutions des modules des déplacements en fonction dgid'ae couplage des plaques.

On s’apercoit en observant la figure 3.2 que I'amplitude calament est trés sensible a I'angle
de couplage lorsque celui-ci est faible, ceci étant valgbkl'on soit sur la jonction ou plus loin, car
les ondes de fexion sont progressives. Au-dela d'une dizdéndegrés, la réponse n’'évolue presque
plus, ce qui signifie que la sensibilité de la réponse vis algitangle de couplage est quasiment
nulle. Remarquons enfin qu’il existe un angle de couplage lequel la transmission en fexion est
nulle, 'onde incidente étant compléetement réféchie sptdgue 1.

On a de méme accés aux déplacements dans le plan, tracédigurda3.3, qui montre que les
sensibilités sont également importantes pour ces mouvsnT@ais que ceux-ci sont associés a des
ondes évanescentes, qui induisent un déplacement uniquemgoisinage de la jonction. Trés vite,
ces déplacements ont une amplitude négligeable.
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3.1.3 Bilan de puissance

L'observation de la figure 3.2 permet de s’apercevoir queeisibilité maximale des ondes de
fexion transmise et réfEchie ne sera pas atteinte pour leera@igile de couplage, comme cela a déja
été remarqué pour les poutres (figure 2.3). Une analyse e tde bilan de puissance permet de
s’affranchir de cette difficulté. Dans un soucis de clargdysine détaillerons pas les expressions des
puissances que nous utiliserons dans la suite.

Puissance associée au moment de fexion :

Py = %Re (QM) (3.31)

Puissance associée a l'effort tranchant :

1 _
Pr = 5 Re (wT) (3.32)
Puissance associée au mouvement dans le plan :
1 1.
Pyian = ERe (uFy) + ERe (0F,) (3.33)

Puissance totale :

Pyt = Py + Pr + Ppl(m (3.34)

La figure 3.4 présente les évolutions de ces puissances efiofone I'angle de couplage, pour
la structureparticuliére décrite au paragraphe 3.1.2. On s'apercatguel que soit I'angle de cou-
plage, la puissance est principalement transmise paeifirédiaire du moment de fexion, et dans
une moindre mesure par I'effort tranchant. La puissancestnése par le mouvement dans le plan est
nulle car les ondes associées sont évanescentes. Lesstmsikilités observées précédemment s’ob-
servent a nouveau sur les puissances, puisque pour deibies fangles, la puissance réféchie est
nulle, puis augmente tres rapidement avec I'angle de cgaplaa nature de la transmission change
complétement puisqu’il existe un angle pour lequel la @riss transmise est nulle. Pour des angles
plus importants, un équilibre s’établit ensuite, et laaton des puissances avec I'angle est trés faible.

En modifiant les paramétres de la structure, les différestasbes gardent des allures similaires,
tant que I'on reste dans le cas noté/3.:> u . Ceci correspond a :

1—v 3E cos'#
1+ vdpm? h2f?

>1 (3.35)

Soit, pour un acierlf = 2,1.10 Pa, p = 7800 kg.m 3, v = 0, 3) ou un aluminium classique
(E =17,2.10" Pa, p = 2700 kg.m 3, v = 0, 34) :
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FiG. 3.4 — Evolution des puissances en fonction de I'angle delage (degrés).
a) puissances réféchies b) puissances transmises - - Mamdiaxion ;—- Effort tranchant ;-
mouvement plan (zéro car ondes évanescente)yissance totale

cos*6

2 > 1076 (3.36)

Ainsi, seules les ondes d’incidences quasi normales vahiirg des ondes progressives dans
le plan. Dans les conditions précédentes, I'angle d’'inwdelimite, au-dela duquel les ondes dans
le plan sont progressives vaut 88,\insi une onde quasi normale, d’'incidence’ §sar exemple,
induira un champ de mouvement dans le plan progressif, st@anas particulier la transmission de
puissance se fera principalement par I'onde notgeerpendiculaire a la ligne de jonction. Pour tous
les autres angles d'incidence, la transmission se ferauoujde la méme fagon, avec une zone de
forte sensibilité autour d’un angle critique.

3.1.4 Recherche de I'angle critique

L'angle critique, qui caractérise le comportement hypesgde de la structure, est défini comme
étant I'angle pour lequel la sensibilité de la puissancestrase vis-a-vis de cet angle est maximale.
Cette dérivée est évaluée numériqguement sous Matlab. Btudd de I'évolution de I'angle critique,
nous utiliserons les 3 variablés¢ et v qui suffisent pour avoir une connaissamoenpléte du phé-
nomeéne. Nous nous limiterons a des matériaux classiques,l@squelsl0 2 < ¢ < 1073, et
0,2 < v < 0,4. Langle# va varier entre 0 et 90 degrés. Dans ces conditions, I'argglespondant
a la plus forte sensibilité de la réponse vis a vis de I'anglecduplage est tracé figure 3.5 (pour
v = 0, 3). Cette figure permet de se rendre compte que I'angle ceitajla plupart du temps une
valeur inférieure a 10 degrés, et que seuls les angles dénces normales, les structures calculées
en hautes fréquences ou ayant de fortes épaisseurs ne salarsace cas.

L'infuence du coefficient de Poisson du matériau est trdddacomme le montre la figure 3.6,
tracée pour = 0,4. Notons que cette faible infuence n’est caractérisée ieigpur des valeurs de
coefficients de Poisson correspondant a des matériauxnteura

Sil'on tente d’extrapoler ces résultats au cas des plageiéintensions finies, on peut s’attendre
a ce que le mouvement soit régi par un cumul d’'ondes dont iglesd’incidence couvrent un large
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FIG. 3.5 — Angle critique (degrés) en fonction de I'angle d'demced et duparamétre adimensionnel
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FIG. 3.6 — Angle critique (degrés) en fonction de I'angle d'demced et du paramétre adimensionnel

&. Tracé pour = 0,4
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intervalle angulaire, et qu'une partie de ces ondes seableistque I'angle de connexion esés
sensible. Dans la plupart des situations, cela se tradairane valeur globale d’angle de couplage
critique dont la valeur a de fortes chances d’étre inféaeulO degrés, ce qui est en accord avec les
résultats observés [RG 97].

3.1.5 Comportement de la structure pour un angle de couplage comgientre 90 et
180 degrés

L'étude précédente portant sur les angle de couplage enféria 90 degrés, on peut s'interroger
sur I'existence de sensibilités pour des angles comprie &t et 180 degrés. Le modele présenté
dans les paragraphes précédents permet évidemment delmrg@ooette interrogation, mais notons
que les résultats devront étre interprétés avec précaytimtamment pour les angles proches de 180
degrés, car de telles structures sont impossibles a coastru

Quoi qu'il en soit, le modéle mathématique nous permet @wibtla figure 3.7, sur laquelle les
puissances transmises et réféchies sont tracées en fodetitangle de couplage. Un zone de forte
sensibilité peut étre observée dans une zone proche de g8&sdqui peut étre interprétée comme la
zone “symétrique” de celle qui a été décrite précédemmempt.oftos de la situation particuliére de
I'angle de couplage: = 180°, les résultats observés au paragraphe 2.4 (et plus pant@ulent sur la
figure 2.6), concernant I'annulation de la puissance trésespoura = 180°, ne sont pas extensibles
au cas des plaques. En effet, une partie de la puissancaresnise sur la seconde plaque en raison
de l'effet de I'angle d'incidencé le long de la ligne de couplage. Dans le cas présent, cet sagte
40 degrés, donc la composante suivant I'axde I'onde incidente n’est pas bloquée par la géométrie
de la structure, et une partie de cette onde est donc tramsmis

= L L L L L ~10 L L L L L
150 155 160 165 170 175 180 150 155 160 165 170 175 180

FiG. 3.7 — Evolution des puissances en fonction de I'angle dplage (degrés). Angle d’incidence
0 = 40°.

a) puissances réfechies b) puissances transmises - - MpomeRffort tranchant ;- Mouvement
plan (zéro car ondes évanescentes)Total

Ceci est confirmé par la figure 3.8, pour laquelle I'angle adence a été choisi proche de 90
degrés. Dans ce cas, on se retrouve dans une situation abigaux poutres, I'onde incidente étant
bloguée par la jonction, I'intégralité de la puissance &tdors réféchie.

La zone de haute sensibilité peut étre caractérisée pargle enitique, pour lequel la sensibilité
de la puissance transmise (ou réféchie) est maximale. té tla cet angle est fait en fonction de
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FiG. 3.8 — Evolution des puissances en fonction de I'angle dplage (degrés). Angle d’incidence
0 = 85°.

a) puissances réfechies b) puissances transmises - - MpmeRffort tranchant ;- Mouvement
plan (zéro car ondes évanescentes)Total

I'angle d’incidencef et duparamétre adimensionnél(pour v = 0, 3), sur la figure 3.9. La valeur
tracée est le complémentaire a 180 degrés de 'angle aitigfin d’obtenir une figure comparable
aux figures 3.5 et 3.6. Le saut observé aux alentouf de 35° est di a la définition de I'angle
critique, et peut étre expligué a l'aide des figures 3.7 et 3@ la figure 3.7, I'angle critique est
localisé aux alentours de 176 degrés, sur la partie gaucmimimum de la courbe de puissance
réfechie, alors que pour la figure correspondafit=a85 °, I'angle critique vaut environ 173 degrés,
mais il est situé cette fois-ci a droite du minimum de la ceutta transition entre ces deux situations
permet d’expliquer le saut constaté sur la figure 3.9.

3.2 Cas d’'une onde incidente longitudinale

Afin d’obtenir une description compléte du phénoméne de legapentre les plaques, il est in-
téressant d'étudier les modes de transfert pour une araitde mouvement dans le plan. Dans un
premier temps nous allons étudier I'effet d’'une onde lardjitale, avant de s'intéresser a une onde
de cisaillement dans le plan. Pour une structure finie, lgpé&std’ondes excitatrices seront présentes
et nous pourrons mesurer I'effet de chacune d’entre elles.

3.2.1 Formulation

L'onde incidente longitudinale a pour expression :

J— ke —jkex—jkiyy
{ e ' (3.37)

k s o
v; = %e Jkax Jklyy

Cette onde, d’amplitude unitaire, est supposée avoir uteatigcidence noté :
ks = AcosH

kiy = Asinf

Avec toujours A2 = p%uﬂ
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FIG. 3.9 — Angle critique (appartenant a I'intervalle 90-18Qmds, la valeur tracée étar0° — arc¢)
en fonction de I'angle d’incidenag et duparametre adimensionnglr = 0.3.

Les ondes du mouvement dans les plans des plagues auranpailorexpression :

Uy = e Ike® <%Ceﬂ”yy + %P ejksyy> (3.38)
v, = e Ika® <—%C elkuy 4 %P ejksyy) (3.39)
up = e Ik (%F e Iy %Q ejksyy> (3.40)
vy = ¢ Ika <%F e IRy 4 %Q ejksyy> (3.41)

Si I'on suppose que le nombre d’onde de vibrations tranegedans le plap = 2(1 — v)\ est
supérieur a\. Ainsi toutes les ondes de mouvement dans le plan sont des @ndgressives.

Pour les ondes de fexion il convient de distinguer les degxsovants :

— Premier cask > k, ol le nombre d’'onde de fexion est défini par? = w %

Alors k, = \/k? — k2 etk, = \/k + k2 permettent de donner I'expression des ondes de fexion :
Y T T

w, = ¢~ika® ( Aeikuy o Bem) (3.42)
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wy = ¢ ke ( He ik 4 Kefkey) (3.43)

Ces ondes présentent a la fois une partie progressive etutie gvanescente.
— Second cask < k,

Dans ce cas, = \/k2 — k? etk, = \/k + k2

Wy = e_jszv (Aekyy + Bekey) (344)

w, = e~ika ( He kv o Ke—key) (3.45)

Les ondes de fexion sont alors évanescentes.
Notons que pour des aciers ou aluminiums classiques, leigreas se traduit par :

h? f%cos*0 < 9.10° (3.46)

ce qui permet d’affirmer que le cas le plus fréquent sera Imiere et qu'une partie des ondes
de fexion sera propagative. Seules des plafy@ssépaisses ou des fréquences élevées induiront des
ondes de fexion uniquement évanescentes.

Larésolution du probléme se fait alors en écrivant lesiglatde continuité le long de la jonction.
Les équations ne sont pas développées ici, mais le systéqeations obtenu est cependant donné
en annexe D.

En reprenant les parametres de I'étude précédente, et esamigpour 'onde incidente une onde
longitudinale, on obtient les courbes de déplacementéagasur les figures 3.10 et 3.11. On constate
ainsi qu'on retrouve des résultats similaires aux préddden ce qui concerne la sensibilité de la
réponse en fexion de la structure : celle-ci est trés imptetpour des angles de connexion faibles, et
diminue ensuite. Notons cependant que les sensibilitésnsoins prononcées que dans le cas d’'une
onde incidente de fexion.
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FiG. 3.10 — Evolution du module de la réponse en fexion, en fonade I'angle de couplage (degrés).
a) réponse sur la jonction b) réponse loin de la jonction  -desrtransmises ; - ondes réféchies
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FiG. 3.11 — Evolution de 'amplitude de la réponse dans le plarfpaction de I'angle de couplage
(degrés).

a) réponse sur la jonction b) réponse loin de la jonction  desa transmises ; - ondasréféchies ;

- . ondesv transmises ; . . ondesréféchies

Comme dans les cas précédents, il n'est pas possible derdgfiangle critique a partir de la
seule observation des réponses en déplacement : un bilansdamce est nécessaire.

3.2.2 Bilan de puissance

En ce qui concerne I'évolution du mode de transmission,ctériaé par le tracé des puissances
(figure 3.12), on s’apercoit que les puissances sont paferpent transmises par le mouvement dans
le plan, et que les sensibilités sont moins prononcées queldacas précédent, mais sont toujours
rattachées a des angles faibles.
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FiG. 3.12 — Evolution des puissances en fonction de I'angle dplage (degrés).
a) puissances réféchies b) puissances transmises - - MomehRffort tranchant ;- Mouvement
plan;— Total

3.2.3 Recherche de 'angle critique

Ce hilan de puissance permet de définir un angle critiquee étaater I'évolution de cet angle
en fonction deparametres (angle d’'incidenéeet paramétre adimensionng)l. Ceci est fait sur la
figure 3.13, pour un coefficient de poissen- 0, 3.
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FiG. 3.13 — Angle critique (degrés) pour une onde incidente itad@ale, en fonction de I'angle
d’incidenced et duparameétre adimensionngly = 0, 3

On peut s'apercevoir sur cette figure que I'angle d'incigeatrés peu d’'infuence sur la valeur de
I'angle critique, et que seuls des valeurstdidevées (c’est a dire des plaques épaisses ou des calculs
menés en hautes fréquences) entraineront des valeussdatgles critiques.

3.3 Cas d’'une onde incidente de cisaillement dans le plan
Pour terminer cette analyse, étudions le cas d’'une ondeeintg de cisaillement dans le plan.

3.3.1 Formulation

On impose cette fois comme onde excitatrice I'onde suivante

uj = — ek ke (3.47)
v; = %e_jkzm_jksyy )

Cette onde est supposée avoir une incidence d'ahgle
ky = pcost
ksy = psind
Avec toujours 2 = 2p1trw?; k2 = w\/% ethe = /k + k2
Il convient de distinguer 3 cas :
— Premiercask > \ >k,
Toutes les ondes sont alors progressives.
— Second cask > k, > \
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Toutes les ondes sont alors progressives, exceptées les lmmgjitudinales.
— Troisieme cask, > k > A
Toutes les ondes sont alors évanescentes, exceptées éssdmcisaillement dans le plan.

Le systeme obtenu et les expressions des ondes sont détailinnexe E. Les courbes obtenues
montrent peu de différences avec le cas ou I'onde incidesttioegitudinale. Les résultats sont tout
a fait comparables, comme le montrent les figures 3.14 et 3.15
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FIG. 3.14 — Evolution du module de la réponse en fexion, en fonale I'angle de couplage (degrés).
a) réponse sur la jonction b) réponse loin de la jonction  -desrtransmises ; - ondes réféchies
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FiG. 3.15 — Evolution de I'amplitude de la réponse dans le plarfpaction de I'angle de couplage
(degrés).

a) réponse sur la jonction b) réponse loin de la jonction  desn transmises ; - ondeasréféchies ;

- .ondesy transmises ; . . ondesréféchies

3.3.2 Bilan de puissance

Le bilan de puissance permet de définir I'angle critique,agti’angle pour lequel la sensibilité
de la puissance transmise est maximale. Les puissances enigeu sont données sur la figure 3.16.
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FIG. 3.16 — Evolution de la puissance, en fonction de I'anglealptage (degrés).
a) mouvements réfeéchis b) mouvements transmis - - MomenEffort tranchant ;- Mouvement
plan;— Total

3.3.3 Recherche de 'angle critique

La valeur de I'angle critique, en fonction de I'angle d’'idence et dparametre adimensionngl
est tracée sur la figure 3.17. Cette figure présente de fondgigdes avec celle obtenue pour une
onde incidente longitudinale (figure 3.13), si'on excdpteangles d’incidence rasante pour lesquels
il N’y a pas de maximum sur la courbe de sensibilité danselfirdlle considéré, puisque la courbe
associée est monotone. Ce phénomeéne est comparable a cétéuteservé dans le cas des poutres
couplées (figure 2.9).
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FiG. 3.17 — Angle critique (degrés) pour une onde incidente s&l@ment dans le plan, en fonction
de I'angle d'incidencé et du paramétre adimensionigelr = 0, 3
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3.4 Conclusion sur le couplage de plaques semi-infi nies : coru@ison
avec uneétude de plaques couplées finies

En regroupant les résultats obtenus sur le couplage degdammi-infinies, on peut affirmer que
contrairement aux poutres, il n’existe pas de configuragioirgarantisse que la structure ne soit pas
hypersensible vis-a-vis de I'angle de couplage pour unéagian donnée. Cependant, la tendance
générale est que les structures présentant des angles plagmiaibles ou proches de 180 degrés
ont beaucoup plus de chances d’étre hypersensibles, casti €n grand nombre de configurations
pour lesquelles I'angle critique de la structure est comghains ces intervalles. Remarquons que dans
un cas ou les trois types d’'ondes décrits existent simuttané bien souvent les ondes de fexion
transportent plus d’énergie que les ondes dans le plan,igequet d’affirmer que le comportement
global se rapprochera de celui étudié en premier (ondeantédde fexion). De plus, si I'on cherche
a généraliser 'ensemble des résultats obtenus au casatpgeplde dimensions finies, on peut s'at-
tendre a ce qu'il existe généralement un angle pour lequstisibilité de la réponse vis a vis de
I'angle est maximale. En effet, si I'atonsidére que pour une telle structure, le champ vibrapaite
étre interprété comme une superposition d’'ondes couvratdrge intervalle d’angles d’incidences,
un effet de “moyennage” des courbes obtenues tendrait aieetr’existence de cet angle critique,
dont la valeur a de fortes chances d'étre inférieur a unergizie degrés. Bien sdr, ceci n'est qu'une
tendance générale, et des paramétres structuraux ou uteiergarticuliers pourraient impliquer
I'existence d’'un angle critiqgue supérieur a dix degrés.

On peut vérifier ceci a I'aide de résultats fournis par Rafillet al. [RG 95] : il étudie la structure
simple formée de deux plaques en acier dont I'angle de cgeplaest variable, et dont les dimen-
sions sont précisées sur la figure 3.18, et plus particatiént la sensibilité de la mobilité de transfert
entre les points A et B. Celle-ci est définie comme le rappuatrieda vitesse normale au point B et
la force normale au point A. Elle dépend de I'angle de couplagelle est donc noté¥ (A, B, ¢).

Sa variationdY (A, B, §¢) pour une variatio¢ de I'angle sert a définir le parametre de sensibilité
suivant :

(3.48)

FiG. 3.18 — Dimensions (mm) de la structure de référence

La fréquence d'excitation étant fixée a 500 Hz, la figure 3.@8n@ I'évolution du parameétre
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a(A, B,d¢) pour une variationh¢ d'un degré. La sensibilité maximale est donc atteinte paur u
angle de couplage de 7,5

E. REBILLARD AND J. L. GUYADER

10 log (a)

20 40 60 80 100 120 140

Connexion angle (degrees)
FiG. 3.19 — Sensibilité de la mobilité de transfert, figure tidéd'article de Rébillard et al. [RG 95].

Si I'on cherche a rapprocher ce résultat de celui obtenu ldacas des plaques semi-infinies, il
convient de considérer lgarameétre adimensionnel 3.30, qui dans ce cas&ast1,23.10~7. La
figure 3.20 représente la coupe de la figure 3.5 pour cettervdé. Il n’est pas évident d’en tirer
une valeur particuliere de I'angle critique, qui seraitadé pour le cas des poutres finies.
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FiG. 3.20 — Coupe de la figure 3.5, pofir= 1,23.10~7 : angle critique de couplage (degrés) en
fonction de I'angle d’'incidence (degrés)

Une approche simplifiée peut se faire en considérant I'atfigteidence directe du point A vers
la ligne de couplage, qui est indiqué sur la figure 3.18, euppasant qu'il y a un cumul direct des
ondes d’incidence$, I'angle critique global s’obtenant comme une moyenne aegea critiques
aerit PriS €n compte :
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plaques couplées finies
1
Ueritique moyen — E /Ae acrit(o)do (3.49)
Soit, avec I'approche proposée :
1 90 90
Ucritique moyen = m </41 acm‘t(o)do + /49,6 Oécrit(e)de) (3-50)

Ainsi, on obtient une estimation de I'angle critique pouplaque finie, qui dans notre cas a une
valeur de 6,9.

Ce résultat, bien qu'obtenu avec une approthe simplifiée, est proche du cas réel (§,%t
permet de justifier 'analyse des plagues semi-infinies mepéécédemment.



Conclusion sur le couplage de structures
semi-infi nies

Pour chacune des structures étudiées (poutres et plaquemfaies couplées), il est possible de
définir un angle critique, pour lequel la sensibilité de lsspance transmise (ou réféchie) vis-a-vis de
I'angle de couplage est maximale. L'existence de cet argjldue a de rapides changements de type
de transmission, qui sont clairement identifiés par un kd@muissance. La valeur de cet angle est
définie par les caractéristiques de la structure et de ta&ken. Cependant, sa valeur est dans la plu-
part des cas inférieure a 10 degrés, ou proche de 180 degnés|®cas des poutres, I'angle critique
est défini uniguement a partir du rapport des nombres d'oradi@s que pour les plaques couplées, 3
parametres sont nécessaires pour connaitre sa valeuesbéats peuvent étre utilisés pour expliquer
des comportements observés sur des structures de dimefisies, pour lesquelles différents types
d’ondes existent, sous diverses incidences, et les oliggrvdaites permettent d’indiquer que cela
résultera souvent dans I'existence d’'un angle de couplggertensible dont la valeur sera inférieure

a dix degrés.
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Troisieme partie

Localisation des zones d’'une structure a
I'origine de comportements
hypersensibles
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Les analyses précédentes ont permis de montrer que desiIsBIES simples pouvaient avoir
un comportement hypersensible. Ainsi, un simple couplagpalitres ou de plaques peut avoir un
comportement trés différent de celui attendu si I'on ne grpas garde aux caractéristiques de ce
couplage en fonction de la nature des structures a couptier letxcitation. Dans ce cas, la cause des
dispersions est simple a déterminer, puisqu’une poutrenewlaque n’est pas hypersensible en elle-
méme : c’est le couplage qui en modifie le comportement. Ohgiesi raisonnablement s’attendre a
I'apparition de tels phénoménes sur des structures comqlernstituées d’assemblages de multiples
pieces. Les méthodes classiques d'analyse de dispergomeient généralement de connaitre les
valeurs approximatives des variations de comportemenesistcuctures, mais il est trés difficile de
savoir a moindre co(t de calcul de quel assemblage ou deqaetie de la structure sont originaires
les fortes variations observées. Le but de la méthode dévédoici est de proposer un outil permettant
cette localisation, avec un codt minimal, afin de permettire d'une phase de conception, de détecter
les zones de la structure a retravailler, que ce soit pouingbs dispersions en modifiant les formes
de la piece ou de I'assemblage, ou bien pour s’assurer qabéiigdtion et le montage de la zone en
guestion seront traités avec plus d’'attention.



Chapitre 4

Methode de localisation proposeée

Dans ce court chapitre, nous allons détailler la méthodeaisation que nous proposons d’ap-
pliquer dans les chapitres suivants. Nous donnons égatequelyues détails concernant le choix de
I'indicateur a retenir lors de I'application de la méthode.

4.1 Description de laméthode

La méthode de localisation proposée s’appuie sur les tgabgigénéralement utilisées dans le
domaine du recalage calculs-essais. Sa description péaitesen trois étapes.

Dans un premier temps, il faut étudier la structure de réf#&equi est construite en utilisant
les valeurs nominales des intervalles de tolérance admagimla définition de la géométrie et des
caractéristiques de la structure considérée. On conainst les opérateurs décrivant son comporte-
ment, qui sont utilisés afin d’obtenir la solution déterrsiaiduprobléme en utilisant une technique
fournissant une description locale des champs solutioetie @remiere étape est donc la résolution
compléte du probléme nominal.

Dans un second temps, il s’agit de considérer une des stesghwuvant étre construite a partir
des intervalles de tolérance, et d’en déterminer les opénratqui la caractérisent, sans résoudre le
probléme associé a cette seconde structure.

Enfin, la troisiéme étape est l'utilisation du champ solutite la structure de référence dans un
indicateur qui est construit a partir des opérateurs dadatsire modifiée, et qui permet de localiser
les zones qui sont a l'origine des différences de compontésnentre les structures réputées iden-
tiques.

Ceci constitue la base de la méthode, qui est ensuite adsyat@at le probléeme considéré. En par-
ticulier, si le nombre de paramétres variables est impgrikaest nécessaire de considérer plusieurs
structures modifiées, et ainsi de faire une boucle sur lgegtdeux et trois. Nous verrons dans la
suite plusieurs mises en application de la méthode prop&aendant, nous allons d’abord décrire
le principe de construction de I'indicateur utilisé poutdealisation.
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4.2 Choix d’'un indicateur : cas de poutrescouplées en vibrations lon-
gitudinales

Plutdt que de donner une formulation générale de cet agpmas, préférons baser ce paragraphe
sur la considération d'une structuparticuliere, afin de dégager simplement les points imptsta
Nous considérerons donc une poutre en vibration longitleinforcées, qui est présentée sur la
figure 4.1.

UO
—
F K
R R e —_— - ——=
0 X L
0

FIG. 4.1 — Poutre en vibrations longitudinales forcées.

4.2.1 Reésolution du ppobléme par minimisation

L'indicateur considéré est issu d’'une formulation du péoi sous forme de minimisation, pré-
sentée ici. La formulation classique en terme de déplacepen s'écrire sous la forme suivante :

TrouverU, de class&? par morceaux suf = I | J I», vérifiant :

d dUu

iz [ESI%] + w?pS1U =0 sur I =)0, zo] 4.1)
d dUu
ar [Eszﬂ} + w?pSeU = F sur Iy =|zg, L] 4.2

Les conditions limites s’écrivant :

dU
2—— = Fy (4.4)
de |x:L

Tandis que la continuité du déplacement et de I'effort ndamapointz = z impose :

U|Ii£l?5 = U|:t::rar (4.5)
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W e dU

dz |z=x d]? |z= :1:0+

ES;— (4.6)

ou Uy est un déplacement imposé, et la notat[@rggzma désigne la valeur d& étendue par
continuité enr = z( avecr < zg .

Habituellement, la seule inconnue dans les équations geétes est le champ de déplacement
U. La solutionUy,,; de ceprobléme peut étre calculée de différentes maniéres. Idierdre elles est
de trouver le champ qui minimise le résidu 4.7 :

R(U) ESl (U|$ U UO) +3 f[l w* pSl (d:v [ Sl ] +w2p5’1U)2dx+
2 2
+ESI (U\:v—:c7 B U|x—:v+) + ES (E’Sl dz |z=x, - ES? dr |z= mg') (47)
2
+3 /5 o pSg (4 [ES2 %] +w?pSal — F) dz + 73 (ES2E|;¢:L - FO)

Ce résidu a des propriétés remarquables :

R(U) est extremum si et seulementi$i = Us,;, ce qui permet d’obtenir la solution par une
approche numérique ;

R(U) > 0etR(Usy) = 0, ce qui permet d’affirmer que I'extremum de ce résidu est unimim,
et que sa valeur peut étre utilisée pour estimer la qualitéedsolution : si une solution approchée
Uapp @ €été calculée sur le domaifie= [0, L], la valeur deR(U,,,) est une mesure de la différence
entreU,, etU,py. ENn annexe A, le lecteur trouvera une démonstration peamtete montrer que le
résidu choisi peut étre utilisé pour définir une distancehéragtique entre ces deux solutions.

L'expression de ce résidu a été construite en utilisant dedsmaturels pour chacun des termes,
afin qu'il puisse étre relié aux énergies et travaux. Cepantiavaleur des poids permettant de garder
les propriétés ci-dessus vraies n’'est pas unique, il esitgegle faire intervenir des facteurs positifs
devant chaque terme de la somme afin d'augmenter ou de dimdure inflences respectives sur le
résidu global.

De plus, une localisation des différences entre les deuxphgeut étre effectuée en considérant
une décomposition du résidu le long de la poutfyt/) = R, (U) + Ro(U) + R3(U) + R4(U) +
R5(U), avec :

Rl(U) = ETSl (Ujp=o — U0)2
Ry(U) = 3 fh 5 (i [ESI U]+ w?pSiU)” da
2
R3 - ET (U\x Ty 0+ ESl (E’Sl dz |v=x; ES2 dz |lz= :1: ) (48)
RyU) =3 [}, = (di [BS,9Y] + w?pSol — F)’ da
2
R5(U) = o (B, +F)

Si le champU utilisé pour I'estimation n’est pa¥,, au moins une des valeu#3;(U) sera
différente de zéro, permettant de savoir dans quelle(dlefdr de la structure le champ n'est pas
correct. Notons qué?, et R, peuvent étre a nouveau décomposés en plusieurs partiesaafiir d
une meilleure localisation des erreurs.
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Le résidu présenté peut étre utilisé deux fois lors de ligppbn de la méthode proposée (sec-
tion 4.1) : tout d’abord dans I'étape de localisation, quicetle pour laquelle le résidu a été présenté,
mais aussi lors de lpremiére étape (résolution du probléme nominal), afin déieegue la solution
qui a été trouvée a bien un résidu nul ou trés faible. Notofia gne la formulation proposée n’est
pas unigue, et qu'il existe d’autres approches et d’autkpeessions de résidus dont la minimisation
conduit a I'obtention de la solution du probleme considéré.

4.2.2 Exemple de localisation

Sil'on considére une structure dont les caractéristiqoes celles de la poutre présentée préceé-
demment, mises a part les dimensions de la se&jog S, sur l'intervalle I; =|0, zo[, et que I'on
utilise le champ de déplacemdiif,; du premier probleme, il est évident que la seule équatiomeui
sera pas Vérifiée par ce champ sera I'équation de contingitéftbrt enx = z¢ :

! dUsol 7& ESQ dUsol

1 d,’lﬂ' ‘Jj:ma dx |m:$g

(4.9)

En ce qui concerne le résidR’ adapté a la seconde structure (son expression est obtenue en
remplacantS; parS; dans les équations 4.8), on obtient :

ES] 2
Rll(USOl) = Tl (Usol|$:0 - UO) =0 )
Ry(Usol) = %fh ﬁ@sg (%Z[Esi%} + ‘*’QPSiUsol) dz =0
(Vs V) o (P51 Pt )

[\

/ _
R3(Usol) = I U, 1 dz =z dz |z=x

sol|lz=zy = s
2
Ry(Usal) = 5 1, 77553 (% [E52%} + w?pSaUsol = F) dz =0
2

Ry(Usr) = ; (E$: %1, + Fy) =0

(4.10)

Ainsi, la seule partie de ce résidu qui ne soit pas nulleRg$t/). Ce résidu est relié a I'équation
de continuité du déplacement, qui est vérifiée, ainsi géquation de continuité de I'effort, qui n’est
pas vérifiée :

L U, dUs, ?
Ry(Uso)) = (ES’ l — BES, 2 ) £0 (4.11)

= Zar 1
ES| dz |z=a7 dz |z=az}

Ainsi, ce résidu non nul permet de détecter que c’est I'ehdroest estimér’, qui est a l'origine
des différences entre les deux structures : on a bien léclaishangement de section. Cependant,
remarquons auparavant que 'estimateur que nous utifisestans la suite sera un indicateur relatif,
afin d’obtenir une quantité adimensionnelle, et de ne padéwier de zones ayant de fortes énergies
lors de la localisation. Le choix de la valeur & utiliser poarapport n’est pas immédiat, puisque la
grandeur de référence (qui est la valeur obtenue lorsqueelésyparamétres sont ceux de référence)
est nulle, interdisant ainsi son utilisation brute. Patammpuisque le résidR 3 considéré est constitué
de deux termes devant se compenser, il est possible dutilisnme dénominateur la moyenne ou la
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somme de ces deux valeurs. Ainsi, la quantité relative dénée sera :

2 2
ES L dU dU
) - L (U\x:xo_ - U\x:x0+> + s (Esmg;:mg - Esmmzmg) 4.12)
e\vV) = 2 2 :
ES L dU dU
T (U\x:xo_ + U\x:x0+> + s (Esmg;:mg + Esmmzmg)

4.3 Conclusion

Nous avons proposé une méthode de localisation des zonasgink de comportements hyper-
sensibles, basée sur la résolutionpdabléme nominal, et de I'utilisation du champ solution slan
calcul de résidu. Cet indicateur est construit a partir deaatéristiques de la structure modifiée, et
son expression correspond a I'équation 4.12 adaptée aleprelronsidéré : la formulation présen-
tée a été développée a partir d'une considération monodioramelle, et doit étre adaptée a chacune
des structures considérées. L'expression de l'indicaagurendre en compte n'est pas unique, mais
celui-ci doit étre minimum et localement nul lorsque le clpamtlisé pour son évaluation est la so-
lution du probléme. En d’autres termes, il doit non seulend@re construit & partir d’'une distance
mathématique entre une solution approchée et la solutiopraliéme, mais également permettre
I'évaluation de la contribution de différentes parties a@etructure a la valeur totale de l'indicateur,
afin d’autoriser la localisation.

Nous étudierons dans la suite de ce travail 'adaptatiorirtidateur pour le cas de plaques cou-
plées, ainsi que l'intégration a la méthode des éléments fititons que nous n'avons pas dans cette
partie relié I'indicateur & une mesure de la sensibilitéisraaulement a des différences de comporte-
ment. On peut intuiter gu'il existe un lien entre l'indicatest la variation des caractéristiques propres
de la structure, cet aspect sera abordé lors de I'étude daaslie des éléments finis (chapitre 6).



Chapitre 5

Application analytique : etude d’un
réseau de plaques

L'analyse vibratoire d’'un réseau de plagues dans le cadiétdde desphénomenes d’hypersen-
sibilité a été largement traitée par Rébillard [Réb 95]. Bamail est repris et complété ici, en vue
d'appliguer a une telle structure la méthode proposée dankdpitre précédent. Dans toute cette
partie, nous nous intéresserons uniquement aux effetsadiesions des angles de couplage entre les
différentes plaques du réseau. Ces couplages seront émsidgides, et les plagues appuyées sur
les bords qui ne sont pas couplés. Les seuls parametreblearseront donc les angles de couplage,
qui sont supposés varier autour de valeurs nominales (guiskent la structure de référence), dans
un intervalle de tolérance donné. Dans un premier tempsaltarss montrer quelles sont les causes
des hypersensibilités observées sur de telles strucawast d’'essayer de les retrouver a partir de la
méthode proposée précédemment.

5.1 Etude du comportement vibratoire d’'un réseau de plaques

5.1.1 Formulation du probleme

La formulation adoptée est largement détaillée en annexee§.notations retenues pour les
champs considérés, en accord avec la figure 5.1, sont |estesv:
champ de déplacement de la plaquel; = u;(z:, y) T} + vi (25, y) T + wi(zi,y) 5
rotation de fexion de la plaquele long de I'axe 7 : R.. 7 = Ri(24,y)
efforts généralisés de la plagile 7, — Fri(ziy) T8 + Fyi(2,9) Y + Foi(zi,y) 2
et moment de fexion de la plaqugselon laxe 7 : M. 7 = M;(z;,y)

Toutes ces quantités sont reliées entre elles par les mrmgide continuité 5.1 a 5.8, qui sont
écrites en supposant la jonction entre les plaques commerigiae :Vy € [0, a]

wi4+1(0,y) = ui(l;,y) cos 0; 11 — wi(l;,y) sin ;11 = u; (l;,y) (5.1)

Vi+1 (an) = Ul(llay) (52)
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FiG. 5.1 — Notations retenues pour la description d’'un réseqladpies

wi+1(0,y) = w;i(l;,y) cos Oir1 + wi(li,y)sinb 1 = w; (li,y) (5.3)
Friv1(0,y) = Fyi(liyy) cos 041 — Fi(liy) sinbi 1 = Fy (15, y) (5.4)
Fyiv1(0,y) = Fyi(li, y) (5.5)

F,i11(0,y) = F. i(li,y) cos Op1 + Fii(liy) sinbi 1 = F7 (L, y) (5.6)
Ri11(0,y) = Ri(li, y) (5.7)

Mi1(0,y) = Mi(ls,y) (5.8)

Notons que les symboles “étoiles” (comme par exemylg;, y) ) sont utilisés ici uniguement
dans le but de simplifier les notations.

5.1.2 Etude d’une structure particuliére

Nous allons nous intéresser a la strucpagticuliére présentée figure 5.2, et plus particulieréamen
a son étude dans le cadre de vibrations forcées en bassesrfoég. Les caractéristiques retenues
sont les suivantes : les plaques constitutives sont en @iet 2.10'' Pa, n = 1072, v = 0, 3),
et ont une largeur commune de 40 cm, ainsi qu’'une épaissemmaae de 2 mm. Cette structure,
qui peut étre considérée comme étant une sorte de capot deén@aest contenue dans un volume
parallelépipédigue de dimensions 0,4m x 0,54m x 1,7m. Lagyas sont appuyées sur les bords non
couplés, et les angles de connexion peuvent étre classéssdeux catégories : hypersensibles pour
les angles numérotés 4, 5, et 7 (leur valeur nominale éfgntahdis que tous les autres ne sont pas
sensibles (leurs valeurs nominales sorit,86° et 90°). Notons que les valeurs de ces angles peuvent
étre rapprochés de I'étude menée dans le chapitre 3.

Nous supposerons dans la suite que ces angles de couplagasalles autour de leur valeurs
nominales, dans un intervalle d’'un degré : la répartitioncesisie gaussienne, avec un écart type
d’un sixiéme de degré.
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FIG. 5.2 — Structureparticuliére étudiée.
Longueurs des plagues encm : 10;30;30;45;50; 40; 20; 39,.6Valeurs des angles de couplage
endegrés :90;-45;-45;4;-4;-90; 4; 86.

En excitant avec un effort unitaire un point de la plaqueésitentre les angles notés 1 et 2
(point de coordonnées locales= 5mm ; y = 13 ¢m), et en mesurant le déplacement normal en
résultant sur la plague située entre les angles 7 et 8 (peinbdrdonnées locales= 10cm; y =
20 ¢m), on obtient la figure 5.3, sur laquelle sont tracées lesmsg®de 40 structures dont les angles
ont été choisis aléatoirement dans les intervalles dguritsédemment. On s’apercoit donc que les
dispersions sont relativement importantes, surtout dabamde de fréquence située entre 140 et 200
Hz. Nous allons nous intéresser plus précisément a ceteedams la suite.

10° ¢

10"

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

FiG. 5.3 — Réponses de fexion en vibrations forcées de la steudéplacement (m) en fonction de
la fréquence (Hz). 40 cas, tous les angles varient.

Il est possible de déterminer I'infuence de chacun des artg@s les dispersions constatées :
la figure 5.4 montre I'effet de la variation des angles nuriééral et 5, pour lesquels on observe
que les dispersions sont relativement importantes. Ladi§us, de la méme fagon, permet d’affir-
mer que I'angle numéro 7 est trés sensible sur cette steyaiors que tous les autres angles n'ont
pratiquement aucune sensibilité.
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FiG. 5.4 — Réponses de fexion en vibrations forcées de la steudéplacement (m) en fonction de
la fréquence (Hz). 20 cas, a) seul 'angfetvarie b) seul I'angle 16 varie

FiG. 5.5 — Réponses de fexion en vibrations forcées de la steudiéplacement (m) en fonction de
la fréquence (Hz). 20 cas, a) seul I'angi/rvarie  b) tous les angles varient, exceptés fek b et 7
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Notons que ces remarques ont été faites sans aucune mestggpdesensibilité, qui pourrait se
faire de différentesnaniéres, ce qui n'est pas le propos de ce travail. L'obsiervaes figures 5.4
et 5.5 permet simplement d’'affirmer que certains anglési(b et 7) sont responsables du compor-
tement hypersensible de la structure, et c’est ce que ntarssassayer de détecter en utilisant la
méthode proposée au chapitre 4.

5.2 Choix de l'indicateur

Avant d’appliquer la méthode de localisation, il est néagssd’expliciter I'indicateur adapté
a la structure considérée : celui-ci va étre basé sur leudsidposé en équation 4.8. Cependant,
puisque nous nous intéressons uniguement a la sensilididwis des angles de couplage, tous les
autres parameétres seront considérés fixes, ce qui signdiaolution du probléeme nominal vérifie
toutes les équations du probléme prenant en compte lessamgldifies, exceptées les conditions de
continuité au niveau des jonctions. Ainsi, les seuls résmlui pourront ne pas étre nuls dans notre
probléme sont ceux qui correspondent & la partie du résideR) (qui doit évidemment étre adaptée
au cas des plaques, mais qui est celle représentant laioondé continuité a la jonction), et plus
particuliérement a sa considération sous forme relativenéle en équation 4.12.

Ainsi, on peut définir I'estimateur 5.9, basé sur I'expressi.12 adaptée au cas des plaques :

 Jaa ey (i — uf)?dQ+ [oq satirsy (Vi1 — )2 A+ [0 B (wis1 —w})? dQ+ ...
Joa a(1Ej/2) (w1 + Uf)Q dQ+ [0 2a(b;]}ry_) (vig1 +v;)? dQ + Js0 a% (w1 + wz’-‘)2 Q) + ...

-t faﬂ Eh L= (Fm,z'ﬂ - F;,i> dst + fag QQEIZV) (Fy,i+1 - FW-)2 dQ) + ...

-+ oo L (Fm,z'+1 + Fy ) A+ [o0 22 (B iy + Fy )2 dQ -

(5.9)

(13 * 2 a
vt Joa D (Fz,i+1 - Fzz) A2+ [0 2 (Riy1 — Ri) 2da+ Joo B (Mix1 — M; )? dQ)

7
--"‘faﬂ%(Fz,iJrlJrF;,z‘) dQ"‘faQ%(RiHJFR A2+ [50 1 ( Miy1 + M;)? dQ

Dans cette expression les domaines d'intégratigfissont les lignes de couplages, eest la
largeur commune des plaques. Ce résidu est donc défini scuroaes lignes de couplage, et pour
chaque structure considérée on peut donc calculer lesésiitus correspondants.

5.3 Application de laméthode de localisation

Nous passerons sur la premiére étape, qui est la résolutigmatdhléme nominal en utilisant la
méthode de décomposition semi-modale détaillée en annegeuf nous intéresser au calcul du
résidu, qui permet de localiser les zones qui sont resptassdbs comportement différents entre les
structures. Le champ de déplacement de la structure nam@saldonc utilisé dans le résidu 5.9,
construit a partir des structures modifiées, I'ensembleadgtes variant dans un intervalle angulaire
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unitaire. Ce calcul est mené pour chacune des lignes deammyt le résultat donné est la moyenne
de chaque valeur pour 40 évaluations du résidu, aux deuxdnbgs 175 et 195 Hz, les 40 cas
correspondant a autant de structures aléatoirement eboisa figure 5.6 donne le résultat de ce
calcul, et I'on s'apercoit que les angles 4, 5 et 7 sont bigeaiés comme étant principalement
responsables des sensibilités observées précédemmengsildus correspondant a ces angles ont de
fortes valeurs, alors que les autres sont faibles.
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FIG. 5.6 — Valeur du résidu pour chaque angle de connexion, nmeyda 40 calculs. a) =175 Hz
b) f=195 Hz

5.4 Détection rapide de I'hypersensibilité

Le but de la méthode étant d’obtenir des informations raps#ie les zones responsables de I'hy-
persensibilité, on est en droit de s’interroger sur le nantler cas a considérer lors de I'évaluation de
I'indicateur. Ainsi, les 40 cas choisis précédemment pasager de représenter un grand nombre de
structures possibles ne sont pas forcément indispenssilles est intéressé par le gain de temps.
La figure 5.7 présente deux résultats successifs obtenagla t’'une moyenne utilisant uniguement
trois calculs. On observe que deux calculs ne donnent paérigemésultat, ce qui est logique puisque
la convergence n'est pas atteinte. Néanmoins, les anglasgirie des fortes sensibilités peuvent étre
détectédrés rapidement.

5.5 Causes de I'hypersensibilité en fonction de la fréequence

La méthode proposée permet de connaitre les causes dassiemtabilités pour différents points
de fréquence : les résultats d’'un calcul mené sur une band€gigence sont présentés sur la fi-
gure 5.8, qui montre l'infuence de chaque angle de couplag®rection de la fréquence, sur la
bande 80-200 Hz. Ces tracés sont globalement en accordesviigures 5.4 et 5.5, puisque a chaque
fréquence pour laquelle le résidu a une valeur faible, Igibéé de I'angle de couplage est faible.
Ceci peut étre observé pour I'angle 4 a 115 Hz, ou pour I'aBgiel42 Hz. Lorsque ce résidu a une
grande valeur, la sensibilité vis-a-vis de I'angle coroegfant est forte, bien que la valeur du résidu
n’ait pas encore éteé reliée a un indicateur de sensibilité d&ponse.
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x10°

FiG. 5.7 — Valeur du résidu pour chaque angle de connexion, nmeyge 3 calculs. =195 Hz, a) Cal-
cul 1 b) Calcul 2
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FIG. 5.8 — Valeur du résidu en fonction de la fréquence (Hz). &itiran de Monte Carlo, 2000 cas.
-X- angle 4; -+-angle 5; -o- angle 7; — autres angles
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En ce qui concerne 'angle 7, le résidu indique que sa sditsiliminue entre 150 et 200 Hz, ce
qui est en accord avec la figure 5.5. D'un autre c6té, pourrdgsénceparticulieres, comme 125 Hz
(pour I'angle 7), la simulation de Monte Carlo semble in@iggue la sensibilité est faible, alors que
le résidu a une valeur plutét importante. La raison expliquatte différence est que les indicateurs
proposés sont globaux au sens ou ils prennent en comptergata déplacement sur la structure
compléte, méme si les calculs effectués en post proceseimgnsenés localement, alors que les
figures 5.4 et 5.5 donnant la sensibilité sont obtenues kgamti un point particulier de la structure.
Ainsi, siI'on effectue un autre calcul, similaire a celurpettant I'obtention de la figure 5.5, mais en
utilisant un autre point de mesure sur la méme plaque destatparamétre considéré (angle 7) peut
apparaitre plus sensible, comme le montre la figure 5.9. €agrhéne peut étre facilement compris
si 'on imagine que le premier point de mesure était situdesapeud d’un mode.

107 ¢
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FIG. 5.9 — Réponses de fexion en vibrations forcées de la steudiéplacement (m) en fonction de
la fréquence (Hz). 20 cas, seul I'angl&/rvarie

La figure 5.8 donne la valeur du résidu en fonction de la frageeCependant, la simulation de
Monte-Carlo permettant son obtention est assez lourdst pirquoi une analyse au premier ordre
permettant de diminuer le colt de calcul va étre présentée.

5.6 Analyse durésidu au premier ordre

L'étude analytique menée précédemment permet d’obtdtérdlement I'expression du résidu,
ainsi qu’une décomposition de celui-ci au premier ordreaviss de I'angle de couplage. On suppo-
sera donc que I'angle de couplag@e= 6 + 6’ a une valeur nominalé et que sa variation eét, avec
0’| = |6 — 6] < |6] . La décomposition de I'angle au premier ordre va obligatoient mener & une
expression du second ordre (ou du moins d’'un ordre pairyqoiei nous avons montré que le résidu
était toujours positif. Le développement de I'expressidhest détaillé ici :

En ce qui concerne les champsF,, R et M (relatifs a 'axey), notre hypothese est que les
résultats du calcul nominal sont compatibles avec les tpédes structures modifiées, puisque
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dans cette direction les angles de couplage n’intervignpas explicitement dans les relations de
continuité. Ainsi les équations 5.2, 5.5, 5.7 et 5.8 sonifiéés :

Vip1 =0 =03 Fyip1 — Fy; =0 (5.10)

Ris1—Ri=0; Mjy, —M; =0 (5.11)

En ce qui concerne les autres champs, et en particulier laa#penty, il faut dans un premier
temps évaluer le premier terme de I'équation 5.9 en utiliSah:

(wir1(0,y) — uf (Li,y))? = (uip1 — uicost + w;sind)? (5.12)

L'introduction des décompositions des fonctions sinusieigicosd ~ cosf — 0'sinf et sinf ~
sin@ + 0'cos6 donne :

(wip1 — ul)? ~ 02(u;sind + wicosh)* (5.13)

L'ensemble des termes de I'expression 5.9 peut étre évalgétte facon, et finalement, en négli-
geant les termes d’ordre plus élevé, l'indicateur peut sirensous la forme suivante :

fan 02 [ﬁ (uisina—l—wicos@f—l—a% (uicosa—wisina)g—l—...

Eh Eh D D
4fan[a(l_,,z)“z‘z+1+2a(1+u)Ui2+1+a_3wi2+1+ERi2+1+---
2 .= —\2 3 — .2
...+a(1E; )(Fz,iszn0+FZ,icosﬂ) +%(Fz,icosl97Fz,ism9) }dﬂ

A-vD g2 2a(+0) o 3 >
"'+a Eh‘/ F;,i+1+ aEhU F;,i+l+%Fz2,i+l+%M;+l]dQ

(5.14)

Ainsi lindicateur est proportionnel &2, et un calcul statistique peut étre mené afin de déterminer
la moyenne de, qui est la grandeur qui a été tracée sur les figures pré@ddin notant o I'écart
type def’ et en supposant une distribution gaussienne centrée,ddore répartition dé’ s'écrit :

(1) = — W 5.15
Tol) = = " (‘H) 619

on en déduit la fonction de répartition €&, qui est nulle suf — oo, 0[ , et qui vaut suj0, +oof :

1
foa () = exp (— L ) (5.16)
Ogr oL 0'9,

Ce résultat peut étre facilement obtenu en utilisant latfonae probabilitéFy,» (k) :
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Fya(k) = P(0? < k) =P(—VEk <6 <Vk) (5.17)
+Vk vk 2
Fyalk) = [ - o= /0 agjﬂexp (—2’; 3,) dp (5.18)

le changement de variable= ;1> méne a la justification de I'expression de la fonction de répa
tition 5.16 :

k
1 t
Fyo(k) = _ ——— | dt 5.19
)= [ — Tﬂexp( 20_3,) (5.19)

Ceci permettant de calculer I'espérancedde:

o0 2 o
E (0?%) = / pfoz(pu)du = 03,—/ exp(—t?)dt = o, (5.20)
0 VT Jo
Ce calcul nous améne finalement a I'estimation du résidunakt@ar décomposition de I'angle
de couplage au premier ordre :

. 02 f(—m [M%% (uising—l—wicos@)Q-i—a% (uicosg—wising)Q—l—...
premier ordre — O gt

Eh 2 Eh 2 D, 2 D p2
4 fan [a(l_,,z) Uit Za(1+v) ”—L+1+a_3wi+1+ERi+1+---

) ] " + i 5.21
.“+0«(1E;;9)(Fz,isz'n0+FZ,iCOSg)2+%(Fz,iCOsesz,iS’L‘ng)Q} dQ ( )

A-vD e 2a(40) o 3 2
"'+a Eh‘/ F;,i+l+ aEhU F;,i+1+%FZZ,i+1+%M;+1]dQ

Cette expression permet donc d’obtenir un calcul tres eagéd’évolution fréquentielle de I'indi-
cateur, puisqu’un seul calcul pour chaque fréquence deitndéné. La figure 5.10 montre le tracé de
cette évolution fréquentielle, et doit étre comparée a laréih.8. Les deux tracés sont trés proches,
et les quelques différences observées sont dues aux teemasgiplus élevé.

Ainsi, I'analyse au premier ordre est une fagon trés rapidbtenir des résultats pertinents a
propos de I'évolution de l'indicateur. Cependant, si I'lsma est relativement simple dans ce cas ou
les seuls paramétres variables sont les angles de coupligepurrait s'avérer plus délicate dans
le cas ou de nombreux paramétres varient, bien qu’une analysérique permette de traiter le
probléme. Quoi qu’il en soit, si I'on ne désire obtenir qus déormations qualitatives a propos des
zones a l'origine de fortes sensibilités, une analyse dmiareordre sera toujours moins codteuse
gu’une approche de Monte Carlo.

5.7 Conclusion

A partir d’'une étude analytique portant sur un réseau deuplgouplées comportant différents
types de couplages, I'application de la méthode propos&haitre 4 a montré sa capacité a détec-
ter les jonctions qui étaient responsables des comportenhgpersensibles observés. Pour I'étude
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FiG. 5.10 — Evolution de la valeur de lindicateur obtenue pae analyse au premier ordre, en
fonction de la fréquence (Hz); -x- angle 4; -+- angle 5; -oglarV ; — autres angles. Sur cette
figure sont également indiquées en traits fins les courbea figure 5.8 issues de la simulation de
Monte Carlo.

d'un ensemble de structures, une seule résolamnpléte du probléme est nécessaire, elle concerne
la structure nominale, les structures modifiées étansé@éb pour construire un indicateur qui per-
met la localisation. Pour le traitement de I'ensemble desgires modifiées, une premiére approche
utilisant une simulation de Monte Carlo partielle (40 ctdqgoour 8 paramétres variables) a été me-
née, et donne des résultats probants. Rappelons que lasgaknés ne sont que des calculs d’'une
expression, et non des résolutions du probléme. Une se@pmteche, plus rapide, n'utilisant que
trois calculs, a été présentée, elle permet une détectienrdpide des zones recherchées. Enfin, une
estimation du résidu en utilisant une décomposition au j{@eandre a été détaillée, et donne de trés
bons résultats sur le cas considéré.



Chapitre 6

Application a la méthode des éléments
finis

Dans ce chapitre nous proposons d’intégrer la méthodeteemri chapitre 4 a la méthode des
éléments finis. Le travail présenté ici est limité a I'étuds dnodes propres d’'une structure, et a la
détection des zones qui sont a 'origine de larges diffésrsur ces caractéristiques propres induites
par de faibles modifications structurales.

6.1 Choix de I'indicateur

Le coeur duyrobleme pour I'application de la méthode de localisatistrieechoix de I'indicateur

a utiliser. Celui qui a été retenu ici est utilisé dans le domalu recalage calculs-essais [Gys 90],
[BB 01]. L'implémentation d’un point de vue pratique serdadalans le logiciel SDT [Bal 01], qui est
un toolbox éléments finis tournant sous le logiciel Matlab.cBoix a été retenu en raison de I'aspect
développement autorisé sous SDT, qui est un code totalemueett, dans lequel il est possible de
programmer ou de madifier des algorithmes en langage Madllatans que les bibliothéques d'élé-
ments disponibles ne sont ni aussi nombreuses, ni auserperfites que d'autres logiciels éléments
finis “industriels”, qui sont en revanche généralementflfgrmés d’'un point de vue programmation.

6.1.1 Expression du résidu utilisé

On considére deux structures, nommeérset ;. Qy est considérée comme étant la structure
de référence (celle qui servira pour la résolution compléteysteme lors de I'application de la mé-
thode) (), étant alors une structure Iégérement différent€geOn suppose que les assemblages des
matrices de massé/f, et M) et de raideur Xy et K1) ont été réalisés, et que les modéles éléments
finis des deux structures sont compatibles, c’'est-a-dieelgsi degrés de liberté des deux modéles
sont identiques, rangés de la méme fagon dans les matrineglérees, et correspondent a des élé-
ments de méme nature. Ceci permet de s’affranchir des diiffcttechniques” introduites par des
renumérotations de noeuds lors de I'analyse du modéle paregits finis, ces difficultés pouvant
étre simplement maitrisées en utilisant des algorithme=mni@nérotation inverses aux précédents.
De plus, on supposera que les matrices caractéristique®deélensont symétriques, définies et posi-
tives. Ces hypothéses sont raisonnables, elles correspbada plupart des problemes rencontrés, et
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permettent d'expliquer simplement l'intégration de la hogle aux éléments finis, mais ne sont pas
indispensables. On verra plus loin comment s’affranchind’partie d’entre elles.

La premiére étape a effectuer est la résolution du problémenabngui fournitn modes propres
U} et autant de pulsations propre$, i = 1an. Notons que ces modes propres doivent étre norma-
lisés en massd ;! MyU¢ = 1) pour que les démonstrations suivantes soient correctass B cas
contraire, il convient de faire intervenir un terme relatif masse modale. Le résidu permettant la lo-
calisation des zones dans lesquelles les caractéristimapees du modéde la structure de référence
ne vérifient pas correctement les équations correspondarstr@ucture modifiée est le suivant :

R' = K{' (Ki — wi M) U} (6.1)

Ce résidu est construit & partir d’'un effort résidy@, — wi?M;) U¢ , dont I'effet est mesuré
par le déplacement statique associé a cet effort, parrfiédiaire de la matrice de fexibilit& L
Ce résidu est donc homogéne a un déplacement, il est défihiaenit des points du maillage, et sa
valeur est nulle en tout point si les deux structures somttigees. Par contre, il peut étre positif ou
négatif, ce qui empéche toute considération de minimisati@nalyse en terme d’énergie cinétique
permet de s'affranchir de ce point, tout en ayant une sigtifin physique :

I' = RTM, R (6.2)

On obtient ainsi un indicateur donnant une valeur globatdasstructure, celui-ci étant toujours
positif, et nul si et seulement $K — wi?M;) U} = 0. Cet indicateur vérifie donc les propriétés qui
sont indispensables a I'application de notre méthode. @kr#, puisqu’il ne fournit gu’'une valeur
globale, il ne permet pas la localisation des zones dansiddieq les erreurs sont les plus grandes.
Ceci est fait en utilisant la contributioff de chaque élément a I'énergie totale

r=>'1 (6.3)

I! = R M¢R' (6.4)

OU M¢ est la matrice élémentaire de masse associée a I'élémEnest ainsi défini pour chaque
mode sur chaque élément de la structure, il est nul si lestibgaadu modéle éléments finis sont
vérifiées en tout point du maillage, et sa valeur est d'aythrg grande (et positive) que les carac-
téristiques propres de la structure 0 ne correspondentopateinent aux équations de la structure
1.

Cet indicateur sera utilisé pour la localisation conceriamodei, et lorsque nous serons inté-
ressés par une plage de fréquence contemambdes, I'indicateur suivant sera calculé :
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1 < .
I, == § I (6.5)
n
=1

6.1.2 Relations entre I'indicateur choisi et la sensibilité de caractéristiques propres

Cette partie, dont le but est de relier I'indicateur choisi aalculs de sensibilités est valable pour
tout indicateur s’écrivant sous la forme 6.1 ou 6.2, et np@igue donc pas seulement aux éléments
finis.

Expression de la variation des pulsations propres

On noteX] = wi? et )} = wi2. On suppose que les opérateurs des structures considéréesp
se mettre sous la forme suivante :

Ki=Ky+ AK
1= Hot (6.6)
My = Mo+ AM
Les caractéristiques propres des structures s'écrivant :
Ul = Ul + AU?
1=Yo+ Ay 6.7)
Al = Ap+ AN
L'équation modale de la structure 1 s'écrit :
K\ U = e MU} (6.8)
Soit, en utilisant 6.6 et 6.7 :
(Ko + AK) (U§ + AUY) = (N + AX') (Mo + AM) (U + AU?) (6.9)

Ainsi, en pré-multipliant pat/;”, en tenant compte de I'équation modale de la structure 0y et e
considérant les termes du premier ordre seulement :

UST Ko AU + U AKUE = AN U MU + NSUET AMU + MU MAU? (6.10)

Ceci peut étre simplifié en remarquant que I'équation modaléa structure de référence peut
s'écrireUST Ko AU = N UET My AU, et en supposant que la normalisation des modes proprés s'es
faite en choisissant une masse modale unitdfrfeM,U} = 1. Léquation en résultant est la suivante :
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AN = U (AK — N)AM) U (6.11)

Ce qui peut s’écrire, en prenant en compte les équations 6.6 :

AN = U (Ky — M\oMy) UG (6.12)

Finalement, I'équation précédente traduit le fait que largité (K, — A\j M) U, qui est I'effort
résiduel a partir duquel le résidu 6.1 a été construit, et ptfécisément le travail de cet effort résiduel
dans le mouvement de référence, peuvent étre reliés a éaetiffe entre les fréquences propres des
deux structures. Cette analyse a été menée au premier erdrest certain qu’elle n'est pas vérifiée
exactement. Néanmoins, elle permet de relier le résiduogebp la sensibilité lorsque les différences
entre les structures restent petites, et ce en utilisamuement la solution dprobleme nominal
associé a un calcul en post-processing.

Notons qu'il pourrait venir a I'idée d'utiliser I'équatiof.12 pour la définition du résidu servant a
localiser, en espérant trouver la contribution de chagéméht a 'écari\ \?, en utilisant les matrices
élémentaires pour définir un indicateur du typg (K¢ — \jMy{) Us. Ceci n'est pas possible, car
cet indicateur est bien nul globalement lorsque les chamgisDlcoincident, mais pas localement :
des compensations interviennent entre divers élémentsssuels cet indicateur est soit positif, soit
négatif, pour globalement donner une valeur nulle. Ainst, indicateur peut avoir localement de
fortes valeurs alors que le champ 1 vérifie parfaitement degtons issues de la structure 0. Cette
difficulté n’est pas rencontrée par I'indicateur proposgsde paragraphe 6.1.1, puisque nous avons
veillé & ce gu'il soit localement positif, et localement sules équations sont vérifiées. Cependant,
I'indicateur 6.12 peut trés bien étre utilisé pour obtemie wstimation trés rapide des variations de
fréquences propres dues a de petites modifications stalesur

Estimation de la valeur du résidu en fonction des variationgles caractéristique propres

Dans le calcul mené ci-dessus, nous avons montré qu'il y amairelation proche entre le résidu
choisi et les variations des fréquences propres. Ceperidaptation proposée n’est pas explicite. Il
est possible de trouver I'expression compléte de I'indigab.2 en fonction des variations des modes
et fréquences propres entre les deux structures, pour gelioguaccepte la possibilité de développer
le mode propré de la structure O sur la base propre de la structure 1 :

U= o] (6.13)
i

Ce développement est le point délicat de cette partie. B, ff les deux structures ne sont
pas identiques, il nest pas forcément possible d’opéraeudéveloppement. En particulier, si les
conditions limites différent entre les deux problémes daainposition proposée peut étre impossible.
Néanmoins, si les différences entre les deux structurelspsiites, on peut s’attendre a ce que ce
développement soit possible.
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On note toujours\{ = A} + AX’. Le résidu 6.1 peut donc s’écrire :
R =U} — MK 'M\U} = U} — Za —OUJ (6.14)

Soit :

Za ( - —> Ul (6.15)

Ceci permet de développer I'expression de l'indicateur. 6.2

I'=R"MR = Za <1 - —J) Ul M, (Z ol < ) U1> (6.16)

1

Ce qui peut se simplifier en remarquant cwfsTMlU{“ = d;1, 00, est le symbole de Krone-

cker:
Al ?
Ii— Z (a;i ( - A_g>> (6.17)
J

Finalement on obtient I'expression de I'indicateur 6.2 enction des variations des caractéris-
tique propres :

i\ 2 , i\ 2
Ii:(“é)Q(AA;) +Z(a§-)2< —%) (6.18)

J#i

Le premier terme de cette équation comprend deux factearpremier,(aj)2 est un terme qui
est proche de 1 si les deux vecteurs progfget U; sont comparables, ce qui revient a dire que le

termeAU’ est petit dans I'équation 6.7. Le second facteur(e%%) il est associé a I'écart relatif
entre les carrés des pulsations propres des modes cossjdérdes) des deux structures.
Le second terme de I'équation 6.18 fait intervenir 'enskardes autres modes que le made
N\ 2 . . ,
le terme<a;> mesure I'écart entre les déforméés et U7 relativement &7 (c’est la projection de

N\ 2
U{ surU7 : cette valeur doit étre faible AU est petit), alors que le factet(rl — A—‘?) est un poids

X
dont la valeur dépend du rappé%t : pour un mode donné, la valeur propr) est fixée, et le facteur
/\1

a une grande valeur si la décomposition fait intervenir dedesU; dont la valeur propre] esttrés
inférieure a\}. Le facteur s’approche de la valeur 1 lorsgyeest supérieure &, comme le montre
la figure 6.1.
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o

Ay
M

2
FIG. 6.1 — Evolution du facteu<1 - > en fonction de\]

6.1.3 Autres choix d’'indicateurs possibles

L'expression choisie pour l'indicateur qui va étre utilidéns les calculs a été reconnue comme
permettant une bonne localisation de I'erreur dans le doendu recalage calculs-essais. D’autres
expressions auraient cependant pu étre choisies, pammigkss ont peut citer :

— Lallement et Piranda [LP 90], qui proposent d'utiliserdsidu suivant :

N
g =Y puLli, (6.19)
h=1

ol N est le nombre de modes considérgsest la valeur de I'indicateur pour I'élémehtp,;, est
un poids qui est déterminé en fonction de la confiance quesaitsibue a la mesure du modeet L
est la matrice suivante :

L = KUy — MiUpA,, (6.20)

K, et M, ont été définies précédemment,, est une matrices x N (le modele contenant
éléments), contenant les déformées femodes propres mesurées,, est une matrice diagonale
contenant les valeurs propres mesurées.

Ce résidu pourrait étre utilisé ici, en choisissapt= 1 par exemple, mais son étude, et la com-
paraison avec les résultats précédents n'a pas été rédlistoms simplement que le résidu choisi ici
est construit sur des considérations plus physiques qunktraction dey;.

— Link et Santiago [LS 91] proposent I'utilisation de résdappelés “substructure energy func-

tions”, basés sur une approche physique :
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N

Ang =>"(ug - v K, (U - U (6.21)
h=1
N

AL =" (g - um" My Uy - U (6.22)
h=1

Ces indicateurs sont construit en considérant la contoibbd I'énergie cinétique ou de défor-
mation (par l'intermédiaire des matrices élementaiigset 1/;) des écarts entre les déplacements
modaux mesurés;" et calculédJ'. Cependant, ces expressions ne sont pas forcément awsseage
a utiliser dans notre cas, puisque cette approche demadanaissance des déformées propres du
modéle modifié, ce qui n'est pas le cas avec l'indicateur idéns ici.

— Pour plus d'informations sur les choix possibles, le lecest renvoyé aux références [MF 93]

et [FM 95].

6.1.4 Conclusion sur le choix de l'indicateur

Le choix de I'indicateur 6.4 a été guidé par des travaux &ffexcen recalage calculs/essais, I'ex-
pression retenue possede un sens physique fort, puisgesliconstruite a partir de I'énergie ciné-
tique d’'un déplacement résiduel. Nous avons montré quendatateur, moyennant quelques hypo-
théses raisonnables, pouvait étre relié aux variationcaextéristiques propres de la structure, ce
qui permet de justifier son utilisation dans le cadre de lagshe des zones qui sont a I'origine de
comportements hypersensibles.

6.2 Note a propos de l'utilisation d’algorithmeséléments fi nis

Dans la suite, nous utilisons a de maintes reprises destalges de résolution de problemes aux
valeurs propres, a l'aide du logiciel SDT. Dans tous les cas,résolutions sont basées sur I'algo-
rithme d’extraction de Lanczos. Les problemes de tailledrtgnte (traités dans la partie 1V) utilisent
un stockage SKYLINE afin d’optimiser la taille mémoire die. Le lecteur est renvoyé a la réfé-
rence [Bal 01] pour plus de précisions. En ce qui concernetgargence de l'algorithme, et par
la-méme la précision des résultats obtenus, le critenséutiist trés proche de l'indicateur développé
ci-dessus : on vérifie a Iissue d’'une itération de I'aldurie que la valeur du résidu 6.2 estimé en
utilisant les matrices du modéle nominal est inférieure &auil s donné :

1B (K = M) Ul < s 1Ty (6.23)

Dans cette équation la notati#v|| ,, indique la norme en énergie cinétigié M U. Nous avons
imposé une masse modale unitaire, ce qui revient a utiksenitere suivant :

|E~" (K —wi M) Uj|,, < (6.24)
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Dans les applications qui suivent, la valeur du seailété choisie &0 —?, cette valeur étant tout a
fait suffisante pour la précision attendue. Notons que suplus faibles différences observées lors de
I'analyse qui sera présentée dans la partie IV, nous noumssmssurés que I'écart présenté dans les
résultats était bien I'écart entre les deupdeles, et non un écart résiduel di & une non-convergence
de l'algorithme d’extraction.

Enfin, ce choix de critére de convergence présente un irgérétin, puisqu’il fournit une limite
a l'utilisation de l'indicateur : a partir du moment ou I'oedde grandeur du résidu 6.2 devient com-
parable a celui de, les localisations effectuées n'ont plus de sens, puiiga’enélangent les effets
des modifications structurales a ceux des erreurs de calculs

6.3 Application a lamodélisation éléments fi nis d’'un réseau de plaques

6.3.1 Présentation de la structure

La premiere application de la mise en oeuvre de la méthode ldazadre des éléments finis va
se faire sur la structure qui a été étudiée analytiquemepargraphe 5.1.2 (page 92). Un modéle
élément fini de ce réseau de plaques est donc construit, €5 lpemiéres fréquences propres de la
structure sont calculées. Un de ces modes est représeriafigure 6.2.

Mode 12 at 84.81 Hz

A,
//%,z’}l//;”lg;"'

',‘o\\\\’ll[[[;,' —

W
6/,;?,,%,

s"ll',

0.0005

FIG. 6.2 — Mode 12 du réseau de plagues. Déplacement et comnbéiémentaire de I'énergie
cinétigue du mode.

On considére, comme dans la partie 5.1.2, que les seuls pmeasnvariables sont les angles de
couplage, et que ceux-ci sont répartis aléatoirementastivne loi gaussienne centrée sur la valeur
nominale de I'angle, et dont I'écart type vaut un sixieme elgrd, ce qui correspond pratiguement a un
intervalle de tolérance d’'un degré. A partir d'une simalatpartielle de Monte Carlo, il est possible
de tracer un indice de sensibilité de chacune des fréquenapees vis-a-vis des angles de couplage.
L'indice tracé figure 6.3 est I'écart type de la fréquenceppeaconsidérée divisé par la moyenne de
cette méme fréquence. On retrouve bien sur cette figuretlgdailes angles de couplage notés 4,
5 et 7 sur la figure 5.2 sont responsables des sensibilités\dies, et que I'infuence de la variation
des autres angles est négligeable. Notons que les calcnésmeur le tracé de la figure 6.3 prennent
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en compte les éventuelles inversions des valeurs de frégagmopres des modes : en faisant varier
les paramétres angulaires, il est possible que les décalageSggence induits échangent I'ordre de

deux modes. Les logiciels éléments finis fournissant leguiaces propres dans I'ordre croissant, il
convient d’étre vigilant a ce sujet, et de caractériser udenmar I'allure de sa déformée, et non par
I'ordre de sa fréquence propre.

x107°

FiG. 6.3 — Sensibilité des fréquences propres vis-a-vis ddesdg couplage, en fonction de I'ordre
du mode considéré. 50 calculs. -o- : Angle 4; -+- : Angle 5 ;:-&ngle 7 ; -v- : Autres angles.

Sur la figure 6.3 concernant le réseau de plaques, il esty@si relier les sensibilités a I'allure
des déformées. En effet, les observations faites dans teldmfréquence considérée montrent que
dans la plupart des cas, méme si ce n'est pas une regle, dagcangles de jonction pour lesquels les
déformées de part et d'autre de la ligne de couplage sontasemwont plus sensibles. On peut obser-
ver ceci sur la figure 6.4, sur laquelle sont tracées les aéfes des modes 1 et 2. Pour 'ensemble
de ces deux modes, la sensibilité la plus forte est due aéahgour le mode 2, qui est le seul angle
pour lequel les déformées de part et d'autre de la ligne dplage sont en phase. Cependant, notons
que les sensibilités existent aussi pour le mode 1, alorganies les déformées de part et d’'autres
des jonctions sont en opposition de phase. Cette serésifiéikplique par le changement de forme
du mode considéré : si I'on considére une structure cogstituniquement par deux plaques couplées
par un angle nul, le premier mode est un mode de fexion & urveatre, puisque la structure est as-
similable a une unique plaque. Lorsqu’on augmente I'anglealiplage, cela revient a augmenter la
rigidité de la structure le long de la ligne de couplage, endele fait apparaitre deux ventres vibrant
en phase entre eux et avec le mouvement de la ligne de coyplaigest cependant d’amplitude plus
faible). Plus I'angle de couplage augmente, plus la frégegmopre du mode augmente, et plus I'am-
plitude de la déformée de la ligne de couplage diminue. Eruceancerne le mode 2 de la structure
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simplifiée (deux plaques couplées par un angle nul), il piésdeux ventres, vibrant en opposition
de phase autour d’'une ligne nodale séparant la plaque erpaeties identiques. L'augmentation de
I'angle de couplage va forcer la ligne nodale a coincidec dadigne de couplage, ce qui va appa-
raitre comme une augmentation de rigidité beaucoup plbtefgue celle induite par la diminution
d’'amplitude du ventre du mode 1. C'estgleénomene que 'on retrouve sur la figure 6.4, mis a part
gue la modification de la fréquence propre du mode initial &antre a entrainé le passage de cette
fréquence au-dessus de celle du mode a deux ventres.

Mode 1 at 27.44 Hz Mode 2 at 32.6 Hz

FIG. 6.4 — Modes 1 et 2 du réseau de plaques

6.3.2 Application de la méthode de détection

Afin d'appliquer la méthode proposée au modéle éléments dimiséseau de plaques, il faut
considérer des structures géométriguement différentda dieucture de référence. Pour cela, il y
a deux facons de procéder. La premiére approche correspand aimulation partielle de Monte
Carlo : on choisit aléatoirement une structure construipardir des intervalles de tolérance précé-
demment décrits, on effectue ensuite I'assemblage degcamtte masse et de raideur, puis on utilise
les caractéristiques propres de la structure de référdirceeacalculer I'indicateur 6.4, et I'on fait
ce calcul autant de fois que nécessaire. La seconde strasgie considérer une seule structure
modifiée, construite a partir des parametres choisis endjoreervalle de tolérance, dans le but de
mesurer localement I'effet de chacune des variations. €tqossible si les modifications apportées
a la structure sont spatiallement indépendantes, ce glé eas ici. Nous allons donc construire une
structure en choisissant des angles modifiés d’'un demédegfassemblage de la matrice de masse
et de raideur permet de calculer I'indicateur 6.4. Celwgstidonc évalué pour chaque mode. Si hous
nous intéressons au mode le plus sensible, qui est le dixi@aggres la figure 6.3, le tracé de la fi-
gure 6.5 nous permet de localiser la zone qui est a I'origasedifférences observées : I'angl&drest
correctement détecté, et plus particulierement sa partigrale, qui correspond au lieu de plus forte
énergie.

On observe des résultats similaires pour les modes 2 (fiy., @.&fig. 6.7) ou 7 (fig. 6.8), sur
lesquelles les angles responsables des plus grandesilgéasiont bien détectés.

Par contre, si I'on observe la figure 6.9, qui correspond aaétde I'indicateur pour le mode 5, la
zone ou celui-ci a sa plus grande valeur est située au mili;eglaque. En second lieu seulement
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Mode 10 at 78.08 Hz
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FIG. 6.5 — Valeur de l'indicateur pour le mode 10.
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FIG. 6.6 — Valeur de l'indicateur pour le mode 2.
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Mode 4 at 44 Hz
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FIG. 6.7 — Valeur de l'indicateur pour le mode 4.

Mode 7 at £3.95 Hz
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est détecté I'angle 4, qui est dans ce cas le plus sensibfEn@ant, cette sensibilité étant faible
(d’apres la figure 6.3, la sensibilité de la fréquence praojurenode 10 est 20 fois plus grande que
celle du mode 5), la valeur du résidu I'est aussi, et on conem@mmesurer d'autres effets que ceux
des variations d’angles (comme les cumuls avec les erreangiques), qui ne sont pas identifiés ici.

Mode 5 at 49.44 Hz
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FIG. 6.9 — Valeur de l'indicateur pour le mode 5.

Ainsi, si I'on s'intéresse a la valeur moyenne de l'indicattsur les quinze premiere fréquences
propres, le mode 5 va étre masqué par ceux ayant une se@sibils forte, comme le montre la

figure 6.10, sur laquelle on peut s’apercevoir que les tnagdess sont bien détectés, et que les autres,
bien que variables, n'apparaissent pas dans la localisatio
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FIG. 6.10 — Moyenne de l'indicateur sur les 15 premiéres frégepropres.

Pour plus de précisions, il peut étre intéressant de capriaivaleur de I'indicateur au voisinage
de chaque angle : dans notre cas, on peut caractériser chagleeen considérant la somme des
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valeurs de l'indicateur sur les éléments situés de partaett@ de la ligne de couplage. On obtient
ainsi la figure 6.11, sur laquelle sont tracées ces valeunsgiaque angle, en fonction de 'ordre du
mode. Ce tracé doit étre relié au tracé de l'indicateur dsib#ité (figure 6.3), et plus précisément

2 2
a la figure 6.12, qui est obtenue en tragant la va( f2))) , OU o représente |'écart-type €t la

moyenne des fréquences propres au cfréafin de se rapprocher du ternﬁé%)2 figurant dans
I'équation 6.18. Notons que les deux tracés ne peuventddntigues, puisqu’ils ne représentent pas
la méme chose : pour obtenir un tracé qui se rapproche dedeelaifigure 6.12, il aurait fallu étudier
la valeur de l'indicateur en faisant varier un a un chacunateges de couplage, ce qui n'est pas
optimal en terme de temps de calcul si I'on est intéresséapdétection des zones les plus sensibles.
Cependant, on s'apercoit que les tendances sont tout faparables et que l'indicateur proposé
permet une localisation et une hiérarchisation correcdezdres a I'origine de comportements hyper-
sensibles.

x 10"

FiG. 6.11 — Valeur de l'indicateur sommé sur les éléments adjaceux lignes de couplages, en
fonction de I'ordre du mode. -0- : Angle 4; -+-: Angle 5; -x- nfle 7; -v- : Autres angles.

Pour terminer, notons que la fagon dont nous avons appleju#thode, si elle est sare trés
efficace en terme de temps de calcul, interdit la détectieffals secondaires : nous avons estimé
I'infuence de la variation de chacun des angles pris sépgaremn oubliant les éventuels effets de
couplage entre les comportements de deux angles vari&#esdit, il suffirait de choisir un certain
nombre de structures (aléatoirement, ou en suivant unmraésoent de type plan d’expérience) pour
étre capable de prendre en compte ces effets de second qudsmnt généralement négligeables,
mais qui pourraient dans des cas particuliers entrainevat&gtions importantes. Le colt de calcul
serait alors plus important, méme s'il restera toujourériefur & celui d’'une analyse compléte incluant
nécessairement un grande nombre de résolutions de prabléme
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FIG. 6.12 — Carré de la sensibilité des valeurs propres visales angles de couplage, en fonction
de l'ordre du mode considéré. 50 calculs. -o- : Angle 4; -+ngke 5; -x- : Angle 7; -v- : Autres
angles.

6.4 Conclusion

L'application de la méthode au cas des éléments finis a éémige d'un point de vue théorique,
avant de I'appliquer au traitement d’un réseau de plaqueé&gg celui qui avait été étudié analytique-
ment dans le chapitre précédent. Le choix de l'indicateiliaer a été développé, et son expression
a été reliée aux variations des caractéristiques proprisdricture, afin de justifier son utilisation.
Ce choix n'est cependant pas unique, d’autres auraientrpuéenus, nous n'aborderons pas cet
aspect ici. L'étude portant sur le réseau de plaques a mqutitéétait possible de retrouver des ré-
sultats similaires a ceux obtenus lors de I'étude analgtigtique la localisation des zones qui sont a
I'origine de comportements hypersensibles est effectodeatement.



Conclusion sur la méthode de localisation
proposée

Nous avons proposé une méthode permettant la localisaéisrz@hes d’'une structure respon-
sables de comportements hypersensibles. Celle-ci repoda solution de I'uniqugrobléme de
référence, puis sur le calcul d’'un indicateur construit gipde la prise en compte des modifica-
tions de la structure en accord avec les intervalles deaiodér. La formulation dans le cadre des
éléments finis a permis de montrer gu'il existait un lien efindicateur proposé et les variations
des caractéristiques propres de la structure. Si aucunerddration ne concerne l'aspect localisa-
tion proprement dit, les applications ont montré les boqueeormances en détection de l'indicateur.
Nous allons & présent nous intéresser a I'étude de stractooins académiques, issues du milieu
industriel.

117
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Quatrieme partie

Applications numeériques et
expérimentales sur des structures
iIndustrielles
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Cettederniére partie porte sur I'application de la méthode dalisation aux cas de structures
industrielles, ce qui est autorisé par I'intégration de &hmode de localisation dans un code éléments
finis. Les applications traitées le sont a I'aide du toolb@ménts finis SDT, tournant sous Matlab.
Dans un premier temps, nous allons présenter une étude iqum@ortant sur une poutre de soubas-
sement de véhicule, avant de s'intéresser a la validatipgrarentale des résultats obtenus a partir
d’'un tablier d’automobile.



Chapitre 7

Application numérique : étude d’une
poutre de soubassement

7.1 Présentation de la structure étudiée

7.1.1 Description de la poutre de soubassement

La structure qui va étre étudiée dans ce chapitre est uneepdatsoubassement de véhicule
Peugeot 806, que I'on peut observer sur les photos 7.1 ditad@féce est constituée de trois couches,
liées entre elles par soudure. Une vue éclatée de la potpeésentée sur la figure 7.3, sur laquelle
on peut distinguer les trois couches ainsi que les diverpa@tid qui sont également soudés. Lors
de notre étude, nous considérerons la structure boulonngweru des quatre trous (deux a chaque
extrémité de la poutre), ce boulonnage étant modélisé pancastrement. 82 points de soudure sont
utilisés pour assembler I'ensemble des piéces conségyjtils sont représentés sur la figure 7.4, et
I'objectif de I'étude concerne la sensibilité des fréquesnpropres de la poutre vis-a-vis de la position
et de I'existence de certains de ces points de soudure.

FiG. 7.1 — Photographie du soubassement du véhicule Peugeot 806

122
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— WA

FiG. 7.3 — Vue tridimensionnelle en éclaté geéces constitutives de la poutre

7.1.2 Modéle numérique de la poutre

Le maillage de la poutre est effectué en utilisant pour letigsaconstitutives de la poutre des
éléments coques a trois ou quatre noeuds (éléments CQUAIB4 bar une formulation de Mindlin).
Le modele complet contient 17197 degrés de liberté. En ceanderne la modélisation des points
de soudure, celle-ci est relativement simple, et elle estitdésur la figure 7.5. La premiére partie a
souder a des noeuds numérotés 1 a 8, alors que les noeuds ApgatBennent a la seconde patrtie,
qui doit étre liée a la premiére. Le noeud 101 (resp. 102)pd@dent a aucune de ces parties, et est
utilisé en tant que noeud maitre d'un élément rigide RBE2 temnoeuds esclaves sont numérotés
1,2, 7et8 (resp. 11, 12, 17, 18). Enfin, un élément ressortASHielie les noeuds 101 et 102 afin



124 7 Application numérique : étude d’'une poutre de soubassemen

% S0l oy fedverian &W@ﬁ*%@wmﬁ 3
b W@MQ&%«%M@%W*%

FIG. 7.4 — Vue des points de soudure de la po(rimedéle RBE2/RIGID)

de prendre en compte la rigidité du point de soudure (il y sa@réféléments ressorts correspondant
aux 6 degrés de liberté possibles). Notons que I'utilisati@léments RBE2 a tendance a rigidifier

la structure, c’est pourquoi des éléments plus complerés guie les RBE3, sont souvent utilisés
pour la modélisation des points de soudure. Ces élémermislégi‘éléments contraints”), connectent
un noeud particulier & un ensemble d’autres noeuds enautilisne technique de minimisation au

sens des moindres carrés. A chaque noeud considéré eséasspoids permettant de prendre plus
ou moins en compte ses caractéristiques. Cependant, cesrggene sont pas disponibles dans SDT,
nous avons donc pris le parti d'utiliser des éléments RBEZnadéle, s'il n’est pas le plus exact pour

la description du comportement des points de soudure,&sssitmple a implémenter, et les résultats
gu'il donne sont suffisants pour les propos de I'étude meciée i

8 U 6

11

13

FIG. 7.5 — Maillage original du point de soudure.

7.1.3 Modes propres de la structure de référence

Les dix premiéres fréquences propres de la structure ndemigai est encastrée au niveau des
4 trous situés de part et d’autre de la piéce, sont évaluéesSDT, et données dans le tableau 7.1.
Cette structure sera considérée comme étant le modéleétenéé.

Notons que la géométrie complexe de la structure fait queniedes sont trés vite des modes
locaux, comme on peut le constater sur la figure 7.6, qui septé le mode 8. L'annexe B donne les
déformées propres des 10 premiers modes : le premier mode esbde de fexion a un ventre, le
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| Mode [1 [ 23] 456 7][8]09]10]
[ Fréquence propre (HZ) 110 | 240 ] 302 | 380 | 521 ] 568 | 591 | 599 | 653 | 673 |

TAB. 7.1 — Fréquences propres du maillage de référence

second mode est un mode de torsionrdésieéme un mode de fexion a un noeud. Les modes d’ordres
supérieurs ne peuvent pas étre décrits simplement.

Mode 8 at 599.4 Hz 0.002
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FiG. 7.6 — Mode 8, énergie cinétique des piéces constitutives

7.2 Etude de 'infuence de I'existence des points de soudure

Lors du processus d'assemblage des différentes partiess pleutre, il arrive gu’un des robots
soudeurs ne parvienne pas a effectuer correctement une téckes, il est donc possible qu’un (ou
plusieurs) point de soudure soit manquant ou défectueukut.de I'analyse menée dans cette partie
est de montrer qu'il est possible d'utiliser la méthode lé@u chapitre 4 afin de savoir quels sont
les points de soudure qui ne doivent pas étre manquants & derchaine, au risque d’avoir des
fréquences propres tres différentes de celles du modékféence.

7.2.1 Comportement vibratoire

Pour cette étude, nous avons sélectionné arbitrairementdizaine de points de soudure qui
relient la couche intermédiaire de la poutre a la partieriafite ou supérieure. Ces dix points sont
présentés sur la figure 7.7. Notons que dans la suite, lesatésseront donc présentés sur la couche
intermédiaire, qui est la zone ou les indicateurs utilisétdes plus grandes valeurs du fait du choix
des modifications apportées a la structure.
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FIG. 7.7 — Présentation des éléments reliés aux points de sogduvont étre modifiés.

Onconsidére donc un modéle modifi€, pour lequel les dix poiatsodidure sont supprimés. D’un
point de vue numérique, ceci se fait en supprimant les él&Enf@BLAS correspondant aux liaisons,
ou en leur donnant une rigidité tres faible. Un calcul sur teléde modifié permet de vérifier que les
10 points de soudure ont bien une infuence marquée sur keagrsales fréquences propres, qui sont
données dans le tableau 7.2. De treés grandes différencesmdire observées, en particulier sur les
valeurs des fréquences propres 5 et 6, qui different de gr80% avec le modele de référence.

| Mode (1] 23|45 ]6]7]8]9]10]
Fréquence propre (Hz) 109 | 221 | 235|296 | 369 | 412 | 480 | 519 | 549 | 564
Différence avec la référence (%) 1 8 | 22| 22| 29|28 |19 | 13 | 16 | 16

TAB. 7.2 — Fréquences propres du modéle modifié (10 points deissdpprimes)

La figure 7.8 résume ce tableau.

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

FiG. 7.8 — Erreur relative (%) sur les fréquences propres, eatifiomde I'ordre du mode, pour 10
points de soudure supprimés.

Nous allons donc essayer de trouver a I'aide de la méthogmpée au chapitre 4 quels sont les
points de soudure responsables des différences observées.
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7.2.2 Application de la méthode

Grace a I'aspect local du résidu proposé, il est possibleétiermiiner I'infuence de chacun des
points de soudure supprimés en un seul calcul de résiduacgtire construit en considérant la struc-
ture de référence sur laquelle on aura supprimé les dixgdmisoudure. Ceci est possible tant que
nous nous intéressons qu’a un nombre réduit de points, yriisignous menions la méme étude en
considérant que chacun des 86 points de soudure peut éamstalbdaudrait sélectionner aléatoi-
rement une partie de ces points, et non l'intégralité déeetux, afin d'effectuer par exemple une
simulation de Monte Carlo partielle aompléte. Dans notre cas ce n'est pas nécessaire, puisque le
nombre de points supprimés est faible devant le nombredstpbints de soudure, et qu’ils sont spa-
tiallement “indépendants”, c’est-a-dire que pour un élénaenné, il y a au plus un point de soudure
supprimé qui se rattache a un des noeuds de I'élément.

Le calcul de I'indicateur 6.4 ne peut pas étre fait directetn& cause de I'inversion de la matrice
de raideur intervenant dans I'équation 6.1. En effet, neooaamodélisé les points de soudure en uti-
lisant entre autres des éléments rigides, qui impliquentdtence de relations linéaires entre certains
degrés de liberté du systeme, et donc la singularité de laomate raideur. L'utilisation d'éléments
RBE2, qui hiérarchisent les noeuds de I'élément en un noegitrenet plusieurs noeuds esclaves,
permet de contourner simplement la difficulté, puisque ¢éggés de libertés des noeuds esclaves sont
directement reliés a ceux du noeud maitre. Ceci permet da@rddtfie matrice de passagdk qui cor-
respond a la base obtenue par projection des relationsé&tesis rigides. Les matrices de masse et
de raideur que nous considérerons pour le calcul du résidats@nsiM . et K. :

M.=P"'MP; K.=P'KP (7.1)

La matrice de raideuK . est inversible et peut étre utilisée pour le calcul du rédidis champs
de déplacements associés sont nbtes

U.=PTU (7.2)

Le retour aux coordonnées initiales se faisant par la czlativerse :

U= PU, (7.3)

Notons que cette étape permet de réduire le nombre de degliéeidés du systéme : dans le cas
de la structure étudiée, celui-ci vaut a présent 14824.

7.2.3 Résultats obtenus

La figure 7.9 présente le tracé de I'indicateur moyen 6.5sitoit avec les matrices 7.1, et calculé
a partir des dix premiers modes propres de la structure deeréfe. On s’apercoit donc que les zones
localisées par l'indicateur sont celles correspondanttanix points de soudure notés 4, 5 et 8 sur la
figure 7.7.



128 7 Application numérique : étude d’'une poutre de soubassemen

0.12
0.1

0.08

iiiiillinllm,nm;iiji
I

S,
i ‘==.......... = l-“ I 0.06
%4

0.04

0.02

FiG. 7.9 — Indicateur de sensibilité, tracé pour la structurelifitee (10 points supprimés)

Afin de vérifier que les points détectés sont bien responsaide fortes dispersions observées,
il est utile de s'intéresser a la structure de référenceasudlle on ne va supprimer cette fois que
les trois points détectés ci-dessus. Les fréquences prajgreette structure sont données dans le
tableau 7.3.

| Mode 123|456 ] 78] 9 ]10]
Fréquence Propre (Hz) 109 | 222 | 237 | 299 | 373 | 412 | 530 | 590 | 597 | 652
Différence avec la référence (%)0.4 | 8 | 22 | 21 | 28 | 27 | 10 | 2 9 3

TAB. 7.3 — Frégquences propres phodele de référence avec 3 points de soudure supprimés (ogimé
4,5 et 8)

Ces résultats doivent étre comparés avec le tableau 7.2 estdait sur la figure 7.10. On peut
ainsi remarquer que les plus grandes différences observ@esernant les modes 3 a 6, sont bien
dues aux trois points de soudure détectés par l'indicatesrautres différences, en particulier celles
des modes 7 a 10, qui étaient plus faibles, ne sont dues galta f ces trois points, les autres jouant
un rdle non négligeable dans les différences de comportsmsi@malées ci-dessus.

Afin de renforcer les résultats précédents, il est intéreésdztudier la structure de référence
privée de trois points de soudure détectés comme peu sEndfaur cela, la figure 7.9 n'est pas assez
précise, et nous allons dans ce but plutdt utiliser le ré8iduen calculant la valeur de I'indicateur
sommée sur les éléments adjacents aux éléments modifiésggréar la figure 7.7. Nous avons ainsi
une valeur résiduelle pour chaque mode et pour chaque peisbadure considéré. La figure 7.11
permet de retrouver le fait que ce sont bien les modes 5 et 6antiaffectés par les plus grosses
valeurs de l'indicateur, pour les points de soudure 4, 5, Eag&leuxiéme partie de la figure, qui est
un zoom de la premiére partie, nous informe sur les pointsl@as sensibles, qui sont les numéros
2, 6 et 7, ainsi que sur les sensibilités observées pour ldgsret 10, qui sont principalement dues
aux points 1 et 9.

On peut ainsi faire I'étude de la structure de référenceéprives points numéros 2, 6 et 7 : les
résultats sont donnés dans le tableau 7.4.

Les différences obtenues sont comparées avec cellesponazmnt a la suppression de 10 points
de soudure, sur la figure 7.12 : on justifie ainsi que les troistp considérés n’ont qu’une trés faible
inflence sur les variations observées.
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FiG. 7.10 — Erreurs relatives (%) sur les fréquences proprefyration de I'ordre du mode, pour
10 points de soudure supprimés (barres claires), et 3 podatoudure (4, 5, 8) supprimés (barres

foncées).

Point de soudure

Mode

Point de soudure

FiG. 7.11 — Indicateur de sensibilité, en fonction du point dedsme et du numéro du mode considé-

res.

| Mode (1] 2 ]3] 456 78] 9]10]
Fréquence Propre (Hz) 110 | 240 | 302 | 379 | 520 | 567 | 590 | 599 | 638 | 661
Différence avec la référence (%)0.2 | 0.3 | 0.2 | 03|02 01]01|00| 23| 17

TAB. 7.4 — Frégquences propres phodele de référence avec 3 points de soudure supprimés (osimé

2,6et7)
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FIG. 7.12 — Erreurs relatives (%) sur les fréquences proprefraation de I'ordre du mode, pour
10 points de soudure supprimés (barres claires), et 3 podtoudure (2, 6, 7) supprimés (barres
foncées).

7.2.4 Conclusion

Avec un unique calcul d’indicateur en plus de la résolutionpdobleme nominal, nous avons
donc détecté parmi une dizaine de points de soudure lesgfa@sit les plus sensibles, et nous avons
vérifié par une analyse modale que les résultats obtenwenétrrects. Sile nombre de points de
soudure testés dans notre cas est relativement faible,avonus cependant montré la capacité de la
méthode a détecter et hiérarchiser I'infuence de chacurird’@ux sur une bande de fréquence.

7.3 Infuence de la position des points de soudure

Une autre étude qui peut étre menée sur cette méme strustwedle de I'infuence de la position
des points de soudure : quels sont les points pour lesquelpatite erreur de positionnement risque
d’entrainer de larges différences sur les modes propres ?

7.3.1 Comportement vibratoire, description du changement de poson

Nous considérons toujours comme structure de référencaiiliage de la poutre de 806, dont
les dix premiéres fréquences propres ont été données daabléau 7.1. En ce qui concerne le
changement de position des points de soudure, nous witiseme simple modification des noeuds
esclaves des éléments rigides. Ceci est expliqué a l'aide fiture 7.13, qui représente le maillage
initial et le maillage modifié. Ainsi, chaque point de sowelaonsidéré pourra occuper deux positions.

Parmi les 82 points de soudure de la structure, nous chasgsile modifier le positionnement
des 10 points décrits sur la figure 7.7, qui seront supposdgopovarier. Une analyse modale de la
structure sur laquelle les 10 points considérés ont étéadéplest menée, et les résultats sont donnés
dans le tableau 7.5. Ainsi, certaines fréquences propmasgs@siment insensibles aux variations
effectuées, alors que d’autres y sont au contraire seasitilenme la huitiéme, qui varie de 43 Hz, ce
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13 13

FIG. 7.13 — Maillage initial et modifié d’'un point de soudure.

qui représente une différence de plus de 7% par rapportaele de référence.

\ Mode propre | 1| 2| 3| 4]5]6][]7][8]9]10]
Fréquence propre (Hz) 111 | 241 | 303 | 382 | 530 | 590 | 591 | 642 | 655 | 685
Différence avec la référence (%)0.7 | 0.4 | 0.3 | 04| 18|39 |01 |71|04 |19

TAB. 7.5 — Fréquences propres du modéle présentant 13 pointaidars déplacés.

7.3.2 Modifi cation du modeéleélément fini afi n de le rendre compatible

Nous ne pouvons pas appliquer directement le résidu propt&de dans sa forme utilisant les
matricesM, et K. définies par I'équation 7.1, car les deux modéles élémerissrinsont plus com-
patibles, puisque nous avons modifié les points d’attach&léenents rigides représentant les points
de soudure. Une des facons de s’affranchir de cette diffi@sdt explicitée avec les notations de la
figure 7.13 : la matrice, correspondant a la figure 7.13 partie de gauche, a des cantpssas-
sociées a tous les noeuds existants (1 a 8, 101, 102, 11 ads3ddgrés de liberté associés a la
matrice K (figure 7.13 partie de droite) sont les mémes. Nous avons glKgLet K n'étaient pas
inversibles, et nous avons donc défini les matriggset K¢ : les composantes d€§ correspondent
aux degrés de liberté des noeuds 3, 4, 5, 6, 101, 102, 13, 186 lfandis que celles d€{ sont asso-
ciées aux noeuds 1, 4, 5, 8, 101, 102, 11, 14, 15, 18. Ces dad&l@esme sont donc pas compatibles,
c’est pourquoi les matrices qui seront utilisées dans lEsilsane seront pas exacteméiit et M7,
mais plutdt les matrices qui en sont issues, et pour leskeds degrés de liberté des noeuds 1, 8, 11
et 18 sont remplacés par ceux des noeuds 3, 6, 13 et 16 : leosanips des matrices considérées
gardent leurs valeurs, seuls les degrés de liberté assdw@égent afin d’assurer une compatibilité
avec le probléme de référence.

Le modéle ainsi obtenu est donc compatible avec le prentigr@me si les modifications opérées
ne sont pas forcément physiquement acceptables (dans d& casa un changement de phase entre
les deux cotés du point de soudure par exemple), ils restiéhesia I'esprit de la méthode : détecter un
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grand changement de comportement du a un petit changemeratitiege. Enfin, notons que d’autres
choix auraient pu étre faits, comme par exemple I'attrioutaux degrés de liberté des noeuds 1 et
8 des valeurs issues des degrés de libertés des noeuds vgisince soit sous forme de moyenne,
d’interpolation ou d’extrapolation.

7.3.3 Application de la méthode et vérifi cation des résultats

Une fois que les changements décrits ci-dessus ont étéé=ail est possible de passer au cal-
cul de l'indicateur. Encore un fois, nous pourrions ici efteer un choix aléatoire des positions des
points de soudure, mais il est dans notre cas plus judiciewsodsidérer comme structure modifiée
la structure pour laguelle 'ensemble des points considéagiables a été déplacé, et d'effectuer le
calcul du résidu basé sur cette structure. La figure 7.14ideitracé de I'indicateur pour le mode 8.
On observe donc qu’une zone est détectée comme étant pitemoient responsable des dispersions
observées sur ce mode, qui est le plus sensible dans l'atiede fréquence considéré.

Mode 8 at 642 Hz
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Fic. 7.14 — Mode 8 : valeur de I'indicateur

En ce qui concerne le mode 6, qui présente la plus forte sktésipres le mode 8, la figure 7.15
montre que l'indicateur est grand sur une unique zone, duires de celles détectées sur la figure
correspondant a I'analyse du mode 8. Remarquons enfin qugita .16 permet de confirmer le fait
que si un mode n'est pas ou peu sensible aux variations wfest la valeur de I'indicateur est trés
faible.
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FiG. 7.15 — Valeur de l'indicateur pour le mode 6
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FiG. 7.16 — Valeur de l'indicateur pour le mode 2

Enfin, la figure 7.17 présente la valeur moyenne de l'indigaser la bande de fréquence corres-
pondant aux dix premiers modes. Une seule zone est déteuntéetgndicateur moyen, la valeur de
I'indicateur dans les autres zones étant beaucoup pluie féilette zone correspond bien entendu a
une des modifications effectuées sur la structure, qui égfdlacement du point’rb, et nous pouvons
vérifier que les résultats obtenus sont conformes a laééalitmodifiant la structure de référence en
ce seul point, et en effectuant un calcul de modes propresédidtat est donné dans le tableau 7.6,
qui permet de constater qu’'effectivement la plupart defemifices entre les deurodéles de dé-
part étaient dues au déplacement d’'un unique point de seuldisrautres points, en particulier celui
détecté sur la figure 7.14, ayant une infuence beaucoupaihle.f

Mode 6 at 589.6 Hz
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FIG. 7.17 — Moyenne de l'indicateur sur la bande de fréquence

Mode propre | 1 [ 2] 3|4 ]|5]6][]7]8]9]10]
Fréquence propre (Hz) 110 | 240 | 303 | 380 | 529 | 590 | 597 | 642 | 656 | 683
Différence avec la référence (%) 0 0 0 0116|139 1 |71(05|16

TAB. 7.6 — Fréquences propres du modéle présentant 1 point daersadéplacé (1b)



134 7 Application numérique : étude d’'une poutre de soubassemen

7.4 Conclusion sur’étude de poutre de soubassement

L'étude de la poutre de soubassement a permis de montrg@adrtance des points de soudure dans
le comportement vibratoire d'une telle structure. Cellest composée principalement de trpiéces
de gabarit identique, ce qui implique que la plupart des mddet intervenir les trois piéces, et que
les points de soudure sont largement sollicités. Ainsiskaitze d’'un ou plusieurs points de soudure
peut impliquer de grosses variations de comportement deda pet certains points ont une infuence
beaucoup plus marquée que d'autres. Nous avons pu, ave€iugheccalcul trés faible, détecter parmi
dix points de soudure, lesquels étaient responsables dai§icattons de comportement observées.
Dans un second temps, nous avons étudié I'infuence d'unitdégposition de ces points de soudure :
nous avons montré une des fagons d’envisager le problémmecete une fois I'indicateur a su détecter
les zones les plus sensibles, méme si évidemment les écarés uh déplacement de soudure sont
moindres que ceux obtenus lors de sa suppression. Tousscdat®ont été validés par des analyses
modales humeériques.



Chapitre 8

Application numérique et expérimentale :
étude d’'un tablier de véhicule

Dans ce chapitre nous présentons I'étude d’'un tablier dewéh et plusparticulierement I'ap-
plication de la méthode décrite au chapitre 4 afin de détxterones de la piéce pouvant induire des
différences notables de comportements, ainsi que la waidaxpérimentale des résultats obtenus.
Le choix de la piéce a été délicat a opérer, puisque les esitgue celle-ci devait satisfaire étaient
nombreux pour le temps qui nous était imparti. Il nous fakkai effet une piece disponible, dont le
maillage existait et vérifiait plusieurs propriétés : d'ypaet le nombre de degrés de liberté devait étre
limité pour des questions de taille mémoire, d'autre pattypes d’éléments le constituant étaient
limités a ceux disponibles sous SDT. Enfin la structure dewair un comportement sensible.

8.1 Présentation de la piece étudiée

8.1.1 Description

FiG. 8.1 — Photo du tablier de Clio

La piéce choisie pour cette étude est d’'un comportemenpgboustique crucial, puisque c'est
elle qui dans un véhicule se situe entre le compartimentunetd’habitacle. Son comportement est
primordial, en particulier en ce qui concerne la transroissiu bruit. La tablier dont nous disposons
est issu d'un véhicule Renault Clio, une photo de cette mat@résentée figure 8.1. Il est constitué

135
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de deuxpiéces en acier, de géométries complexes, soudées en 28 quoémnous décrirons plus loin.

8.1.2 Maillage du tablier

Le maillage du tablier, présenté sur la figure 8.2, compd33 degrés de liberté indépendants,
pour 4751 éléments. Il est considéré encastré au nivealadgsdttes situées de part et d'autre de
la piéce. Les points de soudure permettant d’assembleetz glont le maillage est présenté sur la
figure 8.3, initialement modélisés par des éléments 3D SGidédciés a des RBE3 sont simplifiés
en une association SOLID/RBE?2 afin de faciliter I'explagatdu maillage.
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FiG. 8.2 — Maillage complet du tablier (a droitee, zoom sur legleettes d’encastrement, noircies)

Les dix premiéres fréquences propres du modeéle, évalueesSIvT, sont données dans le ta-
bleau 8.1.

| Mode 1 [ 2 [ 3[4[5[6]7]8]09]10]
[ Fréquence propre (H2)44,0] 67,5] 81,8] 101 | 116 | 122 | 134 | 139 ] 184 201 |

TAB. 8.1 — Fréquences propres du modéle de référence

Notons d'ores et déja que le maillage utilisé ne corresp@sdgxactement a la piéce dont nous
disposons, les évolutions des piéces n'étant pas toujoisesn jour sur tous les maillages. Ainsi,
un trou de forme rectangulaire relativement important estgnt sur la piéce, et pas sur le maillage.

De méme, plusieurs modifications de formes, ainsi que demages ont été apportées sans que le
maillage ne les prenne en compte.

8.1.3 Analyse expérimentale du tablier

L'analyse expérimentale du tablier est réalisée a l'aidm dysteme d’acquisition Oros sous PC,
associé a une mesure effectuée au vibrométre laser Palgtetis que la structure est excitée au
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FiG. 8.3 — Maillage de la piéce soudée

moyen d’'un marteau PCB équipé d'une téte garantissant umeebexcitation des basses fréquences
(jusqu’a 250 Hz).
La figure 8.4 présente une vue de I'encastrement, réalisérarmédiaire de vis.

Fic. 8.4 — Réalisation de I'encastrement

Nous nous intéresserons uniquement aux variations desefnégs propres, facilement identi-
fiables dans la gamme de fréquence considérée, sur les salglienctions de transfert, comme on
peut le constater sur la figure 8.5, qui montre le tracé deration de transfert entre les points E
et M (précisés sur la figure 8.2). Toutes les fonctions desteashtracées ici représentent la gran-

deurH = 20log ‘\;((Algl" qui est le rapport entre I'accélération mesurée au puirgt I'effort mesuré
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au point d'excitation®, en échelle logarithmique. Dix fréquences propres sonttifibles, tandis
gu'au-dela de 200 Hz le recouvrement modal est tel qu'unéysemalus poussée serait nécessaire
pour une identification correcte des modes.
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FiG. 8.5 — Mesure de la fonction de transfert de référence : rappiesse/effort (dB) en fonction de
la fréquence (Hz)

Les fréquences propres mesurées ne correspondent passaceddulées avec SDT (par exemple,
la premiére vaut 33 Hz alors que le modéle numeérique donne 44cklzjui s’explique par plusieurs
raisons :

— d'un point de vue du maillage, nous avons déja noté lesrdiffées existant entre les deux

géomeétries, ainsi que les simplifications apportées awanides points de soudure,

— enfin, d’un point de vue expérimental, la réalisation dedastrement a I'aide de vis n’est pas
exactement en accord avec les conditions limites du modéfeedts finis, et de plus I'opé-
ration d’encastrement a trés bien pu entrainer I'appariti® contraintes résiduelles, qui pour-
raient étre responsables de modifications de comportement.

Tous ces points font que des différences relativement itaptes entre le calcul et la mesure existent.
Le but de ce travail n’étant pas de retrouver les fréquenaames obtenues par le calcul, aucun reca-
lage ne sera effectué afin de réduire ces différences. Natsmns donc des analyses numériques,
gue nous tenterons de vérifier d’'un point de vue qualitatifdes analyses expérimentales.

8.2 Infuence de 'existence des points de soudure

La premiére étude qui va étre réalisée sur le tablier est tuge &imilaire a celle effectuée sur la
poutre de soubassement, elle porte sur I'infuence de lassgipn de points de soudures.



8.2 Inflence de I'existence des points de soudure 139

8.2.1 Etude numérique
Description de I'étude

Les deuxpiéces du tablier sont reliées par l'intermédiaire de 2&1{goile soudure, présentés
sur la figure 8.6. Contrairement a I'étude de la poutre, ndlossétudier I'effet de 'ensemble des
points existants. En ce qui concerne la mise en applicatda théthode de localisation, la premiére
étape a déja été effectuée dans le paragraphe précédehbikale la structure modifiée permettant
le calcul du résidu ne peut pas se faire de la méme facon queagpoutre de soubassement, car
la structure obtenue en supprimant I'ensemble de ces pesttgrés différente de la structure de
référence, et de plus les points de soudure sont prochesdees autres, ce qui empéche la séparation
des effets de chacune des modifications. Le choix qui a éré godir I'étude des 28 points a été de
considérer 7 structures sur lesquelles 4 points de soudtiété® supprimés, le tableau 8.2 indiquant
les combinaisons retenues. On peut observer que les pappsimés simultanément ont été choisis
de facon répartie sur la structure, afin que d’éventuelslagap entre les effets de chacun d’entre eux
soient minimisés. Ce choix n’est évidemment pas uniqueitidia combinaisons sont envisageables.
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FiG. 8.6 — Numérotation des points de soudure du tablier

| Structure | 12 | 2 | 3 | 4 | 5 | 6 | 7 |

‘ Points supprlme$ 1,8,19,26 ‘ 2,9,20,27 ‘ 3,10,21,28 ‘ 4,11,22,15 ‘ 5,12, 23,16 ‘ 6,13, 24,17 ‘ 7,14,25,18 ‘

TAB. 8.2 — Points de soudure supprimés

Calcul de l'indicateur

Le calcul de l'indicateur nécessite donc I'assemblage etleul de résidu sur 7 structures dif-
férentes. Le résultat est donné sur la figure 8.7, qui donweléaur de l'indicateur moyen sur les 10
premiéres fréquences propres (équation 6.5), ainsi guessirstructures considérées. Contrairement
au cas de la poutre de soubassement, aucune zone ne se flfé@achement des autres, le résidu est
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globalement plus important pour les points de souduresséuéentre de lpiece, mais la plupart des
points ressortent sur le tracé.
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FiG. 8.7 — Valeur de l'indicateur moyen

La figure 8.8 donne plus précisément la répartition de liatkur en fonction du point de soudure
considéré ainsi que du mode pris en compte. La valeur dedabelir pour un point de soudure est
obtenue en calculant la somme de l'indicateur 6.4 sur lendiés adjacents au point considéré. On
s’apercoit ainsi que c'est le mode 6 qui est responsable ritesigales différences, et que les points
de soudure situés au centre de la piéce ont une sensibilééggmnde. Le mode 9 apparait également
sur cette figure, associé aux points de soudure 21, 22 et 23.

Ces résultats s’expliquent par le fait que le mode 6 est urenhochl de la piéce soudée, son
énergie cinétique est représentée sur la figure 8.9.

Vérification numérique des résultats

Les résultats fournis par le calcul de l'indicateur peuv&ne vérifiés en effectuant une analyse
modale numérique de la structure privée de deux points déteomme sensibles. Ceci est résumé
dans le tableau 8.3, qui indique les fréquences propreshtiartaur lequel on a supprimé les points
de soudure numérotés 22 et 23. On observe bien des diffé&ianéene si elles restent faibles, puisque
la plus grande différence vaut 5,2%, et est associée au mode 9

\ Mode |1 ] 2| 3]4a][5]6]7]8]9]10]
Fréquence Propre (Hz) 440 | 67,5 81,8 | 101 | 115 | 121 | 134 | 139 | 193 | 201
Différence avec le modele nominal (%) 0,0 00| O00|OO|O5|07]|]00]| 00| 52| 0,0

TAB. 8.3 — Fréquences propres, soudures 22 et 23 supprimées

En ce qui concerne ce mode 9, la valeur du résidu est assoeiéadation de fréquence propre,
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FiG. 8.8 — Valeur de l'indicateur en fonction du point de soudtoesid

Mode 6 at 122 Hz
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FIG. 8.9 — Energie cinétigue du mode 6 du tablier
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car comme on peut le constater sur la figure 8.10, la zone dgunslle se situent les points de soudure
est quasiment immobile, ce qui n’entraine pratiguement@icnodification de la déformée du mode.

Mode 9 at 183.9 Hz
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FIG. 8.10 — Energie cinétique du mode 9 du tablier

Par contre, en ce qui concerne le mode 6, les zones dansllesqassituent les points de soudure
sont en mouvement sur la structure de référence, ce quiiemtdies modifications locales de la
déformée, et par la-méme une valeur de résidu importarga,duie la fréquence propre ne soit pas
beaucoup maodifiée. On peut observer sur la figure 8.11 queli&as une modification locale de la
déformée au niveau des points de soudure 22 et 23 qui expéiuadeur élevée de l'indicateur.

Si ces deux points de soudure ne modifient pas de facon saiviéida valeur de la fréquence
propre du mode 6, d’autres peuvent avoir plus d’effet sueagtieur, comme le montre le tableau 8.4,
qui indique la valeur des fréquences propres de la strugtivée des points de soudure 2 et 3 : on
observe alors une variation geés de 5% de la fréquence du mode 6.

\ Mode |1 | 2| 3]4][5]6]7]8]9]10]
Fréquence Propre (Hz) 440 | 67,5| 81,8 | 101 | 115 | 116 | 134 | 139 | 184 | 201
Différence avec le modéle nominal (%) 0,0 | 000 | 0,0 | 00 | 05| 46 | 0,0 | 0,0 | 0,0 | 0,0

TAB. 8.4 — Fréquences propres du tablier, soudures 2 et 3 sujggsim

De méme, on peut vérifier que la maodification de points de sesdapparaissant comme insen-
sibles lors du calcul du résidu n'a presque aucun effet uvddeurs des fréquences propres : le
tableau 8.5 donne les fréquences propres du probléme obteswpprimant les points 1 et 15.

Conclusions sur I'étude numérique

Contrairement au cas de la poutre de soubassement, la ssipprd’un ou deux points de soudure
n'entraine pratiquement jamais de grosses modificatioasvdieurs des fréquences propres. Ceci
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Mode 6 at 122 Hz
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FiG. 8.11 — Energie cinétiqgue du mode 6
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9

44,0| 67,5| 81,8 | 101 | 116 | 122 | 134 | 139 | 184 | 201

Mode

0,0

0,0

0,0

0,0

0,2

0,0

0,0

0,0

0,0

Propre (Hz)

Fréquence

Différence avec le modéle nominal (%) 0,0

BB

TAB. 8.5 — Fréquences propres du tablier, soudures 1 et 15
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s’explique simplement par le fait quep#&ce soudée a un gabarit bien moindre que la piéce maitresse
de la structure. Ainsi, pour le tablier, I'oubli lors de lag#te d’assemblage d’'un point de soudure
n'aura pratiquement aucune infuence sur le comportemehagtie la structure, ce qui n’était pas le
cas avec la poutre de soubassement, qui était constituéeislpdrties de tailles équivalentes. Nous
allons cependant essayer de retrouver les tendances ébsécivd'un point de vue expérimental.

8.2.2 Etude expérimentale
Etude delinfluence des points de soudure 1 et 15

Dans un premier temps, nous allons nous intéresser awspmensoudures numeérotés 1 et 15,
qui sont proches de I'encastrement. La figure 8.12 montreil& ge soudure initial, alors qu'il a été
supprimeé sur la figure 8.13. Cette suppression s’est simgiefaite en percant au niveau du point de
soudure, et en s'assurant que le décollement des deux [gitategossible au niveau du trou.

FIG. 8.12 — Vue du tablier, points de soudure 15 et 16 en place

Des mesures de fonctions de transfert ont alors été effectsidr la structure modifiée, afin de
se rendre compte si les fréquences propres ont été modifiéésspercages réalisés. Un résultat est
montré figure 8.14, sur laquelle on s’apercoit que les madifios des valeurs propres ne sont pas
détectables, puisque tous les pics coincident avec ceuxrésesur la structure de référence. Le seul
pic que I'on ne retrouve pas sur cette figure est celui quedliservait a 150 Hz lors de la mesure de
référence, mais elle correspond a une perturbation duecteuselL.a mesure effectuée permet donc
de valider le fait que I'oubli lors de I'assemblage des mikt soudure 1 et 15 n'a pas d’infuence
remarquable sur le comportement de la piéce dans la bandégqiehce étudiée.

Afin de mesurer l'infuence d'autres points de soudure, ibestérable de remettre les soudures
1 et 15 en place, c’'est ce qui a été fait approximativementtéisamt une vis, un écrou et deux
rondelles pour chaque percage, le tout étant de petite {MiB), et de poids négligeable. On vérifie
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FiG. 8.13 — Vue du tablier, point de soudure 15 supprimé
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FiG. 8.14 — Fonction de transfert mesurée, soudures 1 et 15isgg®. En pointillés : référence
(fig.8.5)
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sur la figure 8.15 que le comportement de la structure ainsliffde est identifiable a celui de la
structure de référence.
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Fic. 8.15 — Fonction de transfert mesurée, soudures 1 et 15céssaEn pointillés : référence
(fig.8.5). En traits mixtes : courbe de la figure 8.14.

Points de soudure 22 et 23

Nous allons a présent étudier I'infuence des points de seudumérotés 22 et 23, qui avaient
entrainé une grande valeur de résidu. La figure 8.16 morgneaiets en place, alors que la figure 8.17
correspond aux percages permettant de supprimer lesigiso

Une mesure de fonction de transfert sur la structure aindifide est présentée sur la figure 8.18,
elle permet d'observer que les différences, si elles ne gastspectaculaires, sont cependant bien
plus importantes que celles obtenues lors de la suppreds®opoints de soudure 1 et 15, ce qui est
en accord avec les observations faites a partir des résaoliatériques.

8.2.3 Conclusion sut’influence des points de soudure

Bien que la structure utilisée pour la mesure ne corresppasiexactement au maillage dont nous
avons disposé, nous avons pu retrouver expérimentaleemteridances observées numériquement.
En particulier, nous avons vu que dans le cas du tablier titahsle deuxpiéces soudées dont le
gabarit de I'une est bien supérieur a celui de l'autre, qalesénce d’un point de soudure avait relati-
vement peu d'influence sur le comportement de la piéce. Leffivations induisant les plus grands
changements dans les caractéristiques propres de laustristint associés aux points de soudures
placés loin de I'encastrement et au mode local de la piécdésoCette différence avec la poutre de
soubassement étudiée plus haut est intéressante a niggugodans ce cas les points de soudure les
plus sensibles étaient proches de I'encastrement.
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FiG. 8.16 — Vue du tablier, points de soudure 21, 22 et 23 en place

FiG. 8.17 — Vue du tablier, points de soudure 22 et 23 supprimés
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FiG. 8.18 — Fonction de transfert mesurée, soudures 22 et 23isf§@s. En pointillés : référence
(fig.8.5)

8.3 Inflence d’'undéfaut de masse

Dans cette partie, nous allons simuler une modification dadale lapiéce au niveau local, qui
pourrait étre volontaire afin de modifier le comportementdaéce, ou involontaire lors du processus
de fabrication. Cette modification sera modélisée par uauliéfe masse.

8.3.1 Etude numérique

La figure 8.19 permet d'observer les 10 emplacements charigisairement auxquels nous pla-
cerons une masselotte cubique, de masse suffisamment faiblene pas introduire d’'effets non
linéaires. Cette masse vauit = 35 g et sera assimilé & un cube centré en un point du maillage, de
moments d’inertie principaum“G—Q(oua est la longueur de 'aréte du cube = 16,5 mm).

Pour I'application de la méthode de localisation, il estsdaa cas possible et avantageux de ne
considérer qu’une structure modifiée, sur laquelle les disgrlottes ont été ajoutées. L'assemblage
des matrices puis le calcul de l'indicateur permettent tfolp la figure 8.20, sur laquelle on peut
observer que l'infuence de la masse 5 est bien supérieureddes autres. Plus précisément, la
figure 8.21, qui est obtenue en caractérisant la sensitiditthaque mode par la somme de l'indicateur
sur les éléments adjacents a la masselotte considéréestpraavoir sur quels modes celle-ci joue
le plus grand réle, il s'agit des modes 7 a 10.

On vérifie que les différences prévues par le calcul de Kiaiur peuvent étre confirmées par
'analyse modale de la structure, en ajoutant uniqguememtasselotte 5, ce qui permet d’obtenir le
tableau 8.6, qui confirme que la masse 5 entraine des moidifisade fréquences propres sur les
modes 7 a 10, mais aussi sur le mode 1, pour lequel la valelindiedteur est masquée devant celle
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FiG. 8.19 — Emplacements des masselotes
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FiIG. 8.20 — Indicateur moyen sur la bande de fréquence corrdapbaux 10 premiers modes
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FiG. 8.21 — Valeur de l'indicateur au voisinage de chaque massajoutée, en fonction de I'ordre
du mode considéré

des modes 7 a 10. Sur les figures 8.22 et 8.23, on peut obsesverodifications des déformées des
modes 7 et 10 dues a I'ajout de la masselotte 5, qui sontvetaéint importantes et expliquent la
valeur forte de I'indicateur.

\ Mode |1 ] 2| 3]4a][5]6]7]8]9]10]
Fréquence Propre (Hz) 420 | 67,3 | 81,5| 101 | 115 | 122 | 125 | 134 | 183 | 199
Différence avec le modele nominal (%) 4,5 03|04 |01|08|01)|6,7]| 33| 02]| 1,0

TAB. 8.6 — Fréquences propres du tablier, masselotte 5 ajodfbég) (

Enfin, on peut vérifier gu’'une masselotte jugée peu infueatd’ipdicateur n'apporte pratique-
ment pas de modifications des pulsations propres, commenérene tableau 8.7, correspondant a
I'analyse modale numérique de la structure de référenclaguelle la masselotte 3 a été ajoutée.

\ Mode |1 | 2| 3]4][5]6]7]8]9]10]
Fréquence Propre (Hz) 44,0] 675] 81,7 101 ] 116 | 122 ] 134 | 139 | 184 | 201
Différence avec le modéle nominal (%) 0,0 ( 000 | 0,2 | 0,1 | 00| 00| 02| 0,0 | 0,0 | 0,0

TAB. 8.7 — Fréquences propres du tablier, masselotte 3 ajofeg) (

Pour conclure sur cette analyse numérique portant suoné€mde d’'un défaut de masse, les plus
fortes variations de fréquences propres ou de déformégsgsront été obtenues en utilisant I'em-
placement numéroté 5, ce qui est assez logique puisque ditaszone les formes du tablier font
que la structure est plutét souple et autorise de granddtdétents. L'ajout d’'une masse en ce lieu
provogue donc l'augmentation des déformées dans la zorgdénée, et se traduit évidemment par
des variations des caractéristiques propres.
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FIG. 8.22 — Energie cinétiqgue du mode 7 du tablier : structuréétience / masselotte 5 ajoutée
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FIG. 8.23 — Energie cinétique du mode 10 du tablier : structuneéfizence / masselotte 5 ajoutée
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8.3.2 Etude expérimentale

La modification de la structure par ajout de masselotte lastriée sur la figure 8.24, sur laguelle
la masselotte 3 a été ajoutée a la structure. il s’agit de diéwes en acier parallélépipédiques collées
de part et d’autre du tablier, et dont la masse totale est&@hmes.

FiG. 8.24 — Vue de la masselotte ajoutée, en position “3”

La figure 8.25 est obtenue en mesurant une fonction de traesfiee les points E et M, lorsque
la masselotte 5 a été ajoutée a la structure. On peut obsiweariations de pulsations propres entre
les deux structures, sur le premier mode, puis sur des madigégliences plus importantes. Encore
une fois, les pourcentages de ces variations ne seront akédépuisque la structure ne correspond
pas exactement au maillage dont nous disposons. Cepeledateindances obtenues numeériguement
se retrouvent expérimentalement.

La figure 8.26 confirme ceci, elle est tracée en plagant laetass au point 3, ce qui n’induit
pratiquement aucune différence par rapport a la structeineéf@érence en-deca de 200 Hz. Au-dela,
des divergences apparaissent, ce que nous aurions purg@vmcant la figure 8.27, qui est obtenue
en effectuant le méme calcul que la figure 8.21 (calcul deliti@teur lorsque la structure modifiée
comprend 10 masselottes), mais en prenant en compte 15 raodé=u de 10 : la masselotte 3
commence a avoir un résidu visible sur ce tracé a partir duemiBd alors que son infuence sur les
10 premiers modes est négligeable.

8.4 Conclusion surl’étude du tablier

Les études faites sur le tablier afin de valider expérimentaht les résultats numériques ont
permis de montrer que les tendances attendues étaienttegiréien que les différences entre le
maillage dont nous disposions et la structure réelle so@ativement importantes. La plus grosse
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FiG. 8.25 — Fonction de transfert mesurée, masselotte 5 ajdetégointillés : référence (fig.8.5)
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FIG. 8.26 — Fonction de transfert mesurée, masselotte 3 ajdetégointillés : référence (fig.8.5)
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Masse

FiG. 8.27 — Valeur de l'indicateur au voisinage de chaque massajoutée, en fonction de I'ordre
du mode considéré

difficulté rencontrée lors de cette étude a finalement étalegue de difficulté : Ipiéce choisie n’est
gue peu sensible aux modifications apportées, en raisonragisa : deux piéces soudées, I'une étant
beaucoup plus volumineuse que l'autre, apparaissant fivgglepratiguement comme “accessoire”
sur la premiere. Cependant, les modifications les plus ldessientrainant quelques pour-cents de
variation ont été correctement détectées, avec un faihle a® calcul, et correspondent bien aux
observations faites expérimentalement.



Conclusions et perspectives

155






8.4 Conclusion sur I'étude du tablier 157

A partir d'une analyse de structures simples couplées, aeoiss montré que dgshénomeénes
d’hypersensibilité pouvaient apparaitre en fonction deaatéristiques de la structure et de I'exci-
tation. Dans le cas de poutres couplées, nous avons punfigeitedéfinir un angle critique a partir
du seul rapport des nombres d’'ondes de fexion et de vibsat@mitudinales, alors que le cas des
plagues nécessite plus de paramétres pour sa caractérigatioi qu'il en soit, sur des structures
aussi simples, une faible variation des caractéristigeesodplage peut entrainer de fortes variations
de laréponse (déplacement, puissance transmise, catiqugs propres...). Ce constat nous a amené
a nous interroger sur le moyen de détecter, sur une strygtiusecomplexe, quelles étaient les zones
qui pouvaient étre a l'origine de comportements hyperbégsi Nous avons proposé un outil pour
y parvenir, il est basé sur des techniques utilisées enagealalculs-essais, et ne nécessite qu’une
résolution du probléme considéré, utilisant les carasttgties de la structure nominale. Un calcul
d’indicateur construit a partir des structures modifiéea@ord avec les intervalles de tolérance per-
met la localisation des zones en cause. Cet indicateurfradren utilisant des paramétres physiques,
a été relié aux variations des caractéristiques proprea d&ucture, et nous avons pu l'intégrer a
la méthode des éléments finis, permettant I'étude de norsdsestructures industrielles. Enfin, une
validation expérimentale a été menée afin de confirmer lelatees observées numériqguement.

La méthode proposée est purement numérique, et s’appuie swdeéle de la structure de réfé-
rence, ce qui lui donne deux limites fortes : d'une part,@i lhe possede pas de modéle d’'une struc-
ture, il est impossible de détecter les sources d'inceifpar la méthode proposée, et d'autre part,
si le modéle que I'on posséde ne permet pas la prise en comptadses de I'hypersensibilité, I'ap-
plication ne ménera pas au bon résultat. Ce dernier cas psttamnt : la plupart du temps, les causes
de I'hypersensibilité sont associées a des liaisons ou slsTdblages de piéces, car une piéce en
elle-méme ne peut avoir que trés rarement un comportemeer$gnsible. Nous avons vu plusieurs
exemples dans lesquels des petites modifications de Is@aé&tarent responsables de modifications de
comportement. Mais il existe des situations plus délicajes la méthode proposée ne saura pas dé-
tecter parce que le modeéle ne prend pas en compte certaaragiaes, comme par exemple le cas de
la tdle montée entre deux supports, qui lors du montage ésipaontrainte si ses dimensions sont
trop importantes, ce qui peut entrainer des contraintéduees, voire un fambement de la piéce, et
par exemple transformer le mouvement de la plague en mountadeecoque, qui est complétement
différent. Ce genre de situations n'est généralement gasiar le modéle numérique de la piéce,
si bien que nous sommes incapables de détecter la sourcewd’en appliqguant la méthode, tout
comme nous sommes incapables de prévoir les modificatiansildeations de la piéce, puisque le
modéle ne peut pas représenter correctement son compattdédien sir, un modéle plus complexe
saura prendre en compte ces comportements, mais un grarotenden maillages industriels sont
souvent construits avec comme objectif la représentatiocothportement d’une structure nominale
donnée, et ne sont pas forcément capables de prendre ereadesgtomportements spécifiques, bien
gue cela soit théoriquement possible.

Concernant plus précisément I'application de la métholdejqurs points de développement sont
envisageables. Le premier point concerne sans doute ysmale différents types de modifications
simultanées, afin de savoir si I'indicateur est plus seasibtertaines modifications qu’'a d'autres,
et pour ainsi éventuellement valider la possibilité de stilisation en considérant un maillage pre-
nant en compte toutes les variations autorisées par lesagues de fabrication. Dans le cadre de
I'étude d’'une structure complexe, possédant un grand neidiparameétres variables, il est primor-
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dial d’avoir une stratégie correcte, car méme sirgbléeme complet ne demande a étre résolu qu'une
fois, 'assemblage des matrices d’une structure peut pesshadtemps. On peut ainsi gagner du temps
en n'effectuant pas I'assemblage complet de la structuegs en calculant seulement les compo-
santes des matrices modifiées par les variations des paeansétucturaux. De méme, le choix des
valeurs des paramétres a prendre en compte est une questicatedsi le nombre de paramétres
est important, et I'on peut alors utiliser des approchea déjeloppées afin de réduire le temps de
calcul, comme les méthodes de perturbations, ou les plaxpéfience, qui permettent d’optimiser
ces choix. Un autre point qui permet de gagner du temps lofapigication de la méthode est de
modifier légérement I'expression du résidu 6.1, en utiﬁ:i;amermeKO‘1 au lieu deKl‘l. Ceci per-
met d’économiser une inversion de matrice a chaque calmdidateur, ce qui peut étre avantageux
dans le cas ou le nombre de paramétres variables est imp@tgendant les propriétés démontrées,
permettant de relier l'indicateur aux variations des dg&ristiques propres de la structure ne sont
alors plus valables, et une faible différence erfiget K pourrait en entrainer une importante entre
leurs inverses, c’est en tous cas ce que semblent indicgiprdeniers tests réalisés dans ce sens. cette
modification est donc & opérer avec précaution, et nécassitgprofondissement. Dans le méme
esprit, I'utilisation d'une base modale tronquée pourtifaation de la matrice de fexibilité pour-
rait étre utilisée, mais la encore il convient d'étre prugdeuisque la seule base modale connue est
celle de la structure de référence : une base modale tromguesedonnerait donc une estimation de
KO‘I, qui n'est pas forcément la matrice a utiliser. Enfin, ligéition d’indicateurs d'expressions dif-
férentes, issus du domaine du recalage calculs-essaisajgn peut-étre apporter des informations
différentes suivant les applications, la aussi c’est umtp@idévelopper. Notons que l'outil proposé
peut également étre utile en recalage, pour choisir lesmgaras pertinents a recaler.

L'étude éléments finis présentée ici est limitée a I'analysmlale, qui n’est pas toujours suf-
fisante pour caractériser le comportement d’'une strucAirsi, le développement d’'un indicateur
permettant la prise en compte de sollicitations exterrexsdéait largement le champ d’application de
la méthode.

Un point important pour I'évolution de la méthode pourraieéa comparaison, et son utilisation
éventuelle en paralléle ou intégrée aux techniques deidatiah d’erreurs de discrétisation. Pour
le moment, la solution de référence est la solution du moéléiments finis nominal, qui differe en
réalité de la solution du modeéle continu en partie a causeedeeeurs de discrétisation. Il parait
donc important de savoir dans quelle mesure ces localisatieuvent se faire simultanément.

Pour terminer, on peut s'interroger sur le lien entre lepalisions de vibrations, qui est le théme
central du travail réalisé, et le ressenti, que ce soit aganiwibratoire ou acoustique, de ces disper-
sions au niveau perceptif par les utilisateurs. Car il essifide que certains types de dispersions, que
I'on s’évertue a réduire, ne soit pas pergues par les uglisg, alors que d’autres, plus faibles, soient
ressenties comme une géne importante. Ce sont évidemnsetdeiceeres que I'on doit réduire pour
améliorer le confort d'utilisation.
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Annexe A

Démonstration que l'indicateur retenu
défi nit une distance

Dans cette annexe est présentée une démonstration pertnaettsiassurer que le résidu 4.7 peut
étre utilisé pour définir une distance mathématique.

R(U) = 84 Uy — U0)? + § [y, s (& [ES1%L] + w?pSiU)° dart
+@(U U >2+—<ES _ ES,U )2
|z=2, le=zF ES; Ve |z= zy 24 le=aF )
+2 f]gw 2pSs (d:c [ESQ ] +w2pSQU_F) d$+E_SQ (ESdep; L FO)

Ce résiduR(U) est en fait construit a partir de I'applicatid®y (U, V') suivante :

Rd : QQ — Rt
(UV)%RAUV)zE—SI(Uu 0= Us = Vimo + Vo) "+
+3 /1, wzpsl (dm [ES e )} +w?pSi1(U — V)) dz+
E5‘1 2
L (U\x =x5 U|:v—x \x zy +V ) +
2
dU-V
ELS'l(ES LR )\m:mg — ES, (dx )\:1: mb*') +
2
+1 fr, s (dm [ES W] 4 w2p8y(U ~ V)~ F+ F) do+
+E—Sg (ESQH\Q::L E52 dx |x=L +F0)

L'écriture deR, sous cette forme permet de mettre en évidence que les topsgtés définissant
une distance mathématique sont vérifiées :

- Y(U,V) € Q?, Ry(U, V) = Rg(V,U)

-YU,V)e 2, Ry(U,V)=0 U=V

- YUV, W) € 2, Ry(UW) < Ry(U, V) — Rg(V, W)
Ces trois propriétés sont vérifiées grace a la définitio®gesous la forme d’'une somme de carrés,
faisant intervenir des équations différentielles et telgs conditions limites associées nécessaires.

Le résidu utilisé est alors construit en conside&(/) = R, (U, Us,), ceci permettant I'obten-
tion de I'expression développée dans le texte.

163



Annexe B

Modes propres de la poutre de
soubassement de 806

Les déformées des différentes parties constitutives dedargpde soubassement sont présentées
ici, pour les dix premiers modes propres. Les grandeurgdsasont les contributions €lémentaires a
I'énergie cinétique de la poutre.

Mode 1 at 109.7 Hz Mode 2 at 239.8 Hz
0.0015 . __ 0.0015
0.001 ; 0.001
0.0005 0.0005
Mode 3 at 302.4 Hz Mode 4 at 380.2 Hz

0.0015
0.002

0.0015
0.001
0.0005

0.001

Mode 6 at 567.6 Hz

0.01

0.008
0.006
0.004
0.002

Mode 9 at 652.7 Hz

FiGc. B.1 — Déformées propres de la couche intermédiaire
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Modes propres de la poutre de soubassement de 806

Mode 1 at 109.7 Hz

Mode 3 at 302.4 Hz
0.002
0.0015
0.001
0.0005

0.002
0.0015
0.001
0.0005

Mode 5 at 520.9 Hz —
0.0014

0.0012
0.001

0.0008
0.0006
0.0004
0.0002

Mode 7 at 590.9 Hz —

0.0002
0.00015
0.0001
5e-05

Mode 9 at 652.7 Hz —
0.0004
0.0003
0.0002
0.0001

Mode 2 at 239.8 Hz

Mode 4 at 380.2 Hz
0.0025

0.002
0.0015
0.001
0.0005

0.002
0.0015
0.001
0.0005

Mode 6 at 567.6 Hz —
0.0006

0.0004

0.0002

Mode 8 at 599.4 Hz —

0.0015
0.001
0.0005

Mode 10 at 672.5 Hz —
0.0003

0.0002

0.0001

FiG. B.2 — Déformées propres de la couche inférieure

Mode 1 at 109.7 Hz

0.0015

0.001

0.0005

Mode 3 at 302.4 Hz
0.0025

0.002
0.0015
0.001
0.0005

a
:
5
5

Mode 5 at 520.9 Hz

0.0015
0.001
0.0005

Mode 7 at 590.9 Hz

0.0006
0.0004

0.0002

Mode 9 at 652.7 Hz
0.001

0.0008
0.0006
0.0004
0.0002

Mode 2 at 239.8 Hz

0.0015
0.001
0.0005

Mode 4 at 380.2 Hz
0.0015

0.001
0.0005

Mode & at 567.6 Hz
0.0015

0.001

0.0005

Mode 8 at 599.4 Hz
0.002

0.0015
0.001
0.0005

Mode 10 at 672.5 Hz

0.0005
0.0004
0.0003
0.0002
0.0001

[T [ T | T | s (| e

FiG. B.3 — Déformées propres de la couche supérieure
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Mode 1 at 109.7 Hz

B Modes propres de la poutre de soubassement de 806

0.001

0.0008
0.0006
0.0004
0.0002

0.00012
0.0001
8e-05
6e-05
4e-05
2e-05

0.005
0.004
0.003
0.002
0.001

0.012
0.01

0.008
0.006
0.004
0.002

0.003
0.002
0.001

Mode 2 at 239.8 Hz

o "
JI
| I
) (] [
O
[ H ] [H ]
an 5 I =
Mede 8at 599.4 Hz
e e
T
{ Bl I L1
I - L I
ol T H
S S
Mode 1E j g?Z.S Hz
s Sl e
T T et
I ) SRl
T T
[ [ H]
1 /) [} T

FiG. B.4 — Déformeées propres du support supérieur

Mode 1 at 109.7 Hz

W i

Mode 3 at 302.4 Hz

i

Mode 5 at 520.9 Hz

& it

Mode 7 at 590.9 Hz

i e

Mode 9 at 652.7 Hz

il it

FiGc. B.5 — Déformées propres des supports inférieurs

i
TR
4 i
& i

0.0025
0.002
0.0015
0.001
0.0005

0.003

0.002
0.001

0.0025
0.002
0.0015
0.001
0.0005

0.1

0.08
0.06
0.04
0.02

0.0005
0.0004
0.0003
0.0002
0.0001

fi

il

Mode 2 at 239.8 Hz

Mode 4 at 380.2 Hz

Mode 6 at 567.6 Hz

e
A

Mode 8 at 599.4 Hz

i

Mode 10 at 672.5 Hz

]

= i

i

0.0008
0.0006
10.0004
I 0.0002

0.0012
0.001

0.0008
0.0006
0.0004
0.0002

0.012
0.01

0.008
0.006
0.004
0.002

a
:
Hggg
!

0.02
0.01

0.0003
0.0002

0.0001

0.004

10.002

0.002
0.0015
0.001
0.0005

0.001

0.0008
0.0006
0.0004
0.0002

0.015

0.01

0.005

0.003
0.002
0.001




Annexe C

Plagues semi-infi nies couplées : cas d’une
onde incidente de fexion

C.1 Relations decontinuité

Les relations écrites sur la jonction vont permettre derdéteer complétement le champ de dé-
placement de la structure. Les équations a vérifier sontiaabbrede huit. Pour les 6 premiéres, il faut
distinguer les différents cas, suivant que les ondes de magm@b sont progressives ou évanescentes.
On différencie donc les 3 cas suivants :

—Caslu>A>k,

—Cas2u>ky >\

—Cas3ky,>pu>A

1. u, = uy
— Caslet?2:
k k
T(C=F)+ 2X(P+Q) =0
k k
— Cas 3:

ka ks N
—(C=F) == (P+Q) =0

2. v, — vicosa — wisina = 0
— Cas1l:

k .
%(C + Fcosa) + (H + K)cosa — ?(P — Qcosa) =0

— Cas?2et3:

iy

ky
k (C + Fcosa) + (H + K)cosa — ?(P — Qcosa) =0

3. w; + wy + vesina — wicosa = 0
— Cas1l:
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Ky
A+ B+ —“2sinaF —
— Cas?2et3:
k
A+B—%smaF—
4.F;:F;§
— Cas1l:
kk
12 Y(CH+F)+
— Cas2et3:
kk
273 (C F)+

t t i o —
S.Fy — Fycosa — Fysina =0

C Plaques semi-infinies couplées : cas d’une onde incidentiexibn

k
(H + K)cosa + fsina =-1

k
(H + K)cosa + —sina = —1

k
k2, — k2
T(P—Q)ZO
k2 —k2P 0
T( Q) =

7kmksy(y D! (P + Qcosa) +

— Caslet2:
]M(C Fcosa) + j
4 Dty 2Vky (kg +(2— V)k)
b Ehk
- Cas3:
2 v 2
]k sl “(C — Fcosa) —

D(=14v%)ky (ky+(2—-v)k3 )

sina(jH+ K) =0

jikmksy(y 1) (P + Qcosa) +

Ehk

6. F} + F] + Flsina — Flcosa =0

3na(gH+K)—0

— Caslet2:
D(_1+y2)k§(hk,:+(2_y)k3) (A+ Hcosa) + D(1+v )kg(]f,:'i_( v)kz) (B + Kcosa) +
4 k;’y+ k2 : Fsina + j kzksy(u 1) Qsma j D(—1+u2)k%(hkg+(2—u)k%)
— Cas 3:
D(_1+y2)k§(hkg+(2_y)k%) (A + Hcosa) + D(=14v )kg(,f,:H v)kz) (B + Kcosa) + ...
4 jk;—’y;uk% Fsine — ]kzksy v—1) Qsma o jD( 1+v° )ké(hk;Jr(qu)k%)
7.Ri+R,—R; =0
A m s = b
8 M, +M,—-M; =0
ky Zzyk%A N _kQI:; vk2 4 —kﬁk—z ukgH N 2 ;zyk%K k}j]:; vk?



C.2Systéme linéaire 169

C.2 Systemdinéaire

Ces équations peuvent donc se mettre sous la forme madrisigévante :

TX =b

ol:X!=[ABCF H K P (Q), correspondant aux amplitudes des ondes définies dansrées pa
graphes 3.1 et 3.1.1.

etT est une matrice 8 par 8, dont I'expression dépend du casdEmasi

T Tio
Ty Too

L'expression dél” est détaillée plus bas.
b est le terme correspondant a I'onde incidente :

—1
b 0
N 0
. D(=1+4v2)ky (k2+(2—v)k3)
Ekhk
Ky
J%
—kg+vk;
| 52 i
C.2.1 Premiercas u> A\ >k,
00 k& —ke
k k
iy kiy
T 0 0 -+ Zcosa
11 = kly .
11 0 ZLsina
kok kok
0 0 2 kgly 27“’
ksy ksy
0 0 T k
T sino sina —kf %cosa
12 = .
—cosa  —cos«x 0 %sma
IC2 —k2 k:)_kz
k2 +uk? k2 +vk?
0 0 J —j e cosa
D(—14+v2)ky (ky+(2-v)k3)  D(=1402)ke (k2+(2—v)k2) 0 ki, VKD
Ty = J Ekhk Ehk J— gz sina
Py ke
231@ ) T 0 0
ky+vk; —kg—i‘—uk% 0 0




170 C Plagues semi-infinies couplées : cas d’'une onde incidentiexibn
—1402 24 (2—-v)k2 —1402 — k2 —)k2 . . v— . v—
jD( 1+ )kz‘(hkky-i-(z )k’)sina D(-1+ )k;j(hkke-f—(‘_) )kzszna jkmkszé 1) kmkszg 1)Cosa
142 2 (0 1 )k2 142 k24 (2— ) K2 . v X
o — .D(—1+ )k;(hklg+(‘> )k’”)cosa D(=1+4 )keE(:h]/;'e+(2 )k”)cosa 0 kakzg 1)sma
0 e ke 0
0 7k37"ki kg*”ki 0
k2 k2
C.2.2 Secondcasp >k, > A
0 0 %k —k
T 0 0 —% —%casa
11 = )
1 1 0 ——Lsina
kok kok
0 0 -2 k;y -2 k;y
ks ks
T sino sino —kf %cosa
12 = .
—Ccosa  —cCoSq 0 %sma
k‘_) —k2 k2—k2
0 0 syk2 T zkz sY
kP —|—ng kP —|—ng
0 0 “’kQ —J lyk‘—’ cosa
D(—14v2)ky (k+(2=0)kD)  D(=14v2)ke (k2+(2—1)k3) 0 Ky ks ina
Ty, = Ehk Ehk JTR2
iky ke 0
k24vk2 k24 k2
ka ke]:;l’kz 0 0
—1+402 24+ (2—v)k2 — 1402 — k2 —)k2 . . v— . v—
D(-1+4 )ké‘(hklz+(2 o) jing DIV CRA@NG iy jhokey(ol)  jhakon(rol) o,
 D(—14v2)ky (kg +(2-v)k3) D(—14v2)ke (—k2+(2-1)k2) kakoy(v—1)
Tyy = ik cosa E‘hkk cosa 0 J——pz ——sina
0 it ke 0
k2 —vk2 k2—vk2
0 ykZ ekz T 0
C.2.3 Troisiemecas k, > u > \
k k
0 0 7}: —-F
T 00 -3¢ —=fcosa
11 = )
1 1 0 — L sina
kok kok
0 0 -2 k;y -2 k;y
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ksy ksy
0 0 -5 TE
. . ks ka
T sina sina —F  Feosa
12 = .
—CoSQ  —COSQ 0 %sma
IC2 —k2 k?_kQ
0 0 syk2 T wk2 sy
§ kZ Huk? k2 Huk?
0 0 J “’k2 = —j “’kg “cosa
D(=14vH)ky (k3 +(2=1)k2)  D(=14v2)ke (K2 +(2—v)k2) 0 SUTRAAE IR
Ty = | 7/ Fk Ehk Ik
. ke
I T 0 0
k24vk2 k24vk?
! T U 0 0 1
D (—1+0%)ky (k2 +(2-0)k2) D(—14+v2)ke (—k2+(2—v)k2 . kaksy(v—1) kaksy(v—1)
Stno Sitno — — cosw
]D(71+u2)kEélkk2+(27u)k2) D(=141v?)k E(fﬁu(o_u)kz) ’ & Jk' k k?u—l)
Tyy = j Zmi’ =2 cosa Ty 2 cosa 0 7j%sina
- Lk k
0 iz T 0
0 7k§7”k§ kg*"ki 0
- a— 7z

C.2.4 Lesvariables indépendantes du mbléme

Ce probléeme peut se ramener a un nombre réduit de varialbépdandants. En effet, en notant
&= p% le systéeme précédent peut se mettre sous une forme ne dépene des quatre variables
¢, v, a (angle de connexion des plaquesy €angle d’incidence de I'onde de fexion) :

kf:cos@

%’:sine

2 2\ h2w? 2
F_(l_y)ple_(l_V)f
4 4

VA 4 _ 21+v
k4_(lfy)2k4_4—u§

2

i—gzl+cos20

Ky 22 k2 2
o= =V =)~ cos’d
k3 > k2 1 2
k;:Z—Q—k—g 2 1+Z§—0030
Dk?> _ 9

9!
>
|
T
<
)



Annexe D

Plagues semi-infi nies couplées : cas d’'une
onde incidente longitudinale

D.1 Premiercas:k > k,

Le systéme linéaire obtenu en écrivant les relations de agtéipeut se mettre sous la forme
matricielle suivante :

TX =b
ou:X'=[ABCFHKPQ]
etT est une matrice 8 par 8:

| T Thio
Ty Tx
k k
0 0 7}: 5%
T 00 —=¢ —=tcosa
11 = )
11 0 Tysma
kokiy kakiy
0 0 253 253
ks k
0 0 Py by
- ky kz
T —sinoe  —Sino 5 —SEcosa
12 = .
—cosa  —cosq 0 kT’”sma
kz _kz k2_k2
y = y
0 0 kA kA
k2 +vk2 k2 +vk2
0 0 75 —j—cosa
. Dky(k24+(2—v)k2 —E24(2—1)k2 . kP vk2
j y( yE}Ek v)ki)  Dke( keE—il;ECQ v)k2) 0 j Iy _sina
Ty = 7 Mo(—1+07)
. ke
% 03 0 0
k; + vk? —k2 + vk? 0 0

172



D.2 Second cask < k.

 D(=1+v2)ky (k2 +(2-v)k2) .
J 51

thIc 5
Dhy (k) +(2-»)k3)
Ehk
.k
T
2 2
—ky —vky

cosw
Thy =

L'expression du vecteurest :

D.2 Secondcask < k,.

D(—14v?)ke (—k2+(2—v)k2)

Dke(—k24(2—v)k2)
TCOSO&

ke

k2 — vk?

e RN

o kz iy
2/\k 2

_ ki, vk
J X

sina

173

jk'mk's;c,;u—l) .kzkszg\u—l)cosa
. kaks .
0 7]W+yy)sma
0 0
0 0

Le systeme linéaire obtenu en écrivant les relations de agitéipeut se mettre sous la forme

matricielle suivante :
TX =b
ou:X'=[ABCFHKPQ]

b a la méme expression que dans le premier cas.

etT est une matrice 8 par 8 :

T
Ty

T
Ty

Les composantes dg; etTys sont les mémes que celles données dans le premier cas.

k2 +vk2 k2 +vk?
. [y T 4 ly T
‘0 ‘ 0 V2 R cosq
Dky(—kj+(2-v)k3)  Dke(—k2+(2-v)k2) kiytvks
Ty = Ehk ERk VY s )
ky ke 0
k k
2 2 2 2
—ky +vk; —kZ +vk; 0 0
D(=14v%)ky (—k2 +(2—v)k2 1402 ke (k24 (2—1)k2 _ o ke _
(=1427) yg(hky+(2 2u) ”)sina D(-1+v )keb(?hzﬁ(z WD) cime jkmksz/(\u 1) jkmkslziu D cosa
Dky(=k, +(2-v)k7) Dke(—k2+(2-v)k2) 0 i kakey
T22 — —Ehli cosa - P— cosa ]—k/\(1+u) S1no
: ke
T}J o 0 0
lcg — vk2 k2 — vk2 0 0



Annexe E

Plagues semi-infi nies couplées : cas d’une
onde incidente transversale dans le plan

On impose cette fois comme onde excitatrice I'onde suivante

U; = _%e_jkzx_]'ksyy (E 1)
v; = %e_jkzx_jksyy '

Cette onde est supposée avoir une incidence d'ahgle
ky = pcost
ksy = psind

Avec toujours yi? = 2p 1t w2 k2 = wy /L etk, = \/k + k2
Il convient de distinguer 3 cas.

E.1 Premiercas:k > \>k,

Alors k, = \/k2Z — k2 etky, = /A2 — k2

Expression des ondes réféchies :

wy = e Jk=® (Aejkyy + Bekey)

Uy = e dkez (%Cejkzyy +hup ejksyy)

v, = ¢ Tkam (_’fkﬂcejkzyy +hap ejksyy)

Et pour les ondes transmises :

wy = e Tk (He_jkyy + Ke_key)

uy = e~ ket (% Feihuy - kg e—jksyy)

v = e—ikam (%F eIk 4 ke e—jksyy>

Toutes les ondes sont alors progressives.

Le systeme linéaire obtenu en écrivant les relations de agtéipeut se mettre sous la forme
matricielle suivante :

TX =0

ou:X'=[ABCFHKPQ]

etT est une matrice 8 par 8:
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E.2 Second cask > k, > A 175

| T Thio
151 1o
ko ke
00 T T
00 —Fu _Fuipen
Ty = k i
11 0 L sinao
kxk kzk
0 0 2 ‘k;y 2 kz’y
ksy ksy
0 0 % %
T —sina  —Sino kf —cosa
12 = .
—CcoSa  —cosx 0 %sma
kz 7]62 k:)sz
0 0 sykz x zkz sy
k2 Huk? k? +vk?
0 0 J “’kQ = —j “’kQ “cosa
Dy (k2+(2—0)k2)  Dko(—k2+(2—v)k2) 0 kp, Hvkg sina
Ty = | 7 Ehk ERk I =110
k
e — 0 0
k2+vk2 —k2+vk?
ykl z engV r 0 0
—1402 24 (2-v)k2 —1402 —k24(2-v)k2 . . v— . v—
jD( 1+ )k;?(hkkyﬁz )k’)sina D(—1+ )k}(hkke+(z )kwsma kmkszg 1) kzkszg 1)cosa
 Dhy (k2+(2=v)k2) Dke(=k2+(2-1)k2) 0 - koksy
Thy = —EnEcosa ——FhE L coso I gz STRQ
.k ke
J 5 T 0 0
7k571/k£ k2 — vk? 0 0
et I'expression du vecteurest :
— ksy -
o
_ ke
o
0
k2—kZ,
b= pk
ksyke(v—1)
J I
0
0
- 0 -

E.2 Secondcask >k, > )\

Alors ky = \/k? — k2 etk = j\/k2 — X2
Expression des ondes réféchies :
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w, = e Tk=® (Aejkyy + Bekey)

uy = e~ dka® (%Cefjkzyy + k%p ejksyy>

v, = eIk (k]i—yC’e_jklyy + %P ejksyy)

Et pour les ondes transmises :

wy = eIk (Hem Ik 4+ Kemhey)

up = eIk (%’”F elky — %Q e_jksyy>

vy = e~ Tka® (—%LF elkiy 4 %Q e‘jksyy>

Toutes les ondes sont alors progressives, exceptées les longjitudinales.

Le systéme linéaire obtenu en écrivant les relations de agdtéipeut se mettre sous la forme
matricielle suivante :

TX =b
ol:X'=[ABCFHKPQ]

etT est une matrice 8 par 8 :

T Ty T
Ty T
ks _ke
00 y W cosa
T k k
1 = kiy .
11 0 — - sina
kok kok
0 0 _2 azzly _2 J;Czly
Esy ksy
0 0 k k
. o ks kg
T s1na s1no A § cosa
12 = .
—cosa —cosa 0 %sma
k2, —k2  k2—k2
0 0 syk2 x EkQ sy
k2 +uk2 k2 +vk2
0 0 Ul e cosal
k2 k2
. Dky(k7+(2—v)k3) Dk (—k2+(2—v)k2) 0 Msina
Ty = J Ehk Ehk A ESERy
k
i a3 0 0
k2+vk? —k2+vk?
ykz - ek‘;’/ - 0 0
D(=14v%)ky (ky+(2—1)k3) . D(=14v2)ke (—k24+(2-0)k2 ikaksy(w-1) i kaksy(v—1)
i s (k, sina T zgina j Ly i % cosa
Too = J Ehk Ehk I @k
il 3 0 °

—k:; — vk2 k2 — vk? 0 0
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E.3 Troisiemecas k, > k> )\

— 2 2 — 2 2
Alors k, = \/kZ — k? etky, = j\/kZ — A2
Expression des ondes réféchies :

w, = e~k (Aekv¥ + Bekey)

U, = eIk (%’”C e~ Thwy 4 k%P ejksyy>

v, = e Ika® (k—;}C'e_jklyy + %P ejksyy)

Et pour les ondes transmises :

wy = e Tk (He_kyy + Ke_key)

wuy = e~IkaT (%F efbuy — e—jksyy>

/Ut — efjk:cl’ (_%F ejklyy + kk_IQ efjksyy>

Toutes les ondes sont alors évanescentes, exceptées éssdencisaillement dans le plan.

Le systéme linéaire obtenu en écrivant les relations deraot@ peut se mettre sous la forme
matricielle suivante :

TX =b
ol:X'=[ABCFHKPQ]

etT est une matrice 8 par 8:

T Ty T
To1 Ty
k, K
00 kf T
By By
- 0 0 k ]70 cosa
1 1 0 — L sina
kak; kaki
0 0 _2 J;czy _2 szy
ksy ksy
T —sina  —sina kf —]2—”0030!
12 = .
—cosay  —cosa 0 %sma
k2 7]62 k:)*kQ
0 0 syk2 z Ek:) Sy
- . R R .
k2 k2
Dky(—k2+(2-v)k2)  Dko(—k2+(2—v)k2) 0 ]Msma
15 = E;chk E;chk cr
ky Re 0 0
k24vk2 —k24vk2
| e ek-gll - 0 0 A
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D(=14v2)ky (—k2+(2—v)k2 _ 2 k24 (2—1)k2
(=1+v)ky (—ky+(2—v) I)Sma D(=1+4v")ke(—kg+(2—v)ky

. kokay(=1) . kakaey(v—1)
T sina j——=Y e

}23‘hk' 5 L ) 12 & cosx
Dky(—ky+(2-v)ky) Dke(—kZ+(2-v)k2) . kaksy -
Tho — ERk oS —  ERk __ cosa 0 I Troykz SINQ
ky ke 0 0
k k
2 2 2 2
ky — vk; kZ — vk; 0 0



Annexe F

Réseau de plagues couplees : formulation
semi-modale

Cette annexe reprend en grande partioetpléte la formulation présentée en référence [Réb 95],
qui contient plusieurs erreurs corrigées ici.

F.1 Structure étudiée et hypotheses

La structure étudiée est formée de plaques minces de mégeeatamais de longueurs différentes,
assemblées par un angle quelconque. Toutes les plaquesatdidgs conditions aux limites de type
appuyé sur les bords qui ne correspondent pas a une jonction.

A chaque plaque (indicég est associé un repéfe;(0O;, Z;, ¥;, z;) tel que :

Z; . dans le plan de la plaguest perpendiculaire aux bords de liaison

i/ . dans le plan de la plaqueet paralléle aux bords de liaison rectilignes (vecteur comi
toutes les plaques)

Z; . perpendiculaire a la surface de la pladue

La position angulaire d'une plaque par rapport a la prédédest notéé; : 6; = (Z;,_1, Z;).

L'ensemble est soumis a une excitation harmonique poretdelposition et de direction choisies
mais quelconques. Toutes les données géométriques ssirads sur la figure F.1.

FiG. F.1 — Notations retenues pour le couplage de plaques finies.

Pour chaque plaque d'indiégeon définit :
a : largeur commune a toutes les plagues

179
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h; : épaisseur de la plaque

l; . longueur de la plague

0; : angle de positionnement par rapport a la plaque précédente
E; : module dYoung complexe du matériau

n; . amortissement structural du matériau

p; - masse volumigue du matériau

v; . coefficient de Poisson du matériau
E;h3
12(1-v2)"
Au repéreR;(0;, Z;, U;, Z;) on associe les déplacements de la plaque d'indjgar rapport a sa

position d'équilibreu;,v;,w; suivant les trois directiong;,y;,z;.

L'excitation ponctuelle harmoniquﬁe imposée sur une plaque de la structure (supposons-la
d’indice i) est repérée par sa positidd (z¢, yo) dans le repéere; et par son vecteur d’amplitude
[Fey, Fey, Fe,|T .

D; : rigidité de fexion aved ; =

Outre les hypothéses de type géométrique on impose deshiégestsur :

-le matériau : pouvant étre différent d’'une plaque a I'autrest visco-élastique isotrope,

-le couplage entre plaque : considéré comme parfait,

-la bande fréquentielle d'étude : fréquences suffisammasads pour négliger les effets d'inertie
rotationnelle et le cisaillement transversal.

F.2 Equations

Les équations de la structure considérée font apparaitreouplage entre le mouvement de
fexion et le mouvement dans le plan, en raison des angles Wdagms. Néanmoins, il est pos-
sible de décrire indépendamment tous ces effets sur chaageep avant de les coupler en écrivant
les relations de continuité aux jonctions.

L'équation du mouvement vibratoire de coque qu'utiliseéaateur différentiel de Donnell expli-
cite les mouvements de fexion et de membrane. Son expressiatonnée par Leissa [Lei 93]. Il y
correspond les hypothéses de contraintes planes, ou Esnddions sont négligées dans I'épaisseur
ainsi que le cisaillement transversal et I'inertie rotatielle.

Pour appréhender les mémes phénomeénes au sein d’'une plagaeeipsuffit de considérer un
élément de coque de rayon infini. Ainsi I'opérateur de Danmgendu au cas limite d’'un rayon
de coque infini, est a la base de la mise en équation d’'une elémudiée en fexion et en traction
compression.

Pour une plaque quelconque de la structure (dont I'indiest supprimé), on a un systéme ayant
pour forme :

U U Fe,
Eh 0?
mLoo v - phw v = 66(1} - xg)é(y - y(]) F@y (Fl)
w w Fe,

Lo a pour expression :
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9?2 1—v 92 14v 92
02 + 3 Oy2 2 Jzxdy 0
— 14+v _8? 9% 1-v 8%
Loo dzdy y2 + 3 2 0
h? <74
0 0 ity

ou:

o 20" o

4_ 9 g
V= ox* + 0x20y>? + oy*

e = 1 si la plaque est excitée par la force ponctudlieete = 0 si la plague n’est pas excitée, et
d(z — z¢) est la mesure de Dirac en= x.

La troisieme ligne de I'équation F.1 traduit le mouvement dadik de la plaque et les deux
premiéres lignes correspondent aux mouvements dans le@éndeux types de mouvement vont
étre décrits séparément dans la suite.

Les solutions obtenues doivent tenir compte des condiiardimites des plaques ; pour les bords
de directionz, elles sont de type appuyé et pour les bords de diregti@ties traduisent la jonction
entre deux plaques consécutives. La troisieme partie daregaphe est consacrée aux problemes
de liaison entre plaques.

F.3 Equation de fexion pure pour une plaque excitée

On ne s'intéresse dans cette partie qu’'a une plaque, léridie plague est donc omis ici.

F.3.1 Notion de décomposition semi-modale

L'équation de fexion pure pour une plaque excitée par uneefponctuelle harmonique de pul-
sationw, issue du systéme général -troisieme ligne de I'équatibn €st :

(94w+ 204w +84w phw?w  Fe,
or*  0z20y?2 Oyt D D

5(z — 20)0(y — yo) (F.2)

w est une fonction de: et dey. Il est judicieux d'imposer une séparation de variables gn a
pliquant une décomposition modale de la fonction sur laatdeiy et laissant I'amplitude modale
comme une fonction de. On exprimew(z, y) ainsi :

nmy

E Wy (z) sin —= (F.3)
n=1

Cette méthode assez rarement utilisée permet d'exprinsefuéion avec un seul indiee, ce qui
est trés économique en temps calcul.
Les fonctions de la base modale choisie remplissent deukitcams :
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1) Elles vérifient les conditions aux limites ; physiqguemlantlaque est appuyée sur les bords de
directionz. Soit :

w(z,y) =0 et% =0eny=0ety =aVz €|0,l].

2) Elles vérifient les propriétés d'orthogonalité soit :

2 [ sin " sin P dy = dpn

ol dpn est le symbole de Kroneckebpn = 1 sip =n; dpn = 0 Sip # n.

Oninjecte F.3dans F.2:

i {W#](x)— 2 (E>2 w2 (z)+ [(7;1)4 - plgﬂ] Wn(:ls)} sin%: Fezé(x —20)0(y — o)

n=1

On applique a I'équation précédente une multiplicatiolasede chacun de ses membres par
sin 222 ; ce qui revieniapres la multiplication patin 22¢ & intégrer suivany de 0 & en utilisant les
résultats d’'orthogonalité. Il en résulte une infinité d'étons différentielles découplées indicées sur
le moden de la forme :

nm 2 nm\4  phw? 2Fe, . nmyp

WA (z)— 2 (7) W (z) + [(7) - ] Wa(r)= === sin = 06(0 —a0)  (F4)
Chaque équation dépend du madéndice de la décomposition modale fonctioniygeDe plus,

ces équations sont linéaires a coefficients constants antraine une résolution analytique aisée.

F.3.2 Résolution de I'équation différentielle découplée d’idice n

On est en présence d'une équation différentielle non honmog@écoefficients constants ; la so-
lution s’écrit comme la somme de la solution générale deubign homogéne et d’'une solution
particuliere de I'équation F.4. On posél,(z) = Wyn(x) + Wy,(z) ou lindice n correspond
a l'indice de la décomposition semi-modale et les inditest p correspondent respectivement aux
adjectifs "homogéene" et "particulier"”.

Solution de I'équation homogéne.

En introduction on a signalé que dans la directigmn formalisme ondulatoire est adopté. Ainsi
de facon la plus générale, on pose :

Wn (@) = Tpefn? (F.5)

ou k,, est le nombre d’onde sur lequel on ne fait aucune hypothéset qu signe et quant a sa
nature réelle ou complexg,, est I'amplitude du déplacement a l'origine. Il reste a définietT,.
La forme générale de F.5 est introduite dans F.4 -homogeéne :

0:k§-2(%)2k2+(2—”)4—p}g"2 Vi et Ty # 0
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L'équation précédente est de type bicarrégnOn trouve donc quatre solutions pdyy, oppo-
sées deux a deux :

n\ 2 ph 12
kn== ( ” ) twk? et k; ( )

On peut alors organiser la solution de I'équatimmogéne sous la forme suivante :

Wan(z) = Ane—kmx +Bne—kn2x +Cne—kn1(l—m) +Dne—kn2(l—m)

0l k1 = 1/ (22)% 4+ wh2 ethny = 1/ (25)° — wk? .

Remarques :

Le choix de I'écriture faisant intervenir des termeseen L est dirigé par la volonté de limiter
les problémes numériques entrainés par les calculs d’exgieties de nombres élevés.

kn1 est toujours réel positif , ce qui correspond a une onde &canée.

2
kno est soit réel positif siv < (%) ; I'allure des solutions est la méme que ci-dessus, soit

2
imaginaire pur siw > (%) ; on définit une onde propagative de nombre d’'okge tel que :

(mr)Q _ wks 1/2

a

kn2 :j

Recherche d’'une solution particuliére

L'obtention d’une solution particulier®’,, se fait par I'utilisation de la théorie des distributions.
On rappelle les deux fonctions de base utilisées dans nqiesé :

La mesure de Diraé(z — xg), nulle enz # x infinie enz = z ,

La fonction échelo(x — z), nulle pourz < z( unitaire pourz > z ,

Au sens des distributions,est la dérivée dé.

L'équation a résoudre est, on le rappelle :

2 4 2
Wil -2 ("T) W) + [("a—”) —pgf ]Wn(x):—il;)ef sin " 5(z — z)  (F )

On pose une solution particuliere sous la forme :

Wop () = ga(e — 20)6(x — o)

A ce niveau, on ne fait aucune supposition sur la forme,d&xprimons les dérivées de différents
ordres déV,,,(x).
- La dérivée du premier ordre :

’

W,,(2) = g,(z — 20)0(z — 20) + gn(z — 20)d(z — 7o)
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On cherche une solutigparticuliere (non unique par définition) : on s’arrange pquielle ne
contienne pas de termes facteurs des dérivées de tout outhes desure de Dirac, mais contienne
uniguement un terme facteur d’'une mesure de Dirac car lsdaoembre de I'équation F.6 contient
un terme facteur d’une mesure de Dirac. Aigig{z — z¢) = 0 pourz = .

- La dérivée du second ordre :

Wop(2) = g, (x — 20)0(z — 20) + g, (& — 20)6(z — o)

De méme, il faut que,, (z — o) = 0 pourz =
- La dérivée du troisieme ordre :

3 3 "

W%(m) = gT[z}(x —20)0(z — z9) + g, (x — x0)d(z — x0)

La encore on imposg, (z — xo) = 0 pourz =
- Et la dérivée du quatriéme ordre :

Wi (@) = gi’ (@ = 20)0(w — o) + gi (@ — m0)d(w — )

On reporte chacune de ces quatre expressions des derivés, tle) dans I'équation F.6 et I'on

obtient :
gkﬂ (:n—xo)e(:n—xo)—i-g;?} (x—x0)d(x—20)—2 (%)Qg;(x—xo)ﬂ(x—xg)+ [(%)4 — pgf] Gn(z—
20)0(z — 39) = — 2= sin TO5(3 — 3¢)

En identifiant les termes de part et d’autre du signe égaliphiatit la fonctionf(z — () d’'une
part et la fonction(z — z() d’autre part, on a :

n 2 n 4 th

2Fe, . nmyg
— sin
aD*

QE’} (x — o) = st T = T

La premiére de ces équations traduit le fait gyér — =) vérifie 'équation homogéne d&? et
gu’elle a la méme forme générale qg,,(x) soit :

gn(x _ $0) — ane—kn1(m—:v0) 4 bne—kng(m—xo) 4 Cne—kn1(l—:v+m0) 4 dne—kng(l—m-l—évo) (F?)

et on a les quatre conditions suivantes pour définir les ciaffisa.,, b,. ¢, etd, :

gn(o) =0

9%5(0) =0 (F.8)
9,(0) =0

a0) = — 28z gjp 10

En injectant F.7 dans F.8, on obtient un systéme linéairaudé&rej équations ou les quatre incon-
nues sont.,, b, ¢, etd, ; résoudre ce systéme définit donc la solution particuligues’écrit :
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Fe, .y e kn1(z—z0) _ o—kni(—z+m0) e kn2(z—m0) _ o—kn2(—z+z0)
gn (517 - 5170) 2
mn

- 2wk§aD8m a 1 B kno

F.3.3 Solution pour le mouvement ddlexion

Nous pouvons alors reconstruire toute la solution de I'éqnaF.2 :

Wn(a;) = th(x) + Wnp(x) (F9)
W () = Ape ¥11% 4 B e Fn2® 4 Cpe Fni(=2) 4 D o~kn2(l—2) (F.10)
Wip(z) = 0(x — z0)gn(z — 20) (F.11)

Remarques :

Ces solutions manipulent des valeurs exponentiellesabapilus grandes que le domaine d'étude
s'étend. Dans la zongarticuliére de la plague excitée ou les deux solutionsqodiire et générale
sont sommees, la différence de deux trés grandes valeunsugionaissance a une faible valeur peut
entrainer des difficultés numériques. Pour les éviteruil faduire la taille de ce domaine et définir
une coupure purement mathématique sur la plaque excitéarade I'emplacement de la force. La
plague excitée est scindée en trois mais les structurepbpsiguement équivalentes.

Il est important de toujours avoir a I'esprit que cette dérharésout une équation liée a un ordre
d’indice n fixé de la décomposition modale sur la variaple

Alors que la solution particuliére est a ce stade completerdéfinie (les valeurs.,,,b,,c, et
d, sont connues), la solution homogéne demande encore pauréswmlue la détermination des
constantes,,,B,,,C,, etD,,.

Ce sont les conditions aux limites en= 0 etz = [ (pour chaque plaque) qui vont fournir les équa-
tions adéquates pour obtenir les quatre constantes ; casigrpiseront établies quand on décrira
I'assemblage de toutes les plaques.

F.4 Equation de mouvement dans le plan pour une plaque excitée

La démarche est structurée comme pour les effets de fexmmécomposition semi-modale
donne naissance a une infinité d’équations. On présentediuti®n pour une de ces équations diffé-
rentielles ; la solution est la somme de la solution I'équratiomogéne et d’une solution particuliere.

F.4.1 Décomposition semi-modale de I'équation de mouvement dans lap :

Le systéme général F.1 contient dans ses deux premiéres ligrdescription des mouvements
dans le plan de la plaque ; ils sont couplés. On écrit ce systhn? équations :
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Pu 1—-vdu  1-12 14+v 8%v  h%Fe,

92T 2 gt TE PN T geay - 12D 0@ %00 —wo)

v 1-vdw 1-12 1+v d%u h2Fey6

et T e T B T T aeay © 12D (z — 0)0(y —yo)

La décomposition semi-modale se traduit ainsi :

o

ZUn s1n— v(z,y) ZV cos@

Ces développements satisfont les conditions aux limitesurp = 0 ety = a Yz € [0,(]
u(z,y) =0, %’;’y) = 0. Elles traduisent que les déplacememtsont bloqués en ce lieu mais pas
les déplacements.

On remarque que dans le développement.dia somme infinie débute pouwr = 1 alors que
dans celui de, elle débute poun. = 0; les fonctions constituant la base et vérifiant les conalitio
aux limites de bords libres doivent étre non identiquemeties sur le domaine d’intégration ; c’est
pourquoi le cas = 0 demande un distinguo ou seul le mouvement suivant la diregtest possible.

En injectant la décomposition dansdgsteme d’équations différentielles - paur# 0 - et en
appliquant le produit scalaire comme pour le cas de la fexdonobtient une infinité de couples
d’équations liés a I'ordre de la décomposition semi-mogialdice n). Chaque couple a pour forme :

" 1—12 9 1—v /nm\2 1+v /nm , h?Fey 2 nTYo
_ iadal _ hhdal — 2 g S(r —
U +[ E pe 2 (a) ]Un 2 (a)vn 12D asm a (z = o)

1—v_n 1 -2 nm 2 14+v /nr\ .. h%Fe,?2 nwYo
R L L

F.4.2 résolution dusystemed’'équations (cas commum # 0)

On rappelle qué/,, etV,, sont des fonctions de la variable On a donc a résoudre un systéme
non homogéne d’équations différentielles a coefficientstants. De la méme fagon que dans le cas
de la fexion, le couple solution est la somme d'un coupletgmiudu systéme homogéne et d'un

couple solution particuliére.
Un(z) = Unn(z) + Unp(2)
Vn(x) = Vnh(x) + Vnp(x)

Calcul de la solution homogéne du couple d’équations lié au auvement dans le plan

L'équation a résoudre est :
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" 1-v?2 5 1—v /nm\2 14+v nmy\
U*[ Ty (7)]“‘ 5 () V=0

1—v_n 1—12 9 n\ 2 1+v /nrm /
_ - =0
2V”+[Ep“’ <a)]V"+ 2 <a)Un

Uy () etV,(x) ont un formalisme ondulatoireli, (z) = T,ef"* etV (z) = ApeFn®
On reporte ces expressions et leurs dérivées dans le caufdesus et on obtient :

1—12 1-— 2 1
Fnkg+[ - V(E>]pn_ +u7”;_7fknAn:o

2 a 2

1—v 1—v? nm\ 2 1+vnr
- Ank§+[ — pw2—(7>:|An+ T knl = 0

Matriciellement, on peut écrire :

r 0
D "=
A, 0
ou
[D]: k72L+M_1_TV02 _H—Tykn
Lrgr, v 4o g2

1—v?

avecd = "I ety = 15 pw?
L'annulation du déterminant dé] entraine une équation bicarrée/gn:

-3 v

1— - 1—
UK+ <3—V,u+(1/—1)02) K242+ 2202+ —Zgt =0

2 2 2 2

Le discriminant s’écrit simplement :

1+v 2
&= (5)

On obtient quatre solutions poky, deux a deux opposées :

kn3::|: —M+92

2
kn4::|: _1 /L+02

4
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L, I . .
Le vecteur propre associé correspondant {ote " nous permet d’écrire la relation enfrg
n+n
k243
k

et),. Ontrouve), = =2, soit :

n

Mathématiquement, on obtient donc quatre solutions pguet on remarque qu’elles sont oppo-
sées deux a deux. Le vecteur propre associé définit la relftimelle entre les déplacementset

V.

On peut exprimer la formBomogéne des amplitudes moddlgg,(z) et V,,,(z) :

Upi(z) = Fpe 3?4 @ e~kna® 4 [, e knall=2) 4 [ g=hna(l=2)

Vnh("lj) = _)‘7131'7716_1%35lC - )‘714G’n€_kn4:lC + )\n3Hn6_kn3(l_m) + >\n4In6_kn4(l_m)

Solution particuliere

Unp(x) e e(x _ xo)(fne*knii(iv*mo) _|_ gnefknll(iﬂfl’o) + hne*kn3(7$+$0) + inefkn4(—m+m0))

Vop(z) = 0(z — $0)(_)\n3fnefkn3(mfmo) _ )\Mgnefkm(mfmo) + )\n3hn67kn3(*m+mo) + )\n4z~nefkn4(fx+mo))

ou fp.gn.hy €ti, sont connues :
On utilise les variables intermédiairéset R :

~  h®Fe, . nmy
Stn

@= 6aD a
~ 2 h2Fe nwYo
R = Y
1—v 6aD cos a

Les variables valent alors :
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1 @ 1 R
2 >\n3kn4 - >\n4kn3 2 )\n3kn3 - )\n4kn4

fn:+

1 @1 R
In 2 )\n3kn4 - >\n4kn3 2 >\n3kn3 - >\n4kn4
b, — _l >\n4© l ﬁ
" 2 >\n3kn4 - >\n4kn3 2 )\n3kn3 - >\n4kn4
1 An3Q 1 R
in = 4= n3Q

2 )\n3kn4 - >\n4kn3 - 5 >\n3kn3 - >\n4kn4

F.4.3 Résolution de I'équation pour le cas particuliem = 0

Dans ce cas particulier, il existe un mouvement suivant factiony découplé de la direction
perpendiculaire:. En effet poum = 0, la notion de déplacement suivant I'axen’a pas de sens.

Il est certes impossible d'isoler physiquement un mouverseivant la direction; découplé de
la direction perpendiculaire, mais c’'est la décomposition modale, qui comme outil mattéme
autorise une telle expression. Il faut simplement compe=iogie la notion de mode d'indice zéro
existe dans la directiop mais pas dans la directiana cause des développements en sinus ou cosinus
adoptés. La décomposition déz, y) doit étre regardée sous une forme différente :

nmYy

o0
v(z,y) = Vo(z) + Z Vo (z) cos -
n=1
ou Vy(z) correspond bien a un mouvement d’ensemble suiyaBh injectantV,(z) dans lesystéme
différentiel et en appliquant le produit scalaire, ce quieget a multiplier par la fonction unité (ou
cos OTT*”) et a intégrer suy de0 aa, on obtient comme équation a résoudre pdglix) :

hQFey

" 2(1+v) B
~ 6aD(1 —v)

Vi (@) + = Vi () 5(z - 20)

Cette équation différentielle non homogene a coefficientsi@ants se résout classiqguement en
posant Vy(z) = Vop(x) + Vop(x)

Solution homogeéne :

Vgh(.’,ﬁ) = F(]efkom + G(]efko(lfx)
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ou Fy etGy sont des coefficients a déterminerkgtie nombre d’onde :

2(1 + 12
ko = [—7( I v) pwz]

La forme de la solutioparticuliére est :
Vop(z) = lop(z — 20)0(z — 0)
Sa dérivée premiere s’exprime ainsi :
Vop(@) = lop(z — 20)0(2 — 20) + lop (x — 20)8(z — o)

Comme il est attendu que dans la forme de la solution pagieull N’y aura pas de terme facteur des
derivées de tout ordre d’un Dirac, on impdgg(z — z¢) = 0 pourz = .
Sa dérivée seconde s’exprime alors :

Vo (@) = lgp (z — 20)0(2 — 20) + Lo, (x — 20)8(z — o)

On réinjecte ces deux expressions dans I'équation diffi@tknet en identifiant terme a terme les
coefficients d&(x — z¢) etd(z — zy), on obtient :

" ’ h2F

lop(x) + 2(1E—+*V)pw2lop($) - 0 etlop(O) = %

Ainsi

lop(z — x0) = foe Fo% + goe~Foll=2)

et les valeurs dg et go sont définies par les deux équations issues de I'expressida dérivée
premiére :

h*Fe,
go=—fo= m
Donc on définitVy (z) par :
—K0T — —x h2F6 Cko(z—2 B —otx
Vo(z) = Fpe koz | GoeHoll )+9($_$0)M(—6 ko(z—20) 4 o—ho(~z+ 0))

Remarques :

On vient d’exprimer la solution du systéme d’'équationsadéhtielles non homogénes correspon-
dant au mouvement dans le plan. Tous ces développementiésoat’ordre d'indicen fixé, de la
décomposition semi-modale d'une plaque.

La solution particuliére est complétement définie a ce staalecontre la solution de I'équation
homogeéne nécessite encore quatre nouvelles équationgymles coefficientd), ,G,,, H,etl,, soient
définis. Pour le mode indicé zéro, deux seulement suffiront pouverFyetGy.
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Ces équations traduisent les conditions aux limites dedqua pour: = 0 etz = [ ; ces condi-
tions sont soit les conditions aux limites de la structule-gléme, soit les conditions de raccord entre
plaques.

F.5 Assemblage des plagues en structure

Jusqu’a présent, tous les calculs menés ne concernaiemegseule plague et au cours des déve-
loppements, il est apparu que la notion de conditions auitdgvest nécessaire pour mener le calcul
jusqu’au bout. Les conditions aux limites sur une plaqueesmpondent en fait aux conditions de
liaison entre deux plaques successives de la structures [RBazas d'un mode d’'indice différent de
zéro elles doivent étre au nombre de huit car il faut déteentimit constantes liées apkiénomeénes
de fexion et de mouvement dans le plan, dans le cas partiddi€indice zéro, simplement deux
équations suffisent.

F.5.1 Vecteur d’état de la plaque

On définit un vecteur d'état de huit composantes ayant une réalité physique en tout geilat
plaque. Ce vecteur a pour expressidm,.v, w, Fy, Fy, F,, R, M), Les grandeurs vectorielles cor-
respondent aux trois déplacements au sein de la plaquegleléartrois vecteurs directeurs, aux efforts
dans le plan, a I'effort tranchant de fexion normal au plaradglaque, a la rotation et au moment
féchissant, ces deux derniers, autour de I'axE'expression mathématique de chague composante
du vecteur d'état est donnée ci-aprées, Langley et al. lesartt aussi et les explicitent en [LH 90].

u,v etw viennent d'étre exprimés aux paragraphes précédents.

Eh  (0Ou ov
Eh ou Ov
= 500 (a_er%) (F.13)

Pw Pw
F,=-D(2¥10-» LY F.14
z <8x3 +2-v) 8x8y2> (F.14)
RO (F.15)
ox
9w 02w
M=D|— — F.16
< 952 oy ) (F-16)

En fonction des variables présentées ci-dessus :



192 F Réseau de plaques couplées : formulation semi-modale

Fyp = Y000 ity [Fn (—kns + 0% An3) € #0974+ Gy (—kna + v Apa) € Fre?

+H, (kn?) - VTAnBI) ~hn3(L—z) + I (kn4 - VT)\n4) ~hna(L—2) (F.17)

+ (m;),(x - 51:0) - V%r n(iIf - ZEO)) 9(£IJ — iII(])] smm

Fy = gty Vo (@) + X001 oty [Fn (Anskns + 2F) € 3% 4+ Gy (Anakng + 1) € Fne®
+H,, (Anskng + "T) e~kn3(L=2) 4 [ (X 4kpy + 2) ~hna(l=2)
+ (l;L(x — xg) + Bmy (z — on)) 0(x — .’Lo)] cos 24
(F.18)

Fo=3,D [An (kzl -(2- V)%knl) e km® 4+ B, (kzz —-(2- y)%kng) g kn2z
+Cn <_k21 +(2- V)%km) “kni(L-2) Dn (—kfﬂ +(2- z/)"2;r2 n2> e kn2(L—2)
+ <—9£L3) (r —mo) + (2 - l/) (x— :L“o)) 0(x — :1:0)} sin “74

(F.19)
R = 220:1 [_knlAneikmm - anBneianm + knlcneiknl(mimo) - kn2Dneikn2(mim0) (F 20)
+g5(z — £0)0(z — x0)] sin 2~
— oo 2 ﬁ —kn1T 2 ﬁ —knox
M= Y232, D [Ag (K2, = v252 ) e 517 4 B, (K2, - voF ) e
+Cp (K2 — w28 ) e k=) 4 D, K2y — p1252 ) ¢ Hnalbm) (F.21)

+ (g;{(m — ) — Va—zgn(ﬂf - xo)) O(x — xo)} sin 74

Les déplacements, v etw sont exprimés par une décomposition modale de la variadient
'amplitude de chague terme est la somme de deux ondes ddiredsion 2 (chacune s’exprimant
par deux termes). Les cing autres du vecteur d’'état sontifondes déplacements ; elles peuvent
donc étre développées, elles aussi, en une décompositidalende la variablg ou les amplitudes
modales, fonction de, adoptent un formalisme d’onde.

F.5.2 équations de raccord et conditions aux limites

La distinction doit étre faite entre le cas généralog 0 et le cas particulien. = 0. Le nombre
d’inconnues a trouver n'étant pas le méme, le nombre d'é@mnet écrire est différent.

Cas général ou I'indice n de la décomposition semi-modale tegifférent de zéro

Pour établir correctement les équations de raccord, il fiewgnir sur les notions d’indice, de
repére et d’orientation, pour 2 plaques consécutives éadicets + 1.
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Vue de la plaqué, la liaison entre les deux plaques se fait pout [; et0 < y < a, etvue de la
plaguei + 1, la liaison entre les deux plaques se fait pout 0 et0 < y < a.
La continuité des huit grandeurs vectorielles s’écviy :€ [0, a]

wi+1(0,y) = u;i(l;,y) cos Oj1 — w;(l;,y) sin @41 (F.22)
0i+1(0,y) = vi(li,y) (F.23)

wi+1(0,y) = w;i(li,y) cos O;11 + ui(li, y) sin by (F.24)
Friv1(0,y) = Fyi(liyy) cos 041 — F (i, y) sin 641 (F.25)
Fyiv1(0,y) = Fyi(li,y) (F.26)

F,i11(0,y) = F, i(li,y) cos 041 + Fyi(li,y) sin €14 (F.27)
Ri+1(0,y) = Ri(li, y) (F.28)

Mi1(0,y) = Mi(li, y) (F.29)

Outre les conditions de raccord, il faut considérer les itimmd aux limites de lgpremiére plaque
de la structure em = 0 et de la derniére plague de la structurezer: [. A ces deux extrémités,
la structure est considérée comme appuyée, ceci se tramtudgs déplacements nuls suivant les
directionsy et z, un moment féchissant nul, et un effort dans le plan suivanil.

Pour la premiére plaque (indicée 1)enr- 0 : Vy € [0, a

w1 (0,y) =0
v1(0,9) =0
M;(0,y) =0
Fy1(0,9) =0

Et pour la derniére plaque (indicégenz = [, : Vy € [0,
wd(lda y) =0
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Ud(lday) =0
Md(lday) =0
Fya(lg,y) =0

Alors que pour les bords de plaque de directigfa condition d’appui est figée par la décompo-
sition semi-modale, pour les deux bords de la structure@etitiny elle n’est pas figée ; on pourrait
imposer des conditions d’encastrement ou de liberté, simght les huitlerniéres équations auraient
une autre expression.

Cette série d’équations est écrite a partir des déplacemgnt; etw; de chaque plaque d'indide
Or ces derniers s’exprimant sous forme d’une décompositiodale sur la variablg ou I'amplitude
de chaque terme est composée de deux ondes dans la diection

Apres calcul du produit scalaire de chaque équation aveotieradéquat correspondasitn( =2~
ou cos “7¥), on peut associer a chaque mode d'indiceu développement le pendant des équations
liées non plus aux déplacements totaux mais aux déplacemesdauxU; ,,V;, et W; , qui im-
pliquent les inconnued; ,,, B; 5. Ci n, Dj n, Fin, Gin, Hi n €t1; ,. En d’autres termes, les équations
de raccord et de limites sont projetées sur la base modaedfEbmposition.

Prenons comme exemple I'équation de continuité des dépks suivant I'axe;, dans laquelle
on injecte les décompositions modales. Ainsi on obtiénte [0, a] :

oo
nmy
Z Uit1,0(0) sin 2Y Z Uin(li) cos(0i41) sin 1Y —|— Z Wi n(l;) sin(f;41) sin —
n=1
En calculant la multiplication scalaire de chaque membreette équation avedn 22=, il en

résulte une infinité d’équations chacune liée a un mode idéndde la forme :
Uit1,n(0) = Uy (1) cos(0i1) — Wi (l:) sin(611)

Or les déplacements modaux sont exprimés en fonction défsc@rgs ondulatoires ; I'équation pré-
cédente devient donc :

Fivin + Gigin + Hipype Frslitt 4 [y e Fnalin
= (Fi,neiknsli + Gi,neikndi + Hi,n + Ii,n) COos oi—l—l
—(Ajpe~Fmili 4 By nemkn2li 4 G + Dy ) sin 6y

Dans le cas d'une plaque excitée se rajouteraient dansatiéquci-dessus les termes liés a la
solution particuliére de I'équation différentielle irate.

On vérifie que le nombre d'inconnues est le méme que le noniégaiaions. Par exemple sup-
posons une structure composéerdadaques. Le décompte effectué est valable pour chaqueeindic
de la décomposition semi-modale.

Chaque plaque d'indicé nécessite huit constantesd; ,,, B; ., Cin, Din, Fin, Gin, Hin, Lin
Comme on considéreplaques, il y 8r inconnues.

Ily ar—1 liaisons entre plaques, chaque raccord se traduit parduétiéns, il y a dong(r — 1)
équations de raccord. La premiére plaguecen 0 et lar-ieme enz = [ entrainent chacune quatre
équations. Donc en tout orga équations.



F.6 Récapitulatif de la démarche 195

Le systeme d’équations s’exprime sous forme matricielle.d¢ataur inconnu regroupe les ,,. B; ., Ci n, D r,
i variant de 1 & . Le vecteur second membre est défini par I'écriture des iEmsatle liaison de la
plague excitée. La taille du systéme restant assez rdstrdin'y a aucune difficulté numérique a sa
résolution ; une méthode de triangularisation a pivot pheist utilisée.

Cas particulier ou 'indice n de la décomposition semi-modale est zéro

On a défini les huit grandeurs qui doivent vérifier la contiéiéntre les plaques pour assurer
le couplage. Dans le cas présent ou seul un mouvement seffirediony existe, seulement deux
grandeurs sont concernées : le déplacement’effort F,,. On doit vérifiervy € [0,a] :

vi+1(0,y) = vi(ls, )

Fy,i+1 (03 y) = Fy,i (lla y)

Pour les conditions aux limites de la premiere plaque en0 et de la derniére en = [4, on vérifie
un déplacement selop nul pourVy € [0,a] v1(0,y) = 0 etwvy(lg,y) = 0. La méme démarche
est utilisée que précédemment, et on veérifie que pour unetsteuder plaques, apparaissedt
inconnues. A notre disposition, il y a deux équations awitéis) et2(r — 1) équations de liaison;
I'équilibre entre le nombre d’équations et le nombre d’imeoes est respecté.

F.6 Récapitulatif de la démarche

Il est utile a ce stade de récapituler la démarche suivie piotenir le comportement vibratoire de
la structure.

Le but est de définir les déplacementa et w de chaque plaque de la structure autour de sa
position d’équilibre. Pour cela on peut scinder la progoesen quatre points.

1) Pour chaque plaque d’indigele déplacements de la plaque est décrit a I'aide d’une décom
position semi-modale. Lindice maximum de la décompositast défini a partir de la fréquence
maximum de calcul et de I'indice des fréquences propresedilaque plane équivalente.

2) Pour un indice de la décomposition semi-modafxé, les déplacements modaux s’expriment
comme la solution d’'une équation différentielle non hommegfdans le cas ou la plaque est excitée),
donc comme la somme de la solution homogéne et d'une solpadiculiere. Ces deux solutions
adoptent un formalisme d’onde.

Pour la fexion, il faut définir deux nombres d'onde liés adice n fixé, et les quatre coefficients
liés a la solution particuliére. Les quatre coefficients Bda solution homogene, pour chaque plaque
d’indice 7, restent inconnus.

Pour les effets de membrane, les équations non homogéenpkgeesse résolvent d’une facon com-
parable.

3) A un indicen fixé, pour chaque plaque, on met en évidence huit inconnuéstiture des
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éguations de raccord entre plagues et des équations atedid@ la structure, permet d'obtenir une
éguation matricielle générale dont le vecteur inconnuagge tous les coefficients liés aux solutions
homogeénes.

4) La résolution du systéme matriciel se fait par une métimuoheérique de triangularisation par
pivot partiel. Une fois le calcul fait pour chaque indige(ce qui implique que les sommes liées
aux décompositions semi-modales, bien que décrites comfimées, doivent, pour le calcul, étre
tronquées), le mouvement de chacune des plaques suivdrtitedirections est reconstruit a partir
de la somme issue de la décomposition semi-modale.
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