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RESUME en francais.

L'histoire du théoréeme de Jordan est abordée sous l'angle d'une question d'identité posée sur
la période qui sépare la date de 1870 et I'énoncé par Camille Jordan d'une forme canonique
des substitutions linéaires des années trente du vingtiéme siécle au cours desquelles le
théoréme de Jordan de la décomposition matricielle acquiert une place centrale dans la
théorie des matrices canoniques. A partir d'un moment historique de référence, la controverse
entre Jordan et Kronecker de 1874, le théoreme de Jordan permet de jeter un regard original
sur I'histoire de la période 1870-1930 en suivant le rdle joué par des savoirs tacites, des
idéaux et des pratiques propres a des réseaux et des communautés. Ce regard permet
notamment de mettre en évidence la dynamique d'une tension entre formes canoniques et
invariants dans I'évolution de la signification de la notion de forme en mathématiques et
contribue a I'histoire de l'algébre linéaire en décrivant le rbole joué par une méthode de
décomposition indissociable d'un mode particulier de représentation : la décomposition
matricielle.

TITRE en anglais

A history of the Jordan decomposition theorem (1870-1930).

Forms of representations and methods of decomposition.

RESUME en anglais

The thesis takes as its point of departure the Jordan decomposition theorem and traces its
evolution over the sixty-year period from its statement by Camille Jordan in 1870 to 1930
and the emergence of the theory of canonical matrices. A historical analysis of this particular
theorem serves as a lens not only on internal developments of the evolving mathematics
discipline of algebra but also on the external developments of mathematics as an
internationalizing discipline in the decades around the turn of the twentieth century. The
thesis draws from the study of networks of sources in order to analyze the theorem's
transformation from a result in nineteenth-century group theory to one in the new twentieth
century area of linear algebra, while, at the same time, the thesis explores issues of
community formation and the role of tacit knowledge in the evolution of mathematical
methods. The thesis will focus on a history the decomposition of matrices as a method of
decomposition of a particular form of representation.
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Histoire des mathématiques.

MOTS-CLES.
Théoreme de Jordan. Matrices. Jordan. Weyr. Kronecker. Autonne. Forme canonique.
Décomposition. Algebre. Formes bilinéaires. Représentation.

INTITULE ET ADRESSE DU LABORATOIRE
Centre Alexandre Koyré.
Museum National d’Histoire Naturelle. Pavillon Chevreul, 57, rue Cuvier - 75231 Paris.



Remerciements.

A Amel pour ne pas avoir accepté que cette these engloutisse tout.

Je remercie de tout cceur Jean Dhombres qui a su diriger et maintenir mon enthousiasme
pour cette thése.

Tous mes remerciements a Thomas Hawkins pour son histoire du théoreme des diviseurs
élémentaires écrite en 1977 et qui a donné un point de départ a mes recherches. A Karen
Parshall pour ses travaux sur l'histoire de la notion de matrice et pour avoir accepté de
rédiger un rapport sur cette thése depuis les Etats-Unis.

Un trés grand merci a Alain Bernard, Andrea Breard, Catherine Goldstein et Norbert
Schappacher pour leurs relectures et commentaires critiques.

Merci aux historiens qui m'ont accueilli dans leurs séminaires et ont aidé la maturation de
mes travaux : Karine Chemla, Pierre Crepel, Marie-Josée Durand-Richard, les membres du
groupe M:A.T.H., les organisateurs du séminaire commun de I'E.N.S., du séminaire de I'l.H.P
et des congres de Gand et de Pékin.

Merci également aux doctorants avec qui j'ai travaillé et échangé : Amirouche, Anne, Elodie,
Juliette, Guillaume, Jean, Maarten, Matthieu, Norbert, Renaud, Sarah et Sebastien. Une
mention spéciale pour I'enthousiasme des participants des Novembertagung d'Utrecht et de
Paris.

Je ne serais pas arrivé a mener cette these a son terme sans le soutien de mes amis et
collegues du Lycée Gaston Bachelard. Merci a tous les amis que j'ai rencontré la et ailleurs.

A tous ceux qui m'ont plus particulierement accompagné pendant mon travail de thése :
Marie, Olivier, Eric, Esther, Thomas, Jacques, Yann, mes parents.



TABLE DES Matieres.

INTRODUCTION.

Premiére partie. LA CONTROVERSE JORDAN-KRONECKER DE 1874.
INTRODUCTION.
Chapitre 1. La tension formes canoniques-invariants et les idéaux
opposés par Jordan et Kronecker.
I. Genése d’une querelle.
1. Un va-et-vient entre public et privé.
2. La querelle : un révélateur de connaissance tacite et un vecteur de
communication scientifique.
I1. Généralité et effectivité : les invariants arithmétiques de Kronecker.
1. Le théoréme de Weierstrass de 1868 comme exemplaire d’une "véritable
généralité".
2. Une théorie homogéne, la théorie arithmétique de faisceaux de formes de
Kronecker.
I11. Généralité et simplicité : la réduction canonique de Jordan.
Une conclusion pour conduire I'étude.
Chapitre 2. La discussion des petites oscillations en prélude a la
controverse Jordan - Kronecker.
Introduction
I. La controverse comme opposition de deux fins données a une discussion
longue d’un siécle.
1. L’histoire de la discussion des petites oscillations du point de vue de 1874.
2. Un point de vue parisien sur la discussion des petites oscillations en 1870.
3. Les caractéristiques de la discussion des petites oscillations.
I1. Différents idéaux de généralité, différentes représentations portées par
une discussion d’un siécle (1766-1858).
1. Lagrange et la "solution générale du Probléme des oscillations trés petites
d’un systéme quelconque de corps .
2. Le probléme de d’Alembert et sa représentation mécanique.
3. La discussion de Lagrange sur la nature des racines d’'une équation
algébrique.
4. La discussion de Laplace sur la stabilité des variations séculaires.
5. La discussion des petites oscillations dans un cadre géométrique chez Cauchy.
6. Clore la discussion : les "formes" et "transformations"” de Weierstrass.
Conclusion.
Chapitre 3. La controverse comme rencontre de deux cultures
mathématiques.
Introduction.
I. Simplicité et réduction chez Jordan.
1. Un contexte d’ "application” par Jordan des méthodes de la théorie des
groupes entre 1870 et 1880.
2. Un regard rétrospectif sur les travaux de Jordan sur la résolubilité des
équations.
3. Un idéal de simplicité et une méthode de réduction.
I1. La théorie des formes bilinéaires en prélude au théoréme des diviseurs
élémentaires (1858-1868).
1. Des fonctions homogenes du second degré aux formes bilinéaires.
2. Les invariants de la théorie des formes bilinéaires de Kronecker et Christoffel.
3. Le théoréme des diviseurs élémentaires de Weierstrass.

13

27
28
31

33
37
45

51
51

63

75
78
81

82
85

85
87
90
93

95

105
113

117
128
147
157
165

167
171
171

179

187
205

207
217
227



4. Des analogies entre deux théorémes dans le champ des applications.
I11. Issues d’'une querelle : communication et organisation théorique de
savoirs mathématiques (1874-1880).
1. Le calcul symbolique de Frobenius comme unifiant I’algébre des substitutions
de Jordan et I'arithmétique des formes de Kronecker
2. Des héritages mélés, une théorie unificatrice : la communication Darboux-
Frobenius.
3. Les procédés rationnels de Frobenius, un achévement de I'idéal de Kronecker.
4. La tension dormes canoniques — invariants. La place relative des idéaux de
Jordan et Kronecker dans la théorie de Frobenius.

CONCLUSION.

Deuxieme partie. UN POINT DE CONVERGENCE DE DIFFERENTS
RESEAUX DE RECHERCHES : LA DECOMPOSTION DES MATRICES
D’EDUARD WEYR (1880-1907).

INTRODUCTION.

Chapitre 4. Etude d’un mouvement en histoire des mathématiques :
la dynamique de la notion de matrice dans la décennie 1880-1890.

Introduction.

I. Une postérité des matrices de Cayley (1858) dans les années 1880-1890.
1. Le "calcul des matrices" : Eduard Weyr [1890] lit Arthur Cayley [1858] et
Georg Frobenius [1878].

2. Une postérité de Cayley : la notion de "single quantity".

I1. Les lectures de Cayley (1858) par Sylvester (1882): dynamique de la

notion de matrice entre 1882 et 1885.

1. Sylvester (1882) lit Sylvester (1851), la meére des mineurs d’'un déterminant.
2. Sylvester (1882) lit Cayley (1858), un probleme et sa résolution, le calcul de
VM.

3. Une premiére postérité de Cayley : la notion de "Single quantity” de Cayley
(1858) et la deuxieme loi du mouvement algébrique de Sylvester (1883).

4. Sylvester (1884) relit Cayley (1858) : un probleme et sa résolution, I’équation
en matrice mn = nm.

Conclusion.

Chapitre 5. Une méthode de décomposition des matrices a
I'intersection de réseaux de recherches en analyse, algébre et
arithmétique

(1880-1904).

Introduction

I. La construction par Weyr d’'une méthode de décomposition matricielle

(1885-1890).

1. Les lectures croisées de Weyr (1885) : décomposition de Riemann (1857),
extraction de mineurs de Sylvester (1885) et calcul symbolique de Cayley (1858).
2. La formation des "espéces" de matrices : une méthode de décomposition de la
forme matricielle.

3. La nouvelle caractéristique de Weyr en 1890 et les systémes de valeurs de
Kronecker.

I1. Une combinatoire sur la représentation : la composition des systémes de

valeurs de Kronecker (1880-1890).

1. La notion de rang, d’'une induction a la théorie arithmétique des grandeurs
algébriques de Kronecker.
2. Le degré des systemes de Kronecker et le rang des formes bilinéaires de

239
245

247

255

261

267

271

279

281
201
293
299
299

305
309

313
321

327

331

339
345

347
352

352

354

357

367

367

383



Frobenius.
3. Une méthode associée a la notion de rang : la manipulation arithmétique des
systémes de valeurs.
I11. Intersections des systémes de Kronecker et de la décomposition des
matrices de Weyr (1890).
1. Kronecker et les systémes de nombres complexes (1888).
2. Un mouvement vers I'avant dans le corpus : les travaux de Kurt Hensel
(1890-1904).
Conclusion.
Chapitre 6. Forme typique et systeme normal de Weyr : dynamique
d’une articulation entre décomposition et représentation
(1884-1907).
Introduction.
I. Culture commune et différences au sein d’'une méme théorie des
systémes hypercomplexes.
1. Présentation franco-allemande de la théorie et de ses méthodes en 1908.
2. Un premier point d’origine : les formes canoniques de Poincaré (1884).
3. Un second point d’origine : systeme normal et forme typique des matrices
chez Weyr (1890).
Il. Décomposition des systémes hypercomplexes, décomposition
polynomiale.
1. Groupes de transformations continus et systémes hypercomplexes.
2. Décomposition de I’équation caractéristique et décomposition des systémes
chez Scheffers (1891).
I11. Décomposition et représentation (1893-1904).
1. Représentation des systémes hypercomplexes chez Molien (1893).
2. Représentation matricielle des systéemes primitifs : forme typique et systéeme
normal.
3. La représentation des groupes, de Molien & Frobenius.

CONCLUSION.

Troisieme partiee. LE THEOREME DE JORDAN DE DECOMPOSITION
MATRICIELLE COMME CONSTRUCTION D’'UNE CULTURE COMMUNE.
(1907-1930).

INTRODUCTION.
Chapitre 7. Postérité de la forme canonique dans la théorie des
groupes linéaires au tournant du siécle (1896-1907).
Introduction.
I. Postérités et nouveautés. Le groupe linéaire, de Jordan a I'école de
Chicago.
1. Linear groups et Traité des substitutions.
2. Les idéaux de I’école de Chicago.
3. La méthode de décomposition de Dickson et la postérité de I'idéal de simplicité
de Jordan.
4. Une premiére rencontre de la méthode de réduction de Jordan et de la
représentation matricielle.
Il. Le groupe linéaire et la tension formes canoniques — invariants.
(1895-1905).
1. Evolution du réle du groupe linéaire dans I’organisation du savoir
mathématique.
2. Le procédé effectif de Burnside de réduction a la forme de Jordan des
substitutions linéaires.
Conclusion.

387

393

393
397

401
405
407
411
411
417
420
423

423
429

433
433
443
451

461

489

490
493

494
496

496
498
501
505
509
509
513

519



Chapitre 8. Décompositions des tableaux et réduction canonique :
construction d’'une méthode "naturelle" au sein d’un réseau de
travaux arithmétiques (1878-1907).
Introduction.
I. La théorie des matrices de Séguier et la postérité de Jordan en 1907.
1. La vision du progrés mathématique chez de Séguier comme d’une "fonte" de
travaux distincts en une méme théorie fondamentale.
2. Des méthodes propres a Jordan et Kronecker venant se "fondre" dans la
décomposition matricielle.
I1. La réduction canonique comme méthode. La postérité de Jordan au sein
d’un corpus arithmétique (1878-1913).
1. La référence de Séguier aux travaux de Jordan et I’écho de la querelle de 1874.
2. La forme canonique comme méthode de classification (1874-1878).
3. La réduction comme méthode générale de la théorie des formes (1878-1888).
I1l. Forme canonique et représentation géométriqgue chez Poincaré
(1880-1886).
1. La "notion de réduite" dans les premiers travaux de Poincaré sur les formes.
2. La forme canonique et les fonctions fuchsiennes.
V. La méthode de réduction des formes et la combinatoire de
décomposition des tableaux (1880-1910).
1. La méthode de décomposition des tableaux de Jordan.
2. Les tableaux chez Poincaré.
Conclusion.
Chapitre 9. Une dynamique de va-et vient entre enseignement et
recherche. Le développement de la théorie des matrices canoniques
(1914-1945).
Introduction.
I. La forme typique des matrices de Léon Autonne (1900-1912).
1. La méthode de décomposition des tableaux d’Autonne.
2. Articulation entre formes et invariants chez Autonne.
3. L’approche d’Autonne sur les équations différentielles : entre géométrie et
théorie des groupes.
4. Rencontre des méthodes des formes bilinéaires et de la réduction des tableaux
chez Autonne.
I1. Des répercussions de préoccupations didactiques sur la recherche
mathématique : la question de la décomposition rationnelle des matrices.
(1914-1930).
1. Origine d’une théorie dans des préoccupations pédagogiques.
2. La forme canonique rationnelle de Lattes.
3. La théorie des matrices canoniques.

CONCLUSION.

ANNEXE 1. Une formulation contemporaine de la relation mathématique entre
diviseurs élémentaires et forme de Jordan.

ANNEXE 2. Glossaire de termes de théorie des groupes.

ANNEXE 3. Le défaut de généralité chez Jordan relevé par Kronecker.

BIBLIOGRAPHIE.

521

522
525
527

531

537

539
545
551
557

557
564
570

571
576
579
590

591
599
599
604
619
625
629
631
637
643
651
678

682
689

695



Tables des encarts.

TABLE DES ENCARTS DE L’INTRODUCTION.

1. Un exemple de représentation de réseau de recherches. 14
2. Deux extrémités du spectre de la question d’identité 15
3. Quelques exemples d’emplois du terme "forme" en mathématiques. 20
4. Les diviseurs élémentaires de Weierstrass 22
5. Le théoreme de Weyr de 1885. 24
6. Le réle de la représentation matricielle dans I’énoncé d’une identité entre 26

formes canoniques et diviseurs élémentaires dans les années trente.

TABLE DES ENCARTS DE LA PREMIERE PARTIE.

Chapitre 1.
1. Chronologie d’une querelle. 32
2. Extraits de la correspondance de Jordan. 34
a. Extrait d’'une premieére lettre de Jordan a Kronecker. 36
b. Jordan a Kronecker. Janvier 1874. 38
c. Jordan a Weierstrass. Janvier 1874, 50
d. Kronecker a Jordan. Février 1874. 54
e. Jordan a Kronecker. Février 1874. 64
f. Kronecker a Jordan. Mars 1874. 68
3. Sur le théoréeme de Kronecker des faisceaux singuliers de formes. 72

Chapitre 2.
1. Le corpus de textes formant la discussion des petites oscillations. 84
2. Un point de vue contemporain sur la discussion des petites oscillations. 92
3. Les méthodes de la discussion des petites oscillations.
a. Une double méthode des coefficients indéterminés : Lagrange [1766]. 94
b. La méthode de Cauchy: transformations géométriques et déterminants. 132
c. L’algebre des formes de Weierstrass. 148
4. L’artifice de Laplace pour la démonstration de la réalité des racines. 124
5. La démonstration de Cauchy de la réalité des racines de I’équation 140

caractéristique.

Chapitre 3.
1. Un état civil de Camille Jordan 164
2. Les candidatures de Jordan a I’académie des sciences 166
3. Quelques éléments sur la famille Jordan. 170
4. La forme canonique et le groupe linéaire dans le Traité des substitutions. 174
5. La méthode de réduction de Jordan : démonstration de la forme canonique. 182
6. "Origine" du groupe linéaire, de la forme canonique et de la méthode de 196

réduction de Jordan: les recherches sur les équations résolubles dans les
années 1860-1870.

7. Généralisation par Christoffel des méthodes de Weierstrass aux "fonctions 208
bilinéaires".

8. La généralisation du théoréme de Jacobi [1857] au cas complexe. 210
9. Les fonctions bilinéaires et la géométrie projective. 212
10. Un élément de contexte : les origines de la théorie des invariants. 214
11. Un éclairage historique sur les fonctions théta de plusieurs variables. 216
12. La représentation des fonctions elliptiques de Weierstrass 222
13. Diviseurs élémentaires de Weierstrass, diviseurs élémentaires de Kronecker. 230
14. Meyer Hamburger et les équations de Fuchs. 238



15. Quelques précisions sur le calcul symbolique des formes de Frobenius. 244

16. Les approches de Darboux et Frobenius sur le probléme de Pfaff. 246
17. Sur I'influence des travaux d’Hermite sur les formes quadratiques. 248
18. Le "calcul des systémes linéaires" de Laguerre [1867]. 252
19. Une méthode : les fonctions rationnelles de formes de Frobenius. 254
20. Généralisation du lemme de Smith et effectivité du calcul symbolique des 256
formes.

21. Les travaux de Smith sur les systemes de congruences a coefficients entiers. 258
22. Sur I'opérationnalité de la forme canonique de Jordan. 274

TABLE DES ENCARTS DE LA DEUXIEME PARTIE.

INTRODUCTION.

1. Convergences de réseaux de recherches (1880-1907). 280

2. La caractéristique de Weyr en 1885. 282

3. Plan d’une démonstration contemporaine du théoreme de Jordan. 286

4. A propos du réle des matrices dans les origines de la théorie des systémes 288

hypercomplexes.

5. Quelques éléments biographiques sur Eduard Weyr. 290
Chapitre 4.

1. Représentation graphique du corpus étudié. 292

2. Une histoire de la théorie des matrices écrite par les mathématiques en 1890. 294

3 Comparaison des mémoires de Cayley et de Weyr. 296

4. Une postérité de Cayley et Weyr chez Frobenius [1894]. La factorisation des 302

polynémes de matrices.

5. Origine des matrices comme meres des mineurs : les travaux de Sylvester 306

(1851) sur les intersections de deux coniques.

6. Généralisation de la méthode de Sylvester aux intersections de quadriques et 316

introduction des mineurs et matrices.

7. Premiers travaux de Cayley [1855] sur les matrices de Sylvester. 324

8. Un théoréme de Cayley et sa postérité. 328
Chapitre 5.

1. Représentation graphique du corpus étudié. 344

2. La nullité des matrices de Sylvester. 346

3. La référence de Weyr a Riemann 348

4. Le degré des systémes de diviseurs de Kronecker. 358

5. Quelques précisions sur les travaux de Kronecker de 1883 sur le rang des 362

systemes de diviseurs.

6. Les systémes de diviseurs dans la théorie arithmétique des grandeurs 364

algébriques de Kronecker.

7. Systémes unités et opérations élémentaires sur les lignes et colonnes 382

8. Les corps de matrices de Hensel [1903]. 386

9. La décomposition matricielle chez Hensel : 392

a. Relation entre diviseurs élémentaires et la caractéristique de Weyr.

b. Le probléme des matrices échangeables. 396
Chapitre 6.

1. Représentation graphique du corpus étudié. 404

2. La note de Poincaré [1884] et les matrices. 406

3. Sur les algebres de Wedderburn et la postérité de la méthode d’itération de 408

Weyr.

4. La présentation de la théorie par Cartan et Study dans I’'Encyclopédie des 410

sciences mathématiques.



5. Sur les travaux de Lie et Killing. 416

6. Un exemple de la décomposition des systémes chez Scheffers. 420
7. Une postérité diffuse de la forme de Jordan chez Cartan. 428
8. Les relations entre les systemes hypercomplexes de Cartan et la 438
représentation des groupes de Frobenius explicitées par Poincaré [1903].

9. Sur le réle des matrices dans la théorie de représentation des groupes de 444
Frobenius.

10. Décomposition et représentation dans un exposé de synthése sur les systémes 446

hypercomplexes : le mémoire de Hawks [1905].

CONCLUSION.
1. Extraits de différents théorémes énoncés dans des réseaux de recherches 460
distincts.
2. Représentation graphique d’un corpus de recherches. 462
3. Extraits du rapport de Hermite sur la these de Sauvage. 464
4. Quelques extraits des mémoires de Sauvage. 464
5. Les cours sur les équations différentielles de Schlesinger. 468
6. Caractéristique de Segre et la classification des homographies. 470
7. Extraits du mémoire de Frobenius [1911] exposant la méthode de Weyr. 474
8. Un probleme paradigmatique de la théorie des matrices au tournant du siecle : 476
le probléme des matrices qui commutent.
9. Décomposition et représentation : I'exemple du mémoire de Taber [1899] dans 484
la tradition de Grassmann.
10. Invariants et recompositions : la théorie arithmétique des formes dans 487

I’Encyclopédie franco-allemande [1911]

TABLE DES ENCARTS DE LA TROISIEME PARTIE.

Chapitre 7.
1. Une nouvelle classe de groupes simples. 500
2. La démonstration de la forme canonique de Dickson [1901]. 502
3. Articulation entre formes canoniques et invariants chez Dickson, le rdle des 504
matrices.
4. Formes canoniques et diviseurs élémentaires chez Netto [1893]. 510
5. Procédés d’itérations et formation de chaines dans la méthode effective de 512
réduction a une forme canonique de Burnside [1899].
6. Formes canoniques ou invariants ? La note de Baker au mémoire de 518
Burnside.

Chapitre 8.
1. La note de Séguier de 1907 sur la théorie des matrices. 524
2. Les applications de la forme de Jordan a la théorie des matrices réalisées par 528
de Séguier.
3. de Séguier et la forme canonique des substitutions linéaires en 1902. 532
4. Extraits de la note aux Comptes Rendus de Jordan [1904]. 536
5. Les faisceaux de formes quadratiques et bilinéaires chez Jordan en 1906. 542
6. La classification des sous groupes finis du groupe linéaire et I'intégration 548
algébrique des équations différentielles linéaires par Jordan en 1878.
7."Sur I’équivalence des formes", Jordan [1880a]. 550
8. La non finitude des classes d’équivalence des cubiques dans les cas 558
"exceptionnels" étudiés par Poincaré [1880].
9. Interprétations géométriques des types de formes canoniques par Poincaré. 560
10. Opérativité de la notation par tableaux chez Jordan 572
11. Les tableaux comme méthode de la théorie des nombres chez Chatelet (1910- 580
1913).
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12. Commentaires de Chatelet apposés au mémoire "Sur la représentation des 586
nombres par les formes" de Poincaré [1950, 400].

Chapitre 9.
1. Méthodes de décomposition des tableaux dans les Lecons de la théorie des 592
nombres de Chételet.
2. La "forme la plus simple" des substitutions et la construction des " groupes 598
d’ordre fini contenus dans le groupe linéaire quaternaire régulier".
3. "Sommaire raisonné" du traité "Sur les formes mixtes" d’Autonne [1905]. 606
4. Application de la forme typique des matrices aux connexes. 608
5. "Sur les droites fondamentales et sur les collinéations 614
de I'espace a N-1 dimensions" [Autonne, 1905b].
6. Quelgues compléments sur les travaux d’Autonne. 618
7. L’approche géométrique sur les équations du premier ordre [Autonne, 1890]. 622
8. Une premiére application des diviseurs élémentaires a la géométrie : 626
la thése de Klein [1868].
9. Autonne et I’étude des connexes et des formes mixtes "dans le sens de 632
Clebsch".
10. La formulation vectorielle de I’'approche géométrique chez Weyl [1923]. 640
CONCLUSION.
1. L’histoire de la théorie des matrices dans les années trente. 650
2. Différences de présentation de la forme de Jordan dans les deux traités de 654
Mac Duffee de 1933 et 1943.
3. Les procédés d’itérations de la théorie des algebres associatives dans les cours 664
sur les matrices de Wedderburn.
4. Une nouvelle articulation entre formes canoniques et invariants : la 668
détermination de lIa" forme canonique classique” chez Turnbull et Aitken.
5. Efficacité et simplicité de la combinatoire des matrices : le probléme de la 674
détermination des matrices commutant a une matrice donnée.
6. Les trois lois du mouvement de Sylvester. 676
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Théoréme de Jordan.

Réduction d'une substitution a sa "forme canonique simple". Théorie des
substitutions. Jordan. Paris, 1870.

Réduction de Jordan d'une substitution. Théorie des groupes linéaires. Dickson.
Chicago, 1900.

Réduction de Jordan d’une matrice. Théorie des formes bilinéaires. De Séguier. Paris,
1907.

Une nouvelle forme canonique des substitutions linéaires. Systémes d’équations
différentiels. Lattés. Toulouse, 1913.

Décomposition de Jordan d’une matrice. Théorie des matrices canoniques. Turnbull et
Aitken. Londres, 1933.

Décomposition de Jordan d’un opérateur. Algebre linéaire. Mac Duffee. New York,
1943.

Matrice.

Matrice comme mere des mineurs d’un déterminant. Théorie des invariants. Sylvester.
Londres, 1851.

Calcul symbolique des matrices. Théorie des matrices. Cayley. Londres, 1858.
Forme normale d’une matrice. Théorie des nombres. Smith. Londres, 1861.
Caractéristique d’une matrice. Théorie des formes bilinéaires. Weyr. Vienne, 1890.

Diviseurs élémentaires d’une matrice. Représentation des groupes. Frobenius. Berlin,
1896.

Forme typique d’une matrice. Géomeétrie algébrique. Autonne. Lyon, 1905.

Réduction rationnelle a une suite de matrices compagnons. Représentation des
groupes. Krull.. Fribourg, 1921.

Décomposition d’une matrice. Théorie des matrices canoniques. Turnbull et Aitken.
Londres, 1932.

Mécanique. Lagrange. Paris, 1788.

Géométrie analytique. Cauchy. Paris,
1828.

Systemes d’équations différentiels. Cauchy. Paris, 1839.

Fonctions homogenes
du second degré. Weierstrass. Berlin, 1858

Théorie des formes bilinéaires.
Frobenius. Berlin, 1879.

On pourrait poursuivre la coloration du théoreme de la page de droite sur les termes
endomorphismes, corps, espace vectoriel. La signification des termes forme et représentation est
particulierement problématique comme on le verra dans la suite.
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iInNtroduction.

Un jeu de couleurs sur un énoncé du théoréeme de Jordan extrait d’'un traité
contemporain d’enseignement supérieur permet un premier éclairage de I'objet
et de la problématique de cette thése de doctorat (*).

Théoreme. Réduction de Jordan d’'un endomorphisme.

Soit f un endomorphisme sur un espace vectoriel E de dimension finie sur un
corps K et tel que son polyndme caractéristigue P; soit scindé sur K :

P, = (—1)”f[(X —A4)

Alors il existe une base B de E dans laquelle f se représente par une matrice

de la forme :

ou pour touti :

avec pour tout (i,j), vi; {0,1}.
Exemple :

1
0 4

[Gourdon, 1994, 196]

A 0 .. 0
0 A .. 0
R

0 i Vi,2
iy
0 0 A
0 0
0
4 1 0
0 4, 1
0 4, 0 0 0
0 4 0 0
A1
A4

Comme nous le voyons en page de gauche, différentes théories, différents
auteurs, différentes époques, différents contextes culturels se mélent en une
méme coloration dans I’énoncé d’un théoréeme contemporain. Ce coloriage met

! La référence [Auteur, Date, Page] placée en fin de chaque citation renvoie a la bibliographie

donnée a la fin de la thése.
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ENCART 1.
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en évidence la fagon dont la dénomination de "théoreme de Jordan" est
problématique d’un point de vue historique. Selon que I'on accole le nom de
Jordan aux qualificatifs de réduction ou décomposition, aux objets
mathématiques de substitutions, formes bilinéaires, matrices ou endomor-
phismes, différents moments de I’histoire sont désignés sur une période
longue. Envisager un énoncé mathématique contemporain comme le filage en
une tresse de fils reliant des époques et des sociétés variées est une des
motivations a l'origine de ce travail. La métaphore de la tresse renvoie a une
position sur la maniere de restituer la "dynamique réelle des savoirs" par la
"multiplicité de leurs origines" [Dhombres, 2002] qui revient a ancrer un
énoncé mathématique dans I’histoire en posant la question de son identité
[Goldstein, 1987]. Y a-t-il un ou plusieurs théorémes de Jordan ? Y en-a-t-il
au moins un ? Les déclinaisons multiples de cette question d’identité donnent
a cette thése de doctorat sa trame principale.

Pour cerner la complexité historique sous jacente & I’énoncé contemporain du
théoreme de Jordan, la méthodologie de cette thése de doctorat repose sur
I’établissement de réseaux de textes (encart 1). Une recherche bibliographique
a permis d'établir un premier corpus regroupant tous les textes faisant
référence a un "théoréme de Jordan". Ce premier corpus de textes a ensuite été
complété par un épuisement systématique des références bibliographiques.
L’examen du corpus général obtenu fixe une périodisation, allant de 1870 a
1930, et son découpage en trois parties reflete une premiére description
grossiéere de I’évolution historique de I'identité du théoréme de Jordan :

- De 1870 a 1880, de nombreuses publications font référence a un
"théoréme de Jordan" de réduction des substitutions linéaires a une
forme canonique établi par Camille Jordan en 1870 dans son Traité des
substitutions (encart 2,1).

- De 1880 a 1907, ce méme "théoréme de Jordan" disparait de la scéne
mathématique, il ne fait I'objet que de quelques références éparses.
Dans cette période, plusieurs théorémes sont établis dans des contextes
théoriques différents par des auteurs comme Weyr [1890] ou Autonne
[1905] (encart 5). Ces résultats distincts seront pergus dans les années
trente du XX° siécle comme équivalents au "théoréme de Jordan de
décomposition matricielle".

- De 1907 a 1930, le "théoréme de Jordan de décomposition matricielle"
joue un rdle essentiel dans I'élaboration d’une nouvelle organisation
théorique (encart 2,2). Les nombreux traités sur la théorie des matrices
publiés dans les années trente du XX® siecle s’articulent autour de ce
théoréme dont le contenu renvoie a des résultats distincts établis entre
1880 et 1930, le plus souvent sans aucune référence & Jordan ().

Le découpage en trois parties qui structure le plan de cette thése de doctorat
reflete les trois périodes ainsi mises en évidence : 1870-1880, 1880-1907, 1907~

2 \Voir par exemple le traité de Mac Duffy [1933] qui adjoint systématiquement des notes
historiques aux énoncés mathématiques.
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ENCART 2.

Deux extrémités du spectre d’une question d’identité.

1. La forme canonique de Jordan en 1870.

Le théoreme suivant est énoncé par Jordan dans sont Traité des Substitutions de 1870. Un jeu
de couleur similaire a celui qui a été appliqué au théoréme contemporain cité a la page 13 fait
apparaitre les termes de substitution linéaire, facteur irréductible, partage en systémes
d'indices correspondant aux racines d'une congruence irréductible, entiers complexes et forme
simple. Les différences dans les termes employés par Jordan en 1870 par rapport a la
formulation du théoréeme contemporain ou a celle du théoréme de décomposition matricielle de
1943 cité page suivante met en évidence la question d'identité qui fait la problématique de
cette thése.

THEOREME. —Soit
A =X, X,... ax+bx’+..., a'x+b'xX’+..., ...|
une substitution linéaire quelconque a coefficients entiers entre n indices variables chacun de 0 a p-
1; Soient F, F’, ... les facteurs irréductibles de la congruence de degré n
a-K a'
b b-K ..|=0(mod.p)

I, I’, ...leurs degrés respectifs ; m, m’, ... leurs degrés de multiplicité ;
On pourra remplacer les n indices indépendants x, x’, ... par d’autres indices jouissant des propriétés
suivantes :
1° Ces indices se partagent en systemes correspondants aux divers facteurs F, F’,... et contenant
respectivement Im, I’'m’,... indices ;
2° Soient Ko, Ky, ..., K¢ les racines de la congruence irréductible F=0 (mod.p) ; les n_indices du
svsteme correspondant a F se partagent en | séries correspondantes aux racines Ko, Ky, ..., Ki-1 ;
3° Les indices de la premiére série de ce systéme sont des fonctions linéaires des indices primitifs,
dont les coefficients sont des_entiers complexes formés avec I'imaginaire K, ; ils constituent une ou
plusieurs suite yo, Zo, Uo,..., Y0, Z'0,-.- 5 ... (*) telles que A remplace les indices yo, Zo, Uo, ... d’une méme
suite respectivement par Koyo, Ko(Zo+Yo), Ko(Uo+20), ...
4° Les indices de la r+1*™ série sont les fonctions yy, ., Uy,... 5 ¥'r, Z'rv... ; ... respectivement conjuguées
des précédente, que I’'on forme en y remplacant K, par K, ; A les remplace respectivement par

Keyr, Ke(@ze+yn), Ke(ur+zy,...5...)

Cette forme simple
yO'ZO’UO""’ yIO [ KOyOY KO(ZO + yo)v K0 (UO + ZO)""! KOylo
YirZy U Y KoY Ki(zg + Y30) Ky (U +2,),0, Ky

a laquelle on peut ramener la substitution A par un choix d’indice convenable, sera pour nous sa
forme canonique,
[Jordan, 1870, 127].
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1930. Préciser ce premier découpage nécessite d’étudier la maniere dont les
textes et acteurs des périodes considérées s’organisent en réseaux. L’analyse
des références bibliographiques des textes du corpus général conduit a
distinguer des réseaux cohérents de textes, essentiellement distincts les uns
des autres et ne correspondant pas globalement a des théories. Ces réseaux ne
sont cependant pas sans présenter des points de contacts, des communications.
Des graphes permettent de représenter les liens entretenus par les différents
textes d’'un méme réseau et la maniére dont s’articulent les réseaux eux-
mémes, ils montrent notamment I’existence de points de convergences, de
nceuds, dans I'entremélement des références bibliographiques (encart 1). Le
Traité des Substitutions de 1870 dans lequel Jordan énonce sa forme canonique
n’est pas toujours un point de convergence. D’autres nceuds apparaissent et
correspondent a des auteurs, des théories, des lieux et des époques variés. A
chaque réseau cohérent isolé par la recherche bibliographique correspond un
chapitre de cette thése. C’est a partir du réseau qui lui est associé que chaque
chapitre se voit associer une périodisation et une problématique. Une
représentation graphique simplifiée du réseau considéré est placée dans un
encart en ouverture du chapitre associé.

Un premier résultat de cette méthodologie d’établissement de réseaux par
épuisement des références bibliographiques est que I'histoire du théoréme de
Jordan doit s’envisager sur une période longue et ne peut se réduire a I’histoire
d’une théorie avant I'algébre linéaire des années trente du XX® siecle (). lly a
un seul théoréme de Jordan dans les manuels a partir de 1930-1940 et cette
fixation exige a la fois une histoire archéologique et une histoire qui s'intéresse
a la postérité du résultat établi par Jordan en 1870. Aux deux bornes extrémes
de la périodisation, aux limites du spectre de la dynamique de la question
d’identité, figurent deux théorémes distincts et ce travail de doctorat peut tout
a la fois se concevoir comme une histoire du théoréme de réduction des
substitutions a une forme canonique énoncé par Jordan en 1870 et une
préhistoire du théoréme de décomposition matricielle des années trente du XX°®
siécle (encarts 2,1 et 2,2) (*). La richesse de I'histoire du théoréme de Jordan
provient souvent de ce qui échappe a une description mathématique
contemporaine. Dans son ouvrage intitulé Un théoreme de Fermat et ses
lecteurs, Catherine Goldstein [1995] a montré la pertinence de la question
d’identité pour décrire des évolutions qui ne relévent pas simplement d’une

8 C'est précisément quand l’algébre linéaire ou plus précisément la théorie des matrices
canoniques, s'organise en une théorie dans les années trente que I’histoire de cette thése s’achéve.

* Les termes "histoires” et "préhistoires” prennent ici la signification qu’en donne Christian Gilain

dans le cadre de son histoire du "théoréme fondamental de I’algébre".
La notion d’histoire d’'un théoréme va sans doute moins de soi que celle d'histoire d’'une
théorie. Aussi n’est-il pas inutile de préciser quelque peu le vocabulaire utilisé dans cet
article ; nous parlons de début de I'*histoire (au sens strict)" quand, dans le cadre d’une
théorie, apparait un texte ou figurent a la fois un énoncé relativement précis et une
démonstration assez sérieuse (méme si elle est lacunaire) du théoreme. Nous nommons
alors "préhistoire” du théoreme la séquence antérieure ou figurent de premiéres formes
du théoréme, manquant d’exactitude ou de généralité; c’est une période qui non
seulement précéde mais prépare I'histoire [...]. [Gilain, 1991, 22].

A la différence du théoréme de Jordan étudié dans cette thése, le "théoreme fondamental de

I'algébre” est nommé d'aprés une théorie et ne pose donc pas de question de postérité.
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ENCART 2.

Deux extrémités du spectre de la question d’identité.

2. Le théoréme de décomposition matricielle des années trente du XX° siécle.

Un jeu de couleur porté sur le théoreme suivant extrait d'un manuel publié par Mac Duffee en
1943 fait apparaitre les termes matrice, fonction minimale, semblable, blocs, diagonale, lignes,
colonnes, corps algébriquement clos. En comparant avec I'énoncé de Jordan de 1870 cité a la
page précédente, on voit notamment que les termes semblables, diagonale, blocs associés a la
représentation matricielle donne une signification différente au terme forme employé par les
deux théorémes de 1870 et 1943.

La qualificatif "familiere" associé a la dénomination "forme normale de Jordan" manifeste la
fixation du théoréme de Jordan dans les manuels a partir des années trente du XX° siécle.

[...]THEOREM 65. Every non derogatory matrix whose_minimum function is [I(xX)]" where I(x) is
irreductible of degree j is similar to a matrix of the type (35) with h blocks along the diagonal.

00 -] 000 000
10—, 000 OO
01 -, 000 000
001 00 -l 000
(35)

000 10 -L 000
000 (01 -] 000
000 001 00 —I
000 000 10 -l
000

000 01 -1

The case where F is the complex field, or in fact any algebraically closed field, deserves special
mention. In this case we can write

M(X) = (X=%,)" (X~ X)X~ %,)"

so that A is similar to a direct sum of matrices of the form

x 0 0 00
1 x 0 00
0 1 x 00
(36) B = ,
00 1 00

0 0 0 .1 x|

of h; rows and columns. This the familiar Jordan normal form of a matrix with complex elements.
[Mac Duffee, 1943, 114-121]
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activité mathématique de recherche de nouveaux résultats ou de meilleures
preuves. Une démonstration mathématique est structurée tout autant par des
non dits que par des procédés déductifs de nature logique. Des implicites du
savoir mathématique tiennent a des types d’intuitions tacites, des modes de
pensées locaux, des idéaux disciplinaires et des méthodes indissociables d’un
contexte culturel et social daté. La méthodologie des réseaux vise a permettre
une description de cultures mathématiques, de leurs interactions et
communications. Elle permet de préciser la métaphore de la tresse appliquée a
I’énoncé contemporain du théoreme de Jordan : la mise en évidence de réseaux
distincts permet de poser la question des communications, des convergences,
c'est-a-dire de la maniére dont des cultures locales se tressent et participent
de I’histoire plurielle d’'un théoréme sur la période 1870-1930.

Le choix de clore la période étudiée par les années trente du XX° siécle tient a
la nouvelle identité que donne au théoréme de Jordan son énoncé comme
théoreme de décomposition matricielle au sein d’une théorie mathématique
internationale, I'algebre linéaire. "Représentation”, "forme" et "décomposition"
sont des mots clés des énoncés du théoréme de Jordan dans les années trente
(encart 2,2). Qu’est ce qu’une forme en mathématiques et qu’est-ce qu’une
représentation ? Ces deux questions s’averent indissociables d’une réflexion sur
I'identité du théoreme de Jordan. D’un point de vue contemporain, la notion de
matrice donne forme a la représentation linéaire d’un groupe d’opérateurs sur
un espace de dimension finie. Forme et représentation ont tous deux une
signification bien fixée par la notion de matrice. A I'opposé, le qualificatif de
"forme"”, envisagé sur une longue durée, renvoie a des significations trés
diverses qui ne sont pas sans rapport avec les différents objets que le
mathématicien contemporain a coutume de représenter par un méme concept
de matrice. Différentes relations d’équivalences donnent a la forme matricielle
différentes significations qui renvoient a des moments distincts de I’histoire :
similitude pour les systémes d’équations différentielles linéaires a coefficients
constants et les substitutions linéaires, congruence pour les formes
guadratiques, équivalence pour les systemes linéaires, les formes bilinéaires
ou plus généralement les modules de types finis. Si dans les années trente, la
représentation matricielle fait unité en écrasant la pluralité de son histoire, la
question de l'identité du théoréme Jordan implique de défaire la tresse de la
notion contemporaine de matrice en suivant les fils des significations diverses
et souvent implicites revétues par le terme "forme" tout au long du XI1X® siecle.

Envisager I'histoire du théoréme de Jordan comme une histoire de formes
renvoie a s’interroger sur un terme qui, bien que fréguemment employé dans un
cadre mathématique, n’est pendant longtemps soutenu par aucune définition
explicite. Dans son histoire de la théorie des nceuds, Moritz Epple [1999] met en
évidence le rdle joué par la représentation imagée pour la mathématisation
progressive de I'idée naive de nceud. Je copie un artifice employé par Epple
dans son introduction et propose en encart 3 quelques citations de textes
d’époques variées dans lesquelles figure le terme "forme". Quelques mots clés
s’en dégagent : invariants, transformations, équivalence, réduction, simplicité,
algébre, arithmétique, mécanique. Ces mots clés manifestent la diversité de
représentations des "formes” mathématiques dans des contextes théoriques
variés. Ces représentations sont souvent les guides implicites des méthodes,
des intuitions, des idéaux qui font les différentes identités du théoréme de
Jordan, résultat portant sur une méthode de décomposition indissociable d’'une
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ENCART 3.

Quelques exemples d’emplois du terme "forme" en mathématiques.

Traité des substitutions. [Jordan, 1870, 127] :
Cette forme simple

YorZosUgreens Yo KoVo, Ko(Zg +Yo) Ko (Ug +20),.., Ko V'
YirZp U Yo Ky Ki(zg + Y30), Ky (U + 7). KLY

a laquelle on peut ramener la substitution A par un choix d’indice convenable, sera pour nous sa
forme canonique.

"Sur un théoréme des fonctions homogenes du second degré”, [Weierstrass, 1858, 233,
traduction F.B.] :
Soit deux fonctions homogenes du second degré @, W de n variables xi, X, ...., alors il est en général
possible, de les représenter de cette méme forme
® = 0;+0,+...+6,
Y = 5,8:+5,0,+... 45,0,
01, 0,, ...,0,, étant des expressions quadratiques homogénes des Xi,...X, €t Sy,... , S, des constantes.
Si, on note par s une grandeur arbitraire, le déterminant de s®-¥ par f(s), alors les valeurs s; sont
des valeurs de s pour lesquelles f(s)=0.
Cette transformation de @, W est une des taches algébriques des plus intéressantes et importante
gue I'on rencontre dans le cadre de problemes de natures les plus différentes

Meécanique Analytique. [Lagrange, 1788, 243-286] :

Cependant comme ces équations [les équations de la mécanique] peuvent avoir différentes formes
plus ou moins simples, & surtout plus ou moins propres pour I'intégration, il n’est pas indifférent
sous quelle forme elles se présentent d’abord ; & c’est peut-étre un des principaux avantages de
notre méthode, de fournir toujours les équations de chaque probléme sous la forme la plus simple
relativement aux variables qu’on y emploie, & de mettre en état de juger d’avance quelles sont les
variables dont I’emploi peut en faciliter le plus I'intégration. Nous allons donner ici pour cet objet
quelques principes généraux, dont on verra ensuite I'application dans la solution de différens
problémes.

"Sur la théorie des formes quadratiques”, [Hermite, 1853, 225] :
Deux formes sont dites équivalentes lorsqu’on peut obtenir I'une d’elles en faisant dans I'autre une
substitution linéaire et homogéne, a coefficients entiers et de déterminant un. C’est cela du moins
gue consiste I'équivalence arithmétique. En admettant des quantités quelconques pour les
coefficients de la substitution, on aura la notion de ce qu’on peut appeler I’équivalence algébrique.

La théorie des matrices canoniques [Turnbul et Aitken, 1932] :
The theory of canonical matrices is concerned with the systematic investigation of types of
transformation which reduce matrices to the simplest and most convenient shape.
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forme de représentation. Si cette introduction a déja permis de présenter un
plan général de ce travail, il reste a expliciter plus avant certaines
problématiques et hypothéses de travail par une présentation plus détaillée des
trois parties qui structurent cette thése et portent des éclairages différents sur
la question de I'identité du théoréme de Jordan dans I'histoire.

Les convergences du réseau de textes associé a la période 1870-1880
s’entrelacent en un nceud qui méle, en 1874, les références a quatre auteurs
principaux : Jordan, Weierstrass, Kronecker et Frobenius. En 1874 une vive
controverse oppose Camille Jordan & Leopold Kronecker sur une querelle de
priorité suscitée par la rencontre de deux théorémes. L’'un, énoncé par Jordan
dans le cadre de son Traité des substitutions de 1870, établit une forme
canonique des substitutions du groupe linéaire (encart 2). L’autre, établi par
Karl Weierstrass en 1868, énonce un systeme complet d’invariants des couples
non singuliers de formes bilinéaires : les diviseurs élémentaires (encart 4) (°).
Le théoréeme de Jordan est-il le méme que celui de Weierstrass ? Poser cette
question, c’est formuler le probléme de I'identité du théoréme de Jordan comme
relevant d’une distinction entre équivalence et indépendance mathématique de
deux théoremes. La premiére partie de ce travail est toute entiére consacrée a
la querelle Jordan-Kronecker de 1874 et propose I’histoire de la construction
d’'une équivalence mathématique (°). La théorie des formes bilinéaires de
Frobenius [1878-1879] vient clore la périodisation considérée et donner une
issue a la controverse par une premiére démonstration compléte de
I’équivalence des théoremes de Jordan et Weierstrass. Au cceur de
I'organisation théorique de Frobenius, un unique théoréme énonce des
invariants inspirés des travaux de Weierstrass et Kronecker; la forme
canonique de Jordan apparait comme corollaire. La réponse de Frobenius a la
question d’identité n’est cependant pas définitive. Comment préciser ce qui,
dans une question d’identité, n’est pas réductible au seul énoncé d’une
équivalence mathématique ? Les arguments qu’opposent Jordan et Kronecker
relévent moins de la technicité mathématique que d’idéaux sur ce que doit étre
I'algébre, I'arithmétique, la généralité ou encore la simplicité. Opposition de
deux théoremes, la querelle Jordan-Kronecker est également la rencontre de
deux cultures mathématiques et met en évidence des idéaux, des pratiques et des
associations disciplinaires locales.

Formes canoniques contre invariants, simplicité contre effectivité, certaines des
questions posées par la controverse de 1874 restent ouvertes pour longtemps.
Le travail sur la controverse de 1874 mené dans la premiére partie de cette
thése permet de spécifier un moment historique de référence a partir duquel est
conduite I'étude de I'histoire de la période 1880-1907. La dynamique de la
tension forme canonique/ invariants permet notamment de mettre en évidence
des mouvements historiques ne se réduisant pas a des réorganisations
théoriques du savoir mathématique et qui n’ont pas été abordés par

® Voir I'encart 6 pour une définition des diviseurs élémentaires et une formulation de leurs
relations avec le théoréme de Jordan. Les relations entre les diviseurs élémentaires et la forme
canonique d'une matrice sont détaillées de maniére contemporaine en annexe 1.

® L'histoire du théoréme des diviseurs élémentaires de Weierstrass a été étudiée par Thomas

Hawkins [Hawkins, 1977b]. La premiére partie de cette thése reprend et compléte les travaux de
T. Hawkins.
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ENCART 4.

Les diviseurs élémentaires de Weierstrass.

[Weierstrass, 1868, 21] :
Es werde durch die Substitutionen

X :Zh17u7""’xn :zhnyuy

(7) 14 7
Y1 :Zklrv7""’yn :anrvrf

7 14

WO U, ..., Uy und vy, ..., v, neue Veranderliche bedeuten, hiy, ..., ho, Ki, ..., Ko @aber Constanten,
welche keiner anderen Beschrankung unterworfen sind, als dass die Determinanten

By Py, Kyprooor K,

nicht gleich Null sein durrfen, die Form

P(X1,....Xn/Y1,...,Yn) in €ine P’(uy,...,Un/V1,...,Vn) 5
und zugleich

Q(X1y-+- XnlY1,.-.,¥n) in €ine Q'(Uy,...,Un/Vy,...,Vn)
verwandelt ; so stimmen die Determinanten der beiden Formen

pP+qQ, pP’+qQ’

in ihren Elementar-Theilern tberein.
Und umgekehrt, wenn zwei Formen-Paare P(X1,.... Xn/Y1,-.52¥n)  ,P’(U1,...,Un/V1,...,Vn) ;und
Q(X1y- e XnlY1,.-,¥n) » Q'(Ug,...,Un/Vs,...,V,) gegeben sind, und es stimmen die beiden Determinanten
[P,Q], [P’,Q'] in ihren Elementar-Theilern tberein ; so kénnen auch stets die Coefficienten (hi,
..., hnn) und (Kuy, ..., Knn) S0 bestimmt werden, dass durch die unter (7.) angegebenen Substitutionen
P in P’ und zugleich Q in Q' Gbergeht.

[Traduction, F.B.]. Si par les substitutions

X =Y hu .. X, =>h u

(7) /4 /4
Yy :zklyvy""’ Yn :Zkrwvy

/4 7

ou Uy, ..., Up et vy, ..., v, sont des nouvelles variables et hyy, ..., hn, Ku1, ..., knn des constantes, qui ne
sont soumises a aucune condition sauf que les déterminants

Ny Py, KooKy

ne doivent pas étre nuls, la forme P(xy,....Xn/y1,...,yn) S€ transforme en une autre
P’(uy,...,Un/V1,...,Vn); et de méme Q(Xi,...,.Xn/Y1,...,Yn) €N Q’(Uy,...,Un/Vy,...,vn);alors les diviseurs
élémentaires des déterminants de chaque forme pP-+qQ, pP’+qQ’ coincident.
Et inversement, quand deux couples de formes

P(X1,-- - XnlY1, . ,¥n) P’ (Us,. 0, UnfVa, .. Vi) 5
et

Q(X1y+- - XnlY1,-,¥n) » Q'(Us,...,UnV1,... V)
sont donnés dont les diviseurs élémentaires des déterminants

[P.Q][P",Q]

coincident ; alors il est toujours possible de déterminer les coefficients (hia, ..., hnn) et (K, ..., Knp)
telle que par les substitutions (7.) P vasur P’ et Q sur Q’.
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I'historiographie des théories mathématiques de la période 1870-1930. La
deuxieme partie de cette thése aborde la question de I'identité du théoreme de
Jordan par I'examen de réseaux en lesquels s’organisent un grand nombre
d’auteurs et de textes sur la période 1880-1907. L’étude des convergences des
références bibliographiques met en valeur un mémoire publié en 1890 par un
mathématicien presque inconnu de I’historiographie, Eduard Weyr. Dans
I’'ambition de restituer I'originalité d’une pensée, un parti pris de la rédaction
de la deuxiéme partie de la thése est de structurer I'étude de la période 1880-
1907 par un suivi fidele du texte de Weyr de 1890 et la présentation des
différents réseaux qui s’y rattachent. Présenter le mémoire de Weyr comme un
point de convergence permet de décrire les différences influences qui se mélent
pour constituer une nouvelle méthode mathématique de décomposition
indissociable d’'un mode particulier de représentation: la décomposition
matricielle du théoréme d'Eduard Weyr (encart 5).

La troisieme partie de cette thése est consacrée au théoréme de Jordan de la
décomposition matricielle. Ce théoréme des années trente se présente comme
une tresse de notions et méthodes élaborées au sein de réseaux distincts entre
1870 et 1930. Son histoire est abordée comme la construction d’une culture
mathématique commune. De jeunes enseignants chercheurs comme Autonne,
de Séguier, Lattes ou Chatelet prétent aux matrices des vertus pédagogiques
qui leur permettent d’exposer leurs recherches les plus récentes dans des
traités d’enseignement. Ces préoccupations pédagogiques interrogent
directement la recherche sur des questions nouvelles et impulsent le
développement de la théorie des matrices canoniques par une dynamique de
va-et-vient entre enseignement et recherche. La problématique de la troisieme
partie s’élabore autour d’'une hypothése de travail selon laguelle la "production
mathématique ne peut étre séparée a priori par I’historien des conditions de sa
reproduction” [Belhoste, 1988, 292]. L’enseignement des mathématiques ne se
réduit pas au rdle secondaire de communication, de transmission et
vulgarisation du savoir mathématique, il est essentiel pour rendre compte de la
socialisation, de la mise en commun qui donne au théoreme de Jordan une
nouvelle identité dans les années trente du XX° siécle.
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ENCART 5.
Le théoréme de Weyr de 1885.

Le théoreme ci-dessous est énoncé par Eduard Weyr en 1885 de maniére totalement
indépendante des travaux de Jordan. Dans les années 1930, ce théoréme sera présenté comme
I'une de des principales méthodes de démonstration du théoréme de Jordan de la
décomposition matricielle.

"Répartition des matrices en espéces et formation de toutes les espéces," [Weyr, 1885b , 966] :

Soient M une matrice quelconque d’ordre n et py une racine auple de M. En formant les puissances
de M-, on tombe nécessairement sur une puissance (M-p,)° qui est de nullité a ; les puissances
plus élevées sont de la méme nullité.
Désignons par

Oy, O3 +00,..., O +0p+...+0, = O
les degrés de nullité des matrices

M-Ha, (M-Hg)?,...,(M-}q)°

[....] Pour abréger, je dis que la racine pq a pour caractéristiques les nombres (a, 0,0o,...,0p).
[...] Je dis, de deux matrices d’ordre n, qu’elles sont de méme espéce si elles possédent les mémes
racines aux mémes caractéristiques.
M et N étant deux matrices de méme espece, on peut toujours assigner des matrices Q, de nullité zéro,
telles qu’on ait N=Q*MQ.
Et, réciproguement [...] je dis qu’il existe toujours des matrices d’ordre n, ayant les racines g,
Hg.....Hr @ux caractéristiques respectives (0, 0g,...,0p), (B, B1,..-.Ba).---» (A, A, A, les valeurs pq, g, ...,
U étant arbitraires, mais distinctes entre elles.
Pour cet effet, désignons par G,.1..« la matrice zéro, et d’ordre a,,, et posons successivement

(llpfz
(). )
0 .. 0 0 .. 0
Gp—2 —pa — Gp—l—/_ta ’ Gp—3 —pa — P=2-1, )
Aoa g 0 Az 0
(). (al)
0 0 0 0
Glfucx - GZ*#,, B prcx - Gl—,u,,
% 0 0 A 0 0
[...] Les compartiments A,_;, Ay, ..., A; sont formés de la maniére suivante :
(,)
0 (a,) (@)
0 010 ..0
0 ..001 .0
Apfl = 0 0 1 (apfl)y 'A\p_2 — O O 0 0 1 (ap_z)’
00 0 0 ..0O0O
00 0 0 .. 000 .0

24




Un dernier mot de cette introduction concerne la forme de rédaction adoptée
proposant un texte en deux parties faisant vivre un discours commun. Des
encarts, placés en regard du corps du texte, proposent des discours paralléles,
des inédits, des extraits de textes originaux, des précisions historiques ou
mathématiques, bref toutes sortes de compléments venant éclairer une trame
principale. Certains encarts constituent de véritables discours paralléles au
texte principal qu’ils viennent éclairer sous un angle différent. D’autres sont
I'occasion d’entrer dans le détail des textes mathématiques et présenter les
argumentations venant soutenir les assertions de cette thése. La forme que
donne au texte de la thése ce discours a plusieurs voix vient appuyer une
position épistémologique selon laquelle I'histoire d'un théoreme ne peut se
réesumer a une liste d'énoncés de résultats mais est plutdt constituée de
lectures multiples et de cadres de références qui évoluent. Les encarts occupent
les pages de gauche, ils sont caractérisés par une mise en page spécifique et
appelées par des références portées dans le corps du texte. La lecture n’en est
jamais indispensable et ne présuppose aucun ordre.

Trois annexes viennent donner, sous forme contemporaine, des compléments
mathématiques sur les notions abordés dans la thése.
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ENCART 6.

Le rble de la représentation matricielle dans I’énoncé d’une identité entre forme
canonique et diviseurs élémentaires dans les années trente.

[Wedderburn, 1933] :

Theorem 6. If A, A,,...,As are any constants, not necessarily all different and vy, v,,...,vs are positive
integers whose sum is n, and if a; is the array of v; rows and columns given by
4 1 0 . 0 O

0 4 1 ..0 0
(10)

0 4 1
0 4
where each coordinate on the main diagonal equals A;, those on the parallel on its right are 1, and
the remaining ones are 0, and if a is the matrix of n rows and columns given by
Q

a
a= 2 a1

a

S

composed of blocks of terms defined by (10) arranged so that the main diagonal of each lies on the
main diagonal of a, the other coordinates being 0, then A-a has the elementary divisors

(A-A)(A-24)" ., (A - 4" 12)
[-]

If A is a matrix with the same elementary divisors as a, it follows from theorem 5, that there is a
matrix P such that A = PaP™* and hence, if we choose in place of the fundamental basis (ey, €,..., €n)
the basis (Pej, Pe, . Pey), [...] (11) gives the form of A relative to the new basis. This form is called
the canonical form of A.
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Premiere partie.

La controverse
Jordan - Kronecker

De 1874.
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INTRODUCTION.

[...] dans le Mémoire de M. Jordan "Sur les formes bilinéaires" (Journal de M.
Liouville, 2° série t. XIX, pp. 35-54), la solution du premier probléme n’est pas
véritablement nouvelle ; la solution du deuxiéme est manquée, et celle du troisiéeme
n'est pas suffisamment établie. Ajoutons qu’en réalité ce troisieme probléme
embrasse les deux autres comme cas particuliers, et que sa solution compléte résulte
du travail de M. Weierstrass de 1868 et se déduit aussi de mes additions a ce travail. 1l
y a dong, si je ne me trompe, de sérieux motifs pour contester a M. Jordan I'invention
premiere de ses résultats, en tant qu’ils sont corrects ; [...].

[Kronecker, 1874b, 19 (les italiques sont dans le texte original)].

Une vive controverse oppose en 1874 Camille Jordan a Leopold Kronecker. Une série
de notes et de mémoires, publiés aux Académies de Paris et Berlin ainsi que dans le
Journal de Liouville (* , sont autant d’attaques et contre attaques “"sur la scéne
publique" [Jordan, V12a2X1855]. Dans la sphére privée, un échange épistolaire a lieu
durant I'hiver 1874 et cette correspondance inédite, conservé par les archives de
I’école Polytechnique, est présentée dans les encarts de ce chapitre (?).

La querelle a pour origine I'ambition de Jordan, formulée dans une note aux
Comptes Rendus de 1873, de réorganiser la théorie des formes quadratiques et
bilinéaires autour d’une unique notion qu’il qualifie de "simple" : la notion de forme
canonique.

On sait qu’il existe une infinité de manieres de ramener un polyndme bilinéaire

P= ZAqeXayp (0=1,2,...,n, f=1,2,...,n)
a la forme canonique Xiy;+...+XmYm, [...] par des transformations linéaires opérées
sur les deux systemes de variables X,..,X,, Y1,..,Yn. Parmi les diverses questions de ce
genre que I'on peut se proposer, nous considérons les suivantes :
1. Ramener un polynéme bilinéaire P a une forme canonique simple par des
substitutions orthogonales opérées les unes sur Xi,...,X,, les autres sur y,...,Yn.
2. Ramener P a une forme canonique simple par des substitutions linéaires
guelconques opérées simultanément sur les x et les y.
3. Ramener simultanément a une forme canonique deux polyndmes P et Q par des
substitutions linéaires quelconques, opérées isolement sur chacune des deux séries de
variables.
[Jordan, 1873, 1487].

Qu’est ce qu’une forme bilinéaire en 1874 ? La controverse signale les enjeux
nouveaux portés par une notion encore jeune, puisque elle est développée dans les
années 1860 par un petit groupe de géométres berlinois dans le contexte de I'un des
grands domaines de recherches de I’époque : la théorie des fonctions elliptiques et

! L'appellation Journal de Liouville désigne le Journal de mathématiques pures et appliquées lancé en 1836
par Joseph Liouville. Le mémoire de D.E.A. de S. Duvina propose les grandes étapes de I'histoire de ce
journal [Duvina, 1994] et une thése de doctorat est actuellement consacrée au Journal de Liouville par N.
Verdier.

2 Voir la présentation de la correspondance mathématique de Jordan par la conservatrice des archives,

Claudine Billoux [Billoux, 1985]. Les inédits sont référencés par la cote V12a2X1855 des archives de I’'Ecole
Polytechnique.

28



abéliennes (°). La note de Jordan est la premiére publication parisienne consacrée
aux "polynémes bilinéaires" et la querelle qui en résulte se présente d’abord comme
un fort moment de communication entre Paris et Berlin (*). Dans les années 1874-
1880, la notion de forme bilinéaire passe d’un sujet de recherche local a une théorie
d’envergure internationale. Ce passage procéde d’'un double mouvement. D’une part
la notion de forme bilinéaire s’affirme comme participant d’'une théorie autonome,
elle se détache du contexte local de sa création et tient d’'une mathématique pure,
une mathématique des formes. Dans le méme temps, c’est sa capacité a s’appliquer
dans divers domaines des mathématiques qui permet a la mathématique des formes
de s'enrichir d'une épaisseur théorique. La classification proposée par Jordan pour
ordonner la théorie met en évidence une diversité de domaines d’interventions : en
théorie des nombres, géométrie, intégration des équations différentielles. Dans la
citation de Jordan ci-dessus, la "forme canonique" x;y1+...+XnyBn généralise la loi
d’inertie de la théorie des formes quadratiques, le probléme 1 fait référence a la
classification des fonctions homogénes du second degré réalisée par Cauchy en 1829
dans un cadre géométrique, le probléme 2 renvoie a la question arithmétique de
I’équivalence des formes quadratiques dans la tradition de Gauss et des Disquitiones
Aritmeticae de 1801 et le probléme 3 provient de la théorie des systémes d’équations
différentielles linéaires a coefficients constants remontant au XVI11° siecle. C’est par
sa grande étendue d’applications que la notion de forme bilinéaire accéde, dans les
années 1870, au statut de théorie autonome (°). La controverse a donc un enjeu
véritable qui est d’organiser lI'objet et les méthodes d’une théorie désormais destinée
a jouer un role essentiel dans les mathématiques (°).

Quelle est cette mathématique des formes ? Appartient-elle a I'algébre ou a
I'arithmétique ? Lorsque Jordan propose d’articuler la théorie par la notion de forme
canonique, la réplique de Kronecker ne se fait pas attendre et une querelle de
priorité se développe sur [Il'opposition de deux théoremes, découverts
indépendamment et dans des théories différentes. L’'un, du a Weierstrass [1868]
définit des invariants, les diviseurs élémentaires, pour caractériser I’équivalence des
couples de formes bilinéaires (encart 2); I'autre, énoncé par Jordan en 1870, définit
une forme canonique des substitutions linéaires dans un contexte de travaux sur la

3 Des recherches sur la transformation des fonctions théta de plusieurs variables sont a I’origine de la
publication, en 1866, de deux mémoires de Christoffel et Kronecker qui revendiquent la création d’une
théorie des formes bilinéaires. L’histoire des formes bilinéaires dans les années 1860 est abordée dans le
chapitre 11 de ce travail.

* Le terme "polynéme bilinéaire" utilisé par Jordan en 1873, pour désigner I'expression ZAqXays, illustre la
communication scientifique qui passe par la controverse : des 1874, Jordan le remplace par I’expression
"forme bilinéaire" de Kronecker qui renvoie a I’'arithmétique des formes de Gauss.

® En termes contemporains, la "forme canonique" xiy:+...+Xmym permet de déterminer les classes
d’équivalence des matrices carrées pour la relation d’équivalence (ARB /i LP, QeGL.(E), PAQ=B).
Le probléme 1. consiste en I’étude de la relation de similitude des matrices orthogonales (ARB & L P e
O(E), P'AP = B). Le probléme 2 renvoie a la congruence des matrices (ARB A LPeGL,(E), 'PAP=B). Le
probleme 3 a I’équivalence des couples de matrices (A,B).
Le probléme 3 intervient pour la résolution des systéemes d’équations différentielles AY”’+BY=0. Dans le
cas particulier ou B=I, la relation d’équivalence des couples (A,l) est identique a la relation de similitude
des matrices A: B = P™AP. Comme le fait remarquer Kronecker, le 3° probléme suffit & déduire les deux
autres : le probléme 1. revenant a I’étude de la congruence du couple (A,l) et le 2. de I'équivalence du
couple (A, 'A).

® Les nouveaux enjeux de la théorie des formes bilinéaires conduisent & la publication d’'un mémoire de
Frobenius en 1878, trés influent jusqu’en 1930. Voir la partie Il pour une discussion du terme
"application" et des "enjeux" qui lui sont liés. En termes contemporains, la notion de forme bilinéaire joue
pendant longtemps un role analogue a celui que jouera la notion de matrice dans I’algebre linéaire du XX°®
siécle.
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résolubilité des équations algébriques (encart 4) (). Forme canonique ou invariants ?
La question de méthode dépasse la simple querelle de priorité tant elle est percue
comme exemplaire de la capacité de I’algébre a atteindre la généralité : si la réduction
d’un couple (A,B) & une forme canonique simple (xiyi+...+Xwyn , SiXiy1+...+SnXmym) €St
toujours possible dans le cas particulier ou les racines s, s, ...,s, de I’équation
caractéristique |A+sB|=0 sont toutes distinctes, le théoréme de Weierstrass permet,
pour Kronecker, de dépasser ce cas particulier et d’atteindre la "vraie généralité"; il
fait de la théorie des formes bilinéaires une des rares théories algébriques développée
"dans toutes ses particularités”, un modele de généralité face aux anciennes
méthodes négligeant I'occurrence de racines multiples et critiquées comme
"formelles". Lorsque, en 1873, Jordan se propose de traiter le probléme par une
méthode qu’il juge non seulement plus "simple" mais aussi plus "générale" (%), la
controverse qui s’ensuit voit s’opposer des idéaux disciplinaires forts sur ce que doit
étre le role de I'algebre et sa capacité a atteindre la généralité.

Cette premiére partie est toute entiére consacrée a ce moment particulier de
communication gu’est la controverse Jordan-Kronecker. La richesse des arguments
déployés donne un acces original a I'histoire des mathématiques. En effet, le
discours de Kronecker méle argumentation mathématique et recours a I’histoire. De
fait, la controverse mathématique entraine aussi I'’écriture d’une histoire des
méthodes mises en ceuvre sur la période 1760-1860 par des auteurs comme
Lagrange, Laplace, Cauchy, Hermite et Weierstrass au sein de la discussion des
petites oscillations, ensemble cohérent de textes qui, sur une période longue, se
répondent, se citent, discutent d’un probléme de mécanique résolu par Lagrange en
1766. Comment les méthodes des petites oscillations, nées de la mathématisation des
vibrations d’'une corde par des systémes d’équations différentielles se trouvent-t-
elles, en 1874, au cceur d’une controverse sur ce que doit ou ne doit pas étre la
mathématique des formes ? Le deuxiéme chapitre propose un premier éclairage de la
controverse qui met en lumiere la facon dont les idéaux disciplinaires opposés par la
qguerelle de 1874 sont indissociables d’'une certaine écriture d’une histoire des
mathématiques de la période 1766-1870.

Cette partie s’articule en trois chapitres. Le premier chapitre détaille les idéaux
disciplinaires opposés par Jordan et Kronecker en 1874. Le second présente la
controverse comme I'opposition de deux fins données a une longue discussion
mathématique se développant sur la période 1766-1874. Enfin, le troisieme chapitre
aborde la querelle comme rencontre de deux cultures mathématiques distinctes, il
s’achéve par une étude de la communication dont la controverse est le vecteur et qui
aboutit a la formulation d’une équivalence mathématique des théorémes de
Weierstrass et de Jordan au sein de la nouvelle théorie des formes bilinéaires
élaborée par Frobenius en 1878-1879.

” Consulter les encarts 2 et 4 de I'introduction générale pour des énoncés des théorémes de Jordan et
Weierstrass. Les démonstrations de Jordan et Weierstrass sont détaillés dans le chapitre 3.

D’un point de vue contemporain, le théoréme de réduction d'une matrice a coefficient complexe a sa forme
canonique de Jordan est équivalent au théoréme des diviseurs élémentaires (encart 6). Cette équivalence
est explicitée en annexe 1.

8 En termes contemporains, le cas "générique" négligeant I'occurrence de racines multiples se limite aux
matrices diagonalisables. Les diviseurs élémentaires et la forme de Jordan permettent de traiter le cas
général de la similitude des matrices. Un faisceau non singulier sA+B, |A| y0, est équivalent a sl-Jou J

est sous forme de Jordan.
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Chapitre .

La tension
formes canoniques -
Invariants
et les idéaux opposes

par Jordan et Kronecker.
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ENCART 1.

Chronologie d’une querelle.

Jordan. Décembre 1873. "Sur les Polyndmes bilinéaires". Note a I’Académie des Sciences
de Paris.

Kronecker. Décembre 1873. "Ueber schaaren von quadratischen und bilinearen formen"
[1874a]. Mémoire lu & I’Académie de Berlin le 22 décembre 1873.

Kronecker. Janvier 1874. Lettre de Kronecker a Jordan accompagnant I’envoi du
mémoire de décembre [1874a].

Jordan. Janvier 1874. Lettre de Jordan a Kronecker (reproduite en encart 2b).
Jordan. Janvier 1874. Lettre de Jordan a Weierstrass (reproduite en encart 2c).
Kronecker. Février 1874. Lettre de Kronecker a Jordan (reproduite en encart 2d).

Jordan. Mars 1874 . "Sur les formes bilinéaires" [1874a]. Publication dans le Journal de
Liouville du mémoire annoncé par la note de 1873.

Jordan. 2 mars 1874. "Sur la réduction des formes bilinéaires" [1874b]. Note a
I’Académie de Paris.

Kronecker. 10 mars 1874. Lettre de Kronecker a Jordan (reproduite en encart 2e)

Kronecker. Mars 1874. "Ueber quadratische und bilineare Formen" [1874b]. Mémoire
lu a I’Académie de Berlin.

Kronecker. Avril 1874. "Sur les faisceaux de formes quadratiques et bilinéaires" [1874c].
Note a I’Académie de Paris.

Kronecker. Mai 1874. "Nachtrag". Suite du mémoire de mars, lue a I’Académie de
Berlin.

Jordan. Juin 1874. "Sur les systemes de formes quadratiques" [1874d]. Note a
I’Académie de Paris suivie d’un mémoire dans le Journal de Liouville, intitulé "Mémoire
sur la réduction et la transformation des systemes quadratiques".

Kronecker. 1874. "Uber die congruenten Transformationen der bilinearen formen"
[1874d]. Mémoire a I’Académie de Berlin.
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I. GENESE D’UNE QUERELLE.

Le probléme de la transformation des couples de formes bilinéaires est énoncé
pour la premiere fois en 1866 a l'occasion de la parution, dans le Journal de
Crelle (*), de deux mémoires successifs de Christoffel et Kronecker qui
revendiquent la création d’'une théorie des formes bilinéaires. Sa résolution
"générale" fait I'objet de la publication de deux mémoires en 1868 : le premier,
de Weierstrass, définit un systéme complet d’invariants, les diviseurs
élémentaires, pour le cas ou le déterminant du faisceau AA+pB n’est pas
identiquement nul ; le second, de Kronecker, traite le cas singulier ou le
déterminant du faisceau est nul (2. La chronologie semble assurer la priorité a
ceux que Jordan désigne comme les "géometres de Berlin". Pour cette raison, la
posture que prend Jordan est de revendiquer la nouveauté d’'une méthode ("Les
méthodes nouvelles que nous proposons ") indissociable d’idéaux disciplinaires
comme la simplicité ("sont, au contraire, extrémement simples ") et la
généralité (" et ne comportent aucune exception”) (3):

Le premier de ces problémes est nouveau, si nous ne nous trompons. Le
deuxiéme a déja été traité (dans le cas ou n est pair) par M. Kronecker, et le
troisieme par M. Weierstrass ; mais les solutions données par les éminents
géomeétres de Berlin sont incomplétes, en ce qu’ils ont laissé de c6té certains cas
exceptionnels qui, pourtant, ne manquent pas d’intérét. Leur analyse est en
outre assez difficile a suivre, surtout celle de M. Weierstrass. Les méthodes
nouvelles que nous proposons sont, au contraire, extrémement simples et ne
comportent aucune exception. [...] :

Le cas considéré par M. Weierstrass est celui ou, parmi les fonctions de la forme
pP+qQ, il en est une dont le déterminant ne soit pas nul. Nous montrons que,
dans ce cas, la réduction simultanée des deux fonctions P et Q est un probleme
identigue a celui de la réduction d’'une substitution linéaire a sa forme
canonique.

[Jordan, 1873, 7-11].

La réplique de Kronecker a la méthode "simple" et "sans exception”
revendiquée par Jordan ne se fait pas attendre. S’intercalant entre la note de
1873 et la parution du mémoire "Sur les formes bilinéaires" [1874c] qu’elle
annonce, Kronecker riposte le 22 décembre 1873 par une lecture a I'académie
de Berlin d’'un mémoire intitulé "Uber schaaren von quadratischen und
bilinearen formen" [1874a]. Dans ce mémoire, et la contre-attaque de Jordan
gu’il suscite, les deux géomeétres campent des positions sur une querelle de
priorité alimentée par la publication d’'une suite de notes et de mémoire tout au

! L'appellation Journal de Crelle fait référence au Journal fur die reine und angewandte
Mathematik, lancé par August Leopold Crelle en 1826, en Allemagne.

2 Cette origine de la théorie des formes bilinéaires est détaillée dans le chapitre 3.

3 Les trois problémes auxquels Jordan fait allusion ici sont ceux par lesquels il propose d’organiser
la théorie des formes bilinéaires. Voir I'introduction de la premiére partie.
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ENCART 2.

Extraits de la correspondance de Jordan.

Des lettres inédites extraites de la correspondance mathématique de Jordan portent un
éclairage sur la partie privée de la controverse de 1874. Chaque lettre est référencée par la
cote VI2A2X1855 des archives de I'école Polytechnique suivie de la numérotation attribuée
par la conservatrice. L’ambition initiale était de proposer une édition et une traduction de ces
inédits. Mais, au regard de I'introduction de la lettre de Kronecker du 12 février 1874,
présentant des arguments justifiant I’emploi de la langue allemande par I'auteur, il serait
malvenu de proposer une traduction héative et la rigueur nécessaire a une édition des lettres
de Kronecker dépasse le cadre de ce travail. La présentation des inédits reproduits dans cet
encart se limite a un court commentaire suivi du texte original. Seuls les passages cités dans
le corps de la these sont traduits.

La correspondance de Jordan conservée a I'Ecole Polytechnique contient des lettres et des
brouillons sur la période 1867-1896. Les années 1867-1872 sont marquées par des échanges
trés nourris entre Jordan et des géometres Italiens (Brioschi, Cremona, Cajorati) et
Allemands (Clebsch, Listing, Borchardt). Des débats on lieu en particulier entre Jordan,
Cremona et Clebsch sur une question portant sur les surfaces cubiques et se ramenant a
I’étude d’une équation algébrique du 40° degré. Ces échanges donnent lieu & un mémoire de
Jordan, publié dans le Journal de Liouville en 1869 et intitulé "Sur I’équation aux 27 droites
d’une surface du troisieme ordre".

Aprés 1870, la publication du Traité des substitutions [1870] suscite de nombreuses
félicitations (Crémona 9/2/1869, Borchardt 9/41870, Puiseux 1870, Clebsch 1871, Saint
Venant 1872, Cayley 1874). Les premiéres années de la décennie sont I'occasion d’échanges
avec Sylow et Lie. C’est dans ce contexte que débute, en janvier 1874 la correspondance liée a
la controverse. A partir de 1883, les échanges concernent essentiellement le Journal de
mathématiques pures et appliques qui perd le nhom de Journal de Liouville et dont Jordan
prend la direction a la suite de Résal, probablement a I'instigation de Bertrand [Zerner, 1991].
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long de I'année 1874 (la chronologie des publications relatives a la querelle est
détaillée en encart 1). Si Kronecker, lors de son intervention a I’Académie
parisienne d’avril 1874, se défend de poursuivre une "question de priorité"
[Kronecker 1874b, 19], I'avalanche de dates que déclenchent les échanges des
deux géometres ne laisse guére de doute sur la nature du conflit.

[...] mais ce n’est pas la I'intention qui m’a guidé dans I’examen auquel, dans le
cours des miens, j'ai soumis les travaux analogues de M. Jordan. J'ai été
entrainé dans cette voie par le désir de reconnaitre la véritable portée des
méthodes dont il s’est servi et des résultats auxquels il est parvenu, et d’en
éclaircir les rapports avec les méthodes et les résultats antérieurs, et ce n’est
pas une question de priorité, mais une question d’analyse, que je me suis
proposé d’élucider par mes remarques.

[Kronecker, 1874b, 19].

On chercherait pourtant en vain de tels éclaircissements dans les travaux de
Kronecker. En particulier, contrairement a Jordan qui démontre comment son
théoréme de réduction des substitutions linéaires implique le théoreme de
Weierstrass, Kronecker ne se soucie pas d’expliciter I'implication réciproque,
qui ne sera mise en valeur que quatre ans plus tard par Frobenius [1878]. La
tentation d’une rhétorique guerriére dont témoignent les brouillons de lettres
de Jordan atteste plutdt de la violence de la question de priorité:

Je ne-voudraispas-tiens en effet a certifier deux retards d’impression dont vous
me faites part, que—je-désirela—guerre,—et-que je préférerais une—polémigue/
guerrel-des débats publics a des explications amicales. Ce n’est pas moi qui ai
ouvertleshestilités-commencé la polémique.

[Jordan, VI12a2X1855, N. 39, lettre & Kronecker, février 1874, voir encart 2e].
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ENCART 2a.

Extrait d’'une premiére lettre de Jordan a Kronecker
[V12a2X1855, N. 18].

Ce document non daté est le brouillon d’une lettre écrite a I'époque de la rédaction du Traité
des substitutions. Jordan y interroge Kronecker sur les équations modulaires et la
multiplication complexe. La récente rencontre entre les deux hommes a laquelle Jordan fait
référence est vraisemblablement a dater du voyage de Jordan en Allemagne de 1868 - voir la
lettre de Listing, N.3 du 15/4/68 qui annonce une visite de Jordan a Goéttingen en mai 1868.
Lors de cette visite, Jordan aurait séjourné dans la résidence de campagne de la famille
Borchardt a Rudersdorf dans les environs de Berlin (lettre de Borchardt, N.12, du 9/4/70).
Aucune réponse de Kronecker a cette lettre ne figure dans la correspondance de Jordan,
réponse qui a cependant pu prendre la forme de I’envoi d’'un mémoire.

Je me souviens que visitant un jour I'éléphant du Thiergarten, et contemplant sa
Majesté informe, vous vous étes écrié : ceci est un théoreme tres général. Les votres sont
plus civilisés mais ce sont des Bucéphales et je ne suis pas un Alexandre. J’ai bien
retrouvé la liaison que vous signalez entre le degré de ces équations et le nombre des
formes quadratiques ; mais les relations que vous signalez entre ses racines, et
desquelles vous déduisez sa résolubilité m’échappent complétement. Encore moins suis-
je rouge a vous suivre dans les applications si nombreuses et si importantes que vous
faites de cette théorie a I'arithmétique. 1l serait cependant honteux, faisant un gros livre
sur les équations, de passer a coté de pareilles questions sans les voir et je ne saurais m'y
résigner de bon cceur. Serait-ce trop présumer de votre bonté de vous prier de me
communiquer tout au moins la preuve de la résolubilité par radicaux des équations
remarquables ?
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1. Un va-et-vient entre public et prive.

La violence du conflit nait de sa dimension publique. Pour Jordan, c’est
Kronecker qui "commence la polémique" par sa critique publique du 22
décembre 1873 a I’Académie de Berlin. Pour Kronecker, Jordan est le premier
fautif pour avoir publié sa note sur les polynémes bilinéaires en 1873 sans, au
préalable, étre entré en contact avec lui-méme ou Weierstrass :

Permettez-moi, Monsieur, en terminant cette lettre, de vous exprimer le regret
que vous ayez attendu pour demander ces explications d’avoir publié vos
critiques. Vous comprendrez en effet qu’il m’est impossible de laisser sans
aucune réponse une note qui me conteste I'invention de tous mes résultats et
m’accuse en outre d’avoir profité sans les citer des travaux de plusieurs
géometres.

[Jordan V12a2X1855, N. 30, lettre a Kronecker, janvier 1874, voir encart 2b].

L’opposition public/privé est un des moteurs de la controverse et la
correspondance entre les deux savants se présente comme une tentative de
ramener le débat de la sphere publigue a la sphere privée. L’échange
épistolaire débute en janvier 1874, Kronecker adresse a Jordan la publication

de sa communication de décembre accompagnée d’une (%) :

[...] sorte de sommation d’avoir & déclarer dans les Comptes Rendus 1° Que
dans ses additions a votre travail de 1868 [celui de Weierstrass]. il a traité le
cas [P,Q]=0 ; 2° que les formes canoniques que j'ai indiquées ne sont autres
que la formule (44) de votre mémoire.

[Jordan V12a2X1855, N. 31, lettre a Weierstrass, janvier 1874, voir encart 2c].

Les pratiques de l'information mathématique sont multiples en 1874 : aux
anciennes formes de communications comme I'échange épistolaire et la
publicité académique, s'ajoutent un nombre croissant de journaux spécialisés,
la création de nouvelles sociétés savantes - les sociétés mathématiques
nationales -, et la pratique du séminaire (°). Au sein de ces différentes
pratiques de I'information, la correspondance en Jordan et Kronecker procede
une distinction entre les critiques portées sur la scéne publique (journaux et
communications académiques), et ce qui tient de la relation privée, a savoir
I'échange épistolaire. Dans la sphere privée, les témoignages de sympathie de
Kronecker visent a apaiser le sentiment de Jordan d’avoir été agressé "devant
tout le monde" : il ne s’agit ni d’'une attaque personnelle ("je ne vous écrirais
pas une lette si longue et si précise [Kronecker a Jordan V12a2X1855, N. 32]),

“ Le terme de "sommation" employé par Jordan fait ici référence a un courrier de Kronecker de
janvier 1874 qui n'a pas été retrouvé (voir encart 2b).

® Consulter l'article de C. Goldstein : "Sur quelques pratiques de I'information mathématique"
[Goldstein, 1997]. Des études des journaux mathématiques sont proposées par [Ausejo et
Hormigon , 1993], [Dhombres, 1994] et [Goldstein, Gray et Ritter, 1996]. Au sujet de la création de
sociétés mathématiques nationales voir [Gispert, 1991] et [Gispert et Tobies, 1996]. Pour une
comparaison des différents contextes institutionnels européens voir [Schubring, 1996].
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ENCART 2b.
Lettre de Jordan a Kronecker. Janvier 1874. [V12a2X1855, N. 30.]

Kronecker a envoyé a Jordan, en janvier 1874, la publication de son allocution & I’Académie
Berlinoise du 22 décembre 1873 [Kronecker, 1874a]. Le brouillon de lettre présenté ci-dessous
est une réponse de Jordan qui permet de reconstituer le contenu du message de Kronecker.
Une deuxiéme lettre, envoyée par Jordan a Weierstrass en janvier 1874 et reproduite plus
loin, indique que Kronecker a adressé a Jordan la "sommation” (I'expression est de Jordan) de
reconnaitre la priorité des berlinois devant I’Académie des Sciences de Paris.
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ni d’'une accusation de plagiat ("je pensais que mes "remarques" du 18 mai
1868 n’étaient pas connues de vous avant votre note aux comptes rendus"
[Kronecker a Jordan V12a2X1855, N. 31]).

Je ne-voudraispas-tiens en effet a certifier deux retards d’impression dont vous
me faites part, que—je-désirela—guerre,—et-que je préférerais une—polémigue
guerrel-des débats publics a des explications amicales. Ce n’est pas moi qui ait
ouvert-les-hostilités-commencé la polémique. J’ai publié il est vrai (c’était mon
droit évident) sans vous consulter des recherches qui complétaient les votres
sur une question dont vous vous étiez occupé, et dont vous ne m’aviez jamais
entretenu. Cétait-moen-dreit-évident—La-dessus, sans explication préalable a
I'instant méme vous publiez une critique plus longue que mon article, ou vous
me reprochez 1° De n’avoir rien compris a la maniére de poser la question. 2°
De n’y avoir apporté aucun élément nouveau 3° D’avoir pillé sans scrupule M.
Weierstrass, M. Christoffel et vous.

Si au lieu de jeter brusquement ce débat dans le public, vous vous étiez adressé
a moi pour échanger des explications, comme je me voyais en droit de I'espérer,
nous nous serions sans doute entendu. Sur votre indication, j'aurais eenstaté

plus attentivement votre mémoire de 1868 et constaté, ce que je n'avais pas
remarqué a premiére vue, que les formes bilinéaires non citées dans votre
travail, y sont pourtant implicitement comprises. De votre c6té, vous m’auriez
concédé, j’en suis certain, que la réduction publiée par vous a cette époque était
insuffisante 1° Parce que ces faisceaux réduits contenaient encore des
coefficients indéterminés a faire disparaitre qui géneraient beaucoup pour
étudier la question de I’équivalence 2° Parce que le caractere fondamental de la
réduction a savoir la décomposition en faisceaux élémentaires n’était pas mis
en évidence.

Vous m’auriez répondu que cette réduction ultérieure n’offrait pas grande
difficulté, j'aurais répliqué que toute la question est trés simple d’'un bout a
I’autre et nous serions tombés d’accord.

La publication imprévue de vos objections a un peu changé tout cela. Hfaut
bien-que-la-réponse-seitpubligue-Attaqué devant tout le monde, il me faut bien
répondre de méme et il ne tiendra pas a moi que ce débat en reste la.

[Jordan V12a2X1855, N. 30, lettre a Kronecker, janvier 1874, voir encart 2b].

Au-dela des témoignages privés de sympathie, la correspondance ne parvient
pas a une conciliation sur le plan mathématique, lié a la sphére publique. D’un
coté Kronecker ne parvient pas, malgré les longs compléments mathématiques
de ses courriers, & justifier sa priorité de 1866. D’un autre, Jordan échoue dans
sa tentative de convaincre Kronecker de son "droit évident" & soutenir
I'originalité de sa méthode comme une généralisation et une "mise "en lumiere"

du résultat de Weierstrass :

Je viens de le parcourir rapidement [le mémoire de Kronecker 1874a], et j'ai vu
facilement I'identité pour ainsi dire compléte de nos procédés de réductions.
Cette rencontre prouve combien est naturelle la marche que nous avons suivie.
[...] Permettez-moi de vous dire mon cher Monsieur, que je ne m’explique pas
trés bien la rectification que vous me demandez. Je comprendrais a la rigueur
gue M. Weierstrass ne f(t pas satisfait de la critique courtoise que je me suis
permis de lui adresser sur la clarté de son exposition, quoique aprés tout il me

39



Ao A onsint | pen g Ht rre s bigece.
Hag Leig Ceipe % z;ﬂ%mﬁ“* At

,‘.,QM.DZ./J v repasPanns o Eas

A HicecsVials P

o
5y sniiflt Do Bt
PP o P ?AL/; s Peiny Hertess

e e wDeedrir. Sun o clorls Do Son

cogeothiin § gt fO g R

40




semble avoir plutdét mis en lumiére que rabaissé I'importance de son travail, en
montrant qu’il avait implicitement résolu I’'un des problémes fondamentaux de
la théorie des substitutions linéaires, autrement féconde, & mon avis, que la
théorie algébrique des formes du second degré. Mais en dehors de cette phrase,
je ne vois pas ce qu’il pourrait y avoir a rectifier dans les assertions de ma note.
Je me suis borné a dire en effet que vos solutions, dont je ne contestais
nullement I'exactitude, laissaient de coté certains cas particuliers. [...].

[Jordan V12a2X1855, N. 30, lettre & Kronecker, janvier 1874, voir encart 2b].

"A mon grand regret, j’ai trouvé dans votre lettre que vous refusez d’accéder a
la requéte de mon précédent courrier” [Kronecker, VI12a2X1855, N. 23]).
L’explication mathématique se tiendra sur la scene publiqgue des Comptes
Rendus de I'Académie de Paris. Au printemps 1874, les interventions publiques
successives de Jordan et Kronecker a I’Académie parisienne, signalent I’échec
de la "discussion privée", des "explications amicales" [Jordan V12a2X1855, N.
39] et la fin de la correspondance.

Quelle est exactement la dimension publique de la controverse ? Jordan
redoute de faire I'objet d’'une "réclamation collective" des "géomeétres berlinois"
dans un courrier adressé a Weierstrass des janvier 1874 :

Netre-ami-commun—M. Kronecker qui vient attaguer-de critiquer cette note
avec une certaine vivacité dans les Monatsberichte, m’adresse en outre une
sorte de sommation d’avoir a déclarer dans les Comptes Rendus 1° Que dans
ses additions a votre travail de 1868 il a traité le cas [P,Q]=0 ; 2° que les
formes canoniques que j’ai indiquées ne sont autres que la formule (44) de votre
mémoire.

Les termes un-ped-ambigus-de la lettre de M. Kronecker me laissant incertain
si je me trouve ici en présence d’une réclamation collective de votre part ou si je
n’ai & répondre qu’a lui seul. J’aimerais étre fixé a cet égard. [....]

[J’espére d’ailleurs que vous n’avez pas pris en mauvaise part la critique
courtoise que je me suis permis de vous adresser au sujet des] M. Kronecker a
également relevé le passage ou j’ai pris la liberté de parler des difficultés que
j’ai éprouvées dans I’étude de votre mémoire. Je sais que mon impression a cet
égard a été partagée par d’habiles géométres que cette lecture a décourageé. Je
crois pouvoir attribuer une grande partie des difficultés a la forme synthétique
que vous avez donné a votre démonstration. J'espére d’ailleurs que vous
n'aurez pas été froissé de cette légere critique ou il ne me semble pas avoir
dépassé les bornes de la courtoisie.

[Jordan V12a2X1855, N. 31, lettre a Weierstrass, janvier 1874, voir encart 2c].

La lettre de Jordan restera sans réponse et Weierstrass ne prendra pas part a
la querelle. Des échanges avec Cayley, Sylvester et Smith en prévision du
voyage de Jordan a Londres au début de I'année 1875, attestent des tentatives
de Jordan d’obtenir des appuis publics. Ces tentatives restent vaines (°). La
querelle semble d’ailleurs mettre Jordan en difficulté sur la scéne parisienne -
notamment vis-a-vis d’Hermite, le "cher ami" de Kronecker - et ruiner les

¢ Jordan ne recoit comme soutien direct qu’une remarque courte de Smith dans une lettre
envoyée d’Oxford le 16 janvier 1875 : "l was wrong in saying that | could not follow your papers on
the bilinear forms : it is M. Kronecker who gives me the trouble" [Smith, VI12a2X1855, N. 44].
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ambitions de Jordan de remplacer Bertrand & I’Académie (). Il n’y a pas
d’engagement explicite des communautés savantes envers I'un ou l'autre des
protagonistes. Du point de la controverse, la notion de communauté n'est pas
pertinente et, en particulier, la querelle ne peut pas bénéficier d’un éclairage
nationaliste simpliste qui y ferrait résonner un écho de la guerre de 1870. Si les
tensions existent entre les géomeétres parisiens et berlinois, comme en témoigne
par exemple la correspondance de Liouville (®), pour ce qui est de la querelle
Jordan-Kronecker, la scéne publiqgue est avant tout le lieu des débats
mathématiques.

" Voir & ce sujet le chapitre 3. Ce renvoi a un chapitre ultérieur s'explique par le plan suivi dans la
premiére partie de cette these : le premier chapitre traite de la controverse mathématique de 1874,
le troisieme chapitre propose une mise en contexte du travail de Jordan.

8 Une lettre de Kronecker est adressée a Liouville le 16 décembre 1875 & propos de la publication
d’un mémoire sur la théorie arithmétique des formes quadratiques de déterminant négatif dans le
journal de Mathématiques pures et appliquées (ayant été écarté de I’édition du journal, Liouville ne
pourra pas publier ce mémoire). Dans sa lettre, Kronecker propose a Liouville et Chasles les deux
places vacantes de correspondants étrangers de la section de géométrie de I’Académie berlinoise. Si
toute crispation relative a la guerre de 1870 semble absente de la réponse de Liouville :
Oui, je serai flatté d’obtenir pour mes faibles travaux les suffrages de vos Géomeétres. Les
premiers encouragements me sont venus spontanément autrefois des Académies de
Berlin et de Turin, c'est-a-dire de Lejeune Dirichlet, de Jacobi, d’Alexandre de Humboldt
et de Plana, qui m’ont honoré, tant qu’ils ont vécu, de leur amitié, et dont la mémoire me
sera toujours chere. Une méme gratitude serait due par moi pour toute faveur nouvelle
gue votre illustra Académie pourrait m’accorder. Le patriotisme le plus ardent ne
dispense pas de la reconnaissance personnelle.
[Liouville & Kronecker in Neuenschwander, 1984, 86]
Les annotations portées sur un brouillon des cours de Liouville au Colléege de France témoignent
des tensions entre Académies :
6eme lecon : Jeudi 30Xbre 1875
Note. Dans une lettre trés aimable, Mr Kronecker me dit qu’on songe a Berlin a Chasles
et a moi dans I’académie, mais on semble craindre que nous ne refusions avec colére.
Je remercie Norbert Verdier pour avoir porté ces documents & mon attention.

43



% Py = =
= Ften D er ;é:“ Eao e
e (rW -:z .

d/; 41.:(_.0-4.‘4 Jfeort e il ZrCEL Al Semite
T I K e /5’55) ?,“‘_ "'WW )

/ﬁ““’ﬁ‘w"’"‘?““ s, oy D Sy
Jrerpree @-maw s el R
e e e
;emd:’ //ef)ac"’ W{kt‘@ »”
e llecd O mMﬁZ’ﬁn—a emzyw
4. L7 tr . O actlecees #ous

/uim
’c/"a_M P -2 meMM_t, ?““_.V

W}C&L s e b Bﬁamq/ .
Azy /-m& LDt Do & come Do mru

e L2 0] 20
Qt‘-re o

t’;/" e WM/G:M W‘ 91_ & 2 m

ﬂzfdfﬁﬂsﬁcﬁﬁ’ C“bf / a Ja HoOpes eciis S‘;‘«:’

44




2. La querelle : un révélateur de connaissances tacites

et un vecteur de communication scientifique.

La correspondance révele la difficulté pour Jordan d’acquérir la part de
connaissances tacites dans les méthodes développées a Berlin dans les années
1860 pour I'étude des formes bilinéaires. Jordan ne connait ni les travaux de
Christoffel, ni ceux de Kronecker de 1866 avant qu’un courrier de janvier 1874
ne le somme de les citer et s'il révéle alors son ignorance, il en appelle a la
vertu académique de ne pas revendiquer sur ce sujet (°) :

Je regrette surtout que vous ayez cru devoir introduire dans cette question le
nom de M. Christoffel. [...] J’ajouterai qu’a cette époque, je ne connaissais pas
son mémoire ee-gui-est-bien-permis— Je suis persuadé d’ailleurs qu’il aurait été
fort réservé dans les réclamations de ce genre. C’est d’aprés ce principe que j’ai
laissé passer sans rien dire, dans le dernier numéro du Journal de M.
Borchardt un mémoire volumineux de M. Sohnke sur la symétrie dans le plan
ou je n’étais pas cité, bien que j'eusse traité complétement cette question, pour
le plan et pour I'espace, dans le journal de MM Brioschi et Cremona, il y a de
cela cing a six ans.

[Jordan, VI12a2X1855, N. 30, lettre a Kronecker, janvier 1874, voir encart 2b].

Il y a bien pour Jordan quelque chose d’étranger dans les méthodes des formes
bilinéaires. 1l y a d’abord les difficultés éprouvées par Jordan a la lecture du
mémoire de Weierstrass et confessées a de nombreuses occasions dans la
correspondance (*°). Surtout, les relations qu’entretiennent les publications
berlinoises les unes avec les autres sont étrangéres a Jordan. Ainsi, lorsqu’il
publie sa note de 1873, Jordan n’a pas conscience que le théoreme de
Weierstrass vient répondre a des questions posées par Kronecker et Christoffel
en 1866, et que si ce théoréme se limite au cas des faisceaux non singuliers, la
publication de Weierstrass ne peut étre dissociée du mémoire de Kronecker
publié a sa suite dans le Journal de Crelle : les deux publications de 1868 sont
lices ensemble, comme un "développement en deux parties" [Kronecker,
VI12a2X1855, N. 24]. Pourtant, l'intitulé du mémoire de Kronecker de 1868 ne
faisant mention que des formes quadratiques, Jordan ne lI’associe d'abord pas
aux formes bilinéaires et se méprend sur son objet.

9 Kronecker décrit en février 1874 son mémoire de 1866 et celui de Christoffel comme contenant
respectivement les preuves :
[...] premiérement du probleme des transformations orthogonales des formes
guadratiques ; dans le cas ou elles sont linéaires, deuxiemement de la transformation
d’un faisceau de formes bilinéaires constitué d’une forme et de sa transposée.
[Kronecker, V12a2X1855, N. 25, traduction F.B.].

1 \Voir & ce sujet I'extrait de la lettre de Jordan & Weierstrass cité en page 41. Consulter également
les lettres de Jordan a Kronecker et Weierstrass de Janvier 1874 en encarts 2b et 2c.
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Je me suis borné a dire en effet que vos solutions, dont je ne contestais
nullement I’exactitude, laissaient de cOté certains cas particuliers. Cela ne me
parait guére contestable pour la solution du second probléme, contenue dans
votre note du 15 octobre 1866, et quand au troisieme probléme, M. Weierstrass
signale et exclut expressément dans son mémoire le cas ou [P,Q]=0. [...] Ne
m’occupant que des formes bilinéaires, je n’avais pas a citer votre mémoire du
18 mai 1868, qui a trait aux formes quadratiques [....]. D’ailleurs vous n’aviez
donné dans ce mémoire qu’un commencement de réduction et non une solution.
[...] Mais I'autre formule, relative au cas ou [P,Q]=0, que vous passez sous
silence, est précisément ce qu’il y a de nouveau dans ma note, ainsi que vous le
reconnaitrez facilement en examinant la chose avec plus de soin.

[Jordan, V12a2X1855, N. 30, lettre & Kronecker, janvier 1874, voir encart 2b].

L'objet du mémoire de Kronecker, son articulation avec la publication de
Weierstrass, sont des informations inaccessibles a Jordan qui participent de la
part tacite des travaux d'une communauté, d'un réseau berlinois. L’étranger
pour Jordan tient & ce qui est tacite, local aux travaux berlinois et entraine une
incompréhension des travaux de Kronecker. La communication de la part tacite

des travaux berlinois nécessite la longue lettre adressée par Kronecker a
Jordan 11 février 1874 :

[...] l1a formule finale que je donne aux faisceaux de formes quadratiques de
déterminants identiquement nuls, associée au résultat de Weierstrass, donne
une solution compléte du probléme de la transformation de deux faisceaux
quelconques (*1). ls ne contiennent pas un "début” de solution mais la solution
elle-méme [...] pour tous les faisceaux.

[Kronecker, V12a2X1855, N. 24, lettre a Jordan de février 1874, traduction F.B.,
voir encart 2d]

Il 'y a, a l'origine de la querelle, une méprise de Jordan due a la difficile
communication de la part locale et tacite des travaux berlinois. Kronecker
identifie trés précisément la nature de la méprise de Jordan qu’il qualifie de
"levis culpa”, une faute légére et commune que Kronecker reconnait avoir
commis lui-méme dans le passé vis-a-vis d’Hermite ou Serret. Réparer cette
faute ne demande qu’une preuve de "moralité" et de "loyauté", que Jordan
apporte en reconnaissant publiquement sa méprise sur le contenu des travaux
de Kronecker de 1868 [Jordan, 1874b] (*%).

Que l'origine de la querelle soit liée a une difficulté de communication
scientifique aurait pu permettre une sortie de crise rapide. Pourtant, la
conciliation "sur cette méme chose dont il n’y a plus rien a dire et qui me peine"
[Kronecker, V12a2X1855, N. 25] échoue en mars 1874. La correspondance et les
premiers mémoires publiés a I’hivers 1874 ont joué a plein leurs rdles de
vecteur de la communication scientifique ; ils ont permis & Jordan d’acquérir

les connaissance élaborées a Berlin comme les notions de "formes", de

M e terme allemand "schaaren" employé par Kronecker pour désigner les expressions uP+vQ (P,
Q deux formes bilinéaires ; u et v deux réels) est traduit ici par I'expression "faisceau” employée
Jordan.

2 Jordan fait d'ailleurs observer que d'autres ont fait la méme faute a son égard, voir la premiére
citation de la page précédente.
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"faisceaux"”, déquivalence" et, au printemps 1874, armé de méthodes qui lui
étaient nagueéres étrangéres, Jordan contre-attaque sur la "question de
priorité". A cette date, on sait alors de quoi on parle : il ne s’agit plus de
communiquer ou d’expliquer mais d’imposer une méthode, une vision de ce que
doit étre la "théorie algébrique des formes". Les deux parties suivantes de ce
chapitre explicitent les visions opposées de Jordan et Kronecker sur la théorie
des formes bilinéaires.
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ENCART 2c.
Lettre de Jordan a Weierstrass. Janvier 1874. V12a2X1855, N. 31

Ce courrier est adressé par Jordan a Weierstrass a la suite de la parution des premiéres
critiques de Kronecker. Jordan s’adresse a Weierstrass afin de savoir si il doit faire face a une
‘réclamation collective” de ceux qu’il désigne comme "les géometres berlinois". Aucune
réponse de ne figure dans les archives et Weierstrass ne prendra jamais parti dans la
querelle. Les premieres lettres de Weierstrass a Jordan sont datées de 1885, le ton y est trés
amical et le sujet debattu le cours d’analyse de Jordan.
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. GENERALITE ET EFFECTIVITE : LES
INVARIANTS ARITHMETIQUES DE KRONECKER.

1. Le théoréme de Weierstrass de 1868 comme

exemplaire d’une "véritable généralité".

L’opposition des deux théorémes qui nourrit la querelle de 1874 renvoie a
I'opposition de deux idéaux forts sur la nature de la généralité en
mathématiques. Kronecker présente le théoréme de Weierstrass comme
exemplaire d'une "véritable généralité" par opposition a [I"apparente
généralité" dont il accuse la méthode de Jordan. Qu’est ce qu'une généralité
véritable en mathématiques ? Kronecker précise son idéal de généralité en
opposant “formel" et "contenu” (**). Ce que Kronecker critique comme relevant
d’une "apparente généralité" renvoie au caractéere "formel" qui condamne a ses
yeux la forme canonique de Jordan comme une "notion sans contenu objectif" :

Sowie sie hier gestellt sind, ermangeln diese Probleme durchaus der
Bestimmtheit, wie sehr auch grade das Wort "canonisch" seinem eigentlichen
Sinne gemass, den Schein von etwas absolut Bestimmtem zu erwecken geeignet
ist. In der That hat der Ausdruck "canonische Form" oder "einfache canonische
Form", welchen Hr. Jordan behufs Préacisirung der Frage gebraucht, keinerlei
allgemein massgebende Bedeutung und bezeichnet an und fur sich einen
Begriff ohne jeden objectiven Inhalt.

[Kronecker, 1874a, 367].

Traduction de I'extrait ci-dessus [traduction F.B.] :

Ces problémes, ainsi qu’ils sont posés ici [dans le mémoire de Jordan de 1873],
manquent tout a fait de précision méme si le mot "canonique" suivant son sens
propre donne justement l'impression qu'il pourrait s'agir de quelque chose
absolument déterminé. [...] La signification de I’expression "forme canonique”
ou "forme canonique simple" utilisée par Mr. Jordan pour préciser la question
[de la théorie des formes bilinéaires et quadratiques], n’a aucune pertinence
générale ou décisive et désigne une notion sans aucun contenu objectif.

3 'emploi de I"expression "idéal de généralité" pour caractériser le point de vue de Kronecker vise
a dissocier un idéal explicité a I'occasion d'un travail mathématique d'un développement
épistémologique qui vise a donner un sens précis a ce qu'est la généralité d'une théorie
mathématique. Auguste Comte propose un exposé épistémologique précis de la généralité
mathématique dans son Cours de philosophie de 1830 et dans son traité sur la Théorie élémentaire
de la géométrie analytique. La référence a Comte n'apparait jamais dans la controverse de 1874.
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Le caractere formel ne suffit pas a donner a une expression algébrique sa
"signification décisive". Celle-ci ne peut pas provenir de I'algebre elle-méme
mais de la théorie des formes bilinéaires et quadratiques dont la question
fondatrice est de caractériser les formes qui se transforment les unes en les
autres (**). Or Jordan désigne sous la dénomination de "forme canonique" trois
expressions algébriques distinctes associées aux trois problémes de sa théorie
des formes bilinéaires (voir la citation de Jordan en introduction de ce
chapitre), il est par conséquent accusé par Kronecker de recourir a une notion
formelle, sans signification précise, pour parvenir a la "simplicité" d’une
présentation uniforme dont la généralité n’est qu’apparente :

Dass sich aber fiur eine zugleich einheitliche und ganz allgemeine
Entwickelung, wie sie in der ben erwahten Arbeit gegeben ist, gewisse neue
Principien als néthig erwiesen, kann durchaus nicht befremden, und es wére
im Gegentheil zu verwundern, wenn wirklich den Jordan’schen Behauptungen
gemass ("Les méthodes nouvelles que nous proposons sont, au contraire
extrémement simples..." "On voit par une discussion trés simple, que I’'on peut
transformer...") die allereinfachsten Mittel dazu ausreichen sollten.

[Kronecker, 1874c, 404-405].

Traduction de I'extrait ci-dessus [traduction F.B.] :

Toutefois, il ne faut pas du tout étre surpris que pour un développement a la
fois tout a fait général et uniforme, comme [Jordan] en donne dans son travail
cité, l'auteur soit nécessairement contraint de prouver certains nouveaux
principes ; et il faudrait nous étonner au contraire, si conformément aux
affirmations de Jordan ("Les méthodes nouvelles que nous proposons sont, au
contraire extrémement simples..." "On voit par une discussion trés simple, que
I’on peut transformer...") le moyen extrémement simple devait vraiment suffire.

Les revendications de simplicité de Jordan sont caricaturées par Kronecker
comme un simplisme naif (**). Ce simplisme, quand il est associé & une
revendication de généralité, comme dans la note de Jordan de 1873, participe
de ce que Kronecker critique comme une "apparente généralité" qui en reste "a
des aspects uniquement formels", et n’atteint pas la profondeur des "raisons
internes" de la théorie. La critique de Kronecker se fait plus précise : si
I'approche de Jordan doit étre rejetée comme formelle, c’est qu’elle procéde de
la confusion entre ce qui tient de la méthode et ce qui est le contenu de la
théorie: déterminer a quelles conditions une forme peut étre transformée en
une autre. Pour le véritable objet de la recherche, si I'utilisation d’une forme
canonique peut tenir lieu de méthode, de "moyen"”, elle ne saurait dicter
I’organisation de la théorie. Kronecker emploie lui-méme une "forme normale"
depuis 1866, et ce que Jordan désigne comme "forme canonique" intervient

14 Les "transformations" autorisées sont alors des substitutions linéaires ou orthogonales : voir la
note 4. de l'introduction de ce chapitre.

15 |es idéaux de simplicité de Jordan reposant sur des méthodes élaborées pour la théorie des
groupes, la signification du terme "simplicité" est bien peu simple en elle-méme. Le chapitre 3
explicite la relation entre I'idéal de simplicité de Jordan et une méthode de réduction issue des
travaux des années 1860-1870 sur la résolubilité des équations algébriques.
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ENCART 2d.
Lettre de Kronecker a Jordan. 11/2/1874. V12a2X1855, N. 32

Cette réponse au courrier de Jordan de janvier débute par soulever la question de la langue de
correspondance. Son premier courrier, écrit a Jordan en frangais ayant regu une réponse en
frangais également, Kronecker considere n’avoir pas manqué a ses "obligations
internationales” et qu’a présent, "chacun poursuit dans sa langue maternelle”. Kronecker
exprime dans cette lettre son regret que Jordan ne reconnaisse pas la priorité des berlinois.
Sa bonne foi, mise en valeur par le témoignage de ses relations mathématiques avec Serret et
Hermite, le "cher ami”, devrait amener Jordan a reconnaitre la "levis culpa”, faute légere
gu’on lui reproche. Aprés ces "questions de moralité”, la lettre s'articule en trois parties qui
sont autant d’arguments posés par Kronecker : 1. Le mémoire de 1868 donne un traitement
"complet" de I’équivalence des faisceaux singuliers. 2. Ce mémoire et celui de Weierstrass sont
a considérer comme les deux parties d’un travail qui donne la "premieére solution complete” de
I’équivalence des faisceaux de formes. 3. Les développements donnés a ces mémoires le 22
décembre 1873 ne viennent pas compléter des travaux incomplets de 1868 mais "éclairer” les
méthodes employées en donnant un développement parfaitement "homogene".
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dans la démonstration du théoréme de Weierstrass de 1868 (*°). Kronecker,
critique donc la volonté de Jordan de faire de sa forme canonique une "notion"
centrale, de la théorie des formes et, quittant alors sa "place relative" de
méthode, la forme canonique n’est plus qu’un de ces "aspects uniguement
formels qui progressent souvent dans le domaine de I'algébre la plus récente -
et certainement pas au profit de la défense de la science — [...]". La critique de
Kronecker repose sur une conception forte du réle de I'algébre, ce réle doit étre
du coté des méthodes et mettre l'algebre au service d™autres disciplines"
comme I'arithmétique car seule cette derniére discipline doit organiser la
théorie des formes dans la tradition de Gauss :

Nachtraglich, wenn dergleichen allgemeine Ausdricke gefunden sind, durfte
die Bezeichnung derselben als canonische Formen allenfalls durch ihre
Allgemeinheit und Einfacheit motiviert werden kénnen ; aber wenn man nicht
bei den bloss formalen Gesichtspunkten stehen bleiben will, welche —gewiss
nicht zum Vortheil der wahren Erkenntnis- in der neueren Algebra vielfach in
den Vordergrund getreten sind, so darf man nicht unterlassen, die
Berechtigung der aufgestellten canonischen Formen aus inneren Grinden
herzuleiten.

In Wahrheit sind Uberhaupt die so genannten canonischen oder Normalformen
lediglich durch die Tendenz der Untersuchung bestimmt und daher nur als
Mittel, nicht aber als Zweck der Forschung anzusehen. Dies tritt namentlich
Uberall da deutlich hervor, wo die algebraische Arbeit im Dienste andrer
mathematischer Disciplinen geleistet wird und von ihnen Ausgangs — und
Zielpunkt angewiesen erhélt. Aber auch die Algebra selbst kann naturlich
ausreichende Beweggrunde zur Aufstellung canonischer Formen liefern, und so
sind z.B. die Momente, welche Hrn. Weierstrass und mich in den beiden von
Hrn. Jordan citirten Arbeiten bei Einflihrung gewisser Normalformen geleitet
haben, an den bezuglichen Stellen klar und deutlich hervorgehoben.
[Kronecker, 1874a, 367].

Traduction de I'extrait ci-dessus [traduction F.B.] :

Si de telles expressions générales sont trouvées, on pourrait au besoin leur
donner a posteriori une méme désignation de formes canoniques pour des
motivations de simplicité et de généralité. Mais si on ne veut pas en rester a ces
aspects uniquement formels qui ont souvent été mis en avant par les travaux
d'algebre les plus récents - certainement pas au profit de la défense de la
science —, alors on ne peut omettre de déduire le bien fondé de I'établissement
des formes canoniques pour des raisons internes.

%6 \oir & ce sujet le chapitre 3.
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En réalité, les dites formes canoniques ou formes normales sont effectivement
déterminées uniquement par l'orientation donnée a l'étude et doivent donc
seulement étre considérées comme les moyens, mais non comme le but de la
recherche. Cela ressort notamment clairement partout ou le travail algébrique
est effectué au service d’autres disciplines mathématiques, dont il recoit ses
fins et dont dépendent ses objectifs. Toutefois I'algébre peut naturellement
elle-méme susciter également des motifs suffisants visant a I’établissement de
formes canoniques, comme par exemple lorsque Mr. Weierstrass et moi-méme
avons été conduits dans les deux travaux cités par Mr. Jordan, a I'introduction
de certaines formes normales, dont la place relative a été explicitement et
clairement soulignée.

La critique de Kronecker est précisée par la publication, en avril 1874, d’'un
appendice au mémoire de janvier. Kronecker y explicite sa conception de la
"véritable généralité", dont le mémoire de Weierstrass donne I'exemple parfait,
en s’appuyant sur un "défaut" relevé dans le mémoire de Jordan publié en
mars : la mise au dénominateur d’'une expression algébrique susceptible de
s’annuler (ce défaut est détaillé en annexe 2). A partir de ce défaut, Kronecker
développe un discours sur deux significations opposées du terme généralité :

Denn man ist es gewohnt —zumal in algebraischen Fragen- wesentlich neue
Schwierigkeiten anzutreffen, wenne man sich von der Beschrankung auf
diejenigen Falle losmachen will, welche man als die allgemeinen zu bezeichnen
pflegt. Sobald man von der Oberflache der sogenannten, jede Besonderheit
ausschliessenden Allgemeinheit in das Innere der wahren Allgemeinheit
eindringt, welche alle Singularitdten mit umfasst, findet man in der Regel erst
die eigentlichen Schwierigkeiten der Untersuchung, zugleich aber auch die
Fille neuer Gesichtpunkte und Erscheinungen, welche sie in ihren Tiefen
enthalt.

[Kronecker, 1874c, 404-405].

Traduction de I'extrait ci-dessus [traduction F.B.] :

Car on est habitué —en particulier dans les questions algébriques — a trouver
des difficultés largement nouvelles, si on veut se détacher de la restriction a ces
cas, que I’'on a coutume de désigner comme généraux.

Aussitdt que I'on perce la surface de la prétendue généralité, excluant chaque
particularité, on pénétre l'intérieur de la vraie généralité que toutes les
singularités recouvrent, et I'on trouve généralement ainsi seulement les
difficultés réelles de I'étude, ainsi que les abondants nouveaux points de vue et
phénomenes qu'elle contient dans ses profondeurs.

La "vraie généralité" est dépeinte comme un océan métaphorique dont il faut
percer la "surface" pour pénétrer les "profondeurs”. La métaphore de la surface
représente un "prétendue généralité” incapable de traiter les "singularités” car
s’appuyant sur des expressions algébriques formelles perdant toute
signification dans certains cas particuliers. Au contraire du formel, la "vraie
généralité" permet d’atteindre le "réel" enfoui dans les profondeurs des cas
singuliers. :

Diess bewahrt sich durchweg in den wenigen algebraischen Fragen, welche bis
in alle ihre Einzelheiten vollstdndig durchgefiihrt sind, namentlich aber in der
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Theorie der Schaaren von quadratischen Formen, die obein in ihren
Hauptzigen entwickelt worden ist. Denn so lange man es nicht wagte, die
Voraussetzung fallen zu lassen, dass die Determinante nur ungleiche Factoren
enthalte, gelangte man bei jener bekannten Frage der gleichzeitigen
Transformation von zwei quadratischen Formen, welche seit einem
Jahrhundert so vielfach, wenn auch meist blos gelegentlich, behandelt worden
ist, nur zu héchst durftigen Resultaten, und die wahren Gesichtpunkte der
Untersuchung blieben géanzlich unerkannt. Mit dem Aufgeben jener
Voraussetzung fuhrte die Weierstrass’sche Arbeit vom Jahre 1858 schon zu
einer héheren Einsicht und namentlich zu einer vollstdndigen Erledigung des
Falles, in welchem nur einfache Elementartheiler vorhanden sind. Aber die
allgemeine Einfuhrung dieses Begriffes der Elementartheiler, zu welcher dort
nur ein vorlaufiger Schritt gethan war, erfolgte erst in der Weierstrass’schen
Abhandlung vom Jahre 1868, und es kam damit ganz neues Licht in die
Theorie der Schaaren fur den Fall beliebiger, doch von Null verschiedener
Determinanten. Als ich darauf auch diese letzte Beschréankung abstreifte und
aus jenem Begriffe der Elementartheiler den allgemeineren der elementaren
Schaaren entwickelte, verbreitete sich die vollste Klarheit tber die Fille der
neu auftretenden algebraischen Gebilde, und bei dieser vollstandigen
Behandlung des Gegenstandes wurden zugleich die wertvollsten Einblicke in
die Theorie der héheren, in ihrer wahren Allgemeinheit aufzufassenden
Invarianten gewonnen.

[Kronecker, 1874c, 404-405].

Traduction de I'extrait ci-dessus [traduction F.B.] :

Ceci se confirme partout dans les rares questions algébriques qui sont mises
en ceuvre complétement jusqu’a leurs moindres détails, notamment dans la
théorie des faisceaux des formes quadratiques qui a été développée plus haut
dans ses caractéristiques principales. Parce que, pendant si longtemps, on
n'osait pas faire tomber la condition que le déterminant ne contient que des
facteurs inégaux, on est arrivé avec cette question connue de la transformation
simultanée de deux formes quadratiques; qui a été si souvent traitée depuis un
siecle, mais de maniére sporadique, a des résultats trés insuffisants et les vrais
aspects de I'étude ont été ignorés. Avec I'abandon de cette condition, le travail
de Weierstrass de I'année 1858 a conduit & un apercu plus élevé et notamment
a un reglement complet du cas, dans lequel n'existent que des diviseurs
élémentaires simples. Mais l'introduction générale de cette notion de diviseur
élémentaire, dont seule une étape provisoire était alors accomple, intervient
seulement dans le mémoire de Weierstrass de I'année 1868, et une lumiére tout
a fait nouvelle est ainsi faite sur la théorie des faisceaux pour n’importe quel
cas, avec la seule condition que le déterminant soit différent de zéro. Quand j'ai
aussi dépouillé cette derniére restriction et I'ai développé a partir de la notion
de diviseur élémentaire des faisceaux élémentaires généraux, la clarté la plus
pleine s’est répandue sur une quantité de nouvelles formes algébriques, et par
ce traitement complet de I'objet des vues plus élevées ont été acquises sur une
théorie des invariants comprise dans sa vraie généralité.

Le théoréme de Weierstrass de 1868 fait des formes bilinéaires une des rares

théories atteignant la '"vraie généralité". Cette généralité vient clore et
sanctionner les "résultats tres insuffisants"” obtenus au cours d’une longue
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histoire de méthodes développées "durant tout un siecle [...] de maniére
sporadique”. 1l s’agit la de la mauvaise signification du qualitatif général qui
sanctionne une histoire qui fait implicitement référence aux travaux de
Lagrange, Cauchy, Jacobi et bien d’autres comme négligeant d’aborder les
singularités en "n’osant pas faire tomber" la condition que le déterminant du
faisceau A+sB contient des facteurs inégaux (). Par contraste, pour
Kronecker, les méthodes de Weierstrass répandent "la clarté la plus pleine”
sur I’ensemble de la théorie en élaborant un "traitement complet de I'objet" par
des méthodes algébriques homogénes ne souffrant aucune exception et
permettant d’atteindre une "vraie généralité". Cette histoire, sanctionnée par
Kronecker, d’'une discussion longue d’un siécle est détaillée dans le chapitre 2
afin d’éclairer la querelle de 1874.

17 C'est-a-dire la condition imposant des racines caractéristiques distinctes ou, en termes
contemporains, des matrices diagonalisables.
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2. Une théorie homogene : la théorie arithmétique des

faisceaux de formes de Kronecker.

L'origine des travaux sur les formes bilinéaires a Berlin dans les années 1860-
1870 est détaillée au chapitre 3 qui propose une étude contextuelle des travaux
de Kronecker et Jordan. Elle se présente comme une entreprise théorique
guidée par un idéal de généralité. La résolution compléte de la question de la
transformation des couples de formes bilinéaires et quadratiques par les
publications conjointes de Weierstrass et Kronecker de 1868 est un des
fondements de la théorie. Pourquoi dans ce cas Kronecker publie-t-il une
nouvelle série de mémoires tout au long de I'année 1874 sur une question qu’il
présente lui-méme comme complétement résolue en 1868 ? Homogénéité : tel
est le maitre mot des nouvelles ambitions de généralité de Kronecker cette
année 1874. Dans sa communication a I’académie berlinoise de décembre 1873,
Kronecker [1874a] présente sa nouvelle approche comme développant des idées
échangées avec Kummer sur la nécessité de construire une nouvelle synthése
homogene des différents résultats obtenus par Christoffel, Kronecker et
Weierstrass dans les années 1860 [Kronecker, 1874a, 355]. L’idéal
d’homogénéité de Kronecker se manifeste dans sa critique de I'approche de
Jordan qui organise la théorie des formes bilinéaires par une classification en
trois probléemes distincts de réduction a des formes canoniques (l'extrait
suivant, déja cité en introduction de ce chapitre, est cité & nouveau afin d'en
proposer une nouvelle lecture) :

[...] dans le Mémoire de M. Jordan "Sur les formes bilinéaires” (Journal de M.
Liouville, 2° série t. XIX, pp. 35-54), la solution du premier probléme n’est pas
véritablement nouvelle ; la solution du deuxieme est manquée, et celle du
troisieme n’est pas suffisamment établie. Ajoutons qu’en réalité ce troisieme
probléeme embrasse les deux autres comme cas particuliers, et que sa solution
compléte résulte du travail de M. Weierstrass de 1868 et se déduit aussi de mes
additions a ce travail. Il y a donc, si je ne me trompe, de sérieux motifs pour
contester a M. Jordan I'invention premiére de ses résultats, en tant qu’ils sont
corrects ; [...].

[Kronecker, 1874b, 19].

L'approche homogene de tous les problemes relatifs a I’équivalence algébrique
des formes quadratiques est chez Kronecker basée sur la seule caractérisation
des transformations des couples de formes (probléme 3 de Jordan) (*®). Les

18 Kronecker démontre ainsi que le probléme | de Jordan est un cas particulier de I’étude d’un
faisceau ug@-+vy ou @ est bilinéaire et Y est quadratique (la forme Y est par exemple, pour le cas de
la classification des coniques, la forme identité qui correspond a la condition d’orthonormalité des
substitutions). C’est essentiellement pour cette raison que Kronecker rejette la classification de
Jordan en trois problémes, qui s’appuie sur I'action des groupes classiques. C’est aussi ce qui
motive la critique de Kronecker de I'expression "forme canonique” comme vide de toute
signification, puisque Jordan I'applique aussi bien a la réduction des couples des formes
bilinéaires par équivalence, a la réduction d’une seule forme bilinéaire par équivalence ou encore a
la réduction d’une forme bilinéaire par congruence comme on I'a déja expliqué en intoduction de ce
chapitre.
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ENCART 2e.
Lettre de Jordan a Kronecker. Février 1874. V12a2X1855, N. 39.

La nouvelle réponse de Jordan a Kronecker accompagne I’envoi du mémoire sur les formes
bilinéaires [1874a], objet de la controverse et qui, bien qu’annoncé dés 1873 connait des
"retards d’impression". Par rapport a son courrier précédent (encart 2c.), Jordan adopte une
nouvelle position aprés avoir étudié le mémoire de Kronecker de 1868 : " je n’avais pas
remarqué a premiére vue, que les formes bilinéaires non citées dans votre travail y sont
pourtant implicitement comprises." Jordan ne reconnait pas pour autant la priorité de
Kronecker et considéere que "la réduction publiée par vous a cette époque était insuffisante".
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résultats obtenus par Christoffel, Kronecker et Weierstrass dans les années
1860-1870 sont réorganisés en une théorie arithmétique des "faisceaux de
formes quadratiques” dont les formes bilinéaires apparaissent comme cas
particulier (**). Que signifie le qualificatif "arithmétique" donné par Kronecker
a sa nouvelle théorie ? Il y a d’abord la revendication d'un héritage historique
de I'arithmétique des formes de Gauss et les travaux conjoints d’Hermite et de
Kronecker au début des années soixante (*°). D’un point de vue mathématique,
I’héritage de Gauss se manifeste dans I'emploi du terme "forme" pour ce que
d’autres désignent comme des "fonctions" ([Weierstrass, 1858], [Christoffel,
1866]) ou des "polyndmes" (voir la citation de [Jordan, 1873] en introduction de
ce chapitre). Que signifie ici la notion de forme ? La réponse de Kronecker est
arithmétique : le terme de forme, tel qu’introduit par Gauss dans les
Disquitiones Arithmeticae de 1801, tire sa signification mathématique de la
notion arithmétique de classe d’équivalence des formes quadratiques dont la
généralisation aux faisceaux de formes fonde la nouvelle théorie de Kronecker
comme une "application des notions de I'arithmétique a I’algébre”
En appliquant les notions de I’Arithmétique a I’Algébre, on peut appeler
équivalentes deux formes bilinéaires, dont I'une peut étre transformée en
I'autre par une méme substitution, opérée sur les deux systémes de variables,
et ensuite on peut réunir en une méme classe toutes les formes équivalentes.
Cela posé, on voit que toute forme bilinéaire est équivalente & une somme de
formes élémentaires, et que par conséquent tout classe peut étre décomposée,
pour ainsi dire, en classes élémentaires.
Pour que deux formes bilinéaires @(x,y) et Y(x,y) appartiennent a une méme
classe, il faut et il suffit que les deux faisceaux formés des deux paires de
fonctions conjuguées u@(x,y)+vo(y,x), up(x,y) + vi(y,x) soient équivalents.
[Kronecker, 1874b, 415]

Les résultats sont exposés pour les formes quadratiques mais les méthodes
peuvent s’appliquer au "cas particulier” des formes bilinéaires par la
distinction de deux types de relations d’équivalences selon que I’'on fasse opérer
des substitutions linéaires ou orthogonales : ce sont les relations
déquivalence" et de "congruence" des formes [Kronecker, 1874d] (**). Le

19 Jordan ne comprend pas immédiatement que Kronecker traite aussi bien du cas quadratique
que du cas bilinéaire, c’est un des points que Kronecker éclaircit dans sa correspondance (voir
paragraphe 1. de ce chapitre) :
Bilinearen Formen kdnnen hierbei als spezielle Arten quadratischer Formen einer graden
Anzahl von Variabeln betrachtet werden, aber die linearen Transformationen sind
alsdann der Beschréankung zu unterwerfen, dass di eine wie die andere Halfte der
Variabeln nur fur sich transformiert werde, und hiernach ist auch der Aequivalenz — und
Classenbegriff zu modificiren.
[Kronecker, 1874a, 352].

2 pour illustrer comment doit étre menée une recherche d’invariants caractérisant des classes
d’équivalences arithmétiques, Kronecker fait référence aux recherches conjointes d’Hermite sur la
résolutions des équations algébriques par les équations modulaires des fonctions elliptiques
[Kronecker, 1874c, 382-383] .

2 Cette dénomination ne revét pas un sens identique & celui des termes "équivalence" et
“"congruence" dans les mathématiques contemporaines. De telles définitions seront données
quelques années plus tard par Frobenius (voir le chapitre 3). Kronecker appelle ainsi "équivalents”
aussi bien des polynémes de formes équivalents pP+qQ et pP’+qQ’ que des formes bilinéaires
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probléme essentiel de la théorie — caractériser la transformation des formes —
se formule a présent comme une question arithmétique : caractériser les
classes d’équivalences des faisceaux de formes. Cette nouvelle formulation
arithmétique du probléme s’accompagne de nouvelles exigences qui nécessitent
une nouvelle définition des diviseurs élémentaires introduits par Weierstrass.
Ces exigences renvoient a des idéaux implicites qui se manifestent dans la
critique de la forme canonique de Jordan :

Seit meinem am 16. Februar gehaltenen Vortrage "Uber quadratische und
bilineare Formen" sind zwei Publikationen des Hrn. C. Jordan Uber den selben
Gegenstand erschienen [....].Seine Proposition "dass fur die Aequivalenz der
Systeme zweier Formen die Uebereinstimmung der Reductiren nothwendig und
hinreihend sei", ist zwar vollkommen richtig, aber zu durftigen Inhalts, denn es
handelt sich nicht um die Angabe eines praktischen Verfahrens zur
Entscheidung der Frage der Aequivalenz gegebener Formensysteme, sondern
um eine mdoglichst unmittelbare Ankntipfung der theoretischen Kriterien der
Aequivalenz an die Coéfficienten der gegebenen Formen, d.h. die Aufstellung
eines vollstéandigen Systems von "Invarianten”, im héheren Sinne des Wortes.
[Kronecker, 1874c, 382].

Traduction de I'extrait ci-dessus [traduction F.B.] :

Depuis ma présentation "sur les formes quadratiques et bilinéaires" du 16
février, deux publication de M. C. Jordan sont parues sur le méme objet [...] Sa
proposition selon laquelle "la condition suffisante et nécessaire pour
I’équivalence du systeme de deux formes est I'identité des réduites”, bien que
parfaitement exacte, n'est pas d'un contenu satisfaisant. Elle n’énonce en effet
aucun procédé pratique pour caractériser I’équivalence d’un systeme de formes
et doit étre distinguée de la possibilité immédiate qu’offre le critere théorique
d’équivalence, de former un systéme complet d’invariants —au sens propre du
mot-a partir des coefficients des formes données.

Dans ce passage, Kronecker formule tout a la fois sa critique principale de
Jordan et I'ambition de ses travaux de 1874. L’approche arithmétique qui
suscite la synthése théorique de Kronecker s’accompagne d'un idéal
d’effectivité : la méthode de Jordan de réduction a une forme canonique n'est
pas "d'un contenu satisfaisant” car elle nécessite I'extraction des racines d’'une
équation algébrique générale, I'’équation caractéristique |P+sQ| =0. Selon ce
critére d’effectivité, la méthode de Jordan n’atteint pas la généralité car elle ne
présente de procédé "pratique" que pour les équations de degré inférieur a 5. Or
la critique de Kronecker atteint aussi bien la forme de Jordan que les diviseurs
élémentaires tels que définis par Weierstrass par une factorisation du
polyndbme caractéristique en expressions linéaires (voir les compléments
mathématiques proposés en annexe 1). Pour cette raison, Kronecker propose
une nouvelle définition des diviseurs élémentaires comme des invariants
arithmétiques déterminés par une procédure effective (*):

congruentes P et P’. Dans la méme année [1874d, p.423] Kronecker introduit le terme "formes
correspondantes” pour ce deuxiéme cas. La dénomination de formes "congruentes"” sera réservée a
des formes "correspondantes” par I’action du groupe orthogonal.

22 Ce passage est extrait d'une note de bas de page appelée, dans le texte original, par un
astérisque *) placée a la fin de la citation précédente.
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ENCART 2f.
Lettre de Kronecker a Jordan. 10 Mars 1874. V12a2X1855, N. 24.

Cette lettre vient clore la "discussion privée" de Kronecker et Jordan, elle accompagne une
copie des "suppléments" au mémoire du 23 décembre qui n’ont d’autre ambition que de donner
"d’autres développements" a la question sans "revenir sur cette méme chose dont il n’y a rien
a dire et qui me peine". La correspondance s’achéve et la controverse repasse dans la sphére
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In der arithmetischen Theorie der Formen muss man sich freilich mit der
Angabe eines Verfahrens zur Entscheidung der Frage der Aequivalenz
begnligen und das betreffende Problem wird deshalb auch ausdricklich in
dieser Weise formuliert (cf. Gauss : Disquitiones arithmeticae, Sectio V [...])
Das Verfahren selbst beruht auch dort auf dem Uebergange zu reductiren
Formen : doch ist dabei nicht zu uUbersehen, dass denselben in den
arithmetischen Theorien eine ganz andere Bedeutung zukommt als in der
Algebra. De namlich die Invarianten aquivalenter Formen dort ihrer Natur
nach nur zahlentheoretische Functionen der Coéfficienten sind, so kann es
nicht befremden, wenn dieselben zwar direct definiert aber nicht explicite
sondern nur als Endresultate arithmetischer Operationen dargestellt werden
kénnen ; denn ganz ahnlich verhédlt es sich mit den meisten arithmetischer
Begriffen, z.B. schon mit jenem einfachsten Begriffe des gréssten gemeinsamen
Theilers.

[Kronecker, 1874c, 382]

Traduction de I'extrait ci-dessus [traduction F.B.] :

Dans la théorie arithmétique des formes, il faut a vrai dire se contenter de
I'indication d’une méthode pour décider de la question de I’équivalence [...] (cf.
Gauss : Disquitiones arithmeticae, Sectio V [...]). La méthode elle-méme peut
nécessiter la transition a des formes réduites : cependant il ne faut pas omettre
que celles-ci ont une toute autre importance dans la théorie arithmétique des
formes qu’en algébre. Les invariants des formes équivalentes, de part leurs
natures, doivent étre obtenus des coefficients par des procédés arithmétiques,
et on ne doit pas étre surpris si ces procédés, bien que définis de maniére
directe, ne peuvent étre représentées explicitement comme des résultats
d’opérations arithmétiques; la plupart des notions arithmétiques se comporte
de maniere tout a fait semblable, comme la notion simple de plus grand
diviseur commun.

Effectivité et arithmétique sont indissociables chez Kronecker : les invariants de
la théorie des formes doivent s’exprimer de maniere effective par des
opérations arithmétiques sur les coefficients. Cette exigence s’oppose a I’énoncé
de formules algébriques comme la forme canonique de Jordan. "Dans la théorie
arithmétique des formes, il faut a vrai dire se contenter de I'indication d’une
méthode pour décider de la question de I'équivalence [...]", les invariants qui
caractérisent les classes d’équivalences arithmétiques ne peuvent pas étre
"représentés explicitement” par des formules, ils sont définis par un procédé de
calcul : ce sont les plus grands diviseurs communs des mineurs respectifs du
déterminant caractéristique (*®). L’ambition de généralité de Kronecker
s’oppose a I'énoncé d’une formule algébrique car la décomposition des
polyndémes dépend du "domaine de rationalité" sur lequel on travaille, au
contraire de I'algorithme du p.g.c.d. qui permet une définition parfaitement
générale et effective des invariants au prix de I'abandon d’une "expression
explicite" :

Ich bemerke bei dieser Gelegenheit, dass, wie hier, so die algebraischen
Invarianten Uberhaupt in ihrer wahren Allgemeinheit nur aus gréssten

28 Une formulation contemporaine de la définition de Kronecker est proposée en annexe 1.
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gemeinsamen Theilern von ganzen Functionen gegebener Elemente herzuleiten
und keineswegs, wie bisher angenommen wurde, durch liteale Bildungen zu
rechopfen sind. Ich bin hierauf schon vor einer langen Reihe von Jahren bei
meinen Untersuchungen Uber die Discriminante von algebraischen
Gleichungen gefuihrt worden, sowie spater bei meiner Arbeit Uber lineare
Transformationen, welche ich im October 1868 der Akademie mitgetheit habe.
[Kronecker, 1874a, 353].

Traduction de I'extrait ci-dessus [traduction F.B.] :

Je remarque a cette occasion, que les invariants algébriques sont déduits de
maniére effective et dans leur pleine généralité comme plus grand communs
diviseurs de fonctions entiéres et nullement, comme on I’a accepté jusqu’ici,
par des écritures littérales. Je suis arrivé a ce résultat depuis quelques années
par mon travail sur les discriminants des équations algébriques et plus tard,
par mon travail sur les transformations linéaires soumis a I’Académie en
octobre 1868.

La querelle de 1874 voit Kronecker expliciter pour la premiere fois I'idéal
d’effectivité souvent associé par I’historiographie a la théorie arithmétique des
grandeurs algébriques des années 1880-1890 (**). En 1874, la pratique des
calculs de Kronecker ne reflete cependant pas la radicalité de [I'idéal
d’effectivité présenté dans les discours : si une formule non effective, et donc
"formelle"”, comme la forme canonique de Jordan ne doit en aucun cas participer
de I'organisation théorique, les procédés formels, et I’algébre en général, jouent
le role de méthodes [Kronecker, 1874a, 367]. (**). Dans la pratique des ses
calculs et démonstrations, Kronecker recourt a des "formes normales"
similaires aux formes canoniques de Jordan et nécessitant des extractions de
racines d’équations algébriques. Le théoreme principal de Kronecker
caractérise les couples de formes bilinéaires ou quadratiques, singuliers ou non,
par des "formes élémentaires" associées a des invariants. Chaque classe
d’équivalence des faisceaux de formes bilinéaires est ainsi associée a une suite
de diviseurs élémentaires - polynémes homogénes en deux variables f(u,v) -
dénommeée "Reihe von determinirenden Classen". Le premier terme de la suite
est le déterminant caractéristique du faisceau, le membre suivant est le 'plus
grand commun diviseur des premiers sous déterminants” et ainsi de suite en
considérant les p.g.c.d. des sous déterminants successifs. Ces suites de
polyndémes se décomposent en des suites "élémentaires" correspondantes aux
diviseurs élémentaires de Weierstrass et a chaque diviseur élémentaire est
associé un faisceau de formes de déterminant f(u,v) : ce sont les "faisceaux
élémentaires”. Chaque faisceau de formes s’écrit alors comme un "agrégat" de
"faisceaux élémentaires”. Les formes élémentaires de Kronecker sont données
par les expressions "X;Xo+XsXs+..... 5 XoXa+XaXs+....FHXno1Xn'" OU "X Xo+XgXg4+..... :
XoX3+XaXs+... X, oXn1+0X,2", avec dans la derniére expression 6=0 ou 6=1, leurs

24 Cette théorie sera abordée dans la partie I1.

% \oir a ce sujet la discussion contenu/formel chez Kronecker, détaillée dans la partie | de ce
chapitre.

Le point de vue arithmétique de Kronecker se radicalise cependant dans les années 1880 et
conduit, en 1890, a la publication d’un nouveau mémoire sur les faisceaux de formes dont I’objet est
de remplacer les "défauts des méthodes analytico-algébriques par des méthodes purement
arithmétiques [Kronecker, 1890b, 142].
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ENCART 3.

Une formulation des années trente du théoréme de Kronecker sur les faisceaux
singuliers de formes.

[Turnbull et Aitken, 1933, 120-125] :

The foregoing method in 82, p.115 of reducing pencils of matrices to equivalent canonical forms, applies

only to non-singular pencils. Where the matrix pencil is square but singular, or else is rectangular,
peculiar features arise, necessitating a closer examination of the dependence in F of the row and

column vectors which comprise the matrix.[... ]

1 i
u A
Ln= 7
L uoA
[...]
A
A
L= L=|u :
y7;
y7;

[...] Theorem I. The matrix A = [Aa;; + p b;j] of a singular pencil can be reduced by rational equivalent
transformations to the canonical form

L

m

PAQ=L = L, ,

where M is a square non —sungular core in rational canonical form [B,(A,u)] or possibly, with change of
basis, [Bu(p,0)]

[...] The irrational canonical form for a pencil of quadratics was given by Weierstrass in a classical
memoir [1868]. The existence of singular pencils was mentioned by him but excluded from discussion.
The discussion of the singular case is due to Kronecker [1890], [1891]. A treatment by rational
methods has recently been given by Dickson [1927].

[...] The theorem that in a pencil based on a symmetric and a skew symmetric matrix elementary
divisors of the types p?, 6®** must occur in pair was given by Kronecker [1874]. Later proofs are due to
Stickelberger [1879] and Frobenius. They are connected with generating series for the reciprocal
matrix pencil and incidently with the methods employed by Darboux for the reduction of a pencil of
guadratic forms.

The actual reduction of a singular pencil, for the general cases of a collineation and of a correlation, is
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agrégats donnent la structure des classes d’équivalences arithmétiques en un
énoncé homogene qui unifie les résultats distincts obtenus par Weierstrass et
Kronecker en 1868 pour les cas singuliers et non singuliers (une formulation
de théoréme du point de vue des années 1930 est proposée en encart 3) (*°) :

a)

b)

©)

Zu &quivalenten Schaaren gehort eine und dieselbe Reihe von determinirenden
Classen, und wenn fiur zwei Schaaren die Reihe der determinirenden Classen
genau dieselben Glieder und darunter keine oder nur eine Null enthalt, so sind
dieselben &quivalent.
Jede Schaar von quadratischen Formen ist ein Aggregat von elementaren
Schaaren ; d.h. fur jede Schaar ug+vy besteht eine Gleichung

uQ+vP= Zy (Ux@x+vily) (k=1,2,3,...),
in welcher jedes einzelne Glied auf der rechten Seite eine elementare Schaar
reprasentiert, wahrend die Gréssen ux v samtlich lineare homogene
Functionen der zwei Variabeln u und v bedeuten.
Jede Classe elementarer Schaaren von n Variablen kann durch zwei
Grundformen folgender Gestalt reprasentirt werden

X1 Xo+X3Xg+..... > XoXz+XgXs+....,

wo die eine mit X,.1X,, die andere mit X,,_,X,_1+0Xx,2 abschliesst und 6=0 oder 1
ist ; der Werth 6=0 ist fur eine grade Anzahl der Variabeln jedoch nur dann
zuzulassen, wenn die Formen bilinear sind und als solche behandelt werden.

[Kronecker, 1874a, 350].

C’est par ces moyens, en effet, que j'ai trouvé qu’en opérant la méme
substitution linéaire sur les deux séries de variables, tout polynéme bilinéaire
peut étre transformé en une somme de fonctions de I’'une des formes suivantes :

I. (_1)nth yh+1+2(_l)hyhxh+1+xnyn (h=0.1,....n-1)
h h

1. (_1)mthyh+1 +Z(_l)h YnXni (h=0.1,....2m-2)
h h

>
i aZthMerZ:yhxh+l (h=0,1,...,n-1 ; a2 _b?)
h h

Ces trois fonctions ne sont plus décomposables d’'une maniére analogue et c’est
pourquoi je les désigne comme formes élémentaires. [...] C’est de cette maniére
gu’un certain faisceau de formes est lié avec chaque forme bilinéaire, et si I'on
désigne par F;, F,, F3 respectivement les faisceaux qui appartiennent aux
formes élémentaires I, 11, 111 et par D,, D,, D3 leurs déterminants, on a

D; = [u+ (-1)V]™,

D, = [u+ ()™,

D; = (au+bv)™(av+bu)™, (n+1 étant égal a 2m)

D; = 0 (n+1 étant un nombre impair). [Kronecker, 1874b, 418]

L’emploi par Kronecker de formes normales et élémentaires similaires aux
formes canoniques de Jordan n’est pas contradictoire avec son idéal
d’effectivité et c’est la toute la portée d’une des premiére critiques adressée par
Kronecker a Jordan : il faut distinguer ce qui vient des méthodes et ce qui doit
fonder une théorie. C’est dans les méthodes que I'algébre joue son réle, "au
service des autres disciplines" comme I'arithmétique.

% |_e premier extrait cité provient du mémoire de Kronecker adressé a I'Académie de Berlin en
décembre 1873. Plutdt que d'en proposer une traduction, je cite a sa suite un autre texte écrit en
frangais par Kronecker lui-méme pour I'Académie de Paris en mars 1874.
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[ll. GENERALITE ET SIMPLICITE : LA REDUCTION
CANONIQUE DE JORDAN.

Nous résoudrons dans ce mémoire les problemes suivants :

1. Ramener un polyndme bilinéaire P a une forme canonique simple par des
substitutions orthogonales opérées les unes sur Xxy,...,X,, les autres sur y,...,Yn.
2. Ramener P a une forme canonique simple par des substitutions linéaires
guelconques opérées simultanément sur les x et les y.

3. Ramener simultanément a une forme canonique deux polyndémes P et Q par
des substitutions linéaires quelconques, opérées isolement sur chacune des
deux séries de variables.

Le premier de ces problémes est nouveau, si nous ne nous trompons. Le
deuxieme a déja été traité (dans le cas ou n est pair) par M. Kronecker, et le
troisieme par M. Weierstrass ; mais les solutions données par les éminents
géometres de Berlin sont incomplétes, en ce qu’ils ont laissé de c6té certains cas
exceptionnels qui, pourtant, ne manquent pas d’intérét. Leur analyse est en
outre assez difficile a suivre, surtout celle de M. Weierstrass.

Nous pensons donc satisfaire les géométres en exposant, pour la solution de ces
guestions, une méthode nouvelle tres simple, et ne comportant plus aucun cas
d’exception.

Nous terminerons ce mémoire en montrant que le troisieme probléme, borné
aux limites ou l'avait considéré M. Weierstrass, est identique a celui de la
réduction des substitutions linéaires a leur forme canonique.

[Jordan, 1874a, 35].

A la généralité, et aussi I'uniformité, revendiquées par Kronecker, Jordan
oppose une constante revendication de simplicité. Cette simplicité se réduit-
elle & un simplisme ingénu comme le caricature Kronecker ? Des termes de la
citation suivante de Jordan ont été soulignés pour mettre en évidence le fait
gue I'idéal de simplicité de Jordan est indissociable d’'une méthode de réduction

La méthode par laquelle nous traitons le premier probleme est plus simple que
celle dont s’est servie M. Kronecker ; mais elle repose sur les mémes principes,
et la solution des deux autres questions s’en déduit fort aisément ; aussi
aurions nous hésité a publier ce travail ; mais nos scrupules ont été levés par
la lecture d’'un Mémoire récent de M. Kronecker (Monatsbericht, mars 1874).
Cet habile analyste, apres avoir contesté ce que nous avions dit [...] sur la
simplicité des principes dont cette question dépend, annonce en effet, qu’il
s’est occupé de la transformation d’un systeme en lui-méme, mais qu’il n’a pas
réussi a obtenir une conclusion complétement satisfaisante, et que, dans I’étude
de ce probleme, il n’a pu tirer que peu de profit de son procédé de réduction.
Pour qu’un géometre aussi exercé ait pu méconnaitre ainsi, du méme coup, la
simplicité et la portée de sa propre méthode, il faut évidemment que la
question ne soit pas encore suffisamment élucidée.

[-]

Nous ferons observer en outre qu’on gagne beaucoup en simplicité et en
élégance en opérant symétriquement sur les formes a réduire. Tout le
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raisonnement tient en quelques lignes. On obtient directement les faisceaux
élémentaires tandis que M. Kronecker a besoin dans certains cas d’une
réduction ultérieure. Enfin, on reconnaift, chemin faisant, de la maniére la
plus simple, que la forme des réduites est completement déterminée [...].
[Jordan, 1874].

"Simplicité" et "réduction” : les arguments de Jordan ne se réduisent pas au
simplisme naif caricaturé par Kronecker. lls appuient une critique des résultats
du mémoire de 1868 de Kronecker :

Le lecteur nous sera gré de reproduite ici le résultat publié a cette époque par
M. Kronecker :

"Si deux formes quadratiques P et Q, a n variables, satisfont a la condition
(P,Q)=0, on pourra les réduire toutes les deux, par un changement de variables
a la forme

(1) f1Xm+1+f2Xm+2+---+me2m+ F

(2) F étant une forme quadratique des n-2 m-1 derniére variables, et f;,...f,

étant des fonctions linéaires quelconques de toutes les variables.
[Jordan, 1874b, 15].

Pour Jordan, I’énoncé de Kronecker n’est pas satisfaisant, au contraire de son
propre résultat et "la différence ce ces deux énoncés frappe au premier coup
d’ceil™:

Si deux formes bilinéaires P et Q satisfont a la condition (P,Q)=0, on pourra les
réduire a la forme

(3) P=xXiy1+...+Xm-1¥m-1 + P’, Q=Xzy1+... ¥ Xn¥m1 + Q’,
P’ et Q' ne contenant plus que les variables Xi+1, Ym+1, ---» Xn, Yn, €t pouvant étre
traitées par le méme procédé que P et Q, si (P’,Q")=0 ou si (P’,Q’)<< =0, par un
procédé analogue, qui revient comme résultat a celui de M. Weierstrass.
[Jordan, 1874b, 15].

Jordan critique dans la réduite (1) de Kronecker le fait qu’elle ne satisfait pas a
ce qui constitue au critére des "vraies réduites"”. Ce critére est normé par un
idéal de simplicité : les réduites doivent étre les plus simples au ou sens toute
réduction ultérieure doit étre impossible :

[les réduites de Kronecker] contiennent encore des coefficients indéterminées
gu’un réduction ultérieure doit faire disparaitre. Elles ne peuvent servir a
constater I’équivalence de deux systémes de deux formes P et Q, P, et Q; ; car
on peut trouver pour P et Q, d'une infinit¢é de maniéres, une infinité
d’expressions différentes de I’espéce [...]. Enfin les expressions (1) ne mettent
pas en évidence le caractére fondamental des vraies réduites d'étre
décomposables en fonctions partielles ne contenant chacune qu’une portion des
variables.

[Jordan, 1874b, 14].

L’idéal de simplicité de Jordan est indissociable d’une méthode de "réduction”
des problémes. La méthode de réduction est normée par un critére de simplicité :
les maillons de la chaine doivent étre les "plus simples". C’est en ce sens que la
forme canonique est définie en 1870 comme la "forme la plus simple" des

76



substitutions linéaires. Si pour Kronecker, I’emploi de formes canoniques vient
d’'une méthode algébrique permettant de démontrer un théoreme général
énoncant des invariants arithmétiques, pour Jordan au contraire, la forme
canonique sous tend une méthode de réduction des problémes qui donne a
I’algébre une capacité a atteindre la généralité. Cette méthode, issue des
recherches de Jordan sur la résolubilité des équations, est détaillée au sein de
I'étude contextuelle des travaux de Jordan proposée au chapitre 3.
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UNE CONCLUSION POUR CONSTRUIRE LE
DEROULEMENT DE L'ETUDE.

Sur un plan sociologique, la querelle de 1874 se développe a partir d'une
difficulté de communication scientifique et d'une opposition public/privé. La
correspondance entre Jordan et Kronecker se présente comme un vecteur de
connaissances tacites entre deux savants évoluant au sein de réseaux distincts.
Elle permet, sur un plan privé, de désamorcer les attaques publiques a I'origine
de la querelle. La controverse n'en reste pourtant pas la et si I'opposition des
deux auteurs se déclare tout d'abord en raison de leurs appartenances a des
réseaux différents, la querelle évolue en une confrontation de positions
épistémologiques fortes.

Analysée sur le plan épistémologique, la querelle de 1874 oppose deux
perceptions du role de I'algebre et de sa capacité a atteindre la généralité. A
I'idéal d’effectivité de Kronecker répond le point de vue de Jordan selon lequel
une résolution "générale" n’a de sens qu’en tant qu’elle procéde de la
"réduction" d’un probléme jusqu’a son expression ultime qualifiée de "simple".
L’idéal de simplicité de Jordan présente un caractére abstrait : il demande que
soient extraites toutes les racines d’une équation algébrique pour I'obtention
d’une "réduite", définie par une "qualité", sa simplicité maximale. L’opposition
des idéaux de simplicité et d’effectivité conduit a la confrontation de deux
signification de la généralité en mathématiques. Jordan reproche & Kronecker
le manque de généralité de sa méthode, car ses réduites peuvent encore étre
décomposées ; Kronecker, de son cété, reproche a Jordan sa réduction
abstraite qui nécessite des extractions de racines d’équations algébriques, ce
qui n’est pas possible en général et se présente donc comme une méthode
formelle. La méthode de réduction de Jordan aboutit a une forme canonique, la
méthode arithmétique de Kronecker établit des invariants arithmétiques
obtenus par un calcul effectif. La tension formes canoniques - invariants est au
ceeur de la controverse, son étude guide l'organisation de la suite de cette
premiére partie, organisée en deux temps, deux chapitres.

Le chapitre 2 place le moment historique de référence qu'est la controverse de
1874 dans une perspective historique plus générale. Si la controverse se
présente comme la rencontre de deux théoremes- celui de Weierstrass de 1868
et celui de Jordan de 1870 - et de deux méthodes - formes canoniques et
invariants, cette rencontre peut s’interpréter comme celle de deux cultures
mathématiques distinctes, portant des connaissances tacites, des
représentations et des idéaux propres mais se reconnaissant une histoire
commune qui prend ses racines dans les problémes mécaniques du XVI111° siécle
et implique des auteurs comme Lagrange, Laplace, Cauchy, Weierstrass et
Hermite : la discussion des petites oscillations. Le chapitre 2 étudie la manieére
dont la querelle entre Jordan et Kronecker présente deux lectures différentes
d’une discussion mathématique longue d'un siécle. Les deux théorémes opposés
en 1874 se présentent alors comme deux fins données a une histoire commune.
Afin d’expliciter les idéaux opposés par Jordan et Kronecker, le chapitre 3
étudie en détail les contextes distincts dans lesquels sont énoncés les deux
théoremes opposés en 1874. L’idéal de simplicité de Jordan est indissociable
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des méthodes de réductions élaborées pour la recherche des groupes résolubles
dans les années 1860-1870, et en particulier du théoréeme de décomposition des
groupes en chaines de groupes "simples" (Jordan-Hoélder). L’idéal
d’homogénéité de Kronecker se rattache a un contexte tres différent qui renvoie
a la construction d’une théorie des formes bilinéaires a Berlin dans les années
1860-1870. Selon ce point de vue, la controverse de 1874 se présente comme la
rencontre de deux théories : théorie des groupes et des formes bilinéaires.
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Chapitre 2

La discussion des petites
oscillations (1766-1874)
en prelude a la controverse

Jordan-Kronecker.
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INTRODUCTION.

La tension formes canoniques - invariants sur laquelle se développe la querelle
de 1874 alimente aussi un discours sur ce qui est nouveau par opposition a ce
qui tient au passé. La controverse ne laisse pas neutres les perceptions des
protagonistes sur une histoire des mathématiques. Au contraire, une histoire
s’écrit dans les détails des mémoires mathématiques publiés au cours de
I'année 1874. Pour Kronecker, comme nous l'avons vu au chapitre premier, le
théoréeme de Weierstrass de 1868 vient sanctionner les "résultats si mauvais"
obtenus par des méthodes développées "durant tout un siécle [...] et dont la
généralité n'est qu'apparente”. Les méthodes du passé sont sanctionnées parce
gu'elles négligent d’aborder les singularités, en "n’osant pas faire tomber la
condition que le déterminant du faisceau A+sB contienne des facteurs inégaux”
(*), et emploient par conséquent des expressions algébriques qualifiée de
"formelles" car elles perdent toute signification en cas d’occurrence de racines
multiples pour I'équation caractéristique |A+sB|=0. Au contraire de ces
méthodes, que l'on peut qualifier de génériques pour reprendre le terme
employé par Thomas Hawkins (%), les travaux de Weierstrass répandent "la
clarté la plus pleine" sur I'ensemble de la théorie en élaborant un "traitement
complet de I'objet" par des méthodes algébriques homogénes et d'une
"généralité véritable".

Si les méthodes génériques naissent avec l'algebre symbolique elle-méme,
comme on le voit par exemple dans la méthode des indéterminées de Descartes,
elles font I'objet au XIX® siécle des critiques de géométres influents comme
Cauchy et Weierstrass. Thomas Hawkins [1977, 122] a mis en évidence la
maniére dont l'idéal de généralité porté par théoréme des diviseurs
élémentaires de Weierstrass implique une rupture avec les méthodes
génériques du passé. Il faut cependant remarquer que les premiéres lignes de
I’histoire qui sanctionne des méthodes du passé comme "génériques" sont
écrites par Kronecker lui-méme dans le contexte treés particulier d’une

! C'est-a-dire la condition imposant des racines caractéristiques distinctes ou, en termes
contemporains, des matrices diagonalisables.

2 Thomas Hawkins a proposé de désigner par le qualificatif de "générique" un certain type de

raisonnement algébrique qui ne se préoccupe pas de la signification des symboles et dont il fait

remonter I'origine a I'analyse de Viete au XVI° siécle :
In the new analysis one reckons with species by means of "signs" (symbols) which do not
represent specific magnitudes, but an entire species of magnitudes. Analysis became a
method for reasoning with, manipulating, expressions involving symbols with “general”
values and a tendency developed to think almost exclusively in terms of the "general”
case with little, if any, attention given to potential difficulties or inaccuracies that might
be caused by assigning certain specific values to the symbols. Such reasoning with
"general" expressions | shall refer to for the sake of brevity as generic reasoning.
Lagrange’s treatment of the principal axis theorem of mechanics [1788,Pt. Il. Sect. VI]
affords a simple example of generic reasoning. In the course of it algebraic expressions
arise which for certain values of the symbols involved possess zero in denominators. Since
these expressions are however meaningful on the generic level the proof proceeds.
[Hawkins, 1977, 122].
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controverse mathématique. L'étude de la querelle de 1874 et des idéaux
disciplinaires qu'elle oppose, nécessite de compléter I'approche de Thomas
Hawkins en abordant d’autres points de vues sur le passé que celui de
Kronecker et, pour cela, d’interroger la dynamique historique du terme
généralité dans ce que Kronecker désigne comme I'histoire de "la théorie des
faisceaux de formes quadratiques depuis un siécle".
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ENCART 1

Le corpus de textes formant la discussion des petites oscillations.
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. LA CONTROVERSE COMME OPPOSITION DE
DEUX FINS DONNEES A UNE DISCUSSION
LONGUE D’UN SIECLE.

1. L’histoire de la discussion des petites oscillations du
point de vue de 1874.

La discussion des petites oscillations désigne un corpus regroupant des textes
mathématiques en un ensemble cohérent et fermé sur une périodisation donnée
(1766-1874). Au sens des citations et références que les textes entretiennent
entre eux, visualisées par le graphe de l'encart 1, le corpus articule une
discussion entre différents auteurs et différentes théories. En 1766, Lagrange
travaille sur I'intégration des systémes d’équations différentielles linéaires a
coefficients constants ; en 1829, la question traitée par Cauchy est la
classification des surfaces du second degré et, en 1858, il s’agit pour
Weierstrass de caractériser les transformations de fonctions homogénes du
second degré par substitutions sur les variables (un point de vue contemporain
est proposé en encart 2). La discussion ne se laisse pas aisément caractériser.
Ce n’est pas une théorie si on ne la fixe pas a un moment précis et qu’on la
considere sur la longue durée. Ce n’est pas non plus le développement de la
résolution d’un probléme : si il y a bien un probleme fondateur, celui-ci est
considéré, jusqu’au mémoire de Weierstrass de 1858, comme résolu par
Lagrange en 1766. L’historiographie a souvent abordé cette discussion dans le
cadre d’une histoire de l'algébre linéaire [Dieudonné, 1978], de la théorie des
matrices [Hawkins, 1975], de la mécanique [Laskar, 1992]. Kronecker décrit
cette discussion comme relevant de I''histoire de la théorie des faisceaux de
formes quadratiques”. Eclairer la controverse de 1874 impose, au contraire, de
ne pas décrire cette histoire comme celle d’une théorie afin de cerner ce qui
permet les communications entre auteurs du corpus, les passages d’une théorie
a l'autre. Le parti pris de ce travail est donc de présenter cette discussion du
point de vue de 1874, lorsqu’une premiere histoire de la discussion s’écrit sous
la plume de Kronecker. Un autre point de vue sur la discussion, trés proche
puisque provenant des années 1880 et d’auteurs comme Poincaré, conduirait a
ouvrir le corpus & des textes de mécanique ou d’astronomie et & centrer le
questionnement sur la stabilité du systéme du monde et le probleme des trois
corps (°). Un point de vue encore différent, des années trente du XX° siécle,
pourrait faire participer d’'un méme corpus des textes de Lagrange et de

3 Pour une histoire de la discussion selon ce point de vue, voir [Laskar, 1992].
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Fourier, et y voir une origine de I'algébre linéaire et de la théorie des matrices
[Mac Duffee, 1933], [Turnbull et Aitken, 1932].

Prendre le point de vue de 1874, c’est utiliser les témoignages de cette époque
pour fixer la périodisation (1766-1874) et le corpus étudié. Il y a alors un
début, correspondant a la résolution par Lagrange d’un probléme de mécanique
en 1766, et une fin marquée par la publication de deux mémoires de
Weierstrass en 1858 et 1868. Le probleme fondateur de la discussion, origine
du corpus, est énoncé par Lagrange en 1766 comme “"probleme des petites
oscillations d’un systeme quelconque de corps”. Pour Kronecker, ce probleme
releve de la théorie des faisceaux de formes quadratiques et son histoire se
résume a la négligence du traitement d’un cas particulier : I'occurrence de
racines multiples de I’équation caractéristique du systéme. Les deux mémoires
de Weierstrass viennent alors clore la discussion par leur capacité a traiter le
cas général par une méthode algébrique homogéne. Cette histoire écrite par
Kronecker peut étre relativisée par d’autres points de vue de la méme époque,
comme ceux de Yvon Villarceau ou Jordan. Ces nouveaux points de vue font
porter un premier éclairage sur la controverse par I'histoire de la discussion
des petites oscillations : la discussion conserve un méme début, [Lagrange,
1766], mais prend désormais deux fins : [Weierstrass, 1858-1868] et [Jordan,
1871, 1872]. Selon cet éclairage, la controverse oppose deux fins d’'une longue
discussion mathématique indépendantes I'une de I'autre.
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2. Un point de vue parisien sur la discussion des petites

oscillations en 1870.

L’intégration des équations différentielles du mouvement de rotation d’un corps
solide, soumis a I'action de la pesanteur, a été présentée pour la premiére fois
par lillustre auteur de la Mécanique analytique, dans le cas des petites
oscillations.

[Yvon-Villarceau, 1870, 762].

En 1870, I'astronome Yvon-Villarceau signale aux géomeétres de I’Académie de
Paris une "incorrection” dans la méthode classique "d’intégration des équations
différentielles du mouvement de rotation d’un corps solide, soumis a I’action de
la pesanteur". La méthode a été établie en 1766 par Lagrange pour un
probléme remontant a d'Alembert : étant donnée une corde fixée en un point,
lestée d’un nombre quelconque de masses, et écartée de sa position d’équilibre,
décrire ses "petites oscillations". Le principe de conservation des forces vives
permet de mathématiser le probléme par un systéme d’équations différentielles
linéaires a coefficients constants (%) :

Lagrange forme trois équations différentielles du second ordre, entre lesquelles
il élimine I'une des trois inconnues. Pour abréger j'écrirai le résultat de
I’élimination comme il suit :

d*u 2
g—— +ta—— +cu=0,

(@) dt dt

d%s du
fF+ad—2+CS—O,

[Yvon-Villarceau, 1870, 763].

Antoine Yvon-Villarceau, major de la section de mécanique de I’école centrale,
entre en 1846 & I'observatoire de Paris en tant qu’astronome (°). Ses travaux
de mécanique céleste concernent la détermination des orbites de divers corps
célestes, des exemples célébres sont le calcul de la périodicité de la comete
d’Arrest (1851) et la prévision des éphémérides en tenant compte des
perturbations produites par Jupiter. La résolution de ces problémes repose sur
I'application réalisée par Lagrange de la méthode des petites oscillations aux
mouvements séculaires des planétes et Yvon-Villarceau publie la note de 1870
peu aprés son élection a I’Académie des sciences (1867). La méthode
d’intégration du systéeme (@) repose sur la détermination, par les méthodes
d’éliminations, d’une équation algébrique dénommée équation caractéristique
depuis Cauchy [1839] :

4 Dans la citation de Vil arceau, u et s sont des fonctions de t, g, f et a des constantes. L'intervention
de u et s est en miroir dans les équations, en termes contemporains le systéme est donc symétrique.

® Pour une bibliographie d'Yvon-Villarceau, consulter [Baillaud, 1957].
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[Ces méthodes] fournissent I’équation caractéristique
2

c C

——(f+9)—+fg-a®*=0

P P
[Yvon-Villarceau, 1870, 763].

Pour un systéme de n équations, la méthode de Lagrange associe aux n racines

de I'équation caractéristique, n équations différentielles indépendantes de la
2

forme

2 +pu=0 (p racine de I'équation caractéristique) auxquelles elle
raméne l'intégration du systéme. Cette méthode nécessite de supposer les
racines p de I'’équation caractéristique toutes distinctes (un point de vue
contemporain sur ce probléme est proposé en encart 2) :

Faisant abstraction du signe des racines, et désignant leurs valeurs absolues
par p et p’, on a les expressions suivantes desetde u :

s=asin(ot + f) +a'sin(o't + ')

2 12
(D=2 osint+ g)+—22_asin(pt + 5)
c-gp c-gp'
[1870,763].

Les racines représentent les périodes des petites oscillations et Lagrange
interpréte I'occurrence de racines multiples comme synonyme d’instabilité du
systeme : les oscillations ne restent pas bornées car le temps t "sort du sinus" et
les solutions prennent la forme s= tsin(pt+).

Au reste, dit Lagrange, comme cette solution est fondée sur I’hypothese que s, u

et % soient de tres petites quantités il faudra, pour qu’elle soit légitime :
[...] que les racines p et p’ soient réelles et inégales, afin que I'angle t soit
toujours sous le signe des sinus.

[1870, 764].

Yvon-Villarceau critique cette interprétation et soumet a I’Académie la
question de I'intégration du systéme en cas d’occurrence de racines multiples :
"C’est sur la seconde des conditions ici énoncées que je me permets d’appeler
I'attention de I’Académie. Je dis qu’il n’est pas nécessaire que cette condition
soit remplie, pour que les petites oscillations se maintiennent" [1870, 764]. Si,
par exemple, g= f et a=0 alors le systeme différentiel (a) a des solutions
stables malgré une équation caractéristigue admettant des racines multiples

).

L’intervention de Villarceau permet de mettre en valeur un point de vue
alternatif a celui de Kronecker qui désignera en 1874 le probléme des petites
oscillations comme relevant d’'une transformation de faisceaux de formes

® En terme contemporain, le systéme est stable s'il est diagonalisable dans E, ce qui n'implique pas
I'occurrence de valeurs propres distinctes. Consulter a ce sujet I'encart 2.
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quadratiques. Pour Yvon-Villarceau, la discussion des petites oscillations est
un probleme de mécanique. Si, comme Kronecker, Villarceau met en évidence
un "défaut" dans une méthode centenaire, défaut relatif a la négligence d’un
cas particulier (’), le discours et ses conclusions reposent sur une
représentation mécanique sous jacente : un mouvement oscillatoire doit pouvoir
se décomposer en des mouvements indépendants. L’intervention d’Yvon-
Villarceau a alors pour objet de mettre en évidence, non un défaut de rigueur
ou un idéal de simplicité, mais la possibilité de concilier des solutions stables,
une décomposition en mouvements indépendants, et I'existence de périodes
propres égales :

Voici un cas trés simple, auquel correspondent des racines égales de I’équation
caractéristique : c’est celui d’un corps solide, homogene et de révolution,
oscillant autour d’un point pris sur son axe de figure. Chacun comprendra sans
recourir au calcul, que la petitesse des oscillations est assurée dans ce cas, si le
centre de gravité est, a l'origine du mouvement, au-dessous du centre de
suspension, a une petite distance de la verticale passant par ce point, et si le
mouvement oscillatoire initial est suffisamment faible. [...] Ayant rencontré
d’autres systémes d’équations linéaires qui m’ont présenté la méme
particularité relativement aux racines égales de I’équation caractéristique, et
constaté que ces systémes se résolvaient alors en équations distinctes qui
s’intégrent isolément [...]. J’ai cru devoir appeler I'attention des géomeétres sur
un point assez important de la théorie des équations linéaires, et qui n’occupe
pas une place suffisante dans les traités sur cette matiere. Peut-étre la
question que je souleve a-t-elle déja été résolue; mais il faut croire que la
solution n’est pas généralement connue, puisque l'incorrection que je signale
dans la Mécanique analytique a pu échapper a un géomeétre aussi érudit que le
savant auteur de la nouvelle édition d’un ouvrage devenu classique ().

[1870, 764-766].

"Peut-étre la question que je souléve a-t-elle déja été résolue” : la résolution de
Weierstrass n’est pas connue des Parisiens. Les systemes d’équations
différentielles de Yvon-Villarceau n’ont pas de lien avec les "fonctions
homogénes du second degré" de Weierstrass ou les "faisceaux de formes
guadratiques" de Kronecker. Jordan répond a I'appel de Villarceau par la
publication de deux notes [Jordan, 1871 et 1872] qui résolvent le probléme posé
par les racines multiples. Par sa réponse a Villarceau et la fin qu’il donne a la
discussion des petites oscillations, Jordan est amené sur le terrain jusqu’alors
berlinois des formes bilinéaires et publie en 1873 la note aux Comptes Rendus
qui va susciter la querelle de 1874 (°).

” Le défaut de la méthode de Lagrange est interprété par Villarceau comme une analogie abusive
entre les systemes de n équations et I'intégration différentielle d’ordre n.

8 Yvon-Villarceau fait ici allusion & la nouvelle édition de la Mécanique Analytique de Lagrange
par J. Bertrand en 1853.

9 La réponse de Jordan a I'appel de Villarceau est détaillée en conclusion de chapitre.
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3. Les caractéristiques de la discussion des petites

oscillations.

Le propos de ce chapitre, éclairer la controverse Jordan-Kronecker par une
histoire longue d’un siécle, pose le probléme de la cohérence du corpus étudié et
visualisé par le graphe de I'encart 1. Ce corpus a-t-il une cohérence interne ou
n’obtient-il d’'unité que du point de vue rétrospectif de Kronecker ou de Jordan
en 1874 ? Dégager les cohérences internes a la discussion des petites
oscillations  nécessite une étude détaillée des méthodes mathématiques
employées dans les textes du corpus. Afin de ne pas encombrer le corps du texte
de considérations techniques, le détail de cette étude est proposé sous la forme
d'un discours paralléle en encarts 3a, 3b et 3c. Les conclusions de I'examen des
méthodes mathématiques de Lagrange, Laplace, Cauchy et Weierstrass sont
que, si elle ne se laisse par réduire a une théorie, un probléme ou une méthode,
la discussion des petites oscillations adopte toujours une forme semblable qui
en fait la cohérence interne et présente trois caractéristiques essentielles :

- Une méthode polynomiale spécifique.

- Une propriété remarquable des coefficients du systeme d’équations
différentielles, pour reprendre les notations de la Mécanique Analytique
de Lagrange : (i,j) = (j,i).

- Une discussion qualitative sur les racines d’une équation algébrique.

¢ Une méthode polynomiale propre a la discussion.

La "solution générale" élaborée par Lagrange pour le "probléme des petites
oscillations trés petites d’'un systéme quelconque de corps" [Lagrange, 1788,
243] est basée sur une méthode qui se veut spécifique par son rejet de la
méthode des coefficients indéterminés, une méthode critiquée par son
incapacité a traiter le cas "général" de n corps (consulter I'encart 3, pour tout
complément). La spécificité consiste a ramener le probleme de I'intégration
d’un systéeme de n équations différentielles linéaires a coefficients constants a
la résolution d’une équation algébrique de degré n. La méthode polynomiale qui
appuie cette démarche est un processus algébrique original et caractéristique
de la discussion des petites oscillations sur toute sa durée (*°).

10| *équation algébrique dont il s’agit est dénommeée depuis [Cauchy, 1839] : équation
caractéristique du systéme.
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e Une propriété remarquable des coefficients du systéeme
différentiel,

Une deuxiéme caractéristique de la discussion se présente dans ce que Laplace
désigne comme I'occurrence de "rapports remarquables" dans les coefficients du
systeme d’équations différentielles :

(1,2) = (2,1) et [1,2] = [2,1].

Ces rapports remarquables sont présentés dans la Méchanique Analytique
[Lagrange, 1774, 647] comme provenant du développement de deux
expressions quadratiques. Le terme (i,j) provient du développement de
I’énergie cinétique et [i,j] du développement de Taylor a I'ordre 2 de I’énergie
potentielle. Une étude des notations employées montre que cette propriété
remarquable des systémes est absente des travaux de d’Alembert et de
Lagrange avant 1766. L’encart 3, montre que les "rapports remarquables”
sont une conséquence du jeu sur les exposants et les indices qui fait la
spécificité de la méthode élaborée par Lagrange dans la période 1762-1765
pour intégrer le systeme (a).

Notation de [Lagrange, 1766] Notation de [Lagrange, 1774]
(1;[2/ + A'Y+B'Y"HC Y L+ va(n) =0 o= d_t2§+ 1,2) dt2 + 1,3) dt2 +&c+ [1] &+ [1,2] g+ [1,3]o+&c.
" _ oy LU dzg dze
ddzy AR Y HCT Y+ Ny 0=(2 dtz +(1.2) Gz + (23) Gz T&e+ 214+ [1,2]6+ [2,3]o+&e
d2
d?y" ATV B G Ny 0=0 dtz S+ (3) d_tiL“L 23) d_tqu‘+&C+ Bl + [1,3]&+ [2,3]y+&c
+A"Y+B Y HC Y " L+ N YT =
dt? &c.
: dzg d2y
d’y® ADYLBO Y CO Y L N®y® g 0= dt2 a0 g+ @) G +&e+ [nlo + [LJé+ 2y &

dt?

e Une discussion qualitative sur les racines d’une
équation algébrique.

La méthode de Lagrange fait jouer un rdéle particulier a une équation
algébrique pour la résolution du probleme des petites oscillations. Cette
équation permet de déterminer les "petites oscillations" propres, c'est-a-dire
les périodes p des solutions particulieres Ae’'dt. La nature mécanique du
probléme nécessite une discussion sur la nature qualitative des racines de cette
équation : sont-elles toutes distinctes, réelles ? Cette discussion sur la nature
gualitative des racines d’une équation algébrique est une caractéristique forte
de la discussion des petites oscillations, elle en sera également le moteur
principal, de son origine chez d’Alembert & sa cloture par Weierstrass en 1858
et Jordan en 1871 (encarts 3,p.).
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ENCART 2.
Un point de vue contemporain sur la discussion des petites oscillations.

En termes contemporains, la matrice du systeme d’équations différentielle linéaire a
coefficients constants de Lagrange est diagonalisable, car symétrique. Il est donc toujours
possible de ramener le systéeme a n équations indépendantes, quelle que soit la multiplicité
des racines de I’équation caractéristique. Voir par exemple le traité de Gantmacher de 1959
pour une interprétation mécanique du probléme :

Dans la théorie des petites oscillations, il est nécessaire de considérer simultanément
deux formes quadratiques dont I'une donne le potentiel et I'autre I'énergie cinétique du
systéme. La deuxiéme forme est toujours définie positive. [...]
Théoréme. L’équation caractéristique |A-AB|=0 d’un faisceau de formes A(x,x)-AB(x,x) a
toujours n racines réelles A, (k=1,2,...,n) avec les vecteurs principaux correspondants

Zk = (Z]_k, sz,...,an) (k:1,2,...,n):

AZK = \BZ" (k=1,2...,n).
[Gantmacher, 1959, 311-315].

La stabilité du systéeme mécanique nécessite que la matrice A soit diagonalisable et,
contrairement a la conclusion de Lagrange, ceci est le cas quelle que soit la multiplicité des
valeurs propres.

Les différents cadres théoriques que traverse la discussion des petites oscillations et qui sont
représenté dans le graphe proposé en encart 1 (mécanique analytique de Lagrange, géométrie
analytique de Cauchy, fonctions homogenes du second degré de Weierstrass) sont, d'un point
de vue contemporain, confondus en une unique théorie a savoir la théorie des matrices ou
plus généralement I'algébre linéaire. Le traité de Gantmacher de 1959 formule de la maniére
suivante la recherches des axes principaux des coniques et quadriques qui préoccupe Cauchy
en 1829 :

[...] Théoréme 9. — Si Z = //zik //1n est une matrice principale d’un faisceau régulier de
formes A(X,X)-AB(x,x) la transformation X = Zg réduit simultanément les formes A(x,x)
et B(x,x) aux sommes de carrés SAZ2, £&2, [...].Ainsi, la détermination des valeurs
caractéristiques et des vecteurs principaux d'un faisceau régulier de formes A(Xx,x)-
AB(x,x) est équivalente a la réduction, aux axes principaux, de I’équation de
I’hypersurface centrée du second ordre, a la condition que I'équation de I’hypersurface
soit donnée dans un systeme général de coordonnées gauche dans lequel la sphére unité
ait I’équation B(x,x)=1.
Exemple — Soit I’équation d’une surface du second ordre

2x2-2y?-27%-10yz+2xz-4=0
dans un systéme général de coordonnées gauche dans lequel I’équation de la sphére
unité est

2X2+3y?+27%+2xz =1.
Réduisons I'équation aux axes principaux [...] forme canonique :
EPH+E,7-487-4=0, & +E +E =1

La premiéere équation [...] est I’équation d’un hyperboloide de révolution & une nappe
avec demi-axe réel égal & 2 et demi-axe imaginaire égal a 1.
[Gantmacher, 1959, 311-315].
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II. DIFFERENTS IDEAUX DE GENERALITE.

Afin d’éclairer les idéaux opposés par la controverse Jordan-Kronecker et
notamment I'idéal d’'une "véritable généralité" formulé par Kronecker dans sa
critigue de Jordan, cette partie propose un examen des textes qui sont
considérés en 1874 comme les principales étapes de la discussion des petites
oscillations. Les principales références renvoient aux travaux de Lagrange et
Laplace de 1770 a 1800, de Cauchy dans les années trente et de Weierstrass en
1858 (voir le graphe de I'encart 1). La question de la généralité tient un role
important dans les discours des acteurs de la discussion : des 1766 Lagrange
revendique la portée générale de sa méthode par opposition aux cas
particuliers traités par d’Alembert en 1743. Un siécle plus tard, Weierstrass
justifie sa remise en cause des conclusions de Lagrange par une nouvelle
revendication de généralité. Afin de cerner I’évolution du qualificatif "général”
dans le cadre de la discussion des petites oscillations, I’approche se subdivise
en deux parties paralléles poursuivies dans le corps du texte d'une part, dans
les encarts 3,, 3, et 3. d'autre part. Tandis que les encarts entrent dans le détail
des techniques mathématiques afin de cerner les caractéristiques d'une
méthode propre au corpus étudié, le corps du texte s'attache a mettre en
évidence la dynamique historique de la discussion, & savoir son évolution dans
le temps marquée par le passage d’un auteur a un autre, d’'une théorie & une
autre. Une attention particuliere sera portée sur les représentations, souvent
implicites, qui donnent aux méthodes algébriques leurs significations. Le
terme de représentation d'une méthode algébrique désigne ici toute
interprétation de cette méthode procédant d'un changement de cadre. Nous
aurons l'occasion d'étudier comment des représentations implicites différentes,
mécaniques ou géométriques, impliquent des regards différents sur de mémes
formulations algébriques.
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ENCART 3.

Les méthodes de la discussion des petites oscillations.

Dans le corps du texte, la deuxiéme partie de ce chapitre aborde la discussion des petites
oscillations sous I'angle des différences : différents de cadres théoriques, différents idéaux de
généralité, différentes représentations, souvent implicites, donnant aux méthodes leurs
significations. Cet encart développe un discours paralléle dont I'objet est de mettre en
évidence ce qui reste le méme, ce qui se transmet, dans les méthodes employées au sein de la
discussion des petites oscillations. Y a-t-il des raisonnements propres a la discussion des
petites oscillations ? Poser la question de l'identité d’'une méthode est une maniére de
contribuer a I'étude d'une des origines historiques de l'algébre linéaire et de la théorie
spectrale ([Hawkins, 1975], [Dieudonné, 1977], [Dahan Dalmedico, 1992]). Cet encart,
forcément technique, conserve un plan chronologique et un questionnement orienté par la
controverse de 1874.

1. Unedouble méthode des coefficients indéterminés : Lagrange [1766].

Dans ses "Solutions de différents problémes de calcul intégral” Lagrange présente le probléme
des petites oscillations d’'une corde comme une application de son principe pour réduire
I'ordre d’une équation différentielle dont on connait des solutions particulieres [1766, 519] :
Les équations proposées seront intégrables algébriqguement, si I’'on peut trouver, [...] autant de
valeurs particuliéres de chacune des quantités y, y’, y”,... qu’il y a d’unités dans la somme des
exposants des plus hautes différences de ces variables.
Le probleme des petites oscillations d’un systéme "quelconque™ de corps, traité dans les cas
particuliers de deux et trois corps par d’Alembert, est présenté comme un exemple de la
portée générale du principe de réduction de I'ordre [1766, 520] :
Méthode générale pour déterminer le mouvement d’un systéeme quelconque de corps qui agissent les
uns sur les autres, en supposant que ces corps ne fassent que des oscillations infiniment petites
autour de leurs points d’équilibre.
Soit n le nombre des corps qui composent le systéme, et nommons y’, y”, y,... les espaces
infiniments petits que ces corps décrivent dans leurs oscillations pendant le temps t ; on aura, en
négligeant les quantités infiniment petites du second ordre et des ordres plus élevés des équations
de cette forme

dzy.
e +AY+BY'HC'Y"+..+N'y™ =0
dzy” gty Rty (S i1 oy (n)
e +A"y+B"y"+C"y""+..+ N"y"™ =0
a "
(@) ddty2 FATYEBT Y HCT Y L A N Y™ =0
dzy®
+AOY By C @yt NMy® =0

dt?
A, B, C,...,A”, B”, C",... étant des constantes données par la nature du probléme.

Le systeme différentiel des petites variations est d’ordre 2. Lagrange considére un systeme de
n solutions particuliéres de la forme Ae’'dt, ol A et p sont des "constantes indéterminées"
permettant de réduire I'ordre du systéme de la maniére suivante : les n équations sont
ramenées en une seule en les sommant apres multiplication par les coefficients indéterminés
Aef'd et I'unique équation obtenue peut alors s’intégrer par partie [1766,520] :
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1. Lagrange et la "solution générale du Probléme des
oscillations tres petites d’'un systéeme quelconque de

corps."

La section V de la Méchanique Analytique, "Solutions de différens problémes de
Dynamique" [1788, 243-286], se présente comme une application des "principes
généraux" exposés dans le traité. Le premier exemple de mise en ceuvre est
celui des oscillations tres petites d’'un systeme de corps. Il s’agit d’étudier le
déplacement d’'un systéme de corps m, m’, m”, &c, dont on suppose qu’il
s’éloigne trés peu d’une position d’équilibre de coordonnées a,b,c. Lagrange
exprime les coordonnées rectangles x,y,z,de chaque corps a I'aide de variables
indépendantes entres elles &, Y, ¢ :

Au reste, on pourra souvent aussi, en ayant égard aux conditions du probléme,
réduire les coordonnées immédiatement par des substitutions, en fonctions
rationnelles & entieres d’autres variables indépendantes entr’elles, & tres
petites, dont la valeur soit nulle dans I’état d’équilibre [(*!)].
Ainsi nous supposerons en général que I’on ait :

XxX=a+a; &+ a, P +az ¢ +&c +a’; & +&e¢,

y=b+b; &+ by Y +bs ¢ +&C +b’; & +&¢,

z=c+c §+C P +C3 @ +&C +C'; & +&¢,
& ainsi des autres coordonnées x,y’, &c, les quantités a, b, c, a;, by & c, sont
constantes, & les quantités &, §, ¢, &c, sont variables, trés petites, & nulles
dans I’équilibre.
[Lagrange,1788, 243].

Les équations du mouvement sont déduites des conditions initiales et du
principe de conservation des forces vives. Elles se présentent sous la forme d’'un
systeme d’équations différentielles linéaires a coefficients constants. Les
"variables" & , ¢,... représentent les petites oscillations qu’il s’agit de
déterminer (*?) :
*)
2 2 2
0= % +(1,2) % + (1,3) %‘E +&c+ [I] &+ [1,2] Y+ [1,3]o+&e.

0=( % +(1,2) c(jj_ztE; +(2,3) %‘5— +&c+ [2]P+ [1,2]€+ [2,3]o+&C

0= T2+ 13 G+ 23) Tt +&c+ [l + [131E+ [2.31p+&c

&c.

1 En termes contemporains, ce que Lagrange dénomme "fonction rationnelle" est un polynéme.

2 En termes contemporains, il s’agit du calcul du Lagrangien L=T-V ol T représente I’énergie
cinétique et V I'énergie potentielle. Le systéeme est obtenu aprés prise en compte des conditions
initiales et développements de Taylor de V dont on néglige les termes supérieurs a l'ordre 2 en t
selon le principe des petites oscillations.
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Pour intégrer ces équations suivant la méthode expliquée ci-dessus, on multipliera la premiére par

Nef'dt, la seconde par A”e'dt, et ainsi de suite, A, ', A”, ... étant, ainsi que p, des constantes
indéterminées ; ensuite on les ajoutera ensemble, et on en prendra I'intégrale en faisant disparaitre
de dessous le signe | les différences des variables y’, y”, y’,. ... ; aprés quoi on fera les coefficients
des quantités |y’e™dt, |y”e'dt, |y e'dt,... égaux a zéro ; de cette maniére on aura d’abord I'équation
intégrale
’ d ! y " gﬂ ” 1 M 11y (n) M (n) pt
(b) IN( g =PY) + N"( g =PY")+ N7"( =g =py)+ .. +NO( =g -py™)le=const.

Les termes Tj);_ -py’ expriment la qualité de solutions particuliéres des expressions A’e'dt

réduisant l'ordre du systéme différentiel d'une unité. La méthode des -coefficients
indéterminés donne les conditions sur les A et p permettant I'obtention de I’équation (b) : "on
fera les coefficients des quantités |y’e’'dt, |y”e’'dt, |y’’ef'dt,... égaux & zéro". Ces conditions
sont exprimées par un systéme d’équations linéaires [1766,520] (%) :
et ensuite les équations
PEAFANLVFA LA A L+ A AN =0,
P2A"+B A+B"A"+B" A" +...+ BM A" =,
(C) pzln||+C|ln+cn;in+cmlnn+m+C(n)/1(n) — 0’

P NN AN A+ N @A = 0,

lesquelles serviront a déterminer les quantités p, A, A, A'”,...[...]

La résolution du systéme (c) permet de déterminer les solutions particulieres Aef'dt,
I"élimination des équations" conduit en effet a une équation de degré n en p notée P=0
permettant de déterminer les n valeurs py, pa,...,pn des indéterminés p.

Une fois les solutions particulieres obtenues, I'’équation intégrale (b) permet de trouver les
solutions aux conditions initiales. C’est pour déterminer ces derniéres solutions que Lagrange
élabore une méthode spécifique ramenant I’expression des solutions a la seule donnée de
I’équation algébrique P=0.

! par exemple la méthode des coefficients indéterminés sur le systéme a deux inconnues
dzy.
dt?

dzy..
dt?

+Ay+B'y"'=0

+A'Y+BY'=0
d?y

dt?

2

donne I‘équation/l'eﬁ(ddtz’l +A y'_,’_B'y")_’_l'lept(

L’équation intégrale est obtenue par intégration par partie :

9 o[ p W erar (Vo) = [ p2yerdt +[pyer]— [ e
Jgerd=] o etat—[e ] = [ pfyedt+ [oye ]~ [ €]

a la condition que les termes en |y ’e”'dt s’annulent, c'est-a-dire que p2A'+A’N'+A”N"=0.

+A"y+B"y")=0-
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équations qui étans sous une forme linéaire avec des ccefficients constants,
peuvent étre intégrées rigoureusement & généralement par les méthodes
connues.

[Lagrange,1788, 243].

La méthode mise en ceuvre est une généralisation du principe de réduction de
I'ordre d’une équation différentielle par la connaissance de solutions
particuliéres [Lagrange, 1766], pour ce faire on suppose connue la forme
générale des solutions comme ayant entre elles des "rapports constants” () :

[...] les variables dans ces sortes d’équations ayent entr’elles des rapports
constants; c'est-a-dire que I'on ait Y= f§, ¢ = g&, &c, le systeme s’écrit alors :

n + (1,2)f+ (1,3)g+ &c) % + ([1] + [1,2]f+ [1,3]g+ &Cc )§ =0

((2)f+ (1,2)+ (2,3)g+ &c) % + ([2]f+ [1,2]+[2,3]g+ &c) € =0

(B)g+ (1L3)+ I+ &0) T2+ ([B1g+ [131+ 2,31+ &) £ = 0
&c,
lesquelles donnent ?1—25‘ +K & =0, en faisant
_[I*[L2]f+[1,3]g+&C
— (H+(1L,2)f+(1,3)g+&C
_ [2If+[1.2]+[23]g+&c
T (@f+(1,2)+(2,3)g+&¢
_ Blg+[1.3]+[23]f+&c
— (3)g+(1,3)+(2,3)f+&¢

K

[Lagrange,1788, 243].

La méthode repose sur la possibilité de déterminer une "forme intégrable" pour
le systeme d’équations, ce qui revient a remplacer le systéeme (*) par n
équations indépendantes les unes des autres et nécessite de déterminer n
valeurs réelles distinctes de K:

Maintenant I’équation 3—15‘ +K & =0, donne par l'intégration

&= Esin(t \/F+g). E, € étant des constantes arbitraires ; ainsi comme on a
supposé Y= f&, 9= g &, &c, on a aussi les valeurs de Y, @, &c. Cette solution
n’est que particuliere, mais elle est en méme temps double, triple, &c, selon le
nombre des valeurs de K ; par conséquent en les joignant ensemble, on aura la
solution générale [...]. Dénotant par K’, K, K'”’, &c, les différentes valeurs de
K, c'est-a-dire, les racines de I’équation en K [...]

3 En discutant le mémoire de 1766, j'aurai I'occasion de montrer que la représentation mécanige

implicite conduit a rechercher n solutions particulieres de la forme §= Esin(t \/?+g), \/?
représentant une petite oscillation propre. Dire que les solutions ont entre elles des rapports
constants : Y= f§, p= g &,... s'interpréte, dans le cadre des mathématiques contemporaines ,
comme la reconnaissance d’une structure linéaire de I’ensemble des solutions formant un espace
vectoriel de dimension n.
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e Le caractere spécifique de la méthode de Lagrange : un jeu sur les primes et les
indices..

La méthode de Lagrange développée par Lagrange pour la résolution du systeme aux
conditions initiales est propre au probléme des petites oscillations. La spécificité de la
méthode se présente comme un jeu sur les primes et les indices construit sur une propriété de
la méthode des coefficients indéterminés : les coefficients du systéeme (c) sont en miroir de
ceux du systéme (a) : le coefficient A”, deuxiéme coefficient de la premiére équation de (a),
est identique au premier coefficient de la deuxiéme équation de (b).

O Ay BYHC Y Ny <0 PIARLER LA A ek AVZ® =0,
dzd;f P2 A +B A+B A" +B" A ...+ BWA™ =0,
G P ATYHBIYHC Y e Ny =0 (©)5 P*A"+C AHC" A" +C " A ..+ C MM =,
(@) d2y

+AYHBM Y HC Y L+ N Y™ =0

dt?

dZy(n>
dt?

PEAD AN AN 2N 2 4 N WA =0,

+AOY By C Wy NMy® =0

Une formulation contemporaine de la méthode de Lagrange.

En termes contemporains, le systeme (c) est le transposé du systeéme (a) car les conditions
des coefficients indéterminées sont des conditions d’orthogonalité duale. 11 faut cependant
remarquer la difficulté de formuler cette propriété de transposition si I’on cherche a éviter
I’'anachronisme du formalisme matriciel et des représentations géométriques qui lui sont
associées, comme I'idée de symétrie et de diagonale, mais absentes des systémes
différentiels de Lagrange. Cette remarque illustre le nécessaire abandon du confort que
procure une interprétation des méthodes de Lagrange par I’algebre linéaire contemporaine
dans un travail qui, précisément, vise a une histoire de la représentation matricielle.

Une reconstruction de la méthode de Lagrange selon un point de vue contemporain est
cependant proposée ci-dessous, avant de passer a I'étude détaillée du texte de Lagrange
dans les pages suivantes.

Il s’agit d’exprimer les n solutions (y;) du systéme y”’+Ay=0 ol y est une fonction E < E"
n-dérivable et A e M,(E) est diagonalisable, & partir des vecteurs propres (A;) et des
conditions initiales.
Soit A la matrice dont les colonnes sont composées de la base de vecteurs propres (A;) (ces
sont donc solutions du systéme diagonalisé A”"=p A) et soit Y=(y;(0)) le vecteur colonne
des coefficients donnant les conditions initiales pour t=0. Alors le vecteur colonne ©
exprimant les coordonnées de Y dans la base des vecteurs propres sera
O=AY.
Le probléme de la détermination des solutions aux conditions initiales se ramene a la
résolution du systéme Ay=0. Si I’'on construit une base (v;), duale a la base de vecteurs
propres (A;), le vecteur v,, appartiendra a I’'orthogonal de I’hyperplan engendré par
0\1:---1)\m—1: )\m+11 teey )\n) :
Vm ® VeCt()\l,...,}\m_]_, )\m+1, vy )\n)I
Si v désigne la matrice des vecteurs colonnes (v;) alors :
VAYy = VO.
Mais v A est une matrice diagonale car, par orthogonalité :
v'A = diag(Qy,...Qn)
et donc
y = diag(Q:™%......Qn H)ve.
Les vecteurs v sont des vecteurs propres de la matrice transposée ‘A, ce qui donne une
méthode pratique pour déterminer les v; et Q; uniquement a l'aide du polyndme
caractéristique du systéme.
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£ =EsintVK'+¢) +Evsint VK +27)  + EVsint VK 7+27)  + &,
g = PE’sin(t \/E’+g') + f’E”sin(t \/E”+g”) + PE’sin(t \/F”'+g”‘) + &c,
0 = gEsin(t VK +&) + g"Esin(t VK "+27) +¢” Esin(t VK 7" +27) + &,
&c,

[ Lagrange,1788, 244].

Reste la détermination des valeurs de K. Ces valeurs apparaissent, par usage
des méthodes d’élimination, comme racines d’une équation résultante de degré
n:

Le nombre de ces équations est, comme I’on voit, égal a celui des inconnues f, g,
&c, Kj; par conséquent elles déterminent exactement ces inconnues ; &
comme en retenant pour premier membre le terme K, le multipliant
respectivement par le dénominateur du second, on a des équations linéaires en
f,g, &c, il sera facile de les éliminer par les méthodes connues, & il n’est pas
difficile de voir par les formules générales d’élimination, que la résultante en K
sera d'un degré égal a celui des équations, & par conséquent égal a celui des
équations différentielles proposées ; de sorte que I'on aura pour K un pareil
nombre de différentes valeurs, dont chacune étant substituée dans les
expressions de f, g, &c, donnera les valeurs correspondantes de ces quantités.
[Lagrange,1788, 245].

Ouvrant la section V, premier exemple de mise en ceuvre de la Dynamique de
Lagrange, le probléeme des "petites oscillations" occupe une place de choix
dans la Mécanique Analytique dont il illustre la portée générale. La question
des oscillations est caractérisée par Lagrange comme relevant d’une méthode
"générale"”, applicable a un systéme "quelconque", cette généralité de la
méthode justifie la place tenue par le probléme des petites oscillations dans le
traité de synthése de Lagrange dont I'architecture ne peut étre dissociée d’une
certaine forme d’histoire, faite d’'un jeu de postérité, portée par une idée de
"révolution" de la science et du réle primordial des modernes. Cette histoire
fait les belles pages de I’exposé préliminaire a I'ouvrage:

La dynamique est la science des forces accélératrices ou retardatrices, & des
mouvements variés qu’elles peuvent produire. Cette science est due
entierement aux Modernes, & Galilée est celui qui en a jeté les premiers
fondements [...] il fallait un génie extraordinaire pour déméler les lois de la
nature dans des phénomeénes que lI'on avoit toujours eu sous les yeux, dont
I’explication avait toujours échappée aux recherches des philosophes.
[Lagrange, 1788, 158].

La Méchanique Analytique, qui se présente comme une ceuvre de synthése du
siecle écoulé, a prétention a participer de cette "révolution” :

La Mécanique devint une science nouvelle entre les mains de Newton, & ses
Principes Mathématiques qui parurent pour la premiére fois en 1687, furent
I’époque de cette révolution [...]. Enfin I'invention du calcul infinitésimal mit
les Géomeétres en état de réduire a des équations analytiques les lois du
mouvement des corps; & la recherche des forces & des mouvements qui en
résultent est devenue depuis le principal objet de leurs travaux.
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e Expression des solutions en fonction des conditions initiales.

Lagrange note p;%, p,, ps2.... les racines, supposées réelles et distinctes, de I’équation P=0. Si

les conditions initiales pour t=0 sont y'=Y’, y"=Y",..., dy’/dt=V’, dy”/dt=V"", ...., I'’équation
(b) s’écrit :
) QL, X} gﬂ 1 gﬂ (n) M VR LI (n)y,(n)
A dt+}\ dt + A iT: +...+ A dt -p Ny -ATY - L - ATy Y]

=[NV 4 NV NV A AOVO g (XY ATYT LAY ) ] e

Cette derniére équation permet d’écrire les conditions initiales (Y) et (V) en relation avec le
systéme de coefficients (\) des solutions particulieres Aef'dt. Les racines de P=0 s’écrivant
pi2 et I’équation intégrale (b) étant vérifiée pour p et —p, sommer les deux équations intégrales

obtenues pour p et —p permet d’écrire la relation :
Pty o—pt
(d) Ny + Ay + A = oy oy 4 X0y ESE—
eft—e Pt
HNV A+ NV L+ NV T

On note 6 le membre de droite qui exprime les conditions initiales (Y) et (V) dans le systeme
de variables (A),

pt —pt pt__o-pt
o= [)\1Y1+}\HYH+-”+A(n)Y(n)] S ‘;e HNV + }\,.V,,+)\,,,V,,,+____+)\(n)v(n)] € 25
Aux n valeurs de I'indéterminée p2, c'est-a-dire aux n racines p;2, p,2, ps’ ... , s'associent, par
le systeme (c), n systémes de valeurs
N A, G A, o N, A e A, L A

des coefficients des solutions particulieres et n valeurs correspondantes des conditions
initiales 64, 6,,...(%).
Déterminer les solutions aux conditions initiales revient alors résoudre le systéme suivant :

Ny + Ny + L Ay =g
B S +}\(n)2 y(n) = 62,

NoV + Ny + o+ A0y =g

En un jeu sur les primes et les indices, la méthode spécifique élaborée par Lagrange en 1766
vise a résoudre ce dernier systeme, c'est-a-dire a renverser le systtme de n équations a n
inconnues afin d’exprimer les y en fonction des (A\;) et (6;) .

2 En termes contemporains : les coefficients 8 expriment les vecteurs conditions initiales Y dans la base de vecteurs
propres (A) de la matrice associée au systeme (a) : © = AY
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Je me suis proposé ici de leur offrir un nouveau moyen de faciliter cette
recherche [...].
[Lagrange, 1788, 159].

C’est le terme "facilité" - on trouve plus loin "simplicité"- qui manifeste la
nouveauté du traité de Lagrange. La Méchanique analytique revendique un
caractere révolutionnaire par son architecture qui présente tous les principes
de la Statique et de la Dynamique comme déduits d’'un unique principe

"simple", "primitif'; une "demande" de la mécanique : le principe des travaux
virtuels (*):

Nous avons donné dans la premiere partie (Sect. V), la solution de plusieurs
problémes sur I'équilibre des corps. Rien n’est plus facile que d’appliquer au
mouvement des mémes corps les formules trouvées pour leur équilibre ; car
d’apreés ce qu’on a démontré dans la seconde section (art.4), il ne faut qu’ajouter
aux forces accélératrices de’ dtz’ de: dirigées suivant les lignes x, y, z en
nommant t le temps écoulé, & faisant dt constant. [...]. De cette maniére les
équations trouvées pour I'équilibre, donneront immédiatement celles du
mouvement, & les mémes problémes se trouveront résolus également pour les
deux états de repos & de mouvement.

[Lagrange, 1788, 233].

"Rien n’est plus facile" : I'introduction historique du traité met en valeur la
simplicité du principe primitif en contraste des difficultés et confusions
suscitées par I'étude des systémes de corps aux XVII® et XVIII® siécles. En ce
sens, le principe primitif, énoncé par d’Alembert, vient clore une histoire par sa
capacité a offrir une "méthode directe et générale" pour mettre en équation
tous les problémes de la dynamique :

Le traité de Dynamique de M. d’Alembert qui parut en 1743, mit fin a ces
espéces de défis, en offrant une méthode directe & générale pour résoudre, ou
du moins pour mettre en équations tous les problémes de Dynamique que I'on
peut imaginer. Cette méthode réduit toutes les lois du mouvement des corps a
celles de leur équilibre, & raméne ainsi la dynamique a la statique. [...] Si
plusieurs corps tendent a se mouvoir avec des vitesses & des directions qu’ils
soient forcés de changer a cause de leur action mutuelle, on peut regarder ces
mouvements comme composés de ceux que les corps prendront réellement, &
d’autres mouvements qui sont détruits; d’ou il suit que ces derniers doivent
étre tels que les corps animés de ces seuls mouvements se fassent équilibre.
[Lagrange, 1788, 179-180].

14 e principe des vitesses virtuelles, en tant que réunion de la régle statique et du principe
dynamique dit "de d’Alembert", apparait chez Lagrange dans le mémoire "Recherches sur la
Libration de la Lune dans les quelles on tache de résoudre la Question proposée par I’Académie
Royale des Sciences, pour le Prix de I’Année 1764", voir a ce sujet [Fraser, 1983].

Voir plus généralement [Dahan Dalmedico, 1992], [Dugas, 1950], [Comte et Barroso-Filip, 1988],
[Panza, 1990] a propos la nouveauté de I'approche de Lagrange sur les traités de d’Alembert et
Euler et le dépassement du débat antérieur sur les fondements de la mécanique en une synthése
éludant I'alternative force-masse.
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e Une premiére application de la méthode des coefficients indéterminés.

L’introduction d’indéterminées ', p’*, .... permet une premiére expression des solution y®
[Lagrange, 1766, 523] (%) :

Pour en venir a bout, je multiplie la premiere de ces équations par p’, la seconde par p”, la troisieme
par p’”’, et ainsi de suite, p’, p”, p'”,... étant des coefficients indéterminés, puis je les ajoute
ensemble, ce qui me donne [...] la valeur d’une y quelconque, comme y®, en égalant & zéro chacun
des coefficients des autres y ; ainsi I'on aura
© y© = 1O+ 10, + "0, +..+ u"6, |
R Ry IOy

et ensuite ces équations de condition :
U]
“1)\11 + ”11)\12 +. o+ H(n))\snzo
“1)\111+ un)\nz +. o+ u(n))\1n:0

H')\1(n)+ ”11)\0’]) 2_|_.m_|_|“|(n))\yn(n):0
a I’exception seulement de celle qui répondrait a I’exposant s.

L’expression donnée & la solution y® par la formule (e) n’est pas satisfaisante car les primes
et les indices se trouvent mélangés. et les coefficients présents au dénominateur n’ont pas de
signification par rapport au probléme considéré. Le tableau suivant représente I'affectation
des A9 aux racines p; : le dénominateur de la formule (e) méle A;%, le s° coefficient associé & p;
a A° le s° coefficient associé & p, etc. Les indices de A® varient 1a ot I’expression attendue
présenterait une variation des primes de A, (%)

2 2 2

P1 p2 Pn
NN, L, A N2 N2, o Ay N Nhy o, AT
0, 6; On

La méthode des coefficients indéterminés inverse le rdole des primes et des indices. Afin de
rétablir I'ordre initial, Lagrange recourt a un second emploi de la méthode des indéterminées
sur le systeme (f), qui comprend n équations, dont n-1 de second membre nul (les équations
f), et une de second membre non nul (e).

3 La méthode des coefficients indéterminés s’interpréte en termes contemporains comme une recherche de la
solution y® par des combinaisons sur les lignes annulant les coefficients des autres inconnues. Le systéme (f)
donne les conditions sur les coefficients indéterminées (u), c'est-a-dire les combinaisons a effectuer sur les lignes
afin d’isoler y®. La solution (y®) donnée par I'équation (e) est analogue a celle exprimée par la régle de Cramer
comme quotient de deux déterminants. L’emploi de déterminants pour exprimer la méthode de Lagrange sera
d’abord effectué par [Laplace, 1775], le role joué par les déterminant sera discuté dans la suite de ce travail
lorsque sera discutée la méthode de [Cauchy, 1829].

4 En termes contemporains, (A;,..., \(") est un systéme de cordonnées du vecteur propre de p;2. M? est la i®
coordonnée du vecteur propre. La méthode de I’élimination appliquée au systéme (c) conduit a des relations que
I’'on interpréterait aujourd’hui comme des conditions d’orthogonalités duales. En termes contemporains, si les (A\;)
sont les vecteurs propres de A alors les (Vi) sont construit comme appartenant a I’orthogonal de I’'hyperplan(A;, A,
s ey Aoty Ams1, -0 ) € sont dont les vecteurs propres de la matrice ‘A .
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C’est en particulier pour les problemes mettant en jeu des systemes de corps
que le traité vient clarifier les difficultés et confusions d’'un passé dont la
querelle des cordes vibrantes est exemplaire. Pour la mise en équation de ces
probléemes, de nouveaux principes sont nécessaires et la nouveauté du traité
s’affirme dans une architecture qui déduit tous ces principes (conservation du
mouvement du centre de gravité, conservation des forces vives, principe des
aires et principe de moindre action) du seul principe de d’Alembert. Le traité
est révolutionnaire car il résout tous les problemes de la statique et de la
dynamique par une méme méthode "simple", "directe" et "générale";

Mais si on cherche le mouvement de plusieurs corps, qui agissent les uns sur les
autres par impulsion ou par pression, soit immédiatement comme dans le choix
ordinaire, ou par le moyen de fils ou de leviers inflexibles, auxquels ils soient
attachés, ou en général par quelqu’autre moyen que ce soit, alors la question
est d’'un ordre plus élevé, & les principes précédens sont insuffisants pour la
résoudre. Car ici les forces qui agissent sur les corps sont inconnues, & il faut
déduire ces forces de I'action que les corps doivent exercer entr’eux, suivant
leur disposition mutuelle. 1l est donc nécessaire d’avoir recours a un nouveau
principe qui serve a déterminer la force des corps en mouvement, eu égard a
leur masse & a leur vitesse.

[Lagrange, 1788, 179-180].

Le choix de Lagrange de présenter le probleme des petites oscillations comme
premiere application de sa mécanique reléve d’un enjeu historique, ce choix est
caractéristique de ce que l'architecture du traité est indissociable de I’histoire
présentée dans son introduction. L’importance de la question des petites
oscillations provient tout a la fois d’enjeux mécaniques et historiques qui en
font un probleme exemplaire de la méthode "simple" et "générale" développée
par Lagrange pour un probleme que Daniel Bernouilli pensait trop irrégulier
pour les méthodes analytiques [Truesdell 1960] et dont d’Alembert [1743]
n’'était parvenu a traiter que le cas particulier d’un systéeme restreint a deux
masses. En associant généralité et simplicité, Lagrange met en avant la
nouveauté du caractére uniforme de sa procédure de résolution (*°). Pour le
comprendre, il faut aborder les premiéeres contributions de d’Alembert [1743] et
Lagrange [1766] au probleme des petites oscillations et de préciser de quelle
facon la méthode de Lagrange se présente comme une résolution générale d’'un
probléme particulier énoncé par d’Alembert.

5 gynthése, méthodes générales, formalisme des procédures les plus uniformes possibles sont les
aspects relevés par I'historiographie [Fraser, 1983] comme caractéristiques de la Méchanique
Analytique et qu'Amy Dahan Dalmedico résume par la qualification de "double mouvement de
réduction de la Mécanique a I’Analyse, et de I’Analyse a I’Algébre" [Dahan Dalmedico, 1992, 44].
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e Une seconde application de la méthode des coefficients indéterminés.

Supposons que I'on ait en général
“')\’1 + IJ”>\'2 +..+ u(n))\yn:As
“l)\y|1+ H"X'z +.. .+ u(n))\’nzA”

A+ A o pp =AM
et qu'il faille trouver la valeur d’une u quelconque comme u™. On multipliera ces équations par des

coefficients indéterminés v, v, v”,...v™ et, aprés les avoir ajoutées ensemble, on fera les
coefficients des quantités p’, p”’, u’”,... chacun égal a zéro, excepté celui de la quantité p™ ; de cette
maniére on aura
© #(m) _ VAR A A L+ WA
v'/l'm+v"/1“m+v“'/1”'m+...+v(“)/i(n:') '
et la détermination des quantités v’, v’, v’”,... dépendra de cette condition que

(VAN + Vi A+ .+ A0=0

lorsque p = py, P2, P3, ...,.Pn EXCEPLE P

La double inversion du réle des primes et des indices permet un retour a la configuration
d’origine. L’expression (g) obtenue par I'introduction des nouvelles indéterminées (v) permet a
présent d’exprimer les solutions p™ & I'aide des coefficients (\m, A”m,.....A™m) associés & une
méme racine p,,. La formule (g) permet de déterminer u™ puis, en remontant les calculs, la
solution y® cherchée ; elle ne permet cependant pas une expression directe des solutions y®.

e La construction d’une méthode propre.

Le caractere propre de la méthode de Lagrange se développe a partir d’'une explicitation du
jeu sur les primes et les indices qu’implique chaque utilisation de la méthode des coefficients
indéterminés. Si I’'on applique les coefficients indéterminés v’'; v”,.. au systeme (c), on obtient
une équation (i) et des conditions sur les (v) données par un nouveau systeme (k):

2 00 AV AT i Ann qin () 5(n) _
PATRIATN AH R A 4.+ ATAT =0, [p*0'+AV'+B'v"+C V" .+ N W™ ]2

PIAHB A+B AR A+ BUAY =0, T +[P2 A +A VB U HC U e+ N O]
(€} p*A"HC AHC AHC A ..+ CA =0, (] +[PPAM AT VB OHC Y e+ N DM A
PP ENA+N" A" +N" A"+ N @A =0, +[p?0™ + APY+BM+C Pyt + N =0,

pZU'+A'U'+B'U”+C'Um+...+ N(n)l)(n) = 0,
pzﬂ."+A"U'+B”U”+C'”U”'+...+ NnU(n) — 0;
(k) pz/l'"+A"'L)'+B"'U"+C"'L)”'+...+ N'" o™ = 0,

P20 + AV +BMy CMyt iy 4+ NMp™M =,

Les deux jeux de coefficients indéterminés (M) et (v) sont respectivement déterminés par les
systemes (c) et (k), ces deux systémes entretiennent une relation due a I'inversion des primes
et des indices. Par exemple le troisieme coefficient de la deuxiéme équation de (c), B’”, est le
méme que le deuxieme coefficient de la troisieme équation de (k). Le systeme (c) entretient le
méme type de relation avec le systéme initial (a), Lagrange explicite cette relation de la
maniére suivante :
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2. Le probléme de d’Alembert et sa représentation

meécanique.

Le Traité de dynamique de 1743 réalise une unification de la mécanique des
corps solides autour du principe de d’Alembert (**). Un des succés de ce principe
se manifeste dans la mise en équation du mouvement vibratoire d’'une corde
sans poids, chargée de deux masses (*'):

Probleme V.
115. Un fil CmM fixe en C, & chargé de deux poids m, M, étant infiniment peu
éloigné de la verticale CO, trouver la durée des oscillations de ce fil.

[-]

K —dax=p B - ME (X Xy e

m
P M+m X M.P
& - ddy=[ . T (o 255 )ldE (N).

[d’Alembert, 1758 , 139-142].
Sous la simplification M=m, I=L, notant T le temps pendant lequel la force

accélératrice fait parcourir au corps un espace d'une unité, les équations du
mouvement obtenues par d’Alembert sont les suivantes :

2dt2
(P)—  ddx=(2x-y). 7,
2dt?
& (Q)— ddy= (2y-2x) .

[1758, 144]

d’Alembert recourt a la méthode des coefficients indéterminées pour exprimer
le systéme des équations du mouvement par deux équations indépendantes,
pouvant s’intégrer séparément. La méthode consiste a introduire un coefficient
indéterminé v permettant de combiner les deux équations et d’obtenir, comme
condition sur ce coefficient indéterminé une équation algébrique du second

. +1 . .
degré dont les deux solutions, V:\/_E, permettent d’obtenir les variables

indépendantes recherchées : u=x+vy et u’=x-+vy, et de réduire I'intégration
d’un systéme différentiel a celle de deux équations indépendantes:

Je multiplie la seconde par un coefficient indéterminé v, & ensuite je les ajoute

2dt2
ensemble, ce qui donne —ddx-vddy = oz x( 2-2v x+ 2v-1.y)...(R).

16 Je prendrai mes citations de la deuxiéme édition de 1758.
" La notation x désigne le déplacement vertical du corps m, y celui du corps M, | le déplacement

parcouru pendant le premier instant par m et L par M. P est la pesanteur du corps M et p celle de
m.
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les systémes (c) et (k) sont differents mais I'équation P=0 qui permet de trouver p par
élimination est identique pour les deux systémes (°):

Et il est bon de remarquer qu’en éliminant de ces équations les quantités v’, v, v'”,..., on aura une
équation finale en p2 qui sera nécessairement la méme que celle qui résulte des équations (c) par
I’évanouissement des quantités A’, A, A’”,...; ce qui peut se voir aisément a priori.

L’équation algébrique P=0 permet donc de déterminer les coefficients v directement a partir
du systéeme (a) sans nécessiter le double emploi de la méthode des coefficients indéterminés et
la condition (i) sur les indéterminées v s’identifie, & un coefficient multiplicatif prét, a
I’équation algébrique P=0:
Faisons maintenant p=p,, nous aurons
AV+B'O"+C'0" .+ N = —p2y),
A"V+B"V"+C" 0" .+ N 0™ = —p2o",

AO4B 0 C D e+ N ™ :_pnz#) ,

AMY+BMy+C My 4 N®p™ :—p,f]u(”),
et I’équation (i) deviendra
(p%-p2m) [V N+V7 N7 +V" N7+ + vOAM]=0
laquelle devra étre vraie pour toutes les valeurs de p qui satisfont aux équations (e), d’ou celle-ci est
tirée, on aura en général
[V A4V N7+ L+ vOA™]=0,
lorsque p= p1, P2, P3,.--.Pn EXCEPLE pm, auquel cas I'équation se vérifie d’elle-méme, a cause du
facteur p2-p2,,.

Les n-1 conditions (h) qui définissent les (v) sont vérifiées pour p=p;,...,pn, EXCEPLE pp, :
M)V N+ Vi A+ L+ VO A =0

Ces conditions s’expriment par une équation polynomiale de degré n-1 dont les racines
coincident avec n-1 racines de P=0 et qui s’identifie donc, & un coefficient multiplicatif prés, a
une factorisation de P par le coefficients (p?-pm>)
_ T I UL UL (n )\ ()] — 2 2 2
(P2-p%m) [V NV N7V A+ + VA= Ep:(| 7/072)“ 7:072)“ 7&2);
2

1 n

2 2 2
LT o dvop A0 A+ 0 A = (1= L)1 =201 -2
P1 P> n

en prenant tous les facteurs hormis (1-p2/pn?)

L’expression Qm = VN +...4+v ™A™ qui permet, via la condition (h) de déterminer les p
s'obtient par conséquent en factorisant I'équation algébrique P=0 par p-pm (). En
remontant les étapes du calcul, il est alors possible d’exprimer la solution aux conditions
initiales y*® par une formule ne nécessitant aucun emploi de la méthode des coefficients
indétermineées :
yo=1" g4 Vg, 4 41" g,
Q:

QZ Qn

5 En termes contemporains, les déterminants (ou les polyndmes caractéristiques) de deux matrices transposés sont
égaux. Cette propriété n’est pas vraie pour les vecteurs propres de deux matrices transposeées et les systemes (A) et
(v) ne coincident pas méme si les p coincident.

® D’un point de vue contemporain, la nature des coefficients indéterminées A est changeante, ils désignent le plus
souvent des polyndmes en p, et permettent donc d’exprimer le polyndme caractéristique (ils correspondent alors a
une écriture générale des vecteurs propres du systeme). La signification change lorsqu’un indice est attribué a A et
Am correspond alors & un nombre (le coefficient du vecteur propre associé a pm).
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Je fais en sorte que (2-2v)x+(2v-1)y soit un multiple de —x-vy, ce qui donne

2v—1 + ; 0
; & v= "= ; donc faisant x-+vy=u, ou plutét
\Y '\'

2-2v= 1

2

X+ £~ =u, & X- £ =u’, on aura les deux équations
\2 \2

dt2 2u’dt?
—ddu=(2-V2) 2u 7, &-ddu=(2+12). S5

[1758, 145].

L’intégration de ces équations linéaires a coefficients constants, basée sur la
solution d’Euler [1743] (*®), est présentée par d’Alembert dans un mémoire
adressé a lI'académie de Berlin en 1747 [d’Alembert, 1750] et fournit des
“intégrales qui sont complétes" (*°) :

du? dt
...] multipliant la 1°® par du, on a I'intégrale ———== — \/4-2\/2,
[...] multip p g = 1 V422
: Lo 4-2\2
parceque t croissant, u diminue ; donc u=Acos T , &
t3[4+2\/2 L . . . .
u’= Bcos. T , intégrales qui sont completes, [...]; de la on tirera les

valeurs de x & de y, & on déterminera les constantes A&B par les valeurs
connues & données de x & de y lorsque t=0.
[1758, 145].

La méthode de d’Alembert ne se réduit pas au seul détail technique d’une
application de la méthode des coefficients indéterminés. Elle est sous-tendue
par une représentation mécanique du probléme explicitée dans le Traité de
dynamique. Le principe directeur de la méthode, celui qui justifie et guide
I’emploi de la méthode des coefficients indéterminés et ramene le probléme a la
résolution d’une équation algébrique de degré 2, est basé sur une observation
mécanique attribuée a Daniel Bernoulli:

Je me contenterai de dire que I'on remarque aisément dans les valeurs de x &
de y trouvées ci-dessus, la double oscillation que M. Bernouilli a observée dans
le mouvement du pendule dont il s’agit ; chacune de ces oscillations est

8 Au sujet des travaux d'Euler et de D. Bernouilli sur les petites oscillations d'une corde et de la
solution d'Euler de 1743, consulter [Gilain, 2003, 443].

19 Ci-dessous, un exemple avec des notations contemporaines : si on considére des oscillateurs
harmoniques couplés, de méme masse m, reliés a des points A et B par des ressorts de méme
raideur ko et reliés entre eux par un ressort de raideur k, glissant sans frottement sur (AB), les
équations du mouvement s’écrivent :

md2x1 /dtz2 = - koX1 — k(X1—X2)

md2x; /dt2 = - koxz — K(Xz-X4)
Le changement de variable : u = x;+x, et v = x;-x, donne les deux équations indépendantes :

md2u/dtz = -kou
mdav/dtz = -k, v-2kv

Les solutions u= acos w't et v = acos w’'t peuvent s’interpréter comme deux oscillateurs
indépendants, tandis que les solutions du systeme feront apparaitre un phénoméne de battement :

X1 = (a/2) (cos w’'t + cos w’’t)

X2 = (a/2) (cos w't - cos w"'t)
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Dans cette derniére formule, les Q,, sont obtenus directement par factorisation de P et les (v)
sont obtenues a partir du systeme (k) déduit directement du systeme différentiel (a). Dans la
pratique, les facteurs Q,, sont déterminés par de simples différentiations de P :

Prenons les différences de part et d’autre, en faisant varier p, et supposons ensuite p=pn, [...]

Xd_ — _ i [V’m>\m’+V”m>\m”+---V(n)mxm(n) — ZQm
dp Pm Pm
donc on aura en général,
1 dP
Q=-3%XP gp-

Ce qui pourra servir a abréger le calcul de la valeur de Q dans plusieurs occasions.

e Application de la méthode a I'exemple des oscillations d'un fil.

Lagrange illustre sa méthode en développant I'exemple des "oscillations d’un fil fixe par une
de ses extrémités, et chargé d’un nombre quelconque de poids" [Lagrange, 1766, 535] :
Soit n le nombre de poids, que nous supposerons, pour plus de simplicité, égaux entre eux et
également éloignés les uns des autres ; imaginons que le fil ne fasse que des oscillations
infiniments petites et dans le méme plan : et soient nommées y’, y”, y"....., y™ les distances des
corps a la verticale, a commencer par le plus bas, et a la distance d’un corps a I'autre : on aura [...]
gy’ y=y'

dt2 a
dzyu _yr+yn_2yr”
+ =0
dt? a
dzym _2yn+5ym_3yiv
+ =0
dt? a
dz iv iv__ Vv m_o iv+ v
d¥2 + Y ay -3 y ; y —0

d2y” | -(n=1)y"P+@2n-1)y™
dt2 a

La résolution nécessite la détermination des indéterminés v, de I'équation P=0 , de ses
racines p et de ses facteurs Q,,. Dans ce cas particulier, le systeme d’équations différentielles
est cependant tres simplifié et Lagrange remarque que, "a I'’égard des quantités v, on les
trouvera de la méme maniére" que les quantités A. Les (A) et les (v) coincident car les
systemes (c) et (k) sont identiques, en effet les coefficients du systéme (c), disposés en miroir,
ne sont pas affectés par le jeu sur les primes et les indices. La seule détermination de
I’équation P=0 permet donc une résolution générale du systéme :

A" = (1+ap?)A”
. CN"+(34+ap2) \" 204
e 2A (32ag))\ = (2ap+ )

_ 3a20* 3,6
N'= (+3apts S5+ SN,

v 6a2p4 4a3p5 a4p8 ,
A= (1+dap*+ 5+ 5T+ 53N,

et ainsi de suite ; de sorte qu’on aura en général
(m=1)(m=2) _ , (Mm=1)(m—2)(m—3)
4 asp+ 49

A =[]+(m-1)ap>+ a’pt+. N,
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représentée par chacun des deux termes de la valeur de x & de celle de y. En
effet, I’équation du mouvement d’'un pendule simple de longueur A, est

2azdt? 1 [2_a o . .
—ddz = Tz ouZ =K xcof. T N d’ou il est facile de voir que les

mouvemens des corps M, m sont composées de deux mouvemens, synchrones
chacun a celui d’'un pendule simple.
[1758, 152].

Les mouvements d’un fil lesté de deux masses m et M peuvent se "représenter”
mécaniquement comme "composés" des deux oscillations indépendantes d’un
"pendule simple". De la méme maniére que "chacune des oscillations est
représentée” par x et y, la méthode des coefficients indéterminés va représenter
mathématiquement Il'observation de Bernouilli. Le coefficient indéterminé v
bénéficie d’une double signification : signification mathématique d’abord
comme solution d’'une équation du second degré, signification mécanique
également comme représentant une période propre des petites oscillations d’un
"pendule simple". Les deux "intégrales" u et u’ représentent mécaniquement les
oscillations des deux pendules simples et la combinaison algébrique x+vy = u,
permet d’exprimer le mouvement composé par les variables x et y.

Lorsque Lagrange, dans ses "Solutions de différents problémes de calculs
intégral” écrites entre 1762 et 1765, se propose de généraliser le probléme de
d’Alembert & un systéme de n corps, sa méthode mathématique traduit
toujours la représentation mécanique selon laquelle le mouvement d’une corde
lestée de n masses se représente comme la composition des oscillations
indépendantes de n cordes chargées d’une seule masse (%) :

Ainsi le mouvement des corps sera le méme, dans ce cas que s’ils étaient pesans
et qu’ils fussent suspendus chacun & un fil de longueur 1/r2 [®Y], la gravité
étant prise pour I'unité des forces accélératrices ; d’ou I'on voit que le systeme
est susceptible d’autant de différents mouvements isochrones que I’équation
P=0 a de racines réelles négatives et inégales.

[Lagrange, 1766, 534].

La représentation mécanique se traduit par une méthode mathématique
consistant a ramener I'intégration d’un systéme de n équations différentielles
linéaires a coefficients constants a I'intégration de n équations indépendantes
intégrables séparément. Pour déterminer les équations indépendantes,
Lagrange fait un usage de sa méthode de réduction de I'ordre d’'une équation
différentielle dont des solutions particuliéres sont connues. Ces solutions

particuliéres représentent les oscillations des pendules simples, &= Esin(t \/E
+¢), dont la composition mathématique permet d’écrire la solution "générale"
du probléme. Reste la résolution du probleme aux conditions initiales, c'est-a-
dire I'explicitation de la maniére dont les solutions particuliéres se combinent
en fonction des données initiales. Lagrange élabore une méthode propre, par

2 Pour la représentation mécanique qui sous tend les méthodes mathématique, voir, de maniére
générale les conclusions faites par d’Alembert [1758, 152-160], ou Lagrange [1766, 532-539] en
matiére de fréquences d’oscillations.

21 1/r2 désigne une racine de I’équation.
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Or il est visible que, pour satisfaire a la derniére équation
-(n=DA" D+2n— A
a =0

pz)\(n) +

il faut supposer A"*9=0,
ce qui donne

n(n-1az , n(n—-1)(n—2)a®
s PF 4.9
équation d’ou ’on tirera n valeurs de p2[...].
n(n—1)a? n(n—1)(n—2)a®

7 P 4.9 Pt

1+nap?+ 2+ p®+....=0

P=1+nap?+

d’ou I'on tire

1 dP n(n—1a? n(n—1)(n—2)a®
2P gp = naw Mt BEERT g
[-]
1 dP
Q—-ZXP dp

[...] Faisons donc ces substitutions dans la derniere formule du n°30, on aura I’expression générale
des quantités y, et le probleme sera résolu.
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opposition a la méthode des coefficients indéterminés, qui lui permet d’écrire
une solution "générale" permettant, dans la pratique, de résoudre "facilement”
la question des oscillations d’'un systeme de n corps par la seule résolution
d’'une équation algébrique de degré n associée au systéme d’équations
différentielles (la méthode de Lagrange est étudiée en encart l.a.). La
généralisation impliquée par le passage du probléme de d’Alembert, limité a
deux ou trois masses, au probléme "général" de n masses, pose cependant de
nouvelles questions : I’équation algébrique, "P=0", a laquelle I'intégration du
systeme différentiel est ramenée, est de degré n, elle ne peut donc pas étre
résolue algébriqguement "en général”, contrairement a I’équation particuliere de
d’Alembert. Or la méthode nécessite que les racines de cette équation soient
toutes inégales afin de permettre I'obtention des n solutions indépendantes {=
Esin(t \/E+g) et cette difficulté propre a la généralité du probléeme posé par
Lagrange est a I'origine d’une discussion qualitative sur la nature des racines
de I’équation des petites oscillations.

La représentation mécanique mise en évidence dans cette partie explique également que
la méthode du XVI11° siécle soit irréductible au point de vue contemporain de la théorie
des matrices : le probléme ne peut pas étre posé en termes de I'existence d’une
transformation permettant de passer du systéme (*) (premiére citation de Lagrange) au

d2
systeme (**) de n équations indépendantes d_ti +K & =0. Ce changement de forme n’a

de sens qu’en tant qu’il est pensé comme I’expression du mouvement de n corps (*) par
la composition de n mouvements simples (**). La méthode des petites oscillations ne
peut donc pas contenir la question, qui semble si naturelle aujourd’hui, de la forme que
peut prendre (*) dans le cas ou I’'on ne peut exprimer ce systéme par (**), c'est-a-dire
en cas de racines multiples. Au XVI111° siécle, la possibilité de ce passage est assurée par
la représentation mécanique implicite. Je montrerai que c’est aussi en ce sens que
I'article de Weierstrass [1858] clét la discussion en exprimant le probléme comme un
probléeme de changement de "forme" beaucoup plus proche de sa formulation
contemporaine comme probléme de réduction d’une matrice.
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e Conclusion.

En 1766, par un double emploi de la méthode des coefficients indéterminés, Lagrange élabore
une méthode qui donne une expression générale des solutions aux conditions initiales d'un
systéme d’équations différentielles & coefficients constants (*). La méthode s’affirme comme
une méthode propre au probléme considéré et se caractérise par :

- Un affranchissement des méthodes des coefficients indéterminés (?).
"Mais voici un moyen fort simple de déterminer ces inconnues et sans les embarras de
I’élimination." [Lagrange, 1788, 251].

= Unjeu sur les primes et les indices.
L’examen de cas particuliers comme les oscillations d’un fil révele que, dans le cas ou les
inversions de primes et d’indices impliquées par les coefficients indéterminées laissent
inchangés les systémes d’équations, la méthode se simplifie considérablement. Lagrange
en déduit une propriété générale des systemes mécaniques, due aux expressions
quadratiques des formules de conservation d’énergie et formulée dés 1774 par
I’élaboration d’une notation tres efficace pour représenter ce que Laplace dénommera les
"rapports remarquables" :
Notation de 1766 PEAFAAHA LA A L+ AN AN =0,
PP B AHB A B A . + B A =0,
(€)] P°A"+C AHC A+CM A 4.+ CP A =0,

pz/l(n) FNA+N"A"+N" A"+ N(n)/fl(n) :0’

Notation de 1774 o=@ $E+02) L+ 1.3 T ract &+ 121 y+ [13]p+&c.
0= G+ 02 G+ GE+act @+ 120E+ 23lo+ac
0=(@3) %‘E + (1,3) %‘ +(2,3) % +&c+ [3]o + [1,3]E+ [2,3]y+&c
&c.

- Le role essentiel donné a une certaine équation algébrique associée au systéme
différentiel. D’une part les racines de I'équation permettent de déterminer les petites
oscillations propres p des solutions particulieres, d’autre part les factorisations de
I’équation permettent d’obtenir les systémes de solutions (A) envisagées comme des
polynémes en p.

! Dans le cas ou les racines caractéristiques sont distinctes.

2 Dans cette méme contestation des méthodes d’élimination, Laplace apportera une innovation importante. Ses
"Recherches sur le calcul intégral et sur le systtme du monde" [Laplace, 1776, 395-406], utilisent un calcul de
déterminant pour déterminer I’équation de degré n des petites oscillations .
Si I’'on voulait faire usage des méthodes ordinaires d’élimination, on tomberait dans des calculs
extrémement compliqués ; mais M. de Lagrange a donné dans le Mémoire cité une trés belle méthode
pour éliminer dans ce cas et dans d’autres semblables. [Laplace, 1775, 361]
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3. Ladiscussion de Lagrange sur la nature des racines

d’une éguation algébrique.

Les méthodes de d’Alembert et Lagrange emploient des coefficients
indéterminés afin de ramener un systéme a une succession d’équations
indépendantes. La condition sur les coefficients indéterminés s’exprime par
une équation algébrique, P=0, dont le degré est égal au nombre de corps
considérés et dont chaque racine est associée a une équation différentielle
indépendante. Le probléeme mécanique considéré attend une conclusion
gualitative sur la nature des oscillations, ces oscillations restent-elles bornées
ou s’amplifient-elles sans limite ? Comme on l'a vu au paragraphe 2, la
représentation mécanique sous jacente a la méthode algébrique interprete les
racines de I'’équation P=0 comme les périodes des petites oscillations et la
question de la stabilité se traduit alors par une discussion qualitative sur les
racines d’une équation algébrique : le systéme est stable, les oscillations
bornées, a condition que les racines soient réelles, négatives et inégales. Dans
cette conclusion, il faut distinguer entre les deux qualités des racines que sont
leurs natures (réelles, négatives) et leurs multiplicités. Dans le cas ou les
racines sont imaginaires ou réelles positives, la méthode s’applique et les
oscillations s’expriment par une exponentielle réelle : elles ne sont donc pas
bornées. En cas d’occurrence de racines multiples, la méthode ne permet plus
I'obtention de n équations indépendantes et I’expression des solutions n’est
plus valable. C’est dans ce deuxiéme cas que la discussion sur la nature des
racines prend de I'ampleur avec le caractére général donné au probleme par
Lagrange. Le cas particulier traité par d’Alembert ne nécessite aucune
discussion puisqu’il permet une détermination effective de [I'équation
algébrique et de ses racines et c’est pour les besoins de la généralité voulue par
Lagrange que la discussion se développe. La premiére généralisation provient
de d’Alembert lui-méme qui, apres avoir développé un cas particulier
caractérisé par des hypothéses simplificatrices comme nous l'avons vu au
paragraphe 2, traite du cas "général” des oscillations de deux corps ou "l'on n'a
ni P=p, ni M=m, ni L=I1". Les équations (K) et (N) doivent alors étre
exprimées sous une forme générale:

ddx=(ax+by).dt?, & ddy= (cx+ey).dt2.
[d’Alembert, 1758, 147].

L'équation du second degré dont la quantité indéterminée v est solution a-t-
elle toujours deux solutions réelles distinctes ? d’Alembert répond par un
argument mécanique : selon le principe des forces vives, les deux corps M et m
arrivent tous deux en méme temps a la verticale, ce qui implique que les
termes dans les équations (36) entretiennent la relation de proportionnalité
suivante:

px MPx MPy yP M+m, . x MP .
O 7T+ m - Tim L Cm e T Exy

[1758, 142].
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et cette "analogie étant réduite en équation” donne :

y M+m plm L pbm L  M+m pLm L
x* oam “oampl 2 ==VDwer 7 0 om - ampr 21

Cette derniére équation permet a d’Alembert de conclure que les valeurs de x
et y doivent étre distinctes car le terme sous le radical est toujours positif :

[...], il s’ensuit que v n’aura jamais deux racines égales. On peut voir tres
aisément que la quantité radicale est toujours plus grande que I'autre ; d'ou il

s’ensuit que jamais %

[1758, 148].

. ) 1
n’aura une valeur =0, ni par conséquent .

Lorsqu’il envisage I’étude d’un systeme comportant un nombre quelconque de
corps, d’Alembert illustre la portée générale de sa méthode en traitant le cas
des oscillations de trois corps qui repose sur la détermination d’une équation
du troisiéme degré (*) :

D’ou I’on tire I"équation 8/v? + 3/v2-12/v+4=0.

[...] elle a toutes ses racines réelles ; ce que nous prouverons d’ailleurs d’'une
autre maniére dans l'article suivant.

Soient donc v, v’, v’ les trois racines de cette équation, on aura [...] les trois
équations

2udt? 2u'dt? 2u"dtz
—ddu=(5-2v). lfl_z ; -ddu'=(5-2v’). uTz ; -ddu”=(5-2v"). UT—Z;

d’ou l'on tire comme dans I'article 118, les valeurs de u, u’, u”, & par
conséquent celles de x, y, z.
[1758, 165].

Il est cependant plus délicat de statuer "en général” sur la nature des racines.
La discussion se développe sur le plan mécanique et vise a démontrer que,
parmi tous les cas possibles, seule I'occurrence de racines réelles, négatives et
distinctes correspond a des oscillations bornées. La discussion sur la réalité des
racines mobilise le principe de conservation des forces vives en une
généralisation, "quel que soit le nombre des corps"”, des arguments développés
pour le cas de deux corps et selon lesquels, "si on veut qu’ils arrivent tous en
méme tems a la verticale", les oscillations x, y, z sont nécessairement des
expressions réelles de t [d’Alembert, 1758, 163]. Ces expressions sont
déterminées a I'aide des racines de I’équation algébrique en v et, dans le cas ou
ces racines sont imaginaires, s’expriment comme combinaisons d’intégrales de
la forme :
u = Ae(d+e\[-1)t + Be-(5+e\[-1)t

La nature, réelle, de x, y, z implique alors que les "parties imaginaires "des
racines de "I’équation en v" se "détruisent mutuellement" [1758, 165-166].
Mais d’Alembert va plus loin en affirmant que les oscillations devant "toujours
étre extrémement petites, par la nature du probleme", I'occurrence de racines

22 ' Alembert se contente en réalité d’une étude pour le cas de trois masses égales.
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imaginaires doit étre rejeté car elle imposerait la présence de termes
exponentielles, croissant a I'infini (%) :

Mais on peut prouver aisément par la valeur méme de u qu’il n’y aura jamais
d’'imaginaires. [...] En effet les valeurs de x, de y & de z &c. doivent toujours
étre extrémement petites, par la nature du Probléme, puisqu’il est clair que
chacun des corps ne peut faire que des oscillations de peu d’étendue ; ainsi les
valeurs de X, y, z &c ne peuvent renfermer des quantités de I'espéce eét,
parcequ’alors elles croitront a I'infini ; donc u ne doit pas en renfermer non
plus : donc 4=0. Donc u=(A+B)cos.ct +(A-B) \/Isin.et 5 & comme u ne doit
point avoir de valeur imaginaire, il s’ensuit que (A-B) \/Isin.et = 0, donc
A=B. Donc puisque u = (A+B)cos.tt, on aura ddu/udtz2 = -g2 ; donc I’équation
différentielle en u ne contiendra jamais d’imaginaires ; & comme le coefficient
de u dans cette équation ne renferme d’indéterminée que v, il s’ensuit que la
valeur de v sera toujours réelle.

[d’Alembert, 1758, 167].

Il reste alors a traiter les cas d’occurrence de racines multiples, dans lesquels
la méthode est mise en échec et ne permet pas d’obtenir la forme générale des
solutions. d’Alembert évoque alors qu’il suffit de faire subir une variation
infiniment petite a aux coefficients de I’équation afin de se ramener au cas des
racines inégales, la quantité a disparaissant a I'issu du calcul. Lorsqu’il
entreprend en 1766 de généraliser la méthode de d’Alembert en déterminant
explicitement les oscillations d’un systéme quelconque de n corps, Lagrange
reprend a son compte I'argument de d’Alembert et propose un calcul effectif
pour le cas d’une racine double p; (**). Posant : p,=p;+w, w étant une "quantité
évanouissante”, Lagrange conclut :

[...] il est évident que les termes de la valeur de y© qui répondent aux racines
égales contiendront toujours I'angle t, et de plus des exponentielles ordinaires si
ces racines sont positives, et des sinus et des cosinus si elles sont négatives.
[Lagrange, 1766, 529].

L’occurrence d’une racine multiple est interprétée comme engendrant une
solution de la forme P(t)e®, P(t) contenant des puissances de I'arc t d’un degré
égal a la multiplicité de la racine. Les différents cas discutés par d’Alembert et
Lagrange -racines imaginaires ou multiples,- donnent finalement lieu a une
conclusion homogene qui qualifie les solutions associées de mécaniquement
incorrectes puisque impliquant des oscillations croissantes a I’infini (*). Cette

2 | ’argument donné par d’Alembert sur la croissance a I’infini de edt est faux si & est négatif.

24 Ccauchy produit encore en [1839a] un raisonnement reposant sur I'introduction d’infiniment
petits pour traiter le cas des racines multiples. Un tel raisonnement peut étre rendu
mathématiquement rigoureux (et par conséquent arriver a des conclusions opposées a celles de
Lagrange) par un raisonnement sur les limites, utilisant le théoréme de Bolzano Weierstrass sur
I'ensemble des matrices orthogonales, fermé et borné dans M,(E). Voir Hawkins [1975].

% Ce type de solutions peut effectivement intervenir dans la résolution d’un systéme d’équations
différentielles d’ordre n dont la matrice aurait des valeurs propres multiples. Il n’intervient
cependant pas dans I’hypothése symétrique ou plus généralement diagonalisable. Les solutions de
Lagrange peuvent provenir, comme le pense Yvon Villarceau [1870], d’'une extrapolation de la
résolution I’équation différentielle linéaire d’ordre n : dans ce cas, I’existence d’une racine multiple
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conclusion homogéene donne lieu a I'énoncé par Lagrange d’une "méthode
générale" pour caractériser la stabilité d’'un systeme mécanique par la nature
des racines de I’équation algébrique associée:

De la on tire une méthode générale pour voir si I’état d’équilibre d’'un systéme
guelconque donné de corps est stable, c'est-a-dire si, les corps étant infiniment
peu dérangés de cet état, ils y reviendront d’eux-mémes, ou au moins tendront
ay revenir.[...]

1° Si toutes les racines de cette équation sont réelles négatives et inégales,
I’état d’équilibre sera stable en général, quel que soit le dérangement initial du
systéme.

2° Si ces racines sont toutes réelles, positives ou toutes imaginaires ou en partie
positives, et en partie imaginaires, I’état d’équilibre n’aura aucune stabilité, et
le systeme une fois dérangé de cet état ne pourra le reprendre ;

3° Enfin, si les racines sont en partie réelles négatives et inégales, et en partie
réelles négatives et égales ou réelles et positives, ou imaginaires, I'état
d’équilibre aura seulement une stabilité restreinte et conditionnelle [...].

[1766, 532].

A l'issu du mémoire publié par Lagrange en 1766, le probléeme des petites
oscillations donne lieu a un seul type de solution mécaniquement correcte
correspondant a I'occurrence de racines réelles, négatives et toutes distinctes.
Pour une centaine d’années, le probléme est considéré comme résolu : la
conclusion de Lagrange ne sera pas remise en cause avant le mémoire de
Weierstrass de 1858 et Ilintervention d’Yvon-Villarceau a I’Académie
parisienne en 1870 (*°). Pendant la centaine d’année qui sépare la conclusion
de Lagrange de sa remise en cause pour le cas des racines multiples, la
discussion sur la nature qualitative des racines de I'équation des petites
oscillations se poursuit cependant sous des formes différentes et assure la
postérité de la discussion des petites oscillations.

a I’équation caractéristique implique systématiquement une solution de la forme donnée par
Lagrange (la matrice associée a une équation d’ordre n n’est jamais diagonalisable si elle a des
racines multiples).

L’absence de notion d’indépendance linéaire ne permet pas d’imaginer deux solutions s’exprimant
a partir d'une méme fonction e et tout de méme "indépendantes”. D’un point de vue
contemporain, il y a ici deux familles indépendantes : celle des fonction (e’") dans I’espace des
fonctions dérivables et celle des vecteurs de E" auquel est isomorphe I’espace des solutions de
I’équation. C’est I'indépendance de cette derniéere famille qui est nécessaire et qui peut donc étre
réalisée pour des racines multiples.

% Comme Thomas Hawkins I’'a montré, avant Weierstrass les mathématiciens ne semblent pas
croire a la possibilité d’une solution "générale" exprimable algébriquement et valable de maniére
homogéne quelle que soit la multiplicité des racines. Cauchy donne une solution générale en 1839
dans le cadre de I'analyse complexe mais ne revient pas sur la conclusion de Lagrange.
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4. La discussion de Laplace sur la stabilité des
variations séculaires.

Si le systeme mécanique est stable alors les racines de I’équation algébrique
associée sont réelles, négatives et inégales. Cette implication qui se présente
comme une conclusion du traitement par Lagrange du probléme des petites
oscillations, marque un point d’origine pour la discussion des petites
oscillations qui se développe, chez différents auteurs, dans différentes théories,
sur une durée d’'un siecle. La discussion change de nature au cours de son
histoire et sa premiére mutation est due a la mathématisation des variations
séculaires des planétes réalisée par Lagrange dans les années 1770. Le
probléme des petites oscillations des planéetes sur leurs orbites est abordé par
la méthode développée en 1766 pour les petites oscillations d’une corde. La
stabilité du systéme solaire ne pouvant étre prise comme hypothése, la
généralisation de la méthode des petites oscillations au probléme d’astronomie
inverse la logique de la discussion sur la nature des racines qui se focalise sur
I'implication réciproque : les racines sont réelles donc le systéme est stable.
Depuis Berlin, Lagrange adresse en 1778 a I'académie de Paris, dont il est
lauréat de deux prix de mécaniques célestes (1764, satellites de Jupiter, et
1766, libration de la lune), un mémoire intitulé "Recherches sur les équations
séculaires des mouvements des nceuds et des inclinaisons des planétes" [1774].
Ce mémoire construit une théorie mathématique des variations séculaires des
planétes par la méthode développée en 1766 pour intégrer les systémes
d’équations différentielles des petites oscillations d’une corde:

Si les Planétes étaient simplement attirées par le Soleil, et n’agissaient point
les unes sur les autres, elles décriraient autour de cet astre, des ellipses
variables suivant les lois de Kepler, comme Newton I'a démontré le premier, et
une foule d’Auteurs aprés lui. Mais les observations ont prouvé que le
mouvement elliptique des Planétes est sujet a de petites oscillations, et le calcul
a démontré que leur attraction mutuelle peut en étre la cause. Ces variations
sont de deux espéces : les unes périodiques et qui ne dépendent que de la
configuration des Planétes entre elles ; celles-ci sont les plus sensibles, et la
calcul en a déja été donné par différents Auteurs ; les autres séculaires et qui
paraissent aller toujours en augmentant, ce sont les plus difficiles a déterminer
tant par les observations que par la Théorie. Les premiéres ne dérangent point
I'orbite primitive de la Planéte ; ce ne sont, pour ainsi dire, que des écarts
passagers qu’elle fait dans sa course réguliere, et il suffit d’appliquer ces
variations au lieu de la Planéte calculé par les Tables ordinaires du mouvement
elliptique. Il n’en est pas de méme des variations séculaires. Ces derniéres
alterent les éléments mémes de I'orbite, c'est-a-dire la position et le dimensions
de l'ellipse décrite par la planete ; et quoique leur effet soit insensible dans un
court espace de temps, il peut néanmoins devenir a la longue trés considérable.
[Lagrange, 1781, 125].

Il s’agit la d’'une véritable construction : les paramétres déterminant les orbites
planétaires (excentricités et angles d’inclinaisons sur le plan de I'écliptique)
n’ont pas de lien intrinséque avec les systémes d’équations linéaires et ce n’est
gu’a des approximations bien choisies que I’'on doit une méme mathématisation
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de la théorie des variations séculaires et des petites oscillations d'une corde.
L’analogie est portée par une représentation mécanique selon laquelle les deux
problémes relévent de "petites oscillations" (*):

[...] comme les orbites des planéetes sont fort peu inclinées a I'écliptique, les
guantités 6, 6,, ..., et par conséquent aussi les quantités u, s, us, S;,... seront
nécessairement des quantités trés petites ; de sorte qu’on pourra, du moins
dans le premier calcul, négliger les termes affectés de ces quantités dans les
expressions des distances (TS), (T1S),...

[Lagrange, 1778, 644].

Moyennant des approximations sur les paramétres mécaniques du probleme
(?®), Lagrange déduit les équations différentielles des paramétres des orbites
qui mettent désormais en évidence les "rapports remarquables” (0,1), (0,2),...
construits par la méthode de 1766 (consulter I'encart 3,) (*°):

% + A_LTJZ”FI:H L (u-uy) + A—LTzrzprr’rz L (u-up) + ... + N=0,
%+ L%ﬁ%m(s—sl) + T r4”rr,r (s-sp) + ... + W=0,
[...]
01 = A (02) = TR
(1.0) = I%%E%?i,(Lz):: IE%%E%FQE”'”;
Tr(rpr Tairy(rz,r
(2,0) = ﬁ, 1) = %

et ainsi de suite, [...].
[1778, 646-647].

La méthode présentée par Lagrange pour l'intégration des équations reprend
celle de 1766 : a partir de solutions particuliéres de la forme s;=A; sin(at+a),
u; = A cos(at+a), la méthode d’élimination appliquée au systeme différentiel
conduit & une "équation finale du degré n*™, laquelle servira par conséquent &
déterminer la constante a" et permet de donner I’expression générale des
solutions :

2 Notations. Les paramétres des orbites sont s = 6sin w et U = 8cosw.
 I'angle de la ligne des nceuds, 8 la tangente de I'inclinaison du plan de I'orbite avec celui des
coordonnées x et y de la position du corps.

% Notations. Les planétes Ty, T,,....ont pour coordonnées (ricosq, rising: ri(uing -sicosq;)), les
distances au soleil et entre planétes sont (T:S) et (TiT;), les forces d’attractions sont S/(T;S)? et
Tj/(TiTj)2 .
De plus on pourra regarder, du moins dans la premiéere approximation, les orbites comme
circulaires, et par conséquent les rayons r, ry,ry.... Comme constants, et les angles
d,91,02,... comme proportionnels au temps, en sorte que I'on ait = pt, q;=pit, a=zt,....,
U, M1, M2,... étant des constantes telles que pt, pit, pot,.... Soient les mouvements moyens
des planétes T, T;,T,,... qui répondent au temps.
[Lagrange, 1778, 645]
2 | es (r;ri); désignent un coefficient du développement de I’expression quadratique donnant la
distance des planétes entre elles.
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Si donc on dénote par a,b,c,..., les n racines de I’équation en a, et qu’on prenne
n coefficients arbitraires A, B, C,... et autant d’angles arbitraires a, {3, v,..., on

aura
s = Asin(at+a) +B sin(bt+f) + Csin(ct+y)+....,
s; = A; sin(at+a) + B; sin(bt+p) + C; sin(ct+y)+....,
s, = A, sin(at+a) + B, sin(bt+p) + C, sin(ct+y)+...,
[1778, 656].

Si la méthode d’intégration est similaire a celle de 1766, la représentation
mécanique du probléeme a changé. L'application de la mathématisation
développée pour les vibrations d’une corde aux variations séculaires des
planétes n’est pas sans conséquence pour la méthode mathématique elle-
méme. La premiére conséquence importante est la nouvelle effectivité que
requiert de la méthode son usage en astronomie : Lagrange développe une
nouvelle méthode pour la détermination des constantes A; B;, C;j,..., (C'est-a-
dire des solutions aux conditions initiales) consistant en un procédé d’itération
permettant de mener effectivement les calculs pour les planetes du systéme
solaire [1778,634] (*). La seconde conséquence est l'inversion de la discussion
sur la nature qualitative des racines. Dans la situation des petites oscillations
de cordes, les présupposés de stabilité du probleme mécanique impliquaient
des propriétés des racines de I’équation associée- les oscillations sont petites
donc les racines sont réelles -, dans le cadre de I’'astronomie au contraire, la
stabilité du systéme du monde n’est pas assurée (**):

Avant de terminer cet Article, nous devons encore remarquer que, quoique nous
ayons supposé que les racines a, b, c,... de I'’équation en x soient réelles et
inégales, il peut néanmoins arriver qu’il y en ait d’égales ou d’imaginaires ;
mais il est facile de résoudre ces cas par les méthodes connues : nous

30 Cette méthode, dont la description dépasse I'objet de ce travail, est parfois désignée comme
"méthode de Le verrier" en algebre linéaire [Gantmacher, 1958]. La demande d’effectivité
provenant de I'application de la méthode de Lagrange a I’astronomie se fait particulierement
ressentir pour le cas des variations séculaires qui nécessitent la prise en compte d’observations sur
une tres longue période [Lagrange, 1778, 634] :
Jinvite les Astronomes a faire usage de ces formules et a examiner si, par leur moyen, on
peut rendre raison du peu d’accord que je trouve entre les observations anciennes et les
modernes, les formules que d’autres Auteurs ont données pour cet objet étant
insuffisantes, puisqu’elles ne représentent que les variations différentielles des lieux des
neceuds et des inclinaisons ; de sorte que ces formules cessent d’étre exactes au bout d'un
certain nombre d’années, au lieu que les nétres peuvent s’étendre a tant d’années qu’on
voudra.
La conclusion de Lagrange n’est pas définitive et la question de I'extension des prévisions
mathématiques des variations séculaires a un temps indéterminé restera trés débattue au XIX°®
siecle pour finalement recevoir une réponse négative chez Poincaré. Voir [Laskar, 1992].

3L En termes contemporains, tout le probléme de la stabilité du systéme solaire se résume donc au
calcul des valeurs propres de deux matrices réelles (7x7 a I’époque car Neptune n’était pas encore
découverte) A et B. Si ces valeurs propres sont toutes réelles et distinctes, alors les solutions sont
quasi-périodiques, et les excentricités et inclinaisons ne présentent que des variations périodiques
autour de leurs valeurs moyennes, mais si I’'une des valeurs propres a une partie imaginaire non
nulle, on obtient une instabilité exponentielle, une excentricité peut alors devenir trés grande et
entrainer la possibilité de rencontre de deux planetes [Laskar, 1992, 182].
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observerons seulement que, dans le cas des racines égales, les valeurs de s, s,
S5,..., U, Uy, Uyp,... contiendront des arcs de cercle, et que dans celui des racines
imaginaires ces valeurs contiendront des exponentielles ordinaires ; de sorte
que, dans I'un et I'autre cas, les quantités dont il s’agit croftront & mesure que t
croit ; par conséquent la solution précédente cessera d’étre exacte au bout d’un
certain temps ; mais heureusement ces cas he paraissent pas avoir lieu dans le
Systéme du monde.

[1778, 665].

En s’inversant, la problématique de la discussion sur la nature des racines
prend une nouvelle ampleur : comment s’assurer de I'occurrence de racines
réelles, négatives et inégales ? En 1781, Lagrange aborde la question de la
stabilité du systéme solaire par un calcul effectif des solutions pour les planetes
du systéme solaire. Le cas de Saturne et Jupiter est traité séparément en
raison de leur éloignement ; I'étude des orbites des planetes Mars, Terre,
Vénus et Mercure conduit a une équation du 4° degré

Etant développée, elle montera au quatrieme degré, et donnera par conséquent
quatre valeurs de w, qui pourront étre également employées pour ¢ ; et c’est de
la réalité et de I'inégalité de ces racines que dépend I’exclusion des arcs de
cercle dans les variables des orbites des Planétes que nous considérons.

Il importe donc de résoudre cette équation rigoureusement.

[1781, 311].

Pour prouver la stabilité du systeme des quatre planétes, il faut démontrer
I’existence de quatre racines distinctes et réelles d’une équation de degré 4. Ces
racines sont obtenues par application de la méthode de réduction du degré par
substitutions [1781, 311-316], et I'application numérique, basée sur les tables
astronomiques et trigonométriques, fournit quatre racines réelles distinctes,
-6,9076 ; -4,6848, -4,9869 ; -6,6055, ce qui assure la stabilité du systeme des
quatre planetes :

Telles sont les racines de I'’équation qui détermine la quantité c ; d’ou I'on voit
que cette quantité peut avoir quatre valeurs différentes toutes réelles, que nous
désignerons par c, d, e, f, et qui donneront par conséquent autant de sinus et de
cosinus dans les expressions des variables du Probleme. Ainsi nous sommes
déja assurés que ces expressions ne sauraient contenir des arcs de cercle, et que
par conséquent leur exactitude ne sera pas bornée a un temps limité, mais aura
toujours lieu a I'infini.

[Lagrange, 1781, 316].

Pour Lagrange, cette conclusion ne permet pas de lever le "doute" sur la
stabilité tant le calcul des valeurs numériques des racines est tributaire des
valeurs attribuées aux masses des planétes. Lever le doute nécessiterait une
démonstration "générale" de I'inégalité des racines:

Mais, comme les racines que nous venons de trouver dépendent des valeurs
supposées aux masses des Planétes, on pourrait douter si, en changeant ces
valeurs, on ne tomberait peut étre pas dans les racines égales ou imaginaires.
Pour lever tout a fait ce doute, il faudrait pouvoir démontrer, en général, que,
quelles que soient les valeurs des masses, pourvu seulement qu’elles soient
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positives, les racines de I’équation dont il s’agit sont toujours réelles et inégales.
Cela est facile lorsqu’on ne considére a la fois que I'action mutuelle de deux
Planétes [...] ; mais cette équation se complique et s’éléve a mesure que le
nombre des Planétes augmente ; c’est pourquoi il devient de plus en plus
difficile de juger a priori de la qualité des racines. Cependant il ne parait pas
impossible de parvenir, par quelque artifice particulier, a décider cette question
d’une maniere générale ; et comme c’est un objet également intéressant pour
I'analyse et pour I’Astronomie physique, je me propose de m’en occuper. En
attendant, je me contenterai de remarquer que, dans le cas présent, les racines
trouvées sont trop différentes entre elles pour qu’un petit changement dans les
masses adoptées puisse les rendre égales, et encore moins imaginaires.

[1781, 316].

La question de la stabilité du systeme du monde inverse la problématique de la
discussion des petites oscillations. Ce qui se présentait comme général en 1766
ne I'est plus en 1781 pour des raisons propres a la représentation mécanique
sous jacente au probléme. La méthode élaborée par Lagrange en 1766 n'est
cependant pas remise en cause et conserve sa portée générale puisque
I’occurrence de racines multiples qui la mettrait en défaut doit étre rejeté pour
des questions de stabilité. L’évolution de I’exigence de généralité tient a ce que
le rejet de ce cas particulier doit désormais s’appuyer sur une démonstration.
Or la nature du probleme - la résolution d’'une équation algébrique générale-
condamne a abandonner I'ambition d’'une démonstration "générale" pour
s’orienter vers un "artifice particulier”.

L ™artifice particulier" évoqué par Lagrange est construit par Laplace qui, dans
une suite de mémoires publiés dans les années 1770-1780, donne une nouvelle
importance a la question de la stabilité du systéme du monde et donc a la
démonstration de la réalité des racines de I’équation des petites oscillations.
Dans le mémoire intitulé Mémoire sur les solutions particuliéres des équations
différentielles et sur les inégalités seéculaires des planetes [1775], Laplace
s’approprie les méthodes de la mathématisation des variations séculaires des
planétes construite par Lagrange et se propose d’étendre les résultats de ce
dernier a la détermination de I'excentricité et des aphélies des orbites
(Lagrange n’a traité en 1778 que les mouvements des nceuds et des
inclinaisons des orbites des planétes) :

J’ai donné dans un autre Mémoire (Tome VII des Savants étrangers) les
expressions des inégalités séculaires des planetes [...] Celles que j'ai donné n’en
sont que les différentielles ; je m’étais proposé depuis longtemps de les intégrer
; mais le peu d’utilité de ce calcul pour les besoins de I’Astronomie, joint aux
difficultés qu’il présentait, m’avait fait abandonner cette idée , et j’avoue que je
ne I'aurais pas reprise, sans la lecture d’un excellent Mémoire Sur les inégalités
séculaires du mouvement des nceuds et de I'inclinaison des orbites des planetes
qgue M. de Lagrange vient d’envoyer a I’Académie, et qui paraitra dans un des
Volumes suivants. Cet illustre géometre, au moyen d’une transformation
heureuse, réduit le probléeme a l'intégration d’autant d’équations linéaires du
premier ordre qu’il y a d’inconnues ; il donne ensuite une méthode fort
ingénieuse pour les intégrer, et pour déterminer les constantes que renferme
I'intégrale, quelque soit le nombre de planétes. En employant la méme
transformation, j'ai tiré les mémes équations de mes formules ; j'ai de plus
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cherché si I'on ne pourrait pas déterminer d’'une maniére analogue les
inégalités séculaires de I'excentricité et du mouvement de I'aphélie [...] on aura
ainsi une théorie compléte et rigoureuse de toutes les inégalités séculaires des
orbites des planétes.
[Laplace, 1775, 354].

Laplace donne au probleme de la nature des racines une importance inédite en
raison d'un idéal déterministe qui se propose de donner une méthode
permettant de prévoir les positions des corps célestes pour une durée
"extrémement longue" (*):

Les équations précédentes en donnent une en f, du degré n, s’il y a n planétes ;
or, si cette équation renferme des racines imaginaires, il entre nécessairement
des quantités exponentielles dans les valeurs de p, g, ... et comme ces quantités
peuvent aller croissantes a I'infini, la solution précédente ne peut avoir lieu que

%2 Dans son éloge de Lagrange, Delambre souligne I'ambition de Laplace d'obtenir des prédictions

sur une durée trés longue :
Mais un travail, grand dans son objet, utile par ses applications continuelles, et digne en
tout de son génie, c’est celui dans lequel il a calculé les changements successifs qui
s’opérent dans les dimensions et les positions des orbites planétaires. Tous les géométres,
depuis Newton, s’étaient occupés de ce probleme ; leurs formules différentielles,
appliquées successivement a chaque planete, pouvaient, jusqu’a un certain point, et
pendant un certain temps, satisfaire aux besoins de I’Astronomie ; mais, aprés quelque
intervalle, elles se trouvaient insuffisantes, et les calculs étaient & recommencer sur de
nouvelles données. M. Lagrange considere la question sous un point de vue qui I'’embrasse
tout entiere, et en permet la solution la plus complete. Au lieu de combiner les orbites
deux a deux, comme ses prédécesseurs, il les considere toutes ensemble, et, quel qu’en
soit le nombre, il parvient a donner a I’éguation une forme qui permet I'intégration [...].
M. Laplace a tiré du travail de M. Lagrange une solution plus bornée, mais plus facile, et
qui, permettant de remonter aux premiers temps de I’Astronomie, s’étend dans I’avenir
au méme nombre de siécles, c'est-a-dire & 2000 en avant comme en arriére.
[Delambre, 1812, xxxi-xxxiii].

Et Delambre ajoute, au sujet de la stabilité du systéme solaire :
M. Laplace était parvenu par induction a ce théoreme important de I'invariabilité des
grands axes et des mouvements moyens, qui assure la stabilité du systeme planétaire, et
dissipe pour toujours la crainte qu’on aurait pu concevoir que les planeétes,
continuellement attirées vers le Soleil, ne dussent finir un jour par se précipiter sur cet
astre. [...]; M. Poisson a depuis étendu la démonstration aux quantités du second ordre ;
il est a présumer qu’elle s’étendrait de méme aux produits de tous les ordres. Au reste, ce
qui est fait suffit pour nous démontrer que toute crainte a cet égard serait désormais bien
folle et bien chimérique.

Laplace, comme Lagrange, fait effectivement deux approximations dans ses calculs :
Tous les calculs sont effectués a l'ordre 1 des masses, en négligeant dans les
développements les termes qui dépendraient du carré des masses des planétes. Le
théoreme de I'invariance des demi grands axes est obtenu pour toutes les excentricités ou
inclinaisons ; par contre, le résultat sur les faibles variations quasi-périodiques de
I’excentricité et de I'inclinaison est obtenu en négligeant les termes de degré supérieur a
2 dans le développement des perturbations planétaires. Ces approximations imposent
donc de limiter la durée de validité des théories de Laplace.
[Laskar, 1992, 184].

Le Verrier montrera en 1856 I'influence des termes non linéaires, c'est-a-dire des termes de degré

3 dans les équations séculaires :
Le Verrier émet ici une nouvelle formulation du probleme de la stabilité du systeme
solaire. L’étude de Laplace ne suffit plus. Elle ne représente que le premier terme d’un
développement en série infinie. Cette solution de Laplace est sans doute la part la plus
importante de la solution, mais encore faut-il s’assurer que les termes suivants ont bien
un effet négligeable par rapport a ce premier terme.
[Laskar, 1992, 187].
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pour un temps limité : il serait donc trés important de s’assurer si I’équation en
s peut renfermer des racines imaginaires, et en quel nombre elles peuvent y
exister. Cette discussion me parait digne de toute I’attention des géometres ; je
me conterai ici d’observer que, lorsqu’on ne considére que deux planétes,
comme on I'a déja fait de Jupiter et de Saturne, I’équation en f a toujours deux
racines réelles ; car on a alors

fo = (0,1)b — (0,1) b’
fb’ = (1,0)b’— (1,0) b,
d’ou I'on tire
f2-[(1,0) + (0,1)]f = (1,0) (0,1) - (1,0)(0,1)

équation dont il visible que les deux racines sont toujours réelles.
[Laplace, 1776,464].

"I serait donc tres important de s’assurer si I’équation en s peut renfermer des
racines imaginaires, et en quel nombre elles peuvent y exister. Cette discussion
me parait digne de toute l'attention des géomeétres”. La "discussion" de la
stabilité du systéme des planetes est entreprise par Laplace par la publication
de deux mémoires successifs. Le Mémoire sur les inégalités séculaires des
planetes et des satellites [Laplace, 1787] entreprend de démontrer
mathématiquement, en "dehors toute hypothese"” numérique sur la masse des
planétes, la stabilité des inégalités séculaires:

Mais les excentricités et les inclinaisons sont-elles renfermées constamment
dans d’étroites limites ? C’est un point important du systeme du monde qui
reste encore a éclaircir, et dont la discussion est la seule chose que laisse
maintenant a désirer la théorie des inégalités séculaires. [...] I'incertitude ou
I'on et encore a I’égard de plusieurs de ces masses peut laisser quelques doutes
sur ce résultat, et il est nécessaire de s’assurer par une methode indépendante
de toute hypothese, que, en vertu de I’excentricité des planétes, les excentricités
et les inclinaisons de leurs orbites sont toujours peu considérables. Je me
propose encore de remplir cet objet dans ce Mémoire, en établissant d’une
maniere générale que les inégalités séculaires des excentricités et des
inclinaisons des orbites des planetes ne renferment ni arcs de cercle, ni
exponentielles, d’ou il suit que, en vertu de I'action de ces corps, leurs orbites
s’aplatissent plus ou moins, mais en ne s’écartant que tres peu de la forme
circulaire et en conservant toujours les mémes grands axes. Les positions
respectives de leurs plans et de leurs aphélies varient sans cesse ; elles
s’inclinent plus ou moins les unes aux autres, mais elles sont toujours
renfermées dans une zone d’un petit nombre de degrés.

[Laplace, 1787, 61].

La stabilité des inégalités séculaires, donc la réalité et I'inégalité des racines de
I’équation associée au systeme différentiel, est démontrée par Laplce au moyen
d'un "artifice particulier" consistant a représenter la stabilité physique par une
condition mathématique portant sur les coefficients du systéme différentiel et
traduisant la constance du moment cinétique, il s’agit alors de démontrer que
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ENCART 4.
L’ artifice de Laplace pour la démonstration de la réalité des racines.
Laplace déduit des "équations générales d’un systeme de corps qui s’attirent mutuellement"

une équation intégrale qui, dans le cas d’'un mouvement elliptique, est incompatible avec des
solutions contenant des exponentielles ou des "puissances de I'arc", [1787, 62-69] (*) :

0= xd2y—yd2x - x'd2y’'—y'd2x’ mx+m'x'+... d2y+m'd2y’'+...
=m dt2 m dt2 T l+m+mi+.. dtz
my+m'y'+... d2x+m'd2x'+...
1+m+m'+... dt2
équation dont I'intégrale est
_ xdy—ydx , X'dy'—y'dx’ mx+m'x'+... mdy+m'dy’+...
(G)c=m dt +m dt T Trmamir dt
my+m'y’+... mdx+m'dx'+...
1+m+m'+... dt

¢ étant une constante arbitraire.
[...] Si I'on nomme ea I'excentricité de I'orbite de m, et si I'on néglige m vis-a-vis de 'unité, I'aire
gue son rayon vecteur trace autour de M, durant l'instant dt, sera, par la théorie du mouvement

1
elliptique, 7 dt Va(l-e?) . Cette aire projetée sur le plan des x et des y est diminuée dans le rapport

du cosinus de l'inclinaison de l'orbite de m sur ce plan au rayon. Soit 8 la tangente de cette
a(l—e?

inclinaison, I'aire projetée sera 5 dt 1+92 - Cesera, dans I’hypotheése elliptique, la valeur

1
de 5 (xdy-ydx). [...] et en négligeant les quantités constantes ou périodiques de I’ordre m2.

[ a(l—e? . | a(1—e? y a“"(1—e")
9 c=m 1+gz +M 1+g2z T+ M 1+g72  t-:
En supposant dans que, apres un temps considérable, les excentricités et les inclinaisons des orbites

subissent des changements remarquables, elles doivent toujours satisfaire a I’équation précédente
dans laquelle la constance c est invariable.

Laplace écrit une expression générale des solutions du systéeme différentiel, incluant la
possibilité d’exponentielles et d’arcs de cercle et, remplagant cette expression dans I’équation
(***) déduite de (9), démontre que les facteurs d’instabilités portés par les exponentielles et
arcs de cercles sont nuls. L’hypothese sur les parametres e et 6 utilisée pour déduire (***) de
(9) rend la démonstration de Laplace circulaire : supposer ces paramétres petits (°), c’est déja
supposer le systeme stable [1787, 89] :

Reprenons I'équation (9) de I'article 1V ; si I'on suppose e et 6 trés petits et que I’'on néglige les

quantités d’ordre e*, %02 et 6%, elle donnera

(***)c= m\]E + m’\]; + .- %m(e2+92)\/§— %m’ (e’2+9’2)\]? -

[...] quelle que soit la nature des racines de ces équations, les valeurs de esinV, ecosV, e’sinV’,
e’cosV’,... seront toujours comprises dans les formes suivantes :

esinV = aft + Bf' + ...+ yt' +At"+...+h

ecosV = pft + ef '+ .+ O "+t +]

e'sinV’ = a'ft+ Bt + .+ y 't N R

e’cosV'= wft+ gft+ .+ Ot +Pti+ .+,
f étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est I'unité. Les coefficients a, B, Y, €,...[...] des
exponentielles sont des quantités réelles sans exponentielles, mais qui peuvent étre fonctions de
I’arc t et de sinus et de cosinus d’angles proportionnels a cet arc ; les quantités y, A, @, y, ...[...] sont
réelles, sans arcs de cercle ni exponentielles, et par conséquent constantes ou périodiques.

! Notation : x,y,z sont les coordonnées rectangles de m, r sa distance au corps M dont la masse est prise pour unité.

2 Voir a ce sujet [Hawkins, 1975].

124




I'occurrence de solutions instables est contradictoire & cette condition (**) (cette
démonstration est détaillée en encart 4). Une nouvelle méthode est présentée
en 1789 dans le Mémoire sur les variations séculaires des orbites des planétes
[1789], tout entier consacré a une démonstration directe de la stabilité du
systtme a partir des seuls "rapports remarquables" des équations
différentielles :

Je suis parvenu a ces différentes équations dans mon Mémoire de 1784, en les
déduisant d’équations plus générales, que le principe des aires donne entre les
grands axes, les excentricités et les inclinaisons. J’ai cru que I'on verrait avec
plaisir ces mémes équations résulter directement des équations différentielles
qui déterminent les variations séculaires des orbites.

[Laplace, 1789, 297].

Les rapports remarquables permettent de démontrer "directement" que le
"temps ne peut sortir des sinus” et que les oscillations restent stables. En 1858,
Weierstrass démontrera que I’'occurrence de racines multiples n’affecte en rien
la stabilité du systeme. Si I'on se place du point de vue de Weierstrass, la
démonstration de Laplace permet uniquement de démontrer la réalité des
racines, et non leur inégalité. La forme particuliére des solutions associées au
cas des racines multiples, dans lesquelles le temps sort du sinus, s’avere en
effet inexacte (encart 2). La représentation mécanique sous jacente aux
méthodes de Laplace et Lagrange ne permet cependant pas d’envisager que
I’occurrence de racines multiples permette des solutions stables et I'éventuelle
multiplicité des racines de I'équation caractéristique n’est pas un cas
particulier qui limiterait la généralité d’'une méthode mais doit étre rejetée en
raison de la stabilité du systeme.

Thomas Hawkins [1975] s’est interrogé sur la faible postérité de la
démonstration de Laplace pourtant reproduite dans la Mécanique celeste [1799,
318] et qui, mettant en évidence un lien entre les rapports remarquables et la
nature des solutions du systéme sous jacente, devrait indiquer une "théorie
sous jacente" (**). Dans le cadre de ma problématique, j'interrogerai a I'inverse

33 La méthode de Laplace est proche de I'idée de conservation de I'intégrale premiére donnant
I’énergie mécanique d’un systeme : L-V=C. C’est sous cette forme que cette idée apparait dans la
Mécanique Céleste [1788] et surtout dans la nouvelle preuve de Dirichlet apparaissant dans la
troisiéme édition de la Mécanique [1753].

34 [Hawkins, 1975, 15]:
Laplace had thus exhibited the first purely mathematical theorem, complete with
demonstration, on the nature of the eigenvalues of an extensive and important class of
matrices. [...] Some historians [F. Klein 1927, 26-27 Jammer 1966, 215f] seem to have
assumed it did play an important role on the subsequent development of spectral theory.
As we have seen, Laplace had discovered that properties of the roots of the characteristic
equation, no matter how high its degree is, can be deduced from symmetry properties of
the corresponding system of coefficients. Previously it had appeared necessary to appeal
to physical context. Laplace’s work thus indicated the possibility of an underlying math
theory. However, the actual historical process seems not to have followed the expected
rational course.

La question de la postérité de Laplace est posée par Thomas Hawkins dans le cadre d’une

interrogation sur le réle des travaux mécaniques du XVI11° siécle sur la constitution de la théorie

spectrale des matrices. La question du role de la méthode de la discussion des petites oscillations

dans l'origine de la théorie spectrale est discutée dans la partie 111 de ce chapitre.
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e La nouvelle méthode de 1789.

En 1789, Laplace élabore une méthode usant des seules équations différentielles pour
démontrer la stabilité du systeme. Les "rapports remarquables” (i,r) et qui caractérisent
le probléeme des petites oscillations sont employés par Laplace pour déduire la relation (***)

sans nécessiter aucune hypothése physique sur la petitesse des valeurs des excentricités et
orbites (%) [1789, 297-300]:

2 ' ai2ar(ai,ar) = (i,r),

i
> [ai2+ar?(ai,ar)1-3aiar(ai,ar)= ,

Ces deux fonctions (i,r) et sont telles que I'on a

" m,\/a, (i,r)=m, /a, (r,i)
myafir]=m, /a,[r.i]

[...] Cela posé, les quantités po,do, P1,q1,... Seront déterminées par les équations différentielles

dp; . -

® g¢ = a0 —z2q [ir],
dag; . -
a0 =P +2p[ir],

[...] Les équations (B) et (C) présentent des rapports trés remarquables que nous allons développer.
Si I'on multiplie la premiére des équations (B) par p;, et qu'on ajoute a la seconde multipliée par g,
on aura

d i gidgi "
pi _d% + dt =3z (Qipr‘piQr)

En multipliant les deux membres de cette équation par m; \/ai et en les intégrant par rapport au
nombre variable i, on aura

- d i id i , - -
> mvai (o g+ ) = r@p-padmiVai [ir],
3’ étant la caractéristique des intégrales finies relatives a i. Si I’'on prend ces intégrales depuis i=0

jusqu’a i=n-1, dans la somme des termes que renferme le second membre de cette équation, un
terme quelconque

(@pr - piay mi Vi
sera détruit par le terme

@pi- pecy meVar

qui , affecté d’un signe contraire, lui est égal en vertu de la seconde des équations (A) de I'article
précédent. Ce second membre se réduira donc a zéro, ce qui donne

- dp; idqg;
3’ mi\[al(pi —CE—+ gﬁ—) =0,

et, en intégrant par rapport au temps t,
= mivai (p2+q2) = const.
ou, a cause de ei2= p;2+Q;?,
2'm; \Igei2= const.

® Notation : m; les masses des planétes, celle du Soleil étant prise pour unité ; nit les moyens
mouvements, a; les moyennes distances au Soleil ; e; les rapports des excentricités des orbites aux demi
grands axes ; @, les longitudes des aphélies, 6;, les tangentes des inclinaisons des orbites sur un plan fixe,
li les longitudes de leurs nceuds ascendants sur ce plan.

80SiN@o=po, €oC0S D=0,

e1Sin@;=p,, e;cos @;=q;,
3
(aar) + (ai,an):cosV les deux premiers termes du développement de (a’—2aa,cosV+a?)~ .
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ce qui rend possible une poursuite de la discussion des petites oscillations alors
méme que les travaux de Laplace et Lagrange semblent clore toute discussion.
Dans le cadre de la mécanique, la solution de Lagrange n’est pas remise en
cause avant le mémoire de Weierstrass de 1858 et la note d'Yvon-Villarceau de
1870. En mécanique, la discussion sur la stabilité se poursuit essentiellement
par une mathématisation plus précise des variations séculaires nécessitant la
prise en compte de systémes non linéaires (*). La postérité de la discussion des
petites oscillations passe par la géométrie analytique. Le passage de la
mécanique a la géométrie implique un bouleversement de la représentation
sous jacente au probléme des petites oscillations, ainsi qu’un renouvellement
de la perception de ce qui tient du général et du particulier.

% Voir [Laskar, 1992].
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5. La discussion des petites oscillations dans un cadre
géomeétrique chez Cauchy.

La discussion des petites oscillations change de nature lorsque, en 1829, la
représentation mécanique sous-jacente est supplantée par une représentation
issue de la géométrie analytique (*®). Dans un mémoire intitulé "Sur I’équation
a l'aide de laquelle on détermine les inégalités séculaires des planétes" [1829],
Cauchy propose de traiter par une méme méthode le probleme des petites
oscillations et celui de la classification des coniques, des quadriques et, plus
généralement des fonctions homogénes du second degré. Aucune mention n’est
faite, avant 1829, d’une relation entre la géométrie analytique et les petites
oscillations de la mécanique, ni dans le cadre des travaux sur les quadriques
([Hachette-Poisson, 1802], [Cauchy, 1826], [Biot, 1826]), ni dans le traitement
du théoréme des axes principaux d’une solide en rotation par Lagrange en 1775

(37).

% Dans son étude de la mathématisation chez Cauchy, Amy Dahan Dalmedico a mis en évidence
I'influence de représentations propres a la géométrie analytique sur les méthodes algébriques
développées pour la théorie de I'élasticité, méthodes aujourd'hui percues comme appartenant a
I'algébre linéaire :
Nous avons souligné les parentés épistémologiques entre les "'styles" de mathématisation
du premier Cauchy et de Fourier. Elles peuvent se résumer dans :
- L’importance de I'approche physico-géométrique,
- Le point de vue de la description mathématique qui consiste a rechercher, non une
explication physique causale, mais un ensemble articulé de concepts présentant une forte
cohérence mathématique, ensemble qui puisse rendre compte du domaine.
C’est le cas de la conceptualisation de la premiére théorie a partir des ellipsoides de
contraintes et des déformations. De plus ce mode de représentation géométrique a le
grand avantage sur la représentation strictement analytique qui prévalait
antérieurement (chez Navier ou Poisson par exemple) et qui reprendra ensuite le pas
apres I'adoption du modele moléculaire, de manifester déja les caractéres d’invariance de
la théorie. Ces caracteres ne seront tout a fait élucidés qu’au début du XX°® siecle avec le
développement autonome de I’Algebre linéaire et I'apparition de la notation tensorielle
explicite. C’est d’ailleurs a partir de Cauchy que les ellipsoides vont jouer un réle
fondamental de représentation, non seulement dans le domaine de I’élasticité, mais dans
bien d’autres de la physique mathématique (comme les ellipsoides de conductibilité de
Lamé en théorie de propagation de la chaleur).
[Dahan Dalmedico, 1992, 296].

57 Sur les développements de la théorie des quadriques dans le cadre de I’application de I’algébre &
la géométrie —la géométrie analytique- qui caractérise le programme de I’école polytechnique
voulu par Monge, voir [Hawkins, 1975] et [Dahan Dalmedico, 1992, 240-242]. La méthode de
Hachette et Poisson de 1802 est notamment trés diffusée, c’est celle qu’emploi Fresnel dans sa
théorie de double réfraction des cristaux optiques de 1821-1822.
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a. Les analogies formelles entre la classification des quadriques,
la rotation d'un solide et les variations séculaires des planétes.

Le titre du mémoire de Cauchy de 1829 a déja une histoire. Le mémoire est
annoncé, trois ans avant sa publication, par une note a I’Académie des sciences
dont ni l'intitulé, "Mémoire sur I’équation qui a pour racines les moments
d’inertie principaux d’un corps solide et sur diverses équations du méme genre"
[1826], ni le contenu ne font mention des petites oscillations. La note de 1826
propose pourtant déja une analogie entre mécanique et géométrie, elle a en
effet pour objet de résoudre par une méme méthode de recherche d"axes
principaux" le probleme mécanique de la rotation d'un solide et celui de la
classification géométrique des "fonctions homogeénes du second degré" (*).
Lorsque Cauchy aborde le probléme de la recherche des axes principaux d’un
solide en rotation, il fait référence a un mémoire publié par Lagrange en 1775
et intitulé "Nouvelle solution du probléme du mouvement de rotation d’un
corps de figure quelconque” (**). En 1775, Lagrange propose une "réduction a
I’'analyse" [Lagrange, 1775, 338] du résultat mécanique d'Euler [1758 et 1765]
sur I'existence, pour un corps solide en rotation, de trois axes orthogonaux par
rapport auxquels le moment d’inertie est nul (*°). La question de la rotation
d'un solide, bien que mettant en jeu un systéme de trois équations
différentielles dont I'intégration passe par la résolution d’'une équation
cubique, n’a, chez Lagrange, aucune relation avec le probléme des petites
oscillations d’un systeme de corps. D'une part, La considération d'un solide
limite I'’étude au cas de trois variables et permet une démonstration par
I'absurde, restée classique, de la réalité des racines de I'équation cubique
associée [Lagrange, 1888, 399] ; la discussion sur la nature des racines qui
caractérise la question des petites oscillations est par conséquent étrangére au
probleme de la rotation d’'un solide. D'autre part, les représentations sous
jacentes au probleme des axes principaux de rotation sont trés différentes de
celles des petites oscillations. La recherche des axes principaux s’appuie en
effet sur des changements de variables interprétés dans un cadre géométrique
comme des changements d’axes orthogonaux [Lagrange, 1888, 395]. Cette
représentation géométrique sous-jacente porte I’'analogie annoncée par Cauchy
en 1826 entre le probléme de la rotation d’un solide et celui de la recherche des
axes principaux des coniques et quadriques.

Comment les deux probléemes mécaniques des petites oscillations et de la
rotation d’un solide, distincts chez Lagrange et chez Cauchy jusqu’en 1826,
sont ils présentés comme analogues en 1829 ? Le mémoire de Cauchy de 1829,
s'il annonce dans son titre un travail sur les variations séculaires des planétes,
ne porte pas réellement sur un sujet mécanique, son véritable objet est une

%8 |es axes principaux sont les vecteurs propres des matrices associées aux formes quadratiques
dans une base orthonormée.

39 Je citerai également la version donnée par la Mécanique Analytique [1788, 389-428]
0 pour la physique contemporaine, le théoréme des axes principaux d’un solide en rotation revient

a énoncer que le mouvement de I'oscillateur spatial se décompose en trois oscillateurs harmoniques
indépendants par projection sur trois axes.
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N

généralisation a n variables d’'une méthode développée pour la classification
des coniques et quadriques. Selon Thomas Hawkins [1975, 21], entre la note de
1826 et le mémoire de 1829, Charles Sturm attire I'attention de Cauchy sur
I’'analogie formelle entre les équations algébriques se présentant dans la
discussion des petites oscillations et celles employées pour la recherche des
axes principaux des coniques (*!). La similitude formelle reconnue entre des
équations algébriques utilisées en mécanique et en géométrie tient a une
caractéristiqgue commune de ces équations : leurs racines doivent étre réelles.

Parmi les méthodes employées par les géomeétres pour discuter les surfaces
représentées par des équations du second degré, I'une des plus simples est celle
qui consiste a couper ces surfaces par des droites paralléles. En suivant cette
méthode, on peut facilement déterminer la nature des surfaces dont il s’agit,
leurs centres, s’il en existe, leurs axes principaux etc. ; et I'on reconnait, en
particulier, que pour fixer la direction de ces axes, il suffit de résoudre une
équation du troisieme degré. Cette équation qui se représente dans diverses
questions de Géométrie ou de Mécanique, et, en particulier, dans la théorie des
moments d’inertie, a cela de remarquable que ses trois racines sont toujours
réelles. [Cauchy, 1828, 9].

L’analogie entre les différents problemes — petites oscillations, rotation d'un
solide et classification des coniques - n’implique pas la reconnaissance d’une
méme signification sous jacente, c'est une analogie formelle justifiée par
I'efficacité d’une méthode qui permet de donner une méme démonstration
directe de la réalité des racines des équations associées aux trois problemes au
contraire des "moyens indirects" de la démonstration par I'absurde utilisée par
Lagrange pour la rotation d'un solide (I'encart 5. est consacré a la
démonstration de Cauchy) . L’importance du r6le joué par les analogies
formelles chez Cauchy a été mise en évidence par I'étude de Amy Dahan
Dalmedico sur les analogies entre mathématisations de phénomenes physiques
divers [Dahan Dalmedico, 1992] (*).

“1 Les problémes de conduction de la chaleur abordés par Sturm dans la tradition de Fourier
conduisent a I’étude de systemes d’équations différentielles linéaires identiques a ceux des petites
oscillations. Sturm s'intéresse a la multiplicité des racines des équations caractéristiques de ces
systemes en appliquant son théoréme de dénombrement des racines réelles des équations
[Hawkins, 1975, 22].

42 Ainsi [Dahan Dalmedico, 1992, 262] rattache le "style de mathématisation de Cauchy & une
tradition Eulérienne qui se caractérise par I'importance d’analogies formelles :
Un style de mathématisation dans la tradition eulérienne.
Ainsi pour Cauchy, si la similitude de structure des équations différentielles est un
élément décisif pour souligner I'analogie entre des phénomenes divers, elle n’est pas
corrélée a la nature physique des phénomenes et peut coexister avec des hypotheses tres
distinctes. [....] L’analogie des phénomenes divers (son, calorique, élasticité...) repose,
non sur un modéle unique d’explication physique comme c’est le cas dans le modele
laplacien des forces attractives et répulsives, mais sur une similitude dans la
mathématisation du phénomeéne dont on cherche a écrire les lois de propagation.
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En 1829, le probleme des petites oscillations et celui de la classification des
surfaces du second degré sont formulés comme relevant d’'une méme question
de recherche d’extremum d’une fonction homogéne du second degré (*°) :

Soit

1) s =1fxy,z,....)
une fonction homogéne et du second degré. Soient de plus

) o(x,y,z,....), X(X,¥,z,....), Y(X,¥,Z,....), ...
les dérivées partielles de f(x,y,z,...) prises par rapport aux variables x,y,z,... Si
I'on assujettit ces variables a I’équation de condition

B) xe+y2+z2+ ... =1
les maxima et minima de la fonction s seront déterminées (voir les Legons sur le
Calcul infinitésimal, p.252) par la formule [...]

1 1 1
(6) E(p(x,y,z,....)=sx , Ex(x,y,z,....) =sy, 5 Y(xy,z,...) = sz

Soit maintenant

(7) S=0
I’équation que fournira I’élimination des variables x,y,z,... entre les formules
(6). Les maxima et minima de la fonction

s=f(x,y,z,..)

ne pourront étre que des racines de I’équation (7). D’ailleurs cette équation sera
semblable a celle que I’'on rencontre dans la théorie des inégalités séculaires des
mouvements des planetes, et dont les racines, toutes réelles, jouissent de
propriétés dignes de remarque. Quelques unes de ces propriétés étaient déja
connues : nous allons les rappeler ici, et en indiquer des nouvelles.
[Cauchy, 1829, 173].

La discussion sur les petites oscillations fait passer ses problématiques propres
dans I'ceuvre de Cauchy. Les "rapports remarquables” de Laplace sont présents
dans la nouvelle notation adoptée :

Notation de [Cauchy, 1829, 176]: Notation de [Cauchy, 1828,19] :
(A-s)p+Fq+E =0,

AuX+ Ay + A Z+..=5X, (28){Fp+(B-s)q+ D=0,
O AX+A Y +A,Z+...=5Y, Ep+Dg+C-s=0;

AX+AY+A,Z+..=52,

43 En termes contemporains, si q est une forme quadratique et ¢ sa forme polaire alors

da.(y) = 2 g(x.y)
On peut déterminer un vecteur propre e de q par une recherche d’extremum sur la sphere unité S .
11 suffit de démontrer qu’il existe e & E tel que

Nell =1
<ex=>=03 ¢(e,x) =0
(=< = désigne le produit scalaire, // // 1a norme de I’espace euclidien). Soit la fonction f définie par
f:E-{0} ~ R, x ~ a0/ /x//
S est compact donc f/S a un maximum atteint en e, alors :
q(e) =1etdfy; =0.
Mais
da«(y) = 2 @(x,y) donc df..(x) = 0 i, 2 <<e,x= — 2q(e)®(e,x)=0.
On a bien
<ex=>=0 O ¢(e,x)=0
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ENCART 3.

Les méthodes de la discussion des petites oscillations (suite).

2. Laméthode de Cauchy : transformations géométriques et déterminants.

La méthode mise en ceuvre par Cauchy en 1829 pour généraliser au cas de n variable la
recherche des axes principaux des surfaces du second degré témoigne d’une postérité des
caractéristiques propres a la méthode élaborée par Lagrange en 1766. L’utilisation de
I’équation S=0 pour exprimer les solutions du probléme mécanique est reformulée par
Cauchy dans le cadre du calcul des déterminants en une méthode qui associe aux
factorisations de S par les facteurs s-s; des extractions de déterminants du systeme.

Dans le cadre de la mécanique, la méthode de Lagrange et sa reformulation par Laplace ne
sont pas remis en cause avant un siécle ([Weierstrass 1858] et [Yvon Villarceau, 1870]). La
postérité de la méthode de Lagrange passe par la géométrie analytique avec la généralisation
par Cauchy de la recherche des axes principaux des surfaces du second degré au cas de n
variables. Le probléme général formulé par Cauchy est celui de la recherche des extremums
d’une "fonction réelle homogéne et du second degré" s = f(x,y,z,....) sur ce que nous
désignerions en termes contemporains comme la sphére unité de E" [Cauchy, 1829, 176] :
Si I’'on assujettit ces variables a I’équation de condition
B) xe+y2+z2+ ... =1

Par les considérations développées dans les Lecons sur le Calcul infinitésimal, les conditions
sur les dérivées partielles de s se traduisent par la résolution d’'un systeme linéaire dont
I’équation algébrique associée est reconnue comme formellement analogue a celle des
systémes de Lagrange [Cauchy, 1829, 176] :

(A —S)X+Ay+A,z+..=0,
(L0)s A x+ (A, —s)y+A,z+..=0,
AX+A Y+ (A, —s)z+...=0,

e L’équation algébrique associée au systeme (10).

Le détail du texte de Cauchy témoigne d’une influence de la méthode élaborée par Lagrange
en 1766 (encart 3,). Les caractéres spécifiques de la résolution de Lagrange sont préservés et
en premier lieu le réle donné a I’équation algébrique S=0 . Cette équation avait permis a
Lagrange d’exprimer les oscillations Ae” du systéme mécanique, le coefficient p étant une
racine de I’équation S=0 et A un polynéme en p, facteur du polyndme S. Chez Cauchy, les
racines, sy, S,, ...,S, de I'équation S=0 permettent d’exprimer I’équation d'une surface dans le
repere formé de ses axes principaux, S;X;2+S,X,2+...+5,X,2=0.
La définition du "premier membre de I'équation S" comme "une fonction alternée" (un
déterminant) des quantités "comprises dans le Tableau" associé au systeme (10) généralise les
meéthodes développées en 1828 pour les coniques et quadriques [Cauchy, 1829, 176] :
En opérant ainsi, on trouvera, par exemple, pour n=2,
(12) S = (Au-s)(Ay-9)- Ay?;
pour n=3
(13) S = (A-5)(Ayy-5)(Az=S) — A2 (Ax-S) — Ax?(Ayy-5) — Ax2(Az-S) + 2A4AGA,.;
[...] et, généralement, on obtiendra pour S une fonction de s, qui sera entiere et du degré n.
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La discussion sur la multiplicité des racines apparait pour la premiere fois
chez Cauchy qui n'avait jusqu’alors traité que de problémes menant a des
équations cubiques. Le probleme de la multiplicité des racines apparait comme
une conséquence de la généralisation des méthodes de géométrie analytique de
3 anvariables.
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e Les conditions sur les coefficients indéterminés de Lagrange et les changements
d’axes orthogonaux de Cauchy.

A chacune des racines si,S5,...,S, de I’équation S=O0 correspond un "systéme de valeurs"
solution de (10). Les n systémes de valeurs sont notés Xy, Y1, Z1 ; X2, Y2, Z2 5 .3 Xn» Ynnr Zn-
Cauchy caractérise alors les relations entretenues par ces systémes deux a deux. Afin de
déterminer les solutions aux conditions initiales (y) de son probléme mécanique, Lagrange
avait introduit en 1766 (encart 3a), outre les systemes (A;) correspondants aux (X;, Vi,zi,...) de
Cauchy, des systemes indéterminées (v;) permettant la résolution du systeme d’équations :

Ny A+ Ay L+ Ay =gy,

N2y + Ny U+ L+ A, Y = g,

A’ny’+ A VI _,_)\(n)n y(ﬂ) = 0,

C'est-a-dire I'obtenir des (y) en fonction des conditions initiales () :
©— v©® v, V.
yv = 1 el+2—92++ n en

1 QZ n
Lagrange avait ensuite déduit de la condition remarquable A,, = A, du systéme que les
systemes (A;) et (v;) sont déterminés par un méme systeme d’équation. Ce que Cauchy définit
comme deux systemes de valeurs solutions de (10), par exemple Xi, Y1, z1 et X, Y2, 2>
correspond chez Lagrange aux deux suite de coefficients indéterminées A;’, A1, A;”,... et vy,
Vo, Vo', ... Les méthodes de Lagrange sont reprises par Cauchy qui multiplie la premiére
ligne de (10) par x,, la seconde par X, etc. puis ajoute les lignes de maniére a "éliminer le

coefficient A" comme le montre le tableau suivant .

Relations entre les (xi) et (x;) établies par Relations entres les (A) et (A) de
Cauchy [1829,177-178]. Lagrange.
(S2-S1)X1X2 + Axy(XaY2-X1Y2)+Ax(X2Z1- lel + Vm/ll +...+ Vr(nn) M — 0
X1Z2)+...=0. C "
122) Vil + Vi dy +. v AW =0
Axy(Y2X1-Y1X2)+(S2-S1)Y1Y2 + Ay(y2z1-
y1Zo)+...=0. (i)

) "t (n) 4(n) _
[...] etc. Enfin, si l'on ajoute membre a Vdna VAot Ve Any =0
membre les équations (17), (18), (19), etc., on ViaAm Vi +...+Vr(n”)/l§1") =Q,
Vi Vo o VAT, =0

(20) (XaX2+Y1Yo+271Z5+...)(S2-51)=0.

Donc, toutes les fois que les racines si,s;
seront inégales entre elles, on aura

(21) X1Xo+Y1Yo+2:125+...=0 ; relations qui se résument par I’équation
o (PFPAn) [VANHVIANTHVTNT L+
V(n))\(n)]=0

vid v A+ v =0

De la relation (21), Cauchy déduit les relations entretenues par deux séries de variables
correspondants a deux racines distinctes [Cauchy, 1829, 178] :

X2+ Y+ +.. =], XX+ Y, Yo +22,+..=0 XX, +VY, Y, +22Z, +...=0,
(22){ X, %, + Y, ¥y + 2,2, +...=0, X +yi+22 +..=1, X, Xy + ¥, Yo + 2,2, +..=0,
2 2 2
XX+ Yo Vi + 2,2, +...=0, XX, +V,Y,+2,2,+..=0, Xp+ Y5 +2y+..=1,

Ces dernieres relations expriment que les systemes (x;, Vi, zi,...) correspondants aux racines s;
de I'’équation P=0 sont les coordonnées d’axes orthonormés. Elles interpretent donc les
relations (i) déduites par Lagrange de la méthode des coefficients indéterminées dans le cadre
de la géométrie analytique (%).

1 En termes contemporains, les relations d’orthogonalité duale entre les v et les A données par Lagrange
donnent lieu & des relations d’orthogonalité euclidienne chez Cauchy.
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b. La généralisation a n variable d'une méthode de géométrie
analytique.

Le probleme mécanique des petites oscillations permet a Cauchy de généraliser
a n variables une méthode élaboré dans le cadre de la géométrie analytique et
publiée en 1828 dans un mémoire intitulé "Sur les centres, les plans
principaux, et les axes des surfaces du second degré". Les travaux de Cauchy
sur la classification des surfaces du second degré sont d'une part motivés par la
charge d’enseignement de géométrie analytique a I’Ecole Polytechnique dans la
tradition algébrique de Monge et d'autre part par le développement de la
théorie de I'élasticité a partir des recherches de Fresnel sur la double réfraction
de la lumiére [Cauchy, 1823, 1827a,b] (**). La théorie de I’élasticité élaborée
par Cauchy nécessite la description des "surfaces représentées par des
équations du second degré" pour décrire les variations directionnelles de
I’élasticité d’un solide:

Du théoreme énoncé plus haut, il résulte que la pression ou tension en chaque
point est équivalent a I'unité divisée par le rayon vecteur d’un ellipsoide. Aux
trois axes de cet ellipsoide correspondent trois pressions ou tensions que nous
nommerons principales, et I'on peut démontrer que chacun d’elles est
perpendiculaire au plan contre lequel elle s’exerce [(*®)]. Parmi ces pressions ou
tensions principales se trouvent la pression ou tension maximum, et la
pression ou tension minimum. les autres pressions ou tensions sont
distribuées symétriquement autour des trois axes; De plus, la pression ou
tension normale a chaque plan, c'est-a-dire la composante, perpendiculaire a
un plan, de la pression ou tension exercée contre ce plan est réciproquement
proportionnelle au carré du rayon vecteur d’un second ellipsoide. Quelquefois ce
second ellipsoide se trouve remplacé par deux hyperboloides, I'un a une nappe,
I'autre a deux nappes, qui ont le méme centre, les mémes axes, et sont touchés
a I'infini par une méme surface conique du second degré, dont les arétes
indiquent les directions pour lesquelles la pression ou tension normale se réduit
a zéro.

[Cauchy, 1823].

La méthode de classification des surfaces du second degré repose sur une
recherche d’axes principaux, c'est-a-dire sur un repéere en plans orthogonaux

4 Voir [Dahan Dalmedico, 1992, 236] :
Cauchy reprend et poursuit I'analogie de Fresnel entre corps solides et fluides. Comme
lui, il fait appel aux ellipsoides en annongant que I'on peut faire la double hypothese

suivante :
a) réduire les contraintes autour d’un point a trois contraintes principales s’exercant
suivant les axes d’une certaine quadrique. Il pourra alors démontrer que ces trois

contraintes la sont perpendiculaires aux plans contre lesquels ils s’exercent et que parmi
elles figurent la contrainte maximum, et la contrainte minimum. Toutes les autres
contraintes sont distribuées symétriquement autour des trois axes.

b) réduire les déformations autour du méme point a trois déformations principales
s’exergant suivant les axes d’une autre quadrique. Il montrera alors comment les trois
coefficients différentiels des trois composantes de déplacement peuvent étre utilisés pour
approximer la déformation de chaque élément linéaire.

4 Cauchy fait ici référence a [Fresnel 1822].
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e La factorisation de I’équation algébrique du systeme de Lagrange et les sous
déterminants de Cauchy.

La spécificité principale de la méthode de Lagrange tient au r6le donné a I’'équation S=0 pour
la détermination des valeurs (A;) correspondant aux (x;, Vi, zi, ...) de Cauchy : les relations (i)
entre deux systémes de solutions (A;) et (v;) associés a deux racines de S=0 sont résumées en
une unique équation identique, a un facteur multiplicatif pres, a I’équation S=0:

(02-P2m) [N +V A"V N+ L+ VON]=,

L’expression Qn = VAV 'A"+v" "N +.... + vVAD g’identifie & une factorisation de S=0 par
I’expression p2-p2,, c'est-a-dire a la valeur de S/(s-s,,) pour s=s,,. Cette factorisation permet
a Lagrange d’expliciter en une unique formule les oscillations du systéme mécanique :
yo =2 g, 4+ %% g, 4+ 40 g
1 2 n

Cauchy reformule la factorisation donnée par Lagrange au polyndme S comme une extraction
de sous déterminant du systéme (10) : les factorisations de S par (s-s3), (s-S,),.... sont alors
associées a des sous déterminants de S notés P,, [Cauchy, 1829, 178] :

Soit maintenant R ce que devient la fonction S, lorsque, dans le Tableau (11), on supprime tous les

termes appartenant a la premiére colonne horizontale, ainsi qu’a la premiére colonne verticale ; et

Q ce que devient la méme fonction, quand on supprime, en outre, les termes renfermés dans les
deuxiémes colonnes horizontale et verticale. Enfin, désignnons par P,, ce que devient S, lorsque’on
supprime dans le Tableau (11) les termes qui appartiennent a la méme colonne horizontale que le
bindbme A,,-s avec ceux qui appartiennent a la méme colonne verticale que A,-s [...] on aura
évidemment

(23) R =Py

"en faisant abstraction de la premiére" équation du systeme (10), c'est-a-dire en fixant sa
valeur comme arbitraire, le calcul des déterminants permet de déterminer x, y, z par des
Vi
Qi
correspond au terme noté par Lagrange Q) (?) [1829, 179] :

et I'on conclura des équations (10), en faisant abstraction de la premiere,

X _ y _ -
24) X =Y = =-..
( )Pxx ny Pxz

formules qui correspondent aux solutions y; = de Lagrange (I'expression X2+Y2+Z2+ ..,

Posons d’ailleurs, pour abréger,
(25) X=Py =R, Y:—ny, Z=-Py ,...
La formule (24), combinée avec la formule (3) , donnera

X 1
(26) 3 =3 =

z
Y T Z T T Xz Yk zaw

2 En termes contemporains, Si B(s) est la matrice des mineurs de la matrice caractéristique A-sl, alors
B(s)(A-sl) = A(s)l et donc si D est un vecteur colonne, (A-sl)X = D M X=B(s)D
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dans lesquels les termes en produits de plusieurs coordonnées disparaissent de
I'équation cartésienne. Elle est formulée, dans les "Legons sur les applications
du calcul infinitésimal a la géométrie" publiées en 1826 :

Probléme U. — Trouver, s’il y a lieu, le centre et les axes de la surface du second
degré représentée par I’équation

(15) Ax2+By2+Cz2+2Dyz+2Ezx+2Fxy+Gx+Hy+1z=K
[Cauchy, 1826, 248].

La recherche des axes principaux passe par des changements de repéres
orthogonaux dont les coordonnées sont déterminées par une équation cubique
invariante par transformations orthogonales:

Lorsque la surface (15) a un centre ou une infinité de centres, et que I'un d’eux

est pris pour origine, I’équation (15) se trouve ramenée a la forme
Ax?+By2+Cz2+2Dyz+2Ezx+2Fxy = K

[...] Si I'on suppose d’ailleurs que les coordonnées x, y, z soient rectangulaires,

ces coordonnées vérifieront I’équation (14) réduite a la formule

21 Ax+Fy+Ez  FEx+By+DZ  Ex+Dy+Cz K
(21) X - y - z Tor?
Toutes les fois que le rayon vecteur r, mené de l'origine au point (x,y,z) ,

deviendra normal a la surface proposée. On aura donc alors

(A—rﬁz)x+ Fy+Ez=0,

(22) Fx+(B—£2)y+ Dz=0
r

Ex+ Dy+(c—£2)z =0
r

En éliminant de ces dernieres équations x,y,z, on obtiendra la suivante [...] si
. . K . . .
I'on fait pour abréger 2 =S I’équation (23) deviendra

(25) (A-s)(B-s)(C-s) — D?(A-s)-E2(B-s)-F?(C-s)+2DEF=0
Il est encore facile de s’assurer que I’équation (25) ne sera point altérée, si I'on
remplace les constantes A, B, C, D, E, F, par d’autres quantités [...] en
substituant au systeme de coordonnées rectangulaires x ,y ,z un autre systéme
de coordonnées rectangulaires &, n, .
[1826, 250].

Les méthodes algébriques employées par Cauchy sont indissociables d'une
représentation d'orthogonalité issue de la géométrie analytique. Comme le
montre la comparaison des procédés de Cauchy et Lagrange dans l'encart 3y.,
lorsque Cauchy généralise sa méthode de recherche d'axes principaux a n
variables en 1829, il interpréte les procédés algébriques de la méthode des
coefficients indéterminées de Lagrange comme portant sur des changements
d’axes orthogonaux [1829, 178] (“°). Le cadre de la géométrie analytique
bouleverse les méthodes employées et la conclusion de I'étude. Le théoréeme de

6 En termes contemporains, les conditions de Lagrange portent sur orthogonalité duale, celles de
Cauchy sur une orthogonalité euclidienne (voir pour tout approfondissement les détails proposés en
encart 3p).
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Ces expressions permettent a Cauchy de donner explicitement les formules de changements
d’axes orthonormés permettant d’obtenir I’écriture de la fonction homogéne dans son systeme
d’axes principaux (%) :
et, si I’'on désigne par
27) X1, Y1, Z1,.... %2, Y2, Zoye.e. Xy Yo, Znyeoes
les systémes de valeurs de X, Y, Z, ... correspondants aux racines sy, Sy, ...,Sn de I’équation (7),

i:L:i:””: 1
X, Y Z \/X12+Y12+le+...
ﬁ:ﬁzziz:”“: l

(28 X, Y, Z, X22+Y22+Zzz+...
Xn_ﬁ_i_ ...... _ ................ l ........... ,
Xn Yn Zn \/Xr12+Yn2+anl+

Ces derniéres formules donnent une solution générale au probléeme "a moins que des racines
de I'équation (7) ne vérifient en méme temps la formule (29)", c'est-a-dire a moins que
I’équation S=0 posséde des racines multiples [Cauchy, 1829, 179] :
Les valeurs de X, yi, Z1, ... Seront complétement déterminées, aux signes pres, par la premiére des
formules (28), a moins que la supposition s=s; ne fasse évanouit simultanément les fonctions X=R,

Y,Z,...; et comme on peut faire un semblable raisonnement a I'’égard de de Xz, Y2, Z2,...5 ... 3 Xn, Yn,

Zn,..., il est clair que les expressions (16) seront, aux signes pres, completement déterminées par les
formules (28), a moins que des racines de I’équation (7) ne vérifient en méme temps la formule
(29) R=0.

L’occurrence des racines multiples dans I’équation S=0 se présente comme un cas particulier
qui vide les formules (28) de toutes signification. Les solutions générales s’écrivant [Cauchy,
1829, 183] :

_bPx o Pxy _ Pxz
(44) x = s Y=-g Z=-"g .

L’occurrence d’une racine s; double s’interpréte alors comme I'occurrence éventuelle de
facteurs (s-s;)? dans I’expression de S qui ne seraient pas annulés par le facteur (s-s;) de Py
et induirait une forme "0/0" pour la formule (44). La difficulté posée par I'occurrence de

. . . . . Loz . . Pxx
racines multiples est alors déplacée et interprétée comme vidant les expressions e de toute

signification en raison de la présence de racines d’ordre plus élevé dans le déterminant S que
dans le mineur Py,.

0-s 3
V3 2-s
1

% Par exemple, pour un déterminant d’équation caractéristique

0 1-s
S = (s+1)(s-3)(s-1) et X = (2-s)(1-s), Y = (1-5) (-s) -1 Z = (-s)(2-s) -3 et pour s=-1, X; = (3)(2) = 6,
Y1 =2et 21 =0. X12+Y12+le =40

Les coordonnées du vecteur propre normé associé a la valeur propre -1 sont ( 3 /\/ 10 ,1A/10, 0).
En termes contemporains, les coordonnées des vecteurs propres sont obtenues par les colonnes non nulles
de la matrice adjointe de la matrice caractéristiqgue Ad(A-sl), c'est-a-dire la matrice des cofacteurs de A-sl.
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Cauchy est trés éloigné des intégrales données par Lagrange aux variations
séculaires des planétes, il concerne les différentes formes revétues par
I’équation d’une surface homogéne sujette a des changements d’axes. Parmi ces
formes, il en existe une et une seule qui "renferme seulement les carrés" des
coordonnées :

Théoreme Il. — Etant donnée une fonction homogéne et du second degré de
plusieurs variables x,y,z,..., on peut toujours leur substituer d’autres variables
&, n ¢ ...ligesax,y, z, ... par des équations linéaires tellement choisies que la
somme des carrés de X, y, z, ... soit équivalente a la somme des carrés de , n, ¢,
..., et que la fonction donnée de x, vy, z... se transforme en une fonction de &, n,
¢,... homogene et du second degré mais qui renferme seulement les carrés de &,
n, ¢,... [...] dans le cas particulier ou les variables X, y, z, sont au nombre de
trois seulement, I’équation (7) se réduit a celle qui se représente dans diverses
guestions de Géométrie et de Mécanique, par exemple, dans la théorie des
moments d’inertie ; et le théoréme I fournit les regles que j'ai données dans le
111° volume des Exercices comme propres a déterminer les limites des racines
de cette équation. Alors aussi les équations (22) sont semblables a celles qui
existent entre les cosinus des angles que forment trois axes rectangulaires
quelconques avec les axes coordonnés, supposés eux-mémes rectangulaires, et
le théoreme Il correspond a une proposition de Géométrie, savoir que, par le
centre d’une surface, on peut mener trois plans perpendiculaires I'un a I'autre,
et dont chacun la divise en deux parties symétriques.

[Cauchy, 1829, 20].

L’expression d’'une fonction homogene comme une somme de carrés
"correspond”, dans le cas de deux ou trois variables, a une "proposition de
Géométrie". Pour la déterminer il faut obtenir les n racines réelles d'une
équation algébrique ; dans le cas de trois variables ces racines "correspondent”
a trois "plans perpendiculaires I'un a l'autre, et dont chacun divise [la surface]
en deux parties symétriques".

Donc I'équation [...] a ses trois racines réelles. A ces trois racines correspondent

trois droites qui sont autant d’axes de la surface proposée.
[Cauchy, 1828, 251].
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ENCART 5.
La démonstration de Cauchy la réalité des racines de I’équation caractéristique.

La démonstration de 1828 de I’existence des 3 axes principaux d’une surface du second degré
est basée sur un encadrement des racines de I’équation caractéristique, d’ordre 3, par les
racines de I'équation caractéristique d’ordre 2 du premier mineur principal du systéme. La
démonstration repose donc une méthode de réduction de degré de I’équation caractéristique
par extraction de sous déterminants du systeme, méthode que Cauchy généralise en 1829 au
degré n. Plus précisément, pour démontrer I’existence des trois axes principaux d’une surface
du second degré, c'est-a-dire I’existence de trois racines réelles de I'’équation cubique S

associée , Cauchy remarque que, dans le cas, ou dans le systéeme

(A-s)p+Fg+E=0,

(28)s Fp+(B-s)q+D =0,

Ep+Dgq+C-s=0;

E et F s’évanouissent, la cubique se partage en deux équations : A-s=0 et (B-s)(C-s)-D2 =0
dont on extrait facilement trois racines réelles notées s, s’, s”. La cubique S changeant de
signe dans chacun des intervalles ]-6, s’], ]s’,s”’], ]Is”’, +8[ , doit donc s’annuler exactement
trois fois :
S5, S, S”, Ss les valeurs réelles qu’acquiert la fonction [...] quand on attribue successivement a la
variable s les quatre valeurs
(837)s =-6,s=s",s=s",s= 0,
rangées, comme on le voit ici, par ordre de grandeur, on aura
Ss=06=0,S=P—-\P>+Q2<0,S” = P+\/PTQZ>0, Se = -6 <<0
Donc si, dans le premier membre de I’équation (26), on attribue successivement a la variable s les
guatre valeurs -0, s’, s”=s’ et +0, on obtiendra quatre résultat alternativement positifs et
négatifs. 1l est permis d’en conclure que I'équation (26) aura toujours trois racines réelles, la
premiére inférieure a la limite s’, la deuxiéme comprise entre s’ et s, la troisieme supérieure a la
limite s”.

Pour étendre sa méthode de 3 & n variables, Cauchy définit en 1829 les deux équations
extraites de I’équation (2) comme correspondant a des sous déterminants du systeme.
L’équation (B-s)(C-s)-D2 =0 correspondant au cas ou E et F s’évanouissent s’interpréte
comme associée & un mineur extrait du systéme (* ). La méthode de 1828 donne alors lieu &
un raisonnement de récurrence permettant de traiter le cas général d’une équation de degré
n dont le degré est abaissé par des extractions successives de déterminants : si P, désigne "ce
que devient S, lorsqu’on supprime dans le tableau (11) les termes qui appartiennent a la méme
colonne horizontale que le bindme A,,-s, avec ceux qui appartiennent a la méme colonne
verticale que le bindme A,,-s " et si R désigne le mineur P,y alors le résultat de 1828 se
généralise en un encadrement des racines de I’équation de degré n (%) [1829, 186] :

Théoreme 1.- Quel que soit le nombre n des variables x)y,z... I'équation (7) S=0
et les équations de méme forme (76) R= 0, Q=0,...
auront toutes leurs racines réelles. De plus, si I’on nomme (77) s’, s, 8™, ...., sV

les racines de I’équation (29) R=0
rangées par ordre de grandeur, les racines réelles de I’équation (7) seront respectivement comprises

entre les limites (78) -6, s, s”, ..., s" %, &

 Le terme mineur, de Sylvester, n’est pas employé par Cauchy. Cauchy fait une description soigneuse du
procédé d’extraction des "mineurs" [1829, 178] ce qui tend a montrer que le mémoire de 1829 est aussi,
pour son auteur, une occasion de publicité de sa théorie des déterminants.

2R =0, Q=0 ... sont les premiers mineurs extrait de (28). 1l faut aussi préciser, au vu de la forme du
théoreme I, que I'année 1829 est celle du résultat de Sturm sur les racines des équations par la méthode de
la division euclidienne avec les dérivées sucessives. On pourra a ce sujet consulter Hourya Sinaceur [1988]
et [1992].
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c. L'occurrence de racines multiples comme cas particulier limitant la
portée d'une méthode générale.

Cauchy généralise & n variables la démonstration de la réalité des racines
élaborée dans le cadre de la géométrie analytique en 1828. Cette généralisation
représente le véritable enjeu du mémoire de 1829. Son succes est di au calcul
des "fonctions alternées"”, c'est-a-dire des déterminants, développé par Cauchy
depuis 1815 (consulter I'encart 3,) (*'), la généralisation a n variables pose
cependant d'une facon nouvelle la question de la multiplicité des racines. La
démonstration du théoreme de Cauchy, soit I'écriture de la fonction homogéne
comme somme de carrés, nécessite en effet I'utilisation de formules de
changements d’axes (*®) :
i =X L

X2 Y2+ 72+
dans lesquelles le terme de droite peut donner "une forme 0/0" en cas de
racine multiple de I'équation caractéristique S=0. Dans le cadre du calcul des
fonctions alternés, l'occurrence d'une racine multiple se formule comme
I'existence d'une racine commune entre I'éguation S=0 et une des équations
caractéristiqgues R=0, Q=0, associées aux sous déterminant X; extraits du
systeme S (encart 3,), c'est alors un cas particulier de non validité d’une
formule algébrique ™générale” X;/S. Cauchy, qui critique les méthodes qui
tendent "a faire attribuer aux formules algébriques une étendue indéfinie,
tandis que [...] la plupart de ces formules subsistent uniquement sous certaines
conditions", n’esquive pas la difficulté et précise la limite de validité de sa
méthode :

X

D’apres ce qui a été dit ci-dessus, il ne peut rester de doutes sur I’'exactitude du
théoreme I, si ce n’est dans le cas ou quelques valeurs de s vérifieraient a la fois
les deux équations

(36) S=0, R=0, Q=0, ...
prises consécutivement.
[Cauchy, 1829, 35].

Les "formules algébriques" de la méthode "générale" ne "subsistent” pas a la
"condition" de multiplicité des racines. Hors de tout débat sur la stabilité
mécanique des petites oscillations d'un systéme, l'occurrence de racines
multiples est présentée comme un cas particulier limitant I"étendue" d'une
méthode algébrique et nécessitant pas conséquent un raisonnement spécifique
que Cauchy méne par I'introduction d’infiniment petits (*°). Face au cas

47 Sur le calcul des fonctions alternées de Cauchy et le mémoire de 1815 dans le cadre de la genése
du concept de groupe, voir la thése de doctorant de Amy Dahan Dalmedico : [Dahan Dalmedico,
1979]

8 En termes contemporains, ces formules de changements d’axes correspondent a la définition
d’'une transformation orthogonale

4 J’ai déja abordé dans le paragraphe 2. de ce chapitre, a lI'occasion de la discussion des méthodes

de d'Alembert et Lagrange, la maniére dont un tel raisonnement sur les infiniment petits peut étre
rendu rigoureux a I'aide du théoréme de Bolzano-Weierstrass.
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En termes contemporains, Cauchy déduit d’une itération du procédé ayant permit I’expression
des solutions x,y,z,... en fonction des mineurs P,, et du déterminant S, une démonstration
directe de la réalité des racines de S=0. L’identification, au facteur S prés, des solutions
X,Y,Z,... aux mineurs Py, Py, Py,,... permet d’itérer le procéder en écrivant la relation (38) :
(38) (Axx=S)Pxx~AxyPxy=Ax:Pxz=...=0.
qui implique le systéme suivant :
(Axx=S)Pxx=AxyPxy=AxzPyz=...=S.
AsyPyx=(Ayy=5)Pyy=AxPxz...=0.
AxzPux=AyPry=(Azz=8)Pyz=...=0.
Le méme procedeé qui avait permis d’exprimer x,y,z,... permet d’exprimer Py, P,,... a I'aide,

QS

cette fois, des seconds mineurs Q : Py, = - P - L’itération du procédé permet, par extraction

xy
successive de déterminer de baisser le degré de I'’équation S=0 et de démontrer la réalité de
ses racines par récurrence. [1829, 182] :
QS
Pxy
Donc, pour les valeurs de s propres a vérifier I’équation (29), on aura

(42) QS: - szy =-Y?
et par conséquent, les quantités Q, S seront affectées de signes contraires, si I'une et I'autre
different de zéro. Cette remarque fournit une nouvelle démonstration de la réalité des racines
de I’équation (7), et permet, en outre, de fixer des limites entre lesquelles ces racines se
trouvent comprises, ainsi qu’on va le faire voir.
La relation QS= - P%,, permet d’établir une preuve de la réalité des racines de I’équation
S =0 [Cauchy, 1829, 182-187].

ny:_
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particulier des racines multiples, Cauchy formule une nouvelle exigence de
généralité consistant a élaborer une méthode homogéne, indépendante de la
considération de tout cas particulier et donc la nature des racines. Les
événements politiques de 1830 sont proches et ce n’est qu’a son retour d’exil
que Cauchy élabore, dans les années 1839-1840, une nouvelle méthode
homogéne, indépendante de la nature des racines et basée sur le calcul des
résidus [Cauchy, 1839b] (*°). Ce renouvellement de la signification de la
généralité, cette exigence d’homogénéité, va porter la discussion des petites
oscillations de Cauchy a Weierstrass, en passant par de nombreux auteurs
comme Jacobi, Sylvester et Borchardt (°!).

%0 Cette méthode sera abordée lors de la discussion sur la démonstration algébrique de
Weierstrass [1858].

%1 Ces différents développements de la discussion ne seront pas abordés dans ce travail. Je renvoie
a I’étude détaillé de Thomas Hawkins [1977] qui a notamment émis I’hypothése que le mémoire
de Carl Borchardt [1846], intitulé "Neue Eigenschaft der Gleichung, mit deren Halfe man die
secularen Stérungen der Planeten bestimmt"” pourrait étre a I'origine de I'intérét de Weierstrass
pour la question. Hawkins fait référence a une lettre de Weierstrass, citée par Dugac [1972,158]
mettant en évidence la relation privilégiée entre les deux hommes dans les années 1850.
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d. Le calcul des résidus, une méthode homogene.

Le calcul des résidus est élaboré par Cauchy a partir de 1826 comme une
méthode homogéne de résolution des équations différentielles ordinaires a
coefficients constants, le qualificatif homogene s'oppose ici aux cas particuliers
qui "encombrent" les méthodes de l'algebre en limitant I'"étendue" de la
"subsistance" des formules algébriques. Dans le "Mémoire sur I'analogie des
puissances et des différences et sur I'intégration des équations linéaires"
[1825], Cauchy avait publié une solution des équations différentielles linéaires

a coefficients constants d'ordre n de la forme (*%)
d" dmt d
_dxgl +a, dx”! +...+ a”‘ld_iJr a,y=0

par I'emploi de "l’'analogie du calcul des puissances et des différences”, une
méthode de calcul symbolique associant a une factorisation du polynéme

F(r) = r"+a,r"*+...+a,_r+a,
une factorisation symbolique de [I'équation différentielle. La méthode
symbolique de 1825 perd cependant toute validité en cas d’occurrence de
racines multiples dans I’équation F(r)=0 (**). Au contraire, le calcul des
résidus permet de donner une résolution homogéne indépendante de la nature
des racines de I'équation F(r)=0 (**) :
D(r)e™

((F(r))
®(r) étant un polynéme arbitraire
Comme nous l'avons vu au paragraphe c., le probleme posé par l'occurrence de
racines multiples se pose de maniéere analogue dans les formules algébriques
de changements d’axes obtenues par Cauchy en 1829. A l'occasion de deux
mémoires, publiés en 1839-1840 dans un contexte de travaux sur la
propagation des ondes, I'élasticité et la théorie de la lumiére, Cauchy revient

y =%Res

52 |_es coefficients a; sont constants.

%3 Cauchy écrit I’équation différentielle sous la forme :
(D-ry)(D-r2)...(D-rn)y = - f(x)/a
ou les rj sont les racines réelles du polynéme F. Alors :
(D-ry)yn-1 = f(x)/ao
(D-r2)yYn-2 = Yna

(D-m)y =1
et comme (D-r)y = f(x) implique y = e™ | e"™f(x)dx, Cauchy obtient la formule suivante :

e’ fetrr mox (el roo( fel T (x)ax...) )

y:
aO

et cette formule nécessite I’'occurrence de racines r; toutes distinctes.
Pour tout complément, consulter [Dahan Dalmedico, 1992, 197].

% C'est-a-dire par I'intégrale curviligne ij‘ g(r)e” dr Prise autour des racines de F.
277 F(r)
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sur sa méthode de 1829 et développe une solution homogéne du probleme des
petites oscillations par le calcul des résidus. A cette époque, les préoccupations
de Cauchy ont changées et le recours a la géométrie qui caractérisait I'approche
de 1829 fait place a de nouvelles méthodes développées pour le traitement de
problémes de physique mathématique. Cette évolution des méthodes de Cauchy
a été mise en évidence par Amy Dahan Dalmedico pour le cas de la théorie de
I'élasticité, a une premiere approche des années 1820-1830, basée sur une
représentation géométrique des ellipsoides de pressions, succéde une seconde
méthode, basée sur un point de vue moléculaire, et développée par Cauchy a
partir de 1839. "Dans le cadre de la deuxieme théorie moléculaire de Cauchy,
I'appareil conceptuel qui avait favorisé la figuration géométrique des pressions
et des déformations locales, en particulier par le biais des quadriques de
pressions et de déformations est quelque peu perdu de vue" [Dahan Dalmedico,
1992, 285], "le calcul des résidus et le calcul symbolique sur les opérateurs
différentiels prend une place prédominante" [Dahan Dalmedico, 1992, 211] (*°).
En 1839, Cauchy ne se préoccupe plus de la classification analytique des
surfaces, le calcul de résidus lui permet d'élaborer une méthode générale, car
homogéne et indépendante des cas particuliers qui limitent les méthodes
algébriques, permettant l'intégration des systémes d'équations différentielles a
I'origine de la discussion des petites oscillations (*°) :

Les équations différentielles qui représentent I’équilibre ou le mouvement d’un
systéme de points matériels, [...] peuvent étre appliquées, non seulement a la
théorie du son et des corps élastiques, mais encore, ainsi que je I’'ai montré des
I'année 1829, a la théorie de la lumiére. Ces équations aux différences mélées
deviennent linéaires lorsque les mouvements sont infiniment petits et se
transforment, quand on développe les différences finies des inconnues, a I'aide
du théoreme de Taylor, en équations aux dérivées partielles. [...] Partant de ce

% La théorie de la lumiére de Cauchy qui décrit la lumiére comme vibration de molécules
ponctuelles d’éther sera abordée dans le chapitre 111 par sa postérité chez [Christoffel, 1861].

%6 Sur les mémoires de Cauchy de 1839-1840, voir [Dahan-Dalmedico, 1992, 206] :

Dans une série de notes aux C.R. de Mai a Juin 1839, Cauchy considére le cas d’'un
systéme d’équations différentielles linéaires ordinaires du premier ordre que I'on peut
écrire

dx/dt =Ax
ou x est un n vecteur et A une application linéaire.
Cauchy, qui domine parfaitement les techniques spectrales et les utilise maintenant trées
librement, considere la fonction principale ©®, comme solution de

S(d/dt)©=0
telle que ©(0)=0 pour tout iAn-2 et ©"9(0)=1
O est donnée comme une intégrale obtenue par calcul des résidus :

© = Res e*/((S))
c'est-a-dire en langage moderne
1/2mi | e/S(s)ds
a partir de I’'expression de O, la solution du systeme avec le vecteur initial (a;...,a,) est
obtenue de facon particulierement élégante en utilisant la matrice
Q(s) = det(A-s)(A-s)™

et en appliquant I'opérateur Q(d/dt) au vecteur (-1)"(0;0, 0,0,...,0,0)
Cauchy a donc exhibé un théoréeme qui raméne I'intégration d’'un systeme d’équations
différentielles linéaires ordinaires et a coefficients constants, du premier ordre, a la
recherche de la fonction principale ©.
Ensuite Cauchy étend la méthode a un systéme d’équations différentielles ordinaires du
second ordre, de la forme d2x/dt2 = Ax. L’équation caractéristique devient dans ce cas S
= det(A-s?), et la fonction principale est déterminée de maniére analogue [Cauchy, 1840].
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principe, on reconnait que les actions exercées sur les atomes de I’éther par les
molécules des corps produisent, dans les mouvements vibratoires du fluide
lumineux, des perturbations analogues a celles que subit le mouvement d’une
planéte autour du Soleil, en vertu de I'action exercée sur elle par une autre
planete.[...] Si maintenant on suppose qu’une seconde planéte se meuve autour
du Soleil, elle produira, dans le mouvement de la premieére, des inégalités ou
perturbations de deux espéces, savoir des inégalités périodiques qui
s’évanouiront, a des époques équidistantes, sans modifier les éléments de
I'ellipse décrite, et des inégalités séculaires qui altéreront sensiblement les
éléments du mouvement elliptique. Or ces divers phénomeénes se reproduisent
en petit dans la théorie de la lumiére.

[Cauchy, 1850,202].

La généralité de la méthode de Cauchy s'accompagne de l'attribution du nom
d'équation caractéristique a I'équation algébrique au cceur des analogies
formelles entre divers probléemes de physique mathématique et de géométrie

analytique.
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6. Clore la discussion : les "formes" et
"transformations" de Weierstrass.

Selon I'histoire écrite par Kronecker en 1874 , un mémoire de Karl Weierstrass,
publié en 1858 sous le titre "Ueber ein die homogenen functionen zweiten
grades betreffendes Theorem, nebst anwendung desselben auf die theorie der
kleinen schwingungen”, clét la discussion des petites oscillations. L’apparition
dans le titre de I'’expression "kleinen schwingungen" est significative : le
mémoire vient répondre tout a la fois au probleme de la stabilité des petites
oscillations posé par Lagrange et Laplace et aux difficultés rencontrées par les
formules algébriques de Cauchy en cas d’occurrence de racines multiples dans
I’équation caractéristique. Le théoréme principal de Weierstrass, énoncé ci-
dessous, est formulé en termes contemporains dans I'encart 6 ci-contre.

Soit deux fonctions homogénes du second degré ®, W de n variables x4, X,.... ,
alors il est en général possible, de les représenter de cette méme forme

® = 0,+0,+...+6,

Y= 3191+5292+...+sn9n,
61, 05, ...,0, étant des expressions quadratiques homogénes des Xi,...X, et Sg,... ,
s, des constantes.
Si, on note par s une grandeur arbitraire, le déterminant de s®-W¥ par f(s), alors
les valeurs s; sont des valeurs de s pour lesquelles f(s)=0.
[Weierstrass, 1858, 233, traduction F.B.].

Une "transformation" opérée sur les variables du couple ®, W permet de
"représenter” ce dernier sous une "méme forme". Par la fin qu’elle donne a la
discussion des petites oscillations, la solution de Weierstrass en change
I’histoire qui devient pour Kronecker "I’histoire de la transformation des
faisceaux de formes quadratiques"”. Les différents problémes de la discussion
des petites oscillations, de natures mécaniques ou géométriques, sont
présentés par Weierstrass comme participant d’'une méme théorie générale des
transformations d’'un couple (®,W) de fonctions homogenes du second degré
(°"). L'encart 7 présente la maniére dont Weierstrass reformule les travaux de
Lagrange et Cauchy comme des problémes de transformations d'un couple de
fonctions homogénes.

Diese Transformation von @, Y ist eine der interessanten und wichtigsten
algebraischen Aufgaben, welcher man bei den verschiedenartigsten
Untersuchungen begegnet.

[1858, 233].

[Traduction, F.B] :

Cette transformation de ®, W est une des taches algébriques des plus
intéressantes et importantes, on la rencontre dans le cadre de problémes de
natures trés différentes.

5 La forme ® ayant un déterminant non nul.
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ENCART 3.

Les méthodes de la discussion des petites oscillations (suite).

3. L’algébre des formes de Weierstrass.

Le mémoire de Weierstrass de 1858 est célébré par Kronecker pour la solution générale qu’il
donne au probléme des petites oscillations par une méthode algébrique homogene
indépendante de I'occurrence de racines multiples de I’équation caractéristique. Le succes de
Weierstrass tient a I’expression du probléme comme une question de "transformation d’un
paire de formes" ®, W. Dans la pratique de sa démonstration, le notion de "transformation"
donne lieu a une algébre des formes qui combine les variables x;, y; en formes linéaires.
Partant de I'écriture du couple de formes s®-W, Weierstrass cherche a rassembler les
variables x; en groupes de formes linéaires 6; [Weierstrass, 1858, 235, traduction F.B.] :

On pose, si a, B, y, sont des nombres appartenanta 1,2,..., n
1 do 1 ¥

S — =0q, T —=

2 dxa — 2 oxa ¢
[-]

On aura
(5) P=Zy PoXqy
Y =73, WeXq,

Weierstrass exprime les variables x, par les formes linéaires ®, de maniére a représenter
I’écriture de ® et W comme combinaisons linéaires des formes quadratiques ®,Pg *:
et si on sort Xi,Xz, ,..Xn de
SP-Yy, sO,-W,, ..., SO, — W,
On obtient :

f(s)e
(1) % = 35 { 582 s0p- )}

ou f(s)qp est une fonction entiére de degré inférieur au (n-1)°[...]
(2) 1(S)ep = f(S)pau

La relation xq = 3 { %ﬁ(sq)g— W) reprend les spécificités des méthodes de Lagrange et

Cauchy (encarts 3, et 3,) en exprimant les X, a I'aide de factorisations f(s)qs du déterminant
f(s (?). Weierstrass, par des transformations de fonctions homogénes par regroupement des
variables et I’emploi systématique de méthodes de la théorie des déterminant, démontre que

£(S)ap

, . e Pxx . N
I’expression algébrique f(s) (analogue au Tde Cauchy) est, contrairement a ce que

pensait Cauchy toujours définie, méme en I'occurrence de racines multiples de f(s)=0.

! Les . sont des formes linéaires qui constituent une base du dual E*. 1l s’agit d'onc d’exprimer les
variables x4 dans cette base duale de maniére a avoir une écriture des formes quadratiques comme somme
de produits de formes linéaires : ® = ¥ k.1 PDg,

2 D'un point de vue contemporain, si on note B(s) la matrice des cofacteurs de la matrice caractéristique

sA-B, alors
(SA-B)B(S) =f(s) | & 7 0 f(8)¥a = Z biy(s) [SA-B)ga
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Dans le cas ou la forme ® est définie, positive et ou les coefficients de ¢ et W
sont réels, le théoreme de Weierstrass énonce que les racines s; de I’équation
f(s)=0 sont réelles. Ce théoréme fondamental s’inscrit dans la théorie des
formes quadratiques développée par les travaux récents de Jacobi, Sylvester et
Hermite (*®). Il se présente comme une généralisation de la loi d’inertie aux
couples de formes et donne un cadre théorique général qui englobe les travaux
géomeétriques de Cauchy et les recherches mécaniques de Lagrange et Laplace
(voir encart 7) (*°). La nouveauté de cette approche théorique tient & ce que,
contrairement a Cauchy, Weierstrass résout le probléme par une méthode a la
fois homogéne et algébrique qui permet I'énoncé d’'un théoréme général
indépendant de la nature des racines s; :

Fir den Fall, dass unter den Grossen s;, S,, ..., S, keine zwei gleiche sich
finden, ist sie von Cauchy, Jacobi u.A. so vollsténdig behandelt worden, dass
wohl nicht zu winschen Ubrig bleibt. Dagegen scheint es nicht, als ob den
eigentimlichen Umsténden, die eintreten, wenn die Wurzeln der Gleichung
f(s)=0 nicht alle von einander verschieden sind, besondere Beachtung
geschenkt, und die Schwierigkeit, die sich alsdann darbieten, und auf die ich
bei einer nachher ndher zu besprechenden Frage aufmerksam geworden bin,
schon gehorig aufgeklart sein. Auch glaubte ich anfangs, es wirde dies bei der
Grossen Zahl verschiedener Falle, die vorkommen kénnen, nicht ohne
weitlaufige Erdrterungen moglich sein. Um so erwiinschter war es mir, zu
finden, dass sich die von den genannten Mathematikern gegebene Lésung der
Aufgabe in einer Weise modificiren lasst, bei der ein ganz gleichgultig ist, ob
unter den Grdéssen sy, Sy, ...Sp gleiche vorkommen oder nicht.

[1858, 233].

[Traduction, F.B.] :

[Le probleme] a été completement résolu par Cauchy, Jacobi etc. pour le cas ou
I'on ne trouve aucune grandeur égale parmi s;, S,, ..., Sp. Il n'est pas encore
résolu en revanche dans les circonstances exceptionnelles ou les racines de
I’équation f(s)= 0 ne sont pas différentes I'une de I'autre, la difficulté qui se
présente alors aurait déja du étre éclaircie et je propose de l'examiner
attentivement plus en détail. Je ne pensais pas initialement qu'une solution
serait possible sans des discussions spécifiques aux nombreux cas différents qui
peuvent se produire. Il me fallait espérer que la résolution du probleme soit
susceptible d’'une méthode indifférente a la multiplicité des grandeurs sy, sy, ...,
Sh.

La portée générale du théoréme de Weierstrass se manifeste dans la conclusion

homogéne donnée a la question de la stabilité mécanique des variations
séculaires. La multiplicité des racines, puisqu'elle n’intervient pas dans

%8 |a relation entre les travaux de Weierstrass et I'arithmétique des formes quadratiques sera
développée en conclusion de ce chapitre.

% Le courant arithmétique de la théorie des formes quadratiques — et en particulier les travaux

d’Hermite- est abordé dans la conclusion de ce chapitre et développé dans la premiére partie du
chapitre 11.
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La variable x4 ne contenant pas de puissance de s, un développement "en puissances

A . f(s ) .
décroissantes" de I’expression X { O (sDp- Wp) } présente uniqguement un terme constant.
Bl Tf(s) 8= B

f(S)ag

Aps . S . i es: .
D’un autre c6té, le développement de () ne contient que des termes de degré inférieurs a

s car deg(f(s))= n (le déterminant de ® n’est pas nul). Ne peuvent donc subsister dans le
développement que des termes provenant du développement de s®; , et par conséquent (la

notation [...]s.; représente le coefficient de s™ dans le développement) :
f(S)a
@ x=% [ FEE b1

et comme les coefficients de s™* disparaissent :

f(S)a f(8)a
(@ S = 5 Tl ) o

Ces deux identités, combinées a (4) et (2) permettent d’écrire :

f(S)ap
f(s)
f(8)a f(s)a
Hw=sx [%]S,Nﬂ% =0=3 [—(f%)s—)&]s,lq:awﬁ,

[-]

f(s)e
@)W=x[s —(f%)s—)‘l]s_lcpﬂq:B

®e=x[ Ns-1Pa®g,

Les fonctions ® et W sont exprimées comme sommes des mémes formes quadratiques ®,®p .
Pour obtenir la transformation désirée des fonctions ® et W, il ne reste qu’a réorganiser
I’écriture par regroupement des variables en groupes de formes 6; et ®; pour lesquelles
Oi=sei

Le regroupement des variables x; en formes 6; est structuré par le développement en éléments

. . . f(s § . .
simples de la fraction ratlonnellelf?)s-‘)‘*& en une méthode renvoyant au traitement analytique
des systéemes d’équations différentielles par Cauchy dans la fin des années 1830.
. f(s . . . _—
L’expression —Ecz)s-‘)‘ﬁs'lnterprete depuis le mémoire de Cauchy de 1829 (encart 3p) comme le
quotient d’un mineur par le déterminant f(s) dont il est extrait. Si s; est une racine de f(s) qui
. . . f(s

n’est pas commune au mineur f(s)qg, la fraction rationnelle Jffshj& n’a qu’un pole d’ordre 1 en

Si qui sera compensé par le produit de s®g- Wg. Si, par contre, s; est une racine multiple de

f(S)ap

f(s), I'expression (s) n’a plus de signification pour s=s; et cette difficulté semble indiquer

gue le cas des racines multiples est hors de porté d’une solution algébrique générale et
condamné a un traitement par des méthodes spécifiques. La résolution proposée par Cauchy
en 1839 est formulée dans le cadre du calcul des résidus [1839b, 81] :

On vérifiera les équations (1) en prenant

_ (La+MB+..)e*" _, (Pa+QB+...)e"
ane=| s n= sy

On remarquera maintenant que, dans les formules (9), les facteurs L, M,.. P, Q,...

considérés comme fonctions de s, sont tous du degré n-2, a l'exception de ceux qui servent de
coefficients, dans la valeur de A a a, dans la valeur de B a B,... c'est-a-dire a I’exception des
coefficients L, Q,...,qui seront du degré n-1, et qui, étant développés suivant les puissances
descendantes de s, donneront chacun pour premier terme s"*
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I'énoncé du théoréme, ne joue aucun réle dans la question de la stabilité des
variations séculaires (*°):

Nachdem Lagrange die Form der Integral angegeben und gezeigt hat, wie die

willkirlichen Constanten derselben durch die Anfangswerthe von x, %1

u.s.w. stets unendlich klein bleiben, wenn sie es ursprtinglich sind, auch die an,
dass die genannte Gleichung keine gleiche Wurzeln haben dirfe, weil sonst in
den Integralen Glieder vorkommen wiirden, die mit der Zeit beliebig gross
werden kdnnten. Dieselbe Behauptung findet sich bei Laplace wiederholt, da
wo er in der Mécanique céleste die Sacular-Stérungen der Planeten behandelt,
und ebenso, so viel mir bekannt ist, bei allen Ubrigen diesen Gegenstand
behandelnden Autoren, wenn sie Uberhaupt den Fall der gleichen Wurzeln
erwahnen, was z.B. bei Poisson nicht geschieht. Aber sie ist nicht begriindet.
[...], wenn nur die Function W stets negativ bleibt, und ihre Determinante nicht
Null ist, was stattfinden kann, ohne dass die Wurzeln der Gleichung f(s) = 0
alle von einander verschieden sind ; wie man denn auch wirklich besondere
Falle der obige, Gleichungen, bei denen die Bedingung nicht erfullt ist,
mehrfach behandelt und doch keine Glieder von der angegebene Beschaffenheit
gefunden hat.

[1858, 244].

[Traduction, F.B.] :
Aprés avoir indiqué et énoncé la forme des intégrales, Lagrange a conclu que,

comme les oscillations x;, %1 restent toujours petites si elles le sont a

l'origine, I’équation ne peut pas avoir de racines égales car les intégrales
pourraient devenir arbitrairement grandes avec le temps. La méme affirmation
se trouve répétée chez Laplace lorsqu’il traite dans la Mécanique céleste des
variations séculaires des planétes. Beaucoup d’autres auteurs, comme, par
exemple, Poisson, mentionnent cette méme conclusion. Mais cette conclusion
n'est pas fondée [...] et, si la fonction W reste négative et de déterminant non
nul, on peut énoncer le méme résultat, que les racines de I’équation f(s)=0
soient ou non toutes distinctes ; I'hnomogénéité de cette conclusion n'a pas pu
étre découverte car on a toujours envisagé ce cas [des racines multiples] par des
approches particuliéres.
A prés d’'un siecle de distance, Weierstrass répond a la "méthode générale™
énoncée par Lagrange pour décider de la stabilité d’'un systéeme de corps et
conteste pour la premiére fois la forme des solutions données pour le cas des
racines multiples. Que I’équation f(s)=0 ait des racines multiples ou non, la
stabilité mécanique du systéme est assurée par la présence d’une "circonstance
remarquable” ("bemerkenswerther") propre aux fonctions @ définies positives
(ou négatives) et selon laquelle une racine s, de multiplicité A-1 de toutes les

% | "attention de Weierstrass sur la question de stabilité pourrait provenir d’un article de Dirichlet
[1846] (qui viendra en appendice a la troisiéme édition de la mécanique analytique [1853]).
Dirichlet reprend la démonstration de Lagrange selon lequel un état d’équilibre d’un systéeme est
stable si la fonction de potentiel V y atteint un minimum strict. Thomas Hawkins [1977] a proposé
une reconstruction rationnelle d’'une démonstration partant du résultat de Dirichlet et de Laplace
et impliquant la stabilité des solutions des systémes différentiels des variations séculaires méme en
cas de racine multiple.
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) Ae*! ) - . . i
Dans I'expression de Cauchy , § =| @ représente le résidu relatif "aux diverses racines de

I’équation caractéristique”. Les termes au numérateur représentent les "fonctions entiéres" de
degré n-1 qui permettent d’exprimer les valeurs A, B, C telles que:
(8) (s+HA + mB+.... =aS
pA + (s+qgB)+... = 3S
f(S)ap

Ces valeurs sont donc identiques aux mineurs principaux du systéme, notés f(s) par

Weierstrass et le calcul des résidus de Cauchy invite a examiner les pbles de ces quotients
pour les raciness; de f(s) (°).
Pour réorganiser I’écriture par groupes de variables 6; et ©; pour lesquelles ©;=s6;,

. R . IHEM: - . . .
Weierstrass a recours aux péles des fractions f(s) c'est a dire aux racines de I’équation

f(s) =0, sy, ..-.5m :

_ < rf(S)as o — < rf(S)as
MHwYv=3[ f(s) JsaWe®Pp =0 =2 f(s) Js-1®PaWp,
[] .
— (S)ap
B)W=x[s f(s) Js-1 PP

La décomposition de ces fractions en éléments simples donne (*) :

f(S)ap f
R s =2, [T e

Les variables sont structurées en groupes caractérisés, pour chaque racine s, par les termes

comportant son résidu [K]‘%);)L&)](s-su)-l ¢®):

® Thomas Hawkins [1975, 131] a proposé une interprétation de I'origine de la "circonstance remarquable
de Weierstrass par les solutions données par Cauchy en 1839 :
Although Cauchy never pointed it out, his mode of expressing the solutions reveals that the boundedness of the
solution [...] depends upon the nature of the poles of the rational functions f;(s)/f(s). Suppose for example, that such
a function has a pole of order m at s= s,. By Cauchy residue formula
1
Ress=s [fii(s)/f(s)e™]= G d™Hds™ [(s-sk)™i(s)/F(5)e™s=sk
Powers of t will thus occur in the solution from the differentiation of e unless m=1 i.e. unless all poles are simple.
[ ...] powers of t never arise to destroy stability provided every root of f(s) of multiplicity m is a root of multiplicity
m-1 of each minor f(s).

4 Je donne I'exemple suivant pour illustrer la notation de Weierstrass :

x+1 1.2 1
X2+x—2 ~ 3 [ x—1 x+2]
signife :
X+1
[ferx—p 1 =23+1/3

® La méthode est toujours utilisée dans la pratique des calculs d’exponentielles de matrices intervenant
dans la résolutions des systemes différentiels. Exemple : calculer I’exponentielle de

1 4 -2
M=|0 6 -3
-1 4 0

Le polyndme caractéristique est: Py= -(x-2)%(x-3)
On décompose 1/F en éléments simples ,avec % = ﬁ - ﬁ
Pour déterminer les projecteurs sur les sous espaces caractéristiques, on utilise le théoreme de Bezout :
(X-2)2 -(X-1)(X-3)=1
et donc
U; = (-X-1) et U,=1, P; = U;Q; = -(X-1)(X-3) et P, = (X-2)2
Les projecteurs sont p; = Py(M) et p, = P,(M), exp(M) = e*(Is + 1/1! (M-213) p; 2 (M-13)p;
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équations obtenues par les mineurs f(s);s=0, sera nécessairement une racine
de multiplicit¢t A de [I'équation f(s)=0. Autrement dit, le quotient
f(s)/pgcd(feg(s)) ne peut pas prendre la valeur 0 au dénominateur et les
formules algébriques énoncées par Cauchy en 1829 sont toujours valables.
Appliqgué aux "petites oscillations", le théoreme clét la discussion sur la
stabilité des systémes dynamiques [1858, 244].

So ist nun dass folgende Theorem begriindet.
Es seien @&, W homogene ganze Functionen zweiten Grades von n
Veranderlichen x;, X5, ...x, mit reellen Coefficienten, und die erstere tiberdies so
beschaffen, dass sie flr reelle Werthe von x;, X, ...X, stets dasselbe Zeichen
behalt und nur Null wird, wenn dies Grossen samtlich verschwinden. Die
Determinante der Function

so-Y
is dann eine ganze Function n™" Grades der willkirlichen Grosse s, welche nur
far eine Anzahl reeller Werthe der letzteren Null wird. Sind diese s4, S, ..., Sm
und daher die Determinante, abgesehen von einem s nicht enthaltenden Factor,
gleich

ten

(s-s)™ (5-52)" ...(s-5m)"™,

WO Ay, Ay, ...Ayn ganze positive Zahlen bedeuten, deren Summe n ist ; so giebt es
ebenso viel vollig bestimmte homogene Functionen zweiten Grades 04, 6,,...., 6,
von Xi, Xo, ..., Xn, durch welche sich @, ¥ in der Form

® =0, + 0,+...+0,,

Y = 5,0, + 5,0,+...+5,6,,
ausdricken lassen, wahrend 6,,, oder —6,,, je nachdem @ stets positive oder stes
negative bleibt, al Summe der Quadrate von A, reellen linearen Functionen der

Gréssen Xq, X, ...., Xn dargestellt werden kann, und zwar, wenn A,=1 ist, auf
unendlich viele Arten.
[1858, 242]

[Traduction, F.B.] :
Le théoreme suivant est donc démontré.
Soit @, W des fonctions entieres homogénes du deuxiéeme degré de n variables
X1, X2, ...Xn, & coefficients réels et dont la premiére conserve un signe constant et
ne s’annule pas identiqguement pour les valeurs réelles de xi, Xo, ...Xn.
Le déterminant de la fonction :
sO-Y
est une fonction entiere de degré n de la grandeur variable s qui ne s’annule
que pour des valeurs réelles. Soit sy, sy, ..., Sm ces valeurs, alors le déterminant
ne contient que les facteurs suivant :
(s-sp)™ (5-52) ...(s-5m)™™

ou Ay, Ay, ...Ay, sont des nombres positifs dont la somme est n;
il existe alors des fonctions homogenes parfaitement déterminées, 81, 6,,...., 6,
de degré deux et de variables xy, Xy, ...,Xn, telles que ® et W s’expriment sous la
forme :

® =0, + 0,+...+06,,

Y = 5,01 + $,0,+...+5,,0,
ou 8y, ou —B, selon que ® reste positive ou négative, représente une somme
quadratique de A, fonctions linéaires réelles des grandeurs X, X, ...., Xn.
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f(s)as
(10) Zap { f(S; }(s—su)—l PP = eu

Zop { %(_Ss))_u& Ys-sw-1 PaPp = Oy
de sorte que
® =0+ ...+ 06,
Y=0,+..+0n
Ces regroupements des variables par la structure du développement en éléments simples de

f(S)as

la fraction f(s§ permet d’obtenir la transformation désirée pour le couple de fonctions (¢,¥),

autrement dit il reste & démontrer que pour tout p de {1,2,...m}, ©, = 5,6,

e Le cas des racines distinctes.
La démonstration est d’abord menée dans le cas traditionnel des racines distinctes (qui
implique ici m=n) (®). Dans ce cas :

f(S)ep _ . f(S)ap f()ap

STHS) T W TH(s) T ()

S=Sy ; 5 i o
et f(s) e devient pas & si s=s,

Par conséquent [1828, 236-237] :

f(S)as _ f(sW)a
74(s) o = (s,

Ce qui permet de déduire :
(13). ® =06, + ....+ O,
Y =S 91 + ....+Sy, em,

e Le cas des racines multiples.

f(S)qp

Le probléme posé par la signification de I’expression algébrique (s) en cas d’occurrence de

racines multiples est levé par [I'utilisation de la "circonstance remarquable” [1828, 240]
lorsque la forme ® est définie positive (ou négative):
Hier tritt nun aber sehr bemerkenswerter Umstand ein. Wenn namlich ®, W relle Coefficienten
haben, und Uberdies ® fur reelle Werte von Xi, X»,...,X, Stets dasselbe Zeichen behélt, so folgt hieraus
allein, dass s, stets eine (A-1) fache Wurzel samtlicher Gleichungen
f(s)qg = 0
wird, sobald sie eine A fache der Gleichung f(s)=0 sind.

En effet, cette circonstance remarquable implique :
() (2) (m)
(&)t f5 T

f(s) s-s, S-S,  S-s,

(21).

Et la relation précédente permet de reprendre la démonstration du cas des racines distinctes.

& Ce traitement du cas des racines distinctes semble inspiré du mémoire de Jacobi [1834,eq.36] qui avait
oo f(Su)as - . - ) - X
utilisé une forme similaire a (s ‘3 pour exprimer la décomposition d’'une éguation homogéne en somme
H

de carré Voir [Hawkins, 1977].
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Suivre le fil de la discussion des petites oscillations, le jeu des postérités, les
différentes lectures d’'un méme texte de Lagrange, a permis de mettre en
valeur les différences de représentations attachées a des méthodes algébriques
et I'évolution du qualificatif de général au sein d'une discussion mathématique.
La revendication de généralité est une caractéristique de la discussion des
petites oscillations dés son origine chez Lagrange en 1766. C’est aussi par une
revendication de généralité que se clot la discussion avec le mémoire de
Weierstrass en 1858. Pour Lagrange, la méthode des petites oscillations est
générale car elle permet de traiter un probleme mécanique pour un systeme
quelconque de corps et, si la méthode nécessite l'obtention de racines
caractéristiques distinctes, cela n'en diminue pas la généralité de la méthode
car seul ce cas de figure est considéré comme compatible avec la situation des
petites oscillations. Ce qui était général en 1788 ne I'est plus chez Cauchy en
1829 lorsque I'occurrence de racines multiples apparait comme un cas
particulier qui, conduisant a des expressions de la forme % limite la
généralité d'une résolution algébrique et nécessite des méthodes spécifiques.
L’exigence de généralité s'identifie désormais avec une nouvelle ambition
d’homogénéité pour laquelle Cauchy abandonne les méthodes algébriques au
profit de celles du calcul des résidus. Le mémoire de Weierstrass de 1858
déemontre la possibilité d’apporter une résolution a la fois algébrique et
homogéne au probléme des petites oscillations et, aux yeux de Kronecker,
atteint une "généralité véritable" qui clot la discussion des petites oscillations.
Quelle est la méthode de Weierstrass ? Les procédés, détaillés dans I'encart 3c,
procédent d’'une mathématique des transformations de formes. Si la méthode de
Lagrange consistait bien a ramener l'intégration d'un systeme d'équations
différentielles a celle de n équations indépendantes, le changement de la forme
du systéme n'est pas di a un procédé de transformation mais a une
représentation mécanique implicite selon laquelle le mouvement d’une corde
chargée de n masses se décompose mécaniquement en oscillations de n cordes
chargées d’une seule masse. Chez Cauchy, si le probléme est énoncé comme
portant sur la transformation d'une fonction homogéne, le changement de
forme est supporté par des représentations issues de la géométrie analytique,
c'est-a-dire des changements d'axes orthogonaux. Dans les méthodes de
Weierstrass, les anciennes représentations implicites disparaissent au profit
d’'une notion mathématique explicite, la notion de forme. Qu’est ce que cette
mathématique des formes ? C’est une des questions fortes posée par la querelle
Jordan-Kronecker de 1874 que la conclusion de chapitre propose d'éclairer sous
I'angle des petites oscillations.
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e Ladémonstration de la circonstance remarquable.

La déemonstration use de la théorie des déterminants : il s’agit d’exprimer les f(S)q comme
des mineurs du déterminant f(s). Si on développe le quotient f(s),/f(s) en puissances
croissantes de (s-s,) : f(S)q/f(s) = hqv(s—s“)' +..., alors la théorie du déterminant implique :
f(s),

1) _sa, (0 1O,
ds 7 f(s) f(s)

aff

Ih:ﬂ/ (S_s#)l_l o= _Zﬂ Aaﬂhayhﬁy (s _S//)ZI *e

Mais, comme @ est supposée définie, ne s’annulant pas pour des valeurs réelles des variables
Xi, non toutes nulles, le coefficient de (s-s“)z' ne peut pas étre nul et 21Al-1 donc IA -1.
Chaque terme f(s)q, doit par conséquent étre divisible par (s-su)A‘1 ce qui démontre la
propriété remarquable.
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Conclusion, une histoire de formes.

A Paris, ou le mémoire de Weierstrass de 1858 sur les couples de fonctions
homogénes est inconnu jusqu’en 1872, c’est Jordan qui répond a la remise en
cause par Yvon Villarceau de la méthode de Lagrange pour l'intégration des
systemes d’équations différentielles linéaires a coefficients constants (partie |
de ce chapitre) :

Dans une des séances de I'hiver dernier, M. Yvon Villarceau a signalé une
lacune dans le procédé généralement indiqué pour la solution d’un systeme
d’équations différentielles linéaires a coefficients constants [...]. On sait en
effet, que I'intégration de ce systéme dépend de I’équation caractéristique [...]
mais le cas ou cette équation a des racines égales présente une légére difficulté.
On connaft en gros le moyen de la résoudre ; mais on n’a pas donné, que nous
sachions, une analyse compléte et embrassant tous les cas de la question. [...]

dx,

at =aX1+...+iXq,...,

dx
(n mz =a+...+lxn ...,

%ﬂ =aX1+...+lXp,
Ce probléeme peut cependant se résoudre trés simplement par un procédé
identique a celui dont nous nous sommes servi, dans notre Traité des
substitutions, pour ramener une substitution linéaire quelconque a sa forme
canonique. Nous allons ramener de méme le systeme (1) & une forme canonique
qui puisse s’intégrer immédiatement. [...]
Les équations différentielles prendront la forme

dyl — dyv —
at = 0¥y, at =0y,
dXv+1 ' 1
G q - a' X, +..+k' x, + fonct.(y,,..., ¥, ),
d;(t” =a' X, +..+K'_, x, + fonct.(y,,...,y,),
et I'on aura A=(o-s)’ A’, A’ désignant le déterminant
a'-s .. Kk
a'n—v klnfv_s

Poursuivant ainsi, on voit que les variables indépendantes peuvent étre choisies
de telle sorte qu'aux p racines égales a o que possede I'équation A=0
correspondent p variables nouvelles formant un certain nombre de séries
contenant respectivement r,r’,... variables, r+r'+... étant égal a pu, et les
variables d’'une méme série étant liées par une suite de relations de la forme

(6) gdxtl=0y1. 921 57,4y, 91

dw

W1 —

dt dt oW1+ V1
[...]

rodt
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Soit r le nombre de variables de la série y4,...,w; ; le systéme des équations (6)
aura évidemment pour intégrales le systéeme suivant :
wi=e"P(t), vi=eY’(t),..., y1= e (1),
Y(t) étant une fonction entiére arbitraire du degré r-1.
[Jordan, 1871, 787].

Le probleme général de l'intégration des systemes d’équations linéaires a
coefficients constants est résolu par application de la forme canonique des
substitutions. L’interprétation mécanique sous-jacente a la méthode de
Lagrange est remplacée par des notions de la théorie des groupes. Les variables
du systeme d’équations sont interprétées comme sujettes a I'action d’une
substitution du groupe linéaire. Une caractéristique de la substitution (la
décomposition en facteurs irréductibles du polyndme caractéristique) permet de
regrouper les variables en "un certain nombre de séries" et de "ramener” le
systeme d’équations a une "suite" de "formes simples" dont I'intégration est
connue.

Peu apres la résolution "compléete et embrassant tous les cas de la question" des
systemes linéaires a coefficients constants, Jordan consacre une seconde note,
en 1872, au cas spécifique de la discussion des petites oscillations. A la note de
1871, intitulée "Sur la résolution des équations différentielles linéaires",
succede en 1872 la note « Sur les oscillations infiniments petites des systemes
matériels », dont I'objet est de discuter la stabilité d’'un systéme matériel :

Nous avons montré, dans une précédente communication, a quelles conditions
doit satisfaire un systéeme d’équations différentielles linéaires a coefficients
constants, dans le cas ou son équation caractéristique a des racines égales, pour
que la variable indépendante ne figure pas dans les intégrales hors des signes
trigonométriques.

[...] I’équation caractéristique de ce systéme n’a que des racines réelles, ce que
I'on savait déja, mais qu’elle peut avoir des racines égales, et que, néanmoins,
si elle n’a pas de racine nulle, le temps ne figurera jamais dans I'intégrale hors
des sinus et des cosinus.

Ce résultat intéressant peut s’établir tres simplement, comme on va le voir.
[1872, 318-320].

Par rapport au cas général des systemes différentiels, le cas des petites
oscillations se caractérise par I'occurrence de ce que Laplace appelait les
"rapports remarquables" et que Jordan interpréte dans le cadre de la théorie
des formes quadratiques. La réduction canonique des substitutions, aprés avoir
été appliquée aux systemes d’équations différentielles, est employée pour
"réduire" un couple de formes quadratiques

Le systéme a intégrer est le suivant

d> dT du d*dT du

_2 —_— = yruny 2 =

dt®dg, dg  dt“dg, dg,

ou T = Za.s0,9s, U = Zb,sq,gs sont des fonctions entiéres et du second degré des
variables q,...q, (0N suppose a,s—ag, brs=bs). La forme T est définie e positive
; enfin le déterminant des quantités a,s ,n’est pas nul.[...].

Donc enfin, on pourra choisir les variables de maniére a ramener le systeme (1)
a la forme canonique

M
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%, _ g, 40

dt? dt?
[...]1 Il est clair que la question de la réduction du systéeme (1) a la forme
canonique (7) est identique a ce probléme connu : Faire disparaitre les angles
des variables a la fois dans les deux formes quadratiques T et U.

[1872, 318-320].

=0,.0,

L’'appel lancé par Villarceau a I'Académie en 1870 suscite un premier point de
contact entre le théoreme de Jordan de réduction canonique des substitutions
linéaires et le théoréeme de Weierstrass sur les couples de formes quadratiques.
Envisagée sous cet angle, la controverse Jordan-Kronecker de 1874 oppose
deux théorémes qui se présentent comme deux fagons de clore la discussion
des petites oscillations. Comment comprendre le désaccord entre Jordan et
Kronecker au vu d’une histoire commune, celle de la discussion des petites
oscillations ?

Le premier trait caractéristique de la discussion des petites oscillations est la
diversité. Diversité d’auteurs, de problemes étudiés, de cadres théoriques :
mécanique, géométrie, théorie des fonctions homogénes du second degré.
L’histoire de la discussion des petites oscillations n’est pas I'histoire d’une
théorie avant 1874 et c’est précisément avec la controverse qu’elle le devient.
Quelle est la théorie dont il est question ? C’est bien la tout I'enjeu de la
controverse, il s’agit de définir et d’organiser les objets et les méthodes d’une
certaine mathématique des formes qui permet de clore la discussion des petites
oscillations. En effet, le théoréme de Weierstrass de 1858 énonce un résultat
portant sur la "transformation" de deux fonctions homogenes et le terme de
"réduction" employé par Jordan, renvoie a une idée similaire de
"transformation” d’'un systéme différentiel interprété comme une substitution
[Jordan, 1871] ou un couple de formes quadratiques [Jordan, 1872]. Aux
diverses représentations, souvent implicites, qui donnent leurs significations
aux méthodes de Lagrange, Laplace et Cauchy, répond une mathématique
portant sur la représentation méme, une mathématique dont la "forme", la
"transformation" est I'objet. Mais qu’est-ce qu’une forme en mathématiques ?

Lagrange emploie déja le terme "forme" en 1788 lorsqu’il présente la
"simplicité" et la "généralité" de sa synthése sur la dynamique. Si la simplicité
revendiquée par I'auteur de la Mécanique Analytique (partie 11, de ce chapitre)
semble contredite par les équations et symboles qui noircissent les pages du
traité, la difficulté passe du domaine mécanique a la recherche de "formes"
intégrales:

Il est vrai que dans le cas du mouvement, les équations étant différentielles du
second ordre, elles demandent ensuite des intégrations relatives aux différentes
variables t, x, z, X', y’, &C : mais c’est au calcul intégral a s’en charger ; & la
Dynamique a fait tout ce qu’on étoit en droit de s’attendre d’elle, en donnant les
équations fondamentales.

[Lagrange, 1788].

"Au calcul intégral de s’en charger" : cette charge consiste pour I'essentiel en

des transformations, changements d’écritures, manipulations de formes. Les
manipulations de formes sont d’abord les opérations faites sur les variables
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pour en substituer d’autres, indépendantes entre elles ou mieux adaptées a la
situation considérée

La formule générale a laquelle nous avons réduit dans la seconde section toute
la théorie de la Dynamique, n’a besoin que d’étre développée, pour donner les
équations nécessaires a la solution de quelque probléme de cette science que ce
soit ; ce développement, qui n’est qu’une affaire de pur calcul, peut encore étre
simplifié a plusieurs égards par les moyens que nous allons exposer dans cette
section.

[...] Comme tout consiste a réduire les différentes variables qui entrent dans la
formule dont il s’agit, au plus petit nombre possible par le moyen des équations
de condition données par la nature de chaque probléme ; une des principales
opérations est de substituer a la place de ces variables des fonctions d’autres
variables.

[Lagrange, 1788].

Ces changements de variables permettent de manipuler des équations pour
leur donner une "forme" bien déterminée et que I'on saura intégrer. Se pose
donc une question de représentation, un probléme de forme, qui, ne renvoyant
pas a une notion mathématique explicite, n’en est pas moins normé par un
critére de simplicité qui lui donne une certaine signification :

Cependant comme ces équations peuvent avoir différentes formes plus ou moins
simples, & surtout plus ou moins propres pour l'intégration, il n’est pas
indifférent sous quelle forme elles se présentent d’abord ; & c’est peut-étre un
des principaux avantages de notre méthode, de fournir toujours les équations
de chaque probléme sous la forme la plus simple relativement aux variables
gu'on y emploie, & de mettre en état de juger d’avance quelles sont les
variables dont I'emploi peut en faciliter le plus I'intégration. Nous allons
donner ici pour cet objet quelques principes généraux, dont on verra ensuite
I’'application dans la solution de différens problémes.

[Lagrange, 1788].

Quel sens attribuer a I'expression "forme la plus simple" ? Pour Lagrange, ce
sera une "forme" différentielle intégrable. Pour Jordan, ce sera une forme
algébrique bien définie a laquelle se réduit toute substitution linéaire. La
différence entre les notions de formes de Lagrange et Jordan est manifeste
dans les méthodes employées pour les systemes d’équations différentiels : pour
Lagrange, I’existence d’une forme intégrable du systeme est garantie par une
représentation physique du probléme. Lagrange ne cherche en effet pas a
"transformer” le systeme initial en un systéme simple mais a trouver les
parametres d’une forme intégrable, déja connue "en général". Pour Jordan au
contraire, on "réduit", on "transforme" une substitution linéaire a sa forme
canonique.

Entre Lagrange et Jordan, la discussion des petites oscillations est I’occasion
d’observer une mutation de la notion de forme qui, avec Cauchy se nourrit
d’une représentation géométrique associée a la méthode de transformation des
axes de coordonnées d'une conique. Le mémoire de Weierstrass de 1858
enrichit encore la notion de forme en mélant la discussion des petites
oscillations & I’histoire déja riche de I'arithmétique des formes quadratiques.
Dans le cadre de [Ilarithmétique, la notion de forme est définie
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mathématiquement par Gauss en 1801, comme le rappelle Hermite en 1853,
cette définition est indissociable du concept arithmétique de classe
d’équivalence (*%) :

Deux formes sont dites équivalentes lorsqu’on peut obtenir I'une d’elles en
faisant dans I'autre une substitution linéaire et homogene, a coefficients entiers
et au déterminant un. C’est cela du moins que consiste I'équivalence
arithmétique. En admettant des quantités quelconques pour les coefficients de
la substitution, on aura la notion de ce qu’on peut appeler I'équivalence
algébrique. Dans le cas des formes quadratiques a un nombre quelconque n
d’indéterminées, et des formes du n®™ degré, décomposables en n facteurs
linéaires, un seul et méme fait analytique simple découle de cette notion. Ces
formes, en effet, sont toujours algébriquement équivalentes; les premiéres
comme réductibles a une somme de n carrés Xxg2+x;2+...+X,_12, les secondes
comme réductibles a un produit de n variables Xq, X1, Xa, ..., Xp-1. De la résulte,
pour ces deux genres de formes, I'existence d’un seul invariant, c'est-a-dire
d’une seule fonction des coefficients, qui la reproduit dans une transformée
obtenue par une substitution algébrique, multipliée par une puissance donnée
du déterminant de cette substitution.

[Hermite, 1853]

La caractérisation des classes d’équivalences est I'objet méme de la théorie
mathématique des formes. C’est ainsi qu’Hermite interpréte le théoréme de
Cauchy de 1829 de transformation de I'’équation d’une surface du second degré
comme un résultat portant sur I’équivalence des formes quadratiques:

Pour les formes quadratiques, M. Cauchy a donné I'expression suivante de ces
conditions [pour qu’une forme soit réductible & un type donné]. Soient
f(Xo, X1,..-,Xn-1) la forme proposée, A; I'invariant de la forme a i indéterminées,
gu’on obtient en faisant

Xi=0, Xj+1 = 0, Xjz2 = 0, ..., Xn.y = 0;
le nombre des termes négatifs de la suite

donnera immédiatement I'indice du type auquel appartient la forme proposée.
Le premier terme A; est le coefficient de x¢2, et il faut remarquer que, si I'une
des quantités A, A;, par exemple, vient a s’évanouir, on devra considérer les
deux termes A;_1/A; et Ai/Aiv, comme donnant, I'un un signe plus et I'autre un
signe moins. Remarquons qu’en appliqguant la méme regle a une transformée de
f les quantités A;, A,, ... changent toutes en général mais de maniére que le
nombre des termes positifs et négatifs de la nouvelle suite soit exactement le
nombre des termes positifs et négatifs de I’ancienne.

[Hermite, 1853].

Pour caractériser ces classes d’équivalence, deux approches sont envisageables:
transformer les formes a des formes canoniques, ou calculer un systéeme
d’invariants. Si les deux notions de formes canoniques et d'invariants sont

61 Gauss introduit le terme forme pour désigner une fonction homogéne a coefficient entier ou
rationnels (Disq, Arith. Art. 266)
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intrinséquement mélées dans la théorie des formes, les formes canoniques
étant définies comme les formes qui ne contiennent que des coefficients
invariants par substitutions, elles renvoient cependant a des méthodes
distinctes. La forme canonique porte I'idée de "réduction”, de "transformation”,
d’'une forme en une autre, la recherche d’invariants renvoie au calcul
numérique de parametres propres.

Une proposition élémentaire et fondamentale dans la théorie arithmétique des
formes consiste en ce que, pour un degré donné, et pour un nombre donné
d’indéterminées, toutes les formes a coefficients entiers qui possedent les
mémes invariants sont réductibles a un nombre fini de classes distinctes. Ce
théoreme a été démontré par Lagrange et Gauss pour les formes quadratiques a
deux et a trois indéterminées ; je I'ai étendu ensuite aux formes quadratiques
générales, et a toutes celles qui sont décomposables en facteurs linéaires ; ainsi
il parait bien vrai dans toute sa généralité. Mais, pour arriver a I'établir de
cette sorte, il faudrait résoudre, dans toute leur étendue, les problemes
suivants, aussi beaux que difficiles.

Le premier, qui appartient a I’Algébre, consiste a obtenir la notion compléte de
ces fonctions rationnelles entieres des coefficients, nommées invariants par M.
Sylvester, dans le sens primitivement attribuée par M. Gauss au mot de
déterminant.

Le second, qui est du ressort de I’Arithmétique, consiste a découvrir par quelles
substitutions a coefficients entiers on peut transformer une forme donnée en
une autre dont les coefficients aient des limites, fonctions seulement des
invariants. Enfin, il faut une méthode propre a donner le systeme complet des
formes réduites représentant la totalité des classes distinctes pour des valeurs
assignées a priori aux invariants.

[Hermite, 1854].

La mathématique des formes est-elle une algébre ou une arithmétique ? C’est
précisément du coté des méthodes que se développe la controverse Jordan-
Kronecker et si cette opposition peut avoir lieu en 1874, c’est que, au-dela de
leurs oppositions, Jordan et Kronecker se référent a une histoire commune.
Cette histoire commune est définie par les éléments de cohérences internes de
la discussion des petites oscillations dégagés en encart 3a, 3b et 3c. Elle se
manifeste dans la postérité d’'une méthode, élaborée par Lagrange comme
propre au probléme des petites oscillations en 1766 et qui se développe sur la
durée d'un siécle et cristallise des éléments propres aux différentes
représentations implicites mises en ceuvres. Décomposition mécanique du
mouvement d’une corde, changements d’axes géométriques, extractions de sous
déterminants, décomposition d’une substitution linéaire viennent s’articuler a
la décomposition polynomiale d’une équation algébrique et former la spécificité
d’'une méthode héritée des petites oscillations. Cette méthode donne un
caractere opératoire a la "forme" d’un systéme en articulant la factorisation
d’'une équation algébrique a une extraction de déterminants. Elle permet
d’opérer sur la représentation elle-méme, de "transformer” la forme du
systeme. Un exemple en est la maniére dont Cauchy méle son calcul des
déterminants aux méthodes polynomiales héritées de la solution donnée par
Lagrange au probléme des petites oscillations
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Il est facile de vérifier le théoréme | dans le cas ou les quantités A, Ay,
Ag,.. Ay, Ay, Ay, S’évanouissent toutes a I’'exception de celles qui, dans le
second membre de la formule (8), sont multipliées par la variable x ou par le
carré de I'une des variables x, y, z, .... Alors, en effet, I’équation (29), réduite a
(81) (Ayy=3)(Azz-s)(Auy-s)...=0,
aura pour racines Ayy, A, Ayy,... Donc si, pour fixer les idées, on suppose
(82) Ay <Ay <Auy---,

on pourra prendre

(83) ’= Ay, "=A;, s""=Au...
D’un autre cété, comme, dans I’hypothése admise, le Tableau (I1) se réduira au

suivant

Ae=8 Ay A Aui o
A, A, ,-s 0 0, ..
(84)y A, 0, A, —s, 0, -
Ay 0, 0, A,-S .

on aura évidemment
(83) S= (Ayy's)(Azz'S)(Auu'S)---(Axx‘s' Azxy/(Ayy's) 'Azxz/(Azz‘s) - Azxu/(Auu's)'---
= (Ayy's)(Azz‘s)(Auu‘S) e ‘Azxy(Azz‘S)(Auu'S) e ‘Azxz(Ayy'S)(Auu's) - ) e
=A% (Ayy-S)(Az-S)... 5
puis on en conclura, en désignant par S’, S”, S’,... les valeurs de S
correspondantes aux valeurs s'=A,, s”"=A,, s’"=A, de la variable s,

S'= _'Afy(Azz - Ayy)((AJu - Ayy) <0,
S''= +A€y(Azz - Ayy)((AJu - Ayy) > 01
"= A% (Ay — A (A, — A,).. <0,

(86)

Donc I'équation (7) offrira, dans I'hypothése admise, n racines réelles qui,
prises consécutivement et deux a deux, renfermeront entre elles les racines de
I’équation (29).

Dans le cas que nous venons de considérer, les quantités S’, S” S,... ne
s’évanouiront jamais et, par conséquent, une méme valeur de s ne pourra
vérifier simultanément les équations (7) et (81), a moins que l'un des
coefficients Ay, A Axu-..

[Cauchy, 1829, 188].

Les deux théoremes de Jordan et Weierstrass sont identifiés comme résolvant
un méme probléme de la théorie des couples de formes par des méthodes basées
toutes deux sur des décompositions polynomiales articulées a des
décompositions d’un déterminant. C’est sur la question de ce qu’est une forme
ou une décomposition que les théoréemes et les méthodes s’opposent. A une
culture commune reconnue par Jordan et Kronecker dans la discussion des
petites oscillations, s’ajoutent des différences dues aux contextes spécifiques
dans lesquels sont élaborés les deux théoremes dans les années 1860-1870. Ces
différences, qui impliqguent deux perceptions opposées de ce que doit étre la
théorie des formes et se manifestent dans la tension formes canoniques —
invariants qui caractérise la querelle de 1874, sont étudiées dans le chapitre 3.
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ENCART 1.

Un état civil de Camille Jordan.

Les informations ci-dessous sont extraites du "rapport particulier sur Jordan. Génie / Ec. Pol.
Inspection de 1880" et d’un acte d’état civil rempli par Jordan [VI, 2.a. 2.X1855] :

Marié le 14 mai 1862.

Eleve de I’école polytechnique. 1/10/55

Service des mines. 1/10/57

Examinateur a I’'Ecole Polytechnique. 4/6/73 a 7500 francs

Examinateur a I’'Ecole Polytechnique. 1/7/75 a 7503,16 francs

Professeur d’analyse a I’école polytechnique. 27/12/76 a 7503,16 francs.

Professeur d’analyse a I’école polytechnique. 1/1/80 a 10004,21 F francs.

Chevalier la légion d’honneur le 15/4/75.

Officier de légion d’honneur le 12/7/80.

Officier d’académie le 27/12/1885.

Officier de I'institut public le 28/1/1900.

Jordan est nommé membre du conseil de perfectionnement de I'école lors du départ a la

retraite de Bertrand en 1894 (art 38 du décret du 13/3/94).

Jordan sera admis a faire valoir ses droits a une pension de retraite le 22/ 5/ 1911 (Lettre de
la 4° direction du ministére de la guerre (génie) au général commandant de I’Ecole
Polytechnique du 13/06/1911 et lettre du général Joffre, inspecteur des écoles au conseil de
I'instruction de I'école polytechnique du 28/9/1911 [VI, 2.a. 2.X1855]). Il restera cependant
professeur honoraire (nomination du 17/7/1912) puis élu le 7/5/1917 pour représenter
I’Académie des sciences au conseil de perfectionnement de I’école en remplacement du décés
de Leaute.
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Chapitre 3.

La controverse comme
rencontre de deux cultures

mathématiques.
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ENCART 2.
Les candidatures de Jordan a I’académie des sciences.

[Comptes Rendus, 1871, t. 73, p. 58].

A 4 heures et demie, I’Académie se forme en Comité secret.

COMITE SECRET.

La Section de Géométrie présente, par 'organe de son doyen, M. Cuastes,
la liste suivante de candidats 4 la place devenue vacante dans son sein, par
suite du décés de M. Lamé :

En premiére ligne. . . . . M. Puiseox.

En deuxiéme ligne et par ( I[:: Bovguer.

. . Brror.
ordre alphabétique. . . z M. Jompax.
En troisiéme ligne. . . . . M. Dargovx.
En quatriéme ligne. . . . . ML Maxxuem.

Les titres de ces candidats sont discutés.
L’élection aura lieu dans la prochaine séance.

[Comptes Rendus, 1871, t. 73, p. 85].
NOMINATIONS.

L'Académie procede, par la voie du scrutin, & la nomination d’un
Membre qui doit remplir, dans la Section de Géomérrie, la place laissée
vacante par le déces de M. Lamé.

Au premier tour de scrutin, le nombre des votants étant 4g,
M. Puiseux obtient...... 4g suffrages.

M. Puiseox, ayant réuni I'unanimité des suffrages, est proclamé élu. Sa
nomination sera soumise a 'approbation du Chef du pouvoir exécutif.

[Comptes Rendus, 1875, t. 80, p. 979].
COMITE SECRET.

TLa Section de Géométrie, par I'organe de son doyen, M. Chasles, pré-
sente la liste suivante de candidats, pour la nomination d’un membre, en
remplacement de M. Bertrand, élu Secrétaire perpétuel.

En premiére ligne. . . . . M. Bouquer.
M. Darnovx,
M. Jorpan,
M. LAGUERRE.
En troisiéme ligne, par % M. MasNmem,
ordre alphabélique. . { M. Mourarp.

En deuxiéme ligne et par
ordre alphabétique. . .

Les titres de ces candidats sont discutés.
L’élection aura lieu dans la prochaine séance.

[Comptes Rendus, 1875, t. 80, p. 996] :

NOMINATIONS.

I’Académie procede, par la voie du scratin, a la nomination d’un Membre
dans la Section de Géométrie, en remplacement de M. Berirand, élu Secré-
laire perpétuel.

Au premier tour de scrutin, le nombre des volants étant 6o,

M, Bonquet obtient.. ., . ... ... 31 suffrages,
M.Maopheim... ... ........ 24 »
M. Jordan. . ... ... e 5 "

M. Bouquer, ayant réuni la majorité absolue des suffrages, est proclamé
élu. .

166




Introduction.

Dans ce chapitre, la querelle de 1874 est étudiée comme la rencontre de deux
cultures mathématiques renvoyant a des travaux indépendants des années
1860-1870, il s'agit donc de détailler les contextes dans lesquelles s’élaborent
les théorémes de Jordan et de Weierstrass.

La conclusion du précédent chapitre a mis en évidence une question essentielle
a la controverse de 1874, celle de la signification de la notion de forme en
mathématiques. Si Weierstrass utilise en 1858 le terme de "fonction homogéne
du 2° degré" et Christoffel en 1864 le terme de “fonction bilinéaire”, la
dénomination de "forme bilinéaire" de Kronecker s’'impose a partir de 1874 et
apparait dans les travaux de Jordan a l'occasion de la controverse. La
mathématique des formes s'élabore en un filage de la théorie arithmétique des
classes d’équivalences et de la théorie algébrique des groupes, elle a pour objet
la description de classes d’équivalences sous I'action de I'opération d’un groupe.
On distingue alors une algébre des formes portant sur la relation d'équivalence
des formes bilinéaires pour I’action du groupe linéaire et une arithmétique des
formes étudiant I’'action du groupe orthogonal. Comment la notion
arithmétique de classe d’équivalence des formes quadratiques qui se développe
des travaux de Gauss trouve-t-elle une signification pour les polynémes de
formes bilinéaires s®-Y par lesquels Weierstrass clot la discussion des petites
oscillations ? Comment un théoréme de réduction des substitutions linéaires a
une "forme canonique”, énoncé dans le cadre de la théorie des groupes, se
trouve-t-il investi par Jordan dans divers domaines comme celui des formes
bilinéaires et quadratiques ? Pour répondre a ces questions, la premiére partie
de ce chapitre précise le contexte des travaux de Camille Jordan sur la théorie
des substitutions dans les années 1860-1870.

La signification de la notion de forme chez Kronecker sera précisée dans la
deuxiéme partie de ce chapitre par une histoire de I'origine de la théorie des
formes bilinéaires dans les années 1860-1875. En 1860, les formes bilinéaires,
bien qu'utilisées depuis quelques dizaines d’années par les méthodes de
transformations par polaires réciproques de la géométrie projective, ne font pas
I'objet d’une théorie propre (). Dans les années 1870, la théorie des formes
bilinéaires est l'objet de la controverse entre Jordan et Kronecker et de
premiers cours comme ceux de Christoffel a Strasbourg ou de Jordan au
College de France.

La troisiéme partie de ce chapitre est consacrée a la construction d’une
identité entre les deux théorémes opposés en 1874 et met en évidence ce que
cette construction nécessite d’analogies, d’adaptations, de précisions, de
synthéses, de définitions, bref de travail mathématique et de communication.
La communication joue un rdle essentiel dans la construction d'une équivalence
mathématique entre les théoréemes de Jordan et Weierstrass ; communication
entre des savants comme Jordan, Weierstrass, Kronecker, Darboux et

! Et ce, malgré un mémoire de Jacobi, consacrée aux formes bilinéaires générales mais qui procéde
surtout d’une généralisation formelle de la loi d’inertie des formes quadratiques. Dans le contexte
de la géométrie projective, les formes bilinéaires sont duales des formes quadratiques et toujours
symétriques.
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Jordan est élu en 1881 a la succession de Chasles, [Comptes Rendus, 1881, t. 93, p. 801] :
COMITE SECRET.

La Section de Géométrie, par I'organe de son doyen, M. Hermite, pré-
sente la liste suivante de candidats 4 la place laissée vacante dans son sein
par le décés de M. Chasles,

En premiére ligne. . . . . . . .. M. Cammre Jorpax.

En deuxieme ligne, . . . . . . .. M. Gasroy Dareoux.

En troisieme ligne, . . . . . ... M. LAGUERRE.

En quatriéme ligne, ex =quo et par | M. Harpnex.
ordrealphabétique. . . . .. . . | M. Maxxuem,

M. %pnm.r,‘
M. Ewne Picagn.
M. Porxcang.

En cinquiéme ligne, ex mquo et par ‘
ordrealphabétique. . . . . . . ..

[Comptes Rendus, 1881, t. 93, p. 849] :
: NOMINATIONS.

L’Académie procéde, par la voie du scrutin, 4 la nomination d'un
Membre qui remplira, dans la Section de Géométrie, la place - laissée va-
cante par le décés de M. Chasles.

Au premier tour de scrutin, le nombre des votants étant 55,

. M. Jordan obtient. . . ... ... 33 suffrages.
M. Maonheim » ... ... 21 ®
M. Darboux B E »

M. Joroax, ayant réuni la majorité absolue des suffrages, est proclamé
élu. Sa nomination sera sonmise 4 'approbation du Président de la Répu-
blique.

En 1883, Jordan est nommé au collége de France au poste laissé vacant par le décés de Liouville,
[Comptes Rendus, 1883, t. 96, p. 221] :

NOMINATIONS.

L'Académie procéde, par la voie du scrutin, 4 la formation d'une liste
de deux candidats, qui doit étre présentée & M. le Ministre de I'Instruction
publique, pour la chaire de Mathématiques devenue vacante au Collége
de France, par suite du décés de M. Liouville.

Au premier tour de scrutin, destiné A la désignation du premier candidat,
le nombre des votants étant 4g,

M. G. Jordan obtient . . . . 41 suffrages
M. Laguerre » ... b »
1y a trois bulletins blancs.

Au second tour de scratin, destiné 4 la désignation du second candidat,
le nombre des votants étant 41,

M. Laguerre obtient. . . . . 41 suffrages.

En conséquence, la liste adressée par I'Académie 4 M. le Ministre de
I'Instruction publique comprendra :

En premiére ligne. . . . . . M. C. Jompax
En seconde ligne. . . . . . M. LacuErre
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Frobenius, communication entre des théories comme I'arithmétique et la
théorie des groupes. L'étude d'une communication entre des cultures
mathématiques est indissociable du contexte historique plus général des
relations franco-allemandes a I'époque des canons Krupps et de fusils
Chassepots et I'ambition sera de saisir tout a la fois les questions
mathématiques suscitées par la controverse et les facteurs culturels qui les
accompagnent. Les idéaux disciplinaires de Jordan et de Kronecker mis en
évidence au chapitre premier sont étudiés dans le contexte d’une époque ou "les
conditions propres a chaque pays et la prise en charge par les Etats de la
formation des mathématiciens a une échelle bien plus grande qu’auparavant
expliquent aussi I'existence de spécificités régionales ou nationales dans le
développement mathématique" [Goldstein, 1996, 17]. L’ambition de Jordan de
réorganiser une théorie développée par des "géometres berlinois" fera I'objet
d'une réflexion sur les spécificités locales du développement mathématique.
D’un point de vue institutionnel, la description historique des travaux
berlinois sur les formes bilinéaires participe de celle de l'identité d'une
communauté, héritiere de réformes universitaires dont la nouveauté tient
surtout au fonctionnement des séminaires portant un enseignement par la
recherche et favorisant I'abandon du domaine des mathématiques élémentaires
et des mathématiques appliquées [Schubring, 1996] ; l'opposition des idéaux
disciplinaires de Jordan et Kronecker porte un éclairage sur ce qui est souvent
décrit comme le programme d’arithmétisation de "I’école de Berlin" dans le
contexte d’un déplacement du centre de gravité de la production scientifique
de Paris & Berlin dans les années 1840-1860 (?).

2 De nombreux acteurs contemporains comme Hermite ou Smith font état de ce déplacement. Voir
a ce sujet Gispert [1991].
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ENCART 3.
Quelques éléments sur la famille Jordan.

Né le 5 janvier 1838 a la Croix Rousse, Jordan est issu d’une famille de notables lyonnais
[Lebesgue, 1922, XV-XVI] (%) :
Camille entra au lycée de Lyon dans la classe de mathématiques spéciales ; en 1885, a 17 ans
et demi, il fut recu premier a I’Ecole Polytechnique. Le jury était composé de Didion, Hermite,
Lefébure de Fourcy, Serret et Wertheim ; Serret en particulier, avait la réputation d’étre fort
difficile, il donna cependant la note de 19,8 sur 20 au jeune Camille. Ceci nous montre la valeur
exceptionnelle du candidat Jordan, et aussi les illusions que se faisaient Serret sur la précision
de ses examens.

A sa sortie de I’école des mines et aprés la soutenance de sa thése de doctorat en 1861, Jordan
débute une carriére d’ingénieur, d’abord a proximité de Lyon puis a Paris, sur la ligne de chemin
de fer d’Orléans.
Cet encart aborde le contexte familial de Jordan, contexte volontiers mis en valeur par les
biographes (%), et qui n’est pas sans lien avec la métaphore familiale employée par
I’historiographie des années 1960 qui voit en Jordan I'un des péres de la théorie des groupes
([Dieudonné, 1961], [Julia, 1961]). Le pere de Camille Jordan, Esprit Alexandre, est
polytechnicien et ingénieur des ponts et chaussées. Sa meére, Joséphine, est la fille d'un
ingénieur en chef des mines et la sceur du peintre symboliste Pierre Puvis de Chavannes.
[Bertin, 1922] :
Jordan a été un honnéte homme, un grand honnéte homme dans toutes les acceptions du mot.
Il a continué a Paris, dans le méme quartier de Paris, la tradition des philosophes chrétiens et
des penseurs, auxquels est due la renaissance du catholicisme parisien au commencement du
siecle dernier.

La forte tradition catholique de la famille Jordan est représentée par la figure du grand oncle,
également nommé Camille Jordan (1771-1821), politicien de la restauration et champion des
libertés religieuses. Dés son élection au conseil des cing-cent, assemblée législative de la
convention de I'an Ill, le grand oncle se fait I’ennemi de la constitution civile du clergé, il
prendra part au soulévement de Lyon contre la convention [Sainte Beuve, 1884, 258]. Sous la
restauration, C. Jordan sera appelé au conseil d’état par Louis XVIII et élu député. Dans le
portrait qu’il dresse de C. Jordan, au travers de sa correspondance avec Mme de Staél, Sainte
Beuve illustre le catholicisme du grand oncle par son action en faveur du rétablissement des
sonneries des églises [Sainte Beuve, 1884, 256] :
Il eut beau dire, le lendemain de son Rapport I'incrédulité philosophique prit sa revanche : on
le chansonna, on attacha a son nom des sobriquets burlesques, des refrains et des carillons en
maniere de charivaris.
Par exemple, il y eut le Din, din, dindon, vaudeville, dédié a Camille Jordan. En voici le
dernier couplet :
Tu vas donc pour ta récompense,
Jordan-bourdon,
Te dire : 1l n’est clocher en France,
Ni clocheton,

1 Une étude détaillée de la famille Jordan, du XVI® au XX® siécle, a été réalisée sous la forme d’une monographie
par Augustin Jordan, petit fils de Camille Jordan, voir [A. Jordan, 1983] .

2 Voir en particulier la biographie prononcée a I’occasion de I'élection de Lebesgue au siége de Jordan & I’Académie
[Lebesgue, 1922], I'hommage de Henri Villat qui prend la succession de Jordan a la direction du Journal de
Mathématiques [Villat, 1922, 1]. Voir également I’éloge prononcé par Bertin, président de I’Académie a la mort de
Jordan [Bertin, 1922], celui de Hardy a I’Académie de Londres [Hardy, 1922] et I'introduction de Julia aux
ceuvres complétes de Jordan [Julia, 1961].
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I. SIMPLICITE ET REDUCTION CHEZ JORDAN.

L’objet de cette partie est d’expliciter I'argument de simplicité employé par
Jordan lors de la querelle de 1874 a I'aide des méthodes élaborées pour I'étude
des groupes de substitutions dans les années 1860-1870. Les encarts 4, 5 et 6
proposent des études détaillées de travaux de Jordan et viennent appuyer les
arguments portés dans le corps du texte. L’encart 5 est notamment consacré a
la démonstration par Jordan du théoréme de la réduction canonique des
substitutions.

1. Un contexte dapplication" par Jordan des méthodes

de la théorie des groupes entre 1870 et1880.

La querelle de 1874 intervient a une charniére de la carriere de Jordan qui,
dans les années 1870, se détache progressivement de sa profession d’ingénieur
des mines pour venir occuper des positions institutionnelles clés des
mathématiques parisiennes (un état civil de Jordan est inséré en encart 1 et
I'encart 2 donne quelques éléments sur la famille Jordan). Délégué suppléant
du département des travaux publics aux examens de fin de cours de I'école
impériale polytechnique a I'ét¢é 1870 (°), Jordan est nommé examinateur
d’analyse le 26 juin 1873 (%), il succéde a Hermite dans sa charge de professeur
d’analyse le 24 novembre 1876 (°) et cesse officiellement son service
d’ingénieur en chef sur le Paris-Orléans le 4 ao(t 1886 (°). Jordan postule &
I’académie des

3 Lettre de la 4° direction du ministére de la guerre (génie) au général commandant de I’école

polytechnique du 20/6/1870 [VI, 2.a. 2.X1855].

Durant la guerre de 1870, Jordan est mobilisé comme capitaine du génie, [A. Jordan, 1983, 178] :
[....] il demande et obtient de son ministre, en février 1871, I’autorisation de prendre la direction d’un
des ballons a hélice de I’amiral Labrousse pour tenter un voyage aller et retour entre Paris assiégé et la
province. A son vif regret, ce projet n’eut pas de suite du fait de la mauvaise volonté et de la grossiéreté
d’un certain M. Godard dont le concours était indispensable.

4 Décision du président de la république du 26 juin 1873. Lettre de la 4° direction du ministére de la
guerre (génie) au général commandant de I’école polytechnique du 27/6/1873 [VI, 2.a. 2.X1855].

® Décret du président de la république du 24/11/1876. Lettre de la 4° direction du ministére de la
guerre (génie) au général commandant de I’école polytechnique du 27/11/1876 [VI, 2.a. 2.X1855].

® Lettre de la 4° direction du ministére de la guerre (génie) au général commandant de I'école
polytechnique du 4/8/1886 [VI, 2.a. 2.X1855] :
Général, Mr le Ministre des travaux publics vient de m’informer que, par suite de la
réorganisation du service du contrdle de I'exploitation de chemins de fer de Paris a
Orléans en prolongements, M. Jordan ingénieur en chef des mines cessera d’étre attaché
a ce service.
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D’ou ne retentisse mon nom...
Din din, din din / dindon dindon.
Il courut contre lui nombre de chansons pareilles, également plates, et qui n’avaient que le
refrain. J’en fais grace.

La tradition catholique reste forte au sein du foyer fondé par Camille Jordan et Isabelle Munet.

[Villat, 1922, 1] :
Sans aucune ambition autre que celle de la Science et I’enseignement, c’est dans la vie intime
de la famille, que l'illustre savant sut trouver le vrai et durable bonheur. Il s’était marié en
1862 avec M" Isabelle Munet, dont il eut huit enfants, six fils et deux filles ; vingt-cing petits
enfants et trois arriére-petits-fils étaient venus accroitre cette grande et belle famille ; le
dernier né datait du 12 janvier 1922 [...]. [Jordan] avait vu disparaitre une fille en 1912.
D’autre part, on devine qu’a une telle famille, ot le sentiment du devoir et le culte de la Patrie
trouvaient un foyer nombreux et ardent, la guerre qui nous fut imposée devait faire payer un
lourd tribut : trois fils et I'ainé de ses petits-fils sont tombés au champ d’honneur pour le
triomphe de la liberté ! Le capitaine d’artillerie Charles Jordan, tué en septembre 1914 ; le
capitaine de zouaves Pierre Jordan, en novembre de la méme année ; le sergent Louis Jordan,
en juin 1915 ; Il'aspirant Camille Jordan en février 1916 ; tous les quatre dans des
circonstances héroiques. En 1918, enfin, Jordan eut la douleur de perdre la compagne qui avait
été I’ame de son foyer. Dans ses convictions religieuses, auxquelles il était depuis son enfance
profondément attaché, il sut trouver un réconfort et un appui [...].

Parmi les nombreuses ceuvres catholiques de C. Jordan, on peut citer I'exemple du don de I’hétel
de Rambuteau, propriété de la famille d’Isabelle Munet, a I'archevéque de Paris [A. Jordan,
1983, 184]. Isabelle Munet est issue d’une famille enrichie par le commerce de coton dans les
colonies et ayant diversifié ses investissement dans la banque, la construction de ponts et la
propriété d’'un domaine de 300 hectares dans le Gard, le domaine de Reyranglade. Le domaine
sera par Camille Jordan qui obtient de la compagnie de navigation du Rhéne la permission de
pomper dans le fleuve avec une machine a vapeur afin de constituer un vignoble [A. Jordan
1983, 184].

L’attachement de Jordan & sa famille s’illustre encore par la maniére dont il use de sa position
d’académicien pour publier les Icones, ceuvres de son oncle botaniste, Alexis Jordan [Comptes
Rendus, 1902, 94] :

M. C. Jorpax présente & I'’Académie un exemplaire des « Icones » de
M. Alexis Jordan, Ouvrage en partie posthume, qui vient d’étre édité
jar ses soins :

« Les études de M. Alexis Jordan sur la Botanique systématique I'avaient
imené & ce résultat : qu'un grand nombre d’espéces linnéennes sont, en
-6alité, des agrégats de types distincts, dont les différences, peu sensibles
i premiére vue, sont néanmoins constantes et héréditaires.

» Cette conclusion était fondée sur une série d’expériences de culture,
ooursuivies avee persévérance pendant plus de cinquante ans. A chaque
zénération, les plantes étaient dessinées et décrites. Ces dessins, au
aombre de plus de douze mille, et les diagnoses qui les accompagnent,
sont actuellement dans la bibliothéque de la Société botanique de France,
2 la disposition des savants qui désireraient les consulter.
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sciences des 1871 et est élu a la suite du décés de Chasles en 1881; en 1883 il
remplace Liouville au College de France. En 1885 Jordan prend la direction du
Journal de mathématiques pures et appliquées & la suite de Résal (*).

Cette évolution de carriére est indissociable d’une évolution profonde des
travaux mathématiques de Jordan. Aprés une premiére période consacrée a la
théorie des substitutions et a quelques autres domaines comme la géométrie
algébrique ou la topologie, les années 1870-1880 voient les recherches de
Jordan prendre une nouvelle envergure par une diversification qui se nourrit
de la capacité du savant a appliquer les notions et méthodes développées pour
la théorie des groupes a des domaines variés comme les systemes d’équations
différentielles linéaires [1871], la théorie des formes bilinéaires et quadratiques
[1872-1875] et l'intégration algébrique des équations différentielles [1875-
1878]. Or les notions et méthodes de la théorie des groupes ne viennent pas
seules dans les applications et le regard critique de Kronecker révele les idéaux
implicites qui les accompagnent sur le réle de I'algébre. La "simplicité" est le
terme clef qui caractérise les idéaux issus des travaux de théorie des groupes
de Jordan.

Paradoxalement, alors que Jordan revendique constamment la simplicité de ses
méthodes, Hermite qualifie en 1874 de "tellement difficile et tellement pénible"
la lecture des travaux de Jordan (). Malgré le succés rencontré par la
publication du Traité des Substitutions, félicité par les plus grands savants
européens comme Borchardt dont un extrait d’'une lettre adressée a Jordan le
9/4/1870 est cité ci-dessous

C’est un monument "aereperennius" que vous vous étes érigé dans lequel
I'immense travail nécessaire pour réunir dans un seul ensemble toutes ces
recherches et la sagacité que vous y avez déployé se disputent la préférence
[....]. [Borchardt, 1870, VI, 2.a. 2.X1855, N12].

Malgré I'attribution du prix Poncelet au traité par I’Académie en 1873 (°), la
scéne parisienne résonne de "bruits défavorables" sur les travaux
mathématiques de Jordan, critiqués comme "inintelligibles" et comme n’ayant
" sans doute pas la portée qu’on leur attribue”. En témoignent les inquiétudes
nourries par Jordan pour sa candidature de 1875 a la section de géométrie et
qui font l'objet d'une lettre adressée a Hermite le 2 décembre 1874 (les
différentes candidatures de Jordan a I'Académie sont présentées en encart 2) :

" Jordan joue un rdle dans I’examen des mémoires publiés par le Journal de mathématiques dés
I’évincement de Liouville et la prise de fonction de Résal en 1874 (lettre de Resal a Jordan du
19/3/1875 [VI, 2.a. 2.X1855, N42]). L'évincement de Résal en 1881, semble une conséquence du
mécontentement de Bertrand, voir a ce sujet [Zerner, 1991].

8 C’est d’ailleurs de I’étranger que viennent les premiéres distinctions attribuées a Jordan, comme
la nomination le 27/1/1870 comme correspondant de I'Institut Lombard des sciences et des lettres
sous la pression de Brioschi, Casorati et Cremona (lettre de Cremona a Jordan du 9/2/70 [VI, 2.a.
2.X1855] )

 Voir [Comptes Rendus, 1873, t. 76, 1302] et, dans la correspondance Jordan, les félicitations de

Cremona le 19/12/1869, de Borchardt le 9/4/1870, de Puiseux, de Clebsch et de Cayley [VI, 2.a.
2.X1855].
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ENCART 4.

La forme canonique et le groupe linéaire dans la synthése du
Traité des substitutions de Jordan.

La forme canonique des substitutions linéaires est énoncée en 1870 pour les groupes linéaires
opérant sur p" variables ou "lettres” modulo p (%). Elle doit son origine & une suite de travaux
publiés par Camille Jordan a la fin des années 1860, s’inscrivant dans le programme impulsé
par les travaux de Galois [Julia,1961, 1]. Les recherches de Jordan des années 1860
montrent une élaboration progressive de la pensée de Camille Jordan et donneront lieu a la
synthese présentée par le Traité des substitutions de 1870 et dans laquelle, a I'inverse de la
chronologie historique, les propriétés des groupes sont développées en premier et les
problémes de résolubilité des équations présentés comme domaine d’application dans le
dernier livre du traité (*). Cet encart est consacré au role de la forme canonique des
substitutions et du groupe linéaire dans l'entreprise de synthése des travaux éparts de
théorie des groupes qu'est le Traité des substitutions (°). L’encart 5 s’attache quant a lui a
préciser le contexte antérieur des travaux de Jordan des 1860 et s'attache a la genése des
notions et méthodes présentées dans le traité de 1870.

La maniére dont est introduite le groupe linéaire au deuxiéme chapitre du "Livre Il, Des
substitutions” est I'exemple parfait du caractére synthétique du Traité de 1870 : la structure
abstraite du groupe linéaire bénéficie d’'une étude systématique, Jordan détermine son ordre,
ses éléments générateurs, ses facteurs de compositions et ses classes de similitudes. Le
théoréme principal du chapitre est la réduction d’une substitution linéaire a sa forme
canonique.

e L’origine" du groupe linéaire dans le Traité : un probléme de représentation.

La notion de substitution est introduite au livre deuxiéme du Traité des substitutions aprés un
court préliminaire sur les congruences [Jordan, 1870, 21] (°) :
On donne le nom de substitution a I’'opération par laquelle on intervertit un certain nombre de
choses que I'on peut supposer représentées par des lettres a b, ....

La premiére représentation des substitutions proposée par Jordan consiste a écrire une
substitution S comme un produit de cycles [1870, 21] :
Mettant les cycles en évidence, on pourra désigner la substitution S par la notation
S= (ab...k)(@'b’...k)(@"... k”)...

Deux substitutions dont les représentations ne coincident pas ne seront pas dites identiques
mais "semblables" [1870, 23]
Soient A et B deux substitutions. Formons la substitution BAB ; nous I'appellerons la
transformée de A par B.

3 En termes contemporains, les substitutions sont définies sur un corps fini et le Traité des substitutions donne le
premier énoncé général de la forme canonique des automorphismes d’un espace vectoriel de dimension fini sur Fp.

4 Un groupe, pour Jordan, est ce que nous appellerions un groupe de permutations et désigne donc toujours, en
1870, un groupe fini.

® Les termes en gras sont définis de maniére contemporaine dans le glossaire de théorie des groupes donné en
annexe 2.

® Par rapport a la définition contemporaine des substitutions -éléments du groupe symétrique o, des bijections
d’un ensemble de cardinal n- la définition de Jordan considére toujours a la fois une substitution et son action sur
un ensemble fini, cet ensemble représentera les racines d’une équation algébrique lorsque seront abordés les
problémes de résolubilité par radicaux.
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Veuillez m’excuser si je prends la liberté de vous importuner encore en vous
renouvelant ma demande d’audience malgré le désir que m’aviez manifesté de
ne vous occuper de cette affaire que lorsque les cours de I'école polytechnique
seraient terminés. J’'apprends en effet de M. Fremy [le président de I’Académie
pour I'année 1875] qu’il a I'intention de proposer a I’'académie de pourvoir a la
vacance [du poste de Bertand a I'Académie] dans les délais strictement
réglementaires, c'est-a-dire trés prochainement. D’autre part, je n’ai pas pu
encore obtenir un soutien d’aucun des membres de la section auxquels je me
suis adressé, bien qu’ils déclarent tous gu’ils ne sont pas au courant de mes
titres. Enfin j’apprends que I'on commence a dire ¢a et la que mes travaux sont
inintelligibles, et n'ont sans doute par la portée qu’on leur attribue. Vous
m’avouerez qu’une semblable condamnation sans examen serait un procédé
trop commode pour se débarrasser d’un candidat. Permettez-moi donc de faire
appel a votre bienveillante équité. Vous seul avez I'autorité nécessaire en ces
sujets difficiles, pour imposer silence a ces bruits défavorables, et me faire
rendre la justice qui est due a tous. si vous avez la bonté de m’accorder deux
heures d’entretien sérieux, je ne doute pas qu’il me soit facile de vous édifier
pleinement sur I'authenticité et la valeur de mes découvertes.

Je n’ai d’ailleurs pas besoin d’ajouter que je resterais a votre disposition pour
tous les éclaircissements ultérieurs que vous voudriez bien me demander.
Veuillez agréer, Monsieur, I’expression de mon respect.

[Jordan, 1874, VI, 2.a. 2.X1855, N36].

La réponse d’Hermite est restée célébre :

Monsieur,

L’étude de vos travaux est tellement difficile et tellement pénible que mes
devoirs présents me la rendent impossible. Votre mise en demeure de
I'entreprendre cependant, sur le champ m’oblige de vous déclarer que si vous
récidivez a me la faire parvenir par ceux de vos amis qui sont membres de
I’Académie j'y réponds en envoyant immédiatement ma démission de membre
de I'Institut.

[Hermite, 1874, VI, 2.a. 2.X1855, N37].

En cette fin d’année 1874, la controverse avec Kronecker qui s’acheve jette une
ombre sur la carriére de Jordan. Elle constitue notamment une des origines des
relations tendues entre Jordan et Hermite et ce dernier refuse d’accéder a la
demande de Jordan de traduire les mémoires de Weierstrass de 1858 et 1868,
cette tAche sera attribuée a Laugel (traducteur de Riemann en 1898) (*° ) :

Monsieur et cher Confrére, Je m’empresse de vous faire savoir que c’est au fils
de M. Laugel dont vous avez du lire les nombreux et intéressants articles
publiés dans la Revue des deux mondes [.....] qu’a été confié la traduction des
articles de M. Weierstrass.

[Hermite, VI, 2.a. 2.X1855].

0 |a lettre d’Hermite n’est pas datée et la traduction de Laugel n’a pas été retrouvée. Une autre
origine des relations tendues entre Jordan et Hermite est probablement a attribuer au soutien
apporté par Bertrand a Jordan des la candidature de 1875 a I’Académie. Voir les critiques portées
par Hermite sur Bertrand citées par Martin Zerner in [Zerner, 1991].
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THEOREME. — Les cycles de la transformée B™AB sont respectivement composés du méme
nombre de lettres que ceux de A, et chacun d’eux s’obtiendra en remplagcant chacune des lettres
du cycle correspondant de A par la lettre que B lui fait succéder.

La représentation d'une substitution comme produit de cycles o = I, y; ne rend pas directement
compte de la définition méme des substitutions comme bijections d’un ensemble & n éléments;
au contraire de la "représentation analytique" a laquelle Jordan consacre le premier paragraphe
du chapitre Il intitulé "Des substitutions linéaires" [1870, p.88] (") :
Soit S une substitution quelconque entre k quantités, que nous supposerons désignées par une
méme lettre |, affectée des indices 0,1,..., k-1 ; si S remplace, en général, la lettre I, par une
lettre lgy [@(X) étant une certaine fonction de x], on pourra convenir de désigner S par le
symbole suivant :
S=|x @(x)|

Jordan ne se satisfait pas d’une représentation analytique définie par une "certaine fonction" @
de x et recourt a la formule d’interpolation de Lagrange pour représenter ¢ par une "fonction
entiere du degré k-1". Le probleme de représentation n’est pas résolu pour autant car "si I'on
fait le produit de deux substitutions [...] le polynéme [@(x)] ne se réduit plus au degré k-1". La
représentation des substitutions par des polyndmes pose probléeme car le degré, que I'on aimerait
fixer a k-1 -le nombre d’éléments & permuter- n’est pas stable pour le produit des substitutions.
La résolution de ce probléme, attribuée par Jordan a Hermite, consiste a décomposer k en
facteurs premier et "lorsque k est un nombre premier p, on pourra remédier a ce défaut" (p.89)
en considérant la lettre x non pas comme appartenant a [0, ...,p-1] mais comme congrue a 0,..,p-1
modulo p (8). La relation xP = x [p] permet alors de réduire les degrés des produits de polyndmes
a des degrés inférieurs a p-1 [1870, p.91] :

Une substitution quelconque, remplagant Iy,

mettre sous la forme

... par une nouvelle lettre lyyy, ), yxy...)..., pourra se
[X,Y,... 0(GY,...), WXY,....),.. ],

@ et Y étant des polyndémes du degré p-1 au plus relativement a chacun des indices Xx,y,...

Cette méthode pourrait s’étendre, mais non sans complication, au cas ou k contiendrait

plusieurs facteurs premiers différents.

Le probléme de la représentation des substitutions vise a introduire les substitutions linéaires
auxquelles la "représentation analytique" donne une "forme" particulierement "simple" puisque
caractérisée par la seule donnée d'un systeme de coefficients a,b...a’,b’,.... [1870, 92]:
Ces derniéres substitutions, que nous représenterons indifféeremment par I'une ou lI'autre des
deux notations suivantes :
+ bx '+ ..
+ X'+ XX ax+bx L ax+h X+
forment évidemment un groupe, que nous appellerons le groupe linéaire au degré m" et dont
nous allons étudier les propriétés.

. Pour le mathématicien contemporain, la représentation fonctionnelle des substitutions est portée par leur
notation méme, noter o une permutation de o, fait référence a une fonction oeBij([1,...,n]) et sous entend la
relation fonctionnelle : 0 : i — a(j), parfois notée également :

( 1 2 n J
o=
o) o(2) .. o(n)

8 C'est-a-dire comme un élément de Z/pZ.
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L’année 1874 est une année de querelles et année charniere pour Camille
Jordan. Des travaux incompris, des méthodes contestées, des démonstrations
du Traité remises en cause (Jordan est tout prét d’entamer une seconde
querelle avec Netto, un éléve de Kronecker, dont un mémoire publié dans le
journal de Borchardt remet en cause la démonstration de Jordan du théoréme
de décomposition des groupes [Netto, 1874]) (*!), la situation de Jordan est
critique. Par contraste, au début des années 1880 Jordan devient I'un des
patrons des mathématiques parisiennes ; dans I'intervalle, et par opposition a
I'abstraction que ses contemporains associent a ses recherches sur les
substitutions, Jordan a diversifié ses travaux a des champs d’applications,
souvent par emploi de la forme canonique des substitutions (*?). L’application
de la forme canonique des substitutions aux formes bilinéaires, qui fonde la
guerelle de 1874 est donc indissociable de I’évolution de carriére de Jordan et
de sa volonté de voir ses recherches reconnues par la scéne parisienne.

11 s’agit du théoréme de Jordan — Hélder. La querelle est évitée par la médiation de Borchardt,
le directeur du journal qui a vu la publication du mémoire de Netto. Lorsque Jordan adresse a
Borchardt sa réponse aux critiques de Netto, il se plaint également des jugements portés par Netto
sur ses travaux dans les Fortschritte. Portant donc en partie sur des critiques publiées dans les
Fortschritte, la lettre de Jordan ne sera pas publiée dans le journal de Borchardt :
La seconde partie de votre note qui commence avec les mots "ce n’est pas d’ailleurs la
premiére fois que M. Netto s’occupe de moi" se rapporte a une critique contenue dans les
Fortschritte des Mathématiques qui m’est parfaitement étrangeére.
[Borchardt, 18/9/74, V1, 2.a. 2.X1855, N35].

2 |_es travaux de Jordan sur la période 1880-1905 seront notamment abordés au sein de I'étude
d'un corpus de travaux arithmétiques menée au chapitre 8.
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Des systemes de coefficients différents sont cependant susceptibles de représenter une "méme"
substitution linéaire ou plus précisément, des substitutions linéaires "semblables", le groupe
lindaire pose donc un probléeme de représentation spécifique consistant a déterminer les
conditions sous lesquelles deux systémes de coefficients a, b,...a’, b’,... et a, B,...,a", B,...
représentent des substitutions semblables [1870, p.97]:

Ces derniers coefficients étant en grande partie arbitraires, on pourra se proposer de les

déterminer de maniére a simplifier autant que possible I’'expression de la substitution A.

La méthode de résolution du probléme de la représentation des substitutions linéaires est de
"simplifier autant que possible I’expression de la substitution”. Au sein de I'architecture
synthétique du Traité, la question de représentation et sa méthode de résolution apparaissent
comme "toutes naturelles”, elles sont développées dés le premier paragraphe de la rubrique
intitulée Transformation des indices qui ouvre le chapitre consacré au groupe linéaire[1870, 97-
99].

e Laforme canonique comme représentation la plus simple.

L’énoncé de la forme canonique, sa démonstration et ses applications représentent I’essentiel du

contenu du chapitre consacré au groupe linéaire. Comme on I'a vu, cet énoncé est motivé par un

probléme de représentation dG a la non unicité de la "forme" d'une substitution, la notion de

"forme" d’une substitution correspondant a la notion de transformation linéaire : [1870, 137] :
On vient de voir que si deux substitutions A, A’ sont transformées I'une de I'autre par une
substitution linéaire, on peut donner a I'une d’elles la forme de I'autre par une transformation
d’indices convenable.

Parmi les différentes "formes" possibles d’une méme substitution linéaire A, Jordan recherche
celle permettant de "simplifier autant que possible I'expression de la substitution" [1870, 97 et
115]:
Soient G un groupe linéaire de degré p" (p étant premier) ; A [...] I'une de ses substitutions.
Proposons nous de la ramener, par une transformation d’indices, a une forme aussi simple que
possible.

La forme la plus simple est celle par laquelle A opére sur tous les "indices des lettres" comme
une multiplication par une "simple constante". La recherche d’une transformation linéaire des
indices "x, x', x”’, ..." en nouveaux indices y, y’, ... sur lesquels A opere comme une multiplication
par une constante K passe par la définition de la "caractéristique" de la substitution dont
Jordan démontre le caractere invariant par substitutions linéaires, elle "n’est altérée par aucune
substitution des indices" [1870, p.98 et 114] :
Nous donnerons le nom de caractéristique de la substitution A au déterminant
a-K a'

b b—-K ..|=0(mod.p)

ou K est une quantité arbitraire.
[...] Cette congruence, que nous appellerons congruence caractéristique de A, est du degré n, et
peut avoir jusqu'a n solutions différentes, Ko, Ky, ..., K,.1. Soient dans ce cas oo, fo,... 5 @,
Pu,... ;... les systétmes de valeurs correspondantes des «, f$,..., on verrait aisément que les
fonctions

Yo=aoX+foyt....., yi= X+ Ayt
sont distinctes. En les prenant pour indices indépendants, on rameénerait la substitution A a la
forme simple

[Yo,Y1,.-.. KoYo, Kiyi,...|
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2. Un regard rétrospectif sur les travaux de Jordan sur

la résolubilité des équations.

La note de 1873 qui déclenche la querelle s’inscrit au sein d'une entreprise de
diversification des travaux de Jordan par une application des méthodes de
théorie des groupes a différents domaines. Expliciter la position de Jordan sur
la théorie des formes nécessite donc un regard rétrospectif sur les recherches
sur les substitutions des années 1860 qui vont permettre a Jordan d’étre
considéré par ses successeurs comme un "grand algébriste" [Picard, 1922, VIII],
un précurseur incompris en son temps et isolé sur la scéne parisienne [Julia,
1961, VI] et, d’ailleurs, presque Allemand [Klein, 1928] (**).

A la mort de Jordan, en 1922, ses successeurs voient dans la publication du
Traité des substitutions de 1870 la consécration d’'un "grand algébriste" :

Mais c’est surtout dans la théorie des substitutions et des équations
algébriques que Jordan laisse une trace profonde. Dans un ouvrage
considérable sur les Substitutions, il a fait une étude approfondie des idées de
Galois, en y ajoutant des résultats fondamentaux [...] dont un des plus
importants est relatif aux facteurs de composition d’'un groupe. Ces études ont
permis a Jordan de résoudre un probléme posé par Abel, celui de rechercher les
équations de degré donné résolubles par radicaux et de reconnaitre si une
équation rentre ou non dans cette classe [...]. Tous les travaux de Jordan
dénotent une rare profondeur d’esprit et une extraordinaire puissance
d’abstraction. Il se jouait au milieu des discussions les plus subtiles sur des
concepts comme ceux de groupes ou de substitutions, se plaisant a aborder les
guestions dans toute leur généralité, comme s'il craignait que quelque
particularité I'empéchat de voir les vraies raisons des choses. Jordan a été
vraiment un grand algébriste; [...].

[Picard 1922, VIII].

13 Dans son introduction aux Euvres de Jordan, Julia écrit ainsi :
Longtemps Jordan a travaillé dans une solitude presque totale. Rares étaient ceux qui
pouvaient apprécier la valeur de son ceuvre. Aujourd’hui ses travaux sont plus actuels
que lorsqu’ils ont été écrits, on les voit dans leur vraie lumiére et avec leur véritable
portée. Dans cette lumiere, Jordan nous apparait, avec Galois et Sophus Lie, comme un
des trois grands créateurs de la théorie générale des groupes.
[Julia, 1961, VI].

Hélene Gispert précise ce constat, dans son étude de la production mathématique francaise a la

création de la SMF :
Les travaux frangais en algébre et en géométrie sont pour une grande part, et quelle que
soit leur qualité, dans le droit fil de la grande tradition francaise de la premiere moitié du
siecle. Mis a part Jordan, dont les recherches sont d’'une nouveauté et d’un apport
essentiel a la constitution de I’'algébre moderne et des nouvelles branches de la géométrie.
[Gispert, 1991, 37].

Hélene Gispert cite également les cours de Felix Klein sur le développement des mathématiques au

XIX® siécle :
In his book, Jordan wandered through all of algebraic geometry, number theory and
function theory in search of interesting permutation groups. His exposition is remarkably
unFrench, ponderous, almost German.
[Klein 1928, cité par Gispert 1991,37].

(traduction anglaise : Developpement. of Mathematics in the 19" century, 1979, Math. Sci. Press).
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Cette forme simple |yg,Y1,.... Koo, K1y1,...| ne peut cependant étre obtenue qu'a la condition que le
nombre de racines, y compris "les racines imaginaires"”, soit égal a n. Jordan démontre cependant
qu' il existe néanmoins toujours une forme canonique ou "forme la plus simple" des substitutions
méme en cas d'occurrence de racines multiples,1870, 127] :
THEOREME. —Soit
A = [x,X,... ax+bx’+..., a'x+b'X'+...,...|
une substitution linéaire quelconque a coefficients entiers entre n indices variables chacun de

0ap-1. SoientF, F, ... les facteurs irréductibles de la congruence de degré n
a-K a'
b b-K .. [=0(mod.p)
L,I’,...leurs degrés respectifs ; m, m’, ... leurs degrés de multiplicité ;
On pourra remplacer les n indices indépendants x, x’, ... par d’autres indices jouissant des

propriétés suivantes :

1° Ces indices se partagent en systemes correspondants aux divers facteurs F, F’,... et contenant
respectivement Im, I’'m’,... indices ;

2° Soient Ky, Ky, ..., Ki.1 les racines de la congruence irréductible F=0 (mod.p) ; les n indices du
systeme correspondant & F se partagent en | séries correspondants aux racines Ko, Ky, ...,Ki.1 ;

3° Les indices de la premiére série de ce systeme sont des fonctions linéaires des indices primitifs,
dont les coefficients sont des entiers complexes formés avec I'imaginaire K, ; ils constituent une
ou plusieurs suite Yo, Zo, Uo,..., Y'0, Z'o,-.- 5 ... (*) telles que A remplace les indices yo, Zo, Uo, ... d’une
méme suite respectivement par Koyo, Ko(Zo+Yo), Ko(Uo+20), ...

4° Les indices de la r+1%™ série sont les fonctions y, z,, Up...; Y'r, Z'n...;... respectivement
conjuguées des précédentes, que lI'on forme en y remplacant K, par K, ; A les remplace
respectivement par Ky, Ki(z-+yr), Ki(Ur+2zy,...5...)

Cette forme simple
Yo1Zo Ugsess y'o e Koy0’ Ko(Zo + yo)v Ko(uo + Zo)v--’ Koylo
Y1, Zg5Upsees yll e Klyl’ Kl(zl + Y10)v Kl(ul + 21)’---’ Klyll

a laquelle on peut ramener la substitution A par un choix d’indice convenable, sera pour nous sa
forme canonique.
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Qu’est ce qu’un "grand algébriste” en 1870 ? Le discours de Picard donne
quelques mots clés : "Galois", "Abel", "groupes”, "équations”, "abstraction",
"généralité". On pourrait ajouter le terme "méthode géniale de Galois" utilisé
par Henri Lebesgue pour caractériser la charniére dans I'histoire de I'algébre
gue représente le passage d’'une science des équations a une étude "abstraite"
des "groupes™:

Dans ses recherches, Jordan utilise la géniale méthode de Galois, dont le point
essentiel est I'introduction d’un certain nombre de substitutions, déja apercu
par Lagrange, que I'on peut attacher a chaque équation algébrique et dans
lequel les propriétés des équations se refletent fidelement. Mais pour savoir
observer dans ce miroir, il faut avoir appris a distinguer les diverses qualités
des groupes de substitutions et a raisonner sur elles. C’est ce qu’a fait Jordan
avec une habile ténacité et un rare bonheur ; dans son Traité des Substitutions
et des Equations algébriques, ou il a réuni et coordonné ses recherches, les
propriétés des équations dérivent tout de suite de celles des groupes de
substitutions.

Les principales qualités des groupes qui servent a Jordan son caractérisées par
les qualités transitif ou intransitif, primitif ou imprimitif, simple ou composé.
Le théoreme de Jordan sur la composition des groupes est le plus connu de tous
ses résultats, il entraine cette conséquence fondamentale : il n'y a pas lieu de
choisir entre les différents procédés de résolution algébrique d’une équation ;
ils sont tous équivalents et conduisent aux mémes calculs, a I’ordre pres.

[-]

Les résultats obtenus ont attiré I'attention de ceux qui avaient antérieurement
travaillé sur les différents sujets ainsi touchés par Jordan. Pour retrouver
autrement ces résultats, ou pour les prolonger, Klein, Geiser, Brioschi, Clebsch,
Cremona, Sylvester ont écrit des Mémoires qui ont haté la diffusion des
théoremes de Jordan et ont manifesté leur importance ; aussi avant méme
gu’il n’ait quarante ans, Camille Jordan est-il universellement considéré
comme I'un des tout premiers géomeétres de son temps.

[Lebesgue, 1923, XX-XXI].

Ce qui permet de voir les "vraies raisons des choses", c’est un "miroir" qui
"reflete” I'étude quantitative des équations en une algebre des "qualités",
comparée a une science de la nature [Lebesgue, 1923, XXIII]. Le Traité de
Jordan est présenté, dans [I'histoire écrite par ses successeurs, comme
matérialisant le "miroir" métaphorique symbolisant la mutation de I'algébre
par le "reflet" de deux théorémes:

Galois a démontré dans un mémoire célébre [...], que chaque équation
algébrique est caractérisée par un certain groupe de substitutions dans lequel
se refletent ses principales propriétés : proposition capitale qui fait dépendre la
théorie toute entiére des équations de celle des substitutions.

[-]

THEOREME Il. — Pour qu’une équation soit résoluble par radicaux, il faut et il
suffit que sa résolution se raméne a celle d’une suite d’équations abéliennes de
degré premier. [...] Autre énoncé du méme théoreme:

THEOREME I11. — Pour qu’une équation soit résoluble par radicaux il faut et il
suffit que ses facteurs de composition soient tous premiers.

[Jordan, 1870, 385].
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ENCART 5.
La méthode de réduction de Jordan :
la démonstration de la forme canonique des substitutions dans le Traité.

La méthode de Jordan est basée sur la correspondance suivante : a la décomposition d'un
polynébme, la "caractéristique", en facteurs irréductibles est associée une décomposition de
I’ensemble des "indices" par transformations linéaires.

Un point de vue contemporain préalable a I'étude de
la démonstration de Jordan.

En termes contemporains, cette correspondance s’interpréte comme une décomposition
d'un espace vectoriel fini sous I'action d’'un opérateur linéaire. La notion vectorielle
contemporaine impose cependant une interprétation géométrique absente de la pensée de
Jordan en 1870. Je recours cependant a I'interprétation géométrique contemporaine pour
introduire rapidement les calculs de Jordan. Premiére étape : aux racines du premier des
facteurs irréductibles du polyndme caractéristique, Jordan associe les sous espaces propres
maximaux et obtient par un changement de base une nouvelle écriture de la substitution.
La méthode est itérée a la restriction de I'opérateur au sous espace stable égal au
complémentaire de la somme des sous espaces propres déterminés a la premiére étape. On
obtient par itération une forme «triangulaire », il faut alors poursuivre la réduction en
regroupant les vecteurs de base par valeurs propres, pour former ce que nous appellerions
les sous espaces caractéristiques.

Je propose d’illustrer pas a pas la démonstration de Jordan par I’exemple d’une matrice a
coefficients dans F;; ayant des valeurs propres simples, multiples, réelles et complexes.

Le polynéme caractéristique , P(K) = (K?+4K+5)3(K+8)*(K+6, n'admet pas 5 racines
distinctes dans Fy;

2 40 4 0 0 0O0O

Soit A I'automorphisme de GLo(Fyy) 10 9 3 160 3 120 g g 0

. . 4 7 1 1 5

dont la matrice dans la base canonique 5 78 6 8 1 00 0

(ea-.. ) de (Fu)° est 8 085 9 9 987

10 0 3 10 0 8 8 0 8

2 70 7 01 310

1 78 7 0 5 3 3 3

2 78 8 0 6 3 3 3
2-K 4 0 4 0 0 0 0 0
Il faut alors considérer les 10 9-K 3 10 3 10 0 0 0
. 4 7 1-K 6 1 2 2 3 5
racines du polynéme 5 7 8 6-—K 8 1 0 0 0
caractéristique, 8 0 8 5 9-K 9 9 8 7
) . i 10 0 3 10 0 8-K 8 0 8
déterminant de : 2 7 0 7 0 1 3_K 1 0
1 7 8 7 0 5 3 3-K 3

2 7 8 8 0 6 3 3 3-K
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Jordan en vient, aux yeux de ses successeurs, a représenter lui-méme, a I’'age
de 32 ans, la nouvelle algébre de 1870 (**):

La théorie des groupes finis a été le sujet de prédilection de Jordan [...]. Son
ceuvre dans ce domaine est immense par le volume comme par I'importance, et
son influence sur les développements ultérieurs de la théorie ne peut guere se
comparer qu’a celle des travaux de Galois lui-méme. [...] Au moment ou
Jordan commence a écrire, la théorie des groupes est encore dans I’enfance, et
en fait ce n’est guére qu’avec la publication des son traité qu’elle accedera au
rang de discipline autonome.

[Dieudonné 1961, XVII].

Jordan fait sortir la théorie des groupes de I’enfance, et, si lI'on file la
métaphore familiale de Dieudonné, il est percu comme second pere de la théorie
des groupes ; aprés Galois, le géniteur, Jordan serait le guide qui fait gagner
I’age adulte [Julia, 1961, 1]. Mais au-dela de I'effet de style, que signifie que,
avant Jordan, la théorie des groupes "est encore dans I'enfance" ? Il s’agit de
célébrer la synthése du Traité des substitutions qui fait émerger des recherches
éparses inspirées par Galois les notions et méthodes essentielles d'une théorie
autonome des groupes (cette synthése est détaillée en encarts 4 et 6) (*°). Par
exemple, le chapitre Il du Traité est consacré au groupe linéaire, dont la
structure abstraite bénéficie d’'une étude systématique (ordre, éléments
générateurs, facteurs de composition etc.). Cette importance accordée au
groupe linéaire ne surprendra pas le mathématicien contemporain tant elle
parait naturelle et, précisément, faire accéder la théorie des groupes "au rang
de discipline autonome", c’est construire ce naturel qui fera tradition dans les
manuels du XX° siécle (*°). Avant la synthése de Jordan, les propriétés du
groupe linéaire ne sont que des méthodes particuliéres et éparses élaborées
pour la recherche des équations résolubles par radicaux, les substitutions
linéaires interviennent en effet dans un résultat essentiel, énoncé par Galois
sans démonstration :

Il [Galois] a partagé les équations irréductibles en deux grandes classes :
éguations primitives et non primitives.

Puis il a énoncé a I’égard des premiéres :

Le degré de toute équation primitive et soluble par radicaux est une puissance
d’un nombre premier.

Les substitutions de son groupe sont toutes linéaires.

[Jordan, 1867].

14 Jean Dieudonné donne un résumé en termes contemporains des travaux algébriques de Jordan a
I’occasion de la publication des ceuvres de Jordan en 1961.Voir aussi [Julia, 1961, I-1V].

'5 La capacité de Jordan a rassembler des recherches éparses en un traité synthétique se manifeste
également dans ses Cours d’analyse de 1893 dont Héléne Gispert a analysé le réle dans le
développement des fondements de I’analyse en France. Voir [Gispert, 1982]. C’est dans ce contexte
gu’est énoncé, dans le supplément au dernier tome de la premiére édition de 1887, le théoreme de
Jordan sur les courbes qui assure a Jordan une postérité d’analyste mise en valeur par la
biographie de Hardy [1922, XLV]. Au sujet de cet autre théoréme de Jordan, voir [Guggenheimer,
1977].

16 Jordan est le premier a consacrer une étude théorique au groupe linéaire dont I'importance
provient de problémes de résolubilité des équations et de fonctions modulaires. Le groupe linéaire
acquiert un role central dans les mathématiques au début du XXe siécle comme en témoigne la
parution du traité de Dickson en 1900, Linear groups. Voir a ce sujet le chapitre 7.
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® 1" étape de la démonstration.
Recherche d’une décomposition associée au premier facteur irréductible.

Jordan [1870, p.115] :

Exemple.
Décomposons le premier membre de la congruence en facteurs Le prel?‘nier facteur irréductible de P est
irréductibles. Soient F un des ces facteurs, | son degré : F étant F(K) =K2+4K+5. Il faut se placer dans
égalé a 0 (mod. p) donnera | racines imaginaires distinctes, I’extension de corps de degré 2, Fy(i).
Ko, KoP=Kj, ..., KP''=K,4, satisfaisant toutes la congruence Les deux racines conjuguées de F sont
KP'=K (mod. p) alors :
Ko = -2-ietle de K= -2+i =K.

Aux | racines "distinctes” d’un des facteurs irréductibles de degré | (tout polyndme irréductible a
coefficient dans un corps fini est séparable), Jordan associe | "fonctions linéaires" yo, Y'o,...
Il s’agit de chercher une base de I’espace propre associé

a chaque valeur propre K racine de F. Pour K, et K; les
A chaque valeur de K, tel que Ko, correspondront

un ou plusieurs systéemes de valeurs pour les

rapports des quantités oo, Po,..., en vertu des

relations (2). Si ces rapports sont completements Yo (4,2+K,,7,7,0,0,7,7,0).

déterminés, les diverses fonctions Y0 (0,9-Ko, 2-Ko, 24Ky, -2+K,, 9-Ko,0,2+K,, 9+Kop)
Yo= OloX+PoX'+...

correspondantes a la valeur K=Ky sont toutes des

multiples de I'une quelconque d’entre elles [...].

espaces propres sont de dimension 2.

A K, on associe les vecteurs propres :

A K; on associe les vecteurs propres :
Y1 (4, 2+K,, 7,7,0,0,7,7,0)
Y1 (0,9-Ko, 2-Ko, 2+Ko, 2+Ko, 9-Ko,0,2+Ko, 9+Ko)

Le changement d’indices donné par les systemes de A fonctions yy, y',... correspondant chacun a
une racine de F* permet une premiére étape de la réduction et I'écriture d’une “forme réduite”
[1870, p.117] :

Les fonctions Yo, Yo,-..5 -3 Yo Ypu--- 5 ... €tant toutes distinctes, peuvent étre prises pour indices

indépendants a la place d’un nombre égal des indices primitifs x, x’, ..., x". Cela fait, et m étant
le nombre de ces fonctions, la substitution se trouvera réduite a la forme :

Yo KoYo

Yo KoY

Y1 Ky

X" aMx™ +b"X™ L+ X " A"y, ey e+ B
m+1 m+1l,,m m+l,, m+1 m+l,,n-1 m+1 m+l, 0 m+1
X™ A X" +bMX ™ X A Y e Y e+ T Y 4

n-1 n-1,,m n-1,,m+1 n-1 n-1,, n-1
X bl X™ +. e X +d Ty e Y+ BTy

a1 X" + n-1,,n-1

Exemple. Un changement de base permet d’écrire

la matrice de la substitution A sous la forme :
Ko 0 0 0 O 0 0 0 0)Y
0 K, 0 0 O 0o 0 0 O
0 0 K, 0 8 10+8K,-K,) 10 10 9|Y
0 0 0 K, 8 10+3(K,-K,) 10 10 9 y
0 0 0 0 1 8 9 8 7/°
0 0 O o0 8 9 8 0 8¢
0 0 0O 0 O 1 3 1 0]¢
0 0 0 o0 3 5 3 3 3¢
0 0 O 0 8 6 8 2 2)4
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On sait depuis Galois et Abel a quelles conditions I'équation générale du n®
degré est résoluble par radicaux et les travaux de Jordan concernent la
question de la détermination de toutes les équations résolubles particuliéres,
question que les mathématiques contemporaines sont loin d’avoir résolues.
Jordan développe une méthode théorique de construction des groupes
résolubles maximaux du groupe des substitutions. Cette méthode, une
"machinerie”, une "gigantesque récurrence sur le degré N de I'équation”
[Dieudonné, 1970, 168] procéde d’une réduction du "genre" du groupe du
général au particulier : la recherche des groupes résolubles généraux est
réduite a celle de groupes particuliers définis par des "qualités”, ce sont
successivement les groupes "transitifs", "primitifs" puis "linéaires" (les
méthodes et travaux de Jordan sont présentés en encart 6). Le groupe linéaire
doit son "origine" & son rdle dans la suite de réductions du probléme général et
le traité de 1870 organise les propriétés des substitutions linéaires dégagées
par Jordan en un tout théorique et autonome (le caractére de synthése du
Traité est illustré en encart 4 par le réle qu'y jouent la forme canonique et le
groupe linéaire, I'encart 6 présente l'origine du groupe linéaire dans le contexte
de la recherche des équations résolubles). Parmi ces propriétés, I’exposé de la
forme canonique des substitutions illustre le nouveau caractére théorique de la
notion de groupe : d’abord élaborée comme une méthode particuliére pour les
recherches sur la résolubilité des équations, la forme canonique est présentée
par le Trait¢ comme une réponse a une question naturelle de la théorie du
groupe linéaire : "simplifier autant que possible [I'expression d’une
substitution" [Jordan, 1870, 97] (la démonstration du théoréme de réduction
canonique est commentée en encart 5).
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e Une lacune dans la démonstration de Jordan.

La discussion qu’entreprend Jordan sur les fonctions linéaires yo, y'o est ambigué et la question
de la multiplicité des racines crée des difficultés et des confusions. Jordan prévoit la possibilité
d’associer plusieurs "fonctions indépendantes” y;, y’;,..." @ une méme racine K;, ce qui permet
d’envisager la présence de racines multiples [1870, p. 115] :
[...] mais il peut arriver que le systeme des relations (2) présente quelque indétermination ;
méme en cas, il est clair que les diverses fonctions y relatives a cette valeur K seront toutes des
fonctions linéaires d’un certain nombre d’entre elles, yo, y'o,... Qui soient distinctes, c’est a dire
qui ne soient liées entre elles par aucune relation linéaire
roYo+roy’o+...= 0 (Mod.p),

Dans le méme temps, le polyndme F dont K; est une racine est irréductible et par conséquent ses
racines sont distinctes (°). Implicitement, le polynéme considéré n’est donc pas F mais une
puissance de F de la forme F*. Mais quelle est alors la valeur de A ? Contrairement & la méthode
des diviseurs élémentaires de Weierstrass, la démonstration de Jordan ne répond pas a cette
question (I'encart 8 présente la maniére dont Hamburger emploie les notions de Weierstrass pour
remédier aux ambiguités de la démonstration de Jordan). Jordan ne peut déterminer la valeur
de A qu’a posteriori ce qui implique un raisonnement circulaire car la démonstration de Jordan
suppose la bonne puissance F* donnée a priori par la décomposition en facteurs irréductibles.
Jodan définit la valeur de A, a posteriori donc, en utilisant la propriété selon laquelle "les
fonctions que A multiplie par K, sont les conjuguées de celles qu’elle multiplie par Ky" [Jordan,
1870, 116] (*°), qui implique que le nombre des systémes de "fonctions indépendantes” " y;, y'i,..."
est le méme pour chaque racine K; d’'un méme facteur F de la "caractéristique” [1870, 118] :

Soit A le nombre de fonctions distinctes yo, Y’, ... la substitution A a pour congruence

caractéristique

a —K b" o
m+1 bm+l _ K Cm+1
(Ko-K) (Ki-K)>... & ! ! =0.
n-1 n-1 n-1
a, b, . ¢ =K

[...] donc son premier membre était divisible par F*

En termes contemporains.
Pour I’'exemple par lequel j'illustre le texte de Jordan, deux espaces
de dimensions deux <y, Yyo= et <y;, y’;= correspondant aux
racines Ko et K; du facteur irréductible F(K) =K?+4K+5. Pour
suivre la démonstration de Jordan, il est nécessaire de prendre pour
premier facteur, non pas F(K) mais

F2(K)=(K2+4K+5)2
En termes contemporains, A est la dimension caractéristique de la
racine K; et ne correspond pas nécessairement a la multiplicité de K;.
La structure de la décomposition en puissances de facteurs
irréductibles n’est en effet pas donnée par la structure arithmétique
du polynéme caractéristique F mais par I'action de I'opérateur sur
I’espace.

® Tout polynéme irréductible & coefficient dans un corps fini est séparable.

1 En termes contemporains, les sous espaces propres correspondants a des valeurs propres distinctes sont
conjugués entre eux.
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3. Unidéal de simplicité et une méthode de réduction.

L’expression "simplifier autant que possible" associée par Jordan au probleme
de la réduction canonique des substitutions manifeste déja I'idéal de simplicité
qui sera opposé a Kronecker en 1874 et qui s'avere une composante essentielle
de cette mathématique des qualités qui, pour Lebesgue, caractérise le Traité des
substitutions. Si le traité de 1870 est encore structuré par la question de la
résolubilité des équations qui constitue son aboutissement, il manifeste
également le caractére autonome de la théorie des groupes par la synthese avec
laquelle Jordan élabore les notions et méthodes venant appuyer sa recherche
des groupes résolubles généraux. Face a une question si générale, Jordan met
en ceuvre une méthode de décomposition, de "réductions" successives du
probléme, normée par un critére de simplicité. Les qualités attribuées aux
groupes correspondants aux étapes successives de la réduction - transitifs-
primitifs-linéaires-symplectiques etc.- correspondent aux maillons les plus
simples de la chaine de réduction. Cette idée de décomposition en une "suite" de
maillons les "plus simples"” est au cceur des deux résultats essentiels que sont le
théoréme de décomposition des groupes (Jordan-Hdélder) et le théoréeme de
réduction a une forme canonique (la méthode de réduction de Jordan est
commentée sur I'exemple de la démonstration de forme canonique en encart 5) :

Soient G un groupe linéaire de degré p" (p étant premier) ; A [...] 'une de ses
substitutions. Proposons nous de la ramener, par une transformation d’indices,
a une forme aussi simple que possible.

[...] Cette forme simple

Yo1ZgsUgseens Yoo KoY, Ko(Zo +¥0) Ko (Ug +25),., Ko Yo
YirZyUppes Yo KoY Ki(Zg +Y50) Ky (U +20),00, Ky YY

a laquelle on peut ramener la substitution A par un choix d’indice convenable,
sera pour nous sa forme canonique.
[1870, 115 et 127].

Lorsque, comme nous l'avons vu au chapitre 2, Jordan répond aux questions
posées par I'astronome Yvon-Villarceau sur la stabilité des petites oscillations,
sa résolution de I'intégration des systémes d’équations linéaires a coefficients
constants participe de la méme méthode de décomposition d'un probleme
général en une suite de problémes simples (*'):

7 Cet extrait du mémoire de Jordan de 1871 a déja été cité au chapitre 2, une seconde citation est
proposé ici afin den appuyer une nouvelle lecture.
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2% étape. Itérations successives de la méthode précédente.

La forme par laquelle Jordan représente les substitutions linéaires contient en elle-méme la
nouvelle substitution C sur laquelle il faut itérer la méthode de réduction [Jordan, 1870, 118] :

m

X a"x™ +b"x™ e
. Xm+1 aierle +b1m+1xm+1 +."+Clm+1xn—l
X"t Al b X

Soit F’ une facteur irréductible de la caractéristique de C (éventuellement identique a F).
L’écriture

Yo KoYo
Yo KoY'o
Y1 Ky
A= m mym m,, m+l m,, n-1 m m,, m
X ar X" +b" X" X ANy e Y+ Y+
Xm+1 a:lerlxm +blm+1xm+1 +.“+C{n+1xn—1 +dlm+1y0 +e{n+1y-0+m+ f1m+lyl +..
X"t Al b XM X e Y e B Y

représente, contient dans sa forme, la fagon dont la substitution A agit sur les "lettres",
regroupées en groupes par des changements de variables linéaires [1870, 118] :

Soient K’q, .... les racines de la congruence F’ = 0, la substitution C [...] pourrait, d’apres ce qui
précede se mettre sous la forme
Zy K' Z,
Zy K’ Z'
Z K’z
X ay"™x™™ + .+ x" + fonctlinde(zy,z'y ,...2,...)

X ay ' x™™ 4. +c) X" +d My, + fonctlinde(z,, 2y .2, )

n-1 n-1,,m+m' n-1,,n-1
[...] 2o, Z'0,... : 21, Z'1,... © ... étant les fonctions linéaires distinctes que la substitution C multiplie

respectivement par K’y, K'y,....[...].
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dx;
dt =a;X;+...+lXn,...,

dx
n EZ =agXy+...+lXy .,

dx,

at =aX;+...+IXn,
Ce probléme peut cependant se résoudre tres simplement par un procédé
identique a celui dont nous nous sommes servi, dans notre Traité des
substitutions, pour ramener une substitution linéaire quelconque a sa forme
canonique. Nous allons ramener de méme le systeme (1) a une forme canonique
qui puisse s’intégrer immédiatement. [...] on voit que les variables
indépendantes peuvent étre choisies de telles sorte qu’aux p racines égales a o
que possede I’équation A=0 correspondent p variables nouvelles formant un
certain nombre de séries contenant respectivement r,r’,... variables, r+r'+...
étant égal a p, et les variables d’'une méme série étant liées par une suite de
relations de la forme

d dz du
©) Gt =oy1 ge = T

=ay =0z,+Y =0u;,+z %zow +v
’ dt 1 ) dt 1y 1, ..., dt 1 1

[...] le systeme des équations (6) aura évidemment pour intégrales le systeme
suivant :

wy=etP(t), vi=eW'(t),..., yi= eWXt), Y(t) étant une fonction entiére
arbitraire du degré r-1.

[Jordan, 1871].

Le probleme général peut se résoudre "tres simplement" par application de la
méthode de "réduction” mise en ceuvre pour la théorie des groupes. Les
variables du systeme d’équations sont interprétées comme sujettes a I'action
d’une substitution du groupe linéaire qu’une caractéristique, la décomposition
en facteurs irréductibles du polyndme caractéristique, permet de regrouper en
"un certain nombre de séries" et de "ramener” le systéme a une "suite" de
"formes simples" dont I'intégration est connue.

La méthode de réduction de Jordan supporte une perception de la généralité
indissociable d’un idéal de simplicité qui s’incarne dans la notion de forme
canonique et dont Jordan fait une application systématique dans les années
1870. L'application de cette méthode s'accompagne du transfert d'idéaux issus
de la théorie des groupes comme la simplicité et I'abstraction. La réduction de
Jordan ne permet pas, dans la pratique, d'intégrer le systéeme différentiel et son
application a un probleme de mécanique a d’emblé un caractére théorique et
abstrait qui, pour Lebesgue est caractéristique des raisonnements synthétiques
de la théorie des groupes

Lorsqu’il ne peut recourir au calcul, le mathématicien doit explorer le domaine
ou il travaille, observer le role des différents étres mathématiques qu’il y
rencontre, les regarder vivre, pourrait-on dire, afin d’en discerner les qualités
et de reconnaitre les apports de chacune de ces qualités [...] bref, le
mathématicien se transforme en naturaliste [...] si, dans la principale de ses
oeuvres Jordan a utilisé presque uniquement les raisonnements synthétiques,
c’est qu’il a suivi la voie et I'exemple de Galois. [...] Le mathématicien qui n’use
guére du calcul substitue a la mathématique des quantités une mathématique
des qualités.

[Lebesgue, 1921, xxii].
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La méthode s’applique aux facteurs successifs de la caractéristique et s’enchaine, entrainant une
décomposition de la forme représentant la substitution [1870, p.120] :

Continuant ainsi, on arrivera finalement a ramener la substitution A a la forme suivante :

Yo: Yo KoYo KoY'g oo

Y Yy Ky Ky

Zgyen K'9 2o +0(Yo, Yo vees Yas Y1 veeer)

Zyyene Kz + @ (Yo, Yo Yar Yiveees)
Upyeeenen K"ouo+y/(y0,y'0,...,yl,y'l....zo, 125,.)
Voo K"'OVO+;((y0,y'o,...,yl,y'l,..,zo, 1250 Ug, )

ou, pour plus de netteté, nous avons mis sur une méme ligne les indices analogues.

Exemple.
Soit V la somme des sous-espaces propres déterminés lors de la premiére étape.
V = vect( yo,y1,Y'0,Y’1)
est un sous espace stable par S. La matrice ci-dessous correspond a la restriction C de A au complémentaire
de V.

VWO
U © 00
O W w oo
NWkF OO0
NwWwOo~

La premiére étape a pris en compte le facteur F(K)=(K?+4K+5)? de la décomposition du polyndme
caractéristique. Le second polyndme & considérer est donc F’(K) = K>+4K+5. On note de la méme fagon
Ko, K1 les valeurs propres de C, les vecteurs propres associés sont

2o (2-Ko,2+Ko, 2+Ko, 9+Ko, 0, 2+Ko, 9-Ko )

et son conjugué z;. (zo et z; sont des vecteurs propres de C mais non de A).

Ce processus peut s’itérer aux restrictions successives de A en considérant successivement :
F’(K) = K+8 et la valeur propre K”, = -8 et le vecteur u,.
F’(K) = K+8, K'’p= -8 et le vecteur vq
FY(K) = K+6, K% =-6 associé a w,
Dans la nouvelle base (Yo,Y1,Y’0,Y’1, Z0,Z1,U0,V0,Wo), I’'automorphisme A s’écrit :

Ko 0 0 o(Yo) @(Yo) w(¥) x(Yo) BYo))Yo
Ki 0 0 o) o) v x(h) B %
Ko 0 oyo) oY) w(¥e) x(¥9) By |Yoe

Ky oy ey wlyy) x(vy) B Y.

Ko o(z0) w(z) x2(z0) B(Z) |z
Ki vw@ 2@) B@) |z

3 2WUg)  BUg) |,

3 Bv) |V

5 )w,
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3° étape.
Réorganisation des "lettres" selon la multiplicité des racines.

Jordan réorganise a présent les groupements de lettres pour tenir compte de l'occurrence de
mémes racines dans la suite de puissances de facteurs irréductibles F*, F™,...qui interviennent
dans la factorisation de la caractéristique [Jordan, 1870, 120] :

La réduction ne s’arréte pas la. Supposons en effet, pour fixer les idées que les deux facteurs F’,

F’ soient égaux a F, mais que le suivant F" differe de F. On aura Ko=K’y,=K", : au contraire,

les racines de F’”’=0 seront essentiellement distinctes de celles de F=0.

Si les racines Ky et K’y sont distinctes, Jordan montre gu’il existe une "fonction linéaire des
lettres” wq sur laquelle A agit comme une multiplication par K’y :
Awy = K’ gwy.

La forme obtenue a la réduction précédente donne pour I'action de A sur vq :

Avo = K’oVo + W(Yo, Y'0s--s Y1, Y'1y+++120s «-+s Z1,--.-,Uo...)
Jordan élimine par des combinaisons linéaires la fonction W(yo, Yo,---s Y1, Y'1s+--1Z0s «-s Z15----,Ug.-.)
et détermine la "fonction linéaire" des indices w, telle que Aw, = K’”ow, [1870, 122] (**) :

La substitution A sera ainsi ramenée a la forme

Yor Yo KoYor KoY -
Yir Y1 Kiyi KyY'yoee
LAY K’ Zo+§0(y01y'o:---:y1:y'1v--:---)
Zl"" K‘l Zl+(p1(y0lyl0""’yl‘ylll""")
uO’ """" K”O uO+l//(y07ylo7"'7yl7yll""20 le )
Wy v K" o Wy,

ou les indices sont répartis en systemes tels que les indices de chaque systeme soient remplacés
par des fonctions linéaires des indices du méme systéme : le premier systéme comprenant les
indices Yo,Y’0,---,Y1,Y'1s---,20,Z1,-.-,Uo, ... Felatifs au facteur irréductible F ; le second comprenant
les indices wy,... relatifs au facteur F’”’, etc.

Exemple. Pour I'exemple de la matrice A, la valeur 3 est seule racine présentant une occurrence dans deux
facteurs irréductibles successifs : K-3 et K-3 mais associée a un unique vecteur propre. Les calculs de Jordan
consistent, dans cet exemple, a éliminer par des combinaisons linéaires les termes des 6 premieéres lignes de
la 7° colonne (correspondant a la valeur K”q=3). Pour ce faire il faut résoudre un systéme linéaire dont le
déterminant (K'”’o-Kg)(K'"’9-Ko)...(K"""0-Ky)... est non nul. On obtient ainsi :

Ko 0 0 0 §9(yo) (/71(yo) 0 0 0)Y,
Ki 0 0 o) e(y) 0 0 0}y

Ko 0 oyo) eayy) 0 0 0y,

Ky oyy) e(yy) 0 0 0y,

Ko @) 0 0 0)z

K, 0 0 0]z

3 20 0y,

3 0|y,

5)w,

™ En termes contemporains ; a deux valeurs propres distinctes correspondent deux vecteurs propres distincts de

A.
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e 4° étape.
Regroupement des lettres en fonction des racines de la caractéristique.

Dans les différentes formes données a la substitutions A, les différents systemes de "fonctions"

{y}, {z}, {u} etc., correspondent & des regroupements associés a la décomposition de la
caractéristique en puissances des facteurs irréductibles respectifs F* , F~, F"", ...Jordan
réorganise a présent les indices en regroupements associés aux racines de la caractéristique (*?).
La nouvelle forme de A sera alors [1870, 123] :

Yo Yo KoYo, KoY'o e
Yo Y1 Kiyi Ky
ZO"" KIO ZO+(p(y01ylo7"'7yllyll7""")
Zyyene Kll Zl+(01(y01ylo’---’yllyllwf---)
uO’ """" K”OUO+l//(y0'yIO""’yllyll""ZOl 1211 )
Wy v K™ oW,

On voit que les indices du systéme considéré se partagent en | séries conjuguées,
Yo, Y'0re01Z0seey Ugyee 3 Y1, Y'1heZa,eUgyeenn s e
respectivement correspondantes a chacune des | racines Ko, Ky,... du facteur irréductible F.

Exemple, on cherche a exprimer I'action de la matrice A sur la troisieme "fonction" Z, uniquement a I'aide
de zpetyo. Si Zy = zq +ay;+Y,, alors
A(Zo) = Kozo + ¢(y1)y1 + @(Yo)Yot+ aKuy1 +Koyo = KoZo + [a(Ki-Ko) + ¢(y1)]yr + ¢(Yo)Yo
Il suffit de choisir a tel que a(K;-Ko) + ¢(y1)=0, ce qui est possible car K;-K,est différent de 0 (De maniére
générale il faudra résoudre un systéme linéaire de déterminant non nul.). On obtient
A(Zo) = Kozo + ¢(Yo)Yo
Dans la nouvelle base, A s’écrit :

Ko 0 9(Yo)

o oo

o1 (Y1)

1 oY)
K,

0
0
0
0
K

WOoOoOoOoOoOooo
[eNeoNeNoNoNe)

=X
w'c

o

-

GiNeNoNoNeNeNeNeNe)
<.
-

La réduction a la forme canonique sera achevée par un dernier changement de base, Ko Yo = y(Zo)y’o + #(Yo)Yo
alors A(zo) = Ko(uo+Y)) et la matrice prend la forme :

e

K, 0 0 0 0 0 0 0 0)y,
K, Kb, 0 0 0 0 0 0Y,
K, 0 0 0 0 0 0]z
K, 0 0 00 0|y,
K, K, 00 0|Y,
K, 0 0 0z

330

30

5

2 En termes contemporains, les espaces engendrés par les regroupements de vecteurs associés & chaque racine du
polynéme caractéristique sont les sous espaces caractéristiques.
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ENCART 6.

"Origines" du groupe linéaire et de la forme canonique dans les recherches sur
les équations résolubles des années 1860.

Si le caractere synthétique du Traité cache la construction historique du groupe linéaire, il ne la
fait pas entierement disparaitre, les premiéres lignées consacrées au groupe linéaire dans le
Traité prennent place dans un paragraphe intitulé Origine du groupe linéaire [1870, p.91] :
Origine du groupe linéaire
Soient m et n deux entiers quelconques, loo,..., lxx...,... des lettres en nombre m" caractérisées
pas n indices, variables chacun de 0 a m-1 (mod m). Désignons par la notation
Age.. = XX ,..Xx+aX+,...|,
la substitution qui remplace la lettre dont les indices sont x, x’,... par celle dont les indices sont
x+a,X'+a,...(mod.m). Les substitutions de cette forme constituent évidemment un groupe F
transitif et ayant pour ordre m".
Cherchons la forme générale des substitutions qui sont permutables a ce groupe.

"Cherchons la forme générale des substitutions qui sont permutables a ce groupe” (**), on trouve
les substitutions linéaires. Pourquoi le groupe linéaire doit-t-il son "origine" a cette question ?
Cet encart propose un éclairage sur la forme de Jordan complémentaire aux encarts 4, 5 et 6 en
réalisant une déconstruction de I'architecture synthétique du Traité de substitution afin de
présenter l'origine du caractére naturel du questionnement mathématique qui y est présenté
pour introduire la forme canonique (voir encart 4). Il s'agit donc de présenter I"'origine" de la
notion de groupe linéaire et de réduction canonique dans les travaux de Jordan des années 1860:
le Mémoire sur la résolution algébrique des équations [1867a]. paru dans les comptes rendus de
I’Académie des sciences ainsi que deux articles du journal de Liouville, la Lettre a M. Liouville
sur la résolution algébrique des équations [ 1867b] et Sur la résolution algébrique des équations
primitives de degré p? (p étant premier impair) [1868].

Le résultat fondateur de la théorie de Galois énonce la non résolubilité par radicaux de
I’équation algébrique générale de degré supérieur ou égal a cing. Si I'on sait depuis Galois et
Abel a quelles conditions I’équation générale du n® degré est résoluble par radicaux, la
résolubilité d’une équation cesse d’étre un probleme absolu qui appelle d’emblée une réponse
définitive. Elle est congue comme un lien entre un certain étre algébrique, I’équation, et son
milieu, le corps ou domaine de rationalité auquel on la rapporte. Une des principales questions
du programme de Galois est alors de déterminer parmi les équations algébriques particuliéres
celles qui sont résolubles (**) [Jordan, 1870, 385] :

THEOREME II. — Pour gu’une équation soit résoluble par radicaux, il faut et il suffit que sa

résolution se ramene a celle d’une suite d’équations abéliennes de degré premier.

La théorie de Galois déplace I’étude des équations vers celle des groupes [Jordan, 1867b] :
Galois a démontré dans un mémoire célébre [...], que chaque équation algébrique est
caractérisée par un certain groupe de substitutions dans lequel se refletent ses principales
propriétés : proposition capitale qui fait dépendre la théorie toute entiere des équations de celle
des substitutions.

3 Je formule la question en termes contemporains : étant donné le groupe cyclique additif Z/mZ opérant par
translations sur lui-méme, quel est le normalisateur de ce groupe ?

4 Les termes en gras sont définis dans le glossaire de I'annexe 2.
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Une équation est résoluble si et seulement si son groupe est résoluble [Jordan, 1870, 385] (*°) :
Autre énoncé du méme théoréme
THEOREME I11. — Pour qu’une équation soit résoluble par radicaux il faut et il suffit que ses
facteurs de composition soient tous premiers.

L'objet des recherches de Jordan de la fin des années 1860 est la détermination de tous les
groupes résolubles. Il faut pour cela, un groupe étant donné, déterminer ses suites de
compositions, donc ses sous groupes. La recherche des équations résolubles revient a la
détermination de tous les sous groupes résolubles du groupe symétrique (*®). Le probléme est
énoncé par Jordan dans le Mémoire sur la résolution algébrique des équations paru en 1867 dans
le Journal de Liouville [1867a ] (*") .
[...] déterminer, pour chaque degré donné, les divers types généraux d’équations irréductibles et
résolubles par radicaux ; les distribuer en genres, classes, etc. ; construire les groupes de
substitutions qui les caractérisent respectivement ; trouver le nombre des substitutions de ces
groupes.

Jean Dieudonné caractérise la méthode élaborée par Jordan de
gigantesque récurrence sur le degré N [de I’équation f], qui procéde par une série de réductions
successives [...], il semble aujourd’'hui sans espoir d’obtenir une classification compléte de "tous
les groupes résolubles, par exemple par des systémes d’invariants numériques. Peut étre Jordan
I’a-t-il réalisé, il se contenta de mettre en place une machinerie [...], donnant les groupes
résolubles de I'ordre n si I'on suppose connus les groupes résolubles dont les ordres sont des
puissances de nombres premiers. Ceci a une valeur uniqguement théorique, mais en développant
ses méthodes, Jordan fut conduit & d’importants nouveaux concepts [...].
[Dieudonné, 1970, 168].
Le groupe linéaire doit son "origine" historique a la recherche des groupes des équations
primitives résolubles par radicaux. L’utilisation de transformations linéaires pour représenter de
tels groupes finis remonte aux travaux de Galois qui énoncent sans démonstration [Jordan,
1870]:
(*) Toute équation primitive résoluble a pour degré une puissance de p, et correspond a un
groupe de substitutions linéaires.

Les réductions successives de la méthode de Jordan permettent de démontrer I’énoncé (*) de
Galois en ramenant le probléme général de la détermination des équations résolubles au cas
particulier des équations primitives dont le groupe est linéaire [Jordan, 1867b, .] :
Il [Galois] a partagé les équations irréductibles en deux grandes classes : équations primitives
et non primitives.
Puis il a énoncé a I’égard des premiéres :
1. Le degré de toute équation primitive et soluble par radicaux est une puissance d’'un nombre
premier.
2. Les substitutions de son groupe sont toutes linéaires.

15 e théoréme de la correspondance de Galois assure une bijection entre les corps intermédiaires d’une
extension galoisienne finie et les sous-groupes de son groupe de Galois.

16 Jordan se limite au cas des sous groupes résolubles maximaux.
 En termes contemporains, on peut plonger par un homomorphisme injectif tout groupe de Galois d’une équation

séparable f=0 dans le groupe symétrique de I’ensemble des n racines de f. Le groupe de Galois s’identifie alors
par isomorphisme a un sous groupe de ay.
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e Des groupes transitifs aux groupes primitifs

Le Mémoire sur la résolution algébrique des équations de 1867 débute par une réduction du
probléme général de la recherche des sous groupes résolubles maximaux du groupe symétrique a
celui de la recherche des groupes transitifs. Jordan s’appuie sur le résultat selon lequel "Pour
qu’un groupe caractérise une équation irréductible, il faut et il suffit qu’il soit transitif."
En termes contemporains

Si le groupe G est résoluble intransitif, si I'on désigne par
Ci ses classes d’intransitivité, G est isomorphe au produit
direct des sous groupes résolubles G; = G/C;. Je ne rentre
pas dans les détails techniques de cette étape et renvoie
pour tout complément a I'analyse de Dieudonné insérée en
introduction des (Euvres de Jordan.

Le probléme ramené a la recherche des sous groupes maximaux des groupes transitifs, la
réduction suivante de la "machinerie” de Jordan consiste & montrer « comment a partir de la
connaissance des groupes résolubles et primitifs, on peut trouver tous les groupes résolubles
généraux » [1867.]. D’abord exposée dans le mémoire de 1867, cette réduction est remaniée a deux
reprises dans la lettre & M. Liouville sur la résolution algébrique des équations [18.] et le Traité
des substitutions [1870]. La notion de groupe primitif est définie dans le Traité par opposition a
celles de groupe imprimitif [1870, 34] :

Un groupe transitif est dit non primitif lorsque les lettres peuvent y étre réparties en systémes

contenant le méme nombre de lettres, et tels que dans toutes les substitutions du groupe les

lettres de chaque systeme soient remplacées par les lettres d’'un méme systéme : de la sorte,

toutes les substitutions du groupes résulteront de déplacements d’ensemble entre les systémes,

considérés chacun comme tout d’une piéce, combinés avec des déplacements convenables opérés

en méme temps dans I'intérieur de chaque systéme entre les lettres qui le composent.

Les groupes dans lesquels les lettres ne sont pas susceptibles d’étre réparties en semblables

systemes seront appelés par opposition groupes primitifs.

Soit donc un groupe imprimitif, transitif et résoluble L opérant sur un ensemble V. La propriété
d’imprimitivité permet d’établir une correspondance entre une décomposition de I’ensemble V en
sous ensembles Vi, ...V, et une décomposition, un dévissage, du groupe L en sous groupes
normaux I, ',... Je poursuis sur quelques lignes un discours moderne sur la méthode de
réduction de Jordan. Si I'on choisit une décomposition maximale en systémes d’imprimitivités
{V1, V,,...,V,} de V, on peut considérer :

- les sous-groupes 7, I",I"’,... laissant respectivement stable chaque systeme V;, ces groupes sont
tous isomorphes & un groupe 7.

- le groupe 4, de permutation des ensembles V;, isomorphe au groupe quotient G/I™.

Le choix d’une décomposition maximale garantit la primitivité des groupes 4 et 7" qui permettent
de dévisser L c'est-a-dire d’écrire L comme le produit semi-direct de A et /7™ (*®). Quelle
pertinence pour cette retranscription moderne de la méthode de Jordan ? Si le terme produit
semi direct est commode car il évoque rapidement au lecteur contemporain les longs calculs de
compositions menés par Jordan, la méthode de Jordan procéde a I'opposé de la méthode
contemporaine de dévissage du groupe L en produit semi-direct des sous groupes primitifs A et
I; Jordan montre en 1867 comment la connaissance de tous les sous groupes primitifs permet la
composition de tous les groupes imprimitifs L opérant transitivement sur un ensemble de
cardinal M donné. Cette construction repose sur une décomposition en puissances de nombres
premiers du cardinal M = p"p’"p”" des groupes imprimitifs %,

'8 produit semi direct pour la conjugaison : si o est une permutation de 4 et (1, 7%, ..., % ) un élément de 7
O, Yo oor 10)O = (Yot)r Yo@r +-or Yoty )

11 ne s’agit pas obligatoirement de la décomposition canonique.
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Le résultat (*) suivant de Galois [Jordan, 1867a, 94] :
Dans tout groupe résoluble et primitif, le nombre de lettres est une puissance d’un nombre
premier ().
permet d’associer & la factorisation arithmétiqgue M= p"p"p”"", une décomposition de I’'ensemble
V en systemes d’'imprimitivités {V4, V,,...,V.}. Les groupes primitifs 7; 77’,"" correspondant a ces
systemes d’'imprimitivité sont associés aux facteurs premiers p, p’, p’,...’ [1867a, 96] :
Si I'on adopte successivement diverses décompositions du nombre M en facteurs, et si pour
chacune de ces décompositions on varie autant qu’on le pourra la forme des groupes 7,/7°,7"", on
obtiendra une suite de groupes parmi lesquels se trouveront tous les groupes transitifs,
résolubles et généraux cherchés. [...]
La question se trouve ainsi réduite a la détermination des groupes 7,7°°,/" ", autrement dit au
probléme suivant : Construire les groupes résolubles, généraux et primitifs entre p" lettres, p étant
un nombre premier.

En termes contemporains.

On peut faire correspondre un systéme d’imprimitivité a la
donnée d’'un sous groupe normal d’'un groupe imprimitif
L [Dixon, 1971, pp 65-77]:
Définition. Si W est un sous espace stable par I, le M-espace
homogéne V,y est le sous espace de V formé de la somme de tous
les M-espaces minimaux W’ qui sont isomorphes a W
Théoréme. Soit L un sous groupe irréductible de GL(V). I un
sous groupe normal de L. Soit V,...Vy, les -espaces homogeénes
de Vet Wy, .., W, les sous espaces minimaux correspondants.
Alors V = @V, et tout x définit une permutation de

{V1,...Vm}: Vi-Vix.
En particulier si m=1, L est imprimitif.
Et réciproquement :
Théoréme. Soit L un sous-groupe irréductible et imprimitif de
GL(V). Soit V = @V, ou V;,...V, sont m sous-espaces permutés
par L. Soit I; le stabilisateur de V; :

I = {xeG, Vix=V;}.
Soit I = M T; et soit x' la permutation : V;—»Vix.
L’homomorphisme f: x—x' envoie L dans un groupe de
permutation o(m).

Kerf=T.

Les sous groupes I'B; sont conjugués dans L, |L/Ti| = m et

dimv; =d ot d=11,

m

2 Jordan, Mémoire sur la résolution algébrique des équations. Ce résultat est démontré par Jordan dans la lettre a
M. Liouville. La démonstration sera donnée lors de I’étude de I’étape suivante de réduction : des groupes primitifs
aux groupes linéaires.
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Des groupes primitifs aux groupes linéaires.

Le probléme ramené a la recherche des groupes primitifs résolubles, I’entrée en scene du groupe

linéaire (sur un corps fini) permet de poursuivre les réductions successives de Jordan [1870, .] :

Le probléme initial : Déterminer les groupes de toutes les équations irréductibles, solubles par
radicaux et de degré m (que nous appellerons pour abréger le probléme A), est ainsi ramené au
suivant :

Probléme B.- Déterminer les groupes de substitutions linéaires qui caractérisent des équations
primitives, solubles par radicaux et d’'un degré tel que p".

En termes contemporains, si F est un sous groupe normal minimal d’un groupe fini résoluble et

primitif L [1870, 398]:
Soit L un groupe résoluble et primitif. Nous avons vu qu’on peut y déterminer une faisceau F formé de

substitutions échangeables entre elles et permutables aux substitutions de L.

L étant résoluble, le sous groupe F est donc un groupe abélien élémentaire d’ordre g=p". F est

alors isomorphe & Fq = Z/qZ .

F contient des substitutions d"ordre premier (30). Soient A I'une d’elles ; p son ordre ; A, B,...
ses transformées par les substitutions de L. Le groupe (A, B, ...), contenu dans F, ases
substitutions échangeables entre elles ; il est évidemment permutable aux substitutions de L. 11
se confond donc avec F ; sans quoi I’ordre de F ne serait pas le minimum supposé.

En termes contemporains.
Propriété. Soit L un groupe résoluble fini. Tout sous groupe normal minimal de
L est abélien élémentaire.
Démonstration. Soit F un sous groupe normal minimal de L.
— F est abélien:
Soit F'= D(F) le groupe des commutateurs de F. F’ est distingué dans L. Mais F
étant un sous groupe normal minimal, F* = F ou F’ = {e}.
En tant que sous groupe normal d’un groupe résoluble, F est résoluble. Son
groupe de commutateur F’ ne peut donc lui étre égal et par conséquent F'={e}.
Le groupe de commutateurs de F est réduit a I'unité : F est abélien.
- F est un p-groupe élémentaire :
Soit p un nombre premier divisant I’'ordre de F. Soit P un p-groupe de Sylow de
F. Comme F est abélien, P est un sous groupe caractéristique de F: P=F. F est
donc un p-groupe abélien. 1l existe donc un nombre premier p tel que
{x eF, x’P=¢e} est distingué dans F,
F = {xeF, x’=e}, F est donc un p-groupe élémentaire.

Le groupe F étant primitif agit transitivement et fidélement sur I'ensemble V des racines de

I’éguation, qui sont donc en nombre p" comme I'avait énoncé Galois [Jordan, 1867]:

Théoréeme 1.- Dans tout groupe résoluble primitif, le nombre des lettres est une puissance, telle
que p", d’'un nombre premier p.

En termes contemporains.
Propriété. Soit L un groupe primitif opérant transitivement sur un ensemble V.
Soit F un sous groupe distingué de L. F opére transitivement sur V.
Démonstration. Soit V' I'image de I'action de F sur V, V'=F.V = {f.v: feF,veV}.
11 suffit de montrer que pour tout élément I de L, 1.V’ < V’, en effet comme L est
primitif cette relation impliquera : V'=V : F sera donc transitif sur V. Soit l L.
Soit v’ V', Il existe alors un élément veV et feF, v’ = f.v. Alors If.v = Ifl™* Lv.
Mais Ifl™* eF et l.veV donc

Lv=Ifv=1Ifl"*lLv eF.

1..\V’cV’ pour tout | de L.

197




Jordan identifie le sous groupe F avec I’ensemble des p" racines de I’équation primitive. Les
substitutions de F prennent donc la forme :
[XY,....x+a, y+B,...|.
Les groupes primitifs résolubles L sont alors construits par Jordan comme I’ensemble des
substitutions "permutant avec F" (en termes contemporains il s’agit de I'’ensemble des groupes
dans lesquels F est un sous groupe distingué minimal). Rechercher de tels groupes consiste a
répondre a la question par laquelle Jordan a introduit le groupe linéaire dans le livre Il du Traité
[1870, p. 91] :
Origine du groupe linéaire

Soient m et n deux entiers quelconques, loo,..., lxx.-.,... des lettres en nombre m" caractérisées
pas n indices, variables chacun de 0 & m-1 (mod m). Désignons par la notation
Agor,.. = XX, ... XFo, X +a,...],

la substitution qui remplace la lettre dont les indices sont x, X’,... par celle dont les indices sont
x+ao,X'+a’,...(mod.m). Les substitutions de cette forme constituent évidemment un groupe F
transitif et ayant pour ordre m".

Cherchons la forme générale des substitutions qui sont permutables a ce groupe.

Le groupe "permutant” & F est le groupe linéaire. La linéarité des substitutions cherchée se
démontre de la mabiére suivante : si S transforme x, X’,... en @(x, X’,...), @’(X, X’,...,),... alors
S'lALoS transforme @(x,x’,...), @’(X, X',...,),... en @(x+1, X’,...), @’(x+1,X’,...) et appartient & F donc
s’écrit Ay - On en déduit que @(X+1,x,...) = o(X,X’,...)+a, @'(X+1,x,...) = @’(x,X’,...)+a’ etc.
[1870, p.93] :
Ces derniéres substitutions [...] forment évidemment un groupe, que nous appellerons le groupe
linéaire au degré m" et dont nous allons étudier les propriétés.

La recherche des groupes primitifs L se réduit donc a celle des groupes linéaires sur un corps
finis Gl,(Fp) [1870, 399] :

[...]; et celles de L, étant permutables & F résulteront de la combinaison de F avec de

substitutions de la forme linéaire [x,y,... ax+by+..., a'x+by+....,....|.

En termes contemporains.

Le groupe L agit sur son sous groupe F - identifié & un espace vectoriel de dimension
n sur Fq - comme un groupe de transformations linéaires.
Propriété. Si F est un sous groupe normal minimal d’un groupe fini résoluble G, G
agit sur F comme un groupe de transformations linéaires.
Démonstration. F est un p-groupe élémentaire donc isomorphe a un espace
vectoriel sur Fp (voir ci-dessous). Tout homomorphisme sur F est alors une
transformation linéaire de cet espace.
Soit alors :
G—GL(F) ouU ¢i(g) =aga™ g, est une injection, donc une bijection en dimension
finie.

a—>¢,
La méthode consistant & définir une opération linéaire de GIn(F,) sur F, s’inscrit
dans une méthode générale de la théorie des groupes contemporaine, dévisser un
groupe a partir de son socle. Si F est un sous groupe normal minimal de L, le
centralisateur C.(F) est normal (il s’agit du socle de G) et L/C.(F) est isomorphe a
un sous groupe de Aut(F). En particulier si N est un p-groupe d’odre p", il se comporte
comme un espace vectoriel de dimension n sur un corps a p éléments et AutN est
isomorphe au groupe linéaire sur cet espace. L/C,(F) est alors isomorphe a un sous
groupe du groupe linéaire. Ce cas particulier est celui étudié par Jordan, le groupe F,
abélien élémentaire, est son propre centralisateur, il s’identifie donc avec le socle de
L. L/F s’identifie avec un sous groupe maximal | de L laissant fixe une lettre (en effet
le sous groupe F est en bijection avec I’ensemble V sur lequel il opére. Le sous groupe
| opére sur F par conjugaison, par identification il laisse un élément x de V fixe (I =
Stab(x)), I’élément x s’identifie & I'unité e du groupe F).
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e La forme canonique des substitutions linéaires

Jordan expose la réduction de la recherche des groupes résolubles maximaux aux sous groupes du
groupe linéaire dans le Mémoire sur la résolution algébrique des équations [1867a] puis dans la
Lettre a M. Liouville sur la résolution algébrique des équations [1867b]. En 1868 il entreprend de
poursuivre la réduction du probléme pour le cas particulier des substitutions a deux variables.
En termes contemporains, il s’agit de déterminer les sous groupes résolubles maximaux de
GL,(Fp) et les sous groupes sont classés en trois catégories, selon trois ™types" de classes
d’équivalences de substitutions par similitudes. Les trois types sont associés a trois "formes
canoniques" déterminées par la nature des racines de I'’équation "caractéristique" |S-kl| =0 [p].
Jordan précise dés 1868 que sa méthode s’applique "aux équation primitives d’'un degré
quelconque”, cette généralisation étant réservée a un "ouvrage spécial”, le Traité des
substitutions, il s’agit ici "de la mettre en évidence sur un exemple simple" [Jordan, 1868, 171].
En 1870, le Traité des substitutions donnera I’énoncé général de la forme canonique d’une
substitution générale de GL,(F,), appliqué a la recherche des sous groupes résolubles du groupe
linéaire (encart 5).

- Les formes canoniques des substitutions de GL,(Fp).
Dans le mémoire Sur la résolution algébrique des équations primitives de degré p? (p étant
premier impair), Jordan classe les sous groupes résolubles en trois "types" [1868, p.171] :
Nous démontrerons ici que les groupes des équations cherchées se raménent tous a I’'un des trois
types suivants :

Premier type. — Il contient 2(p-1)2p? substitutions dérivées des suivantes :
X X+a X mx Xy
E= 1 = Slet G= L]
y Y+« y my y X
Deuxiéme type. - 1l contient 2(p2-1)p? substitutions dérivées des suivantes :
X +0e -
sz X+a”F: X yetG:x X
y y+ta y OX+py y -y
e étant un résidu quadratique de p choisi arbitrairement; [...].
Troisiéme type.- 1l contient 24(p-1)p? substitutions, et change de forme suivant que p=1 ou =3
(mod.4).
1° Si p =1 (mod.4), il est dérivé des substitutions suivantes :
E—|X X+a Cx X Cxox=jy
y y+al Tty -y y Xx+]Jy
X ] X X+
F=|X & =% W o= y
y ay y ix y X-y

j étant racine de la congruence j’=-1 (mod. p); [...].
2° Si p=3 (mod. 4), il est dérivé des substitutions suivantes :

E|X X+a _|X oy
“ly y+al ly —x”

Fo|X ax X sx+ty
Ty ay) 20ly tx-sy)

X —(L+st)x+(s—t?)y
y (t+s?)x+(st—s—t)y

Q=

1

X SX+(t+1y
y (t-Dx-sy
s et t étant deux entiers arbitrairement choisis parmi ceux qui satisfont a la congruence s?+t? = -
1(mod.p); [...].
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Ces trois "types" des groupes résolubles maximaux de GL,(F,) sont déterminés par la définition
d’une "forme canonique” des substitutions linéaires S a deux variables [1868, p.174] :
Or il existe en général deux fonctions distinctes, que S multiplie chacune par un simple facteur
constant.

Il est donc possible "en général”, d’écrire la substitution S=|xy , ax+by a’x+b’y| sous une forme
particulierement simple, par un "changement d’indice" z=mx+ny, de facon a ce que Sz = kz
mod.p. Un tel changement d’indices est déterminé par les équations linéaires ma+na’= km et
mb-+nb’= km [1868, 174]:

[...] qui détermineront le rapport % pourvu que I'on prenne pour k une racine de la

congruence

‘a —koa 0 (mod. p).

b bk

Jordan distingue trois cas selon le nombre de solutions de cette derniére équation algébrique :

1°" cas. L’équation a deux racines réelles dans Fy : o et B [1868, 174] :
[...] il existera deux fonctions z,u, que S multipliera respectivement par a et . ; en les prenant
pour indices [...] on aura ramené S a la forme

Z ol
u A
- 2° cas. Les racines sont « imaginaires », il faut étendre le corps de base pour écrire ces racines

a+fi et a+fiP ot i%=e[p] (i est racine d’une « congruence irréductible quelconque ») et [1868,175]
[...] S, rapporté a ces nouveaux indices, sera de la forme

z (a+p)z
u (a+pA)u
- 3°cas. Les racines sont égales [1868, 174] :

[...] il n’existe qu’une seule fonction z que S multiplie par un facteur constant. Soit u une autre
fonction quelconque de x et y, S prendra la forme

z oz
u pz+wu

Jordan démontre que dans ce troisieme cas, y=a, puis énonce I’expression de la "forme
canonique" des substitutions [1868, 174] :
Toute substitution linéaire S peut étre ramenée par un choix d’indices convenables a I’'une des
trois formes canoniques suivantes :
z oaz| |2 (a+f)z

u A lu (a+ AU

e Les deux premiers types de groupes résolubles.

i

z oz
U gz +oul

X X+a
Yy YV+o

donnés par Jordan Comme on I'a vu précdemment, c’est en effet par la composition des groupes
linéaires a ce type de substitutions que I’'on obtient les groupes résolubles primitifs. Les autres
formes canoniques caractérisent les trois types de groupes linéaires résolubles. Soit F un groupe
distingué abélien maximal du groupe linaire résoluble L. et soit S une substitutions de F. Si S
est "réductible" a I'une des deux premieres formes canoniques, Jordan démontre que toutes les
autres substitutions de F le sont également, les substitutions du groupe L sont alors engendrées
X mx
y my

les vecteurs propres. Ce sont les deux premiers types de groupes résolubles.

Les p2? substitutions E =

.‘, interviennent dans les trois types de groupes résolubles

par les substitutions F = et les substitions G qui, en termes contemporains, permutent
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Le parallele d’un exemple contemporain : les sous groupes de Sylow de Gl,(Fs).
L’ordre de G=GI,(Fs) est 480 = 2°x3x5
. Recherches des 2-Sylow (sous groupes d’ordre 2° de G)

Le premier théoréeme de Sylow assure que les 2-Sylow sont tous conjugués et que leur nombre divise
3x5=15.

m O
On remarque que le groupe des matrices diagonales inversibles F = , | est d’ordre 16 (il est
m
01
isomorphe a Fs*xF5*). Le groupe obtenu en composant a ces matrices diagonales la matrice G= 0 est

donc d’ordre 32. A toute base e = (ey,€,) correspond donc un 2-Sylow : le groupe des automorphismes fo G tels
que

m O 0O n
Mat,(f) =F= ou Mat(f) = G=
0O m n 0
2 ) N2 .
m O m 0 0 n nn" O
Mais = et =
0 m 0 m? n 0 0 nn

Les carrés des deux matrices ont une forme diagonale, donc deux vecteurs propres. On en déduit que,
inversement, a tout 2-Sylow S correspond une base vectorielle : celle des vecteurs propres aux 2, f 8S.

On a 52-1 = 24 vecteurs non nuls dans Fs? , et cardFs*=4 donc chaque vecteur non nul donne lieu a 4
vecteurs non nuls colinéaires. On en déduit I'existence de 24/4 = 6 droites vectorielles donc Cs> = 15 paires
de telles droites donc 15 bases de Fs2 . 1l y a finalement 15 2-Sylow dans G. Ces 15 2-Sylow correspondent
aux groupes résolubles de premier type chez Jordan qui sont bien des groupes de 2(p-1)2=2x%16 = 32
substitutions comme annoncé par Jordan en 1868.

. Recherche des 3 Sylows (sous groupes de G d’ordre 3).
lls sont tous conjugués, leur nombre divise 2°x5 et est congru a 1 modulo 3.

0 -1
La matrice F= est d’ordre 3 (c’est la matrice compagnon du polynéme minimal X2+X+1)
0 -1 -1 -1
Si Mat(f) = F= alors Mat,(f2) =G=
1 -1 -1 0

Soit alors un 3-Sylow {I, f, f2}, X2+X+1 est le polyndme minimal de f, il n’est pas scindé dans Fs donc aucun
vecteur n’est propre. Le 3-Sylow opére sur I’ensemble des vecteurs et les orbites sont de cardinal 3 (aucun
vecteur n’est stable). Tout 3-Sylow correspond donc a une partition des 6 vecteurs de P(E) en orbites de 3
droites. 1l y a CBg*/2 =10 telles partitions. .On peut alors démontrer qu’il existe bien 10 3-Sylow.

Les 3-Sylow correspondent au deuxiéme type de groupes donnés par Jordan (c'est-a-dire le cas pour lequel
I’équation caractéristique a deux racines j, j2, dans une extension de Fs). Jordan annonce le nombre des

substitutions de ces groupes 2(p2-1) = 48 car il compose les éléments des 3-Sylows a ceux des 2-Sylows ;

0

c'est-a-dire les deux formes matricielles F et G aux 4x4 matrices diagonales 0 pour obtenir des

groupes de 4x4x3 éléments.
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e Le troisieme type de groupes résolubles.

Si S est réductible a la troisieme forme canonique, Jordan démontre que les éléments de la forme

S= Z az ne forment pas un groupe primitif. Le seul cas de racine double de I’équation
u pr+au
P N s . . N X ax .
caractéristique a considérer est le cas dans lequel S est réductible a la forme F = y ayl’ c'est-

a-dire le cas dans lequel le sous groupe F ne contient que "des subsitutions qui multiplient les
deux indices x et y par un méme facteur constant” [Jordan, 1868, 116] (*!). Dans ce cas, le sous
groupe F ne suffit pas a la description de L et il est nécessaire, pour construire une chaine
ascendante correspondant a une suite de composition de L, de rechercher un autre sous groupe
minimal G de L contenant F. Ce groupe est construit comme le groupe des commutateurs de F,
“ses substitutions sont echangeables entre elles aux F prés”, D(G) = F. De la propriété D(G) =
F, Jordan déduit que G contient deux éléments M; et M,, ne commutant pas, de déterminant 1
et dont la forme canonique dans une méme base dépend du nombre de solutions de a’= -1 (mod.
p). Deux cas doivent étre distingués, leur traitement est similaire et je ne présenterai donc que le

premier :
Si p est de la forme 4n+1, I’équation a?=-1 (mod. p) a deux racines réelles j et —j :
My=|0 Pleem,=* ¥
y —-J y KX

En écrivant alors I'opération d’une substitution de G avec M; ou M, Jordan montre que
G ={M’"M,* f, feF, ¢{0; 1}}

La structure de L est alors obtenue par combinaisons des substitutions de G et de F. Si U est
une substitutions quelconque de L, le conjugué UM; U™ appartient & G et par conséquent :
UM U™ = M;"M,¢ f,

Jordan déduit de cette égalité la forme de U et conclut :

X X—j
[...], U résultera de la combinaison de F, M;, M, avec la substitution P = J.y , qui
y X+1Jy
. X+Yy .
transforme M; en M, et M, en M;Ms, la substitution Q = y x—y|’ qui les transforme en M,

et M;.

On obtient le troisieme "type" de groupes résolubles tel qu’énoncé par Jordan..

. Un exemple contemporain : recherche des 5 Sylow (sous groupes de G d’ordre 5)

Ils sont tous conjugués et leur nombre divise 2°% = 96 et est congru & 1 modulo 5.

1]
On remarque que le groupe additif des matrices de la forme M= 0 est isomorphe a Fs d’ordre 5. Une
telle matrice revient a la donnée d’un vecteur propre e et il y a autant de 5-Sylow que de vecteurs non
colinéaires de Fs2 . Il existe 6 5-Sylows.
Les 5-Sylows correspondent au troisieme type de groupes donné par Jordan, celui correspondant au cas de
racines multiples de I’équation caractéristique qui est rejeté car ne donnant pas de groupe primitif.

2L |_e troisiéme type de sous groupes résolubles correspond donc au cas ot F est réduit au centre de GL2 (Fp) : le
sous groupe des homothéties.
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. LA THEORIE DES FORMES BILINEAIRES
(1858-1868),
PRELUDE AU THEOREME DES DIVISEURS
ELEMENTAIRES.

Pour les mathématiques contemporaines, le résultat de Weierstrass de 1858
sur les couples de fonctions homogénes repose sur une réduction a une forme
diagonale et cette réduction n’est pas possible en général. En général sous
entend dans le cas non symétrique des formes bilinéaires, par opposition au cas
particulier qui caractérise les formes quadratiques (*® ). Il existe néanmoins
une forme normale unique des couples de formes bilinéaires et ce résultat est
énoncé par Karl Weierstrass en 1868. Cette partie est consacrée a I’histoire du
théoreme de Weierstrass est marquée par I’héritage des méthodes de la
discussion des petites oscillations dans la construction de la théorie des formes
bilinéaires par I'école de Berlin dans les années 1860.

L’année 1858 voit le mémoire de Karl Weierstrass clore la discussion des
petites oscillations Comme nous l'avons vu en conclusion du chapitre 2, les
méthodes de Weierstrass proviennent de la théorie des formes quadratiques, un
domaine des mathématiques bien constitué en 1860 et qui, pour reprendre
I’expression de Jean Dieudonné [1978, 97] forme "un théme constant de
I’algebre depuis le milieu du dix-huitieme siécle". Des quadriques d’Euler aux
recherches arithmétiques d’Hermite, cette mathématique de ce que Gauss
désigne comme des formes est déja, en 1858, forte de recherches nombreuses et
importantes. Son probléme fondateur est de classifier les formes quadratiques,
c'est-a-dire d’exhiber les conditions sous lesquelles une forme se transforme en
une autre par des transformations linéaires des variables. Les recherches se
confinent longtemps a I’étude des formes & deux ou trois variables, susceptibles
d’interprétations géométriques en termes de coniques ou quadriques. Lorsque
les coefficients des formes sont réels ou complexes, le probléme de la
classification est totalement résolu dans les années 1850-1860 par les travaux
indépendants de Jacobi [1855], Sylvester [1855] et Hermite [1855]. Le résultat,
connu sous le nom de loi d’inertie, énonce une forme réduite exprimée par une
somme de carrés de formes linéaires dont les coefficients sont des invariants
(*). Cest ainsi que le mémoire de Weierstrass de 1858 dissout la discussion
des

18 par exemple, la forme bilinéaire B(X,U) = ux+uy-+vy ne peut pas étre transformée en une forme
diagonale car B, qui n’est pas la forme identité, n’a qu’une seule valeur propre 1.

¥ La loi d’inertie énonce que pour toute forme quadratique ® sur un espace vectoriel E de
dimension finie sur E, il existe une base ®@-orthogonale (g;) telle que
D(x) = Z |2 D(ei) = Z Ai [ei*(X)|? ot A = D(ey).
Ce résultat s’énonce plus communément sous la forme :
D) = |G Q)P+ HGp () - [prr (R .= [Gp+q (P
ou f;, gi sont des formes linéaires linéairement indépendantes.
Le couple (p,q) s’appelle la signature de @, il constitue un invariant de la forme quadratique ®.
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petites oscillations et la plonge dans le nouveau monde de la mathématique des
formes, les variables, assimilées a des formes linéaires sont regroupées par des
opérations algébriques de maniére a transformer un couple (®,%) de fonctions
homogénes en une forme réduite (la méthode est détaillée dans le chapitre 2).
Toutes a leurs dissolutions, les "petites oscillations" ne sont pas sans donner un
peu de sel a la théorie des formes quadratiques, elles nécessitent en effet de
rechercher la forme réduite, non pas d’une, mais tout a la fois de deux formes
quadratiques ® et W. C’est la la signification que prend chez Weierstrass
I'expression s®-¥ que Kronecker désignera en 1868 par le terme "schaaren"
[Kronecker, 1868, 166] et que Jordan traduira en 1874 par l'expression de
"faisceau" de formes. L’expression s®-W¥ permet de méler deux formes
guadratiques, mais s’agit-il alors de la donnée de deux formes ou de celle d’'un
seul polynéme de formes ? Si Weierstrass se réfere toujours a cette expression
comme a un couple de formes, le procédé qu’il emploie (chapitre 2, encart 3;)
est une méthode polyndmiale héritée de la postérité de la méthode propre
développée par Lagrange en 1766 pour le probléme des petites oscillations
(chapitre 2, encart 3;). Cette méthode, telle qu'elle est développée par
Weierstrass, permet d'obtenir la structure de la forme réduite d'un couple de
formes a partir de la structure polynomiale de l'invariant donné par le
déterminant |s®-¥|, sa postérité marquera les origines de la théorie des formes
bilinéaires dans les années 1860.

206



1. Des fonctions homogenes du second degré

aux formes bilinéaires.

Lorsqu’il donne en 1864 une premiére suite au mémoire de Weierstrass de
1858, Elwin Bruno Christoffel n’est pas encore le mathématicien qui, appelé
par Bismarck en 1872 pour réorganiser l'institut de mathématiques de
Strasbourg, sera célébré pour ses recherches en mathématiques théoriques et
appliquées (%). Christoffel a succédé en 1862 a Richard Dedekind & I’'Ecole
Polytechnique Fédérale de Zurich et c’est de Suisse qu’est envoyé le mémoire
"Verallgemeinerung einiger Theoreme des Herrn Weierstrass" [1864a]. Si
Christoffel n’a pas compté Weierstrass parmi ses professeurs pendant ses
études a Berlin dans les années 1850 — a cette époque Weierstrass enseigne au
Gymnasium de Braunsberg et les maitres de Christoffel sont les grands noms
de la "premiére école de Berlin" [Biermann, 1973] comme Borchardt,
Eisenstein, Steiner et Dirichlet -, c’est a I'occasion de son retour a Berlin dans
les années 1858-1862 pour son examen de qualification de professeur
d’université que Christoffel entretient une collaboration mathématique avec
Weierstrass.

Ce sont en réalité deux mémoires de Christoffel qui paraissent en 1864, le
premier se présentant comme un développement mathématique du second,
consacré a des problemes physiques dans le cadre de la théorie de la lumiére de
Cauchy et intitulé "Ueber die kleinen Schwingungen eines periodisch
Eingerichten Systems materieller Punkte" [1864b]. Les petites oscillations dont
il est question dans le titre du mémoire sont issues de la théorie de la lumiére
de Cauchy, fondée sur la notion d’éther portant des ondes élastiques et selon
laquelle la lumiére correspond aux petites vibrations de molécules ponctuelles
d’éther soumises a des forces attractives et répulsives (**) :

20 |_es informations biographiques sont issues de I’article de M. A. Knuss [1981] dans I'ouvrage
collectif consacré a Christoffel et édité par [Butzer, L. et Feher F., 1981].

2L Sur les relations entre la deuxiéme théorie (moléculaire) de I'élasticité de Cauchy et la théorie

de la lumiere, voir [Dahan Dalmedico, 1992, 388 et 422] :
Il est simple de résumer le point de vue de Cauchy, car il est clair et net : obtenir, a partir
des équations aux dérivées partielles exprimant la dynamique d’un systéme de molécules
qui s’attirent ou se repoussent a de trés petites distances, les équations du mouvement de
la lumiere ; c'est-a-dire les équations aux dérivées partielles de propagation des ondes
qui puissent étre appliquées a tous les phénomenes optiques, réflexion et réfraction
simple, biréfringence des cristaux optiques, et aussi dispersion qui échappait jusque la a
I’explication par les seules principes de la théorie de Fresnel.
[-]
L’objectif constant de Cauchy depuis 1829 et jusqu’a la fin des années 1840 reste
identique a lui-méme : déduire toutes les propriétés de la lumiere d’'une théorie des
solides élastiques, ou plus précisément, trouver un systeme mathématique cohérent qui
puisse étre appliqué a tous les phénoménes optiques. Ce programme de recherche étant
intimement lié a la nature physique du milieu dans lequel la lumiére se propage, Cauchy
va donc élaborer une théorie dite de I'éther moléculaire ou ponctiforme, qui est
essentiellement issue de la dynamique des treillis tridimensionnels de masses
ponctuelles. Et Cauchy va intégrer les équations différentielles trouvées selon les
techniques spectrales qu’il a lui-méme mises au point.
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ENCART 7.

La généralisation par Christoffel des méthodes de Weierstrass
aux "fonctions bilinéaires".

La démonstration de Christoffel de la réalité des racines de I’équation caractéristique A(t)=0
d’un couple de formes bilinéaires généralise la preuve donnée par Weierstrass en 1858 pour le cas
guadratique. La difficulté tient a I'occurrence d’éventuelles racines multiples et Christoffel étend
au cas bilinéaire la "circonstance remarquable” selon laquelle le développement en éléments

Aik!t!

simples de la fraction A(t) d’'un  mineur Ay(t) et du déterminant caractéristique A(t) ne

contient que des termes du premier degré [Christoffel, 1864, 255] :

Aik! t) .
A() N

Partialbriiche stets frei von allen Gliedern, deren Nenner in Bezug auf t den ersten Grad
Ubersteigt.

Ist Ai(t) irgend eine erst Unterdeterminante von A(t), so ist die Zerfallung von

La "circonstance remarquable” de Weierstrass est démontrée par des passages a la limite.
Chritoffel reprend les méthodes de Weierstrass et écrit la décomposition en éléments simples de

. . A
la fraction rationnelle —A"'z%l [1864, p.259] :

Du(t) _ o A
©) Aty =% 5,-1

Christoffel qualifie de point de départ ("Ausgangspunkt ") de la démonstration de Weierstrass le
"retournement” de ce systéeme qui, considérant implicitement les variables ug et v, comme des
polynémes en s, permet de rassembler les variables en groupes pour réduire le couple de formes
guadratiques a une forme normale [1864, p. 260] :
Deise Formelnsysteme sind in den folgenden Gleichungen enthalten, welche den Ausganspungt
der Untersuchungen des Herrn Weierstrass bilden. Aus der Definition der Determinanten A(x)
und Ai(x) ergibt sich

A0 () Ay —xp)
(8) ug _; A(X) . avh
v _zAgh(x) Oy — X@)
"4 AKX) T au

g9

Les formules (6) et (8) impliquent :

Z A 8(!// - Xp)

Ug =Z
z ZAU 6(1// X(P)

Ce qui permet d'obtenir les regroupements de variables donnant la forme normale :

) 0 . op
ZAgh !//_SazAt (0
840
= AL
Z Z " ou,

I W s,y A, 22
6ug

g g

©

(10)
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Durch Untersuchungen Uber die kleinen Schwingungen eines zuerst von
Cauchy behandelten Systems materieller Punkte bin ich zur
Verallgemeinerung einiger wichtigen Theoreme des Herrn Weierstrass gelangt,
welche ich jenen Untersuchungen voranschicke da sie auch unabhéngig von
denselben von algebraischem Interesse zu sein scheint.

[Christoffel, 1864a, p.255].

[Traduction, F.B.] :

Je suis arrivé a la généralisation d’'un théoréme important de Monsieur
Weierstrass par l'examen des petites oscillations d'un systéme de points
matériels déja traitées par Cauchy. En raison de son intérét algébrique, je
consacre a cette généralisation un développement indépendant.

Le modele — pour reprendre le terme employé par Amy Dahan Dalmedico - de
la lumiére de Cauchy fait intervenir des systémes d’équations différentielles
dont les coefficients ne sont pas constants. Le mémoire de Christoffel [1864b]
développe les méthodes d'intégrations données par Cauchy en 1850 (*%). Le
procédé nécessite l'intégration d'un systeme d’équations différentielles
linéaires dont les coefficients sont des constantes complexes [Mawhin, 1981] et
ont, pour reprendre I’expression de Laplace, des "propriétés remarquables"
dont les conséquences mathématiques sont développées dans un mémoire
séparé [1864a] ().

Ich bezeichne durch
@ = Z[gh] ugvs, B = Z (gh) UgV

gh=0,1,...n
zwei bilineare Functionen der Variabeln
u u .. u,
VoV, o v

und durch @ und W der Werthe, welche sie annehmen, wenn jedem Paare von
Variabeln conjugirte Werthe
Ug = Xg +i Yg, Vg-iyg
ertheil werden.
Sind alsdann folgende Voraussetzungen erftllt,
1) dass die Coefficienten [gh] und [hg], sowie (gh) und (hg) fur alle
Werthe von g und h zu einander conjugirt sind, und
2) dass ® nur dann verschwinden, kann, wenn die reellen Variabeln x
und y sich alle zugleich auf Null reduciren,
[1864a, 255].

2 Cette perspective mécanique de la lumiére sera bient6t remplacée par la théorie

électromagnétique mais les recherches de Christoffel ne sont pas sans postérité en physique des
solides et en électronique ainsi que pour la théorie non linéaire correspondante pour les solutions
de type soliton d’équations aux dérivées partielles comme celle de Korteweg-De Vries Voir I'article
de Jean Mawhin [1981] .

2 |1 s’agit de ce que I'on appellerait aujourd’hui la symétrie hermitienne
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ENCART 8.
La généralisation du théoréme de Jacobi [1857] au cas complexe.

La démonstration de Christoffel de la loi d’inertie pour une forme hermitienne ¢ généralise celle
donnée par Jacobi pour les "fonctions bilinéaires" a coefficients réels [Jacobi, 1857, 589] :
Theorem

Es sei

f= X Yy
i=0 k=0
eine lineare homogene Funktion sowohl von X, Xy, ..., Xy als von y, yi, ...,yn» S0 kann dieselbe, und
zwar nur auf eine Weise, unter Form
f= AUV + AjU Vi +... AnUn Vi +...AB,UV,
so dargestellt werden, dass (fur jedes m) Uy, und V., zwei resp. nur die Variabeln Xy, Xm+1, ..., Xn
und Ym, Ym+1, .-, Ym €nthaltende lineare Funktionen sind.
[Jacobi, 1857, p.590] :

Theorem

Eine quadratische Form
. i=n k=n
- i X Y
i=0 k=0

>

o

(wo ay = ak ist) lasst sich, und zwar nur auf eine Weise, in der Form der Quadratsumme
f = AUZ+A U2+ . +A U2 +.. . AnUR2

so darstellen dass (fur jedes m) U, eine lineare homogene Funktion nur von den Variablen

Xm, Xm+1, «--y Xn ISt

La méthode de réduction est la suivante : soit un coefficient a;=[00] non nul, alors la forme
0 0 S, . .
©1=[00]o— 6_(3 . g(\% est une forme bilinéaire des variables (u;_ up, Vvi,...,V,), le choix d'un
coefficient [11]; non nul permet d'obtenir la méme facon la forme @, indépendant des variables
(uy, vi1) et I'itération du processus aboutit a la forme réduite [Christoffel, 1864a,263] :
Folglich hat man die bereits von Jacobi (Bd.53, p269 dieses Journals) gegebene Transformation :
o=—= 003 , 1 3¢8p, ,___1 8¢ 3¢,
[OO] du ov [00][11]1 6U1 6V1 [00][11][nn] 6un 6Vn
Ersetzt man aber in den linearen Funktionen

%:Z h %:Z h
3. n [gh]g Vh, BV, n[hglgun

die Paare uy, vy durch die conjugirten Werthe Xn+iyn, Xh-iyn, SO erlangen sie conjugierte Werthe

fo+ify, fg-ify’, wo fg, fg' lineare Functionen von Xg, Yy Xg+1, ..., Yo mit reellen Coefficienten
bedeuten. Mittelst der im art.1 eingefihrten Bezeichnung erhalt man also aus der vorigen
Gleichung

1

A O TRE I T MAMMAE

— 1 o 1
= [00] (Frf? + [0O][11];

En termes contemporains,

Théoréme. Soit ® une forme quadratique ou hermitienne sur un espace vectoriel E de
dimension finie. Il existe une base ®-orthogonale de E.

Démonstration. La démonstration consiste a construire une base @-orthogonale par
récurrence sur la dimension n de E. Pour n=1, il n'y a rien & montrer. Supposons alors le
résultat vrai au rang n-1 et montrons le au rang n. Si ® est identiquement nulle, alors
toute base de E est ®-orthogonale. Sinon, il existe veE tel que ®(v)y0. Dans ce cas,
I'application f=q@(v,.) définie par f(x)=@(v,x) est une forme linéaire non nulle sur E. Son
noyau H est un hyperplan de E, et comme v n’appartient pas & H, E est somme directe de
H et Vect(V). D’aprés I’hypothese de récurrence, dimH=n-1 donc il existe une base
(é1,...,en-1) orthogonale pour ®,. de H. On voit alors facilement que (ey,...,en-1,v) est une
base ®-orthogonale.
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[Traduction, F.B.]
Je désigne par
¢ = Z[gh] ugvn, ¥ = X (gh) ugv,

gh=0,1,...n
deux fonctions bilinéaires des variables

u u .. u,

VoV, vl

prenant les valeurs @ et W lorsque chaque paire de variables sont remplacées
par les valeurs conjuguées

Ug = Xg +i Yg, Vg-iyg
On supposera remplies les conditions suivantes,
1. les coefficients [gh] et [hg], ainsi que (gh) et (hg) sont conjugués I'un de
I'autre pour toutes les valeurs de g et h.
2. ® ne s’annule que lorsque les valeurs réelles de x et y sont toutes nulles.

L’expression "fonction bilinéaire" est employée par Christoffel dans une
perspective de généralisation des résultats sur les fonctions homogénes

obtenus pas Weierstrass. La propriété 1), (gh)= (hg) (la symétrie

hermitienne) généralise en effet au cas complexe examiné par Christoffel le cas
(gh)=(hg) de la théorie classique des formes quadratiques :

[...] so finden folgende Lehrsatze statt :
l. ® ist reel und von unverénderlichem Zeichen.
1. Die Determinante der bilinearen Function ¢ ist von Null
verschieden.
1. Die Determinante A(s) der bilinearen Function y-s@
verschwindet nur fir reel Werthe von s.
[1864, 255].

[Traduction, F.B.] :

[...] on obtient alors les énoncés suivants.

l. ® est réelle et de signe constant.

1. Le déterminant de la fonction bilinéaire ¢ ne s’annule pas .

111. le déterminant A(s) de la fonction bilinéaire Y-s¢@ s’annule uniquement
pour des valeurs réelles de s.

La démarche de généralisation du réel au complexe de Christoffel pousuit les
travaux de Clebsch qui, également dans le cadre de la théorie de la lumiére de
Cauchy, a étudié en 1860 un systéeme d’équation différentielles dont les
coefficients complexes "ont des propriétés remarquables car ils [...]
apparaissent comme des extensions de ces équations qui interviennent dans la
théorie des perturbations séculaires des planetes et dans tant d’autres
recherches" [Clebsch, 1860, 326] et démontré le contenu de la propriété 111 de
Christoffel. Cette propriété a été démontrée indépendamment par Hermite a
lI'occasion de ses travaux sur les résidus biquadratiques. Développant les
recherches de Gauss de 1832, Hermite a étudié les propriétés arithmétiques
des nombres complexes du type a+bi (a et b entiers), la recherche d’une
démonstration de la décomposition de tout entier en somme de 4 carrés
[Hermite, 1854] est en particulier a I'origine de I'étude des propriétés des
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ENCART 9.
Les fonctions bilinéaires et la géométrie projective.

Christoffel n’est pas I'inventeur des fonctions bilinéaires et qu’il puisse en faire I'objet de son
article de 1864 sans davantage de précision témoigne que la notion est familiére a cette époque.
La notion de transformation par polaire réciproque de la géométrie projective est a I'origine de la
définition des formes bilinéaires associées aux formes quadratiques [Dieudonné 1878, p 86]. Pour
une quadrique d’équation homogéne Q(x,y,z,t)=0 dans P3(E), on associe au point M de
coordonnées (x, Y ,z, t) la forme bilinéaire définissant le plan d’équation

oX oy 6z ot

Les travaux successifs de Monge et Poncelet [1822] sont & I'origine de cette association qui, pour
Jean Dieudonné va "donner naissance a une des idées fondamentales qui dominent I’Algebre,
I’Analyse et la Topologie modernes, le concept de dualité” [Dieudonné, 1878, p 86], concept pour
lequel il faut encore citer les travaux de Gergone, Plucker et Mdbius.

La notion de forme bilinéaire issue de la géométrie, par son caractere dual, n’a de sens
gu’associée a une forme quadratique (ou hermitienne). C’est en tant que telles que les formes
bilinéaires sont utilisées par Weierstrass en 1858 comme méthodes comme nous l'avons vu dans
I'encart 3c. du chapitre 2. Lorsque Christoffel propose, en 1864, une application des résultats de
Weierstrass a une "théorie des fonctions bilinéaires" [Christoffel, 1864a, 261], le nouveau
caractére théorique et autonome est donné a la notion de forme bilinéaire annonce la théorie qui
sera développée a Berlin dans les années a venir, notamment par la publication en 1866 des
mémoires "Theorie der bilinearen functionen" de Christoffelet "Uber bilinearen formen" de
Kronecker.
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formes qui seront dénommeées a la fin du siecle formes hermitiennes [Hermite,
1855 et 1856] (**) :

C’est a M. Cauchy qu’on doit la premiere démonstration générale de la réalité
des racines de I’équation remarquable a l'aide de laquelle se déterminent les
inégalités séculaires des éléments du mouvement elliptique des planétes. Cette
équation s’obtient, comme on sait, en égalant a zéro le déterminant du systeme
[...] dont les élements a,,, sont des quantités réelles soumises a cette condition,
Buy = Qv
[...] Supposons que les éléments a,, du déterminant cessent d'étre reels et
prennent des valeurs imaginaires quelconques, mais avec la condition que a,,
et a,, soient des quantités conjuguees. [...] I’équation Q=0 conserve la
propriété remarquable [...], elle a toutes ses racines essentiellement réelles.
[Hermite, 1855, 459].

En "appliquant” les méthodes de Weierstrass de 1858, I'objet de Christoffel
[1864a] n’est donc pas de présenter un résultat nouveau mais de donner un
cadre général aux résultats de Clebsch et Hermite [Christoffel, 1864, p.256]. Le
terme "général" prend ici un double sens, il s’agit d’abord de donner une
formulation "générale" du probléme comme relevant d'une transformation d'un
couple de fonctions bilinéaires et indépendant des contextes particuliers de la
théorie de la lumiére ou de la théorie des nombres (%) ; il s’agit ensuite de
faire référence a la méthode algébrique homogéne de Weierstrass ne laissant de
coté aucun cas particulier comme IP'occurrence de racines multiples dans
I'équation caractéristique (la méthode de Christoffel est détaillée en encart 7).
Le terme "fonctions bilinéaires" est employé par Christoffel en référence a un
mémoire de 1857 dans lequel Jacobi généralisait la loi d’inertie des formes
quadratiques aux  “fonctions bilinéaires" Xajxjy;. L'encart 8 détaille la
généralisation au cas complexe donnée par Christoffel de la formule
"générique"” Za;u;v;, [Hawkins 1977, 132] énoncée par Jacobi en 1857 [Jacobi,
1857, 589]. Le terme "fonction bilinéaire" n’a cependant pas le méme sens chez
Jacobi et Christoffel, pour le premier la caractérisation de bilinéaire désigne
des expressions polynomiales quelconques a deux variables et de coefficients
réels; pour le second, les coefficients des "fonctions bilinéaires" satisfont aux
"rapports remarquables" pour la conjugaison complexe qui permettent
d'appliquer la méthode de Weierstrass. L’association, réalisée par Christoffel,
du "bilinéaire" non symétrique, de Jacobi, et de la méthode homogéne du
mémoire de Weierstrass va avoir des répercussions rapides sur le
développement théorique de la notion de forme bilinéaire. En effet, dans la
tradition de la géométrie projective, les fonctions bilinéaires sont employées

24 Hermite déduit la décomposition d'un entier pair en somme de quatre carrés de I'écriture d'une
somme de 4 carrés comme somme des carrés de deux entiers de Gauss :
X2+y2+u+v2 = zQ+wae

Soit la forme

f=mz @ + (a+bi) z @ + (a-bi) Ow + [(@2+b?+1)/m]w @ oU a2+b2+1 = 0 mod m
Alors f= msi z=1 et w=0, Hermite prouve que f est équivalente a une forme Z2+WW
Hermite développe d’abord sa théorie pour deux variables puis discute le cas de n variables en
1855 et 1856.

25 Hermite et Clebsch n'ont traité que le cas particulier ou ® est la forme identité; tout comme
Weierstrass, Christoffel traite le cas général des couples (®,¥), ® de déterminant non nul.
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ENCART 10.

Un élément de contexte : les origines de la théorie des invariants.

La théorie des invariants est développée par Cayley et Sylvester a la suite des travaux de George
Boole dans les années 1840. La théorie des invariants concerne des expressions algébriques, des
formes, son objet est, pour Cayley, de "trouver toutes les dérivations [les invariants] d’un nombre
quelconque de fonctions [des formes algébriques], qui ont la propriété de conserver une forme
inchangée par changement de variables” (??). Les exemples les plus simples sont donnés par les
formes binaires comme la forme binaire quadratiques ax2+bxy-+cy? dont I’expression ac-b2 est un
invariant car elle est inchangée par des transformations linéaires des variables x et y. La théorie
des invariants est un domaine de recherche "promis a une fortune extraordinaire dans la seconde
moitié du dix-neuvieme siécle" [Dieudonné, 1977]. A la suite de Cayley, Sylvester et Eisenstein,
elle bénéficie des recherches des mathématiciens continentaux, parmi lesquels Hermite, Hesse,
Clebsch, Gordan, Hermite, Jordan et Hilbert.

Plus généralement, le probleme consiste, étant données p formes n-aires Pj(Xy,...,X,)=28;.X, (des
polynémes homogénes en n variables), a déterminer [Dieudonné, 1977] :

[...] les polynémes 1((a;.)) homogénes par rapport & chacun des systémes (a;,) pour 1<<j<<p,
ayant la propriété suivante : pour toute substitution linéaire x=U.x’, si I’'on pose
Pi(x ) = Pi(U.x") = 2&’jX,
on doit avoir
(@) = (det(U))°I((ay0))

[...] ; onditalors que I est un invariant de poids g des formes P;.

La théorie des invariants joue un rble important dans les recherches berlinoises sur les formes
bilinéaires. Les méthodes de Christoffel [1864, 1866] et Kronecker [1866] sont ainsi basées sur
des calculs de déterminants et le mémoire de Weierstrass [1868] donne par des invariants —les
diviseurs élémentaires — la caractérisation des couples de formes équivalentes.

2 Cayley, cité par [Crilly, 1988]. Le chapitre 3 propose une description plus détaillée des travaux de Cayley et
Sylvester sur la théorie des invariants.
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comme une méthode au service de I’étude des formes quadratiques (consulter a
ce sujet l'encart 9.). Weierstrass, par exemple, emploie implicitement des
fonctions bilinéaires en 1858 pour traiter la transformation des fonctions
homogénes du second degré. La référence de Christoffel a une "théorie des
fonctions bilinéaires" de Jacobi dans laquelle "les résultats du mémoire de M.
Weierstrass trouvent leurs application " [Christoffel, 1874a, 261] témoigne
d'une nouvelle perception du cas bilinéaire, non plus comme une simple
meéthode, mais comme une généralisation théorique des formes quadratiques.
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ENCART 11.

Un éclairage historique sur les fonctions théta de plusieurs variables.

Il faut remonter au cas particulier des intégrales elliptiques pour esquisser une histoire des
fonctions théta. Je renvoie a I'article de référence de C. Houzel [1978] et a I’exposé plus ancien de
A. Brill et M. Noether [1893] pour tout complément.

e Intégrales elliptiques.

La formulation générale des intégrales elliptiques est donnée par Lagrange [1784], elle
correspond a I’énoncé contemporain suivant
Définition: soit R une fonction rationnelle, P un polyndme de degré 4 et y=\P(x).
Une intégrale elliptique est une intégrale de la forme [R(x,y)dx

Pour résoudre les problémes de mécanique et de rectification de courbes, caractéristiques de la
seconde moitié du XVI1I° siécle, les méthodes géométriques de I’époque usent souvent de sections
coniques et font intervenir un type particulier d’'intégrales [Cooke, 1994]. Les problemes de la
période du pendule et de la longueur d’un arc d’ellipse [Wallis 1655] comptent parmi les exemples
les plus célébres. La classe des intégrales elliptiques doit son nom a la ectification de I'arc
d’ellipse [Legendre, 1793] nécessitant I'intégration suivante :
Si a et b désignent les demi-axes de I’ellipse, I’élément d’arc s’écrit

al—ex?
az_xz

ds = (dx2+dy?)? = dx

ou e = 1-b%a2

Les intégrales elliptiques fournissent les exemples les plus simples d’intégrales non élémentaires.
Elles sont d’abord étudiées par les techniques classiques de développements en séries (Newton
1669, Euler 1733, Mac Laurin 1742, Lambert 1772, Lagrange 1784) puis des méthodes spéciales
se développent pour ces intégrales spéciales a la suite du théoréme d’addition d’Euler [1752].
Poursuivant les travaux de Fagnano [1716] sur les arcs de lemniscate, Euler considere I’équation
différentielle [Cooke, 1994] :

_dx _, _dy

Vi Ny
a laquelle il donne une équation intégrale sous la forme d'une relation algébrique entre x ety :

X2+y2 = c2+2xy(1-c*)H2-c2x2y2

La généralisation de ce résultat pour I’équation différentielle

dx ___dy
VP(x)  P(y)
énonce l'existence d’une équation intégrale de la forme f(x,y) = 0, ou f est un polyndéme

symétrique de degré 2 dont les coefficients contiennent une constante arbitraire c. Ce résultat est
nommé théoréme d’addition d’Euler et peut s’énoncer par la formule suivante [Houzel, 1978] :
Par intégration, I’équation différentielle implique la formule d’addition sur les bornes de
I'intégrale :

fx dt +f° dt :fy dt
, VP(D) ) VP (D) , VP(D)
e Les fonctions elliptiques.

t
L’intégrale f \/% sur ]-1;1[, considérée comme une fonction de sa borne d’intégration t, est
-X
0

la fonction trigonométrique inverse arcisinus. Euler développe en 1764 une analogie entre les
fonctions trigonométriques inverses et les intégrales elliptiques, ces derniéres sont considérées a
leur tour comme fonction de la borne d’intégration.
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2. Les invariants de la "théorie des formes bilinéaires"

de Kronecker et Christoffel.

Dans les années 1860, la notion de forme bilinéaire acquiert une dimension
théorique signalée par la publication conjointe de deux mémoires par
Christoffel et Kronecker en 1866, suivie de prés par une nouvelle publication
conjointe de deux mémoires de Weierstrass et Kronecker en 1868. La théorie
développée en I'espace de quatre années est immédiatement appliquée dans un
cadre géométrique par la thése de Klein [1868] (*°). La description historique
de cette constitution théorique nécessite la prise en compte du contexte,
implicite mais prégnant, des recherches sur les fonctions elliptiques et
abéliennes. Il faut en effet prendre au mot le jugement émis par Kronecker lors
de son discours d’entrée a I'académie berlinoise en 1861 et selon lequel
"I'algébre n’est pas une discipline en soi" [Kronecker, 1861, 387], la théorie des
formes bilinéaires ne se développe pas uniquement pour satisfaire des
ambitions théoriques ou des idéaux de généralité, d’autres motivations sont a
chercher dans le grand sujet de recherche du moment qu’est la théorie des
fonctions spéciales et plus précisément la transformation des fonctions théta a
plusieurs variables. Un éclairage historique sur les fonctions spéciales et la
fonction théta est proposé en encarts 11 et 12.

L’historiographie attribue a Léopold Kronecker la distinction d"arithméticien
hors pair" [Dieudonné, 1977]. Dés sa thése soutenue en 1845, Kronecker se
préoccupe des unités cyclotomiques et élabore des méthodes proches des
nombres idéaux de Kummer. Les résultats les plus célébres de Kronecker,
comme son "Jurgendtraum" de 1857, sont du domaine de la théorie des
nombres et, a I'occasion de son discours inaugural a I'académie de Berlin,
Kronecker décrit son travail comme centré sur théorie des nombres et I'algebre
[Kronecker, 1861, 387]. Mais qu’est ce que la théorie des nombres dans les
années 1860-1870 ? A la suite des travaux fondateurs de Gauss, les méthodes
de l'arithmétique évoluent tout au long du XIX® siécle, la collaboration des
recherches de Kronecker et d’Hermite sur la résolution de I'équation du
cinquieme degré donne un réle fondamental aux fonctions elliptiques en théorie
des nombres. Les fonctions elliptiques sont percues comme permettant le lien
entre les trois domaines essentiels des mathématiques que sont I’algebre, la
théorie des nombres et I'analyse :

Selbst ein Seitenweg derselben war uns gemeinsam [Kronecker et Hermite]
und fuhrte uns gleichzeitig zur Behandlung der complexen Multiplication der
elliptischen Functionen, zu Arbeiten, deren Gegenstand der Analysis
entnommen, fur welche aber die Anregung durch die Algebra gegeben,
Richtung und Ziel durch die Zahlentheorie bezeichnet ist. Die Verknupfung

% |1 s’agit de la classification des faisceaux de surfaces du second degré. Voir le chapitre 9.
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Les méthodes de calcul numérique des intégrales développées par Lagrange [1784] et Legendre
[1793] démontrent la possibilité d’écrire toute intégrale elliptique comme combinaison linéaire de
trois intégrales de références [Houzel 1978, p.295] :

t
premiére espéce F(t, k) = f —x dx
0 \,(1—x2)(l—k2x2)

t 1—k2x2
deuxieme espece E(t,k) = f 1—x2
0

troisieme espéece M(n,t,k) = f

t dx
o 1+ n2x2)\/ (1-x2)(1-k2x2)

Sur le modele de la définition de la fonction Arcsin, les travaux successifs de Gauss et Abel [1827]
définissent la fonction réciproque des intégrales elliptiques de premiére espece [Houzel, 1978] :
Proposition : soit @(a) la fonction réciproque de I'intégrale de premiére espéce

a= [ dx
0 \/(l—czxz)(1+e2x2)
(1)
(c'est-a-dire a°@(t)= dx =t)
0 \/(l—czxz)(1+e2x2)
1/c

La fonction @ est définie sur I'intervalle [- % ; E]ou %= b o ?))El o)
-c2x2)(1+e2x

Le théoreme d’addition d’Euler se traduit en une "formule d’addition" pour la fonction elliptique
¢ et deux fonctions axillaires fet F :

_ 9(OfBFB)+oB)f()F(a)
o(a+p) = 1+c2e20(01)20(B)?

ou f =1-c%9? et F =[1+¢2?

Cette formule d’addition permet d’étendre le domaine de définition des fonctions ¢, f et F en des

fonctions de période 2w définies sur E/{kE ke T}. La substitution de la variable x en ix donne une
. . . . . . . ~ A W
extension supplémentaire des trois fonctions en des fonctions méromorphes sur E, de poles kE et

Q X
kE , doublement périodiques et de périodes 2w et 2@ avec :

1/e

_ dx
0 \/ (1+c2x2)(1-e2x?)

e Lareprésentation des fonctions elliptiques.

N e

Les fonctions elliptiques sont méromorphes et la question de leur représentation comme
guotients de fonctions entieres bénéficie, a la suite des travaux de Gauss [1800] et Abel [1828],
des progres de I'analyse complexe [Grattan Guiness, 1994]. Jacobi [1828] parvient a exprimer les
fonctions elliptiques o, f et Y, (auxquelles il donne la notation sinam, cosam et Aam,) comme
guotients de combinaisons de quatre fonctions, les fonctions théta, définies en 1838 de la facon
suivante :

V(X) = Znet (-1)" g™ 2"

Vl(X) — zn.Ti2n+1 q(n+1/2)2 e(2n+1)i><

Vz(X) — znoT q(n+1)2 e(2r1+1)i><

V3(X) — znoT qn2 e2ni><
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dieser drei Zweige der Mathematik erhéhte den Reiz und die Frucht barkeit der
Untersuchung [...].
[Kronecker 1861, 389].

[Traduction ,F.B] :

Nous avons été conduit [Kronecker et Hermite] par, une méme approche
indirecte commune sur le traitement algébrique d'un probléme de théorie des
nombres & des travaux d’analyse sur la multiplication complexe des fonctions
elliptiques. Le lien entre trois branches des mathématiques augmentait
I'intérét et le fruit de la recherche.

C’est dans le contexte des travaux sur les fonctions abéliennes qu’intervient, en
1866, la premiere contribution de Kronecker a la "théorie des formes
bilinéaires" par la communication a I’Académie de Berlin d'un mémoire
intitulée "Ueber bilineare formen". Le terme "fonction" employé par
Weierstrass et Christoffel est remplacé par I'expression de "forme" issue de
lI'arithmétique dans la tradition de Gauss. L'objet du mémoire est de résoudre
un probleme relatif a la transformation des fonctions théta de plusieurs
variables, les fonctions théta sont des fonctions transcendantes qui permettent
I'inversion des intégrales abéliennes et, si Kronecker développe en 1866 des
idées générales et théoriques sur les formes bilinéaires, le contexte des
fonctions théta porte des significations implicites qui structurent les
raisonnements et les résultats. Les travaux de Kronecker sur la transformation
des fonctions théta de plusieurs variables développent les résultats énoncés par
Hermite en 1855 pour le cas de deux variables [Hermite, 1855b].

Une intégrale abélienne pour un polynéme ¢ du 5° degré (de genre p=2) peut
s'exprimer par la somme de deux intégrales :

B

Les fonctions inverses Fi(u,v de ces intégrales sont des fonctions de deux
variables, s’exprimant toutes comme des fonctions rationnelles de 15 fonctions
fi(u,v) par des changements de variables linéaires :

u:j‘a+ ja ,Byd

Maintenant je poserai, comme il suit le probleme de la transformation des
fonctions abéliennes du premier ordre :

Le polyndme @x étant donné, déterminer les coefficients de Yx et les constantes
a, B, y, 6, de telle sorte que les quinze fonctions F(u,v) puissent s’exprimer
rationnellement par les quinze fonctions f(u,v).

[Hermite 1855b, 249].

La question générale de la transformation des fonctions théta de n variables,

abordée par Kronecker en 1866, nécessite I’examen d’une "fonction entiére G de
2n variables" :
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e Fonctions abéliennes.

Les méthodes de la théorie des fonctions elliptiques sont étendues par Abel [1826] a la classe plus
vaste des intégrales dites abéliennes, de la forme JR(x,y)dx, pour une fonction R rationnelle. Le
théoréme d’addition d’Euler ne s’étend pas sans difficulté a cette classe d’intégrales et la relation
algébrique entre y et x n’est désormais définie de facon unique que localement [Cooke, 1994].
Définition. Une intégrale abélienne est une intégrale sur un contour complexe y :
[y R(xy)dx,
ou R(x,y) est une fonction rationnelle des variables complexes x et y.

Proposition : la fonction y est exprimée localement comme une fonction de x par une relation
algébrique f(x,y)=0.

Globalement, plusieurs équations algébriques sont en général nécessaires a I’expression de la
relation entre y et x. Pour les intégrales elliptiques F(x) de premier espéce le théoreme d’Euler
assure la possibilité de pouvoir toujours exprimer une somme F(x;)+F(x,) par une intégrale du
méme type F(x3) ; le théoreme d’Abel énonce que toute somme d’intégrales abéliennes peut
d’exprimer comme la somme d’'un nombre p (le genre) d’intégrales abéliennes. [Houzel 1978,
p.311] :

Dans ce cas [le cas des intégrales hyperelliptiques étudiées par Abel], Jacobi (1832) interprete le

théoreme d’Abel comme un théoreme d’addition algébrique pour des sommes de p intégrales de

premiéres espéces
k
X

Vo(x)

Fx) =] dx (0 Ak Ap-1) ;

si
Uk = Zj=0; p-1 Fw(X'}), 0N @ U+ U’k = Zj=o,p-1 FulYy)
avec des y; fonctions algébriques de Xo...Xp-1, X’0...X'p1

Le cas particulier des intégrales hyperelliptiques donne une exemple d’intégrales abéliennes pour
lequel il existe une relation algébrique globale entre y et x. Cette relation est donnée par un
polynéme de degré 5 (le cas des fonctions elliptiques correspond au degré 4) :
fx.y) = y2 = (X-r1)(X-r2)(X-r3)(X-rg)(X-rs).

Le genre est alors égal & p=2 et le probléme de I'inversion posée par Jacobi consiste, si u;
:I[al,xl] 1/y dx + j[a2,><2] 1/y dx et U, = Ial,xl] X/y dx + J[az,xZ] X/y dx a expl’imer X; et X, comme
fonctions de deux variables u; et u,. Généraliser les fonctions elliptiques, c'est-a-dire inverser les
intégrales abéliennes, nécessite donc de généraliser les fonctions théta de Jacobi en des fonctions
complexes de p variables (uy,...,up) ; les p variables étant interprétées comme les parameétres des
p intégrales abéliennes indépendantes. Cette théorie, introduite par Rosenhaim et Gopel dans
les années 1840, est développée par Riemann dans la deuxiéme partie de son mémoire consacré
aux surfaces a plusieurs feuillets [1857] permettant de représenter les fonctions de variables
complexes. La définition des fonctions théta de Riemann se traduit par I’énoncé contemporain
suivant :

V(V) ~ Fmer® €0 (v 0 ER)

ou Q est une forme quadratique de partie réelle définie négative.

Toute fonction abélienne peut s’exprimer comme quotient de polyndmes homogenes de fonctions
théta de Riemann.
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Durch mindliche Mitteilungen meines Freundes Weierstrass habe ich seit
langerer Zeit Kenntnis von seinen Untersuchungen uber die allgemeinen ©-
Functionen d.h. Uber n-fach unendliche aus Gliedern von der Form

eG(ul,u2 ..... un; viyv2,...vn)
zusammengesetzte Reihen, in welchen G eine ganze Function zweiten Grades
der n Variablen u und der n Summationsbuchstaben v bedeutet.
[Kronecker, 1866, 145].

[Traduction, F.B.] :
Des discussions avec mon ami Weierstrass, m'ont amené, il y longtemps déja, a
examiner les fonctions © générales de n variables de la forme

eG(ul,uZ ..... un; vi,v2,...vn)

ol G est une fonction entiére de 2° degré en n variables u.

Kronecker et Christoffel développent les propriétés de la fonction G dans deux
mémoires publiés en 1866 et dans lesquels "on s’autorisera a voir une méme
motivation". Cette "méme motivation" [Kronecker, 1866, 145], le titre du
mémoire de Christoffel en témoigne, c’est la construction, d’une "Théorie des
fonctions bilinéaires". Quel est I'objet de la théorie des formes bilinéaires ?
Kronecker le définit comme [I'étude des transformations des formes
T=Zji Ti.Xjyx lorsque de mémes substitutions my, sont appliquées aux deux
systémes de variables x; et yy , les substitutions myq Vérifiant des conditions
particuliéres propres & la théorie des fonctions théta (') :

(1) mp,n+q + Z mn+r,n+qur = mpl’z. rq +Z mn+r,sTprT sq
r r

27 On dirait en termes contemporains, déterminer la classe d’équivalence d’une forme bilinéaire par
congruence. Le point de vue arithmétique des classes d'équivalences sera développé par Kronecker
en 1874 et le probléme de la transformation des fonctions théta est formulé par Frobenius en 1880
de la maniere suivante :

Die Theorie der Transformation der Thetafunctionen von p Variabeln fuhrt auf lineare

Substitutionen mit ganzen Coefficienten

Xa = 8qaX1'+ AuaXo' + ... + BazpXop' (O = 1,2,..., 2p),

durch welche die alternierende bilineare Form von der Determinante 1

J= le(xuypﬂ/ - Xp+vyu) = zlaﬂxa yﬂ
14
in sich selbst, mit einer ganzen Zahl n multiplicirt, Ubergefiihrt wird. (Kronecker, dieses
Journal Bd. 68, S. 273 ; Weber, Annali di Mat. Ser. 1%, tom. Ix p.126.)
[Frobenius, 1880, 1].
En termes contemporains, les conditions (1) et (2) reviennent a assurer I’existence d’une
transformation linéaire appartenant au groupe symplectique P telle que 'PTP = T'.
Kronecker définit en 1866 une forme bilinéaire alternée, @(y,x) = -@(X,y), qui ne peut étre non
dégénérée que si n=2v est pair. Il existe alors une base (e), 1AiA2v; de E (dite base
symplectique) telle que ®(e;,eiv)=1 pour LAIAv et ¢(e;,e)=0; pour tout autre couple d’indices, de
sorte que I'on a:
O(X.y) = Zpy (&iNivv=&irvNi)
Toutes les formes alternées non dégénérées sont équivalentes.
On appelle groupe symplectique sur K le sous groupe formé des ue GL(E) tel que
P(U(x),u(y)) = o(x.y)
Les formes recherchées par Kronecker 1866 sont celles laissant invariants deux espaces isotropes
(A0)
(0A)
Voir au sujet des formes alternées. J. Dieudonné. Sur les groupes classiques. 1948
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ENCART 12.

La représentation des fonctions elliptiques de Weierstrass.

Le théoreme d’Euler d’addition des intégrales elliptiques (encart 11) peut s’interpréter
comme un résultat de multiplication. Appliqué, par exemple, a l'intégrale de I'arc de
lemniscate de Fagnano, il permet d’obtenir une multiplication par 2 de I'intégrale elliptique :

J. J avec y(x) = 2X“1 x*

| 1+t4 N1+ = 1+x*
Le probleme général de la multiplication d’une intégrale elliptique par un entier n consiste a
rechercher une équation algébrique exprimant y en fonction de x de maniére a obtenir :

n dx ___dy .
VP(X)  P(y)
L’équation algébrique, de degré n2, ne peut avoir plus de n racines réelles. Une interprétation
géométrique en est la division de la courbe de la lemniscate en n parties réelles réalisée par
Gauss. Abel exploite la double périodicité des fonctions elliptiques pour montrer que
I’équation de la division est résoluble par radicaux [Houzel 1978, p.299] :
Si x=0(0) est I'une de ses solutions [de I’équation de la division], les autres sont de la forme

o(o+ %) ou wel [le réseau des périodes] est une période et w/n parcourt (% M)/T isomorphe a (T

/nT)?, isomorphe au groupe de Galois de I’équation (sur le corps engendré par les racines n°de 1
et les valeurs des fonctions elliptiques aux points w/n).

Illustrons par les travaux de Jacobi [1829] I'exemple d’'une transformation d’ordre 3 [Gray,
1996, p.13]. Pour I'intégrale de 1" espéce,

_(t ax
F(t’k)_fo (1-x2)(1-k2x2) dx,

chercher une transformation d’ordre 3, c’est changer le module k2 de I'intégrale en A2 de

maniére a ce que //\\ = KK (ou les périodes de la fonction de module k sont K’ et K et celles
de la fonction de module A sont A et A’) . Jacobi utilise la transformation :
y = Ml%:;((? oua=1+2a, a’ = a'3 et b'=a(2+0)
de maniére a transformer, pour A bien choisi :
—dy
V(L-y)(1-A2y?)
dx

M\/ (1-x?)(1-k2x?)
pour une certaine constante M.

L’équation algébrique (équation modulaire) entre les modules k et A est :
u*-v* +2uv(1-u2v?d)

o Kronecker : la multiplication complexe

Le probléeme général de la multiplication par un réel —donner la valeur d'une intégrale
elliptique en z par rapport a sa valeur en mz - conduit a considérer la divisibilité des périodes
des fonctions elliptiques. Ces recherches introduisent des équations algébriques, les équations
modulaires, que Kronecker [1858] et Hermite [1858] emploient pour démontrer la résolubilité
de I’équation générale de degré 5 au moyen des fonctions elliptiques [voir Gray, 1996, 122-
125]. Le probléme de la multiplication par une constante complexe [Vladut 1991] —déterminer
le nombre complexe w tel que f(wz) a méme période que la fonction elliptique f(z)- est lié a
I'arithmétique des corps quadratiques imaginaires (w doit étre un entier algébrique d’une
extension algébrique de T). Les entiers de Gauss fournissent I’exemple simple des
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(2) la substitution de coefficient mp, laisse la forme Z(X;Yn+r—Xn+rYr)
invariante.
[...] [Kronecker, 1866, 146, traduction F.B.].

Il s’agit donc de caractériser les conditions sur les coefficients m,, des
substitutions de 2n variables pour lesquelles une forme T se transforme en une
forme T’ :

Ich suchte namlich die Bedingungen zu ermitteln, unter denen die
transformierten Parameter T den urspringlichen oben mit t bezeichneten
gleich werden, und bin dadurch auf die allgemeine Untersuchung derjenigen
Transformationen bilinearen Formen von je 2n variabeln x und y gefihrt
worden, bei welchen die Substitutionscoefficienten fur beide Systeme von
Variabeln identisch sind.

[Kronecker, 1866, 146].

[Traduction, F.B.] :

J'ai cherché a déterminer les conditions auxquelles les paramétres de la forme
transformée T s’obtiennent a partir de ceux de la forme primitive 1. J'ai par
conséquent été conduit a I'étude générale des transformations des formes
bilinéaires de 2n variables par des substitutions identiques appliquées aux
deux séries de variables x ety .

Kronecker définit une "nouvelle forme normale" caractérisée par un
"invariant”, le "déterminant caractéristique" auquel il donne la dénomination
de "déterminant adjoint" [Kronecker, 1866, 147], et dont la signification
essentielle ("wesentlichsten bedeutung") est de permettre une méthode du
probleme fondateur de la théorie : deux formes peuvent se transformer I'une en
I'autre si est seulement si elles ont méme forme normale [1866, 148] :

k=2n

Z AKX Yo
k=1

Les invariants A caractérisent la forme normale, et sont définis comme les
racines de I'équation caractéristique. Les élaborations théoriques de Kronecker
et Christoffel reposent en effet sur la définition d’invariants propres a la
nouvelle théorie des formes bilinéaires (L'encart 10 détaille comment
I’organisation théorique proposée par Christoffel expose un répertoire des
invariants de la théorie des formes bilinéaires [Christoffel, 1866, 271]).
L’invariant le plus simple, le "déterminant adjoint" d'une forme n’est
cependant pas suffisant pour caractériser les transformations linéaires des
couples de formes, deux couples de formes de méme déterminant ne se
transforment pas nécessairement I'une en l'autre. Kronecker recourt alors a
I'étude de couples de "faisceaux” de formes uA+Vv'A sur le modéle des couples de
fonctions homogenes s®-W étudiés par Weierstrass, il démontre qu’une forme A
a mémes invariants que sa transposée ‘A ce qui impliqgue donc que le
déterminant adjoint du faisceau de formes uA+V'A est un invariant de la forme
A. Le recours aux faisceaux de formes permet I'emploi de méthodes
polynomiales par lesquelles Kronecker démontre la proposition essentielle de
son mémoire : "deux formes bilinéaires A et B ont méme forme normale si et
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multiplicateurs des intégrales lemniscatiques qu’Eisenstein [1845] utilise pour démontrer la
loi de réciprocité biquadratique :
La multiplication par 1-+i correspond au changement de variable imaginaire, x2=2iy?/(1-y*) :
dX_ — (1+i) —Lf -

En 1853, Kronecker montre que toute équation abélienne sur (i) est une équation de division
des périodes des fonctions lemniscatiques et formule son "jurgendtraum"”, réve de jeunesse,
qui énonce que toute équation abélienne sur T se raméne aux équations de divisions des
périodes [Kronecker 1853, p.10] :
[...] ergiebt ndmlich das bemeurkenswerthe Resultat: 'dap die Wurzel jeder Abelschen Gleichung
mit ganzzahligen Coéffizienten als rationale Function von Wurzeln der Einheit dargestellt
werden kann’.

Remanié par Weber [1897-98], I’énoncé du théoréme de Kronecker-Weber exprime que toute
extension abélienne de T est contenue dans un corps cyclotomique, c'est-a-dire un corps
obtenu par extension de T par des racines de I'unité. Ce probléme figure en 12° position de la
liste des problémes de Hilbert et conduit a la théorie des corps de classes. Le 12° probléme de
Hilbert énonce en réalité une généralisation du théoréme de Kronecker-Weber qui conjecture
que les extensions abéliennes d’un corps de nombres et les extensions des corps quadratiques
imaginaires sont engendrées par les valeurs des fonctions modulaires et elliptiques liées aux
courbes elliptiques a multiplication complexe [Hilbert, 1901, .311, in Schappacher, 1996, 243]

Kronecker selbst hat die Behauptung ausgesprochen, dap die Abelschen Gleichungen im
Bereiche eins imaginaren quadratischen Korpers durch die Transformationsgleichungen der
elliptischen Funktionen mit singuldren Moduln gegeben werden, so dap hiernach die elliptische
Funktion die Rolle der Exponentialfunktion im vorigen Falle Gbernimmt.(*®).

Norbert Schappacher a montré que cette conjecture doit étre comprise de la maniere suivante
(®*) [Schappacher 1996, 249] :
Si le corps de base est T, la fonction analytique x — e™ a la propriété que si I'on substitue a x les
éléments du corps T, les valeurs e™ engendrent toutes les extensions abéliennes de T.
Si le corps de base K est quadratique imaginaire. Alors la fonction T « j(t) a la propriété que si
I’'on substitue pour T les éléments du corps K, les valeurs de j(t) et les racines de l'unité
engendrent toutes les extensions abéliennes de K.

Cette conjecture de Hilbert est fausse et il faut recourir a d’autres fonctions comme la fonction
P de Weierstrass pour obtenir toutes les extensions abéliennes de K.

e Lareprésentation des fonctions elliptiques de Weierstrass.

La théorie de la représentation des fonctions elliptiques élaborée par Weierstrass se distingue
de celle de Jacobi qui exprime ces fonctions comme quotients de fonctions théta. Weierstrass
fait jouer le réle principal aux développements tayloriens. C’est le célébre point de vue de
Weierstrass selon lequel I’holomorphie est synonyme d’analyticité, par opposition au point de
vue de Cauchy pour qui I’holomorphie est la différentiabilité pour la structure complexe
[Dugac, 1973]. S'inspirant des travaux d’Eisenstein sur les séries X 1/(x+am+fn3)g
[Cooke,1994], Weierstrass

2 Kronecker lui-méme a conjecturé que les équations abéliennes dans le domaine des corps quadratiques
imaginaires sont données par les transformations des fonctions elliptiques a module singulier de sorte que, la
fonction elliptique joue le role de la fonction exponentielle dans le cas considéré précédemment.

2 Norbert Schappacher a montré [1996] qu’il faut comprendre pour "“fonction elliptique”, la "fonction elliptique
modulaire" j(q) = 1/q +744q +196884q + 21493760¢2 +...ayant un pdle simpleen i &
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seulement si le déterminant |B || uA+V'A| est égal au déterminant |AjuB+Vv'B|"
[Kronecker, 1866, 149]. La démonstration de la premiére implication de la
condition nécessaire et suffisante de Kronecker, c'est-a-dire la propriété
d’invariance par transformation linéaire, ne pose pas de difficulté [Kronecker
1866, 149] (*®). La démonstration de la condition suffisante —si les
déterminants sont égaux alors les deux formes bilinéaires ont méme forme
normale- est plus délicate et Kronecker se contente de traiter le cas pour lequel
le déterminant caractéristigue du faisceau se factorise en produits
d’expressions linéaires toutes distinctes, c'est-a-dire dans le cas d'occurrence
de racines distinctes.

En 1866 Kronecker rencontre des difficultés analogues au probleme de la
multiplicité des racines sur lequel s'est développée la discussion des petites
oscillations entre 1766 et 1858. Kronecker ne parvient pas a dépasser le
traitement de ce qu’il caractérisera lui-méme en 1874 comme un cas singulier,
en 1866 il n’évoque la multiplicité des racines qu’en dehors de sa théorie des
formes bilinéaires, dans la seconde partie du mémoire consacrée au probléme
de la transformation des fonctions théta [Kronecker, 1866, 156-162]. A la
maniéere de Lagrange et Laplace qui abandonnaient le terrain de I'analyse et
évoquaient des arguments mécaniques contre I’'occurrence de racines multiples,
I’éventuelle occurrence de racines multiples est balayée par des arguments
propres aux fonctions théta : il doit y avoir n racines distinctes correspondants
aux n intégrales indépendantes permettant de représenter toutes les intégrales
elliptiques [Kronecker, 1866, 157].

Par sa méthode d'utilisation de faisceaux de formes et de techniques
polynomiales, le mémoire de Weierstrass de 1858 est un modeéle pour le
développement de la théorie des formes bilinéaires a Berlin dans les années
1860. La généralisation du quadratique au bilinéaire ne permet cependant plus
de recourir a une "forme normale" aussi simple que celle de la loi d’inertie en
cas d’occurrence de racines caractéristiques multiples. C’est a Weierstrass qu’il
revient, de parfaire la théorie des formes bilinéaires par la définition d’un
systeme complet d’invariants, les diviseurs élémentaires, donnant une solution
générale et homogéne au probleme de la transformation des couples de formes
bilinéaires posé comme fondateur de la théorie des formes bilinéaires par
Kronecker et Christoffel en 1866 .

%8 En termes contemporains, si B = 'PAP alors [uB+V'B| = |'P(UA+V'A)P|.
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[1882] déduit tous les résultats de la théorie des fonctions elliptiques d’une seule fonction
o(u). Cette architecture de la théorie des fonctions elliptiques bénéficie de la publicité active
de nombreux étudiants de Weierstrass comme H.A. Schwartz qui publie un manuel en 1883.
Weierstrass définit une fonction elliptique comme s'annulant sur un réseau :

Théoréme : soit H un sous groupe discret de R", alors H est engendré par rAn vecteurs
linéairement indépendants.

Définition: on appelle réseau tout sous groupe additif discret de rang maximal de R".
Conséquence : Si A est un réseau de E, il existe w;, w, de E tels que A=Tw;+Zw,.

Définition: on appelle fonction elliptique une fonction méromorphe qui admet tous les éléments
de A comme périodes.

Comment trouver une fonction entiere dont les zéros (simples) sont des éléments d’un réseau
A ? On peut, par analogie avec les polyndmes, penser a un produit Mg, (1-z/w). Le théoreme de
Weierstrass [1841], d’apres lequel une limite uniforme de fonctions holomorphes fournit une
fonction holomorphe, permet d’établir les conditions de convergences du produit infini par
lequel Weierstrass exprime I'inverse de la fonction I d’Euler dont les zéros sont les entiers

négatifs :
1 (5

rzl

Le terme ™" joue le rdle de facteur de convergence en assurant la convergence uniforme du

produit infini sur toute partie bornée du plan complexe. Le méme principe est utilisé pour la
construction des fonctions s’annulant sur un réseau de E, la convergence du produit infini est
assurée par des facteurs primaires E,, (x/a,) (p est un entier convenablement choisi) :

)= 1—x;
x? xP
B@=a—vep(x+} +.+7):

Définition : pour tout z de E-A :
a(z,A) = 0(z,w1,w2) = Z Myexr (1-Z/w)exp(z/w+2z2/w?)

La fonction o n’est pas elle méme elliptique. Deux autres fonctions s’en déduisent et toutes
trois forment ce que I’on nomme le formulaire de Weierstrass :
Pour tout z de E-A:
o(z,\) = o(z,w1,w>)
{(z,\) = 0’(2)/o(z) = d/dz loga(z)
P(z\) = - C(z) = 12 + £ (1/(z-w)?-1/w?)

La fonction P est doublement périodique par rapport a w,; et w, et donc elliptique sur A :

Proposition fondamentale :
7 WeA, P(z+w*) = P(z)
La fonction P est une fonction périodique par rapport a A.

Cette proposition se démontre par I'intermédiaire de la fonction dérivée P *(z)=5,ea1/(z-w)>,
trivialement elliptique sur A. Les fonctions P et P’ engendrent le corps des fonctions

elliptiques sur A :
Théoréme : I’'ensemble E(A) des fonctions elliptiques est un corps et E(A) = E(P, P”)

Pour toute fonction elliptique f sur A, il existe donc une fonction rationnelle F telle que

f(2)= F(P(2), P'(2)).

Enfin, selon I'architecture de cette théorie qui va a rebours de I’histoire, on obtient le lien
entre les fonctions elliptiques et les intégrales elliptique de premiére espéce par les résultats
suivants :
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3. Le théoreme des diviseurs élémentaires des couples

de formes bhilinéaires.

La théorie des formes bilinéaires, initiée par les mémoires conjoints de
Christoffel et Kronecker de 1866 se constitue comme une généralisation de la
théorie des formes quadratiques par une recherche d’invariants
caractéristiques de la transformation linéaire des formes. Le premier de ces
invariants, le "déterminant adjoint" d’une forme, s’avére insuffisant a
caractériser la transformation des couples de formes. Par une généralisation
des méthodes mises en ceuvre en 1858, Weierstrass définit en 1868 un systeme
complet d’invariants des couples de formes bilinéaires de déterminant non nul,
une communication conjointe de Kronecker traitant du cas singulier.

Dans la liste suivante présentant I’ensemble des travaux de Weierstrass, le
théoréme des diviseurs élémentaires, placés en toute fin de liste est le seul a
étre qualifié par une dénomination anachronique d"algebre linéaire".

Weierstrass [...] laid the foundations of the theory of entire functions, polished
the theory of elliptic functions to a high degree of perfection, and crowned the
entire edifice of the theory of Abelian functions, which was the most impressive
achievement of nineteenth century analysis. As a by product he laid the
foundations of the theory of analytic functions of several complex variables.
Finally he made great achievements in the calculus of variations [...], the
theory of minimal surfaces, and linear algebra (theory of elementary divisors).
[...DSB].

L’intervention de Weierstrass dans la théorie des formes bilinéaires semble
source d’un certain malaise pour les biographes. La figure de Weierstrass est
classiquement dépeinte par I’historiographie comme celle d'un pére de I'analyse
moderne, la métaphore de la paternité tenant a caractériser la figure d’'un
savant qui éduque une rigueur nouvelle a l'analyse [Yushkevitch, 221].
L'anachronisme relevé dans la liste ci-dessus réveéle une certaine géne a
concilier le portrait du grand analyste aux deux contributions de 1858 et 1868
a la théorie des formes. Le mémoire de 1868 ne s’inscrit pas moins dans un
contexte historique et il ne doit pas étre décrit comme isolé de I’ensemble de
I'ceuvre de Weierstrass et notamment des recherches sur les fonctions
elliptiques et abéliennes. Dans les biographies de Weierstrass, les fonctions
abéliennes jouent le réle romantique de I'éveil d’'un jeune étudiant a la
passion des mathématiques, comme dans les abondants commentaires de la
citation suivante extraite d’'une lettre adressée a Sophus Lie le 10 avril 1882

™)

29 La lettre d’Abel dont il est question établit la représentation de la fonction inverse de I'intégrale
elliptique de 1re espéce comme quotient de séries de puissances.
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Théoreme : étant donné P(t) de degré 3 ou 4, il existe une fonction elliptique f pour un réseau A
convenable, inversible sur tout ouvert D de E, et de fonction inverse g: f(D) — C telle que

9@ = VUNP(2)

Théoréme : la fonction inverse de
E(x) = [dt/\/P(t) ou P(t) = 4t>-g,t-gs

admet un prolongement au plan complexe et y représente la fonction P(z,L).

La démonstration se raméne au cas d’'un polynéme

P(t)=4t>+Dbt+c
et utilise la propriété fondamentale reliant les fonctions P et P’ :

P'(2)? = 4P(2)° —0:P(2)-9.
avec
g1 =603 1Iwetg, =140 3 1w®

Cette propriété se déduit du développement de Laurent de P et P’ et exprime que P et P’ sont une
paramétrisation de la courbe elliptique

y2=4x%-gpX-03
g; et g, sont des formes modulaires qui dépendent uniquement du réseau A.

Corollaire : La fonction inverse de E(x)= J.wL

X M

prolongement au plan complexe et représente la fonction P(z,A) ou A est le réseau correspondant
aux constantes gy, gs.

ol X =X, et P(t) = 4t3-g,t-g; admet un

Enfin, la formule suivante de Weierstrass exprime le théoréme d’addition d’Euler comme une
propriété des fonctions P :

Propriété :
P(ui+uy) = 1/4 [ (P’ (u1)-P"(u2)) (P(us)-P(uz) 12 -P(uy) —P(uy)

Corollaire : I'équation

Jw dt +J'w dt =I”° dt
PO PO+ PO

est satisfaite pour x donné en termes de Xy, Xz, 91, 02-

La représentation de Weierstrass par les fonctions P et P’ entraine une architecture nouvelle de
la théorie des fonctions elliptiques.
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Cette lettre [une lettre de Abel a Jacobi] fut pour moi de la plus haute
importance, lorsque, étudiant, j’en pris connaissance dans le journal de Crelle
[6, 1830 73-80]. La déduction immédiate, de la forme de représentation de la
fonction désignée par Abel A(x) depuis I'’équation différentielle la définissant
fut la premiere tache mathématique que je me fixais ; et la fortune de sa
résolution me détermina & me dévouer entierement aux mathématiques. Je
pris cette décision dans le 7° semestre [hivers 1837-1838], alors que j’avais
entrepris a I'origine des études de finance publique et d’administration.

[N.H. Abel, Mémoria (1902), 108, cité dans K-R. Biermann 1990, 219].

Weierstrass étudie les Fundamenta nova theoritia functionum ellipticarum de
Jacobi [1829] et bénéficie des cours de Gudermann sur les fonctions elliptiques
a l'université de Bonn. Ce sont les publications sur les problémes d’inversion
des intégrales hyper elliptiques ( [Weierstrass 1854 et 856]) qui permettent a
Weierstrass de quitter sa position de professeur au Gymnasium de Braunsberg
et d’entrer en 1856 au Gewerbeinstitut et & I’Académie de Berlin. La théorie des
fonctions elliptiques est le sujet principal des recherches de Weierstrass. Lors
de son discours d’investiture a I’Académie de Berlin, Weierstrass proclame son
ambition de donner une nouvelle "représentation” aux fonctions elliptiques

Depuis que j’'ai été initié & la théorie des fonctions elliptiques sous la direction
de mon professeur Gudermann, cette branche relativement nouvelle de
I'analyse mathématique a exercé sur moi une puissante attraction, qui reste le
facteur déterminant de I’ensemble de mon développement mathématique.

[...] Donner une représentation de ces quantités [les fonctions elliptiques] d’'un
type compléetement nouveau et unique en analyse et étudier leurs propriétés
plus avant est devenu un des problémes généraux des mathématiques que j’ai
décidé d’étudier.

[Weierstrass, 1857].

La théorie de la représentation des fonctions elliptiques élaborée par
Weierstrass se distingue de celle de Jacobi qui exprime ces fonctions comme
quotients de fonctions théta. Elle constitue la toile de fond des recherches de
Weierstrass dans les années 1860-1870 et motive son intervention dans la
théorie des formes bilinéaires. Les encarts 11 et 12 de ce paragraphe sont
consacrés a une description de cette théorie (*°). C’est dans ce contexte que
Weierstrass intervient, en 1868, pour répondre aux difficultés rencontrées par
Kronecker pour traiter le cas singulier de I'occurrence de racines multiples
pour la transformation des fonctions théta de plusieurs variables. Ce sont en
réalité deux communications successives qui sont prononcées en 1868 devant
I’Académie de Berlin. La premiere, intitulée "Zur theorie der bilinearen und
quadratischen formen" et signée Karl Weierstrass ésout le probleme de la
transformation des couples pP+qQ de formes bilinéaires, dont le déterminant

0 Consulter également les cours de Weierstrass dont le contenu d’un cycle est par exemple :
introduction a la théorie des fonctions analytiques, introduction a la théorie des nombres réels,
théorie des fonctions elliptiques, applications des fonctions elliptiques aux probléemes de géométrie
et mécanique, théorie des intégrales et fonctions abéliennes, calcul des variations [Biermann,
1966, 77].
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ENCART 13.
Diviseurs élémentaires de Weierstrass, diviseurs élémentaires de Kronecker.

Dans la théorie arithmétique des faisceaux de formes, élaborée par Kronecker en 1874, la notion
change de signification, d'abord définie par une décomposition polynomiale en 1868, elle est
désormais associée aux p.g.c.d. des mineurs successifs du déterminant caractéristique. Cet encart
commente la notion originelle de diviseur élémentaire introduite par Weierstrass en 1868 afin de
mettre en évidence les transformations apportées par Kronecker en 1874. La notion de "forme
normale" des couples de formes bilinéaires est notamment issue par Kronecker d'une formule de
Weierstrass afin de contester la priorité de la forme canonique de Jordan.
Weierstrass démontre en 1868 que deux couples non singuliers de formes (P’,Q") et (P,Q) se
transforment I'un en l'autre si et seulement si leurs diviseurs élémentaires coincident. La
premiére implication ne pose pas de difficulté et Weierstrass reprend la preuve déja donnée par
Kronecker en 1866 (?°). Pour I'implication réciproque, Weierstrass reprend la méthode mise en
ceuvre par Kronecker en 1866 et définit, pour tout faisceau de formes bilinéaires, une certaine
forme, unique, en laquelle il peut se transformer par substitutions non singuliéres. C’est ce que
Kronecker désignera en 1874 comme la forme normale du faisceau, mais pour Weierstrass, cette
forme ne constitue pas un résultat mathématique et ne doit sa raison d’étre qu’en tant qu’elle est
une étape nécessaire a la démonstration. :
Der Beweis fiir den zweiten Theil des aufgestellten Satzes beruht darauf, dass ein Formen paar
P,Q durch eine bestimmte lineare Transformation in ein anderes verwandelt werden kann,
dessen Coefficienten Gegeben sind, wenn man die einzelnen Elementar-Theiler der
Determinante [P,Q] kennt.

Il ne restera qu’a démontrer que deux faisceaux de méme diviseurs élémentaires ont méme
forme normale pour prouver que ces faisceaux se transforment I’en un I'autre. La démonstration
de Weierstrass généralise la preuve élaborée en 1858 pour le cas quadratique (encart 3c du
chapitre 2), la premiére étape ramene I'étude du polynéme homogene pP+gQ a celle d’'un
polynéme en une variable s®-W [Weierstrass, 1868, 24] :

Dann folgt aus den Gleichungen

(0)p 22.q2Q s B0 S+

3xy  Oxa

6Q 0  dYW _
1) p _+q — =S —— . —— = X4 (S asp-bop)Xa
dys  dyp dys dyg P

+q =24 (S Aap — bGB)yB

Un retournement permet d’exprimer les variables x4 et yg en fonctions des coefficients d®/dx, et
d®d/dyg des formes bilinéaires, c'est ce que Christoffel désignait en 1864 comme les "premiers pas”,
de la démonstration de 1858 (encart 9) (26) [Weierstrass 1868,24]:

Z( 57—57)
Z‘Ssyi‘ayi
Y-X5, Z u;?ﬁ%ﬁ)

% En termes contemporains, si H(pP’+qQ’) = K(pP+qQ), ot H et K désignent les automorphismes de GL,(E)
correspondants aux changements de variables, alors I'identité [P’,Q’]=H™K [P,Q] permet de tirer les propriétés
arithmétiques de divisibilité suivantes : chaque diviseur de [P,Q], est un diviseur de [P’,Q’] et de méme pour les
diviseurs des mineurs. L’identité des diviseurs élémentaires des deux faisceaux est donc établie.

% | *écriture ® comme combinaison de formes linéaires ®=3®/5x,, P=IdX,, revient, en termes contemporains, a
écrire la forme linéaire x ~ ®(.,x) dans la base duale ®4
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[P,Q] est non identiquement nul (*'). La seconde publication, de Kronecker,
traite le cas des couples singuliers et se présente comme la deuxiéme partie du
mémoire de Weierstrass.

Les couples de formes bilinéaires (P,Q),

P= 20(,[3 Aaﬂxayﬂ

Q =Z4p5Bap Xa¥p
ou a, B, appartiennent a {1,2,...n}.
[1868, 19].

sont caractérisés par des invariants définis par une décomposition en facteurs
linéaires de polynémes définis par le déterminant [P,Q] et ses mineurs
successifs (*). La seule décomposition en facteurs linéaires du déterminant
[P,Q] ne permet en effet pas de définir un systeme complet d’invariants et il
faut aller au-deld du déterminant en considérant les suites décroissantes
d’exposants de chaque diviseur linéaire dans les "sous déterminants" successifs
de [P,Q]. A l'aide de la propriété ci-dessous de la théorie des déterminants,
énoncant les relations de divisibilité des facteurs linéaires d’'un déterminant et
de ses mineurs, Weierstrass démontre que tous les mineurs d’ordre n-x+1 du
systeme peuvent s’écrire comme une somme de produits des mineurs d’ordre n-
x et d’éléments de [P,Q] (*°):

Jede Determinante (n-x+1)*" Ordnung des Systems (2.) kann dargestellt
werden als ein Summe, in welcher jedes einzelne Glied das Product aus einer
Determinante (n-x)*" Ordnung und einem Elemente von [P,Q] ist.

[Weierstrass, 1868, 20].

[Traduction ,F.B.] :

Chaque déterminant d’ordre (n-x+1) du systéeme (2) peut s’exprimer comme
une somme, dans laquelle chaque terme est un produit d’'un déterminant
d’ordre (n-x) et d’un élément de [P,Q].

Un diviseur commun aux mineurs d’ordre n-x sera également un diviseur des
mineurs d’ordre n-x+1 et divisera par conséquent tous les mineurs d’ordre
supérieur. Cette propriété des déterminants se représente immédiatement
comme une propriété de la décomposition polynomiale des mineurs de [P,Q] . Si

31 La résolution de Weierstrass fait apparaitre comme un cas particulier le résultat de 1858 sur les
paires de formes quadratiques pour lesquelles les "mémes substitutions" sont faites aux deux
systémes de variables x4 et yg [Weierstrass, 1868, 30].

%2 En termes contemporains, le corps est implicitement algébriquement clos.

3 Les méthodes de Weierstrass et Kronecker sont largement tributaires de la théorie du
déterminant. Kronecker en fait un des sujets principaux de ces cours d’université dans les années
1880. Selon le témoignage de Frobenius, Weierstrass utilise depuis 1864 une définition “"quasi
axiomatique" des déterminants dans laquelle [Knobloch, 1994] voit I'origine de la définition
contemporaine. La théorie du déterminant est essentielle dans les recherches sur les invariants de
la seconde moitié du XIX® siecle. Voir I'encart 10 et, pour un exposé historique écrit au début du
XX siécle, consulter [Muir, 1906].
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La différence essentielle avec le cas des couples de formes quadratiques étudié en 1858 est qu'il
n’y a plus ici de "rapports remarquables”, c'est-a-dire de symétrie, des coefficients. La
conséquence est qu'il n'est plus possible d’écrire simultanément les deux formes ® et ¥ comme
combinaisons linéaires des produits des formes linéaires ®,®g (comparer a [Weierstrass, 1858,
.235]) ce que traduisent les 3° et 4° ligne de la formule (22).

Weierstrass généralise la méthode de 1858 a la 5° ligne de la formule (22), il s’intéresse au
developpement en éléments simples des fractions Sqp/S, dans le cas symétrique, ce développement
ne contenait aucun terme d’ordre inférieur a -1, dans le cas général il est nécessaire de
déterminer I’écriture du polynéme homogéne de 2n variables F :

S
(23). F(&1,....&/ N1,...Nn) = z ;ﬁ 77(15,6’
af

Si le développement de F par rapport a Sp/S est F = sIF;, + s72F, +..., la ligne 5 de la formule
(22) sur I’écriture de s®+W permet d’identifier

- lestermes de degré s de Fa® = Fl(_aq)i , 39 )
6yi 6Xi
- les termes de degré s2a W= F,(2®i 3%iy
6yi 6Xi

Il faut donc étudier une forme bilinéaire polynomiale dont les coefficients sont des fractions
rationnelles donnees par le développement en série de Sqp/S. Le développement en série de Sqp/S
est obtenu par une propriété de théorie des déterminants liant les mineurs Sqg au déterminant S
par des relations en cascade, si (—1)“*‘38“)(,3 désigne le mineur d’ordre n-x-1 obtenu a partir du
mineur principal S®en supprimant la (a-x)° colonne et la (B-x)° ligne (p. 25) :
Sllsa,b’ - Salslﬂ = SSIa/J
SIZZ Slaﬂ_s'az SIZ/R = S‘S”aﬂ
SI33 Slaﬁ_sllla3 Slsﬂ — SllSlllaﬂ
Uu.S.w.

(28).

Ces relations permettent de développer le quotient Sqg/S par une relation mettant en évidence les
divisions de mineurs successifs (p.26) :
S _ Salslﬁ " SaZSZﬁ n Sa3s3ﬂ

(29) 2.
S SS! s's" §"S™
Si I’on note,
X= S8+ Spéh+ Silst+ Sinén
X'= St Spst .+ Shy¢,
X'= S"g&t ot Sy ¢
Y= Suym+ Spm+  Spmt o+ Sinllh
Y'= S'ufla+ S'ufls+ ot S,
Y'= S"uny+ o+ S, Tt

le changement de variable donne une décomposition partielle ("Partial-Briiche") de F (*") :

XY XY Xy
(30) F(Elv---van/ rllx---nn) == SS' + SISH + SnSnr +...

2" En termes contemporains, on a écrit la forme bilinéaire polynomiale F sous forme diagonale par le changement
de variable polynomial donnée par les formules 31.
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on désigne, comme Weierstrass, par ap+bg un facteur linéaire homogene
d’exposant | du polyndme homogéne [P,Q] et si I® désigne le plus grand
exposant pour lequel tous les mineurs dordre n-x sont divisibles par
(ap+b)'® alors, soit 1Y = |9 soit I = 0. Si r désigne le plus petit nombre
tel que I'"=0, Weierstrass appelle r-1 I'index de ap+bq et la suite I, I, 1", ...,
1D est alors une suite strictement positive décroissante. Avec ces notations, et
le déterminant et ses mineurs successifs sont traduites par la décomposition
suivante du facteur (ap+bq)' de [P,Q] :

(ap+bq)' = (ap+ba)°(ap+ba)®...(a+bg)*""?
[Weierstrass, 1868, 21].

L’ensemble des termes de cette décomposition, étendue a tous les facteurs
linéaires du déterminant

[P,Q]=C(a,p+b,)"(a,p+b,q)"...(a, p+b,0q)"

est appelé "ensemble des diviseurs élémentaires de [P,Q] "et noté (**) :

(a1p+010)*, (ap+bq)%, ..., (ap+bea)®

Cette structure de décomposition du polynéme [P,Q] traduit les relations de
divisibilité entre le déterminant et ses mineurs successifs (*) :

Jeder einzelne der so definierten r Factoren von
(ap+bq)',
[...] mbge ein Elementar-Theiler der Determinante von pP+qQ heissen — ein
Name, dessen Einfilhrung die folgenden Untersuchungen rechtfertigen werden.
Hiernach ist, wenn
(a1p+b10)*, (a2p+boq)%, ..., (ap+b,q)*
samtliche Elementar-Theiler von [P,Q] sind,
[P.Q] = C (a;p+b1q)*™(azp+bq)* ... (ap+bya)®.
[Weierstrass, 1868, 21].

[Traduction, F.B.] :
Chacun des r facteurs de (ap+bq)' sera désigné comme un diviseur
élémentaire du déterminant de pP+qQ.
On désigne
(a1p+h10)™, (azp+boa)%, .., (app+b,q)®
Comme I’ensemble des diviseurs élémentaires de [P,Q],
[P.Q] = C (aip+b;0)*(azp+b0)% ... (ap+bya)*™

3 1l y a ici une ambiguité dans la notation de Weierstrass. Les diviseurs élémentaires pour une
méme racine c; avaient d’abord été notés ey, e’;, e”’; etc. lls sont a présent notés ey, e, e3. De sorte
gu’un diviseur élémentaire e; n’est pas forcément associé a la racine c;.

% par exemple, le méme polynéme P(X =(X-3)*(X-2) peut étre polyndme caractéristique pour deux
faisceaux de formes bilinéaires non équivalentes, donc n’ayant pas les méme diviseurs
élémentaires. Il y a en réalité 3 classes d’équivalence de formes bilinéaires associées a P, qui
correspondent aux trois décompositions de P en diviseurs élémentaires :

(X-3)%(X-2) 5 (X-3)%(X-3)(X-2) ; (X-3)(X-3)(X-3)(X-2).
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Chaque terme de la décomposition est un quotient d’'un déterminant S; et du facteur commun a
la somme des mineurs Xi, que Kronecker interprétera en 1874 comme le plus grand diviseur
commun des mineurs. Le quotient XY/SS’ s’exprime comme une fraction dont le quotient est le
produit des premiers diviseurs élémentaires et qui se décompose en éléments simples :

X (Xfl)Y (x-1) e
(33)W=ZXMYAV(S—%)" ‘
SENSH 4

Il est ainsi possible de décomposer F en regroupant les variables en groupes (X,Y,)., chacun des
groupes étant déterminé par un diviseur élémentaire, c’est a dire par les coefficients de la fraction

1/(s-c,) [1868, 28] :

(XﬂY/l)eA (Xin)e -1
BNF (G &n I hsmn) = D “+ o+

7 S—C, (s—-c,)

Et cette décomposition de la forme bilinéaire polynomiale F donne ce que Kronecker désignera

comme la forme normale du couple de formes (®,%) (on a vu que les termes de @ s’identifient aux

termes de degré st et ceux de W aux termes de degré s2) :

= Z(XAY/I)el
A N R AN N R AT

Un exemple en termes contemporains,

Si S=(s-¢1)%(s-c2)%(s-¢s)° a pour diviseurs élémentaires
(s-€1)’; (s-C1)3 (5-C2);5 (5-C2)5 (5-Ca)5 (5-Ca)’5 (5-Ca); 1

Alors :
les termes de X ont pour facteurs communs : (s-c)(s-d)(s-e)*
les termes de X’ ont pour facteurs communs s-¢
Donc
X = = (5_01)(S_C2)(5_C3)32ai§i , X = = Zaiéi
Vss’ \/(5—01)4(5—02)3(s—c3)8 Vss’ (s—c)(s—c,)"*(s-¢,)
XY/SS' = 2.biém;

2 2
(S - C1) (S - Cz)(s - C3)
Le développement de cette fraction en élément simple donne, avec les notations de Weierstrass :

x10Y10 + XllYll + XZlYZl + X30Y30 + X31Y31

XY/SS' =
(s-¢)®> s-c¢,  s-c, (s—¢)* s-—c,
X'Y'/S'S” = XI11YI11+ X'uY'n I X9 Y5 i X'uY'y
s—c¢, s—c, (s—c;)®> s-¢,
X"YS'sT = X' Yy
s—C,

Les regroupements de Weierstrass s'interpréete comme des changements de bases mais toute
interprétation géométrique est absente de chez Weierstrass. Soit f un endomorphisme et soit S un
polyndme annulateur de f, S(f)=0 (par exemple le polyndme caractéristique). On décompose 1/S en
éléments simples :

1 ri Xij
§=z Z(X 7/1;)1.

=

) 1 U
ri ajdonc = N Mi
0 =32y O S 2

Soit alors Q = H (x—A )fa les pi=u;Qi(M) sont les projecteurs sur les sous espaces caractéristiques de f
i j

i)
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Les diviseurs élémentaires de [P,Q] forment un systéme complet d’invariants.
Deux faisceaux de formes bilinéaires pP+qQ et pP’+qQ’ sont transformables
I'un en l'autre par des permutations non singuliéres sur les variables si et
seulement si leurs ensembles de diviseurs élémentaires sont identiques (*°) :

Es werde durch die Substitutionen
X, =Y hou, X, =>"h u

(7) /4 /4
Vo= KV, Yo = D KV,
/4 V4

WO Uy, ..., Uy und vy, ..., vV, neue Veranderliche bedeuten, hiy, ..., hon, Ki1, ..y Kon
aber Constanten, welche keiner anderen Beschrankung unterworfen sind, als
dass die Determinanten

nicht gleich Null sein dirfen, die Form P(Xg,....Xn/Y1,....¥n) in eine andere
P’(ug,...,uUp/Vy,...,vy) ;und zugleich Q(Xy,...,Xn/Y1,...,¥Yn) in €ine Q’(Uy,...,Up/Vy,...,Vy)
verwandelt; so stimmen die Determinanten der beiden Formen

pPP+qQ, pP’+qQ’
in ihren Elementar-Theilern Gberein.
Und umgekehrt, wenn zZweli Formen-Paare P(X1y-- - Xn/Y1se-:Yn)s
P’(ug,...,up/Vy,... V) ;5 und  Q(Xg,.... Xn/Y1,-.,¥n) » Q’(Ug,...,Un/Vy,...,Vy) gegeben sind,
und es stimmen die beiden Determinanten

[P.QL[P".Q’]

in ihren Elementar-Theilern Uberein; so kdnnen auch stets die Coefficienten
(h11, ..., hpn) und (Kig, ..., knn) SO bestimmt werden, dass durch die unter (7.)
angegebenen Substitutionen P in P’ und zugleich Q in Q’ Uibergeht.
[Weierstrass, 1868, 21].

[Traduction, F.B.] :
Si par les substitutions

X =Y hu ,..x,=>hu

(7 - <
y, = Zklyvy,..., y, = anyvy

Vd Ve

ou Uy, ..., Uy et vy, ..., vV, sont des nouvelles variables et hyy, ..., hon, Kig, ...y Kon
des constantes, qui ne sont soumises a aucune condition sauf que les
déterminants suivants ne sont pas nuls

hll""'hln kll""'kln

% par exemple si S = (s-¢1)%(s-C2)%(s-Cs)° et si
- les diviseurs communs aux premiers mineurs sont : (s-¢;)(s-Cz)(s-Cs)*
- Le diviseur commun aux seconds mineurs est (s-C3)
- les troisiemes mineurs ont pour pged 1.
Alors les diviseurs élémentaires sont :
(s-€1)? ; (s-C1) ; (5-C2) ; (S-C2) 3 (5-Ca)? ; (5-C3)® ; (s-C3) 3 1
Avec les notations de Weierstrass :
eg=2;;e’=1l;e,=1;e'=1;e=2;e'=2;¢e" =1
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Ramené au cas des formes pP+qQ, la forme (38) permet d'écrire :

P = 2 [au(XiY e -N(X3Y 2es-1]
Q= 2\ bi(XiY Des +9(X2Y Des-1]

Dans la formule (38), (X,Y))e.1=0 si e=1, et la forme normale ne s’identifiera a la loi d'intertie du
cas quadratique (la forme diagonale) que dans la situation ou e,=1 pour tout A, c'est-a-dire dans
le cas ou tous les diviseurs élémentaires sont linéaires (*®). Deux formes P et Q, se transforment
par des substitutions linéaires en :

P=a;X;Y+aXoY,+....4+a X, Y,

Q=b:1X1Y1+bX5Y+....+b X, Y

si et seulement si tous les diviseurs élémentaires du déterminant [P,Q] sont linéaires
[Weierstrass, 1858, 34], ce qui équivaut a dire que tout facteur linéaire divisant le déterminant
doit diviser les mineurs d’ordre (n-1+1). Dans la partie 7 de son mémoire (pp. 38-43), consacrée
aux couples de formes quadratiques (B, D), Weierstrass présente son résultat de 1858 sur le cas
quadratiqgue comme un cas particulier ou les diviseurs élémentaires sont linéaires.

e Peut-on trouver un couple de formes de diviseurs élémentaires donnés ?

Etant donnés p entiers e;+...e, = n et des constantes a;, b; a;, B;, existe-t-il un couple de forme
quadratiques dont les facteurs (a;p+b;q)% ..., (app+bpq)® sont les diviseurs élémentaires ? Pour
répondre a cette question, Weierstrass (p.34), remarque que les couples de formes suivants :
Pi=a,(X,Y 2)es ~N(XY 2)es1
Qi=b(X1Y 2er +I(X2Y Des-1
Correspondent & un unique diviseur élémentaire (Weierstrass note a,p+b,q—u et gg-hp=v)

o 0 .., 0 wvu

o, 0 .. v, u0
P | A
[P.Q.] v, u, .. 0, 0,0

u, 0, ... 0, 00

Le facteur, u® = (a,p+bxq)® est I'unique diviseur élémentaire du couple (P,, Q,) car le mineur du
déterminant [P,,Q,] obtenu en supprimant la derniére colonne et la premiére ligne, +v**!, n'a
aucun facteur commun avec u® Ces formes seront appelées formes élémentaires par Kronecker
en 1874.

2 On dirait aujourd’hui : une matrice est diagonalisable si et seulement si ses diviseurs élémentaires sont
linéaires.
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la forme P(Xy,...,Xn/Y1,...,Yn) S€ transforme en une autre P’(uy,...,Un/Vy,...,V1) ;
et de méme Q(X1,....Xn/Y1,....¥n) €N Q’(Uy,...,Un/V4,...,vy); alors les diviseurs
élémentaires des déterminants de chaque forme

pP+qQ, pP’+qQ’
coincident.
Et inversement, quand deux couples de formes P(Xy,....Xn/Y1,..-.Yn)
P’ (Ug,ecUnfVe,..V0) s €8 Q(Xe,yee e XY 1seeYn) » Q'(Ug,...,UnfVy,...,V,) sont donnés et
dont les diviseurs élémentaires des déterminants

[P.QL [P".Q]

coincident ; alors il toujours est possible de déterminer les coefficients (hyq, ...,
hnn) et (Kyy, ..., Knn), tels que par les substitutions (7.) P vasur P’ et Q sur Q.

Le théoreme des diviseurs élémentaires énonce un systéme complet
d’invariants qui caractérise les couples non singuliers de formes bilinéaires. Il
permet, selon les termes qu'utilisera Kronecker en 1874, de "jeter une nouvelle
lumiere" sur le probleme des racines multiples de I’équation caractéristique. La
conclusion de Weierstrass de 1868 fait écho a celle de 1858, I'occurrence de
racines multiples n’est pas déterminante et la forme normale simple (la forme
diagonale) qui caractérise les couples de formes quadratiques ou les formes
symplectiques considérées par Kronecker en 1866, peut étre obtenue si et
seulement si les diviseurs élémentaires sont "simples"”, c'est-a-dire si le degré
de chaque facteur linéaire décroit d’'une et une seule unité a chaque extraction
de sous déterminant. Dans ce cas, la décomposition en facteur linéaire de [P,Q]
(ou de maniére équivalente, la suite des racines caractéristiques comptées avec
leurs multiplicités) suffit a donner un systéeme complet d’invariants du couple
de formes. Au contraire, si le degré d’un facteur linéaire décroit de plus d’une
unité a une étape de I'’extraction de sous déterminants, il faut alors recourir a
la suite compléete des diviseurs élémentaires, dans ce cas, il existe également
une "forme normale”. La démonstration de Weierstrass, détaillée en encart 13,
est basée, de maniéere analogue au mémoire de 1858, sur des regroupements
des variables en sous groupes par des méthodes polynomiales. Ces
regroupements permettent d’écrire le couple (P,Q) comme une juxtaposition de
couples (®,¥) :

@ ZZ(XlYl)el

7
Y= ch(lei)el + Z(lel)ex—l
7 2

[Weierstrass, 1868, 29].

(39).

C’est cette derniere formule que Kronecker dénommera en 1874 la "forme
normale" des couples de formes bilinéaires et qui suscitera la controverse de
1874 lorsque Jordan démontrera le lien mathématique entre la formule (38) de
Weierstrass et la forme canonique des substitutions linéaires.

237



ENCART 14.

Meyer Hamburger et les équations de Fuchs.

[Jordan, 1902, 467] :
Les intégrales de ces équations jouissent de la propriété fondamentale de se transformer par
une substitution linéaire lorsque la variable indépendante tourne autour d’un point critique.
M. Fuchs en déduit I’expression de ces intégrales au moyen de séries de puissances entiéres,
positives et négatives, multipliées par une puissance convenable de la variable, et, dans
certains cas exceptionnels, par un facteur logarithmique.

En 1873, Hamburger applique la forme canonique de Jordan a la recherche des solutions des
équations fuchsiennes d’ordre n dont les coefficients sont des fonctions méromorphes ayant
une singularité en un point a (voir [Gray, 1966, 61]. Si I'on considére les solutions y4, Ys,..., ¥n
d’une telle équation dans le voisinage d’un point singulier comme des fonctions de z et si I'on
fait faire un tour a z autour du point singulier, z ~: z+2iz, alors les nouvelles solutions
s'obtiennent par une transformation linéaire U de déterminant non nul :

(Y)'1 = auyi+...+&nyn, - (¥)'n= aQniy1+...+annYn.
La transformation U ne dépend que du point singulier a, elle est indépendante des variables
x ety et la structure des solutions dépend de la nature des racines de I’équation
caractéristique P=0 associée a U. La solution donnée par Fuchs est limitée au cas ou la
multiplicité de chaque racine est égale a la dimension du sous espace propre correspondant
(?®). Hamburger étend la solution de Fuchs au cas des racines multiples. Par un lemme, qui
témoigne d’une influence des diviseurs élémentaires de Weierstrass, Meyer Hamburger
démontre I’existence d’une valeur v telle que les v¢ mineurs de P sont nuls et les v-1° ne sont
pas tous nuls pour une valeur de w. La valeur v donne le nombre de solutions indépendantes

OA = 0w;.

Hamburger applique alors la méthode de Jordan de réduction d’une substitution a sa forme
canonique, si "w; est également une racine de A’=0" et si A’ désigne le facteur intervenant
dans P=(x-w,)"A, il suffit de réitérer la méthode précédente en recherchant les v’ "fonctions"
indépendantes associées a A’=0. Pour une racine w; de multiplicité y, on obtient une suite
décroissante v, v', v",..v®. Lorsque v+v'+...v® =y, on aura alors "formé tous les groupes
correspondant a la racine w," et "les m éléments y,,...y, d’'un des groupes" sont reliés par la
relation [Hamburger, 1873, 121]

(20) (y1)'=wy1, (y2)' =wY2+Y1, (Ym)' =WYm+Ym-1.

La relation (20) donne la forme de Jordan des équations fuchsiennes, soit u = log(x-a)/2mi (u
se transforme en u+1 par un tout autour du point singulier a);et soit f(u) une fonction
entiere de degré m-1 de u, les m solutions associées a w seront de la forme [1873, p.122] :
(21) Y = (x=2)"F(U), Ym-1 = (X-2)" WAF(U), ... Ymk = (X-8)" @A F(U), ..., y1 = (x-2)" 0 ™ 1A,_1f(u),
wo der Exponent r, wie bereits im Eingang erwahnt, durch die Gleichung
e2im—,
definirt ist, Af(u) die Differenz f(u+21)-f(u) [...]
Yma)' = (x-2)'0"** A* f(u+1)
= (x-a)" 0" (A*F(u)+A(U))
= WYm-k + Ym-k-1

2 sij I’on prend I’'exemple de n racines distinctes, soit w;