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SOMMAIRE ET INTRODUCTION GENERALE



SOMMAIRE

La multiplication dans tous les domaines des dispositifs électroniques a différents niveaux
de sensibilité les rend de plus en plus vulnérables aux agressions électromagnétiques ( foudre,
décharges électrostatiques, émetteurs de radiodiffusion, IEMN, champs rayonnés par les
équipements, etc...).

La volonté¢ d'assurer un fonctionnement optimal des circuits et systémes électrique ou
électronique face a un environnement €lectromagnétique de plus en plus pollué est une des
exigences de notre époque. Celle ci peut étre satisfaite dans la mesure ol, d'une part dés la
conception des équipements, des modeles de simulation sont élaborés en vue de la prédiction
en Compatibilité Electromagnétique (CEM) et que d'autre part en complément de la
modélisation, des mesures visant & durcir le matériel sont faites.

Les liaison filaires de par leur fonctions constituent les véhicules de l'information ou de
I'énergie. La présence d'ondes électromagnétiques perturbatrices dans leur voisinage peut
occasionner une altération des signaux émis et quelques fois la destruction des appareils
connectés aux extrémités.

Pour prévoir les niveaux des signaux parasites, et dans le but de les réduire, il est important
d'envisager une modélisation fine des structures filaires et ceci, avec un temps de calcul
acceptable. Pour y répondre, des modéles analytiques de simulation plus ou moins détaillés
ont été mis au point. Nous verrons tout au long du premier chapitre que les modeles existants
n'envisagent pas dans des configurations générales la prise en compte de la proximité des
conducteurs les uns par rapport aux autres. Ceci pose un sérieux probléme lorsque que 1'on
assiste de plus en plus a un besoin soutenu d'intégration des circuits et systémes. Notre travail
s'inscrit dans la correction de ces défaillances et propose des modeles de type circuit
caractérisant les lignes multifilaires ainsi que les cébles multifilaires blindés tout en tenant
compte des effets de peaux et de proximités intervenants dans les milieux conducteurs. La
formulation utilisée reste valable sur une large bande de fréquence (n'‘excluant que les
fréquences pour lesquelles il devient impératif de tenir compte des courants de déplacements

dans les conducteurs). Enfin, les hypothéses quasi-TEM sont adoptées dans tout ce qui suit.



INTRODUCTION GENERALE

Durant ces derni¢res années, les évolutions rapides des technologies alli€es aux besoins de
plus en plus croissants des sociétés actuelles ont donné naissance a la construction de réseaux
d'énergie électrique et des télécommunications de plus en plus complexes. Il faut ajouter a
ceci, la multiplication dans tous les domaines des dispositifs électroniques a différents
niveaux de sensibilité ainsi que l'intégration de plus en plus grande des faisceaux de cables
reliant ces dispositifs. Ces ensembles, pouvant étre soit embarqués (aéronautique, ...) soit in
situ, constituent des systemes qui interférent, et ce surtout lorsqu'ils sont soumis a des champs
électromagnétiques intenses.

La prédiction en compatibilité €lectromagnétique consiste & introduire dés la conception
des critéres permettant de réduire au maximum les problémes d'interférences.

Dans cette optique de nombreux travaux sur les cables et lignes assez proches les uns des
autres ont vu le jour dans le monde, et en particulier en France au cours des vingt derniéres
années.

D'intéressantes investigations de type numérique commencent a étre menées dans ce
domaine, mais leur efficacité est limitée par les capacités actuelles des ordinateurs qui ne
permettent pas encore de pouvoir étudier de tels ensembles dans leur globalité, tout au moins
dans des temps ou des cofits raisonnables.

La prise én compte de la notion de conducteur équivalent dans le but de réduire les
dimensions des systémes a résoudre, l'utilisation des approches de type topologique pour tenir
compte de la non-uniformité de certaines lignes et cibles, ont conduit les chercheurs et
ingénieurs a élaborer des modeles analytiques trés utiles. Néanmoins, dans ces approches
analytiques, il est rarement question de tenir compte d'une des conséquences de cet effet
d'intégration des conducteurs a savoir l'effet de proximité dans les conducteurs.

Le travail que nous présentons dans ce mémoire est une approche de type analytique tenant
compte des effets de proximités les plus sensibles dans les conducteurs afin de déterminer les

matrices d'impédances et d’'admittances de ces derniers sur une large gamme de fréquences.



Une analyse critique des méthodes et modeles existant actuellement pour la modélisation des
parametres linéiques des lignes et cables sera présentée dans le chapitre I. Nous proposons
dans le chapitre II, un modele original de calcul des parametres des lignes multifilaires avec la
prise en compte des effets de peau et de proximité au niveau des conducteurs. Enfin, le
chapitre trois propose aussi un modeéle original de caractérisation des impédances et
admittances des cables multifilaires blindés. Les modéles proposés seront de type circuits
équivalents et seront validés par des méthodes utilisant la technique des €léments finis ou des
résultats trouvés dans la littérature, sur une gamme de fréquences allant de 0 2 10 MHz, les

conducteurs étudiés pouvant étre de rayons différents.



CHAPITRE1:

METHODES CLASSIQUES DE DETERMINATION DES PARAMETRES
LINEIQUES ET ELECTRIQUES DES LIGNES ET CABLES



INTRODUCTION

Dans le but de mieux protéger et optimiser les systtmes connectés aux lignes, les
ingénieurs et chercheurs n'ont eu de cesse de concevoir des modeles nouveaux caractérisant
les lignes et les cables. De tout temps les modéles élaborés se sont attachés a restituer le plus
fidelement possible les réalités qu'ils représentaient. Ainsi, la résolution des équations des
télégraphistes permet de déterminer les grandeurs tension et courant en tout point de la ligne a
condition que les parametres primaires des éléments constituant les liaisons soient
rigoureusement déterminés.

Dans cette perspective, diverses formulations et méthodes de mesures ont été mises au
point pour déterminer les parametres linéiques des structures précitées dans I'hypothése quasi-
TEM.

Les méthodes de modélisation actuelles des lignes et cables peuvent se subdiviser en deux
catégories.

Les modeéles utilisant des techniques dites numériques, c'est-a-dire basées sur une
discrétisation du probléme avant la résolution. Ces méthodes sont apparues avec 1'avénement
croissant de l'informatique et s'imposent de plus en plus & nous. Elles constituent des codes de
calcul puissants et rigoureux. Cependant, la taille de certains problémes & résoudre associée a
des dimensions de matrices trés importantes ainsi qu'au temps d'entrée de données et
d'exécution des programmes peuvent les rendre cofiteuses en terme de temps. De plus, un
autre inconvénient réside dans le fait que l'on soit obligé de discretiser les zones d'épaisseurs
de peau pour des valeurs différentes de la fréquence ou d'utiliser la technique des impédances
de surfaces en respectant certains critéres (utilisation en haute et moyenne fréquence, et la
distance entre certains conducteurs doit étre assez grande par rapport a leurs rayons) afin de
minimiser les erreurs dues a l'effet de proximité.

Les méthodes analytiques quant & elles occupent une place importante depuis J. C.
Maxwell. Elles permettent lorsque certaines conditions de géométrie sont réunies, par

exemple la forme cylindrique des conducteurs, de trouver des expressions littérales plus



simples, donc plus faciles a programmer et avec un temps d'entrée de données et de calculs
trés rapide. En outre, les méthodes analytiques sont moins lourdes a mettre en oeuvre,
s'integrent facilement dans d'autres code de calcul des lignes et céables, et demeurent un outil
de calcul puissant lorsque les formules sont accessibles. Nous remarquerons tout au long de ce
chapitre qu'il n'y a pas eu beaucoup de modeéles nouveaux ces derniéres années et que certains
modeles anciens s'imposent aujourd'hui encore, faute de mieux.

Malgre tous les développements de la modélisation, des mesures de parametres restent
nécessaires. Les méthodes de mesures, trés cofiteuses, prennent beaucoup de temps de
conception et de mise en oeuvre. Beaucoup de progres ont été réalisés dans ce domaine du fait
de l'évolution des appareillages de mesures, toutefois les mesures doivent &tre menées
prudemment afin de pouvoir contrdler les erreurs qui peuvent en découler. Elles constituent
souvent le dernier recours par rapport aux méthodes précédentes. Il existe a ce sujet une
littérature [55] [13] [49] [3] [61] assez vari€e que nous proposons aux lecteurs intéressés.

Apres un bref historique sur les méthodes de résolutions des équations des télégraphistes,
nous donnerons en temps qu'utilisateur de la méthode des éléments finis, un apergu sur les

formulations de base concernant les méthodes numériques et nous attarderons sur les modeles

analytiques les plus usités actuellement.

I. 1. METHODES CLASSIQUES DE SIMULATION DES LIGNES ET CABLES

I. 1. 1. Introduction

Il existe deux grandes méthodes de simulations des lignes et des cébles multifilaires en
régime transitoire. On distingue [54] [26] [9] [27] [85] [28] d'une part, les méthodes
temporelles dans lesquelles on discretise les équations de propagations pour obtenir des
équations algébriques plus simples a résoudre et d'autre part, les méthodes fréquentielles qui
utilisent la transformation de Fourier ou de Laplace a l'aide des techniques tels que la

convolution, I'échantillonnage des fonctions et, l'utilisation de la transformée en z [85]. Dans



les premiéres, il est aisé de prendre en compte les éléments non linéaires mais, on y maitrise
mal la prise en compte de la variation fréquentielle des parameétres. Par contre, dans les
transformations de type intégrales, on peut tenir compte des variations fréquentielles des
paramétres alors que les non linéarités n'y sont pas admises. Le passage du domaine
fréquentiel au domaine temporel peut se faire a 1'aide de la transformée inverse de Laplace [4]
ou par l'utilisation du théoréme de convolution.

Nous allons tout d'abord présenter la méthode modale et son utilisation dans le domaine
fréquentiel puisque nous l'adopterons pour déterminer les parametres de modes tels que les
atténuations ainsi que les vitesses de propagations modales.

Ensuite, parmi les méthodes temporelles, nous rappellerons, les méthodes basées sur la
théorie des ondes mobiles ou de Bergeron ainsi que certaines méthodes temporelles utilisant

les différences finies.

L 1. 2. Analyse modale

Du fait des couplages électromagnétiques entre les fils, les matrices d'impédances sont non
diagonales. L'intérét de la méthode modale est donc de découpler les équations pour parvenir
a diagonaliser les matrices [52]. Il convient de rappeler que l'analyse modale est utilisée aussi
bien dans le domaine fréquentiel que dans le domaine temporel.

Les équations matricielles de base utilisées sont les équations des télégraphistes appliqués a
un systeme de P conducteurs.

Une représentation de ces équations dans le domaine temporel est donnée par :

d di
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[R], [L], [G] et [C] représentent respectivement les matrices des résistances, des

inductances, des conductances et des capacités.

Les équations précédentes exprimées dans le domaine fréquentiel a I'aide de l'opérateur de

Laplace nous fournissent :

Vv

{5, =RIH{D +p L] {1} = [Z] {I} 3)
ol

(3,1 =[G1{V} +p [CI {V} =[Y] {V]} 4

Dans ces équations les matrices [Z] et [Y] désignent respectivement des matrices
d'impédances et d'admittances des lignes dans le cas ol nous tenons compte des pertes.

La résolution de ces équations s'effectue en tenant compte des conditions initiales et finales
(impédances et sources présentes aux extrémités). On passe ainsi du domaine des phases au
domaine des modes dans lequel les équations modales sont résolues, et on peut alors revenir
au domaine des phases grice & des matrices de passages appropriées, et ainsi exprimer les
grandeurs de phases (tensions et courants) en fonction de la fréquence et de la distance aux
points sources [40].

La combinaison des équations matricielles définies précédemment nous fournit les
équations écrites ci-dessous, représentant I'équation différentielle du second ordre en tension

ou en courant.

32
21 =1Z1IY1{V) (5)
&1

(52) =Y1 121 {1 (6)



Dans ces expressions, {I} et {V} désignent respectivement le vecteur des courants de phase
et celui des tensions de phase avec le plan conducteur s comme référence.

Nous noterons en outre qu'a partir des matrices [Z] et [Y], on définit :

(Ivl= \/[—Z]_[T] comme représentant la matrice des constantes de propagation en tension et
T[] = m celle des constantes de propagation en courant.

Nous indexerons les variables modales par l'indice m dans tout ce qui suit.

Les matrices de transformation reliant les grandeurs de phases (tensions, courants) aux

grandeurs des modes sont données par les relations suivantes :

{Va }= IMI! {V} O

{In} = IN]! {I} ®)

Nous rappelons que les matrices [M] et [N] sont classiquement notées [Tv] et [Ti], et que
leur détermination fait appel au calcul des vecteurs propres, ce qui nécessite la résolution de
I'équation caractéristique du systtme écrit dans le domaine des phases. Les équations

différentielles modales sont alors établies sous la forme suivante:

2V,
(5,2} =Pul (Vi) ©)
™

(521 =[Qul (I} (10)

Dans ces deux relations, [P,] et [Q,] sont des matrices diagonales dont les expressions

sont données par :

[Pyl = IMI! [Z] [Y] [M] (11

[Qn] = INT! [Y][Z] [N] (12)
Et comme nous utilisons les hypoheéses quasi-TEM, nous avons :
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[Pm] = [Qm] = [rmvz] = [Fmiz] = [sz]'
Les matrices d'impédances ([Z_])et d'admittances ([Y,]) des modes ainsi que la matrice

d'impédances caractéristiques ([Z_,]) peuvent s'obtenir grice aux formules suivantes :

[Z,,] = M [Z] [N] (13)
[Y,] = [N]! [Z] [M] (14)
[Ze] = [Tol ! [Z] = [Y ]! [Ty | (15)

En désignant par v, les termes de la matrice diagonale [I'] des constantes de propagation
modales en tension et courant et, par z_, les termes de la matrice d'impédances caractéristique,
nous remarquons que ces termes dépendent entre autre de la fréquence.

1l convient alors d'expliciter ¥, sous la forme ¥, = & +ij dans laquelle, v = /B, désigne
la vitesse de propagation (de phase) des tensions et courants modaux tandis que & caractérise

l'atténuation avec laquelle ils se propagent.
La transformation modale nous permet donc de passer d'un systéme polyphasé a plusieurs
systtmes monophasés. Les équations différentielles (9) et (10) auront P (nombre de

conducteurs) couples de solutions formulés comme suit :

V. (x,0) = A(®) e(-Ym 2) + B(w) e(Ym 2) (16)

I (x,0) = C(®) e(-Ym 2) + D(w) e(Ym 2) ) (17)

Dans ces expressions, les coefficients A(w), B(®), C(w), et D(w) dépendent des conditions

aux limites & chacune des extrémités.

Enfin, le passage du domaine des modes aux domaine phaseurs se fait a l'aide des matrices

de passages [M] et [N].
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L 1. 3. Méthode de Bergeron ou des ondes mobiles [11]

Dans une premicre étape, nous supposerons les lignes sans perte.

L'équation des télégraphistes (1) et (2) s'écrit alors sous la forme suivante :

ov(z, di(z,t
(R 2R, (18)
0i(z,t) _ av(z,t)
(R oy (22 (19

L'application de la transformation modale [85] a ce systtme nous permet d'obtenir de

nouvelles variables de modes de courants et de tensions notées {?}et{i‘z}. Les solutions de ces

équations alors diagonalisées s'écrivent [11] pour le mode i par exemple :
L(z,t) =,(z — ut) +f,(z + u;t) (20)

Dans ces expressions, f; et f, sont des fonctions arbitraires des variables (z-u;t) et (z + u;t)
tandis que Z; et, u; désignent respectivement l'impédance caractéristique et, la vitesse de

propagation du mode i.

L, 1
—_ = =
Z,: -\/; et, u TC (22)

Le systéme d'équations précédent peut se mettre sous la forme suivante

Vi (2t) +Zg; 1 (2,0)=2Z, £, (z— u;t) (23)
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Dans ces expressions, le terme V,(z,t) +Z, ’i\i (z,t) reste constant avec (z~u;t) tandis que

Vi(z,t) —Zgy; i\i (z,t) reste constant avec (z+u;t).

On pourrait alors imaginer un observateur parcourant un conducteur de la ligne du noeud m

au noeud k (situé a une distance b du noeud m) en un temps égal a T, = b/u;. L'expression

V,(z,t) +Zg; i;(z,t) mesurée par l'observateur au noeud m et, a l'instant t-7; a la méme valeur

que quand il arrive au noeud k a I'instant t. Ce qui nous permet d'obtenir les relations établies

selon chaque mode et en particulier pour le mode i.

Pour I'observateur partant du noeud m au noeud k nous avons :

De méme pour l'observateur partant du noeud k au noeud m nous obtenons :

Ces deux équations peuvent se mettre sous la forme suivante :

2 Vi(® 2
li,k (t)= b - ll,k(t —T)
0i
2 Vim(®) 2
ZOi
avec,
2 Vimt—T) =
e (t=T)=—T—— + iy (t=7T)
Zo;
2 Vi(t=17)
o (t— D)= ] (1)

0i
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La méthode de Bergeron nous raméne donc a I'étude et a la résolution du circuit équivalent
obtenu. Le circuit équivalent a constantes localisées des équations précédentes (29) et (30) est

donc représenté par la figure (1).

L i ian(t)
> k m
1ik(t-T) 1 im(t-7)
v ik(t) | Zoi Z0i| v im(t)

Figure (1) Circuit équivalent pour le mode i de la ligne comprise entre les noeuds k et m

Pour tenir compte des pertes dans la ligne, il faut rajouter le quart de la résistance totale (R)
du conducteur a chaque extrémité, et la moitié au milieu de la ligne c'est & dire en b =z / 2
(I'axe z étant 1'axe de la ligne). Or la résistance de la ligne dépend de la fréquence, ce qui fait
que 'on sous-estime ou surestime les atténuations de 1'onde selon que le calcul de R ait été fait
en basse fréquence ou en haute fréquence. Enfin, la résolution des équations obtenues peut se
faire par la méthode des trapézes. Dans cette méthode de résolution, du choix du pas de temps
dépend la précision des résultats.

Des résultats entachés d'erreurs peuvent se produire lors de la simulation des lignes dont les
vitesses de propagations sont voisines. En outre, la méthode est limitée par la condition
R/4<<Zc [27]. Les parametres R et Zc caractérisent la résistance linéique de la ligne et son
impédance caractéristique, l'application de la condition précédente revient donc a limiter la
longueur de la ligne.

Enfin, la prise en compte d'éléments non linéaires auparavant discrétisés est facile.
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I. 1. 4. Méthode du double balayage

Cette méthode a été élaboré au départ par N'Dir [63] et Sabonnadiere puis développée et
étendue a des systémes plus importants par Auriol [79] [85].

Dans cette méthode, les équations de propagation sont tout d'abord traitées par une analyse
modale.

Grice 2 la transformation astucieuse suivante :

v=[T]({U+{W}H/2 (31

i=[T][Y](-{U} +{W})/2 (32)

on passe du domaine phaseurs au domaine des modes. Dans ces relations, Y, désigne la
matrice d'admittance caractéristique de mode et, {U} et {W} les vecteurs des modes.

Le systeme a résoudre devenant plus sympathique se présente comme suit :

{aaU}Jr[p]{ }+s,{u}+s2{v}=o (33)
{aa"z" } [p]{ }+s3{U}+s4{W} 0 (34)

A partir de ces équations, il sera utilisé un schéma aux différences finies dans lequel les
dérivées partielles seront remplacées par des différences pondérées des valeurs de la fonction
en deux points et en deux instants successifs.

Nous signalerons que cette méthode demeure une des plus perfectionnée parmi les
méthodes aux différences finies, car on y trouve les conditions de stabilité numérique
parfaitement établies et qu'en outre, elle peut prendre en compte les non linéarités, mais elle

est assez lourde a mettre en oeuvre, surtout quand on cherche a l'appliquer & un réseau étendu.
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I. 1. 5. Utilisation de la transformée inverse de Laplace pour modéliser les pertes

En partant des insuffisances liées a chacune des méthodes (temporelles ou fréquentielles)
des auteurs essaient de plus en plus de les surmonter et proposent des solutions. Il nous parait
alors utile de restituer ici, une des solutions adoptées, qui consiste & une approche combinée
fréquentielle temporelle en étapes successives. 11 s'agit en effet tout d'abord de déterminer
dans le domaine fréquentiel la variation dfle a l'effet de peau des impédances séries de la ligne
et du sol ou du plan de masse. Gréce a la transformation de Laplace inverse, on détermine la
résistance transitoire d'effet de peau [88]. Celle-ci est alors introduite dans les équations des
télégraphistes sous forme d'une convolution dont le noyau est proportionnel a cette résistance
transitoire. En outre, la présence d'un champ électromagnétique incident peut étre prise en
compte et, traduite dans les équations des télégraphistes sous forme de sources distribuées
équivalentes de tension et de courant. On obtient alors des équations intégro-différentiel de

type Volterra qui se présentent comme suit [62] :

H t
@Y, 9y + =iz t)dr + a;"
0

= o, ~[E,(z,h,t)-E,(z,0,t)] (35)

_E)i(z,t)=c ov(z,t)
oz oot

h
+g,v(z, t)-—[cst%+ gO}IEX(z,x,t)dx (36)
0

Dans ces expressions, on suppose que la ligne comprise dans le plan (O,z,x), de méme
direction que 'axe Oz, est donc orthogonale a I'axe Ox. En outre, la nomenclature liée aux
différents parameétres utilisés dans ces équations est la suivante.

l, € désignent respectivement l'inductance externe et la capacité de la ligne au-dessus
d'un plan de masse. g, et r(t) désignent successivement la conductance et la résistance
transitoire calculée par la transformée inverse de Laplace. Enfin Ex et Ez sont les
composantes du champ électromagnétique incident alors que ®, représente le flux incident

perpendiculaire au plan contenant la ligne et orthogonal au plan de masse.
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Ces équations sont alors résolues dans le domaine temporel par la méthode des différences
finies.

Une des difficultés qui se pose dans cette facon de faire est de trouver la résistance
transitoire par la méthode de Laplace inverse lorsque I'expression des impédances en fonction

de la fréquence n'est pas simple (Cas de l'effet de proximité).

1. 2. MODELES NUMERIQUES

Nous n'avons point la prétention de développer de fagcon exhaustive la théorie relative aux
méthodes numériques du fait que nous ne sommes qu'utilisateurs et non concepteurs de ces
méthodes et que cela nous menerait hors de notre propos.

Trois méthodes seront analysées dans cette partie: la méthode de subdivision des

conducteurs, la méthode des éléments finis, et enfin la méthode des équations intégrales.

I. 2.1. Méthode de subdivision des conducteurs

Cette méthode peut se substituer aux modéles analytiques dans le cas d'étude des
conducteurs de formes non cylindriques. Dans cette méthode [22] [27] {7], on divise chaque
conducteur en plusieurs éléments conducteurs parall¢les et de formes identiques. La section de
ces éléments peut avoir une géométrie de forme quelconque, et doit étre assez faible pour que
I'on puisse supposer constante la densité de courant qui les traverse. Ainsi, pour une meilleure
discrétisation, la taille de la section de chacun de ces éléments peut €tre pris comme étant du
méme ordre de grandeur que la profondeur de pénétration. En outre, le courant est supposé
parcourir longitudinalement les divers éléments conducteurs tandis que la résistivité et la
perméabilité magnétique de chaque conducteur a diviser seront supposées constantes et

indépendantes du courant.
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Figure (2) : Cable bifilaire blindé dans lequel chaque conducteur est subdivisé en

plusieurs conducteurs élémentaires de forme cylindrique

Avec ces hypothéses, la résistance R; par unité de longueur de chaque élément conducteur
s'obtient de la fagon suivante :

R=E 37

5

avec : p et s représentant respectivement la résistivité et la section de I'élément en question.
Dans le cas ol les "sous conducteurs” sont cylindriques, on calcule les inductances propres
et mutuelles linéiques des éléments i et j en prenant en compte un conducteur de retour fictif

indexé q n'étant pas parcouru par un courant, ce qui donne:

Pour L;;
D? .
L=t Ln(—2)+ K te (38)
2n| nr, 4 4
et, pourLij
2 2
L =Ho Ln(_Dj&LHB_q_ (39)
vo2m r,Djj 4
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avec :
r : le rayon d'un conducteur élémentaire.
D : distance entre centres de deux conducteurs élémentaires circulaires.
W, : perméabilité absolue du vide.
W, et i, respectivement les perméabilités relatives des conducteurs €lémentaires i et g.
Pour une subdivision en n conducteurs, les chutes de tensions longitudinales sur les
conducteurs €lémentaires pour chaque fréquence s'écrivent a l'aide des paramétres R;, Ly, L

exprimés sous la forme suivante

Fav, ]
dz R, L, L, ¢ L I
EXZ_ R, Ly e e e .

B d.z - ® +JO) [ ] [ ] [ ] [ ] ® (40)
dV" Rn Lnl d i Lnn In
| dz |

Lors de la détermination des paramétres effectifs des conducteurs réels, nous calculons tout
d'abord les paramétres R;, Ly;, L;; & I'aide des formules précédemment élaborées et pour chaque

fréquence, nous établissons la matrice complexe [Z] de la mani€re suivante :

[Z]1 =[R] +jo [L] (41)

Pour fixer les idées, nous prenons le cas ot un conducteur de phase R est subdivisé en
quatre éléments d'indice i, k, 1 et n dont les parametres linéiques sont portés dans la matrice

[Z]. Le systeme précédent peut alors s'écrire
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42)

Pour réduire les dimensions de ce systeme, et le ramener a un systtme de dimensions
égales aux nombres de conducteurs de phase, il sera nécessaire d'utiliser les deux équations

suivantes :

L+ +L+1 =1 (43)

et,

dv, dv, dv, dv, dVg

(44)
dz dz dz dz dz

La réduction du systéme précédent se fera en deux étapes :

La premiére étape consiste a introduire l'équation (43) dans le systtme matriciel. On
remplace I; par Iy dans le vecteur des courants en commettant une erreur égale & Z,; (I + I +
L) dans chaque ligne d'indice p. Pour corriger cette erreur, on soustrait la colonne i de [Z] des
colonnes k, 1 et n de la méme matrice (voir formule 42). Apres cette opération, I, I, et I,
demeurent toujours dans le vecteur des intensités du systéme matriciel. Il sera donc nécessaire
de les y éliminer afin de ne plus conserver que 1'équation relative au conducteur de phase.

Pour ce faire, une deuxiéme opération doit étre envisagée.

Dans cette seconde étape, 'introduction de I'équation (44) dans le systéme matriciel et la
soustraction de la ligne i des lignes k, 1, et n nous permettent d'obtenir dans la colonne des

vecteurs dV/dz des termes nuls aux lignes k, 1 et n tandis qu'a la ligne d'indice R, il demeure
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Modeéles classiques de détermination des paramétres linéiques et électriques des lignes et cdbles

dVy / dz dans le vecteur des dV/dz et I; dans le vecteur des intensités. Ce qui nous permet
d'éliminer I, I, et I, du systtme pour ne plus conserver que les parametres concernant le
conducteur de phase R. |

Nous signalerons que le temps de calcul lié & cette méthode peut devenir trés important
lorsque l'on discretise trés finement les conducteurs pour tenir compte de l'effet de peau en
haute fréquence. Cette méthode de résolution ainsi que la méthode des éléments finis
s'adaptent bien a des cas ou les conducteurs sont de formes quelconques (sections non

cylindriques).
L 2. 2. Méthode des Eléments Finis.
L. 2. 2. 1. Historique et généralités

Les techniques numériques de résolution de type élément finis datent de I'avénement des
outils informatiques. De&s 1956 Turner et d'autres introduisirent la notion d'interpolation d'une
variable dans un milieu a l'aide de sa valeur aux noeuds. Ces notions furent reprises et le
développement de cette technique de calcul fut amorcé dans les années 1965 par Zienkiewicz,
et étendu plus tard dans les années 1970 en génie électrique par Silvester [84], Sabonnadiére
[78] et d'autres [56].

Cette technique a été mise au point dans les domaines des sciences de l'ingénieur ot il était
nécessaire de décrire le comportement des systémes physiques grice a des équations aux
dérivées partielles [78].

Cette méthode est trés générale et s'applique a divers problémes, entre autres a des
problemes de statique ou de dynamique [16], linéaires ou non linéaires, définis dans un
domaine géométrique a deux ou trois dimensions discrétisé selon un maillage approprié.

Il est important de noter que dans notre cas nous utiliserons des régions artificielles dans
les zones d'effet de peau dans le but d'obtenir un maillage approprié de ces domaines pour des

fréquences élevées.
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Figure (3) Dessin d'un probleme avec le maillage

La fonction inconnue est alors approchée a 1'aide d'une fonction de base lindaire (éléments
du premier ordre), polynomiale (éléments d'ordre plus élevés) ou autre sur les domaines
élémentaires obtenus apres discrétisation.

L'utilisation de cette méthode numérique de résolution nécessite la prise en compte [78]
[16]:

-d'une équation unique scalaire (équation de Poisson ou de Laplace en électrostatique) ou
vectorielle (équation de diffusion en magnétodynamique ) a résoudre.

-des conditions d'interface entre les différents milieux.

-d'un domaine de résolution bien défini et borné.

-des conditions aux limites sur les frontiéres de ce domaine ainsi que des conditions
initiales.

Pour la résolution, on part du fait qu'il est plus simple de résoudre un probléme en
minimisant une grandeur scalaire que de résoudre directement un syst¢me d'équations aux

dérivés partielles. C'est pour cela qu'une formulation variationnelle correspondant a
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I'expression de I'énergie a été adoptée. Il s'agira donc de minimiser cette fonctionnelle pour
obtenir la solution de 1'équation.

Dans notre cas, cette méthode sera utilisée dans des problémes d'électrostatique
(diélectriques entourant des conducteurs, déterminations de capacités entre conducteurs, ...) et

de magnétodynamique (détermination d'impédances de conducteurs en régime harmonique,

o)

L. 2. 2. 2. Formulation en Electrostatique

Dans ce cas, les équations de Maxwell s'écrivent :

rotE=0 (45)
divD=p (46)
D=¢E 47

La relation (45) implique l'existence d'une fonction potentiel V vérifiant E = - grad V.

En tenant compte des autres équations, on obtient I'équation suivante :
divegrad V=-p (48)
Cette équation pouvant dégénérer en I'équation de Poisson dans le cas ot € est constant.

La résolution de 1'équation (48) associée a des conditions aux limites de Dirichlet (V fixé )

aVv
ou de Neumann ("a;' = 0) permet d'obtenir la valeur du potentiel scalaire V aux différents

noeuds du maillage.

Enfin, I'utilisation de la formule suivante de I'énergie electrostatique nous fournit la valeur

des capacités recherchées:
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|
W= [eE2dv (49)
\Y

L. 2. 2. 3. Formulation en Magnétodynamique

Ici, pour des raisons de commodité, une formulation en potentiel vecteur magnétique

complexe A est adoptée.
En partant des équations de Maxwell, on obtient I'équation générale de la

magnétodynamique en régime harmonique et linéaire a résoudre:

(ﬁ) AA -joc A=-]Js (50)

avec comme parametres :

A : potentiel vecteur magnétique complexe.

U : perméabilité absolue du milieu.

o : conductivité du milieu (absence des courants de déplacement).

o : pulsation du signal.

Js : densité de courant d'excitation complexe.

Comme précédemment, la résolution de ce probléme avec les conditions aux limites
approprié€es nous permettent d'obtenir le potentiel vecteur magnétique A (module et argument)
a chaque noeud du maillage.

Les grandeurs densités de courant et champs magnétique s'en déduisent localement gréce

aux relations ;

J=-jocA (51)
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et

B =rot A ‘ (52)

tandis que les grandeurs globales (puissances actives et réactives) sont données par :

P={ —J(-fdv (53)
\Y
et
B2
Q=f -;dv (54)
\Y

De ces relations, et de la valeur du courant total dans chaque milieu, on déduit les
impédances recherchées.

Cette méthode de résolution a été utilisée pour la caractérisation des conducteurs par
plusieurs auteurs [56] [21] [92], son extension & la modélisation des cébles et lignes sous la
forme de circuits équivalents a été entamée depuis quelques années par d'autres [53] [23] [94]
[24]. Enfin, nous n'oublierons pas de citer les logiciels de calcul par élément finis, Fissure [16]
développé au CEGELY et Flux 2D [77] développé au LEG. dont nous nous sommes servis

pour valider certains de nos travaux.

L 2. 3. Méthode des équations intégrales

Comme nous l'avons exprimé précédemment, nous nous attacherons tout simplement a
restituer les quelques points essentiels & notre compréhension sur la méthode des équations

intégrales.

Pour résoudre un probléme par la méthode des équations intégrales, il faut pouvoir le

formuler de la fagon suivante [89] [93] :
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D'une part, on définit L(u)=f  dans un ouvert Q de R avec L, un opérateur différentiel,
u la variable (potentiel par exemple), et f caractérise les terme sources.

D'autre part on connait la solution fondamentale de l'opérateur adjoint (L*).

Avec ces hypothéses, on fait intervenir le fait que certains opérateurs classiques de la
physique soient auto-adjoints (L = L*), ce qui permet d'obtenir la solution du probléme.

Ainsi, pour la résolution des problémes en électromagnétisme nous pouvons citer deux
opérateurs auto-adjoints dont les solutions fondamentales sont connues:

-L'équation de Laplace en électrostatique

A(u) + 0 =0 (55)
-1
dont la solution fondamentale est de la forme 5~ Ln (r) en deux dimensions, et 4_1tr en trois

2r

dimensions.

-L'équation d'Helmoltz en magnétodynamique

2
A(u) + gp %tl;_ +06=0 : (56)

. 1 ) ) 1 .
dont Ia solution fondamentale est de la forme A Hy() (kr) en deux dimensions, et anr elikn

en trois dimensions.

Dans ces équations, il faut noter que i représente le nombre imaginaire tel que i2 = -1, Hy®»
représente la fonction de Hankel de premiére espéce et d'ordre zéro, r représente la distance du
point source au point d'application, et enfin 8 la distribution de Dirac.

Grice a ces équations, on détermine :

-en électrostatique :

les capacités par le calcul des charges sur les éléments conducteurs ainsi que la différence
de potentiel entre conducteurs.

-en magnétodynamique :

les impédances internes a l'aide du vecteur de Poynting [35] tandis que les inductances

mutuelles sont déterminées par la connaissance du flux.
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Les méthodes numériques sont efficaces mais cofiteuses en terme de temps de calcul
d'entrée et de modification des données. En outre, elle ne sont pas toujours les plus adaptées
pour le calcul des parameétres des lignes et cibles. Nous allons maintenant présenter les

méthodes de résolutions analytiques.
I. 3. MODELES ANALYTIQUES

Nous distinguerons deux cas dans cette partie. Selon que les conducteurs sont proches ou

éloignés les uns des autres, la facon de calculer les impédances internes ne sera pas la méme.
I. 3. 1. Conducteurs éloignés les uns des autres

Pour mieux fixer les idées, nous supposons avoir deux conducteurs i et j de rayons
respectifs a; et a; disposés loin 'un de l'autre. Dans ce cas, les impédances sont calculées a
l'aide des équations de Maxwell en tenant compte de la fréquence et donc de l'effet de peau
dans les conducteurs. Ceci nous donne dans le cas du conducteur i la formule exacte de son

impédance interne sous la forme suivante [43]:
1 ji‘mé;o; 1
Zpi = (_ 1 a-‘\/'a) O, 57
Poo) ama 1anfamey "V e

expression dans laquelle, ; et ¢; désignent respectivement la perméabilité absolue et la
conductivité du conducteur i. En outre, I, et I; sont des fonctions de Bessel modifi€es de
premiere espéce d'ordre O et 1 tandis que ® et j désignent successivement la pulsation et le
nombre imaginaire tel que j2 =-1.

D'autres écritures peuvent se substituer a cette formule, nous insisterons sur le fait qu'elles

constituent des bonnes approximations de la formule précédente, nous n'en citerons que deux.
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-La formule de calcul de la résistance du conducteur donnée par Lord Kelvin [42] qui se
présente sous forme de développement limité calculé a partir de la formule précédente et

valable en basse fréquence.

1 F 1 F
R=R, {1+ G} (19 G+ ) (58)

Formule dans laquelle, R, Y, et, F désignent successivement la résistance en continue, la
perméabilité absolue du vide et la fréquence d'utilisation.

-Nous ajouterons les formules de calcul de résistance donnée par Levasseur et celle
concernant l'inductance interne donnée par Johannet [42]. La formule semi-empirique de
Levasseur conduit en basse fréquence a des erreurs assez faibles, de 'ordre de 2% par rapport

a la formule (57) utilisant les fonctions de Bessel. Elle se présente comme suit :

1 °[3 .
R=R, () +\ |G+ G5 (59)

L'inductance interne quant a elle peut s'obtenir sous la forme donnée par Johannet.

1
)
\[1+G5°

Dans ces deux formules, R est la valeur en continu de la résistance, et § la profondeur de

_Ho
L=g { (60)

pénétration dans le matériau du conducteur.

Nous signalerons au passage que J est classiquement donnée par :

[2
0= WW;0; oD

A ce titre, nous donnons un tableau de variation de 6 en fonction de la fréquence pour le

cuivre.
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Tableau (1) Profondeur de pénétration en fonction de la fréquence pour le cuivre

F (Hz) 1 100 1E3 1E4 1ES 1E6 SE6 1E7

d(mm)| 66 6.6 2 0.66 0.2 6.6E-2| 295E-2] 2.1E-2

Conducteurs en faisceaux

A partir de 200 KV, chaque conducteur de phase est constitué d'un faisceau de 2 ou
plusieurs conducteurs maintenus entre eux par des entretoises. Cette disposition des
conducteurs ayant pour but de leur éviter I'effet couronne. Dans ces cas, les calculs existants
font souvent I'hypothése de courants lentement variables (aux environ de 50 Hz) afin de
s'affranchir des effets de peaux et de proximité éventuels. Les formules utilisant la notion du
flux coupé [2] [71] font appel a des notions de DMG (distance moyenne géométrique) et
RMG (rayon moyen géométrique). Ces notions permettent d'une part, a partir des rayons de
chaque conducteur du faisceau et des distances entre eux de déterminer le rayon équivalent a
I'ensemble de ces conducteurs pour le calcul de résistance équivalente et d'autre part de
calculer les inductances linéiques du faisceau.

Dans un but illustratif, nous prenons le cas de deux conducteurs x et y de sections
respectives S, et S, nous obtenons [2] la distance moyenne géométrique (g,,) de la surface S,

ala surface S, grce a la relation:

Ln (g,,) = §-x-1§; JS {dS, JS Ln(r,,) dS,} (62)
x y

expression dans laquelle, r,, désigne la distance entre I'élément dS, de la surface S, et

I'élément dSy de la surface Sy
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Le rayon moyen géométrique (g,,) de la surface S, représente la distance moyenne

géométrique de la surface dS, a elle-méme. Il s'obtient grice a la formule

Ln (gxx)=$ J {ds, J La(r,,) dS, } (63)
* SX Sx

Dans cette formule, r,, peut prendre toutes les valeurs possibles entre deux éléments dS,

distincts appartenants & la méme surface S,.

Dans le cas ot I'on a un faisceau constitué de plusieurs sections de conducteurs , on définit
le rayon moyen géométrique résultant du faisceau (ou rayon équivalent du faisceau) a partir
des rayons moyens géométriques de chaque section de conducteur. Dans le cas d'un faisceau
de deux conducteurs identiques de rayons a et de distance entre centre d, le RMG (g,
respectivement g,,) de chaque conducteur est égal a a et, le RMG résultant du faisceau sera

donné par :

RMG,, = \/ g, d (64)

Dans le cas d'un faisceau constitué par n conducteurs identiques disposés comme [l'indique
la figure (4), le RMG résultant sera donné en fonction du rayon du cercle circonscrit au

faisceau (R) et du rayon (a) de chaque conducteur par la formule suivante :

RMG = Req =/n a Rv! (65)

O (B

Figure (4) n conducteurs de rayons identiques (a) en faisceau
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Dans cette partic nous avons pu remarquer qu'il existe des formules analytiques pour
déterminer les impédances internes des conducteurs lorsque ceux-ci sont €loignés les uns des

autres. Il reste donc & examiner le cas des conducteurs proches.
I. 3. 2. Conducteurs proches les uns des autres

Notre étude se fera ici en deux étapes. Nous donnerons tout d'abord les diverses
formulations existantes pour les lignes multifilaires proches avant de soumettre aux mémes
investigations le cas des cébles blindés. Nous insisterons sur les difficultés que posent
1'élaboration des formules analytiques des parameétres linéiques des lignes et cébles a travers

différentes approches.
I. 3. 2. 1. Modeéles des lignes multifilaires

Dans le cas des conducteurs proches, vu la complexité du probléme, des approximations
sont souvent nécessaires.

Les impédances internes des conducteurs composés de brins toronés peuvent aussi utiliser
les notions de RMG & ceci prés qu'ils sont calculés a partir de la section utile et du nombre de
brins les constituant.

Il existe a cet effet des tableaux de valeurs fournissant leur RMG selon le nombre de brins
les constituant [2]. Nous rappelons que dans ce cas on fait abstraction des effets de peau et de

proximité et que cette méthode est surtout valable en basse fréquence.
L 3. 2. 1. 1. Modéles basés sur des approximations haute fréquence ou basse fréquence

Il est important de noter que pour nous, la haute fréquence se situe aux environs de 10
MHz et qu'en aucun cas elle ne peut dépasser la fréquence de la prise en compte des courants

de déplacement dans les conducteurs.
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La nécessité d'avoir un outil de calcul pour résoudre des problémes pratiques se posant
dans l'industrie a motivé les ingénieurs a générer des formules valables exclusivement soit en
BF (autour de 50 Hz) soit en HF (domaine incluant les transitoires). Leurs méthodes de calcul
reposent sur l'utilisation de développements asymptotiques de la formule (57). La formule
obtenue relative a un conducteur sera généralisée aux cas de deux conducteurs parcourus par
des courants de mémes sens ou de sens différents, & I'aide de facteurs de corrections. Ainsi la
résistance d'un conducteur soumis a l'effet de proximité d'un autre conducteur en haute
fréquence est donnée par [76] :

-dans le cas o les deux conducteurs sont parcourus par des courants de méme sens
2 uF 0.4
Rar=3\/4mg { 1+ &) (66)
sh (22

-cette formule devient dans le cas de deux conducteurs parcourus par des courants de sens

opposés :

2 [uF 0.183
a 4m{1+ d } (67)

sh ('2';- 1)

Ry =

Dans ces écritures, a désigne le rayon de chaque conducteur, d la distance entre axes des
deux conducteurs tandis que W, ¢ et F désignent respectivement la perméabilité absolue, la

conductivité, et la fréquence d'utilisation du conducteur.

Nous remarquons que ces formules quoique utiles ne peuvent pas nous fournir des
informations pour les fréquences intermédiaires et qu'en outre, elles ne concernent que le cas
de deux conducteurs de rayons identiques. La prise en compte de la fréquence sur une plage
de variation plus importante sera développée par Carson pour les lignes utilisées en

téléphonie.
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I. 3. 2. 1. 2. Modéle de Carson

Le modele de deux coﬁducteurs soumis a l'effet de proximité développé par Carson [19] va
en partie répondre a une de nos exigences c'est-a-dire la prise en considération de l'effet de
proximité entre deux conducteurs formant un circuit aller et retour et ce sur une plage de
fréquence couvrant les basses fréquences, les hautes fréquences ainsi que les fréquences
intermédiaires. Ce modele utilise les équations de Maxwell, impose des repéres de
coordonnées cylindriques pour chaque conducteur, calcule les champs électriques axiaux et
magnétiques tangentiels a l'intérieur et a l'extérieur de chaque conducteur, et enfin détermine
I'impédance interne de chaque conducteur ainsi que l'inductance externe. Ce modele possede
l'originalité d'introduire la notion de circuit équivalent pour ces deux conducteurs.

Toutefois les calculs n'ayant été conduits que pour deux conducteurs de rayons identiques,
son extension a plusieurs conducteurs s'avére peu commode d'une part, et d'autre part le cas de
conducteurs parcourus par des courants de mémes sens n'y est point traité.

Nous noterons aussi que la formulation du probléme par Carson rejoint celle donnée par
[41]. Leur méthode de calcul prenant en compte deux conducteurs de rayons identiques peut
se généraliser par I'utilisation de méthodes semi-numériques a plus de deux conducteurs. Il
faudrait pour cela modifier les équations de passage pour chaque configuration de systémes de
conducteurs.

Pour ce qui est de la généralisation du calcul des résistances a plus de deux conducteurs

[47], les travaux de Dwight sont d'une grande importance.
I 3. 2. 1. 3. Modéles de Dwight

La détermination du courant induit par un filament de courant sur un conducteur plein a été
proposée par Manneback [61]. Dwight va, a partir des équations de Manneback, calculer la
puissance dissipée dans un conducteur plein parcouru par un courant, et se trouvant a coté
d'un filament de courant, la résistance d'un tel conducteur en sera déduite. Dwight va aussi

donner, en tenant compte des effets de peau et de proximité, les résistances de conducteurs
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proches de mémes rayons placés sous diverses configurations (deux conducteurs identiques
formant un circuit aller et retour, trois conducteurs identiques parcourus par des courants
triphasés sous une configuration en nappe ou en triangle, et trois faisceaux de quatre
conducteurs placés en nappe, ...).

Par contre, il ne sera point question de calculer inductances internes et externes pour
Dwight car l'intérét de 1'époque se portait plus sur les pertes dans les conducteurs que sur le
développement de circuits équivalents. Nous noterons aussi que les formules utilisées sont
complexes et s'adaptent peu a des modifications. Cependant, les modeles développés par

Dwight servent aujourd'hui encore de référence [32] [33].

L. 3. 2. 1. 4. Analyse récapitulative

Nous remarquons que la plupart des modeles énoncés ici ne donnent que les résistances des
conducteurs supposés avoir des rayons identiques, ne permettant ainsi d'analyser que les pertes
dans ces derniers. Parmi les modeles discutés précédemment, pour ceux permettant d'obtenir
aussi les inductances internes, les conducteurs ont souvent des rayons identiques et leur
nombre dépasse rarement deux.

La difficulté de prise en compte de l'effet de proximité dans un systéme a plusieurs
conducteurs de rayons identiques réside sur le fait qu'il devient dans ce cas trés difficile de
fixer les parametres inclus dans les formules des champs (a l'intérieur et a l'extérieur de
chaque conducteur) par les conditions de passage des champs au niveau des interfaces. Les
modeles matriciels de type circuits traitant des lignes proches au-dessus d'un plan conducteur
sont souvent congus avec la prise en compte de 'effet de peau seul dans les conducteurs. Ceci
se justifie lorsqu'on considére des lignes éloignées les unes des autres. Par contre, pour peu
que l'on ait des conducteurs trés proches, des problémes de modélisation se posent. Dans le
cas des cables proche [75] ou l'effet de proximité doit étre pris en compte, on remarque que
les codes de calcul analytiques les plus puissant [27] (EMTP, ) ne répondent pas a cette

attente. Ceci nous conduit donc a proposer un modeéle analytique de calcul des lignes proches

dans le chapitre (II).
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Ce modele, moyennant certaines approximations, prend en compte des conducteurs de
rayons différents. Il est sans restriction aucune quant au nombre de conducteurs a prendre en
compte et ce sur la plage de fréquence [0Hz, 10MHz]. En outre le modele proposé basé sur
une formulation matricielle des impédances peut servir aussi bien pour les cables basse
tension que pour toute autre configuration de lignes proches.

La prise en compte des effets de proximités devient méme indispensable dans les cibles

blindés, du fait du rapprochement entre éléments conducteurs.

I. 3. 2. 2. Mode¢les des cables multifilaires blindés

Dans cette partie, nous ferons une analyse évolutive des divers modeles permettant de
calculer les parametres linéiques des cébles blindés. A travers ces formulations, nous
insisterons sur les aspects tel que la prise en compte ou non des effets de peau et de proximité,
l'utilisation de formules faisant 'hypothe¢se du rayon externe de la gaine infini, et enfin les

plages de fréquence pour lesquelles ces modeles ont été congus.

L. 3. 2. 2. 1. Modéles des cibles multifilaires blindés sans pertes

Les modeles les plus utilisés pour représenter les cébles multifilaires blindés ne tiennent
pas compte des pertes dans les conducteurs. Cette représentation peut étre acceptable dans la
mesure ou les résistances connectées aux extrémités sont grandes. Nous restituons ici le
modele donné par [68] [69] [70].

La figure (5) représente un cable multifilaire blindé. Les rayons a; et a; représentent les
rayons respectifs des conducteurs i et j tandis que le rayon extérieur de la gaine est supposé

infini.
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Figure (5) Section d'un cable multifilaire blindé (modéle sans perte)

Paul donne les parametres du modele du cable sans perte sous les formes suivantes :

ct-r?
a:

(1e/27) Sy = (Ue/27) L[ ] (68)

€a;

I

jl {\/(I‘irj ¥ +ct - 2rirjc2 cos(6; ) | 69)

(5r)* + 1} — 2151 cos(8;)

(Ho/2M) S;; = (1o/27) Ln{[

i
c

Ces expressions que nous retrouverons dans le modele d'Ametani [5] désignent

successivement les inductances propres et mutuelles du cable multifilaire blindé sans perte.

L'introduction des pertes a été faite par certains auteurs pour des cables triphasés dans leur

utilisation normale (50 Hz).

L. 3. 2. 2. 2. Modéles des cibles triphasés blindés avec prise en compte des effets de peau

et de proximité en basse fréquence

Les modeles développés pour les cables blindés s'attachaient au départ comme nous l'avons
dit a déterminer les pertes au niveau des éléments conducteurs et plus particulicrement au

niveau de la gaine du cible [34] [50]. Ces modeles étaient souvent congus autour des
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fréquences usuelles d'utilisation (50 Hz) . Nous citerons dans ce cas les deux modeles les plus

usités encore, le modele D'Arnold et celui de Dwight.

Modele d'Arnold [8]

Nous nous attardons un peu sur ce modele [8] puisqu'il a servi entre autres de document de
base pour 1'élaboration de la publication 287 de la C.E.L, publié en 1969 et resté en vigueur
jusqu'a présent [82]. Ce modele est valable pour des fréquences allant de 25 4 300 Hz.

Ce modele s'applique a des cables triphasés blindés ou non, avec des conducteurs internes
de mémes rayons, ainsi qu'aux cébles 4 dmes sectorales. La méthode utilisée ici consiste a
déterminer la résistance d'un conducteur de phase a partir des phénomenes qui se passent dans
le cable et qui sont donc représentés par des facteurs obtenus soit par des approximations de

fonctions difficiles & programmer rigoureusement soit par des méthodes empiriques.

Le rapport des résistances est donné par :

R
R=1+M+ A+ A+, , (70)

Dans cette expression, R' et R désignent successivement les résistances par centimetre d'un
conducteur de phase en alternatif et en continu. Nous définissons successivement les autres

parametres.

A, représente le facteur d'effet de peau et sera donné par approximation des fonctions de
Bessel dans le cas des conducteurs cylindriques.

Pour les cibles & 4mes sectorales, le facteur d'effet de peau a été obtenu en faisant la
moyenne entre le facteur obtenu pour un conducteur cylindrique et celui donné pour un

conducteur de section rectangulaire.

A, représente le facteur d'effet de proximité, il a été calculé pour trois conducteurs de méme

rayon disposés en triangle et parcourus par des courants triphasés. Les résultats obtenus sont
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étendus aux cas des cébles & dmes sectorales. Ce facteur est fourni en tenant compte de la
composition des phases (homogenes, torsadés, ou a ames sectorales).

A, représente le facteur dfi aux pertes dans la gaine. Ce facteur a été élaboré de la fagon
suivante:

On détermine tout d'abord les pertes dans la gaine en supposant que les trois conducteurs
de phases ont chacun une densité de courant homogene (ce qui ne tient pas compte de ce qui
est induit au niveau de la gaine par les effets de proximité entre conducteurs internes). Ces
pertes dans la gaine seront donc corrigées par un coefficient qui tient compte des effets de
proximités cité ci-dessus. Le résultat obtenu ne pouvant pas €tre adapté aux cas des cébles a
ames sectorales, il a été nécessaire de développer le méme facteur pour des cables a ames

sectorales.

A, représente le facteur d'écran ou de blindage, il tient donc compte des pertes dans les
armures ou frettages. Ce facteur est donné pour des matériaux magnétiques ou non
magnétiques et, dans le cas ol le matériau de 1'écran est magnétique il est donné pour divers
types de frettages ou d'armures.

D'autres auteurs ont eux aussi fourni des modeles de cables triphasés blindés ou a Ames
sectorales pour des fréquences situées autour de 50 Hz, le modele de H. B. Dwight [32] en est
un des plus connus.

L'avénement des problémes posés par la compatibilité électromagnétique allié aux
probléemes des transitoires dans les réseaux ont poussé les chercheurs a élaborer des modeles
intégrant une large plage de variation de la fréquence. Parmi les modéles développés a cet

effet nous analyserons le modele de Whedepoh! ainsi que les formules utilisées par Pelissier.

L 3. 2. 2. 3. Modéles des cables avec prise en compte de 1'effet de peau seul sur une large

plage de fréquence

Un modéle mathématique de traitement et d'étude des réponses des transitoires dans les
cébles coaxiaux enterrés (cables de puissance) a été développé par L. M. Wedepohl [90]. Dans

son modele il a introduit un développement sous forme matricielle des impédances séries et
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admittances paralleles de plusieurs cébles coaxiaux enterrés. Dans de tels cables , la symétrie
circulaire de la gaine autour de I'dme fait que 1'on s'affranchit de I'effet de proximité. En outre,
pour les impédances séries, I'ame du cable est caractérisée par son impédance de surface
externe représentant l'impédance interne du conducteur en question (cas d'une &me pleine).
L'impédance de la gaine a été décomposée selon le modele de Shelkunhof [80] en des
impédances de surfaces internes, externes et une impédance de transfert caractérisant le
couplage entre les parties internes et externes de la gaine. Les impédances propres et
mutuelles du sol sont finement approximées par rapport aux formules de Pollaczek [73]
supposées €tre plus exactes. Nous restituerons ces impédances dans la partie (Prise en compte
du sol). Ce modele a été validé par l'auteur de 0 Hz & 100 kHz (du fait des approximations
faites sur les impédances du sol), I'extension de cette validation pour les impédances des
cables (sans le sol) a des fréquences supérieures 10 MHz été faite dans de nombreuses
publications [80] [14] [12].

Une extension de ces travaux aux cas des cébles multifilaires blindés est donnée par [71]
[36] [37]. Dans cette approche, tous les conducteurs (conducteurs internes et gaine) sont
supposés soumis a l'effet de peau seul. Nous donnons ci-dessous les impédances obtenues a
partir de cette formulation.

L'impédance interne de chaque conducteur interne est donnée par la formule (57).

Tandis que I'impédance interne de la gaine s'écrit :

201 = iowo,

2rno,c
[ K (cA/jou,o,) I(cjou,o,) + I,(c\/jour,c,) Kyc\Jjou,o,)]

- - : ; (71)
[Ti(c\Vjop,o,p) K (e Vjoro,) - Ij(c;\jou,o,) K, (cy\jop,o,) ]

Dans ces expressions, I, O, et a; désignent respectivement la perméabilité absolue, la
conductivité et le rayon du conducteur interne i tandis que p,, G, ¢, et, ¢, désignent
respectivement la perméabilité absolue, la conductivité et les rayons interne et externe de la

gaine du céble.
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Une extension de ce modele avec l'intégration des effets de proximité des conducteurs
internes sur la gaine est donnée sous forme matricielle par certains auteurs que nous citerons

dans la suite de cette partie.

I. 3. 2. 2. 4. Mode¢les des cables avec prise en compte de l'effet de peau seul dans les
conducteurs internes et de I'effet de peau et de proximité dans la gaine sur une large

plage de fréquence

Les contraintes li€es 2 la CEM ont permis donc le développement de modeles de plus en
plus fiable et ce sur une large gamme de fréquences. Nous citons une étude originale faite sur
les céables bifilaires blindés (lignes bifilaire avec un blindagé ajouté) [65]. Dans cette étude, le
blindage est supposé étre tres fin et peut donc tre assimilé & une nappe de courant.

Les formules obtenues sont treés simples, tiennent compte de l'effet de proximité sur la
gaine, et peuvent étre facilement programmées sur un calculateur de poche.

Un autre modele original de prise en compte de l'effet de proximité a été proposé dans le
cas des cables blindés dont les conducteurs internes de mémes rayons sont disposés
symétriquement sur la circonférence d'un cercle interne a la gaine [60].

Sous cette configuration, on calcule directement les paramétres primaires selon les
différents modes de propagations. |

Dans le cas de notre étude sur les cébles multifilaires blindés nous nous sommes beaucoup
inspirés d'un modéle qui demeure actuellement un des modeles analytiques les plus puissants
pour traiter les cibles multifilaires blindés (conducteurs internes disposés symétriquement ou

non et avec des rayons pouvant étre différents), celui d'Ametani.

Modeéle d' Ametani

Ce modele utilisé dans EMTP fait la synthése des travaux réalisés tout d'abord par

Tegopoulos et Kriezis [86] [87] puis par Brown et Rocamora [15] [30].
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Le dispositif étudié est constitué d'un filament de courant disposé a l'intérieur d'une gaine
dont le rayon externe est supposé étre infini. La formulation utilisée est celle en potentiel
vecteur magnétique. Tegopoulos et Kriezis parvinrent alors a déterminer la formule du
courant induit par le filament de courant sur la gaine semi-infinie. Ces travaux permirent a
Brown et Rocamora [15] de déterminer sous forme matricielle les impédances propres et
mutuelles d'un céble triphasé blindé.

Cette formulation du probléme sera reprise par Amétani [27] [5] qui fit de cette méthode
une extension aux cas des cébles multifilaires blindés au-dessus d'un plan de masse ou
enterrés. Cela donne une formulation générale en tenant compte de l'effet de peau dans tous
les conducteurs ainsi que de l'effet de proximité causé par les conducteurs internes sur la
gaine. La figure (6) illustrant le modele en question nous permettra de mieux fixer les
parametres utilisés dans les formules.

Nous restituons ici les impédances propres et mutuelles d'un cable multifilaire blindé selon

le modele d'Ametani [27] [5].

Figure (6) Sectioﬁ d'un cdble multifilaire blindé selon le modéle d'Ametani

Dans ce cas, I'impédance propre (R, + jL,) de la gaine est donnée par la relation suivante:
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. 1 1 & b -
(Rg +jLy) I = () [BoKq(c\jou,op] + (g;) 2 (‘C*l)"[BnKT;(Cn\/J@HgGg)]
g n=1

. Moli - (c,2-b2)
+jo Lo c & ] (72)

A cette impédance, il est ajouté l'impédance interne d'effet de peau du conducteur interne i
(Zpi ) donnée par la formule (57) pour obtenir l'impédance propre du circuit formé par le

conducteur i et la gaine.

L'impédance mutuelle (R;; + jL;;®) entre deux boucles formées par deux conducteurs

internes i et j avec le plan de masse comme référence est donnée par la relation :

. 1 . 1. b .
(R;; +jLy,;®) L= (;)[BoKo(cn/Jcougog)] +H X (gj)n[BnKn(cn/Jcougcg)].Cos(nei,p
g g n=l

i ¢4 + (b; b))? -2 (b; b)c,2 Cos(6; ;)
+jo 4n -1 ¢,2[ b2 +b2-2b; b, Cos(;;) ] ] (73)

Dans sa formulation, I'auteur a donné le terme logarithmique de la formule (73) sous forme

d'une série infinie que nous avons traduit sous cette forme. Dans ces relations, nous avons

L \/j
Bn=ﬂ2: %% (Pa+ Qu) - 1
[ K. (c\jorsy) - Kyenfjonos,) ]

cl .] ('ou‘go.g

(74)

et
Pour (n>0)

1 b 1 b
Pi=g (O et Q=g (O

Et pour n = 0 nous avons :

Po=— et Qo=0
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Ii : représente l'inténsité du courant excitateur pour le conducteur i.

les autres parametres W, W, O, W; et O; désignent respectivement les perméabilités
absolues et relatives de la gaine, la conductivité de la gaine, la perméabilité absolue et la
conductivité du conducteur i.

Dans ce modele, il ne sera donc pas tenu compte des effets de proximité entre conducteurs
internes ce qui pose un probleme lorsque l'on sait que dans beaucoup de cas pratiques les
conducteurs internes sont souvent proches les uns des autres. De plus, le fait que l'on
considere que la gaine soit de rayon externe infini suppose que la profondeur de pénétration
dans le matériau de celle-ci doit toujours rester inférieure a 'épaisseur de cette méme gaine, ce
qui restreint 1'utilisation de ces formules a des cébles de trés grandes dimensions et ne permet
pas de traiter les cables en général en basse fréquence ou les cdbles de petites dimensions
latérales sur une gamme importante de fréquence.

Notre travail s'inscrit donc sur ces défaillances et propose un modele qui puisse les corriger
et, en méme temps, élaborer un outil de travail plus vaste tenant compte des réalités actuelles

de la CEM.

I. 4. MODELES DE PRISE EN COMPTE DE LA CONDUCTIVITE FINIE DU SOL
OU D'UN PLAN DE MASSE

Dans la nature, les lignes et cibles sont souvent disposés a une certaine hauteur au-dessus
du sol (lignes aériennes) ou enfouis dans le sol (cables enterrés). Sous ces conditions, il
devient important de tenir compte du sol sous forme d'impédances.

Les hypotheses faites habituellement sont :

-les sols sont homogenes

-les fréquences considérées nous permettent de négliger les courants de déplacement dans
les conducteurs et le sol.

-les conducteurs sont rectilignes horizontaux et assimilés a des filaments de courants lors

du calcul de leurs influences sur le plan de masse.
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-la hauteur des conducteurs par rapport au sol ou au plan de masse dans le cas des lignes
aériennes doit étre assez grande par rapport aux rayons des conducteurs pour que 1'on puisse
s'affranchir des problémes d'effets de proximités entre les conducteurs et le sol ou le plan de
masse.

Il est d'usage de calculer les parametres linéiques des conducteurs aériens et du sol sous
forme de matrices d'impédances et d'admittances afin de mieux pouvoir intégrer ces
parameétres dans des équations matricielles de résolution des lignes. Pour mieux fixer les
idées, nous supposons avoir deux conducteurs i et j de rayons respectifs a; et a; disposés a une
certaine hauteur au-dessus d'un plan de masse comme indiqué sur la figure (7) ci-dessous.

Pour la prise en compte de l'effet du sol, plusieurs solutions ont été‘ élaborées. Nous
restituons ici celles qui sont actuellement les plus utilisées.

Cette partie se décompose en deux étapes, la premicre concerne les lignes aériennes et fait
appel aux modeles de Carson [18] et Dubanton [29] tandis que la deuxiéme relative aux

cables enterrés fait appel aux modeles de Pollaczek [73] et Wedepohl [90].

J
) A
bij ; K %
ai | yi
hi| hj
Y
Y

Figure (7) Conducteurs au-dessus du sol
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I. 4. 1. Cas des lignes aériennes
I. 4. 1. 1. Modé¢le de Carson (lignes aériennes)

Carson [18] prend en compte le fait que le sol posséde une conductivité non nulle,
remplace les conducteurs par des filaments de courants par rapport au sol et propose des
termes de correction pour l'impédance linéique propre ainsi que pour l'impédance linéique
mutuelle. Ces termes exprimés sous forme de séries proviennent des calculs des intégrales

suivantes :

AZ(p.q) = AR(p,q) +jAX(p.q) = 40)J (V2 +j - V)e¥ cos(qv) dv (75)
0

Dans cette expression, les paramétreé p et q sont définis selon que I'on veuille obtenir les
termes de corrections de 1'impédance propre ou ceux de la mutuelle.

-Dans le cas d'une correction de I'impédance propre, nous avons :

P =2\H, 00, b

q=0

-Pour une correction de l'impédance mutuelle, nous avons :

P = Ho 0, (h; + hy)

q =4 OO, Y;;

La programmation des formules de prise en compte de la conductivité du sol de Carson
pose des problémes de lenteur de corivergence en haute fréquence du fait que l'on doive
prendre en compte beaucoup de termes des séries de Carson. Le modele de Dubanton nous

apparait donc comme étant une alternative a celui de Carson.
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L 4. 1. 2. Modéle de Dubanton

Dans ce modéle, pour prendre en compte la conductivité finie du sol, on utilise la notion de
profondeur de pénétration complexe notée (h’,) et on applique la théorie des images
conformément a la figure (8). Cette profondeur de pénétration complexe est intégrée comme
~ une distance supplémentaire dans les formules de calcul des inductances externe propres et
mutuelles donnant ainsi des formules incluant aussi bien les inductances externes des

conducteurs et du sol que les impédances internes (propres et mutuelles) du sol [29], [38].

?‘

ai Yi

hi| b

i g >Y
bij

j'

Figure (8) Conducteurs et leus images avec la prise en compte de la profondeur de

pénétration dans le plan de masse
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Pour mieux fixer les idées et mettre en évidence l'influence du sol, nous faisons 'hypothése
des lignes sans perte, ceci n'est pas ennuyeux du fait que I'on peut toujours intégrer les pertes
sous forme de matrices d'impédances internes des conducteurs dans une étape ultérieure. Nous
écrivons alors la matrice d'impédance [Z] contenant les inductances externes des conducteurs

et du plan de masse ou du sol ainsi que les impédances internes du sol sous la forme suivante:

[Z] = joo (ue/27) [S] (76)

Dans ces équations, (li/21) [S] caractérise la matrice qui nous intéresse ici. Ses éléments
s'expriment selon les cas sous les formes suivantes :

-Dans le cas ol l'on a un matériau infiniment conducteur comme plan de masse,la
profondeur de pénétration devient trés faible, et (1/2w) [S] caractérise alors la matrice des

inductances externes (propres et mutuelles) [68] [70] avec :

S = Ln['Zla%.l'] (77
S, = Lnf= 78)

i)

et
D= \/[(hi"‘hj)z +¥i*l

y; étant la distance de séparation horizontale entre le conducteur i et le conducteur j.

-Dans le cas ot I'on prend en compte un sol ou un plan de masse de conductivité moyenne,

nous ne pouvons plus négliger la profondeur de pénétration dans ce matériau.

Dans ce cas, jo(ly/21) [S] contient les inductances externes (propres et mutuelles) des
conducteurs et du plan de masse ainsi que les impédances internes propres et mutuelles du

plan de masse, avec :
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Si = L0 ] (79)

S;j= Ln[%fi] (80)

et

D, =VIE 22 73,

/ 1
hy=A[3 étant la profondeur de pénétration complexe dans le sol.
Jﬂ)lloo'e

O, : la conductivité du sol.

Cette méthode du plan complexe peut étre étendue aux plans de masse en cuivre ou
aluminium dans la mesure ol les conducteurs sont a une hauteur du plan de masse permettant
de s'affranchir des éventuels effets de proximité entre les conducteurs et le plan de masse.
Nous rappelons que pour des plans de masse parfaitement conducteurs la profondeur de
pénétration devient trés faible et I'on peut alors ne plus tenir compte des termes de correction.

Le modele de Dubanton [29] a été comparé avec celui de Carson [38] [75] les résultats
obtenus concordent presque parfaitement.

La prise en compte de I'effet du sol pour les céables enterrés est d'une toute autre nature du
fait que les cables ne baignent plus dans l'air mais sont entourés par un milieu conducteur, le

sol.

I. 4. 2. Cas des cables enterrés

I. 4. 2. 1. Modele de Pollaczek [73]

Les hypothéses précédentes consacrées aux lignes aériennes sont reconduites ici.

Dans ce modele, la terre est considérée comme un demi-espace infini comme montré sur la

figure (9).
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D'ij

AMMAAIIIINNMMIIIMIMMNTNING

Figure (9) Conducteurs enterrés a une certaine profondeur dans le sol

Dans cette configuration, si on considére des cébles i et j entourés de diélectriques, enterrés
respectivement a des profondeurs h; et h; en dessous de la surface du sol et i' le conducteur
image de i, nous avons alors le terme de correction de 1'impédance mutuelle du sol qui s'écrit

sous la forme suivante;

AZmut = (%tE) [K0(1 /j(ouc bij) _ Ko( ,_] COI.L_G D'ij) + J e-[(hi +hj), [vz—ﬂmuo] . (] v Vi) dv ](81)

o M+ \/j(ouo + V2

Dans cette expression, les parametres D'; et by; peuvent étre mis sous les formes suivantes :

et

by =(h; - by)? +y;?

Le terme de correction de l'impédance propre du sol (AZpro) s'obtient en remplagant dans
l'expression précédente de I'impédance mutuelle, h; par h; et y;; par a (rayon du céble).

Il convient de signaler que les formules établies par Pollaczek sont difficile & programmer,
il est alors souvent recommandé d'approximer l'argument de la fonction exponentielle de

l'intégrant pour y parvenir.

49



Une critique des formules de Pollaczek a été faite par certains auteurs [59] qui proposent
des modeles de calcul des impédances du sol pour des conducteurs enfouis trés prés de la
surface du sol. Dans cette étude, les conducteurs sont supposés €tre parfaits et les erreurs
maximales obtenues entre ce modele et celui de Pollaczeck sont de 'ordre de 1%.

Une autre formule simple, inspirée de celle établie pour les lignes aériennes [29] a 'aide de
la profondeur de pénétration complexe, élaborée par [83] [27]peut se substituer a celle donnée

par Pollaczek dans le cas de l'impédance propre du sol pour les cébles enterrées, donnant ainsi

j 1
AZpro = (‘L;lnE) Ln(a+ \/m—a) (82)

La formule duale concernant I'impédance mutuelle reste a trouver [27].
D'autres auteurs [27] [90] ont a ce sujet développé plus récemment des formules
approximatives par rapport aux formules précédentes de Pollaczek ; nous citerons le modéle

de Wedepohl pour les cébles enterrés.
L 4. 2. 2. Modele de Wedepohl [90]

Cette approche consiste a transformer la formule sous forme intégrale du type de celle
donnée par Pollaczek en une série infinie de termes. Des séries obtenues [90], on peut retenir
les termes les plus significatifs donnant ainsi pour le conducteur i de la figure (9) :

une impédance propre du sol sous la forme suivante :

Azpro=<%tﬁ>[-Ln<ﬁE;—)+<2> Aliouo, (83)

et une impédance mutuelle du sol se présentant comme suit :

i jopob; 1 27fjous (b +h
A= A2 Ln (fiopoty | 1) 2+iopo (thy ”
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Dans ces formules vy représente la constante d'Euler.

Ces deux expressions ont été validées pour I‘\/jE;l(—)' a| < (1/4) et pour h\JjoUc bij | < (1/4),
sinon, il faut utiliser les séries initiales de Wedepohl ou calculer ces impédances par une
intégration numérique.

Une fois toutes les impédances et admittances obtenues, elles peuvent étre assemblées sous

forme matricielle et intégrée dans les équations des lignes.

I. 5. CONCLUSION

Nous avons essayé tout au long de ce chapitre de montrer a travers les différents modeles
que nous avons parcourus, les divers aspects liés a la modélisation et a la caractérisation des
lignes et cdbles multifilaires et nous en tirons les conclusions suivantes :

s'agissant des modeles numériques, ils ont connu un essor rapide ces derniéres années et
s'imposent de plus en plus pour les cas que 1'on ne peut pas traiter analytiquement. De plus ces
méthodes sont puissantes et permettent d'obtenir des informations lorsque les systémes a
modéliser ne peuvent I'étre qu'en trois dimensions. Parmi les inconvénients liés a cette
méthode, nous retiendrons les temps d'entrée et de modification des données, le contrdle de la
finesse du maillage dans les zones sensibles (profondeur de pénétration variable avec la
fréquence) et enfin, le fait que 1'on ne puisse pas encore du fait de la capacité des ordinateurs
simuler le comportement d'un groupe important de systémes interconnectés entre eux et
soumis a des perturbations électromagnétiques par exemple, sur une large plage de fréquence.

Le dernier point soulevé est en effet un des domaine réservé encore aux logiciels de calcul
utilisant des méthodes analytiques.

Certains des modeles analytiques cités dans ce chapitre peuvent paraitre anciens et donc
obsoletes, loin s'en faut car, pour la plupart d'entre eux, ils servent aujourdhui encore de
référence et sont jugés fiables. Du fait de la complexité des calculs a conduire dans ce
domaine, les progrés qui y sont réalisés ces derniéres années sont peu nombreux. Les modeles
analytiques lorsqu'ils sont accessibles (conducteurs de forme cylindriques) comme nous

l'avons vu précédemment s'adaptent trés bien a la détermination des parametres des lignes du
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fait de leur facilité d'utilisation ainsi que de la rapidité du calcul. C'est bien pour cela que nous
adopterons une formulation analytique pour la suite de notre travail. Nous tacherons de
prendre en compte dans les modeles que nous proposons les effets de peau et de proximité
dans les conducteurs. Du fait de la complémentarité entre méthodes analytiques et numériques
nous validerons nos résultats par la technique des éléments finis et par des résultats de
mesures pris dans la littérature.

Enfin, il est important de noter que dans la suite de ce travail, nous ne tiendrons pas compte
des conductances (G) dans l'analyse des parameétres linéiques des lignes et cables du fait de

leurs faibles valeurs.
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CHAPITRE 11

MODELE DE DETERMINATION DES PARAMETRES DES LIGNES
MULTIFILAIRES
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NOMENCLATURE

Potentiel vecteur magnétique dans le conducteur de référence.

Potentiel vecteur magnétique du au conducteur de référence au point P1(p,0).
Potentiel vecteur magnétique résultant au point P1(p,0).

Champ Electrique axial & la surface du conducteur de référence.

Densité de courant dans la direction axiale du conducteur de référence.
Induction magnétique radiale au sein du conducteur C.

Induction magnétique radiale en dehors du conducteur C.

Induction magnétique tangentielle au sein du conducteur C.

Induction magnétique tangentielle en dehors du conducteur C.

Flux.

Courant de phase dans les conducteurs autres que le conducteur de référence.
Courant de phase dans le conducteur de référence.

Fonction de Bessel modifiée de premicre espeéce et d'ordre n.

Dérivé de la fonction de Bessel modifiée de premiere espéce et d'ordre n.
Rayon vecteur repérant l'espace hors du conducteur de référence.
Argument du rayon vecteur p.

Rayon vecteur repérant le matériau du conducteur de référence.
Argument du rayon vecteur r.

Position angulaire du conducteur i par rapport a I'axe de référence.
Rayon du conducteur de référence.

Rayon du conducteur i.

Distance séparant le conducteur i du conducteur de référence.

Distance séparant le conducteur i du conducteur j.

Distance séparant le conducteur i du point P1(p,0).

Centre du conducteur de référence C.

Centre du conducteur i.
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P(r,0)

Pi(p.6)

Po
Pi

[Z1]

Centre de 1'élément infinitésimal de surface pris sur la section droite

du conducteur de référence.

Point de la région extérieure aux conducteurs en lequel on calcule le potentiel

vecteur magnétique résultant. |

Nombre des conducteurs autres que le conducteur de référence.

Pulsation en radians/sec.

Conductivité du conducteur de référence.

Conductivité du conducteur i.

Conductivité du plan conducteur s (cuivre ou sol).

Perméabilité du vide.

Perméabilité relative du conducteur de référence.

Perméabilité relative du conducteur i.

Perméabilité relative du plan conducteur s (cuivre ou sol).

Permittivité du vide.

Impédance d'effet de peau par unité de longueur du conducteur de référence.

Impédance d'effet de peau par unité de longueur du conducteur i.

Résistance due a I'effet de proximité du conducteur i sur le conducteur de
référence.

Inductance due a l'effet de proximité du conducteur i sur le conducteur de
référence.

Impédance due a I'effet de proximité du conducteur i sur le conducteur de
référence.

Impédance globale du conducteur de référence soumis a I'effet de peau dd au

courant Ir et a l'effet de proximité dit aux courants des autres conducteurs.

Puissance complexe due 2 I'effet de peau dans le conducteur de référence.

Puissance complexe due aux courants induits par les conducteurs i sur le

conducteur de référence.

Matrice des impédances de phase d'un syst¢me multiconducteur situé a une

certaine hauteur au-dessus du plan de masse ou du sol.
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[Z1]

Y]

'.
Zij

Z'jij

Matrice des impédances internes d'un systeme multiconducteur situé 2 une
certaine hauteur au-dessus du plan de masse ou du sol (cette matrice n'inclue
pas les impédances internes du sol).

Matrice des admittances paralleles du systéme multiconducteur au-dessus du
plan de masse ou du sol.

Impédance interne totale du conducteur i (cette impédance inclue I'impédance
d'effet de peau du conducteur i ainsi que l'impédance due aux courants induits
par le conducteur i sur les autres conducteurs voisins).

Impédance due a l'effet de proximité du conducteur j sur le conducteur i.
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INTRODUCTION

Les systémes électriques sont souvent reliés par des conducteurs trés proches les uns des
autres. Ce rapprochement des conducteurs augmente les interactions électromagnétiques entre
eux et par conséquence entre les systémes connectés aux extrémités des conducteurs.

Dans la plupart des études faites sur la détermination des parametres primaires des lignes,
des approximations ignorant les effets des courants induits peuvent étre utilisées. Cependant,
plus les conducteurs sont proches les uns des autres plus l'effet de proximité s'ajoutant a l'effet
de peau devient important. Ainsi, les paramétres varient fortement avec la fréquence et
I'espacement entre conducteurs. Pour certaines configurations, 'augmentation de la résistance
due a l'effet de proximité peut étre de l'ordre de 100% supérieure a celle due a l'effet de peau
seul.

Ce chapitre propose donc deux modeles analytiques de détermination des paramétres
primaires et secondaires des lignes multifilaires trés proches les unes des autres avec la prise
en compte des effets de peau et de proximité. Les conducteurs peuvent €tre de rayons
différents et peuvent €tre parcourus par des courants distincts. Les paramétres linéiques
distribués sont donnés par unit€ de longueur. Les impédances et admittances calculées sont
obtenues grice aux équations de Maxwell.

Nous nous imposerons tout d'abord de donner un modele de calcul de 1'impédance globale
d'un conducteur soumis a l'effet de proximité d'autres conducteurs. Ce modele est validé par
comparaison avec une méthode d'éléments finis.

Tout au long de notre recherche bibliographique nous n'avons jamais pu recenser un
modele analytique matriciel de prise en compte de l'effet de proximité pour des lignes
multifilaires proches. Les modeles classiques ne prenant en compte que l'effet de peau sous
forme matricielle, nous avons jugé bon de proposer un modele qui puisse pallier a cette
insuffisance.

Ainsi, dans une seconde étape nous utiliserons certains résultats du modele précédent en
vue de générer un modele matriciel d'impédances et d'admittances d'un syste¢me de plusieurs

conducteurs (proches les uns des autres ) au-dessus d’'un plan conducteur noté s (ce plan
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pouvant étre du. cuivre ou le sol). La méthode modale est alors utilisée pour obtenir les
paramétres modaux secondaires (atténuations et vitesses de propagation). Enfin, & cause du
peu d'outils simples dont on dispose pour la programmation des fonctions de Bessel d'ordre
entier et d'arguments complexes, qui ne fassent pas appel qu'aux formes asymptotiques
classiques, nous croyons nécessaire de donner a la fin de ce chapitre des informations
permettant de réaliser des codes de calcul simples et efficaces de ces fonctions dont nous
avions besoin pour mener cette étude.

Les résultats obtenus seront abondamment discutés et validés sur une large plage de

fréquence incluant [0 Hz, 10 MHz].

II. 1. MODELE DE DETERMINATION DE L'IMPEDANCE GLOBALE D'UN
CONDUCTEUR SOUMIS A L'EFFET DE PROXIMITE D'AUTRES CONDUCTEURS

IL 1. 1. Position du probléme et hypothéses

IL. 1. 1. 1. Position du probléme

Nous rappelons qu'un traitement rigoureux a été donné [44] [47] en annexe I pour le calcul
des parametres des lignes multifilaires de mémes rayons et parcourues par des courants
identiques en module (de méme sens ou de sens opposés). L'extension de cette méthode aux
cas des conducteurs de rayons différents parcourus par des courants distincts s'avere étre
difficile a2 mener. Nous nous imposons alors une hypothese simplificatrice en remplacant tous
les conducteurs autres que le conducteur de référence par des filaments de courants centrés sur
leurs axes.

Nous rapellons que la formule de {a densité de courant induit par un filament de courant sur
un conducteur plein a été donnée pour la premiére fois par Chas Manneback [61]. La
résistance d'un tel conducteur a été déterminé par H B. Dwight [32] [33]. Tegopoulos et

Kriezis [86] [87] donnérent a leur tour une formulation originale de cette densité de courant a
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partir du potentiel vecteur magnétique, formulation que nous adopterons comme base de

travail pour la suite.

IL 1. 1. 2. Hypotheses

Pour notre formulation analytique nous ferons ndtre les hypothéses suivantes :

-les conducteurs sont supposés étre paralleles entre eux et infiniment longs (les effets
d'extrémités sont alors négligés);

-nous négligeons les courants de déplacement dans les conducteurs au vue de la gamme de
fréquence des phénomeénes étudiés;

-les courants et champs utilisés sont supposés étre sinusoidaux de pulsation ®;

-les milieux conducteurs de perméabilité L = i, W, et de conductivité ¢ sont supposés étre
linéaires homogenes et isotropes;

-les conducteurs autres que le conducteur de référence sont indexés i, centrés en Oi (i = 1,
2, ..., P), ont un rayon ai, et sont parcourus par des courants Ii;

-des systémes de coordonnés cylindriques (r,9,z) et (p,8,z) symbolisant respectivement
l'intérieur et l'extérieur du conducteur de référence sont utilis€és comme montré sur la

ﬁgure(lO).

Figure (10) : Ligne multifilaire disposée dans l'air
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IL 1. 2. Formulation générale

La formulation utilisée pour résoudre ce probleme est celle en potentiel vecteur magnétique
A, et nous rappelons dans ces conditions que les vecteurs densité de courant et potentiel
magnétique ont la méme direction que l'axe z.

Nous appelons conducteur de référence le conducteur pour lequel nous calculons
I'impédance interne en tenant compte des courants induits par les autres conducteurs
considérés comme étant des filaments de courants centrés sur leur axes.

Dans cette configuration, nous nommerons C le conducteur de référence que nous
indexerons r. Pour déterminer l'impédance par unité¢ de longueur de ce conducteur nous
utilisons la méthode de séparation des variables (la propagation se faisant selon l'axe Oz) et le
théoréme de superposition puis tenons compte des influences de tous les filaments de courants
i sur le conducteur C (voir figure 11). Enfin, pour calculer l'impédance de chaque conducteur
i, nous l'imposerons a son tour comme conducteur de référence et lui appliquerons le principe

précédemment énoncé.

Figure (11) : Modéle filamentaire
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En utilisant les équations de Maxwell, nous obtenons I'équation caractérisant le potentiel

vecteur magnétique A 2 l'intérieur du conducteur C sous la forme suivante.

dA
AA=po, (85)

En coordonnées cylindriques (r,$,z) cette relation devient :

PA 10A 1A
a2 tT or T 002 - UWOjOA =0 (86)

Tandis que 1'équation régissant la densité de courant J(r,9) a l'intérieur du conducteur C se

traduit par :

02J 19 102 )
a—r2'+'r-é—r'+§5'q;'ucjmJ=0 87

Les solutions de ces équations [86] [87] [50] [21] [41] [39] [72] [45] sont exprimées sous

forme de série de fonctions de Bessel dont les formes sont les suivantes.

J (00) = A LLnjopo) + T AL jouo)[ X @)r L Cosn(o -1 ] (88)
n=1{ i=1

et,

-1 -1 = P 1
A@ =705 Al I(r\jouo) + 00 = ALrVjopo) [ 3 @)L Cosnd - ]
n=1 i=1
(89)

Dans ces expressions, il faut rester attentif au fait que I, (r\/jmuo') et (r\/ja)uc) sont des
fonctions de Bessel modifiées de premiére espéce d'ordre O et n tandis que Ii et Ir désignent
des intensités de courants. Enfin, A,, ..., A, sont des parameétres a déterminer par application

des conditions au niveau des interfaces.

61



Nous remarquons que la densité de courant peut se subdiviser en deux parts. La premiére
partie, d'indice O est due & l'effet de peau dans le conducteur lié & Ir tandis que la deuxieme
d'indice (n = 1,...,P) est due exclusivement a l'effet de proximité.

Pour la partie due a l'effet de peau, un calcul assez simple permet de déterminer le
parametre Ao ainsi que l'impédance classique d'effet de peau d'un conducteur notée Zp en

supposant que tous les courants Ii sont nuls.

A _\/ja)uo 1 (90)
07 2ma [(a\fjouo)

1 | | |
Zp=()) A, Io(a\/ jOUO) 91)

Les phénomenes d'effet de proximité sont dus aux courants induits sur le conducteur C par
les filaments de courants Ii (i = 1, 2, ...... , P) tandis que l'effet de peau est dii au courant Ir
parcourant C. Dans le but de déterminer seulement la contribution a l'effet de proximité nous
nous imposerons Ir = O et ne prendrons en considération que les courants L. Ainsi, les
premiers termes des formules (88) et (89) disparaissent pour les calculs qui vont suivre, nous
les retrouverons lors du calcul de l'impédance globale d'un conducteur soumis a l'effet de

proximité d'autres conducteurs.

A la fin, nous rajouterons la contribution due a I'effet de peau soit sous la forme de

l'impédance Zp soit sous la forme d'une contribution au potentiel vecteur magnétique a l'aide

de A, .
IL. 1. 3. Expression des potentiels vecteurs magnétiques dus a 1'effet de proximité

Au point P1(p,0) nous calculons le potentiel vecteur magnétique résultant A«(p,6) composé

des potentiel vecteurs magnétiques Ac(p,8) et A1(p,0).
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Nous rappelons que Ac(p,0) désigne le potentiel vecteur magnétique en Pi(p,8) dfi aux
courants induits dans C et A1(p,0) celui dii aux filaments de courants en P1(p,0).
Ainsi, un élément infinitésimal de surface (r dr d¢) pris sur la section droite du conducteur
C et parcouru par une densité de courant J(r,) donne naissance au point P1(p,0) a un potentiel
vecteur infinitésimal du deuxiéme ordre noté d2A<(p,0).
d?Ac(p,0) = EQ%E@ Ln(R) r dr d¢ (92)

Dans le but de simplifier le calcul de Ac(p,0) a partir de la relation (92) nous remplagons

Ln(R) par une expansion géométrique valable pour p > r.

Ln(R) = Ln(p) - 2 %.(‘Fr;) m [ Cos (m$)Cos (mO) + Sin (mo) Sin (mO)] (93)

m=|
L'expression ci-dessus nous permet de trouver une expression analytique de l'intégrale ci-
dessous, dont le calcul est développé en annexe II [86] [87].

aZ?lrn
Ac(p,6)=%;’t‘ f £ 3,6) Ln(R) r dr do (94)
00

Ceci nous donne apres tous calculs faits I'expression de Ac(p,9).

Mo, ay@fjeps) (21 o ]
A0 =~ T Z Ay o pn >[i=zl @rLiCosn@®-w)] (95

En ce méme point Pi(p,0) il convient maintenant de calculer A1(p,0) comme étant la
somme de tous les potentiels vecteurs magnétiques créés par l'ensemble des filaments de

courants lorsque le conducteur C est absent. Il vient alors :

EQ. P
Ai(p.8) =5 [Z Ii La(d) ] (96)
i=1
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avec,

Ln(di) = Ln(/p? + bi2 -2bi p Cos(6 - 7)) (97)

Une fois ces potentiels déterminés, nous pouvons maintenant calculer le potentiel vecteur

magnétique résultant A«(p,0) au point P1(p,0).

Au(p,0) = A1(p,0) + Ac(p,0) | (98)

Dans l'expression de A«(p,0) nous remplagons les paramétres A, par R, afin de respecter les

propriétés physiques de chaque milieu ( P1(p,0) se trouve dans la région extérieure a C ).

En résumé nous avons selon la région considérée une écriture du potentiel vecteur
magnétique total :

Hors du conducteur de référence, au point Pi(p,0) le potentiel vecteur magnétique total

est donné par :

Mo @ Ly@jjops) (BoL )
Ap.0) == Jiono % R, ( npn )[E1 )" L Cosn(@-7) ]

P
+ %‘t [ T La(\/p? + b2 -2bi p Cos(® -7 | (99)
i=1

Dans la région constituant le matériau du conducteur C nous avons :

) P 1
ENCOR g ALjouo) [ T @) Cosn(o - ] (100)
n=1 i=1

Dans les expressions précédentes, pour déterminer les paramétres A, et R, nous appliquons

les conditions au niveau des interfaces aux formules (99) et (100).
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IL. 1. 4. Conditions au niveau des interfaces

Ces conditions se caractérisent par la continuité de la composante radiale de I'induction

magnétique et celle tangentielle du champ magnétique appliquée a la surface du conducteur C:

Bi(r,9) [r=2,0=0]=Bu(p,0) [p=2a,0=0] (101)
1 PSRRI —a =
o Bu(p,0) [p=2,0=¢]= m Bo(r,0) [r=2a,0=0] (102)

Dans ces précédentes relations, les champs s'expriment en fonction des potentiels vecteurs

magnétiques sous les formes suivantes.

1 0A
B(r0) =7 39 (103)
1 dAt
Bio(p.0) = 0 36 (104)
0A
Bo(r,0) =- 5 (105)
OAt
Bw(p,0) = - Ep_ (106)

Le développement des équations (101) et (102) associé aux équations (103), (104), (105)

et, (106) aboutit a un systeme de Cramer dont les inconnues sont A, et R,.
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ﬂ[ !\! l !, . ;. ! \fr ! !. l[i! :

n-1
Bl (107)

1 , .
jooa ™ A I(@\[jouo) - E—J\/%O"—; R, L. (a\jopo ) = Py

an 1
\/J’(;@ I, (a\jopo )+2\/— R, L., (a\jopo ) = 5= o (108)

La résolution d'un tel systéme nous donne les valeurs des paramétres A, et R, recherchés.

1 n-1
T | 1 (109)
(-) IL(@\jopo) + ( =% (a‘\/](D}lO‘)
arfjopo [ (_) L(@\/jouo) - (ﬂ) I'(a\/jouo) |
R, = o (110)

I \/
Tt (NIOHO) [ By 1 e fomo) + (ﬂ> I(@Vjoro) ]

IL 1. 5. Détermination des impédances dues a I'effet de proximité d'un conducteur

Les impédances dues a I'effet de peau ayant été déterminées au début de ce chapitre, dans
cette partic nous nous attachons a déterminer l'impédance élémentaire R; + jL,® due
exclusivement a l'effet de proximité du conducteur i. Ceci suppose que tous les autres
conducteurs (inducteurs) ne sont pas parcourus par leurs courants, et nous utilisons un contour
composé du conducteur C et du filament de courant i .

La résistance (R;) et l'inductance (L) par unité de longueur due aux courants induits
peuvent étre obtenues en appliquant la loi de Faraday sur un contour fermé (/) incluant une
génératrice du conducteur C et un filament de courant (voir formule (111) et (112)). Nous
choisissons pour cela un trongon de longueur Az et exprimons le champ électrique sur la

génératrice de C correspondant a une partie du contour et calculons les chutes de tensions.

66



Enfin, pour éviter lors de ces calculs d'avoir des singularités dues a I'hypothése des filaments

de courants, nous restituons a chaque filament i son rayon ai.
IL 1. 5. 1. Application de la loi de Faraday aux conducteurs 1 et C

Le premier contour choisi concerne seulement les conducteurs C et 1 comme montré sur la

figure (12).

.................

¢ ﬂ. v

I

Figure (12) : Application de la loi de Faraday au contour comprenant le filament de

It

1 a—T

courant 1 et le conducteur C

Nous avons alors les équations suivantes, exprimées par unité de longueur et pour des

courants Ii = 0 pour i = 2, ..., P (tous les courants inducteurs autres que It sont supposés €tre

nuls).

aVii (111)

— =11 (R, +iL,)

. ddri
(Ry +jLy@) I ==5~ + Ez (a,0)
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avec,

E. (2.0) = () J@9) | (113)

Dans ces équations, la variation du flux a travers le contour peut étre obtenue a l'aide de :
ddr1 . . !
gt =io Adp,0) di=jo [ A(a,0) - Adbi,y1) ] (114)
l

Le développement de cette intégrale a partir des équations (99) et (108) donné dans

I'annexe III nous permet d'écrire :

dDr
71?1--<—>2A,,1,,<a\/16u_o>[<a>nh (Cosn®-1- Gr ) -2 [ gorm e

j b
+EE nLa) ] (115)

Enfin, la combinaison des équations (112), (113) et (115) nous permet d'obtenir une

relation contenant la résistance et I'inductance recherchées dans le cas du contour composé de

C et du filament 1.
(R +jLy@) I = (—) z AL (@jono) o [ (g;) ]2 2( 5 eorl q;)n L]
+%%°[th(%)] (116)

Aprés simplification et en combinant les deuxiémes et troisieémes termes du second

membre, nous obtenons :

Ry +jLyw) = +(—)ZAnIn(a\/JCOHG)(BT"[(E“]+ [Lnc% b, " 1 am
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Dans la formule (117), le premier terme du second membre est relatif 2 une impédance
interne élémentaire due exclusivement a l'effet de proximité du conducteur 1 voisin lorsque le
contour choisi se compose de C et 1. L'impédance interne correspondante est notée

Z'rl =R'rl +jL‘rl ®.

1
Z, =+ ) X AL@fjoro) G [ G (118)
n=1

Le deuxiéme terme du second membre de la formule (117) est lui relatif 2 une inductance
externe. Il résulte des phénomeénes inductifs ayant lieu hors des mati¢res conductrices. Ce
terme n'inclue en rien l'effet de proximité. Nous remarquerons simplement que pour b>>(a,a1)

l'inductance externe tend vers 1'expression classique suivante :

b
Lo = 52 [La(51)] (119)

rlext —

IL 1. 5. 2. Application de la loi de Faraday aux conducteurs P et C

Le processus d'application de la loi de Faraday peut étre répété successivement entre
chaque conducteur et le conducteur de référence. Nous donnons ici un autre exemple
d'expression contenant la résistance et l'inductance du conducteur C en présence du seul

conducteur P et en prenant comme contour fermé celui contenant les deux conducteurs en

question.

1 & 1 j > an 1
(Rp+iLe® =+ () T Adafono) g [ 150 X & gor [0
n=1

n=1

’ b
HB 1)) w0
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Ainsi, la relation contenant l'impédance interne due exclusivement a l'effet de proximité

tirée de la formule (120) sera ici donnée par :

1= 1
Zy= (R +iLp ) =+ Q) T ALafjono) G [ 0] (121)
n=1

Enfin, il convient de signaler que les inductances externes et capacités seront déterminées
dans le cas d'un syst¢tme multiconducteur situé a une certaine hauteur au-dessus d'un plan
conducteur noté s. Dans ce cas, il est important de noter que les relations (117) et (118) seront

utilisées lors de la construction des matrices d'impédances d'un tel systeme.

IL. 1. 6. Détermination de l'impédance interne d'un conducteur soumis a I'effet de peau

et de proximité d'autres conducteurs

Dans cette partie nous utiliserons le vecteur de Poynting pour la détermination des
puissances. Les équations de base sont les formules (88) de la densité de courant et celle (89)
du potentiel vecteur magnétique développées au début du chapitre, tenant compte de
l'influence de tous les P courants inducteurs.

Ainsi, l'expression de la puissance complexe par unité de longueur du conducteur (C) de
référence obtenue grice a l'utilisation du vecteur de Poynting est donnée par la relation
suivante (pour éviter toute ambiguité, la notation de la puissance est volontairement faite avec
des caracteres gras) :

2n

P=a [ Ez(a0) x H'0(a,0) do (122)
0

Dans cette expression, a désigne le rayon du conducteur de référence tandis que Ez (a,9)
représente le champ électrique axial a la surface de C et H'0(a,¢) le conjugué de celui

magnétique tangentiel sur cette méme surface.
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Les expressions de ces champs sont données par les relations suivantes :

Ez (a,0) = J(a% (123)

Ho(a,0) = ﬁ aAa(rr’d’) pourr = a (124)

Pour calculer l'intégrale de la formule (122) nous nous sommes aidés des propriétés

d'intégration des fonctions trigonométriques suivantes :

2n
| constante x Cos n(¢ - %) do =0 | (125)

0

et

2n
fCos m(¢ - ¥) x Cos n(¢ - 11) d¢ =0 si (m # n) (126)
0

Il vient alors que P peut s'exprimer sous la forme d'une somme de deux termes Po et Pi
dont le premier représente la puissance complexe due a I'effet de peau dans le conducteur C et
le deuxieme celle due a I'effet de proximité des conducteurs voisins sur le conducteur C.

Apres tous calculs faits nous obtenons :

P=Po+Pi (127)
avec :
-pour Po
_iopo Lajous) (128)

0= 2nac Il(a“/jwuo')
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- et pour P1 nous avons :

jan = i - W I PP i
Pi=(T—) YA A, In(a‘\ba) o)L, (a\bw o) Y. Y G LI* Cosn(yi-v)
(129)

Dans ces formules, I, désigne la fonction de Bessel modifiée de premicre espece d'ordre n,
In'* la forme conjuguée de la dérivée de I, tandis que Ii et Ij* désignent successivement le
courant complexe dans le conducteur i et le conjugué du courant traversant le conducteur j.
Les autres parameétres sont donnés au début de ce chapitre et la notation (*) désigne

I'expression conjuguée.

Des formules (127), (128) et (129) nous déduisons l'équation concernant l'impédance
interne globale par unité de longueur du conducteur C soumis a l'effet de peau (dii a Ir) et &

l'effet de proximité (d@ aux courants Ii) des conducteurs voisins sous la forme suivante:

(130)

Nous noterons que pour calculer I'impédance globale de chaque conducteur i (i = 1, ..., P),
nous limposerons a son tour comme conducteur de référence, assimilerons les autres
conducteurs 2 des filaments de courant et conduirons les calculs comme nous I'avons fait pour
C.

Enfin, nous signalons quune méthode mixte de détermination de l'impédance interne
globale d'un conducteur soumis a l'effet de peau et a l'effet de proximité de plusieurs autres
conducteurs (conducteurs de mémes rayons parcourus par des courants identiques), faisant
appel 2 la méthode filamentaire élaboré ici ainsi qu'a celle établie en annexe I [44], a été

réalisée et validée dans [47].
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IL 1. 7. Application a un systéme de conducteurs de rayons différents dans I'air

Dans cette application, nous considérons une injection de courants identiques dans chaque
conducteur du systtme (Ir = It = I = Ii = .... Ir = I). L'impédance interne globale (Z') du

conducteur C obtenue a partir de la formule (130) est donnée par :

du fait que les courants sont identiques, cette impédance ne dépend d'aucun courant et,
nous pouvons utiliser le terme impédance interne au lieu de 'expression impédance globale

pour caractériser Z'.

" 2mac ] y(a\fjopo)

. _Niopo Liafjouo)

jan > . , o [0 LA
+ AAIa\/m()'I a\/(:)c ——)" Cos n(Vi - 131
La partie réelle de cette expression représente la résistance interne tandis que la partie
imaginaire constitue la réactance interne de C.
Pour illustrer et valider la partie IL. 1. de ce chapitre, nous nous proposons de prendre
comme exemple deux configurations de trois conducteurs de rayons différents placés dans

l'air.
II. 1. 7. 1. Configuration en triangle

Le premier exemple concerne trois conducteurs de rayons différents parcourus par des
courants identiques et placés selon une configuration de type triangulaire comme montré sur la

figure (13).
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"bas

=1 a1=5E-03m

c1=58 EO7 S/m 2=25E-03m
CoI=R=0C as=15E03m

L1 = Lh2 = LIr3 bi=b2=bs=1E-02m

Figure (13) : Conducteurs de rayons différents sous une configuration en triangle

Les valeurs de la résistance interne du conducteur 1 en fonction de la fréquence sont
portées sur les figures (14) et (15) tandis que. les valeurs de l'inductance interne du méme
conducteur sont portées sur les figures (16) et (17).

Les figures (14) et (16) montrent une comparaison entre deux cas de détermination des
résistances et inductances internes. Dans le premier cas, nous ne prenons en compte que l'effet
de peau a l'aide de la formule (91) tandis que dans le second, nous prenons en considération
I'effet de peau et I'effet de proximité selon la formule (131). Nous observons alors que l'erreur
faite en négligeant l'effet de proximité a la fréquence F = 10 MHz est de 62 % pour la
résistance et l'inductance.

Pour prouver la validité de notre modele, les figures (15) et (17) montrent les courbes de
résistance et d'inductance interne du conducteur 1 (avec prise en compte de 'effet de peau et
de proximité) obtenues par la méthode des Eléments Finis et celle que nous proposons. Les

résultats obtenus a l'aide des deux méthodes sont en bonne concordance sur toute la plage de
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fréquence d'étude. Les erreurs maximales sont enregistrées en haute fréquence entre les deux

méthodes, et elles sont de 'ordre de 7% pour les résistances ainsi que pour les inductances.

Nous notons enfin que la résistance augmente tandis que l'inductance diminue lorsque la

fréquence augmente.

1E~-01 1
5 0
1E-02 o +
— i Py
T]_
' .1
)
o— T
B
'O +0..
1E-03 - -
-
. =
....... @@@Q
1E—04
1E+00 1E+01 1E+02 1E+03 1E+04 1E+05 1E+08  1E+07

F (Hz)

Figure (14) : Comparaison entre les valeurs de la résistance d'effet de peau seul du

conducteur 1 et celles obtenues pour le méme conducteur en tenant compte de l'effet de

peau et de proximité. Tous les calculs sont faits analytiguement et la configuration des

conducteurs est en triangle.

------- +-....+ : Résistance d'effet de peau seul du conducteur |

------- Q:--+-+ : Résistance d'effet de peau et de proximité du conducteur 1
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R (Ohm/m)

1E-01

1E-02

[

)

1E-03 _ @

Y Q-0 66

1E-04
1E+00 1E+01 1E+02 1E+03 1E+04 1E+05 1E+06 1E+07

F (Hz)

Figure (15) Comparaison entre les valeurs de la résistance d'effet de peau et de proximité
du conducteur 1 calculées par éléments finis (E.F.) et celles obtenues pour le méme
conducteur en tenant compte de l'effet de peau et de proximité par le calcul analytique. La

configuration des conducteurs est en triangle.

------- 0----.-: Résistance d'effet de peau et de proximité du conducteur 1 par notre méthode

~~~~~~ +-----: Résistance d'effet de peau et de proximité du conducteur 1 par (E.F.)
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L (H/m)

F (Hz)

. 1E-08
1E__07 () ...... () .O. .O .CJ 0 .Q e
T =3
P
1 o
1E-08 {1}
—F =
|
‘. )]
e
1E-09 o
I
1E~10
1E+00 1E+01 1E+02 1E+03 1E+04 1E+05 1E+068  1E+07

Figure (16) Comparaison entre les valeurs de l'inductance d'effet de peau seul du

conducteur 1 et celles obtenues pour le méme conducteur en tenant compte de l'effet de

peau et de proximité. Tous les calculs sont faits analytiquement et la configuration des

conducteurs est en triangle.

~~~~~~ +-+++++ : Inductance d'effet de peau seul du conducteur 1

------- 0---+-+ : Inductance d'effet de peau et de proximité du conducteur 1



L (H/m)

1E-086

IE_O,?GB--'“--GB B 8. g

ﬁ)

1E-08 Q-

:F

“Pé’:_r :

< % N
1E-09 D
1E+00 1E+01 1E+02 1E+03 1E+04 1E+05 1E+06 1E+07

F (Hz)

Figure (17) Comparaison entre les valeurs de l'inductance d'effet de peau et de proximité
du conducteur 1 calculées par éléments finis (E.F.) et celles obtenues pour le méme
conducteur en tenant compte de l'effet de peau et de proximité par le calcul analytique. La

configuration des conducteurs est en triangle.

------- 0------: Résistance d'effet de peau et de proximité du conducteur 1 par notre méthode

------- +-----+: Résistance d'effet de peau et de proximité du conducteur 1 par (E.F.)
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IL. 1. 7. 2. Configuration en nappe

Pour le deuxieme exemple nous proposons trois conducteurs de rayons différents parcourus
par des courants identiques et placés selon une configuration en nappe comme montré sur la

figure (18).

3 1 2

O1 L1
G M\ b, b2 [O2 Me

/W /=

per =1 ai=1E-03m
o01=5.8E07S/m 22 =0.7E-03m
Cl=C=05 a3=0.7E-03m

Mt = 2 = Ls3 b3=b2=bs=24E-03m

Figure (18) : Configuration en nappe de conducteurs de rayons différents

Pour ce cas nous ménerons les mémes études ; les valeurs de la résistance interne globale
du conducteur 2 en fonction de la fréquence sont portées sur les figures (19) et (20) tandis que
les valeurs de l'inductance interne du méme conducteur sont reportées sur les figures (21) et
(22).

Les figures (19) et (21) montrent une comparaison entre deux cas de détermination des
résistances et inductances internes. Dans le premier cas, nous ne prenons en compte que l'effet
de peau a l'aide de la formule (91) tandis que dans le second, nous prenons en considération

I'effet de peau et l'effet de proximité selon la formule (131).
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Nous observons alors que l'erreur faite en négligeant l'effet de proximité 2 la fréquence F =
10 MHz est de l'ordre de 29 % pour la résistance et l'inductance.

Pour valider notre modele, nous utilisons les figures (20) et (22) qui contiennent les
courbes de résistance et d'inductance du conducteur 2 (avec prise en compte de I'effet de peau
et de proximité) obtenues par la méthode des Eléments Finis et celle que nous proposons. Les
résultats obtenus a l'aide des deux méthodes sont en bonne concordance. Les erreurs
maximales sont enregistrées en haute fréquence entre les deux méthodes, et elles sont de

l'ordre de 3% pour les résistances ainsi que pour les inductances.

Nous noterons enfin comme dans l'exemple précédent, que la résistance augmente tandis

que l'inductance diminue lorsque la fréquence augmente.
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Figure (19) Comparaison entre les valeurs de la résistance d'effet de peau seul du

conducteur 2 et celles obtenues pour le méme conducteur en tenant compte de l'effet de

peau et de proximité. Tous les calculs sont faits analytiquement et la configuration des

conducteurs est er nappe.

------- +-.-+-« : Résistance d'effet de peau seul du conducteur 2

------- 0-----+ : Résistance d'effet de peau et de proximité du conducteur 2
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Figure (20) Comparaison entre les valeurs de la résistance d'effet de peau et de proximité
du conducteur 2 calculées par éléments finis (E.F.) et celles obtenues pour le méme
conducteur en tenant compte de U'effet de peau et de proximité par le calcul analytique. La

configuration des conducteurs est en nappe.

------- 0:-----: Résistance d'effet de peau et de proximité du conducteur 2 par notre méthode

------- +--+++: Résistance d'effet de peau et de proximité du conducteur 2 par (E.F.)
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Figure (21) Comparaison entre les valeurs de l'inductance d'effet de peau seul du

conducteur 2 et celles obtenues pour le méme conducteur en tenant compte de l'effet de

peau et de proximité. Tous les calculs sont faits analytiquement et la configuration des

conducteurs est en nappe.

~~~~~~~ +--++++ : Inductance d'effet de peau seul du conducteur 2

------- 0:--+++ : Inductance d'effet de peau et de proximité du conducteur 2
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Figure (22) Comparaison entre les valeurs de l'inductance d'effet de peau et de proximité

du conducteur 2 calculées par éléments finis (E.F.) et celles obtenues pour le méme

conducteur en tenant compte de l'effet de peau et de proximité par le calcul analytique. La

configuration des conducteurs est en nappe.

~~~~~~~ 0--+---: Inductance d'effet de peau et de proximité du conducteur 2 par notre méthode

------- +---+++: Inductance d'effet de peau et de proximité du conducteur 2 par (E.F.)
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II. 2. MODELE MATRICIEL DES IMPEDANCES ET ADMITTANCES DES LIGNES
MULTIFILAIRES AU-DESSUS D'UN MILIEU CONDUCTEUR

I1. 2. 1. Généralités

Nous rappelons que dans tout ce qui a été fait jusqu'ici dans ce chapitre, il était question d'un
conducteur de référence a coté de P autres conducteurs. Maintenant dans tout ce qui va suivre
dans ce chapitre nous considérons un systéme de P conducteurs situés a une certaine hauteur
au-dessus du plan de masse.

Du point de vue de I'étude des circuits, caractériser des lignes de transmission revient a en
donner les constantes de propagations (atténuation et vitesse de propagation). Dans la figure
(23) nous donnons le schéma général du cas que nous étudions.

11 est important de noter que dans ce cas d'étude, nous faisons I'hypothése (h;, h;) >> (a;, a)
afin d'éviter d'une part les éventuels effets de proximité entre les conducteurs et le plan
conducteur s et d'autre part de pouvoir considérer chaque conducteur comme un filament de
courant par rapport au plan s. Enfin, nous noterons que sous ces conditions, les inductances
internes vont devenir faibles comparées aux inductances externes propres et mutuelles en

haute fréquence.
i ai

hi hj

Ge
A

Figure (23) : Conducteurs au-dessus d'un plan conducteur s pouvant étre ou du cuivre

ou le sol
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IL 2. 2. Formulation générale

Dans cette configuration, chaque conducteur i sera a un potentiel Vi par rapport au plan
conducteur s et sera parcouru par un courant Ii. Les matrices des impédances séries ([Z']) et

admittances paralleles ([Y']) se formulent comme suit.

[27] = [Z] + jo(uy2m) [S'] (132)

[Y'] = jo2re, [P']! (133)

[Z'i] étant la matrice d'impédances internes (propres et mutuelles) que nous déterminerons
plus loin tandis que jo(ly/27) [S'] représente la matrice d'impédances externes (propres et
mutuelles) des conducteurs, elle prend en compte aussi 1'impédance du plan conducteur s.

Les tensions et courants sont donc liés par les équations matricielles suivantes :

A
-5, =211 (134)

a
5,1 =[YT{V} (135)

II. 2. 3. Détermination des matrices d'impédances externes et d'admittances des

conducteurs de phase et du sol incluant les impédances internes du sol

Dans les équations (132) et (133) les expressions (Wy/2x) [S'] et 2ne, [P']- caractérisent les
matrices d'impédances externes et des capacités dont les éléments [38] sont classiquement

donnés (voir chapitre I) sous les formes suivantes.

2(hith's D
Sy =Ly o o = Lo, ) (136)
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2(hi Dij
P = Ln[—%'l] et, Py = La[g ] (137)

avec, [18]

Dy =\[(h+hy 2 + yi?] D'y =[(hi+h+20%)2 + yii2]

/ 1
h'e = 0N étant la profondeur de pénétration complexe dans le plan conducteur s.
0Ve

O, est pris pour la conductivité du plan conducteur s, tandis que y; représente la distance de
séparation horizontale entre les conducteurs i et j.

1 t
Zin Zin * Zip

Z; Z" . .
7 = | Zin iz (138)

1]
¢ * Ziw

y“ Yn M Y1p

Y = Yu Y o ¢ (139)

Dans cette application, nous nous intéresserons dans un premier temps aux conducteurs
seuls (sans le plan conducteur s) afin d'en déterminer la matrice d'impédances internes [Z'1]
concernant exclusivement l'effet de peau et I'effet de proximité dans ces conducteurs.

Dans une seconde étape, nous tiendrons compte des matrices d'impédances externes et des

capacités [38) [68] en prenant le milieu s comme milieu de référence.
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IL. 2. 4. Détermination des éléments de la matrice ([Z'i]) d'impédances internes des

conducteurs de phase

Nous rappelons que les impédances internes du sol ont été déterminées précédemment a la
partie 1. 4. 1. 2.

Les éléments de la matrice ([Z'i]) peuvent étre calculés soit & 'aide du vecteur de Poynting
comme nous l'avons fait pour obtenir les formules (122, 128, 129, 130, 131) soit avec
I'application de la loi de Faraday comme nous le ferons dans la suite de ce chapitre. Les deux
méthodes conduisent au mémes résultats pour le calcul des résistances tandis que de faibles
différences interviennent pour le calcul des inductances internes en basse fréquence. En
partant du fait que d'une part, ces différences n'ont que peu d'influence dans le calcul des
parametres linéiques des lignes au-dessus d'un plan conducteur ainsi que pour des cables
blindés, et que d'autre part dans le cas des cables blindés nous aurons a déterminer des
inductances externes plus faciles a calculer par la loi de Faraday que par le vecteur de

Poynting, nous choisissons alors de faire la plupart de nos calculs a I'aide de la loi de Faraday.

IL. 2. 4. 1. Détermination des éléments hors diagonale de ([Z'i])

Nous considérons un systeme de conducteurs i et j parcourus respectivement par des
courants Ii et Ij [45] et situés a des distances bij I'un de I'autre. Dans la suite nous imposerons
selon les parameétres a calculer, i=0oulj=0.

Dans le but de déterminer l'impédance mutuelle entre les deux conducteurs, nous
déterminons tout d'abord 1'impédance mutuelle dans le cas ot les conducteurs sont sans pertes
(ceci a été traité dans la partie précédente). Ensuite, nous déterminons I'impédance due aux
courants induits par le conducteur parcouru par un courant sur celui qui ne I'est pas. Enfin,
nous appliquons le principe de superposition.

Nous nous imposons alors le conducteur i comme conducteur de référence ainsi que les
conditions (Ii = 0 et I # 0). Nous avons donc des courants induits par le filament de courant j

sur le conducteur i (non parcouru par un courant).
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Modéle de déterminatio rameétr 1/} Itifilair

L'impédance due 2 l'effet de proximité du conducteur j sur i notée (z'j;) est déterminée
grice a l'application de la loi de Faraday sur un contour comprenant les deux conducteurs.

En appliquant la loi de Faraday (voir les parties II. 1. 5. 1 et II. 1. 5. 2. de ce chapitre) a ces
deux conducteurs, nous obtenons par l'intermédiaire de la formule suivante 1'impédance

interne (z's..) recherchée.
Lij

aV x

o9z - I (R +jL;w) = = T (—)ZELL}GE*_
L ai 1

[ oo, 1 Lanfjoro) Gor [ o]
‘\’ i-i . ' 1 ij

o ail  ai 1 bij
12 5 & @[ ort] -T2 [y ac2)) (140)

n={

G n=1

Cette formule nous permet d'obtenir en excluant les termes d'inductances externes,
I'expression de l'impédance interne du conducteur i soumis a l'effet de proximité du

conducteur j sous les formes suivantes.

lej—Rllj+.]Lllj (141)
W0; ai 1 ; i
Z; = l) )y 5 tol . & N ]%(ai‘VJmuiGi)(b% "
! (;) L(anjowo,) + ( ) I (an/joo,)
1
[(-t-)-i-j. n] (142)

Pour obtenir maintenant l'impédance interne (z'j;) du conducteur j soumis a leffet de
proximité du conducteur i, la procédure précédente est utilisée, avec cette fois j comme

conducteur de référence et, en tenant compte des conditions (Ij = 0 et Ii # 0).
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- jwo; aj*! 1 , aj
2 = (;) ) Ho) i 11 (an bm“’joj)(b_:j n

L -
i n= n n - 2hm||0' ' -
y ol @) Lanjomo) + ¢ ) I @njowo)
(o] (143)
bij
Nous noterons que z'j; et z'j; sont identiques pour des parametres ai = aj, ll; = |I; et C; = G;.
IL. 2. 4. 2. Détermination des éléments constituants la diagonale de ([Z'i])

Nous considérons un systéme de P conducteurs parmi lesquels le conducteur i dont on veut
déterminer I'impédance interne. Le conducteur i est donc représenté dans un premier temps
comme un filament de courant donnant naissance a des courants induits dans les autres
conducteurs non parcourus par des courants et indexés par k (indice balayant 'ensemble des
P-1 conducteurs autres que le conducteur i). Nous obtenons alors a l'aide de la formule (143)
(en y remplacant l'indice j par k) l'expression de z'j;. L'impédance interne totale due aux
courants induits dans I'ensemble des conducteurs k par le filament de courant i peut s'obtenir
sous la forme de I'ensemble des impédances dues aux courants induits dans chaque conducteur
k (non parcouru par un courant réel) ramenées au courant Ii. Cette impédance interne due
exclusivement aux courants induits par le filament de courant i peut alors s'écrire sous la
forme d'une somme (X) des impédances z'y,; dans la mesure oti nous ne tenons pas compte des
réactions des conducteurs k sur eux-mémes :

P
= Y 2 (144)

k=1, k=i

Dans une seconde étape, il faut ajouter a l'impédance précédente l'impédance d'effet de

peau du conducteur i, ce qui nous fournit I'impédance interne totale (z'j;) du conducteur i.

ji'coé;-o'-; [Q(ailli'(oé;o;) ] i Zi (145)

1
s = (— +
Z jii (Gi) [ 2mai Il(ai\[ JOL0) k=1, ki
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II. 3. APPLICATION DE L'ANALYSE MODALE A UN SYSTEME DE
CONDUCTEURS SITUES AU-DESSUS D'UN PLAN CONDUCTEUR S

IL. 3. 1. Rappels théoriques

La technique de l'analyse modale a été rappelée de fagcon détaillée dans le chapitre I, nous
ne ferons ici que fixer les grandeurs que nous utiliserons par la suite.
La combinaison des équations matricielles définies dans le chapitre I nous fournit les

équations écrites ci dessous :

o2V o

52 =ZTIYT{V} (146)
021 o

G52 =121 {1 (147)

Dans ces expressions, {I} et {V} représentent respectivement les vecteurs courants de
phase et tensions de phase, avec le plan conducteur s comme référence (voir figure (24))

tandis que les matrices d'impédances [Z'] et d'admittances [Y'] ont été établies précédemment.

Figure (24) : Conducteurs au-dessus d'un plan conducteur s (les tensions de phases ainsi

que les parameétres géométriques sont représentés).
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Nous utilisons une analyse modale dans le but de déterminer les atténuations ainsi que les
vitesses de propagation modales. Nous indexerons les variables modales par l'indice m [38]

[85] dans tout ce qui suit.

En introduisant les équations

[Pn] = [MI! [Z] [Y'T M] et, [Qy] = [N]! [Y'] [Z] [N] (148)

dans lesquelles [P, ] et [Q,,] sont des matrices diagonales, avec

(Vi }=IMI" (V) et, (I} = N] {I} (149)

nous obtenons les équations différentielles modales.

v,
{5z 1 = [Pul {Vi} (150)
(o™
(5,21 =Qul {In} (151)
avec, [P] = [Qn] = [V (152)

En désignant par 7, les termes de la matrice diagonale [Y,,] des constantes de propagation
modales, nous pouvons alors expliciter Y,; sous la forme Y ; = & +B_., dans laquelle
v, =0/B,; désigne la vitesse de propagation des tensions et courants modaux tandis que &

caractérise l'atténuation avec laquelle se propagent ces tensions et courants modaux.
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IL. 3. 2. Application a trois conducteurs de rayons identiques au-dessus d'un plan de

masse

Dans cette partie nous prendrons comme application un systtme composé de trois
conducteurs de rayons identiques au-dessus d'un plan de masse en cuivre comme montré sur la -
figure (25). Les parametres physiques et géométriques sont indiqués sur la méme figure ; nous
rappelons que parmi ces parametres, ceux d'indice i (i =1, ..., P) concernent les conducteurs de

phase tandis que I'indice e désigne le plan de masse ou le sol.

ar=1E-03m et = 1
:iggrﬁl Mirt = P2 = [r3 = Lre
bz=biz=24E-03m oi=58E07S/m
hi=he=hs=0.2m o =C=CG=0CG
3 1 2
& s O L o W
b3 b2
a a a
hi=ha=hs
G e
A\

Figure (25) : Configuration d'étude du cas de trois conducteurs de mémes rayons disposés a
la méme hauteur au-dessus du plan conducteur s (les paramétres physiques et

géométriques sont donnés)
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En utilisant la théorie modale énoncée précédemment nous déterminons les atténuations
ainsi que les vitesses de propagation modales.

Du fait de la prise en compte des pertes dans les conducteurs (effets de peau et de
proximité) et le plan de masse, les matrices [M] et [N] obtenues sont complexes. Pour éviter
des écritures lourdes et peu significatives, nous ne donnerons ici que les parties réelles des
éléments constituant ces matrices modales en sachant que les applications numériques
usuelles montrent que leurs parties imaginaires sont négligeables. Il est important de noter que
les matrices [M] et [N] ne varient pas beaucoup selon la fréquence. Au vu des matrices [M] et -
[N] calculées pour chaque fréquence, nous pouvons apparenter dans le cas d'une structure a
trois conducteurs, le mode 1 au mode interfil (injection sur un conducteur et le retour se
faisant par les deux autres conducteurs), le mode 2 au mode homopolaire (injection par les
trois conducteurs, le retour se faisant par le plan conducteur s) et enfin le mode 3 au mode
bifilaire (injection par un conducteur, le retour se faisant par un autre et le troisiéme
conducteur n'étant pas alimenté).

A titre d'exemple, a 1 MHz, les matrices [M] et [N] obtenues sont les suivantes :

a/ Lorsque l'on ne prend en compte que l'effet de peau dans les

P
conducteurs ( z'j; =0 et, 2 Zji = 0)
k=1, k#i

numéro du conducteur

8.04E-1 5.95E-1 0 1

M= [-4.21E-1 5.68E-1 -7.07E-1| 2 (153)
-4.21E-1 5.68E-1 7.07E-1]| 3

Modes 1 2 3

numéro du conducteur

8.04E-1 5.95E-1 0 1

N= [-4.21E-1 5.68E-1 -7.07E-1| 2 (154)
—-4.21E-1 5.68E-1 7.07E-1]| 3

Modes 1 2 3
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b/ Lorsque I'on prend en compte l'effet de peau et I'effet de proximité dans

P
les conducteurs( z'y; # 0 et 2z # 0).

k=l,k#i
numéro du conducteur
9.24E-1 5.87E-1 0 1
M= |-2.69E-1 573E-1 -7.07E-1| 2 (155)
-2.69E—-1 5.73E-1 7.07E-1] 3
Modes 1 2 3
numéro du conducteur
8.1E-1 3.81E-1 0 1
N= [-4.15E-1 6.54E-1 -7.07E-1| 2 (156)
-4.15E-1 6.54E-1 7.07E-1{ 3
Modes 1 2 3

Nous dressons alors un tableau des valeurs de l'atténuation et de la vitesse de propagation
selon les modes, et ce en fonction de la fréquence.
Tableau (2) : Atténuations et vitesses de propagation modales pour trois conducteurs de

rayons identiques (Influence de l'effet de proximité)

REQUENCE

(Hz) 50 1E3 1E4

Modes

Atténuation

[(Np/m) '
(Effet de peau seul) 8.64E-6 | 1.59E-6 | 5.48E-6 | 3.51E-5 | 2.87E-6 { 2.02E-5 | 6.47E-5 | 3.18E-6 | 2.95E-5

Atténuation
(Np/m)
Effet de peau et def g g3p 6 | | SOE-6 | 5.47E-6 | 3.48E-5 | 2.84E-6 | 1.98E-5 | 6.64E-5 | 4.45E-6 | 3.22E-5

proximité)

Vitesse (m/s)

de propagation.
(Effet de peau seul) 3.6E7 | 1.64E8 | 5.62E7 | 1.46E8 { 2.95E8 | 2.07E8 | 2.47E8 | 2.98E8 | 2.77E8

Vitesse (m/s)
de propagation.
Effet de peau et de 36E7 | 1.64E8 | 5.61E7 | 1.45E8 | 2.89E8 | 2.02E8 | 2.39E8 | 2.94E8 | 2.66ES8

proximité)
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FREQUENCE
(Hz) 1ES 1E6 1E7

IModes

Atténuation

(Np/m)
Effet de peau seul) 1.77E-4 | 7.8E-6 | 7.5E-5 |5.47E-4| 2.3E-5 |2.26E-4 | 1.73E-3 | 7.14E-5 | 7.05E-4

Atténuation
(Np/m)
Effet de peau et dd ; ggp 4 | 147E-5 | 9.62E-5 | 6.4E-4 | 4.8E-5 | 3.1E-4 | 2.05E-3 | 1.52E-4 | 9.9E-4

[proximité)

Vitesse (m/s)

de propagation
(Effet de peau seul) 2.77E8 | 2.99E8 | 2.90E8 | 2.92E8 | 2.99E8 | 2.96E8 | 2.97E8 | 2.99E8 | 2.99E8

Vitesse (m/s)
de propagation
(Effet de peau et de 2.73E8 | 2.98E8 | 2.87E8 | 2.91E8 | 2.99E8 | 2.95E8 | 2.97E8 | 2.99E8 | 2.99E8

[proximité)

L'analyse de ce tableau nous conduit aux remarques suivantes :

-nous ne notons pratiquement pas de variations entre les atténuations dues a 'effet de peau
seul et celles dues a I'effet de peau et de proximité sur la plage de fréquence [0 Hz, 1000 Hz]
preuve de la faible importance de l'effet de proximité sur cette plage de fréquence ;

-par contre, le fait de ne pas tenir compte de l'effet de proximité sur la plage de fréquence
[10 kHz, 10 MHz] a pour conséquence de réduire les atténuations de tous les modes de
propagation ;

-les atténuations modales sont croissantes en fonction de la fréquence, ce qui est dii a
'augmentation des pertes en fonction de la fréquence ;

-pour une fréquence fixe, les atténuations du mode 1 sont plus importantes que celle du
mode 3 qui, 2 leur tour sont plus importantes que celles du mode 2.

-enfin, les vitesses de propagation modales ne sont pas trop affectées par l'effet de
proximité sur les conducteurs ce qui était prévisible. Par contre ces vitesses de propagations

sont croissantes avec la fréquence, ce qui est dl 2 la concentration progressive du courant a la
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périphérie des conducteurs lorsque la fréquence croit. En haute fréquence, les vitesses de
propagation modales tendent vers la vitesse de la lumiére dans le vide. Nous notons enfin que
pour une fréquence fixe, les vitesses de propagation du mode 1 sont inférieures a celle du

mode 3 qui a leur tour sont inférieures a celles du mode 2.

IL. 3. 3. Application a trois conducteurs de rayons différents au-dessus d'un plan de

masse

Ici, nous prendrons comme exemple un systeme composé de trois conducteurs de rayons
différents situés au-dessus d'un plan de masse en cuivre comme montré sur la figure (26) , les

parameétres géométriques et physiques de ce systeme sont reportés sur cette figure.

ai=1E-03m pe = 1
a2=0.7E-03m et = L2 = U3 = Lree
a3 =0.7E-03 m _
bizs=bi2=24E-03 m o1=5.8E07 S/m
hi=h2=h3=0.2m CI==CG=C
3 1 )
Oi Ml
G B3N\ by bz [C2 M2
al
hi=zh2=hs
Ce ¢

D
Figure (26) : Configuration d'étude du cas de trois conducteurs de rayons différents

disposés a la méme hauteur au-dessus du plan conducteur s (les paramétres physiques et

géométriques sont donnés)
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Comme dans la précédente partie, nous déterminons ici les atténuations et les vitesses de
propagation modales en fonction de la fréquence.
En outre, pour fixer les idées nous donnons ci dessous les parties réelles des matrices [M]

et [N] obtenues pour la configuration d'étude a F = 1 MHz.

al Lorsque I'on ne prend en compte que !'effet de peau dans les conducteurs, on obtient :

numéro du conducteur

'6.86E—1 5.93E-1 0 1

M= |[-5.14E-1 5.69E-1 -7.07E-1| 2 (157)
-5.14E-1 5.69E-1 7.07E-1| 3

Modes 1 2 3

numéro du conducteur

8.05E—-1 7.27E-1 0 1

N= [-4.19E-1 485E-1 -7.07E-1| 2 (158)
-4.19E-1 4.85E-1 7.07E-1| 3

Modes 1 2 3

b/ Lorsque I'on prend en compte les effets de peau et de proximités, ces matrices seront:
numéro du conducteur

7.09E-1 5.85E-1 0 1
M= |-498E-1 574E-1 -7.07E-1| 2 (159)
—-498E-1 5.74E-1 7.07E-1| 3
Modes 1 2 3
numéro du conducteur
8.06E-1 S5.60E-1 0 1
N= |-419E-1 5.86E-1 -7.07E-1| 2 (160)
—4.19E—~1 586E-1 7.07E-1| 3
Modes 1 2 3

Nous dressons ici aussi un tableau des valeurs de ['atténuation et de la vitesse de

propagation selon les modes, et ce en fonction de la fréquence.
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Tableau (3) : Atténuations et vitesses de propagation modales pour trois conducteurs de

rayons différents (influence de l'effet de proximité)

[FREQUENCE
(Hz)

50

1E3

1E4

[Modes

Atténuation
[(Np/m)

(Effet de peau seut)

9.24E-6

1.99E-6

7.09E-6

3.81E-5

4.17E-6

2.82E-5

7.24E-5

4.58E-6

4.59E-5

A tténuation

[(Np/m)
(Effet de peau et de
[proximité)

9.24E-6

1.99E-6

7.08E-6

3.81E-5

4.13E-6

2.8E-5

7.15E-5

5.4E-6

4.77E-5

Vitesse (m/s)
de propagation
(Effet de peau seul)

3.37E7

1.4E8

4.38E7

1.39E8

291E8

1.74E8

2.5E8

2.98E8

2.77E8

Vitesse (m/s)

de propagation
(Effet de peau et de
proximité)

3.37E7

1.39E8

4.37E7

1.39E8

2.88E8

1.73E8

2.48E8

2.94E8

2.68E8

FREQUENCE
(Hz)

1ES

1Eé6

1E7

Modes

Atténuation

(Np/m)
Effet de peau seul)

1.74E-4

9.76E-6

9.09E-5

5.3E-4

2.83E-5

2.66E-4

1.66E-3

8.72E-5

8.2E-4

Atténuation
(Np/m)

Effet de peau et de
proximité)

1.77E-4

1.56E-5

1.08E-4

5.59E-4

4.98E-5

3.36E-4

1.76E-3

1.57E-4

1.05E-3

Vitesse (m/s)
de propagation
(Effet de peau seul)

2.78E8

2.99E8

2.89E8

2.92E8

2.99E8

2.96E8

2.98E8

2.99E8

2.99E8

Vitesse (m/s)
de propagation
(Effet de peau et de
proximité)

2.77ER

2.98E8

2.86E8

2.92E8

2.99E8

2.95E8

2.98E8

2.99E8

2.98E8
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Nous noterons que tous les commentairés faits sur le cas de conducteurs de rayons
identiques restent valables ici. D'autre part, par rapport au cas précedent (conducteurs de
rayons identiques), nous ferons la remarque suivante :

-pour une fréquence donnée, nous vérifions que les atténuations des modes 3 sont plus
importantes dans le cas présent que dans le cas précédent (conducteurs de rayons identiques).
Ceci s'explique par le fait qu'en mode bifilaire, les conducteurs concernés sont les conducteurs
deux et trois et comme ces derniers sont de sections plus faibles ici que dans le cas précédent,
il en résulte alors une augmentation de leurs résistances, d'oll une augmentation de
l'atténuation.

Nous notons aussi une augmentation des atténuations du mode 2 dans le cas présent par
rapport au cas précedent (conducteurs de rayons identiques). Enfin, nous remarquons qu'entre
0 et 10 kHz les vitesses de propagations de tous les modes sont pour la plus part des
fréquences légérement plus importantes dans le cas de conducteurs de rayons identiques que
dans le cas de conducteurs de rayons différents, et qu'au fur et 2 mesure que la fréquence

augmente, les différences s'atténuent.

II. 3. 4. Application a trois conducteurs de rayons différents au-dessus de sols de

différentes conductivités (conducteurs de phases sans pertes)

Dans cette partie, nous reprenons le dispositif étudié 2 la partie II. 3. 3. de ce chapitre (trois
conducteurs de rayons différents au-dessus d'un plan de masse (voir figure 26) et nous
remplagons le plan de masse par un sol auquel nous attribuerons successivement trois
conductivités différentes (6, =0.1 S/m, 6, = 0.01 S/m, o, = 0.001 S/m). Les parametres
géométriques du systéme restent inchangés tandis que nous supposerons les conducteurs de
phase sans perte pour mieux mettre en évidence l'influence du sol. Nous utilisons la formule
de la profondeur de pénétration complexe [29] pour prendre en compte la conductivité du sol.

Il convient de rappeler que cette formule reste valable tant que (€,€, ®/c << 1).
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Nous tracons dans cette perspective les courbes des figures (27) et (28) donnant
respectivement les atténuations et vitesses de propagation modales du mode 2 en fonction de

la fréquence et ce pour des sols de différentes conductivités.

1,00E-01
1,00E-02 | ®
1,00E-03 | ®

1,00E-04 | H

ATT
(Np/m)
1,00E-05 | :

1,00E-06 | ¥

1,00E-07

1,00E-08 ; ; -
1,00E+00 1,00E+03 1,00E+06 1,00E+09

F (Hz)

Figure (27) : Atténuations du mode 2 pour des lignes sans pertes au-dessus de sol de trois
conductivités différentes
(en conformité avec la légende, le signe (x) représente le cas olt 6, = 0.1 S/m, tandis que le

signe (O) celui ot 6, = 0.01 S/m, et enfin le signe (+) le cas ol 6, = 0.001 S/m)

Au vu des résultats consignés sur la figure (27), nous retenons que:
-les atténuations des modes 2 ne sont pas affectées par la variation de la conductivité du sol

du fait que la profondeur de pénétration dans le sol reste largement supérieure a la hauteur des
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conducteurs par rapport a ce dernier, sur la plage de fréquence [0 Hz, 10 MHz]. Dans ce cas,
par exemple, l'irhpédance propre interne du sol devient une expression ne dépendant pas de la
conductivité du sol mais plut6t de la fréquence et se présente sous la forme (wu/8).

-les atténuations sont croissantes avec la fréquence.

3,00E+08
X
X O
2,50E+08 |-
X o +
v (m/s) X O +
X +
2,00E+08 | X o +
o +
+
1,50E+08 : } —
1,00E+00 1,00E+03 1,00E+06 1,00E+09
F (Hz)

Figure (28) : Vitesses de propagation du mode 2 pour des lignes sans pertes au-dessus de sol
de trois conductivités différentes
(en conformité avec la légende, le signe (x) représente le cas ou o, = 0.1 S/m, tandis que le
signe (0) celui ot 6, = 0.01 S/m, et enfin le signe (+) le cas ol 5, = 0.001 S/m).
La figure (28) illustre d'une part, le fait que les vitesses de propagation du mode 2 sont
croissantes avec la fréquence et que d'autre part, ces vitesses décroissent 3 mesure que la

conductivité du sol décroit.
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II. 3. 5. Application a trois conducteurs de rayons différents au-dessus d'un plan

conducteur (comparaison entre le cuivre et le sol)

Dans cette partie, nous reprenons le dispositif étudi€ a la partie I1. 3. 3. de ce chapitre (trois
conducteurs de rayons différents au-dessus d'un plan de masse (voir figure 26) et nous
attribuons successivement deux conductivités différentes au plan de masse (le cuivre avec
6.=5.8E7 S/m, et le sol avec 6, = 0.01 S/m).

Les parameétres physiques et géométriques du systéme restent inchangés tandis que nous
tenons compte des effets de peau et de proximités lors de la détermination des paramétres

linéiques des conducteurs de phase.

1,00E-01

1,00E-02 | o ©

1,00E-03 [

ATT
(Np/m)

1,00E-04 |

1,00E-05 [

1,00E-06 } ; —
1,00E+00 1,00E+03 1,00E+06 1,00E+09

F (Hz)

Figure (29) : Atténuations du mode 2 pour des lignes avec pertes (prise en compte de l'effet
de peau et de proximité dans le calcul des impédances) au-dessus d'un plan conducteur
Le plan conducteur aura successivement deux propriétés différentes : dans un premier

temps nous utilisons un sol de conductivité g, = 0.01 S/m repéré par la courbe dont la légende
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est symbolisée par les signes (O) ,puis dans un deuxi¢me temps nous remplagons le sol par un
plan de masse en cuivre de conductivité (o, = 5.8¢7 S/m) symbolisé par la courbe dont la
légende est caractérisée par le signe (x).

En basse fréquence, les atténuations du mode 2 sont légérement plus importantes lorsque le
plan de masse est en cuivre que dans le cas d'un plan de masse représenté par le sol. Cette
tendance va s'inverser au fur et a mesure que la fréquence augmente du fait que l'impédance
du sol devient importante par rapport aux autres impédances et que la profondeur de
pénétration dans le plan de masse en cuivre devient trés vite assez faible par rapport a la
hauteur des conducteurs.

Dans le but d'illustrer les allures des atténuations des modes 1 et 3, nous donnons sur la

figure (30) les courbes relatives a celles-ci en fonction de la fréquence.

1L,0OOE-02
X
1,00E-03 [ O
X
O
ATT X
" L O
(Np/m) 1,00E-04 X
X O
O
X model
1,00E-05 z)( O mode 3
1,00E-06 } } —
1,00E+00 1,00E+03 1,00E+06 1,00E+09
F (Hz)

Figure (30) : Atténuation en fonction de la fréquence pour les modes de propagation I et 3,

indifféremment de la conductivité du plan de masse (sol ou cuivre)
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Nous ne notons aucune variation des atténuations des modes 1 et 3 en fonction de la
conductivité du plan de masse et ce sur la plage de fréquence [OHz, 10 MHz]. Ces courbes
sont donc valables indifféremment de la conductivité du plan de masse (pour un plan de masse
représenté par le sol nous avons pris (0, = 0.01 S/m) tandis que dans le cas du cuivre nous
prenons (6, = 5.8E7 S/m)). Sur cette figure la courbe représentant ]'atténuation du mode 1 sera
symbolisé par le signe (x) tandis que celle correspondant a l'atténuation du mode 3 est
symbolisé par le signe (0). Enfin, nous notons quebl'atténuation du mode 1 est supérieure a

celle du mode 3 pour une fréquence fixe.

Nous dressons maintenant un tableau de valeurs des vitesses de propagation modales pour
trois conducteurs de rayons différents situés & 0.2m au-dessus du plan conducteur (sol ou

cuivre).

Tableau (4) : Vitesses de propagation modales pour trois conducteurs de rayons différents
(comparaison entre les cas ou le plan conducteur est en cuivre (6, = 5.8E7 S/m) et le cas ou

ce dernier est représenté par le sol (6, = 1E-25/m) )

[FREQUENCE
(Hz) 50 1E3 1 E4
Modes
1 2 3 1 2 3 1 2 3

Vitesse (m/s)
de propagation
|(c, =5.8E7 S/m)

Vitesse (m/s)
de propagation
(Ge= 1E-2 S/m) | 3.37E7 | 1.27E8 | 4.38E7 | 1.39E8 | 2E8 1.73E8 | 2.48E8 | 2.12E8 | 2.68E8

3.37E7 | 1.39E8 | 4.37E7 | 1.39E8 | 2.88E8 | 1.73E8 | 2.48E8 | 2.94E8 | 2.68E8
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[FREQUENCE

(Hz) 1E5 1E6 1E7

IModes

Vitesse (m/s)
de propagation
(6, =5.8E7 S/m)

Vitesse (m/s)
de propagation
(o, = 1E-2 S/m)| 2.77E8 | 2.25E8 | 2.86E8 | 2.92E8 | 2.4E8 | 2.95E8 | 2.98E8 | 2.58E8 | 2.98E8

2.77E8 | 2.98E8 | 2.86E8 | 2.92E8 | 2.99E8 | 2.95E8 | 2.98E8 | 2.99E8 | 2.98E8

Nous remarquons a travers ce tableau que les vitesses de propagation du mode 2 sont plus
importantes lorsque le plan de masse est en cuivre que dans le cas ou ce dernier est représenté
par le sol du fait que la profondeur de pénétration est plus importante pour un sol que pour le
cuivre.

Nous ne notons aucune variation des vitesses de propagation des modes 1 et 3 en fonction
de la conductivité du plan de masse (sol ou cuivre) et ce sur la plage de fréquence [OHz,

10MHz].
Pour une fréquence fixe, la vitesse de propagation du mode 3 est supérieure a celle du
mode 1 et en haute fréquence ces vitesses deviennent sensiblement égales et tendent vers la

vitesse de la lumiére dans le vide.

II. 4. PROGRAMMATION DES FONCTIONS DE BESSEL CYLINDRIQUES

I1. 4. 1. Généralités

L'étude fréquentielle des cébles blindés, des structures multifilaires, des antennes ainsi que
des phénomenes de foudre induite nécessite trés souvent l'utilisation des fonctions de Bessel
cylindriques d'ordre entier et d'arguments complexes. Les formes asymptotiques classiques

contiennent leurs limites lorsqu'elles sont utilisées pour la modélisation des structures déja
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précitées. Ainsi, la non maitrise de leurs programmations a eu pour conséquence de freiner
pendant longtemps les investigations nécessaires a la modélisation des cébles en moyenne
fréquence. La programmation des fonctions de Bessel modifiées ou non, de 19 ou 20 espece
d'ordre 0 ou 1 ne pose aucun probléme [1]. Elles interviennent souvent dans des problémes
liés a l'effet de peau dans les conducteurs. Pour peu que ceux-ci soient sujets a des
phénomenes de dissymétries de courants (effet de proximité, pertes supplémentaires dans ces
structures ....), aux fonctions précédentes s'ajoutent celles d'ordre n (n>1). Dans ce cas, selon
que l'on travaille en haute ou basse fréquence, des développements asymptotiques sont fort
justement utilisés tandis qu'une extension souvent abusive peut &tre faite pour les fréquences
intermédiaires. Trop peu de travaux ont été réalisés sur le calcul de ces fonctions [31] [66]
[67].

Le but de ce travail est la présentation d'outils permettant la réalisation d'un code simple de
calcul des fonctions de Bessel : J,(z), I,(z), K, (z) pour des arguments complexes et ce, en vue
de leurs applications dans le domaine des courants induits.

Les arguments seront des types suivants :

z = X j exp(jn/4) pour J (z) et, z = x exp(jn/4) pour I (z) , K (z) ( x étant un réel ).

Aucune restriction autre que les capacités du calculateur ne sera imposée pour z.

Ces fonctions sous leurs formes explicites sont données ([1],[10]) par les relations
suivantes :

(-1)kz2k+n

J.(2)= 2 2%+ 1T (n+k+1)
k=0

nmj T
et,[(z)=e '(_;'l) J.(jz) pour - ® < arg(z) < 2 (161)
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k=0
72
1 zZ oo ( Z )k
+ (-1)n (5) ('i » oy [ (k+]) + W (n+k+1) ]_—k!(n+k) (162)
k=0
n-1
avec Y(1)=-y etpour(n>1)¥ (n)=-y+ X k! v étant la constante d'Euler.

k=1

2
F_ (@= (—ig) F,(z)-¢F,, (z)avece =1 pourF =] ete=-1 pourF =1, (163)

Enfin, il existe des formules simples [1] permettant d'obtenir les fonctions de Hankel
(H,M(z) et H,(z) ) a partir de K (z), ainsi que celles de Neumann ( Y,(z) ) & partir de L (z) et
K.(@).

Pour mieux cerner le probléme nous donnerons tout d'abord des indications concernant les

fonctions J (z) et I (z) pour ensuite donner des informations sur le calcul des fonctions K, (z).
IL 4. 2. Code de calcul des fonctions J,(z) et I ,(z) pour des arguments faibles et moyens

En effet, il est impossible d'utiliser les formules sous forme de séries pour déterminer J (z)
ou I (z) pour des arguments élevés car, lors des itérations successives, des erreurs liées a de
petites différences entre grands nombres vont s'accumuler. Elles ne seront donc utilisées que
pour des arguments faibles (le module de z ne doit pas étre supérieur a 5) et des ordres peu
élevés. Les deux fonctions sont décroissantes en module en fonction de n (voir figure 31).
Afin d'éviter des accumulations d'erreurs lors des itérations successives, nous nous imposons
une récurrence décroissante puisque ces derniéres s'adaptent mieux lorsqu'elles sont utilisées
suivant le sens de variation de la fonction.

Il est donc nécessaire de déterminer un ordre (L) de début de la récurrence. L'indice (L),

dépendant de n et z, doit étre choisi d'une part, de fagon & minimiser l'erreur sur la fonction a
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calculer, et d'autre part d'éviter les récurrences supplémentaires qui augmentent le temps de
calcul. Des investigations mathématiques rigoureuses [66] [67] ont été faites pour la
détermination de L. Mais souvent l'expression obtenue pour L est une fonction fort peu
sympathique 2 utiliser pour la programmation parce qu'étant une combinaison des fonctions de
Bessel. Pour notre part, nous avons fait le choix d'une démarche plus simple consistant a tester
plusieurs types de fonctions, puis choisir celles qui répondaient le mieux aux critéres énoncés
précédemment. La détermination de L est donc faite sous la forme suivante.

Si le module de z est plus petit que 30, nous prenons :

_ (g +7)? N?
L—8ENT(\[———8 + 16) (164)
Sinon
_ (2 +7)? N2
L—4ENT(\/————8 + 16) (165)

1l convient de signaler que ENT désigne I'opérateur partie enticre.
La récurrence débutera avec J; (z)=0 et J_(z)=1.
D'autre part, un facteur de normalisation sera choisi dans le plan complexe pour ramener
J (z) & sa vraie valeur. Il devra donc étre li€ a J,(z) pour k = [0....L].

Comme facteur de normalisation peut étre pris parmi les relations suivantes

1=J,(2) + 2 T,(z) + 2 1,(z) + 2 Js(2) + ... (166)
Cos (2) = Jy(2) - 2 3,(2) + 2 3,(2) - 2J¢(@) + ... (167)
Sin (z) =2 J,(2) - 2 1,(2) + 2 J5(2) - . (168)

Enfin, pour passer de J (z) 2 I,(z), on utilise une des équations (161).
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Ln(l Fn(z) 1)

z=10 exp(jn/4)

~1001 + Fn(z)=In(z)
-160
-0 Fn(z)=In(z)
-200 +
-280 4+
0 10 20 30 40 50 80 70 80 90 100

Figure (31) : Variation en fonction de n du logarithme du module des fonctions de Béssel

Jo(z) et I(z).
IL. 4. 3. Code de calcul de la fonctions K (z) pour des arguments faibles et moyens

Nous utiliserons le fait que les fonctions de Kelvin ker,(x) et kei (x) sont croissantes en
fonction de n pour justifier une récurrence croissante sur n.

Pour la détermination de K (z) nous calculerons d'abord les développements sous forme de
polyndmes des fonctions de Kelvin (kery(x), keiy(x), ker (x), kei;(x)). Nous conduisons une
récurrence croissante pour déterminer ker,(x) et kei (x) en nous aidant des autres fonctions de
Kelvin (bery(x), beiy(x), ber,(x) et, bei,(x)) obtenues préalablement grice au calcul de J (z) ou
L(z).

Les relations de passages entre 1es fonctions de Bessel et les fonctions de Kelvin ainsi que
les relations de récurrence utilisées ici sont les relations 9.9.1, 9.9.2 et 9.9.14 consignées dans
[1].

110



IL. 4. 4. Cas des larges arguments et validations

Pour les larges arguments on peut utiliser des développements asymptotiques [1].

Nous avons validé nos résultats :

-d'une part grice aux tableaux de valeurs se trouvant dans [1] ainsi que par le calcul du
wronskien

-d'autre part nous avons comparé nos résultats avec ceux donnés par le logiciel (Matlab).

Les résultats obtenus font état d'erreurs absolues de 1'ordre de 10-13 pour les fonctions J (z)

et I (z) et 107 pour la fonction K (z).

II. 5. CONCLUSION

Les modeles développés dans ce chapitre peuvent €tre utilisés pour bon nombre de lignes
ou cables trés proches les uns des autres. Ils trouvent leurs applications. aussi bien en haute
tension qu'en basse tension. Des comparaisons sont faites tout au long de ce chapitre.
S‘agissant des impédances les exemples fournis montrent la nécessité de tenir compte de l'effet
de proximité, et surtout pour les fréquences relevant de la CEM. Les résultats obtenus par
notre méthode de calcul comparés a d'autres simulés a partir de la technique des éléments finis
nous montrent une bonne adéquation pour les résistances ainsi que les inductances.

Les atténuations ainsi que les vitesses de propagation modales sont calculées puis
comparées aux modeles analytiques classiques (ol 'on ne prend en compte que 'effet de peau
dans les conducteurs). Il ressort de cette comparaison que les atténuations sont affectées par
l'effet de proximité tandis que les vitesses de propagation le sont moins. En outre, nous avons
montré que la conductivité du sol n'avait pas d'influence sur les atténuations du mode 2
lorsque la hauteur des conducteurs par rapport au sol était trés inférieure a la profondeur de
pénétration dans le sol. Par contre, dans le cas d'une comparaison entre une configuration de

conducteurs au-dessus du sol et la méme configuration de conducteurs au-dessus d'un plan de
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‘masse en cuivre, nous remarquons que les atténuations du mode 2 étaient affectées par cette
différence des conductivités.

Les formules analytiques obtenues pour les calculs d'impédances et d'admittances sont
facilement programmables et peuvent &tre insérées dans des codes de calcul des lignes et
cables de type EMTP. Pour le calcul de ces impédances, il nous-fallait réaliser un code de
calcul des fonctions de Bessel. Pour cela , nous avons élaboré puis restitué dans ce document
des informations nécessaires a la construction d'un code de calcul de ces fonctions.

Les résultats obtenus par le présent modéle sont en bonne concordance avec les prévisions
et ce sur une large plage de fréquence couvrant [0 Hz, 10 MHz].

Nous noterons en outre qu'il n'y a aucune limitation quant au nombre de conducteurs et que
ces derniers peuvent avoir des rayons différents. Enfin, nous pensons que ces modeles

- élaborés peuvent compléter les modeles analytiques existants.
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CHAPITRE III

MODELE ANALYTIQUE POUR LA DETERMINATION DES IMPEDANCES ET
ADMITTANCES DES CABLES MULTIFILAIRES BLINDES
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NOMENCLATURE

Ag Potentiel vecteur magnétique dans le matériau de la gaine.

Aext Potentiel vecteur magnétique dans le milieu extérieur a la gaine.

Aiint Potentiel vecteur magnétique dans la cavité interne a la gaine.

Al Potentiel vecteur magnétique dii a un filament de courant au point P(p,0).

Ai Potentiel vecteur magnétique dii aux courants induits de la gaine au point
P(p,0).

E. Champ électrique axial.

Je Composante axiale de la densité de courants dans la gaine.

Bo,,, Composante radiale de I'induction magnétique dans la cavité interne de la
gaine.

Bo., Composante radiale de 1'induction magnétique dans le milieu extérieur a la
gaine.

B, Composante radiale de l'induction magnétique dans le matériau de la gaine.

Be,,, Composante tangentielle de I'induction magnétique dans la cavité interne de la
gaine.

Be,,, Composante tangentielle de I'induction magnétique dans le milieu extérieur a la
gaine.

Bo, Composante tangentielle de 1'induction magnétique dans le matériau de la
gaine.

(] Flux.

Li Intensité du courant traversant le conducteur i.

L Fonction de Bessel modifiée de premier espece d'ordre n.

I, Dérivé de la fonction de Bessel modifiée de premier espece d'ordre n.

K, Fonction de Bessel modifiée de deuxieme espece d'ordre n.

K Dérivé de la fonction de Bessel modifiée de deuxiéme espece d'ordre n.
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p Rayon vecteur repérant la cavité interne ou le milieu extérieur a la gaine.

0 Position angulaire associé a p.

)

Rayon vecteur repérant la gaine.

¢ Position angulaire associé ar.
a Rayon du conducteur interne i.
" b Distance séparant le centre de la gaine de celui du conducteur interne i.

d Distance séparant le conducteur i du point P(p,0).

cy Rayon interne de la gaine.

c, Rayon externe de la gaine.

Pi(r,¢) Point situé au centre de 1'élément infinitésimal de surface pris sur la section de
la gaine.

P(p,0) Point situé hors du matériau de la gaine en lequel on calcul les potentiels
vecteurs magnétiques résultants( Aext et Aint ).

® Pulsation en radians/sec.

o, Conductivité de la gaine.

o; Conductivité du conducteur interne i.

o, Conductivité du plan conducteur s ( pouvant étre le sol ou le plan de masse).

O, Conductivité du plan conducteur s ( pouvant étre le sol ou le plan de masse).

[T Perméabilité du vide.

Ko Perméabilité relative de la gaine.

Wy Perméabilité relative du conducteur interne i.

€ Permittivité du vide.

€4 Permittivité relative du diélectrique interne.

€ Permittivité relative du diélectrique externe entourant la gaine.
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INTRODUCTION

Les problémes posés par les agressions électromagnétiques de type conduits ou rayonnés
sur des cables blindés ont motivé les ingénieurs et chercheurs a élaborer des modéles de plus
en plus fiables et représentatifs de ces structures.

Les systémes électriques sont trés souvent reliés par des cébles multifilaires blindés. Des
lors, la proximité des éléments conducteurs peut engendrer une augmentation des interactions
électromagnétiques entre les conducteurs internes et entre ceux-ci et la gaine. Celles-ci sont
d'autant plus prononcées qu'elles donnent naissance a des courants induits dépendants de la
fréquence, pouvant déformer les signaux transmis et voire méme détruire les systémes qui
sont connectés aux extrémités des conducteurs.

L'étude fréquentielle de ces structures requiert trés souvent la connaissance, avec un
optimum de précision, de leurs parameétres primaires et secondaires. Les modeles analytiques
les plus élaborés dans ce domaine contiennent certaines approximations que nous nous
proposons de réduire.

Comme nous l'avons montré dans le chapitre 1, certains auteurs ne tiennent compte que de
l'effet de peau dans les conducteurs, ce qui ne peut étre d'usage que lorsque les conducteurs
sont trés éloignés les uns des autres. D'autres font I'hypotheése du rayon externe de la gaine
infini (profondeur de pénétration < épaisseur de la gaine [5]) hypothése que nous ne pouvons
plus faire lorsque l'on utilise des cébles de trés petites dimensions latérales. D'autres enfin
proposent des modéles empiriques utilisables uniquement pour les fréquences industrielles
(50Hz) [8] ou pour les hautes fréquences [76] alors que des problémes subsistent pour les
fréquences intermédiaires. Cette partie du travail s'inscrit donc dans une perspective de
proposition d'un modele analytique de simulation des cibles multifilaires blindés (a blindage
homogene). Il sera important de remarquer que Les formules obtenus au chapitre IL. 2. sont
des cas particuliers de celles que nous établirons ici.

Le modele analytique que nous proposons sera de type circuit, et s'attachera a prendre en

compte sur la plage de fréquences [0Hz, 10 MHz] I'épaisseur finie de la gaine (incluant aussi
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bien les blindages minces que les gaines a rayon externe infini [5]) et les effets de proximité
les plus prononcés entre les éléments conducteurs.

Ainsi, dans une premiére étape, nous étudierons les paramétres linéiques du céble seul dans
l'air dans le cas o les retours de courants se font par la gaine, sachant que le cas ol ces
retours ne se font pas par la gaine s'en déduit aisément. Enfin, la formulation concernant les
cables multifilaires blindés au-dessus du sol (ou d'un plan de masse) ou enterrés sera traitée en

donnant les matrices impédances et admittances qui lui sont relatives.

IIL. 1. CABLE MULTIFILAIRE BLINDE ISOLE DANS L'AIR

II1. 1. 1. Expression des potentiels vecteurs magnétiques
I1L. 1. 1. 1. Hypothéses et formulation

Comme dans le chapitre précédent, pour obtenir les paramétres linéiques du cible, nous
utilisons une formulation en potentiel vecteur magnétique qui s'adapte mieux a ce genre de
problémes.

Le céble est multifilaire blindé avec P conducteurs internes pouvant étre de rayons
différents et disposés de fagcon symétrique ou dissymétrique a l'intérieur d'une gaine
homogene.

Les matériaux seront supposés linéaires homogenes et isotropes. Les conducteurs seront
supposés longs pour éviter les effets d'extrémités. Les courants et champs sont sinusoidaux de
pulsations .

Nous indexerons d'abord les conducteurs i et j [48], puis pour mieux fixer les idées nous
les nommerons 1 et 2 [46].

Enfin nous tiendrons compte des courants induits par les conducteurs internes sur eux-
mémes ainsi que sur la gaine et nous négligerons les courants induits par la gaine sur les

conducteurs internes (réaction de la gaine).
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Nous nous restreindrons ici a 'explication de la prise en compte de 'effet de proximité lors
de la détermination des impédances de la gaine du céble sachant que I'intégration de ce
phénomene dans les conducteurs internes se fait de fagon quasi-similaire et a été développée
de fagon détaillée dans la partie IL 2. 4.

Ainsi, cette prise en compte sur la gaine du céble a été faite en assimilant chaque
conducteur interne a un filament de courant.

Pour chaque filament de courant i, il a été calculé le potentiel vecteur magnétique qu'il crée
en un point de I'espace a l'intérieur de la gaine noté Ai.

D'autre part, les filaments de courants donnent naissance a des courants induits Jg sur le
matériau de la gaine lesquels, associés au courant réel parcourant la gaine, créent un potentiel
vecteur magnétique dans le matériau de la gaine noté Ag, et un potentiel vecteur magnétique
dans la cavité interne de la gaine noté A..

Les matériaux utilisés étant supposés linéaires, nous avons déterminé la résultante des
potentiels en un point quelconque du plan de la section du cible divisée en trois régions : la
cavité interne de la gaine, le matériau de la gaine et le milieu extérieur a la gaine.

Enfin, l'application de la loi de Faraday nous permet d'obtenir les impédances et

admittances recherchées.

III. 1. 1. 2. Potentiel vecteur magnétique dans le matériau de la gaine

Dans le matériau de la gaine, le potentiel vecteur magnétique s'exprime sous la forme

suivante :

JdA
AAg=p, 0,73 tg avec ( 1y = Holl,,) (169)
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Figure (32) : Section droite d'un cdble multifilaire blindé

En coordonnées cylindriques 1'équation précédente devient :

0?Ag 10Ag 1 0%A¢ .
oz Tror T2 902 ~ HeOgi0As =0 (170)

tandis que la densité de courant dans le matériau constituant la gaine Jg (r,0) est donnée

par:

0Jg 19Jg 192 :
a_ng+?_aTg r—zwﬂg-ugogjoﬂg:O (171)

-

Les solutions de ces équations sont exprimées sous forme de séries de fonctions de Bessel

dont les expressions [86] [87] sont les suivantes :
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Je ) = 3 [T L\ (010, +B,K, (0101, Cos n(0) (172)

n=0

et pour Ag (r,0) nous obtenons :

-1 =
As (19) = 15 o T IT Lo, +B,K,(r\jom,o ] Cos n(9) (173)

g n=0

Il est & noter que, dans ces deux expressions, T, et B, sont des coefficients a fixer au niveau
des interfaces tandis que I et K, désignent des fonctions de Bessel modifiées de premiére et
seconde espece d'ordre n. Enfin, si la gaine n'est parcourue par aucun courant réel, les

parametres T, et B, deviennent nuls.
IIL. 1. 1. 3. Potentiel vecteur magnétique dans la cavité interne de la gaine

Il s'agit ici de déterminer au point P(p,0) le potentiel vecteur magnétique résultant dans la
cavité interne de la gaine (voir figure 32 ). Ainsi, nous subdiviserons le probléme en deux en
calculant tout d'abord le potentiel vecteur magnétique dil au conducteur interne i parcouru par

un courant Ii au point P(p,0) puis dans une seconde étape, nous calculerons celui dfi aux
courants parcourant la gaine du céble (y compris les courant induits par Ii sur la gaine) au
méme point P(p,0).Ceci nous permet alors d'obtenir le potentiel vecteur magnétique total en

un point quelconque P(p,0) de la cavité interne a la gaine .

Le potentiel vecteur magnétique A1(p,0) dii 2 un conducteur interne i (supposé €tre un

filament de courant) en un point P(p,0) est donné par :

Ii
Ai(p,0) = %101? Ln( p2 + b - 2b,p Cos(0) ) (174)
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Un élément infinitésimal de surface (rdrd¢) situé en P1 (r,9) sur la section droite de la gaine
parcourue par une densité de courant Jg(r,¢) donne naissance au point P(p,0) a un potentiel

vecteur magnétique d2Ai(p,0):

d2Ai(p,0) = }2%: Je(r,0) Ln(R) rdrd¢ (175)

Dans le but de faciliter le calcul de cette expression, une expansion géométrique de Ln (R)

sera utilisée avec la condition p < r. Il faut noter que R désigne ici un une distance et non une
résistance.
Soit :
mr

Ln(R) =Ln(r) - i L E) m [ Cos (md)Cos (mB) + Sin (m¢) Sin (mO)] (176)
m=1

Une intégration sur la section droite de la gaine nous permet d'obtenir Ai(p,0).

L'expression de Ai(p,0) devient alors:

Cr2n
Ai(p,0) = J J [2 (%%)[Tnln(r\/jcougog)+BnKn(r\/jcougog)] Cos n(9) .
c, Y0

n=0

. La(r) - z %.(%) m { Cos (m¢p)Cos (mB) + Sin (m) Sin (mO)}] r ]drdq) 77

m=]

Le développement de la formule de Ai(p,0) est faite comme dans les cas précédents.

121



Nous noterons que dans cette formule interviennent des parametres Ly, V,, L, et V, qui
sont différents de T, et B, car ils sont relatifs au milieu (cavité interne a la gaine) dans lequel

on calcule le potentiel vecteur magnétique.

Nous obtenons alors :

Ai(p,0) =Ly X, + VX - i L, (};—n) S, Cos(nd) - i Vi (pn—n) S,, Cos(nb) (178)

n=1 n=1

avec |

1 - (c\jou,0,) -
X, = ”"_—jmugcg [-c,Ln(ey) Ky(enjor,o,) - &:@ij&g +¢,Ln(ey) K, en\[jop,o,)
+50—\4/@_ OO, (179)
JOUC,

1 , (c\jou,o,) ,
X = pom [ c,Ln(c,) I,(czxf Jcougcg) - 5._\/1% - ¢;Ln(c;) Il(cle jmugcg)

g

+h(—ié/;@-é££] (180)
jou,s,

1 p— rye—
Sln =E2Q——_G(J)ng(5g' [ '(Cz)_n+l Kn-l(CZ ](DIJ.gO'g) + (Cl).n+l Kn-l(cl Jmp’gcg) ] (181)

1 ; ;
Sop = %Q——M [ (c)™1 I (cA ,Jmu’gcg) - (c)™ L, l(cl‘\/JO)ugGg)] (182)
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Ainsi, le potentiel vecteur magnétique résultant en un point quelconque P(p,0) dans la

cavité¢ interne de la gaine est donné par la somme des potentiels dus 2 la gaine et au

conducteur i au méme point:

Ain(p,0) = Ai(p,0) + A1(p,0) (183)

Soit alors :

An(p.8) =Ly Xo+ Vo X, - 3 L, 5, Cosd) - ¥ v, & 5,, Cosne)

n=1 n=1

Ii
. %1011:_ L[ p? + b2 - 2b,p Cos(8) ] (184)

IIL 1. 1. 4. Potentiel vecteur magnétique dans la région extérieure a la gaine

Ici, nous supposerons que les conducteurs internes n'ont aucune infuence directe sur la partie
externe 2 la gaine du fait de I'effet d'écran joué par celle-ci. Toutefois, les courants induits par
les conducteurs internes sur la gaine auront une incidence sur I'expression du potentiel vecteur
magnétique a l'extérieur de la gaine du cable que nous allons calculer.

En un point P2(p,0) situé a l'extérieur de la gaine, le potentiel vecteur magnétique noté
Aext(p,0) est obtenu grice a une intégration de d?Aex(p,B) sur toute la section droite de la

gaine.

d2Aex(p,0) = %: Jg(r,0) Ln(R1) rdrd¢ (185)
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Comme dans le cas précédent, nous aurons besoin ici aussi d'une expansion géométrique de

Ln(R1) avec la condition p > r. Il faut aussi noter qu'ici comme précédemment R1 désigne une
distance.

I s'en suit :

Ln(R1) = Ln(r) - 2 (‘) .[ Cos (m$p)Cos (mB) + Sin (m¢) Sin (mMO)] (186)

Comme précédemment une intégration sur la section droite de la gaine nous permet

d'exprimer la formule du potentiel vecteur magnétique dans le milieu extérieur a la gaine.

2
Acx(p,0) = J J [2( T, L\ im0 B K, (r\jop,o,)] Cos n(9)
n=0
[ Ln(r) - zm(—)m{ Cos (m¢)Cos (m8) + Sin (m¢) Sin mO) }]r]drde (187

Le développement de la formule de Aext(p,0) est fait de la méme maniere qu'en annexe 2
lors du calcul de Ac(p,8). Nous noterons que dans cette formule aussi interviennent des
parametres L, V,, L, et V, qui sont différents de T, et B, car ils sont relatifs au milieu

extérieur a la gaine dans lequel on calcule le potentiel vecteur magnétique.
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Nous obtenons alors :

Aexe(p,8) =Ly X, + Vo X, = z L, Cos(n6) = z \'A Cos(n6) (188)

avec :

pour X, et X, les mémes formules que précédement

1 - K, (c\/jou,0,)
X, = uom [-c,Ln(c,) K;(c\jom,o),) - ‘”—j% +¢,Ln(ey) Ky(e\jou,o,)

KO(CI \”mug )

jow,o,
X, = No\/'_ [ c,Ln(cy) I,(c; \JOUO,) - b_\%' c;Ln(cy I, (cVjou,o,)
£0¢

(c\JjOU,O,)
+%. 1
JOUG,

et

1 , _
= %Q \[——m [ - Kplepjon,s,) + (e Kyi(e\f jopo,) | (189)

1 - :
v Lty @ i) 0
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IIL 1. 1. 5. Synthése des expressions des potentiels vecteurs magnétiques selon les régions

En résumé nous avons trois régions dans lesquelles nous avons exprimé le potentiel vecteur

magnétique.

Dans le matériau de la gaine :

-1 ad
Ao () = o~ 3 TG B K (j0H0)l. Cos n(d) (191)
g n=0

Dans la cavité interne a la gaine:

Am(p8) =Ly X, + Vo X, - 3 L, 5, Cosnd) = 3 v, & 5, Cose)

n=1 n=1

Ii
+ %"; Ln[ p2 + b2 - 2b,p Cos(8) ] (192)

Dans la région extérieure a la gaine:

ACXt(p,e) = L0 XO + VO Xl - 2 Ln (n

=1

:)n) Y,, Cos(nB) = i \'A (ann) Y,, Cos(n6) (193)

n=1

Pour déterminer les parametres Ty, By, Ly, Vi, T, B,, L, et V, nous devons imposer les

conditions au niveau des interfaces.
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III. 1. 2. Conditions de passage au niveau des interfaces

Partant des potentiels vecteurs obtenus dans ces trois régions, nous appliquons les
conditions au niveau des interfaces.

Ces conditions se traduisent par la continuité de la composante radiale de I'induction
magnétique ainsi que la composante. tangentielle du champ au niveau des surfaces de
séparation gaine-(milieu intérieur ou extérieur a la gaine).

En faisant notre les hypotheses de départ, nous avons :

Bo(p.0) = é%% (194)
Bt =1 50 (195)
Be(p,0)= - %% | (196)
Bi(r0)= - o (197)

A la surface interne de la gaine nous avons donc:

Boiw [p=c,30=01=Bylr=c,;;¢=0] (198)
m ' - ; 199
uoBeim[p=Cl’9=¢]=llgB¢g[I'=Cx,¢=9] (199)
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Tandis qu'a la surface externe de la gaine, nous avons:

B, [r=c,;0=0]=Bp, [p=c,;0=0] (200)

1 1
pBos =250 =0]=] Booy [p=,:0=0] (201)

Le développement correspondant a ces équations, nous donne un systtme de Cramer de
quatre équations & quatre inconnues a résoudre. La résolution d'un tel systéme nous donne :

Pour T, et B,

Li ji'coé;c; n - ' :
Ty == 2%~ (Pn+ Qo) [4\/&&:02 oo, K, (ca\jorsy) + Ko cajono) ] (202)

Ii‘ i
B,,=—,—521§°[:AE5_9—3(P,,+Q.1)[ = In(cz‘\/j(ougcg)+I'n(c2‘\/j0)ugcg)] (203)

%) jwp’gcg

I : représentant l'intensité du courant excitateur.

avec
-pour (n>0)
1 b, 1 b,
Pn= ¢ E‘l‘)" et,Qn= e (a‘)n (204)
-etpourn=0:
1
Po = <. et Qo=0 (205)
1
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Nous donnons enfin l'expression suivante de A :

A= Lerjongsy - Tuler\iomay 1 L2, Ka(c\joms,)

CI\VJOU,C, m“g g

+ K e\ jon,oy) |
- [ I (C2 \Umug g) +I (C2 \”mu’g g)] [ Kn(cl \”(Du’g g)

) Jw”g g m”g g

-Kyenjousy ] - (206)

tandis que pour les paramétres L, et V intervenant dans les formules des potentiels

vecteurs magnétiques, nous avons :

1 Y2n u’rg n . .
L = T ‘\/ B \/
n = Ho ’J'__—(”Hgﬁg ™S, You - Yin Szal [ ¢ (—_—J oo, ( aln(C1\ViOUO)+B K (¢, qugcg))

Li ji'a)é;o;
21 Q]

C7“+1S7n l' Ho It -
\/Jcou 0, S1n Yan = Yia Sl cp\fjoop,o, (Tol(e;Vjom O +B K (cx\jok0p) ] (207)

c')nHSJ D . .
B
0, /qu o, [S,, Yo - Yin Soal Cz\/J om0, (T,L(cr\iou o)+ K (e iou,o,) |

1 Y n J[Q n : .
“Ho o ST YZ:\ =Y, S, [—F (TaL(e, ViOW,O-)+BKy(c, \/J(Dllgcg))

jop,o, ©1 cr\Vjop,o,
Ii \jou,c
. - Qn] (208)
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Nous noterons que, dans ces expressions, I, et K désignent successivement des fonctions
de Bessel modifiées de premiére et seconde espéce d'ordre n tandis que I', et K', en sont les
dérivées. En outre il convient afin d'éviter toute confusion possible de remarquer que les

termes Ii désignent les courants traversants les conducteurs internes.
IIL 1. 3. Densité de courant dans le matériau de la gaine

La connaissance des parametres T, et B, nous permet de détérminer la densité de courant
en tout point de la gaine. Dans ces équations, les expressions d'indice ( n=0 ) correspondent a
l'effet de peau tandis que les termes d'indice n>0 correspondent a la contribution a I'effet de
proximité dépendant entre autre de la position angulaire ¢. Ceci nous donne une

décomposition de la densité du courant dans la gaine Jg en deux parties caractérisant ainsi les

deux effets.

Jg (1,¢) =Jg peau + Jg prox (209)

Je (1,0) = [ToIo(r\/jwugcg)+BoKo(r\/jcougcg] + 2 [T,,In(r\/jcougog)+BnK,,(r\/jcougog)]
n=1
.Cos n(¢) (210)

Nous donnons ici une illustration dans le cas ou I'on ne considérerait que 'effet de peau.

Pour (n=0) les parameétres précédents A, T, et, B, dégénerent pour donner A, T, et, B, que

nous restituons sous les formes suivantes :
Ay = [Il(Cl \Vj®OW,0,) 1l K,(cy\Vjou,o,) I- [ \VJOWC,) 10 K (c;\jouo,) ] @1
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To=-@<—>[K(czvjwug S | (212)

21 A,

BO--—JE‘:(—) [Leafjonoy) ] (213)

2w A,

a l'aide de ces expressions, nous déterminons gréce a la formule (172) de la densité de courant
dans le cas général de l'effet de peau et de proximité I'expression de la densité de courant

d'effet de peau dans un conducteur tubulaire.

Ii \ljmp'go.g [ I&(C2 \lju)ugo.g) IO(I \ljmugo'g) + II(CZ \/jmugcz) KO(I \ljo‘)il'go' )]
2me; [Leaongoy) Kienfjorsy) - L oo, Kicajono,) ]

214)

Jgpeau (r) =

Jzpeau (r) caractérise la formule classique de la densité de courant d'effet de peau seul dans
une gaine de céble; et dans le cas ol le rayon externe de la gaine (c,) tend vers l'infini, nous

obtenons la formule classique suivante :

Jg peau (1) ___Ii Vjopo, [Ky(ryjouo,) ] 215)
g 2me; [ K (e /jwugcg)]

IIL. 1. 4. Impédance propre du circuit composé du conducteur i et de la gaine

IIL. 1. 4. 1. Impédance propre du circuit composé du filament de courant i et de la gaine

La démarche adoptée pour la détermination de l'impédance propre se fera en deux étapes :

la premiére consiste a supposer que le conducteur i représenté sous forme d'un filament de
courant est parcouru par un courant Ii, le retour de courant se faisant par la gaine. Nous
appliquons la loi de Faraday sur un contour fermé comprenant les génératrices du conducteur
interne et de la gaine comme illustré sur la figure (33). Nous obtenons alors I'impédance de ce

circuit contenant: l'impédance interne de la gaine soumise a l'effet de peau et de proximité du
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conducteur i et, I'inductance de couplage entre le conducteur interne et la gaine. Mais il ne
sera point question dans cette étapé de déterminer l'impédance du conducteur interne du fait
qu'il est supposé étre filamentaire.

dans la deuxieme étape, nous calculons l'impédance interne du conducteur interne i. Cette
impédance sera déterminée comme dans le cas du calcul des éléments de la matrice [Zi] pour
les lignes au-dessus d'un plan conducteur s de la partie IL. 2. 4. Nous savons que la présence
d'autres conducteurs internes proches du conducteur i parcourus par un courant Ii les rend
sujets a des phénomenes de courants induits et donc d'impédances dues a ces courants qui
seront ramenées au conducteur i.

L'impédance interne du conducteur i sera alors la somme d'une impédance interne due 2
l'effet de peau dans ce conducteur auquel s'ajoutera l'impédance interne due aux courants

induits par le conducteur i sur les conducteurs voisins, et ramené au conducteur i.

Ez(c1,0)
Ex(c2,0) Az

Figure (33) : Application de la loi de Faraday pour la détermination de l'impédance propre

de la gaine
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Pour la premiére étape décrite en début de cette partie, les équations de base sont :

Vi ) dd;
- "é;:(Rg+_]Lg0))Ii=E‘+EZ (c),0) (216)
avec
doi | .
gt =Jo § Ain(p,0) dl = jo [ Aint(c;,0) - Aint(b;,0) ] » 217
l
et
1
Ez (c),0) = () J4(c1.9) (218)
g

Le développement des précédentes formules ( 216, 217, 218) permet d'obtenir 1'impédance
propre du circuit composé du filament de courant et de la gaine du céble (R, + jL,0) car nous
avions supposé au départ que le conducteur interne était filamentaire. Toutefois l'aspect
filamentaire du conducteur interne i nous a donné des singularités dans nos calculs. Pour les
lever, il nous a fallu lui restituer son propre rayon a;, qui apparait dans I'expression du terme
de couplage gaine conducteurs caractérisant l'inductance externe du systéme considére.

Ainsi, nous obtenons:

1
(R, +jL,w) L= ((—5;) [TOIO(CI\/j(ougO‘g) + BOKO(cg/ja)ugGg)]

1.2 b o rp—— ) Ii 2.b2
+ (E—) Z (-C_:)n[TnIn(Cl j(’)u’gcg) + BnKn(Cl Jo‘)l’l’gag )] + .](DEZQTF Ln[g_gla—a:‘l] (219)

g n=1

2_p2
L'impédance (R, + jL,®) - j® %QC' Ln[gilz—a‘—)"] peut étre appelée impédance de la surface
Py

1

interne de la gaine du céble.
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Dans cette expression, nous retrouvons l'exemple classique de l'impédance de la surface
interne d'un céble coaxial noté (R, + jLy,®) dans le cas ol b; = 0, les termes d'effet de

proximité s'annulent, et nous obtenons :

: 1 - -
(Rgo +jLgo) Ii = (O'—g) [TOIO(CI \]J(’)ugcg) + BKy(c, \]J(ougﬁg)] (220)

De la formule (219) nous tirons l'expression de la capacité propre entre le conducteur i et la

gaine, notée C;; et donnée par :

2MENE

Ci= -b.
Ln[ﬁﬁxﬂ.z_)]

Cy

(221)

(e, représentant la permittivité du diélectrique interne a la gaine).

Les parametres intervenant dans la formule (219) ont été définis antérieurement. Dans cette
formule les termes d'indice O correspondent a l'effet de peau dans la gaine tandis que les

termes d'ordre n> O correspondent a l'effet de proximité.

Si nous faisons tendre c, vers l'infini, nous obtenons I'expression de I'impédance de la gaine
donnée par [15] [5] et utilisée dans EMTP [27], et figurant & la partie
I. .3. 2. 2. 4 du chapitre L.

Enfin nous retrouvons dans la formule (219) l'expression classique de l'inductance propre

(L;)) d'un céble bifilaire blindé sans perte [68].

(c,2-b2)
Lﬁ%‘;m[ Cclai ] (222)
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Dans le développement des calculs précédents les conducteurs internes sont pris comme des
filaments de courant afin de déterminer leurs influences sur la gaine. Il est donc nécessaire de

leur restituer leurs impédances internes comme nous l'avons évoqué au début de cette partie.

I1L. 1. 4. 2. Impédance propre interne du conducteur interne i

Comme dans le cas du modele de la ligne multifilaire au-dessus d'un plan conducteur, nous
utilisons le processus suivant:

Nous considérons un systeme de P conducteurs situés a I'intérieur de la gaine du cable, parmi
lesquels le conducteur i dont on veut déterminer 1'impédance propre interne.

Le conducteur i est donc représenté dans un premier temps comme un filament de courant
donnant naissance a des courants induits dans les autres conducteurs non parcourus par des
courants réels et indexés par k (indice balayant I'ensemble des P-1 conducteurs autres que le
conducteur 1).

Nous obtenons alors & l'aide de la formule (143) du chapitre 2 ( en y remplagant l'indice j
par k) l'expression de z'y; (l'impédance due aux courants induits sur le conducteur k).
L'impédance interne totale due aux courants induits dans 1'ensemble des conducteurs k par le
filament de courant i peut s'obtenir sous la forme de l'ensemble des impédances de chaque
conducteur ramené au courant Ii. Cette impédance interne due exclusivement aux courants

A P
induits par le filament de courant i peut alors s'écrire sous la forme d'une somme (2, Z'j; )
k=L k#i
des impédances z'j; dans la mesure ol nous ne tenons pas compte des réactions des
conducteurs k (non parcourus par des courants réels) sur eux mémes.
Dans une seconde étape il faut ajouter a 'impédance précédente 1'impédance d'effet de peau di

conducteur i de rayon a;, de conductivité o; et, de perméabilité absolue ;. Ceci nous fournit

I'impédance interne totale (z'j;) du conducteur i sous la forme suivante:

Voo, enjows) . P
2y =) [ . 1+ Z'jxi (229
1 (Gi 2wai | (al‘\'_]wl«h 1) k =l,21’<¢ ilk
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IIL. 1. 4. 3. Impédance propre du circuit composé du conducteur interne i et de la gaine

Cette impédance se résume a la somme des deux impédances précédemment établies dans les

formules (219) et (223) donnant ainsi:

) ) , 1 - -
Z;iTot = (R Tot + Ly jTot @) = (Ry + JLy0) + 2 = ([ N Tolo(c\iop,o,) + BK (e jop,0,)]
g

1.2 b —— =14 (c2-b?)
+(-I-i—<5;),,§1 (glL)n[T"I“(Cl ILTCARS A SCRETES) +J(012£nl[‘n{ - o )

1 \jows, Lenjows) P
+( )[ oma I(am) +k %Zlki (224)

IIL 1. 5. Impédance mutuelle du cible

Pour la détermination de l'impédance mutuelle, nous injectons un courant Ii dans le
conducteur i, le retour de courant se faisant par la gaine et nous calculons la tension induite

sur la boucle formée par le conducteur j et la gaine (voir figure 34).

>k

Ex(c2,0) Az

Figure (34) : Application de la loi de Faraday pour la détermination de l'impédance

mutuelle
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L'application de la loi de Faraday sur le contour fermé de la figure (34) nous permet de

poser :
Vi, i dd;;
avec
do;; . .
_d—t“ =jo é Ain(p,0) dI = jo [ Aine(c,,0) - Aint(b;,6,) | (226)
l

Le développement des précédentes expressions associées aux formules (192) et (218) nous
permet d'obtenir 1'impédance mutuelle ne tenant pas compte de la chute de tension due aux

courants induits sur le conducteur j.
. 1 , ,
(Rj; +JL;;0) Ti = () [TOIO(CI‘\/j(D},LgGg) + BOKO(CI‘\/_]COl.LgO'g)]
g

1. b
+() ¥ (El*)ﬂ[TnIn(c,\/j(ougog) + BnKn(CI\/jcougGg)] .Cos(n6;;)

g n=1

+i woli ¢4+ (b; b)2 -2 (b; b)c,2 Cos(6;))
10 4 ¢ 2[ b2 + b2 - 2 b; b Cos(8,) |

1 (227)

Nous ferons sur cette formule les mémes remarques que dans le cas de l'impédance propre
et nous ajouterons que, dans I'hypothése des cébles sans pertes, nous retrouvons les formules

de l'inductance mutuelle [68] d'un cable blindé L;;.
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1 (228)

Moo C+ (b b)2 -2 (b bc,2 Cos(6;)

T 4n [ ¢,2[ b2+ b2 -2 b; b, Cos(6;)) |

Enfin pour déterminer (R;; + jL;;00) nous utiliserons la procédure précédente en injectant un
courant I; dans le conducteur j, le retour de courant se faisant par la gaine et en choisissant
comme contour la boucle constituée du conducteur i et de la gaine.

De la formule (227) nous déduisons la formule du potentiel p;

1 L cr* + (b; by)? -2 (b; by)e,? Cos(6;)
2 M 2 b2 + b - 2 by by Cos(8,) ] 1 ]
Pji = 2 e,

(229)

(e, représentant la permittivité relative du di€lectrique interne a la gaine).

A cette impédance mutuelle donnée par la formule (227) il faudra donc ajouter I'impédance
liée aux courants induits (effet de proximité) par le conducteur i sur le conducteur j que nous
noterons Zind,j [45]. La somme de ces impédances nous donnera I'impédance mutuelie globale

ZJ ,iTOt .

12 Ko joo;ant 1 N /
Zindj = (‘(‘)_") Y. uOJO): 2 [ 0 @ ]In(aj J(’)ujcj)
) n=l (%) Lajoro) + () I (a\joro)

Hy
; 1
(é}; n [l_); 0] (230)

Zj,iTOt = (Rj,iTOt +ij.iT0t 0.)) = (Rj,l +jL_],1(D) + Zind,j (23 1)

Notons que Zindi, qui est dil au courant induit par le conducteur j sur le conducteur i, est

obtenu de la méme facon que