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✂✆☎☎✄❍➅✿✸✗✸✺☛✌✚❅☞✱✰●✞✳☛✌❏❍☞✤✢▼☛✁✓✭✍✞✝✐✞✟✞✤✑ ✓✌✞✁✏❄✓✭✍✺✮✐✍❑✷❑✍ ✑✱❏✟✛✴✩ ✢▼✏●✞✬✽☎☛ ✧ ✍❑✏●✞

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ✕ ❱ ✒
✕ ✒ ❲ ✕ ❢ ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡▼☛ ① ✂♠❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✡◗✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✁❭❑❾ ✡ ❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ❱ ✒
✕ ✒ ❲♠❈ ⑦ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✁✬✡ ❫ ✡ q❄❫✁❭ ⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❪ ❣➤✝✟✡ ④✁❸ ✡✭✝ ④✴❸ ✡ ❸ ✡ ❨ ✝ ❭✲❫✭❬✭❭✲❛❅❨ ✡⑤✁✬✡ ❫✁❭ ❤ ❭❑❪ ❣✏✝ ❭❑❬ ✈ ❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ❱ ✕

✕ ✒ ❲♠❈❇❲ ✕✠✟➇④✁❸ ❣ q❅❬✭❭❑❪❑❪ ☎ q✗q ❣ ② ✡ ❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ❱ ✕
✕ ✒ ❲♠❈❇❲♠❈ ⑩♠✁❄❣ ❷✗❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡◆✁✬✡☛✡❊✡ ❭✲④✁❸ ❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ❱❡❈

✂❡✂☎✄ ✦ ☛✌✚ ✸✺☛✭✍✎❏✤✑✱❏✴✓✮❏✁✏✒✢▼✠✡❏✁☛ ✧ ✑✎✍✞✝✐✞✴✓✮✞✤✑✯☞❍✚✥✠✮✸✺✷✎✞✭❚❇✍ ✑✱❏✮✛✣✢❥☛✌✞✌☞✥✞✤✑
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . ✕ ❱ ✎

✕❡✕ ❲ ✕ ♥ ❣✏✝ ④✴❸ ✡ ❫ ✁✬✡❊✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ✡ ❷ ☎ ❫✭❭❑❬✭❭❑❾ ✡ ✰ a > b
✲ ☛★➌ q ✡ ④ ☎ q ❽❛✡ ④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❲❘❲✟❲❘❲✮❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲ ✕ ❱ ✎

✕❡✕ ❲♠❈ ♥ ❣✏✝ ④✴❸ ✡ ❫ ✁✬✡❊✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ✡ q ✈ ② ❣ ❬✭❭❑❾ ✡✱✰ a < b
✲ ☛ ✉✻✈❵✇ ④✌❭❑❬ ✡❵❴ ❷ ☎ q ✡ q❅❬✭❭ ✡ ❪ ❲✮❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲ ✕ ❱❡❞

✕❡✕ ❲♠❱ ♥ ❣✏✝ ④✴❸ ✡ ❫ ✁✬✡❊✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ✡ q❜❨✗❪❑❪ ✡✱✰ a = b = 1
✲ ☛ ✜✳✈ ❫✭❨✗❪❑❬ ❣ ❬✁❫ ✡❵❴✗❣ ④✌❬✁❫ ❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✮❲ ✕ ❱❡❞

✕❡✕ ❲ ✎ ➈✎✍ ④ ❣ ④✌❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❪ ❣❥❤ ✈ ❬✭❸ ☎❣✁✬✡ ❷ ❣✏✝ ✝✟✡✱❽Ò✡ ❬ ❲❘❲✮❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ❱ ✌
✕❡✕ ❲♠❞ ✜ ✡✱❽❛✡ ❬✳➋▲❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝ ✁✬✡ ❫ ❤❦❣✏✝ ④✴❸ ✡ ❫✳q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❅❬ ✝✴❣ ❭❑q❜❬ ✡ ❫ ❲❘❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ❱❡⑨
✕❡✕ ❲♠t ✜ ✡✱❽❛✡ ❬✳➋▲❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝ ✁✬✡ ❫ ❤ ✈ ❣ q ✁✠✝✟✡ ❫ ❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ❱❡⑨
✕❡✕ ❲ ⑥ ➌ ❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁ ❨➍❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡◗✁✬✡ ❫✵❭ ❤❦❣ ② ✡ ❫✭③ ❤ ❭ ✝✟☎ ❭ ✝ ❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ❱❡⑨
✕❡✕ ❲ ✌ ⑩ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫ ❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ✎✑✒
✕❡✕ ❲♠⑨ ⑦ ☎ q❄④✌❪❑❨❄❫✭❭ ☎ q❄❫ ✡ ❬✵❷ ✡✭✝ ❫✭❷ ✡ ④✌❬✭❭❑❾ ✡ ❫ ❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ✎ ✕

✂✥✖✗✄✑✏ ✚✥✏●☞✁✷ ✢❡✓✭✍✎✚✥✏➒✞✤✑ ✸★✞✁☛✁✓✙✸★✞❍☞✤✑✎✍✞✝✐✞✴✓
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ✕ ✎ ❱

✕ ❈❇❲ ✕ ⑦ ☎ q❄④✌❪❑❨❄❫✭❭ ☎ q ❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ✎✓✎
✕ ❈❇❲♠❈ ❶ ✡✭✝ ❫✁❷ ✡ ④✌❬✭❭❑❾ ✡ ❫ ☛✓✒✕✔✆✖✑✗✘✒✙✔✚✖✜✛ ❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ✎✓✎
✕ ❈❇❲♠❱ ❶ ✡✭✝ ❫✁❷ ✡ ④✌❬✭❭❑❾ ✡ ❫ ☛➇⑩ ✜ � ✡ ❬✬❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ❲❘❲✮❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ✎ ❞

✕ ❈❇❲♠❱❇❲ ✕ ⑩ ✜ �✣✢✥✤✧✦✚★✪✩✬✫✮✭✰✯✱✫ ❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ✎ ❞
✕ ❈❇❲♠❱❇❲♠❈ ❶ ❪ ❣ q ❣✏✝ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ✎ t

✕ ❈❇❲ ✎ ❶ ✡✭✝ ❫✁❷ ✡ ④✌❬✭❭❑❾ ✡ ❫ ☛ ⑦ ❸ ✡✌❤ ❭❑q❄❫✳④✌❨✗❪ ❤ ❭❑q ❣ q❅❬✁❫ ❲✮❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ✎ t
➅❩✏✗✏●✞✭❚✒✞ ✕ ❞ ✌
➅➉✄✳✲ ❏✤✑✎✰●✚❅✛✗✞❩☛✌❏❍☞✤✢▼☛✁✓✭✍✞✝✐✞✬✽✗❏✁✏●❏✁☛ ✧ ✷❑✍✲✓✌❏❍✞

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ✕ ❞❡⑨⑩ ❲ ✕ ❶ ✝ ❭❑q❄④✌❭❑❷ ✡ ❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ ❞❡⑨⑩ ❲ ✕ ❲ ✕ ✥⑤q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭ ☎ q➁④ ❣✏✝✴❣ ④✌❬ ✈ ✝ ❭✲❫✭❬✭❭✲❛❅❨ ✡◗✁✄✂ ❨✗q ✡ ④✌❪ ❣ ❫✴❫ ✡❊✁✄✂ ✈ ❬ ❣ ❬✁❫ ❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ t❡❱⑩ ❲ ✕ ❲♠❈ ⑩ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❨ ❴ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫❩q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✳q ☎ q❇③ ❣✐❤❻⑧ ❭❑②❡❨✵✴ ❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ t❡❞⑩ ❲ ✕ ❲♠❱ ⑩ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❨ ❴ ④✴❸ ✡✌❤ ❭❑q❄❫✳④✌❨✗❪ ❤ ❭❑q ❣ q❜❬✁❫ ❲✟❲❘❲✟❲✮❲❘❲✟❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲❘❲✮❲❘❲✟❲✟❲❘❲✟❲ ✕ t❡t



�✂✁☎✄✝✆✟✞✡✠☛✞✌☞✎✍✏✁✒✑✔✓✖✕✌✗✌✞✘☞ �
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➈ q ⑧ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ✚ ✁✬✡ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ❨ ❴ ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ❫▲❫ ✂♠❣ ❬✭❬ ❣ ④✁❸ ✡ q❅❬➉➋➍❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ✡✭✝ ❨✗q➒❪❑❭ ✡ q ✡ q❜❬ ✝✟✡ ❨✗q ✡ ❷ ✝✟☎ ③
❷ ✝ ❭ ✈ ❬ ✈ ☎▼⑧ ❫ ✡✭✝ ❾ ✈ ✡✱✁❄❣ q❄❫ ❨✗q ✡✯✡ q❅❬✭❭❑❬ ✈ ② ✈ q ☎▼❤ ❭✲❛❅❨ ✡➒✡ ❬ ❫ ☎ q➏❭ ❤ ❷ ❣ ④✌❬❦❫✭❨ ✝ ❪ ✡➔✝✄✂ ❪ ✡ ✚➇❪ ❣ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ④ ✡ ❪❑❪ ✡
④✌❭ ❲❘⑦ ✡ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❅❬✛✚➑④ ✡✭✝ ❬ ❣ ❭❑q ✡ ❫ ✁✬✡ ④ ✡ ❫✩❷ ✝✟☎ ❷ ✝ ❭ ✈ ❬ ✈ ❫✻❷ ✡ ❨✗❾ ✡ q❜❬✻q ✂✆☎ ❬ ✝✟✡ ❛❅❨ ✡ ❪ ✡ ❷ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬✞✝ ✈ ❤☞✡✭✝ ② ✡✥❣ q❅❬✟✝ ✁✄✂ ❨✗q✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡❻✁✬✡ ❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ❫ ✁ ✈ ❽ ➋ ✈ ❬✭❨ ✁ ❭ ✈ ❫ ✡ ❬ ④ ☎▼❤ ❷ ✝ ❭✲❫✛✚ ☎ ❨ ✡ q❄④ ☎✞✝✟✡ q ✂✆☎ ❬ ✝✟✡ ❛❜❨ ✡ ❪ ✡♠✝ ✈ ❫✭❨✗❪❑❬ ❣ ❬ ✁ ❨ ❸ ❣ ❫ ❣✏✝✟✁ ✚✁ ❨ ⑧✬✝ ❨✗❭❑❬ ✁✬✡ ❧ ☎ q ✁ ❲ ① ❣❅✁ ❭✲❫✭❬✭❭❑q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✡ q❅❬ ✝✟✡ ❪ ✡ ❫✟❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ❫▲q ☎ ❨✗❾ ✡✥❣ ❨ ❴ ✚ ❛❅❨✗❭ ❤ ✈ ✝ ❭❑❬ ✡ q❅❬❻❪ ✂♠❣ ❬✭❬ ✡ q❅❬✭❭ ☎ q✁✬✡ ❫ ⑧ ❭ ☎ ❪ ☎ ②❡❭✲❫✭❬ ✡ ❫ ✡ ❬ ⑧ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲④✌❭ ✡ q❄❫ ✚ ✡ ❬✩④ ✡ ❨ ❴➁❣✏✝ ❬ ✡ ❧ ❣ ④✌❬✭❨ ✡ ❪✲❫✛✚✺❛❅❨✗❭ ❫ ☎ q❅❬ ✁ ✈ ❽ ➋ ✡❵❴ ❷✗❪❑❭✲❛❜❨ ✈ ❫✳❷ ❣✏✝ ④ ✡ ❛❅❨✗❭✡ ❫✭❬ ④ ☎ q✗q❅❨ ✚☎❧ ❣ ❭❑❬ ❣ ❷✗❷ ✡ ❪ ❣ ❨❦④ ☎ q❄④ ✡ ❷✗❬✯❫✭❬ ❣ ❬✭❭✲❫✭❬✭❭✲❛❅❨ ✡➠✁✬✡ ❫✁④ ☎✞✝✟✡➠✁✬✡ ❫✭❭❑②❡q✗❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭❑❾✜❭❑❬ ✈❡❲ ⑦ ✡➠✁✬✡✭✝ q✗❭ ✡✭✝ ❫ ✡✿⑧✣❣ ❫ ✡ ❫✭❨ ✝
❪ ❣ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q❥❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ✁❄❣ q❄❫★❨✗q ✡ ❷ ☎ ❷✗❨✗❪ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❅❬ ❣ q❜❬✹❨✗q❦④ ✡✭✝ ❬ ❣ ❭❑q❥q ☎▼❤ ③⑧✬✝✟✡⑤✁✬✡ ④ ❣✏✝✴❣ ④✌❬ ✈ ✝ ❭✲❫✁❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ❫ ❲✯✉ ❣ q❄❫✬❪ ✡ ④ ❣ ❫ ✁✬✡ ❫✳❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✡ ❬✳❫✁❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ✁✬✡ ❫ ❤❦❣ ④ ✝✟☎▼❤☞☎ ❪ ✈ ④✌❨✗❪ ✡ ❫ ✰✎⑩ ✉ � ✚⑩ ✜ � ☎ ❨➁❷ ✝✟☎ ❬ ✈ ❭❑q ✡ ❫ ✲ ✚✺④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ✈ ✡ ❫ ☎ ❭❑❬ ❤❦❣ ❬✭❸ ✈ ❤❦❣ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡✌❤☞✡ q❅❬✛✚➑❫ ☎ ❭❑❬✳❷ ❣✏✝ ❪ ✡⑧ ❭ ❣ ❭✲❫ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❲✻✉ ✡ ❫✩❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫✻❫ ☎ q❅❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ✡ ❫❘❫ ✡ ❪ ☎ q ✁✬✡ ❫✻④ ☎ q❜❬ ✝✴❣ ❭❑q❜❬ ✡ ❫❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✈ ✡ ❫ ❣ ❨ ❴ ❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ❫ ✁ ✈ ❽ ➋❦④ ☎▼❤ ❷ ✝ ❭✲❫✛✚ ✡ ❬✻❪ ✡ ❫✁④ ☎✞✝✟✡◆✁✬✡ ❫✭❭❑②❡q✗❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭❑❾✜❭❑❬ ✈ ✡ ❫✭❬ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ✈ ✡❵❴ ❷ ✈ ✝ ❭ ❤☞✡ q❇③
❬ ❣ ❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ❫✭❨ ✝ ④ ✡ ❬ ✈ ④✁❸ ❣ q❜❬✭❭❑❪❑❪ ☎ q ❲ ① ❣ ❷ ✝ ❭❑q❄④✌❭❑❷ ❣ ❪ ✡➒✁ ❭ ✍ ④✌❨✗❪❑❬ ✈ ❪❑❭ ✈ ✡ ➋ ④ ✡ ❬✭❬ ✡❹❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✡✱✝ ✈ ❫✭❭ ✁✬✡✱✁❄❣ q❄❫➉❪ ❣❤ ❭✲❫ ✡ ❫ ☎ ❨❄❫❥④ ☎ q❅❬ ✝✴❣ ❭❑q❜❬ ✡❸✁✬✡ ❫❥❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ✡ ❫ ❲ ⑦ ☎▼❤❥❤☞✡ q❜❬ ❷ ✡ ❨✗❬✾③ ☎ q❋➋ ❪ ❣ ❧ ☎ ❭✲❫ ✡❵❴ ❷ ✝ ❭ ❤☞✡✭✝ ④ ✡ ❫
④ ☎ q❜❬ ✝✴❣ ❭❑q❅❬ ✡ ❫✳❬ ☎ ❨✗❬ ✡ q➍② ❣✏✝✟✁❄❣ q❜❬✬❨✗q❹④ ✡✭✝ ❬ ❣ ❭❑q➁④ ☎ q❅❬ ✝✄✂ ❪ ✡ ❫✭❨ ✝ ❪ ❣❆✁ ❭✲❫✁❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✬❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫✛✚❇❪ ✡ ❬ ☎ ❨✗❬ ✡ q
④ ☎ q❄❫ ❣ ④ ✝✴❣ q❅❬✳❪ ✡❘❤☞☎ ❭❑q❄❫ ✁✬✡ ❬ ✡✌❤ ❷❄❫✬❷ ☎ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡ ➋▲❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❺

① ❣ ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ♦✭✝✟✡ ④ ☎ q❅❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❜❬ ✡ ❨✗q➏❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ✡✭✝ ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❅❬ ✁✬✡✯✝ ✈ ❷ ☎ q❄❫ ✡ ➋ ④ ✡
❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡ ❲ ⑩ ❬ ✝✴❣ ❾ ✡✭✝ ❫➉❪ ✡▼✁ ✈ ❾ ✡ ❪ ☎ ❷✗❷ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ✡ ❬❻❪ ❣ ✁ ❭✡✠●❨❄❫✭❭ ☎ q ✁✬✡ ✒✙✔✚✖✑✗✕✒✕✔✆✖✙✛ ✚ ❨✗q ❪ ☎ ②❡❭✲④✌❭ ✡ ❪ ✁ ✈ ✁ ❭ ✈ ➋➁❪ ❣
② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡◗✁✬✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✡ ❬✩❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫✬② ✈ q ☎▼❤ ❭✲❛❅❨ ✡ ❫✛✚✣q ☎ ❨❄❫ ❣ ❾ ☎ q❄❫✳❧ ☎ ❨ ✝ q✗❭ ➋➉❪ ❣ ④ ☎▼❤❥❤ ❨❇③
q ❣ ❨✗❬ ✈ ❨✗q ✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡❿✁✄✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫ ✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❷ ☎ ❨ ✝❲✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❅❬ ✡ ❫✵④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ❫ ✁✬✡✳❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫✁✬✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❲✟❶ ❣✏✝✭❤ ❭➇④ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✾③⑤④✌❭ ✚●❪ ✡ ❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❤☞✡➀✁✬✡ ❫✩② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫❘❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫✛✚ ✈ ❬ ✡ q ✁ ❨✝❷ ❣✏✝ ✉ ✡ q✗❭✲❫ ✡✯✮✭ ✦✚★☞☛ ➂ ❈❡⑨r➃ ✚✬❛❅❨✗❭ ❣✞✁✐❽❛☎ ❭❑q❜❬ ✁✬✡ ❫➆❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ❣ ❨ ❴ ❫✁♣ ❤❻⑧●☎ ❪ ✡ ❫➆❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❇③
④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ✚✯④ ✡ ❛❅❨✗❭✯❭❑q ✁ ❨✗❭❑❬❥❨✗q ✡▼✁ ❭✲❫✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫ ❫✁❨ ✝ ❪ ✡ ❫➉❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❲✍✌ ✡ ❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ✡
❨✗q ❤ ✈ ④ ❣ q✗❭✲❫ ❤☞✡❆✁✬✡ ④ ☎ q❄❫✁❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡➤✝ ✈ ❣ ❪❑❭✲❫ ❣ q❜❬❘❪ ✡ ❷ ✝✟☎❣✁ ❨✗❭❑❬ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤ ③❤❦❣ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❅❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡❿✡ ❬ ✁✄✂ ❨✗q ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡❻✁✬✡ ♥ ❣✏✝✭➊❨☎ ❾ ❲✎✌ ✂♠❣ ❭✣❷ ❣✏✝✿❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❨ ✝ ❫ ☎▼⑧ ❬ ✡ q❅❨ ❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡⑨✁✬✡
② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✡ q➆❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡✻❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✁❸ ✈ ✡ ❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ④ ✡ ❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❤☞✡ ❷ ❣✏✝ ❨✗q ✡✻❣✞✁❄❣ ❷✗❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ❣✮❤ ✈ ③ ❬✭❸ ☎ ③✁✬✡➠✁ ❭❑❬ ✡❻✁✬✡✬❿❲☎ ❪❑❬✭➀ ❤❦❣ q✗q ✚❜❭❑q❅❬ ✝✟☎❣✁ ❨✗❭❑❬ ✡ ❷ ❣✏✝ ✉ ❨❄④✁❸ ☎ q ✯✮✭ ✦✚★✏☛ ➂ ❱❡tr➃ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ✁✄✂✆☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫
④ ☎▼❤✮⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❫ ❲✳➈ q ✇ q ✚✒❪ ❣☞✁ ❭✲❫✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❭❑q ✁ ❨✗❭❑❬ ✡ ❷ ❣✏✝ ❪ ✡ ❫✁♣✜❫✭❬ ♦✌❤☞✡◗✁✬✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫
❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✈ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ④ ☎ q❜❬ ✝✴❣ ❭❑q ✁✠✝✟✡ ❪ ✡ ❫✹❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✯❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫✹❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴➔✁❄❣ q❄❫
❪ ✡ ❫❥❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ✡ ❫ ❲✑✌ ✡➆❤☞✡ ❫✭❨✗❭✲❫ ✁❄❣ q❄❫➉❨✗q ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ✡✭✝ ❬ ✡✌❤ ❷❄❫❥❭❑q❅❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ✈ ➋ ❪ ✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫
❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✬q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❷ ☎ ❨ ✝ ❨✗q ✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❲ ✥✙❪ ✡ q ✡ ❫✭❬ ✝✟✡ ❫✁❫ ☎✞✝ ❬✭❭✁✬✡ ❨ ❴ ❬⑤♣✜❷ ✡ ❫ ✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✁❸ ✡ ❫ ☛✯➌ q ✡ ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ♦✭✝✟✡✮⑧✣❣ ❫ ✈ ✡ ❫✭❨ ✝ ❪ ✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪❑❭✲❛❅❨ ✡ ❧ ☎ ❨ ✝ q✗❭❑❬✳❪ ❣ ❪❑❭ ❤ ❭❑❬ ✡◆✁✬✡ ❫
❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫✯❛❜❨ ❣ q ✁ ❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ✁✬✡ ❫✹❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✡ ❫✭❬➇② ✝✴❣ q ✁✬✡ ✚ ✡ ❬➇❨✗q ✡❻✁✬✡ ❨ ❴ ❭ ♦✌❤☞✡ ❭❑q❄❫✭❷✗❭ ✝ ✈ ✡ ✁✬✡ ❪ ❣ ❷ ✝✟☎ ② ✝✴❣✐❤ ③❤❦❣ ❬✭❭ ☎ q ✁ ♣✜q ❣✐❤ ❭✲❛❅❨ ✡ ❲➆⑦ ✂✆✡ ❫✭❬✟④ ✡ ❬✭❬ ✡▼✁✬✡ ❨ ❴ ❭ ♦✌❤☞✡❥❤ ✈ ❬✭❸ ☎✹✁✬✡ ❛❅❨✗❭ ❣✯✝✟✡ q ✁ ❨ ❷ ☎ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡ ❪ ✡❑✁ ✈ ❾ ✡ ❪ ☎ ❷✗❷ ✡✌❤☞✡ q❅❬✁ ❨➁❪ ☎ ②❡❭✲④✌❭ ✡ ❪ ✒✓✒✕✒✕✔✓✒✜✔✗✖✙✘ ✚❄❛❅❨✗❭ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡ ❪ ❣ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✝ ✈ ❣ ❪❑❭✲❫ ❣ q❜❬ ✁✬✡ ❫✵❧ ✝ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❣ ❬✭❬ ✡ q ✁ ❨ ✡ ❫❩❷ ❣✏✝ ❨✗q ✡❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✁❸ ✡◗☎ ❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❲
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⑦ ✡ ❫➆❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❨ ❴ ☎ q❜❬ ❧ ❣ ❭❑❬❦❪ ✂✆☎▼⑧❇❽❛✡ ❬ ✁✄✂ ❨✗q ✡✼❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ➋✝❪ ✂ ⑩ ✜ � ✡ ❬ ❷✗❪❑❨❄❫ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❨✗❪❑❭ ♦✭✝✟✡✌❤☞✡ q❜❬➁➋ ❫ ❣
❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ✡ ④ ☎ q ✁❄❣ ❭ ✝✟✡ ✚ ❛❅❨✗❭➇④ ☎ q❄❫✭❭✲❫✭❬ ✡➀✡ q➒❨✗q ✡❆✝✟✡ ❫✁❬ ✝ ❭✲④✌❬✭❭ ☎ q ❷✗❪ ❣ q ❣ ❭ ✝✟✡☞✁✬✡ ❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡❑✁✬✡ ❫ ✡ ❫✟❪❑❭ ❣ ❭✲❫ ☎ q❄❫ ❲
① ✂ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✭♣ ❤❻⑧●☎ ❪ ✡ ❫✿❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴✱✁ ❭✲❫ ❽❛☎ ❭❑q❜❬✁❫ ❣ ❨➍❫ ✡ ❭❑q ✁✬✡ ❫ ✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❜❬✁❫✬❬⑤♣✜❷ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫ ☎ ❨❄❫✭③⑤❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫
✰ ❸ ✈ ❪❑❭✲④ ✡ ❫✛✚ ⑧✣☎ ❨❄④✌❪ ✡ ❫✛✚ ✝✟✡ q✟✞ ✡✌❤☞✡ q❜❬✁❫ ❲❑❲❑❲ ✲ ❣ ❷ ✡✭✝✭❤ ❭✲❫✛✚❇❾✜❭ ❣ ❪ ✂♠❣✞✁✐❽❛☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫✛✚ ✁✬✡ ④ ☎ q❅❬ ✝✴❣ ❭❑q ✁✠✝✟✡✡ q ❤☞☎ ♣ ✡ q✗q ✡ ❪ ✡ ❫ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❫ ✡ ❬➇q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ❫ ✁✄✂✆☎ ④❍④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✬✡ ④ ✡ ❫ ❫ ☎ ❨❄❫✾③⑤❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ❣ ❨➆❫ ✡ ❭❑q ✁✬✡ ❫✹❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ✡ ❫ ❲ ① ✂ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁ ❨❦❪ ☎ ②❡❭✲④✌❭ ✡ ❪ ✒✕✒✘✒✕✔✕✒✙✔✓✖ ✘ ❭ ❤ ❷✗❪ ✈ ❤☞✡ q❅❬ ❣ q❜❬✵❪ ✂♠❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✁❸ ✡⑨☎ ❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❣✟❣ ❪ ☎✞✝ ❫
❷ ✡✭✝✭❤ ❭✲❫ ❪ ✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✁✬✡➑❽❛✡ ❨ ❴◗✁✬✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ✝ ✈ ❣ ❪❑❭✲❫ ❣ q❅❬ ❪ ✡ ❫ ❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡ ④ ✡ ❫ ❷ ❣✏✝✴❣✐❤ ♦ ❬ ✝✟✡ ❫◗❷ ☎ ❨ ✝ ❛❜❨ ✡ ❪✲❛❅❨ ✡ ❫
② ✝✴❣ q ✁✬✡ ❫❘❧ ❣✐❤ ❭❑❪❑❪ ✡ ❫ ✁✄✂ ⑩ ✜ � ❲●✉ ✂♠❣ ❨✗❬ ✝✟✡ ❷ ❣✏✝ ❬✛✚➑❪ ✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✁✬✡ ④ ✡ ❫❘❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝ ❫❘❷ ☎ ❨ ✝⑤✁✬✡ ❫✟❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ✁✄✂ ⑩ ✜ �
❭✲❫✁❫✭❨ ✡ ❫ ✁✬✡ ❪ ❣ ④ ✝ ❭✲❫✭❬ ❣ ❪❑❪ ☎ ② ✝✴❣ ❷✗❸✗❭ ✡➆❤➒✂♠❣❼❣✐❤☞✡ q ✈ ➋ ❤➒✂ ❭❑q❅❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ✡✭✝ ❣ ❨ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡➔✁✬✡ ❪ ❣ ❷✗❪ ❣ q ❣✏✝ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡
❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡➒✁✄✂ ⑩ ✜ � ❲★❶ ❣✏✝ ❷✗❪ ❣ q ❣✏✝ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✚ ☎ q ✡ q❜❬ ✡ q ✁ ❪ ✂✆✡❵❴ ❬ ✝✴❣ ④✌❬✭❭ ☎ q ✁❄❣ q❄❫ ❨✗q ✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡❸✁✬✡ ❪❑❭ ❣ ❭✲❫ ☎ q❄❫✁✄✂ ❨✗q➁❫ ☎ ❨❄❫✭③ ✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡ ❷✗❪ ❣ q ❣ ❭ ✝✟✡ ✚ ✡ ❬ ❤❦❣r❴ ❭ ❤❦❣ ❪ ❫ ✡ ❪ ☎ q❹❨✗q➁④ ✡✭✝ ❬ ❣ ❭❑q❼④ ✝ ❭❑❬ ♦✭✝✟✡ ❲ ✌ ✡❘❤☞✡ ❫✁❨✗❭✲❫ ✁✬☎ q❄④❘❭❑q❜❬ ✈ ✝✟✡ ❫✴❫ ✈
➋✡❛❅❨ ✡ ❪✲❛❜❨ ✡ ❫✩❧ ❣✐❤ ❭❑❪❑❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ④ ✝ ❭❑❬ ♦✭✝✟✡ ❫ ✁✄✂✆☎ ❷✗❬✭❭ ❤❦❣ ❪❑❭❑❬ ✈❡❲✞✌ ✡ ❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ✡ ❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡❑✡ q O(n2 + nm) ✚ ☎✡✠
n ✡ ❫✁❬❻❪ ✡ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡✱✁✬✡ ⑧✣❣ ❫ ✡ ❫ ✡ ❬ m ❪ ✡ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡✱✁✬✡ ❪❑❭ ❣ ❭✲❫ ☎ q❄❫✛✚◗❷ ☎ ❨ ✝ ④ ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡➔✁❄❣ q❄❫▲❪ ✂ ❸❜♣✜❷ ☎ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡✁✄✂ ❨✗q✼④ ✝ ❭❑❬ ♦✭✝✟✡◆✁✄✂✆☎ ❷✗❬✭❭ ❤❦❣ ❪❑❭❑❬ ✈ ❣✞✁✬✁ ❭❑❬✭❭ ❧ ❲ ✥✙❪ ❫ ✂♠❣ ②❡❭❑❬❘➋❥q ☎ ❬ ✝✟✡ ④ ☎ q✗q ❣ ❭✲❫✁❫ ❣ q❄④ ✡➤✁✬✡ ❪ ❣ ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ♦✭✝✟✡ ❫ ☎ ❪❑❨✗❬✭❭ ☎ q q ☎ q
❸ ✡ ❨ ✝ ❭✲❫✭❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ➋❥④ ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡ ❲♥ ❣ ❭✲❫➉❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡➒✁✬✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ④ ☎ q✗q ❣☞☛ ❬ ✁✄✂♠❣ ❨✗❬ ✝✟✡ ❫❦④✴❸ ❣✐❤ ❷❄❫ ✁✄✂♠❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫❦❛❅❨ ✡
④ ✡ ❨ ❴ ❫✭❨❄❫✾③⑤④✌❭❑❬ ✈ ❫ ❲ ➈ q❘❷ ❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❨✗❪❑❭ ✡✭✝ ✚❡④ ✡ ❪❑❪ ✡ ③⑤④✌❭☎❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✈ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ✡✭✝ ❪ ❣ ❫ ✡ q❄❫✭❭ ⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✄✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫
❸ ✡ ❨ ✝ ❭✲❫✭❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫✛✚ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫✵❛❜❨✗❭✺❫ ❣ ④ ✝ ❭ ✇ ✡ q❜❬✯❨✗q❦❷ ✡ ❨ ✁✬✡ ❪ ✡ ❨ ✝ ④ ❣ ❷ ❣ ④✌❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❷ ✝ ✈ ✁ ❭✲④✌❬✭❭ ☎ q ❣ ❨ ❷ ✝✟☎ ✇ ❬ ✁✄✂ ❨✗q ✡
④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ☎ ❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ✈ ✡ ❲ ✌ ✡❘❤☞✡ ❫✭❨✗❭✲❫✵❭❑q❅❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ✈ ➋➉❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡⑤✁✬✡ ④✴❸ ✡✌❤ ❭❑q❄❫✳④✌❨✗❪ ❤ ❭❑q ❣ q❜❬✁❫ ✚
❨✗q ✡ ❾ ❣✏✝ ❭ ✈ ❬ ✈ ✁✬✡ ④✁❸ ✡✌❤ ❭❑q❄❫ ✁❄❣ q❄❫✵❪ ✡ ❛❜❨ ❣✏✝ ❬ ✁✬✡ ❷✗❪ ❣ q❹❛❅❨✗❭ ❤☞☎✹✁ ✈ ❪❑❭✲❫ ✡ q❜❬✬❷ ❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❨✗❪❑❭ ♦✭✝✟✡✌❤☞✡ q❅❬ ⑧ ❭ ✡ q➍❪ ✡ ④✴❸ ✡✌❤ ③
❭❑q ✡✌❤☞✡ q❜❬ ✁✬✡ ❫✟❫✁④ ☎✞✝✟✡ ❫ ✁❄❣ q❄❫✟❪ ✂ ❸ ✡ ❨ ✝ ❭✲❫✭❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ✹ ✉ ✝✟☎ ❷➒④ ✡ q❜❬ ✝✴❣ ❪ ✡ ➋➆❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡❦❿ ① ⑩ ✣✦✧ ❲ ⑦ ✡ ❫✟④✴❸ ✡✌❤ ❭❑q❄❫
❫ ☎ q❅❬❩④ ☎▼❤ ❷ ☎ ❫ ✈ ❫ ✁✬✡ ❷ ❣ ❫ (+1,+a) ✡ ❬ (+1,−b) ✡ ❬ ✝✟✡ ❪❑❭ ✡ q❅❬ (0, 0) ➋ (n, k) ✚ ☎✡✠ k ✡ ❫✭❬✵❪ ❣ ❷✗❪❑❨❄❫✬② ✝✴❣ q ✁✬✡☎✞✝✟✁✬☎ q✗q ✈ ✡❘❽✁❣✐❤❦❣ ❭✲❫ ❣ ❬✭❬ ✡ ❭❑q❅❬ ✡ ❣ ❨➒④ ☎ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡ ❪ ❣➆❤❦❣✏✝ ④✴❸ ✡ ❲ ✌ ✂♠❣ ❭➇❷ ✝✟☎ ❨✗❾ ✈ ❛❜❨ ✡ ❪ ✡ ❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡❑✁ ✈❵✇ q✗❭➇❷ ❣✏✝ ④ ✡ ❫
④✁❸ ✡✌❤ ❭❑q❄❫✟q ✂✆✡ ❫✭❬✻❷ ❣ ❫ ❣ ❪❑② ✈ ⑧✬✝ ❭✲❛❜❨ ✡ ✚❯④ ✂✆✡ ❫✭❬✟➋ ✁ ❭ ✝✟✡ ❛❜❨ ✂ ❭❑❪◗q ✂✆✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ✡ ❷ ❣ ❫ ✁✬✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❅❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡
❪ ✡ ❫ ✁ ✈ ④ ✝ ❭❑❾ ❣ q❜❬ ❲ ✉ ❣ q❄❫▲❪ ✡ ④ ❣✞✁✠✝✟✡✱✁✄✂ ❨✗q ✡ ④ ☎ ❪❑❪ ❣✐⑧●☎✞✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❾ ✡ ④➍① ❲ � ☎✹✡▼✡ ❬❦❢ ❲ ✡ ❨❄④✴❸ ✡✭✝✟☎ ❾ ✚ ❽➭✂♠❣ ❭ ✡ q❄❫✭❨✗❭❑❬ ✡✁ ✈ ④ ☎ ❨✗❾ ✡✭✝ ❬✩❨✗q ✡◗✁ ✈ ④ ☎▼❤ ❷ ☎ ❫✭❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ④ ✡ ❫✳④✴❸ ✡✌❤ ❭❑q❄❫✩❛❅❨✗❭ ❣ ❷ ✡✭✝✭❤ ❭✲❫✳❪ ✂ ✈ ❪ ❣✐⑧●☎✞✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡➤✁✬✡
② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡❸✁✬✡ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡➁❣ ❷ ✝✁♦ ❫❦❨✗q ❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡ q O(n3)

❲ ⑦ ✡ ❬✭❬ ✡✁ ✈ ④ ☎▼❤ ❷ ☎ ❫✭❭❑❬✭❭ ☎ q ❣ ✈ ❬ ✈ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✈ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡✭✝ ❪ ❣ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ❤☞☎ ❬✭❭ ❧ ❣ ❷✗❷ ✡ ❪ ✈
② ✝✴❣ ❭❑q ✡ ✰ ❫ ✡➭✡➭✁ ✲ ✁❄❣ q❄❫➉❪ ✡ ④✴❸ ✡✌❤ ❭❑q ✚➇❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈❹✈ ❛❅❨✗❭❑❾ ❣ ❪ ✡ q❜❬ ✡ ➋❼❪ ❣ ❫ ✡ q❄❫✁❭ ⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ② ✝✴❣ ❭❑q ✡➔✁❄❣ q❄❫
❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ➓ ① ⑩ ✣✍✌ ❲ � ☎ ❨❄❫ ❣ ❾ ☎ q❄❫ ❣ ❭❑q❄❫✁❭ ❤ ❭✲❫ ✡ q ✈ ❾✜❭ ✁✬✡ q❄④ ✡ ❨✗q ⑧ ❭ ❣ ❭✲❫ ✁❄❣ q❄❫✬❪ ✡ ❫✵❷ ✝ ✈ ④ ✈ ✁✬✡ q❜❬ ✡ ❫ ❤ ✈ ❬✭❸❇③☎✹✁✬✡ ❫ ✁✄✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❲ ✌ ✂♠❣ ❭◗❷ ☎ ❨ ✝ ❫✁❨✗❭❑❾❅❭★④ ✡ ❬✭❬ ✡ ✈ ❬✭❨ ✁✬✡ ❫✭❨ ✝ ❨✗q✼❷✗❪ ❣ q➒④ ☎▼❤✮⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ✚ ✡ ❬ ❣ ❭ ☎▼⑧ ❬ ✡ q❅❨ ✚ ✁❄❣ q❄❫
❨✗q ✡ ④ ☎ ❪❑❪ ❣✐⑧✣☎✞✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❾ ✡ ④ ♥ ❲ ❿❲☎ ❨❄❫✁❛❜❨ ✡ ❬✾③ ♥ ✈ ❪ ☎ ❨ ✚ ✁✬✡ ❫ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫ ✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫⑧✣❣ ❫ ✈ ❫✿❫✭❨ ✝❲✁✬✡ ❫ ❤ ✈ ❬✭❸ ☎❣✁✬✡ ❫✿❷ ❣✏✝❲✝✟✡✱❽❛✡ ❬ ✁❄❣ q❄❫✯❪ ✡ ❫✯❬ ✝✟☎ ❭✲❫✵④ ❣ ❫ a < b ✚ a = b ✡ ❬ a > b

❲ ① ❣ ❷ ✝✟✡ ❨✗❾ ✡❿✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡
❪❑❭❑q ✈ ❣✏✝ ❭❑❬ ✈ q ☎ ❨❄❫ ❣❹❣✐❤☞✡ q ✈ ❫❻➋➆❷ ☎ ❨❄❫✁❫ ✡✭✝ ❷✗❪❑❨❄❫ ✡ q ❣ ❾ ❣ q❜❬✮❪ ✂ ✈ ❬✭❨ ✁✬✡❑✁✬✡ ④ ✡ ❫✟④✁❸ ✡✌❤ ❭❑q❄❫ ✁✄✂ ❨✗q➒❷ ☎ ❭❑q❜❬ ✁✬✡ ❾✜❨ ✡✈ q❜❨ ❤ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ❧✌✚ ✡ ❬ ❣ ❧ ❣ ❭❑❬ ❣ ❷✗❷ ❣✏✝✴❣☞☛ ❬ ✝✟✡❊✁✬✡ ❫ ✝ ✈ ②❡❭ ❤☞✡ ❫ ✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❜❬✁❫ ✁❄❣ q❄❫✵④ ✡ ❫✿❬ ✝✟☎ ❭✲❫✵④ ❣ ❫ ✚ ❣ ❭❑q❄❫✁❭●❛❅❨ ✡❿✁✬✡ ❫✿❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫
② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ ❫ ✁✬✡⑤✁ ✈ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡✌❤☞✡ q❅❬❩❬ ✝✴❣ q❄❫✁④ ✡ q ✁❄❣ q❅❬ ✡ ❫ ❲



�✂✁ ➦◗➞ ➙ ➞ ➦❿Ð⑨➥✟➞ ➙ ➞ ➑◗➘◗✿

✥✙❪ ❤➒✂♠❣ ❨ ✝✴❣ ❭❑❬ ✈ ❬ ✈ ❭ ❤ ❷ ✡ q❄❫ ❣✐⑧ ❪ ✡✼✁✬✡ q ✡ ❷ ❣ ❫ ✁ ✈ ⑧ ❨✗❬ ✡✭✝ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❪❑❭✲❫✭❬ ✡ ✚✐q ☎ q ✡❵❴ ❸ ❣ ❨❄❫✭❬✭❭❑❾ ✡ ✚▼❷ ❣✏✝ ❨✗q ✝✟✡✌❤☞✡✭✝ ④✌❭ ✡✌❤☞✡ q❅❬❣✞✁✠✝✟✡ ❫✁❫ ✈ ➋ ⑩ ❪ ❣ ❭❑q ✉✻➈ � ✥✌✣ ➈ ✚ ❤☞☎ q ✁ ❭ ✝✟✡ ④✌❬ ✡ ❨ ✝❻✁✬✡ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡❊✡ ❬☎✄✝✆ ★ ★ ✦✟✞ ✆ ✢✧✦✆✭✰✯✡✠✕✢ ✁✬✡ ❷✗❨✗❭✲❫ ❤❦❣ ❭❑q❅❬ ✡ q ❣ q❜❬ ❞ ❣ q❄❫ ❲� ✂♠❣ ♣ ❣ q❜❬ ✝ ✈ ❧ ✝ ✈ q ✈ ❣ ❨❄④✌❨✗q ✁✬✡✻❤☞✡ ❫ ✡ q❅❬✭❸ ☎ ❨❄❫✭❭ ❣ ❫ ❤☞✡ ❫ ❤❦❣ ❭✲❫ ❣ ♣ ❣ q❜❬✳❫✁❨ ❤➒✂ ❭❑q❄❫✁❨✂☛ ✡✭✝ ❨✗q ✡ ✈ q ✡✭✝ ②❡❭ ✡ q ☎ ❨✗❾ ✡ ❪❑❪ ✡❣ ❨❼④ ✝✟✡ ❨ ❴❅✁✬✡ ❪ ❣ ❾ ❣ ②❡❨ ✡ ✚ ❣ ♣ ❣ q❜❬❩❧ ❣ ❾ ☎✞✝ ❭✲❫ ✈ ❤☞☎ q ❭❑q❜❬ ✈ ② ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁❄❣ q❄❫✳❪ ❣ ④ ☎▼❤❥❤ ❨✗q ❣ ❨✗❬ ✈ ❬ ☎ ❨✗❬ ✡ q ❤➒✂♠❣ ♣ ❣ q❅❬
❭❑q❄④✌❭❑❬ ✈ ➋▲④ ☎ q❄❫ ❣ ④ ✝✟✡✭✝ ❪ ✡ ❬ ✡✌❤ ❷❄❫✬q ✈ ④ ✡ ❫✁❫ ❣ ❭ ✝✟✡ ➋ ❤☞✡ ❫ ✡ q❄❫ ✡ ❭❑②❡q ✡✌❤☞✡ q❅❬✁❫✛✚ ❣ ♣ ❣ q❜❬✬❭❑q❄❫✭❭✲❫✁❬ ✈ ❫✭❨ ✝ ❪ ❣ q ✈ ④ ✡ ❫✁❫✭❭❑❬ ✈ ✁✬✡✁ ✈ ④ ☎ ❨✗❾ ✝ ❭ ✝ ❪ ✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫✩❭ ❤ ❷✗❪❑❭✲④✌❭❑❬ ✡ ❫✩❛❅❨✗❭ ✝ ✈ ②❡❭✲❫✴❫ ✡ q❜❬✩q ☎ ❫❩④ ☎▼❤❥❤ ❨✗q ❣ ❨✗❬ ✈ ❫❘❫✁④✌❭ ✡ q❜❬✭❭ ✇ ❛❅❨ ✡ ❫✩❬ ☎ ❨✗❬ ✡ q ❤➒✂♠❣ ♣ ❣ q❅❬
❷ ✝ ✈ ❤ ❨✗q✗❭❄④ ☎ q❅❬ ✝✟✡ ❨✗q▲④✌♣✜q✗❭✲❫ ❤☞✡ ❷ ✝ ✈ ④ ☎ ④ ✡ ✚ ⑩ ❪ ❣ ❭❑q ✡ ❫✁❬ ❪ ✡✼✁ ❭ ✝✟✡ ④✌❬ ✡ ❨ ✝ ❛❜❨ ✡ ❽Ò✡ ❫ ☎ ❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ✡ ➋✬❬ ☎ ❨✗❬ ✁✬☎ ④✌❬ ☎✞✝✴❣ q❜❬ ✡ q⑧ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ❲ ✣❅❨ ✝ ❪ ✡ ❷✗❪ ❣ q ❫✴④✌❭ ✡ q❜❬✭❭ ✇ ❛❅❨ ✡ ✚❅❫ ❣❊✝ ❭❑②❡❨ ✡ ❨ ✝ ❤ ✈ ❬✭❸ ☎✹✁✬☎ ❪ ☎ ②❡❭✲❛❜❨ ✡ ④ ☎▼❤✮⑧ ❭❑q ✈ ✡ ➋✻❨✗q ✡ ❾ ☎ ❪ ☎ q❅❬ ✈✁✄✂♠❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❨ ❴ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ✈ ❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ⑧ ❭ ☎ ❪ ☎ ②❡❭✲❛❅❨ ✡ ❫✳❫ ☎ q❜❬✬❨✗q ✡ ❫ ☎ ❨ ✝ ④ ✡◗✁✄✂ ❭❑q❄❫✭❷✗❭ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q➁❷ ✡✭✝✭❤❦❣ q ✡ q❜❬ ✡ ❲

✌ ✡ ❫ ☎ ❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ✡➤✡ q❄❫✁❨✗❭❑❬ ✡➉❣✞✁✠✝✟✡ ❫✴❫ ✡✭✝ ❨✗q ✝✟✡✌❤☞✡✭✝ ④✌❭ ✡✌❤☞✡ q❅❬❻➋ ❶ ❸✗❭❑❪❑❭❑❷✗❷ ✡ ➓ ① ⑩ ✌ ❳✩① ➈ ✧ ✡ ❬ ➈ ✝ ❭✲④ ✜ ✥✌☞ ⑩ ① ✣ ✚
❛❅❨✗❭ ☎ q❜❬ ✡ ❨➒❪ ❣ ② ✡ q❜❬✭❭❑❪❑❪ ✡ ❫✴❫ ✡❑✁✄✂♠❣ ④❍④ ✡ ❷✗❬ ✡✭✝➤✁✄✂✆☎ ❬ ✝✟✡ ❪ ✡ ❫ ✝✴❣ ❷✗❷ ☎✞✝ ❬ ✡ ❨ ✝ ❫ ✁ ❨ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❜❬ ❤❦❣ q❜❨❄❫✁④ ✝ ❭❑❬ ❲✡❶ ❸✗❭❑❪❑❭❑❷✗❷ ✡ ✚
❷ ❣✏✝ ❪ ✂♠❣ ④✌❨✗❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❫ ✡ ❫➇❭❑q❜❬✭❨✗❭❑❬✭❭ ☎ q❄❫ ✡ ❬✹❪ ✡ ❬ ☎ q ✚❅❬ ☎ ❨ ❽Ò☎ ❨ ✝ ❫✹❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤☞✡ ❪ ✡ ❬ ✁ ✈ ❬ ✡ q ✁ ❨ ✚❇❛❅❨ ✂ ❭❑❪ ❣ ❫✁❨ ❭❑q❄❫✭❨✂☛ ✡✭✝ ➋✻q ☎ ❫✁ ❭✲❫✁④✌❨❄❫✁❫✁❭ ☎ q❄❫✛✚ ✡ ❫✁❬✮❪ ✂ ❨✗q ✁✬✡ ④ ✡ ❨ ❴ ❛❜❨✗❭ ☎ q❜❬❻❧ ❣ ❭❑❬❻❪ ✡ ❷✗❪❑❨❄❫✟❷ ✝✟☎ ② ✝✟✡ ❫✴❫ ✡✭✝❻❤❦❣➒✝ ✈ ✞ ✡❵❴ ❭ ☎ q ❫✭❨ ✝ ❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ✚ ✡ ❬✮❷✗❪❑❨❄❫✮② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬❥❫✭❨ ✝ ❪ ❣ ④ ☎▼❤✮⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❲➁➈ ✝ ❭✲④ ❣ ❷ ☎ ❨ ✝ ❫ ❣ ❷ ❣✏✝ ❬✟❧ ☎ ❨ ✝ q✗❭ ❨✗q ❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❭❑❪✁✬✡◆✝✟✡ ❪ ✡ ④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❷ ✝✟☎ ❷ ✝✟✡✌❤☞✡ q❜❬❘❸ ✡✭✝ ④✌❨✗❪ ✈ ✡ q ✡ ❬❩❭ ❤ ❷✗❭❑❬ ☎ ♣ ❣✐⑧ ❪ ✡ ✚ ✡ ❬ ❽Ò✡ ❬✭❭ ✡ q❄❫✩❬ ☎ ❨✗❬❩❷ ❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❨✗❪❑❭ ♦✭✝✟✡✌❤☞✡ q❅❬❻➋ ❪ ✡◆✝✟✡ ③❤☞✡✭✝ ④✌❭ ✡✭✝❊✁✬✡ ❫ ❣ ❷ ❣ ❬✭❭ ✡ q❄④ ✡ ❲ ✌ ✡❻❤➒✂✆✡ ❫✭❬✭❭ ❤☞✡❆✡❵❴ ❬ ✝✄☎✌❤☞✡✌❤☞✡ q❅❬✟④✁❸ ❣ q❄④ ✡ ❨ ❴❽✁✄✂♠❣ ❾ ☎ ❭ ✝❊✡ ❨❼❷ ☎ ❨ ✝⑨✝✴❣ ❷✗❷ ☎✞✝ ❬ ✡ ❨ ✝ ❨✗q
❫✁④✌❭ ✡ q❅❬✭❭ ✇ ❛❜❨ ✡◆✁✄✂ ❨✗q ✡ ④✌❨✗❪❑❬✭❨ ✝✟✡⑤✡ ❬ ✁✄✂ ❨✗q ✡⑤☎ ❨✗❾ ✡✭✝ ❬✭❨ ✝✟✡ ❫✁④✌❭ ✡ q❜❬✭❭ ✇ ❛❅❨ ✡✮❣ ❨❄❫✁❫✁❭❯❾ ❣ ❫✭❬ ✡ ❫ ❲

✌ ✡⑤✝✟✡✌❤☞✡✭✝ ④✌❭ ✡ ✌ ☎ ✠ ✝✟☎ ♣ ❿ ➈ ⑩✵➌✎✍✩➌ ✥ ➈ ✜ ✁✄✂♠❣ ❾ ☎ ❭ ✝❩❣ ④❍④ ✡ ❷✗❬ ✈ ❪ ❣ ❷ ✝ ✈ ❫✭❭ ✁✬✡ q❄④ ✡◗✁ ❨ ❽ ❨ ✝ ♣ ✚❇❭❑❪ ❣ ④ ☎ q❅❬ ✝ ❭ ⑧ ❨ ✈ ➋
❪ ❣ ④ ☎ q❄❫✁❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡✵❤❦❣ ❫ ✡ q❄❫✭❭ ⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤ ❭✲❛❅❨ ✡❩❣ ❨ ❬ ✝✴❣ ❾ ✡✭✝ ❫ ✁✬✡ ④ ☎ ❨ ✝ ❫ ✁✄✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤ ❭✲❛❜❨ ✡ ❷ ❣✏✝✴❣ ❪❑❪ ♦ ❪ ✡
❫✭❨✗❭❑❾✜❭✲❫ ✡ q➍❪❑❭✲④ ✡ q❄④ ✡ s ❤❦❣☞☛ ❬ ✝ ❭✲❫ ✡ ✚✺④ ✡ ❛❜❨✗❭ ❤➒✂♠❣ ❷ ✡✭✝✭❤ ❭✲❫ ❤❦❣ ❭❑q❅❬ ✡ ❫✵❧ ☎ ❭✲❫ ✁✬✡ ❷✗❨✗❭✲❫ ✁✬✡✻⑧✬✝ ❭❑❪❑❪ ✡✭✝ ✡ q❼❫ ☎ ④✌❭ ✈ ❬ ✈ ✡ q ✡❵❴ ③
❷✗❪❑❭✲❛❅❨ ❣ q❜❬✬❪ ✡ ❫ ✝✴❣ ❭✲❫ ☎ q❄❫ ✁ ❨❹④ ✝✴❣ ❫✁❸ ✁✄✂ ⑩ ✜ ✥ ⑩ � ➈ ☎ ❨✡❪ ✂✆✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ✡ q❄④ ✡ ❭❑q❜❬ ✝ ❭❑q❄❫ ♦ ❛❅❨ ✡⑤✁✬✡ ❫✁④ ✈ q ❣✏✝ ❭ ☎ ❫✾③⑤④ ❣ ❬ ❣ ❫✁❬ ✝✟☎ ❷✗❸ ✡✁✬✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫❩q ☎ q❇③ q❜❨✗❪❑❪ ✡ ❫✻❫✭❨❄❫✴④ ✡ ❷✗❬✭❭ ⑧ ❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ❧ ❣ ❭ ✝✟✡⑤✁ ✈ ❧ ❣ ❭❑❪❑❪❑❭ ✝ ❪ ✡ ❫✳❬ ☎ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡ ④ ☎ q❅❬ ✝✄✂ ❪ ✡ ❲ ❿ ❭ ✡ q ❛❜❨ ✂ ✈ ❬ ❣ q❅❬
❭✲❫✁❫✭❨ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ④ ☎▼❤❥❤ ❨✗q ❣ ❨✗❬ ✈ ❫✁④✌❭ ✡ q❜❬✭❭ ✇ ❛❅❨ ✡❻❣ ❫✴❫ ✡ ➀ ✈ ❪ ☎ ❭❑②❡q ✈ ✡◗✁✬✡ ❪ ❣❥⑧ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ✚✣❭❑❪ ❣ ❫✭❨❹❫ ✂ ❭❑q❜❬ ✈ ✝✟✡ ❫✴❫ ✡✭✝
➋ ❤☞✡ ❫ ❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❨ ❴ ✚❅④ ☎▼❤❥❤☞✡❿✡ q ☎ q❜❬✯❬ ✈ ❤☞☎ ❭❑②❡q ✈ ❪ ✡ ❫✯❛❅❨ ✡ ❫✭❬✭❭ ☎ q❄❫ ✡ ❬ ✝✟✡✌❤❦❣✏✝ ❛❅❨ ✡ ❫✹❬ ✝✁♦ ❫✹❷ ✡✭✝ ❬✭❭❑q ✡ q❜❬ ✡ ❫✿❛❜❨ ✂ ❭❑❪ ❤➒✂♠❣❣✞✁✠✝✟✡ ❫✁❫ ✈ ✡ ❫ ❲

✉ ❣ q✗❭ ✡ ❪✬❢ ⑩✵➌ ✧ ✌ ➈ ✜❩➈ ✧✤✚ ✌ ❣ ④❍❛❅❨ ✡ ❫ � ✥ ⑦ ❳✩① ⑩ ✣ ✡ ❬ ♥ ❣✏✝✭➊ ❨❄❫ � ➈ ❿ ➈ ① ❤➒✂✆☎ q❅❬✮❧ ❣ ❭❑❬✮❪ ✂ ❸ ☎ q✗q ✡ ❨ ✝❆✁✬✡
❪ ✡ ❨ ✝ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❄④ ✡✹❣ ❨▲❫ ✡ ❭❑q ✁ ❨ ❽ ❨ ✝ ♣ ❲ ① ✡ ❨ ✝ ❫ ✈ ④✌❪ ❣ ❭ ✝✴❣ ② ✡ ❫ q ☎ ❨✗❾ ✡✥❣ ❨ ❴◆✡ ❬ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫★❫✭❨ ✝ ❤☞✡ ❫➑❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❨ ❴ ✚✡❵❴ ❷ ✝ ❭ ❤ ✈ ❫✬➋✮❬ ✝✴❣ ❾ ✡✭✝ ❫ ✁✬✡ ❫✿❛❜❨ ✡ ❫✁❬✭❭ ☎ q❄❫ ❣ ❫✭❬✭❨❄④✌❭ ✡ ❨❄❫ ✡ ❫ ✡ ❬ ✁✬✡ ❫✿④ ☎ q❄❫ ✡ ❭❑❪✲❫✯❧ ✝✴❣ q❄④❍❫ ✚❅❭❑q✟✞❄❨ ✡ q❄④ ✡✭✝✟☎ q❅❬✬❷ ☎ ❨ ✝✯⑧✣✡✥❣ ❨❇③
④ ☎ ❨✗❷ ❤☞✡ ❫✳❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❨ ❴✱✁✬✡ ❷ ☎ ❫✭❬✾③ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡ ❲

➌ q ✡ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡✯✡ ❫✭❬✟❨✗q ✡❵❴✬✡✭✝ ④✌❭✲④ ✡❑✁✬✡ ❪ ☎ q✗②❡❨ ✡ ❸ ❣ ❪ ✡ ❭❑q ✡ ✚◗❫ ✂✆✡ ✠ ✡ ④✌❬✭❨ ❣ q❜❬ ✁❄❣ q❄❫❻❨✗q ✡ q❜❾✜❭ ✝✟☎ q✗q ✡✌❤☞✡ q❜❬ ✁✬☎ q❅❬✁ ✈ ❷ ✡ q ✁ ❷ ☎ ❨ ✝✿⑧✣✡✥❣ ❨❄④ ☎ ❨✗❷➍❪ ✂ ❭ ❤ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭ ☎ q➍❪ ❣ ❭✲❫✁❫ ✈ ✡❘❣ ❨ ✁✬☎ ④✌❬ ☎✞✝✴❣ q❜❬ ❲ ✉ ❣ q❄❫ ❤☞☎ q❹④ ❣ ❫✛✚❇④ ✡ ❬ ✡ q❜❾✜❭ ✝✟☎ q✗q ✡✌❤☞✡ q❜❬
❫ ✂✆✡ ❫✭❬ ❣ ❾ ✈ ✝ ✈ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬✳❷✗❪ ❣ ❭✲❫ ❣ q❅❬ ✡ ❬✳❫✭❬✭❭ ❤ ❨✗❪ ❣ q❜❬❩❛❅❨ ✂ ❭❑❪ ❤☞✡ ❾✜❭ ✡ q❜❬✬❷ ✝✟✡ ❫✴❛❜❨ ✡ ❷ ❣✏✝ ❧ ☎ ❭✲❫ ✁✬✡ ❫ ✡ q❅❾❅❭ ✡ ❫ ✁✬✡ ✢✧✯✑✏✓✒
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❬ ☎ ❨✗❬ ✁✄✂♠❣✐⑧●☎✞✝✟✁ ✚❇❛❅❨✗❭ ❣▲❣ ❷✗❷ ❣✏✝✟✡✌❤❥❤☞✡ q❜❬✳❷✗❨ ❤☞✡ ❫✭❨✗❷✗❷ ☎✞✝ ❬ ✡✭✝ ❱ ❣ q❄❫✿④ ☎▼❤❥❤☞✡ ④ ☎ ③ ⑧ ❨ ✝✟✡✥❣ ❨ ✚ ✡ ❬ ❣ ❨ ✝✴❣➉❣ ❨ ✇ q ❣ ❪✞ ✢✥✯✱✫✠✟ ✠✜✯ ✝ ✈ ❨❄❫✴❫✭❭❅➋ ❤☞✡ ❧ ❣ ❭ ✝✟✡ ④ ☎▼❤ ❷ ✝✟✡ q ✁✠✝✟✡ ❫ ☎ q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡✼✁✬✡ ❷ ✝✟☎ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❬✭❭ ☎ q ✁ ♣✜q ❣✐❤ ❭✲❛❅❨ ✡❼✡ q O(n6)

✶
✌ ✡✥❣ q ❶ ❣ ❨✗❪ ➓ ❳ ✜✳➈ ✣✦✧✤✚❜q ☎ ❬ ✝✟✡ ❷ ♦✭✝✟✡ ❫✭❷✗❭ ✝ ❭❑❬✭❨ ✡ ❪✺➋❘❬ ☎ ❨❄❫✛✚ ✁✬☎ q❜❬✹❪ ❣ ④ ☎ q❜❾ ✡✭✝ ❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q❦❧✎❨✗❬➇❬ ☎ ❨ ❽❛☎ ❨ ✝ ❫ ✝ ❭✲④✁❸ ✡ ✚❅❷ ✝✟☎ ③
❧ ☎ q ✁✬✡ ✚ ✡ ❬ ✁✄✂♠❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q➆❭ ❤❥❤ ✈ ✁ ❭ ❣ ❬ ✡ ✰ ❨✗q ⑧ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲④✌❭ ✡ q ✚ ✡ q ❫ ☎▼❤❥❤☞✡ ❲❑❲❑❲ ✲ ❲ ✣ ❣❊✁ ❭✲❫✁❷ ☎ q✗❭ ⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✡ ❬ ❫ ❣
❾ ☎ ❪ ☎ q❜❬ ✈ ✁✄✂♠❣ ❭ ✁✬✡✭✝ ❫ ✡ ❫ ❽Ò✡ ❨✗q ✡ ❫➇④ ☎ ❪❑❪ ♦ ②❡❨ ✡ ❫ ❬✭❸ ✈ ❫ ❣✏✝✟✁ ❫ ❫ ☎ q❜❬➇❷ ☎ ❨ ✝➇⑧✣✡✥❣ ❨❄④ ☎ ❨✗❷ ✁❄❣ q❄❫➇❪ ❣ ④ ✝ ✈ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❫✭❷ ✝ ❭❑❬✁✄✂ ✈ ❛❅❨✗❭❑❷ ✡✟❣ ❨❹❫ ✡ ❭❑q ✁✬✡ ④ ✡ ④ ☎ ❪❑❪ ✡ ④✌❬✭❭ ❧ ✶ ✜ ☎▼❤❦❣ ❭❑q ✜ ✥ ☞ ✥ ➈✢✜✳➈ ✚ ✁✬☎ q❜❬ ❽➭✂♠❣ ❭❯❷✗❨ ❣ ❷✗❷ ✝ ✈ ④✌❭ ✡✭✝ ❪ ❣➤✝ ❭❑②❡❨ ✡ ❨ ✝✵❤❦❣ ❬✭❸ ✈ ③❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡◆✡ ❬❩❪ ✡ ❫✳❷ ✝✟☎ ❧ ☎ q ✁✬✡ ❫❩④ ☎▼❤ ❷ ✈ ❬ ✡ q❄④ ✡ ❫✩❬ ✡ ④✁❸✗q✗❭✲❛❅❨ ✡ ❫✛✚●❫ ❣ q❄❫✬❷ ❣✏✝ ❪ ✡✭✝❿✁ ❨ ❽❛☎ q✗②❡❪ ❣ ② ✡ ✶●❶ ❣ ❬ ✝ ❭✲④ ➊➁⑩ ♥ ⑩ ✜ ✚✁✬☎ q❜❬✯❪ ❣ ② ✡ q❅❬✭❭❑❪❑❪ ✡ ❫✁❫ ✡ ❫ ❣ q❄❫➇❪❑❭ ❤ ❭❑❬ ✡ ✡ ❬✹❪ ❣ ④ ☎ q❄❫✭❬ ❣ q❅❬ ✡✳⑧✣☎ q✗q ✡ ❸❜❨ ❤☞✡ ❨ ✝ ❧✎❨ ✝✟✡ q❜❬ ✁✬✡ ❾ ✝✴❣ ❭✲❫✹❫ ☎ ❨✗❬✭❭ ✡ q❄❫ ✁❄❣ q❄❫ ❪ ✡ ❫
❸ ✡ ❨ ✝✟✡ ❫✬❫ ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ❫ ✶ ✣❅❬ ✈ ❷✗❸ ❣ q ✡ ☞ ✥ ⑩ ① ➈ ✧ ✧ ➈ ✚ ✁✬☎ q❜❬✬❪ ✡ ❫✿❭❑q❅❬✭❨✗❭❑❬✭❭ ☎ q❄❫✵❧✎❨✗❪❑②❡❨ ✝✴❣ q❜❬ ✡ ❫ ✡ q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤ ❭✲❛❅❨ ✡ ✚✗❨✗q
❷ ✡ ❨ ✡ ✠ ✝✴❣ ♣ ❣ q❅❬ ✡ ❫ ❣ ❨ ✁ ✈ ⑧ ❨✗❬✛✚❇❫ ✡ ❫ ☎ q❜❬ ❣ ❾ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫ ❣ ❨ ✇ q ❣ ❪ ✡❵❴ ❬ ✝✄☎✌❤☞✡✌❤☞✡ q❜❬✵❫✭❬✭❭ ❤ ❨✗❪ ❣ q❜❬ ✡ ❫ ✡ ❬✯❷ ✝✟☎ ❧ ☎ q ✁ ✈ ❤☞✡ q❅❬✡ q ✝ ❭✲④✁❸✗❭✲❫✴❫ ❣ q❜❬ ✡ ❫ ✶◗♥ ☎ ❸ ❣✐❤☞✡➭✁ ➈ ① ⑩ ✧ ✥ ✁✬☎ q❜❬✟❪ ✡ ④ ❣ ❪ ❤☞✡ ✚❯❪ ❣➔✁ ❭✲❫✴④ ✝ ✈ ❬✭❭ ☎ q ✡ ❬❘❪ ❣❦❤☞☎✹✁✬✡ ❫✭❬✭❭ ✡ q ✂♠❣✏✝❛✝ ❭❑❾ ✡ q❅❬✟❷ ❣ ❫
➋ ✁ ❭✲❫✁❫✭❭ ❤ ❨✗❪ ✡✭✝ ❨✗q✼❾ ✝✴❣ ❭ ⑧ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲④✌❭ ✡ q ✶ ⑦✯✈ ❪❑❭❑q ✡ ✜ ❳ ➌ ☞ ➈ ✥ ✜ ❳✩①✢✚ ✁✬☎ q❅❬✻❪ ✂✆✡✌❤ ❷ ❣ ❬✭❸✗❭ ✡➀✡ ❬❩❪ ✂ ❸❅❨ ❤❦❣ q✗❭❑❬ ✈❤➒✂✆☎ q❜❬▲❫✭❨ ✝ ❷ ✝ ❭✲❫ ✡ ❬ ❤❦❣✏✝ ❛❜❨ ✈✒✶ ⑩ q✗q ✡ ❪❑♣✜❫ ✡ ✧ ✌ ✟ ☞ ➈ � ✥ � ✚➑❛❅❨✗❭➇❫ ❣ ❭❑❬✟❬ ☎ ❨✗❬✟❪ ✡ ❷ ✡ ❨ ✁✬✡ ❤❦❣ ❪ ❛❜❨ ✡❘❽Ò✡ ❷ ✡ q❄❫ ✡✁✄✂✆✡ ❪❑❪ ✡ ✶➑⑦✯✈ ✁✠✝ ❭✲④✯✣ ⑩✵➌ ① ➈ ✚✺❛❜❨✗❭ ❤➒✂♠❣ ❧ ❣ ❭❑❬ ✁✬✡ ❫ ✝✟✡✌❤❦❣✏✝ ❛❜❨ ✡ ❫❩❬ ✝✁♦ ❫✳❷ ✡✭✝ ❬✭❭❑q ✡ q❜❬ ✡ ❫✻❫✭❨ ✝ ❪ ✡ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❅❬ ❤❦❣ q❅❨❄❫✁④ ✝ ❭❑❬✡ ❬ ❣ ❾ ✡ ④➍❛❅❨✗❭ ❽✭✂✆✡ ❫✭❷ ♦✭✝✟✡ ④ ☎ ❪❑❪ ❣✐⑧●☎✞✝✟✡✭✝☞✁❄❣ q❄❫➉❨✗q ❧✎❨✗❬✭❨ ✝ ❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✡ ➋➁❪ ✂♠❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫➉❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❜❬✁❫➉❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❨ ❴ ✶❿✵❣ ❫✭❬✭❭ ✡ q ✜ ⑩ � ⑦✯➈ ✡ ❬✹①❯❨❄④✌❭ ✡ ❢ ➈ � ✧ ✥✙①✴✣ ✚ ❣ ❾ ✡ ④❩❛❅❨✗❭ ❽➭✂♠❣ ❭✣❷ ❣✏✝ ❬ ❣ ② ✈ ⑧●✡✥❣ ❨❄④ ☎ ❨✗❷➆❷✗❪❑❨❄❫✯❛❜❨ ✡ ❛❜❨ ✡ ❪✲❛❅❨ ✡ ❫ ④ ❣ ❧ ✈ ❫☎ ❨ ❬✭❸ ✈ ❫ ✶ ✣ ❣✏✝✴❣ ❸ ⑦ ❳ ✌ ➈ � ③ ❿ ❳ ➌ ① ⑩ ✡ ✥ ⑩ ✚ ❛❜❨✗❭✯④ ☎ q✗q ❣☞☛ ❬❻❪ ✡ ❫ ✝✟☎ ❨ ❣ ② ✡ ❫ ✡ ❬ ❤➒✂♠❣ ❨ ✝✴❣❸✁ ✈ q❜❨ ✁ ✈ ✁✄✂ ❨✗q ❷ ✡ ❨✁✬✡ ❤❦❣ q ❣☛✡ ❾ ✡ ❬ ✈ ❨✗q✗❭❑❾ ✡✭✝ ❫✭❭❑❬ ❣ ❭ ✝✟✡ ✶ ✡ q ✇ q ⑦ ❸ ✝ ❭✲❫✭❬✭❭❑q ✡ ➓✴✜ ❳ ✥ ✉✻➈ ☞ ⑩✵➌✵✹ ✚ q ☎ ❬ ✝✟✡ ④✁❸ ✡ ❧ ⑧ ❭ ✡ q❇③ ❣ ❭ ❤ ✈ ✡ ✚ ➋➁❛❅❨✗❭❽➭✂♠❣ ❬✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝✵⑧●✡✥❣ ❨❄④ ☎ ❨✗❷ ✁❄❣ q❄❫✳❪ ❣➤✝ ✈ ❨❄❫✁❫✭❭❑❬ ✡⑤✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ✈ ❛❜❨✗❭❑❷ ✡✻⑧ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❲

✉ ❣ q❄❫❘❨✗q ✡ q❜❾✜❭ ✝✟☎ q✗q ✡✌❤☞✡ q❜❬➉➋➆❷ ✡ ❭❑q ✡ ✈ ❪ ❣✏✝ ②❡❭ ✰➻✁✬✡ ❛❅❨ ✡ ❪✲❛❜❨ ✡ ❫❘④ ✡ q❅❬ ❣ ❭❑q ✡ ❫ ✁✬✡▲❤ ♦ ❬ ✝✟✡ ❫✟❫ ✡ ❨✗❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ❲❑❲❑❲ ✲ ✚❽❛✡ ❾ ☎ ❨ ✁✠✝✴❣ ❭✲❫✻❭❑q❄④✌❪❑❨ ✝✟✡❆✁❄❣ q❄❫✻④ ✡ ❫ ✝✟✡✌❤☞✡✭✝ ④✌❭ ✡✌❤☞✡ q❜❬✁❫❘❪ ✡ ❫✻④ ☎ ❪❑❪ ♦ ②❡❨ ✡ ❫ ✡ ❬ ❣✐❤ ❭✲❫ ✁ ❨ ① ✥ ♥ ✣✦✥✪✚ ✁✬✡ ❪ ✂ ✥✭❢ ♥ ✚ ✁✬✡ ❪ ✂
✥ ❿✯❿ ♥✝⑦ ✡ ❬ ✁ ❨ ⑦ ❢ ♥ ✚◗❛❜❨✗❭ ☎ q❜❬❥❬ ☎ ❨❄❫ ❣ ④✌❬✭❭❑❾ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❭❑❷ ✈ ➋❼❪ ✂ ✈ ❤☞✡✭✝ ② ✡ q❄④ ✡✱✁✄✂ ❨✗q ❷ ✂ ❪ ✡❦⑧ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎✞✝ ③❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ➋❦❳ ✝ ❫ ❣ ♣ ✚ ✡ q❜❬ ✝✟✡➉❣ ❨✗❬ ✝✟✡ ➋❥❬ ✝✴❣ ❾ ✡✭✝ ❫✩❪ ✂♠❣ ④✌❬✭❭ ☎ q ✁ ❨ ❶ ❶➇➓ ❿ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎ ❲✯❶ ❣✏✝✭❤ ❭ ✡ ❨ ❴ ✚ ❽Ò✡◆✁ ❭✲❫✭❬✭❭❑q✗②❡❨ ✡✭✝✴❣ ❭☛ ♥ ❭✲④✁❸ ✡ ❪ ✧ ➈ ✜✳♥ ✥ ➈ ✜ ✚ ✈ ❬ ✡✭✝ q ✡ ❪ ❣✐❤❦❣ ❬ ✡ ❨ ✝➀✁✬✡ ⑧●☎ q✗q ✡✯✁ ❭✲❫✁④✌❨❄❫✁❫✭❭ ☎ q ✚ ✁✬✡ ⑧●☎ q✗q ✡ ④✁❸ ❣ ❭ ✝✟✡➔✡ ❬ ✁✬✡ ④ ☎ q❅❬ ✝✟☎ ③
❾ ✡✭✝ ❫ ✡ ❫ ✈ ④✌❪ ❣ ❭ ✝ ✈ ✡ ❫ ✡ ❬ ✈ ④✌❪ ❣ ❭ ✝✴❣ q❅❬ ✡ ❫ ❲ ✥⑤❪ ✡ ❫✭❬❦❪ ✂ ❨✗q ✁✬✡ ❫❦❷ ♦✭✝✟✡ ❫ ✁✬✡ ❪ ❣➒⑧ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ➋ ❳ ✝ ❫ ❣ ♣ ✡ ❬✛✚✳➋
❨✗q q✗❭❑❾ ✡✥❣ ❨ ❷✗❪❑❨❄❫▲❷ ✡✭✝ ❫ ☎ q✗q ✡ ❪ ✚◗❪ ✂ ❨✗q ✁✬✡ ④ ✡ ❨ ❴ ❛❅❨✗❭ ❤➒✂✆☎ q❅❬ ❤☞☎ q❜❬ ✝ ✈ ❪ ❣ ❾ ☎ ❭ ✡ ❲ ✣ ❣ ❷ ✡✭✝ ❫✭❭✲❫✁❬ ❣ q❄④ ✡▼✁❄❣ q❄❫▲❫ ❣
❾ ☎ ❪ ☎ q❜❬ ✈ ✁✬✡✬❤☞✡ ❾ ☎ ❭ ✝ ❬ ✝✴❣ ❭❑❬ ✡✭✝ ④ ✡✭✝ ❬ ❣ ❭❑q❄❫✹❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡ ❫ ✡ ❫✭❬✹➋✻❪ ✂✆☎✞✝ ❭❑②❡❭❑q ✡⑨✁✬✡ q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ❨❄❫ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫ ④ ☎ q❜❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q❄❫✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡ ✶✹✉ ❣ ❾❅❭ ✁➏⑩✩❿ ➈✢✜ ❢ ➈ ① ✚◗❛❜❨✗❭ ✡ ❫✭❬▲❪ ✂ ❨✗q ✁✬✡ ❫❻❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ✡✭✝ ❫ ⑧ ❭ ☎ ❪ ☎ ②❡❭✲❫✭❬ ✡ ❫❥❛❜❨ ✡✮❽➭✂♠❣ ❭ ✝✟✡ q❄④ ☎ q❅❬ ✝ ✈
❛❅❨✗❭ ❣ ❭❑❬✌☞ ✦✆✩ ✭ ★ ✦ ✏ ✆ ✩ ✭ ✩✞✤✎✍ ✠ ✄✠✏ ✯✡✏ ✩✒✑ ✡ q ✁ ❭ ✝✟✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ✂ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❲ � ☎ ❬ ✝✟✡▼✝✟✡ q❄④ ☎ q❜❬ ✝✟✡ ➋❹❨✗q ❭❑q❇③
❫✭❬ ❣ q❅❬ ☎✡✠➒❤☞☎ ❭ ③ ❤ ☎✌❤☞✡ ④✁❸ ✡✭✝ ④✴❸ ❣ ❭✲❫ ➋➍④ ☎▼❤ ❷ ✝✟✡ q ✁✠✝✟✡ ❪ ✡ ❫✟❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ✈ ❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ⑧ ❭ ☎ ❪ ☎ ②❡❭✲❛❜❨ ✡ ❫✮❧ ❨✗❬ ❤❦❣✏✝ ❛❜❨ ❣ q❅❬ ✡✡ ❬ ✡❵❴ ❬ ✝✄☎✌❤☞✡✌❤☞✡ q❜❬ ✡ q ✝ ❭✲④✴❸✗❭✲❫✁❫ ❣ q❜❬ ✡ ✶❘❶ ❭ ✡✭✝❛✝✟✡ ❢ ✜ ❳✤✣ ✚ ⑧ ❭❑q ✂▼❤☞✡❸✁✬✡ ❬ ☎ ❨ ❽Ò☎ ❨ ✝ ❫✛✚ ✁✬☎ q❅❬ ❪ ✡ ❫❦❾ ☎ ❪❑❨✗❬ ✡ ❫ ✡ ❬ ❪ ✡ ❫
❫ ☎ ❨✗❷✗❭ ✝ ❫ ✁✬✡❩❤ ✈ ✁✬✡ ④✌❭❑q❇③ ❪❑❭ ⑧ ✈ ✝✴❣ ❪ ❷ ✝ ✈ ④ ♦➭✁✬✡ q❜❬✵❬ ☎ ❨ ❽❛☎ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡ ❷ ✡ ❨ ❪ ✂ ✈ q ☎ q❄④ ✈ ✁✬✡ ④ ☎ q❄④ ✡ ❷✗❬✁❫✿q ☎ ❾ ❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ❫ ✡ ❬✿❷ ❣✏✝ ③
❧ ☎ ❭✲❫➉q ☎ q ✁ ✈ q❜❨ ✈ ❫ ✁✄✂ ❭ ❤ ❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ❬✭❸ ✈ ☎✞✝ ❭✲❛❜❨ ✡ ❫ ✚ ❛❅❨ ☎ ❭✬❛❜❨ ✂ ❭❑❪ ✡ q ✁ ❭✲❫ ✡ ✶ ✌ ✡✥❣ q❇③ ❶ ❭ ✡✭✝❛✝✟✡ ✜ ❳ ➌ ✣ ✣ ➈ ✧✤✚★❛❅❨✗❭✡ ❫✭❬❥❪ ✂ ❨✗q ✁✬✡ ❫ ☎✞✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ❫❥❪ ✡ ❫ ❷✗❪❑❨❄❫ ⑧ ❪❑❨ ✠ ❣ q❅❬✁❫ ✁✬✡ ④✌❪ ❣✏✝ ❬ ✈ ❛❜❨ ✂ ❭❑❪ ❤➒✂♠❣ ❭❑❬ ❽✁❣✐❤❦❣ ❭✲❫ ✈ ❬ ✈ ✁✬☎ q✗q ✈ ✁✄✂✆✡ q❅❬ ✡ q ✁✠✝✟✡ ✶✌ ❨✗❪❑❭ ✡✟❿ ➈ ✜ � ⑩✵➌ ➈ ✜ ✚✜❛❅❨✗❭ ✡ ❫✭❬✵❨✗q ❣ ❨✗❬ ✝✟✡❊✡❵❴✬✡✌❤ ❷✗❪ ✡❊✁✬✡✻⑧ ❭ ☎ ❪ ☎ ②❡❭✲❫✭❬ ✡ ✰ ❾ ☎ ❭ ✝✟✡ ✚✗❷✗❭ ✝✟✡ ✚ ✁✬✡ ④✁❸✗❭ ❤ ❭✲❫✁❬ ✡ ✲ ❬ ☎▼❤✮⑧ ✈ ✡
❣✐❤☞☎ ❨ ✝✟✡ ❨❄❫ ✡⑧✁ ❨❝④ ☎✹✁❄❣ ② ✡❍✡ ❬ ✁✬✡ ❪ ❣ ❬ ✡ ④✁❸✗q ☎ ❪ ☎ ②❡❭ ✡ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ❲ � ✂✆✡ q ✁✬☎ ❨✗❬ ☎ q❄❫❹❷ ❣ ❫✛✚❩④ ✡ ❫➍② ✡ q❄❫✾③ ❪ ➋✁✬☎▼❤ ❭❑q ✡✭✝✟☎ q❜❬✻❪ ✡❘❤☞☎ q ✁✬✡ ✚✣❨✗q ❽❛☎ ❨ ✝ ✶✔✓ ❾ ✡ ❫ ✉ ✂ ⑩✵➌✩❿ ➈ � ✧✳❳ � ③ ⑦ ⑩ ✜ ⑩ ➓ ⑩ ❛❅❨✗❭ ❣❆✝✴❣✞✁ ❭✲④ ❣ ❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ❤☞☎✹✁ ❭ ✇✣✈ ✚❣ ❨✝④ ☎ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡◆✁✬✡ ❨ ❴ ④ ☎ ❨ ✝ ❬ ✡ ❫ ✁ ❭✲❫✁④✌❨❄❫✁❫✭❭ ☎ q❄❫ ✚ ❤☞☎ q✼❷ ☎ ❭❑q❜❬ ✁✬✡ ❾❅❨ ✡ ❫✭❨ ✝✩❤☞✡ ❫✩❷ ✝✟☎ ❷ ✝✟✡ ❫✻❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❨ ❴ ✁✬✡ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡ ✚❤➒✂♠❣✐❤☞✡ q ❣ q❜❬✵➋✻❨✗q ✡♠✝ ✈ ✞ ✡❵❴ ❭ ☎ q❦q ✈ ④ ✡ ❫✴❫ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫✭❨ ✝ ❪ ✡ ❫ ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ✯✡✏ ✞ ✩✌★ ✤✱✫ ✁✬✡ ❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❫✛✚ ✝ ✈ ✞ ✡❵❴ ③
❭ ☎ q➁❛❅❨ ✡✯❽✭✂✆✡ ❫✁❷ ♦✭✝✟✡✻❤☞✡ q ✡✭✝❩❣ ❨❼④ ☎ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡ ❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❨ ❴ ❧ ❨✗❬✭❨ ✝ ❫ ❲

✌ ✡ ❫ ☎ ❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ✡☞✡ q ☎ ❨✗❬ ✝✟✡❑✝✟✡✌❤☞✡✭✝ ④✌❭ ✡✭✝✮❤☞✡ ❫❻④ ☎☎❣ ❨✗❬ ✡ ❨ ✝ ❫❻① ❣ ❨ ✝✟✡ q❅❬ � ❳ ➈ ✚ ✡ ❬➉❢ ✝✟✡ ② ☎✞✝ ♣ ✡❘➌ ⑦ ✌ ➈ ✜ ❳ ☞



�✂✁ � ✞✌✍ ✞ ✗☎✄ ✓✟✞ ✍ ✞✝✆✷✑✔☞ � �

✡ ❬ ♥ ❭ ✝✟✡ ❭❑❪❑❪ ✡ ❿ ❳ ➌ ✣ ✍✩➌ ➈ ✧✯③ ♥ ✟➇① ❳ ➌ ✚❩❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ❣ ❷ ❣ ❬✭❭ ✡ q❄④ ✡❃✁✬☎ q❜❬ ❭❑❪✲❫ ☎ q❜❬ ❬ ✈ ❤☞☎ ❭❑②❡q ✈ ✚✮④ ☎ q❇❧ ✝✟☎ q❜❬ ✈ ❫✼➋
❪ ✂ ❭❑q ✡❵❴ ❷ ✈ ✝ ❭ ✡ q❄④ ✡◆✁✄✂ ❨✗q❹❬ ✝✁♦ ❫ ❽❛✡ ❨✗q ✡ ④✁❸ ✡✭✝ ④✴❸ ✡ ❨ ✝ ❲

➌ q➍② ✝✴❣ q ✁➍❤☞✡✭✝ ④✌❭ ❣ ❨❄❫✁❫✭❭ ➋ ❶ ❸✗❭❑❪❑❭❑❷✗❷ ✡ ✉ ➌ ⑦ ✌✻❳ � ✚ ⑦ ❸ ✝ ❭✲❫✭❬✭❭ ❣ q ⑦ ✌❘❳ ➓◗➓✴✜ ➌ ✧✤✚❇❪ ✂ ✈ ❛❜❨✗❭❑❷ ✡❘⑩ ① ❢✟❳ ✁✬✡
❪ ✂ ✥ � ✜ ✥ ⑩ ✜ ☎ ④❍❛❜❨ ✡ q❄④ ☎ ❨ ✝ ❬ ✡ ❬✮❷✗❪❑❨❄❫✟② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ➋✡❬ ☎ ❨✗❬ ✡ ❪ ❣ ④ ☎▼❤❥❤ ❨✗q ❣ ❨✗❬ ✈ ⑩ ① ➈ ⑩ ✚❯❷ ☎ ❨ ✝✮❤➒✂♠❣ ❾ ☎ ❭ ✝☎ ✠ ✡✭✝ ❬➇❪ ✂✆☎ ❷✗❷ ☎✞✝ ❬✭❨✗q✗❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❜❬ ✡✭✝✹❤☞✡ ❫◗❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❨ ❴➀✁ ❨ ❤☞☎▼❤☞✡ q❅❬✛✚❜❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❜❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ❣ ♣ ❣ q❜❬ ✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❫➇❪❑❭ ✡ ❨❦➋✁✬✡ ❫ ✈ ④✴❸ ❣ q✗② ✡ ❫➇❧ ✈ ④ ☎ q ✁ ❫ ❲ ⑩ ❨❦❫ ✡ ❭❑q ✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ✁✬✡✭✝ q✗❭ ♦✭✝✟✡ ✚ ❽❛✡ ❫ ☎ ❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ✡➠✁ ❭✲❫✁❬✭❭❑q✗②❡❨ ✡✭✝❻☛ ♥ ❭ ✝✟✡ ❭❑❪❑❪ ✡ ✜ ✟✹❢ � ✥ ➈ ✜ ✚
❛❅❨✗❭✬❾ ✡ ❭❑❪❑❪ ✡ ❫✭❨ ✝ ❪ ✡ ❫ ❽Ò✡ ❨✗q ✡ ❫❦④✁❸ ✡✭✝ ④✁❸ ✡ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ④ ☎▼❤❥❤ ❨✗q ❣ ❨✗❬ ✈ ④ ☎▼❤❥❤☞✡ ❨✗q ✡❹❤ ♦✭✝✟✡❹⑧ ❭ ✡ q❜❾ ✡ ❭❑❪❑❪ ❣ q❜❬ ✡ ✶
✣❅♣✜❪❑❾❅❭ ✡ ⑦ ❳ ✜ ✧ ➈➇➈ ① ✚❜❛❜❨✗❭❇❸ ☎✞✝✭❤ ❭✲❫ ⑩ ❪ ❣ ❭❑q ✚ ✁✬☎ ❭❑❬ ☎ ❬ ✝✟✡ ❪ ❣ ❫ ✡ ❨✗❪ ✡ ❷ ✡✭✝ ❫ ☎ q✗q ✡ ➋ ❣ ❾ ☎ ❭ ✝ ❪❑❨➉❭❑q❜❬ ✈ ② ✝✴❣ ❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ❤☞☎ q❤ ✈ ❤☞☎ ❭ ✝✟✡➔✁✬✡ ✉✻➈ ⑩ ✶ ⑦ ♣ ✝ ❭❑❪ ❿✿⑩ � ✉✻➈ ✜ ✥ ➈ ✜ ✚ ✁✬☎ q❜❬▲❪ ✂ ✈ ✝ ❨ ✁ ❭❑❬✭❭ ☎ q ✡ ❬✮❪ ❣ ④✌❨ ✝ ❭ ☎ ❫✭❭❑❬ ✈ ❣ ❨ ✝✟☎ q❅❬▲q ☎ ❨ ✝❛✝ ❭ ⑧ ❭ ✡ q✁✬✡ ❫ ✁ ❭✲❫✁④✌❨❄❫✴❫✭❭ ☎ q❄❫ ✡❵❴ ❬ ✝✄☎✌❤☞✡✌❤☞✡ q❅❬✳❫✭❬✭❭ ❤ ❨✗❪ ❣ q❜❬ ✡ ❫ ❣ ❨❹④ ☎ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡ ❫ ✈ ✁ ❭❑❬✭❭ ☎ q❄❫✬❫✭❨❄④❍④ ✡ ❫✁❫✭❭❑❾ ✡ ❫ ✁✬✡ ④ ✡ ❫ ❽❛☎ ❨ ✝ q ✈ ✡ ❫✬➋
①❯❨ ❤ ❭❑q❅♣ ❲

① ❣ ✇ q ✁✬✡ ❪ ❣❆✝ ✈ ✁❄❣ ④✌❬✭❭ ☎ q ✁ ❨ ❤❦❣ q❜❨❄❫✁④ ✝ ❭❑❬ ❣ ♣ ❣ q❅❬❩❛❅❨ ✡ ❪✲❛❜❨ ✡ ❷ ✡ ❨ ✡✌❤ ❷✗❭ ✈ ❬ ✈ ❫✁❨ ✝✬❤❦❣ ❷ ✈ ✝ ❭ ☎❣✁✬✡❊✁✄✂✆✡ q❅❬ ✝ ✈ ✡✡ q ❷ ☎ ❫✭❬ ✁✬☎ ④ ❣ ❨ ❫ ✡ ❭❑q ✁ ❨ ❿❲☎ ❫✭❬ ☎ q ⑦ ☎ ❪❑❪ ✡ ② ✡ ✚ ❽❛✡❆✝✟✡✌❤☞✡✭✝ ④✌❭ ✡ ❶ ✡ ❬ ✡✭✝ ⑦ ① ❳ ✧ ➈ ❷ ☎ ❨ ✝ ❫ ❣ ④ ☎▼❤ ❷ ✝ ✈ ❸ ✡ q❄❫✁❭ ☎ q ✚❤➒✂♠❣ ♣ ❣ q❅❬➉❷ ✡✭✝✭❤ ❭✲❫ ✁✬✡ ④ ☎ q❄❫ ❣ ④ ✝✟✡✭✝ ❨✗q➒❬ ✡✌❤ ❷❄❫✮q ✈ ④ ✡ ❫✴❫ ❣ ❭ ✝✟✡ ➋✡❪ ❣➍❤❦❣ ❬✭❨ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁ ❨ ❤❦❣ q❜❨❄❫✁④ ✝ ❭❑❬✛✚ ✡ ❬✟❧ ❣ ④✌❭❑❪❑❭ ③
❬ ❣ q❜❬ ❤☞☎ q✝❭❑q❜❬ ✈ ② ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁❄❣ q❄❫✟④ ✡ q ☎ ❨✗❾ ✡ ❪ ✡ q❅❾❅❭ ✝✟☎ q✗q ✡✌❤☞✡ q❅❬ ❲ ⑩ ④ ✡ ❬✭❭❑❬ ✝✟✡ ✚ ❽❛✡ ❬✭❭ ✡ q❄❫ ❣ ❨❄❫✴❫✭❭➇➋ ✝✟✡✌❤☞✡✭✝ ④✌❭ ✡✭✝✌☎✈ ✝✄✂▼❤☞✡✁�✼⑩ ① ✉ ✥✌✣ ❶ ➌ ✌❩①✢✚ ✧ ☎▼❤❦❣ ❫✭➀ ✣✄✂ ⑩ ✧ ⑩ � ➈ ✡ ✡ ❬✤✧ ❣✏✝✴❣ ♥ ⑩ ✜ ✥ � ✥✯❷ ☎ ❨ ✝✟❣ ❾ ☎ ❭ ✝❊✝✟✡ q ✁ ❨ ✡❵❴ ❬ ✝✄☎✌❤☞✡ ③❤☞✡ q❜❬✵❷✗❪ ❣ ❭✲❫ ❣ q❜❬ ✡✩❤☞☎ q ❣✏✝❛✝ ❭❑❾ ✈ ✡ ➋ ❿❲☎ ❫✭❬ ☎ q ✚ ❣ ❪❑❪ ❣ q❜❬ ❽ ❨❄❫✁❛❅❨ ✂ ➋ ❤☞✡⑨✁ ✈ ④✁❸ ❣✏✝ ② ✡✭✝ ✁✬✡ ④ ✡✭✝ ❬ ❣ ❭❑q ✡ ❫✵④ ☎ q❜❬✭❭❑q✗② ✡ q❄④ ✡ ❫❤❦❣ ❬ ✈ ✝ ❭ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✡❛❜❨ ✂ ❭❑❪ ❤➒✂♠❣✏✝❛✝ ❭❑❾ ❣ ❭❑❬ ✁✬✡ q ✈ ②❡❪❑❭❑② ✡✭✝▼✁❄❣ q❄❫❦❪ ❣ ❷ ✈ ✝ ❭ ☎❣✁✬✡➒✁✬✡ ❷ ✝ ✈ ❫ ☎ ❨✗❬ ✡ q ❣ q❄④ ✡ ✰ ❤❦❣ q✗② ✡✭✝ ✚ ⑧✣☎ ❭ ✝✟✡ ✚❤❦❣ ❭❑q❜❬ ✡ q✗❭ ✝ ❨✗q ❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ❣ q❜❬ ✁✬✡ ❾✜❭ ✡ ❫ ☎ ④✌❭ ❣ ❪ ✡ ❲❑❲❑❲ ✲ ❲ ✌ ✡ ❪ ✡ ❨ ✝✱✁✬☎ ❭✲❫➍❫ ❣ q❄❫ ✁✬☎ ❨✗❬ ✡ ✚✳❷ ❣✏✝✭❤ ❭✻❬ ❣ q❅❬ ✁✄✂♠❣ ❨✗❬ ✝✟✡ ❫
④✁❸ ☎ ❫ ✡ ❫✛✚ ✁✄✂♠❣ ❾ ☎ ❭ ✝❻✝✟✡ ❷ ☎ ❨❄❫✴❫ ✈ ❤❦❣ ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ♦✭✝✟✡⑤✁ ✈ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✁❭ ☎ q❹q ✡✭✝ ❾ ✡ ❨❄❫ ✡⑤✁✬✡ ❛❅❨ ✡ ❪✲❛❅❨ ✡ ❫ ❣ q✗q ✈ ✡ ❫ ❲

⑩ ❨ ④ ☎ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡✮❤❦❣ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡ ✚✺❭❑❪ ❤➒✂♠❣ ✈ ❬ ✈ ✁✬☎ q✗q ✈ ❪ ❣ ④✴❸ ❣ q❄④ ✡➤✁✄✂✆✡ q❄❫ ✡ ❭❑②❡q ✡✭✝⑨✁❄❣ q❄❫✩❪ ✡ ④ ❣✞✁✠✝✟✡◆✁✄✂ ❨✗q ❤☞☎ q✗❭ ③
❬ ☎✞✝✴❣ ❬ ❲ ✌ ✂✆✡ q ✝✟✡✌❤☞✡✭✝ ④✌❭ ✡➠✡ q❥❬ ☎ ❨✗❬ ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ✡✭✝ ❪❑❭ ✡ ❨❥❪ ✡ ⑦ ✥ ➈ ✣ ✚▼❪ ✡ ❫ ⑧ ✈ q ✈❵✇ ④ ✡ ❫ ✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡➠✡❵❴ ❷ ✈ ✝ ❭ ✡ q❄④ ✡♠✁ ✈ ❷ ❣ ❫✁❫ ❣ q❅❬✁✬✡ ❪ ☎ ❭❑q ❤☞✡ ❫ ❣ ❬✭❬ ✡ q❜❬ ✡ ❫✛✚ ✡ ❬✳❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡◆✁ ❨➍❷ ✡✭✝ ❫ ☎ q✗q ✡ ❪ ✡ q❄❫ ✡ ❭❑②❡q ❣ q❜❬ ✁ ❨ ✁ ✈ ❷ ❣✏✝ ❬ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ✁✄✂ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡✁✬✡ ❪ ✂ ✥ ➌ ✧ ✁✄✂ ❳ ✝ ❫ ❣ ♣❻❷ ☎ ❨ ✝ ❫ ☎ q ❣ ④❍④✌❨ ✡ ❭❑❪✗④✁❸ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝✟✡ ❨ ❴➀✡ ❬◗❫ ☎ q▲❫ ☎ ❨❄④✌❭ ✁✬✡ ④ ☎ q❄❫✭❭ ✁ ✈ ✝✟✡✭✝ ❪ ✡ ❫ ❤☞☎ q✗❭❑❬ ✡ ❨ ✝ ❫★④ ☎▼❤❥❤☞✡✁✬✡ ❫ ✡ q❄❫ ✡ ❭❑②❡q ❣ q❜❬✁❫❥➋✡❷ ❣✏✝ ❬ ✡ q❜❬✭❭ ♦✭✝✟✡ ❲❹➈ q ✇ q ✚ ❽❛✡☞✝✟✡✌❤☞✡✭✝ ④✌❭ ✡ ❬ ☎ ❨✗❬✮❪ ✡ ❫ ✈ ❬✭❨ ✁ ❭ ❣ q❜❬✁❫➉❛❜❨ ✡✟❽✭✂♠❣ ❭ ✡ ❨ ❪ ❣ ④✴❸ ❣ q❄④ ✡✁✄✂✆✡ q❄④ ❣✞✁✠✝✟✡✭✝❻❣ ❨➒④ ☎ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡ ④ ✡ ❫✻❬ ✝✟☎ ❭✲❫ ❣ q✗q ✈ ✡ ❫✛✚ ❣ ❾ ✡ ④➉❨✗q ✡➉❤☞✡ q❜❬✭❭ ☎ q ❫✭❷ ✈ ④✌❭ ❣ ❪ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ♥ ❣ ❬✭❬✭❸✗❭ ✡ ❨ ⑩✵➌ ✉✻➈ ③♥ ⑩ ✜❩✉ ✡ ❬ ➈ ❪❑♣ ✡ ❫ ➓ ➈ ✡ ✥✪✚ ✁✬☎ q❜❬✻❪ ❣ ④✌❨ ✝ ❭ ☎ ❫✭❭❑❬ ✈ ✡ ❬❩❪ ✡ ❾ ☎ ❪ ☎ q❜❬ ❣✏✝ ❭✲❫ ❤☞✡ ④ ☎ q❄❫✭❬✭❭❑❬✭❨ ✡ q❜❬✻❪ ✂ ❨✗q ✡❆✁✬✡ ❫✩❷✗❪❑❨❄❫ ⑧✣✡ ❪❑❪ ✡
❫✭❨ ✝ ❷ ✝ ❭✲❫ ✡◗✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ♦✭✝✟✡◗✡❵❴ ❷ ✈ ✝ ❭ ✡ q❄④ ✡◗✁✄✂✆✡ q❄❫ ✡ ❭❑②❡q ✡✌❤☞✡ q❜❬ ❲

✣❅❨ ✝ ❨✗q❋❷✗❪ ❣ q ❷ ✡✭✝ ❫ ☎ q✗q ✡ ❪ ✡ q ✇ q ✚ ❽Ò✡ ❬✭❭ ✡ q❄❫❦➋ ✝✟✡✌❤☞✡✭✝ ④✌❭ ✡✭✝ q ☎ q❇③ ✡❵❴ ❸ ❣ ❨❄❫✭❬✭❭❑❾ ✡✌❤☞✡ q❜❬✛✚ ✡ ❬ ❫ ❣ q❄❫❥q ☎ ❬✭❭ ☎ q✁✄✂✆☎✞✝✟✁✠✝✟✡◗☎ ❨ ✁✬✡ ❸✗❭ ✈ ✝✴❣✏✝ ④✁❸✗❭ ✡ ✰ ④ ✂✆✡ ❫✭❬❩➋ ✁ ❭ ✝✟✡ ④ ☎ q❇❧ ☎✞✝✭❤ ✈ ❤☞✡ q❜❬❘➋ ❤☞✡ ❫ ❣ ❫✭❷✗❭ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ✲ ☛ ①❯❭❑❪❑❭ ✚✒❛❜❨✗❭ ❤➒✂♠❣ ❷ ☎✞✝ ❬ ✈✡ ❬✿❫✭❨✗❷✗❷ ☎✞✝ ❬ ✈ ❬ ☎ ❨✗❬ ❣ ❨ ❪ ☎ q✗② ✁✬✡ ❪ ❣❊✝ ✈ ✁❄❣ ④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡ ❲ ✌ ✂♠❣ ❭ ❤☞✡ ➋✟④ ✝✟☎ ❭ ✝✟✡ ❛❅❨ ✡ ❪ ✡ ❷✗❭ ✝✟✡ ✡ ❫✭❬✹❷ ❣ ❫✁❫ ✈ ✚✡ ❬❦❛❅❨ ✡ ❪ ✡✡❤☞✡ ❭❑❪❑❪ ✡ ❨ ✝❑✝✟✡ ❫✭❬ ✡ ➋ ❾✜❭❑❾ ✝✟✡ ✰➻✡ ❬❦❛❜❨ ❣ q ✁➏⑧ ❭ ✡ q ❤ ☎✌❤☞✡ ✚ ❽➭✂♠❣ ❭ ❣✞✁✬☎✞✝ ✈ ❪ ✡ ❷✗❭ ✝✟✡✆☎ ✲ ✶✵♥ ✡ ❫❥❷ ❣✏✝✟✡ q❅❬✁❫✛✚
❛❅❨✗❭ ✁✬☎ ❭❑❾ ✡ q❅❬✻④ ☎ q❅❬ ✡✌❤ ❷✗❪ ✡✭✝ ✚❯❨✗q✼❫ ☎ ❨ ✝ ❭ ✝✟✡ ❭ ✝✟☎ q✗❭✲❛❜❨ ✡➉❣ ❨ ❴ ❪ ♦ ❾ ✝✟✡ ❫✛✚✺❪ ✡ ❫❩④ ☎ q❄❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✬✡❻❤❦❣ ❪ ❣✐❤☞✡ q❅❬ ❣✐⑧ ❪ ✡
❬ ✡ q❜❬ ❣ ❬✭❭❑❾ ✡▼✁✄✂ ✈ ④✁❸ ❣ ❷✗❷ ✡✭✝ ➋➆❨✗q ❣ ❾ ✡ q✗❭ ✝ ❫✁④✌❭ ✡ q❜❬✭❭ ✇ ❛❅❨ ✡ ❲❦⑦ ☎▼❤❥❤☞✡ ❛❜❨ ✡ ❪✲❛❅❨ ✂ ❨✗q ❛❅❨✗❭★❫ ✡➤✝✟✡ ④ ☎ q✗q ❣☞☛ ❬ ✝✴❣➍❤☞✡ ❪ ✂♠❣
❧ ❣ ❭❑❬ ❽✁❣✞✁ ❭✲❫ ✝✟✡✌❤❦❣✏✝ ❛❜❨ ✡✭✝ ✚ ❭❑❪✲❫ ☎ q❅❬❥④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨✗❭❑❬✛✚★❷ ❣✏✝ ❪ ❣ ② ✝✴❣ ❬✭❨✗❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❪ ✡ ❨ ✝ ❣✐❤☞☎ ❨ ✝ ✚★❨✗q ✡➆❤❦❣ ❭✲❫ ☎ q ❛❜❨✗❭ ❤☞✡
❷ ✝✟☎ ❬ ♦ ② ✡☞✁✬✡ ❫ ❣ ❾ ✡✭✝ ❫ ✡ ❫ ✶ ❿ ✈ ❣ ✚➑❛❜❨✗❭ ✁✬✡ ❾ ❣ ❭❑❬ ☎ ❬ ✝✟✡ ❪ ❣ ❫ ✡ ❨✗❪ ✡ ❷ ✡✭✝ ❫ ☎ q✗q ✡ ❷✗❪❑❨❄❫ ✈ ❤ ❨ ✡ ❛❜❨ ✡▲❤☞☎ ❭ ❣ ❨ ❤☞☎▼❤☞✡ q❅❬✁✬✡ ❪ ✂ ✈ q ☎ q❄④ ✈ ✁ ❨✼❾ ✡✭✝✟✁ ❭✲④✌❬ ❲✟✉✻✈ ❽ ➋❼✕ ❱ ❣ q❄❫✩❛❅❨ ✡ q ☎ ❫✻❸✗❭✲❫✭❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❫❘❫ ✡ ④ ✂ ❬ ☎ ❭ ✡ q❜❬✛✚➑❫ ✂ ❭❑q✟✞❄❨ ✡ q❄④ ✡ q❅❬✛✚➑❫ ✂ ✈ ❪ ☎ ❭❑②❡q ✡ q❅❬✡ ❬❦❫ ✡➒✝✴❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✡ q❜❬✛✚ ✡ ❬ ❽❛✡ q ✂✆✡ q ❾ ☎ ❭✲❫❦q✗❭✬q ✂✆✡ q ❷ ✝ ✈ ❫ ❣ ② ✡ ❪ ❣ ✇ q ✶ � ☎ ❪✞✝ ✡ q✗q ✚✿❛❅❨✗❭ ❣ ❫✭❨ ✝✟✡✌❤☞✡ ❬✭❬ ✝✟✡❅✁ ❨✁ ✈ ❫ ☎✞✝✟✁✠✝✟✡▼✡ ❬ ✁✬✡ ❪ ❣ ❪ ✈ ② ♦✭✝✟✡ ❬ ✈ ✁❄❣ q❄❫✮❨✗q ✡ ❾✜❭ ✡☞✁ ✈ ❽ ➋ ⑧ ❭ ✡ q ✡ q❜❬ ✝✟☎ ❷✗❭✲❛❅❨ ✡ ✚ ❤☞✡ ❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ❣ ❭❑❬✾③ ❭❑❪ ❲❼⑦ ✡ ❬✭❬ ✡ ❷ ✡ ❬✭❭❑❬ ✡
❷ ✝✟☎▼❤☞✡ q ❣✞✁✬✡✟❣ ❨ ✝✟☎ ♣ ❣ ❨ ❤☞✡❊✁✬✡ ❫ ❭❑❪❑❪❑❨❄❫✁❭ ☎ q❄❫ ✝✟☎▼❤❦❣ q ✡ ❫✴❛❜❨ ✡ ❫✯q ✡ ❧ ❨✗❬✾③ ✡ ❪❑❪ ✡ ❷ ❣ ❫✯❬ ☎ ❨✗❬✯❫✭❭ ❤ ❷✗❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ✡❵❴ ❛❅❨✗❭✲❫ ✡❘❺ ✶
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✟ ❤ ❭❑❪❑❭ ✡ ✚❇❷ ☎ ❨ ✝✿❤➒✂♠❣ ❾ ☎ ❭ ✝➠✡ q❄❫ ✡ ❭❑②❡q ✈ ❨✗q✡❷ ✡ ❨ ✁✬✡ ❫ ❣✮⑧●✡ ❪❑②❡❭❑❬✭❨ ✁✬✡ ✚ ✡ ❬✵❛❅❨ ✡ ❪ ❣❻❤ ✈ ❪ ❣ q❄④ ☎ ❪❑❭ ✡❊✡ ❫✭❬✯❨✗q➍❫ ✡ q❜❬✭❭ ❤☞✡ q❅❬
q ☎▼⑧ ❪ ✡ ✶✺♥ ❣ ❷ ✡ ❬✭❭❑❬ ✡ ❫ ☎❣✡ ❨ ✝ ❷ ✝ ✈ ❧ ✈ ✝ ✈ ✡ ✚✣❛❅❨ ✡✿❽❛✡ q ✡◗✁ ✈ ❫ ✡ ❫✭❷ ♦✭✝✟✡ ❷ ❣ ❫ ✁✬✡ ❾ ☎ ❭ ✝ ② ✝✴❣ q ✁ ❭ ✝⑨✁✄✂ ❨✗q❼❷ ✡ ❨❹❷✗❪❑❨❄❫✳❷ ✝✁♦ ❫✁❄❣ q❄❫✹❨✗q ❣ ❾ ✡ q✗❭ ✝ ❷ ✝✟☎ ④✁❸ ✡ ❲★❶ ❨✗❭✲❫✁❫ ✡ ③ ❽Ò✡ ❬ ✂✆☎ ✠ ✝ ❭ ✝✹❤❦❣ ❧ ☎ ❭ ✡ q❦❬ ☎ q ⑧●☎ q✗❸ ✡ ❨ ✝ ❧ ❨✗❬✭❨ ✝ ✶✜♥ ☎ q❦❷ ✂ ❬✭❭❑❬➇❧ ✝✁♦✭✝✟✡ ❷ ✝ ✈ ❧ ✈ ✝ ✈
✰ ❬ ✝✟☎ ❷❹❧ ❣ ④✌❭❑❪ ✡ ✚ ❽❛✡ ❫ ❣ ❭✲❫ ✲ ✚❄❷ ☎ ❨ ✝✬❤➒✂♠❣ ❾ ☎ ❭ ✝❻☎ ✠ ✡✭✝ ❬✳❷ ✡ q ✁❄❣ q❜❬❩❬ ❣ q❜❬ ✁✄✂♠❣ q✗q ✈ ✡ ❫❩❪ ✂✆☎ ④❍④ ❣ ❫✭❭ ☎ q ✁✬✡❘❤ ✈ ✁ ❭❑❬ ✡✭✝ ❫✭❨ ✝ ❪ ❣
❷ ☎ ❪❑❭❑❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ✚❯❪ ✡ ④✌❨✗❪ ✡ ❬❘❪ ✡ ❧ ☎❣☎ ❬✛✚ ❛❜❨ ☎ ❬✭❭ ✁ ❭ ✡ q✗q ✡✌❤☞✡ q❅❬ ❣ ❨➒④ ☎ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡ q ☎ ❫ ✁✬✡✌⑧✬✝ ❭ ✡ ✇ q✗②☎❫❻④ ❣ ❬✭❸ ☎❣✁ ❭✲❛❅❨ ✡ ❫✮➋ ✁✬✡ ❫
❸ ☎✞✝✴❣ ❭ ✝✟✡ ❫▲❭ ❤ ❷ ☎ ❫✴❫✭❭ ⑧ ❪ ✡ ❫ ❲ ✌ ✡ ❪❑❨✗❭✹❫ ☎ ❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ✡ ❨✗q ✡ ❷ ✝✟☎▼❤ ❷✗❬ ✡ ❭❑q❅❬ ✈ ② ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁❄❣ q❄❫❻❪ ✡ ❤☞☎ q ✁✬✡✯✁✬✡ ④ ✡ ❨ ❴ ❛❅❨✗❭✈ ④ ☎ ❨✗❬ ✡ q❜❬ ➓ ✝✴❣ q❄④ ✡ ③✺✥⑤q❇❧ ☎❹❣ ❾ ❣ q❜❬ ✁✄✂♠❣ ❪❑❪ ✡✭✝✟❣ ❨✼❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❭❑❪ ✡ ❬❘❛❅❨✗❭ ❫ ✡ q❜❬ ✡ q❜❬ ✁✬✡ ❪ ❣ ⑧●☎ ❨❄④✴❸ ✡ ✰ ❪ ✂✆✡ q❜❬ ✝✟✡ ❷ ✝ ❭✲❫ ✡ ✚➑❛❅❨ ☎ ❭❲❑❲❑❲ ✲ ✚❡❛❅❨ ☎ ❭✲❛❜❨ ✡ ❽Ò✡✼✁✬☎ ❨✗❬ ✡ ❫✭❭❑q❄④ ♦✭✝✟✡✌❤☞✡ q❜❬➇❛❅❨ ✡ ❫ ❣ ❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❅❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q❥❫ ❣ ❬✭❭✲❫✾❧ ❣ ❫✁❫ ✡ ➋❩❫ ✡ ❫ ❣ ❫✭❷✗❭ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫◗❸❜❨ ❤❦❣ q✗❭✲❫✁❬ ✡ ❫
✰➻✡ ❬❘❪ ✡ ❫✭♣✜q ✁ ❭✲④ ❣ ❪❑❭✲❫ ❤☞✡ ✚➑❫✭❭❑q ☎ q ❺ ✲ ✶ ✧ ☎ ♣ ☎ ✚ ①➑❨ ✁✬☎ ✚ ✉ ❣ ❾✜❭ ✁❍✡ ❬ � ❭✲④ ☎ ✚ ❣ ❾ ✡ ④ ❛❅❨✗❭ ☎ q ❣ ❨ ✝✴❣ ✈ ✝ ❭❑② ✈ ❪ ❣➔✁ ✈ ❧ ❣ ❭❑❬ ✡✡ q ❣✏✝ ❬ ✁✬✡ ❾✜❭❑❾ ✝✟✡ ✚ ❛❅❨ ☎ ❭✹❛❅❨ ✂ ❭❑❪✹❷ ❣✏✝✴❣ ❭✲❫✴❫ ✡ ✇ q ❣ ❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ⑧ ❭ ✡ q ❭ ❤ ❷ ☎ ❫✴❫✭❭ ⑧ ❪ ✡▼✁✄✂✆✡❵❴ ❷✗❪❑❭✲❛❅❨ ✡✭✝◆✡ q ❛❅❨ ☎ ❭✹④ ✡ ❬ ❣✏✝ ❬
❷ ✝✟☎ ④ ♦➭✁✬✡✯✁✄✂ ❨✗q➏❸❅❨ ❤❦❣ q✗❭✲❫ ❤☞✡➍❣ ❨ ❷ ❣ ♣✜❫ ✁ ❨➏④ ❣ q❇③ ✁✬☎ ❭✲❫ ❤☞✡✭✰ ❤❦❣ ❭✲❫➉❷ ☎ ❨ ✝ ❬ ❣ q❅❬✛✚➇④ ✂✆✡ q ✡ ❫✭❬ ⑧ ❭ ✡ q ❨✗q ❲❑❲❑❲ ✲ ✚◗q✗❭
❷ ☎ ❨ ✝ ❛❜❨ ☎ ❭◗④ ✡ ❬✭❬ ✡▲❣ ❫✁❷✗❭ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❨ ✝✴❣➆❣ ❨ ✇ q ❣ ❪ ✝✟✡ q ✁ ❨ ✡ ❷ ☎ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡ ❪ ❣❥❤ ❨❄❫✭❭✲❛❜❨ ✡ ❛❅❨ ✂✆☎ q ❣ ④ ✝ ✈❍✈ ✡◆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡ ❲� ☎ q ✚ ☎ q ❾ ❣ ☞ ✜ ⑩ ✥ ♥ ➈ � ✧ ❷ ❣ ❫❦♣ ❣✏✝❛✝ ❭❑❾ ✡✭✝ ☎ ✌ ✂✆✡ ❫✁❷ ♦✭✝✟✡❸✝✟✡ ❾ ✡ q✗❭ ✝ ❾❅❭❑❬ ✡ ✡ ❬➆❫ ☎ ❨✗❾ ✡ q❜❬➍❷ ☎ ❨ ✝ ❾ ☎ ❭ ✝ ❾ ☎ ❫
❷ ✡ ❬✭❭❑❬ ✡ ❫✻②❡❨ ✡ ❨✗❪ ✡ ❫✛✚ ✡ ❬ ✡ q❜❬ ✡ q ✁✠✝✟✡ ❾ ☎ ❫✻q ☎ ❨✗❾ ✡✥❣ ❨ ❴ ②❡❭ ❤❥❤ ❭✲④ ➊ ❫ ✶➑➈ q ✇ q ✧ ☎ ❧ ✚ ♥ ✈ ❪ ❣ q✗❭ ✡ ✚ ⑩ ❪❑❭❑q ❣ ✚ ⑩ ❪ ✡❵❴❄❣ q ✁✬✡✭✝✡ ❬ � ❣ ➀❍❪❑❭ ✚ ❪ ✡ ❫✮④ ☎ ❷ ❣ ❭❑q❄❫ ✁✬✡ ④ ☎✞✝✟✁ ✈ ✡ ❫ ❣ ❾ ✡ ④➆❛❜❨✗❭ ☎ q ❣✱✁ ✈ ❽ ➋➍❾ ✈ ④✌❨ ✁✬✡ ❫❻❛❅❨ ❣ q❜❬✭❭❑❬ ✈ ❫ ✁✄✂✆✡❵❴ ❷ ✈ ✝ ❭ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❣ ❫✁❫ ✡ ➀
❭ ❤ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭ ☎ q✗q ❣ q❅❬ ✡ ❫✛✚✯❷ ✝✟☎ ❷✗❭✲④ ✡ ❫ ➋➁❧ ❣ ❭ ✝✟✡ ❾❅❭ ✡ ❭❑❪❑❪❑❭ ✝ ❨✗q ❷ ✡ ❨ ❾❅❭❑❬ ✡ ✚ ❷ ❣✏✝ ❧ ☎ ❭✲❫ ✚ ❤❦❣ ❭✲❫ ✡ q ⑧✣☎ q✗q ✡ ④ ☎▼❤ ❷ ❣ ②❡q✗❭ ✡

☎ ♥ ✡✭✝ ④✌❭ ✁✄✂♠❣ ❾ ☎ ❭ ✝ ❬ ☎ ❨❄❫✟❷ ❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❭❑❷ ✈ ➋➍❪ ❣ ④ ✝ ✈ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ❪❑❭ ✡ ❨ ❭❑❬✭❭❑q ✈ ✝✴❣ q❜❬ ✰ ❪ ❣ ❷✗❭ ♦ ④ ✡▼☎✡✠ q ☎ ❨❄❫▲❫ ☎▼❤❥❤☞✡ ❫✛✚
❪ ✡ ④ ❣ ❭❑❪❑❪ ☎ ❨ ❣ ❨❄❛❜❨ ✡ ❪ ☎ q ✡ ❫✭❬➉❷✗❪❑❨❄❫ ☎ ❨ ❤☞☎ ❭❑q❄❫❥❫✭❨❄❫✭❷ ✡ q ✁ ❨❄❫ ✲ ☎✡✠ ❭❑❪✯❧ ❣ ❭❑❬ ⑧✣☎ q ❤❦❣ q✗② ✡✭✝ ✚ ⑧●☎ ❭ ✝✟✡ ✚➇❾❅❭❑❾ ✝✟✡ ✚ ✡ ❬
② ✝ ❭ ❤ ❷ ✡✭✝ ✚ ☎ ❨✗❭ ✚❄❫✭❨ ✝ ❬ ☎ ❨✗❬✬② ✝ ❭ ❤ ❷ ✡✭✝ ☎



➏ ✁ ➥✟➑◆➘⑤➦❊❄➀▲❆➡➤Ð⑨➘❊➥❀❄➀➑

✥✙❪ ✡ ❫✭❬➉❪ ☎ ❭❑q ✁ ✈ ❫ ☎✞✝✭❤❦❣ ❭✲❫✛✚✯④ ✡ ❬ ✡✌❤ ❷❄❫ ☎✡✠ ❪ ✡✡⑧ ❭ ☎ ❪ ☎ ②❡❭✲❫✭❬ ✡➍❤☞☎ ❪ ✈ ④✌❨✗❪ ❣ ❭ ✝✟✡ ✚ ❣ ♣ ❣ q❅❬❦④✁❸ ❣ ❨❄❫✴❫ ✈ ❫ ✡ ❫ ⑧ ✈ ❫✭❭✲④✌❪ ✡ ❫ ✡ ❬✝✴❣ ❾✜❭❑❾ ✈ ❪ ✡ ❧ ✡ ❨ ✡ q ❷ ✝ ✈ ❾✜❭✲❫✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ✡ q ☎ ❨✗❾ ✡ ❪❑❪ ✡ q❅❨✗❭❑❬✮❫ ❣ q❄❫❘❫ ☎▼❤❥❤☞✡ ❭❑❪ ✚ ❫ ✂♠❣ ❬✭❬ ✡ ❪ ❣ ❭❑❬✮➋➆❪ ❣▼✝✟✡ ④✁❸ ✡✭✝ ④✁❸ ✡▼✁✄✂ ❨✗q ✡
❭❑q❄④ ☎ q✗② ✝ ❨✗❭❑❬ ✈ ✁❄❣ q❄❫❘④ ✡ ❪❑❭✲❫✭❬✭❭❑q✗② ✁ ❨✼② ✈ q ☎▼❤☞✡➀✁✄✂✁� ✦✑✯✑✏ ✆ ✞ ✏ ✩ ★ ✠✘✫✄✂☎✑✆☎ ✠✵✯ ✑✞✝ ✦✑✯ ✚●❬ ✝✄✂ q ❣ q❅❬✮❫ ❣ q❄❫✩❷ ❣✏✝ ❬ ❣ ② ✡ ❫✭❨ ✝
❪ ✡❥⑧ ❨ ✝✟✡✥❣ ❨ ⑧✣❣ q❄④ ❣ ❪ ❲❍❲❍❲✭❶ ✡ ❨✗❬✾③ ☎ ❬ ✝✟✡ q ✂♠❣ ③ ❬✾③ ❭❑❪ ✁✄✂♠❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❨ ✝ ❫ ❽✁❣✐❤❦❣ ❭✲❫ ✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ✈ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❨ ✝ ❫▲❛❜❨ ✡➀✁❄❣ q❄❫✮❪ ✂ ❭ ❤❦❣ ②❡❭❑q ❣ ❭ ✝✟✡✁✬✡ ❫ ❽Ò✡ ❨✗q ✡ ❫ ⑧ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲④✌❭ ✡ q❄❫✛✚ ✈ ❪ ✡ ❾ ✈ ❫ ❣ ❾ ✡ ④ ✥⑤q❅❬ ✡✭✝ q ✡ ❬✛✚ ✡ ❬ ⑧✣✡✭✝ ④ ✈ ❫ ✁✄✂ ❭❑❪❑❪❑❨❄❫✭❭ ☎ q ❷ ❣✏✝ ❪ ✡ ❫❻❬ ✈ ❤☞☎ ❭❑②❡q ❣ ② ✡ ❫✈ ❷✗❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ✁✬✡ ❛❜❨ ✡ ❪✲❛❅❨ ✡ ❫ ✦ ✑ ✄ ✩✞✯ ✑✜✫ ✚✯❷✗❭ ☎ q✗q✗❭ ✡✭✝ ❫ ✁✬✡ ❪ ❣ ② ✝✴❣ q ✁✬✡ ✈ ❷ ☎ ❛❅❨ ✡ ❺ ✍ ❨ ✡ ④ ✡ ❪❑❨✗❭✩❛❜❨✗❭❩q ✡ ❧✎❨✗❬ ❷ ❣ ❫
❭❑q❜❬ ✡✭✝ ❪ ☎ ❛❅❨ ✈ ➋ ❪ ❣ ❾❅❨ ✡◆✁✄✂ ❨✗q ⑧ ❭ ☎ ❪ ☎ ②❡❭✲❫✭❬ ✡ ✚✺④✁❸ ✡✭✝ ④✴❸ ❣ q❜❬❘❨✗q ⑩ ✜ � ❬ ✍✑✯✄✟ ✩✬✫✡✠ ✁❄❣ q❄❫✬❨✗q ✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡◗✁✄✂ ⑩ ✉ � ✚❤☞✡ ❽Ò✡ ❬✭❬ ✡ ❪ ❣ ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ♦✭✝✟✡ ❷✗❭ ✡✭✝❛✝✟✡ ❲❍❲❍❲ ✍ ❨ ☎ ❭❻❛❜❨ ✂ ❭❑❪ ✡ q ❫ ☎ ❭❑❬✛✚✬④ ✡ ❬ ✡✌❤ ❷❄❫ ✡ ❫✁❬ ✁ ✈ ❫ ☎✞✝✭❤❦❣ ❭✲❫ ✝ ✈ ❾ ☎ ❪❑❨ ✚ ❣ ❾ ✡ ④ ❪ ❣
④ ✝✟☎ ❭✲❫✁❫ ❣ q❄④ ✡▼✡❵❴ ❷ ☎ q ✡ q❜❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡➔✁✬✡ ❫ ✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❫ ✁ ❭✲❫✭❷ ☎ q✗❭ ⑧ ❪ ✡ ❫✛✚ ✡ ❬✮q ☎ ❨❄❫✮❾❅❭❑❾ ☎ q❄❫ ❣ ④✌❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬➉❪ ❣ ✇ q ✁✄✂ ❨✗q ✡
❬ ✝✴❣ q❄❫✭❭❑❬✭❭ ☎ q ✡ q❅❬ ✝✟✡ ❨✗q ❬ ✝✴❣ ❭❑❬ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ✏ ✦ ✑ ✠✵✯ ★ ✁✬✡ ❫ ✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❫✻❭✲❫✁❫✁❨ ✡ ❫ ✁✬✡ ❪ ❣ ⑧ ❭ ☎ ❪ ☎ ②❡❭ ✡➉❤☞☎ ❪ ✈ ④✌❨✗❪ ❣ ❭ ✝✟✡➀✡ ❬❘❫ ☎ q❣ ❨✗❬ ☎▼❤❦❣ ❬✭❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q➍❷ ❣✏✝ ❪ ✡✳⑧ ❭ ❣ ❭✲❫ ✁✬✡ ❪ ✂ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❲ ① ✂ ✈ ❪ ❣✐⑧✣☎✞✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❬ ✡ ❪✲❫ ✁ ❭✲❫✭❷ ☎ ❫✁❭❑❬✭❭ ❧✎❫ ✁✬✡ ❬ ✝✴❣ ❭❑❬ ✡✌❤☞✡ q❅❬✡ ❫✭❬ ❣ ❫✁❫✭❨ ✝ ✈ ❤☞✡ q❅❬✵❨✗q ✡✻❤ ❭✲❫✁❫✭❭ ☎ q➍④ ✡ q❜❬ ✝✴❣ ❪ ✡❊✁✬✡ ❪ ❣❻⑧ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ✚❄④✴❸ ❣✐❤ ❷ ✈ ❤☞✡✭✝ ② ✡✥❣ q❜❬ ✁✬☎ q❜❬ ☎ q➍❫ ✡✭✝✴❣ ❭❑❬⑧ ❭ ✡ q ✡ q ❷ ✡ ❭❑q ✡▼✁✬✡✯✁ ✈❵✇ q✗❭ ✝ ❪ ✡ ❫✮❪❑❭ ❤ ❭❑❬ ✡ ❫ ❲✼⑦ ☎▼❤❥❤☞✡ q❅❬ ④ ☎ q❄④✌❭❑❪❑❭ ✡✭✝❆✡ q ✡ ✠ ✡ ❬✛✚ ✁❄❣ q❄❫✮❨✗q ✡✯✁ ✈❵✇ q✗❭❑❬✭❭ ☎ q ❫ ❣ q❄❫✡❵❴ ④ ✡ ❷✗❬✭❭ ☎ q ✚✹❪ ✡ ❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❭❑❪ ✁✄✂✆☎✞✝ ② ❣ q✗❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q✗q ✡ ❪❑❪ ✡❸✡ ❬ ✁✬✡✡❤ ❭✲❫ ✡ ➋ ✁ ❭✲❫✁❷ ☎ ❫✭❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫ ✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❫ ✰ ➈ ❴ ③
❷ ❣ ❫✭♣ ✚ ➈ ❤❻⑧ ❪ ✚ ➌ q✗❭ ❶ ✝✟☎ ❬ ✲ ✚ ❪ ✂♠❣ q ❣ ❪❑♣❇❫ ✡❥❣ ❨✗❬ ☎▼❤❦❣ ❬✭❭✲❫ ✈ ✡☞✁✬✡❆✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫✭♣ ❤ ❷✗❬ ✂▼❤☞✡ ❫✛✚ ✁✬✡ ❫✭❬✭❭❑q ✈ ✡ ➋ ❭ ✁✬✡ q❅❬✭❭ ✇ ✡✭✝❣ ❨✗❬ ☎▼❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡✌❤☞✡ q❜❬❘❪ ✡ ❫✳❧ ❣ ④✌❬ ✡ ❨ ✝ ❫ ✁✄✂ ❨✗q ✡✮❤❦❣ ❪ ❣✞✁ ❭ ✡ ❭❑q❄④ ☎ q✗q❜❨ ✡ ✚ ☎ ❨ ✡ q❄④ ☎✞✝✟✡ ❪ ❣☞✝✟✡ ④✁❸ ✡✭✝ ④✴❸ ✡➤✁✬✡ ❪ ❣ ④ ☎ q❇❧ ☎✞✝ ③❤❦❣ ❬✭❭ ☎ q ❪ ❣ ❷✗❪❑❨❄❫✮❫✭❬ ❣✐⑧ ❪ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❨✗q ✡❥❤❦❣ ④ ✝✟☎▼❤☞☎ ❪ ✈ ④✌❨✗❪ ✡✯✁❄❣ q❄❫✟❨✗q ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ❬✭❸ ✡✭✝✭❤☞☎✹✁ ♣✜q ❣✐❤ ❭✲❛❜❨ ✡✡❺ ✧ ☎ ❨✗❬❣ ❨✼❷✗❪❑❨❄❫✻❷ ☎ ❨ ✝❛✝✴❣ ③ ❬✾③ ☎ q✝❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ✡✭✝ ❪ ✂ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ☎✞✝✟✁ ❭❑q ❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ✚❯❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✭❬ ❣ q❜❬✮❪ ✂♠❣ ❨✗❬ ☎▼❤❦❣ ❬✭❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁ ❨
❬ ✝✴❣ ❭❑❬ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ✁✬✡ ❪ ✂ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭ ☎ q ✚✣④ ☎▼❤❥❤☞✡◗✁ ✈ q ☎▼❤ ❭❑q ❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ④ ☎▼❤❥❤ ❨✗q✼➋➉❬ ☎ ❨✗❬ ✡ ❫✬④ ✡ ❫ ❤ ✈ ❬✭❸ ☎✹✁✬✡ ❫ ❲

① ✂♠❣ ❨✗❬ ☎▼❤❦❣ ❬✭❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✵❬ ✝✴❣ ❭❑❬ ✡✌❤☞✡ q❅❬✁❫✬q ✈ ④ ✡ ❫✁❫✭❭❑❬ ✡ ❨✗q ✡ ✈ ❬ ❣ ❷ ✡❊✁✬✡ ❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q➁❷ ✝ ✈ ❣ ❪ ❣✐⑧ ❪ ✡ ❲ ✍ ❨ ✡ ❪❑❪ ✡✡ ❫✭❬✩❪ ❣❥❤❦❣ q✗❭ ❧ ✡ ❫✭❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁❄❣ q❄❫✩q ☎ ❫ ✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❫ ✁✄✂ ❭❑q❜❬ ✈ ✝✄☎ ❬ ✁ ❨ ❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡➤✝✟✡ ④✁❸ ✡✭✝ ④✁❸ ✈ ✚ ✡ ❬ ✁❄❣ q❄❫✩❛❜❨ ✡ ❪ ❪ ❣ q❇③
② ❣ ② ✡ ❪ ❣⑤✁ ✈ ④ ✝ ❭ ✝✟✡❘❺ ⑦ ✂✆✡ ❫✭❬ ✡ q❜❬ ✝✟✡✻❣ ❨✗❬ ✝✟✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ q ✈ ④ ✡ ❫✁❫ ❣ ❭ ✝✟✡ ❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q✡❛❅❨✗❭ ❣ ❷ ✝✟☎ ❾ ☎ ❛❅❨ ✈ ❪ ✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❭❑❬✭❭ ☎ q✁✬✡ ❫ ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ✁❄❣ q❄❫➆❪ ✡ ❫ ❤ ✈ ❬✭❸ ☎✹✁✬✡ ❫ ⑧ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ❲ ⑦ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✾③⑤④✌❭✻q ✡ ❧ ☎ ④ ❣ ❪❑❭✲❫ ❣ ❭ ✡ q❅❬ ❣ ❭❑q❄❫✁❭❩❷✗❪❑❨❄❫➆❫✭❨ ✝✁✬✡ ❫✿④ ☎▼❤ ❷ ❣✏✝✴❣ ❭✲❫ ☎ q❄❫ ✁✬✡ ❨ ❴ ③✙➋r③ ✁✬✡ ❨ ❴✯✁✬✡ q ☎ ❫ ☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬✁❫ ✁✬✡ ❷ ✝ ✈ ✁ ❭❑❪ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ✰ ❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✚✜❫✁❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫✛✚ ✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❫✁✄✂✆✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭ ☎ q ✲ ✚ ❤❦❣ ❭✲❫❩④✴❸ ✡✭✝ ④✁❸ ❣ ❭ ✡ q❜❬ ✁ ✈ ❫ ☎✞✝✭❤❦❣ ❭✲❫✻➋❦④ ❣ ❷✗❬✭❨ ✝✟✡✭✝ ❪ ✡ ❫✳❷ ✝✟☎ ❷ ✝ ❭ ✈ ❬ ✈ ❫✻④ ☎▼❤❥❤ ❨✗q ✡ ❫✟➋❥❨✗q ✡ q❄❫ ✡✌❤ ③⑧ ❪ ✡➔✁✬✡ ④ ✡ ❫ ☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫▲❷ ❣✏✝ ❪ ✡❦⑧ ❭ ❣ ❭✲❫ ✁✄✂ ❨✗q ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❲✝✉ ❣ q❄❫▲❨✗q➏❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ✡✭✝ ❬ ✡✌❤ ❷❄❫✛✚ ✁✬✡ ❫ ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫❥❫ ✡ ❫ ☎ q❜❬✁ ✈ ❾ ✡ ❪ ☎ ❷✗❷ ✈ ❫✳❷ ❣✏✝✴❣ ❪❑❪ ♦ ❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ✁❄❣ q❄❫✵❨✗q ✡❻❣ ④❍④ ✡ ❷✗❬✭❭ ☎ q ❫✭❬ ✝ ❭✲④✌❬ ✡✌❤☞✡ q❅❬✳❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭✲❫✭❬ ✡◆✡ ❬ ✁❄❣ q❄❫✵❨✗q➁❫ ✡ q❄❫ ✁✬✡ ❪ ❣
❬✭❸ ✈ ☎✞✝ ❭ ✡➤✁✬✡ ❫✳❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫✛✚✺④ ☎▼❤❥❤☞✡ ❪ ✡ ❫ ✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭ ☎ q❄❫ ✝ ✈ ②❡❨✗❪❑❭ ♦✭✝✟✡ ❫ ☎ ❨➁❪ ✡ ❫❩② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫❩q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❅❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫
✰ ❫✭❬ ☎ ④✁❸ ❣ ❫✭❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ✲ ❲❩➈ q ✡ ✠ ✡ ❬✛✚✺④ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✾③⑤④✌❭◗❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✭❬ ✡ q❅❬✩❪ ❣ ④ ❣ ❷✗❬✭❨ ✝✟✡❆✁✬✡ ❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ❫✻❪❑❭ ✈ ❫✻➋ ✁✬✡ ❫❩❷ ✝✟☎❍❴ ❭ ❤ ③
❭❑❬ ✈ ❫❘❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❜❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡➀✡ ❬ s ☎ ❨➒❫✭❷ ❣ ❬✭❭ ❣ ❪ ✡ ✚●❷ ✝✟☎ ❷ ✝ ❭ ✈ ❬ ✈ ❫ ☎ ❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ❣✐⑧ ❪ ✡☞✁❄❣ q❄❫✩❪ ✂✆☎ ❷✗❬✭❭✲❛❜❨ ✡➀✁✄✂ ❨✗q ✡ ❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ➋ ❪ ❣
② ✈ q ☎▼❤ ❭✲❛❅❨ ✡ ❲

✍ ❨ ❣ q ✁ ❪ ✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q➏❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ④ ☎ q✗q❜❨ ✡ ❫✭❬➉❫✭❨❄❫✭❷ ✡ ④✌❬ ✈ ✡▼✁❄❣ q❄❫▲❨✗q ☎▼⑧❇❽❛✡ ❬ ✁✄✂ ❭❑q❅❬ ✈ ✝✄☎ ❬✛✚➇❨✗q ✡
❛❅❨ ✡ ❫✭❬✭❭ ☎ q❼❛❅❨ ✂ ❭❑❪ ✡ ❫✭❬✬q ❣ ❬✭❨ ✝✟✡ ❪ ✁✬✡ ❫ ✡ ❷ ☎ ❫ ✡✭✝➠✡ ❫✭❬ ☛✡✠☞☛ ✦ ✞ ✞ ✦✚✢✱✩ ✭ ✩ ✆ ✑ ✍✘✯ ✄ ✯ ✞ ✏ ✤ ✑ ✆ ✏✍✌ ✑ ✯ ✯✱✫ ✭ ✯ ★ ★ ✯ ✩ ✏ ✞ ✠✙✭✞✦✟✞ ★ ✯
✦ ✠ ✏ ✦✚✫✮✦✚✢ ✍✏✎ ❳❩q✝❷ ✡ ❨✗❬❘❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✡✭✝ ❷ ☎ ❨ ✝ ❭❑❪❑❪❑❨❄❫✭❬ ✝✟✡✭✝ ④ ✡ ❷ ✝ ❭❑q❄④✌❭❑❷ ✡ ❪ ✡ ④ ✈ ❪ ♦✌⑧✬✝✟✡ ❷ ❣✏✝✴❣✞✁✬☎✥❴✠✡▼✁ ❨➒❫✭❭❑q✗② ✡➀✡ ❬ ✁✬✡
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❪ ❣➆❤❦❣ ④✁❸✗❭❑q ✡ ➋ ✈ ④ ✝ ❭ ✝✟✡➒☛ ✣❅❨✗❷✗❷ ☎ ❫ ☎ q❄❫✮❛❅❨ ✂✆☎ q ❣ ❬✭❬ ❣ ④✁❸ ✡ ❨✗q ❫✁❭❑q✗② ✡ ❭ ❤❥❤☞☎✞✝ ❬ ✡ ❪ ✡ ❬❘❭❑q❄❫ ✡ q❄❫✭❭ ⑧ ❪ ✡ ➋➆❪ ✂✆✡ q✗q❅❨✗❭✹➋
❨✗q ✡✩❤❦❣ ④✁❸✗❭❑q ✡ ➋ ✈ ④ ✝ ❭ ✝✟✡ ✚ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫✯❭❑❪ ✇ q✗❭ ✝✴❣ ❷ ❣✏✝ ✈ ④ ✝ ❭ ✝✟✡ � ✦ ✏ ★ ✯ ✭ ✁✬✡ ✣❅❸ ❣✐➊❨✡ ❫✭❷ ✡✥❣✏✝✟✡✟❣ ❾ ✡ ④✩❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ 1 ✰➻☎ ❨
q ✂ ❭ ❤ ❷ ☎✞✝ ❬ ✡ ❛❅❨ ✡ ❪ ❣ ❨✗❬ ✝✟✡ ❪❑❭❑❾ ✝✟✡ ✲ ❲ ① ❣➀✝✴❣ ❭✲❫ ☎ q ✁✬✡ ④ ✡ ❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ✚ ✝✴❣✏✝✟✡✌❤☞✡ q❜❬✻④ ☎ q❄❫✭❬ ❣ ❬ ✈ ✡ q➁❷ ✝✴❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ④ ❣✏✝
q ✂♠❣✏✝❛✝ ❭❑❾ ❣ q❜❬ ✡ q ❤☞☎ ♣ ✡ q✗q ✡ ❛❜❨ ✡ ❬ ☎ ❨✗❬ ✡ ❫ ❪ ✡ ❫ 26130000 ❧ ✝✴❣ ❷✗❷ ✡ ❫ ✆ ✚ ✡ ❫✭❬ ❪❑❭ ✈ ✡✹❣ ❨❻❧ ❣ ❭❑❬◗❛❅❨ ✡ ❪ ❣ ❧ ✝✴❣ ❷✗❷ ✡ ✦ ✠ ✏ ✦✚✫✮✦✚✢ ✍✁✬✡ ❬ ☎ ❨❄④✁❸ ✡ ❫❥❫ ❣ q❄❫ ❤ ✈ ❤☞☎ ❭ ✝✟✡❹❣ ❬✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨ ✡ ❨✗q ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ q ☎ q❇③ q❜❨✗❪❑❪ ✡ ➋❼❬ ☎ ❨✗❬ ✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❲ ✧ ✝✴❣ q❄❫✭❷ ☎ ❫ ✈✁❄❣ q❄❫➇❪ ✡❻✁✬☎▼❤❦❣ ❭❑q ✡ ✁ ❨ ❾✜❭❑❾ ❣ q❜❬✛✚ ☎ q ❷ ✡ ❨✗❬✛✚ ✁❄❣ q❄❫➇❨✗q ✡✳❣ ❷✗❷ ✝✟☎✥❴ ❭ ❤❦❣ ❬✭❭ ☎ q✡② ✝✟☎ ❫✁❫✁❭ ♦✭✝✟✡ ✚❜④ ☎ q❄❫✭❭ ✁ ✈ ✝✟✡✭✝ ❪ ✡ ② ✈ q ☎▼❤☞✡✁✄✂ ❨✗q ✡⑨✡ ❫✭❷ ♦ ④ ✡ ④ ☎▼❤❥❤☞✡ ❨✗q ✡ ✄ ✏ ✦✞✝ ✑ ✯ ✍✑✯✠✟ ✦✚✢☛✡ ✆ ✟ ✚❇④ ✂✆✡ ❫✭❬✿➋ ✁ ❭ ✝✟✡ ❛❅❨ ✡ ❪ ❣ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✄✂ ❨✗q ✡❩⑧✣❣ ❫ ✡❻✡ q❦❨✗q ✡
❷ ☎ ❫✭❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✬☎ q✗q ✈ ✡ q ✡⑨✁ ✈ ❷ ✡ q ✁ ❛❅❨ ✡❻✁✄✂ ❨✗q✡❫ ☎ ❨❄❫ ✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡❿✁✬✡ ❫ ⑧✣❣ ❫ ✡ ❫✹❷ ✝ ✈ ④ ✈ ✁✬✡ q❜❬ ✡ ❫ ❲✹✉ ❣ q❄❫✹❨✗q ✡ ❾ ✡✭✝ ❫✭❭ ☎ q
q ☎ q ✁ ✈ ② ✈ q ✈ ✝ ✈ ✡ ✚❯❨✗q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ④✁❸ ❣☞☛ q ✡ ❣ ❬✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨ ✡✭✝✴❣➔✁✬☎ q❄④➉❨✗q ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ q ☎ q❇③ q❜❨✗❪❑❪ ✡ ➋ ❪ ❣ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❄④ ✡➀✡ q
❫ ☎ q➁❫ ✡ ❭❑q ✁✬✡ ④✁❸ ❣ ❛❅❨ ✡✟❤☞☎ ❬✭❭ ❧ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❭❑q❇❧ ✈ ✝ ❭ ✡ ❨ ✝✟✡ ➋➉④ ✡ ❪❑❪ ✡⑤✁ ❨❹② ✈ q ☎▼❤☞✡✌☞ ❲❶ ❪❑❨❄❫✻② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬✛✚ ☎ q✼❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝❿✝ ✈ ❷ ☎ q ✁✠✝✟✡ ➋❦❪ ❣ ❛❅❨ ✡ ❫✭❬✭❭ ☎ q✼❭❑q✗❭❑❬✭❭ ❣ ❪ ✡ ❪ ✡ ④ ☎ q❄④ ✡ ❷✗❬❘❫✭❬ ❣ ❬✭❭✲❫✁❬✭❭✲❛❜❨ ✡❆✁✬✡✫✱✩✎✍ ✑✵✩ ✏ ✄ ✦ ✭ ✩ ✟ ✩ ✭✰✤ ✚▼④ ☎ q❄④ ✡ ❷✗❬◗④ ☎▼❤ ❷ ❣✏✝✴❣✐⑧ ❪ ✡ ➋✿❨✗q ✡ ❛❜❨ ❣ q❅❬✭❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ✂ ✈ ❬ ☎ q✗q ✡✌❤☞✡ q❜❬ ❧ ❣ ④ ✡ ➋✵❨✗q✮❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡☎▼⑧ ❫ ✡✭✝ ❾ ✈❡❲✹⑦ ✡ ❪❑❨✗❭ ③⑤④✌❭ ✡ ❫✭❬✹❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡✌❤❥❤☞✡ q❅❬ ❤❦❣ ❬ ✈ ✝ ❭ ❣ ❪❑❭✲❫ ✈ ✁❄❣ q❄❫✯❪ ❣✮⑧ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❷ ❣✏✝ ❪ ✡ ❫✿❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝ ❫ ✁ ❨ Z ③
❫✁④ ☎✞✝✟✡⑤✡ ❬ ✁✬✡ ❪ ❣ P ③ ❾ ❣ ❪❑❨ ✡ ❲ ✥✙❪✲❫✬❫ ☎ q❅❬ ✝✟✡ ❫✭❷ ✡ ④✌❬✭❭❑❾ ✡✌❤☞✡ q❜❬✩④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✈ ❫❩➋▲❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝ ✁✬✡ ❫✿❧ ☎✞✝✭❤ ❨✗❪ ✡ ❫

✂✣③★✣✜④ ☎✞✝✟✡ (m) =
m− µ0

σ0

❶ ③ ☞ ❣ ❪❑❨ ✡ (m) = P(X0 ≥ m | H0)

☎✡✠ m ✡ ❫✭❬✿❪ ❣ ❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝♠☎▼⑧ ❫ ✡✭✝ ❾ ✈ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❨✗q ❷ ❣✏✝✴❣✐❤ ♦ ❬ ✝✟✡ p ✚ H0
✡ ❫✁❬✹❪ ✡✩❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ✑ ✠✘★ ✚✜❪ ❣ ❾ ❣✏✝ ❭ ❣✐⑧ ❪ ✡❘❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡

X ④ ☎✞✝❛✝✟✡ ❫✭❷ ☎ q ✁❄❣ q❜❬✮➋❦❪ ❣ ❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝❊✁ ❨❼❷ ❣✏✝✴❣✐❤ ♦ ❬ ✝✟✡ p ✁❄❣ q❄❫ H0
❲✻➈ q ✇ q µ0

✡ ❬ σ0 ❫ ☎ q❅❬ ✝✟✡ ❫✁❷ ✡ ④✌❬✭❭❑❾ ✡✌❤☞✡ q❅❬
❪ ❣➉❤☞☎ ♣ ✡ q✗q ✡◗✡ ❬✵❪ ✂ ✈ ④ ❣✏✝ ❬✾③ ❬⑤♣✜❷ ✡❻❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✈ ❫✳➋▲❪ ❣ ❾ ❣✏✝ ❭ ❣✐⑧ ❪ ✡ X ✁❄❣ q❄❫ H0

❲
⑦ ✡ ❫ ✁✬✡ ❨ ❴ ❭❑q ✁ ❭✲④ ❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡ ❪ ❣ ❫✭❭❑②❡q✗❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭❑❾✜❭❑❬ ✈ ✁✄✂ ❨✗q➍❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡⑤☎▼⑧ ❫ ✡✭✝ ❾ ✈ ✰➻☎ ❨ ✁✄✂♠❣ ❨✗❬ ✝✟✡ ❫✬❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✡ ❫ ✲

❫ ☎ q❅❬ ☎▼❤ q✗❭❑❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❜❬✁❫ ✁❄❣ q❄❫✬❪ ✡ ❫ ✁ ✈ ❤❦❣✏✝ ④✴❸ ✡ ❫ ⑧ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ❫ ❲ ✥✙❪✲❫✿❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✭❬ ✡ q❅❬ ✁✄✂♠❣ ❬✭❬✭❭ ✝✟✡✭✝ ❪ ✂♠❣ ❬✭❬ ✡ q❅❬✭❭ ☎ q✁✬✡ ❫ ⑧ ❭ ☎ ❪ ☎ ②❡❭✲❫✭❬ ✡ ❫ ✡❵❴ ❷ ✈ ✝ ❭ ❤☞✡ q❜❬ ❣ ❨ ❴ ❫✭❨ ✝☞✁✬✡ ❫ ❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ❫ ✡ q❄④ ☎✞✝✟✡ ❭❑q❄④ ☎▼❤ ❷ ✝ ❭✲❫ ☎ ❨ ✡ q ❬ ☎ ❨✗❬❦④ ❣ ❫❥q ☎ q❇③
❭❑q ✁ ❨✗❭❑❬✁❫✵❷ ❣✏✝ ❪ ✡ ❫✿④ ☎ q✗q ❣ ❭✲❫✁❫ ❣ q❄④ ✡ ❫ ❣ ❾ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫ ❲ ➌ q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡✟❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q✡❧ ❣ ❭❑❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ❣ ❷✗❷ ❣✏✝✴❣☞☛ ❬ ✝✟✡ ❪ ❣ q ✈ ④ ✡ ❫✁❫✭❭❑❬ ✈✁✬✡❥❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫✟q❅❨✗❪✲❫❻④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴✬✡ ❫✛✚ ❣ ❷✗❬ ✡ ❫▲➋✡❬ ✡ q✗❭ ✝ ④ ☎▼❤ ❷✗❬ ✡▼✁✬✡ ❪ ✂✆✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ❣ q❜❬ ❲ ➈ q ✡ ✠ ✡ ❬✛✚➑❭❑❪ ✡ ❫✁❬❘❭ ❤ ❷ ☎✞✝ ❬ ❣ q❅❬✛✚❣ ❨ ❤☞☎▼❤☞✡ q❅❬ ✁✄✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ✡✭✝ ❪ ❣ ❫✭❭❑②❡q✗❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭❑❾✜❭❑❬ ✈ ✁✄✂ ❨✗q ❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡❅☎▼⑧ ❫ ✡✭✝ ❾ ✈ ✚ ✁✬✡ ❬ ✡ q✗❭ ✝ ④ ☎▼❤ ❷✗❬ ✡❸✁✬✡ ❬ ☎ ❨❄❫
❪ ✡ ❫❻❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ❫❻④ ☎ q✗q❅❨❄❫ ☎✹✡ ❨✗❾ ✝✴❣ q❜❬❻❫✁❨ ✝ ❪ ✡ ❫ ☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫❻④ ☎ q❄❫✁❭ ✁ ✈ ✝ ✈ ❫✛✚ ✡ ❬ ✁✬☎ q❄④ ✁✬✡ ❪ ✡ ❨ ✝ ❭ ❤ ❷ ❣ ④✌❬❻❫✁❨ ✝ ④ ✡ ❫☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫ ❲ ❶ ❣✏✝✯✡❵❴✠✡✌❤ ❷✗❪ ✡ ✚ ☎ q ❷ ✡ ❨✗❬ ❬ ✡ q✗❭ ✝ ❷ ☎ ❨ ✝ ❫✭❭❑②❡q✗❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭❑❾ ✡ ❪ ❣⑧✝✴❣✏✝✟✡ ❬ ✈ ✁ ❨ ❤☞☎ ❬✭❭ ❧✤✧✳❢ ⑩ ✁❄❣ q❄❫ ❨✗q ✡
❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❭❑q❅❬ ✡✭✝ ② ✈ q✗❭✲❛❜❨ ✡ ❲➒⑦ ✡ ❬✭❬ ✡✯✝✴❣✏✝✟✡ ❬ ✈ ❫ ✡✭✝✴❣ ✚ ✁ ❨ ❤☞☎ ❭❑q❄❫❻❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬✛✚ ✡❵❴ ❷✗❪❑❭✲❛❜❨ ✈ ✡✯✡ ❬ ✁✬☎ q❄④➆q ☎ q❇③
❫✭❭❑②❡q✗❭ ✇ ❣ q❅❬ ✡❹❣ ❨ ❫ ✡ ❭❑q ✁✄✂ ❨✗q ✡▼✝ ✈ ②❡❭ ☎ q➏④ ☎✹✁❄❣ q❜❬ ✡➔✁ ❨ ❧ ❣ ❭❑❬ ✁✬✡ ❪ ✂ ❭❑q❜❬ ✡✭✝✟✁ ❭✲④✌❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q➏❬ ✡ ❪✹❬ ✝ ❭❑❷✗❪ ✡ ❬ ✡ q ❷✗❸ ❣ ❫ ✡
④ ☎✹✁❄❣ q❜❬ ✡ ❬ ✝✟☎ ❷ ❷ ✝✟☎ ④✁❸ ✡✯✁✄✂ ❨✗q ✣✦✧ ⑩ ✜ ✧ ❲ ⑩ ❾ ✡ ④ ❪ ❣ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ④ ✝✟☎ ❭✲❫✁❫ ❣ q❅❬ ✡➔✁✬✡ ❫✮❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ❫➉❾ ❣ ❪❑❭ ✁ ✈ ❫✛✚✡ ❬✮❪ ✡ ❨ ✝❻❤ ❨✗❪❑❬✭❭❑❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❨ ❫ ✡ ❭❑q ✁✬✡ ❤ ☎✌❤☞✡ ❫ ✝ ✈ ②❡❭ ☎ q❄❫✛✚ ❭❑❪ ✡ ❫✭❬ ✡ ❫✴❫ ✡ q❜❬✭❭ ✡ ❪ ✁✬✡ ④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨✗❭ ✝✟✡✯✁✬✡ ❫ ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫
q❜❨✗❪✲❫ ✄ ✦ ✞ ✭ ✠✘✢✧✦ ✑ ✭ ❪ ✂ ❭ ❤ ❷ ❣ ④✌❬ ✁✬✡ ✭ ✆ ✠✑✫ ★ ✯✱✫ ✞ ✏ ✤ ✑ ✆ ✏✍✌ ✑ ✯✱✫☛✦ ✟ ✤ ✢✥✤✱✫ ✚ ✡ ❬✿❛❅❨✗❭❄❧ ✡✭✝✟☎ q❜❬ ✁✬☎ q❄④ ✝✟✡ ❫✴❫ ☎✞✝ ❬✭❭ ✝ ❷ ❣✏✝ ④ ☎▼❤ ③
❷✗❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬➆④ ✡ ❨ ❴➊✡ q❄④ ☎✞✝✟✡ ❭❑q ✡❵❴ ❷✗❪❑❭✲❛❅❨ ✈ ❫ ✡ ❬ ❤ ✈ ✝ ❭❑❬ ❣ q❅❬ ❨✗q ✡ ✈ ❬✭❨ ✁✬✡ ❲ ✥⑤❪ ✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ✡✱✁✬✡ ❫ ④✌❪ ❣ ❫✴❫ ✡ ❫ ✁✬✡➍❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫
❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❫✁❛❅❨ ✡ ❪✲❫✵❪ ✂♠❣ q ❣ ❪❑♣✜❫ ✡⑤✡ q❹❾✜❨ ✡❊✁✬✡ ❪ ✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q❹❬ ✡ ❫✭❬ ✡ ❫✭❬✬❧ ❣ ④✌❭❑❪ ✡❊☎ ❨ ✚ ✁ ❨ ❤☞☎ ❭❑q❄❫✛✚ ✁ ✈ ❽ ➋ ✝ ✈ ❫ ☎ ❪❑❨ ✡❣ q ❣ ❪❑♣✜❬✭❭✲❛❜❨ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ☎ ❨ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤ ❭✲❛❅❨ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ❲ ❳❩q ✁ ❭✲❫✭❷ ☎ ❫ ✡✟❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ✁✬✡ ❧ ☎✞✝✭❤ ❨✗❪ ✡ ❫✳④✌❪ ☎ ❫ ✡ ❫✛✚✗④ ☎▼❤❥❤☞✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ❣
❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ☎ ❨❄❫ ❨✗q ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ✁✬✡ ♥ ❣✏✝✭➊❨☎ ❾ ✚ ☎ ❨ ✡ q❄④ ☎✞✝✟✡ ✁✄✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫
❷ ☎ ❨ ✝ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ✡✭✝ ❪ ✡ ❫◗④ ✝ ❭❑❬ ♦✭✝✟✡ ❫ ✁✬✡ ❫✭❭❑②❡q✗❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭❑❾✜❭❑❬ ✈❡❲ ⑦ ✡ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❜❬ ✁❄❣ q❄❫ ✁✬✡ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ❨ ❴ ④ ❣ ❫✛✚▼❪ ✡ ❫ ❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ❫✁✬☎ q❜❬ ☎ q ✁✬☎ ❭❑❬❻❬ ✡ ❫✭❬ ✡✭✝ ❪ ❣ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❄④ ✡▼✁❄❣ q❄❫❻❪ ✡ ④ ❣✞✁✠✝✟✡✯✁ ❨ ❬ ✡ ❫✁❬❻❫ ☎ q❅❬❻❬ ✝✟☎ ❷➏④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴✠✡ ❫▲❷ ☎ ❨ ✝✮⑧ ✈ q ✈❵✇ ④✌❭ ✡✭✝
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✁✄✂ ❨✗q ✡✻❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✡ ❷✗❨ ✝✟✡✌❤☞✡ q❅❬ ❣ q ❣ ❪❑♣✜❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❲★➈ q❦❷ ❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❨✗❪❑❭ ✡✭✝ ✚ ✁❄❣ q❄❫✹❪ ✡ ✁✬☎▼❤❦❣ ❭❑q ✡⑨✁✬✡ ❫ ❤☞☎ ❬✭❭ ❧✔❫ ❫✁❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝ ✈ ❫✛✚
q ☎ ❬ ✝✟✡ ④ ❣ ❷ ❣ ④✌❭❑❬ ✈ ✁✄✂♠❣ q ❣ ❪❑♣✜❫ ✡ ❫✭♣ ❤❻⑧●☎ ❪❑❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ✡ ❪❑❭ ❤ ❭❑❬ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✂ ❭❑q❄❫✁❬ ❣ q❜❬ ❣ ❨ ❴➒✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭ ☎ q❄❫ ✝ ✈ ②❡❨✗❪❑❭ ♦✭✝✟✡ ❫ ➂ t❡t ➃ ❲⑩ ❨❇③ ✁✬✡ ❪ ➋ ✁✬✡ ❫ ✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✴❫✭❭ ☎ q❄❫ ✝ ✈ ②❡❨✗❪❑❭ ♦✭✝✟✡ ❫ ✚ ☎ q ❷ ✡ ❨✗❬✳❷ ❣✏✝ ❧ ☎ ❭✲❫❩❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡✭✝❿✁✬✡ ❫ ✁ ✈ ④ ☎▼❤ ❷ ☎ ❫✭❭❑❬✭❭ ☎ q❄❫✻❛❅❨✗❭ ✝✟✡ q ✁✬✡ q❅❬
❷ ☎ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡ ❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡☞✁✬✡ ❫ ☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫ ❤☞☎✹✁ ✈ ❪❑❭✲❫ ✈ ❫ ❲ ➌ q ✡ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭✲❫✭❬ ✡ ❷ ❣✏✝ ❨✗q ✡❤ ✈ ❬✭❸ ☎✹✁✬✡❊✁✬✡ ❬✙♣❅❷ ✡ ♥ ☎ q❅❬ ✡ ③ ⑦ ❣✏✝ ❪ ☎☞✁✬✡ ❪ ❣ ❫✁❭❑②❡q✗❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭❑❾❅❭❑❬ ✈ ✁✄✂ ❨✗q ✡❊✁ ✈ ④ ☎ ❨✗❾ ✡✭✝ ❬ ✡⑤✡ ❫✁❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫✿❷ ☎ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡ ❲★❶ ☎ ❨ ✝
④ ✡ ❪ ❣ ✚ ☎ q ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡❑✁✬✡ ❫❻❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ☎ ❨ ✁✬✡ ❫❻❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❫ ✚ ✁✬✡ ❧ ❣✁�➭☎ q ➋❹④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡✭✝ ❪ ❣ ❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝❤☞☎ ♣ ✡ q✗q ✡⑨✁✄✂ ❨✗q ❷ ❣✏✝✴❣✐❤ ♦ ❬ ✝✟✡ ✚✜❷ ❣✏✝❼✡❵❴✬✡✌❤ ❷✗❪ ✡ ❲★➈ q❦④ ☎▼❤ ❷ ❣✏✝✴❣ q❅❬✹❪ ❣ ❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝❼☎▼⑧ ❫ ✡✭✝ ❾ ✈ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❨✗q ❷ ❣✏✝✴❣✐❤ ♦ ❬ ✝✟✡❣ ❾ ✡ ④▲④ ✡ ❪❑❪ ✡➉❣ ❭❑q❄❫✭❭ ☎▼⑧ ❬ ✡ q❅❨ ✡➤✡ q ❤☞☎ ♣ ✡ q✗q ✡➤✁❄❣ q❄❫✳❪ ✡✮❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ✚ ☎ q ☎▼⑧ ❬✭❭ ✡ q❜❬✩❨✗q ✡ ❭❑q ✁ ❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q✝❫✭❨ ✝ ❪ ❣ ❫✭❭❑②❡q✗❭ ③✇ ④ ❣ ❬✭❭❑❾✜❭❑❬ ✈ ✁ ❨➍❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡◗☎▼⑧ ❫ ✡✭✝ ❾ ✈❡❲

❳❩q ☎ ❷ ♦✭✝✟✡ ❨✗q ✡ ✁ ❭✲❫✭❬✭❭❑q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✡ q❜❬ ✝✟✡ ❪ ✡ ❫ ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ❫➆❫✭❬ ❣ ❬✭❭✲❫✭❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ✡ ❬ ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫✡❫✭♣❅q❅❬ ❣r❴ ❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ❲ ① ✡ ❫❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫➁❫✭❬ ❣ ❬✭❭✲❫✭❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✡ q❅❬ ✁✬✡ ❫❹❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫✛✚ ✡ q ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❪✮q ☎ q❇③ q❜❨✗❪❑❪ ✡ ❫ ✚✮➋➏④✁❸ ❣ ④✌❨✗q ✁✬✡ ❫ ☎▼⑧ ③❽❛✡ ❬✁❫❦❫✭❨ ✝ ❨✗q ✡ ❫✁❷ ❣ ④ ✡ ❷ ✝ ✈ ❣ ❪ ❣✐⑧ ❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ✁ ✈❵✇ q✗❭ ✚✿④ ☎▼❤❥❤☞✡ ❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡❅✁✬✡ ❫ ❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❫✭❨ ✝✄✂✤⑩ ✚ ⑦ ✚ ❢ ✚ ✧✆☎
❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✂ ⑩ ✉ � ❲ ① ✡ ❫ ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ❫➉❫✭♣✜q❜❬ ❣r❴ ❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ✁ ❭✲❫✁④ ✝ ❭ ❤ ❭❑q ✡ q❅❬ ✁❄❣ q❄❫▲❪ ✂✆✡ ❫✭❷ ❣ ④ ✡➔✁✬✡▼✁ ✈ ❷ ❣✏✝ ❬▲❪ ✡ ❫ ☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬✁❫ ❣ ❨❇③
❬ ☎✞✝ ❭✲❫ ✈ ❫ ✰➻☎ ❨ ❣ ④❍④ ✡ ❷✗❬ ✈ ❫ ✲ ✁✬✡ ④ ✡ ❨ ❴ ❭❑q❜❬ ✡✭✝✟✁ ❭❑❬✁❫ ✰➻☎ ❨ ✝✟✡✱❽❛✡ ❬ ✈ ❫ ✲ ❲✬❶ ❣✏✝✭❤ ❭ ❪ ✡ ❫❩❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ✡✭✝ ❫✛✚ ☎ q➁❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡ ❪ ✡ ❫ ❤☞☎✹✁ ③♦ ❪ ✡ ❫ ❤❦❣✏✝✭➊❨☎ ❾✜❭ ✡ q❄❫✛✚ ☎▼❤ q✗❭❑❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❜❬✁❫ ✡ q ⑧ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡☞✡ ❬✻❛❅❨✗❭ ❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✭❬ ✡ q❜❬❘❪ ❣ ❷ ✝ ❭✲❫ ✡❆✡ q✝④ ☎▼❤ ❷✗❬ ✡➀✁✬✡✁ ✈ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❄④ ✡ ❫❥❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❅❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ✡ q❜❬ ✝✟✡ ❪ ✡ ❫ ⑧✣❣ ❫ ✡ ❫ ❲ ① ✡ ❫❻❫ ✡ ④ ☎ q ✁ ❫➉④ ☎▼❤ ❷ ✝✟✡ q✗q ✡ q❅❬✛✚ ✡ q❜❬ ✝✟✡➍❣ ❨✗❬ ✝✟✡ ✚◗❪ ✡ ❫ ❤☞☎ ③
❬✭❭ ❧✔❫ ❶ ✜ ❳✤✣✦✥ ✧ ➈ ➂ ✌ ➃ ☎ ❨✝❬ ☎ ❨✗❬ ✡ ❣ ❨✗❬ ✝✟✡➀✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭ ☎ q ✝ ✈ ②❡❨✗❪❑❭ ♦✭✝✟✡ ❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✭❬ ❣ q❅❬ ✁✄✂✆✡❵❴ ❷ ✝ ❭ ❤☞✡✭✝ ❨✗q➒④ ☎ q❄❫ ✡ q❄❫✭❨❄❫
❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❜❬✭❭ ✡ ❪ ❲ ➌ q ❤❦❣✏✝ ❭ ❣ ② ✡➠✡ q❜❬ ✝✟✡ ④ ✡ ❫ ✁✬✡ ❨ ❴ ❬✙♣❅❷ ✡ ❫ ✁✬✡ ❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❤☞✡ ❫★❷ ✡ ❨✗❬ ❣ ❾ ☎ ❭ ✝ ❪❑❭ ✡ ❨ ✚❡❷ ❣✏✝✍✡❵❴✬✡✌❤ ❷✗❪ ✡✳❣ ✇ q✁✄✂✆✡❵❴ ❷ ✝ ❭ ❤☞✡✭✝ ❪ ❣ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❄④ ✡❑✁✬✡➉❤☞☎ ❬✭❭ ❧✎❫❻❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝ ✈ ❫ ✁❄❣ q❄❫ ✁✬✡ ❫❻❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫❘❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❜❬ ❣ q❅❬ ✁✬✡ ❫✮④ ☎ q❜❬ ✝✴❣ ❭❑q❜❬ ✡ ❫
❫✭❬ ❣ ❬✭❭✲❫✭❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ✰✎⑩ ✜ � ❬ ✁❄❣ q❄❫✬❨✗q ☎✞✝ ② ❣ q✗❭✲❫ ❤☞✡ ❫ ✝ ❭✲④✁❸ ✡ ❫ ✡ q➁❢ ⑦ ✚❇❷ ❣✏✝➠✡❵❴✠✡✌❤ ❷✗❪ ✡ ✲ ❲ ❳❩q❹❛❜❨ ❣ ❪❑❭ ✇ ✡✭✝✴❣ ❪ ✡ ❫ ❤☞☎✹✁ ③♦ ❪ ✡ ❫✳④✌❨ ❤ ❨✗❪ ❣ q❜❬✩❪ ✂ ❭❑q❜❬ ✡✭✝✟✁ ❭✲④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ④ ✡✭✝ ❬ ❣ ❭❑q❄❫ ☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫ ✡ ❬✳❪ ✂♠❣ ❬✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫ ❣ ❨ ❴➁❣ ❨✗❬ ✝✟✡ ❫ ✁✬✡❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫❘❫✭❬ ❣ ❬✭❭✲❫✭❬✭❭✲④ ☎ ③⑤❫✭♣✜q❜❬ ❣r❴ ❭✲❛❜❨ ✡ ❫ ❲✟❶ ❪❑❨❄❫✭❭ ✡ ❨ ✝ ❫✟④✌❪ ❣ ❫✴❫ ✡ ❫ ✁✬✡❻❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ❤ ✈ ✝ ❭❑❬ ❣ q❜❬✟④ ✡ ❛❅❨ ❣ ❪❑❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭ ❧✯❾ ☎ ❭ ✡ q❅❬
❪ ✡✻❽❛☎ ❨ ✝ ✚❯❷ ✝ ❭❑q❄④✌❭❑❷ ❣ ❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ✁❄❣ q❄❫❘❪ ✂✆☎ ❷✗❬✭❭✲❛❅❨ ✡☞✁✄✂♠❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ➋➆❪ ❣✯✝✟✡ ④✁❸ ✡✭✝ ④✁❸ ✡✯✁✬✡➉❤☞☎ ❬✭❭ ❧✔❫ ❲❥❶ ❣✏✝✭❤ ❭✯④ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫
④✌❭ ✚➑❪ ✡ ❫✟❷ ✝✟☎ ✇ ❪✲❫✆✌ ♥ ♥ ✡ ❬❘❪ ✡ ❫❘② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫❻❫✁❬ ☎ ④✴❸ ❣ ❫✭❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ❫ ✚➑❛❜❨ ✂✆☎ q ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❜❬ ✡❥⑧✬✝ ❭ ♦ ❾ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ✡ q➒❾✜❨ ✡➀✁✬✡
❪ ✡ ❨ ✝ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❲ ❳❩q➁❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❅❬ ✡✭✝✴❣ ❣ ❨❄❫✴❫✭❭❯❪ ✡ ❫ ✣ ☞❩❢ ❛❜❨✗❭ ✡❵❴ ④ ♦➭✁✬✡ q❅❬ ✁✬✡ ❪ ☎ ❭❑q➁❪ ✡ ❫✬❷ ✝ ✈ ④ ✈ ✁✬✡ q❜❬ ✡ ❫❣ ❨❹q✗❭❑❾ ✡✥❣ ❨ ✯✞✝ ✞ ✢✥✯✱✫ ✫ ✩ ✟ ✩ ✭✰✤ ✚ ❤❦❣ ❭✲❫✬q ✡ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❅❬ ✡ q❜❬✩❷ ❣ ❫ ✁✄✂♠❣ ❫✭❷ ✡ ④✌❬✁❫✬❫✭❬ ❣ ❬✭❭✲❫✭❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫✳➋➉❷ ✝✟☎ ❷ ✝✟✡✌❤☞✡ q❅❬✳❷ ❣✏✝ ❪ ✡✭✝❴☛

③ ❶ ✝✟☎ ✇ ❪✲❫ ✌ ♥❼♥ ☛❄➌ q➍❷ ✝✟☎ ✇ ❪ ✌ ♥ ♥ ✡ ❫✭❬✵❨✗q➁④ ☎ q❄❫ ✡ q❄❫✭❨❄❫ ✚❄④ ✂✆✡ ❫✭❬✳➋ ✁ ❭ ✝✟✡ ❪ ✂✆✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭ ☎ q➁❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭✲❫✭❬ ✡
④ ☎ q ✁✬✡ q❄❫ ✈ ✡▼✁✄✂ ❨✗q ✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡➔✁✬✡❦❤☞☎ ❬✭❭ ❧✎❫✛✚ ⑧✣❣ ❫ ✈ ✡ ❫✭❨ ✝ ❨✗q ✡ ④✁❸ ❣☞☛ q ✡➔✁✬✡ ♥ ❣✏✝✭➊❨☎ ❾ ④ ❣ ④✁❸ ✈ ✡ ✰ ✌❩❭ ✁✬✁✬✡ q♥ ❣✏✝✭➊❨☎ ❾ ♥ ☎✹✁✬✡ ❪ ✲ ❲ ① ✡ ❫ ❷ ✝✟☎ ✇ ❪✲❫ ✌ ♥ ♥ ❫ ☎ q❅❬❦❷ ✝ ❭❑q❄④✌❭❑❷ ❣ ❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬➁❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✈ ❫❦❷ ☎ ❨ ✝❦❤☞☎✹✁ ✈ ❪❑❭✲❫ ✡✭✝➔✁✬✡ ❫
❧ ❣✐❤ ❭❑❪❑❪ ✡ ❫ ✁❄❣ q❄❫ ❪ ✡ ❫ ⑧✣❣ ❫ ✡ ❫ ✁✬✡❻✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❫ ✁ ✈ ✁ ❭ ✈ ✡ ❫ ❣ ❨ ❴ ❷ ✝✟☎ ❬ ✈ ❭❑q ✡ ❫✩➂ ⑨ ✕ ✶ ✌ ➃✙❲ ➌ q ✡ ❭❑q❜❬ ✝✟☎✹✁ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q✡❷✗❪❑❨❄❫
② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❪ ✡ ❣ ❨ ❴ ✌ ♥ ♥ ❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡ ❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✈ ✡❑✁❄❣ q❄❫❻❨✗q ✁✬✡ ❫ ☎ ❨✗❾ ✝✴❣ ② ✡ ❫ ✁✬✡☞✝ ✈ ❧ ✈ ✝✟✡ q❄④ ✡ ④ ☎ q❄④ ✡✭✝ q ❣ q❅❬
❪ ✂♠❣ q ❣ ❪❑♣✜❫ ✡❿✁✬✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ⑧ ❭ ☎ ❪ ☎ ②❡❭✲❛❜❨ ✡ ❫ ✚ ✁ ❨➍➋ ✉ ❨ ✝✭⑧ ❭❑q ✯✮✭ ✦✚★ ➂ ❱☎⑥✤➃✙❲➇⑦ ✡ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❜❬✛✚❄④ ✡ ❫✿❷ ✝✟☎ ✇ ❪✲❫✬❫ ☎ q❜❬✁✄✂ ❨✗q ✡➁✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭❑❾✜❭❑❬ ✈ ✚ ❣ ❨▲❫ ✡ q❄❫ ✁✬✡ ❪ ❣ ❬✭❸ ✈ ☎✞✝ ❭ ✡♠✁✬✡ ❫ ❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫✛✚☎❬ ✝✟☎ ❷❻❧ ❣ ❭ ⑧ ❪ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ④ ❣ ❷✗❬✭❨ ✝✟✡✭✝ ④ ✡✭✝ ❬ ❣ ❭❑q❄❫
❬⑤♣✜❷ ✡ ❫ ✁✄✂ ❭❑q❅❬ ✡✭✝✴❣ ④✌❬✭❭ ☎ q❄❫ ❲➆➈ q ✡ ✠ ✡ ❬✛✚➑❪ ✡ ❨ ✝ ❷ ☎ ❨✗❾ ☎ ❭ ✝◗✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭ ❧ ✡ ❫✭❬ ✡❵❴✗❣ ④✌❬ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ✈ ② ❣ ❪✯➋✡④ ✡ ❪❑❨✗❭ ✁✬✡ ❫✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✁❭ ☎ q❄❫ ✝ ✈ ②❡❨✗❪❑❭ ♦✭✝✟✡ ❫✛✚ ❣ ❨❄❛❅❨ ✡ ❪ ❫ ✡✭✝✴❣ ❭❑❬ ❣✞✁✐❽❛☎ ❭❑q❜❬✳❨✗q ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡⑤✁✬✡ ♥ ❣✏✝✭➊❨☎ ❾ ❲

③➍❢ ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫❻❫✁❬ ☎ ④✴❸ ❣ ❫✭❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ❫ ☛ ✥✙❪➇❫ ✂♠❣ ②❡❭❑❬ ✁✬✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ❣ ❨ ❴ ❛❜❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ☎ q ❣✞✁✐❽❛☎ ❭❑q❜❬ ✁✬✡ ❫✮❷ ✝✟☎▼⑧ ③❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫ ❣ ❫✴❫ ☎ ④✌❭ ✈ ✡ ❫✻➋ ④✁❸ ❣ ④✌❨✗q ✡➀✁✬✡ ❫ ✝ ✈❍✈ ④ ✝ ❭❑❬✭❨ ✝✟✡ ❫✻❷ ☎ ❨ ✝ ❨✗q❼q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ ❲❘❶ ✝ ❭✲❫ ✡ ❫ ✡ q❼❬ ❣ q❅❬✻❛❅❨ ✡❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ❧✌✚ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✟q ✡ ❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✭❬ ✡ q❜❬❻❷ ❣ ❫✟❪ ✡ ④ ☎ q❜❬ ✝✄✂ ❪ ✡ ❫✭❭ ❤ ❨✗❪❑❬ ❣ q ✈ ✁✬✡ ❪ ❣✱✁ ❭✲❫✁❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡
❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫✭❨ ✝ ❪ ✡ ❫❩❫✁❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ✡ ❫ ✡ ❬ ✁✬✡ ❪ ✂✆✡ ❫✭❷ ✈ ✝✴❣ q❄④ ✡➤✁✬✡ ❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡➤✁✬✡ ④ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✭③⑤④✌❭ ❲ ❳ ✝
❪ ❣✡❤❦❣☞☛ ❬ ✝ ❭✲❫ ✡✯✁✬✡ ❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡▼✡ ❫✭❬ ✡ ❫✁❫ ✡ q❜❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡ ➋➍❛❜❨✗❭✹❾ ✡ ❨✗❬ ✏ ✩ ✏ ✯✮✢ ★ ✯ ✢✥✤✥✯ ★ ✚★❫✭❨ ✝ ❬ ☎ ❨✗❬ ✁❄❣ q❄❫▲④ ✡ ❫❘❧ ☎✞✝ ③❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❤☞✡ ❫ ❣ ❷✗❬ ✡ ❫✿➋ ❤☞☎✹✁ ✈ ❪❑❭✲❫ ✡✭✝❼✁✬✡ ❫✹❭❑q❜❬ ✡✭✝✴❣ ④✌❬✭❭ ☎ q❄❫✯❪ ☎ q✗②❡❨ ✡ ③ ✁ ❭✲❫✭❬ ❣ q❄④ ✡ ❲➇➈ q❦❷ ✝✴❣ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ✚❅❪ ✂✑✡ ❫✭❷ ✈ ✝✴❣ q❄④ ✡✁✬✡ ❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡➔✁✬✡ ❫ ☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬✁❫ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ✡✱✁ ❭❑❾ ✡✭✝ ② ✡ ✚ ✡ ❬➉❨✗q ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✚➇❷ ❣✏✝❆✝✟✡✱❽❛✡ ❬ ❣ q❅❬✭❭✲④✌❭❑❷ ✈ ✡ ✚ ✡ ❫✭❬



� ✁✁� ✆✦✑✔✗✄✂ ✠ ✄ ✄✪✑ ✓☎✂✠✆ � �

❣ ❨ ❤ ❭ ✡ ❨ ❴❽✡❵❴ ❷ ☎ q ✡ q❜❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡ ✚ ➋ ❤☞☎ ❭❑q❄❫ ✁✬✡ ❷ ✝✴❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡✭✝ ❨✗q ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁ ❭❑❬ ✡ ✍✑✯✁� ✆ ★ ✭ ✝✑✏ ✦ ✑ ✑ ✚✺❛❅❨✗❭
④ ☎ q❜❬ ✝✴❣ ❭❑q❜❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫✬❬ ☎ ❬ ❣ ❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬✳❪ ✡ ❫✵❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫ ✁✄✂ ✈ ❤ ❭✲❫✁❫✭❭ ☎ q ❲

③ ✣❅❬ ✝ ❭❑q✗②☎☞ ❣✏✝ ❭ ❣✐⑧ ❪ ✡ ❢ ✝✴❣✐❤❥❤❦❣✏✝ ❫ ☛ ① ✡ ❫ ✣ ☞❩❢ ➂ ✌ tr➃ ✰ ➈ ❬✯❪ ✡ ❫✵❢ ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫✬➋✏✧ ✝✴❣ q❄❫✾❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭ ☎ q ♥ ☎✞✝ ③
❷✗❸✗❭✲❛❜❨ ✡ ❫ ✁✬✡ ✣❅❭❑q ☎ ❛❜❨ ✡ ❬ ➂ ✌ ⑨ ➃ ✲ ❫ ☎ q❅❬ ⑧✣❣ ❫ ✈ ✡ ❫✩❫✭❨ ✝ ❨✗q❼❷ ✝ ❭❑q❄④✌❭❑❷ ✡➤✁✄✂ ❨✗q✗❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❾ ❣✏✝ ❭ ❣✐⑧ ❪ ✡ ❫✛✚ ✁✬☎ q❅❬☎ q ❣ ❬✭❬ ✡ q ✁ ❛❜❨ ✂✆✡ ❪❑❪ ✡❥❣ ❷✗❷ ❣✏✝✴❣ ❭✲❫✁❫ ✡ q❜❬✻❷✗❪❑❨❄❫✩❪ ☎ ❭❑q ✁❄❣ q❄❫✩❪ ✡ ❬ ✡❵❴ ❬ ✡ ✚✒❭ ✁✬✡ q❜❬✭❭✲❛❅❨ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ☎ ❨ ❣ ♣ ❣ q❅❬❘❫✭❨ ⑧ ❭ ✡ ❫
❨✗q ❤☞☎✞✝ ❷✗❸✗❭✲❫ ❤☞✡➒✡ ❬ s ☎ ❨ ❛❜❨ ✡ ❪✲❛❅❨ ✡ ❫ ❣ ❪❑❬ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ✁❄❣ q❄❫➉❪ ✡ ④ ❣ ❫ ✁✬✡ ❫❦❢✤✧ ♥ ❲◗➈ ❪❑❪ ✡ ❫ ❫ ☎ q❜❬ ❛❅❨ ❣ q❜❬❦➋✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ✡❵❴ ❬ ✝✄☎✌❤☞✡✌❤☞✡ q❅❬ ✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✴❫✭❭❑❾ ✡ ❫✛✚ ✁ ✈ ❷ ❣ ❫✴❫ ❣ q❜❬ ❤ ☎✌❤☞✡ ❪ ✂✆✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭❑❾✜❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❫✡② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫❹q ☎ q❇③
④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✳❷ ☎ ❨ ✝ ✁ ✈ ④ ✝ ❭ ✝✟✡ ❨✗q ✡ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡◗✁ ❨ ✄✝✆ ✑ ✭✰✯ ✝✆✭ ✠✵✯ ★ ❲✯➈ ❪❑❪ ✡ ❫✬❷ ✡ ❨✗❾ ✡ q❜❬ ❣ ❭❑q❄❫✁❭ ❤☞☎❣✁ ✈ ❪❑❭✲❫ ✡✭✝ ✁✬✡ ❫
❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ❫❦④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴✬✡ ❫ ✁✄✂ ❨✗q ❷ ☎ ❭❑q❜❬ ✁✬✡ ❾✜❨ ✡❹❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤ ❭✲❛❅❨ ✡ ✚✯④ ☎▼❤❥❤☞✡ ❪ ✡ ❫❥❷❄❫ ✡ ❨ ✁✬☎ ③ q ☎✹✡ ❨ ✁ ❫
✰ ❶ ❣✏✝✟✡ q❅❬✭❸ ♦ ❫ ❣ ② ✡ ❫ A.B.A′.B′ ✲ ❲◗♥ ❣ ❪❑❸ ✡ ❨ ✝✟✡ ❨❄❫ ✡✌❤☞✡ q❜❬✛✚✗④ ✡ ❬✭❬ ✡ ✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭❑❾✜❭❑❬ ✈ ✁✄✂✆☎✞✝✟✁✠✝✟✡ ❫✭❨✗❷ ✈ ✝ ❭ ✡ ❨ ✝ ❭❑q❇③✁ ❨✗❭❑❬ ✁✬✡ ❫ ✁ ❭ ✍ ④✌❨✗❪❑❬ ✈ ❫ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤ ❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ✁❄❣ q❄❫✹❪ ✡ ④ ❣✞✁✠✝✟✡⑨✁✬✡ ❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❲➇❶ ✝ ❭❑q❄④✌❭❑❷ ❣ ❪ ✡ ③❤☞✡ q❜❬✛✚✐❪ ❣ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❄④ ✡➁✁❄❣ q❄❫ ④ ✡ ❫➑② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ✁✬✡ ❾ ❣✏✝ ❭ ❣✐⑧ ❪ ✡ ❫➑q ☎ q❇③ ❭❑q❄❫✁❬ ❣ q❄④✌❭ ✈ ✡ ❫ ✡ ❬ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❾ ❣✏✝ ❭ ❣✐⑧ ❪ ✡ ❫
❭❑q❜❬ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬✹❨✗q ✡✻❣✐❤✮⑧ ❭❑②❡❨ ✡ ❬ ✈ ✁❄❣ q❄❫✯❪ ❣⑤✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ❤☞☎ ❬ ❲ ⑦ ✡ ❬✭❬ ✡✻❣✐❤✮⑧ ❭❑②❡❨ ✡ ❬ ✈ ✚ ✝✟✡ ④✴❸ ✡✭✝ ④✁❸ ✈ ✡ ❷ ❣✏✝
❪ ✡ ④ ✝ ✈ ❣ ❬ ✡ ❨ ✝➀✁✬✡ ④ ✡ ❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❤☞✡➍❣ ✇ q ✁✬✡ ❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡✭✝ ❷✗❪❑❨❄❫✭❭ ✡ ❨ ✝ ❫▲❭❑q❄❫✭❬ ❣ q❄④ ✡ ❫ ✁✄✂ ❨✗q ❤☞☎ ❬✭❭ ❧ ✁❄❣ q❄❫▲❨✗q
❬ ✡❵❴ ❬ ✡ ✚ ❤☞✡ ❬ ✡ q ✈ ④✁❸ ✡ ④❘❪ ✡ ❫ ❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✁❸ ✡ ❫✩④✌❪ ❣ ❫✁❫✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❲

✥✙❪ q ✂✆✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ❣ ❭❑❬ ✁✬☎ q❄④ ❷ ❣ ❫ ✡ q❄④ ☎✞✝✟✡▼✁✬✡ ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ❛❜❨✗❭✿❫ ☎ ❭❑❬▲❫✭❨ ✍ ❫ ❣✐❤❥❤☞✡ q❜❬ ✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭ ❧✵❷ ☎ ❨ ✝ ④ ❣ ❷✗❬✭❨ ✝✟✡✭✝❆✁✬✡ ❫
❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ❫✟q ☎ q❇③⑤❫✁❬ ✝ ❭✲④✌❬ ✡✌❤☞✡ q❜❬✮❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❜❬✭❭ ✡ ❪✲❫ ✚❯④ ☎▼❤❥❤☞✡ ❪ ✡ ❫✻❭❑q❜❬ ✡✭✝✴❣ ④✌❬✭❭ ☎ q❄❫✮➋ ❪ ☎ q✗②❡❨ ✡ ③ ✁ ❭✲❫✭❬ ❣ q❄④ ✡ ✚ ✡ ❬✩❷ ✡✭✝ ③❤☞✡ ❬✭❬ ✡ ❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ④ ☎ q❅❬ ✝✄✂ ❪ ✈ ✡ ❲

⑦ ✂✆✡ ❫✭❬✩❷ ☎ ❨ ✝ ❛❜❨ ☎ ❭ q ☎ ❨❄❫ ❣ ❾ ☎ q❄❫ ✈ ❬✭❨ ✁ ❭ ✈ ✚ ✁❄❣ q❄❫❩❪ ❣ ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ♦✭✝✟✡ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡◆✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡ ✚❄❪ ✡ ❫❩❷ ✝✟☎ ❷ ✝ ❭ ✈ ❬ ✈ ❫✁✄✂ ❨✗q ✡❼❣✞✁✐❽❛☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✫ ✭✞✦✆✭ ✩✌✫ ✭ ✩ ✟✑✠✵✯ ❣ ❨ ❴ ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ⑧✣❣ ❫ ✈ ❫❦❫✭❨ ✝❑✁✬✡ ❫❦② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫➆q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✛✚ ✡ ❬✁✄✂ ➋ ✉ ✡ q✗❭✲❫ ✡☞✡ ❬ ❣ ❪ ❲ ➂ ❈❡⑨ ➃ ✚➑❪ ✡ ❫❘② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫❻❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫ ❲❦⑦ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✾③⑤④✌❭ ✚ ✁✬✡➉❤ ☎✌❤☞✡ ❛❜❨ ✡ ❪ ✡ ❫✟② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫
④✌❪ ❣ ❫✁❫✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫✻❫✭❨ ✝ ❪ ✡ ❫✁❛❜❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✻❫ ☎ q❅❬ ⑧✣❣ ❫ ✈ ✡ ❫✛✚ ✝✟✡ ❫✭❬ ✝✟✡ ❭❑②❡q ✡ q❜❬❘❪ ✡ ❨ ✝ ❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ➋❦❨✗q✼❫ ☎ ❨❄❫✾③ ✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡❆✁✬✡ ❫
❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❫✭❨ ✝ ❪ ✡ ❾ ☎ ④ ❣✐⑧ ❨✗❪ ❣ ❭ ✝✟✡ ④ ☎ q❄❫✭❭ ✁ ✈ ✝ ✈❡❲ ⑦ ✡ ❪ ❣ ❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✛✚❜❷ ❣✏✝ ❪ ✡✿⑧ ❭ ❣ ❭✲❫ ✁✄✂ ❨✗q❦④ ☎✹✁❄❣ ② ✡ ☎ ❨ ✁✄✂ ❨✗q ✡✬⑧ ❭ ❽❛✡ ④❵③
❬✭❭ ☎ q ✚ ✁✬✡♠✁ ✈ ④ ✝ ❭ ✝✟✡ ✁✬✡ ❫ ☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬✁❫ ❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝ ✈ ❫✛✚❜④ ☎▼❤❥❤☞✡ ❪ ✡ ❫ ❣✏✝✭⑧✬✝✟✡ ❫✛✚❡❪ ✡ ❫➇❫✁❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ❫ ✡ ④ ☎ q ✁❄❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ✁✄✂ ⑩ ✜ � ☎ ❨✡ q❄④ ☎✞✝✟✡ ❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡❑✁✬✡ ❫❘❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✁ ✈ ④ ✝ ❭❑❬ ✡ ❫✮❷ ❣✏✝ ❨✗q➒④ ☎ q❄❫ ✡ q❄❫✭❨❄❫ ❲ ❳❩q✝q ✂ ✈ ❾ ☎ ❛❜❨ ✡✭✝✴❣ ❷✗❪❑❨❄❫ ✁ ✈ ❫ ☎✞✝✭❤❦❣ ❭✲❫
❛❅❨ ✡ ❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫✛✚ ✡ q ② ❣✏✝✟✁❄❣ q❜❬➆➋ ❪ ✂✆✡ ❫✁❷ ✝ ❭❑❬❦❛❜❨ ✡ ❪ ✡ ❫❥❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✡ q ❛❜❨ ✡ ❫✭❬✭❭ ☎ q ❷ ✡ ❨❇③
❾ ✡ q❜❬ ☎ ❬ ✝✟✡➤✁✬✡ ❫❘④ ☎✹✁❄❣ ② ✡ ❫❩❷ ☎ ❨ ✝❊✁✬✡ ❫ ☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬✁❫✩❷✗❪❑❨❄❫✻④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴✠✡ ❫ ❲❘➈ q ☎ ❨✗❬ ✝✟✡ ✚❯④ ✡ ❫❩② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✡ q❜❬
➋❼④✁❸ ❣ ❛❅❨ ✡ ❪ ✡ ❬✭❬ ✝✟✡ ❨✗q ❷ ☎ ❭ ✁ ❫ ✚★④ ☎ q❜❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ❧ ❤ ❨✗❪❑❬✭❭❑❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭❑❾ ✡✌❤☞✡ q❜❬✡➋❹❪ ❣ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✄✂ ✈ ❤ ❭✲❫✁❫✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ✡
❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❪ ❣ ④ ☎ q❜❬ ✡ q ❣ q❅❬✛✚✒④ ✡ ❛❜❨✗❭❯❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬ ✁✄✂♠❣ ❪❑❬ ✈ ✝✟✡✭✝ ❪ ❣❆✁ ❭✲❫✁❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✬❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❲➌ q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡⑤✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ✚ ✡ q➍❬ ✡✌❤ ❷❄❫✿❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡❻❣ ❷ ✝✁♦ ❫✵❨✗q➍❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡ q➍❬ ✡✌❤ ❷❄❫ ✡ ❬✡ ❫✭❷ ❣ ④ ✡ ❛❜❨ ❣✞✁✠✝✴❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫✭❨ ✝ ❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡➤✁✬✡ ❪ ❣ ❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡➤✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ✡ ✚ ✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ❣ ❭❑❬ ✁ ✈ ❽ ➋❥❷ ☎ ❨ ✝ ④ ✡ ❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❤☞✡❣ ❾ ✡ ④ ✁✬✡ ❫✩❷ ☎ ❭ ✁ ❫ ✁✬☎ q✗q ✈ ❫ ❲ ❳❩q ❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ✡ ❨✗q ✡➉❣✞✁❄❣ ❷✗❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ❣❦❤ ✈ ❬✭❸ ☎❣✁✬✡❆✁ ❭❑❬ ✡➤✁✬✡❻❿❲☎ ❪❑❬✭➀ ❤❦❣ q✗q ✚ ✁ ❨ ✡
➋ ✉ ❨❄④✴❸ ☎ q ✡ ❬ ❣ ❪ ➂ ❱❡t ➃ ✚ ❣ ❨ ❴ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫✩❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫✛✚✒❛❅❨✗❭ ✈ ❾✜❭❑❬ ✡◗✁ ✈ ❫ ☎✞✝✭❤❦❣ ❭✲❫✩④ ✡ ❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡ ❬✳❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬❤ ☎✌❤☞✡ ❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✡ q✡❬ ✡✌❤ ❷❄❫✵❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡ ❛❅❨ ❣ q ✁ ❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡❊✁✬✡ ❫✵❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫✬➋ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡✭✝➠✡ ❫✭❬ ✢✥✯ ★✆☎ ✄ ✏ ✤✥✯✁✄✂ ❨✗q❻❧ ❣ ④✌❬ ✡ ❨ ✝ ε ❲ ✉ ✡ ❷✗❪❑❨❄❫✛✚✐q ☎ ❨❄❫ ❷ ✝✟☎ ❨✗❾ ☎ q❄❫ ❪ ❣ ❷ ☎ ❫✴❫✭❭ ⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✬✡❼✝ ✈ ❣ ❪❑❭✲❫ ✡✭✝★❣ ❾ ✡ ④✯❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡
❪ ❣ ④ ☎ q ❽ ❨✗② ❣ ❭✲❫ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡❲✁✬✡ ♥ ❣✏✝✭➊❨☎ ❾ ✡ ❬ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❲➇❶ ☎ ❨ ✝ ④ ✡ ❪ ❣ ✚▼q ☎ ❨❄❫✡❵❴ ❸✗❭ ⑧●☎ q❄❫✵❨✗q ✡ ④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q➁❷ ☎ ❨ ✝ ❨✗q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❲

① ✂♠❣ ❪❑❬ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫❻❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫ ✁✄✂ ✈ ❤ ❭✲❫✁❫✭❭ ☎ q ❪❑❭ ✈ ✡ ❫❥➋➍❪ ✂♠❣r❽❛☎ ❨✗❬ ✁✬✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫▲❷ ✡ ❨✗❬ ❣ ❨❄❫✁❫✁❭ ☎ ❬ ✝✟✡
❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✈ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ④ ☎ q❅❬ ✝✴❣ ❭❑q ✁✠✝✟✡ ❪ ✡ ❫●❧ ✝ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫ ✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❜❬✁❫ ❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫ ✁❄❣ q❄❫➑❪ ✡ ❫➑❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ✡ ❫ ❲⑩ ❷ ✝✁♦ ❫ ❣ ❾ ☎ ❭ ✝ ❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ✈ ✁✬✡ ❫▲❷✗❭✲❫✭❬ ✡ ❫ ✡ ❬ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫❥❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❪ ✡ ❫❻❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❣ ❫✴❫ ☎ ④✌❭ ✈ ✡ ❫➉➋
❨✗q ✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ✚✺q ☎ ❨❄❫ ✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ☎ q❄❫❩❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭✲❫✭❬ ✡ ✚ ⑧✣❣ ❫ ✈ ❫✭❨ ✝ ❨✗q ✡ ❬ ✡ ④✁❸✗q✗❭✲❛❅❨ ✡✁✄✂✆☎ ❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁ ❨ ✡ ➋ ☞ ❣ q ✁✬✡ q ❿❲✡✭✝ ②❡❸ ✡ q✡➂❑✕ ✎ ➃ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡ ❭❑q❅❾ ✡✭✝ ❫ ✡ ✚☎➋✵❫ ❣ ❾ ☎ ❭ ✝ ❪ ❣ ✁ ✈ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❬✭❭ ☎ q



� ✁✁� ✆✦✑✔✗✄✂ ✠ ✄ ✄✪✑ ✓☎✂✠✆ �✁�

✁✄✂ ❨✗q ✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✝ ✈ ❣ ❪❑❭✲❫ ❣ q❅❬ ✁✬✡ ❫✿❧ ✝ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫✵❭ ❤ ❷ ☎ ❫ ✈ ✡ ❫ ❲➈ q ✇ q ✚✩❪ ❣ ✁ ✈ ④ ☎ ❨✗❾ ✡✭✝ ❬ ✡❍✁✬✡ ④ ☎ q❜❬ ✝✴❣ ❭❑q❅❬ ✡ ❫ ❤ ❨✗❪❑❬✭❭❑❷✗❪ ✡ ❫❹❷ ✡ ❫ ❣ q❅❬➍❫✭❨ ✝✱✁✬✡ ❫ ✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫
❫ ☎ ❨✗❪ ♦ ❾ ✡ ❪ ❣ q ✈ ④ ✡ ❫✁❫✭❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❷ ✝✟✡ q ✁✠✝✟✡ ❫✭❭ ❤ ❨✗❪❑❬ ❣ q ✈ ❤☞✡ q❅❬ ✡ q➁④ ☎▼❤ ❷✗❬ ✡◗✁✬✡ ❫✵❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ❫✻④ ❣ ❷✗❬✭❨ ✝ ✈ ❫✳❷ ❣✏✝ ✁✬✡ ❫❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❜❬✁❫✛✚✜❫ ☎ ❨❄❫★❷ ✡ ❭❑q ✡ ✁✬✡ ❫ ✂ ✤✮✭ ✆ ✑ ✑ ✯ ✢ ✁✬✡ ❪ ✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ❫ ✤✡✏ ✯ ✢❍✍✘✯✧✦ ✑ ✭ ✫ ❲ ❳❩q ❣✁✬☎ q❄④ ⑧●✡ ❫ ☎ ❭❑q ✁✄✂ ❨✗q✼❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡◆✁✬✡❻❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭ ❧✔❫❩❷ ☎ ❨ ✝❿✁ ❭✲❫✭❬✭❭❑q✗②❡❨ ✡✭✝ ❪ ✂ ✈ ❤☞✡✭✝ ② ✡✥❣ q❜❬ ✁ ❨ q ☎ q❇③ ✡ q❄④ ☎✞✝✟✡
④ ☎▼❤ ❷ ✝ ❭✲❫ ❲ ⑦ ✂✆✡ ❫✭❬✯➋❘④ ✡✵⑧✣✡ ❫ ☎ ❭❑q❦❛❅❨ ✡ ❫ ☎ ❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ✡➠✝ ✈ ❷ ☎ q ✁✠✝✟✡ ✒✙✔✚✖✘✗✘✒✕✔✆✖✙✛ ✚▼❨✗q ✡✬⑧✣☎ ☛ ❬ ✡ ➋ ☎ ❨✗❬✭❭❑❪✲❫ ✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡❆✁❄❣ q❄❫ ✁✬✡◆✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❜❬ ✡ ❫❘④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ❫ ✁✬✡❻❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❫ ✚✒❭❑q❄④✌❪❑❨ ❣ q❅❬❘❪ ✡ ❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ③
❭✲❫ ❤☞✡❆✁✬✡ ❫✻② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫❘❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫ ❲ � ☎ ❨❄❫✻❭❑❪❑❪❑❨❄❫✭❬ ✝✟☎ q❄❫✻❪ ✂ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❫ ✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❜❬ ✡ ❫✟④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ❫ ✁✬✡▲❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫
❫✭❨ ✝➠✁✬✡ ❫ ✡❵❴✠✡✌❤ ❷✗❪ ✡ ❫✵❭✲❫✴❫✭❨❄❫ ✁✬✡ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ✈ ❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ⑧ ❭ ☎ ❪ ☎ ②❡❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ❲

✉ ❣ q❄❫▲❨✗q ✡➔✁✬✡ ❨ ❴ ❭ ♦✌❤☞✡ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡ ✚★q ☎ ❨❄❫▲q ☎ ❨❄❫▲❭❑q❜❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ☎ q❄❫ ➋❹❪ ❣ ❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ✡ ④ ☎ q ✁❄❣ ❭ ✝✟✡✱✁✬✡ ❪ ✂ ⑩ ✜ � ❲
⑦ ✡ ❪❑❪ ✡ ③⑤④✌❭ ✚ ✁❄❣ q❄❫✳❫ ☎ q ❣ ④❍④ ✡ ❷✗❬✭❭ ☎ q❼④✌❪ ❣ ❫✁❫✭❭✲❛❅❨ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ❣✞✁❇❤ ❭✲❫ ✡ ❷ ❣✏✝ ❪ ✡ ❫ ⑧ ❭ ☎ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭✲④✌❭ ✡ q❄❫✛✚ ✝✟✡ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❜❬ ✡ ❨✗q ✡
❫ ☎✞✝ ❬ ✡❍✁✬✡ ❧ ✝✟☎ q❜❬✭❭ ♦✭✝✟✡⑧✁❄❣ q❄❫❹❪ ✡ ❫➍❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡ ❫❹❪❑❭ ✈ ❫❹➋➏❫ ❣ ④ ☎▼❤ ❷ ❣✏✝✴❣ ❭✲❫ ☎ q ✚✟➋ ❫ ❣ ✝ ✈ ❫ ☎ ❪❑❨✗❬✭❭ ☎ q ✩ ✑ ✫✱✩ ★ ✩ ✄✝✆✒✚✻➋
❪ ❣❸✝✟✡ ④✁❸ ✡✭✝ ④✴❸ ✡➒✁✬✡➆❤☞☎ ❬✭❭ ❧✎❫❥❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝ ✈ ❫ ❲❍❲❍❲✭➈ ❪❑❪ ✡ ❧ ❣ ❭❑❬➉❪ ✂✆☎▼⑧❇❽❛✡ ❬ ✁✄✂ ❨✗q ✝✟✡ ② ❣ ❭❑q ✁✄✂ ❭❑q❅❬ ✈ ✝✄☎ ❬ ✁✬✡ ❪ ❣ ❷ ❣✏✝ ❬ ✁✬✡ ❪ ❣
④ ☎▼❤❥❤ ❨✗q ❣ ❨✗❬ ✈ ⑧ ❭ ☎ ❪ ☎ ②❡❭✲❛❜❨ ✡ ❲✩➈ q ✡ ✠ ✡ ❬✛✚ ❣ ❾ ✡ ④▲❪ ❣ ④ ✝✟☎ ❭✲❫✁❫ ❣ q❅❬ ✡ ❷ ☎ ❷✗❨✗❪ ❣✏✝ ❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❪ ✂ ❸❅♣❅❷ ☎ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡❆✁✬✡ ✏ ✆ ✑ ✍✑✯✄✂
☎✝✆✝✞ ✚❄❪ ✡ ❫❩❷ ✝✟☎▼❤☞✡ ❫✁❫ ✡ ❫✩❪❑❭ ✈ ✡ ❫✻➋❥❪ ✂ ⑩ ✜ � ③ ❭❑q❜❬ ✡✭✝ ❧ ✈ ✝✟✡ q❄④ ✡❆☎ ❨➁❪ ❣ ④ ☎▼❤ ❷ ✝ ✈ ❸ ✡ q❄❫✭❭ ☎ q ✁ ❨ ✝✄✂ ❪ ✡◆✁✬✡ ❪ ❣ ❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡✁❄❣ q❄❫✻❪ ✡ ❫ ❤ ✈ ④ ❣ q✗❭✲❫ ❤☞✡ ❫✻❬ ✝✴❣✞✁ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q✗q ✡ ❪✲❫❘q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❜❾ ✡ q❅❬✭❭ ☎ q✗q ✡ ❪✲❫✛✚ ❪ ❣ ❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡❆✁✬✡ ❪ ✂ ⑩ ✜ � ④ ✡ ❫✁❫ ✡◆✁✄✂✆☎ ❬ ✝✟✡
④ ☎ q❄❫✭❭ ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❨✗q✗❭✲❛❅❨ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ✁❄❣ q❄❫✮❪ ✂ ⑩ ✜ � ✝ ❭ ⑧✣☎ ❫ ☎▼❤❦❣ ❪ ✡ ❬ ✁✬✡ ❬ ✝✴❣ q❄❫✾❧ ✡✭✝ ❬✛✚ ✡ ❬ ✡ ❫✭❬ ✁ ✈ ❫ ☎✞✝✭❤❦❣ ❭✲❫➉④ ☎ q❄❫✭❭ ✁ ✈ ✝ ✈ ✡
④ ☎▼❤❥❤☞✡ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭❑❾ ✡➍❣ ❨❄❫✁❫✭❭ ✁❄❣ q❄❫✮❪ ✂ ⑩ ✜ � ❤☞✡ ❫✁❫ ❣ ② ✡✭✝ ❲❹✉ ❣ q❄❫✮❨✗q ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ✡✭✝ ❬ ✡✌❤ ❷❄❫ ✚ q ☎ ❨❄❫❻❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ☎ q❄❫
❛❅❨ ✡ ❪✲❛❜❨ ✡ ❫ ✝✴❣ ❷✗❷ ✡ ❪✲❫ ✁✬✡✵⑧ ❭ ☎ ❪ ☎ ②❡❭ ✡✬❤☞☎ ❪ ✈ ④✌❨✗❪ ❣ ❭ ✝✟✡ ✚❇❫✭❨✗❭❑❾✜❭✲❫ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ✁✬✡ ❫✴④ ✝ ❭❑❷✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫➇② ✝✴❣ q ✁✬✡ ❫✯④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ❫ ✁✄✂ ⑩ ✜ �
✫ ✭ ✢✡✠ ✄ ✭ ✠✘✢✥✤✱✫ ❲� ☎ ❨❄❫✿❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ☎ q❄❫ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫✵❨✗q ✡✩❤☞☎❣✁ ✈ ❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ❣ ❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ✡ ④ ☎ q ✁❄❣ ❭ ✝✟✡❊✁✄✂ ⑩ ✜ � ❷ ❣✏✝♠✁✬✡ ❫✿② ✝✴❣✐❤ ③❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫✩q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ❲✟⑦ ✡ ❫✳② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫❘❫ ☎ q❜❬ ✈ ❛❅❨✗❭❑❾ ❣ ❪ ✡ q❜❬ ✡ ❫ ✁ ❨➁❷ ☎ ❭❑q❜❬ ✁✬✡ ❾❅❨ ✡◆✁✬✡ ❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡✁✬✡ ❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ✡ ❫✛✚ ❤❦❣ ❭✲❫✻❷ ✡ ❨✗❾ ✡ q❜❬❘❫ ✂♠❣ ❾ ✈ ✝✟✡✭✝ ❷✗❪❑❨❄❫ ☎ ❨ ❤☞☎ ❭❑q❄❫ ❣ ❷✗❬ ✡ ❫✟➋ ④ ❣ ❷✗❬✭❨ ✝✟✡✭✝⑤✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❅❬ ✡ ❫
④ ☎ q❜❬ ✝✴❣ ❭❑q❅❬ ✡ ❫✮❷ ☎ ❨✗❾ ❣ q❜❬✟❷ ✡ ❫ ✡✭✝ ❫✭❨ ✝ ④ ✡ ❫❘❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❲ � ☎ ❨❄❫ ❣r❽Ò☎ ❨✗❬ ☎ q❄❫ ✡ q❄❫✁❨✗❭❑❬ ✡➀✁✬✡ ❫❘❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ✚ ☎▼⑧ ③
❬ ✡ q ❣ q❜❬ ❣ ❭❑q❄❫✭❭ ✁✬✡ ❫✮② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫✮❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫❻❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✭❬ ❣ q❅❬✮❪ ❣ ④ ☎ q❅❬ ✝✴❣ ❭❑q❜❬ ✡✯✁✬✡ ❫✟q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ❫ ✡ ❬❻❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❫ ✁✬✡
❫ ☎ ❨❄❫✾③⑤❫✁❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ❲ � ☎ ❨❄❫ ☎▼⑧ ❬ ✡ q ☎ q❄❫ ✚ ✁❄❣ q❄❫✮❨✗q ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫✭❭ ❤ ❷✗❪ ✡▼✁ ❭✲❫✭❬✭❭❑q✗②❡❨ ❣ q❜❬▲❨✗q✗❭✲❛❜❨ ✡✌❤☞✡ q❅❬❻❪ ✡ ❫ ⑧✣❣ ❫ ✡ ❫❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❭ ✈ ✡ ❫ ✡ ❬❦q ☎ q❇③ ❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❭ ✈ ✡ ❫ ✚✬❨✗q ✡ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ❣ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✡ q ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫❦❧ ✝ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫❣ ❬✭❬ ✡ q ✁ ❨ ✡ ❫ ❲ � ☎ ❨❄❫ ☎▼⑧ ❬ ✡ q ☎ q❄❫ ❣ ❨❄❫✁❫✭❭★❨✗q ✝ ✈ ❫✭❨✗❪❑❬ ❣ ❬✟❫✭❭ ❤ ❭❑❪ ❣ ❭ ✝✟✡ ✚ ✡ ❬ ✝✟✡✌❤❦❣✏✝ ❛❜❨ ❣✐⑧ ❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬❻❫✭❭ ❤ ❷✗❪ ✡ ✚❯❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ❣
② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡❻✁✬✡ ❫➇❬✭❭❑② ✡ ❫✾③ ⑧✣☎ ❨❄④✌❪ ✡ ❫ ❲★➈ q ✇ q ✚❅q ☎ ❨❄❫ ❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲❛❅❨ ☎ q❄❫ ❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡⑨✁✬✡➠✝✟✡ ④✴❸ ✡✭✝ ④✁❸ ✡⑨✁✬✡ ❫
❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫❻➋➆❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡☞✁✬✡ ❪ ✂ ⑩ ✜ � ❬✛✚ ❣ ❭❑q❄❫✭❭★❛❜❨ ✂ ➋➆❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❪ ✡❦❣ ✇ q ✁✄✂✆☎▼⑧ ❬ ✡ q✗❭ ✝✁✬✡ ❫✬❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ✁❄❣ q❄❫✬❪ ✡ ④ ❣ ❫ ✁ ❨ ❈❡❱ ❫ ✝ ❭ ⑧✣☎ ❫ ☎▼❤❦❣ ❪ ✁✄✂✆✡ ❨❄④ ❣✏✝ ♣ ☎ ❬ ✡◆✡ ❬ ✁ ❨ ❞ ❫ ✝ ❭ ⑧✣☎ ❫ ☎▼❤❦❣ ❪ ⑧✣❣ ④✌❬ ✈ ✝ ❭ ✡ q ❲➈ q ✇ q ✚☎❪ ✡ ⑧✣✡ ❫ ☎ ❭❑q ✁✬✡ ❫✁❬ ❣ ❬✭❭✲❫✭❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ❫◗❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ✇ ❣✐⑧ ❪ ✡ ❫ ✚▼❪❑❭ ✈ ➋✳❪ ❣✳❤☞☎❣✁ ✈ ❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫ ⑩ ✜ � ❷ ❣✏✝ ✁✬✡ ❫
② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫✬❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫✬q ☎ ❨❄❫ ❣❥❣✐❤☞✡ q ✈ ➋✮q ☎ ❨❄❫✬❷ ☎ ❫ ✡✭✝ ❪ ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡◆✁✬✡ ❪ ❣ ✞ ★ ✦ ✑ ✦✚✢✱✩✌✫✮✦ ✭ ✩ ✆ ✑ ✁✬✡ ❫✭❬ ✝ ❨❄④❵③
❬✭❨ ✝✟✡⑤✁✄✂ ⑩ ✜ � ❲✗➈ q ✡ ✠ ✡ ❬✛✚✗❪ ❣❆✁ ✈❵✇ q✗❭❑❬✭❭ ☎ q➁❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ❣ ❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ✡ ④ ☎ q ✁❄❣ ❭ ✝✟✡◗✁✄✂ ⑩ ✜ � ❛❜❨ ✂✆☎ q ❣❦❣✞✁✬☎ ❷✗❬ ✈ ❪ ☎✞✝ ❫✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡❻❤☞☎✹✁ ✈ ❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✡❵❴ ④✌❪❑❨✗❬✳❪ ✡ ❫❩❷❄❫ ✡ ❨ ✁✬☎ ③ q ☎✹✡ ❨ ✁ ❫✛✚✺④ ✂✆✡ ❫✭❬✩➋ ✁ ❭ ✝✟✡◗✁✬✡ ❫ ❣✏✝ ④❍❫ ✡ q ❫✭❭❑❬✭❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ④ ✝✟☎ ❭✲❫ ✡ ③❤☞✡ q❜❬ ✁❄❣ q❄❫✹❨✗q ✡ ✝✟✡ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❜❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q❹④✌❭ ✝ ④✌❨✗❪ ❣ ❭ ✝✟✡❿✁✬✡ ❪ ✂ ⑩ ✜ � ❲ ❳ ✝ ❪ ✂✆✡❵❴ ❬ ✝✴❣ ④✌❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡⑨✁✬✡ ❪❑❭ ❣ ❭✲❫ ☎ q❄❫
➋➆❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝⑤✁✄✂ ❨✗q ⑩ ✜ � ④ ✝ ❭✲❫✭❬ ❣ ❪❑❪ ☎ ② ✝✴❣ ❷✗❸✗❭ ✈ ✚ ✡ ❬❘❛❜❨✗❭★❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡❆✝ ✈ ❣ ❪❑❭✲❫ ✈ ✡ ❷ ❣✏✝ ❪ ✡ ❫✻❪ ☎ ②❡❭✲④✌❭ ✡ ❪✲❫ ♥✼⑦ ③★✣❅♣ ❤ ➂ ❞❡❞ ➃☎ ❨ ✜ � ⑩ ☞✩❭ ✡ ✝ ➂❑✕ ✒✏✎ ➃ ✚◗q ☎ ❨❄❫ ✝✟✡ ❬ ☎ ❨ ✝ q ✡✱✁✬✡ ❫▲❷❄❫ ✡ ❨ ✁✬☎ ③ q ☎❣✡ ❨ ✁ ❫ ❲ ❳❩q ✝✟✡✌❤❦❣✏✝ ❛❜❨ ✡❹❣ ❨❄❫✁❫✁❭✹❪ ❣ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❄④ ✡➔✁✬✡
❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✿❫ ☎ ❨❄❫✾③⑤❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ✁❄❣ q❄❫✯❪ ✡ ❫✯❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ☎▼⑧ ❬ ✡ q❜❨ ✡ ❫✿❷ ❣✏✝ ❨✗q ✡✩❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✁❸ ✡ ④ ☎▼❤ ❷ ❣✏✝✴❣ ❬✭❭❑❾ ✡ ➂ ❈❡❈r➃✙❲➇⑦ ✂✆✡ ❫✭❬
❷ ☎ ❨ ✝ ❛❜❨ ☎ ❭ ☎ q ❫ ✂✆✡ ❫✭❬✮❭❑q❅❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ✈ ❣ ❨ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡➔✁✬✡ ❪ ❣ ❷✗❪ ❣ q ❣✏✝ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡▼✁✄✂ ⑩ ✜ � ❲ ❳❩q ❷ ✝✟☎ ③
❷ ☎ ❫ ✡ ❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡❊✁✬✡ ❷ ✝✟☎ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❬✭❭ ☎ q ✁ ♣❅q ❣✐❤ ❭✲❛❅❨ ✡❿✡ q O(min(m,n)m) ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ❣✮❤❦❣r❴ ❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q
❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡♠✁ ❨❥q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡♠✁✄✂♠❣✏✝ ④❍❫ ❲ ➌ q▲❪❑❭ ✡ q ❣ ❾ ✡ ④✵❪ ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡ ♥ ❣r❴ ③✺✥⑤q ✁✬✡ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❜❬✾③★✣ ✡ ❬ ✁❄❣ q❄❫★❪ ✡ ❫ ② ✝✴❣ ❷✗❸ ✡ ❫
④✌❭ ✝ ④✌❨✗❪ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ✝ ✈ ❾ ♦ ❪ ✡ ❨✗q ✡ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ④ ☎ q❄④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❅❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡✩❣ ❾ ✡ ④✬❪ ✡ ❫ ❤☞✡ ❭❑❪❑❪ ✡ ❨ ✝ ❫ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫✹❷ ☎ ❨ ✝ ④ ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧ ③



� ✁✁� ✆✦✑✔✗✄✂ ✠ ✄ ✄✪✑ ✓☎✂✠✆ � ✝

❪ ♦✌❤☞✡ ❲
① ❣ ❬ ✝✟☎ ❭✲❫✁❭ ♦✌❤☞✡ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡❊✡ ❫✭❬✵④ ☎ q❄❫ ❣ ④ ✝ ✈ ✡ ❫❩➋❻❪ ✂ ✈ ❬✭❨ ✁✬✡⑤✡ ❬✿❪ ✂ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡❊✁✬✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡✟❣ ✇ q✁✄✂ ✈ ❬✭❨ ✁ ❭ ✡✭✝ ❪ ❣ ❫ ✡ q❄❫✭❭ ⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✄✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫ ✁✬✡❅✝✟✡ ④✴❸ ✡✭✝ ④✁❸ ✡⑧✁✬✡ ❫✭❭ ❤ ❭❑❪ ❣✏✝ ❭❑❬ ✈ ❫➆❸ ✡ ❨ ✝ ❭✲❫✭❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❲ ① ✡ ❫ ✈ ❬✭❨ ✁✬✡ ❫

④ ☎ q❄❫ ❣ ④ ✝ ✈ ✡ ❫✟➋ ❪ ✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ❣ ❫ ✡ q❄❫✭❭ ⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❫ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫❘❸ ✡ ❨ ✝ ❭✲❫✭❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ☎ q❜❬ ✈ ❬ ✈ ❤☞✡ q ✈ ✡ ❫❘④ ☎ q❇③❽❛☎ ❭❑q❜❬ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ❣ ❾ ✡ ④ ① ❲ � ☎ ✈ ✡ ❬❥❢ ❲ ✡ ❨❄④✁❸ ✡✭✝✟☎ ❾ ❲ ① ✡ ❫ ❣ ❫✁❷ ✡ ④✌❬✁❫ ✈ q❜❨ ❤ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ❧✔❫ ✁✬✡ ❫▲④✁❸ ✡✌❤ ❭❑q❄❫▲④✌❨✗❪ ❤ ❭❑q ❣ q❜❬✁❫
❧ ☎ q❜❬ ❣ ④✌❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬★❪ ✂✆☎▼⑧❇❽❛✡ ❬ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ✈ ❬✭❨ ✁✬✡ ✚ ✡ q➉④ ☎ ❪❑❪ ❣✐⑧✣☎✞✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❾ ✡ ④ ♥ ❲ ❿❲☎ ❨❄❫✁❛❅❨ ✡ ❬✾③ ♥❼✈ ❪ ☎ ❨ ❲ ✥⑤❪❇❫ ✂♠❣ ②❡❭❑❬ ✁✬✡ ❫
④✁❸ ✡✌❤ ❭❑q❄❫✎✄ ✠✕★ ✏ ✩ ✑ ✦ ✑ ✭ ✫ ✚☎❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✡ q❄④ ☎✹✁❄❣ q❜❬✹❪ ✂ ✈ ❾ ☎ ❪❑❨✗❬✭❭ ☎ q ✁ ❨❦❫✁④ ☎✞✝✟✡ ✁✄✂ ❸ ☎▼❤☞☎ ❪ ☎ ②❡❭ ✡❻✁✬✡♠✁✬✡ ❨ ❴ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫❣ ❨❝④ ☎ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡ ❫ ❣ ④ ☎ q❄❫✁❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q ❷ ❣✏✝ ❪ ✂ ❸ ✡ ❨ ✝ ❭✲❫✭❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ✹ ③ ✉ ✝✟☎ ❷ ✁✬✡✼❿ ① ⑩ ✣✦✧ ➂ ✎ ➃ ❲ ❳❩q ❷ ✡ ❨✗❬✡❾ ☎ ❭ ✝ ④ ✡ ❫
④✁❸ ✡✌❤ ❭❑q❄❫✮④ ☎▼❤❥❤☞✡➀✁✬✡ ❫ ❤❦❣✏✝ ④✁❸ ✡ ❫ ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❫ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡➉⑧✣☎✞✝ q ✈ ✡ ✚❯④ ☎▼❤ ❷ ☎ ❫ ✈ ✡ ❫ ✁✬✡ ❷ ❣ ❫ (1, a) ✡ ❬ (1,−b)
④ ☎✞✝❛✝✟✡ ❫✭❷ ☎ q ✁❄❣ q❜❬ ✝✟✡ ❫✭❷ ✡ ④✌❬✭❭❑❾ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ❣ ❨ ⑧✣☎ q❜❨❄❫ ❣ ❬✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨ ✈ ❫✭❨ ✝ ❨✗q ✡ ④ ☎ q❄❫ ✡✭✝ ❾ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✰➻✡ q❄④ ☎✹✁ ✈ ✡ ❷ ❣✏✝ m ✲ ✡ ❬ ❣ ❨❤❦❣ ❪❑❨❄❫➇❪❑❭ ✈ ➋❘❨✗q ✡✬❣ ❪❑❬ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✰➻✡ q❄④ ☎✹✁ ✈ ✡ ❷ ❣✏✝ m ✲ ❲ ① ✂ ❭❑q❜❬ ✡✭✝❛✝✟☎ ② ❣ ❬✭❭ ☎ q❹➋✩❪ ✂✆☎✞✝ ❭❑②❡❭❑q ✡➠✁✬✡ ④ ✡ ❫★❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❨ ❴ ❷ ☎✞✝ ❬ ❣ ❭❑❬
❫✭❨ ✝ ❪ ❣ ❫ ✡ q❄❫✭❭ ⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❣ ❫✴❫ ☎ ④✌❭ ✈ ✡ ➋➍❨✗q ✡ ② ✝✴❣ ❭❑q ✡ ✚ ④ ✂✆✡ ❫✭❬❻➋ ✁ ❭ ✝✟✡ ❪ ❣ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✄✂✆☎▼⑧ ❫ ✡✭✝ ❾ ✡✭✝ ❨✗q ✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❫✭❨ ✝ {m,m}∗ ✁❄❣ q❄❫✵❨✗q➍④✴❸ ✡✌❤ ❭❑q❼④✌❨✗❪ ❤ ❭❑q ❣ q❜❬ ❲ ① ✂✆☎ ❷✗❬✭❭ ❤❦❣ ❪❑❭❑❬ ✈ ✁ ❨➍❫✁④ ☎✞✝✟✡❊✁✄✂♠❣ ❪❑❭❑②❡q ✡✌❤☞✡ q❅❬✳❭ ❤ ❷ ☎ ❫ ✡
❪ ✡➤✝✟✡ ❫✭❷ ✡ ④✌❬✛✚✒❷ ❣✏✝ ❪ ❣ ❤❦❣✏✝ ④✁❸ ✡ ❛❅❨✗❭ ❪❑❨✗❭ ✡ ❫✭❬ ❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✈ ✡ ✚ ✁✬✡ ❫ ✁✬✡ ❨ ❴ ❷ ✝✟☎ ❷ ✝ ❭ ✈ ❬ ✈ ❫❘❫✭❨✗❭❑❾ ❣ q❅❬ ✡ ❫ ☛ ① ❣ ✞ ✆ ✫ ✩ ✭ ✩ ✟ ✩ ✭✰✤ ✚
④ ❣✏✝ ❨✗q ✡✟❤❦❣✏✝ ④✁❸ ✡❻❣ ❬✭❬ ✡ ❭❑②❡q ❣ q❅❬ ✁✬✡ ❫ ☎✞✝✟✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❫✳q ✈ ② ❣ ❬✭❭❑❾ ✡ ❫❩❾ ✡✭✝❛✝✴❣ ❫ ☎ q❹❫✁④ ☎✞✝✟✡⑤☎ ❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ✈ ❷ ❣✏✝ ❫ ☎ q➁❫✭❨ ✍ ❴✬✡✁ ✈ ⑧ ❨✗❬ ❣ q❜❬❘➋▲❨✗q ✡◗✁✬✡ ❫ ☎✞✝✟✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❫✳q ✈ ② ❣ ❬✭❭❑❾ ✡ ❫ ✶ ① ❣ ✄ ✠✕★ ✏ ✩ ✑ ✦ ✑ ✄ ✯ ✚ ✡ ❫✁❬✵❪ ❣ ❷ ✝✟☎ ❷ ✝ ❭ ✈ ❬ ✈ ✁✄✂♠❣ ❬✭❬ ✡ ❭❑q ✁✠✝✟✡◆✡ q➁❫ ☎ q✁✬✡✭✝ q✗❭ ✡✭✝ ❷ ❣ ❫❘❪ ❣ ❷✗❪❑❨❄❫✟② ✝✴❣ q ✁✬✡ ❸ ❣ ❨✗❬ ✡ ❨ ✝✵❽✁❣✐❤❦❣ ❭✲❫ ❣ ❬✭❬ ✡ ❭❑q❜❬ ✡ ❲ ✌ ✂♠❣ ❭ ✈ ❬✭❨ ✁ ❭ ✈ ❪ ✡ ❫✻❷ ✝✟☎ ❷ ✝ ❭ ✈ ❬ ✈ ❫ ✁✬✡ ❫✻❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✈ ❫ ❣ ❨ ❴ ④✁❸ ✡✌❤ ❭❑q❄❫✿④✌❨✗❪ ❤ ❭❑q ❣ q❜❬✁❫✛✚ ✡ ❬✹❭❑❪✒❫ ✂✆✡ ❫✁❬ ❣ ❾ ✈ ✝ ✈ ❛❅❨ ✡ ④ ✡ ❨ ❴ ④✌❭✒q ✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡ q✗q ✡ q❜❬✬❷ ❣ ❫✿➋❘❪ ❣ ④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡✁✬✡ ❫◗❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫★q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❅❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪✲❫ ❲ ✥✙❪❇q ✂ ✈ ❬ ❣ ❭❑❬ ✁✬☎ q❄④✯❷ ❣ ❫◗❷ ☎ ❫✁❫✁❭ ⑧ ❪ ✡✼✁✄✂ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✡✭✝ ❨✗q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❷ ☎ ❨ ✝❤☞☎✹✁ ✈ ❪❑❭✲❫ ✡✭✝ ④ ✡ ❫✬④✴❸ ✡✌❤ ❭❑q❄❫ ❲⑩ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝➤✁✄✂ ❨✗q ✡❑✝✟✡ ❪ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡☞✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡✯✡ q❜❬ ✝✟✡ ❪ ✡ ❫✮❫✭❨ ✍ ❴✬✡ ❫ ❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✈ ❫✮➋❹④ ✡ ❫▲④✁❸ ✡✌❤ ❭❑q❄❫✛✚ ❭❑❪ ❣ ✈ ❬ ✈
❷ ☎ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡❿✁✬✡✻❤☞✡ ❬✭❬ ✝✟✡❊✡ q ☎❣✡ ❨✗❾ ✝✟✡ ❪ ✂♠❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✡❊✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✭❭❑❾ ✡ ❭❑q❅❬ ✝✟☎❣✁ ❨✗❭❑❬ ✡ ❷ ❣✏✝ � ❭❑❪ ❧✯➂❑✕ ✒ ❱r➃ ✚✜❛❅❨✗❭ ❣◆✝ ✈ ❫✭❨✗❪❑❬ ✈ ✡ q
❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡➤✡ q❼❬ ✡✌❤ ❷❄❫✩❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡▲❣ ❷ ✝✁♦ ❫✩❨✗q➁❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡ q O(n3) ☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ❣✏✝ ❭❑❬✭❸ ❤ ✈ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ❲ ① ❣✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡✳❣ ❭❑q❄❫✭❭❇❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✈ ✡✬❣✻❣ ❪ ☎✞✝ ❫◗❷ ✡✭✝✭❤ ❭✲❫➇➋ ❤☞✡ ❫★④ ☎☎❣ ❨✗❬ ✡ ❨ ✝ ❫ ✚☎① ❲ � ☎ ✈ ✡ ❬ ❢ ❲ ✡ ❨❄④✁❸ ✡✭✝✟☎ ❾ ✚ ✁✬✡❲✁ ✈ ④ ☎ ❨✗❾ ✝ ❭ ✝
❨✗q ✡ ❾ ❣✏✝ ❭ ❣ q❜❬ ✡➀✁✬✡ ❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡☞✁✬✡ ✡❊✡ ❭✲④✁❸ ✚ ④ ✡ ❛❜❨✗❭ ❣ ❷ ✡✭✝✭❤ ❭✲❫✟❪ ✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ❣ ❫ ✡ q❄❫✭❭ ⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✡❵❴❄❣ ④✌❬ ✡❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✈ ✡ ➋❻❨✗q ✡ ② ✝✴❣ ❭❑q ✡ ➂ ❞❡❱r➃✙❲ ❳❩q ❣➉❣ ❭❑q❄❫✭❭ ❤ ❭✲❫ ✡ q ✈ ❾✜❭ ✁✬✡ q❄④ ✡ ❨✗q ⑧ ❭ ❣ ❭✲❫ ✁❄❣ q❄❫✿❪ ✡ ❫ ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫✿❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✈ ❫✵❷ ❣✏✝
❪ ✡ ❫✵❷ ✝ ✈ ④ ✈ ✁✬✡ q❅❬ ✡ ❫ ❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✁❸ ✡ ❫ ❲♥ ❣ ❭✲❫❦④ ✡✭✝ ❬ ❣ ❭❑q ✡ ❫➆❛❜❨ ✡ ❫✁❬✭❭ ☎ q❄❫ ✝✟✡ ❫✭❬ ❣ ❭ ✡ q❜❬ ✡ q❄④ ☎✞✝✟✡ ❫ ❣ q❄❫ ✝ ✈ ❷ ☎ q❄❫ ✡ ❲ ➈ q ❷ ❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❨✗❪❑❭ ✡✭✝ ✚ ☎ q ❣ ❾ ❣ ❭❑❬❦❬ ☎ ❨✗❬✁✄✂♠❣✐⑧✣☎✞✝✟✁ ❬ ✡ q❜❬ ✈ ❨✗q ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❷ ❣✏✝❊✝✟✡✱❽❛✡ ❬✮➋➆❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝◗✁✬✡ {m,m}n ✚ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❛❅❨✗❭ ✝✟✡ ❾❅❭ ✡ q❅❬❻➋✡❬✭❭ ✝✟✡✭✝
➋ ❷✗❭❑❪ ✡ ☎ ❨ ❧ ❣ ④ ✡ n ❧ ☎ ❭✲❫ ✡ ❬ ✝✟✡✱❽❛✡ ❬ ✡✭✝ ❪ ❣ ❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡❽☎▼⑧ ❬ ✡ q❜❨ ✡ ❬ ❣ q❅❬✡❛❅❨ ✂✆✡ ❪❑❪ ✡ q ✡ ④ ☎✹✁✬✡ ❷ ❣ ❫ ❨✗q❝④✴❸ ✡✌❤ ❭❑q
④✌❨✗❪ ❤ ❭❑q ❣ q❜❬❻❾ ❣ ❪❑❭ ✁✬✡ ❲ ⑦ ✡ ❬✭❬ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ❣ ❭❑❬ ✁✬✡ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡ ❛❜❨ ❣ q ✁ a > b ✚
❛❅❨ ❣✞✁✠✝✴❣ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ❛❜❨ ❣ q ✁ a = b ✡ ❬ ✡❵❴ ❷ ☎ q ✡ q❅❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡ ❛❅❨ ❣ q ✁ a < b

❲✵⑦ ☎▼❤❥❤☞✡ q❜❬✩❷ ☎ ❨✗❾❅❭ ☎ q❄❫✳q ☎ ❨❄❫ ✡❵❴ ❷✗❪❑❭✲❛❜❨ ✡✭✝
④ ✡ ❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ✚ ✡ ❬ ✡ q➍❬✭❭ ✝✟✡✭✝ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝❲☎▼⑧ ❬ ✡ q✗❭ ✝ ❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡◗✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡⑤✡ ✍ ④ ❣ ④ ✡❺ ⑦ ✡ ❫ ❣ ❫✭❷ ✡ ④✌❬✁❫ ☎ q❜❬ ✈ ❬ ✈❼✈ ❬✭❨ ✁ ❭ ✈ ❫ ✡ q❝④ ☎ ❪❑❪ ❣✐⑧✣☎✞✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❾ ✡ ④ ♥ ❲ ❿❲☎ ❨❄❫✁❛❜❨ ✡ ❬✾③ ♥ ✈ ❪ ☎ ❨ ✚ ✡ ❬ ☎ q❜❬✡❷ ✡✭✝✭❤ ❭✲❫
❪ ✂✆☎▼⑧ ❬ ✡ q❜❬✭❭ ☎ q ✁✄✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫ ✁✬✡❿✝✟✡✱❽Ò✡ ❬✁❫✵❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫✻➋▲❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝ ✁✬✡⑤✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❜❬✁❫✳❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫ ❲
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① ✡ ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ✡✭✝ ④✁❸ ❣ ❷✗❭❑❬ ✝✟✡❲✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡✼✡ ❫✭❬ ④ ☎ q❄❫ ❣ ④ ✝ ✈ ➋✬❨✗q❻q ☎ ❨✗❾ ✡✥❣ ❨▲❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❤☞✡ ❭❑q❜❬ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬ ❷ ❣✏✝ ✉ ✡ q✗❭✲❫ ✡✡ ❬ ❣ ❪ ❲ ➂ ❈❡⑨r➃ ✚❜❪ ✡ ❫✢✜✤✣✍✥✧✦★✦★✥✧✩✪✣✬✫✝✭✯✮✢✰✗✱✳✲✳✴✝✣✬✴✝✫✵✭ ✚ ❣ ❭❑q❄❫✭❭✣❛❅❨ ✂ ➋✻❪ ✡ ❨ ✝ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ✡ ✍ ④ ❣ ④ ✡✩❣ ❨❦❫ ✡ ❭❑q✁ ❨❥❪ ☎ ②❡❭✲④✌❭ ✡ ❪ ✒✙✔✚✖✑✗✕✒✕✔✆✖✙✛ ❲ ⑩ ❷ ✝✁♦ ❫★❛❅❨ ✡ ❪✲❛❜❨ ✡ ❫ ✝✴❣ ❷✗❷ ✡ ❪✲❫ ✡ ❬ ✁ ✈❵✇ q✗❭❑❬✭❭ ☎ q❄❫ ❬✭❸ ✈ ☎✞✝ ❭✲❛❜❨ ✡ ❫ ✰ ✣ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ❱❇❲ ✕✒✚❡❷ ❣ ② ✡ ❈❡❞ ✲ ✚
❫✭❨✗❭❑❾✜❭✲❫ ✁✄✂ ❨✗q ✈ ❬ ❣ ❬ ✁✬✡ ❪ ✂♠❣✏✝ ❬ ✁✬✡ ❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡▼✁✬✡ ❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫▲➋✡❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝➤✁✄✂ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡
q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ✰ ✣ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ❱❇❲♠❱ ✚➑❷ ❣ ② ✡ ❱❡❱ ✲ ✚➑q ☎ ❨❄❫ ❣✐⑧✣☎✞✝✟✁✬☎ q❄❫✟❪ ✂ ✈ ❬✭❨ ✁✬✡☞✁✬✡ ❫✟② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫✟❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫ ❲� ☎ ❨❄❫ ✝✴❣ ❷✗❷ ✡ ❪ ☎ q❄❫✯❪ ✂♠❣✞✁❄❣ ❷✗❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ✂♠❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✡❻✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✁❭❑❾ ✡ ❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ✈ ✡❿✁❄❣ q❄❫ ✉ ✡ q✗❭✲❫ ✡❻✡ ❬ ❣ ❪ ➂ ❈❡⑨ ➃ ✰ ✣ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q✎ ❲ ✕✒✚☎❷ ❣ ② ✡➠✎ ⑥ ✲ ✚❜❛❅❨ ✡ q ☎ ❨❄❫➇④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✈ ❬ ☎ q❄❫✹❷ ❣✏✝ ❨✗q ✡✳❣✞✁❄❣ ❷✗❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ❣✩❤ ✈ ❬✭❸ ☎❣✁✬✡➠✁ ❭❑❬ ✡ ✁✬✡✬❿❲☎ ❪❑❬✭➀ ❤❦❣ q✗q➑➂ ❱❡tr➃❣ ❨ ④ ❣ ❫ ✁✬✡ ❫▲② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫❥❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫ ✰ ✣ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ✎ ❲♠❈ ✚ ❷ ❣ ② ✡✯✎ ⑨ ✲ ❲ � ☎ ❨❄❫▲q ☎ ❨❄❫➉❭❑q❅❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ☎ q❄❫ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ❣ ❨
② ❣ ❭❑q ✁✄✂✆✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭❑❾✜❭❑❬ ✈ ❪❑❭ ✈ ➋➉❪ ✂♠❣✞✁✐❽❛☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q✼➋▲❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ✚ ✡ ❬✬❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ☎ q❄❫✬❨✗q ✡❤ ✈ ❬✭❸ ☎✹✁✬✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❫✭❭ ❤ ❨✗❪ ✡✭✝ ❷ ❣✏✝ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❪ ✡ ❷ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬ ✁✄✂ ❨✗q ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡▼✁✬✡ ♥ ❣✏✝✭➊❨☎ ❾ ✡ ❬✁✄✂ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ✰ ✣ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ✎ ❲♠❱ ✚✗❷ ❣ ② ✡ ❞ ✒ ✲ ❲➈ q❄❫✁❨✗❭❑❬ ✡ ✚✒q ☎ ❨❄❫✳q ☎ ❨❄❫✳❭❑q❅❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ☎ q❄❫❘➋❥❪ ❣☞✝✟✡ ❪ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✡ q❅❬ ✝✟✡ ❪ ✡ ❫❩❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ✡ ❬❩❪ ✡ ❫✵❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❜❬✁❫➉❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫✟❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ✰ ❪ ✡ ❫❻❪ ✡ ❬✭❬ ✝✟✡ ❫ ✁✬✡ ❫❻❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❤☞☎✹✁ ✈ ❪❑❭✲❫ ✈ ✡ ❫ ✲ ❲➍➈ q ❷ ❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❨✗❪❑❭ ✡✭✝ ✚◗q ☎ ❨❄❫
❫ ☎ ❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ☎ q❄❫✩④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡✭✝ ❪ ✡ ❫✵❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ✝ ✈ ❣ ❪❑❭✲❫ ❣ q❜❬ ✁✬✡ ❫✵❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❣ ❬✭❬ ✡ q ✁ ❨ ✡ ❫✬❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❫✬❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ✚
④ ❣✏✝ ❷ ❣✏✝ ✡❵❴✠✡✌❤ ❷✗❪ ✡✼☎▼⑧ ❫ ✡✭✝ ❾ ✈ ✡ ❫ ✁❄❣ q❄❫ ✁✬✡ ❫ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ⑧ ❭ ☎ ❪ ☎ ②❡❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ❲ ① ✡ ❫ ☎ ❨✗❬✭❭❑❪✲❫ ✡ ❬ ❤ ✈ ❬✭❸ ☎✹✁✬✡ ❫ ❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✭❬ ❣ q❅❬✁✬✡ ✝ ✈ ❫ ☎ ❨ ✁✠✝✟✡ ❬✭❸ ✈ ☎✞✝ ❭✲❛❜❨ ✡✌❤☞✡ q❅❬➁④ ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡ ❫ ✡ ❸ ✡ ❨ ✝ ❬ ❣ q❜❬ ❤❦❣ ❪❑❸ ✡ ❨ ✝✟✡ ❨❄❫ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ✡ q ❷ ✝✴❣ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ➋ ✁✬✡ ❫✁ ❭ ✍ ④✌❨✗❪❑❬ ✈ ❫ ❪❑❭ ✈ ✡ ❫ ❣ ❨❋④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪✳❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪❑❭✲❛❅❨ ✡ ✚✹q ☎ ❨❄❫ q ☎ ❨❄❫ ❭❑q❜❬ ✈ ✝✟✡ ❫✴❫ ☎ q❄❫ ➋✼❨✗q ✡➒✝ ✈ ❫ ☎ ❪❑❨✗❬✭❭ ☎ q ❸ ✡ ❨ ✝ ❭✲❫✭❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ✚
❷ ❣✏✝ ❪ ✡✮⑧ ❭ ❣ ❭✲❫ ✁✄✂ ❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡◆✁✄✂✆☎ ❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✚ ✁✬✡ ④ ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡ ❲ ➌ q➁❬ ✡ ❪ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ q ✈ ④ ✡ ❫✁❫✁❭❑❬ ✡ ❪ ❣✝ ✈ ❫ ☎ ❪❑❨✗❬✭❭ ☎ q ✁ ❨ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡ ❭❑q❜❾ ✡✭✝ ❫ ✡ ✚✜④ ✂✆✡ ❫✁❬✯➋ ✁ ❭ ✝✟✡ ❪ ✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✁✬✡ ❫ ❧ ✝ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❤☞☎ ♣ ✡ q✗q ✡ ❫ ✁✬✡ ❫ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴
❷ ☎ ❨ ✝⑨✁✬✡ ❫❩❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❫✛✚✺④ ✂✆✡ ❫✭❬❩❷ ☎ ❨ ✝ ❛❅❨ ☎ ❭ q ☎ ❨❄❫❩❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ☎ q❄❫✳❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡▲⑧✣❣ ❫ ✈ ❫✁❨ ✝ ❨✗q ✡❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✁❸ ✡❻✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✭❭❑❾ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ④ ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡ ✰ ✣ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ✎ ❲ ✎ ❲♠❈ ✚❅❷ ❣ ② ✡ ❞❡❞ ✲ ❲ ① ❣✟❤ ❭✲❫ ✡➠✡ q➆④ ☎ q ❽Ò☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ④ ✡ ❬❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡❘❣ ❾ ✡ ④❩❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡❿✁✄✂✆☎ ❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ➋ ➓✿❲ ☞ ❣ q ✁✬✡ q ❿❲✡✭✝ ②❡❸ ✡ q ➂❑✕ ✎ ➃ ✁✬☎ q✗q ✡ q ❣ ❭✲❫✁❫ ❣ q❄④ ✡❣ ❨ ❷ ✝✟☎ ❬ ☎ ❬⑤♣✜❷ ✡ ✒✓✒✷✶✕✔✕✒✙✔✗✖✙✘ ❛❜❨✗❭ ❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✩❪ ✂✆☎▼⑧ ❬ ✡ q❜❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✩❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✈ ✡ ❫✩➋ ✁✬✡ ❫❩❧ ✝ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫❣ ❬✭❬ ✡ q ✁ ❨ ✡ ❫ ✁❄❣ q❄❫✵❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❅❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡➤✁✬☎ q✗q ✈ ✡✱✰ ✣ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ✎ ❲ ✎ ❲♠❱ ✚✗❷ ❣ ② ✡ t ✒ ✲ ❲➈ q ✇ q ✚✜q ☎ ❨❄❫ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❜❬ ☎ q❄❫ ✒✕✔✆✖✑✗✘✒✙✔✚✖✜✛ ✚❡❨✗q ❪ ☎ ②❡❭✲④✌❭ ✡ ❪ ✁ ✈ ✁ ❭ ✈ ➋✻❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡⑨✁✬✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫
② ✈ q ☎▼❤ ❭✲❛❅❨ ✡ ❫✛✚ ✡ ❬❥❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ❣ q❜❬ ✁✬✡ ❫➉② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ❫ ② ✈ q ✈ ✝ ❭✲❛❜❨ ✡ ❫❥❷ ☎ ❨ ✝➀✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❅❬ ✡ ❫ ④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ❫ ✁✬✡➆❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ❲❶ ❣✏✝✭❤ ❭✒④ ✡ ❨ ❴ ③⑤④✌❭ ✚❡❪ ✡ ❫ ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ♥ ❣✏✝✭➊❨☎ ❾ ✰ ❸ ☎▼❤☞☎ ② ♦ q ✡ ❫✛✚☎❸ ✈ ❬ ✈ ✝✟☎ ② ♦ q ✡ ✄ ✦ ✍✚✢✥✤ ☎ ❨ ④ ❣ ④✁❸ ✈ ❫ ✏ ✠✕★✪✭ ✩ ✒ ✠✕✢ ✑ ✯✱✫ ✲ ✚
❪ ✡ ❫ ✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭ ☎ q❄❫ ✝ ✈ ②❡❨✗❪❑❭ ♦✭✝✟✡ ❫✛✚ ❤☞☎ ❬✭❭ ❧✎❫ ❶ ✜ ❳✤✣✦✥ ✧ ➈ ✚✳② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫❹q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❅❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ ❫ ☎ ❨
❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫ ✡ ❬✬❪ ✡ ❫ ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ✏ ✩✞✤ ✢✧✦✚✢ ✄ ✏ ✩ ✟✑✠✜✯ ✫ ✰ ✣ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ❞ ✚❄❷ ❣ ② ✡ t❡❈ ✲ ❲
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� ✰ ✱✂✁ ✣✍✩☎✄✝✆✞✁ ✩✪✰✗✱✳✭✠✟
③ ⑩♠✁❄❣ ❷✗❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ❣➉❤ ✈ ❬✭❸ ☎✹✁✬✡⑤✁✬✡❘❿❲☎ ❪❑❬✭➀ ❤❦❣ q✗q ❣ ❨ ❴ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫✳❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫
✣ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ✎ ❲♠❈ ✚✗❷ ❣ ② ✡❊✎ ⑨

③ ✣❅❭ ❤ ❨✗❪ ❣ ❬✭❭ ☎ q❝❷ ❣✏✝ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡❍✁✄✂ ❨✗q ✞ ✢ ✆ ✍ ✠✕✩ ✭ ✁✬✡❼❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡❽✁✬✡ ♥ ❣✏✝✭➊❨☎ ❾ ✡ ❬ ✁✬✡❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ➋ ⑧✣❣ ❫ ✡❊✁✬✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❅❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡
✣ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ✎ ❲♠❱ ✚✗❷ ❣ ② ✡ ❞ ✒

③➍❳❩❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ➋✻❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝✼✁✄✂ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❅❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡❣ ♣ ❣ q❜❬❩❨✗q ✡ ④ ☎▼❤ ❷ ☎ ❫✁❭❑❬✭❭ ☎ q ✯ ✝ ✦ ✄ ✭✰✯ ❭ ❤ ❷ ☎ ❫ ✈ ✡
✣ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ✎ ❲ ✎ ❲ ✕✒✚✗❷ ❣ ② ✡ ❞ ✎

③ ⑦ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡❵❴❄❣ ④✌❬ ✁✬✡ ❫ ❧ ✝ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫★❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫◗❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❷ ☎ ❨ ✝ ❨✗q ✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡✼✡ ❬◗❨✗q ✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❫
✣ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ✎ ❲ ✎ ❲♠❈ ✚✗❷ ❣ ② ✡ ❞❡❞

③ ⑦ ☎ q❄④ ✡ ❷✗❬✭❭ ☎ q ✡ ❬❩❭ ❤ ❷✗❪ ✈ ❤☞✡ q❅❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁ ❨ ❷ ✝✟☎ ❬ ☎ ❬⑤♣✜❷ ✡ ✒✕✒✝✶✕✔✕✒✙✔✓✖ ✘ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ❣ q❜❬❘❪ ✡ ❫✩❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ❣ ❫✾③
❫ ☎ ④✌❭ ✈ ✡ ❫✬➋ ✁✬✡ ❫✿❧ ✝ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❣ ❬✭❬ ✡ q ✁ ❨ ✡ ❫
✣ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ✎ ❲ ✎ ❲♠❱ ✚✗❷ ❣ ② ✡ t ✒

③ ⑦ ☎ q❄④ ✡ ❷✗❬✭❭ ☎ q ✡ ❬ ✁ ❭✡✠●❨❄❫✭❭ ☎ q ✁✬✡ ✒✕✔✆✖✑✗✘✒✙✔✚✖✜✛ ✚★❨✗q ❪ ☎ ②❡❭✲④✌❭ ✡ ❪ ✁ ✈ ✁ ❭ ✈ ➋✝❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ✁✬✡
❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫✬② ✈ q ☎▼❤ ❭✲❛❜❨ ✡ ❫
✣ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ❞ ✚❇❷ ❣ ② ✡ t❡❈
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� ✌✤✠ ✄✗✠✙✒✑✌ ✆✘✛
⑦ ☎ q❅❾ ✡ q❜❬✭❭ ☎ q❄❫✩❬⑤♣✜❷ ☎ ② ✝✴❣ ❷✗❸✗❭✲❛❜❨ ✡ ❫

A,B, C . . . ① ✡ ❫✵❪ ✡ ❬✭❬ ✝✟✡ ❫ ❤❦❣ q❅❨❄❫✁④ ✝ ❭❑❬ ✡ ❫✩❫ ☎ q❜❬✵② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ✝ ✈ ❫ ✡✭✝ ❾ ✈ ✡ ❫ ❣ ❨ ❴➔✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡ ❫ ❲
S, T,U . . . ✣❅♣ ❤❻⑧●☎ ❪ ✡ ❫✵q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ☎ ❨ ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬✁❫ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❫✭❷ ✈ ④✌❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭ ☎ q➁④ ☎▼❤✮⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❲
❫ n, ❬ n′ . . . ☞ ❣✏✝ ❭ ❣✐⑧ ❪ ✡ ❫✬④ ☎ q❅❬ ✡ q ❣ q❜❬✳❪ ✡ ❫✳④ ❣✏✝✟✁ ❭❑q ❣ ❨ ❴➔✁✬✡ ❫ ✝✟✡ ❫✁❬ ✝ ❭✲④✌❬✭❭ ☎ q❄❫ ✁✬✡ ❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡◗✁✬✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ❣✐⑧ ❪ ✡ ❫ ✁✬✡ S, T, . . . ➋➉④ ✡ ❨ ❴✯✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ n, n′, . . . ❶ ❣✏✝ ✡❵❴✬✡✌❤ ❷✗❪ ✡ ✚✗❫ n ⇔ L(S)n

❲
♥ ❣ ❬✭❸ ✈ ❤❦❣ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ❫

{a, b, c . . .} ➌ q ✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡ ④ ☎▼❤ ❷ ✝✟✡ q ❣ q❜❬ ✁✬✡ ❫ ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬✁❫ a ✚ b ✚ c ✚ . . . ❲
|A| ⑦ ❣✏✝✟✁ ❭❑q ❣ ❪ ✰ q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡◗✁✄✂ ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬✁❫ ✲ ✁✬✡ ❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡ A ❲
An

✜ ✡ ❫✭❬ ✝ ❭✲④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡ A ➋➉❫ ✡ ❫ ☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ n ❲
∑

x∈A
f(x) ✣ ☎▼❤❥❤☞✡ ❫✭❨ ✝ ❬ ☎ ❨❄❫✿❪ ✡ ❫ ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬✁❫ x ✁✬✡ ❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡ A ✁✬✡ ❪ ❣ ❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝ f(x) ✚✜❷ ☎ ❨ ✝ f

❨✗q ✡ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q➁❛❅❨ ✡ ❪✲④ ☎ q❄❛❜❨ ✡ ❲
∏

x∈A
f(x)

❶ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬✟❫✭❨ ✝ ❬ ☎ ❨❄❫✻❪ ✡ ❫ ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬✁❫ x ✁✬✡ ❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡ A ✁✬✡ ❪ ❣ ❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝ f(x) ✚●❷ ☎ ❨ ✝
f ❨✗q ✡ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q❹❛❅❨ ✡ ❪✲④ ☎ q❄❛❅❨ ✡ ❲ ① ✡ ❷ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬✵❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡ ④ ☎▼❤❥❤ ❨✗❬ ❣ ❬✭❭ ❧ ✰ ❤ ❨✗❪❑❬✭❭❑❷✗❪❑❭✲④ ❣ ③
❬✭❭ ☎ q ✲ ☎ ❨➍q ☎ q❇③⑤④ ☎▼❤❥❤ ❨✗❬ ❣ ❬✭❭ ❧ ✰ ④ ☎ q❄④ ❣ ❬ ✈ q ❣ ❬✭❭ ☎ q ✲ ❲

∑

x∈A
f(x) ➌ q✗❭ ☎ q ✁✬✡ ❬ ☎ ❨❄❫✩❪ ✡ ❫ ✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡ ❫ f(x) ✚✒❷ ☎ ❨ ✝ ❬ ☎ ❨✗❬ x ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❅❬ ✁✬✡ ❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡ A ✚✡ ❬ f ❨✗q ✡ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q❼➋➉❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝➠✁❄❣ q❄❫✬❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡◗✁✬✡ ❫ ✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡ ❫ ❲

O(f(n))
⑦ ❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ✁✬✡ ❫ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q❄❫ ④ ✝✟☎ ❭✲❫✴❫ ❣ q❜❬ ✥ ✆ ✮✂✁ ✆✎✭ ✥ ✆✎✭ ✭✬✩☎✄✎✩ ✁ ✫ ❛❅❨ ✂ ❨✗q ✡ ❧ ☎ q❄④❵③
❬✭❭ ☎ q f ✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❲ ➓ ☎✞✝✭❤☞✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬✛✚✡❷ ☎ ❨ ✝ ❬ ☎ ❨✗❬ ✡ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q g ✁❄❣ q❄❫ O(f(n)) ✚
limn→∞ g(n)/f(n) = κ ✚ ☎✡✠ κ > 0 ✡ ❫✭❬✵❨✗q ✡ ④ ☎ q❄❫✭❬ ❣ q❅❬ ✡⑤✁✬✡ n ❲

Θ(f(n))
⑦ ❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ✁✬✡ ❫ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q❄❫ ④ ✝✟☎ ❭✲❫✴❫ ❣ q❜❬ ✥ ✆✳✭ ✭ ✩✆✄✎✩ ✁ ✫ ❛❜❨ ✂ ❨✗q ✡ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q f ✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❲➓ ☎✞✝✭❤☞✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬✛✚✒❷ ☎ ❨ ✝ ❬ ☎ ❨✗❬ ✡ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q g ✁❄❣ q❄❫ O(f(n)) ✚ limn→∞ g(n)/f(n) =
κ ✚ ☎✡✠ κ ≥ 0 ✡ ❫✁❬✵❨✗q ✡ ④ ☎ q❄❫✭❬ ❣ q❜❬ ✡◆✁✬✡ n ❲

✧✿❸ ✈ ☎✞✝ ❭ ✡⑤✁✬✡ ❫✬❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫
ω ✣ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡⑤☎ ❨ ❤☞☎ ❬ ❲
ωi ✣❅♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡✮❣ ❷✗❷ ❣✏✝✴❣ ❭✲❫✁❫ ❣ q❜❬ ✡ q i③ ♦✌❤☞✡ ❷ ☎ ❫✭❭❑❬✭❭ ☎ q ✁❄❣ q❄❫ ω ❲
|ω| ✧ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡◗☎ ❨❹❪ ☎ q✗②❡❨ ✡ ❨ ✝ ✁✬✡ ❪ ❣ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ω ❲
|ω|α

� ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡◗✁✄✂✆☎ ④❍④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❫ ✁ ❨❹❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ α ✁❄❣ q❄❫ ω ❲
ω

✂ ✏ ✦✧✍✑✯✑✒ ✏ ✩✌✢ ✆ ✩ ✢ ✁ ❨ ❤☞☎ ❬ ω ❲
t, t′, t1 . . . ✣❅♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫✵❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❲

Σ ☞ ☎ ④ ❣✐⑧ ❨✗❪ ❣ ❭ ✝✟✡ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ ✚✣④ ✂✆✡ ❫✁❬✳➋ ✁ ❭ ✝✟✡ ❪ ✂♠❣ ❪❑❷✗❸ ❣✐⑧✣✡ ❬✳❛❜❨ ✂ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✡ q❜❬✳❪ ✡ ❫✳❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❲
S, S′, S1 . . . ✣❅♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫✵q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❲
N ☞ ☎ ④ ❣✐⑧ ❨✗❪ ❣ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ ✚ ✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡◆✁✬✡ ❫✵q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❲
L(S) ① ❣ q✗② ❣ ② ✡⑤✁✬✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫ ☎▼⑧ ❬ ✡ q❜❨❄❫✻➋▲❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝ ✁✬✡ S ❲
Ln ① ❣ q✗② ❣ ② ✡⑤✁✬✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫ ☎▼⑧ ❬ ✡ q❅❨❄❫✳❷ ❣✏✝ ④ ☎ q❄④ ❣ ❬ ✈ q ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ n ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬✁❫ ✁✬✡ L ❲
L∗ ① ❣ q✗② ❣ ② ✡ ✁✬✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫ ☎▼⑧ ❬ ✡ q❅❨❄❫ ❷ ❣✏✝ ④ ☎ q❄④ ❣ ❬ ✈ q ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ❣✏✝✭⑧ ❭❑❬ ✝✴❣ ❭ ✝✟✡

✰ ✈ ❾ ✡ q❅❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬✻q❜❨✗❪ ✲ ✁✄✂ ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬✁❫ ✁✬✡ L ❲⑦ ☎▼❤✮⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ✈ q❜❨ ❤ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭❑❾ ✡
n ✧ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡⑤✁✬✡ ❫✬❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✄✂ ❭❑q❅❬ ✈ ✝✄☎ ❬ ❲

S(z) ✣ ✈ ✝ ❭ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡➒✁ ❨➏❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡➁❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✈ ❣ ❨ q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ S ❲ ➓ ☎✞✝✭❤☞✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬✛✚
S(z) =

∑

ω∈L(S) z
|ω| =

∑

i≥0 ❫ izi ❲
❲

[zn]f(z)
⑦ ☎❣✡ ✍ ④✌❭ ✡ q❅❬ ✁✬✡❊✁✬✡ ② ✝ ✈ ❫ n ✁❄❣ q❄❫✵❪ ✡⑤✁ ✈ ❾ ✡ ❪ ☎ ❷✗❷ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ✁✬✡ f ✡ q z = 0

❲ ❲
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✏✒✑✔✓ ✕ ✖✘✠✑✒✪✁✪✛ ✞✡✠✂✁✑✞✗✖ ✒✁✘ ✖✤✞
� ☎ ❨❄❫ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❜❬ ☎ q❄❫➍❭✲④✌❭✻❛❜❨ ✡ ❪✲❛❅❨ ✡ ❫ ☎ ❨✗❬✭❭❑❪✲❫ ✡ ❬✡❬ ✡ ④✁❸✗q✗❭✲❛❅❨ ✡ ❫✡❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✈ ❫ ✁❄❣ q❄❫➆❪ ❣ ❫✁❨✗❭❑❬ ✡❸✁✬✡ ④ ✡❽✁✬☎ ④✌❨ ❤☞✡ q❅❬ ❲
① ❣ ❷✗❪❑❨✗❷ ❣✏✝ ❬▲❫ ☎ q❜❬ ✝✴❣ ❬✭❬ ❣ ④✁❸ ✈ ❫❥➋➍❪ ❣ ❬✭❸ ✈ ☎✞✝ ❭ ✡✯✁✬✡ ❫❻❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫ ☎ ❨➏➋❹❪ ❣ ④ ☎▼❤✮⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ✚ ✈ q❜❨ ❤ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭❑❾ ✡✱☎ ❨❣ q ❣ ❪❑♣✜❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ❲

❉❅✄ ✂☎✄ ✂ ➐✿☛ ✧ ✠❥✠ ✧ ✍❑☛✌✞✴✓✬◆✙✚✥☛✭✠✡✞✁✷❑✷✎✞✴✓
① ✡ ❫✮② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫✮q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❅❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ❣ ❷✗❷ ❣✏✝✴❣ ❭✲❫✁❫ ✡ q❅❬✮❪ ☎✞✝ ❫ ✁✬✡ ❪ ✂ ✈ ❬ ❣✐⑧ ❪❑❭✲❫✴❫ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ✁✬✡ ❪ ❣ ❸✗❭ ✈ ✝✴❣✏✝ ④✁❸✗❭ ✡▼✁✬✡ ❫
❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ ❪✲❫ ✁✬✡ ⑦ ❸ ☎▼❤ ❫ ➊ ♣❅③★✣✜④✁❸✌✙✗❬✭➀ ✡ q ⑧✣✡✭✝ ② ✡✭✝ ❲ ➌ q✮❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ ❪ ✡ ❫✭❬ ❨✗q ✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡ ❷ ☎ ❬ ✡ q❅❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡ ③❤☞✡ q❜❬✻❭❑q ✇ q✗❭ ✁✬✡ ❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✰➻☎ ❨ ✏ ✆ ✭ ✫ ✲ ❫✭❨ ✝ ❨✗q ❣ ❪❑❷✗❸ ❣✐⑧✣✡ ❬ ❲ ➌ q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡➀✡ ❫✭❬✳❨✗q ❤ ✈ ④ ❣ q✗❭✲❫ ❤☞✡❆✁✬✡✝ ✈❍✈ ④ ✝ ❭❑❬✭❨ ✝✟✡ ➋ ⑧✣❣ ❫ ✡❻✁✬✡❻✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫✿❛❜❨✗❭ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡ q❜❬✛✚❄❷ ❣✏✝✼✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫✵❫✭❨❄④❍④ ✡ ❫✁❫✭❭❑❾ ✡ ❫✵➋✮❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝✼✁✄✂ ❨✗q➍❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡
❭❑q✗❭❑❬✭❭ ❣ ❪ ✚✜❨✗q ❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❲ ① ❣ ❷ ☎ ❫✭❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡❿✁❄❣ q❄❫✯❪ ❣ ❸✗❭ ✈ ✝✴❣✏✝ ④✴❸✗❭ ✡❊✁✬✡ ⑦ ❸ ☎▼❤ ❫ ➊ ♣❜③★✣✜④✴❸✚✙✗❬✭➀ ✡ q ⑧●✡✭✝ ② ✡✭✝✁ ✈ ❷ ✡ q ✁➒✁ ❨❹❬⑤♣✜❷ ✡❊✁✬✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫✬q ✈ ④ ✡ ❫✁❫ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫✬❷ ☎ ❨ ✝➠✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡✭✝❻✡❵❴❄❣ ④✌❬ ✡✌❤☞✡ q❜❬❩④ ✡ ❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡▼☛

③ ✧➇♣✜❷ ✡ ❱ ☛ ① ✡ ❫✵② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ✝ ✈ ②❡❨✗❪❑❭ ♦✭✝✟✡ ❫ ☛
① ✡ ❨ ✝ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫▲❫ ☎ q❜❬✮❬ ☎ ❨✗❬ ✡ ❫ ✁✬✡ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ S → tN ☎ ❨ S → t ✰♠☎ ❨➒❬ ☎ ❨✗❬ ✡ ❫ ✁✬✡ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ S → Nt☎ ❨ S → t ✚ ❤❦❣ ❭✲❫✳❷ ❣ ❫ ✁✬✡ ④ ☎ ❸ ❣✐⑧ ❭❑❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q❼❷ ☎ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡⑤✁✬✡ ④ ✡ ❫ ✁✬✡ ❨ ❴ ❬⑤♣✜❷ ✡ ❫ ✁✬✡⑤✝✁♦ ②❡❪ ✡▲❣ ❨➁❫ ✡ ❭❑q ✁✄✂ ❨✗q ✡❤ ☎✌❤☞✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡➠✝ ✈ ②❡❨✗❪❑❭ ♦✭✝✟✡ ✲ ❲★⑦ ✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ ❫✭❨ ✍ ❫ ✡ q❜❬➇❷ ☎ ❨ ✝❼✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡✭✝ ❪ ✡ ❫➇❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫ ✝✟✡ ④ ☎ q✗q❅❨❄❫
❷ ❣✏✝ ❨✗q ✦ ✠✙✭ ✆ ✏ ✦✆✭✰✯ ✏ ✑✵✩ ✚ ☎ ❨❼④ ✡ ❨ ❴➔✁ ✈ q ☎ ❬ ✈ ❫✳❷ ❣✏✝ ❨✗q ✡ ✯ ✝ ✞ ✢✧✯✱✫✱✫✱✩ ✆ ✑ ✢✧✤✲✍ ✠✘★✪✩ ✌ ✢✧✯ ❲

③ ✧➇♣✜❷ ✡ ❈ ☛ ① ✡ ❫✵② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ✏✂✆ ✢ ✫✡✒ ✄✝✆ ✑ ✭✰✯ ✝✆✭✰✯ ☎ ❨ ✦✆★ ✍✑✤ ✞ ✢✱✩ ✟✑✠✵✯✱✫ ☛
① ✡ ❨ ✝ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫✹❫ ☎ q❜❬ ✁✬✡ ❪ ❣ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ S → α ☎✡✠ α ✡ ❫✭❬★❨✗q ✡ ❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ q ☎ q ④ ☎ q❜❬ ✝✴❣ ❭❑q❅❬ ✡❻✁✬✡ ❫✭♣ ❤❻⑧●☎ ❪ ✡ ❫
❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴➤☎ ❨▲q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❲ ⑦ ✡ ❫ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫◗❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✭❬ ✡ q❜❬ ✁✬✡✼✁ ✈ ④ ✝ ❭ ✝✟✡ ❪ ✡ ❫ ❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫ ✏ ✆ ✢ ✫✡✒
✄✝✆ ✑ ✭✰✯ ✝ ✭✰✯ ✚✣❛❅❨✗❭➑❫ ☎ q❜❬ ✝✟✡ ④ ☎ q✗q❜❨❄❫❩❷ ❣✏✝➠✁✬✡ ❫ ✦ ✠✙✭ ✆ ✏ ✦✆✭✰✯✱✫ ✂ ✞ ✩ ★ ✯ ❲

③ ✧➇♣✜❷ ✡ ✕ ☛ ① ✡ ❫✵② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫✓✄ ✆ ✑ ✭✰✯ ✝✆✭ ✠✵✯ ★ ★ ✯ ✫ ☛➈ ❪❑❪ ✡ ❫ ❣✞✁❇❤☞✡ ❬✭❬ ✡ q❜❬ ✁✬✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ❪ ❣ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ αSβ → αηβ ☎✡✠ α ✚ β ✡ ❬ η ❫ ☎ q❅❬ ✁✬✡ ❫◗❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ q ☎ q❇③
④ ☎ q❜❬ ✝✴❣ ❭❑q❜❬ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫✁♣ ❤❻⑧●☎ ❪ ✡ ❫ ❲✼✉ ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫▲② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫❥❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✭❬ ✡ q❅❬ ✁✄✂✆✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡✭✝ ❪ ✡ ❫▲❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫
✄✝✆ ✑ ✭✰✯ ✝ ✭ ✠✜✯ ★ ✫ ✚ ✝✟✡ ④ ☎ q✗q❜❨❄❫❩❷ ❣✏✝➠✁✬✡ ❫ ❤❦❣ ④✁❸✗❭❑q ✡ ❫ ✁✬✡ ✧✛✙ ✝ ❭❑q✗② ❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❭❑❪❑❪ ❣ q❅❬✩❫✭❨ ✝✵❤ ✈ ❤☞☎ ❭ ✝✟✡ ❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫✭❨ ✝
❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡⑤✁ ❨ ❤☞☎ ❬ ✡ q ✡ q❅❬ ✝ ✈ ✡ ❲

③ ✧➇♣✜❷ ✡⑤✒➔☛ ① ✡ ❫✵② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ✍✘✤ ✑ ✤ ✢✧✦✚★ ✯✱✫ ☛
✧ ☎ ❨✗❬ ✡ ❫❘❪ ✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ α → β ✚ ☎✡✠ α ✡ ❬ β ❫ ☎ q❅❬ ✁✬✡ ❫❘❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫✛✚➑❫ ☎ q❅❬ ❣ ❨✗❬ ☎✞✝ ❭✲❫ ✈ ✡ ❫ ❲
✧ ☎ ❨✗❬ ✡ ❪ ❣ ❷✗❨✗❭✲❫✁❫ ❣ q❄④ ✡⑨✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭❑❾ ✡ ✁✬✡ ❪ ❣ ✏ ✦ ✄ ✏ ✩✒✑ ✯ ✍✑✯✢✜✤✣✕✢✱✩ ✑ ✍ ✡ ❫✭❬✹q ✈ ④ ✡ ❫✁❫ ❣ ❭ ✝✟✡ ❷ ☎ ❨ ✝➁✝✟✡ ④ ☎ q✗q ❣☞☛ ❬ ✝✟✡
❪ ✡ ❫✮❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫❥④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨✗❭❑❬✁❫❥➋➁❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝➤✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ✚➇❨✗q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡❦❤❦❣ ④✴❸✗❭❑q ✡ q ✡ ❫ ✂♠❣✏✝❛✝✄☎ ❬ ❣ q❅❬
❷ ❣ ❫✵q ✈ ④ ✡ ❫✁❫ ❣ ❭ ✝✟✡✌❤☞✡ q❅❬❩❫✭❨ ✝➠✁✬✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ✡ q❜❬ ✝ ✈ ✡ ❫ ❲

① ✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ ✈ ❬ ❣ q❜❬ ✁✬✡ ❧ ❣✁�➭☎ q ✈ ❾✜❭ ✁✬✡ q❜❬ ✡❻✁✄✂✆✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✁❭❑❾❅❭❑❬ ✈ ❫➇❫✁❬ ✝ ❭✲④✌❬ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ④ ✝✟☎ ❭✲❫✁❫ ❣ q❜❬ ✡ ❫✛✚❜❭❑❪ ✡ ❫✭❬ ✁✬☎ q❄④✿❷ ☎ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡✁✬✡ ❤ ❭ ❤☞✡✭✝ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ q❜❬ ✁✬✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ④ ❣ ❬ ✈ ② ☎✞✝ ❭ ✡➔✁✬☎ q✗q ✈ ✡➍❣ ❾ ✡ ④ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡
❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ q❅❬ ✁✬✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ④ ❣ ❬ ✈ ② ☎✞✝ ❭ ✡ ❫✭❨✗❷ ✈ ✝ ❭ ✡ ❨ ✝✟✡ ❲ ⑦ ✡ ❬✭❬ ✡ ❸✗❭ ✈ ✝✴❣✏✝ ④✴❸✗❭ ✡❊✁✬✡ ❫✿② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫✵❭❑q ✁ ❨✗❭❑❬ ✁✬☎ q❄④
❨✗q ✡ ❸✗❭ ✈ ✝✴❣✏✝ ④✁❸✗❭ ✡ ❫✭❨ ✝ ❪ ✡ ❫◗❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫◗❧ ☎✞✝✭❤☞✡ ❪✲❫ ❣ ❭❑q❄❫✁❭ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ❫ ❲ ❳❩q ✝✟✡ ❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡♠✡ q ☎ ❨✗❬ ✝✟✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❸✗❭ ✈ ✝✴❣✏✝ ④✴❸✗❭ ✡✁❄❣ q❄❫❘❪ ✡ ❫ ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪✲❫❘q ✈ ④ ✡ ❫✁❫ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫❘❷ ☎ ❨ ✝ ❬ ✡ ❫✭❬ ✡✭✝ ❪ ✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❬ ✡ q ❣ q❄④ ✡▼✁✄✂ ❨✗q ❤☞☎ ❬✮➋➆❨✗q✝❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❲⑦ ✡ ❬✭❬ ✡ ❸✗❭ ✈ ✝✴❣✏✝ ④✴❸✗❭ ✡ ❫ ✡❆✝✟✡ ❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡❦❣ ❨❄❫✴❫✭❭ ✁❄❣ q❄❫❘❪ ❣ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❫ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫✮q ✈ ④ ✡ ❫✁❫ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫✟❷ ☎ ❨ ✝⑤✡ q❇③
② ✡ q ✁✠✝✟✡✭✝ ❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤ ✈ ❤☞✡ q❜❬❩❨✗q ❤☞☎ ❬ ✁ ❨➍❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❲
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❉❅✄ ✂☎✄ ✖ ✲ ✚❅✛✗✶✁✷✎✞✴✓✳✓✁�❇✏✺✑ ✧ ❚✜✍✎■✗✢✜✞✴✓✄✂☎✠✡✚✜✛✗✶✁✷✎✞✴✓✬✓✥✑ ✧ ✑✎✍✲✓✥✑✎✍✎■✗✢✜✞✴✓
① ✡ ❫❩❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫❩❧ ☎✞✝✭❤☞✡ ❪✲❫❩❭❑q ✁ ❨✗❭✲❫ ✡ q❜❬✻④ ✡ ❛❜❨ ✂✆☎ q ✡ ❫✭❬✳❬ ✡ q❅❬ ✈ ✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ✡ ❪ ✡✭✝⑨✁✬✡ ❫ ✏ ✆ ✍ ✌ ★ ✯✱✫ ✫✆☎ ✑ ✭✞✦ ✝✚✩ ✟✑✠✵✯✱✫ ❫✁❨ ✝ ❪ ✡ ❫
❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫▲② ✈ q ☎▼❤ ❭✲❛❜❨ ✡ ❫ ❲✝❶ ❣✏✝✭❤ ❭✵❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡✱✁✬✡ ❫▲❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫➉❫✭❨ ✝ ❨✗q ❣ ❪❑❷✗❸ ❣✐⑧✣✡ ❬ ✁✬☎ q✗q ✈ ✰✎⑩ ✚ ⑦ ✚ ❢ ✚ ➌
❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✂ ⑩ ✜ �✤✲ ✚✜❭❑❪✲❫✯q ✡ ❧ ☎ q❜❬✬❛❅❨ ✡❿✁ ❭✲❫✭❬✭❭❑q✗②❡❨ ✡✭✝ ❪ ✡ ❫✿❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✦ ✠✕✭ ✆ ✢✱✩✌✫ ✤✥✯ ✫ ✁✬✡ ❫ ✩✒✑ ✭✰✯✮✢✝✍✚✩ ✭✰✯✱✫ ❲★➈ q✡❪ ✂♠❣✐⑧ ❫ ✡ q❄④ ✡✁✄✂ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫✟❫✭❨✗❷✗❷✗❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ✚ ☎ q ✡ ❫✁❬✳❧ ☎✞✝ ④ ✈ ✁✬✡ ❫✭❨✗❷✗❷ ☎ ❫ ✡✭✝ ❛❜❨ ✡ ❪ ✡ ❫✻❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✦ ✠✕✭ ✆ ✢✱✩✌✫ ✤✥✯ ✫ ❫ ☎ q❜❬✈ ❛❅❨✗❭❑❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❪ ✡ ❫✛✚▼❫ ☎ ❭❑❬❯❷ ❣✏✝✭❤ ❭☎❪ ✡ ❫➑❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡✍✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ✚r❫ ☎ ❭❑❬❯❷ ❣✏✝✭❤ ❭☎❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡➁✁✬✡ ❫ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫✦ ✠✙✭ ✆ ✢ ✩✬✫ ✤✥✯✱✫ ❲ ⑦ ✂✆✡ ❫✭❬✻❷ ☎ ❨ ✝ ❛❜❨ ☎ ❭ ✁✬✡ q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ❨ ❴ ❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❤☞✡ ❫❘❫ ✡ ❫ ☎ q❅❬ ❣ ❬✭❬ ❣ ④✁❸ ✈ ❫✮➋ ❣✞✁✐❽❛☎ ❭❑q ✁✠✝✟✡ ❨✗q ✡❆✁ ❭✲❫✾③
❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❣ ❨ ❴ ❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✦ ✠✕✭ ✆ ✢✱✩✌✫ ✤✥✯ ✫ ❲

① ✡ ❫❻④✁❸ ❣☞☛ q ✡ ❫ ✁✬✡ ♥ ❣✏✝✭➊❨☎ ❾✼❷ ✡ ❨✗❾ ✡ q❅❬✮❷ ❣✏✝◗✡❵❴✬✡✌❤ ❷✗❪ ✡ ☎ ❬ ✝✟✡ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✈ ✡ ❫ ✁❄❣ q❄❫✟❨✗q ✡ ❾ ✡✭✝ ❫✭❭ ☎ q ✁ ✈ ② ✈ q ✈ ✝ ✈ ✡ ✚✡ q ❣ q✗q❅❨✗❪ ❣ q❜❬✵④ ✡✭✝ ❬ ❣ ❭❑q ✡ ❫✯❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫ ✁✬✡ ❬ ✝✴❣ q❄❫✭❭❑❬✭❭ ☎ q ✚❇④ ✡ ❛❅❨✗❭❄❭❑q❜❬ ✡✭✝✟✁ ❭❑❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫✹❪ ✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ④ ✡✭✝ ❬ ❣ ❭❑q❄❫❤☞☎ ❬✭❭ ❧✔❫ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❫❦❫✭❨✗❷ ✈ ✝ ❭ ✡ ❨ ✝✟✡ ❫❦➋ ❪ ✂✆☎✞✝✟✁✠✝✟✡ ❲ ⑦ ✡ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❜❬✛✚✯❪ ✂✆✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭❑❾✜❭❑❬ ✈ ✝ ✈ ✁ ❨✗❭❑❬ ✡ ❫✭❨ ✝ ❪ ✡ ❷✗❪ ❣ q❋❫✁♣❅q❇③
❬ ❣r❴ ❭✲❛❜❨ ✡❊✁✬✡ ④ ✡ ❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❤☞✡ ✆ ❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✳❨✗q✗❭✲❛❜❨ ✡✌❤☞✡ q❅❬✬❪ ✂♠❣✞✁✐❽Ò☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ④ ☎ q❜❬ ✝✴❣ ❭❑q❜❬ ✡ ❫✩❫✭❭ ❤ ❷✗❪ ✡ ❫✛✚ ✁ ❨➍❬✙♣❅❷ ✡✏ ✆ ✭ ✩ ☞ ✯✞✝ ✄ ★ ✠ ✚ ❣ ❨ ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❲❦⑦ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✾③⑤④✌❭➇❷ ✡ ❨✗❾ ✡ q❜❬ ✡ q ☎ ❨✗❬ ✝✟✡❦❣ ❾ ☎ ❭ ✝ ❨✗q✝❭ ❤ ❷ ❣ ④✌❬✮q ☎ q❇③ q ✈ ②❡❪❑❭❑② ✡✥❣✐⑧ ❪ ✡ ❫✭❨ ✝ ❪ ❣✁ ❭✲❫✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✬❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❲

① ✡ ❫ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫★❫✭❬ ☎ ④✁❸ ❣ ❫✁❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ❫ ✁✬✡ ✣ ✡✥❣✏✝ ❪✲❫ ❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡ q❜❬➇④ ☎ q ❽ ❨✗②❡❨ ✡✭✝ ❪ ✂✆✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✁❭❑❾❅❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❫ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫
q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ✡ ❬✩❪ ❣ ❷✗❨✗❭✲❫✁❫ ❣ q❄④ ✡➀✁✄✂ ❨✗q ✡➀✁ ❭✲❫✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ q ☎ q❇③ ❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ ❲➉✉ ✡ ❷✗❪❑❨❄❫✛✚
❪ ✡ ❫ ❷ ❣✏✝✴❣✐❤ ♦ ❬ ✝✟✡ ❫ ✁ ❨ ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ❷ ✡ ❨✗❾ ✡ q❜❬ ☎ ❬ ✝✟✡❼❣ ❷✗❷ ✝ ❭✲❫✡➋✝❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝➔✁✄✂ ❨✗q ✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡❸✁✬✡ ❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❷ ❣✏✝
❨✗q ✡ ❫✁❬ ✝✴❣ ❬ ✈ ②❡❭ ✡ ✏ ✦ ✝✚✩ ✏ ✩✌✫ ✯✮✢ ★ ✦ ✟ ✢✧✦✚✩✌✫ ✯✡✏ ✞ ★ ✦ ✑ ✄ ✯ ❲✿♥ ❣ ❪❑❸ ✡ ❨ ✝✟✡ ❨❄❫ ✡✌❤☞✡ q❅❬✛✚●④ ✡ ❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❤☞✡ q ✂✆☎ ✠ ✝✟✡ ❛❜❨ ✡ ❷ ✡ ❨✁✬✡ ❷ ✝ ❭✲❫ ✡ ❫✁❨ ✝ ❪ ✂✆✡ ❫✭❷ ✈ ✝✴❣ q❄④ ✡❑✁✬✡ ❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡☞✁✬✡ ❫✟❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ✡ ❫✛✚ ✡ ❬ ✡ ❫✭❬ ✁✬☎ q❄④❥❷ ✡ ❨ ❣✞✁❄❣ ❷✗❬ ✈ ➋➆❪ ❣
② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❲� ☎ ❨❄❫✯q ☎ ❨❄❫✿❭❑q❜❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ☎ q❄❫ ✁✬☎ q❄④❘➋✮❨✗q ❣ ❨✗❬ ✝✟✡ ❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❤☞✡ ✚❇❭❑q❜❬ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬✵❷ ❣✏✝ ✉ ✡ q✗❭✲❫ ✡⑨✡ ❬ ❣ ❪ ❲ ✚✜❪ ✡ ❫ ✍✚✢ ✦ ✏✓✒
✏ ✦✚✩ ✢✧✯✱✫ ✑ ✆ ✑ ✒ ✄✝✆ ✑ ✭✰✯✞✝✆✭ ✠✜✯✮★✌★ ✯✱✫ ✞ ✆ ✑ ✍✘✤ ✢✧✤ ✯✱✫ ❛❅❨✗❭ ✚✬❾✜❭ ❣ ❪ ✂ ❭❑q❅❬ ✝✟☎❣✁ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ❣ q ☎ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫✛✚
❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬ ✁✄✂♠❣ ❪❑❬ ✈ ✝✟✡✭✝ ❪ ❣⑤✁ ❭✲❫✁❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✯❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✡ ❬✯④ ✡ ❧ ❣ ❭✲❫ ❣ q❜❬ ✁✬✡ ④ ☎ q❅❬ ✝✴❣ ❭❑q ✁✠✝✟✡ ❪ ✡ ❫ ✡ ❫✁❷ ✈ ✝✴❣ q❄④ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❜❬ ✡ ❫❩❪ ✡ ❬✭❬ ✝✟✡ ❫ ✁❄❣ q❄❫✵❪ ✡ ❫✬❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫✵② ✈ q ✈ ✝ ✈ ✡ ❫ ❲

✏✒✑✞✝ ✟✡✠☞☛ ✆ ✒ ✠✙✒✚✌✡✆✘✛✍✌ ✌✡✏✏✎ ✞ ✁✪✁✚✞ ✛

❉❅✄ ✖✗✄ ✂ P ✧ ✏❇✽ ✧ ✽✗✞✴✓
✣ ☎ ❭❑❬ Σ∗ ❪ ✡✹❤☞☎ q ☎ ✡ ✁✬✡ ❪❑❭ ⑧✬✝✟✡ ✚❜④ ✂✆✡ ❫✭❬➇➋ ✁ ❭ ✝✟✡ ❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡ ④ ☎ q❄❫✭❬✭❭❑❬✭❨ ✈ ✁✬✡ ❫ k ③ ❨✗❷✗❪ ✡ ❬✁❫ ✁✄✂ ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬ ✁✬✡ Σ ✚ k ≥ 0 ✚✁✬☎ ❬ ✈ ✁✄✂ ❨✗q ❷ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬ . q ☎ q❇③⑤④ ☎▼❤❥❤ ❨✗❬ ❣ ❬✭❭ ❧✌✚ ❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ❣ ❬✭❭ ❧✌✚☎❬ ✡ ❪●❛❜❨ ✡ a, b ∈ Σ∗ ⇒ a.b ∈ Σ∗ ✚ ✡ ❬ ✡ q ✝ ❭✲④✁❸✗❭ ✁✄✂ ❨✗q✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬ ε q ✡ ❨✗❬ ✝✟✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❷ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬ ❲
❳❩q ❣ ❷✗❷ ✡ ❪❑❪ ✡✭✝✴❣ Σ ❪ ✡ ✟ ✆ ✄ ✦✟✞✡✠✕★ ✦✚✩ ✢✥✯ ☎ ❨❹❪ ✡ ★ ✯ ✝✚✩ ✟✑✠✵✯ ❲
① ✡ ❫ ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬✁❫ ✁✬✡ Σ ❫ ☎ q❜❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ❣ ❷✗❷ ✡ ❪ ✈ ❫✳❪ ✡ ❫ ✫✏☎ ✏ ✞ ✆ ★ ✯✱✫ ❲
① ✡ ❫ ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬✁❫ ✁✬✡ Σ∗ ❫ ☎ q❜❬✳❛❅❨ ❣ q❜❬✩➋ ✡ ❨ ❴ ❪ ✡ ❫ ✏ ✆ ✭ ✫ ☎ ❨ ✫ ✤ ✟✑✠✵✯ ✑ ✄ ✯✱✫ ❲
❳❩q❹q ☎ ❬ ✡ ε ❪ ✡ ✏ ✆ ✭ ✟ ✩ ✍✑✯ ✚ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ q❜❨✗❪ ✡ ❬ ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬✳q ✡ ❨✗❬ ✝✟✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❷ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬ ✁✬✡ ④ ☎ q❄④ ❣ ❬ ✈ q ❣ ❬✭❭ ☎ q ❲
✑ ✴✓✒ ✱ ✩ ✁ ✩✪✰ ✱✕✔✗✖✙✘ ✥✧✱✎✜✗✥ ✜✤✫✛✚ ✟✜ ✑ ★ ✦ ✑ ✍ ✦✧✍✘✯ ✯✱✫ ✭ ✠ ✑ ✯ ✑✜✫ ✯✡✏ ✞ ★ ✯ L ⊆ Σ∗ ☛

✷

✑ ❱❲✜✳✸☛✱◆✔✗❏✙❭✙✜❫✦❁✜✶✘✵❩✌✻ ✸✗✱◆✔☛✣✥✘✵✦✩✔☛✖✙✘✛✬✩✖✙✜✳✼◆❭✞✔✙✢❊✖✙✜❫✦✩✜✕❨●✔✗✱✲❩❬✤ ❈ ✷✪✴◆✔☛✖✌✴❳✔☛✭✢✘✾✷✶✣✥✜✪✖✧✴❳✔✗✘✾✘✾✭✢✣✥✭✫✚✫✔✗❯✙✚✢✜✤✣ ✬✙✖❂✔☛✬✩✴✲✤☛✣■✔✗✴✲✜✦✥✙✖✙✭✎❄



� ✁ �✷✞ ✄✁� ✆☎✓✄✂ ✄ ✞✘☞ ✠☛✞✆☎ ✁✝✆✟✁ ✗✌✁✒✑ ✓☎✂✠✆ ✁✝✆ ✁✘✁ ✑❍✂ ✓ ✗✘✞ ✄ ✆☎✓✞✝ ✂✝✗ ✍ ✞✠✟☛✡ ✞ ✄✌✁✛☞ ✆ ✂ ✆✌☞ ✄❑✂✠✆✷✑ ✞✎✍ ✑ ✄ ✞✌✆ � �

✑ ✴✓✒ ✱ ✩ ✁ ✩✪✰ ✱✁� ✖✄✂ ✰✗✱✆☎ ✁ ✩✪✰✗✱ ✲✳✫ ✁ ✥✧✩ ✁ ✁✪✫ ✚ ✟✝ ✑ ✦ ✞ ✞ ✯ ★ ★ ✯ ☞ ✆ ✑ ✄ ✭ ✩ ✆ ✑ ✍✑✯ ✭✞✦✚✩ ★✌★ ✯ ★ ✦ ☞✑✆ ✑ ✄ ✭ ✩ ✆ ✑ |.| : Σ∗ → N
✍✘✤ ✏ ✑✵✩✞✯☛✢✥✤ ✄ ✠✕✢✱✫✱✩ ✟ ✯✡✏ ✯ ✑ ✭ ✞ ✦✆✢✟✞

|ε| = 0 ✰ ❱❇❲ ✕ ✲
|α| = 1, α ∈ Σ ✰ ❱❇❲♠❈ ✲

|ω.ω′| = |ω|+ |ω′|, ω, ω′ ∈ Σ∗ ✰ ❱❇❲♠❱ ✲
✰ ❱❇❲ ✎ ✲

✷

✣❅❭✜❪ ✂✆☎ q✮q ✡ ④ ☎ q❄❫✭❭ ✁✗♦✭✝✟✡ ❛❅❨ ✡ ❪ ✡ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡❲✁✄✂✆☎ ④❍④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✄✂ ❨✗q➉❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ α ∈ Σ ✚ ☎ q ☎▼⑧ ❬✭❭ ✡ q❅❬ ❨✗q ✡ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q
|.|α : Σ∗ → N ❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ❛❜❨ ✡➀☛

|ε|α = 0 ✰ ❱❇❲♠❞ ✲
|α|α = 1 ✰ ❱❇❲♠t ✲
|β|α = 0, β 6= α, β, α ∈ Σ ✰ ❱❇❲ ⑥ ✲

|ω.ω′|α = |ω|α + |ω′|α, ω, ω′ ∈ Σ∗ ✰ ❱❇❲ ✌ ✲
✰ ❱❇❲♠⑨ ✲

❉❅✄ ✖✗✄ ✖ ➐✯☛ ✧ ✠❥✠ ✧ ✍❑☛✌✞✴✓✳✏●✚✥✏✣❙✙☞❍✚✥✏✒✑✱✞✭❚❯✑✭✢✜✞✁✷❑✷✎✞✴✓
✑ ✴✓✒ ✱ ✩ ✁ ✩✪✰ ✱✡✠ ✖☞☛ ✣✬✥✧✦ ✦ ✥✧✩✪✣✍✫ ✱✎✰ ✱✌☎✡✰ ✱✂✁ ✫✎✍ ✁ ✆✳✫ ✁ ✁✪✫ ✚ ✟✜ ✑ ✯✳✍✚✢ ✦ ✏✓✏ ✦✚✩ ✢✥✯ ✑ ✆ ✑ ✒ ✄✝✆ ✑ ✭✰✯ ✝ ✭ ✠✜✯ ★ ★ ✯ G ✯✱✫ ✭ ✄ ✦✚✢✧✦ ✄ ✭✰✤ ✢ ✩✌✫ ✤✥✯ ✞ ✦✚✢ ★ ✦ ✍ ✆ ✑ ✑ ✤✥✯ ✍ ☛ ✠ ✑ ✟✑✠✜✦ ✍✚✢✡✠ ✞ ★ ✯ ✭ (Σ,N ,X, δ)
✆✑✏ ✞

✒
Σ

✯✱✫✮✭✓★ ☛ ✯ ✑✵✫ ✯✡✏ ✞ ★ ✯ ✍✑✯✱✫ ✫✏☎ ✏ ✞ ✆ ★ ✯✱✫ ✭✰✯ ✢✡✏ ✩✒✑ ✦ ✠✁✝✑✒ ✞ ✦✚✢ ☞✑✆ ✩✬✫ ✦ ✞ ✞ ✯ ★ ✤ ❾ ☎ ④ ❣✐⑧ ❨✗❪ ❣ ❭ ✝✟✡ ✆ ✠ ❪ ✡❵❴ ❭✲❛❅❨ ✡ ☛
✒ N ✯ ✫ ✭✓★ ☛ ✯ ✑✜✫ ✯✑✏ ✞✮★ ✯ ✍✑✯ ✫☛✫✏☎ ✏ ✞ ✆ ★ ✯✱✫ ✑ ✆ ✑ ✒ ✭✰✯ ✢✡✏ ✩ ✑ ✦ ✠ ✝✕☛
✒
X ∈ N ✯✱✫ ✭ ★ ✯☛✫✆☎ ✏ ✞ ✆ ★ ✯ ✑ ✆ ✑ ✒ ✭✰✯ ✢✡✏ ✩✒✑ ✦✚★ ✩✒✑ ✩ ✭ ✩ ✦✚★ ✂ ✭ ✆ ✠✕✭✰✯ ✍✑✤✮✢✱✩ ✟ ✦✆✭ ✩ ✆ ✑✓✒ ✦ ✠✘✫ ✫ ✩✳✦ ✞ ✞ ✯✮★ ✤ ❣r❴ ❭ ☎▼❤☞✡ ☛

✒
δ ⊆ N × (N ∪ Σ)∗

✯ ✫ ✭ ★ ☛ ✯ ✑✜✫ ✯✑✏ ✞✮★ ✯ ✍✑✯✱✫ ✢ ✌✾✍✚★ ✯✱✫ ✍✘✯ ✢✥✤✥✤ ✄ ✢ ✩ ✭ ✠✘✢✥✯ ✍✑✯ ✫✎✑ ✆ ✑ ✒ ✭✰✯✮✢ ✏ ✩ ✑ ✦ ✠ ✝ ✍✘✯ ★ ✦
✍✚✢ ✦ ✏✓✏ ✦✚✩ ✢✥✯☞✒ ✦ ✠✘✫ ✫ ✩✳✦ ✞ ✞ ✯ ★ ✤✥✯✱✫ ❷ ✝✟☎✹✁ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q❄❫ ☛ ✷

✑ ✴✓✒ ✱ ✩ ✁ ✩✪✰ ✱✌✔ ✖ ✑ ✴✝✣✍✩ ✄ ✥ ✁ ✩✪✰✗✱ ✲ ✩✪✣✍✫✕☎ ✁ ✫✛✚ ✟✖ ✆ ✩ ✭ G = (Σ,N ,X, δ) ✒ ✆ ✑ ✍✚✩ ✭ ✟✑✠ ☛ ✠ ✑ ✏ ✆ ✭ β ∈ (N ∪ Σ)∗ ✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ✡◗✁ ❭ ✝✟✡ ④✌❬ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ✍ ✦ ✑✵✫
G

✍ ☛ ✠ ✑ ✏ ✆ ✭
α ∈ (N ∪ Σ)∗

✫✱✫✱✩✗✞
α = αpSαs, β = αpωαs

✯ ✭
(S, ω) ∈ δ

✝ ✑ ✑ ✆ ✭✰✯ ✄ ✯✮✭ ✭✰✯ ✞ ✢ ✆ ✞ ✢ ✩ ✤ ✭✰✤ α→G β
☛

✷

✑ ✴✓✒ ✱ ✩ ✁ ✩✪✰ ✱✁✘ ✖ ✑ ✴✝✣✍✩ ✄ ✥ ✁ ✩✪✰✗✱ ✚ ✟✙ ✦ ✑✜✫
G = (Σ,N ,X, δ) ✒ ✠ ✑ ✏ ✆ ✭ ω ∈ Σ∗ ✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ✡ ✍ ☛ ✠ ✑ ✑ ✆ ✑ ✒ ✭✰✯ ✢ ✏ ✩ ✑ ✦✚★

S ∈ N ✒ ✫ ✫ ✩ ✩ ★ ✯ ✝✚✩✌✫ ✭✰✯
(s1, . . . , sk) ∈ (N ∪ Σ)∗, k ∈ N

✭✰✯ ★ ✫ ✟✑✠✜✯✚✞

S →G s1 →G . . .→G sk →G ω



� ✁ �✷✞ ✄✁� ✆☎✓✄✂ ✄ ✞✘☞ ✠☛✞✆☎ ✁✝✆✟✁ ✗✌✁✒✑ ✓☎✂✠✆ ✁✝✆ ✁✘✁ ✑❍✂ ✓ ✗✘✞ ✄ ✆☎✓✞✝ ✂✝✗ ✍ ✞✠✟☛✡ ✞ ✄✌✁✛☞ ✆ ✂ ✆✌☞ ✄❑✂✠✆✷✑ ✞✎✍ ✑ ✄ ✞✌✆ � �

✑ ✴✓✒ ✱ ✩ ✁ ✩✪✰ ✱✁� ✖✙✘ ✥✧✱✎✜✗✥ ✜✤✫ ✥ ✭ ✭ ✰ ☎✵✩✪✴✄✂ ✆✳✱✳✫ ✜✗✣✬✥✧✦ ✦ ✥✧✩✪✣✬✫✛✚ ✟✝ ✑ ✦ ✞ ✞ ✯✮★✌★ ✯ ❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡✯✁✄✂ ❨✗q q ☎ q ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ S ✍ ✦ ✑✵✫
G

✒ ✟✑✠ ☛ ✆ ✑ ✑ ✆ ✭✰✯ LG(S)
✒☛★ ☛ ✯ ✑✜✫ ✯✡✏ ✞ ★ ✯✎✍✑✯✱✫ ✏ ✆ ✭ ✫✭✰✯ ✢✡✏ ✩✒✑ ✦ ✠✁✝✎✍✑✤ ✢ ✩ ✟ ✦✟✞ ★ ✯✱✫ ✂ ✞ ✦✚✢✮✭ ✩ ✢ ✍ ✠ ✑ ✆ ✑ ✒ ✭✰✯ ✢✡✏ ✩✒✑ ✦✆★

S
✍ ✦ ✑✵✫

G
✞

LG(S) = {ω ∈ Σ∗|S →G ω}
✠ ✯ ★ ✦ ✑ ✍✑✦✧✍✑✯ L(G)

✦✚✫ ✫ ✆ ✄ ✩ ✤ ✂☎✠ ✑ ✯❖✍✚✢✧✦ ✏ ✏ ✦✚✩✌✢✥✯
G = (Σ,N ,X, δ) ✯ ✫ ✭ ★ ✯ ★ ✦ ✑ ✍✑✦✧✍✑✯ ✦ ✫✱✫ ✆ ✄ ✩✞✤ ✂ ★ ☛ ✦ ✝✆✩ ✆ ✏ ✯

X
✍ ✦ ✑✜✫

G
✞

L(G) = LG(X)

✑ ✴✓✒ ✱ ✩ ✁ ✩✪✰ ✱✆☎ ✖☞☛ ✣✬✥✧✦ ✦ ✥✧✩✪✣✍✫ ✱✎✰ ✱✞✝ ✥✧✦ ✄ ✩✪✜ ✆✠✟ ✚ ✟✜ ✑ ✯❂✍✆✢ ✦ ✏ ✏ ✦✚✩ ✢✧✯ ✑ ✆ ✑ ✒ ✄✝✆ ✑ ✭✰✯ ✝✆✭ ✠✵✯ ★ ★ ✯ G ✯✱✫ ✭ ✍✚✩ ✭✰✯ q ☎ q❇③ ❣✐❤✮⑧ ❭❑②❡❨✵✴ ✫✱✩✓✭ ✆ ✠✕✭ ✏ ✆ ✭ ω ✍✑✯ L(G)
✦ ✍ ✏ ✯✮✭ ✠ ✑ ✯

✠ ✑✵✩ ✟ ✠✜✯ ✍✑✤ ✢ ✩ ✟ ✦✆✭ ✩ ✆ ✑ ✂ ✞ ✦✆✢ ✭ ✩ ✢ ✍✑✯ ★ ☛ ✦ ✝✚✩ ✆ ✏ ✯
X

✒ ✦ ✠ ✄✝✆ ✠✕✢ ✫ ✍✘✯ ★ ✦ ✟✑✠✵✯ ★ ★ ✯ ★ ✯ ✑ ✆ ✑ ✒ ✭✰✯ ✢ ✏ ✩ ✑ ✦✚★ ★ ✯ ✞ ★ ✠✘✫ ✂
✍ ✦ ✠ ✄ ✏ ✯ ✯✱✫ ✭✳✢✧✤✥✤ ✄ ✢✱✩ ✭ ✂ ✄ ✏ ✦ ✟✑✠✵✯ ✤✮✭✞✦ ✞ ✯ ☛

✷✉ ❣ q❄❫❥❪ ❣ ❫✭❨✗❭❑❬ ✡✱✁ ❨ ✁✬☎ ④✌❨ ❤☞✡ q❜❬ ✡ ❬ ✁❄❣ q❄❫❥❨✗q ❫ ☎ ❨❄④✌❭ ✁✬✡ ❫✭❭ ❤ ❷✗❪❑❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫❥q ☎ ❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫✛✚ ☎ q ☎▼❤☞✡ ❬✭❬ ✝✴❣✁✄✂ ❭❑q ✁ ❭✲④ ✡✭✝ ❪ ✡ ❫ ✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ✡ ❬➇❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫✹❷ ❣✏✝ ❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ④ ☎ q❄❫✭❭ ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❛❜❨ ❣ q ✁ ④ ✡ ❪❑❪ ✡ ④✌❭ ✡ ❫✁❬➇❭ ❤ ❷✗❪❑❭✲④✌❭❑❬ ✡ ❲✉ ✂♠❣ ❨✗❬ ✝✟✡ ❷ ❣✏✝ ❬✛✚✗❪ ✂✆✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭ ☎ q α→ β ✡ ❫✭❬ ✈ ❛❜❨✗❭❑❾ ❣ ❪ ✡ q❜❬ ✡✮❣ ❨❼④ ☎ ❨✗❷✗❪ ✡ (α, β) ∈ δ ❲✉ ✡ ❷✗❪❑❨❄❫✛✚ ☎ q➆q ☎ ❬ ✡✭✝✴❣ R(δ, S) ❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡❊✁✬✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ ✁✬✡ δ ❣ ♣ ❣ q❜❬✵❪ ✡ q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ S ④ ☎▼❤❥❤☞✡ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡
② ❣ ❨❄④✁❸ ✡▼☛

R(δ, S) = {(S ′ → α) ⊆ δ|S ′ = S}

✡ ✍ ✫✝✦ ✮✂✁✪✫ ✟⑦ ☎ q❄❫✭❭ ✁ ✈ ✝✟☎ q❄❫✻❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ P ✁✬✡ ❫ ✞ ✦✚★✪✩✒✑ ✍✆✢ ✆ ✏ ✯✱✫ ④ ☎▼❤ ❷ ☎ ❫ ✈ ❫ ✁✬✡ ❪ ✡ ❬✭❬ ✝✟✡ ❫ a ☎ ❨ b ❲ ① ✡ ❫✩❷ ❣ ❪❑❭❑q ✁✠✝✟☎▼❤☞✡ ❫
❫ ☎ q❅❬ ✁✬✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫ ✁✬☎ q❅❬✬❪ ❣ ❪ ✡ ④✌❬✭❨ ✝✟✡⑤✡ ❫✁❬✵❭ ✁✬✡ q❜❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ✍✑✯✠✍ ✦ ✠ ✄ ✏ ✯✄✂✎✍✚✢ ✆ ✩ ✭✰✯ ☎ ❨ ✍✑✯ ✍✚✢ ✆ ✩ ✭✰✯ ✂ ✍ ✦ ✠ ✄ ✏ ✯ ❲

③ Σ = {a, b} ✚✣❭❑❪➑❫ ✂♠❣ ②❡❭❑❬ ✁✬✡ ❫✵❪ ✡ ❬✭❬ ✝✟✡ ❫✳❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❜❬ ✡ ❫ ✁❄❣ q❄❫✬❪ ✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫❩➋ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡✭✝ ❲
③ N = {X} ✡ ❫✁❬❩❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡❆✁✬✡ ❫❩❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫✩q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ✚ ✝ ✈ ✁ ❨✗❭❑❬ ❣ ❨ ❫ ✡ ❨✗❪ ❣r❴ ❭ ☎▼❤☞✡➤✁❄❣ q❄❫✩④ ✡
④ ❣ ❫✵❷ ✝ ✈ ④✌❭✲❫ ❲

③ X ✡ ❫✭❬✵❪ ✂♠❣r❴ ❭ ☎▼❤☞✡ ❲
③➆① ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡ δ ✁✬✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ ✡ ❫✭❬✵❪ ✡ ❫✭❨✗❭❑❾ ❣ q❜❬ ☛

δ1 X → aXa
δ2 X → bXb
δ3 X → ε

① ✡➍❤☞☎ ❬ aabbaabbaa ❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡ q❅❬ ❣ ❨ ❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ L(P ) ✁ ✈ ④ ✝ ❭❑❬❦❷ ❣✏✝ ❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ✚✯④ ❣✏✝▼☎ q ❷ ✡ ❨✗❬❥❪ ✡✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ✡✭✝❻✁✬✡ ❪ ✂♠❣r❴ ❭ ☎▼❤☞✡ X ✁✬✡ ❪ ❣ ❧ ❣✁�➭☎ q❹❫✁❨✗❭❑❾ ❣ q❅❬ ✡❑☛
X

δ1→ aXa
δ1→ aaXaa

δ2→ aabXbaa
δ2→ aabbXbbaa

δ1→ aabbaXabbaa
δ3→ aabbaabbaa

✉ ❣ q❄❫ ➂ ❈❡⑨r➃ ✚ ✉ ✡ q✗❭✲❫ ✡✍✡ ❬ ❣ ❪ ❲ ❭❑q❅❬ ✝✟☎❣✁ ❨✗❭✲❫ ✡ q❜❬ ❪ ✡ ❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❤☞✡✍✁✬✡ ❫➑② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫ q ☎ q✮④ ☎ q❅❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫❣ ❨✼q✗❭❑❾ ✡✥❣ ❨ ✁✬✡ ❫✻❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ✰ ❪ ✡ ❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ✍✚✢✧✦ ✏ ✏ ✦✚✩ ✢✧✯ ✞ ✆ ✑ ✍✑✤✮✢✧✤✥✯ ❣ ❷✗❷ ❣✏✝✴❣ ❭✲❫✁❫ ❣ q❜❬ ✁ ✈ ❽ ➋ ✁❄❣ q❄❫✻❪ ❣ ④ ☎▼❤❥❤ ❨❇③
q ❣ ❨✗❬ ✈ ✭ ✢✧✦✚✩ ✭✰✯✡✏ ✯ ✑ ✭ ✍ ✠ ★ ✦ ✑ ✍✑✦✧✍✑✯ ✲ ✚ ✁❄❣ q❄❫❻❪ ✡ ❛❅❨ ✡ ❪➇❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ✡ ❾ ☎ ❭❑❬ ❣✞✁✐❽Ò☎ ❭❑q ✁✠✝✟✡ ❨✗q ✡ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡
❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❲



� ✁ �✷✞ ✄✁� ✆☎✓✄✂ ✄ ✞✘☞ ✠☛✞✆☎ ✁✝✆✟✁ ✗✌✁✒✑ ✓☎✂✠✆ ✁✝✆ ✁✘✁ ✑❍✂ ✓ ✗✘✞ ✄ ✆☎✓✞✝ ✂✝✗ ✍ ✞✠✟☛✡ ✞ ✄✌✁✛☞ ✆ ✂ ✆✌☞ ✄❑✂✠✆✷✑ ✞✎✍ ✑ ✄ ✞✌✆ � ✝

✑ ✴✓✒ ✱ ✩ ✁ ✩✪✰ ✱✁� ✖✄✂ ✰✗✱✆☎ ✁ ✩✪✰✗✱ ✲✳✫ ✮✢✰✗✱✳✲✳✴✝✣✬✥ ✁ ✩✪✰ ✱ ✚ ✟✝ ✑ ✦ ✞ ✞ ✯ ★ ★ ✯ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q π ✞ ✆ ✠✘✢ ✠ ✑ ✦✚★ ✞ ✏ ✦✟✞✥✯ ✭ Σ
✠ ✑ ✯ ☞✑✆ ✑ ✄ ✭ ✩ ✆ ✑ π : Σ→ R

☛
✜ ✑ ✯ ✭✰✯✮★✌★ ✯ ☞✑✆ ✑ ✄ ✭ ✩ ✆ ✑ ✯✱✫✮✭ ✤✮✭✰✯✠✑ ✍ ✠✵✯☎✏✓✠✕★ ✭ ✩ ✞ ★✪✩ ✄ ✦✆✭ ✩ ✟ ✯✡✏ ✯ ✑ ✭✳✫ ✠✕✢ ✭ ✆ ✠✙✭ ✏ ✆ ✭ ✍✑✯

Σ∗ ✍✑✯ ★ ✦ ☞ ✦✄✂ ✆ ✑ ✫✡✠✘✩ ✟ ✦ ✑ ✭✰✯✟✞

π(ω) =
∏

c∈ω
π(c)

☎ ★ ★ ✯ ✯✱✫✮✭ ✯✠✑✧✏ ✑ ✤✮✭✰✯ ✑ ✍ ✠✵✯ ✦ ✍ ✍✚✩ ✭ ✩ ✟ ✯✡✏ ✯ ✑ ✭✳✫ ✠✕✢ ✠ ✑ ★ ✦ ✑ ✍ ✦❁✍✑✯ ✍✑✯ ★ ✦ ☞ ✦✄✂ ✆ ✑ ✫ ✠✕✩ ✟ ✦ ✑ ✭✰✯✚✞

π(L) =
∑

ω∈(L)

π(ω)

✑ ✴✓✒ ✱ ✩ ✁ ✩✪✰ ✱✁✆ ✖☞☛ ✣✬✥✧✦ ✦ ✥✧✩✪✣✍✫ ✱✎✰ ✱✞✝ ☎✵✰✗✱✂✁ ✫✎✍ ✁ ✆✳✫ ✁ ✁✪✫ ✮ ✰✗✱✳✲✳✴✝✣✬✴✝✫ ✚ ✟✜ ✑ ✯ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ✯✱✫✮✭ ✄ ✦✚✢✧✦ ✄ ✭✰✤✮✢✱✩✌✫ ✤✥✯ ✞ ✦✚✢✎✠ ✑ ✟✑✠✕✩✒✑ ✭ ✠ ✞ ★ ✯✮✭ (Σ,N ,X, δ, π)
✆✑✏ ✞
✒

Σ
✯✱✫✮✭✓★ ☛ ✯ ✑✵✫ ✯✡✏ ✞ ★ ✯ ✍✑✯✱✫ ✫✏☎ ✏ ✞ ✆ ★ ✯✱✫ ✭✰✯ ✢✡✏ ✩✒✑ ✦ ✠✁✝ ☛

✒ N ✯ ✫ ✭✓★ ☛ ✯ ✑✜✫ ✯✑✏ ✞✮★ ✯ ✍✑✯ ✫☛✫✏☎ ✏ ✞ ✆ ★ ✯✱✫ ✑ ✆ ✑ ✒ ✭✰✯ ✢✡✏ ✩ ✑ ✦ ✠ ✝✕☛
✒
X ∈ N ✯✱✫ ✭ ★ ☛ ✦ ✝✆✩ ✆ ✏ ✯ ☛

✒
δ ⊆ N × (N ∪ Σ)∗

✯✱✫ ✭✳★ ☛ ✯ ✑✜✫ ✯✡✏ ✞ ★ ✯ ✍✑✯✱✫ ✢ ✌✾✍✚★ ✯✱✫ ☛
✒
π : Σ→ R

✯✱✫ ✭ ✠ ✑ ✯ ☞ ✆ ✑ ✄ ✭ ✩ ✆ ✑ ✍✑✯ ✞ ✆ ✑ ✍✘✤ ✢ ✦ ✭ ✩ ✆ ✑ ☛ ✷

① ✂ ❭❑q❅❬ ✈ ✝✄☎ ❬ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡❥❣✞✁✐❽Ò☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q✝q ✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝✴❣☞☛ ❬✟❷✗❪ ✡ ❭❑q ✡✌❤☞✡ q❅❬✮❛❅❨ ✡◆✁❄❣ q❄❫✻❪ ✂✆☎ ❷✗❬✭❭✲❛❅❨ ✡➀✁✄✂ ❨✗q ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❇③ ❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡◗✡ ❬✬❫ ✡✭✝✴❣➀✁ ✈ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✈ ✡ q➁❫ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ❱❇❲♠❱❇❲
❉❅✄ ✖✗✄ ❉ ✏ ✷ ✧ ✓✁✓✌✞❘☞❍✚✥✠ ✮✐✍❑✏ ✧ ✑✱✚✥✍❑☛✌✞

✑ ✴✓✒ ✱ ✩ ✁ ✩✪✰ ✱✕✔✞✝ ✖ � ✁✪✥ ✭ ✭ ✫ ☎✵✰✗✦ ✄ ✩☎✱✳✥ ✁ ✰✗✩✪✣✍✫ ✚ ✟✜ ✑ ✯ ✄ ★ ✦ ✫ ✫ ✯ ✄✝✆ ✏ ✞✮✩✒✑ ✦ ✭ ✆ ✩✌✢✥✯ C ✯✱✫✮✭ ✠ ✑ ✯ ✑✜✫ ✯✡✏ ✞ ★ ✯ ✏ ✠ ✑ ✩ ✍ ☛ ✠ ✑ ✯ ☞ ✆ ✑ ✄ ✭ ✩ ✆ ✑ ✍✑✯ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ |.| : C → N
✒ ✟✑✠✕✩

✩ ✑ ✍ ✠✕✩ ✭ ✍✑✯✱✫☛✫ ✆ ✠✑✫ ✯ ✑✜✫ ✯✡✏ ✞ ★ ✯✱✫ ✒ ✱✳✩✪✭ Cn ✍ ☛ ✆ ✞✠✟ ✯✮✭ ✫ ✍✑✯ C ✦ ☎ ✦ ✑ ✭✳✭✞✦✆✩✌★ ★ ✯
n
☛

✷

✣❅❭ ❨✗q ✡ ④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ④ ☎▼❤❻⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡✯✡ ❫✁❬ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ✡ ❷ ❣✏✝ ❨✗q ✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡ Ψ ✁✬✡ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q❄❫ ✁✄✂♠❣✏✝ ❭❑❬ ✈ ❫❻❾ ❣✏✝ ❭ ✈ ✡ ❫✛✚❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ☎ q➁❷ ❣✏✝ ❪ ✡⑤✁✬✡ ④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ④ ☎▼❤❻⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ✍✘✤ ✄✝✆ ✏ ✞ ✆ ✫ ✦✟✞ ★ ✯ ❲ ❳❩q ❣ ❷✗❷ ✡ ❪❑❪ ✡✮❣ ❪ ☎✞✝ ❫ Ψ ❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡◗✁✬✡ ❫☎✄✝✆ ✑ ✒✫ ✭ ✢✡✠ ✄ ✭✰✯✡✠✕✢ ✫ ✁✬✡ C ❲✉ ✡ ❷✗❪❑❨❄❫✛✚ ☎ q▲q ☎ ❬ ✡✭✝✴❣ |ψ|, ψ ∈ Ψ ❪ ✂♠❣✏✝ ❭❑❬ ✈ ✁✄✂ ❨✗q❥④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬ ✡ ❨ ✝ ✚❅④ ✂✆✡ ❫✭❬★➋ ✁ ❭ ✝✟✡ ❫ ☎ q▲q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡♠✁✄✂♠❣✏✝ ②❡❨ ❤☞✡ q❅❬✁❫ ❲⑦ ✡ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❜❬✛✚◗④ ✡ ❫✮④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬ ✡ ❨ ✝ ❫✮q ✡ ❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ q❜❬▲❷ ❣ ❫✟❨✗q✗❭✲❛❅❨ ✡✌❤☞✡ q❜❬▲❫✭❨ ✝◗✁✬✡ ❫ ☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫ ✁✬✡ C ✚ ❤❦❣ ❭✲❫✮❫✭❨ ✝✁✬✡ ❫ ☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫ ❣ q❅❬ ✈ ④ ✈ ✁✬✡ q❜❬✁❫❩❷ ❣✏✝ ❪ ✂♠❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ f ∈ Ψ ✁✄✂✆☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫ ✁✬✡ C ❲
✑ ✴✓✒ ✱ ✩ ✁ ✩✪✰ ✱✕✔ ✔ ✖☛✡ ✱✂✁ ✴ ☎✡✴✵✲ ✫✝✱✂✁ ✭ ✲✌☞ ✆ ✱✳✫ ☎ ✁✪✥ ✭ ✭ ✫ ☎✡✰✗✦ ✄ ✩✪✱✳✥ ✁ ✰✗✩✪✣✍✫ ✚ ✟
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Ψ
✍✘✯

✄✝✆ ✑✵✫ ✭ ✢✡✠ ✄ ✭✰✯✑✠✘✢✱✫ ✯✱✫✮✭ ✍✑✤❍✏ ✑✵✩ ✢✥✤ ✄ ✠✕✢ ✫ ✩ ✟ ✯✑✏ ✯✠✑ ✭ ✞ ✦✚✢✟✞

C⊳ = {α = ψ(β), ψ ∈ Ψ
✯✮✭
β ∈ C⊳|ψ|}
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✡ ✍ ✫✝✦ ✮✂✁✪✫ ✟
① ✡ ❫✻❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫ L ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ q❜❬ ✁✬✡ ❫❘④✌❪ ❣ ❫✴❫ ✡ ❫✻④ ☎▼❤✮⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❫ ❣ ❫✴❫ ✡ ➀❻q ❣ ❬✭❨ ✝✟✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ✚➑④ ❣✏✝ ❪ ❣ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡
|.| : Σ∗ → N ✁ ✈❵✇ q✗❭ ✡ ❨❄❫✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬✭❸ ❣✐⑧ ❭❑❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ❷ ❣✏✝ |ε| = 0 ✚ |t| = 1, ∀t ∈ Σ ✡ ❬ |α.β| = |α|+|β|
❫✭❨ ✝ ❪ ✡❘❤☞☎ q ☎ ✡ ✁✬✡ ❪❑❭ ⑧✬✝✟✡ Σ∗ ✡ ❫✭❬ ⑧ ❭ ✡ q❹❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ❛❜❨ ✡ Ln ≤ |Σ|n ❫ ☎ ❭❑❬ ✇ q✗❭ ❲➈ q ❷ ❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❨✗❪❑❭ ✡✭✝ ✚ ☎ q❼❷ ✡ ❨✗❬✻❫ ✂ ❭❑q❜❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ✡✭✝ ❷ ☎ ❨ ✝ ❭❑❪❑❪❑❨❄❫✁❬ ✝✟✡✭✝ ❪ ✡ ❫ ✁ ✈❵✇ q✗❭❑❬✭❭ ☎ q❄❫❘④✌❭ ③ ✁✬✡ ❫✁❫✭❨❄❫ ❣ ❨➁❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ P ✁✬✡ ❫❤☞☎ ❬✁❫ an.bn ✚ ✁ ✈ ④ ✝ ❭❑❬✬❷ ❣✏✝ ❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫✭❨✗❭❑❾ ❣ q❅❬ ✡☞☛

P → aPb | ε

✣ ☎ ❭❑❬ φ1
✡ ❬ φ2 ❪ ✡ ❫ ❤☞☎✞✝ ❷✗❸✗❭✲❫ ❤☞✡ ❫ ✁ ✈❵✇ q✗❭✲❫ ❷ ❣✏✝ φ1(a) = φ2(a) = a ✚ φ1(b) = φ2(b) = b ✚ φ1(P ) = aPb✡ ❬ φ2(P ) = ε

❲ ① ✡ ❫ ④ ☎ q❄❫✁❬ ✝ ❨❄④✌❬ ✡ ❨ ✝ ❫ φ1
✡ ❬ φ2 q ❣ ❬✭❨ ✝✟✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✈ ❫➆➋✝④ ✡ ❬✭❬ ✡ ④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ❫ ☎ q❜❬ ❪ ✡ ❫✡❵❴ ❬ ✡ q❄❫✭❭ ☎ q❄❫ ❤ ❨✗❪❑❬✭❭❑❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭❑❾ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫ ❤☞☎✞✝ ❷✗❸✗❭✲❫ ❤☞✡ ❫ ψ1

✡ ❬ ψ2
✁ ✈❵✇ q✗❭✲❫✬❷ ❣✏✝

ψ1(α.β) = φ1(α).ψ1(β), α ∈ {a, b, P} ψ2(α.β) = φ2(α).ψ2(β), α ∈ {a, b, P}

❳❩q ❣❥❣ ❪ ☎✞✝ ❫ P2k = {ak.bk} ✡ ❬ P⊳ = P ∪ {akPbk, k ∈ N} ❲
① ✡ ❫ ❣ q❅❬ ✈ ④ ✈ ✁✬✡ q❜❬✁❫ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ④ ☎▼❤❻⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡ ❾❅❨❄❫◗④ ☎▼❤❥❤☞✡❲✁✬✡ ❫ ☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬✁❫ ✩ ✏ ✏ ✦✆✭ ✠✘✢✥✯✱✫ ❧ ❣ ❭✲❫ ❣ q❜❬✡ q❄④ ☎✞✝✟✡❻❣ ❷✗❷ ❣✏✝✴❣☞☛ ❬ ✝✟✡◆✁✬✡ ❫ ✭ ✢✧✦✚✩ ✭ ✫ ✍✑✯ ✄✝✆ ✑✜✫ ✭ ✢✡✠ ✄ ✭ ✩ ✆ ✑ ✁❄❣ q❄❫✵❪ ✡ ❫✳④ ❣ ❫ ☎✡✠ ❪ ❣ ④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫ ☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫✵q ✂✆✡ ❫✭❬
❷ ❣ ❫ ✢✧✤ ✄ ✠✘✢✱✫✱✩ ✟ ✯ ✞ ✠✘✢✥✯ ④ ☎▼❤❥❤☞✡ ❪ ✡ ❫ ❫✁❷ ✈ ④✌❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ✁✬✡ ➂ ✎ ❈r➃✱❲ ⑦ ✡ ❬✭❬ ✡❸✁ ✈❵✇ q✗❭❑❬✭❭ ☎ q q ☎ ❨❄❫➆❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✭❬ ✝✴❣❃✁✬✡✁ ✈❵✇ q✗❭ ✝ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬❩❪ ✡ ❫✵❨✗q✗❭❑❾ ✡✭✝ ❫✳❫✁❨ ✝ ❪ ✡ ❫✁❛❜❨ ✡ ❪✲❫ ❣ ②❡❭ ✝✟☎ q❜❬✳❪ ✡ ❫ ✍✑✤ ✑ ✤ ✢✧✦✆✭✰✯✡✠✕✢✱✫ ❲
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n
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C(z)
✯ ✑ ✠ ✑ ✯ ✟ ✦✚✢✱✩ ✦✟✞ ★ ✯

✄✝✆ ✏ ✞ ★ ✯ ✝✑✯
z ∈ C

✭✰✯ ★ ★ ✯ ✟ ✠✜✯
C(z) = Σo∈Cz

|o| = Σn≥0 ④ nzn ✷⑦ ✡ ❫❦❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫❦❫ ☎ q❅❬ ④ ✡ q❜❬ ✝✴❣ ❪ ✡ ❫➍➋ ⑧ ❭ ✡ q ✁✬✡ ❫ ✁ ✈ ❤❦❣✏✝ ④✁❸ ✡ ❫ ✁✄✂♠❣ q ❣ ❪❑♣❇❫ ✡ ④ ☎▼❤❻⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ✚✬④ ❣✏✝▼✡ ❪❑❪ ✡ ❫❦❷ ✡ ❨✗❾ ✡ q❅❬☎ ❬ ✝✟✡ ④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨✗❭❑❬ ✡ ❫ ❛❜❨ ❣ ❫✁❭ ③ ❣ ❨✗❬ ☎▼❤❦❣ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡✌❤☞✡ q❅❬✡➋ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝❑✁✄✂ ❨✗q ✡ ✫ ✞ ✤ ✄ ✩ ✏ ✄ ✦✆✭ ✩ ✆ ✑ q ☎ q ❣✐❤✮⑧ ❭❑②❡❨✵✴❹❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ❣
④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ④ ☎▼❤❻⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ④ ☎ q❄❫✭❭ ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❲➉➈ q✝❷ ❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❨✗❪❑❭ ✡✭✝ ✚ ✁❄❣ q❄❫✻❪ ✡ ④ ❣ ❫ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❇③ ❣✐❤❻⑧ ❭❑②❡❨✵✴✒✚
❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡ ✁✬✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡ ❾✜❨ ④ ☎▼❤❥❤☞✡ ❨✗q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✭❷ ✈ ④✌❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✚ ✡ ❬➆❫ ✡
❬ ✝✴❣ q❄❫✭❷ ☎ ❫ ✡ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ✁ ❭ ✝✟✡ ④✌❬ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ✡ q✝❨✗q✝❫✭♣✜❫✁❬ ♦✌❤☞✡➤✁✄✂ ✈ ❛❅❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫✟❫✭❨ ✝ ❪ ✡ ❫❘❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫✻② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ ❫ ❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✈ ✡ ❫❣ ❨ ❴ q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❲ ✥⑤❪✻❫ ✂♠❣ ②❡❭❑❬ ✁✬✡ ❪ ❣ ❤ ✈ ❬✭❸ ☎✹✁✬☎ ❪ ☎ ②❡❭ ✡ ✉ ✣ ☞ ✚ ⑧✣❣ ❷✗❬✭❭✲❫ ✈ ✡ ❣ ❭❑q❄❫✁❭❩❷ ❣✏✝ ✹ ❲ ❢ ❲ ☞✩❭ ✡ q✗q ☎ ❬
④ ☎ q❇❧ ☎✞✝✭❤ ✈ ❤☞✡ q❜❬ ❣ ❨❹❫ ☎ ❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ✁✬✡ ♥ ❲ ✣✜④✁❸✌✙✗❬✭➀ ✡ q ⑧✣✡✭✝ ② ✡✭✝ ❲
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S1 → α1
1 | . . . | αm1

1

S2 → α1
2 | . . . | αm2

2

. . .
Sk → α1

k | . . . | α
mk

k

⇒















S1(z) = φ(α1
1) + . . .+ φ(αm1

1 )
S2(z) = φ(α1

2) + . . .+ φ(αm1
2 )

. . .
Sk(z) = φ(α1

k) + . . .+ φ(αmk

k )

✆✑✏ k = |Σ| ✒ Si ∈ N ✒
αij ∈ (N ∪ Σ)∗

✒
Sj(z) =

∑

o∈L(Sj)
z|o|

✯ ✭
φ

✯✱✫✮✭ ✭✰✯✮★✌★ ✯ ✟✑✠✜✯

φ(ε) = ε

φ(t ω) = z.φ(ω), t ∈ Σ

φ(Si ω) = Si(z).φ(ω), Si ∈ N ✷
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✢ ✦ ✏ ✯ ✑ ✯ ✢ ✂ ✠ ✑ ✯✎✠ ✑✵✩ ✟✑✠✵✯ ✤ ✟✑✠✜✦✆✭ ✩ ✆ ✑ ✩ ✏ ✞ ★✪✩ ✟✑✠✜✦ ✑ ✭ Si(z) ✯✮✭

z
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Si(z)
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✖ ✆ ✩ ✭ Sα := X
★ ☛ ✦ ✝✚✩ ✆ ✏ ✯ ✍✑✯ ★ ✦ ✍✚✢✧✦ ✏ ✏ ✦✚✩✌✢✥✯☞✒ ✆ ✑ ✦ ✦✚★ ✆ ✢ ✫

Sα(z) = L(X)(z) = L(G)(z) = L(z) = C(z)
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★ ✦ ✫ ✤✮✢✱✩✞✯ ✍✑✤ ✑ ✤✮✢ ✦✆✭ ✢ ✩ ✄ ✯ ✍✑✯✎✍✘✤ ✑ ✆ ✏ ✞ ✢✥✯✡✏ ✯ ✑ ✭ ✍ ☛ ✠ ✑ ✯ ✄ ★ ✦ ✫ ✫ ✯ C ☛ ✝ ✑ ✦ ✞ ✞ ✯ ★ ★ ✯ ④ ☎❣✡ ✍ ④✌❭ ✡ q❅❬ ✁✬✡✁✬✡ ② ✝ ✈ n ✍✑✯
C(z)

✒ ✟ ✠ ☛ ✆ ✑ ✑ ✆ ✭✰✯ [zn]C(z)
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C(z)
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z = 0
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✍✑✯ ✜ ✦ ☎✚★ ✆ ✢☞✒ ✆ ✑ ✦
[zn]C(z) =

1

n!

∂nC(0)

∂z
= ④ n

✆✑✏❦④ n ✯ ✫ ✭✓★ ✯ ✑ ✆ ✏ ✞ ✢✥✯ ✍ ☛ ✆ ✞✠✟ ✯ ✭ ✫ ✍✑✯ ✭✞✦✚✩✌★ ★ ✯
n

✍✑✦ ✑✜✫ C ☛ ✷

❳❩q❥❾ ☎ ❭❑❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫★❨✗q ✡ ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ♦✭✝✟✡✬❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❷ ☎ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡❲✁✬✡ ❫★❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫◗② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ ❫ ➋❩❪ ✂ ✈ ❬✭❨ ✁✬✡ ④ ☎▼❤❻⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡✁✄✂ ❨✗q ✡ ④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡ C ❲❘➈ q ✡ ✠ ✡ ❬✛✚❯❫✁❭ ❪ ❣ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ ❫ ✡ ❷ ✝✄☎ ❬ ✡❥❣ ❨ ❴ ✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ❤ ❨✗❪❑❬✭❭❑❷✗❪ ✡ ❫ ✚ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ☎ q
❷ ✡ ❨✗❬ ✡ q ✁ ✈ ✁ ❨✗❭ ✝✟✡➀✁✬✡ ❫ ✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭ ☎ q❄❫ ✡❵❴❄❣ ④✌❬ ✡ ❫✻❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❫✻④ n ❲ ❳❩q✼❷ ✡ ❨✗❬ ✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ✡✭✝✮❣ ❭❑q❄❫✭❭ ❪ ✡ ❫✻q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ❫ ✁✬✡⑦ ❣ ❬ ❣ ❪ ❣ q ✁✬✡ ❪ ❣ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡◗✁✬✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫ ✁✬✡ ✉ ♣✜④ ➊ ❲
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❪ ✡ ❫✻④ ☎❣✡ ✍ ④✌❭ ✡ q❅❬✁❫ ✁✬✡ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫ ✁✬☎ q❜❬✻❪ ❣ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ q ✂✆✡ ❫✭❬✻❷ ❣ ❫✳❧ ☎ ❨ ✝ q✗❭ ✡❆✡❵❴ ❷✗❪❑❭✲④✌❭❑❬ ✡✌❤☞✡ q❅❬✛✚ ❤❦❣ ❭✲❫✻q ❣☞☛ ❬✁✄✂ ❨✗q ✡ ④ ☎▼❤ ❷ ☎ ❫✭❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ❲➌ q ✡ ✁✬✡ ❨ ❴ ❭ ♦✌❤☞✡ ❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✝❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫✼② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ ④ ☎ q❄④ ✡✭✝ q ✡ ❪ ✂♠❣ ❫✭♣ ❤ ❷✗❬ ☎ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ✁✬✡ ❫✝④ ☎✹✡ ✍ ③
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✞ ✆ ✢✮✭✰✯✡✏ ✯ ✑ ✭ ✍✑✯ ★ ✦ ✫ ✤ ✢ ✩✞✯ ✦ ✠ ✟ ✆ ✩✌✫✱✩ ✑ ✦✧✍✑✯ ✍✑✯

ρ
☛

❳❩q q ✂✆✡ q❜❬ ✝✟✡✭✝✴❣ ❷ ❣ ❫ ✁❄❣ q❄❫➆❪ ✡ ❫ ✁ ✈ ❬ ❣ ❭❑❪✲❫✛✚ ✝✴❣ ❷✗❷ ✡ ❪ ❣ q❜❬ ❽ ❨❄❫✁❬ ✡ ❪ ✡❸✝✴❣ ❷✗❷ ☎✞✝ ❬ ❤❦❣✏✝ ❛❜❨ ❣ q❅❬ ✡ q❅❬ ✝✟✡ ❫✭❭❑q✗②❡❨✗❪ ❣✏✝ ❭❑❬ ✈✁✬☎▼❤ ❭❑q ❣ q❜❬ ✡➤✡ ❬ ☎✞✝✟✁✠✝✟✡⑤✡❵❴ ❷ ☎ q ✡ q❅❬✭❭ ✡ ❪ ❲
✑ ✴✓✒ ✱ ✩ ✁ ✩✪✰ ✱✕✔ ✘ ✖ ✁ ✣✍✲ ✣✬✫ ✫✕✍ ✮✢✰✗✱✳✫✝✱✂✁ ✩✪✫ ✁ ✚ ✟✖ ✆ ✩ ✭ { ④ n} ✠ ✑ ✯ ✫ ✠✕✩ ✭✰✯ ✂ ✄✝✆ ✯✒✑ ✄ ✩ ✯ ✑ ✭ ✫ ✍ ✦ ✑✜✫

R
☛

✝ ✑ ✦ ✞ ✞ ✯ ★ ★ ✯ ✆ ✢✝✍✚✢✥✯ ✯ ✝ ✞ ✆ ✑ ✯ ✑ ✭ ✩✞✯ ★ ✍✑✯ { ④ n} ★ ✦ ☞✑✆ ✑ ✄ ✭ ✩ ✆ ✑ Kn ✭✰✯ ★ ★ ✯ ✟✑✠✵✯ ✞

④ n ≍ Kn

✌ ☛ ✯✱✫ ✭ ✂ ✍✆✩✌✢✥✯ | ④ n| = ϑ(n)Kn ✆✑✏ ϑ(n)
✯✱✫ ✭ ✠ ✑ ☞ ✦ ✄ ✭✰✯✡✠✕✢ ✫✡✠ ✞ ✯ ✝ ✞ ✆ ✑ ✯ ✑ ✭ ✩✞✯ ★ ✞

lim
n→∞

sup |ϑ(n)| 1n = 1

✂ ✝✳✴✵✰✗✣ ✂✷✦ ✫ ✔✗✖ ✁ ✣✬✲ ✣✬✫ ✫✎✍ ✮✢✰ ✱✎✫✷✱✂✁ ✩ ✫ ✁ ✁ ✫ ✲✳✫✝✭ ☎✡✰ ✫✆✎ ☎✵✩✪✫✝✱✂✁ ✭ ✲ ☞ ✆ ✱✎✫ ✭ ✴✵✣ ✩✪✫ ✚ ✟✖ ✆ ✩ ✭ C(z) =
∑

n≥0 cnz
n ✠ ✑ ✯ ☞ ✆ ✑ ✄ ✭ ✩ ✆ ✑ ✦ ✑ ✦✚★✞☎✆✭ ✩ ✟✑✠✵✯ ✯✠✑

0
✯✮✭
ρ

★ ✯ ✏ ✆ ✍ ✠✕★ ✯ ✍✘✯ ★ ✦ ✫✱✩ ✑ ✍ ✠✕★ ✦✆✢✱✩ ✭✰✤ ✍ ✆ ✏ ✩ ✒
✑ ✦ ✑ ✭✰✯ ✍✘✯

C
☛

☎ ★ ✆ ✢ ✫ ✞

④ n ≍ (
1

ρ
)
n

❶ ❣✏✝➠✡❵❴✠✡✌❤ ❷✗❪ ✡ ✚ ✁❄❣ q❄❫✿❪ ✡ ④ ❣ ❫ ✁✄✂ ❨✗q✡❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡✮❣ ❪❑② ✈ ⑧✬✝ ❭✲❛❅❨ ✡ ✚✗④ ✡ ❪ ❣ ❫✭❭❑②❡q✗❭ ✇ ✡ ❛❜❨ ✂✆☎ q✡❷ ☎ ❨ ✝❛✝✴❣❆✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ✡✭✝➠✁ ❭ ✝✟✡ ④✌❬ ✡ ③❤☞✡ q❜❬❩❪ ✡ ④ ☎▼❤ ❷ ☎✞✝ ❬ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ✡❵❴ ❷ ☎ q ✡ q❜❬✭❭ ✡ ❪ ✁✬✡ ❫✬q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ❫ ✁✬✡✟❤☞☎ ❬✁❫ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ n ✁✬✡ ❪ ❣ ❷✗❪❑❨❄❫✵❷ ✡ ❬✭❭❑❬ ✡ ❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝
ρ ❷ ☎ ❨ ✝ z ❛❅❨✗❭ ✞ ✆ ✫ ✯ ✞ ✢ ✆ ✞ ★ ✌✑✏ ✯ ❲



� ✁ �✷✞ ✄✁� ✆☎✓✄✂ ✄ ✞✘☞ ✠☛✞✆☎ ✁✝✆✟✁ ✗✌✁✒✑ ✓☎✂✠✆ ✁✝✆ ✁✘✁ ✑❍✂ ✓ ✗✘✞ ✄ ✆☎✓✞✝ ✂✝✗ ✍ ✞✠✟☛✡ ✞ ✄✌✁✛☞ ✆ ✂ ✆✌☞ ✄❑✂✠✆✷✑ ✞✎✍ ✑ ✄ ✞✌✆ � �

✏✒✑ ✏ �✂✏ ✒✪✆✳☛ ✒✁� ✞ ✛✄✂✘✞✆☎ ✠ ✆ ✠ ✏ ✄ ✠✙✒✚✌✡✆ ✄✝✁ ✠ ✄ ✠ ✌✡✒ ✏ ✞

① ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡♠✁✄✂✆☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫◗④ ☎▼❤✮⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❫ ❣⑨✁✬☎ q✗q ✈ ❪❑❭ ✡ ❨ ❣❻✁✬✡ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ❨❄❫ ✡ ❫ ✈ ❬✭❨ ✁✬✡ ❫
✰ ✜✳➈ ➓ ☎✞☎✞☎ ✲ ❲◗➈ q❦❷ ❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❨✗❪❑❭ ✡✭✝➁✁❄❣ q❄❫★❪ ✡ ④ ❣ ❫ ✁✬✡ ❫➇② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫➇q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✛✚ ✁✬✡ ❨ ❴❥❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ✁✬✡
❪ ❣✩❤ ✈ ❬✭❸ ☎✹✁✬✡❲✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✭❭❑❾ ✡♠✁✬☎ q✗q ✡ q❜❬ ✁✬✡ ❫ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫ ✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡♠✡ q❥❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡♠✡❵❴✗❣ ④✌❬ ✡ ➂ ✎ ❈✷✶ ✎ ❞✷✶❱ ✒ ➃ ✡ ✠ ✡ ④✌❬✭❨ ❣ q❅❬★❨✗q❻q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡✼✁✄✂✆☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ❣✏✝ ❭❑❬✭❸ ❤ ✈ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫◗❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫ O(n log(n)) ✰✽✝✟✡ ❫✁❷ ❲ O(n log(n))✡ ❬ O(n1+ε)

✲ ❣ ❷ ✝✁♦ ❫➇❨✗q ❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡ q O(n2) ✰✽✝✟✡ ❫✭❷ ❲ O(n)
✲ ✡ q❥❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ q❜❬✹❨✗q ✡✵❤ ✈ ❤☞☎ ❭ ✝✟✡ O(n2) ✰✽✝✟✡ ❫✭❷ ❲

O(1) ✡ ❬ O(n1+ε)
✲ ❲ ① ❣▲❤ ✈ ❬✭❸ ☎✹✁✬✡❊✁ ❭❑❬ ✡❊✁✬✡❘❿❲☎ ❪❑❬✭➀ ❤❦❣ q✗q❹❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✯❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✡ q➆❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡❻❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✈ ✡✡ q ❬ ✡✌❤ ❷❄❫ O(n) ❫ ❣ q❄❫ ❣ ❨✗❬ ✝✟✡ ❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪✩❛❅❨ ✡ ④ ✡ ❪❑❨✗❭ ✚✬❫✁♣ ❤❻⑧●☎ ❪❑❭✲❛❅❨ ✡ ✚ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ ❲ ✉ ✡ ❫✡❵❴ ❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫❻❷✗❪❑❨❄❫ ✁ ✈ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✈ ✡ ❫❻❫✁❨ ✝ ④ ✡ ❫ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫▲❷ ✡ ❨✗❾ ✡ q❜❬ ☎ ❬ ✝✟✡ ❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✈ ✡ ❫ ✁❄❣ q❄❫✮❪ ❣ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡ ❱❇❲♠❱❇❲♠❱❇❲� ☎ ❨❄❫✮q ☎ ❨❄❫❻❭❑q❜❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ☎ q❄❫❻❭✲④✌❭✿➋➍❪ ❣ ❬ ✝✴❣ q❄❫✭❷ ☎ ❫✁❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ④ ✡ ❫ ❤ ✈ ❬✭❸ ☎✹✁✬✡ ❫ ❣ ❨➏④ ❣ ❫ ✁✬✡ ❫❻② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫➉q ☎ q❇③

④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫❩❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫✳❷ ☎ ❨ ✝ ❨✗q ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❹❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡❘❤❦❣☞☛ ❬ ✝ ❭✲❫ ✈ ✡ ❲
❉❅✄ ❉❅✄ ✂ ✏ ✚✥✠✮✸✺✷✎✞✭❚✜✍ ✑✱❏ ✧ ☛✭✍ ✑✎✰✗✠✡❏✤✑✎✍✎■❇✢✜✞❻✚❜✢➆☞❍✚✥✠✮✸✺✷✎✞✭❚✜✍ ✑✱❏ ✮✐✍❑✏ ✧ ✍❑☛✌✞✞✝

✥✙❪ ✡ ❫✭❬ ✁✄✂ ❨❄❫ ❣ ② ✡⑤✁✄✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ✡✭✝ ❪ ❣ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ✁✄✂ ❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡⑤✡ q❹❪ ✡ q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡◗✁✄✂✆☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ❣ ❬ ☎▼❤ ❭✲❛❅❨ ✡ ❫
q ✈ ④ ✡ ❫✁❫ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫✡➋✝❫ ☎ q ✡❵❴ ✈ ④✌❨✗❬✭❭ ☎ q ❲ ✧ ✝✴❣✞✁ ❭❑❬✭❭ ☎ q✗q ✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬✛✚ ☎ q❋④✴❸ ☎ ❭✲❫✭❭❑❬ ✁✬✡ ❫ ☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ❣✏✝ ❭❑❬✭❸ ❤ ✈ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫
④ ☎▼❤❥❤☞✡ ❨✗q✗❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❪ ✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ❣ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈❡❲ ❳❩q ❷ ❣✏✝ ❪ ✡ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ✁✬✡ ✄✝✆ ✏ ✞ ★ ✯ ✝✚✩ ✭✰✤ ✦✚✢✱✩ ✭ ✏ ✏ ✤✮✭ ✩ ✟✑✠✵✯ ✚
❪ ✂ ❸❜♣✜❷ ☎ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡ ❭ ❤ ❷✗❪❑❭✲④✌❭❑❬ ✡ ✈ ❬ ❣ q❜❬✿❛❅❨ ✡➠✁✬✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫✯❫ ✂✆✡ ✠ ✡ ④✌❬✭❨ ✡ q❜❬ ✡ q❦❨✗q ❬ ✡✌❤ ❷❄❫✹④ ☎ q❄❫✭❬ ❣ q❅❬✛✚ ☎ ❨ ✁ ❨❤☞☎ ❭❑q❄❫ ⑧✣☎✞✝ q ✈ ❷ ❣✏✝ ❨✗q ✡ ④ ☎ q❄❫✁❬ ❣ q❜❬ ✡ ❲♥ ❣ ❪❑❸ ✡ ❨ ✝✟✡ ❨❄❫ ✡✌❤☞✡ q❜❬✛✚◗❛❅❨ ❣ q ✁ ❪ ✡ ❫❘q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ❫ ❤❦❣ q✗❭❑❷✗❨✗❪ ✈ ❫ ✡❵❴ ❷✗❪ ☎ ❫ ✡ q❜❬✛✚ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❸❜♣✜❷ ☎ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡➀✁✬✡ ❾❅❭ ✡ q❅❬✟❭ ✝ ③✝ ✈ ❣ ❪❑❭✲❫✭❬ ✡ ❲ ➈ q✝❷ ❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❨✗❪❑❭ ✡✭✝ ✚ ❫✭❭★❪ ✡ ❫✟q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ❫❘❧ ❣ ❭✲❫ ❣ q❅❬❘❪ ✂✆☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬ ✁✬✡ ④ ✡ ❫ ☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫❻❫ ☎ q❜❬ ✡ q O(kn) ❫✭❨ ✝
❨✗q➁❷ ❣✏✝✴❣✐❤ ♦ ❬ ✝✟✡ n ✚✗❪ ✡ ❫✭❭ ❤ ❷✗❪ ✡ ④ ☎✹✁❄❣ ② ✡◆✁✄✂ ❨✗q ✁✬✡ ④ ✡ ❫❩q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ❫✩q ✈ ④ ✡ ❫✁❫✭❭❑❬ ✡✭✝✴❣ ❨✗q ✡ ❫✭❷ ❣ ④ ✡ ❷ ✝✟☎ ❷ ☎✞✝ ❬✭❭ ☎ q✗q ✡ ❪
➋ n ❲ ✉ ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ✡❵❴ ❷✗❪ ☎ ❫✭❭ ☎ q❄❫✟❫ ☎ q❜❬❘❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❅❬ ✡ ❫ ✁❄❣ q❄❫❘❪ ✡ ❫ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫ ✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ✚ ❭❑❪ ✡ ❫✭❬❣ ❪ ☎✞✝ ❫➆❷✗❪❑❨❄❫➆❷ ✡✭✝ ❬✭❭❑q ✡ q❅❬ ✁✬✡ ❫ ✂ ❭❑q❅❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ✡✭✝ ➋➒❪ ❣ ✄✝✆ ✏ ✞ ★ ✯ ✝✚✩ ✭✰✤ ✞ ✩ ✑ ✦✚✩ ✢✥✯ ❲ ① ❣ ✄ ✆ ✏ ✞ ★ ✯✞✝✚✩ ✭✰✤ ✞ ✩✒✑ ✦✚✩✌✢✥✯ ✡ ❫✭❬➆❪ ✡
q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ✁✄✂✆☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ q ✈ ④ ✡ ❫✁❫ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ➋❩❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫✁❨ ✝ ❨✗q❥❷ ✝✟☎ ④ ✡ ❫✁❫ ✡ ❨ ✝ ❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❭❑❪❑❪ ❣ q❅❬✹❫✭❨ ✝❹✁✬✡ ❫★q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ❫❣ ❨➁④ ☎✹✁❄❣ ② ✡❘⑧✣☎✞✝ q ✈ ✰ ❱❡❈ ③ ⑧ ❭❑❬✁❫ ✲ ❲

❳❩q ❭❑q ✁ ❭✲❛❜❨ ✡✭✝✴❣ ✁✬☎ q❄④ ❷ ❣✏✝ ❨✗q ✡➆❣ ❫✭❬ ✈ ✝ ❭✲❫✁❛❅❨ ✡ ✰ ∗ ✲ ❪ ✡ ❫❻④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ❫ ❣✏✝ ❭❑❬✭❸ ❤ ✈ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫❻q ✈ ④ ✡ ❫✴❫✭❭❑❬ ❣ q❜❬➉❪ ❣
❷ ✝ ❭✲❫ ✡➒✡ q ④ ☎▼❤ ❷✗❬ ✡❅✁✬✡ ❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡❅✁ ❨❋④ ☎✹✁❄❣ ② ✡➒✁✬✡ ❫ q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ❫ ❤❦❣ q✗❭❑❷✗❨✗❪ ✈ ❫ ❪ ☎✞✝ ❫ ✁✬✡ ❪ ✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ❣
④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ⑧ ❭❑q ❣ ❭ ✝✟✡ ❲ ① ❣❍✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❄④ ✡❸✡ q❜❬ ✝✟✡ ④ ✡ ❫ ✁✬✡ ❨ ❴ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ❫ ❷ ☎✞✝ ❬ ✡➁❣ ❪ ☎✞✝ ❫❦❫✭❨ ✝ ❪ ✡ ❫➉❧ ❣ ④✌❬ ✡ ❨ ✝ ❫
❫✭❨✗❭❑❾ ❣ q❜❬✁❫ ✡ q ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁ ❨ ❬⑤♣✜❷ ✡➤✁✄✂✆☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q✝❷ ☎ ❨ ✝❿✁✬✡ ❫✳q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ❫❘q ✈ ④ ✡ ❫✁❫✭❭❑❬ ❣ q❅❬✩❨✗q✼④ ☎✹✁❄❣ ② ✡◆✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡
n ☛

③ ⑦ ☎▼❤ ❷ ❣✏✝✴❣ ❭✲❫ ☎ q ☛ Θ(n) ❣ ❨➍❷✗❭ ✝✟✡⑤✡ ❬ O(1) ✡ q ❤☞☎ ♣ ✡ q✗q ✡ ❲
❳❩q ④ ☎▼❤ ❷ ❣✏✝✟✡✱✁✬✡ ❨ ❴❘✡ q❅❬✭❭ ✡✭✝ ❫ p ✡ ❬ q ④ ☎✹✁ ✈ ❫❥❫✭❨ ✝ n ⑧ ❭❑❬✁❫ ✡ q ✝✟✡ ② ❣✏✝✟✁❄❣ q❜❬ ❪ ✡ ❫➉❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❫ ✁ ❨➏❷ ☎ ❭ ✁ ❫
❧ ☎✞✝ ❬ ❣ ❨ ❷ ☎ ❭ ✁ ❫✵❧ ❣ ❭ ⑧ ❪ ✡ ❲✬✉ ♦ ❫✳❛❅❨ ✡ ❪ ✡ ❫❩❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❫ pi ✡ ❬ qi ✁ ❭✡✠ ♦✭✝✟✡ q❅❬✛✚ ☎ q➁❷ ✡ ❨✗❬❩④ ☎ q❄④✌❪❑❨ ✝✟✡ ❲ ❳ ✝ ✚ ✁❄❣ q❄❫
❪ ✂ ❸❜♣✜❷ ☎ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡➤✁✄✂ ❨✗q ✡❆✁ ❭✲❫✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q✼❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡➤✁✬✡ ❫✩q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ❫❘④ ☎▼❤ ❷ ❣✏✝ ✈ ❫✛✚ P(pi = qi) = 1

2 , ∀i ∈
[1, n] ✡ ❬✬❫ ☎ ❭❑❬ Y ❪ ✡ q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡◗✁✬✡ ④ ☎▼❤ ❷ ❣✏✝✴❣ ❭✲❫ ☎ q❄❫ ⑧ ❭❑q ❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ☛

P(Y = k) = (1− P(pk+1 = qk+1))

k
∏

i=1

P(pi = qi) =
1

2k+1



� ✁ �✷✞ ✄✁� ✆☎✓✄✂ ✄ ✞✘☞ ✠☛✞✆☎ ✁✝✆✟✁ ✗✌✁✒✑ ✓☎✂✠✆ ✁✝✆ ✁✘✁ ✑❍✂ ✓ ✗✘✞ ✄ ✆☎✓✞✝ ✂✝✗ ✍ ✞✠✟☛✡ ✞ ✄✌✁✛☞ ✆ ✂ ✆✌☞ ✄❑✂✠✆✷✑ ✞✎✍ ✑ ✄ ✞✌✆ �✁�

① ✂✆✡ ❫✭❷ ✈ ✝✴❣ q❄④ ✡ E(Y ) ✁ ❨❹q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡◗✁✬✡ ④ ☎▼❤ ❷ ❣✏✝✴❣ ❭✲❫ ☎ q❄❫ ⑧ ❭❑q ❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ✡ ❫✁❬ ✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❷ ❣✏✝◗☛
E(Y ) =

n
∑

i=0

(i+ 1)P(Y = k)

=

n
∑

i=0

i+ 1

2i+1

= 2− n− 1

2n+1
< 2

③ ⑩♠✁✬✁ ❭❑❬✭❭ ☎ q ✡ ❬✮❫ ☎ ❨❄❫✁❬ ✝✴❣ ④✌❬✭❭ ☎ q ☛ ① ✂♠❣✞✁✬✁ ❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ✂ ✈ ④ ☎ ❪❑❭ ✡✭✝▲❣ ❾ ✡ ④ ❷ ✝✟☎ ❷ ❣ ② ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡➀✝✟✡ ❬ ✡ q❜❨ ✡➆❣ ❨✗q ✡
④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ⑧ ❭❑q ❣ ❭ ✝✟✡◗✡ q Θ(n) ☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ⑧ ❭❑q ❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ❲

③ ♥ ❨✗❪❑❬✭❭❑❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ☛ ① ✂ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ❣ ❬ ✝✴❣ q❄❫✭❧ ☎✞✝✭❤ ✈ ✡⑨✝✴❣ ❷✗❭ ✁✬✡⑨✁✬✡ ➓ ☎ ❨ ✝ ❭ ✡✭✝ ➂ ✌ ❞r➃ ❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬ ✁✄✂✆☎▼⑧ ❬ ✡ q✗❭ ✝
❪ ✡ ❷ ✝✟☎❣✁ ❨✗❭❑❬ ✁✬✡◗✁✬✡ ❨ ❴ q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ❫ ✡ q O(n log(n) log log(n)) ☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ⑧ ❭❑q ❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ❲

➈ q ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❪ ✚ ❭❑❪ ✡ ❫✁❬ ✝✴❣ ❭✲❫ ☎ q✗q ❣✐⑧ ❪ ✡✱✁✄✂ ❭ ❤❦❣ ②❡❭❑q ✡✭✝ ❨✗q ✢✧✦ ✞ ✞ ✆ ✢ ✭ ★ ✩ ✑ ✤✧✦✚✩ ✢✥✯ ✡ q❜❬ ✝✟✡ ❪ ✡ ❫ ✄ ✆ ✏ ✞ ★ ✯✞✝✚✩ ✭✰✤ ✫ ✞✮✩✒✑ ✦✆✩✌✢✥✯
✡ ❬ ✦✚✢✱✩ ✭ ✏ ✏ ✤✮✭ ✩ ✟✑✠✵✯ ✚ ✡ ❬ ☎ q❋q ☎ ❬ ✡✭✝✴❣ O(nk+ε) ❪ ✡ ❫➆④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ❫✡❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❫✁❛❅❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫ ❧ ❣ ④✌❬ ✡ ❨ ✝ ❫ ❷ ☎ ❪❑♣❅③
❪ ☎ ② ❣✏✝ ❭❑❬✭❸ ❤ ❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ☎ q❅❬ ✈ ❬ ✈ q ✈ ②❡❪❑❭❑② ✈ ❫ ❲

❉❅✄ ❉❅✄ ✖ ✲ ❏✤✑✎✰●✚❅✛✗✞✹✸ ✧ ☛✳☛✌✞✌☞❍✞✤✑
✣ ☎ ❭❑❬ A ❨✗q ✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡❿✁❄❣ q❄❫✿❪ ✡ ❛❜❨ ✡ ❪ ☎ q✡❾ ✡ ❨✗❬✹❬✭❭ ✝✟✡✭✝ ❨✗q ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬ ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡✌❤☞✡ q❅❬ ✁✬✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ n ✚❤❦❣ ❭✲❫✟❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❛❅❨ ✡ ❪★❭❑❪ ✡ ❫✭❬ ✁ ❭ ✍ ④✌❭❑❪ ✡☞✁✬✡ ❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡✭✝ ❨✗q ✡ ❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✡ ④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❭❑❾ ✡ ✰ ➈ ❴ ❲ ☛ ① ❣ q✗② ❣ ② ✡ ④ ☎ q❇③
❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪✲❫ ✲ ❲✵❶ ❣✏✝ ❧ ☎ ❭✲❫✛✚✒❭❑❪ ✡ ❫✭❬✬❷ ☎ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡◆✁✄✂✆✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡✭✝⑨✡ ✍ ④ ❣ ④ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ✁✬✡ ❫ ☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫ ✁❄❣ q❄❫❩❨✗q➁❫✭❨ ✝✟✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡ ☞
B ⊃ A ❲ ❳❩q ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡➠✁✬☎ q❄④ ✁✬✡ ❫ ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❅❬✁❫ ✁✬✡ Bn ❽ ❨❄❫✁❛❅❨ ✂ ➋ ☎▼⑧ ❬ ✡ q✗❭ ✝ ❨✗q ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬ ✁✬✡ An ❲ ① ✡ ❫ ❬✭❭ ✝✴❣ ② ✡ ❫④ ☎✞✝❛✝✟✡ ❫✭❷ ☎ q ✁❄❣ q❜❬✁❫ ❣ ❨ ❴◆✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❅❬✁❫ ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬✁❫ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ❫ ✁❄❣ q❄❫ Bn ✈ ❬ ❣ q❜❬➇❭❑q ✁ ✈ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❜❬✁❫ ✚❡❪ ❣ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈✁✄✂✆☎▼⑧ ❬ ✡ q✗❭ ✝ ❨✗q ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬ ω ✁✬✡ An ✡ ❫✭❬ ✁✬☎ q❄④ ✈ ② ❣ ❪ ✡ ➋❥④ ✡ ❪❑❪ ✡◆✁✄✂✆☎▼⑧ ❬ ✡ q✗❭ ✝ ω ✁❄❣ q❄❫ Bn ✚ ✝✟✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ✈ ✡ ➋➍✕ ❲➈ q✡❷ ❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❨✗❪❑❭ ✡✭✝ ✚ ✁❄❣ q❄❫✿❪ ✡ ④ ❣ ❫✿❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ ✚✗④ ✡ ❧ ❣ ④✌❬ ✡ ❨ ✝♠✁✬✡ ✝✟✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✡ ❫✭❬ ✈ ② ❣ ❪ ➋ |Bn|/|An| ✡ ❬✿❪ ❣❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ P(ω | An) ✁✄✂ ✈ ❤ ❭✲❫✁❫✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ✈ ❪ ✈ ❤☞✡ q❅❬ ω ✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❫✁❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ✈ ② ❣ ❪ ✡ ➋

P(ω | An) = P(ω | Bn)
|Bn|
|An|

=
1

|Bn|
|Bn|
|An|

=
1

|An|

① ❣ ☎✵✰✗✦ ✮✂✁✪✫✎✍✎✩ ✁ ✴ ✲ ✫ ☎✵✫ ✁ ✁ ✫ ✦ ✴ ✁✞✝✳✰ ✲ ✫ ✝✟✡ ❷ ☎ ❫ ✡ ❫✭❨ ✝ ❷✗❪❑❨❄❫✭❭ ✡ ❨ ✝ ❫✬❧ ❣ ④✌❬ ✡ ❨ ✝ ❫ ☛
• ⑦ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ α(n) ✁✬✡ ❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁❄❣ q❄❫ Bn ❲
• ⑦ ☎ ✂ ❬ β(n) ✁ ❨➁❬ ✡ ❫✭❬ ✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❬ ✡ q ❣ q❄④ ✡ ➋ An ❲
• ① ✂✆✡ ❫✭❷ ✈ ✝✴❣ q❄④ ✡ E(X | An,Bn) ✁ ❨❹q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ X ✁✬✡❊✝✟✡✱❽❛✡ ❬✁❫✛✚❇❬ ✡ ❪ ❛❅❨ ✡

E(X | An,Bn) =
1

∑

ω∈An
P(ω | Bn)

❅✄✂✓❃❴❄✆☎
Σ∗
✜✶✘❍✴▼❏✙✔✗✱ ✜✪❃❁✜✶✣✥❏✩✚✫✜▼✬✙✖ ✘✾✬❁✱✲✜✶✖✙✘✾✜✶✣ ❯✙✚✢✜✥✦❁✜❖✴✲✤✿✬✙✘❫✚✢✜✶✘ ✚✫✔☛✖✙✸✿✔☛✸☛✜✶✘❖✦✩✔☛✖✙✘❫✚✢✜✄❪✌✬✙✜✪✚ ✚✫✔●✸✿✷✪✖✙✷✪✱◆✔❑✴✲✭✫✤☛✖ ✔☛✚✢✷✄✔❑✴✲✤✿✭✯✱✲✜●✦❁✜

✣✥✤☛✴✲✘✵✦❁✜✳✴◆✔☛✭✢✚✢✚✢✜
n
✜✶✘❍✴✹✔☛✬✩✘✾✘✾✭ ✘✾✭✢✣✥❏✩✚✫✜✳❪✧✬✩✜

n
✚✫✔☛✖✙✼✪✜✪✱✳✦❁✜✕✦✩✷✪✘✞✝



� ✁ �✷✞ ✄✁� ✆☎✓✄✂ ✄ ✞✘☞ ✠☛✞✆☎ ✁✝✆✟✁ ✗✌✁✒✑ ✓☎✂✠✆ ✁✝✆ ✁✘✁ ✑❍✂ ✓ ✗✘✞ ✄ ✆☎✓✞✝ ✂✝✗ ✍ ✞✠✟☛✡ ✞ ✄✌✁✛☞ ✆ ✂ ✆✌☞ ✄❑✂✠✆✷✑ ✞✎✍ ✑ ✄ ✞✌✆ � ✙

✉ ❣ q❄❫✬❪ ✡ ④ ❣ ❫✵❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ ✚✒④ ✡ ❬✭❬ ✡⑤✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭ ☎ q❹❫ ✡ ❫✭❭ ❤ ❷✗❪❑❭ ✇ ✡◗✡ ❬ ☎ q ☎▼⑧ ❬✭❭ ✡ q❜❬
E(X | An,Bn) =

|Bn|
|An|

⑩ ❨ ✇ q ❣ ❪ ✚❄④ ✡ ❬✭❬ ✡ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ✝✟✡ ❾✜❭ ✡ q❜❬❩➋ (α(n) + β(n))E(X | An,Bn)
❲

✉ ❣ q❄❫✩❨✗q✼② ✝✴❣ q ✁ q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡❆✁✬✡ ④ ❣ ❫✛✚✺❪ ✡ ❬ ✡ ❫✭❬ ✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❬ ✡ q ❣ q❄④ ✡ ➋ An ❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡❆✡ ✠ ✡ ④✌❬✭❨ ✈ ❣ ❨✼④ ☎ ❨ ✝ ❫✁✬✡ ❪ ❣ ④ ✝ ✈ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ✂✆☎▼⑧❇❽❛✡ ❬❘④ ❣ q ✁ ❭ ✁❄❣ ❬✛✚ ✡ ❬ ✁✬☎ q❄④ β(n) ❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡ q ✈ ②❡❪❑❭❑② ✈ ✁✬✡ ❾ ❣ q❜❬ α(n)
❲✮✉ ✡ ❷✗❪❑❨❄❫✛✚●❭❑❪

q ✂✆✡ ❫✭❬✻❷ ❣ ❫✻❫✭♣❇❫✭❬ ✈ ❤❦❣ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡✌❤☞✡ q❅❬❘q ✈ ④ ✡ ❫✁❫ ❣ ❭ ✝✟✡➤✁✬✡❆✁ ❭✲❫✭❷ ☎ ❫ ✡✭✝⑨✁✬✡ ❪ ✂ ❭❑q❜❬ ✈ ② ✝✴❣ ❪❑❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❪ ✂✆☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✩④ ❣ q ✁ ❭ ✁❄❣ ❬❘❷ ☎ ❨ ✝✁ ✈ ④✌❭ ✁✬✡✭✝❊✁✬✡ ❫ ☎ q ❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❬ ✡ q ❣ q❄④ ✡ ➋ An ❲ ❳❩q ❷ ✡ ❨✗❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫✩❷ ✝✴❣ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡✭✝ ❨✗q ✝✟✡✱❽Ò✡ ❬ ✦ ✑ ✭ ✩ ✄ ✩ ✞ ✤ ✚ ☎ ❨ ✞ ☎✞✝✟✡ q❅❬✭❭❑q ✚⑧✣❣ ❷✗❬✭❭✲❫ ✈ ❣ ❭❑q❄❫✭❭ ✁✄✂♠❣ ❷ ✝✁♦ ❫➉❪ ✂ ✈ ④ ☎ ❪ ✡ ✞ ☎✞✝✟✡ q❜❬✭❭❑q ✡✱✁✬✡ ④ ☎▼❤✮⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ➋❼❪ ✂✆☎✞✝ ❭❑②❡❭❑q ✡➔✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❬ ✡ ④✁❸✗q✗❭✲❛❅❨ ✡ ❲ ❳❩q
❷ ✡ ❨✗❬ ❣ ❭❑q❄❫✭❭ ✚❅❷ ☎ ❨ ✝➁✁✬✡ ❫ ☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬✁❫✯④ ☎▼❤✮⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❫✵❫✁❭ ❤ ❷✗❪ ✡ ❫ ✰ ④✴❸ ✡✌❤ ❭❑q❄❫✯❷ ☎ ❫✭❭❑❬✭❭ ❧✔❫✛✚ ❲❍❲❍❲ ✲ ✚ ☎▼⑧ ❬ ✡ q✗❭ ✝❲✁✬✡ ❫✯❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❫
(α(n) + β(n)) ❫✭❨ ⑧ ③ ❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫✛✚✩④ ✡ ❛❅❨✗❭✻❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬ ✁✬✡ ④ ☎▼❤ ❷ ✡ q❄❫ ✡✭✝ ❨✗q ❬ ✡✭✝✭❤☞✡ E(X | An,Bn) q ☎ q❇③
④ ☎ q❄❫✭❬ ❣ q❅❬ ❲✯➈ q❹❷ ❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❨✗❪❑❭ ✡✭✝ ✚ ❿✵❣✏✝ ④✌❨❄④❍④✌❭ ✡ ❬ ❣ ❪ ➂❑✕❡✕ ➃ ❣✏✝❛✝ ❭❑❾ ✡ q❅❬ ❣ ❭❑q❄❫✭❭ ➋ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡✭✝❻✁✬✡ ❫✳❷ ✝ ✈❵✇ ❴✠✡ ❫ ✁✬✡❘❤☞☎ ❬✁❫✁✬✡ ✉ ♣❇④ ➊➔✡ q❹❬ ✡✌❤ ❷❄❫✵❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡ ❲⑦ ✡ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❜❬✛✚➉④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❬ ✡ ④✴❸✗q✗❭✲❛❜❨ ✡ q ✂✆✡ ❫✭❬❼❷ ❣ ❫➁❬ ✝✁♦ ❫ ✡ ✍ ④ ❣ ④ ✡❘✁❄❣ q❄❫➁❪ ✡ ④ ❣ ❫ ✁✬✡ ❫❼② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫✼q ☎ q❇③
④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪✲❫✵④ ❣✏✝ ✚❇➋ ❤☞☎ ❭❑q❄❫ ✁✬✡ ④✴❸ ☎ ❭✲❫✭❭ ✝ ❽ ❨ ✁ ❭✲④✌❭ ✡ ❨❄❫ ✡✌❤☞✡ q❜❬✿❪ ✡ ❫✭❨ ✝✟✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡ ✚✗④ ❣✏✝ ❪ ✡ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡❿✁✬✡❻✝✟✡✱❽Ò✡ ❬ ✡ ❫✭❬
❫ ☎ ❨✗❾ ✡ q❅❬ ✡❵❴ ❷ ☎ q ✡ q❜❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡ ✚ ✡ ❬✵❷ ✝✟✡ ❫✁❛❅❨ ✡ ❫ ✂✬✝✟✡✌❤☞✡ q❜❬ ✡ q O(n

√
n) ✰ ✉ ✂♠❣ ❷ ✝✁♦ ❫✬❪ ✂♠❣ ❫✁♣ ❤ ❷✗❬ ☎ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ✫ ✭✰✤✮✢✧✤ ✆ ✭ ☎ ✞ ✤✥✯✡ q ρ−n/n√n ✁✬✡ ➂✁� ➃ ✲ ➋➉❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝ ✁✬✡ Σ∗ ❲

❉❅✄ ❉❅✄ ❉ ✲ ❏✤✑✎✰●✚✜✛✗✞✬☛✌❏❍☞✤✢▼☛✁✓✭✍✞✝✐✞
⑦ ☎▼❤❥❤☞✡ ❫ ☎ q➍q ☎▼❤ ❪ ✂ ❭❑q ✁ ❭✲❛❜❨ ✡ ✚✗❪ ❣▲❤ ✈ ❬✭❸ ☎✹✁✬✡❊✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✭❭❑❾ ✡⑤✝✟✡ ❷ ☎ ❫ ✡ ❫✭❨ ✝ ❪ ✂✆✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ✡ q❄④ ✡⑤✁✄✂ ❨✗q ✡⑤✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❫✭❨ ✝
❪ ✡ ❫❻q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ❫ ✁✄✂✆☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬✁❫ ❣ ④❍④ ✡ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡ ❫➉➋➍❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝❆✁✄✂ ❨✗q➏④✁❸ ☎ ❭ ❴ ❪ ☎ ④ ❣ ❪ ❲ ⑩ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝➤✁✬✡ ④ ✡ ❪❑❪ ✡ ③⑤④✌❭ ✚ ✡ ❬ ❣ ❨ ❷ ✝ ❭ ❴✁✄✂ ❨✗q✝❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✚➑❭❑❪ ✡ ❫✁❬✩❷ ☎ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡❆✁✬✡➀✁ ✈ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ✡✭✝❻❣ ❾ ✡ ④❥❛❜❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✟❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫ ☎ ❷ ✈ ✝✟✡✭✝ ④ ✡ ④✴❸ ☎ ❭ ❴ ❪ ☎ ④ ❣ ❪❣ ✇ q ✁✄✂✆✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡✭✝ ❪ ✡ ❫ ☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬✁❫ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ❫ ✡ ❪ ☎ q➆❪ ❣◗✁ ❭✲❫✁❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q❹❫ ☎ ❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ✈ ✡ ❲ ➌ q ❬ ✡ ❪ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❫ ✡✁ ✈ ④ ☎▼❤ ❷ ☎ ❫ ✡⑤✁✬☎ q❄④ ✡ q ✁✬✡ ❨ ❴ ❷✗❸ ❣ ❫ ✡ ❫ ☛

③✄✂ ✣✬✴ ☎✡✥ ✁ ☎ ✆ ✁ ☛ ❳❩q ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡➤✁✬✡ ❫✩❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝ ❫ ✰ ④ ❣✏✝✟✁ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ✚✺❷ ☎ ❭ ✁ ❫✛✚✣❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭❑❬✭❭ ☎ q ✲ ✁ ✈❵✇ q✗❭ ✡ ❫
❷ ❣✏✝♠✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ④✁❸ ❣ ④✌❨✗q ✁✬✡ ❫✬④✁❸ ☎ ❭ ❴ ❪ ☎ ④ ❣ ❨ ❴ ❲

③ ☛ ✴✝✱✳✴✵✣✍✥ ✁ ✩✪✰✗✱ ☛ ❳❩q ☎ ❷ ♦✭✝✟✡ ❨✗q ✡ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡❲✁✬✡ ❷ ☎ ❭ ✁ ❫◗❪ ☎ ④ ❣ ❨ ❴▲❣ ❾ ✡ ④ ✁✬✡ ❫ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫ ❽ ❨ ✁ ❭✲④✌❭ ✡ ❨❄❫ ✡✌❤☞✡ q❅❬✁ ✈ ✁ ❨✗❭❑❬ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫▲❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝ ❫▲❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✈ ✡ ❫✛✚ ✡ ❬➉❛❜❨✗❭ ✝✟✡ ❫✭❬ ✝✟✡ ❭❑②❡q ✡ q❜❬ ✁✬✡ ❷✗❪❑❨❄❫ ✡ q ❷✗❪❑❨❄❫❻❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡➔✁✬✡ ❫
❧ ❨✗❬✭❨ ✝ ❫✡❷ ☎ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡ ❫ ✰➻☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫ ❣ ④❍④ ✡ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡ ❫ ✲ ✚ ❽ ❨❄❫✁❛❅❨ ✂ ➋ ☎▼⑧ ❬ ✡ q✗❭ ✝ ❪ ✡ ❫✭❭❑q✗②❡❪ ✡ ❬ ☎ q q ✡ ④ ☎ q❅❬ ✡ q ❣ q❜❬❼❛❅❨ ✡
❪ ✂✆☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ❫ ✡ ❪ ☎ q❹❪ ❣❆✁ ❭✲❫✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫ ☎ ❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ✈ ✡ ❲

❳❩q▲❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡ q ❣ ❬✭❨ ✝✟✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬★❨✗q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡❼✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡❲✁❄❣ q❄❫ ❪ ❣ ❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡✼✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✭❭❑❾ ✡ ❛❅❨ ✂✆✡ ❫✭❬ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤ ③❤❦❣ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❅❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❲✵⑦ ✡ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❅❬✛✚❄④ ☎ q❇❧ ✝✟☎ q❜❬ ✈ ➋▲❨✗q ✡❿✝✁♦ ②❡❪ ✡✟❣ ♣ ❣ q❜❬✬❷ ☎ ❨ ✝ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡❊✁✠✝✟☎ ❭❑❬ ✡⑤✁✬✡ q ☎▼❤ ③⑧✬✝✟✡ ❨ ❴ q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ✚ ☎ q❹❫ ✡ ❷ ☎ ❫ ✡ ❪ ❣ ❛❜❨ ✡ ❫✁❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ❣◗✝ ✈ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✿❪ ✡ ❬✭❬ ✝✟✡ ❫✳➋ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡✭✝ ❷ ❣✏✝✭❤ ❭
❪ ✡ ❫ ✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❜❬✁❫❘q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❲ ➌ q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡❆✝ ✈ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭❑❬✭❭ ☎ q ✚❯❭ ❤ ❷✗❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬ ✈ ✡▼✁✬✡ ❧ ❣✁�➭☎ q✼q ❣☛✡ ❾ ✡ ✚ ✝ ❭✲❫✁❛❅❨ ✡✭✝✴❣ ❭❑❬✁✄✂✆☎ ❬ ✝✟✡⑤✡❵❴ ❷ ☎ q ✡ q❅❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✭❨ ✝ ❪ ✡ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡❘❤❦❣r❴ ❭ ❤❦❣ ❪ ✁✬✡ q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴➁❣ ❷✗❷ ❣✏✝✴❣ ❭✲❫✁❫ ❣ q❅❬ ✡ q➍❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡❊✁✠✝✟☎ ❭❑❬ ✡✁✄✂ ❨✗q ✡▼✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❲➁⑦ ✂✆✡ ❫✭❬✟❷ ☎ ❨ ✝ ❛❜❨ ☎ ❭ ☎ q ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✡ ❨✗q ✡ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ✡ ✚ ❪ ❣ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ✡✯✁✬✡ ⑦ ❸ ☎▼❤ ❫ ➊ ♣ ✚
❛❅❨✗❭❯❧ ❣ ❭❑❬ ❣ ❷✗❷ ❣✏✝✴❣☞☛ ❬ ✝✟✡▲❣ ❨➍❷✗❪❑❨❄❫ ✁✬✡ ❨ ❴ ❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❫ ✁❄❣ q❄❫✬④✴❸ ❣ ❛❜❨ ✡ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡⑤✁✠✝✟☎ ❭❑❬ ✡⑤✁✬✡❿✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❲



� ✁ �✷✞ ✄✁� ✆☎✓✄✂ ✄ ✞✘☞ ✠☛✞✆☎ ✁✝✆✟✁ ✗✌✁✒✑ ✓☎✂✠✆ ✁✝✆ ✁✘✁ ✑❍✂ ✓ ✗✘✞ ✄ ✆☎✓✞✝ ✂✝✗ ✍ ✞✠✟☛✡ ✞ ✄✌✁✛☞ ✆ ✂ ✆✌☞ ✄❑✂✠✆✷✑ ✞✎✍ ✑ ✄ ✞✌✆ � �

P ✧ ◆⑤✚✥☛✭✠✡✞✳✏●✚✥☛✭✠ ✧ ✷✎✞❻✛✗✞ ✏ ✰●✚✥✠ ✓✁� �➒❖ ✁❻❏❍☞❍✚✥✠✮✸➇✚✤✓✭✍ ✑✎✍✎✚✥✏ ④ ❣ q ☎ q✗❭✲❛❅❨ ✡ ✛✗✞✴✓✵✽☎☛ ✧ ✠❥✠ ✧ ✍❑☛✌✞✴✓
✏●✚✥✏✣❙✙☞❍✚✥✏✒✑✱✞✭❚❯✑✭✢✜✞✁✷❑✷✎✞✴✓

✉ ❣ q❄❫ ❪ ✡ ④ ❣ ❫ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❪ ✚▼❪ ❣✬❤ ✈ ❬✭❸ ☎❣✁✬✡➁✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✭❭❑❾ ✡ ❷ ✝ ✈ ❫✭❨✗❷✗❷ ☎ ❫ ✡❼✁✬✡ ❪ ✂✆✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ✡ q❄④ ✡✼✁✄✂ ❨✗q ✡❼✁ ✈ ④ ☎▼❤ ❷ ☎ ❫✭❭❑❬✭❭ ☎ q➉q ☎ q❇③❣✐❤✮⑧ ❭❑②❡❨✵✴ ✁✬✡ ❪ ❣ ④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ④ ☎▼❤❻⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ④ ☎ q❄❫✭❭ ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❲◗✉ ❣ q❄❫◗❪ ✡ ④ ❣ ❫ ✁✬✡ ❫◗② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫★q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❅❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ✚
❨✗q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡⑤✁ ✈ ④ ☎▼❤ ❷ ☎ ❫✭❭❑❬✭❭ ☎ q❼❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡ ❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✈ ✡◗✁❄❣ q❄❫✬❪ ❣ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ✡⑤✁✬✡ ⑦ ❸ ☎▼❤ ❫ ➊ ♣ ❲
✑ ✴✓✒ ✱ ✩ ✁ ✩✪✰ ✱✕✔ � ✖✄✂ ✰✤✣ ✦ ✫✄✂ ✰✤✣ ✦ ✥ ✁✪✫ ✲ ✫ � ✝✳✰✗✦★✭✆☎ � ✖✄✂✝✂ � ✚☞✚ ✟✜ ✑ ✯❀✍✚✢✧✦ ✏ ✏ ✦✚✩✌✢✥✯

G = (Σ,N ,X, δ) ✯ ✫ ✭ ✯ ✑ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ✡➤✁✬✡ ⑦ ❸ ☎▼❤ ❫ ➊ ♣ ✫ ✫ ✩ ✒ ✞ ✆ ✠✕✢ ✭ ✆ ✠✕✭ S ∈ N★ ☛ ✯ ✑✵✫ ✯✡✏ ✞ ★ ✯ R(σ, S) = {(S,α) ∈ δ} ✍✑✯✱✫ ✢ ✌✾✍✚★ ✯✱✫ ✦ ☎ ✦ ✑ ✭
S ✞ ✆ ✠✕✢ ✞ ✦✚✢✮✭ ✩✞✯❂✍✑✦ ✠ ✄✠✏ ✯ ✯✱✫ ✭ ✭✰✯ ★ ✟✑✠✵✯ ✞

R(δ, S) = {S → t}, t ∈ Σ
ou R(δ, S) = {S → S1S2}, S1, S2 ∈ N
ou R(δ, S) = {(S → S1), (S → S2)}, S1, S2 ∈ N

❶ ❪❑❨❄❫❻❫✭❭ ❤ ❷✗❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬✛✚ ☎ q✝❷ ☎ ❨ ✝❛✝✴❣➒✁ ❭ ✝✟✡☞✡ ❬❘q ☎ ❬ ✡✭✝ ❛❅❨ ✡ ④✁❸ ❣ ❛❅❨ ✡ q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ S ✁✄✂ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡▼✡ q
❧ ☎✞✝✭❤☞✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ✡⑤✁✬✡ ⑦ ❸ ☎▼❤ ❫ ➊ ♣➆q ✂✆✡ ❫✭❬☎✄✝✆ ✑ ✄ ✯ ✢ ✑ ✤ ❛❜❨ ✡ ❷ ❣✏✝ ❨✗q ✡⑤✁✬✡ ❫✵❬ ✝✟☎ ❭✲❫✬❫✭❭❑❬✭❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫❩④✌❭ ③ ✁✬✡ ❫✁❫ ☎ ❨❄❫ ☛

✜ ♦ ②❡❪ ✡ ✧ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ ✡✯☛ S → t, t ∈ Σ✜ ♦ ②❡❪ ✡ ❶ ✝✟☎❣✁ ❨✗❭❑❬ ☛ S → S1S2, S1, S2 ∈ N✜ ♦ ②❡❪ ✡❘➌ q✗❭ ☎ q ☛ S → S1 | S2, S1, S2 ∈ N

❳❩q❹q ☎ ❬ ✡✭✝✴❣ F ❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡◗✁✬✡ ❫✵② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ✡ q➍❧ ☎✞✝✭❤☞✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ✡⑤✁✬✡ ⑦ ❸ ☎▼❤ ❫ ➊ ♣ ❲
✂ ✣✍✰✤✮✢✰✗✭ ✩ ✁ ✩✪✰✗✱✕✔✗✖ ✡ ✍✎✩✪✭ ✁ ✫✷✱ ☎✡✫ ✲ ✫ ✁✪✥✟✞✑✰✗✣✍✦★✫ ✱✎✰✗✣✍✦★✥ ✁✪✫ ✲✳✫ � ✝✎✰ ✦ ✭✆☎ �✦✚ ✟✠ ✆ ✠✕✢ ✭ ✆ ✠✙✭✰✯ ✍✚✢✧✦ ✏ ✏ ✦✆✩✌✢✥✯

G
✑ ✆ ✑ ✒ ✦ ✏ ✞ ✩✎✍ ✠✎✍☞✒ ✩ ★ ✯ ✝✚✩✌✫ ✭✰✯ ✠ ✑ ✯ ✍✆✢ ✦ ✏ ✏ ✦✚✩ ✢✧✯

G′ ✯ ✑ ☞✑✆ ✢✡✏ ✯ ✑ ✆ ✢ ✏ ✦✚★ ✯ ✍✑✯
✌ ✏ ✆ ✏ ✫☛✡ ☎ ✢✥✯ ✄✝✆ ✑ ✑ ✦✚✩✬✫✱✫✮✦ ✑ ✭ ★ ✯ ✏☛✡✑✏ ✯ ★ ✦ ✑ ✍ ✠✜✦✧✍✑✯ ✒ ✏ ✆ ✩ ✑✜✫ ✤ ✟ ✯ ✑ ✭ ✠✵✯ ★ ★ ✯✡✏ ✯ ✑ ✭ ★ ✯ ✏ ✆ ✭ ✟ ✩ ✍✑✯✚✞

∀G,∃G′ ∈ F ✭✰✯ ★ ★ ✯ ✟ ✠✜✯ L(G′) = L(G)\{ε}

❳❩q ✁✬☎ q✗q ✡ ④✌❭ ③ ✁✬✡ ❫✁❫ ☎ ❨❄❫✬❨✗q ✡ ❭ ✁ ✈ ✡◗✁✬✡ ❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✈ ❷ ☎ ❨ ✝ ❨✗q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡✟❤ ❭✲❫ ✡❊✡ q➍❧ ☎✞✝✭❤☞✡➀☛
✕ ❲ ❿ ❭❑q ❣✏✝ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✬④ ☎ q ❽❛☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q❄❫
❈❇❲✡✜ ✡ ❫✭❬ ✝ ❭✲④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✳❷ ✝✟☎❣✁ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q❄❫ ε ➋➉❪ ✂♠❣r❴ ❭ ☎▼❤☞✡
❱❇❲ ✣❅❨✗❷✗❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫✳❨✗q ❣ ❭ ✝✟✡ ❫✳❫ ☎ ❪❑❭❑❬ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫
✎ ❲✡✜✳✈❍✈ ④ ✝ ❭❑❬✭❨ ✝✟✡⑤✁✬✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫✳❭ ❤ ❷✗❪❑❭✲❛❜❨ ❣ q❅❬ ✁✬✡ ❫✵❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴
❞❇❲ ❿ ❭❑q ❣✏✝ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫ ✁ ❭✲❫ ❽❛☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q❄❫

❳❩q❹❷ ☎ ❨ ✝❛✝✴❣ ❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡✭✝ ❨✗q ✡ ❷ ✝✟✡ ❨✗❾ ✡ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ♦ ❬ ✡◗✁✬✡ ❪ ✂✆✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ✡ q❄④ ✡⑤✁✄✂ ❨✗q ✡ ➓ � ⑦ ✁❄❣ q❄❫✟➂ ✎ ⑨r➃✙❲
① ✂✆☎✞✝✟✁✠✝✟✡❅✁✬✡ ❫ ☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ❪ ☎✞✝ ❫ ✁✬✡ ❪ ❣ ❤ ❭✲❫ ✡➔✡ q➏❧ ☎✞✝✭❤☞✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ✡➒✁✬✡ ⑦ ❸ ☎▼❤ ❫ ➊ ♣ ✁✬✡ ❾ ✝✴❣ ❬ ☎ ❨✗❬ ✡ ❧ ☎ ❭✲❫✝✟✡ ❫✭❷ ✡ ④✌❬ ✡✭✝ ❛❅❨ ✡ ❪✲❛❜❨ ✡ ❫❩④ ☎ q❜❬ ✝✴❣ ❭❑q❅❬ ✡ ❫✛✚●❫ ☎ ❨❄❫✵❷ ✡ ❭❑q ✡◗✁✄✂✆☎▼⑧ ❬ ✡ q✗❭ ✝ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡◆✡ q ➓ � ⑦ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡◆✡❵❴ ❷ ☎ ③

q ✡ q❜❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡ ❷ ❣✏✝➠✝✴❣ ❷✗❷ ☎✞✝ ❬❩➋➉④ ✡ ❪❑❪ ✡⑤✁✬✡ ❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❭❑q✗❭❑❬✭❭ ❣ ❪ ✡ ❲
✡ ✍ ✫✝✦ ✮✂✁✪✫ ✟⑦ ☎ q❄❫✭❭ ✁ ✈ ✝✟☎ q❄❫❥❪ ✡ ❫ ❣✏✝✭⑧✬✝✟✡ ❫❥❬ ✡✭✝ q ❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ✚➇④ ✂✆✡ ❫✭❬ ➋ ✁ ❭ ✝✟✡✯✁✬✡ ❫ ❣✏✝✭⑧✬✝✟✡ ❫➉q ✂♠❣ ♣ ❣ q❜❬❦❛❅❨ ✡✯✁✬✡ ❫➉q ☎❣✡ ❨ ✁ ❫ ✁✬✡➔✁✬✡ ② ✝ ✈
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❬ ✝✟☎ ❭✲❫ ☎ ❨ ➀ ✈ ✝✟☎ ❲ ❳❩q ✡ q❄④ ☎❣✁✬✡ q ❣ ❬✭❨ ✝✟✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬✳❪ ✡ ❫ ❣✏✝✭⑧✬✝✟✡ ❫✯❬ ✡✭✝ q ❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ n ❷ ❣✏✝❲✁✬✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡
3n ❭✲❫✁❫✭❨❄❫ ✁✬✡ ❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫✭❨✗❭❑❾ ❣ q❜❬ ✡☞☛

S → aSbScS
→ ε

➌ q ✡✟❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✡ ✑ ✦✁� ✟ ✯ ✁ ❨ ✁ ✈ q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡✌❤☞✡ q❜❬ ✁✬✡ ❬ ✡ ❪✲❫ ❤☞☎ ❬✁❫✵④ ☎ q ✁ ❨✗❭❑❬✳➋▲❪ ❣◗✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❫✭❨✗❭❑❾ ❣ q❅❬ ✡ ❫✭❨ ✝ ❪ ✡ ❫
q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ❫✩❫ n ✁✬✡✻❤☞☎ ❬✁❫✬❭✲❫✁❫✭❨❄❫ ✁✬✡ S ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ n ☛

❫ 0 = 1
❫ 1 = 0
❫ 2 = 0

❫ n =
∑n−3

i=0

∑n−3−i
j=0 ❫ i ❫ j ❫ n−3−i−j, ∀n > 2

① ✡ ❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❪ ✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡❑✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡ ❭❑q ✁ ❭✲❛❅❨ ✡✭✝ ✆ ✱✎✫ ☎✡✰✗✦★✮ ✁✪✫✕✍✎✩ ✁ ✴ ☎✞✆✳✥ ✲✳✣✍✥ ✁ ✩✒☎✞✆✎✫❼❫✭❨ ✝
n ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁ ❨➏❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❫ n ➋➁❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝➀✁✬✡ ❫➉❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❫ ✁✬✡❑✝✴❣ q✗②☎❫➉❭❑q❇❧ ✈ ✝ ❭ ✡ ❨ ✝ ❫✛✚➇④ ✂✆✡ ❫✭❬❥➋ ✁ ❭ ✝✟✡ ✆ ✱✳✫
☎✡✰ ✦ ✮✂✁ ✫✕✍✎✩ ✁ ✴ ☎ ✆ ✄ ✩✒☎✞✆✎✫ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✦✟✞ ✩ ✑✵✩ ✭ ✩ ✆ ✁ ❨ ❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❫ n ❲ ⑦ ✡ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❜❬✛✚✿❨✗q ✡❹❤ ❭✲❫ ✡➒✡ q
❧ ☎✞✝✭❤☞✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ✡⑤✁✬✡ ⑦ ❸ ☎▼❤ ❫ ➊ ♣ ❣✐⑧●☎ ❨✗❬✭❭❑❬❩➋▲❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫✭❨✗❭❑❾ ❣ q❜❬ ✡☞☛

S′ → T | ε
T → MU
U → NO
M → V | A
N → W | B
O → X | C
V → AT
W → BT
X → CT
A → a
B → b
C → c

⑦ ✡ ❬✭❬ ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡☞✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡ ⑧ ❭ ✡ q✝❪ ✡ ❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡☞✁✬✡ ❫ ❣✏✝✭⑧✬✝✟✡ ❫❘❬ ✡✭✝ q ❣ ❭ ✝✟✡ ❫❻➋ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝◗✁✬✡ ❪ ✂♠❣r❴ ❭ ☎▼❤☞✡ S′ ✚ ✡ q✡ ✠ ✡ ❬ ☛
T → MU

⇔ T → MNO

⇔ T → (V | A)(W | B)(X | C)

⇔ T → (AT | A)(BT | B)(CT | C)

⇔ T → a(T | ε)b(T | ε)c(T | ε)
⇔ T → aS′bS′cS′

⇔ S′ → aS′bS′cS′ | ε

❳❩q ✝✟✡ ❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡ ❭✲④✌❭ ✚❄➋▲❨✗q ✝✟✡ q ☎▼❤❥❤❦❣ ② ✡◗✁✬✡ S′ ✡ q S ❷ ✝✁♦ ❫ ✚❇❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡⑤✁✬✡ ❫ ❣✏✝✭⑧✬✝✟✡ ❫✵❬ ✡✭✝ q ❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ❲✯⑦ ✡ ❬✭❬ ✡✝✟✡ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❅❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬☎ q✗q ✡ q ❣ ❭✲❫✴❫ ❣ q❄④ ✡ ➋➒❨✗q ✡ q ☎ ❨✗❾ ✡ ❪❑❪ ✡ ✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❫✭❨ ✝ ❪ ✡ ❫➆④ ☎✹✡ ✍ ④✌❭ ✡ q❜❬➍❫ n ❛❅❨✗❭ ✚ ⑧ ❭ ✡ q
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❛❅❨ ✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝✟✡✌❤❥❤☞✡ q❜❬➆❷✗❪❑❨❄❫❥④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴✠✡ ❛❅❨ ✡ ❪ ❣ ❷ ✝ ✈ ④ ✈ ✁✬✡ q❜❬ ✡❸✁ ❨➏❧ ❣ ❭❑❬ ✁✬✡ ❪ ❣ ④ ✝✟☎ ❭✲❫✁❫ ❣ q❄④ ✡✱✁ ❨ q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡➒✁✬✡
q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ✚ q ✡ ❧ ❣ ❭❑❬ ❣ ❷✗❷ ❣✏✝✴❣☞☛ ❬ ✝✟✡ ❛❜❨ ✡➔✁✬✡ ❫➉❷ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬✁❫ ✁✬✡ ④ ☎ q❅❾ ☎ ❪❑❨✗❬✭❭ ☎ q❄❫ ➋ ✁✬✡ ❨ ❴ ❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❫ ❲ ⑦ ✡ ❪ ❣
❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✬❨✗q ☎✡✥ ✁ ☎ ✆ ✁ ✫✝✱ ✁ ✫✝✦★✮✳✭ ✁☎✩☎✱✎✴✝✥✧✩✪✣✬✫ ✁✄✂ ❨✗q❹④ ☎❣✡ ✍ ④✌❭ ✡ q❅❬❩❫ n ➋❻❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝ ✁✬✡ ❬ ☎ ❨❄❫✬❪ ✡ ❫✵④ ☎❣✡ ✍ ④✌❭ ✡ q❅❬✁❫ ✁✬✡✝✴❣ q✗②▲❭❑q❇❧ ✈ ✝ ❭ ✡ ❨ ✝ ✚❇④ ✡ ❛❅❨✗❭ ✝✴❣✐❤ ♦ q ✡ ➋❘❨✗q ✡ ☎✡✰✗✦★✮ ✁✪✫✕✍✎✩ ✁ ✴ ☎✞✆✳✥ ✲✳✣✍✥ ✁ ✩✒☎✞✆✎✫ ✡ q ☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣✏✝ ❭❑❬✭❸ ❤ ✈ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ❪ ✡
④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✦✟✞ ✩ ✑✵✩ ✭ ✩ ✆ ✁✬✡ ❫ n ❲

α0 =

{

1 ✣❅❭ α = ❫
0 ✣❅❭❑q ☎ q

α1 =

{

1 ✣❅❭ α ∈ { ❣ , ⑧ , ④ , ❤ , q , ☎ }
0 ✣❅❭❑q ☎ q

α2 = 0, ∀α ∈ N
❬ n =

∑n−1
i=1

❤
i ❨ n−i❨ n =

∑n−1
i=1 ❫ i ☎ n−i❤

n = ❫ n = ☎
n = ❾ n = ✝ n = ❴

n = ❬ n−1❫ ′n = ❬ n
➌ q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ✡ ❫ ✡✭✝✴❣ ❨✗q ❣ ❪❑❪❑❭ ✈ ✁✬✡ ❷ ☎ ❭ ✁ ❫✯❛❜❨ ❣ q ✁ q ☎ ❨❄❫✹❫ ✡✭✝✟☎ q❄❫✯④ ☎ q❇❧ ✝✟☎ q❜❬ ✈ ❫ ❣ ❨❦❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡❿✁✬✡
❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ✁✬✡✿❤☞☎ ❬✁❫★❭✲❫✁❫✭❨❄❫ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ✚✜④ ✂✆✡ ❫✭❬➇➋ ✁ ❭ ✝✟✡✵⑧ ❭ ✡ q ❫ ☎ ❨✗❾ ✡ q❅❬ ❣ ❨ ④ ☎▼❤ ❷✗❬ ❣ ② ✡✁✬✡ ❬ ✡ ❪✲❫ ❤☞☎ ❬✁❫ ❲❥➈ q ✡ ✠ ✡ ❬✛✚➑❨✗q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q ✚ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡✭✝ ❾ ❣ q❅❬✟❪ ❣ q ☎ q❇③ ❣✐❤✮⑧ ❭❑②❡❨ ✡ ❬ ✈ ❫✭❨✗❷✗❷ ☎ ❫ ✈ ✡➀✁✬✡ ❪ ❣
② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡❆☎✞✝ ❭❑②❡❭❑q ❣ ❪ ✡ ✚✒❫ ✡ ❬ ✝✴❣✞✁ ❨✗❭❑❬❩❭ ❤❥❤ ✈ ✁ ❭ ❣ ❬ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ✡ q ✁✬✡ ❫ ❤ ✈ ④ ❣ q✗❭✲❫ ❤☞✡ ❫ ✁✬✡ ④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁ ❨➁❪ ❣ q❇③
② ❣ ② ✡ ❷ ✝ ❭✲❫ ✡ q ❬ ❣ q❜❬✹❛❅❨ ✡ ④✌❪ ❣ ❫✴❫ ✡ ④ ☎▼❤❻⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❲ ✉ ✡ ❬ ✡ ❪✲❫ ❤ ✈ ④ ❣ q✗❭✲❫ ❤☞✡ ❫✯❷ ✡ ❨✗❾ ✡ q❅❬ ⑧ ❭ ✡ q✡❫ ✂✬✝ ☎ ❬ ✝✟✡ ❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✈ ❫✁❄❣ q❄❫✿❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡❊☎✞✝ ❭❑②❡❭❑q ❣ ❪ ✡ ✚ ❤❦❣ ❭✲❫✿❭❑q ✁ ❨✗❭✲❫ ✡ q❅❬✬❨✗q ✡ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ❫✁❨✗❷ ✈ ✝ ❭ ✡ ❨ ✝✟✡❊✁❄❣ q❄❫✿❪ ❣ ❫✭❷ ✈ ④✌❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭ ☎ q
④ ☎▼❤✮⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ✚ ✡ ❬ ❣✐❤ ❷✗❪❑❭ ✇ ✡ q❅❬✵❪ ✡ ❫ ✁ ❭ ✍ ④✌❨✗❪❑❬ ✈ ❫ ✝✟✡ q❄④ ☎ q❅❬ ✝ ✈ ✡ ❫✿❪ ☎✞✝ ❫ ✁✬✡ ❪ ✂ ✈ q❅❨ ❤ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✚❄④ ☎▼❤❥❤☞✡ ❪ ✂ ❭❑❪❑❪❑❨❄❫✭❬ ✝✟✡
❪ ✂✆✡❵❴✬✡✌❤ ❷✗❪ ✡ ❷ ✝ ✈ ④ ✈ ✁✬✡ q❜❬ ❲
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✝ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝❲✁✄✂ ❨✗q ✡ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ✡❿✁✬✡ ⑦ ❸ ☎▼❤ ❫ ➊ ♣ ✚✜❭❑❪ ✡ ❫✁❬✹④✌❪ ❣ ❫✁❫✭❭✲❛❅❨ ✡⑨✁✬✡❻✁ ✈ ② ❣ ② ✡✭✝♠✁✬✡ ❫ ✝✟✡ ❪ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ✡ q❜❬ ✝✟✡ ❪ ✡ ❫
④ ❣✏✝✟✁ ❭❑q ❣ ❪❑❭❑❬ ✈ ❫ ✁✬✡ ❫✵❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫ ❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✈ ❫ ❣ ❨ ❴ q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ✰ ❾ ☎ ❭ ✝ ❷ ❣✏✝ ✡❵❴✬✡✌❤ ❷✗❪ ✡ ➂ ❈❡⑨ ➃ ✲ ❲
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✍✑✯ ✭✞✦✚✩ ★✌★ ✯
k

✩✌✫ ✫ ✠✘✫ ✍✑✯
S ✆ ✞✥✤ ✩✌✫ ✫ ✯✠✑ ✭ ✦ ✠✁✝ ✢✥✯ ★ ✦✆✭ ✩ ✆ ✑✜✫ ✫ ✠✕✩ ✟ ✦ ✑ ✭✰✯✱✫✟✞

✆ ✌✲✍✚★ ✯ ✫ ✜ ✑ ✩ ✆ ✑✵✫ ✞ S → S′ | S′′

⇒ L(S) = L(S ′) ∪ L(S′′)
⇒ ❫ k = ❫ ′k + ❫ ′′k

✆ ✌✲✍✚★ ✯ ✫ ✠ ✢ ✆ ✍ ✠✕✩ ✭ ✫✟✞ S → S′S′′

⇒ L(S) = L(S ′).L(S′′)

⇒ ❫ k =

k−1
∑

i=1

❫ ′i ❫ ′′k−i
✆ ✌✲✍✚★ ✯ ✫ ✜ ✯ ✢ ✏ ✩ ✑ ✦✚★ ✯✱✫ ✞

S → t
⇒ L(S) = {t}
⇒ ❫ k =

{

1
✖ ✩
k = 1

0
✖ ✩ ✑ ✆ ✑✉ ❣ q❄❫❘❪ ✡ ④ ❣ ❫ ✁✬✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫❘❷ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬✁❫✛✚ ☎ q✝q ☎ ❬ ✡✭✝✴❣ ❛❅❨ ✡ ❪ ❣ ❫ ☎▼❤❥❤☞✡➀✡❵❴ ④✌❪❑❨✗❬❘❪ ✡ ❫✻❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❫ i = 0 ✡ ❬ i = n ✚✁✬✡ ❧ ❣✁�➭☎ q➁➋ ✈ ❾❅❭❑❬ ✡✭✝ ❪ ✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q❹❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❫ ′n ✁❄❣ q❄❫✵❪ ❣ ❫ ☎▼❤❥❤☞✡ ❲ ➌ q➍❬ ✡ ❪➑❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡ ✈ ❪❑❭ ❤ ❭❑q ✈

❫ ❣ q❄❫ ✝✟✡✌❤☞☎✞✝✟✁ ❫✯④ ❣✏✝ ❭❑❪ ✡ ❫✭❬➇q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❅❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ❧◗➋✟❪ ❣ ❫ ☎▼❤❥❤☞✡ ❲★➈ q ✡ ✠ ✡ ❬✛✚❅❬ ☎ ❨✗❬ ❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❫ ′n ④ ☎ q❅❬ ✝ ❭ ⑧ ❨ ✡✩❣ ❨➆❫ ✡ ❭❑q✁✄✂ ❨✗q ✡✻❤ ❨✗❪❑❬✭❭❑❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❾ ✡ ④❘❫ ′′0 ✚ ✡ ❬✵❫ 0 = 0 ✚❇④ ☎▼❤❥❤☞✡ ④ ☎ q❄❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡❊✁✬✡ ❪ ❣❻❤ ❭✲❫ ✡❊✡ q➆❧ ☎✞✝✭❤☞✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ✡❊✁✬✡⑦ ❸ ☎▼❤ ❫ ➊ ♣ ❲
① ✡ ❫ ✝✟✡ ❪ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫✵❷ ☎✞✝ ❬ ❣ q❜❬❩❫✁❨ ✝ ❪ ✡ ❫✬❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫✳④ ☎✞✝❛✝✟✡ ❫✭❷ ☎ q ✁✬✡ q❜❬✻➋▲❪ ❣❆✁ ✈❵✇ q✗❭❑❬✭❭ ☎ q t ✁ ❨➍❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡❻❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✈

➋➆❨✗q➒q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ ❲ ⑩ ✇ q ✁✬✡ ❪ ✡ ❫❘❬ ✝✴❣ q❄❫✁❷ ☎ ❫ ✡✭✝⑤✡ q ✝✟✡ ❪ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫❻❫✭❨ ✝ ❪ ✡ ❫✟④ ❣✏✝✟✁ ❭❑q ❣ ❪❑❭❑❬ ✈ ❫✛✚ ❭❑❪◗❧ ❣ ❨✗❬✛✚ ✁❄❣ q❄❫❘❪ ✡
④ ❣ ❫ ✁✬✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫❥❨✗q✗❭ ☎ q❄❫ ✚✹❛❅❨ ✡ ❪ ✡ ❫➉❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫ ❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✈ ❫ ❣ ❨ ❴❘✁✬✡ ❨ ❴ ❣ ❪❑❬ ✡✭✝ q ❣ ❬✭❭❑❾ ✡ ❫ ❫ ☎ ❭ ✡ q❜❬ ✁ ❭✲❫ ❽Ò☎ ❭❑q❅❬✁❫ ❲ ✥⑤❪
❧ ❣ ❨✗❬ ✡ q ☎ ❨✗❬ ✝✟✡ ❛❜❨ ✡ ❬ ☎ ❨✗❬ ❤☞☎ ❬ ω ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ❷ ❣✏✝ ❨✗q➆q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪❯❷ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬✯q ✂♠❣✞✁❇❤☞✡ ❬✭❬ ✡ ❛❅❨ ✂ ❨✗q ✡ ❫ ✡ ❨✗❪ ✡✁ ✈ ④ ☎▼❤ ❷ ☎ ❫✭❭❑❬✭❭ ☎ q ω = u.v, u ∈ L(S ′) ✡ ❬ v ∈ L(S′′)

❲❼⑦ ✡ ❫ ✁✬✡ ❨ ❴ ④ ☎ q ✁ ❭❑❬✭❭ ☎ q❄❫▲❫ ☎ q❜❬▲② ❣✏✝✴❣ q❜❬✭❭ ✡ ❫➉④ ❣✏✝
q ✈ ④ ✡ ❫✁❫ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫✩➋▲❪ ❣ q ☎ q❇③ ❣✐❤✮⑧ ❭❑②❡❨ ✡ ❬ ✈ ✁✬✡ ❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❲

➌ q ✡ ❧ ☎ ❭✲❫ ❪ ✡ ❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✁✬✡ ❫ ④ ☎✹✡ ✍ ④✌❭ ✡ q❜❬✁❫❦❫ k ✡ ✠ ✡ ④✌❬✭❨ ✈ ❫✛✚➇❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡➒✡ ❫✭❬
❭ ❤❥❤ ✈ ✁ ❭ ❣ ❬ ✡❑☛
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✠☞☛ ✦✚★✯✍ ✆ ✢ ✩ ✭ ✏ ✏ ✯✁� ✯ ✑ ✍✑✯✠✑ ✍✚✢✥✯ ✍✑✯✱✫ ✆ ✞✠✟ ✯✮✭ ✫ ✍✑✯ L(G) ✍✑✯ ✭✞✦✚✩ ★✌★ ✯

n
✦ ✟ ✯ ✄ ✞ ✢ ✆ ✞✧✦ ✞ ✩✌★✪✩ ✭✰✤☎✠ ✑✵✩ ☞ ✆ ✢ ✏ ✯ 1

|L(G)n|
☛

✂☎✄✝✆✟✞✡✠☛✆✌☞ ⑦ ☎ q❇❧ ☎✞✝✭❤ ✈ ❤☞✡ q❜❬✮➋❥❪ ❣ ❷✗❸✗❭❑❪ ☎ ❫ ☎ ❷✗❸✗❭ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❪ ✡❆✁✬✡ ❪ ❣❦❤ ✈ ❬✭❸ ☎❣✁✬✡◆✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✭❭❑❾ ✡ ❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ✈ ✡ ❷ ❣✏✝
� ❭❑❪ ❧ ➂ ✕ ✒ ❱ ➃ ✚✐❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡♠☎ ❷ ♦✭✝✟✡ ❨✗q ✡ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡❲✁✬✡ ④✁❸ ☎ ❭ ❴ ❪ ☎ ④ ❣ ❨ ❴◆✡ q❅❬ ✝✟✡❲✁✬✡ ❫ ✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡ ❫ ✁ ❭✲❫✭❬✭❭❑q❄④✌❬✁❫ ✁✄✂✆☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫ ❲
❳❩q ❷ ✡ ❨✗❬ ✁✬☎ q❄④ ✝✴❣ ❭✲❫ ☎ q✗q ✡✭✝ ❷ ❣✏✝ ❭❑q ✁ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q➏❫✭❨ ✝ ❪ ✡ q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡▼✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ✡ ❪✲❫➉➋➍❪ ❣ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ② ✡ q ✡✭✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡
❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❲ ❳❩q ✝✟✡✌❤❦❣✏✝ ❛❅❨ ✡ ❛❅❨ ✡ ④ ✡ ❪❑❨✗❭✬④✌❭ ✡ ❫✁❬ ⑧✣☎✞✝ q ✈ ✡ ❷ ❣✏✝ n|U| ✚ ☎✡✠ U ✡ ❫✭❬➉❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡✱✁✬✡ ❫❥q ☎ q❇③
❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴❤✁✬✡ ❬✙♣❅❷ ✡ ✠ ✑✵✩ ✆ ✑ ❲ ➈ q ✡ ✠ ✡ ❬✛✚✻❭❑❪✟q ✡ ❷ ✡ ❨✗❬❹❷ ❣ ❫ ✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ✡✭✝❸✁✬✡ ④✌♣❇④✌❪ ✡⑧✁❄❣ q❄❫❹❪ ✡ ② ✝✴❣ ❷✗❸ ✡❏✁✬✡✁ ✈ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❄④ ✡ ✁✬✡ ❫ ✠ ✑✵✩ ✆ ✑✜✫ ✰ q ☎ q❇③ ❣✐❤✮⑧ ❭❑②❡❨ ✡ ❬ ✈ ✲ ❲ ✉ ✡ ❷✗❪❑❨❄❫✛✚✿❨✗q ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q q ✡ ❧ ❣ ❭✲❫ ❣ q❅❬ ❣ ❷✗❷ ✡ ❪❩❛❅❨ ✂ ➋✁✬✡ ❫✹q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴▼✁✬✡ ❬✙♣❅❷ ✡ ✞ ✢ ✆ ✍ ✠✕✩ ✭ ❾ ☎ ❭❑❬✹❫ ☎ q❦q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡❿✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ✡ ❪✲❫ ⑧●☎✞✝ q ✈ ❷ ❣✏✝ n−1 ✚❅④ ❣✏✝ ❪ ✂♠❣✏✝✭⑧✬✝✟✡ ✁✬✡ ❫❣ ❷✗❷ ✡ ❪✲❫ ✡ ❫✭❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫✵❨✗q ❣✏✝✭⑧✬✝✟✡❘⑧ ❭❑q ❣ ❭ ✝✟✡ ➋ n ❧ ✡ ❨✗❭❑❪❑❪ ✡ ❫ ✰✽✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫✵❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ ✡ ❫ ✲ ❲✉ ✂♠❣✐⑧✣☎✞✝✟✁ ✚ ☎ q ✝✟✡✌❤❦❣✏✝ ❛❅❨ ✡ ❪ ❣ ④ ☎✞✝❛✝✟✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡➒✁❄❣ q❄❫❥❪ ✡ ④ ❣ ❫ ✁✬✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ ✡ ❫✛✚
❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❫✁❛❅❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✳❪ ✡✟❤☞☎ ❬❩④ ☎ q❄❫✭❬✭❭❑❬✭❨ ✈ ✁✄✂ ❨✗q❼❫ ✡ ❨✗❪ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ ✝✟✡ q❅❾ ☎ ♣ ✈ ✡ ❫✭❬ ⑧ ❭ ✡ q❼❪ ✡ ❫ ✡ ❨✗❪ ✁ ❨❹❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❲ ❳❩q
❫✭❨✗❷✗❷ ☎ ❫ ✡❊✡ q❄❫✭❨✗❭❑❬ ✡ ❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ④ ☎✞✝❛✝✟✡ ④✌❬✳❷ ☎ ❨ ✝ ❬ ☎ ❨✗❬✬q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡◆✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ✡ ❪ α ≤ p ✚✗④ ✂✆✡ ❫✁❬✳➋ ✁ ❭ ✝✟✡☞☛

∀S ∈ N , ∀n ∈ S, ∀ω ∈ L(S)n, P(ω) =
1

|L(S)n|
=

1

❫ n
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✡ ✁ ✜✗✰✤✣ ✩ ✁✞✝✳✦★✫ ✔ ⑩ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✡❊✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✭❭❑❾ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q➁❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡⑤✁✬✡✻❤☞☎ ❬✁❫ ✁✄✂ ❨✗q➍❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ q ☎ q❇③
④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪� ☎ ✂✞✆ ✱ ☎ ✁ ✩✪✰ ✱ ✜✗✫✝✱✳✫✵✣✍✥ ✁ ✩ ✰ ✱ ✖ S ∈ N ✁ k ∈ S ✚ ✟✂ ☎ ✭ ✩ R(S) = {S → t} ✥ ✁✪✰✤✣✍✭✄ ☎ ✣✬✫ ✁ ✆✎✣ ✱ t☎ ☎ ✭ ✩☎✱✎✰ ✱ ✭ ✩ R(S) = {S → S ′ | S′′} ✥ ✁✪✰✗✣✬✭
✆ ☎ ✧✿❭ ✝✟✡✭✝❩❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡✌❤☞✡ q❜❬ x ∈ R ④ ☎▼❤ ❷ ✝ ❭✲❫ ✡ q❜❬ ✝✟✡ 0 ✡ ❬ 1 ✡❵❴ ④✌❪❑❨
✝ ☎ ✭ ✩ x <

✞ ′
k✞
k
✥ ✁✪✰✤✣✍✭

✟ ☎ ✣✍✫ ✁ ✆✳✣✍✱➒② ✡ q ✡✭✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✰ S′ ✚ k ✲✠ ☎ ✭ ✩☎✱✎✰ ✱✡ ☎ ✣✍✫ ✁ ✆✳✣✍✱➒② ✡ q ✡✭✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✰ S′′ ✚ k ✲�☞☛ ☎ ✒ ✱ ✭ ✩�✌� ☎ ✭ ✩☎✱✎✰ ✱ ✭ ✩ R(S) = {S → S ′S′′} ✥ ✁✪✰✤✣✍✭
�✍✂ ☎ ⑦ ❸ ☎ ❭✲❫✭❭ ✝ k′ ∈ [1, k − 1] ❣ ❾ ✡ ④✮❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✞ ′

k′
✞ ′′
k−k′✞
k�☞✄ ☎ ✣✬✫ ✁ ✆✎✣ ✱ ② ✡ q ✡✭✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✰ S′ ✚ k′ ✲ . ② ✡ q ✡✭✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✰ S′′ ✚ k − k′ ✲� ☎ ☎ ✒ ✱ ✭ ✩

❶ ☎ ❨ ✝ α = p+ 1 ☛
③ R(S) = {S → S ′ | S′′}
✣❅❭ S′ ✰✽✝✟✡ ❫✭❷ ❲ S′′ ✲ ✡ ❫✭❬✵④✴❸ ☎ ❭✲❫✭❭ ✚ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫✵❪ ❣ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✦ ✞ ✆ ✫ ✭✰✯✮✢✱✩ ✆ ✢ ✩ ✁✄✂ ❨✗q ❤☞☎ ❬ ω ❭✲❫✁❫✭❨ ✁✬✡ S′ ✰✽✝✟✡ ❫✭❷ ❲
S′′ ✲ ✡ ❫✭❬ P(ω) =

✞ ′
n✞
n

1✞ ′
n

= 1✞
n

✰✽✝✟✡ ❫✭❷ ❲ P(ω) =
✞ ′′
n✞
n

1✞ ′′
n

= 1✞
n

✲ ❷ ❣✏✝✳❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ✂ ❸❅♣❅❷ ☎ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡❊✁✬✡✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ➋▲❪ ✂♠❣ ❷✗❷ ✡ ❪ ❫✭❨ ✝ S′ ✰✽✝✟✡ ❫✭❷ ❲ S′′ ✲ ❲
③ R(S) = {S → S ′S′′}
✣ ☎ ❭❑❬ n′ ❪ ✡ q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ④✁❸ ☎ ❭✲❫✭❭ ✚ ✡ ❬ ω = ω′.ω′′ ❪ ✡➉❤☞☎ ❬ ✇ q ❣ ❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ✚ ☎✡✠ ω′ ✰✽✝✟✡ ❫✁❷ ❲ ω′′ ✲✡ ❫✭❬✿❪ ✡❩❤☞☎ ❬ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ n′ ✰✽✝✟✡ ❫✭❷ ❲ n− n′ ✲ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ➋❻❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝➠✁✬✡ S′ ✰✽✝✟✡ ❫✁❷ ❲ S′′ ✲ ❣ ❾ ✡ ④✻❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈
1✞ ′
n′

✰✽✝✟✡ ❫✭❷ ❲ 1✞ ′′
n−n′

✲ ✚❯❷ ❣✏✝▲❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ✂ ❸❅♣❅❷ ☎ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡☞✁✬✡❆✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❲ ① ❣ q ☎ q❇③ ❣✐❤✮⑧ ❭❑②❡❨ ✡ ❬ ✈ ✁✬✡
❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❭ ❤ ❷✗❪❑❭✲❛❅❨ ✡ ❛❅❨ ✂ ❭❑❪★q ✂✆✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ✡ ❛❜❨ ✂ ❨✗q ✡☞✁ ✈ ④ ☎▼❤ ❷ ☎ ❫✭❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ω ✡ q ❷ ✝✟☎❣✁ ❨✗❭❑❬ ✁✬✡ ❤☞☎ ❬✁❫
❭✲❫✁❫✭❨❄❫ ✁✬✡ S′ ✡ ❬ S′′ ❲ ❳❩q ❣❆✁✬☎ q❄④ ✦ ✞ ✆ ✫✮✭✰✯ ✢ ✩ ✆ ✢ ✩ ☛

P(ω) =
❫ ′n′ ❫ ′′n−n′

❫ n
1

❫ ′n′

1

❫ ′′n−n′

=
1

❫ n
① ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ✕ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡✟⑧ ❭ ✡ q❹❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤ ✈ ❤☞✡ q❜❬ ✁✬✡ ❫ ☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫ ✁✬✡ L(G) ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ n ❲ �

✏ ✚✥✠✮✸✺✷✎✞✭❚❇✍ ✑✱❏✟✛✗✞✳✷ ✧ ✠✡❏✤✑✎✰●✚✜✛✗✞
� ☎ ❨❄❫ ✁ ✈ ④ ✝ ❭ ✝✟☎ q❄❫ ✁✄✂♠❣✐⑧✣☎✞✝✟✁ ❪ ❣ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❪ ❣➒❤ ✈ ❬✭❸ ☎❣✁✬✡❸✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✭❭❑❾ ✡ ✁❄❣ q❄❫➆❨✗q ✡ ❭ ❤ ❷✗❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q
q ❣☛✡ ❾ ✡ ✚●q ☎ ❨❄❫ ✈ ❾ ☎ ❛❜❨ ✡✭✝✟☎ q❄❫ ✡ q❄❫✭❨✗❭❑❬ ✡❆✁ ❭❑❾ ✡✭✝ ❫ ✡ ❫ ❣✐❤ ✈ ❪❑❭ ☎✞✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫❘❷ ☎✞✝ ❬ ❣ q❜❬❘❫✭❨ ✝ ❪ ✡ ❫ ✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❅❬ ✡ ❫❘❷✗❸ ❣ ❫ ✡ ❫ ✁✬✡
❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❲✎ ✦ ✮✂✁✪✴✝✦ ✫✷✱✂✁ ✥ ✁ ✩✪✰✗✱✑✏✓✒✕✔✗✖✙✘ ✟
① ❣ ❷✗❸ ❣ ❫ ✡➤✁✬✡ ❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✚❯④ ☎✞✝❛✝✟✡ ❫✭❷ ☎ q ✁❄❣ q❅❬✮➋ ❪ ✂ ❭ ❤ ❷✗❪ ✈ ❤☞✡ q❅❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ✁ ❨✼❬✭❸ ✈ ☎✞✝✁♦✌❤☞✡ ❈ ✚ ✡ ❫✭❬
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✡ q O(n2)∗ ☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ❣✏✝ ❭❑❬✭❸ ❤ ✈ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫✛✚✜q ✈ ④ ✡ ❫✁❫ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫✯❪ ☎✞✝ ❫ ✁ ❨➆④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✁✬✡ ❫ ❷ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬✁❫ ❲ ⑦ ☎▼❤❥❤☞✡ ✈ ❾ ☎ ❛❅❨ ✈✡ q ❫ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ❱❇❲♠❱❇❲ ✕✒✚❅❭❑❪❄❧ ❣ ❨✗❬ ❤ ❨✗❪❑❬✭❭❑❷✗❪❑❭ ✡✭✝ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ✥ ✣ ✩ ✁✞✝✳✦★✴ ✁ ✩✒☎✞✆✎✫▲❷ ❣✏✝ ❪ ✡ ④ ☎ ✂ ❬ ✁✬✡ ④✁❸ ❣ ④✌❨✗q ✡❿✁✬✡
④ ✡ ❫ ☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫✛✚ ✡ ✠ ✡ ④✌❬✭❨ ✈ ✡◆✡ q❼❷ ✝ ✈ ④✌❭✲❫✭❭ ☎ q ❣✏✝✭⑧ ❭❑❬ ✝✴❣ ❭ ✝✟✡ ✚✺④ ✡ ❛❅❨✗❭ ✡ q❜❬ ✝✴❣☞☛ q ✡ ❨✗q ✡ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ✄ ✩☎✱✳✥✧✩✪✣✬✫ ✡ q
O(n3+ε)

❲
① ❣ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ❤ ✈ ❤☞☎ ❭ ✝✟✡✯✁ ❨ ❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡ ❫✁❬ ✡ q O(n|N |)∗ ❾ ❣✏✝ ❭ ❣✐⑧ ❪ ✡ ❫ ✡ q❄④ ☎❣✁❄❣ q❅❬ ✁✬✡ ❫✮q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ❫

④ ✝✟☎ ❭✲❫✁❫ ❣ q❅❬✮② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ✡ q O(|Σ|n) ✚ ✡ ❬✟q ✈ ④ ✡ ❫✁❫✁❭❑❬ ❣ q❜❬ ✁✬☎ q❄④ ④✴❸ ❣ ④✌❨✗q ✡ O(n) ⑧ ❭❑❬✁❫ ❲ ① ❣ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈❤ ✈ ❤☞☎ ❭ ✝✟✡◗✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡✟❤ ✈ ❬✭❸ ☎❣✁✬✡◆✡ ❫✭❬ ✁✬☎ q❄④ ✡ q O(n2|N |) ⑧ ❭❑❬✁❫ ❲
① ❣ ❷✗❸ ❣ ❫ ✡⑤✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❼q ✈ ④ ✡ ❫✁❫✭❭❑❬ ✡ ❪ ❣➀✝ ✈ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫❩❫✭♣ ❤❻⑧●☎ ❪ ✡ ❫❩➋ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡✭✝❻✡ q❅❬ ✝✟✡ ❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ❨ ❴

❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❫ ✁✄✂ ❨✗q ✡❿✝✁♦ ②❡❪ ✡❿✁✬✡ ❬⑤♣✜❷ ✡ ✞ ✢ ✆ ✍ ✠✕✩ ✭ ✚❄④ ✡ ❛❜❨✗❭●❷ ✡ ❨✗❬ ✝✟✡ ❛❅❨ ✈ ✝ ❭ ✝ O(n) ④ ☎▼❤ ❷ ❣✏✝✴❣ ❭✲❫ ☎ q❄❫✛✚❇❷ ✝ ✈ ④ ✈ ✁ ✈ ✡ ❫✵❷ ☎ ❨ ✝
④✁❸ ❣ ④✌❨✗q ✡✱✁✄✂ ❨✗q ✡ ❤ ❨✗❪❑❬✭❭❑❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ② ✝✴❣ q ✁ ❫▲q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ❫ ✡ q O(n log(n) log log(n))

❲ ✉ ✡ ❷✗❪❑❨❄❫ ✚ ☎ q ❣
❾✜❨➒❛❜❨ ✡ ❪ ✡ q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡❑✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ✡ ❪✲❫❻➋➆❪ ❣ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✔✆✖✝✶✕✔✆✖✁�✕✒✙✔ ✒ ✁✬✡ ❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ✕ ✡ ❫✭❬ ✡ q O(|N |n)

❲ ① ❣
④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ✡ q➍❬ ✡✌❤ ❷❄❫ ✁✬✡ ❪ ❣ ❷✗❸ ❣ ❫ ✡⑤✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✡ ❫✁❬ ✁✬☎ q❄④ ✡ q O(|N |n3+ε)

❲
✁ ✮ ✁ ✩☎✦★✩✪✭ ✥ ✁ ✩✪✰ ✱✎✭ ✟

③ ✂✂✁ ✣✍✥ ✁ ✴✵✜ ✩ ✫✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡✌☞✍☎✏✎✒✑✔✓✖✕✗☎ ✏✙✘ ✔ �✛✚ ✟➌ q ✡▼☎✞✝ ② ❣ q✗❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❽ ❨ ✁ ❭✲④✌❭ ✡ ❨❄❫ ✡▼✁✬✡ ❫▲❬ ✡ ❫✭❬✁❫ ✁✬✡ ❫▲④ ❣ q ✁ ❭ ✁❄❣ ❬✁❫➉❷ ☎ ❨ ✝ k′ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❫❻q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴✞ ✢ ✆ ✍ ✠✘✩ ✭ ✫ ❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬ ✁✬✡❼✝ ✈ ✁ ❨✗❭ ✝✟✡ ➋ O(n log(n))∗ ❪ ❣ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❪ ❣ ❷✗❸ ❣ ❫ ✡❼✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❲◗❶ ✝ ✈ ③
④✌❭✲❫ ✈ ❤☞✡ q❜❬✛✚ ☎ q✡❬ ✡ ❫✭❬ ✡ ❪ ✡ ❫ ❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝ ❫✯❷✗❨✗❬ ❣ ❬✭❭❑❾ ✡ ❫✿❷ ☎ ❨ ✝ k′ ✁❄❣ q❄❫✯❪ ✂✆☎✞✝✟✁✠✝✟✡ 1, k− 1, 2, k− 2, . . . , i, k−
i, . . . ① ✡ ④ ☎ ✂ ❬ f(n) ❣ ❨❦❷✗❭ ✝✟✡ ✁✬✡ ❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ❤☞☎ ❬ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ n ➋❘❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝➁✁✄✂ ❨✗q ✡✻❣✏✝✭⑧✣☎✞✝✟✡ ❫✾③
④ ✡ q❄④ ✡⑤✁✬✡❿✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ ✞ ✢ ✆ ✍ ✠✕✩ ✭ ✫ ☎▼⑧ ✈ ❭❑❬ ✁✬☎ q❄④❻➋▲❨✗q ✡❊✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡◗✁✬✡ ❬✙♣❅❷ ✡

f(n) = max
k′∈[1,n−1]

(f(k′) + f(n− k′) + 2min(k′, n− k′))

✁✬☎ q❜❬✬❪ ❣ ❫ ☎ ❪❑❨✗❬✭❭ ☎ q ✡ ❫✭❬ ✡ q O(n log(n))∗
❲

③ ✝ ✴ ☎ ✆✎✣✍✣✍✫✝✱✆☎✡✫✵✭ ✁☎✩☎✱✎✴✝✥✧✩✪✣✬✫✝✭ ✲✳✫✝✭ ☎✡✰ ✫✆✎ ☎✵✩✪✫✝✱✂✁ ✭ ✲✳✫ ✭ ✴✵✣ ✩✪✫✵✭ ✝✳✰ ✁✪✰✗✱✳✰✗✦★✫✵✭✜✘ ✔ ✘✛✚ ✟➌ q ✝ ✈ ❫✭❨✗❪❑❬ ❣ ❬ ❧ ☎✞✝ ❬ ❫✭❨ ✝ ❪ ✡ ❫ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫ ❸ ☎ ❪ ☎ q ☎▼❤☞✡ ❫ ➂ ⑨❡❈r➃ ✚ ❣ ❨ ❴ ❛❅❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡ q✗q ✡ q❅❬➒❪ ✡ ❫ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫
② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫✿❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫ ❣ ❪❑② ✈ ⑧✬✝ ❭✲❛❅❨ ✡ ❫✛✚✗④ ☎ q❄④✌❪❑❨✗❬✳❫✭❨ ✝ ❪ ✂✆✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ✡ q❄④ ✡❿✁✄✂ ❨✗q ✡❿✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡
➋✻④ ☎❣✡ ✍ ④✌❭ ✡ q❅❬✁❫✹❷ ☎ ❪❑♣✜q ✂▼❤ ❭ ❣ ❨ ❴ ❷ ☎ ❨ ✝ ❫ k ❪ ✡ ❫★q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ❫ ✁✬✡✳❤☞☎ ❬✁❫ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ k ❭✲❫✴❫✭❨❄❫ ✁✬✡ S ✚ ∀S ∈ N ✚✡ ❬ ❤☞✡ ❬✭❬ ❣ q❜❬ ✡ q ❽Ò✡ ❨➍❨✗q➍q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡✟⑧✣☎✞✝ q ✈ ✁✬✡ ❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❫ ☛

❫ k = P1(n) ❫ k−1 + P2(n) ❫ k−2 + . . .+ Ph(n) ❫ k−h
✥⑤❪ ✡ ❫✭❬ ✁✬☎ q❄④➇❷ ☎ ❫✁❫✁❭ ⑧ ❪ ✡❹✁✄✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ✡✭✝ ❪ ✡ ❫➑❫ n, ∀S ∈ N ✡ q✟❬ ✡✌❤ ❷❄❫ O(n|N |)∗ ✡ ❬ ✡ q ❤ ✈ ❤☞☎ ❭ ✝✟✡ O(|N |)∗✡ q ✆ ✠ ✞ ★✪✩ ✦ ✑ ✭ ✍✑✤❍✏ ✑✵✩ ✭ ✩ ✟ ✯✑✏ ✯✠✑ ✭ ❪ ✡ ❫✻❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❫ ❣ q❅❬ ✈ ✝ ❭ ✡ ❨ ✝ ❫✮➋ k − h ❣ ❨ ❤☞☎▼❤☞✡ q❅❬ ✁✬✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡✭✝ ❪ ✡ k ③
❭ ♦✌❤☞✡ ❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❲⑩ ❨❹④ ☎ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡ ❪ ❣ ❷✗❸ ❣ ❫ ✡⑤✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✚ ☎ q➁❷ ✡ ❨✗❬ ✢✥✯ ✍✑✯✱✫ ✄ ✯ ✑ ✍✆✢✧✯ ✡ q❹❭❑q❜❾ ✡✭✝ ❫ ❣ q❅❬✳❪ ❣❆✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡

❫ k−h =
❫ k − (P1(n) ❫ k−1 + . . .+ Ph−1(n) ❫ k−(h−1)

)

Ph(n)
.

❳❩q ❬ ✝✴❣ ❭❑❬ ✡ ❪ ✡ ④ ❣ ❫ ✁✬✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ ✞ ✢ ✆ ✍ ✠✕✩ ✭ ✡ q ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ q❜❬ ➋➍❪ ❣ ❧ ☎ ❭✲❫❻❪ ❣✱✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❭❑q❜❾ ✡✭✝ ❫ ✈ ✡✯✡ ❬❻❪ ✡ ❫
❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❫✵❭❑q✗❭❑❬✭❭ ❣ ❨ ❴➔✁✬✡ ❪ ❣➤✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ✚✗❷ ☎ ❨ ✝ ④✁❸ ❣ ④✌❨✗q ✁✬✡ ❫ ✁✬✡ ❨ ❴ q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴➍❤ ❭✲❫ ✡ q ❽❛✡ ❨ ❲ ① ❣❤ ❭✲❫ ✡❊✡ q➁④ ☎ q ❽❛☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡⑤✝✟✡✌❤❦❣✏✝ ❛❅❨ ✡✮❣ ❾ ✡ ④✟❨✗q ✡ ❫✭❬ ✝✴❣ ❬ ✈ ②❡❭ ✡ ✞ ✆ ✠✘✫ ✭ ✢ ✆ ✞ ✏ ✤ ✍ ✆ ✑ ❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫✁✬✡ ❪❑❭ ❤ ❭❑❬ ✡✭✝ ❪ ✡ ❫✭❨ ✝ ❷✗❪❑❨❄❫ ✁✬✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪◗➋❦④ ✡ ❬✭❬ ✡ ✈ ❬ ❣ ❷ ✡ ❲ ❳❩q ☎▼⑧ ❬✭❭ ✡ q❜❬ ✁✬☎ q❄④ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫✩❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡❆✁✬✡
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② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✡ q O(n log(n)|N |)∗ ❲
✥⑤❪ ✡ ❫✭❬✳➋➉q ☎ ❬ ✡✭✝ ❛❜❨ ✡ ❪ ❣➤✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✭❬ ❣ q❅❬❩④ ✡ ❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡⑤✡❵❴ ❬ ✝✴❣ ❭❑❬ ✡⑤✁ ❨❹❫✭♣❇❫✭❬ ♦✌❤☞✡✁✄✂ ✈ ❛❜❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁ ✈❵✇ q✗❭❯❷ ❣✏✝ ❪ ✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ② ✝✁� ④ ✡ ➋❻❨✗q ☎ ❨✗❬✭❭❑❪ ✁✬✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ❫✭♣ ❤❻⑧●☎ ❪❑❭✲❛❅❨ ✡
④ ☎▼❤❥❤☞✡ ✒✄✂✄☎✑✖ ➂ ✌ ❱r➃✱❲

③✄✂ ✣✬✴ ☎✡✥ ✁ ☎ ✆ ✁ ✲ ✫✵✭ ✮ ✣✍✰ ✲ ✆ ✩ ✁ ✭ ✘ � ✔ ✚ ✟❶ ❣✏✝ ❬ ❣ q❅❬ ✁ ❨ ❷ ✝ ❭❑q❄④✌❭❑❷ ✡ ❛❅❨ ✡ ④ ✡ ❫ ☎ q❜❬✯❪ ✡ ❫ ✝ ✈ ❫ ☎ ❪❑❨✗❬✭❭ ☎ q❄❫ ✁✬✡ ❫ ❷ ✝✟☎❣✁ ❨✗❭❑❬✁❫✿❛❅❨✗❭ ✡✌❤ ❷ ☎ ④✁❸ ✡ q❜❬✿❪ ✂✆☎▼⑧ ❬ ✡ q❅❬✭❭ ☎ q✁✄✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫❹❫✭❨ ✝ ❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✚ ♥ ❣ ❭ ✝ ❫ ☎ q❝❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡⑧✁❄❣ q❄❫ ➂ t ✕ ➃ ❪ ✡ ❫➍❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫ ✁✬✡
❷ ✝✟☎❣✁ ❨✗❭❑❬✁❫ ✁✬✡ ④ ☎ q❜❾ ☎ ❪❑❨✗❬✭❭ ☎ q ✡ ❬ ❪ ✡ ❫ ❫✭❬ ☎ ④ ➊❨✡➒✁❄❣ q❄❫❦❨✗q ✡ ❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡➒✁✬✡❅✁✬☎ q✗q ✈ ✡➁❣✞✁❄❣ ❷✗❬ ✈ ✡ ❲ ✥✙❪ ✡ q✝ ✈ ❫✭❨✗❪❑❬ ✡ ❨✗q❋❫✭❨ ✝ ④ ☎ ✂ ❬❦❪ ☎✞✝ ❫ ✁✬✡ ❪ ❣ ❷✗❸ ❣ ❫ ✡➒✁✬✡❅✁ ✈ q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡✌❤☞✡ q❜❬✛✚✬❛❅❨✗❭✬❷ ❣ ❫✁❫ ✡❅✡ q O(n2)∗ ✚ ✡ ❬❦❛❅❨✗❭
❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✵❨✗q ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✡ q O(n)∗

❲
③ ✡ ✣ ✩ ✁✞✝✳✦★✴ ✁ ✩✒☎✞✆✎✫✝✆ ✰ ✁ ✁ ✥✧✱✂✁ ✫ ✫ ✁ ✴ ✄ ✥ ✁ ✆✎✥ ✁ ✩✪✰ ✱ ✎ ✒✞☞ ✘ ✟☛✟ ✘✁✝✠✟ ✘ ✘ ✠ ✝ ✚ ✟⑩ ❷ ✝✁♦ ❫ ❣ ❾ ☎ ❭ ✝ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ✈ ✁❄❣ q❄❫✳❪ ✡ ④ ❣ ❫ ✁✬✡ ❫❩❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q✗q ✡ ❪✲❫ ➂ ❈❡t ➃ ❪ ❣ ❷ ✡✭✝ ❬ ✡◆✁✄✂ ❭❑q❇❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭ ☎ q✼❪❑❭ ✈ ✡
➋➉❪ ✂ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ✞ ☎ ❬✭❬ ❣ q❜❬✁❫✛✚ ✉ ✡ q✗❭✲❫ ✡⑤✡ ❬ ❣ ❪ ❲ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❪❑❭✲❫ ✡ q❅❬ ✁❄❣ q❄❫▲➂ ❱ ✒ ➃ ❪ ✂ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡
④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❣✏✝ ❭❑❬✭❸ ❤ ✈ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡❼✡ ❬ ✁ ✈ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ✡ q❜❬ ✁✬✡ ❫ ✩ ✑ ✭✰✯ ✢ ✟ ✦✚★ ★ ✯✱✫ ✍✘✯ ✄✝✆ ✑✧✏ ✦ ✑ ✄ ✯ ✚ ✁❄❣ q❄❫❯❪ ✡ ❫✁❛❅❨ ✡ ❪✲❫❯❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡
❫ ✡ ④ ☎▼❤ ❷ ☎✞✝ ❬ ✡ ④ ☎▼❤❥❤☞✡ ❫✭❭★❪ ✡ ❫✟④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪✲❫❻❫ ❣ q❄❫ ❣✏✝❛✝✟☎ q ✁ ❭✲❫ ❣ ❾ ❣ ❭ ✡ q❜❬ ✈ ❬ ✈ ✡ ✠ ✡ ④✌❬✭❨ ✈ ❫ ❲ ✣❅❭➇❪ ✡ ❫❘q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ❫❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❫ ❬✭❭ ✝ ✈ ❫◗❫ ☎ q❅❬ ❸ ☎✞✝ ❫ ✁✬✡ ④ ✡ ❫ ❭❑q❅❬ ✡✭✝ ❾ ❣ ❪❑❪ ✡ ❫ ✚ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ☎ q ❣♠✝✟✡ ④ ☎ ❨ ✝ ❫ ❣ ❨➉④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡❵❴❄❣ ④✌❬ ✰ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q
❷ ❣✏✝✟✡ ❫✁❫ ✡ ❨❄❫ ✡ ✲ ❲ ⑩ ❷ ✝✁♦ ❫ ❣ ❾ ☎ ❭ ✝➁✡❵❴ ❸✗❭ ⑧ ✈ ❨✗q ✡❲✝✟✡ ❪ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✡ q❜❬ ✝✟✡ ❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡♠✁✬✡ ❪ ❣✩❤❦❣ q❜❬✭❭✲❫✁❫ ✡➠✡ ❬★❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡➠✁✬✡
④ ✡ ❫➇❭❑q❜❬ ✡✭✝ ❾ ❣ ❪❑❪ ✡ ❫✛✚❅❭❑❪✲❫ ☎▼⑧ ❬✭❭ ✡ q✗q ✡ q❅❬✹❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡❻✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✡ q O(n1+ε) ✰ ⑦ ❸ ☎ ❭ ❴❘❽ ❨ ✁ ❭✲④✌❭ ✡ ❨ ❴✁✬✡ ❪ ❣➤✝✟✡ ❪ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❤❦❣ q❅❬✭❭✲❫✁❫ ✡ sr❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡⑤✁✬✡ ❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ✲ ✡ q ❤☞☎ ♣ ✡ q✗q ✡❻❣ ❷ ✝✁♦ ❫✵❨✗q✡❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡ q O(n1+ε)
✰✎⑩✳❤ ✈ ❪❑❭ ☎✞✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁ ❨ ✡ ➋➒❪ ✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✝✴❣ ❷✗❭ ✁✬✡ ➂ ⑨☎⑥✤➃ ✁✬✡ ❫➆④ ☎❣✡ ✍ ④✌❭ ✡ q❅❬✁❫ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡❣ ❪❑② ✈ ⑧✬✝ ❭✲❛❜❨ ✡ ➂ ❈☎⑥ ➃ ✲ ❲
❉❅✄ ❉❅✄ ➄ ✲ ❏✤✑✎✰●✚❅✛✗✞✮✛✗✞ ✁ ✚✥✷ ✑✟✞❍✠ ✧ ✏✗✏✡✸★✚❜✢▼☛✳✷ ✧ ✽✗❏✁✏●❏✁☛ ✧ ✑✎✍✎✚✥✏➒✛✴✩ ✚✂✮ ☞✥✞✤✑✔✓✻☞❍✚✥✠ ✮✐✍❑✏ ✧ ✑✱✚✥✍❑☛✌✞✴✓ � ❉☎✬ ☎

① ❣➁❤ ✈ ❬✭❸ ☎❣✁✬✡✯✁ ❭❑❬ ✡❑✁✬✡➆❿❲☎ ❪❑❬✭➀ ❤❦❣ q✗q ➂ ❱❡tr➃ ❣ ❷✗❷ ☎✞✝ ❬ ✡➆❣ ④✌❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬▲❨✗q q ☎ ❨✗❾ ✡✥❣ ❨➏❫ ☎ ❨✂☛ ✡➆❣ ❨ ✁✬☎▼❤❦❣ ❭❑q ✡✁✬✡ ❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡✱✁✄✂✆☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫ ✁ ✈ ④ ☎▼❤ ❷ ☎ ❫ ❣✐⑧ ❪ ✡ ❫✛✚★❭❑q❄❫✭❷✗❭ ✝✴❣ q❅❬ ✁✬✡ q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ❨ ❴ ❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❨ ❴ ➂ ✎ ❱✷✶★t ✌ ✶
✕ ❈✷✶ ❱❡⑨r➃ ✁✬✡ ❷ ❣✏✝ ❬✟❫ ❣➆⑧●✡✥❣ ❨✗❬ ✈ ④ ☎ q❄④ ✡ ❷✗❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡▼✡ ❬✟❪ ❣ ❫✭❭ ❤ ❷✗❪❑❭✲④✌❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❫ ❣➆❤ ❭✲❫ ✡☞✡ q ☎✹✡ ❨✗❾ ✝✟✡ ❲❥➈ ❪❑❪ ✡ ④ ☎ q❄❫✭❭✲❫✭❬ ✡
➋ ✢✥✯ ★✆☎ ✄ ✏ ✯ ✢ ❭❑q✗❭❑❬✭❭ ❣ ❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬✳❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡❊✁✬✡ ❫ ☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫✳➋ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡✭✝ ❬ ☎ ❨✗❬ ✡ q ❤❦❣ ❭❑q❜❬ ✡ q ❣ q❜❬✩❪ ✂ ✈ ❛❅❨✗❭❑❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈✁✬✡ ❫ ☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬✁❫ ❣ ❨ ❫ ✡ ❭❑q ✁✄✂ ❨✗q ✡ ④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❫ ❲ ❶ ❪❑❨❄❫✹❷ ✝ ✈ ④✌❭✲❫ ✈ ❤☞✡ q❜❬✛✚ ✡ ❪❑❪ ✡❩❣ ✠ ✡ ④✌❬ ✡ ➋✟④✁❸ ❣ ❛❅❨ ✡❻☎▼⑧❇❽❛✡ ❬ ω ∈ C
q ☎ q❇③ ✈ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❬ ✈ ❨✗q ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈

Px(ω) =
x|ω|

C(x)
✰ ❱❇❲ ✕ ✒ ✲

☎✡✠ x ✡ ❫✁❬❯❨✗q✟❷ ❣✏✝✴❣✐❤ ♦ ❬ ✝✟✡ ❣ q ❣ ❪❑♣✜❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ❣ ✠ ✡ ④✌❬ ❣ q❜❬ ❪ ❣ ❷ ✡✭✝ ❧ ☎✞✝✭❤❦❣ q❄④ ✡❼✁ ❨❘② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ✚ ✡ ❬ C(z) =
∑

n≥0 ④ nzn❪ ❣ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡◆✁✬✡⑤✁ ✈ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡✌❤☞✡ q❅❬ ✁✬✡ ❪ ❣ ④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ④ ☎▼❤❻⑧ ❭❑q ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ C ✠ ❲
❳❩q ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡❥❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ✁✬✡ ❫ ☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬✁❫ ❽ ❨❄❫✁❛❜❨ ✂ ➋❦④ ✡ ❛❅❨ ✂ ❨✗q ☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬ ✁✄✂ ❨✗q✼❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡❥❣ ④❍④ ✡ ❷✗❬ ❣✐⑧ ❪ ✡ ❫ ☎ ❭❑❬ ☎▼⑧ ❬ ✡ q❅❨ ❲❶ ❣✏✝❥❣ ④❍④ ✡ ❷✗❬ ❣✐⑧ ❪ ✡➔☎ q ✡ q❜❬ ✡ q ✁➎☛ ✣ ☎ ❭❑❬ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ✇ ❴ ✈ ✡ n ✚ ❣ ❨❄❛❅❨ ✡ ❪✯④ ❣ ❫ ☎ q ❷ ❣✏✝ ❪ ✡✯✁✄✂ ❨✗q ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝✁✬✡➁❿❲☎ ❪❑❬✭➀ ❤❦❣ q✗q ✡ q❋❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡❅✡❵❴❄❣ ④✌❬ ✡ ✶ ✣ ☎ ❭❑❬ ❨✗q ✡ ❬ ☎ ❪ ✈ ✝✴❣ q❄④ ✡ ε ✡ ❫✭❬ ❣ ④❍④ ☎✞✝✟✁ ✈ ✡ ✚ ✡ ❬ ✁✬✡ ❫ ☎▼⑧❇❽❛✡ ❬✁❫ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡

[n(1− ε), n(1 + ε)] ❫ ☎ q❜❬ ❣ ④❍④ ✡ ❷✗❬ ✈ ❫✛✚ ❣ ❨❄❛❜❨ ✡ ❪ ④ ❣ ❫ ☎ q➍❷ ❣✏✝ ❪ ✡⑤✁✄✂ ❨✗q❹② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝❻✡ q➁❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡✮❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✈ ✡ ❲✉ ❣ q❄❫✬❪ ✡ ④ ❣ ❫ ✁✬✡ ❫✬② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫❩q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✛✚ ✉ ❨❄④✁❸ ☎ q ✡ ❬ ❣ ❪ ❲ ④ ☎ q❄❫ ❣ ④ ✝✟✡ q❜❬✳❨✗q➁❷ ❣✏✝✴❣ ② ✝✴❣ ❷✗❸ ✡
➋➉❪ ✂♠❣ q ❣ ❪❑♣❇❫ ✡❊✁✬✡ ❫✬❷ ☎ ❭❑q❜❬✁❫✳❫✭❨✗❭❑❾ ❣ q❅❬✁❫ ☛
✡☞☛❵✖▼✱✲✜❘✴✾✱✲✤✿✬ ❈ ✜✿❋❬✜✶✖▼✘✾✬✙❯✙✘❍✴✲✭✯✴✲✬✙✔☛✖✌✴

e−β
✣

x
✦✙✔✗✖✙✘❉✚✎✺ ✷✄❪✌✬✞✔✗✴✲✭✢✤☛✖✍✌ ✄ ❄ �☞☛✏✎ ❋✌✚✫✔✳✚✢✤✿✭✞✦✩✜✒✑❇✤☛✚✢✴✔✓✪✣■✔☛✖✙✖✥❯✩✭✢✜✶✖❖✼✶✤☛✖✙✖✧✬✙✜✛✜✶✖✥❏✩❭✖✕✩✘✾✭✫❪✌✬✙✜

✘❍✴◆✔✗✴✲✭✢✘❍✴✲✭✫❪✌✬✙✜✿❋✙✜✪✴ ✣▼✚✎✺ ✤☛✱✲✭✢✸✿✭✢✖✩✜▼✦❁✬✠✖✙✤☛✣ ✦✩✜✕✼✪✜✪✴✾✴✲✜✳✣✥✷✪✴✲❭✩✤✧✦✩✜✿❄



� ✁ �✷✞ ✄✁� ✆☎✓✄✂ ✄ ✞✘☞ ✠☛✞✆☎ ✁✝✆✟✁ ✗✌✁✒✑ ✓☎✂✠✆ ✁✝✆ ✁✘✁ ✑❍✂ ✓ ✗✘✞ ✄ ✆☎✓✞✝ ✂✝✗ ✍ ✞✠✟☛✡ ✞ ✄✌✁✛☞ ✆ ✂ ✆✌☞ ✄❑✂✠✆✷✑ ✞✎✍ ✑ ✄ ✞✌✆ � �

✕ ❲ ① ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡◗✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❫ ✡ ❪ ☎ q❹❪ ❣ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❪ ✂ ✈ ❛❅❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✰ ❱❇❲ ✕ ✒ ✲ ❲
❈❇❲ ① ❣ ❫✭❬ ✝✴❣ ❬ ✈ ②❡❭ ✡◗✁✬✡❿✝✟✡✱❽❛✡ ❬✬❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✈ ✡ ❲
❱❇❲ ① ✡ ④✁❸ ☎ ❭ ❴➒✁✄✂ ❨✗q ✡ ❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❷ ❣✏✝✴❣✐❤ ♦ ❬ ✝✟✡ x ❲

P ✧ ✏❇✽ ✧ ✽✗✞✴✓✬✏●✚✥✏✣❙✙☞❍✚✥✏✺✑✱✞✭❚●✑✭✢✜✞✁✷✲✓❻✞✤✑◗✍❑✠✮✸✺✷✎❏✁✠✡✞✁✏✺✑ ✧ ✑✎✍✎✚✥✏ ✛✣✢❥✠✡✚✜✛✗✶✁✷✎✞✟✛✗✞ ✁ ✚✥✷ ✑✟✞❍✠ ✧ ✏✗✏
① ✡ ❫ ❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫➑q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪✲❫ ❷ ✡ ❨✗❾ ✡ q❅❬ ☎ ❬ ✝✟✡ ④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨✗❭❑❬✁❫ ➋✿❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝✐✁✄✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡ ❫ ❫✭❭❑q✗②❡❪ ✡ ❬ ☎ q❄❫ t1 ✚ t2 ✚ ❲❍❲❍❲ ✚ tk ✚✁✄✂ ❨✗q➒❷ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬✟q ☎ q❇③⑤④ ☎▼❤❥❤ ❨✗❬ ❣ ❬✭❭ ❧ × ✰ ④ ☎ q❄④ ❣ ❬ ✈ q ❣ ❬✭❭ ☎ q ✲ ✡ ❬ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❨✗q✗❭ ☎ q ✁ ❭✲❫ ❽Ò☎ ❭❑q❅❬ ✡ +

❲❦⑦ ✡ ❫✟④ ☎ q❄❫✁❬ ✝ ❨❄④❵③
❬✭❭ ☎ q❄❫✮❫ ✡ ✞ ★ ✆ ✑ ✍✑✯ ✑ ✭ ❬ ✝✁♦ ❫ ⑧ ❭ ✡ q ➋➆❪ ❣ ❧ ☎ ❭✲❫ ✁❄❣ q❄❫❘❪ ✂♠❣ ❪❑② ♦✌⑧✬✝✟✡❑✁✬✡ ❫✟❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫❘② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ ❫ ✡ ❬ ✁❄❣ q❄❫✟❪ ✂ ❨✗q✗❭❑❾ ✡✭✝ ❫✁✬✡ ❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡❦❿❲☎ ❪❑❬✭➀ ❤❦❣ q✗q ❲❹⑦ ✡ ❫ ✞✮✢✱✩ ✟✑✠✵✯✱✫ ✍✑✯ ✞✧✦ ✫ ✯✱✫ ❫ ☎ q❅❬ ⑧ ❭ ✡ q ❫ ✂✬✝ ✈ ❛❜❨✗❭❑❾ ❣ ❪ ✡ q❜❬ ✡ ❫ ❣ ❨ ❴ ❬ ✝✟☎ ❭✲❫
❬⑤♣✜❷ ✡ ❫ ✁✬✡❆✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ ✁❄❣ q❄❫✻❪ ✡ ❫✻② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ✡ q ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ✡➀✁✬✡ ⑦ ❸ ☎ ❫ ❤❥➊ ♣ ❲ ❳❩q ❣ ❨ ✝✴❣➔✁✬☎ q❄④ ❣ ❨✗❬ ❣ q❅❬✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡✟❿❲☎ ❪❑❬✭➀ ❤❦❣ q✗q❼❛❅❨ ✡❊✁✬✡ q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴❅✁❄❣ q❄❫✵❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❭❑q✗❭❑❬✭❭ ❣ ❪ ✡ ❲
✡ ✁ ✜✗✰✤✣ ✩ ✁✞✝✳✦★✫ � ❢ ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ✁✬✡➒❿❲☎ ❪❑❬✭➀ ❤❦❣ q✗q ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ ✣ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❫✭❷ ✈ ④✌❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ③
② ✈ ⑧✬✝ ❭✲❛❅❨ ✡
� ☎ ✂✞✆ ✱ ☎ ✁ ✩✪✰ ✱ ΓS(x) ✟✂ ☎ ✭ ✩ S → t ✥ ✁✪✰✗✣✬✭✄ ☎ ✣✬✫ ✁ ✆✎✣ ✱ t☎ ☎ ✭ ✩☎✱✎✰ ✱ ✭ ✩ S → S′ | S′′ ✥ ✁✪✰✗✣✬✭✆ ☎ ✧✿❭ ✝✟✡✭✝❩❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡✌❤☞✡ q❜❬ y ∈ R ④ ☎▼❤ ❷ ✝ ❭✲❫ ✡ q❜❬ ✝✟✡ 0 ✡ ❬ 1 ✡❵❴ ④✌❪❑❨
✝ ☎ ✭ ✩ x < S′(x)

S(x) ✥ ✁✪✰✤✣✍✭
✟ ☎ ✣✍✫ ✁ ✆✳✣✍✱ ΓS ′(x)✠ ☎ ✭ ✩☎✱✎✰ ✱✡ ☎ ✣✍✫ ✁ ✆✳✣✍✱ ΓS ′′(x)�☞☛ ☎ ✒ ✱ ✭ ✩�✌� ☎ ✭ ✩☎✱✎✰ ✱ ✭ ✩ S → S′S′′ ✥ ✁✪✰✤✣✍✭�✍✂ ☎ ✣✬✫ ✁ ✆✎✣ ✱ ΓS ′(x)× ΓS ′′(x)�☞✄ ☎ ✒ ✱ ✭ ✩

✂ ✝✳✴✵✰✗✣ ✂✷✦ ✫ ✔ ✟
✠☞☛ ✦✚★✯✍ ✆ ✢ ✩ ✭ ✏ ✏ ✯✁� ✯ ✑ ✍✑✯✠✑ ✍✚✢✥✯ ✄ ✏ ✦ ✟✑✠✵✯ ✆ ✞✠✟ ✯✮✭ ω ∈ L(S)

✦ ✟ ✯ ✄ ✞ ✢ ✆ ✞✥✦✟✞ ✩ ★ ✩ ✭✰✤

Px(ω) =
x|ω|

S(x)

❳❩q➁❷ ✡ ❨✗❬❩④ ☎ q❄❫✁❬ ❣ ❬ ✡✭✝ ❛❅❨ ✂ ❨✗q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡◆✁ ❭✲❫✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ❣ ✠ ✡ ④✌❬ ✡◆✁✬✡ ❫✬❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫ ✈ ② ❣ ❪ ✡ ❫✻➋ ✁✬✡ ❨ ❴❅☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬✁❫ ✁✬✡❤ ☎✌❤☞✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ✚ ✡ ❪❑❪ ✡❊✡ ❫✭❬ ✁✬☎ q❄④❘❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❨✗q ✡ ④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡❊✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡◆✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❲✝ ✫✝✦ ✥ ✣ ☎✞✆✳✫ ✟ ❳❩q ❣ ❧ ❣ ❭❑❬ ✝ ✈ ❧ ✈ ✝✟✡ q❄④ ✡❍✁❄❣ q❄❫➆❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❣ ❨ ❴ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫✡② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ ❫ ✁✬✡ ❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫
S(z) ✚ S′(z) ✡ ❬ S′′(z)

❲ ① ✡ ❫❥❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡ ④ ✡ ❫ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫ ✡ q x ❫ ☎ q❜❬ ☎▼⑧ ❬ ✡ q❅❨ ✡ ❫❦② ✝✁� ④ ✡ ➋ ❪ ✂ ❭❑q❅❬ ✡✭✝ ❾ ✡ q❜❬✭❭ ☎ q✁ ❭❑❾✜❭❑q ✡ ✁✄✂ ❨✗q ✆ ✢✧✦ ✄ ★ ✯ ✚ ✡ ❬➆❫✭❨✗❷✗❷ ☎ ❫ ✈ ✡❸✝ ✈ ❫ ☎ ❪❑❨ ✡ ❫➆❷ ❣✏✝✡❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❨ ✝ ❫ ✚ ✁❄❣ q❄❫➆❪ ✂♠❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❪ ✡ ❧ ☎ q ✁❄❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ➂ ❱❡t ➃ ❲ ① ✡ ❨ ✝☎▼⑧ ❬ ✡ q❜❬✭❭ ☎ q ✝✟✡ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❜❬ ✡ ❪ ✡ ❫ ✡ ❨✗❪ ☎▼⑧ ❫✭❬ ❣ ④✌❪ ✡ ➋➍❪ ✂♠❣ ❨✗❬ ☎▼❤❦❣ ❬✭❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❬ ☎ ❬ ❣ ❪ ✡✯✁✬✡ ❪ ❣❹❤ ✈ ❬✭❸ ☎❣✁✬✡ ✚ ⑧ ❭ ✡ q➏❛❅❨ ✡ ❪ ✡
❷ ❣ ④ ➊❡❣ ② ✡✄✂✆☎✞✝✆✟✑✔ ✒✕✔✄☎✑✖ ➂ ✌ ❱ ➃ ❫ ❣ ④✴❸ ✡ ❫ ✡✬❤☞☎ q❜❬ ✝✟✡✭✝ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❨✗❪❑❭ ♦✭✝✟✡✌❤☞✡ q❜❬✵❷ ✡✭✝ ❫✭❷✗❭✲④ ❣ ④ ✡ ✁❄❣ q❄❫✹❪ ❣❊✝ ✈ ❫ ☎ ❪❑❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫
❫✭♣❇❫✭❬ ♦✌❤☞✡ ❫ ✁✄✂ ✈ ❛❅❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ❣ ❪❑② ✈ ⑧✬✝ ❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ❲
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✂ ✧ ✷✎✞✤✢▼☛❘✛✣✢❻✸ ✧ ☛ ✧ ✠✡✶✤✑✎☛✌✞
x

✞✤✑➑✸➇✞✁☛✭◆⑤✚✥☛✭✠ ✧ ✏●☞❍✞✴✓
❳❩q ✁ ❭✲❫✁❷ ☎ ❫ ✡◗✁✬☎ q❄④ ✁✄✂ ❨✗q➁② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ❛❜❨✗❭ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡◆✁✬✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫ ✁✄✂ ❨✗q➁❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡◆✁✬✡⑤✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❜❬ ✡ ❫✩❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❫✛✚
❛❅❨ ✂✆☎ q ❾ ❣❊✝✟✡✱❽❛✡ ❬ ✡✭✝ ❽ ❨❄❫✁❛❅❨ ✂ ➋ ☎▼⑧ ❬ ✡ q✗❭ ✝ ❨✗q ❤☞☎ ❬ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡✻❣ ④❍④ ✡ ❷✗❬ ❣✐⑧ ❪ ✡ ❲ ♥ ❣ ❭✲❫✯④ ☎▼❤❥❤☞✡ q❜❬✿❪❑❭ ❤ ❭❑❬ ✡✭✝ ❪ ✂ ❭ ❤ ❷ ❣ ④✌❬✁ ❨ ✝✟✡✱❽Ò✡ ❬➉❫✭❨ ✝ ❪ ❣ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ④ ✡ ❬ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡➁❺ ⑦ ✂✆✡ ❫✭❬▲❪ ➋❼❛❜❨ ✂ ❭❑q❅❬ ✡✭✝ ❾❅❭ ✡ q❅❬❥❪ ✡ ❷ ❣✏✝✴❣✐❤ ♦ ❬ ✝✟✡ x ✚★❛❅❨✗❭
❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✭❬ ✝✴❣ ✚✯❫ ✡ ❪ ☎ q ❪ ✂♠❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✡➁❣✞✁✬☎ ❷✗❬ ✈ ✡ ✚ ✁✬✡ ✍✘✤ ✄ ✦✚★ ✯ ✢ ★ ✦ ✏ ✆ ☎✑✯ ✑ ✑ ✯ ✁✬✡ ❪ ❣❽✁ ❭✲❫✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫❥❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❫✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ✡ ❫ ☎ ❨ ❤ ☎✌❤☞✡⑨✁✬✡ ✞ ✦ ✫ ✫ ✯ ✢ ✂ ★ ✦ ★✪✩ ✏ ✩ ✭✰✯ ❣ ✇ q ✁✄✂♠❣ ❨✗② ❤☞✡ q❅❬ ✡✭✝ ❪ ✡ ❫ ❷ ✡✭✝ ❧ ☎✞✝✭❤❦❣ q❄④ ✡ ❫ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❫✭❬ ✝✴❣ ❬ ✈ ②❡❭ ✡✁✬✡✱✝✟✡✱❽❛✡ ❬ ❣ q❜❬✭❭✲④✌❭❑❷ ✈❡❲ ⑦ ✂✆✡ ❫✭❬ ④ ✡ ❬✭❬ ✡➒✁✬✡ ❨ ❴ ❭ ♦✌❤☞✡➍❤ ✈ ❬✭❸ ☎✹✁✬✡ ❛❅❨✗❭ ✡ ❫✭❬❥❷ ✝ ❭❑❾❅❭❑❪ ✈ ②❡❭ ✈ ✡❅✁❄❣ q❄❫➁➂ ❱❡tr➃ ✚ ❤❦❣ ❭✲❫❥q ☎ ❨❄❫
④ ☎▼❤❥❤☞✡ q❄④ ✡✭✝✟☎ q❄❫❘❷ ❣✏✝❿✝✴❣ ❷✗❷ ✡ ❪ ✡✭✝ ❪ ❣ ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ♦✭✝✟✡ ✚❯❛❅❨✗❭ ❭❑❪❑❪❑❨❄❫✭❬ ✝✟✡ ➋❦q ☎ ❬ ✝✟✡ ❫ ✡ q❄❫ ✁✄✂♠❣ ❾ ❣ q❅❬ ❣ ② ✡ ❪ ❣ ❷✗❸✗❭❑❪ ☎ ❫ ☎ ❷✗❸✗❭ ✡
❫ ☎ ❨❄❫✾③ ❽✁❣ ④ ✡ q❜❬ ✡ ➋➉④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❬ ✡ ④✁❸✗q✗❭✲❛❅❨ ✡❑☛

③➍❢ ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ④✌❪ ❣ ❫✁❫✭❭✲❛❅❨ ✡❊✁✬✡✟❿❲☎ ❪❑❬✭➀ ❤❦❣ q✗q ☛
✣ ☎ ❭❑❬ Ex(N) ❪ ✂✆✡ ❫✭❷ ✈ ✝✴❣ q❄④ ✡◗✁✬✡ ❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ N ✁✄✂ ❨✗q ☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬ ✁✬✡ L(S) ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ❷ ❣✏✝ ❨✗q➍② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝✁✬✡❘❿✼☎ ❪❑❬✭➀ ❤❦❣ q✗q ✚ ☎ q ❣

Ex(N) =
∑

ω∈L(S)

|ω|Px(ω) =
∑

n≥0

n ❫ n xn

S(x)
= x

S′(x)
S(x)

✉ ✡➉❤ ☎✌❤☞✡ ✚ ☎ q ❣ ④❍④ ♦➭✁✬✡❦❣ ❨ ❴✼❤☞☎▼❤☞✡ q❜❬✁❫ ✁✄✂✆☎✞✝✟✁✠✝✟✡ ❫✭❨✗❷ ✈ ✝ ❭ ✡ ❨ ✝◗✡ q ✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ❣ q❜❬✮❪ ❣ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡✁✬✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ☛
x2S′′(x) + xS′(x)

S(x)
=

∑

n≥0 ❫ nn(n− 1)xn−2x2 + ❫ nnxn−1x

S(x)
=
∑

n≥0

❫ nn2 xn

S(x)
= Ex(N

2)

⑩ ❭❑q❄❫✭❭ ✚ ☎ q ④ ☎ q✗q ❣☞☛ ❬ ✁ ✈ ❫ ☎✞✝✭❤❦❣ ❭✲❫❻❨✗q ✡☞✝✟✡ ❪ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✡ q❜❬ ✝✟✡ x ✡ ❬❻❪ ❣➍❤☞☎ ♣ ✡ q✗q ✡▼✁✬✡ ❫❻❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❫✮② ✈ q ✈ ✝ ✈ ✡ ❫ ❲
❳❩q❦❷ ✡ ❨✗❬ ❣ ❨❄❫✁❫✭❭✣❾ ✈ ✝ ❭ ✇ ✡✭✝ ❛❅❨ ✡ ❪ ❣ ❾ ❣✏✝ ❭ ❣ q❄④ ✡ q ✂✆✡ ❫✭❬ ❷ ❣ ❫✹❬ ✝✟☎ ❷❦❭ ❤ ❷ ☎✞✝ ❬ ❣ q❜❬ ✡ ✚✗④ ✂✆✡ ❫✁❬✯➋ ✁ ❭ ✝✟✡ ❛❜❨ ✂✆☎ q➆❫ ❣ ❭❑❬
❛❜❨ ❣ q❅❬✭❭ ✇ ✡✭✝ ❪ ❣ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❬✭❭ ✝✟✡✭✝ ❨✗q ❤☞☎ ❬ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡✩❣✞✁❇❤ ❭✲❫✴❫✭❭ ⑧ ❪ ✡ ❲➇⑦ ✡ q ✂✆✡ ❫✭❬ ❤❦❣ ❪❑❸ ✡ ❨ ✝✟✡ ❨❄❫ ✡ ③❤☞✡ q❜❬ ❷ ❣ ❫❥❬ ☎ ❨ ❽❛☎ ❨ ✝ ❫ ❪ ✡ ④ ❣ ❫❦❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❫ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫❦q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❅❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✛✚ ✡ ❬❦❪ ✡ ❨ ✝ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q✡ ✍ ④ ❣ ④ ✡ ② ✝✁� ④ ✡ ➋ ❨✗q ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝▼✁✬✡➍❿❲☎ ❪❑❬✭➀ ❤❦❣ q✗q q ✈ ④ ✡ ❫✁❫✭❭❑❬ ✡ ❫ ☎ ❨✗❾ ✡ q❅❬❦❨✗q ✡✡❤☞☎✹✁ ❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡
❪ ❣ ❫✁❷ ✈ ④✌❭ ✇ ④ ❣ ❬✭❭ ☎ q✁� ❣ ✇ q ✁✬✡▲❤☞☎✹✁ ❭ ✇ ✡✭✝ ❪ ✡ ❬⑤♣✜❷ ✡➤✁✬✡ ❫✁❭❑q✗②❡❨✗❪ ❣✏✝ ❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❪ ❣ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ ❲❦⑦ ✡ ❬✭❬ ✡
❬ ✝✴❣ q❄❫✾❧ ☎✞✝✭❤❦❣ ❬✭❭ ☎ q ❫ ✂♠❣ ❨✗❬ ☎▼❤❦❣ ❬✭❭✲❫ ✡➉❣ ❫✁❫ ✡ ➀ ⑧ ❭ ✡ q ✚●➋❥④ ☎ q ✁ ❭❑❬✭❭ ☎ q ❬ ☎ ❨✗❬ ✡ ❧ ☎ ❭✲❫ ✁✬✡ ❪❑❭ ❤ ❭❑❬ ✡✭✝ ❪ ✡ ❫✬❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫
❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡ ❫ ✁✠✝✟☎ ❭❑❬ ✡ ❫ ✁✬✡✼✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ ✰ ➓ ☎✞✝✭❤☞✡ � ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ✡♠✁✬✡ ⑦ ❸ ☎▼❤ ❫ ➊ ♣ ✲ ✚ ✡ ❬ ✝✟✡ q ✁ ❷ ☎ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡ ❨✗q ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q✡ q❼❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡❥❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✁❸ ✈ ✡❆✡ q O(n) ✡ ❬ ✡❵❴❄❣ ④✌❬ ✡➤✡ q O(n2) ➋❦❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝❿✁✄✂ ❨✗q ✡ ❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝❿✁✬✡ x ❣✞✁❄❣ ❷✗❬ ✈ ✡ ➋
❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❫ ☎ ❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ✈ ✡ ❲

③➍❢ ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ❷ ☎ ❪ ❣ ❭ ✝✟✡⑤✁✬✡✟❿❲☎ ❪❑❬✭➀ ❤❦❣ q✗q ☛⑦ ☎▼❤❥❤☞✡⑧☎ q ❪ ✂♠❣ ❾✜❨ ✁❄❣ q❄❫❹❪ ✡ ④ ❣ ❫➁❷ ✝ ✈ ④ ✈ ✁✬✡ q❜❬✛✚✮❭❑❪ ✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ✡ ❨✗q ✡❍✝✟✡ ❪ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✡ q❅❬ ✝✟✡ ❪ ❣ ❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝❅✁ ❨
❷ ❣✏✝✴❣✐❤ ♦ ❬ ✝✟✡ x ✡ ❬✩❪ ✂✆✡ ❫✭❷ ✈ ✝✴❣ q❄④ ✡ Ex(N) ✁✬✡ ❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡❆✁✄✂ ❨✗q ☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ❷ ❣✏✝ ❪ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ❲✍ ❨ ❣ q ✁ x ❬ ✡ q ✁ ❾ ✡✭✝ ❫✿❨✗q ✡ ❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝ ρ ❣ ❷✗❷ ✡ ❪ ✈ ✡ ✫✱✩ ✑ ✍ ✠✕★ ✦✚✢ ✩ ✭✰✤ ✍ ✆ ✏ ✩ ✑ ✦ ✑ ✭✰✯ ✁✬✡ ❪ ❣ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ ✚❣ ❪ ☎✞✝ ❫ Ex(N) → ∞ ❲❘➈ q✝❫ ✂ ❭❑q❅❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ❣ q❜❬✮➋ ❪ ❣▼✁ ❭✲❫✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✚ ☎ q✝④ ☎ q❄❫✭❬ ❣ ❬ ✡ ❛❜❨ ✡
Pρ(N = n0)

✁ ✈ ④ ✝✟☎ ☛ ❬ ❣ ❾ ✡ ④ N ❲ ✣❅❭ ❪ ✂✆☎ q ✭ ✢ ✆ ✑ ✟✑✠✵✯ ❪ ❣☞✁ ❭✲❫✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✚ ☎ q➁② ✝✴❣ ❬✭❭ ✇ ✡ N = n0
✁✄✂ ❨✗q ✡

❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ q ☎ q❇③ ✡❵❴ ❷ ☎ q ✡ q❅❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬✻q ✈ ②❡❪❑❭❑② ✡✥❣✐⑧ ❪ ✡ ❲
✂☎✄ ✚✌✘✶✺ ✔✗✸✿✭✯✴❇✦✩✜▲✚✎✺ ✤✿❏◗✷✪✱◆✔❑✴✲✜✶✬✩✱ ✦❁✜❇❏◗✤✿✭✢✖✌✴◆✔☛✸☛✜✿❋✧❪✌✬✙✭✝✆✟✞✡✠☞☛✍✌✏✎▲✬✙✖▼✦✩✜✶✘✓✘✟✕❁✣ ❯◗✤✿✚✢✜✶✘ ✴✲✜✪✱✲✣✥✭✢✖✙✔☛✬✩❃ ✦✩✔☛✖✩✘✓✼❘❭✙✔✿❪✌✬✙✜ ✣✥✤☛✴✓✜✶✖✩✸✿✜✶✖✙✦❁✱✲✷✿❄ ✄ ✚

✘✾✬✒✑▼✴✵✔☛✚✢✤☛✱✲✘✵✦❴✺✔✓✡✌✒✕✗✖ ✘✙✎✚✠✕✚✢✜❵✼✄✔❑✱◆✔☛✼✪✴✲★❘✱✲✜✳❏✞✔❑✱✾✴✲✭✫✼✪✬✙✚✢✭✢✜✪✱✵✦✩✜✹✼✶✜✪✴✾✴✲✜✹✚✫✜❘✴✾✴✾✱✲✜✳✦✙✔✗✖✙✘ ✚✫✜✹✣✥✤☛✴❇✜✶✖✙✸☛✜✶✖✞✦✧✱✲✷❵❏◗✤✿✬❁✱▲✤☛❯✩✴✲✜✶✖✩✭✢✱▲✬✙✖■✸✿✷✶✖✩✷✪✱◆✔✗✴✲✜✪✬✩✱
✬✙✖✩✭✯✮✰✤☛✱✲✣✥✜☛❄ ❱ ✔❀✴✾✱◆✔✗✖✙✘❍✮ ✤☛✱✲✣■✔✗✴✲✭✢✤☛✖ ✷✄❪✌✬✙✭ ❈ ✔☛✚✢✜✶✖✌✴✲✜❂✔☛✬ ❏◗✤✿✭✢✖✌✴◆✔☛✸✿✜●✦✙✔☛✖✩✘❖✚✢✜✶✘✥✘✾✷✪✱✲✭✢✜✶✘■✸✿✷✪✖✙✷✪✱◆✔❑✴✾✱✲✭✫✼✪✜✶✘✥✷✪✴◆✔☛✖✌✴✥✚✫✔ ✦✩✷✪✱✲✭ ❈ ✔✗✴✲✭✢✤✿✖❲❋❇✤☛✖
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⑩ ❨✝q✗❭❑❾ ✡✥❣ ❨ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤ ❭✲❛❜❨ ✡ ✚◗④ ✡ ❪ ❣✱✝✟✡ ❾✜❭ ✡ q❜❬▲❫✭❭ ❤ ❷✗❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬➉➋➍❫✭❬ ☎ ❷✗❷ ✡✭✝◗✡ ❬ ✝✟✡ ❪ ❣ q❄④ ✡✭✝ ❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡✁✬✡☞✝ ✈❍✈ ④ ✝ ❭❑❬✭❨ ✝✟✡ ❛❜❨ ❣ q ✁ ❪ ✂✆☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬ ✡ q ④ ☎ ❨ ✝ ❫ ✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁ ✈ ❷ ❣ ❫✁❫ ✡ ❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ n0 ❫ ☎ ❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ✈ ✡ ✚★④ ✡
❛❜❨✗❭ ❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡◗✝ ✈ ❣ ❪❑❭✲❫ ✈ ② ✝✁� ④ ✡ ➋ ❨✗q ✡ ❾ ❣✏✝ ❭ ❣✐⑧ ❪ ✡ ②❡❪ ☎▼⑧✣❣ ❪ ✡ ❲❘⑦ ✡ ❬✭❬ ✡ ❫✭❬ ✝✴❣ ❬ ✈ ②❡❭ ✡ ✚ ❣ ❨❄❫✁❫✁❭ ❣ ❷✗❷ ✡ ❪ ✈ ✡ ✢✥✯✠✟ ✯✮✭
✦ ✑ ✭ ✩ ✄ ✩ ✞ ✤ ❣ ✈ ❬ ✈ ❭❑q❅❬ ✝✟☎❣✁ ❨✗❭❑❬ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❨✗q ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❦❷ ❣✏✝✍✝✟✡✱❽Ò✡ ❬ ✡ ✍ ④ ❣ ④ ✡ ✁❄❣ q❄❫★❪ ✡ ④ ❣ ❫ ✁✬✡ ❫ ❣ q✗❭ ❤❦❣ ❨ ❴✁ ❭ ✝ ❭❑② ✈ ❫ ➂ ✕❡✕ ➃ ❲ ✥⑤❪ ✡ ❫✁❬ ➋✼q ☎ ❬ ✡✭✝ ❛❅❨ ✂ ❨✗q❋❬ ✡ ❪ ✤✮★ ✦✧✍✑✦✧✍✑✯ ❷ ✝✟☎ ❾ ☎ ❛❅❨ ✡ ❪ ✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ❧ ❣ ④✌❬ ✡ ❨ ✝▼✁✬✡
q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁❄❣ q❄❫✵❪ ❣ ❧ ☎✞✝✭❤ ❨✗❪ ✡◆✁✬☎ q✗q ❣ q❜❬❩❪ ✡ ❫✵❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✄✂ ✈ ❤ ❭✲❫✁❫✁❭ ☎ q ❲
❳❩q ✁✬☎ ❭❑❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ✡✭✝ ❪ ❣ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✈ ✡ ➋❋❨✗q ✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ n0

✁❄❣ q❄❫✼❪ ❣ ✁ ❭✲❫✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q✭ ✢ ✆ ✑ ✟✑✠✜✤ ✯ ✡ q n0 ✚ ❣ ✇ q ✁✬✡➒✁ ✈ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ✡✭✝ ❪ ❣ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❲❝✉ ❣ q❄❫❦❪ ✡ ④ ❣ ❫ ✁✬✡ ❫
② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫➇q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✛✚ ✁✬✡ ❨ ❴ ❷ ✝✟☎ ❷ ✝ ❭ ✈ ❬ ✈ ❫ ❣ ❫✁❫ ✡ ➀✿q ❣ ❬✭❨ ✝✟✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ④ ☎ q❅❬ ✝✴❣ ❭❑②❡q ✡ q❜❬✹❧ ☎✞✝ ❬ ✡✌❤☞✡ q❅❬
❪ ✂♠❣ ❫✭♣ ❤ ❷✗❬ ☎ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡⑤✁✬✡ ❫✬④ ☎✹✡ ✍ ④✌❭ ✡ q❜❬✁❫ ✚ ✡ ❬✵q ☎ ❨❄❫✬❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✭❬ ✡ q❜❬ ✁✬✡❿✝ ✈ ❷ ☎ q ✁✠✝✟✡ ➋❥④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❛❅❨ ✡ ❫✭❬✭❭ ☎ q ❲
✑ ✴✓✒ ✱✳✩ ✁ ✩✪✰✗✱ ✔ ☎ ✖ ✎ ✣✍✣✬✴✝✲ ✆✆☎ ✁ ✩☎✄ ✩ ✁☎✩ ✁ ✴ ✲✌☞ ✆ ✱✳✫ ✜✤✣✍✥✧✦★✦★✥✧✩ ✣✍✫ ✚ ✟
✠ ✯❀✍✆✢ ✦ ✞ ✏ ✯ ✍✘✯ ✍✑✤ ✞ ✯ ✑ ✍ ✦ ✑ ✄ ✯ G ✍ ☛ ✠ ✑ ✯ ✍✚✢ ✦ ✏✓✏ ✦✚✩ ✢✥✯

G = (Σ,N ,X, δ) ✯✱✫ ✭ ★ ✯ ✍✚✢ ✦ ✞ ✏ ✯ ✍ ✆ ✑ ✭ ★ ✯✱✫
✫ ✆ ✏ ✏ ✯✮✭ ✫ ✫ ✆ ✑ ✭ ★ ✯✱✫ ✑ ✆ ✑ ✒ ✭✰✯✮✢ ✏ ✩ ✑ ✦ ✠ ✝ N ✍✘✯

G
✯✮✭ ✍ ✦ ✑✜✫ ★ ✯ ✟ ✠✜✯ ★ ✩ ★✓✯ ✝✚✩✌✫ ✭✰✯ ✠ ✑ ★✪✩ ✯✠✑

(α, β) ∈ N 2✫ ✫✱✩
(α→ . . . β . . .) ∈ δ ☛

✝ ✑ ✍✚✩ ✭ ✟✑✠ ☛ ✠ ✑ ✯✕✍✚✢✧✦ ✏ ✏ ✦✚✩ ✢✧✯
G = (Σ,N ,X, δ) ✯✱✫ ✭ ❭ ✝❛✝ ✈ ✁ ❨❄④✌❬✭❭ ⑧ ❪ ✡ ✫ ✩✜✫ ✆ ✑ ✍✆✢ ✦ ✞ ✏ ✯ ✍✑✯ ✍✘✤ ✞ ✯ ✑ ✍✑✦ ✑ ✄ ✯✯✱✫ ✭ ❧ ☎✞✝ ❬ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ④ ☎ q✗q ✡ ④✌❬ ✈ ✒ ✄ ☛ ✯✱✫✮✭ ✂ ✍✚✩✌✢✥✯ ✟✑✠✵✯ ✭ ✆ ✠✙✭ ✫ ✆ ✏ ✏ ✯✮✭ ✯✱✫✮✭ ✦ ✄✝✄ ✯✱✫✱✫✱✩ ✞ ★ ✯ ✂ ✞ ✦✆✢ ✭ ✩ ✢ ✍✑✯ ✭ ✆ ✠✕✭ ✦ ✠✙✭ ✢✥✯

✫ ✆ ✏ ✏ ✯✮✭ ☛
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G = (Σ,N ,X, δ) ✯✱✫✮✭ ✍✆✩ ✭✰✯ ❷ ✈ ✝ ❭ ☎✹✁ ❭✲❛❜❨ ✡ ✫✱✩✳★ ☛ ✯ ✑✜✫ ✯✡✏ ✞ ★ ✯ I ✍✑✯✱✫ ✢ ✦ ✑ ✍ ✫
i ✞ ✆ ✠✕✢★ ✯✱✫ ✟✑✠✵✯ ★ ✫ ❫ i = 0

✯✱✫ ✭ ✩ ✑ ✄ ★ ✠✑✫ ✍ ✦ ✑✜✫ ✠ ✑ ✯ ✞ ✢ ✆ ✍✚✢✥✯✱✫ ✫ ✩ ✆ ✑ ✦✚✢✱✩ ✭ ✏ ✏ ✤✮✭ ✩ ✟✑✠✵✯ ☛
✷

✂ ✝✳✴✵✰✤✣ ✂✝✦★✫ ✘ ✖✄✂ ✰✤✣ ✦ ✫ ✭ ✁ ✴✵✣✍✴✵✰ ✁ � ✮✢✴✵✫ ✲ ✫✵✭ ✭✁� ✜✂� ✲✳✫ ☎ ✁✪✥ ✭ ✭ ✫✵✭ ✣✬✴ ☎ ✆✎✣✍✭ ✩ ✄✗✫✝✭✏✘ ✠ � ✚ ✚ ✟✖ ✆ ✩ ✭ G = (Σ,N ,X, δ) ✠ ✑ ✯✕✍✚✢✧✦ ✏ ✏ ✦✆✩✌✢✥✯ ❭ ✝❛✝ ✈ ✁ ❨❄④✌❬✭❭ ⑧ ❪ ✡ ✯✮✭ ❣ ❷ ✈ ✝ ❭ ☎✹✁ ❭✲❛❜❨ ✡ ✒ ✦✚★ ✆ ✢✱✫✳★ ✦ ✫ ✤ ✢ ✩ ✯✳✍✘✤ ✑ ✤ ✢✧✦ ✒
✭ ✢✱✩ ✄ ✯ G(z) =

∑

n≥0 ❫ nzn ✯✱✫✮✭ ✍✑✯ ★ ✦ ☞ ✆ ✢✡✏ ✯

G(z) = G(ρ)− c0(1− z/ρ)
1
2 +O(1− z/ρ) ✰ ❱❇❲ ✕❡✕ ✲

✆✑✏ ρ ✯✱✫✮✭ ★ ✦ ✫✱✩ ✑ ✍ ✠✕★ ✦✆✢✱✩ ✭✰✤ ✍ ✆ ✏ ✩✒✑ ✦ ✑ ✭✰✯ ✍✑✯
G
✒ ✯✮✭

G(ρ) > 0
✒
c0 > 0

☛ ✠☞☛ ✦ ✫✏☎ ✏ ✞ ✭ ✆ ✭ ✩ ✟✑✠✵✯ ✍✑✯ ✫ ❫ n✯✱✫ ✭ ✦✚★ ✆ ✢ ✫ ✍ ✆ ✑ ✑ ✤✥✯ ✞ ✦✚✢

❫ n = [zn]G(z) =
c0ρ

−n

2
√
πn3/2

(1 +O(
1

n
)) ✰ ❱❇❲ ✕ ❈ ✲

✷

① ✂ ✈ ❛❜❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✰ ❱❇❲ ✕ ❈ ✲ ❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬ ✁✄✂ ✈ ❬ ❣✐⑧ ❪❑❭ ✝➠✁✬✡ ❫✯④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ❫ ❤☞☎ ♣ ✡ q✗q ✡ ❫✵❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❫✹② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ❫✵❷ ❣✏✝✝✟✡✱❽Ò✡ ❬ ❣ q❅❬✭❭✲④✌❭❑❷ ✈ ❫ ✡ q O(n) ❷ ☎ ❨ ✝ ❨✗q ✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡✟❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✈ ✡ ✚ ✡ ❬ ✡ q O(n2) ❷ ☎ ❨ ✝ ❨✗q ✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡⑤✡❵❴❄❣ ④✌❬ ✡ ❲
❳❩q ❷ ✝ ✈ ❧ ✈ ✝✟✡✭✝✴❣ ❪ ✂♠❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✁❸ ✡ ❷ ☎ ❪ ❣ ❭ ✝✟✡ ➋➍④ ✡ ❪❑❪ ✡ ④✌❪ ❣ ❫✁❫✁❭✲❛❜❨ ✡ ✚ ④ ❣✏✝◗✡ ❪❑❪ ✡ q ✡ q ✈ ④ ✡ ❫✴❫✭❭❑❬ ✡ ❛❅❨ ✡ ❪ ✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❜❬ ✡ ❫➉❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫✟② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ ❫ ✚ ❫✁❨✗❷✗❷ ☎ ❫ ✈ ✡ ❫ ✝ ✈ ❫ ☎ ❪❑❨ ✡ ❫❻❷ ❣✏✝❻❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❨ ✝ ❫✛✚ ✡ q ❫ ❣ ❫✭❭❑q✗②❡❨✗❪ ❣✏✝ ❭❑❬ ✈ ✁✬☎▼❤ ❭❑q ❣ q❅❬ ✡
ρ
❲ ❳❩q➁❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡✭✝✴❣☞✁❄❣ q❄❫ ➂ ❱❡t ➃ ❨✗q ✡⑤✁ ❭✲❫✁④✌❨❄❫✁❫✁❭ ☎ q➁❫✭❨ ✝ ❪ ✂ ❭ ❤ ❷ ❣ ④✌❬ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❪ ✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✡ q❹❷ ✝ ✈ ④✌❭✲❫✭❭ ☎ q ⑧✣☎✞✝ q ✈ ✡

❫✭❨ ✝ ❪ ✂ ❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤ ❭❑❬ ✈❡❲ ➌ q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡✱✝✟✡ ❫✁❬ ✝ ❭✲④✌❬✭❭ ☎ q ✝✟✡ q ✁ ❷ ☎ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡ ❪ ✂ ❭ ❤ ❷✗❪ ✈ ❤☞✡ q❅❬ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q❋② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝▼✁✬✡❿❲☎ ❪❑❬✭➀ ❤❦❣ q✗q ❸ ☎✞✝ ❫ ✁ ❨ ④ ❣✞✁✠✝✟✡▼✁✄✂ ❨✗q ❪ ☎ ②❡❭✲④✌❭ ✡ ❪ ✁✬✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪✹❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪❑❭✲❛❅❨ ✡ ✚ ❨✗q ✡ ❧ ☎ ❭✲❫❻④ ✡ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❅❬❻❪ ✡ ❫❻❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫
② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ ❫★④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✈ ✡ ❫ ❲ ✉ ✡ ❷✗❪❑❨❄❫✛✚ ✡ ❪❑❪ ✡ q ✡ q ✈ ④ ✡ ❫✁❫✭❭❑❬ ✡ ❷ ❣ ❫ ✁✄✂✆✡❵❴❄❣✐❤☞✡ q➉④ ✝ ❭❑❬✭❭✲❛❜❨ ✡➁✁ ❨❻❬✙♣❅❷ ✡❼✁✬✡ ❫✭❭❑q✗②❡❨✗❪ ❣✏✝ ❭❑❬ ✈❡❲
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✆ ✑✔✓ ✝ ✠ ✆ ✠ ✏ ✄ ✠✑✒✑✌✡✆ ✏ ✠ ☛ ✖✷✏✓✛ ✒✟✞✡✞ � ✌✡✆ ✂ ✠ ✏ ✠ ✞✡✠ ✝☞☛✍✌
✉ ❣ q❄❫ ➂ ❈❡⑨ ➃ ✚ ✉ ✡ q✗❭✲❫ ✡◗✡ ❬ ❣ ❪ ❲ ❫ ✂ ❭❑q❅❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ✡ q❅❬✩➋➉❨✗q ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❇③ ❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡◆✁✬✡✟❤☞☎ ❬✁❫ ✁✄✂ ❨✗q
❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪ L ❲ ① ✡ ❨ ✝◗⑧ ❨✗❬ ✡ ❫✭❬ ✁✬✡ ④ ☎ q❜❬ ✝✴❣ ❭❑q ✁✠✝✟✡ ❷ ❣✏✝ ④ ✡✹⑧ ❭ ❣ ❭✲❫ ❪ ✡ ❫ q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ❫ ✁✄✂✆☎ ④❍④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❫✁✬✡ ④✴❸ ❣ ④✌❨✗q ✁✬✡ ❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫❘❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ✚ ❣ ✇ q ✁✬✡ ❫✭❭ ❤ ❨✗❪ ✡✭✝ ❷✗❪❑❨❄❫✟④ ✝ ✈ ✁ ❭ ⑧ ❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬❥④ ✡✭✝ ❬ ❣ ❭❑q❄❫✮❷✗❸ ✈ q ☎▼❤ ♦ q ✡ ❫⑧ ❭ ☎ ❪ ☎ ②❡❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ❲ ❶ ☎ ❨ ✝ ④ ✡ ❪ ❣ ✚✗❭❑❪✲❫ ✇ ❴✬✡ q❜❬ ✦ ✞ ✢✱✩ ✆ ✢ ✩ ❪ ✡ ❫✵❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫ ✁✬✡ ❫ ✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❜❬✁❫ ❤☞☎ ❬✁❫ ω ∈ L ☛

P(ω|π) =
π(ω)

∑

ω′∈L π(ω′)
✰✽✎ ❲ ✕ ✲

☎✡✠ π ✡ ❫✭❬➍❪ ❣ ❧ ☎ q❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✚ ✁ ✈❵✇ q✗❭ ✡ ❷ ❣ ② ✡ ❈❡⑨ ✡ ❬ ✈ ❬ ✡ q ✁ ❨ ✡✝❤ ❨✗❪❑❬✭❭❑❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭❑❾ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ✁✬✡ ❫
❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫✬q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❾ ✡✭✝ ❫✵❪ ✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫ ✁✬✡ L ❲
✂ ✝✳✴✵✰✗✣ ✂✷✦ ✫ � ✟✖ ✆ ✩ ✭ Aπ ★ ☛ ✦ ✍✑✦ ✞ ✭✞✦✆✭ ✩ ✆ ✑ ✍✘✯ ★ ☛ ✦✚★ ✍ ✆ ✢✱✩ ✭ ✏ ✏ ✯✁� ✞ ✦✧✍✑✯✏✎✒✑ ✆ ✞✮✭✰✯✠✑ ✠✜✯ ✯✠✑ ✢✥✯✡✏ ✞ ★ ✦✄✂ ✦ ✑ ✭

(S → t)⇒ ❫ n =

{

1
✖ ✩
n = 1

0
✖ ✩✒✑ ✆ ✑

✞ ✦✚✢
(S → t)⇒ ❫ n =

{

π(t)
✖ ✩
n = 1

0
✖ ✩ ✑ ✆ ✑

★ ✆ ✢ ✫ ✍✑✯ ★ ✦ ✞ ✏ ✦ ✫ ✯ ✍✘✯ ✍✑✤ ✑ ✆ ✏ ✞ ✢✥✯✡✏ ✯ ✑ ✭ ✞ ✢✧✤ ★✪✩ ✏ ✩ ✑ ✦✚✩ ✢✥✯☞✒ ★ ✯✱✫ ❫ n ✍✘✯ ✟ ✯ ✑ ✦ ✑ ✭ ✦✚★ ✆ ✢ ✫ ★ ✯✱✫ ✫ ✆ ✏ ✏ ✯✱✫ ✍✑✯✱✫ ✞ ✆ ✩ ✍✚✫✍✑✯✱✫☛✫ ✤ ✟✑✠✵✯ ✑ ✄ ✯ ✫ ✍✑✯ ✭✞✦✚✩ ★✌★ ✯
n

✩✬✫✱✫ ✠✵✯✱✫ ✍✑✯✱✫
S
✒ ✄ ☛ ✯ ✫ ✭ ✂✎✍✚✩ ✢✥✯✟✞ ❫ n =

∑

ω∈L(S)n
π(ω)

☎ ★ ✆ ✢ ✫ Aπ ✯ ✑ ✍✘✯ ✑ ✍✚✢✥✯☎✞✮✩ ✯ ✑ ★ ✯ ✫ ✏ ✆ ✭ ✫ ✍✑✯ L(G)n
✦ ✟✚✯ ✄ ★ ✯✱✫ ✞ ✢ ✆ ✞✧✦✟✞ ✩ ★✪✩ ✭✰✤✱✫ ✍✘✤ ✄ ✢ ✩ ✭✰✯✱✫ ✞ ✦✚✢ ★ ☛ ✤ ✟✑✠✙✦ ✭ ✩ ✆ ✑ ✰✽✎ ❲ ✕ ✲✟☛

✂☎✄✝✆✟✞✡✠☛✆✌☞ ❶ ❣✏✝➤✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❫✁❨ ✝ k ✚ ☎ q ❷ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡ ❛❅❨ ✡ ❫ k =
∑

ω∈L(S)k
π(ω)

❲ ➈ q ✡ ✠ ✡ ❬✛✚ ☎ q ❾ ✈ ✝ ❭ ✇ ✡
❬ ✝ ❭❑❾✜❭ ❣ ❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬➉④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❷ ✝✟☎ ❷ ✝ ❭ ✈ ❬ ✈ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ❬✙♣❅❷ ✡ (S → t)

❲ ✉ ✡ ❷✗❪❑❨❄❫✛✚➑❪ ✡ ❫ ❣ ❷✗❷ ✡ ❪✲❫ ✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✁❭ ❧✎❫✝✟✡ ❾✜❭ ✡ q✗q ✡ q❜❬✩➋ ☛
③ (S → S′S′′) ☛

❫ k =
∑

i∈[1,k−1]

❫ ′i ❫ ′′k−i =
∑

i∈[1,k−1]





∑

ω′∈L(S′)i

π(ω′)









∑

ω′′∈L(S′′)k−i

π(ω′′)





=
∑

i∈[1,k−1]

∑

ω′∈L(S′)i

ω′′∈L(S′′)k−i

π(ω′)π(ω′′)

=
∑

ω∈L(S)k

π(ω)

③ (S → S′ | S′′) ☛
❫ k = ❫ ′k + ❫ ′′k =

∑

ω′∈L(S′)k

π(ω′) +
∑

ω′′∈L(S′′)k

π(ω′′) =
∑

ω∈L(S)k

π(ω)
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⑩ ❷ ✝✁♦ ❫✳❪ ❣ ❷✗❸ ❣ ❫ ✡◗✁✬✡◆✁ ✈ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡✌❤☞✡ q❅❬✟❷ ✝ ✈ ❪❑❭ ❤ ❭❑q ❣ ❭ ✝✟✡ ✚ ☎ q ❣❑✁✬☎ q❄④ ⑧ ❭ ✡ q ✁❄❣ q❄❫❩❫ k ❪ ❣ ❫ ☎▼❤❥❤☞✡◆✁✬✡ ❫✳❷ ☎ ❭ ✁ ❫✁✬✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫ ✁✬✡ L(S)k
❲

⑩ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝ ✁✬✡ ④ ✡◗✝ ✈ ❫✭❨✗❪❑❬ ❣ ❬✛✚ ☎ q❹❷ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡ ❷ ❣✏✝➠✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❛❅❨ ✡ ❪ ❣ ❷✗❸ ❣ ❫ ✡⑤✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡❻⑧ ❭ ✡ q✁ ✈ ❫ ☎✞✝✭❤❦❣ ❭✲❫➉❪ ✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫ ✁ ❨➏❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ❫ ✡ ❪ ☎ q➏❪ ✡ ❫❻❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫ ✁✬✡ ❪ ✂ ✈ ❛❅❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✰✽✎ ❲ ✕ ✲ ❲ ① ✡ ④ ❣ ❫▲❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪
(S → t) ✡ ❫✭❬➉❬ ✝ ❭❑❾✜❭ ❣ ❪ ✚➇④ ❣✏✝ ❪ ✂ ✈ ❛❜❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✰✽✎ ❲ ✕ ✲ ✝✟✡ ❾✜❭ ✡ q❜❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ➋ P(ω|π) = π(t)

π(t) = 1
❲➒✉ ❣ q❄❫➉❪ ✡ ❫➉④ ❣ ❫✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✭❭ ❧✔❫ ☛

③ (S → S′S′′) ☛✵➌ q❼q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ i ✡ ❫✭❬✩④✴❸ ☎ ❭✲❫✭❭ ❣ ❾ ✡ ④▲❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✞ ′
i

✞ ′′
k−i✞
k

❲✳✉ ✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫ ω′ ✡ ❬ ω′′ ❫ ☎ q❜❬
❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ❫ ❣ ❾ ✡ ④✵❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ π(ω′)✞ ′

i

✡ ❬ π(ω′′)✞ ′′
k−i

❲ ✣❅❭❄❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡❻✡ ❫✁❬★q ☎ q❇③ ❣✐❤✮⑧ ❭❑②❡❨✵✴✒✚ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫
P(ω | π) =

❫ ′i ❫ ′′k−i❫ k
π(ω′)
❫ ′i

π(ω′′)
❫ ′′k−i =

π(ω′)π(ω′′)
❫ k

☎✡✠ ❪ ✂✆☎ q ✝✟✡ ❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡✼⑧ ❭ ✡ q ❪ ❣ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❪ ✂ ✈ ❛❅❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✰✽✎ ❲ ✕ ✲ ④ ❣✏✝ π(ω) = π(ω′)π(ω′′) ✡ ❬
❫ k =

∑

x∈L(S)k
π(x)

❲

③ (S → S′ | S′′) ☛ ① ✡ ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ✡✭✝ ❬✭❭ ✝✴❣ ② ✡ ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ④✴❸ ☎ ❭✲❫✭❭❑❬ S′ ✰✽✝✟✡ ❫✭❷ ❲ S′′ ✲ ❣ ❾ ✡ ④➉❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✞ ′
k✞
k

✰✽✝✟✡ ❫✭❷ ❲ ✞ ′′
k✞
k

✲ ❲ ① ✂♠❣ ❷✗❷ ✡ ❪ ✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✭❭ ❧ ❫✭❨ ✝ S′ ✰✽✝✟✡ ❫✁❷ ❲ S′′ ✲ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡✟❣ ❪ ☎✞✝ ❫✿❨✗q ❤☞☎ ❬ ω ❣ ❾ ✡ ④❩❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈
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Px(ω | π) =
π(ω)x|ω|

Sπ(x)
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L ☛

Lπ(z) =
∑

ω∈L
π(ω)z|ω|

➌ q ✡ ❧ ☎ ❭✲❫ ❪ ✡ ❫◗❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ ❫★❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫ Sπ(z) ❫✭❨ ⑧ ❫✭❬✭❭❑❬✭❨ ✈ ✡ ❫ ❣ ❨ S(z) ✁✄✂✆☎✞✝ ❭❑②❡❭❑q ✡ ✚ ☎ q➉❷ ✡ ❨✗❬ ✝✴❣ ❭✲❫ ☎ q❇③
q ✡✭✝ ❷ ❣✏✝ ❭❑q ✁ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q❼❷ ☎ ❨ ✝➠☎▼⑧ ❬ ✡ q✗❭ ✝ ❪ ✡ ❫✵❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫ ✁✄✂ ✈ ❤ ❭✲❫✴❫✭❭ ☎ q ❣ ❬✭❬ ✡ q ✁ ❨ ✡ ❫ ❲

✣❅❨✗❷✗❷ ☎ ❫ ☎ q❄❫➇❛❅❨ ✡ ΓS ′ ✰✽✝✟✡ ❫✭❷ ❲ ΓS ′′ ✲ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡ q❜❬ ⑧ ❭ ✡ q ✁✬✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫➇❫ ✡ ❪ ☎ q➉❨✗q ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ④ ☎ q❇❧ ☎✞✝✭❤☞✡
➋➉❪ ✂ ✈ ❛❅❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✰✽✎ ❲♠❱ ✲ ☛

③ S → t ☛ L(S) = {t} ⇒ Sπ(z) = π(t)z ⇒ π(t)x1

Sπ(x) = 1
❲ ❳ ✝ t ✡ ❫✭❬ ⑧ ❭ ✡ q ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ❣ ❾ ✡ ④

❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ 1
❲

③ S → S′ | S′′ ☛ ❳❩q ✝✴❣ ❷✗❷ ✡ ❪❑❪ ✡ ❛❜❨ ✡ Sπ(z) = S′
π(z) + S′′

π(z) ❫✁❭➇❪ ✂ ❨✗q✗❭ ☎ q L(S ′) ∪ L(S ′′) ✡ ❫✭❬✁ ❭✲❫ ❽Ò☎ ❭❑q❅❬ ✡ ❲ ✣❅❭ S ′ ✡ ❫✭❬✬④✴❸ ☎ ❭✲❫✭❭ ✚ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ∀ω ∈ L(S ′) ☛
Px(ω | π) =

S′
π(x)

Sπ(x)

π(ω)x|ω|

S′
π(x)

=
π(ω)x|ω|

Sπ(x)

⑦ ✡❿✝✴❣ ❭✲❫ ☎ q✗q ✡✌❤☞✡ q❜❬✩❾ ❣ ❨✗❬ ❣ ❨❄❫✴❫✭❭❯❷ ☎ ❨ ✝ ❨✗q ❤☞☎ ❬ ✁✬✡ L(S ′′) ❲
③ S → S′S′′ ☛✟⑩ ❷ ✝✁♦ ❫ ❣ ❾ ☎ ❭ ✝◆✝✴❣ ❷✗❷ ✡ ❪ ✈ ❛❜❨ ✡ π(αβ) = π(α)π(β) ✡ ❬✟❛❅❨ ✡ Sπ(z) = S′

π(z)S
′′
π(z)❫✁❫✭❭ ❭❑❪ ✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ✡ ❨✗q ✡ ❨✗q✗❭✲❛❜❨ ✡ ❧ ❣ ④✌❬ ☎✞✝ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫ ω ∈ S ✡ q✼❨✗q✼❷ ✝✟☎❣✁ ❨✗❭❑❬ ω = ω1.ω2 ✚ ω1 ∈ S ′ ✡ ❬

ω2 ∈ S ′′
❲ ① ❣ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✄✂ ✈ ❤ ❭✲❫✁❫✭❭ ☎ q ✁✬✡ ω ✡ ❫✭❬ ✁✬☎ q❄④ ✁✬✡➀☛
Px(ω | π) =

π(ω1)x
|ω1|

S′(x)
π(ω2)x

|ω2|

S′′(x)
=
π(ω1)π(ω2)x

|ω1|+|ω2|

S′
π(x)S

′′
π(x)

=
π(ω)x|ω|

Sπ(x)
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❳❩q ✝ ❭✲❫✁❛❅❨ ✡✟❣ ❭❑q❄❫✭❭ ✁✬✡ ❫✁❨✗❷✗❷ ☎ ❫ ✡✭✝ ΓS ④ ☎✞✝❛✝✟✡ ④✌❬✬❷ ☎ ❨ ✝ ✡ q ✁ ✈ ✁ ❨✗❭ ✝✟✡ ❛❅❨ ✡ ΓS ✡ ❫✭❬✬④ ☎✞✝❛✝✟✡ ④✌❬ ☎
❳❩q ❷ ☎ ❨ ✝❛✝✴❣❿✁✬☎ q❄④✵❬ ✝✴❣ q❄❫✭❷ ☎ ❫ ✡✭✝ ❪ ✡❲✝✴❣ ❭✲❫ ☎ q✗q ✡✌❤☞✡ q❅❬ ❷ ❣✏✝ ❭❑q ✁ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q ④✌❭ ③ ✁✬✡ ❫✁❫✭❨❄❫➇❫✭❨ ✝ ❪ ✡ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ n ✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ✡ ❪✲❫
➋ ❨✗q ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ❷ ☎ ❨ ✝➔☎▼⑧ ❬ ✡ q✗❭ ✝ ω ❲ ❳❩q ❣ ✠ ❣ ❭ ⑧ ❪❑❭ ✝✴❣➏❣ ❪ ☎✞✝ ❫✡❪ ✂ ❸❅♣❅❷ ☎ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡❽✁✬✡ ④ ☎✞✝❛✝✟✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ✡ q ❪ ❣❃✝✟✡ ③
❫✭❬ ✝✟✡ ❭❑②❡q ❣ q❅❬ ❣ ❨ ❴▼☎▼⑧❇❽Ò✡ ❬✁❫ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ❫ ✡ q➆❨✗q q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ≤ n ✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ✡ ❪✲❫✿➋✮❨✗q➆② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ❲✹⑦ ✡ ❬✭❬ ✡❘❣✞✁❄❣ ❷✗❬ ❣ ③
❬✭❭ ☎ q ✡ ❫✭❬ ✡ ❫✴❫ ✡ q❜❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬❩❬ ✡ ④✴❸✗q✗❭✲❛❜❨ ✡◆✡ ❬ ☎▼❤ ❭✲❫ ✡⑤✁❄❣ q❄❫✵❨✗q➁❫ ☎ ❨❄④✌❭ ✁✬✡ ❫✭❭ ❤ ❷✗❪❑❭✲④✌❭❑❬ ✈❡❲ �

➌ q ✡ ④ ☎ q❄❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ✁ ❭ ✝✟✡ ④✌❬ ✡ ✁✬✡ ❪ ✂ ✈ ❛❜❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✰✽✎ ❲♠❱ ✲ ✡ ❫✭❬➇❪ ✡❲✝✟✡ ❫✭❷ ✡ ④✌❬ ✁✬✡ ❪ ❣⑤✁ ❭✲❫✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q❦❭❑q ✁ ❨✗❭❑❬ ✡ ❷ ❣✏✝✵✰✽✎ ❲♠❈ ✲❣ ❨❹❫ ✡ ❭❑q ✁✄✂ ❨✗q ✡ ④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡❿✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡❊✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ✚✗④ ✂✆✡ ❫✭❬✬➋ ✁ ❭ ✝✟✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❨✗q ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡✻❿❲☎ ❪❑❬✭➀ ❤❦❣ q ✡ q✡❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡✡❵❴❄❣ ④✌❬ ✡ ❲➈ q✝❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡❥❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✁❸ ✈ ✡ ✚➑❪ ✡ ❫❩❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❭❑❬✭❭ ☎ q❄❫ ✁✬✡ ❫✻q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❫ ☎ q❜❬✟④ ☎ q✗q❜❨ ✡ ❫✟❷ ☎ ❨ ✝✟❣ ❬✾③
❬ ✡ ❭❑q ✁✠✝✟✡➤✝✴❣ ❷✗❭ ✁✬✡✌❤☞✡ q❜❬❘❪ ✡◆✝ ✈ ②❡❭ ❤☞✡▲❣ ❫✁♣ ❤ ❷✗❬ ☎ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❲❩➈ ❪❑❪ ✡ ❫ ✝✟✡ ❫✁❬ ✡ q❜❬ ✁✬☎ q❄④ ✇ ❴✬✡ ❫ ❣ ❨ ❫ ✡ ❭❑q ✁✬✡ ❫ ✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❅❬ ✡ ❫
④✌❪ ❣ ❫✁❫ ✡ ❫ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ❪ ✂ ❭❑q❅❬ ✡✭✝ ❾ ❣ ❪❑❪ ✡ [n(1 − ε), n(1 + ε)] ✚ ✡ ❬✟❫ ☎ q❜❬ ✁ ✈ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ✈ ✡ ❫❻❷ ❣✏✝ ❪ ✡ ❫✟④ ☎ q❄❫✁❬ ❣ q❜❬ ✡ ❫
c0
✁✬✡ ❪ ✂ ✈ ❛❜❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✰ ❱❇❲ ✕ ❈ ✲ ❲ ⑦ ✡ ❬⑤♣✜❷ ✡❊✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q➁❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬ ✁✬☎ q❄④ ✁✬✡ ④✌❨ ❤ ❨✗❪ ✡✭✝ ❪ ❣ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫

❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫★❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ✚☎❛❜❨✗❭✗❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬ ✁✬✡ ❽Ò☎ ❨ ✡✭✝ ❫✁❨ ✝ ❪ ✡ ❨ ✝ ❧ ✝ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ✚❜➋✩❨✗q ✡ ❾ ❣✏✝ ❭ ❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ǫ ❷ ❣✏✝✴❣✐❤ ♦ ❬ ✝✴❣✐⑧ ❪ ✡
❫✭❨ ✝ ❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡◗✁✬✡ ❫✳❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫✳② ✈ q ✈ ✝ ✈ ✡ ❫✛✚❄❪ ✡ ❬ ☎ ❨✗❬ ✡ q➁❬ ✡✌❤ ❷❄❫✬❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡◆✡ ❬✳❫ ❣ q❄❫✳❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ☎ ⑦ ✂✆✡ ❫✁❬ ✁✬☎ q❄④
❨✗q ☎ ❨✗❬✭❭❑❪➑❬ ✝✁♦ ❫✬❷ ✝✟☎▼❤☞✡ ❬✭❬ ✡ ❨ ✝ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ❣▲❤☞☎❣✁ ✈ ❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✳❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ⑧ ❭ ☎ ❪ ☎ ②❡❭✲❛❜❨ ✡ ❫ ❲
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➈ q➍❷ ✝ ✈ ❣✐❤❻⑧ ❨✗❪ ✡⑤✁✬✡ ④ ✡ ④✁❸ ❣ ❷✗❭❑❬ ✝✟✡ ④ ☎ q❄❫ ❣ ④ ✝ ✈ ❣ ❨✡❷ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬ ✁✬✡✻❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ♥ ❣✏✝✭➊❨☎ ❾✜❭ ✡ q❄❫ ✡ ❬✿② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❬✭❭✲④ ❣ ❨ ❴ ✚❽❛✡ ❬✭❭ ✡ q❄❫✩➋ ✝✟✡✌❤☞✡✭✝ ④✌❭ ✡✭✝ ♥ ❭✲④✁❸ ✡ ❪✎✧ ✡✭✝✭❤ ❭ ✡✭✝ ❷ ☎ ❨ ✝ ❫ ☎ q ☎ ❷✗❭❑q✗❭ � ❬ ✝✟✡ ❬ ✈ ✁❄❣ q❄❫❩❫ ❣ ❾ ☎ ❪ ☎ q❜❬ ✈ ✁✬✡❘❤☞✡ ❾ ☎ ❭ ✝ ❬ ✝✴❣ ❭❑❬ ✡✭✝
④ ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡ ❲ ① ✂ ❭ ✁ ✈ ✡ ❫ ☎ ❨❄❫✾③ ❽✁❣ ④ ✡ q❜❬ ✡ ➋❻④ ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡❊✡ ❫✭❬ ✁✬✡ ❬ ✡ q✗❭ ✝ ④ ☎▼❤ ❷✗❬ ✡ ➋✮❪ ❣ ❧ ☎ ❭✲❫ ✁✬✡⑨✁ ✈ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❄④ ✡ ❫✫ ✭ ✢✡✠ ✄ ✭ ✠✘✢✥✯ ★ ★ ✯ ✫ ✡ ❬ ✫ ✤ ✟✑✠✵✯ ✑ ✭ ✩✞✯ ★ ★ ✯✱✫ ✁❄❣ q❄❫➉❪ ✂ ✈ ❪ ❣✐⑧✣☎✞✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡❦❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ④ ☎ ❨✗❷✗❪ ✡ ❫❥❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ s✐❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡
❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✂ ⑩ ✜ � ❲

❳❩q✼④ ☎ q❄❫✭❭ ✁✗♦✭✝✟✡➤✁✬✡ ❫ ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫❩❫✁❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❪✲❫✩❫✁♣❅q❅❬ ❣r❴ ❭✲❛❅❨ ✡ ❫✛✚✺④ ✂✆✡ ❫✭❬✩➋ ✁ ❭ ✝✟✡◆✁✬✡ ❫ ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ✝✟✡ ❫✭❬ ✝✟✡ ❭❑②❡q ❣ q❅❬
❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡✱✁✬✡ ❫▲❫ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ s✐❫✁❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❨ ✝✟✡ ❫ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ✡ ❫ ➋➁❨✗q ✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡✯✁ ✈ ④ ✝ ❭❑❬➉❷ ❣✏✝ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❲� ☎ ❬ ✝✟✡❘⑧ ❨✗❬ ✡ ❫✭❬ ✁✬✡ ❪ ✡ ❨ ✝❩❣✞✁✐❽❛☎ ❭❑q ✁✠✝✟✡ ❨✗q ✡⑤✁ ❭✲❫✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ⑧✣❣ ❫ ✈ ✡ ❫✭❨ ✝ ❨✗q ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡❊✁✬✡ ♥ ❣✏✝✭➊❨☎ ❾ ✚ ☎ q ✝ ✈ ❣ ❪❑❭✲❫ ✡❣ ❪ ☎✞✝ ❫✬❨✗q➍❷ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬ ✁✬✡❘❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫✛✚ ✁❄❣ q❄❫✳❨✗q❹❫ ✡ q❄❫ ✡❵❴ ❷✗❪❑❭✲④✌❭❑❬ ✈ ❷ ❣✏✝ ❪ ❣➀✁ ✈❵✇ q✗❭❑❬✭❭ ☎ q➁❫✁❨✗❭❑❾ ❣ q❅❬ ✡ ❲
✑ ✴✓✒ ✱ ✩ ✁ ✩✪✰ ✱✕✔✞✆ ✖ ✂ ✣✍✰ ✲ ✆ ✩ ✁ ✲✌☞ ✆✳✱ ✦ ✰ ✲ ✂ ✁✪✫ ✲ ✫ ☎ ✥ ✣ ☎✗✰ ✄ ✫ ✁ ✲✌☞ ✆ ✱✳✫ ✜✤✣✍✥✧✦★✦★✥✧✩ ✣✍✫ ✚ ✟✠ ✆ ✠✕✢ ✭ ✆ ✠✕✭ ✏ ✆ ✍ ✌ ★ ✯ ✍✑✯ ✟ ✦✆✢✗✡ ✆ ✟ M ✯ ✭ ✭ ✆ ✠✕✭✰✯❀✍✚✢ ✦ ✏✓✏ ✦✚✩ ✢✥✯ G ✒ ✆ ✑ ✦ ✞ ✞ ✯ ★ ★ ✯ M′ = G ×M ★ ✯✓✏ ✆ ✍ ✌✮★ ✯
❷ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬ ✍✑✯ M ✯ ✭ ✍✑✯ G ✭✰✯✮★ ✟✑✠✵✯☞✒ ✞ ✆ ✠✕✢ ✭ ✆ ✠✙✭✰✯ ✫ ✤ ✟✑✠✜✯✠✑ ✄ ✯ ω ∈ L(G)

✒

P(ω | M′) =
P(ω | M)

∑

ω′∈L(G) P(ω′ | M)
. ✰✽✎ ❲ ✎ ✲

✷

① ❣ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❪ ✂ ✈ ❛❅❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✰✽✎ ❲ ✎ ✲ ✡ ❫✭❬ ❣ ❨❄❫✁❫✭❭▲④ ✡ ❪❑❪ ✡❃✁ ❨ ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ✁✬✡ ♥ ❣✏✝✭➊❨☎ ❾ ✚ ❤ ❨✗❪❑❬✭❭❑❷✗❪❑❭ ✈ ✡ ❷ ❣✏✝
❪ ✂ ❭❑q ✁ ❭✲④ ❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡♠✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❬ ✡ q ❣ q❄④ ✡♠✁✬✡ ❪ ❣ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡✿❣ ❨❻❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡❲✁ ✈ ④ ✝ ❭❑❬ ❷ ❣✏✝ ❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ✚ ✡ ❬ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ✈ ✡
❷ ☎ ❨ ✝ ④ ☎▼❤ ❷ ✡ q❄❫ ✡✭✝ ❪ ❣ ❫ ☎ ❨❄❫✭❬ ✝✴❣ ④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫❩④ ☎ q❜❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q❄❫ ✁✬✡ ❫✬❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫✬❭❑q❅❬ ✡✭✝✟✁ ❭❑❬ ✡ ❫ ❲

❳❩q ❷ ✝ ✈ ❬ ✡ q ✁ ❛❅❨ ✂ ❨✗q ❬ ✡ ❪ ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡❏✝ ✈ ❣ ❪❑❭✲❫ ✈ ❷ ❣✏✝ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❅❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡
❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❲✟❶ ☎ ❨ ✝ ④ ✡ ❪ ❣ ✚ ☎ q✼❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ✡✭✝✴❣ ❨✗q ✡ ❷ ✝✟✡ ❨✗❾ ✡ ④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❭❑❾ ✡➀✁✬✡ ❪ ✂✆✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ✡ q❄④ ✡❆✁✬✡ ❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡
❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ✈ ❛❅❨✗❭❑❾ ❣ ❪ ✡ q❅❬ ✡ ✚❄❛❜❨✗❭➑④ ☎ q❄❫✁❬✭❭❑❬✭❨ ✡❻❣ ❨❄❫✁❫✭❭❯❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❫ ❣ ④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q ❲



� ✁✁�✄✂☎✂ ✆ ✓✒✄ ✁ ✑ ✓☎✂✠✆ ✁ ✄ ✍ ☎ ✗✌✁✝✍ ✍✏✁✝✓ ✗✌✞✘☞ ✆ ✂✠✆✌☞ ✄✄✂ ✆✦✑ ✞ ✍ ✑ ✄☛✞ ✆ ✆✖✞✘☞ ✂ ✂✠✆ ✠✡✁ ✗ ✁ ✞✘☞ ✙ �

✂ ✝✳✴✵✰✗✣ ✂✷✦ ✫ � ✖✆☎ ✥ ✣ ☎✗✰ ✄ × ☛ ✣✬✥✧✦ ✦ ✥✧✩✪✣✍✫ ⇒ ☛ ✣✍✥✧✦★✦★✥✧✩✪✣✬✫ ✮✢✰ ✱✎✲ ✴✵✣✍✴✵✫✛✚ ✟✠ ✆ ✠✕✢ ✭ ✆ ✠✕✭ ✏ ✆ ✍ ✌ ★ ✯ ✍✑✯ ✟ ✦✚✢☛✡ ✆ ✟ M ✍ ☛ ✆ ✢✝✍✚✢✥✯ k ✯✮✭ ✭ ✆ ✠✕✭✰✯ ✍✆✢ ✦ ✏ ✏ ✦✚✩ ✢✧✯ G ✒ ✩ ★ ✯ ✝✆✩✬✫✮✭✰✯ ✠ ✑ ✯ ✍✚✢✧✦ ✏ ✏ ✦✚✩ ✢✧✯
✞ ✆ ✑ ✍✑✤ ✢✥✤✥✯ G′ ✭✰✯ ★ ★ ✯ ✞ ✆ ✠✘✢ ✭ ✆ ✠✕✭✰✯ ✫ ✤ ✟✑✠✵✯ ✑ ✄ ✯ ω ✒ ✯✮✭ ✭ ✆ ✠✙✭ n > k

✞

P(ω | G ×M, n) = P(ω | G ′, n)

✂☎✄✝✆✟✞✡✠☛✆✌☞ ✣ ☎ ❭❑❬ M ❨✗q ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡❿✁✬✡ ♥ ❣✏✝✭➊❨☎ ❾ ✁✄✂✆☎✞✝✟✁✠✝✟✡ k ✈ ❤☞✡ ❬✭❬ ❣ q❜❬✳➋❻④✁❸ ❣ ❛❅❨ ✡ ❭❑q❄❫✭❬ ❣ q❜❬ t ❨✗q➍❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡
αt

✁✬✡ Σ ❣ ❾ ✡ ④❘❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❫
P(αt = x | α1 . . . αt−1) = P(αt = x | ω = αt−k . . . αt−1) = pω,x.

❳❩q➏❫✭❨✗❷✗❷ ☎ ❫ ✡ ❫ ❣ q❄❫✮❷ ✡✭✝ ❬ ✡✯✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❪❑❭❑❬ ✈ ❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ G = (Σ,N ,X, δ) ✡ q➒❧ ☎✞✝✭❤☞✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ✡✯✁✬✡⑦ ❸ ☎▼❤ ❫ ➊ ♣ ❲ ❳❩q❹❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ✡ ❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ G′ = (Σ′,N ′,X ′, δ′, π) ❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ❛❅❨ ✡☞☛
③ Σ′ ✡ ❫✭❬ ✁ ❨✗❷✗❪❑❭✲❛❅❨ ✈ ❣ ✇ q ✁✄✂♠❣ ❨✗❬ ☎✞✝ ❭✲❫ ✡✭✝ ❨✗q ✡ ❭❑q✟✞❄❨ ✡ q❄④ ✡☞✁✬✡ ❫ k ③ ❪ ✡ ❬✭❬ ✝✟✡ ❫✟❷ ✝ ✈ ④ ✈ ✁✬✡✌❤❥❤☞✡ q❅❬ ✈ ❤ ❭✲❫ ✡ ❫✮❫✭❨ ✝
❪ ❣ ❪ ✡ ❬✭❬ ✝✟✡⑤✡ q➁④ ☎ ❨ ✝ ❫ ✁✄✂ ✈ ❤ ❭✲❫✁❫✁❭ ☎ q

Σ′ =
⋃

ω∈Σk,t∈Σ

{t[ω]}

① ❣ ✫ ✤✑✏ ✦ ✑ ✭ ✩ ✟ ✠✜✯ ✁✄✂ ❨✗q❼❫✁♣ ❤❻⑧●☎ ❪ ✡ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ t[ω]
✡ ❫✁❬ ✫✏☎ ✏ ✞ ✆ ★ ✯ t ✤✡✏ ✩✬✫☛✩ ✏ ✏ ✤ ✍✚✩ ✦ ✭✰✯✡✏ ✯ ✑ ✭ ✦ ✞ ✢ ✌✱✫ ★ ✦

✫ ✤ ✟✑✠✵✯ ✑ ✄ ✯ ω ❲
③ N ′ ✡ ❫✭❬ ✁ ❨✗❷✗❪❑❭✲❛❅❨ ✈ ❷ ☎ ❨ ✝❻✁✬✡ ❫ ✝✴❣ ❭✲❫ ☎ q❄❫✬❫✭❭ ❤ ❭❑❪ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫

N ′ =
⋃

α,β∈Σk,S∈N
{Sα→β}

① ❣ ✫ ✤✡✏ ✦ ✑ ✭ ✩ ✟✑✠✵✯ ✁✄✂ ❨✗q✮❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ Sα→β
✡ ❫✭❬ ✑ ✆ ✑ ✒ ✭✰✯✮✢ ✏ ✩ ✑ ✦✚★

S
✍✚✩ ✢✧✯ ✄ ✭✰✯✡✏ ✯ ✑ ✭ ✞ ✢✥✤ ✄ ✤ ✍✘✤✍✑✯✱✫ ✫✏☎ ✏ ✞ ✆ ★ ✯✱✫ α ✯✮✭ ✍ ✆ ✑ ✭ ★ ✦ ✢✥✤✥✤ ✄ ✢✱✩ ✭ ✠✘✢✥✯☞✒ ✄✝✆ ✑ ✄ ✦ ✭✰✤ ✑ ✤✥✯✝✂

α
✒ ✦ ✍ ✏ ✯✮✭

β ✄✝✆ ✏ ✏ ✯ ✫ ✠ ✑ ✝✑✯ ✍✑✯ ★ ✆ ✑ ✍ ✠✵✯✡✠✕✢
k
❲

③ X ′ ✡ ❫✭❬✬❪ ✡ q ☎ ❨✗❾ ✡✥❣ ❨❼❫✁♣ ❤❻⑧●☎ ❪ ✡❊✁✬✡⑤✁ ✈ ❷ ❣✏✝ ❬✛✚ ☎ ❨ ❣r❴ ❭ ☎▼❤☞✡ ❲
③ δ′ ✡ ❫✭❬◗❷✗❪❑❨❄❫★④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴✠✡ ✚❜④ ❣✏✝ ❭❑❪ ❤❦❣ ❬ ✈ ✝ ❭ ❣ ❪❑❭✲❫ ✡ ❪ ✡ ❫ ✁ ✈ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❄④ ✡ ❫ ❲◗❶ ☎ ❨ ✝ ❬ ☎ ❨✗❬★q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ S ∈ N✁✬✡ G ✡ q✡❧ ☎✞✝✭❤☞✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ✡⑤✁✬✡ ⑦ ❸ ☎▼❤ ❫ ➊ ♣ ☛

③ R(S) = {S → S ′ | S′′} ☛
δ′S ←

⋃

α,β∈Σk

(Sα→β → S′
α→β | S′′

α→β)

③ R(S) = {S → S ′S′′}

δ′S ←
⋃

α,β,η∈Σk

(Sα→β → S′
α→ηS

′′
η→β)

③ R(S) = {S → t}

δ′S ←
⋃

α∈Σk

(Sα→α2...αkt → t[α])
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➈ q ✇ q ✚ ☎ q➍❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ✡ ❪ ✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ δ′X′ ❫✁❨✗❭❑❾ ❣ q❅❬ ✡ ❫✿❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❭❑q✗❭❑❬✭❭ ❣ ❪ X ′ ✚ ✡ q➍❫✭❨✗❷✗❷ ☎ ❫ ❣ q❜❬✵❨✗q✤✮✭✞✦✆✭ ❭❑q✗❭❑❬✭❭ ❣ ❪ ω ☛
δ′X′ ←

⋃

ω′∈Σk

(X → Sω→ω′)

❳❩q➍❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ✡❻❣ ❪ ☎✞✝ ❫ δ′ ← ⋃

S∈N δ′S ∪ δ′X′

❲
③ ➈ q ✇ q ✚✗❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❫✬❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ π ☛

πt[α]
= pα,t,∀t[α] ∈ Σ′

✘✢✫✷✦★✦★✫ ✔ ✟✖ ✆ ✩ ✭ φ : Σ′ → Σ
✠ ✑ ✏ ✆ ✢ ✞ ✏ ✩✌✫ ✏ ✯ ✭✰✯ ★ ✟✑✠✵✯

φ(t[ω]) = t

☎ ★ ✆ ✢ ✫☛★ ☛ ✯✞✝✆✭✰✯ ✑✜✫ ✩ ✆ ✑ ✞ ✢ ✆ ✍ ✠✕✩ ✭✁� ✯ ✑✜✫ ✯✡✏ ✞ ★ ✩✌✫ ✭✰✯ ✍✘✯
φ

✯✱✫ ✭ ✭✰✯ ★✌★ ✯ ✟✑✠✵✯ ✞ ✆ ✠✕✢ ✭ ✆ ✠✙✭ S′ ∈ N ′ ✒
ω ∈ Σk ✞

L(S) =
⋃

ω′∈Σk

φ(L(S′
ω→ω′))

❳❩q✡❷ ✡ ❨✗❬✿❷ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡✭✝ ④ ✡ ❪ ✡✌❤❥❤☞✡ ❷ ❣✏✝ ❭❑q ✁ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q❹❫✭❨ ✝ ❪ ✡ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡✻❤❦❣r❴ ❭ ❤❦❣ ❪ ✁✬✡⑨✝ ✈❍✈ ④ ✝ ❭❑❬✭❨ ✝✟✡ ❫✵❷ ☎ ❨ ✝♠✡ q✗② ✡ q❇③✁✠✝✟✡✭✝ ❪ ✡ ❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡❻❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ✈ ➋▲❨✗q❹q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ S ☛
③ S → t ☛ ✣ ☎ ❭❑❬ ω = x.α ✚ ☎ q ❣❥❣ ❪ ☎✞✝ ❫✵❪ ✡ ❫ ✈ ② ❣ ❪❑❭❑❬ ✈ ❫

⋃

ω′∈Σk

φ(L(Sω→ω′)) = φ(L(Sx.α→α.t[ω]
)) = φ({t[ω]}) = {t} = L(S).

③ S → S′ | S′′ ☛
⋃

ω′∈Σk

φ(L(Sω→ω′)) =
⋃

ω′∈Σk

φ(L(S′
ω→ω′) ∪ L(S′′

ω→ω′))

=
⋃

ω′∈Σk

φ(L(S′
ω→ω′)) ∪

⋃

ω′∈Σk

φ(L(S′′
ω→ω′))

= L(S′) ∪ L(S′′) = L(S)

③ S → S′S′′ ☛
⋃

ω′∈Σk

φ(L(Sω→ω′)) =
⋃

ω′∈Σk

⋃

ω′′∈Σk

φ(L(S′
ω→ω′))φ(L(S ′′

ω′→ω′′))

=
⋃

ω′∈Σk

φ(L(S′
ω→ω′))

⋃

ω′′∈Σk

φ(L(S′′
ω′→ω′′))

=
⋃

ω′∈Σk

φ(L(S′
ω→ω′))L(S′′)

= L(S′)L(S′′) = L(S)
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✝ ✫✝✦ ✥ ✣ ☎✞✆✳✫ ✟➆❳❩q❼q ✂♠❣ ❷ ❣ ❫✩❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✈ ❭✲④✌❭ ✯✞✝ ✞ ★✪✩ ✄ ✩ ✭✰✯✡✏ ✯ ✑ ✭ ❪ ❣ ④ ☎ q ✁ ❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✬✡➤✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡❻❤❦❣r❴ ③
❭ ❤❦❣ ❪ ✡❆✁✄✂ ❨✗q ✡❆✝ ✈❍✈ ④ ✝ ❭❑❬✭❨ ✝✟✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❨✗q ❤☞☎ ❬ ✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ n ❲✮⑦ ✡ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❅❬✟④ ✡ ❪❑❪ ✡ ④✌❭ ✡ ❫✭❬✩q ✈ ④ ✡ ❫✁❫ ❣ ❭ ✝✟✡ ❭✲④✌❭ ✚ ✡ q❅❬ ✝✟✡❣ ❨✗❬ ✝✟✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❫✵④ ❣ ❫ S → SS′ ❲★✉ ✡ ❷✗❪❑❨❄❫ ✚ ☎ q ✝✟✡✌❤❦❣✏✝ ❛❅❨ ✡✭✝✴❣ ❛❅❨ ✡ ❪ ❣ q ☎ q❇③ ❣✐❤❻⑧ ❭❑②❡❨ ✡ ❬ ✈ ✁✬✡ ❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡
❭❑q❜❬ ✡✭✝✟✁ ❭❑❬✯❪ ✂✆✡❵❴ ❭✲❫✭❬ ✡ q❄④ ✡➠✁✬✡ ✄ ☎ ✄ ★ ✯✱✫ ✁❄❣ q❄❫➇❪ ✡ ② ✝✴❣ ❷✗❸ ✡❻✁✬✡➠✁ ✈ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❄④ ✡ ❫ ✡ q❜❬ ✝✟✡ ❪ ✡ ❫★q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴▼✁✬✡ ❬✙♣❅❷ ✡✠ ✑✵✩ ✆ ✑ ❲ ① ✂♠❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ✂ ❸❜♣✜❷ ☎ ❬✭❸ ♦ ❫ ✡◆✁✬✡❿✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡◗✡ ❫✭❬ ✁✬☎ q❄④✟❾ ❣ ❪❑❭ ✁✬✡ ❲
✘✢✫✷✦★✦★✫ � ✟
✠ ✦ ✞ ✢ ✆ ✞✧✦ ✞ ✩✌★✪✩ ✭✰✤ ✍ ☛ ✠ ✑ ✯ ✫ ✤ ✟✑✠✜✯✠✑ ✄ ✯ ω ∈ L(G′) ✯✱✫ ✭ ✭✰✯ ★ ★ ✯ ✟✑✠✵✯ ✞

P(ω | G′, n) =
P(φ(ω) | M)

∑

ω′∈L(G)n
P(ω′ | M)

➈ q ✡ ✠ ✡ ❬✛✚ ☎ q ❷ ✡ ❨✗❬❻❷ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡✭✝ ❷ ❣✏✝ ❭❑q ✁ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q ❛❅❨ ✡ ❪ ✡ ❫▲❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✬✡ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴❃✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ❫▲❷ ❣✏✝ ❪ ❣
q ☎ ❨✗❾ ✡ ❪❑❪ ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ☎ q❅❬ ✁✬✡ ❪ ❣ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ t1α1

t2α2
. . . tnαn

✚ ☎✡✠ αi = x.βi ⇒ αi+1 = βit
i ✡ ❬ α1 = ω

❲
① ❣ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡▼✡ ❫✭❬ ✁✬☎ q❄④❦❷ ✝✟☎ ❷ ☎✞✝ ❬✭❭ ☎ q✗q ✡ ❪❑❪ ✡ ➋ Πn

i≥0pαi,ti = P(φ(ω) | M)
❲

① ❣ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡ ❭❑q❇❧ ✈ ✝ ❭ ✡ ❨ ✝✟✡❆✁✬✡ ❪ ❣ ❧ ✝✴❣ ④✌❬✭❭ ☎ q ✡ ❫✁❬ ❽ ❨❄❫✭❬ ✡ ❨✗q➁❧ ❣ ④✌❬ ✡ ❨ ✝❊✁✬✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✚ ✁✬☎ q❄④❻❪ ✡ ❪ ✡✌❤❥❤☞✡➤✡ ❫✭❬
❷ ✝✟☎ ❨✗❾ ✈❡❲ �

① ✡◆✝ ✈ ❫✭❨✗❪❑❬ ❣ ❬✩❷ ✝ ✈ ④ ✈ ✁✬✡ q❜❬❘❷ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡ ❪ ✂ ❭❑q❄④✌❪❑❨❄❫✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ✂✆✡❵❴ ❷ ✝✟✡ ❫✁❫✭❭❑❾✜❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❫ ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ✞ ✢ ✆ ✍ ✠✕✩ ✭ ✫ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤ ③❤❦❣ ❭ ✝✟✡ q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❅❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡✼✡ ❬ ✁✄✂ ❨✗q ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡❹✁✬✡ ♥ ❣✏✝✭➊❨☎ ❾ ✁❄❣ q❄❫➑④ ✡ ❪❑❪ ✡✍✁✬✡ ❫❯② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫ q ☎ q❇③⑤④ ☎ q❜❬ ✡❵❴ ❬✭❨ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫
❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫ ❲ ① ❣ ❷ ✝✟✡ ❨✗❾ ✡ ④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❭❑❾ ✡☞✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡ ❭❑q❄④✌❪❑❨❄❫✭❭ ☎ q✝❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❅❬ ✈ ✡ ❭✲④✌❭◗❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡ ❬ ✝✴❣ q❄❫✭❷ ☎ ❫ ✈ ✡❆✡ q
❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ❣ ④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q❋❬ ✡ ❪ ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ ❲ ① ❣ ✭✞✦✚✩ ★ ★ ✯ ✁ ❨ ❤☞☎✹✁✗♦ ❪ ✡ G′ ✡ q❋q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡✁✬✡ q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ✡ ❫✭❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ✡ q O(|N ||Σ|2k) ✚✬❫ ☎ q q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡❽✁✬✡➒✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫✡④ ✝✟☎ ❭✲❫✁❫ ❣ q❜❬ ✁✄✂ ❨✗q❋❧ ❣ ④✌❬ ✡ ❨ ✝
O(|Σ|2k) ❲

❳❩q ❣ ❫✭❨✗❷✗❷ ☎ ❫ ✈ ❪ ✂✆✡❵❴ ❭✲❫✁❬ ✡ q❄④ ✡◗✁✄✂ ❨✗q ✈ ❬ ❣ ❬❩❭❑q✗❭❑❬✭❭ ❣ ❪ ω ❨✗q✗❭✲❛❜❨ ✡ ❲✵⑦ ✡ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❜❬✛✚✒❪ ✡ ❫ ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ♥ ❣✏✝✭➊❨☎ ❾✁ ✈❵✇ q✗❭✲❫✁❫ ✡ q❅❬ ❬ ✝✴❣✞✁ ❭❑❬✭❭ ☎ q✗q ✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❅❬★❨✗q ✡❼✁ ❭✲❫✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❭❑q✗❭❑❬✭❭ ❣ ❪ ✡ ❫✁❨ ✝ ❪ ✡ ❫ ✈ ❬ ❣ ❬✁❫ ❲ ❳❩q✮❷ ☎ ❨ ✝❛✝✴❣✁✬☎ q❄④ ❣ ❨❄❫✁❫✭❭✺❷ ✝✟✡ q ✁✠✝✟✡❿✡ q✡④ ☎▼❤ ❷✗❬ ✡ ❨✗q ✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡❿✁ ❭✲❫✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✚ ❣ ❫✁❫ ☎ ④✌❭ ❣ q❜❬✬➋❻④✁❸ ❣ ④✌❨✗q ✁✬✡ ❫ ✤✮✭✞✦✆✭ ✫ ✩✒✑✵✩ ✭ ✩ ✦ ✠✁✝
α

❨✗q ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ p0
α ✚ ✡ q ✍✚✩✌✫ ✭ ✩ ✑ ✍ ✠✜✦ ✑ ✭ ❪ ✡ ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ✡✭✝ ④ ❣✏✝✴❣ ④✌❬ ♦✭✝✟✡ ✈ ❤ ❭✲❫ ❲✿❶ ☎ ❨ ✝ ④ ✡ ❪ ❣ ✚ ☎ q➁❷ ✡ ❨✗❬✩④ ☎ q❄❫✭❬ ✝ ❨✗❭ ✝✟✡

❨✗q ✡ q❄❫ ✡✌❤❻⑧ ❪ ✡⑤✁✬✡⑨✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫✛✚ ☎▼⑧ ❬ ✡ q❜❨ ✡ ❫ ✡ q ✤✮✭✰✯ ✑ ✍ ✦ ✑ ✭ ④ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ✁✬✡ δ′X′ ✚ ✡ ❬ ✁✬☎ q❅❬✵❪ ✡ ❫✿❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ✡✭✝ ❫✳❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫ ✡ q
❷ ❣✏✝ ❬ ❣ q❜❬ ✁✬✡ ❪ ❣ ② ❣ ❨❄④✁❸ ✡ ❫ ☎ q❅❬✿❫✁♣✜❫✭❬ ✈ ❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡✌❤☞✡ q❜❬ ✁✬✡ ❫✯❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❲ ❳❩q ✝✟✡✌❤ ❷✗❪ ❣ ④ ✡✟❣ ❪ ☎✞✝ ❫✯❪ ✂✆☎ ④❍④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡✁✄✂ ❨✗q➆❬ ✡ ❪✣❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ tα ❷ ❣✏✝ ❨✗q q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪ T ❬ ✡ ❪✒❛❅❨ ✡ T → ⋃

ω′∈Σk t0α′

❲ ① ✡ ❫ ❷ ☎ ❭ ✁ ❫ ✁✬✡ ❫ q ☎ ❨✗❾ ✡✥❣ ❨ ❴
❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫✬❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❫ ✡✭✝✟☎ q❅❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫✬❬ ✡ ❪✲❫✬❛❅❨ ✡

πt0
[α]

= p0
αpα,t

✆ ✑ ✆ � ✄✝✁✑☛ ✖✷✁ ✂✘✞ ✛ � ✌✡✆ ✂ ✠ ✏ ✄✗✠✙✒✑✌ ✆✘✛✯✁✪✒ ✠ ✞ ✛✂✁ ✂✘✞ ✛ ✌ ✏ ✠ ✘ ✖✤✞ ✆✳☛✍✞ ✛ ✄ ✠ ✠ ✞ ✆ ✂✎✖✤✞ ✛

✉ ❣ q❄❫❦➂ ❈❡⑨r➃ ✚ ✉ ✡ q✗❭✲❫ ✡➀✡ ❬ ❣ ❪ ❲ ✈ ❬✭❨ ✁ ❭ ✡ q❜❬❻❪ ❣➆❤ ❭✲❫ ✡ ❫ ☎ ❨❄❫✮④ ☎ q❜❬ ✝✴❣ ❭❑q❜❬ ✡✯✁✬✡ ❫✻❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫✟❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫✟❬ ✡✭✝ ③❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴◗✁❄❣ q❄❫ ❪ ✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ❫ ❲ ✉ ❣ q❄❫ ❨✗q✮❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ✡✭✝ ❬ ✡✌❤ ❷❄❫ ✚r❭❑❪✲❫ ✈ ❬✭❨ ✁ ❭ ✡ q❜❬ ❪ ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❫✁✬✡❩❤☞☎ ❬✁❫ ❣ ♣ ❣ q❜❬ ✁✬✡ ❫✯q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡❿✁✄✂✆☎ ④❍④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❫✿❭ ❤ ❷ ☎ ❫ ✈ ✡ ❫✹❷ ☎ ❨ ✝ ④✴❸ ❣ ④✌❨✗q ✁✬✡ ❫✿❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫✹❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❲ ✥✙❪✲❫
❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ✡ q❜❬✻❷ ☎ ❨ ✝ ④ ✡ ❪ ❣ ❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ✚●❭✲❫✁❫✁❨ ✁✬✡ ❪ ✂♠❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✡◆✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✁❭❑❾ ✡ ✚ ✡ q❼❬ ✡✌❤ ❷❄❫ ✡ ❬ ✡ q ✡ ❫✭❷ ❣ ④ ✡◆✡❵❴ ③
❷ ☎ q ✡ q❜❬✭❭ ✡ ❪ ❫✁❨ ✝ ❪ ✡ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡◆✁✬✡ ❫✭♣ ❤❻⑧●☎ ❪ ✡ ❫✬❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❲⑩ ❷ ✝✁♦ ❫ ❣ ❾ ☎ ❭ ✝ ④ ☎ q❄④✌❪❑❨➍➋✮❪ ✂ ❭❑q ✡ ✍ ④ ❣ ④✌❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ④ ✡ ❬ ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡ ❷ ☎ ❨ ✝✼✁✬✡ ❫✹❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫✹q ✂✆✡❵❴ ④ ✈ ✁❄❣ q❅❬
❷ ❣ ❫✯❛❜❨ ✡ ❪✲❛❅❨ ✡ ❫ ✁ ❭❑➀ ❣ ❭❑q ✡ ❫ ✁✬✡✬⑧✣❣ ❫ ✡ ❫ ✚☎❭❑❪✲❫➇❭❑q❅❬ ✝✟☎❣✁ ❨✗❭✲❫ ✡ q❜❬✿❪ ✡ ❫➇② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫✯❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❫ ✡ ❬ ✈ ❬✭❨ ✁ ❭ ✡ q❜❬✯❪ ❣❊✝✟✡ ❪ ❣ ③
❬✭❭ ☎ q ✡ q❜❬ ✝✟✡ ❪ ✡ ❫✯❷ ❣✏✝✴❣✐❤ ♦ ❬ ✝✟✡ ❫ ✁ ❨ ❤☞☎❣✁✗♦ ❪ ✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❬✯❪ ✡ ❫✹❧ ✝ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫✿❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫✹❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴➔✁❄❣ q❄❫
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❪ ✡ ❫✬❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✈ ❤ ❭✲❫ ✡ ❫ ❲✉ ❣ q❄❫ ❪ ✡ ④✁❸ ❣ ❷✗❭❑❬ ✝✟✡ ❛❜❨✗❭✒❾ ❣ ❫✭❨✗❭❑❾ ✝✟✡ ✚ ☎ q❦❾ ❣❿✝✴❣ ❷✗❷ ✡ ❪ ✡✭✝✼✡ ❬✯④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✈ ❬ ✡✭✝ ④ ✡ ❫ ❬ ✝✴❣ ❾ ❣ ❨ ❴ ❷ ❣✏✝ ❨✗q ✡❻☎ ❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q✁✬✡ ❪ ✂♠❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡❸✁✬✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ✡ q ❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡➒✡❵❴❄❣ ④✌❬ ✡ ✚✿❛❜❨✗❭ ✁✬✡ ❾❅❭ ✡ q❅❬❦❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫✁❨ ✝ ❪ ✡ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ✁✬✡
❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫✿❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ✚❄❪ ❣ ❷✗❸ ❣ ❫ ✡⑨✁✬✡ ❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✝✟✡ ❫✁❬ ❣ q❜❬ ✡❵❴ ❷ ☎ q ✡ q❅❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡ ❲ ❳❩q✡❾ ❣➤✡ q❄❫✭❨✗❭❑❬ ✡❿✝✴❣ ❷✗❷ ✡ ❪ ✡✭✝ ❪ ✡ ❫
❧ ☎ q ✁✬✡✌❤☞✡ q❜❬✁❫◗❬✭❸ ✈ ☎✞✝ ❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ✁✬✡ ④ ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡ ❲ ❳❩q▲❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❅❬ ✡✭✝✴❣❻✡ q ✇ q▲❨✗q▲❷ ✝✟☎ ❬ ☎ ❬⑤♣✜❷ ✡❲✁ ✈ ✁ ❭ ✈ ➋✬❪ ✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q✁✬✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ✝ ✈ ❣ ❪❑❭✲❫ ❣ q❅❬ ✁✬✡ ❫✿❧ ✝ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫✳❫ ☎ ❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ✈ ✡ ❫✵❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ❫✬❫✁♣ ❤❻⑧●☎ ❪ ✡ ❫✵❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❲

➄ ✄ ➄ ✄ ✂ ➅ ✝ ✧ ✏✒✑➑✸✺☛✌✚ ✸➇✚✤✓❻❖✁� ✏●✞❘✚ ✸◗✑✎✍❑✠❥✍✲✓ ✧ ✑✎✍✎✚✥✏➒✛✗✞✳✷ ✧ ✽✗❏✁✏●❏✁☛ ✧ ✑✎✍✎✚✥✏ ✞✁✏❹◆ ☛✌❏❍■❇✢✜✞✁✏●☞❍✞❘✞✭❚ ✧ ☞✤✑✱✞
✉ ❣ q❄❫▲❨✗q ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ✡✭✝ ❬ ✡✌❤ ❷❄❫✛✚ ✉ ✡ q✗❭✲❫ ✡✯✡ ❬ ❣ ❪ ❲ ✈ ❬✭❨ ✁ ❭ ✡ q❅❬➉❨✗q ✡ ❬ ✝✴❣ q❄❫✁❷ ☎ ❫✭❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ✂♠❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✡✯✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✭❭❑❾ ✡
④✌❪ ❣ ❫✁❫✭❭✲❛❅❨ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝⑨✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡✭✝❿✁✬✡ ❫ ❤☞☎ ❬✁❫ ❣ ♣ ❣ q❅❬ ✡❵❴✗❣ ④✌❬ ✡✌❤☞✡ q❅❬ n1, . . . , n|Σ| ☎ ④❍④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫✩❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫
α1, . . . , α|Σ|

❲ ✥⑤❪ ✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ✡ q❅❬ ❨✗q ❣ ❪❑② ☎✞✝ ❭❑❬✭❸ ❤☞✡➁✡ q❘❬ ✡✌❤ ❷❄❫ Θ(n2
1n

2
2 . . . n

2
|Σ|)

∗ ✡ ❬ ✡ q ✡ ❫✭❷ ❣ ④ ✡ Θ(n1n2 . . . n|Σ|)
∗

❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ❣ ❷✗❸ ❣ ❫ ✡❿✁✬✡❿✁ ✈ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡✌❤☞✡ q❅❬✳❷ ✝ ✈ ❪❑❭ ❤ ❭❑q ❣ ❭ ✝✟✡ ❲ ① ✂ ❭ ✁ ✈ ✡❊✡ ❫✭❬ ✁✬✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡✭✝ ❪ ✂✆✡ q❄❫ ✡✌❤✮⑧ ❪ ✡❊✁✬✡ ❫✿q ☎▼❤❻⑧✬✝✟✡ ❫
❫ n1,...,n|Σ|

✁✬✡▲❤☞☎ ❬✁❫ ✁ ❨✼❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡ ✈ ❬✭❨ ✁ ❭ ✈ ❣ ♣ ❣ q❜❬ ni ☎ ④❍④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❫ ✁ ❨✼❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ αi ✚●❷ ☎ ❨ ✝ ❬ ☎ ❨✗❬ αi ✚ ✡ q❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ q❅❬✳❨✗q ✡❊✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ✢✧✤ ✞ ✦✚✢ ✭ ✩✌✫ ✫ ✦ ✑ ✭ ❪ ✡ ❫ n1, . . . , n|Σ|
☎ ④❍④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❫ ✡ q❅❬ ✝✟✡ ❪ ✡ ❫✵q ☎ q❇③ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴❏☛

(S → αi) ⇒ ❫ n1,...,n|Σ|
=

{

1 ✣❅❭ nk = 0, ∀k 6= i ✡ ❬ ni = 1
0 ✣❅❭❑q ☎ q ✰✽✎ ❲♠❞ ✲

(S → S′ | S′′) ⇒ ❫ n1,...,n|Σ|
= ❫ ′n′

1,...,n
′
|Σ|

+ ❫ ′′n′
1,...,n

′
|Σ|

✰✽✎ ❲♠t ✲
(S → S′S′′) ⇒ ❫ n1,...,n|Σ|

=
∑

n′
1≤n1

. . .
∑

n′
|Σ|

≤n|Σ|

❫ ′n′
1,...,n

′
|Σ|

❫ ′′n1−n′
1,...,n|Σ|−n′

|Σ|

✰✽✎ ❲ ⑥ ✲

① ❣ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❪ ✈ ❣ ❬ ☎ ❭ ✝✟✡ ❷ ❣✏✝✳❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ❣➉❤ ✈ ❬✭❸ ☎✹✁✬✡❊✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✭❭❑❾ ✡⑤✡ ❫✭❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫✬❭ ❤❥❤ ✈ ✁ ❭ ❣ ❬ ✡ ❲
✘✢✥ ☎✡✰ ✦ ✮✂✁✪✫✎✍✎✩ ✁ ✴ ✲✳✫ ✁✪✥ ✮ ✝✳✥ ✭ ✫ ✲ ✫ ✜✤✴✷✱✎✴✝✣✬✥ ✁ ✩✪✰✗✱ ✚ ❣ q✗q ☎ q❄④ ✈ ✡❽✡ q Θ(n1n2 . . . n|Σ|)∗ ✡ q ❬ ✡✌❤ ❷❄❫✁❄❣ q❄❫❩❪ ✂♠❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❪ ✡➤☎✞✝ ❭❑②❡❭❑q ✡ ❪ ✚✘✮✢✫ ✆✞✁✄✂ ✁ ✣✍✫ ✣✬✥✧✦★✫✝✱✳✴✵✫ ✂ Θ(n|Σ|)∗ ❣ ❨➁❷ ✝ ❭ ❴❅✁ ❨✼④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✁✬✡ ❫✩❫ ☎▼❤❥❤☞✡ ❫✩❷ ❣✏✝ ③
❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ④ ❣ ❫ ✁✬✡ ❫ ✝✁♦ ②❡❪ ✡ ❫ ✁✬✡ ❬⑤♣✜❷ ✡ ✞ ✢ ✆ ✍ ✠✕✩ ✭ ✚❡④ ✡ ❛❜❨✗❭❅❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✭❬ ✡ q❅❬ ✁✬✡ ❫ ✂ ❭❑q❅❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ✡✭✝★❣ ❨ ❴⑤✝ ✈ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭❑❬✭❭ ☎ q❄❫✁✬✡ ❫ ni ❫✭❨❄④❍④ ✡ ❫✁❫✭❭❑❾ ✡✌❤☞✡ q❅❬✳❷✗❪❑❨✗❬ ✂ ❬✳❛❅❨ ✡ ❫✭❭ ❤ ❨✗❪❑❬ ❣ q ✈ ❤☞✡ q❜❬ ✁❄❣ q❄❫✵❪ ✂♠❣✏✝ ❬✭❭✲④✌❪ ✡ ❲❶ ❣✏✝➠✡❵❴✠✡✌❤ ❷✗❪ ✡ ✚❇❭❑❪ ✡ ❫✭❬✯❷ ☎ ❫✁❫✁❭ ⑧ ❪ ✡❻✁✬✡ ④✁❸ ☎ ❭✲❫✁❭ ✝ ❨✗q ✡ ❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝ ❷ ☎ ❨ ✝ n′1 ④ ☎▼❤ ❷ ❣ ❬✭❭ ⑧ ❪ ✡✟❣ ❾ ✡ ④✻❪ ✂ ❨✗q✗❭ ❧ ☎✞✝✭❤ ❭❑❬ ✈ ✁✬✡ ❪ ❣
② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❼❫✁❭❯❪ ✂✆☎ q➁④ ☎ q✗q ❣☞☛ ❬✬❪ ✡ ❫✳❫ ☎▼❤❥❤☞✡ ❫✵❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✳❫ (k)(n2,...,n|Σ|)

, ∀k ≤ n1 ❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫❩❛❜❨ ✡
❫ (k)(n2,...,n|Σ|)

=
∑

n′
2≤n2

. . .
∑

n′
|Σ|

≤n|Σ|

❫ ′k,...,n′
|Σ|

❫ ′′n1−k,...,n|Σ|−n′
|Σ|
.

① ❣ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝ ④ ❣ q ✁ ❭ ✁❄❣ ❬ ✡ n′1 ✡ ❫✭❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫ ✁✬☎ q✗q ✈ ✡ ❷ ❣✏✝ P(n′1 | ∅) =

✞ (n′
1)

(n2,...,n|Σ|)✞
n1,...,n|Σ|

❲
✉ ❣ q❄❫➑❪ ✡ ④ ❣ ❫❯② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❪ ✚✐❨✗q ✡ ❧ ☎ ❭✲❫ ✁✬✡ ❫❯❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝ ❫ ✁ ✈ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ✈ ✡ ❫ ❷ ☎ ❨ ✝ n′1, . . . , n′i−1 ✚ ☎ q ✞ ✢ ✆ ★ ✆ ✑ ✍✑✯ ★ ☛ ✦✆☎ ✯ ✄ ✭✞✦✆✭ ✩ ✆ ✑
➋ n′i ✡ q➍❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ q❜❬❩❪ ✡ ❫✬❫ ☎▼❤❥❤☞✡ ❫✵❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫

❫ (n′
1,...,n

′
i−1,k)

(ni+1,...,n|Σ|)
=

∑

n′
i+1≤ni+1

. . .
∑

n′
|Σ|

≤n|Σ|

❫ ′n′
1,...,n

′
i−1,k,n

′
i+1...,n

′
|Σ|

❫ ′′n1−k,...,n|Σ|−n′
|Σ|
.

❛❅❨✗❭❯❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬✭❬ ✡ q❅❬ ✁✬✡ ④✁❸ ☎ ❭✲❫✁❭ ✝ ❨✗q ✡ ❾ ❣ ❪ ✡ ❨ ✝ n′i ❣ ❾ ✡ ④❘❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ P(n′i | n′1, . . . , n′i−1) =

✞ (n′
1,...,n′

i)

(ni+1,...,n|Σ|)

✞ (n′
1,...,n′

i−1
)

(ni,...,n|Σ|)

❲
➌ q ✡ ❷ ✝✟✡ ❨✗❾ ✡➤✝✴❣ ❷✗❭ ✁✬✡❆✁✬✡ ❪ ❣ ④ ☎✞✝❛✝✟✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ④ ✡ ❬✭❬ ✡◆☎ ❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q✝❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡ ❧ ☎ ❨ ✝ q✗❭ ✡ ❷ ❣✏✝ ❪ ✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✁✬✡



� ✁✁�✄✂☎✂ ✆ ✓✒✄ ✁ ✑ ✓☎✂✠✆ ✁ ✄ ✍ ☎ ✗✌✁✝✍ ✍✏✁✝✓ ✗✌✞✘☞ ✆ ✂✠✆✌☞ ✄✄✂ ✆✦✑ ✞ ✍ ✑ ✄☛✞ ✆ ✆✖✞✘☞ ✂ ✂✠✆ ✠✡✁ ✗ ✁ ✞✘☞ ✙ ✙

❪ ❣ ❷ ✝✟☎▼⑧✣❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ✁✄✂ ❨✗q ✡❊✝ ✈ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭❑❬✭❭ ☎ q (n′1, . . . , n
′
|Σ|)

☛
P(n′1, . . . , n

′
|Σ|) = P(n′1 | ∅)P(n′2 | n′1) . . .P(n′|Σ| | n′1, . . . , n′|Σ|−1)

=
❫ (n′

1)

(n2,...,n|Σ|)

❫ n1,...,n|Σ|

❫ (n′1,n′
2)

(n3,...,n|Σ|)

❫ (n′
1)

n2,...,n|Σ|

. . .
❫ (n′

1,...,n
′
|Σ|

)

(∅)

❫ (n′
1,...,n

′
|Σ|−1

)

(n|Σ|)

=
❫ (n′

1,...,n
′
|Σ|

)

❫ n1,...,n|Σ|

=
❫ ′n′

1,...,n
′
|Σ|

❫ ′′n1−n′
1,...,n|Σ|−n′

|Σ|

❫ n1,...,n|Σ|

❳❩q ✝✟✡ ❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡✳⑧ ❭ ✡ q➆❭✲④✌❭✣❪ ❣ ④ ☎ q❜❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❪ ❣⑤✝ ✈ ❷ ❣✏✝ ❬✭❭❑❬✭❭ ☎ q (n′1, . . . , n
′
|Σ|) ➋❘❪ ❣ ❫ ☎▼❤❥❤☞✡⑨✁✬✡ ❪ ✂ ✈ ❛❅❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q

✰✽✎ ❲ ⑥ ✲ ❲
① ✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✁✬✡ ❫ ❫ ☎▼❤❥❤☞✡ ❫➇❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✯q ✡✵❤☞☎✹✁ ❭ ✇ ✡ ❷ ❣ ❫➇❪ ❣ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ✡ q ❬ ✡✌❤ ❷❄❫ ✁✬✡ ❪ ❣ ❷✗❸ ❣ ❫ ✡❻✁✬✡ ❷ ✝ ✈ ④ ❣ ❪ ③
④✌❨✗❪ ✚☎④ ❣✏✝ ❭❑❪❇❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡❲✝ ✈ ❣ ❪❑❭✲❫ ✈ ✂ ★ ✦☞✟ ✆ ★ ✤✥✯ ❣ ❨ ④ ☎ ❨ ✝ ❫ ✁ ❨➉④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✁✬✡ ❫◗❫ n1,...,n|Σ|

❲★⑦ ✡ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❅❬✛✚☎❭❑❪❇❭❑q❜❬ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬
❨✗q➍❧ ❣ ④✌❬ ✡ ❨ ✝ |Σ| ❫✭❨✗❷✗❷✗❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬ ❣ ❭ ✝✟✡➤✁❄❣ q❄❫✵❪ ❣ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ✡ q ❤ ✈ ❤☞☎ ❭ ✝✟✡ ✚✒④ ❣✏✝ ❪ ✂✆✡ ❫✭❷ ❣ ④ ✡⑤✁✬✡ ❫✬❫ (n′

1,...,n
′
i−1,k)

(ni+1,...,n|Σ|)➋❹④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡✭✝➤✡ ❫✭❬ ✈ ② ❣ ❪✿➋➍④ ✡ ❪❑❨✗❭ ✁✬✡ ❫❻❫ n1,...,n|Σ|
✚ ❷ ☎ ❨ ✝ ④✁❸ ❣ ❛❅❨ ✡ i ∈ [1, |Σ|] ❲➍➈ q ④ ☎▼❤✮⑧ ❭❑q ❣ q❅❬❥④ ✡ ❬✭❬ ✡❑☎ ❷❇③

❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ❣ ❾ ✡ ④✡❨✗q ✡ ❫✁❬ ✝✴❣ ❬ ✈ ②❡❭ ✡ ✞ ✆ ✠✘✫ ✭ ✢ ✆ ✞ ✏ ✤ ✍ ✆ ✑ ✰ ❾ ☎ ❭ ✝ ❫ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q ❱❇❲♠❱❇❲♠❱ ✲ ✚ ☎ q ☎▼⑧ ❬✭❭ ✡ q❜❬❥❪ ❣ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈❣ q✗q ☎ q❄④ ✈ ✡ ❲
➄ ✄ ➄ ✄ ✖ ✪ ✝ ✧ ✷ ✢ ✧ ✑✎✍✎✚✥✏ ✛✗✞✳✷ ✧ ◆ ☛✌❏❍■✗✢✜✞✁✏●☞❍✞✟✛✴✩ ✢▼✏➁✓✄�❇✠ ✮✗✚✥✷✎✞❘✛ ✧ ✏❄✓❻✢▼✏●✞✵✽☎☛ ✧ ✠❥✠ ✧ ✍❑☛✌✞✿✸➇✚✥✏●✛✗❏✁☛✌❏❍✞

① ✡ ❷ ✝ ❭❑q❄④✌❭❑❷ ❣ ❪●❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡ ❛❜❨✗❭✺q ☎ ❨❄❫✯❭❑q❜❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ✡❿✡ ❫✭❬✯❪ ✡ ❫✭❨✗❭❑❾ ❣ q❅❬ ☛ ⑦ ☎▼❤❥❤☞✡ q❅❬✬④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡✭✝ ❨✗q ✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q
π ❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ❛❜❨ ✡ ❪ ✡ ❫❦❫✭♣ ❤❻⑧●☎ ❪ ✡ ❫ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❣ ❷✗❷ ❣✏✝✴❣ ❭✲❫✴❫ ✡ q❜❬ ❣ ❾ ✡ ④ ✁✬✡ ❫➉❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫➉❭ ❤ ❷ ☎ ❫ ✈ ✡ ❫ ✦ ✞ ✢ ✩ ✆ ✢ ✩ ❺⑦ ✡ ❬✭❬ ✡ ❭❑q❅❬ ✡✭✝❛✝✟☎ ② ❣ ❬✭❭ ☎ q✼q ☎ ❨❄❫ ❣✐❤ ♦ q ✡ ➋❥q ☎ ❨❄❫✳❭❑q❅❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ✡✭✝ ❬ ☎ ❨✗❬ ✁✄✂♠❣✐⑧●☎✞✝✟✁❼❣ ❨➁❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡ ❭❑q❅❾ ✡✭✝ ❫ ✡ ✚✺④ ✂✆✡ ❫✭❬❩➋✁ ❭ ✝✟✡ ➋➆❪ ✂ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫✻❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫❘❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴⑧✁❄❣ q❄❫❘❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡☞✁✬☎ q❅❬✟❪ ❣ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q✡ ❫✭❬❘④ ☎ q✗q❜❨ ✡ ❲✮➈ q ✡ ✠ ✡ ❬✛✚❯❫✭❭◗④ ✡ ❬✭❬ ✡➤✝✟✡ ❪ ❣ ❬✭❭ ☎ q✝❫ ✂♠❣ ❾ ♦✭✝✟✡ ❬ ✝✁♦ ❫✻❫✭❭ ❤ ❷✗❪ ✡ ✚●❭❑❪ ✡ ❫✭❬ ❣ ❪ ☎✞✝ ❫✻❷ ☎ ❫✴❫✭❭ ⑧ ❪ ✡◆✁✬✡ ❪ ✂ ❭❑q❅❾ ✡✭✝ ❫ ✡✭✝ ❲❶ ❪❑❨❄❫➁② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬✛✚✟❪ ❣ ④ ❣ ❷ ❣ ④✌❭❑❬ ✈ ➋ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ✡✭✝❸✁✬✡ ❬ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✡❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫➁❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬❹❪ ❣ ❤ ❭✲❫ ✡⑧✡ q ☎❣✡ ❨✗❾ ✝✟✡✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✁❸ ✡ ❫◗❸ ✡ ❨ ✝ ❭✲❫✭❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ❭✲❫✁❫✭❨ ✡ ❫ ✁ ❨ ✁✬☎▼❤❦❣ ❭❑q ✡❲✁✬✡ ❪ ✂✆☎ ❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✚☎❛❜❨✗❭❅❷ ☎ ❨ ✝❛✝✴❣ ❭ ✡ q❅❬ ❤ ☎✌❤☞✡ ❫ ✡❼✝ ✈ ❾ ✈ ❪ ✡✭✝✁ ✈ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q✗❭✲❫✭❬ ✡ ❫✩❫✭❭➑④ ✡✭✝ ❬ ❣ ❭❑q ✡ ❫✳④ ☎ q ✁ ❭❑❬✭❭ ☎ q❄❫❩❫ ☎ q❜❬ ✝✟✡✌❤ ❷✗❪❑❭ ✡ ❫ ❲

❳❩q❹④ ☎▼❤❥❤☞✡ q❄④ ✡ ❷ ❣✏✝♠✁ ✈❵✇ q✗❭ ✝ ❧ ☎✞✝✭❤☞✡ ❪❑❪ ✡✌❤☞✡ q❜❬✬❪ ❣ ❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡❿✁✄✂♠❣ ❷✗❷ ❣✏✝ ❭❑❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q❹❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❪✁❄❣ q❄❫✬❨✗q ✡ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❷ ☎ q ✁ ✈ ✝ ✈ ✡ ❲
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n
★ ✦ ✟ ✦✚★ ✯✡✠✕✢ ✢✥✤✥✯ ★ ★ ✯

µαi,n ∈ [0, 1]
✭✰✯✮★✌★ ✯ ✟✑✠✜✯

µαi,n =
E(Xn = |ω|αi

| π, |ω| = n)

n

✆✑✏ Xn
✯✱✫ ✭ ★ ✦ ✟ ✦✚✢✱✩ ✦✟✞ ★ ✯ ✦✚★ ✤✧✦✆✭ ✆ ✩ ✢✧✯ ✦ ✫✱✫ ✆ ✄ ✩✞✤✥✯ ✦ ✠ ✑ ✆ ✏ ✞ ✢✥✯ ✍ ☛ ✆ ✄✝✄ ✠✕✢✱✢✥✯ ✑ ✄ ✯ ✫ ✍✑✯

αi
✍ ✦ ✑✜✫ ✠ ✑ ✏ ✆ ✭ ω ✯ ✑ ✒

✍✑✯ ✑ ✍✚✢✧✤ ✫ ✯ ★ ✆ ✑ ★ ✦ ✞ ✢ ✆ ✞✧✦✟✞ ✩ ★✪✩ ✭✰✤ ✍✑✤❍✏ ✑✵✩✞✯ ✞ ✦✚✢ π ☛
✷

✉ ✡ ❷✗❪❑❨❄❫✛✚ ☎ q❹q ☎ ❬ ✡✭✝✴❣ µαi
❪ ✂♠❣ ❫✭♣ ❤ ❷✗❬ ☎ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡⑤✁✬✡ µαi,n

☛
µαi

= lim
n→∞

µαi,n
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✥✙❪ ✡ ❫✭❬❯❷ ☎ ❫✴❫✭❭ ⑧ ❪ ✡❹✁✬✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✡✭✝ ❪ ✡ ❫●❧ ✝ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ µαi,n ➋✯❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝✐✁✬✡ ❪ ❣ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ Gπ(z, u1, . . . , ui, . . . , u|Σ|)❤ ❨✗❪❑❬✭❭❑❾ ❣✏✝ ❭ ✈ ✡◗✡ q➁❪ ✡ ❫ ✁ ❭✡✠ ✈ ✝✟✡ q❅❬✁❫✳❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪ ✡ ❫✬❬ ✡✭✝✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❲➇➈ q ✡ ✠ ✡ ❬

Gπ(z, 1, . . . , ui, . . . , 1) =
∑

ω∈L(Gπ)

π(ω)u
|ω|αi

i z|ω|

∂Gπ(z, 1, . . . , ui, . . . , 1)

∂ui
(z, 1) =

∑

ω∈L(Gπ)

π(ω)|ω|αi
z|ω|

[zn]∂Gπ(z,1,...,ui,...,1)
∂ui

(z, 1)

n[zn]Gπ(z, 1, . . . , 1)
=

∑

ω∈L(Gπ)n
π(ω)|ω|αi

n
∑

ω∈L(Gπ)n
π(ω)

=

∑

ω∈L(Gπ)n
P(ω | π)|ω|αi

n

=
E(Xn = |ω|αi

| π)

n
= µαi,n

✉ ✡ ❷✗❪❑❨❄❫✛✚✐❪ ✂✆✡❵❴ ❬ ✝✴❣ ④✌❬✭❭ ☎ q ✁✬✡ ❫ ✁✬✡ ❨ ❴ ❬ ✡✭✝✭❤☞✡ ❫ ✁✬✡❲✁✬✡ ② ✝ ✈ n ❷ ✡ ❨✗❬ ☎ ❬ ✝✟✡✵❣ ④❍④ ✈ ❪ ✈ ✝ ✈ ✡ ❷ ❣✏✝ ❪ ✂ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✁✬✡➁✝ ✈ ④✌❨ ✝ ③✝✟✡ q❄④ ✡ ❫✟❪❑❭❑q ✈ ❣ ❭ ✝✟✡ ❫ ✚ ✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ❣✐⑧ ❪ ✡ ❫ ❣ ❨✗❬ ☎▼❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡✌❤☞✡ q❜❬▲❷ ❣✏✝ ❪ ✡❥⑧ ❭ ❣ ❭✲❫ ✁✬✡ ✒✕✔✄☎✑✖ ➂ ✌ ❱ ➃ ✚ ✡ q ✝✟✡✌❤❦❣✏✝ ❛❅❨ ❣ q❜❬❻❛❅❨ ✡
❪ ❣ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ q❜❨ ❤ ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝ ∂Gπ(z,1,...,ui,...,1)

∂ui
(z, 1) ✡ ❫✭❬ ❣ ❪❑② ✈ ⑧✬✝ ❭✲❛❜❨ ✡ ✚❯④ ❣✏✝ ❪ ❣ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡✁✄✂ ❨✗q➁❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡◆☎▼⑧ ❬ ✡ q❜❨✼➋➉❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝❻✁✬✡ L(Gπ)

✡ q ✏ ✦✚✢ ✟✑✠✙✦ ✑ ✭ ❨✗q ✡◗☎ ④❍④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡◗✁✬✡ αi ❲ ❳❩q❼❬ ✝✟☎ ❨✗❾ ✡✭✝✴❣☞✁✬✡
❷✗❪❑❨❄❫ ❣✐❤ ❷✗❪ ✡ ❫ ✁ ✈ ❬ ❣ ❭❑❪✲❫❩❫✁❨ ✝ ❪ ✂✆☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ❬ ✡ ❨ ✝❿✁✬✡ ❷ ☎ ❭❑q❜❬ ❣ ② ✡◗✡ ❬❩❫ ☎ q➍❭ ❤ ❷ ❣ ④✌❬❩❫✭❨ ✝ ❪ ❣ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡◆✡ ❬✳❫✭❨ ✝
❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡☞✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✴❣ q❅❬❻❪ ✡ ❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡❑✁❄❣ q❄❫ ➂ ❱❡tr➃✙❲ ① ✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✁✬✡ ④ ✡ ❫✩❧ ✝ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫✟❷ ✡ ❨✗❬ ✁✬☎ q❄④ ☎ ❬ ✝✟✡☎▼⑧ ❬ ✡ q❜❨ ✡ q❹❬ ✡✌❤ ❷❄❫ O(n2) ➋▲❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✝❻✁✬✡ ❪ ❣ ❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡✟⑧ ❭❑❾ ❣✏✝ ❭ ✈ ✡ ❲
➌ q ✡✼❣ ❨✗❬ ✝✟✡➒❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✁❸ ✡ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ q❜❬➍❪ ✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪✟❫✭♣ ❤✮⑧✣☎ ❪❑❭✲❛❜❨ ✡ ④ ☎ q❄❫✭❭✲❫✭❬ ✡ ➋ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ✡✭✝ ❪ ✂♠❣ ❫✁♣ ❤ ❷✗❬ ☎ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡❍✁✬✡ ❫✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ✈ ✡ ❫❘❷ ❣✏✝ ❬✭❭ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✛✚ ❛❜❨✗❭★❫ ☎ q❅❬ ❣ ❨❄❫✴❫✭❭ ✁✬✡ ❫❘❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫✻② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ ❫ ❣ ❪❑② ✈ ⑧✬✝ ❭✲❛❅❨ ✡ ❫ ☞ ✚ ✡ ❬ ✁✬☎ q❜❬ ☎ q➒❫ ❣ ❭❑❬ ✁✬☎ q❄④✡❵❴ ❬ ✝✴❣ ❭ ✝✟✡➉❣ ❨✗❬ ☎▼❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡✌❤☞✡ q❜❬❘❨✗q ✈ ❛❅❨✗❭❑❾ ❣ ❪ ✡ q❅❬ ❣ ❫✁♣ ❤ ❷✗❬ ☎ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ n ③ ❭ ♦✌❤☞✡ ④ ☎❣✡ ✍ ④✌❭ ✡ q❅❬ ❲ ❳❩q❼❷ ✡ ❨✗❬
❷ ☎ ❨ ✝ ④ ✡ ❪ ❣✱✡ q❄④ ☎✞✝✟✡ ❨✗q ✡ ❧ ☎ ❭✲❫✟❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✡✭✝ ✒ ✔ ☎✘✖ ➂ ✌ ❱ ➃ ❷ ☎ ❨ ✝◗✁ ✈ ✝ ❭❑❾ ✡✭✝➉❣ ❨✗❬ ☎▼❤❦❣ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡✌❤☞✡ q❅❬ ✁✬✡ ❫ ✈ ❛❅❨✗❭❑❾ ❣ ❪ ✡ q❅❬✁❫❣ ❫✭♣ ❤ ❷✗❬ ☎ ❬✭❭✲❛❜❨ ✡ ❫ ✁✬✡ ❫ [zn]∂Gπ(z,1,...,ui,...,1)

∂ui
(z, 1) ✡ ❬ ✁✬✡ [zn]Gπ(z, 1, . . . , 1)

❲
➈ q ✇ q ✚✯❭❑❪ ✡ ❫✭❬❥❷ ☎ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ✡➔✁✄✂♠❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲❛❜❨ ✡✭✝ ❪ ❣ ❾ ❣✏✝ ❭ ❣ q❅❬ ✡➒✁ ❨ ❬✭❸ ✈ ☎✞✝✁♦✌❤☞✡➒✁✬✡ ✉ ✝✭❤☞☎ ❬ ❣ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❅❬ ✈ ✡ q ❫ ✡ ④✌❬✭❭ ☎ q✎ ❲ ✎ ❲♠❱ ❷ ☎ ❨ ✝ ④ ✡ ❷ ✝✟☎▼⑧ ❪ ♦✌❤☞✡ ❲
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① ✡ ❫ ✁✬✡ ❨ ❴ ❷ ✝✟✡✌❤ ❭ ♦✭✝✟✡ ❫ ❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✡ ❫ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❅❬ ✈ ✡ ❫❦④✌❭ ③ ✁✬✡ ❫✁❫✭❨❄❫ ❷ ✝ ✈ ❫ ✡ q❜❬ ✡ q❅❬ ❪ ✂♠❣ ❾ ❣ q❅❬ ❣ ② ✡❅✁✄✂✆☎ ❬ ✝✟✡➒✁✬✡ ❧ ❣ ❭ ⑧ ❪ ✡ ❫
④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴ ❭❑❬ ✈ ❫ ❲✿⑦ ✡ ❷ ✡ q ✁❄❣ q❜❬✛✚ ✡ ❪❑❪ ✡ ❫✳❫✁❨✗❷✗❷ ☎ ❫ ✡ q❅❬✬❪ ✡ ❫✳❫ ✈ ✝ ❭ ✡ ❫✵② ✈ q ✈ ✝✴❣ ❬ ✝ ❭✲④ ✡ ❫ ✁✬✡ ❪ ❣ q✗② ❣ ② ✡◗✁ ✈ ❽ ➋ ❣ ④❍❛❜❨✗❭✲❫ ✡ ❫✛✚❄④ ✡
❛❅❨✗❭❅q ✂✆✡ ❫✭❬ ❷ ❣ ❫ ❬ ☎ ❨ ❽Ò☎ ❨ ✝ ❫ ❬ ☎ ❨✗❬➇➋✬❧ ❣ ❭❑❬ ✝ ✈ ❣ ❪❑❭✲❫✭❬ ✡ ✚☎❛❅❨ ❣ q ✁ ❪ ✡ ❫ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❫★❫ ☎ q❅❬ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴✬✡ ❫ ❲ ① ❣ ❬ ✝✟☎ ❭✲❫✭❭ ♦✌❤☞✡
q ✈ ④ ✡ ❫✁❫✭❭❑❬ ✡ ❪ ❣❍✝ ✈ ❫ ☎ ❪❑❨✗❬✭❭ ☎ q ✁✄✂ ❨✗q ❫✭♣✜❫✁❬ ♦✌❤☞✡➒✁✄✂ ✈ ❛❜❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫✡④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✡❵❴✬✡ ✚ ✡ ❬ ✝✟✡ ❛❅❨✗❭ ✡✭✝ ❬➆❛❅❨ ✡ ❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡✝✟✡ ❫✭❷ ✡ ④✌❬ ✡⑤✁✬✡ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ❨❄❫ ✡ ❫✳❷ ✝✟☎ ❷ ✝ ❭ ✈ ❬ ✈ ❫✳q ☎ q❇③ ❬ ✝ ❭❑❾❅❭ ❣ ❪ ✡ ❫ ❲

❳❩q ❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ✡ ❭✲④✌❭✵❨✗q ✡❹❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✁❸ ✡ ④ ☎▼❤ ❷✗❪ ✈ ❤☞✡ q❜❬ ❣ ❭ ✝✟✡ ✚ ❣✞✁❄❣ ❷✗❬ ✈ ✡➒✁✬✡ ❪ ❣ ❷✗❸ ❣ ❫ ✡❅✁✬✡✱✁ ✈ q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡✌❤☞✡ q❜❬
❷ ✝ ✈ ❪❑❭ ❤ ❭❑q ❣ ❭ ✝✟✡➤✁✬✡ ❪ ✂♠❣ ❷✗❷ ✝✟☎ ④✴❸ ✡⑤✝ ✈ ④✌❨ ✝ ❫✭❭❑❾ ✡ ❲
❅❇❱❲✜ ✆✟✞✡✠☞☛✍✌✒✞✁� ✎✳✦❴✺ ✬✩✖✙✜✵✤✌✼✶✼✶✬❁✱✾✱✲✜✶✖✙✼✪✜✳✦✩✜

αi

✷✶❪✧✬✩✭ ❈ ✔✗✬✩✴❇✦✙✔☛✖✩✘ ✚✢✜❵✦✩✤✿✣■✔✗✭✢✖✙✜❳✦✩✜✶✘ ✘✾✷✪✱✲✭✢✜✶✘✛✸✿✷✪✖✙✷✪✱◆✔❑✴✾✱✲✭✫✼✪✜✶✘▲✣▼✬✩✚✯✴✲✭ ❈ ✔✗✱✲✭✢✷✶✜✪✘ ✣✕✬✙✖✩✜
✦✩✷❘✱✲✭ ❈ ✷✶✜✕❏✞✔❑✱✾✴✲✭✫✜✪✚✫✚✢✜❫✜✪✴✛✱✲✷✶✼✪✭✫❏❁✱✲✤✧❪✌✬✙✜✶✣✥✜✶✖✌✴✄❄



� ✁✁�✄✂☎✂ ✆ ✓✒✄ ✁ ✑ ✓☎✂✠✆ ✁ ✄ ✍ ☎ ✗✌✁✝✍ ✍✏✁✝✓ ✗✌✞✘☞ ✆ ✂✠✆✌☞ ✄✄✂ ✆✦✑ ✞ ✍ ✑ ✄☛✞ ✆ ✆✖✞✘☞ ✂ ✂✠✆ ✠✡✁ ✗ ✁ ✞✘☞ ✙ �

❳❩q✝❫ ✂ ❭❑q❅❬ ✈ ✝✟✡ ❫✁❫ ✡❥❣ ❨✼q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡➉❤☞☎ ♣ ✡ q fαi,S,n
✁✄✂✆☎ ④❍④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❫ ✁✄✂ ❨✗q ✡ ❪ ✡ ❬✭❬ ✝✟✡ αi ❣ ❨✝❫ ✡ ❭❑q ✁✄✂ ❨✗q ❤☞☎ ❬✁✬✡ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡ n ✚❇❭✲❫✁❫✁❨ ✁✬✡ S ✡ ❬ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝ ✈ ❫ ✡ ❪ ☎ q➁❪ ❣❆✁ ❭✲❫✭❬ ✝ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭ ☎ q➁❭❑q ✁ ❨✗❭❑❬ ✡ ❷ ❣✏✝ π ☛

fαi,S,n = E(|ω|αi
| π, n)

=
∑

ω∈L(S)n

P(ω | π)|ω|αi

=
∑

ω∈L(S)n

π(ω)

π(L(S)n)
|ω|αi

=
1

π(L(S)n)

n
∑

k=0

k
∑

ω∈L(S)n

|ω|αi
=k

π(ω)

=

∑n
k=0 kσαi,S,n,k

π(L(S)n)

☎✡✠ σαi,S,n,k =
∑

ω∈L(S)n

|ω|αi
=k

π(ω)
❲ ❳❩q ❷ ✡ ❨✗❬ ❣ ❨❄❫✁❫✁❭ ✁ ❭ ✝✟✡ ❛❅❨ ✡ σαi,S,n,k

✯✱✫ ✭ ★ ✦ ✫ ✆ ✏ ✏ ✯ ✍✘✯✱✫ ✞ ✆ ✩ ✍ ✫ ✍✑✯ ✫ ✏ ✆ ✭ ✫

✍✑✯ ✭✞✦✚✩✌★ ★ ✯
n

✩✬✫✱✫ ✠✘✫ ✍✑✯
S

✦ ☎ ✦ ✑ ✭
k ✆ ✄✝✄ ✠✕✢✧✯ ✑ ✄ ✯✱✫✌✍✑✯ ★ ✦ ★ ✯ ✭ ✭ ✢✧✯

αi
❲ ❳❩q ✝✟✡✌❤❦❣✏✝ ❛❜❨ ✡ ❛❅❨ ✡ ❪ ❣ ④ ☎ q✗q ❣ ❭✲❫✁❫ ❣ q❄④ ✡❲✁✬✡ ❫

σαi,S,k,l q ☎ ❨❄❫➇④ ☎ q ✁ ❨✗❭❑❬ ✡ q❥❬ ✡✌❤ ❷❄❫ O(n) ➋✻④ ✡ ❪❑❪ ✡♠✁✬✡ ❫ fαi,S,k ④ ❣✏✝ π(L(S)n) =
∑n

k=0 σαi,S,n,k, ∀αi ∈
Σ
❲
❳❩q❥❷ ✝✟☎ ❷ ☎ ❫ ✡ ❪ ❣⑨✝ ✈ ④✌❨ ✝❛✝✟✡ q❄④ ✡ ❫✭❨✗❭❑❾ ❣ q❜❬ ✡ ❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✁✬✡ ❫ σαi,S,n,k ✚ ✡ q ❫✁❨✗❷✗❷ ☎ ❫ ❣ q❅❬★❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡✡ q➍❧ ☎✞✝✭❤☞✡ q ☎✞✝✭❤❦❣ ❪ ✡◗✁✬✡ ⑦ ❸ ☎▼❤ ❫ ➊ ♣✡❫ ❣ q❄❫✵❷ ✝✟☎✹✁ ❨❄④✌❬✭❭ ☎ q ε ☛

S → αj ⇒ σαi,S,n,k =







π(αi) ✣❅❭ αi = αj , n = 1 ✡ ❬ k = 1
π(αj) ✣❅❭ αi 6= αj , n = 1 ✡ ❬ k = 0
0 ✣❅❭❑q ☎ q

S → S | S′′ ⇒ σαi,S,n,k = σαi,S′,n,k + σαi,S′′,n,k

S → S′S′′ ⇒ σαi,S,n,k =
n−1
∑

a=1

k
∑

b=0

σαi,S′,a,b . σαi,S′′,n−a,k−b

➌ q ✡ ❧ ☎ ❭✲❫✵④ ✡ ❫✳q ☎▼❤✮⑧✬✝✟✡ ❫❩④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✈ ❫✛✚ ☎ q ☎▼⑧ ❬✭❭ ✡ q❅❬✳❪ ✡ ❫✿❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ µαi,n
✡ q ✝✟✡✌❤❦❣✏✝ ❛❅❨ ❣ q❜❬✩❛❜❨ ✡

µαi,n = fαi,X,n =

∑n
k=0 kσαi,X,n,k
∑n

k=0 σαi,X,n,k

☎✡✠ X ✡ ❫✁❬✬❪ ✂♠❣r❴ ❭ ☎▼❤☞✡◗✁✬✡ ❪ ❣ ② ✝✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ✝✟✡ ❲
① ✡ ❫✭❬ ☎ ④ ➊❡❣ ② ✡❊✁✬✡ ❫ σαi,S,n,k q ✈ ④ ✡ ❫✁❫✁❭❑❬ ✡ ❨✗q❹❬ ❣✐⑧ ❪ ✡✥❣ ❨ ✁✬✡⑤✁ ❭ ❤☞✡ q❄❫✁❭ ☎ q O(n2) ✚ ☎✡✠ n ✡ ❫✭❬✵❪ ❣ ❬ ❣ ❭❑❪❑❪ ✡◗✁✬✡ ❫

❫ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫✳➋ ✡ q✗② ✡ q ✁✠✝✟✡✭✝ ❲ ① ✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✁✄✂ ❨✗q ✡⑤✁✬✡ ④ ✡ ❫ O(n2) ✡ q❜❬ ✝ ✈ ✡ ❫✳q ✈ ④ ✡ ❫✁❫✭❭❑❬ ✡✮❣ ❨➍❷✗❭ ✝✟✡ O(n2) ☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ③
❬✭❭ ☎ q❄❫ ❣✏✝ ❭❑❬✭❸ ❤ ✈ ❬✭❭✲❛❅❨ ✡ ❫✻❷ ☎ ❨ ✝ ❪ ✂✆☎ ❷ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q ❷ ✝✟☎✹✁ ❨✗❭❑❬ ❲ ① ✡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪ ✁✬✡ ❫❩❧ ✝ ✈ ❛❅❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ✡❵❴✗❣ ④✌❬ ✡ ❫ ✡ ❫✁❬ ✁✬☎ q❄④ ✡ q
O(n4)∗

❲
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➌ q ✝ ✈ ❫✭❨✗❪❑❬ ❣ ❬ ✁✄✂ ➋ ✉ ✝✭❤☞☎ ❬ ❣ ➂ ❱ ✎ ➃ ✚❄❬ ✝✴❣ q❄❫✭❷ ☎ ❫ ✈ ❷ ❣✏✝ ✉ ✡ q✗❭✲❫ ✡◗✡ ❬ ❣ ❪ ✁❄❣ q❄❫ ➂ ❈❡⑨ ➃ ❷ ✡✭✝✭❤☞✡ ❬ ✁✄✂✆✡ q❅❾❅❭✲❫ ❣ ② ✡✭✝ ❨✗q ✡✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭ ☎ q ✫ ✭✞✦ ✭ ✩ ✟✑✠✵✯ ✁✬✡ ❫✵❷ ☎ q ✁ ✈ ✝✴❣ ❬✭❭ ☎ q❄❫ ✝ ✈ ❣ ❪❑❭✲❫ ❣ q❅❬ ✁✬✡ ❫✿❧ ✝ ✈ ❛❜❨ ✡ q❄④ ✡ ❫ ❣ ❬✭❬ ✡ q ✁ ❨ ✡ ❫ ❲
✑ ✴✓✒ ✱ ✩ ✁ ✩✪✰ ✱✁� ✔ ✖☞☛ ✣✍✥✧✦★✦★✥✧✩ ✣✍✫ ✲ ✫ ✁ � ✮✢✫ ✭ ✩☎✦★✮ ✁✪✫ ✚ ✟✖ ✆ ✩ ✭ G = (Σ,N ,X, δ) ✠ ✑ ✯ ✍✚✢✧✦ ✏ ✏ ✦✚✩ ✢✧✯ ✑ ✆ ✑ ✒ ✄✝✆ ✑ ✭✰✯ ✝ ✭ ✠✜✯ ★ ★ ✯ ✯✮✭ ❫ n,k1,...,k|Σ|−1

★ ✯ ✑ ✆ ✏ ✞ ✢✥✯ ✍✘✯ ✏ ✆ ✭ ✫✩✌✫ ✫ ✠✘✫ ✍ ✠ ✑ ✆ ✑ ✒ ✭✰✯ ✢✡✏ ✩✒✑ ✦✚★
X

✍✑✯ ✭✞✦✚✩✌★ ★ ✯
n

✯✮✭ ✦ ☎ ✦ ✑ ✭
kj ✆ ✄✝✄ ✠✕✢✱✢✥✯ ✑ ✄ ✯ ✫ ✍✘✯ ★ ✦ ★ ✯✮✭ ✭ ✢✥✯

αj
✒
j ∈ [1, |Σ| − 1]

☛
G ✯✱✫ ✭ ✦✚★ ✆ ✢✱✫ ✍✑✯ ✭ ☎ ✞ ✯ ✫✱✩ ✏ ✞ ★ ✯ ✫✱✩✳✩ ★✎✯✞✝✚✩✬✫✮✭✰✯ |N | ✄ ✓ ✑ ✯✱✫ |Σ| ✒ ✍✚✩ ✏ ✯ ✑✜✫✱✩ ✆ ✑ ✑ ✯ ★ ✫ Ci ⊂ R|Σ| ✦✚✫ ✫ ✆ ✄ ✩ ✤ ✫✄✂ ✍✑✯ ✫
✑ ✆ ✑ ✒ ✭✰✯ ✢✡✏ ✩✒✑ ✦ ✠✁✝

Si
✒ ✄ ✯✠✑ ✭ ✢✧✤ ✫ ✯ ✑

0
✒ ✯✮✭ ❫ ❣ ❬✭❨ ✝ ✈ ❫ ✒ ✄ ☛ ✯ ✫ ✭✄✂ ✍✚✩ ✢✥✯ ✟ ✠✜✯ ✞ ✆ ✠✘✢ ✭ ✆ ✠✕✭ (n, k1, . . . , k|Σ|) ∈

Ci ∩N|Σ| ✒ ✆ ✑ ✦ ❫ i n,k1,...,k|Σ|−1
6= 0

☛
✷

k1

k1

k2

nn

k1 k1
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✁

✝
✞
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✡
☛
☞
✌

�✍✟
✁
�
✝
✞
✟
✠
☛
✡
☞
✌

�✎✡�✎☛

�✎✁
�☎�
�✎✝
�✎✞
�✂✟
�✎✠
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✓ ✓ ☎ ✁ � ✁ � ✟✕✔✗✖✙✘✛✚✢✜✤✣✂✘✦✥★✧✙✘✪✩✬✫✮✭✤✘
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✣✶✸❲✩✳✸❂✥✆✘
(4, 15)
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4
✵✙✩✳✩✬✻✤✽✼✽✄✘✳✭✤✩✳✘✛✥❖✧✙✻❵✥✼●❍✚❏■❑✵✮✣✎✘

α1

▼

⑦P❡ ❬✭❬ ❡ q❄❢▼❬✭❭❣❢▼q ② ❣❘❤✴❣ q❜❬✭❭❑❬ ❪❨✐ ❡ ❴ ❭✲❫✭❬ ❡ q❄④ ❡❦❥ ✐ ❨✗q ✑ ✆ ☎ ✦ ✠ ✍✑✯ ✑✵✫ ✯ ❥ ❣ q❄❫❥❪❨✐ ❡ ❫✭❷ ❣ ④ ❡❦❥✿❡ ❫ ❫ i n,k1,...,k|Σ|
✚ ❛❅❨✗❭

④✺❢▼q❜❬ ❤✴❣ ❭❑q❅❬ ❣ ❫✭♣ ❤ ❷✗❬✬❢▼❬✭❭✲❛❜❨ ❡ ❤ ❡ q❅❬ ❪ ❡ ❫ q❄❢ ❤✮⑧✿❤ ❡ ❫ ❥ ✐❧❢✜④❍④✌❨ ❤♠❤ ❡ q❄④ ❡ ❫ ❥✿❡ ④✁❸ ❣ ❛❅❨ ❡ αj ❥ ❣ q❄❫ ❨✗q ❤ ❢▼❬ ❥ ❨❻❪ ❣ q✗② ❣ ② ❡
L(Si) ➋▲❨✗q❼④✺❢ ❤ ❷✕❢ ❤ ❬ ❡ ❤ ❡ q❅❬ ❡ q κi,j

n

❲
❳❩q ❤✴❣ ❷✗❷ ❡ ❪❑❪ ❡ ❛❅❨ ❡ ❪ ❣ ❫ ✈ ❤ ❭ ❡ ② ✈ q ✈ ❤✴❣ ❬ ❤ ❭✲④ ❡ ❤ ❨✗❪❑❬✭❭❑❾ ❣❘❤ ❭ ✈✺❡♥❥✿❡ ❪ ❣ q✗② ❣ ② ❡ S(x, u1, . . . , u|Σ|) ❣ ❫✁❫✳❢❅④✌❭ ✈✺❡ ➋ ❨✗q
q❄❢▼q❇③ ❬ ❡ ❤✭❤ ❭❑q ❣ ❪ S ❡ ❫✭❬ ❥✗✈❵✇ q✗❭ ❡ ❬ ❡ ❪❑❪ ❡ ❛❅❨ ❡

S(x, u1, . . . , u|Σ|) =
∑

ω∈L(S)

x|ω|u
|ω|α1
1 . . . u

|ω|α|Σ|

|Σ| =
∑

n≥0

∑

k1≥0
...

k|Σ|≥0

❫ n,k1,...,k|Σ|
xnuk11 . . . u

k|Σ|

|Σ|
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✡ ✍ ✫✝✦ ✮✂✁✪✫ ✟✜❏❡ ❷ ❤ ❡ q❄❢▼q❄❫❩❪ ❡ ❪ ❣ q✗② ❣ ② ❡ ❥✿❡ ❫✵❷ ❣ ❪❑❭❑q ❥ ❤ ❢ ❤ ❡ ❫ ❥✗✈ ④ ❤ ❭❑❬✬❷ ❣❘❤ ❨✗q ❡ ② ❤✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ❤ ❡ ❣ ♣ ❣ q❅❬✳❨✗q ❣r❴ ❭❣❢ ❤ ❡
S
❡ ❬✬❨✗q ❡

❤✁♦ ②❡❪ ❡ S → aSa | bSb | varepsilon ❲ ✥✙❪ ❡ ❫✭❬◗❷✕❢❡❫✁❫✁❭ ⑧ ❪ ❡❬❥✿❡ ❬ ❤✴❣ q❄❫✁❷✕❢❡❫ ❡ ❤ ❪ ❡ ❫ ❤✁♦ ②❡❪ ❡ ❫ ❥ ✐ ❨✗q ❡ ② ❤✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ❤ ❡❩❡ q✈ ❛❅❨ ❣ ❬✭❭❣❢▼q❄❫ ❫✭❨ ❤ ❪ ❡ ❫➇❫ ✈ ❤ ❭ ❡ ❫◗② ✈ q ✈ ❤✴❣ ❬ ❤ ❭✲④ ❡ ❫ ❤ ❨✗❪❑❬✭❭❑❾ ❣❘❤ ❭ ✈✺❡ ❫ ❤❦❣ q✗❭❑❷✗❨✗❪ ✈✺❡ ❫ ❡ q ✏ ✦✚✢ ✟✑✠✜✦ ✑ ✭ ❬✬❢▼❨❄❫★❪ ❡ ❫★❬ ❡ ❤✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴❣ ❾ ❡ ④✮❪ ❣ ❾ ❣❘❤ ❭ ❣✐⑧ ❪ ❡ x ❡ ❬✳④ ❡ ❪❑❪ ❡ ❫ ❥✿❡ a ✰ ❤ ❡ ❫✭❷ ❲ b ✲ ❣ ❾ ❡ ④✟❪ ❣ ❾ ❣❘❤ ❭ ❣✐⑧ ❪ ❡ ua ✰ ❤ ❡ ❫✭❷ ❲ ub ✲ ❲① ❣ ❫ ✈ ❤ ❭ ❡ ② ✈ q ✈ ❤✴❣ ❬ ❤ ❭✲④ ❡ ❤ ❨✗❪❑❬✭❭❑❾ ❣❘❤ ❭ ✈✺❡ S(x, ua, ub)
❡ ❫✭❬ ❣ ❪❣❢ ❤ ❫✵❬ ❡ ❪❑❪ ❡ ❛❅❨ ❡ ✁

S(x, ua, ub) = xuaS(x, ua, ub)xua + xubS(x, ua, ub)xub + 1

✣❅❭➑❪❨✐❧❢▼q ❣r❽ ❢▼❨✗❬ ❡ ❨✗q ❡ ❷ ❢▼q ❥✗✈ ❤✴❣ ❬✭❭❣❢▼q π ➋▲❪ ❣ ② ❤✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ❤ ❡ ✚ ❣ ❪❣❢ ❤ ❫✵❪ ❣ ❤ ✈ ④✌❨ ❤♠❤ ❡ q❄④ ❡ ④✌❭ ❥✿❡ ❫✴❫✭❨❄❫ ❥✿❡ ❾✜❭ ❡ q❜❬
Sπ(x, ua, ub) = πaxuaSπ(x, ua, ub)πaxua + πbxubSπ(x, ua, ub)πbxub + 1

✂ ✝✳✴✵✰✗✣ ✂✷✦ ✫ ✆ ✖☛✡ ✭✁�✎✦ ✮ ✁ ✰ ✁ ✩✒☎✞✆✳✫ ✲ ✫✵✭☛✞✙✣✬✴✟☎✞✆✎✫✷✱ ☎✡✫✝✭ ✲✳✫✝✭ ✁ ✫✵✣ ✦★✩☎✱✳✥ ✆ ✍ ✘ ✠ ✔✄✂ � ✆ ✚ ✚ ✟✖ ✆ ✩ ✭ Gπ = (Σ,N ,X, δ, π)
✠ ✑ ✯✠✍✚✢✧✦ ✏ ✏ ✦✚✩✌✢✥✯ ✑ ✆ ✑ ✄✝✆ ✑ ✭✰✯✞✝✆✭ ✠✜✯✮★✌★ ✯ ✭✰✯ ★ ★ ✯ ✟✑✠✵✯ ✞

�✓☛ L(Gπ) /∈
✆ ✦ ✭ ☛

� ☛ Gπ ✑ ☛ ✦ ✍ ✏ ✯ ✭ ✞ ✦ ✫ ✍✘✯ ✞ ✢ ✆ ✍ ✠ ✄ ✭ ✩ ✆ ✑ ε ☛
☞ ☛ Gπ ✯✱✫✮✭ ✍✘✯ ❬⑤♣✜❷ ❡ ❫✁❭ ❤ ❷✗❪ ❡ ☛
✎ ☛ Gπ ✯✱✫✮✭ ☞ ✆ ✢✮✭✰✯✡✏ ✯ ✑ ✭ ✄✝✆ ✑ ✑ ✯✞✝✑✯ ✠ ✟ ✆ ✩✌✢ ✍✘✤ ✏ ✑✵✩ ✭ ✩ ✆ ✑ �✆☎ ✯ ✑ ✞ ✦✧✍✑✯✏✎✞✝ ☛✗☛

✖ ✆ ✩✞✯ ✑ ✭ Sj ★ ✯✱✫✓✫ ✤✮✢✱✩✞✯✱✫✹✍✑✤ ✑ ✤ ✢ ✦ ✭ ✢✱✩ ✄ ✯✱✫ ✦ ✫ ✫ ✆ ✄ ✩✞✤✥✯✱✫ ✦ ✠✁✝✌✑ ✆ ✑ ✒ ✭✰✯✮✢ ✏ ✩ ✑ ✦ ✠ ✝ ✒ ✯ ✭
Si = Φi(x, u1, . . . , u|Σ|, S1, . . . , S|N |)★ ✯✱✫ ✢✧✯✮★ ✦✆✭ ✩ ✆ ✑✜✫ ✍✘✤ ✍ ✠✕✩ ✭✰✯✱✫ ✍✘✯✱✫ ✢ ✌✲✍✚★ ✯ ✫ ✍✑✯ ★ ✦ ✍✚✢✧✦ ✏ ✏ ✦✚✩ ✢✧✯ ☛

✖ ✆ ✩ ✭ A ★ ✦ ✏ ✦✆✭ ✢ ✩ ✄ ✯ ✍✑✯✱✫ ✍✘✤ ✢✱✩ ✟ ✤✥✯ ✫ ✞ ✦✆✢ ✭ ✩✞✯ ★ ★ ✯✱✫ ✍✑✯
Φ

✭✰✯ ★ ★ ✯ ✟✑✠✵✯
A =

(

∂Φi

∂Sj

)

, i, j ∈ [1, |N |] ☛ ✝ ✑
✄✝✆ ✑✵✫✱✩ ✍ ✌ ✢✥✯ ★ ✯ ✫✏☎ ✫✮✭ ✌✡✏ ✯☛✫✡✠✘✩ ✟ ✦ ✑ ✭ ✞















S1(xπ1u1, . . . , xπ|Σ|u|Σ|) = Φ1(x, u1, . . . , u|Σ|, S1, . . . , S|N |)
. . .
S|N |(xπ1u1, . . . , xπ|Σ|u|Σ|) = Φ|N |(x, u1, . . . , u|Σ|, S1, . . . , S|N |)
0 = det I−A

✰✠✟ ❲☛✡ ✲
✷

✖ ✆ ✩ ✭ (x, S1, . . . , S|N |)
✠ ✑ |N |+ 1

✒✌✠ ✞ ★ ✯✮✭ ✍✑✯ ☞ ✆ ✑ ✄ ✭ ✩ ✆ ✑✵✫ ✯ ✑ ★ ✯ ✫ ✟ ✦✆✢✱✩ ✦✟✞ ★ ✯✱✫
u1, . . . , u|Σ|

✒✎✫ ✆ ★ ✠✙✭ ✩ ✆ ✑✍ ✠ ✫✆☎ ✫ ✭ ✌✡✏ ✯ ✰✠✟ ❲☛✡ ✲ ✯✮✭✳✭✰✯✮★ ✟✑✠✵✯
x(1, . . . , 1) > 0

☎ ★ ✆ ✢ ✫ ✞

µαi
=

1

x(1, . . . , 1)

∂x

∂ui
(1, . . . , 1)

✝ ✫✝✦ ✥ ✣ ☎✞✆✳✫ ✟
❳❩q➆❷ ❡ ❨✗❬ ❤ ❡ ❪ � ④✁❸ ❡ ❤ ❪ ❣ ④✺❢▼q❜❬ ❤✴❣ ❭❑q❜❬ ❡✟❈ ④ ❣❘❤ ❪ ❣✮❤ ❭✲❫ ❡❜❡ q❦❧ ❢ ❤✭❤ ❡ q❄❢ ❤✭❤❦❣ ❪ ❡✢❥✿❡❘⑦ ❸❄❢ ❤ ❫ ➊ ♣ ❧ ❣ ❭❑❬ ❤ ❡ ❤ ❢▼q❜❬ ❡ ❤ ❪ ❡ ❫
ε ❾ ❡ ❤ ❫➇❨✗q ❣r❴ ❭❣❢ ❤ ❡ ❣✐⑧ ❫ ❡ q❜❬ ❥✿❡ ❫★❷ ❣❘❤ ❬✭❭ ❡ ❫ ❥ ❤ ❢▼❭❑❬ ❡ ❫ ❥✿❡ ❫ ❤✁♦ ②❡❪ ❡ ❫ ❲ ✥✙❪❄❫✭❨ ✍ ❬ ❣ ❪❣❢ ❤ ❫ ❥✿❡ ❫✭❨✗❷✗❷ ❤ ❭ ❤ ❡ ❤ ④ ❡ ❬ ❣r❴ ❭❣❢ ❤ ❡
✦✚✢✮✭ ✩ ✏ ✄ ✩ ✯✮★ ✚ ❡ ❬ ❥ ✐ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❡ ❤ ④✺❢ ❤❥❤ ❡ q❄❢▼❨✗❾ ❡ ❪ ❣r❴ ❭❣❢ ❤ ❡ ❫ ❣ ❷ ❣❘❤ ❬✭❭ ❡ ❥ ❤ ❢▼❭❑❬ ❡❡❲ ① ❡ ❪ ❣ q✗② ❣ ② ❡ ❢ ⑧ ❬ ❡ q❅❨ ❡ ❫✭❬ ❣ ❪❣❢ ❤ ❫✵❪ ❡
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❤ ☎✌❤ ❡ ❛❅❨ ❡ ④ ❡ ❪❑❨✗❭ ❥✿❡ ❪ ❣ ② ❤✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ❤ ❡ ❢ ❤ ❭❑②❡❭❑q ❣ ❪ ❡ ✚ ➋ ε ❷ ❤✁♦ ❫ ❲ ✉✲❡ ❷✗❪❑❨❄❫✛✚ ❡ q ❫✭❨ ⑧ ❫✁❬✭❭❑❬✭❨ ❣ q❜❬✟❪ ❡ ❨ ❤ ❫✮❷ ❣❘❤ ❬✭❭ ❡ ❫❥ ❤ ❢▼❭❑❬ ❡ ❫ ❣ ❨ ❴ ❢✜④❍④✌❨ ❤♠❤ ❡ q❄④ ❡ ❫ ❥✿❡ ❫✵q❄❢▼q❇③ ❬ ❡ ❤✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ q✑✐ ❡ q✗② ❡ q ❥ ❤✴❣ q❅❬❩❛❅❨✑✐ ❨✗q❹❪ ❣ q✗② ❣ ② ❡✻✇ q✗❭ ✚❄❢▼q❦❢ ⑧ ❬✭❭ ❡ q❅❬✳❨✗q ❡
② ❤✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ❤ ❡ ❧ ❢ ❤ ❬ ❡ ❤ ❡ q❜❬✩④✺❢▼q✗q ❡ ❴ ❡ ❫✭❭➑④ ❡ ❪❑❪ ❡❚❥ ✐❧❢ ❤ ❭❑②❡❭❑q ❡ ❪❨✐ ✈ ❬ ❣ ❭❑❬ ❣ ❨❄❫✁❫✭❭ ❲

❳❩q❹❷ ❡ ❨✗❬ ❥ ❢▼q❄④✒✚ ❡ q➍❭❑q❅❬ ❤ ❢ ❥ ❨✗❭✲❫ ❣ q❜❬ ❥✿❡ ❫✬❷✕❢▼❭ ❥ ❫ π ❥ ❣ q❄❫✬❪ ❡ ❫✵❷✕❢▼❪❑♣✜q ✂▼❤ ❡ ❫ Φi ✚❄❢ ⑧ ❬ ❡ q✗❭ ❤ ❨✗q ❡ ❤ ❡ ❪ ❣ ❬✭❭❣❢▼q ✚❷ ❣❘❤ ❧ ❢▼❭✲❫ ✈ ❬✬❢▼q✗q ❣✐❤❥❤ ❡ q❅❬✬❫✭❭ ❤ ❷✗❪ ❡ ✚ ❡ q❜❬ ❤ ❡ ❪ ❡ ❫✯❷✕❢▼❭ ❥ ❫ ❡ ❬✹❪ ❡ ❫ ❧ ❤ ✈ ❛❜❨ ❡ q❄④ ❡ ❫ ❥✿❡ ❫✹q❄❢▼q❇③ ❬ ❡ ❤✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ✚✗④✺❢ ❤❥❤ ❡✲❡ q❣ ❬✭❬ ❡ ❫✭❬ ❡ ❪❨✐ ❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭❣❢▼q✼➋➉❪❨✐ ⑩ ✜✁� ❥✿❡ ❪ ❣ ❫ ❡ ④✌❬✭❭❣❢▼q ⑥✜❲♠❱❇❲♠❈ ✚✗❷ ❣ ② ❡ ✕✄✂ ⑥✜❲⑦P❡ ❷ ❡ q ❥ ❣ q❜❬➉❪ ❣❦❤ ✈ ❫✳❢▼❪❑❨✗❬✭❭❣❢▼q ❥ ❨ ❫✭♣❇❫✭❬ ♦✌❤ ❡ ✰✠✟ ❲☛✡ ✲ ❥ ❣ q❄❫❻❪ ❡ ④ ❣ ❫ ❥✿❡ ❷ ❢▼q ❥✗✈ ❤✴❣ ❬✭❭❣❢▼q❄❫ ❤ ❨✗❪❑❬✭❭❑❷✗❪ ❡ ❫ ❤ ❡ ❫✭❬ ❡❛❡ q✆☎
④✺❢ ❤ ❡ ❷ ❤ ❢ ⑧ ❪ ✈ ❤❦❣ ❬✭❭✲❛❅❨ ❡ ✚✳④ ❣❘❤ ❭❑q ❣ ④❍④ ❡ ❫✁❫✭❭ ⑧ ❪ ❡ ➋✼❨✗q❋❪❣❢▼②❡❭✲④✌❭ ❡ ❪ ❥✿❡ ④ ❣ ❪✲④✌❨✗❪❩❫✴④✌❭ ❡ q❜❬✭❭ ✇ ❛❅❨ ❡ ✚ ❡ ❬❦❪ ❡ ❫ ④✺❢▼q ❥ ❭❑❬✭❭❣❢▼q❄❫❥ ✐ ❣ ❷✗❷✗❪❑❭✲④ ❣ ❬✭❭❣❢▼q ❥ ❨❋❬✭❸ ✈ ❢ ❤✁♦✌❤ ❡ ❫✬❢▼q❜❬❥❨✗q❋❷ ❡ ❨ ❤ ❡ ❫✭❬ ❤ ❭✲④✌❬✭❭❑❾ ❡ ❫ ❲✝� ❢▼❨❄❫ ❣ ❾✱❢▼q❄❫ ❥ ❢▼q❄④ ❥✗✈ ❾ ❡ ❪❣❢▼❷✗❷ ✈ ❨✗q ❡ ❣ ❷✆☎
❷ ❤ ❢✜④✁❸ ❡ ✆ ✢ ✭ ✏ ✆ ✍ ✆ ✑ ✦✚★ ✯ ⑧✣❣ ❫ ✈✺❡ ❫✭❨ ❤ ❪❨✐❧❢▼❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭❣❢▼q ❥✿❡ ❧ ❢▼q❄④✌❬✭❭❣❢▼q ❲

➅✿✸✗✸✺☛✌✚✜☞✙✰●✞ ❢▼❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭❣❢▼q
⑦ ❢ ❤❥❤ ❡ q❄❢▼❨❄❫✮❪❨✐ ❣ ❾✱❢▼q❄❫❻❾❅❨ ❥ ❣ q❄❫✮❪ ❣ ❫ ❡ ④✌❬✭❭❣❢▼q ✟ ❲ ✟ ❲♠❈ ✚ q❄❢▼❨❄❫ ❥ ❭✲❫✁❷✕❢❡❫✬❢▼q❄❫ ❥✿❡ ❷✗❪❑❨❄❫✭❭ ❡ ❨ ❤ ❫ ❤ ✈ ❬✭❸❄❢ ❥✿❡ ❫✟❷ ❢▼❨ ❤✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❡ ❤ ❪ ❡ ❫✻❧ ❤ ✈ ❛❜❨ ❡ q❄④ ❡ ❫ µαi

❥✿❡ ❫ ❥ ❭✡✠ ✈ ❤ ❡ q❅❬✁❫✮❬ ❡ ❤✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❥ ❣ q❄❫❘❨✗q ❡ ② ❤✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ❤ ❡ ❷ ❢▼q ❥✗✈ ❤ ✈✺❡ ❷ ❣❘❤ ❨✗q ❡
❧ ❢▼q❄④✌❬✭❭❣❢▼q π ❲ ❳❩q➆❷ ❡ ❨✗❬ ❥ ❢▼q❄④✒✚ ❡ q➆④✺❢ ❤ ❷ ❣❘❤✴❣ q❅❬✬④ ❡ ❫➇❧ ❤ ✈ ❛❜❨ ❡ q❄④ ❡ ❫✵➋❻④ ❡ ❪❑❪ ❡ ❫✳❢▼❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ✈✺❡ ❫ fαi

✚ ❣ ❫✴❫✬❢❅④✌❭ ❡ ❤✿❣ ❪❑②✱❢✞☎
❤ ❭❑❬✭❸ ❤ ❭✲❛❅❨ ❡ ❤ ❡ q❜❬✮➋ ④✴❸ ❣ ❛❜❨ ❡ ❧ ❢▼q❄④✌❬✭❭❣❢▼q π ④ ❣ q ❥ ❭ ❥ ❣ ❬ ❡ ❨✗q❼❫✴④✺❢ ❤ ❡ ⑧✣❣ ❫ ✈ ❫✭❨ ❤ ❪ ❣ ❥ ❭✲❫✭❬ ❣ q❄④ ❡ ❣ ❨ ❴ ❧ ❤ ✈ ❛❅❨ ❡ q❄④ ❡ ❫
❫✬❢▼❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ✈✺❡ ❫ ❲ ❳❩q ❥ ❭✲❫✭❷✕❢❡❫ ❡ ❣ ❪❣❢ ❤ ❫ ❥✿❡ ④ ❡ ❛❅❨ ❡ ❪ ❡ ❫ ❤ ❡ ❤✮⑧✿❤ ❡ ❫ ❥✿❡ ❪ ❣ ④✺❢ ❤❥❤ ❨✗q ❣ ❨✗❬ ✈ ✆ ✞ ✭ ✩ ✏ ✩✬✫ ✦✆✭ ✩ ✆ ✑ ❛❅❨ ❣ ❪❑❭✟☎✇✷❡ q❜❬ ❥✿❡ ☞ ✆ ✑ ✄ ✭ ✩ ✆ ✑ ✆ ✞✠✟ ✯ ✄ ✭ ✩ ☞ ✚☎④✙✐ ❡ ❫✭❬ ➋ ❥ ❭ ❤ ❡❬❥ ✐ ❨✗q ❡ ❧ ❢▼q❄④✌❬✭❭❣❢▼q➆➋ k ❷ ❣❘❤✴❣✐❤ ♦ ❬ ❤ ❡ ❫➇❷ ❢▼❨ ❤ ❪ ❣ ❛❅❨ ❡ ❪❑❪ ❡ ❢▼q➉❫✳❢▼❨✗❸ ❣ ❭❑❬ ❡
❬ ❤ ❢▼❨✗❾ ❡ ❤ ❨✗q ❤❦❣r❴ ❭ ❤ ❨ ❤ ❲ ✉✲❡ q❄❢ ❤✮⑧✿❤ ❡ ❨❄❫ ❡ ❫ ❣ ❷✗❷ ❤ ❢✜④✁❸ ❡ ❫❏❢▼q❜❬ ❣ ❪❣❢ ❤ ❫ ✈ ❬ ✈✲❥✗✈ ❾ ❡ ❪❣❢▼❷✗❷ ✈✺❡ ❫ ✚✗❫✭❨✗❭❑❾ ❣ q❅❬✵❛❜❨ ❡ ❪❨✐❧❢▼q❥ ❭✲❫✭❷ ❢❡❫ ❡ ❢▼❨ q❄❢▼q ❥ ✐ ❨✗q ❡ ❧ ❢ ❤✭❤ ❡ ④✌❪❣❢❡❫ ❡ ❷✕❢▼❨ ❤ ❪ ❣ ❧ ❢▼q❄④✌❬✭❭❣❢▼q❵❢ ⑧❇❽ ❡ ④✌❬✭❭ ❧ ✚ ❥✿❡ ❫ ❡ ❫ ❥✗✈ ❤ ❭❑❾ ✈✺❡ ❫✛✚ ❥✿❡ ❫✬❢▼q❦④✺❢ ❤ ❷ ❢ ❤ ❬ ❡ ☎❤ ❡ q❜❬ ❣ ❨ ❾✱❢▼❭✲❫✭❭❑q ❣ ② ❡❛❥ ✐ ❨✗q ❷ ❢▼❭❑q❜❬ ❢▼❨ ❡ q❄④✺❢ ❤ ❡❛❥ ✐ ❨✗q ❡ ❷ ❤ ❢▼❷ ❤ ❭ ✈ ❬ ✈❛❥ ✐ ❨✗q✗❭✲④✌❭❑❬ ✈ ❥ ❨ ❤ ❭❑q✗❭ ❤ ❨ ❤ ❲ ❳❩q ❷ ❡ ❨✗❬❣ ❨❄❫✁❫✭❭ ❡ ❴ ❭❑② ❡ ❤ ❨✗q ❡ ④✺❢▼q❅❾ ❡ ❤ ② ❡ q❄④ ❡ ❢▼❨➒❫ ❡ ④✺❢▼q❅❬ ❡ q❜❬ ❡ ❤ ❥ ✐ ❨✗q ❡ ❣ ❷✗❷ ❤ ❢ ❴ ❭ ❤❦❣ ❬✭❭❣❢▼q ❢ ⑧ ❬ ❡ q❅❨ ❡ ❤✴❣ ❷✗❭ ❥✿❡ ❤ ❡ q❜❬✛✚ ❡ ❬
❤ ❭✲❫✁❛❅❨ ❣ q❜❬ ❥✿❡ ✫ ✭✞✦✧✍ ✑ ✯ ✢ ❷ ❣❘❤ ❪ ❣ ❫✭❨✗❭❑❬ ❡❡❲
✉ ❣ q❄❫✵q❄❢▼❬ ❤ ❡ ④ ❣ ❫✛✚✿❢▼q ✈ ❬ ❣ ❭❑❬✳❭❑q❜❬ ✈ ❤ ❡ ❫✁❫ ✈ ❷ ❣❘❤ ❪ ❣ ④✺❢▼q❄❫✭❬ ❤ ❨❄④✌❬✭❭❣❢▼q ❥ ✐ ❨✗q ❡ ❧ ❢▼q❄④✌❬✭❭❣❢▼q ❥✿❡ ❷ ❢▼q ❥✗✈ ❤✴❣ ❬✭❭❣❢▼q π ❤ ✈ ❣ ❪✟☎
❭✲❫ ❣ q❅❬ ❥✿❡ ❫❯❧ ❤ ✈ ❛❅❨ ❡ q❄④ ❡ ❫ ❣ ❬✭❬ ❡ q ❥ ❨ ❡ ❫ fi ❢▼❨ ✚▼➋ ❥✗✈ ❧ ❣ ❨✗❬✛✚r❫✮✐ ❡ q ❣ ❷✗❷ ❤ ❢❅④✴❸ ❣ q❜❬◗❪ ❡ ❷✗❪❑❨❄❫ ❷✕❢❡❫✁❫✁❭ ⑧ ❪ ❡❡❲ ➌ q ❡ ❣ ❷✗❷ ❤ ❢❅④✴❸ ❡❣ q ❣ ❪❑♣✜❬✭❭✲❛❜❨ ❡ ❷ ❢▼❨✗❾ ❣ q❅❬❩❬ ❤✴❣ ❭❑❬ ❡ ❤ ❪ ❡ ❫✻④ ❣ ❫ ✫ ✩ ✏ ✞ ★ ✯✱✫ ✚✒④✙✐ ❡ ❫✭❬❘➋ ❥ ❭ ❤ ❡ ❪ ❡ ❫✻④ ❣ ❫✢❢ ✠ ❪ ❡ ❫✩② ❤✴❣✐❤❥❤❦❣ ❭ ❤ ❡ ❫✻❷ ❤ ❢▼❷ ❢❡❫ ✈✺❡ ❫
❢▼q❜❬ ❷ ❡ ❨ ❥✿❡ ❫✭♣ ❤✮⑧ ❢▼❪ ❡ ❫ q❄❢▼q✆☎ ❬ ❡ ❤✭❤ ❭❑q ❣ ❨ ❴ ❡ ❬ ❥✿❡ ❫ ❤✁♦ ②❡❪ ❡ ❫❦❷ ❡ ❨ ❣ ❨✗❬✬❢ ❤ ✈ ❧ ✈ ❤ ❡ q❜❬✭❭ ❡ ❪❑❪ ❡ ❫ ✚❏❢▼q ❤ ✈ ❫ ❡ ❤ ❾ ❡ ❤✴❣ ❪ ❡ ❫❤ ✈ ❬✭❸❄❢ ❥✿❡ ❫❥❭✲❫✁❫✭❨ ❡ ❫ ❥✿❡ ❪❨✐❧❢▼❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬✭❭❣❢▼q❋➋ ❥✿❡ ❫❥④ ❣ ❫▲❷✗❪❑❨❄❫❥④✺❢ ❤ ❷✗❪ ❡ ❴ ❡ ❫✛✚ ❡ q➏❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ❣ q❜❬❥❷ ❢▼❨ ❤ ❪ ❣ ❧ ❢▼q❄④✌❬✭❭❣❢▼q
❢ ⑧❇❽ ❡ ④✌❬✭❭ ❧◗❪❨✐ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭❣❢▼q ✦✚★✯✍ ✆ ✢ ✩ ✭ ✏ ✏ ✩ ✟✑✠✵✯ ❥✿❡ ❫✿❧ ❤ ✈ ❛❜❨ ❡ q❄④ ❡ ❫✬❷ ❤ ✈ ❫ ❡ q❜❬ ✈✺❡ ❡ q➁❫ ❡ ④✌❬✭❭❣❢▼q ✟ ❲ ✟ ❲♠❈❇❲

✥✙❪ ❡ ❴ ❭✲❫✁❬ ❡❲❡ q ✇ q ❥✿❡ ❨ ❴ ② ❤✴❣ q ❥✿❡ ❫✳④ ❣ ❬ ✈ ②✱❢ ❤ ❭ ❡ ❫ ❥ ✐❧❢▼❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬ ❡ ❨ ❤ ❫ ✁

• ①◗✐ ❣ ❷✗❷ ❤ ❢❅④✴❸ ❡ ★✪✩✒✑ ✤✥✦✚✩✌✢✥✯ ✚✒❛❜❨✗❭➑④✴❸ ❡ ❤ ❭❑q ❡ ❥ ❣ q❄❫✬❪❨✐ ❡ ❫✁❷ ❣ ④ ❡❚❥✿❡ ❫✵❷ ❣❘❤✴❣✐❤ ♦ ❬ ❤ ❡ ❫ ❡ q➁❫ ❡ ❪ ❣ ❭✲❫✁❫ ❣ q❅❬☎✄✝✆ ✠✕★ ✯ ✢ ❪ ❡
❪❣❢▼q✗② ❥✿❡ ❫❘❷ ❡ q❅❬ ❡ ❫❘❪ ❡ ❫❘❷✗❪❑❨❄❫✻❧ ❢ ❤ ❬ ❡ ❫ ❲❥✉ ❣ q❄❫✻❪ ❡ ④ ❣ ❫ ❥ ✐ ❨✗q ❡♥❡ ❴ ❷ ❤ ❡ ❫✁❫✭❭❣❢▼q ❡ ❴ ❷✗❪❑❭✲④✌❭❑❬ ❡♥❥✿❡ ❪ ❣ ❧ ❢▼q❄④✌❬✭❭❣❢▼q
❢ ⑧❇❽ ❡ ④✌❬✭❭ ❧✌✚✗❪ ❡ ❷✗❪❑❨❄❫✳④ ✈ ❪ ♦✌⑧✿❤ ❡ ❤ ❡ ❷ ❤ ✈ ❫ ❡ q❜❬ ❣ q❅❬ ❥✿❡ ④ ❡ ❬✭❬ ❡ ❧ ❣✐❤ ❭❑❪❑❪ ❡ ❡ ❫✭❬✵❪ ❣ ✍✑✯✱✫ ✄ ✯ ✑ ✭✰✯ ✍✑✯✠✍✚✢ ✦ ✍✚✩ ✯✠✑ ✭ ✫ ⑧ ❭ ❡ q
④✺❢▼q✗q❜❨ ❡❚❥✿❡ ❫✳❷✗❸❜♣❇❫✭❭✲④✌❭ ❡ q❄❫ ❲

• ①◗✐ ❣ ❷✗❷ ❤ ❢❅④✴❸ ❡ ✩ ✑ ✭✰✯ ✢ ✟ ✦✚★ ★ ✯ ✍✑✯ ✄ ✆ ✑✧✏ ✦ ✑ ✄ ✯ ✚◗❛❜❨✗❭ ❣ ❷✗❷ ❤ ❢❅④✴❸ ❡ ❪ ❡ ④✺❢ ❤ ❷ ❢ ❤ ❬ ❡ ❤ ❡ q❜❬➉❪❣❢✜④ ❣ ❪ ❡ q ❨✗q ❷✕❢▼❭❑q❅❬❥✿❡ ❪ ❣ ❧ ❢▼q❄④✌❬✭❭❣❢▼q ❢ ⑧❇❽ ❡ ④✌❬✭❭ ❧✻❷ ❣❘❤ ❨✗q ❷✕❢▼❪❑♣✜q ✂▼❤ ❡❡❲ ➈ ❪❑❪ ❡ ❣ ❪❑❬ ❡ ❤ q ❡❦❥✿❡ ❫ ✈ ❬ ❣ ❷ ❡ ❫ ❥✿❡ ❤✴❣ ✍ q ❡ ❤ ❡ q❅❬ ❥✿❡
❪❨✐ ❣ ❷✗❷ ❤ ❢ ❴ ❭ ❤❦❣ ❬✭❭❣❢▼q ✚✳❷ ❡ ❤✭❤ ❡ ❬✭❬ ❣ q❜❬ ❥ ✐ ❡ q ✈ ❬ ❡ q ❥ ❤ ❡ ❪ ❡ ❤✴❣ ♣✱❢▼q ❥✿❡ ❷ ❡ ❤ ❬✭❭❑q ❡ q❄④ ❡ ✚ ❡ ❬ ❥✿❡ ❫ ✈ ❬ ❣ ❷ ❡ ❫ ❥✿❡
❬ ❤✴❣ q❄❫✭❪ ❣ ❬✭❭❣❢▼q❹❾ ❡ ❤ ❫✵❪ ❡ ❤❦❣r❴ ❭ ❤ ❨ ❤ ❲



� ✁✁�✄✂☎✂ ✆ ✓✒✄ ✁ ✑ ✓☎✂✠✆ ✁ ✄ ✍ ☎ ✗✌✁✝✍ ✍✏✁✝✓ ✗✌✞✘☞ ✆ ✂✠✆✌☞ ✄✄✂ ✆✦✑ ✞ ✍ ✑ ✄☛✞ ✆ ✆✖✞✘☞ ✂ ✂✠✆ ✠✡✁ ✗ ✁ ✞✘☞ � �

f(π1, . . . , π|Σ|) ≤ ε �
✁✄✂✆☎✞✝✠✟☛✡☞✂✆☎
✌✎✍✑✏✓✒ ✝✠✟☛✡✕✔ ✒

✖✗✂✆☎

✌✎✘ ✡

✙ ✂✆✚ ✘ ✟☛✡☞✂✆☎

f(π1, . . . , π|Σ|)

✛✜✡☞✢✣✟✥✤✦☎✞✝ ✒

✧ ✤✦☎✞★✩✡☞★✄✤✪✟
(π1, . . . , π|Σ|)

(µ1, . . . , µ|Σ|)

✁✄✫☛✬✮✭ ✘✞✒ ☎✞✝ ✒ ✢

✌✎✯ ✟✥✡☞✰✱✡☞✢✥✤✪✟ ✒✮✘ ✫ ✲✎✚✕✳✆✂✵✴✞✶ ✴✞✶ ✷

✓ ✓ ☎ ✁ � ✁ � ✟✹✸✙✩❉❈✤✾✳✚❲✸▲✧✙✘ ❝❣✵✮✭✴✩♠✹✼✰✎✵✮✭✤✭✱✘✳✚✲✘✳✭❘✹★✧✱✘✑✭✱✵❀✹✄✽✼✘✗✵❂✜✙✹✼✰✎✚✲✰✎✥✄✸✺✹✄✘✳✻✱✽✷✜✴✵❂✻✱✽❄✣✎✘✑✩✳✸❀✣✶✩✬✻✤✣✮✧✙✘✑✣✶✸❳✜✴✵❂✭✤✧✙✾✛✽✄✸❀✹✼✰✎✵✮✭
π
✽✼✾✦✸❀✣✎✰✎✥✄✸❀✭❘✹

✧✙✘✦✥ ❝❣✽✼✾✦❭❘✻✱✘✳✭✤✩✳✘✛✥
fi

✜❑✵✮✻✤✽▲✣✂✘✦✥❳✹✼✘✛✽✼✚✲✰✎✭✤✸❀✻✙✖
αi

▼

� ❢▼❨❄❫ ❣ ❾✱❢▼q❄❫ ❥ ❢▼q❄④❻④✺❢▼❨✗❷✗❪ ✈ ❨✗q ❡ ❭ ❤ ❷✗❪ ✈ ❤ ❡ q❜❬ ❣ ❬✭❭❣❢▼q ❥✿❡ ❪❨✐ ❣ ❪❑②✱❢ ❤ ❭❑❬✭❸ ❤ ❡ ❥✿❡ ❪ ❣ ❫ ❡ ④✌❬✭❭❣❢▼q ✟ ❲ ✟ ❲♠❈ ➋ ❥✿❡ ❨ ❴ ❭ ❤ ☎
❷✗❪ ✈ ❤ ❡ q❜❬ ❣ ❬✭❭❣❢▼q❄❫ ❥ ✐❧❢▼❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬ ❡ ❨ ❤ ❫ ❥ ❨ ❡ ❫ ➋ ➓✿❲ ☞ ❣ q ✉✲❡ q ❿ ❡ ❤ ②❡❸ ❡ q ✁ ①❅✐ ❣ ❪❑②✱❢ ❤ ❭❑❬✭❸ ❤ ❡❏❥✿❡ ✜ ❢❡❫ ❡ q ⑧✿❤ ❢✜④ ➊ ➂ ✡❡❈ ➃
❡ ❬✻④ ❡ ❪❑❨✗❭ ❥✿❡ ☞ ❣ q ❥✿❡ q ❿ ❡ ❤ ②❡❸ ❡ q➏➂❑✕ ✟ ➃⑤❲ � ❢▼❨❄❫ ❣ ❾✱❢▼q❄❫✩❷ ❢▼❨ ❤ ④ ❡ ❪ ❣ ❨✗❬✭❭❑❪❑❭✲❫ ✈ ④✺❢ ❤❥❤ ❡ ❧ ❢▼q❄④✌❬✭❭❣❢▼q ❢ ⑧❇❽ ❡ ④✌❬✭❭ ❧ ❥✿❡ ❫
❧ ❢▼q❄④✌❬✭❭❣❢▼q❄❫ fe ❡ ❬ fr ❬ ❡ ❪❑❪ ❡ ❫✬❛❅❨ ❡ ✁

fe(π1, . . . , π|Σ|) =

√

√

√

√

|Σ|
∑

i=1

(fi − µi)2 fr(π1, . . . , π|Σ|) =

√

√

√

√

|Σ|
∑

i=1

(
fi − µi
fi

)2

① ❣ ❧ ❢▼q❄④✌❬✭❭❣❢▼q fe ❡ ❫✭❬➇❨✗q ❡❜❥ ❭✲❫✭❬ ❣ q❄④ ❡❏❡ ❨❄④✌❪❑❭ ❥ ❭ ❡ q✗q ❡ ④✌❪ ❣ ❫✁❫✭❭✲❛❅❨ ❡ ✚ ❡ ❬ ❪ ❣ ❧ ❢▼q❄④✌❬✭❭❣❢▼q fr ❡ ❫✁❬➇❨✗q ❡❏❥ ❭✲❫✭❬ ❣ q❄④ ❡ ❣ ❷ ❤✁♦ ❫q❄❢ ❤✭❤❦❣ ❪❑❭✲❫ ❣ ❬✭❭❣❢▼q ❲➉⑦P❡ ❬✭❬ ❡❴❥✿❡ ❤ q✗❭ ♦❋❤ ❡ ❣ ❷ ❢▼❨ ❤ ❢ ⑧❇❽ ❡ ④✌❬✭❭ ❧ ❥ ✐ ❣ ❬✭❬✭❭ ❤ ❡ ❤ ❪❨✐ ❣ ❬✭❬ ❡ q❅❬✭❭❣❢▼q ❥✿❡ ❪❨✐❧❢▼❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬ ❡ ❨ ❤ ❫✭❨ ❤ ❪ ❡ ❫
❷ ❡ ❬✭❭❑❬ ❡ ❫✵❧ ❤ ✈ ❛❜❨ ❡ q❄④ ❡ ❫✛✚✗❛❅❨✗❭ ❣ ❾ ❣ ❭ ❡ q❜❬❩❬ ❡ q ❥ ❣ q❄④ ❡ ➋ ☎ ❬ ❤ ❡ q ✈ ②❡❪❑❭❑② ✈✺❡ ✚✒④ ❣❘❤ ❷ ❡ ❨❼④✺❢▼q❜❬ ❤ ❭ ⑧ ❨✗❬✭❭❑❾ ❡ ➋ fe ❲� ❢▼❬ ❤ ❡ ❭ ❥✗✈✺❡➇✈ ❬ ❣ ❭❑❬ ❥✿❡ ④✺❢ ❤ ❷ ❣❘❤ ❡ ❤ ❪ ❡ ❫❯❷ ❡ ❤ ❧ ❢ ❤✭❤❦❣ q❄④ ❡❅❥✿❡ ❤ ❡ ❷ ❤ ✈ ❫ ❡ q❜❬ ❣ q❅❬✁❫ ❥✿❡ ❫ ❥✿❡ ❨ ❴ ❧ ❣✐❤ ❭❑❪❑❪ ❡ ❫ ❥ ✐❧❢▼❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬ ❡ ❨ ❤ ❫ ❲
① ❣ ④✺❢ ❤ ❷ ❣❘❤✴❣ ❭✲❫✬❢▼q ❥✿❡ ④ ❡ ❫ ❥✿❡ ❨ ❴ ❢▼❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❣ ❬ ❡ ❨ ❤ ❫✿❫✭❨ ❤ ❥✿❡ ❫ ❡ ❴ ❡ ❤ ❷✗❪ ❡ ❫ ❤ ✈✺❡ ❪✲❫ ✚✴❢ ✠ ❪❨✐ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭❣❢▼q ❥✿❡ ❪ ❣ ❧ ❢▼q❄④ ☎
❬✭❭❣❢▼q ❢ ⑧❇❽ ❡ ④✌❬✭❭ ❧ ❡ ❫✁❬✩❬ ❤✁♦ ❫✮④✺❢ ✂ ❬ ❡ ❨❄❫ ❡ ✰ O(n5)

✲ ✚ ❫❀✐ ❡ ❫✭❬ ❤ ✈ ❾ ✈ ❪ ✈✺❡ q ❡ ❬✭❬ ❡ ❤ ❡ q❅❬✟❧ ❣ ❾✱❢ ❤✴❣✐⑧ ❪ ❡ ➋➆❪❨✐ ❣ ❪❑②✱❢ ❤ ❭❑❬✭❸ ❤ ❡❵❥✿❡

☞ ❣ q ✉✲❡ q ❿ ❡ ❤ ②❡❸ ❡ q ✚❯❛❅❨✗❭◗❫ ❡ ❤✮⑧ ❪ ❡ ④✺❢▼q❜❾ ❡ ❤ ② ❡ ❤ ★ ✆ ✍ ✦✚✢ ✩ ✭ ✏ ✏ ✩ ✟✑✠✵✯✡✏ ✯ ✑ ✭ ❫✭❨ ❤ ❪ ❡ ❫✻④ ❣ ❫❩❬ ❡ ❫✁❬ ✈ ❫ ❲❩❶ ❣❘❤ ❪❣❢▼② ❣❘❤ ❭❑❬✭❸✆☎❤ ❭✲❛❅❨ ❡ ✚✿❢▼q ❡ q❅❬ ❡ q ❥ ❛❜❨ ❡ ❪ ❣ ❥ ❭✲❫✭❬ ❣ q❄④ ❡ ❣ ❨ ❴ ❧ ❤ ✈ ❛❅❨ ❡ q❄④ ❡ ❫ ❣ ❬✭❬ ❡ q ❥ ❨ ❡ ❫ ❥✗✈ ④ ❤ ❢ ☛ ❬ ❡ ❴ ❷ ❢▼q ❡ q❜❬✭❭ ❡ ❪❑❪ ❡ ❤ ❡ q❅❬✳❫✭❨ ❤ ❪ ❡
q❄❢ ❤✮⑧✿❤ ❡❵❥ ✐ ✈ ❾ ❣ ❪❑❨ ❣ ❬✭❭❣❢▼q ❥✿❡ ❪ ❣ ❧ ❢▼q❄④✌❬✭❭❣❢▼q ❢ ⑧❇❽ ❡ ④✌❬✭❭ ❧ ❲ ⑦P❡ ❷ ❡ q ❥ ❣ q❅❬✛✚ q❄❢▼❨❄❫ ❣ ❾✱❢▼q❄❫✟④✺❢▼q❄❫ ❡ ❤ ❾ ✈ ❪❨✐ ❣ ❪❑②✱❢ ❤ ❭❑❬✭❸ ❤ ❡
❥✿❡ ✜ ❢❡❫ ❡ q ⑧✿❤ ❢❅④ ➊ ❥ ❣ q❄❫✻❪ ❡ ❪❣❢▼②❡❭✲④✌❭ ❡ ❪ ✚➑④ ❣❘❤ ④ ❡ ❪❑❨✗❭★④✌❭ ❧ ❣ ❭❑❬ ❤ ❢▼❭❑q❄❫ ❥ ✐ ❸❜♣✜❷✕❢▼❬✭❸ ♦ ❫ ❡ ❫✭❨ ❤ ❪ ❡ ④✺❢ ❤ ❷✕❢ ❤ ❬ ❡ ❤ ❡ q❅❬ ❥✿❡
❪ ❣ ❧ ❢▼q❄④✌❬✭❭❣❢▼q❝➋ ❢▼❷✗❬✭❭ ❤ ❭✲❫ ❡ ❤ ❲ ➈ q ❷ ❣❘❤ ❬✭❭✲④✌❨✗❪❑❭ ❡ ❤ ✚✵❪❨✐ ❣ ❷✗❷ ❤ ❢ ❴ ❭ ❤❦❣✐⑧ ❭❑❪❑❭❑❬ ✈ ❥✿❡ ❫❦④✺❢ ❤ ❷ ❢ ❤ ❬ ❡ ❤ ❡ q❜❬✁❫✡❪❣❢✜④ ❣ ❨ ❴ ❥✿❡ ❫
❧ ❢▼q❄④✌❬✭❭❣❢▼q❄❫ fe ❡ ❬ fr ❷ ❣❘❤ ❥✿❡ ❫✻❷ ❢▼❪❑♣❅q ✂▼❤ ❡ ❫ ❥✿❡❴❥✿❡ ② ❤ ✈ 2 q ✈ ④ ❡ ❫✁❫✁❭❑❬ ❡ ❨✗q ❡❥✈ ❬✭❨ ❥✿❡ ❫✁❷ ✈ ④✌❭ ✇ ❛❅❨ ❡ ❫✭❨ ❤ ❪ ❡ ❷✗❪ ❣ q
❬✭❸ ✈ ❢ ❤ ❭✲❛❅❨ ❡ ✚✗❛❜❨✗❭●q✑✐ ❣ ❷ ❣ ❫ ✈ ❬ ✈ ❧ ❢▼❨ ❤ q✗❭ ❡ ❷ ❢▼❨ ❤ ❪❨✐ ❭❑q❄❫✁❬ ❣ q❜❬ ❡ ❬ ✇ ②❡❨ ❤ ❡❲❥ ❣ q❄❫✿❪ ❡ ❫✹❷ ❡ ❤ ❫✭❷ ❡ ④✌❬✭❭❑❾ ❡✲❥✿❡ ❪ ❣ ❷ ❤ ✈ ❫ ❡ q❅❬ ❡
❬✭❸ ♦ ❫ ❡❡❲ ①❅✐ ❣ ❪❑②✱❢ ❤ ❭❑❬✭❸ ❤ ❡❦❥✿❡ ✜ ❢❡❫ ❡ q ⑧✿❤ ❢✜④ ➊ ❡ ❫✭❬ ❛❅❨ ❣ q❜❬❦➋❼❪❑❨✗❭ ⑧ ❡ ❣ ❨❄④✺❢▼❨✗❷ ❷✗❪❑❨❄❫➉❷ ❡ ❤✭❤ ❭✲❫✴❫✭❭ ❧✩❫✭❨ ❤ ④ ❡ ❫✭❨ ❽ ❡ ❬✛✚
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❂ ✽✿✷ ❋ ✽ ❋ ❹✸➠ ✛➢➡✧➤ ➂✧❿ ✜ ➃➅➥ ✛✱➤ ➂✧❩ ▼ ❂ ❢ ❻ ✰✟➈✱✷✟✴✶✵❃✽ ❂✼❻ ➈✺✮ ❂ ✽➐✵✌✽✿✴ ❂✶❂ ❹ ➆ ❹ ❯ ✽✬✮✺❹ n ➆ ❹❉✮❃✮✺✹❉❣❤✰✲❹✤✷✲✳❉❹❉✮❀❹✤✵ ❂ ❹✤✰✟➈❃✷ ❻ ❅✔❯ ➈✺❹ k ❆❹✤✵↔✥✧✦✩★✫✪✧✥✧✦✬★✟✭➦❍✟➈ ❻ ✳❉❪ ➆ ❹➋● ❂ ✽ ❋ ✹✤✷✲✹✤➈✌✽✿✵✱✴ ❻ ✷➍✽ ❂ ✹▲✽✿✵ ❻ ✴✶➈✺❹ ➆ ❹❄✳❉❹❉✮❈✮✺✹❉❣❤✰✲❹✤✷✲✳❉❹❉✮▲❆ ❂ ❹❉✮❃➈✺❹✤✷❤➊ ❻ ◗✫✽✿✷✫✵❄✮✱✰✟➈ ❂ ✽➑✮ ❻ ➈✱✵✱✴✼❹
✮✱✵✌✽✿✷ ➆ ✽✿➈ ➆❵❩ ❲ ✰❞✮✺❹✤✴✶✷ ➆ ❹➢✥☎✦✬★✫✪✧✥✧✦✩★☎✭✟❆✠✰✟✷✲❹❇✽ ❯ ✮✺✵✱➈✌✽✬✳✤✵✱✴ ❻ ✷ ➆ ❹ ❂ ✽➐✷ ❻ ✵✱✴ ❻ ✷ ➆ ❹ ❋ ✹✤✷✲✹✤➈✌✽✿✵✺❹✤✰✟➈↔✽ ❂ ✹▲✽✿✵ ❻ ✴✶➈✺❹❄✽➦✹✤✵✺✹
➧✟➨➫➩❤➭➲➯➀➳✈➵➺➸❉➳③➻P➼③➭➲➯♠➯③➽✌➸▲➳✚➾❭➭✘➸❭➚✾➳③➭P➼⑥➪❉➶✿➭✘➩➺➭➲➯⑥➽✾➶→➳③➭➲➶❭➼③➯✈➾→➭➘➹ ➴✾➷→➬✬➴✾➮✾➱☎➚✢➸❉➳✈➶❭➳③➵➺➩➺➵❥➯♠➻◆✃✤❐✺❒❉❮▲✃✤❐✌❒→❰❚Ï✩➚✾➶❭➼✈➭➲➸✿Ð✾➭➲➸✬➾▲➼③➭P➼⑥➾❭➭➲➯❺➭PÑ→➭➲Ò↕Ï❭➩➺➭➲➯Ï✩➚✢➯♠➵Ó➳③➵ÓÔÕ➯❀Ï✩➚✢➶→➼❚➶✿➸✿➭❈ÖP➚✢Ò↕Ï✩➻P➳③➵Ó➳③➵➺➚✢➸➑➾✫× ➽✾➩➺Ð✢➚✌➼③➵Ó➳③Ø✿Ò↕➭➲➯❀➾✫× ➵➺➸❭ÔÙ➻P➼③➭➲➸✿ÖP➭❈Ð✾➼❳➽✾Ò↕Ò❚➽✺➳③➵➺Ö✱➽✾➩➺➭✢Ú❺Ö➲➭↔➪❉➶❭➵❺➼③➭PÏ❭➼③➻➲➯♠➭➲➸❉➳③➭❈➶❭➸✿➭❈➽✌Ï✿Ï✿➩➺➵➺Ö✱➽✺➳③➵❥➚✾➸➸✿➚✾➶✿Û✤➭P➩❥➩➺➭✘➭P➳✈Ï→➼③➚✢Ò↕➭P➳♠➳③➭➲➶❭➯♠➭Ü➾→➭➲➯❺Ï❭➼③➵➺➸✿Ö➲➵➺Ï✩➭➲➯✈➾→➭ÜÐ✢➻➲➸❭➻P➼❳➽✌➳③➵➺➚✾➸↔➽✾➩➺➻✱➽✌➳③➚✾➵Ó➼③➭➇Ý➇Þ✬➽✾➯♠➭◆➾→➭ÜÐ✾➼❳➽✌Ò↕Ò❚➽✾➵Ó➼③➭Ü➸✿➚✾➸❭ßàÖ➲➚✾➸▲➳③➭②Ñ→➳③➶❭➭➲➩➺➩➺➭➲➯➲á
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k
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③⑤④❪⑥✡⑦✡⑧✂⑦✺⑨❡⑩❷❶☞❸❡❹☞❺✮❻✳❼✺❸❡❹✸❹✸❽✱❾❿❽❚❹✂❻❢➀✾➁❚❹✸➁✱➂➄➃❡➅✂➆✚❽➈➇✚➉✴➊✚➋✚➇✚➉❡➊✸➌➎➍✤➏✵❹➐➀✾➁❚❹✸➁✱➂➄➃✴❻✳❽✱➑✸➂✱➒✟❼✺❾➔➓☞➅→➁✱❾➔❽✱❹✂❻➄➃✴❹✂❻❷➅✜➣ ❼✺❹✾❻➄❽❚➂✳↔✲➃❡❺❚❽↕➇✚➉❡➊✸➉✾➙✸➛✾➜✸➝❡➙✡➒
❽✟➞➟❻➠❺✮➂➄➁❚➁➢➡➐➓❲➃✴➂✳❻✳❼✺➂➈➆✭➣ ➑✸❹❃➤❲❺✗➥✸❼✺❽❚➂➠➆✚➁✟❺✮➂➄❼→➦✤➃✴❹✂❻➈➅→❽➢❾❿❸✚➆✚➧❚➅✺❽✩➆✸❽➢➞✳➁✱➨✂➑✸❽✱❹☞❺✮❽✟➞↕➃❡➅→➁✟➃✤❻➄❸❡❼✺➂✳❽✟➞❚➩⑤➫❘➅✡❽✱➞❊❻❵➓❲➃✴➂➈➅✺➃➔➞❊➑☞❼❪❻➄❽
➑✚❻➄❼→➅✺❼✐➞❊➁➭➓✕❸❡➑✸➂➠❽✱❹✸➀❡❽✱❹☞➆✚➂➄❽❚➂

k
➞❊➁✟➨✂➑✸❽❚❹☞❺❚❽✱➞❵➆✚❽➢❻✗➃✴❼✺➅→➅✺❽

n
➩

➯✏➲✣➳ ➵➺➸②➻❷➼✤➽➟➾✤➚➎➪➈➶✱➹❩➚➘➾✤➴➺➷❚➬❝➮☞➶❚➱⑤➾

✃✡❐✝❒☞❮✕✃✡❐✂❒✏❰➘Ï✤Ð☞Ï✂Ñ❲Ò➐Ó❷Ô✝Õ✭Ö➢×✸Ô❲Ø✴Ï✂Ò✔Ù✷Ô✝ÑÛÚ✰ÜÞÝ✯Ò✔Ö✮ß❿Õ✭Ò✔Ù✣à✣Ù✷á❚â❿Ó②Ï✂Ö➎Ú✭ß✤á➢Ñ✏Ô✝Ñ✡ã➟Ù✣Ñ✡ä✹Ô✝Ö✔åæÏ✂Ò✔Ù✷Ø✯Ù✷ß✯Ñ✏á➔Ø✴Ï✂Ó②Ï✂ç✭à✷ßèÚ✭ß➔ä✹Ô✝Ö✔å❃Õ✭à✷ß✯Ö
Õ✭ÑÛå✦Ô✕Ú✭é✯à✷ß✍Ú✭ß✍á✮â✤ê☞Õ✏ß✯Ñ✏Ø✤ß✤á➔Ï✂à✷â✴Ï✂Ò✮Ô✝Ù✣Ö✮ß✤á✴ë❢Ù✣à❝Ø✤Ô✝åìÓ✭Ö✮ß✯Ñ✏ÚíÚ✭ß✤á➐î✸â✯Ñ✏â✯Ö❚Ï✂Ò✮ß✯Õ✭Ö✮á➔Ó⑤Ô✝Õ✭Ö➎à✷ß✤á➐Ó✭Ö✔Ù✣Ñ✏Ø✯Ù✣Ó②Ï✂à✷ß✤á❿Ø✯à✲Ï✝á✮á✮ß✤á
Ú✭ßèå✦Ô✕Ú✭é✯à✷ß✤á➭Õ✭Ò✔Ù✣à✣Ù✷á✮â✤áïß✯Ñðç✭Ù✷Ô✝Ù✣Ñ✡ä✹Ô✝Ö✔åæÏ✂Ò✔Ù✷ê❲Õ✏ß✚ñ

ò❲ó→ô❲ó✐õ öø÷✕ù✭ú✮û✹ü❚ý❿ù✭ü➐öøþ❡ÿ✁�✡÷✄✂

☎✝✆✟✞✡✠✡☛✌☞✍☛ ÷ ✠ ý ☞ þ ☞✍☛ ý ☞✍☛✍✎✡✏ ü

✑ ß✤á➈å✦Ô✕Ú✭é✯à✷ß✤á➠Ú✭ß✓✒ Ï✂Ö✁✔✸Ô✴×❃Ó⑤Ô✝Õ✭Ö➈à✷ß✤á❵á✮â✤ê☞Õ✏ß✯Ñ✏Ø✤ß✤á❵á✴ÜPÏ✂Ò✔Ò❚Ï✝Ø✖✕✏ß✯Ñ☞Ò✘✗ïØ✴Ï✂Ó✭Ò✔Õ✭Ö✮ß✯Ö➠Ú✭ß✤á➈Ú✭â✯Ó❷ß✯Ñ✏Ú✏Ï✂Ñ✏Ø✤ß✤á➠Ú✭ß➢Ø✤Ô✝Õ✭Ö✔Ò✮ß✤á
Ó❷Ô✝Ö✔Ò✮â✤ß✤á✩ß✯Ñ❲Ò✔Ö✮ß➐à✷ß✤á✩á✔Ð✕å✍ç❷Ô✝à✷ß✤á✴ñ✚✙✏Ô✝Ö✔å✦ß✯à✣à✷ß✯å✦ß✯Ñ☞Ò✴ë②á✮Ô✝Ù✷ß✯Ñ☞Ò

X1, . . . ,Xn
à✷ß✤á ×✝Ï✂Ö✔Ù✲Ï✂ç✭à✷ß✤á➭Ï✂à✷â✴Ï✂Ò✮Ô✝Ù✣Ö✮ß✤á➢Ú✭Ô✝Ñ☞Ò✩à✷ß✤á

Ø✤Ô✝Ñ☞Ò✮ß✯Ñ❲Õ✏á✍á✮Ô✝Ñ❲Òïà✷ß✤áèá✮Ð❲å❃ç⑤Ô✝à✷ß✤á❿Ú✭ß à✲Ïæá❚â✤ê☞Õ✏ß✯Ñ✏Ø✤ß✚ë✰Ô✝Ñ Ú✡Ù✣ÒèÚ✰Ü Õ✭Ñ å✦Ô✕Ú✭é✯à✷ß
M

ê☞Õ❜Ü Ù✣à➠ß✤á✔Ò➔åæÏ✂Ö✁✔✸Ô✴×✕Ù✷ß✯Ñøá✔Ù➈à✷ß
Ø✤Ô✝Ñ☞Ò✮ß✯Ñ❲Õ Ú✭ß❿à✲Ï

n+ 1
ã➟Ù✷é✯å✦ß à✷ß✯Ò✔Ò✔Ö✮ßèÑ✏ß Ú✭â✯Ó❷ß✯Ñ✏Úðê☞Õ✏ß Ú✭ß✤á

k
à✷ß✯Ò✔Ò✔Ö✮ß✤á➎Ó✭Ö✮â✤Ø✤â✤Ú✭ß✯åìå✦ß✯Ñ☞Ò❿â✯åìÙ✷á✮ß✜✛

P(Xn+1 = α | M,Xn, . . . ,Xn−k) = P(Xn+1 = α | M,Xn, . . . ,Xn−k−i); ∀i ∈ [0, n − k + 1]

✑ ß Ó②Ï✂Ö❚Ï✂å✦é✯Ò✔Ö✮ß
k
Ú✡Õ å✦Ô❲Ú✭é✯à✷ß➘ß✤á✔Ò❿Ï✂à✷Ô✝Ö✮á Ï✂Ó✭Ó⑤ß✯à✷â❃à➟Ü✣✢✥✤✁✦✥✤✖✧✟ñ✝★➐ÑíÓ②Ï✂Ö✔à✷ßìÏ✂à✷Ô✝Ö✮á❿Ú✭ß✪✩✫✤✬✢✮✭✯✧✖✰✖✰✲✱✳✰✵✴✷✶✹✸✯✶✜✢✥✺✻✤✖✧

✼✾✽ ✺✿✧✟ñ❁❀ïÑ å✦Ô✕Ú✭é✯à✷ßíÚ✭ß❂✒ Ï✂Ö✁✔✸Ô❡× ß✤á✔Ò Ú✭Ô✝Ñ✏ØÛØ✴Ï✂Ö❚Ï✝Ø✯Ò✮â✯Ö✔Ù✷á✮â Ó②Ï✂Öæà✲Ï Ú✭Ô✝Ñ✭Ñ✏â✤ßíÚ✭ß á✮Ô✝Ñ Ô✝Ö✮Ú✡Ö✮ß
k
ß✯Ò Ø✤ß✯à✣à✷ß

Ú✭ß Ò✮Ô✝Õ✭Ò✮ß✤á➘à✷ß✤á➘Ó✭Ö✮Ô✝ç②Ï✂ç✭Ù✣à✣Ù✣Ò✮â✤á
P(Xn+1 = α | M,Xn, . . . ,Xn−k)

ë✒Ï✂Õ✏á❚á✔Ù➢Ï✂Ó✭Ó❷ß✯à✷â✤ß✤á✝✩✫✤✁✢❄❃✬❅❄❃✲✺❇❆❈✺✻❉❊✸✯✰❋✦●✧
❉✍✤✁❅ ✽ ✰✯✺✍❉✍✺❍✢ ✽ ñ■★➐ÑøÏ✂Ó✭Ó⑤ß✯à✣à✷ß❏✭✟✢ ✽ ❉❊✧✬❑▲❉❊✧ìà✷ß✵✰✲✱✯▼◆❑●✧

ωn,k := Xn, . . . ,Xn−k
Ø✤Ô✝åìÓ❷Ô✚á✮â➘Ú✭ß✤á➔×✝Ï✂à✷ß✯Õ✭Ö✮áèÚ✭ß✤á

kÚ✭ß✯Ö✔Ñ✭Ù✷ß✯Ö✮á➐á✮Ð❲å❃ç⑤Ô✝à✷ß✤áïâ✯åìÙ✷á✴ñ

❖◗P✳❘❚❙✳❯✄❱◗❲✄❳✳❨◗❩❄❬✹❭❫❪❵❴✡❴ ÿ✯ü ✠ ù✸ÿ✯ü ✏✥✠❋❛ ÷✕ù✭ú✮û✹üèù✭üïöøþ❡ÿ✁�✡÷✄✂ ù✚❜ ✏✥✠ ü ✠ ý✯ü ❛✷❝ û✹ü ù✭üïý ✆❞✎✡✏ ü ✠❢❡ ü❚ý

❀ïÑæå✦Ô✕Ú✭é✯à✷ß➎Ú✭ß❣✒ Ï✂Ö✁✔✸Ô✴×✦á✔Ò❚Ï✂Ñ✏Ú✏Ï✂Ö✮ÚæÓ⑤ß✯Õ✭Ò✩Ý✯Ò✔Ö✮ßïÏ✂Ó✭Ó✭Ö✔Ù✷á❵✗❿Ó②Ï✂Ö✔Ò✔Ù✣Ö Ú✰Ü Õ✭Ñ ß✯Ñ✏á✮ß✯å✍ç✭à✷ß➔Ú✭ß➐á❚â✤ê☞Õ✏ß✯Ñ✏Ø✤ß✤á ß✯ÑæÕ✭Ñ✏ß
á✮ß✯Õ✭à✷ßïÓ②Ï✝á✮á✮ß➔á✔Õ✭Ö✩à➟ÜÞß✯Ñ✏á✮ß✯å✍ç✭à✷ß❿Ú✭ß✤á➢á✮â✤ê❲Õ✏ß✯Ñ✏Ø✤ß✤á✴ñ✚❤➔ßïÓ✭à✣Õ✏á✴ë✕à✲Ï✍åìÙ✷á✮ß➐ß✯Ñ ä✹Ô✝Ö✔å✦ß❿Ú✡Õ✹✐②Ø✟✕✭Ù✷ß✯Ö➭Ú✭ß➔Ú✭ß✤á✮Ø✯Ö✔Ù✣Ó✭Ò✔Ù✷Ô✝Ñ
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✮✱✰✟❍✟❍ ❂ ✹ ❇

❅ ❹✤✷✫✵✌✽✿✴✶➈✺❹ ❩ ❲ ✴✶✷✲✮✺✴③❆ ❂ ❹❉✮✔❍✟➈ ❻ ❯ ✽ ❯ ✴ ❂ ✴✶✵✺✹❉✮ ➆❵➏ ✹ ❅ ✴✼✮✺✮✺✴ ❻ ✷➟❍ ❻ ✰✟➈✔✰✟✷ ✮✱◗ ❅✔❯ ❻✬❂ ❹ Xn
✵✱✴✼❹✤✷ ➆ ➈ ❻ ✷❤✵➋✳ ❻ ❅ ❍✟✵✺❹✩❆❻ ✰✟✵✱➈✺❹ ❂ ❹❉✮

k
➆ ❹✤➈✱✷✟✴✼❹✤➈✺✮❀✮✱◗ ❅➢❯ ❻✬❂ ❹❉✮↕✹ ❅ ✴✼✮→❆ ➆ ❹ ❂ ✽❇❍ ❻ ✮✱✴✶✵✱✴ ❻ ✷ (n ❅ ❻✧➆ p) ➆ ❹ Xn

➈✺❹ ❂ ✽✿✵✱✴✶➊t❹ ❅ ❹✤✷❤✵➓●❇✰✟✷✲❹● ✛✢✜ ✜ ❿ ☎ ✛ ➆ ❹❚✵✌✽✿✴ ❂✶❂ ❹
p
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5’ 3’
G C C G

TYPE=MARKOV

ORDER=2

FREQUENCIES= 

... ...

TYPE=MARKOV

ORDER=2

FREQUENCIES= 

...

C G U

TYPE=MARKOV

ORDER=2

FREQUENCIES= 

G A CA U

Ribosome

  GGA 50 ACG 0

  GCC 55 ACA 24

  GGA 25 ACG 18

  GCC 35 ACA 13

  GGA 10 ACG 2

  GCC 25 ACA 58

AG A

M3M1 M2
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Σ0, . . . ,Σp−1
➆ ✰ ➊ ❻ ✳▲✽ ❯ ✰ ❂ ✽✿✴✶➈✺❹ Σ
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P(Xn+1 = α | M ′, ωn,k, i)
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sαβ
❂ ❹➋❍✟➈ ❻✧➆ ✰✟✴✶✵ ➆ ❹ ❂ ✽✸❍✟➈ ❻ ❯ ✽ ❯ ✴ ❂ ✴✶✵✺✹ ➆❵➏ ✹ ❅ ✴✼✮✺✮✱✴ ❻ ✷ ➆❵➏ ✰✟✷ ✮✱◗ ❅✔❯ ❻✬❂ ❹ s ➆ ✽✿✷✲✮ α ❹✤✵ ➆ ❹➋❍✟➈ ❻ ❯ ✽ ❯ ✴ ❂ ✴✶✵✺✹➆ ❹✔✵✱➈✌✽✿✷✲✮✱✴✶✵✱✴ ❻ ✷

β → α
❆❵✽ ❂✼❻ ➈✺✮ ❻ ✷ ❻ ❯ ✵✱✴✼❹✤✷❤✵❃✰✟✷ ❅ ❻✧➆ ❪ ❂ ❹ ➆ ❹❉✕❞✽✿➈✘✗ ❻ ➊ ✳ ❂ ✽✬✮✺✮✱✴✼❣❤✰✲❹✔❍✟➈✺✹❉✮✌❹✤✷✫✵✌✽✿✷✫✵ ➆ ❹❉✮

❅ ✻ ❅ ❹❉✮❀❍✟➈ ❻ ❯ ✽ ❯ ✴ ❂ ✴✶✵✺✹ ➆❵➏ ✹ ❅ ✴✼✮✌✮✱✴ ❻ ✷➉❣✫✰ ➏ ✰✟✷ ❅ ❻✧➆ ❪ ❂ ❹❇✳▲✽✬✳✌❊✲✹ ➆✟❻ ✷✟✷✲✹ ❩ ➙ ➏ ❹✢➣☎❍✟➈✺❹❉✮✺✮✱✴✶➊✧✴✶✵✺✹ ➆ ❹❉✮ ❅ ❻✧➆ ❪ ❂ ❹❉✮➆ ❹❈✕ ✽✿➈✘✗ ❻ ➊➒✳▲✽✬✳✌❊✲✹❉✮❚✷ ➏ ❹✢➣✟✳❉❪ ➆ ❹ ➆✟❻ ✷✲✳❈❍✠✽✬✮❀✳❉❹ ❂✶❂ ❹ ➆ ✰ ❅ ❻❤➆ ❪ ❂ ❹✔✳ ❂ ✽✬✮✺✮✱✴✼❣❤✰✲❹ ❩
✞ ❹❉✮ ➆ ❹✤✰☎➣➒➊✩✽✿➈✱✴à✽✿✷✫✵✺❹❉✮ ➆ ✰ ❅ ❻❤➆ ❪ ❂ ❹↔✳ ❂ ✽✬✮✌✮✱✴✼❣✫✰✲❹❈✮ ❻ ✷✫✵❚❍✟➈✱✴✼✮✺❹❉✮✒❹✤✷❁✳✺❊✠✽✿➈ ❋ ❹↔❍✠✽✿➈❀✥✧✦✬★❤✪❤✥☎✦✬★☎✭ ❩

❃❅❄❇❆❅❄❉❈ ❊●❋■❍ ★❂✯✲✱✢✱✘✪✼✷✾✬ ✱❥★❑❏✦▲✍✴✆✻ ✪✼✹✢★❂✯✲✱❑▼✮✵✸✷❄✭✼✪❖◆ ✱✢P❘◗☛❙❯❚❲❱❑❳ ❊
Pt★❑❏✲✱✁✯✢✬✛✭✿✧❁✭✼✪✼✷✾✬❨▲✛❏✢✬❩❏✢★❋✧✩✻✼✯

✁ ❹ ❂✼❻ ✷ ❂ ✽ ➆ ✴✼✮✱✵✱✴✶✷✲✳✤✵✱✴ ❻ ✷ ✴✶✷✫✵✱➈ ❻✧➆ ✰✟✴✶✵✺❹✸❹✤✷➟✮✺❹❉✳✤✵✱✴ ❻ ✷ ❛☎❩✶❏✩❩➺■ ❆❘❹✤✵❄❍✠✽✿➈ ❻ ❍✟❍ ❻ ✮✺✴✶✵✱✴ ❻ ✷ ✽✿✰ ❅ ❻✧➆ ❪ ❂ ❹❉✮ ➆ ❹ ✕❞✽✿➈✘✗ ❻ ➊④❆
❂ ❹❉✮ ❅ ❻✧➆ ❪ ❂ ❹❉✮ ➆ ❹➢✮✺✹❉❣❤✰✲❹✤✷✲✳❉❹❉✮ ❯ ✽✬✮✺✹❉✮❚✮✺✰✟➈ ➆ ❹❉✮✒❹✢➣☎❍✟➈✺❹❉✮✺✮✱✴ ❻ ✷✲✮✒➈✺✹ ❋ ✰ ❂ ✴✼❪✤➈✺❹❉✮✒➈✺❹✤✷❤✵✱➈✺❹✤✷✫✵ ➆ ✽✿✷✲✮ ❂ ✽✯✳▲✽✿✵✺✹ ❋ ❻ ➈✱✴✼❹ ➆ ❹❉✮



�✂✁☎✄✝✆✟✞✝✠✡✄✝✆✟✞☞☛✍✌✏✎✒✑✔✓✕✑✗✖✔✘✚✙✜✛✣✢✤✓✦✥✝✧✩★✔✑✟✪✚✫✂✧✔✓✭✬✔✧✮★✒✧✯✙✰★✱✙✲✖✟✫✚✬✱✙✳✫✴✖✔✧✮★✵✘✤✶✷✑✮✘✸✙✹✢✯✛✺✖✮✧✔★ ✻✾✻

TYPE=MARKOV

FREQUENCIES= 

  A 32

  G 18

  C 18

  T 32

ORDER=0

TYPE=MARKOV

ORDER=0

FREQUENCIES= 

  A 30

  G 34

  C 19

  T 18

TYPE=MARKOV

ORDER=0

FREQUENCIES= 

  A 33

  G 15

  C 21

  T 31

TYPE=MARKOV

ORDER=0

FREQUENCIES= 

  A 27

  G 23

  C 21

  T 29

Mc1

1 − pi

1 1

pi

1 − pc

pc

Mh

Mnc

Mc3Mc2

❖ ✛◗P✡✁✡�✂✁Þ✼✚✌✁� ❚✏❨✏⑦❋❪✉❬❜❨✏❬✂�✶❴❱❯☎✄✩❚✝✆✖❡✲❴❱❡✟✞❄⑨♣❣☞❚✩s❭❯✇❪ ❦ ❴❱❪◗❛✰❬✲❯✰❞❄❴✾❞☞❡✢❬♣❨✏❬♣❯✰⑨✡✠✩❢✉❚✩❞❄❲✇❡✲❚✆❨❄❴✾❞■❛❝❬✥❲✟☛✁❢✉❞■❛❝❬❋❯☎✠✩⑨✲❞❭❢❵②■s❭❬❋❲✟❨❭❴❱❞❄❲t❪ ❦ ❧✌☞❷♥❨✏❬✂✍ ❻✏✎✡✑✓✒✓✒✕✔✆❼✗✖✘✔✚✙✜✛✢✑✓✒✕✑❵❼✘❾

❅ ❻✧➆ ❪ ❂ ❹❉✮➋✮✱◗✧✷✫✵✌✽❭➣☎✴✼❣✫✰✲❹❉✮▲❆➇✳ ➏ ❹❉✮✱✵➐● ➆ ✴✶➈✺❹❁✳❉❹✤✰☎➣ ❣✫✰✟✴ ➆ ✴✼✮✺✳✤➈✱✴ ❅ ✴✶✷✲❹✤✷❤✵ ❂ ❹❉✮➋✮✌✹❉❣✫✰✲❹✤✷✲✳❉❹❉✮➋✽✿✰✟✵ ❻ ➈✱✴✼✮✺✹❉❹❉✮ ➆ ❹✸✳❉❹ ❂✶❂ ❹❉✮✴✶✷✫✵✺❹✤➈ ➆ ✴✶✵✺❹❉✮ ❩ ➙ ❹❉✮◆❹✢➣☎❍✟➈✺❹❉✮✺✮✱✴ ❻ ✷✲✮◆➈✺✹ ❋ ✰ ❂ ✴✼❪✤➈✺❹❉✮➇✮ ❻ ✷✫✵◆✰✟✷ ❻ ✰✟✵✱✴ ❂ ❯ ✴✼❹✤✷➦✳ ❻ ✷✟✷❤✰ ➆ ❹ ❂ ✽❃✵✱❊✲✹ ❻ ➈✱✴✼❹ ➆ ❹❉✮ ❂ ✽✿✷ ❋ ✽ ❋ ❹❉✮▲❆❤❣❤✰✟✴❍④❹✤➈ ❅ ❹✤✵✱✵✺❹✤✷✫✵◆✰✟✷✲❹ ➆ ❹❉✮✺✳✤➈✱✴✶❍✟✵✱✴ ❻ ✷➦✳ ❻ ✷ ➆ ❹✤✷✲✮✺✹❉❹ ➆❵➏ ✰✟✷ ❂ ✽✿✷ ❋ ✽ ❋ ❹✩❆✫✳ ➏ ❹❉✮✱✵❡● ➆ ✴✶➈✺❹ ➆❵➏ ✰✟✷➐❹✤✷✲✮✺❹ ❅➢❯ ❂ ❹ ➆ ❹↕✮✺✹❉❣❤✰✲❹✤✷✲✳❉❹❉✮ ❩✾ ❂✶❂ ❹❉✮↔✮ ❻ ✷✫✵ ➆ ✹✟✽✲✷✟✴✼❹❉✮❈➈✺✹❉✳✤✰✟➈✺✮✱✴✶➊t❹ ❅ ❹✤✷❤✵▲❆ ➆ ❹ ❅ ✻ ❅ ❹✯❣❤✰✲❹ ❂ ❹ ❂ ✽✿✷ ❋ ✽ ❋ ❹➋❣❤✰✟✴ ❂ ❹✤✰✟➈↔❹❉✮✺✵❈✽✬✮✌✮ ❻ ✳✤✴✼✹✩❆ ➆ ❹ ❂ ✽➦❢③✽✤✣ ❻ ✷✮✱✰✟✴✶➊✩✽✿✷✫✵✺❹✶❅

e =































e′ ✥ ⇒ L(e) = L(e′)∗

e′ ✦ e′′ ⇒ L(e) = L(e′) ∪ L(e′′)
e′ ✧ e′′ ⇒ L(e) = L(e′)× L(e′′)★
e′ ✩ ⇒ L(e) = L(e′)
α ⇒ L(e) = {α}
ε ⇒ L(e) = {ε}

✪ ✕
e′
❹✤✵
e′′

✮ ❻ ✷✫✵ ➆ ❹❉✮❚❹✢➣☎❍✟➈✺❹❉✮✺✮✱✴ ❻ ✷✲✮❚➈✺✹ ❋ ✰ ❂ ✴✼❪✤➈✺❹❉✮❀❹✤✵ α ❹❉✮✱✵↕✰✟✷❁✮✱◗ ❅✔❯ ❻✬❂ ❹ ➆ ✰❁➊ ❻ ✳▲✽ ❯ ✰ ❂ ✽✿✴✶➈✺❹❈✵✺❹✤➈ ❅ ✴✶✷✠✽ ❂ Σ
❩

❙ ❹❉✮ ❅ ❻ ✵✺✮ ➆❵➏ ✰✟✷✲❹❚✵✌✽✿✴ ❂✶❂ ❹ n ❆ ➆✟❻ ✷✟✷✲✹❉❹✒✽✿❍✟❍✠✽✿➈✱✵✺❹✤✷✠✽✿✷✫✵➘✽✿✰ ❂ ✽✿✷ ❋ ✽ ❋ ❹ ➆ ✹✤✷ ❻ ✵✺✹↕❍✠✽✿➈ ❂③➏ ❹✢➣☎❍✟➈✺❹❉✮✺✮✱✴ ❻ ✷➐➈✺✹ ❋ ✰ ❂ ✴✼❪✤➈✺❹❍④❹✤✰✟➊t❹✤✷✫✵ ✻ ✵✱➈✺❹↕❹✤✷ ❋ ❹✤✷ ➆ ➈✺✹❉✮◆✰✟✷✟✴Õ❢ ❻ ➈ ❅ ✹ ❅ ❹✤✷❤✵➇❹✤✷✯✵✺❹ ❅ ❍✲✮ O(n)
✂➅➊ ❻ ✴✶➈ ❫ ✫❤✐ ❜ ❻ ✰ ❫ ✫ ❱ ❜ ✝ ❩Ü❙ ❹➘❍ ❂ ✰✲✮▲❆✩✷ ❻ ✰✲✮❘✽▲➊ ❻ ✷✲✮

✵✱➈✌✽✿✷✲✮✱❍ ❻ ✮✺✹ ❂ ❹❚✮✱◗☎✮✱✵✺❪ ❅ ❹ ➆ ❹↕❍ ❻ ✷ ➆ ✹✤➈✌✽✿✵✱✴ ❻ ✷ ➆ ❹❉✮❘✮✱◗ ❅✔❯ ❻✬❂ ❹❉✮✘✵✺❹✤➈ ❅ ✴✶✷✠✽✿✰☎➣✯✴✶✷✫✵✱➈ ❻✧➆ ✰✟✴✶✵➇❹✤✷➋✮✌❹❉✳✤✵✱✴ ❻ ✷ ❛☎❩➺❛ ❹✤✵ ➆ ✹✟✽ ❇✷✟✴✼✮❚❹✤✷❁❍✠✽ ❋ ❹ ■ ❦ ❆✠✽✾✽✲✷ ➆ ❹↔✳ ❻ ✷✫✵✱➈✜✬ ❂ ❹✤➈ ❂ ✽❄❍✟➈ ❻ ❍ ❻ ➈✱✵✱✴ ❻ ✷ ➆ ❹❉✮❚✮✱◗ ❅✔❯ ❻✬❂ ❹❉✮ ❩✭✯✮✱✰✳✲✵✴✷✶✢✰✵✸

e = (A.T.G).((A|T |G|C).(A|T |G|C).(A|T |G|C))∗ .(T.A.G|T.G.A|T.A.A)
➙ ➏ ❹✢➣☎❍✟➈✺❹❉✮✺✮✱✴ ❻ ✷➉➈✺✹ ❋ ✰ ❂ ✴✼❪✤➈✺❹ e ➆ ✹❉✳✤➈✱✴✶✵❈✰✟✷ ❅ ❻✧➆ ❪ ❂ ❹✯✮✱✴ ❅ ❍ ❂ ❹❇❍ ❻ ✰✟➈❈✰✟✷✲❹➢➈✺✹ ❋ ✴ ❻ ✷⑧✳ ❻✧➆ ✽✿✷✫✵✺❹✩❆ ❻ ✰ ✪ ❏✂✹ ❆ ➆ ✹ ❯ ✰ ❇



�✂✁☎✄✝✆✟✞✝✠✡✄✝✆✟✞☞☛✍✌✏✎✒✑✔✓✕✑✗✖✔✘✚✙✜✛✣✢✤✓✦✥✝✧✩★✔✑✟✪✚✫✂✧✔✓✭✬✔✧✮★✒✧✯✙✰★✱✙✲✖✟✫✚✬✱✙✳✫✴✖✔✧✮★✵✘✤✶✷✑✮✘✸✙✹✢✯✛✺✖✮✧✔★ ✻✁�

✵✌✽✿✷✫✵➦❍✠✽✿➈➐✰✟✷ ✳ ❻✧➆✟❻ ✷ ✁ ✌ ❲❜❏ ✌ (ATG)
❆❡❍✟➈ ❻✬❂✼❻ ✷ ❋ ✹❁❍✠✽✿➈➐✰✟✷✲❹➛✮✺✹❉❣✫✰✲❹✤✷✲✳❉❹ ➆ ❹❁✳ ❻❤➆✟❻ ✷✲✮➐✷ ❻ ✷ ❇ ✳ ❻ ✷✫✵✱➈✌✽✿✴✶✷❤✵✺✮

((A|T |G|C).(A|T |G|C).(A|T |G|C))∗
❹✤✵✈✵✺❹✤➈ ❅ ✴✶✷✠✽✿✷✫✵Ü❍✠✽✿➈⑥✰✟✷ ➆ ❹❉✮⑥✵✱➈ ❻ ✴✼✮⑥✳ ❻✧➆✟❻ ✷✲✮ ✁ ✌ ✪ ❖ TAG ❆ TGA❻ ✰

TAA
❩ ✪ ✷➌✷ ❻ ✵✺❹✤➈✌✽➒❣❤✰ ➏ ✰✟✷✲❹➢✵✺❹ ❂✶❂ ❹❇❹✢➣☎❍✟➈✺❹❉✮✺✮✱✴ ❻ ✷❞✷ ➏ ❹ ❅ ❍ ✻ ✳✺❊✲❹❄❍✠✽✬✮ ❂③➏ ✽✿❍✟❍✠✽✿➈✱✴✶✵✱✴ ❻ ✷ ➆❵➏ ✰✟✷➉✳ ❻❤➆✟❻ ✷ ✁ ✌ ✪ ❖

✽✿✰➛✮✺❹✤✴✶✷ ➆ ❹❉✮✒✮✺✹❉❣✫✰✲❹✤✷✲✳❉❹❉✮❀❹✤✷ ❋ ❹✤✷ ➆ ➈✺✹❉❹❉✮ ❩
✭✯✮✱✰✳✲✵✴✷✶✢✰✵✸
✎ ✷✲❹➐❹✢➣☎❍✟➈✺❹❉✮✺✮✱✴ ❻ ✷⑧➈✺✹ ❋ ✰ ❂ ✴✼❪✤➈✺❹➦❍☛❹✤✰✟✵❇✽✿✰✲✮✺✮✱✴ ✻ ✵✱➈✺❹➦❹ ❅ ❍ ❂✼❻ ◗t✹❉❹➦❍ ❻ ✰✟➈❇✳ ❻❤➆ ❹✤➈✔❹☞❁➐✳▲✽✬✳❉❹ ❅ ❹✤✷❤✵ ➆ ❹❉✮ ❅ ✰✟✵✌✽✿✵✱✴ ❻ ✷✲✮ ❩❖Ü✽✿➈✱✵ ❻ ✷✲✮ ➆ ❹❚✳❉❹❉✮❘✵✱➈ ❻ ✴✼✮◆✮✺✹❉❣❤✰✲❹✤✷✲✳❉❹❉✮ ➆❵➏ ❲❑❏✽▲ ➈✱✴ ❯ ❻ ✮ ❻ ❅ ✽ ❂ 5.8 ✁ ❆✫❍✟➈ ❻ ✳✌❊✲❹❉✮ ❂ ❹❉✮✘✰✟✷✲❹❉✮ ➆ ❹❉✮◆✽✿✰✟✵✱➈✺❹❉✮◆❹✤✵◆✽ ❂ ✴ ❋ ✷✲✹❉❹❉✮✳ ❻ ❅✯❅ ❹✔✮✺✰✟✴✶✵✖❅ ❩✶❩✶❩ ✞ ✂ ✞ ✞ ✞ ✞ ✂ ✞ ✞ ✂ ✂ ✞ ✂ ✂ ❩✶❩✶❩

❩✶❩✶❩ ❲ ✞ ✂ ✞ ✂ ❲ ✞ ✞ ✞ ✂ ✂ ✎ ✂ ✂ ❩✶❩✶❩
❩✶❩✶❩ ✞ ✞ ✎ ✂ ✎ ✎ ❇ ✂ ✎ ✂ ✂ ✎ ✂ ✂ ❩✶❩✶❩

✎ ✷✲❹✸❹✢➣✧❍✟➈✺❹❉✮✺✮✺✴ ❻ ✷ ➈✺✹ ❋ ✰ ❂ ✴✼❪✤➈✺❹✸❍☛❹✤✰✟✵➐✽ ❂✼❻ ➈✺✮ ✻ ✵✱➈✺❹➒✰✟✵✱✴ ❂ ✴✼✮✺✹❉❹✸❍ ❻ ✰✟➈ ❅ ❻✧➆ ✹ ❂ ✴✼✮✺❹✤➈➋✰✟✷✲❹➑❢③✽ ❅ ✴ ❂✶❂ ❹ ➆ ❹✸✮✺✹❉❣❤✰✲❹✤✷✲✳❉❹❉✮✳ ❻ ✷✫✵✺❹✤✷✠✽✿✷❤✵ ❂ ❹❉✮✈✵✱➈ ❻ ✴✼✮✚✮✺✹❉❣❤✰✲❹✤✷✲✳❉❹❉✮ ➆❵➏Ó❻ ➈✱✴ ❋ ✴✶✷✲❹✩❆ ➆ ❹ ❅ ✻ ❅ ❹❡❣✫✰✲❹ ➆ ❹❘✷ ❻ ❅✔❯ ➈✺❹✤✰✲✮✌❹❉✮❘✽✿✰✟✵✱➈✺❹❉✮⑥✮✺✹❉❣❤✰✲❹✤✷✲✳❉❹❉✮✚❍✟➈ ❻ ✳✌❊✲❹❉✮➆ ❹❉✮ ❻ ➈✱✴ ❋ ✴✶✷✠✽✿✰☎➣ ❩

e = · · · (C|A).(C|G).(C|G|U).(C|G).(C|G|U).(C|A|U).(G|C|ε).(C|G).(C|U).G.G.(C|U).G.G · · ·

P◆✷✾✬❀✳✛❏✢★❋✧❁✭✼✪✼✷✾✬ ✱
✞❡❻ ❅✯❅ ❹ ➆ ✽✿✷✲✮ ❂ ❹➘✳▲✽✬✮ ➆ ❹❉✮ ❋ ➈✌✽ ❅✯❅ ✽✿✴✶➈✺❹❉✮✘❍ ❻ ✷ ➆ ✹✤➈✺✹❉❹❉✮→❆✩✴ ❂ ❹❉✮✱✵⑥❍ ❻ ✮✺✮✱✴ ❯ ❂ ❹ ➆❵➏ ✰✟✵✱✴ ❂ ✴✼✮✺❹✤➈ ➆ ❹❉✮Ü❍ ❻ ✴ ➆ ✮✘✽✬✮✺✮ ❻ ✳✤✴✼✹❉✮Ü✽✿✰☎➣✮✱◗ ❅✔❯ ❻✬❂ ❹❉✮✒✵✺❹✤➈ ❅ ✴✶✷✠✽✿✰☎➣❁❍ ❻ ✰✟➈➓✽ ❂ ✵✺✹✤➈✺❹✤➈ ❂ ✽ ➆ ✴✼✮✱✵✱➈✱✴ ❯ ✰✟✵✱✴ ❻ ✷ ➆ ❹❉✮✒✮✌✹❉❣✫✰✲❹✤✷✲✳❉❹❉✮ ❩♣✞ ❹➢✮✱◗✧✮✺✵✺❪ ❅ ❹ ➆ ❹↔❍ ❻ ✷ ➆ ✹✤➈✌✽✿✵✱✴ ❻ ✷❍④❹✤➈ ❅ ❹✤✵ ➆ ❹↔✳ ❻ ✷✫✵✱➈✌✽✿✴✶✷ ➆ ➈✺❹ ❂ ✽❇❍✟➈ ❻ ❍ ❻ ➈✱✵✱✴ ❻ ✷ ➆ ❹❈✳✺❊✠✽✬❣❤✰✲❹✔✮✱◗ ❅✔❯ ❻✬❂ ❹❃✵✺❹✤➈ ❅ ✴✶✷✠✽ ❂⑥➆ ✽✿✷✲✮ ❂ ❹❉✮❚✮✺✹❉❣❤✰✲❹✤✷✲✳❉❹❉✮❚❹✤✷ ❋ ❹✤✷ ❇➆ ➈✺✹❉❹❉✮ ❩ ✪ ✷✸✵✱➈ ❻ ✰✟➊t❹✤➈✌✽ ➆ ✽✿✷✲✮ ❫ ■ ❦ ❜ ✰✟✷✲❹❃➈✺✹❉✮ ❻✬❂ ✰✟✵✱✴ ❻ ✷➌✽✿✷✠✽ ❂ ◗✧✵✱✴✼❣✫✰✲❹ ➆ ✰✸✳▲✽ ❂ ✳✤✰ ❂✈➆ ❹❉✮➘❍ ❻ ✷ ➆ ✹✤➈✌✽✿✵✱✴ ❻ ✷✲✮❚➈✺✹▲✽ ❂ ✴✼✮✌✽✿✷❤✵➆ ❹❉✮❚❍✟➈ ❻ ❍ ❻ ➈✱✵✱✴ ❻ ✷✲✮ ✂ ❻ ✰➒❢➀➈✺✹❉❣❤✰✲❹✤✷✲✳❉❹❉✮✶✝↕✽✿✵✱✵✺❹✤✷ ➆ ✰✲❹❉✮ ❩

✄ ✷❄✭✼✪❖◆ ✱✢P❘◗☛❙❯❚❲❱❑❳ ❊✆☎ ❙❷★✘✪❂▲❭✪ ✬❀✯✖✯❱✭ ◆❝✷✾✬✞✝❱✭✼✪✼✷✾✬
❖ ❏ ✪ ✁ ▼ ✌ ✾ ❹❉✮✱✵➢✰✟✷✲❹ ❯ ✽✬✮✺❹ ➆ ❹ ➆✟❻ ✷✟✷✲✹❉❹❉✮❄✳ ❻ ✷✲✮✌✽✬✳✤➈✺✹❉❹✸✽✿✰☎➣ ➆ ✴❂❀❵✹✤➈✺❹✤✷✫✵✺❹❉✮➢❢③✽ ❅ ✴ ❂✶❂ ❹❉✮ ➆ ❹➦❍✟➈ ❻ ✵✺✹✤✴✶✷✲❹❉✮❄❹✤✵❄✽✿✰☎➣➆✟❻ ❅ ✽✿✴✶✷✲❹❉✮❡❍✟➈ ❻ ✵✺✹✤✴✼❣✫✰✲❹❉✮ ❩ ✾ ❂✶❂ ❹❀✳ ❻ ✷✲✮✺✴✼✮✱✵✺❹❀❹✤✷➦✰✟✷✲❹❀✳ ❻✬❂✶❂ ❹❉✳✤✵✱✴ ❻ ✷ ➆ ❹❀✮✱✴✶✵✺❹❉✮▲❆ ➆ ❹ ❅ ❻ ✵✱✴Õ❢♠✮➇❹✤✵ ➆ ❹✒❍✟➈ ❻ ✽ ❂ ✮➘✽✿✴ ➆ ✽✿✷✫✵❚●✴ ➆ ❹✤✷✫✵✱✴✐✽✠❹✤➈❃●❄❣✫✰✲❹ ❂✶❂ ❹➓❢③✽ ❅ ✴ ❂✶❂ ❹ ➆ ❹❃❍✟➈ ❻ ✵✺✹✤✴✶✷✲❹❉✮✒✽✿❍✟❍✠✽✿➈✱✵✱✴✼❹✤✷❤✵❀✰✟✷✲❹❈✮✌✹❉❣✫✰✲❹✤✷✲✳❉❹ ➆✟❻ ✷✟✷✲✹❉❹ ❩ ✾ ❂✶❂ ❹✔✽❄✹✤✵✺✹❃✴✶✷✟✴✶✵✱✴✼✹❉❹↔❹✤✷❏ ❦✠✟✩❦ ❍✠✽✿➈ ❲❀❅ ❻ ✮↔❝↕✽✿✴✶➈ ❻ ✳✌❊❺❆❺❹✤✵❃❢♠✽✿✴✶✵❃❍✠✽✿➈✱✵✱✴✼❹ ➆ ✰➉❍✟➈ ❻ ❋ ➈✌✽ ❅✯❅ ❹ ✁✁✡ ▼ ✁✛✁ ❇ ❖ ❏ ✪ ✌ ❫ ✟ ❜ ❩ ✾ ❂✶❂ ❹➋✳ ❻ ✷✫✵✱✴✼❹✤✷❤✵ ➆ ❹❉✮✽✠✳✺❊✟✴✼❹✤➈✺✮✔✵✺❹✢➣✧✵✺❹❄✮✱✵✱➈✱✰✲✳✤✵✱✰✟➈✺✹❉✮↔❍✠✽✿➈ ➆ ❹❉✮ ❯ ✽ ❂ ✴✼✮✺❹❉✮❈❹✤✵ ➆ ❹❉✮❃➈✺❹✤✵ ❻ ✰✟➈ ❇ ✳✺❊✠✽✿➈✱✴ ❻ ✵✺✮ ❩ ❖Ü✽✿➈ ❅ ✴◆✳❉❹❉✮ ❯ ✽ ❂ ✴✼✮✺❹❉✮→❆❵✳❉❹✤➈✱✵✌✽✿✴✶✷✲❹❉✮✮ ❻ ✷❤✵✈✰✟✵✱✴ ❂ ✴✼✮✺✹❉❹❉✮✈❍ ❻ ✰✟➈ ➆ ✹✟✽✲✷✟✴✶➈ ➆ ❹❉✮ ✤ ❽✩❿➀➃ ● ❊ ❆→❣❤✰✟✴✫✹✤✵✌✽ ❯ ❂ ✴✼✮✺✮✌❹✤✷✫✵✈✰✟✷ ❂ ✴✼❹✤✷➢❹✤✷✫✵✱➈✺❹◆✰✟✷✲❹❘❍✟➈ ❻ ❍✟➈✱✴✼✹✤✵✺✹ ➆ ❹ ❂ ✽↕✮✺✹❉❣❤✰✲❹✤✷✲✳❉❹❹✤✵✘✰✟✷✲❹➘❍✟➈ ❻ ❍✟➈✱✴✼✹✤✵✺✹↕❢ ❻ ✷✲✳✤✵✱✴ ❻ ✷✟✷✲❹ ❂✶❂ ❹ ❩ ✪ ✷✯❍④❹✤✰✟✵ ❂ ❹❉✮Ü✴✶✷✫✵✺❹✤➈✱❍✟➈✺✹✤✵✺❹✤➈➇✳ ❻ ❅✯❅ ❹ ➆ ❹❉✮❘✮✺✹❉❣❤✰✲❹✤✷✲✳❉❹❉✮✹✑ ❽ ✜✺❊▲✛✢✜✺❊ ➂ ❊ ❆ ➆ ✽✿✷✲✮❂ ✽ ❅ ❹❉✮✺✰✟➈✺❹ ❻✖✕ ❹ ❂✶❂ ❹❉✮✔❢ ❻ ✳▲✽ ❂ ✴✼✮✺❹✤✷❤✵➢✮✱✰✟➈ ➆ ❹❉✮➢✮✱✴ ❅ ✴ ❂ ✽✿➈✱✴✶✵✺✹❉✮❄● ❂③➏ ✴✶✷❤✵✺✹✤➈✱✴✼❹✤✰✟➈ ➆ ❹❉✮✔❹✤✷✲✮✺❹ ❅➢❯ ❂ ❹❉✮ ➆ ❹➐✮✺✹❉❣✫✰✲❹✤✷✲✳❉❹❉✮❄●❍✠✽✿➈✱✵✱✴✶➈ ➆ ❹❉✮✺❣❤✰✲❹ ❂ ✮❚✴ ❂ ✮✒✮ ❻ ✷✫✵❚✳ ❻ ✷✲✮✱✵✱➈✱✰✟✴✶✵✺✮ ❩
❙ ❹❈❍ ❂ ✰✲✮✒✽ ❅ ❍ ❂ ❹❉✮✒✴✶✷☎❢ ❻ ➈ ❅ ✽✿✵✱✴ ❻ ✷✲✮✒❍☛❹✤✰✟➊t❹✤✷❤✵ ✻ ✵✱➈✺❹❃✵✱➈ ❻ ✰✟➊t✹❉❹❉✮❃● ❂③➏ ✽ ➆ ➈✺❹❉✮✺✮✺❹✶❅
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p′ ✗ p′′ ⇒ L(p) = L(p′)× L(p′′)
p′
★
n ✩ ⇒ L(p) = L(p′)n

p′
★
nmin ✘ nmax ✩ ⇒ L(p) = L(p′)nmin × ({ε} ∪ L(p′))nmax−nmin★

p′ ✩ ⇒ L(p) = L(p′)✙
l ✚ ⇒ L(p) = {l1, . . . , l|l|}✛
l ✜ ⇒ L(p) = P\{l1, . . . , l|l|}✔ ⇒ L(p) = P
l ⇒ L(p) = {l}

❻✖✕
p′
❹✠✕
p′′

✂ ❻ ✟✞✕ ➆ ❹☞✂✣✢ ❻ ✕✔✏Õ❢✤✂❚❖ ❏ ✪ ✁ ▼ ✌ ✾✣✥
n
✥
nmin

❹✠✕
nmax
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l
❹☞✂✆✕✣✝✒✟✲❹
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❃❅❄❇❆❅❄❇❆ ✂ ★❋✧✩✵ ✵ ✧✩✪ ★❂✯✲✱✽✬❀✷✾✬ ✝✁✷✾✬✛✭✰✯ ❋ ✭✘✴❁✯✢✻ ✻✼✯✲✱ ❍ ✷✾✬❀✳✛❏✢★❑❏✁✯✲✱
➙ ❹☞✂ ❋ ➈✪✌★✢✩✢✫✌★✏✶➈✺❹☞✂✬✟ ❻ ✟ ❇ ✡ ❻ ✟✭✕✺❹✢➣✮✕✔✝✲❹✠✯✖✯✼❹☞✂❈❍ ❻ ✟ ➆ ☎✤➈✆☎❉❹☞✂✧✂ ❻ ✟✞✕❀❍✟➈✆☎☞✂✌❹✠✟✭✕✆☎❉❹☞✂❀❢ ❻ ➈✔✢➋❹✠✯✖✯✼❹✠✢➋❹✠✟✞✕❈❹✠✟✰✂✺❹☞✡✠✕✔✏ ❻ ✟ ❛☎❩➺■☎❩➺■ ✥
➆ ☎✟✽☛✟✒✏✖✕✔✏ ❻ ✟ ❦ ❹✠✕✫✂ ❻ ✟✭✕✱☎✠✕✔✝ ➆ ✏✑☎❉❹☞✂✫✕ ❻ ✝✒✕✱✌★✝✲✯ ❻ ✟ ❋ ➆ ❹✳✯✴✌✵✂✺❹☞✡✠✕✔✏ ❻ ✟ ✫ ❩ ❏ ✌✿❍✒✏ ➆ ❹✠✢➋❹✠✟✞✕ ✥ ❻ ✟➎❍④❹✠✝✒✕➐❹✠✟ ➆ ✏✶➈✺❹
❣✞✝ ➏ ✏✖✯✶✂ ➏ ✌ ❋ ✏✖✕ ➆ ❹ ❋ ➈✪✌★✢✩✢✫✌★✏✶➈✺❹☞✂✷✟ ❻ ✟ ❇ ✡ ❻ ✟✭✕✺❹✢➣✮✕✔✝✲❹✠✯✖✯✼❹☞✂ G ✥ ❢ ❻ ➈✔✢✫✌★✯✖✏✑✂✆✢➋❹✍✂✱◗✸✟✭✕✪✌❭➣✮✏✼❣✭✝✲❹❀❣✭✝✒✏ ➆ ✏✑✂✆✡✤➈✔✏✖✢✩✏✖✟✲❹✒❍✹✌✿➈✷✝✒✟❍✟➈ ❻ ✡❉❹☞✂✆✂✔✝☛✂ ❋ ☎✠✟☛☎✤➈✪✌★✕✔✏Õ❢ ➆ ❹☞✂✺✂✆☎❉❣✞✝✲❹✠✟☛✡❉❹☞✂❡➈✺❹☞✡ ❻ ✟✒✟✭✝✲❹☞✂↕❹✠✕✺✏✖✟✭✕✺❹✤➈ ➆ ✏✖✕✺❹☞✂ ✥ ✌★✝✲❣✞✝✲❹✠✯☛➊✞✏✼❹✠✟✞✕✺✂✌❹ ❋ ➈✺❹☞❀❵❹✤➈✷✝✒✟✻✂✱◗✮✂✔✕✺❪✠✢➋❹➆ ❹❄❍ ❻ ✟ ➆ ☎✤➈✪✌★✕✔✏ ❻ ✟

π
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✪ ✟✾✕✱➈ ❻ ✝✟➊t❹✤➈✪✌ ➆ ✌★✟☛✂✽✯✴✌ì✽ ❋ ✝✟➈✺❹ ❱ ❩ ❱ ✝✒✟❞❹✢➣☎❹✠✢✯❍✒✯✼❹ ➆ ❹ ❋ ➈✪✌★✢✩✢✫✌★✏✶➈✺❹ ✥ ✯✴✌ ❋ ➈✪✌★✢✩✢✫✌★✏✶➈✺❹ ➆ ❹☞✂✽✢ ❻ ✕✆✂ ➆ ❹ ❙ ◗✮✡✢✗❻ ✝✿✢ ❻ ✕✆✂ ❼✢➃❁❀❃❂ ✙ ➤ ☎ ❀❃❂✝❿ ➡✔✓❋❊✷✓✥❊❃✥ ❹✠✕ ➆ ✌★✟☛✂✳✯✴✌ ✽ ❋ ✝✟➈✺❹ ❱ ❩➺❑ ✯✴✌ ➆ ☎✤➈✔✏✶➊✎✌★✕✔✏ ❻ ✟ ➆❵➏ ✝✒✟✲❹✵✂✆☎❉❣✞✝✲❹✠✟☛✡❉❹ ➆ ✌★✟☛✂✳✡❉❹✠✕✔✕✺❹
❋ ➈✪✌★✢✩✢✫✌★✏✶➈✺❹ ❩

1 S → aSbS
2 S → ǫ

❖ ✛◗P✡✁✕�✂✁❪�✂✌✒✘✇❞❭❬ ✠✩❯✰❴❱④⑥④⑥❴❱❢✉❯✰❬◆❞❄❚❱❞❅❄ ❡✢❚✩❞✩❛✰❬✆❆✆❛❝s❄❬✲❪❤❪✉❬ ❣❁❚❱s❭❯t❪❤❬❋❲✟④⑥❚✾❛❳❲✟q❭❢❤❬✲❞ ❣❄❴✾❯✰❬✲❞■❛ ✞❭⑦❋❲❝⑨❋❲ ❾

S →
1

aSbS →
1
aaSbSbS →

2
aabSbS →

1
aabaSbSbS →

2
aababSbS

→
2

aababbS →
1
aababbaSbS →

1
aababbaaSbSbS

→
2

aababbaabSbS →
2
aababbaabbS →

2
aababbaabb
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aababbaabb

✕✐❣❄❴✾❯❝❛❝❢❤❯♣❨✏❬✖❪ ❦ ❴❇❆✏❢✉❚✩④❑❬
S ❾ ❙ ❬✖❲❉❈■④❜q☞❚✩❪✉❬✥❲ ❞❭❚❱s✚✆❱❬✲❪❤❪❤❬✲④⑥❬✲❞■❛❡✲❯❝⑨❋⑨❋❲✽❴❱s ❡✲❚❱s❭❯❳❲✽❨✺❦ s❭❞❭❬ ❨✏⑨❋❯❝❢ ✆✁❴✁❛❝❢❤❚❱❞ ❲✿❚✩❞✩❛❑❬✲❞

gras
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�✂✁☎✄✝✆✟✞✝✠✡✄✝✆✟✞☞☛✍✌✏✎✒✑✔✓✕✑✗✖✔✘✚✙✜✛✣✢✤✓✦✥✝✧✩★✔✑✟✪✚✫✂✧✔✓✭✬✔✧✮★✒✧✯✙✰★✱✙✲✖✟✫✚✬✱✙✳✫✴✖✔✧✮★✵✘✤✶✷✑✮✘✸✙✹✢✯✛✺✖✮✧✔★ �✁�

1 S → aTbS
2 S → cS
3 S → ǫ
4 S → aTbS
5 S → cS
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✯✴✌✵✂✆☎❉❣✞✝✲❹✠✟☛✡❉❹ ➆❵➏ ✌✿➈✱➈✔✏✶➊❊☎❉❹ ❩ ➙ ✌ ✽✜✔❅✝✟➈✺❹ ❱ ❩ ✟ ✥ ❣✭✝✒✏✍✂✆✏✖✢✓✝✒✯✼❹✳✝✒✟✲❹ ➆ ☎✤➈✔✏✶➊❅✌★✕✔✏ ❻ ✟✢✖✣✘✹✌✿➈✔✕✔✏✶➈ ➆ ❹✻✯✴✌✣✔✩➈✪✌★✢✩✢✫✌★✏✶➈✺❹
➆ ❹☞✂ ✂✔✕✱➈✔✝☛✡✠✕✔✝✟➈✺❹☞✂ ✂✌❹☞✡ ❻ ✟ ➆ ✌★✏✶➈✺❹☞✂ ➆❵➏ ❲❑❏✽▲ ✘✟➈✆☎☞✂✺❹✠✟✭✕✆☎❉❹ ➆ ✌★✟☛✂✄✯✴✌ð✽✜✔❅✝✟➈✺❹ ❱ ❩ ✐ ✥ ✏✖✯✖✯✖✝☛✂✔✕✱➈✺❹ ✡❉❹✫✢ ☎☞✡❇✌★✟✒✏✑✂✔✢➋❹ ❩ ✪ ✟
❻ ❯ ✂✺❹✤➈✱➊t❹➢❣✭✝✲❹ ➆ ❹☞✂ ❯ ✌✎✂✺❹☞✂❚❹✠✟✚✔t❹✠✟ ➆ ➈✆☎❉❹☞✂ ✌★✝ ✡ ❻ ✝✟➈✆✂ ➆❵➏ ✝✒✟✲❹✄✢✥✤✠✢➋❹✓☎✠✕✪✌✦✘④❹✧✘④❹✠✝✟➊t❹✠✟✭✕✍✤✠✕✱➈✺❹✓✂✆☎★✘✹✌✿➈✆☎❉❹☞✂✩✘✹✌✿➈✣✯✼❹☞✂
➈✆☎☞☎☞✡✤➈✔✏✖✕✔✝✟➈✺❹☞✂✄✂✔✝☛✡☞✡❉❹☞✂✪✂✔✏✶➊t❹☞✂ ❩❉✞ ❹✠✕✔✕✺❹☞✘✟➈ ❻ ➣✸✏✖✢✩✏✖✕✆☎ ➆ ❹☞✔❊☎✠✟☛☎✤➈✪✌★✕✔✏ ❻ ✟ ✌★✝✒✕ ❻ ➈✔✏✑✂✺❹ ✯✴✌✪✘✟➈✔✏✑✂✺❹❄❹✠✟✵✡ ❻ ✢✡✘✒✕✺❹ ➆ ❹ ✯✼❹✠✝✟➈✆✂
✟✹✌★✕✔✝✟➈✺❹☞✂❚➈✺❹☞✂✫✘☛❹☞✡✠✕✔✏✶➊t❹☞✂ ➆ ✌★✟☛✂✍✯✼❹✠✝✟➈✣✡ ❻ ✟✭✕✱➈✔✏ ❯ ✝✒✕✔✏ ❻ ✟☛✂✽✌★✝✸✙ ❽✬➃ ➠ ❊ ❿③❽✩❿ ➤ ➄Ü➆ ❹✽✯✴✌ ✂✆☎❉❣✞✝✲❹✠✟☛✡❉❹ ❩❘❙ ❹✏✘✒✯✖✝☛✂ ✥ ✯✴✌✬✘ ❻ ✂✆✂✔✏ ❇
❯ ✏✖✯✖✏✖✕✆☎ ➆❵➏ ✌ ➆■❍✱❻ ✏✖✟ ➆ ➈✺❹✽✝✒✟✳✢ ❻❤➆ ❪✠✯✼❹ ➆ ❹⑥✕✰✌✿➈✘✗ ❻ ➊✭✖ ✕ ❻ ✝✒✕✺❹✏✔✩➈✪✌★✢✩✢✫✌★✏✶➈✺❹ ✟ ❻ ✟ ❇ ✡ ❻ ✟✞✕✺❹✢➣✸✕✔✝✲❹✠✯✖✯✼❹ ✥ ➈✆☎☞✂✔✝✒✯✖✕✪✌★✕ ☎✠✕✪✌ ❯ ✯✖✏➆ ✌★✟☛✂ ✯✴✌✓✂✌❹☞✡✠✕✔✏ ❻ ✟ ✫ ❩➺❛ ✥ ✘✟➈ ❻ ✝✟➊t❹✧✯✴✌✓✡❇✌✦✘✹✌✎✡✠✏✖✕✆☎ ➆ ❹✬✡❉❹☞✂✷✢ ❻✧➆ ❪✠✯✼❹☞✂✮✖✯✘✟➈✺❹✠✟ ➆ ➈✺❹❃❹✠✟✻✡ ❻ ✢✡✘✒✕✺❹ ➆ ❹☞✂ ➆ ☎★✘④❹✠✟ ➆ ✌★✟☛✡❉❹☞✂
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✂✆☎❉❣✞✝✲❹✠✟✭✕✔✏✼❹✠✯✖✯✼❹☞✂ ✡✠✯✴✌✎✂✆✂✔✏✼❣✞✝✲❹☞✂ ❩t✞ ❹❡❢ ❻ ➈✔✢✫✌★✯✖✏✑✂✔✢➋❹ ✘☛❹✤➈✔✢➋❹✠✕ ➆✟❻ ✟☛✡✣✝✒✟✲❹✮✘✟➈✔✏✑✂✺❹❚❹✠✟ ✡✫✙✹✌✿➈ ✔t❹ ➆ ❹✺✕ ❻ ✝✒✕✺❹☞✂ ✯✼❹☞✂ ➆ ☎★✘④❹✠✟ ❇➆ ✌★✟☛✡❉❹☞✂✣✏✖✟ ➆ ✝✒✏✖✕✺❹☞✂✩✘✹✌✿➈ ➆ ❹☞✂ ✯✖✏✴✌★✏✑✂ ❻ ✟☛✂✄✂ ✙✫◗ ➆ ➈ ❻ ✔t❪✠✟✲❹ ❻ ✝ ✘✚✙ ❻ ✂✫✘✚✙ ❻❤➆ ✏✼❹☞✂✔✕✺❹✤➈✶✝ ✡ ❻ ✢✡✘✟➈✔✏✑✂✺❹☞✂ ➆ ✌★✟☛✂✍✯✴✌ ✂✔✕✱➈✔✝☛✡✠✕✔✝✟➈✺❹
✂✺❹☞✡ ❻ ✟ ➆ ✌★✏✶➈✺❹ ➆❵➏ ✝✒✟ ❲❜❏❜▲ ❩

❃❅❄❇❆❅❄✄✂ ✄ ✷❁✳✺✹✢✻✼✯✲✱✆☎✺✪✆❏✢★❋✧✩★ ✝✝☎✺✪✟✞⑩✴❁✯✲✱
✪ ✟✄✯ ➏ ✌❚➊✞✝ ✥ ✯✼❹☞✂ ✢ ❻✧➆ ❪✠✯✼❹☞✂ ➆ ❹✇✕✾✌✿➈✘✗ ❻ ➊ ✡❇✌✎✡✫✙☛☎☞✂ ✕✱➈ ❻ ✝✟➊t❹✠✟✭✕ ✯✼❹✠✝✟➈ ❻ ➈✔✏ ✔❅✏✖✟✲❹ ➆ ✌★✟☛✂ ✯✴✌✺✟☛☎☞✡❉❹☞✂✆✂✆✏✖✕✆☎ ➆ ❹ ➆ ☎☞✡ ❻ ✢✡✘ ❻ ✂✺❹✤➈
✯✼❹☞✂ ✂✆☎❉❣✞✝✲❹✠✟☛✡❉❹☞✂ ✔❊☎✠✟ ❻ ✢✩✏✼❣✞✝✲❹☞✂Ü❹✠✟➢➈✆☎★✔❅✏ ❻ ✟☛✂ ✘✟➈✆☎☞✂✺❹✠✟✞✕✪✌★✟✭✕ ➆ ❹☞✂ ✘✟➈ ❻ ✘✟➈✔✏✑☎✠✕✆☎☞✂ ➆ ✏❂❀ ☎✤➈✺❹✠✟✞✕✺❹☞✂ ✥ ❹✠✕ ➆✟❻ ✟☛✡✷✟☛☎☞✡❉❹☞✂✆✂✔✏✖✕✪✌★✟✞✕
➆ ❹☞✂ ✢ ❻❤➆ ☎✠✯✖✏✑✂ ✌★✕✔✏ ❻ ✟☛✂ ➆ ✏❂❀ ☎✤➈✺❹✠✟✞✕✺❹☞✂ ❩ ➙ ❹☞✂✮✔✩➈✪✌★✢✩✢✫✌★✏✶➈✺❹☞✂✺✟ ❻ ✟ ❇ ✡ ❻ ✟✞✕✺❹✢➣✸✕✔✝✲❹✠✯✖✯✼❹☞✂✧✂✺❹✩✘✟➈✫✤✠✕✺❹✠✟✞✕✍✌★✝☛✂✆✂✔✏ ✌ ➆ ✢✩✏✶➈✪✌ ❯ ✯✼❹ ❇✢➋❹✠✟✭✕✥✖ ✡❉❹✠✕➢❹✢➣✟❹✤➈✆✡✠✏✑✡❉❹ ✥ ✘✹✌✿➈ ✯ ➏ ❹✠✢✡✘✒✯ ❻ ✏ ➆ ❹ ✟ ❻ ✟ ❇ ✕✺❹✤➈✔✢✩✏✖✟✹✌★✝☎➣ ➆ ✏❂❀ ☎✤➈✺❹✠✟✭✕✆✂✬✘ ❻ ✝✟➈✓✯✼❹☞✂ ➆ ✏❂❀ ☎✤➈✺❹✠✟✞✕✺❹☞✂❇➈✆☎★✔❅✏ ❻ ✟☛✂ ❩
✞ ❹★✘④❹✠✟ ➆ ✌★✟✭✕ ✥ ✏✖✯✞✟ ❻ ✝☛✂ ✢✫✌★✟✲❣✞✝✹✌★✏✖✕ ✝✒✟✔❢ ❻ ➈✔✢✫✌★✯✖✏✑✂✔✢➋❹✕✘ ❻ ✝✟➈ ✡ ❻ ✢ ❯ ✏✖✟✲❹✤➈ ❂ ➤✟✞ ➥★❀ ✤ ❀✠❂✠❿ ✡❉❹☞✂ ➆ ✏❂❀ ☎✤➈✺❹✠✟✭✕✆✂ ✢ ❻✧➆ ❪✠✯✼❹☞✂ ❩✞➓➏ ❹☞✂✔✕✧✯✴✌❄➈✪✌★✏✑✂ ❻ ✟ ➆❵➏ ✤✠✕✱➈✺❹ ➆ ❹☞✂✣✢ ❻✧➆ ❪✠✯✼❹☞✂✩✙✒✏✑☎✤➈✪✌✿➈✆✡ ✙✒✏✼❣✭✝✲❹☞✂ ✥ ❣✞✝✒✏ ✘④❹✤➈✔✢➋❹✠✕✔✕✺❹✠✟✭✕✬✝✒✟✲❹✓✌✦✘✚✘✟➈ ❻ ✡✫✙✲❹✛✙✒✏✑☎✤➈✪✌✿➈✆✡✫✙✒✏✼❣✞✝✲❹
✢✓✝✒✯✖✕✔✏ ❇ ✢ ❻✧➆ ❪✠✯✼❹☞✂ ❩➙ ❹❈❢ ❻ ✟☛✡✠✕✔✏ ❻ ✟✒✟✲❹✠✢➋❹✠✟✞✕ ➆❵➏ ✝✒✟ ✢ ❻✧➆ ❪✠✯✼❹✧✙✒✏✑☎✤➈✪✌✿➈✆✡ ✙✒✏✼❣✭✝✲❹➢❹☞✂✔✕ ✯✼❹✄✂✔✝✒✏✶➊❅✌★✟✭✕ ❅

❇✏✎ ✟✲❹✩✘✟➈✺❹✠✢✩✏✼❪✤➈✺❹✬✂✪☎❉❣✭✝✲❹✠✟☛✡❉❹ ✤➋➤ ❾➅❿ ☎ ❀ ❊❋❊ ❀ ωm ➆ ❹✧✕✪✌★✏✖✯✖✯✼❹
n
✥ ❹☞✂✔✕❡❹✠✟✚✔t❹✠✟ ➆ ➈✆☎❉❹✽✂✔✝✟➈✷✝✒✟➑➊ ❻ ✡❇✌ ❯ ✝✒✯✴✌★✏✶➈✺❹ Σm✂✺❹✠✯ ❻ ✟✳✝✒✟ ✢ ❻✧➆ ❪✠✯✼❹

Mm
❩

❇ ✞ ✙✹✌✬❣✭✝✲❹ ❻ ✡☞✡✠✝✟➈✱➈✺❹✠✟☛✡❉❹ ➆ ✌★✟☛✂
ωm

➆❵➏ ✝✒✟✲✂✱◗✸✢ ❯ ❻ ✯✼❹ α ∈ Σm
❢❁✌★✏✑✂✪✌★✟✭✕ ✯ ➏Ó❻ ❯ ❍ ❹✠✕ ➆❵➏ ✝✒✟✲❹➛➈✆☎☞☎☞✡✤➈✔✏✖✕✔✝✟➈✺❹

α→ (Mα, fα)
❹☞✂✆✕◆➈✺❹✠✢✡✘✒✯✴✌✎✡☞☎❉❹✍✘✹✌✿➈✷✝✒✟✲❹✬✂✆☎❉❣✞✝✲❹✠✟☛✡❉❹ ➆ ❹✧✕✪✌★✏✖✯✖✯✼❹

fα(n)
✏✑✂✆✂✔✝✲❹ ➆ ❹

Mα
❩ ✪ ✟ ❻ ❯ ✕✔✏✼❹✠✟✞✕✌★✏✖✟☛✂✔✏ ✯✴✌✩✂✆☎❉❣✞✝✲❹✠✟☛✡❉❹

ωr
❣✭✝✒✏❺❹☞✂✆✕↕➈✺❹✠✟✫➊ ❻ ◗❊☎❉❹✛✘✹✌✿➈✣✯✼❹✽✯ ❻ ✔❅✏✑✡✠✏✼❹✠✯ ❩

✠ ✰✳✲☛✡✌☞✎✍✑✏ ✰✓✒ ✸❈➙ ❹ ✕✱➈✪✌★✏✖✕✺❹✠✢➋❹✠✟✭✕ ➆ ❹☞✂ ❻ ✡☞✡✠✝✟➈✱➈✺❹✠✟☛✡❉❹☞✂ ➆ ❹
Σm

✟ ➏ ❹☞✂✔✕✍✘✹✌✎✂➓➈✆☎☞✡✠✝✟➈✆✂✔✏Õ❢ ✥ ✡ ➏ ❹☞✂✆✕✏✖ ➆ ✏✶➈✺❹➢❣✞✝ ➏ ✝✒✟
✂✱◗✸✢ ❯ ❻ ✯✼❹ ➆ ❹ Σm

❻ ❯ ✕✺❹✠✟✞✝ ✯ ❻ ➈✆✂ ➆ ❹✬✯✴✌❇➈✆☎☞☎☞✡✤➈✔✏✖✕✔✝✟➈✺❹ ➆❵➏ ✝✒✟ ✂✱◗✸✢ ❯ ❻ ✯✼❹ α ✟✲❹❀❢♠❹✤➈✪✌✬✘✹✌✎✂ ✯ ➏Ó❻ ❯ ❍ ❹✠✕ ➆❵➏ ✝✒✟✲❹❃➈✆☎☞☎☞✡✤➈✔✏ ❇✕✔✝✟➈✺❹ ❩
✠ ✰✳✲☛✡✌☞✎✍✑✏ ✰✕✔ ✸ ➙ ✌ ✕✪✌★✏✖✯✖✯✼❹

n
❢ ❻ ✝✟➈✔✟✒✏✼❹➒❹✠✟✲✌✿➈ ✔❅✝✒✢➋❹✠✟✭✕✱✌★✝ ✔❊☎✠✟☛☎✤➈✪✌★✕✺❹✠✝✟➈ ✟ ➏ ✌ ❣✞✝ ➏ ✝✒✟✲❹✻✏✖✟✗✖☛✝✲❹✠✟☛✡❉❹✻✕✱➈✺❪☞✂

✏✖✟ ➆ ✏✶➈✺❹☞✡✠✕✺❹✓✂✆✝✟➈ ✯✴✌ ✕✪✌★✏✖✯✖✯✼❹ |ωr| ➆ ❹✽✯✴✌✩✂✆☎❉❣✞✝✲❹✠✟☛✡❉❹↔❹✠✟✚✔t❹✠✟ ➆ ➈✆☎❉❹ ❩
➙ ❹☞✂➋❢ ❻ ✟☛✡✠✕✔✏ ❻ ✟☛✂ ➆ ❹✳✕✪✌★✏✖✯✖✯✼❹☞✂

fα
✌✎✂✆✂ ❻ ✡✠✏✑☎❉❹☞✂✫✌★✝☎➣ ✂✱◗✞✢ ❯ ❻ ✯✼❹☞✂ ➆ ❹ Σm

✂ ❻ ✟✭✕ ➆ ☎✟✽☛✟✒✏✼❹☞✂➦➈✆☎☞✡✠✝✟➈✆✂✔✏✶➊t❹✠✢➋❹✠✟✞✕
✖✪✘✹✌✿➈✔✕✔✏✶➈ ➆ ❹☞✂ ❻ ✘ ☎✤➈✪✌★✕✔✏ ❻ ✟☛✂✄✌✿➈✔✏✖✕ ✙✒✢ ☎✠✕✔✏✼❣✞✝✲❹☞✂✄✡✠✯✴✌✎✂✆✂✔✏✼❣✞✝✲❹☞✂✘✂✙✘ ✥ ✗ ✥ ✏ ✥✛✚✸✥✢✜ ✝ ✥ ➆ ❹☞✂❀❢ ❻ ✟☛✡✠✕✔✏ ❻ ✟☛✂✽✝✒✕✔✏✖✯✖✏✖✕✪✌★✏✶➈✺❹☞✂✒✂ ✚ ✌✤✣ ✥
✚✏❀✠✔ ✥✦✥ ✎ ❂❲❂✝✿ ❻ ✝★✧✪✩ ✌✆✎ ✝ ✥ ➆ ❹✮✔❊☎✠✟☛☎✤➈✪✌★✕✺❹✠✝✟➈✆✂ ✌★✯✑☎❇✌★✕ ❻ ✏✶➈✺❹☞✂ ➆ ❹ ✟ ❻ ✢ ❯ ➈✺❹☞✂✿✂ ➙ ❻ ✏✑✂ ✝✒✟✒✏Õ❢ ❻ ➈✔✢➋❹☞✂ ✂✔✝✟➈ [n ✢✩✏✖✟ , n ✢✫✌❭➣ ]❹✠✕ ✟ ❻ ➈✔✢✫✌★✯✼❹☞✂ ➆ ❹✕✘✹✌✿➈✪✌★✢➋❪✠✕✱➈✺❹☞✂

µ
❹✠✕
σ
✝ ✌★✏✖✟☛✂✔✏✧❣✭✝✲❹✕✘✹✌✿➈ ✝✒✟ ✂✱◗✮✂✔✕✺❪✠✢➋❹ ➆ ❹➇➊❅✌✿➈✔✏✴✌ ❯ ✯✼❹☞✂ ✘④❹✤➈✔✢➋❹✠✕✔✕✪✌★✟✭✕ ➆ ❹☞✂ ❀✬✫✧❀✤❿ ❊➠ ❀❀❼✱❽ ☎✱➠ ✥ ➆ ❹☞✂ ➆ ☎★✘☛❹✠✟ ➆ ✌★✟☛✡❉❹☞✂✘❹✠✟✞✕✱➈✺❹ ✯✼❹☞✂ ✕✪✌★✏✖✯✖✯✼❹☞✂ ➆ ❹☞✂ ✂✆☎❉❣✞✝✲❹✠✟☛✡❉❹☞✂ ✏✑✂✆✂✔✝✲❹☞✂ ➆ ❹☞✂⑥➈✆☎☞☎☞✡✤➈✔✏✖✕✔✝✟➈✺❹☞✂ ✂✆✝☛✡☞✡❉❹☞✂✆✂✔✏✶➊t❹☞✂ ❩t✞ ❹☞✂

➆ ☎★✘④❹✠✟ ➆ ✌★✟☛✡❉❹☞✂ ✝✒✕✔✏✖✯✖✏✑✂✺❹✠✟✞✕ ✯✴✌✍✘☛✂✺❹✠✝ ➆✟❻ ❇ ❢ ❻ ✟☛✡✠✕✔✏ ❻ ✟✮✭✰✯✲✱✣✂ v ✥ e ✝ ✥ ❣✞✝✒✏✒✌✎✂✪✂ ❻ ✡✠✏✼❹ ✝✒✟✲❹↕➊❅✌✿➈✔✏✴✌ ❯ ✯✼❹ v ✌★✝☎➣ ☎✤➊✎✌★✯✖✝✹✌★✕✔✏ ❻ ✟☛✂✂✔✝☛✡☞✡❉❹☞✂✆✂✆✏✶➊t❹☞✂ ➆❵➏ ✝✒✟✲❹❄❹✢➣ ✘✟➈✺❹☞✂✆✂✔✏ ❻ ✟
e
❩❈✞ ❹✠✕✔✕✺❹➢➊❅✌✿➈✔✏✴✌ ❯ ✯✼❹✬✘☛❹✠✝✒✕ ✌★✯ ❻ ➈✆✂✏✤✠✕✱➈✺❹✓✝✒✕✔✏✖✯✖✏✑✂✪☎❉❹ ➆ ✌★✟☛✂✬✯ ➏ ☎✤➊❅✌★✯✖✝✹✌★✕✔✏ ❻ ✟ ➆ ❹☞✂

✌★✝✒✕✱➈✺❹☞✂❘❹✢➣ ✘✟➈✺❹☞✂✆✂✔✏ ❻ ✟☛✂ ❩t✞ ❹✺✢ ☎☞✡❇✌★✟✒✏✑✂✔✢➋❹✮✘④❹✤➈✔✢➋❹✠✕ ➆❵➏ ✏✖✢✡✘✟➈✔✏✖✢➋❹✤➈ ➆ ❹☞✂ ✡ ❻ ✟✭✕✱➈✪✌★✏✖✟✞✕✺❹☞✂ ❿ ☎ ➤ ❂ ❊ ➥★❀ ☎ ❊✤➤ ➄✑❀ ❊✠✥ ✡ ❻ ✢✩✢➋❹❈❅
✳❺➤ ❊ ❽ ✤ ✤ ❀ ➠ ❀ ❊ ❿ ➤ ➃➅➄➅➄✖❀ ❊ ➠ ❀ ✑ ❀ ❊ ➠ ❀✢➂ ✯ ☎ ✓ ✂ ➃♠❽✎❂ ❊ ❀ ❊ ❿❘➂✞❂ ✤ ➂✧➄Ù❿➀➃ ✙ ➄✑❀ ➠ ❀↔❿ ☎ ❽✩➃ ❊ ❻ ✝ ❯ ✏✼❹✠✟ ✳ ❀ ❊ ❿ ➤ ➃➫➄➅➄✖❀ ❊ ➠ ❀ ➠ ❀✢➂ ✯
☎ ✓ ✂ ➃♠❽✎❂ ❊✮✩ ❀✤❿✵✴ ❊ ➂ ✑✸✑ ❀ ❊✲❊ ➃➅➥★❀ ❊❉❊ ❽✎❂✝❿ ✭ ❀✠❂ ✤ ❽✪✶✭❀❃❂✹❂ ❀ ✭ ✓ ✂ ➤ ➄✖❀ ❊✶✭❷✤➋➤ ➃ ❊ ✙ ❀✢➂❤➥✎❀❃❂✠❿➘➥ ➤ ☎ ➃❁❀ ☎➢➠ ✣ ➂✞❂ ● ➤ ✑ ❿ ❀✢➂ ☎

ε
❩

❲ ✽☛✟ ➆❵➏ ✏✖✯✖✯✖✝☛✂✆✕✱➈✺❹✤➈✽✡❉❹☞✂ ➆ ✏❂❀ ☎✤➈✺❹✠✟✭✕✆✂✄✌✎✂ ✘④❹☞✡✠✕✆✂ ✥ ❻ ✟ ✘✟➈ ❻ ✘ ❻ ✂✺❹ ✝✒✟✰✢ ❻❤➆ ❪✠✯✼❹ ✂✔✏✖✢✡✘✒✯✼❹✬✘ ❻ ✝✟➈✬✝✒✟✾✂✔✏✖✕✺❹ ➆ ❹ ➆ ☎ ❇✡❇✌★✯✴✌✦✔t❹ ➆ ❹✥✘✚✙✹✌✎✂✺❹ ❇✸✷ ➈✔✏ ❯ ❻ ✂ ❻ ✢✩✏✼❣✭✝✲❹ ❯ ✌✎✂✆☎ ✂✔✝✟➈ ✝✒✟✲❹✩✕✔✏ ✔t❹ ❇ ❯ ❻ ✝☛✡✠✯✼❹ ➆ ✌★✟☛✂✓✝✒✟ ❲❑❏✽▲ ✢➋❹☞✂✪✂✪✌✦✔t❹✤➈ ❩ ✎ ✟ ✂✔✏✖✕✺❹
➆ ❹ ➆ ☎☞✡❇✌★✯✴✌✦✔t❹ ➆ ❹✩✘✚✙✹✌✎✂✺❹ ✘✟➈ ❻ ➊ ❻ ❣✞✝✲❹✬✂✆✕ ❻ ✡ ✙✹✌✎✂✔✕✔✏✼❣✭✝✲❹✠✢➋❹✠✟✞✕ ✝✒✟ ✡ ❻ ✢✡✘ ❻ ➈✔✕✺❹✠✢➋❹✠✟✭✕✍✏✖✟✚✙✹✌ ❯ ✏✖✕✔✝✲❹✠✯ ➆ ✝➒➈✔✏ ❯ ❻ ✂ ❻ ✢➋❹ ✥❣✞✝✒✏❩✂ ➄Ù➃ ❊❋❊ ❀➢❻ ✝ ✙ ➤ ❿➀➃ ❂ ❀ ✂✆✝✟➈✣✝✒✟ ✢ ❻ ✕✔✏Õ❢ ✂✔✕✱➈✔✝☛✡✠✕✔✝✟➈✆☎ ✥ ✡❉❹✔❣✞✝✒✏ ✢ ❻✧➆ ✏✐✽✠❹✓✂✪✌☞✘✚✙✹✌✎✂✌❹ ➆ ❹ ✯✼❹☞✡✠✕✔✝✟➈✺❹ ❩ ➙ ✌✥✘✟➈ ❻ ✕✆☎✠✏✖✟✲❹
❹✠✟✚✔t❹✠✟ ➆ ➈✆☎❉❹✄✟ ➏ ❹☞✂✆✕✍✌★✯ ❻ ➈✆✂✗✘✒✯✖✝☛✂✣✝✒✟✒✏✼❣✞✝✲❹✠✢➋❹✠✟✭✕ ➆ ☎★✘④❹✠✟ ➆ ✌★✟✭✕✺❹ ➆ ❹ ✯✴✌ ✂✆☎❉❣✞✝✲❹✠✟☛✡❉❹ ➆ ❹ ✯ ➏ ❲❑❏✽▲ ✢ ❩ ✪ ✟ ✂ ➏ ✏✖✟☛✂ ✘✒✏✶➈✺❹
✏✑✡✠✏ ➆❵➏ ✝✒✟ ✢ ❻✧➆ ❪✠✯✼❹ ➆ ❹ ✂✆✏✖✕✺❹ ❻ ❯ ✂✺❹✤➈✱➊❊☎ ➆ ✌★✟☛✂✍✯✼❹☛☎✺✹ ✌ ❇✸✷ ❹✠✕ ❯ ✌✎✂✆☎✄✂✔✝✟➈✣✯✴✌ ✂✆✝☛✡☞✡❉❹☞✂✆✂✔✏ ❻ ✟ ➆❵➏ ✝✒✟ ✙✲❹★✘✒✕✪✌★✢➋❹✤➈ ✥ ✡❇✌✿➈ ❇✌✎✡✠✕✆☎✤➈✔✏✑✂✔✕✔✏✼❣✞✝✲❹ ➆ ❹✧✡❉❹ ✘✚✙☛☎✠✟ ❻ ✢➋❪✠✟✲❹ ✥ ➆❵➏ ✝✒✟✲❹✽✂✆☎❉❣✭✝✲❹✠✟☛✡❉❹⑥✂ ➄Ù➃ ❊❋❊✤➤ ❂✝❿ ❀ ✥ ✌✦✘✚✘④❹✠✯✑☎❉❹ ❀ ❊ ✙ ➤ ✑ ❀✢➂ ☎❇❹✠✕ ➆❵➏ ✝✒✟✲❹✬✂✔✕✱➈✔✝☛✡✠✕✔✝✟➈✺❹



�✂✁☎✄✝✆✟✞✝✠✡✄✝✆✟✞☞☛✍✌✏✎✒✑✔✓✕✑✗✖✔✘✚✙✜✛✣✢✤✓✦✥✝✧✩★✔✑✟✪✚✫✂✧✔✓✭✬✔✧✮★✒✧✯✙✰★✱✙✲✖✟✫✚✬✱✙✳✫✴✖✔✧✮★✵✘✤✶✷✑✮✘✸✙✹✢✯✛✺✖✮✧✔★ �✘❘

✂✺❹☞✡ ❻ ✟ ➆ ✌★✏✶➈✺❹➢❹✠✟ ❿➀➃ ✂ ❀❑✠➲❼✱❽✬➂ ✑ ➄✑❀✤❩
➙ ➏✁� ✰✚✴✄✂ ✡ ✲✵✰✲☞✞✥ ➆✟❻ ✟✭✕✍✯✴✌ ✂✆☎❉❣✭✝✲❹✠✟☛✡❉❹✔❹☞✂✔✕✍✡ ❻ ✟✭✕✱➈✪✌★✏✖✟✞✕✺❹ ✘✹✌✿➈✍✝✒✟ ✡ ❻ ✟☛✂✺❹✠✟☛✂✔✝☛✂✆☎✝☎✝☎✟✞✝✞✟✞✡✠ ✥ ✂✺❹✤➈✪✌ ✢ ❻✧➆ ☎✠✯✖✏✑✂✆☎✧✘✹✌✿➈
✝✒✟✲❹↔❹✢➣ ✘✟➈✺❹☞✂✆✂✔✏ ❻ ✟❁➈✆☎★✔❅✝✒✯✖✏✼❪✤➈✺❹ ✂✼✕ ❻✧➆ ❪✠✯✼❹
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✝ ❩

➙ ➏ ✰✟☛ ✴ ✡✌☞✚✰✲✏ ☞ ✌✎✍✭✌★✟✞✕ ✝✒✟✲❹✬✂✔✕✱➈✔✝☛✡✠✕✔✝✟➈✺❹✧✢ ❻ ✏✖✟☛✂✷✡ ❻ ✟✞✕✱➈✪✌★✏✖✟✭✕✺❹❈❹✠✕ ✡ ❻ ✢✡✘✟➈✔✏✑✂✺❹ ✥ ✂✌❹✤➈✪✌ ✢ ❻✧➆ ☎✠✯✖✏✑✂✆☎✩✘✹✌✿➈✷✝✒✟✲❹✧✡ ✙✹✌❭❬✑✟✲❹
➆ ❹✖✕✾✌✿➈✘✗ ❻ ➊ ✂✼✕ ❻❤➆ ❪✠✯✼❹
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✝ ❩

➙ ✌ ✂✑✏✓✒ ✰✕✔✗✖✙✘ ✏✄☞✚✶✢✰✹✥ ✟☛☎☞✡❉❹☞✂✆✂✔✏✖✕✪✌★✟✞✕ ➆ ❹☞✂ ✏✖✟✭✕✺❹✤➈✪✌✎✡✠✕✔✏ ❻ ✟☛✂✣✡ ❻ ✝✟➈✔✕✺❹☞✂↕❹✠✕✺✯ ❻ ✟✚✔❅✝✲❹☞✂ ➆ ✏✑✂✔✕✪✌★✟☛✡❉❹☞✂ ✥ ✂✺❹✤➈✪✌ ☎☞✡ ❻ ✟ ❻ ✢✩✏✼❣✞✝✲❹ ❇✢➋❹✠✟✭✕ ✢ ❻✧➆ ☎✠✯✖✏✑✂✆☎❉❹✮✘✹✌✿➈ ✝✒✟✲❹ ✔✩➈✪✌★✢✩✢✫✌★✏✶➈✺❹ ✟ ❻ ✟ ❇ ✡ ❻ ✟✭✕✺❹✢➣✮✕✔✝✲❹✠✯✖✯✼❹ ✥ ☎✤➊t❹✠✟✭✕✔✝✲❹✠✯✖✯✼❹✠✢➋❹✠✟✭✕✕✘ ❻ ✟ ➆ ☎✤➈✆☎❉❹☛✂✼✕ ❻✧➆ ❪✠✯✼❹
Mt
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➙ ❹☞✂✬✂✔✏✖✕✺❹☞✂ ❇ ✡❇✌★✟ ➆ ✏ ➆ ✌★✕✆✂✽✂✺❹✤➈ ❻ ✟✞✕✬✌★✯✖✕✺❹✤➈✔✟☛☎☞✂ ✌❉➊t❹☞✡ ✝✒✟ ✢ ❻✧➆ ❪✠✯✼❹ ✕✾✌✿➈✘✗ ❻ ➊✸✏✼❹✠✟ ✕✱➈✔✏ ✘✚✙✹✌✎✂✪☎✯✔❊☎✠✟☛☎✤➈✪✌★✯ ✘ ❻ ✝✟➈✧✯ ➏ ❲❜❏❜▲✢➋❹☞✂✆✂✪✌✦✔t❹✤➈✲✂✼✕ ❻✧➆ ❪✠✯✼❹
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✝ ❩

➙ ➏ ✌★✯✖✕✺❹✤➈✔✟✹✌★✟☛✡❉❹ ➆ ❹☞✂✣✢ ❻✧➆ ❪✠✯✼❹☞✂✧✡✠✏ ➆ ❹☞✂✆✂✔✝☛✂✍✂✌❹✤➈✪✌☞✔ ❻ ✝✟➊t❹✤➈✔✟☛☎❉❹ ✘✹✌✿➈✧✝✒✟ ✢ ❻✧➆ ❪✠✯✼❹✄✢✫✌❭❬✑✕✱➈✺❹✓✕✱➈✺❪☞✂✧✂✔✏✖✢✡✘✒✯✼❹ ✥ ❯ ✌✎✂✆☎
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Heptamer Espaceur ARNmARNm

LANGUAGE=

 RATIONAL

 EXPRESSION=

  (A|U|C|G).(A|U
...

TYPE=RATIONAL

TYPE=GRAMMAR

 S ::= A S U S 

 S ::= U S A S 

 S ::= G S C S 
...

RULES=

FREQUENCIES= 

TYPE=MARKOV

ORDER=...

...

FREQUENCIES= 

TYPE=MARKOV

ORDER=...

...

XXX ZY Y Y

❖ ✛✉P✕✁✕�✂✁ �✂✌ � ❚✏❨✏⑦❋❪✉❬❥❨✏❬♣❨✏⑨✥❡✲❴❱❪❤❴✏✠❱❬ ❨✏❬❥❣ ✞❄❴✩❲✿❬ ❄✛✚❷q❄❴✩❲✿⑨❥❲❝s❭❯ts❭❞❭❬ ❛✰❢ ✠✩❬✆❄✼q☞❚✩s❄❡✢❪❤❬ ❢✉❞☞❲✿❣❭❢❤❯✰⑨ ❨❭❬✢✜✛✗✤✣ ❄✛✚ ❾
✂✔✝✟➈ ✯ ➏ ❹✢➣ ✘✟➈✺❹☞✂✆✂✔✏ ❻ ✟❁➈✆☎★✔❅✝✒✯✖✏✼❪✤➈✺❹ ❅

em = (
☛ ✩✓☞❲❁✡❀ ✚ ✩✝✿

.
✩✖✕✘☞✭❀✗✧✟✩ ☛ ✿

.
❁ ✌ ✙ ✩ ✗✦✥ ❂ ☛ ✧ ✎ ✩ . ✯✲✱✝✧✠✚ )∗

➙ ❹☞✂✒➈✆☎☞☎☞✡✤➈✔✏✖✕✔✝✟➈✺❹☞✂✍✂ ❻ ✟✞✕✧✌★✯ ❻ ➈✆✂✣✯✼❹☞✂✣✂✆✝✒✏✶➊✎✌★✟✞✕✺❹☞✂✖❅



�✂✁☎✄✝✆✟✞✝✠✡✄✝✆✟✞☞☛✍✌✏✎✒✑✔✓✕✑✗✖✔✘✚✙✜✛✣✢✤✓✦✥✝✧✩★✔✑✟✪✚✫✂✧✔✓✭✬✔✧✮★✒✧✯✙✰★✱✙✲✖✟✫✚✬✱✙✳✫✴✖✔✧✮★✵✘✤✶✷✑✮✘✸✙✹✢✯✛✺✖✮✧✔★ �✮✼

☛ ✩✓☞❲❁✡❀ ✚ ✩✝✿ → ★
Mh ✘ ✭✲✯✰✱ ★ ☎ ✘✁� ✩✚✩✩✖✕✘☞✭❀✗✧✟✩ ☛ ✿ → ★
Me ✘ ✭✰✯✰✱ ★ ✞ ✘✄✂ ✧✆☎✞✝✠✟✪✱ ✒ ★☛✡ ✘✌☞ ✩✳✩✚✩❁ ✌ ✙✗✩ ✗✦✥ ❂ ☛ ✧ ✎ ✩ → ★
Mt ✘ ✭✲✯✰✱ ★ ✠ ✘✍✂ ✧✎☎✏✝✑✟✟✱ ✒ ★✓✒✕✔ ✘✌✖✗✖ ✩✚✩✳✩✯✲✱✝✧✠✚ → ★
Ma ✘✁✖ ✚ ✝✙✘✑✟✙✟✪✱ ★✳★ ✧✚✟✪✱ ✒ ✯✙✘ ★✜✛✣✢✙✢ ✘✁✖ ✢✙✒ ✩ ✘✝☎✲✘✕✞ ✘✟✠ ✩ ✏ ✖ ✩✭✗ ☎ ✗ ✞ ✗ ✠ ✩

➙ ➏ ✝✒✕✔✏✖✯✖✏✑✂ ✌★✕✔✏ ❻ ✟ ➆ ✝✿✢ ❻ ✕ ❇ ✡✠✯✑☎ ✭✰✯✰✱✢✘☛❹✤➈✔✢➋❹✠✕ ✯✼❹✵✂✔✕ ❻ ✡✲✗✎✌✦✔t❹ ➆ ❹☞✂ ☎✤➊✎✌★✯✖✝✹✌★✕✔✏ ❻ ✟☛✂ ➆ ❹☞✂✳✕✪✌★✏✖✯✖✯✼❹☞✂ ➆ ✌★✟☛✂ ➆ ❹☞✂
➊❅✌✿➈✔✏✴✌ ❯ ✯✼❹☞✂ ☎ ✥ ✞ ❹✠✕ ✠ ❩ ✪ ✟✢✘④❹✠✝✒✕✻✌★✏✖✟☛✂✆✏✩✔✭✌✿➈✪✌★✟✭✕✔✏✶➈❁❣✞✝✲❹ ✯✼❹☞✂ ✂✔✏✖✕✺❹☞✂ ➆ ❹✸❢➀➈✪✌★✢➋❹☞✂ ✙✒✏Õ❢✦✕✻✌✦✘✚✘✹✌✿➈✪✌❭❬✑✕✱➈ ❻ ✟✞✕✳✕ ❻ ✝☛✂
➆ ✌★✟☛✂ ✯✴✌ ✢✥✤✠✢➋❹✯✘✚✙✹✌✎✂✺❹ ✥ ✡❉❹❈❣✭✝ ➏Ó❻ ✟➛➈✆☎❇✌★✯✖✏✑✂✺❹ ➆ ✌★✟☛✂ ✯✴✌ ➆ ❹✤➈✔✟✒✏✼❪✤➈✺❹❃❢ ❻ ➈✔✢✓✝✒✯✼❹ ✥ ✝✒✟ ✘☛❹✠✝ ✡❇✌ ❯ ✌★✯✖✏✑✂✆✕✔✏✼❣✭✝✲❹ ✥ ✘ ❻ ✝✟➈ ✯✴✌✕✪✌★✏✖✯✖✯✼❹ ➆ ❹☞✂↕➈✆☎☞☎☞✡✤➈✔✏✖✕✔✝✟➈✺❹☞✂ ➆ ✝ ✂ ✍✸✢ ❯ ❻ ✯✼❹ ✯✰✱✝✧ ✚ ❩◆✞❡❻ ✟☛✡✤➈✺❪✠✕✺❹✠✢➋❹✠✟✞✕ ✥ ❹✠✯✖✯✼❹✏✘④❹✤➈✔✢➋❹✠✕✣✯✴✌✬✔❊☎✠✟☛☎✤➈✪✌★✕✔✏ ❻ ✟ ➆❵➏ ✝✒✟➛❹✠✟✞✕✔✏✼❹✤➈
a
✡ ❻ ✢✡✘✟➈✔✏✑✂❚❹✠✟✭✕✱➈✺❹ ✷✜✤✕✤ ❹✠✕ ❛ ✤✕✥ ✕✺❹✠✯✈❣✞✝✲❹✽✯✴✌ ✂ ❻ ✢✩✢➋❹ a+ ☎

+
✞
+
✠✩✂ ❻ ✏✖✕✣✢ ✝✒✯✖✕✔✏ ✘✒✯✼❹ ➆ ❹ ❛☎❩

❃❅❄❇❆❅❄❇❃ P◆✯✢★✢✱ ❍ ✯ ✝❱✭✼✪✧✦■✯✲✱
★ ✩ ✣ ✱✑★ ✩ ✣✚✩ ❹☞✂✔✕ ➆ ☎ ❍ ✖ ✏✖✟✭✕✆☎★✔✩➈✆☎✪✖✻✡❉❹✤➈✔✕✪✌★✏✖✟✲❹☞✂✄✢ ☎✠✕ ✙ ❻✧➆ ❹☞✂ ❯ ✏ ❻ ✏✖✟☎❢ ❻ ➈✔✢✫✌★✕✔✏✼❣✭✝✲❹☞✂ ❫ ✟ ✤ ❴❺❱ ✤ ❴ ✷ ❛ ❴ ✥ ❴ ✐ ❴❺❦ ❛ ❴✈❦ ✫ ❜ ❩✹❉✯ ✯✖✝✒✏ ✢✫✌★✟✲❣✞✝✲❹↔❹✠✟☛✡ ❻ ➈✺❹✄✯✴✌☞✘✟➈✔✏✑✂✌❹↔❹✠✟ ✡✫✙✹✌✿➈ ✔t❹ ➆ ❹✄✡❉❹✤➈✔✕✪✌★✏✖✟✲❹☞✂✧✡✠✯✴✌✎✂✆✂✺❹☞✂ ➆ ❹✄✢ ❻❤➆ ❪✠✯✼❹☞✂✩✘ ❻ ✝✟➈✣✝✒✟✲❹✄✝✒✕✔✏✖✯✖✏✑✂✪✌★✕✔✏ ❻ ✟
✢✫✌✎✂✆✂✔✏✶➊t❹✯✘✹✌✿➈ ✯✴✌✩✡ ❻ ✢✩✢✓✝✒✟✹✌★✝✒✕✆☎ ❩

✌⑥❻ ✝✒✕ ➆❵➏ ✌ ❯ ❻ ➈ ➆ ✥ ❻ ✟ ✘ ❻ ✝✟➈✱➈✪✌★✏✖✕✄✂ ➏ ✏✖✟✞✕✆☎✤➈✺❹☞✂✆✂✺❹✤➈✓✌★✝ ☛ � ✏✫✪ ✏✭✬✄✒ ✥ ❣✞✝✒✏ ✡ ❻ ✟☛✂✆✏✑✂✔✕✺❹✡✖ ✢ ☎✠✯✴✌★✟✚✔t❹✤➈✄✯✼❹☞✂✽✯✼❹✠✕✔✕✱➈✺❹☞✂
➆❵➏ ✝✒✟✲❹ ✂✆☎❉❣✞✝✲❹✠✟☛✡❉❹☞✂ ➆❵➏Ó❻ ➈✔✏ ✔❅✏✖✟✲❹ ✥ ❹✠✕❃❣✞✝✒✏ ❍➲❻ ✝✒✏✖✕ ➆❵➏ ✝✒✟✲❹ ✡❉❹✤➈✔✕✪✌★✏✖✟✲❹✬✘ ❻ ✘✒✝✒✯✴✌✿➈✔✏✖✕✆☎ ❩✯✮ ❹ ✟ ❻ ✢✱✰✟➈✺❹✠✝☛✂✌❹☞✂❃➊✎✌✿➈✔✏✴✌★✟✞✕✺❹☞✂
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Pré−ARN
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Fixation de l’ARN polymerase
Ecartement des deux brins d’ADN

Formation d’une liaison entre le nucléoside
et la séquence de nucléotides

Décalage de l’ARN Polymerase
et arrivée d’un nucléoside tri−phosphate

☛✌☞✯✍✓✏✑✒❁✏✄✂✆☎✔✗➅❤❵✴①❥✜✛✣✫✭✪❤✢✓✴①❥✜✲✥✴✵✤✧✪⑤✫❦♦→✪❤✰ ❥ ★q♦ ✦✧✢✘✫ ✦✧✮✉✰✞✝



✒✔✏✁�✄✂✆☎✷☞✝✂✟✞✡✠✄☛✆☞✍✌✬☞✎✂✑✏✎✂✈✍✔☞✝☞✓✒✔✂✑✏✎✕✗✖✗✘✙✏✛✚❤☞✢✜✣☞✤✠ ✕✱✕

�✂✁☎✄✝✆✟✞✟✞✡✠ ☛➇✼✌☞✎✍✑✏✓✒✕✔ ✽✟✖✘✗ ✙✛✚✢✜✤✣ ❭❬✾❁❋❸❙❆❀❃❅④❄❆❅①❴❆❀❃✾❁❏❃❫◗❍❑❯❱❅✬❂
✥✦✣★✧✂✩✪✁✫✣✭✬✮✧☎✯✰✠✎✱ ✲✴✳✶✵✷✔✹✸✡✿✦☛➇✼✌☞✎✍✑✏✓✒✕✔ ✽✟✖✘✗ ✺✮✻✽✼✿✾❁❀❂✻

34❃ ✿❄✖➒✽✟✖➀✿✦☛➇✼✌☞✎✍✑✏✭✒❅✔ ✽✟✖✘✗ ❆❈❇✂✻
21❉❋❊❅✩✪✁✫✣✓✬✹✧❁✯✰✠●✱ ✲✴✳✶✵✷✔✹✸✡✿✦☛➇✼✌☞✎✍✑✏✓✒✕✔ ✽✟✖✘✗ ✺✮✻✽✼✿✺✂❍❏■✂✻❅✼✤✾☎■❂✻
49❃ ✿❄✖➒✽✟✖➀✿✦☛➇✼✌☞✎✍✑✏✭✒❅✔ ✽✟✖✘✗ ❆❈■✂✻
33

☛✌☞✯✍✓✏✑✒❁✏✄✂ ✂✉✗✐❤❵✴①❥✜★✣✮✦s①✢▼✮❾❥ ✦✯✫ ✦✧✮✉✰ ❥✚✲✥✴①❥✪♦✭✦▲❑✓✮➛❥ ✮✦s①✴✗❥

3’

Initiation

Elongation

Terminaison

5’

Met

U A C
A

3’

Glu

C U UU A C

Met

3’

Arrivée de la grande sous unite

et reconnaissance du premier codon

Reconnaissance de l’ARNm

G

Asp

G A C

Ala

GUCCGACCGAG
5’

UCC

C G G

Formation d’une liaison peptidique

Fixation de la petite sous unité

A
3’

U GA GUCC
U GA G

Ser

GAC

U C G5’

UC

G C C A G C C U G
5’ U C G

Ser

C

Translocation et arrivée de l’ARNt

GACC

3’

CG
5’

G

3’ G C

A

Glu

C U U

C

U A C

Met

3’

Translocation

G

Libération de la chaîne polypeptidique

5’
ACCG

G

G C C A G C C U G
C G G

Ser

U C G

Ala

5’

Formation d’une liaison peptidique

3’
A

C C

Rencontre du codon STOP

Arrivée du Release Factor
Séparation du ribosome

5’
3’

CGA

G

U C G

5’
G

Ser

A

ou

A
Sous Unité

GU

AA
AG A

Grande
Sous Unité

A
G

U
U

Petite

A

U G

G
U

G

A

GA

ARNti

ou

P A
P

P A
A

AP

A

P

AP

Translocation

RF RF

☛➛☞✯✍✓✏❆✒✔✏ ✂✑▼✥✗✐❤❱✴①❥❛✢r✉❡✪✦❥ ✴①❥③✲✘✴✵✤✩✪⑤✫❦♦→✪✉✲♥♠▼★❚✫ ✦✧✮✉✰



✒✔✏✁�✄✂✆☎✷☞✝✂✟✞✡✠✄☛✆☞✍✌✬☞✎✂✑✏✎✂✈✍✔☞✝☞✓✒✔✂✑✏✎✕✗✖✗✘✙✏✛✚❤☞✢✜✣☞✤✠ ✕✆❢

�✟♥✂✁ ✄✆☎✞✝✠✟☛✡☞☎✌✟✍✝✏✎✒✑✔✓✕✎✒✑✗✖✙✘✗✚

➞✥➟✄✂▼➟✂✛ ✜ ✟ ➯✌➦✒✢✣➩ ✟❃➨➛➤ ➢✓➤➍➭➍➲❤➨❱➩ ☎ ✟ ✖ ➢✳➩❤➤➍➦✌✝✓➫✉➤✦✝❁➦ ✟ ☎✆✣ ✝❁➨ ✟ ☞➊➲ ✖ ✢✬➫ ✝ ✖ ✟
➏⑤❯✁❣❤❉✔❀✣❉❁❣◗❏❃❫◗❀❚❍◆❂❃❅❸❇❳❲✖✾❁❀ ♠ ❉✔❯❆❍◆❂✣❉✔❏❚❍◆✾❁❯②❄❱❉✔❯❱❂❻❇❳❲✖❅✬❂❚❴❵❉❁❣✬❅❸❄❆❅✬❂❈❋❹❉❁❣◗❀❃✾❁❋❞✾❁❇◆❫✬❣◗P❆❇◆❅✬❂⑤❙❆❍◆✾❁❇◆✾ ♠ ❍◆⑨▼P❱❅✬❂④✐➍❨❬❩①❭④▲❆❨❬➜❻❭ ✾❁P
❴❆❀❃✾❁❏❃❫◗❍❑❯❱❅✬❂➧t✵❴❵❉✔❀✵❇◆❅◗P❆❀❃❂❻❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂❻❴❆❀❚❍❑❋❹❉✔❍❑❀❃❅✘▲❵❂❃❅✬❣✬✾❁❯❱❄❱❉✔❍❑❀❃❅●❅◗❏✵❏❃❅◗❀❚❏❚❍❊❉✔❍❑❀❃❅✘♦

➅ ✻✮✯✰✣✌❊✕✩✪✯✭❊✕✣★✠✥✤✽✣★✆✟✄ ✁☎✆✡✣★✠✧✦
✽➓❉■❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅➑❴❆❀❚❍❑❋❹❉✔❍❑❀❃❅❸❅✬❂❚❏❈❇❊❉⑥❂❃❫✬⑨▼P❱❅◗❯❱❣✬❅●❄❆❅✬❂✵❙❵❉❁❂❃❅✬❂❈❇❑P❱❅✬❂❈❄❱❉✔❯❱❂❈❇◆❅➑❂❃❅◗❯❱❂ ❽ ❲→ ❾ ❲❑♦

A     U     U     C     C     G     G     U     U     G     A     U     C     C     U     G     C     C     G     G     A     G     G     C     C     A     C     U     

☛➛☞✯✍✓✏❆✒✔✏ ✂✩★✘✗✆✪✔✫❦♦♣♠❡★❃✫❦♠r♦✭✴➌✢r♦ ✦ts➑✪❤✦t♦ ✴➌✲❆✶ ✸✺✙❛✻✓♦✬✫✌✭✠✪❸✲✥✴✯✮➅②✆♦ ✮✘★❃✮✘★➧★✣♠✡❥✱✰r♠✡♦ ✦✧✮➛❥❦♠✡❥

➅ ✻✮✯✰✣✌❊✕✩✪✯✭❊✕✣★✠ ✱✰✠✎✩✪✧✳✲✵✴❅✁☎✆✡✣★✠✶✦
✧ ❇➎❯✿❲✖❅✈❘✑❍◆❂❚❏❃❅①❴❵❉❁❂❈❄❆❅●❣✬✾❁❯❱❂✣❅◗❯❱❂❚P❱❂✵❏❃✾❁❏✣❉✔❇➓❂❚P❆❀✵❇❊❉❞❄❆❫ ❧ ❯❆❍❑❏❚❍◆✾❁❯②❄❆❅✬❂❈❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂⑤❂❃❅✬❣✬✾❁❯❱❄❱❉✔❍❑❀❃❅✬❂❤♦

☛➛☞✯✍✓✏✓✒❁✏✄✂✗✥✥✗✆✪✔✫❦♦♣♠❡★❚✫♣♠r♦✭✴❿❥ ✴➧★✣✮✉✰❡✲❡✪❤✦t♦ ✴➌✲❆✶ ♠✥✰■✸✺✙❛✻✓♦✸✷✙❥✜★✈✉✥✴①✇✺✹ ✝✍✻s✮✉✤✧✦

➏⑤❯➃❴✌❅◗P❆❏●❣✬❅◗❴⑩❅◗❯❱❄❱❉✔❯❡❏⑥❣❤❉✔❀✣❉❁❣◗❏❃❫◗❀❚❍◆❂❃❅◗❀④❇❊❉➂❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅❞❂❃❅✬❣✬✾❁❯❱❄❱❉✔❍❑❀❃❅➇❄➎❲ P❆❯❱❅❞❋❹❉❁❣◗❀❃✾❁❋❞✾❁❇◆❫✬❣◗P❆❇◆❅➇❴❵❉✔❀●P❆❯
❅◗❯❱❂❃❅◗❋❸❙❆❇◆❅➥❄❆❅❞❇❑❍❊❉✔❍◆❂❃✾❁❯❱❂✳❅◗❯❡❏❚❀❃❅➥❂❃❅✬❂④❙❵❉❁❂❃❅✬❂❤♦➂❩①❅❞❴❆❇❑P❱❂✉▲✚❉ ❧ ❯➄❄❆❅❞❀❃❅✬❂❚❴⑩❅✬❣◗❏❃❅◗❀❸P❆❯❱❅➥❣✬✾❁❀❚❀❃❅✬❂❚❴⑩✾❁❯❱❄❱❉✔❯❱❣✬❅
❅◗❯❡❏❚❀❃❅❈❏ ❝▼❴⑩❅❈❄❆❅❈❂❃❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅❻❅◗❏✺❄✑❍❑❋❞❅◗❯❱❂❚❍◆✾❁❯➥❄❆❅✵❇❳❲✖❅✬❂❚❴❵❉❁❣✬❅❻❀❃❅✬⑨❡P❆❍◆❂✺❴✌✾❁P❆❀❛❇◆❅✬❂✺❄❆❅✬❂❃❂❚❍❑❯❱❅◗❀✽✼❁▲❡✾❁❯➇❣✬✾❁❯❱❂❚❍◆❄❆❶◗❀❃❅

✾ ➙✦❺❸➉❣→ ⑨q➉✷❺❸❷
⇔

➈⑤➉ ➍ ➯✈⑨①➉✷❺❸❷ ➞❀✿❂❁✱➢
➑➔❷✈⑩✈❽ ➍ ➣➛⑨①➉✷❺❸❷

⇔
➙➛➈✢⑨ ➍ ⑨q➉⑤❺❸❷ ➞❄❃❅❁✱➢

❶❸❷♣❺➔❶❸➉❣⑨①➉✷❺❸❷
⇔

❶➔❺❸➉✢➣✦➉⑤→✩❷ ➍ ➑➔➉⑤❽ ➍➛➍ ❷✈➈⑤➈⑤❷✩➞❇❆✌❁✪➢



✒✔✏✁�✄✂✆☎✷☞✝✂✟✞✡✠✄☛✆☞✍✌✬☞✎✂✑✏✎✂✈✍✔☞✝☞✓✒✔✂✑✏✎✕✗✖✗✘✙✏✛✚❤☞✢✜✣☞✤✠ ❢ ☎

☛➛☞✯✍✓✏✓✒❁✏✄✂✌�✔✗✆✪✔✫❦♦♣♠❡★❚✫♣♠r♦✭✴❈✲❆✶ ♠❡✰✳✢ ❥ ✴①♠❡✲✘✮①✰✥✮❁✴q♠❡✲

❴❵❉✔❀→➋➍✾❁❍◆❂●⑨▼P✿❲ P❆❯❱❅❞❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅➇❂❃❅✬❣✬✾❁❯❱❄❱❉✔❍❑❀❃❅❹❂✣❅■❄❆✾❁❍❑❏❸❄➎❲✖❼◗❏❚❀❃❅❞❴❆❇❊❉✔❯❵❉✔❍❑❀❃❅✘♦➥❨❻P➃❄❆❅◗❇❊➆❺❄❆❅❞❣✬❅■❴❆❇❑P❱❂●❴⑩❅◗❏❚❍❑❏
❄❆❫◗❯❱✾❁❋■❍❑❯❵❉✔❏❃❅◗P❆❀⑥❣✬✾❁❋■❋④P❆❯✿▲✜❍❑❇✺❀❃❅✬❂❃❏❃❅➇➆❺❄❆❫ ❧ ❯❆❍❑❀✳❇◆❅✬❂④❏ ❝✓❴✌❅✬❂✳❄❆❅❹❇❑❍❊❉✔❍◆❂✣✾❁❯❱❂✳❉✔P❆❏❃✾❁❀❚❍◆❂❃❫✬❅✘▲❛❉✔❍❑❯❱❂❃❍❖⑨▼P❱❅❞❇❊❉
❏❃✾❁❇◆❫◗❀✣❉✔❯❱❣✬❅❸✾❁P❺❯❱✾❁❯✁❄❆❅●❴❱❂❃❅◗P❱❄❆✾✔➅❳❯❱✾▼❅◗P❱❄❆❂✳✐❦❥✥✾❁❍❑❀✸✭✚❍ ♠ P❆❀❃❅④♥✑♦❑r ❽ t✈♦➓✧ ❇✿❣◗❍❑❀❃❣◗P❆❇◆❅④❄❱❉✔❯❱❂❈❇❊❉■❣✬✾❁❋■❋④P❆❯❵❉✔P❆❏❃❫
❙❆❍◆✾❁❍❑❯✑➋➍✾❁❀❚❋❹❉✔❏❚❍◆❣◗❍◆❅◗❯❆❯❱❅✳❉✔P❆❏✣❉✔❯❡❏⑤❄❆❅❸❄❆❫ ❧ ❯❆❍❑❏❚❍◆✾❁❯❱❂❻❄❆❅✬❂❈❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂⑤❂❃❅✬❣✬✾❁❯❱❄❱❉✔❍❑❀❃❅✬❂❻⑨▼P❱❅●❄❆❅①❥✘❉✔❀❚❍❊❉✔❏❚❍◆✾❁❯❱❂✁�
❂❚P❆❀❈❣✬❅✬❂❈❄❆❅◗P✑❘➊❏❚❢❱❶◗❋❞❅✬❂❤♦❖➏⑤❯❺❀❃❅◗❥✓❍◆❅◗❯❱❄✑❀✣❉■❂❚P❆❀❈❣✬❅➑❴⑩✾❁❍❑❯❡❏⑤❄❱❉✔❯❱❂✵❇❊❉■❂❚P❆❍❑❏❃❅➑❄❆❅●❣✬❅➑❄❆✾✓❣◗P❆❋❞❅◗❯❡❏❤♦

➅ ✻✮✯✰✣✌❊✕✩✪✯✭❊✕✣★✠✤✯✰✠●✣✓✯✭✆✡✁☎✆✡✣✓✠ ✦
✽➓❉➂❂❃❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅❞❏❃❅◗❀❚❏❚❍❊❉✔❍❑❀❃❅✘▲✜❅✬❂❚❏●❇❊❉➂❇◆✾▼❣❤❉✔❇❑❍◆❂✣❉✔❏❚❍◆✾❁❯↔❄❆❅✬❂❸❣✬✾❁❯❱❂❚❏❚❍❑❏❚P❵❉✔❯▼❏❃❂⑥❣❃❢❆❍❑❋■❍◆⑨▼P❱❅✬❂④❄❆❅■❇❊❉❺❋❞✾❁❇◆❫✬❣◗P❆❇◆❅

☛➛☞✯✍✓✏✓✒❁✏✄✂❤✒✔✗✆✪✔✫❦♦♣♠❡★❚✫♣♠r♦✭✴❖✫✭✴q♦ ✫ ✦✩✪❤✦t♦ ✴✵✲❆✶ ♠✥✰■✸✺✙✺✻✜✫

❄❱❉✔❯❱❂④❇❳❲✖❅✬❂❃❴❵❉❁❣✬❅✘♦➙✽➓➆➈❅◗❯❱❣✬✾❁❀❃❅✘▲✺❣✬❅◗❀❚❏✣❉✔❍❑❯❱❂■❂✣❅➇❣❤❉✔❯▼❏❃✾❁❯❆❯❱❅✁➆②❇❊❉❺❏❃✾❁❴⑩✾❁❇◆✾ ♠ ❍◆❅➂❄❆❅➥❇❊❉✁❋❞✾❁❇◆❫✬❣◗P❆❇◆❅➂⑨▼P❵❉✔❯❱❄
❄➎❲q❉✔P❆❏❚❀❃❅✬❂❈❇❑P❆❍➎❴❆❀❃❫✈➋⑧❶◗❀❃❅◗❯❡❏❻❇◆❅✬❂❈❴✌✾✘❂❚❍❑❏❚❍◆✾❁❯❱❂❈❀❃❅◗❇❊❉✔❏❚❍❑❥✥❅✬❂❻❄❆❅✬❂❈❙❵❉❁❂✣❅✬❂❈❄❱❉✔❯❱❂✵❇❳❲✖❅✬❂❚❴❵❉❁❣✬❅➑❏❚❀❚❍◆❄✑❍❑❋❞❅◗❯❱❂❃❍◆✾❁❯❆❯❱❅◗❇❳♦

✂ ❁➃❷♣➑➎➙➛➑➔❷✈❹✆➣✦❽☎✄ ➍ ❽✟❷✈❹❾➣➛➑✝✆✟✞✡✠☞☛✌✆✎✍☞✏✒✑✔✓ ➍ ❷✓➑➔❽ ➍ ❶➎➙❾➈⑤❹❾➑➎➙❾➈❣⑨ ➍ ⑨①➉✷❺❸❷✈➑✈➄✪➆➇❷♣❺➔❶➀⑨①➉ ➍ ❷♣➑✪➣➛➯☞✕ ➍ ➉✷❶❸➉⑤❽ ➍ ➑➏⑨①➣➛→✩❷♣❶➔❶❸❷ ➍ ❶➎➣➛❽ ➍ ⑩✓➈❣⑨ ➙✦❺❸➯✈➑➔❷ ➍ ⑩✈❷
➣➛❷✪➙➛➑➔❷✈❹✆➣✦❽ ➍ ❽✟❷✈❹✆➣✦➑✖☛✘✗☎✆✟✓✔✙☎✚✛✚✜✗✢✠✤✣✦✥✔✓❸➭♥⑩①↔ ❷♣➑➒❶➏➲✄➣➛➉✷❺❸❷✪➙❾➈❣⑨ ➍ ⑨①➉✷❺❸❷✗➄



✒✔✏✁�✄✂✆☎✷☞✝✂✟✞✡✠✄☛✆☞✍✌✬☞✎✂✑✏✎✂✈✍✔☞✝☞✓✒✔✂✑✏✎✕✗✖✗✘✙✏✛✚❤☞✢✜✣☞✤✠ ❢ ✂

➅ ✻✮✯✰✣✌❊✕✩✪✯✭❊✕✣★✠✁� ❊❅✁ ✯✰✠●✣ ✲✕✁☎✆✡✣★✠ ✦
➏⑤❯➊❫◗❥✥✾▼⑨▼P❱❅⑤❴❵❉✔❀→➋➍✾❁❍◆❂❖❇❊❉❸❂❃❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅⑤⑨▼P❵❉✔❏❃❅◗❀❚❯❵❉✔❍❑❀❃❅①❄➎❲ P❆❯❱❅⑤❋❞✾❁❇◆❫✬❣◗P❆❇◆❅①❅◗❯➇❍❑❯❱❄✑❍◆⑨❡P❵❉✔❯▼❏➌❂✣✾❁❯➇❴⑩✾✘❂❚❍❑❏❚❍◆✾❁❯✑➅

☛➛☞✯✍✓✏✓✒❁✏✄✂ �✈✗✆✪✔✫❦♦♣♠❡★❚✫♣♠r♦✭✴✄✂❾♠❡✪❤✫ ✴①♦ ✰❡✪✉✦✢♦✭✴➌✲✘✴①❥✪✉❡✦t❥ ✫ ✮✱✰✥✴①❥

❯❱❅◗❋❞❅◗❯❡❏⑥❀❃❅◗❇❊❉✔❏❚❍❑❥✥❅◗❋❞❅◗❯❡❏❹➆②❄❆❅✬❂✳❋❞✾❁❇◆❫✬❣◗P❆❇◆❅✬❂❞❉✬❥✥❅✬❣➥❇◆❅✬❂❃⑨▼P❱❅◗❇❑❇◆❅✬❂④❅◗❇❑❇◆❅➊❅✬❂❚❏④❇❑❍◆❫✬❅➇❴❆❢▼❝✓❂❃❍◆⑨❡P❱❅◗❋❞❅◗❯▼❏✳❴⑩✾❁P❆❀
❴✌❅◗❀❚❋❞❅◗❏❚❏❚❀❃❅④P❆❯❱❅④➋➍✾❁❯❱❣◗❏❚❍◆✾❁❯✿♦❂✳❬❲✖❅✬❂❚❏❬❇◆❅④❣❤❉❁❂❬❄❆❅④❇❊❉❹❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✳❏❚❀❚❍◆❄✑❍❑❋❞❅◗❯❱❂❚❍◆✾❁❯❆❯❱❅◗❇❑❇◆❅■❄✑P➈❯❡P❱❣◗❇◆❫✬✾✘❂✣✾❁❋❞❅
✐❦❥✥✾❁❍❑❀✸✭✚❍ ♠ P❆❀❃❅❸♥✑♦❑r✆☎✘t✈▲❱❄❆❫✬❣◗❀❚❍❑❏❃❅●❣✬✾❁❋■❋❞❅➑❇❊❉❞❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅●⑨▼P❵❉✔❏❃❅◗❀❚❯❵❉✔❍❑❀❃❅❸❄❆❅✬❂✵❢❆❍◆❂❚❏❃✾❁❯❱❅✬❂✉♦✞✝✘♦

➞✥➟✄✂▼➟✖➠ ✟✌➤➍➦✌✝✓➫✉➤✦✝❁➦ ✟⑤➩ ✟✬➫✬➲❤➨ ☎✓➢✱➭❑➦ ✟ ☎ ✟ ✖ ✣ ✠ ✜☛✡✌☞✎✍❬➭◆➩◗➫ ✝✘➩❃➩❃➭➍➲❤➨
✧ ❇❬❯✿❲✖❅✈❘✑❍◆❂❚❏❃❅➈❴❵❉❁❂➊❄❆❅➀❣✬✾❁❯❱❂❃❅◗❯❱❂❚P❱❂➊❏❃✾❁❏✣❉✔❇➑❂❚P❆❀➊❇❊❉↔❄❆❫ ❧ ❯❆❍❑❏❚❍◆✾❁❯ ❄❆❅✬❂➂❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂➂❂❃❅✬❣✬✾❁❯❱❄❱❉✔❍❑❀❃❅✬❂❤♦➵➏⑤❯ ❴⑩❅◗P❆❏
❄❆❫ ♠ ❉ ♠ ❅◗❀⑥❇◆❅✬❂❸❴⑩✾❁❍❑❯❡❏❃❂⑥❂❚P❆❍❑❥✘❉✔❯❡❏❃❂✉▲③❴❵❉✔❀→➋➍✾❁❍◆❂✳❣✬✾❁❯❡❏❚❀✣❉❁❄✑❍◆❣◗❏❃✾❁❍❑❀❃❅✬❂❤▲❖❅◗❏✳❣◗❇❊❉❁❂✣❂❃❫✬❂✑✏✓✒▲☞✎✍ ✼✌☞✕✔ ✼✆✽ ✔☎✍❹❴❵❉✔❀✳✾❁❀❃❄✑❀❃❅➥❄❆❅
❣✬✾❁❯❱❂❃❅◗❯❱❂❚P❱❂⑤❄❆❫✬❣◗❀❃✾❁❍◆❂❃❂✣❉✔❯▼❏✔✵

r✘♦❻✽➓❉①❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅❈❂❃❅✬❣✬✾❁❯❱❄❱❉✔❍❑❀❃❅❻❯❱❅✵❣✬✾❁❋■❴❆❀❃❅◗❯❱❄❞❴❵❉❁❂✜❇◆❅✬❂✺❣✬✾▼✾❁❀❃❄❆✾❁❯❆❯❱❫✬❅✬❂✺❏❚❀❚❍◆❄✑❍❑❋❞❅◗❯❱❂❚❍◆✾❁❯❆❯❱❅◗❇❑❇◆❅✬❂❖❄❆❅✬❂❛❙❵❉❁❂❃❅✬❂❤♦
⑦✑♦✸✰✜❇❑❇◆❅●❣✬✾❁❯❱❂❚❍◆❄❆❶◗❀❃❅➑P❆❯❺❂✣✾❁P❱❂→➅ ❅◗❯❱❂❃❅◗❋❸❙❆❇◆❅④❄❆❅✬❂❻❉✔❴❆❴❵❉✔❀❚❍◆❅◗❋❞❅◗❯❡❏❃❂✉♦

❾ ♦✸✰✜❇❑❇◆❅❹❂❃❅❹❀❃❅✬❂❚❏❚❀❃❅◗❍❑❯❡❏❞➆✁❄❆❅✬❂❸❇❑❍❊❉✔❍◆❂❃✾❁❯❱❂ ✺ ✵✌✔➇✼✌✔ ✽✗✖❄☞ ✿ ✍✈▲✜❄❆❫ ❧ ❯❆❍◆❂✳❣✬✾❁❋■❋❞❅❹❏❃❅◗❇❑❇◆❅✬❂⑥❄✑P➃➋❳❉✔❍❑❏④❄❆❅❹❇◆❅◗P❆❀❸➋⑧✾❁❀❚❏❃❅
❫◗❯❱❅◗❀ ♠ ❍◆❅✘♦

➒❱♦✸✰✜❇❑❇◆❅●❅✈❘❆❣◗❇❑P❆❏✵❇◆❅✬❂✵❇❑❍❊❉✔❍◆❂❃✾❁❯❱❂❈❏❚❀❚❍❑❴❆❇◆❅✬❂✉♦
❽ ♦✸✰✜❇❑❇◆❅⑤❂✣❅❻❇❑❍❑❋■❍❑❏❃❅①➆●❇❊❉④❄❆✾❁❯❆❯❱❫✬❅①❄❆❅❻❇❑❍❊❉✔❍◆❂✣✾❁❯❱❂❤▲▼❣✘❲✖❅✬❂❃❏➌➆④❄✑❍❑❀❃❅⑤❄❆❅❬❄❆✾❁❯❆❯❱❫✬❅✬❂✵❂❚❏❚❀❚❍◆❣◗❏❃❅◗❋❞❅◗❯▼❏✵❏❃✾❁❴✌✾❁❇◆✾ ♠ ❍◆⑨▼P❱❅✬❂❤♦
✘✚✙ ⑨✔➑➒❶➔❺❸❹➛⑩♣❶❸❹➛❺❸❷ ❶➔❺❸➉❣➣➛➉⑤→✩❷ ➍ ➑➔➉⑤❽ ➍❾➍ ❷♣➈❣➈⑤❷✮➣➛❹ ➍ ❹❾⑩✈➈⑤➯✈❽①➑➔❽✗→✩❷✸❷✈➑➒❶✩➙✆⑨✣❺➔➦✛❽①➉❣➑ ➣✦➯✈⑩♣❺❸➉✷❶❸❷✮⑩♣❽✗→✩→✩❷✸➈✢⑨❂➑➒❶➔❺❸❹❾⑩❦❶❸❹➛❺❸❷✍➝✙❹❾⑨q❶❸❷♣❺ ➍ ⑨①➉✷❺❸❷ ➣✦❷✈➑

❼❾➉⑤➑➒❶❸❽ ➍ ❷✈➑✈➄
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♥✑♦✸✰✜❇❑❇◆❅●❣✬✾❁❯❡❏❚❍◆❅◗❯▼❏❻P❆❯❱❅①➋⑧✾❁❀❚❏❃❅①❋❹❉✱➉❚✾❁❀❚❍❑❏❃❫❸❄❆❅①❇❳❲✖❫◗❯❱❅◗❀ ♠ ❍◆❅●❏❃✾❁❏✣❉✔❇◆❅❸❄❆❅①❇❊❉■❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✘♦
☎✓♦✸✰✜❇❑❇◆❅●❅✬❂❚❏ ✏ ✒❏✵✌✔✹✵♥✽ ✳✣✿◗▲❱❣✘❲✖❅✬❂❚❏❻➆⑥❄✑❍❑❀❃❅❸❄❆❅✬❂❃❂❚❍❑❯❵❉✔❙❆❇◆❅●❂❚P❆❀✵P❆❯❱❅❸❂❚P❆❀→➋⑧❉❁❣✬❅●❴❆❇❊❉✔❯❱❅●❂✣❉✔❯❱❂✵❣◗❀❃✾❁❍◆❂❃❅◗❋❞❅◗❯▼❏❤♦
♣✑♦✸✰✜❇❑❇◆❅➑❯✿❲✖❅✬❂❚❏✵❴❵❉❁❂ ☞❈✔ ✽✗✖❄☞ ✿④➆■❏❚❀✣❉✬❥✥❅◗❀❃❂❈❇◆❅●❏❃❅◗❋■❴❱❂❤♦
④✑♦✸✰✜❇❑❇◆❅ ✿ ✁ ✽ ✍ ✖➀✿✬♦

✇▼❍❵❇◆❅✬❂❛❴✌✾❁❍❑❯▼❏❃❂
1
❅◗❏

2
❂❃✾❁❯❡❏ ♠ ❫◗❯❱❫◗❀✣❉✔❇◆❅◗❋❞❅◗❯❡❏❈❉❁❄✑❋■❍◆❂✺❄❱❉✔❯❱❂❖❇❊❉➑❣✬✾❁❋■❋❸P❆❯❵❉✔P❆❏❃❫❬❂❤❲ ❍❑❯▼❏❃❫◗❀❃❅✬❂❃❂✣❉✔❯❡❏✵➆①❇❊❉➑❂❃❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅

❄❆❅➌❇❳❲✖❨❬➜❻❭✳▲✔✾❁❯■❴⑩❅◗P❆❏③➋❳❉❁❣◗❍❑❇◆❅◗❋❞❅◗❯❡❏✺❋❞✾❁❯▼❏❚❀❃❅◗❀✺⑨▼P❱❅➌❇❊❉①❣✬✾❁❯❱❄✑❍❑❏❚❍◆✾❁❯❹❄❆❅➌❴❆❇❊❉✔❯❵❉✔❀❚❍❑❏❃❫❈❅◗❯ ☎⑤❴⑩❅◗P❆❏✜❏❚❢❱❫✬✾❁❀❚❍◆⑨❡P❱❅◗❋❞❅◗❯▼❏
❅◗❋■❴⑩❼✬❣❃❢❱❅◗❀❸❇❳❲✖❅✈❘✑❍◆❂❚❏❃❅◗❯❱❣✬❅❞❄➎❲ P❆❯❱❅➇❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅❞❂❃❅✬❣✬✾❁❯❱❄❱❉✔❍❑❀❃❅❹❣✬✾❁❯❡❏❃❅◗❯❵❉✔❯❡❏✳❴❆❇❑P❱❂❸❄❆❅❹⑨❡P❱❅◗❇◆⑨▼P❱❅✬❂❸❉✔❴❆❴❵❉✔❀❚❍◆❅◗❋❞❅◗❯❡❏❃❂✉♦
❩①❅✳❴❆❇❑P❱❂❤▲✌❇❳❲q❉✄✂❞❀❚❋❹❉✔❏❚❍◆✾❁❯✕☎❞❅✬❂❃❏①❉✔❋④❙❆❍ ♠ P✆☎ ✵ ✚③❉✔❀❚❇◆❅✈➅❳❏→➅ ✾❁❯➙❄✑P ♠ ❀✣❉✔❴❆❢❱❅■❄❆❅④❇❳❲✖❨❬➜❻❭✳▲➛✾❁P➀❙❆❍◆❅◗❯❷❄➎❲ P❆❯❱❅ ✺ ✵✌✳❄✖➀✿
❄❆✾❁❯❆❯❱❫✬❅✞✝ ✫⑤❯➥❏❃❅◗❇⑩✾❁❙✑➉❚❅◗❏➌❅✬❂❚❏✵❣✬✾❁❯❱❂❚❏❚❀❚P❆❍❑❏❈➆●❴❵❉✔❀❚❏❚❍❑❀❈❄✑P ♠ ❀✣❉✔❴❆❢❱❅①❋❹❉✔❍◆❂➌✾❁❯➊✾❁❴⑩❶◗❀❃❅➑❉✔P➥❣✬✾❁P❆❀❃❂✵❄❆❅❬❣✬❅◗❏❚❏❃❅➑❣✬✾❁❯✑➅
❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚❍◆✾❁❯❷❄❆❅✬❂❬❣❃❢❱✾❁❍✩❘②❣✬✾❁❋■❴❆❀❃✾❁❋❞❅◗❏❚❏✣❉✔❯▼❏➑❴❵❉✔❀→➋➍✾❁❍◆❂❬❇❊❉■❴⑩✾✘❂❃❂❚❍❑❙❆❍❑❇❑❍❑❏❃❫✳❄➎❲✖❅✈❘✑❏❚❀✣❉✔❍❑❀❃❅❸P❆❯ ♠ ❀✣❉✔❯❱❄②❂✣✾❁P❱❂⑤❅◗❯❱❂❃❅◗❋④❙❆❇◆❅
❴❆❇❊❉✔❯❵❉✔❍❑❀❃❅❸❄➎❲q❉✔❴❆❴❵❉✔❀❚❍◆❅◗❋❞❅◗❯▼❏❃❂❤▲✌❣✬✾❁❋■❋❞❅➑❇❳❲ ❍❑❇❑❇❑P❱❂❚❏❚❀❃❅➑❇❊❉ ❧❱♠ P❆❀❃❅④♥✑♦❑r❤♣✑♦

3’

5’

5’3’

5’ 3’

A

B

C

☛✌☞✎✍✑✏✑✒✔✏ ✂✈✕✥✗➛✹❖✴q♠✠✟➙★✣✪✙♦ ✫ ✴✗❥☛✡ ✴✣✫✌☞ ✪➛❥❦❥ ✮✘★❃✦✧✛✣✴①❥☛✍➠♠❡✰ s✏✎qs①✴ ❧✦♦→✪❤✢r✉✥✴➥✲❆✶ ✸✺✙❛✻✒✑✌✓③✴✣✫⑥✪✱✲♥s①✴❃✫ ✫→✪❤✰✔✫■✲✘✴①❥ ❥ ✮✦♠✡❥✕✔
✴➧✰✡❥ ✴qs ❑❡✤✯✴✗❥③✢✥✤✧✪✉✰❡✪❤✦t♦✭✴①❥③✲❆✶ ✪✙♦→★q❥✜✲✘✴➌✫→✪❤✦✧✤✯✤✧✴❿♦ ✴✗❥ ✢✓✴➧★❃✫ ✦✗✖✉✴qs①✴➧✰✱✫

1
✴❃✫

n
✝

✰✜❯ ✾❁P❆❏❚❀❃❅✘▲✺❇❳❲q❉❁❄✔➉❚❅✬❣◗❏❚❍✩➋ ✏✓✒ ✵✌✔✮✵✆✽ ✳✣✿②❅✬❂❚❏■❂❃✾❁P❆❥✥❅◗❯❡❏➇P❆❏❚❍❑❇❑❍◆❂❃❫➂❅◗❯➔❇❑❍◆❅◗P➣❅◗❏❞❴❆❇❊❉❁❣✬❅➂❄❆❅ ✏ ✒❏✵✌✔✹✵♥✽ ✳✣✿➫✿ ✁ ✖✘✗ ✳✗✽➔✿ ☞❈✳◗▲
❏❃❅◗❀❚❋❞❅➥❄❆❫✬❂❚❍ ♠ ❯❵❉✔❯❡❏⑥❄❱❉✔❯❱❂❸❇◆❅➇❣❤❉❁❂④❄❆❅✬❂✳❨❬➜❻❭ P❆❯ ♠ ❀✣❉✔❴❆❢❱❅➇❴✌✾❁P❆❥✘❉✔❯❡❏⑥❼◗❏❚❀❃❅❹❄❆❅✬❂❃❂❃❍❑❯❱❫❹❂✣❉✔❯❱❂④❣◗❀❃✾❁❍◆❂❃❅◗❋❞❅◗❯❡❏■❅◗❯
❴❆❇❊❉❁↕❤❉✔❯❡❏✚❇◆❅✬❂➓❉✔❀❃❣✬❂s❂❚P❆❀✿❇◆❅❛❄❆❅◗❋■❍✩➅❳❴❆❇❊❉✔❯⑥❂❚P❆❴⑩❫◗❀❚❍◆❅◗P❆❀❤♦➏✳✼❅◗❏❚❏❃❅❛❯❱✾❁❏❚❍◆✾❁❯✳❄❆❅ ✖✙✘ ✏ ✿✴✸✡✿ ✏ ✒❏✵✌✔✹✵✷✳①✽✟✖✘✗❖❅✬❂❚❏➓❣◗❀❚P❱❣◗❍❊❉✔❇◆❅❛❴⑩✾❁P❆❀
❄❆❅✬❂➌❀✣❉✔❍◆❂❃✾❁❯❱❂❈❉✔❇ ♠ ✾❁❀❚❍❑❏❚❢❆❋■❍◆⑨▼P❱❅✬❂❤♦✓✰❛❯➊❅✗③➎❅◗❏❤▲✑❇◆❅✬❂ ♠ ❀✣❉✔❴❆❢❱❅✬❂❈❄➎❲✖❨❬➜❻❭➁❴❆❇❊❉✔❯❵❉✔❍❑❀❃❅✬❂❻❅✈❘✓❏❃❫◗❀❚❍◆❅◗P❆❀❃❂❻❉❁❄✑❋❞❅◗❏❚❏❃❅◗❯▼❏❈P❆❯❱❅
❄❆❫✬❣✬✾❁❋■❴⑩✾✘❂❚❍❑❏❚❍◆✾❁❯❞❯❱✾❁❯✑➅ ❉✔❋❸❙❆❍ ♠ P✆☎⑤❅✈❘✓❏❚❀❃❼◗❋❞❅◗❋❞❅◗❯▼❏❖❂❚❍❑❋■❴❆❇◆❅✏✚◆r✙✯♥✯✄✛➛❉✔❇◆✾❁❀❃❂✜⑨▼P❱❅➌❇◆❅✬❂✜❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂✜❙❆❍◆❂✣❅✬❣✬✾❁❯❱❄❱❉✔❍❑❀❃❅✬❂❤▲



✒✔✏✁�✄✂✆☎✷☞✝✂✟✞✡✠✄☛✆☞✍✌✬☞✎✂✑✏✎✂✈✍✔☞✝☞✓✒✔✂✑✏✎✕✗✖✗✘✙✏✛✚❤☞✢✜✣☞✤✠ ❢ ★

✾❁P✁❄❆❅✬❂❃❂❃❍❑❯❵❉✔❙❆❇◆❅✬❂❈❂❚P❆❀❈❄❆❅◗P✑❘➂❄❆❅◗❋■❍✩➅❳❴❆❇❊❉✔❯❱❂❤▲❱❯❱❅➑❂❃✾❁❯▼❏❻❄❆❫✭➉❃➆⑥❄❆❫✬❣◗❀❚❍❑❏❃❂❈❴❵❉✔❀❻❉✔P❱❣◗P❆❯❺❇❊❉✔❯ ♠ ❉ ♠ ❅❸❯❱✾❁❯✑➅ ❣✬✾❁❯❡❏❃❅✈❘✑❏❚P❱❅◗❇❳▲
❣✬❅❈⑨▼P❆❍❱❣✬✾❁❋■❴❆❇❑❍◆⑨❡P❱❅❻❇❊❉①❄❆❫✬❣✬✾❁P❆❥✥❅◗❀❚❏❃❅❻❄❆❅❈❄❆❫✬❣✬✾❁❋■❴⑩✾✘❂❚❍❑❏❚❍◆✾❁❯✿♦✺➏⑤❯❞❏❚❀❃✾❁P❆❥✥❅◗❀✣❉❸❉✔P❱❂❃❂❚❍❱❄❱❉✔❯❱❂ ✚ ❽ ♣ ✛ P❆❯❱❅✵❴❆❀❃❅◗P❆❥✥❅❈❄❆❅
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Secondary Structure: large subunit ribosomal RNA

Secondary Structure: small subunit ribosomal RNA
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❩➑❉✔❯❱❂①P❆❯➀❴❆❀❃❅◗❋■❍◆❅◗❀➑❏❃❅◗❋■❴❱❂❤▲⑩❯❱✾❁P❱❂①❴❆❀❃❫✬❂❃❅◗❯❡❏❃❅◗❀❃✾❁❯❱❂④❄✑❍✛③⑩❫◗❀❃❅◗❯▼❏❃❅✬❂ ♠ ❀✣❉✔❋■❋❹❉✔❍❑❀❃❅✬❂●❫✬⑨▼P❆❍❑❥❁❉✔❇◆❅◗❯▼❏❃❅✬❂❤▲✿❅◗❯❷❣✬❅⑥❂❃❅◗❯❱❂
⑨▼P✿❲✖❅◗❇❑❇◆❅✬❂⑤❴⑩❅◗❀❚❋❞❅◗❏❚❏❃❅◗❯❡❏➑❏❃✾❁P❆❏❃❅✬❂❬❇❊❉➇❄❆❅✬❂❃❣◗❀❚❍❑❴❆❏❚❍◆✾❁❯❷❄❆❅❸❏❃✾❁P❆❏❃❅✬❂①❇◆❅✬❂❬❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂➑❂❃❅✬❣✬✾❁❯❱❄❱❉✔❍❑❀❃❅✬❂①❄➎❲✖❨❬➜❻❭✳♦❵❭❬✾❁P❱❂
❄✑❍◆❂❃❣◗P❆❏❃❅◗❀❃✾❁❯❱❂➂❇◆❅◗P❆❀➂❂❚❍❑❋■❴❆❇❑❍◆❣◗❍❑❏❃❫➔✐❦❯❱✾❁❋④❙❆❀❃❅➃❄❆❅②❂❃❝▼❋④❙✌✾❁❇◆❅✬❂➊❯❱✾❁❯✑➅❳❏❃❅◗❀❚❋■❍❑❯❵❉✔P✑❘❵t✈▲①❅◗❏➥❇◆❅◗P❆❀➂❣❤❉✔❴❵❉❁❣◗❍❑❏❃❫➃➆➳❄✑❍◆❂→➅
❣◗❀❚❍❑❋■❍❑❯❱❅◗❀❸❇◆❅✬❂❸❄✑❍✛③⑩❫◗❀❃❅◗❯▼❏❃❂●❏ ❝✓❴⑩❅✬❂●❄❆❅■❂❃✾❁P❱❂→➅ ❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂④❄❆❫✬❣◗❀❚❍❑❏❃❅✬❂❸❣◗❍✩➅ ❄❆❅✬❂❃❂❃P❱❂❤♦■❭⑤✾❁P❱❂●❯❱✾❁P❱❂➑❍❑❯❡❏❃❫◗❀❃❅✬❂❃❂✣❅◗❀❃✾❁❯❱❂
❅◗❯❱❂❚P❆❍❑❏❃❅❬➆①❇❳❲q❉❁❄✔➉→✾❁❯❱❣◗❏❚❍◆✾❁❯➊❄❆❅✵❴⑩✾❁❯❱❄❆❫◗❀✣❉✔❏❚❍◆✾❁❯❱❂✼➆●❣✬❅✬❂ ♠ ❀✣❉✔❋■❋❹❉✔❍❑❀❃❅✬❂❤▲✑❂❃❅◗❇◆✾❁❯❞❇◆❅❈❴❵❉✔❀✣❉❁❄✑❍ ♠ ❋❞❅⑤❄❆❅✬❂ ♠ ❀✣❉✔❋■❋❹❉✔❍❑❀❃❅✬❂
❴⑩✾❁❯❱❄❆❫◗❀❃❫✬❅✬❂❤▲✼❴✌✾❁P❆❀❞❋❞✾✓❄❆❫◗❇❑❍◆❂❃❅◗❀❞❇❊❉➃❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂❹❄❆❅❺❣✬❅◗❀❚❏✣❉✔❍❑❯❱❂➥❨❬➜❻❭✳♦✜❩①❉✔❯❱❂❞❇◆❅❺❣❤❉❁❂❹❂❚❍❑❋■❴❆❇◆❅✁✾✒✑➣❇❳❲✖✾❁❯➣❯❱❅
❂❤❲ ❍❑❯▼❏❃❫◗❀❃❅✬❂❃❂❃❅➥⑨❡P✿❲q❉✔P✑❘➃❴❆❀❃✾❁❴⑩✾❁❀❚❏❚❍◆✾❁❯❱❂⑥❄❆❅❞❙❵❉❁❂❃❅✬❂④❯❱✾❁❯✑➅ ❉✔❴❆❴❵❉✔❀❚❍◆❫✬❅✬❂⑥❅◗❏✳❉✔❴❆❴❵❉✔❀❚❍◆❫✬❅✬❂⑥❄❱❉✔❯❱❂❸❇◆❅✬❂✳❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂⑥❅◗❯✑➅
♠ ❅◗❯❱❄✑❀❃❫✬❅✬❂❤▲⑤P❆❯❱❅➀❂❃✾❁❇❑P❆❏❚❍◆✾❁❯ ❉✔❯❵❉✔❇❑❝▼❏❚❍◆⑨▼P❱❅➀❅✬❂❚❏➊❄❆❫◗❀❚❍❑❥✥❫✬❅ ♠ ❀✁�❁❣✬❅➀➆➳P❆❯❱❅❷❉✔❴❆❴❆❇❑❍◆❣❤❉✔❏❚❍◆✾❁❯ ❄➎❲ P❆❯❱❅➈❥✘❉✔❀❚❍❊❉✔❯❡❏❃❅❷❄✑P
❏❚❢❱❫✬✾❁❀❃❶◗❋❞❅✳❄❆❅●❩❬❀❚❋❞✾❁❏✣❉✑♦✼❩➑❉✔❯❱❂❬❄❆❅✬❂❻❣❤❉❁❂❻❴❆❇❑P❱❂ ♠ ❫◗❯❱❫◗❀✣❉✔P✑❘➎▲❵❣✬❅◗❏❚❏❃❅●❋❞❫◗❏❚❢❱✾✓❄❆❅❸❫✬❣✣❢❱✾❁P❱❅④❣❤❉✔❀⑤❯❱❫✬❣✬❅✬❂❃❂❚❍❑❏✣❉✔❯▼❏❻❇❊❉
❀❃❫✬❂❃✾❁❇❑P❆❏❚❍◆✾❁❯❷❄❆❅❸❂❃❝✓❂❚❏❃❶◗❋❞❅✬❂⑤❄➎❲✖❫✬⑨❡P❵❉✔❏❚❍◆✾❁❯❱❂❬❙❆❍◆❅◗❯➈❏❚❀❃✾❁❴➈❣✬✾❁❋■❴❆❇◆❅✈❘❆❅✬❂⑤❴✌✾❁P❆❀❬P❆❯❱❅●P❆❏❚❍❑❇❑❍◆❂✣❉✔❏❚❍◆✾❁❯❷❂❚❏✣❉✔❯❱❄❱❉✔❀❃❄➈❄➎❲ P❆❯
❇◆✾ ♠ ❍◆❣◗❍◆❅◗❇❵❄❆❅✵❣❤❉✔❇◆❣◗P❆❇❱❂❚❝✓❋❸❙⑩✾❁❇❑❍◆⑨▼P❱❅✘♦✜➏⑤❯■P❆❏❚❍❑❇❑❍◆❂✣❅❈❉✔❇◆✾❁❀❃❂✜P❆❯❱❅❈❉✔❴❆❴❆❀❃✾▼❣✣❢❱❅❈❄➎❲✖✾❁❴❆❏❚❍❑❋■❍◆❂✣❉✔❏❚❍◆✾❁❯➥❄❆❫✬❣◗❀❚❍❑❏❃❅❈❅◗❯❞❂❃❅✬❣◗❏❚❍◆✾❁❯
➒❱♦ ➒❱♦ ❾ ❴⑩✾❁P❆❀❛❄❆❫◗❀❚❍❑❥✥❅◗❀❛❄❆❅✬❂③❋❞✾▼❄❆❶◗❇◆❅✬❂✜❴⑩✾❁❯❱❄❆❫◗❀❃❫✬❂③❴⑩✾❁P❆❀ ❾ ❨❬➜❻❭ ✵✔✽✺❲✖❨⑤➜⑤❭ ❄❆❅✼❏❚❀✣❉✔❯❱❂→➋⑧❅◗❀❚❏❤▲✘❇❳❲✖❨⑤➜⑤❭➣❀❚❍❑❙⑩✾✘❂❃✾❁❋❹❉✔❇
❽ ✇➥❙❵❉❁❣◗❏❃❫◗❀❚❍◆❅◗❯➈❅◗❏❈❇❳❲✖❨⑤➜⑤❭ ❀❚❍❑❙⑩✾✘❂❃✾❁❋❹❉✔❇③⑦ ❾ ✇➊❅◗P❱❣❤❉✔❀❚❝✥✾❁❏❃❅✘♦➌➏⑤❯✁❴❆❀❃❫✬❂❃❅◗❯❡❏❃❅◗❀✣❉❹❅◗❯✁✾❁P❆❏❚❀❃❅●P❆❯❺❋❞✾✓❄❆❶◗❇◆❅➑❴⑩✾❁P❆❀❈❇◆❅
❇❊❉✔❯ ♠ ❉ ♠ ❅❸❄❆❅✬❂❈❏❚❍ ♠ ❅✬❂→➅❳❙✌✾❁P❱❣◗❇◆❅✬❂✉▲❱⑨❡P❆❍➎❴⑩✾✘❂❃❂❃❶✬❄❆❅➑❄❆❅✬❂❈❴❆❀❃✾❁❴❆❀❚❍◆❫◗❏❃❫✬❂❻❏❚❢❱❫✬✾❁❀❚❍◆⑨▼P❱❅✬❂❈❍❑❯▼❏❃❫◗❀❃❅✬❂❃❂✣❉✔❯❡❏❃❅✬❂✉♦

✺ ♥✄✂ ☎ ✝✝✆✟✞✠✞✡✆ ❂ ✝✏✎✒✑☞☛✲❀☛✟✍✝✍✌✎✆ ✑✠☎✞✝✠✟☛✡☞☎✌✟✍✝✏✎✙✑✏✎ ✡ ❀❅✾✵✓✏✆ ❂ ✝ ✎ ✓✒✑ ✖✙✘✗✚

❭❬✾❁P❱❂✵❴❆❀❃❫✬❂❃❅◗❯❡❏❃✾❁❯❱❂⑤❍◆❣◗❍➓❄✑❍✛③➎❫◗❀❃❅◗❯❡❏❃❅✬❂ ♠ ❀✣❉✔❋■❋❹❉✔❍❑❀❃❅✬❂❻❴⑩✾❁P❆❀❈❇❊❉⑥❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅④❂❃❅✬❣✬✾❁❯❱❄❱❉✔❍❑❀❃❅●❄➎❲✖❨❬➜❻❭✳▲✑❴❆❀❃❫✬❂❃❅◗❯❡❏✣❉✔❯▼❏
❄❆❅✬❂⑤❴✌✾❁❏❃❅◗❯▼❏❚❍◆❅◗❇◆❂❬❄❆❅❸❴✌❅◗❀❃❂✣✾❁❯❆❯❵❉✔❇❑❍◆❂✣❉✔❏❚❍◆✾❁❯➈❅◗❏①❄❆❅✬❂❻❣✬✾❁❋■❴❆❇◆❅✈❘✑❍❑❏❃❫✬❂①❄✑❍✛③⑩❫◗❀❃❅◗❯▼❏❃❂❤♦❬➏⑤❯②❏❚❀❃✾❁P❆❥✥❅◗❀✣❉❹❅◗❯➀❉✔❯❆❯❱❅✈❘✑❅④P❆❯
❉✔❀ ♠ P❆❋❞❅◗❯❡❏➌❄❆❅✵❴❆❀❃❅◗P❆❥✥❅⑤❄➎❲✖❫✬⑨❡P❆❍❑❥✘❉✔❇◆❅◗❯❱❣✬❅❻❄❆❅✬❂✜❇❊❉✔❯ ♠ ❉ ♠ ❅✬❂✼❅◗❯ ♠ ❅◗❯❱❄✑❀❃❫✬❂❖❴❵❉✔❀✺❣✬❅✬❂ ♠ ❀✣❉✔❋■❋❹❉✔❍❑❀❃❅✬❂➌❉✬❥✥❅✬❣❈❇◆❅✬❂❖❂❚❏❚❀❚P❱❣✈➅
❏❚P❆❀❃❅✬❂✺❂✣❅✬❣✬✾❁❯❱❄❱❉✔❍❑❀❃❅✬❂❖❄➎❲✖❨❬➜❻❭ ❏❃❅◗❇❑❇◆❅✬❂✺⑨▼P❱❅❈❄❆❫ ❧ ❯❆❍◆❅✬❂❛❴❵❉✔❀ ✍➙❉✔❏❃❅◗❀❚❋❹❉✔❯➥❄❱❉✔❯❱❂ ✚❑r✙✯♥✯✄✛ ♦③❩➑❉✔❯❱❂❛❣✬❅✬❂ ♠ ❀✣❉✔❋■❋❹❉✔❍❑❀❃❅✬❂❤▲
✾❁❯➊P❆❏❚❍❑❇❑❍◆❂❃❅◗❀✣❉⑥❄❆❅✬❂➌❂❚❝✓❋❸❙⑩✾❁❇◆❅✬❂

a
❅◗❏
b
❴✌✾❁P❆❀➌❀❃❅◗❴❆❀❃❫✬❂❃❅◗❯▼❏❃❅◗❀✵❇◆❅✬❂➌❙❵❉❁❂❃❅✬❂✵❉✔❴❆❴❵❉✔❀❚❍◆❫✬❅✬❂✵❀❃❅✬❂❚❴⑩❅✬❣◗❏❚❍❑❥✥❅◗❋❞❅◗❯❡❏❈❅◗❯ ❽ ❲✑❅◗❏

❅◗❯ ❾ ❲❑▲❆❅◗❏❈❇◆❅➑❂❃❝▼❋④❙✌✾❁❇◆❅
c
❴⑩✾❁P❆❀❈❀❃❅◗❴❆❀❃❫✬❂❃❅◗❯❡❏❃❅◗❀⑤❇◆❅✬❂✵❙❵❉❁❂❃❅✬❂✵❯❱✾❁❯✑➅ ❉✔❴❆❴❵❉✔❀❚❍◆❫✬❅✬❂✉♦



�◗✏✁�✓✕✈✞ ✕✈✜✤✚♥☎❊☞✎✂✑✞ ✚✟✏✎✕✣✚r☎➒✂✬☞✢✜✣☞❿☛♥☞✓✠①☎ ✜✗✘♥✖✗☎➀✘✙✜✣☞✤✠✄☛ ✂ ☎ ✆✓� ♦✭✛➧✪✉✤✯✦✛❥ ✫ ✴①❥ ✂✆☎ ★

❆ ➟✖➠❆➟✂✛ ✍ ➦➧➢✢☞ ☞➇➢✱➭❑➦ ✟ ☎ ✟ ✡ ✟✢✡ ✟ ✖✁� ➞✄✂✆☎
❩➑❉✔❯❱❂ ✚ ♥ ❽ ✛ ▲✁�↔♦❱❭❬❅◗❙✌❅◗❇➎❴❆❀❃✾❁❴⑩✾✘❂❃❅①P❆❯❱❅➌➉❚✾❁❇❑❍◆❅ ♠ ❀✣❉✔❋■❋❹❉✔❍❑❀❃❅●❴⑩✾❁P❆❀❈❇◆❅✬❂❈❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂⑤❂❃❅✬❣✬✾❁❯❱❄❱❉✔❍❑❀❃❅✬❂❻❄➎❲✖❨❬➜❻❭✳♦

R → T | TR
T → c | aRb

✳✼❅◗❏❚❏❃❅ ♠ ❀✣❉✔❋■❋❹❉✔❍❑❀❃❅①❴❆❀❃❫✬❂❃❅◗❯❡❏❃❅①❇❊❉❸❴❆❀❃✾❁❴❆❀❚❍◆❫◗❏❃❫①❄❆❅❬❯❱❅❻❴❵❉❁❂✼❴⑩✾✘❂❃❂❃❫✬❄❆❅◗❀➌❄❆❅⑤❏❚❀✣❉✔❯❱❂❃❍❑❏❚❍◆✾❁❯
N → ε

♦✓✳✼❅◗❴⑩❅◗❯❱❄❱❉✔❯❡❏❤▲
❅◗❇❑❇◆❅■❯❱❅■❴⑩❅◗❀❚❋❞❅◗❏●❴❵❉❁❂➑❇◆❅❞❋❹❉✔❀❃⑨❡P❵❉ ♠ ❅❞❂❃❍❑❋■❴❆❇◆❅❞❄❆❅✬❂●❂❃✾❁P❱❂→➅ ❂❃❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂❤▲➓❯❆❍✜❇❳❲q❉❁❄✔➉❚✾❁❯❱❣◗❏❚❍◆✾❁❯➳❄❆❅❞❏✣❉✔❍❑❇❑❇◆❅✬❂➑❋■❍❑❯❆❍✩➅
❋❹❉✔❇◆❅➑❴⑩✾❁P❆❀✵❇◆❅✬❂❈❄✑❍✛③➎❫◗❀❃❅◗❯❡❏❃❅✬❂❬❂❃✾❁P❱❂→➅ ❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂❤♦✓✰✜❯❺❅✗③⑩❅◗❏❤▲❱❇❳❲ ❍❑❯❆❍❑❏❚❍❊❉✔❏❚❍◆✾❁❯②❅◗❏✵❇❊❉✳❴❆❀❃✾❁❇◆✾❁❯ ♠ ❉✔❏❚❍◆✾❁❯➀❄➎❲ P❆❯❱❅●❂❃✾❁P❱❂
❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅④❂❃✾❁❯❡❏✵❴❆❀❚❍◆❂⑤❅◗❯❺❣❃❢❵❉✔❀ ♠ ❅●❴❵❉✔❀❻❇◆❅①❋❞❼◗❋❞❅➑❯❱✾❁❯✑➅❳❏❃❅◗❀❚❋■❍❑❯❵❉✔❇➌✐

T
t✈♦

❆ ➟✖➠❆➟✖➠ ✍ ➦➧➢✢☞ ☞➇➢✱➭❑➦ ✟❬➭❑➨❱➩ ➯✌➭❑➦✒✢ ✟ ☎ ✟✣➩ ☞➊➲❡➤⑧➩ ☎ ✟ ✄ ➲❡➤✞✝✠✟✓➭❑➨
✫⑤❯❱❅❸➋❳❉❁↕✬✾❁❯❷❄❆❅⑥❣❤❉✔❀✣❉❁❣◗❏❃❫◗❀❚❍◆❂❃❅◗❀➑❇◆❅✬❂①❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂●❂❃❅✬❣✬✾❁❯❱❄❱❉✔❍❑❀❃❅✬❂➑❄➎❲✖❨❬➜❻❭ ❅◗❯➀❏✣❉✔❯▼❏●⑨❡P❱❅④❇❊❉✔❯ ♠ ❉ ♠ ❅■❣✬✾❁❯❱❂❚❍◆❂❚❏❃❅■➆
❄✑❍❑❀❃❅①⑨❡P✿❲ ❍❑❇➎❂❤❲q❉ ♠ ❍❑❏✵❄❆❅❬❋❞✾❁❏❃❂✵❄❆❅ �②✾❁❏❚❜✬➐✓❍❑❯➂❂✣❉✔❯❱❂✼❋❞✾❁❏❚❍✩➋

ab
♦③✽➓❉ ♠ ❀✣❉✔❋■❋❹❉✔❍❑❀❃❅➑❣◗❍✩➅ ❄❆❅✬❂✣❂❃✾❁P❱❂❤▲✓❙❵❉❁❂❃❫✬❅①❂❚P❆❀✵❣✬❅◗❇❑❇◆❅

❄❆❅✬❂❈❋❞✾❁❏❃❂❬❄❆❅ �➈✾❁❏❚❜✬➐▼❍❑❯✿▲➛❄✑❍◆❂❚❏❚❍❑❯ ♠ P❱❅●❇◆❅✬❂❻❙❵❉❁❂❃❅✬❂⑤❍◆❂❃❂❚P❱❅✬❂❈❄➎❲ P❆❯②❯❱✾❁❯✑➅❳❏❃❅◗❀❚❋■❍❑❯❵❉✔❇✩✿ ✔➇✺ ✵✪✸✌✳ ✗✣✿⑥❴❵❉✔❀❬❄❆❅◗P✑❘➂❙❵❉❁❂❃❅✬❂
❉✔❴❆❴❵❉✔❀❚❍◆❫✬❅✬❂⑥✐

T
t✼❄❆❅✬❂❻❉✔P❆❏❚❀❃❅✬❂④✐

S
t✈♦

S → aTbS | cS | ε
T → aTbS | cS

✳✼❅◗❏❚❏❃❅ ♠ ❀✣❉✔❋■❋❹❉✔❍❑❀❃❅①❴⑩❅◗❀❚❋❞❅◗❏✵❇❊❉④❄✑❍◆❂❃❏❚❍❑❯❱❣◗❏❚❍◆✾❁❯❺❄❆❅✬❂❖❙❵❉❁❂✣❅✬❂❈❉✔❴❆❴❵❉✔❀❚❍◆❫✬❅✬❂●✐
a
➅
b
t❖❀❃❅✬❂❚❴⑩✾❁❯❱❂✣❉✔❙❆❇◆❅✬❂➌❄❆❅⑤❇❳❲ ❍❑❯❆❍❑❏❚❍❊❉✔❏❚❍◆✾❁❯

❄➎❲ P❆❯❱❅④❢❱❫◗❇❑❍◆❣✬❅➥✐
S
t❈❄❆❅❸❣✬❅◗❇❑❇◆❅✬❂⑤❴❆❀❃✾❁❇◆✾❁❯ ♠ ❅❤❉✔❯❡❏➑P❆❯❱❅●❢❱❫◗❇❑❍◆❣✬❅✳❅✈❘✑❍◆❂❚❏✣❉✔❯❡❏❃❅➊✐

T
t✈♦✸✳✼❅◗❇❊❉❹❴✌❅◗❀❚❋❞❅◗❏❤▲✌✾❁P❆❏❚❀❃❅●❇◆❅④❋❹❉✔❀→➅

⑨▼P❵❉ ♠ ❅④❴❵❉✔❀①P❆❯❷❂❚❝✓❋❸❙⑩✾❁❇◆❅
mH

❄❆❅✬❂❬❄❆❫◗❙❆P❆❏❃❂➑❄➎❲ ❢❱❫◗❇❑❍◆❣✬❅✬❂●❴✌✾❁P❆❀①❣❤❉✔❴❆❏❚P❆❀❃❅◗❀➑❇◆❅✳❯❱✾❁❋❸❙❆❀❃❅■❄➎❲ ❢❱❫◗❇❑❍◆❣✬❅✬❂➑❄❱❉✔❯❱❂①P❆❯
❨❬➜❻❭✳▲✺❄➎❲ ❍❑❯❁➉❚❅✬❣◗❏❃❅◗❀➂P❆❯❱❅✁❏✣❉✔❍❑❇❑❇◆❅➈❋■❍❑❯❆❍❑❋❹❉✔❇◆❅

h
❴✌✾❁P❆❀➥❇◆❅✬❂➥❢❱❫◗❇❑❍◆❣✬❅✬❂❤♦ ❩①❅✁❴❆❇❑P❱❂✉▲❻❅◗❯ ❀❃❅◗❋❹❉✔❀❃⑨❡P❵❉✔❯▼❏❺⑨❡P❱❅②❇◆❅

❯❱✾❁❯✑➅❳❏❃❅◗❀❚❋■❍❑❯❵❉✔❇
T

❅◗❯ ♠ ❅◗❯❱❄✑❀❃❅■❄❆❅✬❂①❴✌✾❁❀❚❏❚❍◆✾❁❯❱❂➑❄❆❅✳❇❊❉➥❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅⑥❄✑❍❑❀❃❅✬❣◗❏❃❅◗❋❞❅◗❯❡❏④❅◗❯❱❣❤❉❁❄✑❀❃❫✬❅✬❂➑❴❵❉✔❀➑❄❆❅✬❂⑤❙❵❉❁❂✣❅✬❂
❉✔❴❆❴❵❉✔❀❚❍◆❫✬❅✬❂❤▲✵✾❁❯➣❴⑩❅◗P❆❏❹❉✔❇◆✾❁❀❃❂❞❍❑❯❁➉❚❅✬❣◗❏❃❅◗❀❞P❆❯❱❅✁❏✣❉✔❍❑❇❑❇◆❅➂❋■❍❑❯❆❍❑❋❹❉✔❇◆❅

b
❄❱❉✔❯❱❂❞❇◆❅✬❂❹❙✌✾❁P❱❣◗❇◆❅✬❂■❏❃❅◗❀❚❋■❍❑❯❵❉✔❇◆❅✬❂✉▲❈❉✔❍❑❯❱❂❚❍

⑨▼P✿❲ P❆❯❺❋❹❉✔❀❃⑨❡P❵❉ ♠ ❅❸❄❆❅●❣✬❅◗❇❑❇◆❅✬❂→➅ ❣◗❍✿❴❵❉✔❀❈P❆❯❺❂❃❝▼❋④❙✌✾❁❇◆❅➑❏❃❅◗❀❚❋■❍❑❯❵❉✔❇s❄❆❫✬❄✑❍◆❫
mB

♦

S → mHa
h−1TbhS | cS | ε

T → aTbS | cT | mBc
b−1

�➀❉✔❍◆❂➓❣✬❅◗❏❚❏❃❅ ♠ ❀✣❉✔❋■❋❹❉✔❍❑❀❃❅❖❯❱❅❛❴⑩❅◗❀❚❋❞❅◗❏➓❴❵❉❁❂s❅◗❯❱❣✬✾❁❀❃❅❖❄➎❲ ❍❑❋■❴⑩✾✘❂❃❅◗❀✚❄❆❅✬❂➓❣✬✾❁❯❡❏❚❀✣❉✔❍❑❯▼❏❃❅✬❂③❂❚P❆❀➓❇◆❅✬❂➓❴✌✾❁❀❚❏❚❍◆✾❁❯❱❂✚❂❚❍❑❋■❴❆❇◆❅✈➅
❙❆❀❚❍❑❯✿♦ ✰✜❯➀❴❵❉✔❀❚❏❚❍◆❣◗P❆❇❑❍◆❅◗❀❤▲✿❍❑❇✜❅✬❂❚❏①❍❑❋■❴✌✾✘❂✣❂❚❍❑❙❆❇◆❅⑥❄➎❲q❉✔❏❚❏❚❀❚❍❑❙❆P❱❅◗❀●❇◆❅

c
❄❆❅✳❇❊❉➇❀❃❫✬❫✬❣◗❀❚❍❑❏❚P❆❀❃❅

T → cS
➆➇P❆❯❱❅⑥❂❃✾❁P❱❂→➅
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➞✄✂✆☎
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❄➎❲✖❨❬➜❻❭✳♦

X → NHiN | B |M
N → cN | ε
Hi → aHb
H → cNHi | HiNc | cNHiNc | aHb | B |M
B → cN
M → NHiM | NHiNHiN
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cNHi
✎
HiNc
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cNHiNc
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α
♦✸✧ ❇s❅◗❯➈❀❃❫✬❂❚P❆❇❑❏❃❅④❇❊❉

♠ ❀✣❉✔❋■❋❹❉✔❍❑❀❃❅❸❂❃P❆❍❑❥❁❉✔❯▼❏❃❅ ✵

X → NHiN | B |M
N → K | ε
Hi → mHa

h−1Hbh

H → RHi | HiR | mIIHiIf | aHb | B |M
B → dB | mBd

b−1

R → eR | mR

I → fI | ε
M → NmMa

h−1Hbh−1mKM | NmHa
h−1Hbh−1mKNmHa

h−1Hbh−1mKN
K → gK | ε
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φ
❏❃❅◗❇✿⑨❡P❱❅

Φ(d) = c Φ(mH) = a
Φ(e) = c Φ(mI) = c
Φ(f) = c Φ(mB) = c
Φ(g) = c Φ(mM ) = a

Φ(mK) = b
❯❱✾❁P❱❂③❴⑩❅◗❀❚❋❞❅◗❏❤▲✥❅◗❯✳❣✬✾❁❯❁➉❚✾❁❯❱❣◗❏❚❍◆✾❁❯❹❉✬❥✥❅✬❣✵❄❆❅✬❂✚❥✘❉✔❇◆❅◗P❆❀❃❂③❴✌✾❁P❆❀③❇◆❅✬❂✚❋■❍❑❯❆❍❑❋❸P❆❋❞❂

h = 1
❅◗❏
b = 1

▲✘❄❆❅✼❀❃❅◗❏❚❀❃✾❁P❆❥✥❅◗❀
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♦
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❂❚❝✓❋❸❙⑩✾❁❇◆❅✬❂①❏❃❅◗❀❚❋■❍❑❯❵❉✔P✑❘➀❅◗❏❬❇◆❅✬❂①❯❱✾❁❋❸❙❆❀❃❅✬❂❸❅◗❏⑤❏✣❉✔❍❑❇❑❇◆❅✬❂➑❄❆❅✬❂➑❄✑❍✛③➎❫◗❀❃❅◗❯❡❏❃❅✬❂●❂✣✾❁P❱❂→➅ ❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂➑❄❱❉✔❯❱❂❬❇◆❅✬❂➑❂❚❏❚❀❚P❱❣✈➅
❏❚P❆❀❃❅✬❂❻❄➎❲✖❨❬➜❻❭➝❅◗❯ ♠ ❅◗❯❱❄✑❀❃❫✬❅✬❂❤♦

★❛❝✓❴✌❅➑❄❆❅●❂✣✾❁P❱❂→➅ ❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅ ❭❬✾❁❋❸❙❆❀❃❅❸❏❃✾❁❏✣❉✔❇➓❄❆❅①❙❵❉❁❂❃❅✬❂❈❄✑P❺❏ ❝▼❴⑩❅
✑❬❫◗❇❑❍◆❣✬❅✬❂

#a+ #b+ #mH + #mM + #mK✄➌✾❁P❱❣◗❇◆❅✬❂
#d+ #mB✄✼✾❁P❱❣◗❇◆❅✬❂✍✧ ❯▼❏❃❅◗❀❚❯❱❅✬❂
#f + #mI➜⑤❅◗❯✂�❵❅◗❋❞❅◗❯❡❏❃❂
#e+ #mR

�②P❆❇❑❏❚❍ ✄➌✾❁P❱❣◗❇◆❅✬❂
#g✧ ❯❡❏❃❅◗❀❚❥✘❉✔❇❑❇◆❅
#g★❛❝✓❴✌❅❸✇✓✾❁P❱❂→➅ ❂❃❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂ ❭❬✾❁❋❸❙❆❀❃❅●❄❆❅❸❂❃✾❁P❱❂→➅ ❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅●❄✑P✁❏ ❝✓❴✌❅

✑❬❫◗❇❑❍◆❣✬❅✬❂
#mH + #mM✄➌✾❁P❱❣◗❇◆❅✬❂

#mB✄✼✾❁P❱❣◗❇◆❅✬❂✍✧ ❯▼❏❃❅◗❀❚❯❱❅✬❂
#mI➜⑤❅◗❯✂�❵❅◗❋❞❅◗❯❡❏❃❂
#mR

�②P❆❇❑❏❚❍ ✄➌✾❁P❱❣◗❇◆❅✬❂
#mM✧ ❯▼❏❃❅◗❀❚❥❁❉✔❇❑❇◆❅✬❂

#mK + #mM



�◗✏✁�✓✕✈✞ ✕✈✜✤✚♥☎❊☞✎✂✑✞ ✚✟✏✎✕✣✚r☎➒✂✬☞✢✜✣☞❿☛♥☞✓✠①☎ ✜✗✘♥✖✗☎➀✘✙✜✣☞✤✠✄☛ ✂ ☎ ✆✓� ♦✭✛➧✪✉✤✯✦✛❥ ✫ ✴①❥ ✂✆☎ �

✺ ♥✂✁ � ✆ ✑ ✆ ✾ ✆✟✌✂✁ ☎ ❂☎✄ ✟☛✎✒✑ ✑ ❂ ✞ ☛ ✌ ✎ ✑✝✆✟✞ ✎ ✑ ☛✆✝ ❀ ☛✍❀☞✝✠☎❃❂❄❀❅✾✕✑✗✓✕✎✡✠ ✆ ✑✏✎ ✑ ✆ ☛ ☛ ✆ ✝ ❂☞☛✠✎ ✑
❆ ➟✄✂▼➟✂✛ ➡✗✟✣➩●➤➍➭ ✘ ✟✣➩ ☛✦✡❱➲✆✝✓➫ ✖ ✟✣➩

✽➓❉⑥❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅➑❄❆❅①❏❚❍ ♠ ❅✈➅❳❙⑩✾❁P❱❣◗❇◆❅●❄❆❫✬❣✬✾❁P❆❇◆❅➑❄➎❲ P❆❯❱❅●❉✔P❆❏❚❀❃❅❬➋❳❉❁↕✬✾❁❯❺❄❆❅➑❄❆❫✬❣✬✾❁❋■❴✌✾✘❂✣❅◗❀✵❇❊❉④❂❃❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅➑❄❆❅①❇❳❲✖❨⑤➜⑤❭
⑨▼P❱❅❖❣✬❅◗❇❑❇◆❅❖P❆❏❚❍❑❇❑❍◆❂❃❫✬❅❖❏❃✾❁P❆❏③❉✔P④❇◆✾❁❯ ♠ ❄❆❅✼❣✬❅✺❣✣❢❵❉✔❴❆❍❑❏❚❀❃❅✘♦✪✰✜❇❑❇◆❅❖❄❆❫◗❙❆P❆❏❃❅❖❴❵❉✔❀✚P❆❯❱❅✺❢❱❫◗❇❑❍◆❣✬❅✼❅◗❏✚❂✣❅❛❴❆❀❃✾❁❇◆✾❁❯ ♠ ❅s➉✭P❱❂✣⑨❡P✿❲q➆
⑨▼P✿❲ P❆❯❱❅❻❙⑩✾❁P❱❣◗❇◆❅❻❏❃❅◗❀❚❋■❍❑❯❵❉✔❇◆❅➑❂✣✾❁❍❑❏✺❀❃❅◗❯❱❣✬✾❁❯❡❏❚❀❃❫✬❅✘♦❖❩①❅✬❂✺❀❃❅◗❯✂�❵❅◗❋❞❅◗❯▼❏❃❂❈❅◗❏✼❉✔P❆❏❚❀❃❅✬❂✼❙⑩✾❁P❱❣◗❇◆❅✬❂❖❍❑❯▼❏❃❅◗❀❚❯❱❅✬❂➌❴✌❅◗P❆❥✥❅◗❯▼❏
❼◗❏❚❀❃❅■❣✬✾❁❋■❴❆❀❚❍◆❂❃❅✬❂●❄❱❉✔❯❱❂➑❣✬❅◗❏❚❏❃❅■❂❃❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✘▲➎❋❹❉✔❍◆❂①❴❵❉❁❂➑❄❆❅⑥❋❸P❆❇❑❏❚❍❑❙⑩✾❁P❱❣◗❇◆❅✘♦ ✳✼❅✬❂❸❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂①❴✌❅◗P❆❥✥❅◗❯▼❏❸❼◗❏❚❀❃❅
❋❞✾✓❄❆❫◗❇❑❍◆❂❃❫✬❅✬❂❈❴❵❉✔❀❈❇❊❉ ♠ ❀✣❉✔❋■❋❹❉✔❍❑❀❃❅ GP ❂❃P❆❍❑❥❁❉✔❯▼❏❃❅ ✵

P → RaPbR
P → ε
R → cR
R → ε

➏⑤❯✁❴⑩❅◗P❆❏❻❄❆❫✭➉❃➆⑥❀❃❅◗❋❹❉✔❀❃⑨▼P❱❅◗❀⑤⑨▼P❱❅✘▲❆❙❆❍◆❅◗❯②⑨▼P❱❅●❣✬❅➑❇❊❉✔❯ ♠ ❉ ♠ ❅④❂❃✾❁❍❑❏⑤❉✔❇ ♠ ❫◗❙❆❀❚❍◆⑨▼P❱❅✘▲➛❣❤❉✔❀❈❀❃❅✬❂✣❂❃❅◗❋❸❙❆❇❊❉✔❯▼❏❻➋➍P❆❀❚❍◆❅◗P❱❂❃❅✈➅
❋❞❅◗❯❡❏①❉✔P❺❇❊❉✔❯ ♠ ❉ ♠ ❅❸❄❆❅✬❂❻❴❵❉✔❇❑❍❑❯❱❄✑❀❃✾❁❋❞❅✬❂❤▲❵❂➧❉■❂❃❫◗❀❚❍◆❅ ♠ ❫◗❯❱❫◗❀✣❉✔❏❚❀❚❍◆❣✬❅④❂❃❅◗❀✣❉⑥❀✣❉✔❏❚❍◆✾❁❯❆❯❱❅◗❇❑❇◆❅✘▲✌❣✬❅➑⑨❡P❆❍➓❅✈❘❆❣◗❇❑P❆❏❻❄❆❅①➋❳❉✔❍❑❏
❇❳❲ P❆❏❚❍❑❇❑❍◆❂✣❉✔❏❚❍◆✾❁❯➀❄✑P✁❏ ❝▼❴⑩❅❸❄❆❅❸❏❃❅✬❣❃❢❆❯❆❍◆⑨▼P❱❅➥✐➒★➌❢❱❫✬✾❁❀❃❶◗❋❞❅✳❄❆❅❸❩❬❀❚❋❞✾❁❏✣❉✥t❈P❆❏❚❍❑❇❑❍◆❂❃❫✬❅✬❂❻❴⑩✾❁P❆❀⑤❣✬✾❁❯▼❏❚❀✣❉✔❍❑❯❱❄✑❀❃❅✳❇❊❉■❴❆❀❃✾✔➅
❴⑩✾❁❀❚❏❚❍◆✾❁❯➄❄❆❅➇❙❵❉❁❂❃❅✬❂⑥❉✔❴❆❴❵❉✔❀❚❍◆❫✬❅✬❂■❄❱❉✔❯❱❂✳❇❳❲✖❨⑤➜⑤❭④♦➃✳✼❅◗❏❚❏❃❅➇❀✣❉✔❏❚❍◆✾❁❯❵❉✔❇❑❍❑❏❃❫➂❅✬❂❃❏④❄✑P❱❅➂❉✔P➙➋❳❉✔❍❑❏④⑨▼P❱❅➇❇❳❲q❉✔❇ ♠ ❫◗❙❆❀❚❍◆❣◗❍❑❏❃❫
❂❚❏❚❀❚❍◆❣◗❏❃❅❞❄❆❅❹❣✬❅■❇❊❉✔❯ ♠ ❉ ♠ ❅■❏❚❍◆❅◗❯❡❏⑥➆➊❇❊❉➥❯❱✾❁❯✑➅ ❣✬✾❁❋■❋❸P❆❏✣❉✔❏❚❍❑❥✓❍❑❏❃❫➊❄✑P➃❴❆❀❃✾✓❄✑P❆❍❑❏❸❄❆❅❞❣✬✾❁❯❱❣❤❉✔❏❃❫◗❯❵❉✔❏❚❍◆✾❁❯✿▲✚❴❆❀❃✾❁❴❆❀❚❍◆❫◗❏❃❫
❯❱✾❁❯✑➅❳❴❆❀❃❫✬❂❃❅◗❀❚❥✥❫✬❅➈❴❵❉✔❀❞❇❊❉➃❏❚❀✣❉✔❯❱❂❚❴✌✾✘❂❃❍❑❏❚❍◆✾❁❯ ❄❱❉✔❯❱❂➇❇❳❲ P❆❯❆❍❑❥✥❅◗❀❃❂➇❄❆❅✬❂➥❂❃❫◗❀❚❍◆❅✬❂ ♠ ❫◗❯❱❫◗❀✣❉✔❏❚❀❚❍◆❣✬❅✬❂✉♦ ✳✼❅◗❴✌❅◗❯❱❄❱❉✔❯▼❏❤▲✵❇◆❅✬❂
❣✬✾❁❋■❴⑩✾❁❀❚❏❃❅◗❋❞❅◗❯❡❏❃❂✵❉❁❂❚❝✓❋■❴❆❏❃✾❁❏❚❍◆⑨❡P❱❅✬❂❛❄❆❅✬❂✺❣✬✾▼❅ ✂❹❣◗❍◆❅◗❯▼❏❃❂❖❄❆❅✬❂❛❂✣❫◗❀❚❍◆❅✬❂✜❀✣❉✔❏❚❍◆✾❁❯❆❯❱❅◗❇❑❇◆❅✬❂❖❫◗❏✣❉✔❯▼❏✺❋■❍◆❅◗P✑❘■❣✬✾❁❯❆❯❡P❱❂❤▲✓✾❁❯
❄❆❫◗❀❚❍❑❥✥❅●❇◆❅①❀❃❫✬❂❃P❆❇❑❏✣❉✔❏❻❂❚P❆❍❑❥✘❉✔❯❡❏❤♦
P✍✌ ★●✧✹✣✏✎❈✄ ✠✝❆✒✑ ✦
☛➇✼✆✽❸✿ ✔❁✖

π{a,b}
✒✝✿✄✏ ✼✆✽ ✸★✍✦✵★✍ ✍✟✼✙✺✑✽ ✗ ✵✷☞ ✁ ✍ ✘ ✔ ▲✤✼ ✒✎✿✑✍ ✵ ✏ ✏ ✵✷✳①✽ ✗✑✍

a
✿ ✖
b ✓ ✿❄✖ πc ✒✝✿✄✏ ✼✆✽ ✸★✍✦✵★✍ ✍✟✼✙✺✑✽ ✗ ✵✌☞✢✍ ✘ ✔ ▲✤✼ ✒✎✿

✔➌✼✌✔❁✏ ✵ ✏ ✏✫✵✌✳①✽ ✗
c ✓ ✵ ✒✝✼✌✳ ✍ ✒✝✿ ✍ ✏✹✳✤✼ ✏ ✼✌✳❄✖➒✽➔✼✌✔✫✍ ✵★✍ ✘ ✔☛✏✮✖❸✼✷✖➒✽✗✖❄☞ ✿✑✍

µ{a+b} ✔ ✳✣✿✑✍ ✏✖✕ µc ✗ ✸ ✿✟▲ ✵★✍✙✿✑✍ ✵ ✏ ✏ ✵✌✳✗✽ ✗q✿✑✍ ✔ ✳✣✿✑✍ ✏✘✕✔➌✼✌✔❁✏ ✵ ✏ ✏✫✵✌✳①✽ ✗✣✿✑✍ ✗ ✸✪✵✌✔✫✍ ✒✎✿✑✍❋✍ ✗ ✖ ☞ ✿ ✔➇✺q✿✑✍ ✿ ✔ ✗ ✿ ✔✹✸✌✳ ✗✣✿✑✍ ✙☛✏ ✵✷✳ ✖➒✽✡✳✦✸✡✿ ✒❏✵ ✗✌✳ ✵ ✔ ✔ ✵♥✽ ✳✣✿ GP ✸✡✿✑✍ ✖➒✽ ✗ ✿✑✍✑✏✿▲✤✼✌☞ ✺ ✒✝✿ ✍ ✓
✏ ✼✌✔✮✸●✗ ✳ ✗✣✿ ✏ ✵✌✳

π
✍✑✼✷✔❁✖ ✸r✼✌✔❁✔✮✗✣✿✑✍ ✏✫✵✌✳

µ{a+b} =
π{a,b}

π{a,b} + πc
µc =

πc
π{a,b} + πc

✙✛✚✘✜✣✢✥✤✦✜★✧①➏⑤❯➀❂❤❲ ❍❑❯❡❏❃❫◗❀❃❅✬❂❃❂✣❅◗❀✣❉❹P❆❯❆❍◆⑨▼P❱❅◗❋❞❅◗❯❡❏●➆❹❇❊❉■❴❆❀❃✾❁❴⑩✾❁❀❚❏❚❍◆✾❁❯
µc

❄❆❅✳❂❚❝▼❋④❙✌✾❁❇◆❅✬❂
c
▲➛❂❃✾❁❯➀❣✬✾❁❋■❴❆❇◆❫◗❋❞❅◗❯❡❏

➆
1
▲
µ{a+b}

▲❱❫◗❏✣❉✔❯❡❏❻❄✑❍❑❀❃❅✬❣◗❏❃❅◗❋❞❅◗❯▼❏❬❄❆❫✬❄✑P❱❣◗❏❚❍❑❙❆❇◆❅✘♦❖❩①❅①❴❆❇❑P❱❂❤▲❱✾❁❯❺❂❃❅①❀✣❉✔❋❞❶◗❯❱❅◗❀✣❉❹❂✣❉✔❯❱❂✵❴⑩❅◗❀❚❏❃❅➑❄❆❅ ♠ ❫◗❯❱❫◗❀✣❉✔❇❑❍❑❏❃❫
➆■❇❳❲✖❫◗❏❚P❱❄❆❅④❄➎❲ P❆❯❱❅●❴⑩✾❁❯❱❄❆❫◗❀✣❉✔❏❚❍◆✾❁❯

π
❏❃❅◗❇❑❇◆❅④⑨❡P❱❅

π{a,b} = 1
❅◗❏
πc

❀✣❉✔❏❚❍◆✾❁❯❆❯❱❅◗❇❳♦✄✰❛❯②❅✗③➎❅◗❏❤▲❵❂❚❍✿❇❳❲✖✾❁❯②❂❃✾❁P❆❢❵❉✔❍❑❏❃❅
❉❁❄❱❉✔❴❆❏❃❅◗❀❹❇◆❅✁❀❃❫✬❂❚P❆❇❑❏✣❉✔❏➇➆

π′
❏❃❅◗❇❬⑨❡P❱❅

π′{a,b} 6= 1
▲✵❉✔❇◆✾❁❀❃❂➇❍❑❇❻❂❚P ✂❞❏❹❄❆❅➂❀❃❅◗❋❹❉✔❀❃⑨▼P❱❅◗❀➇⑨▼P❱❅➂❇❳❲ ❍❑❋■❴❵❉❁❣◗❏➥❄❆❅✬❂

❴⑩✾❁❯❱❄❆❫◗❀✣❉✔❏❚❍◆✾❁❯❱❂④❅✬❂❚❏●❂❃❏✣❉✔❙❆❇◆❅■❴❵❉✔❀➑❢❱✾❁❋❞✾❁❏❚❢❱❫◗❏❚❍◆❅✘▲③❅◗❏●⑨❡P✿❲✖✾❁❯➃❴⑩❅◗P❆❏❸❄❆✾❁❯❱❣■❏❃✾❁P❁➉❚✾❁P❆❀❃❂●❂❃❅⑥❀✣❉✔❋❞❅◗❯❱❅◗❀⑥➆➥❇❳❲✖❫◗❏❚P❱❄❆❅
❄✑P✁❣❤❉❁❂

π{a,b} = 1
❅◗❏
πc = π′

c

π′
{a,b}

♦
✫⑤❯❱❅❖➋➍✾❁❍◆❂③❣✬❅✬❂③⑨❡P❱❅◗❇◆⑨▼P❱❅✬❂③❂❚❍❑❋■❴❆❇❑❍ ❧ ❣❤❉✔❏❚❍◆✾❁❯❱❂❤▲❡❏❚❀✣❉✔❯❱❂❚❴❵❉✔❀❃❅◗❯❡❏❃❅✬❂❤▲❡❄✑P✳❴❆❀❃✾❁❙❆❇◆❶◗❋❞❅✵❅✗③➎❅✬❣◗❏❚P❱❫✬❅✬❂❤▲✘✾❁❯⑥❏❚❀✣❉✔❯❱❂❚❴⑩✾✘❂❃❅

❇❊❉ ♠ ❀✣❉✔❋■❋❹❉✔❍❑❀❃❅⑤❅◗❯❞❂❚❝✓❂❃❏❃❶◗❋❞❅✵❄➎❲✖❫✬⑨❡P❵❉✔❏❚❍◆✾❁❯❱❂✼❂❚P❆❀✜❇◆❅✬❂❛❂❃❫◗❀❚❍◆❅✬❂ ♠ ❫◗❯❱❫◗❀✣❉✔❏❚❀❚❍◆❣✬❅✬❂✺❴⑩✾❁❯❱❄❆❫◗❀❃❫✬❅✬❂❖❉❁❂❃❂✣✾▼❣◗❍◆❫✬❅✬❂❛❉✔P✑❘■❯❱✾❁❯✑➅
❏❃❅◗❀❚❋■❍❑❯❵❉✔P✑❘ ✵

{

P (z, u) = R(z, u)2z2S + 1
R(z, u) = πcuzR(z, u) + 1
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✰✜❯❺❀❃❫✬❂✣✾❁❇❑❥❁❉✔❯▼❏❻❣✬❅●❂❚❝✑❂❚❏❃❶◗❋❞❅✘▲❆✾❁❯✁✾❁❙❆❏❚❍◆❅◗❯▼❏⑤❉✔❇◆✾❁❀❃❂

P (z, u) =
(1− πcuz)2

(πcuz + z − 1)(πcuz − z − 1)

P (z, 1) =
π2
c

π2
c − 1

+
1

(2πc + 2)

1

(1− z(πc + 1))
− 1

(2πc − 2)

1

(1− z(πc − 1))

✽✿❅❸❏❃❅◗❀❚❋❞❅❸❄❆✾❁❋■❍❑❯❵❉✔❯❡❏➑❄❱❉✔❯❱❂⑤❣✬❅◗❏❚❏❃❅❸❄❆❫✬❣✬✾❁❋■❴⑩✾✘❂❚❍❑❏❚❍◆✾❁❯➈❅✬❂❃❏❈❇◆❅●❄❆❅◗P✑❘✑❍◆❶◗❋❞❅❸❫◗❇◆❫◗❋❞❅◗❯❡❏①❂❚❍❑❋■❴❆❇◆❅✘▲✌❄❆✾❁❯❡❏⑤❇◆❅●❣✬✾❁❋⑥➅
❴⑩✾❁❀❚❏❃❅◗❋❞❅◗❯❡❏❬❉❁❂❃❝▼❋■❴❆❏❃✾❁❏❚❍◆⑨▼P❱❅➑❯❱✾❁P❱❂❻❄❆✾❁❯❆❯❱❅ ✵

[zn]P (z, 1) ∼ (πc + 1)n

2πc + 2
+O((πc − 1)n)

❩①❅➑❴❆❇❑P❱❂❤▲
∂P (z, u)

∂u
(z, 1) =

2πcz
3(1− πcz)

(1− z(πc + 1))2 (1− z(πc − 1))2✇✑❉✔❯❱❂✿❀❃❅◗❯▼❏❚❀❃❅◗❀✚❄❱❉✔❯❱❂➓❇◆❅✬❂➓❄❆❫◗❏✣❉✔❍❑❇◆❂✚❄✑P❸❣❤❉✔❇◆❣◗P❆❇❳▲✔P❆❯❱❅❛❄❆❫✬❣✬✾❁❋■❴⑩✾✘❂❚❍❑❏❚❍◆✾❁❯✳❅◗❯④❫◗❇◆❫◗❋❞❅◗❯❡❏❃❂✚❂❚❍❑❋■❴❆❇◆❅✬❂➓❄❆❫✬❂❚❍ ♠ ❯❱❅❖❣✬✾❁❋■❋❞❅
❏❃❅◗❀❚❋❞❅●❄❆✾❁❋■❍❑❯❵❉✔❯▼❏⑤❇❊❉④➋➍❀✣❉❁❣◗❏❚❍◆✾❁❯❺❀✣❉✔❏❚❍◆✾❁❯❆❯❱❅◗❇❑❇◆❅

m(z)
❏❃❅◗❇❑❇◆❅❸⑨❡P❱❅

m(z) =
πc

2(πc + 1)2(1− z(πc + 1))2

❅◗❏❻❄❆✾❁❯▼❏❈❇◆❅●❣✬✾❁❋■❴⑩✾❁❀❚❏❃❅◗❋❞❅◗❯❡❏⑤❄❆❅✬❂❻❣✬✾▼❅ ✂❹❣◗❍◆❅◗❯▼❏❃❂⑤❅✬❂❚❏✵❏❃❅◗❇s⑨❡P❱❅ ✵

[zn]m(z) =
πc

2(πc + 1)2
(πc + 1)n(n + 1)

⇒ [zn]
∂P (z, u)

∂u
(z, 1) ∼ πc

2(πc + 1)2
(πc + 1)nn+O((πc + 1)n)

�

❩①✾❁❯❱❣✘▲➓❅◗❯➃❂❃❅⑥❀❃❅◗❋❞❫◗❋❞✾❁❀✣❉✔❯▼❏❸❇❊❉➥❀❃❅◗❇❊❉✔❏❚❍◆✾❁❯
µc =

[zn]
∂P (z,u)

∂u
(z,1)

n[zn]P (z,1)

❅◗❯❡❏❚❀❃❅■P❆❯❱❅■❂✣❫◗❀❚❍◆❅ ♠ ❫◗❯❱❫◗❀✣❉✔❏❚❀❚❍◆❣✬❅
P (z, u)❄❆❅➑❇❊❉✔❯ ♠ ❉ ♠ ❅●❅◗❏❻❇❊❉④➋❦❀❃❫✬⑨▼P❱❅◗❯❱❣✬❅

µc
❄➎❲ P❆❯❺❏❃❅◗❀❚❋■❍❑❯❵❉✔❇

c
▲❱✾❁❯❺✾❁❙❆❏❚❍◆❅◗❯▼❏

µc =
πc

πc + 1

✰✜❯❺❂❃❅①❂❃✾❁P❆❥✥❅◗❯❵❉✔❯▼❏❻⑨▼P❱❅
πc = π′

c

π′
{a,b}

❄❱❉✔❯❱❂➌P❆❯❺❂❃❝✓❂❚❏❃❶◗❋❞❅❬❄❆❅①❴⑩✾❁❯❱❄❆❫◗❀✣❉✔❏❚❍◆✾❁❯
π′

❫✬⑨▼P❆❍❑❥❁❉✔❇◆❅◗❯▼❏❈❣❤❉✔❀✵❢❱✾❁❋❞✾❁❏❚❢✑➅
❫◗❏❚❍◆⑨▼P❱❅✘▲❱✾❁❯❺❏❚❀❃✾❁P❆❥✥❅

µc =

π′
c

π′
{a,b}

π′
c

π′
{a,b}

+ 1
=

π′c
π′{a,b} + π′c
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c
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πc
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µc
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πc =
4µ2

c

1− µ2
c
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T ≡ S − 1
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S

❅◗❏
x

✵
{

S = x(S − 1)xS + xucπcS + 1
0 = 1− x2S − x(S − 1)− πcucx

✰✜❯❺❀❃❫✬❂✣✾❁❇❑❥❁❉✔❯▼❏❻❣✬❅●❂❚❝✑❂❚❏❃❶◗❋❞❅➑❄❆❅❬➋❳❉❁↕✬✾❁❯②➆⑥❣✬❅●⑨▼P❱❅
x(1) ≥ 0

▲❱✾❁❯✁✾❁❙❆❏❚❍◆❅◗❯▼❏

x(uc) =
πcuc + 2 +

√

π2
cu

2
c + 4πcuc

2
❅◗❏

µc =
1

x(1)

∂x(uc)

∂uc
(1) =

πc
√

πc(πc + 4)
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πa = πb = 1
❅◗❏
πc = 4
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➏⑤❯ ❉❁❣✬❣✬✾❁❀❃❄❆❅➃❄❆✾❁❯❱❣❷❂✣✾❁P❆❥✥❅◗❯❡❏❺P❆❯❪❴❆❇❑P❱❂ ♠ ❀✣❉✔❯❱❄➁❄❆❅ ♠ ❀❃❫❷❄❆❅❷❣✬✾❁❯ ❧ ❉✔❯❱❣✬❅➙➆➄❣✬❅◗❇❑❇◆❅✬❂➊❀❃❫✬❂✣✾❁❇❑P❱❅✬❂❺❅✈❘✓❴⑩❫◗❀❚❍✩➅
❋❞❅◗❯❡❏✣❉✔❇◆❅◗❋❞❅◗❯▼❏➙❅◗❏❷❉✔❀❃❣❃❢❆❍❑❥✥❫✬❅✬❂➀❄❱❉✔❯❱❂➀❄❆❅✬❂②❙❵❉❁❂✣❅✬❂②❄❆❅↔❄❆✾❁❯❆❯❱❫✬❅✬❂❤▲●❴❵❉✔❀❚❋■❍⑥❇◆❅✬❂❃⑨▼P❱❅◗❇❑❇◆❅✬❂②❇❊❉ ✚❛❩ ✄ ✚❑r❤♥✄✛ ▲●❇❊❉
❭❬❩ ✄ ✚ r ❽ ✛ ✾❁P ➜❻❭❬❨ ✄✵❉❁❂❃❅ ✚ ♥ ❾ ✛ ♦ ❩①❅✬❂✁❋❞❫◗❏❚❢❱✾✓❄❆❅✬❂❷❉✔❇ ♠ ✾❁❀❚❍❑❏❚❢❆❋■❍◆⑨❡P❱❅✬❂➈❍◆❂❃❂❃P❱❅✬❂②❄❆❅➙❇❊❉➣❙❆❍◆✾✓❣❃❢❆❍❑❋■❍◆❅ ✚ ❽✘❽❈❇
r✙✯✔➒ ✛➎❴✌❅◗❀❚❋❞❅◗❏❚❏❃❅◗❯▼❏✵❇❊❉❸❄❆❫✬❄✑P❱❣◗❏❚❍◆✾❁❯✿▲➛➆●❴❵❉✔❀❚❏❚❍❑❀✵❄❆❅✬❂➌❣✬✾▼✾❁❀❃❄❆✾❁❯❆❯❱❫✬❅✬❂❈❉✔❏❃✾❁❋■❍◆⑨▼P❱❅✬❂❤▲✑❄❆❅✬❂✵❉✔❴❆❴❵❉✔❀❚❍◆❅◗❋❞❅◗❯❡❏❃❂⑤❣◗❇❊❉❁❂❃❂❃❫✬❂
❂❃❅◗❇◆✾❁❯②❇❊❉■❯❱✾❁❋❞❅◗❯❱❣◗❇❊❉✔❏❚P❆❀❃❅⑥✽✿❅✬✾❁❯❡❏❚❍◆❂ ✎ ✍➃❅✬❂❚❏❚❢❱✾✔➋→♦ ✳✼❅✬❂❻❋❞❫◗❏❚❢❱✾✓❄❆❅✬❂⑤❇❊❉✔❍◆❂❃❂❃❅◗❯❡❏①❅◗❯❡❏❚❀❃❅◗❥✥✾❁❍❑❀①❇❊❉❞❴✌✾✘❂❃❂❃❍❑❙❆❍❑❇❑❍❑❏❃❫❸❄➎❲ P❆❯
❯❱✾❁P❆❥✥❅❤❉✔P➄❣✬✾❁❀❚❴❆P❱❂④❄❆❅➇❂❚❏❚❀❚P❱❣◗❏❚P❆❀❃❅✬❂④❄❆❫◗❏❃❅◗❀❚❋■❍❑❯❱❫✬❅✬❂⑥❅✈❘✑❴✌❫◗❀❚❍❑❋❞❅◗❯▼❏✣❉✔❇◆❅◗❋❞❅◗❯❡❏❤▲✺➆➂❴❵❉✔❀❚❏❚❍❑❀✳❄❆❅✬❂❃⑨▼P❱❅◗❇❑❇◆❅✬❂●❍❑❇✼❂❃❅◗❀✣❉✔❍❑❏
❄❆❫✬❂❃✾❁❀❚❋❹❉✔❍◆❂③❴⑩✾✘❂❃❂❚❍❑❙❆❇◆❅✼❄➎❲✖❫◗❏✣❉✔❇◆✾❁❯❆❯❱❅◗❀✜❄❆❅✬❂✚✾❁P❆❏❚❍❑❇◆❂③❄❆❅➌❄❆❫◗❏❃❅✬❣◗❏❚❍◆✾❁❯✿▲✥❄➎❲✖❫◗❥✘❉✔❇❑P❱❅◗❀s❇◆❅✬❂③❂❃❅◗❯❱❂❃❍❑❙❆❍❑❇❑❍❑❏❃❫✬❂✚❄➎❲q❉✔❇ ♠ ✾❁❀❚❍❑❏❚❢❆❋❞❅✬❂
❢❱❅◗P❆❀❚❍◆❂❚❏❚❍◆⑨▼P❱❅✬❂❤▲❱❄❆❅➑❣✬✾❁❯❆❯❵❉✢✜◆❏❚❀❃❅➑❇◆❅✬❂❻❣✬✾❁❋■❴❆❇◆❅✈❘✓❍❑❏❃❫✬❂ ✏✮✳✶✵✷✖➒✽✗✖❄☞ ✿✑✍④❄❆❅①❯❱✾✘❂✵✾❁P❆❏❚❍❑❇◆❂❈✾❁P❺❅◗❯❱❣✬✾❁❀❃❅❸❄❆❅➑❣✬✾❁❋■❴❵❉✔❀❃❅◗❀❈❇◆❅✬❂
❴⑩❅◗❀→➋➍✾❁❀❚❋❹❉✔❯❱❣✬❅✬❂⑤❄❆❅●❄✑❍❑❥✥❅◗❀❃❂❻❉✔❇ ♠ ✾❁❀❚❍❑❏❚❢❆❋❞❅✬❂❬❂❤❲q❉✔❏❚❏✣❉❁❣❃❢❵❉✔❯▼❏①➆✳❀❃❫✬❂❃✾❁P❱❄✑❀❃❅●❇◆❅➑❋❞❼◗❋❞❅➑❴❆❀❃✾❁❙❆❇◆❶◗❋❞❅✘♦

✑ ✬ ➍ ❶➔❺❸❽✗❹✡✠✑❷♣❺➀⑨ ➣➛⑨ ➍ ➑☞☛ ❃✩✛✍✌➇❹ ➍ ❷✩⑩✈❽①→✩➙✆⑨✣❺➀⑨①➉⑤➑➔❽ ➍ ➣✦❷✈➑✪❷✈➑➔➙❾⑨①⑩✈❷✈➑➓➣➛❷✄⑩✈❽ ➍ ➦✛❽①❺❸→ ⑨✣❶❸➉⑤❽ ➍ ➑✓❷✼✍✦➙❾➈⑤❽q❺❸➯✈➑✱➙✆⑨q❺✓➈⑤❷✈➑✓➣➛➉✷➐r➯♣❺❸❷ ➍ ❶❸➑✱⑨q➈ ↕ ❽☎✄
❺❸➉✷❶❸❼❾→✩❷✈➑❻➉ ➍ ⑩✈➈⑤❹✆⑨ ➍ ❶➎➣➛❷♣➑❻⑩✈➈❣⑨①➑➔➑➔❷✈➑✐❺❸❷✈➑➒❶➔❺❸❷✈➉ ➍ ❶❸❷✈➑✐➣➛❷➃➙➛➑➔❷✈❹✆➣✦❽☎✄ ➍ ❽✟❷✈❹❾➣➛➑✈➄
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G ψ ψ

✂☎✄✝✆✟✞✡✠☛✞✌☞✎✍✑✏✓✒✌✔✎✒✌✕✗✖✎✘✙✕✚✒✌✘✜✛✣✢✥✤✦✢✥✧★✕✑✩✙✔✪✤✬✫✮✭✰✯✓✱✰✒✲✧✴✳✶✵✲✷★✸✪✹✪✺✼✻✰✩✙✔✪✤✗✽✗✒✌✤✬✾✜✧❀✿✌✔❁✕❂✽✗✤✦❃✙❄❅✽✦❃✼✤✗✧❇❆❉❈❊✾●❋ ❃✼✘❍✯✰✫✮✭❇✽■✾✜✧❀✩✼❏✼✢✴✘☛❑▲✿▼✔✪✿▼✔✪✿✌✒✌✘✼✧
✾✜✧◆✿✌✧✥❖☛❃✼✤✦✧❍✾✜✢P✽✦✧✥✤✦◗❘✒✌✘✼✢✴✧❘✩❙✔✪✤✶✤❚✔❯❑✎✖✎✘❙✕❲❱❳✵ ❨❉❨❩✺❭❬❫❪❲✘❴✤✦✧✥◗❍✔✪✤❚❵▲❃✼✧✥✤❚✔❫❵▲❃✼✧◆◗◆❛✥◗◆✧❍✿▼✔❜✤✦✧✴✕❂✽✗✤✦✒▼❄❅✽✗✒✌✖✎✘❝✾✜✧❍❄P✧✥✽❂✽✦✧
✕❂✽✗✤✦❃✙❄❅✽✦❃✼✤✦✧◆✔✎❃✜❞❡✿✌✒▼✔✪✒▼✕❂✖❉✘✙✕✶❄✥✔✎✘✼✖✎✘✼✒▼❵▲❃✼✧✴✕❣❢❝✔❩✽❚✕❂✖❉✘✐❤❥✤✗✒▼❄❚❦❙❧★❢❝✔❩✽✦✕✗✖✎✘✼♠❂❤❥✤✦✒✌❄❚❦♥❤❥✒▼✕♣♦q✯❲✤✦❄✴✕✶✘✼✖✎✒✌✤❚✕✦r❁✘●❋ ✧✴✕❂✽s✩✙✔❉✕
✾✜✧★✕✗✕✗✒✌✘✙✔✪t✼✿✌✧✶✾✼✔✪✘❙✕❀❃✼✘✉✾✜✧✥◗◆✒✲♠✈✩✼✿▼✔✪✘✓❬

✇✰①❯②✑①❯③●④●⑤▲③✙⑥✪⑦✡⑧✣①❩⑨❲⑨P⑥❅⑩❅❶●❷❯⑥❅❶❸⑩P①❩⑨✰⑤▲❹❺③●⑨❅❹✓❻☛❼❸⑥P①❯③❙❶●①❩⑨✰⑨✥❻☛③✙⑥❲⑩✥⑤▲⑩P①❯❽❾①❯③❙⑥◆❿❭⑨P❹❺③●❻☛③❍➀❅⑤▲❽♥⑤▲❹✣⑨❯➁➂④❸①❩⑨P⑨❅❹❺③✓⑤▲❼❸⑧✣①❩⑨✰⑨❅❶❸⑩✮❶❸③
④❸①❯❽✉❹▼➃➄②❸⑧q⑤▲③■⑦❥❷❩❻☛❽✉❽❾①❾⑧➄➅ ❹❺⑧❺⑧❺❶●⑨❅⑥❅⑩P①➆⑧✣①➆⑨P❷P➇●➈❯❽♥⑤➊➉❩⑤▲②❸⑧q⑤▲③❸❹❂➉➆④❸①➆⑧q⑤❴⑨❅⑥❅⑩❅❶●❷❯⑥❅❶❸⑩P①✉④✬➅ ❶❸③➊➋❘➌➎➍❳⑥❍④❸➈❯⑥P①❯⑩❅❽✉❹❺③●➈❩①✉②✓⑤▲⑩
⑩✥⑤❩➏✼❻☛③●⑨❲➐➒➑➔➓✜➓❉→●②❸⑩P➈❩⑨P①❯③❙⑥P➈✶④●⑤▲③●⑨❇⑧q⑤❳➣●↔✜❶❸⑩P①s➓✟↕❺➙✜↕❀➛◆①✰③●❻☛❽❜❼❸⑩P①❯❶✟➜♥⑤▲❶❸⑥❅⑩P①❩⑨✮①★➜✟①❯❽✉②❸⑧✣①❩⑨✮②☎①❯❶❸➝✼①❯③❙⑥❲➞❯⑥❅⑩P①❣⑥❅⑩P❻☛❶❸➝✼➈❩⑨
④●⑤▲③●⑨◆⑧q⑤❡➍❳➛◆➟ ➑ ➙✪➠ → ④❸❻☛③❙⑥❍⑧q⑤♥⑨❅⑥❅⑩❅❶●❷❯⑥❅❶❸⑩P①✜⑦■❽❾➞❯❽❾①❜⑩P①❩⑨P⑥❅⑩P①❯❹❺③✙⑥P①❾⑤▲❶✟➜✁⑧❺❹q⑤▲❹✣⑨P❻☛③●⑨❍❷✪⑤▲③●❻☛③❸❹✣➡❙❶●①❩⑨◆➢➤✇✶➥✎➢➤✇➦✇❲❹✣⑨
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↕
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✼☛✡

V = [1, n]
✿❄✖
A ⊆ {(i, j) ∈ [1, n]2|i < j} ✕

✷
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S = (V,A)

⑨▼P✿❲✖❅◗❇❑❇◆❅✳❅✬❂❚❏⑤❍❑❯❱❣◗❇❑P❱❅✳❄❱❉✔❯❱❂
S ′ = (V,A′)

❂✣❂❚❍
A ⊆ A′ ♦➏⑤❯✁❫✬❣◗❀❚❍❑❏⑤❉✔❇◆✾❁❀❃❂
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✔ ✖ ✵✌✔✹✖ ✸r✼✷✔☎✔✮✗✣✿

S = (V,A)
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S ′ = (V,A′)
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✕ ✕✗✖✑✔➌✺ ✒ ☞●✍✗✽➒✼✌✔ ✂
S′ ⊆ S

✘ ✕ ❃ ✒ ✵✷✔✹✵✌✳✗✽✡✖✘✗ ✂

∀(i, j) 6= (i′, j′) ∈ A′, (i 6= i′) ∧ (j 6= j′) ∧



[i, j] ∩ [i′, j′] =







∅✼✌☞
[i, j]✼✌☞
[i′, j′]





✙ ✕✛✚ ✏❂✖➒✽ ✔ ✵ ✒t✽✡✖✘✗ ✂ ∀A′′ ⊆ A ✖➀✿ ✒ ✖❄☞ ✿
(V,A′′)
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⑨♠⑩❥❶▼❷❉❸✪❹❋❺❼❻❾❽❨❿➁➀
➂ ③❦➃❭②

S = (V,A)
①❋⑤✤⑦❆✉✙②❭➄✙①❨r✟②❭①❋➄❱⑦✑➅▼➆✙⑤❂➆✙➄❴t✓➇✴⑦✖➈➉t❦➇✴③❦➄◆✉♥➇✴⑦❆⑤❉③❦⑥⑧➊✙➄❱⑦

θ[i,j] ➋❲➌ t❦➄✜r✙✉❆r◆③❦⑥✯➍❉➄✖➃❏✉ ➋ t❦⑤➎✉➏➇✴t➏➍❉➇➐①✝✉➅❦➄✜t❦⑤ ➋ ⑦➑✉✟③❦①▼✉✙➒④✉✎②❭➄✖①➎r✟②❭①❋➄✜⑦ S′ ⊆ S ➍❉➇✴t❦⑤❉t❦➃❖➄✜⑦✙➈➓➄✜⑦✖✉✎②❭➄✜⑦✎➃❏⑤❛②❞⑦➔t✓①❦→❆➊✜t✈✉✆⑦✖✉➣⑦✎②↔t❦➄❴r✎✉➑r◆③❦⑥✯➍❉➄✖➃❏✉ ➋ t❦⑤➎✉✱➇ ➌ ➃❖⑤❛②❞⑦✙➄✙↕✪t❦➇❖➇✍⑦
[i, j]

➈↔③✝➊❱➆✙➃❭②↔➙⑧➇✴t✑➄❱➆✜r✎①❋➄✖➄❱⑦✙⑤❉r✖⑦➔✉✙①✝➃❖↕✪t❦⑤❛②❞⑦➔➛
θ∅ = 0

θ[i,j] = max

{

θ[i+1,j] (a)

θ[i+1,k−1] + θ[k+1,j] + 1, ∀(i, k) ∈ A, k ≤ j (bk)③❦➜
(i > j)⇒ ([i, j] ⇔ ∅)

➍❨③✓①✝➄➝➇✄t✑✉✖➃❖⑥✯➍❉➇❯➃❘r✎➃❭②❞➆ ➋ ⑦✖✉➑⑤❉③✓②④t✓②❭➃❘③❦⑤➎✉✆➞➟♦➠➢➡❛➤❂➥❥➡➧➦✯✮❞✩✬✮✠❁✹✲✾✦▼✣✾●✸✤✁❁✺✜☛✲➩➨✳⑨◗✲④❈✁✣✥✵✥✵✭✜❲❈✯✶✼✻❄✣✾✶ ✷✺✶❍❈
θ(i′,j′)

❈✯✜☛✲✽✤✠●❍✜☛✮✁✮✯✶❍●✸✤✯✶✸❃✎✶✸✲❄✤ ●❊✩✬✷✺●✸✣✥✷✺❴❍❈⑤✵✄✩✬✮❆✷❘✩
✮✯❴❍●✸✣✥✮✁✮✯✶✸✲✾●❍✶P✵✭✜☛✣✥✮❱✤✯✜☛✣✥✤

[i′, j′] ⊂ [i, j]
❩

➫➔➭➎➯ ❻s➀✔➲ ✶◗✲✾✜☛❃✌✫✥✮✯✶❯❃✛✩♣♦▼❁✹❃✛✩✬✷❑✦★✧✪✩✬✮✯●◗●❍✜☛❃❢✵✥✮✁❁✺❈➔✦✾✩✬✲✾❈✱✣✥✲✓❁✹✲✽✤✯✶✸✮✁❉❲✩✬✷✹✷✺✶❇❉✉❁✺✦✥✶❯✦✥✶❱✷❘✩P❈✯✤✁✮✁✣✾●✸✤✁✣✥✮✯✶❇❁✹✲✥❁✹✤✁❁❘✩✬✷✺✶❯✶❍❈✁✤
0
❩
➳ ➭➎➯✇➵ ❶✝➸❥❶▼❸ ➭✼➺ ➀ r❣➻☛✲✾❈✁❁✍➼✥❴✸✮❱➻☛✲✾❈❯✷✗➽❢✫❛➽☛❈✯✶

i
➼✼➽✬✲✾❈◗✷✗➽✎❈✜➾✁✮✜➚✾●✎➾✜➚✥✮✯✶➣➻☛✵➎➾✁❁✹❃⑧➽✬✷✺✶

(V,AMax)
✰
AMax ⊆ A

✰✄❁✹✷
❈✯✶✱➼✥❴✸❀▼➽✬❀✞✶➝➼✥✶✎➚▼♦❆●✆➽☛❈➑➨

❋➶➪❋➻☛❁✴➾
i
✶❍❈✜➾➔✲✼➻☛✲▼❋✛➽✬✵✥✵❛➽✬✮✁❁✺❴❍✶❲✰❛➽✬✷✍➻☛✮✯❈➞❈✴✶✎➚✥✷✺❈➔✷✺✶❍❈↔➽✬✵✥✵❛➽✬✮✁❁✺✶✸❃✎✶✸✲✝➾✯❈♦➼✥✶

[i+ 1, j]
●✟➻☛✲✝➾✁✮✁❁✹✫➎➚✾✶✸✲▼➾✯✬

AMax0
✰

✶✎➾✢➼➎➻☛✲✾●
θ(i,j) = θ(i+1,j)

✰➎➼➎➻☛✲✝➾❇✷✺✶❡●✆➽✬✷✺●✎➚✥✷➦✵❛➽✬✮❱✷✗➽❙✮✯❴❍●✎➚✥✮✁✮✯✶✸✲✾●❍✶❏✶❍❈✜➾❱❈✜➚✥✵✥✵❂➻❲❈✯❴❡●✟➻☛✮✁✮✯✶❍●✎➾❊❩
❋➶➪❋➻☛❁✴➾

i
✶❍❈✜➾➣➽✬✵✥✵❛➽✬✮✁❁✺❴❍✶❆✬➹➚✥✲✾✶✛✫❛➽☛❈✯✶

k
✰❛●❍✶✑✻▼➚✥❁➑❈✜➚✥✵✥✵❂➻❲❈✯✶✛✻✝➚✾✶

(i, k) ∈ A
❩③r❣➻☛❃❢❃✎✶

(V,AMax)✶❍❈✜➾❱✵✥✷✗➽✬✲❛➽✬❁✹✮✯✶❲✰
AMax

✲✾✶P✵✭✶✎➚➎➾❱✵❛➽☛❈❯●✟➻☛✲▼➾✯✶✸✲✥❁✹✮✭➼➢➘✸➽✬✮✯●
(l,m)

✰
l ∈]i, k[

✶✎➾
m ∈]k, j]

❩ ➲ ✶❍❈✭➽✈➚➎➾✁✮✯✶❍❈
➽✬✮✯●❍❈✱➼✥✶

AMax
❈❱➻☛✲✝➾➑➼➎➻☛✲✾●❢●✸❁✹✮✯●✟➻☛✲✾❈✯●✸✮✁❁✴➾✯❈♠✬

]i, k[
❣❤✮✯✶❍❈✯✵➦❩

]k, j]
❧✗✶✎➾✱➻☛✲✝➾➑➼✥❴➁▲✜✬✓❴✎➾✯❴❢●✟➻☛✮✁✮✯✶❍●✎➾✯✶✸❃✎✶✸✲▼➾

●✆➽✬✷✺●✎➚✥✷✺❴❍✶❍❈➞✵❛➽✬✮
θ(i+1,k−1)

❣❤✮✯✶❍❈✯✵➦❩
θ(k+1,j)

❧♠❩➓➴➃✷❑❈❱➚❨➷✑➾♦➽✬✷✍➻☛✮✯❈❄➼➢➘✸➽♣▲❴➻❦➚➎➾✯✶✸✮
1
❣❭➻❦➚➶➚✥✲✾✶❡●✟➻☛✲▼➾✁✮✁❁✹✫➎➚➎➾✁❁✍➻☛✲

✬②✷④➘s❴✸✲✾✶✸✮✁❀❲❁✺✶❼➼✥✶ ✷✗➽✳❈✜➾✁✮✜➚✾●✎➾✜➚✥✮✯✶❬❧➶✬ ✷✗➽✳❈❱➻☛❃❢❃✎✶❼➼✥✶ ●❍✶❍❈➹➼✥✶✎➚▼♦④✲✼➻☛❃✌✫✥✮✯✶❍❈❳✵✤➻❦➚✥✮✠❈✖➽✬✲✾●✎➾✁❁✍➻☛✲✥✲✾✶✸✮❳✷✗➽
●✟➻☛✲▼➾✁✮✁❁✹✫➎➚➎➾✁❁✍➻☛✲➬➼✥✶P✷④➘✸➽✬✵✥✵❛➽✬✮✁❁✺✶✸❃✎✶✸✲▼➾

(i, k)
✬❙✷✗➽❨❈✜➾✁✮✜➚✾●✎➾✜➚✥✮✯✶♠➻☛✵➎➾✁❁✹❃⑧➽✬✷✺✶❲❩



❻❲❺✁�✁�✄✂✆☎✝✂✟✞➁❷✄✠✡✂☞☛❘❷✍✌✎☎✑✏✓✒✔�✄✂✕✠✖☛✗✞✙✘✓✚✖☛✛✘✆✞✜✒✢✏✤✣ ✥✧✦✧★ ✩✪✩✄✂

⑨◗✲⑥✵❑✶✎➚➎➾➶➼➎➻☛✲✾● ●✆➽✬✷✺●✎➚✥✷✺✶✸✮⑤✷✺✶❍❈
θ[i,j]

✬❵✵❛➽✬✮✜➾✁❁✹✮➶➼✥✶❍❈❆❉❦➽✬✷✺✶✎➚✥✮✯❈➶➼✥✶❍❈
θ[i′,j′]

✰
[i′, j′] ⊂ [i, j]

❀❲✮✆☎☛●❍✶ ✬❵✷✗➽
✝ ❴❍●✎➚ ✝✞✝ ✶✠✟✾●❍✶✌✶♠♦▼❂✥❁☛✡✭❴❍✶❲❩

�☞✌✟✾✶✱◆❘➻☛❁✺❈❛✷✺✶❍❈
θ[i,j]

●✆➽✬✷✺●✎➚✥✷✺❴❍❈✎✍☞➻✏✟✒✑✔✓✎➚➎➾ ✝ ✓❍●✟➻✏✟✾❈✜➾ ✝ ➚✥❁ ✝ ✓ ✝ ❴❍●✎➚ ✝ ❈✁❁✹❉✕✓✸❃✖✓✠✟▼➾✘✗✗➽◗❈❱➾ ✝ ➚✾●✎➾✜➚ ✝ ✓➑❈✆✓❍●✟➻✏✟✼➼✼➽✚✙ ✝ ✓✜✛❱➻✏✗✴➚➎➾✞✙✍➻✏✟✓✠✟ ✝ ✓✠✑❛➽ ✝ ➾◆➽✚✟✝➾❣➼✢✓ [1, n]
✍✣✑➎➚✢✙✤✛✥✓✠✟⑧➾✦✓✄✛✜➾◆➽✚✟▼➾❄✬★✧✦✩❛➽✏✪✝➚✫✓✭✬✎➾◆➽✚✑✮✓✯✗✤✓✄✪▼➚✫✓✠✗❛➼✢✓✄✛✔➾✦✓ ✝✞✰ ✓✄✛ (a)

➻❦➚
(bk)

✗④➘✱✓ ✰ ✑❂➻ ✝ ➾✦✓➼✼➽✚✟✫✛✲✗✤✓
max

➼✢✓✖✗✗➽ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✫✧✄✓✴✳✼⑨✌✟✵✧✆✩✼➻✏✙✤✛✞✙✴➾➣➽✚✗✍➻ ✝ ✛➣➼➢➘✸➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ✙✤✓ ✝ ➻❦➚✶✟✼➻✏✟✶✗✗➽✷✑ ✝ ✓ ✰ ✙✺① ✝ ✓✸✡❛➽✏✛✆✓✴✍✹✓✎➾➣➻✏✟
✝ ✓✠✗✗➽✚✟✫✧✄✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓ ✰ ✓✠✟▼➾★✗✤✓ ✰ ✬✄✧✆➽✚✟✢✙✤✛ ✰ ✓➣➼✢✓ ✝ ✓✄✧✟➻✏✟✫✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟✻✛✜➚ ✝ ✗✤✓➣➻❦➚✼✗✤✓✄✛✌✙☛✟▼➾✦✓ ✝ ✺✓➽✚✗☛✗✤✓✄✛➑➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ➽✚✙✤✛✦✛◆➽✚✟✝➾➼✼➽✚✟✫✛✽✗✤✓✭➾✦✓ ✝✞✰ ✓✾✧✦✩✼➻✏✙✤✛✞✙✴➾✎✳✔➴✿✗❀✓✠✟ ✝ ✬✄✛✜➚✢✗✴➾✦✓❁✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✾✛✜➚✢✙☛✺✓➽✚✟▼➾♠➨
❃ ➺❅❄ ❷❛❸✏❆❅❇✺⑩❥❺❾❻ ❈ ❉ ✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓ ❊ ❉✯❋✌●✿❉✌❍ r❄➪ ● ✰ ❉❏■ q ❍ ❊ ❉✭❑ ➨ ❉ ➼✼➽✚✑➎➾◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓ ❑ ➚✫✛✦✛✞✙ ●
✟✼➻✎✺✫▲✪✰❾➽✈➾✦✓ ✝✞✰ ➽✚✟
▼❖◆◗P ❸✈❷❙❘☞❶❯❚❲❱❲❸✈❻✁❳✜❆ ➺❭➺❩❨ ➭ ❇✆❸✏❆❅❬✘❭

θ ❪ n ❪ A ❫ ➀❴✄◆
θ∅← 0❵✎◆◗❛ ❷❜❱❥❸❝❇✆❷✮❱❀❇

m ∈ [0, n − 1] ❞ ➭ ❆❖❸✈❻❡ ◆ ❛ ❷❜❱❥❸✖❇✆❷✮❱❀❇
i ∈ [1, n −m] ❞ ➭ ❆❖❸✪❻❢✄◆

j ← i+m❣✎◆
θ[i,j] ← θ[i+1,j]❤✄◆ ❛ ❷✮❱❲❸❝❇✆❷✮❱❀❇

(i, α) ∈ A, α ≤ j ❞ ➭ ❆❖❸✈❻✐✎◆
θ[i,j] ← max(1 + θ[i+1,α−1] + θ[α+1,j], θ[i,j])❥✎◆ ❦ ➸ ❛ ❷✮❱❲❸

▼✞❧✎◆ ❦ ➸ ❛ ❷✮❱❲❸
▼♠▼❖◆◗❦ ➸ ❛ ❷✮❱❲❸
▼✦❴✄◆
▼✞❵✎◆ ❳➢❷❉➸✹❘✴❇♥❆❖❷❉➸ ⑨✔❸ ➭ ❘☞❻✣♦ ➭ ❘✚♣q❭

θ ❪ i ❪ j ❪ n ❫ ➀▼ ❡ ◆ ➯ ❆
i ≥ j ➭✼➺ ❷❉❸ ➯▼✦❢✄◆ ❸✪❻❯❇♥❱❲❸❦➸

∅▼✞❣✎◆◗❦ ➸ ➯ ❆
▼✦❤✄◆ ➯ ❆

θ[i,j] = θ[i+1,j]
➭✼➺ ❷❛❸ ➯

▼✞✐✎◆ ❸✪❻❯❇♥❱❲❸❦➸✵■ ✝ ➽✏✧✄✓✠✡❛➽✏✧✦r❙s θ ✍ i + 1
✍
j
✍
n t▼✞❥✎◆◗❦ ➸ ➯ ❆

❴❖❧✎◆✜❛ ❷❜❱❥❸❝❇✆❷✮❱❀❇
(i, α) ∈ A, α ≤ j ❞ ➭ ❆❖❸✈❻❴✎▼❖◆ ➯ ❆

θ[i,j] = 1 + θ[i+1,α−1] + θ[α+1,j]
➭✼➺ ❷❛❸ ➯

❴♠❴✄◆ ❸✈❻✕❇♥❱❥❸✈➸ {(i, α)} ∪ ■ ✝ ➽✏✧✄✓✠✡❛➽✏✧✦r (θ, i+ 1, α− 1, n) ∪ ■ ✝ ➽✏✧✄✓✠✡❛➽✏✧✆r (θ, α+ 1, j, n)❴❖❵✎◆ ❦ ➸ ➯ ❆
❴ ❡ ◆◗❦ ➸ ❛ ❷✮❱❲❸

✉ ➚❛➽✚✟✼➼✈✗✤✓✇✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓➹➼✢✓✇✟✼➻①✓✎➚✼➼
n
✓✄✛✜➾✒✛✜➚✢✑✮✬ ✝ ✙✤✓✎➚ ✝ ➽✈➚✈✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓➶➼➢➘✸➽ ✝ ✧ m ✍❬➻✏✟✈✑❂➻❦➚ ✝✞✝ ➽②✍➓➼✼➽✚✟✫✛➔➚✢✟✫✓➾ ✝ ➽✄✺✕✓ ✝ ✛✆✬✄✓q✑ ✝ ✬✠✗☛✙ ✰ ✙☛✟❛➽✚✙ ✝ ✓❣➼✢✓❲✗④➘ ✙☛✟✫✛✜➾◆➽✚✟✫✧✄✓✘✓✠✟➑➾✦✓ ✰ ✑✫✛ O(n)

✍✚✛✦✬✠✗✤✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓ ✝ ✗✤✓✄✛❀✟✼➻✣✓✎➚✼➼✢✛③s④✓✠✟❁✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ O(m) t✑❂➻ ✝ ➾✦✓✎➚ ✝ ✛♦➼➢➘✸➽✈➚ ✰ ➻✏✙☛✟✫✛❄➚✢✟s➽ ✝ ✧✴✍✫✓✎➾✽✓♠⑤②✬✄✧✎➚➎➾✦✓ ✝ ✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✲✛✜➚ ✝ ✧✄✓✎➾✜➾✦✓❁✟✼➻❦➚✢✺✕✓✠✗☛✗✤✓★✙☛✟✫✛✜➾◆➽✚✟✫✧✄✓✴✳
⑥✣⑦⑨⑧✣⑦❶⑩ ❷✘❸✎❹✾❺✮❻④❼✞❽①❾➀❿➂➁❁❼♥❿✹❺✮➃✠❸✣➄✚❻④➅✦❹➆❼✭➇➉➈✯➊★➋④➌➎➍✭➏➑➐q➒q➐q➍✭➏✽➈✭➍✒➓❲➋➀➔①➐✭➓

➐✽❿✞→①➣✢❼❁➣✢❼✯❻❅↔✸↕✄❸✎❹✾❺✮❻④❼✞❽②❾➀❿➂➁
⑨✌✟ ✝ ➽✚✑✢✑✮✓✠✗☛✗✤✓③✪▼➚✫✓✘✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓↔➼✢✓ ❑ ➚✫✛✦✛✞✙☛✟✼➻✎✺✔✍✓✬✜✗④➘❀➻ ✝ ✙☛❂✴✙☛✟✫✓❣➼✢✓✘✧✄✓✎➾❬➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✴✍✴✓✄✛✜➾✹✓✠✟ O(n3)

✳❞r③✓✠✑✔✓✠✟ ●
➼✼➽✚✟▼➾✎✍❲➼✼➽✚✟✫✛➑✗④➘✸➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟❾➼✢✓➙✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✒✙☛✟✢✙✴➾✞✙✗➽✚✗✧✬➏➼✢✓✄✛➑✙☛✟✫✛❱➾◆➽✚✟✫✧✄✓✄✛✱➼❨➚➉✑ ✝ ➻✏✡✢✗✺① ✰ ✓➉➼❨➚ ✝ ✓✠✑✢✗☛✙✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾✎✍



❻❲❺✁�✁�✄✂✆☎✝✂✟✞➁❷✄✠✡✂☞☛❘❷✍✌✎☎✑✏✓✒✔�✄✂✕✠✖☛✗✞✙✘✓✚✖☛✛✘✆✞✜✒✢✏✤✣ ✥✧✦✧★ ✩✪✩✁�

✧✦✩❛➽✏✧✎➚✢✟✫✓➶➼✢✓✄✛✒✡❛➽✏✛✆✓✄✛➙✬✎➾◆➽✚✙✴➾❝✛✜➚✫✛✆✧✄✓✠✑➎➾✞✙☛✡✢✗✤✓♥➼✢✓✄✂❘➻ ✝✞✰ ✓ ✝ ➼✢✓✄✛✒✗☛✙✗➽✚✙✤✛◆➻✏✟✫✛➔➽✎✺✕✓✄✧➶➼✢✓✸✗④➘❀➻ ✝ ➼ ✝ ✓➶➼✢✓ O(n)
➽✈➚➎➾ ✝ ✓✄✛✡❛➽✏✛✦✓✄✛✎✍❲✧✄✓✇✪▼➚✢✙✥✑ ✝ ➻✎✺☞➻①✪▼➚❛➽✚✙✴➾➙✗④➘✸➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ➼➢➘ ➚✢✟ ✛✜➚ ✝ ✧✟➻✆☎➎➾✲✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✸✗✍➻ ✝ ✛➣➼✢✓✇✗④➘✱✓♠⑤②✬✄✧✎➚➎➾✞✙✍➻✏✟➁➼✢✓✄✛✾✗☛✙☛❂✴✟✫✓✄✛ ✹

✬ ✈ ✳✞✝✱➽✚✟✫✛✒✟✼➻❦➾ ✝ ✓✷✧✆➽✏✛✎✍✧➻✏✟ ✑✔✓✎➚➎➾ ✝ ➽✪➷✖✟✫✓ ✝ ✧✄✓ ✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✯✓✠✟✈✑ ✝ ➽✈➾✞✙✤✪✝➚❛➽✚✟▼➾⑧➚✢✟✫✓➹➽✚✟❛➽✚✗✠✟②✛✦✓❼t❦⑥✑③❦➄✎②❭➃④⑦➶➼✢✓➆✗✗➽
✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✴✳
⑨♠⑩❥❶▼❷❉❸✪❹❋❺❼❻❾❽①❈ ➀
✡✁t❆r❱③✓⑥♦➍✤➇✴⑦✜→✓➃❖②❞➆ ➋ ⑦➝➇ ➌ t❦➇❀➅☞③❦➄✙➃❖②☞☛▼⑥⑧⑦✍✌✏✎✒✑✱➒✓✎✕✔✗✖ ➂ ➒✙✘✕✎✛✚✢✜✣✔✕✌✏✎✒✤ ⑦✖✉✎②❄⑦✎⑤ O(min(m,n)m)

➈❄t❦↕✈⑦✜r
n
➇✄t

➇✴③❦⑤✝➅❦①✼⑦✙①❋➄ ➋ ⑦♠➇✴t✑✉✆➆✦✥✎①✼⑦✙⑤❉r◆⑦ ➋❲➌ ✎✕✔✧✤ r❱③❦⑤➎✉✙➃ ➋ ➆✙➄✜➆◆⑦✑⑦✎② m = |A| ➇✍⑦➑⑤❉③❦⑥⑧➊✙➄❱⑦ ➋❲➌ t✙➍☞➍❨t❦➄✙➃❘⑦✎⑥✑⑦✎⑤❛②❖✉✟➞
➟♦➠➢➡❛➤❂➥❥➡➧➦✯➴➎✟▼➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛❱➻✏✟✫✛ ● ✟✼➻❦➚✫✛↔➽✈➚✇✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✭➼✢✓✽✗✗➽✾✧✟➻ ✰ ✑❛➽ ✝ ➽✚✙✤✛❱➻✏✟✫✛❄➼✢✓✽✗✗➽❁✗☛✙☛❂✴✟✫✓✩★♠➼✢✓✽✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✴✳q☞✌✟➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ✙✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾ (αi, βi)

✓✄✛✜➾✯✓♠⑤❨➾ ✝ ➽✚✙✴➾♦➼✢✓ A s❩✗☛✙☛❂✴✟✫✓ ✹ t ✬❝✧✦✩❛➽✏✪✝➚✫✓✍✂❘➻✏✙✤✛✽✪✝➚✁➘ ➚✢✟✁✙☛✟✝➾✦✓ ✝ ✺❦➽✚✗☛✗✤✓ [αi, βi + k]
✓✄✛❱➾

➻✏✡✫✛✦✓ ✝ ✺✕✬✴✳✩✝✭➻✏✟✫✧✾✗✗➽✖✗☛✙☛❂✴✟✫✓✗★✇✓✄✛✜➾✌✓♠⑤✢✬✄✧✎➚➎➾✦✬✄✓ n − βi + 1
✂❘➻✏✙✤✛✌✑✤➻❦➚ ✝ ✧✦✩❛➽✏✪✝➚✫✓➣➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ✙✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾ (αi, βi)

✳ ➲ ✓
✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ C8(n,A)

➼✢✓➑✑❛➽✏✛✦✛◆➽✚❂✕✓❁✑❛➽ ✝ ✗✗➽✒✗☛✙☛❂✴✟✫✓✪★✒✓✄✛✜➾✢➼➎➻✏✟✫✧➑➼➎➻✏✟✢✟✫✬❁✑❛➽ ✝ ✗✗➽✗✂❘➻ ✝✞✰ ➚✢✗✤✓❁✛✜➚✢✙☛✺✓➽✚✟▼➾✦✓⑧➨

C8(n,A) =
∑

(αi,βi)∈A
n− βi + 1 ≤ (n+ 1)m−m = nm

✝➑✓✼✑✢✗✴➚✫✛✎✍✢➻✏✟ ➼➎➻✏✙✴➾ ✬✠✺✓➽✚✗✴➚✫✓ ✝ ✛✆✬✠✑❛➽ ✝ ✬ ✰ ✓✠✟▼➾ ✗✤✓✼✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ ➼➢➘✱✓♠⑤②✬✄✧✎➚➎➾✞✙✍➻✏✟✫✛➶➼✢✓✼✗✗➽ ✗☛✙☛❂✴✟✫✓ ✹ ➽✙✫✫✟ ➼✢✓✼✛✦✓
✂④➽✚✙ ✝ ✓✱➚✢✟✷✙✍➼✢✬✄✓★✑✢✗✴➚✫✛✽✧✟➻ ✰ ✑✢✗✭✬✎➾✦✓➝➼✢✓★✗✗➽❝✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✴✳✧q❏✟✼✓✯✮✔✓✎➾✎✍✼➻✏✟✁✑✤➻❦➚ ✝✞✝ ➽✚✙✴➾✽✙ ✰ ➽✚❂✴✙☛✟✫✓ ✝ ➼✢✓★✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✎➚✫✛✆✓✄✛✓♠⑤✢✬✄✧✎➚➎➾✞✙✍➻✏✟✫✛♦➼✢✓★✗✗➽➙✗☛✙☛❂✴✟✫✓ ✹ ✑✤➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛✦✪✝➚✫✓✠✗☛✗✤✓✄✛♦➽✈➚✫✧✎➚✢✟✁✧✆➽✚✟✼➼②✙✍➼✼➽✈➾✌✟✁➘✱✓♠⑤①✙✤✛❱➾✦✓ ✝ ➽✚✙✴➾♦➼✼➽✚✟✫✛ A ✳

C7(n) =

n−1
∑

i=0

n− i =
n(n+ 1)

2

➲ ➽ ✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬ ②④③✓②④t❦➇✍⑦➶➼✢✓✇✗✗➽✼✑✢✩❛➽✏✛✦✓❆➼✢✓ ✝ ✓ ✰ ✑✢✗☛✙✤✛✦✛◆➽✚❂✕✓➶➼✢✓ ✗✗➽ ✰ ➽✈➾ ✝ ✙✤✧✄✓➶➼✢✓ ✑ ✝ ➻✏❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼✰✟ ●
✟❛➽ ✰ ✙✤✪✝➚✫✓❝✓✄✛✜➾✕➼➎➻✏✟✫✧❝✓✠✟ O(n2 + nm)

✳ ➲ ➽ ✝ ✓ ✰ ➻✏✟▼➾✦✬✄✓✁s✱✂❘➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟✳✲✵✴✷✶✰✸✆✹✁✺✰✶✷✸✼✻ t ✓✄✛✜➾✭✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✴✳ ✉ ➚❛➽✚✟✼➼
n > m

✍①✙☛✗❜✟✁➘✱✓♠⑤②✙✤✛✜➾✦✓✭✪▼➚✁➘✸➽✈➚➆✑✢✗✴➚✫✛
m
✟✼➻①✓✎➚✼➼✢✛③✑✤➻ ✝ ➾✦✓✎➚ ✝ ✛❄➼➢➘ ➚✢✟➹➽ ✝ ✧✴✳ ➲ ➽✲✑❛➽✏✛✦✛✆✓✯✑ ✝ ✬✠✗☛✙ ✰ ✙☛✟❛➽✚✙ ✝ ✓★✛✦✬✠✗✤✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓➽✈➚✈✑✢✗✴➚✫✛ O(m)

✟✼➻①✓✎➚✼➼✢✛✑➽✄✺✓➽✚✟▼➾✑➼➢➘✱✓♠⑤✢✓✄✧✎➚➎➾✦✓ ✝ ✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✴✳ ➲ ➽➉✧✟➻✏✟✝➾ ✝ ✙☛✡➎➚➎➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓
n
✬✁✗✗➽➉✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤ ●✙✴➾✦✬➆✟✫✓ ✑✮✓✎➚➎➾➉➼➎➻✏✟✫✧ ✑❛➽✏✛➉➼✢✬✠✑❛➽✏✛✦✛✦✓ ✝ m ✍➓➼➢➘❀➻✆✽ ✗✗➽➉✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬ ✓✠✟ O(min(m,n)2 + min(m,n)m) ≡

O(min(m,n)m)
➽✚✟✢✟✼➻✏✟✫✧✄✬✄✓✴✳

�

⑥✣⑦⑨⑧✣⑦✿✾ ➇✼➈✌➊★➋④➌➎➍✭➏➑➐q➒q➐q➍✭➏✽➈✭➍✒➓❲➋➀➔①➐✌➓✶❺❏❸❯→✏➃✜❻④❼❁❀❃❂✕➃❖↔✠❺❅❄✔❼❁❀★↕✦❾☛➃✠↕♥→✏❻❅↔ ❾☛➃✠❼❁❀
❆ ➻ ✰❝✰ ✓✢➻✏✟❝✗④➘✸➽✭✺❋➚❀✍✴✗✤✓◗✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓✢✮ ➲ ❉✌❑✭❉✌❍✽● ❊ ❉✌❋✌●✿❉✌❍ ❆ ➪✾✙☛✟✫✧✠✗✴➚➎➾❏✗✤✓◗✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓✢➼❨➚ ✝ ✓✠✑✢✗☛✙✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾❣➼✼➽✚✟✫✛✗✤✓ ✰ ➻✝➼✷✬✠✗✤✓✔➼✢✓ ❑ ➚✫✛✦✛✞✙☛✟✼➻♥✺✮✳❥➴✿✗①✓✄✛✜➾ ➽✈➚✫✛✦✛✦✙ ✝ ✓✠✗☛✙✤✬③✬✎➾ ✝ ➻✏✙✴➾✦✓ ✰ ✓✠✟▼➾➓➽✈➚✲✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓❣➼❨➚✒❊ ❉✌❋✯● ➴ ❑ ✝✕q✧✮➓q ❑ ✝ ❉✌❑✭■③●➪❋q ■ s④❊s➴✜➪ t ✑✤➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛✽❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✓✄✛✯✧✠✙ ✝ ✧✎➚✢✗✗➽✚✙ ✝ ✓✄✛✎✳
❇ ❶ ❦ ➸ ❆ ❇♥❆❖❷✤➸ ❿✷❈ ❭ ❨ ❃✄❉❋❊❁●■❍ ❇❑❏ P ❏ ❍ ❇ ❃✄❍ ⑨ ❊▼▲ ❏ ⑨ ❫ ➀✜↔②④t❦⑤❉② ➋ ③✓⑤✼⑤✤➆❱⑦ G = (V,A)

①✝⑤➶➅❦➄✜t✖➍◆☛❨⑦✖➈❣➄✜⑦✎⑤✼↕✪③✆❖▼⑦✙➄
V ′ ⊂ V ➈✧②❞⑦✎➇P✥✎①✼⑦

∀a, b ∈ V ′, (a, b) /∈ A.
✝✱➽✚✟✫✛❁✗✤✓✖✧✆➽✏✛✾❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✚✗➀✍✹✧✄✓✖✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓✸✓✄✛✜➾ ❑ ✮ ● ❆ ➻ ✰ ✑✢✗✤✓✎➾✎✳ ❆ ✓✠✑✮✓✠✟✼➼✼➽✚✟✝➾✎✍❬➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✪▼➚✫✬♥✬❆➼✢✓✄✛✛✂④➽ ✰ ✙☛✗☛✗✤✓✄✛♠➼✢✓❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✓✄✛ ✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟▼➾◆➽✚✟✝➾ ➼✢✓✄✛✹✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✄✛❬➽❦➼➎➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗☛✗✤✓✄✛✎✍✏✙☛✗✣✓✄✛❱➾❀✑❛➽ ✝ ✂❭➻✏✙✤✛ ✝ ✬✄✛❱➻✏✗✴➚✢✡✢✗✤✓✥✓✠✟♠➾✦✓ ✰ ✑✫✛✹✑✤➻✏✗✠✟①✟✼➻ ✰ ✙✗➽✚✗➀✳
❆ ➘✱✓✄✛✜➾✽✗✤✓★✧✆➽✏✛✽✑✤➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛✽❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✓✄✛✯✧✠✙ ✝ ✧✎➚✢✗✗➽✚✙ ✝ ✓✄✛♠➨
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➓❤➥ ➅➈➊✽➆➃➅✴➟❇➧✽➓➎➅➞➋❲➅♠➆➇➊✞➉☛➅✴➂✽➋✽➆

{1, 6, 7}

❇ ❶ ❦ ➸ ❆ ❇♥❆❖❷✤➸ ❿✍✌ ❭ ➵ ❸ ➭ ❛ ⑩❥❻✷❘❯❆❖❸✚❘❯❱ ➺❏➭ ❆❖❸✈❻ ❫ ➀✎❲⑤ ➅❦➄✜t✖➍◆☛❨⑦ r✟➃❏➄✜r✎①❋➇✄t❦➃❖➄❱⑦❼⑦✖✉✙②➝①❋⑤➁➅❦➄✜t✖➍◆☛➎⑦➬➃✗✉✟③❦⑥✑③❦➄④➍ ☛❨⑦✇t✓① ➅❦➄✜t✖➍◆☛❨⑦ ➋❲➌ ➃❖⑤❛②❞⑦✙➄✖✉✟⑦✜r✟②❭➃❘③❦⑤ ➋❲➌ ①✝⑤ ⑦✙⑤➎✉✆⑦✙⑥⑧➊✙➇✍⑦ ➋ ⑦r❱③❦➄ ➋ ⑦✖✉♠✉✖①❋➄➑①✝⑤ r◆⑦✙➄✜r✎➇✍⑦✆➞
✷

⑨✌✟ ✝ ✓✄✧✟➻✏✟✢✟❛➽✑✏✍➾➔➼✼➽✚✟✫✛❁✗④➘✱✓✠✟✫✛✆✓ ✰ ✡✢✗✤✓♥➼✢✓✖✧✟➻ ✝ ➼✢✓✄✛➝➼✢✓✖✗✗➽ ✫✫❂✓➚ ✝ ✓✄★②✳ ✒➬➚✢✟✫✓✸✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓⑧➾ ✝ ✬✄✛✾✛✞✙ ✰ ✙☛✗✗➽✚✙ ✝ ✓♥✬➆✟✼➻✴✛
➻✏✡✔✓✞✓✎➾✦✛✯➼✢✓✲✑ ✝ ✬✟➼②✙☛✗✤✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟❀✳✯qq✟✼✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✧✎➚✢✗☛✙✤✓ ✝ ✍✮✙☛✗❲✓✄✛✜➾✯✑❂➻✴✛✦✛✞✙☛✡✢✗✤✓➝➼✢✓➑➾ ✝ ➽✚✟✫✛ ✂❘➻ ✝✞✰ ✓ ✝ ➚✢✟✫✓➙✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✲❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✚✗✤✓✓✠✟❆➚✢✟ ✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓✱➼✢✓➑✧✟➻ ✝ ➼✢✓✄✛❄➼➢➘ ➚✢✟✫✓✭➾✦✓✠✗☛✗✤✓✕✂❘➽✖✕✟➻✏✟ ✪✝➚✫✓✭✗✗➽✲✛◆➻✏✗✴➚➎➾✞✙✍➻✏✟➶➽✈➚➆✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓★❊s➴❴➪⑧➼✼➽✚✟✫✛✜✧✄✓✭❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✓✑➎➚✢✙✤✛✦✛✦✓✘✗✎➾ ✝ ✓✑➽❦➼✼➽✚✑➎➾✦✬✄✓✸✓✠✟s➚✢✟✫✓❝✛◆➻✏✗✴➚➎➾✞✙✍➻✏✟✻✑✤➻❦➚ ✝ ✮ ➲ ❉✌❑✭❉✌❍✽● ❊ ❉✌❋✌●✿❉✌❍ ❆ ➪✁✑✤➻❦➚ ✝ ✗④➘ ✙☛✟✫✛❱➾◆➽✚✟✫✧✄✓✑➼➢➘❀➻ ✝ ✙☛❂✴✙☛✟✫✓✴✳✮ ➻❦➚ ✝ ✧✄✓✠✗✗➽②✍①✙☛✗✔✛✜➚❨➷✑➾↔➼✢✓♠➄❱⑦✙⑤ ➋ ➄❱⑦✭➃❖⑤❉r❱③✓⑥♦➍➎t✓②❭➃❘➊✎➇✴⑦✖✉✱➾❱➻❦➚✫✛✥✗✤✓✄✛❄➽ ✝ ✧✄✛↔➽ ✟▼➽✚✟▼➾↔➚✢✟ ✟✼➻✣✓✎➚✼➼ ✓✠✟ ✧✟➻ ✰❝✰ ➚✢✟❀✍✢✧✟➻ ✰❝✰ ✓✗④➘ ✙☛✗☛✗✴➚✫✛✜➾ ✝ ✓★✗✗➽ ✫✫❂✓➚ ✝ ✓✪★②✳✚✙②✳
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❶❑❷❹❸▼❺❄❻❲❺ ✫✬❽✜✛ ➀➁➌❬➊✽➆⑧➜✺➉❬➀➁➟✗➌❊❿➃➍➒➉❬➊✛➋✾➥ ➂✞➊✽➅❯➍➒➊✽➆⑧❿➁➌❬➊✽➄✯➅✗➋❲➅❡➆✿❿➁➀➃➂❄➄✁❿➃➂✽➀➃➅❡➋✥➥ ✢✤✣❝➫ ➅➈➊✑➀➁➅✴➐✞➀➁→➈➆➃➅✴➊✬❿⑦➌❍❿➃➍➒➉❬➊s❊❱❈▼●❱❊◆✐✱❜❱❚❯❊➝P✺❊➣▲❴❳✟■✛P✪❊✜●
➋✥➥ ➂✞➊✟✄❬➀⑦➌❊➐✥✆✞➅➑➄✴➍➎➀⑦➄✯➂✽➓➒➌❬➍➎➀➁➅❬➢

➴➎✗ ✓♠⑤②✙✤✛✜➾✦✓➝➚✢✟✫✓➙✗☛✙✴➾✜➾✦✬ ✝ ➽✈➾✜➚ ✝ ✓ ✝ ✙✤✧✦✩✫✓❝✛✆➘✸➽✈➾✜➾◆➽✏✧✆✩❛➽✚✟▼➾♠✬ ✝ ✬✄✛❱➻❦➚✼➼ ✝ ✓✒✧✄✓✲✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓❝✓✠✟➉✗✗➽✇✑✢✗✴➚✫✛✕✂❘➽✚✙☛✡✢✗✤✓➙✧✟➻ ✰ ●✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬❁✑❂➻✏✗✠✟✣✟✼➻ ✰ ✙✗➽✚✗✤✓✾✑✤➻✴✛✦✛✦✙☛✡✢✗✤✓✴✳✧q❏✟✼✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✧✎➚✢✗☛✙✤✓ ✝ ✍❂➪✝➚✢✑❂➻✧✦✜✙✴➾ ✝ ✬✄✛❱➻❦➚➎➾✌✧✄✓★✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓➣➼✼➽✚✟✫✛ ✲✚★ ✙ ✶ ✑❛➽ ✝ ➚✢✟✫✓➽✚✑✢✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓♠➍❉➄✜③❱➅❦➄✜t❦⑥➔⑥➉t☞②❭➃❭③❦⑤ ➋ ❖❦⑤❉t❦⑥➔➃ ✥✎①➎⑦❝✛✞✙ ✰ ✙☛✗✗➽✚✙ ✝ ✓➣✬✇✧✄✓✠✗☛✗✤✓✲✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟▼➾✦✬✄✓➙✙✤✧✠✙➀✍❂➻✏✡➎➾✦✓✠✟❛➽✚✟▼➾✱➚✢✟ ➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✓✠✟ O(N2)
✍❩➻✆✽

N
✓✄✛✜➾❁✗✤✓✸✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓❆➼✢✓✖✟✼➻①✓✎➚✼➼✢✛➣➼❨➚✶❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✓ ✧✠✙ ✝ ✧✎➚✢✗✗➽✚✙ ✝ ✓✴✳ ❆ ✓✠✑✮✓✠✟✼➼✼➽✚✟✝➾✎✍❏✗✗➽ ✟✫✬✄✧✄✓✄✛✆✛◆➽✚✙ ✝ ✓



❻❲❺✁�✁�✄✂✆☎✝✂✟✞➁❷✄✠✡✂☞☛❘❷✍✌✎☎✑✏✓✒✔�✄✂✕✠✖☛✗✞✙✘✓✚✖☛✛✘✆✞✜✒✢✏✤✣ ✥✧✦✧★ ✩✪✩✁�

➾ ✝ ➽✚✟✫✛ ✂❘➻ ✝✞✰ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➧➼✢✓ ✗④➘ ✙☛✟✫✛✜➾◆➽✚✟✫✧✄✓➶➼➢➘❀➻ ✝ ✙☛❂✴✙☛✟✫✓ ✓✠✟➁➚✢✟ ⑦✎⑤➎✉✟⑦✙⑥⑧➊✙➇✍⑦ ➋ ⑦➹r❱③❦➄ ➋ ⑦✖✉✷✑ ✝ ➻♥✺☞➻✣✪✝➚✫✓ ✗④➘✸➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓
O(m)

✟✼➻①✓✎➚✼➼✢✛✯✛✜➚✢✑✢✑✢✗✤✬ ✰ ✓✠✟✝➾◆➽✚✙ ✝ ✓✄✛✕➼✼➽✚✟✫✛✌✗✤✓★❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✓✲✧✠✙ ✝ ✧✎➚✢✗✗➽✚✙ ✝ ✓➣➽✏✛✦✛◆➻✣✧✠✙✤✬✴✳ ➲ ➘ ➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼➢➘ ➚✢✟✇➾✦✓✠✗❥➽✚✗☛❂☞➻ ●
✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✽✑❂➻❦➚ ✝q✝ ✬✄✛❱➻❦➚✼➼ ✝ ✓✽✟✼➻❦➾ ✝ ✓✜✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓✯✓✠✟✝➾ ✝ ➽✑✏✤✟✫✓✢➚✢✟✫✓✽✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✯✓✠✟ O(m2)

✍✕✟✫✓✢➾✞✙ ✝ ➽✚✟▼➾✘✑❛➽✏✛q✑ ✝ ➻ ✫✼➾➼✢✓✄✛✯✧✆➽✏✛♥✍②✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✎➚②⑤✇➼✼➽✚✟✫✛✜✗④➘ ❉✭❍✯❑ ✍➎➻✆✽ ✗✤✓✄✛✜✟✼➻①✓✎➚✼➼✢✛✯✛❱➻✏✟✝➾✢➼✢✓ ✂❭➻ ✝ ➾✦✛♦➼✢✓✠❂ ✝ ✬✄✛✎✳☞✌✟✫✓♠➽✈➚➎➾ ✝ ✓✾✛◆➻✏✗✴➚➎➾✞✙✍➻✏✟❀✍✫✑ ✝ ➻✏✑❂➻✴✛✦✬✄✓★✑❛➽ ✝ ❉ ✑✤➻✴✛❱➾❱➻✏✗☛✙✤✧✟➻✖✓✎➾✯➽✚✗➀✳✧➼✼➽✚✟✫✛ ✲ ✳ ✶ ✍✫✓✎➾✯✪✝➚✢✙ ✓✄✛✜➾♦✬✒✗④➘ ✩✫✓✎➚ ✝ ✓➣➽✏✧✎➾✜➚✫✓✠✗☛✗✤✓➾✦✓✠✟▼➚✫✓✭✧✟➻ ✰❝✰ ✓✽✗✗➽ ✰ ✓✠✙☛✗☛✗✤✓✎➚ ✝ ✓✽✑❂➻❦➚ ✝ ✧✄✓✜✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓✴✍ ✝ ✓✠✺✕✓✠✟✼➼②✙✤✪▼➚✫✓♦➚✢✟✫✓✽✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✯✓✠✟ O(Nd)
✍▼➻✆✽

N
✓✄✛✜➾

✗✤✓✌✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✱➼✢✓✌✟✼➻✣✓✎➚✼➼✢✛◗✓✎➾ d ✗✤✓✌✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ ✰ ➽ ⑤②✙ ✰ ➽✚✗✤➼✢✓✭✧✟➻ ✝ ➼✢✓✄✛✕✉✖①❋➄✙↕✪③❦➇✴t❦⑤❛②➓➚✢✟ ✑❂➻✏✙☛✟▼➾↔➼❨➚ ✧✄✓ ✝ ✧✠✗✤✓✭➼✼➽✚✟✫✛③✗✗➽✝ ✓✠✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟✝➾◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ⑦✙⑤➎✉✆⑦✙⑥⑧➊✙➇✍⑦ ➋ ⑦✯r❱③❦➄ ➋ ⑦✖✉♦➼❨➚❝❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✓✜✧✠✙ ✝ ✧✎➚✢✗✗➽✚✙ ✝ ✓✴✳❩q❏✟✫✧✟➻ ✝ ✓✢➚✢✟✫✓✣✂❘➻✏✙✤✛✎✍✴✪✝➚❛➽✚✟✼➼ m≫ n
✍✴✧✓➘✱✓✄✛❱➾

✬➑➼②✙ ✝ ✓♦➼✼➽✚✟✫✛✘✗✤✓✄✛✥✧✆➽✏✛✧➻✆✽✸✗④➘ ❉✭❍✯❑ ➼➢➘❀➻ ✝ ✙☛❂✴✙☛✟✫✓✭✓✄✛✜➾➓➾ ✝ ✬✄✛✧➼✢✓✠✟✫✛✆✓✴✍✣✓✎➾✘✓✠✟ ✝ ✓ ✰ ➽ ✝ ✪▼➚❛➽✚✟✝➾③✪✝➚✫✓ d ∈ O(m)
✍✣✡✤➻ ✝ ✟✫✓➽✈➾✜➾✦✓✠✙☛✟▼➾✦✓✇✑❛➽ ✝ ➚✢✟✫✓✖✧✠✗☛✙✤✪✝➚✫✓➉➼✢✓➉➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ m ✍❀✗✗➽ ✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤①✙✴➾✦✬➏➼✢✓✒✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓ ✝ ✓✠✺①✙✤✓✠✟▼➾➣✬ O(m2)
✍ ✪✝➚❛➽✚✟✼➼

✧✄✓✠✗☛✗✤✓➣➼✢✓★✟✼➻❦➾ ✝ ✓➣➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓ ✝ ✓✄✛✜➾✦✓✲✓✠✟ O(nm)
✳ ❆ ✓✠✑✔✓✠✟✼➼✼➽✚✟▼➾✎✍❜✙☛✗✹✓✄✛✜➾✧✂❭➻ ✝ ➾✌✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✗✤✓✲✪✝➚✫✓★✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓➼➢➘ ❉ ✑✤➻✴✛✜➾❱➻✏✗☛✙✤✧✟➻✭✛❱➻✏✙✴➾ ✛✜➚✢✑✮✬ ✝ ✙✤✓✎➚ ✝ ✓✠✟ ✰ ➻✼✟✕✓✠✟✢✟✫✓❄➽✈➚✲✟✼➻❦➾ ✝ ✓✴✍✓➼✼➽✚✟✫✛✹✗✗➽ ✰ ✓✄✛✜➚ ✝ ✓❣➻✆✽➙✗✤✓q✑❛➽ ✝ ➽ ✰ ✬✎➾ ✝ ✓ d ✑✔✓✎➚➎➾ ➽✈➚✫✛✆✛✞✙✗✎➾ ✝ ✓✒✙☛✟▼➾✦✓ ✝ ✑ ✝ ✬✎➾✦✬✇✧✟➻ ✰❝✰ ✓✒✗✗➽ ✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝❁✰ ➽ ⑤②✙ ✰ ➽✚✗✤✓➉➼✢✓✒✗✗➽ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓⑧➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✴✍❥➼②✙✴➾✦✓➉➼✢✓ ✝✕✟②✧✦r✔✍✁➽✏✛✦✛❱➻①✧✠✙✤✬✄✓✬❝✗④➘ ✙☛✟✫✛❱➾◆➽✚✟✫✧✄✓♠➼❨➚✁✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓➆s❭q❏✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓➝➼✢✓✲✧✟➻ ✝ ➼✢✓✄✛ ⇔ ❊➬➻❦➾✽✡✢✙✤✓✠✟✼✑❛➽ ✝ ✓✠✟▼➾✞✩ ✬✄✛✦✬✄✛ t ✳ ❆ ✓★✑❛➽ ✝ ➽ ✰ ✬✎➾ ✝ ✓➙✓✄✛✜➾✧✟➻✏✟✢✟▼➚✼✑✤➻❦➚ ✝ ✛✦✓★✧✟➻ ✰ ✑✤➻ ✝ ➾✦✓ ✝ ✧✟➻ ✰❝✰ ✓ O(

√
m)

✓✠✟ ✰ ➻ ✟✕✓✠✟✢✟✫✓✴✳ ➲ ✓❁✧✆➽✏✛♦➽✈➚✁✑✢✙ ✝ ✓★✟✼➻❦➚✫✛ ✝ ✓✄✛✜➾✦✓❁✧✄✓✠✑✔✓✠✟✼➼✼➽✚✟▼➾
✂④➽✄✺☞➻ ✝ ➽✚✡✢✗✤✓✴✳

✂☎✄✝✆ ✞✠✟✡✟☞☛✍✌✏✎✒✑✔✓✕✌✕✖✘✗

❆ ✓✎➾✕➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓➔➽❝✬✎➾✦✬★✙ ✰ ✑✢✗✤✬ ✰ ✓✠✟✝➾✦✬✴✍✔✓✎➾✯➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✪▼➚✫✬➣✬➔➾❱➻❦➚➎➾✦✓✄✛✽✗✤✓✄✛✌✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✭✛✦✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽✚✙ ✝ ✓✄✛✯➼✢✓❁✗✗➽✒✡❛➽✏✛✦✓➼✢✓♦➼➎➻✏✟✢✟✫✬✄✓ ❆ ❍ ✰ ✲✚✙✛✙✪✶➎✍▼➻✆✽✸✗✤✓✄✛✘✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛③✛❱➻✏✟▼➾❣➼✢✬✎➾✦✓ ✝✞✰ ✙☛✟✫✬✄✓✄✛✘✑❛➽ ✝ ➚✢✟✫✓ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻❋➼✢✓✯✧✟➻ ✰ ✑❛➽ ✝ ➽✈➾✞✙☛✺✕✓✴✍②✧✓➘✱✓✄✛✜➾✬➏➼②✙ ✝ ✓✲✟✁➘✱✓♠⑤✢✧✠✗✴➚❛➽✚✟▼➾✑t➝➍✤➄✖➃❘③❦➄✙➃③✑❛➽✏✛✭✗✤✓✄✛✭✙☛✟▼➾✦✓ ✝ ➽✏✧✎➾✞✙✍➻✏✟✫✛⑧②❞⑦✙➄✙②❭➃❘t❦➃❖➄✜⑦✙✉♠✳❡⑨✌✟s➾ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓ ✝ ➽♥➼✼➽✚✟✫✛✭✗✗➽ ✫✫❂✓➚ ✝ ✓ ★②✳✚✜⑧➚✢✟✓♠⑤✢✓ ✰ ✑✢✗✤✓➑➼❨➚➹➾ ✟①✑✔✓✱➼✢✓❁✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓➑➻✏✡➎➾✦✓✠✟✝➚✫✓✴✳
❇➶➭ ➸ ➯➬➺ ❻ ➯✇➯ ❇✆❸✏❱ ❘✕❇♥❱❲❸✈❻ ➯ ❆ ➯✺➯ ❱❲❻ ➯ ❚ ❻✵❘▼❻✕❇✄❇✆❻ ♦ ➭➎➯ ❻✈❚❥❻ ❚❥❷✤➸❥➸❥❶▼❻ ➯ ❪ ➺❖➭ ❛ ❸✈❷ ❛ ❷❉❸♥❇♥❆❖❷❉➸ ❇✆❷✫❇ ➭✼➺ ❻✈❚❥❻ ➯

❶❑❷➎❸✉❺✽❻❲❺ ✂✬❽✣✢★➅✴➀⑦➆➃➍➎➉♣➊✌➉❬➀➁➍ ✄❬➍➒➊✽➌❊➓➒➅❜➅✴❿✱➌❊➐✞➓❖➌❊➊✽➍➎➅➞➋❲➅➞➓❖➌✗➆✿❿➁➀➃➂✽➄✯❿➃➂✞➀➁➅➞➋✥➥ ➂✞➊❨➍➎➊✬❿➃➀➁➉❬➊❨➋❲➂✟✄❬➀➁➉❬➂✽➐❄➅✠✤➞➄ ✆✞➅✦✥★✧✔♣➢◗✟❍❖■✛❳ ❪ ❑ ❪ ❑✓■✛❊❴◗
➭ ❛ ❛ ➭ ❸✏❆❖❻✝❺❼❻❋➸✮❇ ➯ ❆❭❺ ❛ ➺ ❆✪✩❀❱❥❶ ➯ ❚ ➭ ➸ ➯ ❚❥❻ ➯ ❆❭➸✮❇✆❻▼❸ ➭ ❘✴❇♥❆❖❷❉➸ ➯ ❇✆❻▼❸ ❇♥❆ ➭ ❆❏❸✈❻ ➯ ❻ ➯ ❇✖❚ ❻ ➺✬✫ ❷❛❸✚❚ ❸✪❻✷❚ ❻➬❿✡✭ ✳



❻❲❺✁�✁�✄✂✆☎✝✂✟✞➁❷✄✠✡✂☞☛❘❷✍✌✎☎✑✏✓✒✔�✄✂✕✠✖☛✗✞✙✘✓✚✖☛✛✘✆✞✜✒✢✏✤✣ ✥✧✦✧★ ✩♠❼✁�

➴➎✗ ➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✓✠✟✝➾✱➽✈➚②⑤ ✑✔✓ ✝ ✛✞✑✔✓✄✧✎➾✞✙☛✺✕✓✄✛✯➼✢✓✲✧✄✓✄✛♦➾ ✝ ➽✎✺❦➽✈➚②⑤✇➼➢➘✸➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✪✝➚✫✓ ✝ ✧✄✓✎➾✭➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓➉➽✈➚②⑤✁✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✙✤✛✦✛✜➚✫✓✄✛♦➼✢✓➑✗✗➽ ❑ ✝✄✂➑✍ ✝ ➽ ✰ ✓✠✟✫✬✄✓✄✛✯✬✑➼✢✓✄✛✽✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✽❂ ✝ ☎✏✧✄✓➝✬✒❊ ❆ ● ➪ ✟ ✰ ➻❦➚ ❍ ✟❛➽✆☎✭✙✤✓ ✦❁✳
✂☎✄✞✝ ✟ ✌✡✠✒✎☞☛✌✠✍✠ ✌✕✖✘✗✏✎✘✓ ✟✑✎✓✒✔✠ ✟✑✎ ✎✘✓✕✌✖✕☞✎✓✠

⑨✌✟ ➽➉✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟✝➾✦✬➶➚✢✟ ➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓ ✙✤✛✦✛✜➚➧➼✢✓ ✗✗➽➉✑ ✝ ➻✏❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼✰✟✣✟❛➽ ✰ ✙✤✪✝➚✫✓ ✑❂➻❦➚ ✝ ✗✗➽➉✑✢✗✗➽✚✟❛➽ ✝ ✙✤✛◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟➼✢✓❁✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓➣➅▼➆✙⑤✤➆✎➄❴t❦➇✍⑦➣➼➢➘ ❉✭❍✯❑ ✰ ➽ ⑤①✙ ✰ ✙✤✛◆➽✚✟✝➾✯✗✤✓★✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓♠➼➢➘✸➽ ✝ ✧✄✛✌✧✟➻✏✟✫✛✦✓ ✝ ✺✕✬✄✛✎✳ ➲ ➽❝✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤①✙✴➾✦✬➝➼✢✓❁✧✄✓✎➾➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✭✓✄✛✜➾q✓✠✟ O(min(m,n)m)
✓✠✟✑➾✦✓ ✰ ✑✫✛✥✓✎➾ O(min(m,n)2 +n)

✓✠✟✸✓✄✛✞✑❛➽✏✧✄✓✴✳ ❆ ✓✎➾✔➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✓✄✛✜➾✎✍✧✬✼✟✼➻❦➾ ✝ ✓➆✧✟➻✏✟✢✟❛➽✚✙✤✛✦✛◆➽✚✟✫✧✄✓✴✍✘✗✤✓ ✑ ✝ ✓ ✰ ✙✤✓ ✝ ➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓ ✟✼➻✏✟ ● ✩✫✓✎➚ ✝ ✙✤✛✜➾✞✙✤✪✝➚✫✓➆✑✤➻❦➚ ✝ ✗✗➽✼✑✢✗✗➽✚✟❛➽ ✝ ✙✤✛◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟➧➼✢✓
✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓ ➼➢➘ ❉✭❍✯❑ ✳↔q❏✟ ➻❦➚➎➾ ✝ ✓✴✍✌✙☛✗➑✑❂➻✴✛✦✛ ✬✟➼✢✓s➚✢✟✫✓ ✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤①✙✴➾✦✬ ✧✟➻✏✟✫✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✝➾✞✙✤✓✠✗☛✗✤✓ ➽✎✺✕✓✄✧ ✗✤✓✄✛ ✰ ✓✠✙☛✗☛✗✤✓✎➚ ✝ ✛➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛➹➼②✙✤✛✞✑❂➻✏✟✢✙☛✡✢✗✤✓✄✛➆✑❂➻❦➚ ✝ ✗✤✓➉✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓ ❊s➴❴➪ ➼✼➽✚✟✫✛➆✗✤✓✄✛ ❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✓✄✛ ✧✠✙ ✝ ✧✎➚✢✗✗➽✚✙ ✝ ✓✄✛✎✳ qq✟✰✫✫✟❀✍✯✙☛✗➑✛✦✓
➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✑❂➻✴✛✦✓ ✟❛➽✈➾✜➚ ✝ ✓✠✗☛✗✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾♥➼✼➽✚✟✫✛⑧➚✢✟ ➼➎➻ ✰ ➽✚✙☛✟✫✓✷✑❂➻✏✟✼➼✢✬ ✝ ✬ ✑❛➽ ✝ ➚✢✟✫✓ ✂❭➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟

σ
✍③✧✓➘✱✓✄✛✜➾➏✬ ➼②✙ ✝ ✓✇➼✼➽✚✟✫✛

➼✢✓✄✛ ✰ ➻✝➼✷✬✠✗✤✓✄✛✕➾ ✝ ✬✄✛✭✛✞✙ ✰ ✑✢✗✤✓✄✛✯➼➢➘✱✬✠✟✫✓ ✝ ❂✴✙✤✓✲✗☛✙☛✡ ✝ ✓✴✍✔✧✟➻ ✰❝✰ ✓✲✧✄✓✠✗✴➚✢✙ ➼✢✓ ❑ ➚✫✛✦✛✞✙☛✟✼➻♥✺✮✍❉➻✆✽✼✗✤✓✄✛✕➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✓✄✛✭✑❛➽✚✙ ✝ ✓✄✛➼✢✓✲✡❛➽✏✛✦✓✄✛➑✛✦✓❁✺☞➻✏✙✤✓✠✟✝➾✱➽✏✛✆✛❱➻✣✧✠✙✤✓ ✝ ➼✢✓✄✛✭✑✤➻✏✙✍➼✢✛✕➼②✙ ✮✔✬ ✝ ✓✠✟✝➾✦✛✘✗✕✍✮✧✓➘✱✓✄✛✜➾✱✬⑧➼②✙ ✝ ✓➣➼✢✓✄✛✌✧✟➻✏✟✝➾ ✝ ✙☛✡➎➚➎➾✞✙✍➻✏✟✫✛➑➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✓✄✛➑✬✗④➘✱✬✠✟✫✓ ✝ ❂✴✙✤✓❁✗☛✙☛✡ ✝ ✓♠➼✢✓➑✗✗➽❝✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓➑➻✏✡➎➾✦✓✠✟✝➚✫✓✴✳☞✌✟ ➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓➆✛✞✙ ✰ ✙☛✗✗➽✚✙ ✝ ✓✇✑✮✓✎➚➎➾ ✗✎➾ ✝ ✓✇✧✟➻✏✟✫✛❱➾ ✝ ➚✢✙✴➾✲✑❂➻❦➚ ✝ ➼✢✓✄✛ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓✄✛♠➾✞✩✫✓ ✝✞✰ ➻❋➼✰✟✣✟❛➽ ✰ ✙✤✪✝➚✫✓✄✛➙✑✢✗✴➚✫✛✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤✢✓✄✛✎✍✕✓✠✟✒✛✆➘ ✙☛✟✫✛✞✑✢✙ ✝ ➽✚✟▼➾❬➼✢✓✄✛❬➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛➓➼✢✓✥✑ ✝ ➻✏❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟⑧➼✰✟①✟❛➽ ✰ ✙✤✪▼➚✫✓③✑ ✝ ➻✏✑❂➻✴✛✦✬✄✛❲✓✠✟ ✝ ✬✠✑❂➻✏✟✫✛✦✓➽✈➚✸✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓✕➼❨➚ ✝ ✓✠✑✢✗☛✙✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾❄➼✢✓✽✗④➘ ❉✭❍✯❑ ✳✕☞✯✟✫✓✌✬✎➾✜➚✼➼✢✓✯✛✞✑✔✬✄✧✠✙ ✫ ✪✝➚✫✓♦➼✼➽✚✟✫✛✥✗✤✓✯✧✆➽✏✛✧➼❨➚ ✰ ➻✝➼✷✬✠✗✤✓✕➼✢✓ ■ ➚ ✝ ✟✫✓ ✝✛❱➻❦➚✫✛ ● ➾✦✓✠✟✼➼✼➽✚✟✝➾✲✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✇❊✚✙❛➻✏✗✍➼✻✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✜➾ ✝ ➽✚✙✴➾➝➼✢✓✖✧✟➻✏✟✫✧✠✗✴➚ ✝ ✓✇✛✜➚ ✝ ✗✗➽➆✑❂➻✴✛✦✛✞✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✑➼➢➘❀➻✏✑➎➾✞✙ ✰ ✙✤✛✆✓ ✝ ✧✄✓✎➾➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓♠➼✼➽✚✟✫✛✯✗✤✓★✧✆➽✏✛✢➼✢✓➑✗✗➽✒✑✢✗✗➽✚✟❛➽ ✝ ✙✤✛◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟❀✍❜✧✟➻ ✰❝✰ ✓★✟✼➻❦➚✫✛♦➽✎✺☞➻✏✟✫✛✽✑➎➚✷✗✤✓✩✂④➽✚✙ ✝ ✓✱➼✼➽✚✟✫✛✽✗✤✓ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓➑➼✢✓❑ ➚✫✛✦✛✞✙☛✟✼➻✎✺ ●✜✛ ➽✏✧✟➻✏✡✫✛❱➻✏✟❀✳

✢✤✣✦✥★✧★✩✫✪✭✬★✮✖✯✰✮✖✱✓✲✴✳✓✵✔✱✄✬★✲✶✩✸✷✸✩✸✹✺✮
σ({G, C}) = 3

✳
σ({A, U}) = 2

✮✻✲
σ({G, U}) = 1 ✼



�✂✁☎✄✝✆✟✞✡✠☞☛✌☛✌☛

✍✏✎✒✑✔✓✖✕✘✗✚✙✜✛✢✕✣✛✒✑✥✤✦✛✧✤✩★✖✎✪✑✔✎✪✙✚✫✪✤✔☛✬✓✖✑✭✫✯✮✰✎✱✫✪✤✔✓✖☛✬✙✜✛✲✍✏✛✒✳
✴✶✵ ✛✢✕✣☛✷✑✔✳ ✴✥✸ ✮✹✕✘☛✬✑✶✫✯✑✥✤✜✳



✩♠❼❬❼

� ☛ ✑ ✗ ✎✘✓✠✎ ✖✘✗ ✓✜✒ ✌✂✁ ☛✡✓✬✌✏✖✘✗ ✠

➲ ✓✄✛✜✬✎➾✜➚✼➼✢✓✄✛◗✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟✝➾✦✬✄✓✄✛❄➼✼➽✚✟✫✛◗✧✄✓✕➼✢✓ ✝ ✟✢✙✤✓ ✝ ✧✆✩❛➽✚✑✢✙✴➾ ✝ ✓★✛❱➻✏✟▼➾◗✙☛✟✢✙✴➾✞✙✗➽✚✗✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾ ✰ ➻❦➾✞✙☛✺✕✬✄✓✄✛◗✑❛➽ ✝ ✗④➘✸➽✚✟❛➽✚✗✠✟②✛✦✓✭➼➢➘ ➚✢✟➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✌✩✫✓✎➚ ✝ ✙✤✛✜➾✞✙✤✪▼➚✫✓♦➼✢✓ ✝ ✓✄✧✦✩✫✓ ✝ ✧✆✩✫✓✯➼✢✓✽✛✦✙ ✰ ✙☛✗✗➽ ✝ ✙✴➾✦✬✄✛✎✍✝➼➎➻✏✟✝➾✘✗✗➽★✛✆✓✠✟✫✛✞✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✽✛✆➘✸➽✎✺ ✬ ✝ ✓✯✬✎➾ ✝ ➻✏✙✴➾✦✓ ✰ ✓✠✟▼➾③✗☛✙✤✬✄✓✬✒✗✗➽➙✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬➝➼✢✓★✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟✫✧✄✓➑➼➢➘ ➚✢✟ ✰ ➻❦➾✞✙ ✂❬➼✼➽✚✟✫✛✽✗✤✓★✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾✱➼✢✓➑✗❲➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✴✳
⑨✌✟✸✛✺➘✱✓✄✛✜➾➓➼✼➽✚✟✫✛✧➼✼➽✚✟✫✛✧➚✢✟✖✑ ✝ ✓ ✰ ✙✤✓ ✝ ➾✦✓ ✰ ✑✫✛q✙☛✟✝➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛✦✬✕✬✭✗✗➽➑❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟♥➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✯➼✢✓✽✧✄✓✄✛q✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✎✍✪✝➚✁➘❀➻✏✟ ➽✶✡❛➽✚✑➎➾✞✙✤✛✦✬➁r✯☛❨⑦✙⑥➔➃❖⑤➎✉sr✎①❋➇❯⑥➔➃❖⑤❉t❦⑤❛②❖✉ ✓✠✟ ✝ ✬✯✂ ✬ ✝ ✓✠✟✫✧✄✓ ➽✈➚②⑤ ✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✓ ✰ ✓✠✟✝➾✦✛➹➼❨➚ ✛✆✧✟➻ ✝ ✓✁✗✍➻ ✝ ✛♥➼➢➘ ➚✢✟✫✓✗✤✓✄✧✎➾✜➚ ✝ ✓ ➋ ⑦➔➅☞t❦①➎r✯☛❨⑦✇➙ ➋ ➄✜③❦➃❖②❞⑦✄✳ ✝➑✓⑧➾✦✓✠✗✤✛➙✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛➉➼➎➻✏✙☛✺✕✓✠✟✝➾✘✗✎➾ ✝ ✓✸✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙ ✂ ✛✾✓✎➾✒✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟✫✓ ✝ ✍q✧✓➘✱✓✄✛✜➾➣✬➬➼②✙ ✝ ✓➾✦✓ ✝✞✰ ✙☛✟✫✓ ✝ ✬✾✗✗➽✾✑✢✗✴➚✫✛③❂ ✝ ➽✚✟✼➼✢✓➑✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✓❱➽ ✰ ➽✚✙✤✛✢➽✈➾✜➾✦✓✠✙☛✟▼➾✦✓✴✍✢✛❱➻❦➚✫✛③✑✔✓✠✙☛✟✫✓✕➼✢✓✭✧✟➻✏✟▼➾✦✓✠✟✢✙ ✝ ➚✢✟✫✓✭✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✓✱➼✢✓✌✑✢✗✴➚✫✛❂ ✝ ➽✚✟✼➼✢✓✱➽ ✰ ✑✢✗☛✙✴➾✜➚✼➼✢✓✴✳q☞✌✟✫✓✯✬✎➾✜➚✼➼✢✓✌✑ ✝ ✬✠✗☛✙ ✰ ✙☛✟❛➽✚✙ ✝ ✓ ✝ ✬✠✺ ✬✠✗✤✓✌✪✝➚✫✓✯✧✄✓✄✛◗✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛◗✛❱➻✏✟✝➾③✧✟➻❋➼✢✬✄✛✥✑❛➽ ✝ ➚✢✟ ✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓

✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗✹✪✝➚❛➽✚✟✼➼ ✗✗➽➙✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✫✫✟❛➽✚✗✤✓❁✓✄✛✜➾✜✡❂➻ ✝ ✟✫✬✄✓★✑ ✝ ✬✠✗☛✙ ✰ ✙☛✟❛➽✚✙ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟▼➾✎✍✮✓✎➾✯✧✟➻✏✟▼➾✦✓♠⑤❨➾✜➚✫✓✠✗✹✛✦✙☛✟✼➻✏✟❀✳☞✌✟✫✓❣➽❦➼✼➽✚✑➎➾◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟✑➼✢✓✥✗✗➽ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻✝➼✢✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓③✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟✝➾✦✬✄✓✥✑ ✝ ✬✄✧✄✬✟➼✢✓ ✰❝✰ ✓✠✟✝➾q✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾❬➽✚✗✍➻ ✝ ✛❩➼✢✓✔➾ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓ ✝➚✢✟❾➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✑➼✢✓❝✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✒✑✤➻✏✗✠✟①✟✼➻ ✰ ✙✗➽✚✗✤✓❝✑❂➻❦➚ ✝ ✗✗➽ ❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓➉➼✢✓❝✧✄✓✄✛★✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✎✳ ✝➑✓
✑✢✗✴➚✫✛✎✍✯➚✢✟✫✓s➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✑✤➻✴✛✦✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓➉✗✗➽✵✑✢✩❛➽✏✛✦✓ ➼✢✓ ➼✢✬✠✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟✝➾✼✑ ✝ ✬✠✗☛✙ ✰ ✙☛✟❛➽✚✙ ✝ ✓ ✓✠✟ ➚✢✟ ➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓❼➼✢✓
✑ ✝ ➻✏❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼✰✟✣✟❛➽ ✰ ✙✤✪✝➚✫✓♠➼➎➻✏✟✢✟✫✓➝➚✢✟✫✓✾✬✠✺✓➽✚✗✴➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟✼✓♠⑤✼➽✏✧✎➾✦✓♠➼✢✓✾✗✗➽❝✛✦✓✠✟✫✛✞✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬➝➼➢➘ ➚✢✟✫✓✾❂ ✝ ➽✚✙☛✟✫✓➝➼✼➽✚✟✫✛✧✄✓ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓✓✲ ✙✓✷✪✶➎✳ ➲ ➘✸➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓❝✧✄✓✎➾➣➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓ ✰ ✓✎➾✾✓✠✟✻✬✠✺①✙✍➼✢✓✠✟✫✧✄✓➔➚✢✟✻✡✢✙✗➽✚✙✤✛➑➼✼➽✚✟✫✛★✗④➘✱✬✠✺✓➽✚✗✴➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟➼✢✓★✗✗➽✒✛✦✓✠✟✫✛✦✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬➑✑❛➽ ✝ ➼✢✓✄✛ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻❋➼✢✓✄✛✜✟✫✓✭➾✦✓✠✟❛➽✚✟▼➾✌✑❛➽✏✛✜✧✟➻ ✰ ✑➎➾✦✓♠➼✢✓➑✗④➘✸➽✏✛✞✑✔✓✄✧✎➾✽✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✎✳ ❆ ✓✠✑✮✓✠✟✼➼✼➽✚✟✝➾✎✍✛◆➽ ✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✴✍✹✡✢✙✤✓✠✟✶✪▼➚✫✓✖✑✤➻✏✗✠✟①✟✼➻ ✰ ✙✗➽✚✗✤✓✴✍ ✝ ✓✄✛❱➾✦✓✖✬✠✗✤✓✠✺✕✬✄✓✖✓✎➾ ✝ ✓✠✟✼➼ ✝ ➽✚✙✴➾✲✙ ✰ ✑✤➻✴✛✦✛✦✙☛✡✢✗✤✓❝✗④➘✱✬✠✺❦➽✚✗✴➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓❝✗✗➽
✛✦✓✠✟✫✛✞✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬♠➼✼➽✚✟✫✛♦➼✢✓✄✛✽✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✢➼✢✓✱➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓✄✛♦➼✢✓★✗④➘❀➻ ✝ ➼ ✝ ✓➑➼❨➚ ✰ ✙☛✗☛✗☛✙✤✓ ✝ ➼✢✓❁✡❛➽✏✛✦✓✴✳

⑨✌✟ ✑✤➻❦➚ ✝ ✛✜➚✢✙✴➾♥➽✚✗✍➻ ✝ ✛✖✧✄✓✎➾✜➾✦✓✁✬✎➾✜➚✼➼✢✓➹➼✢✓✁✧✄✓✄✛✸✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛ ✛✜➚ ✝ ➚✢✟ ✑✢✗✗➽✚✟ ✑✢✗✴➚✫✛✸✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✴✍♦➽✙✫✫✟ ➼✢✓
➾ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓ ✝ ➚✢✟✫✓❆➼✢✓✄✛✦✧ ✝ ✙☛✑➎➾✞✙✍➻✏✟➧➼✢✓ ✧✄✓✄✛❝✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✒✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✜➾◆➽✚✟▼➾✑➚✢✟✫✓✇❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓ ✑✢✗✴➚✫✛❝✓✙➷✸✧✆➽✏✧✄✓✴✍➻❦➚ ✡✢✙✤✓✠✟❼➼✢✓✄✛➑✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✄✛✾✬✠✟✝➚ ✰ ✬ ✝ ➽✈➾✞✙☛✺✕✓✄✛❁✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✜➾◆➽✚✟▼➾➑➚✢✟✫✓✑➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓➙✗✗➽ ❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✑❛➽ ✝✒✝ ✓ ✓ ✓✎➾✎✳ ❆ ✓✠✗☛✗✤✓ ✧✠✙◗✧✟➻✏✟✫✛✦✙✤✛✜➾✦✓♥✬➉✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓ ✝ ✙✴➾✦✬ ✝ ➽✈➾✞✙☛✺✕✓ ✰ ✓✠✟✝➾➏➼✢✓✄✛➔➻✏✡✔✓ ✓✎➾✦✛➉➼✼➽✚✟✫✛➔➚✢✟ ✛✜➚ ✝ ✓✠✟✫✛✆✓ ✰ ✡✢✗✤✓➶➼✢✓✗④➘✱✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓✁✬✎➾✜➚✼➼②✙✤✬✘✓❴➚✫✛✦✪✝➚✁➘✸✬ ➻✏✡➎➾✦✓✠✟✢✙ ✝ ➚✢✟ ➻✏✡✔✓✞✓✎➾✑➼✢✓ ✗④➘✱✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓✁✛❱➻❦➚✢✩❛➽✚✙✴➾✦✬✴✳ ➪✣✙✯✗✤✓✷✛✜➚ ✝ ✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓✷✓✄✛✜➾✛✦✟ ✰ ✑❛➽✈➾✞✩✢✙✤✪▼➚✫✓✴✍②✧✓➘✱✓✄✛✜➾↔✬➑➼②✙ ✝ ✓✌✪▼➚✁➘ ✙☛✗❂➽❦➼ ✰ ✓✎➾✔➚✢✟✫✓✯➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ✝ ✓✠✟✼➼✼➽✚✟▼➾✜✓✙➷✸✧✆➽✏✧✄✓✌✗✗➽★❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➶➽✚✗✤✬✆➽ ●➾❱➻✏✙ ✝ ✓✴✍✴✓✎➾❲✪▼➚✫✓✥✗✤✓✄✛✹✧✆➽ ✝ ➼②✙☛✟❛➽✚✗☛✙✴➾✦✬✄✛❬➼✢✓✄✛❩➼✢✓✎➚②⑤✲✓✠✟✫✛✆✓ ✰ ✡✢✗✤✓✄✛ ✟✫✓✥✛◆➻✏✟▼➾ ✑❛➽✏✛❥➾ ✝ ➻✏✑➔➼✢✬✄✛✦✬✄✪✝➚✢✙☛✗☛✙☛✡ ✝ ✬✄✓✄✛✎✍☞➽✚✗✍➻ ✝ ✛❩➻✏✟➝➾✞✙✤✓✠✟✝➾➚✢✟➹➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✱➼✢✓✭❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✇➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓➑✑✤➻❦➚ ✝ ✟✼➻✴✛↔➻✏✡✔✓ ✓✎➾✦✛✎✳ ✝✱➽✚✟✫✛◗✗✤✓✭✧✆➽✏✛↔➼✢✓✄✛✜✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✜✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛♥✍➲ ✳ ❑ ➻①✬✷✓✎➾☎✄❝✳✝✆✭➚✫✧✦✩✫✓ ✝ ➻♥✺ ➽✄✺✓➽✚✙✤✓✠✟▼➾❆➼✢✬ ✓✜✬ ➾✦✓✠✟▼➾✦✬s➼➢➘✱✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓ ✝ ➼✢✓✄✛ ✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛ ✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛ ✑❛➽ ✝✸✝ ✓ ✓✞✓✎➾✬✼✑❛➽ ✝ ➾✞✙ ✝ ➼✢✓✄✛❝✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛➣➼✢✓ (m,m)∗

✑ ✝ ✙✤✛✦✓✄✛➔➚✢✟✢✙ ✂❘➻ ✝✞✰ ✬ ✰ ✓✠✟▼➾✎✍③✓✎➾✑➽✄✺✓➽✚✙✤✓✠✟▼➾✸✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✈➾✦✬➶➼✢✓✄✛✒✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤ ●✙✴➾✦✬✄✛ ✝ ✓✄✛✞✑✔✓✄✧✎➾✞✙☛✺✕✓ ✰ ✓✠✟▼➾✜✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✄✛✜✓✎➾✜✓♠⑤②✑✤➻✏✟✫✓✠✟✝➾✞✙✤✓✠✗☛✗✤✓✄✛✽✓✠✟ ✂❭➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟➆✺✓➽✚✗✤✓✎➚ ✝ ✛ ✝ ✓✠✗✗➽✈➾✞✙☛✺✕✓✄✛♦➼✢✓✄✛✥✡❂➻✏✟▼➚✫✛♠▲ ✰ ➽✚✗✴➚✫✛➽✏✛✦✛❱➻①✧✠✙✤✬✄✛➉➽✈➚②⑤ ✧✟➻✏✟✫✛✦✓ ✝ ✺✓➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛❖▲❦➽✚✗✴➾✦✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛✎✳ ❑ ➻❦➚✫✛✑➽✄✺☞➻✏✟✫✛✑➼➎➻✏✟✫✧➆✬✎➾✜➚✼➼②✙✤✬➹➽✄✺✕✓✄✧ ❊ ✳ ✂❣➻❦➚✫✛✆✪▼➚✫✓✎➾ ● ❊➉✬✠✗✍➻❦➚
✗✤✓✄✛✌✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✄✛✭✬✠✟✝➚ ✰ ✬ ✝ ➽✈➾✞✙☛✺✕✓✄✛➑➼✢✓✾✧✄✓✄✛✭✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛♥✍✮✪✝➚✢✙❥➻✏✟✝➾✭✧✟➻ ✝✞✝ ➻✏✡❂➻ ✝ ✬✲✗✤✓✄✛✯➻✏✡✫✛✦✓ ✝ ✺✓➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛✭✓✎➾✌✙☛✟✝➾✜➚✢✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛
✂❘➻ ✝✞✰ ➚✢✗✤✬✄✓✄✛✽✑❛➽ ✝✜✰ ✓✄✛✽✑ ✝ ✬✄✧✄✬✟➼✢✓✠✟▼➾✦✛✯✧✟➻☞➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✛♥✳ ➲ ✓✄✛✽✧✟➻ ✰ ✑❂➻ ✝ ➾✦✓ ✰ ✓✠✟▼➾✦✛✭✬✠✟▼➚ ✰ ✬ ✝ ➽✈➾✞✙ ✂ ✛♦➻✏✟✝➾✽✑✮✓ ✝✞✰ ✙✤✛◗✗✗➽ ✂❘➻ ✝ ●
✰ ➚✢✗✗➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼➢➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛❆➼✢✓✷❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✼✑❛➽ ✝✸✝ ✓ ✓✞✓✎➾✸✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✄✛➆✓✠✟ ✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓➬➼➢➘❀➻✏✑✔✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➽ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✬✎➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛✎✳q❏✟✰✫✫✟❀✍❀✗④➘✸➽✏✛✞✑✮✓✄✧✎➾★✧✟➻✏✟✝➾✦✓♠⑤❋➾✜➚✫✓✠✗➓➼❨➚ ✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓➉➽✏✛✦✛❱➻①✧✠✙✤✬➣➽✈➚②⑤ ✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛★✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛✎✍❀✟✁➘✸➽ ✟▼➽✚✟▼➾★✑❛➽✏✛★✓ ✰ ●✑✜✗✄✧✦✩✫✬✭✗✗➽ ✰ ✙✤✛✦✓✌✓✠✟➶➻①✓✎➚✢✺ ✝ ✓✕➼➢➘ ➚✢✟✫✓✭✗✤✬✠❂ ✬ ✝ ✓✭✺❦➽ ✝ ✙✗➽✚✟✝➾✦✓✕➼✢✓✭✗✗➽ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻✝➼✢✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓✴✍✢✛❱➚✢❂✴❂ ✬ ✝ ✓✌✗✗➽✾✑❂➻✴✛✦✛✞✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬➼➢➘✱✬✎➾✦✓✠✟✼➼ ✝ ✓★✧✄✓✭✑❛➽ ✝ ➽❦➼②✙☛❂ ✰ ✓✴✳ ❑ ➻❦➚✫✛③✑ ✝ ➻✏✑✤➻✴✛❱➻✏✟✫✛❄➼➎➻✏✟✫✧✕➚✢✟ ✧✆➽❦➼ ✝ ✓✭➚✢✟✢✙ ✫ ✧✆➽✈➾✦✓✎➚ ✝ ✑❂➻❦➚ ✝ ➼✢✬✄✧ ✝ ✙ ✝ ✓★✓✎➾✢➽✚✟❛➽✚✗✠✟②✛✦✓ ✝✗④➘✸➽✚✑✢✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓✢➼✢✓✜❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟❆➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✽✙☛✟✢✙✴➾✞✙✤✬✄✓✽✑❛➽ ✝ ✰ ✙☛✗ ✂❙✓✎➾✘✬✎➾✦✓✠✟✼➼❨➚✫✓✽✑❛➽ ✝ ✙✹✗✗➽✑✓✜➻✏✗✤✓✎➾✘✓✎➾✧➽✚✗❉➽✈➚②⑤
✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✯➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛◆➽✚✡✢✗✤✓✄✛♥✍ ✓✠✟ ✗④➘✱✬✎➾✦✓✠✟✼➼✼➽✚✟▼➾✭✬❝✧✄✓ ✝ ➾◆➽✚✙☛✟✫✓✄✛✯✧✠✗✗➽✏✛✆✛✦✓✄✛✢➼✢✓✄✛✦✧ ✝ ✙☛✑➎➾✞✙☛✡✢✗✤✓✄✛✯✙✴➾✦✬ ✝ ➽✈➾✞✙☛✺✕✓ ✰ ✓✠✟▼➾✎✳



✩♠❼✪✿

➳ ❷✤➸✮❇✆❸✚❆❩♦❲❱❀❇♥❆❖❷❉➸ ➯ ➀
● ✮ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✄✛✽✗☛✙☛✟✢❂✓➚✢✙✤✛✜➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛♦➼✢✓✄✛✽✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✄✛✯➽✏✛✦✛❱➻①✧✠✙✤✬✄✛♦➽✈➚②⑤ ✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✭✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛➪①✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ★ ✳✸✷②✍✢✑❛➽✚❂✕✓✑✳ ✙ ✹
● ❉ ✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓➣➼✢✓✾❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟❼➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓➙✡❛➽✏✛✦✬✲✛✜➚ ✝ ➚✢✟✫✓➔➽✚✑✢✑ ✝ ➻✣✧✆✩✫✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓✾✑❂➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛✌✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛➪①✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟❾✳✆✵②✳✴✳✴✍✢✑❛➽✚❂✕✓✑✳✆✷✓✵
● qq✪▼➚✢✙☛✺✓➽✚✗✤✓✠✟▼➾➉➼✢✓ ✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓➶➼✢✓☎✆★✓✠✙✤✧✦✩✈✑❂➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛✒✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛❝✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛✎✍ ✰ ✙✤✛✦✓➆✓✠✟ ✬✠✺①✙✍➼✢✓✠✟✫✧✄✓➼➢➘ ➚✢✟ ✡✢✙✗➽✚✙✤✛♦➼✼➽✚✟✫✛✜✗④➘✱✓✄✛✜➾✞✙ ✰ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟s➼✢✓★✗✗➽✒✛✦✓✠✟✫✛✞✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬➪①✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟❾✳✆✵②✳✚✙②✳✚✙②✍✢✑❛➽✚❂✕✓✑✳✆✷✛✙
● ✮ ➽ ✝ ✗✗➽ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻❋➼✢✓✱➼❨➚ ✟✼➻✼✟▼➽✈➚❀✍✼➻✏✡➎➾✦✓✠✟▼➾✞✙✍➻✏✟➬➼✢✓➑✗✗➽✲✛✆✬ ✝ ✙✤✓✌❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾ ✝ ✙✤✧✄✓♠➼✢✓✄✛✜✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✽✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛✯✓✎➾➽✏✛✦✟ ✰ ✑➎➾❱➻❦➾✞✙✤✪✝➚✫✓❁✓✠✟ 2n/4n

➼❨➚✁✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓♠➼✢✓★✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✌✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛✕✬➙✑❛➽✏✛ +1,−1
➼✢✓✱➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓

n➪①✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟❾✳✆✵②✳✚✙②✳✚✙②✍✢✑❛➽✚❂✕✓✑✳✆✷✛✙
● ❆ ➽✏✛

+1,−1
✍❲❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✵✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓ ✓✠✟ ✰ ➻✼✟✕✓✠✟✢✟✫✓ ❂ ✝ ☎✏✧✄✓➏➽✈➚✶✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓ ✰ ✙ ✝ ➻✏✙ ✝ ➼✢✓✄✛✾✑ ✝ ✬✯✫✢⑤✢✓✄✛➝➼✢✓

✝✕✟②✧✦r ❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✚✗☛✙✤✛✦✬✄✛➪①✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟❾✳✓✳✴✳✸✷②✍✢✑❛➽✚❂✕✓✑✳✆✷ ✙
● ❉ ✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛❣➼✢✓ ✝ ✓ ✓✞✓✎➾✧➼✼➽✚✟✫✛✘✗✤✓✄✛✥✧✆➽✏✛✧➼✢✓✢➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓✯✑✤➻✴✛✦✙✴➾✞✙☛✺✕✓♦➻❦➚✖✟✝➚✢✗☛✗✤✓✴✍✣✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✄✛③✓✎➾✘✛◆➽✚✟✫✛✘✑ ✝ ✬✄✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗s ❍ ✓ ✓✞✓✎➾♦➽✚✟▼➾✞✙✤✧✠✙☛✑✔✬ t➪①✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟❾✳✓✳✴✳✸✷②✍✢✑❛➽✚❂✕✓✑✳✆✷ ✙
● ☞✯✟✷✧✆➽❦➼ ✝ ✓✱➚✢✟✢✙ ✫ ✧✆➽✈➾✦✓✎➚ ✝ ✑✤➻❦➚ ✝ ✗✗➽ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻✝➼✢✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✦✙☛✺✕✓➑➼✢✓★❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➬➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓➪①✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ❉ ✍②✑❛➽✚❂✕✓⑧✳✧✙ ★



�✂✁☎✄✝✆✟✞✡✠☞☛✍✌✏✎✒✑✓✞☞✄✔☛✍✆

➲ ➽✖❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓➝➼✢✓✾✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✯✓✎➾✯✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✯❂✕✬✠✟✼➻ ✰ ✙✤✪✝➚✫✓✄✛✯✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✕➽✈➚✫✛✆✛✞✙❙✗④➘✱✬✠✺❦➽✚✗✴➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓✗✗➽➑✛✦✓✠✟✫✛✞✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬❄➼✢✓✄✛✔➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛q✩✫✓✎➚ ✝ ✙✤✛✜➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛✎✳ ✝✭✓↔➾✦✓✠✗✤✛✔➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛✎✍❯✪✝➚✢✙②❂▼➽✚❂✴✟✫✓✠✟▼➾✘✓✠✟✖✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✽✧✄✓✪✝➚✁➘ ✙☛✗✤✛✹✑✔✓ ✝ ➼✢✓✠✟▼➾q✓✠✟✒✧✆➽✚✑❛➽✏✧✠✙✴➾✦✬◗✑ ✝ ✬✟➼②✙✤✧✎➾✞✙☛✺✕✓✴✍✴✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✜➾✦✓✠✟▼➾❏✗✤✓✔➾ ✝ ➽✚✙✴➾✦✓ ✰ ✓✠✟▼➾✧➼✢✓✥❂ ✝ ➽✚✟✼➼✢✛❲✺☞➻✏✗✴➚ ✰ ✓✄✛❬➼✢✓❣➼➎➻✏✟✢✟✫✬✄✓✄✛✓✠✟➝➼✢✓✄✛❥➾✦✓ ✰ ✑✫✛ ✝ ➽✚✙✤✛❱➻✏✟✢✟❛➽✚✡✢✗✤✓✄✛✎✍✏✧✄✓✘✪✝➚✢✙✣✧✟➻✏✟✫✛✜➾✞✙✴➾✜➚✫✓✧➚✢✟➣➽✈➾❱➻❦➚➎➾ ➼✢✓➓➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓❣➼✼➽✚✟✫✛❀✗④➘❀➻✏✑➎➾✞✙✤✪✝➚✫✓✔➼➢➘ ➚✢✟✫✓❣➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟✬✯✗✗➽✽✡✢✙✍➻✏✙☛✟✰✂❘➻ ✝✞✰ ➽✈➾✞✙✤✪▼➚✫✓✴✳ ✝➑✓✥✑✢✗✴➚✫✛✎✍✚✗✤✓✎➚ ✝ ✛✹✡❛➽✏✛✆✓✄✛❲➾✞✩✫✬✟➻ ✝ ✙✤✪✝➚✫✓✄✛✎✍✴✧✓➘✱✓✄✛✜➾❬✬✢➼②✙ ✝ ✓✥✗✤✓✄✛ ✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓✄✛✹✙☛✟✰✂❘➻ ✝✞✰ ➽✈➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛✪✝➚✁➘ ✙☛✗✤✛✇✛❱➻✏✟✝➾ ✧✄✓✠✟✫✛✆✬✄✛ ✝ ✬✄✛❱➻❦➚✼➼ ✝ ✓✴✍ ✝ ✓✖✕◆✬✎➾✦✓✠✟▼➾➆✗④➘✱✬✎➾◆➽✈➾♥➼✢✓✄✛ ✧✟➻✏✟✢✟❛➽✚✙✤✛✦✛◆➽✚✟✫✧✄✓✄✛ ✡✢✙✍➻✏✗✍➻✏❂✴✙✤✪✝➚✫✓✄✛➆✛✜➚ ✝ ✗✤✓✄✛➏➼➎➻✏✟✢✟✫✬✄✓✄✛
✰ ➽✚✟✢✙☛✑➎➚✢✗✤✬✄✓✄✛✎✍❜✧✓➘✱✓✄✛✜➾✜✑✤➻❦➚ ✝ ✪✝➚✼➻✏✙✁➚✢✟✇➼✢✬✎➾✦✓ ✝✞✰ ✙☛✟✢✙✤✛ ✰ ✓❁✧✟➻✆☎➎➾✦✓✎➚②⑤✷✓✠✟➹➾✦✓ ✰ ✑✫✛✢➼✢✓❁✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗➀✍✢✺☞➻✏✙ ✝ ✓ ✝ ✬✟➼②✩✢✙☛✡✢✙✴➾❱➻✏✙ ✝ ✓✴✍✟✁➘✱✓✄✛✜➾➆✑❛➽✏✛➆✓✄✛✦✛✦✓✠✟✝➾✞✙✤✓✠✗➀✳ ❆ ✓✠✑✮✓✠✟✼➼✼➽✚✟✝➾✎✍✭✙☛✗✌✑✔✓✎➚➎➾ ✗✎➾ ✝ ✓✼✙☛✟✝➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛◆➽✚✟✝➾✎✍✕➽✙✫✫✟ ➼➢➘✱✬✎➾◆➽✚✡✢✗☛✙ ✝ ➼✢✓✄✛ ✙☛✟▼➾✦✓ ✝ ✺✓➽✚✗☛✗✤✓✄✛➹➼✢✓✧✟➻✏✟✰✫❉➽✚✟✫✧✄✓➙✑❛➽ ✝ ✓♠⑤✢✓ ✰ ✑✢✗✤✓✴✍❂➻❦➚✼✡✢✙✤✓✠✟ ✓❴➚✫✛✜➾✦✓❁✑❂➻❦➚ ✝ ➽✈➚✢❂ ✰ ✓✠✟✝➾✦✓ ✝ ✗④➘✱✓✙➷✸✧✆➽✏✧✠✙✴➾✦✬➣➼✢✓✲✗✗➽ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻❋➼✢✓➉✬➉➾✦✓ ✰ ✑✫✛✭➼✢✓✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗ ✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟✝➾✎✍❛➼✢✓➑➼②✙✤✛✦✑✤➻✴✛✦✓ ✝ ➼✢✓ ✰ ✬✄✧✆➽✚✟✢✙✤✛ ✰ ✓✄✛♦➼➢➘✱✬✠✺✓➽✚✗✴➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟➬➼✢✓★✗✗➽✒✛✦✓✠✟✫✛✦✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬➑➼✢✓✄✛♦➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛✎✳

✝✱➽✚✟✫✛✭✧✄✓✾✧✦✩❛➽✚✑✢✙✴➾ ✝ ✓✴✍✔✟✼➻❦➚✫✛✭➽✚✡❂➻ ✝ ➼✢✓ ✝ ➻✏✟✫✛✯✗④➘✱✬✎➾✜➚✼➼✢✓➣➼✢✓❁✗✗➽✸✛✦✓✠✟✫✛✞✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬➣➼✢✓✄✛✯➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛➑✩✫✓✎➚ ✝ ✙✤✛✜➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛➼✢✓ ✝ ✓✄✧✆✩✫✓ ✝ ✧✦✩✫✓❆➼✢✓✸✛✦✙ ✰ ✙☛✗✗➽ ✝ ✙✴➾✦✬✇✓✠✟✝➾ ✝ ✓➏➼✢✓✎➚②⑤✻✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛➏✲ ✒✘✗ ✹ ✳✙✗✣✙❨✳✙✶✿✳ ❉ ➚✶✧✟➻❦➚ ✝ ✛➣➼✢✓✸✛◆➽❆➾✞✩ ✬✄✛✆✓✴✍ ➲ ✳ ❑ ➻✣✬✛✆➘ ✙☛✟✝➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛✦✓❆✬✷✗✗➽✼✧✟➻✏✟✫✧✄✓✠✑➎➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓✖❂ ✝ ➽✚✙☛✟✫✓✄✛✎✍❩➚✢✟ ✑❛➽ ✝ ➽ ✰ ✬✎➾ ✝ ✓❆➼✢✓✇✧✄✓ ✝ ➾◆➽✚✙☛✟✫✛➉➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛❝✧✆➽ ✝ ➽✏✧✎➾✦✬ ✝ ✙✤✛◆➽✚✟✝➾➼✢✓✄✛ ✰ ➽✏✛✦✪▼➚✫✓✄✛✌✑❂➻❦➚ ✝ ➼✢✓✄✛ ✰ ➻❦➾✞✙ ✂ ✛✌✑❛➽ ✝ ✂❘➽✚✙✴➾✦✓ ✰ ✓✠✟✝➾➑✧✟➻✏✟✫✛✆✓ ✝ ✺✕✬✄✛✌✓✠✟✝➾ ✝ ✓✾✗✤✓✄✛✭✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✕✬✒✑❛➽ ✝ ➾✞✙ ✝ ➼✢✓✄✛✦✪✝➚✫✓✠✗☛✗✤✓✄✛✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓❁✺✓➽✒✧✟➻✏✟✫✛✜➾ ✝ ➚✢✙ ✝ ✓➝➼✢✓✄✛✛✚✆➻✏✟✫✓✄✛✽✧✆➽✚✟✼➼②✙✍➼✼➽✈➾✦✓✄✛✎✳ ❆ ✓✄✛✛✚✆➻✏✟✫✓✄✛✯✛❱➻✏✟✝➾✽✓✠✟✫✛✜➚✢✙✴➾✦✓❁✬✎➾✦✓✠✟✼➼❨➚✫✓✄✛ ✓✡➚✫✛✦✪✝➚✁➘✸✬✒✧✄✓
✪✝➚✁➘ ➚✢✟✫✓③✧✄✓ ✝ ➾◆➽✚✙☛✟✫✓✜✧✟➻✏✟✼➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟✑➼✢✓◗✛✦✓✎➚✢✙☛✗②✟✫✓◗✛❱➻✏✙✴➾ ✑✢✗✴➚✫✛ ✝ ✓✄✛✞✑✔✓✄✧✎➾✦✬✄✓✴✍✴✓✎➾ ➚✢✟✫✓ ✝ ✬✠❂✴✙✍➻✏✟✑➼➢➘✸➽ ✰ ✑✢✗☛✙✴➾✜➚✼➼✢✓ ✰ ➽ ⑤②✙ ✰ ➽✚✗✤✓✓✄✛✜➾➑➽✚✗✍➻ ✝ ✛★✓♠⑤❨➾ ✝ ➽✚✙✴➾✦✓➉➼✢✓✲✗✗➽✜✚✆➻✏✟✫✓❝✬✎➾✦✓✠✟✼➼❨➚✫✓✴✳ ❆ ✓✎➾✜➾✦✓✑➽ ✰ ✑✢✗☛✙✴➾✜➚✼➼✢✓✖✓✄✛✜➾ ✝ ✓✠✗✗➽✈➾✞✙☛✺✕✓✑✬➏➚✢✟✫✓✪✂❘➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟❼➼✢✓✒✛✦✧✟➻ ✝ ✓➽❦➼➎➼②✙✴➾✞✙☛✺✕✓➑✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✤✬✄✓✌✛✆✬✄✪▼➚✫✓✠✟✝➾✞✙✤✓✠✗☛✗✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾✎✍✫✪✝➚✢✙ ✑✔✬✠✟❛➽✚✗☛✙✤✛✦✓✕➼✢✓✎➚②⑤✖✡❛➽✏✛✦✓✄✛✔➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✓✄✛✜✓✎➾✣✂❘➽✎✺☞➻ ✝ ✙✤✛✦✓✕➼✢✓✎➚②⑤✖✡❛➽✏✛✦✓✄✛✙✍➼✢✓✠✟▼➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛✎✳✣✢✌✟ ✺☞➻✏✙✴➾✱➼➎➻✏✟✫✧➣➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ➽✑✏✍➾ ✝ ✓➉➼✢✓✎➚②⑤ ➻ ✝ ✙☛❂✴✙☛✟✫✓✄✛✱✬✸✗✗➽✸✟✼➻✏✟ ● ✓♠⑤②✩❛➽✈➚✫✛✜➾✞✙☛✺✣✙✴➾✦✬➔➼✼➽✚✟✫✛➑✗④➘✱✓♠⑤②✑✢✗✍➻ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✑❛➽ ✝ ✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✕➼✢✓✜✗④➘✱✓✄✛✞✑❛➽✏✧✄✓✯➼✢✓ ✝ ✓✄✧✦✩✫✓ ✝ ✧✆✩✫✓➝➨ ➲ ➽ ✝ ✓✄✧✆✩✫✓ ✝ ✧✦✩✫✓✕➼✢✓ ✝ ✬✠❂✴✙✍➻✏✟✫✛✘✧✟➻✏✟✫✛✦✓ ✝ ✺✕✬✄✓✄✛✥✑❂➻❦➚ ✝ ✗④➘✸➽✚✟✫✧ ✝ ➽✚❂✕✓✙☛✟✢✙✴➾✞✙✗➽✚✗✌✓✎➾✸✗✗➽ ✧✟➻✏✟✼➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓✷✛✦✓✎➚✢✙☛✗✯✗✍➻ ✝ ✛✑➼✢✓ ✗④➘✱✓♠⑤❨➾✦✓✠✟✫✛✞✙✍➻✏✟❀✳ ➲ ➽✻✪▼➚✫✓✄✛✜➾✞✙✍➻✏✟ ✓✄✛✜➾➏➽✚✗✍➻ ✝ ✛⑧➼✢✓ ✛✖➽✄✺☞➻✏✙ ✝ ✪✝➚✫✓✠✗☛✗✤✓✓✄✛✜➾✭✗✗➽✖✑ ✝ ➻✏✑❂➻ ✝ ➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓✄✛➑✛✞✙ ✰ ✙☛✗✗➽ ✝ ✙✴➾✦✬✄✛★✪▼➚✢✙ ✛❱➻✏✟▼➾★✓✯✮❙✓✄✧✎➾✞✙☛✺✕✓ ✰ ✓✠✟▼➾➑➼✢✬✎➾✦✓✄✧✎➾◆➽✚✡✢✗✤✓✄✛➑✑❛➽ ✝ ✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓ ✰ ➽✚✗☛❂ ✝ ✬✗④➘ ✩✫✓✎➚ ✝ ✙✤✛✜➾✞✙✤✪✝➚✫✓➬➼➢➘✸➽✚✟✫✧ ✝ ➽✚❂✕✓✼✙☛✟✢✙✴➾✞✙✗➽✚✗➀✳ ✝➑✓ ✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✎➚②⑤ ➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✛✇✛✦✓✁✧✟➻✏✟✫✛◆➽✏✧ ✝ ✓✠✟▼➾➶✬✻✧✄✓✁✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓✴✍✜✓✠✟ ✗✤✓
✝ ➽ ✰ ✓✠✟❛➽✚✟▼➾➑➽✈➚➉✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗❥➼✢✓❁✗✗➽✖✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬➝➼➢➘❀➻✏✡✫✛✆✓ ✝ ✺✕✓ ✝ ✗✗➽✖❂ ✝ ➽✚✙☛✟✫✓♠➼✼➽✚✟✫✛✯➚✢✟✫✓✾✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓➝➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✴✍✔✧✟➻✏✟ ●✛✜➾✞✙✴➾✜➚✫✬✄✓✢➼✢✓✯✧✟➻✏✟✫✛✦✓ ✝ ✺❦➽✈➾✞✙✍➻✏✟❜▲❦➽✚✗✴➾✦✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟❀✍✢✓✎➾q✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✬✄✓✭✛✦✓✠✗✍➻✏✟➉➚✢✟ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓❄➚✢✟✢✙ ✂❘➻ ✝✞✰ ✓♦➻❦➚ ✰ ➽ ✝ r☞➻♥✺✣✙✤✓✠✟❀✳➓➴➎✗✤✛✟✫✬✠❂✴✗☛✙☛❂✕✓✠✟▼➾❝✓✠✟ ✧✄✓✠✗✗➽✷✙ ✰ ✑✢✗☛✙✤✧✠✙✴➾✦✓ ✰ ✓✠✟✝➾➙✗✗➽✼✛✦✬✠✗✤✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ➼➢➘ ➚✢✟✫✓ ✝ ✬✠❂✴✙✍➻✏✟➁➼➢➘✸➽ ✰ ✑✢✗☛✙✴➾✜➚✼➼✢✓ ✰ ➽ ⑤①✙ ✰ ➽✚✗✤✓✴✳✤✢ ✝ ✧✄✓✎➾✜➾✦✓✧✟➻✏✟✼➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟❾➽⑧➚✢✟✼✙ ✰ ✑❛➽✏✧✎➾➑✙ ✰ ✑❂➻ ✝ ➾◆➽✚✟▼➾❁✛✜➚ ✝ ✗✤✓✄✛✭✛✆✬✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛➑✧✟➻✏✟✫✛✞✙✍➼✢✬ ✝ ✬✄✓✄✛✎✍❙✓✎➾➑✛◆➽✖✟✼➻✏✟ ● ✧✟➻✏✟✫✛✞✙✍➼✢✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ✝ ✬ ●✛✜➚✢✗✴➾✦✓➙✓✠✟✼✗④➘✸➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ✙✴➾✞✙✍➻✏✟❼➼➢➘ ➚✢✟ ✡✢✙✗➽✚✙✤✛✭➼✼➽✚✟✫✛✭✗✤✓✄✛✌✛✆✓✠✟✫✛✞✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✄✛★✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✤✬✄✓✄✛✎✍✔✧✟➻ ✰❝✰ ✓➙✟✼➻❦➚✫✛✭➽✚✗☛✗✍➻✏✟✫✛✭✗✤✓ ✰ ✓✎➾✜➾ ✝ ✓✓✠✟✁✬✠✺①✙✍➼✢✓✠✟✫✧✄✓✸s ■ ✝ ➽✎✺❦➽✈➚②⑤✷✑➎➚✢✡✢✗☛✙✤✬✄✛✯➼✼➽✚✟✫✛➑✲✚✙✓✷✪✶ t ✳

✥ ✄✧✦ ★ ✎ ✎✔✩ ✎ ✒✒✎✔✩ ✎✜✪ ✎ ✠ ✌✬✫ ✌✍☛ ✑ ✒ ✌ ✓✝✭✏✮ � ✒ ✌✍✗ ✎✁✌✝✟✑✎✍✪ ✎ ✠ ✑ ☛✰✯✔✖ ✒ ✌ ✓✱✩✲✫ ✎ ✠✓✩ ✎☞☛✌✒ ✌ ✠ ✓✬✌✴✳✤☛ ✎✓✠

✵✌✙✤✛✜➾❱➻ ✝ ✙✤✪▼➚✫✓ ✰ ✓✠✟✝➾✎✍✫✗✤✓★✑ ✝ ✓ ✰ ✙✤✓ ✝ ➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓❁✑❂➻❦➚ ✝ ✗✗➽ ✝ ✓✄✧✦✩✫✓ ✝ ✧✆✩✫✓✑➇✴③✆r❱t❦➇✍⑦➔➼✢✓★✛✞✙ ✰ ✙☛✗✗➽ ✝ ✙✴➾✦✬✲✓✄✛✜➾✜✗✤✓★✧✠✗✗➽✏✛✦✛✞✙✤✪✝➚✫✓➪ ✰ ✙✴➾✞✩ ● ✰❾➽✈➾✦✓ ✝✞✰ ➽✚✟ ✲ ★ ✵✪✶✿✳sq❏✟ ➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛◆➽✚✟▼➾➔➚✢✟✫✓➶➽✚✑✢✑ ✝ ➻✣✧✆✩✫✓⑧➍❉➄❴③◆➅❦➄❴t✓⑥➣⑥✑t✓②❭➃❘③❦⑤ ➋ ❖✈⑤✤t❦⑥➔➃✓✥✎①✼⑦✠✍❲✙☛✗◗✓♠⑤❋➾ ✝ ➽✚✙✴➾➙✗✗➽✰ ✓✠✙☛✗☛✗✤✓✎➚ ✝ ✓❁✛✞✙ ✰ ✙☛✗✗➽ ✝ ✙✴➾✦✬★✓✠✟✝➾ ✝ ✓✱➼✢✓✎➚②⑤ ✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛ S1
✓✎➾
S2
✳ ➲ ✓➑✧ ✝ ✙✴➾ ✬ ✝ ✓ ✰ ➽ ⑤①✙ ✰ ✙✤✛✆✬★✓✄✛✜➾◗✗☛✙✤✬✭✬➝➚✢✟ ✛✦✟②✛✜➾ ✬ ✰ ✓➼✢✓★✛✦✧✟➻ ✝ ✓➑➽✏✛✦✛✆✓✶✚❁✛✞✙ ✰ ✑✢✗✤✓✴✍✢✓✎➾✽✛◆➽✒✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬❁✓✄✛✜➾✜✓✠✟ Θ(n1n2)

✍➎➻✆✽
n1

✓✎➾
n2

✛❱➻✏✟✝➾✜✗✤✓✄✛❄➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓✄✛✢➼✢✓✄✛✢➼✢✓✎➚②⑤



�✁�✄✂❘☎❨☛❏✞✜✌☞✏▼✘✓✚✙☛✆☎✍✌✎☎ ✩✞✝❦✫

✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛❏✓✠✟☎✓ ✓✎➚❀✳ ❉ ✺✕✓✄✧③✗✗➽ ✰ ➚✢✗✴➾✞✙☛✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟➏➼✢✓✄✛ ➼➎➻✏✟✢✟✫✬✄✓✄✛✧➼②✙✤✛✞✑✤➻✏✟✢✙☛✡✢✗✤✓✄✛❏✓✎➾❏✛✜➚ ✝ ➾❱➻❦➚➎➾❬➼✢✓③✗✤✓✎➚ ✝ ➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓✴✍✓➚✢✟✫✓➾✦✓✠✗☛✗✤✓✖✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✸✓✄✛✜➾★✺①✙✴➾✦✓✑➼✢✓✠✺✕✓✠✟✝➚✫✓ ✝ ✬✟➼②✩✢✙☛✡✢✙✴➾❱➻✏✙ ✝ ✓✴✍❲✓✎➾♠➼✢✓✄✛❁✛❱➻✏✗✴➚➎➾✞✙✍➻✏✟✫✛✾✩✫✓✎➚ ✝ ✙✤✛✜➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛♠➻✏✟▼➾✾✺✝➚ ✗✤✓ ✓✜➻❦➚ ✝ ✳✮❩➽ ✝✞✰ ✙✔✧✄✓✠✗☛✗✤✓✄✛ ● ✧✠✙➀✍ ✂ ➲❀❉ ➪ ■ ✲ ✒❦✶✿✍①✪▼➚✢✙ ③✖➍✤②❭➃❖⑥➣➃❏✉✟⑦✌✧✄✓✎➾✜➾✦✓✭✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤①✙✴➾✦✬✭✪✝➚❛➽❦➼ ✝ ➽✈➾✞✙✤✪▼➚✫✓✯➼✢✓✽✗✗➽ ✂④➽✖✕✟➻✏✟✇✛❱➚✢✙☛✺❦➽✚✟✝➾✦✓♠➨
✳✴✳✒❇ ❶❯❘☞❷✤❺ ❛ ❷ ➯ ❆❅❇♥❆❏❷✤➸ ➀ ☞✯✟✫✓➝➼✢✓✄✛✕➼✢✓✎➚②⑤✁✛✆✬✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✎✍✮✑❛➽ ✝ ✓♠⑤②✓ ✰ ✑✢✗✤✓ S2

✍✮✓✄✛✜➾➣r❱t❦✉◆✉✟➆◆⑦✖✓✠✟ ✰ ➻❦➾✞✙ ✂④✛✭➼✢✓➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓
k
✳ ✢✌✟ ➽✚✗✍➻ ✝ ✛❁✧✟➻✏✟✫✛✜➾ ✝ ➚✢✙✴➾➑➚✢✟✫✓❝✗☛✙✤✛❱➾✦✓ L ➼✢✓ ✰ ➻❦➾✞✙ ✂ ✛➉➄❱⑦✖✉◆✉✆⑦✙⑥⑧➊✙➇✄t✓⑤❛②➑✬♥➚✢✟ ✰ ➻❦➾✞✙ ✂↔➼✢✓✖✗✗➽ ✗☛✙✤✛✜➾✦✓✴✍✧✓➘✱✓✄✛✜➾♦✬➔➼②✙ ✝ ✓♠➽▼✟▼➽✚✟✝➾♦➚✢✟✁✛✆✧✟➻ ✝ ✓✱➼✢✓❁✛✞✙ ✰ ✙☛✗✗➽ ✝ ✙✴➾✦✬❁✛✜➚✢✑✔✬ ✝ ✙✤✓✎➚ ✝ ✬➣➚✢✟✁✧✄✓ ✝ ➾◆➽✚✙☛✟✼✛✦✓✎➚✢✙☛✗➀✳

✙②✳✠✟ ❻✣❘✈⑩❥❻▼❸✚❘✈⑩❥❻ ➀ ✢✌✟ ✝ ✓✄✧✆✩✫✓ ✝ ✧✦✩✫✓➏➽✚✗✍➻ ✝ ✛✱➼✢✓✄✛✱➻①✧✄✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✫✧✄✓✄✛➏⑦✜→▼t☞r✟②❞⑦✖✉⑧➼✢✓✄✛ ✰ ➻❦➾✞✙ ✂ ✛✱➼✢✓ L ➼✼➽✚✟✫✛
S1
✳

✢✌✟➹➻✏✡➎➾✞✙✤✓✠✟▼➾✕➽✚✗✍➻ ✝ ✛♦➚✢✟✷✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓ P ➼✢✓➑✑✤➻✴✛✦✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛✽✧✆➽✚✟✼➼②✙✍➼✼➽✈➾✦✓✄✛✎✍❉➽✚✑✢✑✔✓✠✗✤✬✄✓✄✛➝t✓⑤❉r✎➄✜t✆➅▼⑦✖✉✠✳
✷②✳✒❏ ❬❙❇✆❻❋➸ ➯ ❆❖❷✤➸➩➀ ✮❥➻❦➚ ✝ ✧✆✩❛➽✏✧✎➚✢✟ ➼✢✓✄✛➣➽✚✟✫✧ ✝ ➽✚❂✕✓✄✛✎✍❲➻✏✟✻✑❛➽ ✝ ➾➝➼❨➚✻✛✦✧✟➻ ✝ ✓✑➼✢✓✖✛✞✙ ✰ ✙☛✗✗➽ ✝ ✙✴➾✦✬✴✍✹✓✎➾♠➻✏✟ ➆✎②❞⑦✎⑤ ➋✗④➘✸➽✚✗☛✙☛❂✴✟✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾♦➼✼➽✚✟✫✛✜✗✤✓✄✛❄➼✢✓✎➚②⑤❆➼②✙ ✝ ✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟✫✛✎✍ ✓❴➚✫✛✦✪▼➚✁➘✸✬➙✧✄✓★✪✝➚✫✓✭✗✗➽✍✫✫✟➹➼✢✓✭✗✗➽➙✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓★✛❱➻✏✙✴➾ ✝ ✓✠✟✫✧✟➻✏✟ ●➾ ✝ ✬✄✓✴✍✈➻❦➚✒✪✝➚✁➘ ➚✢✟✒✧✄✓ ✝ ➾◆➽✚✙☛✟✒✛✦✓✎➚✢✙☛✗①✙☛✟✰✂④✬ ✝ ✙✤✓✎➚ ✝ X ✑❂➻❦➚ ✝ ✗✤✓③✛✦✧✟➻ ✝ ✓③✛❱➻✏✙✴➾❥➼✢✬✠✑❛➽✏✛✦✛✆✬✭s❩✩✫✓✎➚ ✝ ✙✤✛✜➾✞✙✤✪✝➚✫✓ ❉ ❇ ❸✈❷ ❛ t ✳✢✌✟✵✓♠⑤❨➾ ✝ ➽✚✙✴➾➉➽✚✗✍➻ ✝ ✛➣➼✢✓✇✗④➘✸➽✚✗☛✙☛❂✴✟✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾✑➻✏✡➎➾✦✓✠✟▼➚✈✗✤✓ ✛❱➻❦➚✫✛ ● ➽✚✗☛✙☛❂✴✟✫✓ ✰ ✓✠✟✝➾➔➼✢✓ ✛✦✧✟➻ ✝ ✓ ✰ ➽ ⑤①✙ ✰ ➽✚✗➀✍❏✓✎➾➔➻✏✟✛✜➾❱➻✣✧✆r✕✓➑✗④➘✸➽✚✗☛✙☛❂✴✟✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾➑✧✆➽✚✟✼➼②✙✍➼✼➽✈➾✎✳

❆ ✓✠✑✔✓✠✟✼➼✼➽✚✟▼➾✎✍❂➻✏✟s➽✖✑➎➚➬➼✢✬✠✑✢✗✍➻ ✝ ✓ ✝ ✍❂➼✼➽✚✟✫✛✽✗✗➽✸✧✟➻ ✰❝✰ ➚✢✟❛➽✈➚➎➾✦✬✴✍❂➚✢✟ ✰ ➽✚✟✫✪✝➚✫✓♠➼✢✓✲✛✦✓✠✟✫✛✞✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬➣➼✢✓❁✗✗➽✖✑❛➽ ✝ ➾✯➼✢✓✧✄✓✎➾✜➾✦✓✭➽✚✑✢✑ ✝ ➻✣✧✆✩✫✓✴✍❯✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✧✎➚✢✗☛✙✭✬ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟✝➾✢➼✼➽✚✟✫✛✔➼✢✓✄✛✘❂✕✬✠✟✼➻ ✰ ✓✄✛✔➾ ✝ ✬✄✛✘✺❦➽ ✝ ✙✗➽✚✡✢✗✤✓✄✛♥✳ ❆ ✓♦➼✢✬✯✂④➽✈➚➎➾✥✬✎➾◆➽✚✙✴➾❣➽✈➾✜➾ ✝ ✙☛✡➎➚✫✬✭✬✗✗➽➙✟✫✬✄✧✄✓✄✛✦✛✞✙✴➾✦✬✴✍❉➽✈➚✷✧✟➻❦➚ ✝ ✛✢➼✢✓➑✗④➘✱✬✎➾◆➽✚✑✮✓✱➼✢✓➔➄❱⑦✜r✯☛➎⑦✙➄❴r■☛❨⑦✠✍❂➼✢✓✭➾ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓ ✝ ➼✢✓✄✛✢➻①✧✄✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✫✧✄✓✄✛➣⑦✜→☞t▼r✟②❞⑦✖✉➝➼✢✓✄✛ ✰ ➻❦➾✞✙ ✂ ✛➼✢✓ L ✳ ❆ ➘✱✓✄✛❱➾③✑❂➻❦➚ ✝ ✪✝➚✼➻✏✙✁➻✏✟ ✝ ✓✎➾ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓✴✍❛➼✼➽✚✟✫✛➑✲✚✙❨✳✙✶❙✑❛➽ ✝ ✓♠⑤②✓ ✰ ✑✢✗✤✓✴✍❨➚✢✟✇➽✙✮✁➽✚✙☛✡✢✗☛✙✤✛✦✛✦✓ ✰ ✓✠✟✝➾♦➼✢✓✭✗✗➽✒✧✟➻✏✟✼➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟➼➢➘✸➽✚✟✫✧ ✝ ➽✚❂✕✓♦➽✈➚✖✧✟➻❦➚ ✝ ✛➓➼✢✓③✗✗➽✭✑✢✩❛➽✏✛✦✓↔➼✢✓✭➄❱⑦✜r✯☛❨⑦✎➄❴r✯☛➎⑦✠✳ ➲ ➘ ✙✍➼✢✬✄✓✯✓✄✛✜➾➓➽✚✗✍➻ ✝ ✛➓➼➢➘✸➽✚✟✫✧ ✝ ✓ ✝ ✓✠✟✑➼✢✓✄✛❲✑✤➻✴✛✦✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛ ✂❘➽✚✙✤✛✖➽✚✟▼➾➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ➽✑✏✍➾ ✝ ✓➏➚✢✟❾➻✣✧✄✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✫✧✄✓➬t✖➍☞➍❉➄✜③✆r✯☛❨➆◆⑦➶➼➢➘ ➚✢✟ ✰ ➻❦➾✞✙ ✂✢➼✢✓ L ✳✜✢✌✟❼➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✦✓❝✑❂➻❦➚ ✝ ✧✄✓✠✗✗➽❆➚✢✟ ✰ ➽✏✛✦✪▼➚✫✓✴✍❥➻❦➚➅❦➄✜t❦➃❖⑤✤⑦✠✍➓➚✢✟✫✓➆✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓ ✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛✦✬✄✓❆➼✢✓ 0
✓✎➾➣➼✢✓

1
✪▼➚✢✙❄➽✈➚➎➾❱➻ ✝ ✙✤✛✦✓➆✓♠⑤②✑✢✗☛✙✤✧✠✙✴➾✦✓ ✰ ✓✠✟▼➾✼s 0 t ➼✢✓✄✛✒✺❦➽ ✝ ✙✗➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛➼❨➚ ✰ ➻❦➾✞✙ ✂ ● ✧✠✙☛✡✢✗✤✓❁✓✠✟✁✧✄✓ ✝ ➾◆➽✚✙☛✟✫✓✄✛✯✑✤➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛♥✳ ❆ ➘✱✓✄✛✜➾♦✬✒✗④➘ ✙☛✟ ✕✼➚✫✓✠✟✫✧✄✓➝➼✢✓★✧✄✓✎➾✜➾✦✓★❂ ✝ ➽✚✙☛✟✫✓❁✛✜➚ ✝ ✗✗➽✒✛✆✓✠✟✫✛✞✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬➑➼✢✓✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓➙✪▼➚✫✓➑✟✼➻❦➚✫✛✜✟✼➻❦➚✫✛✯✙☛✟▼➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛◆➻✏✟✫✛♦➼✼➽✚✟✫✛✜✗✗➽❝✛❱➚✢✙✴➾✦✓✱➼✢✓❁✧✄✓★✧✦✩❛➽✚✑✢✙✴➾ ✝ ✓✴✳

✥ ✄☛✡ ☞☞✖ ✒ ✫ ✑ ☛✪✌✡✠ ✑✔✓✬✌✏✖✘✗ ✪ ☛ ✟ ✒ ✖ ✁ ☛✍✌ ✫ ✎

❑ ➻❦➚✫✛↔➽✏✛✆✛✞✙ ✰ ✙☛✗✤✓ ✝ ➻✏✟✫✛❄➼✼➽✚✟✫✛◗✗✗➽✾✛❱➚✢✙✴➾✦✓✯➼✢✓✭✟✼➻❦➾ ✝ ✓➑✬✎➾✜➚✼➼✢✓✭✗✤✓✭✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾♦➼❨➚ ✛✦✧✟➻ ✝ ✓✕➼✼➽✚✟✫✛↔➚✢✟✫✓✌✗✤✓✄✧✎➾✜➚ ✝ ✓ ➋ ⑦➅☞t❦①➎r✯☛❨⑦➝➙ ➋ ➄✜③❦➃❭②❞⑦✕➼➢➘ ➚✢✟✫✓✭✩✼➻ ✰ ➻✏✗✍➻✏❂✴✙✤✓✭✛✆✬✠✗✤✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✬✄✓✕✬♠➚✢✟✫✓ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓✕➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✕➚✢✟✢✙ ✂❘➻ ✝✞✰ ✓✴✍②✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛✦✬✄✓✕➼✢✓✑❛➽✏✛
m = (+1,+a)

✓✎➾
m = (+1,−b) ✳ ❆ ✓✄✛✱➼✢✓✎➚②⑤s➾ ✟①✑✮✓✄✛✱➼✢✓➙✑❛➽✏✛★✧✟➻ ✝✞✝ ✓✄✛✞✑❂➻✏✟✼➼✢✓✠✟▼➾ ✝ ✓✄✛✦✑✮✓✄✧✎➾✞✙☛✺✕✓ ✰ ✓✠✟✝➾

m m mm m m m m m m m m m m

p

q

✎✏☎✒✑✓� �✁�➐✩✕✔ ✁✗✖✙✘✛✚✢✜✙✣✧✄✕✤✥✜✥➥ ✦✧✖★✘ ✆✧✤➈➟✪✩☛✖✬✫✙✣✮✭✯✦✙✖❙➟✰✚✕✱✯✲✳✦✧✭
{m, m}∗

✬ ➚✢✟✫✓✼✧✟➻✏✟✫✛✦✓ ✝ ✺❦➽✈➾✞✙✍➻✏✟ s ❆ ➻✝➼✢✬✄✓✷✑❛➽ ✝ m t ✓✎➾➏✬ ➚✢✟✫✓➬➽✚✗✴➾✦✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ s ❆ ➻❋➼✢✬✄✓ ✑❛➽ ✝ m t ➼✼➽✚✟✫✛✖✗④➘✸➽✚✗☛✙☛❂✴✟✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾



�✁�✄✂❘☎❨☛❏✞✜✌☞✏▼✘✓✚✙☛✆☎✍✌✎☎ ✩✞✝✏✂

✰ ➻❋➼✢✬✠✗☛✙✤✛✦✬✭✑❛➽ ✝ ✗✗➽ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓✴✳ ➲ ✓✄✛◗✑❛➽✏✛ m ✧✟➻ ✝✞✝ ✓✄✛✦✑✤➻✏✟✼➼✼➽✚✟✝➾♦✬♠➚✢✟✫✓➑✧✟➻✏✟✫✛✦✓ ✝ ✺✓➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ✛✦✓✌✺✕✓ ✝✞✝ ➻✏✟▼➾✯➽✏✛✦✛◆➻✣✧✠✙✤✓ ✝ ➚✢✟✡❂➻✏✟▼➚✫✛
+a

✍①✓✎➾✘✗✤✓✄✛✘✑❛➽✏✛
m

➚✢✟ ✰ ➽✚✗✴➚✫✛ −b ✳ ➲ ➽❁✑ ✝ ✙✤✛✦✓✯✓✠✟ ✧✟➻ ✰ ✑➎➾✦✓✯➼✢✓✯✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✄✛❣➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✓✄✛③✑❂➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✛✜✑❛➽✏✛✎✍❨➽✚✙☛✟✫✛✞✙❙✪✝➚✫✓✯➼✢✓✭➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✛↔➾ ✟①✑✔✓✄✛❣➼✢✓✌✑❛➽✏✛◗✑❂➻❦➚ ✝ ➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✓✄✛✢➽✚✗✴➾✦✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛✎✍✷✂④✓ ✝ ➻✏✟✝➾③✗④➘❀➻✏✡✔✓✞✓✎➾➼➢➘ ➚✢✟✫✓✑➼②✙✤✛✦✧✎➚✫✛✆✛✞✙✍➻✏✟ ➚✢✗✴➾✦✬ ✝ ✙✤✓✎➚ ✝ ✓✴✳ ❆ ✓✄✛ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✄✛➣➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✄✛♠➼➎➻✏✙☛✺✕✓✠✟✝➾➝➽✚✗✍➻ ✝ ✛★✑❂➻✴✛✦✛✦✬✟➼✢✓ ✝ ➼✢✓✎➚②⑤ ✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✄✛

A B

✎✏☎ ✑ � �✁� ✝✧✔❂❁ ✤✛✦❲➨❯➟ ✣✮✭ ✘ ✆✧✤ ✲ ✣ ✁✄✂ ✣✮✱✳✚ ✩✒✭ ✤ ✲ ✖✧✚✕✖✞➠ ✘✛✦ ✁ ➟✰✩☛✖✙✣✮✖✁✱ ✤ ✲➈➛✕✘✛✣✕✭★➭✁✩☛✚ ✁ ✣✮✖✁✱ ✭✳✤✞✲ ✫✓✤ ✘ ✱✳✩➒➭✕✤➈➟✪✤ ✖✁✱ ✁ ✤ ✲ ✘✛✚✕✖✙✜✧✩ ✱ ✩✒✚ ✖✙✲ ✜ ✤✯✫✓✚ ✲⑧➠
✩✒✱✳✩➒➭✢✩ ✱ ✂✆☎✞✝✠✟ ✤✛✱ ✜ ✤ ✘ ✦ ✁ ➟✰✩☛✖✙✣✮✖✙✘✛✤ ☎✞✡☛✟

✛✜➚✢✑✢✑✢✗✤✬ ✰ ✓✠✟✝➾◆➽✚✙ ✝ ✓✄✛✌✑❂➻❦➚ ✝ ✑ ✝ ✬✎➾✦✓✠✟✼➼ ✝ ✓➝✬ ✰ ➻❋➼✢✬✠✗☛✙✤✛✦✓ ✝ ✗✤✓✾✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾✭➼➢➘ ➚✢✟✁✛✦✧✟➻ ✝ ✓✱➼➢➘✸➽✚✗☛✙☛❂✴✟✫✓ ✰ ✓✠✟✝➾➣➨
● ➳ ❱ ➺ ❺✶❆❭➸ ➭ ➸ ❘▼❻ ➨❥➪✣✙✴✗✗➽◗✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ➽✈➾✜➾✦✓✠✙☛✟▼➾✦✓✔✬✜✗✗➽ ✫✫✟♠➼✢✓❏✗✗➽ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✥✟✁➘✱✓✄✛✜➾❙✑❛➽✏✛ ✗✗➽③✑✢✗✴➚✫✛ ✬✠✗✤✓✠✺✕✬✄✓✜✓❱➽ ✰ ➽✚✙✤✛➽✈➾✜➾✦✓✠✙☛✟▼➾✦✓➙✑✮✓✠✟✼➼✼➽✚✟✝➾★✛❱➻✏✟✼✑❛➽ ✝ ✧✟➻❦➚ ✝ ✛♥✍✁➽✚✗✍➻ ✝ ✛✌✙☛✗❲✓♠⑤②✙✤✛✜➾✦✓♠➚✢✟➉✑ ✝ ✬✯✫✢⑤✢✓➣➼✢✓✲✗✗➽ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✒✪▼➚✢✙❩➻✏✑➎➾✞✙ ✰ ✙✤✛✦✓➙✗✗➽✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✫✫✟❛➽✚✗✤✓✴✳ ➲ ➽ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓➑✟✫✓ ✝ ✓✠✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟▼➾✦✓➑➽✚✗✍➻ ✝ ✛◗✑❛➽✏✛↔➚✢✟➹➽✚✗☛✙☛❂✴✟✫✓ ✰ ✓✠✟✝➾✜✺❦➽✚✗☛✙✍➼✢✓✴✍✢✧✆➽ ✝ ✧✄✓✠✗✴➚✢✙ ● ✧✠✙❙✛✦✓➼➎➻✏✙✴➾✢➼➢➘ ✗✎➾ ✝ ✓♠➼✢✓★✛✦✧✟➻ ✝ ✓ ✰ ➽ ⑤②✙ ✰ ➽✚✗❀✑❛➽ ✝ ✧✟➻✏✟✫✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟❀✳
● P ❷ ➯ ❆❅❇♥❆✞☞ ❆❅❇✆❶ ➨❩➪✣✙✣✗✗➽ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓❄➽✈➾✜➾✦✓✠✙☛✟▼➾➓➼✢✓✄✛❬➽✚✗✴➾✞✙✴➾✜➚✼➼✢✓✄✛❲✟✫✬✠❂▼➽✈➾✞✙☛✺✕✓✄✛✎✍☞➽✚✗✍➻ ✝ ✛ ✙☛✗②✓✄✛✜➾ ✑✤➻✴✛✦✛✦✙☛✡✢✗✤✓✔➼✢✓✔➾ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓ ✝➚✢✟ ✛✜➚❨➷❝⑤✢✓➬➼✢✓➉✧✄✓✎➾✜➾✦✓ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓ ➼✢✓✼✛✆✧✟➻ ✝ ✓✁✛✜➚✢✑✔✬ ✝ ✙✤✓✎➚ ✝ ✍✯✓✠✟ ✑❛➽ ✝ ➾◆➽✚✟▼➾➹➼✢✓✷✟✁➘ ✙ ✰ ✑❂➻ ✝ ➾✦✓ ✪▼➚✫✓✠✗✌✑✤➻✏✙☛✟✝➾✟✫✬✠❂▼➽✈➾✞✙ ✂ ✳ ➲ ✓✸✛✦✧✟➻ ✝ ✓➉➼✢✓❝✧✄✓❝✗④➘✸➽✚✗☛✙☛❂✴✟✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾➙✧✟➻ ✝✞✝ ✓✄✛✞✑❂➻✏✟✼➼✼➽✚✟▼➾➣✬➆✧✄✓✎➾✜➾✦✓✖✟✼➻❦➚✢✺✕✓✠✗☛✗✤✓ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✇✓✄✛✜➾♠➽✚✗✍➻ ✝ ✛✛✜➚✢✑✮✬ ✝ ✙✤✓✎➚ ✝ ✬✼✧✄✓✠✗✴➚✢✙↔➼✢✓✇✗④➘✸➽✚✗☛✙☛❂✴✟✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾➏➻ ✝ ✙☛❂✴✙☛✟❛➽✚✗➀✍q✧✄✓➆✪▼➚✢✙◗✓✄✛✜➾➙✙ ✰ ✑✤➻✴✛✦✛✦✙☛✡✢✗✤✓✸✑❛➽ ✝ ✧✟➻✏✟✫✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟➧➼✢✓
✗④➘✸➽✚✗☛✙☛❂✴✟✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾✎✳

❇ ❶ ❦ ➸ ❆ ❇♥❆❖❷✤➸ ❿✍✌ ❭ ➳ ⑩❲❻❋❺✶❆❭➸ ➯ ❘❯❱ ➺ ❺✵❆❖➸ ➭ ➸✮❇ ➯ ❫ ➀➂ ③❦➃❭②
n ∈ N

➈❬①❋⑤sr✯☛❨⑦✎⑥➣➃❖⑤sr✟①✝➇➐⑥➔➃❏⑤❉t✓⑤❛②❣⑦✖✉✎②❬①❋⑤✤⑦✱⑥✑t❦➄✜r✯☛❨⑦
(0, η0), . . . , (n, ηn)

✉✖①❋➄
Z2 r❱③✓⑥➣⑥⑧⑦✙⑤✏✎✺t❦⑤❛②↔⑦✙⑤

(0, 0)
➈❄r❱③❦⑥✯➍❨③✈✉✆➆❱⑦ ➋ ⑦❄➍❨t❦✉ {(1, a), (1,−b)} ⑦✎②✧✉✎t✓②❭➃❏✉✒✑✟t❦➃❏✉✎t❦⑤❉②❬➇✴⑦✙✉ ➋ ⑦✙①✓→✱➍✤➄❴③✖➍✤➄✖➃④➆✎②❞➆✖✉➑✉✙①✝➃❖↕✪t❦⑤❉②❞⑦✖✉➣➛

∀i ∈ [0, n − 1], ηi < ηn ✓ ✖ ①❋➇➐⑥➣➃❖⑤❉t❦⑤✤r◆⑦✕✔ .
∀i ∈ [1, n], ηi > 0 ✓✗✖ ③✈✉✙➃❖②❭➃❖↕✆➃❭②❞➆✕✔

✮❬➚✢✙✤✛✦✪✝➚✫✓✜✟✼➻❦➚✫✛❣➽✚✗☛✗✍➻✏✟✫✛q✟✼➻❦➚✫✛q✙☛✟✝➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛✦✓ ✝ ✬★✗✗➽➑❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟♥➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✯➼✢✓✽✧✄✓✄✛ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✄✛♥✍❯✟✼➻❦➚✫✛❣➽✚✗☛✗✍➻✏✟✫✛ ✰ ➽ ●✟✢✙☛✑➎➚✢✗✤✓ ✝ ✗✤✓◗✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✢➼✢✓✄✛✘✧✟➻✝➼✼➽✚❂✕✓✄✛✧➽✏✛✆✛❱➻✣✧✠✙✤✬✄✛➓✬✭➼✢✓✄✛✘✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✘✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛✎✳➓✮ ➻❦➚ ✝ ✧✄✓✠✗✗➽②✍✴✟✼➻❦➚✫✛❬➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✆✓ ✝ ➻✏✟✫✛➚✢✟✈✧✟➻✝➼✼➽✚❂✕✓✸✟❛➽✈➾✜➚ ✝ ✓✠✗➀✍q✪▼➚✢✙③✧✟➻✏✟✫✛✞✙✤✛✜➾✦✓♥✬ ✝ ✓ ✰ ✑✢✗✗➽✏✧✄✓ ✝ ✧✦✩❛➽✏✪✝➚✫✓➏➻①✧✄✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✫✧✄✓♥➼✢✓ (1, a)
✑❛➽ ✝ m ✓✎➾✲✧✆✩❛➽✏✪▼➚✫✓

➻①✧✄✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✫✧✄✓♠➼✢✓ (1, b)
✑❛➽ ✝ m ➼✼➽✚✟✫✛✜✗✗➽❝✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✢➼✢✓✄✛✜✑❛➽✏✛✯✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛◆➽✚✟✝➾✦✛✽✗✗➽ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓✴✳➪❋➻✏✙✴➾

φa,b : {m,m}∗ → N
➚✢✟✫✓✒✂❭➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟❆➼✢✓✽✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✪▼➚✢✙➢➽✏✛✦✛❱➻①✧✠✙✤✓♦✬✲✧✦✩❛➽✏✪✝➚✫✓✌✧✟➻❋➼✼➽✚❂✕✓✕➼➢➘ ➚✢✟✫✓ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓

ω
✛◆➽➙✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✫✫✟❛➽✚✗✤✓➑➾✦✓✠✗☛✗✤✓❁✪▼➚✫✓

φa,b(ω) = a|ω|m − b|ω|m➲ ✓✄✛ ✧✟➻✏✟▼➾ ✝ ➽✚✙☛✟✝➾✦✓✄✛ ✛✜➚ ✝ ✗✗➽ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓ ✛✦✓➶➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✑❂➻✴✛✦✓✠✟✝➾❆➽✚✗✍➻ ✝ ✛✇✟❛➽✈➾✜➚ ✝ ✓✠✗☛✗✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾✷✓✠✟ ✧✟➻✏✟▼➾ ✝ ➽✚✙☛✟▼➾✦✓✄✛ ✛❱➚ ✝ ✗✤✓✎➚ ✝✧✟➻❋➼✼➽✚❂✕✓✴✳



�✁�✄✂❘☎❨☛❏✞✜✌☞✏▼✘✓✚✙☛✆☎✍✌✎☎ ✩✞✝✰�

❇ ❶ ❦ ➸ ❆ ❇♥❆❖❷✤➸ ❿✁� ❭✄✂ ➭ ➸ ❄❛➭✢❄ ❻✼❚ ❻ ➯ ❺❾❷✫❇ ➯ ❘❯❱ ➺ ❺✶❆❭➸ ➭ ➸✮❇ ➯ ❫ ➀✡❲⑦✱➇✄t✓⑤✝➅☞t✆➅▼⑦ ➋ ⑦✖✉✭⑥✑③✓②❖✉✭r✟①✝➇➐⑥➔➃❏⑤❉t✓⑤❛②❖✉➑⑦✙✉✙②❬➇ ➌ ⑦✎⑤➎✉✟⑦✙⑥⑧➊✙➇✍⑦ Ca,b ∈ {m,m}∗ ➋ ⑦✭⑥✑③✓②❖✉ ω ②❞⑦✙➇ ✉✍✥✎①✼⑦✖➈❂➍❨③❦①❋➄➑②④③❦①❨②
➍❉➄❱➆✆☎❥→▼⑦➝⑤✤③❦⑤✼➒❞↕✺➃ ➋ ⑦ ω′ ➋ ⑦ ω ➛

φa,b(ω
′) > 0 ✓ ✖ ③✈✉✙➃❖②❭➃❖↕✆➃❭②❞➆✕✔ ,⑦✎②❖➈➢➍➎③❦①✝➄➝②④③❦①❋②✁➍❉➄❱➆✆☎❥→▼⑦✢➍✤➄❴③✖➍✤➄✜⑦

ω′ ➋ ⑦ ω ➛

φa,b(ω
′) < φa,b(ω) ✓ ✖ ①✝➇➐⑥➔➃❏⑤✤t❦⑤❉r◆⑦✕✔ .

✢✌✟ ✝ ➽✚✑✢✑✮✓✠✗☛✗✤✓➉✪✝➚✫✓✁✗✤✓✼✑ ✝ ✬✯✫✢⑤②✓ ω′ ➼➢➘ ➚✢✟ ✰ ➻❦➾ ω ✓✄✛✜➾✑➍❉➄✜③✖➍❉➄❱⑦✻✛✞✙
ω′ 6= ω

✳ ❑ ➻❦➚✫✛ ✟✼➻❦➾✦✓ ✝ ➻✏✟✫✛ Ca,b⇒k✗✤✓ ✛❱➻❦➚✫✛ ● ✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓ ➼✢✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛♥➼✢✓ Ca,b ✧✟➻✏✟▼➾✦✓✠✟❛➽✚✟▼➾✁✗✤✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛❆➾✦✓ ✝✞✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✇✬✵✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ k ✳ ✝➑✓✼✑✢✗✴➚✫✛✎✍
✟✼➻❦➚✫✛ ✝ ✓✄✛✜➾ ✝ ✓✠✙☛✟✼➼ ✝ ➻✏✟✫✛➙✟✼➻❦➾ ✝ ✓✇✬✎➾✜➚✼➼✢✓❆➽✈➚②⑤✶✧✆➽✏✛➣➻✆✽ a ✓✎➾ b ✛◆➻✏✟▼➾➔➼✢✓✄✛✲✓✠✟✝➾✞✙✤✓ ✝ ✛✲✑ ✝ ✓ ✰ ✙✤✓ ✝ ✛✒✓✠✟✝➾ ✝ ✓✇✓✎➚②⑤❙✍❲✧✆➽✏✛➽✈➚✫✪✝➚✫✓✠✗➑➻✏✟ ✑✔✓✎➚➎➾❆➾❱➻❦➚✖✓❴➻❦➚ ✝ ✛ ✛✆✓ ✝ ➽ ✰ ✓✠✟✫✓ ✝ ✓✠✟ ✝ ✓ ✰ ➽ ✝ ✪✝➚❛➽✚✟▼➾✷✪✝➚✫✓➉✗✤✓✄✛ ✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛✷✛❱➻✏✟✝➾✷✛✜➾◆➽✚✡✢✗✤✓✄✛➆✑❛➽ ✝✩✼➻ ✰ ➻❦➾✞✩✫✬✎➾✞✙✤✓✕s⇔ Ca,b = Cαa,αb t ✳✔q❏✟✰✫✫✟❀✍❉➻✏✟➹➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✦✓ ✝ ➽✖✗✤✓❁✛✦✓✎➚✢✗✁➾✦✓ ✝✞✰ ✓✲✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟ ✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✭✑✤➻❦➚ ✝ ✂④➽✚✙ ✝ ✓
✝ ✬✯✂ ✬ ✝ ✓✠✟✫✧✄✓✴✍ ✛✦✓✠✗✍➻✏✟ ✗✗➽❝✛✦✙✴➾✜➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟❀✍❛✬➣➚✢✟✁✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟➉✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✕➻❦➚➬✬✒✛❱➻✏✟✷✧✟➻❋➼✼➽✚❂✕✓✴✳

✥ ✄✞✝ � ✒✒✖✒✟ ✒ ✌ ✭✛✓✝✭ ✠✍✪ ☛ ☛ ✑ ✗✲✯☎✑ ✯ ✎ ✑ ✠✍✠ ✖ ✎ ✌ ✭

✉ ➚❛➽✚✟✼➼➹➻✏✟✷✛✆➘ ✙☛✟✝➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛✦✓➑✬➙✗✗➽➙❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➬➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓♠➼✢✓ ✰ ➻❦➾✦✛❄➼➢➘ ➚✢✟✷✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✴✍➎➚✢✟✫✓★✪✝➚✫✓✄✛✜➾✞✙✍➻✏✟ ✟❛➽✈➾✜➚ ✝ ✓✠✗☛✗✤✓✓✄✛✜➾➹➨ ✎ ✥✎①➎⑦✎➇❏➇✍⑦✇r◆t✓②❞➆❘➅☞③❦➄✙➃④⑦ ➋ ⑦✖✉➶➇✄t❦⑤❋➅☞t✆➅▼⑦✖✉ ✑✟③❦➄✙⑥✑⑦✎➇ ✉❆⑥✑③❦⑤➧➇✴t❦⑤✝➅☞t✆➅✝⑦✇t✖➍▼➍❨t❦➄✎②❭➃❘⑦✙⑤❉②❭➒❞➃❖➇✠✟ q❏✟ ✓✯✮❙✓✎➾✎✍✘✛✞✙◗✗✗➽
✝ ✬✠✑❂➻✏✟✫✛✦✓✽✑✢✗✗➽✏✧✄✓✜✗✤✓✯✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✯✬✎➾✜➚✼➼②✙✤✬✯➼✼➽✚✟✫✛q✗✗➽★✧✆➽✈➾✦✬✠❂☞➻ ✝ ✙✤✓✕➼✢✓✄✛q✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✄✛ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗✤✛❣➻❦➚♥➽✚✗☛❂✕✬✠✡ ✝ ✙✤✪▼➚✫✓✴✍❨➽✚✗✍➻ ✝ ✛✗✗➽➉➼✢✬✄✧✟➻❦➚✢✺✕✓ ✝ ➾✦✓➝➼➢➘ ➚✢✟✇➽✈➚➎➾❱➻ ✰ ➽✈➾✦✓♠➻❦➚✇➼➢➘ ➚✢✟✫✓★❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✚✙ ✝ ✓➝➼✢✬✄✧ ✝ ✙☛✺❦➽✚✟✝➾✽✗✤✓★✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓★✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✽✗✗➽➔➼✢✬ ✝ ✙☛✺✓➽✈➾✞✙✍➻✏✟➽✈➚➎➾❱➻ ✰ ➽✈➾✞✙✤✪✝➚✫✓❼➼➢➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛➹➼✢✓➉❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓ ➚✢✟✢✙ ✂❭➻ ✝✞✰ ✓ ✓✙➷✸✧✆➽✏✧✄✓✄✛ ✲ ✙✛✜ ✗ ✒ ✙ ✗ ✹ ✜ ✶ ✳ ❑ ➻❦➚✫✛
➽✚✗☛✗✍➻✏✟✫✛♦➼➎➻✏✟✫✧✾✬✎➾✜➚✼➼②✙✤✓ ✝ ✗✤✓✄✛✜✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✄✛✕➼❨➚ ✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓♠➼✢✓✄✛✽✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✌✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛✎✳

✡❯⑦⑨⑧✣⑦❶⑩ ❷P❄✔❼✦❹❝❾✞☛ ❀❁↕♥→✏❻☛❹❝❾✞☛❜↔☞☛❜❿ ❀✾➣✢❼✒❄❜↔①→✢❿➂❼♥→✏➃✲➄✫❸✎➃✄☛✔➁✄❼
⑨♠⑩❥❶▼❷❉❸✪❹❋❺❼❻❾❽ ❈➧➀
✖ ③❦①❋➄➹②④③❦①❨②

a, b ∈ N∗ ⑦✎②
k ∈ N

➈➝➇✴⑦➹➇✄t✓⑤✝➅☞t✆➅▼⑦ Ca,b⇒k ➋ ⑦✖✉✇r✯☛❨⑦✙⑥➔➃❖⑤➎✉✇r✎①❋➇❯⑥➔➃❖⑤❉t❦⑤❛②❖✉➹t✓②❘②❞⑦✙➃✴➅❦⑤❉t❦⑤❉②➑①❋⑤✤⑦
☛❋t❦①❨②❞⑦✙①❋➄✌☎➓⑤✤t❦➇✴⑦

k
⑦✙✉✙②✔➄❴t✓②❭➃❘③❦⑤✼⑤❂⑦✙➇✴➞

➟♦➠➢➡❛➤❂➥❥➡➧➦ ✉ ➚❛➽✚✟✼➼ ✗✗➽➙✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✫✫✟❛➽✚✗✤✓ k ✓✄✛✜➾✜✙ ✰ ✑❂➻✴✛✦✬✄✓➑➽➙✑ ✝ ✙✍➻ ✝ ✙➀✍②✗✤✓✄✛✽✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✯✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛✯✧✠✙ ✝ ✧✎➚✢✗✤✓✠✟▼➾➼✼➽✚✟✫✛✢➚✢✟✫✓➑✡❛➽✚✟✼➼✢✓➝➼✢✓➑✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ k ✍✫✧✓➘✱✓✄✛✜➾♦✬➉➼②✙ ✝ ✓✱➼✼➽✚✟✫✛♦➚✢✟✷✓✄✛✞✑❛➽✏✧✄✓ ✫✫✟✢✙❲➼✢✓➑✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛♦➽✈➾✜➾✦✓✠✙☛❂✴✟❛➽✚✡✢✗✤✓✄✛♥✳✣✝➑✓✑✢✗✴➚✫✛✎✍❲✗✤✓✄✛ ✑✙①❋②❭①❋➄◆✉➹➽✈➚➎➾❱➻ ✝ ✙✤✛✦✬✄✛➉✬✁✑❛➽ ✝ ➾✞✙ ✝ ➼➢➘ ➚✢✟✫✓✇✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✬✠✑✔✓✠✟✼➼✢✓✠✟▼➾➉➚✢✟✢✙✤✪✝➚✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾✑➼✢✓✇✗✗➽✁✑✤➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✈✓✠✟✧✟➻❦➚ ✝ ✛✯✓✎➾✢➼✢✓➑✗✗➽➙✺✓➽✚✗✤✓✎➚ ✝ ➼✢✓ k ✳➓➴➎✗❙✓✄✛✜➾✢➼➎➻✏✟✫✧★✑❂➻✴✛✦✛✞✙☛✡✢✗✤✓✱➼✢✓★✧✟➻✏✟✫✛✜➾ ✝ ➚✢✙ ✝ ✓✱➚✢✟s➽✈➚➎➾❱➻ ✰ ➽✈➾✦✓ ✫✫✟✢✙ ✪✝➚✢✙ ✝ ✓✄✧✟➻✏✟✢✟❛➽✑✏✍➾✓♠⑤✼➽✏✧✎➾✦✓ ✰ ✓✠✟▼➾✯✗✤✓✄✛✌✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✯➼✢✓ Ca,b⇒k ✳➲ ✓✄✛✸✬✎➾◆➽✈➾✦✛➉➼✢✓ ✧✄✓✎➾➉➽✈➚➎➾❱➻ ✰ ➽✈➾✦✓✁✛❱➻✏✟▼➾❝✗✤✓✄✛✑➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✛⑧➽✏✧✄✧✄✓✄✛✆✛✞✙☛✡✢✗✤✓✄✛ [0, k]
✍✥✑✢✗✴➚✫✛➉➚✢✟ ✬✎➾◆➽✈➾➣➍❨③❦①✼➊❱⑦✙➇❖➇✴⑦ ⊥ ✳

0
s ✝ ✓✄✛✞✑❀✳ k t ✓✄✛✜➾✢➽✚✗✍➻ ✝ ✛✜✗④➘✱✬✎➾◆➽✈➾✜✙☛✟✢✙✴➾✞✙✗➽✚✗✿s ✝ ✓✄✛✞✑❀✳ ✫✫✟❛➽✚✗ t ➼✢✓✌✗④➘✸➽✈➚➎➾❱➻ ✰ ➽✈➾✦✓✴✍ ✓✎➾✜✗✗➽✍✂❘➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟➹➼✢✓✕➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟ δ ✓✄✛❱➾➾✦✓✠✗☛✗✤✓❁✪✝➚✫✓➉➨

δ(q,m) =

{

q + a
✙ ✂
q ≤ k − a,

⊥ ➻❦➾✞✩✫✓ ✝ ✦✜✙✤✛✦✓ δ(q,m) =

{

q − b ✙ ✂
q > b,

⊥ ➻❦➾✞✩✫✓ ✝ ✦✜✙✤✛✦✓
δ(k, ✍ ) = ⊥ δ(⊥, ✍ ) = ⊥ .

➴➎✗❲✓✄✛❱➾➑✧✠✗✗➽✚✙ ✝ ✪✝➚✫✓❝✧✄✓✎➾♠➽✈➚➎➾❱➻ ✰ ➽✈➾✦✓ ✝ ✓ ✓✞✓✎➾✜➾✦✓➔➾❱➻❦➚➎➾ ✰ ➻❦➾❁✧✦✩✫✓ ✝ ✧✦✩❛➽✚✟✝➾➣✬❆➼✢✓✄✛✦✧✄✓✠✟✼➼ ✝ ✓❝✓✠✟❼➼✢✓✄✛✆✛❱➻❦➚✫✛✱➼✢✓
0
s ✝ ✓✄✛✦✑❀✳➽✈➚➶➼✢✓✄✛✦✛✜➚✫✛❣➼✢✓

k t ✺✕✓ ✝ ✛③✗④➘✱✬✎➾◆➽✈➾✔➍❨③❦①✼➊❱⑦✙➇❖➇✴⑦ ⊥ ✍❋➻✆✽✇✙☛✗ ✝ ✓✄✛✜➾✦✓ ✝ ➽ ✓❴➚✫✛✦✪▼➚✁➘✸✬✾✗✗➽✍✫✫✟❆➼✢✓✭✛◆➽✾✗✤✓✄✧✎➾✜➚ ✝ ✓➑✓✎➾◗✛✆✓ ✝ ➽ ✝ ✓ ✓✞✓✎➾✦✬✴✳✝➑✓➙✑✢✗✴➚✫✛✎✍✔✙☛✗❩➽✏✧✄✧✄✓✠✑➎➾✦✓➔➚✢✟✢✙✤✪✝➚✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾★✗✤✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛✱➼➎➻✏✟✝➾➑✗✗➽✸✗✤✓✄✧✎➾✜➚ ✝ ✓➔➾✦✓ ✝✞✰ ✙☛✟✫✓✒✓✠✟ ✗④➘✱✬✎➾◆➽✈➾ k ✍ ✓✜➽ ✰ ➽✚✙✤✛➑➽✈➾✜➾✦✓✠✙☛✟✝➾



�✁�✄✂❘☎❨☛❏✞✜✌☞✏▼✘✓✚✙☛✆☎✍✌✎☎ ✩✞✝✁�

✑ ✝ ✬✄✧✄✬✟➼✢✓ ✰❝✰ ✓✠✟▼➾✎✳↔➴➎✗ ✝ ✓✄✧✟➻✏✟✢✟❛➽✑✏✍➾✯➼➎➻✏✟✫✧❁✓♠⑤✼➽✏✧✎➾✦✓ ✰ ✓✠✟▼➾ Ca,b⇒k ✳ ❆ ➻ ✰❝✰ ✓❁✗④➘✱✓✄✛✞✑❛➽✏✧✄✓➑➼➢➘✱✬✎➾◆➽✈➾✦✛✯✓✄✛❱➾ ✫✫✟✢✙➀✍❛➽✚✗✍➻ ✝ ✛
Ca,b⇒k ✓✄✛✜➾❄➚✢✟✷✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓ ✝ ✬✠❂✓➚✢✗☛✙✤✓ ✝ ✳

�

❆ ✓✎➾➹➽✈➚➎➾❱➻ ✰ ➽✈➾✦✓ ✑✮✓✎➚➎➾➹➽✚✗✍➻ ✝ ✛ ✗✎➾ ✝ ✓s➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✦✬➉✑❂➻❦➚ ✝ ➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓ ✝ ➚✢✟ ➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓ ➼✢✓➉❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓➚✢✟✢✙ ✂❘➻ ✝✞✰ ✓✘✑❂➻❦➚ ✝ Ca,b⇒k ✓✎➾❀✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✕✲ ✒ ✹ ✗✧✒✥✙✪✶②✛✜➚ ✝ ✗✗➽❄➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓✔➼✢✓✄✛❥➻✏✡✔✓ ✓✎➾✦✛ ✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✬✄✛✎✍✚✑❛➽ ✝ ➚✢✟✫✓❣➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟➼✢✓✖✗✗➽ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻✝➼✢✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓✸✛✦✙ ✰ ✙☛✗✗➽✚✙ ✝ ✓➏✬ ✧✄✓✠✗☛✗✤✓✸✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟▼➾✦✬✄✓♥➼✼➽✚✟✫✛✾✗✤✓✸✧✆➽✏✛♠➼✢✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛♠➼❨➚✶✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓➏➼➢➘ ➚✢✟✫✓❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✚✙ ✝ ✓❝✟✼➻✏✟ ● ✧✟➻✏✟✝➾✦✓♠⑤❋➾✜➚✫✓✠✗☛✗✤✓✴✳✏✢✌✟➉✑ ✝ ✬✄✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✤✓ ✝ ➽②✍❥➼✼➽✚✟✫✛✕➚✢✟➉✑ ✝ ✓ ✰ ✙✤✓ ✝ ➾✦✓ ✰ ✑✫✛♥✍✔✑✤➻❦➚ ✝ ➾❱➻❦➚➎➾★✬✎➾◆➽✈➾ q ✓✎➾➾❱➻❦➚➎➾
i ≤ n ✍✏✗✤✓✄✛❲✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✄✛ N i

q

➼✢✓ ✰ ➻❦➾✦✛✧➼✢✓↔➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ i ✝ ✓✄✧✟➻✏✟✢✟▼➚✫✛❏✑❛➽ ✝ ✗④➘✸➽✈➚➎➾❱➻ ✰ ➽✈➾✦✓✌✓✠✟➙✑❛➽ ✝ ➾◆➽✚✟✝➾✧➼✢✓◗✗④➘✱✬✎➾◆➽✈➾ q ✳☞✌✟✫✓✛✂❘➻✏✙✤✛✌✧✄✓✄✛✌✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✄✛➑✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✤✬✄✛✎✍❉➚✢✟✼✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟ ✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✱➼✢✓➑➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ n ✓✎➾✯➼✢✓✾✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✫✫✟❛➽✚✗✤✓ k ✑✔✓✎➚➎➾✗✎➾ ✝ ✓➆✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✬ ✓✠✟ ⑥✑t❦➄✜r✯☛❋t✓⑤❛②➝➼✼➽✚✟✫✛➙✗④➘✸➽✈➚➎➾❱➻ ✰ ➽✈➾✦✓✴✍✥✓✠✟ ✑❛➽ ✝ ➾◆➽✚✟✝➾✑➼✢✓ 0
✓✎➾❝✓✠✟✵✑ ✝ ➻✏✗✍➻✏✟✢❂✕✓✆➽✚✟✝➾➏✬✼✧✦✩❛➽✏✪✝➚✫✓✬✎➾◆➽✚✑✔✓➑➚✢✟✼✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟ ➽ ✝✞✝ ✙☛✺✓➽✚✟▼➾➑✓✠✟ q ✑❛➽ ✝ ➚✢✟✁✑❛➽✏✛ ✰ ➻✏✟✝➾◆➽✚✟▼➾ m ✺✕✓ ✝ ✛✯➚✢✟✼✬✎➾◆➽✈➾ q + a

s ✝ ✓✄✛✦✑❀✳❣➼✢✓✄✛✆✧✄✓✠✟✼➼✼➽✚✟▼➾
m
✺✕✓ ✝ ✛ q − b t ➽✄✺✕✓✄✧✼✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬ Nn−i−1

q+a /Nn−i
q

s ✝ ✓✄✛✞✑❀✳Nn−i−1
q−b /Nn−i

q t ✳ ✢✌✟ ➻✏✡➎➾✞✙✤✓✠✟✝➾➶➽✚✗✍➻ ✝ ✛➏➚✢✟➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✾✓✠✟✼✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤①✙✴➾✦✬♠➽ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✬✎➾✞✙✤✪✝➚✫✓❁✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✴✳
✡❯⑦⑨⑧✣⑦✿✾ ❷P❄✔❼✦❹❝❾✞☛ ❀★↕♥→✏❻☛❹❝❾✞☛❜↔☞☛✮❿ ❀✄✂✆☎❲❼★↕♠↔ ❀❃❂✢➁ ☛✔➁✦➃❖↔ ❻

q❏✟ ❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✚✗➀✍②✪▼➚❛➽✚✟✼➼♥➻✏✟✸✺✕✓✎➚➎➾③✑ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓ ✝ ✪✝➚✁➘ ➚✢✟✸✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✭✟✁➘✱✓✄✛✜➾ ✝ ✓✄✧✟➻✏✟✢✟▼➚➆✑❛➽ ✝ ➽✈➚✫✧✎➚✢✟✫✓✯❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✚✙ ✝ ✓✭✟✼➻✏✟ ●✧✟➻✏✟▼➾✦✓♠⑤❨➾✜➚✫✓✠✗☛✗✤✓✴✍❬➻✏✟❼➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✦✓⑧➼✢✓✎➚②⑤ ➻❦➚➎➾✞✙☛✗✤✛✍✂❘➽ ✰ ✙☛✗☛✙✤✓ ✝ ✛➣➼✢✓✄✛✾✬✎➾✜➚✼➼②✙✗➽✚✟✝➾✦✛✲✓✠✟ ➲ ✙✤✧✄✓✠✟✫✧✄✓⑧➼➢➘❀➴➎✟✰✂❭➻ ✝✞✰ ➽✈➾✞✙✤✪✝➚✫✓✇➨ ➲ ➽
✺✕✓ ✝ ✛✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗☛❂✕✬✠✡ ✝ ✙✤✪▼➚✫✓➣➼❨➚✁✗✤✓ ✰❝✰ ✓➝➼✢✓❁✗④➘✱✬✎➾❱➻✏✙☛✗✤✓✴✍✤➻❦➚✷✗✤✓❁✗✤✓ ✰❝✰ ✓➝➼➢➘ ✢✌❂☞➼✢✓✠✟❀✳✢➴➎✧✠✙➀✍✼➚✢✟✫✓❁✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬➔➽ ✰ ➚✫✛◆➽✚✟✝➾✦✓➼❨➚ ✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓ ➼✢✓✄✛✇✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛➆✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛ ✓✄✛✜➾ ✪▼➚✁➘ ✙☛✗✌✟✁➘✱✓✄✛✜➾ ✰ ✙✤✛ ✓✠✟ ➼✢✬✯✂④➽✈➚➎➾✸✑❛➽ ✝ ➽✈➚✫✧✎➚✢✟ ➼✢✓✼✧✄✓✄✛➏➼✢✓✎➚②⑤
✗✤✓ ✰❝✰ ✓✄✛✎✍❲✡✢✙✤✓✠✟ ✪▼➚✁➘ ✙☛✗③✛✆➘✸➽✄✺ ✬ ✝ ✓❆➽✈➚ ✫✫✟❛➽✚✗↔➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ➾✦✓✠✟✢✙ ✝ ✬➹➚✢✟✫✓✸✧✠✗✗➽✏✛✦✛✆✓✸✛✜➚✢✑✔✬ ✝ ✙✤✓✎➚ ✝ ✓➏✬✁✧✄✓✠✗☛✗✤✓➏➼✢✓✄✛✾✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✄✛✟✼➻✏✟ ● ✧✟➻✏✟▼➾✦✓♠⑤❨➾✜➚✫✓✠✗➀✍✮✧✟➻ ✰❝✰ ✓★✗④➘✱✬✎➾◆➽✚✡✢✗☛✙✴➾✯✗✗➽➙✑ ✝ ➻✏✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✼✛❱➚✢✙☛✺❦➽✚✟✝➾✦✓✴✳
P ❸✈❷ ❛ ❷ ➯ ❆❅❇♥❆❖❷❉➸ ❿➁➀
✖ ③❦①❋➄♠②④③❦①❨② a, b ∈ N

➈❬➇✴⑦♠➇✴t❦⑤✝➅☞t✺➅▼⑦ Ca,b ➋ ⑦✖✉♠r✯☛❨⑦✎⑥➣➃❖⑤➎✉➝r✎①❋➇➐⑥➣➃❖⑤❉t❦⑤❉②❖✉✭⑤ ➌ ⑦✙✉✙②❂➍➎t✈✉✱⑤❉③❦⑤✼➒❴r❱③❦⑤❛②❞⑦✜→☞②❭①➎⑦✙➇✍➞
➟♦➠➢➡❛➤❂➥❥➡➧➦ ✢✌✟ ✝ ➽✚✑✢✑✔✓✠✗☛✗✤✓ ✪▼➚✫✓❝✗④➘ ✙☛✟✝➾✦✓ ✝ ✛✦✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ➼➢➘ ➚✢✟✶✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✇✟✼➻✏✟ ● ✧✟➻✏✟▼➾✦✓♠⑤❨➾✜➚✫✓✠✗✜✓✎➾➝➼➢➘ ➚✢✟✶✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓ ✝ ➽ ●➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗✣✓✄✛❱➾❙✟✼➻✏✟ ● ✧✟➻✏✟▼➾✦✓♠⑤❨➾✜➚✫✓✠✗❉✲ ✒✵★✪✶✿✳P✝✭✓❲✑✢✗✴➚✫✛♥✍✪➼➢➘✸➽✚✑ ✝ ✬✄✛ ✗✗➽③✺✕✓ ✝ ✛✞✙✍➻✏✟➝➽✚✗☛❂✕✬✠✡ ✝ ✙✤✪✝➚✫✓➓➼❨➚❁✗✤✓ ✰❝✰ ✓➓➼✢✓❏✗④➘✱✬✎➾❱➻✏✙☛✗✤✓♦✲ ✒✵★②✍■ ✩✫✓✟➻ ✝ ✓ ✰ ✒✫✳ ✹✺✶ ✍✕✑❂➻❦➚ ✝ ➾❱➻❦➚➎➾q✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓ L ✍✴✙☛✗ ✓♠⑤②✙✤✛✜➾✦✓ n ∈ N

➾✦✓✠✗❜✪▼➚✫✓↔➾❱➻❦➚➎➾ ✰ ➻❦➾ ω ∈ L ➼✢✓❄➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓✕➽✈➚ ✰ ➻✏✙☛✟✫✛
n
➽❦➼ ✰ ✓✎➾✢➚✢✟✫✓ ✂④➽✏✧✎➾❱➻ ✝ ✙✤✛◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ω = u.x.v.y.t

✛◆➽✈➾✞✙✤✛ ✂④➽✚✙✤✛◆➽✚✟✝➾✜✗✤✓✄✛✜✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✄✛✌✛❱➚✢✙☛✺❦➽✚✟✝➾✦✓✄✛➑➨
✳✴✳ |x.y| ≥ 1

✍
✙②✳ |x.v.y| ≤ n ✍
✷②✳ ∀ℓ ≥ 0, ωℓ := u.xℓ.v.yℓ.t ∈ K ✳
➪❋➻✏✙✴➾ R ✗✤✓★✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗❥➼✢✬✯✫✫✟✢✙ ✑❛➽ ✝ ✗④➘✱✓♠⑤①✑ ✝ ✓✄✛✆✛✞✙✍➻✏✟ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗☛✗✤✓

R = L(m∗.m+.m∗)

✓✎➾✽✪✝➚✁➘❀➻✏✟ ✑✔✓✎➚➎➾✜✺☞➻✏✙ ✝ ✧✟➻ ✰❝✰ ✓➑✗✤✓✭✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓➑➼✢✓✄✛✜✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✯✓✠✟✞✝✎➃✴➅❦➒✟✝✺t✆➅✴✳✔➪❋➻✏✙✴➾ K = Ca,b ∩ L
✳ ✢✌✟➆✑ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓

✂④➽✏✧✠✙☛✗✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾✌✪✝➚✫✓
K = {mi.mj.mk| i > 0, bj < ai

✓✎➾
bj < ak}.

✢✌✟ ✺✓➽ ✝ ➽✚✙✤✛❱➻✏✟✢✟✫✓ ✝ ✑❛➽ ✝ ✗④➘✸➽✚✡✫✛✜➚ ✝ ➼✢✓✴✍✜✓✠✟ ✛❱➚✢✑✢✑✤➻✴✛◆➽✚✟✝➾♥➽✎✺✕✬ ✝ ✬ Ca,b ✟✼➻✏✟ ● ✧✟➻✏✟✝➾✦✓♠⑤❋➾✜➚✫✓✠✗➀✳ ➪✣✙ Ca,b ✓✄✛✜➾✖✟✼➻✏✟ ●✧✟➻✏✟▼➾✦✓♠⑤❨➾✜➚✫✓✠✗➀✍❉➽✚✗✍➻ ✝ ✛ K ✗④➘✱✓✄✛✜➾♦➽✈➚✫✛✦✛✞✙➀✳



�✁�✄✂❘☎❨☛❏✞✜✌☞✏▼✘✓✚✙☛✆☎✍✌✎☎ ✩✞✝ �

❆ ➻ ✰❝✰ ✓ a ✓✎➾ b ✛❱➻✏✟✝➾✜✑ ✝ ✓ ✰ ✙✤✓ ✝ ✛✜✓✠✟▼➾ ✝ ✓❁✓✎➚②⑤❙✍➎➽✚✗✍➻ ✝ ✛◗✙☛✗❀✓♠⑤①✙✤✛✜➾✦✓ i > n
✓✎➾
j > n

➾✦✓✠✗✤✛✜✪✝➚✫✓
ia− jb = 1s ■ ✩✫✬✟➻ ✝ ✬ ✰ ✓♥➼✢✓ ✂❄➽✏✧✦✩✫✓✎➾ ● ✂◗✓✶✚✆➻❦➚➎➾ t ✳ ❉ ✗✍➻ ✝ ✛❁✗✤✓ ✰ ➻❦➾ ω = mimjmi ➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✓✠✟▼➾➉✬ K ✳✏✝✱➽✚✟✫✛❁✗✤✓ ✝ ✓✄✛✜➾✦✓➼✢✓❁✗✗➽✖✑ ✝ ✓✎➚✢✺✕✓✴✍ ✟✼➻❦➚✫✛✕➽✚✑✢✑✮✓✠✗☛✗✤✓ ✝ ➻✏✟✫✛ A ✗✗➽❝✑ ✝ ✓ ✰ ✙✭✬ ✝ ✓➙✛✦✬ ✝ ✙✤✓➑➼✢✓✾✑❛➽✏✛ ✰ ➻✏✟▼➾◆➽✚✟✝➾✦✛✱➼✢✓ ω ✍ B ✗✗➽✸✛✦✬ ✝ ✙✤✓➑➼✢✓❁✑❛➽✏✛➼✢✓✄✛✦✧✄✓✠✟✼➼✼➽✚✟✝➾✦✛✌✓✎➾

C
✗✗➽✖✛✦✬ ✝ ✙✤✓✩✫✫✟❛➽✚✗✤✓➑➼✢✓★✑❛➽✏✛ ✰ ➻✏✟✝➾◆➽✚✟▼➾✦✛✎✳❑ ➻❦➚✫✛ ✝ ✬✄✛✜➚ ✰ ➻✏✟✫✛➔➼✼➽✚✟✫✛➙✗✗➽✇➾◆➽✚✡✢✗✤✓ ★ ✳✴✳✇✑✤➻❦➚ ✝ ✧✦✩❛➽✏✧✎➚✢✟✫✓❆➼✢✓✄✛➔➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛✦✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛➔➽❦➼ ✰ ✙✤✛✆✛✞✙☛✡✢✗✤✓✄✛➔➼✢✓ ω ✍ ➚✢✟✫✓✺✓➽✚✗✤✓✎➚ ✝ ➼✢✓

ℓ
✑✤➻❦➚ ✝ ✗✗➽✏✪▼➚✫✓✠✗☛✗✤✓ ✗✤✓ ✰ ➻❦➾ ωℓ ✟✁➘✸➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✓✠✟✝➾➉✑❛➽✏✛➬✬ K ✳ ➲ ➽ ✝ ➽✚✙✤✛❱➻✏✟ ✑❂➻❦➚ ✝ ✗✗➽✏✪✝➚✫✓✠✗☛✗✤✓ ωℓ✟✁➘✸➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✓✠✟▼➾✭✑❛➽✏✛♦✬ K ✓✄✛✜➾✌✓♠⑤①✑✢✗☛✙✤✧✠✙✴➾✦✬✄✓➑➼✼➽✚✟✫✛✽✗✗➽❝✧✟➻✏✗✍➻✏✟✢✟✫✓➑➼✢✓➑➼ ✝ ➻✏✙✴➾✦✓✴✳

✮❥➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟s➼✢✓
x.v.y ℓ ωℓ

❆ ➻✏✟✼➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ✰ ✙✤✛✆✓★✓✠✟✇➼✢✬✯✂❘➽✈➚➎➾
A 0 mi−h.mj .mi ✮ ➻✴✛✎✳✢➨

φ(mi−h.mj) = 1− ah ≤ 0

B 2 mi.mj+h.mi ✮ ➻✴✛✎✳✢➨
φ(mi.mj+h) = 1− bh ≤ 0

C 0 mi.mj.mi−h ❆ ➚✢✗ ✰ ✳✢➨ φ(ωℓ) = φ(mi)− ah
≤ φ(mi)

A ∪B
|x|m|x|m + |y|m|y|m 6= 0 2 mi.mh′ .mh.mj.mi ωℓ /∈ K

s ■ ✝ ➻✏✑➬➼✢✓★✑✢✙✤✧✄✛ t
x = mh, y = mh′

∆ < 0 2 mi+h.mh′+j.mi ✮ ➻✴✛✎✳✢➨
φ(mi+h.mj+h′) = 1 + ∆ < 0

∆ = 0 2 mi+h.mh′+j.mi ❆ ➚✢✗ ✰ ✳✢➨ φ(mi+h) = a(i+ h) ≥ φ(ωℓ)

∆ > 0 0 mi−h.mj−h′.mi ✮ ➻✴✛✎✳✢➨
mi−h.mj−h′ = 1−∆ ≤ 0

B ∪C
|x|m|x|m + |y|m|y|m 6= 0 2 mi.mj.mh′ .mh.mi ωℓ /∈ K

s ■ ✝ ➻✏✑➬➼✢✓★✺❦➽✚✗☛✗✤✬✄✓✄✛ t
x = mh′ , y = mh

∆ ≤ 0 2 mi.mh′+j.mi+h ✮ ➻✴✛✎✳✢➨
φ(mi.mh′+j) = 1− bh′ ≤ 0

∆ > 0 0 mi.mj−h′.mi−h ❆ ➚✢✗ ✰ ✳✢➨ φ(ωℓ) = φ(ω)−∆ ≤ φ(mi)

�❋✂✂✁✧� �✢�❯✩ ✔❂❁ ✂ ✘ ✚☎✄✰✫✓✚ ✲✳✩ ✱ ✩✒✚ ✖✙✲ ✜ ✤
ω = mimjmi

✤✛✱✆✄✰✩ ✲ ✤✞✲ ✤✛✖ ✜ ✂✞✝ ✣✮✦ ✱✥✜ ✦ ✁ ✤✟✄✠✄✰✤✰✜ ✤ ✁☛✡ ✂ ✱ ✚✕✩ ✁ ✤✌☞
i
✤✛✱

j
✲✳✚✕✖✁✱ ✁ ✤✞✲

➭ ✣ ✁ ✤ ✦✧✭ ✲ ✫✓✚✕✦✙✭ ✁ ✤✞✲✎✍✁✦✧✤ ✁ ✁ ✤ ✲
ia − jb = 1

✤✛✱
∆ := ah − bh′

☞

✝✱➽✚✟✫✛③✗✤✓✄✛✥✧✆➽✏✛
A∪B ✓✎➾

B ∪C ✍✕✙☛✗ ✂④➽✈➚➎➾❣➾ ✝ ➽✚✙✴➾✦✓ ✝ ✛✦✬✠✑❛➽ ✝ ✬ ✰ ✓✠✟✝➾◗✗✤✓✄✛✥✧✆➽✏✛↔➻✆✽ x ✓✎➾ y ✛❱➻✏✟▼➾ ✰ ➻✏✟✼➻❦➾❱➻✏✟✫✓✄✛✎✳✢✌✟ ✝ ✓ ✰ ➽ ✝ ✪✝➚✫✓ ✝ ➽✑➽✈➚✫✛✦✛✞✙❀✪✝➚✫✓✴✍➎➼❨➚✏✂④➽✚✙✴➾✢➼✢✓★✗✗➽✒✧✟➻✏✟✼➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ✙➉➼❨➚ ✗✤✓ ✰❝✰ ✓➑➼✢✓➑✗④➘✱✬✎➾❱➻✏✙☛✗✤✓✴✍ ✗✤✓✩✂❘➽✏✧✎➾✦✓✎➚ ✝ x.v.y ✟✫✓✑✔✓✎➚➎➾➑✓ ✰ ✑✢✙✤✬✎➾✦✓ ✝ ✛✦✙ ✰ ➚✢✗✴➾◆➽✚✟✫✬ ✰ ✓✠✟▼➾➙✛✜➚ ✝ ✗✤✓✄✛ ✝ ✬✠❂✴✙✍➻✏✟✫✛ A ✓✎➾
C
✍❙✧✄✓✒✪▼➚✢✙ ✗☛✙ ✰ ✙✴➾✦✓✒✗✤✓➙✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓➉➼✢✓➔➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻ ●✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛♠✬➆✓♠⑤✼➽ ✰ ✙☛✟✫✓ ✝ ✳ ❆ ➻ ✰❝✰ ✓❝✟✼➻❦➚✫✛♠➽✎✺☞➻✏✟✫✛♠➼✢✬✄✧ ✝ ✙✴➾✱➾❱➻❦➚➎➾✦✓✄✛★✗✤✓✄✛➑➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛★✑❂➻✴✛✦✛✞✙☛✡✢✗✤✓✄✛➑✑❂➻❦➚ ✝ ω ✍✓✎➾❁✪✝➚✁➘✸➽✈➚✫✧✎➚✢✟✫✓✒✟✫✓➙✛✖➽✈➾✞✙✤✛ ✂❘➽✚✙✴➾➑➽✈➚②⑤ ✧✟➻✏✟✼➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛➑➼❨➚ ✗✤✓ ✰❝✰ ✓➉➼✢✓➙✗④➘✱✬✎➾❱➻✏✙☛✗✤✓✴✍❥➽✚✗✍➻ ✝ ✛➑✗✤✓➙✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓ K ✟✁➘✱✓✄✛✜➾➑✑❛➽✏✛

✟✼➻✏✟ ● ✧✟➻✏✟▼➾✦✓♠⑤❨➾✜➚✫✓✠✗➀✍✤➼➎➻✏✟✫✧ Ca,b ✟✫✓➑✗④➘✱✓✄✛✜➾✽✑❛➽✏✛✜✟✼➻✏✟✁✑✢✗✴➚✫✛✎✳ �



�✂✁✲✁☎✄✝✆✞✆ ✠ ☛ ✑✠✟☛✡ ✠☛☞ ✑ ✎✟✠✝✌✂✄✎✍✏✡✑✡✛✞✒✌✓✡ ✆✏✌ ✄✕✔✓✄✕✖ ✄ ✞✗☞ ✌✙✘ ✎✟✆✝✡✑✚ ✠✛✄✟✄✝✆✝✡

➴➎✗❯✟✁➘✱✓♠⑤②✙✤✛✜➾✦✓✧➼➎➻✏✟✫✧✘✑❛➽✏✛❲➼✢✓q❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✚✙ ✝ ✓③✟✼➻✏✟ ● ✧✟➻✏✟✝➾✦✓♠⑤❋➾✜➚✫✓✠✗☛✗✤✓◗✪✝➚✢✙✝➼✢✬✄✧ ✝ ✙☛✺✕✓✥✗✤✓✄✛❀✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✄✛ Ca,b ✍ ✗✗➽✜❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓♦➼✢✓ ✰ ➻❦➾✦✛✧➼✢✓✜✧✄✓✜✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✯➼✢✓✠✺ ✝ ➽✭➼➎➻✏✟✫✧♦➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✦✓ ✝ ➼➢➘✸➽✈➚➎➾ ✝ ✓✄✛➓➾✦✓✄✧✆✩✢✟✢✙✤✪▼➚✫✓✄✛③✪✝➚✫✓✜✧✄✓✠✗☛✗✤✓✄✛✧➼②✙✤✛✞✑❂➻✏✟✢✙☛✡✢✗✤✓✄✛✑❂➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛➙✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✄✛✑➽✚✗☛❂✕✬✠✡ ✝ ✙✤✪✝➚✫✓✄✛✎✳ ✮❩➽ ✝✞✰ ✙③✗✤✓✄✛➣➾✦✓✄✧✆✩✢✟✢✙✤✪▼➚✫✓✄✛⑧➽✚✗✴➾✦✓ ✝ ✟❛➽✈➾✞✙☛✺✕✓✄✛✑✬✼✗✗➽✁❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓➼✢✓ ✰ ➻❦➾✦✛➝➼➢➘ ➚✢✟✶✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✸✟✼➻✏✟ ● ✧✟➻✏✟▼➾✦✓♠⑤❨➾✜➚✫✓✠✗➀✍❲✗④➘✸➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓❝✗✗➽ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻✝➼✢✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓⑧➼✢✓⑧✰ ✙☛✗ ✂ ✲ ✳✆✵✓✷ ✶ ✍
✪✝➚✢✙✔➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✑❂➻✴✛✦✓➏➚✢✟✫✓ ✝ ✓✠✗✗➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✫✧✄✓➆✓✠✟▼➾ ✝ ✓❆➼✢✓✄✛✒✧✆➽ ✝ ➼②✙☛✟❛➽✚✗☛✙✴➾✦✬✄✛➉➼❨➚✵✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓➆✓✠✟ ✑ ✝ ✙☛✟✫✧✠✙☛✑✮✓❆➼✢✓❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟s➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓♠➚✢✟✢✙ ✂❭➻ ✝✞✰ ✓✴✳

✦✢✜ ✄✰✦ ✣✏✭ ✗ ✭✓✒ ✑✔✓✬✌✏✖✘✗ ✑ ☛✴✭✒✑✔✓ ✖✘✌✡✒✭✎ ✮✥✤✝✦ ✑ ✟✔✟ ✒✒✖☎✎✔✩ ✎ ✒ ✭ ✎ ☛✌✒✔✠ ✌✖✕☞✎

❆ ➘✱✓✄✛✜➾✖✛✜➚ ✝ ✧✄✓✎➾✜➾✦✓✇➽✚✑✢✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓ ✪✝➚✫✓ ✝ ✓✠✑❂➻✴✛✦✓ ✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✇➼✢✓ ❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓ ✑ ✝ ➻✏✑❂➻✴✛✦✬ ✓✠✟ ✲ ✙✓✷ ✶ ✍
✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✯✓✠✟➉➾✦✓ ✰ ✑✫✛❣➽✚✑ ✝ ✬✄✛➓➚✢✟❝✑ ✝ ✬✄✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗❜✟✼➻✏✟ ● ✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✴✳ ➲ ✓✄✛❬➾ ✝ ➻✏✙✤✛❏✙✍➼✢✬✄✓✄✛✥✛❱➻❦➚✫✛ ● ✓❱➽✏✧✄✓✠✟▼➾✦✓✄✛❣✬✭✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✛❱➻✏✟✝➾ ✝ ✬✄✛✜➚ ✰ ✬✄✓✄✛✽✙✤✧✠✙➓➨

✳✴✳✕➪❋➻✏✙✴➾ W ➚✢✟ ✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓ ✓✎➾ Wp
✗✤✓✼✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓ ➼✢✓✄✛ ✑ ✝ ✬✯✫✢⑤②✓✄✛➶➼✢✓ ✰ ➻❦➾✦✛➶➼✢✓ W ✳ ➪✝➚✢✑✢✑✤➻✴✛❱➻✏✟✫✛➆✪✝➚✫✓

✑✤➻❦➚ ✝ ➾❱➻❦➚➎➾ ω ∈ Wp
✓✎➾➉➾❱➻❦➚➎➾

n ≥ |ω| ✍q✟✼➻❦➚✫✛❝✧✟➻✏✟✢✟❛➽✚✙✤✛✦✛❱➻✏✟✫✛✖✗✤✓➆✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓➹➼✢✓ ✰ ➻❦➾✦✛✑➼✢✓ W ➼✢✓
➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓

n
✧✟➻ ✰❝✰ ✓✠✟ ✕✆➽✚✟▼➾✒✑❛➽ ✝ ω s ❑ ➻❦➚✫✛➣➽✚✑✢✑✮✓✠✗☛✗✤✓ ✝ ➻✏✟✫✛➙✧✄✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛♠➼✢✓✄✛➶⑦✜→✓②❞⑦✙⑤➎✉✙➃❭③✓⑤➎✉➏➼✢✓ ω t ✳ ❉ ✗✍➻ ✝ ✛✙☛✗ ✓✄✛✜➾✭✑❂➻✴✛✦✛✞✙☛✡✢✗✤✓➣➼➢➘✱✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓ ✝ ➚✢✟✢✙ ✂❭➻ ✝✞✰ ✬ ✰ ✓✠✟✝➾➑➼✢✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛✭➼✢✓ W ➼✢✓♠➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓

n
✓✠✟ ➽❦➼➎➻✏✑➎➾◆➽✚✟✝➾✱➚✢✟✫✓

➽✚✑✢✑ ✝ ➻✣✧✆✩✫✓✕➍❨t✈✉➝➙✱➍❨t✈✉✠✳
✙②✳ ✉ ➚❛➽✚✟✼➼ W = Ca,b ✍✥✗✤✓ ✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓➬➼➢➘✱✓♠⑤❋➾✦✓✠✟✫✛✦✙✍➻✏✟✫✛⑧➼✢✓➶➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ n ➼➢➘ ➚✢✟ ✑ ✝ ✬✯✫✢⑤✢✓ ω ∈ Wp

➼✢✬✠✑✔✓✠✟✼➼
➚✢✟✢✙✤✪▼➚✫✓ ✰ ✓✠✟✝➾✯➼✢✓✭➾ ✝ ➻✏✙✤✛✽✑❛➽ ✝ ➽ ✰ ✬✎➾ ✝ ✓✄✛➝➨
●♥➲ ✓➑✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ i = n− |ω| ➼✢✓★✑❛➽✏✛ ✝ ✓✄✛✜➾◆➽✚✟✝➾✦✛✎✍●♥➲ ➽➙✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✫✫✟❛➽✚✗✤✓ j = φ(ω)

✍
●♥➲ ➽➙✑✢✗✴➚✫✛✽❂ ✝ ➽✚✟✼➼✢✓★✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ h ➽✈➾✜➾✦✓✠✙☛✟▼➾✦✓✾✑❛➽ ✝ ω ✳

➪❋➻✏✙✴➾
ci,j,h

✗✤✓★✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓➝➼➢➘✱✓♠⑤❋➾✦✓✠✟✫✛✦✙✍➻✏✟✫✛♦➼✢✓✭➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ n ✑❂➻❦➚ ✝ ➚✢✟✷✑ ✝ ✬✯✫✢⑤②✓ ω ✳
✷②✳ ➲ ✓✄✛✜✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✄✛ ci,j,h ➻✏✡✔✬✠✙✤✛✦✛✦✓✠✟✝➾♦✬✒✗✗➽ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✫✧✄✓✾✛✜➚✢✙☛✺✓➽✚✟▼➾✦✓⑧➨

ci,j,h = ci−1,j+a,max(h,j+a) + 1j>b ci−1,j−b,h
✑❂➻❦➚ ✝ i > 1,

c1,j,h = 1j+a>h.

❆ ➻ ✰❝✰ ✓✖✗✤✓✄✛♠➾ ✝ ➻✏✙✤✛❁✑❛➽ ✝ ➽ ✰ ✬✎➾ ✝ ✓✄✛ i ✍ j ✓✎➾ h ✛◆➻✏✟▼➾✾✡❂➻ ✝ ✟✫✬✄✛★✑❛➽ ✝ n ✍ an ✓✎➾ an ✝ ✓✄✛✞✑✔✓✄✧✎➾✞✙☛✺✕✓ ✰ ✓✠✟▼➾✎✍ ✗✤✓❝✑ ✝ ✬ ●✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗♦➼✢✓✄✛✒✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✄✛ c(i, j, h) ✝ ✓✄✪▼➚✢✙✤✓ ✝ ➾ Θ(n3)∗
➻✏✑✮✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛♥➽ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✬✎➾✞✙✤✪▼➚✫✓✄✛✼s④✓✎➾ ✝ ✓✄✪▼➚✢✙✤✓ ✝ ➾➏➽✈➚➎➾◆➽✚✟✝➾➼➢➘✱✓✄✛✞✑❛➽✏✧✄✓ t ✳➓qq✟✫✛✜➚✢✙✴➾✦✓✴✍②✗✗➽✲❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟▼➾✯➼②✙✴➾✦✓✭➼✢✓ ✰ ➻❦➾✦✛❄➼✢✓✕➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ n ✝ ✓✄✪✝➚✢✙✤✓ ✝ ➾ O(n)∗

➻✏✑✔✬ ✝ ➽ ●➾✞✙✍➻✏✟✫✛➑➽ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✬✎➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛✎✳ ❆ ✓✠✑✔✓✠✟✼➼✼➽✚✟▼➾✎✍❥➻✏✟ ➼➎➻✏✙✴➾✕➾✦✓✠✟✢✙ ✝ ✧✟➻ ✰ ✑➎➾✦✓➉➼❨➚ ✛✜➚ ✝ ✧✟➻✆☎➎➾★✗☛✙✤✬➉✬✇✗✗➽ ✰ ➽✚✟✢✙☛✑➎➚✢✗✗➽✈➾✞✙✍➻✏✟❾➼✢✓
❂ ✝ ➽✚✟✼➼✢✛◗✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✄✛♥✍✢✧✓➘✱✓✄✛✜➾✢✬♠➼②✙ ✝ ✓✭➼✢✓✭✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✄✛✽✧ ✝ ➻✏✙✤✛✆✛◆➽✚✟▼➾✜✓♠⑤②✑✤➻✏✟✫✓✠✟✝➾✞✙✤✓✠✗☛✗✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾✕➽✎✺✕✓✄✧ n ✳ ❆ ➘✱✓✄✛✜➾◗✙✤✧✠✙✔✗✤✓✭✧✆➽✏✛



✩✓�✢�✁�✄✂☎✂✝✆✟✞✡✠☞☛✍✌✎✆✑✏✒✠✒✓✔✆✖✕✳☎✘✗✙✌✚✌✙✛✜✕✟✌✣✢☎✕✳☎ ✁✮☎✥✤☛☎✦✛✧✏✩★✫✪ ✓✬✢✍✌ ✑✭✆✟✮ ☎✯✢✍✌ ✩✎✿✓✩

✓✎➾✎✍✹✗✤✓✄✛❁✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✄✛ ci,j,h ✬✎➾◆➽✚✟▼➾✲✓♠⑤②✑❂➻✏✟✫✓✠✟▼➾✞✙✤✓✠✗✤✛➙✓✠✟ i ✍✹✗✗➽ ✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤①✙✴➾✦✬ ➊✙➃❖⑤❉t❦➃❖➄✜⑦ ✓✠✟❼➾✦✓ ✰ ✑✫✛➙✓✎➾✾✓✠✟ ✓✄✛✞✑❛➽✏✧✄✓➽✏✛✦✛❱➻①✧✠✙✤✬✄✓➉✬ ✧✄✓✎➾✜➾✦✓❝✬✎➾◆➽✚✑✮✓❝✓✄✛✜➾★✛✜➚✫✛✆✧✄✓✠✑➎➾✞✙☛✡✢✗✤✓➣➼✢✓❝✧ ✝ ➻ ✏✍➾ ✝ ✓☎✓❴➚✫✛✦✪✝➚✁➘✸✬ Θ(n4)
✳➝q❏✟ ➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛◆➽✚✟✝➾✱➚✢✟✫✓➔➾✦✓✄✧✦✩✢✟✢✙✤✪✝➚✫✓

➽❦➼✼➽✚✑➎➾✦✬✄✓✑➼✢✓ ✝➑✓✠✟✢✙✤✛✦✓❝✓✎➾✱✰❜✙ ✰❝✰ ✓ ✝✞✰ ➽✚✟✢✟ ✲✸✷✓✵✪✶➂✍✔✟✼➻❦➚✫✛★✑✤➻❦➚✢✺☞➻✏✟✫✛❁✗☛✙ ✰ ✙✴➾✦✓ ✝ ✗✤✓✄✛❁✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤①✙✴➾✦✬✄✛❁✡✢✙☛✟❛➽✚✙ ✝ ✓✄✛➑➼✢✓✄✛✑✢✩❛➽✏✛✦✓✄✛✯➼✢✓✱➼✢✬✠✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟▼➾★✓✎➾✢➼✢✓★❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ✝ ✓✄✛✞✑✔✓✄✧✎➾✞✙☛✺✕✓ ✰ ✓✠✟▼➾✕✬ O(n3+ε)
✓✎➾ O(n1+ε)

✳
✢✌✟✷✑✔✓✎➚➎➾✯➽✈➚✫✛✦✛✦✙❙✑ ✝ ✬✄✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✤✓ ✝ ✗✤✓✄✛ ✝ ➽✚✑✢✑❂➻ ✝ ➾✦✛

pm =
ci−1,j+a,max(h,j+a)

ci,j,h
✪✝➚✢✙❲✧✟➻ ✝✞✝ ✓✄✛✦✑✤➻✏✟✼➼✢✓✠✟✝➾➝✬ ✗✗➽✇✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✑➼➢➘ ➚✢✟ ✑❛➽✏✛➑➽✏✛✦✧✄✓✠✟✼➼✼➽✚✟▼➾✎✳ ❆ ✓✄✛➑✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✄✛❁✛❱➻✏✟▼➾ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗✤✛♥✍❲➼➎➻✏✟✫✧➽❦➼ ✰ ✓✎➾✜➾✦✓✠✟▼➾✱➚✢✟ ➼✢✬✠✺✕✓✠✗✍➻✏✑✢✑✔✓ ✰ ✓✠✟▼➾★✡✢✙☛✟❛➽✚✙ ✝ ✓➙✑✔✬ ✝ ✙✍➻✝➼②✙✤✪✝➚✫✓✴✳✡✢✌✟✼✑✔✓✎➚➎➾✱➼➎➻✏✟✫✧✾✟✼➻❦➾✦✓ ✝ ✛❱➻❦➚✫✛✕➚✢✟✫✓✪✂❭➻ ✝✞✰ ✓❆r❱③❦⑤✼➒
➋ ⑦✙⑤✼✉✟➆❱⑦✇✧✄✓✄✛➑➼✢✬✠✺✕✓✠✗✍➻✏✑✢✑✔✓ ✰ ✓✠✟▼➾✦✛✎✍ ✓✠✟ ✗✤✓✄✛✱➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛◆➽✚✟▼➾✾✛◆➻❦➚✫✛★✗✗➽✄✂❭➻ ✝✞✰ ✓✷s❩✑ ✝ ✬✯✫✢⑤✢✓✴✍ ✑✔✬ ✝ ✙✍➻✝➼✢✓ t ✳➉q❏✟ ➾✞✙ ✝ ➽✚✟✝➾➼✢✓✄✛✥✡✢✙✴➾✦✛✔➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✄✛◗✧✟➻ ✝✞✝ ✓✄✛✞✑❂➻✏✟✼➼✼➽✚✟▼➾❄➽✈➚②⑤✑➾✦✓ ✝✞✰ ✓✄✛✥✛✜➚✫✧✄✧✄✓✄✛✆✛✞✙ ✂④✛✔➼❨➚➏➼✢✬✠✺✕✓✠✗✍➻✏✑✢✑✔✓ ✰ ✓✠✟▼➾◗✡✢✙☛✟❛➽✚✙ ✝ ✓♦➼➢➘ ➚✢✟✇✟✼➻ ✰ ●✡ ✝ ✓✑➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✖✧✟➻ ✰ ✑ ✝ ✙✤✛➑➼✼➽✚✟✫✛ [0, 1[

✍❲➻✏✟❾➽ ✝✞✝ ✙☛✺✕✓✑✬ ✧✆✩✼➻✏✙✤✛✞✙ ✝ ➚✢✟ ✑❛➽✏✛ m ➻❦➚
m
✓✠✟ ➾✦✓ ✰ ✑✫✛❁✧✟➻✏✟✫✛❱➾◆➽✚✟▼➾✾✓✠✟

✰ ➻ ✟✕✓✠✟✢✟✫✓✴✳
✦✢✜ ✄✒✡ ✲ ✑ ☛✕✎☞☛ ☛ ✪ ✎ ✠ ✎ ✗ ✠ ✌ ✁ ✌✍☛✪✌ ✓ ✭✏✪ ✎ ☛ ✑ ✒✭✎ ✎✔✩ ✎ ✒✒✎✔✩ ✎✏✩ ✎ ☛✌✒ ✌✡✠ ✓✬✌ ✳✤☛ ✎ ✪ ✎ ✠ ✌✬✫ ✌✍☛ ✑ ✒ ✌ ✓ ✭

❉ ✑ ✝ ✬✄✛ ➽✎✺☞➻✏✙ ✝ ✰ ➻❋➼✢✬✠✗☛✙✤✛✦✬q✗✤✓✥✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾➓➼❨➚➙✛✦✧✟➻ ✝ ✓✴✍✈➻✏✟✲✛✆➘ ✙☛✟✝➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛✦✓✧➼✼➽✚✟✫✛❥➚✢✟✾✑ ✝ ✓ ✰ ✙✤✓ ✝ ➾✦✓ ✰ ✑✫✛❥➽✈➚➙✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗➼✢✓✭✗✗➽➙✛✦✓✠✟✫✛✞✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✱➽✏✛✦✛❱➻①✧✠✙✤✬✄✓✕✬➝➚✢✟✫✓✱➅❦➄✜t❦➃❖⑤✤⑦➉✲✚✙❨✳✙✗ ✙ ★ ✗ ✙✓✵✪✶✿✳❏☞✯✟✫✓✭➅❦➄✜t❦➃❖⑤✤⑦★✓✄✛✜➾↔➚✢✟ ✰ ➻❦➾ s ✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛✆✬✯➼✢✓ 1
✓✎➾

➼✢✓
0
✍➎➻❦➚❼⑥✑t✈✉▼✥✎①➎⑦✄✍✼➼✼➽✚✟✫✛✜✗✤✓✄✪✝➚✫✓✠✗❀✗✤✓✄✛

1
✧✟➻ ✝✞✝ ✓✄✛✞✑❂➻✏✟✼➼✢✓✠✟▼➾✭✬➔➼✢✓✄✛✽✧✟➻✏✟✫✛✦✓ ✝ ✺✓➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛♦➻✏✡✢✗☛✙☛❂▼➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✄✛✎✍✫✓✎➾✯✗✤✓✄✛ 0

✬
➚✢✟✫✓③✧✟➻✏✟✫✛✦✓ ✝ ✺❦➽✈➾✞✙✍➻✏✟➉➻✏✑➎➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗☛✗✤✓❁s❘➽✚✗✴➾✦✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✑➽✈➚➎➾❱➻ ✝ ✙✤✛✦✬✄✓ t ✳ ➲ ➘✸➽✏✛✞✑✔✓✄✧✎➾ ✩✫✓✎➚ ✝ ✙✤✛✜➾✞✙✤✪▼➚✫✓↔➼✢✓✄✛❬➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛❄✲✚✙❨✳✙✗✙ ★ ✗ ✙✓✵ ✶ ✝ ✬✄✛✞✙✍➼✢✓✢➼✼➽✚✟✫✛q✗✤✓❃✂❘➽✚✙✴➾✘✪✝➚✁➘ ✙☛✗✤✛q✙ ✰ ✑❂➻✴✛✦✓✠✟✝➾✥✪✝➚✁➘ ➚✢✟✫✓✜✩✼➻ ✰ ➻✏✗✍➻✏❂✴✙✤✓✯➼✢✓✯✛✦✬✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓ ✝ ✓✄✛✞✑✮✓✄✧✎➾✦✓✯✓♠⑤➎➽✏✧✎➾✦✓ ✰ ✓✠✟✝➾✗✤✓✄✛

1
➼❨➚ ✰ ➽✏✛✆✪▼➚✫✓✴✳➪❋➻✏✙✴➾ D(s) ⊂ {m,m}∗ ✗④➘✱✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓♠➼✢✓✄✛✽✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✢➼✢✬✄✧ ✝ ✙✴➾✦✓✄✛✯✑❛➽ ✝ s ✍❨➾✦✓✠✗☛✗✤✓❁✪✝➚✫✓➉➨

D(1.s′) = {m}.D(s′) D(0.s′) = {m,m}.D(s′) D(ε) = ∅

✢✌✟ ➼②✙✴➾➣➽✚✗✍➻ ✝ ✛✾✪✝➚✁➘ ➚✢✟✫✓❝❂ ✝ ➽✚✙☛✟✫✓ s ➄✜⑦❱r❱③❦⑤✼⑤❉t✴✳❖②➑✗✤✓✖✧✟➻❋➼✼➽✚❂✕✓
ω
➼➢➘ ➚✢✟ ➽✚✗☛✙☛❂✴✟✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾✒✛✦✛✞✙ ω = αω′β

➾✦✓✠✗✘✪✝➚✫✓
ω′ ∈ D(s)

✳ ➲ ➽ ✉✟⑦✙⑤✼✉✖➃④➊✙➃❏➇➐➃❭②❞➆❾➽✏✛✦✛◆➻✣✧✠✙✤✬✄✓❼✬ ➚✢✟✫✓ ❂ ✝ ➽✚✙☛✟✫✓✶✓✄✛✜➾➹➼➎➻✏✟✫✧✻✬✠❂▼➽✚✗✤✓❾✬ ✗✗➽✈✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✵✪▼➚✁➘✱✓✠✗☛✗✤✓
✝ ✓✄✧✟➻✏✟✢✟❛➽✚✙✤✛✦✛✦✓➑➚✢✟➬➽✚✗☛✙☛❂✴✟✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾✎✳

⑩✴✵✕⑦✿✾✢⑦❶⑩ ✶✜↕ ❄❜↔☞☛❜❿④❾☛❻☛❻④❸ ☛ ☛❜↔✼❂✢❼
➴➎✗❲✓✄✛❱➾★✑✤➻✴✛✦✛✦✙☛✡✢✗✤✓✴✍✔✑✤➻❦➚ ✝ ✓✄✛✜➾✞✙ ✰ ✓ ✝ ➚✢✟✫✓✒✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✴✍❥➼➢➘✱✓✯✮✔✓✄✧✎➾✜➚✫✓ ✝ ✗④➘✸➽✚✟❛➽✚✗✍➻✏❂✓➚✫✓✑➼➢➘ ➚✢✟✻✛❱➻✏✟✼➼✼➽✚❂✕✓✴✳➔➴✿✗❏✓♠⑤②✙✤✛✜➾✦✓➽✚✗✍➻ ✝ ✛❩➚✢✟✫✓ ✝ ✓✠✗✗➽✈➾✞✙✍➻✏✟✖✓✠✟▼➾ ✝ ✓③✗④➘ ✙☛✟✫✧✄✓ ✝ ➾✞✙✴➾✜➚✼➼✢✓✴✍✕✗④➘✱✓ ✝✞✝ ✓✎➚ ✝❏✝ ✓✠✗✗➽✈➾✞✙☛✺✕✓◗✓✎➾❲✗✤✓③✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓❄➼➢➘✱✓♠⑤②✑✮✬ ✝ ✙✤✓✠✟✫✧✄✓✄✛ n ➼✢✓❣➾✞✙ ✝ ➽✚❂✕✓✄✛✎✍✛✜➚✢✑✢✑❂➻✴✛✦✬✄✓✄✛✌✙☛✟✼➼✢✬✠✑✮✓✠✟✼➼✼➽✚✟✝➾✦✛✎✍➢✬✖✓✯✮❙✓✄✧✎➾✜➚✫✓ ✝ ✳♦q❏✟✼✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✧✎➚✢✗☛✙✤✓ ✝ ✑❂➻❦➚ ✝ ➚✢✟✫✓✲✙☛✟✫✧✄✓ ✝ ➾✞✙✴➾✜➚✼➼✢✓➣➼✢✓ 1%

✍ ✗✤✓✾✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓➼✢✓➆✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛➔✬✼✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓ ✝ ➽✙✫✫✟ ➼➢➘❀➻✏✡➎➾✦✓✠✟✢✙ ✝ ➚✢✟✫✓➆✓ ✝✞✝ ✓✎➚ ✝✒✝ ✓✠✗✗➽✈➾✞✙☛✺✕✓➆✛✜➚ ✝ ✗④➘✱✓✄✛✜➾✞✙ ✰ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➧➼✢✓
1%

✓✄✛✜➾➔➼✢✓
22500

✳✕➴➎✗✹✓✄✛✜➾✭✬❝✟✼➻❦➾✦✓ ✝ ✪✝➚✫✓✾✧✄✓✲✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓➙✓✄✛✜➾✌✙☛✟✼➼✢✬✠✑✮✓✠✟✼➼✼➽✚✟✝➾✭➼✢✓✾✗✗➽✑➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓➝➼✢✓✄✛✌✛✆✬✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✭✧✟➻✏✟✫✛✞✙✍➼✢✬ ✝ ✬✄✓✄✛✎✳
✝✱➽✚✟✫✛◗✗✗➽ ✰ ✓✄✛✜➚ ✝ ✓✱➻✆✽➆✗✤✓ ✝ ➽✚✑✢✑❂➻ ✝ ➾✜✓✠✟▼➾ ✝ ✓★✗✤✓✄✛◗✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✄✛✢➼✢✓✄✛◗✑✢✩❛➽✏✛✦✓✄✛❄➼✢✓✭✑ ✝ ✬✄✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗❀✓✎➾❄➼✢✓✭❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✓✄✛✜➾⑧➽✈➚ ✰ ➻✏✙☛✟✫✛✖✓✠✟ O(n2)

✍✘✧✄✓✎➾✜➾✦✓ ✰ ➚✢✗✴➾✞✙☛✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼❨➚ ✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✇➼✢✓➆❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛✖✟✫✓ ✝ ✓✠✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟▼➾✦✓✷✑❛➽✏✛
✝ ✬✄✓✠✗☛✗✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾✯➚✢✟ ✛✜➚ ✝ ✧✟➻✆☎➎➾ ✰ ➽✑✓ ✓✎➚ ✝ ✳ ✝➑✓➑✑✢✗✴➚✫✛✎✍①✗✗➽ ✝ ✓✄✧✟➻✏✟✢✟❛➽✚✙✤✛✦✛◆➽✚✟✫✧✄✓♠➼➢➘ ➚✢✟✫✓➑❂ ✝ ➽✚✙☛✟✫✓ s ✑✮✓✎➚➎➾ ✗✎➾ ✝ ✓➑✓✯✮❙✓✄✧✎➾✜➚✫✬✄✓➙✱➇✴t♠↕✪③❦➇✍➆❱⑦♦➽✈➚➙✑ ✝ ✙❶⑤➣➼➢➘ ➚✢✟✗✂④➽✏✧✎➾✦✓✎➚ ✝ |s| ✳ ❆ ✓✠✑✔✓✠✟✼➼✼➽✚✟▼➾➓➻✏✟✒✑✔✓✎➚➎➾❩➽✈➚✫✛✆✛✞✙①✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✤✓ ✝ ⑦❱→☞t☞r✟②❞⑦✙⑥⑧⑦✙⑤❉②✹✗✗➽✭✛✦✓✠✟✫✛✦✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬➼➢➘ ➚✢✟✫✓★❂ ✝ ➽✚✙☛✟✫✓✴✳



✩✓�✢�✁�✄✂☎✂✝✆✟✞✡✠☞☛✍✌✎✆✑✏✒✠✒✓✔✆✖✕✳☎✘✗✙✌✚✌✙✛✜✕✟✌✣✢☎✕✳☎ ✁✮☎✥✤☛☎✦✛✧✏✩★✫✪ ✓✬✢✍✌ ✑✭✆✟✮ ☎✯✢✍✌ ✩✎✿✮✝

⑩✴✵✕⑦✿✾✢⑦✿✾ ➈✭➣①↔✠❺❲❿✿↔①❿④❾④❸ ☛✻➣✢❼✯❻✁� ↔ ❻ ❂✢❸✎➃✞❾➀❿✓❄✢❹➆❼✲➣✢❼✄✂➙❼✦❾④↕ ❄
✝✱➽✚✟✫✛ ✲ ✙✛✙ ✶ ✍ ✆★✓✠✙✤✧✦✩✼✓✎➾✕➽✚✗➀✳✘✑ ✝ ➻✏✑❂➻✴✛✦✓✠✟▼➾✯➚✢✟➬➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓♠➼✢✓✾✑ ✝ ➻✏❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟s➼✰✟①✟❛➽ ✰ ✙✤✪✝➚✫✓❁✑❂➻❦➚ ✝ ✗✤✓❁✧✆➽✚✗ ●✧✎➚✢✗ ❻✕❬ ➭ ❘✴❇ ➼✢✓✲✗✗➽✸✛✦✓✠✟✫✛✦✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬➝➼➢➘ ➚✢✟✫✓➙❂ ✝ ➽✚✙☛✟✫✓➙✛❱➻❦➚✫✛✕➚✢✟ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓➝➼✢✓ ✂◗✓ ✝ ✟✼➻❦➚✢✗☛✗☛✙❲✑✤➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛✌✛✆✬✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✭➼✢✓
{m,m}n ✍ n ✫✢⑤✢✬✴✳ ❑ ➻❦➚✫✛✭➽❦➼✼➽✚✑➎➾❱➻✏✟✫✛✭✧✄✓✎➾✱➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✒✓✠✟✇➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛◆➽✚✟✝➾➑✗✤✓✄✛✌✪✝➚❛➽✚✟▼➾✞✙✴➾✦✬✄✛★✧

i,j,h
✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✤✬✄✓✄✛✱➽✈➚

✧✟➻❦➚ ✝ ✛❣➼✢✓✜✗✗➽➑✑✢✩❛➽✏✛✦✓✜✑ ✝ ✬✠✗☛✙ ✰ ✙☛✟❛➽✚✙ ✝ ✓✴✳ ➲ ➘ ✙✍➼✢✬✄✓✯❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✚✗✤✓✯➼✢✓✽✧✄✓✎➾❣➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✌✧✟➻✏✟✫✛✞✙✤✛✜➾✦✓✌✓✠✟✑➚✢✟✫✓✢➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙ ●➾✞✙✍➻✏✟➹➼✢✓✄✛◗✧
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✧ αω′

i,j,h =

{ ✧
i,j,h
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s ✝ ✓✄✧✟➻✏✟✢✟❛➽✚✙✴➾ ω✧ ω′m

i−1,j+a,max(h,j+a) + 1j>b
✧ ω′m
i−1,j−b,h

➪✣✙☛✟✼➻✏✟ , ∀i > 1

✧ ω
1,j,h =

{ ✧
1,j,h
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b
� q❏✟✰✫✫✟❀✍✮✬✎➾◆➽✚✙✴➾✯✙☛✗✹✑✤➻✴✛✆✛✞✙☛✡✢✗✤✓➑➼✢✓➑➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓ ✝ ➼✢✓✄✛✯➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛✭➼✢✓❁❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✲✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✄✛✯✑❂➻❦➚ ✝✧✄✓✄✛✭➻✏✡✔✓ ✓✎➾✦✛♥✍✤➽✙✫✫✟ ➼✢✓✾✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✜➾ ✝ ✓➣➚✢✟✫✓✲✬✠✺✓➽✚✗✴➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓❁✗✗➽✇✛✦✓✠✟✫✛✞✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✲✑✤➻❦➚ ✝ ➼✢✓✄✛➑✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✯➼✢✓✲❂ ✝ ➽✚✟✼➼✢✓➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓✂� ❆ ➘✱✓✄✛✜➾➶✬✶✧✄✓✄✛➶➽✏✛✞✑✔✓✄✧✎➾✦✛➆✪▼➚✫✓✼✟✼➻❦➚✫✛ ✟✼➻❦➚✫✛➆✛❱➻ ✰❝✰ ✓✄✛ ✙☛✟▼➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛✦✬✄✛➶➽✎✺✕✓✄✧➉❊ ✳ ✂❣➻❦➚✫✛✆✪▼➚✫✓✎➾ ● ❊➉✬✠✗✍➻❦➚❀✍

➼➎➻✏✟✢✟❛➽✚✟▼➾✌✟❛➽✚✙✤✛✦✛◆➽✚✟✫✧✄✓♠➽✈➚②⑤ ✝ ✬✄✛✜➚✢✗✴➾◆➽✈➾✦✛ ✝ ✬✄✛✜➚ ✰ ✬✄✛♦➼✼➽✚✟✫✛✜✗✤✓➑✑ ✝ ➻①✧✦✩❛➽✚✙☛✟➉✧✦✩❛➽✚✑✢✙✴➾ ✝ ✓✴✳



� � ✁ ✆ ✠☞☛ ✆ ✠✡✄✕☞ ✞✗☞ ✌ ☞ ✆✟✎✁� ☞ ✠✗✄✛✞☞✄✎✍ ✡ ✌ ✡✛✞ ✑☞☛✂� ✆✞✖ ✡☎✄✏✄ ✞✗☞ ✌✏✎ ✠✛✡✝✆ ✡✛✞

❆ ✓✎➾✜➾✦✓✜✛✦✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟✑➼✢✬✄✧ ✝ ✙✴➾q✪✝➚✫✓✠✗✤✪▼➚✫✓✄✛❬➻✏✡✫✛✆✓ ✝ ✺❦➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛✎✍❯✧✟➻✏✟✖✓ ✓✄✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛❏✓✎➾ ✝ ✬✄✛✜➚✢✗✴➾◆➽✈➾✦✛❏✧✟➻✏✟✫✧✄✓ ✝ ✟❛➽✚✟✝➾q✗④➘✱✬✠✟▼➚ ✰ ✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➼✢✓✄✛③✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✜✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛♥✳✔➪❋➻✏✙✴➾ ca,bn ✗✤✓✯✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✯➼✢✓ ✰ ➻❦➾✦✛❣➼✢✓♦➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ n ➼✼➽✚✟✫✛ Ca,b ✳ ➴➎✟▼➾✜➚✢✙✴➾✞✙☛✺✕✓ ✰ ✓✠✟✝➾✎✍✼➻✏✟✺✓➽➏➼②✙✤✛❱➾✞✙☛✟✢❂✓➚✫✓ ✝ ➾ ✝ ➻✏✙✤✛★✧✆➽✏✛★✛✦✓✠✗✍➻✏✟ ✗✗➽ ➋ ➆✙➄✙➃❏↕✈⑦⑧➼✢✓➙✗✗➽ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✴✍❲➼✢✬✯✫✫✟✢✙✤✓❝✧✟➻ ✰❝✰ ✓✒✗✗➽♥➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟✫✧✄✓ a − b ✳♠qq✟✓✯✮❙✓✎➾✎✍❉➚✢✟✫✓ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓✑➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✲✟✼➻✏✟ ✧✟➻✏✟✝➾ ✝ ➽✚✙☛✟▼➾✦✓✑➼✢✓➝➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ n ➽▼✟▼➽✚✟✝➾✱➚✢✟✫✓➔➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓✲✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙☛✺✕✓➙✓✄✛✜➾ ✝ ✬✠✑➎➚➎➾✦✬✄✓
✫✫✟✢✙ ✝ ✬➶➚✢✟✫✓✇✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ O(n)

✓✠✟ ✰ ➻ ✟✕✓✠✟✢✟✫✓ ✓✎➾➙✓✄✛✜➾✾✙☛✟✝➾✜➚✢✙✴➾✞✙☛✺✕✓ ✰ ✓✠✟▼➾➏➽✏✛✦✛✆✓✶✚✸✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✗✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾❝✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙☛✺✕✓✇✓✎➾✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✓✴✳ ❉ ✗④➘❀➻✏✑✢✑✤➻✴✛✦✬✴✍❂➚✢✟✫✓ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓✑➼✢✓➔➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓✒✟✫✬✠❂▼➽✈➾✞✙☛✺✕✓✒✑✤➻✴✛✦✛❁✬✟➼✢✓➝➚✢✟✫✓➣➾ ✝ ✬✄✛✩✂④➽✚✙☛✡✢✗✤✓➙✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬➼✢✓ ✝ ✓✄✛❱➾✦✓ ✝ ✑✤➻✴✛✦✙✴➾✞✙☛✺✕✓✴✳ ❑ ➻❦➚✫✛➝➽✎✺☞➻✏✟✫✛✲✓♠⑤✼➽ ✰ ✙☛✟✫✬✖✗✤✓✸✧✆➽✏✛❁✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✧✎➚✢✗☛✙✤✓ ✝ ➼✢✓❝✗✗➽ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓⑧➼✢✓⑧➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓✸✟▼➚✢✗☛✗✤✓✴✍❲✓✎➾➻✏✡➎➾✦✓✠✟▼➚s➼✢✓✄✛ ✝ ✬✄✛✜➚✢✗✴➾◆➽✈➾✦✛✌✬✠✟▼➚ ✰ ✬ ✝ ➽✈➾✞✙ ✂ ✛✌✓♠⑤✼➽✏✧✎➾✦✛✢➼✼➽✚✟✫✛✜✗✗➽❝✛✆✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟❾✳✓✳✴✳✸✷②✳
✝✱➽✚✟✫✛✲✗✗➽ ✛✜➚✢✙✴➾✦✓⑧➼❨➚ ➼➎➻✣✧✎➚ ✰ ✓✠✟✝➾✎✍ ✟✼➻❦➚✫✛✲✛✦✓ ✝ ➻✏✟✝➾➣➽ ✰ ✓✠✟✫✬✄✛➔✬✷✧✟➻✏✟✫✛✞✙✍➼✢✬ ✝ ✓ ✝ ✗✤✓✸✛✜➚ ✝ ✓✠✟✫✛✆✓ ✰ ✡✢✗✤✓ Ma,b ➼✢✓✄✛✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✄✛❁✑✤➻✴✛✞✙✴➾✞✙☛✺✕✓✄✛✭✑❛➽ ✝ ➾◆➽✚✟✝➾✭➼✢✓ (0, 0)

✓✎➾✭✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✦✬✄✓✄✛✭➼✢✓✾✑❛➽✏✛ {(1, a), (1,−b)} ✳ ➲ ➘✱✬✠✟✝➚ ✰ ✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟❀✍❥✬✗✗➽✩✂❘➻✏✙✤✛✘✓♠⑤✼➽✏✧✎➾✦✓✽✓✎➾✔➽✏✛✦✟ ✰ ✑➎➾❱➻❦➾✞✙✤✪✝➚✫✓✴✍✝➼✢✓✽✧✄✓✄✛ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✄✛↔➽✚✑✢✑✮✓✠✗✤✬✄✓✄✛♦⑥⑧➆✜t❦⑤ ➋ ➄❱⑦✖✉ ➋ ➃✗✉✟r✎➄❱⑦✎②❖✉✯➼✼➽✚✟✫✛q✗✗➽❁✗☛✙✴➾✜➾✦✬ ✝ ➽✈➾✜➚ ✝ ✓✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✤✛✜➾✦✓✴✍✏✓✎➾❀✑ ✝ ✬✯✫✢⑤✢✓✄✛❲➼✢✓ ✰ ➻❦➾✦✛❲➼✢✓ ✝✩✟①✧✆r✭❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✚✗☛✙✤✛✆✬✄✛ ✓✠✟✾✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✯✲✚✙ ✒❦✶✿✍❦➽✜✬✎➾✦✬❏✧✟➻ ✰ ✑✢✗✭✬✎➾✦✓ ✰ ✓✠✟▼➾
✝ ✬✄✛❱➻✏✗✴➚✫✓✕➼✼➽✚✟✫✛ ✲ ✳✆✵ ✶ ✳ ✝✱➽✚✟✫✛✥✗✗➽❁✛✜➚✢✙✴➾✦✓✯➼❨➚➏➼➎➻①✧✎➚ ✰ ✓✠✟▼➾✎✍❨➻✏✟✸✟✼➻❦➾✦✓ ✝ ➽ ma,b

n
✗✤✓✯✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✕➼✢✓ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓✄✛❣➼✢✓♦➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓

n
➼✼➽✚✟✫✛ Ma,b ✳

✦ ✦ ✄✰✦ ✞ ✑ ✒✒✎✔✩ ✎ ✠ ✪✤✎ ✪✲✭✓✒ ✌✻✕ ✎ ✟ ✖☞✠ ✌ ✓✕✌✖✕☞✎✠✟
a > b ✡ ✮✂☛ ✗ ✎ ✎ ✖✘✗✌☞✆✎ ✎✘✓✔☛✌✒ ✎

✉ ➚❛➽✚✟✼➼✼✗✗➽⑧➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓➙✓✄✛✜➾✽✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙☛✺✕✓✴✍✤➻✏✟➉✛◆➽✚✙✴➾✭✪▼➚✫✓✾✗✗➽❝✑ ✝ ➻✏✑❂➻ ✝ ➾✞✙✍➻✏✟s➼✢✓✄✛ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✄✛➑✧✟➻✏✟✫✛✜➾✞✙✴➾✜➚✫✬✄✓✄✛✭➼✢✓✾✑❛➽✏✛ +a
✍

−b ✓✎➾ ✝ ✓✄✛✜➾◆➽✚✟✝➾✽✑✤➻✴✛✦✙✴➾✞✙☛✺✕✓❁✓✄✛✜➾✜✟✼➻✏✟ ● ✟▼➚✢✗☛✗✤✓✴✳✔✮❏✗✴➚✫✛✽✑ ✝ ✬✄✧✠✙✤✛✆✬ ✰ ✓✠✟▼➾✎✍ ✪✝➚❛➽✚✟✼➼ n→∞ ✍

ma,b
n ∼ κa,b.2n

➽✄✺✕✓✄✧
κa,b

➚✢✟✫✓➙✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟▼➾✦✓ s④✓♠⑤②✑✢✗☛✙✤✧✠✙✴➾✦✓ t ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙☛✺✕✓✴✳ ❑ ➻❦➚✫✛✌✑✮✓✠✟✫✛❱➻✏✟✫✛✭✪✝➚✫✓❁✗✗➽✖✧✟➻✏✟✝➾ ✝ ➽✚✙☛✟▼➾✦✓➉➼✢✓✲✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✫✧✄✓✓✜➻❦➚✫✓ ✝ ➽➔➚✢✟ ✝✎✍ ✗✤✓ ☎➓➇✄②❭➄❴t✓⑤❛②◗✛✞✙ ✰ ✙☛✗✗➽✚✙ ✝ ✓✴✍✫✓✎➾❃✂❘➻ ✝✞✰ ➚✢✗✍➻✏✟✫✛✯✗✗➽❝✧✟➻✏✟✖✓ ✓✄✧✎➾✜➚ ✝ ✓✾✛✜➚✢✙☛✺❦➽✚✟✝➾✦✓
➳ ❷❉➸✑✏✎❻✣❘✴❇♥❱❥❸✪❻❾❽❾➀
✒ ①❨t✓⑤ ➋ a > b

➈❲➃❖➇❉⑦✜→❦➃❏✉✙②❞⑦✯①❋⑤✤⑦✕r❱③❦⑤➎✉✎②④t❦⑤❛②❞⑦
κ′a,b

②❞⑦✙➇❖➇✴⑦ ✥✎①✼⑦✯➇✍⑦✢⑤✤③❦⑥⑧➊✙➄✜⑦ ➋ ⑦✯r■☛❨⑦✙⑥➔➃❏⑤✼✉✯r✎①✝➇➐⑥➔➃❏⑤✤t❦⑤❛②❖✉ ➋ ⑦✯②④t❦➃❖➇❏➇✍⑦
n
⑦✖✉✎②✔②❞⑦✎➇P✥✎①✼⑦

ca,bn ∼ κ′a,b.2n.
❆ ➻ ✰❝✰ ✓★✟✼➻❦➚✫✛✜✛◆➽✎✺☞➻✏✟✫✛✢➼✢✬ ✓❱✬✲✪✝➚✫✓✭✗✤✓✄✛ ✰ ✬✆➽✚✟✼➼ ✝ ✓✄✛✽✛❱➻✏✟✝➾❄➚✢✟✷✛✜➚ ✝ ✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓✱➼✢✓✄✛✜✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✯✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛✎✍✫✓✎➾✪✝➚✁➘ ➚✢✟✼✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟➉✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾★✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✦✬➑➼✢✓❁✑❛➽✏✛ 1,−1 ✝ ✓✄✛✜➾✦✓❁✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✭✛✦✙❀✗④➘❀➻✏✟ ✝ ✓ ✰ ✑✢✗✗➽✏✧✄✓✲✛✦✓✄✛✽✑❛➽✏✛✯✑❛➽ ✝
a,−b ✍❛➽✎✺✕✓✄✧ a > b

✍✢✟✼➻❦➚✫✛♦➻✏✡➎➾✦✓✠✟✼➻✏✟✫✛✽✗✤✓✄✛✜✡❂➻ ✝ ✟✫✓✄✛✯✛✜➚✢✙☛✺✓➽✚✟▼➾✦✓✄✛♠➨

c1,1n ∼
2n

4n
≤ ca,bn ≤ ma,b

n ∼ κa,b2n
s❴✳✓✳✴✳✴✳ t

➲ ➘✸➽✏✛✦✟ ✰ ✑➎➾❱➻❦➾✞✙✤✪✝➚✫✓♠➼✢✓ c1,1n ✝ ✓✠✑✤➻✴✛✆✓★✛✜➚ ✝ ✗✤✓ ✝ ✬✄✛✜➚✢✗✴➾◆➽✈➾♦➼✢✓❁✗✗➽✒✛✦✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟❾✳✓✳✴✳✸✷②✳



✩✪✩✕� �✜✆✑✞✑✂ ✆✳☎ ✏✙✛✧✏✟✕✎✏✣✢✝✓✁�✱✏✟✆✣✮✡✛✆☎✘✗✙✌✟✕ ✌ ✛ ✠✟✞✂�✩✂✝✤ ✌☎✄ ☎✘✛ ✏✩★☎✓ ✆✑✌✝✆✑✌✙✛ ✩✎✿✈✫

✦ ✦ ✄✒✡ ✞ ✑ ✒✒✎✔✩ ✎✓✠✍✪ ✎ ✪ ✭✓✒ ✌✖✕ ✎ ✗ ✭✖✯☎✑✔✓✕✌✖✕ ✎ ✟
a < b ✡ ✮ ✟ ✭✟✞ ✎✁✌ ✓ ✎✡✠ ✟ ✖✘✗ ✎ ✗ ✓✬✌✜✎ ☛

✉ ➚❛➽✚✟✼➼ ✗✗➽♠➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓➑✓✄✛✜➾③✟✫✬✠❂▼➽✈➾✞✙☛✺✕✓✴✍➎➻✏✟➆✛◆➽✚✙✴➾③✪✝➚✫✓✌✗✤✓✄✛ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓✄✛◗✑✤➻✴✛✦✙✴➾✞✙☛✺✕✓✄✛③✛◆➻✏✟▼➾◗✓♠⑤①✑❂➻✏✟✫✓✠✟▼➾✞✙✤✓✠✗☛✗✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾ ✝ ➽ ✝ ✓✄✛✑❛➽ ✝✞✰ ✙✫✗✤✓✄✛ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓✄✛✔➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✄✛✎✳❬q❏✟✖✓✯✮❙✓✎➾✎✍ ✙ ✗✗➽✑✓✜➻✏✗✤✓✎➾q✓✎➾❬➽✚✗✁✲✴✳✆✵✪✶ ✰ ➻✏✟✝➾ ✝ ✓✠✟▼➾③✪▼➚✁➘ ✙☛✗✫✓♠⑤②✙✤✛✜➾✦✓❄➼✢✓✄✛❏✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟✝➾✦✓✄✛
κa,b > 0

✓✎➾
αa,b ∈]1, 2[

➾✦✓✠✗☛✗✤✓✄✛✽✪✝➚✫✓
ma,b
n ∼ κa,b

αna,b

n3/2
.

✍❄➻✆✽
ma,b
n

✓✄✛✜➾✇✗✤✓✷✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓s➼✢✓ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓✄✛ ✑✤➻✴✛✞✙✴➾✞✙☛✺✕✓✄✛ ✛✜➚ ✝ ➼✢✓✄✛✸✑❛➽✏✛ {(1, a), (1,−b)}, b > a
✳ ✮❏✗✴➚✫✛

✑ ✝ ✬✄✧✠✙✤✛✦✬ ✰ ✓✠✟✝➾
αa,b =

a+ b
a+b
√
aabb

=
1 + q
1+q
√
qq
≡ α(q),

➻✆✽
q = a/b < 1

✳❬q❏✟➬➼✢✬ ✝ ✙☛✺❦➽✚✟✝➾ α(q)
✛✦✓✠✗✍➻✏✟

q
✍➎➻✏✟➹➻✏✡➎➾✞✙✤✓✠✟✝➾

α′(q) = − ln(q)

(1 + q) 1+q
√
qq
> 0,

➼➢➘❀➻✆✽✻✗④➘❀➻✏✟❾➼✢✬✟➼❨➚✢✙✴➾✲✪▼➚✫✓❝✗✗➽➆✧✟➻✏✟✫✛❱➾◆➽✚✟▼➾✦✓⑧➼✢✓❝✧ ✝ ➻✏✙✤✛✆✛◆➽✚✟✫✧✄✓✖✓♠⑤②✑✤➻✏✟✫✓✠✟✝➾✞✙✤✓✠✗☛✗✤✓⑧➼✢✓❝✗④➘✸➽✏✛✦✟ ✰ ✑➎➾❱➻❦➾✞✙✤✪✝➚✫✓✁s✴✢✯➚ ③❦➄ ➋ ➄❱⑦t✈✉✯❖✈⑥✯➍✤②④③☞②❭➃✓✥✎①✼⑦ t ➼✢✓ ma,b
n

✓✄✛❱➾✯➚✢✟✫✓✗✂❘➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ✧ ✝ ➻✏✙✤✛✦✛◆➽✚✟▼➾✦✓❝✛❱➚ ✝ q ∈ [0, 1]
✳ ✝➑✓➙✗✗✬②✍➢➻✏✟ ➼✢✬✟➼❨➚✢✙✴➾★✗✗➽✇✡✤➻ ✝ ✟✫✓✛✜➚✢✑✔✬ ✝ ✙✤✓✎➚ ✝ ✓❁✛✜➚✢✙☛✺✓➽✚✟▼➾✦✓❁✛❱➚ ✝ ✗✤✓★✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓➝➼✢✓★✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✭✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛➣➨

ca,bn < ma,b
n ∼ κa,b

αna,b

n3/2
,

➽✎✺✕✓✄✧
αa,b ∈]1, 2[.

s❴✳✓✳✴✳✚✙ t
✢✌✟✁✓✠✟➹➼✢✬✟➼❨➚✢✙✴➾✯✪✝➚✁➘ ✙☛✗❙✟✁➘✱✓♠⑤②✙✤✛✜➾✦✓❁✪✝➚✁➘ ➚✢✟✫✓➑✑ ✝ ➻✏✑✤➻ ✝ ➾✞✙✍➻✏✟➉✓♠⑤①✑❂➻✏✟✫✓✠✟▼➾✞✙✤✓✠✗☛✗✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾✒✂④➽✚✙☛✡✢✗✤✓✱➼✢✓ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✄✛✯➼✢✓✭➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓
n
✓✎➾✖✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛✦✬✄✓➶➼✢✓➆✑❛➽✏✛ +a,−b ✪▼➚✢✙✽✛◆➻✏✙✤✓✠✟▼➾✖✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛♥✳➧✮❏✗✴➚✫✛❝✑ ✝ ✬✄✧✠✙✤✛✦✬ ✰ ✓✠✟✝➾✎✍↔➻✏✟ ✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟▼➾✦✓ ✝ ➽ ✓✠✟✛✦✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ✳✓✳✴✳ ✹ ✗✗➽✇✧✟➻✏✟✫✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ➼➢➘ ➚✢✟ ✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓ Ea,b ✍✔✛✜➚ ✝ ✓✠✟✫✛✆✓ ✰ ✡✢✗✤✓➔➼✢✓✄✛➑✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛❁✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛✎✍❙✓✎➾✭✪✝➚✢✙✟✼➻❦➚✫✛✽✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾♦➼✢✓✱➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓ ✝ ✗✗➽❝✡✤➻ ✝ ✟✫✓♠➽ ✰ ✬✠✗☛✙✍➻ ✝ ✬✄✓✾✪▼➚✢✙ ✛❱➚✢✙✴➾➑➨

ca,bn ≤ |E1,1
n | ∈ O(

(

αna,b
n3

)

).
s❴✳✓✳✴✳✸✷ t

❑ ➻❦➚✫✛✘✑✔✓✠✟✫✛❱➻✏✟✫✛✥✑✤➻❦➚ ✝ ✛❱➚✢✙☛✺ ✝ ✓✯✗④➘✱✬✎➾✜➚✼➼✢✓✯➼✢✓✌✧✄✓✌✧✆➽✏✛✎✍❋➽✙✫✫✟ ✓✠✟✝➾ ✝ ✓✕➽✈➚➎➾ ✝ ✓✕➼✢✓♦➼✢✬✎➾✦✓ ✝✞✰ ✙☛✟✫✓ ✝ ✛✞✙ ✗✗➽✾✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟✝➾✦✓➼✢✓✾✧ ✝ ➻✏✙✤✛✆✛◆➽✚✟✫✧✄✓➝➼✢✓✄✛✭✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛➑✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛ ✝ ✓✄✛❱➾✦✓ αa,b ✳ ✢✌✟✁✑❂➻❦➚ ✝✞✝ ➽✸✑✤➻❦➚ ✝ ✧✄✓✠✗✗➽➉➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✦✓ ✝ ✗✤✓✛✂④➽✚✙✴➾✌✪✝➚✫✓❁✗✗➽✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✫✫✟❛➽✚✗✤✓♠➼➢➘ ➚✢✟ ✰ ✬✆➽✚✟✼➼ ✝ ✓➑➼✢✓★✗✍➻✏✟✢❂✓➚✫✓✎➚ ✝ n ✛✜➚✢✙✴➾♦➚✢✟✫✓➑✗✍➻✏✙❀✗☛✙ ✰ ✙✴➾✦✓➑➼②✙✤✛✦✧ ✝ ✓✎➾✦✓❁✪✝➚❛➽✚✟✼➼ n→∞ ✳
✦ ✦ ✄✞✝ ✞ ✑ ✒✒✎✔✩ ✎ ✠ ✪ ✎ ✪ ✭ ✒ ✌✻✕ ✎ ✗ ☛ ☛✍☛✶✎ ✟

a = b = 1 ✡ ✮✛★✍✭ ✠✁☛ ☛ ✓ ✑✔✓✜✠ ✎✡✠✡✑ ✎✘✓✜✠

✮ ➻❦➚ ✝ ✗✗➽➆✛✞✙ ✰ ✑✢✗☛✙✤✧✠✙✴➾✦✬✑➼✢✓✄✛➑✟✼➻❦➾◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛✎✍ ✟✼➻❦➚✫✛➑➽✚✑✢✑✮✓✠✗☛✗✤✓ ✝ ➻✏✟✫✛ cn ✗✤✓✒✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✑➼✢✓❝✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✾✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛♠➼✢✓➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓
n
✍ ✪✝➚❛➽✚✟✼➼

a = b = 1
✳➬➪❋➻✏✙✴➾

C(t) =
∑

n>0 cnt
n ✗✗➽✁✛✦✬ ✝ ✙✤✓✸❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾ ✝ ✙✤✧✄✓♥➼✢✓♥➼✢✬✠✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟▼➾➽✏✛✦✛❱➻①✧✠✙✤✬✄✓✴✳ ➪✣✙✭➚✢✟ ✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟ ✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✁✓✄✛❱➾♥➼✢✓s➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ ➽✈➚ ✰ ➻✏✙☛✟✫✛ ✬✠❂▼➽✚✗✤✓ ✬ ✙②✍✯➽✚✗✍➻ ✝ ✛ ✟✼➻❦➚✫✛➆✑❂➻❦➚✢✺☞➻✏✟✫✛✛✜➚✢✑✢✑ ✝ ✙ ✰ ✓ ✝ ✗✤✓✽✑ ✝ ✓ ✰ ✙✤✓ ✝ ✓✎➾✥✗✤✓✯➼✢✓ ✝ ✟✢✙✤✓ ✝ ✑❛➽✏✛✎✍❋➻✏✡➎➾✦✓✠✟❛➽✚✟▼➾✢➽✚✙☛✟✫✛✞✙✤➚✢✟✇✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟ ✑✟t❦➃④➊✙➇✴⑦✎⑥✑⑦✎⑤❛②➓r✎①❋➇❯⑥➔➃❖⑤❉t❦⑤❛② ✍①✧✓➘✱✓✄✛✜➾

✬✢➼②✙ ✝ ✓➓➚✢✟✲✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟➙✟✼➻✏✟ ● ✛✜➾ ✝ ✙✤✧✎➾✦✓ ✰ ✓✠✟✝➾ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙ ✂✼➼➎➻✏✟▼➾✹✗✤✓➓➼✢✓ ✝ ✟✢✙✤✓ ✝ ✑❛➽✏✛❥➽✈➾✜➾✦✓✠✙☛✟▼➾ ➚✢✟✫✓❏✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✛✜➚✢✑✔✬ ✝ ✙✤✓✎➚ ✝ ✓✧➻❦➚✬✠❂▼➽✚✗✤✓✔✬❄➾❱➻❦➚➎➾✦✓✄✛✹✧✄✓✠✗☛✗✤✓✄✛ ✑ ✝ ✬✄✧✄✬✟➼✢✓ ✰❝✰ ✓✠✟▼➾➓➽✈➾✜➾✦✓✠✙☛✟▼➾✦✓✄✛✎✳➓➪❋➻✏✙✴➾ W (t)
✗✗➽✜✛✦✬ ✝ ✙✤✓q❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾ ✝ ✙✤✧✄✓❣➼✢✓➓➼✢✬✠✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟▼➾➼✢✓✄✛➙✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛ ✂❘➽✚✙☛✡✢✗✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾➙✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛✎✳ ➲ ➽✁✧✟➻✏✟✫✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟➁➼✢✓✸✧✄✓✄✛➙✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛➙✙ ✰ ✑✢✗☛✙✤✪▼➚✫✓✇✪▼➚✫✓ C(t) =

1 + t+ t2W (t)
✳



✩✪✩✕� �✜✆✑✞✑✂ ✆✳☎ ✏✙✛✧✏✟✕✎✏✣✢✝✓✁�✱✏✟✆✣✮✡✛✆☎✘✗✙✌✟✕ ✌ ✛ ✠✟✞✂�✩✂✝✤ ✌☎✄ ☎✘✛ ✏✩★☎✓ ✆✑✌✝✆✑✌✙✛ ✩✎✿✚✂

P ❸✈❷ ❛ ❷ ➯ ❆❅❇♥❆❖❷❉➸ ❈ ➀
➂ ③❦➃❭②

k ≥ 0
➞ ✡❲t➑✉✆➆✙➄✙➃❘⑦↔➅▼➆✎⑤✤➆✙➄✜t✓②❭➄✖➃❘r◆⑦ ➋ ⑦ ➋ ➆✙⑤❉③✓⑥✑➊✎➄✜⑦✙⑥⑧⑦✙⑤❉② Wk(t) ➋ ⑦✖✉✯r✯☛➎⑦✙⑥➔➃❏⑤➎✉ ✑✎t❦➃④➊✙➇✍⑦✙⑥⑧⑦✙⑤❛②❬r✎①❋➇❯⑥➔➃❖⑤❉t❦⑤❛②❖✉

r❱③❦⑥✯➍❨③❦✉✟➆✖✉ ➋ ⑦↔➍➎t✈✉ +1,−1
⑦✖✉✎② ➋ ③✓⑤✼⑤✤➆❱⑦✢➍❨t✓➄

Wk(t) =
tk

Fk+1
=
Uk(1− U4)

1− U2k+4
,

s❴✳✓✳✴✳ ✒ t
③❦➜

U ≡ U(t) =
1−
√

1− 4t2

2t⑦✎②
Fk

⑦✖✉✙②➓➇✴⑦
k
➒✛➃✁�✎⑥✑⑦❣➍❨③❦➇ ❖❦⑤✄✂❦⑥⑧⑦ ➋ ⑦✆☎✧➃❘➊❱③❦⑤❉t☞r❱r✟➃✗➈✧②❞⑦✙➇ ✥✎①✼⑦ F0 = F1 = 1

⑦✟②
Fk = Fk−1− t2Fk−2

➍❨③✓①✝➄
k ≥ 2

➞ ✜❣⑤ r❱③❦⑤➎✉✆➆✦✥✎①✼⑦✙⑤❉r◆⑦✙➈➑➇✄t➹✉✟➆✙➄✙➃④⑦♠➅▼➆✎⑤✤➆✙➄✜t✓②❭➄✖➃❘r◆⑦ ➋ ⑦ ➋ ➆✙⑤❉③❦⑥⑧➊✙➄❱⑦✙⑥⑧⑦✙⑤❛② ➋ ⑦✖✉⑧r✯☛❨⑦✎⑥➣➃❖⑤➎✉⑧r✎①❋➇❯⑥➔➃❖⑤❉t❦⑤❛②❖✉➏⑦✙⑤➍❨t✈✉
+1,−1

⑦✖✉✙②
C(t) =

1− U2

1 + U2

∑

k≥1

Uk

1− U2k
.

✒ ①❨t✓⑤ ➋ n → ∞ ➈❄➇✴⑦➉⑤❉③❦⑥⑧➊✙➄❱⑦ ➋ ⑦⑧r✯☛➎⑦✙⑥➔➃❏⑤➎✉✑r✎①❋➇❯⑥➔➃❖⑤❉t❦⑤❛②❖✉✑⑦✙⑤➶➍➎t✈✉
+1,−1 ➋ ⑦⑧②④t❦➃❏➇❖➇✍⑦ n ⑦✖✉✙②✕➆✦✥✎①❋➃❏↕✪t✓➇✴⑦✙⑤❉②

t✈✉✯❖✈⑥✯➍✤②④③☞②❭➃✓✥✎①✼⑦✙⑥⑧⑦✙⑤❛②↔➙
2n/(4n)

➞
✷➟♦➠➢➡❛➤❂➥❥➡➧➦ ❆ ➻ ✰❝✰ ✓✠✟ ✕✟➻✏✟✫✛✲✑❛➽ ✝ ✗④➘✱✬✠✟▼➚ ✰ ✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓✄✛❁✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✍✂④➽✚✙☛✡✢✗✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾➙✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛➣➼✢✓❝✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝

k
✳ ■ ➻❦➚➎➾✯➼➢➘✸➽✚✡✤➻ ✝ ➼❙✍✼➻✏✟➬➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓★✗④➘✱✬✄✪▼➚✢✙☛✺✓➽✚✗✤✓✠✟✫✧✄✓❁✓✠✟✝➾ ✝ ✓❁✗✤✓✄✛✽✓♠⑤②✑ ✝ ✓✄✛✦✛✞✙✍➻✏✟✫✛✜✑❂➻❦➚ ✝ Wk

➼❨➚❑✂④➽✚✙✴➾✽✪▼➚✫✓

U = t(1 + U2)
➽✚✟✼➼

Fk =
1− U2k+2

(1− U2)(1 + U2)k
.

✢✌✟✷✑✔✓✎➚➎➾✜✑ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓ ✝ ➚✢✟✫✓✱➾✦✓✠✗☛✗✤✓★✓♠⑤②✑ ✝ ✓✄✛✦✛✞✙✍➻✏✟✁✑✤➻❦➚ ✝ Fk ✑❛➽ ✝✜✝ ✬✄✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✫✧✄✓✾✛✜➚ ✝ k ✳q❏✟✫✛❱➚✢✙✴➾✦✓✴✍✴✗✗➽❃✂④➽✖✕✟➻✏✟➙✗✗➽✽✑✢✗✴➚✫✛❲✬✠✗✤✬✠❂▼➽✚✟▼➾✦✓↔➼✢✓③✑ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓ ✝ ✗④➘✱✬✄✪▼➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟ s❴✳✓✳✴✳ ✒ t ✓✄✛❱➾✹✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✗✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾➓➼➢➘ ➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✦✓ ✝✗✗➽✽✧✟➻ ✝✞✝ ✓✄✛✦✑✤➻✏✟✼➼✼➽✚✟✫✧✄✓✥✬✎➾◆➽✚✡✢✗☛✙✤✓✘✑❛➽ ✝ ☎✭✙✤✓✠✟✢✟✼➻❦➾✹✓✠✟✝➾ ✝ ✓✘✗✤✓✄✛ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✄✛ ➼✼➽✚✟✫✛❲➚✢✟✾❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✓✘✓✎➾ ✗✤✓✄✛✹✓ ✰ ✑✢✙☛✗✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾✦✛❩➼✢✓✧■✟②✧✠✗✤✓✄✛ ✲ ★ ★✪✶ ✳ ❍ ✬✄✛✜➚ ✰ ➻✏✟✫✛❲✙✤✧✠✙✫✧✄✓✎➾✜➾✦✓✢➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟❀✳ ❆ ✓✎➾✜➾✦✓✜✧✟➻ ✝✞✝ ✓✄✛✞✑❂➻✏✟✼➼✼➽✚✟✫✧✄✓✽✛✦✓❣➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✑❂➻✴✛✦✓◗✓✠✟✒✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✧✎➚✢✗☛✙✤✓ ✝✓✠✟➧➚✢✟✫✓➆✡✢✙ ✓✞✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ✓✠✟▼➾ ✝ ✓✷✗✤✓✄✛✖✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛ ✂❘➽✚✙☛✡✢✗✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾✇✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛♥➼✢✓❆➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ n ✓✎➾❝✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ k ✍✥✓✎➾❝✗✤✓✄✛⑦✙⑥✯➍❉➃❖➇✴⑦✎⑥✑⑦✎⑤❛②❖✉⑧➼✢✓
(n − k)/2 ➋ ➃❏⑥⑧⑦✙➄✖✉♠✍❙✑ ✝ ✙✤✛★✛❱➚ ✝ ✗✤✓➙✛✆✓✠❂ ✰ ✓✠✟▼➾ [0, k]

✳ ➲ ✓❆➇✴⑦✎⑥➣⑥⑧⑦ ➋❲➌ ➃❏⑤✼↕❦⑦✙➄◆✉✙➃❭③✓⑤ s④✪✝➚✁➘❀➻✏✟
➾ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓ ✝ ➽s➽✈➚✫✛✦✛✞✙➓➼✼➽✚✟✫✛♥✲ ★ ★ ✶ t ✟✼➻❦➚✫✛♠➼②✙✴➾➙✪▼➚✫✓❝✗✗➽✷✛✦✬ ✝ ✙✤✓❝❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾ ✝ ✙✤✧✄✓♥➼✢✓✄✛✾✓ ✰ ✑✢✙☛✗✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾✦✛➔➼✢✓✑➼②✙ ✰ ✓ ✝ ✛♥✲ ★ ★ ✶✛✜➚ ✝ ✧✄✓✾✛✦✓✠❂ ✰ ✓✠✟✝➾✭✓✄✛✜➾✯✗④➘ ✙☛✟❯✺✕✓ ✝ ✛✦✓➔➼✢✓★✗✗➽✸✛✦✬ ✝ ✙✤✓❁❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾ ✝ ✙✤✧✄✓➔➼✢✓✄✛➣⑦✎⑥♦➍✤➃❏➇✍⑦✙⑥⑧⑦✙⑤❛②❖✉➝②❭➄✙➃❖↕✆➃❭t✓①❦→ ✛✜➚ ✝ [0, k]

✍❂➼➎➻✏✟▼➾
➻✏✟✷✑✔✓✎➚➎➾ ✂❘➽✏✧✠✙☛✗✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾ ✰ ➻✏✟✝➾ ✝ ✓ ✝ ✪✝➚✁➘ ✙☛✗ ✛✆➘✸➽✄✺ ✬ ✝ ✓✠✟✝➾ ✗✎➾ ✝ ✓ Fk+1

✳ ➲ ✓ ✝ ✬✄✛✜➚✢✗✴➾◆➽✈➾✯✛✺➘✱✓✠✟✫✛✜➚✢✙✴➾✎✳❑ ➻❦➚✫✛✔➼✢✬✄✧ ✝ ✙☛✺☞➻✏✟✫✛✢➽✎✺✕✓✄✧✯➼✼➽✎✺❦➽✚✟✝➾◆➽✚❂✕✓✱➼✢✓♦➼✢✬✎➾◆➽✚✙☛✗✤✛❣➚✢✟✫✓✭➽✚✑✢✑ ✝ ➻✣✧✆✩✫✓✭➽✚✗✴➾✦✓ ✝ ✟❛➽✈➾✞✙☛✺✕✓➑✪✝➚✢✙✤➽❁✗✤✓ ✰ ✬ ✝ ✙✴➾✦✓✕➼➢➘ ✗✎➾ ✝ ✓❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✚✗☛✙✤✛✦✬✄✓❝s ✓❴➚✫✛✦✪▼➚✁➘✸✬➑➚✢✟✇✧✄✓ ✝ ➾◆➽✚✙☛✟➆✑❂➻✏✙☛✟▼➾ t ➽✈➚②⑤ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✄✛↔➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛◆➽✚✟✝➾❣➼✢✓✄✛✥✑❛➽✏✛ +a,−b ✳ ❆ ✓✎➾✜➾✦✓✕➽✚✑✢✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓✓✄✛✜➾✇✡❛➽✏✛✦✬✄✓✁✛✜➚ ✝ ➚✢✟✫✓✼✧✟➻✏✟✫✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟➧➍❨t❦✉s➙➹➍❨t✈✉s➼✢✓✄✛ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✄✛✎✍✌✓✎➾ ✝ ✓✄✪✝➚✢✙✤✓ ✝ ➾♥➼✢✓✇➾✦✓✠✟✢✙ ✝ ✧✟➻ ✰ ✑➎➾✦✓ ➼➢➘ ➚✢✟
✑❛➽ ✝ ➽ ✰ ✬✎➾ ✝ ✓ ➽❦➼➎➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗➀✍✜✗✗➽ ✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✫✫✟❛➽✚✗✤✓✇➼✢✓ ✗✗➽ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓✴✳ ✮❏✗✴➚✫✛✇✑ ✝ ✬✄✧✠✙✤✛✦✬ ✰ ✓✠✟▼➾✎✍✜✛❱➻✏✙✴➾ G(t, u) ≡
G(u)

✗✗➽✻✛✦✬ ✝ ✙✤✓✁❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾ ✝ ✙✤✧✄✓ ➼✢✓✄✛ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✄✛➆✧✟➻ ✰❝✰ ✓✠✟ ✕✆➽✚✟✝➾✷✓✠✟ (0, 0)
✓✎➾ ✝ ✓✄✛❱➾◆➽✚✟▼➾➆✧✟➻✏✟✰✫✫✟✫✬✄✓✄✛♥➼✼➽✚✟✫✛✇✗✗➽✡❛➽✚✟✼➼✢✓➆✧✟➻ ✰ ✑ ✝ ✙✤✛✦✓➆✓✠✟▼➾ ✝ ✓ ✗✤✓✄✛✲✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✛ 0

✓✎➾
k
✍❏✧✟➻ ✰ ✑➎➾✦✬✄✓✄✛➙✛❱➚ ✝ ✗✤✓✎➚ ✝ ✗✍➻✏✟✢❂✓➚✫✓✎➚ ✝ s❩✺❦➽ ✝ ✙✗➽✚✡✢✗✤✓ t t ✓✎➾➙✗✤✓✎➚ ✝✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✫✫✟❛➽✚✗✤✓✶s❩✺✓➽ ✝ ✙✗➽✚✡✢✗✤✓ u t ✳ ❍ ✓ ✰ ➽ ✝ ✪▼➚✼➻✏✟✫✛✖✪✝➚✫✓ G(t, u)

✓✄✛✜➾➉➚✢✟✫✓ ✛✦✬ ✝ ✙✤✓ ✂❘➻ ✝✞✰ ✓✠✗☛✗✤✓✷✓✠✟ t ➼➎➻✏✟✝➾✖✗✤✓✄✛✧✟➻①✓✙➷✸✧✠✙✤✓✠✟▼➾✦✛❝✛❱➻✏✟✝➾➙✑❂➻✏✗✠✟①✟ ✍✏✰ ✙✗➽✈➚②⑤✵✓✠✟ u ✳ ✢✌✟✈✑✮✓✎➚➎➾➔➽✈➚✫✛✦✛✞✙◗✬✄✧ ✝ ✙ ✝ ✓ G(u) =
∑k

h=0 u
hGh

✍ ➻✆✽
Gh

✓✄✛✜➾
✗✗➽✖✛✆✬ ✝ ✙✤✓★❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾ ✝ ✙✤✧✄✓♠➼✢✓➝➼✢✬✠✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟▼➾✱➼✢✓✄✛ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✄✛✭✧✟➻✏✟✰✫✫✟✫✬✄✓✄✛✧✫✫✟✢✙✤✛✦✛✖➽✚✟▼➾✕✬❝✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ k ❉ ✗✍➻ ✝ ✛ Gk✧✟➻ ✰ ✑➎➾✦✓✜✑ ✝ ✬✄✧✠✙✤✛✦✬ ✰ ✓✠✟✝➾q✗✤✓✄✛❏✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛ ✂❘➽✚✙☛✡✢✗✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾✘✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛✔➼✢✓↔➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ k ✳ ✝➑✓③✑✢✗✴➚✫✛✎✍✓➚✢✟✫✓✜✧✟➻✏✟✫✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟✑❛➽✏✛✯✬➙✑❛➽✏✛♦➼✢✓❁✧✄✓✄✛✽✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✯➼➎➻✏✟✢✟✫✓

G(u) = 1 + t

(

u+
1

u

)

G(u) − t

u
G0 − tuk+1Gk,



✩✪✩✕� �✜✆✑✞✑✂ ✆✳☎ ✏✙✛✧✏✟✕✎✏✣✢✝✓✁�✱✏✟✆✣✮✡✛✆☎✘✗✙✌✟✕ ✌ ✛ ✠✟✞✂�✩✂✝✤ ✌☎✄ ☎✘✛ ✏✩★☎✓ ✆✑✌✝✆✑✌✙✛ ✩✎✿ �

✧✓➘✱✓✄✛✜➾✯✬➔➼②✙ ✝ ✓✴✍
(

u− t(1 + u2)
)

G(u) = u− tG0 − tuk+2Gk.
s❴✳✓✳✴✳✚✙ t

✢✌✟ ✝ ✬✄✛❱➻❦➚➎➾✁✧✄✓✎➾✜➾✦✓ ✬✄✪✝➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ✓✠✟ ➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛◆➽✚✟✝➾✷✗✗➽ ⑥⑧➆✎②☞☛❋③ ➋ ⑦ ➋ ① ⑤❉③✁❖✓t✓① ✲ ✳ ★ ✗ ★✪✶ ✳ ➲ ✓➁⑤❉③✆❖☞t❦① ➼✢✓ ✧✄✓✎➾✜➾✦✓
✬✄✪✝➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟❀✍❏✧✓➘✱✓✄✛✜➾➔✬✇➼②✙ ✝ ✓✸✗✤✓✇✑❂➻✏✗✠✟✣✟ ✍✏✰ ✓ K(t, u) = u − t(1 + u2)

✍➓➽➹➚✢✟ ➼✢✓✠❂ ✝ ✬ ✙✷✓✠✟
u
✳ ➪①✓✄✛➝➼✢✓✎➚②⑤

✝ ➽✏✧✠✙☛✟✫✓✄✛✯✛◆➻✏✟▼➾
U0,1 =

1∓
√

1− 4t2

2t
.

➪✣✙✢✗④➘❀➻✏✟ ✝ ✓ ✰ ✑✢✗✗➽✏✧✄✓ u ✑❛➽ ✝ U0
✍✏✑➎➚✢✙✤✛❏✑❛➽ ✝ U1

✍☞➼✼➽✚✟✫✛ s❴✳✓✳✴✳✚✙ t ✍✓➻✏✟✑➻✏✡➎➾✞✙✤✓✠✟▼➾✔➽✚✗✍➻ ✝ ✛➓➼✢✓✎➚②⑤✒✬✄✪▼➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛q✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✄✛✝ ✓✠✗☛✙✗➽✚✟▼➾ G0
✬
Gk
✳ q❏✟❝✗✤✓ ✝ ✬✄✛❱➻✏✗☛✺✓➽✚✟▼➾❏✑➎➚✢✙✤✛q✓✠✟➔➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛◆➽✚✟✝➾q✗✗➽ ✝ ✓✠✗✗➽✈➾✞✙✍➻✏✟ U0U1 = 1

✍☞➻✏✟➉➾ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓◗✗④➘✱✓♠⑤①✑ ✝ ✓✄✛✆✛✞✙✍➻✏✟➽✚✟✢✟✼➻✏✟✫✧✄✬✄✓➑✑❂➻❦➚ ✝ Gk = Wk
✓✠✟✄✂❘➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟❆➼✢✓

U0 = U
✳ ➲ ➘✱✓♠⑤②✑ ✝ ✓✄✛✦✛✞✙✍➻✏✟➶➼✢✓

C(t)
✑ ✝ ➻✎✺①✙✤✓✠✟▼➾♦➽✚✗✍➻ ✝ ✛❄➼❨➚✄✂❘➽✚✙✴➾

✪✝➚✫✓
C(t) = 1 + t+ t2W (t)

✳
❍ ✬✄✛✜➚ ✰ ➻✏✟✫✛➝➽✚✗✍➻ ✝ ✛✲✗✤✓✄✛❁✬✎➾◆➽✚✑✔✓✄✛ ● ✧✠✗✤✬⑧➼✢✓❝✗✗➽➹➼✢✬ ✝ ✙☛✺❦➽✈➾✞✙✍➻✏✟➁➼❨➚✶✧✟➻ ✰ ✑❂➻ ✝ ➾✦✓ ✰ ✓✠✟▼➾➉➽✏✛✦✟ ✰ ✑➎➾❱➻❦➾✞✙✤✪✝➚✫✓⑧➼✢✓✄✛ cn ✳✢✌✟✶✑❛➽ ✝ ➾➣➼✢✓✖✗④➘✱✓♠⑤②✑ ✝ ✓✄✛✦✛✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓

C(t)
✍✹✑➎➚✢✙✤✛➣➻✏✟❾➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✦✓✸✗④➘✸➽✚✟❛➽✚✗✠✟①✛✦✓⑧➼✢✓✸✛✞✙☛✟✢❂✓➚✢✗✗➽ ✝ ✙✴➾✦✬♥➼✢✓➬✲ ✒▼✵✪✶✿✳✁�➓➾✜➚✼➼②✙✍➻✏✟✫✛

➾❱➻❦➚➎➾♦➼➢➘✸➽✚✡❂➻ ✝ ➼ ✗✗➽✒✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✓✕➍➎t❦➃❏➄❱⑦➝➼✢✓ C(t)
➨

C+(t) =
1− U2

1 + U2

∑

k≥1

U2k

1− U4k
.

➪❋➻✏✙✴➾
Z ≡ Z(x)

➾✦✓✠✗ ✪✝➚✫✓
U(t)2 = Z(t2)

✳ ❆ ➘✱✓✄✛✜➾✯✬➔➼②✙ ✝ ✓✴✍

Z ≡ Z(x) =
1− 2x−

√
1− 4x

2x
.

❉ ✗✍➻ ✝ ✛ C+(t) = D(t2)
✑✤➻❦➚ ✝

D(x) =
1− Z
1 + Z

∑

k≥1

Zk

1− Z2k
,

❑ ➻❦➚✫✛➑✟✼➻❦➚✫✛❁✛❱➻ ✰❝✰ ✓✄✛✱➼➎➻✏✟✫✧ ✝ ➽ ✰ ✓✠✟✫✬✑✬✇✗④➘✱✬✎➾✜➚✼➼✢✓✑➼❨➚ ✧✟➻ ✰ ✑✤➻ ✝ ➾✦✓ ✰ ✓✠✟✝➾➣➽✏✛✦✟ ✰ ✑➎➾❱➻❦➾✞✙✤✪✝➚✫✓➉➼✢✓✄✛★✧✟➻✣✓✙➷✸✧✠✙✤✓✠✟✝➾✦✛➼✢✓
D(x)

✳ ➲ ✓✄✛✜✛✦✬ ✝ ✙✤✓✄✛ Z ≡ Z(x)
➻✏✟▼➾✜✑❂➻❦➚ ✝✥✝ ➽ ✟☞➻✏✟➹➼✢✓✌✧✟➻✏✟✣✺✕✓ ✝ ❂✕✓✠✟✫✧✄✓ 1/4

✳➓q❏✗☛✗✤✓✄✛✜✛❱➻✏✟✝➾❄➽✚✟❛➽✚✗✠✟❋➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛✜✓✠✟
C \ [1/4,+∞)

✍➢➽✄✺✕✓✄✧✲✓♠⑤➎➽✏✧✎➾✦✓ ✰ ✓✠✟✝➾✯➚✢✟✫✓✲✛✞✙☛✟✢❂✓➚✢✗✗➽ ✝ ✙✴➾✦✬✾✓✠✟ x = 1/4
✳✢➪❋➻✏✟ ✰ ➻❋➼❨➚✢✗✤✓ ✰ ➽ ⑤②✙ ✰ ➚ ✰ ➼✼➽✚✟✫✛✽✗✤✓

➼②✙✤✛✦✪✝➚✫✓ |x| ≤ 1/4
✓✄✛✜➾♦➽✈➾✜➾✦✓✠✙☛✟✝➾✯✑❂➻❦➚ ✝ x = 1/4

✍ ✓✎➾✽✓✄✛✜➾✌✬✠❂▼➽✚✗❲✬
1
✳❬q❏✟✰✫✫✟❀✍ ✪✝➚❛➽✚✟✼➼

x→ 1/4
✍

Z(x) = 1− 2
√

1− 4x+O(1− 4x).

q❏✟✷✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✧✎➚✢✗☛✙✤✓ ✝ ✍ | arg(1− Z(x))| < π/4 + o(1)
✳✣✝✭✓➑✑✢✗✴➚✫✛♥✍✢✙☛✗❀✓♠⑤①✙✤✛❱➾✦✓✭➚✢✟ r❱t❦⑥⑧⑦✙⑥⑧➊❱⑦✙➄✎②✢➼✢✓★✗✗➽ ✂❘➻ ✝✞✰ ✓

∆ = {x 6= 1/4 : |4x| < 1 + η
✓✎➾ | arg(1− 4x)| > φ}

➽✄✺✕✓✄✧
η > 0

✓✎➾
0 < φ < π/2

➻✆✽
Z
➽➣➚✢✟ ✰ ➻❋➼❨➚✢✗✤✓❁✛✜➾ ✝ ✙✤✧✎➾✦✓ ✰ ✓✠✟✝➾✯✙☛✟✰✂ ✬ ✝ ✙✤✓✎➚ ✝ ✬ 1

✳
➲ ✓✄✛✌✛✦✬ ✝ ✙✤✓✄✛

S(z) =
1− z
1 + z

∑

k≥1

zk

1− z2k

➻✏✟▼➾ ✝ ➽▼✟☞➻✏✟✇➼✢✓★✧✟➻✏✟✣✺✕✓ ✝ ❂✕✓✠✟✫✧✄✓ 1
✍❛➽✚✟✼➼ ✛◆➽✈➾✞✙✤✛ ✂❘➻✏✟▼➾

S(Z(x)) = D(x).
❆ ✓✠✗✗➽✒✙ ✰ ✑✢✗☛✙✤✪✝➚✫✓★✪▼➚✫✓ D(x)

✓✄✛✜➾♦➽✚✟ ●
➽✚✗✠✟❋➾✞✙✤✪▼➚✫✓✕➼✼➽✚✟✫✛✘✗✤✓✕➼➎➻ ✰ ➽✚✙☛✟✫✓ ∆

✍✣✓✎➾◗✪▼➚✫✓✯✟✼➻❦➚✫✛✘✑❂➻❦➚✢✺☞➻✏✟✫✛◗✓✠✟❯✺①✙✤✛◆➽✚❂✕✓ ✝ ➚✢✟✫✓➣r❱③✓⑥♦➍➎③✈✉✖➃❭②❭➃❭③✓⑤ ➋ ⑦✯✉✙➃❏⑤✝➅✓①✝➇✴t❦➄✙➃❖②❞➆✖✉✠✍✪✝➚❛➽✚✟✼➼
x
✓✄✛✜➾✜✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓➝➼✢✓ 1/4

✍❜✓✎➾
Z(x)

✑ ✝ ➻✣✧✆✩✫✓➑➼✢✓ 1
✳



✩✪✩✕� �✜✆✑✞✑✂ ✆✳☎ ✏✙✛✧✏✟✕✎✏✣✢✝✓✁�✱✏✟✆✣✮✡✛✆☎✘✗✙✌✟✕ ✌ ✛ ✠✟✞✂�✩✂✝✤ ✌☎✄ ☎✘✛ ✏✩★☎✓ ✆✑✌✝✆✑✌✙✛ ✩✎✿ �

✉ ➚❛➽✚✟✼➼
z → 1

➼✢✓✱➾✦✓✠✗☛✗✤✓✩✂④➽✖✕✟➻✏✟✁✪▼➚✫✓ | arg(1− z)| < α < π/2
✑✤➻❦➚ ✝ ➚✢✟✷✧✄✓ ✝ ➾◆➽✚✙☛✟ α ✍✼➽✚✗✍➻ ✝ ✛

∑

k≥1

zk

1− z2k
∼ 1

2(1− z) log
1

1− z ,
➾✦✓✠✗ ✪✝➚✫✓

S(z) ∼ 1

4
log

1

1− z .

❆ ✓✄✧✠✙❀✑✔✓✎➚➎➾ ✗✎➾ ✝ ✓✱➻✏✡➎➾✦✓✠✟▼➚✼✑❛➽ ✝ ➚✢✟✫✓✱➾ ✝ ➽✚✟✫✛ ✂❘➻ ✝✞✰ ✬✄✓➑➼✢✓★❊➉✓✠✗☛✗☛✙☛✟❀✳✮❩➽ ✝ ➚✢✟✫✓✵✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓✄✛ ✧✟➻ ✰ ✑✤➻ ✝ ➾✦✓ ✰ ✓✠✟✝➾✦✛✻✓✠✟ ✗✤✓✎➚ ✝ ✛✦✙☛✟✢❂✓➚✢✗✗➽ ✝ ✙✴➾✦✬ ➼✢✓
Z(x)

✓✎➾
S(z)

✍✲✟✼➻❦➚✫✛
➻✏✡➎➾✦✓✠✟✼➻✏✟✫✛✯✪✝➚✫✓✴✍✫✪✝➚❛➽✚✟✼➼

x→ 1
➼✼➽✚✟✫✛✽✗✤✓✱➼➎➻ ✰ ➽✚✙☛✟✫✓ ∆

✍

D(x) ∼ 1

8
log

1

1− 4x
,

➼➢➘❀➻✆✽✷✟✼➻❦➚✫✛✌✧✟➻✏✟✫✧✠✗✴➚✼➻✏✟✫✛✌✪✝➚✫✓➑✗✤✓❁✧✟➻①✓✙➷✸✧✠✙✤✓✠✟▼➾✯➼✢✓
xn

➼✼➽✚✟✫✛
D(x)

✓✄✛✜➾✯✬✄✪✝➚✢✙☛✺❦➽✚✗✤✓✠✟✝➾✯✬
4n/(8n)

✳❣q❏✟➹➾ ✝ ➽✚✟✫✛ ●✑❂➻✴✛◆➽✚✟▼➾✸✧✄✓ ✝ ✬✄✛❱➚✢✗✴➾◆➽✈➾✸✛✜➚ ✝ ✗✤✓✄✛✖✛✆✬ ✝ ✙✤✓✄✛ C+(t)
✍✔➻✏✟➧➻✏✡➎➾✞✙✤✓✠✟✝➾✇✪✝➚✫✓➆✗✤✓ ✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓➬➼✢✓ ✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✇✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛➼✢✓✑➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓✸✑❛➽✚✙ ✝ ✓ N = 2n

✓✄✛✜➾✲✬✄✪▼➚✢✙☛✺✓➽✚✗✤✓✠✟▼➾➉✬
2N/(4N)

✳ ➲ ➘✱✬✎➾✜➚✼➼✢✓♥➼✢✓✖✗✗➽➆✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✓✇✙ ✰ ✑❛➽✚✙ ✝ ✓ C−(t)
✓✄✛❱➾

✛✞✙ ✰ ✙☛✗✗➽✚✙ ✝ ✓✴✳
�

✟ ❻✝❺ ➭ ❸ ✩❀❱❥❻➏➀✔➲ ➽➑✧✟➻✏✟✫✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟➣➍❨t✈✉♦➙↔➍❨t✈✉✢➼✢✓✄✛❏✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛➓➼✼➽✚✟✫✛❩➚✢✟✫✓◗✡❛➽✚✟✼➼✢✓❄➼✢✓③✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ k ✍✴✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟✫✬✄✓➽✄✺✕✓✄✧❁✗✗➽ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻✝➼✢✓➑➼❨➚➆✟✼➻✼✟▼➽✈➚❀✍✫✟✼➻❦➚✫✛✜✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✢➼✢✓★✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✤✓ ✝ ✗✗➽✒✛✦✬ ✝ ✙✤✓➑❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾ ✝ ✙✤✧✄✓➑➼✢✓✄✛✯✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✲s✱✂④➽✚✙☛✡✢✗✤✓ ●
✰ ✓✠✟▼➾ t ✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛➙✑❂➻❦➚ ✝ ➾❱➻❦➚➎➾✦✓✸✺❦➽✚✗✤✓✎➚ ✝ s❭➼➎➻✏✟✢✟✫✬✄✓ t ➼✢✓ a ✓✎➾ b ✳ ❆ ✓✎➾✜➾✦✓✇✛✦✬ ✝ ✙✤✓✖❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾ ✝ ✙✤✧✄✓✇✑✮✓✎➚➎➾ ✗✎➾ ✝ ✓✓♠⑤②✑ ✝ ✙ ✰ ✬✄✓✌✧✟➻ ✰❝✰ ✓✯➚✢✟✫✓✯✛✞✙ ✰ ✑✢✗✤✓✧✂❭➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗☛✗✤✓✭✓✠✟✸✗✤✓✄✛ ✝ ➽✏✧✠✙☛✟✫✓✄✛ Ui ➼➢➘ ➚✢✟✸✑❂➻✏✗✠✟✣✟ ✍✏✰ ✓✌✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✗➽✚✡✢✗✤✓✴✳
❆ ✓✎➾✜➾✦✓ ✂❘➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟➬➽➉➼➎➻✏✟✫✧★✑➎➚ ✗✎➾ ✝ ✓✾✬✎➾◆➽✚✡✢✗☛✙✤✓❁✓♠⑤①✑✢✗☛✙✤✧✠✙✴➾✦✓ ✰ ✓✠✟✝➾✌✑❂➻❦➚ ✝ ➼✢✓✄✛✜✺✓➽✚✗✤✓✎➚ ✝ ✛ (1,−2)

✓✎➾
(2,−1)

➼✢✓
a✓✎➾

b
✳❩➴✿✗ ✝ ✓✄✛✜➾✦✓✢✬✭➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓ ✝ ➼✢✓✽✧✄✓✄✛ ✝ ✬✄✛✜➚✢✗✴➾◆➽✈➾✦✛q✗✤✓✽✧✟➻ ✰ ✑✤➻ ✝ ➾✦✓ ✰ ✓✠✟✝➾↔➽✏✛ ✟ ✰ ✑➎➾❱➻❦➾✞✙✤✪✝➚✫✓✢➼❨➚❝✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✯➼✢✓✽✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛✌❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➚②⑤❙✳

✦ ✦ ✄✝✆ �✂✁ ✎✒✑ ✎✁✌ ✓ ✭ ✪ ✎ ☛ ✑ ✫ ✭✘✓✱✩ ✖✂✪ ✎★✟ ✑ ✒ ✒ ✎ ☞✆✎✛✓
✢✌✟ ✛✆➘ ✙☛✟▼➾✦✬ ✝ ✓✄✛✆✛✦✓✾✙✤✧✠✙❬✬⑧➚✢✟✫✓➔➽✈➚➎➾ ✝ ✓✪✂④➽ ✰ ✙☛✗☛✗✤✓➣➼➢➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛✱➼✢✓➙❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟❼➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✴✍❙✓ ✰ ✑✢✗✍➻ ✟▼➽✚✟✝➾➑➚✢✟✫✓➾✦✓✄✧✦✩✢✟✢✙✤✪✝➚✫✓➑➼②✙✴➾✦✓ ➋ ⑦✱➄✜⑦☎✄✆⑦✎② ✍②✑ ✝ ✙☛✟✫✧✠✙☛✑✔✓✱➼✢✬✄✧ ✝ ✙✴➾✜✓✠✟➆✛✆✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟✇✷②✳✸✷②✳✚✙➝➻❦➚ ✓✠✟ ✲✸✷❨✳✙✶➎✳ ➲ ✓➑✑ ✝ ✙☛✟✫✧✠✙☛✑✔✓➑✓♠⑤❋➾ ✝ ✗ ✰ ✓ ✰ ✓✠✟✝➾✛✞✙ ✰ ✑✢✗✤✓➹➼➢➘ ➚✢✟ ➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓➶➍❨t❦➄❆➄❱⑦☎✄✟⑦✟②✒✑✤➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛➉➼✢✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛⑧➼✢✓ W ✧✟➻✏✟✫✛✞✙✤✛✜➾✦✓➹✬ ✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓ ✝ ➼✢✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛➚✢✟✢✙ ✂❘➻ ✝✞✰ ✬ ✰ ✓✠✟▼➾➔➼✼➽✚✟✫✛➑➚✢✟✶✛✜➚ ✝ ✓✠✟✫✛✆✓ ✰ ✡✢✗✤✓ V ⊃ W ✓❴➚✫✛✦✪▼➚✁➘✸✬➆✧✄✓✸✪▼➚✁➘ ➚✢✟❾➻✏✡✔✓✞✓✎➾♠➼✢✓ W ✛❱➻✏✙✴➾♠➻✏✡➎➾✦✓✠✟✝➚❀✳ ➲ ➽
✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✕➼➢➘ ➚✢✟✫✓✯➾✦✓✠✗☛✗✤✓✢➾✦✓✄✧✆✩✢✟✢✙✤✪▼➚✫✓➑✓✄✛✜➾↔➽✚✗✍➻ ✝ ✛ ζ(n)

✦
n/
✺
n
✍❋➻✆✽

ζ(n)
✓✄✛✜➾✘✗✤✓✭✧✟➻✆☎➎➾✔➼✢✓✌❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➶➼➢➘ ➚✢✟

✰ ➻❦➾♦➼✢✓✱➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ n ➼✼➽✚✟✫✛ V ✍✢✓✎➾ ✦ n ✓✎➾✽✺ n ✛❱➻✏✟✝➾✽✗✤✓✄✛✜✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✄✛✕➼✢✓ ✰ ➻❦➾✦✛✢➼✢✓➑➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ n ➼✼➽✚✟✫✛ W ✓✎➾ V ✳➲ ➽✒✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✱➼✢✓★✧✄✓✎➾✜➾✦✓ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻✝➼✢✓ ✝ ✓✠✑❂➻✴✛✦✓✱➽✚✗✍➻ ✝ ✛✜✛✜➚ ✝ ✧✄✓✠✗☛✗✤✓✱➼✢✓✭✗✗➽➙❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➹➼✼➽✚✟✫✛ V ✳ ✢✌✟➆✑✔✓✎➚➎➾✧✄✓✠✑✔✓✠✟✼➼✼➽✚✟▼➾✎✍✮✓✠✟ ✝ ✓✠✗ ☎✏✧✦✩❛➽✚✟✝➾✕➼✢✓✄✛✌✧✟➻✏✟▼➾ ✝ ➽✚✙☛✟✝➾✦✓✄✛✎✍❂➻✏✡➎➾✦✓✠✟✢✙ ✝ ➼✢✓✄✛✯➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛✭✓✙➷✸✧✆➽✏✧✄✓✄✛✎✳↔✮❩➽ ✝ ✓♠⑤✢✓ ✰ ✑✢✗✤✓✴✍❛➻✏✟
✝ ✓ ✰ ➽ ✝ ✪✝➚✫✓ ✝ ➽✸✪✝➚✫✓❁✗✤✓✾✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓ {m,m}n ➽❦➼ ✰ ✓✎➾♦➚✢✟✼❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✦✓✎➚ ✝ ✓✙➷✸✧✆➽✏✧✄✓➙✓✠✟✇➚✢✟➬➾✞✙ ✝ ➽✚❂✕✓♠➼✢✓ n ➍❉➃❏➇✍⑦➔③❦①

✑✟t☞r◆⑦✠✍❲✓✎➾✲✪✝➚✫✓✖✧✄✓✸✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✸✓✄✛✜➾➑➚✢✟ ✛✜➚ ✝ ✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓➏➼✢✓✄✛✲✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✲✑✤➻✴✛✞✙✴➾✞✙ ✂ ✛✇s④✓✎➚②⑤ ✰ ✗ ✰ ✓✄✛➙✛✜➚ ✝ ✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓✄✛➼✢✓✄✛✯✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✯✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛ t ✳➲ ➘ ✙☛✟✝➾✦✬ ✝ ✗✎➾✔➼✢✓✜✧✄✓✎➾✜➾✦✓ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻❋➼✢✓✜✓✄✛✜➾❏✑ ✝ ✙☛✟✫✧✠✙☛✑❛➽✚✗✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾✥✗④➘✸➽✚✡✫✛✦✓✠✟✫✧✄✓❄➼✢✓✯✛✜➚ ✝ ✧✟➻✆☎➎➾q✓✠✟ ✰ ✬ ✰ ➻✏✙ ✝ ✓✴✍✝➽✚✙☛✟✫✛✞✙✫✪✝➚✫✓✗④➘✸➽✚✡✫✛✦✓✠✟✫✧✄✓➏➼➢➘✱✬✎➾◆➽✚✑✮✓✑➼✢✓✖✑ ✝ ✬✄✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗➀✳ ❆ ✓✠✑✔✓✠✟✼➼✼➽✚✟▼➾✎✍ ✗✗➽➆❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓ ✰ ➻❦➾✦✛♠➼✢✓ V ✓✄✛✜➾➑➼➢➘ ➚✢✟✫✓✇✧✄✓ ✝ ➾◆➽✚✙☛✟✫✓
✂④➽✖✕✟➻✏✟ ✧✆➽✏✧✦✩✫✬✄✓ ➼✼➽✚✟✫✛ ✗✗➽➁➼✢✓✄✛✦✧ ✝ ✙☛✑➎➾✞✙✍➻✏✟ ✧✠✙ ● ➼✢✓✄✛✆✛✜➚✫✛✎✍➑✓✎➾✷✓✄✛✜➾✷✛✜➚✫✛✦✧✄✓✠✑➎➾✞✙☛✡✢✗✤✓❾➼➢➘ ✙ ✰ ✑✢✗☛✙✤✪▼➚✫✓ ✝ ➚✢✟ ➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✧✟➻✏✟✫✛❱➻ ✰❝✰ ➽✈➾✦✓✎➚ ✝ ✓✠✟➔➾✦✓ ✰ ✑✫✛✎✳ ✝➑✓③✑✢✗✴➚✫✛✎✍✏✗✤✓❣➾✦✓✄✛✜➾❬➼➢➘✸➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ➾✦✓✠✟❛➽✚✟✫✧✄✓✢➼✢✓✄✛❩➻✏✡✔✓ ✓✎➾✦✛❏✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✬✄✛✧✬ W ✑❂➻❦➚ ✝✞✝ ➽✚✙✴➾✎✍✓✠✟ ➾❱➻❦➚➎➾✌❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✚✗☛✙✴➾✦✬✴✍❀✑ ✝ ➻✎✺☞➻①✪▼➚✫✓ ✝ ➚✢✟ ✛✜➚ ✝ ✧✟➻✆☎➎➾➑✬✖✑ ✝ ✓✠✟✼➼ ✝ ✓✒✓✠✟ ✧✟➻ ✰ ✑➎➾✦✓➔➼✼➽✚✟✫✛✭✗✗➽✸✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✒❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✚✗✤✓➼✢✓✄✛➑➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛❁✑ ✝ ✬✄✛✆✓✠✟▼➾✦✬✄✛❁✧✠✙ ● ➼✢✓✄✛✦✛◆➻❦➚✫✛✎✳➝➴➎✗❲✟✁➘✱✓✠✟✻✓✄✛✜➾ ✝ ✙✤✓✠✟ ✙✤✧✠✙➀✍❀✧✆➽ ✝ ✗✗➽✇✑✤➻✴✛✞✙✴➾✞✙☛✺①✙✴➾✦✬✒✓✎➾★✗✗➽ ✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✫✧✄✓➼➢➘ ➚✢✟✫✓ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓❁✑✔✓✎➚✢✺✕✓✠✟▼➾ ✗✎➾ ✝ ✓❁✺✕✬ ✝ ✙ ✫ ✬✄✓✄✛✯✓✠✟➶➚✢✟✫✓✱➚✢✟✢✙✤✪✝➚✫✓★✑❛➽✏✛✦✛✦✓★✛❱➚ ✝ ✗✤✓★✧✟➻✝➼✼➽✚❂✕✓➑➼✢✓✾✧✄✓✠✗☛✗✤✓ ● ✧✠✙➀✳❑ ➻❦➚✫✛✽✓♠⑤✼➽ ✰ ✙☛✟✼➻✏✟✫✛♦➼➎➻✏✟✫✧➑➼✼➽✚✟✫✛✯✗✗➽✒✛✜➚✢✙✴➾✦✓★✑✢✗✴➚✫✛✞✙✤✓✎➚ ✝ ✛✽✧✆➽✚✟✼➼②✙✍➼✼➽✈➾✦✛✌✑❂➻❦➚ ✝ V ✳



✩✪✩✕� �✜✆✑✞✑✂ ✆✳☎ ✏✙✛✧✏✟✕✎✏✣✢✝✓✁�✱✏✟✆✣✮✡✛✆☎✘✗✙✌✟✕ ✌ ✛ ✠✟✞✂�✩✂✝✤ ✌☎✄ ☎✘✛ ✏✩★☎✓ ✆✑✌✝✆✑✌✙✛ ✩✎✿ �

✦ ✦ ✄✞✝ ★ ✎ ☞✆✎✘✓✁� ✟ ✑ ✒ ✓✕✌✡✒✟✪✤✎✓✠✣✫ ✑ ✒ ✎✔✩ ✎✓✠ ✗✣✖✛✗✄✂ ✎ ✖✘✗ ✓ ✒✁✑ ✌✍✗ ✓✘✎ ✠

V := {m,m}∗
❆ ✓✯✧✆✩✼➻✏✙❶⑤✖✑✮✓✎➚➎➾③✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓ ✝ ✓♠⑤❋➾ ✝ ✗ ✰ ✓ ✰ ✓✠✟✝➾◗✟❛➽✝✆✓✂ ✍ ✰ ➽✚✙✤✛✥✛✆➘✸➽✎✺ ✬ ✝ ✓ ✝ ➽✚✙✤✛❱➻✏✟✢✟❛➽✚✡✢✗✤✓✭✪✝➚❛➽✚✟✼➼ a ≥ b s❭➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓✯✑✤➻✴✛✦✙ ●➾✞✙☛✺✕✓ t ✳ ➲ ✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛ ➼✢✓✔➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ n ➼✼➽✚✟✫✛ V ✑✮✓✎➚✢✺✕✓✠✟✝➾ ✗✎➾ ✝ ✓✥✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✬✄✛❏✓✠✟➝➾✞✙ ✝ ➽✚✟✝➾❩✬❄➍❉➃❖➇✴⑦✢③❦① ✑✎t☞r✖⑦

n
✂❘➻✏✙✤✛✎✍✏✧✄✓✘✪✝➚✢✙

✙ ✰ ✑✢✗☛✙✤✪✝➚✫✓ ζ(n) = n
✓✎➾
vn = 2n

✍✓➼✼➽✚✟✫✛ ✗✤✓✄✛ ✟✼➻❦➾◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛q✧✠✙ ● ➼✢✓✄✛✦✛✜➚✫✛♥✳ ➲ ✓◗✧✟➻✆☎➎➾ ✰ ➻ ✟✕✓✠✟✑➼✢✓③✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓❄➼✢✓
✝ ✓ ✓✞✓✎➾ ✓✄✛✜➾❩➼➎➻✏✟✫✧ n2n/ca,bn

✍✏✪✝➚✁➘❀➻✏✟✒✑✮✓✎➚➎➾❲✓✄✛✜➾✞✙ ✰ ✓ ✝ ❂ ✝ ☎✏✧✄✓↔➽✈➚②⑤ ✝ ✬✄✛✜➚✢✗✴➾◆➽✈➾✦✛❲✓✎➾ ✧✟➻✏✟✖✓✞✓✄✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛❬➼✢✓✘✗✗➽✌✛✦✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟➶✳✓✳✴✳
✉ ➚❛➽✚✟✼➼

a < b
✍❨➽✚✗✍➻ ✝ ✛q✗④➘✱✬✄✪✝➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟ s❴✳✓✳✴✳✚✙ t ✝ ✬✠✺ ✬✠✗✤✓♦➚✢✟✫✓✌✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤①✙✴➾✦✬✭✓♠⑤①✑❂➻✏✟✫✓✠✟▼➾✞✙✤✓✠✗☛✗✤✓✕➼✢✓✯✧✟➻✏✟✫✛❱➾◆➽✚✟▼➾✦✓✕➼✢✓✧ ✝ ➻✏✙✤✛✦✛◆➽✚✟✫✧✄✓ 2/αa,b
✳

✉ ➚❛➽✚✟✼➼
a = b

✍②✗✗➽✒✑ ✝ ➻✏✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟➬✷➙✙ ✰ ✑✢✗☛✙✤✪✝➚✫✓✱➚✢✟✫✓❁✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✾✓✠✟ O(n2)
✳

q❏✟✰✫✫✟❀✍✮✪✝➚❛➽✚✟✼➼
a > b

✍②✗✗➽✖✧✟➻✏✟✖✓ ✓✄✧✎➾✜➚ ✝ ✓➏✳❁✛✜➚✢❂✴❂ ✬ ✝ ✓✾✪✝➚✫✓★✧✄✓✎➾✯➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓➙✓✄✛✜➾✽✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✴✍❜✓✎➾✯✛✦☎ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟▼➾✡❂➻ ✝ ✟✫✬✄✓★✑❛➽ ✝ ➚✢✟✫✓❁✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬❁✪✝➚❛➽❦➼ ✝ ➽✈➾✞✙✤✪▼➚✫✓✴✳
✦ ✦ ✄✆☎ ★ ✎ ☞✆✎✛✓✁� ✟ ✑ ✒ ✓✕✌✡✒✟✪ ✎ ✠✡✫ ✭ ✑ ✗ ✪✦✒✭✎✓✠

V :=Ma,b

➲ ✓✄✛ ✰ ✬✆➽✚✟✼➼ ✝ ✓✄✛ M(a,b) ✍✁➼✢✬✯✫✫✟✢✙✤✛❁✓✠✟✻✛✆✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ✳✓✳✴✍❙✑✔✓✎➚✢✺✕✓✠✟▼➾✡✗✎➾ ✝ ✓✖✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✬✄✛➝➼✢✓✄✛➑➼✢✓✎➚②⑤ ✂❘➽✖✕✟➻✏✟✫✛★✛✜➚✢✙☛✺ ●
➽✚✟▼➾✦✓✄✛➔➨✥☞✯✟✫✓➝➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ➋ ⑦✙➄✙⑤✼➃④⑦✙➄↔➍❨t❦✉◆✉✎t✺➅▼⑦➙✑ ✝ ➚✼➼✢✓ ✰❝✰ ✓✠✟▼➾➑➽❦➼✼➽✚✑➎➾✦✬✄✓➣➼✢✓✑✲✸✷ ✙✪✶✹✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✯➼✢✓➝➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓ ✝➚✢✟✫✓✑➽✚✑✢✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓✸✓✠✟ O(n log(n))

➽✚✑ ✝ ✬✄✛✱➚✢✟ ✑ ✝ ✬✄✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✘✓✠✟ O(n2)
✍❀✪✝➚✁➘❀➻✏✟ ➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✦✓ ✝ ➽ ✪✝➚❛➽✚✟✼➼

a < b
✗✣☞✯✟✫✓✢➾✦✓✄✧✦✩✢✟✢✙✤✪✝➚✫✓♦➼✢✓ ✝ ✓ ✓✞✓✎➾✔➽✚✟▼➾✞✙✤✧✠✙☛✑✔✬ ✲ ✳✓✳ ✶ ✟✼➻❦➚✫✛✔➼➎➻✏✟✢✟✫✓❄➚✢✟✫✓✯✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✯✓✠✟ O(n)

✪✝➚❛➽✚✟✼➼
a > b

✳
✉ ➚❛➽✚✟✼➼

a < b
✍ ✗✤✓✖✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ vn ➼✢✓ ✰ ✬✆➽✚✟✼➼ ✝ ✓✄✛➔➼✢✓✑➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ n ✛✦✓✸✧✟➻ ✰ ✑❂➻ ✝ ➾✦✓ ✧✟➻ ✰❝✰ ✓ αna,bn−3/2 ✍❬✬

➚✢✟✫✓✖✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟✝➾✦✓ ✰ ➚✢✗✴➾✞✙☛✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙☛✺✕✓✸✑ ✝ ✬✄✛✎✳✑➪✣✙ ca,bn ✛✦✓✒✧✟➻ ✰ ✑❂➻ ✝ ➾✦✓✖✧✟➻ ✰❝✰ ✓ αna,bn−3−γ ✑✤➻❦➚ ✝ γ ≥ 0
s❩✺☞➻✏✙ ✝

✗④➘✱✬✄✪✝➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟✵s❴✳✓✳✴✳✚✙ t✦t ✍②✗✗➽✒✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬❁✛✦✓ ✝ ➽✒✓✠✟ O(nγ+5/2 log n)
✍✼➽✚✑ ✝ ✬✄✛❄➚✢✟ ✑ ✝ ✬✄✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗ ✓✠✟ O(n2)

s④✛✖➽✚✟✫✛
✑❛➽ ✝ ✗✤✓ ✝ ➼✢✓➙✗✗➽➆✧✟➻✏✟✫✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟❾➼✢✓➙✗✗➽ ❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✚✙ ✝ ✓ ✝ ✓✄✧✟➻✏✟✢✟❛➽✚✙✤✛✆✛◆➽✚✟▼➾❁✗✤✓✄✛ ✰ ✬✆➽✚✟✼➼ ✝ ✓✄✛ t ✳➉➪✣✙❲✗✗➽➆✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟✝➾✦✓✑➼✢✓✧ ✝ ➻✏✙✤✛✦✛◆➽✚✟✫✧✄✓♠➼✢✓ ca,bn ✓✄✛✜➾✜✙☛✟✰✂ ✬ ✝ ✙✤✓✎➚ ✝ ✓♠✬ αa,b ✍✼➽✚✗✍➻ ✝ ✛✽✗✗➽✒✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✾✛✆✓ ✝ ➽✒✓♠⑤①✑❂➻✏✟✫✓✠✟▼➾✞✙✤✓✠✗☛✗✤✓✴✳

➪✣✙
a = b

✍➎➽✚✗✍➻ ✝ ✛ vn ✛✆✓✭✧✟➻ ✰ ✑❂➻ ✝ ➾✦✓★✧✟➻ ✰❝✰ ✓ 2n/
√
n
✍➎➽✚✗✍➻ ✝ ✛✜✪✝➚✫✓ cn ∼ 2n/n

✍❨➼➢➘❀➻✆✽➶➚✢✟✫✓➑✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✓✠✟ O(n3/2)
s ❉ ➚✢✟✫✓❁✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟▼➾✦✓ ✰ ➚✢✗✴➾✞✙☛✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙☛✺✕✓✲✑ ✝ ✬✄✛ t ✳

✦ ✦ ✄✞✝ ☛★✓✕✌✍☛✪✌✡✠✁✑ ✓✬✌✕✖✛✗ ✪ ☛ ☛ ✑ ✗✂✯☎✑ ✯✤✎✏✪✤✎✓✠ ✌✬✫ ✑ ✯✤✎ ✠✟✂✱✫ ✌✡✒ ✖✘✌✡✒

P ❸✈❷ ❛ ❷ ➯ ❆❅❇♥❆❖❷❉➸ ❈➧➀
➂ ③❦➃❭②

ω
➇ ➌ ➃❏⑥✑t✆➅✝⑦➑⑥➔➃❖➄❴③✓➃❏➄ ➋❲➌ ①❋⑤➬⑥✑③✓②

ω
➞ ✎✯➇✴③❦➄✖✉

ω ∈ Ca,b ⇔ ω ∈ Ca,b.
➲ ➽✸✑ ✝ ✓✎➚✢✺✕✓➔➼✢✓✲✧✄✓✎➾✜➾✦✓✲✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬ ✝ ✓✠✑✤➻✴✛✦✓➙✛✜➚ ✝ ✗✤✓✛✂④➽✚✙✴➾✭✪✝➚✫✓✲✗✤✓✄✛✌✧✟➻✏✟✼➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛✱➼✢✓✲✑✤➻✴✛✦✙✴➾✞✙☛✺✣✙✴➾✦✬✲✓✎➾✕➼✢✓➙✧✎➚✢✗ ✰ ✙ ●✟❛➽✚✟✫✧✄✓ ✓✜➻❦➚✫✓✠✟▼➾♦➼✢✓✄✛ ✝✎✍ ✗✤✓✄✛✽✛✦✟ ✰ ✬✎➾ ✝ ✙✤✪▼➚✫✓✄✛✎✳ ➲ ➽➔➾ ✝ ➽✚✟✫✛ ✂❘➻ ✝✞✰ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✁✧✟➻ ✝✞✝ ✓✄✛✞✑❂➻✏✟✼➼✼➽✚✟▼➾✯❂ ✝ ➽✚✑✢✩✢✙✤✪✝➚✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾✱✬➣➚✢✟✫✓



✩✪✩✕� �✜✆✑✞✑✂ ✆✳☎ ✏✙✛✧✏✟✕✎✏✣✢✝✓✁�✱✏✟✆✣✮✡✛✆☎✘✗✙✌✟✕ ✌ ✛ ✠✟✞✂�✩✂✝✤ ✌☎✄ ☎✘✛ ✏✩★☎✓ ✆✑✌✝✆✑✌✙✛ ✩ �✁�

✛✦✟ ✰ ✬✎➾ ✝ ✙✤✓➑✧✄✓✠✟▼➾ ✝ ➽✚✗✤✓★✛✜➚ ✝ ✗✗➽ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✴✍✢✧✄✓✄✛ ✝✎✍ ✗✤✓✄✛◗✛❱➻✏✟▼➾✢➽✚✗✍➻ ✝ ✛✜✬✄✧✆✩❛➽✚✟✢❂✕✬✄✛✎✍✢✓✎➾◗✗✗➽ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓✱➻✏✡➎➾✦✓✠✟▼➚✫✓★✓✄✛✜➾◗✡✢✙✤✓✠✟➚✢✟✁✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✼✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✎✳☞✌✟✖✧✟➻ ✝ ➻✏✗☛✗✗➽✚✙ ✝ ✓✢➼✢✓✜✧✄✓✎➾✜➾✦✓◗✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✽✓✄✛✜➾❏✪✝➚✁➘✱✓✠✟ ✰ ➻ ✟✕✓✠✟✢✟✫✓✴✍✣✗✗➽ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓♦➽✈➾✜➾✦✓✠✙☛✟✝➾q✗✗➽ ✰ ➻✏✙✴➾✞✙✤✬✢➼✢✓◗✛◆➽✭✩❛➽✈➚ ●➾✦✓✎➚ ✝ ✫✫✟❛➽✚✗✤✓✽✓✠✟✇✛❱➻✏✟ ✰ ✙☛✗☛✙✤✓✎➚❀✳ ✝➑✓◗✑✢✗✴➚✫✛✎✍▼➻✏✟✖✑✔✓✎➚➎➾q✛✦✓✠✟✝➾✞✙ ✝ ✙☛✟▼➾✜➚✢✙✴➾✞✙☛✺✕✓ ✰ ✓✠✟✝➾◗✪✝➚✫✓◗✗✗➽★✧✟➻✏✟✼➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟♥➼✢✓◗✑✤➻✴✛✞✙✴➾✞✙☛✺①✙✴➾✦✬✛✦✓ ✝ ➽➙✛✜➚ ✝ ➾❱➻❦➚➎➾✢➼②✙✤✛✦✧ ✝ ✙ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✓♠➽✈➚➶➼✢✬✠✡➎➚➎➾✢➼✢✓✭✗✗➽ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓✴✍✫✓✎➾◗✗✗➽➙✧✟➻✏✟✼➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟✇➼✢✓➑✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✫✧✄✓➑✑ ✝ ✙☛✟✫✧✠✙☛✑❛➽✚✗✤✓ ●
✰ ✓✠✟▼➾➑✬✖✗✗➽ ✫✫✟➬➼✢✓✲✧✄✓✠✗☛✗✤✓ ● ✧✠✙➀✳ ➲ ➽✸✑ ✝ ➻✏✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ✒✇✟✼➻❦➚✫✛✌✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✜➾◆➽✚✟▼➾✭➼✢✬✄✛❱➻ ✝✞✰ ➽✚✙✤✛✭➼➢➘✱✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓ ✝ ✓✙➷✸✧✆➽✏✧✄✓ ●
✰ ✓✠✟▼➾✱➼✢✓✄✛➑✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛★✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛★✟✼➻✏✟ ● ✟✫✬✄✧✄✓✄✛✦✛◆➽✚✙ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟✝➾★✑✤➻✴✛✦✙✴➾✞✙ ✂④✛✒s❩✙ ✰ ➽✚❂✕✓ ✰ ✙ ✝ ➻✏✙ ✝ ➼➢➘ ➚✢✟ ✰ ✬✆➽✚✟✼➼ ✝ ✓ t ✍❙✧✄✓✪✝➚✢✙③✟✼➻❦➚✫✛➙✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾➉➼➢➘✱✓✠✟❯✺①✙✤✛◆➽✚❂✕✓ ✝ ➚✢✟✈✟✼➻❦➚✢✺✕✓✆➽✈➚✈✛❱➚ ✝ ✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓➶➼✼➽✚✟✫✛✒✗✤✓✄✪✝➚✫✓✠✗◗✑ ✝ ➽✈➾✞✙✤✪▼➚✫✓ ✝ ✗✗➽✁❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✑❛➽ ✝✭✝ ✓ ✓ ✓✎➾➣➨ ➲ ✓✾✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓ Ea,b ➼✢✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛✯✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙ ✂ ✛✯➼✼➽✚✟✫✛✌✗✤✓✎➚ ✝ ✑ ✝ ✓ ✰ ✙✭✬ ✝ ✓ ✰ ➻✏✙✴➾✞✙✤✬✴✍✔✓✎➾✌✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛✱➼✼➽✚✟✫✛✗✤✓✎➚ ✝ ➼✢✓✎➚②⑤②✙✭✬ ✰ ✓✴✳✧✮❏✗✴➚✫✛✽✑ ✝ ✬✄✧✠✙✤✛✦✬ ✰ ✓✠✟▼➾

Ea,b :=
⋃

n≥0

Ma,b
⌈n

2
⌉M

a,b
⌊n

2
⌋,

➻✆✽ Ma,b ✓✄✛❱➾✹✗✤✓③✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓↔➼✢✓✄✛ ✰ ✬✆➽✚✟✼➼ ✝ ✓✄✛❏✓✠✟➙✑❛➽✏✛ +a,−b ✍✏✓✎➾ Ma,b
✓✄✛✜➾ ✗✤✓✥✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓❄➼✢✓✄✛✹✙ ✰ ➽✚❂✕✓✄✛ ● ✰ ✙ ✝ ➻✏✙ ✝ ✛➼✢✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛✭➼✢✓ Ma,b ✳✕➴➎✗ ✓✄✛✜➾✱➽✚✗✍➻ ✝ ✛➑✬✠✺✣✙✍➼✢✓✠✟✝➾★✪▼➚✫✓ Ca,b ⊂ Ea,b ✳ �❬➾✜➚✼➼②✙✍➻✏✟✫✛ ✰ ➽✚✙☛✟✝➾✦✓✠✟❛➽✚✟▼➾★✗④➘✱✓✙➷✸✧✆➽✏✧✠✙✴➾✦✬➉➼✢✓✗✗➽ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻❋➼✢✓➑➼✢✓ ✝ ✓ ✓✞✓✎➾✽✡❛➽✏✛✦✬✄✓★✛✜➚ ✝ ✧✄✓➑✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✴✳

✉ ➚❛➽✚✟✼➼
a = b

✍

|E1,1
n | = |M1,1

⌈n
2
⌉||M

1,1
⌊n

2
⌋| ∼ |M

1,1
n
2
|2 ∼ κ2

1,1

(

2n/2
√

n
2

)2

∼ 2κ2
1,1

2n

n
.

❆ ➻ ✰❝✰ ✓✑➻✏✟ ✛◆➽✚✙✴➾★❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ✓ ✝ ✗✤✓✄✛ ✰ ✬✆➽✚✟✼➼ ✝ ✓✄✛✾✓✠✟ ➾✦✓ ✰ ✑✫✛ O(n)
✍❀✓✎➾❁✪✝➚✫✓

c1,1n ∼ 2n/n
s❘✬♥➚✢✟✫✓❝✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟✝➾✦✓

✰ ➚✢✗✴➾✞✙☛✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙☛✺✕✓✒✑ ✝ ✬✄✛ t ✍✤➽✚✗✍➻ ✝ ✛✭➻✏✟✼✓✠✟ ➼✢✬✟➼❨➚✢✙✴➾➑✪▼➚✫✓✾✗✗➽✸✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬➝➼✢✓✾✗✗➽ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻❋➼✢✓➣➼✢✓ ✝ ✓ ✓✞✓✎➾✌✡❛➽✏✛✦✬✄✓✲✛✜➚ ✝
E1,1 ✓✄✛✜➾✱➇➐➃❖⑤✤➆✜t❦➃❖➄✜⑦✄✳

q❏✟✰✫✫✟❀✍q✑✤➻❦➚ ✝ a < b
✍❩➻✏✟➁➽ |Ea,bn | ∼ αna,b/n

3 ✍ ✧✆➽ ✝ ma,b
n ∼ αna,b/n

3/2 ✍❲✓✎➾➙✗✤✓✸❂▼➽✚✙☛✟➁➻✏✡➎➾✦✓✠✟▼➚✈✑❛➽ ✝
✝ ➽✚✑✢✑❂➻ ✝ ➾✯➽✈➚➹➾✞✙ ✝ ➽✚❂✕✓✕➍❉➃❖➇✍⑦➝③✓① ✑✎t☞r✖⑦✾✓✄✛❱➾♦➼➎➻✏✟✫✧➑➼✢✓➑✗④➘❀➻ ✝ ➼ ✝ ✓➑➼✢✓ O(n3/2)

✳
✦ ✦ ✄✝✂ ✞ ☛✧✯ ✖ ✒ ✌ ✓✱✩ ✫ ✎✓✠

✝✱➽✚✟✫✛✯✗✤✓ ❘ ➭➎➯ ❚ ✫ ❱❥➸❥❻➉❚❥❶✝❸✚❆✒☞❉❻ ➸❥❶ ❄❛➭ ❇♥❆✒☞✤❻✈❭
a < b ❫ ✍❉➽✈➚✫✧✎➚✢✟✫✓♠➻✏✑➎➾✞✙ ✰ ✙✤✛✖➽✈➾✞✙✍➻✏✟s➼✢✓✾✗④➘✸➽✚✑✢✑ ✝ ➻✣✧✆✩✫✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓✟✫✓ ✝ ✬✄✛✜➚✢✗✴➾✦✓♠➼✢✓➑✗④➘✱✬✎➾✜➚✼➼✢✓♠➼✢✓✄✛✜✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✄✛✌✬✠✟▼➚ ✰ ✬ ✝ ➽✈➾✞✙☛✺✕✓✄✛✭➼✢✓✄✛✽✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✌✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛✎✳

✝✱➽✚✟✫✛❝✗✤✓ ❘ ➭➎➯ ❚ ✫ ❱ ➸❲❻ ❚❥❶✝❸✚❆✒☞❉❻ ➸❙❱ ➺❭➺ ❻ ❭
a = b ❫ ✍✔➚✢✟ ➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✷✓✠✟ ➾✦✓ ✰ ✑✫✛❝✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✷✛◆➽✚✟✫✛✒✑ ✝ ✬✄✧✆➽✚✗ ●✧✎➚✢✗ ✓✄✛✜➾✜✗✤✓✾✛✜➚✢✙☛✺❦➽✚✟✝➾✎✍✢✑❂➻❦➚ ✝ ➼✢✓✄✛✽✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛♦➼✢✓✭➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓✄✛✯➽✈➾✜➾✦✓✠✟✼➼❨➚✫✓✄✛ n ➨

✳ t q❏✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓ ✝ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟▼➾❄➚✢✟✢✙ ✂❘➻ ✝✞✰ ✬ ✰ ✓✠✟▼➾♦➼✢✓✄✛◗✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛◗✑✤➻✴✛✞✙✴➾✞✙ ✂ ✛➑s❩✑ ✝ ✬✯✫✢⑤②✓✄✛❄➼✢✓✩✝✩✟①✧✆r t α ✓✎➾ β➼✢✓✭➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓✄✛ ✝ ✓✄✛✞✑✔✓✄✧✎➾✞✙☛✺✕✓✄✛ ⌈n2 ⌉ ✓✎➾ ⌊n2 ⌋ ✳
✙ t ❉ ✮❙✓✄✧✎➾✦✓ ✝ ω := αβ

✍➎➻✆✽
β
✓✄✛✜➾✜✗④➘ ✙ ✰ ➽✚❂✕✓ ✰ ✙ ✝ ➻✏✙ ✝ ➼✢✓ β ✳

✷ t ➪✣✙ ω ∈ C1,1 ✍✼➽✚✗✍➻ ✝ ✛ ✝ ✓✎➾❱➻❦➚ ✝ ✟✫✓ ✝ ω ✳➪✣✙☛✟✼➻✏✟ ✝ ✓✎➾❱➻❦➚ ✝ ✟✫✓ ✝ ✬✒✗④➘✱✬✎➾◆➽✚✑✔✓✑✳ t ✳



✩✪✩✕� �✜✆✑✞✑✂ ✆✳☎ ✏✙✛✧✏✟✕✎✏✣✢✝✓✁�✱✏✟✆✣✮✡✛✆☎✘✗✙✌✟✕ ✌ ✛ ✠✟✞✂�✩✂✝✤ ✌☎✄ ☎✘✛ ✏✩★☎✓ ✆✑✌✝✆✑✌✙✛ ✩ �☞✩

➲ ➽✭✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬◗✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✥✑ ✝ ➻①✧✠✗✗➽ ✰ ✬✄✓ ✝ ✓✠✑❂➻✴✛✦✓✥✛❱➚ ✝ ✗✗➽✯✗☛✙☛✟✫✬✆➽ ✝ ✙✴➾✦✬❄➼✢✓◗✧✦✩❛➽✏✧✎➚✢✟✫✓❄➼✢✓✄✛ ➾ ✝ ➻✏✙✤✛❏✬✎➾◆➽✚✑✔✓✄✛ ✧✠✙ ● ➼✢✓✄✛✆✛✜➚✫✛✎✍➽✚✙☛✟✫✛✞✙q✪✝➚✫✓❝✛✜➚ ✝ ✗✤✓✗✂❘➽✚✙☛✡✢✗✤✓✒✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✴✍ ✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟✝➾✾✓✠✟ ✰ ➻ ✟✕✓✠✟✢✟✫✓✴✍❥➼✢✓ ✝ ✓ ✓ ✓✎➾✦✛➑✷ t → ✳ t ✳➔q❏✟✻✓✯✮❙✓✎➾✎✍❙✗④➘✱✬✎➾◆➽✚✑✔✓➶✳ t✑✔✓✎➚➎➾✡✗✎➾ ✝ ✓ ✝ ✬✆➽✚✗☛✙✤✛✦✬✄✓✸✓✠✟❾➾✦✓ ✰ ✑✫✛❁✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✴✍ ✑❛➽ ✝ ➚✢✟✫✓✑➾✦✓✄✧✦✩✢✟✢✙✤✪✝➚✫✓➏➼✢✓ ✝ ✓ ✓✞✓✎➾➝➽✚✟✝➾✞✙✤✧✠✙☛✑✮✬✸✑❛➽ ✝ ✓♠⑤✢✓ ✰ ✑✢✗✤✓✇✲✴✳✓✳✙✶✿✳➲ ➘✱✬✎➾◆➽✚✑✔✓ ✙ t ✝ ✓✠✺✣✙✤✓✠✟✝➾♦✬♠➚✢✟✫✓★✧✟➻✏✑✢✙✤✓✭➼✢✓➑✧✦✩❛➽✑✏✤✟✫✓♠➼✢✓✭✧✆➽ ✝ ➽✏✧✎➾ ✬ ✝ ✓✴✍ ✓✎➾③✗④➘✱✬✎➾◆➽✚✑✔✓✱✷ t ✑✮✓✎➚➎➾ ✗✎➾ ✝ ✓ ✝ ✬✆➽✚✗☛✙✤✛✦✬✄✓★✓✠✟❆➚✢✟✫✓➚✢✟✢✙✤✪✝➚✫✓✯✑❛➽✏✛✦✛✆✓✴✍❯✓✠✟✸✗☛✙✤✛✖➽✚✟▼➾③✗✗➽❁✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✌✧✆➽✚✟✼➼②✙✍➼✼➽✈➾✦✓✕➼✢✓✽❂▼➽✈➚✫✧✆✩✫✓✱✬➑➼ ✝ ➻✏✙✴➾✦✓✴✍✣✺✕✬ ✝ ✙ ✫❉➽✚✟▼➾✢✬❁✧✆✩❛➽✏✪▼➚✫✓✌✟✼➻❦➚✢✺✕✓✆➽✈➚✑❛➽✏✛✥✗✗➽❁✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙☛✺①✙✴➾✦✬♦➼❨➚✸✑ ✝ ✬✯✫✢⑤✢✓✭✓✎➾✘❂▼➽ ✝ ➼✼➽✚✟▼➾✜✓✠✟ ✰ ✬ ✰ ➻✏✙ ✝ ✓✌✗④➘✸➽✚✗✴➾✞✙✴➾✜➚✼➼✢✓ ✰ ➽ ⑤②✙ ✰ ➽✚✗✤✓✕➽✈➾✜➾✦✓✠✙☛✟✝➾✦✓✭✓✠✟✇✺✝➚✫✓✯➼➢➘ ➚✢✟✫✓✧✟➻ ✰ ✑❛➽ ✝ ➽✚✙✤✛❱➻✏✟ ✬ ✗④➘✸➽✚✗✴➾✞✙✴➾✜➚✼➼✢✓ ✫✫✟❛➽✚✗✤✓✴✳ ➲ ✓✼✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓s➼✢✓ ✝ ✓ ✓✞✓✎➾✦✛♥✷ t → ✳ t ✓✄✛✜➾✸✪✝➚❛➽✚✟▼➾➶✬ ✗✴➚✢✙✭✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟▼➾➆✓✠✟✰ ➻ ✟✕✓✠✟✢✟✫✓✭❂ ✝ ➽✏✧✄✓✱➽✈➚ ✝ ➽✚✑✢✑❂➻ ✝ ➾◗✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟▼➾❄➼✢✓✄✛③✧✆➽ ✝ ➼②✙☛✟❛➽✈➚②⑤➏➼✢✓✄✛◗✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓✄✛ E1,1 ✓✎➾ C1,1 ✳ ➲ ➽✾✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬➼✢✓❁✧✄✓✎➾✜➾✦✓★❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➉✓✄✛✜➾✢➼➎➻✏✟✫✧★✡✢✙✤✓✠✟✷✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✴✳
✝✱➽✚✟✫✛✒✗✤✓ ❘ ➭➎➯ ❚ ✫ ❱ ➸❲❻ ❚ ❶▼❸✏❆✒☞❉❻ ❛ ❷ ➯ ❆❅❇♥❆✒☞❉❻ ❭

a > b ❫ ✍❬➚✢✟➧➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓ ✓✠✟ ➾✦✓ ✰ ✑✫✛✒✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓ ✛◆➽✚✟✫✛➙✑ ✝ ✬ ●✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗ ✓✄✛✜➾✌✓✠✟✫✧✟➻ ✝ ✓★✑✢✗✴➚✫✛✽✛✞✙ ✰ ✑✢✗✤✓✴✍✫✓✠✟✇➾✦✓✠✟❛➽✚✟▼➾✽✑❂➻❦➚ ✝ ➽✏✧✄✪✝➚✢✙✤✛✦✓➑✗✗➽❝✧✟➻✏✟✖✓✞✓✄✧✎➾✜➚ ✝ ✓✑✳➉➨
✳ t q❏✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓ ✝ ➚✢✟✢✙ ✂❘➻ ✝✞✰ ✬ ✰ ✓✠✟▼➾ ω ∈ {m,m}n ✳
✙ t ➪✣✙ ω ∈ Ca,b ✍✼➽✚✗✍➻ ✝ ✛ ✝ ✓✎➾❱➻❦➚ ✝ ✟✫✓ ✝ ω ✳➪✣✙☛✟✼➻✏✟ ✝ ✓✎➾❱➻❦➚ ✝ ✟✫✓ ✝ ✬✒✗④➘✱✬✎➾◆➽✚✑✔✓✑✳ t ✳

❆ ➻ ✰❝✰ ✓◗✓♠⑤①✑✢✗☛✙✤✧✠✙✴➾✦✬◗✧✠✙ ● ➼✢✓✄✛✦✛❱➚✫✛✎✍✚✗✗➽✽❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➉➼✢✓✥✗④➘✱✬✎➾◆➽✚✑✮✓✕✳ t ✓✄✛❱➾✹✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓➑s⇔ n
✡✢✙✴➾✦✛❩➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✄✛ t ✗✤✓✔➾✦✓✄✛✜➾➼➢➘✸➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ➾✦✓✠✟❛➽✚✟✫✧✄✓➣➼✢✓ ω ✬ Ca,b ✓✄✛✜➾✜✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✴✍ ✓✎➾✜✗✤✓➑✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓♠➼✢✓ ✝ ✓ ✓✞✓✎➾✦✛ ✙ t → ✳ t ✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟✝➾✌✓✠✟ ✰ ➻ ✟✕✓✠✟✢✟✫✓✴✍✑❛➽ ✝ ➚✢✟♥➽ ✝ ❂✓➚ ✰ ✓✠✟▼➾❄➼✢✓✽✧✆➽ ✝ ➼②✙☛✟❛➽✚✗☛✙✴➾✦✬✴✳ ➲ ➽✾✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤①✙✴➾✦✬✯➼✢✓✯✧✄✓✎➾✔➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✭✓✄✛✜➾✧➼➎➻✏✟✫✧✌✓✠✗☛✗✤✓✯➽✈➚✫✛✦✛✦✙✫✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✴✳

✦ ✦ ✄ ✥ ✲ ✖✘✗✣✎✁☛✻☛✌✠ ✌✏✖✘✗ ✠ ✎✘✓ ✟✑✎✓✒✔✠ ✟✑✎ ✎✛✓✬✌✖✕☞✎✓✠

❑ ➻❦➚✫✛♥➽✎✺☞➻✏✟✫✛✇✬✎➾✜➚✼➼②✙✤✬✼✗✤✓✄✛✸✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛ ✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛✎✍✯✬ ✗✗➽✳✂❘➻✏✙✤✛⑧➼✢✓✄✛✇✑✤➻✏✙☛✟✝➾✦✛➏➼✢✓✁✺✝➚✫✓ ✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✄✛✄✂❘➻ ✝✞✰ ✓✠✗✤✛✎✍❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✲✓✎➾✭✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✴✳✢q❏✟➬➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛◆➽✚✟▼➾✕➚✢✟✫✓➝➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓★✗✗➽ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻✝➼✢✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓✴✍✟✼➻❦➚✫✛❬➽✄✺☞➻✏✟✫✛❬➻✏✡➎➾✦✓✠✟✝➚➣➚✢✟✑➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓↔➼✢✓✥❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟⑧➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✥✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓❄➽✚✑ ✝ ✬✄✛ ➚✢✟➙✑ ✝ ✬✄✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✫✓✠✟ O(n3)➻✏✑✔✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛✭➽ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✬✎➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛★✓✎➾➑✓✄✛✞✑❛➽✏✧✄✓✴✳✯☞✌✟✫✓✾✬✎➾✜➚✼➼✢✓➔➼✢✓✄✛✌✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✄✛✭✬✠✟✝➚ ✰ ✬ ✝ ➽✈➾✞✙☛✺✕✓✄✛➑➼✢✓➙✧✄✓✄✛✌✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛➽✲✑✮✓ ✝✞✰ ✙✤✛✯✓✠✟❆➻❦➚➎➾ ✝ ✓✱➼➢➘✱✬✠✺✓➽✚✗✴➚✫✓ ✝ ✗④➘✱✓✙➷✸✧✆➽✏✧✠✙✴➾✦✬➑➼✢✓✭✗✗➽✲❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✷✑❛➽ ✝✜✝ ✓ ✓✞✓✎➾✎✍✣✑ ✝ ➽✈➾✞✙✤✪✝➚✫✬✄✓➑✬➙✑❛➽ ✝ ➾✞✙ ✝ ➼✢✓✕➾ ✝ ➻✏✙✤✛✧✠✗✗➽✏✛✦✛✦✓✄✛❆➼✢✓✼✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✄✛➶➼②✙ ✮✔✬ ✝ ✓✠✟✝➾✦✛✎✍✕➼✢✬ ✝ ✙☛✺❦➽✚✟✝➾ ✗✤✓✄✛➆✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✄✛➶➼✢✓➉✗✗➽❼➾◆➽✚✡✢✗✤✓➁✳✓✳✴✳✴✳✴✳ ✢✌✟ ✟✼➻❦➾✦✓ ✝ ➽✵✪✝➚✫✓✗✤✓✄✛❝✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✄✛ ✰ ➽ ✝ ✪▼➚✫✬✄✓✄✛➉➼➢➘ ➚✢✟✫✓➆✬✎➾❱➻✏✙☛✗✤✓ ∗ ➼✢✬✠✟✼➻❦➾✦✓✠✟▼➾➉➚✢✟✈✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓➶➼➢➘❀➻✏✑✔✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛⑧➽ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✬✎➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛✎✍✑❂➻❦➾✦✓✠✟▼➾✞✙✤✓✠✗☛✗✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾✜✙☛✟✰✂ ✬ ✝ ✙✤✓✎➚ ✝ ➽✈➚⑧➾✦✓ ✰ ✑✫✛ ✝ ✬✄✓✠✗❉➼➢➘✱✓♠⑤✢✬✄✧✎➚➎➾✞✙✍➻✏✟♥➼✢✓✯✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✕➼➢➘ ➚✢✟❋✂❘➽✏✧✎➾✦✓✎➚ ✝ n ✍❯✓✠✟ ✝ ➽✚✙✤✛❱➻✏✟➼✢✓ ✗✗➽➹➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓✴✍✘✓♠⑤①✑❂➻✏✟✫✓✠✟▼➾✞✙✤✓✠✗☛✗✤✓➆✛✜➚ ✝ n ✍❬➼✢✓✄✛✲✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✄✛ ✰ ➽✚✟✢✙☛✑➎➚✢✗✤✬✄✛✷s❩✺☞➻✏✙ ✝ ✛✦✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟➧✷②✳✸✷②✳✴✳ t ✳ ✝✱➽✚✟✫✛➙✗✤✓ ✧✆➽✏✛
a > b

✍✢✗✗➽❝✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✲✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓♠➼✢✓❁✗④➘✸➽✚✑✢✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓✲✑❛➽ ✝✽✝ ✓ ✓✞✓✎➾ ✝ ✓✠✑❂➻✴✛✦✓✾✛✜➚ ✝ ➚✢✟✫✓❁✧✟➻✏✟✖✓ ✓✄✧✎➾✜➚ ✝ ✓✪✂❘➻ ✝✞✰ ➚✢✗✤✬✄✓✾✛❱➚ ✝✗✤✓★✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓♠➼✢✓★✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✭✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛♥✍ ✪✝➚✫✓➑✟✼➻❦➚✫✛✽✑ ✝ ✬✠✺☞➻ ✟☞➻✏✟✫✛✯➼✢✓★✑ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓ ✝ ➼✼➽✚✟✫✛♦➚✢✟✏✂❖➚➎➾✜➚ ✝ ✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓✴✳
✝➑✓✄✛❏✓♠⑤❨➾✦✓✠✟✫✛✞✙✍➻✏✟✫✛ ✂❖➚➎➾✜➚ ✝ ✓✄✛❬➼✢✓✄✛ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻❋➼✢✓✄✛❲✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟▼➾✦✬✄✓✄✛q✙✤✧✠✙①✑❂➻❦➚ ✝✞✝ ➽✚✙✤✓✠✟▼➾✘✑ ✝ ✓✠✟✼➼ ✝ ✓✜✓✠✟✒✧✆✩❛➽ ✝ ❂✕✓❄➼②✙ ✮✔✬ ✝ ✓✠✟✝➾➾ ✟①✑✔✓✄✛❥➼✢✓✘✑❛➽✏✛ ✰ ➻✏✟✝➾◆➽✚✟▼➾✦✛ (+1,+m1), . . . , (+1,+mu)

✓✎➾ ➼✢✓✄✛✦✧✄✓✠✟✼➼✼➽✚✟▼➾✦✛
(+1,+m1), . . . , (+1,+md)

✍
✧✟➻ ✝✞✝ ✓✄✛✞✑❂➻✏✟✼➼✼➽✚✟▼➾ ✬➁➼✢✓✄✛ ✡✤➻✏✟✝➚✫✛❖▲ ✑✔✬✠✟❛➽✚✗☛✙✴➾✦✬✄✛➬➽✏✛✦✛❱➻①✧✠✙✤✬✄✛➹✬➁➼✢✓✄✛➆✡❛➽✏✛✦✓✄✛➶➾ ✝ ➽❦➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗☛✗✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾➉✧✟➻✏✟✫✛✆✓ ✝ ✺✕✬✄✓✄✛✎✍✧✆➽✚✑➎➾✜➚ ✝ ➽✚✟▼➾s➽✚✙☛✟✫✛✞✙★✙☛✟▼➾✦✬✠❂ ✝ ➽✚✗✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾✁✗✤✓ ✛✦✟②✛✜➾ ✬ ✰ ✓ ➼✢✓ ✛✦✧✟➻ ✝ ✓ ➼✢✓✼✗④➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓ ✙ ➲ ❉ ➪ ✵➙✳❄➴✿✗★✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓ ✝ ➽✚✙✴➾➽✚✗✍➻ ✝ ✛★✪✝➚✫✓✾✗✤✓✲✑✮✓✠✟✼➼✼➽✚✟✝➾✱➼✢✓✾✗✗➽♥➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓✒✛❱➻✏✙✴➾✭✗✗➽⑧➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟✫✧✄✓ Σu

i=1mi − Σu
i=1mi

✍✮✓✎➾★✪▼➚✁➘❀➻✏✟ ✝ ✓✎➾ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓➙✗✤✓✄✛✧✟➻ ✰ ✑❂➻ ✝ ➾✦✓ ✰ ✓✠✟▼➾✦✛➑✬✎➾✜➚✼➼②✙✤✬✄✛✜✙✤✧✠✙➀✳
✝➑✓➑✑✢✗✴➚✫✛✎✍①✙☛✗✔✑✮✓✎➚➎➾ ✗✎➾ ✝ ✓✭✙☛✟✝➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛◆➽✚✟▼➾✎✍✤➽✙✫✫✟➶➼✢✓★✧✆➽✚✑➎➾✜➚ ✝ ✓ ✝ ➼➢➘✱✬✠✺❦➽✚✗✴➚✫✓ ✝ ✗✗➽✒✛✦✓✠✟✫✛✦✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✕➼✢✓✩✂④➽✖✕✟➻✏✟ ✓✠✟✫✧✟➻ ✝ ✓✑✢✗✴➚✫✛ ✝ ✬✆➽✚✗☛✙✤✛✜➾✦✓✴✍✓➼✢✓❣➾✦✓✠✟✢✙ ✝ ✧✟➻ ✰ ✑➎➾✦✓↔➼➢➘ ➚✢✟ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓✘✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✤✛✜➾✦✓✢➽❦➼➎➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗➀✍❯✧✟➻ ✰❝✰ ✓✥✗④➘❀➻✏✟✝➾ ✂❘➽✚✙✴➾ ✆★✓✠✙✤✧✦✩❝✓✎➾

➽✚✗✁➼✼➽✚✟✫✛✱✲✚✙✛✙✪✶❙✑✤➻❦➚ ✝ ➚✢✟ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓✭➼✢✓ ✂③✓ ✝ ✟✼➻❦➚✢✗☛✗☛✙➀✳✧➴➎✧✠✙➀✍①✟✼➻❦➚✫✛◗✑❂➻❦➚ ✝✞✝ ✙✍➻✏✟✫✛ ✂❘➽✏✧✠✙☛✗✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾✽✙☛✟✖✓✞✓✄✧✎➾✦✓ ✝ ➚✢✟ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓➼✢✓◗❊s➽ ✝ r☞➻♥✺➝➼✼➽✚✟✫✛❲✗④➘✸➽✚✑✢✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓✴✍❯✓✠✟✒✧✟➻ ✰ ✑➎➾◆➽✚✟✝➾q✗✤✓✄✛❲✛❱➻ ✰❝✰ ✓✄✛❬➼✢✓✄✛❲✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✄✛➓➼✢✓✄✛❲✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛



✩✪✩✕� �✜✆✑✞✑✂ ✆✳☎ ✏✙✛✧✏✟✕✎✏✣✢✝✓✁�✱✏✟✆✣✮✡✛✆☎✘✗✙✌✟✕ ✌ ✛ ✠✟✞✂�✩✂✝✤ ✌☎✄ ☎✘✛ ✏✩★☎✓ ✆✑✌✝✆✑✌✙✛ ✩ �✕✝

❊➉✬✎➾✞✩✼➻✝➼✢✓ qq✛✦✛◆➽✚✙✤✛ ✮ ✝ ✬✄✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗ ❆ ➻✆☎➎➾❖▲✓➪①✬✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓
Ca,b⇒k ❍ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓✸s❩✺✕✓ ✝ ✛✦✙✍➻✏✟ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗☛✗✤✓ t 1 O(nk)∗ O(n)

a < b
❍ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓ ✲ ✙✓✷ ✶ 1 O(n3)∗ O(n log(n))

a = b
❍ ✓ ✓ ✓✎➾✾s❭➴ ✰ ➽✚❂✕✓✄✛ ✰ ✙ ✝✞✝ ➻✏✙ ✝ t O(1) ∅ O(n)

a > b
❍ ✓ ✓✞✓✎➾ ∼✘ ✚ ✖✁� O(1) ∅ ∼✘ ✚ ✖✁� ☞ O(n)

≤✜ ✂ ✝ ☞ O(n) ≤✜ ✤ ✝ ☞ O(n2)

�✍✮✂✁✧�➎✩✪✩✕�➐✩✕✔❥❁ ✚✌✄✰✣✕✩✒✖✙✤ ✲✯✜ ✤ ✞ ✣ ✁ ✩ ✜ ✩ ✱ ✂ ✜ ✤ ✲✯✜✧✩✄✂ ✂ ✭ ✤✛✖✁✱✳✤✞✲✯✣✮✫✧✫✙✭✳✚ ✘ ✆✧✤✞✲

➽▼✟▼➽✚✟✝➾➉➚✢✟✵✧✄✓ ✝ ➾◆➽✚✙☛✟✈✑ ✝ ✬✯✫✢⑤✢✓✸✑✢✗✴➚➎➾ ✍ ➾❝✪✝➚✫✓✖✗✤✓✇✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓❆➼✢✓✇✧✄✓✄✛➙✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✎✳ ➲ ✓✇✛✜➚ ✝ ✧✟➻✆☎➎➾✒✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✬➆✓✄✛✜➾➽✚✗✍➻ ✝ ✛❁✓✠✟ αk ✍❲➻✆✽ k ✓✄✛✜➾★✗④➘✍③✓➄ ➋ ➄❱⑦➏➼❨➚ ✰ ➻✝➼✷✬✠✗✤✓✄✛♥✳➣➴➎✗❏✓✄✛✜➾➑➽✈➚✫✛✦✛✞✙❏✑❂➻✴✛✦✛✞✙☛✡✢✗✤✓➔➼➢➘ ➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✦✓ ✝ ✗✤✓✄✛★✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✄✛➝➼✢✓➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟❼➼❨➚ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓➣➽✈➚ ✧✟➻❦➚ ✝ ✛✱➼✢✓➙✗✗➽✖❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟❼➼✼➽✚✟✫✛➑✗④➘✸➽✚✑✢✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓✒✑❛➽ ✝➑✝ ✓ ✓✞✓✎➾✎✳ ❆ ✓✠✑✮✓✠✟✼➼✼➽✚✟✝➾✎✍➢➚✢✟✫✓➾✦✓✠✗☛✗✤✓✱➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ✰ ✬ ✝ ✙✴➾✦✓➑➚✢✟✫✓❁✬✎➾✜➚✼➼✢✓ ✰ ✙☛✟▼➚➎➾✞✙✤✓✎➚✫✛✆✓✴✍❛➼✼➽✚✟✫✛✽✗✗➽ ✰ ✓✄✛❱➚ ✝ ✓➑➻✆✽❾➨
☎
➳ ❷❛❸✈❸✪❻✣❘✴❇♥❆❖❷❉➸ ➀ ➲ ➘✸➽✚✑✢✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓ ✑❛➽ ✝ ➃❖⑥✑t✆➅▼⑦✖✉✙➒❞⑥➔➃❖➄❴③❦➃❖➄ ➼✼➽✚✟✫✛✷✗✤✓➉✧✆➽✏✛

a = b
✟✫✓ ➼➎➻✏✙✴➾ ✑❛➽✏✛ ✂④➽✚✙ ✝ ✓✗④➘❀➻✏✡✔✓ ✓✎➾❲➼➢➘ ➚✢✟✫✓❣➽❦➼✼➽✚✑➎➾◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟✲✙ ✝✞✝ ➽✚✙✤✛◆➻✏✟✢✟✫✬✄✓✴✍✈➼✼➽✚✟✫✛ ✗✗➽ ✰ ✓✄✛✜➚ ✝ ✓✔➻✆✽❁✙☛✗❯✓✄✛✜➾❀✩❛➽✈➚➎➾✦✓ ✰ ✓✠✟✝➾✹✙ ✰ ✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✗✤✓➑s❭➼✢✓✗④➘❀➻ ✝ ➼ ✝ ✓♦➼✢✓ O(1/α2k) t ✪▼➚✫✓✽✗✤✓✄✛✧➼✢✓✎➚②⑤⑧➼✢✓ ✰ ✙ ● ✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛ ✫✫✟✢✙✤✛✆✛✦✓✠✟▼➾❣➼✼➽✚✟✫✛✧➼✢✓✄✛✘✬✎➾◆➽✈➾✦✛✢✉ ❖❦⑥⑧➆✎②❭➄✙➃✓✥✎①✼⑦✖✉✠✳❆ ✓✎➾✜➾✦✓✼✧✟➻✏✟✼➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ✓✄✛✜➾ ✑✤➻❦➚ ✝ ➾◆➽✚✟✝➾➆✟✫✬✄✧✄✓✄✛✦✛◆➽✚✙ ✝ ✓ ➽✈➚ ✝ ✓✄✛✞✑✔✓✄✧✎➾➏➼✢✓✼✗✗➽ ➼②✙✤✛✜➾ ✝ ✙☛✡➎➚➎➾✞✙✍➻✏✟ ✰ ➽ ✝ r☞➻✎✺①✙✤✓✠✟✢✟✫✓✴✳

❆ ✓✠✑✮✓✠✟✼➼✼➽✚✟✝➾✎✍✝➚✢✟ ✝ ✓ ✓ ✓✎➾↔✬★✑❛➽ ✝ ➾✞✙ ✝ ➼✢✓✄✛ ✰ ✬✆➽✚✟✼➼ ✝ ✓✄✛③✓✄✛✜➾③✛✜➚✫✛✦✧✄✓✠✑➎➾✞✙☛✡✢✗✤✓✕➼✢✓ ✝ ✬✄✛❱➻❦➚✼➼ ✝ ✓✭✧✄✓✽✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓✴✍➎➽✈➚✑ ✝ ✙❶⑤❆➼➢➘ ➚✢✟✫✓❁✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬ O(n
√
n)
✳

☎
❏✝✆ ❘ ➭ ❘❯❆❅❇✆❶ ➀✒❉ ➚✻✧✟➻❦➚ ✝ ✛♠➼✢✓✒✗✗➽ ❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟❀✍✹✗✗➽ ✑ ✝ ✙✤✛✦✓✖✓✠✟✻✧✟➻ ✰ ✑➎➾✦✓✑➼✢✓✒✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✄✛ ✰ ➽ ✝ r☞➻✎✺①✙ ●✓✠✟✢✟✫✓✄✛➓➽➑✧✠✗✗➽✚✙ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟▼➾✧➚✢✟✫✓◗✙☛✟ ✕✼➚✫✓✠✟✫✧✄✓✯✛✜➚ ✝ ✗✗➽✭➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓✭➄✜➆❱⑦✎➇❏➇✍⑦✯➼✢✓◗✗✗➽ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✴✳ ❆ ➻ ✰❝✰ ✓◗✟✼➻❦➚✫✛❏✗④➘✸➽✎✺☞➻✏✟✫✛➼✢✬ ✓✜✬ ✝ ✓ ✰ ➽ ✝ ✪▼➚✫✬✴✍✏✗✤✓✘✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓↔➼✢✓ ✰ ✬✆➽✚✟✼➼ ✝ ✓✄✛ ✑❂➻❦➚ ✝✞✝ ➽✚✙✴➾❩➽✚✗✍➻ ✝ ✛ ✗✎➾ ✝ ✓③✓♠⑤①✑❂➻✏✟✫✓✠✟▼➾✞✙✤✓✠✗☛✗✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾q✑✢✗✴➚✫✛ ✂④➽✚✙☛✡✢✗✤✓✪▼➚✫✓

2n
✍ ✝ ✬✄✛❱➚✢✗✴➾◆➽✚✟▼➾✒✓✠✟❾➚✢✟✫✓✸✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬ ✓♠⑤①✑❂➻✏✟✫✓✠✟▼➾✞✙✤✓✠✗☛✗✤✓✇✑✤➻❦➚ ✝ ✗✤✓ ✝ ✓ ✓✞✓✎➾✎✍ ✓✎➾✲✧✄✓ ✰ ✗ ✰ ✓⑧➼✼➽✚✟✫✛✲✗✤✓✧✆➽✏✛

a > b
✳❄✮ ✓✎➚➎➾☎✗✎➾ ✝ ✓➝➼✢✓✠✺ ✝ ➽✚✙✴➾✭➻✏✟s➽✚✗✍➻ ✝ ✛ ✝ ✓✎➾ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓ ✝ ✟✼➻✴✛✯➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✛ ✝ ✬✠❂✴✙ ✰ ✓✄✛➑✓✠✟✼✛✆➘ ✙☛✟✝➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛◆➽✚✟▼➾✬➑➼✢✓✄✛q✑ ✝ ➻❋➼❨➚✢✙✴➾✦✛✥✑✤➻✏✟✼➼✢✬ ✝ ✬✄✛③✑❛➽ ✝ ✗✤✓✄✛✥✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✄✛↔➼➢➘✱✬ ✰ ✙✤✛✦✛✞✙✍➻✏✟➶➽✈➚ ✰ ➻ ✰ ✓✠✟✝➾❣➼➢➘✱✬✠✺✓➽✚✗✴➚✫✓ ✝ ✗✗➽♠➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓✴✍✧✟➻ ✰❝✰ ✓✇✗✤✓❋✂④➽✚✙✴➾ ➲ ➻❦➚✫✧✆✩❛➽ ✝ ➼ ➼✼➽✚✟✫✛ ✲ ✙ ✹✺✶ � ✮ ➽ ✝ ✓♠⑤✢✓ ✰ ✑✢✗✤✓✴✍➓➼✼➽✚✟✫✛➣➚✢✟ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓♥➼✢✓ ✂◗✓ ✝ ✟✼➻❦➚✢✗☛✗☛✙✢➽✈➾ ●➾ ✝ ✙☛✡➎➚❛➽✚✟▼➾ pm ✬❼➚✢✟✫✓✁✧✟➻✏✟✫✛✦✓ ✝ ✺✓➽✈➾✞✙✍➻✏✟ m

✍✜✓✎➾
pm = 1 − pm

✬❼➚✢✟✫✓➬➽✚✗✴➾✦✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ m
✍③✗✗➽❾➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓✧✟➻✏✟✫✛✞✙✍➼✢✬ ✝ ✬✄✓★✑❂➻❦➚ ✝✞✝ ➽✚✙✴➾ ✗✎➾ ✝ ✓★✗✗➽➔➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟✫✧✄✓ apm − bpm ✳

q❏✟✰✫✫✟❀✍❦➻✏✟❁✓✠✟✣✺✣✙✤✛◆➽✚❂✕✓✧➼➢➘✱✬✎➾✦✓✠✟✼➼ ✝ ✓q✗✤✓✄✛ ✝ ✬✄✛✜➚✢✗✴➾◆➽✈➾✦✛✹✬✠✟▼➚ ✰ ✬ ✝ ➽✈➾✞✙ ✂ ✛ ✓♠⑤✼➽✏✧✎➾✦✛❥➽✈➚②⑤★✧✆➽✏✛ (+1,−2)
✓✎➾

(+2,−1)
✳

☞✌✟✫✓✭➾✦✓✠✗☛✗✤✓★✓♠⑤❋➾✦✓✠✟✫✛✞✙✍➻✏✟ ✟✼➻❦➚✫✛❃✂❭➻❦➚ ✝ ✟✢✙ ✝ ➽✚✙✴➾✽✓✠✟✷✓✯✮❙✓✎➾❄➚✢✟✫✓➑✙☛✟▼➾✜➚✢✙✴➾✞✙✍➻✏✟➉✛✜➚ ✝ ✗✗➽➙✺❦➽✚✗✤✓✎➚ ✝✜✝ ✬✄✓✠✗☛✗✤✓✱➼✢✓➑✗✗➽✒✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟✝➾✦✓➼✢✓❁✧ ✝ ➻✏✙✤✛✦✛✖➽✚✟✫✧✄✓➑➼✼➽✚✟✫✛✜✗✤✓❁✧✆➽✏✛ a < b
✍✢✓✎➾✯✧✟➻ ✝✞✝ ➻✏✡✤➻ ✝ ✓ ✝ ➽✚✙✴➾✌✟✼➻❦➾ ✝ ✓❁✧✟➻✏✟✖✓✞✓✄✧✎➾✜➚ ✝ ✓★✑✤➻❦➚ ✝ ✗✤✓★✧✆➽✏✛ a > b

✳



�✁� ✁ ✑☞☛✍✆✏✑✠✖ ✎✏✌✂✄✔☛✍✆ ✡✛✞ ✆✞✡ ✠✝✌✓✆✞✡ ✑✓✞☞✄✎✍ ✡ ✌



✩ ✝✙�✁�✜✞✙✢ ✠ ✤✘✓✬✕ ☎ ✞✙✢ ✌✙✛ ✂ ✌✣✆✣✕✘✂ ✌✒✠✒✛✆☎✘✗✙✌✑✕ ✩ � �

✦ ✡✔✄✰✦ ✲ ✖✛✗✣✎✁☛✻☛✌✠ ✌✏✖✘✗

❉ ➚ ✧✟➻❦➚ ✝ ✛➶➼✢✓➉✧✄✓✎➾✜➾✦✓s➾✞✩ ✬✄✛✦✓✴✍✢➻✏✟ ✛✆➘✱✓✄✛✜➾ ✙☛✟▼➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛✆✬ ✬✶✗✗➽✶❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓s➼✢✓ ✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛➆✛✜➾ ✝ ➚✫✧ ●➾✜➚ ✝ ✬✄✓✄✛✎✳ ✝➑✓✇➾✦✓✠✗✤✛ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓✄✛❆➼✢✓✁✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛➏➻✏✟✝➾✡✓❴➚✫✛✜➾✞✙ ✫ ✬✁✗④➘✱✬✎➾✜➚✼➼✢✓➬➼❨➚ ✂❭➻ ✝✞✰ ➽✚✗☛✙✤✛ ✰ ✓s➼✢✓✄✛✇❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✚✙ ✝ ✓✄✛✑❂➻✏✟✼➼✢✬ ✝ ✬✄✓✄✛✎✍✯➽✚✙☛✟✫✛✞✙➑✪✝➚✫✓✼✛❱➻✏✟ ➽✑✓✜➻❦➚➎➾❆➽✈➚ ✛✦✓✠✙☛✟ ➼❨➚ ✗✍➻✏❂✴✙✤✧✠✙✤✓✠✗✄✂ ✹✆☎✞✝✟✂ ✹✠☎☛✡✢✳ ➲ ➽ ➼✢✬ ✝ ✙☛✺❦➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✈➚➎➾❱➻ ✰ ➽✈➾✞✙✤✪✝➚✫✓➼✢✓✷✑❂➻✏✟✼➼✢✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛✇✑✮✓ ✝✞✰ ✓✎➾✜➾◆➽✚✟✝➾✇✗④➘✄➃❖⑥➔➃❖②④t✓②❭➃❘③❦⑤ ➼✢✓✷✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛ ✝ ✬✄✓✠✗☛✗✤✓✄✛♥➽ ✬✎➾✦✬✁✬✎➾✜➚✼➼②✙✤✬✄✓✴✍✢✬ ✗✗➽✳✂❘➻✏✙✤✛⑧➼➢➘ ➚✢✟
✑❂➻✏✙☛✟▼➾➝➼✢✓✖✺✝➚✫✓✑➽✚✟❛➽✚✗✠✟❋➾✞✙✤✪▼➚✫✓✇✓✎➾➝✬♥➾ ✝ ➽✄✺✕✓ ✝ ✛✲✗④➘ ✙ ✰ ✑✢✗✤✬ ✰ ✓✠✟▼➾◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼➢➘ ➚✢✟✻✗✍➻✏❂✴✙✤✧✠✙✤✓✠✗✥✡❛➽✏✛✦✬✖✛✜➚ ✝ ➚✢✟✫✓⑧➽✚✑✢✑ ✝ ➻✣✧✆✩✫✓➼➢➘✍③✖➍✤②❭➃❖⑥➔➃✗✉✟t✓②❭➃❘③❦⑤ ✳ ❆ ✓✒✗✍➻✏❂✴✙✤✧✠✙✤✓✠✗✧➽❆➽✚✗✍➻ ✝ ✛❁✬✎➾✦✬➉➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✪✝➚✫✬✑✬✸✗✗➽ ❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟❾➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓⑧➼✢✓➙✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛❁✛✦✓✄✧ ●➻✏✟✼➼✼➽✚✙ ✝ ✓✄✛↔➼➢➘ ❉✌❍✌❑ ✍✝➼✢✓✄✛✔➻✏✡✔✓✞✓✎➾✦✛✥✡✢✙✍➻✏✗✍➻✏❂✴✙✤✪▼➚✫✓✄✛③✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✧✎➚✢✗☛✙✭✬ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟▼➾✜✡✢✙✤✓✠✟ ✰ ➻❋➼✢✬✠✗☛✙✤✛✦✬✄✛✘✑❛➽ ✝ ➼✢✓✄✛✥❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✚✙ ✝ ✓✄✛✑❂➻✏✟✼➼✢✬ ✝ ✬✄✓✄✛✎✳✲☞✌✟❼➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✖✪✝➚❛➽❦➼ ✝ ➽✈➾✞✙✤✪▼➚✫✓✑➼✢✓➙✑✢✗✗➽✚✟❛➽ ✝ ✙✤✛◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓✒✗✗➽✇✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓➉➼➢➘ ❉✌❍✌❑ ➽❆➽✚✗✍➻ ✝ ✛❁✬✎➾✦✬✑ ✝ ➻✏✑❂➻✴✛✦✬✴✍✧➽✙✫✫✟ ➼✢✓♥➾✞✙ ✝ ✓ ✝ ➚✢✟ ✑❛➽ ✝ ➾✞✙✢➻✏✑➎➾✞✙ ✰ ➽✚✗❄➼✢✓✄✛ ✝ ✬✄✧✄✓✠✟▼➾✦✓✄✛✑➽✎✺❦➽✚✟✫✧✄✬✄✓✄✛✑➼✼➽✚✟✫✛➙✗④➘ ✙☛✟✰✂ ✬ ✝ ✓✠✟✫✧✄✓➶➼✢✓✄✛➙✗☛✙✗➽✚✙✤✛❱➻✏✟✫✛➼➢➘ ➚✢✟ ❉✌❍✌❑ ➼➎➻✏✟▼➾➔➻✏✟ ✧✟➻✏✟✢✟❛➽✑✏✍➾➔➚✢✟✫✓ ✧✟➻✏✟✰✂❭➻ ✝✞✰ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟❀✳ q❏✟✰✫✫✟❀✍❬➼✼➽✚✟✫✛➔➼✢✓✄✛➝➾ ✝ ➽✄✺✓➽✈➚②⑤✵✧✟➻✏✟✖✓❴➻✏✙☛✟✝➾✦✛✑➽✄✺✕✓✄✧ ✄✒✳
✆✭➚✫✧✦✩✫✓ ✝ ➻♥✺✶✓✎➾ ➲ ✳ ❑ ➻①✬✴✍❀✑➎➚✢✙✤✛✲❊✵✳ ✂❣➻❦➚✫✛✆✪▼➚✫✓✎➾ ● ❊➉✬✠✗✍➻❦➚❀✍ ✟✼➻❦➚✫✛➣➽✄✺☞➻✏✟✫✛✲✙☛✟▼➾ ✝ ➻❋➼❨➚✢✙✴➾✲✓✎➾✾✬✎➾✜➚✼➼②✙✤✬✸✗✤✓✄✛✾✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛♥✍❉➚✢✟✫✓✾✺❦➽ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬➝➼✢✓ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓➔➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓➙✪▼➚✢✙ ✰ ➻❋➼✢✬✠✗☛✙✤✛✦✓✾✗✤✓✾✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✓ ✰ ✓✠✟✝➾✱➼❨➚✼✛✦✧✟➻ ✝ ✓➑➼✼➽✚✟✫✛✯➚✢✟➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✲✩✫✓✎➚ ✝ ✙✤✛✜➾✞✙✤✪▼➚✫✓♠➼✢✓ ✝ ✓✄✧✦✩✫✓ ✝ ✧✆✩✫✓➝➼✢✓❁✛✦✙ ✰ ✙☛✗✗➽ ✝ ✙✴➾✦✬✴✳ ➲ ➘✱✬✎➾✜➚✼➼✢✓✾✑✤➻❦➚✫✛✦✛✆✬✄✓✱➼✢✓❁✧✄✓✄✛✯✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✕➽➙✑✔✓ ✝✞✰ ✙✤✛✗✗➽♥➼✢✬✄✧✟➻❦➚✢✺✕✓ ✝ ➾✦✓✑➼➢➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛♠➼✢✓➙❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓❝✓✙➷✸✧✆➽✏✧✄✓✄✛♥✍❙✡❛➽✏✛✦✬✄✛➑✛✜➚ ✝ ➼✢✓✄✛✱➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛✦✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛✪✝➚✁➘❀➻✏✟ ➽✒✑➎➚ ➽❦➼✼➽✚✑➎➾✦✓ ✝ ✑✤➻❦➚ ✝ ✬✠✺❦➽✚✗✴➚✫✓ ✝ ✗✗➽✖✛✦✓✠✟✫✛✞✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬➣➼✢✓✄✛✭➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛✌✩✫✓✎➚ ✝ ✙✤✛❱➾✞✙✤✪▼➚✫✓✄✛✕➼✢✓ ✝ ✓✄✧✆✩✫✓ ✝ ✧✦✩✫✓➔➼✢✓✛✞✙ ✰ ✙☛✗✗➽ ✝ ✙✴➾✦✬✄✛✎✳ ➲ ✓✄✛✽✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✄✛✌✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✄✛✕➼✢✓❁✧✄✓✄✛✽✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✌✛✦✓★✛❱➻✏✟✝➾♦➽✄✺✕✬ ✝ ✬✄✓✄✛✭➽✏✛✦✛✦✓✶✚★✛✜➚ ✝ ✑ ✝ ✓✠✟❛➽✚✟▼➾✦✓✄✛♥✍
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q❲⑤①✙✤✛❱➾✦✓ ● ➾✆➘ ✙☛✗✧➼✢✓✄✛❁✧✠✗✗➽✏✛✦✛✦✓✄✛♠➼✢✓ ✰ ➻✝➼✷✬✠✗✤✓✄✛⑧③✓➄✙②☞☛❋③◆➅☞③❦⑤❉t❦①✓→✴✍❲✧✓➘✱✓✄✛✜➾♠✬❆➼②✙ ✝ ✓➉➾✦✓✠✗✤✛✾✪▼➚✫✓❝✗✤✓✄✛❁✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✄✛♠➼❨➚
✰ ➻✝➼✷✬✠✗✤✓✱➍❉➄❴③ ➋ ①✝➃❭②✯✛◆➻✏✙✴➾✌✓♠⑤✼➽✏✧✎➾✦✓ ✰ ✓✠✟▼➾➑✗✗➽✖✛❱➻ ✰❝✰ ✓✄✛✭➼✢✓✄✛✌✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✄✛✭➼✢✓✄✛ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓✄✛ � ✝➑✓➑➾✦✓✠✗☛✗✤✓✄✛✭✙☛✟ ●
✺✕✓✄✛✜➾✞✙☛❂▼➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛✥✛◆➻✏✟▼➾✘✟✫✬✄✧✄✓✄✛✆✛◆➽✚✙ ✝ ✓✄✛✘✑❂➻❦➚ ✝ ✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✜➾ ✝ ✓✯➚✢✟✫✓✯✧✟➻✏✟✫✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ✙✴➾✦✬ ✝ ➽✈➾✞✙☛✺✕✓✯➼✢✓✄✛ ✰ ➻✝➼✷✬✠✗✤✓✄✛❣➼✢✓✛✦✬✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✯✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✬✄✓✄✛✎✳
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✙②✳ ❉ ✰ ✬✠✗☛✙✍➻ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➉➼✢✓✄✛❬➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛❏✓✎➾ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓✄✛↔➨ ➲ ➽✌✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟✝➾✦✓✥✺✕✓ ✝ ✛✦✙✍➻✏✟➣➼✢✓ ✂ ✹✆☎✞✝✗✂✰✹✠☎☛✡✏✟✫✓✔➾✞✙✤✓✠✟▼➾❲✑❛➽✏✛✓✠✟✫✧✟➻ ✝ ✓✽✧✟➻ ✰ ✑➎➾✦✓✢➼✢✓❄➾❱➻❦➚➎➾✦✓✄✛✘✗✤✓✄✛✧➽ ✰ ✬✠✗☛✙✍➻ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛✥✛❱➚✫✛✦✧✄✓✠✑➎➾✞✙☛✡✢✗✤✓✄✛✧➼➢➘ ✗✎➾ ✝ ✓♦➽✚✑✢✑❂➻ ✝ ➾✦✬✄✓✄✛✔✬★✗✗➽✭❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➼✢✓ ✰ ➻❦➾✦✛➉➼➢➘ ➚✢✟ ✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓➆✟✼➻✏✟ ● ✧✟➻✏✟✝➾✦✓♠⑤❋➾✜➚✫✓✠✗➀✳✞✝➑✓ ✑✢✗✴➚✫✛✎✍✘✛◆➻✏✟✈✧✟➻❋➼✼➽✚❂✕✓➆✓✠✟ ✛ ➽✄✺✓➽ ✂④➽✚✙✴➾➙✑✔✓ ✝ ➼ ✝ ✓❆➼✢✓✄✛✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟▼➾✦✓✄✛❝✟✼➻✏✟ ● ✟✫✬✠❂✴✗☛✙☛❂✕✓✆➽✚✡✢✗✤✓✄✛❆✬ ✧✄✓✠✗✴➚✢✙✽✪✝➚✢✙◗✛◆➻❦➚✢✩❛➽✚✙✴➾✦✓ ✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓ ✝ ➼✢✓✄✛✖✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛➉➼✢✓➆❂ ✝ ➽✚✟✼➼✢✓➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓✴✳ ➴➎✗✽✓✄✛✜➾✑➼➎➻✏✟✫✧➶➼✼➽✚✟✫✛❝✗✤✓✄✛✖✑✮✓ ✝ ✛✞✑✔✓✄✧✎➾✞✙☛✺✕✓✄✛✑➼✢✓ ✰ ✓✄✛➔➾ ✝ ➽✎✺❦➽✈➚②⑤➧➼✢✓ ✧✟➻✏✟▼➾✞✙☛✟✝➚✫✓ ✝ ✗✤✓➆✑❂➻ ✝ ➾◆➽✚❂✕✓➹➼✢✓
✂ ✹✠☎✗✝✗✂✰✹✠☎✘✡☞➼✼➽✚✟✫✛✱➚✢✟✻✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✇✧✟➻ ✰ ✑✢✙☛✗✤✬✴✍ ✧✟➻ ✰❝✰ ✓✸✗✤✓ ❆ ✁✂✁ ✳⑧qq✟✰✫✫✟❀✍✹✗✗➽✷✧✟➻✏✟✫✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟✶✑ ✝ ➻✏✑❂➻✴✛✦✬✄✓✑✤➻❦➚ ✝ ✗✤✓❁✑ ✝ ➻✝➼❨➚✢✙✴➾✕➼✢✓ ✰ ➻✝➼✷✬✠✗✤✓✄✛ ✄ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✚✙ ✝ ✓ × ❊ ➽ ✝ r☞➻✎✺✁✓✄✛✜➾✯✗✍➻✏✙☛✟✇➼➢➘ ✗✎➾ ✝ ✓♠➻✏✑➎➾✞✙ ✰ ➽✚✗✤✓✴✍✤➻✏✟✷✑❂➻❦➚ ✝✞✝ ➽✚✙✴➾➼➎➻✏✟✫✧★✙ ✰ ✑✢✗✤✬ ✰ ✓✠✟▼➾✦✓ ✝ ✛❱➻✏✙☛❂✴✟✫✓✎➚✫✛✦✓ ✰ ✓✠✟▼➾✯➚✢✟➹➾✦✓✠✗❥➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✴✳

✷②✳♦➴✿✟✝➾✦✬✠❂ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟s➼✢✓✲✟✼➻❦➚✢✺✕✓✆➽✈➚②⑤ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓✄✛➝➨ ✂ ✹✆☎✞✝✗✂✰✹✠☎☛✡☞➽❝✑❂➻❦➚ ✝ ✺☞➻①✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼➢➘ ✙☛✟▼➾✦✬✠❂ ✝ ✓ ✝ ✗✤✓❁✑✢✗✴➚✫✛✌❂ ✝ ➽✚✟✼➼✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓➔➼✢✓✍✂④➽ ✰ ✙☛✗☛✗✤✓✄✛✕➼✢✓✾❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✦✓✎➚ ✝ ✛➑✑❂➻✴✛✦✛✞✙☛✡✢✗✤✓✴✳ ✢✌✟➉✛✆➘ ✙☛✟✝➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛✦✓ ✝ ➽⑧➾❱➻❦➚➎➾✱➼➢➘✸➽✚✡✤➻ ✝ ➼ ➽✈➚②⑤✷❂ ✝ ➽ ✰ ●
✰ ➽✚✙ ✝ ✓✄✛✭✛❱➾❱➻✣✧✆✩❛➽✏✛✜➾✞✙✤✪▼➚✫✓✄✛♥✳✕✮ ✝ ✙✤✛✦✓✄✛➑✧✟➻ ✰❝✰ ✓➝➚✢✟ ✰ ✬✄✧✆➽✚✟✢✙✤✛ ✰ ✓➔➼✢✓✲❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟❾➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✴✍✔✑✮✓✠✟✼➼✼➽✚✟✝➾✦✛➽✚✗☛❂✕✬✠✡ ✝ ✙✤✪▼➚✫✓✄✛➣➼✢✓✄✛✣✵✭❊✼❊ ✑❂➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛✾✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✎✍ ✧✄✓✠✗☛✗✤✓✄✛ ● ✧✠✙✘✟✫✓✸✛✦✓ ✝ ✬✠✺ ✬✠✗✤✓✠✟▼➾➙❂✓➚ ✬ ✝ ✓✖✙☛✟✝➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛◆➽✚✟✝➾✦✓✄✛s❭✮ ➽✏✛➓➼✢✓◗❂▼➽ ✝ ➽✚✟✝➾✞✙✤✓♦➼✢✓✜✧✟➻✏✟✣✺✕✓ ✝ ❂✕✓✠✟✫✧✄✓ t ✳ ❆ ✓✠✑✔✓✠✟✼➼✼➽✚✟▼➾✎✍▼➻✏✟⑧➽✭✺❋➚✖✪✝➚✫✓◗✗✗➽✭❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➏➼✢✓✰✂↔➻✏✗✴➾ ✚ ✰ ➽✚✟✢✟➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✦✓➔➚✢✟✫✓✖✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓⑧➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✙✤✪✝➚✫✓✖✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓➏➼✢✓✄✛★❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✚✙ ✝ ✓✄✛➙✛✜➾❱➻✣✧✆✩❛➽✏✛✜➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛✎✍❀✧✟➻✏✟✫✛◆➽✏✧ ✝ ➽✚✟✝➾➾❱➻❦➚➎➾✦✓✄✛★✛✦✓✄✛✭✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✄✛♠➼✢✓ ✝ ✬✄✬✄✧ ✝ ✙✴➾✜➚ ✝ ✓✄✛♠✬✇✗④➘❀➻✏✡➎➾✦✓✠✟▼➾✞✙✍➻✏✟❾➼➢➘ ➚✢✟✫✓❝✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✒✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓❝✓✠✟ ➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓➽✚✑✢✑ ✝ ➻✣✧✆✩✫✬✄✓✴✳ ✝✭✓✷✑✢✗✴➚✫✛✎✍✑✙③✳✧✰✻✓✠✙☛✟❯✡✔✓ ✝ ❂ ➽❦➼✼➽✚✑➎➾✦✓➉✓✠✟ ✲✴✳✆✵✛✙✪✶✌✗✗➽✶✛✜➾ ✝ ➽✈➾✦✬✠❂✴✙✤✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✦✙☛✺✕✓➬➽✈➚②⑤ ❂ ✝ ➽ ✰ ●
✰ ➽✚✙ ✝ ✓✄✛❁✛✜➾❱➻①✧✦✩❛➽✏✛✜➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛✎✍➢➚✢✟ ✑ ✝ ✬✄✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗q✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✜➾◆➽✚✟▼➾✲✗✗➽✇❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼➢➘ ➚✢✟✫✓❝✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓➉➼✢✓➔➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓
✛❱➻❦➚✢✩❛➽✚✙✴➾✦✬✄✓♠➽✄✺✕✓✄✧➑➚✢✟✫✓➑✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✾✬✠❂▼➽✚✗✤✓♠✬✒✧✄✓✠✗☛✗✤✓➑➼❨➚ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓★✙☛✟✢✙✴➾✞✙✗➽✚✗➀✍ ✝ ✓✠✟✼➻ ✝✞✰ ➽✚✗☛✙✤✛✆✬✄✓✴✳✧✮ ✓✎➚➎➾ ✗✎➾ ✝ ✓✧✄✓✩✂❭➻ ✝✞✰ ➽✚✗☛✙✤✛ ✰ ✓❁✑✤➻❦➚ ✝✞✝ ➽✚✙✴➾ ● ✙☛✗ ✗✎➾ ✝ ✓➑✙☛✟▼➾✦✬✠❂ ✝ ✬➝✬ ✄➑✓✠✟ ❍ ✄➑✓✠✟❉➪❆➼✼➽✚✟✫✛❄➚✢✟✷✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓✛✂❖➚➎➾✜➚ ✝ ✳
q❏✟✰✫✫✟❀✍➓➻✏✟✈✛✆➘ ✙☛✟▼➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛✆✓ ✝ ➽s➽✈➚②⑤ ✰ ➻✝➼✷✬✠✗✤✓✄✛➉➼✢✓✇✉❁☛▼①☎✄➧➃❖⑤✝➅✴✍❬➻❦➚ ✰ ✬✠✗✗➽✚✟✢❂✕✓✴✍✘✪✝➚✢✙✥✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✜➾✦✓✠✟▼➾➉➼✢✓ ✝ ✓ ●✛✞✑✮✓✄✧✎➾✦✓ ✝ ✗✤✓✄✛✸✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✄✛➶➼✢✓ ✰ ➻❦➾✞✙ ✂ ✛➏➼➢➘ ➚✢✟✫✓➬➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓s➼➎➻✏✟✢✟✫✬✄✓➬➼✢✓✼✗✗➽✻✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓s➻ ✝ ✙☛❂✴✙☛✟❛➽✚✗✤✓s➼✼➽✚✟✫✛✇✗✗➽✛✦✬✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓③✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✬✄✓✴✳ ❆ ✓✄✛ ✰ ➻✝➼✷✬✠✗✤✓✄✛ ➻✏✟▼➾ ✂④➽✚✙✴➾✹✗④➘❀➻✏✡✔✓✞✓✎➾ ➼➢➘✱✓♠⑤❨➾✦✓✠✟✫✛✞✙✍➻✏✟✫✛ ✙ ✰ ✑❂➻✴✛◆➽✚✟▼➾❩➼✢✓✄✛❲✧✟➻✏✟▼➾ ✝ ➽✚✙☛✟▼➾✦✓✄✛✛✜➚✢✑✢✑✢✗✤✬ ✰ ✓✠✟▼➾◆➽✚✙ ✝ ✓✄✛✎✍❯✧✟➻ ✰❝✰ ✓✘✗④➘ ✙☛✟✝➾✦✓ ✝ ➼②✙✤✧✎➾✞✙✍➻✏✟✑➼✢✓✥✧✄✓ ✝ ➾◆➽✚✙☛✟✫✛ ✰ ➻❦➾✞✙ ✂ ✛✔✲ ★✓✵✪✶✿✍✏✓✎➾❲✛❱➻✏✟▼➾❬➽✚✗✍➻ ✝ ✛✹✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✧✎➚✢✗☛✙✭✬ ✝ ✓ ●
✰ ✓✠✟▼➾➓➽❦➼✼➽✚✑➎➾✦✬✄✛➓✬✌✗✗➽ ✰ ➻❋➼✢✬✠✗☛✙✤✛◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟✑➼✢✓③✗④➘ ❉ ✝ ❑ ✳ ✢✌✟✒✑ ✝ ✬✠✺☞➻✏✙✴➾❲✗④➘ ✙☛✟▼➾✦✬✠❂ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➏➼❨➚➙✗✍➻✏❂✴✙✤✧✠✙✤✓✠✗❛➪①❊ ❉ ❆ ✆❝✍
➼✰☎✇✬ ❍ ✳ ❍ ✙☛✺①✙✭✬ ✝ ✓★✓✎➾✽✙ ✰ ✑✢✗✤✬ ✰ ✓✠✟✝➾◆➽✚✟▼➾➑✧✄✓✄✛✽✑ ✝ ✙☛✟✫✧✠✙☛✑✔✓✄✛✎✍➎➼✼➽✚✟✫✛ ✄➑✓✠✟ ❍ ✄➑✓✠✟❉➪✮✳
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⑩ ✾✢⑦⑨⑧✣⑦❶⑩ ➈✟✞✯➍ ✝ ✬✆➽✚✗☛✙✤✛✜➾✦✓✄✛
■ ➻❦➚➎➾ ➼➢➘✸➽✚✡✤➻ ✝ ➼❙✍✈➻✏✟✱➾✦✓✠✟▼➾✦✓ ✝ ➽♦➼➢➘✱✬✎➾✦✓✠✟✼➼ ✝ ✓q✗✤✓✄✛❀✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✤✛❥➼✢✓❲✑✤➻✏✟✼➼✢✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛❩✬↔➼✢✓✄✛❙✺✓➽✚✗✤✓✎➚ ✝ ✛❙✑❂➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛❙✑❛➽ ✝ ➽ ✰ ✬✎➾ ✝ ✓✄✛✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✤✬✄✓✄✛➓➼✼➽✚✟✫✛❩➾❱➻❦➚➎➾✦✓✄✛❏✗✤✓✄✛ ✂④➽ ✰ ✙☛✗☛✗✤✓✄✛❬➼➢➘ ❉✭❍✯❑ ✳ ☞✌✟✫✓ ✂❭➻✏✙✤✛❏✧✄✓✄✛ ✑❂➻✏✙✍➼✢✛❬➻✏✡➎➾✦✓✠✟▼➚✫✛✎✍✝➻✏✟➙✑✔✓✎➚➎➾❏✛✆➘✱✓✠✟❝✛✦✓ ✝ ✺①✙ ✝ ✑❂➻❦➚ ✝✧✠✗✗➽✏✛✦✛✞✙ ✫ ✓ ✝ ✗✤✓✄✛ ❉✌❍✌❑ ✳➓qq✟ ✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✧✎➚✢✗☛✙✤✓ ✝ ✍♦➻✏✟ ✺☞➻❦➚✼➼ ✝ ➽✚✙✴➾ ✧✟➻ ✰ ✑❛➽ ✝ ✓ ✝ ✗✤✓✄✛✇✺❦➽✚✗✤✓✎➚ ✝ ✛✇✑❂➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛✇✑❛➽ ✝ ➽ ✰ ✬✎➾ ✝ ✓✄✛✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ➽✈➚②⑤➧➼✼➽✚✟✫✛✖✗✤✓✄✛✖✡❛➽✏✛✦✓✄✛✑➼✢✓➶➼➎➻✏✟✢✟✫✬✄✓✄✛⑧➼✢✓ ✄✕➚➎➾✦✓✠✗☛✗➑✲✚✙✛✙✪✶✌✓✎➾✑➼✢✓ ✗✗➽ ❑ ✝✄✂ ✲✴✳✧✙✪✶✒s④❊✼✬✎➾✞✩✼➻❋➼➎➻✏✗✍➻✏❂✴✙✤✓❼➨
❍✯❑✭❉ ☎✌✙✤✓ ✦ ✁ ✮❏✗✗➽✚✟❛➽ ✝ ✙✤✛✖➽✈➾✞✙✍➻✏✟ t ✳✝➑✓✷✑✢✗✴➚✫✛♥✍✥✙☛✗✌✓✄✛✜➾✖✑ ✝ ✓✄✛✦✪✝➚✫✓✁✛✦☎ ✝ ✪▼➚✫✓ ✗✤✓✄✛ ✝ ✬✄✛✜➚✢✗✴➾◆➽✈➾✦✛➏➽✚✟❛➽✚✗✠✟❋➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛✸✑✔✓✎➚✢✺✕✓✠✟▼➾ ✗✎➾ ✝ ✓✁✬✎➾✦✓✠✟✼➼❨➚✫✛❆➽✈➚ ✧✆➽✏✛➻✆✽ ✗④➘❀➻✏✟ ✛◆➻❦➚✢✩❛➽✚✙✴➾✦✓➬➚✢✟✢✙✤✪✝➚✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾✷✧✟➻✏✟✝➾ ✝✎✍ ✗✤✓ ✝ ✗✗➽ ➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ ✰ ➻✼✟✕✓✠✟✢✟✫✓ ➼✢✓✄✛✇✩✫✬✠✗☛✙✤✧✄✓✄✛♥✳ ✝✭➽✚✟✫✛❆➼✢✓✄✛➆✧✆➽✏✛ ✑✢✗✴➚✫✛
❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➚②⑤❙✍✯➚✢✟✫✓ ✝ ✬✄✛❱➻✏✗✴➚➎➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✟❛➽✚✗✠✟❋➾✞✙✤✪✝➚✫✓ ✝ ✓✄✛❱➾✦✓ ✝ ➽ ✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✗✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾✁✑ ✝ ➻✏✡✢✗✤✬ ✰ ➽✈➾✞✙✤✪✝➚✫✓✴✍➑✧✓➘✱✓✄✛✜➾➆✑✤➻❦➚ ✝ ✪✝➚✼➻✏✙✙☛✗➑✓✄✛✜➾✇✙ ✰ ✑❂➻ ✝ ➾◆➽✚✟▼➾➹➼➢➘✱✬✎➾✜➚✼➼②✙✤✓ ✝ ✗✤✓✄✛⑧➍❨t✆❖✈✉✟t✆➅▼⑦✖✉❼➼✢✓✄✛✦✛✞✙☛✟✫✬✄✛ ✑❛➽ ✝ ✗✗➽ ✂❘➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ➻✏✡✔✓ ✓✄✧✎➾✞✙ ✂✞✳ q❏✟ ✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✧✎➚✢✗☛✙✤✓ ✝ ✍✓♠⑤②✙✤✛✜➾✦✓ ● ➾ ● ✙☛✗❂➚✢✟➏➚✢✟✢✙✤✪✝➚✫✓ ✰ ✙☛✟✢✙ ✰ ➚ ✰ ✗✍➻✣✧✆➽✚✗❏s❩✺❦➽✚✗☛✗✤✬✄✓ t � ❆ ➻ ✰❝✰ ✓✠✟▼➾✜✓♠⑤①✑✢✗☛✙✤✪✝➚✫✓ ✝ ✗✤✓✄✛✔➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✓✄✛◗✺①✙✴➾✦✓✄✛✦✛✦✓✄✛❣➼✢✓✧✟➻✏✟❯✺✕✓ ✝ ❂✕✓✠✟✫✧✄✓➙✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✈➾✦✬✄✓✄✛ �➹q❲⑤②✙✤✛✜➾✦✓ ● ➾ ● ✙☛✗❲➼✢✓✄✛♠②❭➄❴t❦⑤✼✉✖➃❭②❭➃❭③❦⑤✼✉ ➋ ⑦❣➍◆☛❨t✈✉✟⑦➝➼✼➽✚✟✫✛✽✧✄✓★✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓ �
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⑩ ✾✢⑦⑨⑧✣⑦✿✾ ➒❏❻❅↔☞☛❜↔ ➃✞❾✭❀❖↔①❿④❾④❸ ☛
➲ ➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓➶➽▼✟▼➽✚✟✝➾✍✂④➽✚✙✴➾❁✗④➘❀➻✏✡✔✓✞✓✎➾♠➼➢➘ ➚✢✟✫✓✖✙ ✰ ✑✢✗✤✬ ✰ ✓✠✟✝➾◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟❀✍❏✙☛✗✘✓✄✛✜➾➑➼➎➻✏✟✫✧✸✑✤➻✴✛✦✛✦✙☛✡✢✗✤✓➉➼➢➘✸➽✚✟❛➽✚✗✠✟①✛✦✓ ✝✲✰ ➽✏✛ ●✛✞✙☛✺✕✓ ✰ ✓✠✟✝➾✖✗✤✓✄✛❝✡❛➽✏✛✦✓✄✛➉➼✢✓➶➼➎➻✏✟✢✟✫✬✄✓✄✛✇✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✠✗☛✗✤✓✄✛✎✍✥✑✤➻❦➚ ✝ ✬✠✺✓➽✚✗✴➚✫✓ ✝ ✗✗➽➉✑ ✝ ➻✏✑✤➻ ✝ ➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓➆✡❛➽✏✛✦✓❆➼✼➽✚✟✫✛✑➼✢✓✄✛
✑✫✛✦✓✎➚✼➼➎➻ ● ✟✼➻①✓✎➚✼➼✢✛✎✳➑☞✯✟✫✓ ✝ ✬✖✕ ✓♠⑤②✙✍➻✏✟ ✛❱➚ ✝ ✧✄✓➙✪▼➚✁➘✱✓✄✛✜➾✕➚✢✟➉✑✫✛✦✓✎➚✼➼➎➻ ● ✟✼➻✣✓✎➚✼➼❙✍❙✧✓➘✱✓✄✛❱➾✭✬➏➼②✙ ✝ ✓✾✙☛✟✫✧✠✙✍➼✢✓ ✰❝✰ ✓✠✟✝➾❁✛✜➚ ✝✗✗➽✕➼✢✬✯✫✫✟✢✙✴➾✞✙✍➻✏✟✑➼✢✓③✗✗➽✌✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✜✛✦✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽✚✙ ✝ ✓✴✍☞➼✢✓✠✺ ✝ ➽✕➽✚✗✍➻ ✝ ✛ ✗✎➾ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟✫✬✄✓✴✍☞➼✢✓③✑❛➽✚✙ ✝ ➽✎✺✕✓✄✧❣➼✢✓✄✛❲✡✢✙✍➻①✧✦✩✢✙ ✰ ✙✤✛❱➾✦✓✄✛✎✍✡✢✙✍➻✏✗✍➻✏❂✴✙✤✛✜➾✦✓✄✛✌✓✎➾✯➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✙✤✧✠✙✤✓✠✟✫✛✎✳

✝➑✓◗✑✢✗✴➚✫✛✎✍☞➻✏✟❝✺☞➻❦➚✼➼ ✝ ➽✚✙✴➾❣➽✑✓❴➻❦➚➎➾✦✓ ✝ ✗✤✓ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓❄➼➢➘✱✬✠✟✫✓ ✝ ❂✴✙✤✓✜✗☛✙☛✡ ✝ ✓✢➼✢✓ ■ ➚ ✝ ✟✫✓ ✝ ➽✈➚②⑤❝✧ ✝ ✙✴➾ ✬ ✝ ✓✄✛✧✬ ✰ ➽ ⑤②✙ ✰ ✙✤✛✦✓ ✝➼✼➽✚✟✫✛✖✗✤✓ ✧✆➽❦➼ ✝ ✓➬➼✢✓➆✗✗➽ ✑✢✗✗➽✚✟❛➽ ✝ ✙✤✛◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟❀✍❄➽✙✫✫✟ ✑❛➽ ✝ ✓♠⑤✢✓ ✰ ✑✢✗✤✓➹➼➢➘✸➽✚✑✢✑ ✝ ➻✎⑤①✙ ✰ ✓ ✝ ✗✗➽➉✑ ✝ ➻✏✑✤➻ ✝ ➾✞✙✍➻✏✟ ➼➢➘✱✬✠✟✫✓ ✝ ❂✴✙✤✓
✰ ➽ ⑤②✙ ✰ ➽✚✗✤✓✾✧✟➻✏✟▼➾✦✓✠✟✝➚✫✓♠➼✼➽✚✟✫✛♦➚✢✟✫✓★✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✴✍✼➚✢✟✫✓ ✂❘➻✏✙✤✛◗✗✤✓✄✛✜✑✫✛✦✓✎➚✼➼➎➻ ● ✟✼➻①✓✎➚✼➼✢✛✭✓♠⑤❋➾ ✝ ➽✚✙✴➾✦✛✎✳

✦ ✡ ✄ ✆ � ✎ ✒✍✠ ✟✰✎ ✎✘✓✬✌✻✕ ✎ ✠ ✮✱✲ ✩ ✎ ✫ ✌✍✗✤✠ ✎ ☛ ☛✧✫ ✌✪✗ ✑ ✗ ✓ ✠

➲ ✓✄✛✒✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛❝✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛➉➻✏✟▼➾ ✂❘➽✚✙✴➾➙✗④➘❀➻✏✡✔✓✞✓✎➾➣➼✢✓ ✝ ✓✄✧✦✩✫✓ ✝ ✧✦✩✫✓✄✛➏➽✏✛✦✛✦✓✶✚✸✑❂➻❦➚✫✛✦✛✦✬✄✓✄✛ ✰ ➽✚✙☛✟▼➾✦✓✠✟❛➽✚✟✝➾✎✳ ➴✿✗✥✟✼➻❦➚✫✛
✝ ✓✄✛✜➾✦✓✼✧✄✓✠✑✮✓✠✟✼➼✼➽✚✟✝➾ ✓✠✟✫✧✟➻ ✝ ✓✼✪▼➚✫✓✠✗✤✪✝➚✫✓✄✛✇✧✟➻✏✟✖✓✞✓✄✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛❆✬ ✑ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓ ✝ ✍✜✓✎➾➏➼✢✓✄✛✇✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟▼➾✦✓✄✛➶✬ ✬✠✺✓➽✚✗✴➚✫✓ ✝ ✳ ✢✌✟
✑❂➻❦➚ ✝✞✝ ➽✚✙✴➾❄➽✈➚✫✛✆✛✞✙✮✛✺➘ ✙☛✟▼➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛✦✓ ✝ ✬✾✗④➘ ✙ ✰ ✑❛➽✏✧✎➾❄➼➢➘ ➚✢✟ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓✕➼✢✓✭❊ ➽ ✝ r☞➻✎✺✇✛✜➚ ✝ ✗✤✓✄✛◗✧✟➻✏✟✫✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟✫✛◗✑❛➽✏✛❄✬✾✑❛➽✏✛➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✦✬✄✓✄✛✘✑✤➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛✧➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛↔➼✢✓ ✝ ✓ ✓ ✓✎➾✎✳➓➪①✓✜✑❂➻❦➚ ✝✞✝ ➽✚✙✴➾✘✙☛✗❜✪▼➚✫✓◗✗④➘✱✓♠⑤②✑ ✝ ✓✄✛✦✛✞✙✍➻✏✟♥➼✢✓✜✗✗➽✱➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓❃✂④➽✏✛✦✛✦✓✢➽✚✑✢✑✔✓✠✗✬➑✗✗➽✭✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✭✛✜➾◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟✢✟❛➽✚✙ ✝ ✓✢➼✢✓✜✗✗➽❁✧✦✩❛➽✑✏✤✟✫✓✢➼✢✓✽❊ ➽ ✝ r☞➻✎✺ �✏✝➑✓✜✑✢✗✴➚✫✛♥✍✕✧✄✓✎➾✜➾✦✓✽✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✌✛✜➾◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟✢✟❛➽✚✙ ✝ ✓✛✦✓ ✝ ➽ ● ➾ ● ✓✠✗☛✗✤✓✲✙☛✟ ✕✼➚✫✓✠✟✫✧✄✬✄✓✾✑❛➽ ✝ ✗✤✓✄✛✯✧✟➻✏✟✼➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛✕➼✢✓❁✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙☛✺①✙✴➾✦✬❁✓✎➾✯➼✢✓❁✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✫✧✄✓ � q❏⑤①✙✤✛✜➾✦✓ ● ➾ ● ✓✠✗☛✗✤✓ ✰ ✗ ✰ ✓✓✠✟✫✧✟➻ ✝ ✓ �

✝➑✓ ✰ ✗ ✰ ✓✇✑❂➻❦➚ ✝ ✗④➘✸➽❦➼ ✓✜➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓➏➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✛➔➾ ✟✣✑✔✓✄✛➣➼✢✓✸✑❛➽✏✛✲✟✫✬✠❂▼➽✈➾✞✙ ✂④✛✒✧✟➻ ✝✞✝ ✓✄✛✞✑❂➻✏✟✼➼✼➽✚✟▼➾⑧➽✈➚②⑤❾➼②✙ ✂ ●
✂ ✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✛❆➾ ✟①✑✔✓✄✛♥➼➢➘✸➽✚✗✴➾✦✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛♥✳ ✉ ➚✁➘✱✓✠✟ ✛✆✓ ✝ ➽✚✙✴➾ ● ✙☛✗✭➽✚✗✍➻ ✝ ✛➶➼✢✓✼✗④➘ ✙ ✰ ✑❛➽✏✧✎➾ ✛✜➚ ✝ ✗✗➽ ➼✢✬ ✝ ✙☛✺✕✓✴✍✕➻❦➚ ✧✄✓➉✪▼➚✢✙➑✓✠✟
➾✞✙✤✓✠✟✼➼ ✝ ➽✚✙✴➾✯✗☛✙✤✓✎➚➬➼✼➽✚✟✫✛✽✧✄✓✎➾✜➾✦✓★✟✼➻❦➚✢✺✕✓✠✗☛✗✤✓ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓ �

q❏✟✰✫✫✟❀✍✏✗✗➽✽❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✚✗☛✙✤✛◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟➔➼✢✓q✗④➘✸➽✚✑✢✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓q✑❂➻❦➚ ✝✞✝ ➽✚✙✴➾✹✡✔✬✠✟✫✬✯✫ ✧✠✙✤✓ ✝ ➼➢➘✸➽✈➚ ✰ ➻✏✙☛✟✫✛❲➚✢✟✫✓❣➽ ✰ ✬✠✗☛✙✍➻ ●
✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➅▼➆✙⑤✤➆✙➄✙➃ ✥✎①➎⑦✄✍q✓✎➾➝➼➎➻✏✟✝➾➙✑❂➻❦➚ ✝✞✝ ➽✚✙✤✓✠✟▼➾➙✡✔✬✠✟✫✬✯✫ ✧✠✙✤✓ ✝ ➾❱➻❦➚➎➾✦✓✄✛➙✗✤✓✄✛➣➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟➁➼✼➽✚✟✫✛✲✗✤✓✄✛✦✪▼➚✫✓✠✗☛✗✤✓✄✛✲✗✤✓
➼✢✓✠❂ ✝ ✬➉➼➢➘ ➚✢✟ ✟✼➻①✓✎➚✼➼✼✟✁➘✱✓✄✛❱➾✭✑❛➽✏✛➑✡❂➻ ✝ ✟✫✬✴✳♠qq✟✻✓✯✮✔✓✎➾✎✍➢➻✏✟ ✑✔✓✎➚➎➾✭➼②✙✤✛❱➾✞✙☛✟✢❂✓➚✫✓ ✝ ✗✗➽✇✧✟➻✏✟✝➾ ✝ ✙☛✡➎➚➎➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓➙✗✗➽➏➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓
✬➆✗④➘✱✓✄✛✞✑❛➽✏✧✄✓⑧➼➢➘✱✬✎➾◆➽✈➾✎✍✹✧✄✓❝✑❛➽ ✝ ➽ ✰ ✬✎➾ ✝ ✓✇✓♠⑤①✙✤✛❱➾◆➽✚✟▼➾➑➾❱➻❦➚✖✓✜➻❦➚ ✝ ✛♠➼✼➽✚✟✫✛✾✟✼➻✴✛♠➻✏✡✔✓✞✓✎➾✦✛➑➼➢➘ ✙☛✟▼➾✦✬ ✝ ✗✎➾✎✳ ✢✌✟✻✑✔✓✎➚➎➾➝➽✚✗✍➻ ✝ ✛✛✆➘ ✙☛✟✝➾✦✬ ✝ ✓✄✛✦✛✦✓ ✝ ➽✈➚②⑤ ✟✼➻①✓✎➚✼➼✢✛❁✧✟➻✏✟✖✓✜➻✏✟✫✧✎➾✞✙ ✂④✛✲✓✎➾❁✙ ✰ ✑✢✗✤✬ ✰ ✓✠✟▼➾✦✓ ✝ ✗✗➽➆✛✜➾ ✝ ➽✈➾✦✬✠❂✴✙✤✓ ➊✜③❦①✝✉✙②❭➄✜③✖➍◆☛❨➆ ➋ ③❦⑤ ✑❂➻❦➚ ✝ ❂▼➽✚❂✴✟✫✓ ✝➚✢✟❑✂④➽✏✧✎➾✦✓✎➚ ✝ O( n

log(n) )
✳



✔✓✄✕✔✠✖ ✄✔☛ ✚ ✠✗✄✏✆✞✟✣✄✕✡

✲✴✳✙✶ ➪✮✳➎q✯✳ ✵✕➽ ✰ ✡ ✝ ➚✫✛✦✧✦✩ ❉ ✳ ❉ ✑✤➻✴✛❱➾❱➻✏✗☛✙✤✧✟➻✢✍✫❊✵✳ ✛ ✳ ❉ ➾◆➽✚✗☛✗✗➽✚✩❀✳ ❑ ✓ ✦ ✧✠✗☛✙✤✪✝➚✫✓♠➽✚✟✼➼➆✙☛✟✼➼✢✓✠✑✔✓✠✟✼➼✢✓✠✟▼➾✭✛✦✓✎➾♦➽✚✗☛❂☞➻ ●
✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✛❃✂❭➻ ✝ ✧✠✙ ✝ ✧✠✗✤✓❁❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✛✎✳✁�✱➃❏✉✎r✟➄✜⑦✎②❞⑦✛✎❣➍☞➍❉➇➐➃❘⑦ ➋ ✌ t✓②☞☛❨⑦✙⑥✑t✓②❭➃❘r✙✉♠✍❉✷✛✜✢s❴✳ t ➨✴✳ ☎

✙ ✒✫✍❲✳ ★ ★ ✙②✳
✲✚✙✪✶ ✝✒✳ ❉ ✡✔✓ ✝ ❂✕✓✠✗➀✳ ✖❬t❦➄✜t☞r✟②❞➆✙➄✙➃✗✉✟t✓②❭➃❘③❦⑤➏➊✙➃❘③❦➃❏⑤ ✑✎③❦➄✙⑥✑t✓②❭➃ ✥✎①➎⑦ ➋ ⑦✖✉✧➄❱➆❘➅❦➃❘③❦⑤➎✉❣➃❏⑤❛②❞⑦✎➄✖➒✄✂ ✔✆☎❾r✯☛➎⑦ ✝↔➇✴t✭➇✍⑦✙↕✆①❋➄✜⑦✠✳❋✮❏✩ ✝

➾✞✩✫✓✄✛✦✙✤✛✎✍❀☞✌✟✢✙☛✺✕✓ ✝ ✛✞✙✴➾✦✬➉✮ ➽ ✝ ✙✤✛➔➪✝➚✼➼❙✍❲qq✧✟➻✏✗✤✓⑧➼➎➻✣✧✎➾❱➻ ✝ ➽✚✗✤✓ ✄ ✬✠✟✫✓✄✛♥✍ ✄➑✬✠✟✼➻ ✰ ✓✄✛❁✓✎➾ ❆ ✓✠✗☛✗✴➚✢✗✤✓✄✛♥✍ ✝➑✓✄✧✄✓ ✰ ✡✔✓ ✝
✙✓✵✓✵ ✒✫✳

✲ ✷ ✶ ✛ ✳ ❉ ✗☛✗✗➽✚✗☛✙↔➽✚✟✼➼✻❊ ✳ ✙◗✳❥➪❨➽✚❂☞➻❦➾✎✳ ❉ ✰ ➚✢✗✴➾✞✙☛✑✢✗✤✓✸❂ ✝ ➽✚✑✢✩✵✗✗➽▼✟✕✓ ✝ ✛ ✰ ➻✝➼✢✓✠✗ ✦✜✙✴➾✞✩➁➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➾❱➻ ❍✯❑✭❉
✛✆✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽ ✝ ✟❁✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✹✧✟➻ ✰ ✑❛➽ ✝ ✙✤✛◆➻✏✟❀✳▼➴➎✟ ➂ ②❭➄✙➃❏⑤✝➅ ✖ ➄✜③✆r◆⑦✙✉◆✉✖➃❖⑤✝➅➣t❦⑤ ➋✆☎ ⑤ ✑✟③❦➄✙⑥✑t✓②❭➃❭③✓⑤✛✔✢⑦✟②❭➄✖➃④⑦✙↕✪t❦➇✞✝✠✟✡✟☞☛✴✍
✺☞➻✏✗✴➚ ✰ ✓➝✷ ✹✓✹ ✙②✍✢✑❛➽✚❂✕✓✄✛✯✷ ✒✵★ ☎

✷ ✙ ★ ✍☎✙✓✵✓✵ ✙②✳
✲ ✒❦✶ ➪✮✳ ✙◗✳ ❉ ✗✴➾✦✛✦✧✆✩▼➚✢✗➀✍❂✰ ✳ ✄✭✙✤✛✦✩❀✍❛✰ ✳ ❊✼✙☛✗☛✗✤✓ ✝ ✍❉q✯✳ ✰ ✳✮❊ ✟✕✓ ✝ ✛♥✍✤➽✚✟✼➼ ✝✒✳ ✛ ✳ ➲ ✙☛✑ ✰ ➽✚✟❀✳ ✂❄➽✏✛✞✙✤✧✲✗✍➻✣✧✆➽✚✗❩➽✚✗☛✙☛❂✴✟ ●

✰ ✓✠✟✝➾✯✛✦✓✆➽ ✝ ✧✆✩➹➾❱➻✝➻✏✗➀✳✍✌✝③❦①❋➄✖⑤✤t❦➇❥③ ✑ ✌s③✓➇✴⑦✜r✟①✝➇✴t❦➄✏✎✢➃❘③❦➇✄③◆➅✆❖✴✍☎✙❨✳✧✙✢s❘✷ t ➨ ✒▼✵✓✷ ☎
✒✼✳✆✵②✍ ✢✭✧✎➾❱➻✏✡✔✓ ✝ ✳ ★ ★ ✵②✳

✲✚✙✪✶ ✝✒✳ ✂➑✳ ❉ ✝ ✟✼➻✏✗✍➼ ➽✚✟✼➼ ❊ ✳ ❍ ✳✧➪✣✗✤✓✄✓✠✑❀✳ ☞✯✟✢✙ ✂❘➻ ✝✞✰ ✝ ➽✚✟✼➼➎➻ ✰ ❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➻ ✂★✡❛➽✚✗✗➽✚✟✫✧✄✓✟➼ ✑❛➽ ✝ ✓✠✟▼➾✞✩✫✓✄✛✦✙✤✛✛❱➾ ✝ ✙☛✟✢❂✕✛✎✳ ✎ ✖P✌ ✚➎➄✜t❦⑤➎✉✟t☞r✟②❭➃❘③❦⑤➎✉➏③❦⑤ ✖ ➄❴③❱➅✓➄❴t❦⑥➔⑥➔➃❖⑤✝➅ ✡✁t✓⑤✝➅❦①➎t✆➅▼⑦✖✉➹t❦⑤ ➋ ➂ ❖✈✉✙②❞⑦✎⑥➝✉✠✍ ✙✢s❴✳ t ➨✴✳ ✙✛✙ ☎
✳ ✙✁★②✍

✳ ★ ★✓✵②✳
✲✚✜✪✶ ❊ ✳ ✝✒✳ ❉ ➾✞r①✙☛✟✫✛❱➻✏✟ ➽✚✟✼➼ ✛ ✳ ●✿❍ ✳✔➪❨➽✏✧✆r✮✳ ✄➑✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙☛✟✢❂ ✡✢✙☛✟❛➽ ✝ ✟ ➾ ✝ ✓✄✓✄✛♥➽✈➾ ✝ ➽✚✟✼➼➎➻ ✰ ✳ ☎ ⑤ ✑✟③❦➄✖⑥✑t✓②❭➃❘③❦⑤

✖ ➄❴③✆r✖⑦✖✉◆✉✙➃❏⑤✝➅ ✡❥⑦✎②❘②❞⑦✙➄✖✉♠✍ ✒✼✳✕s❴✳ t ➨✚✙❨✳ ☎
✙✓✷②✍❥✳ ★ ★ ✙②✳

✲ ✹ ✶ ❍ ✳ ✆❝✳ ❉ ✚✺➽❦➼ ➽✚✟✼➼ ✛ ✳ ✄✒✳ ➲ ➽ ✦ ✝ ✓✠✟✫✧✄✓✴✳✷☞✭✛✦✓✑➻ ✂♦➽ ✝ ➾✞✙ ✫ ✧✠✙✗➽✚✗✘❂✕✓✠✟✼➻ ✰ ✓✄✛✲✙☛✟ ➽✏✛✆✛✦✓✄✛✦✛✞✙☛✟✢❂ ✰ ✓✎➾✞✩✼➻❋➼✢✛✛✂❘➻ ✝➽✈➾ ✟✣✑✢✙✤✧✆➽✚✗ ❂✕✓✠✟✫✓➑➼✢✓✎➾✦✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟❀✳ ✖ ✡❲③ ➂ ✖❬③❦⑥✯➍❉①❋②④t☞②❭➃❭③❦⑤✤t❦➇✑✎❄➃❘③❦➇✴③❱➅✆❖✴✍✁✳✕s ✜ t ➨✱✓✧✙✛✜②✍ ❑ ➻♥✺✕✓ ✰ ✡✔✓ ✝ ✙✓✵✓✵ ✙②✳
✲ ★✪✶ ❉ ✳ ✂❄➽✚✙ ✝ ➻①✧✦✩❀✳ ■ ✩✫✓➏✮ ❍ ✢✱➪❋➴ ■ q ➼②✙✤✧✎➾✞✙✍➻✏✟❛➽ ✝ ✟❾➻ ✂✯✛✞✙✴➾✦✓✄✛➔➽✚✟✼➼✶✑❛➽✈➾✜➾✦✓ ✝ ✟✫✛➙✙☛✟ ✑ ✝ ➻❦➾✦✓✠✙☛✟✫✛✎✍ ✙✴➾✦✛➙✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✝➾✛❱➾◆➽✈➾✜➚✫✛✎✳✣✤✭①➎r✎➇✍⑦✙➃❭r✍✎♦r✎➃ ➋ ✉✩✔✢⑦✖✉✆⑦✜t❦➄✜r✯☛✣✍❲✳✆✷✢s ✙❨✳ t ➨✸✷✓✵ ★☞✹ ☎

✷❨✳✆✵✓✷②✍❩✳ ★ ★ ✷②✳
✲✚★✪✶ ❆ ✳ ✂❄➽✚✟✼➼✢✓ ✝ ✙✤✓ ✝ ✍❜❊✵✳✦✂↔➻❦➚✫✛✦✪✝➚✫✓✎➾ ● ❊➉✬✠✗✍➻❦➚❀✍ ❉ ✳✷✝➑✓✠✟✢✙✤✛✦✓✴✍❛✮✹✳ ✙✹✗✗➽✑✓✜➻✏✗✤✓✎➾✎✍ ✝✒✳ ✄✱➽ ✝ ➼✰✟✕✍❉➽✚✟✼➼ ✝✒✳ ✄✭➻❦➚✷✟☞➻❦➚ ●

✂◗✓✆➽✈➚✫✧✆✩❛➽ ✰ ✑✫✛✎✳ ✄➑✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙☛✟✢❂ ✂❭➚✢✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟✫✛ ✂❘➻ ✝ ❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙☛✟✢❂⑧➾ ✝ ✓✄✓✄✛✎✳✒�➑➃✗✉✟r✎➄✜⑦✟②❞⑦✪✌st✓②☞☛❨➞ ✍ ✙ ✒ ✜✢s❴✳ ● ✷ t ➨✚✙ ★ ☎
✙ ✙②✍ ✙✓✵✓✵✛✙②✳

✲✴✳✆✵✪✶ ❆ ✳ ✂❄➽✚✟✼➼✢✓ ✝ ✙✤✓ ✝ ➽✚✟✼➼ ✮✹✳ ✙ ✗✗➽✑✓✜➻✏✗✤✓✎➾✎✳ ✂❄➽✏✛✞✙✤✧➉➽✚✟❛➽✚✗✠✟❋➾✞✙✤✧❝✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻ ✝ ✙✤✧✄✛♠➻ ✂↔➼②✙ ✝ ✓✄✧✎➾✦✓✟➼ ✗✗➽✈➾✜➾✞✙✤✧✄✓✒✑❛➽✈➾✞✩✫✛✎✳
✚ ☛➎⑦✜③❦➄✆➞ ✖❬③❦⑥✯➍❉①❋②❞➞ ➂ r✎➃❘➞ ✍ ✙✁★❨✳✕s❴✳ ● ✙ t ➨✸✷ ✹ ☎

★✓✵②✍✡✙✓✵✓✵✛✙②✳
✲✴✳✓✳✙✶ q✯✳ ✂❄➽ ✝ ✧✎➚✫✧✄✧✠✙➀✍ ❍ ✳✼✮❏✙☛✟ ✚✺➽✚✟✢✙➀✍➢➽✚✟✼➼ ❍ ✳❉➪✣✑ ✝ ➚✢❂✴✟✼➻✏✗☛✙➀✳ ■ ✩✫✓ ✝ ➽✚✟✼➼➎➻ ✰ ❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➻ ✂➓➚✢✟✼➼✢✓ ✝ ➼②✙✗➽✚❂☞➻✏✟❛➽✚✗

✦↔➽✚✗☛r①✛♥✳❬➴✿✟➶✮❏✙✤✓ ✝✞✝ ✓ ➲ ✓ ✝ ➻❦➚②⑤➶➽✚✟✼➼ ❆ ✩ ✝ ✙✤✛✜➾❱➻✏✑✢✩✫✓ ❍ ✓✎➚➎➾✦✓✠✟❛➽✈➚✫✓ ✝ ✍ ✓✟➼②✙✴➾❱➻ ✝ ✛✎✍ ✖ ➄✜③✆r◆⑦❱⑦ ➋ ➃❏⑤❋➅✈✉➉③ ✑✆✓✼②☞☛ ✖❬③✓⑤✼➒
✑✆⑦✙➄❱⑦✙⑤❉r◆⑦✭③✓⑤ ☎❲③❦➄✖⑥✑t❦➇ ✖ ③✕✔✔⑦✙➄ ➂ ⑦✙➄✖➃④⑦✖✉✯t❦⑤ ➋ ✎✯➇❀➅▼⑦✆➊✙➄✜t❦➃❘r ✖❬③❦⑥⑧➊✙➃❖⑤❉t✓②④③❦➄✙➃❭r✎✉ ✓ ☎ ✖ ➂ ✎ ✖ ➌ ✖ ✝ ✔✚✳✏☞✌✟✢✙☛✺✕✓ ✝ ✛✞✙✴➾✦✬➼❨➚ ✉ ➚✫✬✠✡✔✓✄✧♠✬✒❊s➻✏✟▼➾ ✝ ✬✆➽✚✗➀✍❥✳ ★ ★ ✙②✳



� ☎ ✁✔✤✒☎ ✞✞✑ ✆✣✮ ✂✝☛✧☎ ✌ ✁ �✁�

✲✴✳ ✙✪✶ ✙◗✳ ✂❄➽✏✛✦✛✞✙☛✟✼➻ ➽✚✟✼➼ ❆ ✳ ❑ ✙✤✧✆➽✈➚✼➼❙✳ q❏✟▼➚ ✰ ✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✟✼➼ ✝ ➽✚✟✼➼➎➻ ✰ ❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➻ ✂ ➽✏✧✄✧✄✓✄✛✦✛✞✙ ●
✡✢✗✤✓ ➽✈➚➎➾❱➻ ✰ ➽✈➾◆➽②✳ ➂ ③❦①❋⑥➣➃❏✉✟➞❖➞❖➞✤✍ ✙✓✵✓✵✛✜②✳ ✮ ✝ ✓✠✑ ✝ ✙☛✟▼➾➩➼②✙✤✛✞✑❂➻✏✟✢✙☛✡✢✗✤✓ ✬ ✩✝➾✜➾✞✑✁➨ ▲✴▲✑✦ ✦ ✦ ● ✙☛❂ ✰ ✳ ➚✢✟✢✙☛✺ ●
✰ ✗☛✺✔✳ ✂ ✝ ▲✲✡❛➽✏✛✦✛✞✙☛✟✼➻❯▲ ✑➎➚✢✡✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛❖▲✪➾✦✧✄✛◆✵✛✜②✳ ✑✫✛♥✳

✲✴✳✆✷✪✶ ❊ ✳✦✂◗✓✠r✓➽✏✓ ✝ ➾✎✳✄✂❄②❭① ➋ ⑦ ➋ ① ➋ ➆✜r◆t❦➇✄t✺➅▼⑦ ➋ ⑦✢➍ ☛❋t✈✉✟⑦ ➋ ⑦➝➇✴⑦✜r✆②❭①✝➄❱⑦ ➋ t✓⑤➎✉➑➇✴⑦✭➅✝➆✙⑤❉③❦⑥⑧⑦ ➋ ⑦ ➂ t▼r❱r✯☛❋t❦➄✜③❦⑥ ❖☞r◆⑦✖✉r✖⑦✙➄✜⑦✎↕✆➃✗✉✙➃✆☎◗✳✧✮❏✩ ✝ ➾✞✩✫✓✄✛✞✙✤✛✎✍✢☞✌✟✢✙☛✺✕✓ ✝ ✛✞✙✴➾✦✬➑✮❏✙✤✓ ✝✞✝ ✓✲✓✎➾✽❊s➽ ✝ ✙✤✓ ❆ ➚ ✝ ✙✤✓✴✍✼✮ ➽ ✝ ✙✤✛ ☎✕➴♠✍ ❑ ➻✎✺✕✓ ✰ ✡✔✓ ✝ ✙✓✵✓✵ ✒✫✳
✲✴✳ ✒❦✶ ✙◗✳✤☎✧➽✚✟✼➼✢✓✠✟ ✂◗✓ ✝ ❂✴✩✫✓✠✟❀✳ ✖ ✂ ✤ � ✂✣✔➑➛✔t✇r◆③❦⑤➎✉✙②❭➄✜t❦➃❖⑤✤⑦ ➋ ➈✯⑤❉③❦⑤✼➒✛➇❯➃❖⑤✤⑦✜t❦➄✖➈ ➋ ⑦✙➄✙➃❏↕✪t☞②❭➃❏↕✈⑦✎➒ ✑✙➄✜⑦❱⑦➑➍➎t❦➄❴t✓➇❏➇✍⑦✙➇✔③✖➍✤➒②❭➃❖⑥➔➃ ✝✪⑦✙➄ ✑✎③❦➄➶r❱③❦⑤❉②❭➃❏⑤✼①➎③❦①✝✉◆➈✍☛✝➃✄➅ ☛➁r❱③❦⑥✯➍❉①❨②❭➃❏⑤✝➅❾➇✴③✆t ➋ ➈♠⑤✤③❦➃✗✉✯❖ ③✝➊☎✄✟⑦❱r✟②❭➃❏↕❦⑦✆✑✙①❋⑤❉r✟②❭➃❘③❦⑤➎✉♠✳❾✮❏✩ ✝ ➾✞✩✫✓✄✛✞✙✤✛✎✍

➴ ❍ ➴ ✝✭➴ ❉ ✍①☞✯✟✢✙☛✺✕✓ ✝ ✛✞✙✴➾✦✬ ➲ ✙☛✡ ✝ ✓➑➼✢✓ ✂◗✓✠✗☛❂✴✙✤✪✝➚✫✓✴✍☎✙✓✵✓✵ ✙②✳
✲ ✳✧✙ ✶ ✵➙✳ ❊ ✳ ✂◗✓ ✝✞✰ ➽✚✟❀✍✤✰ ✳ ✆❝✳ ✢✌✗✤✛❱➻✏✟❀✍ ✝✒✳ ➲ ✳✤✂③✓✠✺✕✓ ✝ ✙✍➼②❂✕✓✴✍ ✛ ✳❉✰✻✓✄✛✜➾✞✡ ✝ ➻❋➻✏r✮✍ ❉ ✳ ✄➑✓✠✗☛✡✢✙☛✟❀✍ ■ ✳❅✝✭✓ ✰ ✓✠✟ ✟✕✍➪✮✳ ✵✲✳ ✵✌✛✞✙✤✓✠✩❀✍ ❉ ✳ ❍ ✳❋➪ ✝ ✙☛✟✢✙☛✺❦➽✏✛◆➽✚✟❀✍❨➽✚✟✼➼ ✂✭✳❨➪①✧✦✩✢✟✫✓✠✙✍➼✢✓ ✝ ✳ ■ ✩✫✓✽✟▼➚✫✧✠✗✤✓✠✙✤✧✱➽✏✧✠✙✍➼➏➼✼➽✈➾◆➽✚✡❛➽✏✛✦✓✴✳❋➽✾✧✟➻ ✰ ✑ ✝ ✓ ●✩✫✓✠✟✫✛✦✙☛✺✕✓ ✝ ✓✠✗✗➽✈➾✞✙✍➻✏✟❛➽✚✗❋➼✼➽✈➾◆➽✚✡❛➽✏✛✆✓✧➻ ✂➎➾✞✩ ✝ ✓✄✓ ● ➼②✙ ✰ ✓✠✟✫✛✞✙✍➻✏✟❛➽✚✗②✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛❥➻ ✂②✟▼➚✫✧✠✗✤✓✠✙✤✧↔➽✏✧✠✙✍➼✢✛✎✳✡✎✢➃❭③✙➍◆☛✵❖✈✉✖➃❘r❱t❦➇

✌❋③❦①❋➄✖⑤❉t✓➇ ✍☎✜✓✷✢s❘✷ t ➨ ✹ ✙❨✳ ☎
✹ ✙ ★ ✍❥✳ ★ ★ ✙②✳

✲✴✳ ✜✪✶ ✵➙✳✱❊ ✳ ✂◗✓ ✝✞✰ ➽✚✟❀✍ ✛ ✳♦✰✻✓✄✛✜➾✞✡ ✝ ➻❋➻✏r✔✍ ✰ ✳ ✙ ✓✠✟✢❂✫✍ ✄✒✳ ✄✭✙☛✗☛✗☛✙☛✗✗➽✚✟✼➼❙✍ ■ ✳ ❑ ✳ ✂③✩❛➽✈➾✎✍✣✵➙✳♦✰✻✓✠✙✤✛✦✛✦✙☛❂✫✍♠➴♠✳ ❑ ✳
➪✣✩✢✙☛✟✼➼✰✟▼➽✚✗✍➻♥✺✮✍✭➽✚✟✼➼ ✮✹✳❀q✯✳ ✂↔➻❦➚ ✝ ✟✫✓✴✳ ■ ✩✫✓➉✑ ✝ ➻❦➾✦✓✠✙☛✟ ➼✼➽✈➾◆➽✵✡❛➽✚✟✢r✮✳ ✤✭①➎r✎➇✍⑦✙➃❘r ✎✢r✟➃ ➋ ✉❑✔✢⑦✖✉✟⑦❱t❦➄❴r■☛❨⑦✖✉♠✍✙✁★✢s❴✳ t ➨✚✙✓✷ ✙ ☎

✙ ✒ ✙②✍✔✙✓✵✓✵✓✵②✳
✲ ✳ ✹✺✶ ✄❝✳✤✂③✗☛✙☛✟❀✍ ✄✒✳ ✙✫✓ ✝ ➾✞✙☛✟❀✍ ❍ ✳ ❍ ✙ ✚ ✚✄✙➀✍❲➽✚✟✼➼❼➪✮✳ ☎✭✙✗➽✚✗✤✓✎➾✜➾✦✓✴✳➑✰ ✩❛➽✈➾ ✰ ➽✚r✕✓✄✛✭➾✞✩✫✓✑➽ ✝ ✧ ● ✑ ✝ ✓✄✛✦✓ ✝ ✺①✙☛✟✢❂✷✛✜➚✢✡✫✛✦✓ ●✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✒✑ ✝ ➻✏✡✢✗✤✓ ✰ ✩❛➽ ✝ ➼ � ➴➎✟ ✖ ➄✜③✆r◆⑦❱⑦ ➋ ➃❏⑤✝➅❦✉➶③ ✑➉②☞☛❨⑦✞✝✪✉✎② ☎ ⑤❛②❞⑦✎➄✖⑤❉t☞②❭➃❭③❦⑤✤t❦➇✛✘➣③❦➄✠✟✆✉ ☛❋③✖➍ ③❦⑤ ✎✢➃❘③❦➃❏⑤❛➒

✑✟③❦➄✙⑥✑t✓②❭➃❭r✎✉✪✔♦⑦✖✉✟⑦✜t✓➄❴r✯☛➁t❦⑤ ➋ ✎✔➍☞➍✤➇❯➃❘r❱t✓②❭➃❘③❦⑤➎✉ ✓ ☎ ✘ ✎ ✔✧✎ ➌ ✟ ☛ ✔✚✍ ✺☞➻✏✗✴➚ ✰ ✓♥✷ ✙❨✳✧✙➶➻ ✂✕✡❥⑦✜r✟②❭①❋➄✜⑦✄✤➑③✓②❞⑦✖✉✑➃❖⑤✖❬③✓⑥♦➍✤①❋②❞⑦✙➄ ➂ r✎➃❘⑦✎⑤❉r◆⑦✠✍ ✑❛➽✚❂✕✓✄✛✕★✛✜✓✵
☎
★✛✜✁★②✳❉➪✣✑ ✝ ✙☛✟✢❂✕✓ ✝ ● ☎q✓ ✝ ✗✗➽✚❂✫✍✡✙✓✵✓✵ ✙②✳

✲✴✳ ★✪✶ ✄❝✳ ✂③✗☛✙☛✟❀✍ ✄✒✳✰✙✫✓ ✝ ➾✞✙☛✟❀✍➑➽✚✟✼➼ ➪✮✳✑☎✭✙✗➽✚✗✤✓✎➾✜➾✦✓✴✳ ❑ ✓ ✦ ✝ ✓✄✛❱➚✢✗✴➾✦✛✏✂❭➻ ✝ ➾✞✩✫✓ ✙ ● ✙☛✟✝➾✦✓ ✝ ✺❦➽✚✗✾✑❛➽✈➾✜➾✦✓ ✝ ✟ ✑ ✝ ➻✏✡ ●✗✤✓ ✰ ✳❩➴➎✟ ✖ ➄❴③✺r◆⑦❱⑦ ➋ ➃❖⑤✝➅✈✉✑③ ✑✱②☞☛❨⑦✡✝☞☛✓②☞☛❋✎✯⑤✼⑤✼①➎t❦➇ ➂ ❖❦⑥✯➍❨③✈✉✖➃❖①❋⑥ ③❦⑤✞✖❬③✓⑥✑➊✎➃❏⑤❉t☞②④③❦➄✖➃❘t❦➇ ✖ t✓②❘②❞⑦✎➄✖⑤ ✌st✓②④r✯☛✝➒
➃❖⑤✝➅ ✓ ✖ ✖ ✌ ➌ ✟ ✓ ✔✏✍❏✺☞➻✏✗✴➚ ✰ ✓➹✷❨✳✆✵ ★ ➻ ✂✍✡❥⑦✜r✟②❭①❋➄✜⑦✏✤♠③✓②❞⑦✖✉❆➃❏⑤ ✖❬③✓⑥♦➍✤①❋②❞⑦✙➄ ➂ r✟➃❘⑦✙⑤✤r◆⑦✠✍✥✑❛➽✚❂✕✓✄✛⑧✷❨✳✓✳

☎
✷✛✙✛✙②✳

➪✣✑ ✝ ✙☛✟✢❂✕✓ ✝ ● ☎q✓ ✝ ✗✗➽✚❂✫✍✡✙✓✵✓✵ ✒✫✳
✲✴✳ ★ ✶ ❊ ✳ ✂↔➻❦➚✫✛✦✪✝➚✫✓✎➾ ● ❊✼✬✠✗✍➻❦➚ ➽✚✟✼➼✁❊ ✳✼✮✹✓✎➾✞r☞➻♥✺☞☛✆✓✠r✮✳ ➲ ✙☛✟✫✓✆➽ ✝✯✝ ✓✄✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✫✧✄✓✄✛☎✦✜✙✴➾✞✩✁✧✟➻✏✟✫✛❱➾◆➽✚✟▼➾➑✧✟➻✣✓✙➷✸✧✠✙✤✓✠✟✝➾✦✛✆➨

➾✞✩✫✓ ✰ ➚✢✗✴➾✞✙☛✺❦➽ ✝ ✙✗➽✈➾✦✓➙✧✆➽✏✛✦✓✴✳✁�➑➃✗✉✟r✎➄❱⑦✎②❞⑦✪✌st✓②☞☛❨➞ ✍ ✙✛✙ ✙✢s❴✳ ● ✷ t ➨✚✙❨✳ ☎
✹ ✙②✍✡✙✓✵✓✵✓✵②✳

✲✚✙✓✵✪✶ ➪✮✳ ✂❣➚ ✝ r✣✩❛➽ ✝ ➼❨➾✱➽✚✟✼➼ ✛ ✳ ✆✍✌ ✝ r①r✎✌✚✙☛✟✫✓✠✟❀✳ ✂◗✓✎➾✜➾✦✓ ✝ ✫✫✗✴➾✦✓ ✝ ✙☛✟✢❂ ✦✜✙✴➾✞✩➉❂▼➽✚✑✢✑✔✓✟➼✁✪ ● ❂ ✝ ➽ ✰ ✛✎✳ ☎❂①❋⑤ ➋ t✓⑥✑⑦✎⑤❛②④t
☎ ⑤ ✑✎③❦➄✙⑥✑t✓②❭➃❘r❱t▼⑦✆➞ ✍ ✙✛✜✢s❴✳ ☎

✙ t ➨✚✙❨✳ ☎ ✹ ✵②✍ ✙✓✵✓✵✓✷②✳
✲✚✙❨✳✙✶ ❉ ✳ ❆ ➽✚✗☛✙ ✂④➽✚✟✼➻➉➽✚✟✼➼❆➴❖✳ ❍ ✙☛❂☞➻❦➚➎➾✦✛❱➻✴✛✎✳ ✙ ✗✗➽✏✛✞✩✁➨ ❉ ✂❘➽✏✛❱➾✘✗✍➻❋➻✏r ● ➚✢✑➹➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✂❭➻ ✝ ✛✜➾ ✝ ✙☛✟✢❂➙✩✼➻ ✰ ➻✏✗✍➻✏❂✁✟✕✳❥➴➎✟

✖ ➄❴③✆r✖⑦❱⑦ ➋ ➃❖⑤✝➅✈✉♥③ ✑➔②☞☛➎⑦✏✝✪✉✎② ☎ ⑤❛②❞⑦✙➄✙⑤❉t✓②❭➃❘③❦⑤❉t❦➇✧✖❬③❦⑤ ✑✟⑦✙➄❱⑦✙⑤❉r✖⑦⑧③❦⑤ ☎ ⑤❛②❞⑦✙➇❖➇❯➃✴➅▼⑦✙⑤❉② ➂ ❖✈✉✙②❞⑦✙⑥➣✉ ✑✎③✓➄✪✌s③✓➇✴⑦✜r✟①✝➇✴t❦➄
✎✢➃❘③❦➇✄③◆➅✆❖✴✍✢✑❛➽✚❂✕✓✄✛ ✙✛✜

☎
✜ ✒✫✳ ❉✭❉✭❉ ➴✔✮ ✝ ✓✄✛✦✛✎✍➢✳ ★ ★ ✷②✳

✲✚✙✛✙✪✶ ✛ ✳ ✛ ✳ ❆ ➽✚✟✢✟✼➻✏✟✫✓✴✍♦➪✮✳✔➪✝➚✢✡ ✝ ➽ ✰ ➽✚✟✢✙✗➽✚✟❀✍✽❊ ✳ ❑ ✳✧➪①✧✦✩✢✟❛➽ ✝ ✓✴✍ ✛ ✳ ❍ ✳ ❆ ➻✏✗☛✗✤✓✎➾✜➾✎✍ ➲ ✳✱❊ ✳ ✝➔➘ ➪❋➻❦➚ ✚✺➽②✍✒✑❝✳ ✝✕➚❀✍
✂➑✳ ✙✫✓✠✟✢❂✫✍ ❑ ✳ ➲ ✙☛✟❀✍ ➲ ✳ ☎✒✳ ❊ ➽❦➼✼➽✚✡➎➚✫✛✞✙➀✍ ✆❝✳✱❊✵✳❜❊✇➚✢✗☛✗✤✓ ✝ ✍ ❑ ✳❛✮❩➽✚✟✼➼✢✓✴✍ ✰ ✳❂➪✣✩❛➽✚✟✢❂✫✍ ❑ ✳✓✑➓➚❀✍❂➽✚✟✼➼ ❍ ✳ ❍ ✳
✄✭➚➎➾✦✓✠✗☛✗➀✳ ■ ✩✫✓ ✧✟➻ ✰ ✑❛➽ ✝ ➽✈➾✞✙☛✺✕✓ ✝ ✟❛➽ ✦③✓✠✡ s④✧ ✝ ✦ t ✛✞✙✴➾✦✓✓➨ ❉ ✟ ➻✏✟✢✗☛✙☛✟✫✓ ➼✼➽✈➾◆➽✚✡❛➽✏✛✦✓ ➻ ✂✒✧✟➻ ✰ ✑❛➽ ✝ ➽✈➾✞✙☛✺✕✓✛✆✓✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓➹➽✚✟✼➼ ✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓ ✙☛✟✰✂❭➻ ✝✞✰ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ✂❭➻ ✝❝✝ ✙☛✡❂➻✴✛❱➻ ✰ ➽✚✗➀✍③✙☛✟▼➾ ✝ ➻✏✟❀✍❄➽✚✟✼➼➧➻❦➾✞✩✫✓ ✝✸✝ ✟❛➽✏✛✎✳ ✎❄➃❘③ ✌ ⑦ ➋✖➓⑦✎⑤❛②❭➄❴t✓➇✑✎❄➃❘③❦➃❖⑤ ✑✎③✓➄✖⑥✑t✓②❭➃❘r✙✉♠✍✼✷✢s ✙ t ✍ ✙✓✵✓✵✛✙②✳

✲✚✙✓✷✪✶ ➪✮✳ ❆ ➽❦➻➹➽✚✟✼➼ ➪✮✳ ✛ ✳ ❆ ✩✫✓✠✟❀✳➉✮ ✝ ✓✟➼②✙✤✧✎➾✞✙☛✟✢❂ ✝ ✟❛➽ ✑✫✛✦✓✎➚✼➼➎➻✏r✣✟✼➻❦➾✍✂❭➻✏✗✍➼②✙☛✟✢❂➹➾✞✩✫✓ ✝✞✰ ➻❋➼✰✟①✟❛➽ ✰ ✙✤✧✄✛✎✳✄✤✭①➎r✎➇✍⑦✙➃❘r
✎♦r✎➃ ➋ ✉✕✔✢⑦✖✉✟⑦❱t❦➄❴r■☛✣✍✤✷ ✒ s ★ t ➨✚✙✛✜✓✷ ✒ ☎

✙✛✜ ✙✛✙②✍✡✙✓✵✓✵✛✜②✳



� ☎ ✁✔✤✒☎ ✞✞✑ ✆✣✮ ✂✝☛✧☎ ✌ ✁ � �

✲✚✙ ✒❦✶ ❉ ✳ ❆ ➻✏✟✼➼➎➻✏✟❀✍ ✂➑✳◆✝✱➽✄✺ ✟✕✍✤✂✭✳ ❍ ➽✏✛✜➾✦✓✠❂▼➽ ✝ ✙➀✍➢➪✮✳✫✰❜✩❛➽❦➻✢✍➢➽✚✟✼➼✚✙③✳ ■ ➽ ✝✞✝ ➽✚✟✝➾✎✳ ❆ ✗✗➽✏✛✦✛✦✙ ✂☞✟①✙☛✟✢❂ ✝ ✟❛➽✖✑✫✛✦✓✎➚✼➼➎➻ ●r①✟✼➻❦➾✜➾✦✓✟➼✷✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛♥✳ ✚ ☛❨⑦✜③❦➄❱⑦✎②❭➃❘r❱t❦➇ ✖❬③❦⑥✯➍❉①❋②❞⑦✎➄ ➂ r✎➃④⑦✙⑤❉r◆⑦✄✍❛✷✛✙✓✵✢s❴✳ t ➨✸✷ ✙ ☎
✙✓✵②✍✔✙✓✵✓✵ ✒✫✳

✲✚✙ ✙✪✶ q✯✳ ❆ ➻✧✦↔➽ ✝ ➼❙✳♦➪✣✩▼➚✁�✸✓✎➾✆➨❄➪✣✩▼➚✁�✖✙☛✟✢❂➆✛✦✓✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛ ✦✜✩✢✙☛✗✤✓✾✧✟➻✏✟✫✛✦✓ ✝ ✺①✙☛✟✢❂✑➾✞✩✫✓ k ● ✗✤✓✎➾✌✧✟➻❦➚✢✟▼➾✦✛✎✳✆✎✢➃❭③❦➃❖⑤ ✑✟③❦➄✙➒
⑥✑t✓②❭➃❘r✙✉✠✍➢✳✧✙✢s❴✳ ✙ t ➨✴✳✆✵ ✙✁★ ☎

✳✆✵ ✙ ★ ✍❥✳ ★ ★ ★ ✳
✲✚✙✛✜✪✶ ❉ ✳ ✝➑✓✠✟✢✙✤✛✦✓✴✳ ✄★✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➔➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓③✓✎➾✁➚✢✟✢✙ ✂❘➻ ✝✞✰ ✓✔➼✢✓ ✰ ➻❦➾✦✛ ➼✢✓q✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✄✛ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗✤✛✎✳ ✚ ☛❨⑦✜③❦➄❱⑦✎②❭➃❘r❱t❦➇

✖❬③✓⑥♦➍✤①❋②❞⑦✙➄ ➂ r✎➃❘⑦✎⑤❉r◆⑦✠✍❥✳✧✙ ★ s❴✳ t ➨ ✒▼✷ ☎
✜✓✷②✍❲✳ ★ ★ ✜②✳

✲ ✙ ✹✺✶ ❉ ✳✢✝➑✓✠✟✢✙✤✛✦✓✴✳ ➂ ②❭➄✙①➎r✟②❭①✝➄❱⑦✖✉➏t❦➇✍➆✜t✓②④③✓➃❏➄❱⑦✖✉◆➈✭⑥✑③ ➋ �✙➇✍⑦✖✉♥⑦✎②✭t❦⑤❉t✓➇ ❖✈✉✟⑦ ➋ ⑦✖✉♠➅▼➆✎⑤❉③❦⑥⑧⑦✖✉♠✳➏✮❏✩ ✝ ➾✞✩✫✓✄✛✞✙✤✛✎✍ ➲ ➽✚✡ ●
➻ ✝ ➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓❆➼✢✓ ❍ ✓✄✧✆✩✫✓ ✝ ✧✦✩✫✓ ✓✠✟➁➴✿✟✰✂❘➻ ✝✞✰ ➽✈➾✞✙✤✪✝➚✫✓ ● ✍ ✙✓✵✓✵❨✳✴✳ ❊✼✬ ✰ ➻✏✙ ✝ ✓❆➼➢➘ ✩❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ✬➬➼②✙ ✝ ✙☛❂✕✓ ✝ ➼✢✓✄✛
✝ ✓✄✧✆✩✫✓ ✝ ✧✦✩✫✓✄✛✎✳

✲✚✙✁★✪✶ ❉ ✳✣✝➑✓✠✟✢✙✤✛✦✓✴✍ ✑✒✳❣✮ ➻✏✟▼➾ ✟✕✍✱➽✚✟✼➼ ❊✵✳ ■ ✓ ✝✞✰ ✙✤✓ ✝ ✳ ❍ ➽✚✟✼➼➎➻ ✰ ❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➻ ✂✲✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✟➼ ❂✕✓✠✟✼➻ ✰ ✙✤✧✛✆✓✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✎✳❬➴➎✟ ✖ ➄✜③✆r◆⑦❱⑦ ➋ ➃❏⑤❋➅✈✉➉③ ✑✕✔✧✜✛✖ ✂ ✌ ✎ ✟✄✂ ✓ ✎✯⑦✎➄✖➇➐➃❏⑤ ✔✚✍☎✙✓✵✓✵✓✷②✳➓✮ ➻✴✛✜➾✦✓ ✝ ✳
✲✚✙ ★ ✶ ❉ ✳◆✝➑✓✠✟✢✙✤✛✦✓✴✍ ✢➙✳ ❍ ➻①✪✝➚✫✓✄✛✎✍❉➽✚✟✼➼ ❊ ✳ ■ ✓ ✝✞✰ ✙✤✓ ✝ ✳ ❍ ➽✚✟✼➼➎➻ ✰ ❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟❼➻ ✂ ✦✔➻ ✝ ➼✢✛✱➻ ✂✥✧✟➻✏✟✝➾✦✓♠⑤❋➾ ● ✂ ✝ ✓✄✓✗✗➽✚✟✢❂✓➚❛➽✚❂✕✓✄✛♥➽✏✧✄✧✟➻ ✝ ➼②✙☛✟✢❂❼➾❱➻ ➾✞✩✫✓✏✂ ✝ ✓✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✠✙✤✓✄✛⑧➻ ✂✭✗✤✓✎➾✜➾✦✓ ✝ ✛✎✳ ➴➎✟ ✝✒✳ ✄✱➽ ✝ ➼✰✟ ➽✚✟✼➼ ❉ ✳❏❊s➻✏r✣r✓➽❦➼✢✓ ✰ ✍✓✟➼②✙✴➾❱➻ ✝ ✛♥✍✣✌ t✓②☞☛❨⑦✙⑥✑t✓②❭➃❘r✙✉➏t❦⑤ ➋ ✖❬③✓⑥♦➍✤①❋②❞⑦✙➄ ➂ r✎➃④⑦✙⑤❉r◆⑦✆➛ ✎✯➇❀➅☞③❦➄✙➃❖②☞☛▼⑥➣✉✖➈ ✚✼➄✜⑦❱⑦✙✉◆➈❋✖❬③❦⑥⑧➊✙➃❖⑤❉t✓②④③❦➄✙➃❭r✎✉✑t✓⑤ ➋➍✤➄❴③▼➊❱t▼➊✙➃❖➇❯➃❭②❭➃❘⑦✙✉♠✍ ■ ✝ ✓✠✟✼➼✢✛✯✙☛✟✷❊ ➽✈➾✞✩✫✓ ✰ ➽✈➾✞✙✤✧✄✛✎✍✫✑❛➽✚❂✕✓✄✛♠✳✓✳✆✷ ☎

✳ ✙ ✙②✳ ✂③✙ ✝ r✣✩❛➽✆☎✫✛✆✓ ✝ ✍☎✙✓✵✓✵✓✵②✳
✲ ✷✓✵ ✶ ❉ ✳❅✝✭✓✠✟✢✙✤✛✆✓➔➽✚✟✼➼ ✮ ✳✜✰❜✙ ✰❝✰ ✓ ✝✞✰ ➽✚✟✢✟❀✳✒☞✯✟✢✙ ✂❘➻ ✝✞✰ ✝ ➽✚✟✼➼➎➻ ✰ ❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟❼➻ ✂❣➼✢✓✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛◆➽✚✡✢✗✤✓❝✛✜➾ ✝ ➚✫✧ ●➾✜➚ ✝ ✓✄✛✢➚✫✛✞✙☛✟✢❂✍✕❛➻☞➽✈➾✞✙☛✟✢❂ ● ✑❂➻✏✙☛✟▼➾✕➽ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✎➾✞✙✤✧✴✳ ✚ ☛❨⑦✜③❦➄✆➞❃✖❬③❦⑥✯➍❉①❨②❞➞ ➂ r✎➃④➞ ✍ ✙❨✳ ★✢s ✙ t ➨✚✙✓✷✓✷ ☎

✙ ✒✵★②✍ ✳ ★ ★ ★ ✳
✲ ✷❨✳ ✶ ➲ ✳❅✝➑✓✠✺ ✝ ➻ ✟✕✓✴✳ ✤➑③❦⑤❛➒ ✎❲⑤❛➃ ✑✟③❦➄✙⑥ ✔✢t❦⑤ ➋ ③❦⑥✞✝➎t✓➄✖➃❘t✓②❞⑦✠✟♦⑦✎⑤✤⑦✙➄✜t✓②❭➃❭③✓⑤ ✳➔➪✣✑ ✝ ✙☛✟✢❂✕✓ ✝ ● ☎q✓ ✝ ✗✗➽✚❂✫✍ ❑ ✓ ✦ ✑✧➻ ✝ r✔✍✳ ★ ★✛✜②✳
✲ ✷✛✙ ✶ ✑❝✳ ✝✭✙☛✟✢❂✫✍ ❆ ✳ ✑❝✳ ❆ ✩❛➽✚✟❀✍✧➽✚✟✼➼ ❆ ✳ q✽✳ ➲ ➽ ✦ ✝ ✓✠✟✫✧✄✓✴✳ ❍ ✟❛➽✷✛✆✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽ ✝ ✟✵✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓ ✑ ✝ ✓✟➼②✙✤✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ✡✵✟✧✄✓✠✟✝➾ ✝ ➻✏✙✍➼✢✛✽✙☛✟➬➽➙✡❂➻✏✗✴➾ ✚ ✰ ➽✚✟✢✟ ✦③✓✠✙☛❂✴✩▼➾✦✓✟➼✼✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓✴✳ ✔✧✤✒✎❁✍➢✳✓✳✓➨✴✳✓✳✧✙ ✹ ☎

✳✓✳ ✜✛✜②✍✔✙✓✵✓✵ ✙②✳
✲✸✷✓✷✪✶ ✑❝✳ ✝✌✙☛✟✢❂✑➽✚✟✼➼❆q✽✳ ➲ ➽ ✦ ✝ ✓✠✟✫✧✄✓✴✳ ❉ ✛✜➾◆➽✈➾✞✙✤✛✜➾✞✙✤✧✆➽✚✗❙✛◆➽ ✰ ✑✢✗☛✙☛✟✢❂✑➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✂❭➻ ✝ ❍✌❑✌❉ ✛✦✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽ ✝ ✟ ✛✜➾ ✝ ➚✫✧ ●➾✜➚ ✝ ✓➑✑ ✝ ✓✟➼②✙✤✧✎➾✞✙✍➻✏✟❀✳ ✤✭①➎r✎➇✍⑦✙➃❭r✍✎♦r✎➃ ➋ ✉✩✔✢⑦✖✉✆⑦✜t❦➄✜r✯☛✣✍❂✷❨✳✕s ✙ ✒ t ➨ ✹ ✙✁★✓✵ ☎

✹ ✷✓✵❨✳✴✍✔✙✓✵✓✵✓✷②✳
✲✸✷ ✒❦✶ ❊ ✳ ✝ ✝✞✰ ➻❦➾◆➽②✳ ➪ ✟②✛✜➾✦✓ ✰ ✛✑➻ ✂✩✂❖➚✢✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟❛➽✚✗✯✓✄✪✝➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛✎✳ ✔✢t❦⑤ ➋ ③❦⑥ ➂ ②❭➄✖①➎r✟②❭①❋➄✜⑦✙✉➬t❦⑤ ➋ ✎✯➇❀➅☞③❦➄✙➃❭②☞☛▼⑥➣✉♠✍✳✆✵✢s❴✳ ● ✙ t ➨✴✳✆✵✓✷ ☎

✳ ✙ ✒✫✍ ✳ ★ ★☞✹ ✳
✲✸✷ ✙✪✶ ✮ ✳❅✝✯➚✫✧✆✩✼➻✏✟❀✳ ✢✌✟s➾✞✩✫✓✾✓✠✟✝➚ ✰ ✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟❾➽✚✟✼➼✁❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➻ ✂q❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✚✗☛✙ ✚✎✓✟➼✳✝✩✟①✧✆r ✦✔➻ ✝ ➼✢✛✎✳ �➑➃✗✉✟r✎➄✜⑦✟②❞⑦

✌ t✓②☞☛☞✉♠✍ ✙✛✙ ✙✢s❴✳ ● ✷ t ➨✴✳ ✙❨✳ ☎
✳✆✷ ✙②✍✡✙✓✵✓✵✓✵②✳

✲✸✷✛✜✪✶ ✮ ✳✢✝✕➚✫✧✦✩✼➻✏✟❀✍❥✮✹✳ ✙ ✗✗➽✑✓✜➻✏✗✤✓✎➾✎✍ ✄✒✳ ➲ ➻❦➚✫✧✆✩❛➽ ✝ ➼❙✍ ➽✚✟✼➼ ✄✒✳✁➪①✧✆✩❛➽✏✓✯✮✔✓ ✝ ✳ ✂↔➻✏✗✴➾ ✚ ✰ ➽✚✟✢✟✶✛◆➽ ✰ ✑✢✗✤✓ ✝ ✛✩✂❘➻ ✝ ➾✞✩✫✓
✝ ➽✚✟✼➼➎➻ ✰ ❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➬➻ ✂ ✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻ ✝ ✙✗➽✚✗ ✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✎✳✍✖❬③❦⑥⑧➊✙➃❖⑤❉t✓②④③✓➄✖➃❘r✙✉◆➈ ✖ ➄✜③▼➊✜t▼➊✎➇❯➃❭②✓❖✈➈❣t❦⑤ ➋ ✖❬③❦⑥➔➒➍✤①❋②❭➃❖⑤✝➅✴✍➢✳✆✷✢s ✒

☎
✙ t ➨✚✙ ✹✓✹ ☎

✜✛✙ ✙②✍✡✙✓✵✓✵ ✒✫✳✔➪✣✑✔✓✄✧✠✙✗➽✚✗❀✙✤✛✦✛✜➚✫✓✱➻✏✟ ❉ ✟❛➽✚✗✠✟②✛✞✙✤✛❄➻ ✂ ❉ ✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✛✎✳
✲✸✷ ✹ ✶ ❍ ✳✁✝✕➚ ✝ ✡✢✙☛✟❀✍➎➪✮✳ ❍ ✳☞q➓➼➎➼✰✟✕✍ ❉ ✳ ✆ ✝ ➻✏❂✴✩❀✍❋➽✚✟✼➼☎✄✒✳ ✛ ✳✣❊✁✙✴➾✦✧✆✩✢✙☛✟✫✛❱➻✏✟❀✳ ✎✢➃❭③❦➇✴③❱➅❦➃❘r❱t❦➇ ➂ ⑦ ✥✎①➎⑦✎⑤❉r◆⑦✩✎✯⑤❉t❦➇ ❖✪✉✙➃✗✉✆➛

✖ ➄❴③▼➊❱t▼➊✙➃❖➇❯➃❏✉✙②❭➃❘r✕✌s③ ➋ ⑦✎➇ ✉✯③ ✑ ✖ ➄❴③✓②❞⑦✎➃❏⑤➎✉✯t✓⑤ ➋ ✤✱①❨r✟➇✴⑦✙➃❘r✧✎✢r✟➃ ➋ ✉✠✳ ❆ ➽ ✰ ✡ ✝ ✙✍➼②❂✕✓✌☞✌✟✢✙☛✺✕✓ ✝ ✛✞✙✴➾ ✟➔✮ ✝ ✓✄✛✦✛♥✍✼✳ ★ ★ ★②✳
✲✸✷✁★✪✶ ➪✮✳ ❍ ✳✤q➓➼➎➼✰✟ ➽✚✟✼➼ ❍ ✳◆✝✕➚ ✝ ✡✢✙☛✟❀✳ ❍ ✟❛➽✸✛✦✓✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓➉➽✚✟❛➽✚✗✠✟①✛✦✙✤✛✯➚✫✛✦✙☛✟✢❂ ✧✟➻♥✺❦➽ ✝ ✙✗➽✚✟✫✧✄✓ ✰ ➻❋➼✢✓✠✗✤✛✎✳✪✤✭①➎r✎➇✍⑦✙➃❘r

✎♦r✎➃ ➋ ✉✕✔✢⑦✖✉✟⑦❱t❦➄❴r■☛✣✍✔✙✛✙✢s❴✳✓✳ t ➨✚✙✓✵ ✹✖★ ☎
✙✓✵✁★✁★②✍ ✳ ★ ★ ✒✫✳



� ☎ ✁✔✤✒☎ ✞✞✑ ✆✣✮ ✂✝☛✧☎ ✌ ✁✁� �

✲✸✷ ★ ✶ ✮ ✳ ✙ ✗✗➽✑✓✜➻✏✗✤✓✎➾✎✍ q✽✳ ✙➎➚✫✛ ✟✕✍ ➽✚✟✼➼ ❆ ✳ ✮q✙☛✺☞➻❦➾✦✓✆➽✈➚❀✳ ✂↔➻✏✗✴➾ ✚ ✰ ➽✚✟✢✟ ✛◆➽ ✰ ✑✢✗☛✙☛✟✢❂ ➻ ✂
➚✢✟✢✗✗➽✚✡✔✓✠✗☛✗✤✓✟➼ ✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛♥✳ ➂ ③❦①❋⑥➣➃❏✉✟➞❖➞❖➞✤✍ ✙✓✵✓✵✛✜②✳ ✮ ✝ ✓✠✑ ✝ ✙☛✟▼➾ ➼②✙✤✛✞✑❂➻✏✟✢✙☛✡✢✗✤✓ ✂

✩✝➾✜➾✞✑✁➨ ▲✴▲❦➽✚✗☛❂☞➻✢✳ ✙☛✟ ✝ ✙✗➽②✳ ✂ ✝ ▲ ✕❉➽✑✓✜➻✏✗✤✓✎➾❖▲✈✮❬➚✢✡✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛❖▲✆✙ ✗ ✙❛➚✼✮❏✙❏✵✛✜②✳ ✑❂➼ ✂ ✳
✲ ✒▼✵✪✶ ✮ ✳ ✙ ✗✗➽✑✓❴➻✏✗✤✓✎➾✑➽✚✟✼➼ ❉ ✳ ✢✕➼②✗✠✟ ✚✄r☞➻✢✳❾➪✣✙☛✟✢❂✓➚✢✗✗➽ ✝ ✙✴➾ ✟➧➽✚✟❛➽✚✗✠✟①✛✦✙✤✛➣➻ ✂✌❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙☛✟✢❂✳✂❖➚✢✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟✫✛✎✳ ➂ ☎ ✎✩✌ ✌❋➞

�➑➃❏✉✎r✎➄❱⑦✎②❞⑦✍✌st✓②☞☛❨➞ ✍✼✷✢s ✙ t ➨✚✙❨✳ ✜ ☎
✙ ✒▼✵②✍ ✳ ★ ★ ✵②✳

✲ ✒✼✳✙✶ ✮ ✳ ✙ ✗✗➽✑✓✜➻✏✗✤✓✎➾✎✍✪✮ ✳✴✰❜✙ ✰❝✰ ✓ ✝✞✰ ➽✚✟✢✟❀✍☞➽✚✟✼➼ ✂➑✳✓☎✧➽✚✟ ❆ ➚✫✛✜➾✦✓ ✰ ✳ ❉ ✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✴➚✫✛ ✂❘➻ ✝ ➾✞✩✫✓ ✝ ➽✚✟✼➼➎➻ ✰ ❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➻ ✂❏✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻ ✝ ✙✗➽✚✗❲✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✎✳ ■ ✓✄✧✦✩✢✟✢✙✤✧✆➽✚✗ ❍ ✓✠✑❂➻ ✝ ➾ ❍✯❍✽● ✳ ★✓✷✓✵②✍✼➴ ❑✭❍ ➴ ❉ ✍❉✳ ★ ★ ✷②✳
✲ ✒ ✙✪✶ ✮ ✳ ✙ ✗✗➽✑✓✜➻✏✗✤✓✎➾✎✍✝✮ ✳✍✰❜✙ ✰❝✰ ✓ ✝✞✰ ➽✚✟✢✟❀✍✼➽✚✟✼➼ ✂✭✳ ☎✧➽✚✟ ❆ ➚➎➾✦✛✦✓ ✰ ✳ ❆ ➽✚✗✤✧✎➚✢✗✴➚✫✛✣✂❘➻ ✝ ➾✞✩✫✓ ✝ ➽✚✟✼➼➎➻ ✰ ❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➻ ✂❙✗✗➽✚✡✔✓✠✗☛✗✤✓✟➼✸✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻ ✝ ✙✗➽✚✗✔✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✎✳✒✚ ☛❨⑦✜③❦➄❱⑦✎②❭➃❘r❱t❦➇ ✖❬③❦⑥✯➍❉①❨②❞⑦✙➄ ➂ r✎➃❘⑦✎⑤❉r◆⑦✠✍✤✳✆✷✛✙❨➨✴✳ ☎

✷ ✙②✍❂✳ ★ ★ ✒✫✳ ❉
✑ ✝ ✓✠✗☛✙ ✰ ✙☛✟❛➽ ✝ ✟➆✺✕✓ ✝ ✛✞✙✍➻✏✟✁✙✤✛♦➽✄✺✓➽✚✙☛✗✗➽✚✡✢✗✤✓❁✙☛✟➹➴ ❑✌❍ ➴ ❉ ❍ ✓✄✛✦✓✆➽ ✝ ✧✆✩ ❍ ✓✠✑❂➻ ✝ ➾ ❍✯❍✽● ✳ ★✓✷✓✵②✳

✲ ✒▼✷ ✶ q✯✳☞✙➎➚✫✛✦✟✕✳ ✉ ➚❛➽❦➼ ✝ ➽✈➾✞✙✤✧✽✓♠⑤✼➽✏✧✎➾ ● ✛✞✙ ✚✎✓✢➽✚✟✼➼✒✗☛✙☛✟✫✓✆➽ ✝ ➽✚✑✢✑ ✝ ➻✎⑤①✙ ✰ ➽✈➾✦✓ ● ✛✦✙ ✚✎✓✽❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟⑧➻ ✂✮✑✢✗✗➽✚✟❛➽ ✝ ❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✛✎✳➴➎✟ ☎ ⑤❉②❞⑦✙➄✖⑤✤t✓②❭➃❭③✓⑤❉t❦➇✕✖❬③❦⑤ ✑✟⑦✙➄❱⑦✙⑤❉r✖⑦➶③❦⑤ ✎✯⑤❉t❦➇ ❖✈✉✖➃❏✉⑧③ ✑ ✎✯➇❀➅☞③❦➄✙➃❖②☞☛✝⑥➝✉✠✍ ✺☞➻✏✗✴➚ ✰ ✓ ❉ ✝✒✍❀✑❛➽✚❂✕✓✄✛❆✳ ✙ ✙ ☎
✳✆✷✁★②✍

✙✓✵✓✵ ✙②✳
✲ ✒ ✒ ✶ ✝✒✳ ✄✱➽✈➚➎➾✞✩✫✓ ✝ ✓✎➾♥➽✚✟✼➼ ❉ ✳ ➲ ➽ ✰ ✡✔✓ ✝ ➾✎✳ ✝✭✙ ✝ ✓✄✧✎➾ ✝ ✟❛➽ ✰ ➻❦➾✞✙ ✂✱➼✢✓✯✫✫✟✢✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✟✼➼ ✙✍➼✢✓✠✟✝➾✞✙ ✫ ✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ✂ ✝ ➻ ✰

✰ ➚✢✗✴➾✞✙☛✑✢✗✤✓➑✛✦✓✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓✕➽✚✗☛✙☛❂✴✟ ✰ ✓✠✟▼➾✦✛❄➚✫✛✦✙☛✟✢❂✲✛✦✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽ ✝ ✟✸✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✯✑ ✝ ➻ ✫✫✗✤✓✄✛✎✳ ✌✝③❦①❋➄✙⑤❉t❦➇➢③ ✑✧✌s③✓➇✴⑦✜r✟①✝➇✴t❦➄
✎✢➃❘③❦➇✄③◆➅✆❖✴✍❛✷❨✳✆✷❨➨✴✳✆✵✓✵✓✷

☎
✳✆✵❨✳✓✳✴✍✔✙✓✵✓✵❨✳✴✳

✲ ✒✥✙✪✶ ❊ ✳ ✄✭➻✏✗✍➼✔✦❄➚ ✝✞✰ ✳ ❍ ➽✚✟✼➼➎➻ ✰ ❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➹➻ ✂ ✦❣➻ ✝ ➼✢✛◗✙☛✟➹➽✚✟✇➽✚✗☛❂✕✓✠✡ ✝ ➽✚✙✤✧➑✗✗➽✚✟✢❂✓➚❛➽✚❂✕✓➑✙☛✟ ✗☛✙☛✟✫✓✆➽ ✝ ✡✢✙☛✟❛➽ ✝ ✟✛✦✑❛➽✏✧✄✓✴✳ ☎ ⑤ ✑✎③✓➄✖⑥✑t✓②❭➃❘③❦⑤ ✖ ➄❴③✆r✖⑦✖✉◆✉✙➃❏⑤✝➅ ✡❥⑦✎②❘②❞⑦✙➄✖✉♠✍✍✙ ✒✼➨✚✙✛✙ ★ ☎
✙✓✷✓✷②✍ ✳ ★ ★ ✙②✳

✲ ✒ ✜✪✶ ❆ ✳✛✵✭✓ ✝✞✝ ✡❛➽✏✧✦✩❀✍ ❉ ✳❃✝➑✓✠✟✢✙✤✛✦✓✴✍➑➪✮✳✧✝✕➚✢✗✴➚✫✧✄✪✮✍✭➽✚✟✼➼ ✵✲✳ ■ ➻❦➚ ✚✎✓✎➾✎✳ ❉ ✗☛✙☛❂✴✟ ✰ ✓✠✟▼➾➬➻ ✂ ✝ ✟❛➽ ✛✦✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽ ✝ ✟✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✢➚✫✛✞✙☛✟✢❂⑧➽✗✂❭➚✢✗☛✗❀✛✦✓✎➾♦➻ ✂❬➻✏✑✔✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛✎✳ ■ ✓✄✧✦✩✢✟✢✙✤✧✆➽✚✗ ❍ ✓✠✑❂➻ ✝ ➾➑✳ ✒✥✙❨✳✴✍✫☞✯✟✢✙☛✺✕✓ ✝ ✛✦✙✴➾✦✬➑✮ ➽ ✝ ✙✤✛ ● ➪✝➚✼➼✳✓✳✴✍ ✙✓✵✓✵✛✜②✳
✲ ✒ ✹ ✶ ■ ✳ ✵✌✙✤✧✦r✕✓■✟ ➽✚✟✼➼ ✛ ✳ ❆ ➻✏✩✫✓✠✟❀✳ ☞✌✟✢✙ ✂❭➻ ✝✞✰ ✝ ➽✚✟✼➼➎➻ ✰ ❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➻ ✂➙✛❱➾ ✝ ✙☛✟✢❂✕✛➆✙☛✟ ➽ ✧✟➻✏✟✝➾✦✓♠⑤❋➾ ● ✂ ✝ ✓✄✓✗✗➽✚✟✢❂✓➚❛➽✚❂✕✓✴✳ ➂ ☎ ✎✩✌ ✌✝③❦①❋➄✙⑤❉t❦➇❥③❦⑤ ✖❬③❦⑥✯➍❉①❨②❭➃❏⑤❋➅✴✍➢✳ ✙✢s ✒ t ➨✚✜ ✒✥✙ ☎

✜ ✙ ✙②✍❥✳ ★ ★✓✷②✳
✲ ✒✵★✪✶ ✛ ✳➢q✽✳ ✵✕➻✏✑✮✧ ✝ ➻ ✂❭➾➝➽✚✟✼➼ ✛ ✳✢✝✒✳❀☞✌✗☛✗ ✰ ➽✚✟❀✳ ☎❲③❦➄✖⑥✑t❦➇❬➇✴t❦⑤✝➅✓①❨t✆➅✝⑦✖✉♥t❦⑤ ➋ ②☞☛❨⑦✙➃❖➄➉➄❱⑦✙➇✄t☞②❭➃❭③❦⑤ ②④③st❦①❨②④③❦⑥✑t✓②④t✴✳

❉ ➼➎➼②✙✤✛◆➻✏✟ ● ✰✻✓✄✛✞✗✤✓■✟✕✍❲✳ ★ ✜ ★ ✳
✲ ✒ ★ ✶ ✛ ✳❥q✽✳ ✵✕➻✏✑✮✧ ✝ ➻ ✂❭➾➔➽✚✟✼➼ ✛ ✳ ✝✒✳✹☞✌✗☛✗ ✰ ➽✚✟❀✳ ☎ ⑤❉②❭➄❴③ ➋ ①❨r✟②❭➃❘③❦⑤ ②④③ ✎✯①❨②④③❦⑥✑t✓②④t t❦⑤ ➋ ✡✁t❦⑤✝➅✓①❨t✆➅✝⑦ ✚ ☛❨⑦✜③✓➄ ❖✴✳

❉ ➼➎➼②✙✤✛◆➻✏✟ ● ✰✻✓✄✛✞✗✤✓■✟✕✍❲✳ ★☞✹✖★ ✳
✲✚✙✓✵✪✶ ❍ ✳ ✵✯➚✢❂✓➚✫✓✄✛✎✳ ✖ ➄✜➆ ➋ ➃❭r✆②❭➃❭③❦⑤ ➋ ⑦❾➇✴t ➇✄③✆r◆t❦➇❯➃❏✉✎t☞②❭➃❭③❦⑤➩r◆⑦✎➇❏➇➐①✝➇✴t❦➃❖➄✜⑦ ➋ ⑦✖✉❆➍❉➄✜③✓②❞➆✙➃❖⑤✤⑦✖✉ ➙ ➇ ➌ t❦➃ ➋ ⑦ ➋ ⑦ ➇✍⑦✙①❋➄◆✉

✉✆➆✦✥✎①✼⑦✙⑤❉r◆⑦✙✉❆➊✙➃❘③❦➇✄③◆➅❦➃✓✥✟①➎⑦✖✉✠✳⑧✮❏✩ ✝ ➾✞✩✫✓✄✛✦✙✤✛✎✍❀☞✌✟✢✙☛✺✕✓ ✝ ✛✞✙✴➾✦✬➉➼➢➘❀q❏✺ ✝ ✟ ☎✧➽✚✗➓➼➢➘❀q✘✛✦✛❱➻✏✟✢✟✫✓✴✍ ❊ ➽✈➾✞✩✫✬ ✰ ➽✈➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✪✝➚✫✬✄✓✄✛✎✍ ✝➑✓✄✧✄✓ ✰ ✡✮✓ ✝ ✙✓✵✓✵ ✙②✳
✲✚✙❨✳✙✶ ■ ✳ ✛ ✙✗➽✚✟✢❂✫✍ ✄✒✳ ➲ ✙☛✟❀✍☞✂➑✳♥❊ ➽②✍✓➽✚✟✼➼ ✆❝✳✴✰❜✩❛➽✚✟✢❂✫✳ ❉ ❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✚✗✢✓✟➼②✙✴➾❩➼②✙✤✛✜➾◆➽✚✟✫✧✄✓✥✡✮✓✎➾ ✦✥✓✄✓✠✟ ✝ ✟❛➽✽✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✎✳

✌❋③❦①❋➄✖⑤❉t✓➇ ✖❬③❦⑥✯➍❉①❨②④t✓②❭➃❭③✓⑤❉t❦➇ ✎❄➃❘③❦➇✴③❱➅✆❖✴✍ ★ s ✙ t ➨✸✷ ✹ ✳ ☎
✷✁★✁★②✍✔✙✓✵✓✵✛✙②✳

✲✚✙✛✙✪✶ ☞➙✳ ✆★✓✠✙✤✧✆✩❀✍✣❊ ✳ ➲ ✙➀✍✌✂➑✳✕❊s➽②✍❨➽✚✟✼➼ ✛ ✳ ■ ✝ ➻ ✰ ✑❀✳ ✢✌✟✇✛✞✑❛➽✏✧✄✓✟➼✸✛✦✓✄✓✟➼✢✛ ✂❭➻ ✝ ✛✞✙ ✰ ✙☛✗✗➽ ✝ ✙✴➾ ✟✖✛✆✓✆➽ ✝ ✧✦✩❀✳ �➑➃✗✉✟r✎➄✜⑦✟②❞⑦
✎❣➍☞➍❉➇➐➃❘⑦ ➋ ✌ t✓②☞☛❨⑦✙⑥✑t✓②❭➃❘r✙✉♠✍➢✳✆✷✁★✢s❘✷ t ➨✚✙ ✙✓✷ ☎

✙✛✜✓✷②✍✡✙✓✵✓✵ ✒✫✳



� ☎ ✁✔✤✒☎ ✞✞✑ ✆✣✮ ✂✝☛✧☎ ✌ ✁✁� ✁

✲✚✙✓✷✪✶ ✄❝✳ ✆✭➚✫✧✦✩✫✓ ✝ ➻♥✺✮✍ ➲ ✳ ❑ ➻✣✓✴✍❋➽✚✟✼➼ ✑❝✳▼✮ ➻✏✟▼➾ ✟✕✳ qq✛✜➾✞✙ ✰ ➽✈➾✞✙☛✟✢❂✒✛✦✓✄✓✟➼✇✛✦✓✠✟✫✛✞✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾ ✟➏➻✏✟✸✩✼➻ ✰ ➻✏❂✕✓✠✟✼➻❦➚✫✛❄➽✚✗☛✙☛❂✴✟ ●
✰ ✓✠✟✝➾✦✛✎✳➹➴➎✟ ➴✡q➓q➓q✽✍ ✓✟➼②✙✴➾❱➻ ✝ ✍ ✖ ➄✜③✆r◆⑦❱⑦ ➋ ➃❏⑤❋➅✈✉✇③ ✑ ☎✁③✓①✝➄✎②☞☛ ☎ ✜ ✜ ✜ ➂ ❖❦⑥✯➍❨③✈✉✙➃❏①❋⑥ ③✓⑤ ✎✢➃❘③❦➃❏⑤ ✑✎③❦➄✙⑥✑t✓②❭➃❘r✙✉
t✓⑤ ➋ ✎✢➃❘③✺⑦✙⑤✝➅❦➃❖⑤✤⑦❱⑦✎➄✖➃❖⑤✝➅ ✓ ✎ ☎ ✎ ✜ ➌ ✟ ✓ ✔✚✍✢✑❛➽✚❂✕✓➝✷✁★ ✹ ✍☎✙✓✵✓✵ ✒✫✳

✲✚✙ ✒❦✶ ✛ ✳ ➲ ➽✚✡✮✓✠✗☛✗✤✓➝➽✚✟✼➼✞✑✒✳ ❑ ✳☞✑✘✓✠✩❀✳ ✄➑✓✠✟✫✓ ✝ ➽✚✗☛✙ ✚✎✓✟➼ ✝✩✟①✧✆r✇✑❛➽✈➾✞✩✫✛✎✳ �✱➃❏✉✎r✎➄❱⑦✎②❞⑦✍✌st✓②☞☛➎➞✤✍ ★✛✙✢s❴✳ t ➨✴✳ ☎
✜②✍❥✳ ★ ★ ✵②✳

✲ ✙ ✙ ✶ ➪✮✳ ➲ ✓ ✰ ✙✤✓✎➚②⑤ ➽✚✟✼➼✏✙◗✳❲❊s➽✑✓✜➻ ✝ ✳ ❍ ✟❛➽➉✧✆➽✚✟✼➻✏✟✢✙✤✧✆➽✚✗✯➽✚✟✼➼✈✟✼➻✏✟ ● ✧✆➽✚✟✼➻✏✟✢✙✤✧✆➽✚✗✽✡❛➽✏✛✦✓➆✑❛➽✚✙ ✝ ✙☛✟✢❂❾➾ ✟①✑✮✓✄✛✆➨❆➽
✝ ✓✄✧✟➻✏❂✴✟✢✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ✰ ✓✎➾✞✩✼➻✝➼ ➽✚✟✼➼ ✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓✎➾✦✓ ✝ ✓✠✑✮✓ ✝ ➾❱➻✏✙ ✝ ✓✴✳ ✤✭①➎r✎➇✍⑦✙➃❘r✏✎♦r✎➃ ➋ ✉ ✔♦⑦✖✉✟⑦✜t✓➄❴r✯☛①✍✢✷✓✵✢s❴✳ ★ t ➨ ✒ ✙ ✙✓✵ ☎
✒ ✙✛✜✓✷②✍ ✙✓✵✓✵✛✙②✳

✲✚✙✛✜✪✶ ❑ ✳ ➲ ✓✟➻✏✟▼➾✞✙✤✛♥➽✚✟✼➼ q✯✳❩✰✻✓✄✛✜➾✞✩✼➻ ✂ ✳ ✄➑✓✟➻ ✰ ✓✎➾ ✝ ✙✤✧➆✟✼➻ ✰ ✓✠✟✫✧✠✗✗➽✈➾✜➚ ✝ ✓✇➽✚✟✼➼ ✧✠✗✗➽✏✛✦✛✦✙ ✫ ✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟➧➻ ✂ ✝ ✟❛➽✼✡❛➽✏✛✦✓✑❛➽✚✙ ✝ ✛♥✳✣✔✧✤✒✎❁✍ ✹ ➨ ✒ ★ ★ ☎
✙❨✳ ✙②✍ ✙✓✵✓✵❨✳✴✳

✲✚✙ ✹ ✶ ✄❝✳ ➲ ➻❦➚✫✧✆✩❛➽ ✝ ➼❙✳ ❉ ✛✦✟ ✰ ✑➎➾❱➻❦➾✞✙✤✧✁✑ ✝ ➻✏✑✔✓ ✝ ➾✞✙✤✓✄✛❆➻ ✂✾✛❱➻ ✰ ✓➹➚✢✟✼➼✢✓ ✝ ➼②✙✗➽✚❂☞➻✏✟❛➽✚✗ ✦↔➽✚✗☛r ❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗☛❂☞➻ ●
✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✛♥✳✪✚ ☛❨⑦✜③❦➄❱⑦✎②❭➃❘r❱t❦➇❃✖❬③❦⑥✯➍❉①❋②❞⑦✎➄ ➂ r✎➃④⑦✙⑤❉r◆⑦✄✍☎✙❨✳ ★❨➨ ★ ✷ ✙ ☎

★ ✙ ✒✫✍❥✳ ★ ★ ★ ✳
✲ ✙✁★ ✶ ❍ ✳ ✂➑✳ ➲ ✟①✟✢❂✕✛✁� ➽✚✟✼➼ ❆ ✳ ❑ ✳❣➪✮✳✔✮✹✓✟➼✢✓ ✝ ✛✆✓✠✟❀✳ ❍ ✟❛➽✻✑✫✛✦✓✎➚✼➼➎➻✏r✣✟✼➻❦➾ ✑ ✝ ✓✟➼②✙✤✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ✙☛✟ ✓✠✟✫✓ ✝ ❂✁✟ ● ✡❛➽✏✛✦✓✟➼

✰ ➻❋➼✢✓✠✗✤✛✎✳ ✌❋③❦①✝➄✙⑤❉t❦➇ ③ ✑❋✖❬③❦⑥✯➍❉①❨②④t✓②❭➃❭③✓⑤❉t❦➇✑✎✢➃❭③❦➇✴③❱➅✆❖✴✍ ✹ s❘✷ ● ✒ t ➨ ✒▼✵ ★ ☎
✒ ✙ ✹ ✍✡✙✓✵✓✵✓✵②✳

✲ ✙ ★✪✶ ✂➑✳❲❊ ➽②✍ ✛ ✳ ■ ✝ ➻ ✰ ✑❀✍❣➽✚✟✼➼ ❊✵✳ ➲ ✙➀✳➁✮❩➽✈➾✜➾✦✓ ✝ ✟✢✩▼➚✢✟▼➾✦✓ ✝ ➨ ✙❛➽✏✛❱➾✦✓ ✝ ➽✚✟✼➼ ✰ ➻ ✝ ✓ ✛✦✓✠✟✫✛✞✙✴➾✞✙☛✺✕✓➆✩✼➻ ✰ ➻✏✗✍➻✏❂✁✟✛✆✓✆➽ ✝ ✧✦✩❀✳ ✎✢➃❭③✓➃❏⑤ ✑✟③❦➄✙⑥✑t✓②❭➃❭r✎✉♠✍❂✳ ★✢s❴✳ ★ t ➨ ✒ ✒▼✵ ☎
✒ ✒✥✙②✍✔✙✓✵✓✵✛✙②✳

✲✚✜✓✵✪✶ ■ ✳ ✛ ✳✥❊ ➽✏✧✦r✕✓✴✍✩✝✒✳ ✛ ✳✔q✘✧✦r✕✓ ✝ ✍ ❍ ✳ ❍ ✳ ✄✕➚➎➾✦✓✠✗☛✗➀✍✧✝✒✳ ✄✱➽✈➚➎➾✞✩✫✓ ✝ ✓✎➾✎✍✕✝➙✳ ❉ ✳ ❆ ➽✏✛✦✓✴✍✯➽✚✟✼➼ ❍ ✳❄➪❨➽ ✰ ✑❛➽✈➾✞✩❀✳❍ ✟❛➽ ✰ ➻❦➾✞✙ ✂ ✍✤➽✚✟ ✝ ✟❛➽✖✛✆✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽ ✝ ✟✷✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓♠➼✢✓✯✫✫✟✢✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✟✼➼✁✛✦✓✆➽ ✝ ✧✆✩ ➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✳✒✤✱①❨r✟➇✴⑦✙➃❘r✪✎♦r✎➃ ➋ ✉✔♦⑦✖✉✟⑦✜t✓➄❴r✯☛①✍ ✙ ★ s ✙✛✙ t ➨ ✒ ✹ ✙ ✒ ☎
✒ ✹ ✷ ✙②✍ ✙✓✵✓✵❨✳✴✳

✲ ✜❨✳ ✶ ✵➙✳ ✄❝✳✹❊ ➽✚✙ ✝ ✛❱➻✏✟❀✳ ✄➑✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙☛✟✢❂ ✦✔➻ ✝ ➼✢✛✒✙☛✟ ➽✁✧✟➻✏✟✝➾✦✓♠⑤❋➾✗✂ ✝ ✓✄✓✸✗✗➽✚✟✢❂✓➚❛➽✚❂✕✓♥➚✢✟✢✙ ✂❘➻ ✝✞✰ ✗✠✟ ➽✈➾ ✝ ➽✚✟✼➼➎➻ ✰ ✳
☎ ⑤ ✑✎③❦➄✙⑥✑t✓②❭➃❘③❦⑤ ✖ ➄✜③✆r◆⑦✖✉✖✉✖➃❖⑤✝➅❋✡❥⑦✎②❘②❞⑦✙➄✖✉♠✍ ✒ ★ ➨ ★ ✙ ☎

★ ★ ✍❥✳ ★ ★ ✒✫✳
✲ ✜✛✙ ✶ ✝✒✳ ✵➙✳✣❊ ➽✈➾✞✩✫✓ ✦✽✛❄➽✚✟✼➼✏✝➙✳ ✵➙✳ ■ ➚ ✝ ✟✫✓ ✝ ✳ ✮ ✝ ✓✟➼②✙✤✧✎➾✞✙✍➻✏✟✇➻ ✂ ✝ ✟❛➽➙✛✦✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽ ✝ ✟✇✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✌✡ ✟ ✂ ✝ ✓✄✓✭✓✠✟✫✓ ✝ ❂✁✟

✰ ✙☛✟✢✙ ✰ ✙ ✚✺➽✈➾✞✙✍➻✏✟❀✳✗✖ ①✝➄✙➄❱⑦✙⑤❛② ✂❲➍✤➃❏⑤✼➃❘③❦⑤➬➃❏⑤ ➂ ②❭➄✙①❨r✟②❭①❋➄✜t❦➇ ✎✢➃❭③✓➇✄③❱➅✁❖✏✍❲✳ ✜✢s❘✷ t ➨✚✙ ✹ ✵ ☎
✙ ✹ ★②✍✔✙✓✵✓✵✛✜②✳

✲✚✜✓✷✪✶ ☎✒✳ ➲ ✳q❊➬➚ ✝ ➾✞✩✵✟➧➽✚✟✼➼ ✄✒✳✿✝✒✳ ❍ ➻✴✛✆✓✴✳ ❍ ✟❛➽✚✡❛➽✏✛✦✓✓➨➹➽✚✟ ➽✚✟✢✟✼➻❦➾◆➽✈➾✦✓✟➼➧➼✼➽✈➾◆➽✚✡❛➽✏✛✆✓➹➻ ✂ ✝ ✟❛➽ ✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✎✳
✤✱①❨r✟➇✴⑦✙➃❘r✛✎✢r✎➃ ➋ ✉✩✔✢⑦✙✉✟⑦✜t❦➄✜r✯☛✣✍❂✷❨✳✕s❴✳ t ➨✚✙✓✵✛✙ ☎

✙✓✵ ✒✫✍✡✙✓✵✓✵✓✷②✳
✲✚✜ ✒❦✶ ❊ ✳ ❑ ✓✠✡✔✓✠✗➀✳ ❆ ➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻ ✝ ✙✗➽✚✗❏✑ ✝ ➻✏✑✔✓ ✝ ➾✞✙✤✓✄✛✭➻ ✂ ✝ ✟❛➽✸✛✦✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽ ✝ ✟✼✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✎✳ ✌❋③❦①❋➄✖⑤❉t✓➇❩③ ✑✏✖❬③❦⑥✯➍❉①❋➒

②④t☞②❭➃❭③❦⑤✤t❦➇✑✎❄➃❘③❦➇✴③❱➅✆❖✴✍❛✷✢s ★ t ➨✚✙ ✒✼✳ ☎
✙ ✹ ✒✫✍✔✙✓✵✓✵✓✷②✳

✲✚✜ ✙✪✶ ❊ ✳❀q✽✳ ❑ ✓✠✡✮✓✠✗➀✳❩➴✡➼✢✓✠✟▼➾✞✙ ✂✓✟✣✙☛✟✢❂❝❂☞➻❋➻❋➼✇✑ ✝ ✓✟➼②✙✤✧✎➾✞✙✍➻✏✟✫✛✯➻ ✂ ✝ ✟❛➽✒✛✆✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽ ✝ ✟ ✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✴✳❬➴➎✟ ✖ t☞r✎➃ ☎✔r ➂ ❖❦⑥➔➒
➍➎③✈✉✖➃❖①✝⑥ ③❦⑤ ✎✢➃❘③✆r❱③❦⑥✯➍❉①❨②❭➃❏⑤❋➅✴✍✫✺☞➻✏✗✴➚ ✰ ✓ ★ ✍②✑❛➽✚❂✕✓✄✛ ✒ ✙✓✷ ☎

✒▼✷ ✒✫✍☎✙✓✵✓✵ ✒✫✳
✲✚✜✛✜✪✶ ✮ ✳ ❑ ✙✤✧✟➻✝➼✢✓ ✰ ✓✴✍ ✂✭✳☞➪❨➽✚✗☛✺ ✟✕✍▼➽✚✟✼➼➉✮ ✳ ✙ ✗✗➽✑✓❴➻✏✗✤✓✎➾✎✳✫❊s➻❦➾✞✙ ✂❙✛✜➾◆➽✈➾✞✙✤✛✜➾✞✙✤✧✄✛✎✳✼➴➎✟ ✖ ➄✜③✆r✺➞ ✜❣①❋➄✜③✖➍➎⑦✜t❦⑤ ➂ ❖❦⑥♦➍➎③✈✉✖➃❖①✝⑥③✓⑤❑✎✯➇❀➅☞③❦➄✙➃❖②☞☛✝⑥➝✉✙➒✓✜ ➂ ✎ ➌ ✖ ✖ ➈ ✖ ➄✜t✆➅❦①✼⑦✠✍ ✑❛➽✚❂✕✓✄✛♠✳ ★ ✒ ☎

✙❨✳✓✳✴✍❲✳ ★ ★ ★ ✳
✲ ✜ ✹✺✶ ❍ ✳ ❑ ➚✫✛✆✛✞✙☛✟✼➻✎✺➉➽✚✟✼➼ ❉ ✳ ✂✭✳ ✛ ➽✏✧✟➻✏✡✫✛❱➻✏✟❀✳ ✙❉➽✏✛✜➾✔➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✂❘➻ ✝ ✑ ✝ ✓✟➼②✙✤✧✎➾✞✙☛✟✢❂♠➾✞✩✫✓✯✛✦✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽ ✝ ✟❝✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓➻ ✂❏✛✞✙☛✟✢❂✴✗✤✓ ● ✛✜➾ ✝ ➽✚✟✼➼✢✓✟➼ ✝ ✟❛➽②✳ ✖ ➄✜③✆r✍✤➑t✓②❭➇ ✎♦r❱t ➋ ➂ r✟➃ ✎ ➂ ✎❁✍ ✹✓✹ ➨✚✜ ★ ✵✓✷

☎
✳✆✷②✍❲✳ ★ ★✓✵②✳

✲ ✜✁★ ✶ ✆❝✳❆✮❩➽✚✟❛➽✚❂✴✙✍➻❦➾❱➻❦➚ ➽✚✟✼➼ ❉ ✳➏✰✻✓✠✙✄✂✴✗➀✳ ✮ ✝ ➻✏✑✔✓ ✝ ➾✞✙✤✓✄✛ ➽✚✟✼➼ ✛◆➽ ✰ ✑✢✗☛✙☛✟✢❂ ➻ ✂ ➾ ✝ ✓✄✓ ● ✗☛✙☛r✕✓ ✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛
✦✜✙✴➾✞✩ ✡✢✗✍➻✣✧✆r①✛ ➻ ✂ ✩✢✙☛❂✴✩✫✓ ✝ ✧✟➻✏✟✢✟✫✓✄✧✎➾✞✙☛✺✣✙✴➾ ✟✕✳ ➂ ③✓①✝⑥➔➃❏✉✟➞❖➞❏➞ ✍ ✙✓✵✓✵✛✜②✳ ✮ ✝ ✓✠✑ ✝ ✙☛✟▼➾ ➼②✙✤✛✞✑❂➻✏✟✢✙☛✡✢✗✤✓ ✂

✩✝➾✜➾✞✑✁➨ ▲✴▲✑✦ ✦ ✦❁✳ ➾✞✙➀✳✱✓✎➾✞✩ ✚✕✳✱✧✦✩❜▲❦➽✏✛❖▲ ✑✔✓✟➻✏✑✢✗✤✓♥▲ ✑❛➽✚✟❛➽✚❂✕✙✍➻❦➾❱➻❦➚❜▲✚✑❛➽✚✑✔✓ ✝ ✛❖▲✈➻☞➽✚✑✼➾✦✛♥✳ ✑✫✛✎✳



� ☎ ✁✔✤✒☎ ✞✞✑ ✆✣✮ ✂✝☛✧☎ ✌ ✁✁� ✝

✲✚✜ ★ ✶ ➲ ➽✈➚ ✝ ✓✠✟▼➾ ■ ✙✤✧✆✩✢✙✴➾♠✮ ➽✏✛✆✧✆➽✚✗ ✙✫✓ ✝✞✝ ➽ ✝ ➻✇➽✚✟✼➼ ➪①✓ ✝ ❂✕✓ ✝✕➚✢✗✴➚✫✧✄✪✮✳ ➲ ➻✣✧✆➽✚✗q✛✦✙ ✰ ✙☛✗✗➽ ✝ ✙✴➾ ✟ ✡✮✓✎➾ ✦✥✓✄✓✠✟ ➾ ✝ ✓✄✓✄✛✎✳➝➴➎✟
✎♦r✟②❞⑦ ➋ ⑦ ✌ ✂✁✎ ☎ ✌ ➌ ✟ ✓✫✍☎✙✓✵✓✵ ✒✫✳

✲ ✹ ✵✪✶ ❉ ✰ ✟sq✽✳➢✮❩➽✏✛✦✪▼➚✢✙☛✟✫✓✠✗☛✗☛✙➀✍ ✂ ✝ ✓✠✟✼➼✼➽ ✛ ✳ ❍ ✓✠✙☛✟✢✩❛➽ ✝ ➾✎✍ ✙ ✝ ➽✚✟✢r❼➪✣✗✗➽✏✧✦r✔✍❀❊s➽ ✝ r ✉ ✳❙❊ ➽ ✝ ➾✞✙☛✟✼➼✼➽✚✗✤✓✴✍ ❊✼✙✴➾ ✚✄✙➓➴❖✳
✆✭➚ ✝ ➻❋➼✼➽②✍ ✂◗✓✎➾✦✛✦✟ ❊ ➽✚✗☛✗✤✓ ✝ ✍✒✝✱➽✄✺①✙✍➼ ❆ ✳ ✵✭➽▼✟ ✦❣➽ ✝ ➼❙✍✯q❏✗✍➼➎➻✏✟ q✽✳ ✂❄➽✚✗☛✗➀✍ ✂◗✓ ✝ ✟❛➽ ✝ ➼ ✝➑✓✠❂✴✟❛➽✚✟❀✍♦✮ ✓✎➾✦✓ ✝❊ ☎✢✗☛✗✤✓ ✝ ✍ ✛ ☎ ✝ ❂➏➪✣✑ ✝ ✙☛✟✢❂✫✍ ❉ ✛✞✩✼➻✏r♥➪ ✝ ✙☛✟✢✙☛✺✓➽✏✛◆➽✚✟❀✍✢❊s➽ ✝ r ✙✹✙✤✛✦✩ ✰ ➽✚✟❀✍ ✛ ➻✏✩✢✟ ✙✹✙☛✟✢✟✫✓ ✝ ➾ ✟✕✍ ✛ ➻✴✛✦✓✠✑✢✩ ❆ ➻ ✝ ✡❂➻✢✍❊✼✙✤✧✦✩❛➽✏✓✠✗ ➲ ✓✠✺①✙☛✟✫✓✴✍➓✮❩➽✈➾ ✝ ✙✤✧✦r ➲ ✓✆➽✚✩ ✟✕✍✧q ✝ ✙✤✧✏✝✱➽✄✺①✙✍➼✢✛❱➻✏✟❀✍✧➽✚✟✼➼ ✄✱➽ ✝ ✟ ❍ ➚✢✺✣r❋➚✢✟❀✳ ❆ ➻✏✟✫✛✦✓ ✝ ✺✓➽✈➾✞✙✍➻✏✟➁➻ ✂
➾✞✩✫✓✒✛✦✓✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✑➽✚✟✼➼ ➾✦✓ ✰ ✑❂➻ ✝ ➽✚✗✘✓♠⑤①✑ ✝ ✓✄✛✆✛✞✙✍➻✏✟ ➻ ✂✥✗✤✓✎➾ ● ✹ ✩✫✓✎➾✦✓ ✝ ➻①✧✦✩ ✝ ➻✏✟✢✙✤✧ ✝ ✓✠❂✓➚✢✗✗➽✈➾❱➻ ✝ ✟ ✝ ✟❛➽②✳ ✤➑t✓②❭①❋➄❱⑦✠✍
✒▼✵✁★❨➨ ★✛✜

☎
★ ★ ✍✔✙✓✵✓✵✓✵②✳

✲ ✹ ✳ ✶ ✰ ✳ ❍ ✳✤✮ ✓✆➽ ✝ ✛❱➻✏✟❾➽✚✟✼➼✳✝➙✳ ✛ ✳ ➲ ✙☛✑ ✰ ➽✚✟❀✳♠➴ ✰ ✑ ✝ ➻✎✺✕✓✟➼ ➾❱➻❋➻✏✗✤✛✩✂❭➻ ✝ ✡✢✙✍➻✏✗✍➻✏❂✴✙✤✧✆➽✚✗✘✛✦✓✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✒✧✟➻ ✰ ✑❛➽ ✝ ✙✤✛❱➻✏✟❀✳➴➎✟ ✖ ➄❴③✆r✖⑦❱⑦ ➋ ➃❖⑤✝➅✈✉➏③ ✑➣②☞☛❨⑦✍✤♠t✓②❭➃❭③✓⑤❉t❦➇ ✎♦r❱t ➋ ⑦✎⑥✗❖✇③ ✑ ➂ r✎➃④⑦✙⑤❉r✖⑦✖✉➔③ ✑➣②☞☛❨⑦ ✎❥⑤✼➃❖②❞⑦ ➋ ➂ ②④t✓②❞⑦✖✉➔③ ✑✛✎✯⑥⑧⑦✙➄✙➃❘r❱t✴✍
✺☞➻✏✗✴➚ ✰ ✓ ★ ✙②✍✢✑❛➽✚❂✕✓✄✛ ✙ ✒ ✒ ✒ ☎

✙ ✒ ✒✵★②✍❲✳ ★ ★✁★②✳
✲ ✹ ✙✪✶ ✑❝✳✟✮ ➻✏✟▼➾ ✟✕✳ ✄➑✓✠✟ ❍ ✄➑✓✠✟❉➪➉➨ ✄★✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➝➻ ✂ ✝ ➽✚✟✼➼➎➻ ✰ ❂✕✓✠✟✼➻ ✰ ✙✤✧✥✛✦✓✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛♥✳✈➴➎✟✗✎♦r✟②❞⑦✖✉ ➋ ⑦✖✉✁✌✝③❦①❋➄✙⑤✤➆❱⑦✖✉✂↔①❋↕✈⑦✙➄✎②❞⑦✖✉✏✎✢➃❭③✓➇✄③❱➅✓➃❘⑦ ☎ ⑤ ✑✟③❦➄✙⑥➉t☞②❭➃✓✥✎①✼⑦➔⑦✎②✣✌st✓②☞☛❨➆✙⑥✑t✓②❭➃ ✥✎①✼⑦✖✉ ✓ ✌ ✂✁✎ ☎ ✌ ✟ ✝ ✔⑧➙ ➂ ② ✌st❦➇✴③✴✍☎✙✓✵✓✵✛✙②✳
✲ ✹ ✷ ✶ ✑❝✳✺✮ ➻✏✟▼➾ ✟✕✳➎q❬➾✜➚✼➼✢✓✄✛❲✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✜✓✎➾✹❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➉➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓↔➼✢✓✄✛ ✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛❲✛✦✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽✚✙ ✝ ✓✄✛❩➼➢➘✸➽ ✝ ✟❀✳❊ ➽✏✛✜➾✦✓ ✝ ➘✱✛❄➾✞✩✫✓✄✛✦✙✤✛✎✍✢☞✯✟✢✙☛✺✕✓ ✝ ✛✦✙✴➾✦✬➑✮ ➽ ✝ ✙✤✛✭➪✝➚✼➼❙✍☎✙✓✵✓✵✓✷②✳q❊➉✬ ✰ ➻✏✙ ✝ ✓➑➼✢✓✍✝✭q ❉ ✳
✲ ✹ ✒ ✶ ✑❝✳☞✮ ➻✏✟▼➾ ✟➏➽✚✟✼➼ ❉ ✳ ✝➑✓✠✟✢✙✤✛✦✓✴✳ ✄➑✓✠✟ ✝ ❂✕✓✠✟✫✛✥✺ ✙②✳✸✵✱➚✫✛✦✓ ✝q✰ ➽✚✟▼➚❛➽✚✗➀✳ ■ ✓✄✧✦✩✢✟✢✙✤✧✆➽✚✗ ❍ ✓✠✑✤➻ ✝ ➾♦✳ ✒ ✒ ✹ ✍ ❍ ➽✚✑✢✑❂➻ ✝ ➾➼✢✓ ✝ ✓✄✧✆✩✫✓ ✝ ✧✦✩✫✓➣➼❨➚ ➲ ➽✚✡❂➻ ✝ ➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓♠➼✢✓ ❍ ✓✄✧✦✩✫✓ ✝ ✧✦✩✫✓✲✓✠✟✇➴➎✟✰✂❭➻ ✝✞✰ ➽✈➾✞✙✤✪✝➚✫✓✖s ➲❀❍ ➴ t ✍ ❉ ✑ ✝ ✙☛✗ ✙✓✵✓✵✛✜②✳
✲ ✹ ✙ ✶ ✑❝✳❩✮❥➻✏✟✝➾ ✟✕✍✽❊ ✳ ■ ✓ ✝✞✰ ✙✤✓ ✝ ✍❄➽✚✟✼➼ ❉ ✳ ✝➑✓✠✟✢✙✤✛✦✓✴✳ ✄➑✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙☛✟✢❂ ✝ ➽✚✟✼➼➎➻ ✰ ❂✕✓✠✟✼➻ ✰ ✙✤✧✁✛✦✓✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛⑧➽✚✟✼➼✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛ ✦✜✙✴➾✞✩✻❂✕✓✠✟ ✝ ❂✕✓✠✟✫✛✎✳➏➴✿✟✞✎✢r✟②❞⑦✖✉ ➋ ⑦✖✉ ✌✝③❦①❋➄✙⑤✤➆❱⑦✖✉ ✂↔①❋↕✈⑦✙➄✎②❞⑦✖✉ ➋ ⑦ ✎✢➃❭③✓➇✄③❱➅✓➃❘⑦✖➈ ☎ ⑤ ✑✟③❦➄✖⑥✑t✓②❭➃ ✥✎①✼⑦

⑦✟② ✌st✓②☞☛➎➆✙⑥✑t✓②❭➃✓✥✟①➎⑦✖✉➝➒ ✌ ✂✁✎ ☎ ✌✁�✟✄✂✏✍ ✛ ➚✢✗✠✟ ✙✓✵✓✵✛✜②✳
✲ ✹ ✜✪✶ ✑❝✳❬✮ ➻✏✟▼➾ ✟✕✍✌❊✵✳ ■ ✓ ✝✞✰ ✙✤✓ ✝ ✍✢➽✚✟✼➼ ❉ ✳ ✝➑✓✠✟✢✙✤✛✦✓✴✳ ✄➑✓✠✟ ✝ ❂✕✓✠✟✫✛✆➨ ➪❋➻ ✂❖➾ ✦❣➽ ✝ ✓❑✂❘➻ ✝ ❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙☛✟✢❂ ✝ ➽✚✟✼➼➎➻ ✰❂✕✓✠✟✼➻ ✰ ✙✤✧✾✛✦✓✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✯➽✚✟✼➼✷✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✎✳ ✎✢➃❘③❦➃❏⑤ ✑✎③❦➄✙⑥✑t✓②❭➃❘r✙✉♠✍ ✙✛✙✢s❴✳ ✙ t ➨✴✳✧✙✓✷ ✒ ☎

✳✧✙✓✷ ✙②✍✡✙✓✵✓✵✛✜②✳
✲ ✹✓✹✺✶ ✛ ✳ ❍ ✓✄✓✟➼✢✓ ✝ ➽✚✟✼➼ ❍ ✳ ✄✭✙✤✓✠❂✕✓ ✝ ✙✤✧✆✩❀✳ ✝➑✓✄✛✞✙☛❂✴✟❀✍③✙ ✰ ✑✢✗✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✟✼➼ ✓✠✺✓➽✚✗✴➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➻ ✂➑➽ ✑ ✝ ➽✏✧✎➾✞✙✤✧✆➽✚✗✑✫✛✆✓✎➚✼➼➎➻✏r✣✟✼➻❦➾✣✂❭➻✏✗✍➼②✙☛✟✢❂➉➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✡❛➽✏✛✆✓✟➼⑧➻✏✟♥➾✞✩✫✓ ✝✞✰ ➻✝➼✰✟①✟❛➽ ✰ ✙✤✧✄✛✎✳ ✎❃✌ ✖ ✎❄➃❘③❦➃❖⑤ ✑✎③✓➄✖⑥✑t✓②❭➃❘r✙✉♠✍ ✙❨➨✴✳✆✵ ✒✫✍

✙✓✵✓✵ ✒✫✳
✲ ✹ ★✪✶ ✛ ✳ ●❞➲ ✳ ❍ ✓ ✰ ✟✕✳✣☞✯✟❁✑ ✝ ➻①✧✄✬✟➼✢✬✥✙✴➾✦✬ ✝ ➽✈➾✞✙ ✂❛➼✢✓✧➼✢✬✠✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟✝➾✧➼➢➘✸➽ ✝ ✡ ✝ ✓✄✛✹✡✢✙☛✟❛➽✚✙ ✝ ✓✄✛ ✓✎➾ ✛❱➻✏✟➝➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ✂

✗✤✓✎➚ ✝ ❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➬➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✴✳ ☎ ⑤ ✑✟③❦➄✙⑥✑t✓②❭➃✓✥✟①➎⑦✄✚ ☛❨➆✜③❦➄✙➃✓✥✟①➎⑦➔⑦✎②✧t✙➍☞➍❉➇➐➃❭r❱t☞②❭➃❭③❦⑤❜✍➢✳ ★ s ✙ t ➨✴✳ ✹✖★ ☎
✳ ★ ✙②✍✁✳ ★ ★ ✙②✳

✲ ✹✖★ ✶ q✯✳ ❍ ✙☛✺❦➽✏✛↔➽✚✟✼➼➹➪✮✳ ❍ ✳❨q➓➼➎➼✰✟✕✳ ❉ ➼✰✟①✟❛➽ ✰ ✙✤✧➑✑ ✝ ➻✏❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ✙☛✟✢❂⑧➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✂❭➻ ✝◗✝ ✟❛➽➙✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✭✑ ✝ ✓✟➼②✙✤✧ ●➾✞✙✍➻✏✟ ✙☛✟✫✧✠✗✴➚✼➼②✙☛✟✢❂✇✑✫✛✦✓✎➚✼➼➎➻✏r①✟✼➻❦➾✦✛✎✳✆✌✝③✓①✝➄✙⑤❉t❦➇❥③ ✑ ✌s③❦➇✍⑦✜r✎①❋➇✄t❦➄ ✎❄➃❘③❦➇✴③❱➅✆❖✴✍ ✙✁★ ✙❨➨✚✙✓✵ ✙✓✷
☎
✙✓✵✛✜✁★②✍❥✳ ★ ★ ★ ✳

✲ ★✓✵ ✶ ❍ ✳ ❍ ✙☛✺①✙✭✬ ✝ ✓✴✳ ✎✯➇❀➅☞③❦➄✙➃❖②☞☛▼⑥⑧⑦✖✉ ➋ ⑦ ➅❦➄✜t✖➍◆☛❨⑦✙✉➧➍❨③❦①❋➄ ➇ ➌ t❦⑤❉t❦➇ ❖✈✉✟⑦ ➋ ⑦✙✉ ✉✟➆ ✥✎①➎⑦✎⑤❉r◆⑦✖✉ ⑦✎② ✉✙②❭➄✙①➎r✟②❭①✝➄❱⑦✖✉
➅✝➆✙⑤❉③❦⑥➔➃ ✥✎①➎⑦✙✉♠✳ ✮❏✩ ✝ ➾✞✩✫✓✄✛✦✙✤✛✎✍ ☞✯✟✢✙☛✺✕✓ ✝ ✛✞✙✴➾✦✬ ✮❩➽ ✝ ✙✤✛ ● ➪✝➚✼➼❙✍❼qq✧✟➻✏✗✤✓ ➼➎➻①✧✎➾❱➻ ✝ ➽✚✗✤✓ ➼➢➘ ✙☛✟✰✂❭➻ ✝✞✰ ➽✈➾✞✙✤✪✝➚✫✓✴✍➪①✓✠✑➎➾✦✓ ✰ ✡✮✓ ✝ ✙✓✵✓✵ ✙②✳

✲ ★❨✳✙✶ ❍ ✳ ❍ ✙☛✺✣✙✭✬ ✝ ✓✴✍ ✝✒✳ ✂❄➽ ✝ ➾✞✩❀✍ ✛ ✳ ❆ ➻✏✩✫✓✠✟❀✍➓➽✚✟✼➼ ❉ ✳ ✝➑✓✠✟✢✙✤✛✦✓✴✳s➪✣✩✝➚✁�✖✙☛✟✢❂ ✡✢✙✍➻✏✗✍➻✏❂✴✙✤✧✆➽✚✗◗✛✆✓✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛ ✦✜✙✴➾✞✩
✰ ➻❦➾✞✙ ✂ ✛ ✧✟➻✏✟✫✛✜➾ ✝ ➽✚✙☛✟▼➾✦✛✎✳❋➴➎✟ ✖ ➄✜③✆r ✝✪✉✎②◆✎✯➇ ➅▼③❦➄✖➃❭②☞☛▼⑥➣✉❣t❦⑤ ➋ ✖❬③❦⑥✯➍❉①❨②④t✓②❭➃❭③✓⑤❉t❦➇ ✌ ⑦✎②☞☛❋③ ➋ ✉ ✑✟③❦➄ ✎✢➃❭③✺r✯☛❨⑦✙⑥➔➃❘r❱t❦➇
t✓⑤ ➋ ✜↔↕✪③❦➇➐①❋②❭➃❘③❦⑤❉t❦➄✯❖ ✤➝⑦✎② ✔✧③❦➄✠✟✆✉ ✓ ✖❬③✓⑥♦➍ ✎❄➃❘③✼✤♠⑦✟②❖✉✏✝✞✟ ✟ ✓ ✔✏✳ ✆ ❆ ➲ ✑➎➚✢✡✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛✎✍ ✙✓✵✓✵ ✒✫✳



� ☎ ✁✔✤✒☎ ✞✞✑ ✆✣✮ ✂✝☛✧☎ ✌ ✁✁�✟✿

✲ ★✛✙✪✶ ✵➙✳ ✵➙✳ ❍ ➻✴✛✦✓✠✟✣✡ ✝ ➻✣✧✆r✮✳ ❉ ✟ ➽✈➚➎➾❱➻ ✰ ➽✈➾✞✙✤✧ ✰ ✓✎➾✞✩✼➻❋➼ ✂❘➻ ✝ ✫✫✟✼➼②✙☛✟✢❂➬➾✞✩✫✓✖❂ ✝ ✓✆➽✈➾✦✓✄✛✜➾➣➻ ✝ ✗✤✓✆➽✏✛✜➾✾✺✓➽✚✗✴➚✫✓✑➻ ✂♦➽
✂❭➚✢✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟❀✳ ✚ ☛❨⑦✄✖❬③❦⑥✯➍❉①❨②❞⑦✙➄ ✌❋③❦①✝➄✙⑤❉t❦➇❶✍❛✷✢s❘✷ t ➨✴✳ ✹ ✙ ☎

✳ ★ ✒✫✍❥✳ ★ ✜✓✵②✳
✲ ★✓✷✪✶ ✂➑✳➢➪❨➽✚✗☛✺ ✟✇➽✚✟✼➼ ✮ ✳✜✰❜✙ ✰❝✰ ✓ ✝✞✰ ➽✚✟❀✳ ✄✕✂❖➚✢✟✁➨✯➽ ✰ ➽✚✑✢✗✤✓➙✑❛➽✏✧✦r✓➽✚❂✕✓ ✂❭➻ ✝ ➾✞✩✫✓ ✰ ➽✚✟✢✙☛✑➎➚✢✗✗➽✈➾✞✙✍➻✏✟❾➻ ✂q❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ●➽✈➾✞✙☛✟✢❂s➽✚✟✼➼ ✩✼➻✏✗✍➻✏✟✼➻ ✰ ✙✤✧ ✂❭➚✢✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟✫✛★✙☛✟❾➻✏✟✫✓❝✺✓➽ ✝ ✙✗➽✚✡✢✗✤✓✴✳✄✎ ✖P✌ ✚➎➄✜t❦⑤➎✉✟t☞r✟②❭➃❘③❦⑤➎✉⑧③❦⑤ ✌ t✓②☞☛❨⑦✙⑥✑t✓②❭➃❘r❱t❦➇

➂ ③ ✑✙② ✔✧t✓➄✜⑦✖✉✠✍ ✙✓✵✢s ✙ t ➨✴✳ ✜✓✷ ☎
✳ ✹✓✹ ✍❥✳ ★ ★ ✒✫✳

✲ ★ ✒❦✶ ✄❝✳✯➪①✧✦✩❛➽✏✓✯✮❙✓ ✝ ➽✚✟✼➼ ✝✒✳♦✮ ➻❦➚✢✗✗➽✚✗☛✩✼➻✏✟❀✳ ❆ ➻❦➚✢✟▼➾✞✙☛✟✢❂✫✍➙✧✟➻❋➼②✙☛✟✢❂ ➽✚✟✼➼ ✛◆➽ ✰ ✑✢✗☛✙☛✟✢❂ ✦✜✙✴➾✞✩ ✦✔➻ ✝ ➼✢✛✎✳ ➴➎✟
❊ ✳ ➲ ➻❦➾✞✩❛➽✚✙ ✝ ✓✴✍❯✓✟➼②✙✴➾❱➻ ✝ ✍✰✎✔➍☞➍✤➇❯➃④⑦ ➋ ✖❬③❦⑥⑧➊✙➃❖⑤❉t✓②④③❦➄✙➃❭r✎✉❄③❦⑤✞✘➔③❦➄ ➋ ✉♠✍✕✑❛➽✚❂✕✓✄✛ ✒ ✒▼✷ ☎

✒ ✹ ★②✳ ❆ ➽ ✰ ✡ ✝ ✙✍➼②❂✕✓✯☞✌✟✢✙ ●✺✕✓ ✝ ✛✦✙✴➾ ✟❆✮ ✝ ✓✄✛✦✛✎✍☎✙✓✵✓✵ ✙②✳
✲ ★ ✙ ✶ ❉ ✳✝➪①✧✆✩✁�✏✟✢✩❛➽✚❂✕✓✭➽✚✟✼➼ ☎➙✳❋➪✝➾ ✝ ➽✏✛✦✛✦✓✠✟❀✳❲➪①✧✦✩✢✟✫✓✠✗☛✗✤✓✭❊➬➚✢✗✴➾✞✙☛✑✢✗☛✙☛r❦➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ❂ ✝ ➻ ✂✕✓ ✝ ✰❂➽✚✩✢✗✤✓✠✟❀✳✔s ✄➑✓ ✝✞✰ ➽✚✟ t ✲ ✙❛➽✏✛✜➾✰ ➚✢✗✴➾✞✙☛✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟s➻ ✂❲✗✗➽ ✝ ❂✕✓★✟✝➚ ✰ ✡✔✓ ✝ ✛ ✶ ✳✪✖❬③❦⑥✯➍❉①❨②❭➃❏⑤❋➅✴✍ ✹ s❘✷ ☎

✒ t ➨✚✙✁★❨✳ ☎
✙ ★ ✙②✍❥✳ ★☞✹ ✳✴✳

✲ ★✛✜ ✶ ✝✒✳✦✂➑✳❉➪①✓✆➽ ✝ ✗✤✛♥✳❄➪✝➾ ✝ ✙☛✟✢❂✇✺❦➽ ✝ ✙✗➽✚✡✢✗✤✓✾❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽ ✝ ➨ ❉ ✗✍➻✏❂✴✙✤✧✾❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽ ✝ ✂❘➻ ✝✞✰ ➽✚✗☛✙✤✛ ✰ ✂❭➻ ✝ ➾✞✩✫✓✾✡✢✙✍➻✏✗✍➻✏❂✴✙✤✧✆➽✚✗✗✗➽✚✟✢❂✓➚❛➽✚❂✕✓♠➻ ✂ ✝ ❑✭❉ ✳ ✌❋③❦①✝➄✙⑤❉t❦➇ ③ ✑✕✡✁③❱➅✓➃❭r ✖ ➄✜③❱➅❦➄✜t❦⑥➔⑥➔➃❏⑤✝➅✕✍ ✙ ✒ s❴✳ ☎
✙ t ➨ ✹ ✷ ☎

✳✆✵✛✙②✍ ✳ ★ ★ ✙②✳
✲ ★ ✹ ✶ ✑❝✳ ✛ ✳✢➪✣✩✫✓✠✟✢❂✫✍ ✑✒✳ ❆ ✳✜❊s➻❦➚❀✍✭➽✚✟✼➼ ✵✲✳ ✆❝✳ ■ ✛✖➽❦➻✢✳ ❆ ➻✏✟✰✂❘➻ ✝✞✰ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟❛➽✚✗✲✓✠✟✝➾ ✝ ➻✏✑✵✟ ➻ ✂➔➽✵✑✫✛✦✓✎➚✼➼➎➻✏r①✟✼➻❦➾

✑❂➻✏✗✠✟ ✰ ✓ ✝ ✳ ✌✝③❦①❋➄✖⑤✤t❦➇❥③ ✑❋✖P☛❨⑦✎⑥➣➃❘r❱t❦➇ ✖ ☛✵❖✈✉✖➃❘r✙✉♠✍➢✳ ✙ ✒ s❴✳ ✙ t ➨✴✳ ✙ ✒ ★ ✵ ✒✫✍✡✙✓✵✓✵✛✜②✳
✲ ★✁★✪✶ ✵➙✳❲➪✣✩✢✙✔➽✚✟✼➼❼✮ ✳ ✂➑✳❀❊s➻✝➻ ✝ ✓✴✳ ■ ✩✫✓✸✧ ✝ ✟①✛✜➾◆➽✚✗q✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓⑧➻ ✂ ✟✕✓✆➽✏✛✜➾❁✑✢✩✫✓✠✟✵✟①✗✗➽✚✗✗➽✚✟✢✙☛✟✫✓✑➾ ✝ ✟❛➽✇➽✈➾⑧✳✴✳ ★ ✷➹➽

✝ ✓✄✛◆➻✏✗✴➚➎➾✞✙✍➻✏✟✁➨✧➽✒✧✠✗✗➽✏✛✦✛✞✙✤✧❁✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓ ✝ ✓✠✺✣✙✤✛✦✙✴➾✦✓✟➼❙✳ ✔✧✤✒✎❁✍ ✜✢s ★ t ➨✴✳✆✵ ★ ✳ ☎
✳✓✳✆✵ ✙②✍✔✙✓✵✓✵✓✵②✳

✲ ★ ★ ✶ ❆ ✳❛➪✣✙☛✟✼➻①✪✝➚✫✓✎➾✎✳ ✟↔➄❴t✓⑥➣⑥✑t❦➃❖➄❱⑦✖✉♠➙➏②❭➄✜t❦⑤➎✉ ✑✎③✓➄✖⑥✑t✓②❭➃❘③❦⑤➎✉✭⑥✑③❦➄④➍ ☛▼➃✓✥✟①➎⑦✖✉✆➞ ✔✢⑦✜r■☛❨⑦✙➄✜r✯☛❨⑦ ➋ ⑦✱⑥✑③✓②❭➃ ✑✱➒♦⑦✜→☞t☞r✟②❞⑦
③✓①➣t✖➍☞➍✤➄❴③✆r■☛❨➆❱⑦✢➒❥t ➋ t✖➍❂②❞➆❱⑦✢t❦①✓→✕✉✆➆✦✥✎①✼⑦✙⑤❉r◆⑦✖✉✧➅▼➆✎⑤✤➆✎②❭➃ ✥✎①➎⑦✙✉✢➛✔➇✍⑦✔✉ ❖✈✉✎② �✙⑥⑧⑦ ✟✪✚ ✌✼✳✓✮❏✩ ✝➁➾✞✩✫✓✄✛✞✙✤✛✎✍✈➴ ❍ ➴✜➪ ❉ ✍
❍ q❏✟✢✟✫✓✄✛✎✍ ✛ ➚✢✗✠✟ ✳ ★ ★ ★②✳

✲✚★ ✵ ✶ ■ ✳ ✙◗✳❉➪ ✰ ✙✴➾✞✩s➽✚✟✼➼✷❊✵✳❛➪✮✳❨✰❾➽✈➾✦✓ ✝✞✰ ➽✚✟❀✳❣➴✡➼✢✓✠✟▼➾✞✙ ✫ ✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟➬➻ ✂❏✧✟➻ ✰❝✰ ➻✏✟ ✰ ➻✏✗✤✓✄✧✎➚✢✗✗➽ ✝ ✛✜➚✢✡✫✛✦✓✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✎✳
✌❋③❦①❋➄✖⑤❉t✓➇❥③ ✑ ✌s③❦➇✍⑦✜r✎①❋➇✴t❦➄✏✎✢➃❭③✓➇✄③❱➅✁❖✏✍❲✳ ✒ ✹ ➨✴✳ ★ ✙ ☎

✳ ★☞✹ ✍❥✳ ★ ★❨✳✴✳
✲ ★ ✳✙✶ q✯✳ ➲ ✳ ➲ ✳❬➪❋➻✏✟✢✟✢✩❛➽ ✰❝✰ ✓ ✝ ✍❄➪✮✳ ❍ ✳❥q➓➼➎➼✰✟✕✍✧q✽✳ ✂✥✙ ✝ ✟✫✓■✟✕✍ ❉ ✳ ✂↔➽✈➾✦✓ ✰ ➽✚✟❀✍❣➽✚✟✼➼ ❍ ✳P✝✕➚ ✝ ✡✢✙☛✟❀✳ ✮ ✂④➽ ✰ ➨

✰ ➚✢✗✴➾✞✙☛✑✢✗✤✓✼✛✆✓✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓s➽✚✗☛✙☛❂✴✟ ✰ ✓✠✟▼➾✦✛➶➽✚✟✼➼ ✩ ✰❝✰ ● ✑ ✝ ➻ ✫✫✗✤✓✄✛❆➻ ✂★✑ ✝ ➻❦➾✦✓✠✙☛✟ ➼➎➻ ✰ ➽✚✙☛✟✫✛♥✳ ✤✭①➎r✎➇✴⑦✎➃❭r ✎♦r✎➃ ➋ ✉✔♦⑦✖✉✟⑦✜t✓➄❴r✯☛①✍ ✙✛✜✢s❴✳ t ➨✸✷✛✙✓✵ ☎
✷✛✙✛✙②✍ ✳ ★ ★☞✹ ✳

✲✚★ ✙ ✶ ❍ ✳✼✮ ✳✤➪✝➾◆➽✚✟✢✗✤✓■✟✕✳❃✝✭✙ ✮✔✓ ✝ ✓✠✟✝➾✞✙✗➽✚✡✢✗✠✟❑✫✫✟✢✙✴➾✦✓❁✑❂➻✧✦③✓ ✝ ✛✆✓ ✝ ✙✤✓✄✛✎✳ ✜↔①✝➄✜③✖➍➎⑦✜t✓⑤ ✌✝③✓①✝➄✙⑤❉t❦➇❩③ ✑✄✖❬③❦⑥⑧➊✙➃❖⑤❉t✓②④③❦➄✙➃❘r✙✉♠✍
✳✕s ✙ t ➨✴✳ ✹ ✙ ☎

✳ ★✁★②✍❥✳ ★ ★✓✵②✳
✲✚★ ✷ ✶ ✂➑✳❦➪✝➾◆➽ ✝ r✣✙✤✓✴✍☞✙◗✳ ❆ ➻✴✛❱➾✦✓✴✍☞➽✚✟✼➼✲❊ ✳✎✺✓➽✚✟ ✰❂➽✓➽✚✟✫✓✠✟❀✳ ■ ✩✫✓❣➻ ✰ ✑✢✩❛➽✚✗✍➻✴✛❲✧✟➻✏✟▼➾✦✓♠⑤❨➾ ● ✂ ✝ ✓✄✓③❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽ ✝ ✗✤✓✆➽ ✝ ✟✢✙☛✟✢❂✧✟➻ ✰ ✑✔✓✎➾✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟❀✳ ➴✿✟ ✟↔➄❴t✓⑥➣⑥✑t✓②❭➃❘r❱t❦➇ ☎ ⑤ ✑✆⑦✙➄❱⑦✙⑤❉r◆⑦✆➛❑✎✯➇❀➅☞③❦➄✙➃❭②☞☛▼⑥➣✉♥t❦⑤ ➋ ✎❣➍☞➍❉➇➐➃❭r❱t☞②❭➃❭③❦⑤✼✉♠✍❲✑❛➽✚❂✕✓✄✛❆✳ ✜ ☎

✙ ✹ ✍
✙✓✵✓✵ ✒✫✳

✲ ★ ✒❦✶ ✂➑✳❥➪✝➾◆➽ ✝ r①✙✤✓✴✍ ✙③✳ ❆ ➻✴✛✜➾✦✓✴✍ ➽✚✟✼➼✶❊✵✳❙✺✓➽✚✟ ✰❂➽✓➽✚✟✫✓✠✟❀✳♥✮ ✝ ➻✏❂ ✝ ✓✄✛✦✛✞✙☛✟✢❂➬➾✞✩✫✓✸✛✜➾◆➽✈➾✦✓ ● ➻ ✂ ● ➾✞✩✫✓➏➽ ✝ ➾✾✙☛✟✻❂ ✝ ➽ ✰ ●
✰ ➽✈➾✞✙✤✧✆➽✚✗ ✙☛✟✰✂④✓ ✝ ✓✠✟✫✧✄✓★✡ ✟ ✧✟➻ ✰ ✑✮✓✎➾✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟❀✳ ✎ ☎ ✖❬③✓⑥➣⑥➔①❋⑤✼➃❘r❱t✓②❭➃❘③❦⑤➎✉♠✍❂✳ ★✢s ✙ t ➨ ★ ✷ ☎

✳✓✳✧✙②✍✡✙✓✵✓✵ ✙②✳
✲✚★ ✙ ✶ ✆❝✳ ✛ ✳❛➪✝➚✢✑❂➻✧✦✜✙✴➾✎✳ ✙✹✙☛✟✼➼②✙☛✟✢❂⑧➽ ✰ ➽ ⑤②✙ ✰ ➚ ✰ ✑✢✗✗➽✚✟❛➽ ✝ ✛✜➚✢✡✫✛✦✓✎➾✢➻ ✂❩➽✒✛✆✓✎➾↔➻ ✂ ✟✫✓✎➾✦✛✜✙☛✟✇➽➙✧✦✩❛➽✚✟✢✟✫✓✠✗➀✳ ☎ ✜✣✜ ✜✚✼➄✜t❦⑤➎✉✎t▼r✟②❭➃❭③✓⑤➎✉♠③❦⑤✞✖❬③✓⑥♦➍✤①❋②❞⑦✙➄✙➒✓✎✯➃ ➋ ⑦ ➋ �➣⑦✖✉✖➃✴➅❦⑤ ✍ ✜✢s❴✳ t ➨ ★ ✷ ☎

★ ✒✫✍❲✳ ★ ★ ✹ ✳
✲✚★ ✜ ✶ ✑❝✳ ■ ➽✚r✕✓✯✂❭➚✖✓➂✙➀✍✷✝✒✳✌✂③✓✠✟ ●✿❉ ✗✍➻✏✟❀✍✼➽✚✟✼➼ ❉ ✳ ✰❂➽ ✝ ✙✴➾✦✛✦r ✟✕✳ ❑ ✓✎➚ ✝ ➽✚✗❙✧✟➻ ✰ ✑➎➚➎➾✞✙☛✟✢❂❝✙☛✟➶➼②✙✤✛✦✧✟➻♥✺✕✓ ✝ ✙☛✟✢❂ ✝ ✟❛➽✾✙☛✟✝➾✦✓ ✝ ●➽✏✧✎➾✞✙✍➻✏✟✫✛♥✳ ✎❄➃❘③✈✉✯❖✪✉✎②❞⑦✙⑥➣✉♠✍ ✙ ✹ s ✙ t ➨ ★ ✙ ☎

★ ✜②✍❥✳ ★ ★ ✙②✳



� ☎ ✁✔✤✒☎ ✞✞✑ ✆✣✮ ✂✝☛✧☎ ✌ ✁✁� �

✲ ★☞✹ ✶ ✛ ✳❜✺✓➽✚✟ ➼✢✓ ✝ ✵✯➻①✓✠✺✕✓✠✟❀✳ ❍ ✓✠✗✗➽ ⑤❙✍✮✡➎➚➎➾✱➼➎➻✏✟✁➘ ➾★✡✮✓➝➾❱➻✝➻ ✗✗➽ ✚▼✟✕✳ ✌❋③❦①❋➄✖⑤❉t✓➇✧③ ✑ ➂ ❖✈⑥⑧➊✜③✓➇❯➃❘r ✖❬③❦⑥✯➍❉①❨②④t✓②❭➃❘③❦⑤ ✍
✷ ✒✼➨ ✒ ✹✖★

☎
✙ ✒ ✙②✍✔✙✓✵✓✵✛✙②✳

✲ ★ ★✪✶ ☎✒✳ ✄✕➚✢✙☛❂✴✟✼➻✏✟❀✍ ❆ ✳ ❆ ✩❛➽✈➚✢✺✕✓✴✍▼➽✚✟✼➼✑➪✮✳ ✵✭➽ ✰ ✓✠✗➀✳ ❉ ✟✒✓✟➼②✙✴➾❬➼②✙✤✛✜➾◆➽✚✟✫✧✄✓③✡✮✓✎➾ ✦✥✓✄✓✠✟ ✝ ✟❛➽✭✛✜➾✦✓ ✰ ● ✗✍➻✝➻✏✑✫✛♥✳ ➂ ✖ ☎ ✔✧✜✝✞✟ ✟☞☛ ✓ ✡ ✤ ✖ ➂ ✔✚✍➎✷ ✹✓✹ ✙❨➨✸✷✓✷ ✒ ☎
✷ ✒✥✙②✍ ✙✓✵✓✵ ✙②✳

✲ ★ ★ ✶ ✄❝✳ ❋ ✳ ☎✭✙✤✓✠✟✢✟✼➻❦➾✎✳ ✵✌✓✆➽✚✑✫✛➔➻ ✂✯✑✢✙✤✓✄✧✄✓✄✛♥✳❥➴♠✳ ✂❄➽✏✛✞✙✤✧♥➼✢✓✯✫✫✟✢✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛⑧➽✚✟✼➼ ✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻ ✝ ✙✗➽✚✗✽✗✤✓ ✰❝✰ ➽✏✛♥✳s➴➎✟
✖❬③✓⑥✑➊✎➃❏⑤❉t☞②④③❦➃❏➄❱⑦✑➆✙⑤❛①✝⑥⑧➆✙➄✜t✓②❭➃❖↕✈⑦ ✓ ✌s③❦⑤❛②❭➄❱⑦✜t❦➇❯➈ ✒ ①➎⑦✺➞✄➈ ✝ ✖ � ☛✂✁ ✒ ①➎⑦✺➊❱⑦✜r✙➈ ✒ ①➎⑦✆➞✴➈ ✝ ✖ � ☛ ✔✚✍✔✺☞➻✏✗✴➚ ✰ ✓➶✳ ✙✓✷ ✒
➻ ✂✣✡❲⑦❱r✟②❭①✝➄❱⑦✛✤➑③☞②❞⑦✖✉➑➃❏⑤ ✌st✓②☞☛➎➞✤✍②✑❛➽✚❂✕✓✄✛♦✷✛✙❨✳

☎
✷ ✙✓✵②✳❂➪✣✑ ✝ ✙☛✟✢❂✕✓ ✝ ✍ ✂◗✓ ✝ ✗☛✙☛✟❀✍✁✳ ★ ★✛✜②✳

✲✴✳✆✵✓✵✪✶➙❊ ✳✁➪✮✳❂✰❾➽✈➾✦✓ ✝✞✰ ➽✚✟❀✳⑧➪①✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽ ✝ ✟ ✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✑➻ ✂③✛✦✙☛✟✢❂✴✗✤✓✖✛✜➾ ✝ ➽✚✟✼➼✢✓✟➼ ✟▼➚✫✧✠✗✤✓✠✙✤✧♥➽✏✧✠✙✍➼✢✛✎✳ ✎ ➋ ↕✪t✓⑤❉r◆⑦✖✉⑧➃❖⑤✌ t✓②☞☛❨⑦✙⑥✑t✓②❭➃❘r✙✉ ➂ ①✺➍☞➍❉➇✍⑦✙⑥⑧⑦✙⑤❛②④t❦➄✯❖ ➂ ②❭① ➋ ➃④⑦✖✉♠✍❲✳✕s❴✳ t ➨✴✳ ✜ ✹ ☎
✙❨✳ ✙②✍❲✳ ★☞✹ ★②✳

✲✴✳✆✵❨✳✙✶ ✛ ✳✿✝➙✳↔✰❾➽✈➾✦✛◆➻✏✟ ➽✚✟✼➼ ✙◗✳✛✵✲✳ ❆ ✳ ❆ ✝ ✙✤✧✦r✔✳ ❊➬➻✏✗✤✓✄✧✎➚✢✗✗➽ ✝ ✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✇➻ ✂✒✟▼➚✫✧✠✗✤✓✠✙✤✧ ➽✏✧✠✙✍➼✢✛✎✳ ✤➑t✓②❭①❋➄❱⑦✠✍
✒▼✷ ✙✛✜❨➨ ✹ ✷ ✹

☎
✹ ✷✁★②✍❥✳ ★ ✙✓✷②✳

✲✴✳✆✵✛✙✪✶ ✙◗✳➎✰✻✓✠✙☛✟✣✡✮✓ ✝ ❂✫✳ ❑ ➻✏✟➹➚✢✟✢✙ ✂❘➻ ✝✞✰ ❂✕✓✠✟✫✓ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟s➻ ✂q✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻ ✝ ✙✗➽✚✗ ➻✏✡✔✓✞✓✄✧✎➾✦✛✎✳③❊s➽✏✛✜➾✦✓ ✝ ➘✱✛♦➾✞✩✫✓✄✛✞✙✤✛✎✍✫☞✌✟✢✙ ●✺✕✓ ✝ ✛✦✙✴➾ ✌✈➾ ✆➑➽✝✆➀✛✦✓ ✝ ✛✞✗✗➽✈➚➎➾✦✓ ✝ ✟❀✍☎✙✓✵✓✵✛✜②✳✣✝✌✙☛✑✢✗✍➻ ✰ ➽ ✝ ✡✔✓✠✙✴➾✎✳
✲✴✳✆✵✓✷✪✶✒✵➙✳➓➪✮✳❬✰ ✙☛✗ ✂ ✳ ❉ ➚✢✟✢✙ ✫ ✓✟➼ ✛✦✓✎➾✜➾✞✙☛✟✢❂ ✂❘➻ ✝ ✛✦✓✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✠✙☛✟✢❂✫✍ ✝ ➽✚✟✢r①✙☛✟✢❂✫✍❣➽✚✟✼➼ ✛✦✓✠✗✤✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✛ ✂❘➻ ✝✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻ ✝ ✙✗➽✚✗ ➻✏✡✔✓✞✓✄✧✎➾✦✛✎✳✣✎ ➋ ↕✪t❦⑤❉r✖⑦✖✉♠➃❖⑤ ✌st☞②☞☛❨⑦✙⑥✑t✓②❭➃❘r✙✉♠✍☎✙ ✒✼➨✚✙✁★❨✳

☎
✙ ★ ✳✴✍❥✳ ★☞✹✓✹ ✳

✲ ✳✆✵ ✒ ✶ ✵➙✳ ✑✔➽✚✟✢❂✫✍✌✙◗✳ ✛ ➻✴✛✦✛✦✙☛✟✫✓✎➾✎✍ ❑ ✳ ➲ ✓✟➻✏✟▼➾✞✙✤✛✎✍ ➲ ✳ ❆ ✩✫✓✠✟❀✍ ✛ ✳▼✰✻✓✄✛✜➾✞✡ ✝ ➻❋➻✏r✔✍ ✵➙✳✱❊ ✳ ✂◗✓ ✝✞✰ ➽✚✟❀✍✼➽✚✟✼➼❆q✽✳❋✰✻✓✄✛✜➾ ●✩✼➻ ✂✞✳ ■ ➻❋➻✏✗✤✛✣✂❭➻ ✝ ➾✞✩✫✓✯➽✈➚➎➾❱➻ ✰ ➽✈➾✞✙✤✧✭✙✍➼✢✓✠✟▼➾✞✙ ✫ ✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟➹➽✚✟✼➼ ✧✠✗✗➽✏✛✦✛✞✙ ✫ ✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟❆➻ ✂ ✝ ✟❛➽★✡❛➽✏✛✦✓✯✑❛➽✚✙ ✝ ✛✎✳P✤✭①➎r✎➇✍⑦✙➃❘r
✎♦r✎➃ ➋ ✉✕✔✢⑦✖✉✟⑦❱t❦➄❴r■☛✣✍✤✷❨✳✕s❴✳✆✷ t ➨ ✒ ✙ ✙✓✵ ☎

✒ ✙✛✜✓✷②✍✡✙✓✵✓✵✓✷②✳
✲✴✳✆✵ ✙✪✶ ✆❝✳☎✰❜✩❛➽✚✟✢❂♠➽✚✟✼➼❋✝➙✳☞➪✣✩❛➽✏✛✞✩❛➽②✳❂➪✣✙ ✰ ✑✢✗✤✓ ✂④➽✏✛✜➾➓➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✛ ✂❘➻ ✝ ➾✞✩✫✓✜✓✟➼②✙✴➾✞✙☛✟✢❂♠➼②✙✤✛✜➾◆➽✚✟✫✧✄✓◗✡✔✓✎➾ ✦✥✓✄✓✠✟➏➾ ✝ ✓✄✓✄✛➽✚✟✼➼ ✝ ✓✠✗✗➽✈➾✦✓✟➼✁✑ ✝ ➻✏✡✢✗✤✓ ✰ ✛✎✳ ➂ ☎ ✎ ✌ ✌❋③❦①❋➄✖⑤❉t✓➇❥③❦⑤ ✖❬③❦⑥✯➍❉①❋②❭➃❖⑤✝➅✴✍➢✳ ★✢s ✜ t ➨✴✳ ✙ ✒✥✙ ☎

✳ ✙✛✜✛✙②✍ ✳ ★ ★ ★ ✳
✲✴✳✆✵✛✜✪✶➙❊ ✳ ✰❉➚✫✧✦r✕✓ ✝ ✳ ❍ ✟❛➽ ✂❘➻✏✗✍➼②✙☛✟✢❂❝✡✵✟ ✓✠✟✫✓ ✝ ❂✁✟ ✰ ✙☛✟✢✙ ✰ ✙ ✚✺➽✈➾✞✙✍➻✏✟❀✳
✲✴✳✆✵ ✹ ✶➙❊ ✳ ✰❉➚✫✧✦r✕✓ ✝ ✳✈❊ ✂❭➻✏✗✍➼ ✦✥✓✠✡ ✛✦✓ ✝ ✺✕✓ ✝ ✂❭➻ ✝ ✟✝➚✫✧✠✗✤✓✠✙✤✧✇➽✏✧✠✙✍➼ ✂❭➻✏✗✍➼②✙☛✟✢❂❾➽✚✟✼➼✈✩ ✟✣✡ ✝ ✙✍➼②✙ ✚✺➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ✑ ✝ ✓✟➼②✙✤✧✎➾✞✙✍➻✏✟❀✳

✤✱①❨r✟➇✴⑦✙➃❘r✛✎✢r✎➃ ➋ ✉✩✔✢⑦✙✉✟⑦✜t❦➄✜r✯☛✣✍❂✷❨✳✕s❴✳✆✷ t ➨✸✷ ✒▼✵✛✜ ☎
✷ ✒✼✳✧✙②✍✡✙✓✵✓✵✓✷②✳



✖ ✄ ✌✂✞✗✡ ✌✏✡ ✌✁� ✄ ✚ ✎✟✠☛✡ ✌

✒✫✳✴✳ q❲⑤✢✓ ✰ ✑✢✗✤✓✄✛♦➼✢✓★✧ ✍ ✟✫✓ Σ
● ➼②✙ ✰ ✓✠✟✫✛✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗✤✛✭✛◆➽✈➾✜➚ ✝ ✬✄✛✜✑❛➽ ✝ ➼✢✓✄✛✜✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✄✛ ✂➔➼✢✓✎➚②⑤✶s❩❂▼➽✈➚✫✧✦✩✫✓ t✓✎➾❄➾ ✝ ➻✏✙✤✛✾s❭➼ ✝ ➻✏✙✴➾✦✓ t ✛✦✟ ✰ ✡❂➻✏✗✤✓✄✛❄➾✦✓ ✝✞✰ ✙☛✟❛➽✈➚②⑤❙✳ ➲ ✓✄✛✽✧✆➽✏✛✆✓✄✛✜❂ ✝ ✙✤✛✦✬✄✓✄✛ ✝ ✓✠✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟✝➾✦✓✠✟▼➾✕➼✢✓✄✛✽✧✟➻✣✓✯✂ ●✫ ✧✠✙✤✓✠✟▼➾✦✛★✛◆➽✈➾✜➚ ✝ ✬✄✛♥✳✯✮❩➽ ✝ ✓♠⑤②✓ ✰ ✑✢✗✤✓✴✍✮✗✗➽✇✧✆➽✏✛✦✓ (4, 15)

s④✧ ✝ ➻✏✙❶⑤ t ✓✄✛✜➾✭❂ ✝ ✙✤✛✦✬✄✓➣➼✼➽✚✟✫✛✭✗✗➽✖✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✓❂▼➽✈➚✫✧✦✩✫✓✴✍✮✧✄✓❁✪✝➚✢✙ ✛✞✙☛❂✴✟✢✙ ✫ ✓❁✪✝➚✁➘ ✙☛✗ ✓♠⑤②✙✤✛✜➾✦✓♠➽✈➚ ✰ ➻✏✙☛✟✫✛✯➚✢✟ ✰ ➻❦➾✯✙✤✛✆✛✜➚➹➼✢✓★✗✗➽✒❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✚✙ ✝ ✓✴✍✤➼✢✓➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓
15
✓✎➾ ✂④➽✚✙✤✛◆➽✚✟▼➾✯➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ➽✑✏✍➾ ✝ ✓ 4

➻✣✧✄✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✫✧✄✓✄✛✯➼❨➚✷✛✦✟ ✰ ✡❂➻✏✗✤✓ α1
✳ ✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳ ✙✁★

✒✫✳✚✙ ➪①✧✦✩✫✬ ✰ ➽✕➼✢✓ ✂❭➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓ ✰ ✓✠✟✝➾➓➼✢✓✘✟✼➻❦➾ ✝ ✓↔➻✏✑➎➾✞✙ ✰ ✙✤✛◆➽✈➾✦✓✎➚ ✝ ✑❂➻❦➚ ✝ ✗✤✓✥✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗❨➼✢✓③✗✗➽✽✑❂➻✏✟✼➼✢✬ ✝ ➽ ●➾✞✙✍➻✏✟
π ✝ ✬✆➽✚✗☛✙✤✛◆➽✚✟▼➾✕➼✢✓✄✛ ✂ ✝ ✬✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛ fi ✑❂➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛✢➾✦✓ ✝✞✰ ✙☛✟❛➽✈➚②⑤ αi ✳ ✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳ ✜❨✳

✙②✳✴✳ ✙✼➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾ ❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✚✗✝➼✢✓ ✂✰✹✠☎✗✝✗✂ ✹✆☎✘✡➑➨✄☞✯✟★❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✦✓✎➚ ✝ ✍✏✙ ✰ ✑✢✗✤✬ ✰ ✓✠✟✝➾◆➽✚✟▼➾ ✗④➘ ✙☛✟▼➾✦✓ ✝ ✂④➽✏✧✄✓
✂ ✹✆☎✰✹✆✴✷✶✄✂✆☎✆✴❜✍✚✓✄✛✜➾ ✧ ✝ ✬✄✬ ✂✽✑❛➽ ✝ ➾✞✙ ✝ ➼➢➘ ➚✢✟✪✫ ✧✦✩✢✙✤✓ ✝ ➼✢✬✄✧ ✝ ✙☛✺❦➽✚✟✝➾✹✗✤✓ ✰ ➻✝➼✷✬✠✗✤✓❣➼✢✓✘✛✆✬✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛❩➽✚✗✤✬✆➽ ●➾❱➻✏✙ ✝ ✓✄✛✎✳➓➴➎✗❙✓✄✛✜➾✽✑❛➽ ✝ ✗✗➽❝✛✜➚✢✙✴➾✦✓✭➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✆✬★✑✤➻❦➚ ✝ ✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓ ✝ k ✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✢➼✢✓✭➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ n ✳✇✳❁✳★✳❁✳ ✜✓✷

✙②✳✚✙ ➲ ➻ ✝ ✛✢➼✢✓➑✗✗➽➣➾ ✝ ➽✚✟✫✛✦✧ ✝ ✙☛✑➎➾✞✙✍➻✏✟s➼✢✓➑✗④➘ ❉✌❍✌❑ ✍①✗✤✓✄✛✜✡❛➽✏✛✆✓✄✛✽✧✟➻✏✟✫✛✜➾✞✙✴➾✜➚❛➽✚✟▼➾✌✗✤✓✄✛✽✧✟➻❋➼➎➻✏✟✫✛✜✟✫✓ ✓❴➻❦➚✫✓✠✟✝➾
✑❛➽✏✛↔➼✢✓✄✛ ✝✎✍ ✗✤✓✄✛◗✙✍➼✢✓✠✟✝➾✞✙✤✪▼➚✫✓✄✛♥✍❋➻✏✟➶➼➎➻✏✙✴➾✢➽✚✗✍➻ ✝ ✛❣➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✦✓ ✝ ➼✢✓✄✛ ✰ ➻✝➼✷✬✠✗✤✓✄✛❄➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✛❁s M1

✍
M2✓✎➾

M3 t ✑❂➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛✢➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✓✄✛❄➍◆☛❋t✈✉✆⑦✖✉♠✳ ✳✾✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳ ✜ ✒
✙②✳✸✷ ❊➬➻❋➼✷✬✠✗✤✓✕➼✢✓✭❊ ➽ ✝ r☞➻✎✺✇✧✆➽✏✧✦✩✫✬➑✑❂➻❦➚ ✝ ✗④➘✸➽✚✗✴➾✦✓ ✝ ✟❛➽✚✟✫✧✄✓➑➼✢✓ ✝ ✬✠❂✴✙✍➻✏✟✫✛✜✧✟➻❋➼✼➽✚✟▼➾✦✓✄✛❖▲ ✙☛✟✝➾✦✓ ✝ ❂✕✬✠✟✢✙✤✪▼➚✫✓✄✛➼✼➽✚✟✫✛✜✗④➘ ❉ ✝ ❑ ➼✢✓ ✎✯t☞r✎➃❖➇❏➇➐①✝✉ ➂ ①➎➊✟②❭➃❏➇➐➃✗✉✠✳ ✳❁✳★✳✾✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳ ✜✛✜
✙②✳ ✒ ❆ ➻✝➼✢✓✄✛➙✛✜➾◆➽✚✟✼➼✼➽ ✝ ➼✢✛✒✑❂➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛➔➽✏✧✠✙✍➼✢✓✄✛✑➽ ✰ ✙☛✟✫✬✄✛✎✍❏✧✟➻✏✟✰✂❘➻ ✝✞✰ ✬ ✰ ✓✠✟▼➾ ✂✁✗✗➽✷✑ ✝ ➻✏✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟➁➼✢✓

✗④➘❀➴➎☞✕✮ ❉ ❆ ✳✫✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳ ✜✁★
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✜②✳✴✳✧✙ ➪✝➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓♠➼➢➘ ➚✢✟✷✑✫✛✆✓✎➚✼➼➎➻✒✟✼➻✣✓✎➚✼➼ ✳★✳❁✳★✳✾✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳ ★ ✵
✜②✳✴✳ ✜ ➪✝➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓➑➾✦✓ ✝ ➾✞✙✗➽✚✙ ✝ ✓➑➼➢➘ ➚✢✟ ❉✌❍✌❑ ➾✷✳★✳❁✳★✳✾✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳ ★ ✵
✜②✳✴✳ ✹ ➪✝➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✾✪✝➚❛➽✈➾✦✓ ✝ ✟❛➽✚✙ ✝ ✓➑➼✢✓✄✛✜✩✢✙✤✛✜➾❱➻✏✟✫✓✄✛ ✳✾✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳ ★ ✳
✜②✳✴✳ ★ ✝➑✓✎➚②⑤✸✧✆➽ ✝ ➾✦✓✄✛❣➫ ✓✎➾ ➳ ➽✏✛✦✛❱➻①✧✠✙✤✬✄✓✄✛ ✂♠➚✢✟ ✰ ✗ ✰ ✓✌❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✓✭➼➢➘ ❉✌❍✌❑ ❃ ✍①✓✎➾↔➽❦➼ ✰ ✓✎➾✜➾◆➽✚✟✝➾✢➼✢✓✄✛✛❱➻❦➚✫✛ ● ✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓✄✛✽✑✢✗✗➽✚✟❛➽✚✙ ✝ ✓✄✛✯➼➢➘✸➽ ✝ ✧✄✛♦➼✢✓✭➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ ✝ ✓✄✛✦✑✮✓✄✧✎➾✞✙☛✺✕✓ ✰ ✓✠✟✝➾ 1

✓✎➾
n
✳ ✳★✳❁✳★✳✾✳❁✳★✳❁✳ ★ ✙

✜②✳✴✳ ★ ➪✝➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✾✛✦✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽✚✙ ✝ ✓♠➼➢➘ ➚✢✟ ❉✌❍✌❑ ➾❄➼✢✓★✗✤✓✠✺❋➚ ✝ ✓ ✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳ ★ ✒
✜②✳✚✙✓✵ ➪✝➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✌✛✆✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽✚✙ ✝ ✓✄✛✔➼✢✓✄✛ ❉✌❍✌❑ ✝ ✙☛✡❂➻✴✛❱➻ ✰ ➽✈➚②⑤➹✳ ✜☞➪✷s❩❂▼➽✈➚✫✧✆✩✫✓ t ✓✎➾ ✙✓✷☞➪✁s❭➼ ✝ ➻✏✙✴➾✦✓ t ✧✆✩✫✓✶✚✜✔✉✎r■☛❨⑦✙➄✙➃❭r✯☛✝➃❭t❆r❱③❦➇➐➃◗✬✎➾◆➽✚✡✢✗☛✙✤✛✽✑❛➽ ✝ ➚✢✟✫✓➑➽✚✑✢✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓✲✧✟➻ ✰ ✑❛➽ ✝ ➽✈➾✞✙☛✺✕✓✓✲ ✙✛✙✪✶ ✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳ ★ ✙
✜②✳✚✙❨✳ ➲ ✓✄✛✢➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✛ ❉✌❍✌❑ ✝ ✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳ ★ ✜
✜②✳✚✙✛✙ ■ ✝ ➻✏✙✤✛✌✓♠⑤②✓ ✰ ✑✢✗✤✓✄✛✯➼✢✓➑✑ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✦✓✎➚ ✝ ✛♦➼➢➘ ❉✭❍✯❑ ✰ ✙➓✲ ✹ ✵✪✶✌✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳ ★☞✹
✹ ✳✴✳ ✂③✙ ✓ ✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟✶✓✠✟✝➾ ✝ ✓✖✗✤✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛♠➼✢✓✖❊s➻❦➾ ✚✄r✣✙☛✟✵✛◆➽✚✟✫✛ ✰ ➻❦➾✞✙ ✂ ab ✓✎➾✾✛❱➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✲✛✦✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽✚✙ ✝ ✓✄✛➼➢➘ ❉✌❍✌❑ ✳ ✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳ ★ ★
✹ ✳✚✙ ➪✝➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✯✛✦✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽✚✙ ✝ ✓✄✛✕➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✄✛➝➨❬q❏⑤②✓ ✰ ✑✢✗✤✓✄✛✯✙✤✛✦✛✜➚✫✛❄➼❨➚ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓✱➚✢✟✢✙ ✂❘➻ ✝✞✰ ✓ ✳❁✳★✳❁✳ ★ ★
✹ ✳✸✷ ✄ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✄✛↔➽✏✛✦✟ ✰ ✑➎➾❱➻❦➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛✧➼❨➚ ✰ ➻✝➼✷✬✠✗✤✓♦➚✢✟✢✙ ✂❭➻ ✝✞✰ ✓✯✑✤➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛✘✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✥✛✆✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽✚✙ ✝ ✓✄✛➼➢➘ ❉✌❍✌❑ ✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳❂✳✆✵✓✵
✹ ✳ ✒ ✄❥➻❦➚ ✝ ✧✄✓✠✟✝➾◆➽✚❂✕✓✄✛❼➼✢✓✵✡❛➽✏✛✦✓✄✛➬➼✼➽✚✟✫✛➉✗✤✓✄✛ ➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✓✄✛ ✛❱➻❦➚✫✛ ✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛ ❭ ❃ ❫ ✍✭✓✎➾s➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓✄✛✰ ➻ ✟✕✓✠✟✢✟✫✓✄✛➶➼✢✓➉✧✄✓✄✛✇✛◆➻❦➚✫✛ ● ✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛ ❭ ➫ ❫ ✧✆✩✫✓✶✚ ➼✢✓✄✛ ❉✭❍✯❑ ✝ ✙☛✡❂➻✴✛❱➻ ✰ ✙✤✪▼➚✫✓✄✛♥➻✏✡➎➾✦✓✠✟▼➚✫✛✑❛➽ ✝ ❂✕✬✠✟✼➻ ✰ ✙✤✪✝➚✫✓✲✧✟➻ ✰ ✑❛➽ ✝ ➽✈➾✞✙☛✺✕✓♥✲✚✙✛✙✪✶ ✓✎➾✽✗✤✓✄✛✌✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✭➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✄✛✯✙✤✛✦✛❱➚✫✓✄✛♦➼❨➚ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓➚✢✟✢✙ ✂❭➻ ✝✞✰ ✓✴✳ ✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳❂✳✆✵❨✳
✹ ✳✚✙ ➲ ✓✄✛✢➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✛✯➾ ✟①✑✮✓✄✛♦➼✢✓★✛❱➻❦➚✫✛ ● ✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛✯➼✼➽✚✟✫✛❄➚✢✟ ❉✭❍✯❑ ✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳❂✳✆✵✛✙✹ ✳✚✜ ❆ ➻ ✝✞✝ ✓✄✛✞✑❂➻✏✟✼➼✼➽✚✟✫✧✄✓ ✓✠✟✝➾ ✝ ✓➆✗✤✓✄✛➙✟✼➻✏✟ ● ➾✦✓ ✝✞✰ ✙☛✟❛➽✈➚②⑤➁➼✢✓✇✗✗➽✷❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✚✙ ✝ ✓➶➼✢✓✇✗④➘ ❉✭❍✯❑ ➾➙✓✎➾➙✗✤✓✄✛

✝ ✬✠❂✴✙✍➻✏✟✫✛✯✪✝➚✁➘ ✙☛✗✤✛✽✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓✠✟▼➾✎✳ ✳★✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳❂✳✆✵✁★
✹ ✳ ✹ q❏✺☞➻✏✗✴➚➎➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓ ✗✗➽➧➼②✙✤✛✜➾◆➽✚✟✫✧✄✓ ➽✈➚②⑤ ✂ ✝ ✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✁✛❱➻❦➚✢✩❛➽✚✙✴➾✦✬✄✓✄✛➉✓✠✟ ✂❘➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟ ➼❨➚ ➾✦✓ ✰ ✑✫✛s �q✧✦✩✫✓✠✗☛✗✤✓✾✗✍➻✏❂▼➽ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✙✤✪▼➚✫✓ t ✑✤➻❦➚ ✝ ➚✢✟ ✰ ➻✝➼✷✬✠✗✤✓❁✛✦✙ ✰ ✑✢✗✤✓➑➼➢➘ ❉✌❍✌❑ ➾✎✳✵✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳❂✳✆✵ ★✹ ✳ ★ ✝✭✙✤✛✜➾◆➽✚✟✫✧✄✓➹➽✈➚②⑤ ✂ ✝ ✬✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✸✛❱➻❦➚✢✩❛➽✚✙✴➾✦✬✄✓✄✛⑧➽✈➚ ✧✟➻❦➚ ✝ ✛➉➼❨➚ ➾✦✓ ✰ ✑✫✛✎✳ ❊➬➻❋➼✷✬✠✗✤✓✄✛✏☛❨➆✎➇❯➃❘r❱③✝✆ ➋ t❦➇s✟✞✞✝✡✠✵✴☞☛✗✡✍✌✏✎✰✹✒✑✍✓✵✸✁✹✕✔✗✖✡✖✒✘➉✓✎➾✙✞✗✝✒✠✵✴✍✚✜✛✟✡✍✌✢✎✷✹✒✑✍✓✵✸✆✹✣✔✗✖✡✖✒✘ t ✍ ✓✎➾✑✉✙➃❏⑥✯➍❉➇➐➃ ☎❣➆➉s✟✞✞✝✒✠ ✴☞☛✗✡✕✔✗✖✡✖✒✘➉✓✎➾

✞✞✝✡✠✵✴☞✚✒✛✗✡✣✔✗✖✒✖✡✘ t ✳ ✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳❂✳✓✳✆✵
★②✳✴✳ ➲ ✙✗➽✚✙✤✛❱➻✏✟✫✛✾✙☛✟✰✂④✬ ✝ ✬✄✓✄✛✾✑❛➽ ✝ ❍✯❑✭❉ ☎✭✙✤✓ ✦ ✲ ✳✆✵ ✒ ✶ ✂➆✑❛➽ ✝ ➾✞✙ ✝ ➼✢✓✒✗✗➽ ✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓➏✷✆✝ ➼➢➘ ➚✢✟ ❉✌❍✌❑ ➾

➼✢✓✻✑✢✩✫✬✠✟ ✟✣✗✗➽✚✗✗➽✚✗☛✙☛✟✫✓ ➼✢✓✵✗✤✓✠✺✝➚ ✝ ✓ ➼✢✬✎➾✦✓ ✝✞✰ ✙☛✟✫✬✄✓✈✑❛➽ ✝✁✝ ➽ ✟☞➻✏✟✫✛ ❋ ✲ ★✁★✪✶✿✳ ✢✌✟ ✝ ✓ ✰ ➽ ✝ ✪✝➚✫✓ ✝ ➽✪▼➚✫✓ ✰ ✗ ✰ ✓➆✗✗➽ ✝ ✓✄✛✜➾ ✝ ✙✤✧✎➾✞✙✍➻✏✟➧➼✢✓➆✧✄✓✎➾✜➾✦✓ ✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓➹➽✈➚②⑤ ✗☛✙✗➽✚✙✤✛❱➻✏✟✫✛❝✧✆➽✚✟✼➻✏✟✢✙✤✪▼➚✫✓✄✛✑✰❾➽✈➾✦✛❱➻✏✟
❆ ✝ ✙✤✧✦r✫▲✪✰❾➽✈➾✦✛❱➻✏✟ ● ❆ ✝ ✙✤✧✦r ❆ ✙✤✛✾s ❉ ✝ ✧✄✛✽✟✼➻✏✙ ✝ ✛ t ✟✁➘✱✓✄✛✜➾✜✑❛➽✏✛✢➼✢✓✄✛✆✛✞✙☛✟❛➽✚✡✢✗✤✓➑➼✼➽✚✟✫✛✢➚✢✟➹➼✢✓ ✰ ✙ ● ✑✢✗✗➽✚✟❀✳ ✳✓✳✆✷

★②✳✚✙ ➪✝➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✶✛✦✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽✚✙ ✝ ✓ ✧✟➻✏✟✫✛✜➾ ✝ ➚✢✙✴➾✦✓ ✂✈✑❛➽ ✝ ➾✞✙ ✝ ➼✢✓✶✗✗➽ ✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✤✞✒✞✒✥✡✞✟✂✡✦ ✂✗✂✜✞✒✥✡✞✒✞✮✍✜✓✎➾
✂❘➽✚✙✤✛✖➽✚✟▼➾❄➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ➽✑✏✍➾ ✝ ✓✯➾❱➻❦➚✫✛✥✗✤✓✄✛↔➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ✙✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾✦✛✜✑❂➻❦➾✦✓✠✟▼➾✞✙✤✓✠✗✤✛✧✞ ● ✥✖✓✎➾★✦ ● ✂❜✳ ➲ ➘✱✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓✱➼✢✓✄✛➽ ✝ ✧✄✛✥✧✠✗✗➽✚✙ ✝ ✛◗✧✟➻✏✟✫✛✜➾✞✙✴➾✜➚✫✓✌✗④➘ ➚✢✟❆➼✢✓✄✛ ✝ ✓✠✑✢✗☛✙✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾✦✛❄➻✏✑➎➾✞✙ ✰ ➽✈➚②⑤➏➼✼➽✚✟✫✛③✗✤✓ ✰ ➻❋➼✷✬✠✗✤✓✯➼✢✓ ❑ ➚✫✛✦✛✞✙☛✟✼➻✎✺✔✳❘✳✓✳ ✒



� ☎ ✕ ✛✧✌ ★ ✌✟✕✂✁✧✑ ✓✔✆✑✌✟✕ ✁✁�✵�

★②✳✸✷ ✝➑✬✄✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓✄✛✸✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✄✛ ✛✦✓✄✧✟➻✏✟✼➼✼➽✚✙ ✝ ✓s➼✢✓➶✰❾➽✈➾✦✓ ✝✞✰ ➽✚✟ ➨ ✎❲⑤❂⑦➶✉✎②❭➄✖①➎r✟②❭①❋➄✜⑦ ➋ ⑦②④t❦➃❖➇❏➇✍⑦
n
⑦✖✉✎②✁✉✟③❦➃❖②❥①❋⑤✤⑦♦✉✙②❭➄✙①❨r✆②❭①✝➄❱⑦ ➋ ⑦✯②④t❦➃❖➇❖➇✴⑦ n−1

➍❉➄❱➆✜r◆➆ ➋ ➆❱⑦ ➋❲➌ ①✝⑤✤⑦✱➊❱t✈✉✟⑦✯⑤❉③✓⑤✼➒✡t✖➍▼➍❨t❦➄✙➃❘➆❱⑦✙➈✉✎③❦➃❭② ➋ ⑦✙①✓→⑧✉✙②❭➄✙①❨r✆②❭①✝➄❱⑦✖✉ ➋ ⑦➑②④t❦➃❏➇❖➇✍⑦✖✉ i ⑦✎② n− i− 2
➈➓➃❏⑤✼✉✟➆✙➄❱➆❱⑦✖✉✱➄❱⑦✖✉④➍➎⑦❱r✟②❭➃❏↕❦⑦✙⑥⑧⑦✙⑤❛②✔✉✎③❦①✝✉♠⑦✎②✔➙

➋ ➄✜③❦➃❖②❞⑦ ➋❲➌ ①❋⑤ r❱③✓①✆➍❉➇✍⑦ ➋ ⑦➔➊✜t✈✉✆⑦✖✉➣t✖➍▼➍❨t❦➄✙➃❘➆❱⑦✙✉✟➞✯✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳❂✳✓✳✧✙★②✳ ✒ q❏✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓❣➼✢✓③✧✟➻ ✝ ➼✢✓✄✛❲✓✎➾✹❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✓③✧✠✙ ✝ ✧✎➚✢✗✗➽✚✙ ✝ ✓❄➽✏✛✦✛❱➻①✧✠✙✤✬✴✳✹☞✌✟✫✓❣➼✢✓✄✛✹✛❱➻✏✗✴➚➎➾✞✙✍➻✏✟➉➽✈➚➙✑ ✝ ➻✏✡✢✗✭✬ ✰ ✓❊➬➴✜➪ ✓✄✛✜➾✜✗④➘✱✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓♠➼✢✓✄✛✜✟✼➻①✓✎➚✼➼✢✛ {1, 6, 7} ✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳❂✳✓✳ ★
★②✳✚✙ ■ ✝ ➽✚✟✫✛ ✂❘➻ ✝✞✰ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➹➼➢➘ ➚✢✟✫✓➑✙☛✟✫✛✜➾◆➽✚✟✫✧✄✓✭➼✢✓➑✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓✱➼➢➘ ❉✭❍✯❑ ✓✠✟ ✝ ✓✠✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟▼➾◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟➁⑦✙⑤➎✉✟⑦✎⑥➣➒

➊✙➇✍⑦ ➋ ⑦➝r◆③❦➄ ➋ ⑦✖✉➝➼➢➘ ➚✢✟✷❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✓✲✧✠✙ ✝ ✧✎➚✢✗✗➽✚✙ ✝ ✓✴✳ ✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳❂✳✓✳ ★
★②✳✚✜ ☎q✓ ✝ ✛✞✙✍➻✏✟ ➻ ✝ ✙☛❂✴✙☛✟❛➽✚✗✤✓❝✓✎➾➑➽✚✑✢✗✗➽✚✟✢✙✤✓➉➼✢✓✲✗✗➽✇✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✜➚ ✝ ✓➉➼➢➘ ➚✢✟ ✙☛✟▼➾ ✝ ➻✏✟❼➼❨➚ ❂ ✝ ➻❦➚✢✑✔✓❆✳➙✧✆✩✫✓✶✚ ✎✯➞

t✓②❭➄✜③✖➍❉①✺➍❉①✝➄❱⑦✜t ✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳❂✳✓✳ ★
★ ✳✴✳ q❏✟✫✧✟➻❋➼✼➽✚❂✕✓➑➼➢➘ ➚✢✟✁✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✼✑❛➽ ✝ ➚✢✟ ✰ ➻❦➾✯✛✜➚ ✝ {m,m}∗ ✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳❂✳ ✙ ✙
★ ✳✚✙ ✝➑✓✎➚②⑤ ✰ ➽ ✝ ✧✆✩✫✓✄✛❄➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✄✛✘✟✼➻✏✟ ● ✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✓✄✛✎✍✢✧✆➽ ✝ ✺①✙✍➻✏✗✗➽✚✟▼➾ ✝ ✓✄✛✞✑✮✓✄✧✎➾✞✙☛✺✕✓ ✰ ✓✠✟✝➾✥✗✤✓✄✛✥✧✟➻✏✟ ●➼②✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛♦➼✢✓➑✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙☛✺①✙✴➾✦✬✖s ❃ t ✓✎➾✯➼✢✓★✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✫✧✄✓✇s❭➫ t ✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳❂✳ ✙✛✜
✳✆✵②✳✴✳ ❊✁✙✤✛✆✓✾✓✠✟✼✬✠✺①✙✍➼✢✓✠✟✫✧✄✓➣➼❨➚✼✡✢✙✗➽✚✙✤✛✕➼✼➽✚✟✫✛✭✗✤✓✄✛✕➽✚✑✢✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓✄✛✭✟✫✓➝➾✦✓✠✟❛➽✚✟▼➾➑✧✟➻ ✰ ✑➎➾✦✓✲✟✢✙ ➼✢✓✾✗✗➽✸✧✎➚✢✗ ●

✰ ✙☛✟❛➽✚✟✫✧✄✓★✟✢✙❲➼✢✓➑✗✗➽✒✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙☛✺①✙✴➾✦✬✱➼✢✓✄✛✽✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛♥✳ ✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳❂✳✆✷✛✙
❉ ✳✴✳ ✝➑✓✎➚②⑤➶➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛✭✑❂➻❦➚ ✝ ➚✢✟✫✓ ✰ ✗ ✰ ✓➙✧✠✗✗➽✏✛✦✛✦✓❁✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✴✳ ❃ ✓✄✛✜➾✯✗✍➻✣✧✆➽✚✗✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾✟✼➻✏✟ ● ➽ ✰ ✡✢✙☛❂✓➚✼✻➙✧✆➽ ✝ Lq1 ∩ Lq2 = Lq2 ∩ Lq3 = Lq1 ∩ Lq3 = ∅

✳✧➫ ✓✄✛❱➾✯➽ ✰ ✡✢✙☛❂✓➚✼✻✲✧✆➽ ✝
Lq′2 ∩ Lq′3 6= ∅

✳❲✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳❁✳★✳❁✳❂✳ ✜✓✵
❉ ✳✚✙ ✝➑✬✄✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟➬⑥✑t❦➄❴r■☛❨⑦✭t❦➇✍➆✜t✓②④③❦➃❖➄✜⑦✕➼✢✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛✧➼✢✓✧✝✩✟②✧✦r➉➼✢✓❄➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ n = 8

✳ ✢✌✟ ✝ ✓ ✰ ➽ ✝ ●✪▼➚✫✓★✪✝➚✫✓➑✗✤✓✄✛♦➽ ✝ ✡ ✝ ✓✄✛ ❃ ✓✎➾✢➫ ✙✤✛✦✛❱➚✫✛✢➼✢✓✄✛✽✬✎➾◆➽✈➾✦✛♦➽✚✡❛➽❝✓✎➾♦➽✓➽✚✡✼✛❱➻✏✟▼➾✽✙✤✛◆➻ ✰ ➻ ✝ ✑✢✩✫✓✄✛✎✳❲✳❁✳❁✳★✳❁✳❂✳ ✜✓✷❉ ✳✸✷ ✝➑✬✄✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ✑✟t☞r✟②④③✓➄✖➃❏✉✟➆❱⑦ ➼✢✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛ ➼✢✓✞✝✕✟②✧✦r ➼✢✓ ➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓
n = 8

✳ ➲ ✓✄✛ ✬✎➾◆➽✈➾✦✛
✛❱➻✏✟▼➾✲✬✎➾✞✙✤✪▼➚✫✓✎➾✦✬✄✛✾✑❛➽ ✝ ✗✤✓✄✛❁✧✟➻❦➚✢✑✢✗✤✓✄✛ (n, h)

✍ ✗✍➻✏✟✢❂✓➚✫✓✎➚ ✝ ▲ ✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✍❬➼✢✓✄✛✲✬✎➾◆➽✈➾✦✛➝➽✄✺✓➽✚✟▼➾✪✂❘➽✏✧ ●➾❱➻ ✝ ✙✤✛◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟❀✳ ✄ ➽ ✝ ✓♠⑤②✓ ✰ ✑✢✗✤✓✴✍★✗④➘✱✬✎➾◆➽✈➾ (5, 1) ✝ ✬✄✛✜➚✢✗✴➾✦✓❾➼✢✓ ✗✗➽✞✂❘➽✏✧✎➾❱➻ ✝ ✙✤✛◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➼✢✓✄✛✷✬✎➾◆➽✈➾✦✛
➽✓➽✓➽✚✡✢✡❀✍✸➽✓➽✚✡❛➽✚✡❀✍✸➽✓➽✚✡✢✡❛➽②✍✸➽✚✡❛➽✓➽✚✡ ✓✎➾✯➽✚✡❛➽✚✡❛➽②✳❜✳✾✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳★✳❁✳✾✳★✳❁✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳★✳✾✳★✳❁✳❁✳★✳❁✳❂✳ ✜ ✒



✫✯✑✔✑✔✛✁�✖✛



✄ ✁ � ☞✛✞✗✟✏☛✍✌✏✡ ✠✛☞ ✑ ✎✒✠☛✌✂✄✎✍ ✡ ✚ ☞ ✆✝☞ ✠✗✄✏✖ ✄ ✌✓☞✞✡

❆ ✓✎➾✜➾✦✓➏➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟➁➼✢✓❝✗✗➽ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻❋➼✢✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓ ✂❆➚✢✟✶✧✆➽✏✛✾✟✼➻✏✟ ● ➽✚✗☛❂✕✬✠✡ ✝ ✙✤✪▼➚✫✓✸✗✗➽✚✙✤✛✦✛✦✓✖✓✠✟✝➾ ✝ ✓✠✺☞➻✏✙ ✝ ✗✗➽➆✑❂➻✴✛ ●✛✞✙☛✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬➔➼✢✓➙❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✚✗☛✙✤✛✦✓ ✝ ✗④➘✸➽✚✑✢✑ ✝ ➻✣✧✆✩✫✓➉➼✢✓➣✰ ✙☛✗ ✂ ✂⑧➚✢✟✫✓➉➽✚✑✢✑ ✝ ➻✣✧✆✩✫✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓✒❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✚✗☛✙✤✛✦✬✄✓✴✳ ❆ ✓✠✗☛✗✤✓ ● ✧✠✙q✓✠✟ ●
❂✴✗✍➻✏✡✔✓ ✝ ➽✚✙✴➾ ✂❁✗✗➽ ✂❘➻✏✙✤✛✘✗④➘✱✓✠✟✫✛✆✓ ✰ ✡✢✗✤✓✭➼✢✓✄✛✥✧✠✗✗➽✏✛✆✛✦✓✄✛✔➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛◆➽✚✡✢✗✤✓✄✛③✟✼➻✏✟ ● ✬✎➾✞✙✤✪✝➚✫✓✎➾✦✬✄✓✄✛❄➼✢✓ ✙ ✗✗➽✑✓✜➻✏✗✤✓✎➾✯✲ ✒ ✙✪✶✿✍①✧✓➘✱✓✄✛✜➾
✂♥➼②✙ ✝ ✓❝✓✠✟▼➾ ✝ ✓✑➽✈➚➎➾ ✝ ✓➙✗✤✓✄✛➑❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✚✙ ✝ ✓✄✛★✟✼➻✏✟ ● ✧✟➻✏✟✝➾✦✓♠⑤❋➾✜➚✫✓✠✗☛✗✤✓✄✛✎✍ ➽✚✙☛✟✫✛✞✙❏✪▼➚✫✓➙✗✤✓✄✛★✧✆✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛❁✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛✎✳✍✢✌✟✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟✝➾✦✓✯➼➎➻✏✟✫✧✯✙✤✧✠✙✼➚✢✟✫✓✽✺✓➽ ✝ ✙✗➽✚✟▼➾✦✓✕➼✢✓✜✗✗➽ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻❋➼✢✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✦✙☛✺✕✓✽✙☛✟▼➾ ✝ ➻❋➼❨➚✢✙✴➾✦✓✌✑❛➽ ✝ ✰ ✙☛✗ ✂➓✲✴✳✆✵✓✷✪✶✮✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✧✎➚✢✗☛✙✭✬ ✝ ✓ ●
✰ ✓✠✟▼➾✭➽❦➼✼➽✚✑➎➾✦✬✄✓ ✂➙✗✗➽➙❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➬➼✢✓ ✰ ➽ ✝ ✧✦✩✫✓✄✛✯➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✄✛♥✳ ✢✌✟ ✝ ✓ ✰ ➽ ✝ ✪✝➚✫✓ ✝ ➽❝✪▼➚✫✓★✧✄✓✎➾✜➾✦✓♠➼✢✬✯✫✫✟✢✙✴➾✞✙✍➻✏✟✁✟✫✓✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾❁✑❛➽✏✛✱➼✢✓ ✝ ✓✠✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟✝➾✦✓ ✝ ➾❱➻❦➚➎➾✦✓✄✛★✗✤✓✄✛❁✧✠✗✗➽✏✛✦✛✆✓✄✛❁✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✄✛✲✑ ✝ ✙✤✛✦✓✄✛★✓✠✟✻✧✦✩❛➽ ✝ ❂✕✓✸✑❛➽ ✝ ✗✤✓✒✑❛➽✏✧✦r✓➽✚❂✕✓
✦ ☎✁� ✺☛✡✄✂✵✴✄✂◆✸ ✂ ➼✢✓✆☎✷✶✞✝☞✑✵✹ ✲ ✒ ✙✪✶✿✳ ❆ ✓✠✑✮✓✠✟✼➼✼➽✚✟✝➾✎✍q✓✠✗☛✗✤✓✖✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✎✍❲✑❛➽ ✝ ✗④➘ ✙☛✟▼➾ ✝ ➻❋➼❨➚✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟➁➼✢✓✸✗✗➽✷✟✼➻❦➾✞✙✍➻✏✟➁➼✢✓
r❱t❦➄✜t☞r✟②❞➆✎➄✖➃❏✉✙②❭➃ ✥✎①✼⑦ ➋❲➌ ①❋⑤✤⑦✱r✎➇✴t✈✉◆✉✆⑦ ➋❲➌ ➆✎②④t✓②❖✉✠✍▼➼✢✓✯✧✠✗✗➽ ✝ ✙ ✫ ✓ ✝ ✗④➘✱✬✠✺✓➽✚✗✴➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟♥➼✢✓✄✛③✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤①✙✴➾✦✬✄✛❄➽✏✛✦✛◆➻✣✧✠✙✤✬✄✓✄✛ ✂★✧✄✓✎➾✜➾✦✓
✂④➽ ✰ ✙☛✗☛✗✤✓➑➼➢➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛✎✳

✞ ✄✧✦ � ✒ ✌✪✗✣✎✁✌ ✟✰✎

➲ ➽ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻❋➼✢✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓✴✍ ✙☛✟▼➾ ✝ ➻❋➼❨➚✢✙✴➾✦✓★✑❛➽ ✝ ✰ ✙☛✗ ✂ ✲ ✳✆✵✓✷ ✶ ✍ ✝ ✓✠✑✤➻✴✛✦✓★✛❱➚ ✝ ✗④➘ ✙✍➼✢✬✄✓❁✛✜➚✢✙☛✺✓➽✚✟▼➾✦✓✑➨
➪✣✙ ✗④➘❀➻✏✟ ➾ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓♠➚✢✟✫✓➔➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ✟✼➻✏✟ ● ➽ ✰ ✡✢✙☛❂✓➚✼✻➉➼✢✓✄✛✕➻✏✡✔✓ ✓✎➾✦✛ ✂✇✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓ ✝ ✍✁➽✚✗✍➻ ✝ ✛✭➻✏✟✛◆➽✚✙✴➾✽✧✟➻ ✰ ✑➎➾✦✓ ✝ ✑➎➚✢✙✤✛✯✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓ ✝ ➚✢✟✢✙ ✂❭➻ ✝✞✰ ✬ ✰ ✓✠✟✝➾✌✧✄✓✄✛✢➻✏✡✔✓✞✓✎➾✦✛✎✳

✢✌✟s➽✏✛✆✛✞✙ ✰ ✙☛✗✤✓➑➚✢✟✫✓➑➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟➉✑✤➻❦➚ ✝ ➚✢✟✫✓✾✧✠✗✗➽✏✛✦✛✦✓✾✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓ C ✂➔➚✢✟➬➽✈➚➎➾❱➻ ✰ ➽✈➾✦✓➙✬✎➾✞✙✤✪▼➚✫✓✎➾✦✬✲✛✜➚ ✝✗✤✓✄✛♦➽ ✝ ✧✄✛✌✓✎➾✜✗✤✓✄✛✜✟✼➻✣✓✎➚✼➼✢✛♥✳
❇ ❶ ❦ ➸ ❆ ❇♥❆❖❷✤➸ ❿✠✟ ❭ ❇ ❶❯❘☞❷✤❺ ❛ ❷ ➯ ❆❅❇♥❆❖❷❉➸ ❚ ✫ ❱❥➸❥❻✷❘ ➺❖➭➎➯✆➯ ❻✁❘☞❷✤❺✼♦❲❆❭➸ ➭ ❇✆❷✮❆❖❸✪❻ ❫ ➀✎❲⑤❂⑦ ➋ ➆✜r◆③❦⑥✯➍❨③✈✉✖➃❭②❭➃❘③❦⑤✑➍➎③❦①✝➄✭①❋⑤✤⑦➑r✟➇✄t✈✉✖✉✟⑦♠r❱③❦⑥⑧➊✙➃❖⑤❉t✓②④③❦➃❖➄✜⑦ C ⑦✙✉✙②✧r❱t✓➄❴t☞r✆②❞➆✙➄✖➃❏✉✟➆◆⑦✢➍❨t❦➄✭➇✄t ➋ ③❦⑤✼⑤✤➆◆⑦ ➋❲➌ ①❋⑤ ✥✎①❋➃❏⑤✼➒
②❭①✺➍❉➇✴⑦✟② A = (Q, qs,Φ, τ, λ)

③❦➜s➛
➒
Q

⑦✖✉✎②➓➇ ➌ ⑦✎⑤➎✉✟⑦✙⑥⑧➊✙➇✍⑦ ➋ ⑦✖✉➝➆✎②④t☞②❖✉ ➋ ⑦♠➇ ➌ t❦①❨②④③❦⑥✑t✓②❞⑦✖➈❣t❦①✝✉◆✉✙➃✧t✖➍☞➍➎⑦✎➇✴➆✖✉❝✧✦✩✼➻✏✙❶⑤ ✗✍➻①✧✆➽✈➚②⑤✁➞
➒
qs

⑦✙✉✙②✔➇ ➌ ➆✎②④t✓②✧➃❏⑤✼➃❭②❭➃❘t❦➇ ➋ ⑦➑➇ ➌ t❦①❨②④③❦⑥✑t✓②❞⑦✆➞
➒

Φ
⑦✖✉✎②➓①❋⑤❼⑦✎⑤➎✉✟⑦✙⑥⑧➊✙➇✍⑦ ➋ ⑦ ✑✎③✓⑤❉r✟②❭➃❘③❦⑤➎✉✭✉✖①❋➄✱➇✄t❆r✎➇✴t✈✉✖✉✟⑦➣r❱③❦⑥⑧➊✙➃❖⑤❉t✓②④③❦➃❖➄❱⑦ C ➞

➒
τ : Q→ ⊕∪ ({⊗} × Φ) ∪ ({⋄} × Φ)

t✈✉✖✉✎③✆r✟➃❘⑦➣➙❆r✯☛❋t ✥✟①➎⑦➉➆✎②④t☞②
q
①❋⑤s②✓❖✖➍➎⑦➔➛

➒
τ(q) = ⊕ ➛

q
⑦✖✉✙②✧①✝⑤❾➆✎②④t✓②♦➼②✙✤✛ ✓❴➻✏✟✫✧✎➾✞✙ ✂◆➞

➒
τ(q) = (⊗, f)

➛
q
⑦✖✉✙② ①❋⑤s➆✎②④t✓②③✧✟➻✏✟✖✓❴➻✏✟✫✧✎➾✞✙ ✂↔⑥➔①✝⑤❛➃ ➋❲➌ ①✝⑤✇r❱③✓⑤➎✉✙②❭➄✙①❨r✆②❞⑦✙①✝➄

f
➙
k
t❦➄❭➅✓①✝⑥⑧⑦✙⑤❛②❖✉✖➈

k = |λ(q)| ➞➒
τ(q) = (⋄, f)

➛
q
⑦✖✉✎②➓①❋⑤❾➆✎②④t✓②❄➾✦✓ ✝✞✰ ✙☛✟❛➽✚✗↔⑥➔①✝⑤❛➃ ➋❲➌ ①❋⑤ r❱③❦⑤➎✉✎②❭➄✖①➎r✟②❞⑦✙①❋➄

f
✉✟t❦⑤➎✉♠t❦➄❘➅❦①❋⑥✑⑦✎⑤❛②❞➞

➒
λ : Q → (Q × Φ)∗ ➋ ➆ ☎➓⑤✼➃❭②❄➇✴⑦✙✉➔②❭➄✜t❦⑤➎✉✙➃❖②❭➃❘③❦⑤➎✉ ➋ ⑦➉➇ ➌ t❦①❋②④③✓⑥➉t☞②❞⑦✖➈✕r ➌ ⑦✖✉✙②✕➙ ➋ ➃❖➄❱⑦➉①❋⑤➁⑦✙⑤✼✉✟⑦✙⑥⑧➊✙➇✍⑦ ➋ ⑦r❱③❦①✺➍❉➇✴⑦✙✉

(q′, f)
➈✔③❦➜

f
⑦✖✉✙②✧①✝⑤❼r❱③❦⑤✼✉✙②❭➄✙①❨r✟②❞⑦✎①✝➄➔➙⑧①❋⑤ t❦➄❭➅✓①✝⑥⑧⑦✙⑤❛②❞➞

✷
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✂↔⑤⑧➃❖⑥✯➍❨③✈✉✟⑦✕⑦✙⑤❆③❦①❋②❭➄❱⑦✕✥✎①➎⑦✢➇✍⑦✧➅❦➄✜t✖➍◆☛➎⑦ ➋ ➃❏➄✙➃✄➅✝➆ ➋ ➆✆☎✧⑤✼➃❂➃❏⑥✯➍❉➇➐➃❭r✟➃❖②❞⑦✙⑥⑧⑦✙⑤❉②❋➍❨t❦➄↔➇✴t ✑✟③❦⑤❉r✟②❭➃❘③❦⑤
λ
✉✎③✓➃❖②❬➽✏✧■✟②✧✠✗☛✙✤✪▼➚✫✓✈➈

r ➌ ⑦✖✉✙②↔➙ ➋ ➃❏➄❱⑦➔➛
∄(q1, o1), . . . , (qk, ok), (qi+1, oi+1) ∈ λ(qi),

②❞⑦✙➇❯✉ ✥✎①✼⑦
q1  qk → q1

❇ ❶ ❦ ➸ ❆ ❇♥❆❖❷✤➸ ❿✄✂ ❭ ❏ ➸ ➯ ❻❋❺✼♦ ➺ ❻✁❚ ✫ ❷ ♦ ✏✎❻❯❇ ➯➉➭➎➯✆➯ ❷❙❘❯❆❖❶ ➯✆☎ ❱❥➸ ❶✕❇ ➭ ❇ ❫ ➀
➂ ③❦➃❭② Lq ➇ ➌ ⑦✙⑤➎✉✟⑦✎⑥✑➊✎➇✴⑦ ➋ ⑦✙✉✔③▼➊☎✄✆⑦✎②❖✉ ➋ ➆✙➄✙➃❖↕✪t▼➊✙➇✍⑦✖✉↔➙➓➍❨t✓➄✙②❭➃❖➄ ➋❲➌ ①✝⑤⑧➆✎②④t☞②

q
②❞⑦✙➇ ✥✎①✼⑦

λ(q) = ((f1, q1), . . . , (fk, qk)
➈

t❦➇✴③❦➄✖✉➣➛
τ(q) = ⊕ : Lq =

⋃

(f,q′)∈λ(q) f(Lq′)
τ(q) = (⊗, f) : Lq = f(f1(Lq1), . . . , fk(Lqk))
τ(q) = (⋄, f) : Lq = f()

✟ ❻✝❺ ➭ ❸ ✩❀❱❥❻❼➀
➲ ✓✄✛✍✂❭➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟✫✛

f n
● ➽✚✙ ✝ ✓✄✛♠➽✏✛✦✛❱➻①✧✠✙✤✬✄✓✄✛➝➽✈➚②⑤ ➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛ s

n = 1 t ✓✎➾➣➽✈➚②⑤ ✬✎➾◆➽✈➾✦✛✲✧✟➻✏✟✖✓❴➻✏✟✫✧✎➾✞✙ ✂ ✛✇s
n = k t➼✢✓✠✺ ✝ ➻✏✟▼➾ ✗✎➾ ✝ ✓➑➾✦✓✠✗☛✗✤✓✄✛✽✪▼➚✁➘ ✙☛✗✹✓♠⑤①✙✤✛✜➾✦✓ µ : Nk → N

➾✦✓✠✗☛✗✤✓✾✪▼➚✫✓➉➨
|f(L1, . . . ,Lk)| = µ(|L1|, . . . , |Lk|)

➻✆✽ Li ✓✄✛✜➾❲✗④➘✱✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓♦➼➢➘❀➻✏✡✔✓ ✓✎➾✦✛❲✙✤✛✦✛❱➚✫✛ ➼✢✓◗✗✗➽ i ● ✬ ✰ ✓↔➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟❀✳ ❆ ✓✎➾✜➾✦✓◗✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✜❂▼➽ ✝ ➽✚✟✝➾✞✙✴➾❏✗④➘✱✓♠⑤①✙✤✛❱➾✦✓✠✟✫✧✄✓➼➢➘ ➚✢✟✫✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✫✧✄✓✲✛✜➚ ✝ ✗✗➽➣➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓➑➼✢✓✄✛✽✓✠✟✫✛✆✓ ✰ ✡✢✗✤✓✄✛✭✧✟➻✏✟✫✛✞✙✍➼✢✬ ✝ ✬✄✛✎✍✫✓✎➾✜✟✼➻✏✟✁✛❱➚ ✝ ✗✤✓✎➚ ✝ ✧✟➻✏✟▼➾✦✓✠✟✝➚❀✳

q′1

q′2

q′3

Eq′1

Eq′2

Eq′3

q′

✝
✞

Eq2

Eq3

q2

q3

Eq1

q

q1

⊕ ⊕

✎✏☎ ✑ �✡�✠� ✁✕✔➢❁ ✤✛✦✠✟ ✜ ✂ ✘✛✚☎✄✰✫ ✚✁✲ ✩✒✱✳✩☛✚✕✖ ✲ ✫✓✚✕✦✧✭ ✦✧✖✙✤ ✄☛✡✞✄✰✤ ✘ ✁ ✣✕✲ ✲ ✤ ✘ ✚✌✄✄✠✧✩☛✖✙✣ ✱ ✚✕✩☛✭✳✤✌☞ ✝ ✤ ✲ ✱ ✁ ✚ ✘✛✣ ✁ ✤✟✄✰✤✛✖✁✱ ✖✙✚✕✖✌☞ ✣ ✄ ✠✧✩ ✄ ✦✠✍
✘ ✣✮✭

Lq1
∩ Lq2

= Lq2
∩ Lq3

= Lq1
∩ Lq3

= ∅
☞ ✡ ✤ ✲ ✱ ✣ ✄✄✠✙✩ ✄ ✦✠✍✥✘✛✣✮✭

Lq′

2
∩ Lq′

3
6= ∅

☞

❇ ❶ ❦ ➸ ❆ ❇♥❆❖❷✤➸ ❈✏✎ ❭ ➳ ➭ ➸❲❷✤➸✹❆❩❘❯❆❅❇✆❶✼❚ ✫ ❱ ➸❲❻✷❚ ❶❯❘▼❷❉❺ ❛ ❷ ➯ ❆❅❇♥❆❖❷❉➸ ❫ ➀✂↔⑤ ➋ ➃❭② ✥✎① ➌ ①❋⑤❼➆✎②④t✓②✧③❦①➹r✯☛❨③❦➃✄→⑧➇✴③✆r❱t❦➇
q
➈
λ(q) = ((f1, q1), . . . , (fk, qk))

⑦✙✉✙②❬⑤❉③✓⑤✼➒✡t❦⑥⑧➊✙➃✴➅❦①♥✉ ➌ ➃❖➇❉➄❱⑦✖✉④➍✼⑦✜r✟②❞⑦➇✴t♥r◆③❦⑤ ➋ ➃❭②❭➃❭③✓⑤✇✉✙①✝➃❖↕✪t❦⑤❛②❞⑦➔➛
τ(q) = ⊕ : ∀i 6= j ∈ [1, k], fi(Lqi) ∩ fj(Lqj) = ∅
τ(q) = (⊗, f) : ∀X 6= Y ∈ f1(Lq1)× . . . × fk(Lqk), f(X) 6= f(Y)
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✎❲⑤❼➆✎②④t✓②❣②❞⑦✙➄✙⑥➔➃❏⑤❉t✓➇❥⑦✖✉✙②❣②④③❦① ✄✎③❦①❋➄✖✉➑⑤❉③❦⑤✼➒❴t❦⑥⑧➊✙➃✄➅✓①➎➞
✎❲⑤❂⑦ ➋ ➆✜r❱③❦⑥✯➍❨③✈✉✙➃❖②❭➃❘③❦⑤❾⑦✖✉✎②✽✟✼➻✏✟ ● ➽ ✰ ✡✢✙☛❂✓➚✼✻♥✉✙➃❬②④③❦①▼✉✱✉✆⑦✖✉➝r✯☛❋③✓➃✄→➏➇✴③✆r❱t❦①✓→➏✉✎③❦⑤❉②➓⑤❉③❦⑤❛➒✡t❦⑥⑧➊✙➃✴➅❦①✝✉✟➞
✎❲⑤❂⑦ ➋ ➆❱r❱③❦⑥✯➍❨③✈✉✙➃❖②❭➃❘③❦⑤ A = (Q, qs,Φ, τ, λ) ➋❲➌ ①✝⑤✤⑦➝r✎➇✴t✈✉◆✉✆⑦♠r◆③❦⑥⑧➊✙➃❏⑤✤t✓②④③❦➃❖➄✜⑦ C ⑦✖✉✙②✜✧✆➽✚✟✼➻✏✟✢✙✤✪✝➚✫✓➉✉✙➃✧⑦✙➇❏➇✍⑦➣⑦✖✉✙②
⑤❉③❦⑤❛➒✡t❦⑥⑧➊✙➃✴➅❦①✁�➉⑦✎② ✥✟①➎⑦ Lqs = C ➞ ✷

✟ ❻✝❺ ➭ ❸ ✩❀❱❥❻❼➀
➲ ✓✄✛ ✂❘➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟✫✛

µ
✬✠✺☞➻①✪✝➚✫✬✄✓✄✛➙✓✠✟ ✝ ✓ ✰ ➽ ✝ ✪▼➚✫✓ ✂✁✗✗➽➹➼✢✬✯✫✫✟✢✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ➼➢➘ ➚✢✟✫✓➏➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ✛❱➻✏✟✝➾➙✓✠✟ ✝ ✬✆➽✚✗☛✙✴➾✦✬➾❱➻❦➾◆➽✚✗✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾✭➼✢✬✎➾✦✓ ✝✞✰ ✙☛✟✫✬✄✓✄✛✕➼✼➽✚✟✫✛✜✗✤✓★✧✆➽✏✛♦➼➢➘ ➚✢✟✫✓➑➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✁✧✆➽✚✟✼➻✏✟✢✙✤✪✝➚✫✓⑧➨

● �❬➾◆➽✈➾
q ➋ ➃✗✉☎✄✎③✓⑤❉r✟②❭➃ ✑♠✍

τ(q) = ⊕ ➨
✢✌✟ ✝ ➽✚✑✢✑✔✓✠✗☛✗✤✓ ✪✝➚✫✓ Lq = ∪(f,q′)∈λqf(Lq′)

✓✎➾
cq =

∑

(f,q′)∈λq µf (cq′)
✳ ➲ ✓✄✛

f
✛❱➻✏✟✝➾➶➼✢✓✄✛

✂❭➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟✫✛
⇒ |E| ≥ |f(E)| ⇒ µf ≤ I⇒ cq ≤ Σ(f,q′)∈λqcq′ .

✝✭✓➉✑✢✗✴➚✫✛✎✍➑✛✞✙
cq < Σ(f,q′)∈λqcq′

✍✕➽✚✗✍➻ ✝ ✛ ✙☛✗★✓♠⑤②✙✤✛✜➾✦✓ (f1, q
′
1) 6= (f2, q

′
2)

➾✦✓✠✗✤✛✷✪▼➚✫✓
f1(Lq′1) ∩

f2(Lq′2) 6= ∅
✍✌✧✄✓ ✪✝➚✢✙★✧✟➻✏✟▼➾ ✝ ✓✟➼②✙✴➾✼✗④➘ ✩✵✟①✑✤➻❦➾✞✩ ✬✄✛✦✓❾➼✢✓ ✧✆➽✚✟✼➻✏✟✢✙✤✧✠✙✴➾✦✬ s❘➽ ✰ ✡✢✙☛❂✓➚ ✆❘➾✦✬ t ✳ ✢✌✟ ➽ ➽✚✗✍➻ ✝ ✛

cq :=
∑

(f,q′)∈λ(q) µf (cq′) =
∑

(f,q′)∈λ(q) cq′
✍✢✓✎➾

(µi ≤ I)
✍❛➼➎➻✏✟✫✧✑➨

µfi
(n) = n

● �❬➾◆➽✈➾
q
r❱③❦⑤ ✄✟③❦⑤❉r✟②❭➃ ✑✠✍

τ(q) = (⊗, f)
➨

✢✌✟ ✝ ➽✚✑✢✑✮✓✠✗☛✗✤✓❁✪✝➚✫✓ Lq = f(f ′1(Lq′1), . . . , f
′
|f |(Lq′|f |

))
✍✼➼➎➻✏✟✫✧

cq ≤
∏

(f ′,q′)∈λ(q) cq′
✳

✢ ✝ cq <∏(f ′,q′)∈λ(q) cq′
✙ ✰ ✑✢✗☛✙✤✪▼➚✫✓❁✪✝➚✁➘ ✙☛✗ ✓♠⑤②✙✤✛✜➾✦✓ (a1, · · · , a|f |) 6= (b1, · · · , b|f |)

➾✦✓✠✗✤✛✽✪▼➚✫✓

f(f ′1(a1), . . . , f
′
|f |(a|f |)) = f(f ′1(b1), . . . , f

′
|f |(b|f |)),✧✄✓★✪▼➚✢✙❙✙ ✰ ✑✢✗☛✙✤✪✝➚✫✓★✗④➘✸➽ ✰ ✡✢✙☛❂✓➚ ✆❘➾✦✬➣➼✢✓★✗✗➽➔➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟❀✳ ✢✌✟✇➽✑➼➎➻✏✟✫✧

cq := µf





∏

(f ′,q′)∈λ(q)

µf ′(cq′)



 =
∏

(f ′,q′)∈λ(q)

cq′ .

❆ ➻ ✰❝✰ ✓✲✗✤✓✄✛✒✂❘➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟✫✛ µi ✧✆➽✚✟✼➼②✙✍➼✼➽✈➾✦✓✄✛❁✛❱➻✏✟▼➾✭✙☛✟✰✂ ✬ ✝ ✙✤✓✎➚ ✝ ✓✄✛ ✂
I
✍➢➽✚✗✍➻ ✝ ✛✭✙☛✗✹✟✁➘ ✟➬➽✸✑❛➽✏✛✕➼✢✓❆r◆③❦⑥✯➍➎⑦✙⑤✼➒

✉✎t✓②❭➃❘③❦⑤✁✑❂➻✴✛✦✛✞✙☛✡✢✗✤✓ ✂➙✗✗➽✖✛✜➚✢✡✢✗☛✙☛✟✫✬✆➽ ✝ ✙✴➾✦✬✾✛✜➾ ✝ ✙✤✧✎➾✦✓✱➼➢➘ ➚✢✟✫✓♠➼➢➘✱✓✠✟▼➾ ✝ ✓✾✓✠✗☛✗✤✓✄✛♥✍✼➼➎➻✏✟✫✧✑➨

µf ′i (n) = n, ∀i ∈ [1, |f |] ✓✎➾
µf (n1, . . . , n|f |) =

|f |
∏

i=1

ni

✢✌✟ ➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✦✓➉➽✚✗✍➻ ✝ ✛★✧✄✓✎➾✜➾✦✓➉➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛✦✙✴➾✞✙✍➻✏✟✻✧✆➽✚✟✼➻✏✟✢✙✤✪▼➚✫✓➙✑❂➻❦➚ ✝ ➼✢✬✠✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ ✝ ✗✤✓✄✛➑✧✆➽ ✝ ➼②✙☛✟❛➽✚✗☛✙✴➾✦✬✄✛ cqi ➼✢✓✄✛★✓✠✟ ●✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓✄✛ Lqi ➼➢➘❀➻✏✡✔✓✞✓✎➾✦✛✯✧✟➻✏✟✫✛✜➾ ✝ ➚✫✧✎➾✞✙☛✡✢✗✤✓✄✛ ✂✒✑❛➽ ✝ ➾✞✙ ✝ ➼✢✓★✧✦✩❛➽✏✪✝➚✫✓✾✬✎➾◆➽✈➾ qi ✳☞✌✟✫✓ ✂❘➻✏✙✤✛➆✧✄✓✄✛✇✧✆➽ ✝ ➼②✙☛✟❛➽✈➚②⑤ ✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✤✬✄✛✎✍✽✗✗➽✶❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓ ➚✢✟✢✙ ✂❭➻ ✝✞✰ ✓➉✓✄✛✜➾ ✙ ✰❝✰ ✬✟➼②✙✗➽✈➾✦✓✴✳ q❏✟
✑❛➽ ✝ ➾◆➽✚✟▼➾✕➼✢✓ q = qs

✗④➘✱✬✎➾◆➽✈➾✯✙☛✟✢✙✴➾✞✙✗➽✚✗❥➼✢✓➑✗✗➽➉➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✇➼✢✓ C ✳➪①✓✠✗✍➻✏✟✷✗✤✓✱➾ ✟✣✑✔✓✱➼✢✓
q
➨

● �❬➾◆➽✈➾♠②❞⑦✙➄✙⑥➔➃❏⑤❉t✓➇
τ(q) = (⋄, f)

➨
✢✌✟ ✝ ✓✠✟❯✺☞➻✏✙✤✓ f()

✳



�✠�✁� ✏ ✛ ☛✍✞✡★ ✌ ✆✑✏✒✠✒✓✔✆✖✕✳☎✘✗✙✌✯✑✴✏✣✢✝✏✣✆✟✮ ✤☛☎✯✕✟✏ ✌ ✁✎✂ ✝

● �❬➾◆➽✈➾➝r❱③❦⑤ ✄✎③❦⑤✤r✟②❭➃ ✑
τ(q) = ⊕ ➨

✢✌✟✁✧✦✩✼➻✏✙✤✛✞✙✴➾✭➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟▼➾✭➚✢✟✫✓➑➼✢✓✄✛♦➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛ (fi, qi)
✑❛➽ ✝✞✰ ✙❀✗④➘✱✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓ λ(q)

➼✢✓✄✛✢➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✙ ●➾✞✙✍➻✏✟✫✛❁✛✦✓✠✗✍➻✏✟❾➼✢✓✄✛✾✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✄✛ P(Y = (fj , qj)) =
cqj

cq

✳✜✢✌✟✶✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓♥➽✚✗✍➻ ✝ ✛ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓ ✰ ✓✠✟✝➾
➚✢✟➹➻✏✡✔✓ ✓✎➾

ωi
➚✢✟✢✙ ✂❘➻ ✝✞✰ ✬ ✰ ✓✠✟▼➾ ✂➙✑❛➽ ✝ ➾✞✙ ✝ ➼✢✓ qi ✓✎➾♦➻✏✟ ✝ ✓✠✟✣✺☞➻✏✙✤✓ fi(ωi) ✳

● �❬➾◆➽✈➾ ➋ ➃❏✉ ✄✟③❦⑤❉r✟②❭➃ ✑
τ(q) = (⊗, f)

➨
➪❋➻✏✙✴➾

λ(q) = ((f1, q1), . . . , (fk, qk))
✍➎➻✏✟➆✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✦✙☛✺✕✓ ✰ ✓✠✟▼➾♦➼✢✓✄✛❄➻✏✡✔✓✞✓✎➾✦✛ ω1 . . . ωk

➚✢✟✢✙ ●
✂❭➻ ✝✞✰ ✬ ✰ ✓✠✟✝➾ ✂➙✑❛➽ ✝ ➾✞✙ ✝ ➼✢✓✄✛✽✬✎➾◆➽✈➾✦✛ q1 . . . qk ✍✢✑➎➚✢✙✤✛✢➻✏✟ ✝ ✓✠✟✣✺☞➻✏✙✤✓ f(f1(ω1), . . . , fk(ωk))

✳
➲ ➽❝✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬⑧t✭➍➎③✈✉✙②❞⑦✙➄✙➃❘③❦➄✖➃ P(X = ω|q) ✪▼➚✁➘ ➚✢✟➹➻✏✡✔✓✞✓✎➾ ω ✛❱➻✏✙✴➾✽✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✬ ✂➙✑❛➽ ✝ ➾✞✙ ✝ ➼➢➘ ➚✢✟✷✬✎➾◆➽✈➾ q✓✄✛✜➾✢➼➎➻✏✟✫✧★✗✗➽✖✛✜➚✢✙☛✺❦➽✚✟✝➾✦✓✑➨
● �❬➾◆➽✈➾♠②❞⑦✙➄✙⑥➔➃❏⑤❉t✓➇

τ(q) = (⋄, f)
➨

P(X = f()|q) = 1
cq

✳
● �❬➾◆➽✈➾➝r❱③❦⑤ ✄✎③❦⑤✤r✟②❭➃ ✑

τ(q) = ⊕ ➨
➪❋➻✏✙✴➾

(fi, qi)
✗✗➽✯➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟❝✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✜➾◆➽✚✟▼➾❏✗✗➽✭✧ ✝ ✬✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟➉➼➢➘ ➚✢✟➉➻✏✡✔✓ ✓✎➾ ω′ ➾✦✓✠✗✢✪✝➚✫✓ f(ω′) = ω

✍❦➚✢✟✢✙✤✪✝➚✫✓
✑❛➽ ✝ ✧✆➽✚✟✼➻✏✟✢✙✤✧✠✙✴➾✦✬✭➼✢✓✌✗✗➽➑➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟❀✳ ✢✌✟➆✛✜➚✢✑✢✑✤➻✴✛✆✓✯✪✝➚✫✓✯✗✗➽❁❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✇➽★✡✢✙✤✓✠✟➆✬✎➾✦✬♦➚✢✟✢✙ ✂❘➻ ✝✞✰ ✓

✂➙✑❛➽ ✝ ➾✞✙ ✝ ➼✢✓ qi ✳ ✢✌✟✇➽➉➼➎➻✏✟✫✧✑➨

P(X = ω|q) =
P(Y = (fi, qi))

cqi
=

cqi
cqcqi

=
1

cq

● �❬➾◆➽✈➾ ➋ ➃❏✉ ✄✟③❦⑤❉r✟②❭➃ ✑
τ(q) = (⊗, f)

➨
➪❋➻✏✙✴➾

λ(q) = ((f1, q1), . . . , (fk, qk))
✳ ✢✌✟ ✛✜➚✢✑✢✑❂➻✴✛✦✓✭✪▼➚✫✓✌✗✗➽✾❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➹➼✢✓✄✛ ωi ✂✾✑❛➽ ✝ ➾✞✙ ✝ ➼✢✓✄✛ qi✓✄✛✜➾✯✡✢✙✤✓✠✟➬➚✢✟✢✙ ✂❭➻ ✝✞✰ ✓✴✳✕✝✭✓✲✑✢✗✴➚✫✛✎✍❉➼✼➽✚✟✫✛✯➚✢✟✫✓➝➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛✦✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ✧✆➽✚✟✼➻✏✟✢✙✤✪✝➚✫✓✴✍✔✧✦✩❛➽✏✪✝➚✫✓➝➻✏✡✔✓✞✓✎➾ ω ∈ Lq✛✆➘❀➻✏✡➎➾✞✙✤✓✠✟▼➾ ✂❝✑❛➽ ✝ ➾✞✙ ✝ ➼✢✓➑✗④➘✸➽✚✑✢✑✢✗☛✙✤✧✆➽✈➾✞✙✍➻✏✟s➼✢✓

f
✂➣➚✢✟➶➚✢✟✢✙✤✪✝➚✫✓

k
● ➚✢✑✢✗✤✓✎➾

ω1 . . . ωk
✳ ✢✌✟✇➽➉➼➎➻✏✟✫✧✑➨

P(X = ω|q) =

k
∏

i=1

1

cqi
=

1

cq

➲ ➽✖✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤①✙✴➾✦✬➝➼✢✓★✧✄✓✎➾✜➾✦✓ ✰ ✬✎➾✞✩✼➻✝➼✢✓✾✓✄✛✜➾♦➼✢✬✠✑✔✓✠✟✼➼✼➽✚✟▼➾✦✓♠➼✢✓✭➾ ✝ ➻✏✙✤✛✧✂❘➽✏✧✎➾✦✓✎➚ ✝ ✛♠➨
●♥➲ ➽❝✗✍➻✏✟✢❂✓➚✫✓✎➚ ✝ ➼✢✓✄✛✭✛✦✬✄✪▼➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✭➼➢➘✱✬✎➾◆➽✈➾✦✛ ✂✖✑❛➽ ✝ ✧✟➻❦➚ ✝ ✙ ✝ ➽✄✺✓➽✚✟▼➾✱➼➢➘✸➽✈➾✜➾✦✓✠✙☛✟✼➼ ✝ ✓➣➚✢✟ ✬✎➾◆➽✈➾✒✫✫✟❛➽✚✗➀✍✮✧✄✓✠✗☛✗✤✓ ● ✧✠✙✟✁➘✱✬✎➾◆➽✚✟▼➾✽✑❛➽✏✛✯✟✫✬✄✧✄✓✄✛✦✛◆➽✚✙ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟▼➾✌✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓❁✛✜➚ ✝ ✗✗➽➣➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓♠➼✢✓✄✛✢➻✏✡✔✓ ✓✎➾✦✛ ✂✒❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ✓ ✝ ✳
●♥➲ ✓✽✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✕➼✢✓✯➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛❄➽✏✛✦✛❱➻①✧✠✙✤✬✄✓✄✛ ✂✱➚✢✟➆✬✎➾◆➽✈➾❣➼②✙✤✛ ✓✜➻✏✟✫✧✎➾✞✙ ✂✧➨➓➪✣✙✮✧✄✓✠✗✴➚✢✙✔✧✠✙❜✓✄✛❱➾✔➾ ✝ ➻✏✑✇✙ ✰ ✑✤➻ ✝ ➾◆➽✚✟✝➾✎✍➻✏✟❆➼✢✓✠✺ ✝ ➽➉➽❦➼➎➻✏✑➎➾✦✓ ✝ ➚✢✟✫✓➑✛✜➾ ✝ ➽✈➾✦✬✠❂✴✙✤✓➑➼②✙✤✧✆✩✼➻❦➾❱➻ ✰ ✙✤✪▼➚✫✓✴✍❉➻❦➚➆✡✢✙✤✓✠✟✷✓♠⑤①✑✢✗✍➻✏✙✴➾✦✓ ✝ ➼✢✓✄✛◗✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✄✛✯➼✢✓✄✛ cqi ✳●♥➲ ➽ ➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓s➼❨➚ ❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✓➬➽✏✛✦✛◆➻✣✧✠✙✤✬ ✂✻✗✗➽ ➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ➨➬q❏✗☛✗✤✓✷✑✔✓✎➚➎➾ ✗✎➾ ✝ ✓✁✑ ✝ ➻✏✑✤➻ ✝ ➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗☛✗✤✓ ➽✈➚
✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓♥➼➢➘❀➻✏✡✔✓ ✓✎➾✦✛➔➼✼➽✚✟✫✛✲✗✗➽✷✧✠✗✗➽✏✛✦✛✦✓✴✍P✂④➽✚✙✤✛◆➽✚✟▼➾➔➽✚✙☛✟✫✛✞✙❣➽✈➚✢❂ ✰ ✓✠✟✝➾✦✓ ✝ ➼✢✬ ✝ ➽✚✙✤✛❱➻✏✟✢✟❛➽✚✡✢✗✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾❝✗✤✓⑧➾✦✓ ✰ ✑✫✛✓✎➾③✗✗➽ ✰ ✬ ✰ ➻✏✙ ✝ ✓➑✟✫✬✄✧✄✓✄✛✦✛✖➽✚✙ ✝ ✓✄✛ ✂✾✗✗➽➙✑✢✩❛➽✏✛✆✓✕➼✢✓✭➼✢✬✠✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟▼➾✯✑ ✝ ✬✠✗☛✙ ✰ ✙☛✟❛➽✚✙ ✝ ✓✴✳ ❆ ➘✱✓✄✛✜➾✜✑❂➻❦➚ ✝ ✪▼➚✼➻✏✙✔✙☛✗✧✟➻✏✟❯✺①✙✤✓✠✟▼➾✭➼✢✓➑➾✞✙ ✝ ✓ ✝ ✑❛➽ ✝ ➾✞✙✤✓➔➽✈➚➎➾◆➽✚✟▼➾➑✪✝➚✫✓❁✑❂➻✴✛✦✛✞✙☛✡✢✗✤✓➑➼✢✓✲✛✦✟ ✰ ✬✎➾ ✝ ✙✤✓✄✛✕➼✼➽✚✟✫✛✌✗✤✓❁❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✓ ✝ ✓✠✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟▼➾◆➽✈➾✞✙ ✂➼✢✓✖✗✗➽➬➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟❀✍✧➼➢➘❀➻✆✽✵✗✗➽✁✟✼➻❦➾✞✙✍➻✏✟ ➼➢➘ ❆❖➸ ❞ ❷❉❸✈❺ ➭ ❇♥❆❖❷❉➸ ❘ ➭ ❸ ➭ ❘✴❇✆❶▼❸✏❆ ➯ ❇♥❆✍✩❀❱❲❻ ❚ ✫ ❱ ➸❲❻✈❘ ➺❖➭➎➯✆➯ ❻
❚ ✫ ❶✕❇ ➭ ❇ ➯❯✳
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➈✒⑦❶⑩✕⑦❶⑩ ➌ ☛✁�✿❸✎➃✞❹✇↔①❿④❾④❸ ☛✻↕♠↔ ➃❖↔❯↕♥❿➂➁✦➃✞❾✭❀✎❿④❾✄✂②→①❼✲➣ � → ☛✔❼❁↕✦❻❅↔ ❀ ❀✠❼★➣ � ➁♥❿✿↔①❿ ❀
➴➎✗✥✛✆➘✸➽✚❂✴✙✴➾➔➼➢➘✱✓♠⑤①✑✢✗✍➻✏✙✴➾✦✓ ✝ ➼✢✓✄✛➙✛✦✟ ✰ ✬✎➾ ✝ ✙✤✓✄✛➔➼✼➽✚✟✫✛✲✗✤✓✖❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✓ ✝ ✓✠✑ ✝ ✬✄✛✦✓✠✟▼➾◆➽✈➾✞✙ ✂✭➼✢✓✸✗✗➽✇➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑✤➻✴✛✦✙✴➾✞✙✍➻✏✟❀✳ ✄ ➻❦➚ ✝✧✄✓✠✗✗➽②✍☞➻✏✟❝✺✓➽✭✧✦✩✫✓ ✝ ✧✦✩✫✓ ✝ ✂✌✧✆➽ ✝ ➽✏✧✎➾✦✬ ✝ ✙✤✛✆✓ ✝ ✓✠✟➔➚✢✟ ✰ ✙☛✟✢✙ ✰ ➚ ✰ ➼➢➘ ✙☛✟✰✂❘➻ ✝✞✰ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛❏✗✤✓✄✛❏✧✠✗✗➽✏✛✦✛✦✓✄✛❬➼➢➘✱✬✎➾◆➽✈➾✦✛✘✛❱➻ ✰❝✰ ✓✎➾✦✛➼➢➘✸➽ ✝ ✡ ✝ ✓✄✛✜✙✤✛❱➻ ✰ ➻ ✝ ✑✢✩✫✓✄✛♥✳ ✢✌✟ ✑✟t☞r✟②④③✓➄✖➃❏✉✟⑦✙➄✜t✖✓✠✟✫✛❱➚✢✙✴➾✦✓✌✗✗➽➣➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟➶➼✢✓✕✂❘➽✖✕✟➻✏✟ ✂✾✟✫✓✒✂④➽✚✙ ✝ ✓✱➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ➽✑✏✍➾ ✝ ✓✪✝➚✁➘ ➚✢✟✫✓❝✛✦✓✎➚✢✗✤✓✒✧✟➻✏✑✢✙✤✓➉➼✢✓✄✛➑❂ ✝ ➽✚✑✢✩✫✓✄✛★✙✤✛❱➻ ✰ ➻ ✝ ✑✢✩✫✓✄✛✎✳✍✢✌✟ ➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✑✤➻✴✛✆✓ ✝ ➽➆✓✠✟✫✛✜➚✢✙✴➾✦✓➣➾ ✝ ✙☛✺✣✙✗➽✚✗✤✓ ✰ ✓✠✟✝➾❁✗✤✓✄✛ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ●
✝ ✓✠✟✫✧✄✓✄✛♦➼✢✓♠➼✢✬✠✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟▼➾✭➻✏✡➎➾✦✓✠✟▼➚✫✓✄✛✭✛✜➚ ✝ ✗✤✓✄✛✽✬✎➾◆➽✈➾✦✛ ✂✒✧✄✓✄✛✽✧✠✗✗➽✏✛✦✛✦✓✄✛♥✳
❏ ❬✁❻✝❺ ❛ ➺ ❻❼➀
❆ ➻✏✟✫✛✞✙✍➼✢✬ ✝ ➻✏✟✫✛✯✗✤✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛♦➼✢✓✛✝✩✟②✧✦r✔✍✢✓♠⑤②✓ ✰ ✑✢✗✤✓★✩✢✙✤✛❱➾❱➻ ✝ ✙✤✪▼➚✫✓★✑❂➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛✦✪✝➚✫✓✠✗✤✛✢➼✢✓✄✛♦➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓✄✛✕➼✢✓➑❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽ ●➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✄✛✲✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✄✛✒✓✠✟ ➾✦✓ ✰ ✑✫✛➙✛◆➻✏✟▼➾➔➼➎➻✏✟✢✟✫✬✄✛➝➼✼➽✚✟✫✛ ✲ ✙ ✶ ✍ ✲ ✜ ✶ ➻❦➚ ✲ ✹ ★ ✶ ✳ ➲ ✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛➝➼✢✓✄✝✕✟②✧✦r D ✍
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ababaabb

abababab

aa

ab

aba

aab

aaa

aaaa

aaab

aaba

aabb

abaa

abab

aaaab

aaaba
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n = 8
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✣✕✭ ✠✙✭✳✤✞✲ ✝ ✤✛✱ ✡ ✩☛✲ ✲✳✦✙✲✯✜ ✤ ✲ ✂ ✱ ✣✮✱ ✲ ✣ ✠✙✣✠✤✛✱ ✣✕✣ ✠ ✲✳✚✕✖✁✱✯✩☛✲✳✚☎✄✰✚ ✭✳✫✝✆✙✤ ✲✟☞

➻❦➚ ✰ ➻❦➾✦✛❾➊✙➃④⑦✙⑤ ➍❨t❦➄❱⑦✙⑤❛②☞☛ �✙✉✟➆✖✉✠✍✭✛◆➻✏✟▼➾➆✗✤✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛ ω ∈ {a, b}∗ ➾✦✓✠✗✤✛➆✪▼➚✫✓ |ω|a = |ω|b
✓✎➾ ∀αβ = ω

✍
|α|a ≥ |α|b

✳ ✢✌✟ ➽✚✑✢✑✔✓✠✗☛✗✤✓ ✝ ➽ Dp ✗④➘✱✓✠✟✫✛✆✓ ✰ ✡✢✗✤✓ ➼✢✓✄✛➉✑ ✝ ✬✯✫✢⑤②✓✄✛ ➼✢✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛ ➼✢✓✞✝✕✟②✧✦r✔✍✾✧✓➘✱✓✄✛❱➾ ✂ ➼②✙ ✝ ✓
Dp = {α ∈ {a, b}∗ | ∃β ➾✦✓✠✗ ✪✝➚✫✓

αβ ∈ D} ✳ ✢✌✟ ➽❦➼➎➻✏✑➎➾✦✓➶➚✢✟✫✓➹➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ➃❭②❞➆✙➄✜t✓②❭➃❏↕❦⑦✼✑✤➻❦➚ ✝✧✄✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛✱➼✢✓♠➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓ n ✑❛➽✚✙ ✝ ✓✴✍❜✗✤✓✄✛✱➽✏✛✦✛✦✙ ✰ ✙☛✗✗➽✚✟▼➾ ✂⑧➚✢✟✫✓⑧⑥✑t❦➄✜r✯☛❨⑦➏t❦➇✍➆✜t✓②④③❦➃❖➄✜⑦✄✍❙✓✠✟➉✑❛➽ ✝ ➾◆➽✚✟✝➾➑➼❨➚ ✰ ➻❦➾➑✺①✙✍➼✢✓ ε✓✎➾ ✂ ✧✆✩❛➽✏✪▼➚✫✓✇✬✎➾◆➽✚✑✮✓✴✍✹✓✠✟✻✑ ✝ ➻✏✗✍➻✏✟✢❂✕✓✆➽✚✟▼➾➣➚✢✟✻✑ ✝ ✬✯✫✢⑤✢✓ α ✛❱➻✏✙✴➾❁✑❛➽ ✝ ➚✢✟ b ✛✞✙ |α|a > |α|b ✍✹✛❱➻✏✙✴➾★✑❛➽ ✝ ➚✢✟ a✛✞✙
n − |α| < |α|a − |α|b

✳ ❆ ✓✎➾✜➾✦✓⑧➽✚✑✢✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓❝✧✟➻✏✟✼➼❨➚✢✙✴➾ ✂♥➚✢✟✫✓➔➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✶✧✆➽✚✟✼➻✏✟✢✙✤✪✝➚✫✓❝✟❛➽✈➾✜➚ ✝ ✓✠✗☛✗✤✓✙☛✗☛✗✴➚✫✛✜➾ ✝ ✬✄✓✒✑❛➽ ✝ ✗✗➽ ✫✫❂✓➚ ✝ ✓ ❉ ✳✚✙✸✑✤➻❦➚ ✝ n = 8
✳ ➲ ➘✱✬✠✺❦➽✚✗✴➚❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟❼➼✢✓✄✛

cω, ∀ω ∈ Dp
➻✏✡✮✬✠✙✴➾ ✂✇✗✗➽ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✫✧✄✓✛✜➚✢✙☛✺✓➽✚✟▼➾✦✓✑➨

cω =

{

1
➪✣✙ |ω| = n

1(n−|ω|<|ω|a−|ω|b)cω.a + 1(|ω|a>|ω|b)cωb
➪✣✙☛✟✼➻✏✟

✝✭➽✚✟✫✛ ✗✗➽❃✫✫❂✓➚ ✝ ✓ ❉ ✳✚✙②✍❦➻✏✟✲✺☞➻✏✙✴➾❬➽✚✑✢✑❛➽ ✝ ➽✑✏✍➾ ✝ ✓✜✪✝➚❛➽✚✟▼➾✞✙✴➾✦✬↔➼➢➘✸➽ ✝ ✡ ✝ ✓✄✛ ✙✤✛❱➻ ✰ ➻ ✝ ✑✢✩✫✓✄✛✎✳✂✄ ➽ ✝ ✓♠⑤✢✓ ✰ ✑✢✗✤✓✴✍ aab ≡ aba✓✎➾
aaab ≡ aaba ≡ abaa ✳q❏✟✼❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✚✗➀✍❛➻✏✟ ✝ ✓ ✰ ➽ ✝ ✪✝➚✫✓ ✝ ➽✖✪✝➚✫✓★✗✗➽✒✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ h(ω) = |ω|a − |ω|b

✓✎➾✽✗✤✓★✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ n− |ω| ➼✢✓★✑❛➽✏✛ ✂

✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓ ✝ ✧✆➽ ✝ ➽✏✧✎➾✦✬ ✝ ✙✤✛✦✓✠✟✝➾✯✓✠✟▼➾✞✙✭✬ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟✝➾✢➚✢✟✫✓★✧✠✗✗➽✏✛✦✛✦✓✭➼➢➘✱✬✎➾◆➽✈➾✦✛✜✛❱➻ ✰❝✰ ✓✎➾✦✛❄➼✢✓➑✛❱➻❦➚✫✛ ● ➽ ✝ ✡ ✝ ✓✄✛✜✙✤✛❱➻ ✰ ➻ ✝ ✑✢✩✫✓✄✛✱➨

∀ω, ω′ ∈ Dp, (|ω| = |ω′|) ✓✎➾ (h(α) = h(α′))⇒ cω = cω′
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2,00,0

1,1

2,2

3,3

3,1

4,0

4,2

4,4

5,3

5,1

6,0

6,2

7,1

8,0

n, h

✎✏☎ ✑ �✡�✠�❀✿ ✔➢❁ ✂ ✘✛✚☎✄✰✫✓✚ ✲✳✩ ✱ ✩✒✚ ✖✁�❱◗✪▲❱❍❘❳✟■✜❙✄●◆❫❴❊ ✜✧✤ ✲ ✄✰✚✮✱ ✲✗✜ ✤❬❁ ✝ ✘✠✟✪✜ ✤ ✱ ✣✮✩ ✁✄✁ ✤
n = 8

☞✄✂ ✤✞✲ ✂ ✱ ✣ ✱ ✲ ✲✳✚✕✖✁✱ ✂ ✱ ✩ ✍✁✦✧✤✛✱ ✂ ✲ ✫✙✣✮✭ ✁ ✤ ✲
✘✛✚✕✦✧✫ ✁ ✤✞✲

(n, h) ☎
✁ ✚✕✖✥✄✕✦✧✤ ✦✧✭✝✆ ✆✙✣✮✦✧✱✳✤✛✦✙✭

☎
✜ ✤ ✲ ✂ ✱ ✣ ✱ ✲ ✣ ✞ ✣✮✖✁✱ ✝ ✣ ✘ ✱ ✚✕✭ ✩☛✲ ✣ ✱ ✩✒✚ ✖ ☞✟✞ ✣✮✭ ✤ ✟ ✤✞✄✰✫ ✁ ✤

☎
✁ ✡ ✂ ✱ ✣ ✱

(5, 1)✭ ✂ ✲✳✦ ✁ ✱✳✤✥✜ ✤ ✁ ✣ ✝ ✣✕✘ ✱ ✚✕✭ ✩☛✲ ✣ ✱ ✩✒✚ ✖ ✜ ✤✞✲ ✂ ✱ ✣ ✱ ✲✯✣ ✣✕✣ ✠ ✠
☎
✣✕✣ ✠ ✣ ✠

☎
✣✕✣ ✠ ✠✙✣

☎
✣ ✠ ✣✕✣ ✠✰✤✛✱ ✣ ✠✙✣ ✠✙✣✂☞

q❏✟✁✓✯✮❙✓✎➾✎✍✼➻✏✟✇➽✑➽✚✗✍➻ ✝ ✛♠➨
s ∈ Lω ⇔ ω.s ∈ D

⇒







h(ω.s) = 0
|s|+ |ω| = n
∀α.β = s, h(ω.α) = h(ω) + h(α) ≥ 0

⇒







h(ω′.s) = h(ω′) + h(s) = h(ω) + h(s) = 0
|s|+ |ω′| = |s|+ |ω| = n
∀α.β = s, h(ω′.α) = h(ω′) + h(α) = h(ω) + h(α) ≥ 0

⇒ ω′.s ∈ D ✧✆➽ ✝ ω′ ∈ Dp
⇔ s ∈ Lω′

⇒ Lω = Lω′ ⇒ cω = cω′

✢✌✟ ✑✎t▼r✟②④③❦➄✙➃✗✉✆⑦➣➼➎➻✏✟✫✧✲✗✗➽➏➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ✓✠✟➉✧✟➻✏✟✝➾ ✝ ➽✏✧✎➾◆➽✚✟▼➾♠➼✢✓✄✛➑✬✎➾◆➽✈➾✦✛➑✬✎➾✞✙✤✪▼➚✫✓✎➾✦✬✄✛✭✑❛➽ ✝ ➼✢✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛✕➼✢✓ Dp➽▼✟▼➽✚✟✝➾ ✰ ✗ ✰ ✓✄✛✒✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ ✓✎➾➙✗✍➻✏✟✢❂✓➚✫✓✎➚ ✝ ✳ ✢✌✟ ➻✏✡➎➾✞✙✤✓✠✟✝➾➉➽✚✗✍➻ ✝ ✛➔➚✢✟✫✓✇✟✼➻❦➚✢✺✕✓✠✗☛✗✤✓➶➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✈✙☛✗☛✗✴➚✫✛✜➾ ✝ ✬✄✓✑❛➽ ✝ ✗✗➽✄✫✫❂✓➚ ✝ ✓ ❉ ✳✸✷②✳ ➲ ➽ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✫✧✄✓❝✑ ✝ ✬✄✧✄✬✟➼✢✓✠✟✝➾✦✓✸✛✦✓➣➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✑❂➻✴✛✦✓➉➽✚✗✍➻ ✝ ✛➑✟❛➽✈➾✜➚ ✝ ✓✠✗☛✗✤✓ ✰ ✓✠✟▼➾➙✛✜➚ ✝ ✗✤✓➙✟✼➻❦➚✢✺✕✓✠✗✓✄✛✞✑❛➽✏✧✄✓➑➼✢✓✄✛✯✬✎➾◆➽✈➾✦✛➑➄❱⑦❞➍❉➄❱➆✖✉✟⑦✙⑤❉②④t❦⑤❛②❖✉ ➋ ⑦✙✉➑r✟➇✄t✈✉✖✉✟⑦✖✉ ➋❲➌ ➃❏✉✎③✓⑥➉③✓➄④➍◆☛✝➃✗✉✙⑥✑⑦✑➨

ck,h =

{

1
➪✣✙
k = 0

1(k<h)ck−1,h+1 + 1(h>1)ck−1,h−1
➪✣✙☛✟✼➻✏✟

➲ ➘✸➽✚✗☛❂☞➻ ✝ ✙✴➾✞✩ ✰ ✓➣➼✢✓➑❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟s➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✲✓✄✛✜➾♦➽✚✗✍➻ ✝ ✛✽✗✤✓★✛✜➚✢✙☛✺✓➽✚✟▼➾➝➨
▼❖◆
ω ← ε❴✄◆ ❇ ➭ ➸✮❇ ✩❀❱❥❻ |ω| < n ❞ ➭ ❆❖❸✪❻❵✎◆
r ← ❍✯❉✭❑ ✝✡✢✭❊✈s t❡ ◆ ➯ ❆
h(ω) ≥ n− |ω| ➭✼➺ ❷❛❸ ➯❢✄◆
ω ← ω.b❣✎◆ ➯ ❆❭➸❲❷✤➸ ➯ ❆

h(ω) = 0
➭✼➺ ❷❉❸ ➯

❤✄◆
ω ← ω.a✐✎◆ ➯ ❆❭➸❲❷✤➸ ➯ ❆

r <
cn−|ω|−1,h(|ω|)+1

cn−|ω|,h(|ω|)

➭✼➺ ❷❉❸ ➯
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❥✎◆
ω ← ω.a▼✞❧✎◆ ➯ ❆❭➸❲❷✤➸

▼♠▼❖◆
ω ← ω.b▼✦❴✄◆ ❦ ➸ ➯ ❆

▼✞❵✎◆◗❦ ➸✶❇ ➭ ➸✮❇ ✩❀❱❥❻
✢✌✟➬➻✏✡➎➾✞✙✤✓✠✟✝➾✕➼➎➻✏✟✫✧➝➚✢✟✇➼✢✬✠✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟▼➾★✙☛✟✢✙✴➾✞✙✗➽✚✗❲✓✠✟✇➾✦✓ ✰ ✑✫✛✁�✌✓✎➾✭✓✠✟✁✓✄✛✞✑❛➽✏✧✄✓ Θ(n2)∗

✍ ✧✆➽ ✝ ✗✤✓✄✛✯✺❦➽✚✗✤✓✎➚ ✝ ✛ k✓✎➾
h
✑ ✝ ✓✠✟✢✟✫✓✠✟▼➾❄➼✢✓✄✛✘✺❦➽✚✗✤✓✎➚ ✝ ✛③✛✜➚ ✝ [0, n]2

✳ ➲ ➽★❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➆✟✫✬✄✧✄✓✄✛✦✛✞✙✴➾✦✓ n ➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛✥✓✎➾✥✗✤✓✄✛❣➽✚✗✴➾✦✓ ✝ ✟❛➽✈➾✞✙☛✺✕✓✄✛✛❱➻✏✟✝➾✧➽✈➚❝✑✢✗✴➚✫✛✧➽✈➚✒✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓♦➼✢✓↔➼✢✓✎➚②⑤❝✧✄✓✜✪▼➚✢✙➀✍☞➽✈➚❝✑ ✝ ✙❶⑤➉➼➢➘ ➚✢✟❝✗✤✬✠❂✕✓ ✝ ✑ ✝ ✬✄✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗ ✛✜➚✢✑✢✑✢✗✤✬ ✰ ✓✠✟✝➾◆➽✚✙ ✝ ✓✓✗❯✍✴✙☛✟✼➼②✙✤✪✝➚✫✓➚✢✟✫✓❁✧✟➻ ✰ ✑✢✗✤✓♠⑤②✙✴➾✦✬✾✓✠✟➶➾✦✓ ✰ ✑✫✛ Θ(n)
✳

✟ ❻✝❺ ➭ ❸ ✩❀❱❥❻s➀ ☞✌✟✫✓✕➽✏✛❱➾✜➚✫✧✄✓✌✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓❁✪▼➚✢✙✤➾ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓➑✛❱➻✏✟❆➻ ✝ ✙☛❂✴✙☛✟✫✓✕➼✼➽✚✟✫✛✭✲✚✙✪✶❙✓✎➾✜✪▼➚✁➘❀➻✏✟♥➾ ✝ ➻❦➚✢✺✕✓ ✝ ➽✟✼➻❦➾◆➽ ✰❝✰ ✓✠✟▼➾✢➼✼➽✚✟✫✛ ✲ ★ ✒ ✶ ✍✣✑✮✓ ✝✞✰ ✓✎➾↔➼➢➘✱✬✠✺✣✙✴➾✦✓ ✝ ✗✤✓✯✛✜➾❱➻①✧✦r✓➽✚❂✕✓✕➼✢✓✄✛ ck,h ✓✎➾✔➼➢➘❀➻✏✑➎➾✞✙ ✰ ✙✤✛✆✓ ✝ ✗✗➽❁✑✢✩❛➽✏✛✦✓✯➼✢✓✯❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽ ●➾✞✙✍➻✏✟❀✳➑q❏✟ ✓✯✮❙✓✎➾✎✍✔✙☛✗ ✓♠⑤②✙✤✛✜➾✦✓➣➚✢✟✫✓✍✂❘➻ ✝✞✰ ✓➶r✎➇✴t❦①▼✉✆⑦❝✑❂➻❦➚ ✝ ✗✤✓✄✛✌✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✄✛➑➼✢✓✲✑ ✝ ✬✯✫✢⑤②✓✄✛❖▲✚✛❱➚❨➷❝⑤②✓✄✛✱➼✢✓ ✝✩✟①✧✆r✇➼✢✓
➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓

n
✧✟➻ ✰❝✰ ✓✠✟ ✕✆➽✚✟▼➾ ✂➙✩❛➽✈➚➎➾✦✓✎➚ ✝ h ➨

ck,h =
h+ 1

k + 1

(

k + 1
k−h

2

)

✄ ✝ ➽✏✧✄✓ ✂➏➼✢✓✄✛➑✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✄✛★✛✦✟ ✰ ✑❛➽✈➾✞✩✢✙✤✪✝➚✫✓✄✛✱➼✢✓✄✛✭✡✢✙☛✟✼➻ ✰ ✙✗➽✈➚②⑤✔✍➢➻✏✟❼➽ ✝✞✝ ✙☛✺✕✓ ✂✸✗✗➽ ✂❘➻ ✝✞✰ ✓➙✛✜➚✢✙☛✺❦➽✚✟✝➾✦✓✒✑✤➻❦➚ ✝ ✗✗➽✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬♠➼➢➘✱✬ ✰ ✙✤✛✆✛✞✙✍➻✏✟✇➼➢➘ ➚✢✟✫✓★✗✤✓✎➾✜➾ ✝ ✓ a ➨
ck−1,h+1

ck,h
=
h+ 2

h+ 1

k − h
2k

➲ ✓➙✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗ ➼✢✓✾✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✒✧✠✙ ➼✢✓✄✛✦✛❱➚✫✛ ✰ ✓✎➾✜➾◆➽✚✟▼➾★✓✠✟ ✓ ✓✎➚s➼✢✓✄✛✯✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✄✛➑✧ ✝ ➻✏✙✤✛✦✛◆➽✚✟▼➾✭✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓ ✰ ✓✠✟▼➾❁✛❱➚ ✝ ✗✗➽➾◆➽✚✙☛✗☛✗✤✓➉➼✢✓✄✛ ✰ ➻❦➾✦✛ ✂ ✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓ ✝ ✍❙✗④➘✸➽✚✑✢✑ ✝ ➻✄⑤②✙ ✰ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✶✪✝➚✢✙ ✧✟➻✏✟✫✛✞✙✤✛❱➾✦✓ ✂ ✧✟➻✏✟✫✛✞✙✍➼✢✬ ✝ ✓ ✝ ✗✤✓✄✛✭➻✏✑✔✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛➑➽ ✝ ✙✴➾✞✩ ●
✰ ✬✎➾✞✙✤✪✝➚✫✓✄✛✖✓✠✟ ➾✦✓ ✰ ✑✫✛✖✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟✝➾✖✓✄✛✜➾✑➼➎➻✏✟✫✧➆✗✤✬✠❂✴✙✴➾✞✙ ✰ ✓✴✍✘✗✗➽➉❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✷✓✄✛✜➾➉➼➎➻✏✟✫✧ ✓✠✟ ➾✦✓ ✰ ✑✫✛↕✆➄✜t❦➃❖⑥✑⑦✎⑤❛②◗✗☛✙☛✟✫✬✆➽✚✙ ✝ ✓✴✳

➈✒⑦❶⑩✕⑦✿✾ ➈◗❺✢❺✮❻☛❾④↕♠↔①❿④❾④❸ ☛ ↔①→✚❽ ❂✕➃❖↔ ❹❝❹✇↔ ❾☛➃✠❼❁❀ ☛✔❸ ☛ ➋➎↕✄❸ ☛✮❿➂❼✞❽✔❿✞→①❼✦❻☛❻④❼❁❀ ☛✔❸ ☛ ➋➀↔ ❹ ➄✚❾ ❂ →✄✂
➪❋➻✏✙✴➾

G
➚✢✟✫✓✲❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✚✙ ✝ ✓➙✟✼➻✏✟ ● ✧✟➻✏✟▼➾✦✓♠⑤❨➾✜➚✫✓✠✗☛✗✤✓✒✟✼➻✏✟ ● ➽ ✰ ✡✢✙☛❂✓➚✼✻✴✳✭q❏✗☛✗✤✓➔➽❦➼ ✰ ✓✎➾✕➼➎➻✏✟✫✧➝➚✢✟✫✓✍✂❘➻ ✝✞✰ ✓✲✟✼➻ ✝✞✰ ➽✚✗✤✓➼✢✓ ❆ ✩✼➻ ✰ ✛✞r ✟ G′ = (Σ,N ,X, δ) ✍ ✪▼➚✢✙✔✛✦✓✢➾ ✝ ➽✚✟✫✛✦✑✤➻✴✛✦✓✌✓✠✟✇✗✗➽➝➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟ AG′

n
= (Qn, qs,Φ, τ, λ)

●
Qn = (N ∪ {P Si |S ∈ N , S → S1S2

✓✎➾
i ∈ [1, n]}) × [1, n]

●
qs = (X,n)

●
Φ = {φα() = α, ∀α ∈ Σ} ∪ {φ⊗(a, b) = a.b} ∪ {φI(ω) = ω}

☎✝✆✝✞ ✬★✱✆✩ ✲✠✟☛✡★✮✌☞✠✟✎✍✏✟✎☞✶✮✻✱✒✑✖✮☛✟✻✲✔✓✔✱✓✲✑✷ ✞ ✵✍✧✕✟✖☞✔✓ ✲✶✩✸✵✍✱✗✓✘☞✶✩ ✲✠✙✆✯✚✟ ✲✶✩ ✪✓✬★✮ ✪✓✬★✩ ✳ ✵✔✱✜✛✢✓ ✷✸✮✣✛ ✵✔✩✤☞✴✳ ✱ ✞ ✵✔✧✕✥✎☞✶✮ ✧✒✓✔✹ ✱✒✟✦✑✖✮✻✹✺✹✠✓✔✩✧☞✶✮✖✯✰✮✖✱✓✲✰✮✖✱
✲✶✮✖✯✰✧★✹★✑✖✵✍✱★✹ ✲✔✓✔✱✓✲✩✑

✼
✍
✼
✹✺✮✦✑✻✲✶✩✸✵✍✱ ❵ ✼ ❵ ✼ ▼ ✼✢✫✪✭✵✍✩ ✲

p ✬ ☞✶✮✖✹✺✧ ✼ ✪✮✭ ✷✫✮ ✱✆✵✍✯✰✯✮☞✶✮☛✡★✮ ✯✰✵✔✲✶✹✚✡ ✮✣✱ ✥✲✑✔✳✴✓✢✑✦✑✻✮✖✹✺✹✺✩✤✯✆✷✸✮✖✹ ✮✖✱ ✧✮☞✶✵✍✷✸✵✔✱✒✵✍✮✦✓✔✱✓✲ ✧✶✓✷☞✸✓ ✬ ☞✶✮✖✹✺✧ ✼ ✯✶✭
✼✺✹ ✷✸✵✢☞✶✹ p

q

✮✖✹ ✲
☞✔✓ ✲✶✩✸✵✔✱✆✱✆✮✻✷ ✳ ✮✻✲☛✓✻✡ ✯✰✮✻✲☛✡★✵✔✱✒✑ ✬✆✱✼✡✮✟✦✛ ✮✻✷✫✵✔✧✆✧☞✮✖✯✰✮✻✱✭✲✌✯★✩✸✱✶✓✔✩✧☞✶✮✾✽✁✱★✩ ✵✔✬ ✧✕✟✎☞✶✩✸✵✿✡★✩✫✪✓✬✆✮

✼
✆❀✞ ✮✖✹✺✧✕✟✎☞✔✓ ✱✒✑✖✮❁✡★✬ ✱✆✵✍✯✰✯✮☞✶✮✾✡ ✮✾✯✆✩ ✲✶✹

✓✔✷✤✟❂✓✘✲✶✵✍✩✧☞✶✮✖✹ ✱✒✟✎✑✖✮✖✹✺✹✠✓✔✩✧☞✶✮✖✹ ✧☞✵✔✬✮☞❄❃❆❅❈❇✲❉✘❊✖❋●❉❂❍❆■✖❊✰✓ ✮✻✲★✯ ✮✖✹ ✲✩✡ ✵✍✱✮✑❏✯☞✵✢☞✶✱✮✟ ✧✒✓✘☞
2 ✼
✆ ✓❄✵✻✟✖✱✮✟✎☞✔✓ ✲✶✩✸✵✍✱ ✮✖✹ ✲✩✡ ✵✍✱✒✑ ✷✸✩✸✱✒✟❂✓ ✩✤☞✶✮✔✳✁✪✓✬✆✮✻✷ ✪✓✬★✮✖✹

✹✺✵✍✩✸✮✖✱✓✲ ✷✸✮✖✹ ✲✔✓✔✩✸✷✸✷✸✮✖✹★✡★✮✻✹✤✱✆✵✔✯❑✯✲☞✶✮✖✹ ✯✌✓ ✱✆✩✸✧✆✬★✷✤✟✖✹✖✳✿▲▼✑✖✵✍✱✒✡★✩ ✲✶✩✸✵✍✱✸✡★✮ ✧✲☞✠✟✦✑❂✓✔✷✤✑✖✬★✷✸✮✎☞★✑✖✮✖✹◆✡✮✟✦✛✍✮✖✷✸✵✍✧✆✧☞✮✻✯✰✮✖✱✓✲✶✹❀✯★✩✸✱✶✓✔✩✧☞✶✮✖✹✤✧✕✟✎☞✶✩✸✵✿✡★✩✫✪✓✬✆✮✖✹
✼



�✠�✁� ✏ ✛ ☛✍✞✡★ ✌ ✆✑✏✒✠✒✓✔✆✖✕✳☎✘✗✙✌✯✑✴✏✣✢✝✏✣✆✟✮ ✤☛☎✯✕✟✏ ✌ ✁✎✂♥✂

●♥➲ ➽ ✂❭➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟
τ
➼✢✬✎➾✦✓ ✝✞✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✯✗✤✓⑧②✓❖◆➍✼⑦ ➋ ⑦✖✉➣➆✎②④t✓②❖✉✾✓✄✛✜➾❄➾✦✓✠✗☛✗✤✓✾✪▼➚✫✓➉➨

τ((S, i)) =







⊕ ➪✣✙
S → S1 | S2

⊕ ➪✣✙
S → S1S2

(⋄, φα)
➪✣✙
S → α

τ((P Si , i)) = (⊗, φ⊗)

●♥➲ ✓✄✛❄➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛ λ ✛❱➻✏✟✝➾✯✪▼➚❛➽✚✟✝➾ ✂❝✓✠✗☛✗✤✓✄✛✢➼✢✬✯✫✫✟✢✙✤✓✄✛✯✑❛➽ ✝ ➨

λ((S, i)) =







{(φI, (S1, i)), (φI, (S2, i))}
➪✣✙
S → S1 | S2

⋃i−1
j=1{(φI, (P

S
j , i))

➪✣✙
S → S1S2

∅
➪✣✙
S → α

λ((P Sj , i)) = {(φI, (S1, j)), (φI, (S2, i− j))}
➻✆✽

S → S1S2

❆ ✓✎➾✜➾✦✓♠➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✷✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✽✗✗➽✒❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓➑➚✢✟✢✙ ✂❘➻ ✝✞✰ ✓➑➼✢✓ ✰ ➻❦➾✦✛✢➼✢✓ L(G)
➼✢✓★✗✍➻✏✟✢❂✓➚✫✓✎➚ ✝

n
✓✠✟♥➾✦✓ ✰ ✑✫✛ O(n2)

➽✚✑ ✝ ✬✄✛✧➚✢✟ ✑ ✝ ✬✄✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗❙✓✠✟ O(n2)
✍❋➼✼➽✚✟✫✛✧➚✢✟✫✓✌✙ ✰ ✑✢✗✤✬ ✰ ✓✠✟▼➾◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ✟❛➽✝✆ ✺✕✓✴✳ ❆ ✓✠✑✔✓✠✟✼➼✼➽✚✟▼➾➻✏✟✻✑✔✓✎➚➎➾➝➽❦➼➎➻✏✑➎➾✦✓ ✝ ✍❩➼✼➽✚✟✫✛❁✗✗➽ ✝ ✓✄✧✆✩✫✓ ✝ ✧✦✩✫✓❆➼➢➘ ➚✢✟✫✓ ✝ ✬✠✑❛➽ ✝ ➾✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟➁➼✢✓✄✛★✗✤✓✎➾✜➾ ✝ ✓✄✛ ✂➆✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✓ ✝ ✑❂➻❦➚ ✝ ➚✢✟✶✬✎➾◆➽✈➾

✧✟➻✏✟✖✓✜➻✏✟✫✧✎➾✞✙ ✂ ✍➎➚✢✟✫✓★✛❱➾ ✝ ➽✈➾✦✬✠❂✴✙✤✓⑧➊✜③❦①✝✉✙②❭➄✜③✖➍◆☛❨➆ ➋ ③❦⑤✻✛✞✙ ✰ ✙☛✗✗➽✚✙ ✝ ✓ ✂➙✧✄✓✠✗☛✗✤✓✱➼✢✓➑✗✗➽✒✛✦✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟✇✷②✳✸✷②✳✸✷➙✑❂➻❦➚ ✝ ➻✏✡➎➾✦✓✠✟✢✙ ✝ ➚✢✟✫✓❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✼✓✠✟ O(n log(n))
✳

➈✒⑦❶⑩✕⑦⑨⑧ ➈◗❺✢❺✮❻☛❾④↕♠↔①❿④❾④❸ ☛ ↔①→✚❽➉↕ ❄✔❼✦❹❝❾✞☛ ❀❁↕♥→✏❻☛❹❝❾✞☛❜↔☞☛❜❿ ❀
✢✌✟ ✧✟➻✏✟✫✛✞✙✍➼✷✬ ✝ ✓➙✗✤✓✄✛➑✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛❁✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✦✛ Ca,b ✂✸✑❛➽✏✛

+a,−b ✍✮✙☛✗✤✛➑✛❱➻✏✟▼➾★✓✠✟✢❂✕✓✠✟✼➼ ✝ ✬✄✛✱➼✼➽✚✟✫✛➑✗④➘✸➽✚✑✢✑ ✝ ➻①✧✦✩✫✓✝ ✬✄✧✎➚ ✝ ✛✞✙☛✺✕✓➉❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✚✗☛✙✤✛✦✬✄✓✼✑❛➽ ✝ ✗✗➽ ➼✢✬✄✧✟➻ ✰ ✑❂➻✴✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟ ACn = (Q′
n, q

′
s,Φ

′, τ ′, λ′)
✛✜➚✢✙☛✺✓➽✚✟▼➾✦✓✴✍✜✙✤✛✆✛✜➚✫✓✇➼✢✓✼✗✗➽

✝ ✬✄✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✫✧✄✓✾✛❱➚ ✝ ✗✤✓✄✛✯✧✦✩✫✓ ✰ ✙☛✟✫✛✌✧✎➚✢✗ ✰ ✙☛✟❛➽✚✟▼➾✦✛➣➨
●
Q′
n = [0, n]× [0, an]× [0, an]

●
q′s = (n, 0, 0)

●
Φ′ = {φm(ω) = m.ω, φm(ω) = m.ω, φf () = ε, φI(ω) = ω}

●♥➲ ➽ ✂❭➻✏✟✫✧✎➾✞✙✍➻✏✟
τ ′

➼✢✬✎➾✦✓ ✝✞✰ ✙☛✟❛➽✚✟✝➾✌✗✤✓➉②✓❖✖➍➎⑦ ➋ ⑦✙✉➣➆✎②④t✓②❖✉✾✓✄✛✜➾❄➾✦✓✠✗☛✗✤✓❁✪✝➚✫✓➉➨

τ ′((i, h, y)) =

{

(⋄, φf )
➪✣✙
i = 0

✍
h > y

⊕ ➪✣✙☛✟✼➻✏✟
●♥➲ ✓✄✛❄➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛ λ′ ✛❱➻✏✟✝➾✽✪▼➚❛➽✚✟✝➾ ✂✒✓✠✗☛✗✤✓✄✛✢➼✢✬✯✫✫✟✢✙✤✓✄✛✯✑❛➽ ✝ ➨

λ′((i, h, y)) =















{(φm(i☎ 1,max(h, y
✁
a), y

✁
a)), (φm, (i☎ 1, h, y ☎ b))} ➪✣✙

i > 1
✓✎➾
y > b

{(φm(i☎ 1,max(h, y
✁
a), y

✁
a))} ➪✣✙

i > 1
✓✎➾
y ≤ b

{(φm(0,max(h, y
✁
a), y

✁
a))} ➪✣✙

i = 1
✓✎➾
y

✁
a > h

∅
➪✣✙☛✟✼➻✏✟
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✓✎➾✭✓✠✟ ✟✼➻❦➾◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟✳✂④➽✏✧✎➾❱➻ ✝ ✙✤✛✦✬✄✓✴✍qs❩✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✄✛

✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✢✟✫✓✠✗✤✛ t ✗④➘✱✓✄✛✞✑✔✬ ✝ ➽✚✟✫✧✄✓✧➼❨➚❁✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✔➼✢✓❏✡✢✙✴➾✦✛ ✂✜✧✟➻ ✰ ✑❛➽ ✝ ✓ ✝ ➽✄✺✓➽✚✟▼➾❥➼✢✓✔➼✢✬✄✧✠✙✍➼✢✓ ✝ ✓✠✟✾✪✝➚✫✓✠✗❯✬✎➾◆➽✈➾✹✑✤➻❦➚ ✝ ✛✜➚✢✙☛✺ ✝ ✓✗✗➽✾❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟✷✓✄✛✜➾✘✡❂➻ ✝ ✟✫✬✯✑❛➽ ✝ ➚✢✟✫✓✭✧✟➻✏✟✫✛✜➾◆➽✚✟▼➾✦✓✴✳ ➲ ➘✱✬✎➾◆➽✚✑✮✓✭➼✢✓✌❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➆✓✄✛❱➾↔➽✚✗✍➻ ✝ ✛◗✓✠✟ Θ(n)
➽✚✑ ✝ ✬✄✛❣➚✢✟✑ ✝ ✬✄✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗✹✓✠✟ O(n3+ε)∗
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✝➑✓✖✑✢✗✴➚✫✛♥✍ ✙☛✗✘✓♠⑤②✙✤✛✜➾✦✓✑➼✢✓✸✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✎➚✫✛✦✓✄✛✒✧✠✗✗➽✏✛✦✛✆✓✄✛✾✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✄✛➔➼➎➻✏✟✝➾✲✗✗➽ ✛✆✬ ✝ ✙✤✓✖❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾ ✝ ✙✤✧✄✓ ✓✄✛✜➾➝➽✚✗ ●❂✕✬✠✡ ✝ ✙✤✪✝➚✫✓♥➽✚✗✍➻ ✝ ✛✲✪▼➚✫✓❝✗✤✓✸✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓♥➽✏✛✆✛❱➻✣✧✠✙✤✬✸✓✄✛✜➾✾✧✟➻✏✟▼➾✦✓♠⑤❨➾✜➚✫✓✠✗➀✳ ➲ ➘✸➽✏✛✞✑✔✓✄✧✎➾✲✧✟➻✏✟✝➾✦✓♠⑤❋➾✜➚✫✓✠✗↔➼➢➘ ➚✢✟❾➾✦✓✠✗✥✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓
✓✄✛✜➾➝➽✚✗✍➻ ✝ ✛♠➼✰☎ ✂➆✗✗➽➆✟✼➻✏✟ ● ✧✟➻ ✰❝✰ ➚➎➾◆➽✈➾✞✙☛✺✣✙✴➾✦✬♥➼❨➚✻✑ ✝ ➻❋➼❨➚✢✙✴➾♠➼✢✓✖✧✟➻✏✟✫✧✆➽✈➾✦✬✠✟❛➽✈➾✞✙✍➻✏✟❀✍❲✓✎➾❁✟✼➻✏✟ ✂➶➼✢✓✄✛❁✑ ✝ ➻✏✑ ✝ ✙✤✬✎➾✦✬✄✛✧✟➻ ✰ ✡✢✙☛✟❛➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✄✛➔➍❉➄❴③ ✑✎③❦⑤ ➋ ⑦✖✉♠✳✇➴✿✗✥✟✁➘✱✓♠⑤①✙✤✛✜➾✦✓♥➽✚✗✍➻ ✝ ✛✾✑❛➽✏✛➣➼✢✓✇❂ ✝ ➽ ✰❝✰ ➽✚✙ ✝ ✓✇✟✼➻✏✟ ● ✧✟➻✏✟✝➾✦✓♠⑤❋➾✜➚✫✓✠✗☛✗✤✓❆➼✢✬✄✧ ✝ ✙☛✺✓➽✚✟▼➾✒✗✤✓✗✗➽✚✟✢❂▼➽✚❂✕✓✴✳ ❑ ➻❦➾ ✝ ✓ ✂❭➻ ✝✞✰ ➽✚✗☛✙✤✛ ✰ ✓◗✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾❲✗✗➽✭➼✢✓✄✛✦✧ ✝ ✙☛✑➎➾✞✙✍➻✏✟✑➼✢✓↔➾✦✓✠✗☛✗✤✓✄✛❏✧✠✗✗➽✏✛✦✛✦✓✄✛♥✍✕✓✎➾❩➚✢✟✫✓◗❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟➏➽✚✗✤✬✆➽✈➾❱➻✏✙ ✝ ✓✓✙➷✸✧✆➽✏✧✄✓✴✳

❆ ✓❋✂❭➻ ✝✞✰ ➽✚✗☛✙✤✛ ✰ ✓✸✑❂➻❦➚ ✝✞✝ ➽✚✙✴➾✑➽✈➚✫✛✦✛✞✙ ✂④➽✚✙ ✝ ✓✇✗④➘❀➻✏✡✔✓ ✓✎➾➣➼➢➘ ➚✢✟✫✓✇✙ ✰ ✑✢✗✤✬ ✰ ✓✠✟✝➾◆➽✈➾✞✙✍➻✏✟ ➅▼➆✙⑤✤➆✎➄✖➃ ✥✎①✼⑦✠✍q✗✗➽✇➼✢✓✄✛✦✧ ✝ ✙☛✑ ●➾✞✙✍➻✏✟➧➼✢✓ ✗④➘✱✓✠✟✫✛✦✓ ✰ ✡✢✗✤✓➶➼➢➘✱✬✎➾◆➽✈➾✦✛❝✓✎➾➉➼✢✓ ✗✗➽ ✝ ✬✄✧✎➚ ✝✞✝ ✓✠✟✫✧✄✓ ✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✜➾ ✝ ➽✚✙✴➾⑧➽✚✗✍➻ ✝ ✛➉➼➢➘❀➻✏✡➎➾✦✓✠✟✢✙ ✝ ➼✢✓✄✛✒❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✦✓✎➚ ✝ ✛➽✈➚➎➾❱➻ ✰ ➽✈➾✞✙✤✪✝➚✫✓ ✰ ✓✠✟▼➾✎✳➹q❏✟ ➼②✙✤✛✜➾✞✙☛✟✢❂✓➚❛➽✚✟▼➾➣➚✢✟✫✓✑➼✢✓✄✛➝➼②✙ ✰ ✓✠✟✫✛✞✙✍➻✏✟✫✛➝➼✢✓✖✗④➘✱✓✄✛✞✑❛➽✏✧✄✓⑧➼➢➘✱✬✎➾◆➽✈➾✦✛➙✧✟➻ ✰❝✰ ✓✸✬✎➾◆➽✚✟✝➾✾✗✗➽②④t❦➃❖➇❏➇✍⑦↔➼✢✓✄✛❲✛✦✬✄✪✝➚✫✓✠✟✫✧✄✓✄✛✎✍❦➻✏✟✒✑✮✓✎➚➎➾ ➚➎➾✞✙☛✗☛✙✤✛✦✓ ✝ ➼✢✓✄✛ ➻✏✑➎➾✞✙ ✰ ✙✤✛✖➽✈➾✞✙✍➻✏✟✫✛❏❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ✙✤✪▼➚✫✓✄✛❲✧✠✗✗➽✏✛✦✛✦✙✤✪▼➚✫✓✄✛✎✍✚✑❛➽ ✝✞✰ ✙②✗✤✓✄✛✦✪✝➚✫✓✠✗☛✗✤✓✄✛✗✗➽❝✛✜➾ ✝ ➽✈➾✦✬✠❂✴✙✤✓✾✡✤➻❦➚✫✛❱➾ ✝ ➻✏✑✢✩✫✬✟➼➎➻✏✟ s❩✺☞➻✏✙ ✝ ✛✦✓✄✧✎➾✞✙✍➻✏✟s✷②✳✸✷②✳✸✷ t ✍❛➼✼➽✚✟✫✛✜✗✤✓✄✛✌✧✆➽✏✛✢➻✆✽✷✗✤✓★✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓♠➼✢✓✱➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛✕➽✏✛ ●✛❱➻①✧✠✙✤✬✄✓✄✛ ✂✕➚✢✟✖✬✎➾◆➽✈➾✘✓✄✛✜➾❏✟✼➻✏✟ ● ✡❂➻ ✝ ✟✫✬✴✳ ✝✱➽✚✟✫✛❏✗✤✓✜✧✆➽✏✛➓➼➢➘✱✬✎➾◆➽✈➾✦✛✧➽ ✟▼➽✚✟▼➾✔➚✢✟✖✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✜✡❂➻ ✝ ✟✫✬✢➼✢✓↔➾ ✝ ➽✚✟✫✛✞✙✴➾✞✙✍➻✏✟✫✛♥✍✕✗✤✓✑ ✝ ✬✄✧✆➽✚✗✤✧✎➚✢✗➎➼✢✓✄✛ ✑ ✝ ➻✏✡❛➽✚✡✢✙☛✗☛✙✴➾✦✬✄✛➓➽✏✛✦✛❱➻①✧✠✙✤✬✄✓✄✛ ➽✈➚②⑤➝➼②✙ ✮❙✬ ✝ ✓✠✟▼➾✦✓✄✛➓➽✚✗✴➾✦✓ ✝ ✟❛➽✈➾✞✙☛✺✕✓✄✛❲✑✔✓ ✝✞✰ ✓✎➾✜➾ ✝ ➽✕➼➢➘✱✬✠✺✣✙✴➾✦✓ ✝ ➚✢✟❝✛✜➚ ✝ ✧✟➻✆☎➎➾✗☛✙✤✬ ✂➙✗✗➽ ✰ ➽✚✟✢✙☛✑➎➚✢✗✗➽✈➾✞✙✍➻✏✟s➼✢✓★❂ ✝ ➽✚✟✼➼✢✛✜✟✼➻ ✰ ✡ ✝ ✓✄✛✕➽✈➚✁✧✟➻❦➚ ✝ ✛♦➼✢✓★✗✗➽➙✑✢✩❛➽✏✛✦✓➑➼✢✓➑❂✕✬✠✟✫✬ ✝ ➽✈➾✞✙✍➻✏✟❀✳
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� �✁� ✮ ✤☛☎ ★ ✮✡✛✆☎ ✞✙✢ ★ ✌✟✕ ✑ ✆✣✮✁� � ✮✮☎✥✆✑✌✟✕ ✂✝✆✑✞✑✂ ✞ ✕✟✏ ✌✑✕ ✁✎✂✒�
✂☎✄✝✆✟✞✡✠☛✄✌☞✍✞✡✎✑✏✒✠✔✓✕✆✖✄✘✗✚✙✍✄✜✛✢✛✣✄✜✞✡✙✤✓✥✞✟✏✔✦★✧✩✞✡✙✤✪✫✓✕✠✔✓✭✬ ✄✌☞✮✓✫✙✯✛✣✄✰✏✱✧✲✎✑✳✩✙✴✆✟✓✵✦

✦✤☞✍✙✤✳✩✶✷☞✸✳✩✙✤✓✵✦✹✦✍✓✫✶✫✎✑✏✩✠☛✄✝✞✟✙✤✓✵✦✺✠✁✻✽✼✕✾✹✿

❀☛❁
> ❂❄❃❆❅ ❀❈❇❊❉❋❀❈❇❊●✖❍✯■❑❏▼▲❖◆◗P

❃ ❁ > ❂❄❃❆❅ ❀❈❇❊❉❋❀
❘✚❙❑❚❱❯❳❲ ●✖P❩❨❭❬✔❪✌❫❴▲❵■❜❛ ❂ ❚ ❏▼❨✑❝✮❛❞●✖P ❚ ●✖P✯❝ ❙ ● ❙ ❨❡◆ ❯ ■✑▲❖●❢■ ❲ ◆◗❨❡■❣❝❳●✐❤✁◆◗❨❑❥❢❦❊❏▼P❧■ ❂ P✯■ ❲ ◆◗❨❑❏♥♠ ❂♦❅❵♣ ◆ ❙ ▲❖●❢■❣❤✁◆◗❨❑❥❢❦❊❏▼P■❡◆◗Pq❨❣●✖P ❚ ●✖P✯❝ ❙❡r ■❣❍ ❂ ❙ ❀s❁ > ❂ ❀ ❅ ❀❈❇❊❉❭❀❈❇❊●✖❍✯■❑❏▼▲❖◆◗P❵t✈✉✇◆◗P✯❉①❏▼▲❵■ ❯③② ❨❣❝❳●①❉ ❙❡r ● ❙✑❯ P❧P✯◆ ❯❳④ ● ❂ ❯ ❨❡● ❙❑❲ ❏▼P ❂ ▲❝❳◆◗P❩❨✚▲❖●✇▲ ❂ P ❚ ❂ ❚ ●⑤■❡◆◗❏▼❨✑❉❢●✖▲ ❯ ❏✷❝❳●⑤❀ ❲ ◆◗❏▼P✯■✑●✖❍✯■❑❏▼▲❖◆◗P⑥●✖❨✚❝❳●✇▲❖●✐■ ❯ ❅ ■❑❨❑❏▼❨ ❯ ● ❙ ✂ ▲⑦❛❞◆❊❉❢❉ ❯❳❙❑❙ ●✖P✯❉❢●⑤❝❳●⑤❀
■ r ❍ ❂ ❙ ❂ Pq❨ ❯ P✯●①▲❖●✖❨❑❨ ❙ ● ❂ ❝ ❯ ❅ ❉❢◆ ❙❑❙ ●❢■❑❍✸◆◗P✯❝ ❂ Pq❨❜t
❘✚❙❑❚❱❯❳❲ ●✖P❩❨⑨⑧⑩❪✰❶ ❂ ▲❖❉ ❯ ▲❷❝❳●❢■✝P✯◆ ❲ ❅ ❙ ●❢■⑨❝❳● ❲ ◆◗❨❡■❣●✖P ❚ ●✖P✯❝ ❙❡r ■❣❍ ❂ ❙ ▲ ❂ ❚❱❙ ❂ ❲✔❲ ❂ ❏ ❙ ●❱t

> ❸③❹③❺ ✂❳❻ ❸ ✂✌❼
>

✡◗❽☛✡✯❾❱❿➁➀❴➂➄➃✗✡❱➂❩➅✯➆➈➇✤➆♦➅❳➆ ✡❱➉q➅❳➆✆✡➊➉★❾✮➋➌➇q➂q➅❳➆♦➇✯➆♦➅✯➆✆✡➊➉❩➅❳➆ ✡❩➍✵❼
SYS1 := {S = z2 T S + z S + 1, T = z2 T S + z S}

> ❺ ☎✡✑◗➎ ❹❷➏ ✡❱❽✘✡✤❾✍➋❑➃✗✡➁➋➐➇③➍❳➑❵❼

{S = RootOf(1 + z2 ➒ Z 2 + (−1 + z − z2) ➒ Z ), T = −1 + RootOf(1 + z2 ➒ Z 2 + (−1 + z − z2) ➒ Z )

}
>
❻ ❺q❺ ✓ ✖ ☎ ➏❡➓ ➑❵❼

>
❻✒✑✡✑◗➎❳❻✒✑ ✂ ❹❊❺❵➏ ✡❳➑❵❼

1− z + z2 +
√

1− 2 z − z2 − 2 z3 + z4

2 z2
,

1− z + z2 −
√

1− 2 z − z2 − 2 z3 + z4

2 z2

> ❺❱❹❱❸ ✓ ❹❊❺✮➏❡➓→➔ ✚❱➣✫➋↔➅❩➂❊↕✵➋ ✚✡☛❳➑❵❼

1 + z + z2 + 2 z3 + 4 z4 + 8 z5 + 17 z6 + 37 z7 + 82 z8 + 185 z9 + 423 z10 + 978 z11 + 2283 z12

+5373 z13 + 12735 z14 + 30372 z15 + 72832 z16 + 175502 z17 + 424748 z18+

1032004 z19 + 2516347 z20 + 6155441 z21 + 15101701 z22 + O(z23)
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➡⑦➢ P ❂ ④ ❂ ❏▼❨ ❙ ●❢❉❢◆◗P❳P ❯ ▲ ❂ ■➤t ❚ t✫❝❳●✇➥ ❂ ❨❡● ❙❑❲ ❂ P❳P ♣ ❝❳◆◗P✯❉①▲❖●①■ ❯ ■❑❍✸●✖P✯■✟● r ❨ ❂ ❏▼❨✑❍ ❂ ■ r P✯◆ ❙❑❲ ●✩t▼t▼t➧➦
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✉ r ❉❢◆ ❲ ❍✸◆❱■❡❏▼❨❑❏❖◆◗P✁❝❳●❢■ ❲ ◆◗❨❡■✑❝❳●⑤✉✚➜③❉❡❦⑩●✖P ❂ ❙ ❅ ❙ ●❢■✑❝❳◆◗Pq❨❣▲❖●❢■✝P✯◆❊● ❯ ❝❳■✑■❡◆◗Pq❨❣❝❳●✐❝❳● ❚❱❙❡r ■✝P✯◆◗P ❅ ◆ ❙ P r ■❜t
✷✹✸ ❪ ➡ ❬ ➡ ⑧ ➦ ➡✻✺ ➦ ➡✽✼ ➦❣➦✰✾

>
⑧ ♣ ✺ ●✖❨ ✼ ■❡◆ ❯ ■↔❁ ❂ ❙ ❅ ❙ ●❢■❀✿✭❁✯▲❖■❂✿①❝❳●✔❬

❫➐❝ r ●✐❝❳●✇▲ ❂ ❝ r ❉❢◆ ❲ ❍✍◆❱■❑❏▼❨❑❏❖◆◗P ❪✈✉⑨❏❖■❑❨❑❏▼P ❚❱❯ ● ❙ ▲❖●❢■✑P✯◆q● ❯ ❝❳■✑❝❳●⑤❝❳● ❚❱❙❡r ■✐❬ ➡ ➞ ◆◗P ❃ ● ❙❑❲ ❏▼P ❂ ▲ ❃ ➦✝❝❳●✐❉❢● ❯ ✸ ❝❳●❝❳● ❚❱❙❡r ■❄❃ ➡ ➞ ❃ ❘ ➦✰◆ ❯
>
❬ ➡ ➞ ❃✲❅ ➦

✷ P⑥●❇❆✮●✖❨ ♣ ■❡● ❯ ▲✮▲❖●❢■✑P✯◆q● ❯ ❝❳■✑❝❳●⑤❝❳● ❚❱❙❡r ■⑤❬✇❍✍● ❯❳④ ●✖P❩❨❈✿ ❍ ❙ ◆◗▲❖◆◗P ❚ ● ❙ ✿⑤❝❳●❢■✝➛ r ▲▼❏❖❉❢●❢■❣❝ r❊❉✮❋ ●✖P❩❨ ❂ ❲✩r ●❢■➤t✰❶✰●■❡◆◗Pq❨❣❉❢●❢■✝❍ ❂ ❙ ●✖P❩❨❑➛✘●❢■ ❂ ❚ ●❢■ ♣ ●✖❨ ❯ P❳❏■❍ ❯ ● ❲ ●✖P❩❨⑨❉❢● ❯ ✸ ❁⑦▲ ❋ ♣ ❍ ❯ ❏✮P✯●✐❝❳● ④❊❙ ◆◗P❩❨❣❍ ❂ ■✢❏✖❨ ❙ ● ❂ ❆✮●❢❉✖❨ r ■✑❍ ❂ ❙ ▲ ❂ ❨ ❂ ❏▼▲▼▲❖●❲ ❏▼P❳❏ ❲ ❂ ▲❖●✐➛❧❝❳●❢■❣➛ r ▲▼❏❖❉❢●❢■❜t
➢ P❧❍ ❙ ◆◗❍✍◆❱■❡●✇▲ ❂ ❚❱❙ ❂ ❲✔❲ ❂ ❏ ❙ ●❭■ ❯ ❏ ④ ❂ Pq❨❡●✩❪
❀☛❁
> ❃ ❇ ❘ ❇ ❅

❃ ❁
> ❂ ❀ ❅

❘ ❁
>
●✖❍✯■❑❏▼▲❖◆◗P

❅ ❁ > ❂ ❀ ❅❑❅ ❇ ❂ ❀ ❅⑥❂ ❀ ❅
> ❸③❹③❺▼▲ ❻ ❸◆▲ ❼
> ❖ ❽ ❖◆P ❿➁➀❴➂➄➃ ❖ ➂➊➇❊➉✠◗❊➉✠❘✈➋➐➇q➂q➅❳➆ ❖ ➆♦➅✈➋❙◗q➂✸❾✍➋❊❘q➂❩➅✯➆ ❖ ➆♦➅❳➆❚❘q➉q➅✘❯ P ➆ ❖ ➆♦➅❳➆ ❖ ➆◗➅❊➍➁❼

SYS2 := {S = T +A+B, T = z2 S, A = 1, B = z2 S B + z4 S2}
> ❺❲❱❨❳ ➎ ❹❷➏ ❖ ❽ ❖❨P ➋❑➃ ❖ ➋➐➇✈➋❬❩→➋❙◗✌➋❙❘③➍✯➑✮❼

{A = 1, T = z2 %1, S = %1, B = %1− 1− z2 %1, U = U}
%1 := RootOf(− ➒ Z + 1 + z2 ➒ Z 2)

>
❻ ❺q❺❨❭❚❪✠❫✵➏❡➓ ➑❵❼

>
❻ ❳❨❳ ➎❳❻ ❳❵❴❳❹❊❺❵➏ ❖ ➑❵❼

1 +
√

1− 4 z2

2 z2
,

1−
√

1− 4 z2

2 z2

> ❺❱❹❱❸✒❭❱❹❊❺✮➏❡➓→➔ P ➣✫➋↔➅❩➂❊↕✵➋ P❨❛ ➑❵❼

1 + z2 + 2 z4 + 5 z6 + 14 z8 + 42 z10 + 132 z12 + 429 z14 + 1430 z16 + 4862 z18 + 16796 z20+

58786 z22 + O(z24)

✾
>
❶ ❂ ❨ ❂ ▲ ❂ P ➟

➢ P⑥●❢■❑❨✑■ ❯❳❙ ▲ ❂❄❅ ◆◗P❳P✯● ④ ◆◗❏❖● ♣★❂ ❉ ◆ ❯ ❨❡◆◗P✯■❣▲❖●❢■✝▲❖●✖❨❑❨ ❙ ●❢■❣❉✇❍✍◆ ❯❳❙ ◆ ❅ ❨❡●✖P❳❏ ❙ ▲❖●❢■ ❲ ◆◗❨❡■✚❝❳●①❤✁◆◗❨❑❥❢❦❊❏▼P ❪
❀☛❁
> ❃ ❇ ❘ ❇ ❅
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❃ ❁
>
➙ ❂ ❀ ❅ ➙

❘ ❁
>
➙

❅ ❁
>
➙ ❂ ❀ ❅ ❅ ❇ ➙ ❂ ❀ ❅ ➙ ❂ ❀ ❅ ➙

➙ ❁
>
❉ ➙ ❇③●✖❍✯■❡❏▼▲❖◆◗P

> ❸③❹③❺▼▲ ❻ ❸◆▲ ❼
> ❖ ❽ ❖☛✩ ❿➁➀❴➂
>

➃ ❖ ➂➊➇❊➉✠◗q➉◆❘✈➋➐➇q➂❲❩★➆♦➅✯➆ ❖ ➆◗➅❳➆▼❩✌➋❙◗❊➂❲❩→➋❙❘q➂✠❩✤➆◗➅❳➆ ❖ ➆♦➅✯➆▼❘q➉✠❩✤➆◗➅❳➆ ❖ ➆♦➅✯➆❂❩✤➆◗➅❳➆ ❖ ➆♦➅✯➆❂❩→➋❬❩❊➂q➅❳➆▼❩❊➉★❾♦➍➁❼
SYS3 := {S = T +A+B, T = U 2 z2 S, A = U, B = U z2 S B + U3 z4 S2, U = z U + 1}

> ❺❲❱❨❳ ➎ ❹❷➏ ❖ ❽ ❖✪✩ ➋❑➃ ❖ ➋➐➇✈➋❙◗✌➋❙❘✌➋❬❩❳➍✯➑✮❼

{T =
z2 %1

(−1 + z)2
, A = − 1

−1 + z
, B = −−%1 + 2%1 z + 1− z

(−1 + z)2
, U = − 1

−1 + z
, S = %1}

%1 := RootOf(1 + z2 ➒ Z 2 + (−1 + z) ➒ Z )
>

❻ ❺q❺❨❭❚❪✠❫✵➏❡➓ ➑❵❼
>

❻ ❳❨❳ ➎❳❻ ❳❵❴❳❹❊❺❵➏ ❖ ➑❵❼
1− z +

√
1− 2 z − 3 z2

2 z2
,

1− z −
√

1− 2 z − 3 z2

2 z2

> ❺❱❹❱❸✒❭❱❹❊❺✮➏❡➓→➔ P ➣✫➋↔➅❩➂❊↕✵➋ P❨❛ ➑❵❼

1 + z + 2 z2 + 4 z3 + 9 z4 + 21 z5 + 51 z6 + 127 z7 + 323 z8 + 835 z9 + 2188 z10 + 5798 z11+

15511 z12 + 41835 z13 + 113634 z14 + 310572 z15 + 853467 z16 + 2356779 z17+

6536382 z18 + 18199284 z19 + 50852019 z20 + 142547559 z21 + 400763223 z22+

O(z23)
✾
>
❤ ◆◗❨❑❥❢❦q❏▼P ♣ ❉❱❛❞●❢■❡❨ ❋ ❝③❏ ❙ ●①▲❖●❢■✑■❑❨ ❙❑❯ ❉✖❨ ❯❳❙ ●❢■✚■❡●❢❉❢◆◗P✯❝ ❂ ❏ ❙ ●❢■❣❝✮❛ ❘⑨➝❣➞ ❝ ❂ P✯■✑▲❖●❢■✮❍ ❯ ●✖▲▼▲❖●❢■✝▲ ❂ ❨ ❂ ❏▼▲▼▲❖●❲ ❏▼P❳❏ ❲ ❂ ▲❖●✐❍✍◆ ❯❳❙✝❯ P✯● ❅ ◆ ❯ ❉✖▲❖●✐●❢■❑❨✢❃ ➟

❫➌P❩❨ ❙ ◆❊❝ ❯ ❏❖■❡◆◗P✯■ ❲ ❂ ❏▼P❩❨❡●✖P ❂ Pq❨✚▲❖●❢■✜❍ ❂ ❙ ❂ ❲ ●✖❨ ❙ ●❢■❣➛✲●✖❨ ❅❵♣ ❨ ❂ ❏▼▲▼▲❖●❢■ ❲ ❏▼P❳❏ ❲ ❂ ▲❖●❢■ ❙ ●❢■❑❍✍●❢❉✖❨❑❏ ④ ● ❲ ●✖P❩❨✚❝❳●❢■✝➛ r ▲▼❏❖❉❢●❢■●✖❨ ❅ ◆ ❯ ❉✖▲❖●❢■✐❪
❁ ❅ ◆ ❯ ❉✖▲❖●❢■✐❪✬✫ ❂ ❉✖❏▼▲❖● ♣ ❏▼▲❷■❜❛ ❂ ❚ ❏▼❨✑❝❳●❢■✝P✯◆❊● ❯ ❝❳■❣❝❳●①❝❳● ❚❱❙ ●❢■ ❃ ➡ ➞ ❃ ❘ ➦ ➟▼➟▼➟
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❃ ➦ ♣ ❲ ❂ ❏❖■✝❍ ❂ ■❣❨❡◆ ❯ ■❜t
✯ ❂ ❙ ● ✸ ● ❲ ❍❳▲❖● ♣ ❝ ❂ P✯■ ❯ P❧P✯◆❊● ❯ ❝ ❯ P ❂ ❏ ❙ ●✐❝ ❯ ❨➌➜q❍✍● ✿ ❂ ➡ ❉ ❂ t▼t▼t ❅ ➦ ❅ ✿ ♣ ▲ ❂ ❍ ❂ ❙ ❨❑❏❖●⑤●✖P❩❨ ❙ ●✐❍ ❂ ❙ ●✖P❩❨❑➛✘●❢■❡●❢■❝ r ❅ ❯ ❨❡● ❯ P✯●✇P✯◆ ❯❳④ ●✖▲▼▲❖●⑤➛ r ▲▼❏❖❉❢● ♣ ❋ ❉ ❂ ❯ ■❡●①❝❳●✐▲ ❂ ❍ ❙❡r ■❡●✖P✯❉❢●✐❝❳●①▲ ❂ ▲❖●✖❨❑❨ ❙ ●✐❉ ♣ ❍ ❯ ❏❵❉❢◆ ❙❑❙ ●❢■❑❍✍◆◗P✯❝❧❝ ❂ P✯■▲⑦❛❞◆ ❅ ❉ ●✖❨ ❅ ❏❖◆◗▲❖◆ ❚ ❏■❍ ❯ ●❭❉❢◆ ❙❑❙ ●❢■❑❍✍◆◗P✯❝ ❂ P❩❨ ❋❋❯ P ❙ ●✖P✤✱✤● ❲ ●✖P❩❨❄❍ ❯ ❏❵❝ r ■❑❨ ❂♦❅ ❏▼▲▼❏❖■❡●✐▲ ❂ ■❑❨ ❙❑❯ ❉✖❨ ❯❳❙ ●❱t ➢ P ✿ r ❉✖▲ ❂ ❨❡●✠✿
❂ ▲❖◆ ❙ ■✑▲ ❂ ❙ ● ❚ ▲❖● ❃ ❁

>
➙ ❂ ❀ ❅ ➙ ●✖P ❃ ❁

>
❉ ➙ ❂ ❀ ❅ ❇ ❂ ❀ ❅ ➙ ❉ ❇❊❉ ➙ ❂ ❀ ❅ ➙ ❉ ❇ ❂ ❀ ❅ t

❀❊● ❯ ▲❖●①▲❖●✐❝❳● ❙ P❳❏❖● ❙ ❨❡● ❙❑❲ ●✐❝❳●①▲ ❂ ❝③❏❖■ ❉ ◆◗P✯❉✖❨❑❏❖◆◗P❧❍ ❙ ◆◗▲❖◆◗P ❚ ● ❯ P✯●✐➛ r ▲▼❏❖❉❢●①❍ ❙❡r ❂ ▲ ❂♦❅ ▲❖● ❲ ●✖P❩❨⑨❏▼P❳❏▼❨❑❏ r ● ♣ ❨❡◆ ❯ ❨❡●
❂ ❯ ❨ ❙ ●✐◆❊❉❢❉ ❯❳❙ ●✖P✯❉❢●⑤❝✮❛ ❯ P❧❍ ❂ ❙ ●✖Pq❨❑➛✘●❢■ ❂ ❚ ● ❂ ❀ ❅ ❝❳● ④q❙ ❂ ❏✖❨ ❙ ● ❙ ● ❲ ❍❳▲ ❂ ❉ r ●⑤❍ ❂ ❙ ❂✳✲ ➛ ❀ ❅✴✲ ➛❑❍ ❯ ●✇P✯◆ ❯ ■
❙ ● ❚❱❙ ◆ ❯ ❍✍● ❙ ◆◗P✯■✚●✖P ❯ P❧P✯◆◗P③❁⑦❨❡● ❙❑❲ ❏▼P ❂ ▲
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✭❣❁
> ❂✳✲ ➛ ❀ ❅✴✲ ➛ t

✷ P ❁✯P ♣ ❍✸◆ ❯❳❙ ❏✖❨ ❙ ● ❍ ❯ ❛ ❯ P✯●①➛ r ▲▼❏❖❉❢●①❍ ❯ ❏❖■✟■❡● ❏✖❨ ❙ ●①❍ ❙ ◆◗▲❖◆◗P ❚➊r ● ♣ ❏▼▲✍♠ ❂ ❯ ❨✢❍ ❯ ❛❞●✖▲▼▲❖● ❂ ❏▼❨ r ❨ r ❏▼P❳❏▼❨❑❏ r ● ♣ ❉❢● ❍ ❯ ❏
P❵❛❞●❢■❑❨✝❍ ❂ ■✝▲❖●①❉ ❂ ■✑▲❖◆ ❙ ■✑❝❳●✇▲ ❂ ❨❡◆ ❯ ❨❡●✇❍ ❙ ● ❲ ❏■● ❙ ● ❙❡r❢r ❉ ❙ ❏▼❨ ❯❳❙ ●✐❝❳●⑤❀s●✖P ❃ t ➢ P✲❏▼Pq❨ ❙ ◆q❝ ❯ ❏▼❨⑨❝❳◆◗P✯❉ ❯ P✲P✯◆ ❯❳④ ●✖▲
❂ ✸ ❏❖◆ ❲ ●✄✂ ♣ ❍ ❯ ❏ ✿✡♠ ◆ ❙ ❉❢●✠✿✇▲⑦❛ ❏▼P❳❏▼❨❑❏ ❂ ❨❑❏❖◆◗P✁❝✮❛ ❯ P✯●①➛ r ▲▼❏❖❉❢● ❲ ❏ ❲ ●⑤❝ ❂ P✯■✝▲❖●①❉ ❂ ■❈✿ ❯ P ❂ ❏ ❙ ●①❍ ❯❳❙ ✿ ❂ ❀ ❅ ✾

>
❂✳✲ ➛ ❀ ❅✴✲ ➛❵t ➢ P✁◆ ❅ ❨❑❏❖●✖P❩❨ ❂ ▲❖◆ ❙ ■✑▲ ❂ ❚❱❙ ❂ ❲✔❲ ❂ ❏ ❙ ●⑤■ ❯ ❏ ④ ❂ P❩❨❡● ❪
✂✴❁

>
➙ ✭ ➙ ❇ ❘ ❇ ❅

❀☛❁
> ❃ ❇ ❘ ❇ ❅

❃ ❁
>
❉ ➙ ✭ ❇ ✭ ➙ ❉ ❇❊❉ ➙ ✭ ➙ ❉s❇ ❂ ❀ ❅

❘ ❁
>
❉ ✲➊❅ ➙

❅ ❁
>
➙ ✭ ❅ ❇ ➙ ✭ ➙ ✭ ➙

➙ ❁
>
❉ ➙ ❇③●✖❍✯■❡❏▼▲❖◆◗P

✭ ❁
> ❂✳✲ ➛ ❀ ❅✴✲ ➛
> ❸③❹③❺▼▲ ❻ ❸◆▲ ❼✆☎✰➀❴➂★❾✮❼✆✝✰➀❴➂★❾✮❼

h := 1

b := 1
> ❖ ❽ ❖✟✞ ❿➁➀❴➂➄➃
> ✠ ➂✠❩✤➆☛✡✯➆❂❩③➉✠◗❊➉✠❘✈➋
> ❖ ➂❩➇q➉◆◗q➉✠❘✌➋
>

➇q➂q➅❳➆▼❩✤➆☞✡✤➆♦➅✯➆❂❩❊➉✌✡✯➆◗➅❳➆❂❩③➉❩➅✯➆❂❩✤➆☛✡q➉q➅❳➆ ❖ ➆♦➅✈➋
>

◗q➂q➅✘❯☞✝✯➆❂❩→➋
>

❘q➂✠❩✤➆☛✡✯➆▼❘❊➉❲❩★➆☞✡✯➆▼❩✤➆☛✡✯➆❂❩→➋
>

❩❊➂q➅❳➆▼❩❊➉★❾✮➋
>

✡q➂q➅✘❯☞☎✯➆ ❖ ➆♦➅✒❯✍☎③➍✵❼

SYS4 := {T = z2 U2H + 2H z U + z2 S, B = U H B + U 3H2, U = z U + 1, H = z2 S, A = z U,

X = U2H +A+B, S = T +A+B}
> ❺❲❱❨❳ ➎ ❹❷➏ ❖ ❽ ❖✎✞ ➋❑➃ ❖ ➋➐➇✈➋❙◗✌➋❙❘✌➋❬❩✌➋✏✡✈➋ ✠ ➍❳➑❵❼

{S = %1, U = − 1

−1 + z
, B =

%1− 2%1 z − z + z2

(−1 + z)2
, X = %1, H = z2 %1, A = − z

−1 + z
,

T =
z2 %1

(−1 + z)2
}

%1 := RootOf(z2 ➒ Z 2 + (−1 + z2 + z) ➒ Z + z)
>

❻ ❺q❺❨❭❚❪✠❫✵➏❡➓ ➑❵❼
>

❻ ❳❨❳ ➎❳❻ ❳❵❴❳❹❊❺❵➏✁✠ ➑❵❼
1− z2 − z +

√
1− z2 − 2 z + z4 − 2 z3

2 z2
,

1− z2 − z −
√

1− z2 − 2 z + z4 − 2 z3

2 z2
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> ❺❱❹❱❸✒❭❱❹❊❺✮➏❡➓→➔ P ➣✫➋↔➅❩➂❊↕✵➋ P✄✂ ➑❵❼

z + z2 + 2 z3 + 4 z4 + 8 z5 + 17 z6 + 37 z7 + 82 z8 + 185 z9 + 423 z10 + 978 z11 + 2283 z12+

5373 z13 + 12735 z14 + 30372 z15 + 72832 z16 + 175502 z17 + 424748 z18+

1032004 z19 + 2516347 z20 + 6155441 z21 + 15101701 z22 + 37150472 z23 + O(z24)

➢ ❙ ♣ ❝✮❛ ❂ ❍ ❙ ●❢■✇❀q▲❖◆ ❂ P✯●✩❪✆☎❵●❢■❣■❡❨ ❙❑❯ ❉✖❨ ❯❳❙ ●❢■❣■❡●❢❉❢◆◗P✯❝ ❂ ❏ ❙ ●❢■✚■❡◆◗P❩❨❣●✖P✲P✯◆ ❲ ❅ ❙ ● ❬ ♣ ❬ ♣ ❬ ♣ ⑧ ♣ ✼ ♣✞✝③♣ ❬✠✟ ♣ ✺ ✟ ♣✡✝ ⑧ ♣❬
✝☞☛③♣ ✼ ⑧ ✺ ♣✞✌ ✟ ✝③♣ ⑧❱⑧ ✝ ✺ ♣✞☛ ✺ ✟ ✺ ♣ ❬❜⑧✍✟ ✺ ☛③♣ ✺ ❃ ✺ ✟◗⑧ ♣ ✟◗⑧ ✝ ✺ ⑧ ♣ ❬✠✟ ☛☞☛ ❃❱⑧ ♣ ✼ ⑧ ✼ ✟ ✼ ✝③♣ ❬✞❃ ✺ ⑧❲❃❲❃ ✼ ♣ ⑧ ☛ ❬✏✎ ✺❚✼ ✟ ♣✎③❬
☛☞☛
✼❲✼ ❬ ♣ ❬ ☛ ❬✞❃③❬✠✟❵❃③❬ ♣ ✺ ✟❊❬ ☛ ❃ ✼ ✟◗⑧ ♣✑✌ ❬✏✎③❬ ✝ ❃ ✼ ✌③♣ ⑧❱⑧☞✎ ✼ ✎❲❃ ✝☞✌ ✺

✷ ❨✑❍ ❯ ❏❖■✑▲ ❂ ■❜t ❚ t✫●❢■❑❨✑❉❢◆ ❙❑❙ ●❢❉✖❨❡●⑤❍✸◆ ❯❳❙ ➛ ✾❋❬ ♣❳❅ ✾❋❬ ♣ ❝❳◆◗P✯❉①❏▼▲❵P❵❛ ➜ ❂ ❍❳▲ ❯ ■ ❍ ❯ ❛ ❋ ■❜❛ ❂ ■❡■ ❯❳❙ ● ❙ ❍ ❯ ●✇❨❡◆ ❯ ❨❡●➛ r ▲▼❏❖❉❢●✐●❢■❑❨✚❝ r ❅ ❯ ❨ r ❍ ❂ ❙ ❂✳✲ ➛✁❀ ❅✴✲ ➛❧❍✍◆ ❯❳❙ ❉❢◆◗P✯❉✖▲ ❯❳❙ ●⑤■ ❯❳❙ ▲ ❂ ❉❢◆ ❙❑❙ ●❢❉✖❨❑❏❖◆◗P✁❝❳●①▲ ❂ ❚❱❙ ❂ ❲✔❲ ❂ ❏ ❙ ●❱t


