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Introduction

Depuis une dizaine d’années, l'utilisation des systémes dynamiques discrets pour modéliser
les phénomeénes naturels complexes est de plus en plus fréquente. Plutdt que d’approximer les
solutions & un probléme continu (équations différentielles), on préfére désormais discrétiser ce
probléme. La puissance des ordinateurs actuels permet d’effectuer des simulations proches de
la réalité, avec trés peu de perte d’information. Parallelement a cela, ces modéles sont définis
de maniére simple et sont bien formalisés mathématiquement, ce qui facilite leur étude. Les
résultats présentés dans cette thése s’inscrivent dans le cadre de 1’étude formelle de tels sys-
temes. Plus précisément, ils concernent des systémes dynamiques discrets obéissant a la notion
de Self-Organized Criticality (SOC [3]). 11 s’agit de systémes dynamiques qui évoluent jusqu’a
atteindre un état stable (ou point fixe), appelé « état critique ». Si une pertubation quelconque,
méme faible, vient modifier cet état critique, il se produit alors une réorganisation du systéme
arbitrairement importante. Ensuite, le systéme évolue vers un nouvel état critique.

Ce phénomeéne se retrouve dans un grand nombre de systémes naturels (voir [49] par exemple).
Le Chip Firing Game (CFG [46]) est 'une des ses toutes premiéres formalisations en tant que
systéme dynamique discret. Un CFG est un graphe orienté dont chaque sommet v est associé a
un nombre de jetons ¢, et & un seuil . Si ¢, > 8, alors v « perd » J, jetons qui sont répartis
équitablement entre les s, successeurs de v (on pose en général §, = s, afin de ne pas avoir a
fractionner les jetons). Si un tel systéme a convergé vers un état stable et que 'on ajoute des
jetons a un des sommets, ceux-ci vont alors se répartir dans le graphe en un nombre indéterminé
d’étapes.

Le modéle de pile de sable qui sert de point de départ a notre étude est un exemple particulier
de CFG et s’appelle Sand Pile Model (SPM [3, 27]). Pour SPM, le graphe est linéaire, tous les
sommets ont deux voisins qui sont & la fois successeurs et prédécesseurs. Pour chaque sommet
v, 8, = 2. Chaque sommet du graphe peut étre vu comme une « colonne » de grains, le nombre
de jetons du sommet correspondant a la différence entre le nombre de grains de la colonne et
celui de sa voisine de droite (voir figure 1). En pratique, lorsque la différence de grains vaut
2 ou plus, la colonne de gauche perd un grain qui va sur sa voisine de droite : on dit qu’il y
a avalanche. Ce modele, créé a lorigine pour modéliser la formation des piles de sables ([3]),
se retrouve également dans la théorie des partitions d’entiers (|7]). Il illustre parfaitement le
phénoméne SOC, car si 'on ajoute un grain & une pile de sable stable, celui-ci va provoquer un
nombre variable d’avalanches avant que la pile ne se stabilise & nouveau.

Le modele SPM et ses variantes ont donné lieu & de nombreux travaux |7, 27, 44, 17, 42, 41,
43, 13, 39, 40, 14, 15, 30, 29, 28|. Parmi ces variantes, citons I'ensemble de modeéles IPM(k) (Ice
Pile Model |29]). Dans ce cas, on ajoute la possibilité que les grains « glissent » sur des plateaux
de taille strictement inférieure a k. Remarquons que SPM est égal a IPM(1). Une autre variante
intéressante de ces modeéles, moins étudiée cependant (voir quand méme |27, 22]|), concerne le
cas ol tous les grains se déplacent en méme temps, on appelle cela le mode paralléle. En termes
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Fi1G. 1 — Relation entre CFG et SPM. Les poids des sommets du CFG correspondent aux dif-
férences de hauteur entre deux colonnes successives de SPM. La case grisée est celle qui est
modifiée.

de CFG, cela veut dire que tous les sommets v tels que ¢, > 9§, perdent leurs 9, grains pendant
le méme pas de temps. Cela rend le modéle déterministe, car il n’y a plus & choisir quel sommet
faire évoluer en premier, et plus réaliste. En effet, dans la nature, les grains d’une pile de sable
tombent des que la pente de la pile le leur permet, sans attendre leur tour.

La dynamique des modeéles de piles de sable SPM et IPM(k) est bien connue [27, 22, 43,
39, 40, 30, 29, 28|. On sait que le systéme a une dynamique de type point fixe, c’est-a-dire qu’il
atteint toujours un état stable. On peut définir le graphe des orbites comme le graphe orienté
dont les sommets sont les piles de sables accessibles, et ol une pile est le successeur d’une autre
si elle peut étre obtenue de la premiére a I’aide d’une avalanche. A partir d’une colonne unique
de grains, ce graphe forme un treillis. Les treillis représentent des ordres partiels [4], dans notre
cas ils permettent de montrer que 1’état stable d’une pile de sable est unique, quel que soit
I'ordre dans lequel sont effectuées les avalanches. On connait également le nombre d’itérations
nécessaires pour obtenir cet état stable a partir d’une configuration initiale oi tous les grains
sont groupés dans la méme colonne.

L’objectif principal de cette thése était d’étendre ces résultats, selon deux directions prin-
cipales. Dans un premier temps, nous avons essayé de généraliser 1’étude des piles de sable en
partant des modéles existants. Dans un second temps, nous introduisons un nouveau modéle, les
automates de sable dont l'intérét est double : ils unifient tous les modéles locaux de piles de sable
en un seul, et & I’aide d'un cadre formel solide ils simplifient I’étude générale de leur dynamique.

Dans une premiére partie intitulée « piles de sable », nous récapitulons tous nos résultats
concernant la généralisation des piles de sable. Aprés avoir rappelé briévement les définitions,
notations et résultats que nous utilisons, nous étudions un algorithme permettant de calculer
rapidement le point fixe d'une pile de sable quelconque, ol les grains ne sont pas nécessairement
concentrés dans une seule colonne. Il est impossible de trouver une formule close pour décrire le
point fixe dans le cas général, notre algorithme effectue le calcul en temps O({-min(n,[)) (n est le
nombre de grains de la pile initiale, [ est sa longueur). Le principe de base de cet algorithme est le
suivant : la pile initiale est divisée en sous-piles pour lesquelles les formules connues s’appliquent ;
puis, & l'aide de fusions successives, le point fixe final est construit pas a4 pas. Nous montrons
également que méme en partant d’une configuration initiale quelconque, le graphe des orbites
est encore un treillis pour tous les modeéles IPM (k) — donc, en particulier, pour SPM.

Cette partie se termine sur U'introduction d’un nouveau modéle de piles de sable, Symmetric



Sand Pile Model (SSPM). Ce modéle vise a rendre la simulation des piles de sable plus réaliste
en permettant aux grains de tomber selon plusieurs directions, et non une seule comme les
précédents. Nous définissons SSPM par les régles suivantes : un grain peut tomber vers la gauche
si la différence de hauteur entre sa colonne et sa voisine de gauche excéde 2, de méme si la
différence vers la droite est supérieure ou égale a 2 un grain peut se déplacer vers la droite. Ce
modéle n’est évidemment pas déterministe, car un méme grain peut parfois se déplacer a la fois
vers la gauche et vers la droite. Le graphe des orbites n’est donc plus un treillis; cependant il
conserve une structure simple. Nous montrons que dans le cas d’une pile initiale de n grains
répartis sur une seule colonne, tous les sommets du graphe des orbites peuvent étre caractérisés
formellement. De plus on montre qu’il y a toujours exactement |y/n] points fixes. Ce résultat
surprenant ouvre la voie & une nouvelle étude des piles de sable multi-directionnelles et multi-
dimensionnelles. Nous concluons en évaluant le temps nécessaire pour obtenir ’'un de ces points
fixes, ce temps est du méme ordre de grandeur que celui obtenu pour SPM. L’ajout d’une
direction nous permet donc un grain important en termes de « réalisme », sans perte d’efficacité
computationnelle.

Dans la seconde partie, nous introduisons les « automates de sable » [8]. Ce systéme dyna-
mique discret est défini de maniére semblable aux automates cellulaires [37]. Il agit sur une grille
discréte Z¢, a I’aide d’une table de transition finie (la regle locale). Chaque point de la configu-
ration évolue en fonction de son voisinage. Pour simuler les différents modéles de piles de sable,
il suffit ainsi d’entrer la table de transition correspondante. Remarquons que les automates de
sable ont un fonctionnement synchrone (tous les points sont transformés en méme temps), c’est
donc le mode paralléle de ces modeéles qui est simulé.

Nous commengons par introduire une topologie associée a ’espace des configurations. Avec
cette topologie, 'espace a des propriétés fortes qui nous aident dans notre étude. Par exemple,
sans étre compact, il est localement compact et donc complet. Nous rappelons que les automates
de sable sont exactement les fonctions continues de cet espace dans lui-méme qui présentent les
propriétés suivantes : invariance horizontale et verticale (i.e. 'automate commute avec les déca-
lages horizontaux et verticaux), conservation des infinis (une valeur infinie n’est pas modifiée).
Ce modéle bénéficie d'un formalisme mathématique qui permet d’obtenir des résultats plus gé-
néraux que ceux obtenus avec des méthodes algébriques et combinatoires pour les piles de sable.
Enfin, nous verrons que les automates de sable sont aussi puissants que les machines de Turing,
puisqu’ils sont capables de simuler les automates cellulaires.

Dans un second temps, on s’intéresse a la dynamique des automate de sable. Nous étudions des
propriétés classiques de la théorie du chaos déterministe, telles que la surjectivité et l'injectivité
des automates, en montrant les relations existant entre elles. Puis, nous continuons avec des
propriétés dynamiques fortes : la conservation des grains et 1'ultime périodicité. Nous cherchons
a identifier les automates de sable dont la dynamique s’approche de celles des piles de sable réelles,
la notion de conservation de grains est donc trés importante : un automate conserve les grains si
entre deux pas de temps le nombre total de grains de la configuration n’est pas modifié, i.e. il n’y
a eu que des déplacements, pas de destruction ni de création de grains. De méme, le fait de savoir
a 'avance si le comportement d’un automate va se stabiliser (complétement, ou simplement de
maniére périodique) est important pour isoler les automates donnant lieu a des avalanches sans
fin. Ces automates sont dits ultimement stables lorsque les configurations n’évoluent plus au bout
d’un certain temps, ou ultimement périodiques lorsque leur comportement devient périodique.
Nous montrons qu’il est possible de décider si un automate de sable donné conserve les grains,
mais également qu’il est impossible de décider si un automate de sable est ultimement stable ou
ultimement périodique. Les résultats de ce chapitre ne font que confirmer la complexité de la
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dynamique des automates de sable, aussi variée qu’imprévisible.

Pour terminer, nous concluons avec de nouvelles perspectives de recherche pour étendre les
résultats présentés dans cette thése. D’une part, nous proposons plusieurs pistes pour compléter
nos résultats : extensions du modeéle SSPM, autres propriétés dynamiques des automates de sable,
etc. D’autre part, nous introduisons des perspectives nouvelles et originales concernant différents
aspects de ces travaux. Nous pourrions par exemple rechercher de nouveaux modeéles de piles de
sable en modifiant les hypothéses de départ, par exemple en changeant la structure du support,
pour obtenir des résultats encore plus réalistes. Mais surtout, les automates de sable sont un
systéme complexe entiérement nouveau, et pour simplifier et clarifier leur étude une classification
des automates selon leur comportement serait utile. Il serait alors intéressant de voir dans quelle
classe se trouveraient les automates conservateurs de grains ou ultimement périodiques, et les
modeéles de piles de sable en général. Un autre aspect de ces systémes qui mériterait d’étre traité
est leur puissance en termes de calcul. Que peuvent calculer les automates de sable, et & quelle
vitesse 7 Cette thése s’efforce de démontrer que ce systéme dynamique discret est original pour
sa dynamique, il I’est certainement dans ses capacités computationnelles.
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Dans cette partie de la thése nous présentons les travaux effectués dans le cadre des piles
de sable. Nous appelons piles de sable les états obtenus & partir des modéles SPM (Sand Pile
Model (3, 27, 29, 30]) et IPM(k) (Ice Pile Model |7, 29]). Ces modeéles sont utilisés notamment
pour simuler la formation des tas de sable, aprés une avalanche de grains ou n’importe quelle autre
perturbation du tas, selon le principe des systémes SOC (Self-Organized Criticality [3]) : a partir
d’une configuration initiale quelconque, le systéme évolue jusqu’a atteindre un « état critique ».
Toute perturbation de cet état critique entraine une réorganisation compléte du systéme, jusqu’a
obtenir un nouvel état critique. Les piles de sable illustrent parfaitement ce phénomeéne, en
effet, chaque tas de sable « stable » est modifié si de nouveaux grains arrivent ou si d’autres
disparaissent.

Les différents modeéles étudiés consistent en un tas de sable initial discrétisé, dans lequel
chaque grain est représenté par un carré dans une grille & 2 dimensions, et en deux régles locales
trés simples. Une régle verticale déplace les grains verticalement (ils tombent) lorsqu’il y a un
trou, et une régle horizontale leur permet de glisser sur des plateaux. Tout ceci est formalisé dans
la partie 1.1 pour les modéles SPM et IPM(k). Ces modéles ont été particuliérement étudiés |7, 27,
44,17, 42, 41, 43, 15], et leur comportement bien identifié [39, 40, 30, 29, 28|. On sait notamment
qu’il existe un unique état critique (ou état stable, ou encore de maniére impropre, point fixe) que
I’on peut décrire ; on connait également les états transitoires et le nombre d’itérations nécessaires
a l'obtention du point fixe, etc. (voir partie 1.2).

Le probléme principal de ces modeles est leur manque de généralité. D’une part, les seules
configurations initiales considérées sont les configurations dont tous les grains sont concentrés
dans une seule colonne, d’autre part ces modéles sont uni-directionnels, uni-dimensionnels, et
le passage aux dimensions supérieures n’est pas immédiat. Le premier probléme est traité dans
le chapitre 2, ou l'on considére des configurations initiales quelconques. Pour ce qui est de la
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généralisation des modeéles eux-mémes et du passage aux dimensions supérieures, une étude de
modéles symétriques est faite dans le chapitre 3. Le chapitre courant se contente de définir les
notions nécessaires au travail sur les piles de sable, puis effectue un petit récapitulatif des résultats
connus.

1.1 Deéfinitions

1.1.1 Piles de sable

Une pile de sable (ou configuration) de longueur [ est une suite finie d’entiers positifs ¢ =

(c1,¢2,...,¢). Chaque ¢; est appelé colonne de c. Le nombre n = Zi.:l c; est le nombre de grains
de la pile. Soit € = Ugep+(N)* I'ensemble des configurations sur N.
Etant donnée une pile de sable ¢ = (c1,...,¢), on dit que ¢ contient un plateau (c;,...,c;)

a la position ¢ si ¢, = cpq1 pour tout ¢ < h < j. Le nombre k = j — ¢+ 1 est la longueur du
plateau, et p = ¢; est sa hauteur, il est alors noté pl*l. La configuration ¢ contient une falaise
(ciycit1) ala position i si ¢; = ¢i41 + 2.

On représente de maniére naturelle une pile de sable (cq,...,¢) sur une grille bi-dimension-
nelle, ol ¢; est le nombre de grains de la ¢ colonne représenté par ¢; cases verticales sur la grille
(figure 2). Ce dessin est appelé diagramme de Ferrers dans la théorie des partitions [2].

C1 €2 C3 C4 C5 Cp

FiG. 2 Représentation graphique de la configuration (6,2,0,1,3,3). Elle contient trois falaises
(c1,¢2), (ca,c3) et (cg,c7), et un plateau en (cs, cg).

1.1.2 Systémes de piles de sable

Un systéme de piles de sable (parfois appelé modéle) est un ensemble fini de régles qui vont
agir sur les configurations et les transformer. Le plus connu est SPM (Sand Pile Model), introduit
dans [3, 27]. SPM consiste en une régle locale unique, la régle verticale : §'il y a une falaise, alors
un grain tombe de la colonne de gauche sur sa voisine de droite.

Formellement, si pour une configuration ¢ = (¢q,...,¢) il existe un ¢ tel que ¢; — ¢j41 > 2
(voir figure 3), ¢ peut évoluer en ¢ défini par :

c = ¢ —1
&= ¢ pour j & {i,i+ 1} .

Dans cette partie, SPM est appliqué & des configurations initiales qui contiennent n grains
dans la premiére colonne et rien ailleurs, en d’autres termes elles sont de type (n).

SPM peut étre généralisé par I'ensemble de modeles L(0), 6 € N*, définis dans [43]. Les
modeles L(0) possédent la méme régle verticale, mais celle-ci ne peut étre appliquée que lorsque
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Fi1G. 3 — Régle verticale de SPM pour une falaise de hauteur 4.

¢i — ¢i+1 > 0 (donc SPM est L(1)). Comme nous nous intéressons exclusivement a la dynamique
des systémes, ces modéles n’apportent rien de plus que SPM et nous ne les traitons pas.

L’autre systéme qui nous intéresse est I’ensemble des modeles IPM(k) (Ice Pile Model, in-
troduits dans [7, 29]), pour k € N*. Ils possédent la régle verticale de SPM ainsi qu’une régle
horizontale qui permet aux grains de « glisser » sur un plateau de longueur inférieure & k. In-
tuitivement, alors que SPM et L(0) modélisent les tas de sable se stabilisant sur une pente de
45° ou plus, les modeles IPM(k) permettent d’obtenir des tas de pentes inférieures. La aussi, la
configuration initiale est réduite a une unique colonne de n grains.

Si pour une configuration ¢ = (cq, ..., ¢), il existe i < j tels que

ci=¢ntl=cqot+tl=-=c¢c;+1=cjp1+2,

avec j —1i < k (illustré figure 4), alors ¢ peut évoluer en ¢ défini par :

c = ¢—1
G = Gt
¢, = o pour h & {i,j+1} .

mamal =1

RN L]

Fig. 4 Regle horizontale de IPM(k) sur un plateau de longueur 3.

Plus k est important, plus les grains peuvent glisser loin. En particulier, SPM est exactement
le modele IPM(1). Selon les cas, SPM est traité comme un cas particulier de IPM(k) ou comme
une premiére étape. En effet, les résultats sont souvent plus simples & exprimer et & prouver pour
SPM, et sont donc un bon point de départ a I’étude plus générale de IPM(k).

On peut également définir le modele IPM(c0), que nous n’utilisons pas car il n’est pas défini
de maniére locale (il faut pouvoir connaitre un nombre non borné de valeurs pour décider quoi
faire). C'est lui qui a été créé par Brylawski |7] avec la notation Lp, & 'origine pour étudier les
partitions d’entiers [2, 31] : étant donné un entier n € N, 'ensemble des partitions de n en entiers
plus petits correspond exactement a ’ensemble des configurations obtenues par IPM(co) = L.

1.1.3 Graphe des orbites

Une fois le modeéle défini, il y a plusieurs fagons de faire fonctionner le systéme. En mode
séquentiel (ou asynchrone), un seul grain se déplace a la fois, et quand il y a plusieurs possibilités
on choisit n’importe laquelle. Le modéle n’est donc pas déterministe, mais on verra que ce n’est
pas trés important. En mode paralléle (ou synchrone), tous les grains pouvant tomber le font
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en méme temps, ce qui léve les ambiguités. Curieusement, bien que le mode paralléle soit plus
réaliste, il a été moins étudié que le séquentiel.

Le systéme évolue donc selon I'un des deux modes, a partir de la configuration initiale jusqu’a
obtenir un point fize (ou état stable), c’est-a-dire une configuration n’ayant plus aucune falaise.

Une suite de configurations (ci)ie[07t} est appelée une orbite de la configuration initiale ¢ si
pour tout i € [0, — 1], ¢!T! peut étre obtenue & partir de ¢! en appliquant une des régles du
systéme.

L’ensemble des orbites de méme configuration initiale ¢ peut se représenter par le graphe
des orbites de ¢, noté G. = (V,E). L’ensemble des sommets V est l’ensemble des configurations
appartenant 4 une orbite de ¢, et (c!,c?) € E (avec E C V x V) si et seulement si ¢? peut étre
obtenue en appliquant une des régles du systéme quelque part dans c'.

Les figures 5 illustrent les graphes des orbites de la configuration (7) pour le systéme IPM(3)
(glissement sur des plateaux de longueur au plus 2). Les grains en gris foncé sont ceux qui sont
susceptibles de se déplacer ; sur la figure 5(a) qui représente le mode séquentiel, un seul se déplace
a la fois; sur la figure 5(b) représentant le mode paralléle, tous tombent en méme temps.

) SN SN2 N
ffffff -L- 5”\5%/5”7\% g N

(a) En mode séquentiel.

,,,,,, Eq EH B B

) En mode paralléle.

F1G. 5 — Graphes des orbites de (7) pour IPM(3).

Par abus de langage, on dit naturellement qu’'une configuration c¢ appartient & un graphe
d’orbite (V,E) lorsque ¢ € V, ¢ est alors atteignable. De plus, une configuration ¢ € V est
appelée point fize du graphe si aucune aréte de E ne part de c.

On peut d’ailleurs remarquer sur les exemples figure 5 que 'on obtient toujours le méme
point fixe, quel que soit le mode et la priorité considérée. Ce résultat est normal, on verra dans
la partie suivante que le point fixe est toujours unique.

1.2 Reésultats connus
1.2.1 Point fixe

On présente ici les résultats généraux pour IPM(k), tels qu'ils ont été démontrés dans |29].

Théoréme 1 ([29]) Pour tous les systémes IPM(k), pour tout n € N*, le graphe des orbites
Gn) est un treillis fini.

10
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Ce résultat majeur implique que toute configuration initiale de type (n) aboutit & un point
fixe, et que celui-ci est toujours le méme indépendamment de I’ordre dans lequel sont effectuées les
transitions. Avec le mode paralléle, qui correspond au mode séquentiel ou on choisit d’appliquer
la régle le plus & droite possible, on obtient donc le méme point fixe.

Le cas particulier de SPM avait déja été démontré auparavant dans [27].

Lemme 2 ([29]) Soit ¢ une configuration contenant n grains, de longueur . Pour tout k € N*,
¢ € G(ny pour IPM(k) si et seulement si pour tous 1 <i < j <l, onaj—i<k(c—cj+1).

Remarque 1 I faut noter que dans [29], ce résultat est présenté de maniére équivalente mais
plus complexe. La condition ci-dessus suffit en effet a garantir le fait que pour IPM(k), entre
deuz plateauz de longueur k+1 (la plus grande possible), il y a soit une falaise soit un plateau de
longueur strictement inférieure & k. Dans ce cas, un grain peut se déplacer et un des plateaux
de taille k + 1 peut étre réduit.

Ce point de vue correspond exactement a un autre énoncé du lemme pour le cas particu-
lier SPM : une configuration c appartient & un graphe si et seulement si entre deux plateaux
quelconques de ¢, il y a au moins une falaise.

La figure 6 présente deux exemples de configurations a 14 grains pour IPM(2) : la configu-
ration de la figure 6(a) est valide et appartient a G(14), la configuration de la figure 6(b) ne I'est
pas : entre les colonnes 2 et 7, il y a 4 colonnes au lieu des 2% (2 — 1+ 1) — 1 = 3 autorisées.

=
—
—~
NN HENNNEEE.
(a) Configuration valide pour IPM(2) ap- (b) Configuration invalide : deux plateaux
partenant & Gi4). de taille £ + 1 = 3 consécutifs.

FiG. 6 Exemples de configurations a 14 grains dans IPM(2).

Ce lemme permet de caractériser simplement le point fixe 7 obtenu par un modeéle IPM(k).
Etant donné qu'il ne peut y avoir aucun déplacement dans un point fixe, 7 ne contient que des
plateaux de longueur k, sauf au sommet ou il peut y avoir un plateau de longueur k¥’ < k, et au
plus un plateau de longueur k + 1.

Pour formaliser ceci, on a besoin de nouvelles variables. Soit p I'unique entier vérifiant

1 1
§p(p+ Dk<n< §(p+ D(p+2)k ,

et k' et p’ < p+ 1 définis de maniére unique par
1
n=gp(p+Dk=Kp+1)+p .

Le triplet (p,p’,k’) est appelé décomposition entiére de m. Alors le point fixe de IPM(k) est
caractérisé par la proposition suivante.

Proposition 3 ([29]) Pour tous les systémes IPM(k), pour tout n € N*, le point fize m du
graphe Gy est défini par :

_ [ )P pH -y, sip/ =0,
a (p + 1)[k/}7p[k]7 (p - 1)[k]7 trt (p/ - 1)[k}7p/[k+1]7 (p/ - 1)[k}7 ot 1[k] Sinon;

11
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ot (p,p', k') est l'unique décomposition entiere de n telle que n = %p(p +1Dk+(p+ DK +p.

A titre d’exemple, la figure 7 représente le point fixe de G(1s) pour IPM(2). Comme prévu
par le lemme 2, il n’y a qu’un plateau de taille kK + 1 = 3.

Fia. 7 Point fixe de G(13) pour IPM(2). La décomposition entiere de 18 est (3,2,1), on a bien
18=3-3-4-2+4-1+2.

1.2.2 Longueur du transitoire

La longueur du transitoire d’'une configuration initiale c est le nombre de fois qu'une régle est
appliquée & ¢ avant d’obtenir un point fixe, autrement dit la longueur dans G, d’'un chemin de ¢
& son point fixe ;. Cette longueur dépend tout d’abord du mode de fonctionnement utilisé, mais
aussi dans le mode séquentiel il existe généralement plusieurs chemins pour parvenir au point
fixe (voir figure 5(a)). Ces chemins n’ont alors pas forcément une longueur identique.

Mode séquentiel

Pour contourner ce probléme de chemins multiples, deux objets ont été créés pour le mode
séquentiel. Les HV-chaines |31] sont les chemins consistant en I’application de la régle verticale
uniquement, puis de la régle horizontale uniquement. Les chaines modulaires [27] sont les chemins
ou la régle horizontale n’est autorisée qu’en cas d’impossibilité d’appliquer la régle verticale.

Les théorémes suivants caractérisent les chemins les plus longs pour obtenir le point fixe.

Théoréme 4 ([31]) Dans Lg = IPM(0), les HV-chaines entre deux configurations quelconques
d’un graphe des orbites ont toute la méme longueur, et celle-ci est mazimale.

Théoréme 5 (|29]) Pour tous les systémes IPM(k), les chaines modulaires entre deux configu-
rations d’un graphe des orbites sont toutes de longueur mazimale.

Cette derniére proposition permet de calculer la longueur maximale du transitoire en mode
séquentiel tgeq(k), pour tous les systemes IPM(k) [29].

Proposition 6 ([29]) Pour tous les systémes IPM(k), pour tout n € N*, la longueur mazimale
du transitoire en mode séquentiel tseq(k) de la configuration (n) est

oeg(k) = 2 (g) Cad ¥ <p-2+1> . <p-§ 1) - @ _om?)

ot (p,p', k') est l'unique décomposition entiére de n = %p(p—i— Dk+(p+ DE +9, et {(q,q') avec
" < q est 'unique décomposition de n en n = %q(q + 1) + ¢ (décomposition entiére de n pour

q
k=1).

En particulier pour SPM, comme k=1, k' =0, g =pet ¢ =p, on a teq(l) = %p(p— (p+
)+ 502+ 1—p).

12
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Remarque 2 FEtant donné que pour SPM il n’y a pas de régle horizontale, dans ce modéle tous
les chemins d’une configuration a une autre ont exactement la méme longueur. La longueur du
transitoire est donc toujours donnée de maniére exacte par tgeq,(1).

Dans le cas général par contre, la longueur minimale du transitoire est inconnue, méme s’il
est vraisemblable qu’elle est aussi en O(n>/?).

Mode paralléle

Curieusement, I’étude de la longueur du transitoire pour le mode paralléle tp,. (k) est plus
difficile. Il n’existe un résultat que pour le modeéle SPM. Dans |27] on trouve un premier enca-
drement pour £, (1), I'ordre de grandeur définitif n’étant prouvé que dans [22].

Proposition 7 ([22]) Pour SPM, pour tout n € N*, la longueur du transitoire en mode paralléle
tpar(1) de la configuration (n) est comprise entre les bornes

>n+o(n) = O(n) .

O(n) =n-+ o(n) < tpar(l) < <1 + ﬁ

13
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Les résultats vus dans la partie précédente ne s’appliquent pas directement a des configura-
tions de départ quelconques, seules les configurations a colonne unique ont été étudiées. Quelques
tentatives de généralisation ont quand méme été faites : par exemple dans [27] les auteurs re-
marquent qu’en partant de configurations décroissantes la structure de treillis est préservée pour
SPM. Toujours pour ces mémes configurations décroissantes et dans le cadre de SPM, I’ensemble
des points fixes atteignables est caractérisé dans [43]. Cependant ces points fixes ne sont pas
associés aux configurations qui les ont engendrées, et on ne sait rien des configurations encore
plus générales.

Dans deux articles |24, 23|, nous avons essayé de trouver une formule pour décrire le point
fixe d’une configuration initiale quelconque. Cette partie reprend les résultats qui s’y trouvent
(|24] pour SPM, [23] pour IPM(k)). On peut noter que le probléme tel qu’il est posé ici n’a pas de
solution évidente : il est en général impossible de prévoir en temps constant la structure précise
du point fixe, les comportements possibles étant trop variés. Nous avons en revanche proposé un
algorithme rapide qui, étant donnée une configuration initiale ¢, calcule son point fixe en temps
O(l-min(l,n)), ou [ est la longueur et n le nombre de grains de c.

Un des résultats majeurs de cette partie, outre ’algorithme optimisé, est le théoréme 15 qui
assure que pour tous les modeles IPM(k), une configuration quelconque converge vers un point
fixe qui reste unique. Par conséquent, le point fixe trouvé par notre algorithme est correct. Ce
résultat était en partie seulement montré dans [28], pour les Chip Firing Games (CFG) de poids
positif. SPM est un CFG de poids quelconque, alors que les IPM(k) sont un modeéle a part.

Nous présentons ici uniquement les résultats pour IPM(k) qui se trouvent dans 23], et qui
généralisent ceux de [24] pour SPM. A I'aide des définitions et notations introduites dans le cha-
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Chapitre 2. Piles de sable généralisées

pitre précédent, nous commencons par décrire 'algorithme, puis nous prouvons qu’il fonctionne
de maniére correcte et nous évaluons sa complexiteé.

2.1 Algorithme de calcul du point fixe

Pour calculer le point fixe d’'une configuration ¢ quelconque, nous proposons un algorithme,
dont les différentes étapes sont illustrées sur la figure 2.1.

| Entrée )

\

Découpage

2

<

Calcul

Y
Fusion

2

<

Sortie

J

FiG. 8 — Structure de I’algorithme de calcul du point fixe.

L’algorithme débute par une phase d’initialisation, qui consiste & découper la configuration
de départ en petits intervalles que 'on sait traiter. Ensuite on itére les deux phases suivantes :
les calculs dans les intervalles, puis la fusion d’intervalles lorsque leur union permet de faire
du calcul. Quand aucune fusion n’est plus possible, I’algorithme renvoie la configuration obtenue,
qui est le point fixe désiré.

On remarque que ces différentes phases, et plus particuliérement l'itération des fusions, sont
nécessaires. Par exemple pour une configuration (m,0,...,0,n) & 2 colonnes isolées, il est im-
possible de savoir si ’effondrement de la premiére colonne de hauteur m va déborder sur le tas
formé par la seconde colonne de hauteur n, ou rester bloqué contre. Tout cela dépend des valeurs
de m, n, et de ’espace entre les deux. C’est & cause de ce phénoméne que 1’on ne peut pas prévoir
le point fixe en temps constant.

Nous détaillons maintenant les différentes phases de ’algorithme.

2.1.1 Deécoupage

Le découpage de la configuration de départ se fait ainsi : chaque « morceau » de configuration
(intervalle) doit étre atteignable en partant d’une configuration a colonne unique, et doit étre
de longueur maximale tout en respectant cette propriété. C’est le découpage qui simplifie le
probléme initial, en permettant en méme temps d’économiser du temps de calcul.

Méme si cela semble intuitif, les résultats du chapitre précédent doivent étre étendus. En
effet, leurs auteurs supposaient que les configurations pouvaient croitre autant que possible. Ici,
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2.1. Algorithme de calcul du point fize

le mouvement est limité a des intervalles de longueur fixe, les grains ne peuvent pas se déplacer
trop loin sur la droite.

Par la suite, on appelle graphe des orbites bornées la restriction de G. aux configurations de
longueur au plus [, il est noté G.. On montre dans cette partie que Qén) est toujours un treillis.

Lemme 8 Soient un systeme IPM(k), k € N*, et une configuration ¢ de longueur au plus ' <1
contenant n grains. Alors ¢ € Qén) si et seulement si pour tous 1 < i < j<l',onaj—i<

k’(Ci —c + 1).

Preuve. Soit une configuration ¢ € Qén), ou n est le nombre de grains de c. Par définition, gén)
est un sous-graphe de G,y donc ¢ € G, et c satisfait les hypothéses du lemme 2 (page 11).
Inversement, soit ¢ une configuration a n grains de longueur I’ < [, telle que pour tous
1<i<j<Uonaitj—i<k(cg—cj+1). D’aprés le lemme 2, ¢ € G(n)- Sil'on considére le chemin
dans G,y qui remonte de ¢ a la racine (n) du graphe, toutes les configurations sont de longueur
inférieure & [ car la régle locale ne peut pas diminuer la longueur d’une configuration.Toutes les
applications de régles se font donc dans U'intervalle [1,] — 1] et par conséquent ce chemin, ainsi
que les configurations qui le composent, sont dans Qén). 0

Les conditions d’appartenance formulées ainsi demandent un temps de vérification quadra-
tique en la longueur, ce qui est trop élevé. Pour accélérer I'algorithme on utilise la formulation
de la remarque 1 (page 11) qui se vérifie en temps linéaire : configuration décroissante, et entre
2 plateaux de longueur k + 1 il doit étre possible de déplacer un grain (existence d’une falaise ou
d’un plateau de longueur strictement inférieure a k entre les deux plateaux de longueur k + 1).

Proposition 9 Pour tous les systémes IPM(k), pour tous n,l € N*, gfn) a un unique point fize

.

Preuve. Quels que soient k,n,l € N*, d’apres le lemme 8, un point fixe ! quelconque de Qén)
est de longueur au plus [, a au plus un plateau de taille k + 1, deux plateaux de longueur
inférieure ou égale & k aux extrémités et des plateaux de taille k partout ailleurs. Sa construction
est représentée sur la figure 9 : c’est un escalier avec des marches de longueur k, les grains
supplémentaires étant alors disposés de bas en haut (grains numeérotés dans 'ordre sur la figure).

FI1G. 9 — Structure du point fixe ! pour IPM (k).

Il est clair qu’une telle configuration est unique. Tout d’abord, la division entiére de [ = ak+p,
f < k est unique. Soit f la fonction (croissante) comptant le nombre de grains dans ’escalier

de longueur [, de hauteur p, définie par f(p) = %ka(Zp — o+ 1)+ p(p— a). Il existe une seule

17



Chapitre 2. Piles de sable généralisées

valeur de p telle que f(p) < n < f(p+ 1), n étant le nombre de grains a répartir (sur la figure,
f(p) est lescalier dessiné avec la ligne continue, f(p + 1) celui en pointillés). Les z = n — f(p)
grains restants sont répartis dans un premier temps sur les marches, tels que x = y(a+ 1) +y
avec y < ff maximal (décomposition unique). Pour finir, les y grains restants sont répartis sur les
a marches restantes en y = da+ A, L < p — a (décomposition unique). 0

La structure précise du point fixe est détaillée plus bas dans la proposition 11. Néanmoins,
son unicité suffit a prouver le corollaire suivant.

Corollaire 10 Pour tous les systémes IPM(k), pour tous n,l € N*, Qén) est un treillis fini.

Preuve. D’apreés la proposition 9, deux configurations ¢! et ¢? de Qén) atteignent le point fixe .

1l existe donc une borne supérieure (au plus (n)) et inférieure (au moins m) commune a ¢! et ¢2.
De plus comme gén) est un sous-graphe de G, (par définition de gén)), il est fini et ne contient
pas de cycle. 0

La phase de découpage peut avoir lieu en s’appuyant sur les résultats du lemme 8 et du corol-
laire 10. La configuration de départ est parcourue de gauche & droite en comptant le nombre de
plateaux de taille k£ + 1 rencontrés, un nouvel intervalle est créé dés qu’on en repére deux consé-
cutifs. De cette maniére on s’assure que chaque intervalle contient une configuration appartenant
a un des Qén), dont le point fixe est 7tt. Le découpage est décrit par le pseudo-code 1.

Aprés découpage, les intervalles sont représentés par des intervalles d’entiers I; = [a;, b;] tels
que (¢j)jer; € Qé;i) pour tout 4, ot I; = b; — a; + 1 est la longueur de l'intervalle et n; = E?;al c;
le nombre de grains qu'il contient. On remarque que I; et n; peuvent étre calculés par la fonction
de découpage sans augmentation de complexité.

La figure 10 représente un exemple de découpage pour IPM(2).

Fi1G. 10 — Exemple de découpage pour IPM(2).

Remarque 3 Dans la procédure de découpage, le dernier intervalle doit étre traité différemment
des autres puisqu’il est suivi de colonnes qui sont toutes a 0. On se place donc dans le cas de
IPM(k) a une colonne, en donnant comme longueur a l'intervalle une taille « infinie », i.e. la taille

nécessaire a ’obtention du point fize non borné. La valeur l; = {%(w?%m/k +1- 1)—‘ , longueur
du point fize de G,y pour IPM(k) obtenue d’apres les résultats de [29] convient parfaitement.

2.1.2 Calcul

Le but de cette phase est de donner ’expression du point fixe de chaque intervalle en temps
constant. Tous ces points fixes mis bout & bout formeront une configuration atteignable depuis
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2.1. Algorithme de calcul du point fize

procedure decoupe(c[], k) { // ¢ est la configuration initiale
// k le modéle utilisé

1 = |c|; // longueur de c

nbp = 0; // nombre de plateauz consécutifs

Ip — 1; // longueur du plateau en cours

I — 0; // ensemble des bornes supérieures des intervalles

for (i=1; i<l; i++) {
if (c[i+1] > c[i]) { // augmentation
I =1 U {i};
nbp = 0;
Ip = 1;
} else if (c[i+1] < c[i]) {
if (Ip < k) || (c[i+1] = c[i] >= 2) { // mouvement possible
nbp = 0;
}
Ip = 1;
} else if (c[i+1] — c[i]) { // plateau
Ip ++;
if (Ip = k+1) {
nbp +-+;
if (nbp — 2)
I -1 U {i};
nbp = 0;

{ // 2 plateauz consécutifs

lp = k;
}

}
}

return T;

Pseudo-code 1 Découpage de la configuration initiale en intervalles.

la configuration initiale, avec un gain de temps par rapport a la simulation naive. Comme dans

cette partie nous nous concentrons sur un seul intervalle, nous omettrons les indices ;.

Nous commengons par préciser le résultat de la proposition 9 en décrivant dans la proposition

ci-dessous la structure de st

Proposition 11 Pour tous k,n,l € N*, le point fize 7 de gén) est défini par

™= <(p+ DFL L+ DL L — D (p—at e+ 1) (p— o+ s)[’“"]> :

avec

a = |[I/k]

p = [I—ka

p = L%(n +lo — %ka(a +1))]
flp) = Zka(Zp—a+1)+p(p—a)
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= ()
. {éé(n—f(p)—v(aJrl))J siy=p

simon
A= n—f(p)—v(a+1)—da
K = v+
1. — 1 sih>0
A 0 stnon
e — 0 sty <P
- 1 sinon
B — Bp—v—1 siy<f
k—0—1, sinon
;o (p—a+e)+A sih>0
po= -1 sinon (i.e. p' indéfini) .

Preuve. Comme vu dans la preuve de la proposition 9, le point fixe ©tt est composé de plateaux
de taille k£ partout sauf éventuellement un plateau de taille k 4 1, et deux plateaux de longueur
inférieure & k aux extrémités (voir figure 9). Il peut donc s’exprimer sous la forme suivante :

- ((p+ 1)[k’],p[k],...,(p’—{—l)[k],p/[k—i-l]’(p/_1)[1@]"”’(]9_(1_‘_8_'_1)[k},(p_a+8)[ku}) ‘

Pour déterminer tous les paramétres, on a déja vu que | = ak+, p < k, était la division entiére
de [ par k. D’autre part, p est tel que f(p) < n < f(p+ 1), d’ou aprés résolution de I’équation
p=[F(n+lo— 3ka(a+1))]. On cherche ensuite a compléter avec les n — f(p) grains restants

les o+ 1 marches une par une en partant du bas, jusqu’a avoir ajouté f§ grains sur chacune. Cela

n—f(p)
a+1

la premiére marche est remplie, 4.e. si y = 3, la marche la plus basse a pour hauteur p —a -+ 1 soit
€ = 1. Sinon, on a ¢ = 0. Si y = f3, les grains restants sont répartis sur les a marches qui restent,
soit & = [1(n — f(p) — y(a+1))| grains par marche. Il reste encore A = n — f(p) —y(a+ 1) — da
grains supplémentaires qui déterminent ol est le plateau de taille k4 1 si A > 0. On définit pour
finir 1; = 1 si A > 0, 0 sinon. Tous ces paramétres sont illustrés sur la figure 11.

correspond a la division de n — f(p) par a+ 1, soit Yy = min Q J ,[3) grains par marche. Si

FiG. 11 Ilustration des paramétres définissant m'.

A partir de ces premiéres valeurs, on déduit aisément qu'il y a k' = vy + 0 grains a la hauteur
p+ 1. De méme, il y a k” = 3 —y — 1 grains de hauteur la plus basse siy <, ¥/ =k — 8 — 1,
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sinon. Enfin, la hauteur p’ du plateau de taille & + 1 est celle du plateau le plus bas a laquelle
on ajoute les A grains supplémentaires, soit p’ = (p —a +¢€) + L. Si A = 0, p’ est indéfini et on
peut lui affecter arbitrairement la valeur —1. 0

Dans la formule de la proposition précédente il est possible que k' = 0 ou k” = 0. On introduit
donc deux nouvelles valeurs P et Q pour représenter les hauteurs des colonnes extrémes de .
La hauteur de la colonne la plus a gauche est alors P = p+1si k' # 0, ou P = p sinon. De
méme, celle de la colonne la plus a droite est Q = p—a—¢esi k” #0, ou Q = p—a—e-+ 1 sinon.

Remarque 4 On remarque que dans le cas de SPM, cette expression est beaucoup plus simple
car =0 et doncy=8=k =0.

2.1.3 Fusion

La troisiéme partie de ’algorithme consiste a parcourir la configuration qui vient d’étre
obtenue apreés la phase de calcul, en mettant bout & bout tous les points fixes de chaque intervalle.
On recherche des frontiéres pouvant étre détruites tout en préservant la propriété d’appartenance
a un graphe d’orbites bornées. Si I’'on en trouve une, on fusionne les deux intervalles concernés
et ’algorithme boucle sur I’étape de calcul. S’il n’y en a pas, 'algorithme termine et retourne la
derniére configuration calculée.

Soit ¢! la configuration sur laquelle travaille I'algorithme a litération ¢. Deux intervalles
consécutifs I; et I;11 de ¢! peuvent fusionner lorsqu’il y a une falaise sur la frontiére, ou que la
réunion des deux intervalles fait apparaitre un plateau de longueur strictement inférieure a k.
Formellement, si I’on décrit les deux morceaux de la configuration ¢! par

k]

ki
e, = PFL @ -k Qi)
[k [yt

(
ir1] 1 i1 ]
(cij)keIi+1 = (Pz—i-fl ’ (Pi-i—l - 1)[k1+1]7 s 7Qz‘+11 ) s

=t

alors les intervalles I; et I;;; fusionnent si 'une des conditions suivantes est vérifiée :
(1) Qi = Pit1 + 2 (falaise) ;
(i) Qi = Pip1 +1et (k" < kouk),; <k) (un des plateaux aux extrémités est de longueur
inférieure a k) ;
(i11) Q; = Pit1 et k" + kY 1 < k (la réunion des plateaux reste de longueur inférieure & k).

En cas de fusion de deux intervalles, l'algorithme calcule le point fixe de leur réunion I; U
Li11. D’apres le lemme 8, cette sous-configuration est bien dans gé;:jj;;l) On obtient ainsi une
nouvelle configuration ¢!T! sur laquelle une nouvelle fusion est recherchée. Dés que ce n’est plus
possible, 'algorithme renvoie la configuration en cours. La partie suivante montre que c’est bien

le point fixe que 'on recherche.

2.2 Etude de I'algorithme

Dans cette partie nous montrons que ’algorithme est correct en prouvant que le graphe des
orbites d’'une configuration quelconque est un treillis (théoréme 15), et qu’il est suffisamment
rapide pour justifier son utilisation (proposition 17).
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2.2.1 Exactitude

Nous commencons par prouver que la configuration renvoyée par l'algorithme est un point
fixe pour IPM(k), et que tous les graphes G. avec ¢ quelconque sont des treillis. Par conséquent,
le point fixe retourné par I'algorithme est le seul possible.

Lemme 12 Pour tous les systémes IPM(k), pour toute configuration initiale ¢, G. n’a pas de
cycle.

Preuve. Soit une configuration ¢ = (cq,...,¢) pour IPM(k), et considérons la fonction ¢(c) =
2221 Z?i:lj. Si ¢ = (c},...,c)) est obtenue en appliquant une régle a ¢ (déplacement de la
colonne 7 vers la colonne j, 1 < i < j < 1), alors @(¢) = @(c) —¢; + ¢ = @(c) —c; +¢; + 1.
Comme une régle était applicable, on a ¢; —¢; > 2 donc @(¢’) < @(c); en d’autres termes les
régles de IPM(k) sont irréversibles. 0

Proposition 13 Pour toute configuration initiale, [’algorithme termine et retourne un point fize.

Preuve. A cause de l'irréversibilité (lemme 12) et du nombre fini de grains, I’algorithme termine.

Supposons qu’il ne renvoie pas un point fixe, i.e. qu'il retourne une configuration ¢ = (¢;)1<i<i
pour laquelle il existe 1 < ¢ < j <[ tels qu'un grain peut aller de la colonne ¢; vers la colonne ¢;
en appliquant une régle locale. Dans le cas ou il s’agit de la régle verticale, il y a une falaise en ¢;
et j =i+ 1. Celle-ci est nécessairement située a la frontiére entre deux intervalles, a cause de la
structure du point fixe sans falaise. Mais dans ce cas, les deux intervalles auraient da fusionner
et I’algorithme n’aurait pas terminé a cette itération.

De méme s’il y a un plateau de longueur inférieure a k entre ¢; 41 et ¢;_1, il est a cheval entre
deux intervalles (éventuellement en « touchant » simplement 'un des deux) et donc les intervalles
auraient da fusionner. U

Il ne reste plus qu’a démontrer le résultat principal de cette partie qui prouve que le point
fixe est le seul possible. Nous nous servons pour cela du lemme technique suivant, qui prouve
que tant qu’un mouvement est « bloqué » il en reste toujours un qui peut étre effectué.

Lemme 14 Soient un systéme IPM(k) et une configuration ¢ quelconque. Supposons qu’une régle
de IPM(k) est applicable dans c de la colonne i vers la colonne j, soit h tel que i < h < j. Tant
qu’aucune regle n’est appliquée depuis une colonne i’ vers une colonne j' telles que i’ < h < j,
alors une régle de IPM(k) reste toujours applicable.

Preuve. Soit une configuration ¢ = (cy,...,¢) dans le modele IPM(k), k € N*. Supposons tout
d’abord que la régle verticale est applicable depuis la colonne ¢ de ¢. La configuration ¢ peut
évoluer, mais tant qu’aucune régle n’est appliquée depuis une colonne ¢/ < 4 vers une colonne
j' > i, ¢; ne peut qu’augmenter et ¢;11 ne peut que diminuer. Par conséquent la régle verticale
pourra toujours étre appliquée a la colonne 3.

Supposons maintenant que la régle horizontale peut étre appliquée dans ¢ depuis la colonne %
vers la colonne j, et qu’aucun déplacement de grain traversant la colonne ¢ n’est effectué. Alors ¢;
ne peut qu’augmenter, tandis que pour tout h vérifiant ¢ < h < j, ¢; ne peut que diminuer. Apres
un nombre quelconque d’étapes, on obtient une configuration ¢’ vérifiant I'un des cas suivants.

(1) Soit aucun des ¢y, i < h < j, n’a changé, la régle horizontale peut toujours étre appliquée
de i vers j dans ¢
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2.92. Etude de ’algorithme

(i7) Soit ¢; augmente, alors ¢, > ¢; = ¢4 +1 > c;H + 1, la régle verticale est applicable en i
dans .

(i74) Soit ¢; est inchangé et ¢; 1 diminue, la régle verticale est aussi applicable en i dans ¢

(iv) Soit ¢; et ¢;1 sont inchanggs, il existe i +1 < h < j tel que ¢}, < ¢p,. Prenons le plus petit
h > i+ 1 veérifiant ¢j < c,.
— Si h = j,alors ¢;_; = cj1 =¢; +1>c;+1, larégle verticale peut étre appliquée en
j—1dans .
— Si h <jetd, =cp,—1,larégle horizontale peut déplacer un grain de ¢’ de la colonne 4
a la colonne h.
— Sih <jetd, <cp—2,on peut appliquer la regle verticale a ¢’ a la position h — 1. [

Théoréme 15 Pour tous les systémes IPM(k), pour toute configuration c, G. est un treillis.

Preuve. Soit une configuration ¢ et un modeéle IPM (k). Notons sz les derniers intervalles obtenus
aprés application de ’algorithme & ¢, juste avant qu’il ne termine. Découpons c selon ces in-
tervalles (différents de ceux calculés par la premiére phase de découpage) en sous-configurations
que l'on note cj; = (Cj)jelf'

Aucun grain d’aucun Zc[i] ne se déplace jamais vers un autre c;. En effet, supposons que
ce n'est pas le cas et que de tels ¢ et j existent; nous exhibons une orbite de ¢ qui méne a
contradiction. Simulons I’évolution de ¢ en n’effectuant aucun déplacement de grain depuis une
colonne de cp;) vers une colonne de c;). Au bout d’un moment, toutes les configurations partielles

cp) aboutissent a des points fixes partiels que 'on nomme d,;. Chacun de ces dp) correspond

aux cfh calculés par l'algorithme car ils appartiennent au méme graphe des orbites bornées, qui
est un treillis d’aprés le corollaire 10, et ils ne recoivent ni ne perdent aucun grain par hypothése.
Par conséquent, la configuration d obtenue en mettant bout a bout les dp,; est le point fixe cf
trouvé par ’algorithme. Cependant d’apreés le lemme 14, comme il y a eu un mouvement possible
depuis un intervalle de ¢ vers un autre et qu’aucun n’a été effectué, d ne peut étre un point fixe.

Par conséquent, le comportement des c[,) n’est pas influencé par les autres. Le graphe des
orbites de ¢ est donc le produit des graphes des orbites bornées des ¢ et est un treillis en tant
que produit de treillis. 0

Corollaire 16 Pour tous les systémes IPM(k), pour toute configuration c, le point fize de G.
coincide avec le point fize trouvé par 'algorithme.

2.2.2 Complexité

La simulation naive d’IPM(k) sur une configuration ¢ de longueur [ & n grains se fait en temps
o(l- n3/2) (I pour détecter un endroit ou appliquer la régle, et n®?2 applications au maximum).
Notre algorithme a une complexité en O(l - min(l,n)) comme le montre la proposition suivante,
soit un gain dans le pire des cas de O(n'/?).

Proposition 17 Pour tous les systémes IPM(k), pour toute configuration ¢ de longueur | a n
grains, Ualgorithme calcule le point fize de ¢ en temps O(l - min(l,n)).

Preuve. Soient un systéme IPM(k), k € N*, et une configuration ¢ a n grains, de longueur .
Comme vu dans la partie 2.1.1, la complexité du découpage de ¢ est en O(l) (fonction 1). Les
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calculs se font en temps constant (proposition 11) pour chaque intervalle. Ils sont effectués [
fois au plus lors du premier passage, puis une fois a chaque fusion. L’étape de fusion est en O(1)
(parcours des intervalles, moins de [ intervalles).

On remarque pour finir qu’il n’y a pas plus de min(n,!) itérations. Il ne peut y avoir plus
de fusions que d’intervalles, c¢’est donc inférieur & [. De plus, chaque intervalle qui fusionne doit
contenir au moins un grain qui ne bouge pas : prenons n’importe quel grain a la hauteur 0, il ne
se déplace jamais. Il n’y a donc pas plus de fusions que de grains, soit moins de n itérations.

On retrouve bien la complexité finale en O(l + 1+ min(l,n) - (I + 1)) = O(l - min(l,n)). O

Cette borne peut étre atteinte, comme le montre 1’exemple suivant.
Exemple 1 Etant donnés un modéle IPM(k) et n = Tm un multiple de 7, soit la configuration

c" définie par

= i
0 sinon.

n {7 sii=(k+3)j,0<j<(k+3)2

En d’autres termes, ¢ est constituée de n/7 colonnes de hauteur 7 séparées par k + 2 colonnes
a 0. Elle a donc n grains et est de longueur (k+3)(% —1) +1 = O(n). Elle est découpée en n/7
intervalles (7,0,...,0) et n/7 — 1 intervalles (0) (voir figure 12).

——

k+1

k+1 E+1

FiG. 12 Exemple de configuration donnant lieu & O(n) = O(l) fusions.

Quelle que soit la valeur de k, le point fize de intervalle (7,0,...,0) peut fusionner avec
Uintervalle (0) qui suit. Il y aura donc n/7 fusions.

En général, on reste trés en dessous de la borne supérieure donnée par la proposition 17.
L’algorithme est trés rapide par exemple sur les configurations éparpillées ot [ > n (cas extréme,
aucune fusion et donc temps en O(1)). Il 'est encore plus sur les configurations denses ou n > I,
notamment lorsque [ = 1, il fonctionne en temps constant (un seul intervalle).

2.3 Longueur du transitoire

Dans le cas de SPM, on peut ajouter & la phase de calcul le calcul de la longueur du
transitoire en mode séquentiel. En effet il est possible de calculer le temps nécessaire t; pour
obtenir le point fixe mt du i¢ intervalle (en mode séquentiel). Si k =1, on a

li—l pi—li-'rl
tio= Y ji—-H+ Y, i-t]
J=0 J=pi—li—ki+1
= lilli =D)Bpi =20 + 1) + (pi — L — h + (b +1) = 17
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en ajoutant les temps individuels des grains de l’escalier de hauteur maximale p;, ceux des A;
grains supplémentaires et en retranchant les t? = Z?:_ol] “ Cj+m Pas qui ont déja été effectués
(m = inf I;).

On commence par faire la somme de tous ces temps partiels t = . t;, puis & chaque fusion
d’intervalles 7 et 7 + 1, le nouveau temps ' s’exprime par

= t+ Sl - 1) — 2+ 1)+ (0 — I — A+ )M+ 1)
— ti—tiy1t i1l

ou p) est la nouvelle valeur de p;, I} celle de I; et A, celle de A;. Le dernier terme correspond au
déplacement (qui n’a pas eu lieu mais qui est comptabilisé dans les premiers termes) des n;;q
grains de I; ;1 de I; cases sur la droite.

Remarque 5 Un tel calcul n’a pas de sens pour les modéles IPM(k), car tous les chemins n’ont
pas la méme longueur (proposition 6, page 12). Comme notre algorithme en privilégie un, qui
n’est pas forcément le plus court ni le plus long, calculer sa longueur ne servirait a rien.
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Piles de sable symeétriques
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L’élément qui est peut-étre le plus étonnant dans les modeles SPM et IPM(k) tels qu’ils sont
introduits dans le chapitre 1 d’aprés [27, 29|, est le fait que les grains de sable ne peuvent tomber
que d'un coté. C’est un manque de réalisme évident, une pile de particules quelconques n’ayant
aucune raison de privilégier un coté plutét qu'un autre. On pourrait évidemment contourner ce
probléme en exécutant par exemple des simulations qui fonctionnent comme SPM pour la moitié
des grains, et comme son symétrique pour l'autre moitié, en recollant les morceaux ensuite. Mais
il manquerait un certain formalisme et il serait difficile d’affirmer que le modéle est proche de la
réalite.

Trés peu de résultats existent concernant ce probléme bien connu. C’est principalement da
au fait que le graphe des orbites d'un tel modéle ne peut pas étre un treillis : intuitivement, on
sent bien que le point fixe n’est pas nécessairement le méme si I’on commence a faire tomber les
grains sur la droite puis sur la gauche, ou si 'on fait I'inverse.

Nous proposons dans cette partie un modeéle symétrique (SSPM, Symmetric Sand Pile Model
deéfini et étudié dans [26] puis [25]), basé sur la régle locale de SPM et sur cette idée que les
grains peuvent se déplacer indifféremment a droite ou & gauche. Cela correspond & une maniére
de formaliser le comportement décrit plus haut, mais en considérant la configuration dans son
ensemble et pas une moitié aprés 'autre.

Les résultats obtenus sont extrémement intéressants, bien que la structure du graphe des
orbites ne soit pas un treillis. En effet nous avons pu caractériser trés précisément dans [26] les
configurations appartenant au graphe des orbites d’une colonne unique (propositions 26 et 28),
ce qui nous a permis de décrire ses points fixes potentiels et de les compter : quel que soit le
nombre n de grains initial, il y a exactement |[\/n| points fixes possibles (proposition 32). Tous
ces résultats sont basés sur le fait qu'une pile de sable atteignable doit étre symétrique (une
partie croissante et une partie décroissante), en particulier les points fixes sont des « pyramides »
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réguliéres (voir figures 16 et annexe A pour des exemples), ce qui tend & valider le coté réaliste
de notre modeéle. Nous prolongeons 1’étude de SSPM dans [25] en montrant que la longueur
du transitoire est au moins en O(n®?) (autant que pour SPM) et au plus en O(n?) selon le
chemin choisi. Il semble que cette borne supérieure est exagérée, en nous appuyant sur des
expérimentations, nous conjecturons que la longueur maximale du transitoire est elle aussi en
(’)(n3/2).

Nous pensons que ce modéle devrait ouvrir la voie & I’étude de nouveaux modeles plus gé-
néraux que SPM et IPM(k). Il est possible de déduire du modele SSPM un modele SIPM(k)
(Symmetric Ice Pile Model) ayant des propriétés similaires, puis d’étendre ces modeéles aux di-
mensions supérieures. Pour atteindre un niveau de réalisme idéal, il ne resterait plus alors qu’a
comprendre ce qu’il se passe a partir d’une configuration quelconque, et surtout trouver un mo-
déle qui fonctionne « correctement » en mode paralléle, car le nétre ne peut étre défini que de
maniére séquentielle.

3.1 Deéfinition de SSPM

Nous nous basons sur les définitions et les notations introduites dans le chapitre 1. Pour
rappel, une pile de sable ou configuration est une suite finie d’entiers positifs ¢ = (¢1,...,¢x) €
(D\l*)k ou k est la longueur de la configuration. L’ensemble des configurations UkeN(D\I*)k est noté
¢.

Le modele SPM est étendu de la maniére suivante : s’il y a une falaise sur la gauche alors un
grain peut tomber a gauche, de méme s’il y a une falaise sur la droite un grain peut tomber &
droite. Commencons par définir les deux regles locales (régles verticales a gauche et a droite) :

Vl-(c o) = (c1,. .. 62_1—1—1 ci—1,...,¢k) sidi#1,
i\Cly e € (1 C1 — .,Ck) sinon,

- (e, =1+ 1000 ) sii#k,
Vilen e _{ (c1,...,cn—1,1) sinon.

Ces régles déplacent un grain respectivement vers la gauche ou vers la droite. Notons 62(0) =
¢; — ¢i—1 la différence en nombre de grains entre la colonne ¢ et la colonne ¢ — 1, en définissant
8 (¢) = c1. De meéme, soit 87(c) = ¢; — ¢;41 la différence entre la colonne i et la colonne i + 1,
avec 9},(c) = ¢. Lorsque I'un de ces 9; est supérieur ou égal a 2, la régle verticale correspondante
peut étre appliquée en 4. La fonction « étape suivante » f : € — (&) associe a une configuration
I'ensemble de ses successeurs possibles (en mode séquentiel), soit

Vee e, fle) = {Vie) |8 > 2,1 <i <k}U{Vi(e) |8 >2,1<i<k} .

La régle globale de SSPM est alors la fonction f : P(€) — P(C) qui caractérise I'évolution
du systéme du temps ¢t au temps ¢ + 1 :

VS € B(e =J f()

ceS

Notons qu’avec cette définition, les transitions sont faites séquentiellement et non pas en
parallele. Si aucune régle locale ne peut étre appliquée sur une configuration ¢, i.e. si f({c}) =0, ¢
est dite (par abus de terminologie) point fize pour SSPM.

Le graphe des orbites peut étre défini naturellement, en reliant deux configurations c et ¢/
lorsque ¢ € f({c}). Avant d’examiner en détail les configurations appartenant au graphe des
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orbites dans la section suivante, nous commencgons par décrire sa structure. Avec ’aide d’une
énergie potentielle, nous montrons qu’il est fini et sans cycle, c’est-a-dire que quelle que soit la
configuration initiale un point fixe est atteint.
L’énergie d’une configuration ¢ = (cy,...,c) est la somme des hauteurs de chacun de ses

grains,

k¢

E(c)=) > j.

i=1 j=1

Cette définition peut étre étendue aux ensembles de configurations ainsi :

VS € P(€), E(S) = maxE(c) ,

avec E(0) = 0. Les deux lemmes qui suivent explicitent les propriétés basiques de cette énergie.

Lemme 18 Pour toute configuration ¢ a n grains, E(c) < E((n)) avec égalité si et seulement si
c=(n).

Preuve. Considérons une configuration ¢ = (cq,...,¢,) & n grains, soit n = Zle c¢;. Posons
h(i) = 251:—214-—’_01—{-01,14-1«7 Alors E((n)) = Z;-"”:lj peut étre réécrit en E((n)) = Z§1:1j +

Z;lztfilj + e+ Z;Lz:fickilﬂj = >y h(i). Comme h(i) > 37, pour tous 1 <i < k
avec égalité si et seulement si ¢ = 1, on a le résultat. U

Lemme 19 Pour tout ensemble de configurations S € P(&€) non vide, E(f(S)) < E(S).

Preuve. D’apreés la définition des régles V; et de f, il est évident que pour tout ¢ € f(c) on a
E(d) < E(¢) — 1, d’on le résultat. 0

La proposition suivante permet maintenant de donner la structure globale du graphe des
orbites d'une configuration quelconque.

Proposition 20 Pour toute configuration initiale ¢, G. est fini et sans cycle, et donc contient
au moins un point fize.

Preuve. Soit une configuration ¢ quelconque, son énergie est nécessairement finie. D’apres le
lemme 19, E({c}) > E(f({c}) > --- > E(f'({c})) > --- > 0. Comme E est une fonction entiére
et positive, il existe nécessairement u € N tel que pour tout v > u, f'({c}) = 0. Donc f*~*({c})
contient un point fixe, et de plus le graphe G, est fini car |ft({c})‘ est fini pour tout 0 < ¢ < w.
Finalement, il n’y a pas de cycle dans G. car sinon les éléments de ce cycle contrediraient le
lemme 19. U

Corollaire 21 SSPM a une dynamique de type point fize.

Ce corollaire permet de dire, comme c’était le cas pour SPM et IPM(k), qu’indépendamment
des régles utilisées on atteint un point fixe. La différence majeure est que ces points fixes peuvent
étre multiples, comme le montre la figure 13 représentant le graphe des orbites de (5) pour
SSPM. Cela vient du fait qu’en plus du non-déterminisme da au choix de ’endroit ou appliquer
une régle, dans SSPM il faut également choisir arbitrairement quelle régle appliquer & une méme
colonne. Malgré tout, ce n’est pas génant pour caractériser précisément les points fixes a partir
de la caractérisation des éléments du graphe.
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F1G. 13 — Graphe des orbites G(5) d'une colonne unique a 5 grains pour SSPM. Seuls les grains
en gris foncé sont susceptibles de tomber. On remarque qu’il y a deux points fixes différents.

Remarque 6 Deuzr configurations sont considérées comme identiques si elles ont la « méme
forme ». Cela ne tient pas compte des décalages éventuels qui pourraient se produire mais qui
ne nous intéressent pas pour notre étude. FEn gardant en mémoire les positions des colonnes,
on obtiendrait plusieurs fois la méme configuration & des indices différents, ce qui reviendrait a
considérer les classes d’équivalence des configurations (a décalage prés).

3.2 Graphe des orbites

Nous étudions ici uniquement le cas ou la configuration initiale est restreinte & une seule
colonne, i.e. ¢ = (n) ou n est le nombre de grains de la pile. Nous effectuons un travail semblable
a celui qui a été effectué dans [29] pour SPM et IPM(k), c’est-a-dire caractériser les éléments du
graphe des orbites G,y a I'aide des propositions 26 et 28.

Nous avons vu précédemment (proposition 20) que le graphe des orbites était fini et contenait
au moins un point fixe, mais que celui-ci n’était pas nécessairement unique. Ce n’est pas un
treillis, mais il est toujours possible de caractériser ses éléments. Pour cela nous disons qu’une
configuration ¢ de longueur k est LR-décomposable si elle peut étre divisée en deux régions
L(c) = [1,¢t] (partie gauche de ¢) et R(c) = [t + 1, k| (partie droite de c) telles que

(1) Vi e L(c),1 #t,¢; < ¢ip1, i.e. L(c) est croissante;

(i) Vi € R(c),i # k,c; = ¢it1, i.e. R(c) est décroissante.
On dit alors que (L(c),R(c)) est une LR-décomposition de c. La figure 14(a) montre un exemple
de LR-décomposition. De plus, pour toute configuration ¢, le sommet de c est l’'ensemble T(c) =
{i € [LLK]|Vj € [1,k],¢c; > ¢;} (figure 14(b)).

Pour finir, pour une configuration ¢ = (c1,...,¢x), un ensemble d’indices consécutifs 1 =
[a, B] € [1,k] est dit cassé lorsque deux plateaux de (cq,...,cp) sont séparés par au moins une
falaise. On utilise ici la seconde formulation du lemme 2 (page 11), équivalente ici au fait que
pour tous a <7 < j < P, onaj—1i< ¢ —c;+ 1. La configuration ¢ a une LR-décomposition
cassée si elle admet une LR-décomposition (L(c),R(c)) telle que L(c) et R(c) soient cassés (voir
figure 15).

Comme on peut le voir sur la figure 15, une configuration peut avoir plusieurs LR-décom-
positions valides. Les propositions suivantes permettent d’isoler celles qui nous intéressent, leurs
preuves sont effectuées progressivement a ’aide de plusieurs lemmes techniques.

Lemme 22 Pour tout n € N* et ¢ € (), ¢ est LR-décomposable.
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L(c) R(c) T(c)
(a) LR-décomposition. (b) Sommet de c.

FiGc. 14 Décomposition d'une configuration c.

FiG. 15 — Exemples de LR-décompositions d’'un configuration c. Les deux derniéres sont cassées,
pas la premiére.

Preuve. L’énoncé est vrai pour la configuration initiale (n). Par récurrence, supposons _que
c=(c1,.--,ck) € G(ny est LR-décomposable en (L(c) = [1,t],R(c) = [t + 1,k]). Soit d € f(c),
supposons qu'il existe i tel que d = V[ (c), trois cas se présentent :
(1) i =t; alors L(d) = L(c) \ {t} et R(d) = R(c) U{t}. L(d) est croissant car inclus dans L(c),
R(d) est décroissant car d; > di+1 et R(c) C R(d);
(1) i € [t+ 1,k —1]; alors L(d) = L(c) et R(d) = R(c). On remarque que L(d) est croissant et
R(d) décroissant ;
(i7i) i = k; alors L(d) = L(c) et R(d) = R(c) U{k + 1}. L(d) est croissant, R(d) est décroissant
puisque R(c) C R(d) et dj > 1.

La preuve est semblable s'il existe i tel que d = Vi(c). 0

Lemme 23 Pour tout n € N* et c € G, de sommet T(c), toute LR-décomposition de c est telle
que L(c) \ T(c) et R(c) \ T(c) n’ont pas de plateauz de longueur strictement supérieure a 2.

Preuve. Soit n € N* et ¢ € G,,). Remarquons que si ¢ = (n) I'énoncé est vérifié. Sinon si ¢ # (n),
alors ¢ a au moins un antécédent dans G,). On montre que I'énoncé est vrai pour R(c) \ T(c)
par I’absurde. Supposons qu’il y ait un plateau de longueur m > 2 dans R(c) \ T(c), i.e. il existe
i € R(e) \ T(c) tel que ¢; = ¢jy1 = -+ = Ci4m—1. Par hypothése, ¢;_1 > ¢; et Cirm—1 > Citm
(avec cxy1 = 0).

Soit une configuration d qui crée ce plateau par une avalanche sur la droite, ¢’est-a-dire telle
quec € f(d) et c = V7 (d) pour un certain j € [i—1,i+m—1]. Alors d n’est pas LR-décomposable
et, d’apres le lemme 22, n’est pas dans G,). De méme une configuration d telle que ¢ = Vé-(d)
pour un certain j € [i,i+m] n’est pas LR-décomposable. Si 'on parcourt le graphe en remontant
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de ¢ jusqu’a la premiére avalanche qui crée le plateau, on obtient une configuration qui ne devrait
pas y appartenir, d’ou la contradiction. La preuve pour L(c) \ T(c) est similaire. O

Lemme 24 Pour tout n € N* et ¢ € G,y de sommet T(c), toute LR-décomposition de c est telle
que L(c) \ T(c) et R(c) \ T(c) sont cassés.

Preuve. Soit ¢ une configuration pour laquelle il existe une LR-décomposition telle que R(c) \
T(c) = [t, k] ne soit pas casseé, i.e. R(c)\ T(c) contient deux plateaux non séparés par une falaise.
Il y a donc deux indices 4,5 € [t,k], i < j, tels que ¢;—1 > ¢; = ¢ip1, ¢j = ¢j41 > ¢jq2 et pour
tout h € [i+ 1,5 — 1], ¢ = cpy1 + 1. Soit & = j — 4, on prouve par induction sur & que ¢ ¢ Gn)-
Si & = 1, le lemme 23 prouve le résultat. Supposons qu’il est vrai pour tout & € [1,m], posons
0 = m + 1. Soit une configuration ¢ contenant deux plateaux non séparés par une falaise, a
distance j —4 = m + 1. Soit un antécédent d € G,y de c tel que ¢ € f(d) et ¢ = V}(d) pour
h € li— 1,74 1]. On obtient 'un des cas suivants pour h :
(1) h =i —1; alors di_1 > d; < di1, d n’est pas LR-décomposable et d ¢ G,y d’apres le
lemme 22;
(i4) h € [i,j — 2]; alors il y a un plateau dans d a la position h + 1 et le plateau en j est
inchangé, donc par induction sur 8 on a d € Gy, ;
(i) h = j — 1; alors dj—1 > d;j < djy1, d n’est pas LR-décomposable et d ¢ G, par le
lemme 22 ;
(iv) h = j; alors il y a deux plateaux dans d aux positions j — 1 et i, d ¢ Gy par induction
sur 9 ;

(v) h=yj+1;alors dj_; >d; < djy1, d n’est pas LR-décomposable et d ¢ G(n) (lemme 22).

Si d est tel que ¢ = Vﬁl(d) pour h € [i,j + 2], les seules valeurs possibles pour h sont les parties
non strictement décroissantes, soit h € {i + 1,5 + 1} :
(1) sih =1+ 1;il y a deux plateaux dans d aux positions i + 1 et j donc par induction sur &
on ad ¢ Q(n) i
(ZZ) sih=75+1; dj_l > dj < dj+1 et d & Q(n) d’apreés le lemme 22.
Donc parmi tous les antécédents de ¢ qui peuvent créer 'un des plateaux, aucun ne peut appar-

tenir & Gy, ce qui contredit 'hypothese de départ et R(c) \ T(c) est cassé. Une preuve semblable
peut étre effectuée pour L(c) \ T(c). 0

A partir d’exemples simples (voir annexe A), on observe que T(c) peut contenir 1, 2, 3 ou 4
éléments. Ce dernier lemme prouve que pour toute configuration d’un graphe des orbites, ce sont
les seules valeurs possibles.

Lemme 25 Pour tout n € N* et c € g(n) de sommet T(c), |T(c)| < 4.

Preuve. Soit ¢ € Gy, si ¢ = (n) alors I'énoncé est vérifié. Sinon, ¢ a un antécédent dans G.
Supposons par 1'absurde que |T(c)| > 4, et notons T(c) = [a, f].

Soit une configuration LR-décomposable d qui crée ce plateau, donc telle que ¢ = Vé(d) pour
i € T(c). Pour respecter le lemme 22, d ne peut avoir que 2 formes :

(1) ... cqm1 — Licq + 1, a1y Cat2, Cat3y - - AVEC Cq + 1 > Coq1 = Cat2 = Cat3;

(#) ... cq —1,cqr1 + 1,Cat2, Cat3s Catds---  AVEC Coy1 + 1 > Cota = Cqt3 = Catd;
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A la fois (i) et (ii) contredisent le lemme 23, et il en est de méme pour tout d tel que ¢ = V7 (d)
pour i € T(c). 0

La proposition principale peut maintenant étre prouvée, elle est technique car beaucoup de
cas doivent étre pris en compte mais chacun d’eux est résolu simplement a 1’aide de 'un des
lemmes précédents.

Proposition 26 Pour tout n € N* et ¢ € G,,), ¢ admet une LR-décomposition cassée.

Preuve. Soient n € N* et ¢ = (c1,...,¢;) € Gy de sommet T(c). On distingue 4 cas selon la
cardinalité de T(c) (lemme 25).
— Si |T(c)| = 1, alors d’aprés le lemme 24 n’importe quelle LR-décomposition de ¢ est cassée,

car il n’y a aucun plateau supplémentaire dans T(c).

— Si |T(e)| = 2, posons L(c) = [1,t] et R(c) = [t + 1,k] avec T(c) = [t,t + 1]. Puisque c est
LR-décomposable (lemme 22), cette LR-décomposition est valide. La non plus il n’y a pas
de plateaux dans L(c) N T(c) et dans R(c) N T(c), donc c’est une LR-décomposition cassée
(lemme 24).

— Si |T(c)| = 4, soit t € [1,k] tel que T(c) = {¢t,t+ 1,¢t+2,t+ 3}. Posons L(c) = [1,¢ + 1] et
R(c) = [t+2, k] qui est une LR-décomposition valide. On montre qu’a la fois L(c) et R(c) sont
cassés. Le plateau T(c) peut étre obtenu par des configurations d € G(n) telles que ¢ = Vi(d),
pour i € [t,t+ 3] :

(1) sii=toui=t+1;alors d; > dj+1 < djt2, impossible a cause du lemme 22;

(79) sii=t+3; alors dy = diy1 =d —t + 2 < dy+3 impossible d’aprés le lemme 23;

(i7i) si i =t +2; alors d; = dyy1 < dig2 et a cause du lemme 24, L(d) = [1,¢ + 2] est cassé
puisque L(d) N T(d) = 0. Donc L(c) est cassé car L(c) = L(d) et pour tout i € L(c),
¢; = d;. Pour R(c) il faut considérer deux sous-cas.

a) Soit ¢iy3 = ¢4 + 25 auquel cas le plateau 49, ci+3 de R(c) N T(c) est séparé de
tout autre plateau potentiel de R(c) par la falaise en position ¢ + 3, donc R(c) est
cassé.

b) Soit ¢i43 = cppa+1; alors dypo > digs = ciiq et [t+3, k] est cassé dans d (lemme 24).
Cela implique que si j > t + 4 est le plus petit indice tel que d; = d;41, il y a une
falaise dans d & un indice h, t +4 < h < j. Cette falaise est aussi dans ¢, et dans c il
n’y a pas de plateau entre les positions t+3 et h. Par conséquent le plateau cii9, cii3
est séparé de tout autre plateau de R(c) par la falaise a la position h, R(c) est casse.

On a des résultats semblables si c = Vé(d), i € [t,t+3]. Par conséquent les deux seules valeurs
possibles pour d impliquent que L(c) et R(c) sont casses.

— Si |T(c)| = 3, soit T(c) = {t,t +1,t+2}. Si X(c) = [t + 1, k] est cassé, soit L(c) = [1,¢] et

R(c) = X(c). C’est une LR-décomposition de ¢ (lemme 22) qui est cassée car L(c) NT(c) est
cassé d’aprés le lemme 24.
Si X(c) n’est pas cassé, on sait néanmoins d’aprés le lemme 24 que [t + 2, k] Uest. Il suffit
alors de prouver que Y(c) = [1,¢ + 1] l'est aussi. Soit j € [t + 2, k] le plus petit indice tel que
¢j = ¢j+1. On remarque que pour tout h € t+2,5 — 1 onacy, = cpp1 + 1. Si j =t +2,
on se trouve dans le cas |T(c)| = 4 déja traité. Sinon, pour tout antécédent d de ¢ tel que
c=VI(d),i€t,j+1], on al'un des cas suivants :

(1) sii=t; alors dy > dpy1 < dygo, impossible d’apres le lemme 22 ;
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sii€[t+1,7—1]; alors d; > d;+1 = d;+2, impossible a cause du lemme 24 ;
si¢=j;alors dj_1 > dj < dj41, impossible d’aprés le lemme 22

sii=j+1;ily aun plateau en d;_1,d;, par induction (similaire & ce qui a été fait
dans la preuve du lemme 24) cela nous rameéne au cas |T(e)| = 4 pour un ancétre e de c,
par conséquent Y(c) est cassé.

Si d est tel que ¢ = Vi(d), i € {t,t + 1,t + 2,7 + 1}, les possibilités sont les suivantes :

(4)
(i)

(iid)

si ¢ =t; alors dy > dy+1 = di42, impossible a cause du lemme 24

sii =t+ 1; le raisonnement est le méme que pour le sous-cas (iii) du cas |T(c)| = 4, ce
qui implique que Y(c) est cassé;

sii=t+2oui=j+1;alors d;_o > d;_1 < d; qui est impossible (lemme 22).

La LR-décomposition (Y(c),X(c)) est donc une LR-décomposition cassée de c. 0

On prouve la réciproque de la proposition 26 & I'aide d’un dernier lemme technique.

Lemme 27 Pour toute configuration c telle que ¢ # (n) pour tout n € N*, et qui admet une
LR-décomposition cassée, il existe d telle que ¢ € f(d) qui admet une LR-décomposition cassée.

Preuve.

Posons ¢ = (c1,...,¢) avec ¢ # (n) on n = Zle ¢;. Supposons que ¢ admet une

LR-décomposition cassée notée (L(c),R(c)). On distingue 3 cas selon le nombre d’éléments de

L(c).

— SiL(c) =0; |R(c)| > 1 car ¢ # (n). 2 cas se présentent.

(4)

(i)

R(c) ne contient pas de plateau, on construit d ainsi : dj =c1+1,des =co—1 et d; = ¢
pour i € [3,k]. Alors ¢ = V' (d) et (L(d) = 0,R(d) = R(c)) est une LR-décomposition
cassée de d. Notons que si co = 1, do = 0 donc d aura pour longueur k£ — 1. Dans ce cas

particulier, on définit L(d) = 0 et R(d) = [1,k — 1].

R(c) contient au moins un plateau : soit i le plus grand indice tel que ¢; = ¢;4+1. Soit d
tel que dj = ¢;+1, dip1 = ¢cip1 — 1 et dj = ¢j pour j € [1,k]\ {3, +1}. On a c = V] (d)
et (L(d) = L(c),R(d) = R(c)) est une LR-décomposition cassée par hypothese. Cette
fois aussi si ¢; = 1, d est de longueur k — 1, on pose alors L(d) = 0 et R(d) = [1,k — 1].

— Si |L(c)| = 1; on a 2 possibilités. Si ¢; > ¢2 on revient au cas précédent, on suppose donc que
c1 < cg. Soit dtel qued; = ¢ —1,dy = co+1et d; = ¢; pour i € [3,k], doit ¢ = V(d).

(L(d)

= L(c),R(d) = R(c)) est une LR-décomposition cassée de d. La aussi sic; =1, d; =0

donc d doit étre décalée d'un a gauche. On pose alors dans ce cas particulier L(d) = () et

R(d)

=1,k — 1.

— Si |L(¢)| > 1; il faut examiner 2 cas.

(4)

L(c) ne contient pas de plateau : soit une configuration d telle que dy = ¢1—1,dy = co+1
et di = ¢; pour i € [3,k]. On a ¢ = V4(d) et (L(d) = L(c),R(d) = R(c)) est une LR-
décomposition cassée de d. Sicyp =1, on a L(d) = L(c) \ {m}, R(d) = (R(c)U{m})\ {k}
ou m = max L(c).

L(c) contient au moins un plateau : soit i le plus petit indice tel que ¢; = ¢;41. Soit d tel
qued; = ¢;—1,diy1 = ciy1+1et dj = ¢j pour j € [1,k]\{i,i + 1}. Bien str, c = V!, (d)
et (L(d) = L(¢),R(d) = R(c)) est une LR-décomposition cassée par hypotheése. Encore
une fois si ¢ = 1 et ¢; = 1, d doit étre décalé a gauche. En notant m = maxL(c) on a

L(d) = L(c) \ {m}, R(d) = (R(¢) U {m}) \ {k}. 0
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La proposition suivante montre que la condition « avoir une LR-décomposition cassée » est
suffisante pour appartenir & un graphe des orbites.

Proposition 28 Si une configuration ¢ admet une LR-décomposition cassée, alors il existe n €
N* tel que c € Q(n).

Preuve. Soit une configuration ¢ = (¢q,...,¢;), avec n = Zle ¢;, admettant une LR-décompo-
sition cassée. Si k = 1, i.e. ¢ = (n) alors la preuve est terminée. Sinon, avec ’aide du lemme 27
on construit une suite de configurations (d°,d',...,d",...) telle que d® = ¢ et pour h > 0,

dh e f(th) et d" admet une LR-décomposition cassée. Cette suite est finie, car pour tout h on
a d’apreés le lemme 19 que E({d"™1}) > E(f({d"*'})) > E({d"}), et d’aprés le lemme 18 que
E((n)) > E(d") si d* # (n). Donc il existe I € N tel que d = (n), il y a donc un chemin dans
Gy ded =(n)ad =c 0

D’aprés la proposition 26, un point fixe & de G,y a une structure bien preécise. Il admet une
LR-décomposition cassée (L(w),R(m)), et puisqu’il ne contient pas de falaises a la fois L(m) et
R(m) contiennent au plus un plateau. Cette structure est représentée sur la figure 16. Le cas
ou L(m) et R(m) se recollent & des hauteurs différentes (c’est-a-dire |T(m)| = 1) correspond a la
figure 16(a), le cas ou la jonction crée un plateau supplémentaire au sommet (donc |T(m)| > 2)
est illustré sur la figure 16(b).

(a) Cas |T(m)| = 1. (b) Cas |T(m)| > 2.

Fig. 16  Structure des points fixes.

3.3 Points fixes

On sait depuis le corollaire 21 que pour tout n € N*| la configuration (n) aboutit toujours sur
un point fixe. Avec l'aide des résultats de la partie précédente nous pouvons décrire et compter
les points fixes pouvant étre atteints a partir de (n).

Comme nous 'avons vu a la fin de la partie précédente (voir figures 16), intuitivement un
point fixe est composé d’une pyramide de base (en gris clair sur les figures) de hauteur p a
laquelle on ajoute des grains supplémentaires sur les flancs (en gris foncé) de bas en haut, a
condition d’en ajouter au plus un par colonne (limite en pointillés). Les boites étiquetées par des
numéros sont interdites, car sur la figure 16(a) remplir les cases 1 ou 2 reviendrait a considérer
le cas |T(c)| > 2, et remplir la case 3 signifierait que 'on aurait di prendre comme hauteur de
pyramide la valeur p + 1. Dans le cas de la figure 16(b), remplir I'une ou 'autre des cases 1
et 2 nous conduit au cas |T(c)| = 1, remplir les deux signifie que I'on n’a pas la bonne valeur
de p. A titre d’exemple, I'annexe A regroupe tous les points fixes atteignables depuis (n) pour
1<n<24.
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Nous ne décrivons pas plus formellement ici la structure des points fixes, lourde et sans intérét
pour cette partie, tout en notant que c’est parfaitement réalisable. Nous ne faisons que compter
le nombre de points fixes correspondant aux figures 16, en commencant par montrer dans le
lemme qui suit que ce sont les seuls possibles.

Pour n € N*, soit g1(n) le nombre de points fixes w € G, tels que |T ()| = 1 et ga(n) le
nombre de points fixes tels que |T(m)| > 2.

Lemme 29 Pour tout n € N*, le nombre de points fives de G,y pour SSPM est G(n) = g1(n) +
g2(n).

Preuve. Soit n € N* et = (71,...,m,) un point fixe de G(,,). Si |T ()| = 1, alors 7 peut étre
construit comme indiqué sur la figure 16(a) (au plus un plateau & gauche et un autre a droite).
De plus, il ne peut étre construit a partir de la figure 16(b).

Si |T(m)| > 2, il ne peut étre décrit par la figure 16(a). Par contre il peut 1’étre a partir de la
figure 16(b), en choisissant une LR-décomposition cassée de m (L(x) = [1,¢],R(x) = [t + 1, k]).
Si ty = w1 il suffit de découper la figure 16(b) en deux au milieu de la configuration (entre les
cases 1 et 2). L’intervalle L(m) peut rentrer a gauche et R(mt) a droite (au plus un plateau). Si
. = ey + 1, alors T(xw) C L(mw). Cette fois il suffit de découper la configuration a droite de
la case marquée 2, L(m) et R(m) s’adaptent parfaitement. Le cas symétrique m; = w1 — 1 est
semblable.

Réciproquement, toutes les configurations & n grains qui peuvent étre construites d’aprés
les figures 16 sont des points fixes qui admettent une LR-décomposition cassée, donc d’apreés la
proposition 28 sont des points fixes de G,,). L’ensemble des points fixes de (n) est donc exactement
représenté sur les figures 16, et G(n) = g1(n) + g2(n). 0

Les deux lemmes qui suivent donnent ’expression exacte des fonctions gi(n) et ga(n).

Lemme 30 Pour tout n € N*, le nombre de points fizes m de G,y tels que |T(mt)| =1 est

n—p?+1 sin—p><p—1,
gi(n) =14 2p—n+p*-1 sip<n—p*<2p—1,
0 stnon,

ot p est l'unique entier tel que p> <n < (p+ 1)2.

Preuve. Soit n € N* et un point fixe w de G,). Puisque par hypothése |T(m)] = 1, w a la
structure illustrée sur la figure 16(a). Comme n est connu, on peut déterminer p. C’est le seul
entier tel que p? < n < (p+ 1)% (p? est la surface de la pyramide gris clair), soit p = |\/n].

Notons u = n — p?> < 2p+ 1 le nombre de grains excédentaires & placer. L’ensemble des maniéres
de placer ces u grains donne tous les points fixes possibles (lemme 29), il y a 3 facons de le faire.

(1) Si0 < u < p;tous les grains sont placés a gauche, de bas en haut, on obtient un point fixe.
Ensuite on ne place plus que u—1 grains & gauche et un a droite, pour en obtenir un autre.
On itére ce procédé jusqu’a mettre les uw grains a droite, cela donne w + 1 points fixes.

(#i) Sip <wu<2p—2;o0n commence avec p — 1 grains & gauche et les u — p + 1 qui restent a
droite, toujours de bas en haut, pour obtenir le premier point fixe. Un autre est obtenu en
mettant p — 2 grains & gauche et u — p+ 2 a droite, et ainsi de suite jusqu’a en avoir p — 1
a droite. Cette procédure donne lieu a (p —1) — (u —p+1) + 1 =2p — u — 1 points fixes
distincts.
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(13i) Siu=2p—1ouwu=2p;ily aforcément p grains & mettre a droite ou a gauche, ce qui
n’est pas possible (les cases 1 et 2 de la figure 16(a) sont interdites), il n’y a alors aucun
point fixe. O

Lemme 31 Pour tout n € N*, le nombre de points fives 7t de G,y tels que |T(m)| > 2 est

n—p*—p+1 sin—p*—p<p-1,
g2(n) =4 » sin—p°=p<p,
3p—n+p>+1 sip+1<n—p>—p<2p+1,

ot p est l'unique entier tel que p> +p<n < (p+1)2+ (p+1).

Preuve. Cette preuve est semblable a celle du lemme 30, a part qu’elle s’appuie sur la figure 16(b)
qui représente les points fixes de sommet plus grand que 2. Soit n € N* et 7 un point fixe de G,,)
tel que |T(m)| > 2. La hauteur de & est 'unique entier p tel que p> +p<n < (p+1)2+ (p+1)
(surface de la pyramide grise), soit p = L%(\/m —1)]. Soit v =n—p% —p < 2p+2 le nombre
de grains restant a répartir pour obtenir tous les points fixes (lemme 29), selon la valeur de v il
y a encore une fois 3 cas.

(1) Si0 < v < p;silon met les v grains & gauche et aucun a droite on obtient le premier
point fixe. On n’en met ensuite plus que v — 1 & gauche et un a droite, et ainsi de suite
pour obtenir v + 1 points fixes.

(#4) Siv = p; on peut mettre p grains a gauche et 0 a droite, puis p — 1 & gauche et 1 a droite,
et ainsi de suite jusqu’a 0 & gauche et p a droite. Il devrait donc y avoir p + 1 points fixes,
mais remarquons que le point fixe avec p grains sur la gauche et celui avec p grains sur la
droite sont identiques : ils forment un point fixe de sommet de longueur 3, sans plateaux.
Il n’y a donc que p points fixes différents, c’est le seul cas de doublon qui se présente.

(791) Sip < v < 2p+1;on met pgrains a gauche et les v —p restants a droite, puis p—1 a gauche
et v—p+1 adroite, jusqu’a v—p a gauche et p a droite. Cela donne p—(v—p)+1 = 2p—v+1
points fixes dans ce cas. |

La proposition suivante donne une formule close pour exprimer le nombre de points fixes
de G(,) a l'aide des lemmes précédents. La formule est un peu « magique », le résultat est
étonnamment simple par rapport aux calculs effectués qui se simplifient entiérement. De plus
nous n’avons pas d’interprésentation visuelle ou intuitive pour un tel résultat.

Proposition 32 Pour tout n € N*, le nombre de points fives de G,y pour SSPM est G(n) =

vl

Preuve. Soient n € N* et p = |y/n] Punique entier vérifiant p? < n < (p + 1)2. On distingue 3
cas qui correspondent aux cas des lemmes 30 et 31.

(i) Sip> <n<p?+p—1;alors (p—1)2+(p—1) <n < p?+p. On se trouve dans le
cas (i) du lemme 30 et dans le cas (iii) du lemme 31, donc d’aprés le lemme 29 on a
Gn)=n—p*+1+Bp—-1-n+p-1°+1]=p=|Vn]

(ii) Sip?+p <n < p?>+2p—1; on est dans le cas (ii) du lemme 30 et dans le cas (i) du
lemme 31. D’aprés le lemme 29 on a G(n) = [2p—n+p? —1]+[n—p?> —p+1] =p = [Vn].

(iii) Sin = p®+2p; c’est le cas (#4i) du lemme 30 et le (ii) du lemme 31, d’oit G(n) =0+ p =

[Vl 0
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Chapitre 3. Piles de sable symétriques

3.4 Longueur du transitoire

Nous venons de voir que SSPM avait une dynamique de type point fixe, et que seuls |y/n]
points fixes (de forme assez proche) étaient atteignables. Il est maintenant naturel de se demander
combien d’itérations sont nécessaires pour les atteindre; cela peut étre vu comme une facon
d’estimer le « temps » que dure une avalanche de grains.

De maniére générale la longueur du transitoire (relativement a une configuration initiale c et
a un point fixe w € G.) est la longueur d’une orbite de ¢ & @ dans G.. Comme il y a plusieurs
points fixes et plusieurs chemins pour les atteindre, toutes ces longueurs ne seront pas toujours
identiques. On essaie donc dans cette partie d’estimer les longueurs minimales et mazimales des
transitoires, i.e. les longueurs des orbites respectivement les plus courtes et les plus longues de ¢
a 7 dans G,.

Nous prouvons dans un premier temps que la longueur minimale du transitoire de (n) est en
O(n3/?) comme pour SPM (voir proposition 6 et remarque 2 page 12), en exhibant un des chemins
de longueur minimale. Puis nous montrons dans une seconde partie que la longueur maximale du
transitoire de (n) est au plus en O(n?), et vraisemblablement en O(n?2) également. Ce travail
a été fait pour l'essentiel dans [25].

3.4.1 Longueur minimale du transitoire

On s’intéresse donc de nouveau aux configurations initiales a une colonne, de type (n). Pour
tout n € N* et tout point fixe 7t € G(,,) on note t(7t) la longueur minimale du transitoire de (n)
a m, c’est-a-dire que t(;) est la longueur du chemin le plus court reliant (n) & & dans G-

Nous avons besoin dans cette partie de retenir la position de la colonne initiale, pour pouvoir
savoir ou elle est relativement au point fixe 7 qui nous intéresse. Contrairement a la partie
précédente (voir remarque 6) les indices des colonnes ne sont pas décalés lors d'une application
d’une régle a une extrémité de la configuration.

En pratique, si 'on note @ = (my,...,7) un point fixe de (n), toutes les configurations
entre (n) et m peuvent étre définies sur le méme ensemble d’indices [1, k] car les régles locales ne
peuvent faire rétrécir une configuration. La figure 17 illustre ceci, les colonnes sont numérotées
a partir de leur position dans le point fixe final.

IO B .

1234 1234 1234 1234 1234 1234

Fi1G. 17 — Une orbite de (5) pour SSPM, ou les positions des colonnes par rapport au point
fixe visé sont explicitées. Les grains qui tombent sont en gris foncé, on remarque que la colonne
initiale est a l'indice 2 relativement au point fixe.

On définit le centre d’une configuration c relativement a un point fixe T = (7q,...,7;) € G,
comme suit :
i k
Y=(c) =min ¢ i € [1, k], ch > Z ¢;
j=1 j=it+1

Intuitivement, le centre d’une configuration permet de « couper » en deux une configuration, de
maniére a ce qu’il y ait presque le méme nombre de grains dans la partie de gauche et dans la
partie de droite.
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3.4. Longueur du transitoire

Notons qu’il se peut que pour une configuration ¢ donnée et un de ses points fixes @ € G, on
ait yx(c) # yx (7). Par exemple sur la figure 17, vz((5)) = 2 # yx(7) = 3.

Pour tout point fixe m € Gy), soit t;(m) la longueur minimale d'un chemin de (n) a m tel
que Yx((n)) = i. La longueur minimale du transitoire est donc #(r) = min;e[y g t;(t) (forcément
v=((n)) € [1,k]). Le résultat suivant relie la longueur minimale du transitoire a la position de la
colonne initiale yz((n)).

Lemme 33 Pour tout n € N*, pour tout point fize m € G, t(n) =t () () i.e. la longueur du
transitoire est minimale quand la colonne initiale était placée en vy (7).

Preuve. Soit n € N*. Soit 7 = (71,...,7) € G() un point fixe et i = yx((n)). Un grain de la
colonne j a besoin d’au moins |i — j| itérations pour atteindre la colonne j depuis la colonne i.

En sommant sur tous les grains,
k

ti(m) =i — j| =
j=1

est la longueur minimale du transitoire si y((n)) = ¢, donc

k 7 k
ti(m) —ti(m) = (li—j+1 —li—jhm=>m— > a; .
j=1 j=1 j=it+1

Par conséquent, par définition de (), la fonction i — ¢;() est strictement décroissante pour
i < yx(7) et croissante pour ¢ > yx (). Le minimum est donc bien atteint pour i = v (7). 0

Le lemme suivant permet de comprendre pourquoi vy, s’appelle le « centre ». En effet pour
un point fixe 5, on montre que y5(7) correspond a une des colonnes les plus centrales du sommet
de m.

Lemme 34 Pour tout n € N*, pour tout point fire & € G(y),

u si |T(n)] =1
. k
Yr(m) = ou si |T(xt)| =2 et Z;-Lzl T 2D it T
u+1 sinon,
avec u = min T(7).
Preuve. Soit n € N*, soit un point fixe ¥ = (m1,...,7m) € G,y de hauteur maximale p et soit

u = min T(x). On montre dans un premier temps que Y () > u, en effet si yy(w) = v — 1 alors

Ya () p—1 P k
)SLTD ST S SRR
j=1 j=1 Jj=1 J=Yx()+1

ou x € [0,p — 1] est la hauteur du plateau de gauche de &, comme indiqué sur la figure 18. On
a également yr(m) ¢ [1,u — 2] car la fonction ¢ — <E§':1 cj — E?:i-‘,—l cj> est croissante pour
tout ¢ de longueur k.

Nous distinguons maintenant quatre cas, selon la taille de T(mxt). Pour les deux premiers, on
note = € [0, p — 1] la hauteur du plateau de L(x) et y € [0,p — 1] la hauteur du plateau de R(m).
Si I'un de ces plateaux n’existe pas il suffit de poser z =0 ou y = 0.
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Chapitre 3. Piles de sable symétriques

FiG. 18 — Situation lorsque yz() = u — 1. Il y a moins de grains a gauche qu’a droite.

— Si |T(x)| = 1; alors yx(7) = u puisque
u p p—1 k
DU STEUES STRUE S
j=1 J=1 J=1 j=u+1

= Si [T()| = 2581 D20 7 > E?:qH—lTEj alors clairement yx(xt) = w. Sinon, >7%_;m; <

Z?:u—l—l n; implique que = < y et

u+1 k
Zrcj— Z i =2p+x—y>0,
j=1 j=u+2
d’ot yg(m) = u+ 1.
— Si |T(m)| = 3; alors
u k u+1 k
Zﬂ:j—Zﬂ:j:—pix<O et Zﬂj—znj:pix>07
j=1 j=u-+1 j=1 j=u+2

ou z € [0,p — 1] est la hauteur de I'unique plateau de m (soit dans L(m) soit dans R(m)), donc
Yr(m) = u+ 1.
— Si |T(m)| = 4; alors

u k u+1 k
an—an:—2p<0 et an—anzo,
j=1 j=u+1 j=1 j=u+2

d’ot yg(m) = u+ 1. 0

On peut déduire de ces deux lemmes la valeur exacte de la longueur minimale du transitoire.

Proposition 35 Pour tout n € N*, pour toul point fire ® € Gy, la longueur minimale du
transitoire de (n) a w est

= Dplp+ 1)+ gz@+1)Bp—22+2) + fy(y + )Bp — 2y +2)
si |T(m)| =1, avecp=|y/n| et 0 <z, y<p—1,
() = q Lp— 11)p(p +1) +1%a:(x +1)(3p—22+2)+ +y(y +1)(3p — 2y + 2)
Fip(p+ 1)+ Loz + 1)
sinon, avec p = [3(vAn+1—-1)] et 0 <z <y < p,

ot p est la hauteur de m et x,y les hauteurs respectives des deux (éventuels) plateauz de L(m) et

de R(m).
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3.4. Longueur du transitoire

Preuve. Soit n € N*, le point fixe w = (7q,...,7%) € G(n) a la structure de I'une des figures 16. Le
lemme 33 nous dit que ¢;(7) est minimal lorsque i = yx (7). Il faut distinguer 2 cas, si |T(w)| =1
(figure 16(a)) alors d’aprés le lemme 34 on a yr () = min T (). Par conséquent,

k
t(J‘l?) = t\(n(n)(ﬂ:) = Z |Yn - .7| 47
j=1

p—1 x y
= 2) jlp-N+D ip—i+)+> ip—j+1) .
j=1 j=1 j=1

ou z,y € [0,p — 1] sont les hauteurs des plateaux de L(m) et R(m); p est la hauteur de m,
c’est l'unique entier qui satisfait p?> < n < (p + 1)2, soit p = [/n]. Le résultat correspond au
développement de cette équation.

Dans le cas ou |T(x)] > 2 (figure 16(b)), on note z,y € [0,p] les hauteurs des plateaux
de L(x) et R(m), avec z < y. On suppose que y est la hauteur du plateau de L(x) (sinon la
longueur du transitoire est identique pour des raisons de symétrie). D’apres le lemme 34, v ()
est la colonne centrale de T(m) si |T(st)| est impair, ou la colonne de gauche des deux colonnes
centrales de T(m) si |T(m)| est pair (cela correspond dans tous ces cas a la colonne sous la case
marquée d'un 1 sur la figure 16(b)). Alors on a

k
t(J‘l?) = t\(n(n)(ﬂ:) = Z |Yn - .7| 5
j=1

p—1 x y D z
R DY (1 )R N (( I RS VRS Ny (R R V) N N S
j=1 j=1 j=1 j=1 j=1

ou p est la hauteur de m, c’est 'unique entier vérifiant p(p + 1) < n < (p+ 1)(p + 2), soit
p=[3(v/4n+1—1)]. On obtient le résultat attendu en développant cette équation.

Il est évident que ce nombre minimal d’itérations est nécessaire. Il existe une orbite qui atteint
7 & partir de (n) en ¢(mxt) étapes : supposons que Yx(7t) € L(7), on commence par faire s’écrouler
les grains de la colonne initiale sur la droite (régle SPM), jusqu’a ce que R(m) soit formeée.
L’union de la colonne initiale et de R(m) est cassée, donc est constructible par SPM (lemme 2
page 11). Ensuite on fait tomber les grains restants sur la gauche avec la régle symétrique de
celle de SPM, jusqu’a obtenir st (c’est possible car L(m) est cassé). Si yz(m) € R(nt) on effectue
la méme construction en commengant par L(;). Chaque grain de chaque colonne j a eu besoin
de |yx(7) — j| itérations, en sommant sur j on obtient bien (). 0

Remarque 7 Comme on a dans tous les cas p = O(nl/z) et comme x,y < p, au moins t(x) =
O(n3/?) itérations sont nécessaires pour atteindre un point fize ® & n grains a partir de (n). On
peut remarquer que ¢’est le méme ordre de grandeur que pour SPM (proposition 6 et remarque 2,

page 12).

3.4.2 A propos de la longueur maximale du transitoire

Pour tout n € N* et tout point fixe & € G(,,) on note t(7) la longueur de la plus longue orbite
reliant (n) a s dans G,). Il est plus difficile de calculer exactement la longueur maximale du
transitoire t(m), la proposition suivante en donne une borne triviale.
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Chapitre 3. Piles de sable symétriques

Proposition 36 Pour tout n € N* et tout point fize ® € Gy, la longueur mazimale du transi-
toire T(w) est bornée par O(n?).

Preuve. Soit n € N* et 7w un point fixe de G(,,). Lorsqu’un grain tombe, sa hauteur est réduite
d’au moins 1. Un grain & hauteur initiale ¢ peut donc se déplacer au plus i fois, donc t(7w) <

S i = dn(n —1). O

Cette borne est trés grossiére, non seulement parce que les grains tombent en général d’une
hauteur supérieure a 1, mais également parce qu’ils ne tombent pas tous jusqu’en bas.

Intuitivement, le comportement qui demande le plus de temps serait le suivant : les grains
tombent d’un cété autant que possible, puis ils s’effondrent de I’autre pour donner un point fixe.
Cette orbite est encore en O(n3/2), nous conjecturons qu’elle est de longueur maximale.

Conjecture 37 Pour tout n € N* et tout point fize € Gy, la longueur mazimale du transitoire

est 1() = O(n%/?).

Expérimentalement, il semble que ¢(xr) < () < 2¢(xw), et méme que t(n) ~ 1.5¢(x) pour
de faibles valeurs de n (voir figure 19). Pour n > 60, la simulation compléte de SSPM est trop
longue a réaliser sur les ordinateurs dont nous disposons mais il est probable que 'on reste dans
le méme ordre de grandeur.

2.2 T T T T T
2 F o] E
18 —
—
B
S—
-~
\ o
O 1
~— o (0]
=3
- © o © © ° 9
|- o o o o o o
3 14 L o o 4 . . Ooooo OOOO oO o 04070004
o8 °© o o 9 %4 o
c% o o© oo
a'at o o
1.2 [o) 4
o
1F oo ]
08 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60

Nombre n de grains initial

Fic. 19 Variation du rapport % en fonction de n pour SSPM.

3.5 Perspectives

Nous avons montré dans les trois parties précédentes que le modéle SSPM était un mo-
déle intéressant pour simuler les piles de sable multi-directionnelles, et par extension multi-
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dimensionnelles (ajouter une dimension revient a ajouter plusieurs directions). Bien que non-
déterministe et conduisant a plusieurs états stables différents, il est possible de caractériser
précisément son comportement : états intermédiaires, points fixes, longueur du transitoire sont
parfaitement connus dans le cas d’une pile initiale & une colonne, en temps séquentiel. Il semble
également étre assez proche de la réalité, les points fixes étant des piles pyramidales réalistes et
proches les unes des autres.

Ce modeéle semble donc étre un bon point de départ a I’étude des piles de sable dans un cadre
un peu plus général que SPM ou IPM(k). SSPM peut naturellement s’étendre a des modeles
SIPM(k). Son étude dans les mémes conditions que ce que nous avons fait pour SSPM donne-
rait des résultats similaires, a savoir une caractérisation relativement simple des configurations
atteignables, et un nombre de points fixes dépendant de maniére simple de n et de k (expéri-
mentalement on obtient que le nombre de points fixes G(n) est le plus grand entier vérifiant
k-G(n)? — (k—1)-G(n) < n). Ceci pourrait alors ouvrir la voie 4 des modéles encore plus
généraux, afin de pouvoir enfin simuler des tas de sable en 3 dimensions.

Cette étude mériterait encore d’étre prolongée, dans un premier temps en regardant ce qu'’il
se passe avec une configuration initiale quelconque comme nous ’avons fait pour SPM et IPM(k)
dans le chapitre 2. Utiliser un algorithme proche de celui que 'on y a introduit ne marcherait
pas : on le voit sur la figure 20, si I’on part de deux colonnes isolées, ’algorithme découpe quelque
part entre les deux. Les deux intervalles s’effondrent en paralléle (premiére phase de calcul), et
dans tous les cas I'effondrement de la premiére colonne reste coincé contre celui de la seconde,
on obtient deux sommets distincts (figure du haut). Le comportement suivant serait perdu : la
colonne de droite s’écroule entiérement, puis la premiére s’écroule sur la droite et recouvre la
seconde, on obtient un sommet unique (en bas).

Fi1G. 20 — Piles de sables symétriques généralisées.

Il faudrait donc entiérement reprendre le probléme pour trouver un moyen d’accélérer la
simulation sans perdre aucune possibilité.

Une autre piste de recherche intéressante est 1’étude de variantes de SSPM qui seraient
paralléles (& chaque instant, tous les grains pouvant tomber tombent simultanément) ou déter-
ministes (une seule orbite, un seul point fixe). Le modele paralléle est simple & définir, et reste
non-déterministe & cause des grains pouvant tomber des deux cotés a la fois. Il serait intéressant
de voir si beaucoup de comportements disparaissent, et de combien la simulation est accélérée
car ce mode serait encore plus réaliste.

D’autre part, un exemple de modeéle déterministe est le modéle dans lequel un grain tombe
de chaque coté lorsque les deux différences & gauche et & droite sont supérieures & 2. Ce modéle a
un comportement semblable & SPM en mode paralléle et n’est probablement pas trés intéressant.
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Chapitre 3. Piles de sable symétriques

Un autre systéme de regles déterministe inspiré par SSPM est celui ot un grain tombe du coté
ou la falaise est la plus grande, et en cas d’égalité & droite. Il faudrait regarder quel point fixe

(unique désormais) est obtenu parmi les |y/n] possibles.
Beaucoup de variantes sont donc envisageables, dans chaque cas il faudrait s’intéresser au

graphe des orbites obtenu afin de caractériser le(s) point(s) fixe(s).
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Deuxiéme partie

Automates de sable
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Définitions
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Dans cette seconde grande partie, nous étudions les automates de sable introduits récemment
dans [8] et dont nous avons poursuivi I’étude dans |9, 10]. I s’agit d'un systéme dynamique
discret au fonctionnement proche de celui des automates cellulaires [37]. Le but des automates
cellulaires est de modéliser simplement un phénoméne mal connu afin de mieux comprendre
son fonctionnement. Pour cela, dans un premier temps on discrétise I'espace étudié selon une
grille Z%, chaque point de la grille contenant un état dont la valeur est bornée. Puis chaque
point de la grille évolue (simultanément) en fonction des valeurs contenues dans les états de son
voisinage. Les automates cellulaires ont un fonctionnement [ocal : on modélise des phénomeénes
qui n’ont pas une vue d’ensemble de la situation, mais qui ont plutét besoin de bien connaitre
leur environnement proche. Ce principe trés simple leur permet de modéliser une grande variété
de phénomeénes, physiques, économiques, sociaux, etc., ce qui leur vaut d’avoir été énormément
étudiés car ils engendrent des comportements complexes, qui différent selon 'automate choisi
(voir par exemple [37] pour une présentation plus détaillée des automates cellulaires).

Les automates de sable sont une version un peu modifiée des automates cellulaires. La localité
en reste le principe de base mais ils agissent sur un ensemble d’états infinis. Pour que malgré
cela la régle locale puisse étre décrite par une table finie, un voisinage n’est pas un ensemble
d’états mais un ensemble de différences avec I'état du point & modifier. Ce systéme dynamique
est donc parfaitement adapté a la simulation des piles de sable (voir partie I) : les configurations
de 'automate sont les configurations de la pile, c’est-a-dire des entiers répartis sur une grille
Z% (on permet ainsi des configurations de taille infinie). La table de transition de l’automate
contient des régles qui provoquent la chute de grains lorsque la différence de hauteur avec ses
voisins est suffisante.

L’intérét de 1’é¢tude de ce systéme dans le cadre des piles de sable est double. D’une part,
il permet de simuler et d’unifier tous les modéles de piles de sable imaginables, pourvu qu’ils
fonctionnent de maniére locale. 11 suffit de changer la table de transition pour simuler les régles
locales du modéle visé, la seule contrainte étant un fonctionnement déterministe (mode paralléle
pour SPM et IPM(k), modeéle « adapté » pour SSPM) plus réaliste. D’autre part, il repose sur des
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bases mathématiques trés solides. Une topologie peut étre mise sur l'espace des configurations,
cet espace est alors localement compact et un automate de sable est une fonction continue de
cet ensemble dans lui-méme. Ces résultats permettent une étude de la dynamique des automates
de sable approfondie, menant a des résultats généraux. On évite ainsi les preuves combinatoires
et algébriques, assez laborieuses, telles qu’on les a faites dans la partie I pour des résultats plus
ciblés.

Dans ce chapitre nous donnons les notions permettant de définir et de comprendre le fonction-
nement des automates de sable. Nous rappelons les résultats topologiques de [9], en définissant
une distance sur les configurations. Puis nous définissons les automates de sable, qui sont en
quelque sorte un systéme qui agit sur les configurations en préservant la propriété qu’elles n’ont
pas de « trous » (i.e. entre deux grains de la méme colonne, il n’y a pas de vide). Nous verrons
que ce systéme est équivalent (au sens de la simulation) aux automates cellulaires et donc aux
machines de Turing. Enfin, la derniére partie présente un résultat majeur (théoréme 47) pour
caractériser les automates de sable. De maniére similaire a ce qu’a fait Hedlund 32| pour les au-
tomates cellulaires, on montre que les automates de sable sont exactement les fonctions continues
de I'espace des configurations dans lui-méme qui commutent avec les deux décalages (horizontal
et vertical) et qui conservent les états infinis.

1.1 Une topologie pour les configurations

Dans cette partie nous introduisons une distance entre configurations, qui induit une topologie
sur l'espace des configurations. La version originale de ces définitions se trouve dans [8], celles
que l'on utilise sont étendues a des dimensions d quelconques et viennent de [9] et [10].

Une configuration représente un ensemble de grains organisés en colonnes, elles-mémes répar-
ties sur la grille Z¢. A chaque point de la grille est associé un nombre de grains, ¢’est-a-dire un
élément de Z = Z U {400, —00}. Les valeurs 400 et —oo représentent respectivement une source
et un puits de grains. Formellement, une configuration x est donc un élément de Z%' 1’ensemble
des configurations est noté € = 77"

Pour toute configuration x € &, on note x; ou x;, .. ;, le nombre de grains dans la colonne
de z indexée par le vecteur i = (i1, ...,i4). Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, un simple 0 remplace
le vecteur nul (0,...,0). Ainsi pour tout u € Z, Pensemble {z | zg = u} des configurations dont
I’élément central vaut u est noté €,. Nous verrons que ces ensembles jouent un réle trés important
dans l'espace des configurations, car ils sont compacts (proposition 40).

Afin de « comparer » deux vecteurs i,j € Z%, on note i < j le fait que pour tout k € [1,d],
i < Jjg. Sii < j et ¢ # j alors on utilise la notation i < j. Enfin, pour tout vecteur i de
dimension d, on note |i| = max;—1,__4|i;| la norme infinie de 1.

Commencons par expliquer comment fonctionne la distance que nous choisissons. Deux confi-
gurations sont d’autant plus proches qu’elles ont plus de valeurs communes au centre de la grille.
Par exemple deux configurations x et y telles que xg # yp sont a distance 1. Si leur valeur cen-
trale est identique, on place deux « observateurs » en haut des colonnes g et yy pour mesurer
les différences x; — xg et y; — yo. Ces observateurs ont une vision limitée par un entier r appelé
la précision, a la fois vers les cotés (ils ne peuvent voir que les voisins z; et y; tels que [i| <) et
vers le haut et le bas (si |x; — x| > r ou |y; — yo| > 7 alors ils ne peuvent mesurer précisément
et renvoient la valeur +00 ou —o0). La figure 21 montre un exemple de mesure effectuée par un
observateur. Faire ce type de mesure revient a se placer au sommet d’'une montagne un jour de
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brouillard : on ne voit qu'a une certaine distance et les distances verticales sont bornées par la
mer de nuages en bas et les nuages en haut.

Fia. 21 Exemple de mesure effectuée par un observateur placé en haut de la colonne d’indice 0,
avec une précision de 3 cases, pour une configuration en dimension 1.

La distance entre x et y sera alors 27", o 7 est le plus petit entier tel que les observateurs
voient une différence entre z et y du haut de leur point de repére avec une précision de r. Cette
définition permet d’obtenir des propriétés fortes, et en méme temps elle est bien adaptée a la
simulation des piles de sable, basées sur les différences entre colonnes voisines.

Afin de formaliser ces notions, on s’appuie sur les notations suivantes. A partir de la définition
usuelle d'un intervalle d’entiers [a,b] = {a,a+ 1,...,b}, on définit 'ensemble [a,b] = [a,b] U
{+00, —o0} qui y ajoute les infinis.

Définition 1 Un observateur (également appelé outil de mesure) de précision r € N*, de hauteur

de référence m € Z, est la fonction p™ : Z — [—r, 7] définie par :

400 sin>m-+r
VneZ, Pp(n)= —00 sin<m-—r,
n—m sinon.

Définition 2 Pour toute configuration x € €, pour tous r € N* et i € Z¢, le cylindre de = de
rayon r centré en i est la matrice w = Cl(x) définie en dimension d par :

‘ T; sik=0,
Vk € [-r, T]d, C.(z)r = B4 k) sik#0 et|x;] =00,
B (ivk) sinon.

Un cylindre w est donc un ensemble de mesures effectuées par un observateur, au centre
duquel se trouve le point de référence wy = z; (voir figure 21).

Remarque 8 Lorsque le point de référence du cylindre contient un infini, 'observateur est placé
a la hauteur 0. Si on ne le fait pas, les autres valeurs du cylindre ne peuvent pas étre mesurées
précisément (il faudrait une précision infinie), et la distance définie ci-dessous n'en serait pas
une car on ne pourrait pas différencier certaines configurations pourtant différentes.
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Définition 3 La distance entre deuz configurations x,y € € est définie par d(x,y) = 27", ou
r=min {r € N|Cz) # CY(y)}.

Proposition 38 La fonction d est une distance.

Preuve. 11 est évident que pour tous z,y € €, d(z,y) = 0 & = = y et d(x,y) = d(y,x).
Enfin, remarquons que d est ultramétrique, c’est-a-dire que pour tous z,y,z € €, d(z,z) <
max(d(z,y),d(y, z)). En effet, soit r le plus petit entier tel que C%(x) # Co(y) et s le plus petit
entier tel que CO(y) # C%z). Soit t = min(r, s), alors pour tout entier u < t on a CO(x) =
CY(y) = C%(2) et donc d(x,2) < 27¢ = max(d(z,y),d(y, 2)). 0

Avec la topologie induite sur € par la distance d, les cylindres permettent de former une
base d’ouverts pour cette topologie : a chaque cylindre w correspond une boule ouverte [w], =
{y €| Cg(y) = w}. En particulier, tous les €, sont ouverts (boules de rayon 1). Quand il n’y a
pas d’ambiguité possible, on omet la précision r et les boules sont notées [w]. De maniére générale,
les ouverts de 'espace métrique € sont les ensembles de configurations ayant un nombre fini de
valeurs fixées. On retrouve ici une topologie proche de la topologie de Cantor pour les automates

cellulaires.

Dans la suite de la section on décrit toutes les propriétés topologiques de l'espace €.
Proposition 39 L’espace € est parfait (i.e. il n’a pas de points isolés).

Preuve. Soit x € € une configuration quelconque. Pour tout r € N, construisons une configura-
tion 2’ égale & x partout sauf en un point r = (r + 1,0,...,0). On pose :

viez!\{r}, zj=xz; et x’:{o siae #0

1 sinon.
Par construction de #’, 0 < d(z,2') < 277 0

La plupart des résultats sur la dynamique des systémes dynamiques discrets repose sur le fait
que l'espace des configurations est compact. Ici ce n’est malheureusement pas le cas, par exemple
on ne peut extraire aucune sous-suite qui converge de la suite (z")pen définie par xf = n et
x' = 0 pour ¢ # 0 (tous les éléments de la suite sont a distance 1 les uns des autres). Par contre
le corollaire 41 prouve que € est localement compact, en utilisant la proposition suivante qui
montre que les ensembles €, sont compacts.

Proposition 40 Pour tout u € i, l’ensemble &, est compact.

Preywve. 1l faut commencer par trier les points de la grille en partant du centre, de maniére a ce
que leur norme (infinie) soit croissante. On utilise pour cela une bijection ¢ : N — 7% telle que
i <j=1¢3)| <|dp(j)|- La figure 22 montre un exemple d’une telle fonction en dimension d = 2.

Soit u € Z soit E € €, un ensemble infini de configurations. Il suffit de construire une
configuration y telle que pour tout € > 0 il existe x € E tel que d(x,y) < & Nous construisons
donc y petit a petit en remplissant au fur et & mesure tous les points de y dans 'ordre établi
par ¢, i.e. (0), (1), d(2), ete. Soit yp = u, soit Uy = E. On construit par induction a partir
de Up une suite décroissante (pour l'inclusion) de sous-ensembles infinis de configurations de E.
Pour tout ¢ € N*, considérons le multi-ensemble {xq)(i) |x € Ui—l}-
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Fic. 22 Exemple de bijection ¢ : N — Z? croissante.

(7) Soit il contient une valeur k € VA qui revient infiniment souvent, on pose yg;) = k et
U, = {33 eU;1 | To(i) = k‘}
(44) Soit il contient une suite strictement croissante (k;j)jen, posons Yy = +oo et U; =
{:E eU;,_1 | Jj € N, To(i) = k‘j}.
(43i) Soit il contient une suite strictement décroissante (kj)jen, posons ye) = —oo et U; =

{:E eU;_1 | Jj € N, To(i) = k‘j}.
Soit r > 0, on cherche x € E tel que d(z,y) < 27". Soit n € N* tel que |p(n)] = r + 1,
considérons 'ensemble U,. Pour tout k € Z% tel que |k| < r on a soit y, = x pour tout
x € U, (si k a été construit avec le cas (i)), soit yp = +oo [resp. —oo| et U, contient un
nombre fini de configurations x telles que zx < r 4 xo [resp. zp = —r + o] (cas (i7) [resp.
(731)]). 11 existe donc une infinité de configurations « € U, C E telles que pour tout |k| < r,
Yp = +00 = T — X9 > T, Yp = —00 = X — T < —T et |yp| < 00 = xp = yi. Pour n’importe
laquelle de ces configurations z, CY(z) = Co(y) et d(x,y) < 27". 0

Corollaire 41 L’espace € est localement compact (tout point de € a un voisinage compact) et
donc complet.

Preuve. Soit z € €, on a x € €, qui est compact et ouvert, c’est le voisinage cherché. il

Corollaire 42 Les boules ouvertes de € sont fermées.

Preuve. Soit [w], une boule ouverte de €. Soit

—~ [—r,r]?

W:{ve[—r,r] |v0:wo,v7éw}

’ensemble des cylindres différents de w et dont le point de référence est wp. On a [w], = €y \
Upew [v],.. D’aprés la proposition 40, €, est compact et donc fermé. La boule [w], est donc

fermée car c’est un fermé privé d’un certain nombre d’ouverts. il

Corollaire 43 L’espace € est totalement déconnecté.

Preuve. Soient deux configurations distinctes x,y € € telles que d(z,y) = 27" > 0. Soit B, =
[C?(m)]r la boule ouverte de centre z et de rayon 27". B, est fermée (corollaire 42) donc son
complémentaire est ouvert. € est donc 'union disjointe de la boule ouverte B, contenant =z et
de son complémentaire ouvert contenant y. il
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Chapitre 1. Définitions

1.2 Automates de sable

Un automate de sable est un automate fini déterministe qui agit sur les configurations. Chaque
point de la configuration d’entrée est mis & jour simultanément, grace a une régle locale qui calcule
la variation du nombre de grains d’un point en fonction du contenu de son voisinage (la portée).
Le nombre de voisins pris en compte est appelé rayon de 'automate, il est toujours fini.

Définition 4 Pour toute configuration x € €, pour tous r € N* et i € Z%, la portée de x de
rayon 1 centrée en i est la matrice de dimension d Rl.(x) définie par :

1 sik=0,
Titk) simon.

Vk € [—r, r]d7 R;(x)k = { B (

En d’autres termes, une portée est un cylindre auquel on a enlevé le point de référence. Pour
tout cylindre w, on note d’ailleurs ((w)) la portée engendrée par w, i.e. (w)), = L et pour tout
k € [-r,r]?\ {0}, (w)), = wy. L'ensemble de toutes les portées de rayon r est noté ;.

Définition 5 Un automate de sable (ou AS) est un triplet A = (d,r,f) ot d € N* est la
dimension de l’automate, r € N* son rayon et f : R, +— [—r, 7] sa régle locale. A [’aide de la
régle locale, on peut définir la régle globale F : € — € par :

T; st x; = oo

. d J— .
Vz e Vier F(x);= { z; + f(RL(2)) sinomn.

La régle locale n’est rien d’autre qu'une table de transitions pouvant étre décrite par un
nombre fini de valeurs, ce qui fait des automates de sable un modéle intéressant du point de vue
informatique car on peut facilement les implémenter. En ’absence d’ambiguité, on assimile un
automate A4 a sa régle globale F.

Exemple 2 (automate S) Cet automate simule le modéle SPM (voir partie I, chapitre 1) en
mode synchrone. Il est défini par S = (1,1, fs) avec :

o +1 sia=-4o00etb# —0
Va,b e [-1,1], fs(a,b) =1 —1 sta#4ooetb=—c0 ,
0 $inon.

Notons Fg la régle globale de S. On retrouve le comportement de SPM : un grain tombe d’une
colonne sur sa voisine de droite lorsque la différence de hauteur entre elles est strictement supé-
rieure a 1 (voir figure 3, page 9). Tous les grains pouvant tomber le font en méme temps car les
automates de sable fonctionnent de maniére synchrone, I’évolution de S est donc celle représentée
sur la figure 5(b) de la page 10.

Exemple 3 (automate S") Cet automate est défini de maniére similaire a S, la différence est
que les grains remontent lorsqu’il y a une falaise (voir figure 23). Soit 8" = (1,1, fsr) avec :

o -1 sia =400 et b# —o0
Va,b e [-1,1], fsr(a,b) =< +1 sia#+ooethb=—00
0 sinon.

La regle globale de 8™ est notée Fgr.
Remarque 9 L’automate S est l'inverse a droite de S.

D’autres exemples d’automates de sable, plus ou moins simples, seront décrits dans le chapitre
suivant et en particulier dans la section 2.1.
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F1G. 23 — Fonctionnement de base de S”.

1.3 Relation avec les automates cellulaires

Les automates cellulaires [51, 50, 37| sont trés souvent utilisés pour la modélisation de phé-
nomeénes régis par des lois locales, en raison de la simplicité de leur définition. La proposition 44
montre qu’on peut tout aussi bien utiliser les automates de sable.

Définition 6 Un automate cellulaire (ou AC) est un quadruplet (S,d,r,g) ou S est un ensemble

—r,r]?

fini d’états, d la dimension de l’automate, r son rayon et g : Sl — S sa régle locale. La régle

globale G : SZ% 1 27 est définie par :
Vo e S2° vie 7%, G(z); = g(Ni(z)) |
ot Ni.(x) est le voisinage de x de rayon v centré en i, c’est la matrice définie par :
YV € Szd, Viez? Vje [—7, r]d, Ni(:v)j =Titj .

Tout automate cellulaire peut étre simulé par un automate sur l'ensemble d’états {0,1}, on
se contentera donc de simuler les AC tels que S = {0,1}.

Proposition 44 Tout AC C = ({0,1},d,r, g) peut étre simulé par un AS A= (d,2r, f).

Preuve. Soit C = ({0,1},d,7,g) un AC quelconque de régle globale G, on prouve le résultat
en supposant que d = 1 (les dimensions supérieures sont similaires). Toute configuration (d’au-
tomates cellulaires) = € {0, 1}% est transformée en une configuration (d’automates de sable)
¢(z) € € = 77 telle que (voir figure 24) :

Zi/2 si ¢ est pair

Viez, o) :{ )

sinon.

F1G. 24 — Un exemple de simulation d’AC par un AS. La configuration (...,1,1,0,1,0,0,1,...)
est codée comme indiqué sur la figure, en intercalant une case sur deux un marqueur de hauteur 2.
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La fonction ¢ est évidemment injective et donc toute configuration x peut étre reconstruite
a partir de ¢(z). On simule C par I'automate de sable A = (1,2r, f), avec pour tout w € Ry, :

g(w_op, w_9y42,...,w_2,0, w2, ..., Wor_2, W)
si wej41 =2 pour i € [—r,r —1]
f(w) = g(w_gr +Lw_gryo+1,...;w_o+ 1, 1Lwr+1,... wo_o+ 1, we + 1) —1

si wyiy1 = 1 pouri € [—r,r — 1] |

0 sinon.

Soit F la régle globale de A et soit # € {0,1}%. Evidemment, F(¢(z))gi41 = 2 pour i € Z,
c’est le troisiéme cas de la régle locale f. Il reste & calculer I'image des indices pairs 2i pour ¢ € Z.
Soit i € Z, posons wj = §(z)2i4; — ¢(x)2; pour tout j € [—2r,2r].

(i) Si ¢(x)2; = 0; alors z; = 0 et pour tout j € [—r,r — 1], waj1 =2 et :

F(d(x))a = xi+ g(w_op, w_op_2,..., War_2, W)
= g(¢(@)2i—2r, P(x)2i—2r425 - - -, O(T) 20427 —2, P(X)2i42r)

= 9(@ir i1y Tidr—1, Tigr) -
(#) Si@(x)2; = 1; alors z; =1 et pour tout j € [—r,7 — 1], waj41 =2 —1=1, donc :

F(d(x)) = xi+g(w_or+1,w_o,2+1,..., w22+ 1, we +1)—1
9(d(x)2i—2r, D(x)2i—2r+2, - - -, P(T)2i4-2r—2, P(T) 25427 )
g(l'i—m Ti—r4lye-ey Titr—1, $i+r) .

Dans tous les cas, F(¢p(z)) = ¢(G(z)) pour tout 2 € {0,1}%. 0

Les deux modéles ont la méme puissance de calcul, comme le montre la proposition suivante
(noter que pour simuler un AS avec un AC, il faut augmenter la dimension).

Proposition 45 Tout AS A = (d,r, f) peut étre simulé par un AC C = ({0,1},d+ 1,2r,g).

Preuve. Soit A = (d,r, f) un AS. Cette fois encore, nous donnons la preuve pour d = 1, elle est

similaire pour les autres valeurs. Une configuration z € € = 77 est codée par y(z) € {0, 1}22
définie par (voir figure 25) :

o 1 sixz; >3,
Vi,j €Z, Y(x)ij= { 0 Sinozn.

Encore une fois, { étant injective il est possible de reconstruire la configuration = de départ
a partir de son image }(x).

Soit (w)) = (w—_p,...,w_1,L,w1y,...,w,) une portée. Pour simplifier les expressions on
pose {(w)), = 0 au lieu de L. Posons également n = f({w))), on a n € [~r,r]. Soit C =
({0,1} ,d+ 1,2r,g) AC dont la régle locale g est définie dans chacun des cas suivants.

(1) Sin > 0; pour tout k € [0,n — 1], pour tous les voisinages N de rayon r + n tels que :

0 sijzw —k
1 sinon,

Vie[-rr],Vie[-k—-—r—1,-k+r], Ni;= {
on définit g(N) = 1.
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41,1, 3, 2,...

F1G. 25 — Simulation d’un AS par un AC. La configuration (...,4,—1,1,3,2,...) est « aplatie »
pour étre codée en dimension 2. Dans {(z), les cases sont grisées pour la valeur 1, vides pour 0.

(#4) Simn < 0; pour tout k € [n,—1], pour tous les voisinages N de rayon r + |n| tels que :

0 sij>w —k
1 sinon,

Vie[-rr],Vjicl-k—-—r—1,-k+r], Ni;= {

on définit g(N) = 0.
(737) Dans tous les autres cas, g laisse inchangée la valeur de la cellule centrale.

Si 'on appelle G la régle locale, on a par construction de g que G(y(z)) = ¢(F(z)) pour tout
z el O

L’exemple suivant illustre la simulation décrite dans la preuve de la proposition 45.

Exemple 4 L’automate de sable S défini dans 'exemple 2 peut étre simulé simplement par
Uautomate cellulaire C = ({0,1},2,2,gs). Le cas ot la régle locale fs renvoie —1 est exprimé par
les régles :

gs =0,

O ™R O
= = =O O
> O O o o

pour 0 <o <PL<y<OI<let0<ALL. Le 1 en gras indique le centre du voisinage. De méme,
fs retourne +1 se traduit par :

gs :17

— === Q
-0 O O
_ > 02X ™

pour 0 < o< 1et0<P<y<O< A< 1. Pour tout autre voisinage N en entrée, gs(N) ne
modifie pas la valeur centrale.

Remarque 10 Automates de sable et automates cellulaires peuvent simuler les mémes choses,
mais les preuves des deux propositions de cette partie donnent déja un premier aper¢u des avan-
tages et des inconvénients de chacun. Les AC peuvent mesurer les valeurs exactes de leur voisi-
nage, alors que pour simuler un tel comportement avec les AS il faut augmenter le rayon (pro-

position 44).
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D’un autre coté, les AS sont des AC « sans trous » (figure 25, pas de vide entre deuz cases gri-
sées de méme abscisse) et leur ensemble infini d’états économise une dimension (proposition 45)
pour des calculs sur un nombre d’états arbitraire.

1.4 Caractérisation « a la Hedlund »

Nous prouvons dans cette partie I’équivalent du théoréme de Hedlund [32] pour les automates
cellulaires. Cela permet de faire le lien entre le c6té informatique des automates de sable, a travers
la description finie de leur table de transitions, et le point de vue mathématique lié a la regle
locale et & la notion de systéme dynamique discret.

Ce résultat de représentation fort (théoreme 47) caractérise une classe de fonctions de € dans €
qui ont une description finie. De telles fonctions sont intéressantes du point de vue informatique
car elles peuvent étre implémentées de maniére exacte dans des machines & mémoire finie, et
donc permettent de faire des simulations précises, sans risque d’amplifier des erreurs dues aux
approximations initiales.

Ce théoréme permet ensuite de montrer que si un automate de sable est réversible (i.e. sa
régle globale est bijective), son inverse est également un automate de sable.

Pour une dimension d donnée et pour tout entier k € [0,d — 1], notons 1j le vecteur dont
toutes les coordonnées sont nulles sauf la £ qui vaut 1. Le k° décalage horizontal o : € — € est
défini par :

Vo € €, Vi € Zd, Ok(x)l = Tit1, -

En dimension 1, il n'y a qu’un seul décalage que 1’on note simplement o. Le décalage wvertical
p: <€ — € est défini par :
Veed Viezd, px)i=x+1 .

Une fontion F : € — € est dite invariante horizontalement [resp. invariante verticalement| si
pour tout k € [0,d — 1], Foor, = o oF [resp. Fop = poF|. Enfin, F : € — € conserve les infinis
st :
F(z); = +00 & x; = +00
Va € €,Vie 7°, et
F(z)j=—00 & x;=—00 .

Le théoréeme de représentation des automates de sable nécessite un lemme préliminaire.

Lemme 46 Pour toute fgnction F : € — € continue, tnvariante verticalement et qui conserve
les infinis, pour tout u € Z, F~1(¢&,) est compact.

Preuve. Soit F une fonction continue de € dans €, invariante verticalement et qui conserve les
infinis. Si |u| = oo, F~1(¢,) C €, car F conserve les infinis. Comme F est continue et que €, est
compact (proposition 40), F~1(&,) est fermé et donc compact.

Si w est fini, soient U = f~1(€,) (U est fermé), U; = UNE; pouri € Zet 1= {i € Z | U; # 0}.
On prouve par l'absurde que I contient un nombre fini d’éléments. Supposons que |I| = oo, pour
tout 4 € I on prend 2 € p~*(U;) en notant que z° € ;. Comme € est compact, on peut extraire
de la suite ()1 une sous-suite (z®™), o qui converge vers y € €y. Comme F est continue,
lim,, oo F(z%™) = F(y) et donc si v € Z est tel que F(y) € €,, il y a un entier N tel que pour
tout n > N, F(w¢(")) € ¢,.

Soient n1 = ¢(N) et ng = ¢p(N+1). On remarque que pour a et b quelconques, si €,NCy, # ()
alors @ = b. Comme F est invariante verticalement, F(p™ (z,,)) € Cyppn, N &, et F(p"2(xy,)) €
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Cytn, NEy, dott Ny = ng ce qui est impossible puisque ¢ est injective. |I| est fonc fini, et comme
U C U;e1®;, U est un fermé dans un compact et donc est compact. O

Théoréme 47 Une fonction F : € — € est la régle globale d’un automate de sable si et seulement
st

(1
(ii

) F est continue ;
)

(13i) F est invariante verticalement ;
)

F est invariante horizontalement ;

(iv) F conserve les infinis.
Preuve. Soit A = (d,r, f) un automate de sable de régle globale F. Par définition de A, F est
invariante par les décalages horizontal et vertical, et conserve les infinis. Montrons que F est
continue. Soit une configuration x € € et un entier [ € N. Il faut trouver un entier m tel que pour
toute configuration y € €, d(x, ) < 27™ implique d(F(z), F(y)) < 2. On pose m = 3r+1, soit y
tel que d(z,y) < 27™. On a donc C? (z) = CY (y) et 29 = yo (car m > 0), donc F(x)g = F(y)o
d’une part, et B20(x;) = P (y;) pour tout i € [—m, m]? d’autre part. Pour tout j € [1,1]¢\ {0}
il y a deux cas a distinguer.
() Si|zj — x| > 2r +1; alors comme zo = yo et PE0(z;) = P (y;) on a |y; — yo| > 2r + L.
Alors |F(x); — F(x)o| = |z; — x| — |F(z)o — 0| — [F(x); — 3] > 2r+1) —r—7r =1et de
la méme fagon |F(y); — F(y)o| > I.
(ii) Si |z; — x| < 2r +1 < m; alors z; = y; puisque g = yo et B (x;) = B (y;). Pour tout
vecteur k € [j—r, j4+7]4\{0}, il y a trois cas possibles (toujours puisque p20(z;) = B (y;)) :
si xp, = gy ; done By (2x) = B’ (uk) ;
si o —x9 > m = 3r 4+ 1; alors yp —yo > m = 3r + 1. Comme |z; — 20| < 2r 4+ 1 et
lyj —yo| < 2r +1 (car zg =yo et x; = y;), T —x; > rety, —y; > 1;

si xpy —xg < —m = —3r — [; en faisant comme pour le cas précédent on trouve que
Tp—x; < —retyp—y; <-—r.
Dans tous les cas on conclut que By (zx) = B (yx). Comme xj = yj, il s’ensuit que

F(z); = F(y);.

A la fois pour (i) et pour () on a donc Bf(w)o (F(x);) = Bf(y)o(F(y)j) pour tout j € [—1,1]%\ {0},
par conséquent C?(F(x)) = C?(F(y)) et d(F(z),F(y)) < 27

Pour la réciproque, considérons une fonction F : € — € continue, invariante verticalement et
horizontalement et qui conserve les infinis. Soit U = F~1(&), U est compact d’apreés le lemme 46
et est donc 'union d’un nombre fini de boules ouvertes : U = Uj¢g [wl] ,, Avec II| < co. On peut
se ramener a des boules de méme rayon r (une boule de rayon r est I'union d’un nombre fini
de boules de rayon quelconque r; < r), soit aprés renommage : U = U;er [wi]r = Ujer [wl] en
ne notant plus le rayon des boules. Montrons que pour tous 4,5 € I, i # j, les portées <<wl>> et
<<wj>> sont différentes. Supposons qu’il existe i # j tels que <<wz>> = <<w3>> Appelons a et b les
points de référence des deux cylindres, soit a = w et b = wg. Comme les cylindres w' et w’ sont
différents mais ont méme portée, il est évident que a # b. Soit = € [wl] et y = pt~%z) € [wj].
Comme F est invariante verticalement, F(y) = p?~%(F(z)) € €,_q, mais on a également F(y) € €
ce qui est impossible car €,_, N €y = (. Toutes les portées <<wz>> sont donc différentes.

Montrons maintenant que la suite (<<w’ >>) contient toutes les portées de rayon r possibles.

1€l ]
Supposons qu'’il existe une configuration z telle que g = 0 et R0(x) # <<wz>> pour tout ¢z € I. On a
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F(z) € €, pour un certain u € Z (|u| # oo car F conserve les infinis), donc par invariance verticale
de F on obtient F(p~*(z)) € € et donc R(p~%(z)) € (<<wl>>)Z€I Or R%(p~%(z)) = RY(x), il y

a contradiction et donc toutes les portées apparaissent bien dans la suite (<<wl>>)leI

Il est donc naturel de définir la fonction f : R, — [—r,7] par f (<<w2>>) = —w}. Soit F’
la régle globale de 'automate de sable (d,r, f), montrons que F/ = F. Soient une configuration
z € € et un vecteur n € Z4, soit i € I tel que ((w')) = R7(z). On a F/(z), = 2, — w). Comme F
est invariante horizontalement et verticalement, on a aussi :

F(z), = o"(F(z))o = F(0"(2))o = F(p"0 =" (¢"(x)))o + 2 — w) -

Soit y = pwé—wn(on(x)), on a Cg(y) — w' et donc par définition de ’wi, F(y)o = 0. On obtient
donc F(x), = x, — wé = F'(z),, soit F' = F. .

Ce théoréme permet de montrer un dernier résultat important et intéressant. A I’aide d’un

nouveau lemme, on montre que I'inverse d'un automate de sable réversible est encore un automate
de sable.

Lemme 48 Pour tout AS de régle globale ¥, si F est injective alors F est ouverte.

Preuve. Soit un AS (d,r, f) de régle globale F injective. Soit A une boule ouverte (et fermée,
corollaire 42) [w];, [ > 0. Par définition des AS, F(A) C Ujcjuwy—r,wo+r€i qui est une union finie
d’ouverts compacts (proposition 40). Soit C = F_l(Uz’e[wo—r,wo+r} ¢;) et B=C\A. Comme F est
continue, C est un ouvert fermé, or A l'est également donc B est aussi ouvert fermé. Toujours
par définition de 'automate, C C Uje[wg—2rwo+2r)&i donc C est compact en tant que fermé dans
un compact. B C C est donc lui aussi compact, F(B) aussi car F est continue. Puisque F est
injective et que A = C\ B, F(A) = F(C)\F(B). F(C) est ouvert, F(B) est fermé donc finalement
F(A) est ouvert. 0

Proposition 49 Pour tout AS de régle globale F, si F est bijective alors F~1 est la régle globale
d’un AS.

Preuve. Soit A un AS de régle globale F. D’aprés le lemme 48, F est ouverte et donc F~!
est continue. Pour toute configuration € € on pose y = F~!(x). Puisque F est invariante
verticalement, F(p(x)) = p(f(z)) d’ou F(p(F~!(y) = p(y) et en composant avec F~1 & gauche,
p(F~1(y)) = F~(p(y)) donc F~! est invariante verticalement. Il en est de méme avec ¢ donc F~!
est invariante horizontalement. Clairement, F~! conserve les infinis donc d’aprés le théoréme 47,
F~! est bien la régle globale d'un AS. O

o8



2

Dynamique des automates de sable
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Dans ce chapitre, nous nous intéressons aux propriétés concernant la dynamique des auto-
mates de sable. Nous cherchons & évaluer dans quelle mesure la table de transitions (quantité
d’informations finie) détermine le comportement a long terme de 'automate. L’étude des compor-
tements qui nous intéressent est souvent difficile dans le cadre général des systémes dynamiques
discrets, cela se confirme ici : la plupart sont indécidables.

Certaines de ces propriétés permettent d’évaluer le degré de chaoticité d'un automate. Cela
va de I’équicontinuité pour les automates les plus stables & 'expansivité, en passant par la sensi-
bilité aux conditions initiales et la quasi-équicontinuité (voir la classification pour les automates
cellulaires introduite dans |36]). L’expansivité, mais aussi la transitivité et la régularité dépendent
du fait qu'un automate soit surjectif (et non injectif pour les expansifs). Pour cette raison nous
commencons par étudier les relations existant entre l'injectivité etla surjectivité (partie 2.1, fi-
gure 31), sans toutefois pouvoir conclure sur leur décidabilité.

De plus, comme nous voulons que notre modéle puisse trouver des applications dans la si-
mulation des phénoménes naturels, il est important de vérifier s’il en posséde les caractéristiques
essentielles. Par exemple, pour simuler un systéme de piles de sable, il faut savoir si un automate
déplace effectivement des grains, plutdot que de les détruire ou d’en créer. Nous définissons donc
une classe d’automates de sable, appelés conservateurs de grains, qui ne modifient en aucun cas
le nombre de grains présents dans la configuration initiale. Dans la partie 2.2, nous prouvons que
I'appartenance a cette classe est décidable (corollaire 66).

Pour terminer, nous cherchons & identifier les automates au comportement « simple » : auto-
mates ultimement périodiques (fonctionnement périodique au bout d’un nombre fini d’étapes),
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ultimement stables (les configurations ne sont plus modifiées aprés un nombre fini d’étapes), nil-
potents (toutes les configurations arrivent sur une configuration constante au bout d’un nombre
fini d’itérations). Le cas de la nilpotence est difficile, car il faut commencer par trouver une défini-
tion qui capture le comportement désiré et qui contient un nombre « raisonnable » d’automates.
Si 'on s’inspire des automates cellulaires [33, 16, 34|, un automate de sable est nilpotent si son
ensemble limite ne contient que des configurations uniformes. On n’a aucun exemple d’automate
de sable vérifiant cette propriété, il est probable qu’il n’en existe pas. Intuitivement, I’automate
L (défini page 62) devrait étre nilpotent, car il envoie toutes ses colonnes en direction leur voisine
de gauche. En particulier, si I’on part d’une configuration finie, toutes les colonnes contiendront 0
au bout d’un temps fini. Le probléme est qu'une « vague » se propage vers la droite, a 'infini, et
qu’une configuration constante n’est atteinte qu’au bout d’un temps infini. En fait, £ est surjectif
(proposition 53) donc son ensemble limite contient € tout entier. Les deux autres propriétés,
stabilité et périodicité ultimes, sont indécidables (partie 2.3, théorémes 71 et 72), ce qui renforce
I'idée que la dynamique des automates de sable est complexe.

2.1 Propriétés ensemblistes

Dans cette partie nous commencons ’étude de notre modeéle par des propriétés ensemblistes
simples, injectivité et surjectivité. Dans la théorie des systémes dynamiques, elles permettent
d’évaluer le degré de chaoticité d’un automate. Ces propriétés de réversibilité sont également
utiles du point de vue de la simulation, surtout que 'on sait que l'inverse d'un automate de
sable est encore un automate de sable (proposition 49). En effet, il est intéressant de pouvoir re-
construire 'origine d’un phénoméne naturel (une avalanche par exemple), et de pouvoir s’assurer
qu’a partir d’une origine différente on produirait un autre résultat.

Nous commencons par montrer quelques relations basiques entre différentes variantes de ces
propriétés, dans I'esprit de ce qui a été fait dans [19] pour les automates cellulaires. Elles ont été
publiées dans [9, 10]. Ces résultats permettent de mieux comprendre le modeéle, avant de passer
& des propriétés dynamiques plus complexes.

Quelques définitions sont encore nécessaires. Une configuration x € € est dite finie s’il existe
k € N tel que pour tout vecteur i € 7% |i| > k = x; = O et |i| < k = |7;] < oo. Une
configuration finie contient donc un nombre fini d’éléments non nuls (ou par extension non
constants, c’est équivalent en raison de Uinvariance verticale d’'un AS) et aucune valeur infinie.
La taille d'une configuration z finie est |z| = max; jcza {|i — j|, z; # 0 et x; # 0}. L’ensemble
des configurations finies est noté §.

Une configuration z € € est dite périodique (sous-entendu spatialement) s’il existe un vecteur
p=(p1,...,pq) € N*¢ (appelé période) tel que pour tout vecteur i = (iy,...,iq) € Z% et pour
tous les entiers t1,...,tq € Z, Tj = Tiy+t1py,....ig+tapq €6 |Ti| < 00. Une configuration périodique est
une configuration périodique selon chaque direction, dont aucune valeur n’est infinie. L’ensemble
des configurations (spatialement) périodiques est noté .

On laisse la possibilité aux configurations finies et périodiques de contenir des infinis. Prenons
S défini par x € § si et seulement 'l existe k € N tel que pour tout i € VA li| > k= x; =0. De
maniére similaire, on dit que x € ‘B si et seulement s’il existe p € N*? tel que pour tous i,t € Z4
on ait & = Ti;44p1,...ig+tapa-

Pour finir, un automate de sable A de régle globale F est injectif [resp. surjectif] si F est
injective |resp. surjective|. Pour tout ensemble i C €, A et F sont i-injectifs [resp. L-surjectifs|
si la restriction de F & 4l est injective [resp. surjective].
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La proposition suivante permet de n’étudier que les ensembles § et 3, toutes les propriétés
étudiées étant équivalentes avec ou sans infinis.

Proposition 50 Un AS est §-injectif [resp. F-surjectif] si et seulement si il est %—i@jectif [resp.
§-surjectif], et P-ingectif [resp. P-surjectif] si et seulement si il est P-injectif [resp. P-surjectif].

Preuve. On ne prouve ces équivalences que sur § et 3 elles se démontrent de maniére similaire
sur ‘P et ‘,B Soit F la regle globale d'un automate S surjectif, montrons que F est §-surjective.
Soit z € § C F. Alors il existe Yy € 3 tel que F(y) = z. Comme il n’y a pas de colonnes infinies
dans x et que F conserve les infinis, y € §.

Réciproquement, soit F la régle globale d’un automate §-surjectif, soit x € {~§ Six € § alors
ses préimages sont dans §. Sinon, soit 2’ € § définie par :

Z; si |£L‘Z| <00,
Vie 7, ri=¢ M+3r+1 six; = 400 ,
m—3r—1 six; = —o0
ou M = max;cza {x;, |z;| < oo} et m = min;cya {x;, |x;| < 0o} sont respectivement la plus

grande et la plus petite valeur finie prise par x. Soient 3’ € §F tel que ¢y = f(2/), et y € § défini

par :
v si|x;| < oo
Vi e 79, Yi = +00 si x; = 400 ,
—00 si x; = —o00 .
Alors, il est toujours vrai que :
F(y;) = o; = ; si |z < oo,
Viez?, F(y);={ +oo si x; = +oo
—00 Sixz; = —00 .

Seule 'égalité F(y); = F(y'); n’est pas évidente. Elle vient du fait que les cylindres de rayon r
centrés en i pour y et pour y’ sont identiques, par construction de y et 3. En effet, dans le cas
|zi| < o0, y; = Yy, et pour tout j € [—r,7]9, si |yis;| < 0o alors yiy; = Yipj (cas [2iq] < 00).
Si yiy; = +oo alors yi; — y; = F(Y)ivj — [FW)ivs — iyl — [y —F@)] —F)i = 2iy; —
F@)irj —vis ] = Wi —F(@ )il =2, > M+3r+1]—r—r—M =r+1>r. On procéde de méme si
Yitr; = —00, et donc dans tous les cas, CL(y) = CL(y') et F(y); = F(y/);. On a bien F(y) =z, F
est §—811rjective.

Soit F la régle globale d’'un automate g—injectif. Soient z',2?2 € § C §, avec z' # 2%
Comme F est -injective, F(z!) # F(a?).

Réciproquement, soit F la régle globale d’un automate §-injectif, soient z!,z? € § Comme
précédemment, les colonnes infinies de ' et z? sont remplacées par des colonnes de hauteur
M+7r+1oum+r+1 (M= min(M!,M?) et m = min(m', m?) sont les valeurs maximales
et minimales atteintes par x! et x?), cela donne de nouvelles configurations xl/,le € § avec
2V # 2?1l existe un indice i € Z9 tel que F(z!); # F(2?); car F est F-injective, il faut
considérer les cas suivants :

(1) si ‘ZEH < oo et !xﬂ < 00; alors F(z!); = F(z'); # F(a?); = F(2?); car Ci(z!) = Ci(a!)
ot Cz’( 2) _ Ci( 2’).

(i1) si z! = +oo; alors forcément 22 # +oc, sinon z'’ = 22 = M +r + 1 et F(z!); = F(2?);
(les portées contiennent —oo partout), d’ou F(z!); = +oo # F(2?);;
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(iii) si z} = —oco ou 27 = £00; une étude semblable & celle du cas précédent conduit & F(zt); #
F(LL‘2)Z
Dans tous les cas, F(z!) # F(22) donc F est F-injective. 0

Proposition 51 Tout automate de sable P-surjectif est surjectif.

Preuve. Soit un automate de sable P-surjectif de régle globale F et de rayon r, soit une confi-
guration x € €. Pour tout n € N, on définit =" € ‘]~3 comme la configuration périodique de
période (2n + 1,...,2n + 1) qui vérifie que pour tout i € 79, |i| < n = 2% = ;. Soit y" € C
tel que 2™ = F(y™) (F est P-surjective donc ‘ﬁ—surjective d’aprés la proposition 50). Chaque y"
appartient & un €, avec u € U C [zg — 7,29 + 7], d’aprés la définition de l'automate. La suite
(y™)nen est contenue dans le compact (proposition 40, page 50) Uycu@y,. On peut donc en ex-
traire une sous-suite convergente (y"*)ren avec y = limg_, 1 o, y™*. Par contradiction on suppose
que F(y) # x, c’est-a-dire qu'il existe i € Z% tel que F(y); # x;. C'est impossible car pour tout k
suffisamment grand (il suffit que ny > |i]), on a F(y); = F(y™*); = 2* = x;. La configuration
y € € est donc une préimage de x. O

Proposition 52 Tout automate de sable §-surjectif est surjectif.

Preuve. On reprend la preuve de la proposition 51, en remplacant z™ par z™ € § tel que pour
tout i € Z%, |i| <n = 2l = z; et |i| > n = 27 = 0. Le reste est inchangg. 0

La proposition suivante montre que la réciproque de la proposition 52 est fausse.

Proposition 53 [l existe un automate de sable P-surjectif (donc surjectif grace a la proposi-
tion 51) non §-surjectif.

Preuve. Soit 'automate £ = (1,1, fr) avec :

o -1 sia<O0,
VYa,b e [-1,1], fr(a,b) =< +1 sia>0,
0 sinon.

La figure 26 illustre le fonctionnement de base de £ : chaque colonne va en direction de son voisin
de gauche. Notons F sa regle globale.

IR

Fi1G. 26 Fonctionnement de base de L.

Montrons que £ n’est pas §-surjectif. Soit la configuration x € § définie par g =2 et x; =0
pour tout ¢ £ 0, et supposons qu’il existe une préimage y € § de x. Soit ¢ le plus grand entier
tel que y; # 0. Comme y; # 0 et y;41 = 0, ;41 = Fr(y)it1 # 0. Par conséquent i = 0 puisque
x¢ est la seule valeur non nulle de x, mais alors yg = 0 et comme f, ne peut renvoyer plus de 1,
xo = 2 est inaccessible.
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Il reste & prouver que L est PB-surjectif. Soit une configuration x € P de période p € N*,
construisons une de ses préimages. Il existe une unique suite croissante d’indices (in)ne[o,k] tels
que pour tout n € [0,k — 1], 0 < iy, < ip41 < p, pour tout n € [0, k|, z;, # x;,—1, et pour tout
i € [in,int1 — 1], ; = x;,. En d’autres termes, les 4, sont les indices qui correspondent aux
variations de = dans Uintervalle [0,p — 1]. L'idée est de travailler dans les intervalles délimités
par ces indices en amplifiant la différence existant a la frontiére, ce qui sera corrigé ensuite en
appliquant la régle locale. Formellement, si k& < 0 alors x est constante et est sa propre préimage
périodique. Sinon pour tout i € [ig,p + ig — 1], soit n € [0, k] tel que i, < i < ip41 (on définit
ikt1 = 1o + p), et supposons que x;, 1 < x;, (si ce n'est pas le cas, on fait les opérations
symétriques). On pose y; = x; + 1 si i — i, est pair, y; = x; — 1 si ¢ — iy, est impair. Cette
opération est répétée exactement de la méme maniére sur les autres périodes de x, y est donc
périodique de période p.

Montrons que F,(y) = . Soit ¢ € [ig,p + ip — 1], supposons qu’il existe n tel que i = iy.
Alors Fz(y)i = yi + fo(Ri(y)). Si l'on suppose que z;_1 < x; (encore une fois 'autre cas est
symétrique), on a y; = x;+1 > x;_1+1 d’ou y; > y;—1 puisque |x;—1 — y;—1| < 1. Par conséquent
fe(Ri(y)) = =1 et Fe(y)i = xi + 1 — 1 = ;. Sinon, dans le cas ol i # i, pour tout n € [0, k],
on a par construction :

(1) soit y; = x; + 1 et y;—1 = xj—1 — 1, et comme x; = x;,_1 on obtient y; = y;—1 + 2 et
Fr(y)i=ai+1—-1=u;

(74) soit le cas symétrique y; = z; — 1 et y;—1 = x;—1 + 1 pour lequel on obtient de la méme
fagon Fz(y); = a.

Les configurations x et Fr(y) étant périodiques de méme période p, elles sont aussi égales en
dehors de l'intervalle [ig, p + io — 1] donc £ est PB-surjectif. 0

Les deux résultats suivants ne sont vrais qu’en dimension 1, et sont ouverts pour les dimen-
sions supérieures.

Proposition 54 Tout automate de sable surjectif est B-surjectif en dimension 1.

Preuve. Soit A un automate surjectif de rayon r, de fonction globale F, défini en dimension 1.
Soit z € P C € une configuration périodique de période p € N*. Soit y € € une préimage de x
par F (F est surjective), construisons une configuration périodique z dont l'image est x. Soit

Y = {(Yap—r,- - - Yap+r—1) | @ € Z}. Puisque pour tout ¢ € Z, |y; — z;| < r (la régle locale renvoie
un entier entre —r et r) et que x est périodique de période p, Y contient au plus 2r - (2r + 1)
éléments. Soit k1 = aup et ko = agp, k1 < ko, tels que (Ygy—ry -« s Ykybr—1) = (Ykg—rs -« - s Ykgtr—1)-

On définit la configuration z € P de période ka— k1 par zx, +; = Y, +i pour tout i € [0, ko — k1 —1]
(voir figure 27).

En chaque point de z entre k; et ko — 1, le voisinage est identique & celui du méme point
dans y donc pour tout j € [ki,ky — 1], F(2); = F(y); = x;. Soit ¢ € Z, il existe j € [k1,ky — 1] et
o € Z tels que i = j + a(ky — k1). Par conséquent, F(2); = F(2); = 2 = Tjp(a(ap—ar)) = Ti : F
est P-surjective. O

Remarque 11 Pour les dimensions supérieures a 1, la question de savoir si ce résultat est vrai
ou pas est ouverte. Le probléeme est qu’au-dela de la dimension 1, le périmeétre d’une boule (notre
ensemble Y ) contient un nombre d’éléments non borné, dépendant de la taille de la boule.

Corollaire 55 En dimension 1, tout automate de sable §-surjectif est P-surjectif.
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2r 2r

Fi1G. 27 — Construction de z & l'aide de y. Les voisinages de taille 2r autour de k; et ko dans y
(en pointillés fins) contiennent les mémes valeurs. On construit z en recopiant les éléments de y
entre k1 et ky (en pointillés longs) partout dans z.

Preuve. Un automate §-surjectif est surjectif (proposition 52) et donc PB-surjectif en dimension 1
(corollaire 55). 0

La encore ce probléme est ouvert en dimension 2 et au-dela, et sa résolution semble étre
difficile.

Passons maintenant a ’étude de l'injectivité. Il est évident qu’un automate injectif est §-
injectif et P-injectif. La réciproque est fausse, comme le montre la proposition suivante.

Proposition 56 [l existe un automate de sable §-injectif, P-injectif mais pas injectif.

Preuve. Soit I'automate de sable Y = (1,2, fy), avec :

—_~—

Va,b,c € [-2,2], fy(4+o0,a,b,c)=—-1,
fy(27a)bac) =-1 5
fy(1,a,b,c) =-1,
fy(())a)bac) =-1 5
fy(=1,—00,a,b) = -1 ,

et tout le reste renvoie 0. La régle globale de ) est notée Fy, son comportement est difficile a
identifier mais la figure 28 représente son fonctionnement sur deux configurations bien précises.

1]

7 o

= H
LT

FiGa. 28 Fonctionnement de Y sur deux configurations spécifiques.
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Soient les deux configurations z,y € € définies par :

. T2 =1 Y2; =1
vieds, {w2i+1=i+3 o {y2i+1:i+27
elles sont partiellement dessinées sur la figure 28. Il est clair que Fy(x) = Fy(y) = y, Y n'est
donc pas injectif.

Pour montrer que ) est §-injectif et B-injectif, on a besoin du résultat intermédiaire suivant :
si z,y € € sont deux configurations distinctes telles que Fy(z) = Fy(y), alors il y a une infinité
de différences entre = et y, dont une infinité sont & des hauteurs différentes. En pratique nous
montrons que si x; > y;, alors x;_o > y;—2 et x;_o < x;. Supposons pour cela qu’il existe deux
configurations x,y € € telles que z; # y; et Fy(z) = Fy(y). On peut supposer sans perte
de généralité que z; = y; + 1 (fy ne renvoie que 0 ou —1). Cela implique qu'une régle locale
renvoyant 0 est appliquée a y a la position 7, et donc y;—o < y; — 1 (puisque fy(a,—,—,—)
renvoie 0 seulement si a < —1). De méme, une régle renvoyant —1 est appliquée a x en i, d’ou
Ti_o = y; — 1. On a donc

Tiozxi— 1=y Z2yi2+1>y 2. (2.1)

La premiére conséquence de I'équation (2.1) est qu’il y a bien une infinité de différences entre x
et y, il suffit de remonter de 2 en 2 & partir de la premiére différence trouvée. Comme deux
configurations finies ne peuvent avoir qu'un nombre fini de différences, deux configurations finies
distinctes ont nécessairement une image différente, Fy est §-injective.

De plus, puisque Fy(x) = Fy(y) et que z;_2 > y;—2, on a x;_9 = y;—2 + 1. Les inégalités
larges de I'équation (2.1) sont en réalité des égalités, en particulier x;_o = x; — 1. Par conséquent
on obtient comme prévu --- < x;_4 < x;—9 < x4, qui suffit & prouver que deux configurations pé-
riodiques distinctes ont deux images distinctes (une configuration périodique contient un nombre
fini de valeurs distinctes, ce qui serait contredit par 'inégalité précédente). ) est donc également
P-injectif. U

Les deux propositions qui suivent permettent d’achever 1’étude de I'injectivité.
Proposition 57 Tout automate de sable P-injectif est F-injectif.

Preuve. Prouvons cette proposition par contraposée. Soit un automate A non F-injectif, de
rayon 7 et de régle globale F. Soient x!,2% € § deux configurations finies distinctes ayant la
méme image 2 par F. Soit k € N tel que pour tout i € 7%, |i| > k = 2} = 22 = 0. Construisons
deux configurations périodiques distinctes en entourant les parties non nulles de z!' et 22 par
une couronne de zéros d’épaisseur 7, et en répétant ceci (voir figure 29 pour un exemple en
dimension 2).

Pour a € {1, 2}, soit y* € B la configuration de période (2k +2r+1,...,2k +2r + 1) définie
par :
Yi = si il <k

. d
VZE[_k—T7k+T]7 {y;xzo Slk‘<’1’<k—|—7‘

On remarque que F(y') = F(y?). Chaque point de la couronne de 0 se comporte de la méme
maniére dans y' et 32, car son voisinage contient les mémes valeurs que lorsqu’il est hors de la
zone non nulle de 2! et 22. 11 en est de méme pour les points a l'intérieur, qui se comportent
exactement comme quand ils sont dans x! et z2. A n’est donc pas non plus P-injectif. U

Nous montrons maintenant que la réciproque de la proposition 57 est fausse, en complétant
le résultat de la proposition 56.
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8
2
o

Fia. 29  Construction de y* en dimension 2, pour o € {1,2}. Le blanc représente les valeurs
non nulles de x%, le gris les 0 ajoutés en périphérie.

Proposition 58 Il existe un automate de sable qui est §-injectif mais ni injectif ni P-injectif.

Preuve. Soit 'automate de sable X = (1,2, fy) avec :

—_——

Va,b,c € [-2,2], fx(+00,a,b,c)=—1,
fx(2,a,b,¢) = -1,
fx(1,-1,a,b) = -1,
fxr(1,-2,a,b) = -1,
fx(1,—00,a,b) = -1,
f;\{(o, —-2,a, b) =—-1,
fx(0,—00,a,b) = —1

et toutes les autres valeurs possibles dans le voisinage renvoient 0. Notons F x sa régle globale. Le
comportement de cet automate est assez complexe en général, un exemple de son fonctionnement
sur les deux configurations spécifiques qui nous intéressent est représenté sur la figure 30.

4

N
A

Fig. 30 Exemple de fonctionnement de X sur deux configurations spécifiques.

Montrons que X n’est ni PB-injectif ni injectif. Soient les deux configurations (périodiques)
x,y € B, x # y, définies comme suit (voir figure 30) :
Viez, {‘WZO et {yzf:o
Toit1 =2 y2it1 =1 .

On remarque que Fy(z) = Fx(y) = y, donc X n’est pas P-injectif et bien sr n’est pas non plus
injectif.

Il reste & voir que X est §-injectif, pour cela prenons deux configurations finies distinctes
x,y € § et supposons que Fy(r) = Fx(y). Etant donné que les configurations sont finies, on
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peut choisir ¢ € Z comme étant le plus petit entier tel que x; # y;. Puisque fx ne renvoie que 0
ou —1, on sait que |x; — y;| = 1, et on peut supposer que z; = y; + 1 (autre cas est similaire).
Ceci implique que la régle locale appliquée a x & la position ¢ est I'une des sept qui renvoient la
valeur —1 :
si la portée est (+00, —, —, —) (pour simplifier les notations, le symbole « — » isolé indique
un élément arbitraire de [—2,2]), alors puisque y; = z; — 1 et y;_o = x;_2, la méme regle est
appliquée a y, ce qui signifie que Fx(z); # Fx(y); qui est en contradiction avec I'hypotheése

de départ ;
si la portée est (2,—,—,—), pour les mémes raisons la régle correspondant a la portée
(400, —, —, —) est appliquée a y, on obtient la méme contradiction ;
si le voisinage contient (1,—1,—,—), (1,—2,—,—) ou (1, —o0, —, —), la régle est appliquée
a y avec la portée (2,—, —, —), donc y; est diminué de 1 et on a encore la méme contradic-
tion;

— si la portée est (0,—2,—,—) ou (0, —00,—, —), comme y;—2 = Tj_2, Yi—1 = Tij—1 et y; =
x; — 1, la régle est appliquée a y en i avec I'une des portées (1,—1,—,—), (1,—2,—,—) ou
(1, =00, —, —), qui renvoient toutes —1, on a encore une contradiction. l

Les trois propositions qui suivent prouvent que contrairement & ce qu’il se passe pour les
automates cellulaires [19], il n’y a pas de liens entre automates i-surjectifs et automates U-
surjectifs pour LU, U € {€, F, P}

Proposition 59 L’automate de sable S (page 52) est U-surjectif pour 3 € {€, F,B}. L’automate
S" (page 52) est M-ingectif pour U € {€,F,PB}.

Preuve. Pour les définitions de § et §”, se reporter & la page 52. Comme S o 8" = id, S est
surjectif et S” est injectif. Notons que 8" o § # id, par exemple pour x € € telle que x¢p = 2 et
x; =0 pour i #0, Fsr(Fs(z)) = Fs(z) # x. De plus, comme S" construit une préimage pour S,
tout configuration finie [resp. périodique| a une préimage finie [resp. périodique|. L'injectivité de
S" améne directement les derniers résultats. |

Proposition 60 L’automate S n’est pas U-injectif pour 4 € {€, F,P}.

Preuve. Soient les configurations finies x,y € § C € telles que :

1 sit =0,
VieZ, x;=0 et y;=¢ —1 sii=1,
0 sinon.
Clairement Fg(x) = Fs(y) = x. De méme soit z € ‘P telle que z9; = 1 et 29,41 = —1 pour i € Z,
on a Fg(z) =Fs(z) = . 0

Proposition 61 L’automate 8™ n’est pas U-surjectif pour U € {€,F, B}

Preuve. Soit la configuration x € § C € telle que xg = 2 et x; = 0 pour 7 € Z \ {0}. Supposons
que x a une préimage y par Fgr. Le point yg peut contenir uniquement trois valeurs, puisque fsr
renvoie —1, 0 ou +1.
(1) Siyg=1; alors fsr renvoie +1 donc y; < yo — 2 = —1. Alors fsr renvoie aussi +1 pour
Y1, donc y2 < —3 ce qui n’est pas possible si I’'on veut obtenir z9 = 0.
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(74) Si yo = 2; alors la hauteur de la colonne est inchangée, ce qui signifie que (y—1 < 3 ou
y1 < 0) et (y—1 =4 ouy; > 1). Comme pour le cas précédent, y_1 ne peut étre plus grand
que 4 pour atteindre x_; = 0 donc y; > 1. La régle appliquée & y; renvoie —1, d’ott yg = 3,
ce qui contredit I'hypothése de départ.

(#i1) Siyp = 3; alors fsr retourne —1, d’ont y_1 > 5, ce qui est encore une fois impossible.

S" n’est donc ni surjectif ni §-surjectif. Pour montrer le résultat sur B, il suffit de prendre la
configuration = € P de période 4 telle que x4; = 2 pour tout 7 € Z, et xx = 0 partout ailleurs.
La preuve est semblable & celle sur §, la configuration se comportant exactement de la méme
maniére sur l'intervalle [—2, 2]. O

Les résultats obtenus dans cette section sont récapitulés par la figure 31.

1

\ / \ /
I3 Sg

F1G. 31 — Relations entre les propriétés ensemblistes. I signifie injectivité et S signifie surjectiviteé.
On note Iy [resp. Sy| linjectivité [resp. la surjectivité| restreinte aux configurations de 4. Le

symbole = indique une implication vraie en dimension 1, et un résultat inconnu pour les
dimensions supérieures.

Pour les automates cellulaires, injectivité et surjectivité sont décidables en dimension 1 |1, 47].
La surjectivité et la réversibilité sont indécidables dans les dimensions supérieures ou égales
a 2 [35, 18]. Nous pensons que la surjectivité et 'injectivité des automates de sable sont indéci-
dables en dimension quelconque, mais nous n’avons pas encore trouvé de preuve. En effet comme
on a pu le voir dans cette partie, il est difficile de se ramener & un probléme plus simple et le
probléme général est trés complexe.

2.2 Automates conservateurs de grains

Dans cette partie, nous étudions les automates de sable qui conservent les grains : pour ces
automates, 'application de la régle globale sur une configuration finie ou périodique ne change pas
le nombre de grains contenus dans la configuration. Cette classe est particuliérement intéressante,
car elle contient tous les automates utiles du point de vue de la simulation des piles de sable :
un modele de piles de sable « déplace » les grains, sans les détruire et sans en créer.

Dans un premier temps, nous définissons cette notion intuitive de maniére formelle. Pour
cela nous montrons que les deux maniéres envisageables de compter les grains de sable sont
équivalentes, ce qui définit parfaitement les automates conservateurs de grains. Ensuite, nous
montrons que la conservation des grains est décidable (corollaire 66), en nous inspirant de la
preuve faite pour les automates cellulaires dans [20], elle-méme généralisant les résultats de [48,
5, 6]. Ce résultat se déduit d’une relation entre les différents éléments de la table de transition
(théoréme 65), relation qui n’existe que si 'automate de sable conserve les grains.

68



2.2. Automates conservateurs de grains

2.2.1 Définitions

Pour pouvoir « compter les grains » d’une configuration, il faut que celle-ci soit finie (nombre
de grains finis) ou périodique (densité de grain constante). Une configuration finie restant finie
aprés application de la régle globale d’un automate de sable, il est possible de comparer le nombre
de grains avant et aprés. Une configuration périodique reste périodique et de méme période, dans
ce cas on peut comparer les densités, i.e. le nombre de grains présents sur une période. Ces deux
notions sont formalisées par les deux définitions suivantes.

Définition 7 Un automate de sable A de régle globale F' conserve les grains sur les finis si :

Vo € §, Zaz,zZF(m), .

i€zd i€zd

On dit alors que A est FGC (finite grain conserving).

Définition 8 Un automate de sable A de régle globale F conserve les grains sur les périodiques

81 :
veeP, > wi= Y Fla)
iez? iczd
0<i<p 0<i<p

ot p € N* est la période de x. A est alors dit PGC (periodic grain conserving).

La proposition suivante montre que ces deux définitions sont équivalentes. Elle permet doré-
navant de parler sans ambiguité d’automates qui conservent les grains, de tels automates sont
dits GC (grain conserving).

Proposition 62 Les définitions FGC et PGC sont équivalentes.

Preuve. Montrons que FGC implique PGC. Soit A = (d,r, f) un automate FGC de rayon r,
de régle globale F. Supposons que A ne soit pas PGC, c’est-a-dire qu’il existe une configuration
x € P de période p = (p1,...,p4) € N*? telle que 20<i<pxi =k £k = Zo<i<pF(x)i'
On construit une configuration finie dérivée de =z dans laquelle le nombre de grains n’est pas
conservé. Soit zP la matrice contenant tous les z; tels que i € Z%, 0 < i < p. Soit y* € §F la
configuration finie contenant o fois P dans chaque dimension, autour de quoi on place encore
les r valeurs de P qui auraient di se trouver 1a si on avait recopié encore une fois P. Partout
ailleurs, y* est remplie de 0. On a donc y;' = x; pour tout 7 € 7% tel que 0 < i < p+ (2r,...,2r)
(voir figure 32 pour la dimension 2).

Soient M = maxg<;«p max(x;, F(x);) et m = ming<;~, min(z;, F(x);) les deux valeurs ex-
trémes de = et de F(x) a la fois. En comptant les grains de y®, on obtient :

ka 4+ P(a Zyz kad + P(a)M ,
i€zd

ou P(a) = H?Zl(apj +2r) — H?Zl(apj) est le nombre d’éléments en périphérie (hachurés sur
la figure 32). Notons que P est un polynome de degré d — 1. De méme, comptons les grains de
F(y) :

Kal + Qaym < Y F(y*); < Ko + Q)M

iczd
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o times

Fi1G. 32 — Construction d’un configuration finie y* & partir de la configuration périodique z, en
dimension 2.

ou Qo) = H?zl(apj +4r) — H?Zl(apj) est le nombre d’éléments non nuls de F(y*) non cen-
traux. Q est également un polyndéme de degré d — 1.
Si k > K/, comme P et Q sont de degré d — 1, il est possible de trouver a suffisament grand

pour que :

3" ¢ = ko + Pla)m > Kal + Q)M > S F(y); .

iczd iczd
De méme, si k < k', on peut trouver a tel que >, sa ¥ < > ;c7a F(y*)i. Il y a contradiction
avec le fait que A est FGC, donc A est PGC.

Réciproquement, soit A = (d,r, f) un automate de sable PGC de régle globale F. Soient
r € Fet k€N tel que pour tout i € Z%, |i| > k = x; = 0. Soit y € B la configuration de période
(2k +2r +1,...,2k + 2r + 1) définie comme dans la preuve de la proposition 57 (voir figure 29,
page 66) par :

Vi [~k —rk+r] {m:o sik <[i| <k+r .

Par construction, pour tout point i € [~k — r,k + r]¢ les cylindres de taille r centrés en 4 sont
identiques dans x et dans y, donc F(x); = F(y);. On a alors :

Y Fl@i= >, F@u= Y Fuhi = Y v (AestPGO)

i€z 0<i|<k+r 0<i|<k+r 0<i|<k+r
= § Ty = E Zi ,
0<i|<k+r ez
A est donc FGC. O

Remarque 12 Avec cette définition, les automates S et 8" (page 52) sont GC. C’est plutot
logique, car leur fonctionnement peut étre décrit a l'aide de déplacements de grains (notamment
pour S qui simule SPM). Par contre, les automates vus dans la partie précédente (L page 62, X
page 66, Y page 64), ne le sont pas.
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2.2.2 Décidabilité

Nous montrons dans cette partie que la conservation des grains est décidable pour les auto-
mates de sable, quels que soient leur dimension et leur rayon. Pour cela nous procédons comme
cela a été fait pour les AC dans [20], en montrant le résultat sur les cas les plus simples et en les
généralisant petit a petit.

Pour rendre les formules plus lisibles et pour faciliter les calculs, pour tout automate de sable
. . . > d .
A = {(d,r, f) nous introduisons une nouvelle fonction g : z=rrlt [—7, 7] définie par :

Veed, Viezd, g¢(Ni(z))=f(Ri(z)) ,

oit N (z) est le voisinage de z centré en i de rayon r, il est défini tout simplement par N%(z); =
z;4j pour tout j € [—r,7r]% Par exemple, si I'on prend des voisinages de rayon 1 en dimension 1,
9(2,3,3) = g(—5,—4,—4) = f(—1,L1,0).

Commencons par énoncer et prouver la relation existant entre les différentes valeurs de la
régle locale pour un automate de rayon 1 en dimension 1.

Proposition 63 Un automate de sable A= (1,1, f) est GC si et seulement si, pour tous a,b,c €
7 :
g(a,b,c) = ¢(0,0,b) — ¢(0,0,a) + ¢(0,b,¢) — (0,a,b) .

Preuve. Soit A = (1,1, f) un automate de sable de régle globale F. Soient a,b,c € Z, et x =
(...,0,a,b,c,0,...) € §. Comme A est FGC (proposition 62), > ;. F(z); = > ;c7xi = a+b+c.
Mais si I’on applique F & = on obtient également :

> F(x)i = 9(0,0,a) + 9(0,a,b) + a + g(a,b,¢) + b+ g(b,c,0) + ¢+ g(c,0,0) ,

€7
et donc :
g(a7 b7 C) = _g(oa 07 CL) - 9(07 a, b) - g(b7 ¢, 0) - g(c, 07 0) . (22)
Afin de se débarrasser des termes g(b,c,0) et g(c,0,0), on répéte opération précédente sur la
configuration y = (...,0,b,¢,0,...) (x privé de son premier élément). On a alors :

g(ba 670) = _9(0707 b) - g(o7 b7 C) - g(C, 070) .

En injectant ce résultat dans I’équation (2.2) on obtient le résultat voulu.

Réciproquement, soit A = (1,1, f) un automate de sable de regle globale F, vérifiant
\v/a’ b’c e Z7 g(a7 b7 C) 29(07 07 b) _9(0707 a') +g(07 b7 C) - (07 a7 b) * (23)
Soit x = (..., zp,x1,22,...,Tp, T1,...) € P une configuration périodique de période p € N*. En
calculant 'image de x par F, on a :

P
ZF(x)Z =T + g(xp7x17x2) + 1) + g(x17x27x3) +---+ ‘Tp + g(xp—laxpaxl) .
i=1
En remplagant dans cette derniére équation les valeurs de g données par I'équation (2.3), tous
les termes se simplifient et il reste Y ¢ F(x); = x1 + -+ + xp, A est donc GC. 0

Nous donnons maintenant une ébauche de preuve de la condition nécessaire et suffisante pour
qu’un automate de dimension 2 soit GC. Les calculs étant lourds et peu intéressants, ils ne seront
pas détaillés ici.
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Proposition 64 Un automate de sable A= (2,7, f) est GC si et seulement si, pour tous (z; ;) €
Z[—T’,r}z -

0;. 0
e J
Ty —r Ly, —r 2r 2r T Lo
—r,—r r—i,—7
g : e : = - E E g 0 :
xT_ . €T =0 j=0 ’
nr nr i+5>0 Lepr—g " Tr—jr—j
0;,; 0
2 2
n i: i: Tpil,—r " Tpfl—i,—r
L2291 S :
i=1 7=0 ’ :
Tpylr—j °° Trtl—ipr—j
0;,; 0
2 2
L Ty —r41 - Tp—g,—r41
+ g 5 g 0 . . :
=0 j—1 : : :
Trrtl—j " Tr—ird+l—j
0;,; 0
2 2
s Topgl,—rgl " Tppl—i—rt1
o Z Z 9 0 : - :
i=1 j=1 - : :
Tpplr+l—g5 ° Trl—ir+l—j

ot 0; ; est la matrice a © colonnes et j lignes contenant 0 partout.

Ebauche de preuve. Soit un automate de sable A de dimension 2, de régle globale F, qui conserve
les grains. Soit x € § la configuration finie contenant la matrice

Tp—r ° Tp—r

Tpryr 0 Tpp

au centre et 0 partout ailleurs. En comptant les grains de F(z) et de x et en les assimilant,
on obtient comme dans la preuve de la proposition 63 une expression de g(X) en fonction de
différentes valeurs de g. Pour enlever les termes g(Y) tels que Y_, _, # 0 (valeur en haut a
gauche de Y non nulle), on répéte ces opérations sur les configurations finies y et z, qui sont
définies comme x sans la premiére ligne de x pour y, et sans la premiére colonne de x pour z.
Enfin, on réitére cette opération sur la configuration finie ¢t qui contient x sans la premiére ligne
ni la premiére colonne. En injectant toutes ces nouvelles valeurs dans 1’équation de départ on
obtient le résultat voulu.

Réciproquement, si la formule est satisfaite il suffit pour chaque configuration périodique
x € B de remplacer chaque terme du calcul de F(x) par la somme donnée par la formule. Tous

les termes s’annulent et il ne reste plus que les éléments z;, 0 < ¢ < p. |

Comme on le voit, le fait d’ajouter une dimension complique énormément 1’énoncé de notre
condition. Afin de le simplifier dans le cas général, nous introduisons une nouvelle fonction
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¢ : {0,1}% - Z définie par :

2r 2r
Vai,...,aq €{0,1}, ¢(ar,...,aq) = > - > g(M(kr,... k)

k1=a1 kd:ad
ki4-+kqg>0
ott M(ky,...,kq) est la matrice de dimension d a (2r + 1)¢ éléments qui vérifie :
. ) 0 siig < kpou--- ouig < kg
V’Ll,... ,1d € [0, 27’], M(/{?l,... akd)il,...,id = . ’
T_rtarj+ii—ki—1,..,—r+ag+ig—kq—1 smon.

En d’autres termes, M est remplie de 0 tant que tous les k; ne sont pas atteints, puis commence
avec les valeurs x  _,44, .. Par exemple en dimension 1, on a :

2r
Va € {0,1}, ¢(a) = Zg( 0,...,0 ,Z yiqye- s Tprak) -
k=1 k fois

En dimension 2, ¢ se retrouve dans toutes les doubles sommes de 1’énoncé de la proposition 64.
Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme principal de maniére plus simple.

Théoréme 65 Un automate de sable A = (d,r, f) est GC si et seulement si, pour toutes les
matrices X = (;,..;,) € 2777

1

gX)= > (~)mTTetgar, . ag)

at,...,aq=0

Ebauche de preuve. 11 est illusoire d’envisager de faire une preuve rigoureuse de ce théoréme,
tant les calculs sont lourds. Néanmoins, l'idée générale de la preuve accompagnée des preuves
des propositions 63 et 64 devrait suffire & convaincre du bon fonctionnement de celle-ci.

Etant donné un automate de sable GC de régle globale F et une matrice X = (x;,,.4,) €

Z[_”]d, il faut encore une fois compter les grains avant et aprés application de F aux configura-
tions finies contenant au centre les matrices M(ay,...,aq) (voir ci-dessus les définitions de ¢ et
de M) pour aq,...,aq € {0,1}, et des 0 partout ailleurs. Mettre une valeur a; a 1 revient a enle-
ver la premiére ligne de la ¢ dimension de . Comme X = M(0,...,0), on retrouve lexpression
voulue de g(X) aprés simplification des termes.

Pour la réciproque, il suffit de partir d’'une configuration périodique et de compter les grains
sur une période aprés application de la régle globale de ’automate. Si ’on remplace chaque terme
en g par son équivalent avec des ¢, tous les termes en ¢ se simplifient et il ne reste plus que le
nombre de grains de départ. g

Corollaire 66 Pour tout automate de sable A, il est possible de décider en temps fini si A est
GC.

Preuve. Pour vérifier les conditions du théoréme 65, il suffit de les vérifier pour un nombre
fini de valeurs. En effet, pour construire toutes les portées possibles de rayon r, il suffit de fixer

P

arbitrairement ’élément central xg a 0, puis de prendre les 2r + 3 valeurs possibles de [—r, r| pour
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les autres éléments. Il faut également s’assurer que les différences entre deux éléments puissent

—_—

prendre toutes les valeurs possibles de [—r, 7], pour les termes de droite de I’égalité.
Il suffit alors de vérifier un nombre exponentiel (mais fini) de valeurs : prenons le premier
éléement dans l'intervalle [—r — 1,7+ 1], le second dans [—2r — 2, 2r + 2] et ainsi de suite jusqu’au

d
[(2r +1)4 — 1]e élément. Il y a ainsi au maximum Hgirlﬂ) - i(2r + 3) tests a effectuer. 0

2.3 Automates ultimement périodiques et ultimement stables

Toujours dans le but d’identifier des automates simulant des phénoménes naturels de maniére
réaliste, nous essayons maintenant de caractériser les automates de sable ultimement périodiques
et ultimement stables. Ces automates sont ceux qui aprés un nombre fini d’itérations envoient
toutes les configurations sur une configuration périodique ou stable, i.e. I'un des comportements
les plus simples du point de vue de la dynamique. Nous montrons qu’il est impossible de décider
si un automate donné a un tel comportement |9, 10]. Pour poursuivre la comparaison avec les
automates cellulaires, on sait que pour les AC ces propriétés sont également indécidables [21].

Etant donné un automate de sable A de régle globale F, une configuration € € est dite
ultimement périodique pour F (ou pour A) §'il existe p € N*, ¢t € N tels que pour tous i,k € N,
Fi+Pk+i(g) = Fi(z). On appelle alors ¢ la longueur du transitoire de x, p sa période (temporelle).
Sip =1, x est dite ultimement stable. Un automate de sable A est {-ultimement périodique [resp.
stable| si pour tout x € Y, z est ultimement périodique [resp. stable| pour A.

Ainsi, S (page 52) est F-ultimement stable et PB-ultimement stable. S (page 52), X’ (page 66)
et ) (page 64) ne sont ultimement périodiques sur aucun sous-ensemble non trivial de €, alors
que L (page 62) est PB-ultimement périodique mais ni F-ultimement périodique ni ultimement
stable sur aucun sous-ensemble non trivial de €.

Probléme ULT-P(Y) :
INSTANCE : un automate de sable A = (d,r, f);

QUESTION : toutes les configurations de 4 sont-elles ultimement périodiques pour A7

Probléme ULT-S(4) :
INSTANCE : un automate de sable A = (d,r, f);

QUESTION : toutes les configurations de 4 sont-elles ultimement stables pour A7

Nous montrons en fin de partie que les quatre probléemes ULT-P(F), ULT-P(3), ULT-S(J) et
ULT-S(*B) sont indécidables (théorémes 71 et 72). Pour cela nous réduisons ULT-P au probléme
de l'arrét d’'une machine a deux compteurs, initialisée avec les deux compteurs a 0 (la méme
réduction fonctionne de la méme maniére avec ULT-S). Les sections suivantes explicitent le
fonctionnement de I'automate de sable simulant la machine & compteurs.

2.3.1 Construction de I'automate de sable

Définition 9 Une machine a deux compteurs est un quadruplet M = (Q, qo,q¢,9), ot Q est un
ensemble fini d’états, qo € Q est U'état initial, g5 € Q est I’état final. La fonction & : Q x {0,1} x
{0,1} — Q x {1,2} x {—1,0,+1} est la fonction de transition.
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Dans notre preuve, on suppose que les deux compteurs R; et Rg sont initialisés a 0. Si le
deuxiéme argument de 0 vaut 0, cela indique que Ry contient 0. S’il vaut 1, c’est que Rj n’est
pas vide. De méme, le troisiéme argument de & indique si le compteur Ry est & 0. 8 renvoie le
nouvel état, le numéro du compteur a modifier, et la variation a effectuer (diminution de 1, pas
de changement, augmentation de 1). Par souci de clarté, les transitions 8(q,b1,b2) = (¢',1,7)
sont notées (¢, R; + 7).

Exemple 5 Soit la machine a deuxr compteurs M définie par l'ensemble de régles suivant :

8(q0,0,0) = (q1,R1+1)
8(q1,0,—) = (gr,R1+0)
d(qi,1,—) = (g2,R1—1)
8(q2,——) = (g3,Ra+1)
8(gz,——) = (q,R2+1)

Les symboles « — » représentent une valeur quelconque. M commence par initialiser Ry a 1, puis
multiplie le contenu de Ry par 2 et met le résultat dans Ro avant d’atteindre I’état final.

On associe a chaque machine & deux compteurs M dont les compteurs sont initialement a 0
un automate de sable Syq. Le principe de la construction de Syy est illustré sur la figure 33.

C R

Q

¢ ¢ Ln' Ri RY Ry RY

Fig. 33 Simulation d’un machine & deux compteurs par un automate de sable.

L’idée générale est la suivante : Sy utilise des piles de grains pour représenter les valeurs
des compteurs (R) et de I’état de M (Q). Pour des raisons techniques expliquées plus loin, on
utilise un compteur supplémentaire (C) qui compte le nombre de pas effectués par M depuis le
début, et on duplique toutes les colonnes (celles avec les exposants ¥ sur la figure 33).

Nous allons maintenant détailler les « astuces » qui assurent que la simulation se fait correc-
tement.

Ascenseurs. La colonne ¢ représentant 1’état doit pouvoir envoyer des commandes aux comp-
teurs C, R; et Ry. Or le rayon de 'automate est fini, et ces compteurs peuvent avoir des valeurs
arbitrairement grandes. On utilise donc des ascenseurs Lc et Lr (voir figure 33) qui vont monter
pour transmettre les commandes & C et & Ry et Ro, puis redescendre.
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Identité des colonnes. La régle locale de Sy est constituée de plusieurs sous-régles, chacune
d’entre elles concerne une colonne particuliére de la simulation. Pour savoir quelle régle appliquer,
il faut que chaque colonne de la configuration puisse savoir « qui elle est ». Ce n’est pas naturel
dans les automates de sable, la régle locale étant invariante verticalement elle ne dépend pas de
la hauteur de la colonne centrale. On décompose donc chaque colonne a en deux colonnes (ay, a,)
telles que l'identité de a est codée par la différence (non nulle) entre a; et a,. Par exemple une
différence de 1 pourrait signifier que a est le compteur C, 2 serait CV et ainsi de suite. On utilise
également un code pour un symbole d’erreur E, introduit dés que la configuration ne simule pas
correctement une machine & compteurs (on y reviendra plus en détail dans la partie 2.3.3).

Par la suite, quand on parle de « hauteur » d’'une colonne a = (a,a,), on fait référence a
la hauteur de q;. Les hauteurs (lors d’'une simulation correcte) sont exprimées par rapport a la
hauteur de la colonne ¢;, colonne de gauche de I’état de la machine.

Commandes, couleurs et états. Puisque 'on peut coder de I'information dans la différence
entre les deux composantes d’un élément de la simulation, en plus de I'identité on va coder des
informations supplémentaires. Pour effectuer la simulation, on a besoin des commandes que les
ascenseurs passent aux compteurs. Il faut notamment coder les commandes suivantes dans la
différence entre les deux colonnes d’un ascenseur :
C41 qui permet d’augmenter C de 1;
~ CVY,, pour réinitialiser CV 4 0;
R1,-1 diminue R; de 1;
— L_ indique & Ly ou L¢ qu’il doit redescendre jusqu'a la colonne de référence.
On introduit également dans le codage des ascenseurs des couleurs : S, Vg, V, C pour indiquer
ou en est la simulation (commandes et couleurs sont détaillées dans la partie 2.3.2). Enfin, dans
le codage de I'état on introduit également la valeur de I’état actuel.

Eviter les ambiguités. Soit N la valeur la plus importante permettant de coder de l'infor-
mation (il y a un nombre borné de colonnes, de commandes, de couleurs, d’états, N est donc
bien défini). Il faut s’assurer que si une différence entre deux colonnes consécutives est comprise
entre 1 et N, alors elle code quelque chose. Par exemple la différence entre g, et qlV doit toujours
étre strictement supérieure & N ou inférieure ou égale & 0 pour éviter qu’elles soient prises pour
un codage qui n’a pas lieu d’étre.

Pour cela, on utilise la technique suivante : dés que 'on augmente le contenu d’une colonne a
de k grains (en référence a la machine & compteurs), on augmente en réalité a; de k- (2N + 1)
grains et a, de k- (2N + 1) + o, o € [-N + 1,N — 1] (a représente une éventuelle modification
de l'information, par exemple un changement d’état). Cela crée des « lignes de niveau » (voir
figure 34) sur toutes les hauteurs multiples de 2N + 1. Toutes les colonnes de gauche se trouvent
sur une de ces lignes de hauteur k- (2N + 1), celles de droite sont comprises entre les valeurs
k-(2N+1) et k- (2N +1) + N pour un k donné. Cela garantit qu’entre une colonne de droite a,
et sa voisine de droite by, la différence n’est jamais comprise entre 1 et N (partie hachurée sur la
figure 34). On est ainsi str que a, est bien la colonne de droite et b; celle de gauche, et ceci pour
toutes les colonnes a et b de la simulation.

2.3.2 Simulation de la machine a deux compteurs

Chaque itération de M est simulée par Spq en trois phases.

S : simulation d’'une itération de M.
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oo 2= 202N + 1)
e
T
I A e

1=2N+1

il
==

F1G. 34 — Lignes de niveau lors d'une simulation, avec N = 2. Les colonnes de gauche (indices ;)
se trouvent sur ces lignes en pointillés, alors que les colonnes de droite (indices ,) peuvent se
trouver n’importe ol sauf dans la partie hachurée.

V : wérifiation depuis le début jusqu’a 'itération actuelle, dans les colonnes de vérification (ex-
posant V).

C : comparaison des résultats obtenus par les deux premiéres étapes.

Remarque 13 On utilise les mémes notations pour les étapes de la simulation et pour les cou-
leurs. Ce sont les couleurs des ascenseurs qui permettent de connaitre ’étape courante de la
stmulation.

Il faut maintenant expliciter en quoi consiste la phase de vérification. Il est en effet possible
d’avoir pour 'automate Spq une configuration codant une configuration de la machine M telle
que l'état soit valide et les valeurs des compteurs C, Ry et Ry soient cohérentes, sans pour autant
que cette configuration soit atteignable. Par exemple, la configuration (C,q = ¢p,R; = 1,Ry = 0)
n’est pas atteignable par la machine de 'exemple 5 (page 75) a partir de gg avec les compteurs
a 0. C’est pour cela qu'on ajoute a Spq un compteur du nombre d’itérations et une phase
de vérification, dans laquelle la simulation est effectuée du début jusqu’au nombre d’itérations
voulues. Il suffit alors de vérifier que les contenus des colonnes avec ou sans ¥
qui est fait pendant la phase de comparaison.

sont identiques, ce

Les paragraphes suivants expliquent comment est effectuée chaque étape de la simulation.

Initialisation. Au début de la simulation d’un pas de la machine M, la hauteur du compteur C
représente le nombre de pas (de M) effectués depuis le début. La colonne ¢ = (g;, g,) code I'état
actuel de M, les hauteurs des compteurs Ry et Ry sont positives et multiples de 2N + 1. Les
ascenseurs L¢ et Ly sont a la hauteur 0 (relativement a ¢;) et de couleur S. Les colonnes de
vérification CV, ¢V, RY et R;/ peuvent contenir un nombre quelconque de grains.

S. Phase de simulation. Lors de cette étape, Sy simule une seule itération de M. Par
exemple, supposons que 1’on soit dans I’état g1, que Ry et Ry contiennent des valeurs strictement
positives et que 8(q1,1,1) = (g2, R;+j) pour i € {1,2} et j € {—1,0,+1}. Alors Sy doit changer
q1 en gy dans la colonne ¢ = (q;, ¢r), et en méme temps faire partir L¢ avec la commande Cy; et
Lr avec la commande R; ;. A titre d’exemple se trouvent ci-dessous les deux régles locales fsm
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de Sy qui effectuent la mise a jour des colonnes ¢; et g, correspondant a cette transition.

fSM(”’aLCu—L7aq17 _7_7LR7R17_7_7R27"') =0 (pOHI‘ QI) )
A% Vv
q Ry
~ = ~ =
fSM("'aL,Cv_aqu—v_)_v 13{7 ?[7_7_7 /27) = Ogy — Gy (pOllI‘ QT) )
avec
LC = 07aLc,S ) LR = 07(1LR,S )
S~—— S~——
L¢c en 0, de couleur S Lg en 0, de couleur S
Cc= —Oq,0Lcs — g , L= —0g,01,5— 0 ,
et
R, = >0,> oR, , R, = >0,> aR,
~— —
R1 #0 Ry #0
/ /
1:>_OLQ17>(OLR1_G¢11) ) 2:>_OLQ17>((1R2_(1¢11) )

ou 1 < a, < N représente la différence qui code toutes les caractéristiques de la colonne a (iden-
tité, état, commande, couleur). La notation « > z » signifie n’importe quel nombre strictement
plus grand que z, et « — » représente un nombre quelconque.

Les expressions étant vraiment complexes, on préférera désormais les décrire plutot que de
donner leur valeur précise. L’exemple ci-dessus montre qu’il n’est pas trés difficile de « traduire »
ces descriptions.

Dans la suite de la phase de simulation, les itérations de 'automate permettent aux ascenseurs
de monter pour transmettre leur commande. Cela fait augmenter C de 1, et modifie également
la valeur de 1'un des compteurs R; ou Rp si nécessaire. Ensuite, Lc et Lg redescendent grace a
la commande L_.g, tout en changeant leur couleur en V(. L’étape de simulation s’achéve lorsque
les deux ascenseurs ont rejoint la hauteur de référence et sont de couleur Vy.

Vy. Initialisation de la phase de vérification. Avant de démarrer la vérification, il faut
réinitialiser toutes les colonnes de vérification a 0 (on rappelle qu’il s’agit de toutes les colonnes
avec l'exposant Vv, en gris foncé sur la figure 33). On commence par fixer ¢V a qo, en méme temps
que ’on passe les commandes CXO aLcet R\LO a Lyr. La commande R\LO déclenche une réaction
en chaine : Ly monte jusqu’a étre au-dessus des deux compteurs, puis redescend en forgant les
compteurs a 'accompagner. C\LO a exactement les mémes effets sur L¢ et C.

Pour finir, quand les ascenseurs atteignent la hauteur de référence, ils prennent la couleur V
pour indiquer que l'initialisation est terminée.

V. Phase de vérification. A chaque fois que les deux ascenseurs se trouvent au niveau de
référence avec la couleur V, C itérations de M sont effectuées dans les colonnes de vérification,
en partant des compteurs RY et R;/ a 0. Cela se passe de la méme maniére que pour la phase
S : les ascenseurs L et Ly transmettent les commandes aux compteur CV, RY et Rg, pendant
que Iétat ¢V évolue selon la fonction de transition de M.

De plus, il faut que L¢ détecte le moment o C = CV, qui met fin a cette phase. Lorsque c’est
le cas, il redescend avec la couleur C. Quand il atteint la hauteur de référence, Lg prend aussi la
couleur C. On a alors C = CV, et le triplet (¢¥,RY,RY) devrait étre égal au triplet (¢, R1,R2)
si la vérification a réussi. Les ascenseurs L et Lg sont a hauteur 0, de couleur C.
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C. Phase de comparaison. [’ascenseur Lg est envoyé vers le haut jusqu’a ce que toutes les
colonnes C, CV, Ry, RY, Ro, Rg soient plus basses que lui. Il commence alors a descendre en
comparant les hauteurs des colonnes dés qu’il le peut.

Si L découvre une différence, il passe dans 1’état d’erreur E, qui ne fait plus rien. La simula-
tion est bloquée puisque toutes les autres colonnes attendent que l'ascenseur L¢ redescende pour
continuer d’évoluer, Sy a atteint une configuration stable (donc temporellement périodique).

Si tout est correct, i.e. Lo atteint 0, Lo puis Ly prennent la couleur S et la simulation
continue avec l'itération suivante de M.

Complément sur la simulation. L’automate Sy est bien défini de maniére locale. 11 suffit
en effet d'un rayon r = max(3N + 1,19) pour définir la régle locale. La valeur 3N + 1 = (2N +
1) + N permet a chaque couple de colonnes de calculer la différence de hauteur avec ses voisines
lorsqu’elles sont & au plus une ligne de niveau de différence. La valeur 19 représente le nombre de
colonnes moins une, cela permet & chaque colonne d’avoir la simulation toute entiére dans son
voisinage.

Enfin, pour toutes les portées de rayon r qui n'ont pas été décrites dans cette partie, la
régle locale de Sy renvoie 0 (& quelques exceptions prés qui sont expliquées par la suite). Cette
hypothése est essentielle pour les preuves qui suivent.

2.3.3 Arrét sur erreurs

Une configuration de Sy est walide si elle contient une simulation correcte de M (avec les
compteurs initialisés a 0). Inversement, une configuration non valide est dite mal formée. Le but
de cette partie est de montrer que toute configuration mal formée cesse d’évoluer au bout d’un
temps fini. Ainsi, seules les configurations valides peuvent avoir un comportement qui n’est pas
ultimement périodique.

Il y a deux sortes d’erreurs qui peuvent rendre une configuration mal formée. Il y a tout
d’abord les erreurs de voisinage, qui ne sont pas dues a la colonne elle-méme mais a sa situation.
Par exemple, un couple de colonnes pourrait coder un compteur mais avoir une valeur négative.
Ou alors des colonnes pourraient étre mal placées, cela serait le cas par exemple s’il y avait deux
colonnes d’état trop proches. Lorsque deux colonnes codent le symbole d’erreur E, il s’agit d’'une
autre forme d’erreur de voisinage.

Il peut aussi arriver que deux colonnes ne codent aucun symbole connu, ou qu’il y ait une
ambiguité sur ce codage. On parle alors d’erreur d’identité. Nous expliquons dans les deux pa-
ragraphes suivants comment sont gérées ces erreurs.

Erreurs de voisinage. Ces erreurs sont facilement détectables. Quand un couple de colonnes
(a1, ar) repére des valeurs incohérentes dans son voisinage pendant la simulation, elle change son
identité et devient le symbole d’erreur. La regle locale doit renvoyer 0 pour a; et a pour a,, o
étant la valeur qui permet ce changement d’identité en E.

Erreurs d’identité. Dans tous les cas d’erreur d’identité, la régle locale retourne 0 & la fois
pour la colonne de gauche et pour celle de droite. Cela concerne les colonnes dont aucune des
colonnes adjacentes ne code de I'information (voir figure 35(a)), ¢’est-a-dire celles pour lesquelles
la regle locale est fs, (...,z,L1,y,...) =0, avec x > 0ouz < —N et y <0 ouy > N. L’autre
possibilité est lorsqu’on a ambiguité dans le codage (codage valide sur la gauche et sur la droite,
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voir figure 35(b)), la régle locale étant alors fs, (...,z,L,y,...) = 0, avec =N < = < 0 et
0<y<N.

(a) Colonne sans identiteé. (b) Ambiguité sur 'identité.

F1G. 35 — Types d’erreur d’identité.

Dorénavant, on note M une machine a deux compteurs et Spy = (1,7, fs,,) 'automate de
sable associé que nous venons de définir. Appelons Fg,, la régle globale de Sy. Pour montrer
qu’une configuration mal formée arréte d’évoluer au bout d’un temps fini, nous avons besoin des
lemmes suivants.

Lemme 67 Pour toute configuration c € §, pour tout entier t € N, Fth(c)‘ < e + 1.

Preuve. Soit ¢ € §, soit i = max{k € Z | c; # 0} le plus grand indice tel que ¢; ne soit pas
nul. Par construction, on a fs,(...,—,L,0,—,...) = 0 donc pour tout k € Z, pour tout t € N,
k>i= Ff‘SM(C)k = 0.

Soit j = min{k € Z | ¢, # 0}. Remarquons que si la colonne ¢;_; évolue, elle évolue néces-
sairement en tant que colonne de gauche d'un couple et reste donc sur les lignes de niveaux
multiples de 2N + 1. On a fs,,(...,—,0,L,2z,—,...) = 0 pour z # ac, 0 < ac < N étant la
différence de hauteur qui code la colonne C = (Cj, C,.) (C; est la seule colonne susceptible de
voir une différence de 0 & gauche et d’évoluer quand méme). Pour tout k € Z, pour tout ¢t € N, il
existe n € N tel que ngM (€)j—1 =n-(2N+1), donc FgM (€)jo1#acetk<j—1= FgM(c)k = 0.

O

Lemme 68 Pour toute configuration ¢ € §, pour tout i € Z, si (¢;,ci+1) codent une identité de
colonne 1 alors pour tout t € N, les colonnes (F% (c);,F% (c)iy1) codent la méme identité 1.
M M

Preuve. Soit ¢ € § une configuration contenant un couple de colonnes d’identité I aux positions
(i, + 1). Tout au long d’une simulation correcte, ce couple évolue selon les régles locales qui
peuvent changer son état ou sa couleur, mais jamais son identité I.

Si la simulation n’est pas correcte, il pourrait y avoir un probléme si une colonne voisine se
rapproche trop de ¢; ou ¢;41 (figure 36). On se trouve avec une erreur d’identité due a ’ambiguité.
11 suffit alors de rectifier les régles locales pour qu’une colonne d’un couple ne se déplace que s’il
n’y a pas d’erreur d’identité sur les deux colonnes du couple. Sur la figure 36, cela signifie qu’on
empéche ¢; de se déplacer car elle détecte une ambiguité pour c;y1. Cette contrainte n’affecte
pas la simulation, car cela ne doit pas arriver pendant une simulation correcte. Dans tous les cas
incorrects, les colonnes ¢; et ¢;41 ne sont donc jamais modifiées et I est préservé. O

Lemme 69 Pour toute configuration ¢ € § qui n’est pas ultimement stable pour Spq, il existe
dans ¢ un ascenseur dont la couleur change infiniment souvent.
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C; Ci+1 a

F1G. 36 — Conservation de 'identité : I'identité codée par (¢, ¢i+1) n’est pas modifiée par l'ap-
parition de a dans le voisinage.

Preuve. Soit ¢ € § non ultimement stable pour Spq. D’aprés le lemme 67, pour tout t €
N, FSMt(c)‘ est borné indépendamment de ¢. Le comportement infini de ¢ est donc da a du
mouvement « vertical », 4.e. il y a une colonne ¢;, ¢ € Z, dont la valeur varie infiniment souvent.
Cela implique qu’elle code une identité correcte, et d’apres le lemme 68 celle-ci n’est pas modifiée.
Il y a donc un ascenseur dont la valeur varie infiniment souvent. En effet les ascenseurs sont les
« horloges » de la simulation, un couple de colonnes ne se déplace que s’il y a un ascenseur dans
son voisinage qui le lui permet.

De plus, comme les régles ne permettent pas aux ascenseurs d’aller plus haut que la colonne la
plus haute, ni plus bas que la colonne la plus basse, et qu’il n’y a pas de colonnes infinies dans c,
I’ascenseur que I’on a mis en évidence passe infiniment souvent par la valeur du point de référence.
D’aprés la définition des régles locales (description de la simulation dans la partie 2.3.2), il change
de couleur a chaque passage par ce point. il

Nous pouvons maintenant montrer que seules les configurations valides sont susceptibles de
ne pas étre ultimement périodiques.

Proposition 70 Toute configuration c € § mal formée est ultimement stable pour Sy.

Preuve. Soit ¢ € § mal formée, on suppose que ¢ n’est pas ultimement stable. D’aprés le lemme 69
il y a dans ¢ un ascenseur qui change infiniment souvent de couleur. Il y a donc nécessairement
autour de cet ascenseur une zone de ¢ qui effectue la simulation de M correctement, sinon
I’ascenseur se serait arrété. En effet lors de son évolution infinie il a plusieurs fois 'occasion de
vérifier que toutes les colonnes ont des contenus valides, notamment dans la phase de comparaison
C (qui revient infiniment souvent) ou L¢ vérifie successivement tous les couples de colonnes. [

2.3.4 Deécidabilité
Théoréme 71 Les problémes ULT-P(F) et ULT-P(B) sont indécidables.

Preuve. Remarquons tout d’abord qu’il suffit de prouver I'énoncé pour §, la preuve pour
est similaire : & partir d'une configuration finie on peut obtenir une configuration périodique en
répétant la partie non nulle & intervalles réguliers. Il suffit également de montrer ce résultat en
dimension 1, la méme construction pouvant étre effectuée dans les dimensions supérieures.
Nous réduisons ce probléme au probléme de ’arrét d’'une machine a deux compteurs initialisée
a 0, probléme que l'on sait indécidable. Soit M une machine & compteurs, soit Syq I'automate
de sable qui simule M selon la construction qui précéde. Si M ne s’arréte pas, alors il existe
une configuration finie qui n’est pas ultimement périodique pour Sy : il suffit de prendre la
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configuration qui code I'entrée C=CV =0, ¢=¢" =qp, Ri =RY =Ry = R¥ = 0. A partir de
1& M va étre simulée correctement a 'infini, le compteur va augmenter indéfiniment, empéchant
tout comportement périodique.

Réciproquement, supposons qu’il existe une configuration ¢ € § qui n’est pas ultimement
périodique pour Spq, donc pas ultimement stable. D’aprés la proposition 70, ¢ est valide. De plus,
a partir du lemme 69, on sait que le comportement infini a lieu sur une des parties valides de
c. L’évolution de ¢ contient donc au moins une simulation correcte, qui représente une évolution
infinie de M. En d’autres termes, M ne s’arréte pas sur I’entrée 0. O

On montre le résultat suivant avec exactement la méme construction et la méme preuve que
pour le théoréeme 71.

Théoréme 72 Les problémes ULT-S(§) et ULT-S(B) sont indécidables.
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Conclusions et perspectives

Dans ce travail de thése, nous nous sommes intéressés a des systémes dynamiques discrets
particuliers : les modéles de piles de sable. Parmi eux, SPM et IPM(k) (page 8) sont certainement
les plus connus et les mieux maitrisés. Pour ces modéles, on sait qu’en partant d’une configuration
initiale ol tous les grains se trouvent empilés verticalement sur une seule colonne, ’ensemble des
configurations atteignables forme un treillis. Il est également possible de caractériser les éléments
de ce treillis, ainsi que la longueur entre le point de départ et le point fixe. Ces résultats manquant
de généralité, nous avons essayé d’étudier plusieurs extensions.

D’une part, nous avons vu une maniére de généraliser leur étude & des piles de sables initiales
quelconques, a 'aide d’un algorithme qui calcule rapidement leur point fixe (pseudo-code 1,
théoreme 15). Cet algorithme présente l'intérét de pouvoir s’adapter & n’importe quel modéle de
piles de sable, pourvu que la structure du graphe des orbites soit un treillis (unicité du point
fixe). La vitesse de ’algorithme (proposition 17) dépend alors du temps nécessaire pour identifier
les configurations atteignables & partir d’'une unique colonne de grains.

D’autre part, nous avons introduit SSPM, un nouveau modéle de piles de sable symétriques.
Il posséde des propriétés particulierement intéressantes : bien que le point fixe d’une pile o
tous les grains sont concentrés dans une seule colonne ne soit pas unique, nous avons donné une
caractérisation précise permettant de les construire (propositions 26 et 28) et de les compter
(proposition 32). Nous complétons I’étude de SSPM par le calcul de la longueur des transitoires
permettant d’atteindre les points fixes. Ces résultats font de notre modéle symétrique un modéle
plus réaliste, prolongeant de maniére naturelle SPM.

Enfin, nous terminons en abordant le probléme de la généralisation des piles de sable d’un
point de vue différent. En introduisant une topologie sur 'espace des configurations, on a pu
définir les automates de sable. Ces nouveaux systémes permettent de simuler tous les modéles
de piles de sable définis localement. Les automates de sable sont les fonctions qui agissent de
maniére continue sur ’espace des configurations, qui commutent avec les décalages horizontaux
et verticaux en préservant les infinis (théoréme 47). Ce formalisme nous a permis une étude plus
abstraite et donc plus générale des modéles de piles de sable. Nous avons vu qu'il est difficile
de prévoir la dynamique de ces automates, méme en se restreignant aux classes d’automates
simulant des modeéles « réalistes » : si I’on est capable de dire si un automate particulier conserve
les grains (corollaire 66), il est impossible de savoir a I'avance s'il va se stabiliser ou atteindre un
fonctionnement périodique (théoréemes 71 et 72).

Les solutions que nous avons apportées aux problémes posés ouvrent de nouvelles voies pour
les recherches futures. En ce qui concerne les piles de sable, le modéle SSPM mériterait d’étre
étendu de plusieurs maniéres. Pour refaire le lien avec les piles de sable généralisées, il faudrait
pouvoir trouver un moyen d’accélérer la simulation de SSPM en partant d’une pile initiale quel-
conque. Nous avons vu que l'algorithme que nous proposons pour SPM ne suffit pas & donner
tous les points fixes possibles, il faudrait donc aborder cette question différemment.
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De plus, il serait intéressant d’étudier les extensions naturelles de SSPM, qu'il s’agisse de
SIPM(k) ou de modeéles multi-dimensionnels. Nous avons déja donné un premier apergu des
propriétés que l'on peut espérer obtenir (notamment le nombre de points fixes). L’objectif final
serait d’avoir des résultats concernant un modéle en dimension quelconque, oul les grains pour-
raient tomber et glisser dans toutes les directions a la fois. Si l'on arrivait a trouver un modele
satisfaisant, on pourrait alors envisager d’étudier les variantes paralléles et déterministes de ce
modele. Pour linstant, notre étude de SSPM (et plus généralement celle de SPM et IPM(k))
se limite a un fonctionnement séquentiel, non déterministe. On aurait alors un modeéle dont le
fonctionnement s’approcherait plus de ce qu’on s’imagine étre la réalité, et qui pourrait étre
implémenté a 1’aide d’automates de sable.

Il conviendrait également de tester le réalisme de tous ces systémes dynamiques d’un point
de vue physique. Peut-on retrouver avec nos modéles discrets les lois de la physique qui régissent
les piles de sable « réelles » 7 Dans la réalité, les éboulements des piles de sable sont modélisés
a l'aide d’équations différentielles. La discrétisation permet d’approximer ces équations pour les
rendre plus simples, mais il faudrait s’assurer que les erreurs d’approximation ne sont pas trop
importantes.

Pour ce qui est des automates de sable, les perspectives sont encore plus nombreuses étant
donné que leur introduction est trés récente. Il faudrait compléter les résultats de cette thése,
notamment au sujet de la dynamique : est-ce que surjectivité et injectivité sont décidables? Pour
les automates cellulaires, les algorithmes de décision |1, 47] en dimension 1 sont basés sur le fait
que le nombre d’états est borné. Les preuves d’indécidabilité dans les dimensions supérieures
a 2 a l'aide de pavages [35] fonctionnent a condition que chaque point connaisse sont propre
état. Aucune de ces contraintes n’étant vérifiée pour les automates de sable, I’adaptation de ces
résultats en dimension quelconque semble difficile.

Il serait également intéressant d’arriver a définir les automates de sable nilpotents, sous-
classe des automates ultimement stables. Comme nous l'avons vu (page 60), nous avons des
exemples d’automates de sable (£ par exemple) vérifiant cette notion intuitive, mais qui ne
satisfont pas la définition classique a partir des ensembles limites [33, 16]. Une solution envisagée
pour contourner ce probléme est de considérer les p-ensembles limites associés aux mesures
probabilistes w (voir [38]). Ces ensembles ne contiennent pas les configurations dont le nombre
de préimages est trop faible, en d’autres termes on enléve les configurations « défectueuses ». Il
ne reste alors plus que les configurations représentatives, celles dont le nombre de préimages est
non négligeable relativement & la mesure probabiliste u choisie.

En revenant & des aspects topologiques, on aimerait enfin examiner les classes de Kurka [37]
des automates cellulaires (équicontinuité, sensibilité aux conditions initiales, expansivité). Il fau-
drait commencer par adapter leur définition aux automates de sable et & leurs spécificités, mais
méme ainsi on n’est pas str de pouvoir les peupler toutes. On n’a en effet toujours pas d’exemple
non trivial d’automate équicontinu, transitif ou expansif (par contre, S et £ sont sensibles aux
conditions initiales).

Nous pouvons pour terminer nous poser des questions plus éloignées de ce que nous avons
fait dans ce travail de thése. Par exemple, un probléme majeur dans les automates cellulaires
a été de trouver une classification homogéne permettant de regrouper les automates ayant un
comportement « semblable ». Nous avons vu qu’il existait une grande diversité de comporte-
ments possibles avec les automates de sable, il serait 1égitime d’essayer de les classer selon des
critéres dynamiques a déterminer. Ces classes devraient étre définies de sorte que chacune soit
représentative d’'un type de comportement bien précis. Ensuite, en se restreignant aux automates
d’une classe particuliére, on peut espérer que les problémes généraux se simplifient pour donner

84



de nouveaux résultats. Si cela ne suffit pas, on peut introduire de nouvelles contraintes, par
exemple en se limitant aux automates conservateurs de grains d’une classe précise (voir partie II,
section 2.2).

Enfin, une piste de recherche qui reste a explorer est ’aspect computationnel de ces automates.
Nous savons déja qu’ils ont la puissance de calcul des automates cellulaires (proposition 44) et
donc des machines de Turing. Il reste a trouver les problémes que leurs particularités (nombre
d’états non borné, fonctionnement synchrone etc.) permettent de résoudre plus efficacement. Les
calculs les plus simples sont les calculs de fonction caractéristique : & partir d’une entrée w sur un
alphabet Z, le modeéle de calcul considéré doit atteindre en un temps fini un état d’acceptation
ou de refus. Dans la littérature, on trouve plusieurs facons de définir le codage de I'entrée ainsi
que le mode de reconnaissance. Pour les automates de sable, les solutions a retenir seraient
vraisemblablement ’entrée séquentielle (mot inséré lettre par lettre, a chaque instant, sur la
colonne centrale, voir [12]) ou paralléle (mot inséré entiérement dans la configuration initiale,
voir [45, 11] par exemple). Pour l'acceptation, on pourrait convenir que la valeur —1 dans la
colonne centrale indique que le mot est accepté, —2 qu’il est refusé. L’intérét des automates de
sable pour la reconnaissance de langages est évident : malgré quelques limitations dues au rayon
fini de I'automate, on pourrait reconnaitre des langages sur N, un alphabet infini. A terme, on
espére ainsi pouvoir mettre en évidence plusieurs classes de complexité de langages, selon leur
mode et leur temps de reconnaissance par automate de sable (mode séquentiel ou paralléle;
temps réel, linéaire, polynomial ou exponentiel).
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A

Points fixes de (n) pour SSPM
(1 <n<24)

Pour la définition de SSPM et de ses points fixes, se référer a la partie I, chapitre 3.
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Résumeé

Dans cette thése nous étudions différents systémes dynamiques discrets permettant de simuler
la formation des piles de sable. Le comportement des modeéles de base SPM ou IPM(k) est bien
connu dans des conditions initiales spécifiques. Nous étendons ces résultats & des conditions
initiales plus générales, et nous introduisons le modéle SSPM qui ajoute de la symétrie a ces
modeéles et améliore leur réalisme.

Dans un second temps, nous étudions un autre systéme dynamique, les automates de sable.
Ils sont définis de maniére analogue aux automates cellulaires, avec la contrainte supplémentaire
qu’une configuration n’admet pas de « trous ». Ces automates peuvent simuler tous les modéles
de piles de sable définis localement, et a 'aide d'un cadre mathématique solide, ils permettent
d’obtenir des résultats plus généraux.

Nous nous intéressons a la dynamique des automates de sable, plus précisément aux propriétés
de réversibilité d’un automate, et nous étudions la décidabilité de propriétés caractérisant les piles
de sable classiques : conservation des grains et périodicité ultime.

Mots-clés : Systémes dynamiques discrets, piles de sable, Sand Pile Model, Ice Pile Model,
automates de sable, automates cellulaires, réversibilité, décidabilité.

Abstract

In this thesis we study several discrete dynamical systems which can simulate the formation
of sandpiles. The behavior of the basic models SPM and IPM(k) is well-known under specific
initial conditions. We extend these results to arbitrary initial conditions. Moreover, we introduce
the model SSPM which adds symmetry to these models and improves their realism.

In the second part, we study another dynamical system, namely sand automata. They are
defined similarly to cellular automata, with the constraint that configurations can not contain
any “hole”. These automata can simulate any locally-defined sandpile model, and their solid
topological framework allows more general results.

We are interested in sand automata dynamics, more precisely in the reversibility properties
of sand automata. We conclude by studying the decidability of properties which characterize
classical sandpile systems: grain conservation and ultimate periodicity.

Keywords: Discrete dynamical systems, sandpiles, Sand Pile Model, Ice Pile Model, sand au-
tomata, cellular automata, reversibility, decidability.



